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0 Einfiihrung

Unter ’Algebra’ verstand man urspriinglich die Theorie des Auflésens von Polynomgleichungen
in einer Unbekannten z. Lineare und quadratische Gleichungen

p-x+q=0, z*+p-24+q¢=0,
waren schon den Agyptern und Babyloniern bekannt. Mit kubischen Gleichungen
P dpr?tq-rtr=0

beschiftigte man sich schon im antiken Griechenland. Die griechische Mathematik beeinflusste
die indischen und arabischen Mathematiker, und diese schlieflich die italienischen Mathematiker
der Renaissance. Um 1550 fanden sie Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Gra-
des. Seitdem war der Versuch, solche Formeln auch fiir Gleichungen vom Grad > 5 anzugeben,
eines der ganz groflen offenen Probleme in der Mathematik. Die Losung dieses Problems viel al-
lerdings unerwartet negativ aus: Ruffini (1799) und Abel (1826) bewiesen, dass es i.a. unméoglch
ist, eine Gleichung fiinften oder hoheren Grades durch (iteriertes) Wurzelziehen aufzulsen.
Die Argumente von Ruffini und Abel waren wohl nicht ganz vollstindig. Ein wirkliches
Verstéindnis fiir die Griinde der Nicht-Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen hatte zuerst Ga-
lois (~ 1830). Der Grund besteht in Symmetrien zwischen den Losungen. Der einfachste Fall ist

die Formel

2
_p [P

T12 = ~5 1

fiir die beiden Losungen einer quadratischen Gleichung. Die Symmetrie steckt hier in den beiden
Vorzeichen der Wurzel. Vor allem wegen seines frithen tragischen Todes wurden die Argumente
von Galois der mathematischen Offentlichkeit erst um 1850 bekannt. Dann aber hatten sie gewal-
tige Konsequenzen: Die Untersuchung von Symmetrien fithrte zum Begriff der Gruppe (Cauchy
1844, Cayley 1854). Dieser Begriff fithrte zu radikaler Umgestaltung vieler mathematischer Ge-
biete. Vor allem Emmy Noether (~ 1920) verdnderte die Algebra, die urspriinglich Gleichungen
als Objekte hatte, zu einer Strukturtheorie. Mathematische Strukturen gewannen dann auch in
vielen anderen Gebieten zentrale Bedeutung.

Die Strukturen der Algebra sind Gruppen, Ringe und Koérper. Und in dieser Reihenfolge
wollen wir sie in dieser Vorlesung auch behandeln. Diese Strukturen sind aus Inhalten entstanden
und dienen dem Verstéindnis dieser Inhalte. Es handelt sich

bei ‘ um die Struktur hinter der

Gruppen | Symmetrie
Ringen Teilbarkeit
Korpern | Auflésbarkeit von Gleichungen

Bei der Ausarbeitung dieser Vorlesung habe ich aus den folgenden Biichern, z.T. hemmungs-
los, abgeschrieben:

e M. Artin: Algebra. Birkhduser 1993



e N. Jacobson: Basic Algebra I. Freeman u. Co. 1985

e B.L v.d. Waerden: Algebra I. Springer 1960

Vor etwa zehn Jahren habe ich diese Vorlesung schon einmal (zum ersten Mal) gehalten. Weil
ich kein strukturierter Algebraiker bin, ging das damals bose ins Auge. (Die Schwester eines
Studenten aus dieser Vorlesung, die spéter bei mir ihre Diplomarbeit schrieb, meinte allerdings,
ganz so schlimm sei es doch nicht empfunden worden.) Damals habe ich das Buch

e F. Lorenz: Einfithrung in die Algebra I. BT 1992
benutzt. Nochmal wiirde ich das nicht tun. Bei Studenten ziemlich beliebt ist das Buch
e K. Meyberg: Algebra, Teile 1 und 2. Hanser 1975/76

Diesmal halte ich diese Vorlesung, um Lehramts-Studenten optimal auf die schriftliche Algebra-
Priifung im Hauptexamen vorzubereiten. Deswegen sind die Aufgaben auch vor allem fritheren
Staatsexamen entnommen. Ich selbst habe auch mal - vor langer, langer Zeit - das bayerische
Staatsexamen abglegt. Damals war der Algebra-Stoff fest umrissen: Van der Waerden bis Seite
200. Heutzutage ist das anscheinend nicht mehr so. Deswegen ist es schwierig den Stoff so zu
strukturieren, dass alle wesentlichen Inhalte des Staatsexamens abgedeckt werden. Ich werde es
versuchen.

Natiirlich ist es auch Diplomern nicht verboten, diese Vorlesung zu horen.



1 Gruppen

1.1 Definitionen

Was eine Gruppe ist, muss man schon in der Anfingervorlesung 'Lineare Algebra’ lernen, weil
man ohne diesen Begriff einfach nicht auskommt.

Definition 1.1 FEine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
G xG>(g,h) — gh €q.

Fiir diese Verkniipfung gelten folgende FEigenschaften:
Assoziativitit: (gh)k = g(hk).
Ezistenz der Eins: Es gibt ein Element e € G mit eq = ge = g fiir alle g € G.
Ezistenz des Inversen: Zu jedem g € G gibt es ein g~' € G mit gg~' =g~ 'g = e.

Beispiel 1.1 Die folgenden Mengen mit den angegebenen Verknipfungen sind Gruppen: (Z,+),
(Q,+), (R,+), (Q*,-), (R*,-). Diese Beispicele sind ebenso fundamental wie trivial. Nicht ganz
so trivial sind folgende Beispiele:

Die Permutationsgruppe Sy : Sie besteht aus allen bijektiven Abbildungen der Menge {1,...,n}
auf sich. Die Verkniipfung ist die Hintereinanderausfihrung:

(o7)(k) =0o(7(k)), k=1,..n.

Die Matrizengruppe GL(n,IR): Sie besteht aus allen invertierbaren nxn-Matrizen mit reellen

Eintrigen. Die Gruppe GL(n,R) hat viele interessante Untergruppen, wie etwa
SL(n,IR) Matrizen mit der Determinante 1,
O(n) orthogonale n x n-Matrizen,
A(n) invertierbare obere Dreiecksmatrizen.

Es gibt auch Gruppen ganzzahliger Matrizen: Die Gruppe SL(n,Z) besteht aus allen n X n-
Matrizen, deren Eintrdge ganze Zahlen sind, und deren Determinante = 1 ist. Dazu gehirt die
Einheitsmatriz, und mit je zwer Matrizen gehdrt auch deren Matrizenprodukt dazu. Nicht-trivial
ist, dass fiir jede dieser Matrizen auch die inverse Matriz ganzzahlig ist. Das folgt aus der Formel

1 1

= ((—1)i+ﬂ'det(Aj,i))i’j.

Dabei ist A; ; die (i, j)-Streichungsmatriz von A, und deren Determinante ist wieder ganzzahlig.
Hat man zwei Gruppen G und H, so ist deren kartesisches Produkt

Gx H={(g,h): g€ G,h € H}
wieder eine Gruppe. Man definiert die Verkniipfung komponentenweise
(91, 1) (g2, h2) = (9192, h1h2).

Dann ist (eq, err) das Eins-Element in G x H und das Inverse zu (g, h) ist (g, h) "' = (¢, h~1).
Man nennt die so definierte Gruppe G X H das direkte Produkt oder auch direkte Summe der
Gruppen G und H.



Eine sehr haufig vorkommende Gruppe wird Z,, sein, die Gruppe der ganzen Zahlen modulo
n. Dabei ist n > 1 eine natiirliche Zahl. Die Elemente von Z, sind die natirlichen Zahlen
0,1,2,....,n — 1. Und die Verkniipfung ist Addition modulo n:

kE+1 falls k+1<n

0<kl<n: k+lm0d”:={ k+l—n falsk+1>n.

Das Fins-Element ist natirlich e = 0 und das Inverse zu k ist n — k.

Beispiel 1.2 Die Kleinsche Vierergruppe Vi ist das direkte Produkt Zs x Z>. Wenn wir die
beiden Elemente in Zo mit 0 und 1 bezeichnen, so besteht die Gruppe Vy also aus den Elementen

(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Satz 1.1 a) In einer Gruppe G gibt es nur ein einziges Eins-Element.
b) Zu einem Gruppenelement g gibt es nur ein einziges Inverses g~ '.
¢) (Kiirzungsregel) Sind g,91,92 € G Gruppenelemente mit gg1 = gg2, so folgt g1 = go.

Ebenso folgt g1 = go aus g1g = gag.
Beweis. a) Es seien e und ¢’ € G zwei Eins-Elemente. Dann folgt

e = ee (¢ Eins-Element)

= ¢ (e Eins-Element).

b) Aus gg1 = e = gi1g und ggo = e = gag folgt

g1 = (919)91 = (929)91 = 92(991) = g2.

¢) Aus der Gleichung gg; = ggo folgt durch Links-Multiplikation mit ¢—! dass g; = g5 ist.
Analog folgt g; = ¢go aus der Gleichung g;g = g2g durch Rechts-Multiplikation mit ¢~ L]

Oben haben wir vorausgegriffen und den Begriff der Untergruppe benutzt:

Definition 1.2 FEine Teilmenge H C G der Gruppe G heifst Untergruppe, wenn sie mit der
Verkniipfung aus G selbst eine Gruppe ist. Das bedeutet:

eq € H,

hi,ho ¢ H = hiho € H,

heH = h'leH

In manchen, aber nur in den allerwenigsten Gruppen gilt
gh = hg fiir alle g,h € G.

Dann nennt man die Gruppe kommutativ oder abelsch. Die Permutationsgruppen S,, n > 3,
und die meisten Matrizengruppen sind nicht abelsch.



Beispiel 1.3 Die Quaternionengruppe H besteht aus acht Elementen, die man
+1, +i,+5, +k

schreibt. Das neutrale Element ist +1. Das Element —1 multipliziert jedes Element aus h € H
auf —h. Die Gruppenstruktur auf H wird festgelegt durch

P=2=k=-1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik =j.

Die Gruppe heifst Quaternionengruppe, weil sie mit den Hamiltonschen Quaternionen zu tun
hat. Sie ist nicht abelsch.

Viele Gruppen, vor allem die abelschen, sind langweilig. Von Interesse sind sie oft nur wegen
zusitzlicher Strukturen. (Das gilt in besonderem Maf fiir die Vektorriume aus der linearen
Algebra.) Interessant sind Gruppen, die Symmetrien darstellen. Das machen wir jetzt exakt:

Definition 1.3 Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation von G auf M ist
eine Abbildung
G x M 5 (g,m) s g(m) € M

mit den Eigenschaften
e(m) = m fiir das Eins-Element e € G und alle m € M,

sowie

(gh)(m) = g(h(m)) fir alle g,h € G und m € M.

Beispiel 1.4 Die Permutationsgruppe S, operiert auf der Menge {1,2,...,n}. Die Matrizen-
gruppe GL(n,IR) operiert auf dem Vektorraum IR". Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch
Links-Multiplikation:
g(m) :=gm fir g € G, m € G.
Die Bedingung
(gh)(m) = g(h(m))
ist gerade die Assoziativitit in der Gruppe. Es gibt aber auch eine Rechts-Multiplikation von G
auf sich: Das ist
g(m) :=mg.

In diesem Fall ist aber i.a.

(gh)(m) = mgh # mhg = g(h(m)).

Aus der Rechts-Multiplikation kann man allerdings eine Gruppenoperation machen, wenn man
definiert:
g(m) :=mg~

Dann gilt namlich



Operiert die Gruppe G auf der Menge M, so definiert jedes Element m € M eine Untergruppe
G, C G:
Gm:={g€G: g(m)=m}.

Dies ist tatséchlich eine Untergruppe: e € G, wegen e(m) = m, g,h € G, = g(m) = h(m) =
m = (gh)(m) = g(h(m)) = g(m) = m = gh € Gy umd g € Gy = g~ (m) = g~ (g(m)) =
(g7 'g)(m) = e(m) = m. Die soeben definierte Untergruppe G, heifit die Standgruppe oder
Isotropie-Gruppe oder Stabilisator des Elementes m.

Beispiel 1.5 Die Standgruppe der Zahl n unter der Operation von S, auf der Menge {1,...,n}
ist die Menge der Permutationen o € S,, die die Zahl n fest lassen. Diese Permutationen
permutieren nur die Zahlen 1,...,n — 1 und bilden eine Untergruppe S,_1 C S,.

Interessante Gruppen-Operationen verkérpern Symmetrien geometrischer Objekte. Betrach-
ten wir etwa ein reguldres n-Eck. Da gibt es n Drehungen um das Zentrum des n-Ecks, welche
diese Figur in sich iiberfithren. Das sind aber noch nicht alle Symmetrien des reguliren n-Fcks:
Jede Ecke liegt auf einer Geraden durch das Zentrum, und die Spiegelung an dieser Geraden ist
auch eine Symmetrie der Figur. Aber schon wird das Leben kompliziert: Nur wenn n ungerade
ist, erhalten wir so die volle Symmetriegruppe. Sie besteht aus n Drehungen und n Spiegelungen,
insgesamt aus 2n Symmetrien. Wenn n jedoch gerade ist, liegen immer zwei Ecken gegeniiber
auf der Spiegelungs-Gerade. Wir bekommen so nur n/2 Spiegelungen. Nocheinmal n/2 Spie-
gelungen bekommen wir, wenn wir Spiegel-Geraden nehmen, die die Mittelpunkte gegeniiber
liegender Seiten verbinden. So kommen wir dann auch hier auf eine Gruppe aus n Drehungen
und n Spiegelungen. Diese Symmetrie-Gruppe des reguliren n-Ecks heifit Dieder-Gruppe D,,.

Spiegelungsachsen des reguléren
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Definition 1.4 FEine Operation der Gruppe G auf der Menge M heif$t transitiv, falls zu je zwei
Elementen my, mo € M ein Gruppenelement g € G existiert mit g(my) = mo. Ist die Operation
nicht transitiv, so heif$t sie intransitiv.

Beispiel 1.6 Die Operation der symmetrischen Gruppe S,, auf der Menge {1, ...,n} ist transitiv:
Zu je zwei Zahlen ny,mng gibt es die Transposition (ni,n3) € Sy, welche diese beiden Zahlen
vertauscht. Die oben angegebene Untergruppe S,_1 C Sy, die Standgruppe der Zahl n operiert
allerdings nicht transitiv auf der Menge {1,...,n}, denn es gibt kein Element in S,_1, welches
die Zahl n auf irgend eine andere Zahl abbildet.



Ist die Operation nicht transitiv, dann bildet G jedes Element m € M nur auf Elemente
einer echten Teilmenge von M ab. Solche Teilmengen G - m = {g(m) : g € G} heiflen Bahnen
von G auf M. Diese Bahnen bilden eine disjunkte Zerlegung von M = UM; in Teilmengen M;,
auf denen G transitiv operiert.

Definition 1.5 FEnthdlt die Gruppe G nur endlich viele Elemente, so heifit die Anzahl dieser
Elemente die Ordnung |G| der Gruppe G.

Satz 1.2 (Bahnensatz) Die endliche Gruppe G operiere transitiv auf der Menge M. Dann
gilt fir die Ordnung der Gruppe G, die Ordnung |Gy,| einer jeden Standgruppe Gy, C G, und
die Anzahl der |M| Elemente von M :

|G| = |G| - |M].
Beweis. Wir fixieren ein Element my € M und betrachten die Abbildung
G— M, g+ g(mo).

Diese Abbildung ist surjektiv wegen der Transitivitdt der Operation. Insbesondere ist deswegen
|M| auch endlich. Zu jedem Element m € M gibt es die Teilmenge

Un:={g € G: g(mg) =m}.

Wegen der Transitivitit der Operation ist U,,, m € M, nie leer. Fiir my # mo € M gilt
Un, NUp, = 0. Jedes Element in U,,, N Up,, wiirde nimlich m sowohl auf m; als auch auf
ms # my abbilden, das geht nicht. So erhalten wir eine Zerlegung

G= ] Un
meM

in disjunkte Teilmengen U,,. Fiir die Anzahlen |U,,| von Elementen in den Teilmengen U, folgt

daraus
Y Ul =lal.
meM

Die Behauptung ergibt sich, wenn wir zeigen:

|Un| = |Gy | fiir alle m € M.

Sei ein m € M fest gehalten und g € Uy, ein Gruppenelement mit g(mg) = m. Fiir alle h € G,
gilt dann auch
(gh)(mo) = g(h(mo)) = g(mo) = m.
Die Menge
GG ={gh: h€Gp,}

ist also eine Teilmenge von U,,. Wenn A die Elemente von G,, durchlduft, erhalten wir so lauter
verschiedene Elemente von U,,. Deren Anzahl ist aber = |G, |. Die Behauptung folgt, wenn wir
zeigen: Uy, = g - G- Sei dazu u € Uy, also u(mgy) = m = g(myg). Wegen

(97 u)(mo) = g~ (u(mo)) = g~ (m) = mq

L € G, alsou=g-h € g-Gp,- L]

ist h:=¢g"



Satz 1.3 (von Lagrange) Es sei H C G eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann
teilt die Ordnung |H| von H die Ordnung |G| der Gruppe G.

Beweis. Zu jedem Gruppen-Element g € G betrachten wir die Links-Nebenklasse
g-H={g-h: he H}
Wenn sich zwei solche Nebenklassen, etwa g; H und g2 H schneiden, dann gilt g1h; = goho mit
hi,hs € H. Es folgt g9 = glhlhgl € g1H und g2 H = g1 H. Weil jedes Element g = ge € gH in
seiner eigenen Nebenklasse liegt, ist die Vereinigung der Nebenklassen die ganze Gruppe. Und
wie wir eben sahen, ist diese Vereinignung eine disjunkte Vereinigung.

Die Anzahl |gH | der Elemente in einer Nebenklasse g H ist immer gleich der Gruppenordnung
|H|. Ist k die Anzahl der Nebenklassen, so ist also |G| =k - |H|. L]

Definition 1.6 (Index) Es sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann heifst die
(nach Lagrange ganze) Zahl

(G : H] :=|G|/|H]
der Index von H in G.

Aufgabe 1.1 Es sei (iy,...,i;) € S, ein Zyklus. Zeigen Sie fiir alle o € Sy, :
0 (i1yerig)o t = (0(i1), .., o (i)

Aufgabe 1.2 (H 98, T 3, Aufg 1) a) Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 20 in der
symmetrischen Gruppe S5 an.
b) Gibt es Untergruppen der Ordnung 20 in As?

Aufgabe 1.3 (F 94, T1, Ala)) FEs sei & € S, ein Zykel der Linge n. Bestimmen Sie alle
T € Sy, die mit & vertauschbar sind.

Aufgabe 1.4 (H 93, T1, Teil von A3) Sei (G,+) eine endliche abelsche Gruppe mit neu-
tralem Element 0 und Gy = {x € G : 2z = 0}. Man setzt
o(G) = Z x.
z€G

Zeigen Sie:

i) G ist eine Untergruppe von G, und es ist 0(G) = o(G2). Hinweis: Betrachten Sie auf G
die Aquivalenzrelation © ~y < x =y oder z = —y, (z,y € G).

i) Ist #Go # 2, so ist o(G) = 0; ist #G9 = 2, so ist 0(G) das von 0 verschiedene Element
aus Go.

Aufgabe 1.5 (F 92, T1, A1) Eine Gruppe der Ordnung 55 operiere auf einer Menge M mit
18 Elementen. Zeigen Sie, dass die Gruppe auf M mindestens 2 Fizpunkte hat.



1.2 Homomorphismen und Normalteiler

Definition 1.7 G und H seien Gruppen, ¢ : G — H eine Abbildung. Die Abbildung ¢ heifit
(Gruppen)-Homomorphismus, oder einfach Morphismus, falls fir alle g1,92 € G gilt

©(9192) = (91)p(92)-

Beispiel 1.7 Ist G C H eine Untergruppe, so ist die Inklusion G — H, bei der jedes Element
aus G auf dieses gleiche Element, aufgefasst als in H liegend, abgebildet wird, ein Morphismus.

Die Determinante det : GL(n,IR) — IR* ist ein Morphismus von Gruppen. Dabei verste-
hen wir unter R* die Gruppe der reellen Zahlen # 0 mit der Multiplikation als Verkniipfung.
Dass diese Abbildung A — det(A) ein Homomorphismus ist, das ist gerade die Aussage des
Determinanten-Multiplikations-Satzes.

Die Ezponentialfunktion exp : (R,+) — (IR*,-) ist auch ein Morphismus wegen der Funk-
tionalgleichung exp(r 4+ s) = exp(r) - exp(s).

Auch die Signum-Funktion sign : S, — {£1} ist ein Homomorphismus. Dabei muss man
die Menge {£1} mit der Multiplikation zu einer Gruppe machen.

Wie iiblich nennt man einen Morphismus Monomorphismus, wenn er injektiv ist, und FEpi-
morphismus, wenn er surjektiv ist. Ein bijektiver Morphismus heifit Isomorphismus. Hierzu ein
Beispiel:

Satz 1.4 (von Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer sym-
metrischen Gruppe Sy fiir ein geeignetes n € IN.

Beweis. Es sei n = |G| die Ordnung der Gruppe G. Wir ordnen die Elemente von G irgenwie
an, etwa G = {g1,...., gn }. Die Links-Translation von G auf sich selbst

G>g:hw—g-h, baw g, — g- 9, = g

bewirkt eine Abbildung o, : v — v/ der Indexmenge {1, ...,n} auf sich selbst. Jedem Gruppen-
element g € G wird so eine Permutation o, der Zahlen 1,...,n zugeordnet und wir erhalten so
eine Abbildung G — S,,.

Aus der Assoziativitit (g¢')h = g(g'h) folgt 04y = 0404, d.h., die Abbildung G — S,,, g —
04, ist ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist injektiv. Denn aus o, = o4 folgt insbesondere
g-e=¢g -eund g = ¢'. Also ist dieser Homomorphismus ein Isomorphismus von G auf eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, L]

Dieser sogenannte Satz von Cayley ist relativ banal, vom modernen Standpunkt aus geradezu
trivial. Das sagt aber nichts dariiber, wie wichtig Cayley fiir die Entwicklung der Gruppentheorie
war: Vor Cayley betrachtete man nur Untergruppen der symmetrischen Gruppe S,. Cayley war
der erste, der Gruppen ganz losgelost von Permutationen untersuchte.

Satz 1.5 (Homomorphismen) Fiir jeden Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — H gilt:
a) plec) = en;
b) plg!) =lg);

10



¢) Die Menge
Kern(p):={g € G: p(9) =eg} CG
ist eine Untergruppe von G. Der Morphismus ¢ ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) = {eg}.
d) Die Menge
Bild(y) :={h € H: h=¢(g) firengeG}CH

ist eine Untergruppe von H. Der Morphismus ¢ ist genau dann surjektiv, wenn Bild(y) = H.
e) Ist U C H eine Untergruppe von H, so ist

¢ {U)={9€G: p(g) €U}

eine Untergruppe von G, das Urbild der Untergruppe U
Hier bezeichnt eq das Fins-Element in G und ey das Fins-Element der Gruppe H.

Beweis. a) Fiir jedes g € G ist

v(9) = pleag) = elea)y(9):
Multipliziert man diese Gleichung von rechts mit ¢(g)~', so folgt

e = 0(9)p(9) ™" = plea)p(9)e(9)™" = pleq).
b) Fiir jedes g € G ist

0(9)plg ") =wlgg") = pleq) = en.

Also ist p(g7") = ¢(g)~"
c) Wegen ¢(eq) = ey ist eq ein Element im Kern. Fiir g1, go € Kern(yp) gilt o(g1) = ¢(g2) =
er und deswegen ¢(g1)p(g2) = e, also gehort auch g;g9 zum Kern. Falls g € Kern(p), so ist

-1 1

oo™ =wlg)™" =eg =en,

also gehort auch ¢! zu Kern(yp).

Wenn ¢ injektiv ist, dann kann aufler eg kein anderes Element g € G auf ey abgebildet
werden. Es folgt Kern(yp) = {eg}. Sei umgekehrt Kern(p) = {eg} vorausgesetzt. Falls fiir zwei
Elemente g1, g0 € G gilt, dass ¢(g1) = ¢(g2) ist, dann folgt

0(9197") = w(g1)e(g2) " =en

und g1g2_1 gehort zu Kern(p). Also ist gng_1 = e und g; = go. Damit ist ¢ injektiv.

d) Wegen ey = p(eq) gehort ey zu Bild(p). Mit hy = ¢(g1) und he = ¢(g2) € Bild(p)
gehort auch hihy = p(g1g2) zu Bild(p). Mit h = p(g) € Bild(p) gehort auch A=t = (g~ ') zu
Bild(yp).

e) Wegen p(eq) = e € U gehort eq zu ¢ 1(U). Sind g1,92 € ¢ 1 (U), so gilt ¢(g1) € U
und (go) € U, also p(g1g2) = ¢(g1)p(g2) € U. Es folgt g1go € ¢~ ' (U). SchlieBlich gehort mit
g € ¢ Y(U) auch immer g ! zu ¢ 1 (U), denn (g ') = p(g) ' € U. L]

Zu einem Morphismus ¢ : G — H gehoren also zwei Untergruppen: Kern(p) C G und
Bild(p) C H. Es ist klar, dass jede Untergruppe U C H als Bild eines Morphismus auftritt,
mémlich z.B. als Bild der Inklusion U C H. Aber als Kern eines Morphismus kann keineswegs
jede Untergruppe von G auftreten. Ein Kern hat folgende besondere Eigenschaft:

11



Satz 1.6 Ist u € G eine Element im Kern des Morphismus ¢ : G — H, so ist fiir jedes g € G

auch
g-u-g!

wieder ein Element in Kern(p).

Beweis. p(gug ') = ¢(9)p(u)e(g ") = v(glenp(g) ' = en. [
Die soeben notierte Eigenschaft ist so wichtig, dass Untergruppen mit dieser Eigenschaft
einen eigenen Namen bekommen:

Definition 1.8 Fine Untergruppe U C G heifit Normalteiler oder normale Untergruppe von G,
wenn, fir alle w € U und g € G gilt: g-u-g~' € U.

Beispiel 1.8 Fulls G abelsch ist, dann ist jede Untergruppe U C G ein Normalteiler, denn dann
gilt gug ' =gg lu=uecU.
Sei etwa D3 die Dieder-Gruppe der Ordnung 6, realisiert als Permutationsgruppe S3 mit den

beiden Dreierzyklen (1,2,3),(1,3,2) (Rotationen) und den drei Zweierzyklen (1,2),(1,3),(2,3)
(Spiegelungen). Dann ist die Untergruppe

Az ={id, (1,2,3),(1,3,2)}
ein. Normalteiler, denn sie ist der Kern des signum-Morphismus. Aber die Untergruppe
U :={id,(1,2)}
der Ordnung zwei ist kein Normalteiler:

(1,2,3)(1,2)(1,2,3) ' = (1,2,3)(1,2)(1,3,2) = (1,2,3)(1,3) = (2,3) ¢ U.

Wir wollen Normalteiler noch etwas formaler betrachten:

Definition 1.9 Es sei G eine Gruppe und ein Element g € G werde festgehalten. Dann ist die
Abbildung
G3hw— ghg™' €@

ein Gruppen-Isomorphismus G — G. Er heifit die Konjugation unter g.

Dass die Konjugation ein Morphismus ist, das folgt aus

g+ (hiha) - g7" = (ghig™") - (ghag™").

Die Konjugation mit ¢—!, h — g~ 'hg, ist die Umkehr-Abbildung, denn

gt (ghgt)-g=nh.

also ist die Konjugationsabbildung bijektiv.
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Definition 1.10 Jeden Gruppen-Isomorphismus G — G nennt man einen Automorphismus
von G. Die Konjugations-Automorphismen nennt man innere Automorphismen von G.

Die Normalteiler-Eigenschaft der Untergruppe U C G kann man so formulieren: Fiir jedes

g € G ist

b= {gug~t,u € U}

9-U-g°
in U enthalten: gUg ! C U. Weil aber auch
U=g-(9'Ug)-9g ' Cg-U-g "
ist, folgt daraus sogar: gUg~ ' = U.

Die Normalteiler-Eigenschaft hat Konsequenzen fiir Nebenklassen:

Definition 1.11 (Nebenklassen) Sei U C G eine Untergruppe und g € G. Dann heifit die
Menge
gU :={gu:ueU}

eine Links-Nebenklasse zu U und
Ug:={ug: ueU}

eine Rechts-Nebenklasse zu U.

Im Allgemeinen sind Links- und Rechts-Nebenklassen verschieden: Sei etwa U C S3 die
Untergruppe {id, (1,2)} und g := (1,2,3). Dann ist

gU = {(172a3)a (1a273)(1a 2)} = {(172a3)a (1a3)}

und
Ug = {(1a273)7 (172)(1a2a3)} = {(1a273)7 (273)}7

die Nebenklassen sind voneinander verschieden.
Satz 1.7 FEine Untergruppe U C G ist genau dann ein Normalteiler, wenn fir alle g € G gilt
gU =Ug.
Links- und Rechts-Nebenklassen stimmen tiberein.
Beweis. Die Untergruppe U ist genau dann Normalteiler, wenn fiir alle g € G
U=gUg™ " ={gug~",ucU}.
Multipliziert man diese Mengen-Gleichung von rechts mit g, so findet man
Ug=(gUg™")g = gU. O

Ist U C G eine Untergruppe, so bezeichnet man mit G/U = {gU : g € G} die Menge
der Links-Nebenklassen und mit U \ G = {Ug : g € G} die Menge der Rechts-Nebenklassen.
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Bei Vektorrdumen kann man Nebenklassen zu einem Untervektorraum addieren und damit den
Quotienten-Vektorrraum definieren. Bei Gruppen funktioniert diese Konstruktion nur bei Nor-
malteilern. Das wollen wir jetzt durchfiihren. Sei also U C G ein Normalteiler in der Gruppe
G.

Seien g1, go € G zwei Gruppenelemente mit ihren Nebenklassen g1 U und goU. Wir bezeichnen
mit g1U - goU die Menge der Produkte aus Elementen beider Nebenklassen:

g1U - 92U = {g1u1 - goun = ui,up € U},

Dann gilt aber wegen der Normalteiler-Eigenschaft:

91U - g2U = g1 - ¢2Ug5 " - 92U = g1goU - U = g1goU.

Das soeben definierte Produkt der Nebenklassen zu g; und g9 ist wieder eine Nebenklasse, und
zwar die Nebenklasse zum Produkt g;gs. Damit definieren wir auf der Nebenklassen-Menge
G/U =U \ G eine Verkniipfung:

Sind ¢1U und goU € G/U Nebenklassen, so heift

91U - 92U = (g192)U

ihr Produkt.

Satz 1.8 (Faktorgruppe) Es sei U C G ein Normalteiler.

a) Das Produkt g1U-goU ist wohldefiniert. D.h., das Produkt hingt nur von den Nebenklassen,
und nicht von den gewdhlten Reprisentanten g1 und gs ab.

b) Das so definierte Produkt ist assoziativ.

c) Die Menge G/U, versehen mit diesem Produkt ist wieder eine Gruppe. Ihr neutrales
Element ist die Nebenklasse eU = U. Das Inverse der Nebenklasse gU ist die Nebenklasse g~ 'U.

d) Die Abbildung

G—G/U, g~ gU

ist ein surjektiver Gruppen-Homorphismus mit Kern U.

Beweis. Seien g1U = h1U und g2U = hsU. Dann bedeutet das hy = giuq und he = gouo mit
uy,ug € U. Daraus folgt

hiU - hoU = g1uiU - gougU = g1U - goU.

Die Eigenschaften b) und c¢) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Gruppe G und
91U - goU = g1g99 - U. Aus dieser Gleichung folgt auch, dass die Nebenklassen-Abbildung g — gU
ein Gruppen-Homomorphismus G — G/U ist. Wegen uU = U fiir alle u € U ist der Normalteiler
im Kern dieses Morphismus enthalten. Ist umgekehrt g ein Element im Kern, dann bedeutet das
gU =U und g € U. Also stimmt der Kern mit dem Normalteiler iiberein.

Definition 1.12 (Nebenklassengruppe, Faktorgruppe) Die soeben definierte Gruppe G /U
zum Normalteiler U C G heifit Nebenklassengruppe zu U oder Quotienten-, bzw. Faktorgruppe
nach U.
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Beispiel 1.9 Fliir jedes 1 <n € Z ist
Z-n:={k-n:keZ}

eine Untergruppe von Z. Weil Z abelsch ist, ist diese Untergruppe ein Normalteiler und die
Restklassengruppe Z|Z - n ist nach Satz 1.8 wohldefiniert. Die Abbildung

Z|Z-n—Z,, k—mfallsk=q-n+m,keZ0<m<mn,

Ist ein Gruppen-Isomorphismus. Anstatt der Restklassen-Notation k + Z - n fiir Elemente aus
Z|Z-n = Z, werden wir die Notation kmodn verwenden.

Satz 1.9 (Erster Homomorphiesatz) Es sei ¢ : G — H ein Gruppen-Homomorphismus
mit Kern K C G und Bild B C H. Dann gibt es einen Gruppen-Isomorphismus ¢ : B — G/K
derart, dass das Diagramm

G % B
Ny
G/K

kommutiert. Dabei ist G — G/K der Restklassen-Homomorphismus.

Beweis. Es sei b = p(g) € B ein Element im Bild. Wir definieren ¢(b) := gK € G/K. Zuerst
miissen wir zeigen, dass diese Abbildung B — G/K wohldefiniert ist: Wenn b = ¢(g1) = ¢(g2)
ist, dann ist ¢(g1g, ') = bb~' = efr und g19, ' € K. Es folgt

0K -g7'K =g195 'K = K =eq/x
und g1K = ggK.

Als néchstes zeigen wir, dass 9 ein Homomorphismus ist. Seien dazu by = ¢(g1) und by =
©(g2) Elemente in B. Dann gilt b1by = ¢(g192) (weil ¢ ein Homomorphismus ist) und

P(b1bo) = g1g2K = g1 K - go K = 1(b1)1p(bo2).

Aus der Definition von % folgt
P(p(9)) = 9K

fiir alle g € G. Das ist die Kommutativitit des Diagramms. Es bleibt noch die Bijektivitidt von
1) nachzuweisen.

Surjektivitat: Jede Restklasse K = ¢ (¢(g)) € G/K gehort zum Bild von .
Injektivitit: Sei 1(b) = eq/k fiir b = ¢(g) € B. Das bedeutet gK = eq/x = K, also g € K
und b = ¢(g) = eq. L]

Satz 1.10 (Zweiter Homomorphiesatz) Es sei N ein Normalteiler in der Gruppe G und
H C G eine Untergruppe. Dann ist

H-N:={h-n: he HneN}
eine Untergruppe von G. Weiter ist H N N ein Normalteiler in H und es gilt
(H-N)/N ~H/(HNN).
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Beweis. Wegen e €¢ N unde € Histe=e-e € H- N. Es seien hi1,ho € H und ny,ne € N.
Dann ist
h1n1 . h2n2 = hth . (h;lnlhg)ng.

Weil N normal ist, gehort h;lnlhg wieder zu N. Also ist h;lnthng € N und wegen h1hy € H
gehort das ganze Produkt zu H - N. Das Inverse eines Elements hn € N - N ist

(hn) ' =n"tht=n"Yhnth ) e H-N.

Wir haben gezeigt: H - N ist eine Untergruppe von G.

Als néchstes zeigen wir: H NN C H ist ein Normalteiler in H. Dazu sein € HNN. Fiir jedes
h € H ist hnh™' € N, weil N Normalteiler in G ist. Und wegen n € H ist auch hnh~! € H.
Also ist hnh™' € HN N fiirallen € HNN und h € H.

Wir definieren eine Abbildung

(H-N)/N — H/(H N N)

durch
(hn) - N — h-(HNN).

Diese Abbildung ist wohldefiniert: Wenn hynq - N = hgno - N gilt, dann ist

hony = hini-n, né€N,
hg = h1 . nlnngl,
nmn;l = hl_lhg € HN N,

also ho - (HNN)=hy - (HNN).

Wegen der Nomalteiler-Eigenschaft von N ist ist Ay N - haN = (hphsg) - N, und die oben
definierte Abbildung AN — h - (H N N) ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Injektivitat: hn liegt im Kern, falls h € H N N, also hN = N € HN/N.

Surjektivitit: Jedes h - (H N N) ist das Bild von h- N € H - N/N. L]

Nicht jede Gruppe besitzt nichttriviale Normalteiler. Die Untergruppen {1} und G sind
trivialerweise Normalteiler, aber eben triviale Normalteiler. Ist etwa p eine Primzahl, so besitzt
die Gruppe Z/Z - p keine nicht-trivialen Normalteiler: diese Gruppe hat ja aufler den trivialen
Normalteilern iiberhaupt keine anderen Untergruppen (Satz von Lagrange).

Definition 1.13 Die Gruppe G heifit einfach wenn sie keine nicht-trivialen Normalteiler besitzt.

Eine typisch mathematische Definition: Die einfachen nicht-abelschen Gruppen sind so ziem-
lich das Komplizierteste, was es gibt.

Aus zwei Gruppen GG und G5 kann man nicht nur das direkte Produkt G x G2, sondern auch
semi-direkte Produkte bilden. Um sie besser zu unterscheiden, nenne ich die beiden Gruppen
jetzt N und G. Man braucht eine Operation von G auf N durch Automorphismen von N, d.h.,
einen Gruppen-Homomorphismus p : G — Aut(N). Als Menge definiert man das semi-direkte
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Produkt durch N x, G, wie das direkte Produkt. Aber die Gruppen-Struktur definiert man
anders:

(n1,91)(n2,92) = (n1p(g1)n2, g192)-

Das ist auch eine Gruppe:
Assoziativitit: Es ist

(n1p(g1)(n2), 9192)(n3, g3)
(n1p(g1)n2p(9192)13, 919293)
= (n1p(g1)(n2p(g2n3)), 919293,
( (
( )

3

((n1,91)(n2,92))(n3,93)

3

(n1,91)((n2,92)(n3,93)) = (n1,91)(n2p(g2)n3, g293)
= (n1p(g1)(n2p(92)n3)), 91,92, 93)-

Eins-Element: Wegen p(eg) = idy ist (en,eq)(n,g) = (n,g). Und weil p(g)(en) = en ist,
gilt (n,g)(en,eq). Also ist (en, eq) das Eins-Element in der neuen Gruppe.

Inverses: Zu gegebenem (n, g) ist dies (p(¢g-)n ="', g7 1).

Beide Gruppen, N und G kann man als Untergruppen N X eg und ey X G im semi-direkten
Produkt auffassen. Dabei ist allerdings N ein Normalteiler und G i.a. nicht. Die Operation p
von G auf N ist genau die Konjugation in NV x, G:

(1,9)(n, 1)(L,g7") = (p(g)n,g)(1,g~") = (p(g)n, 1).

Der Quotient des semi-direkten Produkts nach N ist isomorph zur Gruppe G.

Semi-direkte Produkte kommen hiufig vor. So ist z.B. die affine Gruppe des IR” ein solches
Produkt. Man setzt N = R", G = GL(n,IR) und lisst die GL(n,IR) wie iiblich auf dem IR"
operieren. Ein Element (¢, g) bewirkt die affine Abbildung

R" - R", z+—t+ gx.
Dann ist die Zusammensetzung zweier affiner Abbildungen
(t191)(t2, 92) () = (t1,91) (2 + g2m) = t1 + gita + g1g2w
dasselbe wie die Anwendung von

(t1,91)(t2,92) = (t1 + g1t2, 9192),

dem soeben definierten Produkt.

Die symmetrische Gruppe S3 enthélt den Normalteiler A3 ~ Z3 der Ordnung 3 und die
Faktorgruppe ist Zs. Diese Faktorgruppe ist das Bild der Untergruppe {id, (1,2)} ~ Zs. Diese
Gruppe operiert auf dem Normalteiler A3 durch

p(1,2) 1 (1,2,3) ¢ (1,3,2).

Und vermoge dieser Operation ist S3 das semi-direkte Produkt Z3 x, Z3. Allgemeiner ist die
Dieder-Gruppe D), ein semi-direktes Produkt Z,, x, Z5.
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Aufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass jede Untergruppe H einer endlichen Gruppe G vom Index [G :
H] =2 normal in G ist.

Aufgabe 1.7 Zeigen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 4 ist abelsch. Es gibt genau zwei nicht-
isomorphe Gruppen der Ordnung 4.

Aufgabe 1.8 a) Zeigen Sie: In der symmetrischen Gruppe S, sind je zwei Zyklen gleicher
Léinge konjugiert.
b) Gilt dies auch in der alternierenden Gruppe A, ?

Aufgabe 1.9 (F 97, T2, A1) a) Zeigen Sie, dass die Symmetriegruppe (= Gruppe der Isome-
trien) eines requliren Oktaeders im euklidischen R® isomorph zur Symmetriegruppe des Wiirfels
18t.

b) Welche Ordnung hat die Gruppe?

¢) Wieviele Elemente der Ordnung 3 besitzt sie?

Aufgabe 1.10 (H 96, T3, A1) Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G und v : G —
G/N der natirliche Epimorphismus auf die Faktorgruppe G/N. Man zeige:

a) v induziert eine Bijektion von der Menge aller Normalteiler H von G mit N C H in die
Menge aller Normalteiler von G/N.

b) Gibt es einen Normalteiler vom Index 4 in G, dann auch einen Normalteiler vom Index
2.

Aufgabe 1.11 (F 95, T1, Teil von A1+42) Seien E,G Gruppen und © : E — G ein Epi-
morphismus. m heifit zerfallend, falls ein Homomorphismus p : G — E mit wp = idg existiert.
Zeigen Sie:

a) Ist ™ zerfallender Epimorphismus mit Kern K, so ist K x G — E, (k,g) — kp(g) fir
alle k € K und g € G, Isomorphismus, falls K x G mit der Gruppenstruktur des semidirekten
Produkts beziigliche einer passenden Operation von G auf K versehen wird.

b) Der kanonische Epimorphismus Z/(9) — Z/(3) ist nicht zerfallend.

Aufgabe 1.12 (H 91, T1, A1) Man beweise, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen
der Ordnung 6 gibt.

Aufgabe 1.13 (H 91, T2, A1) Man gebe eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 24 an, die
nicht zur symmetrischen Gruppe Sy isomorph ist.

Aufgabe 1.14 (F 91, T1, A1) Seia: G — H ein Gruppenhomomorphismus, wobei H abelsch
sei. Man zeige: « ist genau dann surjektiv, wenn fir je zwei Gruppenhomomorphismen (B, :
H — K mit Boa=~voa«a gilt: f=1.
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1.3 Zyklische Gruppen

Es sei G eine Gruppe und g # e € G eines ihrer Elemente. Dann gibt es in G die Folge aller
Potenzen von g:

9 =e g =g 9>=99, ¢ =g9g, ..

Es kann sein, dass dies unendlich viele verschiedene Gruppen-Elemente sind. Dann sagt man,
das Element ¢ hat unendliche Ordnung. Es kann aber auch sein, dass irgendwann einmal zwei
dieser Elemente iibereinstimmen: g¥ = ¢! fiir 0 < k < [. Dann folgt ¢' % = ¢!(¢*)~" = e. Es gibt
also eine natiirliche Zahl n > 0, z.B. n =1 — k mit ¢" =e.

Definition 1.14 (Ordnung) FEs sei g € G. Die kleinste natirliche Zahl 0 < n € IN mit g" = e
heif$t die Ordnung des Gruppenelementes g. Falls es eine solche Zahl nicht gibt, hat g unendliche
Ordnung.

Satz 1.11 a) Hat g € G unendliche Ordnung, so wird durch
Z5kw— g

ein injektiver Gruppen-Homomorphismus Z — G definiert.
b) Hat g die Ordnung n, so wird durch

Z, > kmodn gk
Ein injektiver Gruppen-Homomorphismus definiert.
Beweis. a) Fiir k € IN identifiziert man g% mit (¢*)~' = (¢~')*. Damit ist die Abbildung
Z— G, kg

wohldefiniert und ein Gruppen-Homomorphismus. Zu zeigen bleibt die Injektivitit: Seien also
k <1 € Z mit ¢* = ¢'. Dann wiire ¢' % = e und ¢ hiitte endliche Ordnung.

b) Jetzt habe ¢ die endliche Ordnung n. Das heifit also ¢" = e, g¥ # e fiir alle 0 < k < n.
Fiir zwei ganze Zahlen ki = ks modn ist k1 — ko = g - n ein Vielfaches von n und deswegen

gUg) T =g = (") =, gF =g".

Die Abbildung
Z, > kmodn— ¢* € G

ist also wohldefiniert und auch wieder ein Gruppen-Homomorphismus. Weil n die kleinste
natiirliche Zahl mit ¢" = 1 ist, ist dieser Morphismus injektiv. L]

Definition 1.15 Die Untergruppe < g >= {gk, k € Z} C G, endlich oder unendlich, heifit
die von g erzeugte Untergruppe von G. Wenn G selbst von der Form G =< g > ist, heifit G

zyklisch. Dann ist der Homomorphismus aus Satz 1.11 auch surjektiv und G ist isomorph zu
Z oder Z,,.
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Satz 1.12 Jede Untergruppe und jede Quotientengruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zy-
klisch.

Beweis. Die Gruppe G sei zyklisch. D.h., es gebe einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus
Z — @G. Fiir jeden surjektiven Homomorphismus G — H ist auch Z — G — H surjektiv, also
ist H zyklisch.

Sei jetzt H C G eine Untergruppe und ¢ : Z — G surjektiv. Nach Satz 1.5 e) ist dann
U := ¢~ '(H) eine Untergruppe von Z. Wegen ¢(¢~'(H)) = H geniigt es also zu zeigen: jede
Untergruppe U C Z von Z ist zyklisch. Die triviale Untergruppe {0} C Z ist auf triviale Weise
zyklisch. Nehmen wir also an, U enthalte ein Element & # 0. Nachdem wir eventuell £ durch —k
ersetzen, konnen wir annehmen, k > 0. Sei m € U die kleinste Zahl > 0. Wir zeigen

U=Z-m={n-m:né€Zj.

Dann ist U also das Bild des surjektiven Gruppen-Homomorphismus Z 3 n +— n - m und damit
zyklisch.
Sei dazu 0 < k € U beliebig. Wir dividieren £ durch m mit Rest:

k=qg-m+r, qrelN,0<r<m.

Wir schreiben diese Formel um
r=k—q-m

und finden r € U. Wegen r < k muss r = 0 gelten. Also ist jedes positive (und dann auch jedes
negative) k € U durch m teilbar. L]

Satz 1.13 Wir betrachten eine endliche zyklische Grupppe Z,.
a) Die Ordnung eines jeden Elementes kmodn in Z, ist ein Teiler von n.
b) Die Multiplikation mit ¢ € IN

Zy, — Z,, kmodn— q-kmodn
ist genau dann ein Gruppen-Isomorphismus, wenn q und n teilerfremd sind .

Beweis. a) Ist [ die Ordnung von k mod n, so erzeugt k mod n in Z,, eine zyklische Untergruppe
der Ordnung [. Diese Ordnung [ teilt die Gruppenordnung n nach dem Satz von Lagrange (Satz
1.3).

b) Es ist klar, dass die Abbildung & mod n + ¢-kmodn ein Homomorphismus ist. Dieser Ho-
momorphismus ist genau dann ein [somorphismus, wenn er injektiv ist. Eine Restklasse &k modn
liegt genau dann im Kern, wenn ¢ - £k = 0modn, d.h., wenn n das Produkt ¢ - k teilt.

Wenn n und ¢ teilerfremd sind, muss n die Zahl k teilen. Es ist £ modn = 0modn, und der
Kern besteht nur aus der Null. Der Homomorphismus ist injektiv.

Wenn n und ¢ nicht teilerfremd sind, gibt es eine Primzahl p, welche n und ¢ teilt. Sei etwa
n=p-ny und ¢ = p- q;. Dann ist n1 mod n ein nicht-triviales Element in Z,, mit

q-nimodn = qq - (pn1) modn = q; - 0modn = 0 modn.

Der Kern ist nicht-trivial, und die Abbildung ist kein Isomorphismus. L]
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Beispiel 1.10 Wir betrachten n =5 und q = 3 und iterieren diese Multiplikation:

|01 2 3 4
3]0 31 4 2
32=41]0 4 3 2 1
33=2(0 2 41 3

Definition 1.16 Die Restklassen qmodn € Z,,, wo q teilerfremd zu n ist, heiffen prime Rest-
klassen modulo n.

Unter der Multiplikation mit ¢ wird das erzeugende Element 1 € Z,, auf ¢ modn abgebildet.
Ist ¢ zu n teilerfremd, so ist nach Satz 1.13 also auch ¢modn ein erzeugendes Element der
zyklischen Gruppe Z,,. Insbesondere hat gmodn auch die Ordnung n in Z,,. Und umgekehrt:
Die Restklasse gmodn € Z, habe die Ordnung n. Dann ist also auch Z,, =< gmodn > und
die Multiplikation mit ¢ ist ein Isomorphismus Z,, — Z,,, weil sie 1 modn auf das Erzeugende
q modn abbildet.

Satz 1.14 Die primitiven Restklassen modulo n bilden eine Gruppe Z), beziglich der Multipli-
kation. Jede prime Restklasse g modn definiert durch Multiplikation

Z,>kmodn +— q-kmodn € Z,

einen Gruppen-Automorphismus der zyklischen Gruppe Z,. Vermdge dieser Zuordnung ist die
Gruppe der primen Restklassen modulo n isomorph zur Automorphismengruppe der zyklischen
Gruppe Z,,.

Beweis. Sind ¢; und g2 € IN relativ prim zu n, so ist dies auch ihr Produkt ¢ - ¢3. Das
Produkt von zwei primen Restklassen modulo n ist also wieder eine prime Restklasse modulo
n. Dieses Produkt definiert den Automorphismus von Z,,, der die Hintereinanderschaltung der
Automorphismen zu ¢; und zu ¢, ist. Die angegebene Abbildung Z; — Automorphismengruppe
von Z,, ist also multiplikativ. Als néichstes zeigen wir, dass sie auch bijektiv ist.

Injektivitdt: Stimmen fiir zwei primitive Restklassen ¢, g2 modulo n die Multiplikationsab-
bildungen k& modn — ¢; - k modn iiberein, dann ist insbesondere (k = 1 modn)

g =q-1=g¢qy-1=¢go modulo n.

Surjektivitiat: Jeder Automorphismus « : Z,, — Z,, ist festgelegt durch das Bild «(1) der
Restklasse 1 modn. Denn dann ist

a(k) = a(l + ot 1) = g(l) + ...+ a(l) = k- «(1) modulo n.

k k

Ist « : Z, — Z, ein Automorphismus so erzeugt auch ¢ := «(1) die zyklische Gruppe Z,.
Deswegen ist g eine prime Restklasse modulo n und « ist die Multiplikation mit dieser Restklasse.
Wir haben jetzt eine bijektive Abbildung von Z; auf die Automorphismengruppe von Z,
definiert, die das Produkt erhélt. Dann muss Z; mit diesem Produkt eine Gruppe sein, und die
angegebene Abbildung ein Gruppen-Isomorphismus. L]
Die Automorphismengruppe von Z,, ist nach Satz 1.14 insbesondere abelsch. Aber sie braucht
nicht zyklisch zu sein.

21



Beispiel 1.11 Die primen Restklassen modulo 8 sind
1, 3, 5, Tmod8.

Die Automorphismengruppe hat also die Ordnung vier. Fir die nichttrivialen primen Restklassen
gilt

32 = 9 = 1mod8

52 = 25 = 1mod8

7 = 49 = 1mod8

Jedes Element hat die Ordnung zwei. Die Automorphismengruppe ist die Kleinsche Vierergruppe
ZQ X ZQ.

Definition 1.17 Fir n € IN bezeichnet man mit ¢(n) die Anzahl der primen Restklassen mo-
dulo n. Das ist also die Anzahl der natirlichen Zahlen < n, die zu n teilerfremd sind. Die
Abbildung n — @(n) heifit Eulersche @-Funktion.

Beispiel 1.12 Fiir eine Primzahl p ist ¢(p) die Anzahl aller Restklassen modulo p, die # 0
sind. Also ist ¢(p) = p — 1. Fiir eine Primzahl-Potenz p* ist q genau dann teilerfremd zu p*,
wenn q nicht durch p teilbar ist. Die durch p teilbaren Zahlen zwischen 0 und p* — 1 sind

0,p,2:p, ... (P*' = 1) p.
Deren Anzahl ist p*~'. Also gilt

k) =pF —p" T =p" - 1).

Die direkte Summe zyklischer Gruppen ist i.a. nicht wieder zyklisch. Als Beispiel betrachten
wir die Gruppe Z,, X Z,,. Sie enthilt n? Elemente. Wenn sie zyklisch wiire, wire sie also isomorph
zur Gruppe Z,> und ihr Erzeuger hitte die Ordnung n?. Nun gilt aber fiir jedes Element
(ky modmn, ke modn) € Z,, X Zy,:

(k1 modn, ke modn)" = (nky modn,nke modn) = (0,0).

Jedes Element in Z,, X Z,, hat die Ordnung n. Also kénnen die beiden Gruppen Z,, X Z,, und
Z,> nicht isomorph sein.

Satz 1.15 Es seien m,n > 1 natirliche Zahlen. Dann sind dquivalent:
a) Die Gruppen Z, X Z,, und Zy,., sind isomorph;
b) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.

Beweis. a) = b): Es sei p > 1 ein Teiler von m und von n, ekwa m =p-m/ und n = p-n'.
Der Homomorphismus

Z 2y — Zyy, k= kmodm — kmodm'

ist surjektiv. Also enthilt Z,, eine Untergruppe isomorph zu Z,. Ebenso enthélt Z,, eine Un-
tergruppe isomorph zu Z,. Die Gruppe Z,, x Z,, enthélt also eine Untergruppe isomorph zu
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Z, x Z,. Das eben angegebene Beispiel zeigt, dass diese Untergruppe nicht zyklisch ist. Wegen
Satz 1.12 kann dann auch Z,, X Z,, nicht zyklisch sein.
b) = a): Wir betrachten den Homomorphismus

Z— Zy XZyp, kv (Ekmodm,kmodn).

Sein Kern ist die Untergruppe von Z bestehend aus den Zahlen k, welche sowohl durch m als
auch durch n teilbar sind. Weil m und n teilerfremd sind, heifit dieses: k ist durch m - n teilbar.
Dieser Kern ist also die Untergruppe Z - (m - n) C Z. Nach dem Homomorphie-Satz 1.9 ist das
Bild des Homomorphismus in Z,, x Z,, isomorph zur Quotientengruppe Z/Z - (m -n) = Zpy.p,.
Dieses Bild hat die Ordnung m - n, ebenso wie die ganze Gruppe Z,, X Z,,. Das Bild Z,,., muss
also mit der ganzen Gruppe Z,, X Z, iibereinstimmen. Ul

Satz 1.16 (Korollar: Chinesischer Restsatz) Sind die Zahlen m und n teilerfremd, so gibt
es zu jedem Paar von Restklassen

amodm und bmodn
genau eine Zahl k, 0 < k < m -n mit
kmodm = amodm, kmodn = bmodn.

Die Zahlen m und n € N seien teilerfremd. Wenn ein Paar (¢ modm,rmodn) € Z,, x Z,
diese Gruppe erzeugt, dann muss q teilerfremd zu m und r teilerfremd zu n sein. Und umgekehrt:
Es sei ¢ teilerfremd zu m und r zu n. Falls k(q,r) = (0,0) ist, muss k - ¢ durch m teilbar sein.
Kein Teiler von m teilt ¢q. Also muss m die Zahl k teilen. Ebenso sieht man, dass n die Zahl &k

teilt. Weil m und n teilerfremd sind, ist k durch m-n teilbar. D.h., das Element (q,r) € Z,,, X Z,,
hat die Ordnung m - n. Daraus folgt:

Satz 1.17 Fir zwei teilerfremde Zahlen m und n € IN ist
p(m -n) = o(m) - p(n).

Damit kann man eine allgemeine Formel fiir die Eulersche p-Funktion angeben: Die Zahl
n € IN habe die Primfaktor-Zerlegung

k »
n=p"-.. -pf , ki, ke >1,

WO P1, ..., pr verschiedene Primzahlen sind. Dann ist

p(n) = o) ... p(pk)
= P —1) P (p, = 1)
S T SO Y g
Y4t Dr
1 1
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Beispiel 1.13 FEs ist

©(100) = (22 -5%) =100 - (1 — %) (1 - l) =100 -

= 40.
)

N =
(2Rl

Beispiel 1.14 (F 00, T3, A1) : Bestimmen Sie den Isomorphietyp der primen Restklassen-
gruppe modulo 360, und geben sie hierin explizit ein Element n + 360Z maximaler Ordnung
an.
Lésung: Wir zerlegen
360 =2%.3%.5

in Primzahlpotenzen. Nach dem Beweis von Satz 1.17 ist also die prime Restklassengruppe
360 = Zg X Zy x Zs.

Aus den schon diskutierten Beispielen wissen wir: Zg ist die Kleinsche Vierergruppe Zy X Z,
Z: =< 2 > ist die zyklische Gruppe Zs. Wir miissen noch die prime Restklassengruppe Zs
bestimmen.

Die primen Restklassen modulo 9 sind 1,2,4,5,7,8. Nun ist modulo 9

2 =4, 22=8, 2*=7 22=5 20=1.

Also ist Zy =< 2 > zyklisch von der Ordnung 6. Damit ist die prime Restklassengruppe modulo
360
Ziso = (Zy x Zy) x Zg x Zy ~ (Zs)* x Z3 x Z,4

identifiziert. Die mazimale Ordnung eines Elementes in dieser Gruppe ist 12. Und n mod 360
hat diese Ordnung 12, wenn etwa

n=2mod9, n=2modb

ist. Eine solche Zahl ist etwa n = 47.
Probe: Wir berechnen die Potenzen von 47 modulo 360:

477 = 2209 = 6-360+49 = 49,
47 = 492 = 2401 = 6-360+241 = 241,
478 = 2412 = 58081 = 161-360+ 121 = 121,
4712 = 241-121 = 29161 = 81-360+1 = 1.

FEs stimmdt.

Satz 1.18 Die Gruppe G sei abelsch. Dann bilden die Elemente endlicher Ordnung (zusammen
mit dem neutralen Element e € G) eine Untergruppe T C G. Kein Element der Faktorgruppe
G/T hat endliche Ordnung.
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Beweis. Nach Definition gehort das neutrale Element zu 7. Wenn g1, g2 € G endliche Ordnung
haben, etwa g’fl = g’2c2 = ¢, dann ist

(glg2)k1k2 — (glfl)/m(gé?l)lﬂ — ekagk _ ¢

und ¢1g» hat wieder endliche Ordnung. Schlieflich hat auch ¢g—' die endliche Ordnung k, wenn
g die Ordnung £ hat.

Sei jetzt ¢T € G/T eine Nebenklasse endlicher Ordnung, etwa (¢7)* = T. Daraus folgt
g"T = T und ¢* € T. Deswegen hat g* endliche Ordnung, etwa die Ordnung [. Daraus folgt
g =eund g € T. Es war gT = eq/r- L]
Definition 1.18 Die Untergruppe T C G aus Satz 1.18 heifit Torsions-Untergruppe. Thre Ele-
mente heiffen die Torsions-Elemente von G. Die abelsche Gruppe G heifst torsionsfrei oder kurz
frei wenn ihre Torsionsuntergruppe T = 0 trivial ist.

Aufgabe 1.15 Zeigen Sie: Jede endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist, ist zyklisch.

Aufgabe 1.16 Bestimmen Sie fiir n = 2,...,10 die Werte der Eulerschen @-Funktion ¢(n) und
geben Sie die primen Restklassen modulo n explizit an.

Aufgabe 1.17 (H 01, T2, A1) Fir 3 < n sei D,, die Diedergruppe der Ordnung 2n, es sei H
die Quaternionengruppe der Ordnung 8, und Ss die symmetrische Gruppe auf 8 Elementen.

a) Zeigen Sie: Die drei Gruppen Dg, Dy X Zo und H X Zy sind paarweise nicht isomorph.

b) Bestimmen Sie fiir jede der drei Gruppen aus a) die Anzahl der zyklischen Untergruppen
der Ordnung 4 und geben Sie jeweils die Menge dieser Untergruppen an.

c) Zeigen Sie: Die Gruppen Dg und S3 X Zg sind isomorph.

Aufgabe 1.18 (F 99, T1, Al) a) Sei Cs die zyklische Gruppe der Ordnung 8. Man zeige,
dass die Automorphismengruppe Aut(Cg) isomorph zur Kleinschen Vierergruppe V ist.

b) Man zeige, dass die Automorphismengruppe Aut(V') der Kleinschen Vierergruppe iso-
morph zur symmetrischen Gruppe Ss ist.

Aufgabe 1.19 (H 97, T3, A1) Sei G = S, die Gruppe der Permutationen von {1,2,3,4}.

a) Geben Sie eine nicht zyklische Untergruppe H der Ordnung 4 von G an, die auf {1,2,3,4}
transitiv ist.

b) Zeigen Sie, dass H normal ist.

c¢) Zeigen Sie, dass durch f(g)(h) := ghg™" fiir ¢ € G und h € H ein Homomorphismus
f: G — Aut(H) definiert wird, der surjektiv ist und den Kern H hat.

Aufgabe 1.20 (H 98, T1, A1) Sei p eine Primzahl und G die additive Gruppe Z[pZ X
Z/pZ.

a) Wieviele Untergruppen der Ordnung p besitzt G ¢

b) Seien x,y € G mit © # y gegeben. Man zeige, dass es genau eine Untergruppe H C G der
Ordnung p g¢ibt, fir die x + H =y + H gilt.
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¢) Zu einer sechstigigen Konferenz treffen sich 25 Teilnehmer. Die sechs gemeinsamen Mit-
tagessen nehmen sie an & Tischen mit je 5 Pldtzen ein. Ist es méglich, tdglich wechselnde Sitzord-
nungen derart festzulegen, dass jeder Teilnehmer mit jedem anderen genau einmal am gleichen
Tisch sitzt?

Aufgabe 1.21 (H 95, T1, A1) Eine Gruppe G heif$t lokal-zyklisch, falls jede endlich-erzeugte
Untergruppe von G zyklisch ist. Nan zeige:

a) Jede lokal-zyklische Gruppe ist abelsch.

b) Unter- und Faktorgruppen einer lokal-zyklischen Gruppe sind lokal-zyklisch.

¢) Die additiven Gruppen Q und Q/Z sind lokal-zyklisch.

Aufgabe 1.22 (F 94, T1, A2) Es sei n eine ungerade natirliche Zahl. Zeigen Sie: Wenn es
bis auf Isomorphie nur eine einzige Gruppe der Ordnung n gibt, dann gilt (p(n),n) = 1.

Aufgabe 1.23 (H 92, T3, A1) Es seien my,ma,...,m, durch 3 teilbare natirliche Zahlen,
und G die abelsche Gruppe

G=Z/m\Z x Z/msZ X ...x Z|/m,Z.

a) Man bestimme die Anzahl der Elemente von G der Ordnung 3.
b) Man bestimme die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung 3.

Aufgabe 1.24 (H 91, T1, A1) Man beweise, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen
der Ordnung 6 gibt.

1.4 Endlich erzeugte Gruppen

Definition 1.19 FEs sei G eine (abelsche oder nicht-abelsche) Gruppe und M C G eine Teil-
menge. Die von M erzeugte Untergruppe < M >C G ist die kleinste Untergruppe von G, welche
die Menge M enthdlt, d.h., der Durchschnitt aller Untergruppen von G, welche M enthalten.

Diese Definition ist ziemlich formal. Man kann die Elemente von < M > aber auch explizit
angeben, zumindest im Prinzip:

Definition 1.20 Sei M C G wie in Definition 1.19. Ein Wort dber M ist ein Gruppenelement

gir-92: ... gr,

wo

e entweder g; = e € G (dann kann man den Faktor e natirlich weglassen, aufer im kurzen

Wort e),
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e oder g; € M,
e oder g[l e M.

Es ist klar, dass jede Untergruppe H C G, welche die Menge M enthélt, auch jedes Wort
iiber M enthéilt. Wir zeigen, dass die Menge all dieser Worter eine Untergruppe von G ist. Dann
muss < M > die Menge aller dieser Worter iiber M sein.

In der Tat: Das Eins-Element e ist eines der Wérter iiber M. Und das Produkt

(9192---91") . (hlhghs) = glgg...grhlhg...hs
zweier Worter iiber M ist stets auch wieder ein solches Wort. Schliefilich ist das Inverse
(g192--9:) " = g7 "9y ' gi !

eines Wortes iiber M auch wieder ein solches Wort.

Die von einem Gruppenelement g € G erzeugte, zyklische, Untergruppe < ¢ > ist ziemlich
einfach zu verstehen. Bei nicht-abelschen Gruppen kann aber schon die von zwei Elementen
erzeugte Gruppe < g, h > ziemliche Uberraschungen bergen. Dazu ein Beispiel:

Satz 1.19 In der symmetrischen Gruppe S, seien die beiden Elemente
g:=(1,2,....,n) und h = (1,2)

festgehalten. Dann ist die von diesen erzeugte Gruppe

<g,h>=8,.
Beweis. Man berechnet
(1,2,...,n)(1,2)(1,2,....,n)" = (1,2,..,n)(1,2)(n,...,2,1)
= (1,3,..,n)(n,...,2,1)
= (2,3),

und ebenso
(1,2,...,n)%(1,2)(1,2,....,n) ¥ = (k+1,k+2)

fir K =1,...,n — 2. Also gehoren alle Transpositionen
(1,2),(2,3),....,(n — 1,n)
zu < g,h > Firl<i<j<nist
(i+ 1) +1,i42)..(—1,5)(G -2, - 1.0+ 1,0 +2)(4,s + 1) = (4,7),
also gehort jede beliebige Transposition (i, j) zur erzeugten Gruppe < g,h >. Aus
(115 vy 08 ) (T i) = (F15 ooy Ty Tht1)

folgt mit Induktion nach k, dass jeder Zyklus zu < g,h > gehort. Und weil jede Permutation
ein Produkt von Zyklen ist, erhilt man daraus die Behauptung. L]

Bei abelschen Gruppen ist die Situation allerdings wesentlich einfacher. Dies illustriert fol-
gender Satz:
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Satz 1.20 FEs sei A eine abelsche Gruppe mit den Untergruppen Ay und As.
a) Die Abbildung
A1 X A2 — A, (al,ag) = a1a2

ist ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Bild die von Ay und Ay erzeugte Untergruppe
< AL U Ay > ist.

b) Der Homomorphismus Ay X As — A aus a) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
i) < AjUAs >= A und
ZZ) A1 N A2 == {6}

Beweis. a) Die Elemente in < A; U Ay > sind die Worte glﬂgQil - ... mit g1, go,... € Ay oder
€ Ay. Weil A abelsch ist, kann man die Reihenfolge dieser Elemente vertauschen. Insbesondere
kann man die Elemente in A; zu einem einzigen solchen Element a1 € A; und die Elemente in A,
zu einem Element as € Ay zusammenfassen. Die von Ay und Ay erzeugte Untergruppe besteht
also genau aus den Produkten ajas mit a; € A; und ay € As. Deswegen ist diese Untergruppe
< Ay U Ay > das Bild des angegebenen Homomorphismus.

b) Der angegebene Homomorphismus ist genau dann surjektiv, wenn < A; U Ay >= A ist.
Wenn er nicht injektiv ist, gibt es a; € A;, nicht a; = as = e mit ajas = e. Dann ist aber
a1 = a; " ein nicht-triviales Element in A; N Ay. L]

Definition 1.21 Fine Gruppe G heifst endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente g1, ..., gi €
G gibt, die G erzeugen:
G =< gises Gk >

Satz 1.21 a) Jedes Bild einer endlich erzeugten Gruppe unter einem surjektiven Gruppen-
Homomorphismus ist wieder endlich erzeugt.

b) Es sei p : G — H ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Kern K und Bild B endlich
erzeugt sind. Dann ist auch G endlich erzeugt.

Beweis. a) Es sei ¢ : G — B surjektiv. Es gelte G =< g¢1,...,gr >. Dann ist also jedes
Element in g € G ein Wort iiber der Menge {g1,...,gr}. Und jedes Element b = ¢(g) € B ist
dann ein Wort itber der Menge {¢(g1), ..., v(gx) }-

b) Es sei K =< gq,...,gx > und B =< by, ...,b; >. Wir withlen hy,...,h € G mit p(hy) =
b1, ..., p(hy) = by. Fiir jedes g € G ist ¢(g) = blillbil... ein Wort iiber der Menge {by, ..., b;}. Wir

bezeichnen mit h € G das entsprechende Wort hﬁlhil... iiber der Menge {h1, ..., h;}. Dann ist

©(g) = ¢(h) und ¢’ := gh~ ' € K. Also ist ¢’ = g,:ctllg,il... ein Wort iiber der Menge {g1, ..., gk }-

Daraus folgt:
g=4gh= gilg,il...hlillhil...

ist ein Wort iiber der endlichen Menge {g1, ..., gk, b1, ..., by }. L]

Satz 1.22 Fiir eine abelsche Gruppe G sind dquivalent:
a) G ist endlich erzeugt;
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b) es gibt ein k und einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus
z" - G.
(Dabei bedeutet Z* die k-fache direkte Summe Z x Z x ... x Z.)

Beweis. a) = b): Es seien ¢y, ..., g € G Elemente, welche G erzeugen. Dann besteht G also
aus allen Worten, die man mit gy, ..., g zusammensetzen kann. Weil G abelsch vorausgesetzt ist,
kann man die Buchstaben in diesen Worten vertauschen, und deswegen jedes dieser Worte als

gt gy gk, e, .aTR €EZ
schreiben. Jetzt betrachten wir die Abbildung
Zk _>G7 (7‘1,’]"2,...,7"k) '_>g71“1 952 g]Zk

Nach dem eben Bewiesenen ist diese Abbildung surjektiv. Und weil G abelsch ist, folgt auch
sehr schnell, dass die Abbildung ein Homomorphismus ist.
b) = a): Die Gruppe Z* ist von den k Elementen

(1,0, ...,0),(0,1,0,...0), ..., (0,0,...,0, 1)

erzeugt. Und das Bild einer endlich erzeugten Gruppe unter einem surjektiven Gruppen-Homo-
morphismus ist immer wieder endlich erzeugt. (Satz 1.21 a) L]

Fiir den Rest dieses Abschnitts betrachten wir nur noch endlich erzeugte abelsche Gruppen

A.

Satz 1.23 Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist selbst wieder endlich
erzeugt.

Wegen Satz und Satz 1.21 a) folgt dies aus
Satz 1.24 Jede Untergruppe der Gruppe ZF ist endlich erzeugt, und zwar durch < k Elemente.

Beweis (Induktion nach k). Der Induktions Anfang (k = 1) ist Satz 1.12. Sei also jetzt k& > 1
und die Behauptung fiir die Gruppe Z*~! die Induktions-Annahme. Wir fassen Z*~! ¢ Z* als
die Untergruppe aller Vektoren (0, zg, ..., z;) mit dem ersten Eintrag = 0 auf.

Sei jetzt G C Z* eine Untergruppe. Wir betrachten den Gruppen-Homomorphismus

G—)Z, (Zl,ZQ,...,Zk) = 21.

Sein Kern ist die Untergruppe G N Z¥~! und durch < k — 1 Elemente erzeugt nach Induktions-
Annahme. Das Bild des Homomorphismus ist eine Untergruppe von Z und nach Satz 1.12 durch
hochstens ein Element erzeugt. Aus Satz 1.21 b) folgt die Behauptung. L]

Insbesondere ist die Torsions-Untergruppe 7" C A endlich erzeugt. Seien etwa tq,...,ty € T
Erzeugende dieser Gruppe mit den Ordnungen n1, ...,ng. Dann ist der Homomorphismus

Zyy X oo X Ly =T, (1 tl) gl gl

surjektiv. Somit ist die Torsionsgruppe 7T selbst sogar endlich (nicht nur endlich erzeugt).

29



Satz 1.25 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) Jede endlich erzeugte
abelsche Gruppe A ist isomorph zu einer direkten Summe

I XL X ... x L XLy, X Ly, X ... X Ly,

zyklischer Gruppen.

Beweis. Nach Satz 1.22 gibt es einen Epimorphismus

zF - A.

Sein Kern K C Z* ist nach Satz 1.24 auch wieder endlich erzeugt. Erzeugende seien etwa
V1., vy € ZF.

Elemente v € Z* schreiben wir jetzt als Zeilenvektoren

v=(v1,...,v1) € ZF, v € Z.

Die Vektoren v1, ..., v, ordnen wir zu einer r X k-Matrix

1,1 .- 'Ul,k
v2,1 ... V2
Ur1 . Urk

an. Auf diese Matrix werden wir elementare Zeilenumformungen anwenden, und zwar:

o Multiplikation einer Zeile mit —1. Dabei wird ein erzeugendes Element v; durch —uv; ersetzt.
Die Gruppe K =< w4, ..., v, > bleibt unverdndert.

e Vertauschen zweier Zeilen. Dabei dndert sich die Reihenfolge der Erzeugenden vy, ..., v,,
aber nicht die erzeugte Gruppe K.

o Ersetzen einer Zeile v; durch v; +nvj, n € Z und i # j. Wegen v; = (v; + nvj) — nv;
erzeugen v; und v; dieselbe Gruppe wie v; + nv; und v;.

Aber wir werden auch elementare Spaltenumformungen vornehmen. Dabei dndert sich natiirlich
die Untergruppe K C Z*. Durch geeignetes Verindern der Erzeugenden

er = (1,0,...,0), ...,ex, = (0,...,0,1) € ZF
bleibt die Gruppe A = ZF /K aber doch dieselbe:

e Multiplikation einer Spalte mit —1. Ersetzen wir gleichzeitig den zugehorigen Vektor e;
durch —e;, dann bleibt K und damit auch A ungeindert.

e Vertauschen zweier Spalten. Vertauschen wir hier auch die zugehérigen Basisvektoren e;,
so bleibt K wieder ungeédndert.
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e Addition eines ganzzahligen Vielfachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte, j # i. Der Vektor
V= (V1) eee, Uy eey Ujy on, V)
wird ersetzt durch
(V1) ey Vgy eony U + N0y oy V) = V1] + oo + Vi€ + oo + (v + 105) €5 + ..+ Vgeg.

Aber auch die Vektoren ey, ...,e; + nej,...,ej,...,e; € zF erzeugen die ganze Gruppe zk.
Und in diesen Erzeugenden hat der neue Vektor wieder die Koeffizienten des alten Vektors
v. Mit diesen Erzeugenden haben wir dann dieselbe Gruppe K und denselben Quotienten

A.

Wir beginnen mit der ersten Spalte. Falls hier alle Eintréige v; ; = 0 sind, vertauschen wir sie
mit einer Spalte # 0 und wenden uns sogleich der neuen ersten Spalte zu. Andernfalls sei etwa
v; ein Zeilenvektor mit minimalem |v; ;| # 0. Nachdem wir eventuell v; mit —1 multiplizieren,
kénnen wir v; ; > 0 annehmen. Dann dividieren wir fiir alle j # ¢ mit Rest

Vi1 = QY1+ 75, Q5,Tj € Z, |7°j| < gi,1-

Nachdem wir v; durch v; — g;jv; ersetzen, haben wir |v;1| = |rj| < v;1. Wir suchen einen
neuen Vektor v; mit minimalem |v; 1| # 0 und wiederholen das Verfahren. Weil die Eintrége in
der ersten Spalte immer echt kleiner werden, muss das Verfahren irgend wann abbrechen. Das
kann nur so aussehen, dass alle Eintrége v; 1 bis auf einen = 0 sind. Diesen einen Zeilenvektor
vertauschen wir mit 1 und haben danach v; ; = 0 fiir ¢ > 1.

Jetzt fithren wir dasselbe Verfahren in der ersten Zeile durch. Falls wir dabei die erste Spalte
verdndern miissen, gehen uns natiirlich die schénen Nullen in dieser Spalte verloren. Aber dann
ist danach |v; ;| echt kleiner geworden. Dann miissen wir halt nochmal die erste Spalte behandeln,
usw. Irgend wann ist Schluss. Und dann ist v;; = vy ; =0 fiir 4,7 # 1.

Wir streichen dann die erste Spalte und die erste Zeile und wenden uns der {ibrig bleibenden
(r — 1) x (k — 1)-Matrix zu. Auf diese Weise fabrizieren wir eine Matrix

o d 0 0
0 do O
- 0 0 ds

Uy . . .

mit v; j = 0 fiir < # j. Dann ist endlich
A=7F < diei,does,... >=Z|d\Z X Z]dyZ x ...

ein Produkt zyklischer Gruppen geworden. L]
Spezialfille dieses Hauptsatzes sind:

Satz 1.26 Die endlich erzeugte abelsche Gruppe F sei frei. Dann ist F ~Z" =7Z X ... Xx Z (r
Faktoren) eine direkte Summe unendlicher zyklischer Gruppen.
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Satz 1.27 Jede endliche abelsche Gruppe ist eine direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen.

Der oben bewiesene Hauptsatz ist eine reine Existenzaussage. Es gibt aber auch Eindeutig-
keitsaussagen:
Satz 1.28 Fiir die abelsche Gruppe G gelte
G:T1 x Z" undG:T2 X Z"

mit endlichen Gruppen T1,Ty C G. Dann ist ri = 9.

Beweis. Beweis 71 = ro ist die kleinste Anzahl von Erzeugenden fiir die freie Gruppe A/T. ]
Die Zerlegung der Torsions-Untergruppe T in endliche zyklische Gruppen ist wegen Satz 1.15
allerdings nicht eindeutig.

Beispiel 1.15 (F 01, T2, A1) : Es sei N C Z* die von
ny =(4,3,2,1), no = (1,2,3,4), n3 = (—1,—-1,-2,2)
erzeugte Untergruppe. Man schreibe Z4/N als Produkt zyklischer Gruppen.

Lésung: Wir fassen die Erzeugenden von N zu einer 3 X 4-Matriz zusammen:

4 3
1 2
-1 -1

N W N

1
4
2

Ohne die Untergruppe N zu dndern, konnen wir an dieser Matriz elementare Zeilenumformun-
gen vornehmen. Wir ziehen ny viermal von ny ab und addieren ng zu ng:

0 -5 —-10 -15
1 2 3 4
0 1 1 6

Wir addieren die dritte Zeile fiinf mal zur ersten und ziehen sie zwei mal von der zweiten ab:

0 0 -5 15
1 0 1 -8
01 1 6

Durch Vertauschen kionnen wir noch Zeilen-Stufen-Form erreichen

10 1 =8
01 1 6
00 -5 15

Jetzt ist die Matriz so schén geworden, wie man es sich nach Zeilen-Umformungen nur wiinschen
kann.
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Nun wenden wir elementare Spalten-Umformungen an. Auch das ist erlaubt. So kénnen wir
alle Zeilen reinigen und die Matriz in die Form

1
0
0

S = O
oL O O
o O O

bringen. Jetzt sehen wir

Z'N = (ZXxZXZXZ)/(ZXxZXZ-5%x0)=12Zs5xZ.

Aufgabe 1.25 Es sei (iq,19,...,15) € S5 ein Finferzyklus und (j1,j2) € Sy eine Transposition.
Zeigen Sie, dass beide Permutationen zusammen die ganze symmetrische Gruppe Sy erzeugen.

Aufgabe 1.26 Bestimmen Sie alle abelschen Gruppen der Ordnung 72.

Aufgabe 1.27 (F 99, T3, A1) Seien U und V' Untergruppen der endlichen Gruppe G mit
UNV ={1}. Es bezeichne < U UV > die von U UV erzeugte Untergruppe von G. Man zeige:

a) UV LS| <UUV >|.

b) In a) gilt Gleichheit, wenn U Normalteiler von G ist.

¢) Man gebe eine Gruppe G mit zwei Untergruppen U und V mit U NV = {1} an, so dass
in a) nicht Gleichheit besteht.

Aufgabe 1.28 (H 95, T3, A2) a) Zeigen Sie, dass jede abelsche Gruppe der Ordnung 1995
zyklisch ist.
b) Geben Sie eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 1995 an.

Aufgabe 1.29 (F 93, T1, A1) Geben Sie alle Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der
Ordnung 240 an.

Aufgabe 1.30 (F 93, T2, A1) Es seien N eine natirliche Zahl, G eine abelsche Gruppe der
Ordnung 2V und A die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in G.

a) Ist die Anzahl s der Faktoren in der Zerlequng von G in ein direktes Produkt zyklischer
Gruppen eindeutig durch A bestimmt?

b) Ist der Isomorphietyp von G eindeutig durch A bestimmt?
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1.5 Sylow-Untergruppen
Jede endliche abelsche Gruppe A ist ein Produkt zyklischer Gruppen (Satz 1.27)
A=A1><...><Ak, Al:an.

Wegen Satz 1.15 konnen wir diese zyklischen Faktoren wieder als Produkte von zyklischen Grup-
pen schreiben, deren Ordnungen eine Primzahlpotenz p* sind. Fassen wir dann alle zyklischen
Gruppen zusammen, deren Ordnungen Potenzen der gleichen Primzahl sind, so finden wir

A=A x .. X% Ak, |Al| :p?l, Di ;épj falls 7 75 g

Dabei ist die Ordnung |A| von A das Produkt p{"* - ... - pf*.
Insbesondere gibt es zu jeder Primzahl p;, welche die Ordnung |A| teilt, eine Untergruppe
A; C A der Ordnung pf'. Diese Untergruppe muss natiirlich nicht unbedingt zyklisch sein.

Definition 1.22 FEine endliche Gruppe heifit p-Gruppe zur Primzahl p, wenn ihre Ordnung eine
Potenz pY ist.

Satz 1.29 Jede abelsche p-Gruppe A enthilt Untergruppen der Ordnung p', jeder Potenz von
p, welche die Gruppenordnung p* teilt.

Beweis. Weil A ein Produkt zyklischer Gruppen ist, brauchen wir die Aussage nur fiir eine
zyklische Gruppe A ~ Z, zu zeigen. Sei etwa p! eine Primzahlpotenz mit 1 < I < ¢q. Wir
betrachten den Homomorphismus

Ly — Lpp1, a »—>pl - a.

sein Kern hat die Ordnung p'. L]
Diese Aussagen zeigen wir jetzt auch fiir nicht-abelsche endliche Gruppen.

Wir brauchen einige Voraussetzungen iiber die Konjugations-Abbildung G — G, g — hgh™!.

Definition 1.23 Zwei FElemente g1,90 € G heiflen konjugiert, wenn es ein h € G gibt mit
g2 = hgih™".

Diese Konjugiertheit ist eine Aquivalenz-Relation auf G:

Reflexivitiit: g = ege™!.

Symmetrie: go = hgh™! = g, = h™'goh.

Transitivitit: go = higih; ' und g3 = haogohy ' = g3 = hohigihy 'hy ' = hohigi (haht) L.

Die Gruppe G zerfillt also in Aquivalenzklassen unter dieser Relation. Diese Klassen heifien
Konjugations-Klassen oder einfach Klassen. Die Konjugations-Klasse eines Elementes g € G
besteht also aus allen Elementen hgh~', wo h alle Gruppen-Elemente in G durchliuft. Diese

Klasse bezeichnen wir mit Cj.

Beispiel 1.16 Die Konjugations-Klasse des neutralen Elements besteht wegen heh™' = e nur
aus diesem neutralen Element.

Sei G die symmetrische Gruppe Ss. Aufer der Klasse des neutralen Elements gibt es noch
die beiden Klassen

{(1,2),(1,3),(2,3)},  {(1,2,3),(1,3,2)}.
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Definition 1.24 Fin Gruppen-Element z € G heifit zentral, wenn es mit allen Gruppen-Elementen
kommutiert:

hz = zh fir alle h € G.
die Menge Z C G aller zentralen Elemente heifit das Zentrum von G.

Dass z € G zentral ist, das ist Aquivalent zu hzh~!' = z fiir alle h € G. D.h.: Die Klasse von
z besteht nur aus diesem einen Element 2.
Das Zentrum Z C G ist eine Untergruppe von G. Sie ist abelsch und bildet einen Normalteiler

" C]¥3.eweis: e € Z ist klar. Falls 2,29 € Z, dann ist fiir alle h € G:
h(z122)h™" = (hz1h™Y) (hzah™") = hyhs.
Wenn z € Z, dann gilt fiir alle h € G dass hzh~! = z und, invers dazu, z=' = hz~1h L. Ul
Die Gruppe G operiert durch Konjugation
G3k: hgh™' — khgh™'k™!

auf jeder Klasse. Diese Operation ist sogar transitiv. Wir wollen Satz 1.2 auf diese Operation
anwenden. Dazu brauchen wir die Standgruppe

Z,={h€G: hgh™' =g}

des Elementes g € G. Sie enthélt die Gruppen-Elemente, welche mit g kommutieren. Man sieht
sofort: Z, C G ist eine Unter-Gruppe.

Definition 1.25 Die Untergruppe Z, C G heifit der Zentralisator des Elements g.
Jetzt konnen wir Satz 1.2 anwenden. Falls G endlich ist, folgt
|Gl = 1Cql - 174,

oder
|Cg| =[G Zg]-

Weil G die disjunkte Vereinigung der Konjugations-Klassen ist, ist die Gruppen-Ordnung die
Summe aller Zahlen |C,|, wobei g Reprisentanten aller verschiedenen Klassen durchliuft. Daraus
folgt

Satz 1.30 (Klassen-Gleichung) Fliir jede endliche Gruppe G mit Zentrum 7 ist

Gl =121+ >_1Cql = 12|+ > _IG : Z,]-
g g

Dabei durchlduft g in der Summe Reprdisentanten aller verschiedenen Klassen, die mehr als ein
Element enthalten.
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Beipiel: [S3] = 6 =142+ 3, wo 1 die Ordnung des Zentrums {id}, zwei die Linge der
Klasse {(1,2,3), (1,3,2)} und 3 die Linge der Klasse {(1,2),(1,3), (2,3)}.

Eine typische Anwendung dieser Klassengleichung ist

Satz 1.31 a) Jede endliche, nicht notwendig abelsche, p-Gruppe hat ein nicht-triviales Zentrum
b) Jede Gruppe, deren Ordnung ein Quadrat p* einer Primzahl ist, ist abelsch.

Beweis. a) Die Gruppe G operiert vermége Konjugation transitiv auf jeder Klasse C,. Die
Anzahl |Cy| der Elemente in dieser Klasse ist ein Quotient von |G| = p* und damit wieder
eine Potenz der Primzahl p. Entweder ist also Cy = g oder |C,| ist durch p teilbar. Aus der
Klassengleichung folgt, dass |Z| durch p teilbar sein muss. Es gibt also mindestens p Elemente
im Zentrum.

b) Nach a) hat die Gruppe ein nicht-triviales Zentrum Z. Dessen Ordnung |Z| ist ein Teiler
von p2. Wenn |Z| = p? = |G] ist, dann muss G = Z abelsch sein. Wir kénnen also annehmen
|Z| = p. Der Quotient G/Z ist zyklisch und hat die Ordnung p, ist also isomorph zur zyklischen
Gruppe Z,. Wir wihlen ein erzeugendes Element ¢’ € G/Z und davon ein Urbild g € G. Dieses
Element kann nicht die Ordnung p? haben, denn sonst wire G =< g > zyklisch. Also hat ¢ die
Ordnung p und erzeugt eine Untergruppe H C G der Ordnung p. Wir betrachten die Abbildung
des direkten Produkts

ZxH—=G, (z,h)—z-h.

Wegen
(Zlhl)(ZQhQ) = 2129 * hth

ist diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus. Weil sein Bild Z und das Element g enthélt,
ist er surjektiv. Weil Z x H und G beide die Ordnung p? haben, ist er auch injektiv und damit
ein Isomorphismus. G ~ Z, x Z,, war eben doch abelsch. L]

Satz 1.32 (Sylow I) Teilt eine Primzahl-Potenz p* die Ordnung |G| der endlichen Gruppe G,
so enthdlt G eine Untergruppe dieser Ordnung p*.

Beweis (Induktion nach |G|). Man unterscheidet zwei Félle. Der einfachere Fall ist, dass p die
Ordnung des Zentrums Z teilt. Dann enthiilt die abelsche Gruppe Z eine zyklische Untergruppe
Z,. Alle ihre Elemente kommutieren mit allen Elementen g € G. Deswegen ist Z, C G ein
Normalteiler. Wir betrachten die Restklassen-Abbildung

G — G/Z,.

Die Ordnung von G/Z,, ist |G|/p, kleiner als die Ordnung von G. Die Primzahl-Potenz p* 1 teilt
die Ordnung |G/Z,|. Nach Induktions-Annahme enthilt G/Z, eine Untergruppe der Ordnung
p*~1. Thr Urbild in G ist eine Untergruppe der Ordnung p - p¥=1 = p*.

Der kompliziertere Fall liegt vor, wenn p die Ordnung |Z| des Zentrums nicht teilt. Wir
betrachten die Klassen-Gleichung. Die Ordnung |G| ist teilbar durch p, die Ordnung |Z| nicht.
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Dann konnen nicht alle Langen [G : Cy] durch p teilbar sein. Es gibt also mindestens ein
g € G,g & Z, derart, dass [G : Cy] nicht durch p teilbar ist. Weil p die Gruppenordnung

|G = 17,] - 1G]

teilt, muss die Ordnung |Z,| des Zentralisators Z, durch p¥ teilbar sein. Wegen g ¢ Z ist Zg
eine echte Untergruppe von G und hat kleinere Ordnung. Nach Induktion folgt: Es gibt eine
Untergruppe der Ordnung p* in Z, C G. Ul

Definition 1.26 Es sei G eine endliche Gruppe und p* eine mazimale Primzahl-Potenz, die die
Gruppen-Ordnung teilt. Das heifit also |G| = p* - m, wo p die Zahl m nicht teilt. Nach Satz 1.32
gibt es eine Untergruppe der Ordnung p* von G. Jede solche Gruppe heiffit Sylow-p-Untergruppe
von G.

Jedes g € G definiert die Konjugations-Abbildung
G— G, h~ghgt
Dies ist ein Automorphismus von G. Jede Sylow-p-Untergruppe S wird deswegen wieder auf eine

solche Sylow-p-Untergruppe ¢gSg~! C G abgebildet.

Satz 1.33 (Sylow II) Es sei G eine endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe, deren Ord-
nung durch p teilbar ist, und S C G eine Sylow-p-Untergruppe. Dann gibt es ein g aus G so,
dass HN gSg™" eine Sylow-p-Untergruppe von H ist.

Beweis. Wir betrachten die Menge M der Links-Nebenklassen zu S:
M ={gS: g€G}.
Auf dieser Menge M operiert G durch Links-Translation:
heG, gSeM +— hgSeM.

Diese Operation ist transitiv, weil die Links-Translation von G auf sich selbst transitiv ist. Wir
bestimmen die Stabilisator-Gruppe G, des Elements m :=eS =S € M. Es ist ¢S = S genau
dann wenn g € S. Also ist G, = S. Aus dem Bahnensatz (Satz 1.2) folgt

M| = |G|/IS| = |GI/p*

ist nicht durch p teilbar.

Jetzt betrachten wir die Operation von H C G auf M. Dabei zerfillt M in H-Bahnen, auf
denen H transitiv operiert. Weil | M| nicht durch p teilbar ist, konnen nicht alle diese H-Bahnen
eine durch p teilbare Linge haben. Sei etwa die Linge der H-Bahn von m; = ¢;S nicht durch
p teilbar. Die Stabilisator-Untergruppe in G von m; ist g1 5S¢, ! und in H die Untergruppe
nggl_l N H. Der Bahnensatz fiir die transitive Operation von H auf der Bahn von ¢; S zeigt:

[H: HNgSg;'] = |H — Bahn von m,|
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ist nicht durch p teilbar.

Nun ist g1 Sg; L ebenso wie S eine Gruppe der Ordnung p*. Die Ordnung der Untergruppe
HNgiSgy" ist ein Teiler p! von p*. Weil der Index [H : h N g;Sgy'] nicht durch p teilbar ist, ist
die Untergruppe HNg1Sg, ! ¢ H maximal mit der Eigenschaft, dass ihre Ordnung eine p-Potenz
ist. Nach Voraussetzung ist die Ordnung |H| durch p teilbar. Also ist [ > 1 und HNg;Sg; " eine
Sylow-p-Untergruppe von H. L]

Satz 1.34 (Korollar) Die Gruppe G sei endlich.

a) Je zwei Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert.

b) Jedes Element g € G, dessen Ordnung eine Potenz p', 1 > 0, ist, ist in einer Sylow-p-
Untergruppe enthalten.

Beweis. a) Es seien S1, S C G zwei Sylow-p-Untergruppen. Wir setzen in Satz 1.33 S := S
und H := Ss. Dann ist H eine Sylow-p-Untergruppe von sich selbst, sogar die einzige. Es gibt
ein g € G mit ¢S1¢g7'NH = H = Sy. Weil die Gruppen ¢S1¢~" ind Sy die gleiche Ordnung
haben, folgt Sy = gS1g7".

b) Die von g in G erzeugte Untergruppe < ¢ > hat die Ordnung p'. Es sei S C G eine
Sylow-p-Untergruppe. Wir setzen H :=< g >. Wieder ist H die einzige Sylow-p-Untergruppe
von sich selbst, und nach Satz 1.33 gibt es ein g € G mit g € H C gSg ' L]

Definition 1.27 Es sei H C G eine Untergruppe. Dann heif$t
N(H)=Ng(H):={g€g:9Hg ' = H}
der Normalisator von H in G.

Satz 1.35 (Normalisator) Der Normalisator Ng(H) ist eine Untergruppe von G. Diese Un-
tergruppe enthdlt H als Normalteiler. (Deswegen der Name Normalisator).

Beweis: Falls g1,g» € N(H), dann ist g1Hg; ' = goHg, ' = H und
9192H(9192) " = g1-92Hgy -9, ' =g1-H -9y = H,
also g1g2 € Ng. Fiir alle g € Ng ist
g -H-g=g¢ '-gHg ' g=H,

also auch ¢~ € Ng.
Wenn h € H liegt, ist hHh™' = Hh™' = H, also ist H C Ny eine Untergruppe. Diese
Untergruppe ist normal in Nz nach der Definition von Ny. Ul

Satz 1.36 (Sylow III) Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p*-m so, dass p die
Zahl m nicht teilt. Fiir die Anzahl s der Sylow-p-Untergruppen gilt dann:

i) s teilt m: s|m.

ii) p teilt s —1: s = 1 mod p.
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Beweis. i) Es sei S C G eine Sylow-p-Untergruppe. Alle Sylow-p-Untergruppen sind nach Sy-
low IT konjugiert. Deswegen operiert G durch Konjugation auf der Menge dieser Sylow-Gruppen
transitiv. Der Stabilisator von S unter dieser Operation ist gerade der Normalisator Ng(S). Aus
dem Bahnensatz 1.2 folgt

s = |G|/|Na(S)]-

Wegen S C Ng(9) teilt p* die Ordnung von Ng(S) und s muss ein Teiler von m sein.
ii) Jetzt betrachten wir die Operation von S auf der Menge M = {S = S, S5,,...} aller
Sylow-p-Untergruppen durch Konjugation

s:8;+ sS;s L

M zerfillt dabei in Bahnen. Wegen sSs~! = s fiir alle s € S ist die ein-elementige Menge {S}
eine dieser Bahnen. Sie ist aber auch die einzige Bahn, die nur aus einem Element besteht: Wenn
58571 = 8; fiir alle s € S, dann gehort S, ebenso wie S; zum Normalisator Ng(S;). Sowohl
S als auch S; sind Sylow-p-Untergruppen von N¢g(S;) und nach Sylow IT in Ng(S;) konjugiert.
Weil aber S; normal in N¢g(S;) ist, muss S = S; sein.

Alle anderen Bahnen, aufler {S} bestehen also aus mehr als einem Element. Weil die Linge
einer Bahn immer ein Teiler von |S| = p” ist, teilt p die Linge jeder dieser Bahnen. Es folgt
s = 1modp. Ul

Beispiel 1.17 (F 01, T2, A 2i) : Es sei G eine Gruppe der Ordnung 63. Man zeige, dass G
einen nicht-trivialen Normalteiler hat.
Die Primzahl-Potenz-Zerlegung der Gruppen-Ordnung ist

63 =17-3%

Die Gruppe enthdlt also Sylow-Untergruppen der Ordnungen 7 und 9. Fir deren Anzahl sagt
Sylow IIT
Ordnung ‘ Anzahl s
7 59 s=1modT7
9 s|7 s=1mod3

Es gibt also genau eine Sylow-T-Untergruppe und entweder eine oder sieben Sylow-3-Untergrup-
pen. Alle Konjugierten der Sylow-7-Untergruppe stimmen mit dieser Untergruppe iberein. Sie
st ein Normalteiler.

Aufgabe 1.31 Zeigen Sie, dass die symmetrische Gruppe Sy eine Untergruppe der Ordnung 6
besitzt, die alternierende Gruppe Ay jedoch nicht.

Aufgabe 1.32 FEs sei G C Sy eine Untergruppe, die auf der Menge {1,2,3,4} transitiv operiert.
Zeigen Sie, dass G in Sy konjugiert zu einer der folgenden fiinf Gruppen ist:

i) Kleinsche Vierergruppe Vy ~ Zo X Zs;
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i1) zyklische Gruppe < (1,2,3,4) >~ Z4;
ii1) 2-Sylow-Untergruppe =~ Dy;
i) alternierende Gruppe Ay;

v) symmetrische Gruppe Sy.

Aufgabe 1.33 (F 01, T3, A2) Zeigen Sie Ng(Ng(P)) = Ng(P) fiir eine p-Sylowuntergruppe
P der endlichen Gruppe G.

Aufgabe 1.34 (H 00, T1, A1) Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:
a) Die p-Sylowgruppen von G sind fiir p = 23 und p = 29 normal.
b) Auch die 3-Sylowgruppe von G ist normal.
¢) Die Gruppe G ist zyklisch.

Aufgabe 1.35 (F 00, T2, A1) Man entscheide, fiir welche n = 2,3, 4 die symmetrische Grup-
pe Sy eine nichttriviale normale Sylowuntergruppe besitzt.

Aufgabe 1.36 (F 00, T3, A2) Zeigen Sie, dass eine endliche Gruppe mit einem Normaltei-
ler, dessen Ordnung gleich dem kleinsten Primteiler ihrer Ordnung ist, ein nichttriviales Zentrum
hat. (Hinweis: Man betrachte die Operation der Gruppe auf dem Normalteiler durch Konjugati-
on.)

Aufgabe 1.37 (H 99, T1, A1) Sei p eine Primzahl. Wie viele p-Sylow-Untergruppen besitzt
die symmetrische Gruppe Sp?

Aufgabe 1.38 (H 99, T2, A1) a) Seip € IN eine Primzahl und G eine nichttriviale endliche
p-Gruppe. Man beweise, dass das Zentrum von G nichttrivial ist.

b) Man konstruiere eine nicht-abelsche Gruppe G der Ordnung 27, in der jedes Element
x € G\ 1 die Ordnung 3 hat.

Aufgabe 1.39 (H 98, T2, A1) Sei G eine endliche Gruppe, seien P eine p-Sylowuntergruppe
und U eine weitere Untergruppe von G. Zeigen Sie:

a) Ist U oder P normal, so ist PN U eine p-Sylowuntergruppe von U.

b) Ist P nicht normal, so gibt es eine Untergruppe U, so dass PNU keine p-Sylowuntergruppe
von U ist.

Aufgabe 1.40 (F 95, T1, A2b)) Sei G eine Gruppe der Ordnung 196. Dann besitzt G eine
normale 7-Sylowuntergruppe P, und der kanonische Epimorphismus G — G/P ist zerfallend.
(Vgl. Aufgabe 1.10)

Aufgabe 1.41 (F 95, T2, A2) a) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Man zeige,
dass G genau sechs 5-Sylowuntergruppen und 24 Elemente der Ordnung 5 hat.
b) Man zeige, dass es in jeder Gruppe der Ordnung 56 nichttriviale Normalteiler gibt.
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Aufgabe 1.42 (F 95, T3, A1) Sei G eine Gruppe der Ordnung 300. Zeigen Sie, dass G nicht
einfach ist. (Hinweis: Lassen Sie die Gruppe G auf der Menge ihrer 5-Sylowgruppen operieren.)

Aufgabe 1.43 (F 94, T1, Alb)) Es sei n ungerade und n > 1. Zeigen Sie: Die Menge der
Zyklen der Linge n von A, zerfdllt in genau zwei Konjugiertenklassen, von denen jede %(n - 1!
Elemente enthdlt.

Aufgabe 1.44 (H 93, T1, Teil von A3) Zur Notation vgl. Aufgabe 1.4. Zeigen Sie: Genau
dann ist #Go = 2, wenn die 2-Sylowgruppe von G zyklisch und # 0 ist.

Aufgabe 1.45 (F 93, T3, A2) a) Es sei p eine Primzahl. Bekanntlich ist jede Gruppe der
Ordnung p® abelsch. Man gebe die Isomorphietypen aller Gruppen der Ordnung p® an.

b) Fiir jede Gruppe der Ordnung p* bestimme man die Automorphismengruppe und ihre
Ordnung.

¢) Es seien p und q Primzahlen mit 2 < p < q und p kein Teiler von q*> — 1. Es sei G eine
gruppe der Ordnung p?q®>. Man beweise, dass G genau eine p-Sylowgruppe besitzt.

d) Man beweise, dass die Gruppe G aus c) abelsch ist.

Aufgabe 1.46 (H 92, T2, A3) Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| =k, und es sei P die
Menge aller Produkte g19o...gx aller Elemente von G. Zeigen Sie:

a) P ist eine Vereinigung von Konjugiertenklassen von G.

b) Ist G kommutativ und k ungerade, so ist P = {1}.

c) Ist G die symmetrische Gruppe Ss, so ist P die Menge der Transpositionen.

Aufgabe 1.47 (H 92, T3, A2) Man bestimme die Isomorphieklassen von Gruppen der Ord-
nung 1225.

Aufgabe 1.48 (H 90, T3, A1) a) Man bestimme die Struktur und die Anzahl der 2-Sylowgruppen
der symmetrischen Gruppe Ss.

b) Man bestimme die Anzahl der 5-Sylowgruppen von S.

¢) Besitzt S5 eine Untergruppe der Ordnung 159

d) Besitzt S5 zwei zueinander nicht isomorphe Untergruppen der Ordnung 67

Aufgabe 1.49 (F 90, T2, A1) G sei eine endliche Gruppe, in der Elemente teilerfremder
Ordnung stets miteinander vertauschbar sind. Zeigen Sie: G ist das direkte Produkt von Sylow-
Gruppen.
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1.6 Auflésbare Gruppen

Auflésbare Gruppen sind an sich sehr langweilig. Aber sie sind wichtig, weil die Auflésbarkeit
einer Polynom-Gleichung zur Auflésbarkeit einer Gruppe dquivalent ist.

Definition 1.28 FEs seien G eine Gruppe und g, h € G zwei Elemente. Das Produkt
g 'hTlgh e G
heif$t ein Kommutator.
Beispiel 1.18 Der Kommutator der Permutationen (1,2) und (1,3) € Sy ist
(1,2)(1,3)(1,2)(1,3) =(1,3,2)(1,3,2) = (1,2,3).

Falls ¢ und h kommutieren, d.h., gh = hg, dann ist auch h='g = gh=", g 'h™! = h~1g~!

und ihr Kommutator ist

’

g 'hlgh =g tgh 'h =e.

Davon gilt auch die Umkehrung: Aus g~ 'h~'gh = e folgt gh = hg. Der Kommutator von ¢ und
h ist also das Hindernis dagegen, dass g und h kommutieren. Eine Gruppe ist abelsch, genau
dann, wenn alle Kommutatoren mit dem Eins-Element iibereinstimmen.

Ist ¢ : G = H ein Homomorphismus, so ist das Bild des Kommutators

o(g"hgh) = o(9) te(h) " o(g)p(h)

der Kommutator der Bilder. Jeder Kommutator in einer abelschen Gruppe ist das Eins-Element
e. Daraus folgt:

Satz 1.37 Ist ¢ : G — A ein Homomorphismus der Gruppe G in die abelsche Gruppe A, so
liegt jeder Kommutator von G im Kern von .

Definition 1.29 Es sei G eine Gruppe. Die abgeleitete Gruppe oder Kommutatorgruppe G’
von G ist die Untergruppe von G, welche von allen Kommutatoren in G erzeugt wird.

Beispiel 1.19 Die symmetrische Gruppe Sy, ldsst den signum-Homomorphismus in die abelsche
Gruppe Zs zu. Die abgeleitete Gruppe von Sy, ist also im Kern dieses Homomorphismus, der
alternierenden Gruppe A, enthalten.

Insbesondere liegt die abgeleitete Gruppe von Ss in der alternierenden Gruppe Az = <
(1,2,3) >. Oben haben wir ausgerechnet, dass (1,2,3) ein Kommutator in Ss ist. Also stimmit
die abgeleitete Gruppe von S3 mit der Untergruppe As tberein.

Satz 1.38 a) Die abgleitete Gruppe G' einer Gruppe G ist ein Normalteiler in G, und der
Quotient G/G" ist abelsch.
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b) Ist ¢ : G — A ein Morphismus von G in eine abelsche Gruppe A, so gibt es einen
Morphismus 1 : G/G" — A so, dass das Diagramm

G/G'
v,/
G % A

kommutiert.

Beweis. a) Bei der Konjugation G — G, g — aga™! geht jeder Kommutator g~ 'h~'gh in
den Kommutator

alg b 'gh)a" = (ag~'a ") (ah ' Y)(aga ")(aha ') = (aga") ' (aha ') (aga")(aha ")

iiber. Die Menge aller Kommutatoren wird also auf sich abgebildet, ebenso die von diesen Kom-
mutatoren erzeugte Untergruppe G'.
b) Weil G’ im Kern von ¢ liegt, folgt die Behauptung aus dem Homomorphiesatz 1.9. [

Definition 1.30 Fir 1 < k € IN wird die k-te Kommutatorgruppe G* induktiv wie folgt defi-
niert: G' ist die abgeleitete Gruppe G' und G* ist die abgeleitete Gruppe (GF~) der k — 1-ten
Kommutatorgruppe GF-1.

Einer Gruppe G wird so eine ganze Reihe von Gruppen
GDODG'>G?> ..

zugeordnet. Jede Gruppe in dieser Reihe ist Normalteiler in der vorhergehenden Gruppe und
die sukzessiven Quotienten sind immer abelsch. Die so definierte Reihe von Gruppen heifit
Kommutator-Reihe der Gruppe G.

Definition 1.31 Fine Normalreihe der Gruppe G ist eine Reihe
GODG DGy D ...
von Untergruppen so, dass jede Gruppe G normal in der vorhergehenden Gruppe G ist.

Die Kommutator-Reihe einer endlichen Gruppe bricht nach endlich vielen Schritten ab. Es
muss ein ko geben, so, dass GFotl = G*0 ist. Dann ist GFo+! = G*o fiir alle [ > 0. Es kann sein,
dass dies mit der trivialen Untergruppe geschieht: G*¥ = {1} fiir ein k& > 0, oder auch nicht.

Definition 1.32 Fine Gruppe G heifit auflosbar wenn es ein k € IN gibt derart, dass die k-te
abgeleitete Gruppe G* = {1} trivial ist.

Satz 1.39 (Endliche auflosbare Gruppen) Fir eine endliche Gruppe G sind dquivalent:

a) Die Gruppe G ist auflosbar.

b) Es gibt eine Normalreihe so, dass alle sukzessiven Faktorgruppen Gi_1/G) abelsch sind,
die mit G, = {1} abbricht.

¢) Es gibt eine Normalreihe so, dass alle sukzessiven Faktorgruppen Gi_1/G; zyklisch von
Primzahl-Ordnung sind, die mit Gy, = {1} abbricht.
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Beweis. a) = b): Die Kommutator-Reihe einer auflésbaren Gruppe bricht mit G* = {1} und
alle sukzessiven Quotienten sind abelsch.

b) = c): Es geniigt zu zeigen: Ist G; C G;_1 eine normale Untergruppe so, dass G;_1/G
endlich und abelsch ist, dann gibt es eine Reihe

Gi.1 >DH{D>HyD>..D>H, =G,

so, dass jeder Quotient H,_;/H, zyklisch von Primzahlordnung ist. Dies beweisen wir durch
Induktion nach dem Index [G;_1 : G}].

Der Quotient A := G;_1 /G| ist nach Satz 1.27 eine direkte Summe zyklischer Gruppen. Jede
zyklische Gruppe hat eine zyklische Faktor-Gruppe von Primzahl-Ordnung. Deswegen hat A
eine zyklische Faktorgruppe, etwa C' := A/B von Primzahl-Ordnung. Es sei H; C G;_; das
Urbild von B unter dem Morphismus G;_; — G, 1/G; = A. H ist normal in G;_;. Nach dem
Homomorphie-Satz 1.9 ist G;_1/H; = A/B = C zyklisch von Primzahlordnung. Wir haben eine
Normal-Reihe

Gi—1 D Hy D G|

gefunden, so, dass G;_1/H; zyklisch von Primzahl-Ordnung ist, und [H; : Gi] < [G;—1 : G{].
Nach Induktionsannahme gibt es eine Normal-Reihe

H, > H,D>..DH, =G,

deren sukzessive Quotienten zyklisch von Primzahl-Ordnung sind. Setzen wir die beiden Reihen
zusammen, so folgt die Behauptung.
c) = a): Nach Voraussetzung gibt es eine Normal-Reihe

G DGy DG D ... DG, ={1},

deren sukzessive Quotienten abelsch sind. Weil G/G; abelsch ist, muss die abgeleitete Gruppe
G' in Gy enthalten sein. Die zweite abgeleitete Gruppe G2 = (G')' muss in G| enthalten sein,
und weil G1 /G abelsch ist, in Go, usw. Die I-te abgeleitete Gruppe G! ist Untergruppe von Gj.
Insbesondere ist G¥ = Gy, = {1}. L]

Beispiel 1.20 Die symmetrische Gruppe Se ~ Zs ist abelsch, und damit aufiésbar.

Die symmetrische Gruppe Ss besitzt den abelschen Normalteiler Az ~ Z3 vom Index 2. Der
Quotient S3/As ist deswegen abelsch, und S3 ist auflosbar.

Die symmetrische Gruppe Sy besitzt die Normalreihe

St CALCVy
mit den sukzessiven Quotienten Zo und Zs. Deswegen ist auch Sq auflosbar.

Satz 1.40 Ist die Gruppe G auflésbar, so ist dies auch jede Untergruppe und jede Faktorgruppe
von G.
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Beweis. Es sei H C G eine Untergruppe. Dann ist die k-te abgeleitete Gruppe H* eine
Untergruppe von G*. Es gibt also ein k derart, dass H* = {1} trivial ist.

Es sei H = G/N eine Faktorgruppe und ¢ : G — H der Restklassenhomomorphismus. Jeder
Kommutator

hihohi'hy ' = o(g1)e(g2)e(91) " e(92) ™" = (919297 "9 ),  h1=0(g1), ha = ¢(g2)

ist Bild eines Kommutators aus G. Deswegen ist die abgeleitete Gruppe H' das Bild der abge-
leiteten Gruppe G'. Es ist also H' eine Faktorgruppe G'/(G' N N) von G'. Induktiv folgt, dass
die k-te abgeleitete Gruppe H* eine Faktorgruppe von G* ist. Es gibt also ein k derart, dass
H* = {1} trivial ist. 1

Eine einfache, nicht-abelsche Gruppe G kann nie auflésbar sein: Der Normalteiler G’ kann
nicht die triviale Untergruppe {1} sein, denn dann wire G abelsch. Also ist G’ = G, und dann
auch G* = @ fiir alle k.

Satz 1.41 (Galois) Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach.

Beweis. Wir miissen zeigen, jeder Normalteiler N C A,, N # {1}, stimmt mit der ganzen
Gruppe A, iiberein. Mit jedem Element 0 € N enthilt der Normalteiler N auch jedes konjugierte
Element gog~', g € A,,.

Als erstes zeigen wir, dass N einen Dreier-Zyklus (7,7, %) enthilt. Dazu nehmen wir ein
Element o € N, o # id her, schreiben es in Zyklenschreibweise

O = 0102...
und unterscheiden eine ganze Anzahl von Fillen:

1) Der erste Zyklus oy hat eine Linge > 5, etwa o1 = (i1, 42,13, 14,95, ...). Dann gehort zu N
auch die Permutation

T = (iQ,ig,7:4)0102...(i2,i4,7:3) = (il,ig,i4,i2,i5,...)0’2...,

sowie

o= (cooyi5, 02,94, 103,11) (41,92, 93, 04, 15, ...) = (11,74, 12),

ein Dreier-Zyklus.
2) o1 ist ein Vierer-Zyklus, etwa o1 = (i1,1%2,13,%4). Jetzt betrachten wir
T (= (il,7:2,i3)0102...(i1,i3,7:2) = (il,i4,i2,i3)02....
Zu N gehort dann auch
77 o = (i1, 43, 99,14) (i1, 02, i3, 14) = (11,94, %3),

ein Dreier-Zyklus.
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3) g1 = (il,’ig),ag = (ig,i4). Jetzt ist
T 1= (il,7:2,7:3)0102...(i3,i2,7:1) = (il,i4)(i2,i3)... € N.

Und

o= (i1,13) (32, 14)-
Der Normalteiler N enthélt das Paar von Zweier-Zyklen (i1,i3)(i2,44). Wir wéhlen eine
fiinfte Zahl i5 und berechnen

p = (iz,ia,i5)7 '0(i3,i5,44) = (i1,44) (32, 5).
Dann enthilt N den Finfer-Zyklus
pr " o = (i1, i4) (i2,i5) (i1, 33) (32, i4) = (i1,13, %4, %5, 2).
Aus Fall 1) folgt, dass auch jetzt N einen Dreier-Zyklus enthilt.

In allen behandelten Féllen enthilt N einen Dreier-Zyklus. Nicht behandelt haben wir den
Fall, dass der erste Zyklus oy ein Dreier-Zyklus ist. Wenn ¢ = o ist, sind wir fertig. Andernfalls
koénnen wir durch Umordnen der Zyklen einen der Félle 1)-3) herbeifithren, auer wenn ¢ nur
aus Dreier-Zyklen aufgebaut ist, etwa

o = (i1,12,13) (44,75, 06)03....

Wir berechnen
7 := (i9,13,14)0 (12,14, 93) = (41,13, %4) (42,15, 96)03...
und
o= (i1,%4,13) (12,76, 15) (11,42, 13) (14, 15, 96) = (11,76, %3,14,%2)-

wir sind in Fall 1) gelandet.
Wir wissen also jetzt: N enthilt einen Dreier-Zyklus, etwa (i1,i9,43). Den konjugieren wir

mit
iy dg iy ia s .
9‘<z’ ik I m ...)ES"'

Falls g nicht zu A,, gehoren sollte, ersetzen wir g durch

iy i s i iy ..
(l’m)9_<z' ik om I ...)eA"’

und koénnen 0.B.d.A. g € A,, annehmen. Wir berechnen
gli1,ia,i3)g~" = (i, j, k).
Deswegen enthilt N jeden Dreier-Zyklus (i, 7, k) € Aj,. Aus
(i, k, 7))y 3, ko) = (Kol .y u)

folgt durch Induktion nach der (ungeraden) Linge eines Zykels in A,,, dass jeder dieser Zyklen
zu N gehort, und dass dann N = A, gilt. L]
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Aufgabe 1.50 Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe Ay einfach ist in folgenden Schritten:
a) Bestimmen Sie alle Konjugationsklassen in As und die Anzahlen der Elemente in diesen
Klassen.
b) Zeigen Sie: Fiir jeden Normalteiler N C As gibt es natirliche Zahlen x,y,z € IN mit

IN|=1+12-2+15-y+20- 2.
¢) Bestimmen Sie mit b) alle Normalteiler von As.

Aufgabe 1.51 (H 00, T3, Alb)) Sei G eine Gruppe der Ordnung 100. Zeigen Sie:

i) G ist auflosbar.

ii) Hat G einen Normalteiler der Ordnung /4, so ist G abelsch.

(Es darf verwendet werden, dass Gruppen der Ordnung p® abelsch sind, wenn p eine Primzahl
ist.)

Aufgabe 1.52 (H 99, T3, A1) Seien p und q verschiedene Primzahlen. Man beweise, dass
jede Gruppe der Ordnung pq® auflosbar ist.

Aufgabe 1.53 (F 96, T2, A2) a) Wieviele Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ord-
nung 64 gibt es?

b) Bestimmen Sie die kleinste natirliche Zahl n, so dass es genau 6 Isomorphieklassen von
abelschen Gruppen der Ordnung n gibt.

Aufgabe 1.54 (H 94, T2, A1) a) Sei N eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Zeigen
Sie: Sind die Faktorgruppe G/N und N auflosbar, so ist auch G auflosbar.

b) Sei G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe. Zeigen Sie: G besitzt ein nicht-triviales Zen-
trum und G ist auflosbar.

Aufgabe 1.55 (H 94, T3, A1) Beweisen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 297 ist auflésbar.

Aufgabe 1.56 (F 02, T1, A3) Es seia ein Element der Ordnung d > 1 in der multiplikativen
Gruppe des Kérpers Z[pZ und G die von den Abbildungen p : Z[/pZ — Z|pZ (xmapstoax)
und o : Z|pZ — Z|pZ (x — x + 1) erzeugte Untergruppe der Permutationsgruppe von Z[pZ.
Zeigen Sie:

a) G ist nicht abelsch.

b) Jedes g € G besitzt eine eindeutige Darstellung g = p"a® (0 <r < d,0 < s <p).

c) G ist auflosbar.

d) Es gibt eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 555.

47



2 Ringe
2.1 Definitionen

Definition 2.1 Fin Ring ist eine Menge R mit zwei Rechenstrukturen:

1) der Struktur einer abelschen Gruppe. Die Verknipfung bezeichnet man tublicherweise mit
+, das neutrale Element mit 0.

2) einer zweiten Verkniipfung, die man tiblicherweise als Multiplikation bezeichnet und r, s —
rs oder r - s schreibt.

Diese beiden Verkniipfungen sollen durch das Distributivgesetz
r(s+t)=rs+rt, (s+t)r=sr+ir
verknipft sein.
Aus dem Distributivgesetz folgt
O0r =70 =0 fiir alle r € R.
Beweis. Es ist 0 = 0 — 0 und deswegen
r0=r(0-0)=r0—7r0=0, Or=(0—-0)r=0r—0r=0.

Hier beginnen sich schon die Geister zu scheiden: Die Kommutativitit der Multiplikation,
d.h. rs = sr wird nicht immer vorausgesetzt. (Deswegen habe ich auch das Distributivgesetz in
zwei Versionen hingeschrieben.) Wenn rs = sr gilt fiir alle r, s € R, dann nennt man den Ring
kommutativ.

Noch schlimmer ist, dass man manchmal nicht einmal die Assoziativitdt der Multiplikation

(rs)t = r(st)

voraussetzt. Ich kann dieser Perversion allerdings nichts Positives abgewinnen. In dieser Vorle-
sungen wird also die Multiplikation in einem Ring stets assoziativ sein.

Der Ring kann ein neutrales Element fiir die Multiplikation enthalten, muss es aber nicht.
So ein neutrales Element nennt man Eins-Element und schreibt es 1. Es erfiillt

1-r=r-1=rfiir alle r € R.
Wenn es sowas gibt, nennt man den Ring einen Ring mit Eins.

Beispiel 2.1 Die Mutter aller Ringe ist der Ring Z der ganzen Zahlen. Er ist ein kommutativer
Ring mit Eins. Er zeigt schon die wesentliche Eigenschaft der Ringe: Inverse beziiglich der
Multiplikation braucht es nicht zu geben! In Z haben nur die Zahlen £1 ein solches Inverses.

Man kann modulo n addieren und multiplizieren. Die Menge Z,, = {0,1,...,n— 1} mit dieser
Addition und Multiplikation bildet auch einen Ring (kommutativ mit Eins).

Die Menge M (n x n,IR) aller reellen n x n-Matrizen ist ein Ring mit der ublichen Addition
und Multiplikation von Matrizen. Fir n > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ, aber er hat
ein FEins-Element: die Einheitsmatriz. Invertierbar in diesem Ring sind nur die invertierbaren
Matrizen.
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Die wichtigsten Beispiele fiir uns sind Polynomringe. Dazu sei R ein Ring und X eine Un-
bestimmte. (Was ist denn das?) Der Polynomring R[X] besteht aus allen Polynomen

ro+mX +rX2+ ... +rmX", neN,r,..,rm €R.

Die grofite Zahl n mit r,, # 0 heifit der Grad des Polynoms. (Formal kann man so ein Polynom
mit der Folge rg,r1,...,7, identifizieren. Aber man rechnet mit diesen Objekten eben wie mit
Polynomen.) Die Summe zweier Polynome ist

(ro+mX+.)+(so+s1 X +...) =rg+s0+ (r1 +51)X + ...
und das Produkt
(ro+rX +..)(so + 51X +...) =rpso + (ros1 + r150) X + ...

Der Polynomring R[X] ist kommutativ, wenn R das ist. Er hat eine Eins, wenn R eine hat. Nur
Polynome vom Grad 0, d.h. also die Ringelemente, kénnen invertierbar sein.
Polynome sind a priori endlich. Aber auch Potenzreihen kénnen Ringe bilden. Man nennt

o.@]
R[[X]] := {Z e XF € R}
k=0
den Ring der formalen Potenzreihen. Addition und Multiplikation ist wie bei normalen Potenz-
reihen definiert. Konvergenz spielt hier keine Rolle.

In ein Polynom f € R[X] kann man Ring-Elemente einsetzen:
f=ro+nX+..+mX" a€R = f(a) =ro+ra+..+ra" €R.
a € R heiit Nullstelle des Polynoms f € R[X], wenn das Resultat f(a) = 0 ist.

Satz 2.1 (Vieta) Der Ring R sei kommutativ. Ist a € R eine Nullstelle des Polynoms f €
R[X], so gibt es eine Faktorisierung

f=(X—a)-g mit g € RIX], Grad(g) = Grad(f) — 1.
Beweis. Weil R kommutativ vorausgesetzt ist, gilt fiir jedes £ € IN
Xt _db=(X-a) (XF 1+ X204+ + X" 24" ) = (X —a) gy
Aus f(a) = 0 folgt dann
f(X) = f(X) = fla)

n
r, X" — E r,a’
v=0

Il
NE

0

N
Il

ry - (XY —ad")

Il
M=

0

N
Il

Il
NE

rU(X - a) qu—1

<
Il
—_

n—1
= (X —a)- ZTVJrlCIV-
v=0

49



Nachdem wir nun die Rechenstruktur erkldrt haben, miissen wir wie iiblich Unter- und
Quotientenstrukturen erkldren.

Definition 2.2 Fine Teilmenge S C R eines Rings R heifit Unterring, wenn S mit der Addition
und Multiplikation aus R einen Ring bildet. D.h.:

0esS, rnseS=r+seS rsesb.

Beispiel 2.2 Die Teilmenge 2Z C Z aller geraden Zahlen ist ein Unterring von Z. Allerdings
hat dieser Unterring leider keine Eins.

Im Polynomring R[X] ist der Ring R selbst als Teilmenge {rX° : r € R} enthalten und
bildet einen Unterring.

Der Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen enthdlt den Polynomring R[X] als Unterring.

Definition 2.3 Sind R und S zwei Ringe, so heifit eine Abbildung f : R — S ein Ring-
Homomorphismus, wenn sie die beiden Rechenstrukturen erhdlt:

flri+re) = f(r1) + f(r2), f(rire) = f(r1)f(re) fiir alle r,r9 € R.

Weil f ein Gruppen-Homomorphismus beziiglich der Addition ist, gilt f(0g) = 0g. Aber
f(1r) = 1g braucht nicht zu gelten. Hierzu ein Beispiel: Seien Rj, Ry beliebige Ringe mit
Eins. Die direkte Summe R; @ Rs ist als Menge das kartesische Produkt. Die Operationen sind
komponentenweise erklirt:

(7“1,’1“2) + ('rllalrIZ) = (Tl +7J17,r2 +Té)7 (7“1,7“2)(7“,1,7“12) = (7“17“,1,7“2’]“2,) (Tlalrll € Rl,’l“g,’l“é € RQ)

Falls R; und Ry Eins-Elemente haben, ist (1g,,1r,) ein Eins-Element in der direkten Summe.
Die Abbildung
Ry - Ri® Ry, 1 (r,0)

ist ein Ring-Homomorphismus. Aber das Bild (1g,,0) des Eins-Elementes aus Ry ist nicht das
Eins-Element in R; & R».

Satz 2.2 Ist f : R — S ein Ring-Homomorphismus, so ist
Bild(f)={f(r) € S: r € R}

ein Unterring von S und
Kern(f)={re R: f(r) =0}

ein Unterring von R.

Der Beweis ist offensichtlich.
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Beispiel 2.3 (F 97, T3, A1) : a) Beweisen Sie, dass die Abbildung

" Z/9Z x Z/5Z — 7 45Z
"1 (amod9, bmod5) — 10a — 9bmod 45

wohldefiniert und ein Ringisomorphismus ist.

b) Bestimmen Sie den zu ¢ inversen Isomorphismus.

¢) Bestimmen Sie alle nilpotenten Elemente von Z/45Z.

a) Wenn a; mod9 = agymod9 ist, dann ist a1 —as = k-9 mit k € Z. Es folgt 10a; — 10as =
2-5- (a1 —as) = 2k-45. Also ist 10a; = 10ay mod 45. Ebenso sieht man 9by = 9by mod 45, wenn
b1 = ba mod 5. Damit ist die Abbildung wohldefiniert.

Die Abbildung ¢ ist ein Gruppen-Homomorphismus, weil sie aus zwei Multiplikationsabbil-
dungen zusammengesetzt ist. Es ist noch die Multiplikativitdt zu zeigen. Das machen wir wieder
komponentenweise: Es seien ay mod9 und aymod9 zwei Restklassen in Z/9Z. Das Bild von
a1+ ao mod9 ist 10ai1a2 mod 45. Das Produkt der Bilder ist

#(a1)d(az) = 10ay - 10a2 mod 45 = 100a;az mod 45 = 10a; az mod 45.
Der Beweis fiir die zweite Komponente lauft auf die Rechnung
(—9b1)(—9b2) == 81b1b2 == —9b1b2 mod 45

hinaus.

Bleibt noch die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen. Weil beide Ringe endlich mit gleich vielen FEle-
menten sind, geniigt es, die Injektivitit von ¢ zu zeigen. Sei also (amod9, bmod5) ein Element
im Kern. Das heifit

10a — 9b = 0 mod 45.

Daraus folgt, dass a durch 9 und b durch 5 teilbar ist.
b) Wir setzen an
¢ (z) = (axmod9, Bz mod5).

Hier miissen o, B € Z so bestimmt werden, dass

¢(¢71(I)) = (10 — 98)z = x mod 45
ist. Es geniigt, o = =1 zu setzen. Damit ist also

¢ Yz mod4b) = (xmod9, zmod?5).

c¢) Ein Ringelement c ist nilpotent, wenn eine Potenz ¢, n € IN, die Null wird. Wegen des
Ring-Isomorphismus kénnen wir auch im Produkt Z|9Z x Z|5Z rechnen, und hier komponen-
tenweise. Sei etwa a € Z/9Z mit a™ = 0mod9, n > 1. Dann muss auf jeden Fall a durch 3
teilbar sein. In diesem Fall ist aber auch schon a®> = 0mod9. Die nilpotenten Elemente im Ring
Z/9Z sind die Restklassen von 0,3 und 6. Sei jetzt bmod5 nilpotent. Dann ist eine Potenz b"
durch b teilbar. Weil 5 eine Primzahl ist, muss b selbst durch 5 teilbar sein und es ist b = 0 mod 5.
Die nilpotenten Elemente im Produkt sind

(0,0), (3,0), (6,0),
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und in Z[A5Z sind es ihre Bilder unter ¢:

0, 30, 60 = 15mod 45.

Der Kern eines Ringhomomorphismus f ist aber kein Unterring wie jeder andere. Er hat
noch folgende merkwiirdige Eigenschaft:

a € Kern(f),r € R = ra € Kern(f), ar € Kern(f).

Beweis. f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0 =0, f(ar)= f(a)f(r)=0r=0.
Definition 2.4 Fine Teilmenge I C R des Rings R heifit 1deal, wenn

1) I C R eine Untergruppe beziglich der Addition ist,

2) fiir alle a € T und r € R gilt:
racl, arel.

Wenn R kommutativ ist, gilt ra = ar und die beiden Bedingungen in Teil 2) der Definition
sind dquivalent. Wenn R nicht kommutativ ist, muss man sie aber leider auseinander halten.
Manche Haarspalter definieren sogar: I C R heifit Links-Ideal, wenn fiir alle @ € I, r € R gilt
ra € I, und Rechts-Ideal, wenn stets ar € I.

Beispiel 2.4 In jedem Ring R gibt es das Null-Ideal {0} und das allumfassende Ideal R. Ist
a € R ein beliebiges Element, so ist

Ra={ra:r € R}

ein Links-Ideal und
aR={ar:rer}

ein Rechts-Ideal. Falls R kommutativ ist, stimmen beide Ideale tiberein. Dann nennt man
(a) := Ra

das Haupt-Ideal erzeugt von a. Das Null-Ideal (0) ist das Haupt-Ideal erzeugt von 0 € R und R
ist das Haupt-Ideal (1).

Ein Haupt-Ideal (a) C Z im Ring Z besteht aus allen ganzzahligen Vielfachen der Zahl
a € Z, also aus allen ganzen Zahlen, die durch a teilbar sind.

Satz 2.3 Jedes Ideal I C Z im Ring der ganzen Zahlen ist ein Haupt-Ideal.

Beweis. Das Ideal I C Z ist insbesondere eine Untergruppe. Und in Satz 1.12 haben wir
gesehen, dass jede Untergruppe von Z die Form Z -a, a € Z, hat. Also ist jedes Ideal ein solches
Haupt-Ideal (a). L]

Was Normalteiler fiir Gruppen waren, das sind Ideale fiir Ringe: Man kann nach ihnen
austeilen. Um nicht zu viele Félle unterscheiden zu miissen, werden wir von jetzt an voraussetzen:
Alle vorkommenden Ringe seien kommutativ.
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Sei also jetzt R ein Ring und I C R ein Ideal. Da I insbesondere eine Untergruppe der
abelschen Gruppe (R, +) ist, ist die Faktorgruppe (R/I,+) wohldefiniert. Wir zeigen, dass die
Ring-Struktur auf R ein Multiplikation auf R/I induziert:

Es seien r1 + I und ro + I zwei Restklassen in R/I. Dann hdngt die Restklasse

(7“1+I)-(7“2+I) = (7“1-7“2)+I

nur von den beiden Restklassen r1+1 und ro+1 ab, und nicht von den gewdhlten Reprisentanten.
Beweis. Seir; +1=s;+1,i=1,2, d.h. s; =r; +d; mit dy,dy € I. Dann ist

8189 = (r1 + dl)(’r‘Q + dQ) =riry +£Z1T2 +dory + dld%
el

wegen der Ideal-Eigenschaft von 1. L]
Fiir die so definierte Multiplikation auf der Menge R/I beweist man Assoziativitit, Kom-
mutativitdt und das Distributivgesetz sofort mit den entsprechenden Eigenschaften von R.

Definition 2.5 Der soeben definierte Ring R/I heifit Faktor- oder Restklassenring von R nach
dem Ideal 1.

Beispiel 2.5 Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist Z,, der Faktorring des Ringes Z nach dem
Ideal (n).

Beispiel 2.6 Sei
P:=X"4¢, 1 X" '+ . . +caX+c, ¢ €R,

ein normiertes Polynom im Polynomring R[X|. Im Faktorring R[X]/(P) ist P = 0. Oder anders
geschrieben
X'"=Q:=—c, 1 X" ' —..—c1X —¢g €R[X]/(P).

Jede Restklasse in R[X]/(P) wird reprdsentiert von einem Polynom F = a, X™ + .... Ersetzt

man hier
X" durch Q,

X" dureh X - Q
= —cp_1 X" — Cnngn_l - ...
= —¢p_1Q — cpo X" — ..

usw., so findet man: jede Restklasse in R[X]/(P) wird reprasentiert durch ein Polynom vom
Grad <n —1.

Nehmen wir als konkretes Beispiel R = Z und P = X? + 1 € Z[X], so sehen wir: Jede
Restklasse in Z[X]/(X? + 1) wird reprasentiert durch ein Polynom aX + b, a,b € Z, vom Grad
< 1. Addition solcher Restklassen geschieht wie tiblich durch Addition der Koeffizienten. Bei der
Multiplikation zweier Polynome passiert folgendes:

(alX + bl)(agX + b2) = a1a2X2 + (a1b2 + blag)X + b1b2 = (b1b2 — a1a2) + (a1b2 + blag)X.

Man rechnet wie iblich mit den linearen Polynomen, nur ist X?> = —1. Der Ring ist isomorph
2
Z[i|:={b+ai € C: bac Z}.
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Wie bei Gruppen gilt auch hier

Satz 2.4 (Homomorphiesatz) Es sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen. Dann
gibt es einen Ring-Isomorphismus g : R/Kern(f) — Bild(f) C S so, dass das Diagramm

R — R/Kern(f)

JERN lg
S

kommutiert.

Der Beweis ist auch ganz genau derselbe, wie fiir Satz 1.9, und wir lassen ihn weg.

Beispiel 2.7 (H 98, T1, A2) : Wieviele Lisungen besitzt die Kongruenz
z? = 9mod 1386

im Bereich {0, ...,1385} ¢
Der Ring Z mod 1386 ist uns zu grofi. Wir zerlegen ihn, indem wir

1386 =2-693=2-9-77=2-9-7-11
in Primzahlpotenzen zerlegen. Nach Satz 1.15 (iteriert) ist dann
[ 2386 — Zs X Zg X Z7 X Z11, xmod1386 — (xmod2, zmod9, zmod7, xmodll)

ein Gruppen-Isomorphismus. Weil er offensichtlich multiplikativ ist, ist er auch ein Ring-Iso-
morphismus. Gesucht ist die Anzahl der Zahlen x mit

2% mod 1386 = (xmod 1386)* = 9mod 1386.
Ist (1,2, x3,14) das Bild von z unter unserem Ring-Homomorphismus, so bedeutet dies
I% =9mod2 =1mod2, x1=1mod?2;
x% =9mod9 =0mod9, x2=20,3 oderbmod?9;
:1:% =9modT7 =2mod7, x3=3oderdmodT,

3 =9mod1l, z4=3oder8modll.

Die gesuchte Anzahl ist
3:2-2=12.

Sind I, I C R zwei Ideale, so ist I; NIy wieder ein Ideal. Als Beispiel betrachten wir I; := (2)
und Iy := (3) C Z. Das erste Ideal besteht aus allen ganzen Zahlen, die durch 2 teilbar sind,
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das zweite aus den Zahlen, die durch 3 teilbar sind. Deswegen besteht I} N I aus allen ganzen
Zahlen die durch 2 und durch 3, d.h., durch 6 teilbar sind:

Der Durchschnitt Iy N I> der beiden angegebenen Ideale ist also dasselbe wie das Produkt
L -Iy:={r-s:rel,s€l}
beider Ideale. Aber Vorsicht:
(2)-(2) ={r-s: rsgerade} = {n € Z: n durch 4 teilbar} = (4) # (2) = (2) N (2).

Die Vereinigung zweier Ideale ist i.a. nicht wieder ein Ideal, weil diese Vereinigung nicht ein-
mal eine Untergruppe zu sein braucht. Statt dessen definiert man (wie bei Untervektorrdumen):

I+ 1 := {T‘—i—S,TEIl,SEIl}.
Man sieht sofort:

Satz 2.5 Sind 11,1y Ideale im Ring R, so ist I + Io C R ein Ideal, das beide Ideale I; und Iy
enthdlt. Es ist das kleinste derartige Ideal: Ist J C R ein Ideal mit I1,Iy C J, so gilt 1 + 15 C J.

Das Ideal I + I5 heifit die Summe der beiden Ideale I; und I oder das von Iy und I erzeugte
Ideal. Diese Konstruktion kann man iterieren. Insbesondere definiert man: Sind 7,...,7; € R
Ring-Elemente, so heifit

(r1y ) == (r1) + ... + () C R

das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Seine Elemente sind

$171 + ... + SgTk, S1,..., S € R.

Es sei n # 0,1 eine ganze Zahl. Dann gibt es die Wurzel y/n € C. Man definiert Z[,/n] als
die Menge
{a+byneC: abeZ}.
Dies ist ein Teilring von C: Es ist klar dass Z[y/n] C C eine Untergruppe beziiglich der Addition
ist. Aber Z[\/n] ist auch abgeschlossen unter der Multiplikation:

(0,1 + bl\/ﬁ)((lQ + b2\/ﬁ) =a1ay + bleTL + (a1b2 + bl(lQ)\/ﬁ.

Der wichtigste Spezialfall ist Z[/—1] = Z[i], der Ring der ganzen Gaupschen Zahlen. Falls \/n
selbst ganz ist, d.h., wenn n = d? ein Quadrat einer ganzen Zahl ist, erhiilt man nichts neues:
Z[Vd?) = Z[d] = Z. Deswegen interessieren wir uns nur fiir den Fall, dass n kein Quadrat ist.
Es gibt eine Abbildung
Z[X] = Z[Vn], X = /n,
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des Polynomrings Z[X|] auf den Ring Z[,/n]. Man bildet ab

o+ 1 X + ot e XX o o+ e1/m A+ e 4 /0"

und fiihrt den rechten Ausdruck mit der Multiplikation in Z[y/n] iiber in einen Ausdruck a +
by/n, a,b, € Z. Es ist klar, dass diese Abbildung ein surjektiver Ring-Homomorphismus ist. Was
ist sein Kern? Offensichtlich liegt X2 —n in diesem Kern, und damit auch das Ideal (X2 —n). Die
Restklassen im Faktorring Z[X]/(X? — n) werden genau durch die Polynome a + bX vom Grad
< 1 représentiert. Damit ist dieser Faktorring eine freie abelsche Gruppe vom Rang zwei mit
den Erzeugenden 1 und X. Weil auch Z[,/n] eine freie abelsche Gruppe mit den Erzeugenden 1
und /7 ist, muss der Epimorphismus

Z[X]/(X? = n) = Z[Vn]
ein Isomorphismus sein.

Leider kommen in den Staatsexamensaufgaben Begriffe vor, die ich in einer Algebra-Vorlesung
eigentlich nicht behandeln wiirde. Nur aus diesem Grund sollen noch die beiden folgenden De-
finitionen angegeben werden.

Definition 2.6 FEin kommutativer Ring R heif$t noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von
Idealen in R
LCcLLC..CR

irgend wann stationdr wird. Das bedeutet, es gibt in dieser Kette ein Ideal I,, mit I; = I, fiir
alle j > n.
Der Ring R heifit artinsch, wenn jede absteigende Kette von Idealen

R>ILI DI, D..
irgend wann stationdr wird.

Satz 2.6 Der kommutative Ring R ist genau dann noethersch, wenn jedes Ideal I C R endlich
erzeugt ist.

Beweis. Sei R noethersch und I C R ein Ideal. Wenn I = (0) das Null-Tdeal ist, dann ist
es endlich erzeugt. Andernfalls gibt es ein Element ry € I, r; # 0. Wenn I = (ry) ist, sind wir
fertig. Andernfalls gibt es ein Element ro € I mit ro & (r1). Wenn I = (r1,79) ist, sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein r3 € I mit r3 & (r1,72). Und so weiter. Entweder ist nach endlich vielen
solchen Schritten I = (rq,79,...,7,), oder wir finden eine echt aufsteigende Kette von Idealen,
die nie stationér wird. Aber wegen der Eigenschaft noethersch kann letzteres nicht der Fall sein.

Sei jetzt vorausgesetzt, dass jedes Ideal I C R endlich-erzeugt ist. Wir betrachten eine echt
aufsteigende Kette Iy C I C ... von Idealen in R. Dann ist auch I := |J I} ein Ideal in R und
nach Voraussetzung endlich erzeugt, etwa I = (rq,...,7,). Jedes Element r, gehort zu einem
Ideal Iy, in unserer Kette. Ist n = maz{k,}, so gehoren also alle r, zu I,,. Es folgt I = I, und
I; = I, fir j > n. L]
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Aufgabe 2.1 a) Es seien m,n € IN teilerfremde natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass der Gruppen-
Isomorphismus Z,.., = Zm X Zy, von Satz 1.15 auch ein Ring-Isomorphismus ist.
b) Bestimmen Sie ein a € IN mit a = 0 modulo 3,5,7,11, aber a = 1 modulo 13.

Aufgabe 2.2 (F 02, T1, A4) Sei I C Z[X] das von den Polynomen X* + 33X? + X und
X® —9X3 + X?2 —3X + 3 erzeugte Ideal.

a) Zeigen Sie, dass 3 € I ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R := Z[X]/I.

c) Zeigen Sie, dass R eine zu (Z/2Z)? x (Z/3Z)? isomorphe Einheitengruppe hat.

Aufgabe 2.3 (F 02, T3, Adb) Ist 22 + x + 11 = 0 (mod370368) lisbar?
Aufgabe 2.4 (F 94, T2, A2) Man bestimme alle Losungen der Kongruenz
322 — 22 + 9 = 0 (mod 35).

Aufgabe 2.5 (F 01, T3, A4) Sei k eine positive Zahl und sei R := My (Z) der Ring der
ganzzahligen k X k-Matrizen. Zeigen Sie:

a) Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 ist nR ein zweiseitiges Ideal in R.

b) Jedes zweiseitge Ideal in R ist von der in a) genannten Art.

Aufgabe 2.6 (H 00, T2, A2) Wie viele Elemente x mit der Eigenschaft x> = x hat der Ring
Z/15015Z ? Geben Sie vier solche Elemente explizit an.

Aufgabe 2.7 (F 95, T2, A1) Aufder reellen Zahlengeraden IR definiere man die Verknipfung
o:RxIR—>IR, zoy:=z+y+z’y.

Man zeige:
a) Es gibt genau ein Einselement e € IR beziiglich o.
b) Zu jedem x € R gibt es genau ein Rechtsinverses (d.h. es gibt ein y € IR mit zoy =e).
¢) Fiir welche = € IR gibt es ein Linksinverses?

Aufgabe 2.8 (F 94, T3, A3) Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei
f : R — R ein Ringendomorphismus. Zeigen Sie: f surjektiv = f injektiv. (Hinweis: Betrachten
Sie die Folge f, f?, f3,...)

Aufgabe 2.9 (F 93, T3, A1) Es seien p,q zwei verschiedene Primzahlen und R ein Ring mit
Einselement mit pq Elementen. Man beweise, dass

R~7Z/pZ x Z]qZ

18t.
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Aufgabe 2.10 (F 91, T1 A1) Sei Q die Menge der rationalen Zahlen. Sei M eine Teilmenge
der natirlichen Zahlen, die 1 enthdlt. Sei

Qy :={a/beQ:a€Z,be M teilerfremd}.

Zeigen Sie:

1) Q,/ ist genau dann eine Gruppe unter Addition, eine sog. rationale Gruppe, wenn M alle
Teiler und alle kleinsten gemeinsamen Vielfachen seiner Elemente enthdlt.

2) Eine solche rationale Gruppe Qpr ist genau dann ein Teilring von Q, wenn M multiplikativ
abgeschlossen ist.

Aufgabe 2.11 (F 90, T3, A1) Seien p und q aus IN teilerfremd. Wir wollen einsehen, dass
die Ringe

R=2Z[U,V]/(U" — 1,V — 1) = Z[u,v] und S = Z|W]/(W" — 1) = Z[w]

isomorph sind. Hierbei bezeichnen u,v und w die Restklassen von U,V und W. Dazu betrachten
wir den Einsetzungshomomorphismus

O ZIU, V]| —=ZW], U— W1V —WP

Zeigen Sie:

a) ® induziert einen Homomorphismus ¢ : R — S mit o(u) = w? und ¢(v) = wP.

b) Die additive Gruppe (S,4) von S ist frei vom Rang pq und (R,+) wird von pq Elementen
erzeugt.

c) w € Bild(yp).

d) ¢ ist ein Isomorphismus.

2.2 Korper

Das Produkt zweier Ring-Elemente kann = 0 sein, ohne dass einer der beiden Faktoren = 0 ist.
Beispiel: In Zg gilt
2.3=02+4+Z-6)-3+Z-6)=6+Z-6=0.

Definition 2.7 Fin Nullteiler im Ring R ist ein Ring-FElement r # 0, zu dem es ein Ring-
Element s # 0 gibt mit r - s = 0. (In nicht-kommutativen Ringen muss man fein sdiuberlich
zwischen Rechts- und Links-Nullteilern unterscheiden.) Ein Ring, in dem es keine Nullteiler
gibt heifit nullteilerfrei oder Integritétsring

Beispiel 2.8 Sei etwa R = Z/(n) der Faktorring auch einem Hauptideal (n) C Z,2 <n € Z.
Besitzt n echte Teiler, etwa n = ning mit ny,ne # +1,+n, so sind die Restklassen von ny und
ny modulo n von Null verschieden, ithr Produkt mnins modulon aber ist = 0. Wir sehen: Der
Faktorring Z/(n) ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.
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In Integrititsringen gilt die Kiirzungsregel:
ret=s-tmitt#0 = r=s.

Beweis: Nach Voraussetzung ist (r — s) - ¢ = 0 mit ¢ # 0. Weil ¢ € R kein Nullteiler ist, folgt
daraus r — s = 0, also r = s. Ul

Definition 2.8 Fin Korper ist ein kommutativer Ring K mit Fins, in dem jedes Element # 0
ein Inverses unter der Multiplikation hat. Aquivalent dazu ist: Die Menge

K*:={a€ K:a#0}
bildet unter der Multiplikation eine Gruppe.
Ein Koérper ist ein Integrititsring: Sei etwa a - b = 0 fiir a,b € K. Falls a # 0 ist, gilt
b= (a""a)b=0a""(ab) =a"'0=0.

Beispiele fiir Korper sind die wohlbekannten Korper IR und C aus der Analysis. Auflerdem
bilden die rationalen Zahlen einen Korper Q. Ist K ein Korper, so bezeichnet man mit K (X)
den Korper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten X mit Koeffizienten aus K. Die
Elemente aus K sind also (rein formale) Quotienten

PE) (), q(X) € KIX],q(X) #0,

q(X)’

von Polynomen mit Koeffizienten aus K. Ein etwas anderer Korper ist

Q1) :={a+bieC: a,be Q}.

Eine Abbildung f : K — L des Korpers K in den Korper L heifit Koérper-Homomorphismus,
wenn sie ein Ring-Homomorphismus ist. Falls f nicht der Null-Homomorphismus ist (dem man
normalerweise das Recht abspricht, ein Homomorphismus von Koérpern zu sein), dann induziert
f einen Homomorphismus (K*,-) — (L*,-) Es folgt f(1x) = 1. Fiir a # 0, a € K, ist f(a) -
fla™!) = f(a-a=') = f(1g) = 11. Also muss auch f(a) # 0 sein. Es folgt: f ist injektiv, und
K ~ f(K) ist ein Unterkérper von L.

Den nullteilerfreien Ring Z kann man als Unterring in den Korper Q einbetten. Diese Kon-
struktion kann man wie folgt verallgemeinern:

Satz 2.7 a) Es sei R ein Integrititsring. Dann gibt es einen Kérper Q und einen injekti-
ven Ring-Homomorphismus R — @ derart, dass gilt: Ist f : R — L ein injektiver Ring-
Homomorphismus in einen Korper L, so gibt es einen eindeutig bestimmien Korper-Homomor-
phismus (Q — L, der f fortsetzt.

b) Das Paar R C Q ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.
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Beweis. a) Wir kopieren die Konstruktion der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen.
Dazu betrachten wir alle Paare (z,n) € R x R mit n # 0. (Nur fiir den Zweck dieses Beweises
schreiben wir so ein Paar als Paar. Spéter werden wir immer z/n dafiir schreiben.) Auf der
Menge dieser Paare definieren wir eine Relation durch

(z1,m1) ~ (22,n2) & z1ng = zon.

Diese Relation ist offensichtlich reflexiv ((z,m) ~ (z,n)) und symmetrisch ((z1,n1) ~ (22,n2) =
(22,m2) ~ (21,n1)). Aber sie ist auch transitiv:

(21,m1) ~ (22,n2) und (22,m9) ~ (23,m3) = 21Ny = zon1 und zong = 2309
= 2Z1N2ong = 23N1N9

= zin3 =z3ny  (Kiirzungsregel).

Die Relation ~ ist also eine Aquivalenzrelation. Wir setzen @Q := (R x R)/ ~ und haben
einiges zu zeigen:

Es gibt eine injektive Abbildung R — Q: Ein Element r € R bilden wir auf das Paar (rs, s)
ab. Dabei ist 0 # s € R beliebig. Die Aquivalenzklasse (rs, s) ist unabhingig von der Wahl von
S.

Die folgenden Eigenschaften rechnen wir jetzt nicht mehr alle nach:

Die Addition auf R setzt sich fort zu einer Addition auf QQ: Wir definieren

(z1,m1) + (22,m2) := (2112 + 22M1, N1 N2).
Die Multiplikation auf R setzt sich fort zu einer Multiplikation auf QQ: Wir definieren

(21n1)(2’2,n2) = (2’122,711”2)-

Die so definierte Addition und Multiplikation auf @) sind kommutativ und assoziativ. Es gilt
das Distributivgesetz. (Q,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0,7n). (Dieses
Element héngt nicht ab von der Wahl von n.)

(Q*,-) ist eine abelsche Gruppe: Das Einselement ist (n,n). Ist (z,n) # 0, so ist z # 0 und
(n, z) ist das Inverse zu (z,n).

Sei jetzt f : R — L ein injektiver Ring-Homomorphismus in den Kérper L. Durch (z,n) —
f(2)/f(n) € L wird er fortgesetzt zu einem Homomorphismus Q — L. Diese Fortsetzung kann
auch gar nicht anders definiert werden.

b) Seien jetzt Q und Q' zwei Korper mit den Eigenschaften aus a). Dann gibt es also Ho-
momorphismen f : Q — Q' und g : Q' — @, die auf der Teilmenge R C Q und R C Q' die
identische Abbildung sind. Deswegen ist g o f|R = idp. Daraus folgt g o f = idg und ebenso
fog=idg. Wir kénnen @ und Q" mit Hilfe von g identifizieren. L]

Definition 2.9 Der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Kiorper Q) aus Satz 2.7 heifst der
Quotientenkorper des Integritdtsrings R.
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Beispiel 2.9 Der Quotientenkorper des Rings Z der ganzen Zahlen ist der Korper Q der ra-
tionalen Zahlen. Das Paar (z,n) aus dem Beweis von Satz 2.7 stellt den Bruch z/n dar. Und
die Aquivalenzrelation ~ im Beweis bedeutet

ﬂ:Z_Q o zZ1Mno — 22N —0.

n1 no nin2
Beispiel 2.10 Ist R = K[X] der Polynomring ftiber einem Kdérper K, so ist sein Quotien-
tenkorper der Korper aller Quotienten Z/N von Polynomen, d.h., der Korper K(X) der ratio-
nalen Funktionen tiber K.

Jeder Korper K ist auch ein Ring. Deswegen ist auch definiert, was ein Ideal I C K ist. In
K gibt es aber nur zwei Ideale: Eines ist das Null-Tdeal (0). Ist I C K ein Ideal # (0), so enthilt
I ein Element a € K, a # 0. Dann gehort auch 1 = a~'a zu I und damit jedes Kérperelement.
Es ist I = (1) = K. Davon gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.8 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nur zwei verschiedene Ideale enthdlt.
Dann st R ein Kéorper.

Beweis. Die beiden Ideale in K sind notwendigerweise das Null-Tdeal (0) und das Eins-Ideal
(1) = R. Jedes Ring-Element 0 # r € R erzeugt ein Hauptideal (r) # (0). Es folgt (r) = (1),
also 1 € (r) und damit ist 7 invertierbar. L]

Satz 2.9 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I C R, I # R, ein Ideal. Dann sind
aquivalent:

1) R/I ist ein Kdrper;

2) ist J C R ein Ideal mit I C J, dann gilt entweder J = I oder J = R.

Beweis. R/I ist genau dann ein Korper, wenn es in R/I nur zwei Ideale gibt. Jedes Ideal
J C R mit I C J definiert aber ein Ideal J/I in R/I. Ist J/I das Null-Ideal, dann ist J = I,
und ist J/I = R/I, dann ist J = R. L]

Definition 2.10 Fin Ideal I # R im Ring R heiffit maximal, wenn es kein Ideal J C R mit
ICJundJ#1,R gibt.

Beispiel 2.11 Nach Satz 2.3 ist jedes Ideal I C Z ein Hauptideal I = (n), n > 1. Besitzt n
einen echten Teiler p, so ist das Hauptideal (n) im Hauptideal (p) echt enthalten. Das Ideal (n)
ist also genau dann mazimal, wenn die Zahl n keine Teiler (# £1,4n) besitzt. Solche Zahlen
heifsen Primzahlen. Ist p € IN eine Primzahl, so ist das Ideal (p) also mazimal und

IF, :==2Z/(p)

ist ein Korper. Seine Elemente sind die Restklassen von 0,1,...,p — 1 modulo p. Addition und
Multiplikation sind genau die Addition und Multiplikation ganzer Zahlen modulo p.
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Jeder Korper enthilt eine Eins = 1. Dann enthélt er auch eine Minus-Eins = —1 und eine
Zwei 2 =1+ 1. Durch
Z>n—n-1€ K

wird ein Ring-Homomorphismus Z — K definiert. Da kann (und muss) man jetzt zwei Félle
unterscheiden:

1) Der Ring-Homomorphismus Z — K ist injektiv. Dann enthilt K wegen Satz 2.7 einen
Unterkorper isomorph zu Q = Q(Z).

2) Der Ring-Homomorphismus Z — K hat einen Kern. Dieser Kern ist ein Haupt-Ideal
(n),0 < n € IN. Wegen 1 — 1 kann nicht n = 1 sein. Weil der Faktor-Ring Z/(n) C K
nullteilerfrei ist, muss n = p eine Primzahl sein. Dann ist Z/(p) = IF,, ein Unterkérper von K.
Wir haben bewiesen:

Satz 2.10 Jeder Kérper K enthdlt einen kleinsten Unterkiorper. Dieser Unterkiorper ist entweder
isomorph zum Kérper Q der rationalen Zahlen, oder zu einem Kérper IF,.

Definition 2.11 Der Unterkérper von K aus Satz 2.10 heifst der Primkorper von K. Ist der
Primkérper isomorph zu Q, so sagt man, K hat die Charakteristik 0. Ist der Primkdrper iso-
morph zu Iy, so sagt man, K hat die Charakteristik p.

Die Einheiten eines Korpers K, d.h., die Koérper-Elemente # 0 bilden eine Gruppe K*
beziiglich der Multiplikation. Besonders interessant sind die Einheitengruppen endlicher Kérper.
Betrachten wir etwa IF5. Hier ist

22=4,22=3,2"=1.
Die Einheitengruppe von IF'5 ist also die zyklische Gruppe
{2,4,3,1} ~ Z4

der Ordnung 4. Die Einheitengruppen aller endlichen Korper sind zyklisch. Das ist ein Spezialfall
des folgenden Satzes:

Satz 2.11 Jede endliche Untergruppe G C K* der Einheitengruppe eines Korpers K ist zyklisch.

Beweis. Weil K* abelsch ist, ist die Gruppe G auch abelsch. Weil sie endlich ist, ist sie nach
Satz 1.27 ein Produkt
G=2Z, X..xXZ,,

endlicher zyklischer Gruppen. Wenn alle diese Zahlen ny, ..., n, teilerfremd sind, dann ist nach
Satz 1.15 die Gruppe G selbst zyklisch.
Andernfalls gibt es zwei verschiedene Untergruppen

G\~ Xy, Gy ~Zy, G1 # G2 CG.
Sei g1 ein Erzeugendes von GG1. Dann ist

G =< g1 >= {179179%7'“7971171}'
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Dies sind n verschiedene Koérper-Elemente ¢ € K* mit ¢" = 1. Alle sind sie Nullstellen des
Polynoms X" — 1 € K[X]. Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Vieta (Satz 2.1) folgt

X' —1=(X-1D)X = g)(X —g7) - (X —g7 7).
Jedes Element g € G erfiillt aber auch g™ = 1. Daraus folgt

(g-Dlg—g)g—gi) - (g—gi )=g"—-1=0.

Also muss einer der Faktoren g — gf = 0 sein. Das bedeutet g = g¥ € Gy. wir haben G5 C G
gezeigt, im Widerspruch zu Go # Gi. L]

Aufgabe 2.12 (F 01, T1, A3) Flir ein Element r eines assoziativen Ringes R mit 1, das ein
Rechtsinverses s in R besitzt, sind dquivalent:

(1) T hat mindestens zwei verschiedene Rechtsinverse in R;

(2) r ist ein Linksnullteiler in R;

(3) T hat kein Linksinverses in R.

Aufgabe 2.13 (H 99, T1, A3) Seien a und b Elemente eines assoziativen kommutativen In-
tegritdtsrings R. Es bezeichne « die Restklasse von a in R/(b) und 8 die von b in R/(a). Zeigen
Sie: Ist a kein Nullteiler von R/(b), so ist B keiner von R/(a).

Aufgabe 2.14 (H 99, T3, A3) Es bezeichne My(Q) den Ring aller rationalen 4 x 4-Matrizen

a d c b
und R die Menge aller A € M4(Q) der Form A = (Z Z Z ccl . Es sei E € My(Q) die
d ¢ b a

FEinheitsmatriz und P =

SO = O
o = O O
_ o O O
S O =

0
a) Zeigen Sie, dass P* = F ist, und dass jedes A € R in der Form

A =ayFE + a1 P + as P?> + a3 P>

mit rationalen ay dargestellt werden kann (k =0,...,3).

b) Zeigen Sie, dass R ein kommutativer Teilring von My (Q) ist.

c) Zeigen Sie, dass R isomorph ist zu einem Produkt von drei Kéorpern, und bestimmen Sie
diese Korper.

Aufgabe 2.15 (F 99, T2, A2) Seien Mat(2 x 2,IR) der Ring aller reellen 2 x 2-Matrizen,
A € Mat(2x 2,IR) eine Matriz, und R[A] C Mat(2 x 2,IR) der von A und IR erzeugte Teilring.
Man zeige, dass dann (in Abhingigkeit von A) genau einer der folgenden IR-linearen Ringiso-
morphismen existiert:

HR[A] ~ R, ii)R[A] ~R xR, i)R[A] ~ R[X]/(X?), R[A]~C.

63



Aufgabe 2.16 (F 99, T3, A2) Man beweise oder widerlege die Behauptung
2% = 28 mod 221 fir alle = € Z.

Aufgabe 2.17 (H 98, T2, A2) Im Ring M3(Q) der dreireihigen Matrizen iiber Q sei R der
von der Einheitsmatriz E und von der Matriz

0 0 1
A= 3 -6 18
1 -2 6

erzeugte Unterring. Ist R isomorph zu einem direkten Produkt von Koérpern? Geben Sie alle
X € Rmit X2 = X und alle Y € R mit Y?> = 0 an. (Hinweis: Fassen Sie R als Faktorring
eines Polynomrings auf.)

Aufgabe 2.18 (F 97, T1, A4) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal I C
R heifit Primideal, falls der Restklassenring R/1 nullteilerfrei ist. Es heifit ein Primérideal, falls
fiir jeden Nullteiler a in R/ eine Potenz ™ = 0 in R/I ist. Das Radikal /T des Ideals I besteht
aus allen a € R, fiir die es eine natirliche Zahl k mit a* € I gibt.

Sei R =7Z und I = (n) das von der natirlichen Zahl n > 0 erzeugte Hauptideal in Z. Geben
Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafir an, dass

a) I ein Primideal ist;

b) I ein Primdrideal ist;

¢) VI =T gilt.

Aufgabe 2.19 (H 95, T3, A1) Es sei K ein Korper und R die Menge aller 2 x 2-Matrizen,

die mit vertauschbar sind. Zeigen Sie:

1 1
a) R ist Unterring von M (2 x 2, K) und R ist kommutativ.
b) Es existiert ein f € K[X] mit R ~ K[X]/(f).
¢) Fir K =Q und K =Z/3Z ist R ein Kérper. Fir K = Z/11Z ist R kein Korper.

Aufgabe 2.20 (H 95, T3, A2c)) Wieviele mazimale Ideale hat der Restklassenring Z /19957 ?
Aufgabe 2.21 (H 93, T2, A2) a) Zeigen Sie: Jeder Ring R mit Einselement ist vermage
R— EndR", aw (Ly: 7+ ar)

isomorph zum einem Unterring des Isomorphismenrings seiner additiven Gruppe R™.
b) Zu einem beliebigen Ring Q seien auf der Menge Sg = {(m,a)|m € Z,a € Q} die
Verkniipfungen

(m,a) + (n,b) := (m +n,a+b), (m,a)-(n,b):= (mn,ab+mb+ na)

definiert. Zeigen Sie: Dadurch erhdlt Sq die Struktur eines Ringes mit Einselement. Der Ring
Sq ist kein Integritdtsbereich, falls () ein Finselement besitzt.
¢) Kann ein beliebiger Ring Q als Unterring eines Endomorphismenringes aufgefasst werden?
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Aufgabe 2.22 (F 93, T1, A2) Zeigen Sie, dass der Ring der Gauflschen Zahlen
Z[i] = {a+bila,b € Z}, i=+—1,
aus genau denjenigen Elementen des Korpers Q(i) besteht, die einer normierten Gleichung
X?+cX+d=0
mit ganzen Koeffizienten ¢,d € Z geniigen.

Aufgabe 2.23 (F 91, T2, A2) Sei R ein Integrititsring. Man beweise: R ist ein Kéorper, wenn
jeder von einem Element erzeugte Unterring von R nur endlich viele Elemente enthdlt.

Aufgabe 2.24 (F 90, T1, A3) Sei K ein Kdrper und m € K. Man betrachte folgende Menge
des Matrizenrings M (2 x 2, K):

Lm::{< “ b):a,bEK}.
mb a

a) Man zeige: Ly, ist beziiglich der Matrizen-Addition und - Multiplikation ein kommutativer
Ring.

b) Man beweise: Genau dann ist Ly, ein Korper, wenn m kein Quadrat in K ist.

c) Sei speziell K = T, mit einer ungeraden Primzahl p. Man zeige, dass es stets ein m € IF),
gibt, das der Bedingung in b) geniigt. Welcher Korper entsteht dabei?

Aufgabe 2.25 (F 90, T2, A3) R = Cla,b] ist der Ring der auf [a,b] stetigen reellwertigen
Funktionen. Beweisen Sie: Fine Funktion f ist genau dann Nullteiler von R, wenn

Ny :={z|z € [a,b], f(z) =0}

ein offenes Intervall enthdlt.

2.3 Teilbarkeit

In diesem Abschnitt bedeutet 'Ring’ stets '’kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins’. Wir
wollen den Begriff der Teilbarkeit vom Ring Z auf einen solchen Ring R verallgemeinern. Unser
eigentliches Ziel ist das Losen von Polynom-Gleichungen. Aber Teilbarkeit von Polynomen ist
eine allgemeinere Fragestellung im folgenden Sinn:

Satz 2.12 FEs seien R ein Ring, p ein Polynom im Ring R[X]| und a € R. Dann sind dquivalent:

a) p(a) = 0;
b) das Polynom p spaltet den Linearfaktor X —a ab, d.h., es gibt ein Polynom q € R[X] mit

p=q-(X -a)
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Beweis. Die Richtung b) = a) ist offensichtlich. Die Richtung a) = b) ist Satz 2.1 (Vieta) L]

Die natiirliche Zahl n € IN heif}t durch m € IN teilbar, wenn ein ¢ € IN existiert mit n = ¢q-m.
Man schreibt dafiir m|n. Genau dieselbe Definition funktioniert fiir alle ganzen, nicht notwendig
positiven Zahlen m,n € Z. Weil das aber nur eine Sache des Vorzeichens ist, kiimmert man sich
meist nicht um Teilbarkeit bei negativen Zahlen. Auf die beiden Zahlen +1 € Z kommt es nicht
so furchtbar an. Bei Ringen ist das i.A. anders:

Definition 2.12 FEin Element e des Rings R heifst Einheit , wenn e in R invertierbar (beziglich
der Multiplikation) ist, d.h., wenn es ein e”' € R gibt mite-e ' = 1.

Sind e, es Einheiten in einem Ring R, so auch ejes und efl. Die Einheiten eines Rings R
bilden also eine Gruppe unter der Multiplikation.

Definition 2.13 Die Gruppe R* C R der Einheiten eines Rings R heif$t seine Einheitengruppe.

Beispiel 2.12 FEinheiten im Ring Z sind genau die beiden Zahlen +1.
Einheit in einem Korper ist jedes Element e # 0.
FEinheiten des Polynomrings R[X] iiber einem Ring R sind genau die Einheiten von R.

Beispiel 2.13 Sei R=Z[i]={a+bi: a,b € Z} C C der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen.
Die Zahl e = a + bi ist eine Einheit in diesem Ring, wenn es €' = a' + b'i € R gibt mit

ee’ = (a+ bi)(a' + Vi) = aa’ — bb' + (ab' + ba')i = 1.

Fiir jede Gaufische Zahl e = a + bi ist |e|?> = a? + b? € Z. Aus |e€/| = |e||¢/| folgt |e|? - |¢']? =
|12 = 1. Also ist le|* = 1 und entweder a = £1,b = 0 oder a = 0, b = £1. Die Einheiten in
Z[i] sind also genau die vier Zahlen 1, +i.

Beispiel 2.14 FEtwas komplizierter wird es schon, wenn wir die Einheiten im Ring Z[ﬁ] be-
stimmen wollen. Fine Zahl

a—i—bx/ﬁ, a,b e Z,

ist genau dann eine Einheit in diesem Ring, wenn c,d € Z ezistieren mit
1 = (a+bV2)(c+dV?2) = ac+ 2bd + (ad + bc) V2.

Dies ist dquivalent zu
ac+2bd =1, ad+ bc=0.

Dann gilt aber auch
(a — bV2)(c — dV2) = ac+ 2bd — (ad + be)V2 = 1.
Auch a — b\/2 ist eine Einheit, und damit auch das Produkt

(a +DbV2)(a —bV2) =a® —2? € Z.
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Eine Zahl ¢ € Z kann nur dann FEinheit in Z[\/i] sein, wenn sie es in Z ist, also, wenn ¢ = +1.
Fiir die Einheit a +bv/2 muss also notwendigerweise a*> — 2b*> = £1 gelten. Davon gilt aber auch
die Umkehrung: Wenn a® —2b* = +1, dann ist (a+bv/2)(a —bv/2) = a® — 26> = £1 und a+bv/2
ist eine Finheit. Das ist die erste, allerdings sehr implizite Charakterisierung der Einheiten im
Ring Z[\V?2]:

Die Zahl a + bv/2 € Z[2], a,b € Z, ist genau dann eine Einheit in diesem Ring, wenn
a? —2b? = £1.

Damit ist allerdings die Struktur der Einheitengruppe noch nicht aufgeklirt. Dazu iiberlegen
wir uns zundchst:

Die Abbildung N : Z[V2] = Z, a + b2 + a® — 2b? ist multiplikativ, d.h., N(cd) =
N(c)N(c'). Das folgt aber sofort aus N(a + bv/2) = (a + bv/2)(a — bv/2). Insbesondere ist die
Abbildung

N : (Z[V2))* — {£1}

ein Gruppen-Homomorphismus. Wegen N(1) =1 und N(14++/2) = —1 ist dieser surjektiv. Wir
kiimmern uns jetzt um den Kern dieses Homomorphismusses:
Die Zahl a+bv/2, a,b > 0, mit a®> —2b?> = 1 ist genau dann eine Einheit, wenn sie eine Potenz

34+2v2 = (1+V2)?

von

ist.
Beweis. Falls b =0 ist a = 1 = (1 4+ v/2)°. Andernfalls ist b > 1 und wegen a®> = 1 4 2b°
sogar b > 2. Dann berechnen wir

(a+D0v2)(3 +2v2)7! = (a 4+ bv2)(3 — 2v2) = 3a — 4b + (—2a + 3b)V2.
Aus a =202 + 1 und a,b > 0 folgt
(3a)? = 18b* + 9 > 4b%, 3a —2b > 0.

Aus b > 2 folgt
(3b)% — (2a)? = 90 — (8b> +4) >0, 3b > 2a.

Auch der Koeffizient —2a + 3b ist > 0. Und auflerdem ist wegen 3a — 4b < a < 4b > 2a nach
Multiplikation mit der Einheit 3 — 2v/2 der Koeffizient a echt kleiner geworden, solange nur
b > 0. Weil das nicht ewig so weiter gehen kann, kommen wir dabei irgend wann auf den Fall
b=0 und a =1. Wir haben

(a+D0v2)(3 —2v2)F =1

fiir ein geeignetes k > 0 bewiesen, bzw. a + byv/2 = (3 + 2v/2)".

Es folgt fiir a®>—2b*> = 1, a,b > 0, dass auch a—b\/2 = (3—2v/2)k. Es sind also alle Einheiten
a+ bv2 mit a> — 2b°> = 1, a > 0, ganzzahlige Potenzen von 3 + 2v/2. Alle Einheiten mit a > 0
sind dann ganzzahlige Potenzen von 1++/2. Und alle beliebigen Einheiten in (Z[v/2])* sind von
der Form

+(1+V2)F, kez

Die Einheitengruppe ist eine direkte Summe der zyklischen Gruppe {£1} und der freien zykli-
schen Gruppe erzeugt von 1 + /2.
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Definition 2.14 Zwei Ring-Elemente r,s € R heiflen assoziiert, wenn es eine Finheit e € R
gibt mit s = er.

Weil die Einheiten eine Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden, ist klar, dass diese
Assoziiertheit von Ring-Elementen eine Aquivalenzrelation ist.

Satz 2.13 Zwei Ring-Elemente r und s erzeugen genau dann dasselbe Haupt-Ideal (r) = (s),
wenn sie assoziiert sind.

Beweis. Seien r und s assoziiert, also s = er mit einer Einheit e. Dann gilt s € (r) und
deswegen (s) C (r). Aus r = e 's folgt ebenso (r) C (s).

Sei (r) = (s), also 7 = as und s = br. Es folgt » = (ab)r und (1 — ab)r = 0. Wenn r = 0
ist, folgt aus (r) = (s), dass auch s = 0 ist. ab = 1. Also sind a und b Einheiten, r und s sind
assoziiert. [l

Definition 2.15 Fs seien r und s zwei Elemente des Rings R. Man sagt, r teilt s, in Zeichen
r|s, wenn es ein ¢ € R gibt mit r - q = s. (Weil R nullteilerfrei vorausgesetzt ist, ist ¢ durch r
und s eindeutig bestimmt.)

Beispiel 2.15 Die Teiler der Eins 1 € R sind genau die Einheiten.

Die Teilbarkeit r|s ist dquivalent zur Inklusion (s) C () der Hauptideale.
Diese Teilbarkeitsrelation hat folgende triviale Eigenschaften:

e ala, 1lla, al0;

e a|b und blc = alc;

e a|b und c|d = ac|bd,;

e a|b und alc = a|(b+ c);
e aclbc und ¢ # 0 = alb.

Mit diesem Teilbarkeits-Begriff kann man wie in der Schule gréfite gemeinsame Teiler und
kleinste gemeinsame Vielfache definieren:

Definition 2.16 FEs seien sq,...,s; € R.

r € R heift ein ggT (s, ..., sg) wenn gilt: r teilt sy, ..., Sk, und teilt auch r' € R die Elemente
81,y Sk, S0 gilt v'|r. Die Ringelemente si, ..., s heiffen teilerfremd, wenn ggT'(s1, ..., si) = 1.

r € R heift ein kgV (s1,...., Sg) wenn gilt: sy, ..., sy teilen v, und teilen sy, ...,s auch r', so
gilt r|r'.

Bemerkung: Wenn ggT'(s1, ..., sx) = r und ggT'(s1,...,s;) = r’, dann sind die Ringelemente
r und r’ assoziiert. Ebenso folgt aus r = kgV (s1,...,s;) und r' = kgV (sy, ..., sx), dass r und 7’
assoziiert sind.

Wir haben ggT und kgV wohl definiert, iiber deren Existenz aber iiberhaupt nichts bewiesen.
Dazu brauchen wir eine neue Eigenschaft des Rings R:
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Definition 2.17 Der Ring R heifst Hauptideal-Ring, wenn jedes Ideal I C R ein Hauptideal
1st.

Beispiel 2.16 Der Ring Z ist ein Hauptideal-Ring nach Satz 2.3.

Das Verfahren, mit dem wir gezeigt haben, dass jedes Ideal in Z ein Hauptideal ist, kann
man wie folgt formalisieren.

Definition 2.18 Der Ring R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung
R— NN, rw—|r|
gibt mit
e |r| =0 genau dann, wenn r = 0;

e Division mit Rest: Zu je zwei Ring-Elementen a,b € R, a # 0, ¢ibt es Ring-Elemente
q,7 € R so, dass
b=gq-a+r und|r| <|al.

Beispiel 2.17 Der Ring Z ist euklidisch. Dabei ist |r| der ibliche Absolutbetrag.
Beispiel 2.18 Auch der Polynomring K[X] iber einem Korper ist euklidisch, wenn man setzt:

| 14 Grad(p) falls p # 0,
(X = { 0 falls p = 0.

Im Polynomring K[X] gibt es ja die Division mit Rest
b=gqa+r, Grad(r) < Grad(a), also |r|<]al.
Satz 2.14 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptideal-Ring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring und I C R ein Ideal. Weil das Null-Tdeal (0) ein Haupt-
ideal ist konnen wir annehmen, dass I Elemente a # 0 enthélt. Sei a € I ein Element # 0 und
so, dass |a| minimal unter allen Elementen # 0 aus [ ist. Wir behaupten I = (a).

Sei also b € I und

b=gqa+r, |r| <lal
die Division durch a mit Rest r. Wegen b € I und ga € I ist auch r € I. Weil |a| # 0 minimal
war, muss |r| = 0 gelten, d.h., » = 0. Es folgt b = ga € (a). L]

Satz 2.15 In einem Hauptideal-Ring existieren t = ggT(s1, ..., 8k) und v = kgV (s1,...,8;). Es
15t
(t) = (S1,.y8k) und v =/(s1)N...N (k).
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Beweis. Nach Voraussetzung sind (s, ..., ;) =: (¢) und (s1) N ... N (sx) =: (v) Hauptideale.

Wegen s; € (t) ist ¢ ein Teiler von s; fiir 1 = 1, ..., k. Ist ¢’ ein weiterer Teiler von s1, ..., Sk, SO
gilt

(t) = (515, 58) € ()

und ¢'|¢.

Wegen v € (s;) gilt s;|v fiir 4 = 1,..., k. Ist v’ ein weiteres Ring-Element mit dieser Eigen-
schaft, so gilt

v € (s1)N...N(sg) = (v)

und v|v'. L]

Man kann die iterierte Division mit Rest auch beniitzen, um den ggT konkret auszurech-
nen. Dieses Verfahren heifit euklidischer Algorithmus. Ich mochte hier kein abstraktes Rezept
formulieren, sondern an einem Beispiel zeigen, wie das funktioniert:

Gesucht sei im Ring Z der ggT von 701391 und 70851. Wir iterieren die Division mit Rest:

701391 = 9-70851 + 63732
70851 = 63732 + 7119
63732 = 8-7119 4+ 6780

7119 = 6780 + 339
6780 = 20-339.

Jeder gemeinsame Teiler von 701391 und 70851 teilt auch 63732, sowie 7119, 6780 und schliellich
339. Umgekehrt teilt 339 die Zahl 6780, sowie 7119, 63732, 70851 und 701391. Es folgt

339 = ggT (701391, 70851).

(Eigentlich wollte ich hier noch ein Beispiel im Ring @Q[X] rechnen, aber meine MAPLE-
Version schafft das irgendwie nicht.)

Satz 2.16 (Korollar zu Satz 2.15) In einem Hauptideal-Ring R ist r = ggT(s1,...,Sk) eine
Linearkombination
r=x181+ ...+ xSk, =T1,...,TE € R.

Beweis. r € (81, ...,8;) = {(z181 + ... + TSk : Z1,...,x € R}. Ul
In unserem obigen Beispiel etwa ist
339 = 7119 —6780
7119 — (63732 — 8 - 7119)
—63732 +9 - 7119
—63732 49 - (70851 — 63732)
9.-70851 — 10 - 63732
970851 — 10 - (701391 — 9 - 70851)
= —10-701391 + 99 - 70851.
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Definition 2.19 Fin Ring-Element r € R heifst irreduzibel, wenn es selbst keine FEinheit in R*
ist, und wenn gilt
r=ab,a,b€ R = a€ R" oder b€ R".

Das Ring-Element r € R* heif$t prim, wenn gilt
rla-b, a,b € R = r|a oder r|b.

Beispiel 2.19 FEine Zahl 0 # n € Z ist irreduzibel, genau dann wenn n = +£p mit einer Primzahl
p ist. Genau dann ist n auch prim.

Beispiel 2.20 Weil man nach dem Fundamentalsatz der Algebra jedes Polynom p € C[X] in
kompleze Linearfaktoren zerlegen kann, ist p irreduzibel genau dann wenn p = aX + b den Grad
eins hat. Ein reelles Polynom p € R[X] ist irreduzibel genau dann, wenn p den Grad eins hat
oder p = aX?+bX +c den Grad zwei und eine Diskriminante b*> —4ac < 0 hat. In diesen Fillen
18t p auch immer prim.

Allgemein gilt: Ist 0 £ r € R prim, so ist v auch irreduzibel.

Beweis. Sei r € R prim und r = ab mit a,b € R. Wegen r|r = ab folgt daraus r|a oder r|b,
etwa 0.B.d.A. r|a. Dann ist also a = ar und r = ab = abr. Aus r(1 — ab) = 0 und r # 0 folgt,
weil R nullteilerfrei vorausgesetzt ist, dass ab =1, also b € R*. Ul

Die Umkehrung ’r irreduzibel = r prim’ gilt i.a. nicht. Das Standard-Beispiel dafiir ist
allerdings schon recht anspruchsvoll:

Beispiel 2.21 Es sei R der Ring
Z[V-5={a+b/-5: a,beZ} CC.
In diesem Ring betrachten wir die Konjugationsabbildung
R— R, r=a+b/-5— T =a—b/—b.

Diese Abbildung ist ein Ring-Homomorphismus. Additivitit ist klar. Wir weisen die Multiplika-
tivitdt nach. Seien dazu

r=a+bv-bundy=c+dv-5 €R.

Wir berechnen

77 = (a + bv/=5)(c + dv/—5) = ac — 5bd + (ad + bc)v/—5 = ac — 5bd — (ad + bc)v/—5,

zy = (a — bv/=5)(c — dv/—5) = ac — 5bd — (ad + bc)v/—5.

Behauptung 1: Die Zahl 2 € R ist irreduzibel. Sei etwa 2 = (a+by/—5)(c+dv/—5) mit a,b,c,d €
Z. Daraus folgt
4=2-2=(a*+5b%)(c* + 5d?)

und
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o entweder a®> + 5b%> = 1, also b = 0 und a = +1; die Zahl a + by/—5 = £1 ist eine Einheit
n R;

e oder a® 4+ 5b% = 2, das geht nicht;
e oder a’® + 5b% = 4, also b =0 und a = £2; jetzt ist ¢ + dv/—b5 = %1 eine Einheit.

Behauptung 2: Die Zahl 2 € R ist nicht prim. Das folgt aus
2:3=6=(14+v-5)(1—-+v-5)
wegen 2|6 aber 2 f(1++/—=5) und 2 f(1 —+/=5).a

Definition 2.20 Fin Ringelement a € R besitzt eine Zerlegung in irreduzible Faktoren, wenn
a=ery.r, mit e € R* und ri,...,ry € R irreduzibel.

Das Ringelement a € R besitzt eine eindeutige Zerlequng in irreduzible Faktoren, falls zusdtz-
lich gilt: Ist

a=er - ...rp=€ri-..-rl, ee €R" r,....,r € R irreduzibel,

dann ist k = k' und nach eventueller Umordnung ry assoziiert zu r,...,ry, assoziiert zu r},.
Ein Ring R (kommutativ mit Eins, nullteilerfrei) heift faktoriell, wenn jedes 0 # a € R eine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt.

Satz 2.17 Im Ring R besitze jedes 0 # a € R eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann sind
aquivalent:

1) R ist faktoriell (d.h. die Zerlegung ist eindeutig);

2) r € R irreduzibel = r ist prim.

Beweis. 1) = 2): Sei r € R irreduzibel und es gelte r|ab mit a,b € R. O.B.d.A. kénnen wir
a # 0 # b annehmen. Dann zerlegen wir in irreduzible Faktoren

a=eai-...-ay, b=¢€b-...-b, ab=-ee'ar-...-apbi-...- b

mit e,e’ € R* und ay,...,b; irreduzibel. Weil das irreduzible Ringelement r das Produkt ab
teilt, gibt es eine Zerlegung ab = r - ... in irreduzible Faktoren. Wegen der Eindeutigkeit dieser
Zerlegung muss r zu einem der irreduziblen Elemente aq, ..., b; assoziiert sein. Es folgt r|a oder
r|b.

2) = 1): Es werde 7 € R auf zwei Weisen

r=eaj-..-ap =eby-..- Y

in irreduzible Faktoren zerlegt. Das irreduzible a; teilt also das Produkt €’b; - ...b;. Wegen 2) ist
ay prim und teilt einen der Faktoren by, ...,b;. Nach Umordnung kénnen wir a1|b; annehmen.
Weil by irreduzibel ist, gibt es eine Einheit ¢’ € R* mit by = €”a;. In der obigen Gleichung
koénnen wir a1 kiirzen und erhalten

eas - ... ap =€e'by-...-b.

Die Behauptung ergibt sich durch Induktion nach &. L]
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Satz 2.18 Der Ring R (kommutativ mit Fins, nullteilerfrei) ist genau dann faktoriell, wenn er
die beiden folgenden Eigenschaften hat:
i) Jede aufsteigende Kette

(r1) C (re) C ... C (ry) C (Tp41) C ...

von Hauptidealen in R wird stationdr, d.h., es gibt ein n mit (r;) = (ryp) fir j > n.
ii) r € R irreduzibel = r ist prim.

Beweis. Sei R faktoriell. Wegen Satz 2.17 ist dann jedes irreduzible Ringelement auch prim.
Sei nun (r1) C (r2) C ... C R eine aufsteigende Kette von Hauptidealen. Wenn alle r; = 0 sind,
ist nichts zu zeigen. Auch wenn es ein r; mit (r;) = R gibt, ist nichts zu zeigen. Sei also 0.B.d.a.
r1 # 0 und 7 = eay - ... - aj, seine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Sei weiter (s) = (r;) eines
der Hauptideale in der Kette. Es folgt s|ea; -...-a,. Wegen der Eindeutigkeit der Faktorzerlegung
von 71 hat s eine Zerlegung, die aus einigen der irreduziblen Faktoren aq, ....,a; von r; besteht.
Und wenn (r1) # (s) ist, miissen dies weniger als & sein. Iteriert man dieses Argument, so folgt
die Abbruch-Bedingung i).

Seien jetzt i) und ii) vorausgesetzt. Wegen Satz 2.17 miissen wir zeigen: jedes 0 # r € R
besitzt eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Sei M die Menge der Hauptideale (r) C R,
wo 7 keine solche Zerlegung besitzt. Wenn M # () ist, gibt es eine echt aufsteigende Kette
(r1) C (r2) C ... von Hauptidealen (r;) € M, die wegen Eigenschaft i) abbricht. Es gibt also ein
maximales Element (r) € M. Weil r keine Zerlegung in irreduzible Faktoren zulésst, ist r keine
Einheit und auch nicht irreduzibel. Es ist also » = ab, wo weder a noch b zu r assoziiert sind.
Das heifit

(r) C (a), (r) € (b), (r) # (a), (r) # (b).

Weil (r) € M maximal war, gehort weder (a) noch (b) zu M. Beide Elemente a und b besitzen
also eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann besitzt auch ihr Produkt r = ab eine solche
Zerlegung. Widerspruch! L]

Satz 2.19 Jeder Hauptidealring (kommutativ mit Eins, nullteilerfrei) ist faktoriell.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften i) und ii) aus Satz 2.18 nach.
i) Sei (r1) C (r2) C ... C R eine Kette von Hauptidealen. Auch deren Vereinigung

I:= U(rj) CR

J

ist ein Ideal, und damit ein Hauptideal (r). Das Ringelement r gehért zu einem der Ideale in
der Kette, etwa r € (r,). Fiir alle j > n ist dann

(rj) €T =(r) C (ra) C(r)),

also () = (rp).
ii) Sei r € R irreduzibel und r|ab mit a,b € R. Weil R ein Hauptidealring ist, gibt es
= ggT(r,a). Wenn r das Element a nicht teilt, kann r nicht assoziiert zu ¢ sein. Weil r
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irreduzibel ist, muss deswegen ¢ € R* eine Einheit sein. Dann ist (r,a) = (1) und es gibt
z,y € R mit 1 = zr 4+ ya. Daraus folgt

b= zbr + yab, r|b.

Also ist r prim. L1
Bemerkung: Die Umkehrung von Satz 2.19, dass ndmlich Hauptidealring aus der Eigenschaft
faktoriell folgt, das gilt nicht!

Satz 2.20 Der Ring R[X] ist genau dann ein Hauptidealring, wenn R ein Korper ist.

Beweis. Wenn R ein Korper ist, dann ist R[X] euklidisch, und R[X] ein Hauptidealring, vgl.
Beispiel 2.18.

Es sei 0 # r € R. Wir betrachten das Ideal (r, X). Wére es ein Hauptideal, gibe es ein
Polynom p(X) € R[X] mit (r, X) = p. Es folgt p(X)|r und p € R. Aus p|X folgt p € R ist eine
Einheit, also (r, X) = (1) = R[X]. Insbesondere ist 1 = a-r + b- X mit a,b € R[X]. Auf diese
Gleichung wenden wir den Ring-Homomorphismus

¢ :RX] = R, ¢:9(X) = g(0),
an. Aus p(1) =1 und ¢(r) = r folgt
1= p(a)r +¢(b)p(X) = p(a)r.

Also ist r eine Einheit. Der Ring R enthélt aufier (0) und (1) keine anderen Ideale und ist nach
Satz 2.8 ein Korper. L]

Beispiel 2.22 Insbesondere ein Polynomring K[X] ist nie ein Korper, weil X kein Inverses hat.
Deswegen ist der Polynomring in zwei Unbestimmten K[X,Y]| = K[X][Y] kein Hauptidealring.
Natiirlich ist auch ein Polynomring K[X1, ..., X,] in n > 2 Unbestimmten kein Hauptidealring.

Ist 7 € R prim, so ist der Faktorring R/(r) nullteilerfrei.
Beweis. Seien a + (r), b+ (r) € R/(r) Restklassen mit Produkt

(@a+(r)-(b+(r)) =ab+ (r) =0 € R/(r).

Das bedeutet ab € (r) und r|ab. Weil r prim ist, teilt r entweder a, dann ist a+ (r) =0 € R/(r)
oder b, und dann ist b+ (r) =0 € R/(r). L]

Definition 2.21 Das Ideal I C R heif$t Primideal, wenn der Faktorring nullteilerfrei ist.

Anders ausgedriickt: I ist Primideal, wenn aus ab € I folgt, dass entweder a € I oder b € I.
Ein Hauptideal (r) ist genau dann ein Primideal, wenn das Element r» € R prim ist.

Satz 2.21 Jedes mazimale Ideal I C R st ein Primideal.
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Beweis. Nach Satz 2.9 ist der Faktorring R/I ein Korper und damit nullteilerfrei. Ul

Noch so eine Definition, die ich nicht bringen wiirde, wenn sie nicht in (einigen wenigen)
Staatsexamensaufgaben vorkidme.

Definition 2.22 Fin R-Modul ist eine Menge M, zu der sich der Ring R wverhdlt, wie ein
Korper K zu einem K-Vektorraum. D.h. also, es gibt eine Abbildung

RxM—M

mit allen mdglichen Figenschaften, die ich hier nicht aufschreiben mdchte. Schauen Sie sich die
Eigenschaften in der Definition des K-Vektorraums an!

Beispiel 2.23 Ist R ein Unterring des Rings S, so ist S ein R-Modul. Jedes Ideal I C R ist
ein R-Modul und jeder Faktorring R/I auch.

Aufgabe 2.26 (F 99, T1, A3) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und S D R ein
kommutativer Oberring von R, das Einselement von R sei auch das Einselement von S.
a) Man zeige: Ist I C S ein Ideal von S, so ist I N R ein Ideal von R.
b) Sei I C S ein Ideal. Man untersuche, welche der folgenden Implikationen wahr sind:
i) I Primideal in S => I N R Primideal in R.
ii) I N R Primideal in R = I Primideal in S.
(Beweis oder Gegenbeispiel!)

Aufgabe 2.27 (F 99, T3, A3) Gegeben sei der Teilring R = Z + Z+/5 von C.
a) Man zeige, dass in R jedes von (0) verschiedene Primideal mazimal ist.

b) R* bezeichne seine Einheitengruppe. Man zeige:
Fiir alle e = x + yv/5 € R* gilt x> — y?5 = £1.

Aufgabe 2.28 (H 99, T1, A2) a) Sei p eine ungerade Primzahl und v € Z,v > 0. Zeigen
Sie, dass die Gleichung X? =1 im Ring Z/(p") genau 2 Lésungen besitzt.

b) Sein =pi* ... pY% mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen p; und positiven
ganzen Zahlen vi(i = 1,...,8). Ferner sei a eine Einheit des Rings Z/(n). Zeigen Sie, dass die
Gleichung X? = a in Z/(n) eintweder keine oder genau 2° verschiedene Lésungen besitzt.

Aufgabe 2.29 (H 99, T2, A2) Sei R = R[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen mit re-
ellen Koeffizienten. Man zeige:

a) Jede Potenzreihe a = ag + a1 X + asX? + ... mit ag # 0 ist eine Einheit in R.

b) R ist Hauptidealring.

c¢) Es gibt genau ein mazimales Ideal in R.

d) Es gibt genau zwei Primideale in R.

e) Der Quotientenkorper @ von R besitzt als R-Modul ein abzihlbares Erzeugendensystem.
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Aufgabe 2.30 (H 99, T2, A3) a) Seien R ein Integrititsring und a € R. Man zeige: Das
Polynom X2 + a ist genau dann reduzibel in R[X], wenn —a ein Quadrat in R ist.

b) Sei K ein Korper, der nicht die Charakteristik 2 besitzt. Man zeige: Fiir allem € IN,n > 3,
ist das Polynom X? + X2 + ... + X2 im Polynomring K[X1, ..., X,,] irreduzibel.

Aufgabe 2.31 (H 97, T3, A2) Sei R={f € R[X]; f(0) € Q} der Ring aller Polynome mit
reellen Koeffizienten, deren konstantes Glied rational ist. Zeigen Sie:

a) Das Element X ist im Ring R unzerlegbar, aber kein Primelement.

b) Jede aufsteigende Folge I C I C ... C I, C ... von Hauptidealen wird stationdr.

¢) Das Ideal I = {f € R: f(0) = 0} von R ist nicht endlich erzeugt.

Aufgabe 2.32 (F 97, T1, Ala)) Zu welchem direkten Produkt zyklischer Gruppen ist die Ein-
heitengruppe des Rings Z |255Z isomorph?

Aufgabe 2.33 (F 97, T2, A3b)) Ist 1997997 — 4 durch 7 teilbar?

Aufgabe 2.34 (H 96, T2, A3) Zeigen Sie, dass der Ring Z[v/—31] = {a + b\/—31]a, b ganze
Zahlen } nicht faktoriell ist, d.h. keine Primfaktorzerlegung hat. Verwenden Sie etwa, dass 32 =

(1+v/=31)(1 — /=31).

Aufgabe 2.35 (H 96, T3, A2) Man definiere fiir einen kommutatvien Ring die Begriffe ,,ir-
reduzibles Element”, ,,Primelement” und ,,Primideal” und zeige, dass in einem Integritdtsring
A mit 1 fiir ein Element p € A gilt:

a) p Primelement = p irreduzibel

b) p Primelement < (p) Primideal # 0

¢) p irreduzibel < Es gilt 0 # (p) C A, (p) # A, und es ezistiert kein a € A mit (p) C (a) C

A, (p) # (a) # A.

Aufgabe 2.36 (F 96, T2, A1) Es sei a eine zu 10 teilerfremde natiirliche Zahl. Man zeige,
dass unendlich viele Zahlen 1, 11, 111, 1111, ... durch a teilbar sind.

Aufgabe 2.37 (F 96, T2, A3) Es sei I die Menge aller Polynome f € Q[X] mit f(0) =
f'(0) = 0.

a) Man zeige, dass I ein Ideal von Q[X] ist.

b) Geben Sie ein erzeugendes Element fiir das Ideal I an.

¢) Ist I ein Primideal?

Aufgabe 2.38 (F96, T3, A2) Im Ring R := Z[\/-3] sei die Norm eines Elementes r =
a + b/ —3 definiert durch:

N(a+bv=3) = (a+bvV=3)(a — bv/=3) = a® + 3b°.

Zeigen Sie:
a) r € R ist eine Einheit in R genau dann, wenn N(z) = 1 gilt, und dies gilt genau dann,
wenn r = %1.
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b) 2 ist ein irreduzibles Element in R, das heifit, es gibt keine Zerlegung 2 = xy, wobei
z,y € R beide keine Einheiten in R sind.

¢) Das von 2 und 1+ /=3 in R erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.

d) 2 ist kein Primelement in R.

Aufgabe 2.39 (F 95, T2, A3) Sei R der Integritditsbereich
R:=7Z[V-5].

Man zeige:
a) Fiir Elemente © := x1 + o/ =5 # 0 und y := y; + yo/—b von R gilt:
Ty <= x% + 5x% 1st gemeinsamer Teiler von x1y1 + 5Tay2 und yox1 — y1T2 in Z.
b) Die Einheitengruppe von R ist R* = {£1}.
¢) Jede Nichteinheit # 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elementen.
d) R ist nicht faktoriell.

Aufgabe 2.40 (H 94, T1, A3) Gegeben sei der Teilring R = Z + Z+/2 von C. R* bezeichne
seine Einheitengruppe. Man zeige:

a) Fiir alle € = z +y\/2 € R* gilt 2> — y?2 = +1 .

b) Fiir alle e = x + yv/2 € R* gilt: (e > 1 = z,y > 0),

¢) Min{e € R*|e > 1} =1+ 2,

d) R* = {£(1 £ v2)"|n € IN}.

Aufgabe 2.41 (H 94, T1, A5) Sei z ein Geldbetrag (in Mark und Pfennig) unter 100 Mark
mit folgender Eigenschaft: Vertauscht man Mark- und Pfennigbetrige miteinander und zieht 5
Pfennig ab, so erhdlt man das Doppelte von . Wie grofs ist x?

Aufgabe 2.42 (F 94, T1, A3) Es sei R ein kommutativer Ring, R # 0. Zeigen Sie: In der
Menge der Primideale von R gibt es ein minimales Element (beziiglich der Inklusion).

Aufgabe 2.43 (F 94, T3, A5) Sei p eine Primzahl. Dazu werde die Menge

a
Z,) = {E'b € IN,a € Z; ggt(a,b) = 1, ggt(b,p) = 1}

betrachtet. Zeigen Sie:

1) Z ) ist ein Unterring mit Eins von Q.

2) my := {§|p teilt a} ist das einzige mazimale Ideal in Z ).

3) Z(p)/mp ist isomorph zu IF,, dem Korper mit p Elementen. Geben Sie den Isomorphismus
an.

Aufgabe 2.44 (H 93, T1, A2) Sei R := Z/100000Z der Ring der ganzen Zahlen modulo 100
000.

(i) Bestimmen Sie alle nilpotenten und alle idempotenten Elemente von R sowie die Anzahl
der Nullteiler von R.

(ii) Geben Sie alle Primideale und alle mazimalen Ideale von R an.

(iii) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R durch Angabe ihrer invarianten
Faktoren.
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Aufgabe 2.45 (H 92, T3, A3) Es sei R der folgende Teilring des Kérpers der rationalen
Zahlen a
R= {E|a,b € Z,ggt(b,10) = 1}.

a) Man bestimme die Einheitengruppe von R.
b) Man bestimme alle Ideale von R und zeige, dass R ein Hauptidealring ist.
¢) Man bestimme alle irreduziblen Elemente von R bis auf Assoziierte.

Aufgabe 2.46 (F 92, T1, A2) Seien R ein kommutativer Ring, S eine multiplikative Teil-
menge (d.h. S # 0 und S-S C S) und I ein Ideal mit INS = 0. Zeigen Sie mit Hilfe des
Zornschen Lemmas, dass es ein Primideal P von R gibt mit I C P und PN S = (.

Aufgabe 2.47 (F92, T3, A3) a) Wie ist das Produkt zweier Ideale in einem kommutativen
Ring definiert?

Es sei R = Z[\/=5] = {a+by/—5|a,b € Z}. Es sei P das von 3 und 1 ++/=5 erzeugte Ideal
und Q das von 3 und 1 — /=5 erzeugte Ideal in R.

b) Berechnen Sie PQ, und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente sowie die Anzahl der
FEinheiten des Restklassenringes R/PQ.

Aufgabe 2.48 (H 91, T1, A2) Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden Be-
hauptungen sind zu beweisen oder durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen:
a) Ist M ein mazimales Ideal vonR, so ist M auch ein Primideal von R.
b) Ist P ein Primideal von R, so ist P auch ein mazimales Ideal von R.
¢) R hat stets ein mazimales Ideal.
d) R hat hochstens ein mazimales Ideal.
e) Es seien P,Q Primideale von R. Dann gilt:
i) PN Q ist ein Primideal von R.
ii) PN Q ist ein Ideal von R.
i) P UQ ist ein Ideal von R.
i) PUQ ist ein Primideal von R.

Aufgabe 2.49 (H91, T2, A2) a) Es sei n eine natiirliche Zahl in ihrer Dezimaldarstellung

n = Z ak10k,0§ak§9.
k=>0

Man beweise die Kongruenz

n= Z(—l)kak (mod11)
k>0

und leite daraus ein Kriterium fir die Teilbarkeit durch 11 her.

b) Man zerlege 1991 in Primfaktoren.

¢) Man bestimme alle Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 1991.

d) Es sei R der Restklassenring Z[1991Z und R* seine FEinheitengruppe. Man stelle R* als
direktes Produkt von zylischen Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnung dar.
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Aufgabe 2.50 (F 91, T1, A2) Zeigen Sie:

1) In einem Hauptidealring werden alle aufsteigenden Ketten von Idealen stationdr.

2) Sei P eine (beliebige) Menge von Primzahlen. Ganze Zahlen # 0, deren Primteiler samt-
lich aus P sind, heifien P-Zahlen. Dann ist die Menge der rationalen Zahlen

o(P) :={a/bla € Z,b P-Zahl }
ein Hauptidealring.

Aufgabe 2.51 (F 91, T3, A3) Sei R =R[z,y]/(z?> +y* - 1).
a) Zeigen Sie, dass jedes Element von R durch genau ein f € R[z,y] der Form

f=a+by,a,be Rz,

reprasentiert wird.
b) Zeigen Sie, dass R ein Integrititsbereich ist.
¢) Bestimmen Sie die Einheiten von R.

Aufgabe 2.52 (H 90, T1, A3) Zerlegen Sie 2, 3 und 5 im Ring Z[i] der Gaufschen ganzen
Zahlen in Primfaktoren.

Aufgabe 2.53 (F 90, T1, A1) Sei P = {2,3,5,7,...} die Menge aller Primzahlen. Fir eine
natirliche Zahl n > 2 sei

P,={peP:p<n}.
Man betrachte die Ringe Ry, := ,cp, F, und R := I,cpF,; dabei ist Fj, = Z [pZ der Primkérper
der Charakteristik p. Die kanonische Abbildung Z — Z[pZ induziert Abbildungen

on: Z — Ry, x = (xmodp)pep,,

p:Z— R,z — (rmodp)pcp.

Man zeige: @y st surjektiv, aber nicht injektiv; und ¢ ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Aufgabe 2.54 (F 90, T1, A2) Mit den Bezeichnungen von Aufgabe 2.47 sei I C R die Menge
aller Folgen (ap)pcp € R mit folgender Eigenschaft: Es gibt ein n € N, so dass ap, = 0 fir alle
p>n.

a) Man zeige, dass I ein Ideal von R ist.

b) Sei R = R/I der Restklassenring und @ : Z — R die Komposition der Abbildung ¢ : Z —
R und der kanonischen Abbildung R — R. Man zeige, dass G injektiv, aber nicht surjektiv ist.
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2.4 Quadratische Reste

Ein Rest im Sinn der Uberschrift ist eine Restklasse amodn in einem der Faktorringe Z,,.

Definition 2.23 Fine Restklasse amodn in Z, heifit quadratischer Rest, wenn es ein cmodn €
Z,, gibt mit ¢ = a.

Beispiel 2.24 Die Restklassen 0 = 02 und 1 = 12modn sind immer quadratische Reste.

Beispiel 2.25 n = 3. Wegen 12 = 1 und 22 = 1 mod3 ist nur 1 mod3 ein quadratischer Rest
modulo 3, und 2mod 3 ist keiner.

Beispiel 2.26 n = 4. Jetzt ist 22 = 0, 3°> = 1 mod 4. Wieder ist nur 1 mod4 ein quadratischer
Rest # 0.

Beispiel 2.27 n = 5. Hierist 22 = 4, 32 = 4, 4> = 1 mod 5. Deswegen sind 1 und 4 quadratische
Reste modulo b, die Restklassen 2 und 3 modb sind keine.

Satz 2.22 FEs sein = p]fl -p],?’” die Zerlegung der Zahl 1 < n € IN in Primzahlpotenzen. Dann
ist a modn quadratischer Rest genau dann, wenn a modp’fl, wyamodp;" quadratische Reste sind.

Beweis. Die Abbildung
amodn (amodplf1 ey @TOA D))

ist ein Ring-Isomorphismus
Zy—>Z iy X oo X Z .
Py Pr

Quadrate in Z,, gehen dabei auf r-tupel von Quadraten in den einzelnen Faktoren des direkten
Produkts. L]

Das Problem, die quadratischen Reste modulo n zu bestimmen, ist damit zuriickgefithrt auf
das Problem, quadratische Reste modulo einer Primzahlpotenz p¥ zu bestimmen. Man muss
unterscheiden zwischen primen Restklassen modulo p* und den Restklassen p - mmodp”, die
nicht prim sind.

Satz 2.23 Es sei n = p¥ Potenz einer Primzahl p > 2.

a) Eine prime Restklasse amodp® ist genau dann quadratischer Rest modulo p*, wenn
amodp ein quadratischer Rest ist.

b) Eine nicht-prime Restklasse a = p'-m, ggT (m,p) = 1, ist genau dann quadratischer Rest
modulo p*, wenn | gerade, und die prime Restklasse mmodp ein quadratischer Rest ist.

Beweis. a) Die multiplikative Gruppe Z;k der primitiven Restklassen modulo p¥ ist abelsch

von der Ordnung o(p*¥) = p*~! - (p — 1). Die Restklasse amodp* € Z;k ist genau dann quadra-
tischer Rest, wenn sie ein Quadrat in dieser Gruppe ist. Nach Beispiel 1.12 ist Z;k ein direktes
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Produkt A x B, wo A eine p-Gruppe der Ordnung p*~!

1st.
Weil 2 relativ prim zu p vorausgesetzt ist, ist die Abbildung

und B eine Gruppe der Ordnung p — 1

(A, 4) = (A, 4), a = 2a, bzw. (A4,") = (A,-),a—d’ € AC Z,.

ein Isomorphismus. Mit anderen Worten: Jedes Element a € A ist ein Quadrat.
Der Ring-Homomorphismus

Zy — Zp, amodp® — amodp,

bildet Quadrate auf Quadrate ab. Wenn also amodp® ein quadratischer Rest ist, dann auch
amodp. Ist umgekehrt a = c? modp ein quadratischer Rest, dann ist a = ¢? - o, @ € A. Weil
a = 7% ein Quadrat in A ist, ist auch a = (c-v)? ein Quadrat in A x B und damit in Z;k.

b) =: Es sei a = p! - m ein Quadrat ¢ = (p* - )? mit ggT (u,p) = 1. Mit m = p? ist dann
auch ggT(m,p) = 1. Es folgt a = ¢ = p**u? = p!m. Also ist [ = 2)\ gerade und m = p? ist
ein quadratischer Rest modulo p*. Nach a) ist letzteres genau dann der Fall, wenn m modp ein
quadratischer Rest ist.

«<: Es sei a = p>* - m und m quadratischer Rest modulo p. Nach a) ist dann m = pu? mod p*
auch quadratischer Rest modulo p*, ebenso wie a = (p* - )2 Ul

Beispiel 2.28 n=9. Die primen Restklassen modulo 9 sind 1,2,4,5,7,8 und ihre Quadrate sind
1,4,7,7,4,1mod9. Das sind genau die Restklassen, die auch modulo 3 ein Quadrat sind. Die
nicht-primen Restklassen sind 0,3,6 mit den Quadraten 0,0,0. Wie bewiesen sind 3 = 3' und
6 = 3' - 2 keine quadratischen Reste modulo 9.

Beispiel 2.29 n=27: Die nicht-primen Restklassen sind
0,3,6=3-2,9=3%212=3-4,15=3-5,18=232.2,21=3.7,24=3-8

mit den Quadraten
0,9,9,0,9,9,0,9,9.

Nur 0 und 9 = 32 sind nicht-primitive quadratische Reste modulo 27.

Satz 2.24 Die Restklasse amod2F mit 2 fa,ist genau dann quadratischer Rest modulo 2F wenn

k=1 und a=1mod2,
k=2 und a=1mod4,
k>3 wund a=1mod8.

Beweis. Nur die Restklasse 1mod2 ist quadratischer primer Rest modulo 2. Die primen
quadratischen Reste modulo 4 sind 12 = 1 und 3% = 1. Die primen quadratischen Reste modulo
8 sind

12=1, 32=1, 52=1, 7=1,

wieder nur 1 mod 8.
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Sei nun n = 2¥ mit k& > 3. Wenn « quadratischer Rest modulo 2* ist, dann auch modulo 8
und es folgt a = 1 mod 8. Sei umgekehrt a = 1 mod8. Wir beweisen, dass a quadratischer Rest
modulo 2¥ ist durch Induktion nach k > 3. Sei also a = ¢® mod 2¥ angenommen. Weil ¢ ungerade
ist, gibt es ein v € Z mit

A —a
ok +v-c=0mod2.
Daraus folgt
(c4+v-2P"D2 = 4 ye-2F 14222872 = gmod 2FHL.

(Wegen k > 3 ist 22672 durch 2¥*! teilbar.) Also ist a auch quadratischer Rest modulo 2++!. []

Um eine bessere Ubersicht iiber die quadratischen Reste modulo p zu bekommen, formalisiert
man den Umgang mit ihnen wie folgt:

Definition 2.24 Fs sei p eine Primzahl > 2 und a € Z nicht durch p teilbar. Dann heifit

a\ _ | +1 wenn amodp quadratischer Rest ist,
p) | =1 wenn amodp kein quadratischer Rest ist,

das Legendre-Symbol.
Eine gewisse Rechtfertigung bekommt diese Definition durch die folgende Produktformel.

Satz 2.25 FEs seien p > 2 eine Primzahl und a,b € Z nicht durch p teilbar. Dann gilt

(5)=G)-G)

Beweis. Wenn a und bmodp quadratische Reste modulo p sind, dann gilt dies auch fiir
a - bmodp. Wenn a modp quadratischer Rest und bmod p keiner ist, dann kann auch a - bmodp
kein Quadrat sein, ebenso wenn bmod p quadratischer Rest ist und a mod p keiner. Der einzige
nicht ganz triviale Fall ist, dass beide, a und b mod p keine quadratischen Reste sind.

Wir erinnern uns daran, dass die Gruppe Z,, = T} zyklisch ist (Satz 2.11). Sei c ein Erzeugen-
des dieser Gruppe. Weil die Ordnung p — 1 der Gruppe gerade ist, sind genau die geradzahligen
Potenzen ¢?* mod p quadratische Reste. Und das Produkt zweier ungeradzahligen Potenzen von
c ist eben eine geradzahlige Potenz. L]

Satz 2.26 (Kriterium von Euler) Seip > 2 eine Primzahl und a € Z nicht durch p teilbar.
Dann ist
a p_1
<—> =a 2 modp.
p

Beweis. Wieder betrachten wir die zyklische Gruppe Z;‘, =< ¢ >. Thre Elemente schreiben
wir multiplikativ ¢, ¢?, ..., c?~2,c?~! = 1. Die Abbildung
1 —1
Z,—Zy={1= Pl = —1modp} ()=

ist ein Gruppen-Epimorphismus. Die Hilfte der Potenzen a = ¢* geht dabei auf +1, die andere
auf —1. Weil alle geradzahligen Potenzen von ¢ auf +1 gehen, sind dies genau die Elemente mit

Bild = +1. Genau die Quadrate a = ¢** haben die Eigenschaft o =1 mod p. Ul
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Beispiel 2.30 —1 = p — 1 modp ist genau dann ein quadratischer Rest, wenn
(- =1

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die gerade Zahl p — 1 sogar durch vier teilbar ist. Prim-
zahlen > 2 sind immer ungerade, also p =1 oder 3 modulo 4. Wir finden:

p=1mod4 < p—1 quadratischer Rest,
p=3mod4 <& p—1 kein quadratischer Rest.

Beispielsweise ist 12 = 5> mod 13 quadratischer Rest, aber 10 mod 11 keiner.

Im folgenden setzen wir immer voraus: p > 2 ist eine Primzahl und a € Z ist nicht durch p
teilbar. Nur fiir die noch kommenden Beweise benétigen wir folgende Definition:

Definition 2.25 Ein Halbsystem modulo p ist eine Menge a1, ..., ap_1)/2 von genau (p —1)/2
verschiedenen Restklassen # 0 modulo p, die zusammen mit den komplementdren Restklassen
=@y, ..., —Q(,_1)/2 modp die ganze Menge {1,....,p — 1L modp} ergeben.

Beispiel 2.31 Die Restklassen 1,...,(p — 1)/2modp bilden so ein Halbsystem, ebenso wie die
komplementdaren Restklassen (p+1)/2,...,p — 1.

Satz 2.27 (Lemma von GauBl) Es seiai,...,a(,_1)/2 ein Halbsystem. Dann sind die (p—1)/2
Produkte a-ay, ..., a-aq,_y1)/2 modp alle voneinander verschieden. Sei h die Anzahl solcher Produk-
te, welche nicht wieder dem gewdhlten, sondern seinem komplementdren Halbsystem angehéren.

Dann ist
)=

Beweis. Die Restklassen —ay, ..., —a(,_1)/2 mod p bilden das komplementére Halbsystem. Fiir
i=1,...,(p—1)/2 ist
a-a; = £aq(;),

je nachdem, ob das Produkt a - a; wieder zum ausgewéhlten Halbsystem, oder zu seinem Kom-
plement gehort. Der entscheidende Punkt ist, dass die Zahlen o(i), i = 1,...,(p — 1)/2, eine
Permutation der Zahlen 1,...,(p — 1)/2 bilden. Denn fiir 1 < i # j < (p — 1)/2 folgt aus
o(i) = o(j), dass a -a; = £a - aj. Weil p eine Primzahl ist, kénnen wir kiirzen und finden
a; = *a;. Das geht aber nicht nach Definition eines Halbsystems. Also sind alle Zahlen o(7)
voneinander verschieden und bilden eine Permutation der Zahlen 1, ..., (p — 1)/2.

Jetzt multiplizieren wir alle Produkte a - a; modulo p:

alP= /2. ai ...t Qp-1)/2 (a-a1) ...  (a- a(p,l)/g)
= (Eaga)) - (£ ao((p=1)/2))
- (_1)ha1 Tt O(p—1)/29
aP=D2 = (—1)h,
Die Behauptung ergibt sich aus dem Eulerschen Kriterium (Satz 2.26). L]
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Beispiel 2.32 Wir wollen

&)

berechnen fir eine ungerade Primzahl p. Dazu verwenden wir das Halbsystem 1,2,....(p —
1)/2modp. Wenn wir seine Zahlen mit a = 2 multiplizieren, erhalten wir die Zahlen

2,4,....,p— 1.

Es kommt darauf an, wieviele von denen < p/2 sind, und wieviele nicht. Das Legendre-Symbol

ist ja
Q)-cv

wo s die Anzahl der Zahlen 2,4,...,p — 1 ist, welche > (p — 1)/2 sind. Das ist natirlich die
Anzahl der Zahlen 1,2, ...,(p — 1)/2, welche > (p — 1)/4 sind. Wenn (p — 1)/4 selbst ganz ist,
dann haben wir

8_p—1_p—1_p—1

2 4 4
Aber, wenn (p — 1)/4 keine ganze Zahl ist, dann ist (p —3)/4 ganz, und

p—1 p=3 _ p+l

2 4 4
Nun ist )
pTzkganz & p=4-k+1 & p=1modi.
Wir haben also bewiesen
(2) B (—1)107_1 fir p=1mod4,
] = ptl
D (=1)™  fir p=3mod4.

Das kann man noch etwas vereinheitlichen:

(2) = (—1)®*-1/8,

p
In der Tat, es ist

8 4 2 4 2
Der Fall p = 1mod4: Hier istp = 4k + 1,k € IN, und (p+1)/2 = (4k +2)/2 = 2k + 1
ungerade. Also ist (p> —1)/8 gerade oder ungerade, jenachdem ob (p — 1)/4 dies ist.
Der Fall p =3mod4: Jetzt ist p =4k +3, k € IN, und (p — 1)/2 = (4k + 2) /2 ungerade. Die
Zahl (p® — 1)/8 ist gerade oder ungerade, jenachdem ob (p + 1)/4 dies ist.

p?—1 p—l.p-l-l_p-l-l‘p—l
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Betrachten wir die ersten sieben ungeraden Primzahlen:

p|modd|(p-1)/4 (p+1)/4]p*-1](2)
3 3 1 8| —1
5 1 1 24| —1
7 3 2 48 1
11 3 3 120 | —1
13 1 3 168 | —1
19 3 ) 360 | —1
23 3 6 528 1

Das ist ja interessant!

Auf Grund der Satze 2.22 | 2.23 und 2.24 ist die Frage, ob amodp ein quadratischer Rest
ist, zuriickgefiihrt auf die Berechnung von Legendre-Symbolen (%)7 wo p und ¢ > 2 Primzahlen
sind. Den Fall p = 2 haben wir im letzten Beispiel erledigt. Bleibt der Fall, dass beide Zahlen,
p und ¢ ungerade Primzahlen sind. Da greift ein absolut unglaubliches Hilfsmittel:

Satz 2.28 (Quadratisches Rezprozititsgesetz) Sind p und q zwei verschiedene ungerade
Primzahlen, so gilt
B) . <€> — (—1)5 5
(2)-G

Das heifit also, das Produkt der beiden Legendre-Symbole ist = +1, beide Symbole sind
gleich, aufler wenn p = ¢ = 3mod4 sind. Dann sind beide Symbole verschieden. Ein Beispiel
dafiir, wie man das anwendet:

Beispiel 2.33 (H 97, T1, A2c¢) Untersuchen Sie, ob die Kongruenz X? = 593 mod 1997 eine
Lésung in Z[1997Z besitzt.

Es gilt also, zu entscheiden, ob 593 ein quadratischer Rest modulo 1997 ist. Zundchst miissen
wir versuchen, die beiden Zahlen 593 und 1997 in Primfaktoren zu zerlegen. Dabei wird sich
herausstellen: Beides sind Primzahlen! Ihre Restklassen modulo 4 sind

593 =600 — 8+ 1 =1mod4, 1997 = 2000 -4+ 1= 1mod4.
Also sagt das quadratische Reziprozitdtsgesetz
( 593 > B <1997>
1997)  \ 593 )"

Wozu niitzt diese Information? Es ist

3-593 = 1779, 1997 = 3 - 593 + 218 = 218 = 6> mod 593.

(55) = () ().
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Nun ist 593 = 1 mod 4, also (Beispiel 2.32)

Und 3% = 3% - 3 ist genau dann quadratischer Rest modulo 593, wenn 3 dies ist. Wegen 593 =

]_ m0d4 7:51!'

Wegen 593 = 600 — 942 = 2mod 3 ist 593 kein quadratischer Rest modulo 3. Deswegen ist auch
33 kein quadratischer Rest modulo 593 und die urspriingliche Kongruenz ist nicht losbar.

Beweis von Satz 2.28 (Absolut genial! Abgeschreiben aus dem Buch 'Zahlentheorie’ von S.I.
Borevicz und I.R. Safarevic, Birkhiduser 1966). Zur Beschreibung von (%) verwenden wir das

Halbsystem 1,2, ..., (¢ — 1)/2. Nach Satz 2.27 ist

(0)-cr

wo s die Anzahl der Zahlen k = 1,...,(¢ — 1)/2 ist, fiir die p - k mod q zum Halbsystem (¢ +
1)/2,...,q — 1 gehort. Dazu dquivalent ist

1
(m—35)-q<p-k<m-q
fiir ein € IN. (Es kann nicht p-k = (m — 3) - ¢ sein, weil ¢/2 nicht ganz ist. Und auch
p -k = m - q kann nicht gelten, weil dann ¢ die Zahl k& < ¢/2 teilen miisste.) Wenn m obige
Ungleichung erfiillt, dann ist auch

q q,q9_ptl
. k42 T .
qg-m<p -|-2<p2-l-2 5 q,
also muss m € IN sogar die Bedingung
p—1
1<m<——
<m<—

erfilllen. Damit ist s die Anzahl aller Paare (k, m) ganzer Zahlen, welche folgende Bedingungen
erfiillen:

q—1

k=12 —_—

)<~ ) 2 b

p—1

1,2 —_—

m 7 “H bl 2 bl
q

—§<k-p—m-q<0.

Vertauschen wir die Rollen von p und ¢, so finden wir



wo t die Anzahl der Paare (I,n) ganzer Zahlen ist, welche

p—1
[=1,2,...,——
b} h) 2 bl

qg—1
=1,2,...,——

n < b} 2 bl
—g<l-q—n-p<0,

erfiillen. Andern wir in der letzten Ungleichung das Vorzeichen, so finden wir, dass ¢ die Anzahl
aller Paare (n,l) = (k,m) ganzer Zahlen ist, welche folgende Bedingungen erfiillen:

q—1

0<k-p—m-q<§.

£)()-

wo s+t die Anzahl aller Paare (k,m) von ganzen Zahlen ist, welche eine der beiden Bedingungs-
tripel erfiillen. Dabei kann nie k£ - p = m - ¢ sein, denn dann miisste p die Zahl m teilen und ¢
die Zahl k. Wegen m < p und k < ¢ geht dies nicht. Also ist s + ¢ die Anzahl aller Paare (k, m)
von ganzen Zahlen, welche die Bedingungen

Nun ist das Produkt

q—1
k=1,2 —_—
= ) 2 )
p—1
=1,2,...,—
m < ) 2 )
q p
2 ck-p—m- 8
2< p—m q<2
erfiillen.
Jetzt kommt der Trick: Wir spiegeln k£ an (¢ + 1)/4 und m an (p + 1)/4 und gehen iiber zu
1 1
k'::%—k, m':zz%—m.
Auch diese Zahlen sind im Bereich
g—1 / p—1
B =12, = 1,2,
= ) 2 ) m = ) 2
Und es ist
qg+1 p+1
Fop-m'q = (Lm0 p- (Tt —m)
qg+1 p+1
= op— ca—(k-p—m-
5 P ¢~ (k-p—m-q)
P q
= ——=—(k-p—m-q).



Wegen k-p—m-q > —q/2 ist

U (2_9 a_v»r
pm—m-a<{3-35)t5=3

und wegen k-p —m - q < p/2 ist

Kop—ml @_g>_£:_g
p=mq>\575) 73573

Das Zahlenpaar (k',m') erfiillt genau dieselben Bedingungen wie das Paar (k,m).
Die Zahlenpaare (k,m) kommen also in Paaren. Damit ist ihre Gesamtzahl s + ¢ gerade,
aufler, wenn es ein Paar mit
k=K, m=m

gibt, in diesem Fall ist s 4+ ¢ ungerade. Wann ist das der Fall? Da muss also

qg+1 q+1
k=—— -k, —— =2k =4k —1
2 ) 2 ) q
und +1 +1
p p
l=—— -1, — =2 =4l -1
2 ? 2 ? q
sein, d.h., p = ¢ = 3mod 4. Genau dann ist das Produkt
p—1 g—1
2 2
ungerade. L]

Aufgabe 2.55 (F 93, T2, A3) Welche der folgenden Aussagen ist fiir alle Primzahlen p giiltig?
a) Das Polynom X? — 17 ist genau dann irreduzibel in I,[X], wenn X2 — p irreduzibel in
IF17[X] ist.
b) Das Polynom X? — 3 ist genau dann irreduzibel in IF,[X], wenn X? — p irreduzibel in
IF3[X] ist.

Aufgabe 2.56 (F 92, T3, A2) Kennzeichnen Sie durch Kongruenzbedingungen diejenigen un-
geraden Primzahlen p, fir die das Polynom X? — 5 irreduzibel in IF,[X] ist.

2.5 Polynomringe

In diesem Abschnitt sei wieder R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins. Wir interes-
sieren uns fiir die Teilbarkeit im Polynomring R[X]. Auch R[X] ist nullteilerfrei, kommutativ
mit Eins. Alle Begriffe des vorletzten Abschnittes sind also in R[X] definiert.

In dieser Situation ist das am hiufigsten angewendete Kriterium fiir Irreduzibilitit das
Eisenstein-Kriterium.
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Satz 2.29 (Eisenstein) FEs sei
f=a+aX+..4+a, X" € R[X|, ap,#0,
ein Polynom. Wenn es ein Primelement p € R gibt mit
p fan, pla; fir allei <n, p? fag,

dann ist f € R[X] irreduzibel.

Beweis. Wir nehmen an f = g - h mit
r S
g=>Y_b,X" h=> ¢X" € R[X],
0 0
mit r > 0, s > 0, und r + s = n. Es folgt

plag = bocy.

Weil p prim ist, teilt es einen der beiden Faktoren, etwa p|by. Dann kann p aber ¢y nicht teilen,
weil p? fag vorausgesetzt ist.

Nicht alle Koeffizienten von g kénnen durch p teilbar sein. Denn dann wéren dies auch alle
Koeffizienten von f, aber der Koeffizient a,, von f ist dies nicht. Sei also b; der erste Koeffizient
von g, der nicht durch p teilbar ist, 0 < 2 < r < n. Nach Voraussetzung gilt

p|ai = bjco + bj—1c1 + ... + byc;.

Weil p die Zahlen a;, sowie by, ..., b;_1 teilt, teilt es auch b;cy. Weil p prim ist, teilt es entweder
co oder b;. Wir sahen, ¢y kann es nicht teilen, also gilt p|b;, Widerspruch! L]

Beispiel 2.34 Sei p € Z eine Primzahl. Dann erfillt X™ —p € Z[X], n > 1 das Eisenstein-
Kriterium und ist in Z[X)] irreduzibel.

Beispiel 2.35 Das Kreisteilungs-Polynom zur Primzahl p

XP -1
X -1

=XP L XP 24 4+ X +1¢€Z[X]

ist auch irreduzibel. Auf f kann man das FEisenstein-Kriterium nicht direkt anwenden. Aber
wenn [ reduzibel wdre, so wdre dies auch

px gy = EEEL
CXP+ (X L+ ()X
N X

= XP—1+<p>XP—2+...+< P )
1 p—1
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Fiir i > 1 sind hier alle Koeffizienten

<p> _pp=1) - (p—it])

1 il

durch p teilbar, denn der Zdhler ist durch p teilbar, der Nenner aber nicht. Der Konstante
Koeffizient = p schlieflich ist nicht durch p® teilbar.

Beispiel 2.36 FEs gibt auch ein reziprokes Eisensteinkriterium: Im Polynom
f(X)=ay+a1 X+ ...+ a, X"

sei ag nicht durch p teilbar, die Koeffizienten aq, ..., a, seien durch p teilbar, aber a,, nicht durch
p?. Eisenstein ist nicht direkt anwendbar. Aber wir betrachten das Polynom

1
g(X) = X". f(f) = X"+ X"+ an1 X + an.

Dieses ist irreduzibel nach FEisenstein. Daraus folgt, dass f selbst irreduzibel ist. Denn falls
f=f1-fo mit deg(f;) = n;, dann wiren g; := X™ f;(1/X) Polynome mit g = g1 - ga.

Ein weiteres hiufig angewendetes Verfahren um Irreduzibilitét von Polynomen f € Z[X] zu
beweisen, ist Reduktion modulo n € N. Wire ndmlich f = g - h € Z[X], so wire
fmodn = (gmodn) - (hmodn)

im Ring Z,[X]. In diesem Ring gibt es nur endlich viele Polynome gegebenen Grades, und
Teilbarkeit ist nach endlich vielen Schritten entscheidbar.

Beispiel 2.37 Wir untersuchen
f(X)=X%-X%24+1€Z[X].

Wire f reduzibel, so hdtte einer der Faktoren einen Grad < 2. Wir reduzieren modulo 2: In
IFo[X] gibt es nur die zwei linearen Polynome

X und X +1
und ein einziges irreduzibles quadratisches Polynom
X2+ X +1.
Nun st tiiber IFq
X+ X24+1=X3(X4+1D)+1 =X} (X +1)(X24+ X +1)+1

durch keines dieser drei Polynome teilbar. Also ist f mod2 irreduzibel, und damit auch f selbst.
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Beispiel 2.38 Wir betrachten
f(X)=X"+3X%+3X% -5 € Z[X].

Es ist
fmod2=X'+ X3+ X2 4+1=(X+1)(X3+X +1).

Modulo 2 ist X® + X + 1 drreduzibel. Wenn f € Z[X] reduzibel wire, so miisste es einen Line-
arfaktor abspalten. Jetzt rechnen wir modulo 3: Die einzigen linearen Polynome in IF3[X]| sind
X, X+ 1 und X — 1. Sie gehen nicht in

fmod3=X"+1

auf. Also ist f € Z[X] irreduzibel.

Wir vergleichen jetzt den Ring R und seinen Polynomring R[X] in Bezug auf verschiedene
Eigenschaften.

1) Die Einheiten in R[X] sind genau die Einheiten in R: Sind a,b € R[X] Polynome mit
ab = 1, so konnen sie keinen Grad > 0 haben.

2) Ist r € R irreduzibel, dann auch in R[X]: Sei r = ab mit a,b € R[X]. Wenn a oder b einen
Grad > 1 hétte, dann auch ab. Es folgt a,b € R. Weil r in R irreduzibel ist, muss a oder b eine
Einheit in R und dann auch in R[X] sein.

3) Ist € R prim, dann auch in R[X]: r € R teilt ein Polynom g(X) € R[X], wenn r alle
Koeffizienten von g teilt. Seien jetzt

k l
9(X) =Y a, X", h(X) =) b,X" € R[X]
0 0

Polynome mit r|gh. Wenn r weder g noch h teilt, gibt es ein kleinstes ¢ mit r /a; und ein
kleinstes j mit  fb;. Der Koeffizient in fg von X'*7 ist

ELObi-l-j + ...+ ai_lbjﬂl—l—aibj + ?i-l—lbj—l + ...+ ai+]‘b0 .

teilbartlurch r teilbartlurch r

Also ist auch a;b; durch p teilbar. Weil p prim ist, muss entweder a; oder b; durch r teilbar sein.
Widerspruch!

4) Ist R[X] faktoriell, dann ist dies auch R: Jedes a € R lasst eine Zerlegung a = ery - .1y
mit einer Einheit e € R[X] und irreduziblen Polynomen r; € R[X] zu. Nach 1) ist e eine Einheit
in R. Aus Grad-Griinden sind alle Polynome 71, ..., in Wirklichkeit Elemente aus R. Weil sie
in R[X] irreduzibel sind, sind sie dies auch in R. Damit besitzt jedes 0 # a € R eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren.

Wir wollen Satz 2.17 anwenden, und miissen noch zeigen: Jedes in R irreduzible Element r
ist in R prim. Nach 2) ist r in R[X] irreduzibel. Weil R[X] faktoriell ist, ist 7 dort dann auch
prim. Deswegen ist r auch prim in R.

Von nun an sei R als faktoriell vorausgesetzt.
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Definition 2.26 FEs se:
f(X)=ar+ a1 X +..+a, X" € R[X]

ein Polynom. Dann heifst
c(f) == g9T (ag,ay,...,an)
der Inhalt (=’content’) des Polynoms f.

Beispiel 2.39 Jedes normierte Polynom
f=X"4qa, X" 14 ..
hat den Inhalt 1.
Satz 2.30 Es seien f,g € R[X] Polynome. Dann ist
c(f-g) =c(f)clg).
Beweis. Weil R faktoriell ist, gibt es eine eindeutige Zerlegung
c(f-g)=e-ri-..-mp

von ¢(f - g) in irreduzible Faktoren r;. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach k. Weil

r1 € R prim ist, teilt r; nach Eigenschaft 3) entweder f oder g. Entsprechend ersetzen wir f

oder g durch f/rq oder g/rqy und haben in ¢(f - g) einen irreduziblen Faktor weniger. L]
Erinnern Sie sich jetzt: Q(R) bedeutet den Quotientenkorper des Ringes R.

Satz 2.31 (Lemma von Gauf}) Das Polynom f € R[X] sei in Q(R)[X] zerlegbar, etwa
f=F " F, FeQR)IX].
Dann ist f schon in R[X] zerlegbar:
f=Fh-fo fieR[X], f[fi=cFic€Q(R).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Polynome f mit dem Inhalt ¢(f) = 1 zu beweisen.
Die Koeffizienten des Polynoms Fj, i = 1,2, sind (gekiirzte) Briiche z/n € Q(R) mit z,n € R.
Wenn wir das kgV aller Nenner vorausnehmen, kénnen wir schreiben

1
F; = — 9 9i€ R[X].

Es sei z; der Inhalt ¢(g;), also g; = 2 f; mit f; € R[X], ¢(f;) = 1. Es folgt
ning - f = 2122+ f1- fo,
und bis auf Faktoren, die Einheiten in R sind,
ning = c(ning - f) = c(z1fi - 22f2) = 2122 - ¢(f1) - e(f2) = 2122

Also gilt f = f1f2 bis auf Faktoren, die Einheiten in R sind. L]
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Satz 2.32 (Korollar) a) Hat ein normiertes Polynom f € Z[X] eine Nullstelle g € Q, so ist
xg in Wirklichkeit eine ganze Zahl.
b) Ist f € Z[X] irreduzibel iber Z, so auch tber Q.

Beweis. a) Nach Vieta ist f = g1 - (X — z¢) mit g1 € Q[X]. Nach Satz 2.31 gibt es ¢1,c2 € Q
so, dass f1 := ¢1g1 und (X — x¢) ganzzahlig sind, und f = fi-co(X —1x0) erfiillen. Insbesondere
ist co € Z. Der hochste Koeffizient von f = f1 - co(X — z) ist = 1. Daraus folgt co = £1 und
corg = tx9 € Z.

b) Wenn f = Fy F, mit Fy, F5 € Q[X], dann ist nach Satz 2.31 f = fi fo mit f; = ¢; F; € Z[X].
Weil f iiber Z irreduzibel ist, muss fiir i = 1 oder = 2 gelten Grad(f;) = Grad(F;) = 0. L]

Satz 2.33 (von Gaufl) Der Ring R[X] ist genau dann faktoriell, wenn R dies ist.

Beweis. Wenn R[X] faktoriell ist, dann ist R faktoriell nach Eigenschaft 4) von oben. Sei also
jetzt R faktoriell vorausgesetzt. Jedes f € R[X] ist auch ein Polynom € Q(R)[X] iiber Q(R).
Weil Q(R)[X] faktoriell ist (Sitze 2.19 und 2.20), gibt es eine Zerlegung

f=F .. F, F;eQR)X],
mit irreduziblen Polynomen Fj, 7 = 1, ..., k. Wir schreiben
Fy=cifi, ¢ €Q(R), fi € RIX], c(fi) =1.
Mit ¢y - ... - ¢ = z/n, z,n € R, ist also

nf=z-fi-..-fi

und ne(f) = ez mit einer Einheit e € R. Also konnen wir z in R durch n teilen:

fzq'fl'---'fkaqeR7

mit f; € R[X], ¢(fi;) = 1, irreduzibel in Q(R)[X]. Weil dann auch f; irreduzibel in R[X] ist,
folgt die Existenz der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren.
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit dieser Zerlegung. Sei etwa

f=q - firwfe=d fl-.-flmit q,¢ € R, f1,..., f{ € R[X] irreduzibel.

Weil fi, ..., f/ in R[X] irreduzibel sind, folgt e(f1) = ... = e(f]) = 1. Nach dem Lemma von Gauf}
sind f1, ..., f/ auch in Q(R)[X] irreduzibel. Weil Q(R)[X] faktoriell ist, gilt £ =/ und man kann
die Faktoren so umordnen, dass f; = ¢; f; mit ¢; € Q(R). Aus ¢(f;) = c(f]) = 1 folgt aber ¢; = 1.
Wir haben also

f=a-fi-fo=d fi-fr

Weil R[X] ein Integrititsring ist, folgt ¢ = ¢'. Die Eindeutigkeit der Zerlegungvon ¢ in irreduzible
Faktoren zeigt nun die Eindeutigkeit der Zerlegung von f. L]
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Beispiel 2.40 Wenn das Polynom X3 — 2 diber © reduzibel wire, wiirde es einen Linear-Faktor
X — g abspalten. Weil X3 —2 ganzzahlig ist, miisste nach dem Lemma von Gauf xo € Z sein.
Aus der Monotonie der Funktion z — z3 folgt in diesem Fall 1 < xzy < 2. Es gibt aber keine
solche ganze Zahl xy. Deswegen ist X3 — 2 irreduzibel iber ). Insbesondere ist die Zahl /2
irrational.

Aufgabe 2.57 a) Zeigen Sie, dass die Polynome
f=X'+X+1, g:=X'-X%2+1¢cQ[X]

irreduzibel sind.

b) Ist g irreduzibel in Q(i)[X]?

Aufgabe 2.58 (F 02, T2, A1) Sei f(X) = asX* +a3X3+ a2 X+ a1 X +ag ein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten. Seien alle a; ungerade. Man zeige, dass [ irreduzibel iiber @ ist.

Aufgabe 2.59 (H 00, T1, A2) Seien a,b,c positive natiirliche Zahlen. Man zeige:

a) Das Polynom X + Y ist im Polynomring C[X,Y] durch kein Quadrat eines Primpoly-
noms teilbar.

b) Das Polynom X+ Y 4+ Z¢ ist irreduzibel in C[X,Y, Z].

Aufgabe 2.60 (H 00, T3, A2) Sei P der Polynomring iber Q in den Unbestimmten X,Y
und Z und f = X®+Y?. Z¢ € P mit positiven, teilerfremden, ganzen Zahlen a,b,c. Zeigen Sie:
a) Es gibt ganze Zahlen o, 3 und vy, so dass

200 f(27. X,20.Y,27 . Z) = X+ 2Y". Z¢
b) f ist in P irreduzibel.

Aufgabe 2.61 (H 98, T1, A3) Ist das Polynom

3 3
3X3 —6X%24+-X - =
3 5

in Q[X] irreduzibel?
Aufgabe 2.62 (H 98, T2, A3) Seip eine Primzahl.
a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = XP — X — 1 irreduzibel iber dem endlichen Kdrper IF,

1st.
b) Ist f auch irreduzibel iiber Z?

Aufgabe 2.63 (F 97, T3, A2) Bestimmen Sie alle ganzen Zahlen a, fiir die das Polynom
fa(X) =4X2 4+ 4X + a in Z[X] bzw. in Q[X] irreduzibel ist.
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Aufgabe 2.64 (F 95, T3, A2) Sei A kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, und sei
A[X] der Polynomring in einer Variablen tiber A.

a) Seien a,b € A, und a sei eine Einheit. Zeigen Sie, dass der A-Algebra Endomorphismus
¢ von A[X] mit $(X) = aX + b ein Automorphismus von A[X] ist.

b) Zeigen Sie, dass jeder A-Algebra Automorphismus von A[X] von der in a) beschriebenen
Form ist.

Aufgabe 2.65 (H 94, T3, A2) Sind folgende Polynome reduzibel oder irreduzibel in Q[X]?
(a) ° — bz? + 2z + 1
(b) z* — 4z3 4 622 — 4z + 4

Aufgabe 2.66 (F 93, T2, A2) Es sei R ein Polynomring in zwei Unbestimmten X und Y
tiber einem Korper K. Es sei P das von X —Y erzeugte Ideal in R, und es sei M das von X =Y
und X erzeugte Ideal in R. Zeigen Sie:

a) P ist Primideal.

b) M ist ein mazimales Ideal.
(Sie diirfen verwenden, dass R faktoriell ist.)

Aufgabe 2.67 (H 92, T2, A1) Es sei p ein Primelement eines faktoriellen Ringes R. Fir
q € R mit q # 0 sei S := R[X]/(X? — pqg?), und es bezeichne ¢ die Restklasse von X in S.
Zeigen Sie:

a) S ist ein Integrititsring.

b) S=R® RE.

¢) I:={aq + b€la,b € R} ist ein Ideal von S.

d) Es ist S/I ~ R/(q), und I ist genau dann ein Primideal von S, wenn q ein Primelement
von R ist.

Aufgabe 2.68 (F92, T2, A2) Sei K ein Korper, und es bezeichne ay mit b € L den Kern des
Homomorphismus ¢y, : K[X] — K, der durch f(X) — f(b) gegeben ist. Man zeige

a) Fir by,by € K, by # by, sind ay, , ap, teilerfremde Ideale in K[X].

b) Zu ay,...,an € K und paarweise verschiedenen by, ...,b, € K gibt es ein g(X) € K[X]| mit
g(bi) =a;i=1,...,n.

Aufgabe 2.69 (H 90, T1, A4) Beweisen Sie, dass folgende Polynome tiber Q irreduzibel sind:
f=a*—42%+2

g=z>+4z+7

h =23 — 3822 — 5z 4+ 719 .

2.6 Polynomrechnen

Wir wollen hier einige sehr konkrete Formeln fiir Polynome herleiten. Ich lehne mich dabei
ziemlich an das Buch von van der Waerden an.
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2.6.1 Elementarsymmetrische Polynome

Ein Polynom
f(X)=X"4ap 1 X" ' +...+a1X +ap € R[X]

zerfalle {iiber R vollstéindig in Linearfaktoren. Das bedeutet
fX)=(X—z1)- (X —22) - e.. - (X —1p), 21,.,Zp € R.

Wenn man hier ausmultipliziert und nach Potenzen von X sortiert, findet man fiir die Koeffizi-

enten a,
p-1 = —>,Ty = —(z1+ ... +zp),
Ap—9 = Zu<v Ty = T1%2+ ... + Tp_1%p,
Qp_3 = — Z/\<#<l, TATuTy = —(T1T223 4+ ... + Tp_2Tp_12Zp),
ag = = (=1)"z1xo - ... - Ty

Diese Ausdriicke sind symmetrisch in den Wurzeln x4, ..., z,,. Permutiert man die Wurzeln, dann
dandert sich das Polynom f nicht, und auch seine Koeffizienten bleiben unverindert.

Definition 2.27 Es seien z1,...,x, Unbestimmte. Ein Polynom o € R[x1, ..., zy| heifft symme-
trisch, wenn fiir jede Permutation w € Sy, gilt

O'(Il, ,xn) = O’(a,‘ﬂ.(l), ,xﬂ(n))

Die elementarsymmetrischen Polynome in z1, ..., z, sind

o = o1+ ..+ Tg,
gy = T1x2+ ..+ Tp_ 1Ty,

On—1 = Z1Z2* ... Tp-1+ ... +T2T3" ... Tp,
Op = T122* ... Tp—-1Tnp-

Bis auf das Vorzeichen sind das genau die Koeffizienten im obigen Polynom f. Das Haupt-
problem dieser Vorlesung, nimlich das Problem, die Wurzeln 1, ..., z,, eines Polynoms zu finden,
kann man dann so formulieren:

e Gegeben die Werte der elementarsymmetrischen Polynome in z1, ...., z,,

e gesucht die Werte z1, ..., z,, selbst.

Satz 2.34 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome) Jedes symmetrische Polynom f €
R[zy,...,xy] ldsst sich eindeutig als ein Polynom (o1, ...,0p) darstellen.
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Beispiel 2.41 Fiir jedes r > 1 ist die Potenz-Summe
Sp=1x] + ... +

ein symmetrisches Polynom vom Grad r. Seine Darstellung als Polynom in den elementarsym-
metrischen Polynomen ist z.B. fir n > 2

So = x%—i—x%—l—...—i—xi
= (Z14 .+ 20)? = 2@ 122+ o + Ty )
= O’% — 209,
und firn >3
sz = x%—l—x%—l—...—i—xf’l
= (z14 .. +2p)° = 3(zmy + ... + xn_lxi) — 6(z12903 + ... + Tp—2Tp_12p)
= o} —3(s152 — s3) — 603
= 3s34 0} —301(07 — 203) — 603
= 3s3— 20{’ + 60109 — 603,
53 = 0':1)’ — 30109 + 303.

Definition 2.28 Fin Polynom

k k
=3 ko)
koo

heift homogen vom Grad d, wenn ay, .., =0, falls ki + ... + kp # d.

Jedes Polynom f € R[X] ist Summe von (eindeutig bestimmten) homogenen Polynomen.
Das elementarsymmetrische Polynom o, ist homogen vom Grad d. Ein Monom in den elemen-
tarsymmetrischen Polynomen

001y weeyop) = ot atin

ist als Polynom in z1, ..., £, homogen vom Grad
g =1+ 22 + ... + npiy,.

Man nennt diese Zahl g das Gewicht des Monoms ¢.
Um Satz 2.34 zu zeigen, geniigt es folgende Hilfsaussage zu beweisen.

Satz 2.35 Jedes symmetrische Polynom f € R[X], homogen vom Grad d, lisst sich auf genau
eine Weise schreiben als Summe von Monomen des Gewichts d in den elementarsymmetrischen
Polynomen.
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Beweis. Existenz: Wir ordnen f lexikographisch. D.h., ein Monom akl,m,knxkl ook kommt

vor all,____,lnxll e xﬁ;l, wenn die erste Differenz k; — [; # 0 positiv ist. Konkret sieht das so aus:
d d—1
[ =aqp,.07] +aq-11,0,.,0T] T2+ ..
Natiirlich braucht f nicht mit dem Monom z¢ anzufangen. Sei etwa

f= akl,...,knxlfl S xﬁ" + ( lexikographisch héhere Summanden ).

Wegen der lexikographischen Anordung ist hier k1 > ko > ... > k.
Der erste Summand von f ist auch der lexikographisch erste Summand im Monom

kl*k20,]2€2*k3 .

— k
P1 = Qky,.. k.01 oy

aus elementarsymmetrischen Polynomen. In der Differenz f — ¢ kiirzt sich der lexikographisch
erste Summand weg. So kann man weitermachen und findet nach endlich vielen Schritten

f—po1—...—ps=0.
Eindeutigkeit: Es sei
f=wv1(o1,yon) + 02(01yeyon) + ...

mit Monomen 1, s, ... . Das Monom vom Gewicht d zum lexikographisch ersten Summanden
von f ist durch f eindeutig bestimmt. Das subtrahieren wir von f und beweisen die Aussage
durch Induktion nach der Anzahl der vorkommenden Monome 1, ..., @s. L]

Satz 2.36 (Formeln von Newton) Die Potenz-Summen s, und die elementarsymmetrischen
Polynome o, € R[z1, ...,y sind durch die folgenden Formeln verknipft:
Fiir r > n st

Sp— 8p 101 + 8,200 & . + (=1)" L8, pi10n1 + (=1)"s,_non = 0.
Firr <n gilt
Sp — 8p_1071 + Sp_909 £ ... + (—1)r_1310r_1 +(-1)"r- o, =0.
Beweis. Im Ring R[z1, ..., zy][z] betrachten wir das Polynom
(—x1) (T —x3) oo (z—2p) = 2" — 012" L+ 092" 2 £ . 4 (—1)" 0.
Setzen wir hierin z = x;, so folgt
e — o2t f o P L+ ()"0, =0, i=1,..,n.

Das ist unsere Ausgangsformel.
Addieren wir in dieser Ausgangsformel iiber ¢ = 1,...,n, so bekommen wir

Spn — 01Sp—1 + 0981 £ ... + (—1)n_10'n_181 + (—1)"n -op = 0.
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Das ist die Behauptung fiir » = n. Fiir r > n multiplizieren wir die Ausgangsformel mit z] "

r r—1 r—2 n,r—n
zj —or,  +oex, CE..+(=1)"z] "o, =0

und addieren wieder iiber i = 1,...,n um die behauptete Formel zu erhalten. Wenn r < n ist,
betrachten wir das symmetrische Polynom

FZ1y ey ) i= Sp — Sp_101 + Sp—902 £ . + (= 1) "Lop_1 + (=1)"r -0, =0

vom Grad r < n. Hier ist f(z1,..., 2,0, ...,0) = 0, weil sg(z1, ..., 2,0, ...,0) und o (21, ..., ,, 0, ..., 0)
die entsprechenden Polynome iiber dem Ring R[z1, ..., z,] sind, und weil hier die Formel vom
Grad r schon bewiesen ist. Jedes Monom in f(z1,...,z,) enthdlt hochstens r verschiedene Un-
bestimmte z;. Bis auf Permutationen der z; ist es ein Monom in f(z1,..., 2,0, ...,0) und hat
somit den Koeffizienten 0. L]

Aufgabe 2.70 Bestimmen Sie mit den Formeln von Newton die Darstellung der Potenzsummen

52, 83, S4, S5

als Polynome in den elementarsymmetrischen Polynomen.

2.6.2 Resultante

Jetzt sei K ein Korper. Der Ring K[X] ist faktoriell, und wir behandeln die Frage: Wann haben
zwei Polynome

f=amX™ + am 1 X™ " Fag, g=bp X" + by 1 X"+ ..+ by € K[X], am,bp #0,
einen gemeinsamen irreduziblen Faktor (notwendig ein Polynom vom Grad > 1 in K[X])?

Satz 2.37 Die Polynome f und g haben genau dann einen gemeinsamen irreduziblen Faktor,
wenn es Polyme @, € K[X] gibt mit

o-f+19-9=0, Grad(p) <n=Grad(g), Grad(yy) < m = Grad(f).

Beweis. =: Voraussetzung ist f = fi - h und g = g1 - h mit Grad(h) > 0. Dann hat also g;
einen kleineren Grad als g, und f; einen kleineren Grad als f. Wir setzen ¢ := g; und 9 := —fy,
und finden

o-f+y-g=(g-fi—fi-q) - h=0.
«<: Wir zerlegen f = fi - ... - fr in ein Produkt irreduzibler Faktoren f;. Wegen Grad(i)) <

Grad(f) konnen nicht alle diese Faktoren in 1) vorkommen. Mindestens einer muss in g vorkom-
men und ist eine gemeinsamer irreduzibler Faktor von f und g. L]
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Um die Bedingung aus Satz 2.37 auszuwerten, schreiben wir sie um als ein lineares Glei-
chungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten von ¢ und . Wir setzen an

p = Cnlen_l + Cn,QAXrn_2 + ...+, Y= dmlem_l + dm,QAer_2 + ...+ dp.

Dann wird die Gleichung ¢ f + g = 0 dquivalent zu den m + n linearen Gleichugen

aoCo +body =0
aicy —+apcy +b1d0 +b0d1 =0
GmCp—2 Fam-1Cn—1 bndm—o +bp_1dm—1 =0

amcn—l +bndm_1 = 0

fiir die m+n unbekannten Koeflizienten ¢y, ..., d,,—1. Es gibt genau dann nicht-triviale Lésungen,
wenn die Determinante der (m 4+ n) x (m + n)-Koeffizientenmatrix = 0 ist. Die Determinante
der transponierten Matrix

ayg aip ... A, )\
apgp aq Am—1 Qm
n
L m—1 Gm
Res(fog)i=det| 0y )
bo b1 bn—1 by
m
bnfl bn

heifit Resultante der Polynome f und g. Da es verschiedene andere Formeln fiir diese Resultante
gibt, nennt man diese Determinante auch die Sylvestersche Form der Resultante.
Satz 2.37° Zwei Polynome f und g € K[z] haben genau dann einen gemeinsamen irreduziblen
Faktor, wenn Res(f,g) = 0.

Die Resultante R(f,g) der beiden Polynome ist nicht ganz unabhéngig von der Reihenfolge
dieser Polynome: Vertauscht man f mit g, so vertauscht man in der (m + n) x (m + n)-Matrix
die ersten n mit den letzten m Zeilen. Die Determinante dndert dabei ihr Vorzeichen m - n mal:

Satz 2.38 Fiir zwei Polynome f, bzw. g vom Grad m, bzw. n ist

Res(f,g) = (=1)""Res(g, f).

Fiir konkrete Rechnungen ist diese Resultante ziemlich unhandlich. Dazu das einfachste,
nicht ganz triviale

Beispiel 2.42 Die Resultante zweier quadratischer Polynome

fX)=a1 X2+ 01X +¢; und g(X) =aaX? + b X + o
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1st die Determinante der 4 x 4-Matriz

C1 b1 al 0
0 (4] b1 aq
C2 bg a9 0
0 (&) b2 a9

Damit diese Polynome wirklich den Grad zwei haben, nehmen wir a1 # 0 # as an. Wir multi-
plizieren die zweite Zeile mit —ag/ay und ziehen sie dann von der vierten Zeile ab:

c1 b ay 0
0 c1 b1 ay
2 by a9 0

a a
0 Cy — ﬁcl b2 - ﬁbl 0

Hier entwickeln wir nach der letzten Spalte und finden fiir die Determinante

cl by a1 c1 b1 a1
ar-det | co by as = Co by as
0 Cy — Z—fCl b2 - Z—fbl 0 a1Cy — asCq a1b2 - a2b1

Entwicklung nach der letzten Zeile liefert

Res(f,g) = (azc1 —aica)(craz — arcz) + (a1by — azby)(c1by — bica)
= (a102 — cla2)2 + (a1b2 - blag)(clbg — blcg).

Beispiel 2.43 Fiir jedes Polynom
f(X)=ap+ a1 X +...+ a1 X"+ apy X™

ist Res(f, X — ¢) die Determinante der (m + 1) x (m + 1) Matriz

ap ay Am—1 Qm
— 1
—c
1
—c 1
Wir beseitigen die Eintrdge = —c unterhalb der Diagonale, indem wir rechts beginnend jede

Spalte c-mal zur vorhergehenden addieren. Dabei dndern sich die Eintrdge der ersten Zeile wie

folgt:
Am—_1 wWird Qpm_1 + COpm,
Am—o wird Gm_o + Cam_1 + am,

agp wird ap+aic+ ... + amo1™ L+ apc™ = f(e).
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Also ist

Res(f, X —c) = det ! . = f(c).
1

Dies ist der Spezialfall n = 1 der folgenden wichtigen Form der Resultante:

Satz 2.39 Die Polynome f und g seien normiert und mdgen in Linearfaktoren zerfallen:

fX) =X =)o (X =), g(X) =(X = 1) .- (X = ),

Dann st

Res(f,g) = H(Bi —aj) = Hf(ﬂi),
2,7 ?

woi=1,....,n und j = 1,...,m unabhdngig voneinander laufen.

Das Produkt in Satz 2.39 bleibt offensichtlich beim Vertauschen der Nullstellen a; von f
ungedndert. Es ist eine symmetrische Funktion dieser Nullstellen. Nach dem Hauptsatz iiber
symmetrische Polynome ist es also ein Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen der
aj, d.h., in den Koeffizienten des Polynoms f. Ebenso ist das Produkt symmetrisch in den b;
und deswegen ein Ausdruck in den Koeffizienten des Polynoms g. Die Sylvestersche Form der
Resultante gibt genau diesen Ausdruck.

Dem Beweis von Satz 2.39 schicken wir eine Hilfsaussage voraus:

Satz 2.40 (Hilfssatz) Fliir je zwei Polynome f und g gilt
Res(f,(X —¢)-g) = f(c) - Res(f,9).
Beweis. Es sei wieder
f(X)=ap+ a1 X+ ...4anX", g(X)=by+b0 X+ ...+ b, X"
Dann ist
(X —¢)-g(X) = —cby + (—cby + )X + ... + (=cbpy + by 1) X™ + b X

und die Resultante Res(f, (X — ¢) - g) ist die Determinante der Matrix

a (029
n+1
agp A,
—cby —cby + by —cbpy, + b1 by
* * . * . . m
—cby —chb1 + by e —Chpyy b1 by
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Ohne diese Determinante zu dndern addieren wir, rechts beginnend, jede Spalte ¢-mal zur vor-

hergehenden. Dabei dndern sich die Eintrdge in jeder Zeile wie folgt:

bm,
—Cbmp + b1

—Cb1 + bo
—Cbo

wird b,
wird bm_ 1,

wird by,
wird 0.

Die Anderung der Matrix in ihrer oberen Hilfte ist etwas schwerer zu verfolgen. Dafiir kiirzen

wir ab:
m

FE(X) = Z a, X7k 0 <k <m.
n=k

Dann ist also

FOX) = £(X), fOX) =ap+ X - fEDX), FM(X) = ap,.

Die Eintrage in der i-ten Zeile, 1 <4 < n + 1, dndern sich wie folgt:

0 wird 0,
am wird @y,
am—1 wird a, 1 +c-ay, = f(m_l) (C)a
ak wird ag +c- fE () = f®)(c),
agp wird ag +c- fM(c) = f(e),
0 wird ¢- f(e),
0 wird ¢t - f(c).
Danach sieht unsere Matrix also folgendermaflen aus:
fley fMe) o S am
c-fle)  fle)  fD(e) F(e)  am
" f(c) c-fle)  fle) FM(e) FrmD(e)  am
0 bo b1 bn
0 bo b bn,
0 bo by bn
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Jetzt dndern wir die Matrix in ihrem oberen Teil, indem wir, mit der n-ten Zeile beginnend,
jede Zeile c-mal von der nachfolgenden abziehen. Wegen f)(c) — ¢ - f*+1)(¢) = a;, bekommen
wir danach die Matrix

fle) = x % %  x %
0 ay a1 am,
0 e 0 ap a1 am,
0 by b ... by
0 .. 0 by b ... by

Deren Determinante, immer noch die urspriingliche Resultante, ist in der Tat = f(c) - Res(f, g).

[

Satz 2.41 (Folgerung) Fliir jedes Polynom f und jedes normierte, in Linearfaktoren zerfal-
lende Polynom

9(X) = (X =B1) . (X = Bn)
gilt
Res(f,g) = f(B1) - - f(Bn)-

Diese Aussage folgt aus Satz 2.40 durch Induktion nach n.
Dieser Beweis von Satz 2.41 ist sehr rechnerisch. Einen rein begrifflichen Beweis findet man
z.B. im Buch von van der Waerden.

2.6.3 Diskriminante

Das normierte Polynom
F(X)=ay+a X +..+a, 1 X" 1+ X"=(X —a) ... - (X —a) € K[X]

zerfalle in Linearfaktoren zu den Nullstellen «; € K. Das Produkt aller Differenzen von Null-
stellen

H(ai — Otj) eK

1<
ist bis auf das Vorzeichen unabhingig von der Reihenfolge dieser Nullstellen. Es verschwindet
genau dann, wenn f eine mehrfache Nullstelle besitzt.

Definition 2.29 (Diskriminante) Das Produkt aller Differenzen-Quadrate

D=D(f) == [](ei —j)* € K
1<J

heif$t die Diskriminante des Polynoms f.
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Vertauscht man die Reihenfolge der Nullstellen, so dndern sich diese Differenzen-Quadrate
nicht. Die Diskriminante ist unabhingig von der Reihenfolge der Nullstellen! Damit ist sie eine
symmetrische Funktion in den Nullstellen a4, ..., a;,. Nach Satz 2.34 ist sie ein Polynomausdruck
in den symmetrischen Funktionen dieser Nullstellen, d.h., in den Koeffizienten des Polynoms f.
Wir geben jetzt einen solchen Ausdruck fiir D an. Damit kann man feststellen, ob ein Polynom
mehrfache Nullstellen hat, ohne diese Nullstellen selbst zu kennen.

Beispiel 2.44 Fiir ein quadratisches Polynom

f(X)=X24+bX +c=(X —a1)(X —ap) € C[X]

15t
o] =—-+ (2)2_07 QQZ_S_ (3)2_07
und
o) —ag =2 (2)2—02 b2 — 4c.
Es folgt

D(f) = (a1 — a2)? = b* — 4e.

Fiir jedes Polynom f(X) =a¢+ a1 X + ... + a, X™ € K[X] ist durch
f(X):=a; +2a2X + ... + ma, X™

rein formal die Ableitung f/'(X) € K[X] definiert. Mit Grenzwerten hat das jetzt nichts mehr
zu tun. Die Ableitung f — f’ ist eine rein algebraische Operation auf Polynomen. Alle fiir
die Ableitung von Polynomen giiltigen algebraischen Formeln gelten auch fiir diese Ableitung.
Insbesondere haben wir

ceK = (cf) =cf', (f+9)=f+4g, (f9)'=Ff9+fg"
Wir betrachten jetzt die Resultante
R(f,f")
eines Polynoms f und seiner Ableitung.

Beispiel 2.45 Fiir quadratisches Polynom f(X) = aX? 4+ bX + c ist

c b a
Res(f,fY=1 b 2a 0 | =4d’c+ab®—2ab*> = —a(b* — 4ac) = —aD(f).
0 b 2a
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Satz 2.42 Fs sei
fX)=(X —aq)eee - (X — )

ein normiertes Polynom, das in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist

Res(f, ) H a; — a;)? = £D(f).

1<j
Beweis. Nach der Produktformel ist
m
X)) =Y (X—a) s (X —ap) e (X — )

k=1 S—

weglassen
und
() = (o —ag) - oo (g — 1) - (@ — @ig1) oo (G — Q).

Aus den Sdtzen 2.38 und 2.41 folgt dann

Res(f, ') = Res(f', f) = f'(e1) oo - f(0tm) = [J (s — ) = (=1)™ " D2 ][ (i — ov5)?

i#£] 1<j
L]

Die Diskriminante ist auch deswegen wichtig, weil sie nicht nur mehrfache Nullstellen, son-
dern auch mehrfache Faktoren in der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren entdeckt:

Satz 2.43 Fiir ein Polynom f € K|[X], dessen Ableitung f' € K[X] nicht das Nullpolynom ist,
sind dquivalent:
i) In der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren gibt es einen Faktor, der mehrfach vor-

kommi.
i1) Die Diskriminante D(f) ist = 0.

Beweis. i) = ii): Ist f = g% - h, so berechnet man wie iiblich mit der Produktregel
f'=29¢"-h+g* -1 =g-(29'h + gh').

Die Polynome f und f’ haben einen gemeinsamen Faktor, und nach Satz 2.37’ ist ihre Resultante
R(f,f') = D(f) =0.

ii) = i): Ist D(f) = Res(f, f') =0, so gibt es einen irreduziblen Faktor ¢ € K|[z], der beide
Polynome f und f’ teilt. Sei etwa f = g - h. Dann teilt g das Polynom

ff=g h+tg-W,

also auch das Produkt ¢’ - h. Weil g irreduzibel ist, teilt es einen der beiden Faktoren ¢’ oder
h. Wenn g seine Ableitung ¢' teilen wiirde, kann das wegen Grad(g') < Grad(g) nur passieren,
wenn ¢’ das Nullpolynom ist. Dann wére aber f’ = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Wenn
g das Polynom £ teilt, ist g ein mehrfacher Faktor in f. L]
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Beispiel 2.46 Die Diskriminante —(b*> — 4c) des quadratischen Polynoms X2 + bX + c ver-
schwindet genau dann, wenn b*> = 4c. Dann ist ¢ = b /4 und

2 b\? bio
X4+bX+ () = X+5)
2 2
ist ein Quadrat. Hier haben wir allerdings stillschweigend 0 # 2 € K vorausgesetzt. Wire 2 = 0,
dann wiirde aus b*> — 4c = 0 folgen b = 0. Die Ableitung des quadratischen Polynoms wdire das
Nullpolynom 2X, und das Kriterium aus Satz 2.42 wdre nicht anwendbar.

Aufgabe 2.71 Zeigen Sie:
fiir das Polynom ‘ ist die Diskriminante D(f)
X3 +aX?4+bX +c | a®b® — 4b® — 4a®c — 27¢% + 18abc
aX* +0X%+c 2*a2c(4ac — b?)?
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3 Korpererweiterungen

Eine Kérpererweiterung des Korpers K ist ein Korper L, in dem K als Unterkdrper enthalten
ist. (Als ich diese Vorlesung horte, hat man das Wort "Unterkorper’ in diesem Zusammenhang
vermieden und ausschlieBlich "Teilkorper’ benutzt.) Der Inhalt dieses und des néchsten Kapitels
ist die Theorie der Auflosbarkeit von Polynom-Gleichungen durch Radikale (= iteriertes Wurzel-
Ziehen). (Wieder so ein Wort, das manche Kollegen vermeiden.) Dass diese Auflosbarkeit mit
Korper-Erweiterungen zusammenhéngt, das soll in diesen Kapiteln deutlich werden.

3.1 Definitionen

Definition 3.1 Ist der Kirper K ein Unterkérper eines Koérpers L, so nennt man L eine
(Kdrper-) Erweiterung von K.

Das bedeutet also, K C L ist abgeschlossen unter Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division.

Beispiel 3.1 Das Standard-Beispiel ist IR C C. Aber auch Q C IR ist eine Kdrpererweiterung.

Beispiel 3.2 Sei K ein Kérper und p(X) € K[X] ein irreduzibles Polynom. Weil K[X] ein
Hauptideal-Ring ist, ist das Ideal (p) C K[X]| mazimal. Der Faktorring L := K[X]/(p) ist dann
nach Satz 2.9 ein Korper. Er ist eine Korpererweiterung von K.

Ein Spezialfall dieser Konstruktion ist die Korpererweiterung IR C C. Das Polynom p(X) :=
X2 41 ist irreduzibel diber R. (Wire es reduzibel wiirde es in Linearfaktoren zerfallen, die zu
reellen Lésungen der Gleichung X2 = —1 gehdrten. Solche gibt es nicht.) Also ist R[X]/(X2+1)
ein Kérper. Der Ring-Epimorphismus

R[X]—>C, X —i,

hat als Kern ein Ideal T C R[X], welches das Ideal (X2 +1) enthdlt. Weil X2 +1 irreduzibel ist,
muss I = (X? + 1) sein. Folglich ist die Korpererweiterung IR C C isomorph zur Erweiterung
R Cc R[X]/(X2 +1).

Beispiel 3.3 Die einzigen linearen Polynome in IFo[X] sind X und X+1. Das Polynom p(X) :=
X2+ X +1 € Fo[X] spaltet keines von beiden ab und ist deswegen irreduzibel. Also ist

IFy C L :=1Fy[X]/(p)

eine Korpererweiterung. Die Elemente 0,1 € ¥y, sowie die Restklassen von X und X + 1 sind
vier verschiedene Elemente in L. Weil X? = X + 1modulo (p), gibt es in L keine anderen
Elemente. Fir die Multiplikation in L gilt

X2=X+1, X(X+1)=1, (X+1)’=X2+1=X.
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Ist K C L eine Korpererweiterung, so ist L ein K-Vektorraum. Man kann ja die Elemente
von L mit Elementen aus K multiplizieren. Die Eigenschaften des Vektorraums folgen aus den
Korpereigenschaften von L.

Definition 3.2 Ist K C L eine Kérpererweiterung, so heifst
[L: K] :=dimg(L)

der Grad der Erweiterung. Die Erweiterung K C L heif§t endlich, wenn ihr Grad [L : K| endlich
1st.

Die oben angegebenen Kérpererweiterungen IR C € und IFy C IFo[X]/(X? + X + 1) sind
endliche Korpererweiterungen vom Grad zwei. Die Korpererweiterung K C K(X) (rationale
Funktionen) hat keinen endlichen Grad.

Satz 3.1 (Grad-Formel) Sind
KcLCcM

endliche Kérpererweiterungen, so gilt
[M:K|=[M:L]-[L:K].

Beweis. Wir wéihlen eine K-Basis [q,...,l, € L und eine L-Basis my,...,m; € M. Die Be-
hauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen: Die a - b Produkte

ll sma, ll *ma, "'7la + My

bilden eine K-Basis von M. Wie in der Linearen Algebra miissen wir dazu zwei Dinge nachweisen:
1) Die angegebenen Produkte erzeugen den K-Vektorraum M: Jedes m € M ist eine Line-
arkombination
m=cymi+ ...+ cpmp, Ciy...sCp € L.

Und jedes ¢; € L ist eine Linearkombination
c; = dl,ill + ...+ da,ila, dl,i, ey da,i € K.
Daraus folgt

m = (dl,lll + ...+ da,lla) -mi + ...+ (dl,bll + ...+ da,bla) Mg = Zdi’j . lim]'.
i,J

2) Die Produkte [;m; € M sind linear unabhéngig iiber K: Sei etwa

a,b
Z di,j . lim]' =0, di,j € K.
i=1,j=1
Dann gilt
b a
( i,jli)m]' =0.
j=1 i=1
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Weil my, ..., mp € M linear unabhingig iiber L sind, folgt

Zdi,jli =0 fiir j = 1, ...,b.

=1

Und weil die [y, ...,[, linear unabhéngig iiber K sind, folgt d; ; =0,i=1,...,a,7 =1,...,b. [

Definition 3.3 Es sei K C L eine Kdérpererweiterung und a € L ein Element, nicht a € K.
Dann bezeichnet man mit
K(a)C L

den kleinsten Unterkérper von L, der a enthdlt. (D.h. also, den Durchschnitt aller Unterkirper
von L, die a enthalten.) Der Korper K(a) heif$t der von a iber K erzeugte Unterkorper von L.

Der Unterkorper K(a) C L enthilt alle Elemente [ € L, die sich als rationale Funktionen in

a der Form
- cp+cia+ ...+ ca”

dy+dia+ ... +dsas’
mit Nenner # 0 ausdriicken lassen. Weil diese Elemente offensichtlich einen Unterkérper von L
bilden, stimmt K (a) mit der Menge dieser Elemente iiberein.

Coy -y ds € K,

Beispiel 3.4 Wir betrachten in der Kérpererweiterung Q C C das Element a := i. Wegen
i? = —1 ist jedes Polynom in i

co+cri+ ... +ci” € C, e,y cp €Q,

in Wirklichkeit ein Polynom co + c112 vom Grad < 1 in 1. Wenn ¢y + c1t # 0, ist sein Kehrwert

1 1

— (CO — Cli)
co + C11 c% + c%

wieder ein solches Polynom in i vom Grad < 1. Der Korper Q(i) C C ist genau der in 2.2
definierte Korper Q(7).

Fiir so ein Element a € L D K, a € K, gibt es zwei Mdéglichkeiten: Entweder gibt es ein
Polynom p(X) € K[X], nicht das Null-Polynom, mit p(a) = 0, oder es gibt kein solches Polynom.
Fiir das Element i € C D Q tut es das Polynom p(X) = X2 + 1, fiir v/2 € R O Q das Polynom
p(X) = X? — 2. In der Kérpererweiterung Q@ C Q(X) gibt es fiir die Unbestimmte X kein
Polynom mit p(X) = 0.

Definition 3.4 Es sei K C L eine Kdérpererweiterung und a € L. Das Kdérperelement a € L
heifit algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom p(X) € K[X]| gibt derart, dass p(a) =0 € L
ist. Andernfalls heifit a transzendent iiber K. Die Kérpererweiterung K C L heifit algebraisch,
wenn jedes Element a € L algebraisch tiber K ist.
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Das Element a € L D K ist genau dann algebraisch iiber K, wenn der Ring-Homomorphismus
K[X]—= L, q(X) q(a)

nicht injektiv ist. Weil K[X] ein Hauptidealring ist, ist der Kern dieses Homomorphismusses ein
Hauptideal (p) C K[X]. Jedes Polynom ¢ € K[X] mit ¢(a) = 0 € L ist durch p teilbar. Von allen
Polynomen ¢, die a annullieren, hat p den kleinsten Grad. Wenn wir p durch seinen héchsten
Koeffizienten # 0 austeilen, k6nnen wir p normiert annehmen.

Definition 3.5 Das Element a € L D K sei algebraisch tiber K. Das normierte Polynom
kleinsten Grades, welches a € L annulliert, heif$t das Minimalpolynom von a € L diber K.

Das Minimalpolynom eines algebraischen Elementes ist immer irreduzibel in K[X]. Wire
namlich p = py - pa, p1,p2 € K[X], mit Grad(p;) > 0, so wiirde aus pi(a) - p2(a) = 0 folgen, dass
entweder p;(a) = 0 oder p2(a) = 0 wire. Das Polynom p wére nicht minimal gewesen.

Satz 3.2 Das Element a € L D K 1ist genau dann algebraisch iiber K, wenn die Korpererweite-
rung K C K(a) endlich ist.

Beweis. =: Sei a € L algebraisch iiber K mit Minimalpolynom p. Dann gilt in L also
pla) =co+cia+ ...+ cp1a” P +a" =0, c¢i,.icnp €K, cp #0,

bzw.

n 1

a" =—cyp—cia—..—cp_1a"

Jeder Polynomausdruck p(a) € L ist also in Wirklichkeit ein Polynomausdruck vom Grad <
n — 1. Sei nun ¢(X) € K[X] ein Polynom mit ¢(a) # 0. Dann ist ¢ nicht durch p teilbar und,
weil p irreduzibel ist, gilt g¢T (p,q) = 1. Nach Satz 2.16 gibt es Polynome p;,¢q; € K[X] mit
p1p + q1q = 1. Daraus folgt

q1(a)q(a) = qi(a)q(a) + p1(a)p(a) =1

und )

—— =q1(a) € L.

q(a)
Jeder rationale Ausdruck in a, jedes Element von K (a) ist also ein Polynom in a vom Grad
< n — 1. Der Koérper K(a) wird als K-Vektorraum von den Potenzen 1 = a° a,a?,...,a" !

erzeugt und ist eine endliche Erweiterung von K.
<: Sei umgekehrt die Korpererweiterung K C K (a) endlich. Wir betrachten die Folge

a,a,a?, ... der Potenzen von a. Weil [K (a) : K] endlich ist, konnen diese Potenzen nicht alle line-
ar unabhiingig iiber K sein. Es gibt Potenzen a°, a, ..., ™ und Elemente cy, ¢1, ..., ¢, € K, ¢, # 0,
mit

co+cra+ ...+ cpa™ =0 € L.
Das Element a € L ist algebraisch iiber K. L]
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Satz 3.3 (Folgerung 1) Es sei a € L D K algebraisch iiber K mit Minimalpolynom p. Dann
hat p € K[X] den Grad [K(a) : K]. Der Ringhomomorphismus

K[X]— K(a), Xw—a
induziert einen Korperisomorphismus K[X]/(p) — K(a).

Beweis. Der Grad des Minimalpolynoms p sei n. Im Beweis von Satz 3.2 haben wir gezeigt,
dass die n Potenzen a” = 1,a,...,a™ ! von a den K-Vektorraum K (a) aufspannen. Wegen der
Minimalitdt von p sind diese Potenzen aber auch linear unabhéngig iiber K und bilden eine
Korperbasis von K (a) iiber K. L]

Satz 3.4 (Folgerung 2) Jede endliche Korpererweiterung K C L ist algebraisch.

Beweis. Fiir alle a € L ist die Korpererweiterung K C K (a) endlich, weil K(a) ein K-
Untervektorraum des endlich-dimensionalen K-Vektorraums L ist. L]

Von diesem Satz gilt aber nicht die Umkehrung, denn es gibt auch unendliche algebraische
Korpererweiterungen. Dazu betrachten wir K = Q und bezeichnen mit L C C die Menge aller
algebraischen Zahlen. Dabei heifit eine Zahl a € C algebraisch, wenn a algebraisch iiber @
ist. Algebraische Zahlen sind z.B. die unendlich vielen n-ten Wurzeln /2 aus 2. Jede dieser
Wurzeln wird von einem Polynom X™ — 2 annulliert. Nach Eisenstein (mit der Primzahl 2) ist
dieses Polynom irreduzibel iiber Z und nach Gauf8 dann auch iiber @. Also ist X" — 2 das
Minimalpolynom von /2 iiber @ und die Kérpererweiterung @ C Q(</2) hat den Grad n. Die
Menge L C C aller algebraischen Zahlen enthilt also Korpererweiterungen von beliebig groflem
Grad iiber Q. Wenn wir jetzt noch zeigen, dass L ein Korper ist, dann ist @ C L eine unendliche,
aber algebraische Erweiterung von Q. Dazu verallgemeinern wir Definition 3.3.

Definition 3.6 Es seien K C L eine Korpererweiterung und ai,as,... € L Elemente im Er-
weiterungskorper. Dann ist K (ay1,as9,...) C L der kleinste Unterkorper von L, der alle Elemente
ai,as, ... enthdlt.

Der Korper K (a1, as, ...) ist also der Durchschnitt aller Unterkorper von L, welch alle Elemen-
te a1, ag, ... enthalten. Seine Elemente sind die rationalen Ausdriicke p(a1,as, ...)/q(a1, as, ...), wo
p und g Polynome in endlich vielen der Elemente a1, as,... mit g(ay,as,...) # 0 € L sind.

Satz 3.5 Die Elemente a1 und ay € L seien algebraisch iber K. Dann ist auch der Korper
K (ai,a2) C L eine endliche Erweiterung von K.

Beweis. Wegen Satz 3.2 brauchen wir nur zu zeigen, dass die Erweiterung K (a;) C K (a1, az)
endlich ist. Aber weil ay algebraisch iiber K ist, ist es erst recht algebraisch iiber K (a1) und die
Korpererweiterung K (a;) C K (a1, a2) damit endlich. L]

Satz 3.6 (Folgerung) Die (iber Q) algebraischen, komplexen Zahlen bilden einen Unterkérper
von C.
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Beweis. Sind a1 und as zwei solche algebraische Zahlen, so ist die Korpererweiterung Q C
Q(a1,a9) nach Satz 3.5 algebraisch iiber Q. Sie enthilt Summe, Differenz, Produkt und (falls
Nenner # 0) Quotienten von a; und as. Alle diese Zahlen sind deswegen algebraisch iiber Q. []

Aufgabe 3.1 (F 02, T3, Add)) Sei f(X) = X' + 19X + 57 € Q[X]. Ist die Restklasse von
X8 12 in Q[X]/(f) invertierbar?

Aufgabe 3.2 Es seien K C L eine Kérpererweiterung und f,g € K[X] Polynome. Die grifiten
gemeinsamen Teiler von f und g in K[X], bzw. L[ X] seien

tk =99T(f,9) € K[X], bzw. tr=ggT(f,g) € LIX].

Zeigen Sie: tx und tr, sind in L[X] assoziiert, d.h., unterscheiden sich héchstens um einen
konstanten Foktor aus L.

Aufgabe 3.3 (H 99, T2, Ada)) Sei K ein Erweiterungskorper von Q mit [K : Q] = 2. Zeigen
Sie, dass es genau eine quadratfreie Zahl m € Z gibt, so dass K ~ Q(y/m) ist. (m € Z heifit
quadratfrei, wenn m ¢ {0,1} und wenn m nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist.)

Aufgabe 3.4 (H 98, T3, A4) Sei K|k eine algebraische Kérpererweiterung. Seien o, ..., ap
Elemente aus K und f1(X),..., fn(X) die zugehérigen Minimalpolynome iiber k. Beweisen Sie:

n
[k(ala"'aan) : k] < Hg,radfl
i=1
Aufgabe 3.5 (H 97, T2, A1) Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und f € K[X] ein
irreduzibles nichtlineares Polynom mit

99T (grad f, [L : K]) = 1.
Zeigen Sie, dass [ keine Nullstelle in L hat.

Aufgabe 3.6 (F 96, T1, A2) Man betrachte das Polynom f = X" + X —Y im Polynomring
QLY V).

a) Zeigen Sie: Der Ring R := Q[X,Y]/(f) ist ein Integrititsring.

b) Zeigen Sie: Durch o(X) := X + (f) ist ein injektiver Q-Homomorphismus ¢ : Q[X] — R
gegeben.

¢) Ist der Quotientenkorper Quot(R) von R eine algebraische Erweiterung von Q¢

Aufgabe 3.7 (F 96, T2, A4) a) Zeigen Sie, dass f := X3 — X + 1 € Q[X] keine Nullstelle
in Q hat.

b) Sei z € C eine Nullstelle von f. Stellen Sie z~' als Linearkombination von 1,z, 2% mit
rationalen Koeffizienten dar.

c¢) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von z? tiber Q).
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Aufgabe 3.8 (F 95, T2, A5) Sei = transzendent iiber einem Kdrper k.

a) Man zeige: k(z) ist eine algebraische Erweiterung von k(xx—_i:)

b) Man bestimme das Minimalpolynom von x iber k(xx—_i:)

Aufgabe 3.9 (F 95, T3, A3) Sei f(X) = X3 +2X +2 € Q[X], und sei o eine kompleze
Nullstelle von f.

a) Zeigen Sie, dass 1,a,a* eine Basis des Q- Vektorraums Q(«) ist.

b) Schreiben Sie (1+a)~! als Linearkombination mit rationalen Koeffizienten beziiglich dieser
Basis.

2

Aufgabe 3.10 (H 94, T1, A2) a) Sei k(a)/k eine endliche Kérpererweiterung. Fir einen
Teilkérper L, k(a) D L D k, sei mq 1,(X) das Minimalpolynom von a tber L. Man zeige:

M, (X) [ M (X).
b) Man bestimme den Grad und alle Zwischenkorper von Q(v/2)/Q.

Aufgabe 3.11 (H 94, T2, A3) Gegeben Seien a,b € Q. Zeigen Sie: Wenn es einen Korper-
isomorphismus ¢ : Q(v/a) — Q(Vb) gibt, dann gilt & e (@)~

Aufgabe 3.12 (H 94, T3, A3) Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und o € L. Mul-
tiplikation mit o definiert eine K-lineare Abbildung @o @ L — L. Sei xo das charakteristische
Polynom dieses K -Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie: xq ist eine Potenz des Minimal-
polynoms P, von a.

Aufgabe 3.13 (H 92, T1, A4) Zeigen Sie durch Gradbetrachtung einer geeigneten Erweite-
rung von Q, dass der Grad des Minimalpolynoms der komplexen Zahl

L. V2HVB+iV3
VB VTV

tiber Q ein Teiler von 32 ist.

Aufgabe 3.14 (H 91, T1, A3) K(z) sei eine einfache transzendente Erweiterung des Korpers
K. Man beweise die beiden folgenden Aussagen:

a) K(2?%) ist eine transzendente Erweiterung von K.

b) Es gibt unendlich viele Zwischenkorper zwischen K und K (z).
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3.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Aus der Antike stammen die folgenden drei Konstruktionsprobleme:

o Wiirfel-Verdopplung (Delisches Problem): Gegeben ist eine Strecke a, zu konstruieren ist
eine Strecke b mit
b =2-a°.

o Winkeldreiteilung: Gegeben ist ein Winkel «, zu konstruieren ist der Winkel a/3.

e Regulires n-Eck: Zun € IN ist der Winkel 27 /n zu konstruieren.

Aus irgend einem Grund haben dabei die alten Griechen unter ’Konstruktion’ eine geome-
trische Konstruktion verstanden, die ausschliefilich Zirkel und Lineal benutzt. Das kann keine
Frage der Prézision gewesen sein, denn so ganz genau kann man nie eine Strecke durch zwei
Punkte mit dem Lineal zeichnen. Ein ganz klein wenig verrutscht das Lineal immer. Und auch
ein Zirkel ist ein ziemlich eigenwilliges Gerét, und macht nicht immer das, was man von ihm will.
Auflerdem haben die Griechen sich durchaus fiir Konstruktionen interessiert, die sehr viel kom-
pliziertere Hilfsmittel benutzten, wie z.B. die Vorgabe recht komplizierter algebraischer Kurven.
Es geht bei diesen drei Problemen also 'nur’ um das Prinzip. Es sind rein intellektuelle Fragen.

Wir werden als Zeichenebene fiir diese Konstruktionen jetzt die komplexe Zahlenebene C
zugrunde legen. Vorgegebene Groflen werden wir uns als komplexe Zahlen vorstellen. Beim De-
lischen Problem etwa die Zahl a € R und bei der Winkeldrittelung die Zahlen 1 und e*/?7.
Ist so eine Menge M C € von Zahlen vorgegeben, so nennen wir eine Zahl z € C aus M kon-
struierbar, wenn der Punkt z nach endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal aus Punkten
von M konstruierbar ist. Mit Zirkel und Lineal ist es insbesondere méglich, zu einer gegebenen
Geraden durch einen gegebenen Punkt eine Parallele zu konstruieren, und auf dieser Parallelen
eine Strecke gegebener Linge abzutragen.

Der Schliissel ist folgende Bemerkung:

Satz 3.7 Die Menge M C C enthalte die Zahlen 0 und 1. Dann bilden alle aus M kostruierbaren
Zahlen einen Unterkorper C(M) C C. Er hat insbesondere die Eigenschaften:

1) i€ C(M);
2) z € C(M) = Re(z),Im(z) € C(M);
3) zeC(M)=zeC(M);

Beweis. 1) Wir schlagen den Kreis um 0 durch die Zahl 1. Der zweite Schnittpunkt dieses
Kreises mit der Geraden durch 0 und 1 (der reellen Achse) ist die Zahl —1 € C(M). Wir errichten
mit Zirkel und Lineal die Mittelsenkrechte auf der Strecke —1, 1. Diese schneidet den ersten Kreis
in den Punkten +7 € C(M).

2) Wir fillen mit Zirkel und Lineal das Lot von z auf die Gerade durch 0 und 1. Der
Lotfufipunkt ist die Zahl Re(z). Ebenso ist der Lotfufipunkt von z auf die Gerade durch 0 und
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i die Zahl I'm(2) - i. Der Kreis mit Zentrum 0 durch diese Zahl schneidet die reelle Achse in
+Im(z).
3) Der Kreis durch z um Re(z) schneidet die Gerade durch z und Re(z) aufer in z noch in

zZ.
Jetzt miissen wir fiir C'(M) C € noch die Korper-Eigenschaften nachweisen, also

4) ze C(M) - —z € C(M);

)
5) 21,20 € C(M) = 21 + 290 € C(M);
6) 21,22 € C(M) = 2z1-20 € C(M);
N 0#2€C(M)=z"'eC(M);

4) —z ist der zweite Schnittpunkt des Kreises um 0 durch z mit der Geraden durch 0 und z.

5) Wir verschieben die Gerade durch 0 und z; parallel durch z5 und tragen dann auf ihr
von zy aus die Strecke |z1| in der richtigen Richtung ab. Dies ist die iibliche Parallelogramm-
Konstruktion fiir die Summe zweier Vektoren in der Ebene.

6) Wegen

21 = a1 + ibl, 29 = ag + 1by = 2129 = (a1a2 — blbg) + (a1b2 + agbl)i,

sowie 1),4) und 5) geniigt es, die Behauptung fiir 0 < z; = r1,29 = r9 € IR zu zeigen. Weiter
kénnen wir natiirlich ro # 1 annehmen.

Wir schlagen den Kreis um 0 durch 73 und schneiden ihn mit einer Geraden L durch 0
und 1 + 7. Einen der Schnittpunkte wihlen wir und nennen ihn s. Die Gerade durch 1 und
s verschieben wir parallel durch r; (das geht mit Zirkel und Lineal). Den Schnittpunkt dieser
Parallelen mit L nennen wir ¢. Dann sind 0, 1, s und 0,7, ¢ zwei dhnliche Dreiecke, und aus dem

Strahlensatz folgt

t (A
-=— =7
s 1 !

Der Kreis um 0 durch ¢ trifft die positive reelle Achse in

|t| = ri|s| = rire.

L L

1 1414 1 1+

ro 1 1Ty 1 1/r 1 r
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7) Wegen
1 z 1 _
_ = — = A
z 2z Re(2)?2+Im(2)?"

sowie 2),3) und 6) geniigt es, die Behauptung fiir 0 < z = r € IR zu zeigen.

Wir schneiden den Kreis um 0 durch 1 mit der Geraden L durch 0 und 1+ ¢. Einen Schnitt-
punkt s verbinden wir mit r. Die Verbindungsgerade verschieben wir parallel durch 1. Der
Schnittpunkt dieser Parallelen mit L sei . Aus dem Strahlensatz folgt wieder

L |s| r
_— = = = =T,
.
Der Kreis um 0 durch ¢ schneidet die positive reelle Achse im Punkt 1/7. [l

Der Kérper C(M) aus Satz 3.7 enthilt insbesondere den Koérper Q(M, M) C €, der aus Q
durch Adjunktion aller Zahlen aus M und ihrer komplex-konjugierten Zahlen entsteht.

Satz 3.8 Eine Zahl z € C gehort genau dann zu C(M) (d.h., ist aus 0,1 und den Punkten von
M Fkonstruierbar), wenn es eine endliche Folge

QM,M)=KyCK;C..CK,CC

von quadratischen Korpererweiterungen K,_1 C K, gibt mit z € K,,. Insbesondere ist
Q(M, M)(2) : (M, M)] =2, m < n,

eine Zweier-Potenz.

Beweis =: Eine Zahl z € C(M) entsteht aus bereits konstruierten Zahlen z; durch eine von
drei Konstruktionen:

1) Schneiden der Gerade durch z; und zy mit der Gerade durch zz und zg4;
2) Schneiden der Gerade durch z; und 2o mit dem Kreis um z3 durch zy;

3) Schneiden des Kreises um z; durch zs mit dem Kreis um 23 durch zy.

Wir betrachten nacheinander diese drei Konstruktionen. Dabei nehmen wir an, die Zahlen
21, 29, 23, z4 seien bereits konstruiert. Da dies in endlich vielen Schritten passiert ist, kénnen wir
voraussetzen, die z; = ay, + iby, liegen in einem Korper Ky, der aus Q(M, M) durch sukzessive
quadratische Erweiterungen entstanden ist. Wir nehmen auflerdem an, dass wir mit jeder Zahl
auch die konjugiert-komplexe Zahl konstruiert haben (auch hochstens quadratische Erweiterun-
gen). Mit jeder Zahl zj liegt also auch z; in K,,, damit auch ay = (2 + 2x)/2 und iby = z — ax.

1) Auf der Gerade durch z; und 2z liegen alle Punkte z1 + s (22 — 21), s € IR, und auf der
Gerade durch z3 und z4 die Punkte z3 + ¢ - (24 — 23), t € IR. Diese Parameter s und ¢ fiir den
Schnittpunkt erfiillen

21+ 8- (20—21) = 23+t (24 — 23),

S (22 —21)+t-(23—24) = 23— 2.
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Wenn wir die letzte Gleichung als zwei Gleichungen fiir Real- und Imaginérteil schreiben, erhal-
ten wir das lineare Gleichungssystem

(ag—al) -s+(a4—a3)
i(be — b1) - s+ i(by — b3)

az —ap,

-1

to= Z(b3 - b1)7

mit Koeffizienten in K,,,. Auch dessen Losungen s, t gehdren zu K,,,, und damit der Schnittpunkt.
2) Ein Punkt z = a 4 ib aus der Gerade z; + s (22 — 21), s € IR, liegt auf dem Kreis um z3

durch z4, wenn

|z — 23?2 = |zg — ] =212 € K,
|Zl —23+8'(22—Zl)|2 = 7“2,
s2- |29 — 21|2 +2s-Re((z1 —23) - (22 — 21)) = r? — |21 — Z3|2.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir s mit Koeffizienten in K,,. Die Losungen s; 5 liegen in
einer quadratischen Erweiterung K1 von K,,. Zu dieser quadratischen Erweiterung gehéren
dann auch die beiden Schnittpunkte.

3) Ein Schnittpunkt z der beiden Kreise erfiillt die beiden Gleichungen

2=z =ln—al, |z—z>=|u-2,
beziehungsweise

|z|2 +2-Re(z-z1) = |z0— 21|2 — |z1|2,

|2 +2-Re(z-73) = |24 — 23] — |23]°.
Dann erfiillt z auch die Differenz beider Gleichungen
2-Re(z- (21— 23)) = |20 — 21 — |21]? = |24 — z|* + |23]> =t ¢ € Kpm.
Fiir z = a + ib und z; — 23 = u + v bedeutet dies

(a+1ib) - (u—iv) + (a —ib) - (u+iv) = ¢,
a-u— (ib) - (iv) = ¢/2.

Dies ist eine lineare Gleichung fiir die beiden Unbekannten a und zb. Die Koeffizienten der
Gleichung gehoéren zum Koérper K,,. Sie definiert eine Gerade in der Ebene K,, X K,,. Diese
wird aufgespannt von zwei Punkten (a1,ib1) und (as,ibs) € K, X K. Die Gleichung beschreibt
in C die relle Gerade a - u + b-v = ¢/2. Auf ihr liegen die beiden Punkte y; := ay + ib; und
Yo = ag + iby € K,,. Damit ist die Berechnung der Schnittpunkte beider Kreise zuriickgefiihrt
auf die Berechnung der Schnittpunkte eines der beiden Kreise mit der Gerade durch die Punkte
y1 und 9. Dies war Rechnung 2).

<: Es geniigt die Aussage fiir eine einzige quadratische Koérpererweiterung Ky C K; zu
zeigen: Jede Zahl in ¢ € K ist aus Zahlen von Ky mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Wenn ¢
nicht zu Ky gehort, hat sein Minimalpolynom iiber Ky den Grad zwei. Es sei etwa

X’+p-X+4q, pqé€K,.
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Beide Nullstellen

2
p p
= _L 4 = —
C1,2 B <2> q

sind aus Zahlen von Ky mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn fiir jedes z € K die Qua-
dratwurzel 1/z so konstruierbar ist. Sei etwa
z=r-e¢¥ 0<reR,peclR,
dann ist .
Vz = el

Die komplexe Zahl €*#/2 ist durch Konstruktion der Winkelhalbierenden zu finden. Deswegen
geniigt es, die Behauptung fiir z = r, 0 < r € IR zu zeigen.

Wir konstruieren den Thaleskreis iiber dem Intervall [—1,7]. Er schneidet die imaginire
Achse in den Punkten +i - h, 0 < h € IR. Das Dreieck mit den Ecken —1,7 und ¢ - h hat beii-h
einen rechten Winkel. Die Kathetenlingen des Dreiecks sind

Vh?2+1 und Vh?+r2
Mit Pythagoras folgt

(R +1)+ (> +7r%) = (r+1)
202 = 2r

ho= Jr

Die gesuchte Wurzel ist also A und deswegen durch den Schnitt des Thaleskreises mit der ima-
gindren Achse zu konstruieren. L]

vh?+1 h

-1 r

Wir wenden Satz 3.8 an auf die drei eingangs beschriebenen klassischen Probleme.

Delisches Problem: Es ist a € IR gegeben und b € IR mit b = ¢/2a zu konstruieren. Wenn
das mit Zirkel und Lineal ginge, dann ginge es auch fiir = 1. Wir setzen hier M = () und
haben Q(M, M ) = Q. Jeder Punkt, der mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, liegt in einem
Erweiterungskorper K von Q, fiir den [K : Q] = 2" eine Zweierpotenz ist. Nun ist b := /2
Nullstelle des iiber @ irreduziblen Polynoms X3 —2 und [@Q(b) : Q] = 3. Wire b in einem solchen
Korper K enthalten, widerspriche dies der Gradformel (Satz 3.1). Das Delische Problem ist
unlosbar.
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Winkel-Dreiteilung: Jetzt sei M = {e'®}. Die Frage ist, ob ¢'®/3 zu einer Kérpererweiterung
von Q(e'®) gehort, deren Grad eine Zweier-Potenz ist. Fiir manche o kann dies der Fall sein.
Wenn z.B. o = /2 = 90° ist, dann ist /3 = 30° und €’*/? eine Quadratwurzel von

271'/3 + \/_

Die Zahl
za/3 + \/_

liegt in dem Erweiterungskorper von Q(i,v/3) vom Grad 4.

Aber i.A. ist diese Eigenschaft eben nicht erfiillt. Dazu iiberlegen wir uns, dass es unendlich
viele Zahlen z = €' gibt, die transzendent iiber @ sind. In der Tat: Der Einheitskreis [z| = 1 C €
ist eine iiberabzdhlbare Menge. Und die iiber @ algebraischen Zahlen in C sind Nullstellen einer
abzéhlbaren Menge von Polynomen, und bilden deswegen eine abzdhlbare Menge.

Wir wihlen nun z = €’® transzendent. Dann ist also Q(z) der Kérper der rationalen Funktio-
nen in einer Unbestimmten z. Wir zeigen, dass /z nicht zu Q(z) gehort. Dann hat das Polynom
X3 — z keine Nullstelle in Q(z) und ist irreduzibel. Es folgt

und wegen der Gradformel kann Q(z, /z) in keiner Kérpererweiterung von Q(z) liegen, deren
Grad eine Zweier-Potenz ist.
In der Tat, sei etwa,

Ep=L =z p=z¢
q q
folgen
3-Grad(p) =1+ 3-Grad(q).
Das geht nicht. L]

Regulires n-Eck: Wenn man das regulire n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren kann,
dann kann man die n-te Einheitswurzel e2™/" mit Zirkel und Lineal aus 0 und 1 konstruieren,
sie muss in einem Erweiterungskérper K D @ liegen, dessen Grad iiber @ eine Zweier-Potenz
ist. Fiir manche n geht das:

n = 3 : Die dritte Einheits-Wurzel

: 1 1
271'1,/3:__ V3
e 2+2\/_

ist Nullstelle des quadratischen Kreisteilungs-Polynoms

X?+ X +1€Q[X].
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n = 4: Die vierte Einheitswurzel i ist Nullstelle des quadratischen Polynoms X2 +1 € Q[X].
n = 5: Die fiinfte Einheits-Wurzel e := ¢>™/5 ist Nullstelle des nach Abschnitt 2.5 irreduziblen
Kreisteilungs-Polynoms
X'+ X3+ X2+ X +1€Q[X]

vom Grad vier. A priori bedeutet dies noch nicht, dass man die Korpererweiterung Q(e) D Q
durch zwei quadratische Erweiterung bekommt. Aber in diesem Fall geht es: Man setzt

n:=e+e Qe

Dann gilt

P=e+2+&=1-(e+e)=1-1n.
Also ist 7 eine Nullstelle des quadratischen Polynoms X2 + X — 1 € Q[X]. Dieses Polynom hat
die reellen Nullstellen

Mo = %(—1 +V5) ¢ Q.

Also ist X2 + X — 1 iiber @ irreduzibel und [Q(7) : Q] = 2. Aus der Gradformel (Satz 2.1) folgt

dann auch [Q(e) : Q(n)] = 2.
Auch das regulédre Fiinfeck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

n = p eine Primzahl: Die n-te Einheitswurzel w := e2™/" ist Nullstelle des nach Abschnitt
2.5 irreduziblen Kreisteilungs-Polynoms

XPl 4 XP2 4 4+ X +1eQX]

Der Korpergrad [Q(w) : Q)] ist deswegen = p — 1. Das regulire p-Eck ist hochstens dann mit
Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn p—1 eine Zweier-Potenz ist. Fiir die ’'meisten’ Primzahlen,
etwa p = 7,11,13,19 ist dies nicht der Fall. Aber es gilt z.B. fiir p = 17. Und tatséchlich: Gauf}
gab mit 18 Jahren eine Konstruktion des reguliren 17-Ecks mit Zirkel und Lineal.

Aufgabe 3.15 Bestimmen Sie die kleinste Primzahl p > 17 mit der Figenschaft, dass p — 1
eine Zweierpotenz ist.

Aufgabe 3.16 Die Zahl z € [0,1] teilt das Intervall [0,1] im Verhdltnis des goldenen Schnittes,
wenn

Daraus folgt
1
x=n=§(—1+\/5).

Zeigen Sie, dass dieser goldeme Schnitt folgendermafen konstruierbar ist: Man betrachte ein
rechtwinkliges Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei B und den Seiten AB =1, BC =1/2. Um
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die Ecke C werde der Kreis vom Radius 1/2 geschlagen. Dieser Kreis treffe die Hypotenuse AC

im Punkt T. Dann ist AT =n.
C

A n B

Verwenden Sie dies, um das regulire Fiinfeck mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Aufgabe 3.17 (H 96, T2, A1) Zeigen Sie, dass die Fermatzahlen F, = 22" + 1 paarweise
teilerfremd sind, z.B. mittels einer Zerlegung von Fy 1 —2, und folgern Sie daraus den Satz von
Euklid, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

3.3 Normale Koérpererweiterungen

In 3.1 haben wir den Koérper K (a) definiert in der Situation, wo K C L und a € L war. Man
sagt, dieser Korper K (a) entsteht aus K durch Adjunktion des Elementes a € L. Man kann
aber auch Elemente a an einen Kérper K adjungieren, vollig losgelost von einem eventuellen
Erweiterungskorper L.

Dazu sei jetzt K ein Kérper. Wir wollen die Nullstelle a eines irreduziblen Polynoms p(X) €
K[X] adjungieren. Wir setzen ganz einfach

Weil das Polynom p(X) € K[X] irreduzibel ist, ist das Ideal (p) C K[X] maximal, und der Ring
K[X]/(p) ist ein Kérper. Insbesondere ist X = (X mod (p)) € K[X]/(p) ein Kérperelement in
der Erweiterung mit der Eigenschaft p(X) = 0. Der Kérpergrad [K[X]/(p) : K] stimmt mit
dem Grad des Polynoms p iiberein. Das Polynom p, nachdem man es normiert hat, ist das
Minimalpolynom des Elements X iiber K.

Definition 3.7 Man sagt, der Korper K[X]/(p) ist aus K entstanden durch symbolische Ad-
junktion einer Nullstelle des irreduziblen Polynoms p. Meist gibt man der Nullstelle einen an-
deren Namen als X, etwa ¢, nennt den Erweiterungskorper K (c) und sagt dann: K (c) ist aus K
entstanden durch symbolische Adjunktion einer Wurzel des irreduziblen Polynoms p. Natiirlich
kann man diesen Prozess wiederholen und nacheinander Wurzeln cy, ..., ci, adjungieren um einen
Korper K(cy,...,c;) zu erhalten. Die Korper K(c), welche man durch Adjunktion einer einzigen
Wurzel ¢ erhdlt, heiffen einfache Korpererweiterungen
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Beispiel 3.5 Es sei K ein Korper und c € K. Wir betrachten das Polynom p(X) = X2 —c. Ist p
reduzibel in K[X], so spaltet es einen Linearfaktor X —w,w € K, ab. Dann ist w eine Nullstelle
von X2 —c, d.h., es gilt w?> = c. Somit ist ¢ ein Quadrat in K. Das Polynom p = X? — c ist also
genau dann irreduzibel in K[X], wenn ¢ € K kein Quadrat ist.

Sei nun ¢ € K kein Quadrat (wie etwa 2 € Q). Dann ist X2 — ¢ irreduzibel und K[X]/(X? —
c) ist ein Korper. Er enthilt die Nullstelle X mod (X% — ¢) des Polynoms X% — c. Man setzt
X mod (X? —¢) = /c, nennt den Erweiterungskérper K (y/c), und sagt, er ist aus K entstanden
durch die Adjunktion der Wurzel aus c. Erweiterungskorper, die durch Adjunktion der Wurzel
eines Korperelements entstehen, nennt man quadratische Erweiterungen.

Wir bezeichnen jetzt den Erweiterungskirper K[X]/(X? — ¢) mit K(y/¢). Dann ist also \/c
ein Element des Erweiterungskérpers, das die Gleichung (\/c)? = c erfiillt. Es folgt

P(X) = X2 — e = X2 — (/) = (X — V&)(X + V&) € K(VO[X].
Das Polynom p(X) = X? — ¢ zerfdllt 1iber K (y/c) in zwei Linearfaktoren.

Beispiel 3.6 Man braucht nicht unbedingt so ein reines quadratisches Polynom wie X2 — ¢ zu
betrachten sondern z.B. das Polynom

p(X)=X?4+b-X+¢, bceK.

Wenn p eine Nullstelle in K hat, zerfdllt es in Linearfaktoren tdber K. Aquivalent dazu ist
(Lésungsformel fir die quadratische Gleichung), dass die Wurzel

V'D aus der Diskriminante D = b> — 4c

zu K gehért. Wir setzen also voraus, dies sei nicht der Fuoll, Das Polynom p sei irreduzibel tiber
K.

Wir adjungieren eine Wurzel x1 der Gleichung p(X) = 0, etwa die Restklasse von X in
K[X]/(X%2+bX +c) = K(x1). Sie erfiillt

2 b2 b2
x1+bx1+c=(:c1+§) +C_Z:0'

Deswegen ist 2x1 + b eine Wurzel aus der Diskriminante D = b? — 4c € K. Der Kérper K (1)
enthdlt den Kérper K(v/D), und wegen

[K(z1): K] =[K(VD): K] =2

ist K(z1) = K(vVD). Der Korper K (z1) ist also eine quadratische Erweiterung von K, wo man
die Wurzel aus D adjungiert (falls nicht zufdllig D ein Quadrat in K ist). Jetzt zerlegen wir
p(X) in Linearfaktoren iber K(xz1) durch gewdhnliche Polynomdivision

pX)=X?4+bX+ec=X —z))(X +b+z) = (X —21)(X = (=b—z1)).
Der quadratische Erweiterungskorper K (z1) = K(v/D) enthilt nicht nur die Wurzel

_ -b+VD

I 2
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sondern auch die zweite Wurzel

—b—+D

o = —b — T =
des Polynoms p(X).

Ein Polynom zweiten Grades zerfiillt, wie diese Beispiele zeigen, nach der symbolischen Ad-
junktion einer Wurzel immer in Linearfaktoren. Bei Polynomen von héherem Grad ist dies leider
meist nicht der Fall.

Beispiel 3.7 Wir betrachten das Polynom dritten Grades

p(X) = X3 -2¢cQ[X]
Wir adjungieren formal eine Nullstelle a = /2 dieses Polynoms. In Q(a) dividieren wir

X3 —2=X3%—0%=(X —a)(X%+aX +d?).

Der quadratische Faktor hat die Diskriminante

D = a? — 4a® = —3ad>.
Falls Q(a) die Wurzel der Diskriminante

VD = a3

enthielte, wiirde die Korpererweiterung Q(a) : Q@ vom Grad drei die quadratische Erweiterung
Q(v/—3) : Q enthalten. Nach der Gradformel (Satz 2.1) ist das aber nicht maglich.

Diese symbolische Adjunktion einer Wurzel des irreduziblen Polynoms p € K[X], wo man
zum Korper K[X]/(p) iibergeht, ist etwas anderes als die Adjunktion K (a) einer Wurzel a des
Polynoms p, die in einem Erweiterungskérper L O K liegt (Abschnitt 3.1). Etwas ganz vollig
anderes ist es aber doch nicht:

Satz 3.9 Es sei K C L eine Korpererweiterung, die eine Wurzel a € L des in K[X] irreduziblen
Polynoms p(X) enthdlt. Weiter sei K (z1) = K[X]/(p) der Erweiterungskérper, der aus K durch
symbolische Adjunktion einer Wurzel x1 von p entsteht. Dann induziert x1 — a einen Korper-
Isomorphismus

K(z1) — K(a).

Beweis. Wir betrachten die beiden Ring-Homomorphismen
K[X]— K(z1), X —» z1, K[X]— K(a), X — a.

Nach Definition ist der erste dieser beiden surjektiv mit dem Hauptideal (p) als Kern.

Aber nach Satz 3.3 ist auch der zweite dieser Homomorphismen surjektiv und hat den Kern
(p). Deswegen sind beide Korper als Ringe isomorph zum Ring K[X]/(p). Damit sind sie als
Ringe, und dann auch als Kérper isomorph. L]

Diese Situation gibt Anlass zu folgender Definition.
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Definition 3.8 FEs seien K C Ly und K C Lo zwei Kérpererweiterungen von K. Fin Koérper-
Isomorphismus ¢ : L1 — Lo heifit K-Isomorphismus, wenn p(k) = k fir alle k € K. ¢ :
Ly — Lo heifst K-Homomorphismus, wenn er kein Kérper-Isomorphismus sondern blof ein
Homomorphismus L1 — Lo ist.

Beispiel 3.8 FEs sei ¢ € K kein Quadrat und K(z1) die Kérpererweiterung von K entstanden
durch symbolische Adjunktion von +/c. Auch —x1 € K(x1) ist eine Wurzel von c. (Wenn K
nicht die Charakteristik 2 hat, ist —x1 # x1.) Nach Satz 3.9 wird durch z, — —x1 ein K-
Isomorphismus K(x1) — K(z1), also ein K-Automorphismus von K(x1) definiert. Man kann
dies auch explizit, ohne Satz 3.9, nachrechnen:

Die Elemente von K (1) sind Ausdriicke a + bz, a,b € K. Die Abbildung ist a + bxy —
a — bxy. Dass dies ein K-Isomorphismus ist, rechnet man sofort nach: Additivitat ist klar. Zur
Multiplikativitdit:

a+bry—a—bry, d+br—d bz,

(@ +bx)(a' +bx) = ad +bb'c+ (ab + ba')zy
— aa' +bb'c— (ab/ + ba')zy,
(@ —bry)(a' = b'z1) = ad +bb'c— (abl + ba')z;.

Fiir den Fall K = R und ¢ = —1 ist K(v/—1) = C und der K-Automorphismus ist genau
die komplexe Konjugation.

Beispiel 3.9 Das Polynom p(X) = X — 2 hat in C die drei Nullstellen
1 1
ar = V2, ay:= 5(—1 +iV3)ar, a3 = 5(—1 —iV3)a;.

Die Kérper R(a1) und R(az) sind als Teilkorper von C verschieden, aber als Erweiterungen von
IR isomorph.

Beispiel 3.10 (H 97, T3, A4) Sei f = X3 —9X + 3 € Q[X].

a) Zeigen Sie, dass K = Q[X]/(f) ein Korper ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Korperhomomorphismen K — TR von K in die reellen
Zahlen.

Um zu zeigen, dass K ein Korper ist, missen wir nachweisen, dass f diber Q irreduzibel ist.
Wegen des Lemmas von GaufS (Satz 2.31) geniigt es zu zeigen: f € Z[X] ist irreduzibel. Das
erledigt aber FEisenstein fir uns mit der Primzahl 3.

Der Korper K ensteht also aus Q durch symbolische Adjunktion einer Nullstelle a des Po-
lynoms f. Ist a1 € IR eine reelle Nullstelle von f, so wird durch a — ay ein Q-Isomorphismus
Q(a) = Q(aq) definiert, und damit ein Korper-Homomorphismus K — R. Jeder solcher Kérper-
homomorphismus wird durch a — a1 induziert, wo aq eine reelle Nullstelle von f ist. Es kommt
also darauf an, zu entscheiden, wieviele reelle Nullstellen das Polynom f hat: eine oder drei.

Dazu beniitzen wir Analysis. In einer Algebra- Vorlesung ist das natirlich stilwidrig und des-
wegen ehrenrihrig. Aber: Wie ist der Kérper IR definiert? Wenn Sie die Vorlesung 'Aufbau des
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Zahlsystems’ hinter sich gebracht haben, dann wissen Sie, dass das analytisch geht: IR ist die
Menge aller Grenzwerte von Cauchy-Folgen in Q. Das ist analytisch. Also kann man mit IR
kaum anders zu Rande kommen als mit analytischen Methoden.

Die stetige Funktion f : IR — R, z — f(z), wichst von —oo nach oo und hat nach dem
Zwischenwertsatz immer mindestens eine reelle Nullstelle. Sie hat zwei weitere Nullstellen, wenn
sie zwei lokale FExtrema besitzt, von denen das erste positiv und das zweite negativ ist. Die
Ableitung

f'=3Xx2-9

hat die beiden reellen Nullstellen x12 = +/3 mit

flz1)=-3V3+9vV34+3=6V3+3>0

und

f(r2) =3V3 -9vV3+3=3-6V3<0.

Zwischen den beiden Extrema liegt eine reelle Nullstelle von f und deswegen hat f drei verschie-
dene reelle Nullstellen. Deswegen g¢ibt es drei Kérperhomomorphismen K — IR.

Definition 3.9 Es sei K C L eine Kérpererweiterung. Zwei tiber K algebraische Elemente
a1,as € L heiflen iiber K konjugiert, wenn es einen K-Isomorphismus K(a1) — K(as) gibt, der
a1 auf as abbildet.

Satz 3.10 Die Elemente a1 und ap € L D K sind genau dann konjugiert iber K, wenn sie tiber
K dasselbe Minimalpolynom besitzen.

Beweis =: Es sei p € K[X] das Minimalpolynom von a;. Weil p seine Koeffizienten in K
hat, bleibt es bei dem K-Isomorphismus K(a1) — K (a2) unverindert. Auch p(a;) = 0 dndert
sich nicht. Andererseits geht p(a;) in p(agz) iber. Also ist auch ag eine Nullstelle von p. Weil p
irreduzibel und normiert ist, muss es das Minimalpolynom von as sein.

<: Es sei p € K[X] irreduzibel mit p(a;) = p(az) = 0. Der Korper K(a) = K[X]/(p)
entstehe aus K durch symbolische Adjunktion einer Wurzel von p. Nach Satz 3.9 gibt es dann
K-Isomorphismen K (a1) = K(a) — K (as). L]

Ist also f € K[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad n, so gibt es eine Korpererweiterung
K(a) = K[X]/(f), in der f eine Nullstelle a hat. Und alle derartigen Korpererweiterungen sind
K-isomorph. Aufler, wenn n = 2 ist, braucht f in K(a) keine weiteren Nullstellen zu haben.
Aber nach Vieta kénnen wir iiber K (a) den Linearfaktor X — a aus f abdividieren:

f=(X-a)-g, g€ K(a)[X], Grad(g)=n—1.
Das Polynom g € K(a)[X] ist moglicherweise nicht irreduzibel:
g=g\" o  gF, g1, g € K(a)[X] irreduzibel.

Die Faktoren g; vom Grad eins interessieren uns nicht, ihre Nullstellen liegen in K (a). Aber
falls g iiber K (a) nicht in Linearfaktoren zerfiillt, sei etwa Grad(gi) > 1. Dann kénnen wir eine
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Nullstelle von g; adjungieren, und immer so weitermachen. Nach spétestens n — 1 symbolischen
Adjunktionen von Nullstellen des Polynoms f zerfillt f in dem erhaltenenen Erweiterungskorper
in n Linearfaktoren.

Falls das urspriingliche Polynom f € K|[X] nicht irreduzibel gewesen sein sollte, kénnen wir
es in irreduzible Faktoren f; € K[X] zerlegen, und das beschriebene Verfahren fiir jeden dieser
Faktoren durchfithren. Damit haben wir bewiesen:

Satz 3.11 Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom. Dann gibt es einen Erweiterungskorper
L=K(ay,...,at), der aus K durch symbolische Adjunktion von Wurzeln a; des Polynoms f ent-
steht und in dem f wvollstdndig in Linearfaktoren zerfdllt.

Definition 3.10 (Zerfallungskorper) Es sei K ein Kérper und L O K eine Kérpererweite-
rung. Dann heifst L ein Zerfdllungskérper des Polynoms f, wenn

1) f dber L vollstindig in Linearfaktoren zerfallt;

2) L aus K durch Adjunktion von Wurzeln des Polynoms f entsteht.

Das Polynom f kann hier durchaus tiber K reduzibel sein und in mehrere irreduzible Faktoren
zerfallen: f = fi-...- f, fi € K[X]. Kommt einer dieser Faktoren in f mehrfach vor, so dndert
sich der Zerfillungskorper nicht, wenn wir den mehrfachen Faktor f* in f durch den einfachen
Faktor f; ersetzen.

Satz 3.11 sagt aus, dass ein Zerfillungskorper stets existiert. Es gibt aber auch eine Eindeu-
tigkeitsaussage:

Satz 3.12 Es seien K C Ly und K C Lo zwei Zerfillungskérper des Polynoms f € K[X]. Dann
gibt es einen K-Isomorphismus L1 — Lo.

Beweis. Wenn f Nullstellen in K hat, spalten wir die zugehorigen Linearfaktoren von f ab,
und beweisen die Aussage fiir den dadurch entstehenden Quotienten von f. Wir kénnen also
0.B.d.a. annehmen f = f; - ... - fx mit irreduziblen Polynomen f; € K[X] vom Grad > 2.

Wir adjungieren formal eine Nullstelle @ von f; und erhalten einen Erweiterungskorper K (a).
Nach Voraussetzung zerféllt f und damit auch f; in L, ebenso wie in Ly vollstindig in Linearfak-
toren. Es gibt also Nullstellen a1 € L1 und as € Ly von fi. Nach Satz 3.9 induziert a; — a — as
einen K-Isomorphismus

L1 D K(a1) ~ K(a) ~ K(az) C Ls.

Vermoge dieses Isomorphismus identifizieren wir K (a;) = K(a2). Weil f seine Koeffizienten in
K hat, geht bei dieser Identifikation f € K(a1)[X] in f € K(a2)[X] iiber. Wegen a1 — as geht
der Linearfaktor X —a; € K(a1)[X] in den Linearfaktor X — ag € K(ag)[X] iiber. Dann wird
auch der Quotient

g1 :=f/(X —a1) € K(a1)[X] mit go:=f/(X —as) € K(a2)[X]

identifiziert.

127



Wir brauchen die Behauptung jetzt nur noch fiir die Zerfillungskérper L1 und Ly des Poly-
noms g = g1 = go mit Koeffizienten in K(a;) = K (ag2) zu beweisen. Aber g hat einen kleineren
Grad als f, und die Behauptung folgt durch Induktion nach diesem Grad. L]

Héufig werden wir Satz 3.12 in einer Version verwenden, die nur scheinbar allgemeiner ist:

Satz 3.13 Es seien K1 C Ly Zerfillungskorper des Polynoms fi € Ki[X] und Ko C Lo
Zerfallungskorper des Polynoms fo € K3[X]. Jeder Korper-Isomorphismus ¢ : K1 — Ko, der fi
in fo tberfihrt, lisst sich fortsetzen zu einem Korper-Isomorphismus ® : L1 — Lo.

Der Beweis verliduft ganz genauso wie der von Satz 3.12. Nur muss man immer Isomorphismen
Ki(a1) =~ K(a) ~ Ks(as)
verwenden, und nicht identifizieren.

Satz 3.14 FEs sei K C L. Weiter seien Ly und Lo C L zwei Zerfillungskorper desselben Po-
lynoms f € K[X]. Dann sind Ly und Lo nicht nur isomorph als Erweiterungskorper von K,
sondern sogar gleich als Teilmengen von L.

Beweis. Beide Korper, L sowie Lo entstehen aus K durch Adjunktion aller Nullstellen in L
desselben Polynoms. L1

Beispiel 3.11 Wir betrachten f = X3 — 2 € Q[X]. Adjungieren wir an Q die relle Zahl /2,
so ist Q(¥/2) C R eine Korpererweiterung von Q vom Grad drei. Uber diesem Korper spaltet f
einen Linearfaktor ab:

X3 —2=(X - V2)(X%+ V2X + V2%,
Der quadratische Faktor hat die Diskriminante
D=-3-V2%.
Er zerfdllt erst in der Erweiterung
Q(V2,V/=-3) cC

vom Grad sechs. Diese Erweiterung ist der Zerfdllungskérper von f. Auch wenn wir zuerst nicht
V2, sondern eine der beiden anderen dritten Wurzeln aus 2 adjungiert hitten, hitten wir nach
dem zweiten Schritt denselben Teilkérper von C erhalten.

Definition 3.11 Fine Korpererweiterung K C L heifit normal, wenn sie folgende FEigenschaft
besitzt: Ist a € L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p € K[X], so zerfallt p iber L vollstindig
in Linearfaktoren.

Satz 3.15 FEine endliche Korpererweiterung K C L ist genau dann normal, wenn L Zerfdl-
lungskorper eines Polynoms f € K[X] ist.
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Beweis =: Sei a1 € L ein Element, das nicht zu K gehort. Nach Satz 3.2 ist a1 algebraisch
iiber K. Es gibt also ein irreduzibles Polynom f; € K[X] mit fi(a;) = 0. Nach Voraussetzung
zerfillt fi; iiber L in Linearfaktoren. Es gibt also einen Zwischenkérper K C Ky C L, der
Zerfallungskorper von fi ist. Wenn Ky = L ist, sind wir fertig.

Andernfalls sei ao € L ein Element, das nicht zu K; gehort. Wieder gibt es ein irreduzibles
Polynom fy € K[X] mit Nullstelle ap. Und wieder enthilt L einen Zerfillungskorper Ky fiir fo.
Er entsteht aus K durch Adjunktion endlich vieler Elemente von L. Wenn wir alle Nullstellen aus
L von f; und vonfs an K adjungieren, erhalten wir einen Teilkérper von L, der Zerfallungskorper
des Polynoms f; - fo € K[X] ist. Diesen Schritt kénnen wir, wenn nétig wiederholen. Bei jedem
dieser Schritte wird der Koérpergrad von L iiber dem jeweiligen Zerfillungskorper echt kleiner.
Weil [K : L] endlich vorausgesetzt ist, muss nach endlich vielen dieser Schritte, L mit dem
erhaltenen Zerfillungskorper iibereinstimmen.

<: Sei K C L Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X]. Dann ist L = K (a1, ..., a,), WO
a1, ...,y € L die Nullstellen von f sind.

Sei nun ¢ € L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p € K|[X]. Dieses Polynom p spaltet iiber
L den Linearfaktor X —c ab. Falls p iiber L in Linearfaktoren zerfillt, sind wir fertig. Andernfalls
enthilt p einen irreduziblen Faktor p; € L[X] vom Grad > 2. Der Erweiterungskorper L(cp)
entstehe aus L durch symbolische Adjunktion einer Nullstelle von p.

Sowohl ¢ als auch ¢; € L(c;) sind Nullstellen des irreduziblen Polynoms p € K[X]. Nach
Satz 3.9 sind die Korper K (c) und K(c;) K-isomorph (nicht gleich als Teilmengen von L(cy)).
Bei diesem K-Isomorphismus geht das Polynom f € K[X] in sich selbst iiber.

Der Korper L entsteht aus K, und dann auch aus K (c), durch Adjunktion aller Nullstellen
des Polynoms f € K[X] C K(c)[X]. Er ist ein Zerfallungskorper von f iiber K(c).

Wegen

L(cy) = K(ay, ...,an,c1) = K(c1)(ay, ..., an)

entsteht auch L(c;) aus K(c;) durch Adjunktion aller Nullstellen von f € K(c1)[X]. Er ist ein
Zerfallungskorper von f iiber K(cp).

Weil der K-Isomorphismus K (¢) — K(c1) das Polynom f in sich iiberfiihrt, lisst er sich fort-
setzen zu einem K-Isomorphismus der Zerfallungskérper (Satz 3.13). Insbesondere folgt daraus

[L(cy) : K] =[L: K].

Wegen L C L(c;) folgt daraus L = L(c;). Die Wurzel ¢; von p; muss schon in L gelegen sein.
So sieht man, dass alle Nullstellen von p schon in L liegen. L]

Satz 3.16 (Normale Koérpererweiterungen) a) Es seien K C L C N endliche Korperwei-
terungen. Wenn N normal diber K ist, dann auch dber L.

b) Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann gibt es eine endliche Korpererwei-
terung L C N derart, dass N tiber K normal ist.

c¢) Unter allen Korpererweiterungen L C N wie in b) gibt es eine kleinste L C Ny. D.h.: Zu
jeder Erweiterung L C N wie in b) gibt es einen L-Isomorphismus von Ny auf einen Teilkérper
von N. Insbesondere ist Ny selbst bis auf L-Isomorphie eindeutig bestimmd.
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Beweis. a) Es sei ¢ € N algebraisch iiber L und p € L[X] sein Minimalpolynom iiber L. Weil
N auch iiber K endlich ist, ist ¢ auch iiber K algebraisch und hat iiber K ein Minimalpolynom
[ € K[X]. Dieses Polynom f zerfillt iiber L in irreduzible Faktoren: f = pi' -...-pi*, p; € L[X].
Wegen f(c) =0 gilt p;(c) =0 fiir ein 7 = 1, ..., k. Wir kénnen 0.B.d.A. das Polynom p; normiert
annehmen. Weil es irreduzibel mit p;(c) = 0 ist, stimmt es mit p {iberein. Nun zerfillt f nach
Voraussetzung iiber N in Linearfaktoren. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible
Faktoren (Satz 2.33) folgt, dass auch p; = p iiber N in Linearfaktoren zerfillt.

b) Weil L iiber K endlich ist, gibt es endlich viele Elemente aq,...,a, € L mit L =
K(ay,...,ay). Die Minimalpolynome von ay, ..., a,, iiber K seien fi, ..., f, € K[X]. Wir definieren
N D L als Zerfallungskorper von f := fi-...- f,, iiber L. Weil f € K[X] iiber N in Linearfaktoren
zerfillt, enthilt N einen Zerfillungskorper N’ von f iiber K. Dieser Zerfillungskorper enthilt
die Nullstellen ay,...,a, € N von f. Dann enthéilt er auch L = K(ay,...,a,). Und dann ist N’
auch Zerfillungskorper iiber L. Aus Satz 3.14 folgt N' = N. Deswegen ist N normal iiber K
und wir sind fertig.

c) Es sei L C Ny die in b) konstruierte Kérpererweiterung. Sie ist aus L entstanden durch
symbolische Adjunktion aller Nullstellen by, ...,b, von endlich vielen irreduziblen Polynome
fis s fn € K[X], die in L eine Nullstelle haben, also Ny = L(by, ..., by ).

Sei nun L C N eine Korpererweiterung, die iiber K normal ist. Weil jedes Polynom f;
eine Nullstelle in L C N hat, zerfillt es {iber N in Linearfaktoren. Deswegen enthilt N einen
Teilkorper L(b,...,bl) C N, der aus L entsteht durch Adjunktion der Nullstellen derselben
Polynome, wie bei der Konstruktion von Ny. Es folgt

Ny = L(bl, ...,bm) ~ L( Il,,b;,n) C N.
1

Definition 3.12 Die in Satz 3.16¢) konstruierte, iber K normale Kéorpererweiterung K C L C
Ny heifit normale Hiille von L diber K.

Aufgabe 3.18 FEs seien K ein Kérper, p1,ps € K[X] irreduzible Polynome, nicht zueinander
assoziiert, und f = py - pe. Zeigen sie: Der Faktorring K[X]/(f) ist isomorph zum Produkt der
Kérper K[X]/(p1) und K[X]/(p2).

Aufgabe 3.19 (H 97, T1, A3) Sei f = X' +aX + 2 € Z[X]. Beweisen Sie: Der Restklas-
senring Q[X]/(f) ist, abhdngig von a, entweder ein Kérper oder isomorph zu einem direkten
Produkt K1 x Ko von zwei Kérpern, die die Grade 1 bzw. 3 diber @ haben. Fiir welche a treten
die jeweiligen Fdlle ein?

Aufgabe 3.20 (H 93, T3, A3a)b)) Im Polynomring Q[X] sei f das Polynom
f(X):=X"+3.

a) Man zeige: f ist irreduzibel.
b) Man bestimme den Zerfillungskorper K von f als Unterkorper des Korpers der komplezen
Zahlen C, bestimme seinen Grad und gebe eine Basis von K iiber Q an.

130



3.4 Separable Koérpererweiterungen

Definition 3.13 Fs sei K C L eine Korpererweiterung. Fin K-Automorphismus von L ist ein
K-Isomorphismus L — L. FEs ist klar, dass die K-Automorphismen L — L eine Gruppe bilden.
Wir nennen sie G(L : K).

Wir interessieren uns hier fiir K-Automorphismen, die wie folgt entstehen: Es sei f € K[X]
ein Polynom und K C L ein Zerfallungskérper von f. Es sei ¢ € L,c € K, eine der Nullstellen
von f. Es gibt also einen iiber K irreduziblen Faktor f; von f vom Grad > 1 mit fi(c) = 0.
Er zerfillt iiber L in Linearfaktoren und hat noch eine Nullstelle ¢’ # ¢. Die Teilkérper K(c)
und K(c') sind K-isomorph (Satz 3.9). Es gibt einen K-Tsomorphismus ¢ : K(c¢) — K(c') mit
©(c) = . Bei diesem Isomorphismus wird

f fF_

fed 9=x—x—o=9

abgebildet. Weil L ein Zerfallungskérper von f iiber K ist, ist L auch ein Zerfallungskérper von
g iiber K(c). Ebenso ist L ein Zerfallungskérper von ¢ iiber K (/). Nach Satz 3.13 gibt es einen
Korper-Isomorphismus @ : L — L, der ¢ fortsetzt. Dies ist ein K-Automorphismus L — L mit
O(c) =¢.

Beispiel 3.12 Es sei K = Q und L = Q(¥/2,v/—3) der schon oft bemiihte Zerfillungskorper
des Polynoms X? — 2 diber Q. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die nicht-trivialen dritten Einheits-
wurzeln in L mit

1 1
W= 5(—14—7;\/5), w2=§(—1—7j\/§).
Die drei Wurzeln in L des tiber Q irreduziblen Polynoms X — 2 sind dann
V2, w-V2, W2-V2

Jeder Q-Automorphismus ¢ : L — L permutiert diese drei Wurzeln. Umgekehrt ist ¢ durch
diese Permutation der drei Wurzeln festgelegt. Eine Korperbasis von L iber Q bilden ndamlich

die sechs Zahlen
1, \?/5, \?/AI, w, wv/?2, wv/4.

Natiirlich ist (1) = 1. Die Permutation der drei Wurzeln von X3 —2 legt dann die Bilder o(+/2)
und @(w - /2) fest. Dadurch ist auch

bestimmt, sowie

und dadurch schlielich o(w - V/4).
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Die Gruppe G(L : Q) ist also eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S3, welche die
drei Wurzeln von X3 —2 permutiert. Nach Satz 3.10 und Satz 3.13 operiert G(L : Q) transitiv auf
diesen drei Wurzeln. Die Gruppe hat also mindestens die Ordnung 3. Nun enthilt G(L : @) aber
auch die Konjugation /=3 +— —/=3 der quadratischen Erweiterung Q(+/2)(v/—=3) D> Q(v/2).
Also hat G(L : @) die Ordnung sechs und stimmt mit der vollen Permutationsgruppe der drei
Waurzeln von X3 — 2 iiberein.

Satz 3.17 Es sei K C L Zerfallungskorper eines Polynoms f € KI[X]. Wir nehmen an,
dass [ keinen mehrfachen irreduziblen Faktor enthdlt. Dann hat die Gruppe G(L : K) der
K-Automorphismen von L eine Ordnung

|G(L: K)| <I[L:K].
Genau dann ist |G(L : K)| = [L : K|, wenn f in L keine mehrfachen Nullstellen besitzt.

Der Beweis geht iiber Induktion nach [L : K]. Dabei brauchen wir allerdings eine allgemeinere
Aussage.

Satz 3.18 Es sei f € K[X] ein Polynom ohne mehrfachen irreduziblen Faktor. Weiter sei
¢ : K — K' ein Kérper-Isomorphismus, bei dem f € K[X] in f' € K'[X] dibergeht. Auflerdem
seien K C L und K' C L' Zerfillungskérper von f, bzw. f'. Nach Satz 3.13 gibt es Korperiso-
morphismen ® : L — L', die ¢ fortsetzen. Deren Anzahl ist immer < [L : K| = [L' : K']|. Die
Anzahl ist genau dann gleich diesem Korpergrad, wenn f in L (und dann auch f" in L') keine
mehrfachen Nullstellen besitzt.

Beweis (Induktion nach [L : K]). Es sei ¢ € L Nullstelle eines irreduziblen Faktors f; € K[X]
von f. Das Bild von f; unter ¢ : K — K’ sei f{ € K'[X]. Ist ¢ € L' eine Nullstelle von f], so
gibt es nach Satz 3.9 einen K-Isomorphismus ¢ : K(c) — K'(d) C L' mit ¢1(c) = . Jeder
Koperhomomorphismus o1 : K(¢) — L', der ¢ fortsetzt, bildet ¢ auf eine Nullstelle von f] ab
und ist durch diese Nullstelle eindeutig bestimmt. Die Anzahl der Nullstellen von f{ in L', und
damit die Anzahl der Homomorphismen ¢ : K(c) — L', die ¢ fortsetzen, ist

<[K(d): K] = Grad(f]) = Grad(f1) = [K(c) : K].

Und sie ist genau dann gleich diesem Koérpergrad, wenn f{ in L’ lauter verschiedene Nullstellen
besitzt.

Nach Induktionsannahme gibt es zu jedem ¢ : K(¢) — L' Fortsetzungen ®; : L — L'. Deren
Anzahl ist < [L' : K(c/)] = [L : K(¢)]. Und sie ist nach Induktionsannahme genau dann gleich
diesem Korpergrad, wenn g := f/(X —¢) € K(¢)[X] und dann auch ¢’ = /(X —') € K'(¢')[X]
keine mehrfachen Nullstellen hat. Die Anzahl aller Fortsetzungen ® von ¢ ist

#O = (#p1) - (#P1) < [K(c) : K]-[L: K(c)] = [L: K].

Und genau dann ist ihre Anzahl = [L : K|, wenn f; und f/(X — ¢) in L keine mehrfachen
Nullstellen haben. Das ist aber dquivalent dazu, dass f in L keine mehrfachen Nullstellen besitzt.

[
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Nun ist es fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X] ziemlich schwer, in einer Erweiterung von
K mehrfache Nullstellen zu haben. Seien etwa f; und fo zwei verschiedene irreduzible Faktoren
von f. (D.h., f; und fs sollen sich nicht nur um einen Faktor aus K* unterscheiden.) Sei K C L
eine Erweiterung, in der f einen mehrfachen Linearfaktor X — ¢ abspaltet, weil sowohl f; als
auch fo ihn abspalten. Die Polynome f; und fs haben einen gemeinsamen Faktor iiber L. Thre
Resultante Res(f1, f2) = 0 verschwindet, wenn man sie iiber dem Korper L ausrechnet. Die
Sylvestersche Formel fiir die Resultante in 2.6.2 zeigt aber, dass dies genau dieselbe Resultante
ist, wie wenn man sie iiber K ausrechnet. Die Polynome f; und f» haben einen gemeinsamen
Faktor in K[X]. Dann konnen sie nicht irreduzibel und verschieden gewesen sein.

Das Polynom f € K[X] kann also nur dann mehrfache Nullstellen in einer Erweiterung
L D K haben, wenn entweder f selbst mehrfache Faktoren aus K|[X] besitzt, oder wenn ein
irreduzibler Faktor von f in L mehrfache Nullstellen hat. Untersuchen wir diesen Fall weiter.

Es sei f € K[X] irreduzibel und habe in einer Erweiterung L O K einen mehrfachen Line-
arfaktor X — ¢. Uber L ist dann

f(X)=(X -0 g(X), geLX].
Fiir die Ableitung f' € K[X] folgt daraus
fl@) =2(X = ¢) - g(X) + (X = ¢)*- ¢ (#) = (X —¢) - h(X), heL[X].

Die Polynome f und f’ haben in L[X] einen nichtkonstanten gemeinsamen Faktor. Es ist
Res(f, f') = 0 iiber L, und was dasselbe ist, iiber K. Also haben f und f' einen gemeinsa-
men Faktor in K[X]. Weil f irreduzibel ist, muss dieser Faktor = f sein. Und wegen Grad(f') <
Grad(f) geht das nur, wenn f’ das Null-Polynom ist.

Nun sei etwa f(X) = a, X™ + ... mit n > 1 und a,, # 0. Dann ist

fl(X) = nap X" 4+ #£0,

falls na, # 0. Wenn f’ das Null-Polynom sein sollte, muss also n = 0 in K sein. In Charakteristik
0 geht das nicht. Aber wenn die Charakteristik von K eine Primzahl p ist, dann geht das leider
schon, ndmlich, wenn n durch p teilbar ist.

Definition 3.14 Fs sei K C L eine Korpererweiterung. FEin diber K algebraisches Element
¢ € L heifit separabel, wenn es eine einfache Nullstelle seines Minimalpolynoms p € K[X] ist.
Ein Polynom p € K[X] heifit separabel, wenn es in seinem Zerfillungskéorper keine mehrfachen
Nullstellen hat. Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifit separabel, wenn jedes Element
¢ € L diber K separabel ist.

Wir miissen uns natiirlich um Strukturaussagen iiber separable Kérpererweiterungen kiim-
mern. Das wollen wir aber erst tun, nachdem ich die Standardbeispiele separabler und insepa-
rabler Korpererweiterungen besprochen habe.

Eben haben wir bewiesen:

Satz 3.19 Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist jedes irreduzible Polynom p €
K[X], und damit auch jede algebraische Kérpererweiterung von K separabel.
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Schauen wir uns also jetzt den Fall an, wo der Korper K eine Charakteristik p > 0 hat. Wie
kann es passieren, dass ein irreduzibles Polynom

f=a, X"+ a, 1 X" "+ ..+ a1 X +ag € K[X]
nicht separabel ist? Dann muss also seine Ableitung
f=na, X" '+ (n—1Dap 1 X" 2+ ..+ a

das Nullpolynom sein. Falls der Koeffizient a; von f nicht = 0 war, muss also & - ar = 0 sein.
Das heif3t, der Exponent k ist dann durch p teilbar. Das Polynom f muss so aussehen:

f=bpn(XP)™ + b1 (XP)™ L+ .+ b XP + by.

Alle Potenzen von X, die wirklich vorkommen, sind Potenzen von XP.
In Charakteristik p gibt es aber einen ganz komischen Effekt:

Satz 3.20 FEs sei K ein Korper der Charakteristik p > 1. Dann ist die Abbildung
F:K—> K, c~cP,
ein Kérperhomomorphismus.

Beweis. Wegen (c1c2)? = ¢} - ¢ ist die Abbildung F' multiplikativ. Aber sie ist auch addititv:
Aus der binomischen Formel

(1 + )’ =¢f -I-pczf_102 + (Z) 611’_203 + ...+ (p pi 2) 0%05_2 -I-pclcg_1 + b

folgt wegen
| (p) firv=1,..,p—1 (s. Abschnitt 2.5)
v

dass
Fei + ) = (c1 + ) =¢f + = F(e1) + Flez)

ist. L]

Definition 3.15 FEs sei K ein Korper der Charakteristik p. Der Korper-Homomorphismus
F:K— K, F(c)=¢c,

heif$t Frobenius-Homomorphismus.

Der Frobenius-Homomorphismus F' ist immer injektiv: Aus ¢ = 0 folgt ¢ = 0. Wenn der
Korper K endlich ist, ist F' also auch immer surjektiv und deswegen ein Isomorphismus. Die
Surjektivitdt von F' kann man auch so formulieren:

Satz 3.21 FEs sei K ein endlicher Kérper der Charakteristik p > 1. Dann gibt es zu jedem
Korperelement ¢ € K genau eine p-te Wurzel, d.h., ein Element a € K mit a? = c.
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Schauen wir uns in diesem Fall das Polynom
f=bm(XP)™ + b1 (XP)™ L+ 4+ b XP + by
mit f’ = 0 noch einmal an. Fiir 4 =0,...,m ist b, = ah,, und daraus folgt

f = (amX™P 4+ (ama1 X™ P + .+ (a1 X)P + ab
= (amX™ +am 1 X™ '+ a1 X +ag)P.

Das Polynom f war also nicht irreduzibel, sondern hochgradig reduzibel. Wir haben bewiesen:

Satz 3.22 Es sei K ein endlicher Korper. Dann ist jedes irreduzible Polynom f € K[X], und
damit auch jede algebraische Korpererweiterung von K separabel.

Eine inseparable Korpererweiterung muss also eine Koérpererweiterung eines unendlichen
Korpers der Charakteristik p > 0 sein. Solche gibt es eben leider doch:

Beispiel 3.13 Es sei IF), der Primkorper der Charakteristik p und K der Korper IF,(X) der
rationalen Funktionen in einer Unbestimmten diber I¥,. Das ist ein unendlicher Kérper der
Charakteristik p. Die einfachsten inseparablen Polynome in

K[Z] = IF,(X)[Z]

sind von der Form

ZP — f, [ eTF,(X).
Satz 3.23 FEs sei K ein Korper der Charakteristik p > 1 und f € K. Das Polynom
ZP — f € K[Z]

1rreduzibel, wenn f € K keine p-te Potenz

. . .SE.
reduzibel = (Z — g)?, wenn f = gP € K eine p-te Potenz '

Beweis. Es sei ZP — f reduzibel in K[Z]. Dann gibt es also Polynome P(Z),Q(Z) € K|[Z]
mit P(Z) - Q(Z) = ZP — f. Wir betrachten einen Zerfillungskorper K C L fiir das Polynom
ZP — f. Dort gibt es eine Nullstelle dieses Polynoms, also ein Element g € L mit ¢ = f. Uber
L gilt

Zv —f=2"—g" = (Z - g)".

Aber iiber L gilt genauso wie iiber K
70— f = P(2)- Q7).
Weil K[Z] ein faktorieller Ring ist, folgt daraus

P(Z)=(Z-9)*, Q2Z)=(Z-9), k+i=p.
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Insbesondere gehort P(0) = ¢* zu K.
Weil p eine Primzahl ist, ist ggT'(p, k) = 1 und nach Satz 2.16 gibt es ganze Zahlen m und
mit
p-m+k- k=1

Daraus folgt
g=g"" = (") (") =T (") e K.
Also ist f = ¢ mit g € K. L]

Jetzt sei wieder K = IF(X). Das Element X € IF,(X) kann keine p-te Potenz fP?, f €
IF,(X), sein. Denn, wenn
ag+ a1 X + ...
X) =0T e
F(X) bo + b, X + ...

dann ist
(ap+ a1 X +..)P  af+alXP+ ..

(bo+ 01X +..)P b+ b/ XP + ...
und X gehort nicht zum Korper IF,(X?). Das inseparable Polynom

fPX) = e IF,(X7),

7P — X € K[Z] =TF,(X)[Z]
ist nach Satz 3.23 irreduzibel {iber K. Dann ist also
K(VX) =TF,(X)[Z]/(Z" - X)
eine inseparable Erweiterung von K. In dieser Erweiterung hat
7P — X = (Z — IX)P

nur eine einzige Nullstelle ¥/ X. Diese Korpererweiterung ist das Standardbeispiel fiir eine inse-
parable Kérpererweiterung.

Jetzt kommen die Strukturaussagen iiber separable Korpererweiterungen.

Satz 3.24 (Separable Korperelemente) Es sei K C L eine Korpererweiterung und ¢ € L
algebraisch iiber K. Dann sind dquivalent:

a) c ist separabel iber K;

b) jedes Konjugierte ¢ in einem iiber K normalen Erweiterungskorper von L ist separabel
tiber K;

¢) das Minimalpolynom p € K[X] von c iber K ist separabel;

d) Ist L C N eine iber K normale Erweiterung von L, so ist die Anzahl der K-Homomor-
phismen K(c) — N gleich dem Kdrpergrad [K(c) : K].

Beweis. a) = b): Nach Satz 3.9 gibt es einen K-Isomorphismus K (c) — K(c'), ¢+ . Ist ¢
separabel iiber K, so spaltet das Minimalpolynom p € K[X] von ¢ iiber K den Linearfaktor X —c
nur einfach ab. p ist auch das Minimalpolynom von ¢’ iiber K. Weil bei dem K-Isomorphismus
K(c) — K(c') die Polynome p — p, X — ¢ — X — ¢’ abgebildet werden, spaltet p iiber K(c)
den Linearfaktor X — ¢ nur einmal ab.
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b) = c¢): Jede Nullstelle ¢ von p in seinem Zerfillungskorper ist nach b) eine einfache
Nullstelle. Deswegen zerfillt p iiber seinem Zerfdllungskorper nur in einfache Linearfaktoren.

¢) = d): Das Minimalpolynom p von ¢ iiber K zerfillt {iber N in Linearfaktoren. Diese sind
nach c) alle einfach. Thre Anzahl ist deswegen = Grad(p) = [K(c) : K]. Soviele verschiedene
Nullstellen ¢’ hat dann auch p in N. Jeder K-Homomorphismus K(c) — N ist durch eine
Abbildung ¢ + ¢ auf eine dieser Nullstellen definiert. Die Anzahl der K-Homomorphismen
K (c) — N ist deswegen gleich der Anzahl dieser Nullstellen, und damit = [K(c) : K.

d) = a): Ist die Anzahl der K-Homomorphismen K (c) — N gleich dem Koérpergrad [K(c) :
K], so hat das Minimalpolynom p von c iiber K soviele Nullstellen, wie sein Grad angibt. Alle
diese Nullstellen, und damit auch die Nullstelle ¢ miissen einfach sein. L]

Satz 3.25 (Separable Korpererweiterungen) a) Es seien K C L C M Kérpererweiterun-
gen. Ist M separabel iber K, dann auch tber L.

b) Es seien K C L C N Korpererweiterungen, wobei L iiber K endlich und N iiber K normal
ist. Dann sind dquivalent:

i) L ist separabel iiber K ;

i1) die Anzahl der K-Homomorphismen L — N ist gleich dem Korpergrad [L : K|;

iii) die Anzahl der K-Homomorphismen L — N ist > dem Kérpergrad [L : K].

Beweis. a) Es sei ¢ € M mit Minimalpolynom f € K[X] iiber K. Weil ¢ iiber K separabel
ist, spaltet f iiber einer iiber K normalen Erweiterung N von L in lauter verschiedene Line-
arfaktoren. Das Minimalpolynom p von ¢ iiber L ist ein irreduzibler Faktor von f. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung von f € N[X] in irreduzible Faktoren zerfillt auch p € N[X] in
lauter verschiedene Linearfaktoren.

b) i) = ii) Nach Voraussetzung ist L = K(ci,...,¢,), wo alle ¢; iiber K algebraisch sind.
Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang (n = 1) ist gerade
Satz 3.24, Aussage d). Sei also jetzt K(cq,...,Cn,cnt1) separabel iiber K und N eine iiber K
normale Erweiterung von K (cq, ..., ¢p41). Dann ist auch K(cy, ..., ¢, ) separabel iiber K und nach
Induktionsannahme ist die Anzahl der K-Homomorphismen ¢ : K(¢y,...,¢c,) — N gleich dem
Korpergrad [K(cy,...,cp) @ K.

Jeder K-Homomorphismus ® : K(cy, ..., ¢y, cpy1) — N definiert einen K-Homomorphismus
o: K(cry...ycn) = K(c},...,c,) C N. Dabei ist ® durch ¢ und das Bild ®(¢, 1) festgelegt. Es
sei p € K(c1, ..., cn)[X] das Minimalpolynom von ¢,11 und p’ das Bild von p unter . Das Bild
®(cp41) ist eine Nullstelle von p' und umgekehrt: zu jeder Nullstelle ¢;, | € N von p' gibt es eine
Fortsetzung ® von ¢ mit ®(c¢,41) = ¢;,, ;. Die Behauptung folgt aus der Gradformel, wenn wir
zeigen, dass p’ iiber N in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Denn dann ist die Anzahl
der Nullstellen von p’ der Grad

Grad(p') = Grad(p) = [K(Cla "'7071)(071—1-1) : K(Cla "'7071)]7
und die Anzahl der K-Homomorphismen @ ist
#® = (#¢)-Grad(p') = [K(c1,..ycn) : K]'[K(c1,eyCnr1) : K1,y cn)] = [K (€1, ey Cnp1) 2 K.

Sei nun f € K[X] das Minimalpolynom von ¢, iiber K. Weil ¢, 1 separabel iiber K ist,
zerfillt f iiber N in lauter einfache Linearfaktoren. Weil f € K[X] unter ¢ in sich iibergeht,
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ist auch ¢}, ; eine Nullstelle von f. Das Minimalpolynom p' von ¢], ; iiber K(c},...,c},) ist iiber
diesem Korper ein irreduzibler Faktor von f. Dann zerfillt auch p’ iiber NV in lauter einfache
Linearfaktoren.

Die Aussage ii) — iii) ist trivial.

iii) = i): Jetzt ist K C L eine Korpererweiterung, bei der die Anzahl der K-Homomorphismen
® : L — N mindestens gleich dem Korpergrad [L : K] ist. Wir beweisen, dass L iiber K sepa-
rabel ist durch Induktion nach diesem Koérpergrad. Sei dazu ¢ € L algebraisch iiber K. Jeder
K-Homomorphismus ® : L — N definiert einen K-Homomorphismus ¢ : K(c) - K(d) C N
mit p(c) = . Die Anzahl dieser K-Homomorphismen ¢ ist gleich der Anzahl der Konjugierten
¢ € N von c. Damit ist sie < dem Korpergrad [K (c) : K], und wenn sie gleich diesem Kérpergrad
ist, dann ist ¢ iiber K separabel.

Weil L auch iiber K(c) endlich ist, ist L = K(c)(c1,...,¢,) eine Folge einfacher algebrai-
scher Korpererweiterungen von K (c). Nach Satz 3.13 kann man ¢ sukzessive auf jede dieser
Erweiterungen fortsetzen zu einem K-Homomorphismus

®:L=K(c)(et,....,cn) = K()(c),...,c,) = L' C N.
Die Anzahl dieser Forsetzungen ist gleich der Anzahl der K (c¢’)-Homomorphismen L' — N. Ist
diese Anzahl > dem Korpergrad [L' : K(c')] = [L : K(¢)], so ist L' iiber K(c') nach Indukti-
onsannahme separabel, und wegen der schon bewiesenen Richtung i) = ii) ist die Anzahl dann
genau gleich diesem Korpergrad. Damit ist die Anzahl der K-Homomorphismen ® : L — N

= (#y) - (# Fortsetzungen) < [K(c) : K| - [L: K(c¢)] = [L: K].
Weil diese Zahl aber nach Voraussetzung
>[L:K]=[K(c): K]-[L:K(c)]

ist, muss die Anzahl der K-Homomorphismen ¢ : K(¢) — N gerade gleich dem Korpergrad
[K(c) : K] sein, und ¢ war separabel iiber K. L]

Aus Satz 3.25 b) ergeben sich eine Reihe von Folgerungen:

Satz 3.26 a) Es sei L = K(cy,...,¢,) eine endliche Korpererweiterung, so dass firi=1,...,n
das Element c; separabel iber K (ci,...,¢;—1) ist. Dann ist L separabel iiber K.

b) (Transitivitit) Es seien K C L C M Kérpererweiterungen, M algebraisch iiber K. Sind
L diber K und M tiber L separabel, dann ist auch M iiber K separabel.

c) Ist f € K[X] separabel, dann ist auch der Zerfallungskorper von f iber K separabel.

d) Ist die endliche Kérpererweiterung K C L separabel, dann ist auch die normale Hiille N
von L tiber K separabel.

e) Ist K C L eine Korpererweiterung, so bilden alle tiber K separablen Elemente aus L einen
Zwischenkérper K C Lg C L.

Beweis. a) (Induktion nach n): Der Induktionsanfang (n = 1) folgt aus den Sitzen 3.24

und 3.25. Sei also jetzt L = K(cy,...,c,) separabel iiber K und L' = L(e¢,11) separabel iiber
L. Es sei N eine iiber K normale Erweiterung von L'. Nach Satz 3.25 b) ist die Anzahl der
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K-Homomorphismen L — N gleich dem Korpergrad [L : K]. Weil L' iiber L separabel ist, ist
die Anzahl der L-Homomorphismen L' — N gleich dem Kérpergrad [L' : L]. Daraus folgt, dass
die Anzahl der K-Homomorphismen L' — N

=[L:K]-[L':L]=[L": K]

ist. Nach Satz 3.25 b) ist L separabel iiber K.

b) Es sei ¢ € M und p € L[X] sein Minimalpolynom. Es sei L' C L der Unterkérper, der aus
K durch Adjunktion der endlich vielen, iiber K algebraischen Koeffizienten von p entsteht. Dann
ist L' eine endliche Koérpererweiterung, L' = K(cq, ..., ¢,), von K so, dass jedes ¢; iiber K und
dann auch iiber K(cq, ..., ¢;_1) separabel ist. Das Element ¢ ist separabel iiber L' = K (cy, ..., ¢p,).
Nach a) ist K(cy,...,cpn, c) separabel iiber K. Also ist ¢ € M separabel iiber K.

c¢) Der Zerfdllungskorper von f entsteht aus K durch Adjunktion endlich vieler Nullstellen
Cly-y Cn- Weil f separabel iiber K ist, ist jede dieser Nullstellen einfach. Damit sind ¢y, ..., ¢,
separabel iiber K. Nach Satz 3.25 a) ist ¢; separabel iiber K(cy,...,c;i—1). Nach a) ist dann
K(cy,...,¢;) separabel iiber K fiir i = 1,...,n.

d) Die normale Hiille von L iiber K entsteht aus L durch Adjunktion endlich vieler Nullstellen
€1, ..., ¢, von irreduziblen Polynomen aus K[X], die in L eine Nullstelle besitzen. Weil L iiber
K separabel ist, sind die Nullstellen in L separabel iiber K und damit auch ihre Konjugierten
€1 ..., Cp. Die Behauptung folgt aus a).

e) Es seien ¢; und ¢ € L algebraisch und separabel iiber K. Nach a) ist der Kérper
K(c1,c9) C L separabel iiber K. Er enthélt die Elemente ¢1 & ¢y, ¢1 - co sowie ¢1/co, falls co # 0.
Die Menge L, C L aller iiber K algebraischen Elemente aus L bildet also einen Unterkérper von

L. L]
Definition 3.16 Der Unterkiérper Ls aus Satz 3.26 ¢) heifit separabler Abschluss von K in L.

Kein Element aus L, das nicht in Ly liegt, ist separabel iiber L, denn nach Satz 3.26 b)
wére es auch separabel iiber K.

Satz 3.27 (vom primitiven Element) Der Korper K enthalte unendlich viele Elemente. Dann
ist jede endliche separable Kérpererweiterung K C L einfach, d.h., es gibt ein ¢ € L mit
L=K(c).

Beweis. Weil L endlich iiber K ist entsteht dieser Koérper L = K(aq,...,a,) aus K durch
Adjunktion endlich vieler algebraischer Elemente (a1, ...,a,). Wir beweisen die Aussage durch
Induktion nach n. Fir n = 1 ist nichts zu zeigen. Induktionsannahme ist die Behauptung im
Fall n — 1. Dann ist also K (a1, ...,a,—1) = K(c) eine einfache Erweiterung von K. Zu zeigen ist,
dass dann auch K(c,ay) einfach iiber K ist. Mit anderen Worten: Es geniigt, die Aussage fiir
n = 2 zu beweisen.

Wir nennen die beiden algebraischen Elemente lieber a; und b;, und nicht a; und as. Es
seien f,g € K[X] die Minimalpolynome fiir a1, bzw, b;. Weiter sei N D L eine normale Hiille
von L. Dann zerfallen

FO) = (X —a) o (X —ap), g(X)=(X—b)-e- (X =b), ai,.b €N,
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iitber N vollstindig in Linearfaktoren. Weil by separabel ist, sind die Nullstellen by, ...,b; von g
paarweise voneinander verschieden. Damit hat jede Gleichung

a; +zbj =ar +xby, 1=1,..,k j=2,..1,

hochstens eine Nullstelle z € K. Weil K unendlich ist, gibt es ein u € K, das mit keiner dieser
endlich vielen Losungen iibereinstimmt. Es ist also

a; +ub; #ay +uby firi =1,k j=2,..,1L

Wir zeigen, dass ¢ := a1 + uby € L ein primitives Element fiir L iiber K ist:
Das Element b; geniigt den Gleichungen

g(b1) =0, f(c—ubi)= f(a1) =0.

Die Koeffizienten der Polynome ¢g(X) und f(c—uX) liegen in K(c). Fiir alle anderen Nullstellen
bj, j > 2, von g ist
Cc— ubj = a1 -I-u(b1 - bj) ;é ag, 1= 1, ...,k,

nach Wahl von u. Damit haben die Polynome ¢(X) und f(¢ — uX) nur die eine gemeinsame
Nullstelle b;. Weil alle Nullstellen von g verschieden sind, ist X — by der g¢T(f(c —uX), g) iiber
dem Korper N. Weil beide Polynome ihre Koeffizienten in K (¢) haben, gehért nach Aufgabe 3.1
dieser ggT schon zu K (c)[X]. Damit ist bewiesen: b; € K (c). Dann ist auch a; = c—ub; € K(c).
Es folgt L = K(a1,b1) C K(c). Wegen ¢ € L gilt die Gleichheit L = K(c). L]

Beispiel 3.14 (F 00, T2, A3a) Man bestimme ein primitives Element fiir die Kéorpererweite-
rung Q(V'2, V5)/Q.

Lésung: Wir konnten uns am Beweis von Satz 3.27 orientieren, und eine geeignete Line-
arkombination von /2 und /5 suchen (wahrscheinlich wird es schon 2+ /5 tun). Aber das
ist mir zu arbeitsaufwendig. Sehen wir uns erst mal an, welchen Grad die Kérpererweiterung
Q(V/2, V/5) tiber Q besitzt, denn diesen Grad diber © miisste auch ein primitives Element haben.
Die Erweiterung hat den Teilkorper Q(+/2). Weil X* — 2 € Q[X] irreduzibel ist (Eisenstein mit
p = 2), hat diese Erweiterung den Grad drei. Auerdem gibt es den Zwischenkorper Q(v/5). Auch
X4 — 5 € Q[X] ist irreduzibel (Eisenstein mit p =5), also ist dies eine Erweiterung vom Grad
vier. Nach der Gradformel (Satz 8.1) hat also Q(v/2, v/5)/Q mindestens den Grad 3 -4 = 12.
Andererseits hat Q(3/2,v/5) tiber Q(3/2) hichstens den Grad vier. Aus der Gradformel folgt,
dass die Erweiterung Q(3/2, v/5) diber Q genau den Grad 12 hat.

Wir suchen also ein Element c, das tiber Q den Grad 12 besitzt. Ein solches ist z2.B.

c=v2-V5.
Es gendigt iiber Q der Gleichung
X12 — (\3/5)12 . (\4/5)12 — 24 . 53 = 2000.

Nur wissen wir leider nicht, ob X2 — 2000 diber Q irreduzibel ist. Eisenstein greift hier nicht.
Schauen wir uns mal den Zwischenkirper Q(c) C Q(v/2,v/5) an. Er enthilt z.B. das Element

= (V2" 5=10- V2.
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Damit enthilt Q(c) das Element
3 1y
2=—
Ve =5t
und dann auch .
Vb= —.
7
Also ist Q(c) der ganze Korper Q(3/2,v/5) und c ist ein primitives Element.

Weil wir schon wissen, dass die Erweiterung Q(c) diber Q den Grad 12 hat, muss das Mini-
malpolynom von ¢ iiber Q auch den Grad 12 besitzen. Nun ist ¢ eine Nullstelle von X2 — 2000.
Es folgt, dass X2 — 2000 dieses Minimalpolynom, und insbesondere irreduzibel iber Q ist. So
kann man die Irreduzibilitit von Polynomen auch beweisen!

Beispiel 3.15 (F 00, T2, A3b) Seien z und y Unbestimmte iber dem Kérper IF), von p Ele-
menten. Man zeige: Die Korpererweiterung Iy, (z,y) /IF, (2P, yP) besitzt kein primitives Element.

Losung: Die Kirpererweiterung IF,(x, y?) /IF, (2P, yP) entsteht durch Adjunktion des Elements
x mit Minimalpolynom XP — xP und hat deswegen den Grad p. Sie enthdlt das Element y nicht.
Das Minimalpolynom von y dber IF,(z,y”) ist YP —yP? und hat auch den Grad p. Die angegebene
Kérpererweiterung Fy(z,y) /T, (2P, y?) hat also den Grad p*. Ein primitives Element fiir diese
Korpererweiterung wdre ein Polynom

p—1
c(z,y) = Z auwt"y’y  apy = apy (2P, y") € Fp(aP, yP),
p,v=0

dessen Minimalpolynom tber IF, (2P, y?) den Grad p? hat. Wegen der komischen Eigenschaften
des Frobenius ist
c(a,y)P = ab, (aP)*(yP)"
v

ein Element aus dem Grundkérper IF, (2P, yP). Das Minimalpolynom von c iber diesem Grundkorper
teslt
XP —cfz,y)? € Fy(a”, y")[X]

und hat einen Grad < p. Es gibt kein Element vom Grad p? tiber dem Grundkorper, und deswegen
auch kein primitives Element.

Aufgabe 3.21 (H 99, T1, A5) a) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus Q[X], das in C eine
doppelte Nullstelle besitzt?

b) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus K[X], das in einem Erweiterungskorper von K eine
doppelte Nullstelle besitzt, wenn K ein endlicher Korper ist?

Aufgabe 3.22 (F 91, T3, A2) Sei K(«)|K eine separable Korpererweiterung, und das Mini-
malpolynom g von « tber K habe den Grad n > 1. Zeigen Sie:

a) Die Gleichung =3 = « besitzt genau dann eine Lésung in K (o), wenn das Polynom
f(z) = g(23) € K[z] vom Grad 3n reduzibel ist.
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b) Die Grade der irreduziblen Faktoren von f sind Vielfache von n.
c) [ besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle in einem Erweiterungskorper von K, wenn
charK =3 ist.

3.5 Galoissche Koérpererweiterungen

Es sei K C L eine Korpererweiterung und G(L : K) die Gruppe der K-Automorphismen von L.

Definition 3.17 Es sei H C G(L : K) eine Untergruppe. Die Menge der unter H invarianten

Korperelemente
L7 :={zcL: g(z) =z fir alle g € H}

aus L heiffit Fix-Korper der Gruppe H.

Die Teilmenge L C L ist tatsichlich ein Kérper. Dies folgt daraus, dass fiir jeden Koérper-
Automorphismus g : L — L gilt

g(z1) = 21,9(22) =22 = g(T1+22) = g(71)+9(22) = T1+72, g(T1-22) = g(21)-9(72) = T1-72.

Und wenn g ein K-Automorphismus von L ist, dann gilt g(z) = =z fiir alle z € K. Also ist L7
ein Zwischenkorper
KcILfcL

Beispiel 3.16 Es sei L = K(v/c¢), wo ¢ € K kein Quadrat ist, eine quadratische Erweiterung
von K. Alle Elemente aus L haben die Form a + b\/c, und die Konjugation

g:a+byc—a—bye

erzeugt eine Untergruppe < g >C G(L : K) der Ordnung zwei. Weil es zu \/c € L nur das einzige
andere konjugierte Element —\/c € L gibt, stimmt jeder nicht-triviale K-Automorphismus von
L mit g iiberein. Es ist G(L : K) =< g >. Der Fiz-Korper L<9” besteht aus allen Elementen
a+by/c € L mit b= —b. Falls K eine Charakteristik # 2 hat, bedeutet dies b = 0. Der Fizkorper
von G(K : L) ist der Grundkorper K.

Beispiel 3.17 Es sei K = Q und
L= Q(%a \% _3)

der Zerfillungskérper von f = X3 — 2 dber Q. Dieser Korper enthdlt die drei konjugierten

Nullstellen .
V2, w2, 23, w= /3
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von f. Am Anfang von Abschnitt 3./ haben wir gesehen: Die Gruppe G(K : Q) stimmt iiberein
mit der Permutationsgruppe Ss dieser drei Wurzeln. Diese Gruppe enthdlt vier echte Untergrup-
pen: Die Gruppe Zs der zyklischen Permutationen dieser drei Wurzeln, und drei Gruppen ~ Z,
welche zwei Wurzeln vertauschen, und die dritte festlassen.

Ist H ~ Z5 eine der Untergruppen der Ordnung 2, so sei etwa /2 die fest gelassene Wurzel.
Sie erzeugt einen Unterkorper Q(¥/2) C K vom Grad 3. Nach der Gradformel (Satz 3.1) gibt
es zwischen diesem und K keinen echten Unterkorper. Weil KH nicht ganz L sein kann (H
vertauscht ja zwei Wurzeln), ist also K" dieser Unterkérper vom Grad 3.

Ist H ~ Z3 die zyklische Gruppe der Ordnung 3, so sei etwa

h:v2-w V20w 2= Y2

ein Erzeugendes. Wegen
w2

3

w =

S

ist
h(w-V2)  w?- V2
h/((.U) == 3 = 3 = W
h(V/2) w2
Die quadratische Erweiterung Q(w) = Q(v/=3) gehort also zu K. Wieder folgt aus der Grad-
formel (Satz 3.1), dass K™ dieser quadratische Zwischenkérper ist.

Definition 3.18 Fine endliche Korpererweiterung K C L heifit galoissch, wenn sie

1) normal und

2) sparabel ist.

Die Gruppe G(L : K) der K -Automorphismen L — L heifit dann Galoisgruppe dieser Korperer-
weiterung.

Diese Definition charakterisiert galoissche Korpererweiterungen rein koérpertheoretisch. Es
gibt aber auch eine gruppentheoretische Charakterisierung.

Satz 3.28 (Galoissche Korpererweiterungen) Es sei K C L eine endliche Kdrpererweite-
rung und G = G(L : K) die Gruppe der K-Automorphismen von L. Dann sind dquivalent:

i) die Erweiterung K C L ist galoissch;

i) es ist L = K.
Das heif$it also: Nur die Elemente aus K bleiben unter allen Automorphismen g € G fest.

Beweis. i) = ii): Weil jeder K-Automorphismus alle Elemente aus K in sich iiberfiihrt ist
K C LY offensichtlich. Nicht trival ist die Eigenschaft L¢ c K.

Sei also ¢ € L und ¢ ¢ K. Das Minimalpolynom p € K[X] von ¢ hat dann einen Grad > 2.
Weil L iiber K normal ist, zerfillt p iiber L in Linearfaktoren. Weil L iiber K separabel ist,
sind diese alle verschieden. Es gibt also mindestens eine weitere Nullstelle ¢’ # ¢ von p in L. Die
Unterkorper K(c) und K(¢) € L sind K-isomorph. Durch ¢ — ¢ wird ein K-Isomorphismus
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K(c) — K(c') definiert. Weil L iiber K normal ist, lisst sich dieser nach Satz 3.13 zu einem
K-Isomorphismus g : L — L fortsetzen. Fiir dieses g € G gilt g(c) = ¢’ # ¢. Also kann ¢ nicht
zum Fix-Korper LY gehoren. Der Fixkorper LY kann nur Elemente aus K enthalten.

ii) = i): Es sei ¢ € L und ¢ ¢ K. Jetzt ist LY = K vorausgesetzt. Es gibt also Trans-
formationen g € G mit g(c) # c. Nach Satz 3.17 ist G = {g1,...,g,} endlich. Es seien ¢; =
g1(¢), ..., cn, = gn(c) die Transformierten von c. Diese brauchen nicht alle verschieden zu sein. Es
seien ¢ = ¢y, ..., Cym, M < n, die paarweise Verschiedenen. Wir betrachten das Polynom

m
F(X) = [[(X —eu) € LIX].
1
Alle g € G fiihren f in sich selbst iiber. Also sind alle Koeffizienten von f invariant unter allen
g € G und gehoéren zu LY = K. In Wirklichkeit ist f € K[X].

Nun sei p € K[X] das Minimalpolynom von ¢ iiber K. Es hat in L die m verschiedenen
Nullstellen ¢ = ¢y, ..., ¢p. Also ist Grad(p) > m. Andererseits teilt p das Polynom f vom Grad
m. Es folgt Grad(p) = Grad(f) und p = f. Nun zerfillt p iiber L in soviele verschiedene
Linearfaktoren, wie sein Grad angibt. Daraus folgt: L ist iiber K normal und separabel. L]

Von nun an sei fiir den Rest dieses Paragraphen K C L eine galoissche Erweiterung mit
Galois-Gruppe G = G(L : K).

In Definition 3.9 haben wir definiert, was iiber K konjugierte Elemente ¢; und ¢c» € G
sind. Sie sind Nullstellen desselben Minimalpolynoms p € K[X] und die Kérper K(c1), bzw.
K(c2) sind K-isomorph. Dieser K-Isomorphismus mit ¢; — c¢o kann nach Satz 3.13 zu einem
K-Tsomorphismus g : I — L des Zerfillungskorpers L fortgesetzt werden. Es gibt also ein g € G
mit g(c1) = co. Wenn es umgekehrt ein solches ¢ € G gibt, dann sind die Unterkorper K (c;)
und K(cp) C L isomorph, und die beiden Elemente ¢; und ¢z sind konjugiert. Wir sehen: Zwei
Elemente aus L sind genau dann konjugiert iiber K, wenn es ein g € G gibt, das eines in das
andere iiberfithrt. Wir verallgemeinern diese Eigenschaft jetzt auf Zwischenkorper K C Z C L.

Definition 3.19 Zwei Zwischenkérper K C Zy C L und K C Z3 C L heiflen iiber K konjugiert,
wenn es ein g € G gibt mit g(K1) = Ko. Wegen Satz 3.13 ist dies genau dann der Fall, wenn
die Zwischenkorper Zy und Zo K-isomorph sind.

Satz 3.29 Ist K C Z C L ein Zwischenkérper, so ist die Erweiterung L O Z wieder galoissch.
(Die Erweiterung Z O K st i.a. nicht galoissch, weil sie i.a. nicht normal ist.) Die Galois-
Gruppe G(L : Z) ist eine Untergruppe U der Galoisgruppe G = G(L : K). Der Zwischenkdérper
Z ist der Unterkorper LV und damit durch U eindeutig bestimmit.

Beweis. Weil L normal iiber K ist, ist L nach 3.16 a) auch normal iiber Z. Weil L separabel
iiber K ist, ist L nach Satz 3.25 a) auch separabel iiber Z.

Die Galoisgruppe G(L : Z) besteht aus allen Z-Isomorphismen L — L. Wegen K C Z sind
diese auch K-Isomorphismen.

Weil L iiber Z galoissch ist, ist Z nach Satz 3.28 der Fixkorper LU seiner Galoisgruppe
U=G(L:2Z). L]

Satz 3.30 (Hauptsatz der Galoistheorie) Die Zuordnung
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Zwischenkérper K ¢ Z C L~ Untergruppe U = G(L : Z) C G(L : K)
definiert eine bijektive Abbildung der Mengen
{Zwischenkérper K C Z C L} — {Untergruppen U C G(L : K)}.
Ihre Umkehrabbildung ist
Untergruppe U C G(L : K) +  Zwischenkérper Z = LY.

Beweis. In Satz 3.29 heben wir gesehen: Der Zwischenkorper Z ist durch die Untergruppe
U = G(L : Z) eindeutig bestimmt als Z = LY. Deswegen ist die angegebene Abbildung injektiv.
Ist U C G(L : K) eine Untergruppe, so gehort dazu ein Zwischenkérper Z = LY. Nach Satz
3.28 ist U die Galoisgruppe G(L : Z). Deswegen ist die angegebene Abbildung auch bijektiv. []
Wegen |G(L : Z)| = [L : Z] ist der folgende Zusatz offensichtlich.

Satz 3.31 (Zusatz) In der Situation von Satz 3.30 gilt

Beispiel 3.18 Es sei L = Q(v/2,/—3) der Zerfillungskorper des Polynoms X3 —2 diber Q. Am
Anfang von Abschnitt 3./ haben wir die Galoisgruppe G(L : Q) mit der symmetrischen Gruppe
Ss identifiziert. Diese Gruppe besitzt drei Untergruppen der Ordnung zwei und eine Untergruppe
der Ordnung drei. Die Zwischenkdrper sind

Q(V2), QWV2), QW*V2)

vom Grad drei iiber Q und

Q(V-3)

vom Grad zwei iber Q.

Zu jeder Untergruppe U C G gibt es die konjugierten Untergruppen
gUg™ ' ={gug™' 1 ue U}, geaq.
Genau dann wenn U C G ein Normalteiler ist, stimmen alle diese Gruppen mit U iiberein.

Satz 3.32 EsseiU C G eine Untergruppe mit zugehérigem Fizkorper Z = LY. Zur konjugierten
Untergruppe gUg™" gehért dann der konjugierte Zwischenkiorper gZ. Insbesondere ist U C G
genay dann ein Normalteiler, wenn die Korpererweiterung K C Z normal ist. Dann ist auch
Z D K galoissch mit Galoisgruppe G(Z : K) = G/U.

Beweis. Fiiru € U, g € G und c € L ist

gug~l () =c & ulgTle)=g""e
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Also gehort ¢ genau dann zum Fixkorper LIU9™" der konjugierten Gruppe, wenn ¢ 'c zum

Fixkérper LU gehort. Dies zeigt LIV ' = g L.

Ist U C L ein Normalteiler mit Fixkoérper Z = LY, so ist also gZ = Z fiir alle ¢ € G.
Alle zu Z konjugierten Zwischenkorper stimmen mit Z iiberein. Mit ¢ € Z gehéren auch alle
Konjugierten von ¢ zu Z. Die Kérpererweiterung K C Z ist also normal.

Ist umgekehrt K C Z eine normale Kérpererweiterung, so ist g4 = Z fiir alle ¢ € G. Die
Galoisgruppe gUg ™! von ¢Z stimmt also mit U {iberein und U C L ist ein Normalteiler.

Ist schliellich K C Z C L ein iiber K normaler Zwischenkorper, so wird durch

GL:K)>g9g—g|Z € G(Z:K)

ein Gruppenhomomorphismus definiert. Sein Kern besteht aus allen K-Isomorphismen g : L —
L, deren Einschrinkung auf Z die Identitéit ist. Das sind genau die Z-Isomorphismen von L.
Aus dem Homomorphiesatz 1.9 folgt, dass die angegebene Vorschrift einen injektiven Gruppen-
Homomorphismus G(L : K)/G(L : Z) — G(Z : K) definiert. Nach Satz 3.13 kann man aber
auch jeden K-Homomorphismus Z — Z auf L fortsetzen. Deswegen ist diese Abbildung bijektiv.

L]

Satz 3.33 Zu einer galoisschen Erweiterung K C L g¢ibt es nur endlich viele Zwischenkorper
KcZzZclL.

Beweis. Die Galois-Korrespondenz zwischen Zwischenkérpern Z und Untergruppen U C G
ist bijektiv. Weil G endlich ist, hat diese Gruppe nur endlich viele Untergruppen. L]

Beispiel 3.19 (F 00, T1, A3) Beweisen Sie folgende Aussagen:

i) Die Korper Q(\/E), wobei d die quadratfreien ganzen Zahlen ungleich 1 durchlaufe, sind
genau alle quadratischen Erweiterungskorper von Q.

i1) Sind dy, ..., d,, paarweise teilerfremde quadratfreie ganzen Zahlen ungleich 1, so ist
Q(Vd1,...,\/dy) eine iiber Q galoissche Kirpererweiterung mit Galoisgruppe (Z/2Z)".

i1) Die Quadratwurzeln von endlich vielen paarweise verschiedenen Primzahlen sind linear
unabhdngig iber Q.

Lésung: i) Eine quadratische Erweiterung K O Q entsteht durch Adjunktion der Wurzel
eines uber Q irreduziblen quadratischen Polynoms, das wir normiert annehmen kénnen:

f(X)=X?4+pX +q.

Dann ist K = Q(z1) mit

bzw.

Seien etwa



Dann st

K=Q ( (22 4q1> =Q (ﬁ\/]ﬁpzqg - 4CI1Q2P%> = Q(Vd)

D2 q2

mit d = p1p2qs — 4q1qeps € Z. Enthilt d = cdy,c € Z, einen quadratischen Faktor, so ist
Q(Vd) = Q(+v/dy). Deswegen kénnen wir d quadratrei annehmen.

ii) Beweis durch Induktion nach n: Wir beweisen, dass Q(\/dy, ...,\/d,) eine galoissche Er-
weiterung von Q mit Galoisgruppe (Z/2Z)" ist, die durch

(Z/QZ)” ) (zl,...,zn) : (\/I,,\/ﬁ) — ((_1)Z1\/Cl_1),.-.,(—1)z"\/cl_n)

operiert (eine etwas genauere Aussage). Als Induktionsannahme werde dies fiir n — 1 vorausge-
setzt.
Jede Untergruppe U C (Z/2Z)"~' vom Index zwei in der Galoisgruppe der Erweiterung

Q(/dy,...,\/d,_1) ist Kern eines Homomorphismus
(Z/QZ)"_1 —Z2Z, (z1,..s2n-1) > @121 + ... +Qp_12p-1, mnichta; =..=a,1=0.

Seien hier etwa a;;, = .... = a;, = 1l mod?2 die Koeffizienten # 0. Dann gehdren also genau die
Vektoren (z1, ..., zn) zur Untergruppe, fir die z;, + ...+ z;, = 0. Es gibt daher insgesamt

n—1
#limid = 3 (") =2 <

k=1

derartige Untergruppen. Zu jeder gehort eine quadratische Erweiterung von Q in Q(v/dy, ..., /d n 1)

Nun gibt es in Q(v/dy, ..., /dn_1) die 2" 1 —1 quadratischen Erweiterungen Q(\/d;, - \/ ir)
Genau das Element \/d;, - ... - \/d;, wird von der obigen Untergruppe U fest gelassen. Deswe—

gen ist dieser Zwischenkorper der Fizkorper der Untergruppe U. Es folgt, dass die angegebenen
Erweiterungen grade alle quadratischen Zwischenkdrper in Q(v/dy, ..., \/d,_1) sind.

Wir adjungieren \/d, an den Kérper Q(v/dy,...,N/dy,). Der entstehende Korper ist der Zer-
fallungskérper des Polynoms

(X% —dy)-...- (X? —dy) € Q[X].

Damz’t ist er galoissch tiber Q. Falls er nicht den Grad 2™ iiber Q hdtte, miisste v/d, schon in
Q(Vd1, .y /dn—1) liegen. Q(v/dy) wire einer der genannten quadratischen Zwischenkérper, und

wir hatten
Vd, =a+by/d; -...-d;,, a,beQ.
dy = a® +b% - d;y - .- d;y +2ab\/d;, ...~ d;, € Q.

Das geht nur, wenn ab = 0.
Seien etwa a = ay/az, b = b1/ba, a1,a2,b1,be € Z, gekiirzte Briiche. Dann wiirde a = 0
bedeuten, dass

Daraus wiirde folgen

dp b3 =07 -d;, ... - d;

k
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gilt. Alle Primteiler von by wirden quadratisch in dy, aufgehen. Weil dy, quadratfrei vorausgesetzt
ist, folgt b2 = 1. Weil die Zahlen d;,,...d;, teilerfremd sind, wiirde jeder Primteiler von by
quadratisch in einer dieser Zahlen aufgehen. Die Zahlen d; sind aber quadratfrei vorausgesetzt,
also ist auch b3 = 1. Damit wiren alle d;, , ..., d;, Teiler von d,, im Widerspruch zur Angabe.

Und b= 0 wiirde auf d,, = a® fiihren. d,, wire dann nicht quadratfre:.

Also gehort \/dy, nicht zum Korper Q(v/dy, ...,\/dn_1), und der Korper Q(\/dy, ...,\/dy) hat
tatsachlich den Grad 2™ diber Q. Dann hat auch die Galoisgruppe dieses Kérpers die Ordnung
2" diber Q. Jeder Galoisautomorphismus wird festgelegt durch eine Transformation

\/d_la eV dn = :l:\/d_la e :I:V dna

und hat deswegen die Ordnung zwei. Die Galoisgruppe enthdlt also kein Element der Ordnung
vier, und muss ~ (Z2Z)* sein. Um auf die Zahl von 2" Gruppenelementen zu kommen, miissen
in obiger Vorschrift die Vorzeichen unabhdngig voneinander gewdhlt werden konnen. Damit ist
die Induktionsbehauptung bewiesen.

iii) Es seien dy,...,d, € IN paarweise verschiedene Primzahlen. Wenn die Wurzeln daraus
tiber Q linear abhdngig wdren, gdbe es eine Gleichung

Cl\/d_1+...+cn\/dn =0, c,....,cp, €Q,

wo wir 0.B.d.A. ¢, # 0 annehmen konnen. Dann wiirde aber \/d,, zum Kérper Q(\/dy, ...,\/dy)
gehoren, im Widerspruch zu ii).

Wenn ¢ € L ein primitives Element fiir die galoissche Erweiterung K C L ist, dann muss
das Minimalpolynom p € K[X] von c iiber K den Grad n := [L : K] haben. (Sonst wire ¢
ja in einem Unterkorper von L enthalten, der iiber K einen kleineren Grad als n hat.) Weil p
separabel ist, sind die n Konjugierten von c in L iiber K alle voneinander verschieden.

Satz 3.34 (Folgerung aus Satz 3.27) Die Korpererweiterung K C L sei galoissch iber dem
unendlichen Korper L. Dann sind die Elemente der Galois-Gruppe G(L : K) linear unabhingig
tiber L.

Ich will nicht sagen, in welchem Vektorraum diese lineare Unabhdngigkeit gemeint ist. Des-
wegen eine explizitere Formulierung: Es seien g1,....,g, € G(L : K), n = [L : K|, die Elemente
dieser Galoisgruppe. Sind dann ay,...,a, € L so gewdhlt, dass

a191 + ... + angn : L — L

die Nullabbildung ist, dann gilt a1 = ... = a, = 0.
Oder noch expliziter: Sind aq, ...,an € L, nicht a1 = ... = a, =0, dann gibt es ein x € L mit

a191(z) + ... + angn(x) # 0.

Beweis. Nach Satz 3.27 existiert ein primitives Element ¢ € L fiir die Erweiterung L D K.
Seien nun ay, ...,a, € L mit a1g1(z) + ... + apgn(x) = 0 fiir alle z € L. Insbesondere ist

Za,,g,,(l) = Z a,gy(c) = Z aygy(?) = ... = Z g (1) =0.
1 v=1 v=1 v=1
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Wegen g, (c*) = (g, (c))* ist der Vektor (ay,....,a,)" eine Losung des linearen Gleichungssystems
mit der n x n-Koeffizientenmatrix

1 1 1
g1(c g2(c) e gnl(c
g1(c)®>  g2(c)? gn(c)?

01O gale)! gn(c)"!

Diese Matrix ist die bekannte Vandermonde-Matrix zu den n Zahlen

g1(¢), g2(¢), ..., gnlc) € L.

Und ihre Determinante ist die bekannte Vandermonde-Determinante

[1(gi(c) = gi(e)).
1<j
Weil ¢ ein primitives Element ist, sind die n Konjugierten g;(c¢) € L von ¢ alle paarweise von-

einander verschieden. Deswegen ist die Vandermonde-Determinante # 0 und der Lésungsvektor
(at,...,a,)" muss der Nullvektor gewesen sein. L]

Definition 3.20 Es sei f € K[X] ein separables Polynom und L O K sein Zerfillungskorper.
L ist normal und separabel, also galoissch iber K. Die Galoisgruppe von G(L : K) heifit die
Galoisgruppe des Polynoms f.

Die Galoisgruppe bildet die Nullstellen von f wieder auf solche Nullstellen ab. Jedes g €
G(L : K) permutiert die Nullstellen von f. Ist n die Anzahl dieser Nullstellen so erhalten wir
daraus einen Homomorphismus von G(L : K) in die symmetrische Gruppe S,,. Weil L aus K
durch Adjunktion dieser Nullstellen entsteht, ist jedes g € G(L : K) durch seine Permutation
der Nullstellen von f eindeutig festgelegt. Der Homomorphismus G(L : K) — S, ist injektiv.
Man kann also die Galoisgruppe eines Polynoms auffassen als eine Untergruppe der Permutati-
onsgruppe dieser Nullstellen.

Zerfallt f iiber K in verschiedene irreduzible Faktoren, so gehen unter g € G(L : K) Null-
stellen eines dieser Faktoren immer wieder in Nullstellen desselben Faktors iiber. Die Operation
der Galoisgruppe auf den Nullstellen von f ist intransitiv.

Ist dagegen f irreduzibel iiber K, so sind alle Nullstellen von f konjugiert iiber K. die
Operation der Galoisgruppe von f auf den Nullstellen dieses Polynoms ist transitiv.

Die Galoisgruppe G eines irreduziblen Polynoms f € K[X] ist eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe S,,. Diese enthélt die alternierende Gruppe A,, als Normalteiler vom Index
zwei. Natiirlich kann G in A,, enthalten sein. Dann lasst G die Wurzel aus der Diskriminante

VD = [](ai - ay)

1<j

invariant, wo a1, ..., a, die Nullstellen von f in seinem Zerfillungskorper sind. Diese v/D liegt
dann also schon im Grundkoérper. Und umgekehrt:
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Satz 3.35 Die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms f € K[X] ist genau dann eine Unter-
gruppe der alternierenden Gruppe A, C Sy, wenn VD zu K gehirt.

Im Allgemeinen braucht das nicht der Fall zu sein. Dann enthélt die Galoisgruppe den
Normalteiler G N A,, vom Index zwei. Dazu gehort im Zerfallungskorper von f der quadratische
Zwischenkorper K (v/D).

Aufgabe 3.23 Es seien a,b € Q und K = Q(va + 1b) eine Korpererweiterung vom Grad /
iber Q. Zeigen Sie:

a) Die vier Zahlen ++/a +1ib sind konjugiert iiber @.

b) Es gibt keine galoissche Korpererweiterung K von Q, die Q(i) enthdlt, und deren Galois-
gruppe zyklisch von der Ordnung 4 ist.

Aufgabe 3.24 Fs seip eine Primzahl und f € Q[X] irreduzibel vom Grad p. Weiter sei a eine
Nullstelle von f in seinem Zerfillungskorper und § # «, B € Q(«a), eine weitere Nullstelle von
f. Zeigen Sie:

a) Es gibt einen nichttrivialen Kérperautomorphismus g von Q(«) tiber @.

b) Die Erweiterung Q C Q(«) ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung p.

Aufgabe 3.25 FEs seien K = Q(\/ﬁ, \/g) und ¢ =2+ 3 € K.
a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von c iiber Q.
b) Zeigen Sie, dass c ein primitives Element fir die Korpererweiterung Q C K ist.
¢) Driicken Sie V2 und /3 als Polynom in ¢ aus.

Aufgabe 3.26 Was ist die Automorphismengruppe G(K(z): K)?

Aufgabe 3.27 (F 02, T2, A5) Bestimmen Sie die Galoisgruppe iber Q des Zerfallungskorpers
von p(X) = X1 +6X2+2€ Z[X].

Aufgabe 3.28 (F 02, T3, A3) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlequng von
f(z) = 2° + ' + 1423 + 142% + 28z + 28

in den Polynomringen IFo[z], F3[X]| und Q[X]. Bestimmen Sie in diesen drei Fillen jeweils die
Ordnung der Galoisgruppe von f.

Aufgabe 3.29 (H 00, T2, A4) Sei o € C eine Losung der Gleichung
ot +2a% +502 +4a+1=0.

a) Seien B := 203 + 3a® + 9a + 4 und v := o — B. Zeigen Sie, dass  das Minimalpolynom
X? 4+ 1 und vy das Minimalpolynom X? + X + 1 diber Q hat.
b) Zeigen Sie, dass Q(«) iber Q galoissch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

Aufgabe 3.30 (H 99, T2, Adb)) Sei o := /7T ++/6. Man berechne das Minimalpolynom von
« iber Q, den zugehdrigen Zerfillungskorper und seine Galoisgruppe.
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Aufgabe 3.31 (F 99, T1, A4) Der Korper Q(t) der rationalen Funktionen tiber Q hat zwei
Automorphismen o, mit o(t) = 1 und 7(t) =1 —t. Es sei G die von diesen beiden Autormor-
phismen erzeugte Untergruppe von AutQ(t) und F der Fizkdrper von G.

a) Bestimmen Sie die Ordnung und die Struktur von G.

b) Wie viele Zwischenkérper hat die Erweiterung Q(t)|F und was sind deren Grade iiber F?
(Begrindung!)

Aufgabe 3.32 (F 99, T2, A4) Sei f(X)=1-— %-l-)i—;l € Q[X]. Sei K der Zerfillungskorper
von [ dber Q.

a) Man beweise, dass der Erweiterungsgrad [K : Q] = 8 ist.

b) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe Gal(K|Q®).

Aufgabe 3.33 (F 99, T3, A4) Welche der folgenden Korpererweiterungen sind galoissch?
a) Q(V-3)/Q,
b) Q(X)/Q(X?), X diber Q transzendent.
¢) Fo(X)/IF2(X?2), X idiber IFy transzendent.

Aufgabe 3.34 (F 99, T3, A5) Sei K/Qeine galoissche Erweiterung vom Grade 55 mit einer
Gualoisgruppe G, die nicht abelsch ist. Man zeige, dass es genau einen echten Zwischenkérper L
von K/Q gibt, der iber Q galoissch ist und bestimme seinen Grad iber Q.

Aufgabe 3.35 (H 97, T2, A2) Sei L|K eine galoissche Kérpererweiterung vom Grad 40. Be-
weisen Sie, dass es Zwischenkdorper vom Grad 2, 4 und 8 iber K ¢ibt, die galoissch iber K sind.

Aufgabe 3.36 (H 96, T1, Ad) Sei K ein Korper, G eine Gruppe von Automorphismen von
K und k = K der Fizgkérper. Man beweise: Ein Element o € K ist algebraisch tiber k genau
dann, wenn die Menge {o(a)|oc € G} endlich ist.

Aufgabe 3.37 (F 95, T1, A 4) Sei M := Q(v/2,V/6,4) (wobei i* = —1).
a) Berechnen Sie den Kérpergrad [M : Q).
b) Zeigen Sie, dass Q C M Galoiserweiterung ist und berechnen Sie Aut(M/Q).

Aufgabe 3.38 (F 95, T2, A4) Sei o = /5 +2V5.
a) Man bestimme das Minimalpolynom von « iiber @.
b) Zeigen Sie: Q(a)/Q ist galoissch.
¢) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von Q(a)/@.

Aufgabe 3.39 (H 94, T1, A4) Welche der folgenden Koérpererweiterungen sind galoissch?
Man begriinde das Ergebnis.

0) Q(¥2)/Q,

b) Q(2)/Q,

c) Q(t)/Q(t?) , t diber Q transzendent,

d) Z,(t)/Z,(tP), p eine Primzahl, t iber Z, transzendent, Z, := Z |pZ.
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Aufgabe 3.40 (H 94, T3, A4) Bestimmen Sie den Zerfillungskérper K und die Galoisgrup-
pe G von
' —4z? 41

iber Q. Welche Unterkorper hat K ?

Aufgabe 3.41 (F 94, T3, A2) Sei k ein Kdrper und f(t) € k[t] ein irreduzibles, separables
Polynom tber k mit abelscher Galoisgruppe G. Zeigen Sie, dass die Ordnung von G gleich dem
Grad von f ist.

Aufgabe 3.42 (H 93, T1, A5) Bestimmen Sie alle Unterkorper von L = Q(V/3,vV5,V7),

und geben Sie deren Kérpergrad iber @ an.
Aufgabe 3.43 (H 93, T3, A3) Im Polynomring Q[X] sei f das Polynom
f(X):=X*+3.

(vergleiche Aufgabe 3.19)
¢) Man skizziere die Wurzeln (1,(2,(3,(4 € C des Polynoms f in der komplezen Ebene und
zeige: Die Galoisgruppe Gal(K/Q) induziert genau diejenigen Permutationen o von {(i,...,(a},
fir die
0(¢) = o)l = 16 = Gl

fir alle v, € {1,2,3,4}.
d) Man bestimme eine Kompositionsreihe von Gal(K/Q) und die zugehérige Folge von Un-
terkorpern von K.

Aufgabe 3.44 (F 93, T1, A3) Sei K|Q die Korpererweiterung, die aus Q durch Adjunktion
aller Nullstellen in C aller Polynome X? +aX +b (a,b € Q) hervorgeht. Ferner sei M die
Menge der Quadratwurzeln \/p, wobei p = —1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:

a) K=Q(M).

b) Fiir jeden Zwischenkorper Z von K|Q mit [Z : Q] < oo gibt es Elemente \/p1, ..., /Pn € M
mit Z C Q(\/D1, - /Pn)-

¢) Jede solche Erweiterung Z|Q ist galoissch und ihre Galoisgruppe G(Z|Q) ist isomorph zu
einem Produkt Z[2Z x 2Z X ... x Z|2Z.

Aufgabe 3.45 (F 93, T2, A4) Es scien p eine Primzahl, o eine Nullstelle von f(z) = z3+p?
und E der Zerfillungskorper von f in C.

a) Begrinden Sie, warum E # Q(«) ist.

b) Welchen Grad und welche Galoisgruppe hat E iiber Q7

c) Geben Sie fir jeden Korper L # FE mit L C E ein primitives Element an!

Aufgabe 3.46 (H 92, T1, A3) Es sei f = ap X" +an 1 X" '+ ... +a1 X + a9 € K[X] ein
nichtkonstantes, separables Polynom mit aga, # 0. Sei ¢ = ag X" + a1 X" '+ ...+ an_1 X + an
das sogenannte ,,reziproke” Polynom zu f. Zeigen Sie: f und g haben dieselbe Galoisgruppe iiber
K.
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Aufgabe 3.47 (F 92, T1, A4) a) Sei f € Q[X] ei irreduzibles Polynom ungeraden Grades
n > 1, das héchstens n — 1 reelle Nullstellen besitzt. Zeigen Sie, dass die Ordnung der Galois-
gruppe von f iber Q durch 2n teilbar ist.

b) Zeigen Sie, dass X° +2X + 2 iiber Q irreduzibel ist und dass Q[X]/(X> + 2X + 2) keine
galoissche Erweiterung von @ ist.

Aufgabe 3.48 (F 92, T3, A5) Es sei E der Zerfillungskirper des Polynoms X* — 3 iiber Q.
Zeigen Sie: Der Grad von E dber Q ist 8 . Die Galoisgruppe von E iiber Q ist nicht abelsch.

Aufgabe 3.49 (H 91, T3, A1) Es sei K/k eine endliche galoissche Kérpererweiterung, deren
Galoisgruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe Sp(n > 2) ist. Man beweise, dass K einen
und nur einen tber k quadratischen Teilkérper enthdlt.

Aufgabe 3.50 (F 91, T2, A4) a) Man zeige, dass Q, Q(v/2), Q(v/3) und Q(\/6) die einzigen
echten Unterkérper von Q(v/2,/3) sind.
b) Man berechne das Minimalpolynom von V2 + /3 tiber @Q und Q(ﬁ)

Aufgabe 3.51 (H 90, T2, A2) Sei Q[X,Y] der Polynomring in Unbestimmten X,Y mit von
X3 -2 und X?> + XY +Y? erzeugtem Ideal I.

a) Zeigen Sie, dass Q[X,Y]/I =: K ein Zerfillungskorper von X — 2 diber Q ist, und geben
Sie die Galoisgruppe von K dber Q an.

b) Zeigen Sie, dass man einen Isomorphismus Q[Z]/(Z° + 108) = K durch Z — X +2Y
hat.
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4 Beispiele
4.1 Kreisteilungskorper

Wir definieren formal einen Begriff, den wir schon mehrmals informell benutzten.

Definition 4.1 FEs sei K ein Korper und 1 < n € N. Eine Zahl w € K heiffit n-te Einheits-
wurzel, wenn sie w™ = 1 erfillt. Sie heifft primitive n-te Einheitswurzel, wen sie keine m-te
Einheitswurzel fir ein m < n ist.

Beispiel 4.1 Es gibt immer eine erste Einheitswurzel w = 1, und - in Charakteristik # 2 - zwei
zweite Finheitswurzeln +1. Im Kérper C gibt es drei dritte Finheitswurzeln

1
1, w=§(—1+i\/§) und  w?.

Davon sind w und w? primitiv. In C gibt es vier vierte Einheitswurzeln
+1, 4.
Davon sind +i primitiv.
Héufig benutzte Gleichungen fiir n-te Einheitswurzeln sind:

Satz 4.1 a) Ist w eine n-te Einheitswurzel, so gilt
l+w+w’ +.. +w" = {

b) Ist w sogar eine primitive n-te Einheitswurzel, so haben wir
w-w? . Lw" = (=1)"
(1-—w)-1=—w?)-..-(1 =" =n.
Beweis. a) Die Summe werde mit s abgekiirzt. Dann ist
w-s=w+w+..+w" =s.

Also ist s+ (w —1) =0.
b) Nach Vieta ist

X" -1 n—1 s i
~ 1 =X o+ X+1=[[(X-w").
o i=1

Setzen wir hier X = 0, so finden wir



und mit X =1

n—1
n= H (1 —wb).
i=1
L]
Im folgenden werde immer n > 1 vorausgesetzt. n-te Einheitswurzeln sind Nullstellen des

Polynoms
Xt —1=(X-1)-(X"14+..+X+1).

Satz 4.2 Das Polynom X" — 1 ist genau dann separabel iber K, wenn entweder K die Charak-
teristik 0 hat, oder eine Charakteristik p > 0, und n nicht durch p teilbar ist.

Beweis. Die Ableitung des Polynoms X™ — 1 ist
(X" —1) =nXx" L

Wenn n # 0 ist, hat die Ableitung nur den einzigen irreduziblen Faktor X, und der teilt das
Polynom X" — 1 nicht. Dann ist also X™ — 1 separabel.

Der Fall n = 0 tritt nur dann ein, wenn K eine Charakteristik p > 1 hat, und n durch p
teilbar ist. Sei dann etwa n = p" - m, wo p die Zahl m nicht mehr teilt. Dann ist

XM 1= (XM —1=(X™— 1),

und X" — 1 ist inseparabel. Es hat dieselben Nullstellen wie X — 1. L]

Wir setzen also jetzt voraus: Der Koérper K hat entweder die Charakteristik 0, oder n ist nicht
durch die Charakteristik p von K teilbar. Dann ist das Polynom X" — 1 separabel und hat in
seinem Zerfallungskérper L genau n verschiedene Nullstellen. In L gibt es genau n verschiedene
n-te Einheitswurzeln.

Das Produkt zweier n-ter Einheitswurzeln ist wieder eine n-te Einheitswurzel. Deswegen
bilden die n-ten Einheitswurzeln eine Untergruppe der Ordnung n in der multiplikativen Gruppe
L* des Korpers L. Nach Satz 2.11 ist diese Gruppe zyklisch ~ Z,,. Unter diesem Isomorphismus
werden prime Restklassen modulo n auf primitive n-te Einheitswurzeln abgebildet. Insbesondere
ist die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln = ¢(n), wo ¢ die Eulersche p-Funktion ist.

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist
kmodn — w*

ein Isomorphismus der additiven Gruppe Z,, auf die multiplikative Gruppe der n-ten Einheits-
wurzeln.

Beispiel 4.2 Ist K = C, so ist e2™/™ ein primitive n-te Einheitswurzel, und die Zahlen e*™k/" () <
k <n—1, sind alle n-ten Finheitswurzeln.

Jede Restklasse kK mod n hat eine Ordnung d, welche die Zahl n teilt. Sie erzeugt die eindeutig
bestimmte Untergruppe Z,; C Z,,. In dieser Untergruppe ist sie eine primitive Restklasse modulo

d. Daraus folgt
n = Z o(d).
dln
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Hat kmodn die Ordnung d, so gilt fiir die zugehorige Einheitswurzel w¥, dass (w*)? = 1 ist,
aber (w*) # 1, falls 1 < d’ < d. Die Einheitswurzel w* ist eine primitive d-te Einheitswurzel.

Definition 4.2 Es seien wi,...,wy(y) die primitiven n-ten Einheitswurzeln in L. Dann heift
Dy (X) i= (X —wr1) oo - (X = wy(n) € L[X]
das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 4.3 a) Fir die Kreisteilungspolynome ®,, gilt

X" —1=][]®x).
d|n

b) Hat L die Charakteristik 0, so ist ®, € Z[X] ein ganzzahliges Polynom unabhingig von
L.

c) Hat L eine Charakteristik p > 1, so ist das n-te Kreisteilungspolynom iber L die Re-
duktion modulo p des Polynoms ®,, aus der Charakteristik 0. Seine Koeffizienten liegen alle im
Primkérper IF, C L.

Beweis. a) Das Produkt aller linearen Polynome X — w, wo w alle n-ten Einheitswurzeln
durchliuft, stimmt mit X™ — 1 iiberein. Jede n-te Einheitswurzel ist eine primitive d-te Ein-
heitswurzel fiir genau einen Teiler d von n. Also ist

X" —1=][(X —w) =[] 2a(X).

w dln

b) (Induktion nach n): Es ist ®1(X) = X — 1. Ist die Behauptung fiir alle d < n bewiesen so
ist nach a)
X"—1= [ @uX) ®n(X).
d|n,d<n

€Z[X]

®,, ist der Quotient des ganzzahligen Polynoms X™ — 1 durch einen ganzzahligen, normierten
Teiler dieses Polynoms. Das Polynom ®,, ergibt sich, indem man X™ — 1 nach dem Polynomdi-
visionsalgorithmus durch diesen normierten, ganzzahligen Teiler dividiert. Dabei entstehen im
Quotienten stets nur ganze Koeffizienten.

¢) Man muss den Beweis fiir b) modulo p reduzieren. L]

Beispiel 4.3 Ist p eine Primzahl, so gibt es p— 1 primitive Einheitswurzeln. Das p-te Kreistei-

lungspolynom ist
_XP -1

X -1

(Dieses Polynom haben wir schon in Abschnitt 2.5 Kreisteilungspolynom genannt.)

D, () = XP ' X1
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Die ersten zwolf Kreisteilungspolynome sind

X -1,

X 41,

X2+ X +1,

(X' = 1)/(®1(X) - ®2(X))

(X' =1)/(x*-1)

X241,

X'+ X3P+ X2+ X 41,

(X° = 1)/(@1(X) - P2(X) - @3(X))
(X5 —1)/(X*+ X3 - X 1)

X2 - X 41,

X0+ X0+ X4+ X2+ X2+ X +1,
(X% —1)/(®1(X) - Bo(X) - D4(X))
(X®-1)/(x*=1)

Xt 41,

(X7 = 1)/(®1(X) - P3(X))

(X —1)/(x* - 1)

X0+ X341,

(X1 = 1)/(@1(X) - D2(X) - B5(X))
(X" —1)/(X°=1) - (X +1))
(X°+1)/(X +1)

X*_ X34+ X2 - X +1,

X0 X9 X8+ X"+ X0+ X5+ X+ X2+ X2+ X +1,
(X2 —1)/(®1(X) - B2(X) - B3(X) - B4 (X) - Bg(X))
(X2 —1)/(X°=1)- (X* +1))
(X°—1)/(X* +1)

X' - X241

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so wird durch

kmodn — w"

ein Isomorphismus der additiven zyklischen Gruppe Z,, auf die multiplikative Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln definiert. Dabei werden genau die primen Restklassen modulo n auf primitive
n-te Einheitswurzeln abgebildet. Daraus folgt, dass die primitiven n-ten Einheitswurzeln genau
die Potenzen w* sind, fiir welche die Zahlen k und n teilerfremd sind.

Satz 4.4 Jedes Kreisteilungspolynom &, € Q[X] ist irreduzibel iber Q.
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Beweis. Es seien w € C eine primitive n-te Einheitswurzel und p € Q[X] das Minimalpolynom
von w. Dann teilt p das Kreisteilungspolynom @,, und ist nach Satz 2.31 selbst auch ganzzahlig.
Wir miissen zeigen: ®,, = p.

Dazu zeigen wir die

Hilfsausage: Fir jede Primzahl q fn ist auch w? eine Nullstelle von p.

Jede andere primitive n-te Einheitswurzel ist eine Potenz w*, wo 1 < k < n und k teilerfremd
zun ist. Es sei k = ¢" - ... - ¢;» die Primfaktorzerlegung von k. Dann ist also ¢; kein Teiler von
n und nach der Hilfsaussage ist auch w?' eine Nullstelle von p. Ebenso ist

wll = (wi)

eine Nullstelle von p (Hilfsaussage mit der Einheitswurzel w?'). So macht man weiter und findet
schlieBlich, dass w”* eine Nullstelle von p ist. Damit hat das irreduzible, normierte Polynom p
denselben Grad ¢(n) wie das Kreisteilungspolynom ®,,. Weil p dieses Polynom teilt, folgt ®,, = p
ist irreduzibel.

Beweis der Hilfsaussage. Das Minimalpolynom von w? sei r € Q[X]. Auch r teilt X™ —1 und
ist deswegen ganzzahlig. Wenn p # r wére, dann wire X" — 1 durch das Produkt p - r teilbar:

X" —-1=p(X) -r(X)- f(X), prfe€ZX].
Das Polynom r(X7) hat die Nullstelle w, ist also durch das Minimalpolynom p von w teilbar:
r(X9) = p(X) - pr(X).

Wir betrachten nun die beiden letzten Gleichungen modulo der Primzahl ¢ (alle Polynome sind
ganzzahlig). Weil die Frobenius-Abbildung F' : IF, — IF,, ¢ — ¢?, ein Kérper-Isomorphismus ist
(Satz 3.20), folgt

r(X?) = (r(X))? =p(X) -p1(X) modulo q.

Weil der Ring IF,[X] faktoriell ist (Satz 2.33), kommt jeder irreduzible Faktor py € IF,[X] von p
modulo ¢ auch in ¢ modulo ¢ und deswegen in r» modulo ¢ vor. Deswegen teilt p3 das Polynom

X"—-1=p(X) -r(X)-f(X) modulo gq.

Das Polynom X" — 1moduloq hat einen mehrfachen Faktor, ist also nicht separabel iiber IF,.
Das ist ein Widerspruch zu Satz 4.2. L]

Definition 4.3 Der n-te Kreisteilungskorper Q(/1), ist der Korper, der aus Q durch Adjunk-
tion aller n-ten Einheitswurzeln entsteht.

Weil alle n-ten Einheitswurzeln Potenzen einer einzigen primitiven Einheitswurzel w sind, ist
Q( /1) schon die einfache Erweiterung Q(w). Nach Satz 4.4 hat die Kérpererweiterung Q C Q(w)
den Grad ¢(n).

Der Korper Q(w) ist normal und separabel, also galoissch iiber Q. Wir wollen seine Galois-
gruppe identifizieren.
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Jeder Galois-Automorphismus permutiert die n-ten Einheitswurzeln, wobei Produkte zwei-
er Einheitswurzeln auf die Produkte der Bilder beider Einheitswurzeln iibergehen. Unter dem
Gruppen-Isomorphismus

(Z,,+) — {n-te Binheitswurzeln,-), kmodn — w",

induziert er einen Gruppen-Automorphismus der zyklischen Gruppe « : Z,, — Z,,. Nach Satz
1.13 ist die Automorphismengruppe von Z,, isomorph zur multiplikativen Gruppe Z, der primen
Restklassen modulo n. Jeder Automorphismus ist von der Form kmodn + r - kmodn, wo r
eine prime Restklasse modulo n ist.

Was entspricht dem Automorphismus « : k& +— r - kmodn unter dem Isomorphismus von
Z,, auf die multiplikative Gruppe der n-ten Einheitswurzeln? Bei diesem Isomorphismus geht
1 € Z,, auf eine primitive Einheitswurzel w und

k= wb, k-re b = (w

k)r

iiber. Jede n-te Einheitswurzel w* wird auf ihre r-te Potenz abgebildet. Insbesondere wird die
primitive n-te Einheitswurzel w auf die primitive Einheitswurzel w" abgebildet. Nach Satz 4.4
sind aber alle primitiven n-ten Einheitswurzeln konjugiert iiber Q. Es gibt also einen Galois-
Automorphismus ¢ : L — L mit g(w) = w". Fiir diesen gilt dann auch

Der Galois-Automorphismus g operiert auf den n-ten Einheitswurzeln genau wie a auf der
Gruppe Z,,. Wir haben bewiesen:

Satz 4.5 Die Galoisgruppe des n-ten Kreisteilungskérpers tiber @Q ist isomorph zur primen
Restklassengruppe modulo n. Ist w eine primitive n-te Finheitswurzel, so wird jeder Galois-
Automorphismus durch

w— w"

induziert, wo r die primen Restklassen modulo n durchliuft.

Insbesondere ist die Galoisgruppe des Kreisteilungskorpers stets abelsch. Aber sie braucht
nicht zyklisch zu sein. In 1.3 haben wir gesehen: Die prime Restklassengruppe modulo 8 ist
isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

Die Kenntnis der Galoisgruppe erlaubt, die Anzahl der Zwischenkorper und deren Grad iiber
Q@ anzugeben.

Beispiel 4.4 Die Galoisgruppe des Kreisteilungskiorpers Q(+/1) vom Grad ¢(8) = 4 tiber © ist
die Kleinsche Vierergruppe. Sie hat drei Untergruppen der Ordnung zwei. Also gibt es genau drei
Zwischenkérper, alle vom Grad zwei.

FEine primitive achte Finheitswurzel ist

T = %\/5(1 +1).
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Wegen 12 = i ist einer der Zwischenkirper Q(i) = Q(v/—1). Aber es muss noch zwei andere
quadratische Zwischenkirper geben. In der Tat: Q(¥/1) enthilt

rrT = VA1) + (1 )] = V3

sowie

T4 7= %x/ﬁ[(lﬂ') +(=1+0)] =iv2.

Die beiden anderen Zwischenkirper sind Q(v/2) und Q(v/—2).

Ist n = p eine Primzahl, so ist ¢(p) = p — 1. Die Galoisgruppe des Korpers Q({/1) iiber
Q@ hat die Ordnung p — 1. Die prime Restklassengruppe modulo p ist die Einheitengruppe des
Primkorpers IF, und nach Satz 2.11 zyklisch. Also ist die Galoisgruppe von Q(¥/1) iiber Q
zyklisch von der Ordnung p — 1. Auch der Kérpergrad [Q({/1) : Q] ist p — 1.

Satz 4.6 Ist w # 1 eine p-te Einheitswurzel, so bilden die Potenzen

eine Q-Basis von Q(Y/1).

Beweis. Weil der Korpergrad = p — 1 ist, geniigt es zu zeigen, dass diese p — 1 Potenzen iiber
@ linear unabhéngig sind. Andernfalls gébe es eine lineare Relation

cw + cow® + ...+ cp,lwp_l =0, ciy..y0-1 €Q.
Hier kann man w kiirzen und erhilt eine Gleichung vom Grad p — 2
c1 +cow+ ...+ (:,,_11111”_2 =0

fiir w mit Koeffizienten in @Q. Deren linke Seite muss ein Vielfaches des Minimalpolynoms &,
sein. Weil @, den Grad p — 1 hat, geht das nur, wenn ¢; = ... =¢,_; = 0. L]

Ist ¢ € (Z,)* ein erzeugendes Element dieser Gruppe, so sind alle primen Restklassen modulo
p gerade q,q2,...,q°~' = 1modp. Das zu ¢ gehérende Erzeugende der Galoisgruppe operiert
durch

wis wl e w’ o w? T = w.

Mit dieser Information kann man die Zwischenkérper zwischen @ und Q({/1) sehr explizit
durch Angabe einer Q-Basis beschreiben. Jede Untergruppe der Galoisgruppe Z,_; ist zyklisch
von einer Ordnung m die p — 1 teilt. Und zu jeder Ordnung m gibt es genau eine solche Unter-
gruppe. Ist p — 1 =m - r, so ist diese Untergruppe

Un=A{0,7,2r, ....,(m—1)rmod (p — 1)}.

160



Ein Erzeugendes g dieser Gruppe U,, operiert auf der Kérperbasis w, w?, ..., wP~' durch g : w —
w? . Die folgenden r Kérperelemente sind deswegen invariant unter allen Transformationen der
Gruppe U,,, und gehoren zu deren Fixkorper:

w + w4y @ x4 w(q(m—l)’r‘),
wq + w(qr+1) -I- w(q2r+1) -I- + w(q(m—l)’r‘-i-l)’
w@™ 4 @ @Y L+ w@™")

Diese r Elemente des Kreisteilungskorpers heiflien nach Gaufl m-gliedrige Perioden. In den r
Linearkombinationen kommt jede Potenz w', ..., wP~! genau einmal vor. Also sind sie linear un-
abhingig iiber Q. Weil der Fixkoérper von U, den Kérpergrad r iiber @ hat, bilden sie eine
Q-Basis dieses Fixkorpers. Keines der Elemente ist invariant unter einer Untergruppe der Ga-
loisgruppe, die U, echt enthilt. Also liegt keines in einem echt kleineren Unterkorper, und jedes
dieser Elemente erzeugt den Fixkorper von U,.

Beispiel 4.5 p=5. Die Galoisgruppe ist zyklisch von der Ordnung wvier. Sie halt genau eine
echte Untergruppe, und diese hat die Ordnung zwei. Wahlen wir ¢ = 2 als Erzeugendes der
primen Restklassengruppe modulo 2, so wird die Untergruppe der Ordnung 2 erzeugt von 2q =
4. Im Kreisteilungskiorper Q(¥/1) vom Kdérpergrad vier diber Q gibt es deswegen genau einen
echten Zwischenkorper, und dieser hat den Korpergrad zwei tber Q. Ist € eine primitive fiinfte
Einheitswurzel, so sind

€, €, 64,68 =¢

alle primitiven fiinften Finheitswurzeln. Die zweigliedrigen Perioden
n ::6+64, n = e+
erzeugen jede fir sich den eindeutig bestimmten quadratischen Teilkorper. Wegen
772:2+77':1—n, n2+77—1:0
ist = (—1 £+/5)/2, und dieser Teilkorper ist Q(v/5).

Beispiel 4.6 (H 00, T3, A4) Sein > 2 eine ganze Zahl und ¢ die Eulersche @-Funktion.

a) Zeigen Sie, dass Q(cos%ﬁ)/(@ eine Galoiserweiterung vom Grad @ ist.
b) Bestimmen Sie das neunte Kreisteilungspolynom tiber @.
¢) Bestimmen sie das Minimalpolynom von cos%“ tiber Q).
Lésung: a) Es sei
. 27 27
w= e = cos™— +i-sin"— € C
n n
die erste primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist

2 1
cos— = —(w+d) == (w+w?t).
n 2



Deswegen gendigt w tiber Q(cos—) der quadratischen Gleichung

2
w2—2cos—7r-w+1:0.
n
Weil Q(cos2E) in IR enthalten ist, kann dieser Korper nicht mit dem Kreisteilungskdrper Q( /1)
iibereinstimmen. Also ist Q(¥/1) eine quadratische Erweiterung von Q(cos2Z). Daraus folgt

@ (05”7 @) = IRV 5 Q) = j(n)

Die Galoisgruppe G(Q(¥/1) : Q) ist abelsch von der Ordnung @(n). Die Gruppe G(Q(/1) :
Q(cos2L)) ist Normalteiler (vom Index 2) in G(Q(¥/1) : Q), weil diese Gruppe abelsch ist. Also
st der Korper Q(cos%”) normal tber Q und damit galoissch.

b) Das neunte Kreisteilungspolynom haben wir schon bestimmt. Es ist

Do(X) = X0+ X* 4+ 1.

c) Wegen
2 1 1
[Q(cos ) : @] = 5(9) = 5
hat das Minimalpolynom von cosE iiber © den Grad 3. Es sei w = e2™/% die erste primitive

9-te Eineitswurzel. Ausgehend von

-6 =3,

2
cos— =

1 8
9 5-(w—|—w)

berechnen wir die Potenzen

2r\? 1
(cos—w> =1 (w? +24+w") leider nutzlos,

9
2m\? 1 1 2
<cos§> =3 (w® + 3w + 3w® + w®) = 3 (—1+ 6003%).
Also erfillt cos T die Polynomgleichung
3 1 3 1
X3="X— < XA -CX - =0.
1 g bzw 1 + 3 0
Deswegen ist
x5_3x + E
4 8

das gesuchte Minimalpolynom.

162



Beispiel 4.7 p=17. Die Galoisgruppe ist zyklisch von der Ordnung 16. Eine prime Restklasse
modulo 16 ist ¢ = 3. Ihre Potenzen modulo 17 sind

=3, ¢=9 ¢=10, ¢*=13,
¢ =5 ¢ =15 q¢" =11, ¢* =16,
@ =14, ¢'°=8, ¢'"'=7, ¢%=4,
q13 — 12’ q14 — 2’ q15 — 6, q16 =1

In der Galoisgruppe gibt es je eine Untergruppe der Ordnung 2, 4 und 8. Entsprechend gibt es
Zwischenkérper vom Grad 2, 4 und 8.

Ist w eine primitive 17-te Finheitswurzel, so wird der Zwischenkérper vom Grad zwei erzeugt
von jeder der acht-gliedrigen Perioden

no = w +w’ + w' + w"” + w' + w® + wt + w?
m ::w3+w10+w5+w11+w14+w7+w12+wﬁ_

Weil der Korper quadratisch iiber @ ist, miissen beide einer quadratischen Gleichung mit ganzen
Koeffizienten gentigen. Wir berechnen etwa

n = w? + w4+ w? +w'® +w® +w' +wt +wt +
2 (' 4w + w1+ +w +wd+

w’+w +w+ 1+ +w' +
w'' +w'? +wt 1+ w0+
w' +wb +w? + 1+
w’ 4w 4+ w+ w'? 4+ w'® + wb)

= no+2-(4+mn+2m)

= 1no+2-(2—mo)

= —n+4

Die Zahl ng ist damit eine Wurzel der quadratischen Gleichung
X?24+X—-4=0

mit den beiden Ldsungen

1
no,1 = 5(—1 + V17).
Die viergliedrigen Perioden sind
foi=w+w? +0' +ut, & =0+’ o' 4w

£ = w® + '+t +w?, €= w®+w' +u +ub
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Fiir &y berechnen wir
Somo = &5+ Eamo
= &+
w'® + w'® + w® + P + w® + Wt +wt + W +
w® +w +w’ +w+w® +w? +w'? + b
= &1L
Die Zahl &y geniigt also iber dem Korper Q(no) der quadratischen Gleichung
X2 X —1=0.

Die erste zweigliedrige Periode
0y == w + w'®

erfillt
93 = w2—|—2+w15,
Oty = w4 w1’ 1w 4w 1w
= 02 +€.

Sie gendigt also tiber Q(&o) = Q(&1) der quadratischen Gleichung
X% - X + 6 =0.
Schlieflich erfillt w selbst die quadratische Gleichung

wHw P =0, w?—wh+1=0.

Die Rechnung fiir p = 17 expliziter Spezialfall der allgemeinen Aussage:

Satz 4.7 Ist p eine Primzahl derart, dass p — 1 eine Zweierpotenz ist, so entsteht Q(/1) aus
Q durch eine Folge quadratischer Kdrpererweiterungen. Insbesondere ist das requlire p-Eck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. Die Galoisgruppe G von Q (/1) ist zyklisch von der Ordnung p—1 = 2™. Die Gruppe
G ~ Zsm hat also eine Kette von Untergruppen

G D Zyn— DZoym-2D ... DLy D Zs.
Zu ihnen gehort eine aufsteigende Kette von Korpererweiterungen
QCKyCKyC...C Kym2 C Kym1 C Q(*V1)

der Kérpergrade 2,4, ...,2m=2,2m~1 9™ jiber . Jeder dieser Kérper ist eine quadratische Er-
weiterung des vorhergehenden. L]
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Aufgabe 4.1 Sind die primitiven 6-ten, bzw. 9-ten Einheitswurzeln in Q(v/1), bzw. in Q(/1)
linear unabhdingig tiber Q¢

Aufgabe 4.2 (F 02, T2, A3) Sei & € C eine primitive 7-te Einheitswurzel.
i) Man bestimme o, bzw. B in Q(&) so, dass [Q(a) : Q] = 2 und Q(B) : Q] = 3 ist.
i1) Man bestimme jeweils das Minimalpolynom von o und von (3.

Aufgabe 4.3 (F 00, T3, A3) Sei £ =5 .

a) Zeigen Sie, dass o = £+ €71 einer normierten quadratischen Gleichung mit Koeffizienten
aus Z geniigt.

b) Stellen Sie o' als Polynom in « dar und zeigen Sie 0 < a < 1.

Aufgabe 4.4 (F 00, T3, A4) Seip prim und f(z) = zP — a € Q[z] irreduzibel. Zeigen Sie,
dass die Galoisgruppe von f(x) tiber Q isomorph ist zu der Gruppe der Transformationen des
Primkorpers IF, von der Form y — ky +1 mit k,l € IF,, k # 0.

Aufgabe 4.5 (F 99, T2, A1) Sei ( € C eine primitive 7-te Finheitswurzel. Man bestimme
das Minimalpolynom von ¢ 4 ¢% + ¢* diber Q.

Aufgabe 4.6 (H 97, T1, A4) Sein > 1 eine natirliche Zahl, sei K ein Korper der Charakte-
ristik Null, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthdlt, und sei K (X) der Korper der ratio-

nalen Funktionen in der Unbestimmten X idiber K. Ferner seien o bzw. 8 die K-Automorphismen

von K(X), die durch

a(X) = CX bow. B(X) = %

bestimmt sind. Sei G die von «, 8 erzeugte Gruppe und G C K(X) der Fizkérper von G, Zeigen
Sie:

a) G ist die Diedergruppe der Ordnung 2n.

b) K(X) ist eine Galoiserweiterung vom Grad 2n tber F'.

¢) Das Minimalpolynom von X diber F ist T?" — (X™ + X ™)T™ + 1.

d) Esist F = K(X™+ X™").

Aufgabe 4.7 (H 96, T1, A3) Man bestimme (bis auf Isomorphie) die Galoisgruppe des Po-
lynoms

X+ X+ X2+ X +1
tiber Q.

Aufgabe 4.8 (F 96, T1, A3) Sei p eine Primzahl. { = (y eine primitive p-te Einheitswurzel
iber Q. Sei g : ( — (° (wobei 1 < s < p—1 und3s erzeugt (Z/pZ)*) ein erzeugendes Element der
Galoisgruppe G(Q(¢)/®) des p-ten Kreisteilungskdrpers Q(()/Q. Zeigen Sie: Zu jedem Teiler d
von p—1 gibt es genau einen Zwischenkérper M von Q(C)/Q mit [M : Q] = m, wobei p—1 = d-m
und es gilt M = Q(v;) mit v; := Zﬁ;}) Civkm (0 =<1 <m—1), wobei ¢ := ¢I(¢) = ¢* fiirj>1
und (o = ( (i.e. jedes der Elemente v; hat die Figenschaft, den Zwischenkérper M zu erzeugen,).
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Aufgabe 4.9 (F 96, T3, A3) Sein eine natiirliche Zahl und ¢, eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Bestimmen Sie alle Einheitswurzeln im Korper Q((p).

Aufgabe 4.10 (F 96, T3, A4) Sei (7 eine primitive 7. Einheitswurzel und E := Q((7). Zei-
gen Sie:
a) Es gibt genau eine tiber Q quadratische Teilerweiterung L in E.

b) Zeigen Sie: L = Q(v/=7).

Aufgabe 4.11 (H 95, T2, A1) Sei K ein Korper, n > 2 eine natirliche Zahl und  eine n-te
Einheitswurzel dber K. Man beweise:

a)
nilck: n  falls( =1
0 sonst
k=0
b) C ist genau dann primitive n-te Einheitswurzel iber K, wenn gilt:

n—1

Vie(om—1y 2, ¢ =0

k=0
¢) Ist n = 2" mit einer natirlichen Zahl r, so gilt fir alle a € K :

n—1 r—1

> af =T +d*)

k=0 k=0

d) Sei nun p eine Fermatsche Primzahl und K = Z,. Seinen r,s natirliche Zahlen mit
927 = p—1. Sein=2" und { =2% € K. Dann ist { eine primitive n-te Einheitswurzel.

e) Man bestimme eine primitive 16-te Einheitswurzel in Zgss37.

Aufgabe 4.12 (F 95, T1, A3) Sei (23 primitive 23-te Einheitswurzel in C. Bestimmen Sie
die Anzahl aller Zwischenkorper K mit Q@ C K C Q((23), Q # K # Q((23).

4.2 Endliche Korper

Jeder endliche Kérper L enthilt seinen eindeutig bestimmten Primkorper K. Dieser hat ei-
ne Primzahlcharakteristik p > 1. Weil L endlich ist, ist insbesondere seine Dimension als K-
Vektorraum endlich. Diese Dimension sei n = [L : K|. Eine K-Basis von L besteht dann aus n
Elementen cy,...,c, € L. Jedes Element ¢ € L ist eine Linearkombination yi¢; + ... + yp¢, mit
durch ¢ eindeutig bestimmten Koeffizienten vy, ...,7v, € K. Durchlaufen diese n Koeffizienten
unabhingig voneinander all die p Zahlen in K, so erhilt man p™ verschiedene Zahlen in L. Es
folgt
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Satz 4.8 Die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers ist eine Potenz q = p™ seiner
Charakteristik p.

Die Einheitengruppe L* hat ¢ — 1 Elemente. Fiir alle Elemente 0 # ¢ € L folgt daraus
A7 =1.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢, so finden wir ¢? = ¢. Das Element c¢ ist Wurzel der
Gleichung
X1-X =0.

Weil auch ¢ = 0 eine Wurzel dieser Gleichung ist, geniigen ihr alle ¢ Elemente von L. Nach Vieta
wird X? — X vom Polynom
H (X —¢)

ceL
geteilt. Beide Polynome sind normiert vom gleichen Grad. Also ist

X' -X=][(X-o).
cel

Daraus folgt:
Satz 4.9 Je zwei endliche Kérper mit gleicher Anzahl von Elementen sind isomorph.

Beweis. Wenn ¢; = p}* und ¢2 = p5? die Anzahlen der Elemente in diesen beiden Korpern
sind, so folgt aus p' = p5? dass py = po und ny = ng ist. Beide Korper entstehen also aus
demselben Primkérper IF), durch Adjunktion aller Wurzeln des Polynoms X7 — X und sind nach
Satz 3.12 IF,-isomorph. L]

Das war die Eindeutigkeitsaussage. Es gilt aber auch die entsprechende Existenxaussage:

Satz 4.10 Zu jeder Primzahlpotenz q = p™ gibt es einen Kérper mit ¢ Elementen.
Beweis. Es sei Z der Zerfillungskorper des Poynoms X? — X iiber IF,. In Z liegt die Menge

L aller Nullstellen dieses Polynoms. Zwei Elemente c1,co € Z gehoren genau dann zu L, wenn

c! = ¢; und ¢ = ¢, gilt. Daraus folgt

. q e . e .
b
(c1-¢9) cf-cg=ci-c

c1\Y? c’{ cl
co A ey

Also liegen Produkte und Quotienten von Elementen aus L wieder in L. Durch wiederholte
Anwendung des Frobenius-Homomorphismus findet man aber auch

und fiir ¢5 # 0

(01 +02)q = (01 +02)pn :Czl)n +an =c1 + co.

Also liegen auch Summen von Elementen aus L wieder in L. Wegen —1 € IF), C L gehéren dann
auch die Differenzen solcher Elemente wieder zu L. Damit ist L ein Unterkorper von Z.
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Die Ableitung des Polynoms X9 — X ist
g X —1=p" X" —1=-1#£0.

Das Polynom X7 — X ist also separabel iiber IF,, und hat genau ¢ verschiedene Nullstellen in Z.
Damit hat L genau g Elemente. L]

Definition 4.4 Man nennt den nach Satz 4.10 und Satz 4.9 existierenden und bis auf IF,-
Isomorphie eindeutig bestimmten endlichen Kérper der Ordnung p" den Galois-Korper oder das
Galois-Feld der Ordnung p™ und bezeichnet ihn (es) mit GF (p").

Die Einheitengruppe L* des Korpers L mit ¢ = p™ Elementen ist nach Satz 2.11 zyklisch von
der Ordnung g — 1. Ist ¢ € F* ein Erzeugendes dieser Gruppe, so sind alle Korperelemente # 0
in L Potenzen von c. Es folgt

Satz 4.11 (vom primitiven Element in Char p) Jede endliche Erweiterung eines endlichen
Korpers ist einfach.

Weil der Satz vom primitiven Element jetzt auch fiir Galois-Erweiterungen eines endlichen
Korpers richtig ist, gilt auch die Folgerung Satz 3.34 jetzt auch fiir Galois-Erweiterungen eines
endlichen Korpers.

Im Beweis von Satz 4.10 haben wir auch gesehen, dass die Kérpererweiterung IF,, C L vom
Grad n normal und separabel ist. Sie ist also galoissch und die Galoisgruppe hat die Ordnung
[L : TF,] = n. Wegen

c? =cfirallecelF,

ist der Frobenius-Homomorphismus
F:L>c—c €L
ein K-Automorphismus von L.

Satz 4.12 Die Galoisgruppe G(L : IFy) ist zyklisch von der Ordnung n. Sie wird erzeugt vom
Frobenius-Homomorphismus.

Beweis. Die Iterierten von F' sind die Homomorphismen
FF e cpk, kE=1,2,...

Solange k < n ist, gilt fiir ein primitives Element ¢ € L, dass F¥(c) # c ist. Denn andernfalls
wéren alle p™ Korperelemente ¢ € L Wurzeln der Gleichung X?" = X. Nach Vieta geht das
nicht fiir & < n. Damit haben wir n — 1 verschiedene, nicht-triviale IF)-Homomorphismen Fk
von L. Weil die Ordnung der Galoisgruppe n ist, besteht sie aus diesen n — 1 Homomorphismen
und der Identitét. L]
Zu jedem Teiler m von n gibt es genau eine zyklische Untergruppe der Ordnung m in der
Galoisgruppe. Ist r = n/m, so wird diese von F" erzeugt. Diese Untergruppen bestimmen nach
Satz 3.30 die Zwischenkoérper zwischen IF, und L, also die Unterkorper von L. Daraus folgt
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Satz 4.13 Zu jedem Teiler m von n gibt es genau einen Unterkorper der Ordnung p™. Er ist
der Fizkorper des iterierten Frobenius F™. Er besteht also aus allen ¢ € L mit ®" = c. Ein
Element 0 # ¢ € L gehort genau dann zu diesem Korper, wenn ¢®" —' =1 ist, also wenn seine
Ordnung in der Einheitengruppe = p™ — 1 ist.

Alle Elemente 0 # ¢ € L = GF(p™) geniigen der Gleichung

Al =1,

sind also (p" — 1)-te Einheitswurzeln iiber IF),. Weil deren Anzahl = p" — 1 ist, ist GF(p™) der
(p" — 1)-te Kreisteilungskorper iiber IF,,.

Aufgabe 4.13 a) (Kleiner Fermat) Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n # 0 mod p
ist P~ = 1mod p.
b) (Satz von Wilson) Fiir jede Primzahl p ist

(p—1D!'=—1modp.
Aufgabe 4.14 Es sei K = IF3(\/2). Zeigen Sie, dass
V2 —V2
den Frobenius-Automorphismus auf K induziert.

Aufgabe 4.15 Zeigen Sie, dass es in F3[X] zwdlf irreduzible Polynome vom Grad 3 gibt, und
bestimmen Sie diese.

Aufgabe 4.16 (F 01, T2, A4) Sei IFy ein Korper mit ¢ Elementen und sei n € IN teiler-
fremd zu q. Sei K ein Zerfillungskorper von z — 1 dber IF,. Man zeige [K : IF,;] = min{k €
IN|n teilt ¢* —1}.

Aufgabe 4.17 (H 00, T1, A3) Sei K = Fy2000 der Korper mit 2200 Elementen.

a) Wie viele Teilkorper besitzt K ¢

b) Wie viele erzeugende Elemente hat die Erweiterung K|IFo? (Hinweis: Die bei der Berech-
nung auftretenden Potenzen von 2 miissen nicht , ausgerechnet” werden.)

Aufgabe 4.18 (H 00, T2, A1) Seien K ein Korper mit 15625 Elementen und G seine Au-
tomorphismengruppe. Wie viele und wie grofie Bahnen hat G in K ?

Aufgabe 4.19 (H 00, T2, A3) a) Seip # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass der Kirper IF,»
mit p? Elementen eine primitive 8-te Einheitswurzel enthilt.

b) Zeigen Sie, dass das Polynom X* 41 iiber Q irreduzibel und tiber jedem endlichen Kdérper
reduzibel ist.
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Aufgabe 4.20 (H 00, T3, A3) Sei k ein endlicher Kérper und K/k eine algebraische Kor-
pererweiterung. f und g seien irreduzible Polynome in K[X] vom gleichen Grad. Zeigen Sie,dass
die Korper K[X]/(f) und K[X]/(g) isomorph sind. (Anleitung: Nehmen Sie zundchst an, dass
K ebenfalls endlich ist, und fiihren Sie den allgemeinen Fall darauf zurick.)

Aufgabe 4.21 (F 00, T1, A1) Weisen Sie fiir eine Primzahl p die Aquivalenz folgender Aus-
sagen nach:

i) f(X) = X%+ 2X + 2 ist irreduzibel iiber dem Kérper mit p? Elementen.

ii) p = 3mod 4.

Aufgabe 4.22 (F 99, T1, A2) Bekanntlich kann man den Korper der komplexen Zahlen aus
dem Kérper K := TR der reellen Zahlen wie folgt gewinnen: Man fiihre auf der Menge C(K) :=
K x K aller Paare von Elementen von K folgende Addition und Multiplikation ein:

(z,y) + («",y) = (z+2,y+9),
(z,y)- (2',y") = (o2’ —yy' zy +ya').

Fiir einen beliebigen Korper K ist C(K) mit den obigen Verkniipfungen nicht notwendig ein
Korper, jedoch stets ein kommutativer Ring mit Einselement (dies braucht nicht bewiesen zu
werden,).

a) Fir welche Primzahlen p ist C(IF)) ein Korper? (Dabei ist IF, = Z[pZ der Kérper mit
p Elementen.)

b) Man zeige: Ist p eine ungerade Primzahl und C(IF),) kein Korper, so gibt es einen Ring-
Isomorphismus

C(F,) = F, x F,,

wobei die Ringstruktur auf IF, xIF), durch komponentenweise Addition und Multiplikation gegeben
18t.

¢) Ist folgende Aussage richtig: Fir eine ungerade Primzahl p ist C(IF)) genau dann ein
Kérper, wenn die multiplikative Gruppe C(IF,)* der Einheiten von C(IF,) zyklisch ist?

Aufgabe 4.23 (H 97, T1, A1) Gegeben seien eine Primzahl p, eine natirliche Zahl n mit
g =p" > 2 und ein Primteiler r von q—1. Wie diblich bezeichne IF, den Kérper mit ¢ Elementen.

a) Zeigen Sie, dass die multiplikative Gruppe F; = T8y \ {0} ein Element v der Ordnung r
enthdlt und dass die Menge

G = {(é g) € GL(2,IF,);a e F,, B € (7)}

eine Untergruppe der Ordnung qr von GL(2,1F ;) ist. Dabei ist (ry) die von y erzeugte Untergruppe
von TF .

b) Bestimmen Sie die Ordnungen der Elemente von G.

c¢) Geben Sie die Anzahl der p- und der r-Sylowgruppen von G an.

Aufgabe 4.24 (H 97, T2, A3) Sei K = IF, der Kérper mit ¢ = 2'° Elementen und k = IFy
der Primkorper von K. Bestimmen Sie
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a) die Anzahl der erzeugenden Elemente der multiplikativen Gruppe K* = K \ {0},
b) alle Unterkorper von K,
¢) die Anzahl der primitiven Elemente von K|k.

Aufgabe 4.25 (H 97, T3, A3) Sei L|K eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgrup-
pe G. Sei H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass es ein ¢ € L gibt mit H = {g € G;g9(¢) =

2},
Aufgabe 4.26 (F 97, T1, Alc)) Welche Teilkorper besitzt der Korper mit 128 Elementen?

Aufgabe 4.27 (H 96, T3, A3) Seip € IN eine Primzahl, seien n,m > 1 natiirliche Zahlen
und K ein Kérper mit p” Elementen. Man zeige:
a) p™ — 1 teilt genau dann p™ — 1 wenn m Teiler von n ist.
b) K enthdlt genau dann einen Unterkérper mit p™ Elementen, wenn m Teiler von n ist.
¢) In wie viele irreduzible Faktoren zerfdllt das Kreisteilungspolynom ®sy tiber Z /27 ?

Aufgabe 4.28 (H 95, T1, A2) Man bestimme alle unitiren Ringhomomorphismen des Rin-
ges Z[X]/(X* — 1) in die Ringe Z/(16),Z/(60) sowie in den Kirper Rgq mit 64 Elementen.

Aufgabe 4.29 (H 95, T2, A3) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und f € K[X] ein
nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Man beweise:

a) f ist genau dann separabel, wenn die Ableitung Df # 0 ist.

b) Ist f nicht separabel, so gibt es ein Polynom g € K[X] mit f(X) = g(XP).

c) Jede endliche Korpererweiterung von K ist separabel <= Der Frobenius-Homomorphismus
von K ist ein Automorphismus.

Aufgabe 4.30 (F 94, T2, A5) Es sei f(X) = X% +3 , IF der Kérper mit 7 Elementen und
L der Zerfillungskorper von f(X) dber IF. Man berechne [L : TF].

Aufgabe 4.31 (H 93, T2, A3) Sei f € K[X]| ein normiertes irreduzibles Polynom tber dem
Korper K, sei a eine Nullstelle von f in einem Erweiterungskéorper von K und es gelte f(a+1) =
0. Man zeige:

a) Der Korper K hat positive Charakteristik.
Ist char(K) = p eine Primzahl und gilt zudem o — o € K, so zeige man:

b) f stimmt mit dem Polynom XP — X — of + « dberein.

¢) Die Erweiterung K (a))/K hat eine zyklische Galoisgruppe der Ordnung p.

Aufgabe 4.32 (H 91, T1, A4) Es sei K ein endlicher Kérper mit p™ Elementen (n,p € IN, p
eine Primzahl). Man beweise:

i)o: K — K,a— aP ist ein Automophimus von K.

i1) Die Automorphismengruppe G von K ist zyklisch von der Ordnung n. (Hinweis: G wird
von o erzeugt.)

Aufgabe 4.33 (F 91, T1, A3) Sei f = 25 + 2% + 2% + 1 ein Polynom.
1) Bestimmen Sie einen Zerfillungskérper von f iber den rationalen Zahlen Q .
2) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iber Q .
3) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber dem Primkérper Zs mit 5 Elementen.
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Aufgabe 4.34 (H 90, T2, A1) Sei IFy der Kérper mit 4 Elementen und sei
R :=IF4[X]/(X° — X?).

a) Wie viele Elemente besitzt R?
b) Wie viele Primideale gibt es in R?
¢) Wie viele Einheiten besitzt R?
d) Wie viele Nullteiler besitzt R?

Aufgabe 4.35 (F 90, T2, A5) K sei ein Korper der Charakteristik 2, die Polynome f; =

22 — a1 und fo = 2 —x — ay mit a1,ay € K, seien tiber K irreduzibel, L, bzw. Lo seien

Zerfillungskorper von fi bzw. fo. Kann es einen K-Isomorphismus von L1 auf Lo geben?

4.3 Zyklische Korper

In diesem Paragraphen setzen wir zunéchst voraus: Es sei K ein Korper, der alle n-ten Ein-
heitswurzeln enthélt. Dabei nehmen wir an, dass entweder K die Charakteristik 0 hat, oder
dass K eine Charakteristik p > 1 hat und n nicht durch p teilbar ist. Dann gibt es in K also n
verschiedene n-te Einheitswurzeln. Wir bezeichnen sie mit

Wir betrachten hier die reine Gleichung
X"—a=0, 0#a€K.

Ist L O K eine Korpererweiterung, die eine Nullstelle ¢ dieser Gleichung enthélt, so enthélt sie
auch die insgesamt n verschiedenen Nullstellen
¢, we, w2e, ..., w" e

Das Polynom X" — ¢ ist also separabel iiber K. Es zerfillt iiber K (c) in Linearfaktoren. Der
Korper K (c) ist damit galoisch iiber K.

Satz 4.14 a) Die Galoisgruppe des Polynoms X™ — a tiber K ist zyklisch.
b) Ist das Polynom X" — a irreduzibel iiber K, dann ist die Galoisgruppe zyklisch von der
Ordnung n.

Beweis. a) Jede Galois-Transformation ¢ € G(K(c) : K) wird durch eine Transformation

c—wh-e, keZ,,
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definiert. Die Hintereinanderschaltung zweier Transformationen ¢ — w* - ¢ und ¢ — w' - ¢ gehort
dabei zur Transformation w**!. ¢. Damit wird die Galois-Gruppe eine Untergruppe der Gruppe
der n-ten Einheitswurzeln. Nach Satz 2.11 ist diese Gruppe zyklisch, und die Galoisgruppe als
Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist auch wieder zyklisch.

b) Ist X™ — a irreduzibel iiber K, so sind alle Wurzeln dieses Polynoms konjugiert iiber K.
Die Galoisgruppe operiert transitiv auf diesen Wurzeln, und hat damit mindestens die Ordnung

n. L]
Von Satz 4.14 b) gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.15 FEs sei K C L eine galoissche Korpererweiterung mit zyklischer Galoisgruppe der
Ordnung n. Dann entsteht L aus K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel aus einem FElement
a € K.

Beweis. Es sei g € G(L : K) ~ Z,, ein Erzeugendes dieser Gruppe.
Fiir ein Element ¢ € L bilden wir die sogenannte Lagrangesche Resolvente

(w, ) := c+wg(c) + w’g?(c) + ... + w" Lg" " (c).
Wire diese Lagrangesche Resolvente (w,c) = 0, so wiire ¢ eine Nullstelle der Abbildung
L—L z=z+wg(r)+wg*(@)+..+w g, 1(z).

Setzen wir a, = w” in Satz 3.34, so sehen wir dass diese Abbildung nicht die Nullabbildung ist.
Es muss also ein ¢ € L mit (w,c) # 0 geben. Ein solches ¢ wihlen wir.
Das Bild der Lagrangeschen Resolvente unter g ist

g(w,c) = glc) + wg?(c) + w?g(c) + ... + w" e = (w,c)Jw.

Die n-te Potenz a := (w,c)™ bleibt also unter g, und dann unter der ganzen Galoisgruppe
invariant. Deswegen liegt a in K.
Die n Konjugierten von (w,¢) unter der Galoisgruppe

2

(w,c), (w,c)/w, (w,c)/w*, ..., (w,c)/w"_1

sind alle voneinander verschieden (weil (w, ¢) # 0 ist). Deswegen muss das Minimalpolynom von
(w, ) iiber K den Grad n haben. Weil (w, ¢) eine Nullstelle des Polynoms X™ — a ist, muss dies
das Minimalpolynom von (w,¢) sein. L entsteht also aus K durch Adjunktion einer (und dann
auch aller) Nullstelle(n) {/a von X" — a. Ol

Beispiel 4.8 Es sei K = Q(v/=3) der dritte Kreisteilungskérper iiber Q. Das Polynom f(X) =
X3 —2 ist irreduzibel iber Q vom Grad drei. Deswegen kann es in K keine Nullstelle haben, und
ist irreduzibel iber K. Der Zerfillungskorper L := K(v/—3, V/2) von f iiber Q ist zyklisch vom
Grad drei iber K. Die drei Konjugierten von /2 tber K sind

V2, g(V2) = w- V2, ¢2(V2) = w? - V2,
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wo w € C eine der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln ist. Wegen
V24w -g(V2)+w? ?(V2) = 1+ w? +w)-V2=0
ist die Lagrangesche Resolvente (w,/2) = 0. Aber fiir c = /4 = (3/2)? ist
9(0) = w? - VA, g2(c) = w4,
und die Lagrangesche Resolvente ist
(W) = VaA+w- - Vi +w? -wVd=3-Vi#0.
Die dritte Potenz dieser Lagrangeschen Resolvente ist
a:=(w,e)® =108 € K.
Und L entsteht aus K durch Adjunktion der dritten Wurzel

Ya = 3V/4.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wann die reine Gleichung X™ — a iiber K irreduzibel ist,
und zwar fiir den Fall, dass n = p # char(K) eine Primzahl ist.

Satz 4.16 Das Polynom XP — a € K[X] ist irreduzibel iber K, oder es zerfallt schon iber K
in Linearfaktoren.

Beweis. Nach Satz 4.14a) ist fiir L = K({/a) die Galoisgruppe G(L : K) isomorph zu einer
Untergruppe der Gruppe der p-ten Einheitswurzeln in K. Weil diese zyklisch von Primzahlord-
nung ist die Galoisgruppe entweder trivial, oder zyklisch von der Ordnung p.

Wenn die Galoisgruppe trivial ist, gilt L = K. Es gibt eine Wurzel ¢/a in K, und weil
alle p-ten Einheitswurzeln in K liegen sollten, liegen alle p-ten Wurzeln aus a schon in K. Das
Polynom XP — a zerfillt iiber K in Linearfaktoren.

Wenn die Galoisgruppe zyklisch von der Ordnung p ist, ist jede Galoistransformation g €
G(L : K) festgelegt durch das Bild ¢g(¥/a) € L. Das Element 4 besitzt also p verschiedene
Konjugierte in L. Sein Minimalpolynom muss den Grad p haben und mit X? —g iibereinstimmen.
Deswegen ist dieses Polynom irreduzibel. L]

Was bleibt von diesen schonen Sétzen, wenn K nicht alle n-ten Einheitswurzeln enthalt?

Satz 4.17 a) Es sei X™—a tiber K separabel und L D K der Zerfallungskorper dieses Polynoms.
Dann enthdlt L alle n-ten Einheitswurzeln und ist zyklisch tiber dem Zwischenkorper K(3/1).

b) Es sei L D K eine zyklische, galoissche Korpererweiterung vom Grad n. Dann ist L
enthalten in einer Erweiterung, die aus K(3/1) durch Adjunktion aller Wurzeln einer reinen
Gleichung entsteht.
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Beweis. a) Das Polynom X™ — @ hat iiber L insgesamt n verschiedene Wurzeln. Ist ¢; eine
dieser Wurzeln, so sind die anderen Wurzeln von der Form w-c¢;, wo w alle n-ten Einheitswurzeln
durchliuft. Der Kérper L enthilt also den n-ten Kreisteilungskérper K (/1) iiber K. Der Korper
L entsteht aus diesem Kreisteilungskorper durch Adjunktion aller Wurzeln des Polynoms X™ —a
und ist nach Satz 4.14a) zyklisch iiber K (3/1).

b) Der Kérper L' entstehe aus L durch Adjunktion aller n-ten Einheitswurzeln. Er enthélt al-
so den Kreisteilungs-Korper K’ := K ({/1). Es sei ¢ € L ein primitives Element fiir die Kérperer-
weiterung K C L. Dann ist L' = K'(c). Jedes ¢' € G(L' : K') wird definiert durch g(c) = ¢/, wo
¢ € L' konjugiert zu c iiber K’ ist. Dann ist ¢’ auch konjugiert zu ¢ iiber K und liegt in L. Der
Galois-Automorphismus ¢’ induziert damit einen Galois-Automorphismus g € G(L : K). Die
Abbildung ¢’ + ¢ ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus G(L' : K') — G(L : K). Damit
ist auch G(L' : K') als Untergruppe der zyklischen Gruppe G(L : K) selbst wieder zyklisch. []

Satz 4.18 Es sei p # char(K) eine Primzahl. Entweder ist das Polynom XP —a € K[X]
irreduzibel, oder a = bP,b € K, ist eine p-te Potenz, und

XP 0P = (X —b)- (XP7' 4 bXP72 4 L+ BPTEX 0P
spaltet tiber K den Linearfaktor X — b ab.
Beweis. Entweder ist X? — a irreduzibel iiber K oder es gibt eine Zerlegung
XP —a=f(X)-9(X), fgeK[X]
In seinem Zerfiallungskorper zerféllt XP — a in Linearfaktoren

p—1
X? —a= H(X—w”a),

v=0

wo « eine p-te Wurzel von ¢ und w eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Auch f zerfallt hier
in ein Produkt aus Linearfaktoren X —w”a. Hat f den Grad m, so ist der konstante Summand
b= f(0) von f von der Form

b=wk.am.

Es folgt
W=ao"" =am.

Wegen 0 < m = Grad(f) < pist ggT(m,p) =1 und es gibt ganze Zahlen p, ™ mit pm +7p = 1.
Daraus folgt, dass
a=a"-a™ =b".q" = (" -a")P

eine p-te Potenz ist. Ul

Beispiel 4.9 (H 00, T1, A4) a) Man zeige, dass das Polynom f = X'99 — 2000 irreduzibel
tiber @Q ist.
b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe von f iber Q.
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a) Die Zahl 1999 ist eine Primzahl. Ich habe das natirlich mit dem Befehl “ifactor’ von
MAPLE gecheckt. MAPLE darf man in die Staatsexamensklausur nicht mitnehmen. Man muss
also die Zahl 1999 durch alle Primzahlen

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43 < V1999 = 44, ...

teilen, und sehen, dass diese Division nie aufgeht. Mit dem Taschenrechner geht das in etwa
zwei bis drei Minuten. Mit der Hand braucht man etwa eine Viertelstunde. Man ist sich da aber
nie sicher. Also: In die Klausur unbedingt einen Taschenrechner mitnehmen!

Wir kénnen deswegen Satz 4.18 anwenden. Damit ist f irreduzibel, falls nicht 2000 eine
1999-te Potenz in Q ist. In diesem Fall hitte f € Q[X] eine Wurzel ¢ € Q und nach Satz 2.32a)
wdre ¢ sogar ein ganze Zahl. Weil ¢ nicht =1 sein kann, wdre ¢ > 2 und

1
2000 = % > (1 4+ 1)1 > 1 +1999 + ( 9299> > 2000.

Das geht nicht! Also ist f irreduzibel tiber @.

b) Die Galoisgruppe von f iber Q ist die Galoisgruppe des Zerfillungskérpers L von f iiber
Q. Dieser Kirper enthdilt den Kreisteilungskorper Q( "*%/1) vom Grad 1998 diber ©. Es gibt eine
(eindeutig bestimmite) reelle Zahl ¢ mit c'*% = 2000. Der Unterkérper Q(c) C L hat den Grad
1999 diber Q, weil f tiber Q irreduzibel ist. Also liegt ¢ nicht im Kreisteilungskorper K. Nach
Satz 4.18 ist das Polynom f dann auch irreduzibel iiber K, und L = K(c) hat tiber K den Grad
1999. Die Galoisgruppe hat die Ordnung

[L:Q)=[L: K] [K:Q]=1999-1998.
Beispiel 4.10 Jetzt sei
f =X 2000 € Q[X].

Was kann man da sagen? Weil 1991 = 11-181 keine Primzahl ist, greift keiner unserer schonen
Sdtze. Wenn f = g - h tber Q reduzibel wdre, dann wdren die Polynome g und h nach Satz 2.31
schon ganzzahlig. Und der konstante Koeffizient gy := ¢g(0) wdre ein ganzzahliger Teiler von
2000. Weil 2000 = 2* - 53 ist, gibt es davon eine ganze Menge, nimlich die 40 Zahlen

+2F.5! k=0,..,4,1=0,..,3.
Jetzt hilft nur noch absolute Brutalitit: Es sei c die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl mit ¢! =
2000 und w € C ein primitive 1991-te Einheitswurzel. Uber C zerfdllt

1990
f) =TT X —w™e)
m=0
in Linearfaktoren. Ist d := Grad(g), so ist go ein Produkt von d verschiedenen Zahlen w™c und

2k .50 = |go| = ¢ = ("*V/2000).

Daraus folgt
91991k 519914 _ 9nd — 9bd . 53d
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1991 -k=4-d, 1991-1=3-d,

4

3
Mit den zur Verfiigung stehenden Zahlen k =0,...,4 undl =0, ...,3 ist dies nur firk =4,1=3
und d = 1991 méglich. Es folgt

Grad(g) = 1991 = Grad(f),

und f ist irreduzibel dber Q.
Was ist jetzt die Galois-Gruppe von f iiber Q¢ Wieder haben wir Kérpererweiterungen

QCK=@q("V1)cL=K(),

wo L der Zerfillungskorper von f ist. Weil f irreduzibel iber @ ist, hat Q(c) den Grad 1991
tber Q. Der Grad des Kreisteilungskorpers K iiber Q ist

©(1991) = p(11) - p(181) = 10 - 180 = 1800.

Also liegt ¢ nicht in K. Nach Satz 4.1} a) ist die Galoisgruppe G(L : K) zyklisch von der Ordnung
1991. Der Kreisteilungskorper K ist normal in L. Deswegen ist G(L : K) ~ Z1991 C G(L : Q)
ein Normalteiler. Der Quotient G(L : Q)/G(L : K) ist die Galoisgruppe G(K : Q). Dies ist die
prime Restklassengruppe Zjgy,. Die Galoisgruppe G(L : Q) hat also die Ordnung

1991 - (1991) = 1991 - 1800.

Aufgabe 4.36 Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: Ist a € Q eine p-te Potenz in Q(¥/1), dann
ist a schon in Q eine p-te Potenz.

Aufgabe 4.37 Welche der folgenden Polynome sind irreduzibel in Q[X]:

X121, X2-3 X124, X'?244,
X2 -6, X2-8, X2_-9 X2_12

Aufgabe 4.38 (H 98, T2, A4) Sein eine natiirliche Zahl und w eine primitive n-te Einheits-
wurzel.

a) Zeigen Sie, dass fiir jeden Teilkorper K C C der Kérpergrad [K(w) : K| ein Teiler von
o(n) ist.

b) Sei d ein positiver Teiler von ¢(n). Zeigen Sie, dass es einen Kéorper K C C gibt, fiir den
[K(w): K] =d ist.

c) Sei speziell n = 5. Geben Sie fiir jeden positiven Teiler d von ¢(5) einen Kéorper K C C
an, fir den [K(w) : K] =d ist.
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Aufgabe 4.39 (F 97, T1, A3) Sei G = C, eine zyklische Gruppe, deren Ordnung q eine
Primzahlpotenz sei. Es sei p eine Primzahl mit p = 1 mod q, und K, = Q(eQm/p) sei der p-
te Kreisteilungskorper.

a) Konstruieren Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢ : H — G, wobei H =
Cp—1 die zyklische Gruppe der Ordnung p — 1 sei.

b) Begrinden Sie kurz, warum H zur Galoisgruppe von K, iber Q isomorph ist.

¢) Warum gibt es einen Teilkorper von K,, dessen Galoisgruppe iber Q isomorph zu G ist?

d) Nennen Sie eine normale Erweiterung von Q mit der Galoisgruppe Cs iiber Q.

Aufgabe 4.40 (F 97, T2, A3a)) Zeigen Sie: Fiir jede Primzahl p ist die Menge der primiti-
ven p-ten Finheitswurzeln aus C linear unabhdngig iber @.

Aufgabe 4.41 (F 97, T2, A5) Sei p eine ungerade Primzahl und q eine weitere Primzahl.
Setze f := XP — q.

a) Zeigen Sie: Ist x € C eine Nullstelle von f, so enthdlt der Korper Q(z) keine weitere
Nullstelle von f.

b) Welche Ordnung besitzt die Galoisgruppe von f iiber Q¢

Aufgabe 4.42 (F 97, T3, A4) a) Es sei  eine primitive fiinfte Einheitswurzel und n = ( +
¢~'. Leiten Sie aus der Minimalgleichung von ¢ iiber Q eine quadratische Gleichung von n diber
Q her. Beweisen Sie, dass /5 in Q(¢) enthalten ist.

b) Zeigen Sie, dass X° — 2 iiber Q(\/5) irreduzibel ist.

¢) Es sei E der Zerfillungskorper von X° — 2 dber Q(v/5). Bestimmen Sie den Grad [E :
Q5).

d) Bestimmen Sie die Galoisgruppe G von E iiber Q(v/5) und alle Zwischenkorper.

e) Ist E iiber Q normal?

Aufgabe 4.43 (F 96, T2, A5) Seien k,{,n natirliche Zahlen mit n = kf. Sei K ein Korper
der Charakteristik 0, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthdlt. Sei f = X" — a ein irredu-
zibles Polynom aus K|[X| und L sein Zerfillungskorper iber K. Sei z € L eine Nullstelle von f.

Man zeige, dass L = K(z) ist. Man zeige, dass es genau einen Zwischenkorper Z von LIK gibt
mit [7 : K| = k. Man zeige, dass 7 = K (2°) ist.

Aufgabe 4.44 (H 95, T1, A5) Sei K = Q(w) mit w := >™/% und F ein Zwischenkérper mit
QCFCK Q#F #K.

a) Man ermittle das Minimalpoynom von w iber Q und gebe eine Vektorraum-Basis von K
tiber Q an.

b) Warum ist K D Q galoissch? Man berechne Gal(K/@Q).

¢) Man berechne das Minimalpolynom von w 1iber F.

Aufgabe 4.45 (H 95, T3, A4) a) Zeigen Sie, dass f = X® — 2 diber Q(i) irreduzibel ist.
b) Bestimmen Sie den Zerfillungskérper L von f iiber Q(i) und berechnen Sie den Grad

[L = Q(i)]-
¢) Beweisen Sie, dass die Galoisgruppe von L/Q(i) zyklisch ist.
d) Bestimmen Sie den Grad des Zerfillungskorpers von f iber dem Grundkérper ZJ1TZ.
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Aufgabe 4.46 (H 94, T2, A4) Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Ist n eine positive ganze Zahl,
die kein Vielfaches der Charakteristik von K ist, und enthdlt K die n-ten Einheitswurzeln, so
ist jede Korpererweiterung L der Form K({/a), a € K, von K eine Galoiserweiterung mit
zyklischer Galoisgruppe Gal(L/K). Die Ordnung von Gal(L/K) ist ein Teiler von n.

Aufgabe 4.47 (H 94, T3, A5) Seik ¢ N,k > 1,n=3-2F und ¢ = e% € C. Bestimmen Sie
das Minimalpolynom von & tiber Q explizit.

Aufgabe 4.48 (F 94, T1, A5) Es sei K ein Korper, der eine primitive n-te FEinheitswur-
zel enthdlt. Auflerdem sei charK = p,p # 0, und p sei kein Teiler von n. Es sei L ein
Zerfillungskorper des Polynoms f = (2" — a1)(z™ — aq) € K[x]. Zeigen Sie:

(i) L : K ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Die Galoisgruppe G = G(L : K) ist abelsch.

(73i) Die Ordnung jedes Elements von G teilt n.

Aufgabe 4.49 (F 94, T2, A4) Man bestimme den Zerfallungskorper L des Polynoms f(X) =
X643 iiber Q. Man bestimme den Grad [L : Q) und die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(L|Q).

Aufgabe 4.50 (H 93, T1, A1) Sei K ein Korper, n € IN mit charK /n und L ein Zerfdl-
lungskérper des Polynoms X™ — a € K[X]. Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von L|K ist isomorph

zu einer Untergruppe der Gruppe der Matrizen ZS ?i > mit x € (Z/nZ)* und y € Z/nZ.

Aufgabe 4.51 (H 93, T2, A4) Sei( = e eine primitive 12-te Einheitswurzel. Die relativen
Automorphismen des Kreisteilungskorpers Q(C) diber Q sind durch die Zuordnungen

Op 1 C s (R [k] prime Restklasse modulo 12 i.e. [k] € (Z/12Z)*

vollstindig beschrieben, und die Zuordnung j : 0 — kmod12 liefert einen Isomorphismus der
Galoisgruppe G der Erweiterung Q(C)/Q auf (Z/12Z)*.

a) Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von Q(C)/Q wird durch die Automorphismen §1,05,d7 und
011 gebildet und ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

b) Man bestimme simtliche Unterkorper der Erweiterung Q(¢)/Q und schreibe sie als einfa-
che Erweiterungen von Q.

Aufgabe 4.52 (F 93, T1, A4) Es gibt keine galoissche Erweiterung K|Q mit zyklischer Ga-
loisgruppe der Odnung 4, welche 1 = /—1 enthdlt. Hinweis: Fassen Sie K als Teilkérper von C
auf!

Aufgabe 4.53 (F 93, T3, A3) a) Man beweise, dass ( = % eine primitive achte Einheils-
wurzel ist.

b) Man beweise, dass Q(¢) = Q(v/2,1) ist, und man bestimme den Grad dieses Korpers tiber
Q.

c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(Q(¢)|Q) und alle quadratischen Teilkérper von Q(C).

d) Es sei oo = v/2. Man berechne den Grad von Q(«) tiber Q.
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e) Man beweise, dass Q(«a,i) der Zerfillungskorper des Polynoms x8 —2 diber Q ist, und man
berechne seinen Grad tber @.

f) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von Q(«,1) iber Q durch Angabe von Er-
zeugenden und definierenden Relationen.

Aufgabe 4.54 (H 92, T3, A4) Es sei a eine primitive siebente Einheitswurzel. Dann ist ihr
Minimalpolynom diber Q bekanntlich gleich dem siebenten Kreisteilungspolynom

6
FX) = Y X0,
§=0

Ferner ist Q(a)|Q eine galoissche Erweiterung. Mit G sei die zugehdrige Galoisgruppe bezeichnet.
a) Man beweise, dass ein o € G ezistiert mit o(a) = a®. Man berechne die Ordnung von o.
b) Man beweise, dass G von o erzeugt wird.
¢) Man beweise, dass 03(z) = Z ist fiir alle z € Q(a).
d) Man bestimme die Minimalpolynome von b:= a + a® und von c := a + a® + a* diber Q.
e) Man beweise, dass Q(b) und Q(c) die einzigen echten Zwischenkdorper der Erweiterung

Q(a)|Q sind.

Aufgabe 4.55 (F 92, T2, A4) a) Sei K ein Korper, a ein Element von K, und seien m und
n zwei natirliche Zahlen # 0, die relativ prim zueinander sind. Zeigen Sie, dass das Polynom
X™ —aq genau dann irreduzibel iber K ist, wenn die Polynome g, (X) = X" —a und g,(X) =
X™ — a irreduzibel dber K sind.

b) Sei p eine Primzahl, und sei a ein Element in K, das in K keine p-te Wurzel besitzt.
Zeigen Sie, dass XP —a = g,(X) irreduzibel dber K ist.

Aufgabe 4.56 (H 91, T2, A3) Fiir jede natiirliche Zahln sei Q,, der Kérper, der aus Q durch
Adjunktion aller n-ten Einheitswurzeln entsteht.

a) Man beweise, dass fir ungeraden natirlichen Zahlen n gilt: @, = Q,,,.

b) Man bestimmme alle natirlichen Zahlen n, fir welche die Erweiterung Q,,|Q den Grad 6
hat.

c¢) Fiir jede Erweiterung Q,,|Q vom Grad 6 bestimme man den Zwischenkorper, der iber Q

den Grad 2 hat.

Aufgabe 4.57 (F 91, T2, A5) Sei L der Zerfillungskérper des Polynoms X°—2 iiber Q). Man
berechne [L : Q).

Aufgabe 4.58 (F 91, T2, A6) Seim > 1 eine ungerade natiirliche Zahl. Man zeige:

a) a € C ist genau dann eine primitive m-te Einheitswurzel (iber Q), wenn —a eine primitive
2m-te Finheitswurzel ist.

b) Kreisteilungspolynome erfiillen die Indentitdt:

Dy (X) = D, (—X).
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Aufgabe 4.59 (F 91, T3, A1) Sei ¢ € Ceine primitive siebente Einheitswurzel.
a) Zeigen Sie, dass /=T in Q(C) liegt.
b) Berechnen Sie das Minimalpolynom von ( diber K = Q(v/=7).
¢) Bestimmen Sie ein Polynom f € K[z] mit f(¢) = (™1,

Aufgabe 4.60 (H 90, T1, A5) Bestimmen Sie die Galois-Gruppen des Polynoms z* —5 iiber
den Korpern Q, Q(v/5) und Q(3).

Aufgabe 4.61 (H 90, T3, A3) In dieser Aufgabe ist der Grundkérper K = Q(i). Es sei
f(X) = X8 -2, a eine Nullstelle von f(X) und L := K (). Man beweise die folgenden Aussagen
a) bis e) .

a)f(X) ist iber K irreduzibel .

b) L enthdlt die achten Einhietswurzeln.

¢) L ist Zerfillungskorper von f(X) iber K .

d) Es gibt genau einen Automorphismus o von L|K mit o(a) = (1 +i)a™3.

e) Die Galoisgruppe von L|K ist zyklisch und wird von dem Autormorphismus o in Teil d)
der Aufgabe erzeugt.

f) Man bestimme alle Zwischenkorper von L|K.

Aufgabe 4.62 (F 90, T1, A4) a) Man gebe eine komplexe Zahl z an, so dass Q(z)/Q eine
galoissche Kérpererweiterung mit einer zyklischen Galoisgruppe der Ordnung 22 ist.

b) Man lose die gleiche Aufgabe fiir die zyklische Gruppe der Ordnung 11. (Insbesondere soll
wie in a) ein primitives Element angegeben werden.)

Aufgabe 4.63 (F 90, T2, A4) Es sei « eine primitive (2n + 1)-te Einheitswurzel iber Q.
Zeigen Sie:
f=—o?

ist eine primitive (4n + 2)-te Einheitswurzel. Folgern Sie daraus, dass Q(a) = Q(fB) ist.

4.4 Auflésbare Korper

Die Generalvoraussetzung fiir diesen Paragraphen ist:

Der Korper K habe entweder die Charakteristik 0 oder, wenn er eine Charakteristik p > 1
hat, dann sei er endlich.

Jedes Polynom f € K[X] ist dann separabel, und jeder Zerfillungskorper iiber K galoissch.
Wenn das nicht der Fall ist, dann kann man die Aussagen dieses Paragraphen immer noch in
modifizierter Form beweisen. Man muss dann aber so viele Ausnahmen machen, dass ich dabei
einfach nicht den Uberblick behalte.
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Definition 4.5 Fine galoissche Kérperweiterung K C L heiffe auflosbar, wenn die Galoisgruppe
G(L : K) auflésbar ist.

Dies ist keine Standardbezeichnung. Ich benutze sie hier, weil sie so schén in mein System
passt. Ich glaube, die Standardbezeichnung ist metazyklischer Korper.
Wir erinnern uns: Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine endliche Kette

G=GyDG1 DGyD..DGr_1 DG ={1}

von Untergruppen G; C G gibt derart, dass G;;; Normalteiler in G; ist, und die Faktorgruppe
Gi/Gi+1 zyklisch von Primzahlordnung ist.

Satz 4.19 FEine galoissche Korpererweiterung K C L ist genau dann auflésbar, wenn es eine
Kette
K=KyCcKyC..CKy, 1CKp=1L

von Zwischenkorpern K; gibt derart, dass K;11 normal iber K; und die Galoisgruppe G(K;iq :
K;) zyklisch von Primzahlordnung ist.

Bemerkung: Ist K C L = K} galoissch und K;_1 C L normal, so ist auch K C Kjp_1
galoissch (Satz 3.32) und damit die Erweiterung K o C K | (Satz 3.29). Tteriert man dieses
Argument, so sieht man, dass jede der Erweiterungen K; C K; 1 galoissch ist.

Beweis des Satzes (Induktion nach k) =: Es sei G1 C G ein Normalteiler und G/G; zyklisch
von Primzahlordnung p. Zu G gehort ein Zwischenkérper K1 mit K C K; C L, der normal
iiber K ist. Er ist dann auch galoissch iiber K und seine Galoisgruppe

GK,:K)=G(L:K)/G(L: K;)=G/Gy

ist zyklisch von der Ordnung p. Die Galoisgruppe G(L : K1) = Gy C G ist auflésbar, und die
Anzahl der zur Auflésung nétigen Normalteiler ist £ — 1. Die Behauptung fiir Ky C L ist die
Induktionsannahme, und daraus folgt die Behauptung fiir K C L.

<: Wenn der Zwischenkoérper K; C L normal iiber K ist, dann ist die zugehorige Untergrup-
pe Gy := G(L : K;) ein Normalteiler in G. Ist K C K; zyklisch von Primzahlgrad, so ist auch
die Faktorgruppe G/G1 = G(K; : K) zyklisch von Primzahlordnung. Nach Induktionsannahme
fiir Ky C L gibt es eine Kette von Normalteilern

G1 DGy D ...D Gk DG ={1},

in der alle sukzessiven Quotienten zyklisch von Primzahlordnung sind. Die Kette
GDG1D...DGk1 DG ={1}

liefert die Behauptung fiir G. L]

Satz 4.20 a) Die Iteration auflosbarer Korpererweiterungen ist wieder auflosbar. Genauer: Sind
K C L und L C M auflésbare Kérpererweiterungen, und ist M normal diber K, so ist M auch
auflosbar tiber K.

b) Ist Ky normaler Zwischenkérper einer auflosbaren Korpererweiterung K C L, so ist auch
die Erweiterung K C K1 auflésbar.

¢) Der Zerfillungskorper einer reinen Gleichung X™ —a =0, a € K, ist auflosbar tiber K.
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Beweis. a) Die Galoisgruppe G(M : K) enthilt den auflésbaren Normalteiler G(M : L), und
auch die Faktorgruppe G(L : K) = G(M : K)/G(M : L) ist auflésbar. Nach Satz 1.39 ist damit
G(M : K) selbst auflésbar.

b) Die Galoisgruppe G(K; : K) ist Faktorgruppe der auflésbaren Galoisgruppe G(L : K)
und nach Satz 1.40 selbst auflosbar.

c¢) Der Zerfallungskorper Z der reinen Gleichung X™ — a = 0 enthélt den n-ten Kreistei-
lungskorper K (/1) als normalen Zwischenkorper. Nach Satz 4.5 ist die Galoisgruppe G(K (/1) :
K) abelsch, und damit auflésbar. Nach Satz 4.14 a) ist die Galoisgruppe von Z iiber K ({/1)
zyklisch, und somit auflésbar. Die Behauptung folgt aus a). L]

Definition 4.6 Es sei f € K[X] ein Polynom mit Koeffizienten im Kérper K. Die Gleichung
f(X)=0

heif$t (durch Radikale) auflosbar, wenn man alle ihre Losungen (im Zerfdillungskéorper von f)
durch iteriertes Wurzelziehen, beginnend mit Elementen aus K, hinschreiben kann.

Was das heif}t, ist intuitiv ziemlich klar. Es exakt zu beschreiben ist etwas umstindlich: alle
Nullstellen von f in seinem Zerfillungskorper liegen in einer Koérpererweiterung von K, die man
wie folgt erhélt:

1) Man zieht aus einem Element a € K eine Wurzel {/a irgend eines endlichen Grades. Die
erhaltene Korpererweiterung sei K;.

2) Man iteriert das Verfahren aus 1) endlich oft iiber dem jeweiligen Erweiterungskorper.

Adjungiert man an K eine n-te Wurzel Ya wo n = nq - ns keine Primzahl ist, so ist

zu adjungieren, indem man Adjungieren von Wurzeln von Primzahlgrad iteriert. Man kann sich
deswegen beim Wurzelziehen auf Wurzeln von Primzahlgrad beschrinken. Hat K eine Charakte-
ristik p > 1, so liegen alle p-ten Wurzeln von Elementen aus K schon in K. Man kann deswegen
weiter annehmen, dass der Primzahlgrad der zu ziehenden Wurzeln # p ist.

Der folgende Satz ist der kronende Héhepunkt dieser Vorlesung.

Satz 4.21 (Galois) Fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X] sind dquivalent:

i) Es gibt eine Wurzel von f, die man durch iteriertes Wurzelziehen hinschreiben kann;

i1) der Zerfdllungskorper Z von f ist Zwischenkérper K C Z C L einer auflosbaren Erwei-
terung K C L;

ii1) der Zerfillungskorper Z ist selbst eine auflosbare Korpererweiterung von K ;

i) die Polynomgleichung f(X) = 0 ist auflosbar.
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Beweis i) = ii): Die genannte Wurzel von f liegt in einem Korper K,,, der aus K durch
endlich viele Kérpererweiterungen

KCcCKiCcKycCc..CcK,1CK,

entsteht, wobei jede dieser Korperereiterungen K, C K11 Adjunktion einer ny/ay, a, € K,
ist. Wir ersetzen nun K; durch den Zerfillungskérper L; D K; der reinen Gleichung X7 — ay.
Dieser Korper ist normal iiber K und nach Satz 4.20c) auch auflésbar iiber K. Als nichstes
ersetzen wir Ko durch den Zerfallungskorper Lo des Polynoms

(x™ —alM)y . (xm —al?) .o (xm = al) € KX
() (2 )

iiber Ky, wo a;’ = a1,ay ..., agll € K, die Konjugierten von a; € K; iiber K sind. Dann ist Lg
normal iiber K. Der Korper Ls entsteht aus Ky durch sukzessive Adjunktion aller Wurzeln einer
reinen Gleichung iiber K. Nach Satz 4.20c) entsteht bei jeder dieser Adjunktionen ein iiber dem
vorhergehenden Koérper auflésbarer und iiber K normaler Zwischenkorper. Der ist nach Satz
4.20b) auch iiber K auflosbar. Schlielich ist dann Ly iiber K; auflosbar und iiber K normal.
Dann ist Ly nach Satz 4.20a) auch iiber K auflésbar. Ly enthélt den Korper Ky = K ( "Wa1)
und damit das Element as.

Dieses Verfahren iterieren wir. Im 1+ 1-ten Schritt ersetzen wir also den Korper K, durch
den Zerfallungskorper iiber L, des Polynoms

(X —al) - (X = a@) .- (X — afin),
WO a,(}) = aﬂ,a,(f), ...,a,(f“) € L, die Konjugierten von a, iiber K sind. Dann enthélt L, den
Korper K, 1 und damit a,1. Der Kérper L, ist wieder auflosbar iiber K.

Am Schluss entsteht ein iiber K auflosbarer Kérper L = L,,, der eine Nullstelle von f, und
damit den Zerfallungskérper Z von f iiber K enthilt.

ii) = iii): Der Zerfallungskorper Z ist ein iiber K normaler Zwischenkorper in dem iiber K
auflosbaren Korper L aus ii). Dann ist auch Z selbst nach Satz 4.20b) auflésbar {iber K.

iii) = iv): Alle Nullstellen von f liegen in Z. Weil Z auflosbar iiber K ist, werden alle
Elemente dieses Korpers, und damit auch alle Nullstellen von f durch iteriertes Wurzelziehen
erhalten.

iv = 1) ist offensichtlich. L]

Satz 4.22 (Anwendung) Jede Gleichung zweiten, dritten oder vierten Grades ist auflosbar.

Beweis. Die Galoisgruppe der Gleichung ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe
S, S3, bzw. Sy. Diese Gruppen sind auflésbar (Beispiel 1.20), und damit ist es auch jede ihrer
Untergruppen. Ul

Aufgabe 4.64 (F 95, T3, A5) Sei F/K eine nichttriviale endliche Galoiserweiterung mit auf-
losbarer Galoisgruppe. Zeigen Sie, dass es einen Zwischenkérper K C E C F gibt, so dass E/K
galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist.
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4.4.1 Gleichungen vom Grad drei

Die symmetrische Gruppe S3 hat eine Normalreihe
S3 D Az D {1}.
Der Zerfiallungskorper Z eines Polynoms f vom Grad 3 hat entsprechend den Zwischenkoérper
K c K(VD)C Z.

Im Allgemeinen (z.B fiir f(X) = X3 — 2 iiber K = Q) ist die Galoisgruppe G die ganze
symmetrische Gruppe. Die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad drei operiert
transitiv auf den drei Wurzeln. Deswegen ist die Ordnung der Galoisgruppe durch 3 teilbar. Fiir
ein irreduzibles Polynom vom Grad drei gibt es deswegen nur die Moglichkeiten Az oder Sj.
Wegen Satz 3.35 unterscheiden sich beide durch die Diskriminante D:

G =A; < D ist ein Quadrat in K,
G =53 < D ist kein Quadrat in K.

Beispiel 4.11 (F 01, T3, A5) Welches sind die Galoisgruppen der Polynome z3—3z+3, 2°—
1, 23 =3z 4+ 1 dber Q?

Lésung: Das Polynom x® — 3z + 3 ist irreduzibel iiber Q (Eisenstein zur Primzahl 3), z3 —
1 = (z — 1)(x? + = + 1) ist reduzibel, seine Galoisgruppe ist die Galoisgruppe Zo des dritten
Kreisteilungspolynoms, und das Polynom x> — 3z 4 1 ist wieder irreduzibel. Wire es nimlich
reduzibel iiber Q, wirde es einen ganzzahligen Linearfaktor x — a, a € Z, abspalten. Als Teiler
des konstanten Koeffizienten 1, kann a nur = +1 sein. Beide Zahlen sind aber keine Nullstelle
des Polynoms.

Um die Frage bei den beiden irreduziblen Polynomen zu entscheiden, muss man fir ein
quadratfreies Polynom dritten Grades x* + px + q die Formel

D = —4p3 — 274*
fiir die Diskriminante kennen (s. Aufgabe 2.71). Beim ersten Polynom ist
D=—4-(-3)%-27-32=4-27-27-9=-5-27

kein Quadrat in Q. Die Galoisgruppe ist die symmetrische Gruppe Ss. Beim zweiten Polynom
15t
D=—4-(=3)3—-21=4-27-27=3-2T=81=9°

ein Quadrat in Q. Die Galoisgruppe ist die alternierende Gruppe As.

Nehmen wir jetzt an, wir haben den Allgemeinfall G = S3. Um zum Zerfallungskérper Z
eines Polynoms
f(X)=X>+a1 X% +aX +a3
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zu gelangen, muss man zunéchst die Wurzel der Diskriminante adjungieren. Man vereinfacht
sich das Leben, wenn man zuerst durch eine Substitution Y = X + a;/3 das quadratische Glied
entfernt, und das Polynom auf eine quadratfreie Form

X34+ pX +g¢
bringt. Nach Aufgabe 2.71 ist in diesem Fall
D = —4p? — 27¢°.

Uber dem Zwischenkorper K (v/D) hat Z die zyklische Galoisgruppe As ~ Z3. Der Zerfillungskorper
enthilt auf jeden Fall die dritten Einheitswurzeln

w= %(—1 +v/=3) und w?= %(—1 —v/-3).

Uber K(v/D,w) erhilt man Z durch Adjunktion einer Lagrangeschen Resolvente (w, z).
Sind z1, 9,23 € Z die Nullstellen von f, so ist z.B.

(Lzy)) =21 +x2+23=0, (w,21)=121+wze+ w’zs, (wZ,xl) =11 + w’Ts + wrs.
Nach dem Beweis von Satz 4.15 enthilt K (v/D,w) die dritte Potenz

(w,21)" = @]+ a5+ a3
+3w(zize + T373 + Ti21) + 3w (7175 + 2973 + T377)

+6x12923.

Unser Ziel ist es, diese Zahl durch die elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln

o1 = 11+ x4+ 23=0,
o2 = IT1T2+ X173+ 223 =D,
03 = T1T223 = —¢q

und
VD = (1 — x2) (21 — 23) (T2 — T3) = f%l‘g + $%$3 + x%xl — (a:lx% + xgxg + a:;:,x%)

auszudriicken. Mit der Newtonschen Formel (Satz 2.36) fiir » = n = 3 finden wir (wegen s; =
o1 =0)

S3 = S901 — S109 + 303
= 3os,
23xy + 2323 4+ 2201 + 1123 + 2022 + 1377 = (22 4 22 + 22) (2 + 20+ 23) — 53
= _3037
1
Tiry + xirs + xir, = 5(—303 +VD),
1
L1723 + 2023 + 1327 = 5(—303 — VD).
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Somit ist

(w,21)? = 303+—( 303 + VD) + ( 303 — VD) + 6073

27
= 70’3"'_\/_3\/5

=—§+\/_x/_

Die Zahl (w?,z1) erhilt man aus (w,z;), indem man w und w? vertauscht. Das findert das
Vorzeichen vor v/D. Also ist

W) =~ 24— 2/3vB.
Die dritten Wurzeln (w, z1) und (w?,71) sind jeweils dreier Werte fihig. Wegen

(w,z1) (W, 21) = (21 4wz + wlez)(z) + w?re + w3)
= 22+ 23+ 23+ (w+ W) (z129 + 7173 + 2973)
= o} — 30y
= —309

sind sie aber nicht unabhingig, sondern so zu wéhlen dass
(wa Il)(w27 Il) =—3p

ist. Die Wurzeln z; selbst erhilt man dann aus

3¢ = (Lz) + (w,z1) + (WP 21)
= (w,71) + (W%, 71),
32y = (1,21) + w?(w, 1) + w(w? z1)

= wQ(w,xl)-l-w(wQ,avl),
3zes = (L,z1) + w(w, :1:1)+w2(w2,:1:1)

= w(w, 1)+ (W? x).
Beispiel 4.12 FEine kubische Gleichung mit den Nullstellen 1,2 und —3 ist
f(X)=X3>-7X4+6=0.

Hier ist also
p=-7, q=6 D=—4-(=7)%—27-6% = 400.

Damat wird

(w,z1)® = =814+ 30V-3, (w? z)® =—81—30V/-3.
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Wiihlen wir fir (w,z1) eine dritte Wurzel

v/ —81 + 30v/—=3,

21

/ —81 + 30v/=3

S0 18t

(wQ,xl) =

Und eine Losung der Gleichung ist

R e v

v/ —81 + 30v/—3

Das soll eine der Wurzeln 1,2 oder 3 sein? So habe ich mir das Auflosen einer kubischen
Gleichung aber nicht vorgestellt!

Man kommt der Sache etwas ndher, wenn man den Computer ausrechnen ldsst, was die
dritte Wurzel numerisch ist. MAPLE liefert mit ziemlicher Prdzision

21
(w,z1) = 3+ 2V/3i, =3 —2V3i.
(waIl)

Und in der Tat:
(34 2v/3i)3 = 27 + 54V/3i — 108 — 24+/3i = —81 + 30V/3i,
(34 2v/30)(3 — 2V/3i) = 9 + 12 = 21.

Die MAPLE-Néherung ist tatsdchlich exakt. Damit erhdlt man die Losungen

1
x1:§(3+2\/§i+3—2\/§i):2,

1 1

1 1
T3 = g(?,w + 2wV/3i + 3w? — 2w2V/3i) = g(_?’ —6) = —3.

Aufgabe 4.65 Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms
f(X)=X>-7X+6

a) durch Probieren;
b) mit der Cardanoschen Formel (Hinweis:

3

1 ) 1 .
(56-5v3) ~ = (0V3 = 100). )
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Aufgabe 4.66 Bestimmen Sie die Galoisgruppe der Polynome
X?— 15X +10 und X®—10X +15
iiber Q(V/1).

Aufgabe 4.67 (F 01, T1, A4) Bestimmen Sie alle Teilkorper eines Zerfillungskorpers E des
Polynoms (z® — 3z + 1)(z? + 2) tiber Q und ein primitives Element von E/Q.

Aufgabe 4.68 (F 01, T2, A5) Seien Sy respektive Ss die Gruppen der Permutationen von
{1,2} resp. {1,2,3}. Man zeige, dass es eine Galoissche Erweiterung K/Q gibt mit Galoisgruppe
Gal(K/Q) ~ SQ X Sg.

Aufgabe 4.69 (H 98, T1, A4) Man gebe eine komplexe Zahl o an, fir die Q(«)|Q eine Ga-
loiserweiterung von Grad 3 ist.

4.4.2 Gleichungen vom Grad vier
Die allgemeine Polynomgleichung vom Grad vier
X'+ a3X? +aoX? + a1 X +ag=0
kann wieder durch die Transformation Y = X + a3/4 auf eine Form
Xt 4+ pX?+qX +r=0

ohne einen Anteil dritten Grades gebracht werden. Diese Form legen wir jetzt zu Grunde. Wieder
setzen wir voraus, dass die Gleichung die volle Gloisgruppe Sy hat.
Die symmetrische Gruppe Sy ist auflésbar mit einer Normalreihe

Sy DAL DZy xZy DXy D{1}.

Dazu gehoren Zwischenkorper zwischen dem Grundkérper K und dem Zerfallungskorper Z der
Gleichung:
KcK(WVD)CK,CK,CZ.

Die (unbekannten) Wurzeln der Gleichung nennen wir x1, 9, 3,4 € Z. Die elementarsymme-
trischen Funktionen in z1, ..., x4 sind dann

g1 = 0,
o2 = D,
o3 = —q,
o4 = T.
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K ist der Fixkorper der Kleinschen Vierergruppe Zs x Zs C S3. Zu ihm gehéren die drei
Elemente

91 = (:l?l + IQ)(il?g + I4),
92 = (:l?l + Ig)(:l?g + I4),
93 = (:l?l + I4)(£B2 + Ig),

Keines dieser drei Elemente ist invariant unter dem Dreierzyklus (1,2,3) € Ay. Also gehort
keines dieser Elemente zu K (v/D), dem Fixkorper von Ay. Jedes fiir sich erzeugt den Korper
K, iiber K (/D).

Unter S; werden die drei Elemente 61, 65, 03 permutiert. Sie sind also iiber K untereinander
konjugiert (und auch ihre einzigen Konjugierten). Deswegen geniigen sie einer Polynomgleichung
vom Grad drei

X3 4 0o X2+ 01X +bp=0

iiber K. Die Koeffizienten sind (bis auf das Vorzeichen) die elementarsymmetrischen Funktionen
der 6;:

by = —(01+0+03)
= —209,
by = 0162+ 6105+ 0203
= (z1 +z2)(z3 + z4) (@1 + 23) (22 + 74) +
(z1 + w2) (73 + 24) (21 + 74) (72 + 73) +
(z1 + 23) (22 + 24) (71 + 24) (72 + 23)
= aoj + foy,
by = —010505
= —(z1 4+ z2)(z1 + 23) (21 + 24) (22 + 23) (22 + 24) (23 + 24)
= 703 + dog04 + ea%.

Die unbekannten Koeffizienten «, ..., e sind dabei universell, v6llig unabhéngig von K und der
Gleichung. Sie sind am einfachsten zu bestimmen, indem wir fiir x4, ..., z4 spezielle Werte ein-
setzen:

o

(z1,22,23,24) | 01 02 05 | by by 02 03 o4

(1,-1,0,0) |0 -1 —-1|1 0 -1 0
(1,-1,1,-1) [0 -4 0[]0 0 -2 0 1
(1,1,-2,0) |-4 -1 —1|—- 4 -3 -2

Fiir a und S folgen daraus die Gleichungen
a=1, 4da+p=0 = f[=-4,

und fiir 7, d, €
v=0, —-20=0, 4de=-4 = e=1.
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Wir haben also gefunden

b1:U%—404:p2—4r, b0:a§:q2.

Das Minimalpolynom der 6; hat damit die Form
X3 —2pX?+ (P —4n)X +¢> =0.

Diese Gleichung heifit die kubische Resolvente der urspriinglichen Gleichung vom Grad vier.

Diese kubische Resolvente kann man, wie im letzten Abschnitt erliutert, auflésen, und erhalt
Formeln fiir 61,605 und 63. Damit ist der Kérper Ky gefunden. Der Korper Ky entsteht daraus
durch Adjunktion von 1 + x4, weil dieses Element nicht unter der ganzen Kleinschen Vierer-
gruppe invariant ist, sondern nur unter der Untergruppe < (1,2)(3,4) >~ Z5. Wegen

(1 +z2)(23 + 24) = 01, (71 +22) + (23 + 34) =0,

findet man
T+ 32 = — (23 +74) = V01
und ebenso

1+ 13 =—(22+24) = Vb2, 21 +74=—(32+23) =V 0.

Die Vorzeichen dieser Quadratwurzeln sind aber nicht unabhéngig voneinander, denn

V=01 ~0:1/—03 = (x1 + z2) (21 + x3) (21 + 24)
x‘;’ + :v%(:z:z + x5 + x4) + T1T2T3 + T1T2xy + T1T3T4 + ToT3Ty

03

Aus diesen Quadratwurzeln findet man die Losungen vermoge
207 = =01+ =0+ /03,
200 = /=0 — /=0, — /03,
2z3 = —V/—01+/—0— /03,
20y = —/ =01 — /=02 + /6.

Eine Untergruppe G C Sy kann nur dann als Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms iiber
K vorkommen, wenn G transitiv auf den vier Wurzeln x4, ..., z4 operiert. Nach Aufgabe 1.32 ist
dann G konjugiert zu einer der folgenden fiinf Untergruppen:

e Kleinsche Vierergruppe V = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)},
e zyklische Gruppe < (1,2,3,4) >,

e 2-Sylow-Untergruppe ~ Dy =< V,(1,2,3,4) >,
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e alternierende Gruppe Ay,

e ganze zyklische Gruppe Sy.

Wann G eine Untergruppe von Ay ist, wird dadurch entschieden, ob v/D im Grundkérper
K liegt oder nicht. Aus obiger Liste sind nur die Untergruppen V oder A4 Untergruppen der
alternierenden Gruppe A4. Wir sehen: Genau dann ist G = V oder A4, wenn D € K. Wei-
tere Unterscheidungen erlaubt die Kenntnis der kubischen Resolvente. Auf ihren drei Wurzeln
01,05, 05 operiert die symmetrische Gruppe Sy transitiv. Diese drei Wurzeln sind auch alle von-
einander verschieden: Es ist z.B.

01 —0 = (z1+ z2)(x3+24) — (21 + 23) (T2 + T4)
= X173+ 1104 + Tox3 + Toxy — (T1T9 + T174 + Tox3 + T3T4)
= x1(r3 — T2) + x4(T2 — T3)
= (1 — 74)(23 — 22)

# 0,

weil das Polynom vierten Grades irreduzibel vorausgesetzt ist, und seine Wurzeln deswegen alle
voneinander verschieden sind.

Die Stabilisatoruntergruppe einer jeden dieser drei Wurzeln hat also den Index 3 in G, deswe-
gen die Ordnung 8 und ist konjugiert zu einer der drei 2-Sylowgruppen ~ D,. Die Galoisgruppe
G ist genau dann in einer dieser drei Gruppen enthalten, wenn sie eine Wurzel 6; der kubischen
Resolvente fest ldsst. Das ist genau dann der Fall, wenn diese Wurzel im Grundkoérper K liegt,
und die kubische Resolvente iiber K reduzibel ist.

Damit kommen wir zur folgenden (beinahe vollstindigen) Fallunterscheidung:

Satz 4.23 Das Polynom vierten Grades f € K[X] sei irreduzibel. Dann gilt

Diskriminante ‘ kubische Resolvente ‘ Gualoisgruppe

VD g K irreduzibel Sy
VD g K reduzibel Dy oder Z4
VD e K irreduzibel Ay
VD e K reduzibel \%

Aufgabe 4.70 Zeigen Sie fir die Nullstellen 0; der kubischen Resolvente

01 — 92 = (:l?l — I4)(£B3 — IQ),
01 — 93 = (:l?l — Ig)($4 — IQ),
02 — 93 = (:l?l — IQ)(£B4 — Ig),

und folgern Sie daraus, dass die kubische Resolvente die gleiche Diskriminante hat, wie die
urspringliche Gleichung vierten Grades.
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Aufgabe 4.71 Gegeben sei das Polynom
f(X)=X*—15X? + 10X + 24.

a) Bestimmen Sie seine kubische Resolvente.
b) Bestimmen Sie die Nullstellen dieser kubischen Resolvente, notfalls durch Probieren.

¢) Liosen Sie die Gleichung f(X) = 0.

Aufgabe 4.72 Es seien K ein Korper der Charakteristik 0 und n € IN. Zeigen Sie, dass die
Gualoisgruppe des Polynoms

X4 oX? +bX?" 4 ¢X" +d, a,bcdé€EK,
auflosbar ist.

Aufgabe 4.73 Fs sei f(X) = X* —a € Q[X]. Zeigen Sie:
a) f ist irreduzibel genau dann, wenn a kein Quadrat und —4a keine vierte Potenz in Q ist.
b) Wenn f irreduzibel ist, dann ist seine Galoisgruppe entweder die zyklische Gruppe Z4 oder
die Diedergruppe Dy.

Aufgabe 4.74 (H 96, T2, A4) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe des Po-
lynoms z* — 1322 + 1 dber dem Korper der rationalen Zahlen.

Aufgabe 4.75 (H 96, T3, A4) Man zeige fiir das Polynom f = X* — X +1 € Z[X]:

a) f hat keine reelle Nullstelle.

b) f ist irreduzibel iiber Q. (Hinweis: Reduktion modulo 2)

c¢) Ist u + iv (mit u,v € IR) eine Nullstelle von f in C, so ist g = X> —4X — 1 das
Minimalpolynom von 4u? tber Q).

d) Die Galoisgruppe von f iber Q besitzt ein Element der Ordnung 3.

e) Keine Nullstelle a € C von f ist, als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1
mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

4.4.3 Gleichungen vom Grad > 5

In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper der Charakteristik = 0.

In Abschnitt 1.6 haben wir bewiesen: Die alternierende Gruppe A,, ist fiir n > 5 einfach.
Sie ist offensichtlich nicht abelsch. Deswegen ist sie nicht auflésbar. Damit ist auch die Gruppe
Spn, welche A, als Untergruppe enthélt, fiir » > 5 nicht auflésbar wegen Satz 1.40. Ob eine
Gleichung vom Grad n > 5 auflésbar ist oder nicht, hingt also von der Galoisgruppe dieser
Gleichung ab. Ist diese Galoisgruppe die volle symmetrische Gruppe S,,, oder die alternierende
Gruppe A, dann kann die Gleichung nicht durch iteriertes Wurzelziehen aufgelést werden. Es
ist zu erwarten, dass dies der ’Allgemeinfall’ sein wird. Aber es ist nicht ganz einfach, das préizise
zu machen. Eine mogliche Form dafiir ist die folgende Aussage:

Satz 4.24 (Abel) Die allgemeine Gleichung vom Grad n > 5 iiber K hat die Galoisgruppe S,.
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Hier versteht man unter der ’allgemeinen Gleichung’ die Gleichung
X"+ X" P4 up 1 X +u, =0,

WO U7, ..., un Unbestimmte iiber K sind. Das ist also eine Gleichung iiber dem Korper K (uq, ..., uy,)
der rationalen Funktionen in n Unbestimmten w1, ..., uy. (Den Index an den u; habe ich nur der
Bequemlichkeit halber verdndert, anders als bei der bisherigen Schreibweise von Polynomen.)
Beweis des Satzes. Wir nehmen eine neue Kollektion z1,..., 2, von n Unbestimmten und
bilden damit den Korper K (x1, ..., z,) der rationalen Funktionen in z1, ..., z,,. Auf diesem Korper
operiert die symmetrische Gruppe S, durch Permutation der z;.
Die elementarsymmetrischen Funktionen der z1, ..., z,

ou(T1y .y ) € K(x1, .0y )

erzeugen einen Teilkoérper
K(o1,.yop) C K(21, ..., p).

Dieser Teilkorper ist der Quotientenkorper des Rings Koy, ..., 0,] der symmetrischen Polyno-
me in zy,...,z,. Jedes Element des Teilkorpers ist ein Bruch p/q, wo p und ¢ symmetrische
Funktionen in den z1,...,x, sind. Deswegen gehort der Teilkorper zum Fixkorper der Gruppe
St

K(o1,.yop) C K(21, ..., zp)".

Nun sind alle z; Nullstellen des Polynoms
fX):=X"— X" '+ .+ (-1)" o, 1 X + (~1)"0, € K(01,...,0,)[X].

Damit ist K (z1,...,z,) ein Zerfallungskorper dieses Polynoms f iiber K(oy,...,0,) und insbe-
sondere galoissch iiber diesem Teilkorper. Die Galoisgruppe

G=G(K(x1y....,ty) : K(01,...,00))

ist eine Untergruppe der Permutationsgruppe S,, der Wurzeln z; von f. Wir wissen aber schon,
dass die volle symmetrische Gruppe S, auf dieser Kérpererweiterung operiert. Es folgt G = S,,.
Die Korpererweiterung K (z1, ..., 7, ) ist also galoissch iiber dem Unterkérper K (o4, ..., 04,) mit
Galoisgruppe S,,.

Der Korper K(o1,...,04,) ist K-isomorph zum Koérper der rationalen Funktionen in den
O1,..; O, und insbesondere isomorph zum Koérper K (uq, ..., u,). Auch

K(ul,...,un) S U; — (—1)i0'i € K(O’l, ...,Un)

ist ein K-Isomorphismus. Unter diesem geht die oben beschriebene allgemeine Gleichung iiber
in die Gleichung f = 0. Deren Galoisgruppe haben wir als die volle symmetrische Gruppe S,
identifiziert. Diese Gruppe ist dann auch die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. L]
Praktisch ist dieser Satz 4.24 allerdings von beschrinktem Wert. Wir kénnten ihn iiber
K = @ anwenden, wenn wir Zahlen uq,...,u, € C finden konnten derart, dass
uy transzendet iiber Q) ist (das ist kein grofies Problem),

194



us transzendent iiber Q(u) ist (das ist schon ein ziemlich tiefliegendes Problem),

ug transzendent iiber Q(u1,us2),

usw. ...
Es ist nicht-trivial, auf diese Weise ein Beispiel einer konkreten Gleichung mit Galoisgruppe S,
zu konstruieren.

Um ein konkretes Beispiel einer irreduziblen Gleichung vom Grad fiinf mit Galoisgruppe S5
zu konstruieren, geht man anders vor:

Ist f = X°+... € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit Galoisgruppe G, so operiert G transitiv
auf der Menge {z1,...,z5} seiner Wurzeln. Weil f separabel ist, sind diese alle voneinander
verschieden. Nach dem Bahnensatz 1.2 muss G eine Permutation der Ordnung 5 enthalten. Die
einzigen Permutationen der Ordnung 5 in S,, sind aber Fiinferzyklen (i1, ...,i5). Fabrizieren wir
das Polynom so, dass G noch eine Transposition (j1,j2) enthéilt, so ist nach Aufgabe 1.25

< (i1, .0y 85), (41, J2) >= S5

die volle symmetrische Gruppe. Damit muss G = S5 sein.

Die Idee besteht darin, ein irreduzibles Polynom f mit genau drei rellen Nullstellen z1, 2, 3
anzugeben. Dann ist K = Q(z1, x2, x3) ein Zwischenkorper zwischen Q und dem Zerfallungskorper
Z, der die beiden Nullstellen x4 und x5 nicht enthélt. Wegen

x4+xs = o1(r1,...,r5) — (r1 + 22 + 23) € K,
Ty-x5 = 02(T1,.,T5) — (Ta +25) - (11 + 12 +23) € K

sind 24 und z5 die beiden Nullstellen einer quadratischen Gleichung iiber K. Die Untergruppe
G(Z : K) C G vertauscht die beiden Wurzeln.

Beispiel 4.13 Das Polynom

f(X)=X>-16X +2

ist nach Fisenstein irreduzibel iber Q. Um die Anzahl seiner reellen Nullstellen zu finden, suchen
wir die reellen Nullstellen seiner Ableitung

f'(z) = 5X* — 16.

Die Nullstellen von f' erfiillen

4 +1
X2=4+—, X =42]—.
V5 V5
Es gibt nur die beiden reellen Nullstellen
2
=+——.
Y1,2 5
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Nun ist
20 32
= - =42
f(yl) \4/5

= - (32 — 32v/5* +2(V/5)?)

—
g
= >
-
>

—
g
= o>
Nt
&

< - (52 — 160
(e P21
< 0,
wegen b - V5 < 10, und
25 32
fly2) = —— —= +2

R
= - (=324 32V5" +2(V5)%)

—~
—
S

(V5)°
> ({1/15)5-(160—32)
> 0.

In der negativen Nullstelle xo der Ableitung ist der Funktionswert f(xs) positiv und in der positi-
ven Nullstelle x1 der Ableitung ist der Funktionswert f(x1) negativ. Nach dem Zwischenwertsatz
hat f mindestens drei reelle Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle liegt zwischen zwei Nullstellen
auch immer mindestens eine Nullstelle der Ableitung. Also hat [ genau drei reelle Nullstellen.
Seine Galoisgruppe ist Ss.

Aufgabe 4.76 (H 97, T2, A4) Es sei f(X) = X° - 5X —1 € Q[X].
a) Beweisen Sie, dass f iber Q irreduzibel ist.
b) Bestimmen Sie die Anzahl der reellen Nullstellen von f.
¢) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iber Q.
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5 Miszellen

Miszellen ist ein schénes Wort. Ich wollte es auch mal benutzen. Dieses Wort bezeichnet eine
Anzahl verschiedener Dinge, die man noch behandeln kénnte oder sollte. Es geht hier also um
einige diverse Punkte, die in einigen wenigen Staatsexamensaufgaben vorkommen, die ich aber
in meinen Aufbau der Algebra nicht zwanglos einordnen konnte.

5.1 Algebraischer Abschluss

Definition 5.1 Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f € K[X]
schon tber K in Linearfaktoren zerfallt.

Aquivalente Bedingungen sind offensichtlich:
i) Jedes Polynom f € K[X] vom Grad > 0 hat eine Nullstelle in K;
ii) es gibt keine echten endlichen Koérpererweiterungen von K.

Beispiel 5.1 Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass der Korper C algebraisch abge-
schlossen ist. Die Korper Q und IR sind nicht algebraisch abgeschlossen, weil das Polynom X?+1
in diesen Kdrpern keine Nullstelle hat. Kein endlicher Korper ist algebraisch abgeschlossen, weil
er immer echte endliche Kopererweiterungen zuldsst.

Definition 5.2 Eine Korpererweiterung K des Kérpers K heifit algebraischer Abschluss wvon
K, wenn K algebraisch abgeschlossen ist, und jedes Element aus K algebraisch tiber K 1ist.

Beispiel 5.2 Der Korper C ist ein algebraischer Abschluss des Korpers R.

Beispiel 5.3 Es sei Q C C die Menge aller komplezen Zahlen, welche iber Q algebraisch sind.
Nach Satz 3.6 bilden sie einen Unterkérper von C. Dieser Kérper Q ist ein algebraischer Ab-
schluss von Q. Dazu ist zu zeigen, dass Q algebraisch abgeschlossen ist: Sei etwa

f(X)=apX" + ... + a1X +ag € Q[X]

ein Polynom. Die Korpererweiterung Q C Q(aq, ..., ayn) ist eine Folge endlicher Korpererweite-
rungen, und damit endlich iber Q. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt f eine Nullstelle
¢ € C. Diese Nullstelle ist algebraisch iber Q(ag, ..., an), damit ist Q(aq, ..., an,c) eine endliche
Korpererweiterung von Q. Jedes Element in dieser Korpererweiterung, insbesondere das FEle-
ment c, ist algebraisch diber Q. Damit gehort ¢ zu Q. Also hat f € Q[X] eine Nullstelle in @,
und wir haben gezeigt, dass Q algebraisch abgeschlossen ist.

Satz 5.1 a) Jeder Kirper K besitzt einen algebraischen Abschluss K.
b) Dieser algebraische Abschluss ist bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmdt.
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Diesen sehr allgemeinen Satz mochte ich hier in voller Allgemeinheit nicht beweisen. Der
Beweis strapaziert die mathematische Logik so sehr, dass ich mich dabei etwas unwohl fiihle. (S.
etwa das Buch von Lorenz, der aber den Beweis praktisch wortlich aus dem franzosischen Buch
"Algebre’ von N. Bourbaki abgeschrieben hat.) Falls K allerdings ein Unterkérper von C ist,
dann ist K die Menge aller iiber K algebraischen Zahlen ¢ € €. Nach Satz 3.6 bilden sie einen
Unterkorper von C, und dass dieser algebraisch abgeschlossen ist, das sieht man ganz genau
so wie wir es eben fiir @ eingesehen haben. Das zeigt in diesem Fall die Existenz von K. Der
Beweis dafiir, dass K bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt ist, der macht allerdings wieder
exzessiven Gebrauch von mir unheimlichen logischen Methoden.

Den algebraischen Abschluss eines Kérpers K braucht man eigentlich auch nie. Solange man
es mit einem konkreten Problem zu tun hat, geht es immer um endliche Korpererweiterungen.
Und die haben immer eine normale Hiille. Und fiir alle praktischen Zwecke ist die genau so gut
wie der algebraische Abschluss von K. Man braucht den algebraischen Abschluss K nur, wenn
man iiberperfekte Aussagen formulieren will. Hierfiir ein Beispiel:

Satz 5.2 Es sei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss dieses Korpers. Eine endliche
Korpererweiterung K C L ist genau dann normal, wenn es nur einen einzigen Zwischenkdorper
K c I! ¢ K gibt, der K-isomorph zu L ist.

Beweis. =: Sei also L = K (a1, ..., a,) normal iiber K. Das Minimalpolynom p; € K[X] von
ay hat eine Nullstelle @] € K. Durch a; + a wird ein K-Isomorphismus K (a;) — K(a}) C K
definiert. Durch Induktion nach n folgt, dass es einen K-Isomorphismus L — L' C K gibt.

Sei nun K C L” C K ein anderer Zwischenkoérper, der K-isomorph zu L ist. Jedes Element
¢’ € L" ist Bild eines Elementes ¢ € L unter dem K-Isomorphismus L — L”. Sei ¢ € L' das
Bild von ¢ unter L — L'. Dann haben ¢”, ¢ und ¢ dasselbe Minimalpolynom p € K[X] iiber K.
Mit L ist auch L' normal iiber K. Das irreduzible Polynom p hat die Nullstelle ¢ € L'. Uber
dem normalen Kérper L' C K zerfillt p in Linearfaktoren. Nach Vieta (iiber dem Kérper K)
ist ¢’ Nullstelle eines dieser Linearfaktoren, und gehért damit zu L'. Also gilt L” C L. Wegen
der K-Isomorphie L' — L" gilt [L" : K] = [L’ : K]. Daraus folgt L" = L'.

<:Essei K C L eine endliche Kérpererweiterung, und es gebe einen einzigen Zwischenkorper
K C I' C K, der K-isomorph zu L ist. Zu zeigen ist, dass L, bzw. L' normal iiber K ist. Sei
dazu ¢’ € L' mit Minimalpolynom p(X) € K[X] iiber K und ¢ € K eine weitere Nullstelle von
p. Dann wird also durch ¢’ — ¢ ein K-Isomorphismus K (¢') — K(c") definiert.

Der Korper L' entsteht aus K(¢') durch Adjunktion endlich vieler algebraischer Elemente
c),...,ch € K, also L' = K(c,c},...,c),). Das Minimalpolynom von ¢} iiber K(c') sei p}. Unter
dem Isomorphismus K (¢/) — K (c”) geht es iiber in ein Polynom p/ € K(¢")[X]. Ist ¢/ € K eine
Nullstelle von pf, so wird durch ¢’ — ¢”, ¢} — ¢/ ein K-Isomorphismus

K(d,d) = K( d)CcK
definiert. So hangelt man sich hoch, und findet schliellich einen K-Isomorphismus
L'=K(,d,..cd)—= K{.d,..,A)CK.

Damit ist K (c”, ¢/, ...,c!) ein zu L' K-isomorpher Unterkérper von K. Nach Voraussetzung gibt

es davon nur einen einzigen, nimlich L. Es folgt ¢ € L'. L]
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Die folgenden beiden Aufgaben illustrieren eigentlich nur, dass man sehr gut ohne den Begriff
des algebraischen Abschlusses auskommen kann.

Aufgabe 5.1 (H 95, T3, A3) Es sei F cin endlicher Kérper und F sein algebraischer Ab-
schluss. Bekanntlich gibt es fiir jede natiirliche Zahl n genau einen Zwischenkdorper von F/F,
der iiber F' den Grad n hat. Es sei n eine natirliche Zahl und f € F[X] irreduzibel vom Grad
n. Zeigen Sie, dass der Zerfillungskérper von f dber F' den Grad n dber F hat.

Aufgabe 5.2 (F 90, T3, A4) Seip eine Primzahl und f, = XP — X — 1 ein Polynom. K sei
ein algebraischer Abschluss des Kérpers IF, mit p Elementen und a € K eine Nullstelle von fp.
Zeigen Sie:

a) Es ist a ¢ IF), und fp(a+1) = 0.

b) Z/pZ ist die Galoisgruppe von f, iber IF,.

¢) Als Polynom in Q[X] ist fp irreduzibel.

Aufgabe 5.3 (F 02, T1, A2) Sei Q der algebrische Abschluss des Kérpers Z [pZ, und seien
K und L endliche Teilkérper von Q mit p" beziehungsweise p* Elementen. a sei ein primitives
element von K iber Z|pZ. Zeigen sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) r und s sind teilerfremd.

b) Das Minimalpolynom von « tiber Z[pZ ist in L[X] irreduzibel.

¢c) KNL=7Z/pZ.

5.2 Ganze algebraische Zahlen

Eine Zahl ¢ € C heifit algebraisch, wenn sie einer Polynomgleichung f(c) = 0, f € Q[X], geniigt.
Wenn man will, kann man f normieren und auch irreduzibel annehmen. Wenn man will, kann
man aber f auch mit den Nennern aller seiner Koeffizienten durchmultiplizieren und f € Z[X]
annehmen. Beides gleichzeitig - f normiert und ganzzahlig - kann man aber i.A. nicht erreichen.

Definition 5.3 FEine Zahl c € C heifit ganz algebraisch, wenn sie Nullstelle eines normierten
Polynoms € Z[X] ist.

Satz 5.3 Fliir c € C sind dquivalent:
i) c ist ganz algebraisch;
ii) ¢ ist algebraisch tiber Q und das Minimalpolynom von c iber Q ist ganzzahlig.

Beweis. 1) = ii): Nach Voraussetzung gibt es ein normiertes Polynom f € Z[X] mit f(¢) = 0.
Wenn f iiber @ reduzibel ist, gilt nach Satz 2.31 f = g - h, wo die Polynome g und h ganzzahlig
sind. Dann miissen sie aber auch beide die héchsten Koeffizienten 4+1 oder —1 haben. Ist letzteres
der Fall, multiplizieren wir beide Polynome mit —1 und kénnen also g und h normiert annehmen.
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Aus f(c) = 0 folgt g(¢) = 0 oder h(c) = 0. Wenn wir so weitermachen kommen wir nach endlich
vielen Schritten zu einem iiber Q irreduziblen, normierten und ganzzahligen Polynom p € Z[X]
mit p(c) = 0. Dieses p ist dann das Minimalpolynom von ¢ iiber Q.

Die Richtung ii) = i) ist offensichtlich. L]

Beispiel 5.4 Fs sei ¢ € Q) eine ganze algebraische Zahl. Das Minimalpolynom von c tber Q ist
dann X — c. Wenn dieses Polynom ganzzahlig ist, muss ¢ € Z gelten. Die ganzen algebraischen
Zahlen in Q sind also genau die ganzen Zahlen.

Beispiel 5.5 Wann ist eine Zahl c = r + s-i € Q(i), r,s € Q, ganz algebraisch? Wenn s =0
ist, muss sie nach dem vorhergehenden Beispiel selbst ganz sein. Nehmen wir also s # 0 an. Aus

2 2 cC—rT

A=r? -2+ 2rs-i =12

— 24+ 2rs- =r2—s2—224+2r ¢

S

folgt, dass ¢ Nullstelle des quadratischen Polynoms
p(X)=X2-2r - X +7r? + 5% € Q[X]

ist. Dieses Polynom p ist dann auch das Minimalpolynom von c iber Q. Wenn es ganzzahlig ist,
muss 2r € Z gelten. Dann gibt es zwei Mdéglichkeiten:

Entweder ist r € Z. Weil auch > + s% ganz ist, folgt daraus s> = (r? + s?) —r2 € Z. Dann
muss auch s € Z ganz sein.

Oder es ist r = a/2 mit a € Z. Daraus folgt

(25)2 =4(r* +5%) —a’ € Z,
und b= 2s € Z. Dann ist aber

1
r? 4+ 5% = Z(a2 +v¥) ez,
d.h.,
a’ + b = 0modA4.

Die quadratischen Reste modulo 4 sind aber nur 0 und 1. Dann kann diese letzte Bedingung nur
erfiillt sein, wenn a® und b% beide durch 4 teilbar sind. In Wirklichkeit waren also auch hier r
und s ganz.

Die ganzen algebraischen Zahlen in Q(i) sind also genau die Zahlen r+ s-i, wo beide Zahlen
r und s ganz sind, d.h. also, genau die ganzen Gaufischen Zahlen.

Beispiel 5.6 Jede Finheitswurzel w € C mit w™ = 1 st ganz-algebraisch. Sie ist ja Nullstelle
des normierten ganzzahligen Polynoms X™ — 1.

Beispiel 5.7 Noch ein Beispiel fiir Zahlen, die nicht ganz-algebraisch sind: Dazu seip > 2 eine
Primzahl, w # 1 eine p-te Einheitswurzel und n € Z nicht durch p teilbar. Ich behaupte:




st nicht ganz-algebraisch. Es ist namlich

und

L-2r=1 Gb-nr=V.

Deswegen ist b Nullstelle des Polynoms
f(X):=(X —n)P — XP = —npXP~! 4+ n? (’;) XP72 4+ 4 (—n)P7'pX + (—n)P € Z[X].

Alle Koeffizienten bis auf den letzten sind duch p teilbar und der erste ist nicht durch p® teilbar.
Nach dem reziproken FEisenstein (Beispiel 2.36) ist f irreduzibel. Deswegen ist

1 _ (=n)P!
0 = et

das Minimalpolynom von b. Weil n nicht durch p teilbar ist, hat dieses Polynom einen nichit-
ganzen konstanten Koeffizienten. Das Minimalpolynom von b ist nicht ganzzahlig, und b ist nicht
ganz-algebraisch.

Satz 5.4 Fiir eine Zahl ¢ € C sind dquivalent:
i) c ist ganz algebraisch;
i) es gibt eine endlich erzeugte additive Untergruppe U von (C,+) mit:
a) Z C U,
b) U wird durch c in sich selbst multipliziert, d.h., es ist ¢-u € U fir alle u € U.

Beweis. i) = ii): Es sei
pX)=X"4a, 1 X" "+ ..+ X 4+ay, a €Z,
das Minimalpolynom von ¢. Dann gehort also
" =—(ap+arc+ ...+ an,lcnfl)

zur Untergruppe
U=Z+Z c+..+Z "' CC.

Jedes Element u € U hat die Form
w=my+mec+..+my 1", mo,...mn_ 1 € Z.

Und wegen ¢ € U gehort auch

c-u=moc+mic® + ...+ mpy_1"
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wieder zu U.
ii) = i): Es sei
U=Zu +...+Zu, CC
eine endlich-erzeugte Untergruppe mit Z C U und ¢-U C U. Dann ist also fiir 1 = 1,...,n

C:U; = Qi 1UL + ... + AjpUp, ajp € Z.

Das lineare Gleichungssystem

(al,l — C)Il + a1.2T2 + ... + a1 nTn =0
a2,17%1 + (02,2 - C),’EQ + ... + a2 nTn =0
aniri  +  appr2  + + (appn—c)zn, = 0
hat also die Losung (z1, ..., z,) = (41, ..., up). Wegen 1 € U konnen nicht alle u; = ... = u,, =0

sein. Die Losung ist also nicht-trivial und die Determinante
det(ai,j - C(si,j)

verschwindet. Also ist ¢ ein Eigenwert der ganzzahligen Matrix (a; ;) und damit Nullstelle von
deren charakteristischem Polynom det(a;; — X - d; ;). Dieses Polynom ist ganzzahlig und (bis
eventuell auf das Vorzeichen) normiert, deswegen ist ¢ ganz algebraisch. L]

Satz 5.5 Es sei K C C ein Teilkorper. Dann bilden die ganzen algebraischen Zahlen in K einen
Unterring von K.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir K = C zu beweisen. Denn wenn die ganzen algebraischen
Zahlen einen Unterring von C bilden, dann ist der Durchschnitt dieses Unterrings mit K ein
Unterring von K.

Nun seien ¢; und ¢co € € ganz algebraisch. Wir miissen zeigen: Auch ¢; + ¢2 und ¢; - ¢3 sind
dies. Dazu seien Uy und Uy C € endlich erzeugte Untergruppen mit Z C U; und ¢; - U; C U;.

Wir betrachten die Menge

Uy - Uy =< {uy -ug : u; € U;} >C C.
Sie ist eine Untergruppe von C, die Z enthélt. Sind

Ully - Utm € Ur, U1, u2y, € Us
Erzeugendensysteme dieser Gruppen, so ist

{uri-uoj,t=1,...,m,j=1,...,n}
ein endliches Erzeugendensystem von Uj - Uz. Wegen ¢ - u1; € Uy und co - ug ; € Us gilt

c1-(Uy-Uy) CUy-Uyund ¢o - (Uy - Uy) C Uy - Us.

Daraus folgt dann auch

(01 + 02) . (U1 . Ug) C U1 . U2 und (0102) . (U1 . UQ) C U1 . U2.
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Aufgabe 5.4 (F 92, T1, A3a)) Zeigen Sie: Ist z € C algebraisch iber Q, dann gibt es ein
q € Z mit q #0 und q -z ganz algebraisch iber Q.

5.3 Norm und Spur

Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und ¢ € L. Die Multiplikation mit ¢
me:L>x—c-x €L
ist eine Abbildung L — L. Wegen
me(z +y) = me(z) + me(y), me(k-x) =k -me(z) fir k € K
ist m. sogar eine K-lineare Abbildung des K-Vektorraums L in sich.

Definition 5.4 Die Norm Ny k(c) des Elementes ¢ € L diber K ist die Determinante der
Abbildung m. : L — L, die Spur Try i (c) des Elementes ¢ € L diber K ist die Spur dieser
Abbildung.

Zur Erinnerung: Jede lineare Abbildung eines n-dimensionalen K-Vektorraums in sich kann
nach Wahl einer Basis durch eine darstellende n x n-Matrix beschrieben werden. Deren Deter-
minante und Spur sind unabhéingig von der gewéhlten Basis und heilen die Determinante, bzw.
Spur der linearen Abbildung.

Satz 5.6 Fiir 0 # c € L ist stets
Np/k(c) #0.

Beweis. Die Multiplikation m,. ist eine invertierbare lineare Abbildung mit der Inversen m, 1.

[

Beispiel 5.8 Ist ¢ € K C L eine Kérpererweiterung vom Grad n, so wird m. durch eine
Diagonalmatriz mit dem einzigen Eintrag c beschrieben. Es folgt

Npx(e) =c", Trp(c)=n-c,
won = [L: K].

Satz 5.7 Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und ¢ schon in einem Zwischenkorper
Z, K C Z C L, enthalten. Dann ist

Nijc(e) = (Nyyw (@) 4, Trye(e) =[L: 2] Trye(c).
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Beweis. Es sei 21, ..., 2, eine Korperbasis von Z iiber K und C = (ci,j)i,jzl,___,m eine darstel-
lende Matrix von m, : Z — Z. Das heifit also

m
C- Z] = cha.]zz
=1

Weiter sei [y, ...,l, € L, n = [L : Z], eine Kérperbasis von L iiber Z. Nach dem Beweis von Satz
3.1 ist dann
zil1, 29loy ooy 2y, 211y oy 2l € L

eine Korperbasis von L iiber K. Wegen
m m
C- Zjlu = (Z Ci’j)zily = Z ci,j(zixy)
i=1 i=1

bildet m. : L — L jedes Element z;l,, auf eine Linearkombination der zl,,..., z,[, ab. Die
darstellende Matrix von m,. : L — L ist eine direkte Matrizensumme

¢ 0 .. O
0 C

D = i ) n
0 C

aus n Kopien der Matrix C. Es folgt
Npk(c) = det(D) = det(c)”, Trp(c) =n-Tr(c)=n-Trg/(c).
L]

Satz 5.8 Es seien c1,co € L zwei Elemente des endlichen Erweiterungskérpers L von K. Dann
gilt

Npyk(ei-e2) = Npjg(er) - Npy(ea), Trpjg(er +c2) =Trpk(cr) +Trp g (ca).

Beweis. Sind C, bzw. Cy darstellende Matrizen von m.,, bzw. m., beziiglich einer K-Basis
von L, so ist C} - Cy die darstellende Matrix von my,.., = m¢, ome, und C; + Cy die darstellende
Matrix von me, 4¢, = Me, + Me,. Es ist det(C) - Co) = det(C) - det(C2) und Tr(Cy + Cs) =
Tr(Cy) + Tr(Cy). L]

Satz 5.9 Es sei L = K(c) der Erweiterungskorper, der aus K durch Adjunktion des algebrai-
schen Elementes ¢ mit Minimalpolynom

p(X)= X"+ a1 X"+ + a1 X +ag
entsteht. Dann ist

Npg(e) = (=1)"ag und Trpg(c) = —an-1.
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Beweis. Der Korpergrad [L : K| ist Grad(p) = n. Das charakteristische Polynom von m, :
L — L ist deswegen ein Polynom

x(X) =det(me — X -1) = (=1)" X" + b, | X" "+ ..+ b5, X +by, bo,b1,..,by 1 €K,
vom Grad n. Hier ist
bo = x(0) = det(m.) = Np/k(c)

und
(=1)" bp—1 = Tr(me) = Trp 5 (c).

Nach Cayley-Hamilton gilt

x(me) =ml + bn_lm’;_l + .+ byme + by = 0.
Wendet man diese lineare Abbildung auf 1 € K an, so folgt

0= x(me)(1) = " + by_1" ' + ... + bic + bo.

Es folgt, dass das Minimalpolynom p(X) das charakteristische Polynom y(X) teilen muss. Weil
beide vom gleichen Grad sind, gilt x(X) = (—1)"p(X). Also ist (—1)"ag = by = Ny /x(c) und
—p—1 = (=1)"(=1)"""by_1 = Trp g (c).

Beispiel 5.9 Es sei a € K kein Quadrat und L die quadratische Erweiterung K(\/a). Alle
Elemente aus L schreiben sich ¢ = u + vy/a mit u,v € K. Wir betrachten hier nur den Fall
v # 0. Dann ist also ¢ ¢ K und L = K(c). Norm und Spur von ¢ berechnen sich also aus dem
Minimalpolynom von c iber K.

Nun ist
& =u? 4+ av® 4+ 2uvva, vva=c—u,

und deswegen
& —2u(c —u) — (u? + av?®) = & — 2uc + u* — av? = 0.

Das Minimalpolynom von c ist
p(X) = X% - 2uX 4+ u?® — av’.

Aus Satz 5.8 folgt
Np/k(c) = u? — av?, Try k(c) = 2u.

Satz 5.10 Es sei p € K[X] ein normiertes, irreduzibles, separables Polynom iber K, und L =
K(c) entstehe aus K durch Adjunktion einer Wurzel ¢ von p. Die Konjugierten von c (in einer
normalen Hiille von L dber K) seien ¢ = ¢y, Ca, ..., cn. Dann ist

Npg(c)=ci-ca-woocn, Trpg(c)=ci+ca+ ... +cn.
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Beweis. Uber der normalen Hiille zerfillt das Minimalpolynom p € K[X] von ¢ in Linearfak-

toren

p(X) = (X - Cl) : (X - CQ) R (X — Cn)-
Also hat p die Koeffizienten

p(X) =X" - (Cl +...+ Cn)X + ...+ (_1)n “C1CQ " ..t Cp.
Aus Satz 5.8 folgt
Np/k(c)=ci-..-cy

und

T'rL/K =—(—c1—...—¢cp) =c1 + ... +Cp.

[

Beispiel 5.10 Die Konjugierten von ¢ = u + vy/a in der quadratischen Erweiterung K(y/a) =
K(c), v #0, sind ¢ = c¢1 und co = u — vy/a. Aus Satz 5.9 ergibt sich

Nijicle) = (u+ova)(u - v/a) = v — av?,  Trype(e) = (u+vv/a) + (u—vv/a) = 2u

in Einklang mit Beispiel 5.9.

Satz 5.11 Es sei K C L eine galoissche Kérpererweiterung mit Galoisgruppe G. Fiir jedes
c € L gilt dann

Npjr(e) =[] 9(e), Triw(e) =" g(o).

geG geG

Beweis. Es seien cq, ..., ¢ € L die Konjugierten von c¢. Nach Satz 5.9 ist

NK(c)/K(C) =C1 ... Cp,y TTK(C)/K(C) =cC|+ ... + Ck-
Mit Satz 5.6 folgt daraus

Npjg(e)=(c1-w-cp)", Trpr(c) =n-(c1+ ... +ck),

wo n der Korpergrad [L : K(c)] ist.

Der Korpergrad [K(c) : K] ist der Grad des Minimalpolynoms von ¢, und weil ¢ separabel
ist, die Anzahl k der verschiedenen Konjugierten von c. Fiir die Ordnung der Galoisgruppe von
L iiber K folgt daraus

|G| =k - n.
Der Bahnensatz 1.2 zeigt fiir die Standgruppe G. C G des Elements ¢
1
|G0|=E'(Q'n)=n-

Also ist

H gle) =(c1 oo cg)” Z gle)=n-(c1 + ...+ ¢cp).

gelG gelG
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Satz 5.12 (Transitivitit) FEs seien K C L C M separable Kérpererweiterungen und ¢ € M.

Dann gilt
Ny (e) = Noyx(Nayr(e)),  Trayr(c) = Trr g (Trayr(c))-

Beweis. Es sei M C M’ ein normaler Abschluss von M iiber K. Ist m = [M' : M| der
Korpergrad, so folgt aus Satz 5.6

NM’/L(C) = (NM/L(C))ma NM’/K(C) = (NM/K(C))ma

Trapyr(e) =m-Tryyp(e), Trap i (c) =m - Trayyg(c)™

Wegen der Multiplikativitdt von Ny /x und der Additivitit von T,/ (Satz 5.7) geniigt es, die
Behauptungen fiir die galoissche Kérpererweiterung M’ zu beweisen. Wir nehmen also 0.B.d.a.
an, dass galoissch iiber K und dann auch iiber L ist.

Sei H C G die Galoisgruppe G(M : L). Thre Ordnung ist n := |[H| =[M : L] und fiir [ € L

Ny () = (Npyge (D)™, Tragx(l) =n-Tr ().
Mit Satz 5.10 finden wir

Nyyr(e) = ] 9(0),

geG
NM/L(C) = H g(C)a
geH
NL/K(NM/L(C)) = Ny H h(c)

heH

= o/Numyk H h(c)
\/ heH

= H9<H h(C))

geG heH

= g/ II gl
geG,heH

= (H g(C))
geG

= JJ 9(0)

geG
NM/K(C)a
Trayx(c) = Y g(o),

geG

Tryye(e) = ) hie),

heG
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TTL/K(TTM/L(C)) = TTL/K (Z h(c)>

heH

= % Tk (Z h(c))

heH

- %-zg(zhw))
geqG heH
= % > ghlc)
geG,he H
=~ Y g00)
geqG
= > gl
geG
= Tryyk(c),

denn wenn g € G und h € H unabhingig voneinander laufen, dann durchliuft das Produkt ¢ - h
alle Elemente von G, aber jedes davon tritt n-mal auf. L]

Aufgabe 5.5 (H 91, T3, A2) Fir eine endliche Kérpererweiterung K/k bezeichne try . :
K — k die Spurabbildung. Man beweise (mit den Mitteln der linearen Algebra): Ist K/k eine
endliche zyklische Erweiterung und o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G von K[k, so
sind fiir ein Element a € K die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) trgk(e) =0

ii) « = o(B) — B mit einem B € K.
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6 Algebraische Zahlkorper

Als ich dieses Skriptum produzierte, hatte ich beabsichtigt, im ersten Semester die ersten vier
Kapitel zu behandeln, und dann, je nach dem, ob noch Zeit bliebe, die Miszellen (Kapitel 5).
Das wire dann fast der ganze Stoff fiir das Staatsexamen gewesen. Es wire ganz im Einklang
mit meiner Staats-Examens-Philosophie gewesen: Eine Einzel-Priifung im Hauptexamen soll
den Stoff einer einsemestrigen Vorlesung abpriifen. Soweit ist es allerdings nicht gekommen.
Einerseits ist das schade, weil dies meine Staats-Examens-Philosophie ruiniert hat. (Ganz im
Einklang mit den iiblichen Analysis-Klausuren wire sie ja ehe nicht gewesen.) Andererseits ist
es aber auch gut so, weil wir jetzt geniigend Zeit hatten, in Kapitel 4 die abstrakten Begriffe
aus Kapitel 3 noch einmal an Beispielen durchzugehen, und Aufgaben zu rechnen. Der hiufigste
Vorwurf, der mir auf den Evaluierungsbogen gemacht wurde, war ja auch, dass ich zu schnell
vorgegangen bin, und dass die Aufgaben zu schwer waren. Es ist also gut so, wenn wir jetzt eine
Art von zweitem Anlauf in die Algebra unternehmen.

In diesem sechsten Kapitel mochte ich einen Einblick in die algebraische Zahlentheorie geben.
Zum Teil iiberschneidet sich das mit Kapitel 5, wo ich das allernotwendigste zusammenstellte,
was noch fehlte. Aber es ist vielleicht ganz forderlich fiir das Verstdndnis, wenn erst eine kon-
zentrierte Zusammenschau gebracht wird, auf die jetzt eine ausfithrliche Diskussion folgt. Als
zusétzliche Literatur habe ich die folgenden Biicher benutzt:

e H. Cohn: A Classical Invitation to Algebraic Numbers and Class Fields, Springer 1978,
e K. Ireland, M. Rosen: A Classical Introduction to Modern Number Theory, Springer 1972,

e H. Pollard: The Theory of Algebraic Numbers, J. Wiley 1950.

Ein algebraischer Zahlkérper K ist eine endliche Koérpererweiterung von Q. Nach Satz 3.27 ist
er eine einfache Erweiterung K = Q(c). Dabei ist das primitive Element ¢ Nullstelle eines irre-
duziblen Polynoms p € Q[X]. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt p eine Nullstelle
co € C. Nach Satz 3.9 wird durch ¢ — ¢y ein Isomorphismus

K =Q(c) = Q(cp) C C

induziert. Es ist deswegen keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir gleich ¢ = ¢y € € und
auch K C € voraussetzen. Im Folgenden sei stets K C C eine solche endliche Kérpererweiterung.

6.1 Der Ring der ganz-algebraischen Zahlen

In 5.2 haben wir definiert, wann eine Zahl a € K ganz-algebraisch heifft: wenn ihr (normiertes)
Minimalpolynom iiber @ ganze Koeffizienten hat. Nach Satz 5.5 bilden die ganz-algebraischen
Zahlen in K einen Unterring O(K) C K.
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Beispiel 6.1 (Quadratische Zahlkorper) Nach Beispiel 3.6 ist jede quadratische Erweite-
rung K von Q von der Form Q(\/ﬁ), wo D # 0,1 eine quadratfreie ganze Zahl ist. Z.B. sind
die quadratfreien ganzen Zahlen vom Betrag < 10 die 18 Zahlen

~10, -7, —6, =5, =3, =2, —1, 2, 3, 5, 6, 7, 10.

Jede Zahl ¢ € Q(V/D) ist eine Linearkombination ¢ = a + bvV/D mit a,b € Q. Sie hat die
Konjugierte ¢ = a — bv/D und das Minimalpolynom

X? = Triq(c) - X + Ngjglc) = X* — 20X + a® — Db
Somit ist ¢ genau dann ganz-algebraisch, wenn
Tr(c)=2a€Z und N(c)=a*—D- b €Z.

Es ist also a = ag/2 mit ag € Z. Sei nun b = by/by mit by,by € Z als gekiirzter Bruch. Dann
muss 4D -b3 /b? ganzzahlig sein. Jeder Primteiler p # 2 von by miisste quadratisch in D aufgehen.
Weil D quadratfrei ist, folgt p = 1. Damit kann nur by = 1 oder by = 2 vorliegen. Wir haben
bewiesen: Jede ganz-algebraische Zahl in Q(v/D) ist von der Form

b
cz%-l—;o\/ﬁ, ag, by € Z.

Wann ist ein solches ¢ nun wirklich ganz-algebraisch? Wegen Tr(c) = ag € Z ist die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir

2 b2
N(c) = % ~DLEZ bww. af— DB =0mod4.

Als Quadrate sind a? und b3 = 0 oder = 1 mod4 und weil D quadratfrei ist, gilt D = 1,2 oder
3mod4. Es gibt nur die Méglichkeiten

a2 = b2 =0mod4, D beliebig,
at = b3 = 1mod4, D = 1mod4.

Wir haben bewiesen:

Satz 6.1 Es sei K = Q(v/D), D € Z quadratfrei, ein quadratischer Zahlkorper. Dann sind die
ganz-algebraischen Zahlen in K

fiir von der Form
i) D=23mod4 a+b-vD,
i) D=1mod4  zusitzdich (a+b-+/D)/2, a und b ungerade,

mit a,b € Z.

Z.B. fiir die Zahlen D mit |D| < 10 gilt

~10 -7 —6 -5 -3 —2 -1 3 5 6 7 10
D) @) i) i) @) ) 4) 1) 4) ii) 1) 4) 1)
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Satz 6.2 (Transisitivitit) Die Zahl ¢ € C sei Nullstelle eines normierten Polynoms
fX)=X"4a, 1 X" "+ . +a1 X +ag
mit ganz-algebraischen Koeffizienten ap_1,...,ap. Dann ist auch ¢ ganz-algebraisch.

Beweis. Ein Polynom f;(X) € C[X] heifie konjugiert zu f, wenn es einen Q-Homomorphismus
Q(am—1,-.-,a0) = C gibt, der f auf f; abbildet. Weil es nur endlich viele solche Q-Homomorphismen
gibt, gibt es nur endlich viele verschiedene zu f(X) konjugierte Polynome f(X), f2(X), ..., fn(X).
Das Polynom

F(X) = f(X) - f2(X) - o - fu(X)
ist dann invariant unter allen Galois-Automorphismen einer normalen Hiille von Q(ay—1, ..., ag)

iiber Q. Deswegen sind alle seine Koeffizienten ganz, und F(X) € Z(X). Die Zahl ¢ ist eine
Nullstelle des normierten Polynoms F(X) und damit ganz. L]

Jede rationale Zahl a € @ ist Quotient zweier ganzer Zahlen. Ebenso ist jede Zahl a € K
Quotient zweier ganz-algebraischer Zahlen in K. Genauer gilt

Satz 6.3 (Aufgabe 5.3) Zu jedem a € K gibt es ein b € IN derart, dass b-a € K ganz-
algebraisch ist.

Beweis. Die Zahl a ist Nullstelle ihres Minimalpolynoms
P(X)= X"+ X" P+ e X+ €Q[X], cpoty.nci o €Q.

Wenn wir darauf verzichten, p als normiert anzunehmen, kénnen wir mit dem Hauptnenner aller
Koeffizienten durchmultiplizieren, und sehen, dass a Nullstelle eines Polynoms

q(X) :ann-i'bn,an_l-I-...-l-le-l-bo, by, ..y bg € Z,

mit ganzen Koeffizienten ist. Hier ist natiirlich b, # 0, und nach eventueller Vorzeicheninderung
beim Polynom ¢ kénnen wir sogar b, € IN annehmen. Dann ist

b lgla) = bBa™ + by BT AT 4 byaby BT 20T 4 DT b+ b
= (bpa)" + by_1 - (bpa)" ™ 4 bp_oby - (0a)" 2 4 .. + b2 (bpa) + bob? !
= 0.
Die Zahl b,a ist ganz-algebraisch. L]

Wir kénnen also, wenn wir wollen, annehmen, dass K = Q(a), wo a ganz-algebraisch ist. Die
Potenzen 1,a,a?,...,a™ " € K sind ganz-algebraisch, weil die ganz-algebraischen Zahlen einen
Ring bilden. Und sie sind linear unabhéngig iiber @, denn sonst wére a Nullstelle eines Polynoms
vom Grad < m — 1. Also bilden diese ganz-algebraischen Zahlen eine Kérperbasis von K iiber Q.

Die Zahl a ist Nullstelle ihres Minimalpolynoms p € Q[X], eines irreduziblen Polynoms vom
Grad n = [K : Q]. Weil p separabel ist (Charakteristik = 0), hat p in C lauter verschiedene
einfache Nullstellen a = a1, as, ..., an, € C, die Konjugierten von a iiber Q. Durch g; : a — a;,7 =
1,...,n, werden @Q-Isomorphismen g; : K — K; C C definiert. Dies sind genau die Bilder von K
unter allen Galois-Automorphismen einer normalen Hiille N von K iiber Q.
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Definition 6.1 FEs sei aq,...,a, € K eine Q-Basis von K. Dann heifit das Quadrat der Deter-

minante )

91(01) gl(an)
A = det :

gn(@1) - gnlan)

die Diskriminante A(ay, ..., a,) dieser Basis.
Bei Ubergang zu einer anderen Basis

a; = c,101 + ... +cpap

!/
G, = Cp101+ ...+ Ccppan

mit Cij € Q ist
gk(a;) = Ci,lgk(al) + .o + Cingk (an)a
und es folgt

gi(d)) ... qi(al) gi(ar) . gi(ap) Ci,l - Cpl
det : : = det : : - det : :
!

gn(dl) ... gn(al) gn(ar) ... gnlan) Cim - Cnp

Die Diskriminante multipliziert sich bei diesem Basiswechsel also mit det(c; ;).

Satz 6.4 i) Die Diskriminante A(ay,...,ay) ist stets eine Zahl aus Q.
i1) Sind ay,...,an ganz-algebraisch, so gilt sogar A(aq, ...,a,) € Z.

Beweis. i) Die Konjugierten von A iiber @ sind die Bilder

grkgi(a1) ... grgi(an)
gr(A) = det :

9k9n (al) gkgn(an)

unter den Galois-Automorphismen g, k& = 1,...,n. Die Produkte gxg1, -.., g gn durchlaufen auch
alle Galois-Automorphismen. Deswegen &ndert sich in unserer n x n-Matrix nur die Reihenfolge
der Zeilen. Die Determinante dndert hochstens ihr Vorzeichen, und A selbst ist unter allen
Galois-Automorphismen invariant. Nach Satz 3.28 gehort A zum Grundkorper Q).

ii) Wenn die a; ganz-algebraisch sind, dann sind dies auch ihre Konjugierten gi(a;), und
damit ist auch A € @ ganz algebraisch. Nach Beispiel 5.4 folgt A € Z. L]

Beispiel 6.2 (Kreisteilungskérper) Es sei 3 < p € IN eine Primzahl und K = Q({/1) der
p-te Kreisteilungskorper. Ist w € K eine primitive p-te Finheitswurzel, so ist



nach Satz 4.6 eine Q-Basis von K. Aber natirlich ist auch
1, w, ..., wP™?2

eine solche Q-Basis. Wir wollen deren Diskriminante berechnen.
Die Galois-Automorphismen g, werden induziert durch w — w*, k=1,...p — 1, und es ist

Deswegen ist

1 w w? wP~2 1 w w? wP~2

1 go(w) g (w?) ... ga2(wP?) 1 w? (w?)? .. (wP?)?
det | . ) . . = det

1 gpi(w) gp1(w?) ... gp_1(wP™?) L owh™t (w?)P=t L (wP?)P!

die Vandermonde-Determinante

H(,wz - wj)a

1<j
und die Diskriminante ist
AL, ..., wP™?) = 1_[(10Z —w’)2.
1<j
Nach Vieta ist das p-te Kreisteilungspolynom

Xr—1 . nl :
<~ 1 =X +o.+1=][[(X -w).

=1

Wir differenzieren das Kreisteilungspolynom nach X :

d ;g d XP—1 pXPYX-1)—(XP-1) (p—1XP—pXP~'+1

xS = X o T X -1 CSEE
d d i = i
ax F8) = gx L& =) =3 1T =,
i= Jj=1li#j

Hier setzen wir X = w? ein und erhalten wegen wP = 1 fiir die linke Seite

p—plw)P™t  1-—wd  w(w —-1)  w
wi— 12 Pwi—12 P wi—12 " Pui-1

wahrend von der rechten Seite dies nur der Summand
H(wj —w')
i#j

uberlebt. Wir haben also bewiesen




Diese Gleichungen fiir j = 1,....,p — 1 multiplizieren wir alle miteinander. Mit Satz 4.1 b) wird
das Produkt auf der linken Seite

w2 Pl 1
1 w - w et W _ -1+ _ -9
4 (w—l)-(wQ—l)-...-(wi”—l—1)_pp P P
Das Produkt auf der rechten Seite ist
p—1

: . (=1 (p=2) . :
[T’ —w') = (~1)"= [[(w' = w’)* = (=1)"= AL, w,w?, ..., u"™?).
i i<j
Das Endergebnis ist
—1
AL, w,w?, ..., wP2) = (=1)%F pP 2.

Definition 6.2 FEine Kirperbasis aq,...,an von K dber Q heifst Ganzheitsbasis, wenn
1) alle ay, ..., a, ganz-algebraisch sind, und
2) jede ganz-algebraische Zahl b € K eine Linearkombination

b=bia + ...+ bpa, mit by,...b, € Z
18t.

Beispiel 6.3 (Quadratische Zahlkorper) Satz 6.1 besagt, dass fiir den quadratischen Zahlkdrper
Q(VD)
im Fall ‘ die Zahlen
D =2,3mod 4 1, VD
— 14+vD 1=vD
D =1mod4 iy b

eine Ganzheitsbasis bilden.
Satz 6.5 Jeder algebraische Zahlkérper K C C besitzt eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Wie wir oben sahen, gibt es Kérperbasen ay, ...,a, € K aus ganz-algebraischen Zah-
len. (Z.B. die Zahlen 1,a,a?,...,a” " wo K = Q(a) und a ganz-algebraisch ist.) Fiir alle diese
Basen ist A(aq,...,a,) # 0 eine ganze Zahl. Es gibt deswegen eine solche Basis, deren Diskrimi-
nante minimal unter allen Diskriminanten von Kérperbasen aus ganz-algebraischen Zahlen ist.
Genauer: |A(aq, ..., ap)| € IN soll minimal sein. Wir fixieren eine solche Basis, und zeigen, dass
sie eine Ganzheitsbasis ist.

Wiren nicht alle ganz-algebraischen Zahlen b € K ganzzahlige Linearkombinationen, so géibe
es ein ganz-algebraisches b € K mit

b=bia1 + ...+ bya,, nicht alle by,...,b, € Z.
O.B.d.A. konnen wir by ¢ Z annehmen. Dann ist

bi=byg+r, b€eZ, reQ,0<r<l.
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Wir setzen
a'1 =b—bpa; = (b1 - bo)(ll + boas + ... + bpa, € O(K)

und betrachten die Zahlen @}, as, ..., a, € K. Dazu gehért die Ubergangsmatrix

by—bp 0 .. O

by 1 0

(cij) = : o
b 1

mit der Determinante by — by = r < 1. Die ganz-algebraischen Zahlen a}, as, ...,a, bilden also
auch eine Kérperbasis von K, aber mit dem Absolutbetrag der Diskriminante

|A(a), ocyan)| = 72| A(ar, ooy an)| < |A(a1, ..., an)).
Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitit von A(ay, ..., ay). L]

Beispiel 6.4 (Kreisteilungskérper) Wieder sei p eine ungerade Primzahl und K = K (/1)
der p-te Kreisteilungskorper. Es sei w € K eine primitive p-te Einheitswurzel. Wir setzen

vi=1—-w
und behaupten, die Zahlen
17 /U7 ’027 ) /Up72
sind eine Ganzheitsbasis von K. Wegen
v = l—w
v? = 1-2w+w?
v = 1-3w+ 3w —w?

ist
A1, 0, ..., vP7%) = det(a; ;) - A(1,w, ..., wP™?)

mit ganzen Zahlen a; j. Genauso folgt aus w =1 —v
A1, w, oy, wP™?) = det(a; ;) - A1, v, ..., 0P 2).
Es muss also det(a; j)* =1 und
AL v, .y 0P2) = A(L,w, ..., wP2) = (=1) "5 pP~2

sein. Wir kennen damit die Diskriminante unserer Basis 1, v, ..., 0P 2.
Wir wdihlen nun eine beliebige Ganzheitsbasis aq,...,a,_1 und schreiben

p—1
v = ch-,iai, j=0,...,p—2.
i=1
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Hier gilt fiir die Determinante
det(ci j)? - Alar, .., ap-1) = A(L,v, ..., 0P ?).

Deswegen ist det(c; ;) bis auf das Vorzeichen eine Potenz von p. Lisen wir jetzt das Gleichungs-
system nach den a; auf (etwa mit der Kramerschen Regel), so wird jedes a; ein Quotient

-2
a; = W(ni’l + T 20 + ...ni,p,va )

mit ganzen Zahlen n; ;. Weil die a; eine Ganzheitsbasis sind, lisst sich jede ganz-algebraische
Zahl ¢ € K als ein derartiger Quotient ausdriicken, in dessen Nenner nur eine p-Potenz steht.
Wenn 1,v, ...,0P~ ! keine Ganzheitsbasis wiren, dann gibe es eine ganz-algebraische Zahl

1
c= . (no +n1v + ... +1p_00P72), g, .sny_2 € Z,

derart, dass nicht alle Zahlen ny durch p teilbar sind. Sei n,, die erste davon. Dann ist
1
— (0™ + ..+ 0y P ?)

ganz-algebraisch. Aus Satz 4.1 b) wissen wir

p=(1—-w)(1—-w?) ..-(1—-wPh).

Jeder dieser Faktoren ist durch v =1 — w teilbar. Dann ist also p = vP~' -k und p = 0™ . &/
mit ganz-algebraischen Zahlen k und k'. Deswegen ist dann auch

1
m —2
W . (nmv + ...+ 'I’Lp,Q'UP )
sowie
™ Ny, Nom,
pmtl v 1—w

ganz-algebraisch. Weil n,, nicht durch p teilbar ist, wire dies ein Widerspruch zu Beispiel 5.7.
Unsere Basis war eben doch eine Ganzheitsbasis.

Sind ay, ...,a, und d}, ..., a], zwei Ganzheitsbasen, so ist die Ubergangsmatrix (¢i,) ebenso
wie deren inverse Matrix ganzzahlig. Daraus folgt det(c; ;) = £1. Beide Ganzheitsbasen haben

dieselbe Diskriminante.

Definition 6.3 Die Diskrimininante einer Ganzheitsbasis (und damit aller Ganzheitsbasen) von
K heifit die Diskriminante d(K) des Zahlkérpers K.

Beispiel 6.5 (Quadratische Zahlkérper) Es sei K = Q(vD) mit D € Z quadratfrei. Im
Fall D = 2,3mod4 bilden die Zahlen 1 und /D eine Ganzheitsbasis. Die Diskriminante ist

2
d(K) = det( i _g ) = (-2v/D)? = 4D.
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Im Fall D = 1mod4 bilden (1 ++/D)/2 und (1 —+/D)/2 eine Ganzheitsbasis und die Diskrimi-

nante 1st

1 _ 2 2
d(K):det< ggjg; 8+g;> - G(H\/B)?_iu_@)z) _D.

Beispiel 6.6 (Kreisteilungskorper) Unsere Berechnung der Ganzheitsbasis zeigt

AQ(VD)) = A, w, .., wP2) = (1) - pP2,

N[ ==

Konkret haben wir etwa fiir
|3 5 7 11

p
Al-3 5 -7 —11°

Aufgabe 6.1 FEs sei K ein reell-quadratischer Zahlkérper. Zeigen Sie: In K gibt es ganz-
algebraische Zahlen ¢ # 1 mit beliebig kleinem Abstand |c — 1| > 0.

Aufgabe 6.2 Bestimmen Sie das Minimalpolynom <iber Q fiir
a=V2+V3, b=vV2+V5 c=V3+VT.

Aufgabe 6.3 FEs sei ay,...,a, € K eine Kdrperbasis von K iber Q derart, dass alle a; ganz
sind und die Diskriminante A(aq, ...,an) € Z quadratfrei ist. Zeigen Sie, dass die a; eine Ganz-
heitsbasis von K bilden.

Aufgabe 6.4 FEs seien Dy und Do € Z quadratfreie, teilerfremde Zahlen. Zeigen Sie, dass

1
5(\/ Dy + /DDy

ganz-algebraisch ist in den folgenden Fillen:
a) D1 =1, Dy = 3mod4;
b) D1 = 1, D2 = 2m0d4;
¢) Dy =3, Dy = 2mod4.

Aufgabe 6.5 Es sei K der bi-quadratische Korper Q(i,\/2). Eine Zahl z € K hat also eine

Darstellung
a+bi+cV2+div2, abecdeqQ.

a) Zeigen Sie fiir ganz-algebraisches z: a = 5, b = g,c =1,d= g, o, B,7v,0 € Z.
b) Zeigen Sie (mit MAPLE) Das Minimalpolynom von z ist

X — 4aX3 + (60 4 2¢% + 4(d* — b)) X? — 4(a® + ac? 4 2a(b? — d?) — 4bed) X
+(a® + )2+ 4(2 — a®)(b* — d*) — 16abed + 4(b* + d*)2.

¢) Zeigen Sie fiir ganz-algebraisches z:
a=cmod2, b=dmod2,a,c € Z.

d) Bestimmen Sie eine Ganzheitsbasis und die Diskriminante von K.
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6.2 Einheiten

Die ganz-algebraischen Zahlen in einem algebraischen Zahlkérper K bilden einen nullteiler-freien,
kommutativen Ring O(K') mit 1. Deswegen sind alle Begriffe aus Abschnitt 2.3 (Teilbarkeit) hier
anwendbar. Um die Ideale in O(K) kiimmern wir uns spéter. Hier wollen wir erst die Einheiten
in O(K), sozusagen die neutralen Elemente beziiglich Teilbarkeit, untersuchen. Sie bilden den
Einheitenring O*(K) des Zahlkorpers K.

Satz 6.6 Die ganz-algebraische Zahl ¢ € K ist genau dann eine Einheit in O(K), wenn ihre
Norm N q(c) = 1 ist.

Beweis. ,= “: Ist ¢ € O(K) eine Einheit, dann gibt es ein ¢ € O(K) mit ¢- ¢ = 1. Weil die
Norm multiplikativ ist (Satz 5.7), folgt daraus

N(c)-N(d)=1.

Nach Satz 5.9 sind N(c) und N(c') € Q ganze Zahlen. Deswegen ist N(c) € Z eine Einheit, d.h.
N(c) = £1.
s “ Jetzt ist N(c) = £1 vorausgesetzt. Nach Satz 5.9 ist
NK/Q(C) =(c-cg ... ck)[K:Q(c)}’
WO ca, ..., ¢ # ¢ die Konjugierten von c iiber @ sind. Als Nullstellen desselben Minimalpolynoms

sind diese alle ganz-algebraisch. Also ist auch ¢’ := ¢y - ... - ¢y ganz-algebraisch. Aus ¢- ¢’ = £1
folgt zunéchst ¢’ € K, dann ¢ € O(K), und damit, dass ¢ € O(K) eine Einheit ist. L]

Beispiel 6.7 (Quadratische Zahlkérper) Fiir c = a+bvD € Q(v/D) ist N(c) = a®> — D-b%.
Die Frage ist, wann fiir ganz-algebraisches ¢ diese Norm = =1 ist. Die Antwort fallt ganz
verschieden aus, abhdngig vom Vorzeichen der Zahl D.
a) Q(v/'D) heifit imaginir-quadratischer Zahlkorper, wenn D < 0 ist. Fiir eine Einheit ¢ gilt
dann also
N(c) = a®> + |D|b? = +1.

Trivialerweise kommt —1 hier nicht in Frage. Aber auch die Bedingung a®>+|D|b* = 1 ist ziemlich
restriktiv.

Betrachten wir zundchst den Fall D = 2,3 mod4, wo a und b ganz sind. Wenn |D| > 2 ist,
gibt es nur den Foll a = £1 und b = 0. FEinheiten sind nur die beiden Zahlen 1. Aber fiir
D = —1 gibt es noch die Méglichkeiten a = 0, b = 1. Einheiten in Q(i) sind die vier Zahlen
+1 und +i.

Wenn D = 1mod4 ist, gibt es noch a = ag/2 und b = by/2 mit ag,by € Z ungerade. Die
Bedingung lautet dann

a3 + |D|b = 4.

Fiir D < —5 haben wir wieder nur a = +1 und b = 0. Aber fir D = —3 gibt es noch die
Méglichkeit a3 = b3 = 1. Einheiten im Kérper Q(v/—3) sind also die sechs Zahlen

+1, %(il +v=3).
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Der Korper Q(v/=3) ist tibrigens der Kreisteilungskorper Q(3/1) und seine sechs Einheiten sind
genau die sechs 6-ten Einheitswurzeln.
b) Q(v/D) heifit reell-quadratischer Zahlkérper, wenn D > 0 ist. Einheiten ¢ € O*(Q(v/D))

sind dann durch
N(c)=a®> - D -b* = +1

charakterisiert. Wegen des Minus-Zeichens vor dem D gibt es hier viel mehr Méglichkeiten.
Entsprechend schwieriger ist es jetzt auch, diese Einheiten explizit zu bestimmen. Das Resultat
ist ganz analog zum Fall Q(v/2). In 2.3 haben wir gesehen: Einheiten in O(Q(v/2)) sind genau
die unendlich vielen Zahlen £(1 4+ +/2)*, n € Z. Aber im Allgemeinfall ist der Beweis nicht-
trivial und, vor allem, nicht konstruktiv. Die Bestimmung der Einheiten in einem gegebenen
reell-quadratischen Zahlkorper ist deswegen in jedem Einzelfall ein aufregendes Unterfangen.

Beispiel 6.8 (Einheitswurzeln) Jede n-te Einheitswurzel w ist in Q(/1) ganz-algebraisch,
denn die Kreisteilungspolynome haben ganze Koeffizienten. Auch w™' ist ganz-algebraisch mit
w-w™" = 1. Einheitswurzeln in K sind also stets Einheiten. In einem reell-quadratischen
Zahlkérper gibt es nur die beiden Finheitswurzeln £1. In einem imagindr-quadratischen Zahlkérper
K kann es noch mehr n-te Einheitswurzeln geben, und zwar genau dann, wenn ¢(n) = [K : Q] =
2 ist. Das ist genau dann der Fall, wenn n = 3 oder = 4 ist. In Beispiel 6.7 a) haben wir also ge-
zeigt: In einem imagindr-quadratischen Zahlkorper sind genau die in diesem Kérper enthaltenen

Finheitswurzeln Einheiten.

Beispiel 6.9 FEs seip eine Primzahl und w € K := Q(¥/1) eine primitive p-te Einheitswurzel.
Fiir jedes k= 2,....,p — 1 st

l—wf =01 -w) - 14+w+..+0).

Die Zahl 1+w+ ... +w*=" ist ganz-algebraisch. Also teilt 1 —w die Zahl 1 —w* in K. Umgekehrt
ist auch w* eine primitive p-te Einheitswurzel und w = (w*)! mit 2 < 1 < p — 1. Also teilt
umgekehrt auch 1 —w* die Zahl 1 —w in O(K). Es folgt: In Q(/1) sind die p — 1 Zahlen

l—w, 1-—w? .., 1—wl!

assoziiert. Und Einheiten sind z.B. alle Zahlen
1— wm+1

1+w—|—...+wm=17, 0<m<p-—2.
—w

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei D > 0, quadratfrei, und K = Q(v/D) vorausgesetzt.
Eine Zahl e = a + bv/Da,b € Z, ist eine Einheit in K, genau dann, wenn
N(e)=a®>-D-b* = +1

ist. Diese diophantische Gleichung heif}t Pellsche Gleichung. Die Bezeichnung ist ein schones
Beispiel dafiir, wie der Name eines Mathematikers vollig unverdient unsterblich werden kann.
Soweit ich weifl hat Pell mit der Gleichung nichts zu tun. Sie heifit so, weil Euler den Namen
Pell irrtiimlich mit der Gleichung in Zusammenhang brachte.
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Im Fall D = 2,3mod4 kommt es darauf an, alle ganzzahligen Losungen (a,b) der Pellschen
Gleichung zu finden. Im Fall D = 1 mod 4 sind auch halbganzzahlige Lésungen gefragt. Triviale
Losungen der Pellschen Gleichung sind (a,b) = (£1,0). Aber die sind eben trivial. Nicht-trivial
ist, dass es nicht-triviale Losungen der Pellschen Gleichung gibt. Und das wollen wir jetzt als
erstes beweisen. Dazu Vorbereitungen:

Satz 6.7 Es seiq € IR irrational, d.h., g € Q. Dann ¢ibt es zu jedem n € IN teilerfremde Zahlen
T,y € Z mit

1
|z —yq| < — wund
n

T 1
Yy Yy

Beweis. Das halboffene Intervall [0, 1) ist disjunkte Summe

0,1) = [0, Hyu, 2yu. vt

n n n n

von n Teilintervallen der Lange 1/n. Fiir jede reelle Zahl bezeichen wir wie iiblich mit [r] die
grofite ganze Zahl < r. Dann ist also

0<r—I[r] <1,

und r — [r] gehort zu genau einem Intervall in der obigen Zerlegung.

Wegen g # 0, sind die n 4+ 1 Zahlen 0, ¢, 2q, ..., nq alle voneinander verschieden, und es gibt
zwei dieser Zahlen ig und jq mit 0 < i < j < m, 4,5 € IN, fiir die ig — [ig] und jg — [jq] im
gleichen Intervall liegen. Das heifit also

liq — [iq] — (ja — [jg))| < %

Wir setzen
x:=[jql —[iq € Z, y:=j—i€lN.
Dann ist also 1
|7 = yal = |ljal = jg = ([ia] —ig)l < ~

und

T 1 1

Yy yn Yy
Falls  und y einen gemeinsamen Teiler besitzen, konnen wir durch den austeilen, ohne eine der
beiden Bedingungen zu veriandern. Wir kénnen also gg7T'(z,y) = 1 annehmen. L]

Wenn wir hier n immer gréer wéhlen, erhalten wir

Satz 6.8 (Folgerung) Zu q € R\ Q gibt es unendlich viele verschiedene Paare (z,y) teiler-

fremder Zahlen x,y € Z mit
x

1
y 2

Y
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Satz 6.9 Ist 1 < D € IN quadratfrei, so gibt es eine Konstante M € TR und unendlich viele
verschiedene Paare (z,y) teilerfremder ganzer Zahlen x,y mit

|2 — D -9?| < M.
Beweis. Es ist
22 — D -y* = (z + VDy)(z — VDy)

mit ¢ := /D irrational. Nach Satz 6.6 gibt es unendlich viele Paare (z,y) von teilerfremden
ganzen Zahlen z,y mit y > 0 und

1
|$—\/By| < &

Aus der Dreiecksungleichung folgt
1
|z +VDy| < |z — VDy| + |2V Dy| < ; + 2V Dy

und
11 1
|22 — D -4 <§-(§+2\/5y)=2\/l_)+? <2VD + 1.
Mit M := 2v/D + 1 ergibt sich die Behauptung. O

Satz 6.10 FEs sei 1 < D € IN quadratfrei. Dann gibt es unendlich viele verschiedene Paare
(z,y) ganzer Zahlen, welche die Pellsche +1-Gleichung

w2 - D*P2 =1
losen.

Beweis. Nach Satz 6.8 gibt es ein M € IR und unendlich viele verschiedene Paare (z,y), y > 0,
ganzer Zahlen mit |22 — Dy?| < M. Dann gibt es auch eine ganze Zahl m mit |m| < M und
unendliche viele Losungen (z,v), y > 0, der Gleichung 22 — Dy? = m. Wir koénnen hier sogar
z > 0 annehmen, und dass alle x-Werte voneinander verschieden sind. Weil es nur endlich viele
Restklassen modulo |m| gibt, folgt daraus die Existenz zweier solcher Paare (z1,y;) und (z2,y2)
mit 1 # z9 und

z1 = zomod|m|, y1 = yamod|m]|.

Wir setzen
clL:i=x1 — y1\/1_7 und ¢ =29 + y2\/1_7.

Mit zo = 21 + Em, y2 = y1 +1m, £,n € Z, folgt daraus

cica = T179 — D -yrya + (T1y2 — y122)VD

2% + z1ém — Dy — Dyigm + (z1y1 + z19m — y171 — y1€m)VD
= 22 — Dy? + m(z1& — Dyin + (1 — y16)VD)

= m: [1 + 21§ — Dyin + (211 — y1§)\/5}

= m(u+vVD)
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mit ganzen Zahlen v und v. Wegen
N(e1) = 2 — Dyi =m = 23 — Dy = N(c2)
folgt daraus
m? = N(cicp) = m? - (u? — Dv?).
Also ist
u? — Dv? =1,
und (u,v) ist eine Losung der Pellschen Gleichung.
Wir zeigen als néchstes, dass diese Losung nicht-trivial ist, d.h. v # 0. Aber v = 0 wiirde

u = 1 und cyce = £m implizieren. Wir multiplizieren diese Gleichung mit der Konjugierten
CIQ = T2 — yQ\/l_):

c1-cachy = Fmd,
c1-N(cd) = +md,
me; = +md
29
c1 = =,
r1 = :|:x2.

Wegen z; > 0 und y; > 0 wiirde daraus z; = z9, y; = y2 und der Widerspruch ¢; = ¢ folgen.

Wir haben also eine Losung (u,v) der Pellschen Gleichung u? — Dv? = 1 mit v > 0 gefunden.
Weil VD irrational ist, kann dann nicht u + VDv = +1 gelten. Also sind die unendlich vielen
Zahlen (u + v/ Dv)™, n € Z alle voneinander verschieden. Wegen

N((w+VDv)") = (N(u+VDv))" = 1" =1

gehoren sie alle zu (unendlich vielen, voneinander verschiedenen) Losungen der Pellschen Glei-
chung. L]

Jetzt wissen wir, dass es im reell-quadratischen Zahlkérper Q(v/D) unendlich viele Einheiten
gibt. Aber die Struktur der Einheitengruppe O*(Q(+v/D)) kennen wir noch nicht. Dazu beweisen
wir zundchst eine Hilfsaussage:

Satz 6.11 FEs set K = Q(\/l_)) ein reell-quadratischer Zahlkorper und 0 < M € TR eine feste
Schranke. Dann gibt es nur endlich viele ganz-algebraische Zahlen ¢ € K mit |¢|] < M und
|| < M. (Hier ist ¢ € K die Konjugierte von c.)

Beweis. Falls D = 2,3 mod 4, sind die ganzen Zahlen ¢ von der Form a + byv/D mit a,b € Z.
Aus |¢] < M und |¢'| < M folgt

lc? = a*+ Db?>4+2abvVD < M2,
I|>? = a®>+ Db —2abvVD < M?,
a2+ Db < M2
Wegen D # 0 gibt es nur endlich viele Paare (a,b) ganzer Zahlen, welche diese Ungleichung
erfiillen.

Bei D = 1mod4 gibt es noch die Moglichkeit ¢ = (a + +/Db)/2, aber der Beweis (mit M
ersetzt durch 2M) verliuft ganz analog. L]
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Definition 6.4 FEine Fundamental-Einheit im recll-quadratischen Zahlkérper K ist eine Ein-
heit ¢y € O*(K), derart, dass alle Einheiten ¢ € O*(K) von der Form

+cey,ne”Z
sind.

Beispiel 6.10 In Beispiel 2.1/ haben wir bewiesen, dass 1 + /2 eine Fundamentaleinheit im
Zahlkérper Q(\/2) ist.

Satz 6.12 .Jeder reell-quadratische Zahlkorper K besitzt eine Fundamentaleinheit.

Beweis. Nach Satz 6.10 gibt es nicht-triviale Losungen 1 < x,y € IN der Pellschen Gleichung
z? — Dy?> = 1, D > 0. Dazu gehoren Einheiten ¢ = z + v/ Dy in K = Q(v/D) mit ¢ > 1. Wir
wihlen eine solche Einheit ¢ € O*(K) und eine reelle Schranke M > ¢ + 1.

Aus N(c) = ¢ =1 folgt fiir die Konjugierte ¢ von ¢

0<d <1< M.

Nach Satz 6.11 gibt es nur endlich viele Einheiten ¢ € O*(K) mit 0 < ¢,¢’ < M und deswegen
auch nur endlich viele Einheiten ¢ € O*(K) mit 1 < ¢ < M. Die kleinste davon wéhlen wir und
nennen sie ¢g. Ich behaupte: ¢y ist eine Fundamentaleinheit.

Zu zeigen ist: Jede positive Einheit 0 < e € O*(K) ist eine Potenz von c¢y. Der Beweis
dazu verlauft wie iiblich. Die Intervalle [c{, cﬁ“), n € Z, bilden eine disjunkte Uberdeckung der
positiven reellen Halbachse. In einem dieser Intervalle muss e liegen. Es gibt also eine ganze Zahl

n mit ¢ < e < . Auch e/c} ist eine Einheit. Fiir sie gilt

e Cn+1
1< - < On = Cp.
Weil ¢ die kleinste Einheit > 1 ist, muss e/cf = 1, d.h. e = ¢fj gelten. L]

Satz 6.13 (Korollar) Die Einheitengruppe O*(K) eines reell-quadratischen Zahlkérpers K ist
isomorph zum Produkt Zo x Z.

Beweis. Die zyklische Gruppe Zy € O*(K) wird erzeugt von —1, und eine unendliche zykli-
sche Gruppe ~ Z wird erzeugt von einer Fundamentaleinheit ¢y > 1. Und dann ist O*(K) das
direkte Produkt beider Untergruppen. L]

Die Fundamental-Einheit ¢y = a + bv/D € O*(K) ist nicht eindeutig bestimmt. Denn mit ¢
sind auch die vier Zahlen

+a+bvV/D

Fundamental-Einheiten. Jede davon liegt in genau einem der vier offenenen Intervalle
(—OO,—]_), (_170)7 (071)7 (1700)

Die Fundamentaleinheit ¢y € (1,00) mit a,b > 0 ist allerdings eindeutig bestimmt. Fiir sie ist a
minimal unter allen Einheiten ¢ > 1.
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Beispiel 6.11 In K = Q(V/3) ist ¢ := 2 + /3 eine Einheit, weil N(c) =4 -3 = 1. Wenn c
keine Fundamental-Einheit wire, gibe es eine Einheit ¢ =1+ by/3, 1 <b € IN. Wegen
N(d)=1-3b < -2
kann ein solches ¢ aber keine Einheit sein. Also ist ¢ eine Fundamental-Einheit in Q(v/3).
In K = Q(\/5) ist
1

eine Einheit, denn N(c) = —1. Weil es in K keine ganz-algebraische Zahl a + b\v/5 mit 0 < a <
1/2 gibt, ist ¢ eine Fundamentaleinheit.

In K = Q(V13) ist ¢ = (3 + V/13)/2 eine Einheit wegen N(c) = —1. Wire c keine
Fundamental-Einheit, gibe es in K FEinheiten

e =14+0V13 oder c;=(1+0V13)/2, 0<beN.

Wegen N(c1) = 1 —13b* < =12 und N(c3) = (1 — 13b%)/4 < —3 ist dies aber unmdglich. Also
ist ¢ eine Fundamental-Einheit.

In K = Q(V10) ist ¢ := 34+ /10 eine Einheit mit N(c) = —1. Wire sie keine Fundamental-
Einheit, gibe es in K Finheiten

c1 =24+bV10 oder co=14+b/10, 0<beIN.

Wegen N(ci) = 4 — 1002 < —6 und N(cz) = 1 — 10b% < —9 ist dies aber nicht méglich. Also ist
c € Q(v10) eine Fundamental-Einheit.
Eine Fundamental-FEinheit in Q(v/94) ist die schone grofie Zahl

2143295 + 221064v/94.

Das maochte ich jetzt aber nicht mehr nachprifen.

Aufgabe 6.6 Finden Sie Fundamental-Einheiten fir Q(v/15) und Q(+/39).

Aufgabe 6.7 Zeigen Sie: Fir jedes k, 1 <k <p—1, ist
sin(%”)
sin (%)

eine Einheit in Q({/1).

Aufgabe 6.8 FEs sei K ein reell-quadratischer Zahlkérper. Zeigen Sie: In K g¢ibt es Einheiten
e # 1 mit beliebig kleinem Abstand |e — 1| > 0.

Aufgabe 6.9 FEs sei D = 1modS8 eine quadratfreie ganze Zahl. Zeigen Sie:
a) Ist e :== (x +yv/'D)/4, 2,y € Z eine Einheit in Q(v/D), so sind x und y gerade.
b) Ist e eine Einheit, so ist €3 = u + vV D mit u,v € Z.
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6.3 Irreduzible ganz-algebraische Zahlen

Wieder sei K C € ein algebraischer Zahlkorper mit seinem Ring O(K) der ganz-algebraischen
Zahlen und der Gruppe O*(K) der Einheiten. Nach Definition 2.19 heifit ¢ € O(K), ¢ # 0, keine
Einheit, irreduzibel, wenn ¢ die folgende Eigenschaft hat: Ist ¢ = a - b mit ¢ und b € O(K), dann
ist entweder a oder b eine Einheit € O*(K).

Satz 6.14 Wenn die Zahl [N q(c)| € IN eine Primzahl ist, dann ist ¢ € O(K) irreduzibel.
Beweis. Es sei ¢ = a - b mit ¢ und b € O(K). Wegen der Multiplikativitiat der Norm (Satz

5.8) ist
IN(e)] = [N(a)| - [N(®)], [N(a)],|N(b)| € N,

eine Primzahl. Daraus folgt entweder N(a) = +1 oder N(b) = +1. Nach Satz 6.6 ist also
entweder a oder b eine Einheit in O(K). L]

Beispiel 6.12 Die irreduziblen Zahlen in O(Q) = Z sind genau die Zahlen £+p, wo p € N
eine Primzahl ist. Das ist vertrauensbildend. Dumm ist allerdings, dass Primzahlen p € IN in
algebraischen Erweiterungen K von Q reduzibel sein konnen. So gilt etwa in K = Q(i)

5=(241)-(2—1), 2+ie O(K).

Wegen

sind beide Faktoren 2 1 keine Einheit in K. Deswegen ist die Primzahl 5 nicht irreduzibel in
Q(7). Satz 6.14 greift hier nicht, denn nach Satz 5.7 ist

Nogiy/q(5) =5
keine Primzahl.

Zwei Zahlen ¢; und co € O(K) sind assoziiert, wenn es eine Einheit e € O*(K) gibt mit
¢y = e-cy. Ist ¢ € O(K) irreduzibel, so sind auch alle zu ¢ assoziierten Zahlen in O(K) irreduzibel.

Satz 6.15 Jede ganz-algebraische Zahl ¢ € O(K), keine Einheit, besitzt eine Produkt-Zerlegung
C=2Cl"..."Cg
mit irreduziblen ganz-algebraischen Zahlen cy, ...,c, € O(K).

Beweis. Ist ¢ selbst irreduzibel, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt ¢ = ¢1 - co, wo
c1,c2 € O(K) keine Einheiten sind. Also ist fiir j = 1,2

[Nijalei)l > 1,

und die Behauptung folgt durch Induktion nach [Ng q(c)|- L]
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Satz 6.16 (Euklid) In jedem algebraischen Zahlkorper K C C gibt es unendlich viele, nicht
assoziterte irreduzible ganz-algebraische Zahlen.

Beweis. Wegen 2 € Z C O(K) ist 2 = ¢ - ... - ¢ nach Satz 6.15 ein Produkt irreduzibler
ganz-algebraischer Zahlen c¢; € O(K). Es gibt also mindestens eine irreduzible Zahl ¢; € O(K).
Wir zeigen durch Induktion nach n € IN, dass es mehr als n solcher Zahlen gibt:

Seien etwa ci,...,c, € O(K) irreduzible ganz-algebraische Zahlen, und ¢ := 1 + [N /q(c1 -

w.rp)] =14+ |N(c1)| - ... - |[N(en)| € Z C O(K). Keine der Zahlen cy, ..., ¢, kann ¢ in O(K)
teilen, denn wegen ¢,| £ N(c,) wiirde sie auch 1 teilen und wéire eine Einheit. Das ist aber
ausgeschlossen.

Weiter kann ¢ auch keine Einheit € O(K) sein, denn wegen |N(c,)| > 1 ist ¢ > 1. Mit Satz
5.7 folgt daraus
Nk qgle) = K0l >

und Ng/q(c) # £1.
Nach Satz 6.15 besitzt ¢ eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Keiner dieser Faktoren kann
mit ¢q, ¢o, ..., oder ¢, iibereinstimmen. Also gibt es noch mindestens eine weitere irreduzible Zahl

Cn+1 S O(K) D

Dies waren die guten Nachrichten. Aber leider gibt es mehr schlechte Nachrichten: Zun#chst
einmal brauchen die uns geldufigen klassischen Primzahlen p = 2, 3, 5, ... € IN nicht irreduzibel
in einer algebraischen Erweiterung K von @ zu sein.

Definition 6.5 Die Primzahl p € IN zerfallt in dem Zahlkérper K , wenn sie eine Produktzer-
legung p = ¢1 - c2 in ganz-algebraische Zahlen ci,co € K zuldsst, von denen keine eine Finheit
1st.

Sowas ist schnell passiert:
Beispiel 6.13 FEs sei K = Q(i). In K zerfallen z.B. die Primzahlen
2=(1+4)-(1—14) oder 5=(241)-(2—1).

Weil die Faktoren hier nicht die Norm 1 haben, sind sie keine Einheiten.
Im fiinften Kreisteilungskorper K = Q(~/1) mit der primitiven Einheitswurzel € = e
sind die vier Zahlen 2 4+ €*, k = 1,2, 3,4, ganz-algebraisch und haben das Produkt

271 /5

2+)2+)2+H2+€h) = 24+02+H -2+ 2+

= U+2e+e)+1)- d+2E+6)+1)
(5+2(e+ 64)) (b4 2(62 + 63))
25+ 10(c + %+ +¢*) +4(e+ 2 + € + €Y)
25 —10—-14
= 11.

Die Primzahl 11 zerfdllt hier also.
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Satz 6.17 a) Es sei K ein Zahlkérper iber Q. Jede Primzahl p € IN, die (bis auf das Vorzeichen)
Norm :I:NK/Q(C) einer ganz-algebraischen Zahl c € K ist, zerfdllt in K.

b) Ist K = Q(vVD) ein quadratischer Zahlkorper, so gilt auch die Umkehrung: p zerfdllt
genau dann in K, wenn p = £N(c) (bis auf das Vorzeichen) die Norm einer ganz-algebraischen
Zahl c € K ist.

Beweis. a) Wenn p = N (¢) mit einer ganz-algebraischen Zahl ¢ € K ist, so ist nach Satz
5.7
p=((%c) -z - .. v ) RN,

WO €2, ...,¢p, € K die Konjugierten von ¢ sind. Offensichtlich muss [K : Q(c)] = 1 sein. Wegen
N(¢;) = N(c¢) = £p # 1 ist keine der Zahlen ¢, ¢y, ..., ¢, eine Einheit. Dann ist auch ¢/ = ¢3-...-¢,
keine Einheit und p = (£e¢) - ¢’ zerfiillt in K.
b) Die Primzahl p zerfalle in K = Q(v/D), also etwa p = ¢ - ¢ mit N(c) und N(¢') # +1.
Nach Satz 5.7 folgt
N(e) - N(¢) = Nijo(p) = 9

und N(c) = N(') = +p. L]

Satz 6.18 a) Wenn die Primzahl p im quadratischen Zahlkérper Q(v/D) zerfillt, dann ist D
ein quadratischer Rest modulo p.

b) Wenn der Ring O(Q(v/D)) faktoriell ist, dann gilt auch eine teilweise Umkehrung von a):
Es seip > 2 eine Primzahl. Wenn D quadratischer Rest modulo p ist, dann zerfillt p in Q(\/E)

Beweis. a) Fiir D = 2 oder 3 modulo 4 sind die ganzen Zahlen in K = Q(v/D) von der Form
a+bV/D, a,b € Z. Nach Satz 6.17 b) zerfillt p genau dann, wenn

+p=N(a+bVD)=0a?>-D -, abeZ,

ist. Hier kann b nicht durch p teilbar sein, denn dann wire dies auch a, und p? wiirde p teilen,
das geht nicht. Also ist bmodp eine prime Restklasse modulo p. Es gibt eine ganze Zahl &’ mit
bb' = 1 modp. Daraus folgt

0 =a%(t))? — DV?*(V)? = (ab)> =D mod p,

d.h., D ist ein quadratischer Rest modulo p.
Fiir D = 1 mod4 gibt es noch den Fall

b |
tp = N(% +5VD) = ;(a® —¥°D),

oder
a? — Db? = +dp.

Wieder kann b nicht durch p teilbar sein, denn daraus wiirde folgen

pla, p°|(a® — Db*) =4p, pld, p=2,
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im Widerspruch zu p = 1 mod 4. Es gibt also ein ' € Z mit bb' = 1 modp und
(a?> — Db*)(b)? = (ab')? — D = +4p(d)> =0 mod p.

Auch jetzt ist D ein quadratischer Rest modulo p.
b) Wenn D quadratischer Rest modulo p ist, dann gibt es ganze Zahlen m und ¢ € Z mit

D=m?’+p-q, bzw. p-q=D—-m?=—(m — VD) (m+ VD).

Nach Voraussetzung besitzt p-q eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren aus O(Q(v/D)).
Einer dieser Faktoren, etwa ¢, muss dann p teilen und auch entweder m + v/D oder m — v/D.
Der Faktor ¢ kann nicht assoziiert zu p sein, denn dann wire (m & +/D)/p ganz-algebraisch in
Q(\/B) Weil p > 2 vorausgesetzt ist, geht das nicht. Also ist ¢ ein echter Teiler von p, und die
Primzahl p zerfillt. L]

Es kommt noch schlimmer: Die irreduziblen ganz-algebraischen Zahlen brauchen im Ring
O(K) nicht prim im Sinn von Definition 2.19 zu sein. Dann ist nach Satz 2.17 die Zerlegung in
irreduzible Faktoren in O(K) nicht eindeutig, und O(K) ist nicht faktoriell. Hierzu das Standard-
Beispiel:

Beispiel 6.14 In K = Q(v/=5) ist
21=3-7=(4+vV-5)- (4 —V-5).

Alle beteiligten Faktoren sind sind irreduzibel. Das ist allerdings nicht ganz offensichtlich:
Wiire 3 nicht irreduzibel in K, so wiirde aus Satz 6.17 b)

3= N(a+b/=5) =a®+5b%, a,beZ,

folgen. Offensichtlich geht das nicht.
Wiire 7 nicht irreduzibel, so hdtten wir ebenso

7= N(a+b/=5) =a’>+5b%, a,beZ.

Es wiirde b*> = 0 oder =1 folgen, und das geht auch nicht.
Nehmen wir nun an

4+V_5:C'Cla C,C’EO(K),N(C),N(C’)>1,

ware nicht irreduzibel. Wegen N (4 ++/—5) = 21 hdtten wir 0.B.d.A. N(c) =3, N(d') = 7. Wie
wir gerade gesehen haben geht das aber nicht. Weil 4 — /=5 konjugiert zu 4 + /—5 ist, muss
auch dieser Faktor irreduzibel sein.

Sehr verwirrend ist hier auch der iibliche Sprachgebrauch: In der Zahlentheorie nennt man
die irreduziblen ganz-algebraischen Element eines Zahlkorpers seine Prim-Elemente oder Prim-
Zahlen, obwohl sie eben i.A. nicht prim im Sinn der Ring-Theorie sind.
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WEeil in einem quadratischen Zahlkérper K i.A. die irreduziblen ganzen Zahlen nicht prim
sind, ist die Zerlegung in irreduzible Faktoren i.A. nicht eindeutig. I.A. ist also der Ring O(K)
nicht faktoriell. (Satz 2.17) Es ist merkwiirdig, dass es aber doch ein paar solche Korper gibt, wo
der Ring O(K) faktoriell, und sogar euklidisch ist. Das ist der eigentliche Grund fiir die Wichtig-
keit des euklidischen Algorithmus. Als euklidische Gradfunktion nehmen wir dabei |N(c)|. Wir
erinnern uns an Satz 5.6: Es ist N(c¢) = 0 nur dann, wenn ¢ = 0.

Definition 6.6 Der quadratische Zahlkorper heifit Norm-euklidisch, wenn der Ring O(K) mit
dieser Norm ein euklidischer Ring ist.

Wir erinnern uns miithsam, was das bedeutet: Zu je zwei ganz-algebraischen Zahlen a,b €
O(K) mit b # 0 gibt es ganz-algebraische Zahlen ¢,r € O(K) derart, dass

a=b-qg+r, |N(r)| <|N()|.

Wenn wir diese Zeile durch b austeilen, und benutzen, dass die Norm multiplikativ ist, wird sie

dquivalent zu
a r r
- = — N(= 1.

Das ist nun wieder dquivalent zu folgender Eigenschaft: Zu jeder Zahl ¢ € K, (¢ = a/b), gibt es
eine ganz-algebraische Zahl ¢ € O(K) mit

IN(c—q)| <1.

Beispiel 6.15 Die Zahlen in Q(7) sind von der Form u+v-i, u,v € Q, und die ganz-algebraischen
(die ganzen Gaufschen Zahlen) sind diejenigen, wo u = m und v = n ganzzahlig ist. Nun liegt
jede komplexe Zahl ¢ = u + v -1 in genau einem Quadrat der Seitenldnge 1 mit ganzzahligen
Eckenm+n-i, m+14+n-i, m+(n+1)-i, m+1+(n+1)-i. Es gibt eine dieser Ecken,

= q, von der c einen Abstand
1 1 1
— < )2 )2 — \/j
e—dl <52+ (52 =3

besitzt. In Q(i) ist aber N(c) = |c?| und es folgt

N(c—q)=lc—q* <= < 1.

DN =

Wir haben gezeigt: Die ganzen Zahlen in Q(7) bilden einen norm-euklidischen Ring! Es gibt noch
vier andere derartige imagindr-quadratische Korper:

Satz 6.19 Die ganz-algebraischen Zahlen des imagindr-quadratischen Kérpers K = Q(\/E), D <
0 quadratfrei, bilden einen norm-euklidischen Ring genau dann, wenn

D = -1, -2 -3, -7, -I1.
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Beweis. Die ganzen Zahlen in K sind ¢ = m 4+ nv/D,m,n € Z, und jede Zahl ¢ € K liegt
in genau einem Rechteck mit den Ecken ¢, ¢ + 1, ¢ + VD, ¢ + 1 + v/D. Verschieben wir ¢ um
—q, so sehen wir: es geniigt zu zeigen, dass zu jeder Zahl ¢ € K im Rechteck mit den Ecken
0, 1,v/D, 1 + /D eine ganze Zahl q € O(K) existiert mit

N(c—q) < 1.

Dieses Rechteck nennen wir das Fundamental-Rechteck.
Nun ist fiir z + yv/D

2
N(z+yVD) = 2? + |D}y? = :1:+i\/ﬁy
das Quadrat der iiblichen komplexen Norm. Die Menge N(c — q) < 1 ist deswegen das Innere
des normalen Kreises um ¢ vom Radius 1 in der komplexen Ebene.

Wir miissen die Félle d = 2, 3mod4 und d = 1 mod 4 unterscheiden:

D = 2,3mod4: Hier ist die Frage, ob die vier Kreise vom Radius 1 um die Ecken des
Fundamentalrechtecks das ganze Rechteck iiberdecken. Das ist offenbar genau dann der Fall,
wenn der Mittelpunkt

1
einen Abstand < 1 vom Nullpunkt besitzt. Das bedeutet
1
Z(l +|D]) < 1,

1+|D| < 4
|D| < 3.

Wir erhalten die beiden Félle D = —1 und D = —2.
D = 1mod4. Da gibt es im Fundamentalrechteck noch die ganz-algebraische Zahl

1 1
=—+4+ VD
m 2+2\/_,

den Mittelpunkt. Jetzt stellt sich die Frage, ob die fiinf Einheitskreise (um die vier Ecken und
um m) das ganze Rechteck iiberdecken. Der Kreis um ¢ = 0 trifft die Gerade x = 1/2 in den
Punkten 1/2+ iy mit y? < 3/4. Die Frage ist also: Wann liegt der Punkt (1 +4+/3)/2 im Inneren
des Einheitskreises um m? Die Bedingung ist

1 1

“Vv3+1 —/|D

SV3+1 > S\/ID|,

2+V3 > /ID|,
7+4vV3 > |D|.

Wegen 7 + 44/3 > 11 ist dies fiir [D| = 3,7 oder 11 noch der Fall, wegen 7 + 4y/3 < 15 fiir
|D| > 15 aber nicht mehr. L]
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Schwieriger ist der reell-quadratische Fall K = Q(v/D) mit D > 0. Die Norm von a+bv/D ist
jetzt a®—Db? und [N (c)| < 1 beschreibt die Punkte (z,y) = (a, bv/D) der Ebene mit |z?—y?| < 1.
Trostlich daran ist eigentlich nur, dass das Quadrat |z| < 1, |y| < 1 mit Seitenlinge 2 zu diesem
Bereich gehort.

Satz 6.20 Die ganz-algebraischen Zahlen im reell-quadratischen Zahlkérper K = Q(v/D), D >
0 quadratfrei, bilden jedenfalls dann einen norm-euklidischen Ring, wenn

D = 2 3, 5 13
Beweis. Wieder haben wir in der Ebene ein Fundamentalrechteck mit den Ecken
(0,0), (1,0), (0,vD), (1,VD).

Wenn seine Hohe v/D < 2 ist, wird es durch die vier Quadrate der Seitenlinge 2, zentriert in
den vier Ecken, iiberdeckt. Dies liefert die Aussage fiir D < 4, D = 2, 3.
Fiir D = 1mod4 gehort auch noch der Mittelpunkt

(1 VD )
m= (=, —
2" 2
zu einer ganz-algebraischen Zahl. Das in ihm zentrierte Quadrat der Seitenlinge 2 schneidet aus
der linken und rechten Seite des Fundamentalrechtecks die Strecken

vD vD

aus. Zusammen mit den in den Ecken zentrierten Quadraten iiberdeckt es das ganze Fundamen-
talrechteck genau dann, wenn

?—1<1, VD <4, D <16.
Dies liefert die Félle D = 5 und 13. L]

Der eben bewiesene Satz 6.20 ist nicht scharf, weil das Gebiet |22 —y?| < 1 einfach durch ein
darin gelegenes Quadrat ersetzt wurde. Tut man das nicht, so kann man die Eigenschaft ,, norm-
euklidisch“ noch fiir D = 6 und 7 beweisen. (S. das in 6.1 zitierte Buch von Cohn. Den Beweis
konnte ich allerdings nicht nachvollziehen, auch enthilt das Buch entstellende Druckfehler.)
Das ist alles auch nicht so wichtig, denn es kommt vor allem auf die Folgerungen aus dieser
Eigenschaft an: Wenn der Ring O(K) euklidisch ist, dann ist er auch ein Hauptidealring und
nach Satz 2.19 faktoriell. Irreduzible Zahlen sind prim und die Zerlegung in irreduzible Faktoren
ist eindeutig.

Es ist eine beriihmte Vermutung von Gauf}, die erst in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts
von H. Stark bewiesen wurde, dass der Ring der ganzen Zahlen in einem imaginér-quadratischen
Zahlkorper Q(v/D) genau fiir die neun Zahlen

D = -1, -2, -3, -7, —11, —19, —43, —67, —163
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faktoriell ist. Es ist eine offene Vermutung, dass dies fiir unendlich viele reell-quadratische
Zahlkorper der Fall ist.

Die Faktorialitit des Rings der ganzen Zahlen in Q(v/D) hat sehr bemerkenswerte zahlen-
theoretische Konsequenzen. Schauen wir uns das mal in den einfachsten Féllen an.

Beispiel 6.16 (D=-1) Ein Primzahl p zerfillt in Q(v/—1) genau dann, wenn £p = N(c) =
a® 4+ b? ist, wo ¢ = a+b-i. Natiirlich kommt —p hier nicht in Frage. Also zerfillt p genau dann,
wenn man es als Summe zweier Quadrate schreiben kann. Wegen 2 = 1+ 1 gilt das fir p = 2
trivialerweise. Und fiir p > 2 sagt Satz 6.18 a): p = a® + b? ist Summe zweier Quadrate genau
dann, wenn —1 quadratischer Rest modulo p ist. Nach Beispiel 2.30 ist dies genau dann der
Fall, wenn p = 1mod4 ist. Das ist ein klassisches Resultat von Euler.

Beispiel 6.17 (D=-2) Die Primzahl p zerfdillt in Q(v/—2) genau dann, wenn man sie als a® +
202 mit ganzen Zahlen a und b schreiben kann. Wieder geht das fiir p = 2 = 04212 auf triviale
Weise. Und fiir p > 2 ist dies nach Satz 6.18 a) genau dann der Fall, wenn —2 quadratischer
Rest modulo p ist. Wir betrachten die Fille

p = 1mod4: Jetzt ist —1 quadratischer Rest modulo p und die Bedingung ist genau dann
erfillt, wenn auch 2 quadratischer Rest modulo p ist. Nach Beispiel 2.32 ist dies genau dann
der Fall, wenn (p — 1)/4 gerade, also p = 1mod8 ist.

p = 3mod4: Jetzt ist —1 kein quadratischer Rest modulo p, und die Bedingung ist genau
dann erfillt, wenn 2 auch keiner ist. Nach Beispiel 2.32 ist letzteres genau dann der Fall, wenn
(p+ 1)/4 ungerade ist. Und das bedeutet p = 3mod 8.

Wir haben gezeigt: Eine Primzahl p > 2 lisst sich genau dann als a®>+2b?, a,b € Z, schreiben,
wenn p =1 oder = 3mod8 ist.

Beispiel 6.18 (D=-3) FEine Primzahl p zerfillt genau dann, wenn p = a® + 3b%, a,b € Z ist.
Fiir p = 2 geht das nicht (2 ist kein quadratischer Rest modulo 3), und fir p = 3 geht es auf
triviale Weise. Die Bedingung aus Satz 6.18 b) lautet jetzt: —3 ist quadratischer Rest modulo p.
wieder unterscheiden wir:

p = 1mod4, es ist —1 quadratischer Rest modulo p, und die Frage ist: Wann ist 3 quadra-
tischer Rest modulo p? Nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz ist dies genau dann erfillt,
wenn p quadratischer Rest modulo 3 ist, d.h., p = 1mod 3.

p = 3mod4, nun ist —1 kein quadratischer Rest modulo p, und wir miissen entscheiden:
Wann ist auch 3 kein quadratischer Rest modulo p? Nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz
gilt dies genau dann, wenn p quadratischer Rest, also p = 1 mod 3 ist.

Wir haben gefunden: Eine Primzahl p > 3 lisst sich genau dann in der Form a®+3b%, a,b €
Z, schreiben, wenn p = 1mod 3 ist.

Beispiel 6.19 (D=2) Fine Primzahl p zerfillt, wenn p oder —p eine Norm N(c) = a® —

20, a,b € Z ist. Fiir p > 2 ist die Bedingung (Satz 6.18 b), Beispiel 2.32)
(—1)®*-1/8 = (2) ~1.

p

Es muss also (p?> — 1)/8 gerade sein, und p = £1mod 8.
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Beispiel 6.20 (D=3) Die Primzahl p zerfillt, genau dann, wenn £p = a® — 3b?, a,b € Z, ist.
Fiir p = 2 und fiir p = 3 geht das auf triviale Weise. Fiir p > 3 lautet die Bedingung: 3 ist
quadratischer Rest modulo p. Das quadratische Reziprozitatsgesetz liefert fiir p = 1 mod4

-6

genau dann, wenn p = 1mod3. Mit p = 1mod4 ist dies dquivalent zu p = 1mod12. Fiir
p = 3mod4 lautet das quadratische Reziprozititsgesetz

B)--()-

genay dann, wenn p = 2mod 3. Zusammen mit p = 3mod 4 ist dies dquivalent zu p = —1 mod 12.

Wir stellen die Resultate zusammen:

p=a’+b? p =2, oder p =1mod4;
p=a’+20> p=2, oder p=1 oder 3mod8;
p=a’+3b> p=3, oder p=1mod3;

+p=0a? -2 p=2, oder p==+1mod8;
+p=0a?—-3b0> p=2,3, oder p=+1mod12.

Weil das so lustig ist, sehen wir uns die einfachsten Beispiele an:

p=1modd| 5 13 17 29 37 41
a®>+b> 1422 22437 1447 22457 1+6° 4745

p=1bzw.3mod8 | 3 11 17 19 41 43
a®>+2-v°  [1+2-1 3°4+2-1 3°+2-27 14+2-3° 3°4+2-4° 5°4+2.3
p=1mod3| 7 13 19 31 37 43

a®+3-0” [224+3-1 1+43-2 42+43-1 2°4+3-3° 5°4+3-2° 4°4+3.3

p=+lmod8| 7 17 23 31 41 a7
a? =207 [3%-2-1 5°—-2.22 5?—-2.1 7 -2.3% 77-2.22 7°-2.1

p=+lmodl2| 11 13 23 37 47 61
+(a?—3-0%) |3-37—47 47-3.1 3-47-5% 77 -3.27 3.47—-1 8 -3-1

Aufgabe 6.10 Zeigen Sie, dass die folgenden Zahlen in Q(~/—5) irreduzibel sind:
14+2v-5, 2+4++v-5, 3++V-5.
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Aufgabe 6.11 Untersuchen Sie, ob die Primzahlen
2,3,5, 7,11, 13
in Q(v/6) zerfallen.
Aufgabe 6.12 Zeigen Sie: In Q(¥/1) zerfillt jede Primzahl p € Z.

Aufgabe 6.13 Es sei p > 2 eine Primzahl und w # 1 eine p-te Einheitswurzel. Zeigen Sie:
1 — w ist irreduzibel in Q(/1).

Aufgabe 6.14 Zerlegen Sie die Zahl 100 in irreduzible Faktoren im Ring Z[i] der ganzen gauf-
schen Zahlen.

6.4 Die Fermatsche Vermutung

Die beriihmte Vermutung von Fermat lautet: Fiir n € IN, n > 2, gibt es keine ganzzahligen
Losungen z,y, z der diophantischen Gleichung

In + yn =z ,
aufler den trivialen Losungen, wo z = 0, y = 0, oder z = 0. Ausgangspunkt ist natiirlich die

pythagoréische Gleichung

2 +y? =22 z,yz€el.

Deren Losungen iiberblickt man vollstdndig. Wir wollen sie explizit beschreiben.
Wenn z,y und z einen gemeinsamen Faktor besitzen, kann man durch ihren gréfiten gemein-
samen Faktor austeilen, und kann deswegen 0.B.d.A.

99T (z,y,2) =1
annehmen. Auflerdem kann man (nach eventueller Vorzeichenédnderung) z,y,z > 0 annehmen.

Satz 6.21 Sind z,y, z natiirliche Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, welche x?+y? = 2% erfiillen,
dann gibt es teilerfremde natirliche Zahlen r > s, nicht beide ungerade, derart, dass (nach
eventuellem Vertauschen von x und y)

z=r2+32, y=r2—s2, r=2-rs.

Umgekehrt geniigen solche Zahlen x,vy, z immer der pythagordischen Gleichung.
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Beweis. Jeder gemeinsame Teiler von Zweien der Zahlen z, y, z teilt auch die dritte. Deswegen
sind je zwei dieser Zahlen teilerfremd. Insbesondere sind keine zwei dieser Zahlen gerade. Sie
kénnen aber auch nicht alle drei ungerade sein, denn dies wiirde auf den Widerspruch

22 4+ 9% =2mod4, 2*=1mod4

fithren. Zwei davon sind also ungerade, und eine gerade. Die gerade Zahl kann nicht z sein, denn
dann hitten wir 22 + 42 = 2mod 4 und 2% = 0mod 4. Also ist z ungerade, und nach eventuellem
Vertauschen von z mit y kénnen wir z gerade und y ungerade annehmen.

Wir schreiben die pythagoriische Gleichung um:

=2 =y =(2+y) (2 —y)

Jeder gemeinsame Teiler von z + ¢ und z — y teilt auch
99T((z +y) + (z —y), (2 +y) — (z —y)) = 99T (22, 2y) = 2.
Weil z + y und z — y gerade sind, ist also g¢gT'(z + vy, 2z — y) = 2. Wir schreiben
x=2xy, z+y=2a, z—y=2b mit (a,b) =1

und finden
i =a-b.

WEeil a und b teilerfremd sind, geht jeder Primteiler von zg quadratisch in a oder b auf. Beide
Zahlen a = r? und b = s? sind Quadrate. (Dies ist der Fundamentaltrick auf diesem Gebiet der
Zahlentheorie.) Wir haben also

z4+y=2r z—y=2s>,
2z = 2r? 4 252, 2y = 2r? — 252,
z=r2+32, y=r2—32

mit natiirlichen Zahlen r und s. Wegen y > 0 ist s < r. Jeder gemeinsame Teiler von r und
s wire auch ein Teiler von y und z, also gilt (r,s) = 1. Insbesondere sind nicht r und y beide
gerade. Aber auch, wenn sie beide ungerade wiren, kiimen wir auf gerade Zahlen z und y, und
das haben wir ausgeschlossen.

SchlieBlich fiihrt 22 = a-b=17r?-s2 aufzg =r-sund z = 2 - rs.

Dass diese Zahlen z,y, z die pythagoréische Gleichung erfiillen ist offensichtlich. L]

Die Losungen z,y, z der pythagorédischen Gleichung heiflen pythagordische Zahlentripel. Wir
wollen die ersten, teilerfremden, dieser Zahlentripel zusammenstellen:

r=2 r=3 r=4 r=2>5 r==06 r="1 r=28

s=114,3,5 8,15,17 12,35, 37 16,63, 65
s=2 12,5,13 20, 21,29 28,45, 53

s=3 24,7,25 36, 27,45 48,55,73
s=4 40,9, 41 56,33, 65

s=5 60,11,61 80, 39, 89
s=06 84,13,85

s=7 112,15,113
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Fallt Thnen hier etwas auf?

Fermat hat also offenbar versucht die pythagorédische Gleichung auf héhere Potenzen als
2 zu verallgemeinern. Das gelang ihm nicht, und da hat er 1637 die Vermutung formuliert,
dass dies unmoglich sei. (Genauer: Er hat behauptet, er hitte einen Beweis dafiir, aber der
Buchrand, auf den er dies schrieb, sei zu schmal fiir die Wiedergabe des Beweises.) Bewiesen
wurde sie erst im letzten Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts von A. Wiles. In den 350 Jahren
dazwischen haben sich wohl alle beriihmten Mathematiker damit beschéftigt, und sie nicht
beweisen konnen. Deswegen ist diese Vermutung so berithmt. Zur Formulierung der Vermutung
braucht man nichts anderes, als die vom Gymnasium her bekannte Potenzfunktion 2. Deswegen
haben sich auch viele mathematische Laien mit der Vermutung beschiftigt, und dadurch ist sie
so populir geworden.

Eine besondere mathematische Bedeutung hat die Vermutung nicht. Thre Bedeutung fiir die
Entwicklung der Zahlentheorie ist allerdings enorm. Denn die Beschéftigung mit der Vermutung
hat zur Entwicklung vieler Methoden der algebraischen Zahlentheorie gefithrt. Dem wollen wir
hier ein wenig nachgehen.

Satz 6.22 Die Fermatsche Vermutung gilt fiir alle natirlichen Zahlen n > 2, wenn sie richtig
ist fiir n = 4 und fiir alle Primzahlen n =p > 2.

Beweis. Jede Zahl n ist von der Form n = p - m, wo p eine Primzahl ist. Somit ist

"yt =2" e @)+ ") = (")

Sie gilt also, fiir n, wenn wir sie fiir die Primzahl p beweisen kénnen. Fiir die Primzahl p = 2

ist das natiirlich illusorisch. Aber wenn n = 2%, k > 2, eine Zweierpotenz ist, schreiben wir

n =4 - 252 und sehen, dass wir sie nur fiir n = 4 zu beweisen brauchen. L]
Der Fall n = 4 wurde von Euler erledigt:

Satz 6.23 (Euler) Die Gleichung

2yt =

besitzt keine ganzzahligen Lésungen x,y,z mit x -y -z # 0.

Beweis. Wie bei der Analyse der pythagoridischen Gleichung kénnen wir annehmen: die drei
Zahlen x,y, z sind > 0, paarweise teilerfremd, und x ist gerade, wihrend y und z ungerade sind.
Wenn wir noch z durch z? ersetzen, sehen wir: Es geniigt zu zeigen, dass die Gleichung

2t gyt = 22

keine ganzzahligen Losungen hat.
Wir schreiben die Gleichung

yt = (z 4+ 2°) - (z — 2?).

Wegen
99T (z 4 2%, 2 — x?) |22, 222,
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kann der groBte gemeinsame Teiler von z + 22 und z — 2 hochstens 2 sein. Beide Zahlen sind
aber ungerade, und somit teilerfremd. Mit dem Fundamentaltrick sehen wir

2422 =ut, z—2? =0, wwelN ungerade.
Es folgt
202 = ut — vt = (u® 4+ 0?) - (u? —v?).

Hier sind « und v teilerfremd. Daraus folgt wie iiblich, dass u? 4+ v? und u? — v? den gréBten
gemeinsamen Teiler 2 besitzen. Dann muss eine der beiden Zahlen u? + v?, u? — v? ein Quadrat
a’ sein, wihrend die andere von der Form 2b? ist, a,b € IN. Weil  und v beide ungerade sind,

ist u? + v? = 2mod 4 kein Quadrat. Wir haben also

u? —v? =a?, u?+0? =202

Die erste Gleichung ist die pythagoriische Gleichung

a? +v? =u?,  wu,v ungerade.

Nach Satz 6.21 schreiben sich ihre Losungen

u=r2—|—32, v=r2—32, a=2-rs.
Daraus folgt
20% = u? + 0?2 = 2(rt + s1).

Wir sind bei der Gleichung
rt 4+ st = b2

angekommen. Das ist unsere Ausgangangsgleichung, nur mit r, s, b statt z,y, z. Das kann nicht
genau dieselbe Gleichung sein: v = v = 1 wiirde nfmlich auf eine triviale Losung mit z = 0 fiir
die erste Gleichung fithren. Also ist u* 4+ v* > u? + v? und daraus folgt

ut +ot u? o?

— =52 > b
z 5 > 5 >

Obwohl sich die Gleichung reproduziert hat, ist die Zahl z auf der rechten Seite echt kleiner
geworden. Wenn es also eine Losung 1, z der Gleichung z* 4+ y* = 22 gibt, dann gibt es auch
eine weitere Losung mit einem echt kleineren z > 0.
Wenn wir am Anfang z > 0 minimal gewihlt haben, kann das nicht sein. Es kann iiberhaupt
kein Losungen geben. L]
Die im Beweis von 6.23 verwendete Methode heifit die Methode des unendlichen Abstiegs.

Es geniigt also, die Vermutung fiir Primzahlen n = p > 2 zu betrachten. Wenn wir z durch
—z ersetzen, wird aus der Gleichung xP + y? = (—2z)P? = —zP. Es geniigt also zu zeigen, dass

zP +yP + 2P

keine nicht-trivialen ganzzahligen Losungen hat. Ublicherweise teilt man das Problem in zwei
Fille ein:
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Fall 1: p teilt keine der drei Zahlen x,y, z;
Fall 2: p teilt eine der drei Zahlen z,y, z, aber keine zwei.
(Wenn p zwei dieser Zahlen teilen wiirde, dann auch die dritte, und wir konnten die Gleichung
durch p? dividieren.)
Im Rest dieses Paragraphen werden wir uns um den ersten Fall kiimmern. Zunéchst ein
weiteres elementares Resultat:

Satz 6.24 (Fermat) Die Gleichung

P4yt = P

besitzt keine ganzzahligen Losungen x,y,z € Z mit x -y -z # 0.
Beweis. Nachdem wir eventuell 4y durch —z und z durch —y ersetzen, kénnen wir annehmen,
dass beide Zahlen, z und y nicht durch 3 teilbar sind.

Nach dem kleinen Fermat fiir die Primzahl p = 3 gilt n® = nmod3 fiir jede ganze Zahl
n € Z. Wenn z> + 3> = 23 wire, dann hitten wir also

z+y=2x+y>=2>=2mod3,
und z = x + y + 3u, u € Z. Daraus folgt
2y = (:17+y+3u)3 = 2% + ¢ + 322y + 32y® mod 9,

0=2ay+zy? =2y (x +y) = zyzmod 3.

Weil z und y nicht durch 3 teilbar sind, ist z = x + y = 0mod 3. D.h., z ist durch 3 teilbar. Wir
sind bei Fall 2 der Fermatschen Vermutung gelandet.
Sei nun 3%, k € IN, die hichste Potenz von 3, welche in z aufgeht. Die Fermatsche Gleichung
ist dann
By =2=03 03 vez

Wegen 4y = zmod 3 ist x +y durch 3 teilbar. Wir faktorisieren im Ring O der ganzen Zahlen
des dritten Kreisteilungskorpers Q(w)
3R =23 = 1P = (z +y) - (2 +wy) - (z +w?y).

Nach Satz 6.19 ist O ein faktorieller Ring. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von z3 in
irreduzible Faktoren muss jeder Faktor von z? in einem der drei Faktoren der rechten Seite

aufgehen. Nun kann aber x + wy nicht durch 3 teilbar sein:
r+y=zr+wy=0mod3 = (1—w)y=0mod3,

und weil y nicht durch 3 teilbar ist, wire
1 1 1
“(1l—w) = =+ —/—
gl-w =g +5vs

eine ganz-algebraische Zahl im Widerspruch zu Satz 6.1.
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33k

Ebenso sieht man natiirlich, dass = + w?y nicht durch 3 teilbar ist. Die Potenz muss also

ganz in z + y aufgehen. Und 3% geht in
(z+y)P =24+ +3 -2y - (z+y)=22+3-zy- (z+79)

auf. Wegen 3% > 3%%+! muss 2% durch den Faktor 3***! von 3 - (z + y) teilbar sein. Dann kann
3* nicht die hochste Potenz von 3 gewesen sein, welche in z aufgeht. Widerspruch! L]
Auch der eben gefiihrte Beweis ist eine Variante der Methode des unendlichen Abstiegs.

Die Fermatsche Gleichung héingt folgendermafien mit p-ten Einheitswurzeln zusammen: Ist
w eine primitive p-te Einheitswurzel, so haben wir die bekannte Produkt-Zerlegung nach Vieta

XP-1=X-1)(X-w)-...- (z —wP).
Daraus folgt

XP+1 = —((-X)" -1
= (=X = D(=X —w) e (<X — w7
= (X+ DX +w) o (X +wlh.

Hier setzen wir X = z/y, multiplizieren mit y?” durch, und erhalten
2+ = (z+y)(@+wy) - .. (z+wPy).

Das ist die linke Seite der Fermatschen Gleichung.
Wir setzen jetzt K = Q({/1) und brauchen einige Eigenschaften dieses Korpers.

Satz 6.25 In K sind genau die 2p-ten Einheitswurzeln +w’ enthalten, und keine anderen. (Z.B.
gehort i = /—1 nicht zu K.)

Beweis. Die Einheitswurzeln in K bilden eine Gruppe unter der Multiplikation. Wir iiberlegen
uns zunichst, dass diese Gruppe endlich ist. Andernfalls géibe es in dieser Gruppe Elemente
unendlich hoher Ordnung m, d.h. primitive m-te Einheitswurzeln beliebig hoher Ordnung m.
Wenn m = pi' - ... - p;* die Primfaktorzerlegung von m, ist, so kann nur dann m — oo gehen,
wenn entweder die Anzahl & der Primfaktoren — oo geht, oder ein Exponent r;. In beiden Fillen
geht p(m) auch — oo. Nun ist ¢(m) der Korpergrad iiber Q von Q( ¥/1) € Q(¥/1). Dieser Grad
ist durch ¢(p) beschrinkt.

Die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist also zyklisch, erzeugt von einem Element einer
endlichen Ordnung m. Weil Q({/1) alle p-ten Einheitswurzeln enthilt, ist p ein Teiler von m
und wir kénnen zerlegen

m = pk - Mo

mit (p,mp) = 1. Aus Q(/1) = Q( /1) folgt

k—1

p—1=9(p) =pm)=p""" - (p—1)-p(mo).

k—1 .

Also ist p ©(mg) = 1. Das bedeutet k = 1, mg = 2 und m = 2p, wenn nicht m = p. Ul
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Satz 6.26 Die Zahl a € C sei ganz-algebraisch iber Q. Wenn alle Konjugierten a,as, ..., a; € C
von a den Betrag |a;| = 1 haben, dann ist a eine Einheitswurzel.

Beweis. Fiir alle n € IN bilden wir
P,(X) = (X—-d")-(X—=a}) .- (X —a})
= XFpe X 4 en i X+ cnp.

Hier sind die Koeffizienten die symmetrischen Polynome in den a}'. Deswegen sind sie invariant
unter der Galoisgruppe G(Q(a) : Q) und gehoren zu Q. Weil sie ganz-algebraisch sind, gilt sogar

Cnyi € Z. Aus |a;|" =1 folgt
k
|Cn,i| <|.].
1

Es gibt aber nur endlich viele verschiedene Polynome P,,(X) mit solchen Koeffizienten. Es gibt
also unendlich viele Zahlen n € IN mit demselben Polynom P,. Die Nullstellen a} dieser Po-
lynome unterscheiden sich also nur um eine Permutation. Weil es nur k! Permutationen gibt,

muss es zwei Zahlen n; < ny geben mit a;'' = ] fiir ein i. Aus a;?~ " =1 folgt, dass a; eine

Einheitswurzel ist. Dann ist auch die Konjugierte a von a; eine Einheitswurzel. L]
Satz 6.27 (Lemma von Kummer) Jede Einheit e € O(K) ist von der Form
w -
mit einer Einheit r € R.
Beweis. Mit der Ganzheitsbasis 1, w, ..., wP~? schreiben wir
e=agp+aw+..+ ap_gwp_Q, ag, ..y ap—2 € Z.

Wir kiirzen ab
P(X):=ap+ a1 X + ... +ap_oXP % € Z[X].

Dann ist also e = P(w). Die komplex-konjugierte Zahl
g = P(w) = P(w ') = P(w’™!)

ist auch eine Einheit in K, ebenso wie die Zahl ¢ := e/é vom Betrag 1. Die Konjugierten von ¢
unter den Galois-Automorphismen von K
. P@)
U= Plwi)

haben auch alle den Betrag 1. Nach Satz 6.26 ist ¢ eine Einheitswurzel in K und wegen Satz
6.25 von der Form 4wk,
Wir schreiben k& = 2s mod p und haben

_ € _ e
e=+w?e, — =4w'-e=+—.
ws w?



Hier kann nicht das Minus-Zeichen gelten, denn dann wire e/w® = ¢-i,t € IR. Alle Konjugierten
von ¢ -4 wiren Einheiten und hétten dann eine Norm vom Absolutbetrag 1. Mit Satz 5.7 folgt
t =41 undi = xe/w’® € K, im Widerspruch zu Satz 6.25. Also ist e/w® =r € R und e = r-w?®.

L]

Beispiel 6.21 Die Einheiten im dritten Kreisteilungskorper Q(¥/1) sind genau die Zahlen
+1, +w, +w?,
wo w eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Hier ist also stets r = £1.

Beispiel 6.22 Einheiten im fiinften Kreisteilungskorper Q(v/1) sind genau die Zahlen € -r, wo
€ eine primitive 5-te Einheitswurzel und r eine reelle Einheit in Q(~/1) ist. Das ist dasselbe,
wie eine Einheit im Teilkorper Q(+/1) NIR. Dieser Teilkorper kann nicht der ganze Kirper sein
(e € R), enthilt andererseits den reell-quadratischen Zahlkorper Q(\/5), s. Beispiel 4.5. Also
stimmt dieser Teilkorper mit Q(v/5) diberein. Eine Fundamental-Einheit in diesem Korper ist
(14 v/5)/2 (Beispiel 6.11). Deswegen sind die Einheiten in Q(~/1) genau die Zahlen

L <1+\/5
2

k
) . i=0,..4 keZ.
Satz 6.28 Die ganzen Zahlen x,y € Z seien teilerfremd, und x + y sei nicht durch p teilbar.
Dann gibt es fiir w? # w* Zahlen v und v € O(K) mit
u- (z+wly) +v- (¢ +why) = 1.
(Das Ideal (z + wiy,z + wky) C O(K) ist das Einheitsideal (1).)
Beweis. Wir nehmen j < k£ an. Dann ist
7+ why — (@4 wly) = (1 — W)y = b1 - w) ¢4y
mit einer Einheit e;_; (Beispiel 6.9). Ebenso ist
(z + wFy)uw! — (z + wy)w* = —w*(1 — ' F)z = —wP(1 —w) - e;_pa.

Da w¥e;_j eine Einheit ist, gehoren die Zahlen (1—w)z und (1—w)y zum Ideal (z+wy, z+w'y).
Weil z und y teilerfremd vorausgesetzt sind, gibt es Zahlen a,b € Z mit ax + by = 1. Daraus
folgt
1—w=(1—-w)za+ (1—wybe (z+why,z+ wy).

Weil 1 — w ein Teiler von p ist (Satz 4.1 b), gilt dann auch p € (z 4+ w*y, z + wiy). Weiter ist
cr+y=z+uwfy+ (1 —w)y=z+uw y+ 1 —-w)-epy

mit einer Einheit eg. Also gehort auch = 4+ y zu dem Ideal. Weil = 4 y nicht durch p teilbar ist,
ist 1 der grofite gemeinsame Teiler von p und = +y in Z. Also gehort auch 1 zum Ideal und das
Ideal ist tatsiichlich das Einheitsideal (1). L]
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Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns jetzt direkt der Fermatschen Vermutung zu. Wir
werden einen speziellen Fall von Fall 1 dieser Vermutung beweisen. Speziell daran ist folgendes:
Fiir die Primzahl p > 2 sei K := Q({/1) der p-te Kreisteilungskérper. Mit O werde der Ring
O(K) der ganz-algebraischen Zahlen in K bezeichnet. Wir werden voraussetzen, dass dieser Ring
faktoriell ist. Das ist ziemlich gewagt, denn wir haben keinerlei Information dariiber, wann dies
der Fall ist. Nur fiir p = 3, wo Q(+/1) = Q(/—3) ist, wissen wir, dass dieser Ring faktoriell
ist (Satz 6.20). Aber fiir p = 3 haben wir den ersten Fall der Fermatschen Vermutung ja direkt
und elementar bewiesen (Satz 6.24). Trotzdem mochte ich den folgenden Beweis vorstellen,
einfach um zu zeigen, welche Rolle die Teilbarkeitseigenschaften des Ringes O fiir die Fermatsche
Vermutung spielen.

Satz 6.29 Es sei p eine Primzahl > 2. Von den drei ganzen Zahlen x,y,z € Z sei keine durch
p teilbar. Auferdem sei der Ring O der ganz-algebraischen Zahlen in K = Q(/1) faktoriell.
Dann ist

P +yP # 2P,

Beweis. Die Technik des Beweises besteht darin, modulo p zu rechnen. Eine ganze Zahl m € Z
ist = Omodp, wenn m = ¢ - p mit einer ganzen Zahl ¢ € Z ist. Das ist aber genau dasselbe,
wie wenn m = Omodp in O ist. Denn letzteres bedeutet m = ¢ - p mit ¢ € O. Natiirlich ist hier
g = m/p € Q eine rationale Zahl. Und wenn sie ganz-algebraisch ist, muss sie selbst ganz, d.h.
€ Z sein (Beispiel 5.4)

Wir nehmen also an, die Gleichung zP + y? = 2P wiirde gelten. Ausgangspunkt dafiir, dies
zum Widerspruch zu fithren, ist, wie im Spezialfall p = 3, der kleine Fermat in der Form

r4+y=aP +y =2 =2 # 0modp.
Dann schreiben wir die Fermatsche Gleichung in der Form
P =2 oy = (z+y) (z+wy) - (z+wy) ... (z+wP y).

Jetzt kommt die entscheidende Stelle: Weil O faktoriell vorausgesetzt ist hat sowohl 2P wie auch
das lange Produkt auf der rechten Seite eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren aus
O. Nach Satz 6.28 haben keine zwei der Zahlen z 4+ w*y einen gemeinsamen irreduziblen Faktor
in O. Jeder irreduzible Faktor von z muss p-mal in einem einzigen Faktor z 4+ w*y der rechten
Seite aufgehen (Fundamentaltrick). Also ist jeder dieser Faktoren, bis auf eine Einheit in O, eine
p-te Potenz. Insbesondere haben wir

z+wy =e-d’, e € O Einheit, a € O.
Genauso folgt aus
2

(=) =aP 4+ (—2)P = (z — 2) - (z — w2) - (x — w?2) ... - (z — wP™'2),

dass
r—wz=-¢ -, € €O Einheit, b € O.
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Mit der Ganzheitsbasis 1,w, ..., wP 2 (s. Beispiel 6.4) schreiben wir
a=ap+aw+ ... +ap_owf™%  ag,...,ap_o € Z.
Wegen der p-Teilbarkeit der Binomialkoeffizienten und wP = 1 folgt daraus wie iiblich
af = ag+af + ... +ap_y =1 mmodp.
Nach dem Lemma von Kummer (Satz 6.27) ist e = w® - r mit einer Einheit » € O N IR. Es
folgt
z +wy = w'rm =w®-r'modp, 1 € ONIR.

Wir schreiben diese Gleichung um:

w™*(z +wy) = r' mod p.
Dann gilt auch die komplex-konjugierte Gleichung

w® (z + wly) = " mod p.

Beide Gleichungen zusammen zeigen

1

zw® + yw' ™t — 2w — yw' ™ = 0modp.

Falls die Zahlen s,s — 1, —s,1 — smodp paarweise voneinander und von p — 1 verschieden
sind, sind die Zahlen w?®, w* ', w~* und w!' % vier verschiedene Zahlen aus der Ganzheitsbasis
1, w,...,wP~2. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung einer Zahl b = by+bjw+ ... +b, sw?=2 €
O folgt: Wenn b durch p teilbar ist, dann sind dies alle Koeffizienten by, ..., b,_2. In unserem Fall
wéren also z und y durch p teilbar im Widerspruch zur Voraussetzung. Wir hétten fertig.

Es bleiben zwei Félle zu analysieren:

Entweder ist eine der vier Zahlen s, s —1,—s,1 —s = p — 1 mod p. Das fiithrt auf die M6glich-

keiten

s s—1 —s 1-—s
p—1 p—2 1 2

0 p—1 0 1

1 0 p-1 0

2 1 p—2 p—1
modulo p. In jedem dieser vier Fille ist genau ein Exponent = p — 1 modp. Wenn wir in der
Gleichung

zw® +yw® - zw* —yw' ™ = 0modp
wP~! durch
1 —w—..—wl?

ersetzen, erhalten wir eine neue Linearkombination unserer Ganzheitsbasis, die = 0 mod p ist.
Wenn p > 5 ist, ist mindestens einer der Koeffizienten = +x oder +y modulo p. Wieder ein
Widerspruch zur Voraussetzung, fertig. Aber den Fall p = 3 haben wir ja schon elementar
erledigt (Satz 6.24).

Oder es stimmen zwei der Zahlen s, s—1, —s, 1—s modulo p iiberein. Hier kann s = s—1modp
oder —s = 1 — smod p nicht vorliegen. Sonst konnte noch Folgendes passieren:
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e s = —smodp: Dann wire 2s = Omodp und s = 0 mod p. Wir héitten s — 1 = p — 1 mod p.

e s =1 — smodp: In diesem Fall wire 2s = 1modp und s = (p + 1)/2modp. Wir hitten
s=1-s=1-(p+1)/2=(—p+1)/2=(p+1)/2modpund s—1 = —s = (p—1)/2mod p.
Unsere Gleichung wére

1

zw® +yw' Tt —zw ™t —yw' ™ = (z— ) w2 4 (y — z)wPD/2

= 0Omodp.

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung in der Ganzheitsbasis wiirde x = ymodp folgen.
Hier konnen wir aber y durch —z ersetzen und finden z = —z — y = —2z = —zmodp.
Wegen x 4+ y = zmod p bekiimen wir damit

20 = —z, 3x=0modp, p=3.

Das ist Pech. Aber den Fall p = 3 haben wir schon elementar erledigt (Satz 6.24) und
konnen ihn deswegen hier ausschliefien.

e s — 1= —smodp: Das ist dasselbe, wie s = 1 — s mod p, erledigt.

e s—1 =1— smodp: Jetzat folgt 2s = 2modp oder s = 1modp. In diesem Fall wire
—s=p— 1modp.

Keiner dieser Fille kann eintreten, oder er fithrt auf die Situation, wo eine der vier Zahlen
s, —1,—s,1 —s=p—1modp ist, und das ist schon erledigt. Ul

Aufgabe 6.15 Beweisen Sie elementar den ersten Fall der Fermatschen Vermutung fir p = 5.

6.5 Idealtheorie

Das Leben wire viel einfacher, wenn der Ring der ganzen Zahlen in jedem algebraischen Zahlkorper
faktoriell wire. Aber das Beispiel

21=3-7=(14+2V-5)- (1 -2v/-5) € Q(/-5)

zeigt, dass das leider nicht so ist. Wir wollen analysieren, woran das liegt. Der Zahlkorper
Q(v/—5) enthilt die ganz-algebraischen Zahlen

a:=2++v—-5 und b:=2+ 3v/-5.
Fiir sie und ihre Konjugierten a’ = 2 — v/5,b' = 2 — 31/5 gilt

a-a'=9, b-b =49.
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Es gibt also Wurzeln /a, Va', Vb,V € C dieser Zahlen mit
Va-va =3, VbV =T1.
Nun ist
a-(=b)=—2+V=5)-(2—3V=5) = =19+ 4V/—5 = (1 + 2v/—=5)?,
a - (=b) = —(2—V=5)- (2+3V=5) = =19 —4v5 = (1 — 2V/=5)2.

Bis auf ein eventuelles Vorzeichen ist also
Va-v= =1+2/=5, Vd-v-b=1-2/-5.
Beide Faktorisierungen der Zahl 21 lassen sich weiter in
21=a Vd - vV-b- V-V

faktorisieren. Damit wére die Nicht-Eindeutigkeit der Faktorisierung von 21 beseitigt.

Aber leider gehéren die Wurzeln aus a,a’, —b, —b' nicht zum Ring der ganzen Zahlen im
Zahlkérper Q(v/—5). Sie hétten ja die Norm 3, bzw. 7, und das geht nicht (Beispiel 6.14). Um
die Faktorisierung zu retten, hiatten die Zahlentheoretiker des 19. Jahrhunderts diese Zahlen aber
sehr gerne gehabt. Sie verfielen auf den Ausweg, sie als ideale Zahlen in Q(v/—5) anzusehen. Im
Koérper K = Q(v/—5) sieht man von diesen Zahlen nur die Menge ihrer Vielfachen, wie z.B.

{c€ K : ¢ =z -+/a,x ganz-algebraisch}.

Solche Mengen nannten sie zuerst ideale Zahlen, und spéter einfach Ideale. Die Menge ist ja ein
Ideal im heutigen Sinn. Und daher kommt der Name Ideal.

Fiir diesen ganzen Paragraphen machen wir die Voraussetzungen: K mit @ C K C C ist
eine endliche, galoissche Korpererweiterung. Der Ring O(K) der ganz-algebraischen Zahlen in
K werde einfach mit O bezeichnet. Das Ideal in O, das von Zahlen ¢y, ...,¢c;; € O erzeugt wir,
werden wir mit

(Cl, ...,Ck)

bezeichnen.
Satz 6.30 Jedes Ideal (0) # I C O enthdlt eine ganze Zahl 0 # q € Z.

Beweis. Wegen I # (0) gibt es ein 0 # ¢ € I. Es seien ¢y, ..., ¢ € C die Konjugierten von c.
Dann ist
NQ(c)/Q(C) =c-co-...-c, €EZ

eine ganze Zahl g # 0. Daraus folgt ¢’ := ¢y - ... - ¢, € K. Aber ¢’ ist auch ganz-algebraisch, also
¢ € 0. Deswegen ist g=c-c € INZ. L]

Definition 6.7 FEs sei I C O ein Ideal. Zahlen cy,...,c, € I heiffen eine Idealbasis von I, wenn

1. ¢1,...,c linear unabhdngig tiber Q sind und
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2. I =2Zc\+...+Zcy, ist, d.h., jede Zahl ¢ € T schreibt sich (eindeutig) als Linearkombination
der ci,...,c. mit Koeffizienten aus Z.

Die Zahl k heifst Lange der Idealbasis.

Satz 6.31 Jedes Ideal (0) # I C O hat eine Idealbasis. Alle Idealbasen von I haben dieselbe
Linge = [K : Q).

Beweis. Wegen I # (0) gibt es ein 0 # ¢ € I. Wir wihlen eine Ganzheitsbasis aq, ..., a, von
K iiber Q nach Satz 6.5. Dann sind caq, ..., ca, € I linear unabhéngig iiber Q. Also gibt es auch
iiber @ linear unabhéngige Zahlen cy, ..., ¢, € I mit minimaler Diskriminante A(cy, ..., ¢, ). Dass
diese eine Idealbasis bilden, folgt ganz genau wie im Beweis von Satz 6.5.

Ist b1, ..., b, € I eine Idealbasis, so gibt es eine ganzzahlige n x m-Matrix (vy; ;) mit

m
C; = Zyi,jbj, 1= 1, ceny T
j=1

Die n iiber @ linear unabhingigen Zahlen ¢y, ..., ¢, sind also in dem Q-Vektorraum enthalten,
der von by, ..., by, aufgespannt wird. Daraus folgt m > n. Die andere Ungleichung m < n folgt
aus

dimqg(K) = n.

Eine Idealbasis von [ ist nicht dasselbe, wie ein Erzeugendensystem:

Definition 6.8 FEs sei I C O ein Ideal. Zahlen aq,...,ar € I heifien ein Erzeugendensystem,

wenn
k

I:O-a1+...+0-ak:{2clal, c € 0} =(ay,...,ax).
=1
Ein Ideal T heifst wie ublich Hauptideal, wenn es ein Erzeugendensystem besitzt, das nur aus
einem einzigen Element besteht.

Beispiel 6.23 FEs sei K := Q(i) und I := (2) C O. Ein Erzeugendensystem des Hauptideals
I ist also die einzelne Zahl 2. Eine Idealbasis kann sie aber nicht bilden, denn eine Idealbasis
miisste aus [K : Q) = 2 Zahlen bestehen. Zwei tiber Q linear unabhingige Zahlen sind z.B. 2 und
2i € I. Bilden sie eine Idealbasis? Die ganz-algebraischen Zahlen in K sind genau die ganzen
Gaufischen Zahlen ¢ = a + bi, a,b € Z. Fine solche Zahl liegt in I genau dann, wenn sie in O

durch 2 teilbar ist, d.h., wenn

a b,
5"‘57/60

wieder ganz ist. Das heifit, die Zahlen a = 2a und b = 28 miissen gerade sein, es gilt o, 5 € Z.
Daraus folgt ¢ = a-2+3-2i. Die Zahlen 2 und 2i bilden tatsdchlich eine Idealbasis des Hauptideals

(2).
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Beispiel 6.24 (Hauptideal) FEs sei (0) # (¢) C O ein Hauptideal und aq,...,a, € O ei-
ne Ganzheitsbasis. Die Zahlen in I sind also alle von der Form a-c¢ mit a = kiay + ... +
knan, k1, ...,kn € Z. Deswegen ist jedes v € I eine ganzzahlige Linearkombination

r==Fk -aic+ ...+ kp-apc.

Weil die ay, ..., ap linear unabhdingig iber Q sind, sind es auch die Zahlen ¢ := aqc, ..., ¢y = anc.
Sie bilden also eine Idealbasis von (c).

Beispiel 6.25 Es seci K = Q(v/—5) und I = (3, 1+2v/=5) das von den Zahlen 3 und 1+2v/—5
erzeugte Ideal. Nach Beispiel 6.1/ ist 3 irreduzibel. Und N (1 + 2v/=5) = 21, also ist auch diese
Zahl irreduzibel (s. Beispiel 6.14). Beide Erzeugende des Ideals sind irreduzibel in O. Weil sie
verschiedene Normen haben, sind sie auch nicht assoziiert. Eine Zahl a € O, welche beide teilt,
miisste also eine Einheit a € O sein. Wire I = (a) ein Hauptideal, so wire a eine Einheit, und I

das Eins-Ideal (1) = O. Weiter wissen wir, dass die ganz-algebraische Zahll := /2 ++/—5 € C
(im Ring aller ganz-algebraischen Zahlen aus C) die beiden Erzeugenden teilt. Wire I das Eins-
Ideal, so wire | auch eine Teiler der Eins und 1/l € C ganz-algebraisch. Dann wdre auch

1 1 _2-4/-5
2 245 9

ganz-algebraisch. Das ist diese Zahl aber nicht. Also ist I kein Hauptideal.

eK

Satz 6.32 Fir jedes Ideal (0) # I C O ist der Restklassenring O/I endlich.

Beweis. Nach Satz 6.30 gibt es eine ganze Zahl 0 # ¢ € I NZ. Ist ¢1,...,¢, € K eine
Ganzheitsbasis, so gehoren also alle Zahlen q - ¢y, ...,q - ¢, zu I. Es sei J := (qcq, ..., qcp) das von
diesen erzeugte Ideal in O. Dann ist J C I und es gibt einen Ring-Epimorphismus

0/J — O/I.

Es geniigt also zu zeigen, dass O/J ein endlicher Ring ist.

Nun sind die Zahlen in O alle von der Form ¢ = kicy1 + ... + kncp, k1, ..., k, € Z. Und eine
solche Zahl gehort genau dann zu J, wenn alle Koeffizienten ki, ..., k, durch ¢ teilbar sind. Ein
Reprisentantensystem von O/.J sind deswegen die Zahlen ¢ mit 0 < ky, ..., k, < ¢. Das sind ¢"
Zahlen, und O/J enthilt genau ¢" Elemente. L]

Ein Erzeugendensystem eines Ideals I ist also nicht unbedingt eine Idealbasis. Aber umge-
kehrt ist natiirlich jede Idealbasis ein Erzeugendensystem. Daraus folgt:

Satz 6.33 Jedes Ideal I C O besitzt ein endliches Erzeugendensystem. Insbesondere ist O
noethersch (Satz 2.6), d.h., jede echt aufsteigende Kette Iy C Iy C ... C O bricht nach end-
lich vielen Schritten ab.

Diese Eigenschaft ,noethersch® des Rings O werden wir jetzt noch etwas anlysieren. Dazu
die folgende sophistische Definition.
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Definition 6.9 Das Ideal J C O heifit Teiler des Ideals I C O, wenn I C J.
Das Ideal J C O heifit Faktor des Ideals I, in Zeichen: J|I, wenn es ein Ideal J' C O gibt
mit
J-J =1
Dabei ist das Produkt J-J' zweier Ideale definiert als das Ideal, das von allen Produkten z-x', x €
J,x' €.J, erzeugt wird.

Beispiel 6.26 FEs sei O ein Hauptidealring (2.B. O = Z). Dann ist also I = (c¢) und J = (a).
J ist genau dann ein Teiler von I, wenn ¢ € (a), d.h., a|c im Sinn von Definition 2.15.

Und J ist ein Faktor von I genau dann, wenn es ein Ideal J' = (b) gibt mit J-J' = (a-b) = (c).
Auch das ist aquivalent mit alc. In einem Hauptidealring stimmen also beide FEigenschaften
iberein.

Satz 6.34 a) Jeder Faktor J des Ideals I ist auch ein Teiler.
b) Jeder echte Faktor J des Ideals I (d.h. J-J' =T mit J' # O) ist auch ein echter Teiler
(d.h. J#1).

Beweis. a) Das Produkt-Ideal .J - J' wird erzeugt von allen Produkten a-b, a € J,b € J'. Alle
diese Produkte gehoren zu J. Deswegen ist J-J' C J. Und wenn I = J - J', dann gilt I C J,
und J ist ein Teiler von 1.

b) Es seien ay,...,a, eine Idealbasis von J und by, ..., b, eine Idealbasis von J'. Dann ist
aibj, 1,7 = 1,...,n, ein Erzeugendensystem von I = J-.J'. Wenn I = J wére, dann wéren
insbesondere alle a,, € J Linearkombinationen

n n
!
ay = Y cyijaibi =Y Buiai, Bui =Y cuigb; €T
ij=1 i=1 J

Wir bezeichnen mit « € K™ den Vektor (a1, ...,a,) und mit B die Matrix (f,;) mit Eintridgen
aus J'. Die Gleichung
a=DB-a

zeigt, dass a Eigenvektor der Matrix B zum Eigenwert 1 ist. Also ist 1 eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms

xB(X) =£X"+ g1 X" '+ ..+ X +q.
Alle Koeffizienten g, 1, ..., q1, qo gehéren zu J'. Und die Gleichung
O0=xp(l)=xl4+¢, 1+ ..+q +q

zeigt 1 € J'. Es wire 1 € J' und J' = O. L]
1

Satz 6.35 Jedes Ideal (0) # I C O gehort nur zu endlich vielen Idealen J C O, hat also nur
endlich viele Teiler.
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Beweis. Wir betrachten den Restklassen-Homomorphismus
m:0— O/I

Jedes Ideal R im Restklassen-Ring hat als Urbild 7*R ein Ideal in O, welches I enthélt. Und
umgekehrt: Jedes Ideal J, das I enthilt, ist von dieser Form n*R. Weil der Restklassenring
endlich ist (Satz 6.32), enthélt er nur endlich viele Teilmengen, und dann auch nur endlich viele
Ideale R. Dann gibt es also auch nur endlich viele Ideale J C O mit J C I. L]

Satz 6.36 (Korollar) Jedes Ideal (0) # I C O hat nur endlich viele Faktoren.
Beweis. Satz 6.34

Wir erinnern uns an die Definition des maximalen Ideals: Ein Ideal M C O, M # O, heifit
maximal, wenn es kein Ideal I mit M C I C O, # O,I # M, gibt. Aquivalent dazu ist:
Der Restklassenring O/M besitzt kein Ideal auler (0) und (1) = O/M, was bedeutet: er ist ein
Korper.

Satz 6.37 Jedes Ideal I C O, I # O, hat
a) einen mazimalen Teiler J D I;
b) nur endlich viele maximale Teiler;
¢) nur endlich viele mazimale Faktoren.

Beweis. a) Wenn [ selbst maximal ist, sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein Ideal J; C O
mit I C Ji, J1 # I. Wenn J; maximal ist, sind wir fertig. Andernfalls machen wir weiter:
J1 C Ja, Jo # Ji. So erhalten wir eine echt aufsteigende Kette I C J; C Jo C ... von echten
Idealen J C O, Ji # O. Weil I nur in endlich-vielen Idealen J enthalten ist (Satz 6.35), bricht
diese Kette irgend wann ab. Das letzte Ideal in der Kette ist maximal.

b) Jeder maximale Teiler von I enthilt dieses Ideal I. Nach Satz 6.35 gibt es nur endlich
viele solche Ideale.

c¢) Jeder maximale Faktor von I ist nach Satz 6.34 auch ein maximaler Teiler. L]

Und noch eine Erinnerung: Das Ideal (0) # I C O heifit Prim-Ideal, wenn der Restklassenring
O/I nullteilerfrei ist. Aquivalent dazu: Sind a,b € O mit a - b € I, dann ist entweder a € I oder
bel.

Satz 6.38 Fliir Ideale (0) # I C O sind die Eigenschaften ,mazimal® und ,prim“ dquivalent.

Beweis. Maximale Ideale sind immer Prim-Ideale. Wir miissen also zeigen: Jedes Prim-Ideal
I C O ist maximal. Nun ist der Restklassenring O/I nullteilerfrei und nach Satz 6.32 endlich.
Die Eigenschaft ,nullteilerfrei“ bedeutet: Zu 0 # r € O/I gibt es kein 0 # s € O/I mit r-s = 0.
Die Multiplikationsabbildung

my: 0/ = OJI, s~ r-s,

ist injektiv. Weil R/I endlich ist, muss diese Multiplikation dann auch surjektiv sein. Insbeson-
dere gehort 1 = r- s zum Bild dieser Abbildung. Das heifit: Jedes r # 0 besitzt ein Inverses. Der
Restklassenring ist ein Koérper, und I ist maximal. L]
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Satz 6.39 (Korollar) Enthdlt ein maximales Ideal M C O ein Produktideal I - J, so gilt ent-
weder I C M oder J C M.

Beweis. Wenn I nicht in M enthalten ist, dann gibt es ein a € I mit a € M. Fiir alle b € J
gilt aber a-b e I-J C M. Weil M ein Primideal ist, folgt daraus b € M fiir alle b € J. Also ist
JC M. Ll

Nun folgen zwei Hilfsaussagen:
Satz 6.40 Es sei
F(X) = amX™ + am 1 X"+ 4+ a1 X +ag € C[X]

ein Polynom mit ganz-algebraischen Koeffizienten a,, ...,aqg und den Nullstellen r,...,r,, € C.
Dann gelten:

a) Das Polynom f(X)/(X —r1) € C[X] hat nur ganz-algebraische Koeffizienten.

b) Fiir jedes k = 1,...,m — 1 hat das Polynom

f(X)
(X —rgg1) oo - (X — 1)

nur ganz-algebraische Koeffizienten.
c) Fiir jedes k = 1,...;m ist ap, - r1 - ... - T eine ganz-algebraische Zahl.

=am - (X —r1) . (X —1g)

Beweis. a) (Induktion nach m) Induktionsanfang m = 1: Jetzt hat f(X) = a1 X — ag ganz-
algebraische Koeffizienten a; und ag. Seine Nullstelle ist 71 = ap/a; und

f(X)
X — @

ay

:al

ist ein konstantes Polynom mit dem ganz-algebraischen Wert a;.
Induktionsschluss: Die Zahl a,, - 71 ist Nullstelle des normierten Polynoms

X™ 4 a1 Xt g X™ 2+ + am_lag

mit ganz-algebraischen Koeffizienten. Wegen der Transitivitit (Satz 6.2) ist a,, - 71 selbst ganz-
algebraisch. Dann hat das Polynom

9(X) = f(X) —amX™ " (X —11)

vom Grad m — 1 ganz-algebraische Koeffizienten und ebenso wie f die Nullstelle r;. Nach In-
duktionsannahme hat dann
9(X) _ F(X)

— m—1
X—’I“l N X—’I“l _amX
ganz-algebraische Koeffizienten. Weil a,, ganz-algebraisch ist, hat auch f(X)/(X — ri) ganz-
algebraische Koeffizienten.
b) Die Aussage folgt aus a) durch Induktion nach Anzahl der Nullstellen.
c) Die Zahl ay, - 71 - ... - 7, ist bis auf das Vorzeichen der konstante Koeffizient des Polynoms
aus b), und damit ganz-algebraisch. Ol

250



Satz 6.41 Es seien
f(X)=anX™+...+ag, g(X)=bX"+..+by €C[X]
Polynome mit ganz-algebraischen Koeffizienten und
hMX)=csX°+...+¢co= f(X)-9g(X)

deren Produkt. Ist dann d € C eine ganz-algebraische Zahl derart, dass alle Quotienten ci/d, k =
0,...,s ganz-algebraisch sind, dann sind auch alle Zahlen a;bj/d, i =0,...,m,j = 0,...,n, ganz-
algebraisch.

Beweis. Wir schreiben nach Vieta
f(X) :am'(X_ul)""'(X_um)a g(X) :bn'(X_Ul)""'(X_vn)
mit algebraischen Zahlen uq, ...,v, € C. Dann ist
h(X) _am - by
d  d
nach Voraussetzung ein Polynom mit ganz-algebraischen Koeffizienten. Nach Satz 6.40 c) ist
dann jedes Produkt

(X —up) e (X —vp)

ganz-algebraisch. Weil a;/a,, und b;/b,, elementar-symmetrische Funktionen der w1, ..., ty,, bzw.

V1, ..., Up Sind, ist damit auch
a; - bj QAm, * bn a;

ganz-algebraisch. L]

Die eben bewiesene Aussage ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.30: Dort sind f(X) und
g(X) € Z[X] ganzzahlige Polynome vom Inhalt ¢(f) bzw ¢(g). Hat ihr Produkt ~ den Inhalt ¢,
so sind alle Zahlen a;b;/c € Q ganz-algebraisch und nach Beispiel 5.4 selbst ganz. Jeder Teiler
von ¢, der nicht in c¢(f) aufgeht, muss also in allen b;, und damit in ¢(g) aufgehen. Es folgt: ¢
teilt ¢(f) - ¢(g). Die Umkehrung ist offensichtlich.

Satz 6.42 Zu jedem Ideal (0) # I C O gibt es ein Ideal J C O so, dass I-J ein Hauptideal (c)
mit ¢ € IN ist.

Beweis. Es sei etwa I = (ay, ..., a,). Wir betrachten das Polynom
g(X) =1 X +asX? + ...+ a, X" € O[X]

und seine Konjugierten g(X), g2(X), ..., gs(X) unter allen Galois-Automorphismen von K iiber
Q. Das Produkt-Polynom

F(X) = g(X) - g2(X) - gs(X) =2 D e XV
v=1
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ist dann invariant unter allen Galois-Automorphismen von K iiber @. Es folgt f(X) € Q[X],
und weil alle Koeffizienten ¢, von f(X) ganz-algebraisch sind, sogar f(X) € Z[X]. Der Quotient

fX -
WX) = "2n = 02(X) - gs(X) =0 ) b XY
9(X) =
hat alle seine Koeffizienten b, € O.
Es sei nun ¢ € IN der ggT aller ¢, so dass f(X)/c € Z[X] den Inhalt = 1 hat. Weiter sei
J = (b1, ..., by ). Wir zeigen: das Produkt I - J der Ideale I und J ist das Hauptideal (c).
I-J C (c): Das Ideal I - J wird erzeugt von allen Produkten a; - b; der Koeffizienten von g
und h. Nach Satz 6.41 teilt ¢ alle diese Produkte in O.
(¢) C I-J: Weil ¢ = ggT(c1,...,cp) ist, gibt es ganze Zahlen z1,...,2, € Z mit ¢ = z1¢1 +
... + zpcy. Jeder Koeflizient ¢, von f ist Summe von Produkten a;-b; € I-J. Es folgt c€ I'-J.
L]

Satz 6.43 (Korollar) a) Es seien (0) # I C O ein Ideal und Jy,Jo C O zwei Ideale mit
I- J1 =1- JQ. Dann ist J1 == JQ.

b) Ist J C O ein Teiler des Ideals I C O, dann ist J auch ein Faktor.

¢) Ein Ideal M C O ist mazimal genau dann, wenn es irreduzibel ist, d.h., wenn es keine
echten Teiler (=Faktoren) hat.

Beweis. a) Nach Satz Satz 6.42 gibt es ein Ideal J derart, dass I-J ein Hauptideal (c), ¢ € IN,
ist. Aus I -J; = I - Js folgt damit

(C)-J1:J-I'J1:J'I-JQZ(C)-JQ.

Das Ideal (c) - J; besteht aber aus allen Produkten ¢ -z, z € .J;, ebenso wie (c) - Jo aus allen
Produkten ¢ -y, y € Jo besteht. Wir finden J; = Js.

b) J ist ein Teiler von I, wenn I C J. Es gibt ein Ideal J' mit J - J' = (¢), ¢ € IN. Das Ideal
I-J' ist dann im Hauptideal (c) enthalten. Ist I = (ay,...,a,) und J" = (by, ..., bs), so sind alle
Produkte a; - b; in O durch c teilbar, etwa a; - bj = ¢ - [; j. Dann ist

I . JI = (C . 11’1, ey C - lr,s) = (C) . (11’1, ---alr,s) = J . J’ . (11’1, ---alr,s)-

Mit a) folgt I = J - (li,1,....1rs) und J ist auch ein Faktor von I.

c) Das Ideal M C O ist maximal, genau dann wenn es keine echten Teiler I, M C I C O, I #
M, O, besitzt. Weil Faktoren dasselbe wie Teiler von M sind, kann man M nicht in ein Produkt
I-J,1,J# M,O zerlegen. Wegen M # M? (Satz 6.34 b) kann hier nicht I = J = M gelten.
Also ist entweder I = O und dann J = M oder umgekehrt. L]

Wir kommen zum krénenden Abschluss dieses Paragraphen.

Satz 6.44 (Hauptsatz iiber Ideale in algebraischen Zahlkérpern) Jedes Ideal I C O, I #
(0), (1), kann eindeutig (bis auf die Reihenfolge) faktorisiert werden als Produkt

I=M .. M,

mazimaler Ideale M,, C O.
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Beweis. Existenz: Wenn I selbst nicht maximal ist, dann ist es in einem maximalen Ideal
M C O enthalten (Satz 6.37 a). Das Ideal M ist ein Teiler von I und nach Satz 6.43 b) auch ein
Faktor: Es gibt ein Ideal Iy mit I = M-Iy, Iy D I, I; # I. Wenn I} maximal ist, sind wir fertig.
Andernfalls machen wir weiter: I = My - M5 - I mit einem maximalen Ideal M5 und einem Ideal
I> D I, Iy # I4. Nichts hindert uns daran, immer so weiter zu machen, aufler der Tatsache, dass
eine echt aufsteigende Idealkette I C I} C Iy C ... C I} irgendwann abbrechen muss (Eigenschaft
noethersch, Definition 2.6). Dann ist also I, = M} maximal und I = My - ... - M.

Eindeutigkeit: Es sei
I=M -..-My=M,-..-M

mit maximalen Idealen Mj, ..., M]. Weil das maximale Ideal M{ prim ist, ist es in einem der
Ideale My, ..., M} enthalten. Nach Umordnung kénnen wir annehmen M{ C M;. Weil beide
Ideale maximal sind, folgt My = M| und aus Satz 6.43 a)

My .- My = M, - ... M].
Die Behauptung folgt durch Induktion nach maz{k,!}. L]

Alles, was man multiplikativ mit ganzen Zahlen in Z machen kann, oder mit Elementen
eines Hauptidealrings, kann man also jetzt mit Idealen in O machen. Insbesondere haben je zwei
Ideale I,J C O einen grofiten gemeinsamen Teiler. Das ist ein Ideal T' mit I, J C T und, falls
T’ C O ein weiteres Ideal mit I,.J C T” ist, dann gilt T' C T". Natiirlich gibt es die triviale Art,
diesen ggT anzugeben: Wenn I = (ay,...,ax) und J = (by,...,b;), dann ist T' = (aq,...,b;). Man
schreibt dann abkiirzend (und konsequent) ggT'(I,J) = (I,J). Dieses Ideal (I,.J) besteht aus
allen Linearkombinationen

a1+ .o toapap+ 61+ + 6 b, ar,...,B €O,
d.h., aus allen Summen a + b mit ¢ € I und b € J. Deswegen schreibt man auch
(I,J)=1+J.
Aber, wenn wir Produkt-Zerlegungen
I=MP. .. -MF J=MP- . M,

kennen, dann ist
_ agmindkiiy oy rmin{ke b}
(I,J) = M, v M, .

Hier ist natiirlich M° = O zu setzen.
Definition 6.10 Zwei Ideale I und J C O heiflen teilerfremd, in Zeichen (I,J) = (1), wenn
(I, J)= (1) =0

18t.
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Satz 6.45 Fiir zwei teilerfremde Ideale I,.J C O gilt:

a) I-J=1INJ;

b)[Chinesischer Restsatz] Durch cmodI - J + (¢modI,cmod.J) wird ein Ring-Isomorphis-
mus

O/I-J—0/Ix0/]
definiert.

Beweis. a) Offensichtlich ist I-J C I'NJ. Weil I,J D I N J Teiler des Ideals I - J sind, ist
nach Satz 6.43 b)
INnJ=1-1=J-J.

Weil I und J teilerfremd sind, folgt daraus: Auch I -J ist ein Teiler von INJ, also INJ C I-J.

b) Weil T und J teilerfremd sind, ist O = I 4+ J, und es gibt Zahlen a € T und b € J
mit 1 = a + b. Das Element (1modI,0) € (O/I x O/J) ist dann das Bild von bmodI - J,
wihrend (0,1mod J) das Bild von amodT - J ist. Der angegebene Ring-Homomorphismus ist
also surjektiv.

Sein Kern besteht aus allen Restklassen ¢modI - J mit ¢ € INJ = I -J (nach a). Des-
wegen besteht der Kern des Homomorphismus nur aus der Null-Klasse, und der angegebene
Epimorphismus ist auch injektiv. L]

Satz 6.46 Fs sei M C O ein mazximales Ideal. Dann gibt es fiir alle n € IN einen Isomorphismus
von abelschen Gruppen
O/M — M"/M" !,

Beweis. Wegen M"™*! £ M™ gibt es ein a € M", a ¢ M"*!'. Nach dem Hauptsatz besitzt
das Hauptideal (a) eine Produkt-Zerlegung (a) = M™ - I mit einem zu M teilerfremden Ideal I.
Die Multiplikation mit a induziert einen Gruppen-Isomorphismus

O/M — O-a/M-a=~M"T/M"*].

Die Produkt-Zerlegung fiir das Ideal (M"I, M"t') gzeigt (M™I,M™*') = M™, wihrend sie
fiir M™I N M™*1 liefert M™T N M+l = M™+1]. Wir betrachten den Restklassen-Gruppen-
Homomorhismus

M"T CO— O/M™!,

Sein Kern ist M™T N M™tL = M™+1T und sein Bild ist
(Mn]—+ Mn+1)/Mn+1 — Mn/Mn+1.

Also definiert er einen Gruppen-Isomorphismus M™I/M" T — M™/M™*! und wir sind fertig.
L

Satz 6.47 a) Das Ideal I C O habe eine Faktorisierung I = M{"-...-M* als Produkt mazimaler
Ideale. Dann ist die Anzahl der Elemente im Restklassenring O/1

|O/M|™ - ... |O)M|™.
b) Fiir ein Produkt I -.J ist die Anzahl der Elemente im Restklassenring O/I - J
|0/1]-10/J].
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Beweis. a) Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es einen Ring-Tsomorphismus
O/I = (O/M*) x ... x (O/M]*).
Es geniigt also, fiir jedes maximale Ideal M C O zu zeigen:
|O/M"| = |O/M]".
Wegen M"+! C M gibt es einen Ring-Epimorphismus
O/M™ - Oo/M"

mit Kern M"/M"*+!. Die Behauptung folgt durch Induktion nach r mit Satz 6.46.
b) Wir faktorisieren I = M{" - ...+ M;* und M;"' - M;*. Dann ist

_ r1+81 rr+sk
I-J=MPFs Mt

1

Aufgabe 6.16 Es sei O der Ring der ganz-algebraischen Zahlen im imagindr-quadratischen
Kérper Q(v/=5). Zeigen Sie:

a) Das Ideal (2 + /=5, 2 — /=5) ist das Ideal (1).

b) Der Restklassenring Z(v/—5)/(2) ist isomorph zum Ring TFo[X]/(X?).

Aufgabe 6.17 Es sei O der Ring der ganz-algebraischen Zahlen im Zahlkorper Q(v/5).
a) Zeigen Sie: T := (3,1 4+ 2v/5) C O ist ein Ideal # O.
b) Ist I ein Prim-Ideal?

Aufgabe 6.18 FEs sei O der Ring der ganz-algebraischen Zahlen in einem algebraischen Zahlkérper
K. Weiter seien P,Q C O zwei verschiedene Primideale. Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen
m,n > 1:

(P™,Q") = 0.

6.6 Idealklassen
Fiir jedes Ideal I C O, I # (0), ist der Restklassenring O/I endlich.

Definition 6.11 Ist I # (0) ein Ideal in O, so heifit die Anzahl der Elemente in O/I die Norm
von I.
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Satz 6.48 Fs sei ¢y, ...,c, eine Idealbasis von I. Dann gilt

(N(I)? = % UNCISY

Dabei ist d die Diskriminante des Kérpers K.

Beweis. Es sei aq,....,a, € O eine Ganzheitsbasis. Als abelsche Gruppe ist
O=Z-a1+..+Z-a, ~2Z".

I C O ist eine Untergruppe mit endlichem Quotienten O/I. Nach dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen Satz 1.25 ist dieser Quotient ein Produkt Z,,, x ... x Z,,, endlich
vieler zyklischer Gruppen. Genauer (Beweis dieses Satzes) gibt es eine Ganzheitsbasis af, ...., al,
derart, dass

¢y =mal, ..., ¢, = mpal,

ein Erzeugendensystem fiir die Untergruppe I, also eine Idealbasis von I ist. Beim Ubergang
in die neuen Basen #ndert sich weder A(aq,....,a,) = d, noch A(ay,....,a,). Fiir alle Galois-
Automorphismen g von K ist g(c;) = m;g(al), i = 1,...,n. Daraus folgt

cy . al ..ah my
! ! ! !
ga(c ga(c gz2(a gala
ot (ch) (ch) y (at) (az) ot
: : : : -
gn(ch) o gnlch) gnlah) o gnlay) "

und
Ay, . ch) = Aldh, ...yal) -m2 - .. -m2 =d-|0/I%.

Satz 6.49 (Folgerung) Fliir ein Hauptideal (0) # (¢) C O ist
N((c)) = [Nk/q(c)].

Beweis. Ist ai,...,a, € O eine Ganzheitsbasis, so ist a; - ¢, ..., a, - ¢ eine Idealbasis von I.
Damit folgt
A(aic,...,apc) = NK/Q(C)2A(a1, ey Q) = NK/Q(C)2 -d.

Mit Satz 6.48 finden wir
N((¢))? = Nk (),
und wegen N((c)) > 0 die Behauptung. L]

Satz 6.50 a) Fliir je zwei Ideale (0) # 1,J C O gilt
N(I-J)=N()-N(J).

b) Ist N(I) € IN eine Primzahl, so ist I C O ein Primideal.
¢) Die Zahl N(I) € IN gehort zum Ideal I.
d) Es gibt nur endlich viele Ideale I C O wvorgegebener Norm N (I) =n € IN.
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Beweis. a) Nach Satz 6.47 b) ist
N(I-J) = [0/T-J| = |0/1]-10/.J] = N(I) - N().

b) Zu jedem maximalen Ideal M D I gibt es ein Ideal J C O mit I = M -.J. Nach a) ist dann
N(I) = N(M)-N(J). Wegen M # O kann hier nicht N(M) = 1 sein. Ist N(I) eine Primzahl,
so muss N(J) = |0/J| =1 gelten. Das heifit J = O und I = M ist maximal.

c) Es sei c; = 0, ¢, ...,cn () ein Repréisentantensystem fiir die Restklassen modulo /. Dann
sind auch ¢; + 1,¢3 + 1,...,en(r) + 1 paarweise modulo I voneinander verschieden, und bilden
ebenso ein Reprisentantensytem fiir die Restklassen modulo 7. Wir finden modulo 7

Cl+...+CN([) = (Cl+1)+...+(CN(I)+]—)
= Cl++CN(])+N(I),
N(I) = o.

Also liegt N(I) im Ideal I.
d) Jedes Ideal I gegebener Norm N (I) = n enthélt nach c¢) die Zahl n € IN. Nach Satz 6.35
gibt es in O nur endlich viele derartige Ideale. L]

Satz 6.51 (Kleiner Fermat) Es sei P C O ein Prim-Ideal und ¢ € O, ¢ ¢ P. Dann ist
NP =1 mod P.

Beweis. Es sei ¢y, ....,cy(p) € O ein Reprisentantensystem fiir die Restklassen modulo P.
Weil P ein Prim-Ideal und c ¢ P ist, liegt keine der Differenzen c-¢; —c- ¢, i # j, in P. Auch
die Zahlen c- ¢y, ...., ¢ - cy(p) reprisentieren alle Restklassen modulo P. Eine der Zahlen ¢;, etwa
c1 gehort zu P. Dann gehért auch ¢ - ¢y zu P. Es folgt modulo P

c2rcypy = (crca)-s(cren(py)
= C2" ... CN(P) . CN(P)_1
und
Co " CN(P) - (NP —1)ePp.

N(P)—-1 _

WEeil keine der Zahlen ¢;, 1 > 2 zu P gehort, und weil P ein Primideal ist, folgt daraus ¢
1eP. [l

Eine fundamentale Aussage iiber Ideale in algebraischen Zahlkorpern ist folgender

Satz 6.52 Es sei K ein Zahlkérper # Q und I # (0) ein Ideal in O = O(K). Dann gibt es in
I eine Zahl ¢ # 0 mit

[N /q(c)l < N(I)y/|d].
Hier ist d die Diskriminante des Zahlkorpers K.

Der Beweis benutzt Eigenschaften der sogenannten ,, Geometrie der Zahlen® .
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Satz 6.53 (Reelles Lemma von Minkowski) Es sei (a,,) eine reelle n x n-Matriz mit De-
terminante a = det(a,,) # 0. Sind ki, ...k, > 0 reelle Zahlen mit ki - ... - ky > |a|, so gibt es
ganze Zahlen zy, ...,z € Z, nicht alle z, = 0, mit

n
| Zau,uzu| <k, fir p=1,.,n
Vor dem Beweis veranschaulichen wir uns diese Aussage: Fiir jedes 4 = 1, ..., n ist die Menge

n
{(z1,...yzn) € R" : | Zau,v$u| =ky}

v=1

ein Paar paralleler Ebenen im IR". Alle n Paare solcher Ebenen begrenzen im IR"” ein Parallelotop

n
Py :={(z1,...,zy,) E R" : | Zau,,,:cy| <ky, p=1,..,n}
v=1

Wegen det(a,,,) # 0 ist dieses Parallelotop nicht ausgeartet. Es ist das Urbild des n-dimensionalen
Quaders

Q = {(xla 7In) € R": |$’L| < k’t}
des Volumens 2" - k; - ... - ky, unter der linearen Abbildung mit der Matrix (a,, ). Deswegen hat
P, das Volumen

1
m-kl-...-kn-2n>2”.

Die Behauptung ist, dass Py einen ganzzahligen Vektor z = (21, ..., 2,) # 0 enthélt.
Beweis des Satzes. Wir betrachten das geschrumpfte Parallelotop

n
P:={(z1,...,zp) € R" 1| Zaﬂ,,,x,ﬁ <k,/2,p=1,..,n}
v=1

mit dem Volumen L L
Pl =1t e

|al
Und fiir jeden ganzzahligen Vektor z = (21, ..., z,) € Z" betrachten wir das verschobene Paral-
lelotop

P+z={(z1,...z5) € R": |Zaﬂ, 2| < k2, m=1,..,n}.

Wir zeigen, dass es zwei verschiedene verschobene Parallelotope P+ z und P + 2/, z # 2/, geben
muss, die sich schneiden. Ist nimlich z € (P + z) N (P + 2’), so gilt fiir p = 1,...,n

n n
|Za#,V(ZV_z1,/)|S|Za#,V(zV_ |+|Zal“/ )| <y,
v=1 v=1

und z — 2’ # 0 ist ein ganzzahliger Vektor, der die behaupteten Anforderungen erfiillt.
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Wenn sich keine zwei verschobenen Parallelotope P + z und P + 2/, z # 2’ € Z", schneiden,
dann sind sie alle disjunkt. Wir betrachten einen grofien Wiirfel

W(N) :={(z1,...,zn) € R": |z,| < N}

mit N € IN. Ist
c:=maz{|| z ||: = € P},

so liegen alle 22V+! verschobenen Parallelotope
P+z, z=(z1,.,2n) €EZ", |2,] <N,

in dem etwas grofileren Wiirfel W (N +c) der Kantenlinge 2(N+-c). Er hat das Volumen 2" (N +¢)™
und enthélt die (2N + 1)™ disjunkten verschobenen Parallelotope mit einem Volumen

|IPl=1+¢ €>0.

Es folgt fiir alle N
2N+ 1)"-(14¢€) < (2N +2¢)",

bzw. (2N + 20)"
+ 2¢
1 <.
TSN
Fiir N — oo geht die rechte Seite gegen 1, Widerspruch! L]

Satz 6.54 (Komplexes Lemma von Minkowski) Nun sei die n x n-Matriz a,, komplez.
Wir setzen allerdings voraus: Die ersten r Zeilen, 0 < r < n, seien reell, und die anderen
paarweise konjugiert-komplez, etwa n = r + 2s und

Ar4s+ppy = ar+u,lla n= ]-7 S, V= ]-7 NS

AufSerdem gelte kyysiy = kryy fiir p =1,...,s. Dann gilt dieselbe Aussage: Ist ki - ... - ky, > |a
mit a = det(ay,), so gibt es ganze Zahlen z1, ..., zp, nicht alle = 0, die

n
1> appz| <k fir p=1,..n,
v=1

erfillen.

Beweis. Wir ersetzen die 2s komplexen Ungleichungen durch die 2s reellen Ungleichungen

n

n
_ 1 _
| Z(au,u + aﬂ,u)zu|/‘/§ < ky, | Z g(aﬂ,v - aﬂ,u)zu|/‘/§ < ky.
v=1

v=1
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Die neue reelle Koeffizientenmatrix ensteht aus der alten komplexen, indem man sie von links
mit einer Matrix

1
1 1
V2 V2
1 _ 1
iv2 iv2

multipliziert. Diese Matrix hat eine Determinante vom Betrag 1. Deswegen hat die neue Koeffi-
zientenmatrix eine Determinante vom gleichen Betrag wie die alte Koeffizientenmatrix. Es gibt
aslo einen ganzzahligen Vektor 0 # z € Z, der die neuen Ungleichungen erfiillt:

n

|ZR6(GM,V)ZV| < ku/‘/ia
v=1

n
|2Im(au,,,)zy| < ku/\/ia
v=1

n
| Z aw,z,,|2
v=1

IN

2
ks
und daraus folgt die Behauptung.

Beweis von Satz 6.52: Es sei ¢y, ..., ¢, eine Idealbasis von I. Die Elemente von I sind dann
die ganzzahligen Linearkombinationen >, ¢, 2y, 2z, € Z. Thre Konjugierten iiber @ sind die
Zahlen

n
Z 9u (CV) * 2y,
v=1
wo g, die Galois-Automorphismen von K iiber  durchlduft. Die komplexe Matrix

(@) = (gulcr))

hat nach Satz 6.48 eine Determinante vom Betrag N(I) - vd. Ein Galois-Automorphismus ist
die komplexe Konjugation. Wenn er trivial ist, sind alle g, (c,) reell. Andernfalls ist n = r + 2s,
und man kann die Galois-Automorphismen so ordnen, dass

gr—l—u(cu) = gr+5+u(cu)7 p=1.,s,v=1..n.

Die komplexe Matrix (a,,) erfiillt also die Voraussetzungen von Satz 6.54.
Wir setzen in Satz 6.54

by = o=k = ko= {N)/|d| + ¢

und finden einen Vektor 0 # z € Z" mit

n
| ZQM(CV)ZV| < k.

v=1
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Die Zahl "
0750:220,,2,,6[
v=1
hat dann eine Norm

Dieses tun wir fiir jedes e > 0. Nun ist Ng/q(c) € Z. Wenn V/]d] ganzzahlig ist, wihlen wir
€ < 1/2 und finden Nk q(c) < N(I)y/]d]. Wenn +/[d] nicht ganzzahlig ist, dann ist diese
Wurzel auch nicht rational. Es gibt also ein n € IN mit n — 1 < N(I)y/]d] < n. Wir wihlen
e <n — N(I)y/|d| und finden jetzt sogar Ng q(c) < n —1 < N(II)\/|d]. L]

So, jetzt wird’s echt klassisch:

Definition 6.12 Zwei Ideale I,J C O heiflen dquivalent, in Zeichen I ~ J, wenn es Haupt-
ideale (a), (b) # (0) mit

gibt.
Satz 6.55 Die soeben definierte Relation zwischen Idealen in O ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitét: Es ist (1) -1 =1 = (1)-1.
Symmetrie: Wenn (a) - I = (b) - J gilt, dann ist (b) - J = (a) - I.
Transitivitiat: Es sei Il ~ I2 und I2 ~ Ig, d.h. (0,1) . Il = (bl)[2 und (0,2) . I2 = (bg)[g mit
ai,a3,b1,b2 # 0. Dann ist
(a1a2)I1 = (blag)IQ = (ble)Ig

mit ajag, b1b2 ;é 0. D

Definition 6.13 FEine Idealklasse in O ist eine Aquivalenzklasse von Idealen in O beziglich der
Aquivalenzrelation aus Definition 6.12.

Satz 6.56 a) Alle Hauptideale # (0) in O sind dquivalent und gehoren zur gleichen Klasse wie
(1).

b) Ist ein Ideal I ~ (1), so ist I selbst ein Hauptideal. Alle Hauptideale in O bilden also eine
Idealklasse.

c) Aus Iy ~ Iy folgt Iy - J ~ Iy - J fiir jedes Ideal J C O.

d)[Kiirzungsregel] Ist I - J ~ Iy - J fiir ein Ideal J # (0), so ist Iy ~ Is.

e) Die Anzahl der Idealklassen in O ist endlich.

Beweis. a) Fiir ein Hauptideal (a), a # 0, ist
also (a) ~ (1).
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b) Die Aquivalenz I ~ (1) bedeutet (a)-I = (b)- (1) = (b) mit a,b # 0. Insbesondere gehort
b zum Ideal (a) und b=1b"-a, b’ € O. Es gilt also (a) - I = (a) - (V'), und aus Satz 6.43 a) folgt
I=(v).

c) aus I} ~ Iy folgt (a) - Iy = (b) - Iy und (a) - I; J = (b) - IoJ mit a,b # 0.

d) Nach Satz 6.42 gibt es ein Ideal J' derart, dass J - J' = (b) ein Hauptideal # (0) ist. Aus
Il -J ~ I2 -J fOlgt also Il . (b) ~ I2 . (b) und (alb) . I1 = (GQb) . I2.

e) Es geniigt zu zeigen, dass es in jeder Idealklasse ein Ideal I mit N(I) < /]d| gibt, denn
die Anzahl der Ideale gegebener Norm ist endlich nach Satz 6.50 d). Sei also J ein Ideal, das eine
Idealklasse repriisentiert. Nach Satz 6.42 gibt es ein Ideal J' # (0) derart, dass J.J' ein Hauptideal
ist. Es ist also JJ' ~ (1). Nach Satz 6.52 enthilt J' ein Element a # 0 mit |N(a)| < N(J')/]d].
Wegen (a) C J' ist J' ein Teiler des Hauptideals (a) und nach Satz 6.43 b) gibt es ein Ideal T
mit (a) = J' - I. Mit Satz 6.50 a) folgt

N(J') - N(I) = N((a)) = [N(a)| < N(J) - \/ld],

also N(I) < +/|d|. Weiter ist
JoJ ~ (1)~

und aus der Kiirzungsregel folgt J ~ I. In der Idealklasse von J liegt also das Ideal I mit

N(I) < /]d]. [

Definition 6.14 Die Anzahl h der Idealklassen in O heifit Klassenzahl des Zahlkérpers K.

Die Klasssenzahl h ist also genau dann = 1, wenn alle Ideale in O Hauptideale sind, d.h.,
wenn O ein Hauptidealring ist.

Satz 6.57 Die Multiplikation von Idealen definiert auf der Menge der Idealklassen £ (0) die
Struktur einer (endlichen) abelschen Gruppe.

Beweis. Die Multiplikation von Idealen ist kommutativ und assoziativ. Deswegen ist auch
die Multiplikation von Idealklassen kommutativ und assoziativ. Die Klasse (1) der Hauptideale
ist ein neutrales Element beziiglich dieser Multiplikation. Und nach Satz 6.42 gibt es zu jedem
Ideal I # (0) ein Ideal J derart dass I - J ein Hauptideal # (0), also I - J ~ (1) ist. Die Klasse
von J ist das Inverse der Klasse von I beziiglich der Multiplikation von Idealklassen. L]

Definition 6.15 Die Gruppe C(K) aus Satz 6.57 heifit die Idealklassengruppe des Korpers K.

Satz 6.58 In jeder Idealklasse des Zahlkorpers K liegt ein Ideal I C O mit Norm

N(I) < /1dl.

Dies wurde im Beweis von Satz 6.56 e) gezeigt.
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Beispiel 6.27 Nach Satz 6.19 haben die imagindr-quadratischen Zahlkérper Q(\/—p) die Klas-
senzahl 1 fiir p = 1,2,3. Der erste imagindr-quadratische Zahlkérper mit Klassenzahl > 1 ist
K = Q(v/-5), weil hier die Zerlegung in irreduzible Faktoren nicht eindeutig ist. Wir wollen
seine Klassenzahl berechnen.

Die Norm von K ist d = —20, und nach Satz 6.58 liegt in jeder Idealklasse ein Ideal I mit
Norm < /20, also N(I) < 4. Wir untersuchen alle Ideale I C O(K) = Z(+/—5) der Norm 2,3
oder 4. Dabei gehen wir davon aus, dass N(I) zu I gehort (Satz 6.50 c)

Norm 2: Sei N(I) = 2. Mit 2 gehért auch das Hauptideal (2) zu I. Die Restklassen modulo

(2) sind

0, 1, ,v-5, 1+4++-5.
Wenn 1 zu I gehort, dann ist I = (1). Wegen

V=5 = —5=—1mod(2)

kann auch —5 nicht zu I gehéren. Die einzige Moglichkeit ist 1 + /=5 € I und dann auch
1 —+/=5 € I. Nun bilden die Zahlen 1 + /=5 und 1 — \/—5 eine Idealbasis des Ideals I :=
(1++/—=5,1 —+/=b). Das ist nicht ganz offensichtlich - es folgt aus (2) C Iy und

(1+v-5)-vV=5=-5+VvV-5=—(1—-vV-5) €Iy,
(1=+v=-5)-V=5=54+V-b=14++vV-5€l
modulo 2. Fir die Norm von Is finden wir nach Satz 6.48
2
1 1+v-5 1—-+4/-5 —80
N(Iy)? = = - det -2y
(L2)" =3 - de (1—\/—5 1+\/—5> —20

also N(Iy) = 2. Das einzige Ideal I C O der Norm 2 ist I := (1 ++/—5,1 —/—5).
Norm 3: Jetzt ist (3) C I. Ein Restklassensystem modulo (3) ist

0, 1, 2,
V=5, 1+V=5, 2+V-5,
25, 1+2V=5, 2+42/-5.

Die Zahlen 1,2,v/—=5 und 2+/—5 sind Einheiten modulo (3) und dirfen nicht zu I gehoren.

Modulo dieser Einheiten gibt es noch die beiden folgenden Reprdsentanten:
1+v=5, 1+2/=5=1-+/5.
Wegen
(1++vV-5)-vV=5=—-5+vV-5=14++v-5
modulo 3 ist 1 + /=5 und 3 eine Idealbasis des Ideals I3 := (1 ++/—5,3). Mit Satz 6.48 ist

1+v=5 3 )2_ ~180

1
(I3)" = ddet ( 1—-+v/-5 3 —20 %
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also N(I3) = 3. Genauso findet man fiir
I :=(1-+-5,3)

N(I3) = 3. Die einzigen Ideale der Norm 3 in O sind I3 und Ij.
Norm 4: Die Restklassen modulo (4) in O werden reprisentiert von

0, 1, 2, 3,
V=5, 14++v=5, 2++/=5, 3++/—5,

2v/=5, 1+2y=5, 2+42V/=5, 3+ 2\/-5,
3v/=5, 1+3v=5, 2+3v—5, 3+ 3v/—5.

Hiervon sind die Zahlen 1,3,/—5,3v/=5 Einheiten in I/(4) und kénnen nicht in I legen. Wenn
die Zahl 2 zu I gehort, dann ist (2) C I, und aus N((2)) = 4 folgt I = (2). Es wird sich
herausstellen, dass dies die einzige Méglichkeit ist:

Aus 2¢/=5 €I folgt 2 € T und I = (2).

Wenn 1 ++/=5 zu I gehort, dann auch

(14+v=5) - V=5 = =5+ V=5 = —1 + V=5 mod 4.

also wiirde auch in diesem Fall 2 € I und I = (2) gelten.

Die Assoziierten von 1 ++/—5mod (4) im Ring O/(4) haben die Reprisentanten 3 + 3v/—5,
(14++/=5)- /-5 =3++/-bmod4 und 3-(3++/=5) = 1+3v/—=5mod4. Auch wenn eine dieser
Zahlen in I liegt, gilt I = (2).

Wenn 1 +2v/=5 in I liegt, dann auch

(142vV=5)- V=5 =—-104+vV—-5 =2+ V/—5mod 4.

Es wiirde folgen 3+ 3v/=5¢€ I und I = (2).

Die Assoziierten von 14 2v/=5 in O/(4) sind 3 +2/=5, 2+ 3v/=5 und 2+ 3v/=5. Enthielte
I eine dieser Zahlen, so hitten wir wieder I = (2).

Damit sind wir alle Reprdsentanten modulo (4) durchgegangen und haben gefunden: Das
einzige Ideal I C O der Norm 4 ist das Hauptideal (2).

Durch ’Checking Cases’ haben wir gesehen: Die einzigen nicht-trivialen Idealklassen in C(K)
werden reprasentiert durch Iy, I3 oder Iy. Nun gilt

L-(1+V=5) = (1+ V=51 = V=5) - (1 +V=5) = (= 4+ 2V=5,6) = (2 +2v-5,6),
I;-(2) = (1+v=5,3) - (2) = (2 + 2V/=5,6).

also reprisentieren Iy und I3 dieselbe Idealklasse in C(K). Ganz analog sieht man Iy ~ Ij. Es
gibt also hichstens eine nicht-triviale Idealklasse. Wegen C(K) # {1} folgt endlich C(K) ~ Z,.

Satz 6.59 Esseil C O ein Ideal in K und h die Klassenzahl von K. Dann ist I" ein Hauptideal.
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Beweis. Fiir I = (0) ist die Aussage trivial. Sei also I # (0).
Die Idealklassengruppe C(K) hat die Ordnung h. Fiir jedes Element ¢ € C(K) ist also ¢ = 1.
Insbesondere gilt auch fiir I, dass I" ~ (1) ist. NachSatz 6.56 b) ist dann I" ein Hauptideal. [

Satz 6.60 Es seip € IN eine Primzahl, welche die Klassenzahl h des Kdrpers K nicht teilt. Ist
dann IP ~ JP fiir Ideale I,J C K, so gilt I ~ J.

Beweis. Die Voraussetzung ist (a) - I? = (b) - JP mit 0 # a,b € O. Weil p und h relativ prim
sind, gibt es ganze Zahlen r, s € Z mit pr — hs = 1. Dann ist

()" 17" = (b)"J",
(a)'II" = (b)"JJhs

mit Hauptidealen I"* = (I")% und J"* = (J")*. Aus Definition 6.12 folgt die Behauptung. [

Definition 6.16 Fine Primzahl p € IN heifit regulir, wenn p die Klassenzahl h des p-ten
Kreisteilungskorpers Q({/1) nicht teilt. Andernfalls heift p irregulire Primzahl.

Die erste irregulire Primzahl ist die Brieskorn-Zahl 37. Es gibt unendlich viele irregulére
Primzahlen. Das ist nicht-trivial, und wir kénnen es hier nicht beweisen. Das ist aber auch sehr
schade, denn es gilt der von Kummer bewiesene:

Satz 6.61 (Fermat fiir reguliire Primzahlen, Fall 1) Es seip € IN eine requlire Primzahl.
Dann gibt es keine Lésungen x,y,z € Z der Gleichung

2P 4 yP = 2P
mit p fx,y,z.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.29 konnen wir z,y, z paarweise relativ prim annehmen.
Dort haben wir benutzt

P =(z+y) - (@t wy) - (@ wPy)

mit einer primitiven p-ten Einheitswurzel w. Nach Satz 6.28 sind alle Faktoren z + w”*y auf der
rechten Seite teilerfremd. Der wesentliche Punkt im Beweis von Satz 6.29 war, zu schlieflen dass
jeder Faktor z 4+ w¥y und insbesondere

r+wy=-e-ad’

bis auf eine Einheit e eine p-te Potenz af € O ist. Das stimmt, wenn O ein Hauptidealring, und
deswegen faktoriell ist. Aber es stimmt auch allgemeiner, wenn p die Klassenzahl h von Q(</1)
nicht teilt:

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fiir Ideale (Satz 6.44) folgt (z + wy) = IP
mit einem Ideal I C O. Das Ideal I” ist also ein Hauptideal I? ~ (1) = (1)?. Mit Satz 6.60 folgt
jetzt, dass auch I ~ (1), und I selbst ein Hauptideal I = (a) ist. Es ist also

(z +wy) = (a)’ = (a”).
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Daraus folgt auch jetzt wieder z + wy = e - a” mit einer Einheit e € O. Der Rest des Beweises
ist wortlich derselbe. L]

Ganz am Schluss wollen wir noch einmal auf den Begriff des Ideals als ideale Zahl zuriick
kommen.

Satz 6.62 FEs sei I ein Ideal im Ring O(K) des algebraischen Zahlkérpers K. Dann gibt es eine
ganz-algebraische Zahl a (i.A. nicht in K) derart, dass I aus allen Produkten a - b besteht, die
in K liegen, und wo b eine ganz-algebraische Zahl ist.

Beweis. Ist & die Klassenzahl von K, so ist I" = (u), u € O(K), ein Hauptideal. Nach Satz
6.2 ist a := {/u ganz-algebraisch. Wir betrachten die Korper-Erweiterung L := K(a) und in
O(L) die Ideale

I :=0(L) -1, (u);:=O0(L)- u.

Auch in L gilt

Insbesondere ist

17 = (u)y, = ()"
Aus der Eindeutigkeit der Faktor-Zerlegung fiir Ideale (Satz 6.44) folgt I1, = (a). Dann ist jede
Zahl c € I C I, = (a) von der Form ¢ = a - b mit einer ganz-algebraischen Zahl b € O(L).

Wir miissen noch umgekehrt zeigen: Jedes Produkt ¢ = a-b € K, wo b eine ganz-algebraische
Zahl ist, gehort zu I. Wegen ¢ € K C L und a € L ist hier notwendig b € O(L), also ¢ € (a);.
Sei nun k der Korpergrad [L : K] und seien ag, ...,a; die Konjugierten von «a iiber K, sowie
b, ..., by die Konjugierten von b. Weil ¢ € K ist, stimmt ¢ mit all seinen Konjugierten iiber K
iiberein, und wir haben

c=ab;, 1=1,..k.

Ebenso folgt aus a = u, dass al = v ist fiir alle i. Mit v := by - ... - by € K finden wir
Ck = (alak)(blbk) = (al-...-ak)-v
und
IE= (. al) ol =k b

Dies ist eine Gleichung fiir Zahlen in K. Fiir die entsprechenden Hauptideale in O(K) folgt
daraus

(c)hk _ (u)k . ('U)h — Ihk . ’Uh.
Wieder benutzen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bei Idealen um
(&) = 1" (v)

zu schlieffen. Als Faktor des Ideals (c)k ist T* auch ein Teiler. Noch eine Anwendung der Eindeu-
tigkeit der Faktorzerlegung zeigt dass I ein Teiler des Hauptideals (c¢) ist. Dies hat nun endlich
¢ € I zur Folge. L]
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Aufgabe 6.19 a) Bestimmen Sie die Normen der Ideale (1 + 1) und (2) im Zahlkérper Q(7).
b) Welches dieser Ideale ist ein Primideal?
c) Zeigen Sie, dass der Restklassenring Z[i]/(2) isomorph zum Ring Fo[X]/(X?) ist.

Aufgabe 6.20 Bestimmen Sie die Norm des Ideals (1 + 2i) im Zahlkorper Q(i) und ein Re-
prdsentantensystem fiir die Restklassen modulo (1 + 21).

Aufgabe 6.21 Fs sei D = 2 oder 3mod4 eine ganze Zahl und I C O(Q(vV/D)) ein Ideal mit
der Idealbasis
a+b/D,b+ceVD, a,becdeZ.

Zeigen Sie: N(I) = |ad — be].
Aufgabe 6.22 a) Bestimmen Sie die Norm des Ideals
I'=(7T++v-5,)3+4+3V-5)

im Kérper Q(v/—5).
b) Schreiben Sie I als Produkt von Primidealen in O(Q(v/—5)).

Uijuiuijui-uijui! Uff! Ende der Fahnenstange! Die Fabrikation dieses Skriptums hat mich
sehr viel Energie und Grips, und die letzten Monate so ziemlich meine ganze freie Zeit gekostet.
Hoffentlich reicht dieses Skriptum bis zum Ende des Semesters. Mir reicht es jedenfalls!
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