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0 Einf

�

uhrung

Unter 'Algebra' verstand man urspr

�

ungli
h die Theorie des Au


�

osens von Polynomglei
hungen

in einer Unbekannten x. Lineare und quadratis
he Glei
hungen

p � x+ q = 0; x

2

+ p � x+ q = 0;

waren s
hon den

�

Agyptern und Babyloniern bekannt. Mit kubis
hen Glei
hungen

x

3

+ p � x

2

+ q � x+ r = 0

bes
h

�

aftigte man si
h s
hon im antiken Grie
henland. Die grie
his
he Mathematik beein
usste

die indis
hen und arabis
hen Mathematiker, und diese s
hlie�li
h die italienis
hen Mathematiker

der Renaissan
e. Um 1550 fanden sie L

�

osungsformeln f

�

ur Glei
hungen dritten und vierten Gra-

des. Seitdem war der Versu
h, sol
he Formeln au
h f

�

ur Glei
hungen vom Grad � 5 anzugeben,

eines der ganz gro�en o�enen Probleme in der Mathematik. Die L

�

osung dieses Problems viel al-

lerdings unerwartet negativ aus: RuÆni (1799) und Abel (1826) bewiesen, dass es i.a. unm

�

ogl
h

ist, eine Glei
hung f

�

unften oder h

�

oheren Grades dur
h (iteriertes) Wurzelziehen aufzul

�

osen.

Die Argumente von RuÆni und Abel waren wohl ni
ht ganz vollst

�

andig. Ein wirkli
hes

Verst

�

andnis f

�

ur die Gr

�

unde der Ni
ht-Au


�

osbarkeit algebrais
her Glei
hungen hatte zuerst Ga-

lois (� 1830). Der Grund besteht in Symmetrien zwis
hen den L

�

osungen. Der einfa
hste Fall ist

die Formel

x

1;2

= �

p

2

�

s

p

2

4

� q

f

�

ur die beiden L

�

osungen einer quadratis
hen Glei
hung. Die Symmetrie ste
kt hier in den beiden

Vorzei
hen der Wurzel. Vor allem wegen seines fr

�

uhen tragis
hen Todes wurden die Argumente

von Galois der mathematis
hen

�

O�entli
hkeit erst um 1850 bekannt. Dann aber hatten sie gewal-

tige Konsequenzen: Die Untersu
hung von Symmetrien f

�

uhrte zum Begri� der Gruppe (Cau
hy

1844, Cayley 1854). Dieser Begri� f

�

uhrte zu radikaler Umgestaltung vieler mathematis
her Ge-

biete. Vor allem Emmy Noether (� 1920) ver

�

anderte die Algebra, die urspr

�

ungli
h Glei
hungen

als Objekte hatte, zu einer Strukturtheorie. Mathematis
he Strukturen gewannen dann au
h in

vielen anderen Gebieten zentrale Bedeutung.

Die Strukturen der Algebra sind Gruppen, Ringe und K

�

orper. Und in dieser Reihenfolge

wollen wir sie in dieser Vorlesung au
h behandeln. Diese Strukturen sind aus Inhalten entstanden

und dienen dem Verst

�

andnis dieser Inhalte. Es handelt si
h

bei um die Struktur hinter der

Gruppen Symmetrie

Ringen Teilbarkeit

K

�

orpern Au


�

osbarkeit von Glei
hungen

Bei der Ausarbeitung dieser Vorlesung habe i
h aus den folgenden B

�

u
hern, z.T. hemmungs-

los, abges
hrieben:

� M. Artin: Algebra. Birkh

�

auser 1993
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� N. Ja
obson: Basi
 Algebra I. Freeman u. Co. 1985

� B.L v.d. Waerden: Algebra I. Springer 1960

Vor etwa zehn Jahren habe i
h diese Vorlesung s
hon einmal (zum ersten Mal) gehalten. Weil

i
h kein strukturierter Algebraiker bin, ging das damals b

�

ose ins Auge. (Die S
hwester eines

Studenten aus dieser Vorlesung, die sp

�

ater bei mir ihre Diplomarbeit s
hrieb, meinte allerdings,

ganz so s
hlimm sei es do
h ni
ht empfunden worden.) Damals habe i
h das Bu
h

� F. Lorenz: Einf

�

uhrung in die Algebra I. BI 1992

benutzt. No
hmal w

�

urde i
h das ni
ht tun. Bei Studenten ziemli
h beliebt ist das Bu
h

� K. Meyberg: Algebra, Teile 1 und 2. Hanser 1975/76

Diesmal halte i
h diese Vorlesung, um Lehramts-Studenten optimal auf die s
hriftli
he Algebra-

Pr

�

ufung im Hauptexamen vorzubereiten. Deswegen sind die Aufgaben au
h vor allem fr

�

uheren

Staatsexamen entnommen. I
h selbst habe au
h mal - vor langer, langer Zeit - das bayeris
he

Staatsexamen abglegt. Damals war der Algebra-Sto� fest umrissen: Van der Waerden bis Seite

200. Heutzutage ist das ans
heinend ni
ht mehr so. Deswegen ist es s
hwierig den Sto� so zu

strukturieren, dass alle wesentli
hen Inhalte des Staatsexamens abgede
kt werden. I
h werde es

versu
hen.

Nat

�

urli
h ist es au
h Diplomern ni
ht verboten, diese Vorlesung zu h

�

oren.
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1 Gruppen

1.1 De�nitionen

Was eine Gruppe ist, muss man s
hon in der Anf

�

angervorlesung 'Lineare Algebra' lernen, weil

man ohne diesen Begri� einfa
h ni
ht auskommt.

De�nition 1.1 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkn

�

upfung

G�G 3 (g; h) 7! gh 2 G:

F

�

ur diese Verkn

�

upfung gelten folgende Eigens
haften:

Assoziativit

�

at: (gh)k = g(hk).

Existenz der Eins: Es gibt ein Element e 2 G mit eg = ge = g f

�

ur alle g 2 G.

Existenz des Inversen: Zu jedem g 2 G gibt es ein g

�1

2 G mit gg

�1

= g

�1

g = e.

Beispiel 1.1 Die folgenden Mengen mit den angegebenen Verkn

�

upfungen sind Gruppen: (ZZ;+),

(Q;+), (IR;+), (Q

�

; �), (IR

�

; �). Diese Beispiele sind ebenso fundamental wie trivial. Ni
ht ganz

so trivial sind folgende Beispiele:

Die Permutationsgruppe S

n

: Sie besteht aus allen bijektiven Abbildungen der Menge f1; :::; ng

auf si
h. Die Verkn

�

upfung ist die Hintereinanderausf

�

uhrung:

(��)(k) = �(�(k)); k = 1; :::; n:

Die Matrizengruppe GL(n; IR): Sie besteht aus allen invertierbaren n�n-Matrizen mit reellen

Eintr

�

agen. Die Gruppe GL(n; IR) hat viele interessante Untergruppen, wie etwa

SL(n; IR) Matrizen mit der Determinante 1,

O(n) orthogonale n� n-Matrizen,

�(n) invertierbare obere Dreie
ksmatrizen.

Es gibt au
h Gruppen ganzzahliger Matrizen: Die Gruppe SL(n;ZZ) besteht aus allen n� n-

Matrizen, deren Eintr

�

age ganze Zahlen sind, und deren Determinante = 1 ist. Dazu geh

�

ort die

Einheitsmatrix, und mit je zwei Matrizen geh

�

ort au
h deren Matrizenprodukt dazu. Ni
ht-trivial

ist, dass f

�

ur jede dieser Matrizen au
h die inverse Matrix ganzzahlig ist. Das folgt aus der Formel

A

�1

=

1

det(A)

�

�

(�1)

i+j

det(A

j;i

)

�

i;j

:

Dabei ist A

i;j

die (i; j)-Strei
hungsmatrix von A, und deren Determinante ist wieder ganzzahlig.

Hat man zwei Gruppen G und H, so ist deren kartesis
hes Produkt

G�H = f(g; h) : g 2 G;h 2 Hg

wieder eine Gruppe. Man de�niert die Verkn

�

upfung komponentenweise

(g

1

; h

1

)(g

2

; h

2

) = (g

1

g

2

; h

1

h

2

):

Dann ist (e

G

; e

H

) das Eins-Element in G�H und das Inverse zu (g; h) ist (g; h)

�1

= (g

�1

; h

�1

).

Man nennt die so de�nierte Gruppe G �H das direkte Produkt oder au
h direkte Summe der

Gruppen G und H.
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Eine sehr h

�

au�g vorkommende Gruppe wird ZZ

n

sein, die Gruppe der ganzen Zahlen modulo

n. Dabei ist n > 1 eine nat

�

urli
he Zahl. Die Elemente von ZZ

n

sind die nat

�

urli
hen Zahlen

0; 1; 2; :::; n � 1. Und die Verkn

�

upfung ist Addition modulo n:

0 � k; l < n : k + l modn :=

(

k + l falls k + l < n

k + l � n falls k + l � n:

Das Eins-Element ist nat

�

urli
h e = 0 und das Inverse zu k ist n� k.

Beispiel 1.2 Die Kleins
he Vierergruppe V

4

ist das direkte Produkt ZZ

2

� ZZ

2

. Wenn wir die

beiden Elemente in ZZ

2

mit 0 und 1 bezei
hnen, so besteht die Gruppe V

4

also aus den Elementen

(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1):

Satz 1.1 a) In einer Gruppe G gibt es nur ein einziges Eins-Element.

b) Zu einem Gruppenelement g gibt es nur ein einziges Inverses g

�1

.


) (K

�

urzungsregel) Sind g; g

1

; g

2

2 G Gruppenelemente mit gg

1

= gg

2

, so folgt g

1

= g

2

.

Ebenso folgt g

1

= g

2

aus g

1

g = g

2

g.

Beweis. a) Es seien e und e

0

2 G zwei Eins-Elemente. Dann folgt

e = ee

0

(e

0

Eins-Element)

= e

0

(e Eins-Element):

b) Aus gg

1

= e = g

1

g und gg

2

= e = g

2

g folgt

g

1

= (g

1

g)g

1

= (g

2

g)g

1

= g

2

(gg

1

) = g

2

:


) Aus der Glei
hung gg

1

= gg

2

folgt dur
h Links-Multiplikation mit g

�1

dass g

1

= g

2

ist.

Analog folgt g

1

= g

2

aus der Glei
hung g

1

g = g

2

g dur
h Re
hts-Multiplikation mit g

�1

.

Oben haben wir vorausgegri�en und den Begri� der Untergruppe benutzt:

De�nition 1.2 Eine Teilmenge H � G der Gruppe G hei�t Untergruppe, wenn sie mit der

Verkn

�

upfung aus G selbst eine Gruppe ist. Das bedeutet:

e

G

2 H,

h

1

; h

2

2 H ) h

1

h

2

2 H;

h 2 H ) h

�1

2 H:

In man
hen, aber nur in den allerwenigsten Gruppen gilt

gh = hg f

�

ur alle g; h 2 G:

Dann nennt man die Gruppe kommutativ oder abels
h. Die Permutationsgruppen S

n

; n � 3;

und die meisten Matrizengruppen sind ni
ht abels
h.
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Beispiel 1.3 Die Quaternionengruppe H besteht aus a
ht Elementen, die man

�1; �i;�j; �k

s
hreibt. Das neutrale Element ist +1. Das Element �1 multipliziert jedes Element aus h 2 H

auf �h. Die Gruppenstruktur auf H wird festgelegt dur
h

i

2

= j

2

= k

2

= �1; ij = �ji = k; jk = �kj = i; ki = �ik = j:

Die Gruppe hei�t Quaternionengruppe, weil sie mit den Hamiltons
hen Quaternionen zu tun

hat. Sie ist ni
ht abels
h.

Viele Gruppen, vor allem die abels
hen, sind langweilig. Von Interesse sind sie oft nur wegen

zus

�

atzli
her Strukturen. (Das gilt in besonderem Ma� f

�

ur die Vektorr

�

aume aus der linearen

Algebra.) Interessant sind Gruppen, die Symmetrien darstellen. Das ma
hen wir jetzt exakt:

De�nition 1.3 Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation von G auf M ist

eine Abbildung

G�M 3 (g;m) 7! g(m) 2M

mit den Eigens
haften

e(m) = m f

�

ur das Eins-Element e 2 G und alle m 2M;

sowie

(gh)(m) = g(h(m)) f

�

ur alle g; h 2 G und m 2M:

Beispiel 1.4 Die Permutationsgruppe S

n

operiert auf der Menge f1; 2; :::; ng. Die Matrizen-

gruppe GL(n; IR) operiert auf dem Vektorraum IR

n

. Jede Gruppe operiert auf si
h selbst dur
h

Links-Multiplikation:

g(m) := gm f

�

ur g 2 G; m 2 G:

Die Bedingung

(gh)(m) = g(h(m))

ist gerade die Assoziativit

�

at in der Gruppe. Es gibt aber au
h eine Re
hts-Multiplikation von G

auf si
h: Das ist

g(m) := mg:

In diesem Fall ist aber i.a.

(gh)(m) = mgh 6= mhg = g(h(m)):

Aus der Re
hts-Multiplikation kann man allerdings eine Gruppenoperation ma
hen, wenn man

de�niert:

g(m) := mg

�1

:

Dann gilt n

�

amli
h

(gh)(m) = m(gh)

�1

= mh

�1

g

�1

= g(h(m)):
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Operiert die GruppeG auf der MengeM , so de�niert jedes Elementm 2M eine Untergruppe

G

m

� G:

G

m

:= fg 2 G : g(m) = mg:

Dies ist tats

�

a
hli
h eine Untergruppe: e 2 G

m

wegen e(m) = m, g; h 2 G

m

) g(m) = h(m) =

m ) (gh)(m) = g(h(m)) = g(m) = m ) gh 2 G

m

und g 2 G

m

) g

�1

(m) = g

�1

(g(m)) =

(g

�1

g)(m) = e(m) = m. Die soeben de�nierte Untergruppe G

m

hei�t die Standgruppe oder

Isotropie-Gruppe oder Stabilisator des Elementes m.

Beispiel 1.5 Die Standgruppe der Zahl n unter der Operation von S

n

auf der Menge f1; :::; ng

ist die Menge der Permutationen � 2 S

n

, die die Zahl n fest lassen. Diese Permutationen

permutieren nur die Zahlen 1; :::; n � 1 und bilden eine Untergruppe S

n�1

� S

n

.

Interessante Gruppen-Operationen verk

�

orpern Symmetrien geometris
her Objekte. Betra
h-

ten wir etwa ein regul

�

ares n-E
k. Da gibt es n Drehungen um das Zentrum des n-E
ks, wel
he

diese Figur in si
h

�

uberf

�

uhren. Das sind aber no
h ni
ht alle Symmetrien des regul

�

aren n-E
ks:

Jede E
ke liegt auf einer Geraden dur
h das Zentrum, und die Spiegelung an dieser Geraden ist

au
h eine Symmetrie der Figur. Aber s
hon wird das Leben kompliziert: Nur wenn n ungerade

ist, erhalten wir so die volle Symmetriegruppe. Sie besteht aus n Drehungen und n Spiegelungen,

insgesamt aus 2n Symmetrien. Wenn n jedo
h gerade ist, liegen immer zwei E
ken gegen

�

uber

auf der Spiegelungs-Gerade. Wir bekommen so nur n=2 Spiegelungen. No
heinmal n=2 Spie-

gelungen bekommen wir, wenn wir Spiegel-Geraden nehmen, die die Mittelpunkte gegen

�

uber

liegender Seiten verbinden. So kommen wir dann au
h hier auf eine Gruppe aus n Drehungen

und n Spiegelungen. Diese Symmetrie-Gruppe des regul

�

aren n-E
ks hei�t Dieder-Gruppe D

n

.

Spiegelungsa
hsen des regul

�

aren

.
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.

.

.

.

Viere
ks F

�

unfe
ks

De�nition 1.4 Eine Operation der Gruppe G auf der MengeM hei�t transitiv, falls zu je zwei

Elementen m

1

;m

2

2M ein Gruppenelement g 2 G existiert mit g(m

1

) = m

2

. Ist die Operation

ni
ht transitiv, so hei�t sie intransitiv.

Beispiel 1.6 Die Operation der symmetris
hen Gruppe S

n

auf der Menge f1; :::; ng ist transitiv:

Zu je zwei Zahlen n

1

; n

2

gibt es die Transposition (n

1

; n

2

) 2 S

n

, wel
he diese beiden Zahlen

vertaus
ht. Die oben angegebene Untergruppe S

n�1

� S

n

, die Standgruppe der Zahl n operiert

allerdings ni
ht transitiv auf der Menge f1; :::; ng, denn es gibt kein Element in S

n�1

, wel
hes

die Zahl n auf irgend eine andere Zahl abbildet.
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Ist die Operation ni
ht transitiv, dann bildet G jedes Element m 2 M nur auf Elemente

einer e
hten Teilmenge von M ab. Sol
he Teilmengen G �m = fg(m) : g 2 Gg hei�en Bahnen

von G auf M . Diese Bahnen bilden eine disjunkte Zerlegung von M = [M

i

in Teilmengen M

i

,

auf denen G transitiv operiert.

De�nition 1.5 Enth

�

alt die Gruppe G nur endli
h viele Elemente, so hei�t die Anzahl dieser

Elemente die Ordnung jGj der Gruppe G.

Satz 1.2 (Bahnensatz) Die endli
he Gruppe G operiere transitiv auf der Menge M . Dann

gilt f

�

ur die Ordnung der Gruppe G, die Ordnung jG

m

j einer jeden Standgruppe G

m

� G, und

die Anzahl der jM j Elemente von M :

jGj = jG

m

j � jM j:

Beweis. Wir �xieren ein Element m

0

2M und betra
hten die Abbildung

G!M; g 7! g(m

0

):

Diese Abbildung ist surjektiv wegen der Transitivit

�

at der Operation. Insbesondere ist deswegen

jM j au
h endli
h. Zu jedem Element m 2M gibt es die Teilmenge

U

m

:= fg 2 G : g(m

0

) = mg:

Wegen der Transitivit

�

at der Operation ist U

m

; m 2 M , nie leer. F

�

ur m

1

6= m

2

2 M gilt

U

m

1

\ U

m

2

= ;. Jedes Element in U

m

1

\ U

m

2

w

�

urde n

�

amli
h m sowohl auf m

1

als au
h auf

m

2

6= m

1

abbilden, das geht ni
ht. So erhalten wir eine Zerlegung

G =

[

m2M

U

m

in disjunkte Teilmengen U

m

. F

�

ur die Anzahlen jU

m

j von Elementen in den Teilmengen U

m

folgt

daraus

X

m2M

jU

m

j = jGj:

Die Behauptung ergibt si
h, wenn wir zeigen:

jU

m

j = jG

m

0

j f

�

ur alle m 2M:

Sei ein m 2M fest gehalten und g 2 U

m

ein Gruppenelement mit g(m

0

) = m. F

�

ur alle h 2 G

m

0

gilt dann au
h

(gh)(m

0

) = g(h(m

0

)) = g(m

0

) = m:

Die Menge

g �G

m

0

= fgh : h 2 G

m

0

g

ist also eine Teilmenge von U

m

. Wenn h die Elemente von G

m

0

dur
hl

�

auft, erhalten wir so lauter

vers
hiedene Elemente von U

m

. Deren Anzahl ist aber = jG

m

0

j. Die Behauptung folgt, wenn wir

zeigen: U

m

= g �G

m

0

. Sei dazu u 2 U

m

, also u(m

0

) = m = g(m

0

). Wegen

(g

�1

u)(m

0

) = g

�1

(u(m

0

)) = g

�1

(m) = m

0

ist h := g

�1

u 2 G

m

0

, also u = g � h 2 g �G

m

0

.
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Satz 1.3 (von Lagrange) Es sei H � G eine Untergruppe der endli
hen Gruppe G. Dann

teilt die Ordnung jHj von H die Ordnung jGj der Gruppe G.

Beweis. Zu jedem Gruppen-Element g 2 G betra
hten wir die Links-Nebenklasse

g �H = fg � h : h 2 Hg:

Wenn si
h zwei sol
he Nebenklassen, etwa g

1

H und g

2

H s
hneiden, dann gilt g

1

h

1

= g

2

h

2

mit

h

1

; h

2

2 H. Es folgt g

2

= g

1

h

1

h

�1

2

2 g

1

H und g

2

H = g

1

H. Weil jedes Element g = ge 2 gH in

seiner eigenen Nebenklasse liegt, ist die Vereinigung der Nebenklassen die ganze Gruppe. Und

wie wir eben sahen, ist diese Vereinignung eine disjunkte Vereinigung.

Die Anzahl jgHj der Elemente in einer Nebenklasse gH ist immer glei
h der Gruppenordnung

jHj. Ist k die Anzahl der Nebenklassen, so ist also jGj = k � jHj.

De�nition 1.6 (Index) Es sei H eine Untergruppe der endli
hen Gruppe G. Dann hei�t die

(na
h Lagrange ganze) Zahl

[G : H℄ := jGj=jHj

der Index von H in G.

Aufgabe 1.1 Es sei (i

1

; :::; i

k

) 2 S

n

ein Zyklus. Zeigen Sie f

�

ur alle � 2 S

n

:

�(i

1

; :::; i

k

)�

�1

= (�(i

1

); :::; �(i

k

)):

Aufgabe 1.2 (H 98, T 3, Aufg 1) a) Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 20 in der

symmetris
hen Gruppe S

5

an.

b) Gibt es Untergruppen der Ordnung 20 in A

5

?

Aufgabe 1.3 (F 94, T1, A1a)) Es sei � 2 S

n

ein Zykel der L

�

ange n. Bestimmen Sie alle

� 2 S

n

, die mit � vertaus
hbar sind.

Aufgabe 1.4 (H 93, T1, Teil von A3) Sei (G;+) eine endli
he abels
he Gruppe mit neu-

tralem Element 0 und G

2

= fx 2 G : 2x = 0g. Man setzt

�(G) :=

X

x2G

x:

Zeigen Sie:

i) G

2

ist eine Untergruppe von G, und es ist �(G) = �(G

2

). Hinweis: Betra
hten Sie auf G

die

�

Aquivalenzrelation x � y , x = y oder x = �y; (x; y 2 G).

ii) Ist #G

2

6= 2, so ist �(G) = 0; ist #G

2

= 2, so ist �(G) das von 0 vers
hiedene Element

aus G

2

.

Aufgabe 1.5 (F 92, T1, A1) Eine Gruppe der Ordnung 55 operiere auf einer Menge M mit

18 Elementen. Zeigen Sie, dass die Gruppe auf M mindestens 2 Fixpunkte hat.
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1.2 Homomorphismen und Normalteiler

De�nition 1.7 G und H seien Gruppen, ' : G ! H eine Abbildung. Die Abbildung ' hei�t

(Gruppen)-Homomorphismus, oder einfa
h Morphismus, falls f

�

ur alle g

1

; g

2

2 G gilt

'(g

1

g

2

) = '(g

1

)'(g

2

):

Beispiel 1.7 Ist G � H eine Untergruppe, so ist die Inklusion G ! H, bei der jedes Element

aus G auf dieses glei
he Element, aufgefasst als in H liegend, abgebildet wird, ein Morphismus.

Die Determinante det : GL(n; IR) ! IR

�

ist ein Morphismus von Gruppen. Dabei verste-

hen wir unter IR

�

die Gruppe der reellen Zahlen 6= 0 mit der Multiplikation als Verkn

�

upfung.

Dass diese Abbildung A 7! det(A) ein Homomorphismus ist, das ist gerade die Aussage des

Determinanten-Multiplikations-Satzes.

Die Exponentialfunktion exp : (IR;+) ! (IR

�

; �) ist au
h ein Morphismus wegen der Funk-

tionalglei
hung exp(r + s) = exp(r) � exp(s).

Au
h die Signum-Funktion sign : S

n

! f�1g ist ein Homomorphismus. Dabei muss man

die Menge f�1g mit der Multiplikation zu einer Gruppe ma
hen.

Wie

�

ubli
h nennt man einen Morphismus Monomorphismus, wenn er injektiv ist, und Epi-

morphismus, wenn er surjektiv ist. Ein bijektiver Morphismus hei�t Isomorphismus. Hierzu ein

Beispiel:

Satz 1.4 (von Cayley) Jede endli
he Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer sym-

metris
hen Gruppe S

n

f

�

ur ein geeignetes n 2 IN.

Beweis. Es sei n = jGj die Ordnung der Gruppe G. Wir ordnen die Elemente von G irgenwie

an, etwa G = fg

1

; ::::; g

n

g. Die Links-Translation von G auf si
h selbst

G 3 g : h 7! g � h; bzw g

�

7! g � g

�

= g

�

0

bewirkt eine Abbildung �

g

: � 7! �

0

der Indexmenge f1; :::; ng auf si
h selbst. Jedem Gruppen-

element g 2 G wird so eine Permutation �

g

der Zahlen 1; :::; n zugeordnet und wir erhalten so

eine Abbildung G! S

n

.

Aus der Assoziativit

�

at (gg

0

)h = g(g

0

h) folgt �

gg

0

= �

g

�

g

0

, d.h., die Abbildung G! S

n

; g 7!

�

g

; ist ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist injektiv. Denn aus �

g

= �

g

0

folgt insbesondere

g � e = g

0

� e und g = g

0

. Also ist dieser Homomorphismus ein Isomorphismus von G auf eine

Untergruppe der symmetris
hen Gruppe S

n

Dieser sogenannte Satz von Cayley ist relativ banal, vom modernen Standpunkt aus geradezu

trivial. Das sagt aber ni
hts dar

�

uber, wie wi
htig Cayley f

�

ur die Entwi
klung der Gruppentheorie

war: Vor Cayley betra
htete man nur Untergruppen der symmetris
hen Gruppe S

n

. Cayley war

der erste, der Gruppen ganz losgel

�

ost von Permutationen untersu
hte.

Satz 1.5 (Homomorphismen) F

�

ur jeden Gruppen-Homomorphismus ' : G! H gilt:

a) '(e

G

) = e

H

;

b) '(g

�1

) = '(g)

�1

;
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) Die Menge

Kern(') := fg 2 G : '(g) = e

H

g � G

ist eine Untergruppe von G. Der Morphismus ' ist genau dann injektiv, wenn Kern(') = fe

G

g.

d) Die Menge

Bild(') := fh 2 H : h = '(g) f

�

ur ein g 2 Gg � H

ist eine Untergruppe von H. Der Morphismus ' ist genau dann surjektiv, wenn Bild(') = H.

e) Ist U � H eine Untergruppe von H, so ist

'

�1

(U) := fg 2 G : '(g) 2 Ug

eine Untergruppe von G, das Urbild der Untergruppe U

Hier bezei
hnt e

G

das Eins-Element in G und e

H

das Eins-Element der Gruppe H.

Beweis. a) F

�

ur jedes g 2 G ist

'(g) = '(e

G

g) = '(e

G

)'(g):

Multipliziert man diese Glei
hung von re
hts mit '(g)

�1

, so folgt

e

H

= '(g)'(g)

�1

= '(e

G

)'(g)'(g)

�1

= '(e

G

):

b) F

�

ur jedes g 2 G ist

'(g)'(g

�1

) = '(gg

�1

) = '(e

G

) = e

H

:

Also ist '(g

�1

) = '(g)

�1

.


) Wegen '(e

G

) = e

H

ist e

G

ein Element im Kern. F

�

ur g

1

; g

2

2 Kern(') gilt '(g

1

) = '(g

2

) =

e

H

und deswegen '(g

1

)'(g

2

) = e

H

, also geh

�

ort au
h g

1

g

2

zum Kern. Falls g 2 Kern('), so ist

'(g

�1

) = '(g)

�1

= e

�1

H

= e

H

;

also geh

�

ort au
h g

�1

zu Kern(').

Wenn ' injektiv ist, dann kann au�er e

G

kein anderes Element g 2 G auf e

H

abgebildet

werden. Es folgt Kern(') = fe

G

g. Sei umgekehrt Kern(') = fe

G

g vorausgesetzt. Falls f

�

ur zwei

Elemente g

1

; g

2

2 G gilt, dass '(g

1

) = '(g

2

) ist, dann folgt

'(g

1

g

�1

2

) = '(g

1

)'(g

2

)

�1

= e

H

und g

1

g

�1

2

geh

�

ort zu Kern('). Also ist g

1

g

�1

2

= e

G

und g

1

= g

2

. Damit ist ' injektiv.

d) Wegen e

H

= '(e

G

) geh

�

ort e

H

zu Bild('). Mit h

1

= '(g

1

) und h

2

= '(g

2

) 2 Bild(')

geh

�

ort au
h h

1

h

2

= '(g

1

g

2

) zu Bild('). Mit h = '(g) 2 Bild(') geh

�

ort au
h h

�1

= '(g

�1

) zu

Bild(').

e) Wegen '(e

G

) = e

H

2 U geh

�

ort e

G

zu '

�1

(U). Sind g

1

; g

2

2 '

�1

(U), so gilt '(g

1

) 2 U

und '(g

2

) 2 U , also '(g

1

g

2

) = '(g

1

)'(g

2

) 2 U . Es folgt g

1

g

2

2 '

�1

(U). S
hlie�li
h geh

�

ort mit

g 2 '

�1

(U) au
h immer g

�1

zu '

�1

(U), denn '(g

�1

) = '(g)

�1

2 U .

Zu einem Morphismus ' : G ! H geh

�

oren also zwei Untergruppen: Kern(') � G und

Bild(') � H. Es ist klar, dass jede Untergruppe U � H als Bild eines Morphismus auftritt,

m

�

amli
h z.B. als Bild der Inklusion U � H. Aber als Kern eines Morphismus kann keineswegs

jede Untergruppe von G auftreten. Ein Kern hat folgende besondere Eigens
haft:
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Satz 1.6 Ist u 2 G eine Element im Kern des Morphismus ' : G ! H, so ist f

�

ur jedes g 2 G

au
h

g � u � g

�1

wieder ein Element in Kern(').

Beweis. '(gug

�1

) = '(g)'(u)'(g

�1

) = '(g)e

H

'(g)

�1

= e

H

:

Die soeben notierte Eigens
haft ist so wi
htig, dass Untergruppen mit dieser Eigens
haft

einen eigenen Namen bekommen:

De�nition 1.8 Eine Untergruppe U � G hei�t Normalteiler oder normale Untergruppe von G,

wenn f

�

ur alle u 2 U und g 2 G gilt: g � u � g

�1

2 U .

Beispiel 1.8 Falls G abels
h ist, dann ist jede Untergruppe U � G ein Normalteiler, denn dann

gilt gug

�1

= gg

�1

u = u 2 U .

Sei etwa D

3

die Dieder-Gruppe der Ordnung 6, realisiert als Permutationsgruppe S

3

mit den

beiden Dreierzyklen (1; 2; 3); (1; 3; 2) (Rotationen) und den drei Zweierzyklen (1; 2); (1; 3); (2; 3)

(Spiegelungen). Dann ist die Untergruppe

A

3

= fid; (1; 2; 3); (1; 3; 2)g

ein Normalteiler, denn sie ist der Kern des signum-Morphismus. Aber die Untergruppe

U := fid; (1; 2)g

der Ordnung zwei ist kein Normalteiler:

(1; 2; 3)(1; 2)(1; 2; 3)

�1

= (1; 2; 3)(1; 2)(1; 3; 2) = (1; 2; 3)(1; 3) = (2; 3) 62 U:

Wir wollen Normalteiler no
h etwas formaler betra
hten:

De�nition 1.9 Es sei G eine Gruppe und ein Element g 2 G werde festgehalten. Dann ist die

Abbildung

G 3 h 7! ghg

�1

2 G

ein Gruppen-Isomorphismus G! G. Er hei�t die Konjugation unter g.

Dass die Konjugation ein Morphismus ist, das folgt aus

g � (h

1

h

2

) � g

�1

= (gh

1

g

�1

) � (gh

2

g

�1

):

Die Konjugation mit g

�1

, h 7! g

�1

hg, ist die Umkehr-Abbildung, denn

g

�1

� (ghg

�1

) � g = h:

also ist die Konjugationsabbildung bijektiv.
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De�nition 1.10 Jeden Gruppen-Isomorphismus G ! G nennt man einen Automorphismus

von G. Die Konjugations-Automorphismen nennt man innere Automorphismen von G.

Die Normalteiler-Eigens
haft der Untergruppe U � G kann man so formulieren: F

�

ur jedes

g 2 G ist

g � U � g

�1

:= fgug

�1

; u 2 Ug

in U enthalten: gUg

�1

� U . Weil aber au
h

U = g � (g

�1

Ug) � g

�1

� g � U � g

�1

ist, folgt daraus sogar: gUg

�1

= U .

Die Normalteiler-Eigens
haft hat Konsequenzen f

�

ur Nebenklassen:

De�nition 1.11 (Nebenklassen) Sei U � G eine Untergruppe und g 2 G. Dann hei�t die

Menge

gU := fgu : u 2 Ug

eine Links-Nebenklasse zu U und

Ug := fug : u 2 Ug

eine Re
hts-Nebenklasse zu U .

Im Allgemeinen sind Links- und Re
hts-Nebenklassen vers
hieden: Sei etwa U � S

3

die

Untergruppe fid; (1; 2)g und g := (1; 2; 3). Dann ist

gU = f(1; 2; 3); (1; 2; 3)(1; 2)g = f(1; 2; 3); (1; 3)g

und

Ug = f(1; 2; 3); (1; 2)(1; 2; 3)g = f(1; 2; 3); (2; 3)g;

die Nebenklassen sind voneinander vers
hieden.

Satz 1.7 Eine Untergruppe U � G ist genau dann ein Normalteiler, wenn f

�

ur alle g 2 G gilt

gU = Ug:

Links- und Re
hts-Nebenklassen stimmen

�

uberein.

Beweis. Die Untergruppe U ist genau dann Normalteiler, wenn f

�

ur alle g 2 G

U = gUg

�1

= fgug

�1

; u 2 Ug:

Multipliziert man diese Mengen-Glei
hung von re
hts mit g, so �ndet man

Ug = (gUg

�1

)g = gU:

Ist U � G eine Untergruppe, so bezei
hnet man mit G=U = fgU : g 2 Gg die Menge

der Links-Nebenklassen und mit U n G = fUg : g 2 Gg die Menge der Re
hts-Nebenklassen.
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Bei Vektorr

�

aumen kann man Nebenklassen zu einem Untervektorraum addieren und damit den

Quotienten-Vektorrraum de�nieren. Bei Gruppen funktioniert diese Konstruktion nur bei Nor-

malteilern. Das wollen wir jetzt dur
hf

�

uhren. Sei also U � G ein Normalteiler in der Gruppe

G.

Seien g

1

; g

2

2 G zwei Gruppenelemente mit ihren Nebenklassen g

1

U und g

2

U . Wir bezei
hnen

mit g

1

U � g

2

U die Menge der Produkte aus Elementen beider Nebenklassen:

g

1

U � g

2

U = fg

1

u

1

� g

2

u

2

: u

1

; u

2

2 Ug:

Dann gilt aber wegen der Normalteiler-Eigens
haft:

g

1

U � g

2

U = g

1

� g

2

Ug

�1

2

� g

2

U = g

1

g

2

U � U = g

1

g

2

U:

Das soeben de�nierte Produkt der Nebenklassen zu g

1

und g

2

ist wieder eine Nebenklasse, und

zwar die Nebenklasse zum Produkt g

1

g

2

. Damit de�nieren wir auf der Nebenklassen-Menge

G=U = U nG eine Verkn

�

upfung:

Sind g

1

U und g

2

U 2 G=U Nebenklassen, so hei�t

g

1

U � g

2

U = (g

1

g

2

)U

ihr Produkt.

Satz 1.8 (Faktorgruppe) Es sei U � G ein Normalteiler.

a) Das Produkt g

1

U �g

2

U ist wohlde�niert. D.h., das Produkt h

�

angt nur von den Nebenklassen,

und ni
ht von den gew

�

ahlten Repr

�

asentanten g

1

und g

2

ab.

b) Das so de�nierte Produkt ist assoziativ.


) Die Menge G=U , versehen mit diesem Produkt ist wieder eine Gruppe. Ihr neutrales

Element ist die Nebenklasse eU = U . Das Inverse der Nebenklasse gU ist die Nebenklasse g

�1

U .

d) Die Abbildung

G! G=U; g 7! gU

ist ein surjektiver Gruppen-Homorphismus mit Kern U .

Beweis. Seien g

1

U = h

1

U und g

2

U = h

2

U . Dann bedeutet das h

1

= g

1

u

1

und h

2

= g

2

u

2

mit

u

1

; u

2

2 U . Daraus folgt

h

1

U � h

2

U = g

1

u

1

U � g

2

u

2

U = g

1

U � g

2

U:

Die Eigens
haften b) und 
) folgen aus den entspre
henden Eigens
haften der Gruppe G und

g

1

U � g

2

U = g

1

g

2

�U . Aus dieser Glei
hung folgt au
h, dass die Nebenklassen-Abbildung g 7! gU

ein Gruppen-HomomorphismusG! G=U ist. Wegen uU = U f

�

ur alle u 2 U ist der Normalteiler

im Kern dieses Morphismus enthalten. Ist umgekehrt g ein Element im Kern, dann bedeutet das

gU = U und g 2 U . Also stimmt der Kern mit dem Normalteiler

�

uberein.

De�nition 1.12 (Nebenklassengruppe, Faktorgruppe) Die soeben de�nierte Gruppe G=U

zum Normalteiler U � G hei�t Nebenklassengruppe zu U oder Quotienten-, bzw. Faktorgruppe

na
h U .
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Beispiel 1.9 F

�

ur jedes 1 < n 2 ZZ ist

ZZ � n := fk � n : k 2 ZZg

eine Untergruppe von ZZ. Weil ZZ abels
h ist, ist diese Untergruppe ein Normalteiler und die

Restklassengruppe ZZ=ZZ � n ist na
h Satz 1.8 wohlde�niert. Die Abbildung

ZZ=ZZ � n! ZZ

n

; k 7! m falls k = q � n+m; k 2 ZZ; 0 � m < n;

Ist ein Gruppen-Isomorphismus. Anstatt der Restklassen-Notation k + ZZ � n f

�

ur Elemente aus

ZZ=ZZ � n = ZZ

n

werden wir die Notation kmodn verwenden.

Satz 1.9 (Erster Homomorphiesatz) Es sei ' : G ! H ein Gruppen-Homomorphismus

mit Kern K � G und Bild B � H. Dann gibt es einen Gruppen-Isomorphismus  : B ! G=K

derart, dass das Diagramm

G

'

�! B

& #  

G=K

kommutiert. Dabei ist G! G=K der Restklassen-Homomorphismus.

Beweis. Es sei b = '(g) 2 B ein Element im Bild. Wir de�nieren  (b) := gK 2 G=K. Zuerst

m

�

ussen wir zeigen, dass diese Abbildung B ! G=K wohlde�niert ist: Wenn b = '(g

1

) = '(g

2

)

ist, dann ist '(g

1

g

�1

2

) = bb

�1

= e

H

und g

1

g

�1

2

2 K. Es folgt

g

1

K � g

�1

2

K = g

1

g

�1

2

K = K = e

G=K

und g

1

K = g

2

K.

Als n

�

a
hstes zeigen wir, dass  ein Homomorphismus ist. Seien dazu b

1

= '(g

1

) und b

2

=

'(g

2

) Elemente in B. Dann gilt b

1

b

2

= '(g

1

g

2

) (weil ' ein Homomorphismus ist) und

 (b

1

b

2

) = g

1

g

2

K = g

1

K � g

2

K =  (b

1

) (b

2

):

Aus der De�nition von  folgt

 ('(g)) = gK

f

�

ur alle g 2 G. Das ist die Kommutativit

�

at des Diagramms. Es bleibt no
h die Bijektivit

�

at von

 na
hzuweisen.

Surjektivit

�

at: Jede Restklasse gK =  ('(g)) 2 G=K geh

�

ort zum Bild von  .

Injektivit

�

at: Sei  (b) = e

G=K

f

�

ur b = '(g) 2 B. Das bedeutet gK = e

G=K

= K, also g 2 K

und b = '(g) = e

H

.

Satz 1.10 (Zweiter Homomorphiesatz) Es sei N ein Normalteiler in der Gruppe G und

H � G eine Untergruppe. Dann ist

H �N := fh � n : h 2 H;n 2 Ng

eine Untergruppe von G. Weiter ist H \N ein Normalteiler in H und es gilt

(H �N)=N ' H=(H \N):
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Beweis. Wegen e 2 N und e 2 H ist e = e � e 2 H �N . Es seien h

1

; h

2

2 H und n

1

; n

2

2 N .

Dann ist

h

1

n

1

� h

2

n

2

= h

1

h

2

� (h

�1

2

n

1

h

2

)n

2

:

Weil N normal ist, geh

�

ort h

�1

2

n

1

h

2

wieder zu N . Also ist h

�1

2

n

1

h

2

n

2

2 N und wegen h

1

h

2

2 H

geh

�

ort das ganze Produkt zu H �N . Das Inverse eines Elements hn 2 N �N ist

(hn)

�1

= n

�1

h

�1

= h

�1

(hn

�1

h

�1

) 2 H �N:

Wir haben gezeigt: H �N ist eine Untergruppe von G.

Als n

�

a
hstes zeigen wir: H\N � H ist ein Normalteiler in H. Dazu sei n 2 H\N . F

�

ur jedes

h 2 H ist hnh

�1

2 N , weil N Normalteiler in G ist. Und wegen n 2 H ist au
h hnh

�1

2 H.

Also ist hnh

�1

2 H \N f

�

ur alle n 2 H \N und h 2 H.

Wir de�nieren eine Abbildung

(H �N)=N ! H=(H \N)

dur
h

(hn) �N 7! h � (H \N):

Diese Abbildung ist wohlde�niert: Wenn h

1

n

1

�N = h

2

n

2

�N gilt, dann ist

h

2

n

2

= h

1

n

1

� n; n 2 N;

h

2

= h

1

� n

1

nn

�1

2

;

n

1

nn

�1

2

= h

�1

1

h

2

2 H \N;

also h

2

� (H \N) = h

1

� (H \N).

Wegen der Nomalteiler-Eigens
haft von N ist ist h

1

N � h

2

N = (h

1

h

2

) � N , und die oben

de�nierte Abbildung hN 7! h � (H \N) ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Injektivit

�

at: hn liegt im Kern, falls h 2 H \N , also hN = N 2 HN=N .

Surjektivit

�

at: Jedes h � (H \N) ist das Bild von h �N 2 H �N=N .

Ni
ht jede Gruppe besitzt ni
httriviale Normalteiler. Die Untergruppen f1g und G sind

trivialerweise Normalteiler, aber eben triviale Normalteiler. Ist etwa p eine Primzahl, so besitzt

die Gruppe ZZ=ZZ � p keine ni
ht-trivialen Normalteiler: diese Gruppe hat ja au�er den trivialen

Normalteilern

�

uberhaupt keine anderen Untergruppen (Satz von Lagrange).

De�nition 1.13 Die Gruppe G hei�t einfa
h wenn sie keine ni
ht-trivialen Normalteiler besitzt.

Eine typis
h mathematis
he De�nition: Die einfa
hen ni
ht-abels
hen Gruppen sind so ziem-

li
h das Komplizierteste, was es gibt.

Aus zwei GruppenG

1

undG

2

kann man ni
ht nur das direkte ProduktG

1

�G

2

, sondern au
h

semi-direkte Produkte bilden. Um sie besser zu unters
heiden, nenne i
h die beiden Gruppen

jetzt N und G. Man brau
ht eine Operation von G auf N dur
h Automorphismen von N , d.h.,

einen Gruppen-Homomorphismus � : G ! Aut(N). Als Menge de�niert man das semi-direkte
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Produkt dur
h N �

�

G, wie das direkte Produkt. Aber die Gruppen-Struktur de�niert man

anders:

(n

1

; g

1

)(n

2

; g

2

) = (n

1

�(g

1

)n

2

; g

1

g

2

):

Das ist au
h eine Gruppe:

Assoziativit

�

at: Es ist

((n

1

; g

1

)(n

2

; g

2

))(n

3

; g

3

) = (n

1

�(g

1

)(n

2

); g

1

g

2

)(n

3

; g

3

)

= (n

1

�(g

1

)n

2

�(g

1

g

2

)n

3

; g

1

g

2

g

3

)

= (n

1

�(g

1

)(n

2

�(g

2

n

3

)); g

1

g

2

g

3

;

(n

1

; g

1

)((n

2

; g

2

)(n

3

; g

3

)) = (n

1

; g

1

)(n

2

�(g

2

)n

3

; g

2

g

3

)

= (n

1

�(g

1

)(n

2

�(g

2

)n

3

)); g

1

; g

2

; g

3

):

Eins-Element: Wegen �(e

G

) = id

N

ist (e

N

; e

G

)(n; g) = (n; g): Und weil �(g)(e

N

) = e

N

ist,

gilt (n; g)(e

N

; e

G

). Also ist (e

N

; e

G

) das Eins-Element in der neuen Gruppe.

Inverses: Zu gegebenem (n; g) ist dies (�(g

�1

)n

�1

; g

�1

).

Beide Gruppen, N und G kann man als Untergruppen N � e

G

und e

N

�G im semi-direkten

Produkt au�assen. Dabei ist allerdings N ein Normalteiler und G i.a. ni
ht. Die Operation �

von G auf N ist genau die Konjugation in N �

�

G:

(1; g)(n; 1)(1; g

�1

) = (�(g)n; g)(1; g

�1

) = (�(g)n; 1):

Der Quotient des semi-direkten Produkts na
h N ist isomorph zur Gruppe G.

Semi-direkte Produkte kommen h

�

au�g vor. So ist z.B. die aÆne Gruppe des IR

n

ein sol
hes

Produkt. Man setzt N = IR

n

, G = GL(n; IR) und l

�

asst die GL(n; IR) wie

�

ubli
h auf dem IR

n

operieren. Ein Element (t; g) bewirkt die aÆne Abbildung

IR

n

! IR

n

; x 7! t+ gx:

Dann ist die Zusammensetzung zweier aÆner Abbildungen

(t

1

g

1

)(t

2

; g

2

)(x) = (t

1

; g

1

)(t

2

+ g

2

x) = t

1

+ g

1

t

2

+ g

1

g

2

x

dasselbe wie die Anwendung von

(t

1

; g

1

)(t

2

; g

2

) = (t

1

+ g

1

t

2

; g

1

g

2

);

dem soeben de�nierten Produkt.

Die symmetris
he Gruppe S

3

enth

�

alt den Normalteiler A

3

' ZZ

3

der Ordnung 3 und die

Faktorgruppe ist ZZ

2

. Diese Faktorgruppe ist das Bild der Untergruppe fid; (1; 2)g ' ZZ

2

. Diese

Gruppe operiert auf dem Normalteiler A

3

dur
h

�(1; 2) : (1; 2; 3) $ (1; 3; 2):

Und verm

�

oge dieser Operation ist S

3

das semi-direkte Produkt ZZ

3

�

�

ZZ

2

. Allgemeiner ist die

Dieder-Gruppe D

n

ein semi-direktes Produkt ZZ

n

�

�

ZZ

2

.
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Aufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass jede Untergruppe H einer endli
hen Gruppe G vom Index [G :

H℄ = 2 normal in G ist.

Aufgabe 1.7 Zeigen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 4 ist abels
h. Es gibt genau zwei ni
ht-

isomorphe Gruppen der Ordnung 4.

Aufgabe 1.8 a) Zeigen Sie: In der symmetris
hen Gruppe S

n

sind je zwei Zyklen glei
her

L

�

ange konjugiert.

b) Gilt dies au
h in der alternierenden Gruppe A

n

?

Aufgabe 1.9 (F 97, T2, A1) a) Zeigen Sie, dass die Symmetriegruppe (= Gruppe der Isome-

trien) eines regul

�

aren Oktaeders im euklidis
hen IR

3

isomorph zur Symmetriegruppe des W

�

urfels

ist.

b) Wel
he Ordnung hat die Gruppe?


) Wieviele Elemente der Ordnung 3 besitzt sie?

Aufgabe 1.10 (H 96, T3, A1) Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G und � : G !

G=N der nat

�

urli
he Epimorphismus auf die Faktorgruppe G=N . Man zeige:

a) � induziert eine Bijektion von der Menge aller Normalteiler H von G mit N � H in die

Menge aller Normalteiler von G=N .

b) Gibt es einen Normalteiler vom Index 4 in G, dann au
h einen Normalteiler vom Index

2.

Aufgabe 1.11 (F 95, T1, Teil von A1+2) Seien E;G Gruppen und � : E ! G ein Epi-

morphismus. � hei�t zerfallend, falls ein Homomorphismus � : G ! E mit �� = id

G

existiert.

Zeigen Sie:

a) Ist � zerfallender Epimorphismus mit Kern K, so ist K � G ! E; (k; g) 7! k�(g) f

�

ur

alle k 2 K und g 2 G, Isomorphismus, falls K �G mit der Gruppenstruktur des semidirekten

Produkts bez

�

ugli
he einer passenden Operation von G auf K versehen wird.

b) Der kanonis
he Epimorphismus ZZ=(9)! ZZ=(3) ist ni
ht zerfallend.

Aufgabe 1.12 (H 91, T1, A1) Man beweise, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen

der Ordnung 6 gibt.

Aufgabe 1.13 (H 91, T2, A1) Man gebe eine ni
htabels
he Gruppe der Ordnung 24 an, die

ni
ht zur symmetris
hen Gruppe S

4

isomorph ist.

Aufgabe 1.14 (F 91, T1, A1) Sei � : G! H ein Gruppenhomomorphismus, wobei H abels
h

sei. Man zeige: � ist genau dann surjektiv, wenn f

�

ur je zwei Gruppenhomomorphismen �; 
 :

H ! K mit � Æ � = 
 Æ � gilt: � = 
.
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1.3 Zyklis
he Gruppen

Es sei G eine Gruppe und g 6= e 2 G eines ihrer Elemente. Dann gibt es in G die Folge aller

Potenzen von g:

g

0

= e; g

1

= g; g

2

= gg; g

3

= ggg; :::

Es kann sein, dass dies unendli
h viele vers
hiedene Gruppen-Elemente sind. Dann sagt man,

das Element g hat unendli
he Ordnung. Es kann aber au
h sein, dass irgendwann einmal zwei

dieser Elemente

�

ubereinstimmen: g

k

= g

l

f

�

ur 0 < k < l. Dann folgt g

l�k

= g

l

(g

k

)

�1

= e. Es gibt

also eine nat

�

urli
he Zahl n > 0, z.B. n = l � k mit g

n

= e.

De�nition 1.14 (Ordnung) Es sei g 2 G. Die kleinste nat

�

urli
he Zahl 0 < n 2 IN mit g

n

= e

hei�t die Ordnung des Gruppenelementes g. Falls es eine sol
he Zahl ni
ht gibt, hat g unendli
he

Ordnung.

Satz 1.11 a) Hat g 2 G unendli
he Ordnung, so wird dur
h

ZZ 3 k 7! g

k

ein injektiver Gruppen-Homomorphismus ZZ! G de�niert.

b) Hat g die Ordnung n, so wird dur
h

ZZ

n

3 kmodn 7! g

k

Ein injektiver Gruppen-Homomorphismus de�niert.

Beweis. a) F

�

ur k 2 IN identi�ziert man g

�k

mit (g

k

)

�1

= (g

�1

)

k

. Damit ist die Abbildung

ZZ 7! G; k 7! g

k

;

wohlde�niert und ein Gruppen-Homomorphismus. Zu zeigen bleibt die Injektivit

�

at: Seien also

k < l 2 ZZ mit g

k

= g

l

. Dann w

�

are g

l�k

= e und g h

�

atte endli
he Ordnung.

b) Jetzt habe g die endli
he Ordnung n. Das hei�t also g

n

= e; g

k

6= e f

�

ur alle 0 < k < n.

F

�

ur zwei ganze Zahlen k

1

= k

2

modn ist k

1

� k

2

= q � n ein Vielfa
hes von n und deswegen

g

k

1

(g

k

2

)

�1

= g

k

1

�k

2

= (g

n

)

q

= e; g

k

1

= g

k

2

:

Die Abbildung

ZZ

n

3 kmodn 7! g

k

2 G

ist also wohlde�niert und au
h wieder ein Gruppen-Homomorphismus. Weil n die kleinste

nat

�

urli
he Zahl mit g

n

= 1 ist, ist dieser Morphismus injektiv.

De�nition 1.15 Die Untergruppe < g >= fg

k

; k 2 ZZg � G, endli
h oder unendli
h, hei�t

die von g erzeugte Untergruppe von G. Wenn G selbst von der Form G =< g > ist, hei�t G

zyklis
h. Dann ist der Homomorphismus aus Satz 1.11 au
h surjektiv und G ist isomorph zu

ZZ oder ZZ

n

.
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Satz 1.12 Jede Untergruppe und jede Quotientengruppe einer zyklis
hen Gruppe ist wieder zy-

klis
h.

Beweis. Die GruppeG sei zyklis
h. D.h., es gebe einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus

ZZ! G. F

�

ur jeden surjektiven Homomorphismus G ! H ist au
h ZZ ! G ! H surjektiv, also

ist H zyklis
h.

Sei jetzt H � G eine Untergruppe und ' : ZZ ! G surjektiv. Na
h Satz 1.5 e) ist dann

U := '

�1

(H) eine Untergruppe von ZZ. Wegen '('

�1

(H)) = H gen

�

ugt es also zu zeigen: jede

Untergruppe U � ZZ von ZZ ist zyklis
h. Die triviale Untergruppe f0g � ZZ ist auf triviale Weise

zyklis
h. Nehmen wir also an, U enthalte ein Element k 6= 0. Na
hdem wir eventuell k dur
h �k

ersetzen, k

�

onnen wir annehmen, k > 0. Sei m 2 U die kleinste Zahl > 0. Wir zeigen

U = ZZ �m = fn �m : n 2 ZZg:

Dann ist U also das Bild des surjektiven Gruppen-Homomorphismus ZZ 3 n 7! n �m und damit

zyklis
h.

Sei dazu 0 < k 2 U beliebig. Wir dividieren k dur
h m mit Rest:

k = q �m+ r; q; r 2 IN; 0 � r < m:

Wir s
hreiben diese Formel um

r = k � q �m

und �nden r 2 U . Wegen r < k muss r = 0 gelten. Also ist jedes positive (und dann au
h jedes

negative) k 2 U dur
h m teilbar.

Satz 1.13 Wir betra
hten eine endli
he zyklis
he Grupppe ZZ

n

.

a) Die Ordnung eines jeden Elementes kmodn in ZZ

n

ist ein Teiler von n.

b) Die Multiplikation mit q 2 IN

ZZ

n

! ZZ

n

; k modn 7! q � kmodn

ist genau dann ein Gruppen-Isomorphismus, wenn q und n teilerfremd sind .

Beweis. a) Ist l die Ordnung von kmodn, so erzeugt kmodn in ZZ

n

eine zyklis
he Untergruppe

der Ordnung l. Diese Ordnung l teilt die Gruppenordnung n na
h dem Satz von Lagrange (Satz

1.3).

b) Es ist klar, dass die Abbildung kmodn 7! q �kmodn ein Homomorphismus ist. Dieser Ho-

momorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er injektiv ist. Eine Restklasse kmodn

liegt genau dann im Kern, wenn q � k = 0modn, d.h., wenn n das Produkt q � k teilt.

Wenn n und q teilerfremd sind, muss n die Zahl k teilen. Es ist kmodn = 0modn, und der

Kern besteht nur aus der Null. Der Homomorphismus ist injektiv.

Wenn n und q ni
ht teilerfremd sind, gibt es eine Primzahl p, wel
he n und q teilt. Sei etwa

n = p � n

1

und q = p � q

1

. Dann ist n

1

modn ein ni
ht-triviales Element in ZZ

n

mit

q � n

1

modn = q

1

� (pn

1

)modn = q

1

� 0modn = 0modn:

Der Kern ist ni
ht-trivial, und die Abbildung ist kein Isomorphismus.
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Beispiel 1.10 Wir betra
hten n = 5 und q = 3 und iterieren diese Multiplikation:

0 1 2 3 4

3 0 3 1 4 2

3

2

= 4 0 4 3 2 1

3

3

= 2 0 2 4 1 3

De�nition 1.16 Die Restklassen qmodn 2 ZZ

n

, wo q teilerfremd zu n ist, hei�en prime Rest-

klassen modulo n.

Unter der Multiplikation mit q wird das erzeugende Element 1 2 ZZ

n

auf qmodn abgebildet.

Ist q zu n teilerfremd, so ist na
h Satz 1.13 also au
h qmodn ein erzeugendes Element der

zyklis
hen Gruppe ZZ

n

. Insbesondere hat qmodn au
h die Ordnung n in ZZ

n

. Und umgekehrt:

Die Restklasse qmodn 2 ZZ

n

habe die Ordnung n. Dann ist also au
h ZZ

n

=< qmodn > und

die Multiplikation mit q ist ein Isomorphismus ZZ

n

! ZZ

n

, weil sie 1modn auf das Erzeugende

qmodn abbildet.

Satz 1.14 Die primitiven Restklassen modulo n bilden eine Gruppe ZZ

�

n

bez

�

ugli
h der Multipli-

kation. Jede prime Restklasse qmodn de�niert dur
h Multiplikation

ZZ

n

3 kmodn 7! q � kmodn 2 ZZ

n

einen Gruppen-Automorphismus der zyklis
hen Gruppe ZZ

n

. Verm

�

oge dieser Zuordnung ist die

Gruppe der primen Restklassen modulo n isomorph zur Automorphismengruppe der zyklis
hen

Gruppe ZZ

n

.

Beweis. Sind q

1

und q

2

2 IN relativ prim zu n, so ist dies au
h ihr Produkt q

1

� q

2

. Das

Produkt von zwei primen Restklassen modulo n ist also wieder eine prime Restklasse modulo

n. Dieses Produkt de�niert den Automorphismus von ZZ

n

, der die Hintereinanders
haltung der

Automorphismen zu q

1

und zu q

2

ist. Die angegebene Abbildung ZZ

�

n

! Automorphismengruppe

von ZZ

n

ist also multiplikativ. Als n

�

a
hstes zeigen wir, dass sie au
h bijektiv ist.

Injektivit

�

at: Stimmen f

�

ur zwei primitive Restklassen q

1

; q

2

modulo n die Multiplikationsab-

bildungen kmodn 7! q

i

� kmodn

�

uberein, dann ist insbesondere (k = 1modn)

q

1

= q

1

� 1 = q

2

� 1 = q

2

modulo n:

Surjektivit

�

at: Jeder Automorphismus � : ZZ

n

! ZZ

n

ist festgelegt dur
h das Bild �(1) der

Restklasse 1modn. Denn dann ist

�(k) = �(1 + :::+ 1

| {z }

k

) = �(1) + :::+ �(1)

| {z }

k

= k � �(1) modulo n:

Ist � : ZZ

n

! ZZ

n

ein Automorphismus so erzeugt au
h q := �(1) die zyklis
he Gruppe ZZ

n

.

Deswegen ist q eine prime Restklasse modulo n und � ist die Multiplikationmit dieser Restklasse.

Wir haben jetzt eine bijektive Abbildung von ZZ

�

n

auf die Automorphismengruppe von ZZ

n

de�niert, die das Produkt erh

�

alt. Dann muss ZZ

�

n

mit diesem Produkt eine Gruppe sein, und die

angegebene Abbildung ein Gruppen-Isomorphismus.

Die Automorphismengruppe von ZZ

n

ist na
h Satz 1.14 insbesondere abels
h. Aber sie brau
ht

ni
ht zyklis
h zu sein.
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Beispiel 1.11 Die primen Restklassen modulo 8 sind

1; 3; 5; 7mod 8:

Die Automorphismengruppe hat also die Ordnung vier. F

�

ur die ni
httrivialen primen Restklassen

gilt

3

2

= 9 = 1mod 8

5

2

= 25 = 1mod 8

7

2

= 49 = 1mod 8

Jedes Element hat die Ordnung zwei. Die Automorphismengruppe ist die Kleins
he Vierergruppe

ZZ

2

� ZZ

2

.

De�nition 1.17 F

�

ur n 2 IN bezei
hnet man mit '(n) die Anzahl der primen Restklassen mo-

dulo n. Das ist also die Anzahl der nat

�

urli
hen Zahlen < n, die zu n teilerfremd sind. Die

Abbildung n 7! '(n) hei�t Eulers
he '-Funktion.

Beispiel 1.12 F

�

ur eine Primzahl p ist '(p) die Anzahl aller Restklassen modulo p, die 6= 0

sind. Also ist '(p) = p � 1. F

�

ur eine Primzahl-Potenz p

k

ist q genau dann teilerfremd zu p

k

,

wenn q ni
ht dur
h p teilbar ist. Die dur
h p teilbaren Zahlen zwis
hen 0 und p

k

� 1 sind

0; p; 2 � p; ::: ; (p

k�1

� 1) � p:

Deren Anzahl ist p

k�1

. Also gilt

'(p

k

) = p

k

� p

k�1

= p

k�1

(p� 1):

Die direkte Summe zyklis
her Gruppen ist i.a. ni
ht wieder zyklis
h. Als Beispiel betra
hten

wir die Gruppe ZZ

n

�ZZ

n

. Sie enth

�

alt n

2

Elemente. Wenn sie zyklis
h w

�

are, w

�

are sie also isomorph

zur Gruppe ZZ

n

2
und ihr Erzeuger h

�

atte die Ordnung n

2

. Nun gilt aber f

�

ur jedes Element

(k

1

modn; k

2

modn) 2 ZZ

n

� ZZ

n

:

(k

1

modn; k

2

modn)

n

= (nk

1

modn; nk

2

modn) = (0; 0):

Jedes Element in ZZ

n

� ZZ

n

hat die Ordnung n. Also k

�

onnen die beiden Gruppen ZZ

n

� ZZ

n

und

ZZ

n

2
ni
ht isomorph sein.

Satz 1.15 Es seien m;n > 1 nat

�

urli
he Zahlen. Dann sind

�

aquivalent:

a) Die Gruppen ZZ

m

� ZZ

n

und ZZ

m�n

sind isomorph;

b) Die Zahlen m und n sind teilerfremd.

Beweis. a) ) b): Es sei p > 1 ein Teiler von m und von n, etwa m = p �m

0

und n = p � n

0

.

Der Homomorphismus

ZZ! ZZ

m

! ZZ

m

0

; k 7! kmodm 7! kmodm

0

ist surjektiv. Also enth

�

alt ZZ

m

eine Untergruppe isomorph zu ZZ

p

. Ebenso enth

�

alt ZZ

n

eine Un-

tergruppe isomorph zu ZZ

p

. Die Gruppe ZZ

m

� ZZ

n

enth

�

alt also eine Untergruppe isomorph zu
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ZZ

p

� ZZ

p

. Das eben angegebene Beispiel zeigt, dass diese Untergruppe ni
ht zyklis
h ist. Wegen

Satz 1.12 kann dann au
h ZZ

m

� ZZ

n

ni
ht zyklis
h sein.

b) ) a): Wir betra
hten den Homomorphismus

ZZ! ZZ

m

� ZZ

n

; k 7! (kmodm; k modn):

Sein Kern ist die Untergruppe von ZZ bestehend aus den Zahlen k, wel
he sowohl dur
h m als

au
h dur
h n teilbar sind. Weil m und n teilerfremd sind, hei�t dieses: k ist dur
h m � n teilbar.

Dieser Kern ist also die Untergruppe ZZ � (m � n) � ZZ. Na
h dem Homomorphie-Satz 1.9 ist das

Bild des Homomorphismus in ZZ

m

� ZZ

n

isomorph zur Quotientengruppe ZZ=ZZ � (m � n) = ZZ

m�n

.

Dieses Bild hat die Ordnung m �n, ebenso wie die ganze Gruppe ZZ

m

�ZZ

n

. Das Bild ZZ

m�n

muss

also mit der ganzen Gruppe ZZ

m

� ZZ

n

�

ubereinstimmen.

Satz 1.16 (Korollar: Chinesis
her Restsatz) Sind die Zahlen m und n teilerfremd, so gibt

es zu jedem Paar von Restklassen

amodm und bmodn

genau eine Zahl k; 0 � k < m � n mit

kmodm = amodm; k modn = bmodn:

Die Zahlen m und n 2 IN seien teilerfremd. Wenn ein Paar (q modm; rmodn) 2 ZZ

m

� ZZ

n

diese Gruppe erzeugt, dann muss q teilerfremd zum und r teilerfremd zu n sein. Und umgekehrt:

Es sei q teilerfremd zu m und r zu n. Falls k(q; r) = (0; 0) ist, muss k � q dur
h m teilbar sein.

Kein Teiler von m teilt q. Also muss m die Zahl k teilen. Ebenso sieht man, dass n die Zahl k

teilt. Weilm und n teilerfremd sind, ist k dur
hm �n teilbar. D.h., das Element (q; r) 2 ZZ

m

�ZZ

n

hat die Ordnung m � n. Daraus folgt:

Satz 1.17 F

�

ur zwei teilerfremde Zahlen m und n 2 IN ist

'(m � n) = '(m) � '(n):

Damit kann man eine allgemeine Formel f

�

ur die Eulers
he '-Funktion angeben: Die Zahl

n 2 IN habe die Primfaktor-Zerlegung

n = p

k

1

1

� ::: � p

k

r

r

; k

1

; :::; k

r

� 1;

wo p

1

; :::; p

r

vers
hiedene Primzahlen sind. Dann ist

'(n) = '(p

k

1

1

) � ::: � '(p

k

r

r

)

= p

k

1

�1

1

(p

1

� 1) � ::: � p

k

r

�1

r

(p

r

� 1)

= p

k

1

1

(1�

1

p

1

) � ::: � p

k

r

r

(1�

1

p

r

)

= n � (1�

1

p

1

) � ::: � (1�

1

p

r

):
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Beispiel 1.13 Es ist

'(100) = '(2

2

� 5

2

) = 100 � (1�

1

2

) � (1�

1

5

) = 100 �

1

2

�

4

5

= 40:

Beispiel 1.14 (F 00, T3, A1) : Bestimmen Sie den Isomorphietyp der primen Restklassen-

gruppe modulo 360, und geben sie hierin explizit ein Element n + 360ZZ maximaler Ordnung

an.

L

�

osung: Wir zerlegen

360 = 2

3

� 3

2

� 5

in Primzahlpotenzen. Na
h dem Beweis von Satz 1.17 ist also die prime Restklassengruppe

ZZ

�

360

= ZZ

�

8

� ZZ

�

9

� ZZ

�

5

:

Aus den s
hon diskutierten Beispielen wissen wir: ZZ

�

8

ist die Kleins
he Vierergruppe ZZ

2

� ZZ

2

,

ZZ

�

5

=< 2 > ist die zyklis
he Gruppe ZZ

4

. Wir m

�

ussen no
h die prime Restklassengruppe ZZ

�

9

bestimmen.

Die primen Restklassen modulo 9 sind 1; 2; 4; 5; 7; 8. Nun ist modulo 9

2

2

= 4; 2

3

= 8; 2

4

= 7; 2

5

= 5; 2

6

= 1:

Also ist ZZ

�

9

=< 2 > zyklis
h von der Ordnung 6. Damit ist die prime Restklassengruppe modulo

360

ZZ

�

360

= (ZZ

2

� ZZ

2

)� ZZ

6

� ZZ

4

' (ZZ

2

)

3

� ZZ

3

� ZZ

4

identi�ziert. Die maximale Ordnung eines Elementes in dieser Gruppe ist 12. Und nmod 360

hat diese Ordnung 12, wenn etwa

n � 2mod 9; n � 2mod 5

ist. Eine sol
he Zahl ist etwa n = 47.

Probe: Wir bere
hnen die Potenzen von 47 modulo 360:

47

2

= 2209 = 6 � 360 + 49 = 49;

47

4

= 49

2

= 2401 = 6 � 360 + 241 = 241;

47

8

= 241

2

= 58081 = 161 � 360 + 121 = 121;

47

12

= 241 � 121 = 29161 = 81 � 360 + 1 = 1:

Es stimmt.

Satz 1.18 Die Gruppe G sei abels
h. Dann bilden die Elemente endli
her Ordnung (zusammen

mit dem neutralen Element e 2 G) eine Untergruppe T � G. Kein Element der Faktorgruppe

G=T hat endli
he Ordnung.
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Beweis. Na
h De�nition geh

�

ort das neutrale Element zu T . Wenn g

1

; g

2

2 G endli
he Ordnung

haben, etwa g

k

1

1

= g

k

2

2

= e, dann ist

(g

1

g

2

)

k

1

k

2

= (g

k

1

1

)

k

2

(g

k

1

2

)

k

1

= e

k

2

e

k

1

= e

und g

1

g

2

hat wieder endli
he Ordnung. S
hlie�li
h hat au
h g

�1

die endli
he Ordnung k, wenn

g die Ordnung k hat.

Sei jetzt gT 2 G=T eine Nebenklasse endli
her Ordnung, etwa (gT )

k

= T . Daraus folgt

g

k

T = T und g

k

2 T . Deswegen hat g

k

endli
he Ordnung, etwa die Ordnung l. Daraus folgt

g

kl

= e und g 2 T . Es war gT = e

G=T

.

De�nition 1.18 Die Untergruppe T � G aus Satz 1.18 hei�t Torsions-Untergruppe. Ihre Ele-

mente hei�en die Torsions-Elemente von G. Die abels
he Gruppe G hei�t torsionsfrei oder kurz

frei wenn ihre Torsionsuntergruppe T = 0 trivial ist.

Aufgabe 1.15 Zeigen Sie: Jede endli
he Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist, ist zyklis
h.

Aufgabe 1.16 Bestimmen Sie f

�

ur n = 2; :::; 10 die Werte der Eulers
hen '-Funktion '(n) und

geben Sie die primen Restklassen modulo n explizit an.

Aufgabe 1.17 (H 01, T2, A1) F

�

ur 3 � n sei D

n

die Diedergruppe der Ordnung 2n, es sei H

die Quaternionengruppe der Ordnung 8, und S

3

die symmetris
he Gruppe auf 3 Elementen.

a) Zeigen Sie: Die drei Gruppen D

8

; D

4

� ZZ

2

und H � ZZ

2

sind paarweise ni
ht isomorph.

b) Bestimmen Sie f

�

ur jede der drei Gruppen aus a) die Anzahl der zyklis
hen Untergruppen

der Ordnung 4 und geben Sie jeweils die Menge dieser Untergruppen an.


) Zeigen Sie: Die Gruppen D

6

und S

3

� ZZ

2

sind isomorph.

Aufgabe 1.18 (F 99, T1, A1) a) Sei C

8

die zyklis
he Gruppe der Ordnung 8. Man zeige,

dass die Automorphismengruppe Aut(C

8

) isomorph zur Kleins
hen Vierergruppe V ist.

b) Man zeige, dass die Automorphismengruppe Aut(V ) der Kleins
hen Vierergruppe iso-

morph zur symmetris
hen Gruppe S

3

ist.

Aufgabe 1.19 (H 97, T3, A1) Sei G = S

4

die Gruppe der Permutationen von f1; 2; 3; 4g.

a) Geben Sie eine ni
ht zyklis
he Untergruppe H der Ordnung 4 von G an, die auf f1; 2; 3; 4g

transitiv ist.

b) Zeigen Sie, dass H normal ist.


) Zeigen Sie, dass dur
h f(g)(h) := ghg

�1

f

�

ur g 2 G und h 2 H ein Homomorphismus

f : G! Aut(H) de�niert wird, der surjektiv ist und den Kern H hat.

Aufgabe 1.20 (H 98, T1, A1) Sei p eine Primzahl und G die additive Gruppe ZZ=pZZ �

ZZ=pZZ.

a) Wieviele Untergruppen der Ordnung p besitzt G?

b) Seien x; y 2 G mit x 6= y gegeben. Man zeige, dass es genau eine Untergruppe H � G der

Ordnung p gibt, f

�

ur die x+H = y +H gilt.
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) Zu einer se
hst

�

agigen Konferenz tre�en si
h 25 Teilnehmer. Die se
hs gemeinsamen Mit-

tagessen nehmen sie an 5 Tis
hen mit je 5 Pl

�

atzen ein. Ist es m

�

ogli
h, t

�

agli
h we
hselnde Sitzord-

nungen derart festzulegen, dass jeder Teilnehmer mit jedem anderen genau einmal am glei
hen

Tis
h sitzt?

Aufgabe 1.21 (H 95, T1, A1) Eine Gruppe G hei�t lokal-zyklis
h, falls jede endli
h-erzeugte

Untergruppe von G zyklis
h ist. Nan zeige:

a) Jede lokal-zyklis
he Gruppe ist abels
h.

b) Unter- und Faktorgruppen einer lokal-zyklis
hen Gruppe sind lokal-zyklis
h.


) Die additiven Gruppen Q und Q=ZZ sind lokal-zyklis
h.

Aufgabe 1.22 (F 94, T1, A2) Es sei n eine ungerade nat

�

urli
he Zahl. Zeigen Sie: Wenn es

bis auf Isomorphie nur eine einzige Gruppe der Ordnung n gibt, dann gilt ('(n); n) = 1.

Aufgabe 1.23 (H 92, T3, A1) Es seien m

1

;m

2

; :::;m

r

dur
h 3 teilbare nat

�

urli
he Zahlen,

und G die abels
he Gruppe

G = ZZ=m

1

ZZ � ZZ=m

2

ZZ � :::� ZZ=m

r

ZZ:

a) Man bestimme die Anzahl der Elemente von G der Ordnung 3.

b) Man bestimme die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung 3.

Aufgabe 1.24 (H 91, T1, A1) Man beweise, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen

der Ordnung 6 gibt.

1.4 Endli
h erzeugte Gruppen

De�nition 1.19 Es sei G eine (abels
he oder ni
ht-abels
he) Gruppe und M � G eine Teil-

menge. Die vonM erzeugte Untergruppe < M >� G ist die kleinste Untergruppe von G, wel
he

die Menge M enth

�

alt, d.h., der Dur
hs
hnitt aller Untergruppen von G, wel
he M enthalten.

Diese De�nition ist ziemli
h formal. Man kann die Elemente von < M > aber au
h explizit

angeben, zumindest im Prinzip:

De�nition 1.20 Sei M � G wie in De�nition 1.19. Ein Wort

�

uber M ist ein Gruppenelement

g

1

� g

2

� ::: � g

r

;

wo

� entweder g

i

= e 2 G (dann kann man den Faktor e nat

�

urli
h weglassen, au�er im kurzen

Wort e),
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� oder g

i

2M ,

� oder g

�1

i

2M:

Es ist klar, dass jede Untergruppe H � G, wel
he die Menge M enth

�

alt, au
h jedes Wort

�

uberM enth

�

alt. Wir zeigen, dass die Menge all dieser W

�

orter eine Untergruppe von G ist. Dann

muss < M > die Menge aller dieser W

�

orter

�

uber M sein.

In der Tat: Das Eins-Element e ist eines der W

�

orter

�

uber M . Und das Produkt

(g

1

g

2

:::g

r

) � (h

1

h

2

:::h

s

) = g

1

g

2

:::g

r

h

1

h

2

:::h

s

zweier W

�

orter

�

uber M ist stets au
h wieder ein sol
hes Wort. S
hlie�li
h ist das Inverse

(g

1

g

2

:::g

r

)

�1

= g

�1

r

:::g

�1

2

g

�1

1

eines Wortes

�

uber M au
h wieder ein sol
hes Wort.

Die von einem Gruppenelement g 2 G erzeugte, zyklis
he, Untergruppe < g > ist ziemli
h

einfa
h zu verstehen. Bei ni
ht-abels
hen Gruppen kann aber s
hon die von zwei Elementen

erzeugte Gruppe < g; h > ziemli
he

�

Uberras
hungen bergen. Dazu ein Beispiel:

Satz 1.19 In der symmetris
hen Gruppe S

n

seien die beiden Elemente

g := (1; 2; :::; n) und h = (1; 2)

festgehalten. Dann ist die von diesen erzeugte Gruppe

< g; h >= S

n

:

Beweis. Man bere
hnet

(1; 2; :::; n)(1; 2)(1; 2; :::; n)

�1

= (1; 2; :::; n)(1; 2)(n; :::; 2; 1)

= (1; 3; :::; n)(n; :::; 2; 1)

= (2; 3);

und ebenso

(1; 2; :::; n)

k

(1; 2)(1; 2; :::; n)

�k

= (k + 1; k + 2)

f

�

ur k = 1; :::; n � 2. Also geh

�

oren alle Transpositionen

(1; 2); (2; 3); :::; (n � 1; n)

zu < g; h >. F

�

ur 1 � i < j � n ist

(i; i+ 1)(i + 1; i+ 2):::(j � 1; j)(j � 2; j � 1):::(i + 1; i+ 2)(i; i + 1) = (i; j);

also geh

�

ort jede beliebige Transposition (i; j) zur erzeugten Gruppe < g; h >. Aus

(i

1

; :::; i

k

)(i

k

; i

k+1

) = (i

1

; :::; i

k

; i

k+1

)

folgt mit Induktion na
h k, dass jeder Zyklus zu < g; h > geh

�

ort. Und weil jede Permutation

ein Produkt von Zyklen ist, erh

�

alt man daraus die Behauptung.

Bei abels
hen Gruppen ist die Situation allerdings wesentli
h einfa
her. Dies illustriert fol-

gender Satz:
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Satz 1.20 Es sei A eine abels
he Gruppe mit den Untergruppen A

1

und A

2

.

a) Die Abbildung

A

1

�A

2

! A; (a

1

; a

2

) 7! a

1

a

2

ist ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Bild die von A

1

und A

2

erzeugte Untergruppe

< A

1

[A

2

> ist.

b) Der Homomorphismus A

1

�A

2

! A aus a) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn

i) < A

1

[A

2

>= A und

ii) A

1

\A

2

= feg.

Beweis. a) Die Elemente in < A

1

[A

2

> sind die Worte g

�1

1

g

�1

2

� ::: mit g

1

; g

2

; ::: 2 A

1

oder

2 A

2

. Weil A abels
h ist, kann man die Reihenfolge dieser Elemente vertaus
hen. Insbesondere

kann man die Elemente in A

1

zu einem einzigen sol
hen Element a

1

2 A

1

und die Elemente in A

2

zu einem Element a

2

2 A

2

zusammenfassen. Die von A

1

und A

2

erzeugte Untergruppe besteht

also genau aus den Produkten a

1

a

2

mit a

1

2 A

1

und a

2

2 A

2

. Deswegen ist diese Untergruppe

< A

1

[A

2

> das Bild des angegebenen Homomorphismus.

b) Der angegebene Homomorphismus ist genau dann surjektiv, wenn < A

1

[ A

2

>= A ist.

Wenn er ni
ht injektiv ist, gibt es a

i

2 A

i

, ni
ht a

1

= a

2

= e mit a

1

a

2

= e. Dann ist aber

a

1

= a

�1

2

ein ni
ht-triviales Element in A

1

\A

2

.

De�nition 1.21 Eine Gruppe G hei�t endli
h erzeugt, wenn es endli
h viele Elemente g

1

; :::; g

k

2

G gibt, die G erzeugen:

G =< g

1

; :::; g

k

>

Satz 1.21 a) Jedes Bild einer endli
h erzeugten Gruppe unter einem surjektiven Gruppen-

Homomorphismus ist wieder endli
h erzeugt.

b) Es sei ' : G ! H ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Kern K und Bild B endli
h

erzeugt sind. Dann ist au
h G endli
h erzeugt.

Beweis. a) Es sei ' : G ! B surjektiv. Es gelte G =< g

1

; :::; g

k

>. Dann ist also jedes

Element in g 2 G ein Wort

�

uber der Menge fg

1

; :::; g

k

g. Und jedes Element b = '(g) 2 B ist

dann ein Wort

�

uber der Menge f'(g

1

); :::; '(g

k

)g.

b) Es sei K =< g

1

; :::; g

k

> und B =< b

1

; :::; b

l

>. Wir w

�

ahlen h

1

; :::; h

l

2 G mit '(h

1

) =

b

1

; :::; '(h

l

) = b

l

. F

�

ur jedes g 2 G ist '(g) = b

�1

l

1

b

�1

l

2

::: ein Wort

�

uber der Menge fb

1

; :::; b

l

g. Wir

bezei
hnen mit h 2 G das entspre
hende Wort h

�1

l

1

h

�1

l

2

:::

�

uber der Menge fh

1

; :::; h

l

g. Dann ist

'(g) = '(h) und g

0

:= gh

�1

2 K. Also ist g

0

= g

�1

k

1

g

�1

k

2

::: ein Wort

�

uber der Menge fg

1

; :::; g

k

g.

Daraus folgt:

g = g

0

h = g

�1

k

1

g

�1

k

2

:::h

�1

l

1

h

�1

l

2

:::

ist ein Wort

�

uber der endli
hen Menge fg

1

; :::; g

k

; h

1

; :::; h

l

g.

Satz 1.22 F

�

ur eine abels
he Gruppe G sind

�

aquivalent:

a) G ist endli
h erzeugt;
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b) es gibt ein k und einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus

ZZ

k

! G:

(Dabei bedeutet ZZ

k

die k-fa
he direkte Summe ZZ� ZZ� :::� ZZ.)

Beweis. a) ) b): Es seien g

1

; :::; g

k

2 G Elemente, wel
he G erzeugen. Dann besteht G also

aus allen Worten, die man mit g

1

; :::; g

k

zusammensetzen kann. Weil G abels
h vorausgesetzt ist,

kann man die Bu
hstaben in diesen Worten vertaus
hen, und deswegen jedes dieser Worte als

g

r

1

1

� g

r

2

2

� ::: � g

r

k

k

; r

1

; r

2

; :::; r

k

2 ZZ

s
hreiben. Jetzt betra
hten wir die Abbildung

ZZ

k

! G; (r

1

; r

2

; :::; r

k

) 7! g

r

1

1

� g

r

2

2

� ::: � g

r

k

k

:

Na
h dem eben Bewiesenen ist diese Abbildung surjektiv. Und weil G abels
h ist, folgt au
h

sehr s
hnell, dass die Abbildung ein Homomorphismus ist.

b) ) a): Die Gruppe ZZ

k

ist von den k Elementen

(1; 0; :::; 0); (0; 1; 0; :::0); :::; (0; 0; :::; 0; 1)

erzeugt. Und das Bild einer endli
h erzeugten Gruppe unter einem surjektiven Gruppen-Homo-

morphismus ist immer wieder endli
h erzeugt. (Satz 1.21 a)

F

�

ur den Rest dieses Abs
hnitts betra
hten wir nur no
h endli
h erzeugte abels
he Gruppen

A.

Satz 1.23 Jede Untergruppe einer endli
h erzeugten abels
hen Gruppe ist selbst wieder endli
h

erzeugt.

Wegen Satz und Satz 1.21 a) folgt dies aus

Satz 1.24 Jede Untergruppe der Gruppe ZZ

k

ist endli
h erzeugt, und zwar dur
h � k Elemente.

Beweis (Induktion na
h k). Der Induktions Anfang (k = 1) ist Satz 1.12. Sei also jetzt k > 1

und die Behauptung f

�

ur die Gruppe ZZ

k�1

die Induktions-Annahme. Wir fassen ZZ

k�1

� ZZ

k

als

die Untergruppe aller Vektoren (0; z

2

; :::; z

k

) mit dem ersten Eintrag = 0 auf.

Sei jetzt G � ZZ

k

eine Untergruppe. Wir betra
hten den Gruppen-Homomorphismus

G! ZZ; (z

1

; z

2

; :::; z

k

) 7! z

1

:

Sein Kern ist die Untergruppe G \ ZZ

k�1

und dur
h � k� 1 Elemente erzeugt na
h Induktions-

Annahme. Das Bild des Homomorphismus ist eine Untergruppe von ZZ und na
h Satz 1.12 dur
h

h

�

o
hstens ein Element erzeugt. Aus Satz 1.21 b) folgt die Behauptung.

Insbesondere ist die Torsions-Untergruppe T � A endli
h erzeugt. Seien etwa t

1

; :::; t

k

2 T

Erzeugende dieser Gruppe mit den Ordnungen n

1

; :::; n

k

. Dann ist der Homomorphismus

ZZ

n

1

� :::� ZZ

n

k

! T; (t

l

1

1

; :::; t

l

k

k

) 7! t

l

1

1

� ::: � t

l

k

k

surjektiv. Somit ist die Torsionsgruppe T selbst sogar endli
h (ni
ht nur endli
h erzeugt).
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Satz 1.25 (Hauptsatz

�

uber endli
h erzeugte abels
he Gruppen) Jede endli
h erzeugte

abels
he Gruppe A ist isomorph zu einer direkten Summe

ZZ� ZZ� :::� ZZ� ZZ

k

1

� ZZ

k

2

� :::� ZZ

k

t

zyklis
her Gruppen.

Beweis. Na
h Satz 1.22 gibt es einen Epimorphismus

ZZ

k

! A:

Sein Kern K � ZZ

k

ist na
h Satz 1.24 au
h wieder endli
h erzeugt. Erzeugende seien etwa

v

1

; :::; v

r

2 ZZ

k

.

Elemente v 2 ZZ

k

s
hreiben wir jetzt als Zeilenvektoren

v = (v

1

; :::; v

k

) 2 ZZ

k

; v

i

2 ZZ:

Die Vektoren v

1

; :::; v

r

ordnen wir zu einer r � k-Matrix

0

B

B

B

B

�

v

1;1

::: v

1;k

v

2;1

::: v

2;k

.

.

.

.

.

.

v

r;1

::: v

r;k

1

C

C

C

C

A

an. Auf diese Matrix werden wir elementare Zeilenumformungen anwenden, und zwar:

� Multiplikation einer Zeile mit �1. Dabei wird ein erzeugendes Element v

i

dur
h�v

i

ersetzt.

Die Gruppe K =< v

1

; :::; v

r

> bleibt unver

�

andert.

� Vertaus
hen zweier Zeilen. Dabei

�

andert si
h die Reihenfolge der Erzeugenden v

1

; :::; v

r

,

aber ni
ht die erzeugte Gruppe K.

� Ersetzen einer Zeile v

i

dur
h v

i

+ nv

j

; n 2 ZZ und i 6= j. Wegen v

i

= (v

i

+ nv

j

) � nv

j

erzeugen v

i

und v

j

dieselbe Gruppe wie v

i

+ nv

j

und v

j

.

Aber wir werden au
h elementare Spaltenumformungen vornehmen. Dabei

�

andert si
h nat

�

urli
h

die Untergruppe K � ZZ

k

. Dur
h geeignetes Ver

�

andern der Erzeugenden

e

1

= (1; 0; :::; 0); :::; e

k

= (0; :::; 0; 1) 2 ZZ

k

bleibt die Gruppe A = ZZ

k

=K aber do
h dieselbe:

� Multiplikation einer Spalte mit �1. Ersetzen wir glei
hzeitig den zugeh

�

origen Vektor e

i

dur
h �e

i

, dann bleibt K und damit au
h A unge

�

andert.

� Vertaus
hen zweier Spalten. Vertaus
hen wir hier au
h die zugeh

�

origen Basisvektoren e

i

,

so bleibt K wieder unge

�

andert.
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� Addition eines ganzzahligen Vielfa
hen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte, j 6= i. Der Vektor

v = (v

1

; :::; v

i

; :::; v

j

; :::; v

k

)

wird ersetzt dur
h

(v

1

; :::; v

i

; :::; v

j

+ nv

i

; :::; v

k

) = v

1

e

1

+ :::+ v

i

e

i

+ :::+ (v

j

+ nv

i

)e

j

+ :::+ v

k

e

k

:

Aber au
h die Vektoren e

1

; :::; e

i

+ ne

j

; :::; e

j

; :::; e

k

2 ZZ

k

erzeugen die ganze Gruppe ZZ

k

.

Und in diesen Erzeugenden hat der neue Vektor wieder die KoeÆzienten des alten Vektors

v. Mit diesen Erzeugenden haben wir dann dieselbe Gruppe K und denselben Quotienten

A.

Wir beginnen mit der ersten Spalte. Falls hier alle Eintr

�

age v

i;1

= 0 sind, vertaus
hen wir sie

mit einer Spalte 6= 0 und wenden uns soglei
h der neuen ersten Spalte zu. Andernfalls sei etwa

v

i

ein Zeilenvektor mit minimalem jv

i;1

j 6= 0. Na
hdem wir eventuell v

i

mit �1 multiplizieren,

k

�

onnen wir v

i;1

> 0 annehmen. Dann dividieren wir f

�

ur alle j 6= i mit Rest

v

j;1

= q

j

v

i;1

+ r

j

; q

j

; r

j

2 ZZ; jr

j

j < q

i;1

:

Na
hdem wir v

j

dur
h v

j

� q

j

v

i

ersetzen, haben wir jv

j;1

j = jr

j

j < v

i;1

. Wir su
hen einen

neuen Vektor v

i

mit minimalem jv

i;1

j 6= 0 und wiederholen das Verfahren. Weil die Eintr

�

age in

der ersten Spalte immer e
ht kleiner werden, muss das Verfahren irgend wann abbre
hen. Das

kann nur so aussehen, dass alle Eintr

�

age v

i;1

bis auf einen = 0 sind. Diesen einen Zeilenvektor

vertaus
hen wir mit v

1

und haben dana
h v

i;1

= 0 f

�

ur i > 1.

Jetzt f

�

uhren wir dasselbe Verfahren in der ersten Zeile dur
h. Falls wir dabei die erste Spalte

ver

�

andern m

�

ussen, gehen uns nat

�

urli
h die s
h

�

onen Nullen in dieser Spalte verloren. Aber dann

ist dana
h jv

1;1

j e
ht kleiner geworden. Dann m

�

ussen wir halt no
hmal die erste Spalte behandeln,

usw. Irgend wann ist S
hluss. Und dann ist v

i;1

= v

1;j

= 0 f

�

ur i; j 6= 1.

Wir strei
hen dann die erste Spalte und die erste Zeile und wenden uns der

�

ubrig bleibenden

(r � 1)� (k � 1)-Matrix zu. Auf diese Weise fabrizieren wir eine Matrix

0

B

�

v

1

.

.

.

v

r

1

C

A

=

0

B

B

B

B

�

d

1

0 0 :::

0 d

2

0 :::

0 0 d

3

:::

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

A

mit v

i;j

= 0 f

�

ur i 6= j. Dann ist endli
h

A = ZZ

k

= < d

1

e

1

; d

2

e

2

; ::: >= ZZ=d

1

ZZ� ZZ=d

2

ZZ� :::

ein Produkt zyklis
her Gruppen geworden.

Spezialf

�

alle dieses Hauptsatzes sind:

Satz 1.26 Die endli
h erzeugte abels
he Gruppe F sei frei. Dann ist F ' ZZ

r

= ZZ� ::: � ZZ (r

Faktoren) eine direkte Summe unendli
her zyklis
her Gruppen.
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Satz 1.27 Jede endli
he abels
he Gruppe ist eine direkte Summe endli
her zyklis
her Gruppen.

Der oben bewiesene Hauptsatz ist eine reine Existenzaussage. Es gibt aber au
h Eindeutig-

keitsaussagen:

Satz 1.28 F

�

ur die abels
he Gruppe G gelte

G = T

1

� ZZ

r

1

und G = T

2

� ZZ

r

2

mit endli
hen Gruppen T

1

; T

2

� G. Dann ist r

1

= r

2

.

Beweis. Beweis r

1

= r

2

ist die kleinste Anzahl von Erzeugenden f

�

ur die freie Gruppe A=T .

Die Zerlegung der Torsions-Untergruppe T in endli
he zyklis
he Gruppen ist wegen Satz 1.15

allerdings ni
ht eindeutig.

Beispiel 1.15 (F 01, T2, A1) : Es sei N � ZZ

4

die von

n

1

= (4; 3; 2; 1); n

2

= (1; 2; 3; 4); n

3

= (�1;�1;�2; 2)

erzeugte Untergruppe. Man s
hreibe ZZ

4

=N als Produkt zyklis
her Gruppen.

L

�

osung: Wir fassen die Erzeugenden von N zu einer 3� 4-Matrix zusammen:

0

B

�

4 3 2 1

1 2 3 4

�1 �1 �2 2

1

C

A

:

Ohne die Untergruppe N zu

�

andern, k

�

onnen wir an dieser Matrix elementare Zeilenumformun-

gen vornehmen. Wir ziehen n

2

viermal von n

1

ab und addieren n

2

zu n

3

:

0

B

�

0 �5 �10 �15

1 2 3 4

0 1 1 6

1

C

A

:

Wir addieren die dritte Zeile f

�

unf mal zur ersten und ziehen sie zwei mal von der zweiten ab:

0

B

�

0 0 �5 15

1 0 1 �8

0 1 1 6

1

C

A

:

Dur
h Vertaus
hen k

�

onnen wir no
h Zeilen-Stufen-Form errei
hen

0

B

�

1 0 1 �8

0 1 1 6

0 0 �5 15

1

C

A

:

Jetzt ist die Matrix so s
h

�

on geworden, wie man es si
h na
h Zeilen-Umformungen nur w

�

uns
hen

kann.
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Nun wenden wir elementare Spalten-Umformungen an. Au
h das ist erlaubt. So k

�

onnen wir

alle Zeilen reinigen und die Matrix in die Form

0

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �5 0

1

C

A

bringen. Jetzt sehen wir

ZZ

4

=N = (ZZ� ZZ� ZZ� ZZ)=(ZZ� ZZ� ZZ � 5� 0) = ZZ

5

� ZZ:

Aufgabe 1.25 Es sei (i

1

; i

2

; :::; i

5

) 2 S

5

ein F

�

unferzyklus und (j

1

; j

2

) 2 S

5

eine Transposition.

Zeigen Sie, dass beide Permutationen zusammen die ganze symmetris
he Gruppe S

5

erzeugen.

Aufgabe 1.26 Bestimmen Sie alle abels
hen Gruppen der Ordnung 72.

Aufgabe 1.27 (F 99, T3, A1) Seien U und V Untergruppen der endli
hen Gruppe G mit

U \ V = f1g. Es bezei
hne < U [ V > die von U [ V erzeugte Untergruppe von G. Man zeige:

a) jU jjV j � j < U [ V > j.

b) In a) gilt Glei
hheit, wenn U Normalteiler von G ist.


) Man gebe eine Gruppe G mit zwei Untergruppen U und V mit U \ V = f1g an, so dass

in a) ni
ht Glei
hheit besteht.

Aufgabe 1.28 (H 95, T3, A2) a) Zeigen Sie, dass jede abels
he Gruppe der Ordnung 1995

zyklis
h ist.

b) Geben Sie eine ni
htabels
he Gruppe der Ordnung 1995 an.

Aufgabe 1.29 (F 93, T1, A1) Geben Sie alle Isomorphieklassen von abels
hen Gruppen der

Ordnung 240 an.

Aufgabe 1.30 (F 93, T2, A1) Es seien N eine nat

�

urli
he Zahl, G eine abels
he Gruppe der

Ordnung 2

N

und A die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in G.

a) Ist die Anzahl s der Faktoren in der Zerlegung von G in ein direktes Produkt zyklis
her

Gruppen eindeutig dur
h A bestimmt?

b) Ist der Isomorphietyp von G eindeutig dur
h A bestimmt?
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1.5 Sylow-Untergruppen

Jede endli
he abels
he Gruppe A ist ein Produkt zyklis
her Gruppen (Satz 1.27)

A = A

1

� :::�A

k

; A

l

' ZZ

n

l

:

Wegen Satz 1.15 k

�

onnen wir diese zyklis
hen Faktoren wieder als Produkte von zyklis
hen Grup-

pen s
hreiben, deren Ordnungen eine Primzahlpotenz p

k

sind. Fassen wir dann alle zyklis
hen

Gruppen zusammen, deren Ordnungen Potenzen der glei
hen Primzahl sind, so �nden wir

A = A

1

� :::�A

k

; jA

l

j = p

q

l

l

; p

i

6= p

j

falls i 6= j:

Dabei ist die Ordnung jAj von A das Produkt p

q

1

1

� ::: � p

q

k

k

:

Insbesondere gibt es zu jeder Primzahl p

l

, wel
he die Ordnung jAj teilt, eine Untergruppe

A

l

� A der Ordnung p

q

l

l

. Diese Untergruppe muss nat

�

urli
h ni
ht unbedingt zyklis
h sein.

De�nition 1.22 Eine endli
he Gruppe hei�t p-Gruppe zur Primzahl p, wenn ihre Ordnung eine

Potenz p

q

ist.

Satz 1.29 Jede abels
he p-Gruppe A enth

�

alt Untergruppen der Ordnung p

l

, jeder Potenz von

p, wel
he die Gruppenordnung p

k

teilt.

Beweis. Weil A ein Produkt zyklis
her Gruppen ist, brau
hen wir die Aussage nur f

�

ur eine

zyklis
he Gruppe A ' ZZ

p

k

zu zeigen. Sei etwa p

l

eine Primzahlpotenz mit 1 � l � q. Wir

betra
hten den Homomorphismus

ZZ

p

k

! ZZ

p

k�l

; a 7! p

l

� a:

sein Kern hat die Ordnung p

l

.

Diese Aussagen zeigen wir jetzt au
h f

�

ur ni
ht-abels
he endli
he Gruppen.

Wir brau
hen einige Voraussetzungen

�

uber die Konjugations-AbbildungG! G; g 7! hgh

�1

.

De�nition 1.23 Zwei Elemente g

1

; g

2

2 G hei�en konjugiert, wenn es ein h 2 G gibt mit

g

2

= hg

1

h

�1

:

Diese Konjugiertheit ist eine

�

Aquivalenz-Relation auf G:

Re
exivit

�

at: g = ege

�1

.

Symmetrie: g

2

= hgh

�1

) g

1

= h

�1

g

2

h.

Transitivit

�

at: g

2

= h

1

g

1

h

�1

1

und g

3

= h

2

g

2

h

�1

2

) g

3

= h

2

h

1

g

1

h

�1

1

h

�1

2

= h

2

h

1

g

1

(h

2

h

1

)

�1

.

Die Gruppe G zerf

�

allt also in

�

Aquivalenzklassen unter dieser Relation. Diese Klassen hei�en

Konjugations-Klassen oder einfa
h Klassen. Die Konjugations-Klasse eines Elementes g 2 G

besteht also aus allen Elementen hgh

�1

, wo h alle Gruppen-Elemente in G dur
hl

�

auft. Diese

Klasse bezei
hnen wir mit C

g

.

Beispiel 1.16 Die Konjugations-Klasse des neutralen Elements besteht wegen heh

�1

= e nur

aus diesem neutralen Element.

Sei G die symmetris
he Gruppe S

3

. Au�er der Klasse des neutralen Elements gibt es no
h

die beiden Klassen

f(1; 2); (1; 3); (2; 3)g; f(1; 2; 3); (1; 3; 2)g:
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De�nition 1.24 Ein Gruppen-Element z 2 G hei�t zentral, wenn es mit allen Gruppen-Elementen

kommutiert:

hz = zh f

�

ur alle h 2 G:

die Menge Z � G aller zentralen Elemente hei�t das Zentrum von G.

Dass z 2 G zentral ist, das ist

�

aquivalent zu hzh

�1

= z f

�

ur alle h 2 G. D.h.: Die Klasse von

z besteht nur aus diesem einen Element z.

Das Zentrum Z � G ist eine Untergruppe von G. Sie ist abels
h und bildet einen Normalteiler

in G.

Beweis: e 2 Z ist klar. Falls z

1

; z

2

2 Z, dann ist f

�

ur alle h 2 G:

h(z

1

z

2

)h

�1

= (hz

1

h

�1

)(hz

2

h

�1

) = h

1

h

2

:

Wenn z 2 Z, dann gilt f

�

ur alle h 2 G dass hzh

�1

= z und, invers dazu, z

�1

= hz

�1

h

�1

.

Die Gruppe G operiert dur
h Konjugation

G 3 k : hgh

�1

7! khgh

�1

k

�1

auf jeder Klasse. Diese Operation ist sogar transitiv. Wir wollen Satz 1.2 auf diese Operation

anwenden. Dazu brau
hen wir die Standgruppe

Z

g

= fh 2 G : hgh

�1

= gg

des Elementes g 2 G. Sie enth

�

alt die Gruppen-Elemente, wel
he mit g kommutieren. Man sieht

sofort: Z

g

� G ist eine Unter-Gruppe.

De�nition 1.25 Die Untergruppe Z

g

� G hei�t der Zentralisator des Elements g.

Jetzt k

�

onnen wir Satz 1.2 anwenden. Falls G endli
h ist, folgt

jGj = jC

g

j � jZ

g

j;

oder

jC

g

j = [G : Z

g

℄:

Weil G die disjunkte Vereinigung der Konjugations-Klassen ist, ist die Gruppen-Ordnung die

Summe aller Zahlen jC

g

j, wobei g Repr

�

asentanten aller vers
hiedenen Klassen dur
hl

�

auft. Daraus

folgt

Satz 1.30 (Klassen-Glei
hung) F

�

ur jede endli
he Gruppe G mit Zentrum Z ist

jGj = jZj+

X

g

jC

g

j = jZj+

X

g

[G : Z

g

℄:

Dabei dur
hl

�

auft g in der Summe Repr

�

asentanten aller vers
hiedenen Klassen, die mehr als ein

Element enthalten.
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Beipiel: jS

3

j = 6 = 1 + 2 + 3, wo 1 die Ordnung des Zentrums fidg, zwei die L

�

ange der

Klasse f(1; 2; 3); (1; 3; 2)g und 3 die L

�

ange der Klasse f(1; 2); (1; 3); (2; 3)g.

Eine typis
he Anwendung dieser Klassenglei
hung ist

Satz 1.31 a) Jede endli
he, ni
ht notwendig abels
he, p-Gruppe hat ein ni
ht-triviales Zentrum

b) Jede Gruppe, deren Ordnung ein Quadrat p

2

einer Primzahl ist, ist abels
h.

Beweis. a) Die Gruppe G operiert verm

�

oge Konjugation transitiv auf jeder Klasse C

g

. Die

Anzahl jC

g

j der Elemente in dieser Klasse ist ein Quotient von jGj = p

k

und damit wieder

eine Potenz der Primzahl p. Entweder ist also C

g

= g oder jC

g

j ist dur
h p teilbar. Aus der

Klassenglei
hung folgt, dass jZj dur
h p teilbar sein muss. Es gibt also mindestens p Elemente

im Zentrum.

b) Na
h a) hat die Gruppe ein ni
ht-triviales Zentrum Z. Dessen Ordnung jZj ist ein Teiler

von p

2

. Wenn jZj = p

2

= jGj ist, dann muss G = Z abels
h sein. Wir k

�

onnen also annehmen

jZj = p. Der Quotient G=Z ist zyklis
h und hat die Ordnung p, ist also isomorph zur zyklis
hen

Gruppe ZZ

p

. Wir w

�

ahlen ein erzeugendes Element g

0

2 G=Z und davon ein Urbild g 2 G. Dieses

Element kann ni
ht die Ordnung p

2

haben, denn sonst w

�

are G =< g > zyklis
h. Also hat g die

Ordnung p und erzeugt eine Untergruppe H � G der Ordnung p. Wir betra
hten die Abbildung

des direkten Produkts

Z �H ! G; (z; h) 7! z � h:

Wegen

(z

1

h

1

)(z

2

h

2

) = z

1

z

2

� h

1

h

2

ist diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus. Weil sein Bild Z und das Element g enth

�

alt,

ist er surjektiv. Weil Z �H und G beide die Ordnung p

2

haben, ist er au
h injektiv und damit

ein Isomorphismus. G ' ZZ

p

� ZZ

p

war eben do
h abels
h.

Satz 1.32 (Sylow I) Teilt eine Primzahl-Potenz p

k

die Ordnung jGj der endli
hen Gruppe G,

so enth

�

alt G eine Untergruppe dieser Ordnung p

k

.

Beweis (Induktion na
h jGj). Man unters
heidet zwei F

�

alle. Der einfa
here Fall ist, dass p die

Ordnung des Zentrums Z teilt. Dann enth

�

alt die abels
he Gruppe Z eine zyklis
he Untergruppe

ZZ

p

. Alle ihre Elemente kommutieren mit allen Elementen g 2 G. Deswegen ist Z

p

� G ein

Normalteiler. Wir betra
hten die Restklassen-Abbildung

G! G=ZZ

p

:

Die Ordnung von G=ZZ

p

ist jGj=p, kleiner als die Ordnung von G. Die Primzahl-Potenz p

k�1

teilt

die Ordnung jG=ZZ

p

j. Na
h Induktions-Annahme enth

�

alt G=ZZ

p

eine Untergruppe der Ordnung

p

k�1

. Ihr Urbild in G ist eine Untergruppe der Ordnung p � p

k�1

= p

k

.

Der kompliziertere Fall liegt vor, wenn p die Ordnung jZj des Zentrums ni
ht teilt. Wir

betra
hten die Klassen-Glei
hung. Die Ordnung jGj ist teilbar dur
h p, die Ordnung jZj ni
ht.
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Dann k

�

onnen ni
ht alle L

�

angen [G : C

g

℄ dur
h p teilbar sein. Es gibt also mindestens ein

g 2 G; g 62 Z; derart, dass [G : C

g

℄ ni
ht dur
h p teilbar ist. Weil p die Gruppenordnung

jGj = jZ

g

j � jC

g

j

teilt, muss die Ordnung jZ

g

j des Zentralisators Z

g

dur
h p

k

teilbar sein. Wegen g 62 Z ist Z

g

eine e
hte Untergruppe von G und hat kleinere Ordnung. Na
h Induktion folgt: Es gibt eine

Untergruppe der Ordnung p

k

in Z

g

� G.

De�nition 1.26 Es sei G eine endli
he Gruppe und p

k

eine maximale Primzahl-Potenz, die die

Gruppen-Ordnung teilt. Das hei�t also jGj = p

k

�m, wo p die Zahl m ni
ht teilt. Na
h Satz 1.32

gibt es eine Untergruppe der Ordnung p

k

von G. Jede sol
he Gruppe hei�t Sylow-p-Untergruppe

von G.

Jedes g 2 G de�niert die Konjugations-Abbildung

G! G; h 7! ghg

�1

:

Dies ist ein Automorphismus von G. Jede Sylow-p-Untergruppe S wird deswegen wieder auf eine

sol
he Sylow-p-Untergruppe gSg

�1

� G abgebildet.

Satz 1.33 (Sylow II) Es sei G eine endli
he Gruppe, H � G eine Untergruppe, deren Ord-

nung dur
h p teilbar ist, und S � G eine Sylow-p-Untergruppe. Dann gibt es ein g aus G so,

dass H \ gSg

�1

eine Sylow-p-Untergruppe von H ist.

Beweis. Wir betra
hten die Menge M der Links-Nebenklassen zu S:

M = fgS : g 2 Gg:

Auf dieser Menge M operiert G dur
h Links-Translation:

h 2 G; gS 2M 7! hgS 2M:

Diese Operation ist transitiv, weil die Links-Translation von G auf si
h selbst transitiv ist. Wir

bestimmen die Stabilisator-Gruppe G

m

des Elements m := eS = S 2 M . Es ist gS = S genau

dann wenn g 2 S. Also ist G

m

= S. Aus dem Bahnensatz (Satz 1.2) folgt

jM j = jGj=jSj = jGj=p

k

ist ni
ht dur
h p teilbar.

Jetzt betra
hten wir die Operation von H � G auf M . Dabei zerf

�

allt M in H-Bahnen, auf

denen H transitiv operiert. Weil jM j ni
ht dur
h p teilbar ist, k

�

onnen ni
ht alle diese H-Bahnen

eine dur
h p teilbare L

�

ange haben. Sei etwa die L

�

ange der H-Bahn von m

1

= g

1

S ni
ht dur
h

p teilbar. Die Stabilisator-Untergruppe in G von m

1

ist g

1

Sg

�1

1

und in H die Untergruppe

g

1

Sg

�1

1

\H. Der Bahnensatz f

�

ur die transitive Operation von H auf der Bahn von g

1

S zeigt:

[H : H \ g

1

Sg

�1

1

℄ = jH � Bahn von m

1

j
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ist ni
ht dur
h p teilbar.

Nun ist g

1

Sg

�1

1

ebenso wie S eine Gruppe der Ordnung p

k

. Die Ordnung der Untergruppe

H \ g

1

Sg

�1

1

ist ein Teiler p

l

von p

k

. Weil der Index [H : h\ g

1

Sg

�1

1

℄ ni
ht dur
h p teilbar ist, ist

die Untergruppe H\g

1

Sg

�1

1

� H maximal mit der Eigens
haft, dass ihre Ordnung eine p-Potenz

ist. Na
h Voraussetzung ist die Ordnung jHj dur
h p teilbar. Also ist l � 1 und H \ g

1

Sg

�1

1

eine

Sylow-p-Untergruppe von H.

Satz 1.34 (Korollar) Die Gruppe G sei endli
h.

a) Je zwei Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert.

b) Jedes Element g 2 G, dessen Ordnung eine Potenz p

l

; l > 0; ist, ist in einer Sylow-p-

Untergruppe enthalten.

Beweis. a) Es seien S

1

; S

2

� G zwei Sylow-p-Untergruppen. Wir setzen in Satz 1.33 S := S

1

und H := S

2

. Dann ist H eine Sylow-p-Untergruppe von si
h selbst, sogar die einzige. Es gibt

ein g 2 G mit gS

1

g

�1

\ H = H = S

2

. Weil die Gruppen gS

1

g

�1

ind S

2

die glei
he Ordnung

haben, folgt S

2

= gS

1

g

�1

.

b) Die von g in G erzeugte Untergruppe < g > hat die Ordnung p

l

. Es sei S � G eine

Sylow-p-Untergruppe. Wir setzen H :=< g >. Wieder ist H die einzige Sylow-p-Untergruppe

von si
h selbst, und na
h Satz 1.33 gibt es ein g 2 G mit g 2 H � gSg

�1

.

De�nition 1.27 Es sei H � G eine Untergruppe. Dann hei�t

N(H) = N

G

(H) := fg 2 g : gHg

�1

= Hg

der Normalisator von H in G.

Satz 1.35 (Normalisator) Der Normalisator N

G

(H) ist eine Untergruppe von G. Diese Un-

tergruppe enth

�

alt H als Normalteiler. (Deswegen der Name Normalisator).

Beweis: Falls g

1

; g

2

2 N(H), dann ist g

1

Hg

�1

1

= g

2

Hg

�1

2

= H und

g

1

g

2

H(g

1

g

2

)

�1

= g

1

� g

2

Hg

�1

2

� g

�1

1

= g

1

�H � g

�1

1

= H;

also g

1

g

2

2 N

G

. F

�

ur alle g 2 N

G

ist

g

�1

�H � g = g

�1

� gHg

�1

� g = H;

also au
h g

�1

2 N

G

.

Wenn h 2 H liegt, ist hHh

�1

= Hh

�1

= H, also ist H � N

H

eine Untergruppe. Diese

Untergruppe ist normal in N

H

na
h der De�nition von N

H

.

Satz 1.36 (Sylow III) Es sei G eine endli
he Gruppe der Ordnung jGj = p

k

�m so, dass p die

Zahl m ni
ht teilt. F

�

ur die Anzahl s der Sylow-p-Untergruppen gilt dann:

i) s teilt m: sjm.

ii) p teilt s� 1: s � 1modp.
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Beweis. i) Es sei S � G eine Sylow-p-Untergruppe. Alle Sylow-p-Untergruppen sind na
h Sy-

low II konjugiert. Deswegen operiert G dur
h Konjugation auf der Menge dieser Sylow-Gruppen

transitiv. Der Stabilisator von S unter dieser Operation ist gerade der Normalisator N

G

(S). Aus

dem Bahnensatz 1.2 folgt

s = jGj=jN

G

(S)j:

Wegen S � N

G

(S) teilt p

k

die Ordnung von N

G

(S) und s muss ein Teiler von m sein.

ii) Jetzt betra
hten wir die Operation von S auf der Menge M = fS = S

1

; S

2

; :::g aller

Sylow-p-Untergruppen dur
h Konjugation

s : S

i

7! sS

i

s

�1

:

M zerf

�

allt dabei in Bahnen. Wegen sSs

�1

= s f

�

ur alle s 2 S ist die ein-elementige Menge fSg

eine dieser Bahnen. Sie ist aber au
h die einzige Bahn, die nur aus einem Element besteht: Wenn

sS

i

s

�1

= S

i

f

�

ur alle s 2 S, dann geh

�

ort S, ebenso wie S

i

zum Normalisator N

G

(S

i

). Sowohl

S als au
h S

i

sind Sylow-p-Untergruppen von N

G

(S

i

) und na
h Sylow II in N

G

(S

i

) konjugiert.

Weil aber S

i

normal in N

G

(S

i

) ist, muss S = S

i

sein.

Alle anderen Bahnen, au�er fSg bestehen also aus mehr als einem Element. Weil die L

�

ange

einer Bahn immer ein Teiler von jSj = p

k

ist, teilt p die L

�

ange jeder dieser Bahnen. Es folgt

s � 1modp.

Beispiel 1.17 (F 01, T2, A 2i) : Es sei G eine Gruppe der Ordnung 63. Man zeige, dass G

einen ni
ht-trivialen Normalteiler hat.

Die Primzahl-Potenz-Zerlegung der Gruppen-Ordnung ist

63 = 7 � 3

2

:

Die Gruppe enth

�

alt also Sylow-Untergruppen der Ordnungen 7 und 9. F

�

ur deren Anzahl sagt

Sylow III

Ordnung Anzahl s

7 sj9 s � 1mod 7

9 sj7 s � 1mod 3

Es gibt also genau eine Sylow-7-Untergruppe und entweder eine oder sieben Sylow-3-Untergrup-

pen. Alle Konjugierten der Sylow-7-Untergruppe stimmen mit dieser Untergruppe

�

uberein. Sie

ist ein Normalteiler.

Aufgabe 1.31 Zeigen Sie, dass die symmetris
he Gruppe S

4

eine Untergruppe der Ordnung 6

besitzt, die alternierende Gruppe A

4

jedo
h ni
ht.

Aufgabe 1.32 Es sei G � S

4

eine Untergruppe, die auf der Menge f1; 2; 3; 4g transitiv operiert.

Zeigen Sie, dass G in S

4

konjugiert zu einer der folgenden f

�

unf Gruppen ist:

i) Kleins
he Vierergruppe V

4

' ZZ

2

� ZZ

2

;

39



ii) zyklis
he Gruppe < (1; 2; 3; 4) >' ZZ

4

;

iii) 2-Sylow-Untergruppe ' D

4

;

iv) alternierende Gruppe A

4

;

v) symmetris
he Gruppe S

4

.

Aufgabe 1.33 (F 01, T3, A2) Zeigen Sie N

G

(N

G

(P )) = N

G

(P ) f

�

ur eine p-Sylowuntergruppe

P der endli
hen Gruppe G.

Aufgabe 1.34 (H 00, T1, A1) Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:

a) Die p-Sylowgruppen von G sind f

�

ur p = 23 und p = 29 normal.

b) Au
h die 3-Sylowgruppe von G ist normal.


) Die Gruppe G ist zyklis
h.

Aufgabe 1.35 (F 00, T2, A1) Man ents
heide, f

�

ur wel
he n = 2; 3; 4 die symmetris
he Grup-

pe S

n

eine ni
httriviale normale Sylowuntergruppe besitzt.

Aufgabe 1.36 (F 00, T3, A2) Zeigen Sie, dass eine endli
he Gruppe mit einem Normaltei-

ler, dessen Ordnung glei
h dem kleinsten Primteiler ihrer Ordnung ist, ein ni
httriviales Zentrum

hat. (Hinweis: Man betra
hte die Operation der Gruppe auf dem Normalteiler dur
h Konjugati-

on.)

Aufgabe 1.37 (H 99, T1, A1) Sei p eine Primzahl. Wie viele p-Sylow-Untergruppen besitzt

die symmetris
he Gruppe S

p

?

Aufgabe 1.38 (H 99, T2, A1) a) Sei p 2 IN eine Primzahl und G eine ni
httriviale endli
he

p-Gruppe. Man beweise, dass das Zentrum von G ni
httrivial ist.

b) Man konstruiere eine ni
ht-abels
he Gruppe G der Ordnung 27, in der jedes Element

x 2 G n 1 die Ordnung 3 hat.

Aufgabe 1.39 (H 98, T2, A1) Sei G eine endli
he Gruppe, seien P eine p-Sylowuntergruppe

und U eine weitere Untergruppe von G. Zeigen Sie:

a) Ist U oder P normal, so ist P \ U eine p-Sylowuntergruppe von U .

b) Ist P ni
ht normal, so gibt es eine Untergruppe U , so dass P \U keine p-Sylowuntergruppe

von U ist.

Aufgabe 1.40 (F 95, T1, A2b)) Sei G eine Gruppe der Ordnung 196. Dann besitzt G eine

normale 7-Sylowuntergruppe P , und der kanonis
he Epimorphismus G ! G=P ist zerfallend.

(Vgl. Aufgabe 1.10)

Aufgabe 1.41 (F 95, T2, A2) a) Sei G eine einfa
he Gruppe der Ordnung 60. Man zeige,

dass G genau se
hs 5-Sylowuntergruppen und 24 Elemente der Ordnung 5 hat.

b) Man zeige, dass es in jeder Gruppe der Ordnung 56 ni
httriviale Normalteiler gibt.
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Aufgabe 1.42 (F 95, T3, A1) Sei G eine Gruppe der Ordnung 300. Zeigen Sie, dass G ni
ht

einfa
h ist. (Hinweis: Lassen Sie die Gruppe G auf der Menge ihrer 5-Sylowgruppen operieren.)

Aufgabe 1.43 (F 94, T1, A1b)) Es sei n ungerade und n > 1. Zeigen Sie: Die Menge der

Zyklen der L

�

ange n von A

n

zerf

�

allt in genau zwei Konjugiertenklassen, von denen jede

1

2

(n�1)!

Elemente enth

�

alt.

Aufgabe 1.44 (H 93, T1, Teil von A3) Zur Notation vgl. Aufgabe 1.4. Zeigen Sie: Genau

dann ist #G

2

= 2, wenn die 2-Sylowgruppe von G zyklis
h und 6= 0 ist.

Aufgabe 1.45 (F 93, T3, A2) a) Es sei p eine Primzahl. Bekanntli
h ist jede Gruppe der

Ordnung p

2

abels
h. Man gebe die Isomorphietypen aller Gruppen der Ordnung p

2

an.

b) F

�

ur jede Gruppe der Ordnung p

2

bestimme man die Automorphismengruppe und ihre

Ordnung.


) Es seien p und q Primzahlen mit 2 < p < q und p kein Teiler von q

2

� 1. Es sei G eine

gruppe der Ordnung p

2

q

2

. Man beweise, dass G genau eine p-Sylowgruppe besitzt.

d) Man beweise, dass die Gruppe G aus 
) abels
h ist.

Aufgabe 1.46 (H 92, T2, A3) Es sei G eine endli
he Gruppe mit jGj = k, und es sei P die

Menge aller Produkte g

1

g

2

:::g

k

aller Elemente von G. Zeigen Sie:

a) P ist eine Vereinigung von Konjugiertenklassen von G.

b) Ist G kommutativ und k ungerade, so ist P = f1g.


) Ist G die symmetris
he Gruppe S

3

, so ist P die Menge der Transpositionen.

Aufgabe 1.47 (H 92, T3, A2) Man bestimme die Isomorphieklassen von Gruppen der Ord-

nung 1225.

Aufgabe 1.48 (H 90, T3, A1) a) Man bestimme die Struktur und die Anzahl der 2-Sylowgruppen

der symmetris
hen Gruppe S

5

.

b) Man bestimme die Anzahl der 5-Sylowgruppen von S

5

.


) Besitzt S

5

eine Untergruppe der Ordnung 15?

d) Besitzt S

5

zwei zueinander ni
ht isomorphe Untergruppen der Ordnung 6?

Aufgabe 1.49 (F 90, T2, A1) G sei eine endli
he Gruppe, in der Elemente teilerfremder

Ordnung stets miteinander vertaus
hbar sind. Zeigen Sie: G ist das direkte Produkt von Sylow-

Gruppen.
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1.6 Au


�

osbare Gruppen

Au


�

osbare Gruppen sind an si
h sehr langweilig. Aber sie sind wi
htig, weil die Au


�

osbarkeit

einer Polynom-Glei
hung zur Au


�

osbarkeit einer Gruppe

�

aquivalent ist.

De�nition 1.28 Es seien G eine Gruppe und g; h 2 G zwei Elemente. Das Produkt

g

�1

h

�1

gh 2 G

hei�t ein Kommutator.

Beispiel 1.18 Der Kommutator der Permutationen (1; 2) und (1; 3) 2 S

3

ist

(1; 2)(1; 3)(1; 2)(1; 3) = (1; 3; 2)(1; 3; 2) = (1; 2; 3):

Falls g und h kommutieren, d.h., gh = hg, dann ist au
h h

�1

g = gh

�1

; g

�1

h

�1

= h

�1

g

�1

;

und ihr Kommutator ist

g

�1

h

�1

gh = g

�1

gh

�1

h = e:

Davon gilt au
h die Umkehrung: Aus g

�1

h

�1

gh = e folgt gh = hg. Der Kommutator von g und

h ist also das Hindernis dagegen, dass g und h kommutieren. Eine Gruppe ist abels
h, genau

dann, wenn alle Kommutatoren mit dem Eins-Element

�

ubereinstimmen.

Ist ' : G! H ein Homomorphismus, so ist das Bild des Kommutators

'(g

�1

h

�1

gh) = '(g)

�1

'(h)

�1

'(g)'(h)

der Kommutator der Bilder. Jeder Kommutator in einer abels
hen Gruppe ist das Eins-Element

e. Daraus folgt:

Satz 1.37 Ist ' : G ! A ein Homomorphismus der Gruppe G in die abels
he Gruppe A, so

liegt jeder Kommutator von G im Kern von '.

De�nition 1.29 Es sei G eine Gruppe. Die abgeleitete Gruppe oder Kommutatorgruppe G

0

von G ist die Untergruppe von G, wel
he von allen Kommutatoren in G erzeugt wird.

Beispiel 1.19 Die symmetris
he Gruppe S

n

l

�

asst den signum-Homomorphismus in die abels
he

Gruppe ZZ

2

zu. Die abgeleitete Gruppe von S

n

ist also im Kern dieses Homomorphismus, der

alternierenden Gruppe A

n

enthalten.

Insbesondere liegt die abgeleitete Gruppe von S

3

in der alternierenden Gruppe A

3

= <

(1; 2; 3) >. Oben haben wir ausgere
hnet, dass (1; 2; 3) ein Kommutator in S

3

ist. Also stimmt

die abgeleitete Gruppe von S

3

mit der Untergruppe A

3

�

uberein.

Satz 1.38 a) Die abgleitete Gruppe G

0

einer Gruppe G ist ein Normalteiler in G, und der

Quotient G=G

0

ist abels
h.
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b) Ist ' : G ! A ein Morphismus von G in eine abels
he Gruppe A, so gibt es einen

Morphismus  : G=G

0

! A so, dass das Diagramm

G=G

0

 % #

G

'

�! A

kommutiert.

Beweis. a) Bei der Konjugation G ! G; g 7! aga

�1

geht jeder Kommutator g

�1

h

�1

gh in

den Kommutator

a(g

�1

h

�1

gh)a

�1

= (ag

�1

a

�1

)(ah

�1

a

�1

)(aga

�1

)(aha

�1

) = (aga

�1

)

�1

(aha

�1

)

�1

(aga

�1

)(aha

�1

)

�

uber. Die Menge aller Kommutatoren wird also auf si
h abgebildet, ebenso die von diesen Kom-

mutatoren erzeugte Untergruppe G

0

.

b) Weil G

0

im Kern von ' liegt, folgt die Behauptung aus dem Homomorphiesatz 1.9.

De�nition 1.30 F

�

ur 1 � k 2 IN wird die k-te Kommutatorgruppe G

k

induktiv wie folgt de�-

niert: G

1

ist die abgeleitete Gruppe G

0

und G

k

ist die abgeleitete Gruppe (G

k�1

)

0

der k � 1-ten

Kommutatorgruppe G

k�1

.

Einer Gruppe G wird so eine ganze Reihe von Gruppen

G � G

1

� G

2

� :::

zugeordnet. Jede Gruppe in dieser Reihe ist Normalteiler in der vorhergehenden Gruppe und

die sukzessiven Quotienten sind immer abels
h. Die so de�nierte Reihe von Gruppen hei�t

Kommutator-Reihe der Gruppe G.

De�nition 1.31 Eine Normalreihe der Gruppe G ist eine Reihe

G � G

1

� G

2

� :::

von Untergruppen so, dass jede Gruppe G

k

normal in der vorhergehenden Gruppe G

k�1

ist.

Die Kommutator-Reihe einer endli
hen Gruppe bri
ht na
h endli
h vielen S
hritten ab. Es

muss ein k

0

geben, so, dass G

k

0

+1

= G

k

0

ist. Dann ist G

k

0

+l

= G

k

0

f

�

ur alle l > 0. Es kann sein,

dass dies mit der trivialen Untergruppe ges
hieht: G

k

= f1g f

�

ur ein k > 0, oder au
h ni
ht.

De�nition 1.32 Eine Gruppe G hei�t au


�

osbar wenn es ein k 2 IN gibt derart, dass die k-te

abgeleitete Gruppe G

k

= f1g trivial ist.

Satz 1.39 (Endli
he au


�

osbare Gruppen) F

�

ur eine endli
he Gruppe G sind

�

aquivalent:

a) Die Gruppe G ist au


�

osbar.

b) Es gibt eine Normalreihe so, dass alle sukzessiven Faktorgruppen G

l�1

=G

l

abels
h sind,

die mit G

k

= f1g abbri
ht.


) Es gibt eine Normalreihe so, dass alle sukzessiven Faktorgruppen G

l�1

=G

l

zyklis
h von

Primzahl-Ordnung sind, die mit G

k

= f1g abbri
ht.
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Beweis. a)) b): Die Kommutator-Reihe einer au


�

osbaren Gruppe bri
ht mit G

k

= f1g und

alle sukzessiven Quotienten sind abels
h.

b) ) 
): Es gen

�

ugt zu zeigen: Ist G

l

� G

l�1

eine normale Untergruppe so, dass G

l�1

=G

l

endli
h und abels
h ist, dann gibt es eine Reihe

G

l�1

� H

1

� H

2

� ::: � H

m

= G

l

;

so, dass jeder Quotient H

��1

=H

�

zyklis
h von Primzahlordnung ist. Dies beweisen wir dur
h

Induktion na
h dem Index [G

l�1

: G

l

℄.

Der Quotient A := G

l�1

=G

l

ist na
h Satz 1.27 eine direkte Summe zyklis
her Gruppen. Jede

zyklis
he Gruppe hat eine zyklis
he Faktor-Gruppe von Primzahl-Ordnung. Deswegen hat A

eine zyklis
he Faktorgruppe, etwa C := A=B von Primzahl-Ordnung. Es sei H

1

� G

l�1

das

Urbild von B unter dem Morphismus G

l�1

! G

l�1

=G

l

= A. H ist normal in G

l�1

. Na
h dem

Homomorphie-Satz 1.9 ist G

l�1

=H

1

= A=B = C zyklis
h von Primzahlordnung. Wir haben eine

Normal-Reihe

G

l�1

� H

1

� G

l

gefunden, so, dass G

l�1

=H

1

zyklis
h von Primzahl-Ordnung ist, und [H

1

: G

l

℄ < [G

l�1

: G

l

℄.

Na
h Induktionsannahme gibt es eine Normal-Reihe

H

1

� H

2

� ::: � H

m

= G

l

;

deren sukzessive Quotienten zyklis
h von Primzahl-Ordnung sind. Setzen wir die beiden Reihen

zusammen, so folgt die Behauptung.


) ) a): Na
h Voraussetzung gibt es eine Normal-Reihe

G � G

1

� G

2

� ::: � G

k

= f1g;

deren sukzessive Quotienten abels
h sind. Weil G=G

1

abels
h ist, muss die abgeleitete Gruppe

G

1

in G

1

enthalten sein. Die zweite abgeleitete Gruppe G

2

= (G

1

)

0

muss in G

0

1

enthalten sein,

und weil G

1

=G

2

abels
h ist, in G

2

, usw. Die l-te abgeleitete Gruppe G

l

ist Untergruppe von G

l

.

Insbesondere ist G

k

= G

k

= f1g.

Beispiel 1.20 Die symmetris
he Gruppe S

2

' ZZ

2

ist abels
h, und damit au


�

osbar.

Die symmetris
he Gruppe S

3

besitzt den abels
hen Normalteiler A

3

' ZZ

3

vom Index 2. Der

Quotient S

3

=A

3

ist deswegen abels
h, und S

3

ist au


�

osbar.

Die symmetris
he Gruppe S

4

besitzt die Normalreihe

S

4

� A

4

� V

4

mit den sukzessiven Quotienten ZZ

2

und ZZ

3

. Deswegen ist au
h S

4

au


�

osbar.

Satz 1.40 Ist die Gruppe G au


�

osbar, so ist dies au
h jede Untergruppe und jede Faktorgruppe

von G.
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Beweis. Es sei H � G eine Untergruppe. Dann ist die k-te abgeleitete Gruppe H

k

eine

Untergruppe von G

k

. Es gibt also ein k derart, dass H

k

= f1g trivial ist.

Es sei H = G=N eine Faktorgruppe und ' : G! H der Restklassenhomomorphismus. Jeder

Kommutator

h

1

h

2

h

�1

1

h

�1

2

= '(g

1

)'(g

2

)'(g

1

)

�1

'(g

2

)

�1

= '(g

1

g

2

g

�1

1

g

�1

2

); h

1

= '(g

1

); h

2

= '(g

2

)

ist Bild eines Kommutators aus G. Deswegen ist die abgeleitete Gruppe H

0

das Bild der abge-

leiteten Gruppe G

0

. Es ist also H

0

eine Faktorgruppe G

0

=(G

0

\N) von G

0

. Induktiv folgt, dass

die k-te abgeleitete Gruppe H

k

eine Faktorgruppe von G

k

ist. Es gibt also ein k derart, dass

H

k

= f1g trivial ist.

Eine einfa
he, ni
ht-abels
he Gruppe G kann nie au


�

osbar sein: Der Normalteiler G

0

kann

ni
ht die triviale Untergruppe f1g sein, denn dann w

�

are G abels
h. Also ist G

0

= G, und dann

au
h G

k

= G f

�

ur alle k.

Satz 1.41 (Galois) F

�

ur n � 5 ist die alternierende Gruppe A

n

einfa
h.

Beweis. Wir m

�

ussen zeigen, jeder Normalteiler N � A

n

, N 6= f1g, stimmt mit der ganzen

GruppeA

n

�

uberein. Mit jedem Element � 2 N enth

�

alt der NormalteilerN au
h jedes konjugierte

Element g�g

�1

, g 2 A

n

.

Als erstes zeigen wir, dass N einen Dreier-Zyklus (i; j; k) enth

�

alt. Dazu nehmen wir ein

Element � 2 N; � 6= id her, s
hreiben es in Zyklens
hreibweise

� = �

1

�

2

:::

und unters
heiden eine ganze Anzahl von F

�

allen:

1) Der erste Zyklus �

1

hat eine L

�

ange � 5, etwa �

1

= (i

1

; i

2

; i

3

; i

4

; i

5

; :::). Dann geh

�

ort zu N

au
h die Permutation

� := (i

2

; i

3

; i

4

)�

1

�

2

:::(i

2

; i

4

; i

3

) = (i

1

; i

3

; i

4

; i

2

; i

5

; :::)�

2

:::;

sowie

�

�1

� = (:::; i

5

; i

2

; i

4

; i

3

; i

1

)(i

1

; i

2

; i

3

; i

4

; i

5

; :::) = (i

1

; i

4

; i

2

);

ein Dreier-Zyklus.

2) �

1

ist ein Vierer-Zyklus, etwa �

1

= (i

1

; i

2

; i

3

; i

4

): Jetzt betra
hten wir

� := (i

1

; i

2

; i

3

)�

1

�

2

:::(i

1

; i

3

; i

2

) = (i

1

; i

4

; i

2

; i

3

)�

2

::::

Zu N geh

�

ort dann au
h

�

�1

� = (i

1

; i

3

; i

2

; i

4

)(i

1

; i

2

; i

3

; i

4

) = (i

1

; i

4

; i

3

);

ein Dreier-Zyklus.
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3) �

1

= (i

1

; i

2

); �

2

= (i

3

; i

4

). Jetzt ist

� := (i

1

; i

2

; i

3

)�

1

�

2

:::(i

3

; i

2

; i

1

) = (i

1

; i

4

)(i

2

; i

3

)::: 2 N:

Und

�

�1

� = (i

1

; i

3

)(i

2

; i

4

):

Der Normalteiler N enth

�

alt das Paar von Zweier-Zyklen (i

1

; i

3

)(i

2

; i

4

): Wir w

�

ahlen eine

f

�

unfte Zahl i

5

und bere
hnen

� := (i

3

; i

4

; i

5

)�

�1

�(i

3

; i

5

; i

4

) = (i

1

; i

4

)(i

2

; i

5

):

Dann enth

�

alt N den F

�

unfer-Zyklus

��

�1

� = (i

1

; i

4

)(i

2

; i

5

)(i

1

; i

3

)(i

2

; i

4

) = (i

1

; i

3

; i

4

; i

5

; i

2

):

Aus Fall 1) folgt, dass au
h jetzt N einen Dreier-Zyklus enth

�

alt.

In allen behandelten F

�

allen enth

�

alt N einen Dreier-Zyklus. Ni
ht behandelt haben wir den

Fall, dass der erste Zyklus �

1

ein Dreier-Zyklus ist. Wenn � = �

1

ist, sind wir fertig. Andernfalls

k

�

onnen wir dur
h Umordnen der Zyklen einen der F

�

alle 1)-3) herbeif

�

uhren, au�er wenn � nur

aus Dreier-Zyklen aufgebaut ist, etwa

� = (i

1

; i

2

; i

3

)(i

4

; i

5

; i

6

)�

3

::::

Wir bere
hnen

� := (i

2

; i

3

; i

4

)�(i

2

; i

4

; i

3

) = (i

1

; i

3

; i

4

)(i

2

; i

5

; i

6

)�

3

:::

und

�

�1

� = (i

1

; i

4

; i

3

)(i

2

; i

6

; i

5

)(i

1

; i

2

; i

3

)(i

4

; i

5

; i

6

) = (i

1

; i

6

; i

3

; i

4

; i

2

):

wir sind in Fall 1) gelandet.

Wir wissen also jetzt: N enth

�

alt einen Dreier-Zyklus, etwa (i

1

; i

2

; i

3

). Den konjugieren wir

mit

g =

 

i

1

i

2

i

3

i

4

i

5

:::

i j k l m :::

!

2 S

n

:

Falls g ni
ht zu A

n

geh

�

oren sollte, ersetzen wir g dur
h

(l;m)g =

 

i

1

i

2

i

3

i

4

i

5

:::

i j k m l :::

!

2 A

n

;

und k

�

onnen o.B.d.A. g 2 A

n

annehmen. Wir bere
hnen

g(i

1

; i

2

; i

3

)g

�1

= (i; j; k):

Deswegen enth

�

alt N jeden Dreier-Zyklus (i; j; k) 2 A

n

. Aus

(i; k; j)(i; j; k; l; :::; u) = (k; l; :::; u)

folgt dur
h Induktion na
h der (ungeraden) L

�

ange eines Zykels in A

n

, dass jeder dieser Zyklen

zu N geh

�

ort, und dass dann N = A

n

gilt.
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Aufgabe 1.50 Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe A

5

einfa
h ist in folgenden S
hritten:

a) Bestimmen Sie alle Konjugationsklassen in A

5

und die Anzahlen der Elemente in diesen

Klassen.

b) Zeigen Sie: F

�

ur jeden Normalteiler N � A

5

gibt es nat

�

urli
he Zahlen x; y; z 2 IN mit

jN j = 1 + 12 � x+ 15 � y + 20 � z:


) Bestimmen Sie mit b) alle Normalteiler von A

5

.

Aufgabe 1.51 (H 00, T3, A1b)) Sei G eine Gruppe der Ordnung 100. Zeigen Sie:

i) G ist au


�

osbar.

ii) Hat G einen Normalteiler der Ordnung 4, so ist G abels
h.

(Es darf verwendet werden, dass Gruppen der Ordnung p

2

abels
h sind, wenn p eine Primzahl

ist.)

Aufgabe 1.52 (H 99, T3, A1) Seien p und q vers
hiedene Primzahlen. Man beweise, dass

jede Gruppe der Ordnung pq

2

au


�

osbar ist.

Aufgabe 1.53 (F 96, T2, A2) a) Wieviele Isomorphieklassen von abels
hen Gruppen der Ord-

nung 64 gibt es?

b) Bestimmen Sie die kleinste nat

�

urli
he Zahl n, so dass es genau 6 Isomorphieklassen von

abels
hen Gruppen der Ordnung n gibt.

Aufgabe 1.54 (H 94, T2, A1) a) Sei N eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Zeigen

Sie: Sind die Faktorgruppe G=N und N au


�

osbar, so ist au
h G au


�

osbar.

b) Sei G eine ni
ht-triviale endli
he p-Gruppe. Zeigen Sie: G besitzt ein ni
ht-triviales Zen-

trum und G ist au


�

osbar.

Aufgabe 1.55 (H 94, T3, A1) Beweisen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 297 ist au


�

osbar.

Aufgabe 1.56 (F 02, T1, A3) Es sei a ein Element der Ordnung d > 1 in der multiplikativen

Gruppe des K

�

orpers ZZ=pZZ und G die von den Abbildungen � : ZZ=pZZ ! ZZ=pZZ (xmapstoax)

und � : ZZ=pZZ! ZZ=pZZ (x 7! x+ 1) erzeugte Untergruppe der Permutationsgruppe von ZZ=pZZ.

Zeigen Sie:

a) G ist ni
ht abels
h.

b) Jedes g 2 G besitzt eine eindeutige Darstellung g = �

r

�

s

(0 � r < d; 0 � s < p).


) G ist au


�

osbar.

d) Es gibt eine ni
ht abels
he Gruppe der Ordnung 555.
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2 Ringe

2.1 De�nitionen

De�nition 2.1 Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Re
henstrukturen:

1) der Struktur einer abels
hen Gruppe. Die Verkn

�

upfung bezei
hnet man

�

ubli
herweise mit

+, das neutrale Element mit 0.

2) einer zweiten Verkn

�

upfung, die man

�

ubli
herweise als Multiplikation bezei
hnet und r; s 7!

rs oder r � s s
hreibt.

Diese beiden Verkn

�

upfungen sollen dur
h das Distributivgesetz

r(s+ t) = rs+ rt; (s+ t)r = sr + tr

verkn

�

upft sein.

Aus dem Distributivgesetz folgt

0r = r0 = 0 f

�

ur alle r 2 R:

Beweis. Es ist 0 = 0� 0 und deswegen

r0 = r(0� 0) = r0� r0 = 0; 0r = (0� 0)r = 0r � 0r = 0:

Hier beginnen si
h s
hon die Geister zu s
heiden: Die Kommutativit

�

at der Multiplikation,

d.h. rs = sr wird ni
ht immer vorausgesetzt. (Deswegen habe i
h au
h das Distributivgesetz in

zwei Versionen hinges
hrieben.) Wenn rs = sr gilt f

�

ur alle r; s 2 R, dann nennt man den Ring

kommutativ.

No
h s
hlimmer ist, dass man man
hmal ni
ht einmal die Assoziativit

�

at der Multiplikation

(rs)t = r(st)

voraussetzt. I
h kann dieser Perversion allerdings ni
hts Positives abgewinnen. In dieser Vorle-

sungen wird also die Multiplikation in einem Ring stets assoziativ sein.

Der Ring kann ein neutrales Element f

�

ur die Multiplikation enthalten, muss es aber ni
ht.

So ein neutrales Element nennt man Eins-Element und s
hreibt es 1. Es erf

�

ullt

1 � r = r � 1 = r f

�

ur alle r 2 R:

Wenn es sowas gibt, nennt man den Ring einen Ring mit Eins.

Beispiel 2.1 Die Mutter aller Ringe ist der Ring ZZ der ganzen Zahlen. Er ist ein kommutativer

Ring mit Eins. Er zeigt s
hon die wesentli
he Eigens
haft der Ringe: Inverse bez

�

ugli
h der

Multiplikation brau
ht es ni
ht zu geben! In ZZ haben nur die Zahlen �1 ein sol
hes Inverses.

Man kann modulo n addieren und multiplizieren. Die Menge ZZ

n

= f0; 1; :::; n�1g mit dieser

Addition und Multiplikation bildet au
h einen Ring (kommutativ mit Eins).

Die Menge M(n� n; IR) aller reellen n� n-Matrizen ist ein Ring mit der

�

ubli
hen Addition

und Multiplikation von Matrizen. F

�

ur n � 2 ist dieser Ring ni
ht kommutativ, aber er hat

ein Eins-Element: die Einheitsmatrix. Invertierbar in diesem Ring sind nur die invertierbaren

Matrizen.
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Die wi
htigsten Beispiele f

�

ur uns sind Polynomringe. Dazu sei R ein Ring und X eine Un-

bestimmte. (Was ist denn das?) Der Polynomring R[X℄ besteht aus allen Polynomen

r

0

+ r

1

X + r

2

X

2

+ :::+ r

n

X

n

; n 2 N; r

0

; :::; r

n

2 R:

Die gr

�

o�te Zahl n mit r

n

6= 0 hei�t der Grad des Polynoms. (Formal kann man so ein Polynom

mit der Folge r

0

; r

1

; :::; r

n

identi�zieren. Aber man re
hnet mit diesen Objekten eben wie mit

Polynomen.) Die Summe zweier Polynome ist

(r

0

+ r

1

X + :::) + (s

0

+ s

1

X + :::) = r

0

+ s

0

+ (r

1

+ s

1

)X + :::

und das Produkt

(r

0

+ r

1

X + :::)(s

0

+ s

1

X + :::) = r

0

s

0

+ (r

0

s

1

+ r

1

s

0

)X + :::

Der Polynomring R[X℄ ist kommutativ, wenn R das ist. Er hat eine Eins, wenn R eine hat. Nur

Polynome vom Grad 0, d.h. also die Ringelemente, k

�

onnen invertierbar sein.

Polynome sind a priori endli
h. Aber au
h Potenzreihen k

�

onnen Ringe bilden. Man nennt

R[[X℄℄ := f

1

X

k=0

r

k

X

k

: r

k

2 IRg

den Ring der formalen Potenzreihen. Addition und Multiplikation ist wie bei normalen Potenz-

reihen de�niert. Konvergenz spielt hier keine Rolle.

In ein Polynom f 2 R[X℄ kann man Ring-Elemente einsetzen:

f = r

0

+ r

1

X + :::+ r

n

X

n

; a 2 R ) f(a) = r

0

+ r

1

a+ :::+ r

n

a

n

2 R:

a 2 R hei�t Nullstelle des Polynoms f 2 R[X℄, wenn das Resultat f(a) = 0 ist.

Satz 2.1 (Vieta) Der Ring R sei kommutativ. Ist a 2 R eine Nullstelle des Polynoms f 2

R[X℄, so gibt es eine Faktorisierung

f = (X � a) � g mit g 2 R[X℄; Grad(g) = Grad(f)� 1:

Beweis. Weil R kommutativ vorausgesetzt ist, gilt f

�

ur jedes k 2 IN

X

k

� a

k

= (X � a) � (X

k�1

+X

k�2

a+ :::+Xa

k�2

+ a

k�1

) =: (X � a) � q

k�1

:

Aus f(a) = 0 folgt dann

f(X) = f(X)� f(a)

=

n

X

�=0

r

�

X

�

�

n

X

�=0

r

�

a

�

=

n

X

�=0

r

�

� (X

�

� a

�

)

=

n

X

�=1

r

�

(X � a) � q

��1

= (X � a) �

n�1

X

�=0

r

�+1

q

�

| {z }

g

:
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Na
hdem wir nun die Re
henstruktur erkl

�

art haben, m

�

ussen wir wie

�

ubli
h Unter- und

Quotientenstrukturen erkl

�

aren.

De�nition 2.2 Eine Teilmenge S � R eines Rings R hei�t Unterring, wenn S mit der Addition

und Multiplikation aus R einen Ring bildet. D.h.:

0 2 S; r; s 2 S ) r + s 2 S; rs 2 S:

Beispiel 2.2 Die Teilmenge 2ZZ � ZZ aller geraden Zahlen ist ein Unterring von ZZ. Allerdings

hat dieser Unterring leider keine Eins.

Im Polynomring R[X℄ ist der Ring R selbst als Teilmenge frX

0

: r 2 Rg enthalten und

bildet einen Unterring.

Der Ring R[[X℄℄ der formalen Potenzreihen enth

�

alt den Polynomring R[X℄ als Unterring.

De�nition 2.3 Sind R und S zwei Ringe, so hei�t eine Abbildung f : R ! S ein Ring-

Homomorphismus, wenn sie die beiden Re
henstrukturen erh

�

alt:

f(r

1

+ r

2

) = f(r

1

) + f(r

2

); f(r

1

r

2

) = f(r

1

)f(r

2

) f

�

ur alle r

1

; r

2

2 R:

Weil f ein Gruppen-Homomorphismus bez

�

ugli
h der Addition ist, gilt f(0

R

) = 0

S

. Aber

f(1

R

) = 1

S

brau
ht ni
ht zu gelten. Hierzu ein Beispiel: Seien R

1

; R

2

beliebige Ringe mit

Eins. Die direkte Summe R

1

�R

2

ist als Menge das kartesis
he Produkt. Die Operationen sind

komponentenweise erkl

�

art:

(r

1

; r

2

) + (r

0

1

; r

0

2

) = (r

1

+ r

0

1

; r

2

+ r

0

2

); (r

1

; r

2

)(r

0

1

; r

0

2

) = (r

1

r

0

1

; r

2

r

2

; ) (r

1

; r

0

1

2 R

1

; r

2

; r

0

2

2 R

2

):

Falls R

1

und R

2

Eins-Elemente haben, ist (1

R

1

; 1

R

2

) ein Eins-Element in der direkten Summe.

Die Abbildung

R

1

! R

1

�R

2

; r 7! (r; 0)

ist ein Ring-Homomorphismus. Aber das Bild (1

R

1

; 0) des Eins-Elementes aus R

1

ist ni
ht das

Eins-Element in R

1

�R

2

.

Satz 2.2 Ist f : R! S ein Ring-Homomorphismus, so ist

Bild(f) = ff(r) 2 S : r 2 Rg

ein Unterring von S und

Kern(f) = fr 2 R : f(r) = 0g

ein Unterring von R.

Der Beweis ist o�ensi
htli
h.
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Beispiel 2.3 (F 97, T3, A1) : a) Beweisen Sie, dass die Abbildung

� :

(

ZZ=9ZZ� ZZ=5ZZ! Z 45ZZ

(amod 9; bmod 5) 7! 10a� 9bmod 45

wohlde�niert und ein Ringisomorphismus ist.

b) Bestimmen Sie den zu � inversen Isomorphismus.


) Bestimmen Sie alle nilpotenten Elemente von ZZ=45ZZ.

a) Wenn a

1

mod 9 = a

2

mod 9 ist, dann ist a

1

� a

2

= k � 9 mit k 2 ZZ. Es folgt 10a

1

� 10a

2

=

2 � 5 � (a

1

� a

2

) = 2k � 45. Also ist 10a

1

= 10a

2

mod 45. Ebenso sieht man 9b

1

= 9b

2

mod 45, wenn

b

1

= b

2

mod 5. Damit ist die Abbildung wohlde�niert.

Die Abbildung � ist ein Gruppen-Homomorphismus, weil sie aus zwei Multiplikationsabbil-

dungen zusammengesetzt ist. Es ist no
h die Multiplikativit

�

at zu zeigen. Das ma
hen wir wieder

komponentenweise: Es seien a

1

mod 9 und a

2

mod 9 zwei Restklassen in ZZ=9ZZ. Das Bild von

a

1

� a

2

mod 9 ist 10a

1

a

2

mod 45. Das Produkt der Bilder ist

�(a

1

)�(a

2

) = 10a

1

� 10a

2

mod 45 = 100a

1

a

2

mod 45 = 10a

1

a

2

mod 45:

Der Beweis f

�

ur die zweite Komponente l

�

auft auf die Re
hnung

(�9b

1

)(�9b

2

) = 81b

1

b

2

= �9b

1

b

2

mod 45

hinaus.

Bleibt no
h die Bijektivit

�

at von � zu zeigen. Weil beide Ringe endli
h mit glei
h vielen Ele-

menten sind, gen

�

ugt es, die Injektivit

�

at von � zu zeigen. Sei also (amod 9; bmod 5) ein Element

im Kern. Das hei�t

10a� 9b = 0mod 45:

Daraus folgt, dass a dur
h 9 und b dur
h 5 teilbar ist.

b) Wir setzen an

�

�1

(x) = (�xmod 9; �xmod 5):

Hier m

�

ussen �; � 2 ZZ so bestimmt werden, dass

�(�

�1

(x)) = (10� � 9�)x = xmod 45

ist. Es gen

�

ugt, � = � = 1 zu setzen. Damit ist also

�

�1

(xmod 45) = (xmod 9; xmod 5):


) Ein Ringelement 
 ist nilpotent, wenn eine Potenz 


n

; n 2 IN; die Null wird. Wegen des

Ring-Isomorphismus k

�

onnen wir au
h im Produkt ZZ=9ZZ� ZZ=5ZZ re
hnen, und hier komponen-

tenweise. Sei etwa a 2 ZZ=9ZZ mit a

n

= 0mod 9; n � 1. Dann muss auf jeden Fall a dur
h 3

teilbar sein. In diesem Fall ist aber au
h s
hon a

2

= 0mod 9. Die nilpotenten Elemente im Ring

ZZ=9ZZ sind die Restklassen von 0; 3 und 6. Sei jetzt bmod 5 nilpotent. Dann ist eine Potenz b

n

dur
h 5 teilbar. Weil 5 eine Primzahl ist, muss b selbst dur
h 5 teilbar sein und es ist b = 0mod 5.

Die nilpotenten Elemente im Produkt sind

(0; 0); (3; 0); (6; 0);
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und in ZZ=45ZZ sind es ihre Bilder unter �:

0; 30; 60 = 15mod 45:

Der Kern eines Ringhomomorphismus f ist aber kein Unterring wie jeder andere. Er hat

no
h folgende merkw

�

urdige Eigens
haft:

a 2 Kern(f); r 2 R ) ra 2 Kern(f); ar 2 Kern(f):

Beweis. f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0 = 0; f(ar) = f(a)f(r) = 0r = 0:

De�nition 2.4 Eine Teilmenge I � R des Rings R hei�t Ideal, wenn

1) I � R eine Untergruppe bez

�

ugli
h der Addition ist,

2) f

�

ur alle a 2 I und r 2 R gilt:

ra 2 I; ar 2 I:

Wenn R kommutativ ist, gilt ra = ar und die beiden Bedingungen in Teil 2) der De�nition

sind

�

aquivalent. Wenn R ni
ht kommutativ ist, muss man sie aber leider auseinander halten.

Man
he Haarspalter de�nieren sogar: I � R hei�t Links-Ideal, wenn f

�

ur alle a 2 I; r 2 R gilt

ra 2 I, und Re
hts-Ideal, wenn stets ar 2 I.

Beispiel 2.4 In jedem Ring R gibt es das Null-Ideal f0g und das allumfassende Ideal R. Ist

a 2 R ein beliebiges Element, so ist

Ra = fra : r 2 Rg

ein Links-Ideal und

aR = far : r 2 rg

ein Re
hts-Ideal. Falls R kommutativ ist, stimmen beide Ideale

�

uberein. Dann nennt man

(a) := Ra

das Haupt-Ideal erzeugt von a. Das Null-Ideal (0) ist das Haupt-Ideal erzeugt von 0 2 R und R

ist das Haupt-Ideal (1).

Ein Haupt-Ideal (a) � ZZ im Ring ZZ besteht aus allen ganzzahligen Vielfa
hen der Zahl

a 2 ZZ, also aus allen ganzen Zahlen, die dur
h a teilbar sind.

Satz 2.3 Jedes Ideal I � ZZ im Ring der ganzen Zahlen ist ein Haupt-Ideal.

Beweis. Das Ideal I � ZZ ist insbesondere eine Untergruppe. Und in Satz 1.12 haben wir

gesehen, dass jede Untergruppe von ZZ die Form Z �a; a 2 ZZ; hat. Also ist jedes Ideal ein sol
hes

Haupt-Ideal (a).

Was Normalteiler f

�

ur Gruppen waren, das sind Ideale f

�

ur Ringe: Man kann na
h ihnen

austeilen. Um ni
ht zu viele F

�

alle unters
heiden zu m

�

ussen, werden wir von jetzt an voraussetzen:

Alle vorkommenden Ringe seien kommutativ.
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Sei also jetzt R ein Ring und I � R ein Ideal. Da I insbesondere eine Untergruppe der

abels
hen Gruppe (R;+) ist, ist die Faktorgruppe (R=I;+) wohlde�niert. Wir zeigen, dass die

Ring-Struktur auf R ein Multiplikation auf R=I induziert:

Es seien r

1

+ I und r

2

+ I zwei Restklassen in R=I. Dann h

�

angt die Restklasse

(r

1

+ I) � (r

2

+ I) := (r

1

� r

2

) + I

nur von den beiden Restklassen r

1

+I und r

2

+I ab, und ni
ht von den gew

�

ahlten Repr

�

asentanten.

Beweis. Sei r

i

+ I = s

i

+ I; i = 1; 2; d.h. s

i

= r

i

+ d

i

mit d

1

; d

2

2 I. Dann ist

s

1

s

2

= (r

1

+ d

1

)(r

2

+ d

2

) = r

1

r

2

+ d

1

r

2

+ d

2

r

1

+ d

1

d

2

| {z }

2I

wegen der Ideal-Eigens
haft von I.

F

�

ur die so de�nierte Multiplikation auf der Menge R=I beweist man Assoziativit

�

at, Kom-

mutativit

�

at und das Distributivgesetz sofort mit den entspre
henden Eigens
haften von R.

De�nition 2.5 Der soeben de�nierte Ring R=I hei�t Faktor- oder Restklassenring von R na
h

dem Ideal I.

Beispiel 2.5 F

�

ur jede nat

�

urli
he Zahl n > 1 ist ZZ

n

der Faktorring des Ringes ZZ na
h dem

Ideal (n).

Beispiel 2.6 Sei

P := X

n

+ 


n�1

X

n�1

+ :::+ 


1

X + 


0

; 


i

2 R;

ein normiertes Polynom im Polynomring R[X℄. Im Faktorring R[X℄=(P ) ist P = 0. Oder anders

ges
hrieben

X

n

= Q := �


n�1

X

n�1

� :::� 


1

X � 


0

2 R[X℄=(P ):

Jede Restklasse in R[X℄=(P ) wird repr

�

asentiert von einem Polynom F = a

m

X

m

+ :::. Ersetzt

man hier

X

n

dur
h Q;

X

n+1

dur
h X �Q

= �


n�1

X

n

� 


n�2

X

n�1

� :::

= �


n�1

Q� 


n�2

X

n�1

� :::

usw., so �ndet man: jede Restklasse in R[X℄=(P ) wird repr

�

asentiert dur
h ein Polynom vom

Grad � n� 1.

Nehmen wir als konkretes Beispiel R = ZZ und P = X

2

+ 1 2 ZZ[X℄, so sehen wir: Jede

Restklasse in ZZ[X℄=(X

2

+ 1) wird repr

�

asentiert dur
h ein Polynom aX + b; a; b 2 ZZ, vom Grad

� 1. Addition sol
her Restklassen ges
hieht wie

�

ubli
h dur
h Addition der KoeÆzienten. Bei der

Multiplikation zweier Polynome passiert folgendes:

(a

1

X + b

1

)(a

2

X + b

2

) = a

1

a

2

X

2

+ (a

1

b

2

+ b

1

a

2

)X + b

1

b

2

= (b

1

b

2

� a

1

a

2

) + (a

1

b

2

+ b

1

a

2

)X:

Man re
hnet wie

�

ubli
h mit den linearen Polynomen, nur ist X

2

= �1. Der Ring ist isomorph

zu

ZZ[i℄ := fb+ ai 2 C : b; a 2 ZZg:
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Wie bei Gruppen gilt au
h hier

Satz 2.4 (Homomorphiesatz) Es sei f : R ! S ein Homomorphismus von Ringen. Dann

gibt es einen Ring-Isomorphismus g : R=Kern(f)! Bild(f) � S so, dass das Diagramm

R ! R=Kern(f)

f & # g

S

kommutiert.

Der Beweis ist au
h ganz genau derselbe, wie f

�

ur Satz 1.9, und wir lassen ihn weg.

Beispiel 2.7 (H 98, T1, A2) : Wieviele L

�

osungen besitzt die Kongruenz

x

2

� 9mod 1386

im Berei
h f0; :::; 1385g?

Der Ring ZZmod 1386 ist uns zu gro�. Wir zerlegen ihn, indem wir

1386 = 2 � 693 = 2 � 9 � 77 = 2 � 9 � 7 � 11

in Primzahlpotenzen zerlegen. Na
h Satz 1.15 (iteriert) ist dann

f : ZZ

1386

! ZZ

2

� ZZ

9

� ZZ

7

� ZZ

11

; xmod 1386 7! (xmod 2; xmod 9; xmod 7; xmod 11)

ein Gruppen-Isomorphismus. Weil er o�ensi
htli
h multiplikativ ist, ist er au
h ein Ring-Iso-

morphismus. Gesu
ht ist die Anzahl der Zahlen x mit

x

2

mod 1386 = (xmod 1386)

2

= 9mod 1386:

Ist (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) das Bild von x unter unserem Ring-Homomorphismus, so bedeutet dies

x

2

1

= 9mod 2 = 1mod 2; x

1

= 1mod 2;

x

2

2

= 9mod 9 = 0mod 9; x

2

= 0; 3 oder 6mod 9;

x

2

3

= 9mod 7 = 2mod 7; x

3

= 3 oder 4mod 7;

x

2

4

= 9mod 11; x

4

= 3 oder 8mod 11:

Die gesu
hte Anzahl ist

3 � 2 � 2 = 12:

Sind I

1

; I

2

� R zwei Ideale, so ist I

1

\I

2

wieder ein Ideal. Als Beispiel betra
hten wir I

1

:= (2)

und I

2

:= (3) � ZZ. Das erste Ideal besteht aus allen ganzen Zahlen, die dur
h 2 teilbar sind,
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das zweite aus den Zahlen, die dur
h 3 teilbar sind. Deswegen besteht I

1

\ I

2

aus allen ganzen

Zahlen die dur
h 2 und dur
h 3, d.h., dur
h 6 teilbar sind:

(2) \ (3) = (6):

Der Dur
hs
hnitt I

1

\ I

2

der beiden angegebenen Ideale ist also dasselbe wie das Produkt

I

1

� I

2

:= fr � s : r 2 I

1

; s 2 I

2

g

beider Ideale. Aber Vorsi
ht:

(2) � (2) = fr � s : r; s geradeg = fn 2 ZZ : n dur
h 4 teilbarg = (4) 6= (2) = (2) \ (2):

Die Vereinigung zweier Ideale ist i.a. ni
ht wieder ein Ideal, weil diese Vereinigung ni
ht ein-

mal eine Untergruppe zu sein brau
ht. Statt dessen de�niert man (wie bei Untervektorr

�

aumen):

I

1

+ I

2

:= fr + s; r 2 I

1

; s 2 I

1

g:

Man sieht sofort:

Satz 2.5 Sind I

1

; I

2

Ideale im Ring R, so ist I

1

+ I

2

� R ein Ideal, das beide Ideale I

1

und I

2

enth

�

alt. Es ist das kleinste derartige Ideal: Ist J � R ein Ideal mit I

1

; I

2

� J , so gilt I

1

+ I

2

� J .

Das Ideal I

1

+I

2

hei�t die Summe der beiden Ideale I

1

und I

2

oder das von I

1

und I

2

erzeugte

Ideal. Diese Konstruktion kann man iterieren. Insbesondere de�niert man: Sind r

1

; :::; r

k

2 R

Ring-Elemente, so hei�t

(r

1

; :::; r

k

) := (r

1

) + :::+ (r

k

) � R

das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Seine Elemente sind

s

1

r

1

+ :::+ s

k

r

k

; s

1

; :::; s

k

2 R:

Es sei n 6= 0; 1 eine ganze Zahl. Dann gibt es die Wurzel

p

n 2 C. Man de�niert ZZ[

p

n℄ als

die Menge

fa+ b

p

n 2 C : a; b 2 ZZg:

Dies ist ein Teilring von C: Es ist klar dass ZZ[

p

n℄ � C eine Untergruppe bez

�

ugli
h der Addition

ist. Aber ZZ[

p

n℄ ist au
h abges
hlossen unter der Multiplikation:

(a

1

+ b

1

p

n)(a

2

+ b

2

p

n) = a

1

a

2

+ b

1

b

2

n+ (a

1

b

2

+ b

1

a

2

)

p

n:

Der wi
htigste Spezialfall ist ZZ[

p

�1℄ = ZZ[i℄, der Ring der ganzen Gau�s
hen Zahlen. Falls

p

n

selbst ganz ist, d.h., wenn n = d

2

ein Quadrat einer ganzen Zahl ist, erh

�

alt man ni
hts neues:

ZZ[

p

d

2

℄ = ZZ[d℄ = ZZ. Deswegen interessieren wir uns nur f

�

ur den Fall, dass n kein Quadrat ist.

Es gibt eine Abbildung

ZZ[X℄! ZZ[

p

n℄; X 7!

p

n;
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des Polynomrings ZZ[X℄ auf den Ring ZZ[

p

n℄. Man bildet ab




0

+ 


1

X + :::+ 


k

X

k

7! 


0

+ 


1

p

n+ :::+ 


k

p

n

k

und f

�

uhrt den re
hten Ausdru
k mit der Multiplikation in ZZ[

p

n℄

�

uber in einen Ausdru
k a +

b

p

n; a; b;2 ZZ: Es ist klar, dass diese Abbildung ein surjektiver Ring-Homomorphismus ist. Was

ist sein Kern? O�ensi
htli
h liegt X

2

�n in diesem Kern, und damit au
h das Ideal (X

2

�n). Die

Restklassen im Faktorring ZZ[X℄=(X

2

�n) werden genau dur
h die Polynome a+ bX vom Grad

� 1 repr

�

asentiert. Damit ist dieser Faktorring eine freie abels
he Gruppe vom Rang zwei mit

den Erzeugenden 1 und X. Weil au
h ZZ[

p

n℄ eine freie abels
he Gruppe mit den Erzeugenden 1

und

p

n ist, muss der Epimorphismus

ZZ[X℄=(X

2

� n)! ZZ[

p

n℄

ein Isomorphismus sein.

Leider kommen in den Staatsexamensaufgaben Begri�e vor, die i
h in einer Algebra-Vorlesung

eigentli
h ni
ht behandeln w

�

urde. Nur aus diesem Grund sollen no
h die beiden folgenden De-

�nitionen angegeben werden.

De�nition 2.6 Ein kommutativer Ring R hei�t noethers
h, wenn jede aufsteigende Kette von

Idealen in R

I

1

� I

2

� ::: � R

irgend wann station

�

ar wird. Das bedeutet, es gibt in dieser Kette ein Ideal I

n

mit I

j

= I

n

f

�

ur

alle j � n.

Der Ring R hei�t artins
h, wenn jede absteigende Kette von Idealen

R � I

1

� I

2

� :::

irgend wann station

�

ar wird.

Satz 2.6 Der kommutative Ring R ist genau dann noethers
h, wenn jedes Ideal I � R endli
h

erzeugt ist.

Beweis. Sei R noethers
h und I � R ein Ideal. Wenn I = (0) das Null-Ideal ist, dann ist

es endli
h erzeugt. Andernfalls gibt es ein Element r

1

2 I; r

1

6= 0. Wenn I = (r

1

) ist, sind wir

fertig. Andernfalls gibt es ein Element r

2

2 I mit r

2

62 (r

1

). Wenn I = (r

1

; r

2

) ist, sind wir fertig.

Andernfalls gibt es ein r

3

2 I mit r

3

62 (r

1

; r

2

). Und so weiter. Entweder ist na
h endli
h vielen

sol
hen S
hritten I = (r

1

; r

2

; :::; r

n

), oder wir �nden eine e
ht aufsteigende Kette von Idealen,

die nie station

�

ar wird. Aber wegen der Eigens
haft noethers
h kann letzteres ni
ht der Fall sein.

Sei jetzt vorausgesetzt, dass jedes Ideal I � R endli
h-erzeugt ist. Wir betra
hten eine e
ht

aufsteigende Kette I

1

� I

2

� ::: von Idealen in R. Dann ist au
h I :=

S

I

k

ein Ideal in R und

na
h Voraussetzung endli
h erzeugt, etwa I = (r

1

; :::; r

n

). Jedes Element r

�

geh

�

ort zu einem

Ideal I

k

�

in unserer Kette. Ist n = maxfk

�

g, so geh

�

oren also alle r

�

zu I

n

. Es folgt I = I

n

und

I

j

= I

n

f

�

ur j � n.
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Aufgabe 2.1 a) Es seienm;n 2 IN teilerfremde nat

�

urli
he Zahlen. Zeigen Sie, dass der Gruppen-

Isomorphismus ZZ

m�n

! Z

m

� ZZ

n

von Satz 1.15 au
h ein Ring-Isomorphismus ist.

b) Bestimmen Sie ein a 2 IN mit a = 0 modulo 3; 5; 7; 11, aber a = 1 modulo 13.

Aufgabe 2.2 (F 02, T1, A4) Sei I � ZZ[X℄ das von den Polynomen X

4

+ 33X

3

+ X und

X

5

� 9X

3

+X

2

� 3X + 3 erzeugte Ideal.

a) Zeigen Sie, dass 3 2 I ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R := ZZ[X℄=I.


) Zeigen Sie, dass R eine zu (ZZ=2ZZ)

2

� (ZZ=3ZZ)

2

isomorphe Einheitengruppe hat.

Aufgabe 2.3 (F 02, T3, A4b) Ist x

2

+ x+ 11 = 0 (mod370368) l

�

osbar?

Aufgabe 2.4 (F 94, T2, A2) Man bestimme alle L

�

osungen der Kongruenz

3x

2

� 2x+ 9 � 0 (mod 35):

Aufgabe 2.5 (F 01, T3, A4) Sei k eine positive Zahl und sei R := M

k

(ZZ) der Ring der

ganzzahligen k � k-Matrizen. Zeigen Sie:

a) F

�

ur jede nat

�

urli
he Zahl n � 0 ist nR ein zweiseitiges Ideal in R.

b) Jedes zweiseitge Ideal in R ist von der in a) genannten Art.

Aufgabe 2.6 (H 00, T2, A2) Wie viele Elemente x mit der Eigens
haft x

2

= x hat der Ring

ZZ=15015ZZ? Geben Sie vier sol
he Elemente explizit an.

Aufgabe 2.7 (F 95, T2, A1) Auf der reellen Zahlengeraden IR de�niere man die Verkn

�

upfung

Æ : IR� IR! IR; x Æ y := x+ y + x

2

y:

Man zeige:

a) Es gibt genau ein Einselement e 2 IR bez

�

ugli
h Æ.

b) Zu jedem x 2 IR gibt es genau ein Re
htsinverses (d.h. es gibt ein y 2 IR mit x Æ y = e).


) F

�

ur wel
he x 2 IR gibt es ein Linksinverses?

Aufgabe 2.8 (F 94, T3, A3) Sei R ein noethers
her kommutativer Ring mit Eins, und sei

f : R! R ein Ringendomorphismus. Zeigen Sie: f surjektiv) f injektiv. (Hinweis: Betra
hten

Sie die Folge f; f

2

; f

3

; :::)

Aufgabe 2.9 (F 93, T3, A1) Es seien p; q zwei vers
hiedene Primzahlen und R ein Ring mit

Einselement mit pq Elementen. Man beweise, dass

R ' ZZ=pZZ � ZZ=qZZ

ist.
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Aufgabe 2.10 (F 91, T1 A1) Sei Q die Menge der rationalen Zahlen. Sei M eine Teilmenge

der nat

�

urli
hen Zahlen, die 1 enth

�

alt. Sei

Q

M

:= fa=b 2 Q : a 2 ZZ; b 2M teilerfremdg:

Zeigen Sie:

1) Q

M

ist genau dann eine Gruppe unter Addition, eine sog. rationale Gruppe, wenn M alle

Teiler und alle kleinsten gemeinsamen Vielfa
hen seiner Elemente enth

�

alt.

2) Eine sol
he rationale Gruppe Q

M

ist genau dann ein Teilring von Q, wennM multiplikativ

abges
hlossen ist.

Aufgabe 2.11 (F 90, T3, A1) Seien p und q aus IN teilerfremd. Wir wollen einsehen, dass

die Ringe

R = ZZ[U; V ℄=(U

p

� 1; V

q

� 1) = ZZ[u; v℄ und S = ZZ[W ℄=(W

pq

� 1) = ZZ[w℄

isomorph sind. Hierbei bezei
hnen u; v und w die Restklassen von U; V und W . Dazu betra
hten

wir den Einsetzungshomomorphismus

� : ZZ[U; V ℄! ZZ[W ℄; U 7!W

q

; V 7!W

p

:

Zeigen Sie:

a) � induziert einen Homomorphismus ' : R! S mit '(u) = w

q

und '(v) = w

p

.

b) Die additive Gruppe (S;+) von S ist frei vom Rang pq und (R;+) wird von pq Elementen

erzeugt.


) w 2 Bild(').

d) ' ist ein Isomorphismus.

2.2 K

�

orper

Das Produkt zweier Ring-Elemente kann = 0 sein, ohne dass einer der beiden Faktoren = 0 ist.

Beispiel: In ZZ

6

gilt

2 � 3 = (2 + ZZ � 6) � (3 + ZZ � 6) = 6 + ZZ � 6 = 0:

De�nition 2.7 Ein Nullteiler im Ring R ist ein Ring-Element r 6= 0, zu dem es ein Ring-

Element s 6= 0 gibt mit r � s = 0. (In ni
ht-kommutativen Ringen muss man fein s

�

auberli
h

zwis
hen Re
hts- und Links-Nullteilern unters
heiden.) Ein Ring, in dem es keine Nullteiler

gibt hei�t nullteilerfrei oder Integrit

�

atsring

Beispiel 2.8 Sei etwa R = ZZ=(n) der Faktorring au
h einem Hauptideal (n) � ZZ; 2 � n 2 ZZ.

Besitzt n e
hte Teiler, etwa n = n

1

n

2

mit n

1

; n

2

6= �1;�n, so sind die Restklassen von n

1

und

n

2

modulo n von Null vers
hieden, ihr Produkt n

1

n

2

modulo n aber ist = 0. Wir sehen: Der

Faktorring ZZ=(n) ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.
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In Integrit

�

atsringen gilt die K

�

urzungsregel:

r � t = s � t mit t 6= 0 ) r = s:

Beweis: Na
h Voraussetzung ist (r � s) � t = 0 mit t 6= 0. Weil t 2 R kein Nullteiler ist, folgt

daraus r � s = 0, also r = s.

De�nition 2.8 Ein K

�

orper ist ein kommutativer Ring K mit Eins, in dem jedes Element 6= 0

ein Inverses unter der Multiplikation hat.

�

Aquivalent dazu ist: Die Menge

K

�

:= fa 2 K : a 6= 0g

bildet unter der Multiplikation eine Gruppe.

Ein K

�

orper ist ein Integrit

�

atsring: Sei etwa a � b = 0 f

�

ur a; b 2 K. Falls a 6= 0 ist, gilt

b = (a

�1

a)b = a

�1

(ab) = a

�1

0 = 0:

Beispiele f

�

ur K

�

orper sind die wohlbekannten K

�

orper IR und C aus der Analysis. Au�erdem

bilden die rationalen Zahlen einen K

�

orper Q. Ist K ein K

�

orper, so bezei
hnet man mit K(X)

den K

�

orper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten X mit KoeÆzienten aus K. Die

Elemente aus K sind also (rein formale) Quotienten

p(X)

q(X)

; p(X); q(X) 2 K[X℄; q(X) 6= 0;

von Polynomen mit KoeÆzienten aus K. Ein etwas anderer K

�

orper ist

Q(i) := fa+ bi 2 C : a; b 2 Qg:

Eine Abbildung f : K ! L des K

�

orpers K in den K

�

orper L hei�t K

�

orper-Homomorphismus,

wenn sie ein Ring-Homomorphismus ist. Falls f ni
ht der Null-Homomorphismus ist (dem man

normalerweise das Re
ht abspri
ht, ein Homomorphismus von K

�

orpern zu sein), dann induziert

f einen Homomorphismus (K

�

; �) ! (L

�

; �) Es folgt f(1

K

) = 1

L

. F

�

ur a 6= 0; a 2 K, ist f(a) �

f(a

�1

) = f(a � a

�1

) = f(1

K

) = 1

L

. Also muss au
h f(a) 6= 0 sein. Es folgt: f ist injektiv, und

K ' f(K) ist ein Unterk

�

orper von L.

Den nullteilerfreien Ring ZZ kann man als Unterring in den K

�

orper Q einbetten. Diese Kon-

struktion kann man wie folgt verallgemeinern:

Satz 2.7 a) Es sei R ein Integrit

�

atsring. Dann gibt es einen K

�

orper Q und einen injekti-

ven Ring-Homomorphismus R ! Q derart, dass gilt: Ist f : R ! L ein injektiver Ring-

Homomorphismus in einen K

�

orper L, so gibt es einen eindeutig bestimmten K

�

orper-Homomor-

phismus Q! L, der f fortsetzt.

b) Das Paar R � Q ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
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Beweis. a) Wir kopieren die Konstruktion der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen.

Dazu betra
hten wir alle Paare (z; n) 2 R � R mit n 6= 0. (Nur f

�

ur den Zwe
k dieses Beweises

s
hreiben wir so ein Paar als Paar. Sp

�

ater werden wir immer z=n daf

�

ur s
hreiben.) Auf der

Menge dieser Paare de�nieren wir eine Relation dur
h

(z

1

; n

1

) � (z

2

; n

2

) , z

1

n

2

= z

2

n

1

:

Diese Relation ist o�ensi
htli
h re
exiv ((z; n) � (z; n)) und symmetris
h ((z

1

; n

1

) � (z

2

; n

2

))

(z

2

; n

2

) � (z

1

; n

1

)). Aber sie ist au
h transitiv:

(z

1

; n

1

) � (z

2

; n

2

) und (z

2

; n

2

) � (z

3

; n

3

) ) z

1

n

2

= z

2

n

1

und z

2

n

3

= z

3

n

2

) z

1

n

2

n

3

= z

3

n

1

n

2

) z

1

n

3

= z

3

n

1

(K

�

urzungsregel):

Die Relation � ist also eine

�

Aquivalenzrelation. Wir setzen Q := (R � R)= � und haben

einiges zu zeigen:

Es gibt eine injektive Abbildung R ! Q: Ein Element r 2 R bilden wir auf das Paar (rs; s)

ab. Dabei ist 0 6= s 2 R beliebig. Die

�

Aquivalenzklasse (rs; s) ist unabh

�

angig von der Wahl von

s.

Die folgenden Eigens
haften re
hnen wir jetzt ni
ht mehr alle na
h:

Die Addition auf R setzt si
h fort zu einer Addition auf Q: Wir de�nieren

(z

1

; n

1

) + (z

2

; n

2

) := (z

1

n

2

+ z

2

n

1

; n

1

n

2

):

Die Multiplikation auf R setzt si
h fort zu einer Multiplikation auf Q: Wir de�nieren

(z

1

n

1

)(z

2

; n

2

) := (z

1

z

2

; n

1

n

2

):

Die so de�nierte Addition und Multiplikation auf Q sind kommutativ und assoziativ. Es gilt

das Distributivgesetz. (Q;+) ist eine abels
he Gruppe mit neutralem Element (0; n). (Dieses

Element h

�

angt ni
ht ab von der Wahl von n.)

(Q

�

; �) ist eine abels
he Gruppe: Das Einselement ist (n; n). Ist (z; n) 6= 0, so ist z 6= 0 und

(n; z) ist das Inverse zu (z; n).

Sei jetzt f : R ! L ein injektiver Ring-Homomorphismus in den K

�

orper L. Dur
h (z; n) 7!

f(z)=f(n) 2 L wird er fortgesetzt zu einem Homomorphismus Q ! L. Diese Fortsetzung kann

au
h gar ni
ht anders de�niert werden.

b) Seien jetzt Q und Q

0

zwei K

�

orper mit den Eigens
haften aus a). Dann gibt es also Ho-

momorphismen f : Q ! Q

0

und g : Q

0

! Q, die auf der Teilmenge R � Q und R � Q

0

die

identis
he Abbildung sind. Deswegen ist g Æ f jR = id

R

. Daraus folgt g Æ f = id

Q

und ebenso

f Æ g = id

Q

0

. Wir k

�

onnen Q und Q

0

mit Hilfe von g identi�zieren.

De�nition 2.9 Der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte K

�

orper Q aus Satz 2.7 hei�t der

Quotientenk

�

orper des Integrit

�

atsrings R.
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Beispiel 2.9 Der Quotientenk

�

orper des Rings ZZ der ganzen Zahlen ist der K

�

orper Q der ra-

tionalen Zahlen. Das Paar (z; n) aus dem Beweis von Satz 2.7 stellt den Bru
h z=n dar. Und

die

�

Aquivalenzrelation � im Beweis bedeutet

z

1

n

1

=

z

2

n

2

,

z

1

n

2

� z

2

n

1

n

1

n

2

= 0:

Beispiel 2.10 Ist R = K[X℄ der Polynomring

�

uber einem K

�

orper K, so ist sein Quotien-

tenk

�

orper der K

�

orper aller Quotienten Z=N von Polynomen, d.h., der K

�

orper K(X) der ratio-

nalen Funktionen

�

uber K.

Jeder K

�

orper K ist au
h ein Ring. Deswegen ist au
h de�niert, was ein Ideal I � K ist. In

K gibt es aber nur zwei Ideale: Eines ist das Null-Ideal (0). Ist I � K ein Ideal 6= (0), so enth

�

alt

I ein Element a 2 K; a 6= 0. Dann geh

�

ort au
h 1 = a

�1

a zu I und damit jedes K

�

orperelement.

Es ist I = (1) = K. Davon gilt au
h die Umkehrung:

Satz 2.8 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nur zwei vers
hiedene Ideale enth

�

alt.

Dann ist R ein K

�

orper.

Beweis. Die beiden Ideale in K sind notwendigerweise das Null-Ideal (0) und das Eins-Ideal

(1) = R. Jedes Ring-Element 0 6= r 2 R erzeugt ein Hauptideal (r) 6= (0). Es folgt (r) = (1),

also 1 2 (r) und damit ist r invertierbar.

Satz 2.9 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I � R; I 6= R; ein Ideal. Dann sind

�

aquivalent:

1) R=I ist ein K

�

orper;

2) ist J � R ein Ideal mit I � J , dann gilt entweder J = I oder J = R.

Beweis. R=I ist genau dann ein K

�

orper, wenn es in R=I nur zwei Ideale gibt. Jedes Ideal

J � R mit I � J de�niert aber ein Ideal J=I in R=I. Ist J=I das Null-Ideal, dann ist J = I,

und ist J=I = R=I, dann ist J = R.

De�nition 2.10 Ein Ideal I 6= R im Ring R hei�t maximal, wenn es kein Ideal J � R mit

I � J und J 6= I;R gibt.

Beispiel 2.11 Na
h Satz 2.3 ist jedes Ideal I � ZZ ein Hauptideal I = (n); n � 1. Besitzt n

einen e
hten Teiler p, so ist das Hauptideal (n) im Hauptideal (p) e
ht enthalten. Das Ideal (n)

ist also genau dann maximal, wenn die Zahl n keine Teiler (6= �1;�n) besitzt. Sol
he Zahlen

hei�en Primzahlen. Ist p 2 IN eine Primzahl, so ist das Ideal (p) also maximal und

IF

p

:= ZZ=(p)

ist ein K

�

orper. Seine Elemente sind die Restklassen von 0; 1; :::; p � 1 modulo p. Addition und

Multiplikation sind genau die Addition und Multiplikation ganzer Zahlen modulo p.
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Jeder K

�

orper enth

�

alt eine Eins = 1. Dann enth

�

alt er au
h eine Minus-Eins = �1 und eine

Zwei 2 = 1 + 1. Dur
h

ZZ 3 n 7! n � 1 2 K

wird ein Ring-Homomorphismus ZZ ! K de�niert. Da kann (und muss) man jetzt zwei F

�

alle

unters
heiden:

1) Der Ring-Homomorphismus ZZ ! K ist injektiv. Dann enth

�

alt K wegen Satz 2.7 einen

Unterk

�

orper isomorph zu Q = Q(ZZ).

2) Der Ring-Homomorphismus ZZ ! K hat einen Kern. Dieser Kern ist ein Haupt-Ideal

(n); 0 < n 2 IN. Wegen 1 7! 1 kann ni
ht n = 1 sein. Weil der Faktor-Ring ZZ=(n) � K

nullteilerfrei ist, muss n = p eine Primzahl sein. Dann ist ZZ=(p) = IF

p

ein Unterk

�

orper von K.

Wir haben bewiesen:

Satz 2.10 Jeder K

�

orper K enth

�

alt einen kleinsten Unterk

�

orper. Dieser Unterk

�

orper ist entweder

isomorph zum K

�

orper Q der rationalen Zahlen, oder zu einem K

�

orper IF

p

.

De�nition 2.11 Der Unterk

�

orper von K aus Satz 2.10 hei�t der Primk

�

orper von K. Ist der

Primk

�

orper isomorph zu Q, so sagt man, K hat die Charakteristik 0. Ist der Primk

�

orper iso-

morph zu IF

p

, so sagt man, K hat die Charakteristik p.

Die Einheiten eines K

�

orpers K, d.h., die K

�

orper-Elemente 6= 0 bilden eine Gruppe K

�

bez

�

ugli
h der Multiplikation. Besonders interessant sind die Einheitengruppen endli
her K

�

orper.

Betra
hten wir etwa IF

5

. Hier ist

2

2

= 4; 2

3

= 3; 2

4

= 1:

Die Einheitengruppe von IF

5

ist also die zyklis
he Gruppe

f2; 4; 3; 1g ' ZZ

4

der Ordnung 4. Die Einheitengruppen aller endli
hen K

�

orper sind zyklis
h. Das ist ein Spezialfall

des folgenden Satzes:

Satz 2.11 Jede endli
he Untergruppe G � K

�

der Einheitengruppe eines K

�

orpers K ist zyklis
h.

Beweis. Weil K

�

abels
h ist, ist die Gruppe G au
h abels
h. Weil sie endli
h ist, ist sie na
h

Satz 1.27 ein Produkt

G = ZZ

n

1

� :::� ZZ

n

r

endli
her zyklis
her Gruppen. Wenn alle diese Zahlen n

1

; :::; n

r

teilerfremd sind, dann ist na
h

Satz 1.15 die Gruppe G selbst zyklis
h.

Andernfalls gibt es zwei vers
hiedene Untergruppen

G

1

' ZZ

n

; G

2

' ZZ

n

; G

1

6= G

2

� G:

Sei g

1

ein Erzeugendes von G

1

. Dann ist

G

1

=< g

1

>= f1; g

1

; g

2

1

; :::; g

n�1

1

g:
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Dies sind n vers
hiedene K

�

orper-Elemente g 2 K

�

mit g

n

= 1. Alle sind sie Nullstellen des

Polynoms X

n

� 1 2 K[X℄. Dur
h wiederholte Anwendung des Satzes von Vieta (Satz 2.1) folgt

X

n

� 1 = (X � 1)(X � g

1

)(X � g

2

1

) � ::: � (X � g

n�1

1

):

Jedes Element g 2 G

2

erf

�

ullt aber au
h g

n

= 1. Daraus folgt

(g � 1)(g � g

1

)(g � g

2

1

) � ::: � (g � g

n�1

1

) = g

n

� 1 = 0:

Also muss einer der Faktoren g � g

k

1

= 0 sein. Das bedeutet g = g

k

1

2 G

1

. wir haben G

2

� G

1

gezeigt, im Widerspru
h zu G

2

6= G

1

.

Aufgabe 2.12 (F 01, T1, A3) F

�

ur ein Element r eines assoziativen Ringes R mit 1, das ein

Re
htsinverses s in R besitzt, sind

�

aquivalent:

(1) r hat mindestens zwei vers
hiedene Re
htsinverse in R;

(2) r ist ein Linksnullteiler in R;

(3) r hat kein Linksinverses in R.

Aufgabe 2.13 (H 99, T1, A3) Seien a und b Elemente eines assoziativen kommutativen In-

tegrit

�

atsrings R. Es bezei
hne � die Restklasse von a in R=(b) und � die von b in R=(a). Zeigen

Sie: Ist � kein Nullteiler von R=(b), so ist � keiner von R=(a).

Aufgabe 2.14 (H 99, T3, A3) Es bezei
hne M

4

(Q) den Ring aller rationalen 4�4-Matrizen

und R die Menge aller A 2 M

4

(Q) der Form A =

0

B

B

B

�

a d 
 b

b a d 



 b a d

d 
 b a

1

C

C

C

A

. Es sei E 2 M

4

(Q) die

Einheitsmatrix und P =

0

B

B

B

�

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1

C

C

C

A

.

a) Zeigen Sie, dass P

4

= E ist, und dass jedes A 2 R in der Form

A = a

0

E + a

1

P + a

2

P

2

+ a

3

P

3

mit rationalen a

k

dargestellt werden kann (k = 0; :::; 3).

b) Zeigen Sie, dass R ein kommutativer Teilring von M

4

(Q) ist.


) Zeigen Sie, dass R isomorph ist zu einem Produkt von drei K

�

orpern, und bestimmen Sie

diese K

�

orper.

Aufgabe 2.15 (F 99, T2, A2) Seien Mat(2 � 2; IR) der Ring aller reellen 2 � 2-Matrizen,

A 2Mat(2�2; IR) eine Matrix, und IR[A℄ �Mat(2�2; IR) der von A und IR erzeugte Teilring.

Man zeige, dass dann (in Abh

�

angigkeit von A) genau einer der folgenden IR-linearen Ringiso-

morphismen existiert:

i) IR[A℄ ' IR; ii) IR[A℄ ' IR� IR; iii)IR[A℄ ' R[X℄=(X

2

); IR[A℄ ' C:
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Aufgabe 2.16 (F 99, T3, A2) Man beweise oder widerlege die Behauptung

x

200

� x

8

mod 221 f

�

ur alle x 2 ZZ:

Aufgabe 2.17 (H 98, T2, A2) Im Ring M

3

(Q) der dreireihigen Matrizen

�

uber Q sei R der

von der Einheitsmatrix E und von der Matrix

A =

0

B

�

0 0 1

3 �6 18

1 �2 6

1

C

A

erzeugte Unterring. Ist R isomorph zu einem direkten Produkt von K

�

orpern? Geben Sie alle

X 2 R mit X

2

= X und alle Y 2 R mit Y

2

= 0 an. (Hinweis: Fassen Sie R als Faktorring

eines Polynomrings auf.)

Aufgabe 2.18 (F 97, T1, A4) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal I �

R hei�t Primideal, falls der Restklassenring R=I nullteilerfrei ist. Es hei�t ein Prim

�

arideal, falls

f

�

ur jeden Nullteiler �a in R=I eine Potenz �a

m

= 0 in R=I ist. Das Radikal

p

I des Ideals I besteht

aus allen a 2 R, f

�

ur die es eine nat

�

urli
he Zahl k mit a

k

2 I gibt.

Sei R = ZZ und I = (n) das von der nat

�

urli
hen Zahl n � 0 erzeugte Hauptideal in ZZ. Geben

Sie notwendige und hinrei
hende Bedingungen daf

�

ur an, dass

a) I ein Primideal ist;

b) I ein Prim

�

arideal ist;


)

p

I = I gilt.

Aufgabe 2.19 (H 95, T3, A1) Es sei K ein K

�

orper und R die Menge aller 2� 2-Matrizen,

die mit

 

0 �2

1 1

!

vertaus
hbar sind. Zeigen Sie:

a) R ist Unterring von M(2� 2;K) und R ist kommutativ.

b) Es existiert ein f 2 K[X℄ mit R ' K[X℄=(f).


) F

�

ur K = Q und K = ZZ=3ZZ ist R ein K

�

orper. F

�

ur K = ZZ=11ZZ ist R kein K

�

orper.

Aufgabe 2.20 (H 95, T3, A2
)) Wieviele maximale Ideale hat der Restklassenring ZZ=1995ZZ?

Aufgabe 2.21 (H 93, T2, A2) a) Zeigen Sie: Jeder Ring R mit Einselement ist verm

�

oge

R! EndR

+

; a 7! (L

a

: x 7! ax)

isomorph zum einem Unterring des Isomorphismenrings seiner additiven Gruppe R

+

.

b) Zu einem beliebigen Ring Q seien auf der Menge S

Q

:= f(m;a)jm 2 ZZ; a 2 Qg die

Verkn

�

upfungen

(m;a) + (n; b) := (m+ n; a+ b); (m;a) � (n; b) := (mn; ab+mb+ na)

de�niert. Zeigen Sie: Dadur
h erh

�

alt S

Q

die Struktur eines Ringes mit Einselement. Der Ring

S

Q

ist kein Integrit

�

atsberei
h, falls Q ein Einselement besitzt.


) Kann ein beliebiger Ring Q als Unterring eines Endomorphismenringes aufgefasst werden?
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Aufgabe 2.22 (F 93, T1, A2) Zeigen Sie, dass der Ring der Gau�s
hen Zahlen

ZZ[i℄ = fa+ bij a; b 2 ZZg; i =

p

�1;

aus genau denjenigen Elementen des K

�

orpers Q(i) besteht, die einer normierten Glei
hung

X

2

+ 
X + d = 0

mit ganzen KoeÆzienten 
; d 2 ZZ gen

�

ugen.

Aufgabe 2.23 (F 91, T2, A2) Sei R ein Integrit

�

atsring. Man beweise: R ist ein K

�

orper, wenn

jeder von einem Element erzeugte Unterring von R nur endli
h viele Elemente enth

�

alt.

Aufgabe 2.24 (F 90, T1, A3) Sei K ein K

�

orper und m 2 K. Man betra
hte folgende Menge

des Matrizenrings M(2� 2;K):

L

m

:=

( 

a b

mb a

!

: a; b 2 K

)

:

a) Man zeige: L

m

ist bez

�

ugli
h der Matrizen-Addition und -Multiplikation ein kommutativer

Ring.

b) Man beweise: Genau dann ist L

m

ein K

�

orper, wenn m kein Quadrat in K ist.


) Sei speziell K = IF

p

mit einer ungeraden Primzahl p. Man zeige, dass es stets ein m 2 IF

p

gibt, das der Bedingung in b) gen

�

ugt. Wel
her K

�

orper entsteht dabei?

Aufgabe 2.25 (F 90, T2, A3) R = C[a; b℄ ist der Ring der auf [a; b℄ stetigen reellwertigen

Funktionen. Beweisen Sie: Eine Funktion f ist genau dann Nullteiler von R, wenn

N

f

:= fxjx 2 [a; b℄; f(x) = 0g

ein o�enes Intervall enth

�

alt.

2.3 Teilbarkeit

In diesem Abs
hnitt bedeutet 'Ring' stets 'kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins'. Wir

wollen den Begri� der Teilbarkeit vom Ring ZZ auf einen sol
hen Ring R verallgemeinern. Unser

eigentli
hes Ziel ist das L

�

osen von Polynom-Glei
hungen. Aber Teilbarkeit von Polynomen ist

eine allgemeinere Fragestellung im folgenden Sinn:

Satz 2.12 Es seien R ein Ring, p ein Polynom im Ring R[X℄ und a 2 R. Dann sind

�

aquivalent:

a) p(a) = 0;

b) das Polynom p spaltet den Linearfaktor X � a ab, d.h., es gibt ein Polynom q 2 R[X℄ mit

p = q � (X � a).
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Beweis. Die Ri
htung b)) a) ist o�ensi
htli
h. Die Ri
htung a) ) b) ist Satz 2.1 (Vieta)

Die nat

�

urli
he Zahl n 2 IN hei�t dur
hm 2 IN teilbar, wenn ein q 2 IN existiert mit n = q �m.

Man s
hreibt daf

�

ur mjn. Genau dieselbe De�nition funktioniert f

�

ur alle ganzen, ni
ht notwendig

positiven Zahlen m;n 2 ZZ. Weil das aber nur eine Sa
he des Vorzei
hens ist, k

�

ummert man si
h

meist ni
ht um Teilbarkeit bei negativen Zahlen. Auf die beiden Zahlen �1 2 ZZ kommt es ni
ht

so fur
htbar an. Bei Ringen ist das i.A. anders:

De�nition 2.12 Ein Element e des Rings R hei�t Einheit , wenn e in R invertierbar (bez

�

ugli
h

der Multiplikation) ist, d.h., wenn es ein e

�1

2 R gibt mit e � e

�1

= 1.

Sind e

1

; e

2

Einheiten in einem Ring R, so au
h e

1

e

2

und e

�1

1

. Die Einheiten eines Rings R

bilden also eine Gruppe unter der Multiplikation.

De�nition 2.13 Die Gruppe R

�

� R der Einheiten eines Rings R hei�t seine Einheitengruppe.

Beispiel 2.12 Einheiten im Ring ZZ sind genau die beiden Zahlen �1.

Einheit in einem K

�

orper ist jedes Element e 6= 0.

Einheiten des Polynomrings R[X℄

�

uber einem Ring R sind genau die Einheiten von R.

Beispiel 2.13 Sei R = ZZ[i℄ = fa+ bi : a; b 2 ZZg � C der Ring der ganzen Gau�s
hen Zahlen.

Die Zahl e = a+ bi ist eine Einheit in diesem Ring, wenn es e

0

= a

0

+ b

0

i 2 R gibt mit

ee

0

= (a+ bi)(a

0

+ b

0

i) = aa

0

� bb

0

+ (ab

0

+ ba

0

)i = 1:

F

�

ur jede Gau�s
he Zahl e = a + bi ist jej

2

= a

2

+ b

2

2 ZZ. Aus jee

0

j = jejje

0

j folgt jej

2

� je

0

j

2

=

j1j

2

= 1: Also ist jej

2

= 1 und entweder a = �1; b = 0 oder a = 0; b = �1. Die Einheiten in

ZZ[i℄ sind also genau die vier Zahlen �1;�i.

Beispiel 2.14 Etwas komplizierter wird es s
hon, wenn wir die Einheiten im Ring ZZ[

p

2℄ be-

stimmen wollen. Eine Zahl

a+ b

p

2; a; b 2 ZZ;

ist genau dann eine Einheit in diesem Ring, wenn 
; d 2 ZZ existieren mit

1 = (a+ b

p

2)(
+ d

p

2) = a
+ 2bd+ (ad+ b
)

p

2:

Dies ist

�

aquivalent zu

a
+ 2bd = 1; ad+ b
 = 0:

Dann gilt aber au
h

(a� b

p

2)(
� d

p

2) = a
+ 2bd� (ad+ b
)

p

2 = 1:

Au
h a� b

p

2 ist eine Einheit, und damit au
h das Produkt

(a+ b

p

2)(a� b

p

2) = a

2

� 2b

2

2 ZZ:
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Eine Zahl 
 2 ZZ kann nur dann Einheit in ZZ[

p

2℄ sein, wenn sie es in ZZ ist, also, wenn 
 = �1.

F

�

ur die Einheit a+ b

p

2 muss also notwendigerweise a

2

� 2b

2

= �1 gelten. Davon gilt aber au
h

die Umkehrung: Wenn a

2

�2b

2

= �1, dann ist (a+ b

p

2)(a� b

p

2) = a

2

�2b

2

= �1 und a+ b

p

2

ist eine Einheit. Das ist die erste, allerdings sehr implizite Charakterisierung der Einheiten im

Ring ZZ[

p

2℄:

Die Zahl a + b

p

2 2 ZZ[

p

2℄; a; b 2 ZZ, ist genau dann eine Einheit in diesem Ring, wenn

a

2

� 2b

2

= �1.

Damit ist allerdings die Struktur der Einheitengruppe no
h ni
ht aufgekl

�

art. Dazu

�

uberlegen

wir uns zun

�

a
hst:

Die Abbildung N : ZZ[

p

2℄ ! ZZ; a + b

p

2 7! a

2

� 2b

2

ist multiplikativ, d.h., N(



0

) =

N(
)N(


0

). Das folgt aber sofort aus N(a + b

p

2) = (a + b

p

2)(a � b

p

2). Insbesondere ist die

Abbildung

N : (ZZ[

p

2℄)

�

! f�1g

ein Gruppen-Homomorphismus. Wegen N(1) = 1 und N(1+

p

2) = �1 ist dieser surjektiv. Wir

k

�

ummern uns jetzt um den Kern dieses Homomorphismusses:

Die Zahl a+b

p

2; a; b � 0, mit a

2

�2b

2

= 1 ist genau dann eine Einheit, wenn sie eine Potenz

von

3 + 2

p

2 = (1 +

p

2)

2

ist.

Beweis. Falls b = 0 ist a = 1 = (1 +

p

2)

0

. Andernfalls ist b � 1 und wegen a

2

= 1 + 2b

2

sogar b � 2. Dann bere
hnen wir

(a+ b

p

2)(3 + 2

p

2)

�1

= (a+ b

p

2)(3� 2

p

2) = 3a� 4b+ (�2a+ 3b)

p

2:

Aus a =

p

2b

2

+ 1 und a; b � 0 folgt

(3a)

2

= 18b

2

+ 9 > 4b

2

; 3a� 2b � 0:

Aus b � 2 folgt

(3b)

2

� (2a)

2

= 9b

2

� (8b

2

+ 4) � 0; 3b � 2a:

Au
h der KoeÆzient �2a + 3b ist � 0. Und au�erdem ist wegen 3a � 4b < a , 4b > 2a na
h

Multiplikation mit der Einheit 3 � 2

p

2 der KoeÆzient a e
ht kleiner geworden, solange nur

b > 0. Weil das ni
ht ewig so weiter gehen kann, kommen wir dabei irgend wann auf den Fall

b = 0 und a = 1. Wir haben

(a+ b

p

2)(3� 2

p

2)

k

= 1

f

�

ur ein geeignetes k � 0 bewiesen, bzw. a+ b

p

2 = (3 + 2

p

2)

k

.

Es folgt f

�

ur a

2

�2b

2

= 1; a; b � 0; dass au
h a�b

p

2 = (3�2

p

2)

k

. Es sind also alle Einheiten

a+ b

p

2 mit a

2

� 2b

2

= 1; a � 0; ganzzahlige Potenzen von 3 + 2

p

2. Alle Einheiten mit a � 0

sind dann ganzzahlige Potenzen von 1+

p

2. Und alle beliebigen Einheiten in (ZZ[

p

2℄)

�

sind von

der Form

�(1 +

p

2)

k

; k 2 ZZ:

Die Einheitengruppe ist eine direkte Summe der zyklis
hen Gruppe f�1g und der freien zykli-

s
hen Gruppe erzeugt von 1 +

p

2.
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De�nition 2.14 Zwei Ring-Elemente r; s 2 R hei�en assoziiert, wenn es eine Einheit e 2 R

gibt mit s = er.

Weil die Einheiten eine Gruppe bez

�

ugli
h der Multiplikation bilden, ist klar, dass diese

Assoziiertheit von Ring-Elementen eine

�

Aquivalenzrelation ist.

Satz 2.13 Zwei Ring-Elemente r und s erzeugen genau dann dasselbe Haupt-Ideal (r) = (s),

wenn sie assoziiert sind.

Beweis. Seien r und s assoziiert, also s = er mit einer Einheit e. Dann gilt s 2 (r) und

deswegen (s) � (r). Aus r = e

�1

s folgt ebenso (r) � (s).

Sei (r) = (s), also r = as und s = br. Es folgt r = (ab)r und (1 � ab)r = 0. Wenn r = 0

ist, folgt aus (r) = (s), dass au
h s = 0 ist. ab = 1. Also sind a und b Einheiten, r und s sind

assoziiert.

De�nition 2.15 Es seien r und s zwei Elemente des Rings R. Man sagt, r teilt s, in Zei
hen

rjs, wenn es ein q 2 R gibt mit r � q = s. (Weil R nullteilerfrei vorausgesetzt ist, ist q dur
h r

und s eindeutig bestimmt.)

Beispiel 2.15 Die Teiler der Eins 1 2 R sind genau die Einheiten.

Die Teilbarkeit rjs ist

�

aquivalent zur Inklusion (s) � (r) der Hauptideale.

Diese Teilbarkeitsrelation hat folgende triviale Eigens
haften:

� aja; 1ja; aj0;

� ajb und bj
 ) aj
;

� ajb und 
jd ) a
jbd;

� ajb und aj
 ) aj(b+ 
);

� a
jb
 und 
 6= 0 ) ajb.

Mit diesem Teilbarkeits-Begri� kann man wie in der S
hule gr

�

o�te gemeinsame Teiler und

kleinste gemeinsame Vielfa
he de�nieren:

De�nition 2.16 Es seien s

1

; :::; s

k

2 R.

r 2 R hei�t ein ggT (s

1

; :::; s

k

) wenn gilt: r teilt s

1

; :::; s

k

, und teilt au
h r

0

2 R die Elemente

s

1

; :::; s

k

, so gilt r

0

jr. Die Ringelemente s

1

; :::; s

k

hei�en teilerfremd, wenn ggT (s

1

; :::; s

k

) = 1.

r 2 R hei�t ein kgV (s

1

; ::::; s

k

) wenn gilt: s

1

; :::; s

k

teilen r, und teilen s

1

; :::; s

k

au
h r

0

, so

gilt rjr

0

.

Bemerkung: Wenn ggT (s

1

; :::; s

k

) = r und ggT (s

1

; :::; s

k

) = r

0

, dann sind die Ringelemente

r und r

0

assoziiert. Ebenso folgt aus r = kgV (s

1

; :::; s

k

) und r

0

= kgV (s

1

; :::; s

k

), dass r und r

0

assoziiert sind.

Wir haben ggT und kgV wohl de�niert,

�

uber deren Existenz aber

�

uberhaupt ni
hts bewiesen.

Dazu brau
hen wir eine neue Eigens
haft des Rings R:
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De�nition 2.17 Der Ring R hei�t Hauptideal-Ring, wenn jedes Ideal I � R ein Hauptideal

ist.

Beispiel 2.16 Der Ring ZZ ist ein Hauptideal-Ring na
h Satz 2.3.

Das Verfahren, mit dem wir gezeigt haben, dass jedes Ideal in ZZ ein Hauptideal ist, kann

man wie folgt formalisieren.

De�nition 2.18 Der Ring R hei�t euklidis
h, wenn es eine Abbildung

R! IN; r 7! jrj

gibt mit

� jrj = 0 genau dann, wenn r = 0;

� Division mit Rest: Zu je zwei Ring-Elementen a; b 2 R; a 6= 0; gibt es Ring-Elemente

q; r 2 R so, dass

b = q � a+ r und jrj < jaj:

Beispiel 2.17 Der Ring ZZ ist euklidis
h. Dabei ist jrj der

�

ubli
he Absolutbetrag.

Beispiel 2.18 Au
h der Polynomring K[X℄

�

uber einem K

�

orper ist euklidis
h, wenn man setzt:

jp(X)j :=

(

1 +Grad(p) falls p 6= 0;

0 falls p = 0:

Im Polynomring K[X℄ gibt es ja die Division mit Rest

b = qa+ r; Grad(r) < Grad(a); also jrj < jaj:

Satz 2.14 Jeder euklidis
he Ring ist ein Hauptideal-Ring.

Beweis. Sei R ein euklidis
her Ring und I � R ein Ideal. Weil das Null-Ideal (0) ein Haupt-

ideal ist k

�

onnen wir annehmen, dass I Elemente a 6= 0 enth

�

alt. Sei a 2 I ein Element 6= 0 und

so, dass jaj minimal unter allen Elementen 6= 0 aus I ist. Wir behaupten I = (a).

Sei also b 2 I und

b = qa+ r; jrj < jaj

die Division dur
h a mit Rest r. Wegen b 2 I und qa 2 I ist au
h r 2 I. Weil jaj 6= 0 minimal

war, muss jrj = 0 gelten, d.h., r = 0. Es folgt b = qa 2 (a).

Satz 2.15 In einem Hauptideal-Ring existieren t = ggT (s

1

; :::; s

k

) und v = kgV (s

1

; :::; s

k

). Es

ist

(t) = (s

1

; :::; s

k

) und v = (s

1

) \ ::: \ (s

k

):
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Beweis. Na
h Voraussetzung sind (s

1

; :::; s

k

) =: (t) und (s

1

) \ ::: \ (s

k

) =: (v) Hauptideale.

Wegen s

i

2 (t) ist t ein Teiler von s

i

f

�

ur i = 1; :::; k. Ist t

0

ein weiterer Teiler von s

1

; :::; s

k

, so

gilt

(t) = (s

1

; :::; s

k

) 2 (t

0

)

und t

0

jt.

Wegen v 2 (s

i

) gilt s

i

jv f

�

ur i = 1; :::; k. Ist v

0

ein weiteres Ring-Element mit dieser Eigen-

s
haft, so gilt

v

0

2 (s

1

) \ ::: \ (s

k

) = (v)

und vjv

0

.

Man kann die iterierte Division mit Rest au
h ben

�

utzen, um den ggT konkret auszure
h-

nen. Dieses Verfahren hei�t euklidis
her Algorithmus. I
h m

�

o
hte hier kein abstraktes Rezept

formulieren, sondern an einem Beispiel zeigen, wie das funktioniert:

Gesu
ht sei im Ring ZZ der ggT von 701391 und 70851. Wir iterieren die Division mit Rest:

701391 = 9 � 70851 + 63732

70851 = 63732 + 7119

63732 = 8 � 7119 + 6780

7119 = 6780 + 339

6780 = 20 � 339:

Jeder gemeinsame Teiler von 701391 und 70851 teilt au
h 63732, sowie 7119, 6780 und s
hlie�li
h

339. Umgekehrt teilt 339 die Zahl 6780, sowie 7119, 63732, 70851 und 701391. Es folgt

339 = ggT (701391; 70851):

(Eigentli
h wollte i
h hier no
h ein Beispiel im Ring Q[X℄ re
hnen, aber meine MAPLE-

Version s
ha�t das irgendwie ni
ht.)

Satz 2.16 (Korollar zu Satz 2.15) In einem Hauptideal-Ring R ist r = ggT (s

1

; :::; s

k

) eine

Linearkombination

r = x

1

s

1

+ :::+ x

k

s

k

; x

1

; :::; x

k

2 R:

Beweis. r 2 (s

1

; :::; s

k

) = f(x

1

s

1

+ :::+ x

k

s

k

: x

1

; :::; x

k

2 Rg.

In unserem obigen Beispiel etwa ist

339 = 7119 � 6780

= 7119 � (63732 � 8 � 7119)

= �63732 + 9 � 7119

= �63732 + 9 � (70851 � 63732)

= 9 � 70851 � 10 � 63732

= 9 � 70851 � 10 � (701391 � 9 � 70851)

= �10 � 701391 + 99 � 70851:
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De�nition 2.19 Ein Ring-Element r 2 R hei�t irreduzibel, wenn es selbst keine Einheit in R

�

ist, und wenn gilt

r = ab; a; b 2 R ) a 2 R

�

oder b 2 R

�

:

Das Ring-Element r 62 R

�

hei�t prim, wenn gilt

rja � b; a; b 2 R ) rja oder rjb:

Beispiel 2.19 Eine Zahl 0 6= n 2 ZZ ist irreduzibel, genau dann wenn n = �p mit einer Primzahl

p ist. Genau dann ist n au
h prim.

Beispiel 2.20 Weil man na
h dem Fundamentalsatz der Algebra jedes Polynom p 2 C[X℄ in

komplexe Linearfaktoren zerlegen kann, ist p irreduzibel genau dann wenn p = aX + b den Grad

eins hat. Ein reelles Polynom p 2 IR[X℄ ist irreduzibel genau dann, wenn p den Grad eins hat

oder p = aX

2

+ bX+ 
 den Grad zwei und eine Diskriminante b

2

�4a
 < 0 hat. In diesen F

�

allen

ist p au
h immer prim.

Allgemein gilt: Ist 0 6= r 2 R prim, so ist r au
h irreduzibel.

Beweis. Sei r 2 R prim und r = ab mit a; b 2 R. Wegen rjr = ab folgt daraus rja oder rjb,

etwa o.B.d.A. rja. Dann ist also a = �r und r = ab = �br. Aus r(1� �b) = 0 und r 6= 0 folgt,

weil R nullteilerfrei vorausgesetzt ist, dass �b = 1, also b 2 R

�

.

Die Umkehrung 'r irreduzibel ) r prim' gilt i.a. ni
ht. Das Standard-Beispiel daf

�

ur ist

allerdings s
hon re
ht anspru
hsvoll:

Beispiel 2.21 Es sei R der Ring

ZZ[

p

�5℄ = fa+ b

p

�5 : a; b 2 ZZg � C:

In diesem Ring betra
hten wir die Konjugationsabbildung

R! R; x = a+ b

p

�5 7! �x = a� b

p

�5:

Diese Abbildung ist ein Ring-Homomorphismus. Additivit

�

at ist klar. Wir weisen die Multiplika-

tivit

�

at na
h. Seien dazu

x = a+ b

p

�5 und y = 
+ d

p

�5 2 R:

Wir bere
hnen

xy = (a+ b

p

�5)(
 + d

p

�5) = a
� 5bd+ (ad+ b
)

p

�5 = a
� 5bd� (ad+ b
)

p

�5;

�x�y = (a� b

p

�5)(
 � d

p

�5) = a
� 5bd� (ad+ b
)

p

�5:

Behauptung 1: Die Zahl 2 2 R ist irreduzibel. Sei etwa 2 = (a+b

p

�5)(
+d

p

�5) mit a; b; 
; d 2

ZZ. Daraus folgt

4 = 2 �

�

2 = (a

2

+ 5b

2

)(


2

+ 5d

2

)

und
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� entweder a

2

+ 5b

2

= 1, also b = 0 und a = �1; die Zahl a + b

p

�5 = �1 ist eine Einheit

in R;

� oder a

2

+ 5b

2

= 2, das geht ni
ht;

� oder a

2

+ 5b

2

= 4, also b = 0 und a = �2; jetzt ist 
+ d

p

�5 = �1 eine Einheit.

Behauptung 2: Die Zahl 2 2 R ist ni
ht prim. Das folgt aus

2 � 3 = 6 = (1 +

p

�5)(1�

p

�5)

wegen 2j6 aber 2 6 j (1 +

p

�5) und 2 6 j (1�

p

�5).a

De�nition 2.20 Ein Ringelement a 2 R besitzt eine Zerlegung in irreduzible Faktoren, wenn

a = er

1

:::r

k

mit e 2 R

�

und r

1

; :::; r

k

2 R irreduzibel.

Das Ringelement a 2 R besitzt eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren, falls zus

�

atz-

li
h gilt: Ist

a = er

1

� ::: � r

k

= e

0

r

0

1

� ::: � r

0

k

0

; e; e

0

2 R

�

; r

1

; ::::; r

0

k

0

2 R irreduzibel,

dann ist k = k

0

und na
h eventueller Umordnung r

1

assoziiert zu r

0

1

,...,r

k

assoziiert zu r

0

k

.

Ein Ring R (kommutativ mit Eins, nullteilerfrei) hei�t faktoriell, wenn jedes 0 6= a 2 R eine

eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt.

Satz 2.17 Im Ring R besitze jedes 0 6= a 2 R eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann sind

�

aquivalent:

1) R ist faktoriell (d.h. die Zerlegung ist eindeutig);

2) r 2 R irreduzibel ) r ist prim.

Beweis. 1) ) 2): Sei r 2 R irreduzibel und es gelte rjab mit a; b 2 R. O.B.d.A. k

�

onnen wir

a 6= 0 6= b annehmen. Dann zerlegen wir in irreduzible Faktoren

a = ea

1

� ::: � a

k

; b = e

0

b

1

� ::: � b

l

; ab = ee

0

a

1

� ::: � a

k

b

1

� ::: � b

l

mit e; e

0

2 R

�

und a

1

; :::; b

l

irreduzibel. Weil das irreduzible Ringelement r das Produkt ab

teilt, gibt es eine Zerlegung ab = r � ::: in irreduzible Faktoren. Wegen der Eindeutigkeit dieser

Zerlegung muss r zu einem der irreduziblen Elemente a

1

; :::; b

l

assoziiert sein. Es folgt rja oder

rjb.

2) ) 1): Es werde r 2 R auf zwei Weisen

r = ea

1

� ::: � a

k

= e

0

b

1

� ::: � b

l

in irreduzible Faktoren zerlegt. Das irreduzible a

1

teilt also das Produkt e

0

b

1

� :::b

l

. Wegen 2) ist

a

1

prim und teilt einen der Faktoren b

1

; :::; b

l

. Na
h Umordnung k

�

onnen wir a

1

jb

1

annehmen.

Weil b

1

irreduzibel ist, gibt es eine Einheit e

00

2 R

�

mit b

1

= e

00

a

1

. In der obigen Glei
hung

k

�

onnen wir a

1

k

�

urzen und erhalten

ea

2

� ::: � a

k

= e

0

e

00

b

2

� ::: � b

l

:

Die Behauptung ergibt si
h dur
h Induktion na
h k.
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Satz 2.18 Der Ring R (kommutativ mit Eins, nullteilerfrei) ist genau dann faktoriell, wenn er

die beiden folgenden Eigens
haften hat:

i) Jede aufsteigende Kette

(r

1

) � (r

2

) � ::: � (r

n

) � (r

n+1

) � :::

von Hauptidealen in R wird station

�

ar, d.h., es gibt ein n mit (r

j

) = (r

n

) f

�

ur j � n.

ii) r 2 R irreduzibel ) r ist prim.

Beweis. Sei R faktoriell. Wegen Satz 2.17 ist dann jedes irreduzible Ringelement au
h prim.

Sei nun (r

1

) � (r

2

) � ::: � R eine aufsteigende Kette von Hauptidealen. Wenn alle r

j

= 0 sind,

ist ni
hts zu zeigen. Au
h wenn es ein r

j

mit (r

j

) = R gibt, ist ni
hts zu zeigen. Sei also o.B.d.a.

r

1

6= 0 und r

1

= ea

1

� ::: � a

k

seine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Sei weiter (s) = (r

j

) eines

der Hauptideale in der Kette. Es folgt sjea

1

� ::: �a

k

. Wegen der Eindeutigkeit der Faktorzerlegung

von r

1

hat s eine Zerlegung, die aus einigen der irreduziblen Faktoren a

1

; ::::; a

k

von r

1

besteht.

Und wenn (r

1

) 6= (s) ist, m

�

ussen dies weniger als k sein. Iteriert man dieses Argument, so folgt

die Abbru
h-Bedingung i).

Seien jetzt i) und ii) vorausgesetzt. Wegen Satz 2.17 m

�

ussen wir zeigen: jedes 0 6= r 2 R

besitzt eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Sei M die Menge der Hauptideale (r) � R,

wo r keine sol
he Zerlegung besitzt. Wenn M 6= ; ist, gibt es eine e
ht aufsteigende Kette

(r

1

) � (r

2

) � ::: von Hauptidealen (r

i

) 2M , die wegen Eigens
haft i) abbri
ht. Es gibt also ein

maximales Element (r) 2M . Weil r keine Zerlegung in irreduzible Faktoren zul

�

asst, ist r keine

Einheit und au
h ni
ht irreduzibel. Es ist also r = ab, wo weder a no
h b zu r assoziiert sind.

Das hei�t

(r) � (a); (r) � (b); (r) 6= (a); (r) 6= (b):

Weil (r) 2 M maximal war, geh

�

ort weder (a) no
h (b) zu M . Beide Elemente a und b besitzen

also eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann besitzt au
h ihr Produkt r = ab eine sol
he

Zerlegung. Widerspru
h!

Satz 2.19 Jeder Hauptidealring (kommutativ mit Eins, nullteilerfrei) ist faktoriell.

Beweis. Wir weisen die Eigens
haften i) und ii) aus Satz 2.18 na
h.

i) Sei (r

1

) � (r

2

) � ::: � R eine Kette von Hauptidealen. Au
h deren Vereinigung

I :=

[

j

(r

j

) � R

ist ein Ideal, und damit ein Hauptideal (r). Das Ringelement r geh

�

ort zu einem der Ideale in

der Kette, etwa r 2 (r

n

). F

�

ur alle j � n ist dann

(r

j

) � I = (r) � (r

n

) � (r

j

);

also (r

j

) = (r

n

).

ii) Sei r 2 R irreduzibel und rjab mit a; b 2 R. Weil R ein Hauptidealring ist, gibt es

t = ggT (r; a). Wenn r das Element a ni
ht teilt, kann r ni
ht assoziiert zu t sein. Weil r
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irreduzibel ist, muss deswegen t 2 R

�

eine Einheit sein. Dann ist (r; a) = (1) und es gibt

x; y 2 R mit 1 = xr + ya. Daraus folgt

b = xbr + yab; rjb:

Also ist r prim.

Bemerkung: Die Umkehrung von Satz 2.19, dass n

�

amli
h Hauptidealring aus der Eigens
haft

faktoriell folgt, das gilt ni
ht!

Satz 2.20 Der Ring R[X℄ ist genau dann ein Hauptidealring, wenn R ein K

�

orper ist.

Beweis. Wenn R ein K

�

orper ist, dann ist R[X℄ euklidis
h, und R[X℄ ein Hauptidealring, vgl.

Beispiel 2.18.

Es sei 0 6= r 2 R. Wir betra
hten das Ideal (r;X). W

�

are es ein Hauptideal, g

�

abe es ein

Polynom p(X) 2 R[X℄ mit (r;X) = p. Es folgt p(X)jr und p 2 R. Aus pjX folgt p 2 R ist eine

Einheit, also (r;X) = (1) = R[X℄. Insbesondere ist 1 = a � r + b �X mit a; b 2 R[X℄. Auf diese

Glei
hung wenden wir den Ring-Homomorphismus

' : R[X℄! R; ' : g(X) 7! g(0);

an. Aus '(1) = 1 und '(r) = r folgt

1 = '(a)r + '(b)'(X) = '(a)r:

Also ist r eine Einheit. Der Ring R enth

�

alt au�er (0) und (1) keine anderen Ideale und ist na
h

Satz 2.8 ein K

�

orper.

Beispiel 2.22 Insbesondere ein Polynomring K[X℄ ist nie ein K

�

orper, weil X kein Inverses hat.

Deswegen ist der Polynomring in zwei Unbestimmten K[X;Y ℄ = K[X℄[Y ℄ kein Hauptidealring.

Nat

�

urli
h ist au
h ein Polynomring K[X

1

; :::;X

n

℄ in n � 2 Unbestimmten kein Hauptidealring.

Ist r 2 R prim, so ist der Faktorring R=(r) nullteilerfrei.

Beweis. Seien a+ (r); b+ (r) 2 R=(r) Restklassen mit Produkt

(a+ (r)) � (b+ (r)) = ab+ (r) = 0 2 R=(r):

Das bedeutet ab 2 (r) und rjab. Weil r prim ist, teilt r entweder a, dann ist a+(r) = 0 2 R=(r)

oder b, und dann ist b+ (r) = 0 2 R=(r).

De�nition 2.21 Das Ideal I � R hei�t Primideal, wenn der Faktorring nullteilerfrei ist.

Anders ausgedr

�

u
kt: I ist Primideal, wenn aus ab 2 I folgt, dass entweder a 2 I oder b 2 I.

Ein Hauptideal (r) ist genau dann ein Primideal, wenn das Element r 2 R prim ist.

Satz 2.21 Jedes maximale Ideal I � R ist ein Primideal.
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Beweis. Na
h Satz 2.9 ist der Faktorring R=I ein K

�

orper und damit nullteilerfrei.

No
h so eine De�nition, die i
h ni
ht bringen w

�

urde, wenn sie ni
ht in (einigen wenigen)

Staatsexamensaufgaben vork

�

ame.

De�nition 2.22 Ein R-Modul ist eine Menge M , zu der si
h der Ring R verh

�

alt, wie ein

K

�

orper K zu einem K-Vektorraum. D.h. also, es gibt eine Abbildung

R�M !M

mit allen m

�

ogli
hen Eigens
haften, die i
h hier ni
ht aufs
hreiben m

�

o
hte. S
hauen Sie si
h die

Eigens
haften in der De�nition des K-Vektorraums an!

Beispiel 2.23 Ist R ein Unterring des Rings S, so ist S ein R-Modul. Jedes Ideal I � R ist

ein R-Modul und jeder Faktorring R=I au
h.

Aufgabe 2.26 (F 99, T1, A3) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und S � R ein

kommutativer Oberring von R, das Einselement von R sei au
h das Einselement von S.

a) Man zeige: Ist I � S ein Ideal von S, so ist I \R ein Ideal von R.

b) Sei I � S ein Ideal. Man untersu
he, wel
he der folgenden Implikationen wahr sind:

i) I Primideal in S =) I \R Primideal in R.

ii) I \R Primideal in R =) I Primideal in S.

(Beweis oder Gegenbeispiel!)

Aufgabe 2.27 (F 99, T3, A3) Gegeben sei der Teilring R = ZZ+ ZZ

p

5 von C.

a) Man zeige, dass in R jedes von (0) vers
hiedene Primideal maximal ist.

b) R

�

bezei
hne seine Einheitengruppe. Man zeige:

F

�

ur alle � = x+ y

p

5 2 R

�

gilt x

2

� y

2

5 = �1.

Aufgabe 2.28 (H 99, T1, A2) a) Sei p eine ungerade Primzahl und � 2 ZZ; � > 0. Zeigen

Sie, dass die Glei
hung X

2

= 1 im Ring ZZ=(p

�

) genau 2 L

�

osungen besitzt.

b) Sei n = p

�

1

1

� ::: � p

�

s

s

mit paarweise vers
hiedenen ungeraden Primzahlen p

i

und positiven

ganzen Zahlen �

i

(i = 1; :::; s). Ferner sei a eine Einheit des Rings ZZ=(n). Zeigen Sie, dass die

Glei
hung X

2

= a in ZZ=(n) eintweder keine oder genau 2

s

vers
hiedene L

�

osungen besitzt.

Aufgabe 2.29 (H 99, T2, A2) Sei R = IR[[X℄℄ der Ring der formalen Potenzreihen mit re-

ellen KoeÆzienten. Man zeige:

a) Jede Potenzreihe a = a

0

+ a

1

X + a

2

X

2

+ ::: mit a

0

6= 0 ist eine Einheit in R.

b) R ist Hauptidealring.


) Es gibt genau ein maximales Ideal in R.

d) Es gibt genau zwei Primideale in R.

e) Der Quotientenk

�

orper Q von R besitzt als R-Modul ein abz

�

ahlbares Erzeugendensystem.

75



Aufgabe 2.30 (H 99, T2, A3) a) Seien R ein Integrit

�

atsring und a 2 R. Man zeige: Das

Polynom X

2

+ a ist genau dann reduzibel in R[X℄, wenn �a ein Quadrat in R ist.

b) Sei K ein K

�

orper, der ni
ht die Charakteristik 2 besitzt. Man zeige: F

�

ur alle n 2 IN; n � 3,

ist das Polynom X

2

1

+X

2

2

+ :::+X

2

n

im Polynomring K[X

1

; :::;X

n

℄ irreduzibel.

Aufgabe 2.31 (H 97, T3, A2) Sei R = ff 2 IR[X℄; f(0) 2 Qg der Ring aller Polynome mit

reellen KoeÆzienten, deren konstantes Glied rational ist. Zeigen Sie:

a) Das Element X ist im Ring R unzerlegbar, aber kein Primelement.

b) Jede aufsteigende Folge I

1

� I

2

� ::: � I

n

� ::: von Hauptidealen wird station

�

ar.


) Das Ideal I = ff 2 R : f(0) = 0g von R ist ni
ht endli
h erzeugt.

Aufgabe 2.32 (F 97, T1, A1a)) Zu wel
hem direkten Produkt zyklis
her Gruppen ist die Ein-

heitengruppe des Rings ZZ=255ZZ isomorph?

Aufgabe 2.33 (F 97, T2, A3b)) Ist 1997

1997

� 4 dur
h 7 teilbar?

Aufgabe 2.34 (H 96, T2, A3) Zeigen Sie, dass der Ring Z[

p

�31℄ = fa+ b

p

�31ja; b ganze

Zahlen g ni
ht faktoriell ist, d.h. keine Primfaktorzerlegung hat. Verwenden Sie etwa, dass 32 =

(1 +

p

�31)(1 �

p

�31).

Aufgabe 2.35 (H 96, T3, A2) Man de�niere f

�

ur einen kommutatvien Ring die Begri�e ,,ir-

reduzibles Element", ,,Primelement" und ,,Primideal" und zeige, dass in einem Integrit

�

atsring

A mit 1 f

�

ur ein Element p 2 A gilt:

a) p Primelement ) p irreduzibel

b) p Primelement , (p) Primideal 6= 0


) p irreduzibel , Es gilt 0 6= (p) � A; (p) 6= A, und es existiert kein a 2 A mit (p) � (a) �

A; (p) 6= (a) 6= A.

Aufgabe 2.36 (F 96, T2, A1) Es sei a eine zu 10 teilerfremde nat

�

urli
he Zahl. Man zeige,

dass unendli
h viele Zahlen 1, 11, 111, 1111, ... dur
h a teilbar sind.

Aufgabe 2.37 (F 96, T2, A3) Es sei I die Menge aller Polynome f 2 Q[X℄ mit f(0) =

f

0

(0) = 0.

a) Man zeige, dass I ein Ideal von Q[X℄ ist.

b) Geben Sie ein erzeugendes Element f

�

ur das Ideal I an.


) Ist I ein Primideal?

Aufgabe 2.38 (F96, T3, A2) Im Ring R := ZZ[

p

�3℄ sei die Norm eines Elementes x =

a+ b

p

�3 de�niert dur
h:

N(a+ b

p

�3) := (a+ b

p

�3)(a� b

p

�3) = a

2

+ 3b

2

:

Zeigen Sie:

a) x 2 R ist eine Einheit in R genau dann, wenn N(x) = 1 gilt, und dies gilt genau dann,

wenn x = �1.
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b) 2 ist ein irreduzibles Element in R, das hei�t, es gibt keine Zerlegung 2 = xy, wobei

x; y 2 R beide keine Einheiten in R sind.


) Das von 2 und 1 +

p

�3 in R erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.

d) 2 ist kein Primelement in R.

Aufgabe 2.39 (F 95, T2, A3) Sei R der Integrit

�

atsberei
h

R := ZZ[

p

�5℄:

Man zeige:

a) F

�

ur Elemente x := x

1

+ x

2

p

�5 6= 0 und y := y

1

+ y

2

p

�5 von R gilt:

xjy () x

2

1

+ 5x

2

2

ist gemeinsamer Teiler von x

1

y

1

+ 5x

2

y

2

und y

2

x

1

� y

1

x

2

in ZZ.

b) Die Einheitengruppe von R ist R

�

= f�1g.


) Jede Ni
hteinheit 6= 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elementen.

d) R ist ni
ht faktoriell.

Aufgabe 2.40 (H 94, T1, A3) Gegeben sei der Teilring R = ZZ+ ZZ

p

2 von C. R

�

bezei
hne

seine Einheitengruppe. Man zeige:

a) F

�

ur alle � = x+ y

p

2 2 R

�

gilt x

2

� y

2

2 = �1 .

b) F

�

ur alle � = x+ y

p

2 2 R

�

gilt: (� > 1) x; y > 0),


) Minf� 2 R

�

j� > 1g = 1 +

p

2 ,

d) R

�

= f�(1�

p

2)

n

jn 2 INg.

Aufgabe 2.41 (H 94, T1, A5) Sei x ein Geldbetrag (in Mark und Pfennig) unter 100 Mark

mit folgender Eigens
haft: Vertaus
ht man Mark- und Pfennigbetr

�

age miteinander und zieht 5

Pfennig ab, so erh

�

alt man das Doppelte von x. Wie gro� ist x?

Aufgabe 2.42 (F 94, T1, A3) Es sei R ein kommutativer Ring, R 6= 0. Zeigen Sie: In der

Menge der Primideale von R gibt es ein minimales Element (bez

�

ugli
h der Inklusion).

Aufgabe 2.43 (F 94, T3, A5) Sei p eine Primzahl. Dazu werde die Menge

ZZ

(p)

:=

�

a

b

jb 2 IN; a 2 ZZ; ggt(a; b) = 1; ggt(b; p) = 1

�

betra
htet. Zeigen Sie:

1) ZZ

(p)

ist ein Unterring mit Eins von Q.

2) m

p

:= f

a

b

jp teilt ag ist das einzige maximale Ideal in ZZ

(p)

.

3) ZZ

(p)

=m

p

ist isomorph zu IF

p

, dem K

�

orper mit p Elementen. Geben Sie den Isomorphismus

an.

Aufgabe 2.44 (H 93, T1, A2) Sei R := ZZ=100000ZZ der Ring der ganzen Zahlen modulo 100

000.

(i) Bestimmen Sie alle nilpotenten und alle idempotenten Elemente von R sowie die Anzahl

der Nullteiler von R.

(ii) Geben Sie alle Primideale und alle maximalen Ideale von R an.

(iii) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R dur
h Angabe ihrer invarianten

Faktoren.
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Aufgabe 2.45 (H 92, T3, A3) Es sei R der folgende Teilring des K

�

orpers der rationalen

Zahlen

R = f

a

b

ja; b 2 ZZ; ggt(b; 10) = 1g:

a) Man bestimme die Einheitengruppe von R.

b) Man bestimme alle Ideale von R und zeige, dass R ein Hauptidealring ist.


) Man bestimme alle irreduziblen Elemente von R bis auf Assoziierte.

Aufgabe 2.46 (F 92, T1, A2) Seien R ein kommutativer Ring, S eine multiplikative Teil-

menge (d.h. S 6= 0 und S � S � S) und I ein Ideal mit I \ S = ;. Zeigen Sie mit Hilfe des

Zorns
hen Lemmas, dass es ein Primideal P von R gibt mit I � P und P \ S = ;.

Aufgabe 2.47 (F92, T3, A3) a) Wie ist das Produkt zweier Ideale in einem kommutativen

Ring de�niert?

Es sei R = ZZ[

p

�5℄ = fa+ b

p

�5ja; b 2 ZZg. Es sei P das von 3 und 1+

p

�5 erzeugte Ideal

und Q das von 3 und 1�

p

�5 erzeugte Ideal in R.

b) Bere
hnen Sie PQ, und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente sowie die Anzahl der

Einheiten des Restklassenringes R=PQ.

Aufgabe 2.48 (H 91, T1, A2) Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden Be-

hauptungen sind zu beweisen oder dur
h ein Gegenbeispiel zu widerlegen:

a) Ist M ein maximales Ideal vonR, so ist M au
h ein Primideal von R.

b) Ist P ein Primideal von R, so ist P au
h ein maximales Ideal von R.


) R hat stets ein maximales Ideal.

d) R hat h

�

o
hstens ein maximales Ideal.

e) Es seien P;Q Primideale von R. Dann gilt:

i) P \Q ist ein Primideal von R.

ii) P \Q ist ein Ideal von R.

iii) P [Q ist ein Ideal von R.

iv) P [Q ist ein Primideal von R.

Aufgabe 2.49 (H91, T2, A2) a) Es sei n eine nat

�

urli
he Zahl in ihrer Dezimaldarstellung

n =

X

k=�0

a

k

10

k

; 0 � a

k

� 9:

Man beweise die Kongruenz

n �

X

k�0

(�1)

k

a

k

(mod11)

und leite daraus ein Kriterium f

�

ur die Teilbarkeit dur
h 11 her.

b) Man zerlege 1991 in Primfaktoren.


) Man bestimme alle Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 1991.

d) Es sei R der Restklassenring ZZ=1991ZZ und R

�

seine Einheitengruppe. Man stelle R

�

als

direktes Produkt von zylis
hen Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnung dar.

78



Aufgabe 2.50 (F 91, T1, A2) Zeigen Sie:

1) In einem Hauptidealring werden alle aufsteigenden Ketten von Idealen station

�

ar.

2) Sei P eine (beliebige) Menge von Primzahlen. Ganze Zahlen 6= 0, deren Primteiler s

�

amt-

li
h aus P sind, hei�en P -Zahlen. Dann ist die Menge der rationalen Zahlen

'(P ) := fa=bja 2 ZZ; b P-Zahl g

ein Hauptidealring.

Aufgabe 2.51 (F 91, T3, A3) Sei R = IR[x; y℄=(x

2

+ y

2

� 1).

a) Zeigen Sie, dass jedes Element von R dur
h genau ein f 2 R[x; y℄ der Form

f = a+ by; a; b 2 IR[x℄;

repr

�

asentiert wird.

b) Zeigen Sie, dass R ein Integrit

�

atsberei
h ist.


) Bestimmen Sie die Einheiten von R.

Aufgabe 2.52 (H 90, T1, A3) Zerlegen Sie 2, 3 und 5 im Ring ZZ[i℄ der Gau�s
hen ganzen

Zahlen in Primfaktoren.

Aufgabe 2.53 (F 90, T1, A1) Sei P = f2; 3; 5; 7; :::g die Menge aller Primzahlen. F

�

ur eine

nat

�

urli
he Zahl n > 2 sei

P

n

= fp 2 P : p < ng:

Man betra
hte die Ringe R

n

:= �

p2P

n

F

p

und R := �

p2P

F

p

; dabei ist F

p

= ZZ=pZZ der Primk

�

orper

der Charakteristik p. Die kanonis
he Abbildung ZZ! ZZ=pZZ induziert Abbildungen

'

n

: ZZ! R

n

; x! (xmod p)

p2P

n

;

' : ZZ! R; x! (xmod p)

p2P

:

Man zeige: '

n

ist surjektiv, aber ni
ht injektiv; und ' ist injektiv, aber ni
ht surjektiv.

Aufgabe 2.54 (F 90, T1, A2) Mit den Bezei
hnungen von Aufgabe 2.47 sei I � R die Menge

aller Folgen (a

p

)

p2P

2 R mit folgender Eigens
haft: Es gibt ein n 2 N , so dass a

p

= 0 f

�

ur alle

p > n.

a) Man zeige, dass I ein Ideal von R ist.

b) Sei R = R=I der Restklassenring und ' : ZZ! R die Komposition der Abbildung ' : ZZ!

R und der kanonis
hen Abbildung R! R. Man zeige, dass ' injektiv, aber ni
ht surjektiv ist.
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2.4 Quadratis
he Reste

Ein Rest im Sinn der

�

Ubers
hrift ist eine Restklasse amodn in einem der Faktorringe ZZ

n

.

De�nition 2.23 Eine Restklasse amodn in ZZ

n

hei�t quadratis
her Rest, wenn es ein 
modn 2

ZZ

n

gibt mit 


2

= a.

Beispiel 2.24 Die Restklassen 0 = 0

2

und 1 = 1

2

modn sind immer quadratis
he Reste.

Beispiel 2.25 n = 3. Wegen 1

2

= 1 und 2

2

= 1mod 3 ist nur 1mod 3 ein quadratis
her Rest

modulo 3, und 2mod 3 ist keiner.

Beispiel 2.26 n = 4. Jetzt ist 2

2

= 0; 3

2

= 1mod 4. Wieder ist nur 1mod 4 ein quadratis
her

Rest 6= 0.

Beispiel 2.27 n = 5. Hier ist 2

2

= 4; 3

2

= 4; 4

2

= 1mod 5. Deswegen sind 1 und 4 quadratis
he

Reste modulo 5, die Restklassen 2 und 3mod 5 sind keine.

Satz 2.22 Es sei n = p

k

1

1

� ::: �p

k

r

r

die Zerlegung der Zahl 1 < n 2 IN in Primzahlpotenzen. Dann

ist amodn quadratis
her Rest genau dann, wenn amod p

k

1

1

; :::; amod p

k

r

r

quadratis
he Reste sind.

Beweis. Die Abbildung

amodn 7! (amod p

k

1

1

; :::; amod p

k

r

r

)

ist ein Ring-Isomorphismus

ZZ

n

! ZZ

p

k

1

1

� :::� ZZ

p

k

r

r

:

Quadrate in ZZ

n

gehen dabei auf r-tupel von Quadraten in den einzelnen Faktoren des direkten

Produkts.

Das Problem, die quadratis
hen Reste modulo n zu bestimmen, ist damit zur

�

u
kgef

�

uhrt auf

das Problem, quadratis
he Reste modulo einer Primzahlpotenz p

k

zu bestimmen. Man muss

unters
heiden zwis
hen primen Restklassen modulo p

k

und den Restklassen p � mmodp

k

, die

ni
ht prim sind.

Satz 2.23 Es sei n = p

k

Potenz einer Primzahl p > 2.

a) Eine prime Restklasse amod p

k

ist genau dann quadratis
her Rest modulo p

k

, wenn

amod p ein quadratis
her Rest ist.

b) Eine ni
ht-prime Restklasse a = p

l

�m; ggT (m; p) = 1; ist genau dann quadratis
her Rest

modulo p

k

, wenn l gerade, und die prime Restklasse mmodp ein quadratis
her Rest ist.

Beweis. a) Die multiplikative Gruppe ZZ

�

p

k

der primitiven Restklassen modulo p

k

ist abels
h

von der Ordnung '(p

k

) = p

k�1

� (p� 1). Die Restklasse amod p

k

2 ZZ

�

p

k

ist genau dann quadra-

tis
her Rest, wenn sie ein Quadrat in dieser Gruppe ist. Na
h Beispiel 1.12 ist ZZ

�

p

k

ein direktes
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Produkt A�B, wo A eine p-Gruppe der Ordnung p

k�1

und B eine Gruppe der Ordnung p� 1

ist.

Weil 2 relativ prim zu p vorausgesetzt ist, ist die Abbildung

(A;+)! (A;+); a 7! 2a; bzw. (A; �)! (A; �); a 7! a

2

2 A � ZZ

�

p

k

ein Isomorphismus. Mit anderen Worten: Jedes Element a 2 A ist ein Quadrat.

Der Ring-Homomorphismus

ZZ

p

k

! ZZ

p

; amod p

k

7! amod p;

bildet Quadrate auf Quadrate ab. Wenn also amod p

k

ein quadratis
her Rest ist, dann au
h

amod p. Ist umgekehrt a = 


2

modp ein quadratis
her Rest, dann ist a = 


2

� �; � 2 A. Weil

� = 


2

ein Quadrat in A ist, ist au
h a = (
 � 
)

2

ein Quadrat in A�B und damit in ZZ

�

p

k

.

b) ): Es sei a = p

l

�m ein Quadrat 


2

= (p

�

� �)

2

mit ggT (�; p) = 1. Mit m = �

2

ist dann

au
h ggT (m; p) = 1. Es folgt a = 


2

= p

2�

�

2

= p

l

m. Also ist l = 2� gerade und m = �

2

ist

ein quadratis
her Rest modulo p

k

. Na
h a) ist letzteres genau dann der Fall, wenn mmodp ein

quadratis
her Rest ist.

(: Es sei a = p

2�

�m und m quadratis
her Rest modulo p. Na
h a) ist dann m = �

2

modp

k

au
h quadratis
her Rest modulo p

k

, ebenso wie a = (p

�

� �)

2

.

Beispiel 2.28 n=9. Die primen Restklassen modulo 9 sind 1; 2; 4; 5; 7; 8 und ihre Quadrate sind

1; 4; 7; 7; 4; 1mod 9. Das sind genau die Restklassen, die au
h modulo 3 ein Quadrat sind. Die

ni
ht-primen Restklassen sind 0; 3; 6 mit den Quadraten 0; 0; 0. Wie bewiesen sind 3 = 3

1

und

6 = 3

1

� 2 keine quadratis
hen Reste modulo 9.

Beispiel 2.29 n=27: Die ni
ht-primen Restklassen sind

0; 3; 6 = 3 � 2; 9 = 3

2

; 12 = 3 � 4; 15 = 3 � 5; 18 = 3

2

� 2; 21 = 3 � 7; 24 = 3 � 8

mit den Quadraten

0; 9; 9; 0; 9; 9; 0; 9; 9:

Nur 0 und 9 = 3

2

sind ni
ht-primitive quadratis
he Reste modulo 27.

Satz 2.24 Die Restklasse amod 2

k

mit 2 6 ja,ist genau dann quadratis
her Rest modulo 2

k

wenn

k = 1 und a = 1mod 2;

k = 2 und a = 1mod 4;

k � 3 und a = 1mod 8:

Beweis. Nur die Restklasse 1mod 2 ist quadratis
her primer Rest modulo 2. Die primen

quadratis
hen Reste modulo 4 sind 1

2

= 1 und 3

2

= 1. Die primen quadratis
hen Reste modulo

8 sind

1

2

= 1; 3

2

= 1; 5

2

= 1; 7

2

= 1;

wieder nur 1mod 8.
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Sei nun n = 2

k

mit k > 3. Wenn a quadratis
her Rest modulo 2

k

ist, dann au
h modulo 8

und es folgt a = 1mod 8. Sei umgekehrt a = 1mod 8. Wir beweisen, dass a quadratis
her Rest

modulo 2

k

ist dur
h Induktion na
h k � 3. Sei also a = 


2

mod 2

k

angenommen. Weil 
 ungerade

ist, gibt es ein 
 2 ZZ mit




2

� a

2

k

+ 
 � 
 = 0mod 2:

Daraus folgt

(
+ 
 � 2

k�1

)

2

= 


2

+ 

 � 2

k

+ 


2

� 2

2k�2

= amod 2

k+1

:

(Wegen k � 3 ist 2

2k�2

dur
h 2

k+1

teilbar.) Also ist a au
h quadratis
her Rest modulo 2

k+1

.

Um eine bessere

�

Ubersi
ht

�

uber die quadratis
hen Reste modulo p zu bekommen, formalisiert

man den Umgang mit ihnen wie folgt:

De�nition 2.24 Es sei p eine Primzahl > 2 und a 2 ZZ ni
ht dur
h p teilbar. Dann hei�t

�

a

p

�

:=

(

+1 wenn amod p quadratis
her Rest ist,

�1 wenn amod p kein quadratis
her Rest ist,

das Legendre-Symbol.

Eine gewisse Re
htfertigung bekommt diese De�nition dur
h die folgende Produktformel.

Satz 2.25 Es seien p > 2 eine Primzahl und a; b 2 ZZ ni
ht dur
h p teilbar. Dann gilt

�

a � b

p

�

=

�

a

p

�

�

�

b

p

�

:

Beweis. Wenn a und bmod p quadratis
he Reste modulo p sind, dann gilt dies au
h f

�

ur

a � bmod p. Wenn amod p quadratis
her Rest und bmod p keiner ist, dann kann au
h a � bmod p

kein Quadrat sein, ebenso wenn bmod p quadratis
her Rest ist und amod p keiner. Der einzige

ni
ht ganz triviale Fall ist, dass beide, a und bmod p keine quadratis
hen Reste sind.

Wir erinnern uns daran, dass die Gruppe ZZ

�

p

= IF

�

p

zyklis
h ist (Satz 2.11). Sei 
 ein Erzeugen-

des dieser Gruppe. Weil die Ordnung p� 1 der Gruppe gerade ist, sind genau die geradzahligen

Potenzen 


2k

modp quadratis
he Reste. Und das Produkt zweier ungeradzahligen Potenzen von


 ist eben eine geradzahlige Potenz.

Satz 2.26 (Kriterium von Euler) Sei p > 2 eine Primzahl und a 2 ZZ ni
ht dur
h p teilbar.

Dann ist

�

a

p

�

= a

p�1

2

modp:

Beweis. Wieder betra
hten wir die zyklis
he Gruppe ZZ

�

p

=< 
 >. Ihre Elemente s
hreiben

wir multiplikativ 
; 


2

; :::; 


p�2

; 


p�1

= 1. Die Abbildung

ZZ

�

p

! ZZ

2

= f1 = 


p�1

; 


p�1

2

= �1modpg 


k

7! (


k

)

p�1

2

ist ein Gruppen-Epimorphismus. Die H

�

alfte der Potenzen a = 


k

geht dabei auf +1, die andere

auf �1. Weil alle geradzahligen Potenzen von 
 auf +1 gehen, sind dies genau die Elemente mit

Bild = +1. Genau die Quadrate a = 


2k

haben die Eigens
haft a

p�1

2

= 1modp.
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Beispiel 2.30 �1 = p� 1modp ist genau dann ein quadratis
her Rest, wenn

(�1)

p�1

2

= 1

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die gerade Zahl p� 1 sogar dur
h vier teilbar ist. Prim-

zahlen > 2 sind immer ungerade, also p � 1 oder 3 modulo 4. Wir �nden:

p � 1mod 4 , p� 1 quadratis
her Rest;

p � 3mod 4 , p� 1 kein quadratis
her Rest:

Beispielsweise ist 12 = 5

2

mod 13 quadratis
her Rest, aber 10mod 11 keiner.

Im folgenden setzen wir immer voraus: p > 2 ist eine Primzahl und a 2 ZZ ist ni
ht dur
h p

teilbar. Nur f

�

ur die no
h kommenden Beweise ben

�

otigen wir folgende De�nition:

De�nition 2.25 Ein Halbsystem modulo p ist eine Menge a

1

; :::; a

(p�1)=2

von genau (p� 1)=2

vers
hiedenen Restklassen 6= 0 modulo p, die zusammen mit den komplement

�

aren Restklassen

�a

1

; :::;�a

(p�1)=2

modp die ganze Menge f1; ::::; p � 1modpg ergeben.

Beispiel 2.31 Die Restklassen 1; :::; (p � 1)=2modp bilden so ein Halbsystem, ebenso wie die

komplement

�

aren Restklassen (p+ 1)=2; :::; p � 1.

Satz 2.27 (Lemma von Gau�) Es sei a

1

; :::; a

(p�1)=2

ein Halbsystem. Dann sind die (p�1)=2

Produkte a�a

1

; :::; a�a

(p�1)=2

modp alle voneinander vers
hieden. Sei h die Anzahl sol
her Produk-

te, wel
he ni
ht wieder dem gew

�

ahlten, sondern seinem komplement

�

aren Halbsystem angeh

�

oren.

Dann ist

�

a

p

�

= (�1)

h

:

Beweis. Die Restklassen �a

1

; :::;�a

(p�1)=2

modp bilden das komplement

�

are Halbsystem. F

�

ur

i = 1; :::; (p � 1)=2 ist

a � a

i

= �a

�(i)

;

je na
hdem, ob das Produkt a � a

i

wieder zum ausgew

�

ahlten Halbsystem, oder zu seinem Kom-

plement geh

�

ort. Der ents
heidende Punkt ist, dass die Zahlen �(i); i = 1; :::; (p � 1)=2; eine

Permutation der Zahlen 1; :::; (p � 1)=2 bilden. Denn f

�

ur 1 � i 6= j � (p � 1)=2 folgt aus

�(i) = �(j), dass a � a

i

= �a � a

j

. Weil p eine Primzahl ist, k

�

onnen wir k

�

urzen und �nden

a

i

= �a

j

. Das geht aber ni
ht na
h De�nition eines Halbsystems. Also sind alle Zahlen �(i)

voneinander vers
hieden und bilden eine Permutation der Zahlen 1; :::; (p � 1)=2.

Jetzt multiplizieren wir alle Produkte a � a

i

modulo p:

a

(p�1)=2

� a

1

� ::: � a

(p�1)=2

= (a � a

1

) � ::: � (a � a

(p�1)=2

)

= (�a

�(1)

) � ::: � (� � a

�((p�1)=2)

)

= (�1)

h

a

1

� ::: � a

(p�1)=2

;

a

(p�1)=2

= (�1)

h

:

Die Behauptung ergibt si
h aus dem Eulers
hen Kriterium (Satz 2.26).
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Beispiel 2.32 Wir wollen

�

2

p

�

bere
hnen f

�

ur eine ungerade Primzahl p. Dazu verwenden wir das Halbsystem 1; 2; :::; (p �

1)=2modp. Wenn wir seine Zahlen mit a = 2 multiplizieren, erhalten wir die Zahlen

2; 4; :::; p � 1:

Es kommt darauf an, wieviele von denen � p=2 sind, und wieviele ni
ht. Das Legendre-Symbol

ist ja

�

2

p

�

= (�1)

s

;

wo s die Anzahl der Zahlen 2; 4; :::; p � 1 ist, wel
he > (p � 1)=2 sind. Das ist nat

�

urli
h die

Anzahl der Zahlen 1; 2; :::; (p � 1)=2, wel
he > (p � 1)=4 sind. Wenn (p � 1)=4 selbst ganz ist,

dann haben wir

s =

p� 1

2

�

p� 1

4

=

p� 1

4

:

Aber, wenn (p� 1)=4 keine ganze Zahl ist, dann ist (p� 3)=4 ganz, und

s =

p� 1

2

�

p� 3

4

=

p+ 1

4

:

Nun ist

p� 1

4

= k ganz , p = 4 � k + 1 , p = 1mod 4:

Wir haben also bewiesen

�

2

p

�

=

(

(�1)

p�1

4

f

�

ur p = 1mod 4;

(�1)

p+1

4

f

�

ur p = 3mod 4:

Das kann man no
h etwas vereinheitli
hen:

�

2

p

�

= (�1)

(p

2

�1)=8

:

In der Tat, es ist

p

2

� 1

8

=

p� 1

4

�

p+ 1

2

=

p+ 1

4

�

p� 1

2

:

Der Fall p = 1mod 4: Hier ist p = 4k + 1; k 2 IN; und (p + 1)=2 = (4k + 2)=2 = 2k + 1

ungerade. Also ist (p

2

� 1)=8 gerade oder ungerade, jena
hdem ob (p� 1)=4 dies ist.

Der Fall p = 3mod 4: Jetzt ist p = 4k+3; k 2 IN; und (p� 1)=2 = (4k+2)=2 ungerade. Die

Zahl (p

2

� 1)=8 ist gerade oder ungerade, jena
hdem ob (p+ 1)=4 dies ist.
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Betra
hten wir die ersten sieben ungeraden Primzahlen:

p mod 4 (p� 1)=4 (p+ 1)=4 p

2

� 1

�

2

p

�

3 3 1 8 �1

5 1 1 24 �1

7 3 2 48 1

11 3 3 120 �1

13 1 3 168 �1

19 3 5 360 �1

23 3 6 528 1

Das ist ja interessant!

Auf Grund der S

�

atze 2.22 , 2.23 und 2.24 ist die Frage, ob amod p ein quadratis
her Rest

ist, zur

�

u
kgef

�

uhrt auf die Bere
hnung von Legendre-Symbolen

�

p

q

�

, wo p und q > 2 Primzahlen

sind. Den Fall p = 2 haben wir im letzten Beispiel erledigt. Bleibt der Fall, dass beide Zahlen,

p und q ungerade Primzahlen sind. Da greift ein absolut unglaubli
hes Hilfsmittel:

Satz 2.28 (Quadratis
hes Rezprozit

�

atsgesetz) Sind p und q zwei vers
hiedene ungerade

Primzahlen, so gilt

�

p

q

�

�

�

q

p

�

= (�1)

p�1

2

�

q�1

2

:

Das hei�t also, das Produkt der beiden Legendre-Symbole ist = +1, beide Symbole sind

glei
h, au�er wenn p = q = 3mod 4 sind. Dann sind beide Symbole vers
hieden. Ein Beispiel

daf

�

ur, wie man das anwendet:

Beispiel 2.33 (H 97, T1, A2
) Untersu
hen Sie, ob die Kongruenz X

2

= 593mod 1997 eine

L

�

osung in ZZ=1997ZZ besitzt.

Es gilt also, zu ents
heiden, ob 593 ein quadratis
her Rest modulo 1997 ist. Zun

�

a
hst m

�

ussen

wir versu
hen, die beiden Zahlen 593 und 1997 in Primfaktoren zu zerlegen. Dabei wird si
h

herausstellen: Beides sind Primzahlen! Ihre Restklassen modulo 4 sind

593 = 600� 8 + 1 = 1mod 4; 1997 = 2000 � 4 + 1 = 1mod 4:

Also sagt das quadratis
he Reziprozit

�

atsgesetz

�

593

1997

�

=

�

1997

593

�

:

Wozu n

�

utzt diese Information? Es ist

3 � 593 = 1779; 1997 = 3 � 593 + 218 = 218 = 6

3

mod 593:

Somit ist

�

1997

593

�

=

 

2

3

593

!

�

 

3

3

593

!

:
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Nun ist 593 = 1mod 4, also (Beispiel 2.32)

�

2

593

�

= (�1)

592

4

= (�1)

148

= +1:

Und 3

3

= 3

2

� 3 ist genau dann quadratis
her Rest modulo 593, wenn 3 dies ist. Wegen 593 =

1mod 4 ist

�

3

593

�

=

�

593

3

�

:

Wegen 593 = 600�9+2 = 2mod 3 ist 593 kein quadratis
her Rest modulo 3. Deswegen ist au
h

3

3

kein quadratis
her Rest modulo 593 und die urspr

�

ungli
he Kongruenz ist ni
ht l

�

osbar.

Beweis von Satz 2.28 (Absolut genial! Abges
hreiben aus dem Bu
h 'Zahlentheorie' von S.I.

Borevi
z und I.R. Safarevi
, Birkh

�

auser 1966). Zur Bes
hreibung von

�

p

q

�

verwenden wir das

Halbsystem 1; 2; :::; (q � 1)=2. Na
h Satz 2.27 ist

�

p

q

�

= (�1)

s

;

wo s die Anzahl der Zahlen k = 1; :::; (q � 1)=2 ist, f

�

ur die p � kmod q zum Halbsystem (q +

1)=2; :::; q � 1 geh

�

ort. Dazu

�

aquivalent ist

(m�

1

2

) � q < p � k < m � q

f

�

ur ein m 2 IN. (Es kann ni
ht p � k = (m �

1

2

) � q sein, weil q=2 ni
ht ganz ist. Und au
h

p � k = m � q kann ni
ht gelten, weil dann q die Zahl k < q=2 teilen m

�

usste.) Wenn m obige

Unglei
hung erf

�

ullt, dann ist au
h

q �m < p � k +

q

2

< p �

q

2

+

q

2

=

p+ 1

2

� q;

also muss m 2 IN sogar die Bedingung

1 � m �

p� 1

2

erf

�

ullen. Damit ist s die Anzahl aller Paare (k;m) ganzer Zahlen, wel
he folgende Bedingungen

erf

�

ullen:

k = 1; 2; :::;

q � 1

2

;

m = 1; 2; :::;

p� 1

2

;

�

q

2

< k � p�m � q < 0:

Vertaus
hen wir die Rollen von p und q, so �nden wir

�

q

p

�

= (�1)

t

;
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wo t die Anzahl der Paare (l; n) ganzer Zahlen ist, wel
he

l = 1; 2; :::;

p� 1

2

;

n = 1; 2; :::;

q � 1

2

;

�

p

2

< l � q � n � p < 0;

erf

�

ullen.

�

Andern wir in der letzten Unglei
hung das Vorzei
hen, so �nden wir, dass t die Anzahl

aller Paare (n; l) = (k;m) ganzer Zahlen ist, wel
he folgende Bedingungen erf

�

ullen:

k = 1; 2; :::;

q � 1

2

;

m = 1; 2; :::;

p� 1

2

;

0 < k � p�m � q <

p

2

:

Nun ist das Produkt

�

p

q

�

�

�

q

p

�

= (�1)

s+t

;

wo s+ t die Anzahl aller Paare (k;m) von ganzen Zahlen ist, wel
he eine der beiden Bedingungs-

tripel erf

�

ullen. Dabei kann nie k � p = m � q sein, denn dann m

�

usste p die Zahl m teilen und q

die Zahl k. Wegen m < p und k < q geht dies ni
ht. Also ist s+ t die Anzahl aller Paare (k;m)

von ganzen Zahlen, wel
he die Bedingungen

k = 1; 2; :::;

q � 1

2

;

m = 1; 2; :::;

p� 1

2

;

�

q

2

< k � p�m � q <

p

2

erf

�

ullen.

Jetzt kommt der Tri
k: Wir spiegeln k an (q + 1)=4 und m an (p+ 1)=4 und gehen

�

uber zu

k

0

:=

q + 1

2

� k; m

0

:=

p+ 1

2

�m:

Au
h diese Zahlen sind im Berei
h

k

0

= 1; 2; :::;

q � 1

2

; m

0

= 1; 2; :::;

p� 1

2

:

Und es ist

k

0

� p�m

0

� q = (

q + 1

2

� k) � p� (

p+ 1

2

�m) � q

=

q + 1

2

� p�

p+ 1

2

� q � (k � p�m � q)

=

p

2

�

q

2

� (k � p�m � q):
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Wegen k � p�m � q > �q=2 ist

k

0

� p�m

0

� q <

�

p

2

�

q

2

�

+

q

2

=

p

2

;

und wegen k � p�m � q < p=2 ist

k

0

� p�m

0

� q >

�

p

2

�

q

2

�

�

p

2

= �

q

2

:

Das Zahlenpaar (k

0

;m

0

) erf

�

ullt genau dieselben Bedingungen wie das Paar (k;m).

Die Zahlenpaare (k;m) kommen also in Paaren. Damit ist ihre Gesamtzahl s + t gerade,

au�er, wenn es ein Paar mit

k = k

0

; m = m

0

gibt, in diesem Fall ist s+ t ungerade. Wann ist das der Fall? Da muss also

k =

q + 1

2

� k;

q + 1

2

= 2k; q = 4k � 1

und

l =

p+ 1

2

� l;

p+ 1

2

= 2l; q = 4l � 1

sein, d.h., p = q = 3mod 4. Genau dann ist das Produkt

p� 1

2

�

q � 1

2

ungerade.

Aufgabe 2.55 (F 93, T2, A3) Wel
he der folgenden Aussagen ist f

�

ur alle Primzahlen p g

�

ultig?

a) Das Polynom X

2

� 17 ist genau dann irreduzibel in IF

p

[X℄, wenn X

2

� p irreduzibel in

IF

17

[X℄ ist.

b) Das Polynom X

2

� 3 ist genau dann irreduzibel in IF

p

[X℄, wenn X

2

� p irreduzibel in

IF

3

[X℄ ist.

Aufgabe 2.56 (F 92, T3, A2) Kennzei
hnen Sie dur
h Kongruenzbedingungen diejenigen un-

geraden Primzahlen p, f

�

ur die das Polynom X

2

� 5 irreduzibel in IF

p

[X℄ ist.

2.5 Polynomringe

In diesem Abs
hnitt sei wieder R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins. Wir interes-

sieren uns f

�

ur die Teilbarkeit im Polynomring R[X℄. Au
h R[X℄ ist nullteilerfrei, kommutativ

mit Eins. Alle Begri�e des vorletzten Abs
hnittes sind also in R[X℄ de�niert.

In dieser Situation ist das am h

�

au�gsten angewendete Kriterium f

�

ur Irreduzibilit

�

at das

Eisenstein-Kriterium.
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Satz 2.29 (Eisenstein) Es sei

f = a

0

+ a

1

X + :::+ a

n

X

n

2 R[X℄; a

n

6= 0;

ein Polynom. Wenn es ein Primelement p 2 R gibt mit

p 6 j a

n

; pja

i

f

�

ur alle i < n; p

2

6 j a

0

;

dann ist f 2 R[X℄ irreduzibel.

Beweis. Wir nehmen an f = g � h mit

g =

r

X

0

b

�

X

�

; h =

s

X

0




�

X

�

2 R[X℄;

mit r > 0; s > 0; und r + s = n. Es folgt

pja

0

= b

0




0

:

Weil p prim ist, teilt es einen der beiden Faktoren, etwa pjb

0

. Dann kann p aber 


0

ni
ht teilen,

weil p

2

6 j a

0

vorausgesetzt ist.

Ni
ht alle KoeÆzienten von g k

�

onnen dur
h p teilbar sein. Denn dann w

�

aren dies au
h alle

KoeÆzienten von f , aber der KoeÆzient a

n

von f ist dies ni
ht. Sei also b

i

der erste KoeÆzient

von g, der ni
ht dur
h p teilbar ist, 0 < i � r < n. Na
h Voraussetzung gilt

pja

i

= b

i




0

+ b

i�1




1

+ :::+ b

0




i

:

Weil p die Zahlen a

i

, sowie b

0

; :::; b

i�1

teilt, teilt es au
h b

i




0

. Weil p prim ist, teilt es entweder




0

oder b

i

. Wir sahen, 


0

kann es ni
ht teilen, also gilt pjb

i

, Widerspru
h!

Beispiel 2.34 Sei p 2 ZZ eine Primzahl. Dann erf

�

ullt X

n

� p 2 ZZ[X℄; n � 1 das Eisenstein-

Kriterium und ist in ZZ[X℄ irreduzibel.

Beispiel 2.35 Das Kreisteilungs-Polynom zur Primzahl p

X

p

� 1

X � 1

= X

p�1

+X

p�2

+ :::+X + 1 2 ZZ[X℄

ist au
h irreduzibel. Auf f kann man das Eisenstein-Kriterium ni
ht direkt anwenden. Aber

wenn f reduzibel w

�

are, so w

�

are dies au
h

f(X + 1) =

(X + 1)

p

� 1

X

=

X

p

+

�

p

1

�

X

p�1

+ :::+

�

p

p�1

�

X

X

= X

p�1

+

 

p

1

!

X

p�2

+ :::+

 

p

p� 1

!

:

89



F

�

ur i � 1 sind hier alle KoeÆzienten

 

p

i

!

=

p(p� 1) � ::: � (p� i+ 1)

i!

dur
h p teilbar, denn der Z

�

ahler ist dur
h p teilbar, der Nenner aber ni
ht. Der Konstante

KoeÆzient = p s
hlie�li
h ist ni
ht dur
h p

2

teilbar.

Beispiel 2.36 Es gibt au
h ein reziprokes Eisensteinkriterium: Im Polynom

f(X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

n

X

n

sei a

0

ni
ht dur
h p teilbar, die KoeÆzienten a

1

; :::; a

n

seien dur
h p teilbar, aber a

n

ni
ht dur
h

p

2

. Eisenstein ist ni
ht direkt anwendbar. Aber wir betra
hten das Polynom

g(X) := X

n

� f(

1

X

) = a

0

X

n

+ a

1

X

n�1

+ :::+ a

n�1

X + a

n

:

Dieses ist irreduzibel na
h Eisenstein. Daraus folgt, dass f selbst irreduzibel ist. Denn falls

f = f

1

� f

2

mit deg(f

i

) = n

i

, dann w

�

aren g

i

:= X

n

i

f

i

(1=X) Polynome mit g = g

1

� g

2

.

Ein weiteres h

�

au�g angewendetes Verfahren um Irreduzibilit

�

at von Polynomen f 2 ZZ[X℄ zu

beweisen, ist Reduktion modulo n 2 N . W

�

are n

�

amli
h f = g � h 2 ZZ[X℄, so w

�

are

f modn = (g modn) � (hmodn)

im Ring ZZ

n

[X℄. In diesem Ring gibt es nur endli
h viele Polynome gegebenen Grades, und

Teilbarkeit ist na
h endli
h vielen S
hritten ents
heidbar.

Beispiel 2.37 Wir untersu
hen

f(X) = X

5

�X

2

+ 1 2 ZZ[X℄:

W

�

are f reduzibel, so h

�

atte einer der Faktoren einen Grad � 2. Wir reduzieren modulo 2: In

IF

2

[X℄ gibt es nur die zwei linearen Polynome

X und X + 1

und ein einziges irreduzibles quadratis
hes Polynom

X

2

+X + 1:

Nun ist

�

uber IF

2

X

5

+X

2

+ 1 = X

2

(X

3

+ 1) + 1 = X

2

(X + 1)(X

2

+X + 1) + 1

dur
h keines dieser drei Polynome teilbar. Also ist f mod 2 irreduzibel, und damit au
h f selbst.
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Beispiel 2.38 Wir betra
hten

f(X) = X

4

+ 3X

3

+ 3X

2

� 5 2 ZZ[X℄:

Es ist

f mod 2 = X

4

+X

3

+X

2

+ 1 = (X + 1)(X

3

+X + 1):

Modulo 2 ist X

3

+X + 1 irreduzibel. Wenn f 2 ZZ[X℄ reduzibel w

�

are, so m

�

usste es einen Line-

arfaktor abspalten. Jetzt re
hnen wir modulo 3: Die einzigen linearen Polynome in IF

3

[X℄ sind

X; X + 1 und X � 1. Sie gehen ni
ht in

f mod 3 = X

4

+ 1

auf. Also ist f 2 ZZ[X℄ irreduzibel.

Wir verglei
hen jetzt den Ring R und seinen Polynomring R[X℄ in Bezug auf vers
hiedene

Eigens
haften.

1) Die Einheiten in R[X℄ sind genau die Einheiten in R: Sind a; b 2 R[X℄ Polynome mit

ab = 1, so k

�

onnen sie keinen Grad > 0 haben.

2) Ist r 2 R irreduzibel, dann au
h in R[X℄: Sei r = ab mit a; b 2 R[X℄. Wenn a oder b einen

Grad � 1 h

�

atte, dann au
h ab. Es folgt a; b 2 R. Weil r in R irreduzibel ist, muss a oder b eine

Einheit in R und dann au
h in R[X℄ sein.

3) Ist r 2 R prim, dann au
h in R[X℄: r 2 R teilt ein Polynom g(X) 2 R[X℄, wenn r alle

KoeÆzienten von g teilt. Seien jetzt

g(X) =

k

X

0

a

�

X

�

; h(X) =

l

X

0

b

�

X

�

2 R[X℄

Polynome mit rjgh. Wenn r weder g no
h h teilt, gibt es ein kleinstes i mit r 6 j a

i

und ein

kleinstes j mit r 6 j b

j

. Der KoeÆzient in fg von X

i+j

ist

a

0

b

i+j

+ :::+ a

i�1

b

j+1

| {z }

teilbar dur
h r

+a

i

b

j

+ a

i+1

b

j�1

+ :::+ a

i+j

b

0

| {z }

teilbar dur
h r

:

Also ist au
h a

i

b

j

dur
h p teilbar. Weil p prim ist, muss entweder a

i

oder b

j

dur
h r teilbar sein.

Widerspru
h!

4) Ist R[X℄ faktoriell, dann ist dies au
h R: Jedes a 2 R l

�

asst eine Zerlegung a = er

1

� :::r

k

mit einer Einheit e 2 R[X℄ und irreduziblen Polynomen r

i

2 R[X℄ zu. Na
h 1) ist e eine Einheit

in R. Aus Grad-Gr

�

unden sind alle Polynome r

1

; :::; r

k

in Wirkli
hkeit Elemente aus R. Weil sie

in R[X℄ irreduzibel sind, sind sie dies au
h in R. Damit besitzt jedes 0 6= a 2 R eine Zerlegung

in irreduzible Faktoren.

Wir wollen Satz 2.17 anwenden, und m

�

ussen no
h zeigen: Jedes in R irreduzible Element r

ist in R prim. Na
h 2) ist r in R[X℄ irreduzibel. Weil R[X℄ faktoriell ist, ist r dort dann au
h

prim. Deswegen ist r au
h prim in R.

Von nun an sei R als faktoriell vorausgesetzt.
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De�nition 2.26 Es sei

f(X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

n

X

n

2 R[X℄

ein Polynom. Dann hei�t


(f) := ggT (a

0

; a

1

; :::; a

n

)

der Inhalt (='
ontent') des Polynoms f .

Beispiel 2.39 Jedes normierte Polynom

f = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::

hat den Inhalt 1.

Satz 2.30 Es seien f; g 2 R[X℄ Polynome. Dann ist


(f � g) = 
(f) � 
(g):

Beweis. Weil R faktoriell ist, gibt es eine eindeutige Zerlegung


(f � g) = e � r

1

� ::: � r

k

von 
(f � g) in irreduzible Faktoren r

i

. Wir beweisen die Aussage dur
h Induktion na
h k. Weil

r

1

2 R prim ist, teilt r

1

na
h Eigens
haft 3) entweder f oder g. Entspre
hend ersetzen wir f

oder g dur
h f=r

1

oder g=r

1

und haben in 
(f � g) einen irreduziblen Faktor weniger.

Erinnern Sie si
h jetzt: Q(R) bedeutet den Quotientenk

�

orper des Ringes R.

Satz 2.31 (Lemma von Gau�) Das Polynom f 2 R[X℄ sei in Q(R)[X℄ zerlegbar, etwa

f = F

1

� F

2

; F

i

2 Q(R)[X℄:

Dann ist f s
hon in R[X℄ zerlegbar:

f = f

1

� f

2

; f

i

2 R[X℄; f

i

= 


i

F

i

; 


i

2 Q(R):

Beweis. Es gen

�

ugt, die Aussage f

�

ur Polynome f mit dem Inhalt 
(f) = 1 zu beweisen.

Die KoeÆzienten des Polynoms F

i

; i = 1; 2; sind (gek

�

urzte) Br

�

u
he z=n 2 Q(R) mit z; n 2 R.

Wenn wir das kgV aller Nenner vorausnehmen, k

�

onnen wir s
hreiben

F

i

=

1

n

i

� g

i

; g

i

2 R[X℄:

Es sei z

i

der Inhalt 
(g

i

), also g

i

= z

i

f

i

mit f

i

2 R[X℄; 
(f

i

) = 1. Es folgt

n

1

n

2

� f = z

1

z

2

� f

1

� f

2

;

und bis auf Faktoren, die Einheiten in R sind,

n

1

n

2

= 
(n

1

n

2

� f) = 
(z

1

f

1

� z

2

f

2

) = z

1

z

2

� 
(f

1

) � 
(f

2

) = z

1

z

2

:

Also gilt f = f

1

f

2

bis auf Faktoren, die Einheiten in R sind.

92



Satz 2.32 (Korollar) a) Hat ein normiertes Polynom f 2 ZZ[X℄ eine Nullstelle x

0

2 Q, so ist

x

0

in Wirkli
hkeit eine ganze Zahl.

b) Ist f 2 ZZ[X℄ irreduzibel

�

uber ZZ, so au
h

�

uber Q.

Beweis. a) Na
h Vieta ist f = g

1

� (X � x

0

) mit g

1

2 Q[X℄. Na
h Satz 2.31 gibt es 


1

; 


2

2 Q

so, dass f

1

:= 


1

g

1

und 


2

(X�x

0

) ganzzahlig sind, und f = f

1

�


2

(X�x

0

) erf

�

ullen. Insbesondere

ist 


2

2 ZZ. Der h

�

o
hste KoeÆzient von f = f

1

� 


2

(X � x

0

) ist = 1. Daraus folgt 


2

= �1 und




2

x

0

= �x

0

2 ZZ.

b) Wenn f = F

1

F

2

mit F

1

; F

2

2 Q[X℄, dann ist na
h Satz 2.31 f = f

1

f

2

mit f

i

= 


i

F

i

2 ZZ[X℄.

Weil f

�

uber ZZ irreduzibel ist, muss f

�

ur i = 1 oder = 2 gelten Grad(f

i

) = Grad(F

i

) = 0.

Satz 2.33 (von Gau�) Der Ring R[X℄ ist genau dann faktoriell, wenn R dies ist.

Beweis. Wenn R[X℄ faktoriell ist, dann ist R faktoriell na
h Eigens
haft 4) von oben. Sei also

jetzt R faktoriell vorausgesetzt. Jedes f 2 R[X℄ ist au
h ein Polynom 2 Q(R)[X℄

�

uber Q(R).

Weil Q(R)[X℄ faktoriell ist (S

�

atze 2.19 und 2.20), gibt es eine Zerlegung

f = F

1

� ::: � F

k

; F

k

2 Q(R)[X℄;

mit irreduziblen Polynomen F

i

; i = 1; :::; k. Wir s
hreiben

F

i

= 


i

f

i

; 


i

2 Q(R); f

i

2 R[X℄; 
(f

i

) = 1:

Mit 


1

� ::: � 


k

= z=n; z; n 2 R; ist also

nf = z � f

1

� ::: � f

k

und n
(f) = ez mit einer Einheit e 2 R. Also k

�

onnen wir z in R dur
h n teilen:

f = q � f

1

� ::: � f

k

; q 2 R;

mit f

i

2 R[X℄; 
(f

i

) = 1; irreduzibel in Q(R)[X℄. Weil dann au
h f

i

irreduzibel in R[X℄ ist,

folgt die Existenz der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit dieser Zerlegung. Sei etwa

f = q � f

1

� ::: � f

k

= q

0

� f

0

1

� ::: � f

0

l

mit q; q

0

2 R; f

1

; :::; f

0

l

2 R[X℄ irreduzibel:

Weil f

1

; :::; f

0

l

in R[X℄ irreduzibel sind, folgt e(f

1

) = ::: = e(f

0

l

) = 1. Na
h dem Lemma von Gau�

sind f

1

; :::; f

0

l

au
h in Q(R)[X℄ irreduzibel. Weil Q(R)[X℄ faktoriell ist, gilt k = l und man kann

die Faktoren so umordnen, dass f

i

= 


i

f

0

i

mit 


i

2 Q(R). Aus 
(f

i

) = 
(f

0

i

) = 1 folgt aber 


i

= 1.

Wir haben also

f = q � f

1

� ::: � f

k

= q

0

� f

1

� ::: � f

k

:

Weil R[X℄ ein Integrit

�

atsring ist, folgt q = q

0

. Die Eindeutigkeit der Zerlegungvon q in irreduzible

Faktoren zeigt nun die Eindeutigkeit der Zerlegung von f .
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Beispiel 2.40 Wenn das Polynom X

3

� 2

�

uber Q reduzibel w

�

are, w

�

urde es einen Linear-Faktor

X � x

0

abspalten. Weil X

3

� 2 ganzzahlig ist, m

�

usste na
h dem Lemma von Gau� x

0

2 ZZ sein.

Aus der Monotonie der Funktion x 7! x

3

folgt in diesem Fall 1 < x

0

< 2. Es gibt aber keine

sol
he ganze Zahl x

0

. Deswegen ist X

3

� 2 irreduzibel

�

uber Q. Insbesondere ist die Zahl

3

p

2

irrational.

Aufgabe 2.57 a) Zeigen Sie, dass die Polynome

f := X

4

+X + 1; g := X

4

�X

2

+ 1 2 Q[X℄

irreduzibel sind.

b) Ist g irreduzibel in Q(i)[X℄?

Aufgabe 2.58 (F 02, T2, A1) Sei f(X) = a

4

X

4

+a

3

X

3

+a

2

X

2

+a

1

X+a

0

ein Polynom mit

ganzzahligen KoeÆzienten. Seien alle a

i

ungerade. Man zeige, dass f irreduzibel

�

uber Q ist.

Aufgabe 2.59 (H 00, T1, A2) Seien a; b; 
 positive nat

�

urli
he Zahlen. Man zeige:

a) Das Polynom X

a

+ Y

b

ist im Polynomring C[X;Y ℄ dur
h kein Quadrat eines Primpoly-

noms teilbar.

b) Das Polynom X

a

+ Y

b

+ Z




ist irreduzibel in C[X;Y;Z℄.

Aufgabe 2.60 (H 00, T3, A2) Sei P der Polynomring

�

uber Q in den Unbestimmten X;Y

und Z und f = X

a

+Y

b

�Z




2 P mit positiven, teilerfremden, ganzen Zahlen a; b; 
. Zeigen Sie:

a) Es gibt ganze Zahlen �; � und 
, so dass

2

�a

� f(2

��

�X; 2

�

� Y; 2




� Z) = X

a

+ 2Y

b

� Z




b) f ist in P irreduzibel.

Aufgabe 2.61 (H 98, T1, A3) Ist das Polynom

3X

3

� 6X

2

+

3

2

X �

3

5

in Q[X℄ irreduzibel?

Aufgabe 2.62 (H 98, T2, A3) Sei p eine Primzahl.

a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = X

p

�X � 1 irreduzibel

�

uber dem endli
hen K

�

orper IF

p

ist.

b) Ist f au
h irreduzibel

�

uber ZZ?

Aufgabe 2.63 (F 97, T3, A2) Bestimmen Sie alle ganzen Zahlen a, f

�

ur die das Polynom

f

a

(X) = 4X

2

+ 4X + a in ZZ[X℄ bzw. in Q[X℄ irreduzibel ist.
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Aufgabe 2.64 (F 95, T3, A2) Sei A kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, und sei

A[X℄ der Polynomring in einer Variablen

�

uber A.

a) Seien a; b 2 A, und a sei eine Einheit. Zeigen Sie, dass der A-Algebra Endomorphismus

� von A[X℄ mit �(X) = aX + b ein Automorphismus von A[X℄ ist.

b) Zeigen Sie, dass jeder A-Algebra Automorphismus von A[X℄ von der in a) bes
hriebenen

Form ist.

Aufgabe 2.65 (H 94, T3, A2) Sind folgende Polynome reduzibel oder irreduzibel in Q[X℄?

(a) x

3

� 5x

2

+ 2x+ 1

(b) x

4

� 4x

3

+ 6x

2

� 4x+ 4

Aufgabe 2.66 (F 93, T2, A2) Es sei R ein Polynomring in zwei Unbestimmten X und Y

�

uber einem K

�

orper K. Es sei P das von X�Y erzeugte Ideal in R, und es sei M das von X�Y

und X erzeugte Ideal in R. Zeigen Sie:

a) P ist Primideal.

b) M ist ein maximales Ideal.

(Sie d

�

urfen verwenden, dass R faktoriell ist.)

Aufgabe 2.67 (H 92, T2, A1) Es sei p ein Primelement eines faktoriellen Ringes R. F

�

ur

q 2 R mit q 6= 0 sei S := R[X℄=(X

2

� pq

2

), und es bezei
hne � die Restklasse von X in S.

Zeigen Sie:

a) S ist ein Integrit

�

atsring.

b) S = R�R�.


) I := faq + b�ja; b 2 Rg ist ein Ideal von S.

d) Es ist S=I ' R=(q), und I ist genau dann ein Primideal von S, wenn q ein Primelement

von R ist.

Aufgabe 2.68 (F92, T2, A2) Sei K ein K

�

orper, und es bezei
hne a

b

mit b 2 L den Kern des

Homomorphismus '

b

: K[X℄! K, der dur
h f(X)! f(b) gegeben ist. Man zeige

a) F

�

ur b

1

; b

2

2 K; b

1

6= b

2

, sind a

b

1

; a

b

2

teilerfremde Ideale in K[X℄.

b) Zu a

1

; :::; a

n

2 K und paarweise vers
hiedenen b

1

; :::; b

n

2 K gibt es ein g(X) 2 K[X℄ mit

g(b

i

) = a

i

; i = 1; :::; n.

Aufgabe 2.69 (H 90, T1, A4) Beweisen Sie, dass folgende Polynome

�

uber Q irreduzibel sind:

f = x

4

� 4x

3

+ 2

g = x

2

+ 4x+ 7

h = x

3

� 38x

2

� 5x+ 719 .

2.6 Polynomre
hnen

Wir wollen hier einige sehr konkrete Formeln f

�

ur Polynome herleiten. I
h lehne mi
h dabei

ziemli
h an das Bu
h von van der Waerden an.
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2.6.1 Elementarsymmetris
he Polynome

Ein Polynom

f(X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::+ a

1

X + a

0

2 R[X℄

zerfalle

�

uber R vollst

�

andig in Linearfaktoren. Das bedeutet

f(X) = (X � x

1

) � (X � x

2

) � ::: � (X � x

n

); x

1

; :::; x

n

2 R:

Wenn man hier ausmultipliziert und na
h Potenzen von X sortiert, �ndet man f

�

ur die KoeÆzi-

enten a

�

a

n�1

= �

P

�

x

�

= �(x

1

+ :::+ x

n

);

a

n�2

=

P

�<�

x

�

x

�

= x

1

x

2

+ :::+ x

n�1

x

n

;

a

n�3

= �

P

�<�<�

x

�

x

�

x

�

= �(x

1

x

2

x

3

+ :::+ x

n�2

x

n�1

x

n

);

.

.

.

.

.

.

a

0

= = (�1)

n

x

1

x

2

� ::: � x

n

Diese Ausdr

�

u
ke sind symmetris
h in den Wurzeln x

1

; :::; x

n

. Permutiert man die Wurzeln, dann

�

andert si
h das Polynom f ni
ht, und au
h seine KoeÆzienten bleiben unver

�

andert.

De�nition 2.27 Es seien x

1

; :::; x

n

Unbestimmte. Ein Polynom � 2 R[x

1

; :::; x

n

℄ hei�t symme-

tris
h, wenn f

�

ur jede Permutation � 2 S

n

gilt

�(x

1

; ::::; x

n

) = �(x

�(1)

; :::; x

�(n)

):

Die elementarsymmetris
hen Polynome in x

1

; :::; x

n

sind

�

1

= x

1

+ :::+ x

2

;

�

2

= x

1

x

2

+ :::+ x

n�1

x

n

;

.

.

.

�

n�1

= x

1

x

2

� ::: � x

n�1

+ :::+ x

2

x

3

� ::: � x

n

;

�

n

= x

1

x

2

� ::: � x

n�1

x

n

:

Bis auf das Vorzei
hen sind das genau die KoeÆzienten im obigen Polynom f . Das Haupt-

problem dieser Vorlesung, n

�

amli
h das Problem, die Wurzeln x

1

; :::; x

n

eines Polynoms zu �nden,

kann man dann so formulieren:

� Gegeben die Werte der elementarsymmetris
hen Polynome in x

1

; ::::; x

n

,

� gesu
ht die Werte x

1

; :::; x

n

selbst.

Satz 2.34 (Hauptsatz

�

uber symmetris
he Polynome) Jedes symmetris
he Polynom f 2

R[x

1

; :::; x

n

℄ l

�

asst si
h eindeutig als ein Polynom '(�

1

; :::; �

n

) darstellen.
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Beispiel 2.41 F

�

ur jedes r � 1 ist die Potenz-Summe

s

r

= x

r

1

+ :::+ x

r

n

ein symmetris
hes Polynom vom Grad r. Seine Darstellung als Polynom in den elementarsym-

metris
hen Polynomen ist z.B. f

�

ur n � 2

s

2

= x

2

1

+ x

2

2

+ :::+ x

2

n

= (x

1

+ :::+ x

n

)

2

� 2(x

1

x

2

+ :::+ x

n�1

x

n

)

= �

2

1

� 2�

2

;

und f

�

ur n � 3

s

3

= x

3

1

+ x

3

2

+ :::+ x

3

n

= (x

1

+ :::+ x

n

)

3

� 3(x

2

1

x

2

+ :::+ x

n�1

x

2

n

)� 6(x

1

x

2

x

3

+ :::+ x

n�2

x

n�1

x

n

)

= �

3

1

� 3(s

1

s

2

� s

3

)� 6�

3

= 3s

3

+ �

3

1

� 3�

1

(�

2

1

� 2�

2

)� 6�

3

= 3s

3

� 2�

3

1

+ 6�

1

�

2

� 6�

3

;

s

3

= �

3

1

� 3�

1

�

2

+ 3�

3

:

De�nition 2.28 Ein Polynom

f =

X

k

1

;:::;k

n

a

k

1

;:::;k

n

x

k

1

1

� ::: � x

k

n

n

hei�t homogen vom Grad d, wenn a

k

1

;:::;k

n

= 0, falls k

1

+ :::+ k

n

6= d.

Jedes Polynom f 2 R[X℄ ist Summe von (eindeutig bestimmten) homogenen Polynomen.

Das elementarsymmetris
he Polynom �

d

ist homogen vom Grad d. Ein Monom in den elemen-

tarsymmetris
hen Polynomen

'(�

1

; :::; �

n

) = �

�

1

1

� ::: � �

�

n

n

ist als Polynom in x

1

; :::; x

n

homogen vom Grad

g = �

1

+ 2�

2

+ :::+ n�

n

:

Man nennt diese Zahl g das Gewi
ht des Monoms '.

Um Satz 2.34 zu zeigen, gen

�

ugt es folgende Hilfsaussage zu beweisen.

Satz 2.35 Jedes symmetris
he Polynom f 2 R[X℄, homogen vom Grad d, l

�

asst si
h auf genau

eine Weise s
hreiben als Summe von Monomen des Gewi
hts d in den elementarsymmetris
hen

Polynomen.
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Beweis. Existenz: Wir ordnen f lexikographis
h. D.h., ein Monom a

k

1

;:::;k

n

x

k

1

� ::: �x

k

n

kommt

vor a

l

1

;::::;l

n

x

l

1

� ::: � x

l

n

n

, wenn die erste Di�erenz k

i

� l

i

6= 0 positiv ist. Konkret sieht das so aus:

f = a

d;0;:::;0

x

d

1

+ a

d�1;1;0;:::;0

x

d�1

1

x

2

+ :::

Nat

�

urli
h brau
ht f ni
ht mit dem Monom x

d

1

anzufangen. Sei etwa

f = a

k

1

;:::;k

n

x

k

1

1

� ::: � x

k

n

n

+ ( lexikographis
h h

�

ohere Summanden ):

Wegen der lexikographis
hen Anordung ist hier k

1

� k

2

� ::: � k

n

.

Der erste Summand von f ist au
h der lexikographis
h erste Summand im Monom

'

1

:= a

k

1

;:::;k

n

�

k

1

�k

2

1

�

k

2

�k

3

2

� ::: � �

k

n

n

aus elementarsymmetris
hen Polynomen. In der Di�erenz f �'

1

k

�

urzt si
h der lexikographis
h

erste Summand weg. So kann man weiterma
hen und �ndet na
h endli
h vielen S
hritten

f � '

1

� :::� '

s

= 0:

Eindeutigkeit: Es sei

f = '

1

(�

1

; :::; �

n

) + '

2

(�

1

; :::; �

n

) + :::

mit Monomen '

1

; '

2

; ::: . Das Monom vom Gewi
ht d zum lexikographis
h ersten Summanden

von f ist dur
h f eindeutig bestimmt. Das subtrahieren wir von f und beweisen die Aussage

dur
h Induktion na
h der Anzahl der vorkommenden Monome '

1

; :::; '

s

:

Satz 2.36 (Formeln von Newton) Die Potenz-Summen s

r

und die elementarsymmetris
hen

Polynome �

�

2 R[x

1

; :::; x

n

℄ sind dur
h die folgenden Formeln verkn

�

upft:

F

�

ur r > n ist

s

r

� s

r�1

�

1

+ s

r�2

�

2

� :::+ (�1)

n�1

s

r�n+1

�

n�1

+ (�1)

n

s

r�n

�

n

= 0:

F

�

ur r � n gilt

s

r

� s

r�1

�

1

+ s

r�2

�

2

� :::+ (�1)

r�1

s

1

�

r�1

+ (�1)

r

r � �

r

= 0:

Beweis. Im Ring R[x

1

; :::; x

n

℄[x℄ betra
hten wir das Polynom

(x� x

1

) � (x� x

2

) � ::: � (x� x

n

) = x

n

� �

1

x

n�1

+ �

2

x

n�2

� :::+ (�1)

n

�

n

:

Setzen wir hierin x = x

i

, so folgt

x

n

i

� �

1

x

n�1

i

+ �

2

x

n�2

i

� :::+ (�1)

n

�

n

= 0; i = 1; :::; n:

Das ist unsere Ausgangsformel.

Addieren wir in dieser Ausgangsformel

�

uber i = 1; :::; n, so bekommen wir

s

n

� �

1

s

n�1

+ �

2

s

n�1

� :::+ (�1)

n�1

�

n�1

s

1

+ (�1)

n

n � �

n

= 0:
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Das ist die Behauptung f

�

ur r = n. F

�

ur r > n multiplizieren wir die Ausgangsformel mit x

r�n

i

x

r

i

� �

1

x

r�1

i

+ �

2

x

r�2

i

� :::+ (�1)

n

x

r�n

i

�

n

= 0

und addieren wieder

�

uber i = 1; :::; n um die behauptete Formel zu erhalten. Wenn r < n ist,

betra
hten wir das symmetris
he Polynom

f(x

1

; :::; x

n

) := s

r

� s

r�1

�

1

+ s

r�2

�

2

� :::+ (�1)

r�1

�

r�1

+ (�1)

r

r � �

r

= 0

vom Grad r < n. Hier ist f(x

1

; :::; x

r

; 0; :::; 0) = 0, weil s

k

(x

1

; :::; x

r

; 0; :::; 0) und �

k

(x

1

; :::; x

r

; 0; :::; 0)

die entspre
henden Polynome

�

uber dem Ring R[x

1

; :::; x

r

℄ sind, und weil hier die Formel vom

Grad r s
hon bewiesen ist. Jedes Monom in f(x

1

; :::; x

n

) enth

�

alt h

�

o
hstens r vers
hiedene Un-

bestimmte x

i

. Bis auf Permutationen der x

i

ist es ein Monom in f(x

1

; :::; x

r

; 0; :::; 0) und hat

somit den KoeÆzienten 0.

Aufgabe 2.70 Bestimmen Sie mit den Formeln von Newton die Darstellung der Potenzsummen

s

2

; s

3

; s

4

; s

5

als Polynome in den elementarsymmetris
hen Polynomen.

2.6.2 Resultante

Jetzt sei K ein K

�

orper. Der Ring K[X℄ ist faktoriell, und wir behandeln die Frage: Wann haben

zwei Polynome

f = a

m

X

m

+ a

m�1

X

m�1

+ a

0

; g = b

n

X

n

+ b

n�1

X

n�1

+ :::+ b

0

2 K[X℄; a

m

; b

n

6= 0;

einen gemeinsamen irreduziblen Faktor (notwendig ein Polynom vom Grad � 1 in K[X℄)?

Satz 2.37 Die Polynome f und g haben genau dann einen gemeinsamen irreduziblen Faktor,

wenn es Polyme '; 2 K[X℄ gibt mit

' � f +  � g = 0; Grad(') < n = Grad(g); Grad( ) < m = Grad(f):

Beweis. ): Voraussetzung ist f = f

1

� h und g = g

1

� h mit Grad(h) > 0. Dann hat also g

1

einen kleineren Grad als g, und f

1

einen kleineren Grad als f . Wir setzen ' := g

1

und  := �f

1

,

und �nden

' � f +  � g = (g

1

� f

1

� f

1

� g

1

) � h = 0:

(: Wir zerlegen f = f

1

� ::: � f

k

in ein Produkt irreduzibler Faktoren f

i

. Wegen Grad( ) <

Grad(f) k

�

onnen ni
ht alle diese Faktoren in  vorkommen. Mindestens einer muss in g vorkom-

men und ist eine gemeinsamer irreduzibler Faktor von f und g.
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Um die Bedingung aus Satz 2.37 auszuwerten, s
hreiben wir sie um als ein lineares Glei-


hungssystem f

�

ur die unbekannten KoeÆzienten von ' und  . Wir setzen an

' = 


n�1

X

n�1

+ 


n�2

X

n�2

+ :::+ 


0

;  = d

m�1

X

m�1

+ d

m�2

X

m�2

+ :::+ d

0

:

Dann wird die Glei
hung 'f +  g = 0

�

aquivalent zu den m+ n linearen Glei
hugen

a

0




0

+b

0

d

0

= 0

a

1




0

+a

0




1

+b

1

d

0

+b

0

d

1

= 0

::: ::: ::: ::: ::: :::

.

.

.

a

m




n�2

+a

m�1




n�1

b

n

d

m�2

+b

n�1

d

m�1

= 0

a

m




n�1

+b

n

d

m�1

= 0

f

�

ur diem+n unbekannten KoeÆzienten 


0

; :::; d

m�1

. Es gibt genau dann ni
ht-triviale L

�

osungen,

wenn die Determinante der (m + n) � (m + n)-KoeÆzientenmatrix = 0 ist. Die Determinante

der transponierten Matrix

Res(f; g) := det

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a

0

a

1

::: ::: a

m

a

0

a

1

::: a

m�1

a

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

m�1

a

m

b

0

b

1

::: ::: b

n

b

0

b

1

::: b

n�1

b

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n�1

b

n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

9

>

>

>

=

>

>

>

;

n

9

>

>

>

=

>

>

>

;

m

hei�t Resultante der Polynome f und g. Da es vers
hiedene andere Formeln f

�

ur diese Resultante

gibt, nennt man diese Determinante au
h die Sylvesters
he Form der Resultante.

Satz 2.37' Zwei Polynome f und g 2 K[x℄ haben genau dann einen gemeinsamen irreduziblen

Faktor, wenn Res(f; g) = 0.

Die Resultante R(f; g) der beiden Polynome ist ni
ht ganz unabh

�

angig von der Reihenfolge

dieser Polynome: Vertaus
ht man f mit g, so vertaus
ht man in der (m+ n)� (m+ n)-Matrix

die ersten n mit den letzten m Zeilen. Die Determinante

�

andert dabei ihr Vorzei
hen m � n mal:

Satz 2.38 F

�

ur zwei Polynome f , bzw. g vom Grad m, bzw. n ist

Res(f; g) = (�1)

m�n

Res(g; f):

F

�

ur konkrete Re
hnungen ist diese Resultante ziemli
h unhandli
h. Dazu das einfa
hste,

ni
ht ganz triviale

Beispiel 2.42 Die Resultante zweier quadratis
her Polynome

f(X) = a

1

X

2

+ b

1

X + 


1

und g(X) = a

2

X

2

+ b

2

X + 


2

100



ist die Determinante der 4� 4-Matrix

0

B

B

B

�




1

b

1

a

1

0

0 


1

b

1

a

1




2

b

2

a

2

0

0 


2

b

2

a

2

1

C

C

C

A

:

Damit diese Polynome wirkli
h den Grad zwei haben, nehmen wir a

1

6= 0 6= a

2

an. Wir multi-

plizieren die zweite Zeile mit �a

2

=a

1

und ziehen sie dann von der vierten Zeile ab:

0

B

B

B

�




1

b

1

a

1

0

0 


1

b

1

a

1




2

b

2

a

2

0

0 


2

�

a

2

a

1




1

b

2

�

a

2

a

1

b

1

0

1

C

C

C

A

Hier entwi
keln wir na
h der letzten Spalte und �nden f

�

ur die Determinante

a

1

� det

0

B

�




1

b

1

a

1




2

b

2

a

2

0 


2

�

a

2

a

1




1

b

2

�

a

2

a

1

b

1

1

C

A

=

0

B

�




1

b

1

a

1




2

b

2

a

2

0 a

1




2

� a

2




1

a

1

b

2

� a

2

b

1

1

C

A

:

Entwi
klung na
h der letzten Zeile liefert

Res(f; g) = (a

2




1

� a

1




2

)(


1

a

2

� a

1




2

) + (a

1

b

2

� a

2

b

1

)(


1

b

2

� b

1




2

)

= (a

1




2

� 


1

a

2

)

2

+ (a

1

b

2

� b

1

a

2

)(


1

b

2

� b

1




2

):

Beispiel 2.43 F

�

ur jedes Polynom

f(X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

m�1

X

m�1

+ a

m

X

m

ist Res(f;X � 
) die Determinante der (m+ 1)� (m+ 1) Matrix

0

B

B

B

B

B

B

B

�

a

0

a

1

::: a

m�1

a

m

�
 1

�


.

.

.

.

.

.

1

�
 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Wir beseitigen die Eintr

�

age = �
 unterhalb der Diagonale, indem wir re
hts beginnend jede

Spalte 
-mal zur vorhergehenden addieren. Dabei

�

andern si
h die Eintr

�

age der ersten Zeile wie

folgt:

a

m�1

wird a

m�1

+ 
a

m

;

a

m�2

wird a

m�2

+ 
a

m�1

+ 


2

a

m

;

.

.

.

a

0

wird a

0

+ a

1


+ :::+ a

m�1




m�1

+ a

m




m

= f(
):
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Also ist

Res(f;X � 
) = det

0

B

B

B

B

�

f(
) � ::: �

1

.

.

.

1

1

C

C

C

C

A

= f(
):

Dies ist der Spezialfall n = 1 der folgenden wi
htigen Form der Resultante:

Satz 2.39 Die Polynome f und g seien normiert und m

�

ogen in Linearfaktoren zerfallen:

f(X) = (X � �

1

) � ::: � (X � �

m

); g(X) = (X � �

1

) � ::: � (X � �

n

):

Dann ist

Res(f; g) =

Y

i;j

(�

i

� �

j

) =

Y

i

f(�

i

);

wo i = 1; :::; n und j = 1; :::;m unabh

�

angig voneinander laufen.

Das Produkt in Satz 2.39 bleibt o�ensi
htli
h beim Vertaus
hen der Nullstellen a

j

von f

unge

�

andert. Es ist eine symmetris
he Funktion dieser Nullstellen. Na
h dem Hauptsatz

�

uber

symmetris
he Polynome ist es also ein Polynom in den elementarsymmetris
hen Funktionen der

a

j

, d.h., in den KoeÆzienten des Polynoms f . Ebenso ist das Produkt symmetris
h in den b

i

und deswegen ein Ausdru
k in den KoeÆzienten des Polynoms g. Die Sylvesters
he Form der

Resultante gibt genau diesen Ausdru
k.

Dem Beweis von Satz 2.39 s
hi
ken wir eine Hilfsaussage voraus:

Satz 2.40 (Hilfssatz) F

�

ur je zwei Polynome f und g gilt

Res(f; (X � 
) � g) = f(
) �Res(f; g):

Beweis. Es sei wieder

f(X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

m

X

m

; g(X) = b

0

+ b

1

X + :::+ b

n

X

n

:

Dann ist

(X � 
) � g(X) = �
b

0

+ (�
b

1

+ b

0

)X + :::+ (�
b

m

+ b

m�1

)X

m

+ b

m

X

m+1

;

und die Resultante Res(f; (X � 
) � g) ist die Determinante der Matrix

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a

0

::: ::: a

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

::: :::

.

.

.

a

0

a

m

�
b

0

�
b

1

+ b

0

::: �
b

m

+ b

m�1

b

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�
b

0

�
b

1

+ b

0

::: �
b

m

+ b

m�1

b

m

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

9

>

>

>

=

>

>

>

;

n+ 1

9

>

=

>

;

m
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Ohne diese Determinante zu

�

andern addieren wir, re
hts beginnend, jede Spalte 
-mal zur vor-

hergehenden. Dabei

�

andern si
h die Eintr

�

age in jeder Zeile wie folgt:

b

m

wird b

m

�
b

m

+ b

m�1

wird b

m�1

;

.

.

.

�
b

1

+ b

0

wird b

0

;

�
b

0

wird 0:

Die

�

Anderung der Matrix in ihrer oberen H

�

alfte ist etwas s
hwerer zu verfolgen. Daf

�

ur k

�

urzen

wir ab:

f

(k)

(X) :=

m

X

�=k

a

�

X

��k

; 0 � k � m:

Dann ist also

f

(0)

(X) = f(X); f

(k)

(X) = a

k

+X � f

(k+1)

(X); f

(m)

(X) = a

m

:

Die Eintr

�

age in der i-ten Zeile, 1 � i � n+ 1;

�

andern si
h wie folgt:

0 wird 0;

.

.

.

a

m

wird a

m

;

a

m�1

wird a

m�1

+ 
 � a

m

= f

(m�1)

(
);

.

.

.

a

k

wird a

k

+ 
 � f

(k+1)

(
) = f

(k)

(
);

.

.

.

a

0

wird a

0

+ 
 � f

(1)

(
) = f(
);

0 wird 
 � f(
);

.

.

.

0 wird 


i�1

� f(
):

Dana
h sieht unsere Matrix also folgenderma�en aus:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

f(
) f

(1)

(
) ::: f

(m�1)

(
) a

m


 � f(
) f(
) f

(1)

(
) ::: f

(m�1)

(
) a

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.




n

� f(
) ::: 
 � f(
) f(
) f

(1)

(
) ::: f

(m�1)

(
) a

m

0 b

0

b

1

::: b

n

0 b

0

b

1

::: b

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 b

0

b

1

::: b

n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Jetzt

�

andern wir die Matrix in ihrem oberen Teil, indem wir, mit der n-ten Zeile beginnend,

jede Zeile 
-mal von der na
hfolgenden abziehen. Wegen f

(k)

(
) � 
 � f

(k+1)

(
) = a

k

bekommen

wir dana
h die Matrix

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

f(
) � � � � � �

0 a

0

a

1

a

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 ::: 0 a

0

a

1

a

m

0 b

0

b

1

::: b

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 ::: 0 b

0

b

1

::: b

n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Deren Determinante, immer no
h die urspr

�

ungli
he Resultante, ist in der Tat = f(
) �Res(f; g).

Satz 2.41 (Folgerung) F

�

ur jedes Polynom f und jedes normierte, in Linearfaktoren zerfal-

lende Polynom

g(X) = (X � �

1

) � ::: � (X � �

n

)

gilt

Res(f; g) = f(�

1

) � ::: � f(�

n

):

Diese Aussage folgt aus Satz 2.40 dur
h Induktion na
h n.

Dieser Beweis von Satz 2.41 ist sehr re
hneris
h. Einen rein begri�i
hen Beweis �ndet man

z.B. im Bu
h von van der Waerden.

2.6.3 Diskriminante

Das normierte Polynom

F (X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

n�1

X

n�1

+X

n

= (X � �

1

) � ::: � (X � �

n

) 2 K[X℄

zerfalle in Linearfaktoren zu den Nullstellen �

i

2 K. Das Produkt aller Di�erenzen von Null-

stellen

Y

i<j

(�

i

� �

j

) 2 K

ist bis auf das Vorzei
hen unabh

�

angig von der Reihenfolge dieser Nullstellen. Es vers
hwindet

genau dann, wenn f eine mehrfa
he Nullstelle besitzt.

De�nition 2.29 (Diskriminante) Das Produkt aller Di�erenzen-Quadrate

D = D(f) :=

Y

i<j

(�

i

� �

j

)

2

2 K

hei�t die Diskriminante des Polynoms f .
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Vertaus
ht man die Reihenfolge der Nullstellen, so

�

andern si
h diese Di�erenzen-Quadrate

ni
ht. Die Diskriminante ist unabh

�

angig von der Reihenfolge der Nullstellen! Damit ist sie eine

symmetris
he Funktion in den Nullstellen �

1

; :::; �

n

. Na
h Satz 2.34 ist sie ein Polynomausdru
k

in den symmetris
hen Funktionen dieser Nullstellen, d.h., in den KoeÆzienten des Polynoms f .

Wir geben jetzt einen sol
hen Ausdru
k f

�

ur D an. Damit kann man feststellen, ob ein Polynom

mehrfa
he Nullstellen hat, ohne diese Nullstellen selbst zu kennen.

Beispiel 2.44 F

�

ur ein quadratis
hes Polynom

f(X) = X

2

+ bX + 
 = (X � �

1

)(X � �

2

) 2 C[X℄

ist

�

1

= �

b

2

+

s

(

b

2

)

2

� 
; �

2

= �

b

2

�

s

(

b

2

)

2

� 
;

und

�

1

� �

2

= 2

r

(

p

2

)

2

� 
 =

p

b

2

� 4
:

Es folgt

D(f) = (�

1

� �

2

)

2

= b

2

� 4
:

F

�

ur jedes Polynom f(X) = a

0

+ a

1

X + :::+ a

m

X

m

2 K[X℄ ist dur
h

f

0

(X) := a

1

+ 2a

2

X + :::+ma

m

X

m�1

rein formal die Ableitung f

0

(X) 2 K[X℄ de�niert. Mit Grenzwerten hat das jetzt ni
hts mehr

zu tun. Die Ableitung f 7! f

0

ist eine rein algebrais
he Operation auf Polynomen. Alle f

�

ur

die Ableitung von Polynomen g

�

ultigen algebrais
hen Formeln gelten au
h f

�

ur diese Ableitung.

Insbesondere haben wir


 2 K ) (
f)

0

= 
f

0

; (f + g)

0

= f

0

+ g

0

; (fg)

0

= f

0

g + fg

0

:

Wir betra
hten jetzt die Resultante

R(f; f

0

)

eines Polynoms f und seiner Ableitung.

Beispiel 2.45 F

�

ur quadratis
hes Polynom f(X) = aX

2

+ bX + 
 ist

Res(f; f

0

) =

0

B

�


 b a

b 2a 0

0 b 2a

1

C

A

= 4a

2


+ ab

2

� 2ab

2

= �a(b

2

� 4a
) = �aD(f):
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Satz 2.42 Es sei

f(X) = (X � �

1

) � ::: � (X � �

m

)

ein normiertes Polynom, das in Linearfaktoren zerf

�

allt. Dann ist

Res(f; f

0

) = �

Y

i<j

(�

i

� �

j

)

2

= �D(f):

Beweis. Na
h der Produktformel ist

f

0

(X) =

m

X

k=1

(X � �

1

) � ::: � (X � �

k

)

| {z }

weglassen

�::: � (X � �

m

)

und

f

0

(�

i

) = (�

i

� �

1

) � ::: � (�

i

� �

i�1

) � (�

i

� �

i+1

) � ::: � (�

i

� �

m

):

Aus den S

�

atzen 2.38 und 2.41 folgt dann

Res(f; f

0

) = Res(f

0

; f) = f

0

(�

1

) � ::: � f

0

(�

m

) =

Y

i 6=j

(�

i

� �

j

) = (�1)

m�(m�1)=2

Y

i<j

(�

i

� �

j

)

2

:

Die Diskriminante ist au
h deswegen wi
htig, weil sie ni
ht nur mehrfa
he Nullstellen, son-

dern au
h mehrfa
he Faktoren in der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren entde
kt:

Satz 2.43 F

�

ur ein Polynom f 2 K[X℄, dessen Ableitung f

0

2 K[X℄ ni
ht das Nullpolynom ist,

sind

�

aquivalent:

i) In der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren gibt es einen Faktor, der mehrfa
h vor-

kommt.

ii) Die Diskriminante D(f) ist = 0.

Beweis. i) ) ii): Ist f = g

2

� h, so bere
hnet man wie

�

ubli
h mit der Produktregel

f

0

= 2gg

0

� h+ g

2

� h

0

= g � (2g

0

h+ gh

0

):

Die Polynome f und f

0

haben einen gemeinsamen Faktor, und na
h Satz 2.37' ist ihre Resultante

R(f; f

0

) = D(f) = 0:

ii) ) i): Ist D(f) = Res(f; f

0

) = 0, so gibt es einen irreduziblen Faktor g 2 K[x℄, der beide

Polynome f und f

0

teilt. Sei etwa f = g � h. Dann teilt g das Polynom

f

0

= g

0

� h+ g � h

0

;

also au
h das Produkt g

0

� h. Weil g irreduzibel ist, teilt es einen der beiden Faktoren g

0

oder

h. Wenn g seine Ableitung g

0

teilen w

�

urde, kann das wegen Grad(g

0

) < Grad(g) nur passieren,

wenn g

0

das Nullpolynom ist. Dann w

�

are aber f

0

= 0, im Widerspru
h zur Voraussetzung. Wenn

g das Polynom h teilt, ist g ein mehrfa
her Faktor in f .
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Beispiel 2.46 Die Diskriminante �(b

2

� 4
) des quadratis
hen Polynoms X

2

+ bX + 
 ver-

s
hwindet genau dann, wenn b

2

= 4
. Dann ist 
 = b

2

=4 und

X

2

+ bX +

�

b

2

�

2

= (X +

b

2

)

2

ist ein Quadrat. Hier haben wir allerdings stills
hweigend 0 6= 2 2 K vorausgesetzt. W

�

are 2 = 0,

dann w

�

urde aus b

2

� 4
 = 0 folgen b = 0. Die Ableitung des quadratis
hen Polynoms w

�

are das

Nullpolynom 2X, und das Kriterium aus Satz 2.42 w

�

are ni
ht anwendbar.

Aufgabe 2.71 Zeigen Sie:

f

�

ur das Polynom ist die Diskriminante D(f)

X

3

+ aX

2

+ bX + 
 a

2

b

2

� 4b

3

� 4a

3


� 27


2

+ 18ab


aX

4

+ bX

2

+ 
 2

4

a

2


(4a
 � b

2

)

2
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3 K

�

orpererweiterungen

Eine K

�

orpererweiterung des K

�

orpers K ist ein K

�

orper L, in dem K als Unterk

�

orper enthalten

ist. (Als i
h diese Vorlesung h

�

orte, hat man das Wort 'Unterk

�

orper' in diesem Zusammenhang

vermieden und auss
hlie�li
h 'Teilk

�

orper' benutzt.) Der Inhalt dieses und des n

�

a
hsten Kapitels

ist die Theorie der Au


�

osbarkeit von Polynom-Glei
hungen dur
h Radikale (= iteriertes Wurzel-

Ziehen). (Wieder so ein Wort, das man
he Kollegen vermeiden.) Dass diese Au


�

osbarkeit mit

K

�

orper-Erweiterungen zusammenh

�

angt, das soll in diesen Kapiteln deutli
h werden.

3.1 De�nitionen

De�nition 3.1 Ist der K

�

orper K ein Unterk

�

orper eines K

�

orpers L, so nennt man L eine

(K

�

orper-) Erweiterung von K.

Das bedeutet also, K � L ist abges
hlossen unter Addition, Subtraktion, Multiplikation und

Division.

Beispiel 3.1 Das Standard-Beispiel ist IR � C. Aber au
h Q � IR ist eine K

�

orpererweiterung.

Beispiel 3.2 Sei K ein K

�

orper und p(X) 2 K[X℄ ein irreduzibles Polynom. Weil K[X℄ ein

Hauptideal-Ring ist, ist das Ideal (p) � K[X℄ maximal. Der Faktorring L := K[X℄=(p) ist dann

na
h Satz 2.9 ein K

�

orper. Er ist eine K

�

orpererweiterung von K.

Ein Spezialfall dieser Konstruktion ist die K

�

orpererweiterung IR � C. Das Polynom p(X) :=

X

2

+ 1 ist irreduzibel

�

uber IR. (W

�

are es reduzibel w

�

urde es in Linearfaktoren zerfallen, die zu

reellen L

�

osungen der Glei
hung X

2

= �1 geh

�

orten. Sol
he gibt es ni
ht.) Also ist IR[X℄=(X

2

+1)

ein K

�

orper. Der Ring-Epimorphismus

IR[X℄! C; X 7! i;

hat als Kern ein Ideal I � IR[X℄, wel
hes das Ideal (X

2

+1) enth

�

alt. Weil X

2

+1 irreduzibel ist,

muss I = (X

2

+ 1) sein. Folgli
h ist die K

�

orpererweiterung IR � C isomorph zur Erweiterung

IR � IR[X℄=(X

2

+ 1).

Beispiel 3.3 Die einzigen linearen Polynome in IF

2

[X℄ sind X und X+1. Das Polynom p(X) :=

X

2

+X + 1 2 IF

2

[X℄ spaltet keines von beiden ab und ist deswegen irreduzibel. Also ist

IF

2

� L := IF

2

[X℄=(p)

eine K

�

orpererweiterung. Die Elemente 0; 1 2 IF

2

, sowie die Restklassen von X und X + 1 sind

vier vers
hiedene Elemente in L. Weil X

2

= X + 1modulo (p), gibt es in L keine anderen

Elemente. F

�

ur die Multiplikation in L gilt

X

2

= X + 1; X(X + 1) = 1; (X + 1)

2

= X

2

+ 1 = X:
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Ist K � L eine K

�

orpererweiterung, so ist L ein K-Vektorraum. Man kann ja die Elemente

von L mit Elementen aus K multiplizieren. Die Eigens
haften des Vektorraums folgen aus den

K

�

orpereigens
haften von L.

De�nition 3.2 Ist K � L eine K

�

orpererweiterung, so hei�t

[L : K℄ := dim

K

(L)

der Grad der Erweiterung. Die Erweiterung K � L hei�t endli
h, wenn ihr Grad [L : K℄ endli
h

ist.

Die oben angegebenen K

�

orpererweiterungen IR � C und IF

2

� IF

2

[X℄=(X

2

+ X + 1) sind

endli
he K

�

orpererweiterungen vom Grad zwei. Die K

�

orpererweiterung K � K(X) (rationale

Funktionen) hat keinen endli
hen Grad.

Satz 3.1 (Grad-Formel) Sind

K � L �M

endli
he K

�

orpererweiterungen, so gilt

[M : K℄ = [M : L℄ � [L : K℄:

Beweis. Wir w

�

ahlen eine K-Basis l

1

; :::; l

a

2 L und eine L-Basis m

1

; :::;m

b

2 M . Die Be-

hauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen: Die a � b Produkte

l

1

�m

1

; l

1

�m

2

; :::; l

a

�m

b

bilden eineK-Basis vonM . Wie in der Linearen Algebra m

�

ussen wir dazu zwei Dinge na
hweisen:

1) Die angegebenen Produkte erzeugen den K-Vektorraum M : Jedes m 2 M ist eine Line-

arkombination

m = 


1

m

1

+ :::+ 


b

m

b

; 


1

; :::; 


b

2 L:

Und jedes 


i

2 L ist eine Linearkombination




i

= d

1;i

l

1

+ :::+ d

a;i

l

a

; d

1;i

; :::; d

a;i

2 K:

Daraus folgt

m = (d

1;1

l

1

+ :::+ d

a;1

l

a

) �m

1

+ :::+ (d

1;b

l

1

+ :::+ d

a;b

l

a

) �m

a

=

X

i;j

d

i;j

� l

i

m

j

:

2) Die Produkte l

i

m

j

2M sind linear unabh

�

angig

�

uber K: Sei etwa

a;b

X

i=1;j=1

d

i;j

� l

i

m

j

= 0; d

i;j

2 K:

Dann gilt

b

X

j=1

(

a

X

i=1

d

i;j

l

i

)m

j

= 0:
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Weil m

1

; :::;m

b

2M linear unabh

�

angig

�

uber L sind, folgt

a

X

i=1

d

i;j

l

i

= 0 f

�

ur j = 1; :::; b:

Und weil die l

1

; :::; l

a

linear unabh

�

angig

�

uber K sind, folgt d

i;j

= 0; i = 1; :::; a; j = 1; :::; b.

De�nition 3.3 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung und a 2 L ein Element, ni
ht a 2 K.

Dann bezei
hnet man mit

K(a) � L

den kleinsten Unterk

�

orper von L, der a enth

�

alt. (D.h. also, den Dur
hs
hnitt aller Unterk

�

orper

von L, die a enthalten.) Der K

�

orper K(a) hei�t der von a

�

uber K erzeugte Unterk

�

orper von L.

Der Unterk

�

orper K(a) � L enth

�

alt alle Elemente l 2 L, die si
h als rationale Funktionen in

a der Form

l =




0

+ 


1

a+ :::+ 


r

a

r

d

0

+ d

1

a+ :::+ d

s

a

s

; 


0

; :::; d

s

2 K;

mit Nenner 6= 0 ausdr

�

u
ken lassen. Weil diese Elemente o�ensi
htli
h einen Unterk

�

orper von L

bilden, stimmt K(a) mit der Menge dieser Elemente

�

uberein.

Beispiel 3.4 Wir betra
hten in der K

�

orpererweiterung Q � C das Element a := i. Wegen

i

2

= �1 ist jedes Polynom in i




0

+ 


1

i+ :::+ 


r

i

r

2 C; 


0

; :::; 


r

2 Q;

in Wirkli
hkeit ein Polynom 


0

+ 


1

i vom Grad � 1 in i. Wenn 


0

+ 


1

i 6= 0, ist sein Kehrwert

1




0

+ 


1

i

=

1




2

0

+ 


2

1

(


0

� 


1

i)

wieder ein sol
hes Polynom in i vom Grad � 1. Der K

�

orper Q(i) � C ist genau der in 2.2

de�nierte K

�

orper Q(i).

F

�

ur so ein Element a 2 L � K; a 62 K; gibt es zwei M

�

ogli
hkeiten: Entweder gibt es ein

Polynom p(X) 2 K[X℄, ni
ht das Null-Polynom, mit p(a) = 0, oder es gibt kein sol
hes Polynom.

F

�

ur das Element i 2 C � Q tut es das Polynom p(X) = X

2

+ 1, f

�

ur

p

2 2 IR � Q das Polynom

p(X) = X

2

� 2. In der K

�

orpererweiterung Q � Q(X) gibt es f

�

ur die Unbestimmte X kein

Polynom mit p(X) = 0.

De�nition 3.4 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung und a 2 L. Das K

�

orperelement a 2 L

hei�t algebrais
h

�

uber K, wenn es ein Polynom p(X) 2 K[X℄ gibt derart, dass p(a) = 0 2 L

ist. Andernfalls hei�t a transzendent

�

uber K. Die K

�

orpererweiterung K � L hei�t algebrais
h,

wenn jedes Element a 2 L algebrais
h

�

uber K ist.
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Das Element a 2 L � K ist genau dann algebrais
h

�

uberK, wenn der Ring-Homomorphismus

K[X℄! L; q(X) 7! q(a)

ni
ht injektiv ist. Weil K[X℄ ein Hauptidealring ist, ist der Kern dieses Homomorphismusses ein

Hauptideal (p) � K[X℄. Jedes Polynom q 2 K[X℄ mit q(a) = 0 2 L ist dur
h p teilbar. Von allen

Polynomen q, die a annullieren, hat p den kleinsten Grad. Wenn wir p dur
h seinen h

�

o
hsten

KoeÆzienten 6= 0 austeilen, k

�

onnen wir p normiert annehmen.

De�nition 3.5 Das Element a 2 L � K sei algebrais
h

�

uber K. Das normierte Polynom

kleinsten Grades, wel
hes a 2 L annulliert, hei�t das Minimalpolynom von a 2 L

�

uber K.

Das Minimalpolynom eines algebrais
hen Elementes ist immer irreduzibel in K[X℄. W

�

are

n

�

amli
h p = p

1

� p

2

; p

1

; p

2

2 K[X℄, mit Grad(p

i

) > 0, so w

�

urde aus p

1

(a) � p

2

(a) = 0 folgen, dass

entweder p

1

(a) = 0 oder p

2

(a) = 0 w

�

are. Das Polynom p w

�

are ni
ht minimal gewesen.

Satz 3.2 Das Element a 2 L � K ist genau dann algebrais
h

�

uber K, wenn die K

�

orpererweite-

rung K � K(a) endli
h ist.

Beweis. ): Sei a 2 L algebrais
h

�

uber K mit Minimalpolynom p. Dann gilt in L also

p(a) = 


0

+ 


1

a+ :::+ 


n�1

a

n�1

+ a

n

= 0; 


1

; :::; 


n

2 K; 


n

6= 0;

bzw.

a

n

= �


0

� 


1

a� :::� 


n�1

a

n�1

Jeder Polynomausdru
k p(a) 2 L ist also in Wirkli
hkeit ein Polynomausdru
k vom Grad �

n � 1. Sei nun q(X) 2 K[X℄ ein Polynom mit q(a) 6= 0. Dann ist q ni
ht dur
h p teilbar und,

weil p irreduzibel ist, gilt ggT (p; q) = 1. Na
h Satz 2.16 gibt es Polynome p

1

; q

1

2 K[X℄ mit

p

1

p+ q

1

q = 1: Daraus folgt

q

1

(a)q(a) = q

1

(a)q(a) + p

1

(a)p(a) = 1

und

1

q(a)

= q

1

(a) 2 L:

Jeder rationale Ausdru
k in a, jedes Element von K(a) ist also ein Polynom in a vom Grad

� n � 1. Der K

�

orper K(a) wird als K-Vektorraum von den Potenzen 1 = a

0

; a; a

2

; :::; a

n�1

erzeugt und ist eine endli
he Erweiterung von K.

(: Sei umgekehrt die K

�

orpererweiterung K � K(a) endli
h. Wir betra
hten die Folge

a

0

; a; a

2

; ::: der Potenzen von a. Weil [K(a) : K℄ endli
h ist, k

�

onnen diese Potenzen ni
ht alle line-

ar unabh

�

angig

�

uberK sein. Es gibt Potenzen a

0

; a; :::; a

n

und Elemente 


0

; 


1

; :::; 


n

2 K; 


n

6= 0;

mit




0

+ 


1

a+ :::+ 


n

a

n

= 0 2 L:

Das Element a 2 L ist algebrais
h

�

uber K.
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Satz 3.3 (Folgerung 1) Es sei a 2 L � K algebrais
h

�

uber K mit Minimalpolynom p. Dann

hat p 2 K[X℄ den Grad [K(a) : K℄. Der Ringhomomorphismus

K[X℄! K(a); X 7! a

induziert einen K

�

orperisomorphismus K[X℄=(p)! K(a).

Beweis. Der Grad des Minimalpolynoms p sei n. Im Beweis von Satz 3.2 haben wir gezeigt,

dass die n Potenzen a

0

= 1; a; :::; a

n�1

von a den K-Vektorraum K(a) aufspannen. Wegen der

Minimalit

�

at von p sind diese Potenzen aber au
h linear unabh

�

angig

�

uber K und bilden eine

K

�

orperbasis von K(a)

�

uber K.

Satz 3.4 (Folgerung 2) Jede endli
he K

�

orpererweiterung K � L ist algebrais
h.

Beweis. F

�

ur alle a 2 L ist die K

�

orpererweiterung K � K(a) endli
h, weil K(a) ein K-

Untervektorraum des endli
h-dimensionalen K-Vektorraums L ist.

Von diesem Satz gilt aber ni
ht die Umkehrung, denn es gibt au
h unendli
he algebrais
he

K

�

orpererweiterungen. Dazu betra
hten wir K = Q und bezei
hnen mit L � C die Menge aller

algebrais
hen Zahlen. Dabei hei�t eine Zahl a 2 C algebrais
h, wenn a algebrais
h

�

uber Q

ist. Algebrais
he Zahlen sind z.B. die unendli
h vielen n-ten Wurzeln

n

p

2 aus 2. Jede dieser

Wurzeln wird von einem Polynom X

n

� 2 annulliert. Na
h Eisenstein (mit der Primzahl 2) ist

dieses Polynom irreduzibel

�

uber ZZ und na
h Gau� dann au
h

�

uber Q. Also ist X

n

� 2 das

Minimalpolynom von

n

p

2

�

uber Q und die K

�

orpererweiterung Q � Q(

n

p

2) hat den Grad n. Die

Menge L � C aller algebrais
hen Zahlen enth

�

alt also K

�

orpererweiterungen von beliebig gro�em

Grad

�

uber Q. Wenn wir jetzt no
h zeigen, dass L ein K

�

orper ist, dann ist Q � L eine unendli
he,

aber algebrais
he Erweiterung von Q. Dazu verallgemeinern wir De�nition 3.3.

De�nition 3.6 Es seien K � L eine K

�

orpererweiterung und a

1

; a

2

; ::: 2 L Elemente im Er-

weiterungsk

�

orper. Dann ist K(a

1

; a

2

; :::) � L der kleinste Unterk

�

orper von L, der alle Elemente

a

1

; a

2

; ::: enth

�

alt.

Der K

�

orperK(a

1

; a

2

; :::) ist also der Dur
hs
hnitt aller Unterk

�

orper von L, wel
h alle Elemen-

te a

1

; a

2

; ::: enthalten. Seine Elemente sind die rationalen Ausdr

�

u
ke p(a

1

; a

2

; :::)=q(a

1

; a

2

; :::), wo

p und q Polynome in endli
h vielen der Elemente a

1

; a

2

; ::: mit q(a

1

; a

2

; :::) 6= 0 2 L sind.

Satz 3.5 Die Elemente a

1

und a

2

2 L seien algebrais
h

�

uber K. Dann ist au
h der K

�

orper

K(a

1

; a

2

) � L eine endli
he Erweiterung von K.

Beweis. Wegen Satz 3.2 brau
hen wir nur zu zeigen, dass die Erweiterung K(a

1

) � K(a

1

; a

2

)

endli
h ist. Aber weil a

2

algebrais
h

�

uber K ist, ist es erst re
ht algebrais
h

�

uber K(a

1

) und die

K

�

orpererweiterung K(a

1

) � K(a

1

; a

2

) damit endli
h.

Satz 3.6 (Folgerung) Die (

�

uber Q) algebrais
hen, komplexen Zahlen bilden einen Unterk

�

orper

von C.
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Beweis. Sind a

1

und a

2

zwei sol
he algebrais
he Zahlen, so ist die K

�

orpererweiterung Q �

Q(a

1

; a

2

) na
h Satz 3.5 algebrais
h

�

uber Q. Sie enth

�

alt Summe, Di�erenz, Produkt und (falls

Nenner 6= 0) Quotienten von a

1

und a

2

. Alle diese Zahlen sind deswegen algebrais
h

�

uber Q.

Aufgabe 3.1 (F 02, T3, A4d)) Sei f(X) = X

19

+ 19X + 57 2 Q[X℄. Ist die Restklasse von

X

18

+ 2 in Q[X℄=(f) invertierbar?

Aufgabe 3.2 Es seien K � L eine K

�

orpererweiterung und f; g 2 K[X℄ Polynome. Die gr

�

o�ten

gemeinsamen Teiler von f und g in K[X℄, bzw. L[X℄ seien

t

K

= ggT (f; g) 2 K[X℄; bzw. t

L

= ggT (f; g) 2 L[X℄:

Zeigen Sie: t

K

und t

L

sind in L[X℄ assoziiert, d.h., unters
heiden si
h h

�

o
hstens um einen

konstanten Faktor aus L.

Aufgabe 3.3 (H 99, T2, A4a)) Sei K ein Erweiterungsk

�

orper von Q mit [K : Q℄ = 2. Zeigen

Sie, dass es genau eine quadratfreie Zahl m 2 ZZ gibt, so dass K ' Q(

p

m) ist. (m 2 ZZ hei�t

quadratfrei, wenn m 62 f0; 1g und wenn m ni
ht dur
h das Quadrat einer Primzahl teilbar ist.)

Aufgabe 3.4 (H 98, T3, A4) Sei Kjk eine algebrais
he K

�

orpererweiterung. Seien �

1

; :::; �

n

Elemente aus K und f

1

(X); :::; f

n

(X) die zugeh

�

origen Minimalpolynome

�

uber k. Beweisen Sie:

[k(�

1

; :::; �

n

) : k℄ �

n

Y

i=1

grad f

i

:

Aufgabe 3.5 (H 97, T2, A1) Sei K � L eine endli
he K

�

orpererweiterung und f 2 K[X℄ ein

irreduzibles ni
htlineares Polynom mit

ggT (grad f; [L : K℄) = 1:

Zeigen Sie, dass f keine Nullstelle in L hat.

Aufgabe 3.6 (F 96, T1, A2) Man betra
hte das Polynom f = X

7

+X � Y im Polynomring

Q[X;Y ℄.

a) Zeigen Sie: Der Ring R := Q[X;Y ℄=(f) ist ein Integrit

�

atsring.

b) Zeigen Sie: Dur
h '(X) := X + (f) ist ein injektiver Q-Homomorphismus ' : Q[X℄! R

gegeben.


) Ist der Quotientenk

�

orper Quot(R) von R eine algebrais
he Erweiterung von Q?

Aufgabe 3.7 (F 96, T2, A4) a) Zeigen Sie, dass f := X

3

� X + 1 2 Q[X℄ keine Nullstelle

in Q hat.

b) Sei z 2 C eine Nullstelle von f . Stellen Sie z

�1

als Linearkombination von 1; z; z

2

mit

rationalen KoeÆzienten dar.


) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von z

2

�

uber Q.
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Aufgabe 3.8 (F 95, T2, A5) Sei x transzendent

�

uber einem K

�

orper k.

a) Man zeige: k(x) ist eine algebrais
he Erweiterung von k(

x

3

x+1

).

b) Man bestimme das Minimalpolynom von x

�

uber k(

x

3

x+1

).

Aufgabe 3.9 (F 95, T3, A3) Sei f(X) = X

3

+ 2X + 2 2 Q[X℄, und sei � eine komplexe

Nullstelle von f .

a) Zeigen Sie, dass 1; �; �

2

eine Basis des Q-Vektorraums Q(�) ist.

b) S
hreiben Sie (1+�)

�1

als Linearkombination mit rationalen KoeÆzienten bez

�

ugli
h dieser

Basis.

Aufgabe 3.10 (H 94, T1, A2) a) Sei k(a)=k eine endli
he K

�

orpererweiterung. F

�

ur einen

Teilk

�

orper L; k(a) � L � k; sei m

a;L

(X) das Minimalpolynom von a

�

uber L. Man zeige:

m

a;L

(X) jm

a;k

(X):

b) Man bestimme den Grad und alle Zwis
henk

�

orper von Q(

4

p

2)=Q.

Aufgabe 3.11 (H 94, T2, A3) Gegeben Seien a; b 2 Q

�

. Zeigen Sie: Wenn es einen K

�

orper-

isomorphismus ' : Q(

p

a)! Q(

p

b) gibt, dann gilt

a

b

2 (Q

�

)

2

.

Aufgabe 3.12 (H 94, T3, A3) Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung und � 2 L. Mul-

tiplikation mit � de�niert eine K-lineare Abbildung '

�

: L ! L. Sei �

�

das 
harakteristis
he

Polynom dieses K-Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie: �

�

ist eine Potenz des Minimal-

polynoms P

�

von �.

Aufgabe 3.13 (H 92, T1, A4) Zeigen Sie dur
h Gradbetra
htung einer geeigneten Erweite-

rung von Q, dass der Grad des Minimalpolynoms der komplexen Zahl

z :=

p

2 +

p

3 + i

p

3

p

5 +

p

7 + i

p

7

�

uber Q ein Teiler von 32 ist.

Aufgabe 3.14 (H 91, T1, A3) K(z) sei eine einfa
he transzendente Erweiterung des K

�

orpers

K. Man beweise die beiden folgenden Aussagen:

a) K(z

2

) ist eine transzendente Erweiterung von K.

b) Es gibt unendli
h viele Zwis
henk

�

orper zwis
hen K und K(z).
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3.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Aus der Antike stammen die folgenden drei Konstruktionsprobleme:

� W

�

urfel-Verdopplung (Delis
hes Problem): Gegeben ist eine Stre
ke a, zu konstruieren ist

eine Stre
ke b mit

b

3

= 2 � a

3

:

� Winkeldreiteilung: Gegeben ist ein Winkel �, zu konstruieren ist der Winkel �=3.

� Regul

�

ares n-E
k: Zu n 2 IN ist der Winkel 2�=n zu konstruieren.

Aus irgend einem Grund haben dabei die alten Grie
hen unter 'Konstruktion' eine geome-

tris
he Konstruktion verstanden, die auss
hlie�li
h Zirkel und Lineal benutzt. Das kann keine

Frage der Pr

�

azision gewesen sein, denn so ganz genau kann man nie eine Stre
ke dur
h zwei

Punkte mit dem Lineal zei
hnen. Ein ganz klein wenig verruts
ht das Lineal immer. Und au
h

ein Zirkel ist ein ziemli
h eigenwilliges Ger

�

at, und ma
ht ni
ht immer das, was man von ihm will.

Au�erdem haben die Grie
hen si
h dur
haus f

�

ur Konstruktionen interessiert, die sehr viel kom-

pliziertere Hilfsmittel benutzten, wie z.B. die Vorgabe re
ht komplizierter algebrais
her Kurven.

Es geht bei diesen drei Problemen also 'nur' um das Prinzip. Es sind rein intellektuelle Fragen.

Wir werden als Zei
henebene f

�

ur diese Konstruktionen jetzt die komplexe Zahlenebene C

zugrunde legen. Vorgegebene Gr

�

o�en werden wir uns als komplexe Zahlen vorstellen. Beim De-

lis
hen Problem etwa die Zahl a 2 IR und bei der Winkeldrittelung die Zahlen 1 und e

i��=2�

.

Ist so eine Menge M � C von Zahlen vorgegeben, so nennen wir eine Zahl z 2 C aus M kon-

struierbar, wenn der Punkt z na
h endli
h vielen S
hritten mit Zirkel und Lineal aus Punkten

von M konstruierbar ist. Mit Zirkel und Lineal ist es insbesondere m

�

ogli
h, zu einer gegebenen

Geraden dur
h einen gegebenen Punkt eine Parallele zu konstruieren, und auf dieser Parallelen

eine Stre
ke gegebener L

�

ange abzutragen.

Der S
hl

�

ussel ist folgende Bemerkung:

Satz 3.7 Die MengeM � C enthalte die Zahlen 0 und 1. Dann bilden alle ausM kostruierbaren

Zahlen einen Unterk

�

orper C(M) � C. Er hat insbesondere die Eigens
haften:

1) i 2 C(M);

2) z 2 C(M)) Re(z); Im(z) 2 C(M);

3) z 2 C(M)) �z 2 C(M);

Beweis. 1) Wir s
hlagen den Kreis um 0 dur
h die Zahl 1. Der zweite S
hnittpunkt dieses

Kreises mit der Geraden dur
h 0 und 1 (der reellen A
hse) ist die Zahl �1 2 C(M). Wir erri
hten

mit Zirkel und Lineal die Mittelsenkre
hte auf der Stre
ke �1; 1. Diese s
hneidet den ersten Kreis

in den Punkten �i 2 C(M).

2) Wir f

�

allen mit Zirkel und Lineal das Lot von z auf die Gerade dur
h 0 und 1. Der

Lotfu�punkt ist die Zahl Re(z). Ebenso ist der Lotfu�punkt von z auf die Gerade dur
h 0 und
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i die Zahl Im(z) � i. Der Kreis mit Zentrum 0 dur
h diese Zahl s
hneidet die reelle A
hse in

�Im(z).

3) Der Kreis dur
h z um Re(z) s
hneidet die Gerade dur
h z und Re(z) au�er in z no
h in

�z.

Jetzt m

�

ussen wir f

�

ur C(M) � C no
h die K

�

orper-Eigens
haften na
hweisen, also

4) z 2 C(M)! �z 2 C(M);

5) z

1

; z

2

2 C(M)) z

1

+ z

2

2 C(M);

6) z

1

; z

2

2 C(M)) z

1

� z

2

2 C(M);

7) 0 6= z 2 C(M)) z

�1

2 C(M);

4) �z ist der zweite S
hnittpunkt des Kreises um 0 dur
h z mit der Geraden dur
h 0 und z.

5) Wir vers
hieben die Gerade dur
h 0 und z

1

parallel dur
h z

2

und tragen dann auf ihr

von z

2

aus die Stre
ke jz

1

j in der ri
htigen Ri
htung ab. Dies ist die

�

ubli
he Parallelogramm-

Konstruktion f

�

ur die Summe zweier Vektoren in der Ebene.

6) Wegen

z

1

= a

1

+ ib

1

; z

2

= a

2

+ ib

2

) z

1

z

2

= (a

1

a

2

� b

1

b

2

) + (a

1

b

2

+ a

2

b

1

)i;

sowie 1),4) und 5) gen

�

ugt es, die Behauptung f

�

ur 0 < z

1

= r

1

; z

2

= r

2

2 IR zu zeigen. Weiter

k

�

onnen wir nat

�

urli
h r

2

6= 1 annehmen.

Wir s
hlagen den Kreis um 0 dur
h r

2

und s
hneiden ihn mit einer Geraden L dur
h 0

und 1 + i. Einen der S
hnittpunkte w

�

ahlen wir und nennen ihn s. Die Gerade dur
h 1 und

s vers
hieben wir parallel dur
h r

1

(das geht mit Zirkel und Lineal). Den S
hnittpunkt dieser

Parallelen mit L nennen wir t. Dann sind 0; 1; s und 0; r

1

; t zwei

�

ahnli
he Dreie
ke, und aus dem

Strahlensatz folgt

t

s

=

r

1

1

= r

1

:

Der Kreis um 0 dur
h t tri�t die positive reelle A
hse in

jtj = r

1

jsj = r

1

r

2

:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

L

r

1

r

1 + i

r

i

.
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�
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�

�

�
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�
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7) Wegen

1

z

=

�z

z�z

=

1

Re(z)

2

+ Im(z)

2

�z;

sowie 2),3) und 6) gen

�

ugt es, die Behauptung f

�

ur 0 < z = r 2 IR zu zeigen.

Wir s
hneiden den Kreis um 0 dur
h 1 mit der Geraden L dur
h 0 und 1+ i. Einen S
hnitt-

punkt s verbinden wir mit r. Die Verbindungsgerade vers
hieben wir parallel dur
h 1. Der

S
hnittpunkt dieser Parallelen mit L sei t. Aus dem Strahlensatz folgt wieder

1

jtj

=

jsj

jtj

=

r

1

= r:

Der Kreis um 0 dur
h t s
hneidet die positive reelle A
hse im Punkt 1=r.

Der K

�

orper C(M) aus Satz 3.7 enth

�

alt insbesondere den K

�

orper Q(M;

�

M ) � C, der aus Q

dur
h Adjunktion aller Zahlen aus M und ihrer komplex-konjugierten Zahlen entsteht.

Satz 3.8 Eine Zahl z 2 C geh

�

ort genau dann zu C(M) (d.h., ist aus 0; 1 und den Punkten von

M konstruierbar), wenn es eine endli
he Folge

Q(M;

�

M ) = K

0

� K

1

� ::: � K

n

� C

von quadratis
hen K

�

orpererweiterungen K

��1

� K

�

gibt mit z 2 K

n

. Insbesondere ist

[Q(M;

�

M )(z) : Q(M;

�

M )℄ = 2

m

; m � n;

eine Zweier-Potenz.

Beweis ): Eine Zahl z 2 C(M) entsteht aus bereits konstruierten Zahlen z

i

dur
h eine von

drei Konstruktionen:

1) S
hneiden der Gerade dur
h z

1

und z

2

mit der Gerade dur
h z

3

und z

4

;

2) S
hneiden der Gerade dur
h z

1

und z

2

mit dem Kreis um z

3

dur
h z

4

;

3) S
hneiden des Kreises um z

1

dur
h z

2

mit dem Kreis um z

3

dur
h z

4

.

Wir betra
hten na
heinander diese drei Konstruktionen. Dabei nehmen wir an, die Zahlen

z

1

; z

2

; z

3

; z

4

seien bereits konstruiert. Da dies in endli
h vielen S
hritten passiert ist, k

�

onnen wir

voraussetzen, die z

k

= a

k

+ ib

k

liegen in einem K

�

orper K

m

, der aus Q(M;

�

M ) dur
h sukzessive

quadratis
he Erweiterungen entstanden ist. Wir nehmen au�erdem an, dass wir mit jeder Zahl

au
h die konjugiert-komplexe Zahl konstruiert haben (au
h h

�

o
hstens quadratis
he Erweiterun-

gen). Mit jeder Zahl z

k

liegt also au
h �z

k

in K

m

, damit au
h a

k

= (z

k

+ �z

k

)=2 und ib

k

= z

k

�a

k

.

1) Auf der Gerade dur
h z

1

und z

2

liegen alle Punkte z

1

+ s � (z

2

� z

1

); s 2 IR; und auf der

Gerade dur
h z

3

und z

4

die Punkte z

3

+ t � (z

4

� z

3

); t 2 IR. Diese Parameter s und t f

�

ur den

S
hnittpunkt erf

�

ullen

z

1

+ s � (z

2

� z

1

) = z

3

+ t � (z

4

� z

3

);

s � (z

2

� z

1

) + t � (z

3

� z

4

) = z

3

� z

1

:
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Wenn wir die letzte Glei
hung als zwei Glei
hungen f

�

ur Real- und Imagin

�

arteil s
hreiben, erhal-

ten wir das lineare Glei
hungssystem

(a

2

� a

1

) � s+ (a

4

� a

3

) � t = a

3

� a

1

;

i(b

2

� b

1

) � s+ i(b

4

� b

3

) � t = i(b

3

� b

1

);

mit KoeÆzienten inK

m

. Au
h dessen L

�

osungen s; t geh

�

oren zuK

m

, und damit der S
hnittpunkt.

2) Ein Punkt z = a+ ib aus der Gerade z

1

+ s � (z

2

� z

1

); s 2 IR; liegt auf dem Kreis um z

3

dur
h z

4

, wenn

jz � z

3

j

2

= jz

4

� z

3

j

2

=: r

2

2 K

m

;

jz

1

� z

3

+ s � (z

2

� z

1

)j

2

= r

2

;

s

2

� jz

2

� z

1

j

2

+ 2s � Re((z

1

� z

3

) � (z

2

� z

1

)) = r

2

� jz

1

� z

3

j

2

:

Dies ist eine quadratis
he Glei
hung f

�

ur s mit KoeÆzienten in K

m

. Die L

�

osungen s

1;2

liegen in

einer quadratis
hen Erweiterung K

m+1

von K

m

. Zu dieser quadratis
hen Erweiterung geh

�

oren

dann au
h die beiden S
hnittpunkte.

3) Ein S
hnittpunkt z der beiden Kreise erf

�

ullt die beiden Glei
hungen

jz � z

1

j

2

= jz

2

� z

1

j

2

; jz � z

3

j

2

= jz

4

� z

3

j

2

;

beziehungsweise

jzj

2

+ 2 �Re(z � �z

1

) = jz

2

� z

1

j

2

� jz

1

j

2

;

jzj

2

+ 2 �Re(z � �z

3

) = jz

4

� z

3

j

2

� jz

3

j

2

:

Dann erf

�

ullt z au
h die Di�erenz beider Glei
hungen

2 � Re(z � (z

1

� z

3

)) = jz

2

� z

1

j

2

� jz

1

j

2

� jz

4

� z

3

j

2

+ jz

3

j

2

=: 
 2 K

m

:

F

�

ur z = a+ ib und z

1

� z

3

= u+ iv bedeutet dies

(a+ ib) � (u� iv) + (a� ib) � (u+ iv) = 
;

a � u� (ib) � (iv) = 
=2:

Dies ist eine lineare Glei
hung f

�

ur die beiden Unbekannten a und ib. Die KoeÆzienten der

Glei
hung geh

�

oren zum K

�

orper K

m

. Sie de�niert eine Gerade in der Ebene K

m

� K

m

. Diese

wird aufgespannt von zwei Punkten (a

1

; ib

1

) und (a

2

; ib

2

) 2 K

m

�K

m

. Die Glei
hung bes
hreibt

in C die relle Gerade a � u + b � v = 
=2. Auf ihr liegen die beiden Punkte y

1

:= a

1

+ ib

1

und

y

2

:= a

2

+ ib

2

2 K

m

. Damit ist die Bere
hnung der S
hnittpunkte beider Kreise zur

�

u
kgef

�

uhrt

auf die Bere
hnung der S
hnittpunkte eines der beiden Kreise mit der Gerade dur
h die Punkte

y

1

und y

2

. Dies war Re
hnung 2).

(: Es gen

�

ugt die Aussage f

�

ur eine einzige quadratis
he K

�

orpererweiterung K

0

� K

1

zu

zeigen: Jede Zahl in 
 2 K

1

ist aus Zahlen von K

0

mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Wenn 


ni
ht zu K

0

geh

�

ort, hat sein Minimalpolynom

�

uber K

0

den Grad zwei. Es sei etwa

X

2

+ p �X + q; p; q 2 K

0

:
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Beide Nullstellen




1;2

= �

p

2

�

s

�

p

2

�

2

� q

sind aus Zahlen von K

0

mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn f

�

ur jedes z 2 K

0

die Qua-

dratwurzel

p

z so konstruierbar ist. Sei etwa

z = r � e

i'

; 0 < r 2 IR; ' 2 IR;

dann ist

p

z =

p

r � e

i'=2

:

Die komplexe Zahl e

i'=2

ist dur
h Konstruktion der Winkelhalbierenden zu �nden. Deswegen

gen

�

ugt es, die Behauptung f

�

ur z = r; 0 < r 2 IR zu zeigen.

Wir konstruieren den Thaleskreis

�

uber dem Intervall [�1; r℄. Er s
hneidet die imagin

�

are

A
hse in den Punkten �i � h; 0 < h 2 IR. Das Dreie
k mit den E
ken �1; r und i � h hat bei i � h

einen re
hten Winkel. Die Kathetenl

�

angen des Dreie
ks sind

p

h

2

+ 1 und

p

h

2

+ r

2

:

Mit Pythagoras folgt

(h

2

+ 1) + (h

2

+ r

2

) = (r + 1)

2

;

2h

2

= 2r;

h =

p

r:

Die gesu
hte Wurzel ist also h und deswegen dur
h den S
hnitt des Thaleskreises mit der ima-

gin

�

aren A
hse zu konstruieren.
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�1

r

h

p

h

2

+ r

2

p

h

2

+ 1

Wir wenden Satz 3.8 an auf die drei eingangs bes
hriebenen klassis
hen Probleme.

Delis
hes Problem: Es ist a 2 IR gegeben und b 2 IR mit b =

3

p

2a zu konstruieren. Wenn

das mit Zirkel und Lineal ginge, dann ginge es au
h f

�

ur a = 1. Wir setzen hier M = ; und

haben Q(M;

�

M ) = Q. Jeder Punkt, der mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, liegt in einem

Erweiterungsk

�

orper K von Q, f

�

ur den [K : Q℄ = 2

n

eine Zweierpotenz ist. Nun ist b :=

3

p

2

Nullstelle des

�

uber Q irreduziblen Polynoms X

3

�2 und [Q(b) : Q℄ = 3. W

�

are b in einem sol
hen

K

�

orper K enthalten, widerspr

�

a
he dies der Gradformel (Satz 3.1). Das Delis
he Problem ist

unl

�

osbar.
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Winkel-Dreiteilung: Jetzt sei M = fe

i�

g. Die Frage ist, ob e

i�=3

zu einer K

�

orpererweiterung

von Q(e

i�

) geh

�

ort, deren Grad eine Zweier-Potenz ist. F

�

ur man
he � kann dies der Fall sein.

Wenn z.B. � = �=2 = 90

0

ist, dann ist �=3 = 30

0

und e

i�=3

eine Quadratwurzel von

e

i�=3

=

1

2

+

1

2

p

�3:

Die Zahl

e

i�=3

=

i

2

+

1

2

p

3

liegt in dem Erweiterungsk

�

orper von Q(i;

p

3) vom Grad 4.

Aber i.A. ist diese Eigens
haft eben ni
ht erf

�

ullt. Dazu

�

uberlegen wir uns, dass es unendli
h

viele Zahlen z = e

i�

gibt, die transzendent

�

uber Q sind. In der Tat: Der Einheitskreis jzj = 1 � C

ist eine

�

uberabz

�

ahlbare Menge. Und die

�

uber Q algebrais
hen Zahlen in C sind Nullstellen einer

abz

�

ahlbaren Menge von Polynomen, und bilden deswegen eine abz

�

ahlbare Menge.

Wir w

�

ahlen nun z = e

i�

transzendent. Dann ist also Q(z) der K

�

orper der rationalen Funktio-

nen in einer Unbestimmten z. Wir zeigen, dass

3

p

z ni
ht zu Q(z) geh

�

ort. Dann hat das Polynom

X

3

� z keine Nullstelle in Q(z) und ist irreduzibel. Es folgt

[Q(z;

3

p

z) : Q(z)℄ = 3;

und wegen der Gradformel kann Q(z;

3

p

z) in keiner K

�

orpererweiterung von Q(z) liegen, deren

Grad eine Zweier-Potenz ist.

In der Tat, sei etwa

3

p

z =

p

q

; p; q 2 Q[z℄ teilerfremd:

Weil dann au
h p

3

und q

3

teilerfremd sind, w

�

urde aus

(

p

q

)

3

=

p

3

q

3

= z; p

3

= z � q

3

folgen

3 �Grad(p) = 1 + 3 �Grad(q):

Das geht ni
ht.

Regul

�

ares n-E
k: Wenn man das regul

�

are n-E
k mit Zirkel und Lineal konstruieren kann,

dann kann man die n-te Einheitswurzel e

2�i=n

mit Zirkel und Lineal aus 0 und 1 konstruieren,

sie muss in einem Erweiterungsk

�

orper K � Q liegen, dessen Grad

�

uber Q eine Zweier-Potenz

ist. F

�

ur man
he n geht das:

n = 3 : Die dritte Einheits-Wurzel

e

2�i=3

= �

1

2

+

i

2

p

3

ist Nullstelle des quadratis
hen Kreisteilungs-Polynoms

X

2

+X + 1 2 Q[X℄:
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n = 4: Die vierte Einheitswurzel i ist Nullstelle des quadratis
hen Polynoms X

2

+1 2 Q[X℄.

n = 5: Die f

�

unfte Einheits-Wurzel � := e

2�i=5

ist Nullstelle des na
h Abs
hnitt 2.5 irreduziblen

Kreisteilungs-Polynoms

X

4

+X

3

+X

2

+X + 1 2 Q[X℄

vom Grad vier. A priori bedeutet dies no
h ni
ht, dass man die K

�

orpererweiterung Q(�) � Q

dur
h zwei quadratis
he Erweiterung bekommt. Aber in diesem Fall geht es: Man setzt

� := �+ �

4

2 Q(�):

Dann gilt

�

2

= �

2

+ 2 + �

3

= 1� (�+ �

4

) = 1� �:

Also ist � eine Nullstelle des quadratis
hen Polynoms X

2

+X � 1 2 Q[X℄. Dieses Polynom hat

die reellen Nullstellen

�

1;2

=

1

2

(�1�

p

5) 62 Q:

Also ist X

2

+X � 1

�

uber Q irreduzibel und [Q(�) : Q℄ = 2. Aus der Gradformel (Satz 2.1) folgt

dann au
h [Q(�) : Q(�)℄ = 2.

Au
h das regul

�

are F

�

unfe
k ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

n = p eine Primzahl: Die n-te Einheitswurzel w := e

2�i=n

ist Nullstelle des na
h Abs
hnitt

2.5 irreduziblen Kreisteilungs-Polynoms

X

p�1

+X

p�2

+ :::+X + 1 2 Q[X℄:

Der K

�

orpergrad [Q(w) : Q℄ ist deswegen = p � 1. Das regul

�

are p-E
k ist h

�

o
hstens dann mit

Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn p�1 eine Zweier-Potenz ist. F

�

ur die 'meisten' Primzahlen,

etwa p = 7; 11; 13; 19 ist dies ni
ht der Fall. Aber es gilt z.B. f

�

ur p = 17. Und tats

�

a
hli
h: Gau�

gab mit 18 Jahren eine Konstruktion des regul

�

aren 17-E
ks mit Zirkel und Lineal.

Aufgabe 3.15 Bestimmen Sie die kleinste Primzahl p > 17 mit der Eigens
haft, dass p � 1

eine Zweierpotenz ist.

Aufgabe 3.16 Die Zahl x 2 [0; 1℄ teilt das Intervall [0; 1℄ im Verh

�

altnis des goldenen S
hnittes,

wenn

1

x

=

x

1� x

:

Daraus folgt

x = � =

1

2

(�1 +

p

5):

Zeigen Sie, dass dieser goldene S
hnitt folgenderma�en konstruierbar ist: Man betra
hte ein

re
htwinkliges Dreie
k ABC mit re
htem Winkel bei B und den Seiten AB = 1; BC = 1=2. Um

121



die E
ke C werde der Kreis vom Radius 1=2 ges
hlagen. Dieser Kreis tre�e die Hypotenuse AC

im Punkt T . Dann ist AT = �.
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A B

C

T

�

Verwenden Sie dies, um das regul

�

are F

�

unfe
k mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Aufgabe 3.17 (H 96, T2, A1) Zeigen Sie, dass die Fermatzahlen F

n

= 2

2

n

+ 1 paarweise

teilerfremd sind, z.B. mittels einer Zerlegung von F

n+k

�2, und folgern Sie daraus den Satz von

Euklid, dass es unendli
h viele Primzahlen gibt.

3.3 Normale K

�

orpererweiterungen

In 3.1 haben wir den K

�

orper K(a) de�niert in der Situation, wo K � L und a 2 L war. Man

sagt, dieser K

�

orper K(a) entsteht aus K dur
h Adjunktion des Elementes a 2 L. Man kann

aber au
h Elemente a an einen K

�

orper K adjungieren, v

�

ollig losgel

�

ost von einem eventuellen

Erweiterungsk

�

orper L.

Dazu sei jetzt K ein K

�

orper. Wir wollen die Nullstelle a eines irreduziblen Polynoms p(X) 2

K[X℄ adjungieren. Wir setzen ganz einfa
h

K(a) := K[X℄=(p):

Weil das Polynom p(X) 2 K[X℄ irreduzibel ist, ist das Ideal (p) � K[X℄ maximal, und der Ring

K[X℄=(p) ist ein K

�

orper. Insbesondere ist X = (Xmod (p)) 2 K[X℄=(p) ein K

�

orperelement in

der Erweiterung mit der Eigens
haft p(X) = 0. Der K

�

orpergrad [K[X℄=(p) : K℄ stimmt mit

dem Grad des Polynoms p

�

uberein. Das Polynom p, na
hdem man es normiert hat, ist das

Minimalpolynom des Elements X

�

uber K.

De�nition 3.7 Man sagt, der K

�

orper K[X℄=(p) ist aus K entstanden dur
h symbolis
he Ad-

junktion einer Nullstelle des irreduziblen Polynoms p. Meist gibt man der Nullstelle einen an-

deren Namen als X, etwa 
, nennt den Erweiterungsk

�

orper K(
) und sagt dann: K(
) ist aus K

entstanden dur
h symbolis
he Adjunktion einer Wurzel des irreduziblen Polynoms p. Nat

�

urli
h

kann man diesen Prozess wiederholen und na
heinander Wurzeln 


1

; :::; 


k

adjungieren um einen

K

�

orper K(


1

; :::; 


k

) zu erhalten. Die K

�

orper K(
), wel
he man dur
h Adjunktion einer einzigen

Wurzel 
 erh

�

alt, hei�en einfa
he K

�

orpererweiterungen
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Beispiel 3.5 Es sei K ein K

�

orper und 
 2 K. Wir betra
hten das Polynom p(X) = X

2

�
. Ist p

reduzibel in K[X℄, so spaltet es einen Linearfaktor X�w;w 2 K; ab. Dann ist w eine Nullstelle

von X

2

� 
, d.h., es gilt w

2

= 
. Somit ist 
 ein Quadrat in K. Das Polynom p = X

2

� 
 ist also

genau dann irreduzibel in K[X℄, wenn 
 2 K kein Quadrat ist.

Sei nun 
 2 K kein Quadrat (wie etwa 2 2 Q). Dann ist X

2

� 
 irreduzibel und K[X℄=(X

2

�


) ist ein K

�

orper. Er enth

�

alt die Nullstelle Xmod (X

2

� 
) des Polynoms X

2

� 
. Man setzt

Xmod (X

2

� 
) =

p


, nennt den Erweiterungsk

�

orper K(

p


), und sagt, er ist aus K entstanden

dur
h die Adjunktion der Wurzel aus 
. Erweiterungsk

�

orper, die dur
h Adjunktion der Wurzel

eines K

�

orperelements entstehen, nennt man quadratis
he Erweiterungen.

Wir bezei
hnen jetzt den Erweiterungsk

�

orper K[X℄=(X

2

� 
) mit K(

p


). Dann ist also

p




ein Element des Erweiterungsk

�

orpers, das die Glei
hung (

p


)

2

= 
 erf

�

ullt. Es folgt

p(X) = X

2

� 
 = X

2

� (

p


)

2

= (X �

p


)(X +

p


) 2 K(

p


)[X℄:

Das Polynom p(X) = X

2

� 
 zerf

�

allt

�

uber K(

p


) in zwei Linearfaktoren.

Beispiel 3.6 Man brau
ht ni
ht unbedingt so ein reines quadratis
hes Polynom wie X

2

� 
 zu

betra
hten sondern z.B. das Polynom

p(X) = X

2

+ b �X + 
; b; 
 2 K:

Wenn p eine Nullstelle in K hat, zerf

�

allt es in Linearfaktoren

�

uber K.

�

Aquivalent dazu ist

(L

�

osungsformel f

�

ur die quadratis
he Glei
hung), dass die Wurzel

p

D aus der Diskriminante D = b

2

� 4


zu K geh

�

ort. Wir setzen also voraus, dies sei ni
ht der Fall, Das Polynom p sei irreduzibel

�

uber

K.

Wir adjungieren eine Wurzel x

1

der Glei
hung p(X) = 0, etwa die Restklasse von X in

K[X℄=(X

2

+ bX + 
) = K(x

1

): Sie erf

�

ullt

x

2

1

+ bx

1

+ 
 = (x

1

+

b

2

)

2

+ 
�

b

2

4

= 0:

Deswegen ist 2x

1

+ b eine Wurzel aus der Diskriminante D = b

2

� 4
 2 K. Der K

�

orper K(x

1

)

enth

�

alt den K

�

orper K(

p

D), und wegen

[K(x

1

) : K℄ = [K(

p

D) : K℄ = 2

ist K(x

1

) = K(

p

D). Der K

�

orper K(x

1

) ist also eine quadratis
he Erweiterung von K, wo man

die Wurzel aus D adjungiert (falls ni
ht zuf

�

allig D ein Quadrat in K ist). Jetzt zerlegen wir

p(X) in Linearfaktoren

�

uber K(x

1

) dur
h gew

�

ohnli
he Polynomdivision

p(X) = X

2

+ bX + 
 = (X � x

1

)(X + b+ x

1

) = (X � x

1

)(X � (�b� x

1

)):

Der quadratis
he Erweiterungsk

�

orper K(x

1

) = K(

p

D) enth

�

alt ni
ht nur die Wurzel

x

1

=

�b+

p

D

2

;
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sondern au
h die zweite Wurzel

x

2

= �b� x

1

=

�b�

p

D

2

des Polynoms p(X).

Ein Polynom zweiten Grades zerf

�

allt, wie diese Beispiele zeigen, na
h der symbolis
hen Ad-

junktion einer Wurzel immer in Linearfaktoren. Bei Polynomen von h

�

oherem Grad ist dies leider

meist ni
ht der Fall.

Beispiel 3.7 Wir betra
hten das Polynom dritten Grades

p(X) = X

3

� 2 2 Q[X℄:

Wir adjungieren formal eine Nullstelle a =

3

p

2 dieses Polynoms. In Q(a) dividieren wir

X

3

� 2 = X

3

� a

3

= (X � a)(X

2

+ aX + a

2

):

Der quadratis
he Faktor hat die Diskriminante

D = a

2

� 4a

2

= �3a

2

:

Falls Q(a) die Wurzel der Diskriminante

p

D = a

p

�3

enthielte, w

�

urde die K

�

orpererweiterung Q(a) : Q vom Grad drei die quadratis
he Erweiterung

Q(

p

�3) : Q enthalten. Na
h der Gradformel (Satz 2.1) ist das aber ni
ht m

�

ogli
h.

Diese symbolis
he Adjunktion einer Wurzel des irreduziblen Polynoms p 2 K[X℄, wo man

zum K

�

orper K[X℄=(p)

�

ubergeht, ist etwas anderes als die Adjunktion K(a) einer Wurzel a des

Polynoms p, die in einem Erweiterungsk

�

orper L � K liegt (Abs
hnitt 3.1). Etwas ganz v

�

ollig

anderes ist es aber do
h ni
ht:

Satz 3.9 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung, die eine Wurzel a 2 L des in K[X℄ irreduziblen

Polynoms p(X) enth

�

alt. Weiter sei K(x

1

) = K[X℄=(p) der Erweiterungsk

�

orper, der aus K dur
h

symbolis
he Adjunktion einer Wurzel x

1

von p entsteht. Dann induziert x

1

7! a einen K

�

orper-

Isomorphismus

K(x

1

)! K(a):

Beweis. Wir betra
hten die beiden Ring-Homomorphismen

K[X℄! K(x

1

); X 7! x

1

; K[X℄! K(a); X 7! a:

Na
h De�nition ist der erste dieser beiden surjektiv mit dem Hauptideal (p) als Kern.

Aber na
h Satz 3.3 ist au
h der zweite dieser Homomorphismen surjektiv und hat den Kern

(p). Deswegen sind beide K

�

orper als Ringe isomorph zum Ring K[X℄=(p). Damit sind sie als

Ringe, und dann au
h als K

�

orper isomorph.

Diese Situation gibt Anlass zu folgender De�nition.
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De�nition 3.8 Es seien K � L

1

und K � L

2

zwei K

�

orpererweiterungen von K. Ein K

�

orper-

Isomorphismus ' : L

1

! L

2

hei�t K-Isomorphismus, wenn '(k) = k f

�

ur alle k 2 K. ' :

L

1

! L

2

hei�t K-Homomorphismus, wenn er kein K

�

orper-Isomorphismus sondern blo� ein

Homomorphismus L

1

! L

2

ist.

Beispiel 3.8 Es sei 
 2 K kein Quadrat und K(x

1

) die K

�

orpererweiterung von K entstanden

dur
h symbolis
he Adjunktion von

p


. Au
h �x

1

2 K(x

1

) ist eine Wurzel von 
. (Wenn K

ni
ht die Charakteristik 2 hat, ist �x

1

6= x

1

.) Na
h Satz 3.9 wird dur
h x

1

7! �x

1

ein K-

Isomorphismus K(x

1

) 7! K(x

1

), also ein K-Automorphismus von K(x

1

) de�niert. Man kann

dies au
h explizit, ohne Satz 3.9, na
hre
hnen:

Die Elemente von K(x

1

) sind Ausdr

�

u
ke a + bx

1

; a; b 2 K. Die Abbildung ist a + bx

1

7!

a� bx

1

. Dass dies ein K-Isomorphismus ist, re
hnet man sofort na
h: Additivit

�

at ist klar. Zur

Multiplikativit

�

at:

a+ bx

1

7! a� bx

1

; a

0

+ b

0

x

1

7! a

0

� b

0

x

1

;

(a+ bx

1

)(a

0

+ b

0

x

1

) = aa

0

+ bb

0


+ (ab

0

+ ba

0

)x

1

7! aa

0

+ bb

0


� (ab

0

+ ba

0

)x

1

;

(a� bx

1

)(a

0

� b

0

x

1

) = aa

0

+ bb

0


� (ab

0

+ ba

0

)x

1

:

F

�

ur den Fall K = IR und 
 = �1 ist K(

p

�1) = C und der K-Automorphismus ist genau

die komplexe Konjugation.

Beispiel 3.9 Das Polynom p(X) = X

3

� 2 hat in C die drei Nullstellen

a

1

:=

3

p

2; a

2

:=

1

2

(�1 + i

p

3)a

1

; a

3

=

1

2

(�1� i

p

3)a

1

:

Die K

�

orper IR(a

1

) und IR(a

2

) sind als Teilk

�

orper von C vers
hieden, aber als Erweiterungen von

IR isomorph.

Beispiel 3.10 (H 97, T3, A4) Sei f = X

3

� 9X + 3 2 Q[X℄.

a) Zeigen Sie, dass K = Q[X℄=(f) ein K

�

orper ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der K

�

orperhomomorphismen K ! IR von K in die reellen

Zahlen.

Um zu zeigen, dass K ein K

�

orper ist, m

�

ussen wir na
hweisen, dass f

�

uber Q irreduzibel ist.

Wegen des Lemmas von Gau� (Satz 2.31) gen

�

ugt es zu zeigen: f 2 ZZ[X℄ ist irreduzibel. Das

erledigt aber Eisenstein f

�

ur uns mit der Primzahl 3.

Der K

�

orper K ensteht also aus Q dur
h symbolis
he Adjunktion einer Nullstelle a des Po-

lynoms f . Ist a

1

2 IR eine reelle Nullstelle von f , so wird dur
h a 7! a

1

ein Q-Isomorphismus

Q(a)! Q(a

1

) de�niert, und damit ein K

�

orper-Homomorphismus K ! IR. Jeder sol
her K

�

orper-

homomorphismus wird dur
h a 7! a

1

induziert, wo a

1

eine reelle Nullstelle von f ist. Es kommt

also darauf an, zu ents
heiden, wieviele reelle Nullstellen das Polynom f hat: eine oder drei.

Dazu ben

�

utzen wir Analysis. In einer Algebra-Vorlesung ist das nat

�

urli
h stilwidrig und des-

wegen ehrenr

�

uhrig. Aber: Wie ist der K

�

orper IR de�niert? Wenn Sie die Vorlesung 'Aufbau des
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Zahlsystems' hinter si
h gebra
ht haben, dann wissen Sie, dass das analytis
h geht: IR ist die

Menge aller Grenzwerte von Cau
hy-Folgen in Q. Das ist analytis
h. Also kann man mit IR

kaum anders zu Rande kommen als mit analytis
hen Methoden.

Die stetige Funktion f : IR ! IR; x 7! f(x); w

�

a
hst von �1 na
h 1 und hat na
h dem

Zwis
henwertsatz immer mindestens eine reelle Nullstelle. Sie hat zwei weitere Nullstellen, wenn

sie zwei lokale Extrema besitzt, von denen das erste positiv und das zweite negativ ist. Die

Ableitung

f

0

= 3X

2

� 9

hat die beiden reellen Nullstellen x

1;2

= �

p

3 mit

f(x

1

) = �3

p

3 + 9

p

3 + 3 = 6

p

3 + 3 > 0

und

f(x

2

) = 3

p

3� 9

p

3 + 3 = 3� 6

p

3 < 0:

Zwis
hen den beiden Extrema liegt eine reelle Nullstelle von f und deswegen hat f drei vers
hie-

dene reelle Nullstellen. Deswegen gibt es drei K

�

orperhomomorphismen K ! IR.

De�nition 3.9 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung. Zwei

�

uber K algebrais
he Elemente

a

1

; a

2

2 L hei�en

�

uber K konjugiert, wenn es einen K-Isomorphismus K(a

1

) 7! K(a

2

) gibt, der

a

1

auf a

2

abbildet.

Satz 3.10 Die Elemente a

1

und a

2

2 L � K sind genau dann konjugiert

�

uber K, wenn sie

�

uber

K dasselbe Minimalpolynom besitzen.

Beweis ): Es sei p 2 K[X℄ das Minimalpolynom von a

1

. Weil p seine KoeÆzienten in K

hat, bleibt es bei dem K-Isomorphismus K(a

1

) 7! K(a

2

) unver

�

andert. Au
h p(a

1

) = 0

�

andert

si
h ni
ht. Andererseits geht p(a

1

) in p(a

2

)

�

uber. Also ist au
h a

2

eine Nullstelle von p. Weil p

irreduzibel und normiert ist, muss es das Minimalpolynom von a

2

sein.

(: Es sei p 2 K[X℄ irreduzibel mit p(a

1

) = p(a

2

) = 0. Der K

�

orper K(a) = K[X℄=(p)

entstehe aus K dur
h symbolis
he Adjunktion einer Wurzel von p. Na
h Satz 3.9 gibt es dann

K-Isomorphismen K(a

1

)! K(a)! K(a

2

).

Ist also f 2 K[X℄ ein irreduzibles Polynom vom Grad n, so gibt es eine K

�

orpererweiterung

K(a) = K[X℄=(f), in der f eine Nullstelle a hat. Und alle derartigen K

�

orpererweiterungen sind

K-isomorph. Au�er, wenn n = 2 ist, brau
ht f in K(a) keine weiteren Nullstellen zu haben.

Aber na
h Vieta k

�

onnen wir

�

uber K(a) den Linearfaktor X � a aus f abdividieren:

f = (X � a) � g; g 2 K(a)[X℄; Grad(g) = n� 1:

Das Polynom g 2 K(a)[X℄ ist m

�

ogli
herweise ni
ht irreduzibel:

g = g

r

1

1

� ::: � g

r

k

k

; g

1

; :::; g

k

2 K(a)[X℄ irreduzibel:

Die Faktoren g

i

vom Grad eins interessieren uns ni
ht, ihre Nullstellen liegen in K(a). Aber

falls g

�

uber K(a) ni
ht in Linearfaktoren zerf

�

allt, sei etwa Grad(g

1

) > 1. Dann k

�

onnen wir eine
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Nullstelle von g

1

adjungieren, und immer so weiterma
hen. Na
h sp

�

atestens n� 1 symbolis
hen

Adjunktionen von Nullstellen des Polynoms f zerf

�

allt f in dem erhaltenenen Erweiterungsk

�

orper

in n Linearfaktoren.

Falls das urspr

�

ungli
he Polynom f 2 K[X℄ ni
ht irreduzibel gewesen sein sollte, k

�

onnen wir

es in irreduzible Faktoren f

i

2 K[X℄ zerlegen, und das bes
hriebene Verfahren f

�

ur jeden dieser

Faktoren dur
hf

�

uhren. Damit haben wir bewiesen:

Satz 3.11 SeiK ein K

�

orper und f 2 K[X℄ ein Polynom. Dann gibt es einen Erweiterungsk

�

orper

L = K(a

1

; :::; a

k

), der aus K dur
h symbolis
he Adjunktion von Wurzeln a

i

des Polynoms f ent-

steht und in dem f vollst

�

andig in Linearfaktoren zerf

�

allt.

De�nition 3.10 (Zerf

�

allungsk

�

orper) Es sei K ein K

�

orper und L � K eine K

�

orpererweite-

rung. Dann hei�t L ein Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f , wenn

1) f

�

uber L vollst

�

andig in Linearfaktoren zerf

�

allt;

2) L aus K dur
h Adjunktion von Wurzeln des Polynoms f entsteht.

Das Polynom f kann hier dur
haus

�

uber K reduzibel sein und in mehrere irreduzible Faktoren

zerfallen: f = f

1

� ::: � f

k

; f

i

2 K[X℄. Kommt einer dieser Faktoren in f mehrfa
h vor, so

�

andert

si
h der Zerf

�

allungsk

�

orper ni
ht, wenn wir den mehrfa
hen Faktor f

r

i

i

in f dur
h den einfa
hen

Faktor f

i

ersetzen.

Satz 3.11 sagt aus, dass ein Zerf

�

allungsk

�

orper stets existiert. Es gibt aber au
h eine Eindeu-

tigkeitsaussage:

Satz 3.12 Es seien K � L

1

und K � L

2

zwei Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f 2 K[X℄. Dann

gibt es einen K-Isomorphismus L

1

! L

2

.

Beweis. Wenn f Nullstellen in K hat, spalten wir die zugeh

�

origen Linearfaktoren von f ab,

und beweisen die Aussage f

�

ur den dadur
h entstehenden Quotienten von f . Wir k

�

onnen also

o.B.d.a. annehmen f = f

1

� ::: � f

k

mit irreduziblen Polynomen f

i

2 K[X℄ vom Grad � 2.

Wir adjungieren formal eine Nullstelle a von f

1

und erhalten einen Erweiterungsk

�

orperK(a).

Na
h Voraussetzung zerf

�

allt f und damit au
h f

1

in L

1

, ebenso wie in L

2

vollst

�

andig in Linearfak-

toren. Es gibt also Nullstellen a

1

2 L

1

und a

2

2 L

2

von f

1

. Na
h Satz 3.9 induziert a

1

7! a 7! a

2

einen K-Isomorphismus

L

1

� K(a

1

) ' K(a) ' K(a

2

) � L

2

:

Verm

�

oge dieses Isomorphismus identi�zieren wir K(a

1

) = K(a

2

). Weil f seine KoeÆzienten in

K hat, geht bei dieser Identi�kation f 2 K(a

1

)[X℄ in f 2 K(a

2

)[X℄

�

uber. Wegen a

1

7! a

2

geht

der Linearfaktor X � a

1

2 K(a

1

)[X℄ in den Linearfaktor X � a

2

2 K(a

2

)[X℄

�

uber. Dann wird

au
h der Quotient

g

1

:= f=(X � a

1

) 2 K(a

1

)[X℄ mit g

2

:= f=(X � a

2

) 2 K(a

2

)[X℄

identi�ziert.
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Wir brau
hen die Behauptung jetzt nur no
h f

�

ur die Zerf

�

allungsk

�

orper L

1

und L

2

des Poly-

noms g = g

1

= g

2

mit KoeÆzienten in K(a

1

) = K(a

2

) zu beweisen. Aber g hat einen kleineren

Grad als f , und die Behauptung folgt dur
h Induktion na
h diesem Grad.

H

�

au�g werden wir Satz 3.12 in einer Version verwenden, die nur s
heinbar allgemeiner ist:

Satz 3.13 Es seien K

1

� L

1

Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f

1

2 K

1

[X℄ und K

2

� L

2

Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f

2

2 K

2

[X℄. Jeder K

�

orper-Isomorphismus ' : K

1

! K

2

, der f

1

in f

2

�

uberf

�

uhrt, l

�

asst si
h fortsetzen zu einem K

�

orper-Isomorphismus � : L

1

! L

2

.

Der Beweis verl

�

auft ganz genauso wie der von Satz 3.12. Nur muss man immer Isomorphismen

K

1

(a

1

) ' K(a) ' K

2

(a

2

)

verwenden, und ni
ht identi�zieren.

Satz 3.14 Es sei K � L. Weiter seien L

1

und L

2

� L zwei Zerf

�

allungsk

�

orper desselben Po-

lynoms f 2 K[X℄. Dann sind L

1

und L

2

ni
ht nur isomorph als Erweiterungsk

�

orper von K,

sondern sogar glei
h als Teilmengen von L.

Beweis. Beide K

�

orper, L

1

sowie L

2

entstehen aus K dur
h Adjunktion aller Nullstellen in L

desselben Polynoms.

Beispiel 3.11 Wir betra
hten f = X

3

� 2 2 Q[X℄. Adjungieren wir an Q die relle Zahl

3

p

2,

so ist Q(

3

p

2) � IR eine K

�

orpererweiterung von Q vom Grad drei.

�

Uber diesem K

�

orper spaltet f

einen Linearfaktor ab:

X

3

� 2 = (X �

3

p

2)(X

2

+

3

p

2X +

3

p

2

2

):

Der quadratis
he Faktor hat die Diskriminante

D = �3 �

3

p

2

2

:

Er zerf

�

allt erst in der Erweiterung

Q(

3

p

2;

p

�3) � C

vom Grad se
hs. Diese Erweiterung ist der Zerf

�

allungsk

�

orper von f . Au
h wenn wir zuerst ni
ht

3

p

2, sondern eine der beiden anderen dritten Wurzeln aus 2 adjungiert h

�

atten, h

�

atten wir na
h

dem zweiten S
hritt denselben Teilk

�

orper von C erhalten.

De�nition 3.11 Eine K

�

orpererweiterung K � L hei�t normal, wenn sie folgende Eigens
haft

besitzt: Ist a 2 L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p 2 K[X℄, so zerf

�

allt p

�

uber L vollst

�

andig

in Linearfaktoren.

Satz 3.15 Eine endli
he K

�

orpererweiterung K � L ist genau dann normal, wenn L Zerf

�

al-

lungsk

�

orper eines Polynoms f 2 K[X℄ ist.
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Beweis ): Sei a

1

2 L ein Element, das ni
ht zu K geh

�

ort. Na
h Satz 3.2 ist a

1

algebrais
h

�

uber K. Es gibt also ein irreduzibles Polynom f

1

2 K[X℄ mit f

1

(a

1

) = 0. Na
h Voraussetzung

zerf

�

allt f

1

�

uber L in Linearfaktoren. Es gibt also einen Zwis
henk

�

orper K � K

1

� L, der

Zerf

�

allungsk

�

orper von f

1

ist. Wenn K

1

= L ist, sind wir fertig.

Andernfalls sei a

2

2 L ein Element, das ni
ht zu K

1

geh

�

ort. Wieder gibt es ein irreduzibles

Polynom f

2

2 K[X℄ mit Nullstelle a

2

. Und wieder enth

�

alt L einen Zerf

�

allungsk

�

orper K

2

f

�

ur f

2

.

Er entsteht ausK dur
h Adjunktion endli
h vieler Elemente von L. Wenn wir alle Nullstellen aus

L von f

1

und vonf

2

anK adjungieren, erhalten wir einen Teilk

�

orper von L, der Zerf

�

allungsk

�

orper

des Polynoms f

1

� f

2

2 K[X℄ ist. Diesen S
hritt k

�

onnen wir, wenn n

�

otig wiederholen. Bei jedem

dieser S
hritte wird der K

�

orpergrad von L

�

uber dem jeweiligen Zerf

�

allungsk

�

orper e
ht kleiner.

Weil [K : L℄ endli
h vorausgesetzt ist, muss na
h endli
h vielen dieser S
hritte, L mit dem

erhaltenen Zerf

�

allungsk

�

orper

�

ubereinstimmen.

(: Sei K � L Zerf

�

allungsk

�

orper eines Polynoms f 2 K[X℄. Dann ist L = K(a

1

; :::; a

n

), wo

a

1

; :::; a

n

2 L die Nullstellen von f sind.

Sei nun 
 2 LNullstelle eines irreduziblen Polynoms p 2 K[X℄. Dieses Polynom p spaltet

�

uber

L den Linearfaktor X�
 ab. Falls p

�

uber L in Linearfaktoren zerf

�

allt, sind wir fertig. Andernfalls

enth

�

alt p einen irreduziblen Faktor p

1

2 L[X℄ vom Grad � 2. Der Erweiterungsk

�

orper L(


1

)

entstehe aus L dur
h symbolis
he Adjunktion einer Nullstelle von p

1

.

Sowohl 
 als au
h 


1

2 L(


1

) sind Nullstellen des irreduziblen Polynoms p 2 K[X℄. Na
h

Satz 3.9 sind die K

�

orper K(
) und K(


1

) K-isomorph (ni
ht glei
h als Teilmengen von L(


1

)).

Bei diesem K-Isomorphismus geht das Polynom f 2 K[X℄ in si
h selbst

�

uber.

Der K

�

orper L entsteht aus K, und dann au
h aus K(
), dur
h Adjunktion aller Nullstellen

des Polynoms f 2 K[X℄ � K(
)[X℄. Er ist ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K(
).

Wegen

L(


1

) = K(a

1

; :::; a

n

; 


1

) = K(


1

)(a

1

; :::; a

n

)

entsteht au
h L(


1

) aus K(


1

) dur
h Adjunktion aller Nullstellen von f 2 K(


1

)[X℄. Er ist ein

Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K(


1

).

Weil der K-IsomorphismusK(
)! K(


1

) das Polynom f in si
h

�

uberf

�

uhrt, l

�

asst er si
h fort-

setzen zu einem K-Isomorphismus der Zerf

�

allungsk

�

orper (Satz 3.13). Insbesondere folgt daraus

[L(


1

) : K℄ = [L : K℄:

Wegen L � L(


1

) folgt daraus L = L(


1

). Die Wurzel 


1

von p

1

muss s
hon in L gelegen sein.

So sieht man, dass alle Nullstellen von p s
hon in L liegen.

Satz 3.16 (Normale K

�

orpererweiterungen) a) Es seien K � L � N endli
he K

�

orperwei-

terungen. Wenn N normal

�

uber K ist, dann au
h

�

uber L.

b) Es sei K � L eine endli
he K

�

orpererweiterung. Dann gibt es eine endli
he K

�

orpererwei-

terung L � N derart, dass N

�

uber K normal ist.


) Unter allen K

�

orpererweiterungen L � N wie in b) gibt es eine kleinste L � N

0

. D.h.: Zu

jeder Erweiterung L � N wie in b) gibt es einen L-Isomorphismus von N

0

auf einen Teilk

�

orper

von N . Insbesondere ist N

0

selbst bis auf L-Isomorphie eindeutig bestimmt.
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Beweis. a) Es sei 
 2 N algebrais
h

�

uber L und p 2 L[X℄ sein Minimalpolynom

�

uber L. Weil

N au
h

�

uber K endli
h ist, ist 
 au
h

�

uber K algebrais
h und hat

�

uber K ein Minimalpolynom

f 2 K[X℄. Dieses Polynom f zerf

�

allt

�

uber L in irreduzible Faktoren: f = p

r

1

1

� ::: � p

r

k

k

; p

i

2 L[X℄.

Wegen f(
) = 0 gilt p

i

(
) = 0 f

�

ur ein i = 1; :::; k. Wir k

�

onnen o.B.d.A. das Polynom p

i

normiert

annehmen. Weil es irreduzibel mit p

i

(
) = 0 ist, stimmt es mit p

�

uberein. Nun zerf

�

allt f na
h

Voraussetzung

�

uber N in Linearfaktoren. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible

Faktoren (Satz 2.33) folgt, dass au
h p

1

= p

�

uber N in Linearfaktoren zerf

�

allt.

b) Weil L

�

uber K endli
h ist, gibt es endli
h viele Elemente a

1

; :::; a

n

2 L mit L =

K(a

1

; :::; a

n

). Die Minimalpolynome von a

1

; :::; a

n

�

uberK seien f

1

; :::; f

n

2 K[X℄. Wir de�nieren

N � L als Zerf

�

allungsk

�

orper von f := f

1

� ::: �f

n

�

uber L. Weil f 2 K[X℄

�

uber N in Linearfaktoren

zerf

�

allt, enth

�

alt N einen Zerf

�

allungsk

�

orper N

0

von f

�

uber K. Dieser Zerf

�

allungsk

�

orper enth

�

alt

die Nullstellen a

1

; :::; a

n

2 N von f . Dann enth

�

alt er au
h L = K(a

1

; :::; a

n

). Und dann ist N

0

au
h Zerf

�

allungsk

�

orper

�

uber L. Aus Satz 3.14 folgt N

0

= N . Deswegen ist N normal

�

uber K

und wir sind fertig.


) Es sei L � N

0

die in b) konstruierte K

�

orpererweiterung. Sie ist aus L entstanden dur
h

symbolis
he Adjunktion aller Nullstellen b

1

; :::; b

m

von endli
h vielen irreduziblen Polynome

f

1

; :::; f

n

2 K[X℄, die in L eine Nullstelle haben, also N

0

= L(b

1

; :::; b

m

).

Sei nun L � N eine K

�

orpererweiterung, die

�

uber K normal ist. Weil jedes Polynom f

i

eine Nullstelle in L � N hat, zerf

�

allt es

�

uber N in Linearfaktoren. Deswegen enth

�

alt N einen

Teilk

�

orper L(b

0

1

; :::; b

0

m

) � N , der aus L entsteht dur
h Adjunktion der Nullstellen derselben

Polynome, wie bei der Konstruktion von N

0

. Es folgt

N

0

= L(b

1

; :::; b

m

) ' L(b

0

1

; :::; b

0

m

) � N:

De�nition 3.12 Die in Satz 3.16
) konstruierte,

�

uber K normale K

�

orpererweiterung K � L �

N

0

hei�t normale H

�

ulle von L

�

uber K.

Aufgabe 3.18 Es seien K ein K

�

orper, p

1

; p

2

2 K[X℄ irreduzible Polynome, ni
ht zueinander

assoziiert, und f = p

1

� p

2

. Zeigen sie: Der Faktorring K[X℄=(f) ist isomorph zum Produkt der

K

�

orper K[X℄=(p

1

) und K[X℄=(p

2

).

Aufgabe 3.19 (H 97, T1, A3) Sei f = X

4

+ aX + 2 2 ZZ[X℄. Beweisen Sie: Der Restklas-

senring Q[X℄=(f) ist, abh

�

angig von a, entweder ein K

�

orper oder isomorph zu einem direkten

Produkt K

1

�K

2

von zwei K

�

orpern, die die Grade 1 bzw. 3

�

uber Q haben. F

�

ur wel
he a treten

die jeweiligen F

�

alle ein?

Aufgabe 3.20 (H 93, T3, A3a)b)) Im Polynomring Q[X℄ sei f das Polynom

f(X) := X

4

+ 3:

a) Man zeige: f ist irreduzibel.

b) Man bestimme den Zerf

�

allungsk

�

orper K von f als Unterk

�

orper des K

�

orpers der komplexen

Zahlen C, bestimme seinen Grad und gebe eine Basis von K

�

uber Q an.
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3.4 Separable K

�

orpererweiterungen

De�nition 3.13 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung. Ein K-Automorphismus von L ist ein

K-Isomorphismus L! L. Es ist klar, dass die K-Automorphismen L! L eine Gruppe bilden.

Wir nennen sie G(L : K).

Wir interessieren uns hier f

�

ur K-Automorphismen, die wie folgt entstehen: Es sei f 2 K[X℄

ein Polynom und K � L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f . Es sei 
 2 L; 
 62 K; eine der Nullstellen

von f . Es gibt also einen

�

uber K irreduziblen Faktor f

1

von f vom Grad > 1 mit f

1

(
) = 0.

Er zerf

�

allt

�

uber L in Linearfaktoren und hat no
h eine Nullstelle 


0

6= 
. Die Teilk

�

orper K(
)

und K(


0

) sind K-isomorph (Satz 3.9). Es gibt einen K-Isomorphismus ' : K(
) ! K(


0

) mit

'(
) = 


0

. Bei diesem Isomorphismus wird

f 7! f; g :=

f

X � 


7!

f

X � 


0

=: g

0

abgebildet. Weil L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K ist, ist L au
h ein Zerf

�

allungsk

�

orper von

g

�

uber K(
). Ebenso ist L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von g

0

�

uber K(


0

). Na
h Satz 3.13 gibt es einen

K

�

orper-Isomorphismus � : L! L, der ' fortsetzt. Dies ist ein K-Automorphismus L! L mit

�(
) = 


0

.

Beispiel 3.12 Es sei K = Q und L = Q(

3

p

2;

p

�3) der s
hon oft bem

�

uhte Zerf

�

allungsk

�

orper

des Polynoms X

3

�2

�

uber Q. Zur Abk

�

urzung bezei
hnen wir die ni
ht-trivialen dritten Einheits-

wurzeln in L mit

! :=

1

2

(�1 + i

p

3); !

2

=

1

2

(�1� i

p

3):

Die drei Wurzeln in L des

�

uber Q irreduziblen Polynoms X

3

� 2 sind dann

3

p

2; ! �

3

p

2; !

2

�

3

p

2:

Jeder Q-Automorphismus ' : L ! L permutiert diese drei Wurzeln. Umgekehrt ist ' dur
h

diese Permutation der drei Wurzeln festgelegt. Eine K

�

orperbasis von L

�

uber Q bilden n

�

amli
h

die se
hs Zahlen

1;

3

p

2;

3

p

4; !; !

3

p

2; !

3

p

4:

Nat

�

urli
h ist '(1) = 1. Die Permutation der drei Wurzeln von X

3

�2 legt dann die Bilder '(

3

p

2)

und '(! �

3

p

2) fest. Dadur
h ist au
h

'(

3

p

4) = '(

3

p

2)

2

bestimmt, sowie

'(!) = '

 

! �

3

p

2

3

p

2

!

;

und dadur
h s
hlie�li
h '(! �

3

p

4).
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Die Gruppe G(L : Q) ist also eine Untergruppe der symmetris
hen Gruppe S

3

, wel
he die

drei Wurzeln von X

3

�2 permutiert. Na
h Satz 3.10 und Satz 3.13 operiert G(L : Q) transitiv auf

diesen drei Wurzeln. Die Gruppe hat also mindestens die Ordnung 3. Nun enth

�

alt G(L : Q) aber

au
h die Konjugation

p

�3 7! �

p

�3 der quadratis
hen Erweiterung Q(

3

p

2)(

p

�3) � Q(

3

p

2).

Also hat G(L : Q) die Ordnung se
hs und stimmt mit der vollen Permutationsgruppe der drei

Wurzeln von X

3

� 2

�

uberein.

Satz 3.17 Es sei K � L Zerf

�

allungsk

�

orper eines Polynoms f 2 K[X℄. Wir nehmen an,

dass f keinen mehrfa
hen irreduziblen Faktor enth

�

alt. Dann hat die Gruppe G(L : K) der

K-Automorphismen von L eine Ordnung

jG(L : K)j � [L : K℄:

Genau dann ist jG(L : K)j = [L : K℄, wenn f in L keine mehrfa
hen Nullstellen besitzt.

Der Beweis geht

�

uber Induktion na
h [L : K℄. Dabei brau
hen wir allerdings eine allgemeinere

Aussage.

Satz 3.18 Es sei f 2 K[X℄ ein Polynom ohne mehrfa
hen irreduziblen Faktor. Weiter sei

' : K ! K

0

ein K

�

orper-Isomorphismus, bei dem f 2 K[X℄ in f

0

2 K

0

[X℄

�

ubergeht. Au�erdem

seien K � L und K

0

� L

0

Zerf

�

allungsk

�

orper von f , bzw. f

0

. Na
h Satz 3.13 gibt es K

�

orperiso-

morphismen � : L ! L

0

, die ' fortsetzen. Deren Anzahl ist immer � [L : K℄ = [L

0

: K

0

℄. Die

Anzahl ist genau dann glei
h diesem K

�

orpergrad, wenn f in L (und dann au
h f

0

in L

0

) keine

mehrfa
hen Nullstellen besitzt.

Beweis (Induktion na
h [L : K℄). Es sei 
 2 L Nullstelle eines irreduziblen Faktors f

1

2 K[X℄

von f . Das Bild von f

1

unter ' : K ! K

0

sei f

0

1

2 K

0

[X℄. Ist 


0

2 L

0

eine Nullstelle von f

0

1

, so

gibt es na
h Satz 3.9 einen K-Isomorphismus '

1

: K(
) ! K

0

(


0

) � L

0

mit '

1

(
) = 


0

. Jeder

K

�

operhomomorphismus '

1

: K(
) ! L

0

, der ' fortsetzt, bildet 
 auf eine Nullstelle von f

0

1

ab

und ist dur
h diese Nullstelle eindeutig bestimmt. Die Anzahl der Nullstellen von f

0

1

in L

0

, und

damit die Anzahl der Homomorphismen '

1

: K(
)! L

0

, die ' fortsetzen, ist

� [K(


0

) : K℄ = Grad(f

0

1

) = Grad(f

1

) = [K(
) : K℄:

Und sie ist genau dann glei
h diesem K

�

orpergrad, wenn f

0

1

in L

0

lauter vers
hiedene Nullstellen

besitzt.

Na
h Induktionsannahme gibt es zu jedem '

1

: K(
)! L

0

Fortsetzungen �

1

: L! L

0

. Deren

Anzahl ist � [L

0

: K(


0

)℄ = [L : K(
)℄. Und sie ist na
h Induktionsannahme genau dann glei
h

diesem K

�

orpergrad, wenn g := f=(X�
) 2 K(
)[X℄ und dann au
h g

0

= f

0

=(X�


0

) 2 K

0

(


0

)[X℄

keine mehrfa
hen Nullstellen hat. Die Anzahl aller Fortsetzungen � von ' ist

#� = (#'

1

) � (#�

1

) � [K(
) : K℄ � [L : K(
)℄ = [L : K℄:

Und genau dann ist ihre Anzahl = [L : K℄, wenn f

1

und f=(X � 
) in L keine mehrfa
hen

Nullstellen haben. Das ist aber

�

aquivalent dazu, dass f in L keine mehrfa
hen Nullstellen besitzt.
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Nun ist es f

�

ur ein irreduzibles Polynom f 2 K[X℄ ziemli
h s
hwer, in einer Erweiterung von

K mehrfa
he Nullstellen zu haben. Seien etwa f

1

und f

2

zwei vers
hiedene irreduzible Faktoren

von f . (D.h., f

1

und f

2

sollen si
h ni
ht nur um einen Faktor aus K

�

unters
heiden.) Sei K � L

eine Erweiterung, in der f einen mehrfa
hen Linearfaktor X � 
 abspaltet, weil sowohl f

1

als

au
h f

2

ihn abspalten. Die Polynome f

1

und f

2

haben einen gemeinsamen Faktor

�

uber L. Ihre

Resultante Res(f

1

; f

2

) = 0 vers
hwindet, wenn man sie

�

uber dem K

�

orper L ausre
hnet. Die

Sylvesters
he Formel f

�

ur die Resultante in 2.6.2 zeigt aber, dass dies genau dieselbe Resultante

ist, wie wenn man sie

�

uber K ausre
hnet. Die Polynome f

1

und f

2

haben einen gemeinsamen

Faktor in K[X℄. Dann k

�

onnen sie ni
ht irreduzibel und vers
hieden gewesen sein.

Das Polynom f 2 K[X℄ kann also nur dann mehrfa
he Nullstellen in einer Erweiterung

L � K haben, wenn entweder f selbst mehrfa
he Faktoren aus K[X℄ besitzt, oder wenn ein

irreduzibler Faktor von f in L mehrfa
he Nullstellen hat. Untersu
hen wir diesen Fall weiter.

Es sei f 2 K[X℄ irreduzibel und habe in einer Erweiterung L � K einen mehrfa
hen Line-

arfaktor X � 
.

�

Uber L ist dann

f(X) = (X � 
)

2

� g(X); g 2 L[X℄:

F

�

ur die Ableitung f

0

2 K[X℄ folgt daraus

f

0

(x) = 2(X � 
) � g(X) + (X � 
)

2

� g

0

(x) = (X � 
) � h(X); h 2 L[X℄:

Die Polynome f und f

0

haben in L[X℄ einen ni
htkonstanten gemeinsamen Faktor. Es ist

Res(f; f

0

) = 0

�

uber L, und was dasselbe ist,

�

uber K. Also haben f und f

0

einen gemeinsa-

men Faktor in K[X℄. Weil f irreduzibel ist, muss dieser Faktor = f sein. Und wegen Grad(f

0

) <

Grad(f) geht das nur, wenn f

0

das Null-Polynom ist.

Nun sei etwa f(X) = a

n

X

n

+ ::: mit n � 1 und a

n

6= 0. Dann ist

f

0

(X) = na

n

X

n�1

+ ::: 6= 0;

falls na

n

6= 0. Wenn f

0

das Null-Polynom sein sollte, muss also n = 0 inK sein. In Charakteristik

0 geht das ni
ht. Aber wenn die Charakteristik von K eine Primzahl p ist, dann geht das leider

s
hon, n

�

amli
h, wenn n dur
h p teilbar ist.

De�nition 3.14 Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung. Ein

�

uber K algebrais
hes Element


 2 L hei�t separabel, wenn es eine einfa
he Nullstelle seines Minimalpolynoms p 2 K[X℄ ist.

Ein Polynom p 2 K[X℄ hei�t separabel, wenn es in seinem Zerf

�

allungsk

�

orper keine mehrfa
hen

Nullstellen hat. Eine algebrais
he K

�

orpererweiterung K � L hei�t separabel, wenn jedes Element


 2 L

�

uber K separabel ist.

Wir m

�

ussen uns nat

�

urli
h um Strukturaussagen

�

uber separable K

�

orpererweiterungen k

�

um-

mern. Das wollen wir aber erst tun, na
hdem i
h die Standardbeispiele separabler und insepa-

rabler K

�

orpererweiterungen bespro
hen habe.

Eben haben wir bewiesen:

Satz 3.19 Es sei K ein K

�

orper der Charakteristik 0. Dann ist jedes irreduzible Polynom p 2

K[X℄, und damit au
h jede algebrais
he K

�

orpererweiterung von K separabel.
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S
hauen wir uns also jetzt den Fall an, wo der K

�

orper K eine Charakteristik p > 0 hat. Wie

kann es passieren, dass ein irreduzibles Polynom

f = a

n

X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::+ a

1

X + a

0

2 K[X℄

ni
ht separabel ist? Dann muss also seine Ableitung

f

0

= na

n

X

n�1

+ (n� 1)a

n�1

X

n�2

+ :::+ a

1

das Nullpolynom sein. Falls der KoeÆzient a

k

von f ni
ht = 0 war, muss also k � a

k

= 0 sein.

Das hei�t, der Exponent k ist dann dur
h p teilbar. Das Polynom f muss so aussehen:

f = b

m

(X

p

)

m

+ b

m�1

(X

p

)

m�1

+ :::+ b

1

X

p

+ b

0

:

Alle Potenzen von X, die wirkli
h vorkommen, sind Potenzen von X

p

.

In Charakteristik p gibt es aber einen ganz komis
hen E�ekt:

Satz 3.20 Es sei K ein K

�

orper der Charakteristik p > 1. Dann ist die Abbildung

F : K ! K; 
 7! 


p

;

ein K

�

orperhomomorphismus.

Beweis. Wegen (


1




2

)

p

= 


p

1

� 


p

2

ist die Abbildung F multiplikativ. Aber sie ist au
h addititv:

Aus der binomis
hen Formel

(


1

+ 


2

)

p

= 


p

1

+ p


p�1

1




2

+

 

p

2

!




p�2

1




2

2

+ :::+

 

p

p� 2

!




2

1




p�2

2

+ p


1




p�1

2

+ 


p

2

folgt wegen

pj

 

p

�

!

f

�

ur � = 1; :::; p � 1 (s. Abs
hnitt 2.5)

dass

F (


1

+ 


2

) = (


1

+ 


2

)

p

= 


p

1

+ 


p

2

= F (


1

) + F (


2

)

ist.

De�nition 3.15 Es sei K ein K

�

orper der Charakteristik p. Der K

�

orper-Homomorphismus

F : K ! K; F (
) = 


p

;

hei�t Frobenius-Homomorphismus.

Der Frobenius-Homomorphismus F ist immer injektiv: Aus 


p

= 0 folgt 
 = 0. Wenn der

K

�

orper K endli
h ist, ist F also au
h immer surjektiv und deswegen ein Isomorphismus. Die

Surjektivit

�

at von F kann man au
h so formulieren:

Satz 3.21 Es sei K ein endli
her K

�

orper der Charakteristik p > 1. Dann gibt es zu jedem

K

�

orperelement 
 2 K genau eine p-te Wurzel, d.h., ein Element a 2 K mit a

p

= 
.
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S
hauen wir uns in diesem Fall das Polynom

f = b

m

(X

p

)

m

+ b

m�1

(X

p

)

m�1

+ :::+ b

1

X

p

+ b

0

mit f

0

= 0 no
h einmal an. F

�

ur � = 0; :::;m ist b

�

= a

p

�

, und daraus folgt

f = (a

m

X

m

)

p

+ (a

m�1

X

m�1

)

p

+ :::+ (a

1

X)

p

+ a

p

0

= (a

m

X

m

+ a

m�1

X

m�1

+ :::+ a

1

X + a

0

)

p

:

Das Polynom f war also ni
ht irreduzibel, sondern ho
hgradig reduzibel. Wir haben bewiesen:

Satz 3.22 Es sei K ein endli
her K

�

orper. Dann ist jedes irreduzible Polynom f 2 K[X℄, und

damit au
h jede algebrais
he K

�

orpererweiterung von K separabel.

Eine inseparable K

�

orpererweiterung muss also eine K

�

orpererweiterung eines unendli
hen

K

�

orpers der Charakteristik p > 0 sein. Sol
he gibt es eben leider do
h:

Beispiel 3.13 Es sei IF

p

der Primk

�

orper der Charakteristik p und K der K

�

orper IF

p

(X) der

rationalen Funktionen in einer Unbestimmten

�

uber IF

p

. Das ist ein unendli
her K

�

orper der

Charakteristik p. Die einfa
hsten inseparablen Polynome in

K[Z℄ = IF

p

(X)[Z℄

sind von der Form

Z

p

� f; f 2 IF

p

(X):

Satz 3.23 Es sei K ein K

�

orper der Charakteristik p > 1 und f 2 K. Das Polynom

Z

p

� f 2 K[Z℄

ist

irreduzibel, wenn f 2 K keine p-te Potenz

reduzibel = (Z � g)

p

, wenn f = g

p

2 K eine p-te Potenz

ist.

Beweis. Es sei Z

p

� f reduzibel in K[Z℄. Dann gibt es also Polynome P (Z); Q(Z) 2 K[Z℄

mit P (Z) � Q(Z) = Z

p

� f . Wir betra
hten einen Zerf

�

allungsk

�

orper K � L f

�

ur das Polynom

Z

p

� f . Dort gibt es eine Nullstelle dieses Polynoms, also ein Element g 2 L mit g

p

= f .

�

Uber

L gilt

Z

p

� f = Z

p

� g

p

= (Z � g)

p

:

Aber

�

uber L gilt genauso wie

�

uber K

Z

p

� f = P (Z) �Q(Z):

Weil K[Z℄ ein faktorieller Ring ist, folgt daraus

P (Z) = (Z � g)

k

; Q(Z) = (Z � g)

l

; k + l = p:
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Insbesondere geh

�

ort P (0) = g

k

zu K.

Weil p eine Primzahl ist, ist ggT (p; k) = 1 und na
h Satz 2.16 gibt es ganze Zahlen � und �

mit

p � � + k � � = 1:

Daraus folgt

g = g

p��+k��

= (g

p

)

�

� (g

k

)

�

= f

�

� (g

k

)

�

2 K:

Also ist f = g

p

mit g 2 K.

Jetzt sei wieder K = IF

p

(X). Das Element X 2 IF

p

(X) kann keine p-te Potenz f

p

; f 2

IF

p

(X); sein. Denn, wenn

f(X) =

a

0

+ a

1

X + :::

b

0

+ b

1

X + :::

;

dann ist

f

p

(X) =

(a

0

+ a

1

X + :::)

p

(b

0

+ b

1

X + :::)

p

=

a

p

0

+ a

p

1

X

p

+ :::

b

p

0

+ b

p

1

X

p

+ :::

2 IF

p

(X

p

);

und X geh

�

ort ni
ht zum K

�

orper IF

p

(X

p

). Das inseparable Polynom

Z

p

�X 2 K[Z℄ = IF

p

(X)[Z℄

ist na
h Satz 3.23 irreduzibel

�

uber K. Dann ist also

K(

p

p

X) = IF

p

(X)[Z℄=(Z

p

�X)

eine inseparable Erweiterung von K. In dieser Erweiterung hat

Z

p

�X = (Z �

p

p

X)

p

nur eine einzige Nullstelle

p

p

X. Diese K

�

orpererweiterung ist das Standardbeispiel f

�

ur eine inse-

parable K

�

orpererweiterung.

Jetzt kommen die Strukturaussagen

�

uber separable K

�

orpererweiterungen.

Satz 3.24 (Separable K

�

orperelemente) Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung und 
 2 L

algebrais
h

�

uber K. Dann sind

�

aquivalent:

a) 
 ist separabel

�

uber K;

b) jedes Konjugierte 


0

in einem

�

uber K normalen Erweiterungsk

�

orper von L ist separabel

�

uber K;


) das Minimalpolynom p 2 K[X℄ von 


�

uber K ist separabel;

d) Ist L � N eine

�

uber K normale Erweiterung von L, so ist die Anzahl der K-Homomor-

phismen K(
)! N glei
h dem K

�

orpergrad [K(
) : K℄.

Beweis. a) ) b): Na
h Satz 3.9 gibt es einen K-Isomorphismus K(
)! K(


0

); 
 7! 


0

. Ist 


separabel

�

uberK, so spaltet das Minimalpolynom p 2 K[X℄ von 


�

uberK den LinearfaktorX�


nur einfa
h ab. p ist au
h das Minimalpolynom von 


0

�

uber K. Weil bei dem K-Isomorphismus

K(
) ! K(


0

) die Polynome p 7! p; X � 
 7! X � 


0

abgebildet werden, spaltet p

�

uber K(


0

)

den Linearfaktor X � 


0

nur einmal ab.
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b) ) 
): Jede Nullstelle 


0

von p in seinem Zerf

�

allungsk

�

orper ist na
h b) eine einfa
he

Nullstelle. Deswegen zerf

�

allt p

�

uber seinem Zerf

�

allungsk

�

orper nur in einfa
he Linearfaktoren.


) ) d): Das Minimalpolynom p von 


�

uber K zerf

�

allt

�

uber N in Linearfaktoren. Diese sind

na
h 
) alle einfa
h. Ihre Anzahl ist deswegen = Grad(p) = [K(
) : K℄. Soviele vers
hiedene

Nullstellen 


0

hat dann au
h p in N . Jeder K-Homomorphismus K(
) ! N ist dur
h eine

Abbildung 
 7! 


0

auf eine dieser Nullstellen de�niert. Die Anzahl der K-Homomorphismen

K(
)! N ist deswegen glei
h der Anzahl dieser Nullstellen, und damit = [K(
) : K℄.

d) ) a): Ist die Anzahl der K-Homomorphismen K(
)! N glei
h dem K

�

orpergrad [K(
) :

K℄, so hat das Minimalpolynom p von 


�

uber K soviele Nullstellen, wie sein Grad angibt. Alle

diese Nullstellen, und damit au
h die Nullstelle 
 m

�

ussen einfa
h sein.

Satz 3.25 (Separable K

�

orpererweiterungen) a) Es seien K � L � M K

�

orpererweiterun-

gen. Ist M separabel

�

uber K, dann au
h

�

uber L.

b) Es seien K � L � N K

�

orpererweiterungen, wobei L

�

uber K endli
h und N

�

uber K normal

ist. Dann sind

�

aquivalent:

i) L ist separabel

�

uber K;

ii) die Anzahl der K-Homomorphismen L! N ist glei
h dem K

�

orpergrad [L : K℄;

iii) die Anzahl der K-Homomorphismen L! N ist � dem K

�

orpergrad [L : K℄.

Beweis. a) Es sei 
 2 M mit Minimalpolynom f 2 K[X℄

�

uber K. Weil 


�

uber K separabel

ist, spaltet f

�

uber einer

�

uber K normalen Erweiterung N von L in lauter vers
hiedene Line-

arfaktoren. Das Minimalpolynom p von 


�

uber L ist ein irreduzibler Faktor von f . Wegen der

Eindeutigkeit der Zerlegung von f 2 N [X℄ in irreduzible Faktoren zerf

�

allt au
h p 2 N [X℄ in

lauter vers
hiedene Linearfaktoren.

b) i) ) ii) Na
h Voraussetzung ist L = K(


1

; :::; 


n

), wo alle 


i

�

uber K algebrais
h sind.

Wir beweisen die Aussage dur
h Induktion na
h n. Der Induktionsanfang (n = 1) ist gerade

Satz 3.24, Aussage d). Sei also jetzt K(


1

; :::; 


n

; 


n+1

) separabel

�

uber K und N eine

�

uber K

normale Erweiterung von K(


1

; :::; 


n+1

). Dann ist au
h K(


1

; :::; 


n

) separabel

�

uber K und na
h

Induktionsannahme ist die Anzahl der K-Homomorphismen ' : K(


1

; :::; 


n

) ! N glei
h dem

K

�

orpergrad [K(


1

; :::; 


n

) : K℄.

Jeder K-Homomorphismus � : K(


1

; :::; 


n

; 


n+1

) ! N de�niert einen K-Homomorphismus

' : K(


1

; :::; 


n

) ! K(


0

1

; :::; 


0

n

) � N . Dabei ist � dur
h ' und das Bild �(


n+1

) festgelegt. Es

sei p 2 K(


1

; :::; 


n

)[X℄ das Minimalpolynom von 


n+1

und p

0

das Bild von p unter '. Das Bild

�(


n+1

) ist eine Nullstelle von p

0

und umgekehrt: zu jeder Nullstelle 


0

n+1

2 N von p

0

gibt es eine

Fortsetzung � von ' mit �(


n+1

) = 


0

n+1

. Die Behauptung folgt aus der Gradformel, wenn wir

zeigen, dass p

0

�

uber N in lauter vers
hiedene Linearfaktoren zerf

�

allt. Denn dann ist die Anzahl

der Nullstellen von p

0

der Grad

Grad(p

0

) = Grad(p) = [K(


1

; :::; 


n

)(


n+1

) : K(


1

; :::; 


n

)℄;

und die Anzahl der K-Homomorphismen � ist

#� = (#')�Grad(p

0

) = [K(


1

; :::; 


n

) : K℄�[K(


1

; ::::; 


n+1

) : K(


1

; :::; 


n

)℄ = [K(


1

; ::::; 


n+1

) : K℄:

Sei nun f 2 K[X℄ das Minimalpolynom von 


n+1

�

uber K. Weil 


n+1

separabel

�

uber K ist,

zerf

�

allt f

�

uber N in lauter einfa
he Linearfaktoren. Weil f 2 K[X℄ unter ' in si
h

�

ubergeht,
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ist au
h 


0

n+1

eine Nullstelle von f . Das Minimalpolynom p

0

von 


0

n+1

�

uber K(


0

1

; :::; 


0

n

) ist

�

uber

diesem K

�

orper ein irreduzibler Faktor von f . Dann zerf

�

allt au
h p

0

�

uber N in lauter einfa
he

Linearfaktoren.

Die Aussage ii) ! iii) ist trivial.

iii)) i): Jetzt istK � L eine K

�

orpererweiterung, bei der die Anzahl derK-Homomorphismen

� : L ! N mindestens glei
h dem K

�

orpergrad [L : K℄ ist. Wir beweisen, dass L

�

uber K sepa-

rabel ist dur
h Induktion na
h diesem K

�

orpergrad. Sei dazu 
 2 L algebrais
h

�

uber K. Jeder

K-Homomorphismus � : L ! N de�niert einen K-Homomorphismus ' : K(
) ! K(


0

) � N

mit '(
) = 


0

. Die Anzahl dieser K-Homomorphismen ' ist glei
h der Anzahl der Konjugierten




0

2 N von 
. Damit ist sie � dem K

�

orpergrad [K(
) : K℄, und wenn sie glei
h diesem K

�

orpergrad

ist, dann ist 


�

uber K separabel.

Weil L au
h

�

uber K(
) endli
h ist, ist L = K(
)(


1

; :::; 


n

) eine Folge einfa
her algebrai-

s
her K

�

orpererweiterungen von K(
). Na
h Satz 3.13 kann man ' sukzessive auf jede dieser

Erweiterungen fortsetzen zu einem K-Homomorphismus

� : L = K(
)(


1

; :::; 


n

)! K(


0

)(


0

1

; :::; 


0

n

) =: L

0

� N:

Die Anzahl dieser Forsetzungen ist glei
h der Anzahl der K(


0

)-Homomorphismen L

0

! N . Ist

diese Anzahl � dem K

�

orpergrad [L

0

: K(


0

)℄ = [L : K(
)℄, so ist L

0

�

uber K(


0

) na
h Indukti-

onsannahme separabel, und wegen der s
hon bewiesenen Ri
htung i) ) ii) ist die Anzahl dann

genau glei
h diesem K

�

orpergrad. Damit ist die Anzahl der K-Homomorphismen � : L! N

= (#') � (# Fortsetzungen) � [K(
) : K℄ � [L : K(
)℄ = [L : K℄:

Weil diese Zahl aber na
h Voraussetzung

� [L : K℄ = [K(
) : K℄ � [L : K(
)℄

ist, muss die Anzahl der K-Homomorphismen ' : K(
) ! N gerade glei
h dem K

�

orpergrad

[K(
) : K℄ sein, und 
 war separabel

�

uber K.

Aus Satz 3.25 b) ergeben si
h eine Reihe von Folgerungen:

Satz 3.26 a) Es sei L = K(


1

; :::; 


n

) eine endli
he K

�

orpererweiterung, so dass f

�

ur i = 1; :::; n

das Element 


i

separabel

�

uber K(


1

; :::; 


i�1

) ist. Dann ist L separabel

�

uber K.

b) (Transitivit

�

at) Es seien K � L � M K

�

orpererweiterungen, M algebrais
h

�

uber K. Sind

L

�

uber K und M

�

uber L separabel, dann ist au
h M

�

uber K separabel.


) Ist f 2 K[X℄ separabel, dann ist au
h der Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K separabel.

d) Ist die endli
he K

�

orpererweiterung K � L separabel, dann ist au
h die normale H

�

ulle N

von L

�

uber K separabel.

e) Ist K � L eine K

�

orpererweiterung, so bilden alle

�

uber K separablen Elemente aus L einen

Zwis
henk

�

orper K � L

s

� L.

Beweis. a) (Induktion na
h n): Der Induktionsanfang (n = 1) folgt aus den S

�

atzen 3.24

und 3.25. Sei also jetzt L = K(


1

; :::; 


n

) separabel

�

uber K und L

0

= L(


n+1

) separabel

�

uber

L. Es sei N eine

�

uber K normale Erweiterung von L

0

. Na
h Satz 3.25 b) ist die Anzahl der
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K-Homomorphismen L ! N glei
h dem K

�

orpergrad [L : K℄. Weil L

0

�

uber L separabel ist, ist

die Anzahl der L-Homomorphismen L

0

! N glei
h dem K

�

orpergrad [L

0

: L℄. Daraus folgt, dass

die Anzahl der K-Homomorphismen L

0

! N

= [L : K℄ � [L

0

: L℄ = [L

0

: K℄

ist. Na
h Satz 3.25 b) ist L separabel

�

uber K.

b) Es sei 
 2M und p 2 L[X℄ sein Minimalpolynom. Es sei L

0

� L der Unterk

�

orper, der aus

K dur
h Adjunktion der endli
h vielen,

�

uberK algebrais
hen KoeÆzienten von p entsteht. Dann

ist L

0

eine endli
he K

�

orpererweiterung, L

0

= K(


1

; :::; 


n

), von K so, dass jedes 


i

�

uber K und

dann au
h

�

uber K(


1

; :::; 


i�1

) separabel ist. Das Element 
 ist separabel

�

uber L

0

= K(


1

; :::; 


n

).

Na
h a) ist K(


1

; :::; 


n

; 
) separabel

�

uber K. Also ist 
 2M separabel

�

uber K.


) Der Zerf

�

allungsk

�

orper von f entsteht aus K dur
h Adjunktion endli
h vieler Nullstellen




1

; :::; 


n

. Weil f separabel

�

uber K ist, ist jede dieser Nullstellen einfa
h. Damit sind 


1

; :::; 


n

separabel

�

uber K. Na
h Satz 3.25 a) ist 


i

separabel

�

uber K(


1

; :::; 


i�1

). Na
h a) ist dann

K(


1

; :::; 


i

) separabel

�

uber K f

�

ur i = 1; :::; n.

d) Die normale H

�

ulle von L

�

uberK entsteht aus L dur
h Adjunktion endli
h vieler Nullstellen




1

; :::; 


n

von irreduziblen Polynomen aus K[X℄, die in L eine Nullstelle besitzen. Weil L

�

uber

K separabel ist, sind die Nullstellen in L separabel

�

uber K und damit au
h ihre Konjugierten




1

; :::; 


n

. Die Behauptung folgt aus a).

e) Es seien 


1

und 


2

2 L algebrais
h und separabel

�

uber K. Na
h a) ist der K

�

orper

K(


1

; 


2

) � L separabel

�

uber K. Er enth

�

alt die Elemente 


1

� 


2

; 


1

� 


2

sowie 


1

=


2

, falls 


2

6= 0.

Die Menge L

s

� L aller

�

uber K algebrais
hen Elemente aus L bildet also einen Unterk

�

orper von

L.

De�nition 3.16 Der Unterk

�

orper L

s

aus Satz 3.26 e) hei�t separabler Abs
hluss von K in L.

Kein Element aus L, das ni
ht in L

s

liegt, ist separabel

�

uber L

s

, denn na
h Satz 3.26 b)

w

�

are es au
h separabel

�

uber K.

Satz 3.27 (vom primitiven Element) Der K

�

orper K enthalte unendli
h viele Elemente. Dann

ist jede endli
he separable K

�

orpererweiterung K � L einfa
h, d.h., es gibt ein 
 2 L mit

L = K(
).

Beweis. Weil L endli
h

�

uber K ist entsteht dieser K

�

orper L = K(a

1

; :::; a

n

) aus K dur
h

Adjunktion endli
h vieler algebrais
her Elemente (a

1

; :::; a

n

). Wir beweisen die Aussage dur
h

Induktion na
h n. F

�

ur n = 1 ist ni
hts zu zeigen. Induktionsannahme ist die Behauptung im

Fall n� 1. Dann ist also K(a

1

; :::; a

n�1

) = K(
) eine einfa
he Erweiterung von K. Zu zeigen ist,

dass dann au
h K(
; a

n

) einfa
h

�

uber K ist. Mit anderen Worten: Es gen

�

ugt, die Aussage f

�

ur

n = 2 zu beweisen.

Wir nennen die beiden algebrais
hen Elemente lieber a

1

und b

1

, und ni
ht a

1

und a

2

. Es

seien f; g 2 K[X℄ die Minimalpolynome f

�

ur a

1

, bzw, b

1

. Weiter sei N � L eine normale H

�

ulle

von L. Dann zerfallen

f(X) = (X � a

1

) � ::: � (X � a

k

); g(X) = (X � b

1

) � ::: � (X � b

l

); a

1

; :::; b

l

2 N;
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�

uber N vollst

�

andig in Linearfaktoren. Weil b

1

separabel ist, sind die Nullstellen b

1

; :::; b

l

von g

paarweise voneinander vers
hieden. Damit hat jede Glei
hung

a

i

+ xb

j

= a

1

+ xb

1

; i = 1; :::; k; j = 2; :::; l;

h

�

o
hstens eine Nullstelle x 2 K. Weil K unendli
h ist, gibt es ein u 2 K, das mit keiner dieser

endli
h vielen L

�

osungen

�

ubereinstimmt. Es ist also

a

i

+ ub

j

6= a

1

+ ub

1

f

�

ur i = 1; :::; k; j = 2; :::; l:

Wir zeigen, dass 
 := a

1

+ ub

1

2 L ein primitives Element f

�

ur L

�

uber K ist:

Das Element b

1

gen

�

ugt den Glei
hungen

g(b

1

) = 0; f(
� ub

1

) = f(a

1

) = 0:

Die KoeÆzienten der Polynome g(X) und f(
�uX) liegen in K(
). F

�

ur alle anderen Nullstellen

b

j

; j � 2; von g ist


� ub

j

= a

1

+ u(b

1

� b

j

) 6= a

i

; i = 1; :::; k;

na
h Wahl von u. Damit haben die Polynome g(X) und f(
 � uX) nur die eine gemeinsame

Nullstelle b

1

. Weil alle Nullstellen von g vers
hieden sind, ist X � b

1

der ggT (f(
�uX); g)

�

uber

dem K

�

orper N . Weil beide Polynome ihre KoeÆzienten in K(
) haben, geh

�

ort na
h Aufgabe 3.1

dieser ggT s
hon zu K(
)[X℄. Damit ist bewiesen: b

1

2 K(
). Dann ist au
h a

1

= 
�ub

1

2 K(
).

Es folgt L = K(a

1

; b

1

) � K(
). Wegen 
 2 L gilt die Glei
hheit L = K(
).

Beispiel 3.14 (F 00, T2, A3a) Man bestimme ein primitives Element f

�

ur die K

�

orpererweite-

rung Q(

3

p

2;

4

p

5)=Q.

L

�

osung: Wir k

�

onnten uns am Beweis von Satz 3.27 orientieren, und eine geeignete Line-

arkombination von

3

p

2 und

4

p

5 su
hen (wahrs
heinli
h wird es s
hon

3

p

2 +

4

p

5 tun). Aber das

ist mir zu arbeitsaufwendig. Sehen wir uns erst mal an, wel
hen Grad die K

�

orpererweiterung

Q(

3

p

2;

4

p

5)

�

uber Q besitzt, denn diesen Grad

�

uber Q m

�

usste au
h ein primitives Element haben.

Die Erweiterung hat den Teilk

�

orper Q(

3

p

2). Weil X

3

� 2 2 Q[X℄ irreduzibel ist (Eisenstein mit

p = 2), hat diese Erweiterung den Grad drei. Au�erdem gibt es den Zwis
henk

�

orper Q(

4

p

5). Au
h

X

4

� 5 2 Q[X℄ ist irreduzibel (Eisenstein mit p = 5), also ist dies eine Erweiterung vom Grad

vier. Na
h der Gradformel (Satz 3.1) hat also Q(

3

p

2;

4

p

5)=Q mindestens den Grad 3 � 4 = 12.

Andererseits hat Q(

3

p

2;

4

p

5)

�

uber Q(

3

p

2) h

�

o
hstens den Grad vier. Aus der Gradformel folgt,

dass die Erweiterung Q(

3

p

2;

4

p

5)

�

uber Q genau den Grad 12 hat.

Wir su
hen also ein Element 
, das

�

uber Q den Grad 12 besitzt. Ein sol
hes ist z.B.


 =

3

p

2 �

4

p

5:

Es gen

�

ugt

�

uber Q der Glei
hung

X

12

= (

3

p

2)

12

� (

4

p

5)

12

= 2

4

� 5

3

= 2000:

Nur wissen wir leider ni
ht, ob X

12

� 2000

�

uber Q irreduzibel ist. Eisenstein greift hier ni
ht.

S
hauen wir uns mal den Zwis
henk

�

orper Q(
) � Q(

3

p

2;

4

p

5) an. Er enth

�

alt z.B. das Element




4

= (

3

p

2)

4

� 5 = 10 �

3

p

2:
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Damit enth

�

alt Q(
) das Element

3

p

2 =

1

10




4

;

und dann au
h

4

p

5 =




3

p

2

:

Also ist Q(
) der ganze K

�

orper Q(

3

p

2;

4

p

5) und 
 ist ein primitives Element.

Weil wir s
hon wissen, dass die Erweiterung Q(
)

�

uber Q den Grad 12 hat, muss das Mini-

malpolynom von 


�

uber Q au
h den Grad 12 besitzen. Nun ist 
 eine Nullstelle von X

12

� 2000.

Es folgt, dass X

12

� 2000 dieses Minimalpolynom, und insbesondere irreduzibel

�

uber Q ist. So

kann man die Irreduzibilit

�

at von Polynomen au
h beweisen!

Beispiel 3.15 (F 00, T2, A3b) Seien x und y Unbestimmte

�

uber dem K

�

orper IF

p

von p Ele-

menten. Man zeige: Die K

�

orpererweiterung IF

p

(x; y)=IF

p

(x

p

; y

p

) besitzt kein primitives Element.

L

�

osung: Die K

�

orpererweiterung IF

p

(x; y

p

)=IF

p

(x

p

; y

p

) entsteht dur
h Adjunktion des Elements

x mit Minimalpolynom X

p

� x

p

und hat deswegen den Grad p. Sie enth

�

alt das Element y ni
ht.

Das Minimalpolynom von y

�

uber IF

p

(x; y

p

) ist Y

p

�y

p

und hat au
h den Grad p. Die angegebene

K

�

orpererweiterung IF

p

(x; y)=IF

p

(x

p

; y

p

) hat also den Grad p

2

. Ein primitives Element f

�

ur diese

K

�

orpererweiterung w

�

are ein Polynom


(x; y) =

p�1

X

�;�=0

a

�;�

x

�

y

�

; a

�;�

= a

�;�

(x

p

; y

p

) 2 IF

p

(x

p

; y

p

);

dessen Minimalpolynom

�

uber IF

p

(x

p

; y

p

) den Grad p

2

hat. Wegen der komis
hen Eigens
haften

des Frobenius ist


(x; y)

p

=

X

�;�

a

p

�;�

(x

p

)

�

(y

p

)

�

ein Element aus dem Grundk

�

orper IF

p

(x

p

; y

p

). Das Minimalpolynom von 


�

uber diesem Grundk

�

orper

teilt

X

p

� 
(x; y)

p

2 IF

p

(x

p

; y

p

)[X℄

und hat einen Grad � p. Es gibt kein Element vom Grad p

2

�

uber dem Grundk

�

orper, und deswegen

au
h kein primitives Element.

Aufgabe 3.21 (H 99, T1, A5) a) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus Q[X℄, das in C eine

doppelte Nullstelle besitzt?

b) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus K[X℄, das in einem Erweiterungsk

�

orper von K eine

doppelte Nullstelle besitzt, wenn K ein endli
her K

�

orper ist?

Aufgabe 3.22 (F 91, T3, A2) Sei K(�)jK eine separable K

�

orpererweiterung, und das Mini-

malpolynom g von �

�

uber K habe den Grad n > 1. Zeigen Sie:

a) Die Glei
hung x

3

= � besitzt genau dann eine L

�

osung in K(�), wenn das Polynom

f(x) = g(x

3

) 2 K[x℄ vom Grad 3n reduzibel ist.
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b) Die Grade der irreduziblen Faktoren von f sind Vielfa
he von n.


) f besitzt genau dann eine mehrfa
he Nullstelle in einem Erweiterungsk

�

orper von K, wenn


harK = 3 ist.

3.5 Galoiss
he K

�

orpererweiterungen

Es sei K � L eine K

�

orpererweiterung und G(L : K) die Gruppe der K-Automorphismen von L.

De�nition 3.17 Es sei H � G(L : K) eine Untergruppe. Die Menge der unter H invarianten

K

�

orperelemente

L

H

:= fx 2 L : g(x) = x f

�

ur alle g 2 Hg

aus L hei�t Fix-K

�

orper der Gruppe H.

Die Teilmenge L

H

� L ist tats

�

a
hli
h ein K

�

orper. Dies folgt daraus, dass f

�

ur jeden K

�

orper-

Automorphismus g : L! L gilt

g(x

1

) = x

1

; g(x

2

) = x

2

) g(x

1

+x

2

) = g(x

1

)+g(x

2

) = x

1

+x

2

; g(x

1

�x

2

) = g(x

1

)�g(x

2

) = x

1

�x

2

:

Und wenn g ein K-Automorphismus von L ist, dann gilt g(x) = x f

�

ur alle x 2 K. Also ist L

H

ein Zwis
henk

�

orper

K � L

H

� L:

Beispiel 3.16 Es sei L = K(

p


), wo 
 2 K kein Quadrat ist, eine quadratis
he Erweiterung

von K. Alle Elemente aus L haben die Form a+ b

p


, und die Konjugation

g : a+ b

p


 7! a� b

p




erzeugt eine Untergruppe < g >� G(L : K) der Ordnung zwei. Weil es zu

p


 2 L nur das einzige

andere konjugierte Element �

p


 2 L gibt, stimmt jeder ni
ht-triviale K-Automorphismus von

L mit g

�

uberein. Es ist G(L : K) =< g >. Der Fix-K

�

orper L

<g>

besteht aus allen Elementen

a+ b

p


 2 L mit b = �b. Falls K eine Charakteristik 6= 2 hat, bedeutet dies b = 0. Der Fixk

�

orper

von G(K : L) ist der Grundk

�

orper K.

Beispiel 3.17 Es sei K = Q und

L = Q(

3

p

2;

p

�3)

der Zerf

�

allungsk

�

orper von f = X

3

� 2

�

uber Q. Dieser K

�

orper enth

�

alt die drei konjugierten

Nullstellen

3

p

2; !

3

p

2; !

2

3

p

2; ! = e

2�i=3
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von f . Am Anfang von Abs
hnitt 3.4 haben wir gesehen: Die Gruppe G(K : Q) stimmt

�

uberein

mit der Permutationsgruppe S

3

dieser drei Wurzeln. Diese Gruppe enth

�

alt vier e
hte Untergrup-

pen: Die Gruppe ZZ

3

der zyklis
hen Permutationen dieser drei Wurzeln, und drei Gruppen ' ZZ

2

,

wel
he zwei Wurzeln vertaus
hen, und die dritte festlassen.

Ist H ' ZZ

2

eine der Untergruppen der Ordnung 2, so sei etwa

3

p

2 die fest gelassene Wurzel.

Sie erzeugt einen Unterk

�

orper Q(

3

p

2) � K vom Grad 3. Na
h der Gradformel (Satz 3.1) gibt

es zwis
hen diesem und K keinen e
hten Unterk

�

orper. Weil K

H

ni
ht ganz L sein kann (H

vertaus
ht ja zwei Wurzeln), ist also K

H

dieser Unterk

�

orper vom Grad 3.

Ist H ' ZZ

3

die zyklis
he Gruppe der Ordnung 3, so sei etwa

h :

3

p

2 7! ! �

3

p

2 7! !

2

�

3

p

2 7!

3

p

2

ein Erzeugendes. Wegen

! =

! �

3

p

2

3

p

2

ist

h(!) =

h(! �

3

p

2)

h(

3

p

2)

=

!

2

�

3

p

2

! �

3

p

2

= !:

Die quadratis
he Erweiterung Q(!) = Q(

p

�3) geh

�

ort also zu K

H

. Wieder folgt aus der Grad-

formel (Satz 3.1), dass K

H

dieser quadratis
he Zwis
henk

�

orper ist.

De�nition 3.18 Eine endli
he K

�

orpererweiterung K � L hei�t galoiss
h, wenn sie

1) normal und

2) sparabel ist.

Die Gruppe G(L : K) der K-Automorphismen L!L hei�t dann Galoisgruppe dieser K

�

orperer-

weiterung.

Diese De�nition 
harakterisiert galoiss
he K

�

orpererweiterungen rein k

�

orpertheoretis
h. Es

gibt aber au
h eine gruppentheoretis
he Charakterisierung.

Satz 3.28 (Galoiss
he K

�

orpererweiterungen) Es sei K � L eine endli
he K

�

orpererweite-

rung und G = G(L : K) die Gruppe der K-Automorphismen von L. Dann sind

�

aquivalent:

i) die Erweiterung K � L ist galoiss
h;

ii) es ist L

G

= K.

Das hei�t also: Nur die Elemente aus K bleiben unter allen Automorphismen g 2 G fest.

Beweis. i) ) ii): Weil jeder K-Automorphismus alle Elemente aus K in si
h

�

uberf

�

uhrt ist

K � L

G

o�ensi
htli
h. Ni
ht trival ist die Eigens
haft L

G

� K.

Sei also 
 2 L und 
 62 K. Das Minimalpolynom p 2 K[X℄ von 
 hat dann einen Grad � 2.

Weil L

�

uber K normal ist, zerf

�

allt p

�

uber L in Linearfaktoren. Weil L

�

uber K separabel ist,

sind diese alle vers
hieden. Es gibt also mindestens eine weitere Nullstelle 


0

6= 
 von p in L. Die

Unterk

�

orper K(
) und K(


0

) � L sind K-isomorph. Dur
h 
 7! 


0

wird ein K-Isomorphismus
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K(
) ! K(


0

) de�niert. Weil L

�

uber K normal ist, l

�

asst si
h dieser na
h Satz 3.13 zu einem

K-Isomorphismus g : L ! L fortsetzen. F

�

ur dieses g 2 G gilt g(
) = 


0

6= 
. Also kann 
 ni
ht

zum Fix-K

�

orper L

G

geh

�

oren. Der Fixk

�

orper L

G

kann nur Elemente aus K enthalten.

ii) ) i): Es sei 
 2 L und 
 62 K. Jetzt ist L

G

= K vorausgesetzt. Es gibt also Trans-

formationen g 2 G mit g(
) 6= 
. Na
h Satz 3.17 ist G = fg

1

; :::; g

n

g endli
h. Es seien 


1

=

g

1

(
); :::; 


n

= g

n

(
) die Transformierten von 
. Diese brau
hen ni
ht alle vers
hieden zu sein. Es

seien 
 = 


1

; :::; 


m

; m � n; die paarweise Vers
hiedenen. Wir betra
hten das Polynom

f(X) :=

m

Y

1

(X � 


�

) 2 L[X℄:

Alle g 2 G f

�

uhren f in si
h selbst

�

uber. Also sind alle KoeÆzienten von f invariant unter allen

g 2 G und geh

�

oren zu L

G

= K. In Wirkli
hkeit ist f 2 K[X℄.

Nun sei p 2 K[X℄ das Minimalpolynom von 


�

uber K. Es hat in L die m vers
hiedenen

Nullstellen 
 = 


1

; :::; 


m

. Also ist Grad(p) � m. Andererseits teilt p das Polynom f vom Grad

m. Es folgt Grad(p) = Grad(f) und p = f . Nun zerf

�

allt p

�

uber L in soviele vers
hiedene

Linearfaktoren, wie sein Grad angibt. Daraus folgt: L ist

�

uber K normal und separabel.

Von nun an sei f

�

ur den Rest dieses Paragraphen K � L eine galoiss
he Erweiterung mit

Galois-Gruppe G = G(L : K).

In De�nition 3.9 haben wir de�niert, was

�

uber K konjugierte Elemente 


1

und 


2

2 G

sind. Sie sind Nullstellen desselben Minimalpolynoms p 2 K[X℄ und die K

�

orper K(


1

), bzw.

K(


2

) sind K-isomorph. Dieser K-Isomorphismus mit 


1

7! 


2

kann na
h Satz 3.13 zu einem

K-Isomorphismus g : L! L des Zerf

�

allungsk

�

orpers L fortgesetzt werden. Es gibt also ein g 2 G

mit g(


1

) = 


2

. Wenn es umgekehrt ein sol
hes g 2 G gibt, dann sind die Unterk

�

orper K(


1

)

und K(


2

) � L isomorph, und die beiden Elemente 


1

und 


2

sind konjugiert. Wir sehen: Zwei

Elemente aus L sind genau dann konjugiert

�

uber K, wenn es ein g 2 G gibt, das eines in das

andere

�

uberf

�

uhrt. Wir verallgemeinern diese Eigens
haft jetzt auf Zwis
henk

�

orper K � Z � L.

De�nition 3.19 Zwei Zwis
henk

�

orper K � Z

1

� L und K � Z

2

� L hei�en

�

uber K konjugiert,

wenn es ein g 2 G gibt mit g(K

1

) = K

2

. Wegen Satz 3.13 ist dies genau dann der Fall, wenn

die Zwis
henk

�

orper Z

1

und Z

2

K-isomorph sind.

Satz 3.29 Ist K � Z � L ein Zwis
henk

�

orper, so ist die Erweiterung L � Z wieder galoiss
h.

(Die Erweiterung Z � K ist i.a. ni
ht galoiss
h, weil sie i.a. ni
ht normal ist.) Die Galois-

Gruppe G(L : Z) ist eine Untergruppe U der Galoisgruppe G = G(L : K). Der Zwis
henk

�

orper

Z ist der Unterk

�

orper L

U

und damit dur
h U eindeutig bestimmt.

Beweis. Weil L normal

�

uber K ist, ist L na
h 3.16 a) au
h normal

�

uber Z. Weil L separabel

�

uber K ist, ist L na
h Satz 3.25 a) au
h separabel

�

uber Z.

Die Galoisgruppe G(L : Z) besteht aus allen Z-Isomorphismen L ! L. Wegen K � Z sind

diese au
h K-Isomorphismen.

Weil L

�

uber Z galoiss
h ist, ist Z na
h Satz 3.28 der Fixk

�

orper L

U

seiner Galoisgruppe

U = G(L : Z).

Satz 3.30 (Hauptsatz der Galoistheorie) Die Zuordnung
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Zwis
henk

�

orper K � Z � L 7! Untergruppe U = G(L : Z) � G(L : K)

de�niert eine bijektive Abbildung der Mengen

fZwis
henk

�

orper K � Z � Lg 7! fUntergruppen U � G(L : K)g:

Ihre Umkehrabbildung ist

Untergruppe U � G(L : K) 7! Zwis
henk

�

orper Z = L

U

.

Beweis. In Satz 3.29 heben wir gesehen: Der Zwis
henk

�

orper Z ist dur
h die Untergruppe

U = G(L : Z) eindeutig bestimmt als Z = L

U

. Deswegen ist die angegebene Abbildung injektiv.

Ist U � G(L : K) eine Untergruppe, so geh

�

ort dazu ein Zwis
henk

�

orper Z = L

U

. Na
h Satz

3.28 ist U die Galoisgruppe G(L : Z). Deswegen ist die angegebene Abbildung au
h bijektiv.

Wegen jG(L : Z)j = [L : Z℄ ist der folgende Zusatz o�ensi
htli
h.

Satz 3.31 (Zusatz) In der Situation von Satz 3.30 gilt

jU j = jG(L : Z)j = [L : Z℄; [G : U ℄ = [Z : K℄:

Beispiel 3.18 Es sei L = Q(

3

p

2;

p

�3) der Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms X

3

�2

�

uber Q. Am

Anfang von Abs
hnitt 3.4 haben wir die Galoisgruppe G(L : Q) mit der symmetris
hen Gruppe

S

3

identi�ziert. Diese Gruppe besitzt drei Untergruppen der Ordnung zwei und eine Untergruppe

der Ordnung drei. Die Zwis
henk

�

orper sind

Q(

3

p

2); Q(!

3

p

2); Q(!

2

3

p

2)

vom Grad drei

�

uber Q und

Q(

p

�3)

vom Grad zwei

�

uber Q.

Zu jeder Untergruppe U � G gibt es die konjugierten Untergruppen

gUg

�1

= fgug

�1

: u 2 Ug; g 2 G:

Genau dann wenn U � G ein Normalteiler ist, stimmen alle diese Gruppen mit U

�

uberein.

Satz 3.32 Es sei U � G eine Untergruppe mit zugeh

�

origem Fixk

�

orper Z = L

U

. Zur konjugierten

Untergruppe gUg

�1

geh

�

ort dann der konjugierte Zwis
henk

�

orper gZ. Insbesondere ist U � G

genau dann ein Normalteiler, wenn die K

�

orpererweiterung K � Z normal ist. Dann ist au
h

Z � K galoiss
h mit Galoisgruppe G(Z : K) = G=U .

Beweis. F

�

ur u 2 U; g 2 G und 
 2 L ist

gug

�1

(
) = 
 , u(g

�1


) = g

�1


:
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Also geh

�

ort 
 genau dann zum Fixk

�

orper L

gUg

�1

der konjugierten Gruppe, wenn g

�1


 zum

Fixk

�

orper L

U

geh

�

ort. Dies zeigt L

gUg

�1

= g L

U

:

Ist U � L ein Normalteiler mit Fixk

�

orper Z = L

U

, so ist also gZ = Z f

�

ur alle g 2 G.

Alle zu Z konjugierten Zwis
henk

�

orper stimmen mit Z

�

uberein. Mit 
 2 Z geh

�

oren au
h alle

Konjugierten von 
 zu Z. Die K

�

orpererweiterung K � Z ist also normal.

Ist umgekehrt K � Z eine normale K

�

orpererweiterung, so ist gZ = Z f

�

ur alle g 2 G. Die

Galoisgruppe gUg

�1

von gZ stimmt also mit U

�

uberein und U � L ist ein Normalteiler.

Ist s
hlie�li
h K � Z � L ein

�

uber K normaler Zwis
henk

�

orper, so wird dur
h

G(L : K) 3 g 7! gjZ 2 G(Z : K)

ein Gruppenhomomorphismus de�niert. Sein Kern besteht aus allen K-Isomorphismen g : L!

L, deren Eins
hr

�

ankung auf Z die Identit

�

at ist. Das sind genau die Z-Isomorphismen von L.

Aus dem Homomorphiesatz 1.9 folgt, dass die angegebene Vors
hrift einen injektiven Gruppen-

Homomorphismus G(L : K)=G(L : Z) ! G(Z : K) de�niert. Na
h Satz 3.13 kann man aber

au
h jeden K-Homomorphismus Z ! Z auf L fortsetzen. Deswegen ist diese Abbildung bijektiv.

Satz 3.33 Zu einer galoiss
hen Erweiterung K � L gibt es nur endli
h viele Zwis
henk

�

orper

K � Z � L.

Beweis. Die Galois-Korrespondenz zwis
hen Zwis
henk

�

orpern Z und Untergruppen U � G

ist bijektiv. Weil G endli
h ist, hat diese Gruppe nur endli
h viele Untergruppen.

Beispiel 3.19 (F 00, T1, A3) Beweisen Sie folgende Aussagen:

i) Die K

�

orper Q(

p

d), wobei d die quadratfreien ganzen Zahlen unglei
h 1 dur
hlaufe, sind

genau alle quadratis
hen Erweiterungsk

�

orper von Q.

ii) Sind d

1

; :::; d

n

paarweise teilerfremde quadratfreie ganzen Zahlen unglei
h 1, so ist

Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n

) eine

�

uber Q galoiss
he K

�

orpererweiterung mit Galoisgruppe (ZZ=2ZZ)

n

.

ii) Die Quadratwurzeln von endli
h vielen paarweise vers
hiedenen Primzahlen sind linear

unabh

�

angig

�

uber Q.

L

�

osung: i) Eine quadratis
he Erweiterung K � Q entsteht dur
h Adjunktion der Wurzel

eines

�

uber Q irreduziblen quadratis
hen Polynoms, das wir normiert annehmen k

�

onnen:

f(X) = X

2

+ pX + q:

Dann ist K = Q(x

1

) mit

x

1

=

p

2

+

s

p

2

4

� q;

bzw.

K = Q

�

q

p

2

� 4q

�

:

Seien etwa

p =

p

1

p

2

; q =

q

1

q

2

; p

1

; p

2

; q

1

; q

2

2 ZZ:
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Dann ist

K = Q

�

r

(

p

1

p

2

)

2

� 4

q

1

q

2

�

= Q

�

1

p

2

q

2

q

p

1

p

2

q

2

2

� 4q

1

q

2

p

2

2

�

= Q(

p

d)

mit d = p

1

p

2

q

2

2

� 4q

1

q

2

p

2

2

2 ZZ. Enth

�

alt d = 


2

d

1

; 
 2 ZZ; einen quadratis
hen Faktor, so ist

Q(

p

d) = Q(

p

d

1

). Deswegen k

�

onnen wir d quadratrei annehmen.

ii) Beweis dur
h Induktion na
h n: Wir beweisen, dass Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n

) eine galoiss
he Er-

weiterung von Q mit Galoisgruppe (ZZ=2ZZ)

n

ist, die dur
h

(ZZ=2ZZ)

n

3 (z

1

; :::; z

n

) : (

p

d

1

; :::;

p

d

n

) 7! ((�1)

z

1

p

d

1

); :::; (�1)

z

n

p

d

n

)

operiert (eine etwas genauere Aussage). Als Induktionsannahme werde dies f

�

ur n� 1 vorausge-

setzt.

Jede Untergruppe U � (ZZ=2ZZ)

n�1

vom Index zwei in der Galoisgruppe der Erweiterung

Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

) ist Kern eines Homomorphismus

(ZZ=2ZZ)

n�1

! ZZ=2ZZ; (z

1

; :::; z

n�1

) 7! a

1

z

1

+ :::+ a

n�1

z

n�1

; ni
ht a

1

= ::: = a

n�1

= 0:

Seien hier etwa a

i

1

= :::: = a

i

k

= 1mod 2 die KoeÆzienten 6= 0. Dann geh

�

oren also genau die

Vektoren (z

1

; :::; z

n

) zur Untergruppe, f

�

ur die z

i

1

+ :::+ z

i

k

= 0. Es gibt daher insgesamt

#fi

1

; :::; i

k

g =

n�1

X

k=1

 

n� 1

k

!

= 2

n�1

� 1

derartige Untergruppen. Zu jeder geh

�

ort eine quadratis
he Erweiterung von Q in Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

).

Nun gibt es in Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

) die 2

n�1

�1 quadratis
hen Erweiterungen Q(

p

d

i

1

�:::�

p

d

i

k

).

Genau das Element

p

d

i

1

� ::: �

p

d

i

k

wird von der obigen Untergruppe U fest gelassen. Deswe-

gen ist dieser Zwis
henk

�

orper der Fixk

�

orper der Untergruppe U . Es folgt, dass die angegebenen

Erweiterungen grade alle quadratis
hen Zwis
henk

�

orper in Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

) sind.

Wir adjungieren

p

d

n

an den K

�

orper Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n

). Der entstehende K

�

orper ist der Zer-

f

�

allungsk

�

orper des Polynoms

(X

2

� d

1

) � ::: � (X

2

� d

n

) 2 Q[X℄:

Damit ist er galoiss
h

�

uber Q. Falls er ni
ht den Grad 2

n

�

uber Q h

�

atte, m

�

usste

p

d

n

s
hon in

Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

) liegen. Q(

p

d

n

) w

�

are einer der genannten quadratis
hen Zwis
henk

�

orper, und

wir h

�

atten

p

d

n

= a+ b

q

d

i

1

� ::: � d

i

k

; a; b 2 Q:

Daraus w

�

urde folgen

d

n

= a

2

+ b

2

� d

i

1

� :: � d

i

k

+ 2ab

q

d

i

1

� ::: � d

i

k

2 Q:

Das geht nur, wenn ab = 0.

Seien etwa a = a

1

=a

2

; b = b

1

=b

2

; a

1

; a

2

; b

1

; b

2

2 ZZ; gek

�

urzte Br

�

u
he. Dann w

�

urde a = 0

bedeuten, dass

d

n

� b

2

2

= b

2

1

� d

i

1

� ::: � d

i

k
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gilt. Alle Primteiler von b

1

w

�

urden quadratis
h in d

n

aufgehen. Weil d

n

quadratfrei vorausgesetzt

ist, folgt b

2

1

= 1. Weil die Zahlen d

i

1

; :::d

i

k

teilerfremd sind, w

�

urde jeder Primteiler von b

2

quadratis
h in einer dieser Zahlen aufgehen. Die Zahlen d

i

sind aber quadratfrei vorausgesetzt,

also ist au
h b

2

2

= 1. Damit w

�

aren alle d

i

1

; :::; d

i

k

Teiler von d

n

, im Widerspru
h zur Angabe.

Und b = 0 w

�

urde auf d

n

= a

2

f

�

uhren. d

n

w

�

are dann ni
ht quadratfrei.

Also geh

�

ort

p

d

n

ni
ht zum K

�

orper Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n�1

), und der K

�

orper Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n

) hat

tats

�

a
hli
h den Grad 2

n

�

uber Q. Dann hat au
h die Galoisgruppe dieses K

�

orpers die Ordnung

2

n

�

uber Q. Jeder Galoisautomorphismus wird festgelegt dur
h eine Transformation

p

d

1

; :::;

p

d

n

7! �

p

d

1

; :::;�

p

d

n

;

und hat deswegen die Ordnung zwei. Die Galoisgruppe enth

�

alt also kein Element der Ordnung

vier, und muss ' (ZZ=2ZZ)

k

sein. Um auf die Zahl von 2

n

Gruppenelementen zu kommen, m

�

ussen

in obiger Vors
hrift die Vorzei
hen unabh

�

angig voneinander gew

�

ahlt werden k

�

onnen. Damit ist

die Induktionsbehauptung bewiesen.

iii) Es seien d

1

; :::; d

n

2 IN paarweise vers
hiedene Primzahlen. Wenn die Wurzeln daraus

�

uber Q linear abh

�

angig w

�

aren, g

�

abe es eine Glei
hung




1

p

d

1

+ :::+ 


n

p

d

n

= 0; 


1

; :::; 


n

2 Q;

wo wir o.B.d.A. 


n

6= 0 annehmen k

�

onnen. Dann w

�

urde aber

p

d

n

zum K

�

orper Q(

p

d

1

; :::;

p

d

n

)

geh

�

oren, im Widerspru
h zu ii).

Wenn 
 2 L ein primitives Element f

�

ur die galoiss
he Erweiterung K � L ist, dann muss

das Minimalpolynom p 2 K[X℄ von 


�

uber K den Grad n := [L : K℄ haben. (Sonst w

�

are 


ja in einem Unterk

�

orper von L enthalten, der

�

uber K einen kleineren Grad als n hat.) Weil p

separabel ist, sind die n Konjugierten von 
 in L

�

uber K alle voneinander vers
hieden.

Satz 3.34 (Folgerung aus Satz 3.27) Die K

�

orpererweiterung K � L sei galoiss
h

�

uber dem

unendli
hen K

�

orper L. Dann sind die Elemente der Galois-Gruppe G(L : K) linear unabh

�

angig

�

uber L.

I
h will ni
ht sagen, in wel
hem Vektorraum diese lineare Unabh

�

angigkeit gemeint ist. Des-

wegen eine explizitere Formulierung: Es seien g

1

; ::::; g

n

2 G(L : K); n = [L : K℄; die Elemente

dieser Galoisgruppe. Sind dann a

1

; :::; a

n

2 L so gew

�

ahlt, dass

a

1

g

1

+ :::+ a

n

g

n

: L! L

die Nullabbildung ist, dann gilt a

1

= ::: = a

n

= 0.

Oder no
h expliziter: Sind a

1

; :::; a

n

2 L, ni
ht a

1

= ::: = a

n

= 0, dann gibt es ein x 2 L mit

a

1

g

1

(x) + :::+ a

n

g

n

(x) 6= 0:

Beweis. Na
h Satz 3.27 existiert ein primitives Element 
 2 L f

�

ur die Erweiterung L � K.

Seien nun a

1

; :::; a

n

2 L mit a

1

g

1

(x) + :::+ a

n

g

n

(x) = 0 f

�

ur alle x 2 L. Insbesondere ist

n

X

1

a

�

g

�

(1) =

n

X

�=1

a

�

g

�

(
) =

n

X

�=1

a

�

g

�

(


2

) = ::: =

n

X

�=1

g

�

(


n�1

) = 0:
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Wegen g

�

(


k

) = (g

�

(
))

k

ist der Vektor (a

1

; ::::; a

n

)

t

eine L

�

osung des linearen Glei
hungssystems

mit der n� n-KoeÆzientenmatrix

0

B

B

B

B

B

B

�

1 1 ::: 1

g

1

(
) g

2

(
) ::: g

n

(
)

g

1

(
)

2

g

2

(
)

2

::: g

n

(
)

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

g

1

(
)

n�1

g

2

(
)

n�1

::: g

n

(
)

n�1

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Diese Matrix ist die bekannte Vandermonde-Matrix zu den n Zahlen

g

1

(
); g

2

(
); :::; g

n

(
) 2 L:

Und ihre Determinante ist die bekannte Vandermonde-Determinante

Y

i<j

(g

j

(
)� g

i

(
)):

Weil 
 ein primitives Element ist, sind die n Konjugierten g

i

(
) 2 L von 
 alle paarweise von-

einander vers
hieden. Deswegen ist die Vandermonde-Determinante 6= 0 und der L

�

osungsvektor

(a

1

; :::; a

n

)

t

muss der Nullvektor gewesen sein.

De�nition 3.20 Es sei f 2 K[X℄ ein separables Polynom und L � K sein Zerf

�

allungsk

�

orper.

L ist normal und separabel, also galoiss
h

�

uber K. Die Galoisgruppe von G(L : K) hei�t die

Galoisgruppe des Polynoms f .

Die Galoisgruppe bildet die Nullstellen von f wieder auf sol
he Nullstellen ab. Jedes g 2

G(L : K) permutiert die Nullstellen von f . Ist n die Anzahl dieser Nullstellen so erhalten wir

daraus einen Homomorphismus von G(L : K) in die symmetris
he Gruppe S

n

. Weil L aus K

dur
h Adjunktion dieser Nullstellen entsteht, ist jedes g 2 G(L : K) dur
h seine Permutation

der Nullstellen von f eindeutig festgelegt. Der Homomorphismus G(L : K) ! S

n

ist injektiv.

Man kann also die Galoisgruppe eines Polynoms au�assen als eine Untergruppe der Permutati-

onsgruppe dieser Nullstellen.

Zerf

�

allt f

�

uber K in vers
hiedene irreduzible Faktoren, so gehen unter g 2 G(L : K) Null-

stellen eines dieser Faktoren immer wieder in Nullstellen desselben Faktors

�

uber. Die Operation

der Galoisgruppe auf den Nullstellen von f ist intransitiv.

Ist dagegen f irreduzibel

�

uber K, so sind alle Nullstellen von f konjugiert

�

uber K. die

Operation der Galoisgruppe von f auf den Nullstellen dieses Polynoms ist transitiv.

Die Galoisgruppe G eines irreduziblen Polynoms f 2 K[X℄ ist eine Untergruppe der sym-

metris
hen Gruppe S

n

. Diese enth

�

alt die alternierende Gruppe A

n

als Normalteiler vom Index

zwei. Nat

�

urli
h kann G in A

n

enthalten sein. Dann l

�

asst G die Wurzel aus der Diskriminante

p

D =

Y

i<j

(a

i

� a

j

)

invariant, wo a

1

; :::; a

n

die Nullstellen von f in seinem Zerf

�

allungsk

�

orper sind. Diese

p

D liegt

dann also s
hon im Grundk

�

orper. Und umgekehrt:
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Satz 3.35 Die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms f 2 K[X℄ ist genau dann eine Unter-

gruppe der alternierenden Gruppe A

n

� S

n

, wenn

p

D zu K geh

�

ort.

Im Allgemeinen brau
ht das ni
ht der Fall zu sein. Dann enth

�

alt die Galoisgruppe den

Normalteiler G\A

n

vom Index zwei. Dazu geh

�

ort im Zerf

�

allungsk

�

orper von f der quadratis
he

Zwis
henk

�

orper K(

p

D).

Aufgabe 3.23 Es seien a; b 2 Q und K = Q(

p

a+ ib) eine K

�

orpererweiterung vom Grad 4

�

uber Q. Zeigen Sie:

a) Die vier Zahlen �

p

a� ib sind konjugiert

�

uber Q.

b) Es gibt keine galoiss
he K

�

orpererweiterung K von Q, die Q(i) enth

�

alt, und deren Galois-

gruppe zyklis
h von der Ordnung 4 ist.

Aufgabe 3.24 Es sei p eine Primzahl und f 2 Q[X℄ irreduzibel vom Grad p. Weiter sei � eine

Nullstelle von f in seinem Zerf

�

allungsk

�

orper und � 6= �, � 2 Q(�), eine weitere Nullstelle von

f . Zeigen Sie:

a) Es gibt einen ni
httrivialen K

�

orperautomorphismus g von Q(�)

�

uber Q.

b) Die Erweiterung Q � Q(�) ist galoiss
h mit zyklis
her Galoisgruppe der Ordnung p.

Aufgabe 3.25 Es seien K = Q(

p

2;

p

3) und 
 =

p

2 +

p

3 2 K.

a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von 


�

uber Q.

b) Zeigen Sie, dass 
 ein primitives Element f

�

ur die K

�

orpererweiterung Q � K ist.


) Dr

�

u
ken Sie

p

2 und

p

3 als Polynom in 
 aus.

Aufgabe 3.26 Was ist die Automorphismengruppe G(K(x) : K)?

Aufgabe 3.27 (F 02, T2, A5) Bestimmen Sie die Galoisgruppe

�

uber Q des Zerf

�

allungsk

�

orpers

von '(X) = X

4

+ 6X

2

+ 2 2 ZZ[X℄.

Aufgabe 3.28 (F 02, T3, A3) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von

f(x) = x

5

+ x

4

+ 14x

3

+ 14x

2

+ 28x+ 28

in den Polynomringen IF

2

[x℄; F

3

[X℄ und Q[X℄. Bestimmen Sie in diesen drei F

�

allen jeweils die

Ordnung der Galoisgruppe von f .

Aufgabe 3.29 (H 00, T2, A4) Sei � 2 C eine L

�

osung der Glei
hung

�

4

+ 2�

3

+ 5�

2

+ 4� + 1 = 0:

a) Seien � := 2�

3

+ 3�

2

+ 9� + 4 und 
 := �� �. Zeigen Sie, dass � das Minimalpolynom

X

2

+ 1 und 
 das Minimalpolynom X

2

+X + 1

�

uber Q hat.

b) Zeigen Sie, dass Q(�)

�

uber Q galoiss
h ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

Aufgabe 3.30 (H 99, T2, A4b)) Sei � :=

p

7+

p

6. Man bere
hne das Minimalpolynom von

�

�

uber Q, den zugeh

�

origen Zerf

�

allungsk

�

orper und seine Galoisgruppe.
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Aufgabe 3.31 (F 99, T1, A4) Der K

�

orper Q(t) der rationalen Funktionen

�

uber Q hat zwei

Automorphismen �; � mit �(t) =

1

t

und �(t) = 1� t. Es sei G die von diesen beiden Autormor-

phismen erzeugte Untergruppe von AutQ(t) und F der Fixk

�

orper von G.

a) Bestimmen Sie die Ordnung und die Struktur von G.

b) Wie viele Zwis
henk

�

orper hat die Erweiterung Q(t)jF und was sind deren Grade

�

uber F?

(Begr

�

undung!)

Aufgabe 3.32 (F 99, T2, A4) Sei f(X) = 1�

X

2

2!

+

X

4

4!

2 Q[X℄. Sei K der Zerf

�

allungsk

�

orper

von f

�

uber Q.

a) Man beweise, dass der Erweiterungsgrad [K : Q℄ = 8 ist.

b) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe Gal(KjQ).

Aufgabe 3.33 (F 99, T3, A4) Wel
he der folgenden K

�

orpererweiterungen sind galoiss
h?

a) Q(

6

p

�3)=Q,

b) Q(X)=Q(X

3

);X

�

uber Q transzendent.


) IF

2

(X)=IF

2

(X

2

);X

�

uber IF

2

transzendent.

Aufgabe 3.34 (F 99, T3, A5) Sei K=Qeine galoiss
he Erweiterung vom Grade 55 mit einer

Galoisgruppe G, die ni
ht abels
h ist. Man zeige, dass es genau einen e
hten Zwis
henk

�

orper L

von K=Q gibt, der

�

uber Q galoiss
h ist und bestimme seinen Grad

�

uber Q.

Aufgabe 3.35 (H 97, T2, A2) Sei LjK eine galoiss
he K

�

orpererweiterung vom Grad 40. Be-

weisen Sie, dass es Zwis
henk

�

orper vom Grad 2, 4 und 8

�

uber K gibt, die galoiss
h

�

uber K sind.

Aufgabe 3.36 (H 96, T1, A4) Sei K ein K

�

orper, G eine Gruppe von Automorphismen von

K und k = K

G

der Fixk

�

orper. Man beweise: Ein Element � 2 K ist algebrais
h

�

uber k genau

dann, wenn die Menge f�(�)j� 2 Gg endli
h ist.

Aufgabe 3.37 (F 95, T1, A 4) Sei M := Q(

p

2;

p

6; i) (wobei i

2

= �1).

a) Bere
hnen Sie den K

�

orpergrad [M : Q℄.

b) Zeigen Sie, dass Q �M Galoiserweiterung ist und bere
hnen Sie Aut(M=Q).

Aufgabe 3.38 (F 95, T2, A4) Sei � =

q

5 + 2

p

5.

a) Man bestimme das Minimalpolynom von �

�

uber Q.

b) Zeigen Sie: Q(�)=Q ist galoiss
h.


) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von Q(�)=Q.

Aufgabe 3.39 (H 94, T1, A4) Wel
he der folgenden K

�

orpererweiterungen sind galoiss
h?

Man begr

�

unde das Ergebnis.

a) Q(

3

p

2)=Q,

b) Q(

6

p

2)=Q,


) Q(t)=Q(t

2

) , t

�

uber Q transzendent,

d) ZZ

p

(t)=ZZ

p

(t

p

), p eine Primzahl, t

�

uber ZZ

p

transzendent, ZZ

p

:= ZZ=pZZ.
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Aufgabe 3.40 (H 94, T3, A4) Bestimmen Sie den Zerf

�

allungsk

�

orper K und die Galoisgrup-

pe G von

x

4

� 4x

2

+ 1

�

uber Q. Wel
he Unterk

�

orper hat K?

Aufgabe 3.41 (F 94, T3, A2) Sei k ein K

�

orper und f(t) 2 k[t℄ ein irreduzibles, separables

Polynom

�

uber k mit abels
her Galoisgruppe G. Zeigen Sie, dass die Ordnung von G glei
h dem

Grad von f ist.

Aufgabe 3.42 (H 93, T1, A5) Bestimmen Sie alle Unterk

�

orper von L := Q(

p

3;

p

5;

p

7),

und geben Sie deren K

�

orpergrad

�

uber Q an.

Aufgabe 3.43 (H 93, T3, A3) Im Polynomring Q[X℄ sei f das Polynom

f(X) := X

4

+ 3:

(verglei
he Aufgabe 3.19)


) Man skizziere die Wurzeln �

1

; �

2

; �

3

; �

4

2 C des Polynoms f in der komplexen Ebene und

zeige: Die Galoisgruppe Gal(K=Q) induziert genau diejenigen Permutationen � von f�

1

; :::; �

4

g,

f

�

ur die

j�(�

�

)� �(�

�

)j = j�

�

� �

�

j

f

�

ur alle �; � 2 f1; 2; 3; 4g.

d) Man bestimme eine Kompositionsreihe von Gal(K=Q) und die zugeh

�

orige Folge von Un-

terk

�

orpern von K.

Aufgabe 3.44 (F 93, T1, A3) Sei KjQ die K

�

orpererweiterung, die aus Q dur
h Adjunktion

aller Nullstellen in C aller Polynome X

2

+ aX + b (a; b 2 Q) hervorgeht. Ferner sei M die

Menge der Quadratwurzeln

p

p, wobei p = �1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:

a) K = Q(M).

b) F

�

ur jeden Zwis
henk

�

orper Z von KjQ mit [Z : Q℄ <1 gibt es Elemente

p

p

1

; :::;

p

p

n

2M

mit Z � Q(

p

p

1

; :::;

p

p

n

).


) Jede sol
he Erweiterung ZjQ ist galoiss
h und ihre Galoisgruppe G(ZjQ) ist isomorph zu

einem Produkt ZZ=2ZZ� 2ZZ� :::� ZZ=2ZZ.

Aufgabe 3.45 (F 93, T2, A4) Es seien p eine Primzahl, � eine Nullstelle von f(x) = x

3

+p

2

und E der Zerf

�

allungsk

�

orper von f in C.

a) Begr

�

unden Sie, warum E 6= Q(�) ist.

b) Wel
hen Grad und wel
he Galoisgruppe hat E

�

uber Q?


) Geben Sie f

�

ur jeden K

�

orper L 6= E mit L � E ein primitives Element an!

Aufgabe 3.46 (H 92, T1, A3) Es sei f = a

n

X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ ::: + a

1

X + a

0

2 K[X℄ ein

ni
htkonstantes, separables Polynom mit a

0

a

n

6= 0. Sei g = a

0

X

n

+ a

1

X

n�1

+ :::+ a

n�1

X + a

n

das sogenannte ,,reziproke" Polynom zu f . Zeigen Sie: f und g haben dieselbe Galoisgruppe

�

uber

K.
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Aufgabe 3.47 (F 92, T1, A4) a) Sei f 2 Q[X℄ ei irreduzibles Polynom ungeraden Grades

n > 1, das h

�

o
hstens n � 1 reelle Nullstellen besitzt. Zeigen Sie, dass die Ordnung der Galois-

gruppe von f

�

uber Q dur
h 2n teilbar ist.

b) Zeigen Sie, dass X

5

+ 2X + 2

�

uber Q irreduzibel ist und dass Q[X℄=(X

5

+ 2X + 2) keine

galoiss
he Erweiterung von Q ist.

Aufgabe 3.48 (F 92, T3, A5) Es sei E der Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms X

4

� 3

�

uber Q.

Zeigen Sie: Der Grad von E

�

uber Q ist 8 . Die Galoisgruppe von E

�

uber Q ist ni
ht abels
h.

Aufgabe 3.49 (H 91, T3, A1) Es sei K=k eine endli
he galoiss
he K

�

orpererweiterung, deren

Galoisgruppe isomorph zur symmetris
hen Gruppe S

n

(n � 2) ist. Man beweise, dass K einen

und nur einen

�

uber k quadratis
hen Teilk

�

orper enth

�

alt.

Aufgabe 3.50 (F 91, T2, A4) a) Man zeige, dass Q; Q(

p

2);Q(

p

3) und Q(

p

6) die einzigen

e
hten Unterk

�

orper von Q(

p

2;

p

3) sind.

b) Man bere
hne das Minimalpolynom von

p

2 +

p

3

�

uber Q und Q(

p

2).

Aufgabe 3.51 (H 90, T2, A2) Sei Q[X;Y ℄ der Polynomring in Unbestimmten X;Y mit von

X

3

� 2 und X

2

+XY + Y

2

erzeugtem Ideal I.

a) Zeigen Sie, dass Q[X;Y ℄=I =: K ein Zerf

�

allungsk

�

orper von X

3

� 2

�

uber Q ist, und geben

Sie die Galoisgruppe von K

�

uber Q an.

b) Zeigen Sie, dass man einen Isomorphismus Q[Z℄=(Z

6

+ 108)

�

! K dur
h Z 7! X + 2Y

hat.
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4 Beispiele

4.1 Kreisteilungsk

�

orper

Wir de�nieren formal einen Begri�, den wir s
hon mehrmals informell benutzten.

De�nition 4.1 Es sei K ein K

�

orper und 1 � n 2 N . Eine Zahl w 2 K hei�t n-te Einheits-

wurzel, wenn sie w

n

= 1 erf

�

ullt. Sie hei�t primitive n-te Einheitswurzel, wen sie keine m-te

Einheitswurzel f

�

ur ein m < n ist.

Beispiel 4.1 Es gibt immer eine erste Einheitswurzel w = 1, und - in Charakteristik 6= 2 - zwei

zweite Einheitswurzeln �1. Im K

�

orper C gibt es drei dritte Einheitswurzeln

1; ! =

1

2

(�1 + i

p

3) und !

2

:

Davon sind ! und !

2

primitiv. In C gibt es vier vierte Einheitswurzeln

�1; �i:

Davon sind �i primitiv.

H

�

au�g benutzte Glei
hungen f

�

ur n-te Einheitswurzeln sind:

Satz 4.1 a) Ist w eine n-te Einheitswurzel, so gilt

1 + w + w

2

+ :::+ w

n�1

=

(

n (w = 1);

0 (w 6= 1):

b) Ist w sogar eine primitive n-te Einheitswurzel, so haben wir

w � w

2

� ::: � w

n�1

= (�1)

n�1

;

(1� w) � (1� w

2

) � ::: � (1� w

n�1

) = n:

Beweis. a) Die Summe werde mit s abgek

�

urzt. Dann ist

w � s = w + w

2

+ :::+ w

n

= s:

Also ist s � (w � 1) = 0:

b) Na
h Vieta ist

X

n

� 1

X � 1

= X

n�1

+ :::+X + 1 =

n�1

Y

i=1

(X � w

i

):

Setzen wir hier X = 0, so �nden wir

1 = (�1)

n�1

� w � w

2

� ::: � w

n�1

;
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und mit X = 1

n =

n�1

Y

i=1

(1� w

i

):

Im folgenden werde immer n > 1 vorausgesetzt. n-te Einheitswurzeln sind Nullstellen des

Polynoms

X

n

� 1 = (X � 1) � (X

n�1

+ :::+X + 1):

Satz 4.2 Das Polynom X

n

� 1 ist genau dann separabel

�

uber K, wenn entweder K die Charak-

teristik 0 hat, oder eine Charakteristik p > 0, und n ni
ht dur
h p teilbar ist.

Beweis. Die Ableitung des Polynoms X

n

� 1 ist

(X

n

� 1)

0

= nX

n�1

:

Wenn n 6= 0 ist, hat die Ableitung nur den einzigen irreduziblen Faktor X, und der teilt das

Polynom X

n

� 1 ni
ht. Dann ist also X

n

� 1 separabel.

Der Fall n = 0 tritt nur dann ein, wenn K eine Charakteristik p > 1 hat, und n dur
h p

teilbar ist. Sei dann etwa n = p

r

�m, wo p die Zahl m ni
ht mehr teilt. Dann ist

X

n

� 1 = (X

m

)

p

r

� 1 = (X

m

� 1)

p

r

;

und X

n

� 1 ist inseparabel. Es hat dieselben Nullstellen wie X

m

� 1.

Wir setzen also jetzt voraus: Der K

�

orperK hat entweder die Charakteristik 0, oder n ist ni
ht

dur
h die Charakteristik p von K teilbar. Dann ist das Polynom X

n

� 1 separabel und hat in

seinem Zerf

�

allungsk

�

orper L genau n vers
hiedene Nullstellen. In L gibt es genau n vers
hiedene

n-te Einheitswurzeln.

Das Produkt zweier n-ter Einheitswurzeln ist wieder eine n-te Einheitswurzel. Deswegen

bilden die n-ten Einheitswurzeln eine Untergruppe der Ordnung n in der multiplikativen Gruppe

L

�

des K

�

orpers L. Na
h Satz 2.11 ist diese Gruppe zyklis
h ' ZZ

n

. Unter diesem Isomorphismus

werden prime Restklassen modulo n auf primitive n-te Einheitswurzeln abgebildet. Insbesondere

ist die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln = '(n), wo ' die Eulers
he '-Funktion ist.

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist

kmodn 7! w

k

ein Isomorphismus der additiven Gruppe ZZ

n

auf die multiplikative Gruppe der n-ten Einheits-

wurzeln.

Beispiel 4.2 Ist K = C, so ist e

2�i=n

ein primitive n-te Einheitswurzel, und die Zahlen e

2�i�k=n

; 0 �

k � n� 1; sind alle n-ten Einheitswurzeln.

Jede Restklasse kmodn hat eine Ordnung d, wel
he die Zahl n teilt. Sie erzeugt die eindeutig

bestimmte Untergruppe ZZ

d

� ZZ

n

. In dieser Untergruppe ist sie eine primitive Restklasse modulo

d. Daraus folgt

n =

X

djn

'(d):
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Hat kmodn die Ordnung d, so gilt f

�

ur die zugeh

�

orige Einheitswurzel w

k

, dass (w

k

)

d

= 1 ist,

aber (w

k

)

d

0

6= 1, falls 1 � d

0

< d. Die Einheitswurzel w

k

ist eine primitive d-te Einheitswurzel.

De�nition 4.2 Es seien w

1

; :::; w

'(n)

die primitiven n-ten Einheitswurzeln in L. Dann hei�t

�

n

(X) := (X � w

1

) � ::: � (X � w

'(n)

) 2 L[X℄

das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 4.3 a) F

�

ur die Kreisteilungspolynome �

n

gilt

X

n

� 1 =

Y

djn

�

d

(X):

b) Hat L die Charakteristik 0, so ist �

n

2 ZZ[X℄ ein ganzzahliges Polynom unabh

�

angig von

L.


) Hat L eine Charakteristik p > 1, so ist das n-te Kreisteilungspolynom

�

uber L die Re-

duktion modulo p des Polynoms �

n

aus der Charakteristik 0. Seine KoeÆzienten liegen alle im

Primk

�

orper IF

p

� L.

Beweis. a) Das Produkt aller linearen Polynome X � w, wo w alle n-ten Einheitswurzeln

dur
hl

�

auft, stimmt mit X

n

� 1

�

uberein. Jede n-te Einheitswurzel ist eine primitive d-te Ein-

heitswurzel f

�

ur genau einen Teiler d von n. Also ist

X

n

� 1 =

Y

w

(X � w) =

Y

djn

�

d

(X):

b) (Induktion na
h n): Es ist �

1

(X) = X � 1. Ist die Behauptung f

�

ur alle d < n bewiesen so

ist na
h a)

X

n

� 1 =

Y

djn;d<n

�

d

(X)

| {z }

2ZZ[X℄

��

n

(X):

�

n

ist der Quotient des ganzzahligen Polynoms X

n

� 1 dur
h einen ganzzahligen, normierten

Teiler dieses Polynoms. Das Polynom �

n

ergibt si
h, indem man X

n

� 1 na
h dem Polynomdi-

visionsalgorithmus dur
h diesen normierten, ganzzahligen Teiler dividiert. Dabei entstehen im

Quotienten stets nur ganze KoeÆzienten.


) Man muss den Beweis f

�

ur b) modulo p reduzieren.

Beispiel 4.3 Ist p eine Primzahl, so gibt es p� 1 primitive Einheitswurzeln. Das p-te Kreistei-

lungspolynom ist

�

p

(x) =

X

p

� 1

X � 1

= X

p�1

+ :::+X + 1:

(Dieses Polynom haben wir s
hon in Abs
hnitt 2.5 Kreisteilungspolynom genannt.)
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Die ersten zw

�

olf Kreisteilungspolynome sind

�

1

(X) = X � 1;

�

2

(X) = X + 1;

�

3

(X) = X

2

+X + 1;

�

4

(X) = (X

4

� 1)=(�

1

(X) � �

2

(X))

= (X

4

� 1)=(X

2

� 1)

= X

2

+ 1;

�

5

(X) = X

4

+X

3

+X

2

+X + 1;

�

6

(X) = (X

6

� 1)=(�

1

(X) � �

2

(X) � �

3

(X))

= (X

6

� 1)=(X

4

+X

3

�X � 1)

= X

2

�X + 1;

�

7

(X) = X

6

+X

5

+X

4

+X

3

+X

2

+X + 1;

�

8

(X) = (X

8

� 1)=(�

1

(X) � �

2

(X) � �

4

(X))

= (X

8

� 1)=(X

4

� 1)

= X

4

+ 1;

�

9

(X) = (X

9

� 1)=(�

1

(X) � �

3

(X))

= (X

9

� 1)=(X

3

� 1)

= X

6

+X

3

+ 1;

�

10

(X) = (X

10

� 1)=(�

1

(X) � �

2

(X) � �

5

(X))

= (X

10

� 1)=((X

5

� 1) � (X + 1))

= (X

5

+ 1)=(X + 1)

= X

4

�X

3

+X

2

�X + 1;

�

11

(X) = X

10

+X

9

+X

8

+X

7

+X

6

+X

5

+X

4

+X

3

+X

2

+X + 1;

�

12

(X) = (X

12

� 1)=(�

1

(X) � �

2

(X) � �

3

(X) � �

4

(X) � �

6

(X))

= (X

12

� 1)=((X

6

� 1) � (X

2

+ 1))

= (X

6

� 1)=(X

2

+ 1)

= X

4

�X

2

+ 1:

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so wird dur
h

kmodn 7! w

k

ein Isomorphismus der additiven zyklis
hen Gruppe ZZ

n

auf die multiplikative Gruppe der n-ten

Einheitswurzeln de�niert. Dabei werden genau die primen Restklassen modulo n auf primitive

n-te Einheitswurzeln abgebildet. Daraus folgt, dass die primitiven n-ten Einheitswurzeln genau

die Potenzen w

k

sind, f

�

ur wel
he die Zahlen k und n teilerfremd sind.

Satz 4.4 Jedes Kreisteilungspolynom �

n

2 Q[X℄ ist irreduzibel

�

uber Q.
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Beweis. Es seien w 2 C eine primitive n-te Einheitswurzel und p 2 Q[X℄ das Minimalpolynom

von w. Dann teilt p das Kreisteilungspolynom �

n

und ist na
h Satz 2.31 selbst au
h ganzzahlig.

Wir m

�

ussen zeigen: �

n

= p.

Dazu zeigen wir die

Hilfsausage: F

�

ur jede Primzahl q 6 jn ist au
h w

q

eine Nullstelle von p.

Jede andere primitive n-te Einheitswurzel ist eine Potenz w

k

, wo 1 < k < n und k teilerfremd

zu n ist. Es sei k = q

r

1

1

� ::: � q

r

m

m

die Primfaktorzerlegung von k. Dann ist also q

1

kein Teiler von

n und na
h der Hilfsaussage ist au
h w

q

1

eine Nullstelle von p. Ebenso ist

w

q

2

1

= (w

q

1

)

q

1

eine Nullstelle von p (Hilfsaussage mit der Einheitswurzel w

q

1

). So ma
ht man weiter und �ndet

s
hlie�li
h, dass w

k

eine Nullstelle von p ist. Damit hat das irreduzible, normierte Polynom p

denselben Grad '(n) wie das Kreisteilungspolynom�

n

. Weil p dieses Polynom teilt, folgt �

n

= p

ist irreduzibel.

Beweis der Hilfsaussage. Das Minimalpolynom von w

q

sei r 2 Q[X℄. Au
h r teilt X

n

�1 und

ist deswegen ganzzahlig. Wenn p 6= r w

�

are, dann w

�

are X

n

� 1 dur
h das Produkt p � r teilbar:

X

n

� 1 = p(X) � r(X) � f(X); p; r; f 2 ZZ[X℄:

Das Polynom r(X

q

) hat die Nullstelle w, ist also dur
h das Minimalpolynom p von w teilbar:

r(X

q

) = p(X) � p

1

(X):

Wir betra
hten nun die beiden letzten Glei
hungen modulo der Primzahl q (alle Polynome sind

ganzzahlig). Weil die Frobenius-Abbildung F : IF

q

! IF

q

; 
 7! 


q

; ein K

�

orper-Isomorphismus ist

(Satz 3.20), folgt

r(X

q

) = (r(X))

q

= p(X) � p

1

(X) modulo q:

Weil der Ring IF

q

[X℄ faktoriell ist (Satz 2.33), kommt jeder irreduzible Faktor p

0

2 IF

q

[X℄ von p

modulo q au
h in r

q

modulo q und deswegen in r modulo q vor. Deswegen teilt p

2

0

das Polynom

X

n

� 1 = p(X) � r(X) � f(X) modulo q:

Das Polynom X

n

� 1modulo q hat einen mehrfa
hen Faktor, ist also ni
ht separabel

�

uber IF

q

.

Das ist ein Widerspru
h zu Satz 4.2.

De�nition 4.3 Der n-te Kreisteilungsk

�

orper Q(

n

p

1), ist der K

�

orper, der aus Q dur
h Adjunk-

tion aller n-ten Einheitswurzeln entsteht.

Weil alle n-ten Einheitswurzeln Potenzen einer einzigen primitiven Einheitswurzel w sind, ist

Q(

n

p

1) s
hon die einfa
he Erweiterung Q(w). Na
h Satz 4.4 hat die K

�

orpererweiterung Q � Q(w)

den Grad '(n).

Der K

�

orper Q(w) ist normal und separabel, also galoiss
h

�

uber Q. Wir wollen seine Galois-

gruppe identi�zieren.
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Jeder Galois-Automorphismus permutiert die n-ten Einheitswurzeln, wobei Produkte zwei-

er Einheitswurzeln auf die Produkte der Bilder beider Einheitswurzeln

�

ubergehen. Unter dem

Gruppen-Isomorphismus

(ZZ

n

;+)! fn-te Einheitswurzeln; �); k modn 7! w

k

;

induziert er einen Gruppen-Automorphismus der zyklis
hen Gruppe � : ZZ

n

! ZZ

n

. Na
h Satz

1.13 ist die Automorphismengruppe von ZZ

n

isomorph zur multiplikativen Gruppe ZZ

�

n

der primen

Restklassen modulo n. Jeder Automorphismus ist von der Form kmodn 7! r � kmodn, wo r

eine prime Restklasse modulo n ist.

Was entspri
ht dem Automorphismus � : k 7! r � kmodn unter dem Isomorphismus von

ZZ

n

auf die multiplikative Gruppe der n-ten Einheitswurzeln? Bei diesem Isomorphismus geht

1 2 ZZ

n

auf eine primitive Einheitswurzel w und

k 7! w

k

; k � r 7! w

k�r

= (w

k

)

r

�

uber. Jede n-te Einheitswurzel w

k

wird auf ihre r-te Potenz abgebildet. Insbesondere wird die

primitive n-te Einheitswurzel w auf die primitive Einheitswurzel w

r

abgebildet. Na
h Satz 4.4

sind aber alle primitiven n-ten Einheitswurzeln konjugiert

�

uber Q. Es gibt also einen Galois-

Automorphismus g : L! L mit g(w) = w

r

. F

�

ur diesen gilt dann au
h

g(w

k

) = (w

r

)

k

= (w

k

)

r

:

Der Galois-Automorphismus g operiert auf den n-ten Einheitswurzeln genau wie � auf der

Gruppe ZZ

n

. Wir haben bewiesen:

Satz 4.5 Die Galoisgruppe des n-ten Kreisteilungsk

�

orpers

�

uber Q ist isomorph zur primen

Restklassengruppe modulo n. Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so wird jeder Galois-

Automorphismus dur
h

w 7! w

r

induziert, wo r die primen Restklassen modulo n dur
hl

�

auft.

Insbesondere ist die Galoisgruppe des Kreisteilungsk

�

orpers stets abels
h. Aber sie brau
ht

ni
ht zyklis
h zu sein. In 1.3 haben wir gesehen: Die prime Restklassengruppe modulo 8 ist

isomorph zur Kleins
hen Vierergruppe.

Die Kenntnis der Galoisgruppe erlaubt, die Anzahl der Zwis
henk

�

orper und deren Grad

�

uber

Q anzugeben.

Beispiel 4.4 Die Galoisgruppe des Kreisteilungsk

�

orpers Q(

8

p

1) vom Grad '(8) = 4

�

uber Q ist

die Kleins
he Vierergruppe. Sie hat drei Untergruppen der Ordnung zwei. Also gibt es genau drei

Zwis
henk

�

orper, alle vom Grad zwei.

Eine primitive a
hte Einheitswurzel ist

� :=

1

2

p

2(1 + i):
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Wegen �

2

= i ist einer der Zwis
henk

�

orper Q(i) = Q(

p

�1). Aber es muss no
h zwei andere

quadratis
he Zwis
henk

�

orper geben. In der Tat: Q(

8

p

1) enth

�

alt

� + �

7

=

1

2

p

2[(1 + i) + (1� i)℄ =

p

2

sowie

� + �

3

=

1

2

p

2[(1 + i) + (�1 + i)℄ = i

p

2:

Die beiden anderen Zwis
henk

�

orper sind Q(

p

2) und Q(

p

�2).

Ist n = p eine Primzahl, so ist '(p) = p � 1. Die Galoisgruppe des K

�

orpers Q(

p

p

1)

�

uber

Q hat die Ordnung p � 1. Die prime Restklassengruppe modulo p ist die Einheitengruppe des

Primk

�

orpers IF

p

und na
h Satz 2.11 zyklis
h. Also ist die Galoisgruppe von Q(

p

p

1)

�

uber Q

zyklis
h von der Ordnung p� 1. Au
h der K

�

orpergrad [Q(

p

p

1) : Q℄ ist p� 1.

Satz 4.6 Ist w 6= 1 eine p-te Einheitswurzel, so bilden die Potenzen

w; w

2

; :::; w

p�1

eine Q-Basis von Q(

p

p

1).

Beweis. Weil der K

�

orpergrad = p� 1 ist, gen

�

ugt es zu zeigen, dass diese p� 1 Potenzen

�

uber

Q linear unabh

�

angig sind. Andernfalls g

�

abe es eine lineare Relation




1

w + 


2

w

2

+ :::+ 


p�1

w

p�1

= 0; 


1

; :::; 


p�1

2 Q:

Hier kann man w k

�

urzen und erh

�

alt eine Glei
hung vom Grad p� 2




1

+ 


2

w + :::+ 


p�1

w

p�2

= 0

f

�

ur w mit KoeÆzienten in Q. Deren linke Seite muss ein Vielfa
hes des Minimalpolynoms �

p

sein. Weil �

p

den Grad p� 1 hat, geht das nur, wenn 


1

= ::: = 


p�1

= 0.

Ist q 2 (ZZ

p

)

�

ein erzeugendes Element dieser Gruppe, so sind alle primen Restklassen modulo

p gerade q; q

2

; :::; q

p�1

= 1modp. Das zu q geh

�

orende Erzeugende der Galoisgruppe operiert

dur
h

w 7! w

q

7! w

q

2

7! ::: 7! w

q

p�1

= w:

Mit dieser Information kann man die Zwis
henk

�

orper zwis
hen Q und Q(

p

p

1) sehr explizit

dur
h Angabe einer Q-Basis bes
hreiben. Jede Untergruppe der Galoisgruppe ZZ

p�1

ist zyklis
h

von einer Ordnung m die p� 1 teilt. Und zu jeder Ordnung m gibt es genau eine sol
he Unter-

gruppe. Ist p� 1 = m � r, so ist diese Untergruppe

U

m

= f0; r; 2r; :::; (m� 1)r mod (p� 1)g:
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Ein Erzeugendes g dieser Gruppe U

m

operiert auf der K

�

orperbasis w; w

2

; :::; w

p�1

dur
h g : w 7!

w

q

r

. Die folgenden r K

�

orperelemente sind deswegen invariant unter allen Transformationen der

Gruppe U

m

, und geh

�

oren zu deren Fixk

�

orper:

w + w

(q

r

)

+ w

(q

2r

)

+ ::: + w

(q

(m�1)r

)

;

w

q

+ w

(q

r+1

)

+ w

(q

2r+1

)

+ ::: + w

(q

(m�1)r+1

)

;

.

.

.

w

(q

r�1

)

+ w

(q

2r�1

)

+ w

(q

3r�1

)

+ ::: + w

(q

mr

)

:

Diese r Elemente des Kreisteilungsk

�

orpers hei�en na
h Gau� m-gliedrige Perioden. In den r

Linearkombinationen kommt jede Potenz w

1

; :::; w

p�1

genau einmal vor. Also sind sie linear un-

abh

�

angig

�

uber Q. Weil der Fixk

�

orper von U

m

den K

�

orpergrad r

�

uber Q hat, bilden sie eine

Q-Basis dieses Fixk

�

orpers. Keines der Elemente ist invariant unter einer Untergruppe der Ga-

loisgruppe, die U

m

e
ht enth

�

alt. Also liegt keines in einem e
ht kleineren Unterk

�

orper, und jedes

dieser Elemente erzeugt den Fixk

�

orper von U

m

.

Beispiel 4.5 p=5. Die Galoisgruppe ist zyklis
h von der Ordnung vier. Sie hat genau eine

e
hte Untergruppe, und diese hat die Ordnung zwei. W

�

ahlen wir q = 2 als Erzeugendes der

primen Restklassengruppe modulo 2, so wird die Untergruppe der Ordnung 2 erzeugt von 2q =

4. Im Kreisteilungsk

�

orper Q(

5

p

1) vom K

�

orpergrad vier

�

uber Q gibt es deswegen genau einen

e
hten Zwis
henk

�

orper, und dieser hat den K

�

orpergrad zwei

�

uber Q. Ist � eine primitive f

�

unfte

Einheitswurzel, so sind

�; �

2

; �

4

; �

8

= �

3

alle primitiven f

�

unften Einheitswurzeln. Die zweigliedrigen Perioden

� := �+ �

4

; �

0

:= �

2

+ �

3

erzeugen jede f

�

ur si
h den eindeutig bestimmten quadratis
hen Teilk

�

orper. Wegen

�

2

= 2 + �

0

= 1� �; �

2

+ � � 1 = 0

ist � = (�1�

p

5)=2, und dieser Teilk

�

orper ist Q(

p

5).

Beispiel 4.6 (H 00, T3, A4) Sei n > 2 eine ganze Zahl und ' die Eulers
he '-Funktion.

a) Zeigen Sie, dass Q(
os

2�

n

)=Q eine Galoiserweiterung vom Grad

'(n)

2

ist.

b) Bestimmen Sie das neunte Kreisteilungspolynom

�

uber Q.


) Bestimmen sie das Minimalpolynom von 
os

2�

9

�

uber Q.

L

�

osung: a) Es sei

w = e

2�i=n

= 
os

2�

n

+ i � sin

2�

n

2 C

die erste primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist


os

2�

n

=

1

2

(w + �w) =

1

2

(w + w

�1

):
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Deswegen gen

�

ugt w

�

uber Q(
os

2�

n

) der quadratis
hen Glei
hung

w

2

� 2
os

2�

n

� w + 1 = 0:

Weil Q(
os

2�

n

) in IR enthalten ist, kann dieser K

�

orper ni
ht mit dem Kreisteilungsk

�

orper Q(

n

p

1)

�

ubereinstimmen. Also ist Q(

n

p

1) eine quadratis
he Erweiterung von Q(
os

2�

n

). Daraus folgt

[Q

�


os

2�

n

�

: Q℄ =

1

2

[Q(

n

p

1) : Q℄ =

1

2

'(n):

Die Galoisgruppe G(Q(

n

p

1) : Q) ist abels
h von der Ordnung '(n). Die Gruppe G(Q(

n

p

1) :

Q(
os

2�

n

)) ist Normalteiler (vom Index 2) in G(Q(

n

p

1) : Q), weil diese Gruppe abels
h ist. Also

ist der K

�

orper Q(
os

2�

n

) normal

�

uber Q und damit galoiss
h.

b) Das neunte Kreisteilungspolynom haben wir s
hon bestimmt. Es ist

�

9

(X) = X

6

+X

3

+ 1:


) Wegen

[Q(
os

2�

9

) : Q℄ =

1

2

'(9) =

1

2

� 6 = 3;

hat das Minimalpolynom von 
os

2�

9

�

uber Q den Grad 3. Es sei w = e

2�i=9

die erste primitive

9-te Eineitswurzel. Ausgehend von


os

2�

9

=

1

2

� (w + w

8

)

bere
hnen wir die Potenzen

�


os

2�

9

�

2

=

1

4

� (w

2

+ 2 +w

7

) leider nutzlos;

�


os

2�

9

�

3

=

1

8

� (w

3

+ 3w + 3w

8

+ w

6

) =

1

8

� (�1 + 6 
os

2�

9

):

Also erf

�

ullt 
os

2�

9

die Polynomglei
hung

X

3

=

3

4

X �

1

8

; bzw. X

3

�

3

4

X +

1

8

= 0:

Deswegen ist

X

3

�

3

4

X +

1

8

das gesu
hte Minimalpolynom.
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Beispiel 4.7 p=17. Die Galoisgruppe ist zyklis
h von der Ordnung 16. Eine prime Restklasse

modulo 16 ist q = 3. Ihre Potenzen modulo 17 sind

q = 3; q

2

= 9; q

3

= 10; q

4

= 13;

q

5

= 5; q

6

= 15; q

7

= 11; q

8

= 16;

q

9

= 14; q

10

= 8; q

11

= 7; q

12

= 4;

q

13

= 12; q

14

= 2; q

15

= 6; q

16

= 1:

In der Galoisgruppe gibt es je eine Untergruppe der Ordnung 2, 4 und 8. Entspre
hend gibt es

Zwis
henk

�

orper vom Grad 2, 4 und 8.

Ist w eine primitive 17-te Einheitswurzel, so wird der Zwis
henk

�

orper vom Grad zwei erzeugt

von jeder der a
ht-gliedrigen Perioden

�

0

:= w + w

9

+ w

13

+ w

15

+ w

16

+ w

8

+w

4

+ w

2

;

�

1

:= w

3

+ w

10

+ w

5

+ w

11

+ w

14

+w

7

+ w

12

+ w

6

:

Weil der K

�

orper quadratis
h

�

uber Q ist, m

�

ussen beide einer quadratis
hen Glei
hung mit ganzen

KoeÆzienten gen

�

ugen. Wir bere
hnen etwa

�

2

0

= w

2

+w + w

9

+ w

13

+ w

15

+ w

16

+ w

8

+ w

4

+

2 � (w

10

+ w

14

+ w

16

+ 1 + w

9

+ w

5

+ w

3

+

w

5

+w

7

+ w

8

+ 1 + w

13

+ w

11

+

w

11

+ w

12

+ w

4

+ 1 + w

15

+

w

14

+ w

6

+ w

2

+ 1 +

w

7

+w

3

+ w + w

12

+ w

10

+ w

6

)

= �

0

+ 2 � (4 + �

0

+ 2�

1

)

= �

0

+ 2 � (2� �

0

)

= ��

0

+ 4:

Die Zahl �

0

ist damit eine Wurzel der quadratis
hen Glei
hung

X

2

+X � 4 = 0

mit den beiden L

�

osungen

�

0;1

=

1

2

(�1�

p

17):

Die viergliedrigen Perioden sind

�

0

:= w + w

13

+ w

16

+ w

4

; �

1

:= w

3

+ w

5

+ w

14

+ w

12

;

�

2

:= w

9

+ w

15

+ w

8

+ w

2

; �

3

:= w

10

+ w

11

+w

7

+ w

6

:
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F

�

ur �

0

bere
hnen wir

�

0

�

0

= �

2

0

+ �

2

�

0

= �

2

0

+

w

10

+ w

16

+ w

9

+ w

3

+ w

5

+ w

11

+ w

4

+w

15

+

w

8

+ w

14

+w

7

+ w + w

13

+ w

2

+ w

12

+ w

6

= �

2

0

� 1:

Die Zahl �

0

gen

�

ugt also

�

uber dem K

�

orper Q(�

0

) der quadratis
hen Glei
hung

X

2

� �

0

X � 1 = 0:

Die erste zweigliedrige Periode

�

0

:= w + w

16

erf

�

ullt

�

2

0

= w

2

+ 2 + w

15

;

�

0

�

0

= w

2

+ w

14

+ 1 + w

5

+ 1 + w

12

+ w

15

+ w

3

= �

2

0

+ �

1

:

Sie gen

�

ugt also

�

uber Q(�

0

) = Q(�

1

) der quadratis
hen Glei
hung

X

2

� �

0

X + �

1

= 0:

S
hlie�li
h erf

�

ullt w selbst die quadratis
he Glei
hung

w + w

�1

= �

0

; w

2

� w�

0

+ 1 = 0:

Die Re
hnung f

�

ur p = 17 expliziter Spezialfall der allgemeinen Aussage:

Satz 4.7 Ist p eine Primzahl derart, dass p � 1 eine Zweierpotenz ist, so entsteht Q(

p

p

1) aus

Q dur
h eine Folge quadratis
her K

�

orpererweiterungen. Insbesondere ist das regul

�

are p-E
k mit

Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. Die GaloisgruppeG von Q(

p

p

1) ist zyklis
h von der Ordnung p�1 = 2

m

. Die Gruppe

G ' ZZ

2

m

hat also eine Kette von Untergruppen

G � ZZ

2

m�1
� ZZ

2

m�2
� ::: � ZZ

4

� ZZ

2

:

Zu ihnen geh

�

ort eine aufsteigende Kette von K

�

orpererweiterungen

Q � K

2

� K

4

� ::: � K

2

m�2
� K

2

m�1
� Q(

2

m

p

1)

der K

�

orpergrade 2; 4; :::; 2

m�2

; 2

m�1

; 2

m

�

uber Q. Jeder dieser K

�

orper ist eine quadratis
he Er-

weiterung des vorhergehenden.
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Aufgabe 4.1 Sind die primitiven 6-ten, bzw. 9-ten Einheitswurzeln in Q(

6

p

1), bzw. in Q(

9

p

1)

linear unabh

�

angig

�

uber Q?

Aufgabe 4.2 (F 02, T2, A3) Sei � 2 C eine primitive 7-te Einheitswurzel.

i) Man bestimme �, bzw. � in Q(�) so, dass [Q(�) : Q℄ = 2 und Q(�) : Q℄ = 3 ist.

ii) Man bestimme jeweils das Minimalpolynom von � und von �.

Aufgabe 4.3 (F 00, T3, A3) Sei � = e

2�i

5

.

a) Zeigen Sie, dass � = �+ �

�1

einer normierten quadratis
hen Glei
hung mit KoeÆzienten

aus ZZ gen

�

ugt.

b) Stellen Sie �

�1

als Polynom in � dar und zeigen Sie 0 < � < 1.

Aufgabe 4.4 (F 00, T3, A4) Sei p prim und f(x) = x

p

� a 2 Q[x℄ irreduzibel. Zeigen Sie,

dass die Galoisgruppe von f(x)

�

uber Q isomorph ist zu der Gruppe der Transformationen des

Primk

�

orpers IF

p

von der Form y 7! ky + l mit k; l 2 IF

p

; k 6= 0.

Aufgabe 4.5 (F 99, T2, A1) Sei � 2 C eine primitive 7-te Einheitswurzel. Man bestimme

das Minimalpolynom von � + �

2

+ �

4

�

uber Q.

Aufgabe 4.6 (H 97, T1, A4) Sei n > 1 eine nat

�

urli
he Zahl, sei K ein K

�

orper der Charakte-

ristik Null, der eine primitive n-te Einheitswurzel � enth

�

alt, und sei K(X) der K

�

orper der ratio-

nalen Funktionen in der Unbestimmten X

�

uber K. Ferner seien � bzw. � die K-Automorphismen

von K(X), die dur
h

�(X) = �X bzw. �(X) =

1

X

bestimmt sind. Sei G die von �; � erzeugte Gruppe und G � K(X) der Fixk

�

orper von G, Zeigen

Sie:

a) G ist die Diedergruppe der Ordnung 2n.

b) K(X) ist eine Galoiserweiterung vom Grad 2n

�

uber F .


) Das Minimalpolynom von X

�

uber F ist T

2n

� (X

n

+X

�n

)T

n

+ 1.

d) Es ist F = K(X

n

+X

�n

).

Aufgabe 4.7 (H 96, T1, A3) Man bestimme (bis auf Isomorphie) die Galoisgruppe des Po-

lynoms

X

4

+X

3

+X

2

+X + 1

�

uber Q.

Aufgabe 4.8 (F 96, T1, A3) Sei p eine Primzahl. � = �

0

eine primitive p-te Einheitswurzel

�

uber Q. Sei ' : � 7! �

s

(wobei 1 � s � p�1 und s erzeugt (ZZ=pZZ)

�

) ein erzeugendes Element der

Galoisgruppe G(Q(�)=Q) des p-ten Kreisteilungsk

�

orpers Q(�)=Q. Zeigen Sie: Zu jedem Teiler d

von p�1 gibt es genau einen Zwis
henk

�

orper M von Q(�)=Q mit [M : Q℄ = m, wobei p�1 = d�m

und es gilt M = Q(�

i

) mit �

i

:=

P

d�1

k=0

�

i+km

(0 =� i � m�1), wobei �

j

:= '

j

(�) = �

s

j

f

�

ur j � 1

und �

0

= � (i.e. jedes der Elemente �

i

hat die Eigens
haft, den Zwis
henk

�

orper M zu erzeugen).
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Aufgabe 4.9 (F 96, T3, A3) Sei n eine nat

�

urli
he Zahl und �

n

eine primitive n-te Einheits-

wurzel. Bestimmen Sie alle Einheitswurzeln im K

�

orper Q(�

n

).

Aufgabe 4.10 (F 96, T3, A4) Sei �

7

eine primitive 7. Einheitswurzel und E := Q(�

7

). Zei-

gen Sie:

a) Es gibt genau eine

�

uber Q quadratis
he Teilerweiterung L in E.

b) Zeigen Sie: L = Q(

p

�7).

Aufgabe 4.11 (H 95, T2, A1) Sei K ein K

�

orper, n � 2 eine nat

�

urli
he Zahl und � eine n-te

Einheitswurzel

�

uber K. Man beweise:

a)

n�1

X

k=0

�

k

=

(

n falls � = 1

0 sonst

b) � ist genau dann primitive n-te Einheitswurzel

�

uber K, wenn gilt:

8

i2f1;:::;n�1g

n�1

X

k=0

�

ik

= 0


) Ist n = 2

r

mit einer nat

�

urli
hen Zahl r, so gilt f

�

ur alle a 2 K:

n�1

X

k=0

a

k

=

r�1

Y

k=0

(1 + a

2

k

)

d) Sei nun p eine Fermats
he Primzahl und K = ZZ

p

. Seinen r; s nat

�

urli
he Zahlen mit

2

2

r+s�1

= p� 1. Sei n = 2

r

und � = 2

2

s

2 K. Dann ist � eine primitive n-te Einheitswurzel.

e) Man bestimme eine primitive 16-te Einheitswurzel in ZZ

65537

.

Aufgabe 4.12 (F 95, T1, A3) Sei �

23

primitive 23-te Einheitswurzel in C. Bestimmen Sie

die Anzahl aller Zwis
henk

�

orper K mit Q � K � Q(�

23

); Q 6= K 6= Q(�

23

).

4.2 Endli
he K

�

orper

Jeder endli
he K

�

orper L enth

�

alt seinen eindeutig bestimmten Primk

�

orper K. Dieser hat ei-

ne Primzahl
harakteristik p > 1. Weil L endli
h ist, ist insbesondere seine Dimension als K-

Vektorraum endli
h. Diese Dimension sei n = [L : K℄. Eine K-Basis von L besteht dann aus n

Elementen 


1

; :::; 


n

2 L. Jedes Element 
 2 L ist eine Linearkombination 


1




1

+ ::: + 


n




n

mit

dur
h 
 eindeutig bestimmten KoeÆzienten 


1

; :::; 


n

2 K. Dur
hlaufen diese n KoeÆzienten

unabh

�

angig voneinander all die p Zahlen in K, so erh

�

alt man p

n

vers
hiedene Zahlen in L. Es

folgt

166



Satz 4.8 Die Anzahl der Elemente eines endli
hen K

�

orpers ist eine Potenz q = p

n

seiner

Charakteristik p.

Die Einheitengruppe L

�

hat q � 1 Elemente. F

�

ur alle Elemente 0 6= 
 2 L folgt daraus




q�1

= 1:

Multiplizieren wir diese Glei
hung mit 
, so �nden wir 


q

= 
. Das Element 
 ist Wurzel der

Glei
hung

X

q

�X = 0:

Weil au
h 
 = 0 eine Wurzel dieser Glei
hung ist, gen

�

ugen ihr alle q Elemente von L. Na
h Vieta

wird X

q

�X vom Polynom

Y


2L

(X � 
)

geteilt. Beide Polynome sind normiert vom glei
hen Grad. Also ist

X

q

�X =

Y


2L

(X � 
):

Daraus folgt:

Satz 4.9 Je zwei endli
he K

�

orper mit glei
her Anzahl von Elementen sind isomorph.

Beweis. Wenn q

1

= p

n

1

1

und q

2

= p

n

2

2

die Anzahlen der Elemente in diesen beiden K

�

orpern

sind, so folgt aus p

n

1

1

= p

n

2

2

dass p

1

= p

2

und n

1

= n

2

ist. Beide K

�

orper entstehen also aus

demselben Primk

�

orper IF

p

dur
h Adjunktion aller Wurzeln des Polynoms X

q

�X und sind na
h

Satz 3.12 IF

p

-isomorph.

Das war die Eindeutigkeitsaussage. Es gilt aber au
h die entspre
hende Existenxaussage:

Satz 4.10 Zu jeder Primzahlpotenz q = p

n

gibt es einen K

�

orper mit q Elementen.

Beweis. Es sei Z der Zerf

�

allungsk

�

orper des Poynoms X

q

�X

�

uber IF

p

. In Z liegt die Menge

L aller Nullstellen dieses Polynoms. Zwei Elemente 


1

; 


2

2 Z geh

�

oren genau dann zu L, wenn




q

1

= 


1

und 


q

2

= 


2

gilt. Daraus folgt

(


1

� 


2

)

q

= 


q

1

� 


q

2

= 


1

� 


2

;

und f

�

ur 


2

6= 0

�




1




2

�

q

=




q

1




q

2

=




1




2

:

Also liegen Produkte und Quotienten von Elementen aus L wieder in L. Dur
h wiederholte

Anwendung des Frobenius-Homomorphismus �ndet man aber au
h

(


1

+ 


2

)

q

= (


1

+ 


2

)

p

n

= 


p

n

1

+ 


p

n

2

= 


1

+ 


2

:

Also liegen au
h Summen von Elementen aus L wieder in L. Wegen �1 2 IF

p

� L geh

�

oren dann

au
h die Di�erenzen sol
her Elemente wieder zu L. Damit ist L ein Unterk

�

orper von Z.
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Die Ableitung des Polynoms X

q

�X ist

qX

q�1

� 1 = p

n

X

q�1

� 1 = �1 6= 0:

Das Polynom X

q

�X ist also separabel

�

uber IF

p

und hat genau q vers
hiedene Nullstellen in Z.

Damit hat L genau q Elemente.

De�nition 4.4 Man nennt den na
h Satz 4.10 und Satz 4.9 existierenden und bis auf IF

p

-

Isomorphie eindeutig bestimmten endli
hen K

�

orper der Ordnung p

n

den Galois-K

�

orper oder das

Galois-Feld der Ordnung p

n

und bezei
hnet ihn (es) mit GF (p

n

).

Die Einheitengruppe L

�

des K

�

orpers L mit q = p

n

Elementen ist na
h Satz 2.11 zyklis
h von

der Ordnung q � 1. Ist 
 2 F

�

ein Erzeugendes dieser Gruppe, so sind alle K

�

orperelemente 6= 0

in L Potenzen von 
. Es folgt

Satz 4.11 (vom primitiven Element in Char p) Jede endli
he Erweiterung eines endli
hen

K

�

orpers ist einfa
h.

Weil der Satz vom primitiven Element jetzt au
h f

�

ur Galois-Erweiterungen eines endli
hen

K

�

orpers ri
htig ist, gilt au
h die Folgerung Satz 3.34 jetzt au
h f

�

ur Galois-Erweiterungen eines

endli
hen K

�

orpers.

Im Beweis von Satz 4.10 haben wir au
h gesehen, dass die K

�

orpererweiterung IF

p

� L vom

Grad n normal und separabel ist. Sie ist also galoiss
h und die Galoisgruppe hat die Ordnung

[L : IF

p

℄ = n. Wegen




p

= 
 f

�

ur alle 
 2 IF

p

ist der Frobenius-Homomorphismus

F : L 3 
 7! 


p

2 L

ein K-Automorphismus von L.

Satz 4.12 Die Galoisgruppe G(L : IF

p

) ist zyklis
h von der Ordnung n. Sie wird erzeugt vom

Frobenius-Homomorphismus.

Beweis. Die Iterierten von F sind die Homomorphismen

F

k

: 
 7! 


p

k

; k = 1; 2; ::::

Solange k < n ist, gilt f

�

ur ein primitives Element 
 2 L, dass F

k

(
) 6= 
 ist. Denn andernfalls

w

�

aren alle p

n

K

�

orperelemente 
 2 L Wurzeln der Glei
hung X

p

k

= X. Na
h Vieta geht das

ni
ht f

�

ur k < n. Damit haben wir n � 1 vers
hiedene, ni
ht-triviale IF

p

-Homomorphismen F

k

von L. Weil die Ordnung der Galoisgruppe n ist, besteht sie aus diesen n� 1 Homomorphismen

und der Identit

�

at.

Zu jedem Teiler m von n gibt es genau eine zyklis
he Untergruppe der Ordnung m in der

Galoisgruppe. Ist r = n=m, so wird diese von F

r

erzeugt. Diese Untergruppen bestimmen na
h

Satz 3.30 die Zwis
henk

�

orper zwis
hen IF

p

und L, also die Unterk

�

orper von L. Daraus folgt
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Satz 4.13 Zu jedem Teiler m von n gibt es genau einen Unterk

�

orper der Ordnung p

m

. Er ist

der Fixk

�

orper des iterierten Frobenius F

m

. Er besteht also aus allen 
 2 L mit 


p

m

= 
. Ein

Element 0 6= 
 2 L geh

�

ort genau dann zu diesem K

�

orper, wenn 


p

m

�1

= 1 ist, also wenn seine

Ordnung in der Einheitengruppe = p

m

� 1 ist.

Alle Elemente 0 6= 
 2 L = GF (p

n

) gen

�

ugen der Glei
hung




p

n

�1

= 1;

sind also (p

n

� 1)-te Einheitswurzeln

�

uber IF

p

. Weil deren Anzahl = p

n

� 1 ist, ist GF (p

n

) der

(p

n

� 1)-te Kreisteilungsk

�

orper

�

uber IF

p

.

Aufgabe 4.13 a) (Kleiner Fermat) F

�

ur jede Primzahl p und jede nat

�

urli
he Zahl n 6= 0modp

ist n

p�1

= 1modp.

b) (Satz von Wilson) F

�

ur jede Primzahl p ist

(p� 1)! = �1modp:

Aufgabe 4.14 Es sei K = IF

3

(

p

2). Zeigen Sie, dass

p

2 7! �

p

2

den Frobenius-Automorphismus auf K induziert.

Aufgabe 4.15 Zeigen Sie, dass es in IF

3

[X℄ zw

�

olf irreduzible Polynome vom Grad 3 gibt, und

bestimmen Sie diese.

Aufgabe 4.16 (F 01, T2, A4) Sei IF

q

ein K

�

orper mit q Elementen und sei n 2 IN teiler-

fremd zu q. Sei K ein Zerf

�

allungsk

�

orper von x

n

� 1

�

uber IF

q

. Man zeige [K : IF

q

℄ = minfk 2

INjn teilt q

k

� 1g.

Aufgabe 4.17 (H 00, T1, A3) Sei K = IF

2

2000
der K

�

orper mit 2

2000

Elementen.

a) Wie viele Teilk

�

orper besitzt K?

b) Wie viele erzeugende Elemente hat die Erweiterung KjIF

2

? (Hinweis: Die bei der Bere
h-

nung auftretenden Potenzen von 2 m

�

ussen ni
ht ,,ausgere
hnet" werden.)

Aufgabe 4.18 (H 00, T2, A1) Seien K ein K

�

orper mit 15625 Elementen und G seine Au-

tomorphismengruppe. Wie viele und wie gro�e Bahnen hat G in K?

Aufgabe 4.19 (H 00, T2, A3) a) Sei p 6= 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass der K

�

orper IF

p

2

mit p

2

Elementen eine primitive 8-te Einheitswurzel enth

�

alt.

b) Zeigen Sie, dass das Polynom X

4

+1

�

uber Q irreduzibel und

�

uber jedem endli
hen K

�

orper

reduzibel ist.
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Aufgabe 4.20 (H 00, T3, A3) Sei k ein endli
her K

�

orper und K=k eine algebrais
he K

�

or-

pererweiterung. f und g seien irreduzible Polynome in K[X℄ vom glei
hen Grad. Zeigen Sie,dass

die K

�

orper K[X℄=(f) und K[X℄=(g) isomorph sind. (Anleitung: Nehmen Sie zun

�

a
hst an, dass

K ebenfalls endli
h ist, und f

�

uhren Sie den allgemeinen Fall darauf zur

�

u
k.)

Aufgabe 4.21 (F 00, T1, A1) Weisen Sie f

�

ur eine Primzahl p die

�

Aquivalenz folgender Aus-

sagen na
h:

i) f(X) = X

2

+ 2X + 2 ist irreduzibel

�

uber dem K

�

orper mit p

3

Elementen.

ii) p � 3mod 4.

Aufgabe 4.22 (F 99, T1, A2) Bekanntli
h kann man den K

�

orper der komplexen Zahlen aus

dem K

�

orper K := IR der reellen Zahlen wie folgt gewinnen: Man f

�

uhre auf der Menge C(K) :=

K �K aller Paare von Elementen von K folgende Addition und Multiplikation ein:

(x; y) + (x

0

; y

0

) := (x+ x

0

; y + y

0

);

(x; y) � (x

0

; y

0

) := (xx

0

� yy

0

; xy

0

+ yx

0

):

F

�

ur einen beliebigen K

�

orper K ist C(K) mit den obigen Verkn

�

upfungen ni
ht notwendig ein

K

�

orper, jedo
h stets ein kommutativer Ring mit Einselement (dies brau
ht ni
ht bewiesen zu

werden).

a) F

�

ur wel
he Primzahlen p ist C(IF

p

) ein K

�

orper? (Dabei ist IF

p

= ZZ=pZZ der K

�

orper mit

p Elementen.)

b) Man zeige: Ist p eine ungerade Primzahl und C(IF

p

) kein K

�

orper, so gibt es einen Ring-

Isomorphismus

C(IF

p

)

�

=

IF

p

� IF

p

;

wobei die Ringstruktur auf IF

p

�IF

p

dur
h komponentenweise Addition und Multiplikation gegeben

ist.


) Ist folgende Aussage ri
htig: F

�

ur eine ungerade Primzahl p ist C(IF

p

) genau dann ein

K

�

orper, wenn die multiplikative Gruppe C(IF

p

)

�

der Einheiten von C(IF

p

) zyklis
h ist?

Aufgabe 4.23 (H 97, T1, A1) Gegeben seien eine Primzahl p, eine nat

�

urli
he Zahl n mit

q = p

n

> 2 und ein Primteiler r von q�1. Wie

�

ubli
h bezei
hne IF

q

den K

�

orper mit q Elementen.

a) Zeigen Sie, dass die multiplikative Gruppe IF

�

q

= IF

q

n f0g ein Element 
 der Ordnung r

enth

�

alt und dass die Menge

G =

( 

1 �

0 �

!

2 GL(2; IF

q

);� 2 IF

q

; � 2 h
i

)

eine Untergruppe der Ordnung qr von GL(2; IF

q

) ist. Dabei ist h
i die von 
 erzeugte Untergruppe

von IF

�

q

.

b) Bestimmen Sie die Ordnungen der Elemente von G.


) Geben Sie die Anzahl der p- und der r-Sylowgruppen von G an.

Aufgabe 4.24 (H 97, T2, A3) Sei K = IF

q

der K

�

orper mit q = 2

10

Elementen und k = IF

2

der Primk

�

orper von K. Bestimmen Sie
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a) die Anzahl der erzeugenden Elemente der multiplikativen Gruppe K

�

= K n f0g,

b) alle Unterk

�

orper von K,


) die Anzahl der primitiven Elemente von Kjk.

Aufgabe 4.25 (H 97, T3, A3) Sei LjK eine endli
he galoiss
he Erweiterung mit Galoisgrup-

pe G. Sei H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass es ein ` 2 L gibt mit H = fg 2 G; g(`) =

`g.

Aufgabe 4.26 (F 97, T1, A1
)) Wel
he Teilk

�

orper besitzt der K

�

orper mit 128 Elementen?

Aufgabe 4.27 (H 96, T3, A3) Sei p 2 IN eine Primzahl, seien n;m � 1 nat

�

urli
he Zahlen

und K ein K

�

orper mit p

n

Elementen. Man zeige:

a) p

m

� 1 teilt genau dann p

n

� 1 wenn m Teiler von n ist.

b) K enth

�

alt genau dann einen Unterk

�

orper mit p

m

Elementen, wenn m Teiler von n ist.


) In wie viele irreduzible Faktoren zerf

�

allt das Kreisteilungspolynom �

31

�

uber ZZ=2ZZ?

Aufgabe 4.28 (H 95, T1, A2) Man bestimme alle unit

�

aren Ringhomomorphismen des Rin-

ges ZZ[X℄=(X

4

� 1) in die Ringe ZZ=(16);ZZ=(60) sowie in den K

�

orper IF

64

mit 64 Elementen.

Aufgabe 4.29 (H 95, T2, A3) Sei K ein K

�

orper der Charakteristik p > 0 und f 2 K[X℄ ein

ni
ht-konstantes irreduzibles Polynom. Man beweise:

a) f ist genau dann separabel, wenn die Ableitung Df 6= 0 ist.

b) Ist f ni
ht separabel, so gibt es ein Polynom g 2 K[X℄ mit f(X) = g(X

p

).


) Jede endli
he K

�

orpererweiterung vonK ist separabel() Der Frobenius-Homomorphismus

von K ist ein Automorphismus.

Aufgabe 4.30 (F 94, T2, A5) Es sei f(X) = X

6

+ 3 , IF der K

�

orper mit 7 Elementen und

L der Zerf

�

allungsk

�

orper von f(X)

�

uber IF. Man bere
hne [L : IF℄.

Aufgabe 4.31 (H 93, T2, A3) Sei f 2 K[X℄ ein normiertes irreduzibles Polynom

�

uber dem

K

�

orper K, sei � eine Nullstelle von f in einem Erweiterungsk

�

orper von K und es gelte f(�+1) =

0. Man zeige:

a) Der K

�

orper K hat positive Charakteristik.

Ist 
har(K) = p eine Primzahl und gilt zudem �

p

� � 2 K, so zeige man:

b) f stimmt mit dem Polynom X

p

�X � �

p

+ �

�

uberein.


) Die Erweiterung K(�)=K hat eine zyklis
he Galoisgruppe der Ordnung p.

Aufgabe 4.32 (H 91, T1, A4) Es sei K ein endli
her K

�

orper mit p

n

Elementen (n; p 2 IN; p

eine Primzahl). Man beweise:

i) � : K ! K; a! a

p

ist ein Automophimus von K.

ii) Die Automorphismengruppe G von K ist zyklis
h von der Ordnung n. (Hinweis: G wird

von � erzeugt.)

Aufgabe 4.33 (F 91, T1, A3) Sei f = x

6

+ x

4

+ x

2

+ 1 ein Polynom.

1) Bestimmen Sie einen Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber den rationalen Zahlen Q .

2) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f

�

uber Q .

3) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f

�

uber dem Primk

�

orper ZZ

5

mit 5 Elementen.

171



Aufgabe 4.34 (H 90, T2, A1) Sei IF

4

der K

�

orper mit 4 Elementen und sei

R := IF

4

[X℄=(X

5

�X

2

):

a) Wie viele Elemente besitzt R?

b) Wie viele Primideale gibt es in R?


) Wie viele Einheiten besitzt R?

d) Wie viele Nullteiler besitzt R?

Aufgabe 4.35 (F 90, T2, A5) K sei ein K

�

orper der Charakteristik 2, die Polynome f

1

=

x

2

� a

1

und f

2

= x

2

� x � a

2

mit a

1

; a

2

2 K, seien

�

uber K irreduzibel, L

1

bzw. L

2

seien

Zerf

�

allungsk

�

orper von f

1

bzw. f

2

. Kann es einen K-Isomorphismus von L

1

auf L

2

geben?

4.3 Zyklis
he K

�

orper

In diesem Paragraphen setzen wir zun

�

a
hst voraus: Es sei K ein K

�

orper, der alle n-ten Ein-

heitswurzeln enth

�

alt. Dabei nehmen wir an, dass entweder K die Charakteristik 0 hat, oder

dass K eine Charakteristik p > 1 hat und n ni
ht dur
h p teilbar ist. Dann gibt es in K also n

vers
hiedene n-te Einheitswurzeln. Wir bezei
hnen sie mit

w;w

2

; :::; w

n�1

; w

n

= 1:

Wir betra
hten hier die reine Glei
hung

X

n

� a = 0; 0 6= a 2 K:

Ist L � K eine K

�

orpererweiterung, die eine Nullstelle 
 dieser Glei
hung enth

�

alt, so enth

�

alt sie

au
h die insgesamt n vers
hiedenen Nullstellen


; w
; w

2


; :::; w

n�1


:

Das Polynom X

n

� 
 ist also separabel

�

uber K. Es zerf

�

allt

�

uber K(
) in Linearfaktoren. Der

K

�

orper K(
) ist damit galois
h

�

uber K.

Satz 4.14 a) Die Galoisgruppe des Polynoms X

n

� a

�

uber K ist zyklis
h.

b) Ist das Polynom X

n

� a irreduzibel

�

uber K, dann ist die Galoisgruppe zyklis
h von der

Ordnung n.

Beweis. a) Jede Galois-Transformation g 2 G(K(
) : K) wird dur
h eine Transformation


 7! w

k

� 
; k 2 ZZ

n

;
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de�niert. Die Hintereinanders
haltung zweier Transformationen 
 7! w

k

� 
 und 
 7! w

l

� 
 geh

�

ort

dabei zur Transformation w

k+l

� 
: Damit wird die Galois-Gruppe eine Untergruppe der Gruppe

der n-ten Einheitswurzeln. Na
h Satz 2.11 ist diese Gruppe zyklis
h, und die Galoisgruppe als

Untergruppe einer zyklis
hen Gruppe ist au
h wieder zyklis
h.

b) Ist X

n

� a irreduzibel

�

uber K, so sind alle Wurzeln dieses Polynoms konjugiert

�

uber K.

Die Galoisgruppe operiert transitiv auf diesen Wurzeln, und hat damit mindestens die Ordnung

n.

Von Satz 4.14 b) gilt au
h die Umkehrung:

Satz 4.15 Es sei K � L eine galoiss
he K

�

orpererweiterung mit zyklis
her Galoisgruppe der

Ordnung n. Dann entsteht L aus K dur
h Adjunktion einer n-ten Wurzel aus einem Element

a 2 K.

Beweis. Es sei g 2 G(L : K) ' ZZ

n

ein Erzeugendes dieser Gruppe.

F

�

ur ein Element 
 2 L bilden wir die sogenannte Lagranges
he Resolvente

(w; 
) := 
+ wg(
) + w

2

g

2

(
) + :::+ w

n�1

g

n�1

(
):

W

�

are diese Lagranges
he Resolvente (w; 
) = 0, so w

�

are 
 eine Nullstelle der Abbildung

L! L; x 7! x+ wg(x) + w

2

g

2

(x) + :::+ w

n�1

g

n�1

(x):

Setzen wir a

�

= w

�

in Satz 3.34, so sehen wir dass diese Abbildung ni
ht die Nullabbildung ist.

Es muss also ein 
 2 L mit (w; 
) 6= 0 geben. Ein sol
hes 
 w

�

ahlen wir.

Das Bild der Lagranges
hen Resolvente unter g ist

g(w; 
) = g(
) + wg

2

(
) + w

2

g

3

(
) + :::+ w

n�1


 = (w; 
)=w:

Die n-te Potenz a := (w; 
)

n

bleibt also unter g, und dann unter der ganzen Galoisgruppe

invariant. Deswegen liegt a in K.

Die n Konjugierten von (w; 
) unter der Galoisgruppe

(w; 
); (w; 
)=w; (w; 
)=w

2

; :::; (w; 
)=w

n�1

sind alle voneinander vers
hieden (weil (w; 
) 6= 0 ist). Deswegen muss das Minimalpolynom von

(w; 
)

�

uber K den Grad n haben. Weil (w; 
) eine Nullstelle des Polynoms X

n

� a ist, muss dies

das Minimalpolynom von (w; 
) sein. L entsteht also aus K dur
h Adjunktion einer (und dann

au
h aller) Nullstelle(n)

n

p

a von X

n

� a.

Beispiel 4.8 Es sei K = Q(

p

�3) der dritte Kreisteilungsk

�

orper

�

uber Q. Das Polynom f(X) =

X

3

�2 ist irreduzibel

�

uber Q vom Grad drei. Deswegen kann es in K keine Nullstelle haben, und

ist irreduzibel

�

uber K. Der Zerf

�

allungsk

�

orper L := K(

p

�3;

3

p

2) von f

�

uber Q ist zyklis
h vom

Grad drei

�

uber K. Die drei Konjugierten von

3

p

2

�

uber K sind

3

p

2; g(

3

p

2) = ! �

3

p

2; g

2

(

3

p

2) = !

2

�

3

p

2;
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wo ! 2 C eine der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln ist. Wegen

3

p

2 + ! � g(

3

p

2) + !

2

� g

2

(

3

p

2) = (1 + !

2

+ !) �

3

p

2 = 0

ist die Lagranges
he Resolvente (!;

3

p

2) = 0. Aber f

�

ur 
 =

3

p

4 = (

3

p

2)

2

ist

g(
) = !

2

�

3

p

4; g

2

(
) = !

3

p

4;

und die Lagranges
he Resolvente ist

(!; 
) =

3

p

4 + ! � !

2

3

p

4 + !

2

� !

3

p

4 = 3 �

3

p

4 6= 0:

Die dritte Potenz dieser Lagranges
hen Resolvente ist

a := (!; 
)

3

= 108 2 K:

Und L entsteht aus K dur
h Adjunktion der dritten Wurzel

3

p

a = 3

3

p

4:

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wann die reine Glei
hung X

n

� a

�

uber K irreduzibel ist,

und zwar f

�

ur den Fall, dass n = p 6= 
har(K) eine Primzahl ist.

Satz 4.16 Das Polynom X

p

� a 2 K[X℄ ist irreduzibel

�

uber K, oder es zerf

�

allt s
hon

�

uber K

in Linearfaktoren.

Beweis. Na
h Satz 4.14a) ist f

�

ur L = K(

p

p

a) die Galoisgruppe G(L : K) isomorph zu einer

Untergruppe der Gruppe der p-ten Einheitswurzeln in K. Weil diese zyklis
h von Primzahlord-

nung ist die Galoisgruppe entweder trivial, oder zyklis
h von der Ordnung p.

Wenn die Galoisgruppe trivial ist, gilt L = K. Es gibt eine Wurzel

p

p

a in K, und weil

alle p-ten Einheitswurzeln in K liegen sollten, liegen alle p-ten Wurzeln aus a s
hon in K. Das

Polynom X

p

� a zerf

�

allt

�

uber K in Linearfaktoren.

Wenn die Galoisgruppe zyklis
h von der Ordnung p ist, ist jede Galoistransformation g 2

G(L : K) festgelegt dur
h das Bild g(

p

p

a) 2 L. Das Element

p

p

a besitzt also p vers
hiedene

Konjugierte in L. Sein Minimalpolynommuss den Grad p haben und mitX

p

�a

�

ubereinstimmen.

Deswegen ist dieses Polynom irreduzibel.

Was bleibt von diesen s
h

�

onen S

�

atzen, wenn K ni
ht alle n-ten Einheitswurzeln enth

�

alt?

Satz 4.17 a) Es sei X

n

�a

�

uber K separabel und L � K der Zerf

�

allungsk

�

orper dieses Polynoms.

Dann enth

�

alt L alle n-ten Einheitswurzeln und ist zyklis
h

�

uber dem Zwis
henk

�

orper K(

n

p

1).

b) Es sei L � K eine zyklis
he, galoiss
he K

�

orpererweiterung vom Grad n. Dann ist L

enthalten in einer Erweiterung, die aus K(

n

p

1) dur
h Adjunktion aller Wurzeln einer reinen

Glei
hung entsteht.
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Beweis. a) Das Polynom X

n

� a hat

�

uber L insgesamt n vers
hiedene Wurzeln. Ist 


1

eine

dieser Wurzeln, so sind die anderen Wurzeln von der Form w �


1

, wo w alle n-ten Einheitswurzeln

dur
hl

�

auft. Der K

�

orper L enth

�

alt also den n-ten Kreisteilungsk

�

orperK(

n

p

1)

�

uberK. Der K

�

orper

L entsteht aus diesem Kreisteilungsk

�

orper dur
h Adjunktion aller Wurzeln des Polynoms X

n

�a

und ist na
h Satz 4.14a) zyklis
h

�

uber K(

n

p

1).

b) Der K

�

orper L

0

entstehe aus L dur
h Adjunktion aller n-ten Einheitswurzeln. Er enth

�

alt al-

so den Kreisteilungs-K

�

orperK

0

:= K(

n

p

1). Es sei 
 2 L ein primitives Element f

�

ur die K

�

orperer-

weiterung K � L. Dann ist L

0

= K

0

(
). Jedes g

0

2 G(L

0

: K

0

) wird de�niert dur
h g(
) = 


0

, wo




0

2 L

0

konjugiert zu 


�

uber K

0

ist. Dann ist 


0

au
h konjugiert zu 


�

uber K und liegt in L. Der

Galois-Automorphismus g

0

induziert damit einen Galois-Automorphismus g 2 G(L : K). Die

Abbildung g

0

7! g ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus G(L

0

: K

0

)! G(L : K). Damit

ist au
h G(L

0

: K

0

) als Untergruppe der zyklis
hen Gruppe G(L : K) selbst wieder zyklis
h.

Satz 4.18 Es sei p 6= 
har(K) eine Primzahl. Entweder ist das Polynom X

p

� a 2 K[X℄

irreduzibel, oder a = b

p

; b 2 K; ist eine p-te Potenz, und

X

p

� b

p

= (X � b) � (X

p�1

+ bX

p�2

+ :::+ b

p�2

X + b

p�1

)

spaltet

�

uber K den Linearfaktor X � b ab.

Beweis. Entweder ist X

p

� a irreduzibel

�

uber K oder es gibt eine Zerlegung

X

p

� a = f(X) � g(X); f; g 2 K[X℄:

In seinem Zerf

�

allungsk

�

orper zerf

�

allt X

p

� a in Linearfaktoren

X

p

� a =

p�1

Y

�=0

(X � w

�

�);

wo � eine p-te Wurzel von a und w eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Au
h f zerf

�

allt hier

in ein Produkt aus Linearfaktoren X �w

�

�. Hat f den Grad m, so ist der konstante Summand

b = f(0) von f von der Form

b = w

k

� �

m

:

Es folgt

b

p

= �

p

m

= a

m

:

Wegen 0 < m = Grad(f) < p ist ggT (m; p) = 1 und es gibt ganze Zahlen �; � mit �m+�p = 1.

Daraus folgt, dass

a = a

�m

� a

�p

= b

�p

� a

�p

= (b

�

� a

�

)

p

eine p-te Potenz ist.

Beispiel 4.9 (H 00, T1, A4) a) Man zeige, dass das Polynom f = X

1999

� 2000 irreduzibel

�

uber Q ist.

b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe von f

�

uber Q.
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a) Die Zahl 1999 ist eine Primzahl. I
h habe das nat

�

urli
h mit dem Befehl 'ifa
tor' von

MAPLE ge
he
kt. MAPLE darf man in die Staatsexamensklausur ni
ht mitnehmen. Man muss

also die Zahl 1999 dur
h alle Primzahlen

2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43 <

p

1999 = 44; :::

teilen, und sehen, dass diese Division nie aufgeht. Mit dem Tas
henre
hner geht das in etwa

zwei bis drei Minuten. Mit der Hand brau
ht man etwa eine Viertelstunde. Man ist si
h da aber

nie si
her. Also: In die Klausur unbedingt einen Tas
henre
hner mitnehmen!

Wir k

�

onnen deswegen Satz 4.18 anwenden. Damit ist f irreduzibel, falls ni
ht 2000 eine

1999-te Potenz in Q ist. In diesem Fall h

�

atte f 2 Q[X℄ eine Wurzel 
 2 Q und na
h Satz 2.32a)

w

�

are 
 sogar ein ganze Zahl. Weil 
 ni
ht = 1 sein kann, w

�

are 
 � 2 und

2000 = 


1999

� (1 + 1)

1999

> 1 + 1999 +

 

1999

2

!

> 2000:

Das geht ni
ht! Also ist f irreduzibel

�

uber Q.

b) Die Galoisgruppe von f

�

uber Q ist die Galoisgruppe des Zerf

�

allungsk

�

orpers L von f

�

uber

Q. Dieser K

�

orper enth

�

alt den Kreisteilungsk

�

orper Q(

1999

p

1) vom Grad 1998

�

uber Q. Es gibt eine

(eindeutig bestimmte) reelle Zahl 
 mit 


1999

= 2000. Der Unterk

�

orper Q(
) � L hat den Grad

1999

�

uber Q, weil f

�

uber Q irreduzibel ist. Also liegt 
 ni
ht im Kreisteilungsk

�

orper K. Na
h

Satz 4.18 ist das Polynom f dann au
h irreduzibel

�

uber K, und L = K(
) hat

�

uber K den Grad

1999. Die Galoisgruppe hat die Ordnung

[L : Q℄ = [L : K℄ � [K : Q℄ = 1999 � 1998:

Beispiel 4.10 Jetzt sei

f = X

1991

� 2000 2 Q[X℄:

Was kann man da sagen? Weil 1991 = 11 �181 keine Primzahl ist, greift keiner unserer s
h

�

onen

S

�

atze. Wenn f = g � h

�

uber Q reduzibel w

�

are, dann w

�

aren die Polynome g und h na
h Satz 2.31

s
hon ganzzahlig. Und der konstante KoeÆzient g

0

:= g(0) w

�

are ein ganzzahliger Teiler von

2000. Weil 2000 = 2

4

� 5

3

ist, gibt es davon eine ganze Menge, n

�

amli
h die 40 Zahlen

�2

k

� 5

l

; k = 0; :::; 4; l = 0; :::; 3:

Jetzt hilft nur no
h absolute Brutalit

�

at: Es sei 
 die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl mit 


1991

=

2000 und w 2 C ein primitive 1991-te Einheitswurzel.

�

Uber C zerf

�

allt

f(X) =

1990

Y

m=0

(X � w

m


)

in Linearfaktoren. Ist d := Grad(g), so ist g

0

ein Produkt von d vers
hiedenen Zahlen w

m


 und

2

k

� 5

l

= jg

0

j = 


d

= (

1991

p

2000)

d

:

Daraus folgt

2

1991�k

� 5

1991�l

= 2000

d

= 2

4�d

� 5

3�d

;

176



1991 � k = 4 � d; 1991 � l = 3 � d;

k

l

=

4

3

:

Mit den zur Verf

�

ugung stehenden Zahlen k = 0; :::; 4 und l = 0; :::; 3 ist dies nur f

�

ur k = 4; l = 3

und d = 1991 m

�

ogli
h. Es folgt

Grad(g) = 1991 = Grad(f);

und f ist irreduzibel

�

uber Q.

Was ist jetzt die Galois-Gruppe von f

�

uber Q? Wieder haben wir K

�

orpererweiterungen

Q � K = Q(

1991

p

1) � L = K(
);

wo L der Zerf

�

allungsk

�

orper von f ist. Weil f irreduzibel

�

uber Q ist, hat Q(
) den Grad 1991

�

uber Q. Der Grad des Kreisteilungsk

�

orpers K

�

uber Q ist

'(1991) = '(11) � '(181) = 10 � 180 = 1800:

Also liegt 
 ni
ht in K. Na
h Satz 4.14 a) ist die Galoisgruppe G(L : K) zyklis
h von der Ordnung

1991. Der Kreisteilungsk

�

orper K ist normal in L. Deswegen ist G(L : K) ' ZZ

1991

� G(L : Q)

ein Normalteiler. Der Quotient G(L : Q)=G(L : K) ist die Galoisgruppe G(K : Q). Dies ist die

prime Restklassengruppe ZZ

�

1991

. Die Galoisgruppe G(L : Q) hat also die Ordnung

1991 � '(1991) = 1991 � 1800:

Aufgabe 4.36 Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: Ist a 2 Q eine p-te Potenz in Q(

p

p

1), dann

ist a s
hon in Q eine p-te Potenz.

Aufgabe 4.37 Wel
he der folgenden Polynome sind irreduzibel in Q[X℄:

X

12

� 1; X

12

� 3; X

12

� 4; X

12

+ 4;

X

12

� 6; X

12

� 8; X

12

� 9; X

12

� 12:

Aufgabe 4.38 (H 98, T2, A4) Sei n eine nat

�

urli
he Zahl und w eine primitive n-te Einheits-

wurzel.

a) Zeigen Sie, dass f

�

ur jeden Teilk

�

orper K � C der K

�

orpergrad [K(w) : K℄ ein Teiler von

'(n) ist.

b) Sei d ein positiver Teiler von '(n). Zeigen Sie, dass es einen K

�

orper K � C gibt, f

�

ur den

[K(w) : K℄ = d ist.


) Sei speziell n = 5. Geben Sie f

�

ur jeden positiven Teiler d von '(5) einen K

�

orper K � C

an, f

�

ur den [K(w) : K℄ = d ist.
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Aufgabe 4.39 (F 97, T1, A3) Sei G = C

q

eine zyklis
he Gruppe, deren Ordnung q eine

Primzahlpotenz sei. Es sei p eine Primzahl mit p � 1 mod q, und K

p

= Q(e

2�i=p

) sei der p-

te Kreisteilungsk

�

orper.

a) Konstruieren Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus � : H ! G, wobei H =

C

p�1

die zyklis
he Gruppe der Ordnung p� 1 sei.

b) Begr

�

unden Sie kurz, warum H zur Galoisgruppe von K

p

�

uber Q isomorph ist.


) Warum gibt es einen Teilk

�

orper von K

p

, dessen Galoisgruppe

�

uber Q isomorph zu G ist?

d) Nennen Sie eine normale Erweiterung von Q mit der Galoisgruppe C

3

�

uber Q.

Aufgabe 4.40 (F 97, T2, A3a)) Zeigen Sie: F

�

ur jede Primzahl p ist die Menge der primiti-

ven p-ten Einheitswurzeln aus C linear unabh

�

angig

�

uber Q.

Aufgabe 4.41 (F 97, T2, A5) Sei p eine ungerade Primzahl und q eine weitere Primzahl.

Setze f := X

p

� q.

a) Zeigen Sie: Ist x 2 C eine Nullstelle von f , so enth

�

alt der K

�

orper Q(x) keine weitere

Nullstelle von f .

b) Wel
he Ordnung besitzt die Galoisgruppe von f

�

uber Q?

Aufgabe 4.42 (F 97, T3, A4) a) Es sei � eine primitive f

�

unfte Einheitswurzel und � = � +

�

�1

. Leiten Sie aus der Minimalglei
hung von �

�

uber Q eine quadratis
he Glei
hung von �

�

uber

Q her. Beweisen Sie, dass

p

5 in Q(�) enthalten ist.

b) Zeigen Sie, dass X

5

� 2

�

uber Q(

p

5) irreduzibel ist.


) Es sei E der Zerf

�

allungsk

�

orper von X

5

� 2

�

uber Q(

p

5). Bestimmen Sie den Grad [E :

Q(

p

5)℄.

d) Bestimmen Sie die Galoisgruppe G von E

�

uber Q(

p

5) und alle Zwis
henk

�

orper.

e) Ist E

�

uber Q normal?

Aufgabe 4.43 (F 96, T2, A5) Seien k; `; n nat

�

urli
he Zahlen mit n = k`. Sei K ein K

�

orper

der Charakteristik 0, der eine primitive n-te Einheitswurzel enth

�

alt. Sei f = X

n

� a ein irredu-

zibles Polynom aus K[X℄ und L sein Zerf

�

allungsk

�

orper

�

uber K. Sei z 2 L eine Nullstelle von f .

Man zeige, dass L = K(z) ist. Man zeige, dass es genau einen Zwis
henk

�

orper Z von LjK gibt

mit [Z : K℄ = k. Man zeige, dass Z = K(z

`

) ist.

Aufgabe 4.44 (H 95, T1, A5) Sei K = Q(!) mit ! := e

2�i=5

und F ein Zwis
henk

�

orper mit

Q � F � K; Q 6= F 6= K.

a) Man ermittle das Minimalpoynom von !

�

uber Q und gebe eine Vektorraum-Basis von K

�

uber Q an.

b) Warum ist K � Q galoiss
h? Man bere
hne Gal(K=Q).


) Man bere
hne das Minimalpolynom von !

�

uber F .

Aufgabe 4.45 (H 95, T3, A4) a) Zeigen Sie, dass f = X

8

� 2

�

uber Q(i) irreduzibel ist.

b) Bestimmen Sie den Zerf

�

allungsk

�

orper L von f

�

uber Q(i) und bere
hnen Sie den Grad

[L : Q(i)℄.


) Beweisen Sie, dass die Galoisgruppe von L=Q(i) zyklis
h ist.

d) Bestimmen Sie den Grad des Zerf

�

allungsk

�

orpers von f

�

uber dem Grundk

�

orper ZZ=17ZZ.
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Aufgabe 4.46 (H 94, T2, A4) Sei K ein K

�

orper. Zeigen Sie: Ist n eine positive ganze Zahl,

die kein Vielfa
hes der Charakteristik von K ist, und enth

�

alt K die n-ten Einheitswurzeln, so

ist jede K

�

orpererweiterung L der Form K(

n

p

a), a 2 K, von K eine Galoiserweiterung mit

zyklis
her Galoisgruppe Gal(L=K). Die Ordnung von Gal(L=K) ist ein Teiler von n.

Aufgabe 4.47 (H 94, T3, A5) Sei k 2 IN; k � 1; n = 3 �2

k

und � = e

2�i

n

2 C. Bestimmen Sie

das Minimalpolynom von �

�

uber Q explizit.

Aufgabe 4.48 (F 94, T1, A5) Es sei K ein K

�

orper, der eine primitive n-te Einheitswur-

zel enth

�

alt. Au�erdem sei 
harK = p; p 6= 0, und p sei kein Teiler von n. Es sei L ein

Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f = (x

n

� a

1

)(x

n

� a

2

) 2 K[x℄. Zeigen Sie:

(i) L : K ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Die Galoisgruppe G = G(L : K) ist abels
h.

(iii) Die Ordnung jedes Elements von G teilt n.

Aufgabe 4.49 (F 94, T2, A4) Man bestimme den Zerf

�

allungsk

�

orper L des Polynoms f(X) =

X

6

+3

�

uber Q. Man bestimme den Grad [L : Q℄ und die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(LjQ).

Aufgabe 4.50 (H 93, T1, A1) Sei K ein K

�

orper, n 2 IN mit 
harK 6 jn und L ein Zerf

�

al-

lungsk

�

orper des Polynoms X

n

� a 2 K[X℄. Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von LjK ist isomorph

zu einer Untergruppe der Gruppe der Matrizen

 

x y

0 1

!

mit x 2 (ZZ=nZZ)

�

und y 2 ZZ=nZZ.

Aufgabe 4.51 (H 93, T2, A4) Sei � = e

2�i

12

eine primitive 12-te Einheitswurzel. Die relativen

Automorphismen des Kreisteilungsk

�

orpers Q(�)

�

uber Q sind dur
h die Zuordnungen

Æ

k

: � 7! �

k

[k℄ prime Restklasse modulo 12 i.e. [k℄ 2 (ZZ=12ZZ)

�

vollst

�

andig bes
hrieben, und die Zuordnung j : Æ

k

7! kmod 12 liefert einen Isomorphismus der

Galoisgruppe G der Erweiterung Q(�)=Q auf (ZZ=12ZZ)

�

.

a) Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von Q(�)=Q wird dur
h die Automorphismen Æ

1

; Æ

5

; Æ

7

und

Æ

11

gebildet und ist isomorph zur Kleins
hen Vierergruppe.

b) Man bestimme s

�

amtli
he Unterk

�

orper der Erweiterung Q(�)=Q und s
hreibe sie als einfa-


he Erweiterungen von Q.

Aufgabe 4.52 (F 93, T1, A4) Es gibt keine galoiss
he Erweiterung KjQ mit zyklis
her Ga-

loisgruppe der Odnung 4, wel
he i =

p

�1 enth

�

alt. Hinweis: Fassen Sie K als Teilk

�

orper von C

auf!

Aufgabe 4.53 (F 93, T3, A3) a) Man beweise, dass � =

1+i

p

2

eine primitive a
hte Einheits-

wurzel ist.

b) Man beweise, dass Q(�) = Q(

p

2; i) ist, und man bestimme den Grad dieses K

�

orpers

�

uber

Q.


) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(Q(�)jQ) und alle quadratis
hen Teilk

�

orper von Q(�).

d) Es sei � =

8

p

2. Man bere
hne den Grad von Q(�)

�

uber Q.

179



e) Man beweise, dass Q(�; i) der Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms x

8

�2

�

uber Q ist, und man

bere
hne seinen Grad

�

uber Q.

f) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von Q(�; i)

�

uber Q dur
h Angabe von Er-

zeugenden und de�nierenden Relationen.

Aufgabe 4.54 (H 92, T3, A4) Es sei a eine primitive siebente Einheitswurzel. Dann ist ihr

Minimalpolynom

�

uber Q bekanntli
h glei
h dem siebenten Kreisteilungspolynom

f(X) =

6

X

j=0

X

j

:

Ferner ist Q(a)jQ eine galoiss
he Erweiterung. Mit G sei die zugeh

�

orige Galoisgruppe bezei
hnet.

a) Man beweise, dass ein � 2 G existiert mit �(a) = a

3

. Man bere
hne die Ordnung von �.

b) Man beweise, dass G von � erzeugt wird.


) Man beweise, dass �

3

(z) = z ist f

�

ur alle z 2 Q(a).

d) Man bestimme die Minimalpolynome von b := a+ a

6

und von 
 := a+ a

2

+ a

4

�

uber Q.

e) Man beweise, dass Q(b) und Q(
) die einzigen e
hten Zwis
henk

�

orper der Erweiterung

Q(a)jQ sind.

Aufgabe 4.55 (F 92, T2, A4) a) Sei K ein K

�

orper, a ein Element von K, und seien m und

n zwei nat

�

urli
he Zahlen 6= 0, die relativ prim zueinander sind. Zeigen Sie, dass das Polynom

X

mn

� a genau dann irreduzibel

�

uber K ist, wenn die Polynome g

m

(X) = X

m

� a und g

n

(X) =

X

n

� a irreduzibel

�

uber K sind.

b) Sei p eine Primzahl, und sei a ein Element in K, das in K keine p-te Wurzel besitzt.

Zeigen Sie, dass X

p

� a = g

p

(X) irreduzibel

�

uber K ist.

Aufgabe 4.56 (H 91, T2, A3) F

�

ur jede nat

�

urli
he Zahl n sei Q

n

der K

�

orper, der aus Q dur
h

Adjunktion aller n-ten Einheitswurzeln entsteht.

a) Man beweise, dass f

�

ur ungeraden nat

�

urli
hen Zahlen n gilt: Q

n

= Q

2n

.

b) Man bestimmme alle nat

�

urli
hen Zahlen n, f

�

ur wel
he die Erweiterung Q

n

jQ den Grad 6

hat.


) F

�

ur jede Erweiterung Q

n

jQ vom Grad 6 bestimme man den Zwis
henk

�

orper, der

�

uber Q

den Grad 2 hat.

Aufgabe 4.57 (F 91, T2, A5) Sei L der Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms X

5

�2

�

uber Q. Man

bere
hne [L : Q℄.

Aufgabe 4.58 (F 91, T2, A6) Sei m > 1 eine ungerade nat

�

urli
he Zahl. Man zeige:

a) a 2 C ist genau dann eine primitive m-te Einheitswurzel (

�

uber Q), wenn �a eine primitive

2m-te Einheitswurzel ist.

b) Kreisteilungspolynome erf

�

ullen die Indentit

�

at:

�

2m

(X) = �

m

(�X):
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Aufgabe 4.59 (F 91, T3, A1) Sei � 2 Ceine primitive siebente Einheitswurzel.

a) Zeigen Sie, dass

p

�7 in Q(�) liegt.

b) Bere
hnen Sie das Minimalpolynom von �

�

uber K = Q(

p

�7).


) Bestimmen Sie ein Polynom f 2 K[x℄ mit f(�) = �

�1

.

Aufgabe 4.60 (H 90, T1, A5) Bestimmen Sie die Galois-Gruppen des Polynoms x

4

�5

�

uber

den K

�

orpern Q;Q(

p

5) und Q(i).

Aufgabe 4.61 (H 90, T3, A3) In dieser Aufgabe ist der Grundk

�

orper K = Q(i). Es sei

f(X) = X

8

�2; � eine Nullstelle von f(X) und L := K(�). Man beweise die folgenden Aussagen

a) bis e) .

a)f(X) ist

�

uber K irreduzibel .

b) L enth

�

alt die a
hten Einhietswurzeln.


) L ist Zerf

�

allungsk

�

orper von f(X)

�

uber K .

d) Es gibt genau einen Automorphismus � von LjK mit �(�) = (1 + i)�

�3

.

e) Die Galoisgruppe von LjK ist zyklis
h und wird von dem Autormorphismus � in Teil d)

der Aufgabe erzeugt.

f) Man bestimme alle Zwis
henk

�

orper von LjK.

Aufgabe 4.62 (F 90, T1, A4) a) Man gebe eine komplexe Zahl z an, so dass Q(z)=Q eine

galoiss
he K

�

orpererweiterung mit einer zyklis
hen Galoisgruppe der Ordnung 22 ist.

b) Man l

�

ose die glei
he Aufgabe f

�

ur die zyklis
he Gruppe der Ordnung 11. (Insbesondere soll

wie in a) ein primitives Element angegeben werden.)

Aufgabe 4.63 (F 90, T2, A4) Es sei � eine primitive (2n + 1)-te Einheitswurzel

�

uber Q.

Zeigen Sie:

� = ��

2

ist eine primitive (4n+ 2)-te Einheitswurzel. Folgern Sie daraus, dass Q(�) = Q(�) ist.

4.4 Au


�

osbare K

�

orper

Die Generalvoraussetzung f

�

ur diesen Paragraphen ist:

Der K

�

orper K habe entweder die Charakteristik 0 oder, wenn er eine Charakteristik p > 1

hat, dann sei er endli
h.

Jedes Polynom f 2 K[X℄ ist dann separabel, und jeder Zerf

�

allungsk

�

orper

�

uber K galoiss
h.

Wenn das ni
ht der Fall ist, dann kann man die Aussagen dieses Paragraphen immer no
h in

modi�zierter Form beweisen. Man muss dann aber so viele Ausnahmen ma
hen, dass i
h dabei

einfa
h ni
ht den

�

Uberbli
k behalte.
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De�nition 4.5 Eine galoiss
he K

�

orperweiterung K � L hei�e au


�

osbar, wenn die Galoisgruppe

G(L : K) au


�

osbar ist.

Dies ist keine Standardbezei
hnung. I
h benutze sie hier, weil sie so s
h

�

on in mein System

passt. I
h glaube, die Standardbezei
hnung ist metazyklis
her K

�

orper.

Wir erinnern uns: Eine Gruppe G hei�t au


�

osbar, wenn es eine endli
he Kette

G = G

0

� G

1

� G

2

� ::: � G

k�1

� G

k

= f1g

von Untergruppen G

i

� G gibt derart, dass G

i+1

Normalteiler in G

i

ist, und die Faktorgruppe

G

i

=G

i+1

zyklis
h von Primzahlordnung ist.

Satz 4.19 Eine galoiss
he K

�

orpererweiterung K � L ist genau dann au


�

osbar, wenn es eine

Kette

K = K

0

� K

1

� ::: � K

k�1

� K

k

= L

von Zwis
henk

�

orpern K

i

gibt derart, dass K

i+1

normal

�

uber K

i

und die Galoisgruppe G(K

i+1

:

K

i

) zyklis
h von Primzahlordnung ist.

Bemerkung: Ist K � L = K

k

galoiss
h und K

k�1

� L normal, so ist au
h K � K

k�1

galoiss
h (Satz 3.32) und damit die Erweiterung K

k�2

� K

k�1

(Satz 3.29). Iteriert man dieses

Argument, so sieht man, dass jede der Erweiterungen K

i

� K

i+1

galoiss
h ist.

Beweis des Satzes (Induktion na
h k) ): Es sei G

1

� G ein Normalteiler und G=G

1

zyklis
h

von Primzahlordnung p. Zu G

1

geh

�

ort ein Zwis
henk

�

orper K

1

mit K � K

1

� L, der normal

�

uber K ist. Er ist dann au
h galoiss
h

�

uber K und seine Galoisgruppe

G(K

1

: K) = G(L : K)=G(L : K

1

) = G=G

1

ist zyklis
h von der Ordnung p. Die Galoisgruppe G(L : K

1

) = G

1

� G ist au


�

osbar, und die

Anzahl der zur Au


�

osung n

�

otigen Normalteiler ist k � 1. Die Behauptung f

�

ur K

1

� L ist die

Induktionsannahme, und daraus folgt die Behauptung f

�

ur K � L.

(: Wenn der Zwis
henk

�

orperK

1

� L normal

�

uberK ist, dann ist die zugeh

�

orige Untergrup-

pe G

1

:= G(L : K

1

) ein Normalteiler in G. Ist K � K

1

zyklis
h von Primzahlgrad, so ist au
h

die Faktorgruppe G=G

1

= G(K

1

: K) zyklis
h von Primzahlordnung. Na
h Induktionsannahme

f

�

ur K

1

� L gibt es eine Kette von Normalteilern

G

1

� G

2

� ::: � G

k�1

� G

k

= f1g;

in der alle sukzessiven Quotienten zyklis
h von Primzahlordnung sind. Die Kette

G � G

1

� ::: � G

k�1

� G

k

= f1g

liefert die Behauptung f

�

ur G.

Satz 4.20 a) Die Iteration au


�

osbarer K

�

orpererweiterungen ist wieder au


�

osbar. Genauer: Sind

K � L und L � M au


�

osbare K

�

orpererweiterungen, und ist M normal

�

uber K, so ist M au
h

au


�

osbar

�

uber K.

b) Ist K

1

normaler Zwis
henk

�

orper einer au


�

osbaren K

�

orpererweiterung K � L, so ist au
h

die Erweiterung K � K

1

au


�

osbar.


) Der Zerf

�

allungsk

�

orper einer reinen Glei
hung X

n

� a = 0; a 2 K; ist au


�

osbar

�

uber K.
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Beweis. a) Die Galoisgruppe G(M : K) enth

�

alt den au


�

osbaren Normalteiler G(M : L), und

au
h die Faktorgruppe G(L : K) = G(M : K)=G(M : L) ist au


�

osbar. Na
h Satz 1.39 ist damit

G(M : K) selbst au


�

osbar.

b) Die Galoisgruppe G(K

1

: K) ist Faktorgruppe der au


�

osbaren Galoisgruppe G(L : K)

und na
h Satz 1.40 selbst au


�

osbar.


) Der Zerf

�

allungsk

�

orper Z der reinen Glei
hung X

n

� a = 0 enth

�

alt den n-ten Kreistei-

lungsk

�

orperK(

n

p

1) als normalen Zwis
henk

�

orper. Na
h Satz 4.5 ist die GaloisgruppeG(K(

n

p

1) :

K) abels
h, und damit au


�

osbar. Na
h Satz 4.14 a) ist die Galoisgruppe von Z

�

uber K(

n

p

1)

zyklis
h, und somit au


�

osbar. Die Behauptung folgt aus a).

De�nition 4.6 Es sei f 2 K[X℄ ein Polynom mit KoeÆzienten im K

�

orper K. Die Glei
hung

f(X) = 0

hei�t (dur
h Radikale) au


�

osbar, wenn man alle ihre L

�

osungen (im Zerf

�

allungsk

�

orper von f)

dur
h iteriertes Wurzelziehen, beginnend mit Elementen aus K, hins
hreiben kann.

Was das hei�t, ist intuitiv ziemli
h klar. Es exakt zu bes
hreiben ist etwas umst

�

andli
h: alle

Nullstellen von f in seinem Zerf

�

allungsk

�

orper liegen in einer K

�

orpererweiterung von K, die man

wie folgt erh

�

alt:

1) Man zieht aus einem Element a 2 K eine Wurzel

n

p

a irgend eines endli
hen Grades. Die

erhaltene K

�

orpererweiterung sei K

1

.

2) Man iteriert das Verfahren aus 1) endli
h oft

�

uber dem jeweiligen Erweiterungsk

�

orper.

Adjungiert man an K eine n-te Wurzel

n

p

a wo n = n

1

� n

2

keine Primzahl ist, so ist

n

p

a =

n

1

q

n

2

p

a

zu adjungieren, indem man Adjungieren von Wurzeln von Primzahlgrad iteriert. Man kann si
h

deswegen beimWurzelziehen auf Wurzeln von Primzahlgrad bes
hr

�

anken. Hat K eine Charakte-

ristik p > 1, so liegen alle p-ten Wurzeln von Elementen aus K s
hon in K. Man kann deswegen

weiter annehmen, dass der Primzahlgrad der zu ziehenden Wurzeln 6= p ist.

Der folgende Satz ist der kr

�

onende H

�

ohepunkt dieser Vorlesung.

Satz 4.21 (Galois) F

�

ur ein irreduzibles Polynom f 2 K[X℄ sind

�

aquivalent:

i) Es gibt eine Wurzel von f , die man dur
h iteriertes Wurzelziehen hins
hreiben kann;

ii) der Zerf

�

allungsk

�

orper Z von f ist Zwis
henk

�

orper K � Z � L einer au


�

osbaren Erwei-

terung K � L;

iii) der Zerf

�

allungsk

�

orper Z ist selbst eine au


�

osbare K

�

orpererweiterung von K;

iv) die Polynomglei
hung f(X) = 0 ist au


�

osbar.
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Beweis i) ) ii): Die genannte Wurzel von f liegt in einem K

�

orper K

m

, der aus K dur
h

endli
h viele K

�

orpererweiterungen

K � K

1

� K

2

� ::: � K

m�1

� K

m

entsteht, wobei jede dieser K

�

orperereiterungen K

�

� K

�+1

Adjunktion einer

n

�

p

a

�

; a

�

2 K

�

;

ist. Wir ersetzen nun K

1

dur
h den Zerf

�

allungsk

�

orper L

1

� K

1

der reinen Glei
hung X

n

0

� a

0

.

Dieser K

�

orper ist normal

�

uber K und na
h Satz 4.20
) au
h au


�

osbar

�

uber K. Als n

�

a
hstes

ersetzen wir K

2

dur
h den Zerf

�

allungsk

�

orper L

2

des Polynoms

(X

n

1

� a

(1)

1

) � (X

n

1

� a

(2)

1

) � ::: � (X

n

1

� a

(i

1

)

1

) 2 K[X℄

�

uberK

1

, wo a

(1)

1

= a

1

; a

(2)

1

; :::; a

(i

1

)

1

2 K

1

die Konjugierten von a

1

2 K

1

�

uberK sind. Dann ist L

2

normal

�

uber K. Der K

�

orper L

2

entsteht aus K

1

dur
h sukzessive Adjunktion aller Wurzeln einer

reinen Glei
hung

�

uberK

1

. Na
h Satz 4.20
) entsteht bei jeder dieser Adjunktionen ein

�

uber dem

vorhergehenden K

�

orper au


�

osbarer und

�

uber K

1

normaler Zwis
henk

�

orper. Der ist na
h Satz

4.20b) au
h

�

uber K

1

au


�

osbar. S
hlie�li
h ist dann L

2

�

uber K

1

au


�

osbar und

�

uber K normal.

Dann ist L

2

na
h Satz 4.20a) au
h

�

uber K au


�

osbar. L

2

enth

�

alt den K

�

orper K

2

= K

1

(

n

1

p

a

1

)

und damit das Element a

2

.

Dieses Verfahren iterieren wir. Im �+1-ten S
hritt ersetzen wir also den K

�

orper K

�+1

dur
h

den Zerf

�

allungsk

�

orper

�

uber L

�

des Polynoms

(X

n

�

� a

(1)

�

) � (X

n

�

� a

(2)

�

) � ::: � (X

n

�

� a

(i

�

)

�

);

wo a

(1)

�

= a

�

; a

(2)

�

; :::; a

(i

�

)

�

2 L

�

die Konjugierten von a

�

�

uber K sind. Dann enth

�

alt L

�+1

den

K

�

orper K

�+1

und damit a

�+1

. Der K

�

orper L

�+1

ist wieder au


�

osbar

�

uber K.

Am S
hluss entsteht ein

�

uber K au


�

osbarer K

�

orper L = L

m

, der eine Nullstelle von f , und

damit den Zerf

�

allungsk

�

orper Z von f

�

uber K enth

�

alt.

ii) ) iii): Der Zerf

�

allungsk

�

orper Z ist ein

�

uber K normaler Zwis
henk

�

orper in dem

�

uber K

au


�

osbaren K

�

orper L aus ii). Dann ist au
h Z selbst na
h Satz 4.20b) au


�

osbar

�

uber K.

iii) ) iv): Alle Nullstellen von f liegen in Z. Weil Z au


�

osbar

�

uber K ist, werden alle

Elemente dieses K

�

orpers, und damit au
h alle Nullstellen von f dur
h iteriertes Wurzelziehen

erhalten.

iv ) i) ist o�ensi
htli
h.

Satz 4.22 (Anwendung) Jede Glei
hung zweiten, dritten oder vierten Grades ist au


�

osbar.

Beweis. Die Galoisgruppe der Glei
hung ist eine Untergruppe der symmetris
hen Gruppe

S

2

; S

3

; bzw. S

4

. Diese Gruppen sind au


�

osbar (Beispiel 1.20), und damit ist es au
h jede ihrer

Untergruppen.

Aufgabe 4.64 (F 95, T3, A5) Sei F=K eine ni
httriviale endli
he Galoiserweiterung mit auf-

l

�

osbarer Galoisgruppe. Zeigen Sie, dass es einen Zwis
henk

�

orper K � E � F gibt, so dass E=K

galoiss
h mit abels
her Galoisgruppe ist.
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4.4.1 Glei
hungen vom Grad drei

Die symmetris
he Gruppe S

3

hat eine Normalreihe

S

3

� A

3

� f1g:

Der Zerf

�

allungsk

�

orper Z eines Polynoms f vom Grad 3 hat entspre
hend den Zwis
henk

�

orper

K � K(

p

D) � Z:

Im Allgemeinen (z.B f

�

ur f(X) = X

3

� 2

�

uber K = Q) ist die Galoisgruppe G die ganze

symmetris
he Gruppe. Die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad drei operiert

transitiv auf den drei Wurzeln. Deswegen ist die Ordnung der Galoisgruppe dur
h 3 teilbar. F

�

ur

ein irreduzibles Polynom vom Grad drei gibt es deswegen nur die M

�

ogli
hkeiten A

3

oder S

3

.

Wegen Satz 3.35 unters
heiden si
h beide dur
h die Diskriminante D:

G = A

3

, D ist ein Quadrat in K;

G = S

3

, D ist kein Quadrat in K:

Beispiel 4.11 (F 01, T3, A5) Wel
hes sind die Galoisgruppen der Polynome x

3

�3x+3; x

3

�

1; x

3

� 3x+ 1

�

uber Q?

L

�

osung: Das Polynom x

3

� 3x+ 3 ist irreduzibel

�

uber Q (Eisenstein zur Primzahl 3), x

3

�

1 = (x � 1)(x

2

+ x + 1) ist reduzibel, seine Galoisgruppe ist die Galoisgruppe ZZ

2

des dritten

Kreisteilungspolynoms, und das Polynom x

3

� 3x + 1 ist wieder irreduzibel. W

�

are es n

�

amli
h

reduzibel

�

uber Q, w

�

urde es einen ganzzahligen Linearfaktor x � a; a 2 ZZ; abspalten. Als Teiler

des konstanten KoeÆzienten 1, kann a nur = �1 sein. Beide Zahlen sind aber keine Nullstelle

des Polynoms.

Um die Frage bei den beiden irreduziblen Polynomen zu ents
heiden, muss man f

�

ur ein

quadratfreies Polynom dritten Grades x

3

+ px+ q die Formel

D = �4p

3

� 27q

2

f

�

ur die Diskriminante kennen (s. Aufgabe 2.71). Beim ersten Polynom ist

D = �4 � (�3)

3

� 27 � 3

2

= 4 � 27� 27 � 9 = �5 � 27

kein Quadrat in Q. Die Galoisgruppe ist die symmetris
he Gruppe S

3

. Beim zweiten Polynom

ist

D = �4 � (�3)

3

� 27 = 4 � 27� 27 = 3 � 27 = 81 = 9

2

ein Quadrat in Q. Die Galoisgruppe ist die alternierende Gruppe A

3

.

Nehmen wir jetzt an, wir haben den Allgemeinfall G = S

3

. Um zum Zerf

�

allungsk

�

orper Z

eines Polynoms

f(X) = X

3

+ a

1

X

2

+ a

2

X + a

3
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zu gelangen, muss man zun

�

a
hst die Wurzel der Diskriminante adjungieren. Man vereinfa
ht

si
h das Leben, wenn man zuerst dur
h eine Substitution Y = X + a

1

=3 das quadratis
he Glied

entfernt, und das Polynom auf eine quadratfreie Form

X

3

+ pX + q

bringt. Na
h Aufgabe 2.71 ist in diesem Fall

D = �4p

3

� 27q

2

:

�

Uber dem Zwis
henk

�

orperK(

p

D) hat Z die zyklis
he GaloisgruppeA

3

' ZZ

3

. Der Zerf

�

allungsk

�

orper

enth

�

alt auf jeden Fall die dritten Einheitswurzeln

! =

1

2

(�1 +

p

�3) und !

2

=

1

2

(�1�

p

�3):

�

Uber K(

p

D;!) erh

�

alt man Z dur
h Adjunktion einer Lagranges
hen Resolvente (!; x).

Sind x

1

; x

2

; x

3

2 Z die Nullstellen von f , so ist z.B.

(1; x

1

) = x

1

+ x

2

+ x

3

= 0; (!; x

1

) = x

1

+ !x

2

+ !

2

x

3

; (!

2

; x

1

) = x

1

+ !

2

x

2

+ !x

3

:

Na
h dem Beweis von Satz 4.15 enth

�

alt K(

p

D;!) die dritte Potenz

(!; x

1

)

3

= x

3

1

+ x

3

2

+ x

3

3

+3!(x

2

1

x

2

+ x

2

2

x

3

+ x

2

3

x

1

) + 3!

2

(x

1

x

2

2

+ x

2

x

2

3

+ x

3

x

2

1

)

+6x

1

x

2

x

3

:

Unser Ziel ist es, diese Zahl dur
h die elementarsymmetris
hen Funktionen der Wurzeln

�

1

= x

1

+ x

2

+ x

3

= 0;

�

2

= x

1

x

2

+ x

1

x

3

+ x

2

x

3

= p;

�

3

= x

1

x

2

x

3

= �q

und

p

D = (x

1

� x

2

)(x

1

� x

3

)(x

2

� x

3

) = x

2

1

x

2

+ x

2

2

x

3

+ x

2

3

x

1

� (x

1

x

2

2

+ x

2

x

2

3

+ x

3

x

2

1

)

auszudr

�

u
ken. Mit der Newtons
hen Formel (Satz 2.36) f

�

ur r = n = 3 �nden wir (wegen s

1

=

�

1

= 0)

s

3

= s

2

�

1

� s

1

�

2

+ 3�

3

= 3�

3

;

x

2

1

x

2

+ x

2

2

x

3

+ x

2

3

x

1

+ x

1

x

2

2

+ x

2

x

2

3

+ x

3

x

2

1

= (x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

)(x

1

+ x

2

+ x

3

)� s

3

= �3�

3

;

x

2

1

x

2

+ x

2

2

x

3

+ x

2

3

x

1

=

1

2

(�3�

3

+

p

D);

x

1

x

2

2

+ x

2

x

2

3

+ x

3

x

2

1

=

1

2

(�3�

3

�

p

D):
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Somit ist

(!; x

1

)

3

= 3�

3

+

3!

2

(�3�

3

+

p

D) +

3!

2

2

(�3�

3

�

p

D) + 6�

3

=

27

2

�

3

+

3

2

p

�3

p

D

= �

27

2

q +

3

2

p

�3

p

D:

Die Zahl (!

2

; x

1

) erh

�

alt man aus (!; x

1

), indem man ! und !

2

vertaus
ht. Das

�

andert das

Vorzei
hen vor

p

D. Also ist

(!

2

; x

1

)

3

= �

27

2

q �

3

2

p

�3

p

D:

Die dritten Wurzeln (!; x

1

) und (!

2

; x

1

) sind jeweils dreier Werte f

�

ahig. Wegen

(!; x

1

)(!

2

; x

1

) = (x

1

+ !x

2

+ !

2

x

3

)(x

1

+ !

2

x

2

+ !x

3

)

= x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

+ (! + !

2

)(x

1

x

2

+ x

1

x

3

+ x

2

x

3

)

= �

2

1

� 3�

2

= �3�

2

= �3p

sind sie aber ni
ht unabh

�

angig, sondern so zu w

�

ahlen dass

(!; x

1

)(!

2

; x

1

) = �3p

ist. Die Wurzeln x

i

selbst erh

�

alt man dann aus

3x

1

= (1; x

1

) + (!; x

1

) + (!

2

; x

1

)

= (!; x

1

) + (!

2

; x

1

);

3x

2

= (1; x

1

) + !

2

(!; x

1

) + !(!

2

; x

1

)

= !

2

(!; x

1

) + !(!

2

; x

1

);

3x

2

= (1; x

1

) + !(!; x

1

) + !

2

(!

2

; x

1

)

= !(!; x

1

) + !

2

(!

2

; x

1

):

Beispiel 4.12 Eine kubis
he Glei
hung mit den Nullstellen 1; 2 und �3 ist

f(X) = X

3

� 7X + 6 = 0:

Hier ist also

p = �7; q = 6; D = �4 � (�7)

3

� 27 � 6

2

= 400:

Damit wird

(!; x

1

)

3

= �81 + 30

p

�3; (!

2

; x

1

)

3

= �81� 30

p

�3:
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W

�

ahlen wir f

�

ur (!; x

1

) eine dritte Wurzel

3

q

�81 + 30

p

�3;

so ist

(!

2

; x

1

) =

21

3

q

�81 + 30

p

�3

:

Und eine L

�

osung der Glei
hung ist

1

3

((!; x

1

) + (!

2

; x

1

)) =

1

3

0

�

3

q

�81 + 30

p

�3 +

21

3

q

�81 + 30

p

�3

1

A

:

Das soll eine der Wurzeln 1; 2 oder 3 sein? So habe i
h mir das Au


�

osen einer kubis
hen

Glei
hung aber ni
ht vorgestellt!

Man kommt der Sa
he etwas n

�

aher, wenn man den Computer ausre
hnen l

�

asst, was die

dritte Wurzel numeris
h ist. MAPLE liefert mit ziemli
her Pr

�

azision

(!; x

1

) = 3 + 2

p

3i;

21

(!; x

1

)

= 3� 2

p

3i:

Und in der Tat:

(3 + 2

p

3i)

3

= 27 + 54

p

3i� 108 � 24

p

3i = �81 + 30

p

3i;

(3 + 2

p

3i)(3 � 2

p

3i) = 9 + 12 = 21:

Die MAPLE-N

�

aherung ist tats

�

a
hli
h exakt. Damit erh

�

alt man die L

�

osungen

x

1

=

1

3

(3 + 2

p

3i+ 3� 2

p

3i) = 2;

x

2

=

1

3

(3!

2

+ 2!

2

p

3i+ 3! � 2!

p

3i) =

1

3

(�3 + 6) = 1;

x

3

=

1

3

(3! + 2!

p

3i+ 3!

2

� 2!

2

p

3i) =

1

3

(�3� 6) = �3:

Aufgabe 4.65 Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms

f(X) = X

3

� 7X + 6

a) dur
h Probieren;

b) mit der Cardanos
hen Formel (Hinweis:

�

1

6

(3� 5i

p

3)

�

3

= �

1

p

3

3

(9

p

3� 10i): )
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Aufgabe 4.66 Bestimmen Sie die Galoisgruppe der Polynome

X

3

� 15X + 10 und X

3

� 10X + 15

�

uber Q(

3

p

1).

Aufgabe 4.67 (F 01, T1, A4) Bestimmen Sie alle Teilk

�

orper eines Zerf

�

allungsk

�

orpers E des

Polynoms (x

3

� 3x+ 1)(x

2

+ 2)

�

uber Q und ein primitives Element von E=Q.

Aufgabe 4.68 (F 01, T2, A5) Seien S

2

respektive S

3

die Gruppen der Permutationen von

f1; 2g resp. f1; 2; 3g. Man zeige, dass es eine Galoiss
he Erweiterung K=Q gibt mit Galoisgruppe

Gal(K=Q) ' S

2

� S

3

.

Aufgabe 4.69 (H 98, T1, A4) Man gebe eine komplexe Zahl � an, f

�

ur die Q(�)jQ eine Ga-

loiserweiterung von Grad 3 ist.

4.4.2 Glei
hungen vom Grad vier

Die allgemeine Polynomglei
hung vom Grad vier

X

4

+ a

3

X

3

+ a

2

X

2

+ a

1

X + a

0

= 0

kann wieder dur
h die Transformation Y = X + a

3

=4 auf eine Form

X

4

+ pX

2

+ qX + r = 0

ohne einen Anteil dritten Grades gebra
ht werden. Diese Form legen wir jetzt zu Grunde. Wieder

setzen wir voraus, dass die Glei
hung die volle Gloisgruppe S

4

hat.

Die symmetris
he Gruppe S

4

ist au


�

osbar mit einer Normalreihe

S

4

� A

4

� ZZ

2

� ZZ

2

� ZZ

2

� f1g:

Dazu geh

�

oren Zwis
henk

�

orper zwis
hen dem Grundk

�

orper K und dem Zerf

�

allungsk

�

orper Z der

Glei
hung:

K � K(

p

D) � K

1

� K

2

� Z:

Die (unbekannten) Wurzeln der Glei
hung nennen wir x

1

; x

2

; x

3

; x

4

2 Z. Die elementarsymme-

tris
hen Funktionen in x

1

; :::; x

4

sind dann

�

1

= 0;

�

2

= p;

�

3

= �q;

�

4

= r:
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K

1

ist der Fixk

�

orper der Kleins
hen Vierergruppe ZZ

2

� ZZ

2

� S

3

. Zu ihm geh

�

oren die drei

Elemente

�

1

:= (x

1

+ x

2

)(x

3

+ x

4

);

�

2

:= (x

1

+ x

3

)(x

2

+ x

4

);

�

3

:= (x

1

+ x

4

)(x

2

+ x

3

);

Keines dieser drei Elemente ist invariant unter dem Dreierzyklus (1; 2; 3) 2 A

4

. Also geh

�

ort

keines dieser Elemente zu K(

p

D), dem Fixk

�

orper von A

4

. Jedes f

�

ur si
h erzeugt den K

�

orper

K

1

�

uber K(

p

D).

Unter S

4

werden die drei Elemente �

1

; �

2

; �

3

permutiert. Sie sind also

�

uber K untereinander

konjugiert (und au
h ihre einzigen Konjugierten). Deswegen gen

�

ugen sie einer Polynomglei
hung

vom Grad drei

X

3

+ b

2

X

2

+ b

1

X + b

0

= 0

�

uberK. Die KoeÆzienten sind (bis auf das Vorzei
hen) die elementarsymmetris
hen Funktionen

der �

i

:

b

2

= �(�

1

+ �

2

+ �

3

)

= �2�

2

;

b

1

= �

1

�

2

+ �

1

�

3

+ �

2

�

3

= (x

1

+ x

2

)(x

3

+ x

4

)(x

1

+ x

3

)(x

2

+ x

4

) +

(x

1

+ x

2

)(x

3

+ x

4

)(x

1

+ x

4

)(x

2

+ x

3

) +

(x

1

+ x

3

)(x

2

+ x

4

)(x

1

+ x

4

)(x

2

+ x

3

)

= ��

2

2

+ ��

4

;

b

0

= ��

1

�

2

�

3

= �(x

1

+ x

2

)(x

1

+ x

3

)(x

1

+ x

4

)(x

2

+ x

3

)(x

2

+ x

4

)(x

3

+ x

4

)

= 
�

3

2

+ Æ�

2

�

4

+ ��

2

3

:

Die unbekannten KoeÆzienten �; :::; � sind dabei universell, v

�

ollig unabh

�

angig von K und der

Glei
hung. Sie sind am einfa
hsten zu bestimmen, indem wir f

�

ur x

1

; :::; x

4

spezielle Werte ein-

setzen:

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) �

1

�

2

�

3

b

1

b

0

�

2

�

3

�

4

(1;�1; 0; 0) 0 �1 �1 1 0 �1 0 0

(1;�1; 1;�1) 0 �4 0 0 0 �2 0 1

(1; 1;�2; 0) �4 �1 �1 � 4 �3 �2 0

F

�

ur � und � folgen daraus die Glei
hungen

� = 1; 4�+ � = 0 ) � = �4;

und f

�

ur 
; Æ; �


 = 0; �2Æ = 0; 4� = �4 ) � = 1:
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Wir haben also gefunden

b

1

= �

2

2

� 4�

4

= p

2

� 4r; b

0

= �

2

3

= q

2

:

Das Minimalpolynom der �

i

hat damit die Form

X

3

� 2pX

2

+ (p

2

� 4r)X + q

2

= 0:

Diese Glei
hung hei�t die kubis
he Resolvente der urspr

�

ungli
hen Glei
hung vom Grad vier.

Diese kubis
he Resolvente kann man, wie im letzten Abs
hnitt erl

�

autert, au


�

osen, und erh

�

alt

Formeln f

�

ur �

1

; �

2

und �

3

. Damit ist der K

�

orper K

1

gefunden. Der K

�

orper K

2

entsteht daraus

dur
h Adjunktion von x

1

+ x

2

, weil dieses Element ni
ht unter der ganzen Kleins
hen Vierer-

gruppe invariant ist, sondern nur unter der Untergruppe < (1; 2)(3; 4) >' ZZ

2

. Wegen

(x

1

+ x

2

)(x

3

+ x

4

) = �

1

; (x

1

+ x

2

) + (x

3

+ x

4

) = 0;

�ndet man

x

1

+ x

2

= �(x

3

+ x

4

) =

p

��

1

und ebenso

x

1

+ x

3

= �(x

2

+ x

4

) =

p

��

2

; x

1

+ x

4

= �(x

2

+ x

3

) =

p

��

3

:

Die Vorzei
hen dieser Quadratwurzeln sind aber ni
ht unabh

�

angig voneinander, denn

p

��

1

p

��

2

p

��

3

= (x

1

+ x

2

)(x

1

+ x

3

)(x

1

+ x

4

)

= x

3

1

+ x

2

1

(x

2

+ x

3

+ x

4

) + x

1

x

2

x

3

+ x

1

x

2

x

4

+ x

1

x

3

x

4

+ x

2

x

3

x

4

= �

3

= �q:

Aus diesen Quadratwurzeln �ndet man die L

�

osungen verm

�

oge

2x

1

=

p

��

1

+

p

��

2

+

p

��

3

;

2x

2

=

p

��

1

�

p

��

2

�

p

��

3

;

2x

3

= �

p

��

1

+

p

��

2

�

p

��

3

;

2x

4

= �

p

��

1

�

p

��

2

+

p

��

3

:

Eine Untergruppe G � S

4

kann nur dann als Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms

�

uber

K vorkommen, wenn G transitiv auf den vier Wurzeln x

1

; :::; x

4

operiert. Na
h Aufgabe 1.32 ist

dann G konjugiert zu einer der folgenden f

�

unf Untergruppen:

� Kleins
he Vierergruppe V = fid; (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3)g,

� zyklis
he Gruppe < (1; 2; 3; 4) >,

� 2-Sylow-Untergruppe ' D

4

=< V; (1; 2; 3; 4) >,
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� alternierende Gruppe A

4

,

� ganze zyklis
he Gruppe S

4

.

Wann G eine Untergruppe von A

4

ist, wird dadur
h ents
hieden, ob

p

D im Grundk

�

orper

K liegt oder ni
ht. Aus obiger Liste sind nur die Untergruppen V oder A

4

Untergruppen der

alternierenden Gruppe A

4

. Wir sehen: Genau dann ist G = V oder A

4

, wenn

p

D 2 K. Wei-

tere Unters
heidungen erlaubt die Kenntnis der kubis
hen Resolvente. Auf ihren drei Wurzeln

�

1

; �

2

; �

3

operiert die symmetris
he Gruppe S

4

transitiv. Diese drei Wurzeln sind au
h alle von-

einander vers
hieden: Es ist z.B.

�

1

� �

2

= (x

1

+ x

2

)(x

3

+ x

4

)� (x

1

+ x

3

)(x

2

+ x

4

)

= x

1

x

3

+ x

1

x

4

+ x

2

x

3

+ x

2

x

4

� (x

1

x

2

+ x

1

x

4

+ x

2

x

3

+ x

3

x

4

)

= x

1

(x

3

� x

2

) + x

4

(x

2

� x

3

)

= (x

1

� x

4

)(x

3

� x

2

)

6= 0;

weil das Polynom vierten Grades irreduzibel vorausgesetzt ist, und seine Wurzeln deswegen alle

voneinander vers
hieden sind.

Die Stabilisatoruntergruppe einer jeden dieser drei Wurzeln hat also den Index 3 in G, deswe-

gen die Ordnung 8 und ist konjugiert zu einer der drei 2-Sylowgruppen ' D

4

. Die Galoisgruppe

G ist genau dann in einer dieser drei Gruppen enthalten, wenn sie eine Wurzel �

i

der kubis
hen

Resolvente fest l

�

asst. Das ist genau dann der Fall, wenn diese Wurzel im Grundk

�

orper K liegt,

und die kubis
he Resolvente

�

uber K reduzibel ist.

Damit kommen wir zur folgenden (beinahe vollst

�

andigen) Fallunters
heidung:

Satz 4.23 Das Polynom vierten Grades f 2 K[X℄ sei irreduzibel. Dann gilt

Diskriminante kubis
he Resolvente Galoisgruppe

p

D 62 K irreduzibel S

4

p

D 62 K reduzibel D

4

oder ZZ

4

p

D 2 K irreduzibel A

4

p

D 2 K reduzibel V

Aufgabe 4.70 Zeigen Sie f

�

ur die Nullstellen �

i

der kubis
hen Resolvente

�

1

� �

2

= (x

1

� x

4

)(x

3

� x

2

);

�

1

� �

3

= (x

1

� x

3

)(x

4

� x

2

);

�

2

� �

3

= (x

1

� x

2

)(x

4

� x

3

);

und folgern Sie daraus, dass die kubis
he Resolvente die glei
he Diskriminante hat, wie die

urspr

�

ungli
he Glei
hung vierten Grades.
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Aufgabe 4.71 Gegeben sei das Polynom

f(X) = X

4

� 15X

2

+ 10X + 24:

a) Bestimmen Sie seine kubis
he Resolvente.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen dieser kubis
hen Resolvente, notfalls dur
h Probieren.


) L

�

osen Sie die Glei
hung f(X) = 0:

Aufgabe 4.72 Es seien K ein K

�

orper der Charakteristik 0 und n 2 IN. Zeigen Sie, dass die

Galoisgruppe des Polynoms

X

4n

+ aX

3n

+ bX

2n

+ 
X

n

+ d; a; b; 
; d 2 K;

au


�

osbar ist.

Aufgabe 4.73 Es sei f(X) = X

4

� a 2 Q[X℄. Zeigen Sie:

a) f ist irreduzibel genau dann, wenn a kein Quadrat und �4a keine vierte Potenz in Q ist.

b) Wenn f irreduzibel ist, dann ist seine Galoisgruppe entweder die zyklis
he Gruppe ZZ

4

oder

die Diedergruppe D

4

.

Aufgabe 4.74 (H 96, T2, A4) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe des Po-

lynoms x

4

� 13x

2

+ 1

�

uber dem K

�

orper der rationalen Zahlen.

Aufgabe 4.75 (H 96, T3, A4) Man zeige f

�

ur das Polynom f = X

4

�X + 1 2 ZZ[X℄:

a) f hat keine reelle Nullstelle.

b) f ist irreduzibel

�

uber Q. (Hinweis: Reduktion modulo 2)


) Ist u + iv (mit u; v 2 IR) eine Nullstelle von f in C, so ist g = X

3

� 4X � 1 das

Minimalpolynom von 4u

2

�

uber Q.

d) Die Galoisgruppe von f

�

uber Q besitzt ein Element der Ordnung 3.

e) Keine Nullstelle a 2 C von f ist, als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1

mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

4.4.3 Glei
hungen vom Grad � 5

In diesem Abs
hnitt sei K stets ein K

�

orper der Charakteristik = 0.

In Abs
hnitt 1.6 haben wir bewiesen: Die alternierende Gruppe A

n

ist f

�

ur n � 5 einfa
h.

Sie ist o�ensi
htli
h ni
ht abels
h. Deswegen ist sie ni
ht au


�

osbar. Damit ist au
h die Gruppe

S

n

, wel
he A

n

als Untergruppe enth

�

alt, f

�

ur n � 5 ni
ht au


�

osbar wegen Satz 1.40. Ob eine

Glei
hung vom Grad n � 5 au


�

osbar ist oder ni
ht, h

�

angt also von der Galoisgruppe dieser

Glei
hung ab. Ist diese Galoisgruppe die volle symmetris
he Gruppe S

n

, oder die alternierende

Gruppe A

n

, dann kann die Glei
hung ni
ht dur
h iteriertes Wurzelziehen aufgel

�

ost werden. Es

ist zu erwarten, dass dies der 'Allgemeinfall' sein wird. Aber es ist ni
ht ganz einfa
h, das pr

�

azise

zu ma
hen. Eine m

�

ogli
he Form daf

�

ur ist die folgende Aussage:

Satz 4.24 (Abel) Die allgemeine Glei
hung vom Grad n � 5

�

uber K hat die Galoisgruppe S

n

.

193



Hier versteht man unter der 'allgemeinen Glei
hung' die Glei
hung

X

n

+ u

1

X

n�1

+ :::+ u

n�1

X + u

n

= 0;

wo u

1

; :::; u

n

Unbestimmte

�

uberK sind. Das ist also eine Glei
hung

�

uber demK

�

orperK(u

1

; :::; u

n

)

der rationalen Funktionen in n Unbestimmten u

1

; :::; u

n

. (Den Index an den u

i

habe i
h nur der

Bequemli
hkeit halber ver

�

andert, anders als bei der bisherigen S
hreibweise von Polynomen.)

Beweis des Satzes. Wir nehmen eine neue Kollektion x

1

; :::; x

n

von n Unbestimmten und

bilden damit den K

�

orperK(x

1

; :::; x

n

) der rationalen Funktionen in x

1

; :::; x

n

. Auf diesem K

�

orper

operiert die symmetris
he Gruppe S

n

dur
h Permutation der x

i

.

Die elementarsymmetris
hen Funktionen der x

1

; :::; x

n

�

�

(x

1

; :::; x

n

) 2 K(x

1

; :::; x

n

)

erzeugen einen Teilk

�

orper

K(�

1

; :::; �

n

) � K(x

1

; :::; x

n

):

Dieser Teilk

�

orper ist der Quotientenk

�

orper des Rings K[�

1

; :::; �

n

℄ der symmetris
hen Polyno-

me in x

1

; :::; x

n

. Jedes Element des Teilk

�

orpers ist ein Bru
h p=q, wo p und q symmetris
he

Funktionen in den x

1

; :::; x

n

sind. Deswegen geh

�

ort der Teilk

�

orper zum Fixk

�

orper der Gruppe

S

n

:

K(�

1

; :::; �

n

) � K(x

1

; :::; x

n

)

S

n

:

Nun sind alle x

i

Nullstellen des Polynoms

f(X) := X

n

� �

1

X

n�1

� :::+ (�1)

n�1

�

n�1

X + (�1)

n

�

n

2 K(�

1

; :::; �

n

)[X℄:

Damit ist K(x

1

; :::; x

n

) ein Zerf

�

allungsk

�

orper dieses Polynoms f

�

uber K(�

1

; :::; �

n

) und insbe-

sondere galoiss
h

�

uber diesem Teilk

�

orper. Die Galoisgruppe

G = G(K(x

1

; :::; x

n

) : K(�

1

; :::; �

n

))

ist eine Untergruppe der Permutationsgruppe S

n

der Wurzeln x

i

von f . Wir wissen aber s
hon,

dass die volle symmetris
he Gruppe S

n

auf dieser K

�

orpererweiterung operiert. Es folgt G = S

n

.

Die K

�

orpererweiterung K(x

1

; :::; x

n

) ist also galoiss
h

�

uber dem Unterk

�

orper K(�

1

; :::; �

n

) mit

Galoisgruppe S

n

.

Der K

�

orper K(�

1

; :::; �

n

) ist K-isomorph zum K

�

orper der rationalen Funktionen in den

�

1

; :::; �

n

, und insbesondere isomorph zum K

�

orper K(u

1

; :::; u

n

). Au
h

K(u

1

; :::; u

n

) 3 u

i

7! (�1)

i

�

i

2 K(�

1

; :::; �

n

)

ist ein K-Isomorphismus. Unter diesem geht die oben bes
hriebene allgemeine Glei
hung

�

uber

in die Glei
hung f = 0. Deren Galoisgruppe haben wir als die volle symmetris
he Gruppe S

n

identi�ziert. Diese Gruppe ist dann au
h die Galoisgruppe der allgemeinen Glei
hung.

Praktis
h ist dieser Satz 4.24 allerdings von bes
hr

�

anktem Wert. Wir k

�

onnten ihn

�

uber

K = Q anwenden, wenn wir Zahlen u

1

; :::; u

n

2 C �nden k

�

onnten derart, dass

u

1

transzendet

�

uber Q ist (das ist kein gro�es Problem),

194



u

2

transzendent

�

uber Q(u

1

) ist (das ist s
hon ein ziemli
h tie
iegendes Problem),

u

3

transzendent

�

uber Q(u

1

; u

2

),

usw. ...

Es ist ni
ht-trivial, auf diese Weise ein Beispiel einer konkreten Glei
hung mit Galoisgruppe S

n

zu konstruieren.

Um ein konkretes Beispiel einer irreduziblen Glei
hung vom Grad f

�

unf mit Galoisgruppe S

5

zu konstruieren, geht man anders vor:

Ist f = X

5

+ ::: 2 Q[X℄ ein irreduzibles Polynom mit Galoisgruppe G, so operiert G transitiv

auf der Menge fx

1

; :::; x

5

g seiner Wurzeln. Weil f separabel ist, sind diese alle voneinander

vers
hieden. Na
h dem Bahnensatz 1.2 muss G eine Permutation der Ordnung 5 enthalten. Die

einzigen Permutationen der Ordnung 5 in S

n

sind aber F

�

unferzyklen (i

1

; :::; i

5

). Fabrizieren wir

das Polynom so, dass G no
h eine Transposition (j

1

; j

2

) enth

�

alt, so ist na
h Aufgabe 1.25

< (i

1

; :::; i

5

); (j

1

; j

2

) >= S

5

die volle symmetris
he Gruppe. Damit muss G = S

5

sein.

Die Idee besteht darin, ein irreduzibles Polynom f mit genau drei rellen Nullstellen x

1

; x

2

; x

3

anzugeben. Dann istK = Q(x

1

; x

2

; x

3

) ein Zwis
henk

�

orper zwis
hen Q und dem Zerf

�

allungsk

�

orper

Z, der die beiden Nullstellen x

4

und x

5

ni
ht enth

�

alt. Wegen

x

4

+ x

5

= �

1

(x

1

; :::; x

5

)� (x

1

+ x

2

+ x

3

) 2 K;

x

4

� x

5

= �

2

(x

1

; :::; x

5

)� (x

4

+ x

5

) � (x

1

+ x

2

+ x

3

) 2 K

sind x

4

und x

5

die beiden Nullstellen einer quadratis
hen Glei
hung

�

uber K. Die Untergruppe

G(Z : K) � G vertaus
ht die beiden Wurzeln.

Beispiel 4.13 Das Polynom

f(X) = X

5

� 16X + 2

ist na
h Eisenstein irreduzibel

�

uber Q. Um die Anzahl seiner reellen Nullstellen zu �nden, su
hen

wir die reellen Nullstellen seiner Ableitung

f

0

(x) = 5X

4

� 16:

Die Nullstellen von f

0

erf

�

ullen

X

2

= �

4

p

5

; X = �2

s

�1

p

5

:

Es gibt nur die beiden reellen Nullstellen

y

1;2

= �

2

4

p

5

:
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Nun ist

f(y

1

) =

2

5

(

4

p

5)

5

�

32

4

p

5

+ 2

=

1

(

4

p

5)

5

� (32 � 32

4

p

5

4

+ 2(

4

p

5)

5

)

<

1

(

4

p

5)

5

� (52 � 160)

< 0;

wegen 5 �

4

p

5 < 10, und

f(y

2

) = �

2

5

(

4

p

5)

5

+

32

4

p

5

+ 2

=

1

(

4

p

5)

5

� (�32 + 32

4

p

5

4

+ 2(

4

p

5)

5

)

>

1

(

4

p

5)

5

� (160 � 32)

> 0:

In der negativen Nullstelle x

2

der Ableitung ist der Funktionswert f(x

2

) positiv und in der positi-

ven Nullstelle x

1

der Ableitung ist der Funktionswert f(x

1

) negativ. Na
h dem Zwis
henwertsatz

hat f mindestens drei reelle Nullstellen. Na
h dem Satz von Rolle liegt zwis
hen zwei Nullstellen

au
h immer mindestens eine Nullstelle der Ableitung. Also hat f genau drei reelle Nullstellen.

Seine Galoisgruppe ist S

5

.

Aufgabe 4.76 (H 97, T2, A4) Es sei f(X) = X

5

� 5X � 1 2 Q[X℄.

a) Beweisen Sie, dass f

�

uber Q irreduzibel ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der reellen Nullstellen von f .


) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f

�

uber Q.
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5 Miszellen

Miszellen ist ein s
h

�

ones Wort. I
h wollte es au
h mal benutzen. Dieses Wort bezei
hnet eine

Anzahl vers
hiedener Dinge, die man no
h behandeln k

�

onnte oder sollte. Es geht hier also um

einige diverse Punkte, die in einigen wenigen Staatsexamensaufgaben vorkommen, die i
h aber

in meinen Aufbau der Algebra ni
ht zwanglos einordnen konnte.

5.1 Algebrais
her Abs
hluss

De�nition 5.1 Ein K

�

orper K hei�t algebrais
h abges
hlossen, wenn jedes Polynom f 2 K[X℄

s
hon

�

uber K in Linearfaktoren zerf

�

allt.

�

Aquivalente Bedingungen sind o�ensi
htli
h:

i) Jedes Polynom f 2 K[X℄ vom Grad > 0 hat eine Nullstelle in K;

ii) es gibt keine e
hten endli
hen K

�

orpererweiterungen von K.

Beispiel 5.1 Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass der K

�

orper C algebrais
h abge-

s
hlossen ist. Die K

�

orper Q und IR sind ni
ht algebrais
h abges
hlossen, weil das Polynom X

2

+1

in diesen K

�

orpern keine Nullstelle hat. Kein endli
her K

�

orper ist algebrais
h abges
hlossen, weil

er immer e
hte endli
he K

�

opererweiterungen zul

�

asst.

De�nition 5.2 Eine K

�

orpererweiterung

�

K des K

�

orpers K hei�t algebrais
her Abs
hluss von

K, wenn

�

K algebrais
h abges
hlossen ist, und jedes Element aus

�

K algebrais
h

�

uber K ist.

Beispiel 5.2 Der K

�

orper C ist ein algebrais
her Abs
hluss des K

�

orpers IR.

Beispiel 5.3 Es sei

�

Q � C die Menge aller komplexen Zahlen, wel
he

�

uber Q algebrais
h sind.

Na
h Satz 3.6 bilden sie einen Unterk

�

orper von C. Dieser K

�

orper

�

Q ist ein algebrais
her Ab-

s
hluss von Q. Dazu ist zu zeigen, dass

�

Q algebrais
h abges
hlossen ist: Sei etwa

f(X) = a

n

X

n

+ :::+ a

1

X + a

0

2

�

Q[X℄

ein Polynom. Die K

�

orpererweiterung Q � Q(a

0

; :::; a

n

) ist eine Folge endli
her K

�

orpererweite-

rungen, und damit endli
h

�

uber Q. Weil C algebrais
h abges
hlossen ist, besitzt f eine Nullstelle


 2 C. Diese Nullstelle ist algebrais
h

�

uber Q(a

0

; :::; a

n

), damit ist Q(a

0

; :::; a

n

; 
) eine endli
he

K

�

orpererweiterung von Q. Jedes Element in dieser K

�

orpererweiterung, insbesondere das Ele-

ment 
, ist algebrais
h

�

uber Q. Damit geh

�

ort 
 zu

�

Q. Also hat f 2

�

Q[X℄ eine Nullstelle in

�

Q,

und wir haben gezeigt, dass

�

Q algebrais
h abges
hlossen ist.

Satz 5.1 a) Jeder K

�

orper K besitzt einen algebrais
hen Abs
hluss

�

K.

b) Dieser algebrais
he Abs
hluss ist bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt.
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Diesen sehr allgemeinen Satz m

�

o
hte i
h hier in voller Allgemeinheit ni
ht beweisen. Der

Beweis strapaziert die mathematis
he Logik so sehr, dass i
h mi
h dabei etwas unwohl f

�

uhle. (S.

etwa das Bu
h von Lorenz, der aber den Beweis praktis
h w

�

ortli
h aus dem franz

�

osis
hen Bu
h

'Algebre' von N. Bourbaki abges
hrieben hat.) Falls K allerdings ein Unterk

�

orper von C ist,

dann ist

�

K die Menge aller

�

uber K algebrais
hen Zahlen 
 2 C. Na
h Satz 3.6 bilden sie einen

Unterk

�

orper von C, und dass dieser algebrais
h abges
hlossen ist, das sieht man ganz genau

so wie wir es eben f

�

ur

�

Q eingesehen haben. Das zeigt in diesem Fall die Existenz von

�

K. Der

Beweis daf

�

ur, dass

�

K bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt ist, der ma
ht allerdings wieder

exzessiven Gebrau
h von mir unheimli
hen logis
hen Methoden.

Den algebrais
hen Abs
hluss eines K

�

orpers K brau
ht man eigentli
h au
h nie. Solange man

es mit einem konkreten Problem zu tun hat, geht es immer um endli
he K

�

orpererweiterungen.

Und die haben immer eine normale H

�

ulle. Und f

�

ur alle praktis
hen Zwe
ke ist die genau so gut

wie der algebrais
he Abs
hluss von K. Man brau
ht den algebrais
hen Abs
hluss

�

K nur, wenn

man

�

uberperfekte Aussagen formulieren will. Hierf

�

ur ein Beispiel:

Satz 5.2 Es sei K ein K

�

orper und

�

K ein algebrais
her Abs
hluss dieses K

�

orpers. Eine endli
he

K

�

orpererweiterung K � L ist genau dann normal, wenn es nur einen einzigen Zwis
henk

�

orper

K � L

0

�

�

K gibt, der K-isomorph zu L ist.

Beweis. ): Sei also L = K(a

1

; :::; a

n

) normal

�

uber K. Das Minimalpolynom p

1

2 K[X℄ von

a

1

hat eine Nullstelle a

0

1

2

�

K. Dur
h a

1

7! a

0

1

wird ein K-Isomorphismus K(a

1

) ! K(a

0

1

) �

�

K

de�niert. Dur
h Induktion na
h n folgt, dass es einen K-Isomorphismus L! L

0

�

�

K gibt.

Sei nun K � L

00

�

�

K ein anderer Zwis
henk

�

orper, der K-isomorph zu L ist. Jedes Element




00

2 L

00

ist Bild eines Elementes 
 2 L unter dem K-Isomorphismus L ! L

00

. Sei 


0

2 L

0

das

Bild von 
 unter L! L

0

. Dann haben 


00

; 
 und 


0

dasselbe Minimalpolynom p 2 K[X℄

�

uber K.

Mit L ist au
h L

0

normal

�

uber K. Das irreduzible Polynom p hat die Nullstelle 


0

2 L

0

.

�

Uber

dem normalen K

�

orper L

0

�

�

K zerf

�

allt p in Linearfaktoren. Na
h Vieta (

�

uber dem K

�

orper

�

K)

ist 


00

Nullstelle eines dieser Linearfaktoren, und geh

�

ort damit zu L

0

. Also gilt L

00

� L

0

. Wegen

der K-Isomorphie L

0

! L

00

gilt [L

00

: K℄ = [L

0

: K℄. Daraus folgt L

00

= L

0

.

(: Es seiK � L eine endli
he K

�

orpererweiterung, und es gebe einen einzigen Zwis
henk

�

orper

K � L

0

�

�

K, der K-isomorph zu L ist. Zu zeigen ist, dass L, bzw. L

0

normal

�

uber K ist. Sei

dazu 


0

2 L

0

mit Minimalpolynom p(X) 2 K[X℄

�

uber K und 


00

2

�

K eine weitere Nullstelle von

p. Dann wird also dur
h 


0

7! 


00

ein K-Isomorphismus K(


0

)! K(


00

) de�niert.

Der K

�

orper L

0

entsteht aus K(


0

) dur
h Adjunktion endli
h vieler algebrais
her Elemente




0

1

; :::; 


0

n

2

�

K, also L

0

= K(


0

; 


0

1

; :::; 


0

n

). Das Minimalpolynom von 


0

1

�

uber K(


0

) sei p

0

1

. Unter

dem Isomorphismus K(


0

)! K(


00

) geht es

�

uber in ein Polynom p

00

1

2 K(


00

)[X℄. Ist 


00

1

2

�

K eine

Nullstelle von p

00

1

, so wird dur
h 


0

7! 


00

; 


0

1

7! 


00

1

ein K-Isomorphismus

K(


0

; 


0

1

)! K(


00

; 


00

1

) �

�

K

de�niert. So hangelt man si
h ho
h, und �ndet s
hlie�li
h einen K-Isomorphismus

L

0

= K(


0

; 


0

1

; :::; 


0

n

)! K(


00

; 


00

1

; :::; 


00

n

) �

�

K:

Damit ist K(


00

; 


00

1

; :::; 


00

n

) ein zu L

0

K-isomorpher Unterk

�

orper von

�

K. Na
h Voraussetzung gibt

es davon nur einen einzigen, n

�

amli
h L

0

. Es folgt 


00

2 L

0

.
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Die folgenden beiden Aufgaben illustrieren eigentli
h nur, dass man sehr gut ohne den Begri�

des algebrais
hen Abs
hlusses auskommen kann.

Aufgabe 5.1 (H 95, T3, A3) Es sei F ein endli
her K

�

orper und

�

F sein algebrais
her Ab-

s
hluss. Bekanntli
h gibt es f

�

ur jede nat

�

urli
he Zahl n genau einen Zwis
henk

�

orper von

�

F=F ,

der

�

uber F den Grad n hat. Es sei n eine nat

�

urli
he Zahl und f 2 F [X℄ irreduzibel vom Grad

n. Zeigen Sie, dass der Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber F den Grad n

�

uber F hat.

Aufgabe 5.2 (F 90, T3, A4) Sei p eine Primzahl und f

p

= X

p

�X � 1 ein Polynom. K sei

ein algebrais
her Abs
hluss des K

�

orpers IF

p

mit p Elementen und a 2 K eine Nullstelle von f

p

.

Zeigen Sie:

a) Es ist a 62 IF

p

und f

p

(a+ 1) = 0.

b) ZZ=pZZ ist die Galoisgruppe von f

p

�

uber IF

p

.


) Als Polynom in Q[X℄ ist f

p

irreduzibel.

Aufgabe 5.3 (F 02, T1, A2) Sei 
 der algebris
he Abs
hluss des K

�

orpers ZZ=pZZ, und seien

K und L endli
he Teilk

�

orper von 
 mit p

r

beziehungsweise p

s

Elementen. � sei ein primitives

element von K

�

uber ZZ=pZZ. Zeigen sie die

�

Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) r und s sind teilerfremd.

b) Das Minimalpolynom von �

�

uber ZZ=pZZ ist in L[X℄ irreduzibel.


) K \ L = ZZ=pZZ.

5.2 Ganze algebrais
he Zahlen

Eine Zahl 
 2 C hei�t algebrais
h, wenn sie einer Polynomglei
hung f(
) = 0; f 2 Q[X℄; gen

�

ugt.

Wenn man will, kann man f normieren und au
h irreduzibel annehmen. Wenn man will, kann

man aber f au
h mit den Nennern aller seiner KoeÆzienten dur
hmultiplizieren und f 2 ZZ[X℄

annehmen. Beides glei
hzeitig - f normiert und ganzzahlig - kann man aber i.A. ni
ht errei
hen.

De�nition 5.3 Eine Zahl 
 2 C hei�t ganz algebrais
h, wenn sie Nullstelle eines normierten

Polynoms 2 ZZ[X℄ ist.

Satz 5.3 F

�

ur 
 2 C sind

�

aquivalent:

i) 
 ist ganz algebrais
h;

ii) 
 ist algebrais
h

�

uber Q und das Minimalpolynom von 


�

uber Q ist ganzzahlig.

Beweis. i)) ii): Na
h Voraussetzung gibt es ein normiertes Polynom f 2 ZZ[X℄ mit f(
) = 0.

Wenn f

�

uber Q reduzibel ist, gilt na
h Satz 2.31 f = g � h, wo die Polynome g und h ganzzahlig

sind. Dann m

�

ussen sie aber au
h beide die h

�

o
hsten KoeÆzienten +1 oder �1 haben. Ist letzteres

der Fall, multiplizieren wir beide Polynome mit �1 und k

�

onnen also g und h normiert annehmen.

199



Aus f(
) = 0 folgt g(
) = 0 oder h(
) = 0. Wenn wir so weiterma
hen kommen wir na
h endli
h

vielen S
hritten zu einem

�

uber Q irreduziblen, normierten und ganzzahligen Polynom p 2 ZZ[X℄

mit p(
) = 0. Dieses p ist dann das Minimalpolynom von 


�

uber Q.

Die Ri
htung ii) ) i) ist o�ensi
htli
h.

Beispiel 5.4 Es sei 
 2 Q eine ganze algebrais
he Zahl. Das Minimalpolynom von 


�

uber Q ist

dann X � 
. Wenn dieses Polynom ganzzahlig ist, muss 
 2 ZZ gelten. Die ganzen algebrais
hen

Zahlen in Q sind also genau die ganzen Zahlen.

Beispiel 5.5 Wann ist eine Zahl 
 = r + s � i 2 Q(i); r; s 2 Q; ganz algebrais
h? Wenn s = 0

ist, muss sie na
h dem vorhergehenden Beispiel selbst ganz sein. Nehmen wir also s 6= 0 an. Aus




2

= r

2

� s

2

+ 2rs � i = r

2

� s

2

+ 2rs �


� r

s

= r

2

� s

2

� 2r

2

+ 2r � 


folgt, dass 
 Nullstelle des quadratis
hen Polynoms

p(X) = X

2

� 2r �X + r

2

+ s

2

2 Q[X℄

ist. Dieses Polynom p ist dann au
h das Minimalpolynom von 


�

uber Q. Wenn es ganzzahlig ist,

muss 2r 2 ZZ gelten. Dann gibt es zwei M

�

ogli
hkeiten:

Entweder ist r 2 ZZ. Weil au
h r

2

+ s

2

ganz ist, folgt daraus s

2

= (r

2

+ s

2

)� r

2

2 ZZ. Dann

muss au
h s 2 ZZ ganz sein.

Oder es ist r = a=2 mit a 2 ZZ. Daraus folgt

(2s)

2

= 4(r

2

+ s

2

)� a

2

2 ZZ;

und b = 2s 2 ZZ. Dann ist aber

r

2

+ s

2

=

1

4

(a

2

+ b

2

) 2 ZZ;

d.h.,

a

2

+ b

2

� 0mod 4:

Die quadratis
hen Reste modulo 4 sind aber nur 0 und 1. Dann kann diese letzte Bedingung nur

erf

�

ullt sein, wenn a

2

und b

2

beide dur
h 4 teilbar sind. In Wirkli
hkeit waren also au
h hier r

und s ganz.

Die ganzen algebrais
hen Zahlen in Q(i) sind also genau die Zahlen r+ s � i, wo beide Zahlen

r und s ganz sind, d.h. also, genau die ganzen Gau�s
hen Zahlen.

Beispiel 5.6 Jede Einheitswurzel w 2 C mit w

n

= 1 ist ganz-algebrais
h. Sie ist ja Nullstelle

des normierten ganzzahligen Polynoms X

n

� 1.

Beispiel 5.7 No
h ein Beispiel f

�

ur Zahlen, die ni
ht ganz-algebrais
h sind: Dazu sei p > 2 eine

Primzahl, w 6= 1 eine p-te Einheitswurzel und n 2 ZZ ni
ht dur
h p teilbar. I
h behaupte:

b :=

n

1� w
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ist ni
ht ganz-algebrais
h. Es ist n

�

amli
h

w = 1�

n

b

und

(1�

n

b

)

p

= 1; (b� n)

p

= b

p

:

Deswegen ist b Nullstelle des Polynoms

f(X) := (X � n)

p

�X

p

= �npX

p�1

+ n

2

 

p

2

!

X

p�2

� :::+ (�n)

p�1

pX + (�n)

p

2 ZZ[X℄:

Alle KoeÆzienten bis auf den letzten sind du
h p teilbar und der erste ist ni
ht dur
h p

2

teilbar.

Na
h dem reziproken Eisenstein (Beispiel 2.36) ist f irreduzibel. Deswegen ist

1

�np

f(X) = ::::+

(�n)

p�1

p

das Minimalpolynom von b. Weil n ni
ht dur
h p teilbar ist, hat dieses Polynom einen ni
ht-

ganzen konstanten KoeÆzienten. Das Minimalpolynom von b ist ni
ht ganzzahlig, und b ist ni
ht

ganz-algebrais
h.

Satz 5.4 F

�

ur eine Zahl 
 2 C sind

�

aquivalent:

i) 
 ist ganz algebrais
h;

ii) es gibt eine endli
h erzeugte additive Untergruppe U von (C;+) mit:

a) ZZ � U ,

b) U wird dur
h 
 in si
h selbst multipliziert, d.h., es ist 
 � u 2 U f

�

ur alle u 2 U .

Beweis. i) ) ii): Es sei

p(X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::+ a

1

X + a

0

; a

�

2 ZZ;

das Minimalpolynom von 
. Dann geh

�

ort also




n

= �(a

0

+ a

1


+ :::+ a

n�1




n�1

)

zur Untergruppe

U := ZZ+ ZZ � 
+ :::+ ZZ � 


n�1

� C:

Jedes Element u 2 U hat die Form

u =m

0

+m

1


+ :::+m

n�1




n�1

; m

0

; :::;m

n�1

2 ZZ:

Und wegen 


n

2 U geh

�

ort au
h


 � u = m

0


+m

1




2

+ :::+m

n�1




n
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wieder zu U .

ii) ) i): Es sei

U = ZZu

1

+ :::+ ZZu

n

� C

eine endli
h-erzeugte Untergruppe mit ZZ � U und 
 � U � U . Dann ist also f

�

ur i = 1; :::; n


 � u

i

= a

i;1

u

1

+ :::+ a

i;n

u

n

; a

i;�

2 ZZ:

Das lineare Glei
hungssystem

(a

1;1

� 
)x

1

+ a

1;2

x

2

+ ::: + a

1;n

x

n

= 0

a

2;1

x

1

+ (a

2;2

� 
)x

2

+ ::: + a

2;n

x

n

= 0

.

.

.

a

n;1

x

1

+ a

n;2

x

2

+ + (a

n;n

� 
)x

n

= 0

hat also die L

�

osung (x

1

; :::; x

n

) = (u

1

; :::; u

n

). Wegen 1 2 U k

�

onnen ni
ht alle u

1

= ::: = u

n

= 0

sein. Die L

�

osung ist also ni
ht-trivial und die Determinante

det(a

i;j

� 
Æ

i;j

)

vers
hwindet. Also ist 
 ein Eigenwert der ganzzahligen Matrix (a

i;j

) und damit Nullstelle von

deren 
harakteristis
hem Polynom det(a

i;j

� X � Æ

i;j

). Dieses Polynom ist ganzzahlig und (bis

eventuell auf das Vorzei
hen) normiert, deswegen ist 
 ganz algebrais
h.

Satz 5.5 Es sei K � C ein Teilk

�

orper. Dann bilden die ganzen algebrais
hen Zahlen in K einen

Unterring von K.

Beweis. Es gen

�

ugt, die Aussage f

�

ur K = C zu beweisen. Denn wenn die ganzen algebrais
hen

Zahlen einen Unterring von C bilden, dann ist der Dur
hs
hnitt dieses Unterrings mit K ein

Unterring von K.

Nun seien 


1

und 


2

2 C ganz algebrais
h. Wir m

�

ussen zeigen: Au
h 


1

+ 


2

und 


1

� 


2

sind

dies. Dazu seien U

1

und U

2

� C endli
h erzeugte Untergruppen mit ZZ � U

i

und 


i

� U

i

� U

i

.

Wir betra
hten die Menge

U

1

� U

2

=< fu

1

� u

2

: u

i

2 U

i

g >� C:

Sie ist eine Untergruppe von C, die ZZ enth

�

alt. Sind

u

1;1

; :::; u

1;m

2 U

1

; u

2;1

; :::; u

2;n

2 U

2

Erzeugendensysteme dieser Gruppen, so ist

fu

1;i

� u

2;j

; i = 1; :::;m; j = 1; :::; ng

ein endli
hes Erzeugendensystem von U

1

� U

2

. Wegen 


1

� u

1;i

2 U

1

und 


2

� u

2;j

2 U

2

gilt




1

� (U

1

� U

2

) � U

1

� U

2

und 


2

� (U

1

� U

2

) � U

1

� U

2

:

Daraus folgt dann au
h

(


1

+ 


2

) � (U

1

� U

2

) � U

1

� U

2

und (


1




2

) � (U

1

� U

2

) � U

1

� U

2

:
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Aufgabe 5.4 (F 92, T1, A3a)) Zeigen Sie: Ist z 2 C algebrais
h

�

uber Q, dann gibt es ein

q 2 ZZ mit q 6= 0 und q � z ganz algebrais
h

�

uber Q.

5.3 Norm und Spur

Es sei K � L eine endli
he K

�

orpererweiterung und 
 2 L. Die Multiplikation mit 


m




: L 3 x 7! 
 � x 2 L

ist eine Abbildung L! L. Wegen

m




(x+ y) = m




(x) +m




(y); m




(k � x) = k �m




(x) f

�

ur k 2 K

ist m




sogar eine K-lineare Abbildung des K-Vektorraums L in si
h.

De�nition 5.4 Die Norm N

L=K

(
) des Elementes 
 2 L

�

uber K ist die Determinante der

Abbildung m




: L ! L, die Spur Tr

L=K

(
) des Elementes 
 2 L

�

uber K ist die Spur dieser

Abbildung.

Zur Erinnerung: Jede lineare Abbildung eines n-dimensionalen K-Vektorraums in si
h kann

na
h Wahl einer Basis dur
h eine darstellende n� n-Matrix bes
hrieben werden. Deren Deter-

minante und Spur sind unabh

�

angig von der gew

�

ahlten Basis und hei�en die Determinante, bzw.

Spur der linearen Abbildung.

Satz 5.6 F

�

ur 0 6= 
 2 L ist stets

N

L=K

(
) 6= 0:

Beweis. Die Multiplikationm




ist eine invertierbare lineare Abbildung mit der Inversenm




�1
.

Beispiel 5.8 Ist 
 2 K � L eine K

�

orpererweiterung vom Grad n, so wird m




dur
h eine

Diagonalmatrix mit dem einzigen Eintrag 
 bes
hrieben. Es folgt

N

L=K

(
) = 


n

; T r

L=K

(
) = n � 
;

wo n = [L : K℄.

Satz 5.7 Es sei K � L eine endli
he K

�

orpererweiterung und 
 s
hon in einem Zwis
henk

�

orper

Z; K � Z � L; enthalten. Dann ist

N

L=K

(
) = (N

Z=K

(
))

[L:Z℄

; T r

L=K

(
) = [L : Z℄ � Tr

Z=K

(
):
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Beweis. Es sei z

1

; :::; z

m

eine K

�

orperbasis von Z

�

uber K und C = (


i;j

)

i;j=1;:::;m

eine darstel-

lende Matrix von m




: Z ! Z. Das hei�t also


 � z

j

=

m

X

i=1




i;j

z

i

:

Weiter sei l

1

; :::; l

n

2 L; n = [L : Z℄; eine K

�

orperbasis von L

�

uber Z. Na
h dem Beweis von Satz

3.1 ist dann

z

1

l

1

; z

2

l

2

; :::; z

m

l

1

; z

1

l

2

; :::; z

m

l

n

2 L

eine K

�

orperbasis von L

�

uber K. Wegen


 � z

j

l

�

= (

m

X

i=1




i;j

)z

i

l

�

=

m

X

i=1




i;j

(z

i

x

�

)

bildet m




: L ! L jedes Element z

j

l

�

auf eine Linearkombination der z

1

l

�

; :::; z

m

l

�

ab. Die

darstellende Matrix von m




: L! L ist eine direkte Matrizensumme

D =

0

B

B

B

B

�

C 0 ::: 0

0 C

.

.

.

.

.

.

0 C

1

C

C

C

C

A

9

>

>

>

=

>

>

>

;

n

aus n Kopien der Matrix C. Es folgt

N

L=K

(
) = det(D) = det(
)

n

; T r

L=k

(
) = n � Tr(
) = n � Tr

K=L

(
):

Satz 5.8 Es seien 


1

; 


2

2 L zwei Elemente des endli
hen Erweiterungsk

�

orpers L von K. Dann

gilt

N

L=K

(


1

� 


2

) = N

L=K

(


1

) �N

L=K

(


2

); T r

L=K

(


1

+ 


2

) = Tr

L=K

(


1

) + Tr

L=K

(


2

):

Beweis. Sind C

1

, bzw. C

2

darstellende Matrizen von m




1

, bzw. m




2

bez

�

ugli
h einer K-Basis

von L, so ist C

1

�C

2

die darstellende Matrix von m




1

�


2

= m




1

Æm




2

und C

1

+C

2

die darstellende

Matrix von m




1

+


2

= m




1

+ m




2

. Es ist det(C

1

� C

2

) = det(C

1

) � det(C

2

) und Tr(C

1

+ C

2

) =

Tr(C

1

) + Tr(C

2

).

Satz 5.9 Es sei L = K(
) der Erweiterungsk

�

orper, der aus K dur
h Adjunktion des algebrai-

s
hen Elementes 
 mit Minimalpolynom

p(X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::+ a

1

X + a

0

entsteht. Dann ist

N

L=K

(
) = (�1)

n

a

0

und Tr

L=K

(
) = �a

n�1

:
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Beweis. Der K

�

orpergrad [L : K℄ ist Grad(p) = n. Das 
harakteristis
he Polynom von m




:

L! L ist deswegen ein Polynom

�(X) = det(m




�X � 1l) = (�1)

n

X

n

+ b

n�1

X

n�1

+ :::+ b

1

X + b

0

; b

0

; b

1

; :::; b

n�1

2 K;

vom Grad n. Hier ist

b

0

= �(0) = det(m




) = N

L=K

(
)

und

(�1)

n�1

b

n�1

= Tr(m




) = Tr

L=K

(
):

Na
h Cayley-Hamilton gilt

�(m




) = m

n




+ b

n�1

m

n�1




+ :::+ b

1

m




+ b

0

= 0:

Wendet man diese lineare Abbildung auf 1 2 K an, so folgt

0 = �(m




)(1) = 


n

+ b

n�1




n�1

+ :::+ b

1


+ b

0

:

Es folgt, dass das Minimalpolynom p(X) das 
harakteristis
he Polynom �(X) teilen muss. Weil

beide vom glei
hen Grad sind, gilt �(X) = (�1)

n

p(X). Also ist (�1)

n

a

0

= b

0

= N

L=K

(
) und

�a

n�1

= (�1)

n

(�1)

n�1

b

n�1

= Tr

L=K

(
).

Beispiel 5.9 Es sei a 2 K kein Quadrat und L die quadratis
he Erweiterung K(

p

a). Alle

Elemente aus L s
hreiben si
h 
 = u + v

p

a mit u; v 2 K. Wir betra
hten hier nur den Fall

v 6= 0. Dann ist also 
 62 K und L = K(
). Norm und Spur von 
 bere
hnen si
h also aus dem

Minimalpolynom von 


�

uber K.

Nun ist




2

= u

2

+ av

2

+ 2uv

p

a; v

p

a = 
� u;

und deswegen




2

� 2u(
 � u)� (u

2

+ av

2

) = 


2

� 2u
+ u

2

� av

2

= 0:

Das Minimalpolynom von 
 ist

p(X) = X

2

� 2uX + u

2

� av

2

:

Aus Satz 5.8 folgt

N

L=K

(
) = u

2

� av

2

; T r

L=K

(
) = 2u:

Satz 5.10 Es sei p 2 K[X℄ ein normiertes, irreduzibles, separables Polynom

�

uber K, und L =

K(
) entstehe aus K dur
h Adjunktion einer Wurzel 
 von p. Die Konjugierten von 
 (in einer

normalen H

�

ulle von L

�

uber K) seien 
 = 


1

; 


2

; :::; 


n

. Dann ist

N

L=K

(
) = 


1

� 


2

� ::: � 


n

; T r

L=K

(
) = 


1

+ 


2

+ :::+ 


n

:
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Beweis.

�

Uber der normalen H

�

ulle zerf

�

allt das Minimalpolynom p 2 K[X℄ von 
 in Linearfak-

toren

p(X) = (X � 


1

) � (X � 


2

) � ::: � (X � 


n

):

Also hat p die KoeÆzienten

p(X) = X

n

� (


1

+ :::+ 


n

)X + :::+ (�1)

n

� 


1

� 


2

� ::: � 


n

:

Aus Satz 5.8 folgt

N

L=K

(
) = 


1

� ::: � 


n

und

Tr

L=K

= �(�


1

� :::� 


n

) = 


1

+ :::+ 


n

:

Beispiel 5.10 Die Konjugierten von 
 = u+ v

p

a in der quadratis
hen Erweiterung K(

p

a) =

K(
); v 6= 0; sind 
 = 


1

und 


2

= u� v

p

a. Aus Satz 5.9 ergibt si
h

N

L=K

(
) = (u+ v

p

a)(u� v

p

a) = u

2

� av

2

; T r

L=K

(
) = (u+ v

p

a) + (u� v

p

a) = 2u

in Einklang mit Beispiel 5.9.

Satz 5.11 Es sei K � L eine galoiss
he K

�

orpererweiterung mit Galoisgruppe G. F

�

ur jedes


 2 L gilt dann

N

L=K

(
) =

Y

g2G

g(
); T r

L=K

(
) =

X

g2G

g(
):

Beweis. Es seien 


1

; :::; 


k

2 L die Konjugierten von 
. Na
h Satz 5.9 ist

N

K(
)=K

(
) = 


1

� ::: � 


k

; T r

K(
)=K

(
) = 


1

+ :::+ 


k

:

Mit Satz 5.6 folgt daraus

N

L=K

(
) = (


1

� ::: � 


k

)

n

; T r

L=K

(
) = n � (


1

+ :::+ 


k

);

wo n der K

�

orpergrad [L : K(
)℄ ist.

Der K

�

orpergrad [K(
) : K℄ ist der Grad des Minimalpolynoms von 
, und weil 
 separabel

ist, die Anzahl k der vers
hiedenen Konjugierten von 
. F

�

ur die Ordnung der Galoisgruppe von

L

�

uber K folgt daraus

jGj = k � n:

Der Bahnensatz 1.2 zeigt f

�

ur die Standgruppe G




� G des Elements 


jG




j =

1

k

� (g � n) = n:

Also ist

Y

g2G

g(
) = (


1

� ::: � 


k

)

n

;

X

g2G

g(
) = n � (


1

+ :::+ 


n

):
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Satz 5.12 (Transitivit

�

at) Es seien K � L � M separable K

�

orpererweiterungen und 
 2 M .

Dann gilt

N

M=K

(
) = N

L=K

(N

M=L

(
)); T r

M=K

(
) = Tr

L=K

(Tr

M=L

(
)):

Beweis. Es sei M � M

0

ein normaler Abs
hluss von M

�

uber K. Ist m = [M

0

: M ℄ der

K

�

orpergrad, so folgt aus Satz 5.6

N

M

0

=L

(
) = (N

M=L

(
))

m

; N

M

0

=K

(
) = (N

M=K

(
))

m

;

T r

M

0

=L

(
) = m � Tr

M=L

(
); T r

M

0

=K

(
) = m � Tr

M=K

(
)

m

:

Wegen der Multiplikativit

�

at von N

L=K

und der Additivit

�

at von Tr

L=K

(Satz 5.7) gen

�

ugt es, die

Behauptungen f

�

ur die galoiss
he K

�

orpererweiterung M

0

zu beweisen. Wir nehmen also o.B.d.a.

an, dass galoiss
h

�

uber K und dann au
h

�

uber L ist.

Sei H � G die Galoisgruppe G(M : L). Ihre Ordnung ist n := jHj = [M : L℄ und f

�

ur l 2 L

N

M=K

(l) = (N

L=K

(l))

n

; T r

M=K

(l) = n � Tr

L=K

(l):

Mit Satz 5.10 �nden wir

N

M=K

(
) =

Y

g2G

g(
);

N

M=L

(
) =

Y

g2H

g(
);

N

L=K

(N

M=L

(
)) = N

L=K

Y

h2H

h(
)

=

n

s

N

M=K

Y

h2H

h(
)

=

n

v

u

u

u

t

Y

g2G

g

0

�

Y

h2H

h(
)

1

A

=

n

s

Y

g2G;h2H

gh(
)

=

n

v

u

u

u

t

0

�

Y

g2G

g(
)

1

A

n

=

Y

g2G

g(
)

= N

M=K

(
);

T r

M=K

(
) =

X

g2G

g(
);

T r

M=L

(
) =

X

h2G

h(
);
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Tr

L=K

(Tr

M=L

(
)) = Tr

L=K

0

�

X

h2H

h(
)

1

A

=

1

n

� Tr

M=K

0

�

X

h2H

h(
)

1

A

=

1

n

�

X

g2G

g

0

�

X

h2H

h(
)

1

A

=

1

n

�

X

g2G;h2H

gh(
)

=

1

n

� n

X

g2G

g(
)

=

X

g2G

g(
)

= Tr

M=K

(
);

denn wenn g 2 G und h 2 H unabh

�

angig voneinander laufen, dann dur
hl

�

auft das Produkt g �h

alle Elemente von G, aber jedes davon tritt n-mal auf.

Aufgabe 5.5 (H 91, T3, A2) F

�

ur eine endli
he K

�

orpererweiterung K=k bezei
hne tr

K=k

:

K ! k die Spurabbildung. Man beweise (mit den Mitteln der linearen Algebra): Ist K=k eine

endli
he zyklis
he Erweiterung und � ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G von K=k, so

sind f

�

ur ein Element � 2 K die folgenden Bedingungen

�

aquivalent:

i) tr

K=k

(�) = 0

ii) � = �(�) � � mit einem � 2 K.
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6 Algebrais
he Zahlk

�

orper

Als i
h dieses Skriptum produzierte, hatte i
h beabsi
htigt, im ersten Semester die ersten vier

Kapitel zu behandeln, und dann, je na
h dem, ob no
h Zeit bliebe, die Miszellen (Kapitel 5).

Das w

�

are dann fast der ganze Sto� f

�

ur das Staatsexamen gewesen. Es w

�

are ganz im Einklang

mit meiner Staats-Examens-Philosophie gewesen: Eine Einzel-Pr

�

ufung im Hauptexamen soll

den Sto� einer einsemestrigen Vorlesung abpr

�

ufen. Soweit ist es allerdings ni
ht gekommen.

Einerseits ist das s
hade, weil dies meine Staats-Examens-Philosophie ruiniert hat. (Ganz im

Einklang mit den

�

ubli
hen Analysis-Klausuren w

�

are sie ja ehe ni
ht gewesen.) Andererseits ist

es aber au
h gut so, weil wir jetzt gen

�

ugend Zeit hatten, in Kapitel 4 die abstrakten Begri�e

aus Kapitel 3 no
h einmal an Beispielen dur
hzugehen, und Aufgaben zu re
hnen. Der h

�

au�gste

Vorwurf, der mir auf den Evaluierungsb

�

ogen gema
ht wurde, war ja au
h, dass i
h zu s
hnell

vorgegangen bin, und dass die Aufgaben zu s
hwer waren. Es ist also gut so, wenn wir jetzt eine

Art von zweitem Anlauf in die Algebra unternehmen.

In diesem se
hsten Kapitel m

�

o
hte i
h einen Einbli
k in die algebrais
he Zahlentheorie geben.

Zum Teil

�

ubers
hneidet si
h das mit Kapitel 5, wo i
h das allernotwendigste zusammenstellte,

was no
h fehlte. Aber es ist viellei
ht ganz f

�

orderli
h f

�

ur das Verst

�

andnis, wenn erst eine kon-

zentrierte Zusammens
hau gebra
ht wird, auf die jetzt eine ausf

�

uhrli
he Diskussion folgt. Als

zus

�

atzli
he Literatur habe i
h die folgenden B

�

u
her benutzt:

� H. Cohn: A Classi
al Invitation to Algebrai
 Numbers and Class Fields, Springer 1978,

� K. Ireland, M. Rosen: A Classi
al Introdu
tion to Modern Number Theory, Springer 1972,

� H. Pollard: The Theory of Algebrai
 Numbers, J. Wiley 1950.

Ein algebrais
her Zahlk

�

orper K ist eine endli
he K

�

orpererweiterung von Q. Na
h Satz 3.27 ist

er eine einfa
he Erweiterung K = Q(
). Dabei ist das primitive Element 
 Nullstelle eines irre-

duziblen Polynoms p 2 Q[X℄. Na
h dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt p eine Nullstelle




0

2 C. Na
h Satz 3.9 wird dur
h 
 7! 


0

ein Isomorphismus

K = Q(
)! Q(


0

) � C

induziert. Es ist deswegen keine Bes
hr

�

ankung der Allgemeinheit, wenn wir glei
h 
 = 


0

2 C und

au
hK � C voraussetzen. Im Folgenden sei stets K � C eine sol
he endli
he K

�

orpererweiterung.

6.1 Der Ring der ganz-algebrais
hen Zahlen

In 5.2 haben wir de�niert, wann eine Zahl a 2 K ganz-algebrais
h hei�t: wenn ihr (normiertes)

Minimalpolynom

�

uber Q ganze KoeÆzienten hat. Na
h Satz 5.5 bilden die ganz-algebrais
hen

Zahlen in K einen Unterring O(K) � K.
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Beispiel 6.1 (Quadratis
he Zahlk

�

orper) Na
h Beispiel 3.6 ist jede quadratis
he Erweite-

rung K von Q von der Form Q(

p

D), wo D 6= 0; 1 eine quadratfreie ganze Zahl ist. Z.B. sind

die quadratfreien ganzen Zahlen vom Betrag � 10 die 13 Zahlen

�10; �7; �6; �5; �3; �2; �1; 2; 3; 5; 6; 7; 10:

Jede Zahl 
 2 Q(

p

D) ist eine Linearkombination 
 = a + b

p

D mit a; b 2 Q. Sie hat die

Konjugierte 


0

= a� b

p

D und das Minimalpolynom

X

2

� Tr

K=Q

(
) �X +N

K=Q

(
) = X

2

� 2aX + a

2

�Db

2

:

Somit ist 
 genau dann ganz-algebrais
h, wenn

Tr(
) = 2a 2 ZZ und N(
) = a

2

�D � b

2

2 ZZ:

Es ist also a = a

0

=2 mit a

0

2 ZZ. Sei nun b = b

0

=b

1

mit b

0

; b

1

2 ZZ als gek

�

urzter Bru
h. Dann

muss 4D �b

2

0

=b

2

1

ganzzahlig sein. Jeder Primteiler p 6= 2 von b

1

m

�

usste quadratis
h in D aufgehen.

Weil D quadratfrei ist, folgt p = 1. Damit kann nur b

1

= 1 oder b

1

= 2 vorliegen. Wir haben

bewiesen: Jede ganz-algebrais
he Zahl in Q(

p

D) ist von der Form


 =

a

0

2

+

b

0

2

p

D; a

0

; b

0

2 ZZ:

Wann ist ein sol
hes 
 nun wirkli
h ganz-algebrais
h? Wegen Tr(
) = a

0

2 ZZ ist die notwendige

und hinrei
hende Bedingung daf

�

ur

N(
) =

a

2

0

4

�D

b

2

0

4

2 ZZ bzw. a

2

0

�Db

2

0

= 0mod 4:

Als Quadrate sind a

2

0

und b

2

0

= 0 oder = 1mod 4 und weil D quadratfrei ist, gilt D = 1; 2 oder

3mod 4. Es gibt nur die M

�

ogli
hkeiten

a

2

0

= b

2

0

= 0mod 4; D beliebig;

a

2

0

= b

2

0

= 1mod 4; D = 1mod 4:

Wir haben bewiesen:

Satz 6.1 Es sei K = Q(

p

D), D 2 ZZ quadratfrei, ein quadratis
her Zahlk

�

orper. Dann sind die

ganz-algebrais
hen Zahlen in K

f

�

ur von der Form

i) D = 2; 3mod 4 a+ b �

p

D;

ii) D = 1mod 4 zus

�

atzli
h (a+ b �

p

D)=2; a und b ungerade;

mit a; b 2 ZZ.

Z.B. f

�

ur die Zahlen D mit jDj � 10 gilt

�10 �7 �6 �5 �3 �2 �1 2 3 5 6 7 10

i) ii) i) i) ii) i) i) i) i) ii) i) i) i)
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Satz 6.2 (Transisitivit

�

at) Die Zahl 
 2 C sei Nullstelle eines normierten Polynoms

f(X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::+ a

1

X + a

0

mit ganz-algebrais
hen KoeÆzienten a

n�1

; :::; a

0

. Dann ist au
h 
 ganz-algebrais
h.

Beweis. Ein Polynom f

i

(X) 2 C[X℄ hei�e konjugiert zu f , wenn es einen Q-Homomorphismus

Q(a

m�1

; :::; a

0

)! C gibt, der f auf f

i

abbildet. Weil es nur endli
h viele sol
he Q-Homomorphismen

gibt, gibt es nur endli
h viele vers
hiedene zu f(X) konjugierte Polynome f(X); f

2

(X); :::; f

n

(X).

Das Polynom

F (X) := f(X) � f

2

(X) � ::: � f

n

(X)

ist dann invariant unter allen Galois-Automorphismen einer normalen H

�

ulle von Q(a

n�1

; :::; a

0

)

�

uber Q. Deswegen sind alle seine KoeÆzienten ganz, und F (X) 2 ZZ(X). Die Zahl 
 ist eine

Nullstelle des normierten Polynoms F (X) und damit ganz.

Jede rationale Zahl a 2 Q ist Quotient zweier ganzer Zahlen. Ebenso ist jede Zahl a 2 K

Quotient zweier ganz-algebrais
her Zahlen in K. Genauer gilt

Satz 6.3 (Aufgabe 5.3) Zu jedem a 2 K gibt es ein b 2 IN derart, dass b � a 2 K ganz-

algebrais
h ist.

Beweis. Die Zahl a ist Nullstelle ihres Minimalpolynoms

p(X) = X

n

+ 


n�1

X

n�1

+ :::+ 


1

X + 


0

2 Q[X℄; 


n�1

; :::; 


1

; 


0

2 Q:

Wenn wir darauf verzi
hten, p als normiert anzunehmen, k

�

onnen wir mit dem Hauptnenner aller

KoeÆzienten dur
hmultiplizieren, und sehen, dass a Nullstelle eines Polynoms

q(X) = b

n

X

n

+ b

n�1

X

n�1

+ :::+ b

1

X + b

0

; b

n

; :::; b

0

2 ZZ;

mit ganzen KoeÆzienten ist. Hier ist nat

�

urli
h b

n

6= 0, und na
h eventueller Vorzei
hen

�

anderung

beim Polynom q k

�

onnen wir sogar b

n

2 IN annehmen. Dann ist

b

n�1

n

q(a) = b

n

n

a

n

+ b

n�1

� b

n�1

n

a

n�1

+ b

n�2

b

n

� b

n�2

n

a

n�2

+ :::+ b

1

b

n�2

n

� b

n

a+ b

0

b

n�1

n

= (b

n

a)

n

+ b

n�1

� (b

n

a)

n�1

+ b

n�2

b

n

� (b

n

a)

n�2

+ :::+ b

1

b

n�2

n

� (b

n

a) + b

0

b

n�1

n

= 0:

Die Zahl b

n

a ist ganz-algebrais
h.

Wir k

�

onnen also, wenn wir wollen, annehmen, dass K = Q(a), wo a ganz-algebrais
h ist. Die

Potenzen 1; a; a

2

; :::; a

n�1

2 K sind ganz-algebrais
h, weil die ganz-algebrais
hen Zahlen einen

Ring bilden. Und sie sind linear unabh

�

angig

�

uber Q, denn sonst w

�

are a Nullstelle eines Polynoms

vom Grad � n�1. Also bilden diese ganz-algebrais
hen Zahlen eine K

�

orperbasis von K

�

uber Q.

Die Zahl a ist Nullstelle ihres Minimalpolynoms p 2 Q[X℄, eines irreduziblen Polynoms vom

Grad n = [K : Q℄. Weil p separabel ist (Charakteristik = 0), hat p in C lauter vers
hiedene

einfa
he Nullstellen a = a

1

; a

2

; :::; a

n

2 C, die Konjugierten von a

�

uber Q. Dur
h g

i

: a 7! a

i

; i =

1; :::; n; werden Q-Isomorphismen g

i

: K ! K

i

� C de�niert. Dies sind genau die Bilder von K

unter allen Galois-Automorphismen einer normalen H

�

ulle N von K

�

uber Q.
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De�nition 6.1 Es sei a

1

; :::; a

n

2 K eine Q-Basis von K. Dann hei�t das Quadrat der Deter-

minante

� := det

0

B

�

g

1

(a

1

) ::: g

1

(a

n

)

.

.

.

.

.

.

g

n

(a

1

) ::: g

n

(a

n

)

1

C

A

2

die Diskriminante �(a

1

; :::; a

n

) dieser Basis.

Bei

�

Ubergang zu einer anderen Basis

a

0

1

= 


1;1

a

1

+ :::+ 


1;n

a

n

.

.

.

a

0

n

= 


n;1

a

1

+ :::+ 


n;n

a

n

mit 


i;j

2 Q ist

g

k

(a

0

i

) = 


i;1

g

k

(a

1

) + :::+ 


i;n

g

k

(a

n

);

und es folgt

det

0

B

�

g

1

(a

0

1

) ::: g

1

(a

0

n

)

.

.

.

.

.

.

g

n

(a

0

1

) ::: g

n

(a

0

n

)

1

C

A

= det

0

B

�

g

1

(a

1

) ::: g

1

(a

n

)

.

.

.

.

.

.

g

n

(a

1

) ::: g

n

(a

n

)

1

C

A

� det

0

B

�




1;1

::: 


n;1

.

.

.

.

.

.




1;n

::: 


n;n

1

C

A

:

Die Diskriminante multipliziert si
h bei diesem Basiswe
hsel also mit det(


i;j

)

2

.

Satz 6.4 i) Die Diskriminante �(a

1

; :::; a

n

) ist stets eine Zahl aus Q.

ii) Sind a

1

; :::; a

n

ganz-algebrais
h, so gilt sogar �(a

1

; :::; a

n

) 2 ZZ.

Beweis. i) Die Konjugierten von �

�

uber Q sind die Bilder

g

k

(�) = det

0

B

�

g

k

g

1

(a

1

) ::: g

k

g

1

(a

n

)

.

.

.

.

.

.

g

k

g

n

(a

1

) ::: g

k

g

n

(a

n

)

1

C

A

2

unter den Galois-Automorphismen g

k

; k = 1; :::; n. Die Produkte g

k

g

1

; :::; g

k

g

n

dur
hlaufen au
h

alle Galois-Automorphismen. Deswegen

�

andert si
h in unserer n�n-Matrix nur die Reihenfolge

der Zeilen. Die Determinante

�

andert h

�

o
hstens ihr Vorzei
hen, und � selbst ist unter allen

Galois-Automorphismen invariant. Na
h Satz 3.28 geh

�

ort � zum Grundk

�

orper Q.

ii) Wenn die a

i

ganz-algebrais
h sind, dann sind dies au
h ihre Konjugierten g

k

(a

i

), und

damit ist au
h � 2 Q ganz algebrais
h. Na
h Beispiel 5.4 folgt � 2 ZZ.

Beispiel 6.2 (Kreisteilungsk

�

orper) Es sei 3 � p 2 IN eine Primzahl und K = Q(

p

p

1) der

p-te Kreisteilungsk

�

orper. Ist w 2 K eine primitive p-te Einheitswurzel, so ist

w; w

2

; :::; w

p�1
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na
h Satz 4.6 eine Q-Basis von K. Aber nat

�

urli
h ist au
h

1; w; :::; w

p�2

eine sol
he Q-Basis. Wir wollen deren Diskriminante bere
hnen.

Die Galois-Automorphismen g

k

werden induziert dur
h w 7! w

k

, k = 1; :::; p � 1, und es ist

g

k

(w

i

) = (w

k

)

i

:

Deswegen ist

det

0

B

B

B

B

�

1 w w

2

::: w

p�2

1 g

2

(w) g

2

(w

2

) ::: g

2

(w

p�2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

. :::

.

.

.

1 g

p�1

(w) g

p�1

(w

2

) ::: g

p�1

(w

p�2

)

1

C

C

C

C

A

= det

0

B

B

B

B

�

1 w w

2

::: w

p�2

1 w

2

(w

2

)

2

::: (w

p�2

)

2

.

.

.

.

.

.

.

.

. :::

.

.

.

1 w

p�1

(w

2

)

p�1

::: (w

p�2

)

p�1

1

C

C

C

C

A

die Vandermonde-Determinante

Y

i<j

(w

i

� w

j

);

und die Diskriminante ist

�(1; :::; w

p�2

) =

Y

i<j

(w

i

� w

j

)

2

:

Na
h Vieta ist das p-te Kreisteilungspolynom

X

p

� 1

X � 1

= X

p�1

+ :::+ 1 =

p�1

Y

i=1

(X � w

i

):

Wir di�erenzieren das Kreisteilungspolynom na
h X:

d

dX

(L:S:) =

d

dX

X

p

� 1

X � 1

=

pX

p�1

(X � 1)� (X

p

� 1)

(X � 1)

2

=

(p� 1)X

p

� pX

p�1

+ 1

(X � 1)

2

;

d

dX

(R:S:) =

d

dX

p�1

Y

i=1

(X �w

i

) =

p�1

X

j=1

Y

i 6=j

(X � w

i

):

Hier setzen wir X = w

j

ein und erhalten wegen w

p

= 1 f

�

ur die linke Seite

p� p(w

j

)

p�1

(w

j

� 1)

2

= p

1� w

�j

(w

j

� 1)

2

= p

w

�j

(w

j

� 1)

(w

j

� 1)

2

= p

w

�j

w

j

� 1

;

w

�

ahrend von der re
hten Seite dies nur der Summand

Y

i 6=j

(w

j

� w

i

)

�

uberlebt. Wir haben also bewiesen

p

w

�j

w

j

� 1

=

Y

i 6=j

(w

j

� w

i

):
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Diese Glei
hungen f

�

ur j = 1; :::; p � 1 multiplizieren wir alle miteinander. Mit Satz 4.1 b) wird

das Produkt auf der linken Seite

p

p�1

w � w

2

� ::: � w

p�1

(w � 1) � (w

2

� 1) � ::: � (w

p�1

� 1)

= p

p�1

1

p

= p

p�2

:

Das Produkt auf der re
hten Seite ist

Y

j 6=i

(w

j

� w

i

) = (�1)

(p�1)(p�2)

2

Y

i<j

(w

i

� w

j

)

2

= (�1)

p�1

2

�(1; w;w

2

; :::; w

p�2

):

Das Endergebnis ist

�(1; w;w

2

; :::; w

p�2

) = (�1)

p�1

2

p

p�2

:

De�nition 6.2 Eine K

�

orperbasis a

1

; :::; a

n

von K

�

uber Q hei�t Ganzheitsbasis, wenn

1) alle a

1

; :::; a

n

ganz-algebrais
h sind, und

2) jede ganz-algebrais
he Zahl b 2 K eine Linearkombination

b = b

1

a

1

+ :::+ b

n

a

n

mit b

1

; :::; b

n

2 ZZ

ist.

Beispiel 6.3 (Quadratis
he Zahlk

�

orper) Satz 6.1 besagt, dass f

�

ur den quadratis
hen Zahlk

�

orper

Q(

p

D)

im Fall die Zahlen

D = 2; 3mod 4 1;

p

D

D = 1mod 4

1+

p

D

2

;

1�

p

D

2

eine Ganzheitsbasis bilden.

Satz 6.5 Jeder algebrais
he Zahlk

�

orper K � C besitzt eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Wie wir oben sahen, gibt es K

�

orperbasen a

1

; :::; a

n

2 K aus ganz-algebrais
hen Zah-

len. (Z.B. die Zahlen 1; a; a

2

; :::; a

n�1

wo K = Q(a) und a ganz-algebrais
h ist.) F

�

ur alle diese

Basen ist �(a

1

; :::; a

n

) 6= 0 eine ganze Zahl. Es gibt deswegen eine sol
he Basis, deren Diskrimi-

nante minimal unter allen Diskriminanten von K

�

orperbasen aus ganz-algebrais
hen Zahlen ist.

Genauer: j�(a

1

; :::; a

n

)j 2 IN soll minimal sein. Wir �xieren eine sol
he Basis, und zeigen, dass

sie eine Ganzheitsbasis ist.

W

�

aren ni
ht alle ganz-algebrais
hen Zahlen b 2 K ganzzahlige Linearkombinationen, so g

�

abe

es ein ganz-algebrais
hes b 2 K mit

b = b

1

a

1

+ :::+ b

n

a

n

; ni
ht alle b

1

; :::; b

n

2 ZZ:

O.B.d.A. k

�

onnen wir b

1

62 ZZ annehmen. Dann ist

b

1

= b

0

+ r; b

0

2 ZZ; r 2 Q; 0 < r < 1:
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Wir setzen

a

0

1

:= b� b

0

a

1

= (b

1

� b

0

)a

1

+ b

2

a

2

+ :::+ b

n

a

n

2 O(K)

und betra
hten die Zahlen a

0

1

; a

2

; :::; a

n

2 K. Dazu geh

�

ort die

�

Ubergangsmatrix

(


i;j

) =

0

B

B

B

B

�

b

1

� b

0

0 ::: 0

b

2

1 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n

1

1

C

C

C

C

A

mit der Determinante b

1

� b

0

= r < 1. Die ganz-algebrais
hen Zahlen a

0

1

; a

2

; :::; a

n

bilden also

au
h eine K

�

orperbasis von K, aber mit dem Absolutbetrag der Diskriminante

j�(a

0

1

; :::; a

n

)j = r

2

j�(a

1

; :::; a

n

)j < j�(a

1

; :::; a

n

)j:

Dies ist ein Widerspru
h zur Minimalit

�

at von �(a

1

; :::; a

n

).

Beispiel 6.4 (Kreisteilungsk

�

orper) Wieder sei p eine ungerade Primzahl und K = K(

p

p

1)

der p-te Kreisteilungsk

�

orper. Es sei w 2 K eine primitive p-te Einheitswurzel. Wir setzen

v := 1� w

und behaupten, die Zahlen

1; v; v

2

; :::; v

p�2

sind eine Ganzheitsbasis von K. Wegen

v = 1� w

v

2

= 1� 2w +w

2

v

3

= 1� 3w + 3w

2

� w

3

.

.

.

ist

�(1; v; :::; v

p�2

) = det(a

i;j

)

2

��(1; w; :::; w

p�2

)

mit ganzen Zahlen a

i;j

. Genauso folgt aus w = 1� v

�(1; w; :::; w

p�2

) = det(a

i;j

)

2

��(1; v; :::; v

p�2

):

Es muss also det(a

i;j

)

4

= 1 und

�(1; v; :::; v

p�2

) = �(1; w; :::; w

p�2

) = (�1)

p�1

2

p

p�2

sein. Wir kennen damit die Diskriminante unserer Basis 1; v; :::; v

p�2

.

Wir w

�

ahlen nun eine beliebige Ganzheitsbasis a

1

; :::; a

p�1

und s
hreiben

v

j

=

p�1

X

i=1




j;i

a

i

; j = 0; :::; p � 2:
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Hier gilt f

�

ur die Determinante

det(


i;j

)

2

��(a

1

; :::; a

p�1

) = �(1; v; :::; v

p�2

):

Deswegen ist det(


i;j

) bis auf das Vorzei
hen eine Potenz von p. L

�

osen wir jetzt das Glei
hungs-

system na
h den a

i

auf (etwa mit der Kramers
hen Regel), so wird jedes a

i

ein Quotient

a

i

=

1

p

m

i

(n

i;1

+ n

i;2

v + :::n

i;p�2

v

p�2

)

mit ganzen Zahlen n

i;j

. Weil die a

i

eine Ganzheitsbasis sind, l

�

asst si
h jede ganz-algebrais
he

Zahl 
 2 K als ein derartiger Quotient ausdr

�

u
ken, in dessen Nenner nur eine p-Potenz steht.

Wenn 1; v; :::; v

p�1

keine Ganzheitsbasis w

�

aren, dann g

�

abe es eine ganz-algebrais
he Zahl


 =

1

p

� (n

0

+ n

1

v + :::+ n

p�2

v

p�2

); n

0

; :::; n

p�2

2 ZZ;

derart, dass ni
ht alle Zahlen n

k

dur
h p teilbar sind. Sei n

m

die erste davon. Dann ist

1

p

� (n

m

v

m

+ :::+ n

p�2

v

p�2

)

ganz-algebrais
h. Aus Satz 4.1 b) wissen wir

p = (1� w)(1 � w

2

) � ::: � (1� w

p�1

):

Jeder dieser Faktoren ist dur
h v = 1 � w teilbar. Dann ist also p = v

p�1

� k und p = v

m+1

� k

0

mit ganz-algebrais
hen Zahlen k und k

0

. Deswegen ist dann au
h

1

v

m+1

� (n

m

v

m

+ :::+ n

p�2

v

p�2

)

sowie

n

m

v

m

v

m+1

=

n

m

v

=

n

m

1� w

=: b

ganz-algebrais
h. Weil n

m

ni
ht dur
h p teilbar ist, w

�

are dies ein Widerspru
h zu Beispiel 5.7.

Unsere Basis war eben do
h eine Ganzheitsbasis.

Sind a

1

; :::; a

n

und a

0

1

; :::; a

0

n

zwei Ganzheitsbasen, so ist die

�

Ubergangsmatrix (


i;j

) ebenso

wie deren inverse Matrix ganzzahlig. Daraus folgt det(


i;j

) = �1. Beide Ganzheitsbasen haben

dieselbe Diskriminante.

De�nition 6.3 Die Diskrimininante einer Ganzheitsbasis (und damit aller Ganzheitsbasen) von

K hei�t die Diskriminante d(K) des Zahlk

�

orpers K.

Beispiel 6.5 (Quadratis
he Zahlk

�

orper) Es sei K = Q(

p

D) mit D 2 ZZ quadratfrei. Im

Fall D = 2; 3mod 4 bilden die Zahlen 1 und

p

D eine Ganzheitsbasis. Die Diskriminante ist

d(K) = det

 

1

p

D

1 �

p

D

!

2

= (�2

p

D)

2

= 4D:
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Im Fall D = 1mod 4 bilden (1 +

p

D)=2 und (1�

p

D)=2 eine Ganzheitsbasis und die Diskrimi-

nante ist

d(K) = det

 

1

2

(1 +

p

D)

1

2

(1�

p

D)

1

2

(1�

p

D)

1

2

(1 +

p

D)

!

2

=

�

1

4

(1 +

p

D)

2

�

1

4

(1�

p

D)

2

�

2

= D:

Beispiel 6.6 (Kreisteilungsk

�

orper) Unsere Bere
hnung der Ganzheitsbasis zeigt

�(Q(

p

p

1)) = �(1; w; :::; w

p�2

) = (�1)

p�1

2

� p

p�2

:

Konkret haben wir etwa f

�

ur

p 3 5 7 11

� �3 5

3

�7

5

�11

9

Aufgabe 6.1 Es sei K ein reell-quadratis
her Zahlk

�

orper. Zeigen Sie: In K gibt es ganz-

algebrais
he Zahlen 
 6= 1 mit beliebig kleinem Abstand j
� 1j > 0.

Aufgabe 6.2 Bestimmen Sie das Minimalpolynom

�

uber Q f

�

ur

a =

p

2 +

p

3; b =

p

2 +

p

5; 
 =

p

3 +

p

7:

Aufgabe 6.3 Es sei a

1

; :::; a

n

2 K eine K

�

orperbasis von K

�

uber Q derart, dass alle a

i

ganz

sind und die Diskriminante �(a

1

; :::; a

n

) 2 ZZ quadratfrei ist. Zeigen Sie, dass die a

i

eine Ganz-

heitsbasis von K bilden.

Aufgabe 6.4 Es seien D

1

und D

2

2 ZZ quadratfreie, teilerfremde Zahlen. Zeigen Sie, dass

1

2

(

p

D

2

+

p

D

1

D

2

ganz-algebrais
h ist in den folgenden F

�

allen:

a) D

1

= 1; D

2

= 3mod 4;

b) D

1

= 1; D

2

= 2mod 4;


) D

1

= 3; D

2

= 2mod 4.

Aufgabe 6.5 Es sei K der bi-quadratis
he K

�

orper Q(i;

p

2). Eine Zahl z 2 K hat also eine

Darstellung

a+ bi+ 


p

2 + di

p

2; a; b; 
; d 2 Q:

a) Zeigen Sie f

�

ur ganz-algebrais
hes z: a =

�

2

; b =

�

2

; 
 =




2

; d =

Æ

2

; �; �; 
; Æ 2 ZZ:

b) Zeigen Sie (mit MAPLE) Das Minimalpolynom von z ist

X

4

� 4aX

3

+ (6a

2

+ 2


2

+ 4(d

2

� b

2

))X

2

� 4(a

3

+ a


2

+ 2a(b

2

� d

2

)� 4b
d)X

+(a

2

+ 


2

)

2

+ 4(


2

� a

2

)(b

2

� d

2

)� 16ab
d + 4(b

2

+ d

2

)

2

:


) Zeigen Sie f

�

ur ganz-algebrais
hes z:

a = 
mod 2; b = dmod 2; a; 
 2 ZZ:

d) Bestimmen Sie eine Ganzheitsbasis und die Diskriminante von K.
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6.2 Einheiten

Die ganz-algebrais
hen Zahlen in einem algebrais
hen Zahlk

�

orperK bilden einen nullteiler-freien,

kommutativen Ring O(K) mit 1. Deswegen sind alle Begri�e aus Abs
hnitt 2.3 (Teilbarkeit) hier

anwendbar. Um die Ideale in O(K) k

�

ummern wir uns sp

�

ater. Hier wollen wir erst die Einheiten

in O(K), sozusagen die neutralen Elemente bez

�

ugli
h Teilbarkeit, untersu
hen. Sie bilden den

Einheitenring O

�

(K) des Zahlk

�

orpers K.

Satz 6.6 Die ganz-algebrais
he Zahl 
 2 K ist genau dann eine Einheit in O(K), wenn ihre

Norm N

K=Q

(
) = �1 ist.

Beweis.

"

) \: Ist 
 2 O(K) eine Einheit, dann gibt es ein 


0

2 O(K) mit 
 � 


0

= 1. Weil die

Norm multiplikativ ist (Satz 5.7), folgt daraus

N(
) �N(


0

) = 1:

Na
h Satz 5.9 sind N(
) und N(


0

) 2 Q ganze Zahlen. Deswegen ist N(
) 2 ZZ eine Einheit, d.h.

N(
) = �1.

"

( \: Jetzt ist N(
) = �1 vorausgesetzt. Na
h Satz 5.9 ist

N

K=Q

(
) = (
 � 


2

� ::: � 


k

)

[K:Q(
)℄

;

wo 


2

; :::; 


k

6= 
 die Konjugierten von 


�

uber Q sind. Als Nullstellen desselben Minimalpolynoms

sind diese alle ganz-algebrais
h. Also ist au
h 


0

:= 


2

� ::: � 


k

ganz-algebrais
h. Aus 
 � 


0

= �1

folgt zun

�

a
hst 


0

2 K, dann 


0

2 O(K), und damit, dass 
 2 O(K) eine Einheit ist.

Beispiel 6.7 (Quadratis
he Zahlk

�

orper) F

�

ur 
 = a+b

p

D 2 Q(

p

D) ist N(
) = a

2

�D �b

2

.

Die Frage ist, wann f

�

ur ganz-algebrais
hes 
 diese Norm = �1 ist. Die Antwort f

�

allt ganz

vers
hieden aus, abh

�

angig vom Vorzei
hen der Zahl D.

a) Q(

p

D) hei�t imagin

�

ar-quadratis
her Zahlk

�

orper, wenn D < 0 ist. F

�

ur eine Einheit 
 gilt

dann also

N(
) = a

2

+ jDjb

2

= �1:

Trivialerweise kommt �1 hier ni
ht in Frage. Aber au
h die Bedingung a

2

+jDjb

2

= 1 ist ziemli
h

restriktiv.

Betra
hten wir zun

�

a
hst den Fall D = 2; 3mod 4, wo a und b ganz sind. Wenn jDj � 2 ist,

gibt es nur den Fall a = �1 und b = 0. Einheiten sind nur die beiden Zahlen �1. Aber f

�

ur

D = �1 gibt es no
h die M

�

ogli
hkeiten a = 0; b = �1. Einheiten in Q(i) sind die vier Zahlen

�1 und �i.

Wenn D = 1mod 4 ist, gibt es no
h a = a

0

=2 und b = b

0

=2 mit a

0

; b

0

2 ZZ ungerade. Die

Bedingung lautet dann

a

2

0

+ jDjb

2

0

= 4:

F

�

ur D � �5 haben wir wieder nur a = �1 und b = 0. Aber f

�

ur D = �3 gibt es no
h die

M

�

ogli
hkeit a

2

0

= b

2

0

= 1. Einheiten im K

�

orper Q(

p

�3) sind also die se
hs Zahlen

�1;

1

2

(�1�

p

�3):
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Der K

�

orper Q(

p

�3) ist

�

ubrigens der Kreisteilungsk

�

orper Q(

3

p

1) und seine se
hs Einheiten sind

genau die se
hs 6-ten Einheitswurzeln.

b) Q(

p

D) hei�t reell-quadratis
her Zahlk

�

orper, wenn D > 0 ist. Einheiten 
 2 O

�

(Q(

p

D))

sind dann dur
h

N(
) = a

2

�D � b

2

= �1


harakterisiert. Wegen des Minus-Zei
hens vor dem D gibt es hier viel mehr M

�

ogli
hkeiten.

Entspre
hend s
hwieriger ist es jetzt au
h, diese Einheiten explizit zu bestimmen. Das Resultat

ist ganz analog zum Fall Q(

p

2). In 2:3 haben wir gesehen: Einheiten in O(Q(

p

2)) sind genau

die unendli
h vielen Zahlen �(1 +

p

2)

n

; n 2 ZZ. Aber im Allgemeinfall ist der Beweis ni
ht-

trivial und, vor allem, ni
ht konstruktiv. Die Bestimmung der Einheiten in einem gegebenen

reell-quadratis
hen Zahlk

�

orper ist deswegen in jedem Einzelfall ein aufregendes Unterfangen.

Beispiel 6.8 (Einheitswurzeln) Jede n-te Einheitswurzel w ist in Q(

n

p

1) ganz-algebrais
h,

denn die Kreisteilungspolynome haben ganze KoeÆzienten. Au
h w

�1

ist ganz-algebrais
h mit

w � w

�1

= 1. Einheitswurzeln in K sind also stets Einheiten. In einem reell-quadratis
hen

Zahlk

�

orper gibt es nur die beiden Einheitswurzeln �1. In einem imagin

�

ar-quadratis
hen Zahlk

�

orper

K kann es no
h mehr n-te Einheitswurzeln geben, und zwar genau dann, wenn '(n) = [K : Q℄ =

2 ist. Das ist genau dann der Fall, wenn n = 3 oder = 4 ist. In Beispiel 6.7 a) haben wir also ge-

zeigt: In einem imagin

�

ar-quadratis
hen Zahlk

�

orper sind genau die in diesem K

�

orper enthaltenen

Einheitswurzeln Einheiten.

Beispiel 6.9 Es sei p eine Primzahl und w 2 K := Q(

p

p

1) eine primitive p-te Einheitswurzel.

F

�

ur jedes k = 2; :::; p � 1 ist

1� w

k

= (1� w) � (1 + w + :::+ w

k�1

):

Die Zahl 1+w+ :::+w

k�1

ist ganz-algebrais
h. Also teilt 1�w die Zahl 1�w

k

in K. Umgekehrt

ist au
h w

k

eine primitive p-te Einheitswurzel und w = (w

k

)

l

mit 2 � l � p � 1. Also teilt

umgekehrt au
h 1�w

k

die Zahl 1� w in O(K). Es folgt: In Q(

p

p

1) sind die p� 1 Zahlen

1� w; 1� w

2

; :::; 1� w

p�1

assoziiert. Und Einheiten sind z.B. alle Zahlen

1 + w + :::+ w

m

=

1� w

m+1

1� w

; 0 � m � p� 2:

F

�

ur den Rest dieses Abs
hnittes sei D > 0, quadratfrei, und K = Q(

p

D) vorausgesetzt.

Eine Zahl e = a+ b

p

Da; b 2 ZZ; ist eine Einheit in K, genau dann, wenn

N(e) = a

2

�D � b

2

= �1

ist. Diese diophantis
he Glei
hung hei�t Pells
he Glei
hung. Die Bezei
hnung ist ein s
h

�

ones

Beispiel daf

�

ur, wie der Name eines Mathematikers v

�

ollig unverdient unsterbli
h werden kann.

Soweit i
h wei� hat Pell mit der Glei
hung ni
hts zu tun. Sie hei�t so, weil Euler den Namen

Pell irrt

�

umli
h mit der Glei
hung in Zusammenhang bra
hte.
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Im Fall D = 2; 3mod 4 kommt es darauf an, alle ganzzahligen L

�

osungen (a; b) der Pells
hen

Glei
hung zu �nden. Im Fall D = 1mod 4 sind au
h halbganzzahlige L

�

osungen gefragt. Triviale

L

�

osungen der Pells
hen Glei
hung sind (a; b) = (�1; 0). Aber die sind eben trivial. Ni
ht-trivial

ist, dass es ni
ht-triviale L

�

osungen der Pells
hen Glei
hung gibt. Und das wollen wir jetzt als

erstes beweisen. Dazu Vorbereitungen:

Satz 6.7 Es sei q 2 IR irrational, d.h., q 62 Q. Dann gibt es zu jedem n 2 IN teilerfremde Zahlen

x; y 2 ZZ mit

jx� yqj <

1

n

und

�

�

�

�

x

y

� q

�

�

�

�

<

1

y

2

:

Beweis. Das halbo�ene Intervall [0; 1) ist disjunkte Summe

[0; 1) = [0;

1

n

) [ [

1

n

;

2

n

) [ ::: [ [

n� 1

n

; 1)

von n Teilintervallen der L

�

ange 1=n. F

�

ur jede reelle Zahl bezei
hen wir wie

�

ubli
h mit [r℄ die

gr

�

o�te ganze Zahl � r. Dann ist also

0 � r � [r℄ < 1;

und r � [r℄ geh

�

ort zu genau einem Intervall in der obigen Zerlegung.

Wegen q 6= 0, sind die n+ 1 Zahlen 0; q; 2q; :::; nq alle voneinander vers
hieden, und es gibt

zwei dieser Zahlen iq und jq mit 0 � i < j � n; i; j 2 IN; f

�

ur die iq � [iq℄ und jq � [jq℄ im

glei
hen Intervall liegen. Das hei�t also

jiq � [iq℄� (jq � [jq℄)j <

1

n

:

Wir setzen

x := [jq℄� [iq℄ 2 ZZ; y := j � i 2 IN:

Dann ist also

jx� yqj = j[jq℄� jq � ([iq℄� iq)j <

1

n

und

�

�

�

�

x

y

� q

�

�

�

�

<

1

yn

�

1

y

2

:

Falls x und y einen gemeinsamen Teiler besitzen, k

�

onnen wir dur
h den austeilen, ohne eine der

beiden Bedingungen zu ver

�

andern. Wir k

�

onnen also ggT (x; y) = 1 annehmen.

Wenn wir hier n immer gr

�

o�er w

�

ahlen, erhalten wir

Satz 6.8 (Folgerung) Zu q 2 IR n Q gibt es unendli
h viele vers
hiedene Paare (x; y) teiler-

fremder Zahlen x; y 2 ZZ mit

�

�

�

�

x

y

� q

�

�

�

�

<

1

y

2

:
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Satz 6.9 Ist 1 < D 2 IN quadratfrei, so gibt es eine Konstante M 2 IR und unendli
h viele

vers
hiedene Paare (x; y) teilerfremder ganzer Zahlen x; y mit

jx

2

�D � y

2

j < M:

Beweis. Es ist

x

2

�D � y

2

= (x+

p

Dy)(x�

p

Dy)

mit q :=

p

D irrational. Na
h Satz 6.6 gibt es unendli
h viele Paare (x; y) von teilerfremden

ganzen Zahlen x; y mit y > 0 und

jx�

p

Dyj <

1

y

:

Aus der Dreie
ksunglei
hung folgt

jx+

p

Dyj � jx�

p

Dyj+ j2

p

Dyj <

1

y

+ 2

p

Dy

und

jx

2

�D � y

2

j <

1

y

� (

1

y

+ 2

p

Dy) = 2

p

D +

1

y

2

� 2

p

D + 1:

Mit M := 2

p

D + 1 ergibt si
h die Behauptung.

Satz 6.10 Es sei 1 < D 2 IN quadratfrei. Dann gibt es unendli
h viele vers
hiedene Paare

(x; y) ganzer Zahlen, wel
he die Pells
he +1-Glei
hung

x

2

�D

2

y

2

= 1

l

�

osen.

Beweis. Na
h Satz 6.8 gibt es einM 2 IR und unendli
h viele vers
hiedene Paare (x; y); y > 0;

ganzer Zahlen mit jx

2

� Dy

2

j < M . Dann gibt es au
h eine ganze Zahl m mit jmj < M und

unendli
he viele L

�

osungen (x; y); y > 0; der Glei
hung x

2

� Dy

2

= m. Wir k

�

onnen hier sogar

x > 0 annehmen, und dass alle x-Werte voneinander vers
hieden sind. Weil es nur endli
h viele

Restklassen modulo jmj gibt, folgt daraus die Existenz zweier sol
her Paare (x

1

; y

1

) und (x

2

; y

2

)

mit x

1

6= x

2

und

x

1

= x

2

mod jmj; y

1

= y

2

mod jmj:

Wir setzen




1

:= x

1

� y

1

p

D und 


2

:= x

2

+ y

2

p

D:

Mit x

2

= x

1

+ �m; y

2

= y

1

+ �m; �; � 2 ZZ; folgt daraus




1




2

= x

1

x

2

�D � y

1

y

2

+ (x

1

y

2

� y

1

x

2

)

p

D

= x

2

1

+ x

1

�m�Dy

2

1

�Dy

1

�m+ (x

1

y

1

+ x

1

�m� y

1

x

1

� y

1

�m)

p

D

= x

2

1

�Dy

2

1

+m(x

1

� �Dy

1

� + (x

1

� � y

1

�)

p

D)

= m �

h

1 + x

1

� �Dy

1

� + (x

1

� � y

1

�)

p

D

i

= m(u+ v

p

D)
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mit ganzen Zahlen u und v. Wegen

N(


1

) = x

2

1

�Dy

2

1

= m = x

2

2

�Dy

2

2

= N(


2

)

folgt daraus

m

2

= N(


1




2

) = m

2

� (u

2

�Dv

2

):

Also ist

u

2

�Dv

2

= 1;

und (u; v) ist eine L

�

osung der Pells
hen Glei
hung.

Wir zeigen als n

�

a
hstes, dass diese L

�

osung ni
ht-trivial ist, d.h. v 6= 0. Aber v = 0 w

�

urde

u = �1 und 


1




2

= �m implizieren. Wir multiplizieren diese Glei
hung mit der Konjugierten




0

2

:= x

2

� y

2

p

D:




1

� 


2




0

2

= �m


0

2

;




1

�N(


2

) = �m


0

2

;

m


1

= �m


0

2

;




1

= �


0

2

;

x

1

= �x

2

:

Wegen x

i

> 0 und y

i

> 0 w

�

urde daraus x

1

= x

2

; y

1

= y

2

und der Widerspru
h 


1

= 


2

folgen.

Wir haben also eine L

�

osung (u; v) der Pells
hen Glei
hung u

2

�Dv

2

= 1 mit v > 0 gefunden.

Weil

p

D irrational ist, kann dann ni
ht u +

p

Dv = �1 gelten. Also sind die unendli
h vielen

Zahlen (u+

p

Dv)

n

; n 2 ZZ alle voneinander vers
hieden. Wegen

N((u+

p

Dv)

n

) = (N(u+

p

Dv))

n

= 1

n

= 1

geh

�

oren sie alle zu (unendli
h vielen, voneinander vers
hiedenen) L

�

osungen der Pells
hen Glei-


hung.

Jetzt wissen wir, dass es im reell-quadratis
hen Zahlk

�

orper Q(

p

D) unendli
h viele Einheiten

gibt. Aber die Struktur der Einheitengruppe O

�

(Q(

p

D)) kennen wir no
h ni
ht. Dazu beweisen

wir zun

�

a
hst eine Hilfsaussage:

Satz 6.11 Es sei K = Q(

p

D) ein reell-quadratis
her Zahlk

�

orper und 0 < M 2 IR eine feste

S
hranke. Dann gibt es nur endli
h viele ganz-algebrais
he Zahlen 
 2 K mit j
j < M und

j


0

j < M . (Hier ist 


0

2 K die Konjugierte von 
.)

Beweis. Falls D = 2; 3mod 4, sind die ganzen Zahlen 
 von der Form a+ b

p

D mit a; b 2 ZZ.

Aus j
j < M und j


0

j < M folgt

j
j

2

= a

2

+Db

2

+ 2ab

p

D < M

2

;

j


0

j

2

= a

2

+Db

2

� 2ab

p

D < M

2

;

a

2

+Db

2

< M

2

:

Wegen D 6= 0 gibt es nur endli
h viele Paare (a; b) ganzer Zahlen, wel
he diese Unglei
hung

erf

�

ullen.

Bei D = 1mod 4 gibt es no
h die M

�

ogli
hkeit 
 = (a +

p

Db)=2, aber der Beweis (mit M

ersetzt dur
h 2M) verl

�

auft ganz analog.
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De�nition 6.4 Eine Fundamental-Einheit im reell-quadratis
hen Zahlk

�

orper K ist eine Ein-

heit 


0

2 O

�

(K), derart, dass alle Einheiten 
 2 O

�

(K) von der Form

�


n

0

; n 2 ZZ

sind.

Beispiel 6.10 In Beispiel 2.14 haben wir bewiesen, dass 1 +

p

2 eine Fundamentaleinheit im

Zahlk

�

orper Q(

p

2) ist.

Satz 6.12 Jeder reell-quadratis
he Zahlk

�

orper K besitzt eine Fundamentaleinheit.

Beweis. Na
h Satz 6.10 gibt es ni
ht-triviale L

�

osungen 1 < x; y 2 IN der Pells
hen Glei
hung

x

2

� Dy

2

= 1; D > 0. Dazu geh

�

oren Einheiten 
 = x +

p

Dy in K = Q(

p

D) mit 
 > 1. Wir

w

�

ahlen eine sol
he Einheit 
 2 O

�

(K) und eine reelle S
hranke M > 
+ 1.

Aus N(
) = 



0

= 1 folgt f

�

ur die Konjugierte 


0

von 


0 < 


0

< 1 < M:

Na
h Satz 6.11 gibt es nur endli
h viele Einheiten 
 2 O

�

(K) mit 0 < 
; 


0

< M und deswegen

au
h nur endli
h viele Einheiten 
 2 O

�

(K) mit 1 < 
 < M . Die kleinste davon w

�

ahlen wir und

nennen sie 


0

. I
h behaupte: 


0

ist eine Fundamentaleinheit.

Zu zeigen ist: Jede positive Einheit 0 < e 2 O

�

(K) ist eine Potenz von 


0

. Der Beweis

dazu verl

�

auft wie

�

ubli
h. Die Intervalle [


n

0

; 


n+1

0

); n 2 ZZ; bilden eine disjunkte

�

Uberde
kung der

positiven reellen Halba
hse. In einem dieser Intervalle muss e liegen. Es gibt also eine ganze Zahl

n mit 


n

0

� e < 


n+1

0

. Au
h e=


n

0

ist eine Einheit. F

�

ur sie gilt

1 �

e




n

0

<




n+1

0




n

0

= 


0

:

Weil 


0

die kleinste Einheit > 1 ist, muss e=


n

0

= 1, d.h. e = 


n

0

gelten.

Satz 6.13 (Korollar) Die Einheitengruppe O

�

(K) eines reell-quadratis
hen Zahlk

�

orpers K ist

isomorph zum Produkt ZZ

2

� ZZ.

Beweis. Die zyklis
he Gruppe ZZ

2

2 O

�

(K) wird erzeugt von �1, und eine unendli
he zykli-

s
he Gruppe ' ZZ wird erzeugt von einer Fundamentaleinheit 


0

> 1. Und dann ist O

�

(K) das

direkte Produkt beider Untergruppen.

Die Fundamental-Einheit 


0

= a+ b

p

D 2 O

�

(K) ist ni
ht eindeutig bestimmt. Denn mit 


sind au
h die vier Zahlen

�a� b

p

D

Fundamental-Einheiten. Jede davon liegt in genau einem der vier o�enenen Intervalle

(�1;�1); (�1; 0); (0; 1); (1;1):

Die Fundamentaleinheit 


0

2 (1;1) mit a; b > 0 ist allerdings eindeutig bestimmt. F

�

ur sie ist a

minimal unter allen Einheiten 
 > 1.
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Beispiel 6.11 In K = Q(

p

3) ist 
 := 2 +

p

3 eine Einheit, weil N(
) = 4 � 3 = 1. Wenn 


keine Fundamental-Einheit w

�

are, g

�

abe es eine Einheit 


0

= 1 + b

p

3; 1 � b 2 IN. Wegen

N(


0

) = 1� 3b

2

� �2

kann ein sol
hes 


0

aber keine Einheit sein. Also ist 
 eine Fundamental-Einheit in Q(

p

3).

In K = Q(

p

5) ist


 :=

1

2

(1 +

p

5)

eine Einheit, denn N(
) = �1. Weil es in K keine ganz-algebrais
he Zahl a+ b

p

5 mit 0 < a <

1=2 gibt, ist 
 eine Fundamentaleinheit.

In K = Q(

p

13) ist 
 = (3 +

p

13)=2 eine Einheit wegen N(
) = �1. W

�

are 
 keine

Fundamental-Einheit, g

�

abe es in K Einheiten




1

= 1 + b

p

13 oder 


2

= (1 + b

p

13)=2; 0 < b 2 IN:

Wegen N(


1

) = 1 � 13b

2

� �12 und N(


2

) = (1 � 13b

2

)=4 � �3 ist dies aber unm

�

ogli
h. Also

ist 
 eine Fundamental-Einheit.

In K = Q(

p

10) ist 
 := 3+

p

10 eine Einheit mit N(
) = �1. W

�

are sie keine Fundamental-

Einheit, g

�

abe es in K Einheiten




1

= 2 + b

p

10 oder 


2

= 1 + b

p

10; 0 < b 2 IN:

Wegen N(


1

) = 4� 10b

2

� �6 und N(


2

) = 1� 10b

2

� �9 ist dies aber ni
ht m

�

ogli
h. Also ist


 2 Q(

p

10) eine Fundamental-Einheit.

Eine Fundamental-Einheit in Q(

p

94) ist die s
h

�

one gro�e Zahl

2143295 + 221064

p

94:

Das m

�

o
hte i
h jetzt aber ni
ht mehr na
hpr

�

ufen.

Aufgabe 6.6 Finden Sie Fundamental-Einheiten f

�

ur Q(

p

15) und Q(

p

39).

Aufgabe 6.7 Zeigen Sie: F

�

ur jedes k; 1 � k � p� 1; ist

sin(

k�

p

)

sin(

�

p

)

eine Einheit in Q(

p

p

1).

Aufgabe 6.8 Es sei K ein reell-quadratis
her Zahlk

�

orper. Zeigen Sie: In K gibt es Einheiten

e 6= 1 mit beliebig kleinem Abstand je� 1j > 0.

Aufgabe 6.9 Es sei D = 1mod 8 eine quadratfreie ganze Zahl. Zeigen Sie:

a) Ist e := (x+ y

p

D)=4; x; y 2 ZZ eine Einheit in Q(

p

D), so sind x und y gerade.

b) Ist e eine Einheit, so ist e

3

= u+ v

p

D mit u; v 2 ZZ.
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6.3 Irreduzible ganz-algebrais
he Zahlen

Wieder sei K � C ein algebrais
her Zahlk

�

orper mit seinem Ring O(K) der ganz-algebrais
hen

Zahlen und der Gruppe O

�

(K) der Einheiten. Na
h De�nition 2.19 hei�t 
 2 O(K); 
 6= 0; keine

Einheit, irreduzibel, wenn 
 die folgende Eigens
haft hat: Ist 
 = a � b mit a und b 2 O(K), dann

ist entweder a oder b eine Einheit 2 O

�

(K).

Satz 6.14 Wenn die Zahl jN

K=Q

(
)j 2 IN eine Primzahl ist, dann ist 
 2 O(K) irreduzibel.

Beweis. Es sei 
 = a � b mit a und b 2 O(K). Wegen der Multiplikativit

�

at der Norm (Satz

5.8) ist

jN(
)j = jN(a)j � jN(b)j; jN(a)j; jN(b)j 2 IN;

eine Primzahl. Daraus folgt entweder N(a) = �1 oder N(b) = �1. Na
h Satz 6.6 ist also

entweder a oder b eine Einheit in O(K).

Beispiel 6.12 Die irreduziblen Zahlen in O(Q) = ZZ sind genau die Zahlen �p, wo p 2 IN

eine Primzahl ist. Das ist vertrauensbildend. Dumm ist allerdings, dass Primzahlen p 2 IN in

algebrais
hen Erweiterungen K von Q reduzibel sein k

�

onnen. So gilt etwa in K = Q(i)

5 = (2 + i) � (2� i); 2� i 2 O(K):

Wegen

N

K=Q

(2 + i) = N

K=Q

(2� i) = 5

sind beide Faktoren 2 � i keine Einheit in K. Deswegen ist die Primzahl 5 ni
ht irreduzibel in

Q(i). Satz 6.14 greift hier ni
ht, denn na
h Satz 5.7 ist

N

Q(i)=Q

(5) = 5

2

keine Primzahl.

Zwei Zahlen 


1

und 


2

2 O(K) sind assoziiert, wenn es eine Einheit e 2 O

�

(K) gibt mit




2

= e�


1

. Ist 
 2 O(K) irreduzibel, so sind au
h alle zu 
 assoziierten Zahlen in O(K) irreduzibel.

Satz 6.15 Jede ganz-algebrais
he Zahl 
 2 O(K), keine Einheit, besitzt eine Produkt-Zerlegung


 = 


1

� ::: � 


k

mit irreduziblen ganz-algebrais
hen Zahlen 


1

; :::; 


k

2 O(K).

Beweis. Ist 
 selbst irreduzibel, so ist ni
hts zu zeigen. Andernfalls gilt 
 = 


1

� 


2

, wo




1

; 


2

2 O(K) keine Einheiten sind. Also ist f

�

ur j = 1; 2

jN

K=Q

(


j

)j > 1;

und die Behauptung folgt dur
h Induktion na
h jN

K=Q

(
)j.
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Satz 6.16 (Euklid) In jedem algebrais
hen Zahlk

�

orper K � C gibt es unendli
h viele, ni
ht

assoziierte irreduzible ganz-algebrais
he Zahlen.

Beweis. Wegen 2 2 ZZ � O(K) ist 2 = 


1

� ::: � 


k

na
h Satz 6.15 ein Produkt irreduzibler

ganz-algebrais
her Zahlen 


j

2 O(K). Es gibt also mindestens eine irreduzible Zahl 


1

2 O(K).

Wir zeigen dur
h Induktion na
h n 2 IN, dass es mehr als n sol
her Zahlen gibt:

Seien etwa 


1

; :::; 


n

2 O(K) irreduzible ganz-algebrais
he Zahlen, und 
 := 1 + jN

K=Q

(


1

�

::: � 


n

)j = 1 + jN(


1

)j � ::: � jN(


n

)j 2 ZZ � O(K): Keine der Zahlen 


1

; :::; 


n

kann 
 in O(K)

teilen, denn wegen 


�

j � N(


�

) w

�

urde sie au
h 1 teilen und w

�

are eine Einheit. Das ist aber

ausges
hlossen.

Weiter kann 
 au
h keine Einheit 2 O(K) sein, denn wegen jN(


�

)j > 1 ist 
 > 1. Mit Satz

5.7 folgt daraus

N

K=Q

(
) = 


[K:Q℄

> 1;

und N

K=Q

(
) 6= �1.

Na
h Satz 6.15 besitzt 
 eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Keiner dieser Faktoren kann

mit 


1

; 


2

; :::; oder 


n

�

ubereinstimmen. Also gibt es no
h mindestens eine weitere irreduzible Zahl




n+1

2 O(K).

Dies waren die guten Na
hri
hten. Aber leider gibt es mehr s
hle
hte Na
hri
hten: Zun

�

a
hst

einmal brau
hen die uns gel

�

au�gen klassis
hen Primzahlen p = 2; 3; 5; ::: 2 IN ni
ht irreduzibel

in einer algebrais
hen Erweiterung K von Q zu sein.

De�nition 6.5 Die Primzahl p 2 IN zerf

�

allt in dem Zahlk

�

orper K , wenn sie eine Produktzer-

legung p = 


1

� 


2

in ganz-algebrais
he Zahlen 


1

; 


2

2 K zul

�

asst, von denen keine eine Einheit

ist.

Sowas ist s
hnell passiert:

Beispiel 6.13 Es sei K = Q(i). In K zerfallen z.B. die Primzahlen

2 = (1 + i) � (1� i) oder 5 = (2 + i) � (2� i):

Weil die Faktoren hier ni
ht die Norm 1 haben, sind sie keine Einheiten.

Im f

�

unften Kreisteilungsk

�

orper K = Q(

5

p

1) mit der primitiven Einheitswurzel � = e

2�i=5

sind die vier Zahlen 2 + �

k

; k = 1; 2; 3; 4; ganz-algebrais
h und haben das Produkt

(2 + �)(2 + �

2

)(2 + �

3

)(2 + �

4

) = (2 + �)(2 + �

4

) � (2 + �

2

)(2 + �

3

)

= (4 + 2(�+ �

4

) + 1) � (4 + 2(�

2

+ �

3

) + 1)

= (5 + 2(�+ �

4

)) � (5 + 2(�

2

+ �

3

))

= 25 + 10(�+ �

2

+ �

3

+ �

4

) + 4(�+ �

2

+ �

3

+ �

4

)

= 25� 10� 4

= 11:

Die Primzahl 11 zerf

�

allt hier also.
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Satz 6.17 a) Es seiK ein Zahlk

�

orper

�

uber Q. Jede Primzahl p 2 IN, die (bis auf das Vorzei
hen)

Norm �N

K=Q

(
) einer ganz-algebrais
hen Zahl 
 2 K ist, zerf

�

allt in K.

b) Ist K = Q(

p

D) ein quadratis
her Zahlk

�

orper, so gilt au
h die Umkehrung: p zerf

�

allt

genau dann in K, wenn p = �N(
) (bis auf das Vorzei
hen) die Norm einer ganz-algebrais
hen

Zahl 
 2 K ist.

Beweis. a) Wenn p = �N(
) mit einer ganz-algebrais
hen Zahl 
 2 K ist, so ist na
h Satz

5.7

p = ((�
) � 


2

� ::: � 


n

)

[K:Q(
)℄

;

wo 


2

; :::; 


n

2 K die Konjugierten von 
 sind. O�ensi
htli
h muss [K : Q(
)℄ = 1 sein. Wegen

N(


i

) = N(
) = �p 6= 1 ist keine der Zahlen 
; 


2

; :::; 


n

eine Einheit. Dann ist au
h 


0

= 


2

� ::: �


n

keine Einheit und p = (�
) � 


0

zerf

�

allt in K.

b) Die Primzahl p zerfalle in K = Q(

p

D), also etwa p = 
 � 


0

mit N(
) und N(


0

) 6= �1.

Na
h Satz 5.7 folgt

N(
) �N(


0

) = N

K=Q

(p) = p

2

und N(
) = N(


0

) = �p.

Satz 6.18 a) Wenn die Primzahl p im quadratis
hen Zahlk

�

orper Q(

p

D) zerf

�

allt, dann ist D

ein quadratis
her Rest modulo p.

b) Wenn der Ring O(Q(

p

D)) faktoriell ist, dann gilt au
h eine teilweise Umkehrung von a):

Es sei p > 2 eine Primzahl. Wenn D quadratis
her Rest modulo p ist, dann zerf

�

allt p in Q(

p

D).

Beweis. a) F

�

ur D = 2 oder 3 modulo 4 sind die ganzen Zahlen in K = Q(

p

D) von der Form

a+ b

p

D; a; b 2 ZZ. Na
h Satz 6.17 b) zerf

�

allt p genau dann, wenn

�p = N(a+ b

p

D) = a

2

�D � b

2

; a; b 2 ZZ;

ist. Hier kann b ni
ht dur
h p teilbar sein, denn dann w

�

are dies au
h a, und p

2

w

�

urde p teilen,

das geht ni
ht. Also ist bmod p eine prime Restklasse modulo p. Es gibt eine ganze Zahl b

0

mit

bb

0

= 1modp. Daraus folgt

0 = a

2

(b

0

)

2

�Db

2

(b

0

)

2

= (ab

0

)

2

�D mod p;

d.h., D ist ein quadratis
her Rest modulo p.

F

�

ur D = 1mod 4 gibt es no
h den Fall

�p = N(

a

2

+

b

2

p

D) =

1

4

(a

2

� b

2

D);

oder

a

2

�Db

2

= �4p:

Wieder kann b ni
ht dur
h p teilbar sein, denn daraus w

�

urde folgen

pja; p

2

j(a

2

�Db

2

) = 4p; pj4; p = 2;
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im Widerspru
h zu p = 1mod 4. Es gibt also ein b

0

2 ZZ mit bb

0

= 1modp und

(a

2

�Db

2

)(b

0

)

2

= (ab

0

)

2

�D = �4p(d

0

)

2

= 0 mod p:

Au
h jetzt ist D ein quadratis
her Rest modulo p.

b) Wenn D quadratis
her Rest modulo p ist, dann gibt es ganze Zahlen m und q 2 ZZ mit

D = m

2

+ p � q; bzw. p � q = D �m

2

= �(m�

p

D) � (m+

p

D):

Na
h Voraussetzung besitzt p�q eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren aus O(Q(

p

D)).

Einer dieser Faktoren, etwa 
, muss dann p teilen und au
h entweder m +

p

D oder m �

p

D.

Der Faktor 
 kann ni
ht assoziiert zu p sein, denn dann w

�

are (m �

p

D)=p ganz-algebrais
h in

Q(

p

D). Weil p > 2 vorausgesetzt ist, geht das ni
ht. Also ist 
 ein e
hter Teiler von p, und die

Primzahl p zerf

�

allt.

Es kommt no
h s
hlimmer: Die irreduziblen ganz-algebrais
hen Zahlen brau
hen im Ring

O(K) ni
ht prim im Sinn von De�nition 2.19 zu sein. Dann ist na
h Satz 2.17 die Zerlegung in

irreduzible Faktoren inO(K) ni
ht eindeutig, undO(K) ist ni
ht faktoriell. Hierzu das Standard-

Beispiel:

Beispiel 6.14 In K = Q(

p

�5) ist

21 = 3 � 7 = (4 +

p

�5) � (4�

p

�5):

Alle beteiligten Faktoren sind sind irreduzibel. Das ist allerdings ni
ht ganz o�ensi
htli
h:

W

�

are 3 ni
ht irreduzibel in K, so w

�

urde aus Satz 6.17 b)

3 = N(a+ b

p

�5) = a

2

+ 5b

2

; a; b 2 ZZ;

folgen. O�ensi
htli
h geht das ni
ht.

W

�

are 7 ni
ht irreduzibel, so h

�

atten wir ebenso

7 = N(a+ b

p

�5) = a

2

+ 5b

2

; a; b 2 ZZ:

Es w

�

urde b

2

= 0 oder = 1 folgen, und das geht au
h ni
ht.

Nehmen wir nun an

4 +

p

�5 = 
 � 


0

; 
; 


0

2 O(K); N(
); N(


0

) > 1;

w

�

are ni
ht irreduzibel. Wegen N(4 +

p

�5) = 21 h

�

atten wir o.B.d.A. N(
) = 3; N(


0

) = 7. Wie

wir gerade gesehen haben geht das aber ni
ht. Weil 4 �

p

�5 konjugiert zu 4 +

p

�5 ist, muss

au
h dieser Faktor irreduzibel sein.

Sehr verwirrend ist hier au
h der

�

ubli
he Spra
hgebrau
h: In der Zahlentheorie nennt man

die irreduziblen ganz-algebrais
hen Element eines Zahlk

�

orpers seine Prim-Elemente oder Prim-

Zahlen, obwohl sie eben i.A. ni
ht prim im Sinn der Ring-Theorie sind.
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Weil in einem quadratis
hen Zahlk

�

orper K i.A. die irreduziblen ganzen Zahlen ni
ht prim

sind, ist die Zerlegung in irreduzible Faktoren i.A. ni
ht eindeutig. I.A. ist also der Ring O(K)

ni
ht faktoriell. (Satz 2.17) Es ist merkw

�

urdig, dass es aber do
h ein paar sol
he K

�

orper gibt, wo

der Ring O(K) faktoriell, und sogar euklidis
h ist. Das ist der eigentli
he Grund f

�

ur die Wi
htig-

keit des euklidis
hen Algorithmus. Als euklidis
he Gradfunktion nehmen wir dabei jN(
)j. Wir

erinnern uns an Satz 5.6: Es ist N(
) = 0 nur dann, wenn 
 = 0.

De�nition 6.6 Der quadratis
he Zahlk

�

orper hei�t Norm-euklidis
h, wenn der Ring O(K) mit

dieser Norm ein euklidis
her Ring ist.

Wir erinnern uns m

�

uhsam, was das bedeutet: Zu je zwei ganz-algebrais
hen Zahlen a; b 2

O(K) mit b 6= 0 gibt es ganz-algebrais
he Zahlen q; r 2 O(K) derart, dass

a = b � q + r; jN(r)j < jN(b)j:

Wenn wir diese Zeile dur
h b austeilen, und benutzen, dass die Norm multiplikativ ist, wird sie

�

aquivalent zu

a

b

= q +

r

b

; jN(

r

b

)j < 1:

Das ist nun wieder

�

aquivalent zu folgender Eigens
haft: Zu jeder Zahl 
 2 K; (
 = a=b); gibt es

eine ganz-algebrais
he Zahl q 2 O(K) mit

jN(
 � q)j < 1:

Beispiel 6.15 Die Zahlen in Q(i) sind von der Form u+v�i; u; v 2 Q; und die ganz-algebrais
hen

(die ganzen Gau�s
hen Zahlen) sind diejenigen, wo u = m und v = n ganzzahlig ist. Nun liegt

jede komplexe Zahl 
 = u + v � i in genau einem Quadrat der Seitenl

�

ange 1 mit ganzzahligen

E
ken m+n � i; m+1+n � i; m+(n+1) � i; m+1+ (n+1) � i: Es gibt eine dieser E
ken,

= q, von der 
 einen Abstand

j
� qj �

r

(

1

2

)

2

+ (

1

2

)

2

=

r

1

2

besitzt. In Q(i) ist aber N(
) = j


2

j und es folgt

N(
� q) = j
� qj

2

�

1

2

< 1:

Wir haben gezeigt: Die ganzen Zahlen in Q(i) bilden einen norm-euklidis
hen Ring! Es gibt no
h

vier andere derartige imagin

�

ar-quadratis
he K

�

orper:

Satz 6.19 Die ganz-algebrais
hen Zahlen des imagin

�

ar-quadratis
hen K

�

orpers K = Q(

p

D); D <

0 quadratfrei, bilden einen norm-euklidis
hen Ring genau dann, wenn

D = �1; �2; �3; �7; �11:
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Beweis. Die ganzen Zahlen in K sind q = m + n

p

D;m;n 2 ZZ; und jede Zahl 
 2 K liegt

in genau einem Re
hte
k mit den E
ken q; q + 1; q +

p

D; q + 1 +

p

D: Vers
hieben wir 
 um

�q, so sehen wir: es gen

�

ugt zu zeigen, dass zu jeder Zahl 
 2 K im Re
hte
k mit den E
ken

0; 1;

p

D; 1 +

p

D eine ganze Zahl q 2 O(K) existiert mit

N(
� q) < 1:

Dieses Re
hte
k nennen wir das Fundamental-Re
hte
k.

Nun ist f

�

ur x+ y

p

D

N(x+ y

p

D) = x

2

+ jDjy

2

=

�

�

�

�

x+ i

q

jDjy

�

�

�

�

2

das Quadrat der

�

ubli
hen komplexen Norm. Die Menge N(
 � q) < 1 ist deswegen das Innere

des normalen Kreises um q vom Radius 1 in der komplexen Ebene.

Wir m

�

ussen die F

�

alle d = 2; 3mod 4 und d = 1mod 4 unters
heiden:

D = 2; 3mod 4: Hier ist die Frage, ob die vier Kreise vom Radius 1 um die E
ken des

Fundamentalre
hte
ks das ganze Re
hte
k

�

uberde
ken. Das ist o�enbar genau dann der Fall,

wenn der Mittelpunkt

m =

1

2

(1 +

p

D)

einen Abstand < 1 vom Nullpunkt besitzt. Das bedeutet

1

4

(1 + jDj) < 1;

1 + jDj < 4

jDj < 3:

Wir erhalten die beiden F

�

alle D = �1 und D = �2.

D = 1mod 4. Da gibt es im Fundamentalre
hte
k no
h die ganz-algebrais
he Zahl

m =

1

2

+

1

2

p

D;

den Mittelpunkt. Jetzt stellt si
h die Frage, ob die f

�

unf Einheitskreise (um die vier E
ken und

um m) das ganze Re
hte
k

�

uberde
ken. Der Kreis um q = 0 tri�t die Gerade x = 1=2 in den

Punkten 1=2+ iy mit y

2

< 3=4. Die Frage ist also: Wann liegt der Punkt (1+ i

p

3)=2 im Inneren

des Einheitskreises um m? Die Bedingung ist

1

2

p

3 + 1 >

1

2

q

jDj;

2 +

p

3 >

q

jDj;

7 + 4

p

3 > jDj:

Wegen 7 + 4

p

3 > 11 ist dies f

�

ur jDj = 3; 7 oder 11 no
h der Fall, wegen 7 + 4

p

3 < 15 f

�

ur

jDj � 15 aber ni
ht mehr.
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S
hwieriger ist der reell-quadratis
he Fall K = Q(

p

D) mit D > 0. Die Norm von a+b

p

D ist

jetzt a

2

�Db

2

und jN(
)j < 1 bes
hreibt die Punkte (x; y) = (a; b

p

D) der Ebene mit jx

2

�y

2

j < 1.

Tr

�

ostli
h daran ist eigentli
h nur, dass das Quadrat jxj < 1; jyj < 1 mit Seitenl

�

ange 2 zu diesem

Berei
h geh

�

ort.

Satz 6.20 Die ganz-algebrais
hen Zahlen im reell-quadratis
hen Zahlk

�

orper K = Q(

p

D); D >

0 quadratfrei, bilden jedenfalls dann einen norm-euklidis
hen Ring, wenn

D = 2; 3; 5; 13:

Beweis. Wieder haben wir in der Ebene ein Fundamentalre
hte
k mit den E
ken

(0; 0); (1; 0); (0;

p

D); (1;

p

D):

Wenn seine H

�

ohe

p

D < 2 ist, wird es dur
h die vier Quadrate der Seitenl

�

ange 2, zentriert in

den vier E
ken,

�

uberde
kt. Dies liefert die Aussage f

�

ur D < 4; D = 2; 3.

F

�

ur D = 1mod 4 geh

�

ort au
h no
h der Mittelpunkt

m = (

1

2

;

p

D

2

)

zu einer ganz-algebrais
hen Zahl. Das in ihm zentrierte Quadrat der Seitenl

�

ange 2 s
hneidet aus

der linken und re
hten Seite des Fundamentalre
hte
ks die Stre
ken

(0; t) und (1; t) mit

p

D

2

� 1 < t <

p

D

2

+ 1

aus. Zusammen mit den in den E
ken zentrierten Quadraten

�

uberde
kt es das ganze Fundamen-

talre
hte
k genau dann, wenn

p

D

2

� 1 < 1;

p

D < 4; D < 16:

Dies liefert die F

�

alle D = 5 und 13.

Der eben bewiesene Satz 6.20 ist ni
ht s
harf, weil das Gebiet jx

2

�y

2

j < 1 einfa
h dur
h ein

darin gelegenes Quadrat ersetzt wurde. Tut man das ni
ht, so kann man die Eigens
haft

"

norm-

euklidis
h\ no
h f

�

ur D = 6 und 7 beweisen. (S. das in 6.1 zitierte Bu
h von Cohn. Den Beweis

konnte i
h allerdings ni
ht na
hvollziehen, au
h enth

�

alt das Bu
h entstellende Dru
kfehler.)

Das ist alles au
h ni
ht so wi
htig, denn es kommt vor allem auf die Folgerungen aus dieser

Eigens
haft an: Wenn der Ring O(K) euklidis
h ist, dann ist er au
h ein Hauptidealring und

na
h Satz 2.19 faktoriell. Irreduzible Zahlen sind prim und die Zerlegung in irreduzible Faktoren

ist eindeutig.

Es ist eine ber

�

uhmte Vermutung von Gau�, die erst in der zweiten H

�

alfte des 19. Jahrhunderts

von H. Stark bewiesen wurde, dass der Ring der ganzen Zahlen in einem imagin

�

ar-quadratis
hen

Zahlk

�

orper Q(

p

D) genau f

�

ur die neun Zahlen

D = �1; �2; �3; �7; �11; �19; �43; �67; �163
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faktoriell ist. Es ist eine o�ene Vermutung, dass dies f

�

ur unendli
h viele reell-quadratis
he

Zahlk

�

orper der Fall ist.

Die Faktorialit

�

at des Rings der ganzen Zahlen in Q(

p

D) hat sehr bemerkenswerte zahlen-

theoretis
he Konsequenzen. S
hauen wir uns das mal in den einfa
hsten F

�

allen an.

Beispiel 6.16 (D=-1) Ein Primzahl p zerf

�

allt in Q(

p

�1) genau dann, wenn �p = N(
) =

a

2

+ b

2

ist, wo 
 = a+ b � i. Nat

�

urli
h kommt �p hier ni
ht in Frage. Also zerf

�

allt p genau dann,

wenn man es als Summe zweier Quadrate s
hreiben kann. Wegen 2 = 1 + 1 gilt das f

�

ur p = 2

trivialerweise. Und f

�

ur p > 2 sagt Satz 6.18 a): p = a

2

+ b

2

ist Summe zweier Quadrate genau

dann, wenn �1 quadratis
her Rest modulo p ist. Na
h Beispiel 2.30 ist dies genau dann der

Fall, wenn p = 1mod 4 ist. Das ist ein klassis
hes Resultat von Euler.

Beispiel 6.17 (D=-2) Die Primzahl p zerf

�

allt in Q(

p

�2) genau dann, wenn man sie als a

2

+

2b

2

mit ganzen Zahlen a und b s
hreiben kann. Wieder geht das f

�

ur p = 2 = 0+2 �1

2

auf triviale

Weise. Und f

�

ur p > 2 ist dies na
h Satz 6.18 a) genau dann der Fall, wenn �2 quadratis
her

Rest modulo p ist. Wir betra
hten die F

�

alle

p = 1mod 4: Jetzt ist �1 quadratis
her Rest modulo p und die Bedingung ist genau dann

erf

�

ullt, wenn au
h 2 quadratis
her Rest modulo p ist. Na
h Beispiel 2.32 ist dies genau dann

der Fall, wenn (p� 1)=4 gerade, also p = 1mod 8 ist.

p = 3mod 4: Jetzt ist �1 kein quadratis
her Rest modulo p, und die Bedingung ist genau

dann erf

�

ullt, wenn 2 au
h keiner ist. Na
h Beispiel 2.32 ist letzteres genau dann der Fall, wenn

(p+ 1)=4 ungerade ist. Und das bedeutet p = 3mod 8.

Wir haben gezeigt: Eine Primzahl p > 2 l

�

asst si
h genau dann als a

2

+2b

2

; a; b 2 ZZ; s
hreiben,

wenn p = 1 oder = 3mod 8 ist.

Beispiel 6.18 (D=-3) Eine Primzahl p zerf

�

allt genau dann, wenn p = a

2

+ 3b

2

; a; b 2 ZZ ist.

F

�

ur p = 2 geht das ni
ht (2 ist kein quadratis
her Rest modulo 3), und f

�

ur p = 3 geht es auf

triviale Weise. Die Bedingung aus Satz 6.18 b) lautet jetzt: �3 ist quadratis
her Rest modulo p.

wieder unters
heiden wir:

p = 1mod 4, es ist �1 quadratis
her Rest modulo p, und die Frage ist: Wann ist 3 quadra-

tis
her Rest modulo p? Na
h dem quadratis
hen Reziprozit

�

atsgesetz ist dies genau dann erf

�

ullt,

wenn p quadratis
her Rest modulo 3 ist, d.h., p = 1mod 3.

p = 3mod 4, nun ist �1 kein quadratis
her Rest modulo p, und wir m

�

ussen ents
heiden:

Wann ist au
h 3 kein quadratis
her Rest modulo p? Na
h dem quadratis
hen Reziprozit

�

atsgesetz

gilt dies genau dann, wenn p quadratis
her Rest, also p = 1mod 3 ist.

Wir haben gefunden: Eine Primzahl p > 3 l

�

asst si
h genau dann in der Form a

2

+3b

2

; a; b 2

ZZ; s
hreiben, wenn p = 1mod 3 ist.

Beispiel 6.19 (D=2) Eine Primzahl p zerf

�

allt, wenn p oder �p eine Norm N(
) = a

2

�

2b

2

; a; b 2 ZZ ist. F

�

ur p > 2 ist die Bedingung (Satz 6.18 b), Beispiel 2.32)

(�1)

(p

2

�1)=8

=

�

2

p

�

= 1:

Es muss also (p

2

� 1)=8 gerade sein, und p = �1mod 8.
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Beispiel 6.20 (D=3) Die Primzahl p zerf

�

allt, genau dann, wenn �p = a

2

� 3b

2

; a; b 2 ZZ; ist.

F

�

ur p = 2 und f

�

ur p = 3 geht das auf triviale Weise. F

�

ur p > 3 lautet die Bedingung: 3 ist

quadratis
her Rest modulo p. Das quadratis
he Reziprozit

�

atsgesetz liefert f

�

ur p = 1mod 4

�

3

p

�

=

�

p

3

�

= 1

genau dann, wenn p = 1mod 3. Mit p = 1mod 4 ist dies

�

aquivalent zu p = 1mod 12. F

�

ur

p = 3mod 4 lautet das quadratis
he Reziprozit

�

atsgesetz

�

3

p

�

= �

�

p

3

�

= 1

genau dann, wenn p = 2mod 3. Zusammen mit p = 3mod 4 ist dies

�

aquivalent zu p = �1mod 12.

Wir stellen die Resultate zusammen:

p = a

2

+ b

2

p = 2; oder p = 1mod 4;

p = a

2

+ 2b

2

p = 2; oder p = 1 oder 3mod 8;

p = a

2

+ 3b

2

p = 3; oder p = 1mod 3;

�p = a

2

� 2b

2

p = 2; oder p = �1mod 8;

�p = a

2

� 3b

2

p = 2; 3; oder p = �1mod 12:

Weil das so lustig ist, sehen wir uns die einfa
hsten Beispiele an:

p = 1mod 4 5 13 17 29 37 41

a

2

+ b

2

1 + 2

2

2

2

+ 3

2

1 + 4

2

2

2

+ 5

2

1 + 6

2

4

2

+ 5

2

p = 1 bzw: 3mod 8 3 11 17 19 41 43

a

2

+ 2 � b

2

1 + 2 � 1 3

2

+ 2 � 1 3

2

+ 2 � 2

2

1 + 2 � 3

2

3

2

+ 2 � 4

2

5

2

+ 2 � 3

2

p = 1mod 3 7 13 19 31 37 43

a

2

+ 3 � b

2

2

2

+ 3 � 1 1 + 3 � 2

2

4

2

+ 3 � 1 2

2

+ 3 � 3

2

5

2

+ 3 � 2

2

4

2

+ 3 � 3

2

p = �1mod 8 7 17 23 31 41 47

a

2

� 2 � b

2

3

2

� 2 � 1 5

2

� 2 � 2

2

5

2

� 2 � 1 7

2

� 2 � 3

2

7

2

� 2 � 2

2

7

2

� 2 � 1

p = �1mod 12 11 13 23 37 47 61

�(a

2

� 3 � b

2

) 3 � 3

2

� 4

2

4

2

� 3 � 1 3 � 4

2

� 5

2

7

2

� 3 � 2

2

3 � 4

2

� 1 8

2

� 3 � 1

Aufgabe 6.10 Zeigen Sie, dass die folgenden Zahlen in Q(

p

�5) irreduzibel sind:

1 + 2

p

�5; 2 +

p

�5; 3 +

p

�5:
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Aufgabe 6.11 Untersu
hen Sie, ob die Primzahlen

2; 3; 5; 7; 11; 13

in Q(

p

6) zerfallen.

Aufgabe 6.12 Zeigen Sie: In Q(

8

p

1) zerf

�

allt jede Primzahl p 2 ZZ.

Aufgabe 6.13 Es sei p > 2 eine Primzahl und w 6= 1 eine p-te Einheitswurzel. Zeigen Sie:

1�w ist irreduzibel in Q(

p

p

1).

Aufgabe 6.14 Zerlegen Sie die Zahl 100 in irreduzible Faktoren im Ring ZZ[i℄ der ganzen gau�-

s
hen Zahlen.

6.4 Die Fermats
he Vermutung

Die ber

�

uhmte Vermutung von Fermat lautet: F

�

ur n 2 IN; n > 2; gibt es keine ganzzahligen

L

�

osungen x; y; z der diophantis
hen Glei
hung

x

n

+ y

n

= z

n

;

au�er den trivialen L

�

osungen, wo x = 0; y = 0; oder z = 0. Ausgangspunkt ist nat

�

urli
h die

pythagor

�

ais
he Glei
hung

x

2

+ y

2

= z

2

; x; y; z 2 ZZ:

Deren L

�

osungen

�

uberbli
kt man vollst

�

andig. Wir wollen sie explizit bes
hreiben.

Wenn x; y und z einen gemeinsamen Faktor besitzen, kann man dur
h ihren gr

�

o�ten gemein-

samen Faktor austeilen, und kann deswegen o.B.d.A.

ggT (x; y; z) = 1

annehmen. Au�erdem kann man (na
h eventueller Vorzei
hen

�

anderung) x; y; z > 0 annehmen.

Satz 6.21 Sind x; y; z nat

�

urli
he Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, wel
he x

2

+y

2

= z

2

erf

�

ullen,

dann gibt es teilerfremde nat

�

urli
he Zahlen r > s, ni
ht beide ungerade, derart, dass (na
h

eventuellem Vertaus
hen von x und y)

z = r

2

+ s

2

; y = r

2

� s

2

; x = 2 � rs:

Umgekehrt gen

�

ugen sol
he Zahlen x; y; z immer der pythagor

�

ais
hen Glei
hung.
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Beweis. Jeder gemeinsame Teiler von Zweien der Zahlen x; y; z teilt au
h die dritte. Deswegen

sind je zwei dieser Zahlen teilerfremd. Insbesondere sind keine zwei dieser Zahlen gerade. Sie

k

�

onnen aber au
h ni
ht alle drei ungerade sein, denn dies w

�

urde auf den Widerspru
h

x

2

+ y

2

= 2mod 4; z

2

= 1mod 4

f

�

uhren. Zwei davon sind also ungerade, und eine gerade. Die gerade Zahl kann ni
ht z sein, denn

dann h

�

atten wir x

2

+ y

2

= 2mod 4 und z

2

= 0mod 4. Also ist z ungerade, und na
h eventuellem

Vertaus
hen von x mit y k

�

onnen wir x gerade und y ungerade annehmen.

Wir s
hreiben die pythagor

�

ais
he Glei
hung um:

x

2

= z

2

� y

2

= (z + y) � (z � y):

Jeder gemeinsame Teiler von z + y und z � y teilt au
h

ggT ((z + y) + (z � y); (z + y)� (z � y)) = ggT (2z; 2y) = 2:

Weil z + y und z � y gerade sind, ist also ggT (z + y; z � y) = 2. Wir s
hreiben

x = 2x

0

; z + y = 2a; z � y = 2b mit (a; b) = 1

und �nden

x

2

0

= a � b:

Weil a und b teilerfremd sind, geht jeder Primteiler von x

0

quadratis
h in a oder b auf. Beide

Zahlen a = r

2

und b = s

2

sind Quadrate. (Dies ist der Fundamentaltri
k auf diesem Gebiet der

Zahlentheorie.) Wir haben also

z + y = 2r

2

; z � y = 2s

2

;

2z = 2r

2

+ 2s

2

; 2y = 2r

2

� 2s

2

;

z = r

2

+ s

2

; y = r

2

� s

2

mit nat

�

urli
hen Zahlen r und s. Wegen y > 0 ist s < r. Jeder gemeinsame Teiler von r und

s w

�

are au
h ein Teiler von y und z, also gilt (r; s) = 1. Insbesondere sind ni
ht r und y beide

gerade. Aber au
h, wenn sie beide ungerade w

�

aren, k

�

amen wir auf gerade Zahlen z und y, und

das haben wir ausges
hlossen.

S
hlie�li
h f

�

uhrt x

2

0

= a � b = r

2

� s

2

auf x

0

= r � s und x = 2 � rs.

Dass diese Zahlen x; y; z die pythagor

�

ais
he Glei
hung erf

�

ullen ist o�ensi
htli
h.

Die L

�

osungen x; y; z der pythagor

�

ais
hen Glei
hung hei�en pythagor

�

ais
he Zahlentripel. Wir

wollen die ersten, teilerfremden, dieser Zahlentripel zusammenstellen:

r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8

s = 1 4; 3; 5 8; 15; 17 12; 35; 37 16; 63; 65

s = 2 12; 5; 13 20; 21; 29 28; 45; 53

s = 3 24; 7; 25 36; 27; 45 48; 55; 73

s = 4 40; 9; 41 56; 33; 65

s = 5 60; 11; 61 80; 39; 89

s = 6 84; 13; 85

s = 7 112; 15; 113
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F

�

allt Ihnen hier etwas auf?

Fermat hat also o�enbar versu
ht die pythagor

�

ais
he Glei
hung auf h

�

ohere Potenzen als

2 zu verallgemeinern. Das gelang ihm ni
ht, und da hat er 1637 die Vermutung formuliert,

dass dies unm

�

ogli
h sei. (Genauer: Er hat behauptet, er h

�

atte einen Beweis daf

�

ur, aber der

Bu
hrand, auf den er dies s
hrieb, sei zu s
hmal f

�

ur die Wiedergabe des Beweises.) Bewiesen

wurde sie erst im letzten Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts von A. Wiles. In den 350 Jahren

dazwis
hen haben si
h wohl alle ber

�

uhmten Mathematiker damit bes
h

�

aftigt, und sie ni
ht

beweisen k

�

onnen. Deswegen ist diese Vermutung so ber

�

uhmt. Zur Formulierung der Vermutung

brau
ht man ni
hts anderes, als die vom Gymnasium her bekannte Potenzfunktion x

n

. Deswegen

haben si
h au
h viele mathematis
he Laien mit der Vermutung bes
h

�

aftigt, und dadur
h ist sie

so popul

�

ar geworden.

Eine besondere mathematis
he Bedeutung hat die Vermutung ni
ht. Ihre Bedeutung f

�

ur die

Entwi
klung der Zahlentheorie ist allerdings enorm. Denn die Bes
h

�

aftigung mit der Vermutung

hat zur Entwi
klung vieler Methoden der algebrais
hen Zahlentheorie gef

�

uhrt. Dem wollen wir

hier ein wenig na
hgehen.

Satz 6.22 Die Fermats
he Vermutung gilt f

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen n > 2, wenn sie ri
htig

ist f

�

ur n = 4 und f

�

ur alle Primzahlen n = p > 2.

Beweis. Jede Zahl n ist von der Form n = p �m, wo p eine Primzahl ist. Somit ist

x

n

+ y

n

= z

n

, (x

m

)

p

+ (y

m

)

p

= (z

m

)

p

:

Sie gilt also, f

�

ur n, wenn wir sie f

�

ur die Primzahl p beweisen k

�

onnen. F

�

ur die Primzahl p = 2

ist das nat

�

urli
h illusoris
h. Aber wenn n = 2

k

; k � 2; eine Zweierpotenz ist, s
hreiben wir

n = 4 � 2

k�2

und sehen, dass wir sie nur f

�

ur n = 4 zu beweisen brau
hen.

Der Fall n = 4 wurde von Euler erledigt:

Satz 6.23 (Euler) Die Glei
hung

x

4

+ y

4

= z

4

besitzt keine ganzzahligen L

�

osungen x; y; z mit x � y � z 6= 0.

Beweis. Wie bei der Analyse der pythagor

�

ais
hen Glei
hung k

�

onnen wir annehmen: die drei

Zahlen x; y; z sind > 0, paarweise teilerfremd, und x ist gerade, w

�

ahrend y und z ungerade sind.

Wenn wir no
h z dur
h z

2

ersetzen, sehen wir: Es gen

�

ugt zu zeigen, dass die Glei
hung

x

4

+ y

4

= z

2

keine ganzzahligen L

�

osungen hat.

Wir s
hreiben die Glei
hung

y

4

= (z + x

2

) � (z � x

2

):

Wegen

ggT (z + x

2

; z � x

2

) j2z; 2x

2

;
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kann der gr

�

o�te gemeinsame Teiler von z + x

2

und z � x

2

h

�

o
hstens 2 sein. Beide Zahlen sind

aber ungerade, und somit teilerfremd. Mit dem Fundamentaltri
k sehen wir

z + x

2

= u

4

; z � x

2

= v

4

; u; v 2 IN ungerade:

Es folgt

2x

2

= u

4

� v

4

= (u

2

+ v

2

) � (u

2

� v

2

):

Hier sind u und v teilerfremd. Daraus folgt wie

�

ubli
h, dass u

2

+ v

2

und u

2

� v

2

den gr

�

o�ten

gemeinsamen Teiler 2 besitzen. Dann muss eine der beiden Zahlen u

2

+ v

2

; u

2

� v

2

ein Quadrat

a

2

sein, w

�

ahrend die andere von der Form 2b

2

ist, a; b 2 IN. Weil u und v beide ungerade sind,

ist u

2

+ v

2

= 2mod 4 kein Quadrat. Wir haben also

u

2

� v

2

= a

2

; u

2

+ v

2

= 2b

2

:

Die erste Glei
hung ist die pythagor

�

ais
he Glei
hung

a

2

+ v

2

= u

2

; u; v ungerade:

Na
h Satz 6.21 s
hreiben si
h ihre L

�

osungen

u = r

2

+ s

2

; v = r

2

� s

2

; a = 2 � rs:

Daraus folgt

2b

2

= u

2

+ v

2

= 2(r

4

+ s

4

):

Wir sind bei der Glei
hung

r

4

+ s

4

= b

2

angekommen. Das ist unsere Ausgangangsglei
hung, nur mit r; s; b statt x; y; z. Das kann ni
ht

genau dieselbe Glei
hung sein: u = v = 1 w

�

urde n

�

amli
h auf eine triviale L

�

osung mit x = 0 f

�

ur

die erste Glei
hung f

�

uhren. Also ist u

4

+ v

4

> u

2

+ v

2

und daraus folgt

z =

u

4

+ v

4

2

>

u

2

+ v

2

2

= b

2

� b:

Obwohl si
h die Glei
hung reproduziert hat, ist die Zahl z auf der re
hten Seite e
ht kleiner

geworden. Wenn es also eine L

�

osung x; y; z der Glei
hung x

4

+ y

4

= z

2

gibt, dann gibt es au
h

eine weitere L

�

osung mit einem e
ht kleineren z > 0.

Wenn wir am Anfang z > 0 minimal gew

�

ahlt haben, kann das ni
ht sein. Es kann

�

uberhaupt

kein L

�

osungen geben.

Die im Beweis von 6.23 verwendete Methode hei�t die Methode des unendli
hen Abstiegs.

Es gen

�

ugt also, die Vermutung f

�

ur Primzahlen n = p > 2 zu betra
hten. Wenn wir z dur
h

�z ersetzen, wird aus der Glei
hung x

p

+ y

p

= (�z)

p

= �z

p

. Es gen

�

ugt also zu zeigen, dass

x

p

+ y

p

+ z

p

keine ni
ht-trivialen ganzzahligen L

�

osungen hat.

�

Ubli
herweise teilt man das Problem in zwei

F

�

alle ein:
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Fall 1: p teilt keine der drei Zahlen x; y; z;

Fall 2: p teilt eine der drei Zahlen x; y; z, aber keine zwei.

(Wenn p zwei dieser Zahlen teilen w

�

urde, dann au
h die dritte, und wir k

�

onnten die Glei
hung

dur
h p

p

dividieren.)

Im Rest dieses Paragraphen werden wir uns um den ersten Fall k

�

ummern. Zun

�

a
hst ein

weiteres elementares Resultat:

Satz 6.24 (Fermat) Die Glei
hung

x

3

+ y

3

= z

3

besitzt keine ganzzahligen L

�

osungen x; y; z 2 ZZ mit x � y � z 6= 0.

Beweis. Na
hdem wir eventuell y dur
h �z und z dur
h �y ersetzen, k

�

onnen wir annehmen,

dass beide Zahlen, x und y ni
ht dur
h 3 teilbar sind.

Na
h dem kleinen Fermat f

�

ur die Primzahl p = 3 gilt n

3

= nmod 3 f

�

ur jede ganze Zahl

n 2 ZZ. Wenn x

3

+ y

3

= z

3

w

�

are, dann h

�

atten wir also

x+ y = x

3

+ y

3

= z

3

= z mod 3;

und z = x+ y + 3u; u 2 ZZ. Daraus folgt

x

3

+ y

3

= (x+ y + 3u)

3

= x

3

+ y

3

+ 3x

2

y + 3xy

2

mod 9;

0 = x

2

y + xy

2

= xy � (x+ y) = xyz mod 3:

Weil x und y ni
ht dur
h 3 teilbar sind, ist z = x+ y = 0mod 3. D.h., z ist dur
h 3 teilbar. Wir

sind bei Fall 2 der Fermats
hen Vermutung gelandet.

Sei nun 3

k

; k 2 IN; die h

�

o
hste Potenz von 3, wel
he in z aufgeht. Die Fermats
he Glei
hung

ist dann

x

3

+ y

3

= z

3

= (3

k

� v)

3

; v 2 ZZ:

Wegen x+ y = z mod 3 ist x+ y dur
h 3 teilbar. Wir faktorisieren im Ring O der ganzen Zahlen

des dritten Kreisteilungsk

�

orpers Q(!)

3

3k

v

3

= z

3

= x

3

+ y

3

= (x+ y) � (x+ !y) � (x+ !

2

y):

Na
h Satz 6.19 ist O ein faktorieller Ring. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von z

3

in

irreduzible Faktoren muss jeder Faktor von z

3

in einem der drei Faktoren der re
hten Seite

aufgehen. Nun kann aber x+ !y ni
ht dur
h 3 teilbar sein:

x+ y = x+ !y = 0mod 3 ) (1� !)y = 0mod 3;

und weil y ni
ht dur
h 3 teilbar ist, w

�

are

1

3

(1� !) =

1

2

+

1

6

p

�3

eine ganz-algebrais
he Zahl im Widerspru
h zu Satz 6.1.
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Ebenso sieht man nat

�

urli
h, dass x+!

2

y ni
ht dur
h 3 teilbar ist. Die Potenz 3

3k

muss also

ganz in x+ y aufgehen. Und 3

9k

geht in

(x+ y)

3

= x

3

+ y

3

+ 3 � xy � (x+ y) = z

3

+ 3 � xy � (x+ y)

auf. Wegen 3

9k

> 3

3k+1

muss z

3

dur
h den Faktor 3

3k+1

von 3 � (x+ y) teilbar sein. Dann kann

3

k

ni
ht die h

�

o
hste Potenz von 3 gewesen sein, wel
he in z aufgeht. Widerspru
h!

Au
h der eben gef

�

uhrte Beweis ist eine Variante der Methode des unendli
hen Abstiegs.

Die Fermats
he Glei
hung h

�

angt folgenderma�en mit p-ten Einheitswurzeln zusammen: Ist

w eine primitive p-te Einheitswurzel, so haben wir die bekannte Produkt-Zerlegung na
h Vieta

X

p

� 1 = (X � 1)(X � w) � ::: � (x� w

p�1

):

Daraus folgt

X

p

+ 1 = �((�X)

p

� 1)

= �(�X � 1)(�X � w) � ::: � (�X � w

p�1

)

= (X + 1)(X +w) � ::: � (X + w

p�1

):

Hier setzen wir X = x=y, multiplizieren mit y

p

dur
h, und erhalten

x

p

+ y

p

= (x+ y)(x+ wy) � ::: � (x+ w

p�1

y):

Das ist die linke Seite der Fermats
hen Glei
hung.

Wir setzen jetzt K = Q(

p

p

1) und brau
hen einige Eigens
haften dieses K

�

orpers.

Satz 6.25 In K sind genau die 2p-ten Einheitswurzeln �w

j

enthalten, und keine anderen. (Z.B.

geh

�

ort i =

p

�1 ni
ht zu K.)

Beweis. Die Einheitswurzeln inK bilden eine Gruppe unter der Multiplikation.Wir

�

uberlegen

uns zun

�

a
hst, dass diese Gruppe endli
h ist. Andernfalls g

�

abe es in dieser Gruppe Elemente

unendli
h hoher Ordnung m, d.h. primitive m-te Einheitswurzeln beliebig hoher Ordnung m.

Wenn m = p

r

1

1

� ::: � p

r

k

k

die Primfaktorzerlegung von m, ist, so kann nur dann m ! 1 gehen,

wenn entweder die Anzahl k der Primfaktoren!1 geht, oder ein Exponent r

j

. In beiden F

�

allen

geht '(m) au
h!1. Nun ist '(m) der K

�

orpergrad

�

uber Q von Q(

m

p

1) � Q(

p

p

1). Dieser Grad

ist dur
h '(p) bes
hr

�

ankt.

Die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist also zyklis
h, erzeugt von einem Element einer

endli
hen Ordnung m. Weil Q(

p

p

1) alle p-ten Einheitswurzeln enth

�

alt, ist p ein Teiler von m

und wir k

�

onnen zerlegen

m = p

k

�m

0

mit (p;m

0

) = 1. Aus Q(

p

p

1) = Q(

m

p

1) folgt

p� 1 = '(p) = '(m) = p

k�1

� (p� 1) � '(m

0

):

Also ist p

k�1

� '(m

0

) = 1. Das bedeutet k = 1, m

0

= 2 und m = 2p, wenn ni
ht m = p.
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Satz 6.26 Die Zahl a 2 C sei ganz-algebrais
h

�

uber Q. Wenn alle Konjugierten a; a

2

; :::; a

k

2 C

von a den Betrag ja

i

j = 1 haben, dann ist a eine Einheitswurzel.

Beweis. F

�

ur alle n 2 IN bilden wir

P

n

(X) := (X � a

n

) � (X � a

n

2

) � ::: � (X � a

n

k

)

= X

k

+ 


n;k�1

X

k�1

+ :::+ 


n;1

X + 


n;0

:

Hier sind die KoeÆzienten die symmetris
hen Polynome in den a

n

i

. Deswegen sind sie invariant

unter der Galoisgruppe G(Q(a) : Q) und geh

�

oren zu Q. Weil sie ganz-algebrais
h sind, gilt sogar




n;i

2 ZZ. Aus ja

i

j

n

= 1 folgt

j


n;i

j �

 

k

i

!

:

Es gibt aber nur endli
h viele vers
hiedene Polynome P

n

(X) mit sol
hen KoeÆzienten. Es gibt

also unendli
h viele Zahlen n 2 IN mit demselben Polynom P

n

. Die Nullstellen a

n

i

dieser Po-

lynome unters
heiden si
h also nur um eine Permutation. Weil es nur k! Permutationen gibt,

muss es zwei Zahlen n

1

< n

2

geben mit a

n

1

i

= a

n

2

i

f

�

ur ein i. Aus a

n

2

�n

1

i

= 1 folgt, dass a

i

eine

Einheitswurzel ist. Dann ist au
h die Konjugierte a von a

i

eine Einheitswurzel.

Satz 6.27 (Lemma von Kummer) Jede Einheit e 2 O(K) ist von der Form

w

j

� r

mit einer Einheit r 2 IR.

Beweis. Mit der Ganzheitsbasis 1; w; :::; w

p�2

s
hreiben wir

e = a

0

+ a

1

w + :::+ a

p�2

w

p�2

; a

0

; :::; a

p�2

2 ZZ:

Wir k

�

urzen ab

P (X) := a

0

+ a

1

X + :::+ a

p�2

X

p�2

2 ZZ[X℄:

Dann ist also e = P (w). Die komplex-konjugierte Zahl

�e = P ( �w) = P (w

�1

) = P (w

p�1

)

ist au
h eine Einheit in K, ebenso wie die Zahl q := e=�e vom Betrag 1. Die Konjugierten von q

unter den Galois-Automorphismen von K

q

j

:=

P (w

j

)

P (w

�j

)

haben au
h alle den Betrag 1. Na
h Satz 6.26 ist q eine Einheitswurzel in K und wegen Satz

6.25 von der Form �w

k

.

Wir s
hreiben k = 2smod p und haben

e = �w

2s

�e;

e

w

s

= �w

s

� �e = �

e

w

s

:
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Hier kann ni
ht das Minus-Zei
hen gelten, denn dann w

�

are e=w

s

= t � i; t 2 IR. Alle Konjugierten

von t � i w

�

aren Einheiten und h

�

atten dann eine Norm vom Absolutbetrag 1. Mit Satz 5.7 folgt

t = �1 und i = �e=w

s

2 K, im Widerspru
h zu Satz 6.25. Also ist e=w

s

= r 2 IR und e = r �w

s

.

Beispiel 6.21 Die Einheiten im dritten Kreisteilungsk

�

orper Q(

3

p

1) sind genau die Zahlen

�1;�!;�!

2

;

wo ! eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Hier ist also stets r = �1.

Beispiel 6.22 Einheiten im f

�

unften Kreisteilungsk

�

orper Q(

5

p

1) sind genau die Zahlen �

j

� r, wo

� eine primitive 5-te Einheitswurzel und r eine reelle Einheit in Q(

5

p

1) ist. Das ist dasselbe,

wie eine Einheit im Teilk

�

orper Q(

5

p

1)\ IR. Dieser Teilk

�

orper kann ni
ht der ganze K

�

orper sein

(� 62 IR), enth

�

alt andererseits den reell-quadratis
hen Zahlk

�

orper Q(

p

5), s. Beispiel 4.5. Also

stimmt dieser Teilk

�

orper mit Q(

p

5)

�

uberein. Eine Fundamental-Einheit in diesem K

�

orper ist

(1 +

p

5)=2 (Beispiel 6.11). Deswegen sind die Einheiten in Q(

5

p

1) genau die Zahlen

��

j

�

 

1 +

p

5

2

!

k

; j = 0; :::; 4; k 2 ZZ:

Satz 6.28 Die ganzen Zahlen x; y 2 ZZ seien teilerfremd, und x + y sei ni
ht dur
h p teilbar.

Dann gibt es f

�

ur w

j

6= w

k

Zahlen u und v 2 O(K) mit

u � (x+ w

j

y) + v � (x+ w

k

y) = 1:

(Das Ideal (x+ w

j

y; x+ w

k

y) � O(K) ist das Einheitsideal (1).)

Beweis. Wir nehmen j < k an. Dann ist

x+ w

k

y � (x+ w

j

y) = w

k

(1� w

j�k

)y = w

k

(1� w) � e

j�k

y

mit einer Einheit e

j�k

(Beispiel 6.9). Ebenso ist

(x+ w

k

y)w

j

� (x+ w

j

y)w

k

= �w

k

(1� w

j�k

)x = �w

k

(1�w) � e

j�k

x:

Da w

k

e

j�k

eine Einheit ist, geh

�

oren die Zahlen (1�w)x und (1�w)y zum Ideal (x+w

k

y; x+w

j

y).

Weil x und y teilerfremd vorausgesetzt sind, gibt es Zahlen a; b 2 ZZ mit ax+ by = 1. Daraus

folgt

1� w = (1� w)xa+ (1� w)yb 2 (x+ w

k

y; x+ w

j

y):

Weil 1� w ein Teiler von p ist (Satz 4.1 b), gilt dann au
h p 2 (x+ w

k

y; x+ w

j

y). Weiter ist

x+ y = x+ w

k

y + (1� w

k

)y = x+ w

k

y + (1�w) � e

k

y

mit einer Einheit e

k

. Also geh

�

ort au
h x+ y zu dem Ideal. Weil x+ y ni
ht dur
h p teilbar ist,

ist 1 der gr

�

o�te gemeinsame Teiler von p und x+ y in ZZ. Also geh

�

ort au
h 1 zum Ideal und das

Ideal ist tats

�

a
hli
h das Einheitsideal (1).

241



Na
h diesen Vorbereitungen wenden wir uns jetzt direkt der Fermats
hen Vermutung zu. Wir

werden einen speziellen Fall von Fall 1 dieser Vermutung beweisen. Speziell daran ist folgendes:

F

�

ur die Primzahl p > 2 sei K := Q(

p

p

1) der p-te Kreisteilungsk

�

orper. Mit O werde der Ring

O(K) der ganz-algebrais
hen Zahlen inK bezei
hnet. Wir werden voraussetzen, dass dieser Ring

faktoriell ist. Das ist ziemli
h gewagt, denn wir haben keinerlei Information dar

�

uber, wann dies

der Fall ist. Nur f

�

ur p = 3, wo Q(

3

p

1) = Q(

p

�3) ist, wissen wir, dass dieser Ring faktoriell

ist (Satz 6.20). Aber f

�

ur p = 3 haben wir den ersten Fall der Fermats
hen Vermutung ja direkt

und elementar bewiesen (Satz 6.24). Trotzdem m

�

o
hte i
h den folgenden Beweis vorstellen,

einfa
h um zu zeigen, wel
he Rolle die Teilbarkeitseigens
haften des Ringes O f

�

ur die Fermats
he

Vermutung spielen.

Satz 6.29 Es sei p eine Primzahl > 2. Von den drei ganzen Zahlen x; y; z 2 ZZ sei keine dur
h

p teilbar. Au�erdem sei der Ring O der ganz-algebrais
hen Zahlen in K = Q(

p

p

1) faktoriell.

Dann ist

x

p

+ y

p

6= z

p

:

Beweis. Die Te
hnik des Beweises besteht darin, modulo p zu re
hnen. Eine ganze Zahlm 2 ZZ

ist = 0modp, wenn m = q � p mit einer ganzen Zahl q 2 ZZ ist. Das ist aber genau dasselbe,

wie wenn m = 0modp in O ist. Denn letzteres bedeutet m = q � p mit q 2 O. Nat

�

urli
h ist hier

q = m=p 2 Q eine rationale Zahl. Und wenn sie ganz-algebrais
h ist, muss sie selbst ganz, d.h.

2 ZZ sein (Beispiel 5.4)

Wir nehmen also an, die Glei
hung x

p

+ y

p

= z

p

w

�

urde gelten. Ausgangspunkt daf

�

ur, dies

zum Widerspru
h zu f

�

uhren, ist, wie im Spezialfall p = 3, der kleine Fermat in der Form

x+ y = x

p

+ y

p

= z

p

= z 6= 0modp:

Dann s
hreiben wir die Fermats
he Glei
hung in der Form

z

p

= x

p

+ y

p

= (x+ y) � (x+ wy) � (x+w

2

y) � ::: � (x+ w

p�1

y):

Jetzt kommt die ents
heidende Stelle: Weil O faktoriell vorausgesetzt ist hat sowohl z

p

wie au
h

das lange Produkt auf der re
hten Seite eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren aus

O. Na
h Satz 6.28 haben keine zwei der Zahlen x+w

k

y einen gemeinsamen irreduziblen Faktor

in O. Jeder irreduzible Faktor von z muss p-mal in einem einzigen Faktor x + w

k

y der re
hten

Seite aufgehen (Fundamentaltri
k). Also ist jeder dieser Faktoren, bis auf eine Einheit in O, eine

p-te Potenz. Insbesondere haben wir

x+ wy = e � a

p

; e 2 O Einheit, a 2 O:

Genauso folgt aus

(�y)

p

= x

p

+ (�z)

p

= (x� z) � (x� wz) � (x� w

2

z) � ::: � (x� w

p�1

z);

dass

x� wz = e

0

� b

p

; e

0

2 O Einheit, b 2 O:
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Mit der Ganzheitsbasis 1; w; :::; w

p�2

(s. Beispiel 6.4) s
hreiben wir

a = a

0

+ a

1

w + :::+ a

p�2

w

p�2

; a

0

; :::; a

p�2

2 ZZ:

Wegen der p-Teilbarkeit der BinomialkoeÆzienten und w

p

= 1 folgt daraus wie

�

ubli
h

a

p

= a

p

0

+ a

p

1

+ :::+ a

p

p�2

=: mmodp:

Na
h dem Lemma von Kummer (Satz 6.27) ist e = w

s

� r mit einer Einheit r 2 O \ IR. Es

folgt

x+wy = w

s

rm = w

s

� r

0

modp; r

0

2 O \ IR:

Wir s
hreiben diese Glei
hung um:

w

�s

(x+ wy) = r

0

modp:

Dann gilt au
h die komplex-konjugierte Glei
hung

w

s

(x+ w

�1

y) = r

0

modp:

Beide Glei
hungen zusammen zeigen

xw

s

+ yw

s�1

� xw

�s

� yw

1�s

= 0modp:

Falls die Zahlen s; s � 1;�s; 1 � smod p paarweise voneinander und von p � 1 vers
hieden

sind, sind die Zahlen w

s

; w

s�1

; w

�s

und w

1�s

vier vers
hiedene Zahlen aus der Ganzheitsbasis

1; w; :::; w

p�2

. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung einer Zahl b = b

0

+b

1

w+ :::+b

p�2

w

p�2

2

O folgt: Wenn b dur
h p teilbar ist, dann sind dies alle KoeÆzienten b

0

; :::; b

p�2

. In unserem Fall

w

�

aren also x und y dur
h p teilbar im Widerspru
h zur Voraussetzung. Wir h

�

atten fertig.

Es bleiben zwei F

�

alle zu analysieren:

Entweder ist eine der vier Zahlen s; s� 1;�s; 1� s = p� 1modp. Das f

�

uhrt auf die M

�

ogli
h-

keiten

s s� 1 �s 1� s

p� 1 p� 2 1 2

0 p� 1 0 1

1 0 p� 1 0

2 1 p� 2 p� 1

modulo p. In jedem dieser vier F

�

alle ist genau ein Exponent = p � 1modp. Wenn wir in der

Glei
hung

xw

s

+ yw

s�1

� xw

�s

� yw

1�s

= 0modp

w

p�1

dur
h

�1� w � :::� w

p�2

ersetzen, erhalten wir eine neue Linearkombination unserer Ganzheitsbasis, die = 0modp ist.

Wenn p � 5 ist, ist mindestens einer der KoeÆzienten = �x oder �y modulo p. Wieder ein

Widerspru
h zur Voraussetzung, fertig. Aber den Fall p = 3 haben wir ja s
hon elementar

erledigt (Satz 6.24).

Oder es stimmen zwei der Zahlen s; s�1;�s; 1�s modulo p

�

uberein. Hier kann s = s�1modp

oder �s = 1� smod p ni
ht vorliegen. Sonst k

�

onnte no
h Folgendes passieren:
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� s = �smod p: Dann w

�

are 2s = 0modp und s = 0modp. Wir h

�

atten s� 1 = p� 1modp.

� s = 1 � smod p: In diesem Fall w

�

are 2s = 1modp und s = (p + 1)=2modp. Wir h

�

atten

s = 1�s = 1� (p+1)=2 = (�p+1)=2 = (p+1)=2modp und s�1 = �s = (p�1)=2modp.

Unsere Glei
hung w

�

are

xw

s

+ yw

s�1

� xw

�s

� yw

1�s

= (x� y)w

(p+1)=2

+ (y � x)w

(p�1)=2

= 0modp:

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung in der Ganzheitsbasis w

�

urde x = ymod p folgen.

Hier k

�

onnen wir aber y dur
h �z ersetzen und �nden x = �x � y = �2x = �z mod p.

Wegen x+ y = z mod p bek

�

amen wir damit

2x = �x; 3x = 0modp; p = 3:

Das ist Pe
h. Aber den Fall p = 3 haben wir s
hon elementar erledigt (Satz 6.24) und

k

�

onnen ihn deswegen hier auss
hlie�en.

� s� 1 = �smod p: Das ist dasselbe, wie s = 1� smod p, erledigt.

� s � 1 = 1 � smod p: Jetzt folgt 2s = 2modp oder s = 1modp. In diesem Fall w

�

are

�s = p� 1modp.

Keiner dieser F

�

alle kann eintreten, oder er f

�

uhrt auf die Situation, wo eine der vier Zahlen

s; s� 1;�s; 1� s = p� 1modp ist, und das ist s
hon erledigt.

Aufgabe 6.15 Beweisen Sie elementar den ersten Fall der Fermats
hen Vermutung f

�

ur p = 5.

6.5 Idealtheorie

Das Leben w

�

are viel einfa
her, wenn der Ring der ganzen Zahlen in jedem algebrais
hen Zahlk

�

orper

faktoriell w

�

are. Aber das Beispiel

21 = 3 � 7 = (1 + 2

p

�5) � (1� 2

p

�5) 2 Q(

p

�5)

zeigt, dass das leider ni
ht so ist. Wir wollen analysieren, woran das liegt. Der Zahlk

�

orper

Q(

p

�5) enth

�

alt die ganz-algebrais
hen Zahlen

a := 2 +

p

�5 und b := 2 + 3

p

�5:

F

�

ur sie und ihre Konjugierten a

0

= 2�

p

5; b

0

= 2� 3

p

5 gilt

a � a

0

= 9; b � b

0

= 49:
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Es gibt also Wurzeln

p

a;

p

a

0

;

p

b;

p

b

0

2 C dieser Zahlen mit

p

a �

p

a

0

= 3;

p

b �

p

b

0

= 7:

Nun ist

a � (�b

0

) = �(2 +

p

�5) � (2� 3

p

�5) = �19 + 4

p

�5 = (1 + 2

p

�5)

2

;

a

0

� (�b) = �(2�

p

�5) � (2 + 3

p

�5) = �19� 4

p

5 = (1� 2

p

�5)

2

:

Bis auf ein eventuelles Vorzei
hen ist also

p

a �

p

�b

0

= 1 + 2

p

�5;

p

a

0

�

p

�b = 1� 2

p

�5:

Beide Faktorisierungen der Zahl 21 lassen si
h weiter in

21 =

p

a �

p

a

0

�

p

�b �

p

�b

0

faktorisieren. Damit w

�

are die Ni
ht-Eindeutigkeit der Faktorisierung von 21 beseitigt.

Aber leider geh

�

oren die Wurzeln aus a; a

0

;�b;�b

0

ni
ht zum Ring der ganzen Zahlen im

Zahlk

�

orper Q(

p

�5). Sie h

�

atten ja die Norm 3, bzw. 7, und das geht ni
ht (Beispiel 6.14). Um

die Faktorisierung zu retten, h

�

atten die Zahlentheoretiker des 19. Jahrhunderts diese Zahlen aber

sehr gerne gehabt. Sie ver�elen auf den Ausweg, sie als ideale Zahlen in Q(

p

�5) anzusehen. Im

K

�

orper K = Q(

p

�5) sieht man von diesen Zahlen nur die Menge ihrer Vielfa
hen, wie z.B.

f
 2 K : 
 = x �

p

a; x ganz-algebrais
hg:

Sol
he Mengen nannten sie zuerst ideale Zahlen, und sp

�

ater einfa
h Ideale. Die Menge ist ja ein

Ideal im heutigen Sinn. Und daher kommt der Name Ideal.

F

�

ur diesen ganzen Paragraphen ma
hen wir die Voraussetzungen: K mit Q � K � C ist

eine endli
he, galoiss
he K

�

orpererweiterung. Der Ring O(K) der ganz-algebrais
hen Zahlen in

K werde einfa
h mit O bezei
hnet. Das Ideal in O, das von Zahlen 


1

; :::; 


k

2 O erzeugt wir,

werden wir mit

(


1

; :::; 


k

)

bezei
hnen.

Satz 6.30 Jedes Ideal (0) 6= I � O enth

�

alt eine ganze Zahl 0 6= q 2 ZZ.

Beweis. Wegen I 6= (0) gibt es ein 0 6= 
 2 I. Es seien 


2

; :::; 


k

2 C die Konjugierten von 
.

Dann ist

N

Q(
)=Q

(
) = 
 � 


2

� ::: � 


k

2 ZZ

eine ganze Zahl q 6= 0. Daraus folgt 


0

:= 


2

� ::: � 


k

2 K. Aber 


0

ist au
h ganz-algebrais
h, also




0

2 O. Deswegen ist q = 
 � 


0

2 I \ ZZ.

De�nition 6.7 Es sei I � O ein Ideal. Zahlen 


1

; :::; 


k

2 I hei�en eine Idealbasis von I, wenn

1. 


1

; :::; 


k

linear unabh

�

angig

�

uber Q sind und
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2. I = ZZ


1

+ :::+ZZ


k

ist, d.h., jede Zahl 
 2 I s
hreibt si
h (eindeutig) als Linearkombination

der 


1

; :::; 


k

mit KoeÆzienten aus ZZ.

Die Zahl k hei�t L

�

ange der Idealbasis.

Satz 6.31 Jedes Ideal (0) 6= I � O hat eine Idealbasis. Alle Idealbasen von I haben dieselbe

L

�

ange = [K : Q℄.

Beweis. Wegen I 6= (0) gibt es ein 0 6= 
 2 I. Wir w

�

ahlen eine Ganzheitsbasis a

1

; :::; a

n

von

K

�

uber Q na
h Satz 6.5. Dann sind 
a

1

; :::; 
a

n

2 I linear unabh

�

angig

�

uber Q. Also gibt es au
h

�

uber Q linear unabh

�

angige Zahlen 


1

; :::; 


n

2 I mit minimaler Diskriminante �(


1

; :::; 


n

). Dass

diese eine Idealbasis bilden, folgt ganz genau wie im Beweis von Satz 6.5.

Ist b

1

; :::; b

m

2 I eine Idealbasis, so gibt es eine ganzzahlige n�m-Matrix (


i;j

) mit




i

=

m

X

j=1




i;j

b

j

; i = 1; :::; n:

Die n

�

uber Q linear unabh

�

angigen Zahlen 


1

; :::; 


n

sind also in dem Q-Vektorraum enthalten,

der von b

1

; :::; b

m

aufgespannt wird. Daraus folgt m � n. Die andere Unglei
hung m � n folgt

aus

dim

Q

(K) = n:

Eine Idealbasis von I ist ni
ht dasselbe, wie ein Erzeugendensystem:

De�nition 6.8 Es sei I � O ein Ideal. Zahlen a

1

; :::; a

k

2 I hei�en ein Erzeugendensystem,

wenn

I = O � a

1

+ :::+O � a

k

= f

k

X

l=1




l

a

l

; 


l

2 Og = (a

1

; :::; a

k

):

Ein Ideal I hei�t wie

�

ubli
h Hauptideal, wenn es ein Erzeugendensystem besitzt, das nur aus

einem einzigen Element besteht.

Beispiel 6.23 Es sei K := Q(i) und I := (2) � O. Ein Erzeugendensystem des Hauptideals

I ist also die einzelne Zahl 2. Eine Idealbasis kann sie aber ni
ht bilden, denn eine Idealbasis

m

�

usste aus [K : Q℄ = 2 Zahlen bestehen. Zwei

�

uber Q linear unabh

�

angige Zahlen sind z.B. 2 und

2i 2 I. Bilden sie eine Idealbasis? Die ganz-algebrais
hen Zahlen in K sind genau die ganzen

Gau�s
hen Zahlen 
 = a+ bi; a; b 2 ZZ. Eine sol
he Zahl liegt in I genau dann, wenn sie in O

dur
h 2 teilbar ist, d.h., wenn

a

2

+

b

2

i 2 O

wieder ganz ist. Das hei�t, die Zahlen a = 2� und b = 2� m

�

ussen gerade sein, es gilt �; � 2 ZZ.

Daraus folgt 
 = ��2+� �2i. Die Zahlen 2 und 2i bilden tats

�

a
hli
h eine Idealbasis des Hauptideals

(2).
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Beispiel 6.24 (Hauptideal) Es sei (0) 6= (
) � O ein Hauptideal und a

1

; :::; a

n

2 O ei-

ne Ganzheitsbasis. Die Zahlen in I sind also alle von der Form a � 
 mit a = k

1

a

1

+ ::: +

k

n

a

n

; k

1

; :::; k

n

2 ZZ. Deswegen ist jedes r 2 I eine ganzzahlige Linearkombination

r = k

1

� a

1


+ :::+ k

n

� a

n


:

Weil die a

1

; :::; a

n

linear unabh

�

angig

�

uber Q sind, sind es au
h die Zahlen 


1

:= a

1


; :::; 


n

:= a

n


.

Sie bilden also eine Idealbasis von (
).

Beispiel 6.25 Es sei K = Q(

p

�5) und I = (3; 1+2

p

�5) das von den Zahlen 3 und 1+2

p

�5

erzeugte Ideal. Na
h Beispiel 6.14 ist 3 irreduzibel. Und N(1 + 2

p

�5) = 21, also ist au
h diese

Zahl irreduzibel (s. Beispiel 6.14). Beide Erzeugende des Ideals sind irreduzibel in O. Weil sie

vers
hiedene Normen haben, sind sie au
h ni
ht assoziiert. Eine Zahl a 2 O, wel
he beide teilt,

m

�

usste also eine Einheit a 2 O sein. W

�

are I = (a) ein Hauptideal, so w

�

are a eine Einheit, und I

das Eins-Ideal (1) = O. Weiter wissen wir, dass die ganz-algebrais
he Zahl l :=

q

2 +

p

�5 2 C

(im Ring aller ganz-algebrais
hen Zahlen aus C) die beiden Erzeugenden teilt. W

�

are I das Eins-

Ideal, so w

�

are l au
h eine Teiler der Eins und 1=l 2 C ganz-algebrais
h. Dann w

�

are au
h

1

l

2

=

1

2 +

p

�5

=

2�

p

�5

9

2 K

ganz-algebrais
h. Das ist diese Zahl aber ni
ht. Also ist I kein Hauptideal.

Satz 6.32 F

�

ur jedes Ideal (0) 6= I � O ist der Restklassenring O=I endli
h.

Beweis. Na
h Satz 6.30 gibt es eine ganze Zahl 0 6= q 2 I \ ZZ. Ist 


1

; :::; 


n

2 K eine

Ganzheitsbasis, so geh

�

oren also alle Zahlen q � 


1

; :::; q � 


n

zu I. Es sei J := (q


1

; :::; q


n

) das von

diesen erzeugte Ideal in O. Dann ist J � I und es gibt einen Ring-Epimorphismus

O=J ! O=I:

Es gen

�

ugt also zu zeigen, dass O=J ein endli
her Ring ist.

Nun sind die Zahlen in O alle von der Form 
 = k

1




1

+ ::: + k

n




n

; k

1

; :::; k

n

2 ZZ. Und eine

sol
he Zahl geh

�

ort genau dann zu J , wenn alle KoeÆzienten k

1

; :::; k

n

dur
h q teilbar sind. Ein

Repr

�

asentantensystem von O=J sind deswegen die Zahlen 
 mit 0 � k

1

; :::; k

n

< q. Das sind q

n

Zahlen, und O=J enth

�

alt genau q

n

Elemente.

Ein Erzeugendensystem eines Ideals I ist also ni
ht unbedingt eine Idealbasis. Aber umge-

kehrt ist nat

�

urli
h jede Idealbasis ein Erzeugendensystem. Daraus folgt:

Satz 6.33 Jedes Ideal I � O besitzt ein endli
hes Erzeugendensystem. Insbesondere ist O

noethers
h (Satz 2.6), d.h., jede e
ht aufsteigende Kette I

1

� I

2

� ::: � O bri
ht na
h end-

li
h vielen S
hritten ab.

Diese Eigens
haft

"

noethers
h\ des Rings O werden wir jetzt no
h etwas anlysieren. Dazu

die folgende sophistis
he De�nition.
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De�nition 6.9 Das Ideal J � O hei�t Teiler des Ideals I � O, wenn I � J .

Das Ideal J � O hei�t Faktor des Ideals I, in Zei
hen: J jI, wenn es ein Ideal J

0

� O gibt

mit

J � J

0

= I:

Dabei ist das Produkt J �J

0

zweier Ideale de�niert als das Ideal, das von allen Produkten x�x

0

; x 2

J; x

0

2 J

0

; erzeugt wird.

Beispiel 6.26 Es sei O ein Hauptidealring (z.B. O = ZZ). Dann ist also I = (
) und J = (a).

J ist genau dann ein Teiler von I, wenn 
 2 (a), d.h., aj
 im Sinn von De�nition 2.15.

Und J ist ein Faktor von I genau dann, wenn es ein Ideal J

0

= (b) gibt mit J �J

0

= (a�b) = (
).

Au
h das ist

�

aquivalent mit aj
. In einem Hauptidealring stimmen also beide Eigens
haften

�

uberein.

Satz 6.34 a) Jeder Faktor J des Ideals I ist au
h ein Teiler.

b) Jeder e
hte Faktor J des Ideals I (d.h. J � J

0

= I mit J

0

6= O) ist au
h ein e
hter Teiler

(d.h. J 6= I).

Beweis. a) Das Produkt-Ideal J �J

0

wird erzeugt von allen Produkten a � b; a 2 J; b 2 J

0

. Alle

diese Produkte geh

�

oren zu J . Deswegen ist J � J

0

� J . Und wenn I = J � J

0

, dann gilt I � J ,

und J ist ein Teiler von I.

b) Es seien a

1

; :::; a

n

eine Idealbasis von J und b

1

; :::; b

n

eine Idealbasis von J

0

. Dann ist

a

i

b

j

; i; j = 1; :::; n; ein Erzeugendensystem von I = J � J

0

. Wenn I = J w

�

are, dann w

�

aren

insbesondere alle a

�

2 J Linearkombinationen

a

�

=

n

X

i;j=1




�;i;j

a

i

b

j

=

n

X

i=1

�

�;i

a

i

; �

�;i

=

X

j




�;i;j

b

j

2 J

0

:

Wir bezei
hnen mit a 2 K

n

den Vektor (a

1

; :::; a

n

) und mit B die Matrix (�

�;i

) mit Eintr

�

agen

aus J

0

. Die Glei
hung

a = B � a

zeigt, dass a Eigenvektor der Matrix B zum Eigenwert 1 ist. Also ist 1 eine Nullstelle des


harakteristis
hen Polynoms

�

B

(X) = �X

n

+ q

n�1

X

n�1

+ :::+ q

1

X + q

0

:

Alle KoeÆzienten q

n�1

; :::; q

1

; q

0

geh

�

oren zu J

0

. Und die Glei
hung

0 = �

B

(1) = �1 + q

n�1

+ :::+ q

1

+ q

0

zeigt 1 2 J

0

. Es w

�

are 1 2 J

0

und J

0

= O.

Satz 6.35 Jedes Ideal (0) 6= I � O geh

�

ort nur zu endli
h vielen Idealen J � O, hat also nur

endli
h viele Teiler.
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Beweis. Wir betra
hten den Restklassen-Homomorphismus

� : O ! O=I:

Jedes Ideal R im Restklassen-Ring hat als Urbild �

�

R ein Ideal in O, wel
hes I enth

�

alt. Und

umgekehrt: Jedes Ideal J , das I enth

�

alt, ist von dieser Form �

�

R. Weil der Restklassenring

endli
h ist (Satz 6.32), enth

�

alt er nur endli
h viele Teilmengen, und dann au
h nur endli
h viele

Ideale R. Dann gibt es also au
h nur endli
h viele Ideale J � O mit J � I.

Satz 6.36 (Korollar) Jedes Ideal (0) 6= I � O hat nur endli
h viele Faktoren.

Beweis. Satz 6.34

Wir erinnern uns an die De�nition des maximalen Ideals: Ein Ideal M � O; M 6= O; hei�t

maximal, wenn es kein Ideal I mit M � I � O; I 6= O; I 6= M; gibt.

�

Aquivalent dazu ist:

Der Restklassenring O=M besitzt kein Ideal au�er (0) und (1) = O=M , was bedeutet: er ist ein

K

�

orper.

Satz 6.37 Jedes Ideal I � O; I 6= O; hat

a) einen maximalen Teiler J � I;

b) nur endli
h viele maximale Teiler;


) nur endli
h viele maximale Faktoren.

Beweis. a) Wenn I selbst maximal ist, sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein Ideal J

1

� O

mit I � J

1

; J

1

6= I. Wenn J

1

maximal ist, sind wir fertig. Andernfalls ma
hen wir weiter:

J

1

� J

2

; J

2

6= J

1

. So erhalten wir eine e
ht aufsteigende Kette I � J

1

� J

2

� ::: von e
hten

Idealen J

k

� O; J

k

6= O. Weil I nur in endli
h-vielen Idealen J enthalten ist (Satz 6.35), bri
ht

diese Kette irgend wann ab. Das letzte Ideal in der Kette ist maximal.

b) Jeder maximale Teiler von I enth

�

alt dieses Ideal I. Na
h Satz 6.35 gibt es nur endli
h

viele sol
he Ideale.


) Jeder maximale Faktor von I ist na
h Satz 6.34 au
h ein maximaler Teiler.

Und no
h eine Erinnerung: Das Ideal (0) 6= I � O hei�t Prim-Ideal, wenn der Restklassenring

O=I nullteilerfrei ist.

�

Aquivalent dazu: Sind a; b 2 O mit a � b 2 I, dann ist entweder a 2 I oder

b 2 I.

Satz 6.38 F

�

ur Ideale (0) 6= I � O sind die Eigens
haften

"

maximal\ und

"

prim\

�

aquivalent.

Beweis. Maximale Ideale sind immer Prim-Ideale. Wir m

�

ussen also zeigen: Jedes Prim-Ideal

I � O ist maximal. Nun ist der Restklassenring O=I nullteilerfrei und na
h Satz 6.32 endli
h.

Die Eigens
haft

"

nullteilerfrei\ bedeutet: Zu 0 6= r 2 O=I gibt es kein 0 6= s 2 O=I mit r � s = 0.

Die Multiplikationsabbildung

m

r

: O=I ! O=I; s 7! r � s;

ist injektiv. Weil R=I endli
h ist, muss diese Multiplikation dann au
h surjektiv sein. Insbeson-

dere geh

�

ort 1 = r � s zum Bild dieser Abbildung. Das hei�t: Jedes r 6= 0 besitzt ein Inverses. Der

Restklassenring ist ein K

�

orper, und I ist maximal.
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Satz 6.39 (Korollar) Enth

�

alt ein maximales Ideal M � O ein Produktideal I � J , so gilt ent-

weder I �M oder J �M .

Beweis. Wenn I ni
ht in M enthalten ist, dann gibt es ein a 2 I mit a 62M . F

�

ur alle b 2 J

gilt aber a � b 2 I � J �M . Weil M ein Primideal ist, folgt daraus b 2M f

�

ur alle b 2 J . Also ist

J �M .

Nun folgen zwei Hilfsaussagen:

Satz 6.40 Es sei

f(X) = a

m

X

m

+ a

m�1

X

m�1

+ :::+ a

1

X + a

0

2 C[X℄

ein Polynom mit ganz-algebrais
hen KoeÆzienten a

m

; :::; a

0

und den Nullstellen r

1

; :::; r

m

2 C.

Dann gelten:

a) Das Polynom f(X)=(X � r

1

) 2 C[X℄ hat nur ganz-algebrais
he KoeÆzienten.

b) F

�

ur jedes k = 1; :::;m � 1 hat das Polynom

f(X)

(X � r

k+1

) � ::: � (X � r

m

)

= a

m

� (X � r

1

) � ::: � (X � r

k

)

nur ganz-algebrais
he KoeÆzienten.


) F

�

ur jedes k = 1; :::;m ist a

m

� r

1

� ::: � r

k

eine ganz-algebrais
he Zahl.

Beweis. a) (Induktion na
h m) Induktionsanfang m = 1: Jetzt hat f(X) = a

1

X � a

0

ganz-

algebrais
he KoeÆzienten a

1

und a

0

. Seine Nullstelle ist r

1

= a

0

=a

1

und

f(X)

X �

a

0

a

1

= a

1

ist ein konstantes Polynom mit dem ganz-algebrais
hen Wert a

1

.

Induktionss
hluss: Die Zahl a

m

� r

1

ist Nullstelle des normierten Polynoms

X

m

+ a

m�1

X

m�1

+ a

m

a

m�2

X

m�2

+ :::+ a

m�1

m

a

0

mit ganz-algebrais
hen KoeÆzienten. Wegen der Transitivit

�

at (Satz 6.2) ist a

m

� r

1

selbst ganz-

algebrais
h. Dann hat das Polynom

g(X) := f(X)� a

m

X

m�1

� (X � r

1

)

vom Grad m � 1 ganz-algebrais
he KoeÆzienten und ebenso wie f die Nullstelle r

1

. Na
h In-

duktionsannahme hat dann

g(X)

X � r

1

=

f(X)

X � r

1

� a

m

X

m�1

ganz-algebrais
he KoeÆzienten. Weil a

m

ganz-algebrais
h ist, hat au
h f(X)=(X � r

1

) ganz-

algebrais
he KoeÆzienten.

b) Die Aussage folgt aus a) dur
h Induktion na
h Anzahl der Nullstellen.


) Die Zahl a

m

� r

1

� ::: � r

k

ist bis auf das Vorzei
hen der konstante KoeÆzient des Polynoms

aus b), und damit ganz-algebrais
h.
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Satz 6.41 Es seien

f(X) = a

m

X

m

+ :::+ a

0

; g(X) = b

n

X

n

+ :::+ b

0

2 C[X℄

Polynome mit ganz-algebrais
hen KoeÆzienten und

h(X) = 


s

X

s

+ :::+ 


0

= f(X) � g(X)

deren Produkt. Ist dann d 2 C eine ganz-algebrais
he Zahl derart, dass alle Quotienten 


k

=d; k =

0; :::; s ganz-algebrais
h sind, dann sind au
h alle Zahlen a

i

b

j

=d; i = 0; :::;m; j = 0; :::; n; ganz-

algebrais
h.

Beweis. Wir s
hreiben na
h Vieta

f(X) = a

m

� (X � u

1

) � ::: � (X � u

m

); g(X) = b

n

� (X � v

1

) � ::: � (X � v

n

)

mit algebrais
hen Zahlen u

1

; :::; v

n

2 C. Dann ist

h(X)

d

=

a

m

� b

n

d

� (X � u

1

) � ::: � (X � v

n

)

na
h Voraussetzung ein Polynom mit ganz-algebrais
hen KoeÆzienten. Na
h Satz 6.40 
) ist

dann jedes Produkt

a

m

� b

n

d

� u

i

1

� ::: � u

i

k

� v

j

1

� ::: � v

j

l

ganz-algebrais
h. Weil a

i

=a

m

und b

j

=b

n

elementar-symmetris
he Funktionen der u

1

; :::; u

m

, bzw.

v

1

; :::; v

n

sind, ist damit au
h

a

i

� b

j

d

=

a

m

� b

n

d

�

a

i

a

m

�

b

j

b

n

ganz-algebrais
h.

Die eben bewiesene Aussage ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.30: Dort sind f(X) und

g(X) 2 ZZ[X℄ ganzzahlige Polynome vom Inhalt 
(f) bzw 
(g). Hat ihr Produkt h den Inhalt 
,

so sind alle Zahlen a

i

b

j

=
 2 Q ganz-algebrais
h und na
h Beispiel 5.4 selbst ganz. Jeder Teiler

von 
, der ni
ht in 
(f) aufgeht, muss also in allen b

j

, und damit in 
(g) aufgehen. Es folgt: 


teilt 
(f) � 
(g). Die Umkehrung ist o�ensi
htli
h.

Satz 6.42 Zu jedem Ideal (0) 6= I � O gibt es ein Ideal J � O so, dass I � J ein Hauptideal (
)

mit 
 2 IN ist.

Beweis. Es sei etwa I = (a

1

; :::; a

r

). Wir betra
hten das Polynom

g(X) := a

1

X + a

2

X

2

+ :::+ a

r

X

r

2 O[X℄

und seine Konjugierten g(X); g

2

(X); :::; g

s

(X) unter allen Galois-Automorphismen von K

�

uber

Q. Das Produkt-Polynom

f(X) := g(X) � g

2

(X) � ::: � g

s

(X) =:

n

X

�=1




�

X

�
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ist dann invariant unter allen Galois-Automorphismen von K

�

uber Q. Es folgt f(X) 2 Q[X℄,

und weil alle KoeÆzienten 


�

von f(X) ganz-algebrais
h sind, sogar f(X) 2 ZZ[X℄. Der Quotient

h(X) =

f(X

g(X)

= g

2

(X) � ::: � g

s

(X) =:

m

X

�=1

b

�

X

�

hat alle seine KoeÆzienten b

�

2 O.

Es sei nun 
 2 IN der ggT aller 


�

, so dass f(X)=
 2 ZZ[X℄ den Inhalt = 1 hat. Weiter sei

J := (b

1

; :::; b

m

). Wir zeigen: das Produkt I � J der Ideale I und J ist das Hauptideal (
).

I � J � (
): Das Ideal I � J wird erzeugt von allen Produkten a

i

� b

j

der KoeÆzienten von g

und h. Na
h Satz 6.41 teilt 
 alle diese Produkte in O.

(
) � I � J : Weil 
 = ggT (


1

; :::; 


n

) ist, gibt es ganze Zahlen x

1

; :::; x

n

2 ZZ mit 
 = x

1




1

+

:::+ x

n




n

. Jeder KoeÆzient 


�

von f ist Summe von Produkten a

i

� b

j

2 I � J . Es folgt 
 2 I � J .

Satz 6.43 (Korollar) a) Es seien (0) 6= I � O ein Ideal und J

1

; J

2

� O zwei Ideale mit

I � J

1

= I � J

2

. Dann ist J

1

= J

2

.

b) Ist J � O ein Teiler des Ideals I � O, dann ist J au
h ein Faktor.


) Ein Ideal M � O ist maximal genau dann, wenn es irreduzibel ist, d.h., wenn es keine

e
hten Teiler (=Faktoren) hat.

Beweis. a) Na
h Satz Satz 6.42 gibt es ein Ideal J derart, dass I �J ein Hauptideal (
); 
 2 IN;

ist. Aus I � J

1

= I � J

2

folgt damit

(
) � J

1

= J � I � J

1

= J � I � J

2

= (
) � J

2

:

Das Ideal (
) � J

1

besteht aber aus allen Produkten 
 � x; x 2 J

1

, ebenso wie (
) � J

2

aus allen

Produkten 
 � y; y 2 J

2

besteht. Wir �nden J

1

= J

2

.

b) J ist ein Teiler von I, wenn I � J . Es gibt ein Ideal J

0

mit J � J

0

= (
); 
 2 IN. Das Ideal

I � J

0

ist dann im Hauptideal (
) enthalten. Ist I = (a

1

; :::; a

r

) und J

0

= (b

1

; :::; b

s

), so sind alle

Produkte a

i

� b

j

in O dur
h 
 teilbar, etwa a

i

� b

j

= 
 � l

i;j

. Dann ist

I � J

0

= (
 � l

1;1

; :::; 
 � l

r;s

) = (
) � (l

1;1

; :::; l

r;s

) = J � J

0

� (l

1;1

; :::; l

r;s

):

Mit a) folgt I = J � (l

1;1

; :::; l

r;s

) und J ist au
h ein Faktor von I.


) Das IdealM � O ist maximal, genau dann wenn es keine e
hten Teiler I; M � I � O; I 6=

M;O; besitzt. Weil Faktoren dasselbe wie Teiler von M sind, kann man M ni
ht in ein Produkt

I � J; I; J 6= M;O zerlegen. Wegen M 6= M

2

(Satz 6.34 b) kann hier ni
ht I = J = M gelten.

Also ist entweder I = O und dann J =M oder umgekehrt.

Wir kommen zum kr

�

onenden Abs
hluss dieses Paragraphen.

Satz 6.44 (Hauptsatz

�

uber Ideale in algebrais
hen Zahlk

�

orpern) Jedes Ideal I � O; I 6=

(0); (1); kann eindeutig (bis auf die Reihenfolge) faktorisiert werden als Produkt

I =M

1

� ::: �M

k

maximaler Ideale M

�

� O.
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Beweis. Existenz: Wenn I selbst ni
ht maximal ist, dann ist es in einem maximalen Ideal

M

1

� O enthalten (Satz 6.37 a). Das IdealM

1

ist ein Teiler von I und na
h Satz 6.43 b) au
h ein

Faktor: Es gibt ein Ideal I

1

mit I =M

1

� I

1

; I

1

� I; I

1

6= I. Wenn I

1

maximal ist, sind wir fertig.

Andernfalls ma
hen wir weiter: I =M

1

�M

2

� I

2

mit einem maximalen Ideal M

2

und einem Ideal

I

2

� I

1

; I

2

6= I

1

. Ni
hts hindert uns daran, immer so weiter zu ma
hen, au�er der Tatsa
he, dass

eine e
ht aufsteigende Idealkette I � I

1

� I

2

� ::: � I

k

irgendwann abbre
hen muss (Eigens
haft

noethers
h, De�nition 2.6). Dann ist also I

k

=M

k

maximal und I =M

1

� ::: �M

k

.

Eindeutigkeit: Es sei

I =M

1

� ::: �M

k

=M

0

1

� ::: �M

0

l

mit maximalen Idealen M

1

; :::;M

0

l

. Weil das maximale Ideal M

0

1

prim ist, ist es in einem der

Ideale M

1

; :::;M

k

enthalten. Na
h Umordnung k

�

onnen wir annehmen M

0

1

� M

1

. Weil beide

Ideale maximal sind, folgt M

1

=M

0

1

und aus Satz 6.43 a)

M

2

� ::: �M

k

=M

0

2

� ::: �M

0

l

:

Die Behauptung folgt dur
h Induktion na
h maxfk; lg.

Alles, was man multiplikativ mit ganzen Zahlen in ZZ ma
hen kann, oder mit Elementen

eines Hauptidealrings, kann man also jetzt mit Idealen in O ma
hen. Insbesondere haben je zwei

Ideale I; J � O einen gr

�

o�ten gemeinsamen Teiler. Das ist ein Ideal T mit I; J � T und, falls

T

0

� O ein weiteres Ideal mit I; J � T

0

ist, dann gilt T � T

0

. Nat

�

urli
h gibt es die triviale Art,

diesen ggT anzugeben: Wenn I = (a

1

; :::; a

k

) und J = (b

1

; :::; b

l

), dann ist T = (a

1

; :::; b

l

). Man

s
hreibt dann abk

�

urzend (und konsequent) ggT (I; J) = (I; J). Dieses Ideal (I; J) besteht aus

allen Linearkombinationen

�

1

� a

1

+ :::+ �

k

� a

k

+ �

1

� b

1

+ :::+ �

l

� b

l

; �

1

; :::; �

l

2 O;

d.h., aus allen Summen a+ b mit a 2 I und b 2 J . Deswegen s
hreibt man au
h

(I; J) = I + J:

Aber, wenn wir Produkt-Zerlegungen

I =M

k

1

1

� ::: �M

k

r

r

; J =M

l

1

1

� ::: �M

l

r

r

;

kennen, dann ist

(I; J) =M

minfk

1

;l

1

g

1

� ::: �M

minfk

r

;l

r

g

r

:

Hier ist nat

�

urli
h M

0

= O zu setzen.

De�nition 6.10 Zwei Ideale I und J � O hei�en teilerfremd, in Zei
hen (I; J) = (1), wenn

(I; J) = (1) = O

ist.
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Satz 6.45 F

�

ur zwei teilerfremde Ideale I; J � O gilt:

a) I � J = I \ J ;

b)[Chinesis
her Restsatz℄ Dur
h 
mod I � J 7! (
mod I; 
mod J) wird ein Ring-Isomorphis-

mus

O=I � J ! O=I �O=J

de�niert.

Beweis. a) O�ensi
htli
h ist I � J � I \ J . Weil I; J � I \ J Teiler des Ideals I � J sind, ist

na
h Satz 6.43 b)

I \ J = I � I

0

= J � J

0

:

Weil I und J teilerfremd sind, folgt daraus: Au
h I �J ist ein Teiler von I \J , also I \J � I �J .

b) Weil I und J teilerfremd sind, ist O = I + J , und es gibt Zahlen a 2 I und b 2 J

mit 1 = a + b. Das Element (1mod I; 0) 2 (O=I � O=J) ist dann das Bild von bmod I � J ,

w

�

ahrend (0; 1modJ) das Bild von amod I � J ist. Der angegebene Ring-Homomorphismus ist

also surjektiv.

Sein Kern besteht aus allen Restklassen 
mod I � J mit 
 2 I \ J = I � J (na
h a). Des-

wegen besteht der Kern des Homomorphismus nur aus der Null-Klasse, und der angegebene

Epimorphismus ist au
h injektiv.

Satz 6.46 Es seiM � O ein maximales Ideal. Dann gibt es f

�

ur alle n 2 IN einen Isomorphismus

von abels
hen Gruppen

O=M !M

n

=M

n+1

:

Beweis. Wegen M

n+1

6= M

n

gibt es ein a 2 M

n

; a 62 M

n+1

. Na
h dem Hauptsatz besitzt

das Hauptideal (a) eine Produkt-Zerlegung (a) =M

n

� I mit einem zu M teilerfremden Ideal I.

Die Multiplikation mit a induziert einen Gruppen-Isomorphismus

O=M ! O � a=M � a 'M

n

I=M

n+1

I:

Die Produkt-Zerlegung f

�

ur das Ideal (M

n

I;M

n+1

) zeigt (M

n

I;M

n+1

) = M

n

, w

�

ahrend sie

f

�

ur M

n

I \ M

n+1

liefert M

n

I \ M

n+1

= M

n+1

I. Wir betra
hten den Restklassen-Gruppen-

Homomorhismus

M

n

I � O ! O=M

n+1

:

Sein Kern ist M

n

I \M

n+1

=M

n+1

I und sein Bild ist

(M

n

I +M

n+1

)=M

n+1

=M

n

=M

n+1

:

Also de�niert er einen Gruppen-IsomorphismusM

n

I=M

n+1

I !M

n

=M

n+1

und wir sind fertig.

Satz 6.47 a) Das Ideal I � O habe eine Faktorisierung I =M

r

1

1

�:::�M

r

k

k

als Produkt maximaler

Ideale. Dann ist die Anzahl der Elemente im Restklassenring O=I

jO=M

1

j

r

1

� ::: � jO=M

k

j

r

k

:

b) F

�

ur ein Produkt I � J ist die Anzahl der Elemente im Restklassenring O=I � J

jO=Ij � jO=J j:
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Beweis. a) Na
h dem Chinesis
hen Restsatz gibt es einen Ring-Isomorphismus

O=I ! (O=M

k

1

1

)� :::� (O=M

r

k

k

):

Es gen

�

ugt also, f

�

ur jedes maximale Ideal M � O zu zeigen:

jO=M

r

j = jO=M j

r

:

Wegen M

r+1

�M

r

gibt es einen Ring-Epimorphismus

O=M

r+1

! O=M

r

mit Kern M

r

=M

r+1

. Die Behauptung folgt dur
h Induktion na
h r mit Satz 6.46.

b) Wir faktorisieren I =M

r

1

1

� ::: �M

r

k

k

und M

s

1

1

�M

s

k

k

. Dann ist

I � J =M

r

1

+s

1

1

� ::: �M

r

k

+s

k

k

:

Aufgabe 6.16 Es sei O der Ring der ganz-algebrais
hen Zahlen im imagin

�

ar-quadratis
hen

K

�

orper Q(

p

�5). Zeigen Sie:

a) Das Ideal (2 +

p

�5; 2�

p

�5) ist das Ideal (1).

b) Der Restklassenring ZZ(

p

�5)=(2) ist isomorph zum Ring IF

2

[X℄=(X

2

).

Aufgabe 6.17 Es sei O der Ring der ganz-algebrais
hen Zahlen im Zahlk

�

orper Q(

p

5).

a) Zeigen Sie: I := (3; 1 + 2

p

5) � O ist ein Ideal 6= O.

b) Ist I ein Prim-Ideal?

Aufgabe 6.18 Es sei O der Ring der ganz-algebrais
hen Zahlen in einem algebrais
hen Zahlk

�

orper

K. Weiter seien P;Q � O zwei vers
hiedene Primideale. Zeigen Sie f

�

ur alle nat

�

urli
hen Zahlen

m;n � 1:

(P

m

; Q

n

) = O:

6.6 Idealklassen

F

�

ur jedes Ideal I � O; I 6= (0); ist der Restklassenring O=I endli
h.

De�nition 6.11 Ist I 6= (0) ein Ideal in O, so hei�t die Anzahl der Elemente in O=I die Norm

von I.
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Satz 6.48 Es sei 


1

; :::; 


n

eine Idealbasis von I. Dann gilt

(N(I))

2

=

1

d

��(


1

; ::::; 


n

):

Dabei ist d die Diskriminante des K

�

orpers K.

Beweis. Es sei a

1

; ::::; a

n

2 O eine Ganzheitsbasis. Als abels
he Gruppe ist

O = ZZ � a

1

+ :::+ ZZ � a

n

' ZZ

n

:

I � O ist eine Untergruppe mit endli
hem Quotienten O=I. Na
h dem Hauptsatz

�

uber endli
h

erzeugte abels
he Gruppen Satz 1.25 ist dieser Quotient ein Produkt ZZ

m

1

� ::: � ZZ

m

n

endli
h

vieler zyklis
her Gruppen. Genauer (Beweis dieses Satzes) gibt es eine Ganzheitsbasis a

0

1

; ::::; a

0

n

derart, dass




0

1

= m

1

a

0

1

; :::; 


0

n

= m

n

a

0

n

ein Erzeugendensystem f

�

ur die Untergruppe I, also eine Idealbasis von I ist. Beim

�

Ubergang

in die neuen Basen

�

andert si
h weder �(a

1

; ::::; a

n

) = d, no
h �(a

1

; ::::; a

n

). F

�

ur alle Galois-

Automorphismen g von K ist g(


0

i

) = m

i

g(a

0

i

); i = 1; :::; n. Daraus folgt

det

0

B

B

B

B

�




0

1

::: 


0

n

g

2

(


0

1

) ::: g

2

(


0

n

)

.

.

.

.

.

.

g

n

(


0

1

) ::: g

n

(


0

n

)

1

C

C

C

C

A

= det

0

B

B

B

B

�

a

0

1

:::a

0

n

g

2

(a

0

1

) ::: g

2

(a

0

n

)

.

.

.

.

.

.

g

n

(a

0

1

) ::: g

n

(a

0

n

)

1

C

C

C

C

A

� det

0

B

�

m

1

.

.

.

m

n

1

C

A

und

�(


0

1

; :::; 


0

n

) = �(a

0

1

; ::::; a

0

n

) �m

2

1

� ::: �m

2

n

= d � jO=Ij

2

:

Satz 6.49 (Folgerung) F

�

ur ein Hauptideal (0) 6= (
) � O ist

N((
)) = jN

K=Q

(
)j:

Beweis. Ist a

1

; :::; a

n

2 O eine Ganzheitsbasis, so ist a

1

� 
; :::; a

n

� 
 eine Idealbasis von I.

Damit folgt

�(a

1


; :::; a

n


) = N

K=Q

(
)

2

�(a

1

; :::; a

n

) = N

K=Q

(
)

2

� d:

Mit Satz 6.48 �nden wir

N((
))

2

= N

K=Q

(
)

2

;

und wegen N((
)) > 0 die Behauptung.

Satz 6.50 a) F

�

ur je zwei Ideale (0) 6= I; J � O gilt

N(I � J) = N(I) �N(J):

b) Ist N(I) 2 IN eine Primzahl, so ist I � O ein Primideal.


) Die Zahl N(I) 2 IN geh

�

ort zum Ideal I.

d) Es gibt nur endli
h viele Ideale I � O vorgegebener Norm N(I) = n 2 IN.
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Beweis. a) Na
h Satz 6.47 b) ist

N(I � J) = jO=I � J j = jO=Ij � jO=J j = N(I) �N(J):

b) Zu jedem maximalen IdealM � I gibt es ein Ideal J � O mit I =M �J . Na
h a) ist dann

N(I) = N(M) �N(J). Wegen M 6= O kann hier ni
ht N(M) = 1 sein. Ist N(I) eine Primzahl,

so muss N(J) = jO=J j = 1 gelten. Das hei�t J = O und I =M ist maximal.


) Es sei 


1

= 0; 


2

; :::; 


N(I)

ein Repr

�

asentantensystem f

�

ur die Restklassen modulo I. Dann

sind au
h 


1

+ 1; 


2

+ 1; :::; 


N(I)

+ 1 paarweise modulo I voneinander vers
hieden, und bilden

ebenso ein Repr

�

asentantensytem f

�

ur die Restklassen modulo I. Wir �nden modulo I




1

+ :::+ 


N(I)

= (


1

+ 1) + :::+ (


N(I)

+ 1)

= 


1

+ :::+ 


N(I)

+N(I);

N(I) = 0:

Also liegt N(I) im Ideal I.

d) Jedes Ideal I gegebener Norm N(I) = n enth

�

alt na
h 
) die Zahl n 2 IN. Na
h Satz 6.35

gibt es in O nur endli
h viele derartige Ideale.

Satz 6.51 (Kleiner Fermat) Es sei P � O ein Prim-Ideal und 
 2 O; 
 62 P . Dann ist




N(P )�1

� 1modP:

Beweis. Es sei 


1

; ::::; 


N(P )

2 O ein Repr

�

asentantensystem f

�

ur die Restklassen modulo P .

Weil P ein Prim-Ideal und 
 62 P ist, liegt keine der Di�erenzen 
 � 


i

� 
 � 


j

; i 6= j, in P . Au
h

die Zahlen 
 � 


1

; ::::; 
 � 


N(P )

repr

�

asentieren alle Restklassen modulo P . Eine der Zahlen 


i

, etwa




1

geh

�

ort zu P . Dann geh

�

ort au
h 
 � 


1

zu P . Es folgt modulo P




2

� ::: � 


N(P )

= (
 � 


2

) � ::: � (
 � 


N(P )

)

= 


2

� ::: � 


N(P )

� 


N(P )�1

und




2

� ::: � 


N(P )

� (


N(P )�1

� 1) 2 P:

Weil keine der Zahlen 


i

; i � 2 zu P geh

�

ort, und weil P ein Primideal ist, folgt daraus 


N(P )�1

�

1 2 P .

Eine fundamentale Aussage

�

uber Ideale in algebrais
hen Zahlk

�

orpern ist folgender

Satz 6.52 Es sei K ein Zahlk

�

orper 6= Q und I 6= (0) ein Ideal in O = O(K). Dann gibt es in

I eine Zahl 
 6= 0 mit

jN

K=Q

(
)j � N(I)

q

jdj:

Hier ist d die Diskriminante des Zahlk

�

orpers K.

Der Beweis benutzt Eigens
haften der sogenannten

"

Geometrie der Zahlen\ .
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Satz 6.53 (Reelles Lemma von Minkowski) Es sei (a

�;�

) eine reelle n�n-Matrix mit De-

terminante a = det(a

�;�

) 6= 0. Sind k

1

; :::; k

n

> 0 reelle Zahlen mit k

1

� ::: � k

n

> jaj, so gibt es

ganze Zahlen z

1

; :::; z

n

2 ZZ, ni
ht alle z

�

= 0, mit

j

n

X

�=1

a

�;�

z

�

j � k

�

f

�

ur � = 1; :::; n:

Vor dem Beweis verans
hauli
hen wir uns diese Aussage: F

�

ur jedes � = 1; :::; n ist die Menge

f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: j

n

X

�=1

a

�;�

x

�

j = k

�

g

ein Paar paralleler Ebenen im IR

n

. Alle n Paare sol
her Ebenen begrenzen im IR

n

ein Parallelotop

P

0

:= f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: j

n

X

�=1

a

�;�

x

�

j � k

�

; � = 1; :::; ng:

Wegen det(a

�;�

) 6= 0 ist dieses Parallelotop ni
ht ausgeartet. Es ist das Urbild des n-dimensionalen

Quaders

Q := f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: jx

i

j � k

i

g

des Volumens 2

n

� k

1

� ::: � k

n

unter der linearen Abbildung mit der Matrix (a

�;�

). Deswegen hat

P

0

das Volumen

1

jaj

� k

1

� ::: � k

n

� 2

n

> 2

n

:

Die Behauptung ist, dass P

0

einen ganzzahligen Vektor z = (z

1

; :::; z

n

) 6= 0 enth

�

alt.

Beweis des Satzes. Wir betra
hten das ges
hrumpfte Parallelotop

P := f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: j

n

X

�=1

a

�;�

x

�

j � k

�

=2; � = 1; :::; ng

mit dem Volumen

jP j =

k

1

� ::: � k

n

jaj

=: 1 + �:

Und f

�

ur jeden ganzzahligen Vektor z = (z

1

; :::; z

n

) 2 ZZ

n

betra
hten wir das vers
hobene Paral-

lelotop

P + z := f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: j

n

X

�=1

a

�;�

(x

�

� z

�

)j � k

�

=2; � = 1; :::; ng:

Wir zeigen, dass es zwei vers
hiedene vers
hobene Parallelotope P + z und P + z

0

; z 6= z

0

; geben

muss, die si
h s
hneiden. Ist n

�

amli
h x 2 (P + z) \ (P + z

0

), so gilt f

�

ur � = 1; :::; n

j

n

X

�=1

a

�;�

(z

�

� z

0

�

)j � j

n

X

�=1

a

�;�

(z

�

� x

�

)j+ j

n

X

�=1

a

�;�

(z

0

�

� x

�

)j � k

�

;

und z � z

0

6= 0 ist ein ganzzahliger Vektor, der die behaupteten Anforderungen erf

�

ullt.
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Wenn si
h keine zwei vers
hobenen Parallelotope P + z und P + z

0

; z 6= z

0

2 ZZ

n

; s
hneiden,

dann sind sie alle disjunkt. Wir betra
hten einen gro�en W

�

urfel

W (N) := f(x

1

; :::; x

n

) 2 IR

n

: jx

�

j � Ng

mit N 2 IN. Ist


 := maxfk x k: x 2 Pg;

so liegen alle 2

2N+1

vers
hobenen Parallelotope

P + z; z = (z

1

; :::; z

n

) 2 ZZ

n

; jz

�

j � N;

in dem etwas gr

�

o�eren W

�

urfelW (N+
) der Kantenl

�

ange 2(N+
). Er hat das Volumen 2

n

(N+
)

n

und enth

�

alt die (2N + 1)

n

disjunkten vers
hobenen Parallelotope mit einem Volumen

jP j = 1 + �; � > 0:

Es folgt f

�

ur alle N

(2N + 1)

n

� (1 + �) � (2N + 2
)

n

;

bzw.

1 + � �

(2N + 2
)

n

(2N + 1)

n

:

F

�

ur N !1 geht die re
hte Seite gegen 1, Widerspru
h!

Satz 6.54 (Komplexes Lemma von Minkowski) Nun sei die n � n-Matrix a

�;�

komplex.

Wir setzen allerdings voraus: Die ersten r Zeilen, 0 � r � n; seien reell, und die anderen

paarweise konjugiert-komplex, etwa n = r + 2s und

a

r+s+�;�

= �a

r+�;�

; � = 1; :::; s; � = 1; :::; n:

Au�erdem gelte k

r+s+�

= k

r+�

f

�

ur � = 1; :::; s. Dann gilt dieselbe Aussage: Ist k

1

� ::: � k

n

> jaj

mit a = det(a

�;�

), so gibt es ganze Zahlen z

1

; :::; z

n

, ni
ht alle = 0, die

j

n

X

�=1

a

�;�

z

�

j � k

�

f

�

ur � = 1; :::n;

erf

�

ullen.

Beweis. Wir ersetzen die 2s komplexen Unglei
hungen dur
h die 2s reellen Unglei
hungen

j

n

X

�=1

(a

�;�

+ �a

�;�

)z

�

j=

p

2 � k

�

; j

n

X

�=1

1

i

(a

�;�

� �a

�;�

)z

�

j=

p

2 � k

�

:
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Die neue reelle KoeÆzientenmatrix ensteht aus der alten komplexen, indem man sie von links

mit einer Matrix

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1

.

.

.

1

p

2

:::

1

p

2

.

.

.

.

.

.

1

i

p

2

�

1

i

p

2

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

multipliziert. Diese Matrix hat eine Determinante vom Betrag 1. Deswegen hat die neue KoeÆ-

zientenmatrix eine Determinante vom glei
hen Betrag wie die alte KoeÆzientenmatrix. Es gibt

aslo einen ganzzahligen Vektor 0 6= z 2 ZZ, der die neuen Unglei
hungen erf

�

ullt:

j

n

X

�=1

Re(a

�;�

)z

�

j � k

�

=

p

2;

j

n

X

�=1

Im(a

�;�

)z

�

j � k

�

=

p

2;

j

n

X

�=1

a

�;�

z

�

j

2

� k

2

�

;

und daraus folgt die Behauptung.

Beweis von Satz 6.52: Es sei 


1

; :::; 


n

eine Idealbasis von I. Die Elemente von I sind dann

die ganzzahligen Linearkombinationen

P

n

�=1




�

z

�

; z

�

2 ZZ. Ihre Konjugierten

�

uber Q sind die

Zahlen

n

X

�=1

g

�

(


�

) � z

�

;

wo g

�

die Galois-Automorphismen von K

�

uber Q dur
hl

�

auft. Die komplexe Matrix

(a

�;�

) = (g

�

(


�

))

hat na
h Satz 6.48 eine Determinante vom Betrag N(I) �

p

d. Ein Galois-Automorphismus ist

die komplexe Konjugation. Wenn er trivial ist, sind alle g

�

(


�

) reell. Andernfalls ist n = r+ 2s,

und man kann die Galois-Automorphismen so ordnen, dass

g

r+�

(


�

) = g

r+s+�

(


�

); � = 1; :::; s; � = 1; :::; n:

Die komplexe Matrix (a

�;�

) erf

�

ullt also die Voraussetzungen von Satz 6.54.

Wir setzen in Satz 6.54

k

1

= ::: = k

n

= k :=

n

r

N(I)

q

jdj+ �

und �nden einen Vektor 0 6= z 2 ZZ

n

mit

j

n

X

�=1

g

�

(


�

)z

�

j � k:
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Die Zahl

0 6= 
 :=

n

X

�=1




�

z

�

2 I

hat dann eine Norm

N

K=Q

(
) � k

n

= N(I) �

q

jdj+ �:

Dieses tun wir f

�

ur jedes � > 0. Nun ist N

K=Q

(
) 2 ZZ. Wenn

p

jdj ganzzahlig ist, w

�

ahlen wir

� < 1=2 und �nden N

K=Q

(
) � N(I)

p

jdj. Wenn

p

jdj ni
ht ganzzahlig ist, dann ist diese

Wurzel au
h ni
ht rational. Es gibt also ein n 2 IN mit n � 1 < N(I)

p

jdj < n. Wir w

�

ahlen

� < n�N(I)

p

jdj und �nden jetzt sogar N

K=Q

(
) � n� 1 < N(II)

p

jdj.

So, jetzt wird's e
ht klassis
h:

De�nition 6.12 Zwei Ideale I; J � O hei�en

�

aquivalent, in Zei
hen I � J , wenn es Haupt-

ideale (a); (b) 6= (0) mit

(a) � I = (b) � J

gibt.

Satz 6.55 Die soeben de�nierte Relation zwis
hen Idealen in O ist eine

�

Aquivalenzrelation.

Beweis. Re
exivit

�

at: Es ist (1) � I = I = (1) � I.

Symmetrie: Wenn (a) � I = (b) � J gilt, dann ist (b) � J = (a) � I.

Transitivit

�

at: Es sei I

1

� I

2

und I

2

� I

3

, d.h. (a

1

) � I

1

= (b

1

)I

2

und (a

2

) � I

2

= (b

2

)I

3

mit

a

1

; a

2

; b

1

; b

2

6= 0. Dann ist

(a

1

a

2

)I

1

= (b

1

a

2

)I

2

= (b

1

b

2

)I

3

mit a

1

a

2

; b

1

b

2

6= 0.

De�nition 6.13 Eine Idealklasse in O ist eine

�

Aquivalenzklasse von Idealen in O bez

�

ugli
h der

�

Aquivalenzrelation aus De�nition 6.12.

Satz 6.56 a) Alle Hauptideale 6= (0) in O sind

�

aquivalent und geh

�

oren zur glei
hen Klasse wie

(1).

b) Ist ein Ideal I � (1), so ist I selbst ein Hauptideal. Alle Hauptideale in O bilden also eine

Idealklasse.


) Aus I

1

� I

2

folgt I

1

� J � I

2

� J f

�

ur jedes Ideal J � O.

d)[K

�

urzungsregel℄ Ist I

1

� J � I

2

� J f

�

ur ein Ideal J 6= (0), so ist I

1

� I

2

.

e) Die Anzahl der Idealklassen in O ist endli
h.

Beweis. a) F

�

ur ein Hauptideal (a); a 6= 0; ist

(1) � (a) = (a) � (1);

also (a) � (1).
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b) Die

�

Aquivalenz I � (1) bedeutet (a) � I = (b) � (1) = (b) mit a; b 6= 0. Insbesondere geh

�

ort

b zum Ideal (a) und b = b

0

� a; b

0

2 O. Es gilt also (a) � I = (a) � (b

0

), und aus Satz 6.43 a) folgt

I = (b

0

).


) aus I

1

� I

2

folgt (a) � I

1

= (b) � I

2

und (a) � I

1

J = (b) � I

2

J mit a; b 6= 0.

d) Na
h Satz 6.42 gibt es ein Ideal J

0

derart, dass J � J

0

= (b) ein Hauptideal 6= (0) ist. Aus

I

1

� J � I

2

� J folgt also I

1

� (b) � I

2

� (b) und (a

1

b) � I

1

= (a

2

b) � I

2

.

e) Es gen

�

ugt zu zeigen, dass es in jeder Idealklasse ein Ideal I mit N(I) �

p

jdj gibt, denn

die Anzahl der Ideale gegebener Norm ist endli
h na
h Satz 6.50 d). Sei also J ein Ideal, das eine

Idealklasse repr

�

asentiert. Na
h Satz 6.42 gibt es ein Ideal J

0

6= (0) derart, dass JJ

0

ein Hauptideal

ist. Es ist also JJ

0

� (1). Na
h Satz 6.52 enth

�

alt J

0

ein Element a 6= 0 mit jN(a)j � N(J

0

)

p

jdj.

Wegen (a) � J

0

ist J

0

ein Teiler des Hauptideals (a) und na
h Satz 6.43 b) gibt es ein Ideal I

mit (a) = J

0

� I. Mit Satz 6.50 a) folgt

N(J

0

) �N(I) = N((a)) = jN(a)j � N(J

0

) �

q

jdj;

also N(I) �

p

jdj. Weiter ist

J � J

0

� (1) � I � J

0

;

und aus der K

�

urzungsregel folgt J � I. In der Idealklasse von J liegt also das Ideal I mit

N(I) �

p

jdj.

De�nition 6.14 Die Anzahl h der Idealklassen in O hei�t Klassenzahl des Zahlk

�

orpers K.

Die Klasssenzahl h ist also genau dann = 1, wenn alle Ideale in O Hauptideale sind, d.h.,

wenn O ein Hauptidealring ist.

Satz 6.57 Die Multiplikation von Idealen de�niert auf der Menge der Idealklassen 6� (0) die

Struktur einer (endli
hen) abels
hen Gruppe.

Beweis. Die Multiplikation von Idealen ist kommutativ und assoziativ. Deswegen ist au
h

die Multiplikation von Idealklassen kommutativ und assoziativ. Die Klasse (1) der Hauptideale

ist ein neutrales Element bez

�

ugli
h dieser Multiplikation. Und na
h Satz 6.42 gibt es zu jedem

Ideal I 6= (0) ein Ideal J derart dass I � J ein Hauptideal 6= (0), also I � J � (1) ist. Die Klasse

von J ist das Inverse der Klasse von I bez

�

ugli
h der Multiplikation von Idealklassen.

De�nition 6.15 Die Gruppe C(K) aus Satz 6.57 hei�t die Idealklassengruppe des K

�

orpers K.

.

Satz 6.58 In jeder Idealklasse des Zahlk

�

orpers K liegt ein Ideal I � O mit Norm

N(I) �

q

jdj:

Dies wurde im Beweis von Satz 6.56 e) gezeigt.
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Beispiel 6.27 Na
h Satz 6.19 haben die imagin

�

ar-quadratis
hen Zahlk

�

orper Q(

p

�p) die Klas-

senzahl 1 f

�

ur p = 1; 2; 3. Der erste imagin

�

ar-quadratis
he Zahlk

�

orper mit Klassenzahl > 1 ist

K = Q(

p

�5), weil hier die Zerlegung in irreduzible Faktoren ni
ht eindeutig ist. Wir wollen

seine Klassenzahl bere
hnen.

Die Norm von K ist d = �20, und na
h Satz 6.58 liegt in jeder Idealklasse ein Ideal I mit

Norm �

p

20, also N(I) � 4. Wir untersu
hen alle Ideale I � O(K) = ZZ(

p

�5) der Norm 2; 3

oder 4. Dabei gehen wir davon aus, dass N(I) zu I geh

�

ort (Satz 6.50 
)

Norm 2: Sei N(I) = 2. Mit 2 geh

�

ort au
h das Hauptideal (2) zu I. Die Restklassen modulo

(2) sind

0; 1; ;

p

�5; 1 +

p

�5:

Wenn 1 zu I geh

�

ort, dann ist I = (1). Wegen

p

�5

2

= �5 = �1mod (2)

kann au
h �5 ni
ht zu I geh

�

oren. Die einzige M

�

ogli
hkeit ist 1 +

p

�5 2 I und dann au
h

1 �

p

�5 2 I. Nun bilden die Zahlen 1 +

p

�5 und 1 �

p

�5 eine Idealbasis des Ideals I

2

:=

(1 +

p

�5; 1�

p

�5). Das ist ni
ht ganz o�ensi
htli
h - es folgt aus (2) � I

2

und

(1 +

p

�5) �

p

�5 = �5 +

p

�5 = �(1�

p

�5) 2 I

2

;

(1�

p

�5) �

p

�5 = 5 +

p

�5 = 1 +

p

�5 2 I

2

modulo 2. F

�

ur die Norm von I

2

�nden wir na
h Satz 6.48

N(I

2

)

2

=

1

d

� det

 

1 +

p

�5 1�

p

�5

1�

p

�5 1 +

p

�5

!

2

=

�80

�20

= 4;

also N(I

2

) = 2. Das einzige Ideal I � O der Norm 2 ist I

2

:= (1 +

p

�5; 1�

p

�5).

Norm 3: Jetzt ist (3) � I. Ein Restklassensystem modulo (3) ist

0; 1; 2;

p

�5; 1 +

p

�5; 2 +

p

�5;

2

p

�5; 1 + 2

p

�5; 2 + 2

p

�5:

Die Zahlen 1; 2;

p

�5 und 2

p

�5 sind Einheiten modulo (3) und d

�

urfen ni
ht zu I geh

�

oren.

Modulo dieser Einheiten gibt es no
h die beiden folgenden Repr

�

asentanten:

1 +

p

�5; 1 + 2

p

�5 = 1�

p

5:

Wegen

(1 +

p

�5) �

p

�5 = �5 +

p

�5 = 1 +

p

�5

modulo 3 ist 1 +

p

�5 und 3 eine Idealbasis des Ideals I

3

:= (1 +

p

�5; 3). Mit Satz 6.48 ist

N(I

3

)

2

=

1

d

det

 

1 +

p

�5 3

1�

p

�5 3

!

2

=

�180

�20

= 9;
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also N(I

3

) = 3. Genauso �ndet man f

�

ur

I

0

3

:= (1�

p

�5; 3)

N(I

0

3

) = 3. Die einzigen Ideale der Norm 3 in O sind I

3

und I

0

3

.

Norm 4: Die Restklassen modulo (4) in O werden repr

�

asentiert von

0; 1; 2; 3;

p

�5; 1 +

p

�5; 2 +

p

�5; 3 +

p

�5;

2

p

�5; 1 + 2

p

�5; 2 + 2

p

�5; 3 + 2

p

�5;

3

p

�5; 1 + 3

p

�5; 2 + 3

p

�5; 3 + 3

p

�5:

Hiervon sind die Zahlen 1; 3;

p

�5; 3

p

�5 Einheiten in I=(4) und k

�

onnen ni
ht in I legen. Wenn

die Zahl 2 zu I geh

�

ort, dann ist (2) � I, und aus N((2)) = 4 folgt I = (2). Es wird si
h

herausstellen, dass dies die einzige M

�

ogli
hkeit ist:

Aus 2

p

�5 2 I folgt 2 2 I und I = (2).

Wenn 1 +

p

�5 zu I geh

�

ort, dann au
h

(1 +

p

�5) �

p

�5 = �5 +

p

�5 = �1 +

p

�5mod 4:

also w

�

urde au
h in diesem Fall 2 2 I und I = (2) gelten.

Die Assoziierten von 1 +

p

�5mod (4) im Ring O=(4) haben die Repr

�

asentanten 3 + 3

p

�5,

(1+

p

�5) �

p

�5 = 3+

p

�5mod 4 und 3 � (3+

p

�5) = 1+3

p

�5mod 4. Au
h wenn eine dieser

Zahlen in I liegt, gilt I = (2).

Wenn 1 + 2

p

�5 in I liegt, dann au
h

(1 + 2

p

�5) �

p

�5 = �10 +

p

�5 = 2 +

p

�5mod 4:

Es w

�

urde folgen 3 + 3

p

�5 2 I und I = (2).

Die Assoziierten von 1+2

p

�5 in O=(4) sind 3+2

p

�5; 2+3

p

�5 und 2+3

p

�5. Enthielte

I eine dieser Zahlen, so h

�

atten wir wieder I = (2).

Damit sind wir alle Repr

�

asentanten modulo (4) dur
hgegangen und haben gefunden: Das

einzige Ideal I � O der Norm 4 ist das Hauptideal (2).

Dur
h 'Che
king Cases' haben wir gesehen: Die einzigen ni
ht-trivialen Idealklassen in C(K)

werden repr

�

asentiert dur
h I

2

; I

3

oder I

0

3

. Nun gilt

I

2

� (1 +

p

�5) = (1 +

p

�5; 1�

p

�5) � (1 +

p

�5) = (� 4 + 2

p

�5; 6) = (2 + 2

p

�5; 6);

I

3

� (2) = (1 +

p

�5; 3) � (2) = (2 + 2

p

�5; 6):

also repr

�

asentieren I

2

und I

3

dieselbe Idealklasse in C(K). Ganz analog sieht man I

2

� I

0

3

. Es

gibt also h

�

o
hstens eine ni
ht-triviale Idealklasse. Wegen C(K) 6= f1g folgt endli
h C(K) ' ZZ

2

.

Satz 6.59 Es sei I � O ein Ideal inK und h die Klassenzahl vonK. Dann ist I

h

ein Hauptideal.
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Beweis. F

�

ur I = (0) ist die Aussage trivial. Sei also I 6= (0).

Die IdealklassengruppeC(K) hat die Ordnung h. F

�

ur jedes Element 
 2 C(K) ist also 


h

= 1.

Insbesondere gilt au
h f

�

ur I, dass I

h

� (1) ist. Na
hSatz 6.56 b) ist dann I

h

ein Hauptideal.

Satz 6.60 Es sei p 2 IN eine Primzahl, wel
he die Klassenzahl h des K

�

orpers K ni
ht teilt. Ist

dann I

p

� J

p

f

�

ur Ideale I; J � K, so gilt I � J .

Beweis. Die Voraussetzung ist (a) � I

p

= (b) � J

p

mit 0 6= a; b 2 O. Weil p und h relativ prim

sind, gibt es ganze Zahlen r; s 2 ZZ mit pr � hs = 1: Dann ist

(a)

r

I

pr

= (b)

r

J

pr

;

(a)

r

II

hs

= (b)

r

JJ

hs

mit Hauptidealen I

hs

= (I

h

)

s

und J

hs

= (J

h

)

s

. Aus De�nition 6.12 folgt die Behauptung.

De�nition 6.16 Eine Primzahl p 2 IN hei�t regul

�

ar, wenn p die Klassenzahl h des p-ten

Kreisteilungsk

�

orpers Q(

p

p

1) ni
ht teilt. Andernfalls hei�t p irregul

�

are Primzahl.

Die erste irregul

�

are Primzahl ist die Brieskorn-Zahl 37. Es gibt unendli
h viele irregul

�

are

Primzahlen. Das ist ni
ht-trivial, und wir k

�

onnen es hier ni
ht beweisen. Das ist aber au
h sehr

s
hade, denn es gilt der von Kummer bewiesene:

Satz 6.61 (Fermat f

�

ur regul

�

are Primzahlen, Fall 1) Es sei p 2 IN eine regul

�

are Primzahl.

Dann gibt es keine L

�

osungen x; y; z 2 ZZ der Glei
hung

x

p

+ y

p

= z

p

mit p 6 jx; y; z.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.29 k

�

onnen wir x; y; z paarweise relativ prim annehmen.

Dort haben wir benutzt

z

p

= (x+ y) � (x+ wy) � ::: � (x+ w

p�1

y)

mit einer primitiven p-ten Einheitswurzel w. Na
h Satz 6.28 sind alle Faktoren x+w

k

y auf der

re
hten Seite teilerfremd. Der wesentli
he Punkt im Beweis von Satz 6.29 war, zu s
hlie�en dass

jeder Faktor x+ w

k

y und insbesondere

x+ wy = e � a

p

bis auf eine Einheit e eine p-te Potenz a

p

2 O ist. Das stimmt, wenn O ein Hauptidealring, und

deswegen faktoriell ist. Aber es stimmt au
h allgemeiner, wenn p die Klassenzahl h von Q(

p

p

1)

ni
ht teilt:

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung f

�

ur Ideale (Satz 6.44) folgt (x + wy) = I

p

mit einem Ideal I � O. Das Ideal I

p

ist also ein Hauptideal I

p

� (1) = (1)

p

. Mit Satz 6.60 folgt

jetzt, dass au
h I � (1), und I selbst ein Hauptideal I = (a) ist. Es ist also

(x+ wy) = (a)

p

= (a

p

):
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Daraus folgt au
h jetzt wieder x+ wy = e � a

p

mit einer Einheit e 2 O. Der Rest des Beweises

ist w

�

ortli
h derselbe.

Ganz am S
hluss wollen wir no
h einmal auf den Begri� des Ideals als ideale Zahl zur

�

u
k

kommen.

Satz 6.62 Es sei I ein Ideal im Ring O(K) des algebrais
hen Zahlk

�

orpers K. Dann gibt es eine

ganz-algebrais
he Zahl a (i.A. ni
ht in K) derart, dass I aus allen Produkten a � b besteht, die

in K liegen, und wo b eine ganz-algebrais
he Zahl ist.

Beweis. Ist h die Klassenzahl von K, so ist I

h

= (u); u 2 O(K); ein Hauptideal. Na
h Satz

6.2 ist a :=

h

p

u ganz-algebrais
h. Wir betra
hten die K

�

orper-Erweiterung L := K(a) und in

O(L) die Ideale

I

L

:= O(L) � I; (u)

L

:= O(L) � u:

Au
h in L gilt

I

h

L

= O(L) � I

h

= O(L) � (u) = (u)

L

:

Insbesondere ist

I

h

L

= (u)

L

= (a)

h

:

Aus der Eindeutigkeit der Faktor-Zerlegung f

�

ur Ideale (Satz 6.44) folgt I

L

= (a). Dann ist jede

Zahl 
 2 I � I

L

= (a) von der Form 
 = a � b mit einer ganz-algebrais
hen Zahl b 2 O(L).

Wir m

�

ussen no
h umgekehrt zeigen: Jedes Produkt 
 = a �b 2 K, wo b eine ganz-algebrais
he

Zahl ist, geh

�

ort zu I. Wegen 
 2 K � L und a 2 L ist hier notwendig b 2 O(L), also 
 2 (a)

L

.

Sei nun k der K

�

orpergrad [L : K℄ und seien a

1

; :::; a

k

die Konjugierten von a

�

uber K, sowie

b

1

; :::; b

k

die Konjugierten von b. Weil 
 2 K ist, stimmt 
 mit all seinen Konjugierten

�

uber K

�

uberein, und wir haben


 = a

i

b

i

; i = 1; :::; k:

Ebenso folgt aus a

h

= u, dass a

h

i

= u ist f

�

ur alle i. Mit v := b

1

� ::: � b

k

2 K �nden wir




k

= (a

1

� ::: � a

k

) � (b

1

� ::: � b

k

) = (a

1

� ::: � a

k

) � v

und




hk

= (a

h

1

� ::: � a

h

k

) � v

h

= u

k

� v

h

:

Dies ist eine Glei
hung f

�

ur Zahlen in K. F

�

ur die entspre
henden Hauptideale in O(K) folgt

daraus

(
)

hk

= (u)

k

� (v)

h

= I

hk

� v

h

:

Wieder benutzen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bei Idealen um

(
)

k

= I

k

� (v)

zu s
hlie�en. Als Faktor des Ideals (
)

k

ist I

k

au
h ein Teiler. No
h eine Anwendung der Eindeu-

tigkeit der Faktorzerlegung zeigt dass I ein Teiler des Hauptideals (
) ist. Dies hat nun endli
h


 2 I zur Folge.
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Aufgabe 6.19 a) Bestimmen Sie die Normen der Ideale (1 + i) und (2) im Zahlk

�

orper Q(i).

b) Wel
hes dieser Ideale ist ein Primideal?


) Zeigen Sie, dass der Restklassenring ZZ[i℄=(2) isomorph zum Ring IF

2

[X℄=(X

2

) ist.

Aufgabe 6.20 Bestimmen Sie die Norm des Ideals (1 + 2i) im Zahlk

�

orper Q(i) und ein Re-

pr

�

asentantensystem f

�

ur die Restklassen modulo (1 + 2i).

Aufgabe 6.21 Es sei D = 2 oder 3mod 4 eine ganze Zahl und I � O(Q(

p

D)) ein Ideal mit

der Idealbasis

a+ b

p

D; b+ 


p

D; a; b; 
; d 2 ZZ:

Zeigen Sie: N(I) = jad� b
j.

Aufgabe 6.22 a) Bestimmen Sie die Norm des Ideals

I = (7 +

p

�5; )3 + 3

p

�5)

im K

�

orper Q(

p

�5).

b) S
hreiben Sie I als Produkt von Primidealen in O(Q(

p

�5)).

Uijuiuijui-uijui! U�! Ende der Fahnenstange! Die Fabrikation dieses Skriptums hat mi
h

sehr viel Energie und Grips, und die letzten Monate so ziemli
h meine ganze freie Zeit gekostet.

Ho�entli
h rei
ht dieses Skriptum bis zum Ende des Semesters. Mir rei
ht es jedenfalls!
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