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0 Einfiihrung

Stoff des ersten Semesters Analysis war die Differential- und Integralrechnung in einer Verénderlichen.
Logischerweise sollte der Stoff des zweiten Semesters die Differential- und Integralrechnung in mehreren
Veranderlichen sein. Genau wie im ersten Semester gehoren dazu die drei grofien Problemkreise

e Konvergenz
e Differentiation

e Integration

Die grundlegenden mathematischen Techniken bleiben die gleichen wie im ersten Semester. Weil
es aber im IR™ sehr viel mehr verschiedenartige Mengen gibt, als im IR!, verlagern sich die Problem-
stellungen und damit die Gewichte etwas. Oft ist man happy, wenn man die Probleme auf die Theorie
einer Verdnderlichen zuriickfithren kann, wie etwa bei der partiellen Differentiation. Oft treten aber
auch vollig neuartige Probleme auf. Ganz allgemein ist die Fiille des Stoffes viel umfangreicher, als in
der Theorie einer Verédnderlichen. Der Idealfall wire, dass man die drei genannten Problemkreise im
zweiten Semester im Wesentlichen abhandelt. Insbesondere bei der Integration wird das kritisch.

So ist man seit einigen Jahrzehnten dazu iibergegangen, die Integration ganz ins dritte Semester
zu verschieben, und dafiir im zweiten Semester Grundlagen fiir die Theorie der Differentialgleichungen
zu behandeln. Beispielhaft dafiir ist das Buch

O. Forster, Analysis II, Rohwolt Vieweg 1977
Genau wie Forster I ist es ein Klassiker, der seither in vielen Auflagen erschienen ist. Ich personlich
halte den Forster I fiir das beste Mathematik-Lehrbuch in deutscher Sprache. Mit dem Forster 1T bin
ich bei weitem nicht so vorbehaltlos einverstanden. Ich halte mich z.T. an meine Analysis-Skripten
vergangener Jahre. Das Problem dabei ist, dass ich schon lange keine Analysis-Vorlesung mehr gehalten
habe, und dass ich keine geTEX-te Version habe. Ich muss also diesen Begleittext zur Vorlesung
ziemlich neu tippen. Wie ich das zeitlich hinkriege, weil ich im Moment noch nicht. Bei meinen
fritheren Analysis-Vorlesungen habe ich mich stark an den Biichern

F. Erwe, Differential- und Integralrechnung I, II, BI 1962
orientiert. Jetzt habe ich mich bei Stoff-Auswahl, Darstellung und Beweisen sehr an das Skriptum

A. Knauf, Analysis 11
gehalten. Das gilt vor allem fiir viele Details, weniger fiir die Gliederung des Stoffes. In dem genannten
Skriptum finden Sie auch viele illustrative Graphiken, fiir deren Erstellung ich momentan keine Zeit
habe. Auch beziiglich weiterer Literatur moéchte ich auf das Skriptum des Kollegen Knauf verweisen.



1 Der Zahlenraum IR"

Der Zahlenraum IR"™ besteht aus allen n-tupeln reeller Zahlen. So ein n-tupel nennt man auch Vektor.
Wir wollen Vektoren immer als Spaltenvektoren

I
Z2

Tn

schreiben, d.h., immer, wenn nichts dagegenspricht.

Die algebraischen Eigenschaften dieses Zahlenraums untersucht man in der Linearen Algebra. Wir
beschéftigen uns mit seinen analytischen Eigenschaften. Die Analysis im IR™ ist vor allem deswegen
schwieriger, als die eindimensionale Analysis aus den ersten beiden Semestern, weil es im IR" sehr viel
mehr verschiedenartige Teilmengen gibt, als in der reellen Geraden. Die einfachsten davon, die immer
wieder vorkommen werden, sind - aufler den linearen und affinen Unterrdumen - z.B.

Halbrdume {x € R": a1z1 + agxs + .... + apzy, < c} ai,as,...,an,c € IR
Quader {xeR": a1 <x1 <byy.yan <y < by} a1 <bi,...,a, <b, €R
Kugeln {xeR": (1 —a1)? + ...+ (xn —an)? <%} ay,a9,...,a,,7 € R

Thre zweidimensionalen Versionen sehen so aus:

Halbebene Rechteck Kreisscheibe

1.1 Funktionen und Abbildungen

Wenn man mehr als eine Dimension zur Verfiigung hat, kann man Abbildungen betrachten, deren
Definitionsmenge etwa im IR™ liegt, und deren Bildmenge zum IR"™ gehort:

F:U—-V, UcR"™VcR"



Solche Abbildungen F' kann man sich natiirlich jetzt nur viel schwerer vorstellen, als die Funktionen
der eindimensionalen Analysis. Wir wollen uns ihnen deswegen schrittweise néhern.

Der Fall m = 1: Kurven. Eine Abbildung eines Intervalls [a,b] C IR in den IR™ heifit Kurve.
Man schreibt so eine Kurve wie folgt:

¢:la,b] >t ¢(t) =x(t) e R”

Am besten stellt man sich ¢ als einen Parameter (etwa die Zeit) vor, von dem der Bildpunkt abhéngt.
Dieser Bildvektor

1(t)

x(t)=|
Tn(t)

ist also ein n-tupel von ganz normalen Funktionen z,(t), v =1,...,n.

Fiir n = 2 oder n = 3 kann man sich solche Kurven noch recht gut vorstellen. Zeichnen kann man
sie eigentlich verniinftig nur fiir n = 2 (ebene Kurven). Hier einige Beispiele:

Geradenstiick Kreisbogenstiick
xr1=a-t+b x1 =a+r-cos(t)
xo=c-t+d xo =b+r-sin(t)

Spiralenstiick Funktionsgraph /_\

1 =a+c-t-cos(t) xp =1
xo=b+c-t-sin(t) x9 = f(t)

Hier ordnen sich also auch die Graphen aller in der eindimensionalen Analysis betrachteten Funktionen
ein.

Raumkurven mdochte ich hier nicht mehr zeichnen, aber eine besonders schone ist die Helix (Wen-
deltreppe)

x1(t) r - cos(t)
xa(t) = r - sin(t)
x3(t) c-t

Praktisch kommen Raumkurven vor als Bahnkurven von Teilchen, solange man sich diese Teilchen
punktformig denkt: Asteroiden im Weltraum, Kanonenkugeln in der Erdatmosphiire, Elementarteil-
chen im Teilchenbeschleuniger, Schmetterlinge iiber einer Wiese, ... .



Der Fall n = 1: Funktionen. Eine Abbildung

Z1
f:IR"> : —  f(z1,...,2n) €ER
Lm,
bezeichnet man iiblicherweise als Funktion, auch wenn sie von m > 1 Variablen x,, abhéngt. Fiir m =1

erhalten wir nichts neues.
Fiir m = 2 bekommen wir Funktionen f(z1,z2) von zwei Variablen. Deren Graphen

y = f(x1,72)

kann man sich immer noch vorstellen, als eine Fliche, die iiber der (x1,z2)-Ebene im Raum liegt.
Zeichnen mochte ich die jetzt nicht mehr, das ist mir zu aufwendig. Aber hier einige Beispiele:

affine Ebene  f(x1,x2 a-x1+b-x9+c

)
Halb-Sphire  f(x1,x9) = (331 + 3)
Paraboloid flx1,m2) = % + 55'2
Sattelfliche  f(x1,22) = %

Hierher gehoren auch Verkniipfungen, wie sie aus der Algebra bekannt sind

1
- = 1+ T, X — X2, X1-T2, X1/T2,

oder aus der Analysis
( o ) =ooap? it (z).
T2

Der Fall m = n: Dieser Fall kommt sehr hdufig vor, unter dem Namen Transformation. Eine
Transformation ist eine bijektive Abbildung

F:U—-V, UVcCR"
Hierher gehéren die Vektorraum-Isomorphismen
x— A-x, AeGL(n,R),
aus der linearen Algebra, oder die Affinitdten
x—a+A -x

AuBer diesen Transformationen ist fiir uns die wichtigste die Transformation von euklidischen Koor-
dinaten in Polarkoordinaten r, ¢

<'r> . (a:l):(r'cos(go))
® T r-sin(p) |-



Diese Transformation ist meistens giinstig bei rotations-symmetrischen Situationen in der Ebene. Es
gibt auch eine dhnliche Transformation fiir rotations-symmetrische Situationen im Raum, die Trans-
formation in Kugelkoordinaten r, ¢, 0

r x1 - cos(p) - cos(0)
® — xg | = | r-sin(p)-cos()
0 x3 r - sin(0)

Natiirlich gibt es auch Abbildungen U — V, mit U,V € IR", die nicht bijektiv sind. Ziemlich
hiufig kommt zum Beispiel die Projektion des Raums in die (z1,z2)-Ebene vor

Mo €1
T2 — i)
I3 0

Abbildungen F : U — V mit U,V C IR? oder IR® kommen auch als Vektorfelder vor: In jedem
Punkt x € U stellt man sich den Bildpunkt (= Bildvektor) F'(x) € V als Vektor angeheftet vor.
Solche Vektorfelder braucht man zur Beschreibung des Feldes von Geschwindigkeitsvektoren einer
Fliissigkeitsstromung, oder fiir elektrische oder magnetische Felder.

Der Allgemeinfall: Sind m und n > 0, so kann man sich eine Abbildung U — V, U C R™,V C
IR™ meist nicht mehr vorstellen. Vorkommen tun sie trotzdem. So deutet man etwa den Fall m =
2,n = 3 als Parametrisierung einer Fliche (in Analogie zu m = 1,n = 3, der Parametrisierung einer
Kurve,) im Raum. Fiir uns wichtig sind aber nur die oben aufgefiihrten Fille.

Noch etwas zur Schreibweise: Eine Abbildung F': U — V mit U C IR™ und V' C IR" schreibe ich
immer als

Fi(x)
F:U—-V, F:x— F(x)= :
Fo(x)
Dabei ist F),(x) die v-te Komponente des Bildvektors F'(x) € V' C IR". Diese v-te Komponente ist eine
Funktion F, : U — IR, also eine Funktion F,(x) = F,(z1,..., ;) von m Variablen. Die Abbildung F
ist genau dasselbe wie die Kollektion ihrer n Komponentenfunktionen F;,,
F
F= :
F,
Beispiel 1.1 Die Komponentenfunktionen der Polarkoordinatentransformation sind
Fy (Ta QO) =T COS(SO)7 FQ(Tu QO) =T 8”7’(%0)
Auf der Halbebene 1 > 0 z.B. ist sie umkehrbar durch
SR em(2)
T x{ +x5, @=arctg o

Die Komponentenfunktionen dieser Umkehrabbildung G sind

x
Gi(z1,22) = /22 + 23, Ga(x1,22) = arctg ($—2> .
1



Aufgabe 1.1 Die Abbildung F : IR? — IR? sei definiert durch

[ cosh(t) - cos(p)
Bt o) = < sinh(t) - sm(i) ) '

Zeigen Sie, dass F' die Geraden t = to # 0 auf Ellipsen und die Geraden ¢ = @o # ng, n € Z, auf
Hyperbeln abbildet.

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie, dass durch

u =z —y2, v =22y

der Quadrant {(x,y) € R* : x > 0,y > 0} bijektiv auf die Halbebene (u,v) € R? : v > 0} abgebildet
wird, indem Sie die Umkehrabbildung angeben.

Aufgabe 1.3 Bestimmen Sie auf dem Halbraum {(z1,2,x3) € R : 21 > 0} die Komponentenfunk-
tionen
r=r(z1,72,73), ¢ =p(1,72,73), 0=0(21,72,73)

der Umkehrabbildung zur Transformation in Kugelkoordinaten r, v, 0.

1.2 Abstand und Topologie
Ausgangspunkt zur Abstandsberechnung im IR" ist das euklidische Skalarprodukt

n
(xy) = Z TvYv
v=1

aus der Linearen Algebra. Seine drei wichtigen Eigenschaften sind wohlbekannt. Stellen wir sie hier
noch einmal zusammen:

e Bilinearitit: Das Skalarprodukt (x.y) ist linear in x und y. (Das brauchen wir nicht noch explizit
in Formeln hinzuschreiben.)

o Symmetrie: (x.y) = (y.x).

o Positiv-Definitheit: Es ist stets (x.x) > 0 und (x.x) = 0 nur wenn x = 0.

I x = /o) = (|3 ()2
v=1

heifit Linge oder (euklidische) Norm des Vektors x € IR™. Auch diese Norm-Funktion hat drei wichtige
Eigenschaften:

Die Zahl



N1: Aus der Positiv-Definitheit folgt || x ||> 0 fiir alle x € R", und || x ||=0< x = 0.

N2: Aus der Bilinearitét folgt
[ e-x|l=lel- [ x|l
fiir alle ¢ € IR und x € R".
e Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

() <[ x| -y firallex,y € R".

N3: Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt die Dreiecks-Ungleichung
[x+yl<lx|+ Iyl firalexyeR"

Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Wenn y = 0 ist, steht auf beiden Seiten der Ungleichung
0, dann gilt sie also trivialerweise, wie man sagt. Wenn y # 0 ist, dann projizieren wir den Vektor x
orthogonal in die von y aufgespannte Grade IR -y und erhalten

o = x¥)

()
(Dies ist tatsiichlich die Orthogonalprojektion des Vektors x in die Gerade IR -y, denn man sieht
sofort, dass der Differenzvektor x’ — x auf y senkrecht steht:
(x.y)

(x' —xy) = W(Y'Y) — (xy) =0.

Aber das brauchen wir fiir den Beweis gar nicht.) Wir brauchen nur die Positiv-Definitheit, ausgewertet
fiir den Vektor x' — x:

I —x |2 = % 2 —26 )+ | x|
- (%)QMQ 2 E8 g P
= B
> 0,
ff‘jﬁj < xR,
ey < Ix 2y,

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich, wenn man aus dieser letzten Ungleichung die Wurzel
zieht.
Beweis der Dreiecksungleichung: Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

Ix+y [P = x+yx+y)
= | x[”+2xy)+ |y
< IxP42 =l -lyll+ Iyl
= (Ix|+1yl)?,

und das ist die quadrierte Form der Dreiecks-Ungleichung. L]



Beispiel 1.2 (Matrix-Norm) Der IR-Vektorraum M(m x n,IR) der reellen m x n-Matrizen ist ein-
fach nur ein Exemplar des Vektorraums R(™™) " Als solcher hat er eine Norm. Fiir eine Matriz

m,n
_ ; — 2
A=) oy, B AN S

v=1,...,n

Diese Matriz-Norm hat folgende Eigenschaften, die fiir Abschitzungen sehr niitzlich sind:
1) Fiir alle A € M(m x n,IR) und x € R" ist

[ A-x <[ Al-x].
2) Fiir alle A € M(m x n,R) und B € M(n x p,IR) ist
[ A-B<[[Al-[BI-

Beweis von 1): Die Zeilenvektoren der Matrixz A seien A, ..., Ap,. Dann ist also

A1 - X
A-x= :
A, x
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
| Ap-x (<[ A [ - 1] x|l
folgt
m m
IA-xP=> [ Aw-x P< D AP I 2=l Al x|l -
p=1 p=1
Beweis von 2): Es sein By, ..., B, die Spaltenvektoren von B. Dann ist also

A-B=(A-By,..,A-By).
Mit Eigenschaft 1) folgt

IA-BIP=|[A- By |* +..t | A- By IP<| AP (I By P+t | By ) =l AP | B

Definition 1.1 (Norm) Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V-1, x—|x]|,
mit den Figenschaften N1, N2, N&.

Mit der oben angegebenen Norm auf IR" definiert man den euklidischen Abstand (die Distanz)
zweier Vektoren x und y € IR als

dix,y) =[x=y |-
Die drei wichtigen Figenschaften des Abstands sind:



M1 Es ist stets d(x,y) > 0 und = 0 nur, wenn x = y. (Dies sieht man sofort mit N1.)

M2 Die Abstandsfunktion ist symmetrisch: d(x,y) = d(y,x). (Dies folgt aus N2, wenn man dort
¢ = —1 setzt.)

M3 Es gilt die Dretecksungleichung

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) fiir alle x,y,z € R".
Beweis der Dreiecksungleichung: Mit N3 erhalten wir
dix,z) = x—z|=[| (x—y)+ (y —2) [Slx -y | + [y —z [=d(x,y) + d(y,2z). ]
Diese Abstandsfunktion d(x,y) nennt man auch Metrik.

Definition 1.2 (Metrik) Allgemein heifit eine Funktion d(x,y) von zwei Elementen aus einer be-
liebigen Menge M eine Metrik auf M, wenn sie die Eigenschaften M1, M2, M3 besitzt. Die Menge M
zusammen mit einer Metrik d heifst dann ein metrischer Raum.

Mit dieser Abstandsfunktion d(x,y) kann man Kugeln definieren:

Definition 1.3 Die Menge

K = {xeR":d(x—a)<r} heifit abgeschlossene,
K = {xeR":d(x—a)<r} heft offene

Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.

Den Unterschied zwischen einer abgeschlossenen und einer offenen Kugel sieht man an deren Rand:
Der Rand der oben definierten Kugeln ist die Menge der Punkte, welche vom Mittelpunkt genau den
Abstand r haben:

I(K)=0(K)={xeR": d(x,a) =r}.

Bei der abgeschlossenen Kugel K gehort der Rand dazu, bei der offenen Kugel nicht. (Das ist genau
derselbe Unterschied, wie bei den Intervallen auf der rellen Achse IR: Zum abgeschlossenen Intervall
gehoren die Randpunkte dazu, zum offenen Intervall nicht.) Der Radius r einer Kugel soll bei uns
immer > 0 sein. Fiir » = 0 bestiinde die abgeschlossene Kugel vom Radius r = 0 nur aus ihrem
Mittelpunkt, die offene Kugel vom Radius » = 0 wire leer.

Mit offenen Kugeln kann man offene Mengen definieren:
Definition 1.4 Fine Teilmenge U C IR™ heif$t offen, wenn zu jedem Punkt u € U eine Kugel mit
Mittelpunkt u und einem Radius r > 0 existiert, die noch ganz zu U gehort.
Beispiel 1.3 Sei c € R beliebig. Die Halbebene
H:={xcR?: z;<c}

ist offen.

10



Beweis. Sei u € H, also uy < c¢. Dann gibt es einen Radius r > 0 mit r < ¢ — uy, etwa r :=
(c —uy)/2. Wir zeigen: Die Kugel K um u mit diesem Radius liegt ganz in H.
In der Tat, sei x € K, also d(x,u) < r. Dann ist

x1—uy <|xy —ug| = \/(331 —uy)? < \/(331 —u1)? + (29 —u2)? =d(x,u) <r.

Daraus folgt
rp<ur+r<ec

undx € H. []

Beispiel 1.4 Dieselbe Halbebene, definiert mit dem <-Zeichen an Stelle des <-Zeichens
H:={xeR?: z <c}

ist nicht offen.
Beweis. Zu H gehéren auch alle Punkte u € IR? mit u; = c. Wir halten einen solchen Punkt u fest
und zetgen: Es gibt keinen Radius v > 0 derart, dass die Kugel um u mit diesem Radius noch ganz in

H liegt.
In der Tat, sei v > 0. Fir den Punkt
. u + ?”/2
= o
r
d(x,u) = \/(xl —u1)? + (29 —ug)? =

2

ist der Abstand zu u

<,
Also gehort x zur Kugel K um u mit Radius r. Wegen

T T
$1:U1+§:C+§>C

ist x ¢ H. Die Kugel K liegt also nicht ganz in H. L]

Beispiel 1.5 Offene Kugeln (im Sinn der Definition offener Kugeln) sind offen (im Sinn der Defini-
tion offener Mengen).

Beweis. Sei

K :={xeR": d(x,a) < R}

eine offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius R > 0. Sei u € K ein Punkt. Wir miissen zeigen, es
gibt einen Radius r > 0 derart, dass die Kugel Ky uwm u mit diesem Radius r ganz in der Kugel K
liegt.

In der Tat, weil u zu K gehort ist d(u,a) < R und
_ R—d(u,a)
-

Sei Ky die Kugel um u mit diesem Radius r. Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir jeden Punkt x
dieser Kugel Ky

T > 0.

—d
d(x,a) < d(x,u) +d(u,a) < Rf{u,a) +d(u,a) < (R—d(u—a))+d(u—a)=R.
Also gehort jeder Punkt x € Ky zu K, es gilt K, C K. L]

11



Beispiel 1.6 Die leere Menge () C IR"™ ist offen: Mit jedem Punkt u € ) gehért eine ganze Kugel um
u zu (. Das ist richtig, denn es gibt keinen einzigen Punkt u € (), fiir den wir das beweisen miissen.

Der Gesamtraum IR™ als Teilmenge von sich selbst ist offen. Mit jedem Punkt u € IR"™ gehdrt ja
auch jede Kugel um u zu IR™.

Beispiel 1.7 Sind U,V C IR" offen, so ist auch ihre Vereinigung U UV C IR" offen.
Beweis. Seiu € UUV, etwa u € U. Weil U offen ist, gibt es ein Kugel K mit Zentrum u, die
ganz in U liegt. Diese Kugel K gehdrt dann auch zu U U V. L]
Genauso sieht man, dass die Vereinigung beliebig vieler (auch unendlich vieler) offener Mengen
wieder offen ist.

Beispiel 1.8 Sind U,V C IR" offen, so ist auch ihr Durchschnitt U NV C IR™ wieder offen.

Beweis. Seiu e UNV. Weil U offen ist, gibt es eine Kugel Ky mit Zentrum u, die ganz in U
liegt. Und weil V' offen ist, gibt es auch eine Kugel Ky um u, die ganz in 'V liegt. Sei K diejenige
der beiden Kugeln Ky und Ky, welche den kleineren Radius besitzt. Dann ist also K C Ky C U und
KcKycV,also KCcUNYV. U]

Genauso sieht man, dass der Durchschnitt beliebig (aber endlich) vieler offener Mengen wieder
offen ist.

Definition 1.5 Fine Teilmenge A C IR™ heif$t abgeschlossen, wenn ihr Komplement U := R" \ A
offen ist.

Beispiel 1.9 Sei c € R beliebig. Die Halbebene
H:={xeclR*: z; <c}

ist abgeschlossen.
Beweis. IThr Komplement

R*\ H={xcR?: 1 > c}
ist eine offene Halbebene (vgl. Beispiel 1.3 bei den offenen Mengen). L]

Beispiel 1.10 Abgeschlossene Kugeln (im Sinn der Definition abgeschlossener Kugeln) sind abge-
schlossen (im Sinn der Definition abgeschlossener Mengen).
Beweis. Sei etwa
K :={xe€R": d(x,a) < R}

eine abgeschlossene Kugel. Wir miissen zeigen, ihr Komplement

U=R"\K ={xcR": d(x,a) > R}

12



ist offen. Sei dazu u € U herausgegriffen. Dann ist also d(u,a) > R. Wir wdihlen
1
ri= §(d(u,a) — R)

und nehmen als Ky die Kugel um u mit diesem Radius r. Wir zeigen Ky, C U.

Sei dazu x € Ky, also

d(x,u) <1 = %(d(u, a) — R).

Wenn x nicht in U, sondern in K liegen wiirde, dann wiirde d(x,a) < R gelten, und aus der Drei-
ecksungleichung wiirde folgen

d(u,2) < d(u,x) +d(x,a) <7+ R = 5(d(wa)  R) + R < (d(wa) ~ B) + R = d(u,a),
Widerspruch! U]
Beispiel 1.11 (Abgeschlossener Quader) Fin abgeschlossener Quader Q@ C IR" ist ein Produkt

Q=L x..x1,
von abgeschlossenen Intervallen I, = [a,,b,] C R. Es ist also
Q={xelR":a,<z,<0b firv=1,..,n}.

Diese Menge Q C IR ist abgeschlossen: Jede Bedingung a, < x, < b, ist dquivalent dazu, dass x zu
keinem der beiden offenen Halbrdume

H, ={xeR":2,<a,}, HSf:={xecR":xz,>b,}

gehort. Deswegen ist Q das Komplement der im IR™ offenen Menge

n
U, uH)).
v=1

Schliefllich noch eine

Definition 1.6 Sei M C R" eine Teilmenge. Ein Punkt x € IR™ heifst Randpunkt von M, wenn jede
offene Kugel K C IR"™ mit Mittelpunkt x sowohl Punkte aus M als auch Punkte aus IR™ \ M enthilt.
Die Menge aller Randpunkte von M nennt man den Rand OM wvon M.

Ist beispielweise M offen, so ist kein Punkt x € M ein Randpunkt, denn eine ganze Kugel K um
x gehort ja zu M, enthélt deswegen keinen Punkt aus IR™ \ M.

Ist beispielsweise M abgeschlossen, so gilt 9M C M. Denn IR™ \ M ist offen, und nach Definition
ist OM = 9(IR™\ M), und deswegen ist OM N (R"™\ M) = 0.

Noch ein ganz konkretes Beispiel:

Beispiel 1.12 Sei B die offene Einheitskugel {x € R" :|| x ||< 1}. Ihr Rand ist die Einheitssphire
{xeR":| x|=1}.
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Aufgabe 1.4 (Maximum-Norm) Zeigen Sie, dass die Abbildung
R" - R, x| X |[m:=maz(|z1],...,|zn])

eine Norm auf IR™ ist.

Aufgabe 1.5 Zeigen Sie:

a) M C R" ist offen <& MNOM = (.

b) M C IR" ist abgeschlossen <  OM C M.
¢) OM st abgeschlossen.

Aufgabe 1.6 Sei M eine offene Teilmenge des IR?. Beweisen Sie, dass der Rand OM von M keine
nichtleere offene Teilmenge des IR? enthilt.

Aufgabe 1.7 Sei A eine abgeschlossene Teilmenge des R™ mit 0 ¢ A. Zeigen Sie, dass es eine
positive reelle Zahl € gibt mit
| a||> e fiir jedes a € A.

Aufgabe 1.8 a) Skizzieren Sie G := G1 U Go U G3 \ G4, wobei

Gi = {(z,y) eR*: 2” +4° <1 und z <0},
3\ 2 1\?
Gy = {(a:,y)EIE{Q:g;Q—i—(y—Z) S(Z) und x > 0},

3\2 _ /1\?

Gy = {(aﬁ,y)EIRQ:x?—i—(y-i-Z) <(Z> undmZO},
1

Gi = {(wy) eR*: 2’ +y* < L und v <0},

b) Ist G abgeschlossen, offen?

Aufgabe 1.9 Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener
Teilmengen von IR nicht abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 1.10 Es sei f : IR — IR eine beschrinkte Funktion, deren Graph in IR? abgeschlossen ist.
Beweisen Sie, dass fiir jede gegen 0 € IR konvergente Folge (an)n>1 reeller Zahlen die Folge (f(an)), >,
eine gegen f(0) konvergente Teilfolge besitzt.
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Aufgabe 1.11 FEs sei p ein Punkt und M eine offene Teilmenge des IR". Beweisen Sie, dass auch
{p+x|xe M}

eine offene Teilmenge des IR™ ist.

Aufgabe 1.12 Beweisen Sie, dass (0,0) ein Randpunkt der Teilmenge

{(m,sm(%)) |z e R, x> 0}

des TR? ist.

Aufgabe 1.13 a) Es sei I C IR eine beliebige Teilmenge und V' der IR-Vektorraum der auf I stetigen
und beschrinkten Funktionen. Zeigen Sie, dass

| f [ls:=sup|f(z)|
zel

eine Norm auf V ist.
b) Nun sei I C R ein offenes Intervall und W C V' der IR-Vektorraum der auf I differenzierbaren
und beschrinkten Funktionen derart, dass auch f' auf I beschrinkt ist. Zeigen Sie, dass

I f lla= sup|f(z)| + sup ()]
zel zel

eine Norm auf W ist.

1.3 Konvergenz, kompakte Mengen

In diesem Abschnitt behandeln wir konvergente Folgen von Punkten im IR™. Als erstes habe ich dabei
ein Problem mit der Notation. In der eindimensionalen Analysis haben wir Folgen von Punkten immer
(zy)ven geschrieben, oder so dhnlich. Hier ist aber x, die Bezeichnung fiir die v-te Komponente des
Vektors x. Deswegen werden wir Folgen von Vektoren als (x(k))kem schreiben. Der k-te Vektor dieser
Folge ist also

Definition 1.7 Eine Folge (x*)) e von Vektoren x¥) € R"™ konvergiert gegen den Vektor a € R™,
wenn die Folge der Abstinde d(x\¥),a) eine Nullfolge ist, d.h., wenn

lim d(x*) a) = 0.

k—oo
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Konvergiert die Folge (x(*)) gegen a € IR", so ist dieser Vektor a durch die Folge eindeutig
bestimmt:
Beweis: Sei b € IR” noch ein Vektor, gegen den dieselbe Folge x(*) konvergiert. Fiir alle € > 0 gibt
es also ein N € IN mit
d(x® a) < e und d(x® b) < € falls k > N.

Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus
d(a,b) < d(a,x®) + d(x*) b) < 2¢

fiir alle € > 0. Das geht nur, wenn d(a,b) = 0 ist, also wenn a = b ist. U]
Diese Bemerkung rechtfertigt (wie im ersten Semester) die Schreibweise

a= lim x®
k—o0

dafiir, dass die Folge x(*) gegen a konvergiert.

Man kann die Theorie der konvergenten Folgen von Vektoren im IR" genauso aufbauen, wie wir das
im ersten Semster fiir Folgen reeller Zahlen taten. Man muss nur iiberall den Absolutbetrag |z, — a|
durch den Abstand d(x*),a) ersetzen. Und weil alles ganz genauso geht, wie in der Dimension eins,
hat sich so um 1960 herum die Gewohnheit eingebiirgert, in der Analysis-Vorlesung gar nicht erst die
eindimensionale Analysis zu behandeln, sondern gleich alles im IR™ zu machen. Das war damals der
Zug der Zeit. Ich finde soetwas eine didaktische Katastrophe.

Wir wollen den umgekehrten Weg gehen, und alles soweit wie nur irgend moglich auf die uns
nunmehr (hoffentlich) vertraute eindimensionale Analysis zuriickfithren. Dazu dient der folgende Satz.

Satz 1.1 FEine Folge (x(k)) von Vektoren im IR"™ konvergiert genau dann gegen einen Vektor a € R",
wenn fir v=1,...,n die Folge der v-ten Komponenten der Vektoren x*) gegen a,, konvergiert, also

—a < lim2W® = a, firv=1,..,n.

lim x®) by

k—oo k—o0

Dem Beweis schicken wir ein Abschétzungs-Lemma voraus.
Satz 1.2 (Abschitzungs-Lemma) Fir x € R" gilt
n n
max |z, | <|| x [|< v/n - max |z, |.
v=1 v=1
Beweis. Fiir v =1,...,n ist

n
| = a2 < | D et =[x
p=1

Das war die erste Ungleichung, und jetzt kommt die zweite:
n
n n
| x [|= E z2 < n-maf(x?,:\/ﬁ-ma{(\my\.
V= v=
v=1 []
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Eine Folge im IR? und ihre beiden Komponentenfolgen

k)

Beweis von Satz 1.1). a) Es sei a = lim x(*) vorausgesetzt. Nach dem Abschiitzungs-Lemma ist fiir

v=1,..,n stets |x(yk) —a,| < d(x®,a), also
0< lim |2 —a,] < lim d(x®,a) =0.
k—o0 k—o0
Somit konvergiert die v-te Komponentenfolge (a:,(,k))kem gegen a,.
b) Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dass fir v = 1,...,n gilt

lim () =

= Qy.
k—oo ¥ v

Zu jedem € > 0 gibt es also Schranken Ny, ..., N, mit
|;1:(Vk) —ay| < e fiir k > N,,.
Fir k > max]_; N, ist also
Ax®),2) < Vi i off) — a,] < Vit

Das bedeutet
lim x®*)
k—oo

= a. I:‘
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Satz 1.3 (Konvergenz und offene Mengen) Fliir eine Teilmenge U C IR" sind dquivalent:

i) U ist offen.

i) Ist x € U und (x®)),en eine Folge von Vektoren die gegen x konvergiert, so enthilt U alle
Folgenvektoren x%) bis auf endlich viele davon.

Beweis. i) = ii): Nach Definition der offenen Mengen gibt es eine Kugel K um x mit K C U. Es
sei r deren Radius. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein N(r) € IN mit

d(x®) a) < r fiir k > N(r).

Fiir k > N(r) gehéren also alle Folgen-Vektoren x*) zur Kugel K, und damit zu U.

ii) = i): Es sei x € U. Zu zeigen ist, dass es eine Kugel um x mit einem Radius r > 0 gibt, die
ganz zu U gehort. Wire dies nicht der Fall, dann gébe es zu jedem r = 1/k, k € IN, einen Vektor
x*) € R™ mit d(x,x®)) < 1/k, der nicht zu U gehort. Die Folge x(*) konvergiert gegen x, und damit
haben wir einen Widerspruch zu ii). (]

Satz 1.4 (Konvergenz und abgeschlossene Mengen) Fiir eine Menge A C R"™ sind dquivalent:
i) A ist abgeschlossen.

it) Ist (x(k))kE]N eine Folge von Vektoren in A, die gegen einen Vektor x € IR™ konvergiert, so gehdort
x zu A.

Beweis. i) = ii): Nach Definition der abgeschlossenen Mengen ist das Komplement U := IR" \ A
offen. Wiirde a zu diesem Komplement U gehoren, so wiirden nach Satz 1.3 auch alle Folgenvektoren
x(¥) bis auf endlich viele, zu U gehéren. Nach Voraussetzung ist dies aber nicht der Fall. Also gehort
a nicht zu U, sondern zu A.

ii) = 1): Wir zeigen Eigenschaft ii) aus Satz 1.3 fiir U := IR™ \ A. Sei also x*) € IR™ eine Folge, die
gegen x € U konvergiert. Wenn Eigenschaft ii) aus Satz 1.3 nicht gilt, dann gibt es eine unendliche
Teilfolge der Folge (x(*)), deren Punkte zu A gehéren. Auch diese Teilfolge konvergiert gegen x ¢ A,
im Widerspruch zu ii). []

Definition 1.8 Fine Teilmenge B C IR™ heif§t beschrinkt, wenn es eine Kugel K C IR™ g¢ibt, die B
enthdlt.

Nach dieser Definition sind z.B. alle Kugeln beschrénkt, aber keine Gerade ist es. Eine Umformu-
lierung der Definition ist: Die Menge B ist beschriankt, wenn es ein Schranke R gibt mit || b ||< R fur
alle b € B.

Satz 1.5 (Konvergente und beschrinkte Folgen) a) Jede konvergente Folge im IR™ ist beschrdnkt.
b) (Bolzano-Weierstraf$) Jede beschrinkte Folge im IR™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. a) Die Folge (x(k)) konvergiere gegen a. Dann gibt es also eine Kugel K, um a und ein
N € N mit x® e K, fiir k > N. AuBerdem gibt es eine Kugel K’, welche die endlich vielen Folgen-
Vektoren x| ..., x(N) enthilt. Wir kénnen eine Kugel K wéhlen, welche die beiden Kugeln K, und
K’ enthilt. In dieser Kugel K liegen dann alle Vektoren x(¥) der Folge.
b) Die Folge (x*)) sei beschriinkt, es gelte etwa || x(¥) ||< R fiir alle k. Nach dem Abschétzungs-
(k)

Lemma ist dann auch jede Komponentenfolge (z;’)ren eine beschrinkte Folge reeller Zahlen:

2] = Jalf? — 0] < d(x),0) = x|

v
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Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 fiir Folgen reeller Zahlen aus dem ersten Semester besitzt

die erste Komponentenfolge (xgk))kem eine konvergente Teilfolge. Nachdem wir zur entsprechenden

Teilfolge der Folge x(*) iibergehen, kénnen wir also annehmen, dass die erste Komponentenfolge (azgk))
konvergiert.

Diesen Schritt wiederholen wir jetzt fiir die Folge (a:gk)) der zweiten Komponenten. Nachdem wir
nochmal zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir also annehmen, dass die beiden Komponentenfolgen
(a:gk)) und (a:gk)) konvergieren. Und wenn wir diesen Schritt n mal durchgefiihrt haben, haben wir also

(k)

eine Teilfolge der urspriinglichen Folge x(*) gefunden, deren n Komponentenfolgen (xp”), v=1,..,n,
alle konvergieren. Nach Satz 1.1 konvergiert also diese Teilfolge auch selbst. L]

Die folgende Definition brauchen wir vor allem fiir den Satz vom Maximum im IR":
Definition 1.9 FEine Teilmenge M C IR™ heifit kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Nach dieser Definition sind beispielsweise alle abgeschlossenen Kugeln kompakt. Offene Kugeln
sind nicht kompakt, weil sie nicht abgeschlossen sind. Geraden sind nicht kompakt, weil sie nicht
beschrénkt sind.

Satz 1.6 (Folgen-Kompaktheit) Fir eine Teilmenge M C R" sind dquivalent:
i) M ist kompakt.
i1)Jede Folge (x(k))kem von Vektoren x¥) € M besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.

Beweis. i) = ii): Sei also (x(¥)) eine Folge von Vektoren aus M. Weil M beschrinkt ist, ist auch
die Folge beschrinkt, und besitzt nach Satz 1.5b) eine konvergente Teilfolge. Diese Teilfolge liegt auch
wieder in M. Weil M auch abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert dieser Folge nach Satz 1.4 selbst
auch zu M.

ii) = i): Wir miissen zeigen, dass M beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beschranktheit: Wenn M nicht beschrénkt ist, dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl k£ € IN einen
Punkt x*) € M mit || x®®) ||> k. Keine Teilfolge von x(¥) ist beschréinkt und deswegen ist auch keine
dieser Teilfolgen konvergent, im Widerspruch zu ii).

Abgeschlossenheit: Wir weisen Eigenschaft ii) aus Satz 1.4 nach. Sei also x(*) eine Folge von
Punkten in M, die gegen x € IR" konvergiert. Nach ii) besitzt diese Folge eine Teilfolge, die gegen
einen Punkt in M konvergiert. Aber x ist auch der Grenzwert dieser Teilfolge, und damit gehort x zu
M. (]

Schliellich noch eine sehr allgemeine Charakterisierung kompakter Mengen:

Satz 1.7 (Heine-Borel) Fir eine Teilmenge M C IR™ sind dquivalent:

i) M st kompakt.

ii) Ist M enthalten in einer Vereinigung ;-1 U; offener Mengen U; C IR", dann gibt es eine endliche
Teilmenge J C I mit M C U;c; Us.

Beweis i) = ii): Weil M kompakt, und damit beschrénkt ist, ist M enthalten in einem Quader
Q=L x..xI,, I,=]a,b)]CTR.

Jedes Intervall I, halbieren wir als

1
I, =1, U I mit m, := E(a,, +by), I, == [ay,my], II] == [my,b,].
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Mit den Produkten der 2n Intervalle I7, I7,...,I},, I/ kann man 2" Quader halber Kantenlingen im
R™ definieren, deren Vereinigung der urspriigliche Quader @ ist. Fiir diese 2" Quader mochte ich mir
jetzt keine Notation iiberlegen, weil mir die zu kompliziert ist. Nennen wir sie einfach die 2" Quader
der ersten Generation.

Kommen wir zur Behauptung. Wenn sie falsch ist, gibt es keine endliche Teilmenge J C I so,
dass @) in der Vereinigung |J;c; U; enthalten ist. Dann kann es auch nicht fiir jeden Teilquader der
ersten Generation ein solche endliche Teilmenge J C U geben derart, dass der Teilquader in (J;c ; U;
enthalten ist. Mindestens ein Teilquader Q) der ersten Generation ist in keiner solchen endlichen
Vereinigung enthalten.

Wenden wir unsere Aufmerksamkeit diesem Teilquader zu und zerlegen ihn in 2™ Teilquader der
zweiten Generation mit wieder halbierten Kantenldngen. Und wieder muss es mindestens einen Teil-
quader Q? der zweiten Generation geben, der in keiner endlichen Vereinigung (J;c ; U; enthalten ist.
Dies Verfahren iterieren wir und erhalten eine unendliche Folge von Teilquadern

Qo>QM>Q¥ 5 . oW > .

mit jeweils halbierten Kantenlingen so, dass kein Teilquader Q) in einer endlichen Vereinigung
U;es Ui enthalten ist. Diese Teilquader werden schnell ziemlich klein. Das quantifizieren wir jetzt:
Es sei
d := max(b, — a,)
v=1

die maximale Kantenldnge des Quaders (). Dann ist

d
2k

die maximale Kantenlinge des Teilquaders Q). Nach dem Abschitzungs-Lemma ist

d
Ix -y < 55V

fiir je zwei Punkte x,y € Q®). Nun fixieren wir in jedem Quader Q*) einen Punkt x*) € Q)| etwa
den Mittelpunkt. Fiir I,m > k ist dann x®,x(™ e Q*) und

30 % |< 3

< Evn-

Damit ist die Folge (x*)).cn eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Punkt x € R™. Weil
M abgeschlossen ist, liegt x in M. Fiir alle I > k ist x € Q) c Q). Weil Q¥) abgeschlossen ist,
gehort x = limx® zu Q).

Jetzt wird es eng: Fiir alle k ist x € Q®) und damit fiir alle y € Q¥

d
Iy =< g v/
Der Quader Q) ist enthalten in der abgeschlossenen Kugel um x vom Radius dy/n/2F. Sei U; eine

offene Menge, die x enthélt. Dann gibt es eine offene Kugel von einem Radius r > 0 um x, die ganz
in U; enthalten ist. Ist k so grof3, dass

d
Q—k\/ﬁ<’f‘,
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dann ist der Quader Q%) enthalten in der einzigen offenen Menge U;. Das ist der lang ersehnte
Widerspruch zu unserer kunstvollen Konstruktion der Teilquader.

ii) = i): Wir miissen zeigen: M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beschréankt: Wir betrachten die offenen Kugeln

Ui:={xeR":| x|<i} mitielN.

Offensichtlich ist
1€IN
Nach Eigenschft ii) liegt M also schon in der Vereinigung von endlich vielen dieser Kugeln, damit ind
der grofiten Kugel von diesen endlich vielen, und M ist beschrénkt.
Abgeschlossen: Sei x(¥) € M eine Folge, die gegen einen Punkt x € IR™ konvergiert. Zu zeigen ist
x € M. Angenommen, das wire nicht der Fall. Fiir alle y € M ist dann

dy =[x~y |[> 0.

Und y liegt nicht in der abgeschlossen Kugel vom Radius dy /2. Jeder Punkt y € M gehort zu einer
offenen Menge

U ={yeR":||x—-y|>r}
mit r > 0. Das heif3t

Mc |JU.
r>0
Nach ii) liegt dann M schon in der Vereinigung von endlich vielen Mengen U,.. Ist p der kleinste der
endlich vielen zugehorigen Radien r, so folgt, dass M die abgeschlossene Kugel um x von diesem
Radius p nicht schneidet. Aber das steht im Widerspruch zu

lim x®) = x. []

Aufgabe 1.14 a) Zeigen Sie, dass die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen K; C R™ wieder
kompakt ist.

b) Es seien A C IR™, B C R" kompakte Mengen. Zeigen Sie dass auch A x B C R™™ kompakt ist.
¢) Es sei C eine kompakte und A eine abgeschlossene Teilmenge des R™. Beweisen Sie, dass auch
C' N A eine kompakte Teilmenge des IR™ ist.

Aufgabe 1.15 Die Teilmenge M C IR"™ sei kompakt. Weiter seien A; C M, i € I, Teilmengen, die
im R™ abgeschlossen sind, so, dass
N A =0.

i€l
Zeigen Sie: Es gibt eine endliche Teilmenge J C I so, dass schon

M 4 =0.

ieJ
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1.4 Stetigkeit

Die Stetigkeit einer Abbildung F': U — V, U C R™,V C IR" kann man ganz genauso definieren, wie
die Stetigkeit einer Funktion einer reellen Variablen im ersten Semster, sogar auf zwei Weisen:
Seidazux € U und y = F(x) € V.

Definition 1.10 (e-0-Stetigkeit)) Die Abbildung F' heifit stetig in x, wenn zu jedem e > 0 ein § > 0
existiert mait
xX el dx',x)<d = dFKX)F(x)) <e

Definition 1.11 (Folgen-Stetigkeit) Die Abbildung F heifit stetig in x, wenn fiir jede Folge (x*))en
von Punkten x*) € U mit

lim x®) = x
k—oo

gilt
lim F(x®) =y.

k—o0

Beide Definitionen sind - wie im ersten Semester auch - dquivalent:
Satz 1.8 Die Abbildung F' ist in x genau dann folgenstetig, wenn sie e-6-stetig ist.

Beweis. ,,e-0-Stetigkeit = Folgenstetigkeit“: Sei F' e-d-stetig in x. Sei x(¥) eine Folge in U, die gegen
x konvergiert. Wir zeigen, dass die Bildfolge F(x(*)) gegen F(x) = y konvergiert. Dazu miissen wir
uns ein € > 0 vorgeben. Nach Voraussetzung gibt es ein 6 > 0 mit d(x/,x) <0 = d(F(x'),y) < e.
Weil die Folge x*) gegen x konvergiert, gibt es zu diesem 6 ein N mit

k>N = dx® x) <.

Fir k > N ist dann auch
d(F(x®),y) < e

Damit ist die Folgen-Stetigkeit nachgewiesen.

,Folgenstetigkeit = e-J-Stetigkeit“: Diese Richtung geht mit Widerspruch. Nehmen wir also an,
die Abbildung F' sei folgenstetig in x, aber nicht e-d-stetig. Dass die e-d-Eigenschaft nicht erfiillt ist,
heif3t:

Es gibt ein € > 0 derart, dass

zu jedem § > 0 ein
x' € U existiert mit d(x’,x) <
und d(F(x),y) > e.

Spielen wir das einmal durch fiir § := 1/k. Das x’ € U mit d(x/,x) < 6 = 1/k, das dazu existiert,
nennen wir x*). Dann ist d(x*),x) < 1/k eine Nullfolge, und die Folge x*) konvergiert gegen x. Fiir
die Bildvektoren F(x*)) der Vektoren dieser Folge gilt immer d(F(x*)),y) > €. Dabei ist das € das
vom Anfang des Beweises, also im Beweis fest. Deswegen kann die Folge F(x*)) unmaoglich gegen y
konvergieren, im Widerspruch zur vorausgesetzten Folgenstetigkeit. L]
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Beispiel 1.13 Jede lineare Abbildung F : IR™ — R™ ist stetig. Ist nimlich A € M(m x n,IR) die
darstellende Matrixz dieser Abbildung, dann folgt mit der Matriz-Norm (Beispiel 1.2)

I Fx=x) =l A- (x=x) <] All- [ x = x"[|<e,

wenn
€

A

Falls hier allerdings || A ||= 0 sein sollte, dann ist A die Nullmatriz, F ist die Null-Abbildung und als
konstante Abbildung stetig.

| x—x"|<d:=

Satz 1.9 (Hintereinanderschalten stetiger Abbildungen) Es seien U C R™, V C R", W C
IR? Mengen und
F:U-V, G:V->W

stetige Abbildungen. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung
GoF:U—-W
auch wieder stetig.

Beweis. Wir beniitzen die Folgenstetigkeit. Sei also x € U und x*) eine Folge von Punkten in U mit
Grenzwert x. Wegen der Stetigkeit von F konvergiert die Bildfolge y*) := F(x(*)) gegen y = F(x).
Wegen der Stetigkeit von G konvergiert deren Bildfolge G(y*)) gegen G(y). Insgesamt konvergiert
also

(G o F)(x®) = G(P(x™)) = G(y®)

gegen
G(y) = G(F(x)) = (G o F)(x).

Damit ist die Folgenstetigkeit der Abbildung G o F' nachgewiesen. L]

Mit dem néchsten Satz spielen wir die Stetigkeit von Abbildungen auf die Stetigkeit ihrer Kom-
ponentenfunktionen zuriick.

Satz 1.10 (Stetigkeit und Komponentenfunktionen) Fine Abbildung F: U — V, U C R™,V C
R™, ist genau dann stetig im Punkt x € U, wenn alle thre n Komponentenfunktionen F, : U — IR in
diesem Punkt x stetig sind.

Beweis. Wir betrachten eine Folge (x*)) von Vektoren x*) € U und die Bildfolge F(x*)) € V.
Nach Satz 1.1 konvergiert diese Bildfolge genau dann gegen F'(x) wenn die n Komponentenfolgen
F(x®), = F,(x%) gegen F,(x) konvergieren. Also ist die Abbildung F folgenstetig in x, genau
dann, wenn ihre n Komponentenfolgen in x folgenstetig sind. L]

Beispiel 1.14 Beispiele fiir stetige Funktionen: Die Koordinatenfunktionen x — x,, sind stetig, denn
wenn eine Folge x¥) gegen x konvergiert, so konvergiert nach Satz 1.1 jede ihrer Komponentenfunk-
tionen xl(,k) gegen T,,.

Sind f,g: U — IR stetige Funktionen, so zeigt man mit der Folgenstetigkeit, und den Grenzwert-

Rechenregeln aus dem ersten Semster, dass auch die Funktionen

fxg, f-9, f/lgwog#0
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wieder stetig sind.
Daraus folgt, dass alle Polynome

V1 1%
E :aVlv---vanl T Ty

in n Verdnderlichen stetig sind. Polynome in n > 1 Verdnderlichen sind sehr gefihrliche Tiere. Es
ist sogar schon kompliziert, solche Polynome tberhaupt nur richtig hinzuschreiben. FEin besonders
einfaches Polynom aber ist z.B.

fl@r, o mn) =t + . ) =[x |* .

Mit den elementaren Funktionen aus der eindimensionalen Analysis und den Koordinatenfunktio-
nen kann man durch Hintereinanderschaltung alle Funktionen zusammensetzen, die man so braucht.
Als Beispiel betrachten wir die Norm

[ x|l= (g0 f)x)
mat
fiR"—[0,00[CR, f(x)=2a]+..+a
und
g:[0,00[— R, g(y) =y

Damit ist gezeigt, dass die Funktion
R" - R, x—|x|

stetig ist.

Fiir den n#chsten Satz erinnern wir uns an die Definition von Bild- und Urbild-Mengen. Sei dazu
F :U — IR" eine Abbildung. Ist M C U eine Teilmenge, so heifit

FM)={F(x): xe M}
die Bildmenge von M. Ist A C IR" eine Teilmenge, so heifit
FlA)={xecU: F(x)c A}
die Urbildmenge von A.

Satz 1.11 (Fundamental-Eigenschaften stetiger Abbildungen) FEssei M C R™ und F : M —
R stetig.

a) Es sei M C IR™ abgeschlossen. Ist A C IR"™ abgeschlossen, so ist das Urbild F~1(A) C M auch
wieder abgeschlossen in IR™.

b) Es sei M C IR™ offen. Ist B C IR™ offen, so ist das Urbild F~*(B) C M auch wieder offen in IR™.
¢) Ist M C R™ kompakt, so ist das Bild F'(M) C R"™ auch wieder kompakt.

Beweis. a) Es sei x*) € F~1(A) eine Folge, die gegen einen Punkt x € IR™ konvergiert. Weil M
abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert x zu M. Damit ist F'(x) definiert. Weil F stetig ist, konvergiert
die Bildfolge F(x®)) € IR"™ gegen F(x). Weil A abgeschlossen ist, gehort F(x) zu A und x zu F~1(A).
Damit ist Eigenschaft ii) aus Satz 1.4 fiir die Menge F~!(A) nachgewiesen.
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b) Es sei x € F~1(B) und x*) € R" eine Folge, die gegen x konvergiert. Weil M offen ist, gibt
es ein k1 € IN so, dass alle x¥) k > ki, zu M gehdren. Weil F stetig ist, konvergiert die Bildfolge
F(x®) k > ki, gegen F(x) € B. Weil B offen ist, gibt es ein ky > ki so, dass alle Bildpunkte
F(x®)), k > ky, zu B gehoren. Dann gehoren alle Vektoren x(®), k > ky, zu F~(B) und Eigenschaft
ii) aus Satz 1.3 ist fiir die Menge F'~!(B) nachgewiesen.

c¢) Wir zeigen die Heine-Borel Uberdeckungseigenschaft aus Satz 1.7 fiir die Bildmenge F(M).
Seien also offene Mengen U; C IR", i € I, gegeben mit

F(M) c |JU.
el

Dann ist A; := IR™ \ U; abgeschlossen und F~!(4;) C M auch abgeschlossen nach a). Wir betrachten
die offenen Mengen V; := R™ \ F~1(4;) C R™. Fiir jedes i € I ist F~1(U;) = M N V;. Daraus folgt

Mc | JVi
i€l

Nach Heine-Borel gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit

Mc|JV; und F(M)c |U.
icJ icJ 0

Dieser Satz 1.11 ist furchtbar abstrakt. Aber man kann viel mit ihm machen. Schauen wir uns
einige Anwendungen an.

Beispiel 1.15 Sei f : R™ — R eine stetige Funktion. Wenden wir Satz 1.11a) auf die abgeschlossene
Menge A = {0} C R an, so sehen wir

JUA) = {x € R": f(x) = 0}

ist eine abgeschlossene Menge. Die Nullstellenmenge einer stetigen Funktion ist also immer abge-
schlossen! Nehmen wir etwa eine Koordinatenfunktion x,, so sehen wir: Jede Koordinaten-Hyperebene
{z, = 0} ist abgeschlossen. Oder nehmen wir f =|| x || —r, so finden wir: Die Sphdre

FHHON) ={xeR": | x =1}
ist abgeschlossen.

Beispiel 1.16 Wenden wir jetzt Satz 1.11b) auf ein offenes Intervall | — oo, c[C IR an, so sehen wir:
Jede Menge
{xeR": f(x) < c},

also die Menge der Punkte, wo f Werte < c hat, ist offen. Fin Spezialfall sind die offenen Kugeln
(fx)=l[x—all, c=r>0).

Ein Spezialfall von Satz 1.11c) ist der Satz vom Maximum:

Satz 1.12 (vom Maximum) Fine stetige Funktion f : K — IR auf einer kompakten Menge K
nimmt auf K thr Mazximum an.
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Beweis. Die Bildmenge f(K) C IR ist kompakt.

Dann ist sie auf jeden Fall beschriinkt. Deswegen existiert m := sup(f(K)), das Supremum dieser
Bildmenge.

Auflerdem ist f(K) C IR abgeschlossen. Nach Definition des Supremums aus dem ersten Semester
gibt es eine Folge (y*)) von Punkten y*) € f(K), die gegen das Supremum konvergiert. Deswegen
gehort m zur Menge f(K) und ist deren Maximum.

Wegen m € f(K) gibt es also ein x € K mit f(x) = m. Wegen m > y fiir alle y € f(K) ist also
f(x) > f(x') =y fiir alle X’ € K. Die Funktion f nimmt also in x € K ihren gréften Wert an. [

Wie in der Dimension 1 definiert man:

Definition 1.12 (Gleichmiflige Stetigkeit) Es sei M C IR™. Die Abbildung F : M — IR"™ heifit
gleichmifig stetig, wenn zu jeden € > 0 ein d6(e) > 0 existiert, so, dass fir alle x1,x9 € M mit
d(Xl,Xg) < (5(6) gilt d(F(Xl), F(Xg)) < €.

Satz 1.13 Ist M C R™ kompakt, so ist jede stetige Abbildung F': M — IR™ gleichmdflig stetig.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Zu jedem x € M gibt es dann ein §(x, €) mit

€€ M, dEx) <d(xe) = dFE),F(x) < %

Fiir x € M sei Ux die offene Kugel um x mit dem Radius 7 := d(x, €)/2. Dann ist
M C U {x} C U Ux.
xeM xeM

Nach Heine-Borel gibt es endlich viele Punkte x; € M, ¢ € J, mit

M c | Uy,
i€J
Wir definieren
o(e) :== min ;.
Nun seien yi,y2 € M gegeben mit d(yi,y2) < d(€). Der Punkt y; € M liegt in einer der Kugeln
Ux,;,% € J. Wegen

1
d(y2, %) < d(y2,y1) +d(y1,%;) < (€) + 50(xi, €) < (xi, €)
gehort mit y; auch yo zur Kugel um x; vom Radius §(x;, €). Daraus folgt

A(F(y1), F(y2)) < d(F(y1), F(x))) + d(F(x;), F(y2)) < 5+ 5 = .

Aufgabe 1.16 Gegeben sei die Funktion f : IR?> — IR durch

y2

Fla,y) = exp <—;> falls x#0 ‘
1 falls x =
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a) Zeigen Sie, dass fiir jedes s € R die Funktion
R—1R, z~— f(z,sz)

stetig an der Stelle 0 ist.
b) Ist f stetig an der Stelle (0,0)?

Aufgabe 1.17 Gegeben sei die Funktion f : IR? — R mit £(0,0) = 0 und f(x,y) = ﬁLny fiir jedes
(z,y) € R? mit (x,y) # (0,0). Zeigen Sie:

a) Fir jedes (a,b) € R mit (a,b) # (0,0) ist die Funktion g : R — IR, t — f(ta,tb), stetig an der
Stelle t = 0.

b) f ist nicht stetig an der Stelle (0,0).

Aufgabe 1.18 Die Funktion f : IR?> — IR sei definiert durch

‘_ 0 fiir (z,y) = (0,0)
flw,y) = xfy‘ fiir () # (0,0)

Ist die Funktion f stetig in (0,0)?

Aufgabe 1.19 Gegeben sei die Funktion

f(x,y) = eTH7  (2,y) € R?\ {(0,0)}.

a) Zeigen Sie unter Verwendung von Polarkoordinaten, dass f in jeder Kreisscheibe um den Nullpunkt
alle positiven Werte annimmdt.
b) Untersuchen Sie, ob f in (0,0) stetig fortsetzbar ist.

Aufgabe 1.20 Es sei C' eine nichtleere, kompakte Teilmenge des IR und f : R? — IR? eine stetige
Funktion mit f(x) > 0 fir jedes x € C. Beweisen Sie, dass es ein € € IR gibt mit € > 0 und

F(C)N] — €, e[= 0.
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1.5 Metrische Riaume

Definition 1.13 Es seien X € R™ und Y C R™ Teilmengen. Wir bezeichnen mit C°(X,Y) die
(ziemlich grofie) Menge aller stetigen Abbildungen F : X — Y. Insbesondere ist C°(X,IR™) der
Vektorraum aller stetigen Abbildungen F : X — IR".

Ist F stetig, so ist auch die Funktion

| Fe) = Fi(x)2 + . + Fu(x)?
stetig auf X. Ist hier X kompakt, so nimmt die stetige Funktion
| F(x) |l
auf X ihr Maximum an (Satz 1.12).
Definition 1.14 Ist X € R™ kompakt und F : X — IR"™ stetig, so heifit
I E [lx:= max || (x) ||

Die Maximum-Norm von F auf X.

Satz 1.14 Diese Maximum-Norm ist eine Norm, d.h., sie hat die folgenden Eigenschaften :

Ni: Esist| F ||>0 und| F ||=0 nur dann, wenn F =0 die Nullabbildung ist.
N2: FircelRist| c-F|=|c- || F|. (Hier ist c- F die Abbildung x — c- F(x).)
N3:  Fiir je zwei Abbildungen F,G € CY(X,IR") gilt die Dreiecksungleichung

IF+G<lFI+1G]-

Beweis. Die drei Aussagen ergeben sich, wenn man fiir jeden Bildvektor F'(x) € IR" die entspre-
chenden Aussagen aus Abschnitt 1.2 anwendet. Ich mdchte nur den Beweis fiir die Dreiecksungleichung
ausfithren:

Fiir jeden Vektor x € X ist mit der Dreiecksungleichung aus Abschnitt 1.2

I F(x) + G(x) [[<] FG) |+ 1] G -

Dann folgt
| F+Gllx = max | F(x)+Gx) |
<
< max ([ F(x) || + | G(x) [I)
<

F
ma | F(x) || +max | GG |

I Fllx+ 116G lx .
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Definition 1.15 Wie oben sei X € IR™ kompakt. Fiir je zwei Abbildungen sei
d(F,.G)x = F-G|x .
Satz 1.15 Die Funktion d(F,G)x ist eine Metrik auf C°(X,IR™), d.h., es gelten die folgenden Regeln.:
M1: Fsist stets d(F,G) > 0 und d(F,G) = 0 nur, wenn F = G, d.h., F(x) = G(x) fir alle x € X.
M2: Fir F,G € C°(X,IR™) ist d(F,G) = d(G, F).
MS3: Es gilt die Dreiecksungleichung
d(F,H) < d(F,G) + d(G, H) fir alle F,G,H € C°(X,R™).

Beweis. Die drei Regeln folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der Norm. Wieder

mochte ich nur die Dreiecksungleichung ausfithren: Es ist mit der Dreiecksungleichung fiir die Norm

d(F H) =|| F = H [|=[| (F = G)+ (G- H) <[ F=G |+ | G- H ||=d(F,G) +d(G, H). [

Definition 1.16 Es sei M eine Menge und d : M x M — IR eine Abbildung, welche die drei Fi-
genschaften aus Satz 1.15 besitzt. Dann heifit d eine Metrik auf M und (M,d) heif$t ein metrischer
Raum.

Der Begriff des metrischen Raums ist so allgemein, dass man damit sehr viel leeres Stroh dreschen
kann. Andererseits ist er der natiirliche Rahmen fiir die Konvergenz. In einem metrischen Raum (M, d)
kann man alles genauso definieren wie im IR™:

e Eine Kugel um u € M ist eine Menge {v € M : d(u,v) <r};

e Eine Folge u, € M konvergiert gegen u € M, wenn zu jedem € > 0 ein N(e) € IN existiert so,
dass fiir v > N(e) alle Punkte u, in der e-Kugel um w liegen. Das heifit: Die Zahlen d(u,,u)
bilden eine Nullfolge.

e Eine Menge U C M heifit offen, wenn mit jeden u € U auch eine Kugel um U von einem Radius
r > 0 ganz zu U gehort. Eine Menge A C M heifit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

e Wie fiir M = IR" mit der euklidischen Metrik zeigt man: A C M ist genau dann abgeschlossen,
wenn fiir jede Folge (u,) von Punkten u, € A, die in M konvergiert, der Grenzwert u = lim(u,,)
wieder in A liegt.

Beispiel 1.17 Wir betrachten den metrischen Raum C°([a,b], R™) mit seiner Metrik
d(F,G) = ;2[%?2]{” F(z) - G(z) ||}
Die Folge F, von stetigen Abbildungen konvergiert gegen G : [a,b] — R", wenn zu jedem ¢ > 0 ein
N(e) existiert mit d(F,,G) < € fir v > N(e). Das heifst explizit: Fir alle x € |a,b] ist
| Fy(z) — G(a) [[< e

Im Fall n = 1 sagten wir dazu: Die Funktionenfolge f, konvergiert gleichmdiffig auf [a,b] gegen g.
Deswegen kann man die Konvergenz in C°([a,b],IR™), oder allgemeiner in C°(X,Y),X C R™Y C
R, auch gleichmdf$ige Konvergenz nennen.
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Beispiel 1.18 Die Menge Y C IR™ sei abgeschlossen. Dann ist
C'X,Y) c C°'(X,R")

eine abgeschlossene Teilmenge.

Beweis. Es sei F,, : X — Y eine Folge von Abbildungen, die in C°(X,IR") gegen G : X — IR"
konvergiert. Fir jedes x € X konvergiert dann die Folge von Vektoren F,(x) € R" gegen G(x). Alle
Vektoren F,, (x) liegen in'Y . Diese Menge ist abgeschlossen in IR™. also ist auch G(x) = lim F),(x) € Y.
Damit gehort G =1lim F, 2u C°(X,Y). (]

Wie im IR" gibt es auch in jedem metrischen Raum (M, d) den Begriff der Cauchy-Folge:

Definition 1.17 Die Folge (u,) in M heifst Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N(e) € IN
existiert, so, dass fir p,v > N(e€) gilt:
d(up,uy,) < €.

Jetzt folgt die einzige nicht-triviale Aussage in diesem Abschnitt:
Satz 1.16 Jede Cauchy-Folge in C°(X,IR™) konvergiert.

Beweis. Es sei (F,) eine Cauchy-Folge stetiger Abbildungen F,, : X — IR". Fiir jedes x € X ist

Il Fy(x) = Fu(x) ||< max || Fu(x) = Fo(x) [|= d(Ey, Fo).
Daraus folgt, dass die Bildvektoren F),(x) € IR" eine Cauchy-Folge bilden. Der Raum IR" ist vollsténdig.
Deswegen konvergiert die Folge (F)(x)) gegen einen Vektor im IR™. Den nennen wir
G(x) := VlLHQloF,/(X).
Seien p > v > N(€). Dann ist fiir alle x € X wegen der Stetigkeit der euklidischen Norm im IR"

| Gx) = Fulx) 1= Jim || Fu) = Fy(x) 1< e

Deswegen konvergiert die Folge F; gegen die Abbildung G beziiglich der Metrik d, wenn wir noch
zeigen: G € CY(X,IR"™), d.h., G ist stetig.

Der Beweis dafiir ist das gleiche €/3-Argument wie beim Beweis dafiir, dass die Grenzfunktion
einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist. Wiederholen wir diesen
Beweis und geben uns ein festes xo € X und ein € > 0 vor. Wir wihlen v > N(¢/3) und haben fiir F):

| F,(x) — G(x) ||< g fiir alle x € G.
Weil F, stetig in xq ist, gibt es ein & > 0 so, dass fiir alle x € X gilt:
Ix—x0 <8 = | F(x)—Fr(x) < g
Damit folgt

I G(x) = G(xo) I< || G(x) = Fo(x) [| + || B (x) = Fy(x0) || + || Fi(x0) — G(x0) || < e

<e/3 <e/3 <e/3 ]
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Definition 1.18 Der metrische Raum (M,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge aus M in M
konvergiert.

Beispiel 1.19 Der IR" mit der euklidischen Metrik d(x,y) =|| x —y || ist vollstindig. Ist X C IR™
kompakt, so ist der Funktionenraum C°(X,R"™) mit der Metrik d(F,G) :=|| F — G || x vollstindig.

Beispiel 1.20 (Exponentialfunktion fiir Matrizen) Wir betrachten den IR-Vektorraum M = M (nx
n,IR) der reellen n x n-Matrizen. Fir jede Matrix A € M konvergiert die Reihe

[o.o]

1
exp(| A1) =2 IAI"-

Daraus folgt, dass die Partialsummen der Matrizenreihe
o0 1

o k

exp(A) == kE_O _k:!A

eine Cauchy-Folge bilden, denn fiir jeden Reihenabschnitt gilt

DX EN IR

Weil M mit der Matrizen-Norm vollstindig ist, ist fir alle A € M die Matriz exp(A) € M definiert.
Ist
K={AeM:||A|<R}CM

eine kompakte Kugel, so ist nach Satz 2.16 der Vektorraum C°(K, M) vollstindig. Die Reihenabschnit-
te der Fxponentialreihe kann man fir A € K simultan abschditzen

I3 At s 3o 1A lh< X

| —

k
!R.

o

Deswegen ist die Abbildung
K — M, Aw exp(A)

stetig. Weil man M durch immer gréffer werdende Kugeln ausschdpfen kann, ist die Ezrponential-
Abbildung
exp: M(n x n,IR) — M(n x n,IR)

stetig.

Satz 1.17 Es sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C M abgeschlossen. Dann ist auch
der metrische Raum (A,d) vollstindig.

Beweis. Sei (u,) eine Cauchy-Folge in A. Dann ist diese Folge auch als Folge in M eine Cauchy-

Folge, und damit konvergent gegen ein u € M. Weil A abgeschlossen ist, gehort v = lim(u,) zu A.
(]

Beispiel 1.21 Sei X € R™ kompakt und Y C IR™ abgeschlossen. Dann ist C°(X,Y) vollstindig.
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Aufgabe 1.21 FEs sei I C IR ein offenes Intervall und W der IR-Vektorraum der auf I stetig differen-
zierbaren Funktionen, die auf I beschrinkt sind und dort auch eine beschrinkte Ableitung f’ besitzen.
In Aufgabe 1.13 wurde gezeigt, dass

I f lla= supaer|f(x)] + supzerlf'(2)]
eine Norm auf W ist. Zeigen Sie: Der Vektorraum W mit der Metrik

d(f,g) =l f—glla

st vollstindig.

Aufgabe 1.22 (Hilbertraum) FEs seil? die Menge aller quadrat-summierbaren reellen Folgen, d.h.,
die Menge aller reellen Folgen o = (a,)veN, fiir welche die Reihe

9]
>
v=1

konvergiert. Zeigen Sie:
a) Die Menge [? ist ein R-Vektorraum und

lal=|>_a
v=1
ist eine Norm auf diesem Vektorraum.
b) Der Vektorraum 12 mit der Metrik
d(ev, B) =[ a = G|

st vollstindig.

Aufgabe 1.23 Berechnen Sie exp(t- A) firt € R und die Matrizen A =
0 1 0 -1 Al
N._<0 0), R._<1 y ) J._<0 A).

Aufgabe 1.24 a) Es seien A und B zwei reelle n X n-Matrizen, die kommutieren:
A-B=DB-A.

Zeigen Sie:
exp(A+ B) = exp(A) - exp(B)

und folgern Sie daraus, dass jede Matriz exp(A) invertierbar ist.
b) Es sei A eine beliebige und B eine invertierbare n x n-Matriz. Zeigen Sie:

B! exp(A)-B=exp(B~'-A-B).
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1.6 Der Fixpunktsatz von Banach

Banach war ein polnischer Mathematiker. In Warschau gibt es ein Banach-Zentrum fiir Mathematik.

Definition 1.19 Es seien (M, d) und (M’,d’") zwei metrische Riume. Eine Abbildung F : M — M’
heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, wenn fiir je zwei Punkte u,v € M gilt

d(F(u),F(v)) < L-d(u,v).

Beispiel 1.22 Seien X C R™ und Y C IR", jeweils versehen mit der euklidischen Metrik. Ist F :
X — 'Y Lipschitz-stetig, dann ist F' auch stetig.

Beweis. Wir setzen §(€) :=€/L. Sind u,v € X mit || u—v ||< 9, dann ist
€

[ F) = F(v) |[sL-u-v[<L- -+

= €.

Beispiel 1.23 Es sei |a,b[C IR ein offenes Intervall und f :]a,b[— IR differenzierbar. Ist
f'(x) <L fiir alle x €la,b],

Dann st f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Beweis. Es seien © < y €|a,b]. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein
€ €]z, y| mit
[f@) = fWI=1f' I lz—yl < L- |z -yl

[

Beispiel 1.24 Die Funktion f(z) = 2% ist Lipschitz-stetig auf jedem endlichen Intervall [a,b] C IR,
nicht aber auf ganz IR.
Beweis. Auf |a,b] ist
|f'(z)] = |22] < L := max{2|al, 2[b[}

und nach Beispiel 1.23 ist f Lipschitz-stetig auf [a,b] mit Lipschitz-Konstante L.
Sei nun x =0 und y > 0,y € IR, beliebig. Wenn y grofi genug gewdhlt wird, dann ist

[f(=) = f)l _ 2% _

|z — y

grofler als jede vorgegebene Konstante L. L]
Definition 1.20 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung F' : M — M heifst kontrahierend,
wenn sie Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstante L < 1.

Beispiel 1.25 Ist f :]a,b[—]a,b[ differenzierbar mit |f'(z)| < L fir alle x, wo die Konstante L < 1

ist, dann ist  kontrahierend.

Definition 1.21 Fin Punkt u € M heifst Fixpunkt der Abbildung F: M — M, wenn F(u) = u.
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Beispiel 1.26 Die Funktion
fiR-R, f(x)=a"

hat genau die beiden Fizpunkte x =0 und x = 1.

Satz 1.18 (Fixpunktsatz von Banach) FEs sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und F :
M — M kontrahierend. Dann besitzt F' genau einen Fizpunkt u € M.

Beweis. Nach Voraussetzung ist F': M — M Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L < 1.
a) Eindeutigkeit: Es seien u # v € M zwei verschiedene Fixpunkte von F. Dann ist also

d(u,v) = d(F(u), F(v)) < L-d(u,v) < d(u,v)

wegen d(u,v) > 0. Aber dies ist ein Widerspruch.
b) Existenz: Wir wihlen einen beliebigen Punkt ug € M und betrachten die rekursiv definierte
Folge
uy := F(ug), ug := F(u1), ..., upt1 := F(uy), ...

in M. Durch Induktion zeigt man
d(ug,u1) < L-d(ug,ug)y ey d(tpg1, un) < L™ - d(ug, ug), ...
Mit der geometrischen Summenformel folgt daraus fiir m <n € IN

1™

A, ) < d(Umgt s Urm) 4 oo+ d(Un Un_1) < (L™ + .4+ L") - d(ug, ug) = L™ T T

“d(uq,ug).

Wegen 0 < L <1list0<1—L""™<1und

1= [n—m m
. < .
1-L —1-1L

Lm
Damit haben wir bewiesen:

d(ul, UO)

A(Up, Up) < L™ - T T

Deswegen ist die Folge (u,) eine Cauchy-Folge in M.
Weil M vollstéindig vorausgesetzt ist, hat die Folge (u,,) einen Grenzwert u € M. Bei vorgegebenem
e > 0 ist also d(up,u) < €, wenn n grofl genug ist. Aber dann ist auch

d(F(up), F(u)) < L-d(up,u) < L-€<e.
Die Folge F'(uy) konvergiert gegen F'(u). Nun ist die Folge
(F'(un))n=0 = (Un+1)n>0 = (Un)n>1
eine Teilfolge der Folge (u,) und hat wie diese den Grenzwert u. Damit ist
F(u) =1lim(F(u,)) = lim(u,) = u,

also ist u der gesuchte Fixpunkt. L]
Fiir die Approximation des Fixpunkts u durch die Punkte u,, folgt aus dem Beweis von Satz 1.18
die Abschitzung
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Satz 1.19 (Zusatz zu Satz 1.18) Mit der Notation aus Satz 1.18 gilt

m

d(Um,u) < 11" d(uq,ug).

Beweis. Im Beweis von Satz 1.18 haben wir fiir m < n € IN gesehen
m
AU, up) < T d(uq,ug).

Zu jedem € > 0 gibt es ein n > m mit d(u,,u) < € und

m
AU, u) < d(Upm, uy) + d(tn, u) < T 1 d(ui,up) + €.
WEeil hier € beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt
Lm
d(Upm,u) < T d(uy,ug). O

Fixpunkte einer Abbildung sind etwas ziemlich &sotherisches. Aber in einem Vektorraum V kann
man das Problem, eine Gleichung F'(u) = v zu l6sen, umschreiben in ein Fixpunktproblem. Sei etwa
F :V — V gegeben, v € V fest, und eine Losung u € V fiir die Gleichung F(u) = v gesucht. Diese
Losung w ist auch eine Losung der Gleichung

Fu)—v=0, bzw. F(u)—v+u=mu,
also ein Fixpunkt der Abbildung u — F(u) — v + u.

Beispiel 1.27 (v/2-Approximation) Gesucht sei die Losung x € [1,2] der Gleichung x> = 2, bzuw.
eine Approrimation dieser Losung. Es handelt sich also um eine Nullstelle der Gleichung

fz)=0 mit f(z)=2a*-2,
bzw. um einen Fizpunkt der Funktion
g(x) mit g(z)=2>-24z.

Nun ist ¢'(x) = 2z + 1 > 3 im Intervall [1,2] und die Abbildung g ist nicht kontrahierend. Aber man
kann die Funktion f(z) = 2% —2 ersetzen durch c- f(x) mit 0 # ¢ € IR, die Nullstelle /2 bleibt gleich.

Dann wird g ersetzt durch die neue Funktion
glx)=c-(2*=2)+a mit ¢'(z)=2cx+1.

Fiir x > 0 st
Jdz)y<1l & c<O.
Und firl <x <2 ist
1
g'(x)>—1<:>2C:L‘>—2<:>cac>—1<:>c>—§.

Wihlen wir etwa



dann st

Firl<z<2ist0< ¢ (x)<1/2. Die Funktion g ist auf dem Intervall [1,2] streng monoton steigend
mit

o) =2 g2)=3

Deswegen ist die Abbildung g : [1,2] — [1,2] kontrahierend. Nach dem Fizpunktsatz besitzt g einen
Fizpunkt in [1,2] (die Zahl \/2, das wissen wir schon). Aber um \/2 zu approzimieren konnen wir etwa
die induktiv definierte Folge

1 1,

xo:=2, Xpt1=g9g(xy) = 3 + zy — 7%n

wdhlen. Auf [1,2] ist |¢'(x)] < 1/2. Somit ist g hier Lipschitz-stetig mit L = 1/2. Wegen

3 | | 1
€T = — Tr1 — X = —
1 9’ 1 0 9’

folgt aus Satz 1.19 fiir die Giite der Approximation

Beispiel 1.28 (Newton-Verfahren) Das Newton- Verfahren verwendet man, um eine Nullstelle u
einer gegebenen Funktion f(x) numerisch zu approximieren. Die Idee besteht darin, mit einem geeig-
neten Punkt xo zu beginnen, und die Funktion f zu ersetzen durch ihre Tangente im Punkt (xq, f(xo)).
Diese Tangente hat die Gleichung

y = f(xo) + f'(x0) - (x — 20).

Sie schneidet die x-Achse dort, wo y =0, d.h.,

f'(@o) - (z —w0) = —f(w0), x=umo—

Dies fiihrt auf das Iterationsverfahren

f(xn)

Tn+1 = Tn — f’(x )
n

Diese Iteration hat gewisse Ticken (s. [Knauf, p. 72]). Ich méchte hier eine Situation prazisieren, wo
sie zum Ziel fiihrt.
Dazu setzen wir voraus:

e FEs sei[a,b] C IR ein Intervall mit f(a) < 0, f(b) > 0.

o die Funktion f sei zweimal stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall, welches das Intervall
[a,b] enthdlt.
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e Fiira <z <b gelte f'(x) >0 und f"(x) > 0.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass f im Intervall [a,b] mindestens eine Nullstelle hat. Wegen
f'(x) > 0 ist f auf diesem Intervall streng monoton steigend, und die Nullstelle u von f in [a,b] ist
eindeutig bestimmdt.

Zum Iterationsverfahren gehort die Abbildung

f(z)
F:z—2x— .
f'(z)
Wegen f'(x) > 0 ist F(x) definiert fiir alle x € [a,b]. Ein Fizpunkt von F erfillt
f(x)

Fz)=z & z—

=z & flo)=0cz=u
f'(@)
Wir suchen die Nullstelle von f also als Fizpunkt von F'.

Dazu miissen wir zundchst wissen, wann F kontrahierend ist. Weil F' zweimal differenzierbar ist,
konnen wir mit dem MWS der Differentialrechnung fir ax <<y < b abschdtzen

Fy) =F@)| _ ey _ | FE*=FEOFE)]| _ f(©)
e RLGIE e BIGI
mit einem Zwischenpunkt £ ,x < & < y. Wenn eine Konstante L < 1 existiert mit
[ (@)

fiir alle x € [a,b], dann ist F kontrahierend. Die stetige Funktion f"(x)/f (x)? nimmt auf diesem
Intervall ein Mazimum m an. Wenn |f(x)| < L/m ist, also wenn a und b nahe genug bei der Nullstelle
u sind, dann ist diese Bedingung sicher erfillt.

FEtwas wesentliches kann allerdings noch schiefgehen: Die Abbildung F' braucht das Intervall |a, b]
nicht in sich abzubilden. Um das zu reparieren, zeigen wir:

Firu<z<bist u< F(x) <.

Beweis. Wegen x > wu ist f(x) > 0. Weil f' > 0 vorausgesetzt ist, haben wir sicher F(x) < x. Wir
missen noch zeigen

@
Flo) ===y >
Aquivalent dazu ist f)
T —u> e baw.  f(z) < (x—u)- f().

Wegen f(u) =0 ist i
flz) = /u F)dt = (@—u)-f'(r), u<t<a

Weil f” > 0 vorausgesetzt ist, ist auch f' streng monoton steigend und f'(7) < f'(x). L]

Auch wenn wir die Nullstelle w noch nicht kennen, wissen wir jetzt, dass F : [u,b] — [u,b] eine
kontrahierende Abbildung ist. Wir kénnen mit einem beliebigen Startwert xg, u < xo < b beginnen,
rekursiv definieren

Tnt1 = F(xy),
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und wissen aus dem Beweis des Banachschen Fixpunkt-Satzes, dass die Folge x, gegen die Nullstelle
u konvergiert.

Fir praktische Rechnungen sind natirlich Abschitzungen fir |x, — u| sehr wichtig. Ich mdchte
darauf nicht mehr eingehen, sondern auf [Knauf, p. 70-72] und [Forster I, p. 122] verweisen.

Beispiel 1.29 Als eine Art Unter-Beispiel zum wvohergehenden Beispiel mdchte ich das Newton-
Verfahren fir die Funktion f(x) = x> — 2 mit der Nullstelle v = /2 analysieren. Hier ist

@) =2, f(z)=2.
Fir x > 0 sind beide Ableitungen > 0. Weiter ist
1

f(a:)_ 1:2—2_3:
x_f’(a:) ST T Taty

F(x) =

(Kam die damit rekursiv definierte Folge nicht schon mal in einer Ubungsaufgabe vor?) Um nachzu-
weisen, dass F' eine kontrahierende Abbildung ist, missen wir nach Beispiel 1.28 noch abschdtzen

@) e g 2 o2 11
@Y

422 22 2 g2’
Fir 1 <z <2 hat dieser Ausdruck einen Wert zwischen —1/2 und 1/4 und mit L = 1/2 liuft das
Tterationsverfahren.

f(z)

Beispiel 1.30 (Vereinfachtes Newton-Verfahren) Wieder suchen wir eine Nullstelle der diffe-
renzierbaren Funktion f. Ausgehend von einem Startwert (xo, f(xo)) iterieren wir jetzt mit der Abbil-

dung
f(x)
f'()

Die Abbleitung im Nenner ist jetzt nicht mehr von x abhingig, sondern konstant. Natirlich missen
wir

F(z):=x—

f'(xo) #0

voraussetzen. Weiter setzen wir voraus:

e Die Funktion f ist stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall, das ein Intervall I : [xg —
r,xo + 1] mit r > 0 enthdlt.

e Der Wert f(xg)sei so klein, dass

‘ flzo) | 1.
f(@o)| — 2
e Die Zahl r > 0 sei so klein, dass fir x € I gilt
/
FACRN
f'(@o) 2
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Behauptung: Unter den genannten Voraussetzungen ist F': I — I kontrahierend.
Beweis. Fiir alle x1,x9 € I ist

f(z1) — f(z2) IR (3 f'(€)
f'(wo) T F(xo) f'(xo)

mit einem Zwischenwert & € I zwischen x1 und zo. Nach Voraussetzung ist dann der letzte Faktor
< 1/2 und F ist Lipschitz-stetig mit L = 1/2.
Wir miissen noch zeigen, dass F': I — I abbildet. Sei also x € I. Wir schitzen ab:

ﬂ%)<f+f<ﬁ

fll@o)l =2 27 O
Wegen der dritten Voraussetzung ist f'(x) # 0 auf ganz I, und die Nullstelle von f, gegen die das

Tterationsverfahren konvergiert, ist eindeutig bestimmt. Es ist leicht nachzurechnen, dass unsere schon

oft herangezogene Funktion f(z) = 2 — 2 alle Voraussetzungen mit xg = 2 und r = 1 erfiillt.

|F(21) — F(22)| = |21 — 22 — (x1 — 22)

:‘Q;l_;p2|‘1_

|F () — 20| < [F(2) — F(xo)| + |F(x0) — wo| < %lx—xol +

Schliefllich mo6chte ich noch zeigen, wie man mit dem Banachschen Fixpunktsatz die Existenz von
Umkehrfunktionen beweisen kann. Dass stetig differenzierbare Funktionen mit f’(x) # 0 auf ihrem
ganzen Definitionsintervall eine Umkehrfunktion besitzen, das wissen wir schon. Auflerdem wird das
gleich beschrieben Verfahren nur lokal funktionieren. Aber in der Theorie mehrerer Verénderlicher ist
es eben auch anwendbar.

Sei also eine differenzierbare Funktion f(x) gegeben mit f(z() = yo. Wir wollen ein Iterationsver-
fahren beschreiben, das in der Nihe von (zg, 10) gegen die Umkehrfunktion g(y) = f~!(y) konvergiert.
Die Idee ist, das vereinfachte Newtonverfahren anzuwenden auf die Funktion f(z) — y, die von einem
Parameter y abhéngt. Die Iterationsformel ist

20(y) = 20, Thia(y) = Th(y) — %”)‘y

Zunichst ist klar: Wenn x(y) ein Fixpunkt von des Verfahrens ist, dann muss f(z(y)) = y gelten.
Wir miissen die Voraussetzungen des vereinfachten Newton-Verfahrens fiir f(x) — y fixieren:

e Auf einem offenen Intervall, welches das Intervall I = [xg —r,xo + r| enthélt, sei f(x) und damit
auch f(z) — y stetig differenzierbar.

e Die Zahl r sei so klein, dass auf dem Intervall I gilt
A /
(LE R R
f'(@o) f'(@o)

5
Das ist unabhéngig von y dieselbe Bedingung wie oben.

e Die Voraussetzung

‘f(l’o)—y' _ |~y
[ (@o) f'(@o)

schriankt y ein auf das Intervall J := [yg — s,yo + s] mit

r
2

,
ly —yo| < 3" | (z0)] =: 5.
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Fiir jedes y im Intervall J konvergiert das Verfahren gegen ein x(y) mit f(x(y)) = y. Damit ist
y +— x(y) auf dem Intervall J eine Umkehrfunktion von f. Aber unser Verfahren liefert auch noch,
dass diese Umkehrfunktion stetig ist. Dazu definieren wir es im Funktionenraum C°(J, I) durch

flor(y)) —y
90(y) =0,  grr1(y) = gr(y) — %
Jede rekusiv definierte Funktion gy ist stetig. Und die Abbildung
f _
P D) = GO, g Flg)img - 00

ist kontrahierend, weil ihre Wirkung fiir jedes feste y kontrahierend ist. Nach Satz 1.16 ist C°(J, 1)
vollstédndig. Der Banachsche Fixpunktsatz ist anwendbar und liefert als Fixpunkt eine stetige Funktion
g€ CJ ).

Aufgabe 1.25 Fir welche ¢ € R ist die Abbildung

C

f:RﬁR, J:HW

kontrahierend?

Aufgabe 1.26 a) Bestimmen Sie mazimale Teil-Intervalle I C R, auf denen die Funktion

f(x) ::1+§

eine kontrahierende Abbildung definiert.
b) In welchem dieser Intervalle besitzt f welchen Fixpunkt?

Aufgabe 1.27 Zeigen Sie, dass die Abbildung

PRI, [ C )i 1Y
Y 2\ 242

kontrahierend ist und berechnen Sie ihren Fizpunkt.

Aufgabe 1.28 a) Zeigen Sie, dass die Funktion
flz)=23+z

mit g = yo = 0 auf den Intervallen

die Voraussetzungen des verallgemeinerten Newton- Verfahrens erfiillt.
b) Berechnen Sie mit der Startfunktion go(y) := 0 die iterierten Funktionen g1(y), g2(y), 93(y).
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Aufgabe 1.29 a) Zeigen Sie, dass die Funktion
fz) :=a3—1

mit o = yo = 1 auf den Intervallen I = (3, 8] und J := [5, ] die Voraussetzungen des vereinfachten
Newton- Verfahrens erfillt.

b) Berechnen Sie (nicht unbedingt mit der Hand) ausgehend von der Startfunktion go(y) := 1 die
iterierten Funktionen g1, gs,gs des vereinfachten Newton-Verfahrens.
¢) Entwickeln Sie

g(y) == (1+y)'/?

in eine Taylor-Reihe um y = 0.
d) Bis zu welcher Potenz von y stimmen gsund g iberein?
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2 Differentialrechnung mit mehreren Veridnderlichen

Hier wollen wir uns also um die Ableitung von Funktionen f(z1,...,2,) in mehr als einer Variablen,
oder allgemeiner von Abbildungen F' : IR™ — IR"™ kiimmern. Vieles geht ganz genauso, wie bei
Funktionen einer Verdnderlichen. Manches geht prinzipiell genauso, ist aber wegen der vielen Indi-
zes komplizierter hinzuschreiben. Aber ein wesentlich neuer Gesichtspunkt ist, dass es verschiedene
Differentiationsbegriffe gibt. Fangen wir damit an.

2.1 Partielle Ableitungen
Eine Funktion von zwei Variablen, etwa
f(z,y)=z-y, oder =z%+7y* oder =a¥

kann man nach jeder der beiden Variablen differenzieren. Dabei muss man dann die andere Variable
als Konstante auffassen. Diese Art von Ableitung bezeichnet man als partielle Ableitung und schreibt
sie mit einem gerundeten d als 9/0x oder 9/dy.

Beispiel 2.1 So ist z.B.
O(zy) O(z* +y?) O(z¥)

= _— = = . y-1
ox Oz 2, Oz v
Oay) _ 0@ +y?) _ O(zY) _ y
oy x, By =2y, oy In(x) - xv.

Definition 2.1 Gegeben sei eine Funktion f : U — IR mit U C IR" und ein Punkt x(©) = (1:50), ...,x%o)) €
U. Diese Funktion f(x1,...,x,) heifit partiell differenzierbar nach x, in dem gegebenen Punkt, wenn
die Funktion einer Variablen

t— f(xgo), "'?:Cz(/()217t?$5/(121> ...,xflo))

mt= a;l(,o) differenzierbar ist. Ihre Ableitung

OF 0y = 10 O 0 o)

8:1'/',/ dt 0 ,...7371/71, V+17...,xn

t::vf,o)

heifst dann die partielle Ableitung von f nach x, in dem festen Punkt.
Die Funktion f heift partiell differenzierbar in x(©), wenn sie dort nach allen n Variablen x1, ..., x,,
partiell differenzierbar ist. Dann heifit der Vektor

of of >
0y . ( 24 (%0 I (x(0)
VIO = (), )
der Gradient von f im Punkt xg.

Die Funktion f heifit partiell differenzierbar auf der offenen Menge U C IR", wenn sie in jedem
Punkt x € U partiell differenzierbar ist. Ihre partiellen Ableitungen Of/0z, sind dann Funktionen auf
U, und ihr Gradient V f ist ein Vektorfeld auf U.
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Beispiel 2.2 Noch ein Beispiel: f(x,y) := /22 + 2, die Normfunktion. Fir festes y\©) ist

f,y ) = yJa? + (y©)2

differenzierbar nach x, falls (z,y®) # (0,0), mit Ableitung
of _ 2z B x

or 2\/332 + (yO)2 B \/952 + (y(o))2'

Ebenso ist in (29, y(©) £ (0,0)

of _ y

% \J@O)p+ ()

Und der Gradient dieser Funktion ist

(z,y) 1

Vit g Tyl =Y

Vf=

Manches geht fiir die partiellen Ableitungen genauso, wie fiir die Ableitung in einer Variablen.
Dazu gehoren insbesondere die Rechenregeln
da-f+b-g) of dg
Y g =L 4 p.
oz, @ oz, + ox,’
af g _ 9f 99
ox,  Ox, g+f ox,’

o0/f) 1 of
ox, f2 Oz,
Auch die die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema ist die gleiche: Ist f : U — IR eine Funktion,
so sagt man, sie nimmt in einem Punkt x() € U ein Maximum (Minimum) an, wenn

a,b € 1R,

f(x) < f(x©) fiir alle x € U,

(bzw. >). Sie nimmt ein lokales Maximum (Minimum) an, wenn es eine Kugel K um x(©) gibt, so dass
die Ungleichung fiir alle x € K gilt. Ein (lokales) Extremum ist ein (lokales) Maximum oder Minimum.

Satz 2.1 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Die Funktion f : U — IR sei partiell

differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™. Ist x(O) ein lokales Extremum fiir f, so verschwinden
dort alle partiellen Ableitungen:

of
ox,

xD) =0 firv=1,.,n, baw Vfx?)=o0.

Beweis. Weil U offen ist, gibt es eine ganze Kugel mit einem Radius r > 0, die noch ganz in U
liegt. Die n Funktionen einer Variablen

t— f(xgo), ...,x(o) t,a:(o) x(o))

v—1 v4+17 o tn
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sind dann differenzierbar auf den Intervallen (a:,(,O) —r, :L‘,(,O) +r) und nehmen in t = a:,(,o) alle ein lokales

Extremum an. Wegen des notwendigen Kriteriums fiir lokale Extrema aus der Analysis einer Variablen
verschwinden ihre Ableitungen in den betreffenden Punkten. Das sind aber die partiellen Ableitungen
von f im Punkt x(©. L]

Beispiel 2.3 Betrachten wir die wohlbekannte Funktion f(z,y) = x? + y?. Wenn wir ihr (globales)
Minimum im Nullpunkt noch nicht kennen wirden, konnten wir es mit dem notwendigen Kriterium
fiir Extrema suchen. Dazu miissten wir die beiden partiellen Ableitungen

of _ of _

—9 95 _
r T oy

2y
= 0 setzen. Das ergibt die Bedingung x =y = 0, den Nullpunkt.

Beispiel 2.4 Andern wir die Funktion etwas ab: f(x,y) = 22 — y®. Die hat jetzt im Nullpunkt kein
FExtremum mehr nicht einmal ein lokales, denn

f(x,0)=2%>0 firez#0, f(0,y)=—y*><0 firy#0.
Wenn wir lokale Extrema mit dem notwendigen Kriterium suchen, missen wir genauso

of of
L9 )
Ox “ oy 4
= 0 setzen, und erhalten wieder den Nullpunkt. Das ist aber kein lokales Extremum. Immerhin kénnen
wir noch schlieflen: Auflerhalb des Nullpunkts ist das notwendige Kriterium sicher nicht erfillt, da

gibt es keinerlei lokales Extremum.

Aus Beispiel 2.4 lernen wir, dass das notwendige Kriterium fiir lokale Extrema keineswegs hinrei-
chend ist. Das war ja auch nicht zu erwarten, weil es in einer Variablen auch nicht hinreichend war.
Nur: in einer Variablen war das eine subtile Sache, und hing mit den héheren Ableitungen zusammen.
In mehreren Variablen geht das Kriterium schon auf grandiose Weise schief: Es kann fiir z erfiillt sein,
weil da ein Minimum vorliegt, und auch fiir y, weil da ein Maximum vorliegt. Und das Minimum in
z-Richtung, zusammen mit dem Maximum in y-Richtung ergibt nie und nimmer mehr ein Extremum
(zumindest, wenn das echte Maxima/Minima waren). Man nennt das dann einen Sattelpunkt.

Definition 2.2 Ein Punkt x(©) wo Vf = 0 ist, heifit kritischer oder stationirer Punkt von f, egal ob
dort ein Extremum vorliegt oder nicht.

Manches ist also ganz anders als in einer Variablen. Dazu gehort auch die Sache mit der linearen
Approximation: Eine differenzierbare Funktion f(z) in einer Variablen kann man linear approximieren:

flx+h)=f()+ f(x) h+o(h)

mit b
i 20
h—0

=0.
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Die Gerade
B f(2)+ (@) - h
heifit die Tangente and den Graphen der Funktion f im Punkt (z, f(x)).
Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f(x) kann man ganz analog eine Tangential-Hyperebene

an deren Graphen im Punkt (x, f(x)) definieren. Das ist die Hyperebene im IR™!, die durch die
affin-lineare Abbildung

R">h e f(x)+ ) 5 (X hw = f(x) + (Vf(x)h)
v=1 v

parametrisiert wird. Die approximiert den Funktionsgraphen schoén linear in jeder x,-Richtung, aber es
gibt zwischen diesen n Richtungen noch viele andere Richtungen, gegeben durch Geraden IR-a, a € IR".
Und in diesen Richtungen kann die Approximation leider sehr bose schiefgehen.

Beispiel 2.5 Wie dramatisch das aussehen kann, zeigt die Funktion

fy) :={ agp Jr @ #00)

0 fir (x,y) = (0,0).

Augerhalb des Nullpunkts ist der Nenner, wie sich das gehdort, von 0 verschieden, und die Funktion
ist dort tberall partiell differenzierbar. Auf beiden Koordinatenachsen ist f(x,y) = 0, identisch = 0.
Deswegen ist f auch im Nullpunkt partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen

o1 _ o5 _,

oxr Oy
Aber wenn wir uns dem Nullpunkt in Richtung der Geraden IR - (a,b) ndhern, wird die Funktion

t2 - ab 1 ab

ta,th) = = —- .
f(ta, tb) (@222 2 (@2t

Falls hier ab # 0, dann wdchst |f(ta,tb)| fir t — 0O dber alle Berge, und f ist nie und nimmer linear
zu approximieren, schon gar nicht durch die harmlose Tangentialebene

(h,k:)H%(O,O)'h—l—g—z(O,O)-kEO.

Natiirlich ist der Grund fiir dieses absonderliche Verhalten, der dass die Funktion f ziemlich

kiinstlich ist. Bei einigermafien verniinftigen Funktionen passiert soetwas nicht:

Satz 2.2 (Stetig partiell differenzierbare Funktionen) Die Funktion f : U — IR sei partiell
differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™ und die partiellen Ableitungen Of/0x,,v = 1,..,n,
seien auf U stetig. Dann kann man f in jedem Punkt x € U linear approximieren,

fx+h) = f(x)+ (Vf(x)h) +p(h)

¢(h)
im —=+ =
h—0 || h ||
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, weil hier
Differenzierbarkeit = lineare Approximierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit iibereinstimmen.

Sei also n > 1. Wir spalten die Vektoren x = (x/,z,) € IR" auf in einen (n — 1)-dimensionalen
Vektor x' € IR" ! und die n-te Komponente z,,. Entsprechend haben wir

x+h=(x"+h' 2, + hy,).
Damit wird
¢(h) = f(x+h)—f(x) - (Vf(x)h)
= fxX'+hW, 2y +hy) — fF(X,20) — En: of (x) - hy,

v=1 Iz,
0
- <f(x’+h’,a:n+hn) — fx'+h,z,) - a—i(x).hn) +

+<f(X/—|—h”g;‘n)— x',xy) i@x )

In der ersten Klammer sind die ersten n — 1 Komponenten x’ +h’ des Vektors x + h fest, nur die n-te
Komponente dndert sich. Wegen der partiellen Differenzierbarkeit von f(x’,z,) beziiglich z, ist der
MWS der Differentialrechnung anwendbar und ergibt fiir diese Klammer

of

(2Lt 00~ L)) o

mit 0 < 6 = 60(h,,) < 1. Wegen |h,| <|| h || bleibt

| h M=
fiir h — 0 und aus der Stetigkeit der partiellen Ableitung nach x,, in x folgt

1 (of of ) _
heo | b | <8xn By X)) P = 0.

In der zweiten Klammer ist z,, fest, hier ist f nur eine Funktion der ersten n — 1 Verédnderlichen. Mit
der Induktionsannahme folgt hier

(x' + b, z, + 0hy,) —

. 1 RN _
&ILI%)HhH(f(X +h' x,) — f(X,z,) Z@my >_
IR .

lim A fF+ N 2y, = F(X ) >:0.
h-o [[h] |1 ] < " O

Die Formel in Satz 2.2 ist genau die analoge Formel zu der hnearen Approxnnation in einer Varia-
blen.

Definition 2.3 Fine Funktion f : U — R, U C IR" offen, heifst im Punkt x € U total differenzierbar,
wenn ste linear approximierbar ist, wenn also die Formel in Satz 2.2 gilt.
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Dieses Wort , total differenzierbar® hat sich eingebiirgert, wahrscheinlich vor allem deswegen, weil
es sprachlich so ein schoner Gegensatz zu ,,partiell differenzierbar® ist, aber wohl auch deswegen, weil
man aus der Eigenschaft ,total differenzierbar® schlielen kann, dass die Funktion f in jeder Richtung
- nicht nur in den beiden Koordinatenrichtungen - differenzierbar ist:

Satz 2.3 (Stetigkeit, Richtungsableitung) Ist f : U — IR, U C R" offen, in x € U total diffe-
renzierbar, so gilt:

a) f ist in x stetig.

b) Fiir jeden Richtungsvektor v # 0 ist die Funktion einer Variablen

g(t) = fx+t-v)

differenzierbar im Punkt t = 0 mit Ableitung

dg B " of B
|, ;:21 oz, (x) -v, = (Vf(x).v).

Beweis. a) Es ist

}llli%[f(x—kh) —&%Za - hy +hm o(h)
mit (h)

Daraus folgt
lim f(x +h) = (),

also die Stetigkeit von f in x.
b) Wir setzen ganz einfach h = ¢ - v in die Approximationsformel ein:

o) = F60+3 5109 1+l

v=1
= J60+ ( S (x) ) ot V).
Dabei ist
limM — lim pt-v) v=0]v]|=0
TR T ol TV

Also ist g(t) im Punkt ¢ = 0 differenzierbar, und fiir seine Ableitung gilt die angegebene Formel. []

Fassen wir zusammen: Es gelten die Implikationen

stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar =  partiell differenzierbar.
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Definition 2.4 Die Ableitung in Satz 2.3

= ) = (VW)

t=0 v=1 8:'1;‘1/

d
af(x—i—t-v)

heifit Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x in Richtung des Vektors v. Manchmal benutzt
man fir diese Richtungsableitung auch die Notation

O f(x).
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der Linearen Algebra sieht man
Ovf ) <IVFE) -V I
Insbesondere ist fiir jeden Einheitsvektor v, || v ||= 1,
O f(x) <[ Vi) I -

Und hier gilt die Gleichheit genau dann, wenn v in die Richtung des Gradienten V f(x) zeigt. Man
driickt dies auch so aus: Der Gradient V f(x) weist in die Richtung des stirksten Anstiegs der Funktion

1.

Satz 2.4 (MWS der Differentialrechnung) Die Funktion f sei stetig differenzierbar auf der of-
fenen Menge U C IR". Es seien a,b € U zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke

{a4+t-(b—a): 0<t<1}
ganz in U liegt. Dann gibt es ein 0, 0 < 0 < 1, so, dass
f(b) = f(a) = (Vf(x).(b—a))
mit einem Zwischenpunkt x =a+ 6 - (b — a).
Beweis. Nach Satz 2.3 ist die Funktion
g(t) = f(a+t-(b—a))

stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall, welches das Intervall [0, 1] enthélt. Thre Ableitung ist

(1) = Gt b =a) = Sfat () (b-a) -

= %f(a—l-t-(b—a)-i-u-(b—a)) u:o:(vf(a—i_t'(b_a))'(b_a))‘

Der MWS in einer Variablen t zeigt
F(b) = f(a) = (1) = g(0) = ¢'(0) mit 0 < 0 < 1.
Und das ist die Behauptung. L]
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Definition 2.5 (konvex) Die Menge M C IR"™ heifit konvex, wenn sie mit je zwei Punkten a,b € M
auch die ganze Strecke zwischen diesen Punkten enthdlt.

Beispiel 2.6 Die Funktion f(x) sei zweimal stetig differenzierbar mit f” > 0 auf dem offenen Intervall
I =|u,v[C IR. Dann ist die Menge oberhalb des Funktionsgraphen

M :={(z,y) eR*: u<z<v,y>f(z)}

konvez.
Beweis. Es seien a = (x1,y1) und b = (z2,y2) zwei Punkte aus M und

x(t) = (x(t),yt) = (@1 +t- (x2 — 1), y1 +t- (Y2 —y1)),0 <t < 1,

ein Punkt auf ihrer Verbindungsstrecke. Es ist zu zeigen y(t) > f(x(t)).
Falls 1 = x9 =: x ist, dann ist

und
yt) =y +t(y2 —y1) = L= t)y1 +ty > (1 = t) f(x) + tf(x) = f(2),
also x(t) € M.

Falls x1 # x5 ist, betrachten wir die zweimal stetig differenzierbare Funktion

g(t) =y@) — f(xt) = y1 +t(y2 — y1) — f(@1 + t(z2 — 21))

g(0) =y1 — f(z1) >0, g(1) =y2 — f(w2) >0

und
J'(t) = % (y2 —y1 — f'(x1 + t(xg — 21)) - (29 — 21)) = —f" (21 + t(x2 — 21)) - (T2 — 21)? < 0.

Wenn g(t) > 0 fiir alle t, dann gehiren die Punkte x(t) zu M. Andernfalls existiert eint, 0 <t < 1
mit g(t) < 0. Dann nimmt die Funktion g(t) im Inneren des Intervalls |0,1] ein Minimum an. Dort
wiirde aber gelten

g (t) =0 und ¢"(t) < 0.

Es kann sich nur um ein lokales Mazimum handeln, Widerspruch! L]

Satz 2.5 Die Menge U C IR™ sei offen und konvex. Die Funktion f : U — IR sei stetig partiell
differenzierbar mit

Vi) <L
fiir alle x € U. Dann ist f auf U Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

Beweis. Es seien x,y € U. Weil U konvex vorausgesetzt ist, gehtrt die ganze Verbindungsstrecke
zwischen x und y zu U. Nach dem MWS gibt es ein 6,0 < 6 < 1, mit

) = F&I=[(Vix+0y —x)y =x)[ <[ Vix+0y—x) |- |y —x[< Ly =x]|. O
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Aufgabe 2.1 Fiir welche (z,y) € IR? ist

f:R?> - R
(z,y) = |zl

partiell nach x differenzierbar?

Aufgabe 2.2 Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR durch

Flay) = { sin(x) - arctang (ln (W)) falls (x,y) # (0,0)
0 falls (z,y) = (0,0)

Zeigen Sie, dass f im Punkt (0,0) partiell nach z differenzierbar ist und bestimmen Sie dort diese
erste partielle Ableitung nach x.

Aufgabe 2.3 Bestimmen Sie die Tangentialebene im Punkt (1,—2,2) der Fliche im R3, die durch
die Gleichung
z = 33:2y + 23:y2

gegeben ist.

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : R? — IR mit
f(x,y) = 23 + 9> — 3z — 12y im Punkt (2/0/2).

Aufgabe 2.5 Sei f(z,y) = 1+ z* 4+ ay* mit a € R. Man diskutiere in Abhdingigkeit von a, ob f in
(0,0) ein lokales Extremum hat.

Aufgabe 2.6 Gegeben sei die Funktion f : R? — R, f(z,y) := 2% + 22y — 4z — 4y und das Quadrat
Q =10,2] x [0,2].

a) Man begriinde, dass es a,b € Q gibt mit f(a) =inf(f(I)) und f(b) = sup(f(I)).

b) Man zeige f(Q) = [-8,0].

Aufgabe 2.7 Gegeben sei die Funktion
f:R* = R? f(z,y) = sin(z) - cos(y).
Bestimmen Sie alle globalen Extrema von f auf dem Quadrat

{(,y) eER*: 0<z <7 0<y< 7}
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Aufgabe 2.8 Gegeben sei die Funktion
f:R* = R? flz,y):= e~ (@ +%) (z% — 2¢%).

a) Bestimmen Sie inf f(IR?) und sup f(IR?).
b) Untersuchen Sie f auf lokale Extrema.

Aufgabe 2.9 Zeigen Sie, dass die Funktion
fiRx]0,00[— R, f(z,y) =y",

kein lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 2.10 Es seien a = (a1,a2),b = (by,b2) und ¢ = (c1,c2) drei verschiedene Punkte der Ebene
IR2. Bestimmen Sie alle Punkte p € IR? mit der Eigenschaft, dass

Ip—al*+2[p=bl*+3]p—cl?

minimal 1st.

Aufgabe 2.11 Bestimmen Sie auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
{(z,y) e R?: 2* 4+ 4> <1}

alle lokalen und globalen Extrema der Funktion
a) f1(z,y) = 3x2 — 2xy + 3y°.
b) fa(,y) =" HV - (2 — 29)”.

¢) fa(x,y) = 2® = 3xy?.

Aufgabe 2.12 a) Bestimmen Sie drei positive reelle Zahlen, deren Summe gleich 1 und deren Produkt
mazximal 1st.

b) Bei der Post diirfen nur Pakete verschickt werden, bei denen die Summe aus Linge und Umfang
(Umfang = 2x Breite+2x Hdéhe) nicht grofer als d c¢m ist. Welches Maf fiir Linge, Breite und Héhe
muss man wdhlen, damit das Paket grifstmagliches Volumen hat und verschickt werden kann?

Aufgabe 2.13 Zeigen Sie die Konvexitit der Menge M in Beispiel 2.6 unter der schwdcheren Vor-
aussetzung f"(x) >0 fir alle u < x < v.

Aufgabe 2.14 Es sei A eine symmetrische n x n-Matriz und q(x) die quadratische Form x'- A - x.
Zeigen Sie
Vg(x)=2-A-x.
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2.2 Hohere partielle Ableitungen, Taylor-Formel

Wenn alle partiellen Ableitungen 0f/0z, einer Funktion f wieder stetig sind, dann nennt man die
Funktion stetig partiell differenzierbar. Und dann kénnen diese partiellen Ableitungen auch wieder
partiell differenzierbar sein. Die partiellen Ableitungen der partiellen Ableitungen heiflen dann zweite

partielle Ableitungen. Fiir
axu ox,

schreibt man etwas kiirzer

0% f
Oz, 0z,
Und fiir
0 af
oz, (8:5‘1,)
schreibt man
0% f
O—:L‘?,'
Manchmal kiirzt man noch weiter ab:
2 2
O 0,00f = fur 2L =321 = fo

02,0z, ox2

Eine Funktion f(z,y) kann also die folgenden vier zweiten partiellen Ableitungen haben:

v w0
0x2’  0xdy’ Oydx’  Oy?’

Die zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion f(z1,...,z,) kann man zu einer n x n-Matrix

o0 f 0% f 0% f
8—33% 81‘28.%1 8$n8$1
o0 f o f 0% f
Hf = 81‘18.%2 8—$% 8$n8$2
o0 f o0 f o0 f
0x10x, Ox20x, 8—:6%

anordnen. Diese Matrix heifit Hesse-Matrixz der Funktion f.
Auch diese zweiten partiellen Ableitungen kénnen wieder alle stetig sein. Dann heifit die Funktion
zweimal stetig differenzierbar.

Satz 2.6 (Symmetrie der zweiten Ableitungen) Die Funktion f sei zweimal stetig partiell dif-
ferenzierbar auf der offenen Menge U C IR™. Dann ist firl1 <i<j<n

0% f 0% f

8@89@ N 8$]81‘Z '
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Beweis. Wenn wir die unbeteiligten Koordinaten weglassen, kénnen wir uns auf den Fall n = 2
und z; = x1,x; = x2 beschrénken. Wir fixieren x € U und wéhlen € > 0 so klein, dass das Quadrat @
mit den Eckpunkten

X, X + €e1, X + ey, X + €(e1 + e3)

ganz in U enthalten ist. Diesem Quadrat ) ordnen wir die Zahl
Of = f(x) — f(x+eer1) = f(x+eer) + f(x+e(e1 + e2))
zu. Wir behaupten: In @ gibt es einen Punkt y mit

o f

Of =é- )
f ¢ 81‘18.%2 (y

Um diese Behauptung zu beweisen schreiben wir

Of = g(x2 +€) — g(w2) mit g(2) := f(z1 +¢€2) — f(21,2).

Nach dem eindimensionalen MWS gibt es ein yo €]zo, z2 + €[ mit

g(xa+€) = g(w2) = € g'(y2).
Mit h(z) := 0f/0x2(z,y2) erhalten wir

Of = g (y) = ¢ (C%f( o) — j—f<y>) — ¢ (h(z1 + ¢) — h(z1)).

Jetzt wenden wir den eindimensionalen MWS auf i an und erhalten ein y; €]z1, 21 + €] mit
h(x1 +€) — h(x1)) = e- b (y1).
Dies bedeutet
82
: m(yh Y2).

Vertauschen wir die Reihenfolge von z; und 2, so erhalten wir analog ein w in () mit

Of=e*-W(y)=¢€

0% f
Of = €.
f ¢ 8%‘2&1‘1 (W
Nach Division durch €2 finden wir
o f o f

029021 W= 0x10x2 Y

Jetzt lassen wir € gegen 0 gehen. Dabei zieht sich das Quadrat @ auf den Punkt x zusammen. Beide
Vektoren y und w konvergieren gegen x. Mit der Stetigkeit der zweiten Ableitungen folgt daraus

i S B
81‘28.%1 N 8%18%2 ' D

Satz 2.6 kann man so ausdriicken: Es kommt bei der Bildung der zweiten partiellen Ableitungen
nicht auf die Reihenfolge an, in der man nach den Verédnderlichen z; differenziert.
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Beispiel 2.7 Wir betrachten die Funktion

fla,y) = av.
Ihre ersten partiellen Ableitungen haben wir schon einmal ausgerechnet:

g: Lyl g
ar 7 ’ oy

=z¥ - In(x).

Daraus erhalten wir dann die folgenden zweiten partiellen Ableitungen

2 2
83:22 8%“83/ x
88y8fx =2ty 2¥ 7 in(2) a—‘]; =a¥ - In(z)>

Die beiden gemischten zweiten partiellen Ableitungen sind untereinander gleich, und zwar
=¥ (y-In(z) 4+ 1),

ganz, wie Satz 2.6 das behauptet.

Wenn die zweiten partiellen Ableitungen wieder partiell differenzierbar sind, kann man nochmal
partiell differenzieren, und erhilt so die dritten partiellen Ableitungen

o1y
81‘18.%281‘3

Weil hier die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, kann man nach Satz 2.6 die Reihenfolge der
Ableitungen nach xo und x3 vertauschen. Und falls die dritten partiellen Ableitunge wieder stetig sind,
kann man auch die Reihenfolge der Ableitungen nach x1 und x5 vertauschen. Durch Hintereinander-
Ausfithrung solcher Vertauschungen kann man alle Permutationen von drei partiellen Ableitungen
erhalten. Wir haben gesehen: Ist f dreimal stetig partiell differenzierbar, so kommt es bei der Bildung
der dritten partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge an. Durch Induktion nach der Anzahl der
partiellen Ableitungen zeigt man:

Satz 2.7 Die Funktion f sei k-mal stetig partiell differenzierbar. Dann kann man bei der Bildung der
k-ten partiellen Ableitungen die Reihenfolge, in der man nach den einzelnen Variablen differenziert,
vertauschen ohne das Ergebnis zu dndern.

Und wozu braucht man diese hdheren partiellen Ableitungen? Antwort: fiir die Taylor-Reihe der
Funktion f. Das kann ja lustig werden, bei so viel partiellen Ableitungen!
Die Taylor-Reihe in einer Verénderlichen

flx+h) :Zi'

berechnet (wenn alles glatt geht) den Funktionswert im ausgelenkten Punkt 24+h durch die Ableitungen
im Aufpunkt z. Bei einer Funktion von mehreren Verénderlichen ist der Aufpunkt x, der ausgelenkte
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Punkt x + h, und wir wollen f(x + h) berechnen. Dazu brauchen wir aber nicht die Funktion f in
Abhéngigkeit von allen n Verdnderlichen, sondern nur die Funktion f(x+t¢-h) der einen Verénderlichen
t. Die Taylorformel ist dann (wir setzen ¢ = 1)

m
1
f(x+h)= Z ;— f(x+t-h)

+ Ry,
t=0

mit dem Restglied

1 dm—l—l

R, =
T (m A+ 1)! dtm+1f

mit 0<0<1.
t=0

(x+1t-h)

Das ist nichts neues, genau die eindimensionale Formel. Das Problem besteht darin, die héheren
Ableitungen nach ¢ in den partiellen Ableitungen der Funktion f auszudriicken. Fiir u = 1 ist das die
Richtungsableitung

of
= hy.
t=0 Z axu ( )

d

Fiir m = 2 miissen wir die Funktion von ¢

n

—fx—l—t h) Z

)'hl/

nochmal nach ¢ ableiten. Das geht mit den Richtungsableitungen der ersten partiellen Ableitungen
Of 0z, und liefert

&’ f
(x+¢-h) Z (%) - By sy
dat? 0 et O:L‘VQ@a:Z,l v
Durch Iteration erhilt man die u-te Ableitung
df - orf
t-h = R
dtH Pt ) =0 Zl_l 0zy,...01,, (x) ! #
1/“,...,1/ -

Der Schreibaufwand ist betrédchtlich. Man kann ihn durch trickreiche Notation etwas vereinfachen,
s. Knauf p. 58. Ich mochte mich aber hier nicht damit befassen, sondern die Taylorfomel in der
hergeleiteten Form hinschreiben.

Satz 2.8 (Taylor-Formel) Die Funktion f(x1,...,2,) sei m~+ 1-mal stetig partiell differenzierbar in
einer Kugel um x € R"™ vom Radius r. Fir alle h € IR™ mit || h ||< r gilt dann

f(x+h):§:i| S by, + B

0zy,...01,,

mit einem Restglied

1 n am-{—lf
Bo= ot 2 Bn, ow

Vm+17~~~7’/1:1

(x+60-h)-hy -..ohy,,,, 0<0<1

Und dabei haben wir uns noch gar nicht um die iiblichen Komplikationen gekiimmert, ndmlich:
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e Die Taylor-Reihe braucht nicht zu konvergieren,
e und wenn sie konvergiert, dann braucht sie nicht gegen den Wert f(x + h) zu konvergieren.

Ob diese Taylor-Reihe gegen die Funktion konvergiert, hingt - wie bei Funktionen einer Variablen
auch - vom Restglied R,, ab. Das Restglied ist jetzt eine Funktion von n Variablen: R,,(h1, ..., hy).
Schauen wir uns die ersten Félle einmal an:

m = 1: Die Taylorformel wird

f(x+h)=f(x)+ Z aamf (x) - hy + R1(h)
v=1 v
mit an
1 n
Ri(h) = 3 V1§1 3y 0, (x+0-h)-hy hy,.

Fiir h — 0 gehen hier die zweiten Ableitungen gegen dieselben Ableitungen in x, wegen der Stetigkeit
dieser Ableitungen. Und wegen

hy, B, h1
= ha < ha
[hi | h]
ist Ry(h)
1
im =0.
h—0 | h |

Das ist die lineare Approximation der Funktion f durch die Tangentialebene an ihren Graphen.

m=—2: Wir bekommen

f(x+h)=f(x)+ (Vf(x).h) + % -h'- Hy(x) -h + Ry(h)

mit
Ry(h) _
im =
h—0 || h |2
In der Taylor-Entwicklung von f bis zur Ordnung m haben wir die Funktion m+1-mal stetig partiell
differenzierbar vorausgesetzt. Aber die m + 1-ten partiellen Ableitungen haben wir nur gebraucht, um
die Form des Restglieds R,, explizit anzugeben. Manchmal braucht man diese explizite Form nicht,

sondern nur

Satz 2.9 (Abschitzung fiir das Restglied) Fs seien die Voraussetzungen von Satz 2.8 erfiillt. Al-
lerdings braucht f jetzt nur m-mal stetig partiell differenzierbar zu sein. Auch dann gilt schon

im B (h) =

h—0 || h ||™

Beweis. Wir verwenden die Taylorformel bis zur Ordnung m — 1

f(x+h) = > %(x)-huu-...-hm + Rpm_1(h)

(%) Ty, - oo Ty + Rin(h)
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mit
1 - o f o f

m!
Vmy...,V1=1

Weil die partiellel Ableitungen bis zur Ordnung m stetig vorausgesetzt sind, geht fiir h — 0 der
Ausdruck in der Klammer gegen 0. Auflerdem bleibt
1 ha hm,

q(h) := hyc e hy = <
[ ] [h |

beschrankt. ]

Aufgabe 2.15 Es seien h : IR — IR und k : R — IR zweimal stetig differenzierbare Funktionen.
Die Funktion F : R? — R sei durch F(x,y) := h(x + k(y)) definiert. Berechnen Sie die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung von F.

Aufgabe 2.16 Warum gibt es keine partiell differenzierbare Funktion f : IR?> — IR mit

(V)(z,y) = (arctan(zy), e*sin y)
fiir jedes (x,y) € R??

Aufgabe 2.17 Mit Hilfe der Taylor-Formel (Entwicklung bei (z9,y0) = (1,0)) beweise man

1
—e¥Y>2—x+y
x

fir0<z<1undy > 0.

Aufgabe 2.18 Zeigen Sie, dass die Funktion

x?)y _ xy?)

. R2 ) = =
fiIR — R mit £(0,0) =0 und f(z,y) = —5——5-

fir (z,y) # (0,0)
im Punkt (0,0) zweimal partiell differenzierbar ist, und die Hesse-Matriz von f im Punkt (0,0) nicht

symmetrisch ist. Ist f zweimal stetig partiell differenzierbar?

Aufgabe 2.19 Gegeben sei die Funktion f :]0,00[x]0,00[— R mit f(z,y) = ay+ ¢+ ¢, a > 0.
Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Entwicklungspunkt (a,a).

Aufgabe 2.20 Bestimmen Sie mit Hilfe der Taylor-Formel alle zweimal stetig partiell differenzierba-
ren Funktionen f :IR?> — IR mit konstanten zweiten partiellen Ableitungen.
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Aufgabe 2.21 FEs seien F und G zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen von IR in IR,
und u: R?* — R sei durch u(t,x) = F(x +t) + G(x — t) definiert. Man beweise

Pu  D%u

H2 T 0a?

Aufgabe 2.22 FEs sei f :]0,00[x]0,00[— IR die durch f(z,y) = a¥ fir x > 0 und y > 0 gegebene
reellwertige Funktion. Man berechne das Taylor-Polynom 2. Ordnung von f im Entwicklungspunkt
(1,1).

Aufgabe 2.23 Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion
a) r(z,y) == va* +y* um (z,y) = (1,0)

b) f(w,y) = ZL um (,y) = (1,1)

bis einschliefilich der Summanden zweiter Ordnung.

2.3 Ableitung von Abbildungen

Jetzt verallgmeinern wir die Differentiation von Funktionen f(x1, ..., 2,,) mehrerer Verdnderlicher auf
Abbildungen. Wie in 1.1 schreiben wir eine Abbildung

Fl(.l‘l,...,xm)
Fg(xl,...,l’ )
F:U—-R" UCR™ F(x1,..,Tn) = ) "
Fr(x1, .oy im)

Die Differenzierbarkeit der Abbildung F' in einem Punkt x der offenen Menge U C IR™ definieren wir
durch lineare Approximierbarkeit. Allerdings wird die lineare Abbildung F”(x), mit der wir F' in der
Néhe von x approximieren, eine lineare Abbildung

R™ > h — F'(x)(h) € R".

Hier wollen wir die lineare Abbildung F”(x) mit ihrer darstellenden Matrix identifizieren, das ist also

eine n X m-Matrix, und schreiben
F'(x)(h) = F'(x) - h.

Definition 2.6 Fs sei U C R™ offen und x € U. Eine Abbildung F : U — IR"™ heifit (total) differen-
zierbar in x, wenn es eine n X m-Matriz A gibt, so, dass fir alle x +h € U gilt

F(x+h)=F(x)+A-h+d(h)



Die Matrix A soll natiirlich die Ableitung F”(x) sein. Aber bevor wir das definieren kénnen, miissen
wir uns iiberlegen, dass diese Matrix eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.10 FEs seien A, B zwei n X m-Matrizen so, dass die Bedingung aus Definition 2.6 fiir beide
Matrizen gilt. Dann ist A = B.

Beweis. Wir haben also jetzt
F(x+h)—F(x)=A-h+®h)=B-h+ ¥(h)

mit

1
lim —— - ®(h) = lim U(h) = 0.

b0 h]
Wenn wir die Bedingungen fiir A und B voneinander abziehen, finden wir

h
lim(A—B)-—— =0.
Al ) o]
WEeil U offen ist, gibt es eine abgeschlossenen Kugel vom Radius r > 0 um x, die ganz in U enthalten
ist. Fiir jeden Vektor h mit || h ||=r und alle 0 < ¢ <1 gilt also

rt-h t-h t-h
A—-B)-h=(A-B)- =r-(A-—B)- =7 -lim(A - B) - =0.
( ) ( ) == ) Ty lim ( ) o h]
Jeder Vektor 0 # x € IR™ schreibt sich
X:HXH-h mit h=—— . x und | h|=r.
r x|
Daraus folgt (A — B) -x = 0 fiir alle x € R™ und A — B = 0. (]

Definition 2.7 Die durch Satz 2.10 eindeutig bestimmte Matriz in Definition 2.6 heift die totale
Ableitung F'(x) der Abbildung F im Punkt x.

Diese Definition sieht imposant aus. Wir lassen etwas Luft raus:

Satz 2.11 a) Eine Abbildung F' ist total differenzierbar im Punkt x, wenn alle ihre Komponenten-
funktionen F1, ..., F, es sind.
b) Die Ableitung F'(x) ist dann die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix

oF, OF,
<8Fy( )) i a—xl(x) %(x)
Ot OF, OF,
o, (x) oz, (x)

Beweis. Wir schreiben
F(x+h) = F(x) + F'(x) -h + ®(x)
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als Spaltenvektor
Fi(x+h) Fi(x) F/(x)-h @ (h)
. _ : n : n .

Fn(x'—i— h) F,(x) F](x) - h) <I>n.(h)

Hier sind FY, ..., F, die Zeilen der Matrix F’ und @1, ..., ®,, die Komponentenfunktionen der Abbildung
®. Nach Satz 1.1 ist

_ ®(h)
lim — =0
h—0 | h |
dquivalent zu
. ®,(h)
lim =0
h—0 || h ||

fir v = 1,...,n. Deswegen ist die totale Differenzierbarkeit der Abbildung F' #dquivalent zur totalen
Differenzierbarkeit aller ihrer Komponentenfunktionen F,,. Und in den Zeilen der Matrix F’(x) stehen
genau die Gradienten VF, (x) dieser Komponentenfunktionen. []

Satz 2.12 (Korollar) Sind die Komponentenfunktionen F,, der Abbildung F stetig partiell differen-
zierbar in x, so ist die Abbildung F' dort total differenzierbar.

Ist F' stetig partiell differenzierbar, so ist F total differenzierbar, und die Eintréige 0F, /0x, der
Funktionalmatrix F’(x) sind stetig. Also ist die Abbildung x — F’(x) stetig. Und umgekehrt, ist
diese Matrix F’(x) stetig in x, so ist F' stetig partiell differenzierbar. Solche Abbildungen nennen wir
kiinftig stetig differenzierbar.

Als Beispiele berechnen wir die Funktionalmatrizen der Transformation in Polar- und Kugelkoor-
dinaten.

Beispiel 2.8 (Polarkoordinaten) Die Transformation in Polarkoordinaten ist

z \ [ r-cos(p)
y |\ r-sin(e) )’
Die Funktionalmatriz dieser Abbildung ist

Jx Oz
ar dp | _ ( cos(p) —r-sin(p) )

9 Oy |\ sin(p) 1 cos(p)
or 0Oy
Beispiel 2.9 (Kugelkoordinaten) Die Transformation in Kugelkoordinaten ist
x r - cos(p) - cos(0)
y | = | r-sin(p)-cos(f)
z r - sin(0)

mit der Funktionalmatrix

gr gﬁ 29 cos(p) - cos(@) —r-sin(p)-cos(0) —r-cos(p) - sin(0)
8_y P 8_39/ = | sin(p)-cos(@) 1r-cos(p)-cos(@) —r-sin(p)-sin(f)
0_2 O_f 0z sin(0) 0 t-cos(0)

ar Jp 00
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Beispiel 2.10 Fin ziemlich formales Beispiel ist die Ableitung der Abbildung id : R™ — IR"™. Sie hat
die Komponentenschreibweise
I

X —
Tn
Damit wird thre Funktionalmatriz

) ox

die Einheitsmatrix unabhdngig von x.

Beispiel 2.11 (Kurve) Fine stetig differenzierbare Kurve im IR™ ist eine stetig differenzierbare Ab-
bildung eines Intervalls Ja,b[C IR in den IR™. Sie schreibt sich

7(t)
7 Ha,b[— IR",  A(t) = :
Yn(t)

mit stetig differenzierbaren Funktionen 1, ...,vn. Ihre Ableitung ist jetzt die n x 1-Matriz, d.h., der
Vektor

%(t)

Dieser Vektor heifit der Geschwindigkeitsvektor der Kurve. Fir den Kreis vom Radius r haben wir

() =r- ( 2?28 ) mit A (t) =7 < _2228 )

und fir die Helix

r - cos(t) —r - sin(t)
y(t) = | r-sin(t) mit  (t) = 7 - cos(t)
c-t c

In 2.1 haben wir die aus der Differentialrechnung einer Verdnderlichen bekannten Formeln auf
Funktionen mehrerer Verénderlicher verallgemeinert, bis auf die Kettenregel. Das folgt jetzt.

Satz 2.13 (Kettenregel) Es seien U C R™ und V. C R" offen, F : U - V und G : V — IRP
Abbildungen. Sind F in x € U und G in F(x) € V differenzierbar, so ist auch die zusammengesetzte
Abbildung G o F : U — IR? differenzierbar in x mit der Ableitung

(GoF)(x) =G (F(x)) F'(x).
——— N——— N
pXm pXn nxm
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Der Mal-Punkt bedeutet hier die Matrizenmultiplikation. Es lohnt sich, wenn man sich davon
iiberzeugt, dass die vorkommenden Matrizen so dimensioniert sind, dass diese Multiplikation definiert
ist.

Beweis des Satzes. Wir setzen y := F(x). Dann ist

F(x+h)— F(x)=F'(x)-h+®h) mit }llirr%)%zo
und
, e
Gy+k) -Gy =Gy k+¥k) mit 1111% Tk =0
Weiter ist

(GoF)(x+h)—(GoF)(x) =G(y+ F(x+h) - F(x)) — G(y).

Hier setzen wir

k := F(x +h) — F(x) = F'(x) - h + ®(h)

und haben
(GoF)(x+h)—(GoF)(x) = G'(y) (F'(x)-h+ ®(h))+ ¥(k)

= G'(y) - F'(x) - h+G'(y) @(h) + ¥(k).

Hier ist ) B(h)
Jim mG/(Y) - ®(h) = G'(y)- Jim Y 0.

Es bleibt zu zeigen

im w =0

h—o | k|

oder #quivalent dazu: Zu jedem € > 0 gibt es ein Jy(€) > 0 mit
| () = B(F/(x) b+ ) <e | h| fir | b<bule).

Nun sei C :=|| F'(x) ||. Nach Beispiel 1.2 ist

| F/(x) -h||<C-|h| fiiralle heR™.
Und es gibt ein d¢(C) mit

| o) <O Ih| fir | < 8a(C).
Die beiden letzten Ungleichungen zusammen zeigen fiir || h ||< 05 (C)

|k =]l F'(x) b+ B(h) < 20 | b .

Wenn jetzt auch noch

I b< 5 g0
gewahlt wird, dann ist
| ke [|< dw(e)
und
[P(k)[[<e[kl<e-2C[[h].
Das reicht. L]
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Beispiel 2.12 In 2.1 berechneten wir die Richtungsableitung

d
Gt tv)| = (V)

mit der linearen Approximierbarkeit der Funktion F. Man kann dies aber auffassen als die Ableitung
der hinterereinander geschalteten Abbildungen

F:R—R", t—x+t-v mit F'(0)=v

und

f:IR" =R  mit Ableitung f'(y) = Vf(y).
Die Kettenregel liefert

(f o F)(0) = f'(F(0)) - F'(0) = Vf(x) v_.
Dieses Matrizenprodukt liefert dasselbe Ergebnis wie friiher.

Beispiel 2.13 Beispiel 2.12 ist ein Spezialfall folgender Situation: Es sei 7y :]a,b]— IR™ eine stetig
differenzierbare Kurve und f : U — IR eine stetig differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge
U C IR", welche das Bild der Kurve enthdlt. Dann ist mit der Kettenregel

L FO(0) = (VG0 (1).

Beispiel 2.14 Fs seien U C R™, V C IR" offen, F : U — V differenzierbar und bijektiv mit diffe-
renzierbarer Umkehrabbildung G = F~1 :V — U. Dann ist also

GoF =idy, FoG=1idy.
Mit der Kettenregel und Beispiel 2.10 sehen wir
G(FX) F'(x) =1, und F(G(y)) G'y) =1,
fir allex € U undy € V. Isty = F(x), so sehen wir: Die Funktionalmatrizen
F'(x) und G'(y)=(F)(y)
sind invers zueinander. Insbesondere folgt:

e die Dimensionen m = n sind gleich,

e fiir alle x € U ist die Funktionalmatriz F'(x) invertierbar.

Aufgabe 2.24 Differenzieren Sie fir x > 0 die Funktionen
x

2 und 2*°)

mit Hilfe der Kettenregel in zwei Variablen.

63



Aufgabe 2.25 (Eulersche Formel) FEine Funktion f : IR™ — IR heifit homogen vom Grad p, 0 <
p € IN, wenn fir alle x € R™ und t € IR gilt

Flt-x) =7 f(x).

Zeigen Sie fiir jede stetig partiell differenzierbare, vom Grad p homogene Funktion

xVfx) =p- fx).

Aufgabe 2.26 FEs sei f : IR? — IR eine stetig partiell differenzierbare Funktion. In etwas nachldssiger
Notation schreibt man oft

fryp) = [f(r-cos(p),r - sin(p)).

Es seien fr bzw. f, die partiellen Ableitungen von f nach x bzw. y und analog f, bzw. f, die partiellen
Ableitungen von f(r,¢) nach r bzw. ¢. Zeigen Sie:

fro= s+ fine) = (et ufy)
fo = r(=fasin(ep) N fycos(p)) = 1_yfa: +afy
feo = frcos(p) — ;f¢sin(g0) = T_Q(Tfrx - fgay)
fy = frsin(p) + %f¢cos(<p) = T—12(7”fry + fo).

Aufgabe 2.27 Es sei A € M(n x n,IR) eine reelle n x n-Matriz. Zeigen Sie: Die Abbildung
R — M(nxn,R), t~ e

ist differenzierbar mit Ableitung
A et

Aufgabe 2.28 Es sei f(x,y) eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion auf IR? und

f(?“, 90) = f(l‘(’l”, 90)7y(r7 90))

dieselbe Funktion in Polarkoordinaten. Zeigen Sie

ﬁ+ﬁ_12( a_f> 1
ox2  0y2  ror

"or r2 9p?’
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2.4 Umkehrung differenzierbarer Abbildungen, Implizite Funktionen

In Beispiel 2.14 sahen wir: Wenn eine differenzierbare Abbildung F'(x) eine differenzierbare Umkehr-
abbildung besitzt, dann ist die Funktionalmatrix F’(x) invertierbar. Diese Aussage kehren wir jetzt
um. Allerdings geht dies anders als in der Theorie einer Verdnderlichen nur lokal.

Satz 2.14 Es sei M C IR" offen, F : M — R" stetig differenzierbar und xo € M so, dass F'(xq)
invertierbar ist. Dann gibt es offene Kugeln U C M C IR™ um xo, V C IR" um yo := F(x¢) und eine
stetig differenzierbare Abbildung G :V — U mit F(G(y)) =y fir alley € V.

Beweis. a) Zuerst zeigen wir die lokale Existenz einer stetigen Umkehrabbildung G. Dazu verwenden
wir das vereinfachte Newton-Verfahren und den Banachschen Fixpunktsatz. Allerdings kénnen wir die
kontrahierende Abbildung nicht mehr F' nennen, weil dieser Buchstabe schon verbraucht ist. Nennen
wir sie C. Prézisieren wir zunéchst die Definitionsbereiche unserer Abbildungen.

1) Wir wéhlen einen Radius r > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kugel

U:={xeR":[[x—x¢ <7}

ganz in M enthalten ist, und aulerdem

1
I — F'(x0) ™" - F'(x) || < 3

fiir alle x € U. Weil fiir x = x¢ gilt 1,, = F'(x0)"! - F'(x), und F'(x) stetig ist, ist das moglich. Weil
auerdem die Determinante det(F”(x)) stetig ist mit det(F’(xg)) # 0, konnen wir auerdem r noch so
klein wihlen, dass F’(x) invertierbar ist fiir alle x € U.

2) Jetzt setzen wir
r 1

2 [ F(xo) "

S =

und
Vi={y e R":[|y —yo [I< s}.

Nach Satz 1.16 ist der metrische Raum
COUV,U) :={G:V — U : G stetig}
vollstandig. Wir definieren die Abbildung C': G — C(G) durch
C(G)(y) = G(y) — F'(x0) " - (F(G(y)) - y)-

Als erstes zeigen wir, dass C' : C°(V,U) — C9V,IR") kontrahierend ist. Dazu seien G1,Gs €
CY(V,U). Fiir alle y € V haben wir

C(G1)(y) — C(G2)(y) = Gi(y) — Ga(y) — F'(x0) ™" - (F(G1(y))) — F(Ga(y))-

Weil G1(y) und Ga(y) € U C M liegen, gibt es nach dem MWS (Satz 2.4) ein £ € U mit

F(Gi(y)) = F(Ga(y)) = F'(§) - (G1(y) — Ga(y)).

65



Mit unserer Wahl von r sehen wir fiir alle y € V

I C(G)E) ~CG)y) | = || (Tn— F'(x0) ™" - F'(€)) - (G1(y) — Ga(y)) |l
I 1 = F'(x0) ™" - F'(€) || - || G1(y) = Ga(y) |l

Gy -G I

IN

IN

Daraus folgt
1
I1C(G1) = C(G2) lvs 5 | G1 = Gz v -

Unsere Abbildung C' ist kontrahierend mit Lipschitz-Konstante 1/2.

Wir miissen noch zeigen, dass C' eine Abbildung C°(V,U) — C°(V,U) definiert. Sei also G €
CY(V,U), d.h. G : V — U ist stetig mit || G(y) —xo ||< 7 fiir alle y € V. Fiir die folgende Abschiitzung
fassen wir xq auf als eine konstante Abbildung in C°(V,U). Dann folgt fiir alle y € V

I C(G)(y) — =0 [I<] C(G)(y) = Cx0) || + [ C(x0) =% || -

Mit der Kontraktionseigenschaft konnen wir den ersten Faktor abschéitzen

1 C(G)(y) = Cxo) [I< % I G(y) =0 [|<

N3

Und im zweiten Summanden haben wir
C(x0) — %o = %0 — F'(x0) " (F(x0) —y) — %0 = F'(x0) " - (yo — ¥)-

Daraus folgt
_ r
I Cx0) = xo [I<I| F'(x0) " || -5 = 5
Insgesamt haben wir

also gehort C(G) wieder zu CO(V,U).

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert uns eine stetige Abbildung G : V' — U mit F(G(y)) =y fir
alley e V.

Wir miissen noch zeigen: GG ist im Inneren von V differenzierbar. Dazu fixieren wir hier einen festen
Punkt y; (den konnen wir jetzt nicht mehr yo nennen) und lassen y € V' gegen y; gehen. Wir setzen

x1 = G(y1),x = G(y) € U und haben nach dem MWS
y—y1=F(§ (x—xi)

mit einem Zwischenpunkt ¢ € U auf der Strecke zwischen x und x;. Diese Gleichung schreiben wir
um in

Gly)-Gy1) = x—x1

= F'O " (y-y)
= Flx) - (y—y)+(F @O = F(x)™) (y-—vy)
= Fl(x1)'(y—y1) + ¥(y)



Weil F stetig differenzierbar ist, sind alle Matrix-Eintriige in F’(x) stetig und damit auch alle Eintrige
in der Matrix F’(x)~!. Fiir y — y geht, wegen der Stetigkeit von G, auch x — x; und damit £ — x;.
Aus der erwiihnten Stetigkeit folgt

li F'(&)™ = Fl(x)) ' |=0.
S | F'(&) (x1)7 |l

Damit wird ) . ) .
YOI E© = F'ix)” -y =yl _

lim < 0.
y=yily =yl Iy =yl
Wir haben gezeigt: G ist differenzierbar in y; mit Funktionalmatrix F'(x;)~!. L]

Satz 2.15 (Zusatz) Ist F k-mal stetig differenzierbar, dann ist es auch G = F~1.

Beweis. Es ist
Gy) = F(G)™

Wenn F stetig differenzierbar ist, dann sind die Matrix-Eintriige von F’ und (F’)~! stetig in x, und
weil G stetig ist, sind auch die Matrix-Eintrige von G’ stetig in y. Durch Induktion nach k zeigt man,
dass G genauso oft stetig differenzierbar ist wie F'. L]

Damit haben wir die Umkehrabbildung G = F~! bis auf einen kleinen Schonheitsfehler: Es ist
zwar F(G(y)) =y fir alle y € V, aber G(F(x)) braucht nicht fiir alle x € U definiert zu sein, weil
F(x) nicht in V' zu liegen braucht. Das reparieren wir jetzt:

Satz 2.16 (Umkehrsatz) Es sei M C IR" offen, F' : M — IR" stetig differenzierbar und xo € M
mit det(F'(x0)) # 0. Dann gibt es offene Mengen

UCM mitxgeU, V CR" mityy:=F(xq9)€eV

und eine steig differenzierbare Abbildung G :V — U so, dass F : U — V und G : V — U Umkehrab-
bildungen voneinander sind.

Beweis. Die abgeschlossenen Kugeln U, V' aus Satz 2.14 bezeichnen wir jetzt mit Uy und Vj. Es sei
V C Vo C IR" die offene Kugel um yy vom gleichen Radius s wie V. Dann ist

U=FYV)={xeM: F(x)€V}
offen in IR™ nach Satz 1.11 b). Mit diesen offenen Mengen U und V gilt die Behauptung. L]

FEin Spezialfall des Umkehrsatzes ist ein lineares Gleichungssystem
A-x=b

mit invertierbarer n x n-Koeffizientenmatrix A. Zu jedem b € IR™ hat dieses System die eindeutig
bestimmte Losung x = A~!-b. Die Abbildung Fx — A -x hat die Umkehrabbildung G : b +— A~!.b.
Hier ist allerdings, im Unterschied zu Satz 2.16 die Umkehrabbildung global definiert.

Wesentlich allgemeiner sind Gleichungssysteme mit einer Koeffizientenmatrix A die nicht quadra-
tisch ist. Betrachten wir etwa eine p x (n + p)-Matrix A. Das System 16st man, indem man A auf eine
Zeilenstufenform bringt. In der Vorlesung Lineare Algebra versuche ich immer die Stufen moglichst
weit links zu erzeugen. Aber das ist Vereinbarungssache. Wenn A den maximalen Rang = p hat, kann
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man die Stufen innerhalb einer jeden p x p-Teilmatrix von A erzeugen, die Rang p hat. Normieren wir
die Situation folgendermaflen:

Es sei A = (A1, Az) mit einer p x n-Matrix A; und einer invertierbaren p x p-Matrix As. Den
Vektor der Unbekannten schreiben wir

(x,y) mit xeIR", yelRP.
Das Gleichungssystem wird
A1 -x+Ay-y=b, bzw. As-y=b-—A4; x.

Dieses System wird gelost durch
y=43"(b— A1 x),

wo wir x € IR™ beliebig wiihlen konnen. Diese Tatsache kénnen wir auch so formulieren:
Gegeben sei die Abbildung

F:R"? - R, (x,y)— A;-x+A42-y—b

F
Ay = (8 ) .
Yy Hv=1,...,p

G:R"—-RP, xr—y=A"(b— A x),

mit invertierbare Matrix

Dann gibt es eine Abbildung

so, dass die Losungen des Systems genau die Vektoren (x,G(x)), x € R" sind. Mit der Abbildung G
haben wir das Gleichungssystem nach y aufgeltst. Der folgende Satz verallgemeinert diese Tatsache auf
nicht-lineare Gleichungssysteme. Dabei ist es aber wesentlich, dass die Auflésung nur lokal funktioniert.

Satz 2.17 (Implizite Funktionen) Es sei M C IR"'? offen und F : M — IRP stetig differenzierbar.
Die Vektoren in R™P schreiben wie als (x,y) mit x € R" und y € IRP. Gegeben sei ein Punkt
(Xo,yo) € M mit

1) F(Xo,yo) =0,

2) die p x p-Matriz (OF;/0y;(X0,¥0)); j—1 .., habe mazimalen Rang = p.

Dann gibt es eine offenen Menge U C M, die (xo,y0) enthdlt, eine offenen Menge V- C IR", die x¢
enthdlt, eine stetig differenzierbare Abbildung G : V. — IR so, dass gilt:

(x,y) €U mit F(x,y) =0 & xe€V undy =G(x).

Schon fiir n = p = 1 ist dieser Satz nicht trivial. Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir erst ein
Beispiel (so ziemlich das einfachste und illustrativste) mit n = p = 1 diskutieren.

Beispiel 2.15 Wir betrachten die Funktion
f:]R2_>]]~:{7 f(.T,y):JZ'Q—FyQ—l
Diese Funktion ist stetig differenzierbar und thre Nullstellenmenge

{(z,y) e R*: f(x,y) =0}
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ist der Finheitskreis. Die partielle Ableitung

of
oy Y

ist # 0 fiir y # 0. Fizieren wir einen Punkt (xo,yo) auf dem Einheitskreis mit yo > 0. Dort kann man
die Gleichung f(z,y) = 0 lokal nach y auflosen vermdage

y=V1-—22

In der Notation von Satz 2.17 bedeutet dies:
Die offenen Menge V' C IR ist das Intervall | — 1,1[C R.
Die offenen Menge U C IR? ist

{(z,y) e R*: z € V,y > 0}.
Die Abbildung G : V — R ist die Funktion g(z) = V1 — 22.
Im voranstehenden Beispiel ist die Gleichung
flay) =2’ +y*~1=0

lokal nach y aufgelést worden durch die Funktion g(z) = v/1 — 22. In der Situation des Satzes wird
das Gleichungssystem F'(x) = 0, d.h.

Fi(x,y)=0,...,F,(x,y) =0
durch die Abbildung y = G(x), d.h., durch die Funktionen
Y1 = Gl(X), s Yp = Gp(x)

lokal nach yi,...,y, aufgelost. Man sagt: Die Funktionen G(x),...,Gp(x) sind implizit durch das
Gleichungssystem F(x,y) = 0 definiert.
Beweis des Satzes. Wir definieren eine Abbildung ® : U — IR"*? durch

20oy) = ( Fixy) )

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar mit der Funktionalmatrix

1, O
o =| OF OF |.
ox Oy
Nach Vorausssetzung 2) hat hier die rechte untere p x p-Matrix in (xg,yo) den maximalen Rang p.

Dann hat die ganze Funktionalmatrix ®'(xg,yo) im Punkt (xg,yo) den Rang n. Der Umkehrsatz ist
anwendbar. Es gibt also offenen Mengen U C IR™*? mit (xg,yo) € U, sowie V/ C IR"*? mit

®(x0,y0) = (%0, F(x0,y0)) € V'

und eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung ¥ : V! — U fiir @ : U — V.
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Dass ¥ die Abbildung ® umkehrt, bedeutet explizit

1 Uy (x, F(x,y))
a;‘n _ U, (x, l;”(x, y))
(7 U1 (x, F(x,y))
" Wy F(x,)

Das bedeutet
\Ijl(va(Xa Y)) =1, \PH(X>F(X7y)) = Tn

und
‘Iln+1(xu F(X, Y)) =Y, \IJTH’;D(Xﬂ F(X, Y)) = yp'

Unter ® wird die Nullstellenmenge
{(x,y) eU: Fi(x,y) =... = F)(x,y) =0}

bijektiv auf die Menge
V=V 'n{(x,0) € R"**"}
abgebildet. Wir fassen V auf als offene Menge im IR™ C IR™"? der ersten n Koordinaten.
Die Abbildung G : V' — U definieren wir durch
G1 (X) \Ijn—l—l(xv O)
G(x) = : = :

Gp(x) Un4p(x,0)
Diese Abbildung ist stetig differenzierbar, weil ® dies ist, und sie bildet V' bijektiv auf die Menge
{(x,y) €eU: F(x,y) =0)} ab. (]

N

Beispiel 2.16 (Cartesisches Blatt) In der Zeichnung oben habe ich mal die Kurve mit der Glei-

chung
234y -y =0

geplottet. Wieder ist p =n =1 und wir haben die Funktion

flay) =2 +y° —ay.
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Um Satz 2.17 anzuwenden berechnen wir

Falls (zg,yo) ein Punkt der Kurve ist, wo diese Ableitung nicht verschwindet, kénnen wir die Gleichung
lokal nach y auflésen und als Graphen einer Funktion y = y(x) darstellen. Nur, wo liegen die Punkte,

wo das nicht geht, also wo
B4y —ay=0 und x=3y°

gilt? Wir setzen x = 3y? in die Gleichung der Kurve ein und erhalten
27y% + ¢ — 33 =3  (27y° —2) = 0.

Dies fiihrt auf zwei verbotene Werte fiir y, ndmlich

1) y =0 und auch x = 0. Das ist der Nullpunkt, wo die Kurve sich selbst iiberkreutzt. Es ist ziemlich
klar, dass man sie hier nicht als Graphen einer Funktion darstellen kann.

2) y= % V2 und x = %\3/4_1 Dies muss der Punkt im rechten oberen Quadranten sein, wo die Kurve

eine senkrechte Tangente hat.

Man kann die Parametrisierung y = G(x) der Nullstellenmenge
(oY) Fixy) =0}
noch etwas weiter anlysieren. Es ist ja
F(x,G(x)) =0.

Dann ist auch die Ableitung dieser geschachtelten Abbildung von x identisch = 0. Um das Resul-
tat etwas iibersichtlicher zu gestalten spalten wir F’ auf in die beiden Matrizen aus den partiellen
Ableitungen nach x und denen nach y:

OF OF
2
pPXn PXp
Dann folgt fiir (x,y) = (x,G(x)) mit der Kettenregel

oF oF

a—x(x,y) + — - G'(x).

0= dy

Weil die Matrix 0F/0y invertierbar ist, konnen wir diese Gleichung umschreiben:
OF\~' (OF
Gx)=—(=— l=.
&) (ay) (ax>
Wir haben bewiesen:
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Satz 2.18 Die Ableitung der durch die Gleichung F(x,y) = 0 implizit definierten Abbildungy = y(x)

15t
8}1 ox '

Der Sinn dieser Aussage bsteht darin, dass man die Ableitung der implizit definierten Abbildung
y(x) ausrechnen kann, ohne diese Abbildung wirklich anzugeben.
Schauen wir uns Beispiele an, wieder im einfachsten Fall p =n = 1.

Beispiel 2.17 Betrachten wir f(x,y) = 2% — y?> — 1 = 0 mit der Parametrisierung
y(z) = V1 —a?

in der offenen Menge |x| < 1,y > 0. Die Ableitung der Parametrisierungs-Funktion ist

, x
) =
y(z) =
Und die Formel aus Satz 2.18 liefert
1 T
/
Y@=~ fo= 2.

Seitzt man hier y = /1 — x2 ein, so erhilt man das eben schon hergeleitete Ergebnis.

Beispiel 2.18 Fiir f(z,y) = 23 + 3% — 2y = 0 haben wir die Auflésung y(z) nicht angegeben. Das
geht im Prinzip mit der Formel fiir Polynomgleichungen vom Grad 3, fihrt aber zu weit vom Thema
ab, und ist aufserdem hollisch kompliziert. Aber mit

f:v:3x2_y, fy:3y2—x

wird die Formel aus Satz 2.18 )
1 3z° —y

Y(@) =7 fo=-
fy

Insbesondere finden wir y'(z) = 0 genau fiir 3z% = y. Das ist der Punkt im ersten Quadranten, wo die
Kurve eine waagrechte Tangente hat. Wir kénnen auch noch die zweite Ableitung von y(x) ausrechnen.
Mit der Quotientenregel erhalten wir

V(@) =~y - (160 —1)(307 =) = Gy’ = )62 ).

Das sieht schrecklich aus. Aber wenn wir

3y2 —a’

Yy =322 —y=0
einsetzen, schrumpft der Ausdruck zusammen auf

, 6z

T

Weil x > 0 ist, haben wir y"(x) < 0. Damit haben wir verifiziert, dass die implizit definierte Funktion
y(z) im Punkt

(r,9) = 5(V2, V)

ein lokales Maximum hat, und das, ohne die Funktion y(x) dberhaupt zu kennen.
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Definition 2.8 (Niveaulinien) Es sei U C R? und f : U — IR gegeben. Fiir ¢ € IR heifien die
Teilmengen

{(z,y) €U f(z,y) =c}

Niveaulinien der Funktion f.

Wenn U offen und f stetig differenzierbar ist, dann kénnen wir den Satz {iber implizite Funktionen
iiberall dort anwenden, wo der Gradient V f # 0 ist. Dort ist entweder 0f /0y # 0, und wir kénnen
die Gleichung f(x,y) = c lokal nach y auflosen. Lokal ist die Niveaulinie der Graph einer Funktion
y = y(x). Oder es ist df /0x # 0, dann kénnen wir die Gleichung lokal nach z auflésen. Die Niveaulinie
ist lokal der Graph einer Funktion z = z(y).

Beispiel 2.19 Es sei, wie schon so oft, f(x,y) = 2% + y? mit
Vf=(2x2y) =(0,0) nur firc=y=0.

Wenn ¢ > 0 ist, liegt der Nullpunkt nicht auf der Niveaulinie, dem Kreis vom Radius \/c. Und wir

kénnen auflésen, entweder mit y = /¢ — 22 oder mit x = \/c — y2.

Und wenn f(z,y) = 23 + y> — zy ist, dann haben wir
Vf=3z>—y,3y°—2).
Wir kénnen lokal auflosen, falls nicht
322 =y und 3y’ ==

gilt. Um diese vebotenen Punkte zu berechnen, substituieren wir y = 3z2 in die zweite Gleichung und
erhalten
3-32%) —zx=x-(272° —1)=0.

Dies fiihrt auf die beiden Punkte
1) =y =0 und c = 0. Dies ist der Punkt, wo die Niveaulinie fiir c =0 sich selbst iiberkreutzt.
2) x =y =1/3 und ¢ = —1/27. Was ist hier los? Auch dies ist ein kritischer Punkt der Funktion
f. Wir berechnen die Hesse-Matriz

H = < Eai g; ) mit der Determinante d = 36xy — 1.

Im kritischen Punkt ist d = 3 > 0. Weil hier auch x > 0 ist, hat die Funktion f da ein
lokales Minimum. Es gibt eine Kreisscheibe um den kritischen Punkt, in der alle Funktionswerte
flx,y) > —1/27 sind. Die Niveaulinie ist hier keine Linie, sondern besteht nur aus einem
isolierten Punkt.

Eine Auflosung y = y(z) oder x = x(y) definiert eine lokale Parametrisierung

v: xw— (z,y(x)) oder yw— (z(y),y)

der Niveaulinie. Die Niveaulinie ist also eine parametrisierte Kurve mit Geschwindigkeitsvektor
v'= (Ly'(x)) baw. (a'(y),1) #(0,0).
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Die vom Geschwindigkeitsvektor aufgespannte Gerade heifit die Tangente an die Kurve im Punkt
(x,y). Man kann sich diese Tangente im Punkt (z,y) angeheftet vorstellen, als affinen Unterraum des
IR? oder abstrakt als linearen Unterraum des 7' C IR2. Thr orthogonale Komplement heifit die Normale
an die Kurve im Punkt (z,y). Wegen f(v) = const ist nach der Kettenregel

Vi(z,y) Ly,

Der Gradient von f spannt die Normale auf.
Wir miissen diese Situation auch in héheren Dimensionen analysieren.

Definition 2.9 (Untermannigfaltigkeit) FEs sei M C IR" offen und F : M — TRP stetig differen-
zierbar. Weiter habe die Funktionalmatriz F'(x) den (mazimalen) Rang p fiir alle x € M. (Es ist also
automatisch p < n.) Dann heifit die Menge

X ={xeM: F(x)=0}
eine n — p-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

Auf Untermannigfaltigkeiten werden wir im dritten Semester zuriickkommen, weil wir dann iiber
solche Untermannigfaltigkeiten integrieren werden. Hier wollen wir nur folgendes festhalten:

Zu jedem Punkt x € X gibt es eine lokale Auflsung des Gleichungssystems F'(x) = 0 fiir X. D.h.,
unter den Koordinaten z1, ..., , gibt es p, nennen wir sie t = (1, ..., t,) mit

oF,
Rang <?> (XO) =D,
I

und eine stetig differenzierbare Abbildung t — x(t) so, dass lokal bei xq gilt: F'(x) = 0 ist dquivalent
zu x = xX(t). Ist to der Parameterpunkt fiir xg, so zeigt Satz 2.18, dass die Funktionalmatrix

ox,
( o, ) (to)

Definition 2.10 FEs sei 1 < m < p. Wir variieren t,,, halten tz fest fiir p # m und betrachten die
Kurve

den Rang p hat.

Vi ¢ b = XA oo by s bty 1 s ).

Diese Kurve heifit Parameterkurve auf X. Die Tangentialvektoren ~/, (t3,) an die p Parameterkurven
Ym 0 Xg sind linear unabhdngig. Der von ihnen aufgespannte Untervektorraum

Tx(xo) = R (1)) + ... + R-7,(t)
heifst der Tangentialraum an die Untermannigfaltigkeit im Punkt x. Sein orthogonales Komplement
Nx(x0) = Tx(x0)* € R"

heifit der Normalraum im Punkt xg € X.
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Nach Definition sind Tx und Nx Untervektorrdume des R™. Stellt man sich diese Unterrdume im
Punkt x¢ angeheftet vor, so erhilt man die affinen Unterrdume xg + Tx (x9) und x¢ + Nx(x¢) des
IR™. Der Tangentialraum hat die Dimension n — p der Untermannigfaltigkeit, der Normalraum hat als
Dimension die Codimension dazu, ndmlich p.

Beispiel 2.20 (Sphire) Bei der Transformation in Kugelkoordinaten halten wir den Radius r fest,
etwa r = 1. Dann erhalten wir die Abbildung

cos(ip) - cos(0)
(p,0) — | sin(e) - cos(0)
sin(0)
Damit haben wir eine Parametrisierung der Einheitssphdre
{xeR3:||x|=1} c R>
Sie wird implizit beschrieben durch die Gleichung
fx)=0 mit flz,y,2)=a>+y*+2°—1.

Die Funktionalmatriz der Parametrisierungsabbildung ist

—sin(p) - cos(f) —cos(y) - sin(9)
ox Ox , .
(%, %) = cos(go)(') cos(0) —smigiz(-ét;mw)

Fiir —5 < 0 < 5 hat diese Funktionalmatriz den Rang 2. Auf der Erdkugel nennt man die Parame-
terkurven zu ¢ die Breitenkreise und die Parameterkurven zu 6 die Ldingenkreise. Die beiden Spalten
der eben berechneten Funktionalmatriz spannen den Tangentialraum an die Einheitssphdre auf. Der
Normalraum wird aufgespannt vom Ortsvektor x = %V f-

Aufgabe 2.29 Die Abbildung F : IR*> — IR? sei definiert durch

2—y? v(z,y) = 2zy.

u(z,y) =z
Wo ist F' lokal umkehrbar? Bestimmen Sie eine lokale Umkehrung

F7l 2z =2x(u,v), y=yu,v)

bei (u,v) = (1,0) derart, dass F~1(1,0) = (1,0).

Aufgabe 2.30 Wo ist
eV —(z+y)?=0

lokal nach y auflosbar? Berechnen Sie dort die Ableitung der Auflosung y(x).
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Aufgabe 2.31 Fir z,y € R sei F(x,y) :=e” - (cos(y), sin(y)).
a) Berechnen Sie die Jacobi-Matriz F'(x,vy) und begrimden Sie, weshalb F auf IR? total differenzierbar
15t.
b) Es sei
A={(z,y) €R*: F um (x,y) lokal umkehrbar}.

Zeigen Sie:
77
A={(wy) eR*: y¢ 5 +Zn}.

¢) Bestimmen Sie die Ableitung der lokalen Inversen von F um (0,0) im Punkt F(0,0).

Aufgabe 2.32 Es sei
F:R - R, (z,y) —~ ((z+y)° ( —y)).
a) Beweisen Sie, dass F injektiv ist.
b) Welche Punkte besitzen eine Umgebung U so, dass die Umkehrabbildung (F|U)~! ezistiert und
differenzierbar ist?

2.5 Lokale Extrema

Hier wollen wir zunéchst das hinreichende Kriterium fiir lokale Extrema differenzierbarer Funktionen
von mehreren Variablen beweisen. Wir miissen dabei immer annehmen, dass wir einen inneren Punkt
des Definitionsbereiches der Funktion f haben. Also ist die Voraussetzung vorlaufig:

U C IR" ist offen, f: U — IR ist zweimal stetig partiell differenzierbar.

Wir kénnen dann auch gleich annehmen, dass U = K eine offene Kugel um den Punkt x ist, in dem
wir die Extremumseigenschaft fiir f nachweisen wollen.

Natiirlich muss in diesem Punkt das notwendige Kriterium fiir lokale Extrema (Satz 2.1) erfiillt
sein: Alle ersten partiellen Ableitungen miissen dort verschwinden,

Vf(x)=0.

Information tiber die Funktionswerte von f beziehen wir aus der Taylor-Formel (Satz 2.9) fiir m = 2 um
den Entwicklungspunkt (x). Wenn die ersten partiellen Ableitungen = 0 sind, sieht die folgendermafien
aus:

f(x+h)=f(x)+ %ht -Hy(x)-h+ Ry(h)
mit
Ry(h)

h—o [ b
Der homogene Anteil zweiter Ordnung ist das, was man in der linearen Algebra eine quadratische
Form nennt. Und es wird darauf ankommen, ob dieser Anteil fiir alle h # 0 grofler als 0 oder kleiner
als 0 ist. Und genau das untersucht man in der Linearen Algebra. Dort hat man sogar eine eigenen
Definition.
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Definition 2.11 Fine reelle symmetrische nxn-Matriz H heifit positiv definit, wenn fir alle Vektoren
h e R" h # 0 gilt

h-H -h!>0.
Sie heifft negativ definit, wenn dieser Ausdruck immer < 0 ist, und sie heifst indefinit, wenn es
Vektoren h gibt, fir die das Resultat > 0 ist, und andere, fiir die es < 0 ist.

Satz 2.19 a) Die n x n-Matriz H ist genau dann positiv definit, wenn es ein m > 0 gibt so, dass fir
alle Einheitsvektoren hy € IR™ (mit || hy ||= 1) gilt

b) Die n x n-Matriz H ist genau dann negativ definit, wenn es ein m < 0 gibt so, dass fir alle
Einheitsvektoren hy € R" gilt

¢) Die n x n-Matriz H ist genau dann indefinit, wenn es Einheitsvektoren hy und h_ gibt mit
hy-H-h), >0, h_-H-h' <0.
Beweis. a) Sei H positiv definit vorausgesetzt. Dann ist fiir alle Einheitsvektoren h; € IR"
h; - H-h} >0,

denn Einheitsvektoren sind # 0. Nun ist die Funktion

h—h-H- -ht = Z H, hyhy
=1

auf IR™ ein Polynom und damit stetig. Weiter ist die Einheitssphére
{hy e R" ;|| hy ||=1}

beschriankt und abgeschlossen, also kompakt. Nach dem Satz vom Maximum gibt es einen Einheits-
vektor, in dem sie ihr Minimum m annimmt. Auch dieses Minimum m ist > 0. Mit diesem Minimum
m gilt somit

fiir alle Einheitsvektoren hy.
Sei nun umgekehrt diese Ungleichung vorausgesetzt. Jeden Vektor h € IR™, h # 0, kann man

schreiben .

[

h =|| h || -h; mit dem Einheitsvektor h; :=

Damit wird
h-H-h'=|h|?h-H -hi>|h]|?m>0.

b) Im negativ definiten Fall verliuft der Beweis genau so, man muss nur das >-Zeichen ersetzen
durch <.
c) ist offensichtlich. (]
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Satz 2.20 (Lokale Extrema, hinreichende Bedingung) Die Funktion f : U — TR sei zweimal
stetig partiell differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™. In einem Punkt x € U gelte

Vf(x)=0.
Ist die Hesse-Matrix Hy von f im Punkt x definit, so liegt ein lokales Extremum vor, und zwar ein

Maximum <& Hj negativ definit
Minimum < Hj positiv definit.

Ist die Hesse-Matrix indefinit, so liegt kein lokales Extremum vor.

Beweis. Wir benutzen die Taylor-Formel fiir m = 2

Ra(h)

= 0.
o [l |2

Flx4h)= f(x) 45 -hH B 4 Ro(h)  mit

a) Sei H = Hjy positiv definit und m > 0 wie in Satz 2.19 a) gewahlt. Dann gilt also
h-H-ht>m | h|?.
Andererseits gibt es ein 7 > 0 mit

[ Ra(h)|
b2

m m

—, dh h)| < —- || h|?
< dh R <7 m]
fiir || h ||< 7. Fiir diese h ist dann

) [ *>0

1 ‘ m m
— . . . > (— —
5 h-H - -h"+ Ry(h) (2 1

und
f(x+h)> f(x)

fiir h # 0. In x hat die Funktion f ein lokales Minimum.

b) Ist H negativ definit, so sieht man mit Satz 2.19 b) ganz analog, dass x ein lokales Maximum
fiir f ist.

c¢) Sei nun H indefinit. Nach Satz 2.19 c¢) gibt es ein m > 0 und Einheitsvektoren A, h_ mit

h+-H-hﬂ_2m, h_ -H-h' <-m.

Wie im Beweis von a) findet man ein 74 > 0 so, dass fiir 0 < [t| < r gilt

~(thy) - H - (th".) + Ro(thy) > 0.

Ebenso gibt es ein r— > 0 mit

- (thy) - H - (th") + Ra(thy) <0
fiir 0 < |t| < r—. In jeder Kugel mit einem Radius

r < min{ry,r_}
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gibt es deswegen Punkte
X+t-hy mit f(x+t-hy) > f(x)

und Punkte
x+t-h_ mit f(x+t-h_) < f(x).

In x hat die Funktion f weder ein lokales Maximum, noch ein lokales Minimum. L]
Natiirlich bleibt jetzt noch das Problem, einer symmetrischen Matrix H anzusehen, ob sie posi-
tiv definit, negativ definit oder indefinit ist. (Dummerweise gibt es leider auch noch symmetrische
Matrizen, die nichts von alledem sind, wo unsere wundervolle Theorie nicht greift.)
Einer Diagonalmatrix D sieht man sehr leicht an, ob sie eine dieser drei Eigenschaften besitzt: Sie
ist
positiv definit < alle Diagonal-Eintrége sind > 0
negativ definit < alle Diagonal-Eintrédge sind < 0
indefinit & es gibt Diagonal-Eintrdge > 0 und < 0.

Nicht jede symmetrische Matrix H ist eine Diagonalmatrix. Aber in der Linaren Algebra beweist
man auch den Satz von der Hauptachsen-Transformation: Jede symmetrische Matrix H lésst sich mit
einer orthogonalen Matrix 7T in eine Diagonalmatrix D = T H-T transformieren. Die Diagonaleintrige
von D sind dabei die Eigenwerte von H. Daraus folgt: Die symmetrische Matrix H ist

positiv definit < alle ihre Eigenwerte sind > 0
negativ definit < alle ihre Eigenwerte sind < 0
indefinit & sie hat Eigenwerte > 0 und < 0.

Das ist sehr schon, vor allem, wenn man die Eigenwerte kennt. Bei 2 x 2-Matrizen kann man die
immer ziemlich leicht ausrechnen. Bei grofieren Matrizen ist es i.A. schwierig. Dafiir gibt es dann das
Hurwitz-Kriterium. Da muss man alle linken oberen Unterdeterminanten (Haupt-Minoren) der Matrix
ausrechnen. Sind alle diese Haupt-Minoren > 0, so ist die Matrix positiv definit. In der linearen Algebra
beweist man:

Satz 2.21 (Hurwitz-Kriterium) Gegeben sei die symmetrische n x n-Matriz

h11 hln

) )

hni o hon
Ihre n Hauptminoren sind die linken oberen Unterdeterminanten

h11 hlk

dy, := det : : , k=1,..,n.
hk,l h‘k,k

Die Matriz H ist positiv definit genau dann, wenn

he, >0 fir kE=1,..n.
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Natiirlich kann man dieses Kriterium auch fiir negativ-definite Matrizen formulieren: Es ist ja H
negativ definit, genau dann, wenn die Matrix —H positiv definit ist. Und die Haupt-Minoren der
Matrix —H sind die Determinanten

(=1)%dy,.
Damit erhalten wir
Satz 2.22 Die symmetrische Matrix H ist negativ definit, wenn fiir ihre Hauptminoren dy, gilt
(-D*d, >0, k=1,..,n,

d.h.
hi1 <0, hg >0, hg <0,...

Im Fall n = 2 kann man sogar noch ein einfaches Kriterium fiir Indefinitheit formulieren.

Satz 2.23 Die symmetrische 2 x 2-Matrix
a b

positiv definit <  a >0 undd >0,
negativ definit < a <0 undd >0,
indefinit & d < 0.

mit der Determinante d = ac — b? ist

Beweis. Wir brauchen uns nur um die Indefinitheit kiimmern. Dann gibt es zwei Eigenwerte A1, Ao
mit d = A1 - A2. Und genau dann, wenn d < 0 ist, haben diese verschiedene Vorzeichen. qed

Beispiel 2.21 FEs seien fir die Funktion
[R =R, f(z,y)=a"+y" -

alle lokalen Extrema gesuchit.
Wir differenzieren

fo = 20—¢e".y
fy = 2y—e"-x
und sicherheitshalber nochmal
f$$ = 2_€xy'y2
Joy = —eoaxy—e™ = —e™.(vy+1)
foy = 2—e€". 22

Die notwendigen Bedingungen f, = f, = 0 schreiben wir als homogenes lineares Gleichungssystem
2y 1 (0
2y w - )\ 0
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mit dem nicht-trivialen Losungsvektor (1,—e™¥). Wegen der nicht-trivialen Lésung muss die Determi-

nante der Koeffizientenmatriz
20y \ _ 5 2 2 _
det<2y x>—2x 2y =0

sein. Wir finden also
T = +y.

Leider sind wir noch nicht fertig. Wenn x =y ist miissen wir fiir =y # 0 die Bedingung
2-eW=0, 2-¢" =0, z*=1In(2)

auswerten und finden

x=y=1/In(2)
Natiirlich ist auch noch
r=y=0
eine Maglichkeit. Wenn x = —y # 0 sein sollte, dann haben wir
2+e" =0

auszuwerten. Aber wegen €™ > 0 gibt es da keine Lisung. Es gibt also nur die beiden folgenden

stationdren Punkte
(l‘, y) = (\/ ln(2)v \/ IH(Q)), (l‘, y) = (07 0)'

Jetzt miissen wir die Hesse-Matrix
H = fmc fxy
f Ty f Yy

untersuchen. Mit den oben ausgerechneten zweiten Ableitungen finden wir

(z,y) H det(H)

(0,0) 2 1 3

-1 2
2(1 — In(2)) 4((1 —In(2))? — (1 +1n(2))?)

—2(In(2) + 1)
(V/In(2), /In(2)) ( —2(in(2) +1)  2(1 —in(2)) ) = —16in(2)?

Im ersten Fall ist die Determinante positiv und das Hurwitz-Kriterium zeigt: H ist positiv definit, der
kritische Punkt ist ein lokales Minimum. Im zweiten Fall ist die Determinante negativ und das Hurwitz-
Kriterium zeigt: H ist indefinit. Der kritische Punkt ist ein Sattelpunkt, weder lokales Mazimum, noch
lokales Minimum.

Es gibt noch einen wichtigen Problemkreis in Zusammenhang mit der Ermittlung lokaler Extrema,
der in der Theorie einer Verdnderlichen nicht auftaucht, némlich das Problem, lokale Extrema einer
Funktion f unter Nebenbedingungen zu finden. Bevor ich das Problem prézise und allgemein formuliere,
erst ein einfaches Beispiel.
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Beispiel 2.22 FEs sind die globalen Extrema der Funktion

flay) =2y

auf dem Einheitskreis {(z,y) : 2% +y* < 1} gesucht. Weil die Funktion stetig und der Einheitskreis
kompakt ist, muss die Funktion diese Extrema irgenwo annehmen. Wenn sie das im Inneren des
FEinheitskreises tut, ist Satz 2.1 anwendbar und liefert

fr =22y =0, fy:x2:0.

Das sind die Punkte auf der y-Achse, wo x = 0 ist. Weil hier f(xz,y) = 0 ist, und weil f im Einheits-
kreis sowohl echt positive, als auch echt negative Werte annimmt, kann hier kein globales Extremum
liegen. Die FExtrema miissen auf dem Kreisrand liegen. Da gibt es mehrere Mdglichkeiten, weiter zu
kommen.

Wir konnen den Kreisrand parametrisieren durch

x = cos(t), y = sin(t).

Dann wird
F(@,y) = F(t) = cos(1) - sin().

In einem lokalen Extremum muss
f'(t) = —2cos(t) - sin®(t) + cos®(t) = cos(t) - (cos*(t) — 2sin*(t)) = 0
sein. Falls hier cos(t) = 0 ist, sind wir in einem der Punkte auf der y-Achse. Sonst bleibt noch
cos(t)?(t) — 2sin?(t) = 0.

Weil auf dem Kreisrand gilt cos?(t) = 1 — sin?(t) fihrt dies auf

S

3sin*(t) =1, y=sin(t)=+—=, z=+"=.

8-
B

Der Funktionswert ist hier 5

3v3
Fiir positives Vorzeichen haben wir das Mazimum, fiir negatives Vorzeichen das Minimum.
Wir konnen den Kreisrand auch lokal parametrisieren durch

:L‘2y::|:

x=1/1—-9y2 fir |yl <L

Dann wird

flay)=0-v*)-y=y—y°

In einem lokalen Extremum ist
(y—9") =1-3y*=0.
Dies fiihrt auf die gleichen Punkte, wie eben.
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Bei beiden, eben durchgerechneten Verfahren, muss man die Funktion kennen, mit der die Kreislinie
parametrisiert wird. Bei komplizierteren Nebenbedingungen versagt es meist. In diesen Situationen ist
folgendes Verfahren anwendbar: Wir nehmen irgend eine Parametrisiereung

der Kreislinie mit Geschwindigkeitsvektor

(@'(t),y'(t)) # (0,0).

In einem lokalen Extremum verschwindet
d
@f(x(t)ﬁg(t)) = fa- x/(t) + fy- y/(t).
Das hilft noch nicht weiter. Aber auf der Kreislinie ist ja z(t)? +y(t)? = 1 und

2. (a(t) - 2'(t) + y(t) - Y (1)) = 0.

In einem lokalen Extremum auf dem Kreisrand miissen die beiden Bedingungen

fo-2'(t)  +  fy-y'(t) = 0
z(t)-2'(t) + y@)-y'(t) = 0

erfiillt sein. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit dem Lésungsvektor (x'(t),y'(t)) #
(0,0). Dann muss die Determinante der Koeffizientenmatrix

fory—fy-x=2ay*—2* =2 (2> - 2?)

verschwinden. Das fiihrt auf genau dieselben Werte wie vorher. Der entscheidende Unterschied ist,
dass wir die parametrisierenden Funktionen xz(t) und y(t) dberhaupt nicht zu kennen brauchen.

Nach diesem Beispiel mochte ich das Kriterium fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen ganz
allgemein formulieren.

Satz 2.24 (Extrema unter Nebenbedingungen) FEs sei M C IR"™ offen und f : M — TR stetig
differenzierbar. Weiter sei die Abbildung F' : M — IRP stetig differenzierbar. Es sei xqg € M ein Punkt,
i dem der Rang der Funktionalmatriz

OF, )
X
(amu ( 0) p=1,...,p,v=1,...,n

mazximal = p ist. Nimmt [ in xg € M ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen

Fi(x) = Fi(xq), ..., Fp(x) = Fp(x0)
an, dann gibt es Skalare Ai,...\, € R ( Lagrange-Multiplikatoren) so, dass gilt

Vf(Xo) =\ VEH (Xo) + ...+ /\pVFp(XO).
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Beweis. Weil die Funktionalmatrix von F' im Punkt xy maximalen Rang hat, kénnen wir nach Satz
2.17 die Menge
X={xeM: F(x)=F(x)}

lokal durch n — p Parameter t = (¢1,...,t,—p) € IR""? parametrisieren. Ist to der Parameterpunkt zu
Xp, so spannen die n — p Tangentialvektoren

ox
—(t =1,...n—
875#( 0)? m yeey =P

den Tangentialraum Ty, (X ) auf. Der Normalraum Ny, (X) wir aufgespannt von den p Gradientenvek-
toren VF,(xg), v =1, ..., p. Die Behauptung ist dquivalent dazu, dass V f(xg) zu diesem Normalraum
gehort.

Nun hat die Funktion t — f(x(t)) bei t = to ein lokales Extremum. Nach Satz 2.1 verschwinden
fiir u =1,...,n — p die partiellen Ableitungen

Of (x(t)) ~ of Oz,
———(to) = (x0) - (to).
ot,, ‘= Oz, ot,
Das heifit P
X
(vf(XO)'a—tu(tO)) =0.
Also steht V f(xp) senkrecht auf dem Tangentialraum und gehort zum Normalraum Ny, (X). L]

Beispiel 2.23 Es sei S eine symmetrische n x n-Matriz und q die quadratische Form q(x) = xt-S-x.
Ihr Gradient ist (Aufgabe 2.14) Vq(x) = 2S - x. Wir betrachten q auf der Finheitssphdre, d.h., unter
der Nebenbedingung

fx)=a22+. . . +22-1=0.

Der Gradient von f ist
Vilx)=2x#0 fir |[x]|=1

Nun ist die Finheitssphdre kompakt und die Funktion q nimmt in einem Punkt xo auf der Finheits-
sphdre ihr Mazimum an. Aus Satz 2.24 mit p =1 folgt

Vq(x0) = AV f(x0), bzw. S-x9=M\-xp.

Wir haben bewiesen: Die symmetrische Matriz S hat einen reellen Eigenvektor xg.

Aufgabe 2.33 Sei
1 1

Man bestimme alle lokalen Extrema von f.

Aufgabe 2.34 Bestimmen Sie das absolute Minimum und Maximum von

fxy) =20y —w +y
auf M = [-2,2] x [-2,2].
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Aufgabe 2.35 Man bestimme Minimum und Maximum von
fla,y) = e (227 4 3y7)

auf
M = {(z,y) € R* | 2* +y* < 4}.

Aufgabe 2.36 Gegeben sei die Funktion
f:R?2 = R, (z,y) — 222 + 2% — day — 2t — ¢,

a) Untersuchen Sie f auf relative Mazima und Minima.
b) Bestimmen Sie die Tangentialebene an die Fliche

G={(z,y,2) € R®| 2z = f(x,y)} im Punkt P(1,1,-2).

Aufgabe 2.37 Gegeben sei die Funktion f :]0,00[x]0,00[— IR, mit
flz,y) :xy—l—g—i-g, a > 0.
roy

Untersuchen Sie f auf relative Maxima und Minima.

Aufgabe 2.38 Fir f : R? — R, definiert durch f(x,y) = y?> + cosx, bestimme man die lokalen
Extremstellen in R? und die absoluten Extremstellen in

M:={(z,y) e R*: 0<a<m/2, —-1<y<1}

Aufgabe 2.39 Gegeben sei die Funktion f: IR?* — R mit f(x,y) = 2> +y> — 3z — 12y. Untersuchen
Sie f auf relative Extrema; geben Sie gegebenenfalls die Art der Extrema an.

Aufgabe 2.40 Gegeben sei die Funktion
flz,y) = e~y (% 4+ y* +zy + 3).

Man bestimme Infimum und Supremum der Bildmenge f(IR?).

Aufgabe 2.41 Fir f : R? — R, f(z,y) = 223 — xy? + 522 + y? bestimme man die relativen (=
lokalen) Extrema.
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Aufgabe 2.42 Gegeben sei die Funktion f : IR?> — IR durch
flayy) = (® +2y° = 1) - (2" +y° — 1).

a) Skizzieren Sie die Menge {(x,y) € R? : f(x,y) = 0} und markieren Sie die Bereiche, wo f(x,y)
positiv, bzw. negativ ist.

b) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrixz von f.

¢) Bestimmen Sie alle lokalen Ezxtrema.

2.6 Die Differentialoperatoren grad, rot, div und A

Wir haben die partiellen Ableitungen einer stetig partiell differenzierbaren Funktion f(z1,...,z,) zum
Gradientenfeld

gradf(x) = V1) = (5209, 7))

oxy 777 Oxy,

zusammengefasst. Es ist hdufig wichtig zu entscheiden, ob ein gegebenes Vektorfeld
Ax) = (A1(x1, ey n)y oy A (21, ooy )
ein Gradientenfeld ist oder nicht:
A =grad(f) 77

Gradientenfelder tragen mehr oder weniger schone Namen (z.B. konservativ), ebenso wie die Funk-
tionen f deren Gradienten sie sind (—f heifit Potential des Feldes A.) Ist A stetig differenzierbar,
so folgt aus der Symmetrie der zweiten Ableitungen (Satz 2.6) das folgende, wirklich enorm wichtige,
Kriterium

Satz 2.25 (Notwendiges Kriterium fiir Gradientenfelder) Das Vektorfeld A sei stetig diffe-
renzierbar. Ist A = grad(f) ein Gradientenfeld, so gilt

A A, L
?} g g (Symmetriebedingung)
x, T,
fir alle p,v =1,..,n.
Beweis. In der Tat:
04, o*f 0f 0A,

or, O0x,0z, N dx,,0x, - oz,

Beispiel 2.24 Die Funktion f = 2> + 4> auf IR? hat den Gradienten

grad(f) = (2x,2y).
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Natiirlich ist deswegen die Symmetriebedingung

o) o)
oy oz
erfillt. Die ist auch fir das Feld
A= (y,x)
erfullt (f = zy), aber z.B. nicht fir
A= (y,—x).

Dieses Feld kann also kein Potential besitzen.

In die Symmetriebedingung hat man p, v = 1,..,n unabhéngig voneinander einzusetzen. Natiirlich
braucht man g = v nicht auszuprobieren, und wenn die Symmetriebedingung fiir p # v erfiillt ist,
dann gilt sie auch nach Vertauschen von p und v. Sie stellt also

1
§(n2—n):§n-(n—1)

skalare Bedingungen dar. I.A. ist diese Anzahl viel gréfler als n, aber in unserem 3-dimensionalen
Anschauungsraum ist diese Anzahl genau gleich der Dimension:

13 2=3
5 =3.

So banal das ist, so ist es doch eine der Grundtatsachen des Lebens. Man kann also die drei Gleichungen

0A3 0Ay 0A; 0As; 0Ay 04

8%2 N 8%3’ 8%3 N 8%1’ 8%1 N 81‘2

zu einer Vektorgleichung zusammenfassen:

04 04\ (0
0x9 0xs O0xy Aq
0A1 0As 0
HA)= | 28 _ %% | _ | & 4, | =o.
o ( ) 8%3 8%1 8%2 X 2
04 _ 04y 9 As
8%1 8%2 8%3

Jedem Vektorfeld A im dreidimensionalen Raum ordnet man so ein neues Vektorfeld zu, seine Rotation
rot(A). Und die Symmetriebedingung im Dreidimensionalen schreibt sich

rot(grad(f)) = 0.

Natiirlich hat das Rotationsfeld etwas mit “Drehung® zu tun. Dazu betrachten wir als Beispiel das
Geschwindigkeitsfeld bei Drehung um eine Achse mit Winkelgeschwindigkeit w:

W2 T3 — W3+ T2
A(zy,x9,23) =wxx=| wg- -1 —wi-z3 |,
W1 T2 — W21
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Oy W9+ T3 — W3+ T2 2w
0
rot(A) = F X| wy3-x1—wi-2z3 | = 2wy | =2 w.
2
8 W1 T2 — Wy T 2(4}3
8%‘3

Bis jetzt haben wir nur die notwendige Bedingung dafiir, dass A(x) ein Gradientenfeld ist, nimlich
die Symmetriebedingung, analysiert. Aber lokal, d.h., auf einer offenen Vollkugel im IR" ist diese
Bedingung auch hinreichend.

Satz 2.26 Das Vektorfeld A(x) sei stetig differenzierbar auf der offfenen Kugel
U={xeR":||x|<r},

oder allgemeiner, auf einer offenen konvexen Menge U C IR™. Dann gibt es eine differenzierbare
Funktion f: U — IR mit
A = gradf.

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir eine Technik, die ich bis jetzt noch nicht behandelt
habe: die Differentiation unter dem Integral.

Satz 2.27 Die Funktion f(x1,...,xy) sei stetig auf dem Quader
Q={xelR":a <z <by,...,ap <z, <b,} CR"
Dann ist fiir
x = (29,.,2,) €EQ ={x € R : ay <29 < by, ...,an <y < by} CIR"

die Funktion )
1

F(zo,...,xy) = flx1, o, ..., xp)dxy
a

definiert.

a) (Stetige Abhingigkeit des Integrals von einem Parameter). Aus der Stetigkeit von f folgt die Ste-
tigkeit von F.

b) (Differentiation unter dem Integral) Ist f auf der Menge

{XGIR”Z a1 < a1 < biyas < a9 < boynyay < xpy < bn}

stetig partiell differenzierbar nach xo, ..., . Dann ist auch die Funktion F(z2,...,zy) partiell differen-
zierbar nach xs, ...,x, mit der (nach a) stetigen) partiellen Ableitung

oF b 9f
8a:y(x2""’xn)_ 5 8acu(x)da:l.
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Beweis a). Wir zeigen die € — d-Stetigkeit von F(x’) in einem festen Punkt x{,. Dazu erinnern wir
uns an Satz 1.12: Die Funktion f ist gleichméBig stetig auf Q). Zu € > 0 gibt es also ein d(€) > 0 mit

Xy €, [x-yl<dle) = [fx)-f¥)l<e

Falls || x" — x{, ||< 0(¢), dann folgt daraus fiir alle z1,a1 < 21 < by

‘f(ajlux/) - f(l‘luxé))‘ <e€

und

by

by
[z, x)dw, — f(z1,x5)dxq
1 al

a

[ ) st

1

IN

b1
[ @) = farlde|

1

b1
< / edxq
a

= (bl —(11) - €.

Hatten wir hier d(e/(by —a1)) an Stelle von §(€) genommen, dann wire |F(x") — F(x{))| < € herausge-
kommen.
b) Es geniigt den Fall n = 2 und die stetige Differenzierbarkeit nach x5 zu betrachten. Dazu fixieren
wir ein zo und ein r > 0 mit
o < x9— 1T < X9+ 71 < by

Auf der kompakten Menge
[a1,b1] X [z — r 29 + 7]

ist 0f /0x stetig und nach Satz 1.12 sogar gleichméBig stetig. Zu jedem e > 0 gibt es also ein d(e) < r
derart, dass gilt

0 0
a; <y < by, |2 — 29| <) = ‘&—ai(xl,x') - —f(xl,;rg)

< €.
8%‘2

Wir wenden den MWS der Differentialrechnung an auf die in zs stetig differenzierbare Funktion f
und finden fiir alle a; < x; < by, sowie x4 # xo mit |z, — z2| < I(€)

f(xhl‘ji : iil‘l,ﬂh) — aa—;;(xl,xg) = ’88—52(1:1,1‘2 + 0(xh — z2)) — g—ai(xl,a:g) <.
Daraus folgt
‘w - /: g—;(xl,xg)dxl < /az“ f(xl,x:%g:iiwl»x?) _ g_gi(xl,xg)dxl <e (b —a).
Das bedeutet
lim M = " ﬁ(:vl,mg)dacl.
2l — g xh — x9 ay Oxg
xh # x9 L]
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Jetzt zum Beweis von Satz 2.26. Um Schreibaufwand zu sparen nehmen wir 0.B.d.A. an, der
Nullpunkt 0 gehére zu U. Weil U konvex vorausgesetzt ist, gehort dann mit jedem festen Punkt
x € U auch die ganze Strecke

{t-x:0<t<1}

zu U. Wenn f auf U stetig partiell differenzierbar ist, folgt fiir 0 < ¢t < 1 mit der Formel fiir die
Richtungsableitung

d
S x) = (V- %).%).

Wenn auerdem noch f(0) = 0 gilt, dann ist

1 1
f(x):/o %f(t.x)dt:/o (VF(t - x).x)dt.

Wir suchen eine Funktion f : U — IR mit Vf = A. Wir kénnen f durch f — f(0) ersetzen und
f(0) = 0 annehmen. Wenn f existiert, muss es durch die Formel

1 n 1
F(x) ::/0 (A(t-x).x)dt:;/o Ay(t-x) - dt

gegeben sein. Umgekehrt definiert diese Formel eine Funktion f auf U, weil die A, stetig sind. Zu
zeigen ist, dass die so definierte Funktion f partiell differenzierbar ist mit

of
ox,

(x) =A,(x) fir v=1,..,n.

Es geniigt, diesen Nachweis fiir v = 1 zu fiihren.
Weil U offen ist, gibt es ein 7 > 0 so, dass der ganze Wiirfel

Q:={x'eR":|z] — x| <r,...,|z), — x| <71}
noch zu U gehort. Die Funktion f(t-x) ist stetig auf dem n + 1-dimensionalen Quader
{t,x) e R"™ : 0<t<1,x€Q}.
Nach Satz 2.27 b) sind die Funktionen
/O At x)dt

auf dieser Menge stetig differenzierbar beziiglich x4, ..., z,, mit

L oA,
0o Oz,

8 1
a—%/o A (t-x)dt = (t - x)dt.

Damit folgt

e = S [ 2 at%)
500 = 3 [ g Auleox) i

1 " r1OA
= Ay (t-x)dt + / “(t-x) - tw,dt
| Ase-x) S [ Gerte) i

90



1 noor19A
= / Aq(t-x)dt + Z 04 ) -tz dt Symmetrie-Bedingung)
v=1 0 8
14 M
= t- t- dt
[ Aiex)
= t- A0,
= Al(X). ]
Ein Vektorfeld A auf dem IR™ hat eine n x n Funktionalmatrix
04,
ox,

Deren Spur

div(A Z 83:

heifit Divergenz des Vektorfeldes. Im Unterschied zur Rotatlon ist die Divergenz
e ein Skalar, kein Vektor,
e in allen Dimensionen n sinnvoll zu definieren.

Beispiel 2.25 Die Divergenz des Ortsvektorfeldes A(x) = x ist

83:1,

div(x Z e =

Und wenn man ein Vektorfeld A(x) mit einer skalaren Funktion f(x) multipliziert, bekommt man

div(f - A) z”: ) 8f = (grad(f),A) + f - div(A).

Man kann die Divergenz eines Rotationsfeldes bilden (nicht die Rotation einer Divergenz, da letz-
tere ein Skalar ist):
. 0 ,0A3 04, 0 ,0A; 0A3 0 0A2 04
d tA) = —(—-——)+—(——-——")+—(———
ZU(TO ( )) 8%1 ( 81‘2 8%3 ) + 81‘2 ( 81‘3 81‘1 ) + 8%3 ( 8%1 8%2 )
0% Ay n 0% Ay n 0% As _ 0% Ay _ 02 A _ 0% A3
8%28%3 8%381‘1 81‘181‘2 81‘38.%2 81‘18.%3 8%281‘1
= 0,

wieder wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen! Wir haben also die Formel

div(rot(A))=0

bewiesen. Ahnlich wie rot(grad(f)) = 0 kann man die Formel div(rot(A)) = 0 auch als notwendige
Bedingung dafiir auffassen, dass ein Vektorfeld B ein Rotationsfeld ist: Gibt es ein Feld A mit B =
rot(A), so ist notwendigerweise div(B) = 0.
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Es gibt noch eine Moglichkeit, zwei der drei Differentialoperatoren grad, rot und div sinnvoll zu
kombinieren: den Laplace-Operator angewandt auf eine Funktion f

n 2
A(P) = div(grad(f) = Y. 94
v=1 v

Dies ist wieder in jeder beliebigen Dimension n moglich, liefert aber von der Dimension abhéngige
Ergebnisse. Betrachten wir etwa die Funktion

Flon, ) =l % = (2 a2,

v=1

Dann ist

grad(| x ) = 77— %

grad(| x|™) = m | x|

-grad(]| x [|)

= m|x["7*x,

m - div(|| x [|"% x)

= m-[(grad(|| x "), %)+ || x |7 div(x)]
= m-[(m=2) | x| (x,x) +n | x|
= m-(n+m—2) || x|

= 0

& m=2-—n.

A(f)

Funktionen f mit A(f) = 0 heilen harmonisch. Wir haben ausgerechnet: Auf IR” (ohne Nullpunkt)
ist
P2 ) x |20

harmonisch. Fiir n = 1 ist dies die kaum erwidhnenswerte Tatsache, dass die zweite Ableitung der
Funktion |x| verschwindet (x # 0). Fiir n = 2 die noch uninteressantere, entsprechende Aussage fiir
die konstanten Funktionen. Aber fiir n = 3 etwa ist 1/r harmonisch.

Allerdings ist die Dimension 2 dadurch nicht sehr benachteiligt: Fiir die Funktion f(x,y) = In(2?+

y?) ist
0 2z 0 2y
A = — | — _ =2
(/) Ox <m2+y2) +8y <x2+y2>
4 4 49

2242 (22+y2)2 (22 +42)?
= 0,

also ist In(r) = 1ln(z? + y?) in Dimension 2 harmonisch.
Die Produktregel der Differentiation fithrt nach dem Schema
grad(f-g) =g-grad(f)+ f - grad(g)
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oder
div(f - A) = (grad(f),A) + f - div(A)

in Verbindung mit den drei Operationen grad, rot und div zu reichhaltigem Formelmaterial. Um die
Merkbarkeit dieser Regeln zu erhthen kann man dem Operator Nabla

9
oz
9
y

9
0z

eine Art von vektoriellem Charakter zuerkennen. Einerseits ist er ein Vektorfeld auf dem IR?, ande-
rerseits auch ein Differentialoperator. Mit etwas Fingerspitzengefiihl wird

e grad(f) das Produkt V f (von rechts) dieses Operators mit der Funktion f,
o rot(A) das Kreuzprodukt V x A,
e div(A) das Skalarprodukt (V, A).

Die bekannten Eigenschaften des Skalar- und Kreuzproduktes aus der linearen Algebra erleichtern
Herleitung und Erinnerung an die erwdhnten Formeln.

Aufgabe 2.43 Bestimmen Sie Divergenz und Rotation der Vektorfelder

Yy z
A=]| 2|, B=]| =
Zz Yy

Aufgabe 2.44 Bestimmen Sie rot(a) und rot(rot(a)) fir das Vektorfeld

yz°
A = 22

l‘yQ

Aufgabe 2.45 Zeigen Sie fir differenzierbare Funktionen f,g und Vektorfelder A, B auf dem IR?

1) grad(f-g) = g-grad(f)+ f - grad(g)

2) dio(f - A) — (grad(f).A) + f - div(A)

3) A(f-g) — g AG) + 2grad(f).grad(g)) + f - Alg)
4) rot(f-A) = grad(f) x A+ f-rot(A)

5) rot(/ - grad(g)) — grad(f) x grad{g)

6) div(A x B) = (B.rot(A)) — (A.rot(B))

7) div(grad(f) x grad(g)) = 0
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Aufgabe 2.46 FEs seien a € IR und x # 0.
a) Bestimmen Sie den Gradient der Funktion (z2 + y? + 22).

b) Bestimmen Sie fiir r := \/x? + y? + z? den Gradient der Funktion r°.

¢) Bestimmen Sie Divergenz und Rotation des Vektorfeldes X := %x.

Aufgabe 2.47 Es sei f(x,vy) eine geniigend oft differenzierbare Funktion auf IR? und

f(?“, 90) = f(l‘(’l”, 90)7y(r7 90))

dieselbe Funktion in Polarkoordinaten.

. . 10 af 1 0%f
a) Zeigen Sie: Af = ~r (TE> + o0t
b) Bestimmen Sie alle harmonischen Funktionen f auf IRQ\O, die nur von r und nicht von ¢ abhdngen.

Aufgabe 2.48 Es sei f: IR?\ {0} — IR geniigend oft differenzierbar. Zeigen Sie: f-x ist genau dann
ein Gradientenfeld, wenn f = f(r) ist.

Aufgabe 2.49 AufIR?\ {(0,0)} sei das Vektorfeld

1
Az, y) = m (~y, )
gegeben. Zeigen Sie:
a) A die erfillt Symmetrie-Bedingung 2.25.
b) Ist U eine Kreisscheibe, auf der eine Funktion f mit A =V f existiert, dann ist f = p+ const, mit
x =rcos(p),y = rsin(p).
¢) Es gibt keine differenzierbare Funktion f:TR*\ {(0,0)} — IR mit A = Vf.

Aufgabe 2.50 Bestimmen Sie eine differenzierbare Funktion f :IR? — IR mit
a) Vf = (3% —y,3y* — x),
b) Vf = e - (cos(y), —sin(y)).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Als ich mit dem Computer die Bibliothek des Mathematischen Instituts nach Biichern iiber Diffe-
rentialgleichungen durchsuchte, lieferte mir der iber 200 Buchtitel. Die Mehrzahl waren Biicher tiber
partielle Differentialgleichungen, haben mit dem Inhalt dieser Vorlesung wenig zu tun. Und von den
Biichern iiber gewthnliche Differentialgleichungen waren die allermeisten viel zu speziell. Hier méchte
ich einige Biicher angeben, die vielleicht fiir Sie brauchbar sind.

Zunéchst einmal steht fast alles, was ich hier behandeln werde, im zweiten Teil des Buches

O. Forster: Analysis 2, rororo vieweg, soundsovielste Auflage.
Ich selbst habe gewonhnliche Differentialgleichungen nach

F. Erwe: Gewohnliche Differentialgleichungen, BI Mannheim, 1964
gelernt. Der Klassiker auf diesem Gebiet ist

F. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, AVG Leipzig 1930 (und spétere Wiederauf-
lagen mit dhnlichem Titel).
Schliefllich ist auch

E.L. Ince: Die Integration gewohnlicher Differentialgleichungen, BI Mannheim, 1956
ein sehr niitzliches und kompaktes Buch.

3.1 Einfiihrung

Differentialgleichungen sind die wichtigsten Anwendungen der Mathematik.
Beispiel 3.1 (Newton) Die Mutter aller Differentialgleichungen ist die Newtonsche Gleichung
y=-9g

fiir den freien Fall. Dabei ist y(t) die Hohe eines Massenpunktes zur Zeit t, der sich im freien Fall,
nur unter Einfluss der Erdanziehungskraft, nach unten bewegt. Auf ihn wirkt die Erdanziehungskraft
K = —m-g, wo m seine Masse, und die Beschleunigung g ungefihr 10m/sec? ist. Newton hat heraus-
gefunden, dass die Kraft, welche auf einen Korper wirkt, diesen Korper beschleunigt. D.h., sie wirkt
direkt auf die zweite Ableitung seiner Hohe y(t). Quantitativ ist Newtons Formel

K:my7

die Kaft ist Masse x Beschleunigung. Beim freien Fall kiirzt sich die Masse m heraus, und man erhdlt
dann die obige Gleichung.
Aus der Schule kennt man die Lisung

y(t):y0+v0-t—g-t2, t = Zeit.
Dabei ist yy die Anfangshéhe und vy die Anfangsgeschwindigkeit. Es ist leicht nachzurechnen, dass

diese Funktion y(t) eine Losung der Gleichung ist. Und man iiberzeugt sich ebenso leicht davon, dass
auch umgekehrt jede Lisung der Newtonschen Gleichung diese Form hat: Aus §j = —g folgt durch
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eitnmalige Integration y = —g -t + vg mit einer Konstanten vy und durch eine zweite Integration
y(t) = —(g/2) - t2 + o - t + yo mit einer weiteren Konstanten yq.

Die Newtonsche Differentialgleichung ist ganz besonders einfach: Aufer der zweiten Ableitung
kommt in der Gleichung von der gesuchten Funktion nichts vor. Deswegen behandelt man sie ja auch
schon in der Schule. Das ist nicht besonders typisch fiir Differentialgleichungen: Im Allgemeinen ver-
kniipft eine Differentialgleichung eine Funktion mit ithren Ableitungen. Das passiert z.B., wenn man in
der Gleichung des fallenden Korpers den Luftwiderstand beriicksichtigt. In erster Ndherung ist der ei-
ne Art Reibung und damit direkt proportional zur Geschwindigkeit. Beriicksichtigt man ihn, so nimmt
die Newtonsche Gleichung die Form

Yy=-p-9y—g
an. Da kommt zwar die erste Ableitung der Funktion y(t), aber immer noch nicht die Funktion y(t)
selbst vor. Das wiirde aber notwendig, wenn man einen Fall durch die gesamte Erdatmosphdire (etwa
einer zuriickkehrenden Rakete) verfolgt. In erster Niherung wire die Luftdichte, und damit der Luft-
widerstand proportional zur Nihe zu der Erde, etwa p = pu(y) = p- (yo — y(t)). Dann bekommen wir
die schon recht komplizierte Gleichung

g=—n(yo—y(t) 9—g
in der die Funktion y(t) und ihre beiden ersten Ableitungen vorkommen.
Beispiel 3.2 (Oszillator) Fin wesentlich einfacheres Beispiel ist die Gleichung
j=—wy(t)
des harmonischen Oszillators. In der Schule lernt man dafiir die Lisungen
y(t) = c1 - sin(wt) + ¢ - cos(wt), c1,c2 € IR,

kennen. Allerdings ist es hier schon wesentlich schwerer, sich davon zu tberzeugen, dass dies die
einzigen Ldsungen sind. Wenn man den Schwingungsvorgang auch noch geddmpft annimmt, kommt
man auf eine Differentialgleichung der Form

j—p-y+wy=0.

Hier kommt wieder die gesuchte Funktion y(t) mit ihren beiden ersten Ableitungen vor.

Dise kurze Diskussion zeigt schon einige wesentliche Aspekte der Differentialgleichungen:

e Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, welche die Werte einer Funktion mit ihren Ablei-
tungen verkniipft.

e Je realistischer die Differentialgleichung einen Vorgang beschreiben soll, desto komplizierter ist
sie.

e Man kann den Ablauf eines Vorgangs (z.B. einer Bewegung) vorhersagen, wenn man die betref-
fende Differentialgleichung 16sen kann.

e Kennt man alle Losungen, so kennt man alle moglichen Bewegungsabléufe, welche durch diese
Differentialgleichung beschrieben werden.
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Newton schuf die Grundlagen der theoretischen Mecha-
nik, mit der man die Bewegung von Koérpern unter Einfluss
von Kriften verstehen kann. Das war einer der beiden wich-
tigsten Impulse zur Entwicklung der Theorie der Differenti-
algleichungen. Er hing ganz deutlich mit den Anwendungen
zusammen. Der andere, davon nicht ganz klar zu trennende
Impuls kam aus der reinen Mathematik: Man wollte Kur-
ven (Funktionsgraphen) beschreiben, iiber deren Richtung
man etwas wusste. Das typische Beispiel dafiir ist die Kur-
ve, auf der sich eine Taschenuhr bewegt, wenn man sie an
ihrer Kette {iber den Tisch zieht, und zwar immer in diesel-
be Richtung. Diese Richtung soll natiirlich nicht direkt von
der Uhr wegzeigen, sondern etwa langs der y-Achse, von der
die Uhr den Abstand x hat. Die Situation ist dann ungefahr
so, wie nebenstehend gezeichnet.

Die Differentialgleichung, welche die Funktion y(z) und damit die Bahn der Taschenuhr beschreibt,
erhilt man durch folgende Uberlegung: Wir suchen erst einmal die Gleichung fiir die Gerade, auf
der die (straff gespannte) Kette liegt. Sie ist die Tangente an die gesuchte Kurve. Um nicht mit den
Koordinaten z, y durcheinander zu kommen, nehmen wir fiir die Tangentengleichung Koordinaten &, 7.
Der Anfangsvektor der Geraden ist (z,y(x)) und ihre Steigung y'(z). Dann ist die Tangentengleichung
also

n=yx)+y'(x)- (§—x).

Die Tangente schneidet die y-Achse dort, wo

£=0, n=yl@)-—z-y(), n-y@&) =-z9(

ist. Nach Pythagoras ist die Lange [ der Uhrkette
L=y2?+(m—y)? =/z? + 2% (y)* = £z \/1+ (¥)?

BN o=
9y T *

und somit

— -1

22

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung. Genauer gesagt, sind dies zwei Differentialgleichungen: Eine,
wenn man in negativer y-Richtung zieht (Plus-zeichen), und eine andre (Minus-Zeichen), wenn man
in positiver y-Richtung zieht. Wir wollen uns auf letzteres festlegen, sodass wir also

, 12 — 22
y=—"—"7
X

16sen miissen.
Man kann diese Gleichung lésen, wenn man die Funktion v/I? — 22 /2 integrieren kann. Eine Stamm-

funktion ist
1+ V12 —z2
T

VIZ—22—-1]-In
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Als Losungen findet man damit also die Funktionen

y:

2 _ 2
e VBBl PV
Xz

, c€IR.

Die Integrationskonstante ¢ macht Sinn, man kann ja mit dem Ziehen der Taschenuhr bei einem
beliebigen Wert von y anfangen, dieser y-Wert legt die Konstante ¢ fest.

Diese Gleichung ist typisch fiir eine Reihe von Gleichungen, die mit der Tangente

T:={¢n)eR: n=y+y - (—2)}

an den Funktionsgraphen y = y(x) und der Normale

N:={(&n) eR?: nzy—i'(f—x)}

zusammenhéngen. Wir stellen einige davon systematisch zusammen. Dazu berechnen wir

e den Schnittpunkt (¢1,0) der Tangente mit der x-Achse, wobei &p = x — %,

Damit berechnen wir

(
(
(
(

)
)

Y

den Schnittpunkt (0,n7) der Tangente mit der y-Achse, wobei np =y — xy/,
den Schnittpunkt ({n,0) der Normale mit der x-Achse, wobei n = o + yy/,

den Schnittpunkt (0,my) der Normale mit der y-Achse, wobei ny =y + %

Tangente Normale
I o) = (6r,0) ll= | 51+ ()2 | (2,9) = (&n,0) 1= |y~ VI+ )|
| (zy) = ©O,n0) = |z VI+ P I e9) = O] 1= |2/ 1+ (')
nabschuite | ] (€r,0) = @) 1= [ZL2 T @ | 1 6w 0) = @) = |22 ok
Sub - v —&rl= |2 v —&nl = Iy
—xy z+yy
Ursprungsabstand ’ yl—i—i(z’)Q ’ ng’)Q
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\ (z,y(z))

Tangente

.4

7

Subtangente

Setzt man diese Groflen konstant, oder schreibt fiir sie bestimmte, von = oder y abhéngende Werte
vor, so erhélt man eine Differentialgleichung.

Beispiel 3.3 Am einfachsten ist die Bedingung fiir konstante Subtangente (das Vorzeichen wollen wir
einmal unterdriicken):

|

; = const, y =c-y.

<

Eine Losung ist jede Funktion k-e“*, 0 # k € IR.

Jetzt mochte ich einige Definitionen zusammenstellen.
Definition 3.1 Fine gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung ist eine Gleichung

F(‘Tuyuy/uy”7 7y(k)) = Ou

wo F eine stetige Funktion von k + 2 Variablen ist. (Die meisten Differentialgleichungen der Physik
sind Gleichungen zweiter Ordnung. Die Gleichungen, welche man erhdlt, wenn man eine der oben be-
rechneten Gréflen gleich einer festen Konstanten setzt, sind Differentialgleichungen erster Ordnung.)
Meistens setzt man die Funktion F' stetig voraus. Zu F' gehdrt dann natirlich auch ein Definitionsbe-
reich G C R¥*2, und wir haben F : G — R.

FEine Losung obiger Differentialgleichung auf einem Intervall o, B[C R ist eine k-mal differenzier-
bare Funktion f :)a, B[— IR derart, dass fir alle x €]a, B[ gilt:

(i) der Vektor (z, f(x), f'(x), ..., f*)(x)) gehort zu G,

(ii) F(a, f(x), '(2), ., O (2)) = 0.
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Definition 3.2 FEine Differentialgleichung heifit explizit, wenn sie nach der hdchsten vorkommenden
Ableitung aufgeldst ist, also eine Form

y(k) = F(l‘, Y, y/a ) y(kil))
hat.

Eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung sieht also etwa so aus:

y = F(z,y).

Definition 3.3 Eine Differentialgleichung heift linear, wenn F in y,y', ...,y® linear ist, also, wenn
sie die Form
ap(z) -y + ot ar(@) -y +ao(e) -y = b(x)

hat. Sie heifst homogen linear, wenn b(x) = 0 ist, sonst inhomogen linear.

So ist z.B.
!
Yy =a(z)-y

eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung, und
y' =a(z) y+b(=)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Zu einer linearen Differentialgleichung gehért immer ein Definitions-Intervall |a, S[C IR, auf dem
alle Koeffizientenfunktionen a,,(z), sowie die rechte Seite b(z) definiert und stetig sind.

Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung kann man folgendermaflen interpretieren: Sei eine
Gleichung ' = F(z,y) auf der Menge G C IR? gegeben. Dann legt sie in jedem Punkt (z,y) €
G eine Richtung fest. Jede Losungsfunktion f(z) muss in jedem Punkt (z,y) die Ableitung [/ =
F(z,y) besitzen. Dadurch ist also die Tangentialrichtung der Kurve in jedem Punkt festgelegt. Die
Differentialgleichung definiert ein Richtungsfeld auf G:

T
/7 /s - —y(-)~\~ N
P - < S N N
4 s NN RN
// /___\ o N NN
Vi 7z - ~ N
/////a"“\\\\ RN
, e \
///,// ‘\\\\ \
R Vi ;7 7 - T ~ \\\\\\
/ / 7 < 4 S
’ / ;- TGRS N N
/ -~
Ly, 0, RN T T
] ) / / - |~
A S N R RN
Lo, 1 A T T T O A B B

Und die Aufgabe, die Differentialgleichung zu l6sen, besteht darin, eine Funktion f(z) zu suchen,
deren Graph in jedem seiner Punkt die durch das Richtungsfeld vorgegebene Steigung hat.

Schlielich noch ein Wort zum Begriff gewdhnliche Differentialgleichung. Es gibt auch noch partielle
Differentialgleichungen. Das sind Gleichungen, wo die gesuchte Funktion f nicht nur von einer, sondern
von mehreren Variablen abhingt. Beispiele dafiir sind die
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0*f _ ,0%f

Wellengleichung 22 = ¢ 92
0? 0?

Potentialgleichung 8—@“]; 8—yj26 =0,
of _ 20°f

Wirmeleit leich = =c"==.
drmeleitungsgleichung = = ¢* 23
Partielle Differentialgleichungen sind viel schwerer zu 16sen, als gewohnliche, allerdings sind sie in den
Anwendungen viel hiufiger und viel wichtiger.

Aufgabe 3.1 a) Sei 0 < c € R gegeben. Geben Sie eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung
an, die dazu dquivalent ist, dass fiir jede ihrer Losungen f und fir jeden Punkt x in deren Definitions-
bereich gilt: Die Entfernung des Punktes (z, f(x)) vom Schnittpunkt seiner Tangente mit der y-Achse
ist gleich c.

b) Geben Sie eine Differentialgleichung zweiter Ordnung an, die dazu dquivalent ist, dass fir jede
threr Losungen f und fir jeden Punkt x in deren Definitionsbereich gilt: Die Entfernung des Punktes
(z, f(x)) vom Schnittpunkt seiner Tangente mit der y-Achse ist konstant, unabhdingig von x.

Aufgabe 3.2 a) Seic € IR gegeben. Geben Sie eine Differentialgleichung erster Ordnung an, die dazu
dquivalent ist, dass fiir jede threr Lisungen f und fiir jeden Punkt x in deren Definitionsbereich gilt:
Die Tangente in (z, f(x)) schneidet die y-Achse in (0,c).

b) Geben Sie eine Differentialgleichung zweiter Ordnung an, die dazu dquivalent ist, dass fiir jede ihrer
Losungen f und fiir jeden Punkt x in deren Definitionsbereich gilt: der Schnittpunkt der Tangente mit
der y-Achse ist konstant, unabhdngig von x. Lisen Sie diese Differentialgleichung.

Aufgabe 3.3 Seig: IR — IR eine stetig differenzierbare Funktion. Seien a,b € IR mit 0 < a <1 < b.
Weiter sei f : [a,b] — IR eine stetig differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass fir jedes
x € [a,b] die Tangente an den Graphen von f die y-Achse im Punkt (0,g(f(x))) schneidet. Man zeige:
f st in [a,b] Losung der Differentialgleichung

Aufgabe 3.4 Sei Ry :={x € R: x > 0}. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion
fiRy — Ry

mit der Eigenschaft: fiir jedes xo € IRy habe die Tangente an den Graphen von f im Punkte Py =
(o, f(x0)) Schnittpunkte Py, Py mit den positiven Koordinatenachsen, und fir diese gilt

| PL—Pl=[ P~ Fo |l -

Geben Sie eine Differentialgleichung fiir f an, aus welcher diese Eigenschaft folgt.
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3.2 Elementare Losungsmethoden
3.2.1 Homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Beginnen wir mit einem Beispiel, einem einfachen:
Beispiel 3.4 Wir betrachten die lineare Differentialgleichung
/
Yy =Y.

Wir sollen also eine Funktion y(z) finden, die mit ihrer Ableitung tbereinstimmt. Vielleicht erinnert
sich der eine oder andere daran, dass die e-Funktion y = e® diese Eigenschaft hat. Damit haben wir
eine Losung durch Erinnern gefunden. Aber es muss doch auch systematischer gehen!

Dazu bringt man y auf die linke Seite

/
v,
Y
und erkennt auf der linken Seite die Ableitung
d 1
lnly(x)] =~
x Y

der Funktion In|y(x)|. Und die rechte Seite ist die Ableitung der Funktion x. Deswegen ist (firy # 0)
die Differentialgleichung dquivalent mit

< (nly(@)] - 2) =0,

bzw. mit

+c __ ./ x

Inly(@)l =z +c,  |y@@)=e"=c"¢

mit der positiven Konstante 0 < ¢ = e € IR. Wollen wir die Absolutstriche weglassen, so miissen wir
y(x) = £ - e*

schreiben. Und das +-Zeichen kénnen wir uns schenken, wenn wir fiir ¢ positive oder negative Werte
zulassen. Schlieflich ist aber y(x) = 0 auch eine Lésung (die Null-Losung). Diese Nullosung ist bei
unserem Ldsungs- Verfahren nicht mit herausgekommen. Aber wir kinnen sie mit dazu nehmen, und
dann haben wir die Liosungen

ylx) =c-€e*, ceR

gefunden.

Dieses, relativ naive Losungs-Verfahren ist sehr wichtig, man muss es auswendig kénnen. Vor allem
deswegen, weil man damit alle homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung behandeln
kann:

Sei etwa die Differentialgleichung

Y =a(z) -y
mit einer stetigen Koeffizientenfunktion a :]o, 5[— IR vorgelegt. Auch hier gibt es die Null-Losung
y = 0. Und wo y # 0 ist, dividieren wir durch y, um die Gleichung auf die Form



zu bringen. Wenn wir jetzt eine Stammfunktion A(z) fiir a(z) kennen, kénnen wir genau wie eben
integrieren:
@) = A@) +e @) =AW, y(a) =+ AD,

Nehmen wir die Null-Lésung hinzu, so haben wir die Lésungen
yx)=c-e®, ceRR,

ermittelt.

Auf diese Weise kann man alle homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung y' = a(x) - y
losen. Alles was man braucht, ist eine Stammfunktion A(x) fir die Koeffizientenfunktion a(x). Man
kann es auch so sagen: Die Ermittlung von Lésungen ist auf die Integration einer Funktion a(z)
zuriickgefiihrt. Die Ermittlung einer Stammfunktion A(x) kann explizit moglich sein, oder auch nicht.
Das ist jetzt nicht mehr unser Problem. Schlimmstenfalls schreiben wir halt

xT

A@) = [ a(©)de.

0

Immer, wenn man eine Differentialgleichung auf die Ermittlung einer Stammfunktion zuriickgefiihrt
hat, ist man happy, und lehnt sich entspannt zuriick. Daher kommt auch der Sprachgebrauch: "Eine
Differentialgleichung integrieren’. Damit meint man: 'Eine Differentialgleichung lésen’.

Beispiel 3.5 Noch ein paar Beispiele:

y = awy a€R,| y = zy vy = y/x
Y'/y = a Yy = = y'/y = 1/z
Inly = a-z+c¢ Inlyl = 2%2/2+c |Inly| = In|z|+ec
y — :i:ec . ea'x y e :i:ec . 6332/2 y — iec . eln\a:\
y - C, N ea.$ y = C, . e$2/2 y = c, - €T

So, das diirfte als Illustration dieser Methode geniigen. Es ist eine Methode, um Loésungen fiir
homogene, lineare Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden. Unter dem Ldsen einer Differen-
tialgleichung versteht man aber das Auffinden aller ihrer Losungen. Die verwendete Methode gibt in
der Tat alle Losungen. Das ist allerdings etwas subtiler (wegen der Probleme mit y # 0), das mdchte
ich deswegen nicht hier, sondern etwas allgemeiner in 3.3 diskutieren. Ich halte es eben fiir wichtiger,
Beispielmaterial zusammenzustellen, und ein gewisses Gefiihl fiir das Problem zu entwickeln, als gleich
mit der allgemeinen Theorie ins Haus zu fallen.

3.2.2 Inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Deswegen wende ich mich jetzt einer Variation der homogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung zu, ndmlich der inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

y =a(x) -y +b(x).

Ihre Beziehung zur homogenen Gleichung ist genau dieselbe wie die Beziehung eines inhomogenen
linearen Gleichungs-Systems der Linearen Algebra zu seinem homogenen Gleichungssystem:
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Satz 3.1 Die allgemeine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung

Y = alx) -y -+ b(a)

erhdlt man, indem man zu einer speziellen Losung yo = fo(x) dieser Gleichung alle Losungen y = f(x)
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

addiert.

Beweis (wie in der Linearen Algebra). a) Sei yg = fo(z) eine Losung der inhomogenen Gleichung
und y = f(x) eine der homogenen. Dann gilt also

vy = a(z) - yo + b(z), Yy =a(x)-y.

Daraus folgt
(Yo + 1) = a(x) - yo +b(x) + a(z) -y = a(x) - (y + yo) + b(x).
Also ist yg + y auch eine Losung der inhomogenen Gleichung.
b) Sei yg eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und u eine weitere Losung. Das bedeutet
also

/

yo=alx) yo+bz) und v =a(z) u+b(z).
Fir y := u — yg folgt daraus

y' = la(@) - u+b(x)] — [a(z) - yo + b(x)] = a(z) - (u — yo) = a(z) - y.
Also ist y eine Losung der homogenen Gleichung und u = yo + y. L]

Somit kommt es darauf an, mit Gewalt eine, eine einzige Losung der inhomogenen Gleichung zu
finden. Auch dafiir gibt es eine Methode, die man wieder auswendig wissen muss. Sie trigt den in sich
widerspruchsvollen Namen: Variation der Konstanten. Eine Konstante kann ja nicht variieren, sie ist
doch konstant, deswegen heifit sie ja auch so. Macht nichts, variieren wir die Konstante, und zwar die
Konstante ¢ bei der Losung

y = - AW

der homogenen Gleichung. Wir machen also den Ansatz
yo(x) = c(z) - y(x), wo y Losung der homogenen Gleichung.

Wir differenzieren mit der Produktregel und vergleichen das Resultat mit der inhomogenen Differen-
tialgleichung:

yolx) = (@) y(x)+c(z) ¥ (z) (Produktregel)
= d(x) ylx)+c(z) - alz)  y(z) (homogene Dgl.)
= () y(z) +a(@) - yo(x)

yo(z) = b(z)+a(x) - yo() (inhomogene Dgl.)

Somit ist yg Losung der inhomogenen Gleichung, genau dann wenn

d(z) y(x) =b(x), dh. d(z)= %



Damit ist das Auffinden von yp, d.h., das Auffinden von ¢(z), auf die Integration

c(x) :/%dac = /b(m)e_A(‘D)dac

zuriickgefiithrt. Wieder einmal eine Integration!
Rechnen wir mal zwei Beispiele, ein einfaches, damit man das Prinzip deutlich erkennt, und ein
technisches, aus einer Klausuraufgabe.

Beispiel 3.6 (einfaches)
/
y =y+1
Die zugehdrige homogene Differentialgleichung ist y' = y. Wir kennen ihre Lisungen y = c - e® und
variteren die Konstante:
yo = c(x) - €.
Wir miissen mit der Produktregel differenzieren, und das Resultat mit der Differentialgleichung ver-
gleichen:

vy = Cc(x)-€e" +c(z)-e”
@),
vy = yo-+ L

Subtraktion beider Gleichungen liefert
d(z)- e —1=0, d(z)=e", c(x) = /e_‘vdx =—e "

(Die Integrationskonstante bei dieser Integration kionnen wir vergessen, weil es uns nur auf eine spe-
zielle, eine einzige spezielle Losung yo ankommt.) Wir erhalten also

Uberraschend einfach! In der Tat, yo ist konstant, also yo =0 und yo+1 = 0 = y,. Das hiitte man auch
erraten konnen. Mit der speziellen Lésung yo = —1 der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen
Lésung y = c- e der homogenen Gleichung erhalten wir die allgemeine Ldsung der inhomogenen
Gleichung

Yyo+y=—-1+c-e".

Beispiel 3.7 (technisches)
y = —cot(x) -y + 5e*5@),

Die homogene Gleichung

fihrt uns auf
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1

sin(x)’

Inly| = —In|sin(x)| + ¢, y=c-

Wir variieren die Konstante mit dem Ansatz

1
sin(z)

Yo = c(x) -

Wieder wenden wir die Produktregel an und vergleichen mit der Differentialgleichung:

o 1 —cos(x)
vo = () sin(x) + () sin?(x)’
yh = —cot(z)yo + He*®
- _ . COS(Q:) cos(x)
= —c(z) Sin2(z) + Se .
Das liefert
/
c («T) — 56cos(x)’ c/(x) _ 58,L-n($)ecos(x)7 c(x) _ 5€COS(I).

sin(x)
Und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist

56005(96) c

Yoty = sin(x) + sin(x)

Wegen des Sinus im Nenner, mit seinen vielen Nullstellen, ist es eine ganz andere Frage, wo diese
Losung existiert, darauf kommen wir auch bei einer anderen Gelegenheit zuriick.

3.2.3 Trennung der Variablen

Die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 3’ = a(x) - y + b(z) ist eine Verallgemei-
nerung der homogenen linearen Differentialgleichung 3’ = a(x) - y. Eine andere Verallgemeinerung ist
die Differentialgleichung

y = a(z) b(y).
Hier kommt y auf der rechten Seite nicht mehr linear vor, sondern innerhalb einer neuen Funktion b.
Das Wesentliche ist, dass die rechte Seite ein Produkt

Funktion @ von z x  Funktion b von y

ist. Deswegen kann man die Variablen x und y trennen:

Yy
a(z
)~
Diese Trennung der Variablen treiben wir noch weiter, indem wir von der Gleichung
1 dy
W)
zu der Gleichung
1
—— -dy = a(x)dx
)
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iibergehen. Die ist natiirlich sinnlos, deswegen integrieren wir bevor das jemand merkt ganz schnell
dariiber

d—y_ a\xr T C
iy = L e e

Und diese Gleichung ist gliicklicherweise wieder sinnvoll.

Dass dieses Verfahren legitim ist, steht mit allen Voraussetzungen liebevoll im Forster II. Wir
wollen uns keine Gedanken dariiber machen, sondern einige Beispiele rechnen, um zu dieser Methode
Vertrauen zu fassen.

Beispiel 3.8 Sei etwa die Gleichung

vorgelegt. Wir trennen die Variablen

und integrieren
y? 2
/ydyz/xdm—i—c’, =4/, Y’ =2’ +c
Das Verfahren liefert die Funktionen

y=xvat+c¢, ceRR.

Machen wir lieber noch die Probe: . .
/
y=ft—7—=

ViZte ¢

es stimmt.

Beispiel 3.9 FEin anderes Beispiel ist
vy =—y", 0<relR.
Auf der rechten Seite kommt jetzt gar kein x vor, macht nichts wir trennen es trotzdem vom y:

Lody

: ~1 “Tdy = —d
dr > Yy Y €z

und integrieren
1 _ _
—y' T =c—z, y=(1-r)c—a)I.
Das war ja ganz schén einfach. Wo die Léosung existiert, das ist wieder eine andere Frage, und den
Fall r =1 diirfen wir auch nicht vergessen:

dy _

—dzx, Inly| = —=, y=c-e
Y
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3.2.4 Substitutionen

Manche Integrale kann man durch Substitution ausrechenen, #hnlich kann man manche Differen-
tialgleichungen durch Substitution integrieren. Es gibt im wesentlichen zwei Substitutionen, deren

Konsequenzen man kennen muss:

z=y* und z=vy/x.

Schauen wir uns das Resultat der ersten Substitution an, wenn man sie auf inhomogene, lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung loslésst:

Betrachten wir die Gleichung
2 =a(x) 2+ b(x)

und substituieren hier z = y*. Was passiert? Wir erhalten
k-y" ™ty = alz) -y + b(x),
bzw. nach Division durch k - y*~! die Differentialgleichung

G b(x) ok

Tk VTR v

Wenn wir jetzt noch umbenennen a/k — a, b/k — b, 1 — k — k wird daraus die Differentialgleichung
y = a(z)-y+bx)-y"

Sie heifit Bernoullische Differentialgleichung und sieht ziemlich anders aus, als die inhomogene lineare,
aus der sie entstanden ist: Wo bei der inhomogenen linearen der von y freie Summand b(x) steht, haben
wir jetzt einen Summanden b(z) - y* mit einer gefihrlichen Potenz y*.

Hier kann k eine beliebige reelle, nicht notwendig ganze Zahl sein. Notfalls muss man sich halt
auf den Bereich y > 0 beschrinken. Das muss man sich im Einzelfall genau ansehen. Wir wollen
jetzt die Transformation nocheinmal riickwérts (d.h., in der fiir die Anwendung wichtigen Richtung)
durchgehen:

Sei eine Bernoullische Differentialgleichung

Y =a(x) y+bx) yF

vorgelegt. Man dividiert durch das stérende y*
und macht mit der Substitution

daraus die lineare Gleichung

1ikz/:a(x)-z+b(x), baw. 2 = (1— K)a(z) - 2 + (1 — k)b(x).

Der Fall £k = 1 muss dabei natiirlich ausgeschlossen werden. Da wire die urspriingliche Bernoullische
Gleichung aber auch eine ganz gewohnliche homogene lineare Differentialgleichung gewesen.
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Beispiel 3.10 Schauen wir mal, ob das in der Praxis tatsdchlich funktioniert. Die einfachste, nicht
ganz triviale Bernoullische Gleichung ist wohl

v =y+y
Was sagt unser Rezept? Durch y? dividieren
y—Qy/ — y—l + 1

1

und z =y~ substituteren

2 =z+1, 2 =—2—1.

x

Die homogene Gleichung 2’ = —z hat die allgemeine Lisung z = c-e~*, und Variation der Konstanten,

20 = c(x) - e *, fihrt zu

zy=d (@) e —c(x) e = (x) e — z(x).

Mit der Differentialgleichung zl, = —zp — 1 erhalten wir daraus
d(x) e " =1, d(x) = —€", c(r) = —€*
und die spezielle Losung zo(z) = —1. Auch das hdtten wir wieder erraten kinnen! Die allgemeine

Lésung der inhomogenen linearen Gleichung ist also
z2(x)==14c-e* ceR,

und die Losung der Bernoullischen Gleichung wird

1 1

YT e o1

Natiirlich sollte man die Probe machen, ob man sich nicht vielleicht verrechnet hat.

Lassen wir jetzt die Substitution z = y/z auf die Differentialgleichung
10
x
los, die man durch Trennung der Variablen behandeln kann. Mit

/
) Ty =Y
Z = 2
x

erhalten wir daraus

zy' —y _ fly/z) y/_erf(y).

x2 z x

Wenn wir g(z) := z + f(z) setzen, wird daraus
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Die rechte Seite hingt nur vom Quotienten z = y/z ab, soetwas nennt man homogen, und die Dif-
ferentialgleichung nennt man eine homogene Differentialgleichung. Das ist eine etwas ungliickliche
Sprachregelung, weil sie nichts mit einer homogenen linearen Differentialgleichung zu tun hat.

Spielen wir diese Substitution jetzt nocheinmal riickwérts durch, so wie man sie anwendet. Vorge-
legt sei also die homogenen Differentialgleichung

Wir miissen substituieren

Dann wird die Gleichung

2 x+z=g(2), Z = =
mit f(z) = g(z) — z, eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.

Beispiel 3.11 So, und jetzt schauen wir uns noch an, wie das praktisch funktioniert. Nehmen wir die
homogene Differentialgleichung
1 y?
/
——(1+Z
Y73 ( + x2>

und substituieren z =y/x, y=x -z, y =x -2 + z. Wir finden

1 1 1-22+22 2 1
. / :—]_ 2 /:—- —_ .
x -2 +z 2( + 2%), =5 ; , -7

Nach einer Integration wird daraus

L L+, 1 2
— = =Inlz|+¢ — =
11—z 2 ’ In|z|+c
Also wird
2 2z
Z = y:

Cnjz[+ ¢ w_ln|x\+c'

Auch hier muss man unbedingt wieder die Probe machen. (Natiirlich habe ich es mit viel Phantasie so
hingetrickst, dass man die entstehende Differentialgleichung mit getrennten Variablen in geschlossener
Form integrieren kann.)

Fassen wir die beiden Rezepte plakativ zusammen:
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Bernoullische Gleichung: ' = a(z) -y + b(z) - y*
Division durch y*: y*k/y/ =a(x) -y 7F + b(x)

Substitution z = y!=: . & r = a(x) -z + b(x)
Homogene Gleichung: o' =g (Q)

x
Substitution y = z-x: 2/ -z + 2z = g(2)

;g
x

Jetzt noch zwei Fallstudien aus Staatsexamensaufgaben mit anderen Substitutionen, merkwiirdi-
gerweise beide vom Friihjahr 93:

Beispiel 3.12 Damals war in T 1, A 6 die Differentialgleichung
(4y +2ay) -y =y° — 1

zu behandeln. Die linke Seite der Gleichung ist auf den ersten Blick unverdaulich, aber auf der rech-
ten Seite bleibt der Blick am y? hingen. Das widersetzt sich jeder linearen Theorie. Sollte man es
wegsubstituieren, etwa

z=y?

setzen? Ja! Denn links kann man 2y ausklammern und die Gleichung
24z)- 2y =24+ 2)W*) =2+2) =2—1
schreiben. Dann wird daraus die inhomogene lineare Differentialgleichung

,  2—1
Z = .
24+ x

Hier bietet es sich an, statt der allgemeinen Theorie auf die zweite Substitution u = z — 1 zuriickzu-
greifen, und die Gleichung in die Form

zu bringen. Wir trennen die Variablen

— Inju] = In|2 + x| + ¢, u=c-(2+x).

u’_ 1
u 2+

Jetzt machen wir noch die Substitutionen rickgdingig:

z=1+¢2+z), y=1/14c(2+2x).

Wo die erhaltenen Losungen existieren, das wird auf einem anderen Blatt stehen.
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Beispiel 3.13 In T 2, A 5 war damals die Gleichung
y'(x) - sin(z) + y(x) - cos(x) = sin(z) + x - cos(x)

vorgelegt. Scheufllich, was ist zu tun? Kein Hinweis, die Zeit verrinnt! Hdtte ich doch damals beim
Barth nicht soviel geschwditzt sondern mehr aufgepasst! Oder vielleicht weniger Aufgaben abgeschrie-
ben! Solche an sich korrekten Gedanken helfen auch nicht weiter. Irgendwas ist aber doch komisch:
soviele Winkelfunktionen, wo eine die Ableitung der anderen ist. Das ist der Schliissel! Die linke Seite
ist die Ableitung

(y(@) - sin(@))’ =y (z) - sin(z) + y(z) - cos(x).
Was passiert, wenn wir
z2(x) = y(x) - sin(z)

substituieren? Etwas sehr erleichterndes: Die Differentialgleichung wird
2 = sin(z) + x - cos(z) = (x - sin(x))’.

Nach einer Integration erhalten wir

z(z) = x - sin(x) + ¢, y(x) =z +

Aufgabe 3.5 Lisen Sie die Differentialgleichungen

a)y (z) = exp(2z —y(x)), by =2xy% c)ay =1 —z)(1+y?), d)z%y +2zy=In(z), (z >0).

Aufgabe 3.6 Man bestimme alle differenzierbaren Funktionen f :]0,00[— IR mit der FEigenschaft,
dass fir alle x €0, 00[ die Tangente an den Graphen von f im Punkte (z, f(x)) die y-Achse im Punkt
(0,2 f(z)) schneidet.

Aufgabe 3.7 Bestimmen Sie fir x €] — w/2,7/2] die allgemeine Lisung der Differentialgleichung
y' - cos(x) — 2y - sin(x) = x.

Aufgabe 3.8 Seien K,r,s Konstanten. Bestimmen sie die allgemeine Ldsung der Differentialglei-
chung
y(t)—s-yt)=K-e".

Aufgabe 3.9 Lisen Sie die Differentialgleichungen

zy—1

a)y =—dy+z b))y =2zy+at, )y =cos(x)-e¥, d)y = 5

1—=x
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Aufgabe 3.10 Ldsen Sie die Differentialgleichungen

2 2
Y , 3w / I+y+y
a)y m )y 27" c)y @ — 1)

Aufgabe 3.11 Ldsen Sie die Bernoullischen Differentialgleichungen

a) Yy =y fﬂTT:1/2, 1/37 2/37 b) y/:x'y2/3’ c) y/:x(xQ_l)'yQ/:g'

Aufgabe 3.12 Ldsen Sie die homogenen Differentialgleichungen

2 2 3 _ ,3
gy =Y YR 2y
T T Ty

Aufgabe 3.13 Verwandeln Sie mit einer Transfomation x =u+a, y =v+b, a,b € IR die Differen-

tialgleichung
;)T 20+ 1

LA Y

in eine homogene Differentialgleichung.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit

In 3.2 haben wir Methoden kennen gelernt, mit denen man explizite Differentialgleichungen erster
Ordnung (manchmal) 16sen kann. D. h., es waren Methoden, um Losungen zu finden. In diesem
Paragraphen wollen wir uns darum kiimmern, ob es immer Losungen gibt, und wieviele es gibt.

Satz 3.2 (Existenz-Satz von Peano) Die Funktion F : U — IR? sei stetig auf der offenen Menge
U C R%. Dann gibt es zu jedem Punkt (zo,y0) € U eine lokale Lisung der Differentialgleichung

y' =F(x,y).
D.h., es gibt ein € > 0 und eine differenzierbare Funktion
[Hzo—emo+ e[ IR mit  f(zo) =yo
und so, dass fir alle x €]xg — €,z + €] gilt

(i) (z.f(x)eU, (i) fl(z)=TF(= f(z))
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Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Er wird weder im Forster, noch im Erwe bewiesen.

Einen Beweis findet man etwa im Kamke.

Dieser Satz sagt also: Wenn die rechte Seite F'(x,y) stetig ist, dann existieren (lokale) Losungen
der Differentialgleichung ' = F(z,y). Aber es gilt keine Eindeutigkeit: durch einen Punkt (xg,y9) € G
konnen mehrere Losungen gehen. Ein Beispiel dafiir ist die Differentialgleichung

Die rechte Seite F(z,y) = 3y*? ist fiir alle (z,y) € G := IR? definiert und stetig. Wir lsen die
Differentialgleichung nach dem Schema "Trennung der Variablen’:

1 2,
— .y 3 g 1
3 Yy sy
y% = [L‘—i—c
y = (x40

Als Losungen erhalten wir kubische Parabeln y = 23, auf der z-Achse etwas hin- und her-verschoben,
mit der Translationskonstante ¢ € IR. Das sieht doch ganz ordentlich aus:

Aber! Durch den Nullpunkt gibt es die beiden verschiedenen Loésungen
Y= 3 und y=0
der Differentialgleichung. Noch schlimmer: Auch die beiden Funktionen
_Jo (x <0) a3 (x <0)
y‘{x3 =0 " y‘{o (x> 0)

sind differenzierbar, und 16sen die Differentialgleichung.

Und noch viel schlimmer: Man kann noch viel mehr Funktionen aus Stiicken von verschobenen
kubischen Parabeln y = (z — ¢)? und der z-Achse im Punkt (c,0) zusammensetzen, die differenzierbar
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sind, und die Differentialgleichung 16sen. Daraus lernen wir: Wenn man fiir die rechte Seite F(z,y)
nur die Stetigkeit voraussetzt, gibt es zwar durch jeden Punkt der Definitionsmenge von F' Losungen,
aber i.A. mehr als eine.

y2/3

Woran liegt das im Fall F(z,y) = y*/3?

Beim kritischen Wert y = 0 ist die Funktion
2/3 . . . .

y*/° zwar stetig, aber sie hat die Steigung co.
Oder anders ausgedriickt: Bei einer winzigen
Verdnderung von y #dndert sich F' in diesem
Bereich sehr merklich. Die folgende Anforde-
rung an die Funktion F' schlieit so etwas aus:

Definition 3.4 Eine Funktion F : U — R, U C IR?, geniigt auf U einer Lipschitz-Bedingung, wenn
es eine Konstante 0 < L € IR gibt, so, dass fiir alle (x,y1) und (z,y2) € U gilt:

|F(m>y1) - F(x,y2)| < L- |y1 - y2|
Fine Konstante L mit dieser Eigenschaft heif$t Lipschitz-Konstante.

Das ist genau dieselbe Bedingung, wie in Definition 1.19. Allerdings bezieht sie sich hier nur auf
die zweite Variable y, bei festem z.

Satz 3.3 (Lokale Lipschitz-Bedingung) Die Funktion F : U — IR auf der offenen Menge U C TR?
sei stetig partiell nach y differenzierbar. Dann geniigt F' auf U lokal einer Lipschitz-Bedingung. D.h.,
zu jedem Punkt (zg,y0) € G gibt es ein Quadrat

Q={(z,y) eR*: |z —zo| <e |y—yo|l < e} CU, €>0,
und eine Konstante L so, dass fiir alle (x,y1) und (x,y2) € Q gilt:
|F(z,51) = F(z,y2)l < L+ |y1 — yal-

Beweis. Weil das Quadrat U kompakt ist, ist die stetige partielle Ableitung 0F/dy dort beschrinkt.
Wenn etwa

OF
‘a—y(m,y)‘ < L fir alle (z,y) € U,

dann folgt die Behauptung aus dem MWS der Differentialrechnung, ganz so wie die Aussage von Satz

2.5. (]

Satz 3.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindel6f) Die stetige Funktion F :
U — R geniige auf der offenen Menge U C IR? lokal einer Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es durch
jeden Punkt (zg,y0) € U lokal eine Lisung y(x) der Differentialgleichung

y = F(z,y),

und diese ist durch (xo,yo) eindeutig bestimmdt.
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Die Behauptung bedeutet: Es gibt ein € > 0 und eine differenzierbare Funktion f(x) auf einem
Intervall |zg — €, xo + €[ mit f(xo) = yo so, dass fiir alle x in diesem Intervall gilt:

(z,f(x)) €U, und f'(z) = F(z, f(z)).

Und falls ¢g eine andere Funktion mit diesen Eigenschaften ist, so gilt f(z) = g(z) fir alle x €
lzo — €, x0 + €.
Beweis des Satzes. Weil U offen ist, gibt es ein > 0 so, dass das Quadrat

Q= {(z,y) e R?*: |z —wo| <7, |y —yol <
ganz zu U gehort. Um Schreibarbeit zu sparen, verwenden wir gelegentlich auch die Notation
Ii=[zo—rxo+r], J:=[yo—ryo+r]

Dann ist also Q = I x J. Weil F lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, kénnen wir auflerdem r > 0
so klein wéhlen, dass
[F(z,y1) = F(z,y2)| S L-[y1 —yo| < L-v

fir alle (z,y1), (z,12) € Q.

Die Beweisidee besteht darin, die Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuwandeln.
Dazu betrachten wir eine stetige Funktion f : I — J und zeigen die Aquivalenz folgender beiden
Eigenschaften:

a) f ist auf Jxg — r, zo + r[ differenzierbar mit f'(x) = F(z, f(x)) fiir |z — x¢| < r und f(z0) = yo.

b) F' geniigt auf I der Integralgleichung

T
@ =wo+ [ Fltfe)de
o
Beweis von a) = b): Fiir |x — x¢| < r ist nach dem HDI

fla) = flao)+ [ fat =yt [ Pt s@)at

WEeil die rechte und die linke Seite dieser Gleichung stetig in z sind, gilt die Gleichung auch in den
Randpunkten xzg + r.

Beweis von b) = a): Im offenen Intervall ist das Integral nach seiner oberen Grenze differenzierbar
mit Ableitung F(x, f(x)). Dann ist auch f differenzierbar mit dieser Ableitung. Und f(xg) = yo ist
offensichtlich.

Und eine Funktion f, welche der Integralgleichung geniigt, wollen wir finden durch Anwendung
des Banachschen Fixpunktsatzes auf die Picard-Abbildung

P CYLJ) — COLR), (P(F)(@) = flzo) + / " F()dt.

Zuerst untersuchen wir, ob P(f) wieder in C°(I,J) liegt. Dazu schiitzen wir ab mit M :=
ma (g y)eq|F (2, y)|

[(P(f) () = f(wo)| =

/ F(af(t))dty <

/; Pt f(t))\dt' < M-|o—ao| <7
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falls r
|z — xo| < r1:=min{r, M}
Wir ersetzen r durch rq, also I durch I; := [xg — 71,20 + 71] und haben fiir die Picard-Abbildung

P:C%Iy,J) — CIy, J).
Jetzt miissen wir noch beweisen, dass die Picard-Abbildung kontrahierend ist. Wir schétzen ab:

| P(f)—P(g) |5, = ggf\(P(f))(w) — (P(9)) ()]
~/:vj (¢, £(8) — F(t,g(t))\dt'

= maXx
xelq

IN

mac| [ L-|£(0) - g(0)ldt

el x0

< lz—wmol- Ll f=9gln

Wir miissen r; noch weiter verkleinern zu

ro 1= min{ry,

57t
und iibergehen zum Intervall
I := [l‘o — 9, X0 + 7“2] C I.

Dann haben wir bewiesen:

P:C%Iy,J) — C%Iy, J)

ist kontrahierend mit Lipschitz-Konstante 1/2. Der Banachsche Fixpunkt-Satz liefert die Existenz-
und die Eindeutigkeitsaussage. L]

Beispiel 3.14 (Forster II (10.2), Kamke Nr. 32) Schauen wir uns mal die homogene lineare Dif-
ferentialgleichung
y =2y

an. Bestimmen wir mit dem Ndiherungsverfahren von Picard-Lindeldf die Lisung y(x) mit y(0) = c.
Es ist also yo = c. Und die Integralgleichung fiir die sukzessive Bestimmung der Ndherungen yy ist

x
wla) =+ [ 2yt
Damit erhalten wir

y(z) = c—i—/ 2t - cdt
0

= C'(1—|—332),
x
ya(z) = c+c-/ ot - (1 +t%)dt
0
4
= c-(1+a:2—|-x—),
2
T t4
y3(z) = c+c-/ 2t-(1+t2+5)dt
0
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X X
= c¢-(1 2,7
c(+x4—2+6)
1,4 x6 1,21@
= ¢ (1+a?>+—+" 4. +°—
yr() c-( +x4—2+-6+ —Fk”

o0 J)ZV 9
o) = Jim o) = e 3T = e

Man kann also das Niherungsverfahren manchmal auch zur expliziten Losung der Differentialgleichung
brauchen.

Ich mochte versuchen, die bisher skizzierte Theorie etwas plakativ zusammenzufassen: Fiir eine
explizite Differentialgleichung erster Ordnung

y = F(z,y)

sagen

Peano:
F stetig — lokale Existenz

Picard-Lindelof:
Flokal Lipschitz = lokale Existenz
globale Eindeutigkeit

Was heifit eigentlich lokale Fxistenz? Heifit das, die Mathematiker bringen halt nichts Globales,
oder liegt es in der Natur der Sache? Dumme Frage, letzteres natiirlich.

Beispiel 3.15 Sehen wir uns als Beispiel mal die Differentialgleichung
y=-vy

an. Sie ist nicht-linear, jedoch lokal Lipschitz, weil F(z,y) := y* nach y stetig partiell differenzierbar
ist. Aber die partielle Ableitung OF /0y = —2y wird fir groffe |y| selbst auch dem Betrage nach sehr
grofs. Dort wird dann die lokale Lipschitz-Konstante L auch immer gréfier. Und je gréofSer die Lipschitz-
Konstante L, desto weniger Kontrolle hat man tiber die Losung.

Was sind die Losungen? Etwa mit der Trennung der Variablen findet man

1
- R.
y(x) o C€
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Die Lésungskurven sehen so aus:

L

xol lxg + €

In der Tat, je grifier die y-Werte auf einer Lisungskurve, desto zielstrebiger strebt sie nach un-
endlich. Und wenn sie dort ist, dann existiert sie natirlich nicht mehr. Deswegen gibt es fiir jeden
Punkt (xo,y0) mit yo # 0 eben nur ein Intervall, auf dem die Lésungsfunktion y(x) mit y(xo) = yo

ezistiert. Dieses Intervall ist in unserem Beispiel auf der einen Seite zwar unendlich, auf der anderen
aber begrenzt.

Und was heifit lokale Findeutigkeit? Das heifit, wenn zwei Losungen
Y1 :Jar,bi[— IR und  y2 :Jag, ba[— IR

in einem Punkt
X0 G]al, b1 [ﬂ]ag, bQ[

denselben Wert haben, dann stimmen sie auf einem Intervall |xg — 7,29 + r| {iberein. Das ist der
Eindeutigkeits-Teil des Banachschen Fixpunkt-Satzes auf dem Intervall, wo wir diesen Satz anwenden
konnen. In Wirklichkeit gilt sogar die globale Eindeutigkeit:

Satz 3.5 (Globale Eindeutigkeit) Mit den Voraussetzungen von Satz 3.4 seien f1, fa :]a, f[— R
zwei Losungen der Differentialgleichung f'(x) = F(z, f(x)) mit fi(xg) = fa(zo) fiir ein xz¢ €)a, [l
Dann gilt f1(z) = fao(x) fiir alle x €la, (.

Beweis. Nach Satz 3.4 gibt es ein r > 0 so, dass fi(x) = fa(x) fir alle z mit zyp < z < r. Wir
betrachten die Menge

X = {¢ € [v0,0]: fi(z) = fa(x) fiir alle z mit ¢ < x <}

Wegen £ := xg + r € X ist diese Menge nicht leer. Andererseits ist ( eine obere Schranke. Deswegen
existiert x; := sup(X). Wenn z; = [ ist, dann stimmen die Funktionen f; und fs auf [zg, 3] tiberein.
Sei etwa x; < (. Mit Satz 3.4 gibt es ein 71 > 0 so, dass f; und fo auch noch auf [zy,z; + 1]
iibereinstimmen. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von ;. Also stimmen f; und fs doch auf dem
ganzen Teilintervall [xg, 8] tiberein.

Analog zeigt man die Aussage fiir das linke Teilintervall Ja, zg]. L]

Fiir das Angeben von Losungen, die durch einen festen Punkt gehen, hat man noch eine eigene
Redewendung geprégt, weil das halt in der Praxis so eine wichtige Frage ist:
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Definition 3.5 Fine Funktion y(xz) heiffit Losung des Anfangs-Wert-Problems (AWP)

y = F(z,y), y(xo) = Yo,

wenn y(x) eine Lisung der Differentialgleichung y' = F(x,y) ist und im Punkt xo den Wert yo hat.

Aufgabe 3.14 Es sei f :la,b[— R eine differenzierbare Funktion ohne Nullstelle. Zeigen Sie: Es
gibt eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit Losungsraum {c - f : ¢ € IR}. Welche
Differentialgleichung ergibt sich fir f(z) = tan(x)?

Aufgabe 3.15 Gegeben sei die Differentialgleichung

™

(D) @) =cos | Jw@)?], weR

a) Man zeige, dass y(x) := 1 fiir alle x € IR eine Losung von (D) mit y(1) =1 ist.

b) Man zeige mit Hilfe des Existenz- und Eingeutigkeitssatzes (ohne explizite Berechnung der Losung!),
dass fiir jede Losung ¢ : IR — IR der Differentialgleichung (D) mit ©(0) = 0 gilt: p(x) < 1 fiir alle
z € R. (Hinweis: Widerspruchsbeweis fiihren!)

Aufgabe 3.16 Gegeben sei die Funktion f :IR* — IR mit f(x,y) = \y|§ fiir jedes (z,y) € IR?.
a) Beweisen Sie, dass die Funktion f fir keine positive reelle Zahl b auf der Menge IR x [—b,b] einer
Lipschitz- Bedingung in der zweiten Variablen gentigt.

Uberlegen Sie: Welche Konsequenzen hat dies hinsichtlich des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
von Picard-Lindeldf fir die lokale Untersuchung des AWP im Hinweis zur folgenden Teilaufgabe b)?
b) Bestimmen Sie eine Lisung ¢ : R — IR der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit p(4) =1, p(0) =
0, p(—1) = —5-.

(Hinweis: Es ist giinstig, zundchst je eine lokale Lisung fir die Anfangswertprobleme

mit den Anfangswerten

zu bestimmen.)

Aufgabe 3.17 Es sei f : IR x IR — IR eine stetige Funktion, die lokal in IR einer Lipschitzbedingung
geniige (d.h.: Zu jeder kompakten Menge K C IR? = RxIR (2.B. sei K ein abgeschlossenes, beschrink-
tes Rechteck) gibt es ein L > 0 mit | f(x,y)— f(x,y")| < Li|y—y'| fir alle Punkte (x,y), (z,y') € K).
Weiter gelte

f(_$7y) = _f(xvy)
fir alle (x,y) € R x R.
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Zeigen Sie: Ist ¢ eine beliebige Lisung der Differentialgleichung

y/ = f(xvy)

auf einem Intervall [—a,al mit a > 0, d.h. ¢ : [—a,a] — R differenzierbar und

¢'(z) = f(z,0(x))  (z€[~a,a]),
so gilt

fir alle x € [—a, al.
Hinweis: Zu einer Lisung ¢ betrachte man die Funktion

P(z) == o(—x), =€ [—a,al.

Aufgabe 3.18 Bestimmen Sie die Lisung des AWP

a)y =x-y, y0)=1,

b) ya? +2zy =Inz y(1) =2, auf Ry :={zecR|z>0},

c)ry +(x—1)(1+y*) =0, y(1)=1, und zeigen Sie, dass diese Losung nicht auf das Intervall
10, 00| fortsetzbar ist,

4 Uy +2ep) o = —1, () =2, auf] -2, 00|

e) y = 2xy?, y(1) = a, in den Fillen a = 1/2 und a = —1/2 und bestimmen Sie jeweils das
mazximale Definitionsintervall der Lisung.

Aufgabe 3.19 Die ’logistische Gleichung’

d,
—p:a~p—b-p2, 0<a,belR,

dt
beschreibt in Abhingigkeit von der Zeit t das Wachstum einer Population (z.B. Bakterien), bei der
die Vermehrungsrate zur Anzahl p(t) der Individuen proportional ist, aber durch einen Zusatzeffekt
geddmpft wird, der zur Anzahl der Kontakte unter den Individuen proportional ist. Losen Sie fiir diese

Gleichung das AWP mit p(0) = pg > 0 und zeigen Sie, dass lim;_,o p(t) von py unabhingig ist.

Aufgabe 3.20 Die Zuwachsrate einer Population (z.B. Hasen) sei proportional zur Zahl der Kontakte
ihrer Individuen, die Sterberate proportional zur Zahl p(t) der Individuen. Dann gilt

d,
d—]Z:b-pQ—a-p, 0<a,belR.

Zeigen Sie, dass die Population ausstirbt, wenn sie einmal auf einen Wert pg < a/b absinkt.
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3.4 Systeme von Differentialgleichungen

In der Linearen Algebra lernt man mit Systemen linearer Gleichungen umzugehen. Da hat man nicht
nur eine, sondern mehrere Unbekannte. Genauso gibt es Systeme von Differentialgleichungen. Da hat
man nicht mehr eine, sondern mehrere unbekannte Funktionen. Ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung sieht so aus:

i = Fi(z,y1,92, - Yn),
vy = Far(z,y1,92, - Yn),
y:l = Fn(xvylay%-"ayn)'

Da sind also n differenzierbare Losungsfunktionen yg(z), ..., yn(z) zu suchen, die das Gleichungssy-
stem erfiillen. Die Definitionsmenge G der rechten Seite ist dann eine Teilmenge G C IR™ !, auf der
alle Funktionen Fi, ..., F), stetig sind. Und eine Losung des Systems ist ein n-tupel (yi,...,y,) dif-
ferenzierbarer Funktionen, definiert auf einem gemeinsamen Intervall o, 5[C IR, die zusammen den
Gleichungen des Systems geniigen.

Beispiel 3.16 FEines der einfachsten Beispiele ist das System

yll = Y2,
Yo = —ui.

Die Definitionsmenge G C IR? ist der ganze IR?, und eine Lisung ist z.B. das Paar

yi(x) = sin(x),  ya(z) = cos(x),

definiert auf der ganzen reellen Achse.

Die wesentlichsten Unterschiede zwischen Systemen von Differentialgleichungen und einer einzigen
Differentialgleichung sind:

e Man kann sich die Losungskurven viel schwerer vorstellen. Fiir n = 2 ist eine Losungskurve eine
Kurve im IR? mit den Koordinaten x, y1, 4. Die kann man sich noch vorstellen, aber nur schwer
zeichnen. Schon fiir n = 3 hat man eine Kurve im IR?*, unvorstellbar.

e Es gibt keine allgemeinen Losungsmethoden. Die wichtigsten Systeme sind Systeme linearer
Differentialgleichungen. Die werden wir uns spéter anschauen. Eine Theorie, die man immer
anwenden kann gibt es nur fiir sehr spezielle Systeme ('konstante Koeffizienten’).

Es gibt aber auch ganz wesentliche Gemeinsamkeiten mit der Theorie einer gewthnlichen Diffe-
rentialgleichung. Die Existenz- und Eindeutigkeitssidtze lauten - richtig interpretiert - ganz genauso,
wie fiir eine Gleichung:

Satz 3.6 (Existenz-Satz von Peano) Gegeben sei ein System wie oben, mit n stetigen Funktionen
Fi(x,y1, ooy Yn)s ooy (T, 41, -, yn) auf der rechten Seite. Dann existiert zu jedem Anfangswertproblem
lokal eine Losung.
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Unter AWP versteht man in diesem Fall folgendes: Die Funktionen Fi,..., F, auf der rechten
Seite seien definiert und stetig auf der offenen Menge G C IR™ . Ein Anfangswert ist ein (n 4 1)-tupel
(o, €1, ...y cn) € G. Eine Losung des zugehorigen AWP ist ein n-tupel von differenzierbaren Funktionen
Y1, ---, Yn, Welche das System von Differentialgleichungen erfiillen, und der Bedingung

y1(xo0) = c1, ., Yn(20) = Cn,

genigen.
Und dass das AWP lokal 16sbar ist, heifit: Es gibt ein Intervall Jz¢ — €, 29 + €[ mit € > 0, und
Funktionen y1, ..., y,, die auf diesem Intervall differenzierbar sind und das AWP lésen.

Und die Lipschitz-Bedingung verallgemeinert sich folgendermaflen:

Definition 3.6 Das obige System von Differentialgleichungen geniigt auf seinem Definitionsbereich
einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz- Konstanten L, wenn fiir je zwei Vektoren

(x,c1, .y Cn)s (2,0, ... c,) €G
gilt

: - : < L- N el B
Ty Cly ey C) Fo.(x,d),....,c)) Cn c

Fi(z,c1y.0n) Fi(z,c,....c)) a1 4
Fu(

n

Man muss also nur die eindimensionalen Absolut-Striche durch die Vektor-Norm ersetzen.
Und genau wie in einer Dimension gilt der

Satz 3.7 Die Funktionen Fi,..., F, auf der rechten Seite des obigen Systems seien auf ihrem Defini-
tionsbereich G alle stetig nach yi,...,yn partiell differenzierbar. Dann geniigt das System auf G lokal
einer Lipschitz- Bedingunyg.

Das heifit: Zu jedem Punkt (x,y1,...,yn) € G gibt es einen (n 4 1)-dimensionalen Wiirfel

Q={(&m, ) e R [ —a| <elm—yi] <elnn —yn| <} CG

mit € > 0, auf dem eine Lipschitz-Bedingung gilt.

Auch der Beweis dieses Satzes geht wie in einer Dimension (Satz 2.3), mit Hilfe des MWS fiir
differenzierbare Funktionen. Allerdings braucht man hier die n-dimensionale Version des MWS, Satz
2.4.

Und genau wie in einer Dimension gilt auch der Existenz- und Eindeutigkeitsssatz

Satz 3.8 (Picard-Lindel6f) Das obige System von Differentialgleichungen erfille auf seinem Defi-
nitionsbereich G lokal eine Lipschitz-Bedingung. Dann besitzt jedes AWP eine lokale Lisung, und je
zwei Lisungen desselben AWP stimmen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich tiberein.

Auch der Beweis dieses Satzes geht genau wie in einer Dimension (Satz 3.4). Uberall muss man
skalare Funktionen F'(z,y) durch vektorwertige Funktionen (F,(z,y1,....,n ))v=1,....n €rsetzen. Nur an
zwei Stellen muss man etwas aufpassen, bei der Definition des Integrals iiber vektorwertige Funktionen
und bei der Integralabschétzung fiir vektorwertige Funktionen.
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Definition 3.7 (Integral vektorwertiger Funktionen) Die Funktionen Fi,...,F, : [a,b] — R
seien Riemann-Integrierbar. Dann definiert man

Fi(z) JP Py (x)dx

b
/ dr :=

F,(z) f: F,(z)dx

Das ist also einfach komponentenweise Integration und nichts wesentlich Neues. Etwas trickreich
ist dagegen der Beweis fiir folgenden

Satz 3.9 (Integralabschitzung) Die Abbildung F : [a,b] — IR" sei integrierbar im Sinn der eben
gegebenen Definition. Dann gilt

Das ist genau die gleiche Integralabschétzung, wie fiir skalare Funktionen. Nur ist der Absolutbe-
trag durch die Norm ersetzt.

Beweis des Satzes. Es sei v € IR" ein fester Vektor. Dann haben wir mit der Abschéitzung fiir
skalare Funktionen und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/a (F(a) v)da

Spannend wird es erst, wenn wir hier fiir v den Integralvektor

/abF(a:)dzz: < /ab | F(z) | dz!.

b b b
<|[1E@dz| < | [N F@ - v da] = | [ 1 P@ [l da- V]

(%] f: Fl(t)dt

n, [P R (t)dt

einsetzen. Dann ist also das Skalarprodukt

n b
(F@).v) = Y F@)- [ ot

v=1

und das Integral hieriiber

b n b 2
/a (F(z).v)de — zzjl < / Fl,(a:)dx> _

Und die eben angegebene Ungleichung wird

‘ H/abF(x)dx

Die behauptete Ungleichung ergibt sich, wenn wir hier durch den zweiten Faktor auf der rechten Seite
kiirzen. Wenn wir nicht kiirzen kdnnen, ist aber

2

/ab F(x)dx

b 2 b
/aF(x)dg; < / | F(z) || de .

/ab F(z)dz|| =0,
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und die Behauptung ist trivial. L]

Das ist eigentlich alles, was man ganz allgemein zu Systemen von Differentialgleichungen sagen
kann. Es gibt nicht einen noch so kleinen Ansatz zu allgemeinen Losungsmethoden. Man kann nur
dann etwas machen, wenn das Differentialgleichungs-System eine spezielle Form hat. Einen dieser
Spezialfille mochte ich hier besprechen. Er ist analog zu einem linearen Gleichungs-System, dessen
Koeffizientenmatrix obere Dreiecks-Form hat. Jede Funktion Fy, soll also nur von x, yg, ..., ¥, abhéngen.

Es handelt sich also um ein Gleichungssystem der Form

yi = Fl(xvyla-"ayn)a
yé - F2(x7y27"'7yn)7
y;lfl = Fn—l(xvyn—lvyn)’
y; = Fn(xayn)

Hier kann man etwas machen: Die letzte Gleichung ist eine ganz gewhnlich Differentialgleichung erster
Ordnung fiir eine Funktion y,. Die kann man (theoretisch) 16sen. Und ihre Losungen y, kann man
in die vorletzte Gleichung einsetzen. Dann wird diese eine ganz gewohnliche Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y,_1. Und so kann man weitermachen, und sich wie beim Gauf3-Algorithmus
nach oben hoch-hangeln.

Nur dass es den wesentlichen Teil des Gauf3-Algorithmus, die elementaren Zeilenumformungen, mit
denen man ein lineares Gleichungssystem auf obere Dreiecksform bringt, bei Systemen von Differen-
tialgleichungen nicht gibt!

Beispiel 3.17 So, jetzt wollen wir das alles noch durch ein Beispiel vertiefen. In den Biichern findet
sich keines, weil es keine sinnvolle Theorie zum Ldsen nicht-linearer Systeme von Differentialgleichun-
gen gibt. Also habe ich mir eines aus den Fingern gesogen, und versucht, alles so hinzutricksen, dass
man das System explizit ldsen kann:

Vo= yituyeee ™),
Yy = 2x-y9.
Die zweite Gleichung, eine Gleichung fir die gesuchte Funktion yo alleine, l6st man durch Erraten
Yo = Cg - e(xg), cs € R.
Dann wird die erste Gleichung
(%) | o~ (?)

Y :y%"‘yl’CZ@ Zy%+02917

eine Bernouillesche Differentialgleichung. Wir dividieren durch y?

und substituieren z = 1/y;
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FEine spezielle Lisung zg = —1/co errdt man, und die allgemeine Lisung der homogenen Gleichung
z=ce 2% c; € R, sieht man auch. Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
| 1

z=ce = — V1= "0 -
cy’ cre=2® —1/cy

Natiirlich muss man auch noch co = 0 beriicksichtigen, was auf z = c; —x, y1 = 1/(c1 — x) fiihrt.

Ich habe dieses Beispiel eigentlich nur vorgefiihrt, um zu zeigen, dass die Losungsfunktion y; von
zwei reellen Konstanten ¢; und ¢y abhéngt. Weil man ja jedes AWP (lokal) 16sen kénnen muss, kann
das auch gar nicht anders sein.

Wir wenden uns jetzt ab von der ganz allgemeinen Theorie, wo man kaum mehr sagen kann, als
allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussdtze, und wenden uns Systemen von linearen Differenti-
algleichungen zu, wo man zunéchst auch nicht viel mehr sagen kann.

Wenn alle Differentialgleichungen eines Systems linear sind, dann sieht es so aus:

y1 = a1(@)yr +a2(@)y2 + o+ ann(@)yn + bi(2)

Yo = a21(2)y1 + az2(2)y2 + ... + azn(2)yn + ba(2)

Yo = an1(2)y1 + an2(2)y2 + o+ A (2)yn + b (z)
Es heiflt homogen, wenn by = ... = b,, = 0, sonst inhomogen.

Die Koeffizientenfunktionen a,,, (z) kann man zu einer n x n-Matrix

a171($) a172(1‘) aLn(JL‘)
Alr) — az1(x) aga(x) .. (12771‘(.%)
an1(x) apn2(z) ... apn(z)

von Funktionen zusammenfassen, die Inhomogenitéit zu einem Funktionenvektor

und auch die gesuchten Losungsfunktionen zu einem Lésungsvektor

yi(z)
i - [
Yn(2)

Dann kann man so ein System in der kompakten Form



schreiben. Dadurch ist es natiirlich nur einfacher hinzuschreiben, nicht einfacher zu lésen.

Zu linearen Systemen von Differentialgleichungen gibt es etwas Theorie, das meiste davon wortlich
genauso, wie bei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, konkrete Losungsmethoden (wie
etwa die Trennung der Variablen bei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung) gibt es nicht.
Das muss man leider in aller Deutlichkeit so sagen.

Nun, welche Theorie gab es bei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung? Antwort:

1) den Struktursatz iiber homogene und inhomogene Gleichungen,
2) den Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

3) die Variation der Konstanten,
Und diese Theorie gibt es bei Systemen ziemlich wortlich genauso.

Satz 3.10 (Struktursatz) a) Die Lisungen, d.h. also die Vektoren y(z) wvon Lésungsfunktionen
eines homogenen Systems

y(z)' = A(z) y(z)

linearer Diffentialgleichungen bilden einen IR-Vektorraum.
b) Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems

y(z) = A(z) - y(z) + b(x)
erhdlt man, indem man zu einer speziellen Losung yo(x) dieses Systems alle Lisungen des zugehdrigen

homogenen Systems

addiert.

Dazu ist nicht viel zu sagen. Der Beweis geht genauso, wie der von Satz 3.1. Dieser Struktursatz
sagt natiirlich nichts dariiber, ob es iiberhaupt Losungen gibt, bzw., wie viele es davon gibt. (Deswegen
heifit er auch Struktursatz.) Diese Frage klart der

Satz 3.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir homogene lineare Systeme) Jedes AWP

y(x) = A(z) - y(z), Y1(w0) = co, -+, Yn(T0) = Cn,

wo die Funktionen a,,(x) in der Matriz A(x) auf einem Intervall o, B[ stetig sind, wo xy €]o, B[
beliebig ist, und wo ¢ = (c1,...,cn)t € IR™ beliebig ist, besitzt eine Lésung y(z) auf dem ganzen
Intervall Ja, B[, d.h., es gibt eine differenzierbare Abbildungy :]o, B[— IR"™ mity(z)' = A(x)-y(x) und
yv(zo) = cg. Diese Liosung ist durch das AWP eindeutig bestimmit.

Na das ist doch was! Allerdings funktioniert der Beweis, den ich in 3.2.1 gegeben habe hier iiber-
haupt nicht. Dort habe ich ja die Losungen einfach hingeschrieben. Hier kennt man keine Lésungen
(bis auf die Null-Losung) explizit. Zunéchst kann man sich auf den Existenz-Teil konzentrieren. Die
globale Eindeutigkeit beweist man wie in Satz 3.5.
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Wir kiirzen ab: I :=|a, 3. Der Definitionsbereich der rechten Seite ist die offene Menge U = I xIR".
Weil das fiir die letzten n Koordinaten keine Einschrinkung bedeutet, ist die Picard-Abbildung

T
P:C%I,R") — C%I,IR"), y(x)+— c+/ A(t) - y(t)dt
T

wohldefiniert. Und wie immer beweisen wir die Existenz der Losung y(z) durch Iteration der Picard-
Abbildung Jede stetige Vektor-Funktion y(z), die Fixpunkt dieser Abbildung ist, ist differenzierbar
und Losung unseres AWP.

Natiirlich miissen wir die Abschitzung

I AGz) -y () [[<I Al) || - | (=) |

verwenden. Die Matrix-Norm || A(z) || ist stetig auf I, aber dummerweise kann sie am Rand dieses
Intervalls gegen oo gehen. Das verhindern wir, indem wir die Situation auf kompakte Teilintervalle

L =[oq,0/1]CI mit a<a;<zp<pf1<p

einschrinken. Es geniigt, einen Fixpunkt y(x) der Picard-Abbildung auf jedem solchen Teilintervall
zu finden. Das Intervall I kénnen wir ndmlich durch derartige Teilintervalle ausschopfen. Und wenn
wir auf zwei derartigen kompakten Teilintervallen I, I, Fixpunkte y(z) haben, dann stimmen sie
wegen der globalen Eindeutigkeit auf I; N Is {iberein. Daraus folgt die Existenz eines Fixpunkts der
Picard-Abbildung P auf dem ganzen Intervall I.

Auf jedem kompakten Teilintervall K C I ist die stetige Funktion || A(z) || beschriankt durch die
Konstante Ly :=|| A(z) ||x. Damit haben wir auf K die Abschétzung

I (P(y))(z) = (P(z

- z(t))dtH <

<| [ 140 - 60~ 20) | e < o = wolxe |y =2 i

Weil Ly, oder |z — x|, oder beide Konstanten ziemlich grof§ sein kénnen, reicht das keineswegs dafiir
aus, dass P kontrahierend ist. Wir miissen etwas genauer hinschauen und betrachten die Iterierten P*
der Picard-Abbildung.

Satz 3.12 (Hilfs-Abschitzung) Fiir alle k € IN ist

LF |z — x|k

| (PE@) (@) = (PE@) @) £ =22y — 2

Beweis (Vollstindige Induktion nach k). Fiir £ = 1 ist die Aussage die soeben durchgefiihrte
Abschitzung. Fiihren wir den Schluss von k auf k 4+ 1 durch:

P ) () = (P (2)(@) || =

Pr(y))(t) — (Pk(z))(t)]dtH
/ CA@ I (PR — (PE@) (@) | dt}

IN

IN

[r By ea
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Lk-l—l x &
|- ot 1y -2

LF+L. |z — xo‘kJrl i i
= |l P - P .
e PR~ PR -

Auf unserem kompakten Intervall K ist sicher |z — xg| < r fiir ein festes r € IR. Wegen der
Konvergenz der Exponentialreihe

o Lk . Tk
Lor
N Z k!

k=0

ist sicher

wenn k geniigend grof ist. Fiir ein solches k ist dann die k-te Iterierte P* der Picard-Abbildung
kontrahierend. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es einen Fixpunkt y € C(K,IR™) fiir P*.
Nun ist

P¥(Py) = P*l(y) = P(P*(y)) = P(y).

Also ist auch die Vektorfunktion P(y) ein Fixpunkt von P*. Wegen der Eindeutigkeit des Fixpunkts
von P* muss P(y) =y sein. (]

Die Aussage des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes kann man umformulieren, als Vektorraum-
Isomorphismus ausdriicken. Die Lésungen y(x) einer homogenen lineare Differentialgleichung y’(z) =
A(z) - y(z) bilden ja einen IR-Vektorraum, ihren Losungsraum. Nun sei

o A(z) = (au(x)) eine n x n-Matrix von auf dem Intervall |a, 3[C IR stetigen Funktionen,
e V der Losungsraum des homogenen Systems y(z) = A(z) - y(z),
e 1 €|a, f] beliebig.
Dann gilt:
Satz 3.13 Die lineare Abbildung
V—MR"  y(z)— y(o)
ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

In der Tat! Der Existenz-Teil des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes sagt, dass diese Abbildung
surjektiv ist, und der Eindeutigkeitsteil, dass sie injektiv ist.

Satz 3.14 (Korollar) Der Lisungsraum eines homogenen n x n-Systems von linearen Differential-
gleichungen hat Dimension n.
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Beispiel 3.18 Betrachten wir als Beispiel das System

yll = Y2,
yé = —U-

Es hat die beiden Losungen

[ sin(x) _ cos(x)
yi(z) = < cos(x) ) und ya(z) = ( —sin(x) ) ’

Damit sind auch alle Linearkombinationen

c1sin(x) 4 cacos(x)

crcos(x) — casin(x) ) v el

c1y1(x) + coya(z) = (

Lisungen des Systems. Und das ist der ganze Losungsraum. Aquivalent dazu ist: Die Losungen yi(x)
und ys(z) sind linear unabhdingig. Machen wir den Test: Sei

ayi(z) + cya(z) = 0.

Da setzen wir x = 0 ein und finden

2(1)re(0)=(2)=5)

Die beiden Vektorfunktionen y1,y2 : R — IR? bilden also eine Basis des Lisungsraumes V' fiir unser
System.

Das Auffinden aller Losungen eines homogenen Systems ist dquivalent mit dem Auffinden einer
Basis fiir dessen Losungsraum. Weil eine Basis so wichtig ist, bekommt sie hier einen eigenen Namen:

Definition 3.8 Fin Losungsfundamentalsystem fiir das homogene lineare nxn Differentialgleichungs-
system y(z)" = A(x) - y(z) auf dem Intervall o, B[ ist ein n-tupel von Vektorfunktionen yi,...,yn :
o, B[— IR™, welches eine Basis fiir den Lisungsraum V' des Systems ist.

Weil der Losungsraum V' die Dimension n hat, ist ein n-tupel von Lésungen y7q, ..., y, schon dann
ein Losungsfundamentalsystem, wenn dieses n-tupel linear unabhiingig ist. Und dazu gibt es das
folgende, sehr effektive

Satz 3.15 (Kriterium fiir lineare Unabhingigkeit) Ein n-tupely,...,y, von Lisungen des ho-
mogenen n X n-Systems y(z)' = A(z) - y(x) ist genau dann linear unabhingig (d.h. ein Lisungsfun-
damentalsystem), wenn fir einen einzigen Punkt xo des Definitionsintervalls die Vektoren

Y1 (x(]), ...,yn(xo)

linear unabhdngig sind.
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Beweis. a) Seien die Losungen y1, ..., y, linear unabhiingig. Wir miissen zeigen: Fiir jeden Punkt
xo sind die Vektoren yq(zg), ..., yn(xo) € R" linear unabhéngig. Dazu setzen wir den Test

clyl(azo)+...+cnyn($o) :0, Cly...,Cp € R
an. Mit diesen Koeffizienten cq, ..., ¢,, basteln wir die Vektorfunktion
Y(x) = clYl(x) +...+ cnYn(J:)'

Sie ist eine Linearkombinationen der Lésungen yq(x),...,y,(x), also selbst eine Losung des Systems.
Im Punkt xg hat sie den Wert y (o) = 0. Wegen des Eindeutigkeits-Satzes folgt also daraus

ayi(x) + ... + epyn(z) =y(x) =0.

Weil aber die Vektorfunktionen y1, ..., y, linear unabhéngig waren, muss ¢; = ... = ¢, = 0 gelten.

b) Sei jetzt xy ein Punkt, in dem die Vektoren yi(xg),...,yn(2g) € IR" linear unabhéngig sind.
Wir miissen zeigen: auch die Vektorfunktionen yi(z), ..., yn(z) sind es. Wir benutzen wieder unseren
Test: Sei

ayi(x) + ... +epyn(z) =0, cp,...,cp € R.

Hier setzen wir x = x¢ ein und finden

c1y1(zo) + ... + cpyn(wo) = 0.

Weil diese Vektoren aber linear unabhéingig waren, muss auch jetzt ¢; = ... = ¢, = 0 gelten. L]
Ein Losungsfundamentalsystem kann man auffassen als eine n x n-Matrix

yi,1(x) .. yna(z)
Y(J}) = (YI(x)v ,yn(x)) =
Yn1(T) o Ynn()

von differenzierbaren Funktionen y,,, (). Und das eben bewiesene Kriterium sagt
det(Y(xg)) #0 fiir alle 1z im Definitionsintervall.

In unserem obigen Beispiel war

und det(Y (z)) = —1.

Mit einem Losungsfundamentalsystem kann man Variation der Konstanten machen. Ist Y (z) =
(y1(z), ..., yn(x)) ein Losungsfundamentalsystem des Systems

so gilt also
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und die allgemeine Losung des homogenen Systems hat die Form
ayi1(z) + ... +epyn(z) =Y (x) - c

mit einem Vektor

Cn

Diesen konstanten Vektor variieren wir. Wir setzen also an
vo(z) =Y (z) - c(z) = c1(2)y1(z) + ... + cn(@)yn(x).
Dieser Funktionenvektor hat den Ableitungsvektor
Yo() =Y (2) - c(z) + Y (2) - c(z) = c1i(@)y1(x) + ... + en(@)yn (@) + 1(2)'y1(2) + ... + cn(2) yn(2).
Wegen Y (z)' = A(z) - Y (z) konnen wir den auch
yo(2)' = A(z) - Y () - c(z) + Y (2) - c(z)' = A(z) - yo(z) + Y (z) - ()

schreiben. Und yq(z) 16st das inhomogene System

genau dann wenn

Y(z)-c(x) = b(x)

gilt. Und weil die Losungsfundamentalmatrix Y (z) in jedem Punkt Y (z) invertierbar ist (det(Y (z)) #
0), kénnen wir sie invertieren, und diese Bedingung

schreiben. Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Vektor aus Funktionen. Und wenn wir die alle
integrieren, ja dann haben wir ¢(x) und damit die spezielle Losung yo(x).

Aufgabe 3.21 a) Ldsen Sie das Differentialgleichungssystem

yll = 2my27
Yy = —2ay,

indem sie y1y] und yayh vergleichen.
b) Losen Sie das AWP y1(0) = 1,y2(0) = 1.

Aufgabe 3.22 Finden Sie alle Losungen des Differentialgleichungssystems

yp = cos(x)-y1 + sin(x)-yo
Yy = cos(z) - y2

132



Aufgabe 3.23 Bestimmen Sie ein Lisungsfundamentalsystem fiir das Differentialgleichungssystem

2/x  z? 1
y@)={ 0 -1 Lz | -y()
0 0 1/x

Aufgabe 3.24 Zeigen Sie, dass die Vektorfunktionen

nio) = (o ) e = ()

auf jedem Intervall linear unabhdngig sind, und geben Sie ein lineares 2x 2-Differentialgleichungssystem
an, welches y1(x),y2(x) als Losungsfundamentalsystem besitzt.

3.5 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme von Differentialgleichungen der Form

y'(z)=A-y(2),

wo A € M(n x n,IR) eine konstante n x n-Matrix ist. Die kann man alle systematisch und vollsténdig
16sen. Der entscheidende Punkt ist

Satz 3.16 Die Spalten der Matriz e bilden ein Lisungsfundamentalsystem fir das obige System.

Beweis. Nach Aufgabe 2.27 ist
d
ae"l"v = At
Ist v € IR" ein konstanter Vektor und

so folgt daraus

y'(x) = %6‘4“ v=A-eMov=A y().

Die Vektorfunktion y(x) ist also eine Losungsfunktion unseres Systems. Insbesondere sind alle Spal-
tenvektoren der Matrix eA® Losungen. Nach Aufgabe 1.24 a) ist die Matrix e
x. Ihre Spaltenvektoren sind deswegen linear unabhéngig und bilden ein Loésungsfundamentalsystem.

[

invertierbar fiir alle

Es kommt also darauf an, die Exponentialmatrix wirklich auszurechnen.
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Beispiel 3.19 Der einfachste Fall ist der, wo

a1
A=
Qnp
eine Diagonalmatriz ist. Dann ist
01T
eA-x —
ean-a:
und die Vektorfunktionen
1 0
0 :
yl(aj) =", . 77yn(x) =" 0
0 1

bilden ein Losungsfundamentalsystem.

Diese Art, Differentialgleichungssysteme zu l6sen, vertrigt sich glinzend mit der Ahnlichkeit von
Matrizen.

Satz 3.17 Die n x n-Matriz A sei dhnlich zur Matriz B='- A- B. Ist z1(x), ..., 2, (z) ein Losungsfun-
damentalsystem von
Z(z)= (B! A B)-z,

so ist y1(z) = B - z1(x),...,yn(x) = B -z,(x) ein Liosungsfundamentalsystem von
Y (z)=A-y(x).

Beweis. Fiir v =1,...,n ist

z, = B1.A.B gz,
B-z,(x) = A-(B-z, (x)
yu(x) = A-y,(z).

Die Vektorfunktionen yi,...,y, sind also Losungen. Wegen

(y1(x), ..., yn(x)) = B (21(2), ... Zn())

sind sie auch linear unabhéngig. L]
Ist insbesondere A diagonalisierbar und

A1
D= =B '.A.-B
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eine Diagonalmatrix, so sind die ), die Eigenwerte von A und die Spaltenvektoren b, von B zugehdorige
Eigenvektoren. Ein Losungsfundamentalsystem von z' = D - z ist dann

eMT e, e e,
Und ein Losungsfundamentalsystem von y’ = A -y ist

M by,...,e’ T b,

Das klart die Situation wenn A diagonalisierbar ist.

(1)

ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Indem man eine quadratische Gleichung lost berechnet
man thre Eigenwerte und dazugehdrige Figenvektoren

)\1:%(54—\/5), V1:<1+2\/5>7

)\2:%(5—\/5), V2:<1_2\/5>.

Weil die Figenvektoren linear unabhdngig sind, erhdlt man das Lésungsfundamentalsystem

_ ey _ ieevEe [ 2 _ ery, _ A6-vBe [ 2
yi(z) = e vy = e2 <1+\/5>, ya2(r) = e?"vy = e? (2_\/5 .

Aber es gibt auch Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind. Der Musterfall ist ein Jordanblock

Beispiel 3.20 Die Matrix

Al

A1
A
Gliicklicherweise ist e/>® leicht auszurechenen: Wir schreiben
Hhrr=Ml-2+N-x

mit

0 1
0

Weil die Einheitsmatrix 1 mit N kommutiert, kommutiert auch Al - x mit N - x und nach Aufgabe

1.24 a) haben wir

6J>\~;B — 6)\11~$+N~$ — eA]l-a: . eN-a: — e)va: . €N~$.
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Wir miissen also nur noch eV'®

Summanden ab und liefert

ausrechnen. Wegen N™ = 0 bricht diese Exponentialreihe nach n

CUQ In—l
Lz %5 (n—1)!
x? .
1 X 5
eN-a: — .
2
! 7
1 z
1
Damit erhalten wir als Losungsfundamentalsystem die Spalten der Matrix e® - e/V'®
A
e zeM 1 m
0 oL (n712>!€
T A
0 o= L
l,e)w
. : Az
0 0 ‘

Mit diesem Verfahren kann man alle Systeme behandeln, deren Koeffizientenmatrix A durch eine reelle
Koordinatentransformation auf Jordansche Normalform gebracht werden kann. Das geht genau dann,
wenn das charakteristische Polynom von A lauter reelle Nullstellen hat.

Beispiel 3.21 Der einfachste Fall, wo das nicht geht, ist eine Matrix

0 —w
A_<w O)’ w# 0,

mit dem charakteristischen Polynom A2 + w? ohne reelle Nullstellen. Aber die Matriz e® kann man
trotzdem ausrechnen:

z 10 0 —wx 1 [ —(wx)? 0 1 0 (wr)3
h* = (0 1>+<wx 0 >+§< 0 —(wa:)2>+§<—(wx)3 0 >+

( cos(wzx) —sin(wz) ) .

sin(wx)  cos(wz)

Das sieht ganz anders aus, als das Verfahren mit Eigenwerten und FExponentialfunktion. Aber nach
Ubergang zu komplexen Eigenwerten und FEigenvektoren stellt es sich als im Wesentlichen identisch
heraus. Unsere Matrix A hat die komplexen Figenwerte und Figenvektoren

)\1:’i'w, V1:<_1i>, )\Qz—i'w, V2:<ii>.

Mit der Eulerschen Formel erhdlt man die komplexen Lésungen
21 () = € . 1. _ cQS(w x) Fi- sm(w Y
—i —i-cos(w-x)+ sin(w-x
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zo(x) = e T . ( 1 ) = z1(x).

Was komplexe Lisungen unseres Differentialgleichungssytems sein sollen, das definieren wir gar nicht
erst, sondern gehen sofort iber zu Real- und Imagindr-Teil

y1(2) = Re(m()) = ( o) ) L yale) = ~Im(z () = ( —simlr) ) .

sin(wz) cos(wx)
Das ist genau das schon vorher angegebene Lisungs-Fundamentalsystem.
Das soeben behandelte Beispiel war besonders einfach gleich in zweierlei Hinsicht:

1) Die Eigenwerte +iw hatten keinen Realteil. Jedes reelle Polynom hat immer Paare konjugiert
komplexer Nullstellen. Komplexe Eigenwerte einer reellen Matrix treten immer paarweise auf als

Ati-w, AwelR.

Wenn der Realteil X\ # 0 ist, dann wird die komplexe Exponentialfunktion

e()\izw)-z Az eizw-x

=e = M (cos(wx) £ i - sin(wz)).

Zu den Winkelfunktionen bekommt man noch eine reelle Exponentialfunktion als Faktor dazu.
Das ist nur eine unwesentliche Komplikation. Sie macht das Leben einfach etwas reichhaltiger.

2) Die komplexen Eigenwerte traten nur einfach auf. Bei mehrfachen Linearfaktoren im charakte-
ristischen Polynom braucht die Matrix auch komplex nicht mehr diagonalisierbar zu sein. Das
Fiihrt auf die Jordansche Normalform im Komplexen.

Dises zweite angesprochen Problem méchte ich noch diskutieren, allerdings nicht in voller Allge-
meinheit. Der wesentliche Punkt ist folgender: Echt komplexe Eigenwerte fiihren auf echt komplexe
Jordan-Blocke. Aber wie die Eigenwerte treten auch die Jordan-Blocke als komplex-konjugierte Paa-
re auf. Solche Paare kan man zusammenfassen und auf eine ’reelle Jordan-Normalform’ kommen.
Die Theorie gehort in die Lineare Algebra und ich will deswegen hier nur den aller-einfachsten Fall
behandeln:

Ich nehmen an, die reelle Matrix A habe den komplexen Eigenwert A + iw,w # 0, mit einer
Vielfachheit n und dazu gehore nur ein einziger komplexer n x n Jordan-Block Jy4,. Um die Matrix
A in komplexe Jordan-Normalform zu transformieren verwendet man n linear unabhéngige Vektoren
(eine 'Kette’)

vV, (A= (A +iw)D)v, ..., (A — (A +iw)1)" Ly,

wobei

(A-— A+ iw)D)"v=0

ist. Es gibt noch den komplex-konjugierten Eigenwert A —iw. Und es gibt dazu die komplex-konjugierte
Kette
v, (A= (X —iw))v,..., (A — (A +iw)D)" v,

Sie fiihrt auf einen n x n-Jordan-Block Jy_;,. Ich nehme weiter, vereinfachend, an, dass

- J)\Jriw 0
! "( 0 JA_W>
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schon die ganze Jordan-Normalform der Matrix A ist. Dann hat die Matrix A also das Format 2n x 2n.
In die komplexe Jordan-Normalform transformiert man mit einer komplexen 2n x 2n-Matrix, deren
Spaltenvektoren die 2n Vektoren der beiden komplex-konjugierten Ketten sind. Diese Transformations-
Matrix hat also die Form
(B,B), Be€ M((2nxn,C).

Und es ist
(B,B)™'-A-(B,B)=.

Das Resultat ist zu komplex. Wir gehen iiber zu Real- und Imaginér-Teil der Jordan-Normalform in
Matrizen-Schreibweise. Dazu verwenden wir die komplexe 2n x 2n-Transformationsmatrix

1 (1, i, N U A MR
=5 (nn —z'-]ln> mit A7 =17 (-i.nn i-]1n>'

-1 ) o RE(J)\_H‘UJ) —Im(J,\Hw) o J)\ —wl
XA ( Im(Japiw)  Re(giw) ) \wl  Jy )7

Diese reelle Matrix heifit die reelle Jordan-Normalform von A. Sie ist die zu A &hnliche Matrix

Damit wird

X 1. BB A (BB X= ((B,E)-X)*l-A- ((B,B)-X).

Wesentlich ist hier, dass die verwendete Transformationsmatrix

reell ist. Man kann von A iibergehen zu dessen reeller Jordan-Normalform durch eine reelle Trans-
formation im IR?". Nach dieser Transformation geniigt es also, das Differential-Gleichungssystem mit

Koeffizientenmatrix
Jy o —wl\ [ Jy 0 n 0 —-wl
wl J by - 0 J by wk 0
zu behandeln.

Und wieder einmal fiigt sich alles am Ende sehr harmonisch: Man rechnet sehr leicht nach, dass
die beiden Matrizen auf der rechten Seite der obigen Gleichung kommutieren. Ein Lésungsfundamen-
talsystem fiir dieses System sind also die Spalten der Matrix

ox Iy —wl-x e (AM1+N) -z 0 en 0 —wl -z
Plotz gy oz - 0 A1+ N) -z Plot z 0

_ e cos(w-z)-eNT —sin(w-z) N
N sin(w-z)-eN?  cos(w-x)-eNT

Dabei ist N die nilpotente Matrix mit Einsern auf der Nebendiagonale und eV% ist die weiter oben
angegebene Matrix mit Polynom-Eintrigen bis zum Grad n—1. Die Komponenten der Losungsvektoren
yv1(z),...,¥2n(x) sind also Produkte

e der Exponentialfunktion e*?*,
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e von Winkelfunktionen cos(w - x), sin(w - x),

e Polynomen in x vom Grad <n — 1.

Aufgabe 3.25 Es seien a,b € IR.
a) Finden Sie ein Losungsfundamentalsystem fir das System

Y = a-y1+b-ys,
yy = b-yr+a-y.

b) Finden Sie eine spezielle Losung des Systems

Yy = a-y1+b-yo+(1—a)-e”,
Yy = b-yi+a-ya—b-e”

Aufgabe 3.26 Finden Sie alle Lisungen des Systems

o=yt
Yo = Y1tz
Aufgabe 3.27 Finden Sie die allgemeine Lisung des Systems
p_ (1 12} . e’
Y=\3 1)7Y7 o)

Aufgabe 3.28 Ldsen Sie die AWProbleme

2 y'=<_§ ‘é)-y, y<o>=<§>, b)y'=<j§’ ;

Aufgabe 3.29 Finden Sie ein Losungsfundamentalsystem fiir

Yy = — y2 + Y3
Yo = - 3
vy = —y1 + Y
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3.6 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Eine Differentialgleichung hoéherer Ordnung ist eine Differentialgleichung einer Ordnung > 2. Sie
enthélt nicht nur die erste Ableitung der gesuchten Funktion, sondern auch Ableitungen dieser Funk-
tion von einer Ordnung > 2. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung hat also die Form

F(z,y,y, ...,y(”)) =0.

Dabei ist die Funktion F definiert auf einer offenen Menge U C IR™"2. Wenn F stetig partiell diffe-
renzierbar ist und die partielle Ableitung von F' nach der letzten Variablen nicht verschwindet, kann
man lokal nach y(™ auflésen (Satz 2.17) und erhilt eine Gleichung

v (@) = g(@,y,9/ sy D).
Sowas heifit eine explizite Differentialgleichung héherer Ordnung.
Satz 3.18 Fine explizite Differentialgleichung hoherer Ordnung

y(n) (.1‘) = g(x, Y, ylv ) y(n_l))

ist dquivalent zu dem System

Zl = 22
zh, = 23
/ _
Zy_1 = Zn
/ _
Zn - g(-T,Zl,ZQ,...,Zn_l )
Beweis. Man setzt
_ ./ _ n—1
21 =Y, 202 =Y, ceey Z’n_y( )

und kann damit zwischen der Differentialgleichung n-ter Ordnung und dem System hin- und hertrans-
formieren. []

Damit kann man zunéchst die allgemeine Theorie der Systeme auf Differentialgleichungen héherer
Ordnung umformulieren:

Satz 3.19 Die Funktion g(z,y1,...,yn) Sei stetig, und stetig partiell differenzierbar nach y, ..., yn auf
U c R"L. Dann gilt

a) (Lokale Ezistenz) Es sei (x,co,c1,...,cn—1) € U. Dann gibt es ein v > 0 und eine n-mal differen-
zierbare Funktion y :Jxg — r,xo + r[— IR mit

y"(2) = g(z,y(z),y (@), ... y" " DV(2)) fir alle x €lzg— 1,30 + 7]

und
y(zo) =co,  Y'(mo) =c1, ...y y(n_l)(l‘o) = Cp-1-

b) (Globale Eindeutigkeit) Zwei Lisungen y(z) und z(x) der Differentialgleichung mit
y(xo) = 2(x0), ¥ (w0) = 2/ (o), ey y™ D (w0) = 2"V (a0)

stimmen auf threm gemeinsamen Definitonsintervall tberein.
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Mehr kann man in dieser Allgemeinheit nicht sagen. Wenden wir uns deswegen den linearen Dif-
ferentialgleichungen héherer Ordnung zu.

Definition 3.9 Fine lineare Differentialgleichung der Ordnung n fiir eine Funktion y hat die Form
an(a:)y(”) + an,l(x)y("_l) + .. +a1(2)y + ap(z)y = b(x).

Dabei sind die Koeffizienten-Funktionen a,(x) und die rechte Seite b(x) stetig auf einem Definitions-
intervall Jo, B]C R. Die Differentialgleichung heifit homogen, wenn b(x) = 0, sonst inhomogen.

Wo der Leitkoeflizient a,(x) # 0 ist, kann man die Gleichung durch ihn dividieren, und danach
dann also a,(xz) = 1 annehmen. Die Differentialgleichung ist explizit geworden. Hat der Leitkoeffizient
Nullstellen, so teilen diese das Definitionsintervall in Teilintervalle, innerhalb deren a,(z) # 0 ist, und
wo man deshalb dividieren kann. Die im folgenden beschriebene Theorie funktioniert nur auf diesen
Teilintervallen.

Zunichst einmal ist das System, das zu einer linearen Differentialgleichung héherer Ordnung gehort,
wieder linear.

Satz 3.20 Fine lineare Differentialgleichung

(n—1)

Y™+ an(2)y + a1 (@)y + ao(2)y = b(x)

n-ter Ordnung ist dquivalent zu einem System von n linearen differentialgleichungen der Form

2] = 29

2 = 23

/ _

Ap—1 = Zn

2 = —apz1 — Q123 — .. — Qp_12n, — b

Dieses System hat eine ganz besondere Form: Die ersten n — 1 Zeilen bedeuten nichts anderes als
/ " n—1
RQ = 21y, B3 = 1, «oy ZTL:Z( )

Und die letzte Zeile alleine ist dann die Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir z;. Also gehort auch
jedes System von linearen Gleichungen, das diese spezielle Form hat, zu einer linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung. Das System von linearen Gleichungen fiir 21, ..., 2z, und die Gleichung n-ter
Ordnung fiir y sind dquivalent.

Beispiel 3.22 Betrachten wir als Beispiel etwa die Differentialgleichung zweiter Ordnung
22 +af + f=0.

Nach der Division durch z* wird sie
f”+%f’+%f:o.

Das zugehorige 2 x 2-System ist
by = Y2,

1
Yo = _ﬁyl - 5y2-
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Weil man Systeme linearer Differentialgleichungen i.A. nicht explizit losen kann (auBer, sie haben
konstante Koeffizienten), kann man auch Differentialgleichungen héherer Ordnung i.A. nicht explizit
losen (auBer, sie haben konstante Koeffizienten). Das ist die schlechte Nachricht. Aber es gibt auch
gute Nachrichten:

Satz 3.21 (Struktursatz) a) Die Lisungen y :|o, B[— IR einer homogenen linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung bilden einen IR-Vektorraum der Dimension n.

b) Die allgemeine Lisung einer inhomogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung erhdlt man,
indem man zu einer speziellen Lésung yo der inhomogenen Gleichung die allgemeine Ldsung der
homogenen Gleichung addiert.

¢) (Globale Existenz) Ist I C IR das maximale Definitonsintervall, auf dem alle Koeffizienten
ag, -, An_1,b stetig sind, so ist jede lokale Lisung der Gleichung ganz auf dieses Intervall fortsetzbar.

Auflerdem gilt der AWP-Satz in folgender Form:

In jedem Punkt xy des Definitionsintervalls einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung kann
man Anfangswerte cq, c1, ..., cn—1 € IR vorgeben. Es gibt dann immer eine eindeutig bestimmte Losung
y dieser Differentialgleichung mit diesen Anfangswerten:

y(ﬂfo) = Co, y,(l'o) = Cly «ey y(n_l)(x()) =Cp—1-

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen bilden die Losungen einen Losungsraum V. Fiir jedes
zo in Definitons-Intervall ist die IR-lineare Abbildung

ein Isomorphismus.

Diese Siitze sind ganz einfache Ubersetzungen der entsprechenden Aussagen fiir Systeme linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung in die Sprache der Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Ich
mochte aber nochmal ausdriicklich darauf hinweisen, dass sie nur fiir Gleichungen der Form

F (@) + anoq () fO V() + ...
gelten, wo der Leitkoeffizient = 1 ist. Bei Gleichungen der Form
an(2) [ (@) + a1 (@) f7 D (@) + ..

gelten Sie nicht. Man muss erst durch a,(x) dividieren. Deswegen muss man die Nullstellen der Funk-
tion ay(x) ausschlieBen, und eventuell zu Teilintervallen des Definitionsintervalls |a, 3] iibergehen.

Wir miissen jetzt noch den Begriff des Losungsfundamentalsystems von den Systemen erster Ord-
nung in die Sprache der Gleichungen n-ter Ordnung iibersetzen. Denn das Lésen eines homogenen
Differentialgleichungs-Systems bedeutet, ein solches Losungsfundamentalsystem anzugeben. Das sind
Losungsvektoren zi(z), ..., z, (), die in jedem Punkt des Definitions-Intervalls linear unabhéngig sind.
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Zu n Losungsvektoren

U Yn
Z| = : s ey Iy = :
—1 -1
Y g
des Systems gehoren n Losungen y1, ..., y, der Gleichung n-ter Ordnung. Dass die Losungsvektoren in
jedem Punkt z( linear unabhingig sind, bedeutet: Die n x n Fundamentalmatrix

yi(@)  p@) . ye(e)
vi(@) b)) e yh(a)

W) = z z z
@) V@) e V(@)

hat in jedem Punkt zy den Rang n. Diese Matrix heif3t iibrigens Wronski-Matrix

Wy, - yn) (@)

Mann nennt n Losungsfunktionen w1, ..., y, einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung ein Lésungsfundamentalsystem, wenn die entsprechenden Losungsvektoren des zugehorigen
homogenen n x n-Systems erster Ordnung ein Losungsfundamentalsystem bilden. Das Losen einer Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung ist dquivalent damit, so ein Losungsfundamentalsystem anzugeben.
Deswegen muss man wissen, wann Losungen 1, ..., ¥, ein solches bilden

Satz 3.22 (Kriterium) Fir n Lisungen y,...,y, einer homogenen linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung
y™ 4+ a1 (2)y" Y 4+ .+ ag(z)y =0

sind dquivalent:
1) Sie bilden ein Losungsfundamentalsystem.
2) Die Wronski-Determinante det(W (x)) hat keine Nullstellen.
3) Es gibt einen Punkt xo des Definitions-Intervalls, in dem det(W (xzq)) # 0 ist,
4) Die Funktionen iy, ...,yn sind linear unabhingig.

Beweis. Die Spalten der Wronski-Matrix W (x) sind Losungsvektoren des n x n-Systems erster
Ordnung. Deswegen folgt aus unserem Kriterium fiir Systeme erster Ordnung

1) & 2) < 3)
Wir zeigen 1) = 4): Seien die Funktionen linear abhingig, es gebe also ¢y, ..., ¢, € IR mit
ay1(x) + ... + cpyn(z) = 0.
Durch Differenzieren folgt daraus
i (@) + o+ cayp(@) =

Yl (z) + ...+ epyn(z) =

clyinfl)(fz:) 4+ ..+ cnyfl"_l)(x) =0
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Fiir die Wronski-Matrix hat das die Konsequenz

Cn
Weil diese Matrix aber in jedem Punkt z Maximalrang hat, muss
cg=..=c¢,=0

gelten.
Seien jetzt umgekehrt die Funktionen yy, ..., y, linear unabhéngig. Wenn die Wronski-Determinante
in einem Punkt zg verschwinden wiirde, géibe es also Koeffizienten ¢y, ..., ¢, € IR, nicht alle = 0 mit

Cn
Der Losungsvektor
z(x) = c121(2) + ... + cpzZn(x)
des n x n-Systems hétte also die Nullstelle zg. Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Systeme
wiirde er identisch verschwinden:
c1z1(x) + ... + cpzn(z) = 0.

Die erste Zeile dieser Vektorgleichung lautet

ayi(x) + ... + cpyn(z) = 0.
Das wiirde bedeuten, die Funktionen yi, ..., ¢, sind linear abhéngig. Widerspruch! L]

Falls man eine nicht-triviale Losung y; einer Differentialgleichung n-ter Ordnung kennt, so gibt es
ein Verfahren, weitere Losungen zu ermitteln, indem man nur noch eine Gleichung n — 1-ter Ordnung
16st. Dieses Verfahren heifit Reduktion der Ordnung und ist von beschrinktem Wert. Denn eine erste
Loésung muss man erstmal haben. Ich méchte es nur fiir Gleichungen zweiter Ordnung besprechen:

Sei also die Differentialgleichung

Y +ai(x)y + ao(z)y =0

gegeben, von der wir eine Losung y; Z 0 kennen. Um eine weitere Losung zu finden macht man den
Ansatz

y(@) = g(@)y1 (2).
Die ersten beiden Ableitungen von einem solchen y sind

/

vy + gyl
= ¢"y1 +29'y; + gyl

/!
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Dass y eine Losung der Differentialgleichung ist, bedeutet deswegen

9"y +20'y + gy +

alg'yi + g1 +
aogyr = 0,

9"y +9' 2yy + arn) + 9l + aryy +aoyr) =
9"y +9' 2 +ayr) = 0.

Wo y1 # 0 ist, dort ist u := ¢’ eine Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung

/

u 4 <2&+a1>u:0.
Y1

Die kann man lésen und bekommt mit yo := ([ u) - y; eine weiter Losung der Differentialgleichung

zweiter Ordnung. Natiirlich muss man eine Losung u # 0 nehmen. Dann ist [u # const und ys ist

linear unabhéngig von ;.

Fiir inhomogene Differentialgleichungen n-ter Ordnung gibt es, genauso wie fiir Systeme, das Ver-
fahren der Variation der Konstanten, um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu ermit-
teln, wenn man ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung kennt. Ich méchte aber die
Formeln dafiir nicht aus der Sprache der Systeme erster Ordnung in die Sprache der Gleichung n-ter
Ordnung iibersetzen. Die Formeln sind mir einfach zu kompliziert. Es ist einfacher, von der Gleichung
n-ter Ordnung zum System iiberzugehen, dort die Variation der Konstanten zu machen, und zuriick
zu transformieren.

Es gibt eine einzige Sorte von linearen Differentialgleichungen mit nicht-konstanten Koeffizienten,
bei denen es sich lohnt, sich einen Losungsansatz zu merken: die Fulerschen Differentialgleichungen

x"y(") + an,la:"fly("fl) + .. F+azy +apy=0, apn_1,...,a1,a0 € R.

Hier fithrt der Ansatz

y(z) = a"
zu einer Losung. Denn damit wird
y = ram! xy’ = ra”
y' o= r(r—1)2"2 22y’ = r(r—1)a"
y® = rr=1)..(r—n+Dz" " 2™ = r@r—1)..(r—n+1)z"

Aus der ganzen Differentialgleichung kann man dann z” ausklammern
[r(r—1)..(0r —=n+1)+..+agr(r—1) +a1r + aplz” =0

und kommt zu einer Polynomgleichung vom Grad n fiir r. Hat diese r verschiedene reelle Losungen
r1,...,Tn, SO ergeben sich daraus n verschiedene Losungen z™,...,x"" der Eulerschen Differentialglei-
chung. Aber dabei konnen eine ganze Reihe von Komplikationen auftreten.

1) Die Exponenten rq,...,7, brauchen keine ganzen Zahlen zu sein. Dann ist ™ nur fiir z > 0
definiert.
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2) Es konnen einige der Exponenten 7, zusammenfallen. Dann bekommen wir auf diese Weise
weniger als n Losungen.

3) Es konnen komplexe Exponenten 7, herauskommen.

Im Fall 1) kann man sich aus der Affire ziehen, indem man die Intervalle z > 0 und < 0 gesondert
behandelt. Durch eine Transformation z = —t wird der Fall z < 0 auf den Fall x > 0 zuriickgefiihrt.

Fiir die Komplikationen 2) und 3) gibt es Formeln. Die sind schwer zu merken. Am einfachsten
ist es in diesen Fillen, nicht den Ansatz y = z” zu machen, sondern die Transformation z = ef. Dies
fithrt dann auf eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, wie wir sie uns anschliefend
ansehen.

Sind die ermittelten Koeffizienten rq, ..., 7, allerdings alle reell und voneinander verschieden, so
sind die Lésungen z™, ..., ™ linear unabhéngig und bilden ein Loésungsfundamentalsystem.

Beweis. Es seien also die Exponenten rq, ..., r, alle voneinander verschieden. Wenn die Funktionen

2™ ...,z"™ linear abhéngig wiren, dann gébe es eine lineare Relation

car™ +..+c, =0, cq,...,c, €R.
Wir dividieren diese Relation durch z™
a7 4 ey T 4+, =0

und differenzieren:
c1(r — rn)a:rr”*l + eyt =,

Hier haben wir die n — 1 Exponenten
™ —Tn— 1,1 — 7Ty — 1.

Weil die r, alle voneinander verschieden sind, sind auch diese n — 1 Exponenten alle voneinander
verschieden. Wir machen deshalb vollstdndige Induktion nach n und kénnen annehmen, dass die
Funktionen

A S R
linear unabhéngig sind. Dann folgt
c1(rr—rp) =... = cp_1(rpn—1 — 1) =0
und weil r1 # 1, ..., "1 F Ty, auch
cp=..=cp_1=0.
Also ist unsere urspriingliche Relation ¢,x™ = 0. Hier setzen wir x = 1 ein und finden ¢, = 0. L]

Beispiel 3.23 Jetzt noch ein Beispiel:
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wird daraus
r(r—1)z" +rz” — 2" = 0.

Nach Division durch x" erhalten wir die Polynomgleichung
rir—=1)4+r—1=r2-1=0
fir r. Sie hat die Lésungen r1 =1 und ro = —1. Die fiihren auf die Funktionen

1

yl(x) =T, yg(l‘) = P

welche die gegebene Fulersche Differentialgleichung ldsen.
Ich habe es natiirlich (durch das Minus-Zeichen vor y) so hingetrickst, dass aus der Polynomglei-
chung zwei reelle Losungen rauskamen. Fir die Fulersche Gleichung

'+ af +f=0
wdre die Exponentengleichung
P +1=0
gewesen, mit den beiden komplexen Lésungen £i. Wenn man die Fulersche Formel
e = cos(ip) + isin(yp)
anwendet, kann man das bearbeiten:
2t = "M@ = cos(In(x)) + isin(ln(z)), =70 =e "M@ = cos(In(z)) — isin(In(z)).

Daraus kann man die beiden reellen Losungen
1 . A 1 . .
5(1‘2 +27") = cos(In(x)), 2—(3:Z —z7") = sin(in(x))
i

herleiten.

Schlieflich betrachten wir Differentialgleichungen n-ter Ordnung
f(n) + (Inflf(nil) + ...+ (Ilf/ + (Iof = b(a:)

mit konstanten Koeffizienten ag,...,a,—1 € IR. Zunéchst behandeln wir, wie immer, den homogenen
Fall b(x) = 0.

Genauso wie bei Systemen von linearen Differentialgleichungen ist hier das Zauberwort: Der e-
hoch-Ansatz

Dann ist also
fr=xer fr= 22 ) = e

Und die homogene Differentialgleichung fiir f = e** lautet
AN 4 oqn AT L g AN 4 ape = 0.

Az

Wenn man hier e’ ausklammert, und anschlielend durch diese Funktion dividiert, st68t man auf die

Polynom-Gleichung
N 4 @ N+ ai A+ ap = 0.

Grad n in A. Sie hat genau die gleichen Koeffizienten, wie die urspriingliche Differentialgleichung.
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Definition 3.10 (Charakteristisches Polynom) Das Polynom
AN+ an A" )+ ag
heifit das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
™ 4an 1 f D4 daf +agf =0.

Dieses charakteristische Polynom ist im Wesentlichen das charakteristische Polynom der Koeffizi-
entenmatrix des zugehorigen n x n-Systems von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Und wenn A eine Nullstelle dieses Polynoms ist, dann ist die Funktion e*®
eine Losung der Differentialgleichung.

Beispiel 3.24 Die Differentialgleichung
f/l + 2f/ + f — 0

hat das charakteristische Polynom
M4 X +1=(\+1)>

mit der Nullstelle A = —1. Also ist e™* eine Ldsung der Differentialgleichung.

Wenn das charakterisitsche Polynom n verschiedene reelle Nullstellen Ay, ..., A, hat, dann hat man
mit diesem billigen Ansatz die Differentialgleichung geltst:

Satz 3.23 Wenn das charakteristische Polynom n wverschiedene reelle Nullstellen A1, ..., A, besitzt,
dann hat die zugehdrige lineare Differentialgleichung das Lésungsfundamentalsystem

Beweis (Induktion nach n). Nach obigem ist klar, dass die n Funktionen eM?, ..., e*® Losungen der
Differentialgleichung sind. Wir miissen nur noch zeigen: Sie sind linear unabhingig. Dazu beniitzen
wir den Test

YEMT 4 44T =0 mit ., € R

Wir dividieren durch e*®
yle()‘“)‘")x + ...+ 'yn_le()‘"—lf)‘")x +9%, =0
und differenzieren
(AL = M)y €M% 1 (0 = A )Pt AT = g,

Das ist jetzt eine lineare Relation zwischen n—1 Exponentialfunktionen. Auch hier sind die Koeffizien-
ten in den Exponenten A1 — A, ..., A\,_1 — A\, alle voneinander verschieden. Mit der Induktionsannahme
folgt

M =A)7n = = (A1 = A) -1 =0.

Und weil A\, # A\, mit v < n ist, folgt daraus



und schliefflich auch ~,, = 0. L]

Das ist ja sehr schon. Wieder einmal ist ein lineares Problem auf das Losen einer Polynom-
Gleichung zuriickgefiithrt worden. Aber wieder einmal gibt es die iiblichen Probleme damit: Die Wur-
zeln der Polynomgleichung brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein, es kann komplexe
Nullstellen geben, und beides kann kombiniert auftreten.

Um diese Probleme zu entkoppeln, benutzt man vorteilhaft einen neuen Begriff.
Definition 3.11 (Differentialoperator) Gegeben sei ein Polynom
PA) =X\"+ n AL+ aiN+ag  mit reellen Koeffizienten apn_1, ..., a0.

Der zugehorige Differentialoperator

P(i) = (i>n+a (i>nl+ +a i—i—a
dr’ — \dz "\ da gy Y
— \dan =1 | Ggn—1 T gy A0
ist die (lineare) Abbildung C™(IR) — C™(IR) die jeder geniigend oft differenzierbaren Funktion f die

Funktion .
d dar ar— d
f — P (@) [f] = (dl‘—i) + ap—1 <d$"{> + ...+ alé +ap - f

zuordnet.

Ist P das charakteristische Polynom einer Differentialgleichung, dann ist P(d/dz)[f] die linke Seite
der Differentialgleichung.

Satz 3.24 Fir je zwei Polynome P und @ mit reellen Koeffizienten sind die beiden Differentialope-
ratoren d d d

P - pl= il

(F-Q) (dx> und (dx> °Q (dx)
gleich. D.h., fiir jede geniigend oft differenzierbare Funktion f gilt

r-a()n=r(2) ol

Beweis. Sowohl das Produkt-Polynom P())-Q(\) als auch der Produkt-Operator P(d/dx)oQ(d/dx)
sind linear beziiglich P und @ (geradezu bilinear). Es geniigt deswegen die Behauptung fiir Monome
P(A) =A™ und Q(X\) = A" zu beweisen. Wir rechnen nach

d amtn am d d
. - S e — fmin) _ & r(n) _ il el
P-Q) ()11 <d$m+n> 1= s = 22— p () (5 Ul .
Diese Rechenregel ist sehr schon, weil sie sehr niitzlich ist. Aber es ist ganz wesentlich, dass die
vorkommenden Koeffizienten konstant sind. Hierzu das einfachste Gegenbeispiel.
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Beispiel 3.25 (Unschirferelation) Wir betrachten die Differentialoperatoren

P:i und Q =z.
dz

(Das soll heiflen Q(f) = x - f). Dann ist fir f #0

_4d
- dx

(PoQ)f] (@ f)=f+az - f#z f=(QoP)f]

Wozu ist diese allgemeine Theorie gut? Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist das charakte-
ristische Polynom der Differentialgleichung ein Produkt komplexer Linearfaktoren

PO) = =)™ - (A — )"

Wenn zwei komplex-konjugierte Nullstellen (mit notwendig gleicher Vielfachheit!) ¢ = a + ib und
¢ = a—1b vorkommen, fassen wir die zugehorigen Linearfaktoren zu dem reellen quadratischen Polynom

A—a—ib)-(AN—a+ib) = (A —a)> +b* = A% — 2a\ + a® + b

zusammen. Dann ist P ein Produkt von Potenzen von Faktoren vom Grad 1 und Grad 2. Und jede
dieser Potenzen behandeln wir separat. Ist ndmlich P = P, - P, wo P, so eine Potenz ist, dann
ist jede Losung der Differentialgleichung Py (d/df)[f] = 0 auch eine Losung der Differentialgleichung
P(d/dz)[f] = 0.

Betrachten wir die beiden Fille:

1) P(A\) = (A — ¢)*, Potenz eines recllen Linearfaktors: Die zugehorige Differentialgleichung

(£ -e) =0

hat sicher die Losung e“®. Um weitere Losungen zu finden machen wir den Ansatz

f(@) = gla) - .

Was passiert? Wir berechnen

(g - (2= [

d k—1
— <%—C) [g/'eCI_i_cg'er_cg.eCI:l
k—1
() e
Und so konnen wir weitermachen:
d k d k—1
(% —C> [g . ecx] — (% —C> g/ . <
k—2
= (% — C> g” €C$
— g(k) . eCT
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Fiir g konnen wir also alle Funktionen mit k-ter Ableitung

Beispiel 3.26 Die oben betrachtete Differentialgleichung
"2+ f=0
hat das charakteristische Polynom
P(A) = (A+1)°
mit der doppelten Nullstelle A = —1. Deswegen bilden die beiden Funktionen

-z L,

ein Losungsfundamentalsystem dieser Diferentialgleichung.

2) P(\) = (A2 —2a)\ +a® 4 b%)F, Potenz eines quadratischen Polynoms ohne reelle Nullstelle: Jetzt
bringt die Verwendung der komplexen Exponentialfunktion eine solche Vereinfachung, dass ich nicht
mehr darauf verzichten mochte. Wir verwenden also fiir ¢ = a + b € C die komplex-wertige Funktion

cT

T — €(a+ib)-a:‘

Zunéchst gilt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

e(a—l—zb)w — 07, €zb-a:

genau wie im Reellen. Der Beweis ist identisch, nur ldsst man in der Potenzreihe auch komplexe
Argumente zu. Damit, und mit der Eulerschen Formel haben wir also

et T — @ (cog(b-x) +i - sin(b - x)).

Diese komplex-wertige Funktion differenzieren wir nach x, indem wir Real- und Imaginér-Teil diffe-
renzieren:

%60"” = (%e‘m) (cos(b-x)+1i-sin(b-z)+e¥™- %(cos(b ~x)+i-sin(b-x))

= a-e"" - (cos(b-z)+i-sin(b-x)+e**-b-(—sin(b-z)+i-cos(b-x))
= (a+1ib)-e** - (cos(b-x)+1i-sin(b-x))

= c-e”
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Fiir den komplexen Differentialoperator

d d? d d d
(8) w5 (20
(daz) dz? adx+a +b dr € dz €

gilt dann also

Die beiden komplexen Funktionen
e =€ (cos(b-x)+1i-sin(b-x)),

eCT — Q0T (cOS(b . l‘) +q- szn(b . Q;))

sind damit Lésungen. Wir rekombinieren sie zu den beiden linear unabhéngigen reellen Lésungen
fi(x) == Re (") = e - cos(b-x), falx):=1Im (") =e"" - sin(b-x).
Und weiter geht es genau wie in Fall 1): Mit f; und fs sind auch die Funktionen
z- fi(x), .,z fi(2),x - fo(x), ., 2R fo(a)
Losungen der Differentialgleichung. Damit haben wir den folgenden Satz schon zum Teil bewiesen.
Satz 3.25 Das reelle Polynom P(\) vom Grad n zerfalle in Linearfaktoren
PA)=A—c)l .- A=) (A= (a1 +ib1) (A — (a1 —ib1))®* - oo - (A = (a7 4+ iby) (N — (a; — iby))*,

1+ ..+ +2(s1+ ... +8) =n.

Dann bilden die folgenden n Funktionen

ecl-:v7 .’xm—l ecl-:v7
eck-a:7 ...,xrk_l . eckw’
e cos(by - x), ...,z L €T L cos(by - ), €MT - sin(by - x), ..., x5 e T L sin(by - 1),

s;—1 a

e cos(by - )y .y e cos(by - x), e - sin(by - x), ..., x -e"T . gin(by - x)

ein Losungsfundamentalsystem der Differentialgleichung

P(4) =0
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Beweis. Dass die angegebenen Funktionen Lésungen sind, das wissen wir schon. Es bleibt zu zeigen,
dass sie linear unabhéngig sind. Wir miissen also eine beliebige Linearkombination all dieser Funktio-
nen untersuchen, welche die Nullfunktion ergibt, und zeigen, alle Koeffizienten in dieser Linearkom-
bination sind = 0. In der Linearkombination kommen jede Exponentialfunktion und Winkelfunktion,
bzw. jedes Produkt von Exponentialfunktion und Winkelfunktion mit Potenzen von x vor, die wir zu
einem Polynom zusammenfassen kénnen. Dann sieht die Linearkombination so aus:

pL(x)e™ ™ + 4 pr(x) - €+

+ui(x) e -cos(by-x)+vi(x) e -sin(by-x)+...+u(x) e cos(by-x)+v(x) - e -sin(b-x) = 0.

Jetzt ist es wieder vorteilhaft von den Winkelfunktionen zu komplexen Exponentialfunktionen iiber-
zugehen vermoge

u(z) - e - cos(b-z) +v(z)-e?® - sin(b-z) = u(z)- % (T 4 ) o(a) - 2% (e — )

Dann bleibt folgende Aussage zu zeigen:

Satz 3.26 (Lemma) Es seien ci,...,cp paarweise verschiedene (reelle oder komplexe) Zahlen und
D1, ..., Dk Polynome (mit reellen oder komplexen Koeffizienten). Ist die Funktion

pr(x) - et 4+ pp(z) €FT=0
identisch die Nullfunktion, dann sind alle Polynome pq, ..., pr das Nullpolynom.

Beweis (Induktion nach k). Die Polynome py, ..., pr mégen den Grad 71, ..., 7, haben. Wir wenden
auf die obige Gleichung den Differentialoperator

d re+1
P=——
(dﬂc Ck)

an. Dann verschwindet der letzte Summand spurlos aus der Gleichung. Fiir jedes | < k ist aber

<% — Ck) pl(l‘)ecz-x —_ (pg(x) + (Cl — Ck) . pl(l')) eClUT

Wegen ¢; # ¢ hat hier das Polynom pg + (¢; — ¢)p; den gleichen Grad r; wie das Polynom p;. Durch
Iteration finden wir

P(pi(x) - €)= qu(x) - e**
mit einem Polynom ¢; vom gleichen Grad r; wie p;. Auf die Gleichung

g1(x) - eV 4+ 4 qpo1(x) - eF =0

wenden wir die Induktionsannahme an und finden, dass jedes Polynom ¢y, ..., qx_1 das Nullpolynom
ist. Dann miissen auch die Polynome p; = ... = pr_1 = 0 das Nullpolynom gewesen sein. Unsere
Ausgangsgleichung schnurrt zusammen auf

pr(z) - €** =0,
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woraus py(x) = 0 folgt. L]
Schliefllich miissen wir uns noch um die inhomogenen Gleichungen
FP +an 1 fO 4 Lt arf +aof = b)

kiimmern. Im Prinzip gibt es die Moglichkeit, sie in ein System linearer Differentialgleichgungen erster
Ordnung umzuschreiben und, wenn man ein Lésungsfundamentalsystem kennt, mit der Variation der
Konstanten eine spezielle Losung zu ermitteln. Es gibt aber direktere Methoden zur Ermittlung einer
speziellen Losung, wenn die rechte Seite b(z) eine besonders einfache Form hat. Und zwar, wenn b(x)
eine Linearkombination von folgenden Funktionen ist:

e Exponentialfunktionen e“*,
o Winkelfunktionen sin(bx) oder cos(bx),
e Potenzen z* multipliziert mit einer Exponential- oder Winkelfunktion.
Am einfachsten funktioniert es mit Exponentialfunktionen
b(x) = e,

Wendet man nimlich den Differentialoperator P(d/dx) auf die Funktion e an, so kommt P(c)e*®

heraus: Wegen
d k
<d_) [eczr] — ck . eCT
T

d d\" d\"! d
P CcCxT — CcxT -~ CcCxT CT . CcxT
<dm)[e ] (da:) ]+ an 1(da:> [ + tagpe taoe
P

ist

Und somit ist

eine spezielle Losung der Gleichung
d
P(==)[f]=e>
(5)1f1=¢
Natiirlich muss hier P(c) # 0 sein. Aber wenn P(c) = 0 doch der Fall sein sollte, hilft ein Ansatz
fl(x) — l‘k . ecz’

wo k die Vielfachheit der Nullstelle ¢ von P ist:

P(@) = n (@) () v

= k! P(c)e”
und man erhilt eine spezielle Losung
1 . €C£U'
k! Pl(C)
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Beispiel 3.27
f//+2f/+f:€2x-
FEine spezielle Losung ist

1 2x 1 2 __ 1€2x‘

PR T @+12 ¢ "9

Wenn Winkelfunktionen auf der rechten Seite stehen geht es ganz &hnlich: Man wendet P(d/dz) auf
diese Winkelfunktionen an, und sucht eine geeignete Linearkombination aus. Die allgemeinen Formeln
sind unschon hinzuschreiben, und unmoglich zu merken. Ich méchte das Prinzip nur an einem Beispiel
illustrieren:

Beispiel 3.28 Gesucht sei eine spezielle Lisung der Gleichung
" +2f + f = sin(2x).
Es st

P (%) [sin(2x)] = —4sin(2x

(
(

P(%) [cos(2x)] = —4cos(2x
(

P (%) [3sin(2x) 4+ 4cos(2x)] = —25sin(2z),

und eine spezielle Losung ist

1
folx) = —%(3Sin(2x) + 4cos(2x)).
Auch wenn die rechte Seite b(x) ein Polynom ist, funktioniert das Verfahren ganz dhnlich.
Schliefllich kann man spezielle Losungen auch linear kombinieren, wenn Linearkombinationen auf
der rechten Seite stehen. So hat z.B. die Gleichung

'+ 2f + f = €** + sin(2z)

die spezielle Losung

folz) = 162’” - i(352’71(2@ + 4cos(2z).
9 25

Als krénenden Abschluss dieses Paragraphen, ja dieses Kapitels, ja sogar dieses Semesters mochte
ich jetzt die aus der Schule wohlbekannte Differentialgleichung des harmonischen Oszillators diskutie-
ren. Nach unserer Bekanntschaft mit der ganzen Theorie der Differentialgleichungen haben wir jetzt
einen hoheren Standpunkt, von dem aus wir die bekannten Eigenschaften dieser Differentialgleichung
und ihrer Lésungen betrachten wollen.

Die Differentialgleichung des ungeddmpften harmonischen Oszillators ist

y” + w%y =0.

155



Die wird in der Oberstufe im Physik-Unterricht diskutiert, weil der harmonische Oszillator so unheim-
lich wichtig fiir die Anwendungen ist. Der einfachste harmonische Oszillator ist das Fadenpendel. Aber
Vorsicht! Die Gleichung des Fadenpendels ist in Wirklichkeit nicht

y//:_k'y

sondern
1

Yy = —k-sin(y).

Das ist gar keine lineare, sondern eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Na, sei’s
drum, sagt man in der Schule, und in der Experimentalphysik, fiir kleine y ist sin(y) ~ y, und auf
diese kleinen y kommt es uns an. Na ja, selbst wenn das so ist, hat das Fadenpendel, spétestens seit
Erfindung der Uhrfeder vor fiinfhundert Jahren, oder so, (in Niirnberg?), stark an Bedeutung fiir
technische Anwendungen eingebiifit.

Na gut, aber da war noch der elektrische Schwingkreis, ohne den kein Radio und kein Fernseher
auskommt. Aber auch der ist ein harmonischer Oszillator nur in einem kleinen Bereich. Wenn wir an
ihn ein paar Tausend Volt anlegen, schmort er zusammen, und schwingt gar nicht mehr. Irgendwie
erinnert das ans Fadenpendel mit seinen moderaten Schwingungen.

In Wirklichkeit ist es eben so, dass die Gleichung des harmonischen Oszillators deswegen wichtig
ist, weil man sie so schén mathematisch analysieren kann. Und wenn sie dann noch ein paar physika-
lische Systeme ndherungsweise beschreibt, dann ist das eben noch schoner. Wirkliche, in der Technik
vorkommende Schwingungen sind, wie vieles im Leben, meist nicht harmonisch. Thre Differentialglei-
chungen sind wesentlich komplizierter.

So, nach diesen philosophischen, aber trotzdem wichtigen Bemerkungen zuriick zur Gleichung

y" +wiy =0.

Ihr charakteristisches Polynom ist
P\ =\ + ]

mit den beiden komplexen Nullstellen +iwy. Ein Losungsfundamentalsystem enthélt deswegen auch
keine Exponentialfunktionen, sondern wird z.B. von den beiden Winkelfunktionen

sin(wot), cos(wot)

gebildet.
Fin realistischerer harmonischer Oszillator ist der geddmpfte harmonische Oszillator

y”+2uy’+w8y=0, 0<puel.
Sein charakteristisches Polynom ist
P\ =M+ 20 A+ Wl
Seine beiden Losungen

sind ‘ ‘ falls
komplex-konjugiert | —u =+ 2\/ wd —p? | p<wo

zusammenfallend | —pu W= wo

reell und < 0 —pE /2 —wd | > wo
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Der erste Fall heifit der Fall schwacher Ddmpfung. Ein Losungsfundamentalsystem sind die beiden

Funktionen

y1(t) = e Msin(wt), yo(t) = e M cos(wt), w = /Wi — p2.

Es sind Schwingungen mit Frequenz w, deren Amplitude wegen der Diémpfung exponentiell kleiner
wird.
Der zweite Fall ist der Grenzfall mit dem Losungsfundamentalsystem

y1(t) = e M, yo(t) =t - e
Hier schwingt nichts mehr, die Losung fallt unauthaltsam gegen 0. Aber wenn bei einer Losung
y=ciyi + caya = cre M 4 ot - e M

die Koeffizienten verschiedenes Vorzeichen haben, geht die Losung bei t = —¢; /¢y durch die Null-Lage,
ein einziges mal, bevor sie voriibergehend nochmal anwéchst, und sich dann unwiderruflich monoton
fallend zur Null-Lage hinbewegt.

Der dritte Fall heifit der Fall starker Dimpfung. Beide Wurzeln

pg = —p L/ p? - wi

yi(t) = e Mt yo(t) = e 2!

beschreiben eine exponentielle Abnahme der Auslenkung. Auch hier kann die Losung, fiir Koeffizienten
c1 und co mit verschiedenem Vorzeichen, eine Nullstelle haben, aber nur eine einzige.

sind negativ. Beide Lésungen

Damit ein harmonischer Oszillator nicht durch die in der Realitdt unausweichliche Dampfung
abgebremst wird, st68t man ihn manchmal periodisch an. Eine Differentialgleichung dafiir ist

Y+ 2uy’ + wiy = acos(t).

Es kommt darauf an, eine spezielle Losung yo(¢) zu finden. Denn weil die Losungen der homogenen
Gleichung auf 0 zu fallen, wird sich jede Losung langfristig in die Néhe dieser speziellen Losung hin

einpendeln. Wir wenden mal
d d? d
Pl—)=—+2u— +wj
<dt) az g T

auf die beiden Winkelfunktionen sin(t) und cos(t) an:

P (%) [sin(t)] = —sin(t) + 2ucos(t) + wisin(t)
= (w? —1)sin(t) 4 2ucos(t),
P <%> [cos(t)] = —cos(t) — 2usin(t) + wicos(t)

= (w2 —1)cos(t) — 2usin(t).

Setzen wir erst einmal
2(t) := 2usin(t) + (Wi — 1)cos(t),
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so wird also

Deswegen ist

eine spezielle Losung.

Aufgabe 3.30 Gegeben sei die Differentialgleichung

Py () + 2y () + (0~ Do) =0 (x> 0).

Durch eine Transformation y(x) =: zPz(x) mit einem geeignet zu wihlenden p € R bestimme man fir
z(x) eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Aufgabe 3.31 Gegeben seien die Differentialgleichungen

d? d
(1) x4d—;é+2(a:3+x2)£+y:e%,m>0
d? d
(2) #—2d—j—|—z:et,t>0.

Man zeige, dass sich die Differentialgleichung (1) durch Substitution auf die Differentialgleichung (2)
zurtickfithren ldsst.

Aufgabe 3.32 Gegeben sei die Differentialgleichung
w3y —6xy +12y =0 (x> 0).

a) Bestimmen sie alle reellen Zahlen r € R derart, dass die Funktion x +— x" fiir x > 0 eine Ldsung
ist. Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung.
b) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung mit y(1) =1 und y'(1) =0 = ¢"(1).

Aufgabe 3.33 Gegeben sei die Differentialgleichung

y" +p@)y +q@)y = f(z), zeRR.

wobei p,q, f : R — TR reelle Funktionen seien und f(xg) # 0 fir ein zg € R gelte. Es seien y1,ys :
IR — IR Losungen dieser Gleichung. Man bestimme alle Zahlen c1,co € IR, fiir welche c1y1 + coys
ebenfalls Losung der Differentialgleichung ist.
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Aufgabe 3.34 Die Exponentialfunktion e* und ihre k-te Partialsumme

mit k € IN\ (1) seien Losungen einer Differentialgleichung 2. Ordnung der Form:

zy" () + p(x)y (x) + q(x)y(z) = 0.

Man bestimme die Koeffizientenfunktionen p,r : IR — IR. Ist auch der k-te Reihenrest ri(z) :=
e® — er(x) eine Liosung dieser Differentialgleichung?

Aufgabe 3.35 Die Funktionen
R — IR, $I—>3€$+€$2, ]R—>]R,a:r—>7e‘”+e‘”2 und]R—>]F{,a:|—>56‘B+e_‘B2+e‘”2

seien Lisungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit stetigen Koeffizien-
ten. Bestimmen Sie alle Losungen ¢ : IR — IR mit ¢(0) = 1 und ¢'(0) = 2.

Aufgabe 3.36 Zeigen Sie, dass jedes lineare homogene 2 x 2-System

Y = ai1(x)y1 + a1 2(x)y2,
Yy = az1(x)y1 + az2(x)y2,

dquivalent zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung ist.

Aufgabe 3.37 Bestimmen Sie jene Losung der Differentialgleichung
y”(l‘) +5y,($) — JJ+€_5$,

die der Bedingung y(0) = 3'(0) = 0 geniigt.

Aufgabe 3.38 Bestimmen Sie fiir die Differentialgeichung
y/// + y// + 8y/ _ 10y — 18€—$

1. die allgemeine reelle Léosung.
2. diejenige reelle Losung, die die Bedingungen

y(0)=0; y (—) =0; lim y(z)=0

T—00

erfillt.
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Aufgabe 3.39 Im Intervall |0, 00[ betrachte man die linearen Differentialgleichungen
(%) y' =6y +9y =€ und
(%) %y’ — by’ + 9y = .
a) Bestimmen Sie alle Lisungen der Differentialgleichung ().
b) Bestimmen Sie alle Lisungen der Differentialgleichung (*x).
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir jede Lisung ¢ :]0,00[— IR der Differentialgleichung (**) die Funktion
¥ 10, 00— R mit (x) := @(e”) fir x €]0,00] eine Losung der Differentialgleichung (*) ist.

Aufgabe 3.40 Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
a) y@ + 2y — 8y = eap(x),

b)y" + 4y — 2y =z,

c)y' +vy — 2y = x? mit der Anfangsbedingung y(0) =0,

d) y/// + y// _|_ y/ _|_ y — 26723’

e) y" +y=e® mit der Anfangsbedingung y(0) = y(5) =0,

) y" + 16y = —sin(4t).

Aufgabe 3.41 Fiir welche positiven reellen Zahlen c besitzt die Differentialgleichung
y// + 02y =0

eine Losung ¢ : IR — IR mit ¢ #0, ¢(0) =0 und ¢'(1) =072

Aufgabe 3.42 Bestimmen Sie alle o € R, fiir die die Differentialgleichung
y'+2y +ay=0

eine von 0 verschiedene Ldsung mit
y(0) =y(2m) =0
hat.

Aufgabe 3.43 Man bestimme alle homogenen linearen Differentialgleichungen (D) 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten, welche die folgenden beiden Eigenschaften haben:

a) Das charakterisitische Polynom von (D) besitzt eine Doppelnullstelle.

b) (D) besitzt eine Lisung ¢ : IR — IR mit

0(0) =1, ¢'(0) =1 und p(1) = 0.
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