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4 Das Lebesgue-Integral

Hier soll das Riemann-Integral aus dem ersten Semester gleichzeitig in zwei Richtungen verallgemeinert
werden:

e von einer auf mehrere Dimensionen

e vom Riemann- auf das Lebesgue-Integral.

Das widerspricht natiirlich allen didaktischen Grund-Prinzipien. Aber fiir Lehramts-Studenten gibt
es jetzt eine eigene Vorlesung.
Der formale Aufwand ist betréchtlich. Ich verwende als Vorlagen:

e A. Knauf, Analysis III, Skriptum
e K. Konigsberger, Analysis 2, Springer, 1997

Beide Vorlegen iiberschneiden sich stark (Herr Kollege Knauf hat sich an dem Buch von Konigs-
berger orientiert), ergénzen sich aber auch manchmal recht gliicklich. Weil ich keine Zeit mehr habe,
dieses Skriptum mit Graphiken zu versehen (solche sind didaktisch unverzichtbar), verweise ich hierfiir
auf das Skriptum von Knauf und das Buch von Konigsberger.

Oft halte ich mich so eng an das Buch von Kénigsberger, dass ich mich frage, wozu ich meinen Text
eigentlich aufschreibe. Aber einerseits habe ich das Bediirfnis, das Materiel etwas anders zu gliedern.
Und andererseits glaube ich, dass ich den Stoff dadurch besser verstehe.

4.1 Treppenfunktionen

Treppenfunktionen sind Funktionen, welche auf Quadern konstant sind. Der Teufel steckt im Detail:
Definition 4.1 FEin Quader QQ C IR" ist ein kartesisches Produkt
Q=15 x1Iyx..x1I,
von endlichen Intervallen I, C IR. Dabei sind alle Arten von Intervallen
I, = lay,b.], [av, by, lav, by], Jav, bu[,  ay < by,

zugelassen. Insbesondere kann auch a, = b, und I, = [ay,a,] = {a,} sein. Wenn soetwas vorliegt, ist
der Quader ziemlich diinn, und heifit ausgeartet.

Wir standardisieren den Quader ) etwas, indem wir iibergehen zu

I:=a,b) =T u?ur mit I!={a,},1? =la,,b,[, 1> = {b,}.



Dann ist der abgeschlossene Quader

Q = [a1,b1] X ... X [an,by] = U It x ox I

815--,8n=1,2,3

Vereinigung disjunkter Teilquader. Einer dieser Teilquader ist der offene Quader Q° := I? x ... x I2.
Alle anderen Quader sind entartet und liegen im Rand von Q). Das ist der einfachste Fall der folgenden
Situation:

Definition 4.2 FEine Produkt-Zerlegung des abgeschlossenen nicht-entarteten Quaders
Q = [a1,b1] X ... X [ap, by]
wird definiert durch Zerlegungen
a, =10 <t <. <tvr=b,
der Intervalle I, = [a,,b,] wie folgt:
L ={t}, I =lt, t,[ I = {ty}, oy L7 = {67}, I =]y = e Lo = {ty )

Die Produktzerlequng ist dann

Q=JI" x I x .. x I'" mit 1<k <2s1+1,.,1 <k, <25, + 1.

Die Teilquader der Zerlequng sind oft entartet, aber immer paarweise disjunkt.

Satz 4.1 (Lemma) Es seien Q1,...,Q, C IR"™ endlich viele Quader. Dann gibt es einen Quader
Q C IR", der alle Quader Q1,...,Q, enthdlt, und eine Produkt-Zerlegung von Q, derart, dass jeder
Quader Q1, ..., Qr Vereinigung von Teilquadern der Produkt-Zerlegung ist.

Beweis. Jeder der Quader Q;, i = 1,...,7, ist definiert durch n Intervalle I C IR. Wir setzen

I?, = [a,"j,b,"j], ay = min af,, b, := max b,"j, Q :=[a1,b1] X ... X [an,by],
i=1,..,n i=1,..,n

und definieren die Zerlegung a, = t2 < ... < t3» = b, des v-ten Intervalls durch die Vereinigungsmenge

U{aw bl/} = {tga X3) tlsjy}'

v

Die zugehorige Produkt-Zerlegung von () hat dann die gewiinschte Eigenschaft. L]

Definition 4.3 Fine Funktion t : R" — IR heifst Treppenfunktion, wenn es endlich viele disjunkte
Quader gibt, so, dass

e die Funktion t auf jedem dieser Quader konstant ist, und

e quflerhalb der Vereinigungsmenge dieser Quader die Funktion t = 0 ist.



Beispiel 4.1 Es sei Q ein Quader und x¢g : IR" — IR definiert durch

)1 falls xe@
XQ(x) = { 0 falls x¢Q

Diese Funktion ist eine Treppenfunktion. Sie heifit die charakteristische Funktion des Quaders Q.

Unter Verwendung von charakteristischen Funktionen kann man jede Treppenfunktion schreiben
als
t= Z ¢ XQ;,» ¢ €R, Q;disjunkte Quader.
i

Satz 4.2 a) Die Menge T aller Treppenfunktionen t : IR" — IR ist ein IR-Vektorraum.
b) Mitt € T gehirt auch |t| zu T.

Beweis. Eigenschaft b) ist trivial, ebenso wie c-t € T fiir ¢ € IR und ¢ € T Nicht-trivial ist dagegen:
Wenn t; und t9 Treppenfunktionen sind, dann ist auch t; + t9 eine Treppenfunktion.

Seien also t1, konstant auf den Quadern @}, und ts, konstant auf den Quadern Q?, Treppenfunk-
tionen. Nach Satz 4.1 gibt es einen Quader und eine Produkt-Zerlegung dieses Quaders, so, dass alle
Quader @} und Q? disjunkte Vereinigungen von Quadern der Produkt-Zerlegung sind. Damit sind ¢;
und t9, sowie ihre Summe ¢ +t9 konstant auf allen Quadern der Produkt-Zerlegung und = 0 auflerhalb
der Vereinigung dieser Quader. L1

Definition 4.4 Fs sei Q C IR"™ ein Quader, wie in Definition 4.1. Dann heifit
@l := (b1 —a1) - ... - (b — an)
das Volumen dieses Quaders.
Es ist |Q| = 0, wenn () entartet ist, und |@| > 0 sonst.
Satz 4.3 Es sei Q ein Quader mit einer Produkt-Zerlegung
Q= UI{“1 X ... x Ikn

wie in Definition 4.2. Dann gilt

2s1+1,...,2sp+1

Q= > [ x x|y
klv"'vknzl
Der Beweis folgt aus
25y
uu| =b,—a, = Z(t];jJrl - t];)
k=1

Definition 4.5 FEs seit € T eine Treppenfunktion, konstant = ¢; auf den endlich vielen disjunkten
Quadern Q;, und = 0 auflerhalb dieser Quader. Dann heifst

/t = Zci\Qz‘\

das Integral (iber IR"™) dieser Treppenfunktion.



Satz 4.4 Diese Definition 4.5 ist sinnvoll. D.h., ist t auch definiert beziiglich endlich vieler Quader

L also t|Q = ¢}, dann ist
D ailQil = ¢lQ5!.

7’

Beweis. Wir wihlen nach Satz 4.1 einen Quader () und eine Produkt-Zerlegung dieses Quaders so,
dass alle Quader @); und Q;- disjunkte Vereinigungen von Quadern QFt»Fn = Ifl X ... x I*» dieser
Zerlegung sind. Dann ist also

£ Q1 kn — e

konstant auf jedem Zerlegungsquader. Mit Satz 4.3 folgt

doalQil = Y ek |@Rrkn =N QY.

K1y n ]

Satz 4.5 a) Die Abbildung
T—1R, t— /t,

ist IR-linear und monoton. D.h. fiir je zwei Treppenfunktionen ti,to € T gilt

/(Cltl + cote) = 1 /tl + co /tg, falls ¢1,c0 € IR,

/t1 < /tg falls t1 < to.
fi<fn

Beweis. a) Beide Aussagen sind trivial, wenn ¢; und ¢y auf den gleichen Quadern konstant sind.
Nach Satz 4.1 kénnen wir aber zu eine feineren Zerlegung iibergehen, wo dies der Fall ist.
b) Wir schreiben ¢ = 3~ ¢;xg, und haben

w =[S Qi < Sleil- 1Qil = [ 1 )

Fiir die néchste Aussage miissen wir unsere Notation etwas verfeinern. Fiir den Vektorraum der
Treppenfunktionen auf IR"™ schreiben wir T'(IR™), und fiir das Integral einer Treppenfunktion ¢ € T'(IR™)

schreiben wir
/ t(x) dx.

Satz 4.6 (Mehrfache Integration) Es sein =p+ q, also R" = RP x IR? und

und

b) Es ist stets

R">x=(u,v), uelRP,velR%
Dann ist firt € T(IR™) und festes v € R? die Funktion

ty(u) :=t(u,v)



eine Treppenfunktion auf IRP. Weiter ist die Funktion

RY5 v — ty(u)du
RP

eine Treppenfunktion auf IRY und es gilt

/ ) t(x)dx = /Rq (/]Rp tv(u)du> dv.

Beweis. Wegen der Linearitét des Integrals und der Darstellung beliebiger Funktionen als Linear-
kombinationen charakteristischer Funktionen von Quadern geniigt es, die Aussage fiir eine charakte-
ristische Funktion

t=XqQ
zu beweisen. Wir schreiben
Q=0QuxQy mit Qu IR’ und Qy C R

Dann ist also

0 falls vé¢Qy
eine Treppenfunktion auf IRP. Thr Integral iiber IRP ist

) Qu| falls v e Qy,
/]Rp tv(w)du = { 0 falls vé Q.

fo(u) = { XQ, falls veQy

Und das doppelte Integral wird

/Rq </Rptv(u)du> dVZ/IRq Qulxq,dv = |Qul - [Qv] Z\le/]Rn t(x)dx. g

Die Aussage des letzten Satzes ist so offensichtlich, dass die Vereinbarung der Notation schwieriger
ist als der ganze Beweis. Aber diese Aussage ist eben der elementarste Fall des Satzes von Fubini, mit
dem die Volumenintegration zuriickgefiihrt wird auf mehrfache Integration.

Dieser Paragraph iiber Treppenfunktionen ist noch nicht iberméfig lang. Es ist noch Platz, Reihen
von Treppenfunktionen zu behandeln. Eine Reihe von Treppenfunktionen

[e.e]

> te, tr € T(R™),

k=1
ist nichts anderes, als eine ganz gewohnliche Reihe von Funktionen (in n Veridnderlichen). Sie kann
punktweise konvergieren, oder auch nicht. Sie kann punktweise absolut konvergieren oder auch nicht.
Sie kann auch gleichméflig konvergieren. Das gibt Anlass zu den wundervollsten Komplikationen. Weil
wir davon noch genug haben werden, gehen wir ihnen hier aus dem Weg und betrachten nur Reihen
von Treppenfunktionen ¢ > 0. Wegen t;(x) > 0 fiir alle x € IR" ist die Reihe in jedem Punkt

> tr(x)
k=1

eine Reihe mit positiven Summanden. Die konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist. Es wird
haufig vorkommen, dass sie nicht beschrinkt ist. Dann sagen wir, sie konvergiert gegen oo.

Damit haben wir das Symbol co noch nicht in den Rang einer echten Zahl erhoben. Aber wir
miissen die folgenden Vereinbarungen treffen:



Definition 4.6 Wir setzen
00+ ¢ = firce IR,

00-c=o00 fir0#celR,
o -0=0,
00+ 00 =00 00 = 00,
c < o0 fiir alle c € R.

Eine Funktion f, die aufler reellen Zahlen auch das Symbol co als Wert annehmen kann, werde ich
"Funktion’ nennen. f(x) = oo bedeutet ungefihr so viel wie, dass die 'Funktion’ f im Punkt x nicht
richtig definiert ist.

Beispiel 4.2 Es seien Treppenfunktionen ty, € T(IR"™) definiert durch

b(x) 1= 1 falls x=(x1,..,2n) mit |z,| < k fir alle v
M7 00 sonst

Offensichtlich ist
(e}
Z tp(x) =00 fiir alle x € R".
k=1

Mit diesem Symbol oo ist auch der punktweise Grenzwert
[e.e]
fx) => filx)
k=1

definiert fiir jede Reihe von nicht-negativen ’Funktionen’
fr : R"™ — [0, 00].

Wenn die Reihe in x beschrinkt ist, konvergiert sie, und ihr Grenzwert ist f(x). Wenn die Reihe in x
nicht beschrankt ist, dann ist f(x) = oo.

Definition 4.7 Wir betrachten ’Funktionen’
f:R" - RU{oo}.

Eine Hiillreihe fiir f ist eine Reihe von Treppenfunktionen

0= Z ckxQ, mit 0 <c, € R und offenen Quadern Q C IR",
k=1
so, dass
o(x) > |f(x)| fir alle x € R™.

(Nach Beispiel 4.2 hat jedes f eine solche Hiillreihe.)
Die Zahl (oder der Wert co)

I() = c|Qxl
k=1
heifit der Inhalt der Hiillreihe.
Die Zahl
| flli:=1nf{I(p) : ¢ ist Hillreihe von f}

heif$t die L'-Halbnorm von f.



Nach unserer Definition hingt der Inhalt I(¢) der Hiillreihe ¢ von der ganzen Reihe, und nicht
nur von der 'Funktion’ ¢ ab. Die Halbnorm || f ||; hingt aber nur von der 'Funktion’ f ab.

Beispiel 4.3 Die etwas extreme Funktion’ f : IR — IR U oo sei definiert durch

) oo falls x =0,
fz) = { 0 falls x #0.

Fiir k = 1,2, ... betrachten wir die Treppenfunktionen

|1 falls |x| <e-27F
t(7) = { 0 falls |z|>e-27%

Dabei ist € > 0 zundchst fest. Die Reithe @ := Yt ist wegen p(0) = oo eine Hiillreihe von f. Ihr
Inhalt ist

I(p) 26-227]“:6.
k=1
Also ist || f |[1< € fiir jedes € > 0. Es folgt || f |[1= 0.

Beispiel 4.4 Wir betrachten die Funktion

| ) f@)=1 fir zeqQ
f:R— R, f(x)-—{f(x):zo fir = ¢ Q

Weil die rationalen Zahlen abzihlbar sind, kénnen wir sie in einer Folge

Q={q,q,..}

anordnen. Wir definieren Intervalle

€ €

Dann ist

0= X1
k
eine Hiillreihe fir f mit dem Inhalt
i 2e 9
Y = 4€.
k=1 2
Damit ist || f ||1= 0. Eigenartig!
Beispiel 4.5 Die 'Funktion’ f auf R! sei definiert durch

falls 0<x <1

falls =0
falls = <0 oder x >1

1
@)= VF
0



Das Intervall |0,1] ist Vereinigung der unendlich vielen Intervalle

1 1

1l kenw
(k+1)2’k2]’ <5

o]

mit

1
101 () =k

Wir definieren Treppenfunktionen sy durch

1
1 falls nggﬁ

S50 -= X[0,1]» Sk = X[0,1/k2] = { 0 sonst

Fiir die mit diesen Treppenfunktionen gebildete Reihe v ist

00 oo  falls x =0
P(x) = Z sip(x) = E+1 falls x€ Jp\ Jri1
k=0

0 sonst

Also wire 1 eine Hiillreihe fiir f mit
=1
IW) =143 15 <,
k=1

falls die Intervalle [0,1/k?] offen wiren. Das sind sie das leider micht. Das reparieren wir mit dem
beriihmten e. Wir setzen also

lo = X]—e,14¢]
und firk > 1
1
—k -k
t(x) == 1 falls —e-2 §x§ﬁ+e-2
0 sonst

Wegen ty, > sy ist p := Y oty eine Hiillreihe fir f mit

I() = I(¢)) + 2 - i 27 < 0.
k=0

Die Halbnorm || f ||1 heiit Halbnorm, weil sie einerseits einige Eigenschaften einer Norm hat:

Satz 4.7 Fir 'Funktionen’ f,g:IR" — IR U {oo} und ¢ € R gelten
a) Homogenitdt: || c- f 1= |c|- || f |1,
b) Dreiecksungleichung: || f+ g |1<|| f 11 + 1| ¢ 1,
¢) Monotonie: |f| < |g| = | f [1<[l g |1 -

Beweis. a) Ist ¢ = 3 cipxq, eine Hiillreihe fiir f, so ist |c| - ¢ eine Hiillreihe fiir c¢f. Das gilt auch
umgekehrt, falls nicht ¢ = 0 ist. Aber dann ist die Formel trivial.

c¢) Jede Hiillreihe fiir g ist auch eine Hiillreihe fiir f.

Die Aussage b) beweisen wir hier nicht gesondert, sondern gleich ihre Verallgemeinerung auf un-
endliche Reihen:



Satz 4.8 Fir 'Funktionen’ f, : R" — IR U {oo}, k = 1,2, ..., gilt

Il Do el
k=1 k=1

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Zu jeder "Funktion’ fi wéhlen wir eine Hiillreihe ¢ = 3, ¢; £ X @, , mit
dem Inhalt

€
I(pr) = Zczk|sz| <|| fx +2—k.
A

Die Doppelreihe

C= 0k = CikXQir
k ki

konvergiert absolut in einem Punkt x € IR", oder hat den Grenzwert co. In jedem Fall ist dieser
Grenzwert unabhéngig von der Summationsreihenfolge. Und ¢ ist eine Hiillreihe der Funktion ), fx.

Thr Inhalt ist
I(p) =) (ZC@HQ@M) <) <|| fe +2ik.> =e+> | full-
i % %

k
Wegen || >-x fr 1< I(p) folgt hieraus fiir ¢ — 0 die Behauptung. L]

Andererseits heiit die Halbnorm || f || Halbnorm, weil ihr einige Eigenschaften einer Norm ab-
gehen: So ist der Wert || f ||; nicht immer eine Zahl, sondern auch manchmal das Symbol co. Daran
kann man sich gewthnen. Schwerwiegender ist: Die Aussage

I flh=0 = f=o0
gilt nicht. Beispiel 4.3 ist hierzu ein Gegenbeispiel. Trostlich ist allerdings
Satz 4.9 Aus || f—g|li=0 folgt | f |1=] g |-
Beweis. Wenn f(x) und g(x) endlich sind, dann gilt
9(x) = f(x) +9(x) = f(x) und [g(x)| <[f(x)|+ |g(x) = F(x)]

Aber mit unseren Vereinbarungen fiir die Verwendung des Symbols oo gilt diese Ungleichung auch,
wenn f(x) = oo oder g(x) = co. Mit der Monotonie (Satz 4.7 c¢) und der Dreiecksungleichung (Satz
4.7 b) sieht man dann

g i<l 1fI1+1g = fI<l flr+Tg—=f =l flhx
und analog || f [1<|l g |11 - L1

Der bisher aufgebaute Begriffsapparat strotzt nur so vor Subtilitdten. Beispielsweise ist die folgende
Aussage absolut nicht-trivial. Ohne sie wére unsere ganze (mehr oder weniger) schone Theorie sinnlos.
Konigsberger nennt diese Aussage in seinem Buch ’Fundamentallemma’.

Satz 4.10 Es sei A C IR"™ ein abgeschlossener Quader. Seine charakteristische Funktion x4 hat die
L'-Halbnorm

I xalli=141= [ xa

10



Beweis. a) || xa [|1< |A]: Fiir jeden offenen Quader @@ C IR", der A enthélt, ist x¢ eine (ziemlich
kurze) Hiillreihe von x4. Also ist || x4 |[1< I(xg) = |Q|- Und zu jedem e > 0 gibt es ein @ mit
QI < 4] + e

b) |A| <|| xa |[1: Es sei ¢ =3 cxxq, eine Hiillreihe der Funktion x 4. Weiter sei € > 0 vorgegeben.
Fiir jedes x € A ist p(x) > 1 und es gibt einen Index N (x) mit

N(x)

Z CckXQ,(x) > 1 —e

k=1

Weil die endlich vielen Quader in dieser Ungleichung offen sind, ist ihr Durchschnitt U(x) auch ein
offener Quader, der x enthélt. Und fiir alle Punkte in U(x) gilt die Ungleichung auch. A ist kompakt,
und nach der Heine-Borel-Eigenschaft (Satz 1.9) gibt es endlich viele Punkte x4, ...,x, € A mit

ACU(x1)U...UU(xp).

Fiir N := max{N(x1),..., N(xp)} ist

Z crxQr = (1= €)xa

Mit Satz 4.5 a) folgt fiir alle € > 0

e’} N
I(p) = clQul > ZCHQH /ZCkXQk > /(1 —€e)xa = (1-¢)Al
k=1 k=1 Ul

Die Identitdt aus Satz 4.10 gilt nicht nur fiir charakteristische Funktionen abgeschlossener Quader,
sondern allgemeiner fiir Treppenfunktionen.

Satz 4.11 Fiir jede Treppenfunktion t ist

It 1= [ 1l

Beweis. Weil ¢ und |¢| dieselbe L'-Halbnorm haben, nehmen wir gleich ¢+ > 0 an. Die Treppenfunk-
tion ¢ hat eine Darstellung

I8 S
t= Z ckXQk + Z leRla
k=1 =1
wobei
e die J; und die R; disjunkte Quader sind,
e die @y, offen (nicht-leer) sind,

e die R, entartet sind.

11



Jeder beliebige, nicht-entartete Quader @ ist ja die disjunkte Vereinigung eines offenen Quaders Q°
mit endlich vielen entarteten Quadern im Rand. Weil alle (), und R; disjunkt sind, folgt aus ¢ > 0,
dass ¢, > 0,d; > 0 fiir alle k£ und [.

a) || t 1< [t Sei € > 0 vorgegeben. Zu jedem R; sei R} ein offener Quader mit R; C R} und
|R;| <e. Dann ist

T S
0= cxq,+ Y dixs:
k=1 =1

eine Hiillreihe fiir ¢. Mit ihr folgt

T S
[t 1<) crlQrl+e- ) di
k=1 =1

Weil dies fiir alle € > 0 so ist, muss gelten

T
1< Y erlQul = [+
k=1

b) [t <|| t ||1: Wir wiihlen einen abgeschlossenen Quader A so, dass t(x) = 0 ist fiir x ¢ A. Weiter
sei m > 0 das Maximum der Funktion ¢. Wir betrachten die Treppenfunktion

u:=m-xa—t>0

/t:/(m-XA—u):/m-XA—/u.
Hier ist wegen Satz 4.10 und der Dreiecksungleichung

/m‘XA =[lm-xa =t +u <[t + [ ulL

Mit der schon bewiesenen Teilaussage|| u ||1< [ wu erhalten wir

Je<aein+ o= ulh=ntl. -

Beispiel 4.6 FEin eindimensionaler abgeschlossener Quader ist ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C
R!. Seine charakteristische Funktion ist

1 falls a<z<b
X[t () = { 0 sonst

Satz 4.10 sagt dann
I X[ap) [1=b— a.
Die Einsfunktion 1 auf R (mit 1(x) = 1 fir alle x € R) hat die Eigenschaft

1> X[—nm firalle nelN.

Daraus folgt mit Satz 4.7 c¢), dass || 1 ||1> 2n fir alle n € IN, also || 1 ||1= oo ist.

12



Nun sei f die Funktion aus Beispiel 4.4 und

o ) 0 falls xeQ,
9'_1_f_{1 falls ¢ Q.

Aus
co=|1l[i=f+gllhislfll+1gli=lgl

folgt || g ||l = oo.

Aufgabe 4.1 Berechnen Sie fir 0 < n € IN ordentlich und exakt
(e e}
Z n*.
k=1
Aufgabe 4.2 Die Funktion f : [a,b] — R sei Riemann-integrierbar. Zeigen Sie:

17 1h= [ @)
Aufgabe 4.3 Fir a € R sei f, :]0,00[— R definiert durch
falz) = .
Zeigen Sie || fo |[1= o0.

Aufgabe 4.4 Die 'Funktion’ f : R — R U {oco} habe die Eigenschaft f(x) = oo fir 0 < x < 1.
Berechnen Sie || f |1

4.2 Lebesgue-Integral

Definition 4.8 Die 'Funktion’ f : R" — IR U {oo} heifit iber R™ Lebesgue-integrierbar, wenn eine
Folge ty, von Treppenfunktionen existiert mit

Jim || f ~ ti [1=0.

Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass wir dies so meinen, sagen wir auch kurz: f ist integrier-
bar.

13



Aus f = f — 1t + 1, folgt
If sl =gl + 1 el

Ist k groB genug, dann ist || f —tx ||; endlich, und wir sehen: Fiir jede Lebesgue-integrierbare Funktion
fist || f|l1 endlich.

Wie bei der Definition der Riemann-Integrierbarkeit wird also die Funktion f durch Treppen-
funktionen approximiert. Beim Riemann-Integral wird die Giite der Approximation durch ein Integral
[ — 1 mit Treppenfunktionen ¢, 1) gemessen. Hier aber wird die Approximationsgiite durch die L*-
Norm || f —t |1 gemessen. Und darin steckt eine zweite Approximation. Das ist der wesentliche neue
Gesichtspunkt.

Satz 4.12 a) Es sei ty, eine Folge von Treppenfunktionen mit
lim | £t [1= 0.

Dann ist lim [t € IR endlich.
b) Es seien ty, und uy zwei Folgen von Treppenfunktionen mit

lim || f —tg [1=1im || f —ug 1= 0.

lim/tk :lim/uk.
Beweis. Fiir je zwei Treppenfunktionen s und t ist
s(x) — t(x)[ = |s(x) = f(x) + f(x) = t(x)] < |s(x) = f(x)| + [f(x) — t(x)]

wenn f(x) endlich ist. Aber auch wenn f(x) = oo ist, folgt diese Ungleichung aus unseren Vereinba-
rungen

Dann st

s(x) = f(x) = f(x) = t(x) = oo
Mit der Dreiecksungleichung (Satz 4.7 b) haben wir also

[s—th<lls=flh+lf-tl.

a) Wegen

[ [

ist die Folge der Integrale [ ¢ eine Cauchy-Folge in IR und konvergiert in IR.

< It =l e =t o=l = F o+ 1 =t

b) Mit
[t [ =| [t =) < [ 1wl =t = we <l e = £ 1+ 17 = e,
folgt fiir k — oo die Behauptung. L]

Wegen Satz 4.12 ist die folgende Definition sinnvoll:
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Definition 4.9 Die 'Funktion’ f : R™ — IR U {oco} sei Lebesgue-integrierbar und tj eine Folge von
Treppenfunktionen wie in Definition 4.8. Dann heifst

f(x)dx := lim/ tr € R
R" R"

das Lebesgue-Integral von f diber IR™. Wenn die Bedeutung aus dem Zusammenhang klar ist, werden
wir fiir dieses Integral auch [ f schreiben.

Beispiel 4.7 Es sei f die Funktion aus Beispiel 4.3. Fiir jedes k setzen wir t = 0. Dann ist

lim | f—tx li=I f [1=0.

Also ist f diber R' Lebesque-integrierbar mit

/]szlim/]R0:O.

Satz 4.13 FEs sei f Lebesgue-integrierbar.
a) Dann ist auch auch |f| Lebesgue-integrierbar, und es gilt

1= [1n
b) Bs ist [1f1 =1 £ I

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Folge t; von Treppenfunktionen mit || f — ¢ ||1— 0.
a) Aus

AT = Ttk [ < [f = 2]
und der Monotonie der L'-Norm folgt

lim [| | f[ = [t] 1< lim || f = ¢ [1= 0.

b) Es ist
[l =1 =t <l e < f e+ 00 =t
Wegen
tin |t 1=t [ ftul = [ 17]
folgt daraus die Behauptung. L]

Satz 4.14 (Rechenregeln) Fs seien f und g integrierbar.
a) (Linearitit) Fir a,b € R ist [(af +bg) =a [ f+b[g.

b) (Monotonie) f <g = [f</[g.
c) Ist zusdtzlich g beschrdnkt, dann ist auch f - g integrierbar.
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Beweis. a) Sind t; und uy approximierende Folgen von Treppenfunktionen fiir f, bzw. g im Sinn
von Definition 4.8, dann ist aty + buy eine approximierende Folge von Treppenfunktionen fiir af + bg.
b) Wegen g — f > 0 ist nach Satz 4.13 b)

Ja=n=lg=rizo.

c) Es sei |g| < M € IR. Zu jedem € > 0 gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit
€
I f—tlhs

Weiter sei [t| < m € R und u eine Treppenfunktion mit

€
g —ulh<—
m

Dann ist
|fg—tu| =|(fg—tg) + (tg —tu)| < |f —t|-|g] +[t| - |g — ul.

Daraus folgt
| fg—tuln< M- || f=t]i+m | g—ul1<2e O

[-r=-]1

aus Satz 4.14 a) iiberraschend, wenn f tatsichlich den Wert f(x) = oo annehmen kann. Man erwartet,
dass die approximierenden Treppenfunktionen ¢ fiir f bei x irgendwie gegen unendlich gehen. Die
approximierenden Funktionen —t fiir —f gehen dann bei x gegen —oo und nicht gegen — f(x) = oo.

Aber es ist '
_f_(_tk):{ ~(f —tx) wo f(x) endlich }:—(f—tk)

Bei ndherem Hinsehen ist die Formel

00 wo  f(x) =00

und
| = f=(=t)| = |f — tl.

Irgendwie unheimlich ist co schon.

Beispiel 4.8 Fiir echte Funktionen beweist man elementar

ma(f.9) = 5(f +g+1f — ), min(fg) = 5( +91f ~gl).

Fiir integrierbare Funktionen f und g sind also auch die Funktionen maz(f,qg) und min(f,g) inte-
grierbar. Insbesondere sind damit die Funktionen

fti=maz(f,0) und [~ :=maz(—f,0)
integrierbar. fT bzw. f~ heiflen positiver, bzw. negativer Anteil von f. Es ist

erZOu fizou f:er_fi'
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Diese Zerlegung in positiven und negativen Anteil funktioniert auch fiir 'Funktionen’: Mit f ist
auch der positive Anteil definiert durch

1
F1(x) = max(f(x),0) = 5 (f(x) + [f(x)))
integrierbar. Und mit der Funktion f~ definiert durch

0 wenn f(x) >0

frx) = { —f(x) wenn f(x)<0
gilt nach wie vor
f=r—r.
Damit beweist man:
Satz 4.15 Die 'Funktion’ f ist genau dann integrierbar, wenn f+ und f~ dies sind. Und dann gilt

[i-Ir-fr

Damit geniigt es, manche Aussagen nur fiir den Fall f > 0 zu beweisen.

Satz 4.16 Es sei f auf IR™ integrierbar.
a) (Translation) Es sei a € R™. Mit f(x) ist auch f(x — a) integrierbar und es gilt

/f(x)dx = /f(x— a)dx.
b) (Streckung) Es sei 0 < R € R. Mit f(x) ist auch f(R -x) integrierbar und es gilt
/f(R -x)dx = % /f(x)dx.

Beweis. Dass f integrierbar ist mit | f = ¢, bedeutet: Zu jedem e > 0 gibt es eine Treppenfunktion
t und eine Hiillreihe ¢ mit

< €.

f=tl<e, I(p) <e ‘/t—c
a) Ist @ C IR"™ ein Quader, so bezeichne
a+Q:={a+x:x€Q}

den um a verschobenen Quader. Der hat die gleichen Kantenléingen wie @ und deswegen ist |a+ Q| =

|Q|. Daraus folgt
/t(x —a)dx = /t(x)dx

I{p(x — a)) = I(p(x))
fiir jede Hiillreihe . Mit ¢ und ¢ wie oben folgt daraus

fiir jede Treppenfunktion ¢ und

lfx—a)—t(x—a)|<px—a), I(p(x—a))<e, ‘/t(x—a)dx—c <e.
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b) Ist @ C IR™ ein Quader, so bezeichne

1 1
EQ::{EX:XEQ}

den mit dem Faktor 1/R gestreckten Quader. Dessen Kantenlédngen sind alle auch mit dem Faktor
1/R multipliziert worden und deswegen ist |1/R - Q| = 1/R" - |Q|. Daraus folgt

/t(R'x)dx = %/t(x)dx

fiir jede Treppenfunktion ¢ und

I(p(R 7)) = =  1(p(x)

fiir jede Hiillreihe . Weiter verlauft der Beweis wie in a). L]
Definition 4.10 Es sei A CIR" und f: A — IRU{oco}. Dann heifit die 'Funktion’

fa:R" - RU{cc}, fa(x):= { f(OX) ;ZZ; izfl

die triviale Fortsetzung von f nach IR™.

Beispiel 4.9 Die charakteristische Funktion x a ist die triviale Fortsetzung 14 der Funktion =1 von
A nach R™.

Definition 4.11 FEs seien A C IR™ und f wie in Definition 4.10. Dann heiffen

o die 'Funktion’ f iiber A integrierbar, wenn fa (iber R™) integrierbar ist,

. [ fdx = [ faxax

das Lebesgue-Integral von f iber A,

o || fllia=| fa 1 die L'*-Halbnorm von f iiber A.

Ob f iiber A integrierbar ist, héingt natiirlich von f, aber auch von der Menge A ab. Die bewiesenen
Rechenregeln fiir die Integration von f4 iibertragen sich auf die Integration von f iiber A. Insbesondere

| £ lla= /A 7.

Beispiel 4.10 Es sei [a,b] C IR ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — IR Riemann-integrierbar.
Dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und beide Integrale stimmen dberein:

Jan £ = JL f@)da
(Lebesgue) (Riemann)

ist
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Beweis. Dass f Riemann-integrierbar ist, bedeutet dass es Folgen t; und up von Treppenfunktionen
auf dem Intervall [a,b] gibt mit

tp < f<wug wund lim /b(uk(a:) —tx(z))dz = 0.

Wir bezeichnen mit ty, f,uy auch die trivialen Fortsetzungen dieser Funktionen vom Intervall [a,b]
nach R. Fir die Folge ty gilt dann wegen Satz 4.7 ¢) und Satz 4.13 b)

I — te 1<l ws — tg 1= /Rmk — ) — 0.

Also ist f iiber [a,b] Lebesque-integrierbar. Und das Lebesgue-Integral von f ist

lim/IRtk = lim /ab tp(z)dr = lim /ab ug(z)de = /abf(a:)dx,

das Riemann-Integral. L]

Beispiel 4.10 lehrt, dass die Werte von Riemann-Integral und von Lebesgue-Integral iibereinstim-
men, wenn beide definiert sind. Zur Berechnung des Integrals hitte man also das Lebesgue-Integral
nicht einzufithren brauchen. Der entscheidende Unterschied beider Integrale liegt in der besseren Ver-
traglichkeit des Lebesgue-Integrals mit der Konvergenz von Funktionenfolgen. Hierzu der erste Kon-
vergenzsatz.

Satz 4.17 (Kleiner Satz von B. Levi) Die Folge von Treppenfunktionen ty, : IR"™ — IR konvergiere
punktweise gegen die 'Funktion’ f : R" — IR U {oo}. Weiter gelte:

i) Die Folge ty, wachse monoton.

i1) Die Integralfolge [ ti sei beschrinkt.

/lei]?l/tk~

Beweis. Wegen der punktweisen Konvergenz kénnen wir fiir alle &

Dann ist f integrierbar mit

o0

=t =" (tix1 —t)

i=k

als Teleskopreihe schreiben. Wegen 1) ist hier immer ¢;41 —¢; > 0. Mit den Sétzen 4.13 b) und 4.14 a)

folgt
| f=t 1< Z/|ti+1—ti| :Z</ti+1_/ti>-
ik ik

Die Folge der Integrale [t ist monoton wachsend und beschrinkt. Sie konvergiert also. Ist I ihr

Grenzwert, so haben wir
o
Z(/ti-l—l_/ti) = lim/tl—/tk:I—/tk.
l—o00

1=k
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Und fiir f folgt
If=tilh<i= [t—0,

wenn k — c0. Das ist die Behauptung. L]
Als erstes wirklich neues Integrierbarkeitskriterium kénnen wir mit Satz 4.17 beweisen:

Satz 4.18 FEs sei U C IR" offen und beschrinkt sowie f : U — IR stetig und beschrinkt. Dann ist f
tber U integrierbar.

Zum Beweis von Satz 4.18 erst ein Lemma.

Satz 4.19 (Lemma) Es sei U C R" offen und f : U — [0,00], f > 0, stetig. Dann gibt es eine mo-
noton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die punktweise gegen die trivial fortgesetzte Funktion
fu konvergiert.

Beweis. Wir betrachten Wiirfel
We(a):={xeR":|z; —a1| <7, ...,z —an| <1}

Wir nennen W,.(a) rational, wenn r und alle Koordinaten a, rational sind. Zu jeden x € U gibt es
wegen der Offenheit von U einen solchen rationalen Wiirfel W,.(a), der x enthélt. Die Menge U ist somit
die Vereinigung der in ihr enthaltenen rationalen Wiirfel. Weil die Menge dieser Wiirfel abzahlbar ist,
konnen wir sie zu einer Folge

Wi, Wa,... mit |JW,=U
k=1

anordnen.
Es sei mj das Minimum der stetigen Funktion f auf dem kompakten Wiirfel Wj. Wir definieren
die Treppenfunktion
by 7= My - Xy,

und haben t; < f fiir alle k£ wegen f > 0. Wir gehen iiber zu der monoton wachsenden Folge
i
= tp <
u; += Maxty < /

von Treppenfunktionen und zeigen: Diese Folge konvergiert punktweise gegen f. Sei dazu x € U fest.
Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu jedem ¢ > 0 einen rationalen Wiirfel Wy mit x € Wy und
f(x) —my, < e. Daraus folgt

(%) — up(x)] = f(x) —up(x) < f(x) = tp(x) <e n

Beweis von Satz 4.18. Wegen der Zerlegung von f in seinen positiven und negativen Anteil geniigt
es, den Fall f > 0 zu betrachten. Damit ist Satz 4.19 anwendbar und liefert eine monoton wachsende
Folge von Treppenfunktionen wg, die punktweise gegen f konvergiert. Um Satz 4.17 anzuwenden,
miissen wir noch zeigen, dass die Folge der Integrale [ wuj beschrénkt ist.

Weil U beschriinkt vorausgesetzt ist, gibt es einen Quader Q C IR™ mit U C Q. Weil f beschrinkt
vorausgesetzt war, ist M := sup{f(x),x € U} endlich. Dann ist fiir alle k

up <M -xqg und /UkSM’|Q" u
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Beispiel 4.11 Die Funktion f(x) = sin(1/x) ist auf dem offenen Intervall |0, 1] stetig und beschrankt.
Damit ist sie nach Satz 4.18 integrierbar. Das ist mehr, als wir aus dem ersten Semester wissen, denn
da haben wir nur dber abgeschlossene Intervalle integriert. Aber mit der Substitutionsformel wird fir

jedes 0 <r <1
1 1 1 1 sin(u)
n(1l/z)dx = ' —— ) du = du.
/T sin(1l/z)dx /1/r sin(u) ( u2> u /1 2 du

Fir r — 0 stellt sich das Lebesque-Integral als konvergentes uneigentliches Riemann-Integral her-
aus. Streng genommen miisste ich hier noch zeigen, dass das Lebesgue-Integral von f dber ]0,1[ der
Grenzwert der Integrale fiir 1 — 0 ist. Das folgt aber aus

fS/ \f\g/ 150,
10,7[ 10,7[ 10,7[

Satz 4.18 hat ein kompaktes Analogon (Satz 4.23 unten). Fiir dessen Beweis miissen wir allerdings
etwas in die mengentheoretische Topologie einsteigen. Ich gebe bei den folgenden Aussagen die Namen
der Mathematiker an, die diese - allerdings sehr viel allgemeiner - bewiesen haben.

Satz 4.20 (Lemma) Es sei K C IR" kompakt. Dann ist die Abstandsfunktion

dx,K) := )I]l’él]l% d(x,y)

stetig.

Beweis. Es seien x1,x3 € IR". Weil K kompakt ist, existieren y;,y2 € K mit d(x;,K) =
d(x1,y1),d(x2, K) = d(x2,y2). Mit der Dreiecksungleichung folgt

d(x1,y1) < d(x1,y2) < d(x1,%2) + d(x2,y2),
d(x1, K) < d(x2, K) + d(x1,%2),
d(x1, K) — d(x9, K) < d(x1,x2).
Vertauscht man hier x; und x2, so erhélt man genauso
d(x2, K) — d(x1, K) < d(x1,%3),

also zusammen

|d(X1,K)—d(X2,K)‘ Sd(Xl,Xg). D

Satz 4.21 (Trennungssatz von Urysohn) FEs seien Ky und K1 C R"™ kompakte Mengen mit lee-
rem Durchschnitt Ko N K1 = 0. Dann gibt es eine stetige Funktion h : IR™ — [0, 1] mit

h|K0 = 0, h‘Kl = 1.

Beweis. Die Funktion go(x) := d(x,Kp) ist nach Satz 4.20 stetig auf IR" mit go(x) > 0 und
go(x) = 0 fiir x € K. Weiter ist m := min{go(x), x € K1} > 0. Wir betrachten die stetige Funktion

g1 :IR" — [0,m], g1(x):=min(go(x),m).

Fiir sie ist
gi(x) =0falls x € Ky und ¢(x)=m falls x € K.

Die Funktion h := g;/m leistet das gewiinschte. L]
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Satz 4.22 (Fortsetzungssatz von Tietze) FEs sei K C R" kompakt und f : K — IR stetig. Dann
gibt es eine stetige Fortsetzung g von f auf ganz IR™.

Beweis. Es sei

s = f llx=max |f(x)].
Die Intervalle s s
Ay = [—5,—3], Ay = [g,s]

sind abgeschlossen in IR. Nach Satz 1.11 a) sind ihre Urbilder

Ko=fHA) ={xeK:—s< f(x) < —g} und K = fY(A) ={x€ K : g < f(x) < s}
abgeschlossen in IR™ und damit kompakt. Sie sind offensichtlich disjunkt. Nach dem Trennungssatz
4.21 gibt es eine stetige Funktion

s s S S
:R" -, = it Ko=—=, fIK1 = =.
fO _>[3>3] mi f‘ 0 37f| 1 3
Deswegen gilt
2 2
760 = o) lle< =5 == | £l
Nun definieren wir stetige Funktionen g; auf IR™ durch
g = Jfo
g2 = ([—gi[K)o
get1 = (f = (914 + ) K)o
Durch Induktion zeigt man
s 2\ %
|gk| < 30 | f=(n+ . +ger) le=lf— (g1 + - +96)— (f = (g1 + ...+ 9))o k= 3) ¢
Deswegen ist
o
9:=> Gk
k=1
eine stetige Funktion auf IR"™ mit
N 2 N
— = li — < i -] -s=0.
I =g b= Jim =3 e Jom, (3) =0
Das heift, es ist f(x) = g(x) fiir alle x € K. L]

Jetzt der angekiindigte Satz fiir kompakte Mengen:

Satz 4.23 FEs sei K C R"™ kompakt und f : K — R stetig. Dann ist f iiber K integrierbar.
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Beweis. Es sei g eine stetige Fortsetzung von f auf ganz IR". Wir wihlen einen offenen Quader
@ C IR™ mit K C Q. Dann ist die Menge @ \ K offen und g ist auf @ beschrankt. Nach Satz 4.18 sind
9@ und gq - xg\k integrierbar. Dann ist auch

Tk =90 — 9Q " Xo\K
integrierbar. L]
Satz 4.24 Fir eine "Funktion’ f : IR"™ — IR U {00} sind dquivalent:
a) Zu jedem x € R™ gibt es eine offene Menge U C IR"™ mit x € U, so, dass f|U integrierbar ist.

b) Fiir jede kompakte Menge K C IR™ ist f|K integrierbar.
c¢) Fir jede beschrinkte offene Menge B C IR™ ist f|B integrierbar.

Beweis. a) = b): Wegen Satz 4.15 koénnen wir f > 0 annehmen. Zu jedem x € K gibt es eine offene
Menge Ux C IR" so, dass f|Ux integrierbar ist. Weil K kompakt ist, gibt es endlich viele derartige
Mengen Uy, k=1, ...,1, so, dass K in Ufk:l U}, enthalten ist. Es sei

Ik = fuunk = fu, - Xk-
Mit Satz 4.14 ¢) und Satz 4.23 sind alle f; integrierbar. Wegen f > 0 ist
l
fr = max fi

und damit integrierbar.

b) = ¢): Sei K C IR" eine kompakte Menge, die B enthélt. Dann ist f|B = fx - xp nach Satz 4.14
c) und Satz 4.18 integrierbar.

c) = a): Jeder Punkt x ist in einer beschrinkten offenen Menge U C IR" enthalten. L]

Definition 4.12 FEine ’Funktion’ mit den Eigenschaften aus Satz 4.24 heifit lokal integrierbar.

Mit den Satzen 4.18 und 4.23 haben wir eine grofile Klasse von Funktionen, die wir integrieren
koénnten, wenn wir wiissten, wie das geht. Mehrdimensionale Integrale rechnet man immer durch
iterierte Integration aus. Das ist der Satz von Fubini. Wir beweisen jetzt eine erste Version dieses
Satzes fiir stetige Funktionen. Dazu einige Vorbereitungen:

Es sei n = p+ ¢ mit p, ¢ > 0. Wie in Satz 4.6 spalten wir den IR" auf in IR"” = IRP x IR? indem wir
Vektoren des IR™ schreiben als x = (u,v) mit u € IR, v € IR%.

Definition 4.13 Fs sei A C IR" = IRP x R?. Fiir v € R heifit
Ay :={uelR?: (u,v) € A}
die Schnittmenge von A zu v. Fiir f : A — IR und Ay # 0 definieren wir die Funktion
fviAy = R durch fy(u):= f(u,v).
Satz 4.25 (Fubini fiir stetige Funktionen) FEs sei A C R" und f: A — R stetig, und zwar

a) entweder A offen und beschrinkt und auch f beschrinkt,
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b) oder A kompakt.

Dann gelten:
1) Falls Ay # 0 ist, dann ist fy iiber Ay integrierbar.
2) Die Funktion F : RY — IR definiert durch

Ja. fv falls Ay #0
Flv) = {Ao falls Ay =0

1st integrierbar.
3) Es ist

o7

Die Aussage schreibt man etwas suggestiver

/Rn fu,v)d(u,v) = /]Rq ( - f(u,v)du> dv.

Man kann sie auch iterieren und erhalt

/ flxy, e xp)d(ze, .oy ) = / (/ (/ flxy, .,z dx1> ...da:nl) dx,,.

Beweis von Satz 4.25: Nach der Trennung von f in seinen positiven und negativen Anteil kénnen
wir 0.B.d.A. f > 0 annehmen.

a) Wie in Satz 4.19 wihlen wir eine monoton steigende Folge von Treppenfunktionen ¢ : IR" — 1R,
die punktweise gegen fa konvergiert.

1) Fiir jedes v ist (tx)y mit (tx)v(u) := tx(u,v) eine monoton steigende Folge von Treppenfunk-
tionen auf IR, die punktweise gegen (fy)a, konvergiert. Wie im Beweis von Satz 4.18 zeigt man, dass

die Folge der Integrale
[t (w)du
RP

beschrankt ist. Also ist f, integrierbar mit

/ fv(u)du = hm tr(u, v)du.
RP
2) Die Funktionen
T, :R?— R, Ti(v):= / ti(u,v)du
RP
sind Treppenfunktionen. Sie bilden eine monoton steigende Folge, die wegen 1) punktweise gegen F
konvergiert. Wegen t; < f4 folgt aus Satz 4.6

Ti(v) = /IR Ct(wv)d(u,v) < /]R fala,v)d(u,v).

RY

Und nach Satz 4.17 ist F' integrierbar mit

F(v)dv = lim Ty(v)dv.
RY k—o0
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3) Weiter ist
lim Ti(v) dv = lim tp(u,v)d(u,v) = / flu,v)d(u,v).
RY R" R"

b) Nun sei A kompakt. Wie im Beweis von Satz 4.23 wéhlen wir einen offenen Quader B C IR", der
A enthilt, und eine stetige Funktion g : B — IR, die f fortsetzt. Und wir schreiben wieder

fa=9B—9B XB\A-
Den Quader B zerlegen wir als
B=Px(@Q, PcCRP QcCR%

Mit a) ist dann

/Af = /B(g—g~xB\A)

g(u, v)du) dv _/Q (/P g(u,v) -XB\A(u,v)du> dv

(g(u, V) - g(u, V) : XB\A(uv V))du) dv

/P f(u, v)du> dv.

Beispiel 4.12 FEs sei
und

Die Menge A ist kompakt und f ist stetig. Also existiert das Integral

/ y* 2™V d(x, y).
A

Das ist schin, aber wir wollen es eigentlich nicht wissen. Wir wollen das Integral ausrechnen. Das
geht mit Fubini. Aber auf die Grenzen muss man sehr genau achten:

4 VY
/ < / y3/ 2e$yd3:> dy
0 0
4 T=\/y
0 Y

z=0

= [ e - vy

/ y* 2™ d(x, y)
A
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Im Beweis von Satz 4.25 haben wir zuerst iiber x und dann iiber y integriert. Das hétten wir
auch umgekehrt machen kénnen. Am Beweis und am Integral héitte das nichts gedndert. Mit den
Voraussetzungen dieses Satzes gilt also die Formel

Satz 4.26 (Vertauschungssatz)

/f(x,:s’)d(xyy) =/</f(x,y)dx) dy=/</f(x,y)dy> dx.

Das ist sehr schon. Leider ist es Theorie. Praktisch kann es auf die Reihenfolge schon ankommen,
wenn man das Integral in geschlossener Form auswerten will.

Beispiel 4.13 Wir betrachten wieder die Situation in Beispiel 4.12. Aber jetzt integrieren wir zuerst

tiber y:
2/ 4
/ y3/26xyd(x,y) = / </ y3/26xydy> dx =777
B 0 z2

Das innere Integral tiber y mdochte ich lieber nicht auswerten. Ich firchte, das kann ich nicht.

Aufgabe 4.5 Berechnen Sie
a) / v d(x,y, z) iber den Quader
o =)+ "

Q:={(z,y,2) eR>: 0 < x,y,2 <1},
b) [y v*/2e™Vd(x,y) iber die Menge
M = {(z,y) e R* : < 2* <y < 4},
c) fir jedes n € IN das Integral [5(1+ x™y)dzdy dber die Menge
B:={(z,y) e R*: y > 1 -z, 2> +y* <1},
d) [5(z* — zy)d(z,y) dber die Menge

R::{(w,y)EIRQ:0§x§1,0§y§4,m2§2y}.
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Aufgabe 4.6 Berechnen Sie [, x(y — 1)d(x,y) tber die Menge

J)Z

K:{(a:,y)EIRQ::L‘ZO,yZO,g—i—l

| <
o

<1}.

(@)

4.3 Volumen, Nullmengen

Die Linge b — a eines Intervalls [a, b] C IR ist das Integral der Funktion = 1 {iber dieses Intervall. Das
verallgemeinern wir auf hohere Dimension.

Definition 4.14 Die Menge A C IR" heifit messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xa inte-
grierbar ist. Deren Integral
foorr= /11
RrR" A

heifit dann das n-dimensionale Volumen |A| = |A|,, der Menge A.

In der abstrakten Maf}-Theorie nennt man dieses Volumen auch das Lebesgue-Mafs.
WEeil die 1-Funktion stetig und beschrénkt ist, sind nach den Sétzen 4.18 und 4.23 alle beschrénkten
offenen und alle kompakten Teilmengen des IR™ messbar.

Satz 4.27 Es seien A und B C IR™ messbar.
a) Dann sind auch AU B und AN B messbar mit |AU B| = |A| +|B| —|AN B].
b) Wenn A C B, dann ist |A| < |B|.

Beweis. a) Nach Satz 4.14 ¢) ist xanp = X4 - xB integrierbar. Damit ist auch

XAUB = XA+ XB — XAnB

integrierbar und die Behauptung folgt.
b) Die Aussage folgt aus x4 < xB- L]

Beispiel 4.14 Wir betrachten den Quader
Q={(z1,.,zp) e R": ay <z1 <by,...,ap <z, <b,} CR"™

Sein Volumen berechnen wir mit Fubini

Q| = /Qld(xl,...,xn)

bn by b1
= / / d.ﬂ:‘ldl‘g...dl‘n
an a2 Jai

bn b2
= / / (bl - al)dl‘g...dl‘n
an az
2

bn b

2
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Diese Integration wiederholen wir noch n — 1 mal und finden als Volumen des Quaders
Q] = (b1 —a1) - (b2 — az) - ... - (bn — an).
Das ist beruhigend, denn es deckt sich mit Definition 4.4.

Beispiel 4.15 FEs sei
K(R) = {(z,y) € R?: 22 +y* < R*} c R?

die Kreisscheibe vom Radius R in der Ebene. Ihr 2-dimensionales Volumen (= ihre Fliche) ist

R27y
\—/ / — da:dy—/ 2¢/R2 —y2dy = R* 7 = R* - |K(1)|.

Teil b) des folgenden Satzes verallgemeinert die Beziehung zwischen der Fliche des Kreises vom
Radius R und der Fliche des Einheitskreises.

Satz 4.28 Es sei A C IR"™ messbar.
a) (Translation) Ist a € R™, dann ist auch die verschobene Menge

a+tA={a+x:x€ A}

messbar mit dem Volumen |a+ A| = |A|.
b) (Streckung) Ist 0 < R € R, dann ist auch die gestreckte Menge R - A messbar mit dem Volumen

IR- Al =R"-|A|.

Beweis. Die charakteristischen Funktionen von a + A und R - A sind

Xara() = xatx =) wnd () = xa(7%)

Damit folgen die Behauptungen aus Satz 4.16. L]
Beispiel 4.16 Das Volumen der n-dimensionalen Vollkugel K, (R) ist
[Kn(R)| = R" - |[Kn(1)]-
Fiir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel fiihren wir die Bezeichnung
= |[Kn(1)]

ein. Es ist k1 = |[—1,1]| = 2 und ka = m nach Beispiel 4.15.

Die iterierte Integration nach Fubini (Satz 4.25) liefert sofort das klassische Werkzeug zur Volu-
menberechnung.
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Satz 4.29 (Cavalierisches Prinzip) Die Menge A C IR" sei entweder offen und beschrinkt oder
kompakt. Wir zerlegen wieder

IR” = IRP x IRY.

Fiir festes v € IR? sei
Ay ={ueRP: (u,v) € A}.

Auch Ay C IRP ist wieder offen und beschrdankt oder kompakt. Und weiter gilt

A= [ 1Adpav.
RY
Beispiel 4.17 (Archimedes) Es sei H die Halbkugel
{(z,y,2) ER’: 2> 0, 2> +y* + 2* < R?}

im IR® vom Radius R. Fir festes z, 0 < z < R, sind ihre ebenen Schnitte H, Kreisscheiben vom
Radius vV R? — 22 mit der Fliche (Beispiel 4.15)

|H,|s = (R* - 2%) - .
Wir vergleichen sie mit dem Restkdrper A, der entsteht, wenn man aus einem Zylinder
Z={(z,y,2) €eIR*: 0< 2z <R, 2° +3? < R?}
mit Hohe und Radius = R einen Kegel
K ={(z,y,2) €R®:0< 2z <R, 2° +9° < R?}

ausbohrt. Die ebenen Schnitte A, des Restkdrpers sind Kreisringe mit duflerem Radius R und innerem
Radius z. Sie haben die Fldche
|A.|y = (R? — 22) - = |H.|».

Damit hat die Halbkugel H das gleiche Volumen wie der Restkorper A. Im ndchsten Beispiel rechnen
wir nach, dass der Kegel das Volumen

1 1
|K|3 = gGrundﬂdche - Héhe = §R3 T

hat. Damit ist das Volumen von Halbkugel und Restkorper

1 2
|ZB—MB:R?W—§R?WZER?W

hat. Somit ergibt sich das Volumen der ganzen Kugel als

4
§R3 < T

Beispiel 4.18 (Kegel) Es sei B C R" ™! kompakt und 0 < h € IR. Der Kegel K im IR" iiber B mit
der Héhe h entsteht, indem man alle Punkte von

{(x,0): xe B} C R"
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mit dem Punkt (0,h) verbindet. Fiir 0 < z < h entstehen die horizontalen Schnitte K, indem man
die Menge B um den Faktor
z
1-2
h

staucht. Nach Satz 4.28 haben sie das n — 1-dimensionale Volumen

Z\n—
‘KZ‘nfl = (1 - E)n L. ‘B|n71'

Mit dem Cavalierischen Prinzip wird

h Z\n—1
Kl = [a-2r Bl
B h
— }JTL|1 (h — Z)nildz
0
_ 1B ,(_(h—z)“)h
hn—1 n 0
_ Bl A"
 hl o
1
= —~|B\-h.
n

Fiir n = 3 ergibt dies die bekannte Formel
1
Kegelvolumen = 3 Grundfidche - Hohe.

Beispiel 4.19 (Simplex) Das n-dimensionale Finheits-Simplex ist
Sp={(x1,..,xn) € R": 21 >0,...;2, > 0,21 + ... + T, < 1.

Dies ist der Kegel der Hohe 1 mit dem n — 1-dimensionalen Einheits-Simplex S,_1 als Basis. Sein
Volumen ist deswegen

1
‘Sn‘ = 5 : ‘Snfl|'

Das eindimensionale Einheitssimplex ist die Strecke [0,1] mit der Linge 1. Das 2-dimensinale Ein-
heitssimplex ist das gleichschenklige rechtwinklige Dreieck mit der Schenkel-Linge 1 und der Fldche

1/2. Durch Induktion zeigt man

1
|Sn| = ol

Mengen A C IR"™ mit |A| = 0 sind inhaltslos und damit fiir die Volumenberechnung praktisch
uninteressant. Theoretisch sind sie aber sehr wichtig.
Definition 4.15 FEine messbare Menge N C IR™ mit |[N| = 0 heifit Nullmenge.

Beispiel 4.20 FEs seien A, B C IR"™ messbar und thr Durchschnitt AN B eine Nullmengen. Mit Satz
4.27 folgt, dass AU B messbar ist mit

|AUB| = |A|+ |B| —|ANn B| = |A| + |B].
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Satz 4.30 a) Die Menge N C IR" ist Nullmenge genau dann, wenn || xn ||1= 0.
b) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist auch eine Nullmenge.
¢) Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Beweis. a) Es sei IV eine Nullmenge. Wegen xn = |xn| ist dann || xn [[1= [ x» = 0. Sei umgekehrt
|| xn [[1= 0. Dann bilden die Treppenfunktionen t; := 0 eine Folge mit

I xv =t =l xn [[1=0.

|N|:/XN:lim/tk:0.

b) Ist N eine Nullmenge und M C N, dann ist xps < xn und die Behauptung folgt aus a) und
Satz 4.14 b).
c¢) Es seien Ni, k € IN Nullmengen und N = |J Ni. Mit Satz 4.8 ist

Also ist xn integrierbar mit

e 1=l Yo xw, < Y2 1 xy [hi= 0.
k k

Beispiel 4.21 Jeder ausgeartete Quader hat das Volumen 0 und ist eine Nullmenge. Jede abzihlbare
Teilmenge des R™ ist als abzihlbare Vereinigung von Punkten (= entartete Quader) eine Nullmenge.

Beispiel 4.22 Jede Koordinaten-Hyperebene x,, = 0 ist eine Nullmenge im IR"™. Denn fiir m = n
beispielsweise ist

{xeR": z, =0} = | J Qs

keZ

mit den ausgearteten Quadern
Qr=1{(x,0): x € R" ' |z1| < k..o, |y 1| < K
Beispiel 4.23 Es sei K C R"™! kompakt und f : K — IR stetig. Dann ist der Graph von f
I'y={x,fx): X e K} cR"

eine Nullmenge. Denn I'y ist kompakt, und mit Cavalieri ist

fx')
T, = / / dz,, | dx' = 0.
K \Jf(x)

Jede offene Menge ist die Vereinigung der abzdhlbar vielen, in ihr enthaltenen rationalen kompak-
ten Wiirfel. Jede abgeschlossene Menge A C IR" ist die Vereinigung der abzihlbar vielen kompakten
Teilmengen

A ={xe A:||x||<k}, kel

Deswegen ist mit Satz 4.30 ¢) auch der Graph einer jeden Funktion, die auf einer offenen oder abge-
schlossenen Menge des IR™™! stetig ist, eine Nullmenge im IR™. Insbesondere ist jede Hyperebene im
IR"™ einen Nullmenge.
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Beispiel 4.24 Der Rand der n-dimensionalen Vollkugel K, (R)
OK,(R) = {x € R": 2% + ... + 22 = R?}

ist nach dem Satz iber implizite Funktionen als endliche Vereinigung von Graphen stetiger Funktionen
darstellbar. Damit ist er eine Nullmenge. Sei

Kop={xeR": a<|| x| <b}
die abgeschlossene Kugelschale mit innerem Radius a und duflerem Radius b im IR™. Dann ist
K, (a) U Kqp = K, (b)  mit der Nullmenge Kp(a) N K, = 0K, (a).

Mt Beispiel 4.20 folgt

Eine Funktion, definiert auf einer Kugelschale K, ; C IR™ heifit rotationsinvariant, wenn sie nur von
| x || abhéngt. Jede Funktion f : [a,b] — IR auf dem Intervall [a,b] definiert eine rotationsinvariante
Funktion F' auf K} durch

Fx):=f(|x|) = f(r) mit r = \/2? + ... + 22.

Satz 4.31 (Rotationsinvariante Funktionen) Die Funktion f : [a,b] — IR sei stetig. Dann ist die
zugehérige Funktion I : K., — IR integrierbar mit

b
/ F=n-k,- / f(r)r”_ldr.
Kap a

Beweis. Mit f ist auch F' stetig und damit integrierbar. Die Identitéit der Integrale beweisen wir
in mehreren Schritten.
1) Es sei f = 1 die Eins-Funktion. Weil K, ; messbar ist mit dem Volumen &, - (b" —a™) (s. Beispiel

4.16), ist
b

/ F=|K.p|=kn- (0" —a") =Ky / n-r"dr.
Ka,b

a

2) Es sei f = t eine Treppenfunktion. Wir schreiben sie als Linearkombination chrakteristischer
Funktionen abgeschlossener Intervalle. Mit der Linearitit des Integrals folgt die Behauptung aus 1).
3) Allgemeinfall: Weil f Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen ¢, u auf [a,b] mit

b
t< f<u, / (u(r) — t(r))dr < e.
a
Fiir die zugehorigen Funktionen 7" und U auf der Kugelschale ist

JkapT = g, F <= Ik, U

| |
fft(r)r”fldr < f:f('r)rnfldr < fbu(r)rnfldr

a

Fiir ¢ — 0 gehen die beiden dufleren Integrale in der unteren Zeile gegen das mittlere Integral. Das
muss dann mit dem mittleren Integral in der oberen Zeile iibereinstimmen. L]
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Beispiel 4.25 Fir o > 0 ist f(r) = r® dber das Intervall [0, R] integrierbar. Mit Satz 4.31 folgt

R Ro+n
[l dx=nen [ tar = n,
Kn(R) 0

a+n

Satz 4.32 (Berechnung von k) Firn > 1 ist
on+l.n
13- .. 2nt1)

7T7’Z
R2n = R Ron4+1 =
.

Beweis. Mit Satz 4.25 (Fubini) schreiben wir

o= [ <\/1 I xg)) \des...dez,
Kn_2(1)

= 7T-/ (1 — a3+ ...+ 22)dz3..dx,
Kn_2(1

- / (1= || x |12)das...dan
Kp_2(1)

1
= 7m-(n—2)- fﬁ;n,g/ (1-— T2)T‘n_3d7‘
0

1 1
= . —2). _ - —
7o (n=2) - Kna(——5 = )
2
= —T-:-Rp-2.
n

Dadurch ist die Berechnung von k,, auf die von k,,_o zuriickgefithrt. Mit k1 = 2 und ko = 7 folgen die
angegebenen Formeln durch Induktion. L]

Satz 4.33 Fir eine Teilmenge N C IR"™ sind dquivalent:
a) N ist eine Nullmenge.
b) Zu jedem € > 0 gibt es eine offene, messbare Menge U C IR™ mit

NcU und |U|l<e

c) Zu jedem € > 0 gibt es abzihlbar viele abgeschlossene Wiirfel W; C IR", die sich hichstens in
Randpunkten schneiden, mit
N C UWi7 und Z\WJ <.

d) Zu jedem € > 0 gibt es abzihlbar offene viele Quader Q; C R™ mit
N C UQZ- und Z\QJ <e.
Beweis a) = b): Wenn N eine Nullmenge ist, dann ist

I2xn [h= 2 xw [1=0.

Deswegen gibt es eine Hiillreihe ¢ = >~ cpxq, fiir 2xn mit I(p) < e. Wir betrachten die Treppenfunk-

tionen
m
tm 1= Z CkXQp-
k=1
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Sie bilden eine monoton wachsende Funktionenfolge mit
m
[tn =2l < I(g) < e
k=1

Ihr punktweiser Grenzwert F' mit F'(x) = lim,, t,,(x) ist nach Satz 4.17 integrierbar mit

/F:hm/tmge.

Fiir jedes x € N ist F((x) = p(x) > 2. Also ist N enthalten in der Menge

U={xeR": F(x)>1}= [J {xeR": t,(x) > 1}.
meN

WEeil t,, auf endlich vielen offenen Quadern konstant ist, ist diese Menge U offen.
Nach Lemma 4.19 ist xy Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folge von Treppenfunktionen
ug mit
up(x) < xy < F(x) fiiralle x e R"

/uk < /F < €.
Nach Satz 4.17 ist xy integrierbar mit

|U\=/XU:lim/uk<e.

b) = ¢): Fiir jedes k € IN definieren wir Wiirfel W der k-ten Generation Gy, durch

Daraus folgt

my, my+1

W .= Il X...XIn7 IV:[W’T]

,v=1,...,n, mq,...my, € ”Z.
Diese abzihlbar vielen Wiirfel W € G}, iiberdecken ganz IR™ und schneiden sich héchstens in Rand-
punkten. Beim Ubergang von der k-ten zur k + 1-ten Generation halbiert sich die Kantenlinge der
Wiirfel. Ist [ > k, so schneidet jeder Wiirfel W’ € G jeden Wiirfel W € Gy hichstens in Randpunkten,
oder er liegt ganz in W. Induktiv sondern wir nun in jeder Generation eine Menge Hj, C G}, aus:

H; sei die Menge aller Wiirfel W € G, die ganz in U enthalten sind,

Hyq sei die Menge aller Wiirfel W € Gyy1, die ganz in U, aber in keinem Wiirfel einer vorherge-
henden Generation enthalten sind.
Es sei H die Menge aller so ausgesonderten Wiirfel. Je zwei dieser Wiirfel schneiden sich héchstens in
Randpunkten. Jeder Punkt x € U liegt in einem der ausgesonderten Wiirfel W € H. Es ist also

NcU= | W
WeH

Weil H abzahlbar ist, konnen wir die Wiirfel W € H zu einer Folge Wy, W, ... anordnen. Fiir jedes k
ist nach Beispiel 4.20 die Menge Wy U ... U Wy, messbar mit W; U ... U Wi C U und

k
S Wi = WU UW,| < U] <.
=1
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Damit ist
o0

k=1

c¢) = d) ist offensichtlich fiir abgeschlossene Quader W;. Aber jeder solche Quader W ist enthalten
in einem offenen Quader @); mit doppelten Kantenléingen und |Q;| = 2"|W;|.
d) = a) Wegen N C |J Qy ist

[o¢]
XN <) XQy-
k=1

Und mit Satz 4.7 ¢) und Satz 4.8 folgt daraus

o0 [e.0]
INT=lxw 1<) I xae h= D 1@kl < e

k=1 k=1 |:|

Definition 4.16 FEs seien ay,...,a, € IR" Vektoren. Dann heifit

n
P(ai,..,a,) ={x=> t,a, cR": ¢, R, 0<¢, <1}
v+1

das von den Vektoren ay, ...,a, aufgespannte Parallelotop.
Beispiel 4.26 Ein Parallelotop im IR? ist ein Parallelogramm.
Satz 4.34 Das Volumen eines Parallelotops ist

|P(ai,...,a,)| = |det(ay, ..., an)|.

Beweis. Mit elementaren Spaltenumformungen zeigt man, dass die Funktion |det(ay,...,a,)| ein-
deutig bestimmt ist durch ihre Eigenschaften

D1: fir c € R ist det(ay, ..., ca;, ...,a,)| = |c| - |det(ay, ..., an)|,
D2: fur j #i ist |det(ai,...,a; + aj,...,a;,...,a,)| = |det(ay, ...,a,)|,
D3: |det(eq,...,en)| = 1.

Es geniigt also, diese drei Eigenschaften fiir die Funktion |P(ay, ..., a,)| nachzuweisen. Am einfachsten
ist der Nachweis von D3, weil P(eq,...,e,) der Einheitswiirfel mit dem Volumen 1 ist.

Nachweis von D1: Wir setzen P, := P(ay,...,c-a;, ..., a,). Beginnend mit natiirlichen Zahlen ¢ € IN
zeigen wir die Aussage nach und nach fiir alle ¢ € IR.

a) Wenn ¢ € IN ist, dann haben wir

P.1=FPU (cai + Pl)
Dabei ist der Durchschnitt P, N (ca; + P;) in dem linearen Unterraum

az-—i—ZIR-aj
J#i
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enthalten. Dieser ist eine Nullmenge. Mit der Additivitat (Beispiel 4.20) und der Translationsinvarianz
(Satz 4.28 a) folgt
‘Pchl‘ = |Pc| + ‘P1|;

und daraus die Behauptung mit Induktion.
b) Wenn ¢ = p/q € Q mit p,q € IN ist, dann gilt nach a)

p
q-|Fel = [Peel = [Bp] = p- 2] und - [Fe| = 7|72

¢) Wenn 0 < ¢ € R ist, gibt es zu jedem e > 0 rationale Zahlen 0 < 7 < ¢ < ry mit r9 —r; < e.
Dann ist
Py C P C Py, m|P| =Py | < |P| < |Py| = ra| .

Daraus folgt mit b), dass | |P.| —c- |Pi|| < €|P] ist. Fiir € — 0 erhalten wir die Behauptung.

d) Wenn ¢ = 0 ist, dann liegt P, in dem von den Vektoren a;, j # i, aufgespannten Untervektor-
raum. Der ist eine Nullmenge und es folgt |Py| =0=0-|P].

e) Wenn ¢ < 0 ist, dann ist |c[ - a; + P. = P. Aus der Translationsinvarianz und c) folgt

Pl =Pl = le| - ||
Nachweis von D2: Wir definieren
PZ’J = {X = Ztuay eP:t; < tj}.

Dann ist
P = Pi,j U Pj,i7 P(al, - Q4 T a4,..., a5, ...,an) = Pjﬂ‘ U (ai + Pi,j)'

Die Durchschnitte P; ; N P;j; und Pj; N (a; + P; ;) liegen in Hyperebenen und sind Nullmengen. Mit
der Translationsinvarianz folgt

|P(ai,...x; +aj,...,a4,....,a,)| = | P ;| + |Pji| = Plai,...,a,). ]
Satz 4.35 Es sei f : IR" — IR U {oo} mit || f |[1< oo, also etwa f integrierbar. Dann ist die Menge,
wo f nicht richtig definiert ist

N:={xeR": f(x) =00} CIR"
eine Nullmenge.
Beweis. Fiir jedes € > 0 und fiir alle x € IR" ist
XN (%) < € f(x).

Daraus folgt || xn [1< € || f |1 und || xn [[1=0, weil || f ||; endlich ist. L]

Die FEigenschaft von f aus Satz 4.35 formuliert man auch kurz so: f ist ’fast iiberall’ endlich.
Allgemeiner definiert man:

Definition 4.17 Fine Aussage tiber Punkte des IR™ gilt fast {iberall, wenn die Menge der Punkte, wo
diese Aussage nicht gilt, eine Nullmenge ist.
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Satz 4.36 Die 'Funktionen’ f und g auf IR™ seien fast iiberall gleich. Wenn f integrierbar ist, dann

st dies auch g mit
1=]s

N:={xeR": f(x)#g(x)} CIR"

Beweis. Nach Voraussetzung ist

eine Nullmenge. Wir setzen

o
UN =00 XN = Y XN-
k=1

Wegen || xn ||1= 0 folgt aus Satz 4.8, dass || un [[1= 0.
Weil f integrierbar ist gibt es eine Folge von Treppenfunktionen ¢; mit lim || f — ¢ [[1= 0. Wegen

lg —tel <lg = fI+|f —te]l Sun +[f — ti]
ist
lg—te l1<I| f —tx |1

Jo=tim [0~ [+ 0

Beispiel 4.27 Es sei N C IR" eine Nullmenge und f : N — IR U {oo} beliebig. Die trivial auf IR™
fortgesetzte 'Funktion’ fr ist fast tberall gleich der Nullfunktion. Deswegen ist f auf N integrierbar

mit [y f=0.

Also ist auch ¢ integrierbar mit

Satz 4.37 Fir eine 'Funktion’ f : R" — IR U {oo} ist || f |[1= 0 genau dann, wenn f(x) = 0 fast
tiberall.

Beweis. Sei f(x) = 0 auflerhalb der Nullmenge N C IR". Nach Satz 4.36 ist f integrierbar mit
I 1= [11= [o=0.
Sei umgekehrt || f |[1= 0. Fiir £ € IN definieren wir die Menge

N = {xeR": |f(x)| > =}.

El

Dann ist xn, < k|f| und
X i< k-] f 1= 0.

Also ist Nj eine Nullmenge. Mit Satz 4.30 c) ist auch

xeR": f(x) # 0} =N,
k

eine Nullmenge. L]
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Satz 4.38 FEs sei K C IR™ kompakt und f : K — TR beschrinkt. Weiter gebe es eine Nullmenge
N C K so, dass f auf K\ N stetig ist. Dann ist f iber K integrierbar.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein M € IR mit |f| < M. Nach Satz
4.33 b) gibt es eine offene Menge U C IR" mit N C U und |U| < ¢/M. Dann ist

I f o< M-|U| <e
Die Menge K \ U ist kompakt und f ist dort stetig. Nach Satz 4.23 ist f iiber K \ U integrierbar.
Es gibt also eine Treppenfunktion ¢ mit
| freo —tlh<e

Dann ist
| fx —tIh<|l feso =t + | fu [hi< 26 0

Aufgabe 4.7 Berechnen Sie das Volumen der Menge
{(z,y,2) €eR®: 2?2 +3y? < 2 < 8 — x? — ¢*}
im IR3.
Aufgabe 4.8 Berechnen Sie das Volumen der Menge
{(z,y, 2) eR: 22+ 42 <4,0< z<z+2}
im IR3.
Aufgabe 4.9 Berechnen Sie die Volumina der Mengen im IR® die gegeben sind durch
a) 0< 2z <1, 22 +9y? <1 - 22,
b)0<z<y?<z<I,
c)y? +22<e % 1 >0,
d) 2?2 + 22 < 1,92 + 22 <1,
e) (% +y* +2%) < .

4.4 Konvergenzsitze

Es sei A C IR"™. Nach Satz 4.35 sind alle iiber A integrierbaren ’Funktionen’ endlich auflerhalb einer
Nullmenge. Wir koénnen jede solche 'Funktion’ f ersetzen durch die Funktion

=\ |} f(x) falls f(x) endlich
Fx) = { 0 falls f(x)=oc.

Dabei ist [ f = [ f. Damit konnen wir zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen f und g addieren,
indem wir f und g addieren. Das Resultat f + g ist allerdings wohldefiniert nur auferhalb einer
Nullmenge. Wenn es uns nicht auf diese Nullmengen ankommt, kénnen wir also vom IR- Vektorraum
LY(A) der auf A Lebesgue-integrierbaren Funktionen sprechen.

Genauer gesagt definieren diesen Raum wie folgt:
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Definition 4.18 Es sei V4 der Vektorraum der auf A definierten, reellwertigen (keine Werte = 00)
Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Darin Sei Ngo C V4 der Untervektorraum der Funktionen f mit
|| f ll1,a= 0. Nach Satz 4.37 sind dies genau die Funktionen auf A, die fast iberall = 0 sind. Und der
Raum L'(A) wird definiert als Quotientenraum

LY(A) :=V4/Na.

Die Elemente in L' (A) sind also Aquivalenzklassen, keine Funktionen. Trotzdem spricht man meist
auch hier von Funktionen. Einigermaflen gerechtfertigt wird dieser Sprachgebrauch durch

Satz 4.39 Es sei f € L'(A) eine Restklasse und fy eine Funktion in dieser Aquivalenzklasse. Dann
hédngen

[ o wnd ol
A
nur von der Aquivalenzklasse f und nicht vom Reprdsentanten fy ab.

Beweis. Ist die Funktion g auflerhalb einer Nullmenge = 0, dann gilt

A(f0+9)=Afo+Ag=Af0

I f+gllLa<ll follLa+ 1l gllLa=l folla -

und

L]
Bisher bildeten die Lebesgue-integrierbaren Funktionen keinen Vektorraum. Denn wenn f(x) = oo
ist, dann ist mit unseren Vereinbarungen auch

(f = F)(x) = 00— 00 = 0

und f — f ist nicht die Nullfunktion. Deswegen konnten wir die Integrationsabbildung auch nicht als
lineare Abildung auffassen. Aber nach Ubergang zu L!(A) kénnen wir Satz 4.14 a) so formulieren:

Satz 4.40 Die Abbildung
LA - R, S
A

ist IR-linear.

Auch auf dem Vektorraum L!(A) ist || f ||; wohldefiniert. Diese Funktion ist sogar eine Norm.
D.h., es gelten

e 0<|| f|1€ R, und | f|1= 0 genau dann, wenn f =0,
o e flh=lel- I £l fir c e IR,
o [ f+glh<lfll+1gll

Der folgende Satz zeigt, dass L! mit der Norm || ||; vollstéindig ist. Dabei definiert man
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Definition 4.19 FEine Folge von Funktionen fi auf R™ konvergiert gegen f in der L'-Norm, wenn
tin | £ fi 1= 0.
Die Folge heifst L'-Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € IN eistiert mit
| frx = filh< e fir k0> N.

Jede konvergente Folge ist offensichtlich eine Cauchy-Folge. Davon gilt auch die Umkehrung, und
das ist nicht-trivial:

Satz 4.41 (Riesz-Fischer) Jede Cauchy-Folge f,, € L*(IR™) konvergiert in der L'-Norm gegen ein
f € LY(IR™). Weiter gilt fiir dieses f:

a) [ f = limy [ f,
b) eine geeignete Teilfolge der fi konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.

Beweis. Weil (fx) eine Cauchy-Folge ist, gibt es Indizes k1 < ko < ... mit

1
| frysr = fr 1< o

Insbesondere ist dann

[ee]
S Frpr — fr 1< 10
v=1

Wir setzen

o
v = fky+1_fk1,7 g:Z|gV|
k=1

Mit Satz 4.8 ist || ¢ 1< 1, und nach Satz 4.35 gibt es eine Nullmenge N C IR"™ mit g(x) # oo fiir
x ¢ N. Dann ist auch fi, (x) # oo fiir x € N. Die Reihe } g, konvergiert also fast iiberall absolut.
Wir definieren nun

F(x) = Vh_{{.lo Jr, (%) = fry (%) + ;gy(x) falls x ¢ N

0 - falls xe N

Damit ist f(x) # oo fiir alle x € IR" und die Teilfolge fi, konvergiert fast iiberall punktweise gegen f.
Wir zeigen f € L'(IR™): Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es einen Index p mit

o0
I f=fr, 1< D lgwi<e und || fi = fr, 1< € fiir k > k.
v=p

Auflerdem wihlen wir eine Treppenfunktion ¢ mit || fx, — ¢ ||1< €. Dann ist

I =t f = fr, I+ e, — 1< 26

Die Funktion f ist also integrierbar.
Weiter ist fir k > k,

I f=fe i<l f = fo, 0+ 1 fr, — S 1< 2e
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Also konvergiert die Folge fj gegen f in der L'-Norm.

Schlielich zeigt
[£=[n)< [1r=sd=1f= s

dass die Integralfolge [ fi gegen [ f konvergiert. L]

Beispiel 4.28 Fiir jede natiirliche Zahl k teilen wir das Finheitsintervall [0, 1] in k gleichlange Teil-
intervalle

und definieren
-1

k

1 falls

0 sonst

<z <

I~

fri1:00,1] = R durch  fi(x) := {

Diese Funktionen fi,; ordnen wir zur Folge

i1, f2.1, f2,2, 3,1, f3.25 f3,3, -
an. Wegen

1
| fr, ||1— —

konvergiert || fr; |1 gegen 0. Weil jeder Punkt z € [0, 1] furjedes k in einem Teil-Intervall |51 = k] liegt,
konvergiert unsere Folge in keinem Punkt x Punktweise gegen die Nullfunktion. Diese Nullfunktion ist
aber der L'-Grenzwert der Folge. Die Teilfolge fr1 konvergiert diberall gegen O, nur nicht im Punkt
x = 0. Dies zeigt, dass in Satz 4.41 bei der punktweisen Konvergenz der Ubergang zu einer Teilfolge
unverzichtbar ist.

Beispiel 4.29 Die Funktion f : [a,b] — IR sei Riemann-integrierbar. F(x) = f(|| x ||) sei die zu-
gehdrige rotationsinvariante Funktion auf der Kugelschale K,; C RYN. Dann ist F iiber K, inte-

grierbar mit
b
/ F=n-k,- / f(r)r"fldr.
Ka,b a

Beweis. Fiir jedes k € IN gibt es Treppenfunktionen ti,uy auf [a,b] mit

b 1
tr < f < g, /(uk—tk)§E~

Fiir die zugehérigen Funktionen Ty, und Uy, auf K, gilt dann
b bnfl

| F =Ty |h<| Ux — Ti ||1:/K Uk—Tk:n-mn-/ (k) = tlr)r" e < s
a,b a

Deswegen ist Ty, eine Cauchy-Folge in Ll(Ka,b). Nach Riesz-Fischer konvergiert sie in der L'-Norm
gegen ein F € LY(K,y). Weiter ist

| F=F W<l F =Ty |+ | T = F 1= 0.
Nach Satz /.37 ist F = F fast tiberall, damit integrierbar, und

b b
/ F = / F= hm Ty = hmn K - / te(r)r"tdr =n -k, - / f(r)yr"tdr.
a,b a a
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Als néchstes mochte ich die Beziehung zwischen uneigentlichem Riemann-Integral und Lebesgue-
Integral kldren. Ich betrachte hier nur den Fall, wo eine Funktion f iiber [0, co[ integriert wird. Die
anderen Fille sind ganz dhnlich.

Die Funktion f : [0, 00[— IR sei auf jedem endlichen Intervall [0, a] Riemann-integrierbar und das
uneigentliche Riemann-Integral

/Ooo f(x)dx = lim /Oa f(x)dx

a—0o0

existiere. Dann sagt man auch, das uneigentliche Riemann-Integral konvergiert. Man sagt weiter: Das
uneigentliche Riemann-Integral konvergiert absolut, wenn der Grenzwert.

Jim [ 17(@)ds

existiert, oder was dasselbe ist: wenn die Menge der Riemann-Integrale [ |f(z)|dz nach oben be-
schrénkt ist.

Satz 4.42 Das uneigentliche Riemann-Integral [y° f(x)dx konvergiere.

a) Die Funktion f ist auf [0, co| Lebesgue-integrierbar, genau dann, wenn das Riemann-Integral [5° f(x)dx
absolut konvergiert.

b) In diesem Fall sind beide Integrale gleich:

Joo fla)dr = f[o,oo[f

Riemann Lebesgue

Beweis a) =: Ist f Lebesgue-integrierbar, dann ist dies auch |f| (Satz 4.13). Fiir jedes endliche
a > 0 ist f und damit auch |f| Riemann-integrierbar auf [0, a]. Nach Beispiel 4.10 ist | f]| iiber dieses
Intervall auch Lebesgue-integrierbar und beide Integrale stimmen iiberein. Fiir alle a folgt

fummzﬁdm<kﬂm

Damit konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral absolut.

<: Nachdem wir f = f* — f~ in seinen positiven und seinen negativen Anteil zerlegen, brauchen
wir die Aussage nur fiir f > 0 zu beweisen.

Dazu definieren wir fiir k¥ € IN die (nach Beispiel 4.10) Lebesgue-integrierbaren Funktionen

)

fri[0,00[—= R, fi(z):= { f%a:) Eﬁz ii Z

Zu jedem € > 0 gibt es ein k mit
[e'S) [e%¢) k
/ f(x)dx = / f(z)dz — / f(z)dz < e.
k 0 0
Fir alle [ > k ist dann

l 00
| fi — fr ||1=/k f(ﬂc)dazﬁ/k f(z)dz < e.

Die Folge fj ist also eine Cauchy-Folge im Raum L!([0,co[). Nach Riesz-Fischer hat sie einen L!-
Grenzwert g € L([0, 0o[), und eine Teilfolge der f;, konvergiert fast iiberall punktweise gegen g. Jede
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Teilfolge der fr konvergiert aber punktweise gegen f. Damit ist fast iiberall f = g, die Funktion f
gehort zu L([0, oo|).
b) Beide Integrale sind gleich

k
lim / f(x)dx
k—oc0 .J0
und stimmen deswegen iiberein. L]
Beispiel 4.30 Fiir die Funktion

sin(x)

f:0,0[— R, f(z):=

X

konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral. Dies folgt mit partieller Integration aus
a g4 _ a a g4
/ sin(x) cos(z)|* / smgx) d.
T T T xz

Das uneigentliche Riemann-Integral von f konvergiert aber nicht absolut. Denn fiir k € IN ist

k-m
/ x)|dx = Z/ |5m d > Z / |sin(z)|dz.
T —D)m

xr xr

Satz 4.43 (Korollar zum Satz von Riesz-Fischer) Jede integrierbare Funktion f auf R™ ist L'-
Grenzwert einer Folge ty, von Treppenfunktionen mit:
o0

) D |l trsr —ti [1< o0,
k=1
b) Die Folge ty, konvergiert fast iberall punktweise gegen f.

Beweis. Es gibt eine Folge uj von Treppenfunktionen mit || f —uy ||;— 0. Wie im Beweis von Satz
4.41 findet man eine Teilfolge ¢;, mit a). Diese konvergiert fast iiberall gegen eine Funktion g € L!(IR"),
und || g — tx ||1— 0. Daraus folgt || f — g |[1= 0 und f = g fast {iberall. L]

Der folgende Satz verallgemeinert Satz 4.17 von Treppenfunktionen auf integrierbare Funktionen.

Satz 4.44 (B. Levi, monotone Konvergenz) Fs sei f eine monoton wachsende Folge integrier-
barer 'Funktionen’ auf R™. Dann existiert also f : IR™ — IR U oo mit

76 = lim fi(x).
Wenn die Folge der Integrale [ fi, beschrdankt ist, dann ist f integrierbar mit

[ £=tm [ 5

Beweis. Die monoton steigende und beschrinkte Folge der Integrale [ fi konvergiert und ist eine
Cauchy-Folge reeller Zahlen. Zu jedem € > 0 gibt es also ein N so, dass fiirl > k> N

I fi=felh= (1= fl= [ = [se<e
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Die Folge f}, ist also eine Cauchy-Folge in L'(IR"). Sei fﬁ L'(IR™) ihr Grenzwert. Dann gibt es nach
Riesz-Fischer eine Teilfolge f,, die fast {iberall gegen f, und a priori auch gegen f konvergiert. Es
folgt

f=1lim fy, = f

fast iiberall. Dann ist nach Satz 4.36 auch f integrierbar und es folgt, wieder mit Riesz-Fischer, dass

[ 1= [7=tim [ 5, =tim [ 5. .

Beispiel 4.31 (Ausschépfung) Es seien Ay C Ay C Az C ... C R™ abzihlbar viele Mengen und
A =] Ag deren Vereinigung. Es sei f eine Funktion’ auf A, die iber jedes Ay integrierbar ist. Dann
sind dquivalent:

a) f ist dber A integrierbar,

b) Die Folge der Integrale [, |f| ist beschrinkt.

Sind diese Bedingungen erfillt, dann gilt

/Af:h]rgn/Akf.

Beweis. a) = b) Mit f ist auch |f| iber A integrierbar und wegen |f|a, < |f|a ist fir alle k

/Ak|f|s/A|f|.

b) = a) Nachdem wir f auf einer Nullmenge abindern, ohne die Aussage zu dndern, konnen
wir f < oo annehmen. Nach Ubergang zum positiven und negativen Anteil, kénnen wir sogar f > 0
annehmen. Dann ist die Folge der fa, monoton wachsend mit punktweiser Grenzfunktion fa. Mit Satz
4.44 ist also fa integrierbar und

/AfZ/fAzliin/kaIim/Akf- -

Beispiel 4.32 (Spezialfall) Es seien wie eben A1 C Ay C As C ... C IR"™ abzdhlbar viele Mengen
und A = |J Ay, deren Vereinigung. Dann ist die Menge A ist genau dann messbar, wenn die Folge | A|
der Volumina beschrdnkt ist. In diesem Fall ist

|A| = lim | Ag|.
Das folgt aus dem vorhergehenden Beispiel mit f = x 4.
Satz 4.45 FEs sei U C IR"™ offen und f eine ’Funktion’ auf U mit:

o [ir jede kompakte Menge K C U ist f|K integrierbar.

o f besitzt eine tber U integrierbare Majorante F'.

Dann ist f diber U integrierbar.
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Beweis. Nach dem Beweis von Satz 4.19 ist U die Vereinigung abzihlbar vieler Wiirfel W;. Es sei
K, die kompakte Menge

k
Ky, = |J Wi
i=1
Die kompakten Mengen K} bilden eine Ausschopfung von U. Fiir jedes k ist f {iber K} integrier-
bar. Nach Beispiel 4.31 ist f iiber U integrierbar genau dann, wenn die Menge der Integrale [ |f|
beschrankt ist.
Mit F sind nach Satz 4.14 c¢) auch alle 'Funktionen’ F|K}, = F - xg, integrierbar. Es folgt

Jo 1= J 7 s g .

Satz 4.46 (Rotationsinvariante Funktionen) Die Funktion f sei Riemann-integrierbar auf ei-
nem Intervall Ja,b[C [0,00] und F sei die rotationsinvariante Funktion f(|| x||) auf der Kugelschale

Kp={x€R": a <|| x[|< b}

(Hier ist ausdriicklich zugelassen, dass das Riemann-Integral uneigentlich ist.) Dann sind dquivalent:
a) Die Funktion F ist iber die Kugelschale Kjqp integrierbar.

b) Die Funktion |f(r)| - r"~1 ist iber |a,b| integrierbar.

Sind diese Bedingungen erfillt, dann ist

/ F=n-ky- f(r)r™tdr.
Ko, Ja,b]

Dabei ist k,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

Beweis. Wir schopfen das offene Intervall ]a, b[ durch kompakte Teilintervalle [ag, bg] aus mit a;, —
a, by, — b. Nach Beispiel 4.29 ist F' iiber die Kugelschale A, := K, 5, integrierbar mit

b
[ OAF =0 [l
Ag ay

Mit Beispiel 4.31 (Ausschopfung) sind dquivalent:
e Das Integral F' existiert.
Kja,pl

by,
e Die Integralfolge / |£(r)|r"tdr konvergiert.

ag
b
e Das uneigentliche Integral / |£(r)|r"Ldr existiert.
a

Und wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann ist

b
/ F=lm | F=n-ky- / f(r)yrntdr.
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Beispiel 4.33 Zu o € IR betrachten wir die Funktionen
fry=r* und F(x)=|x|*.

In Beispiel 4.25 sahen wir: Fir o > 0 ist F' iber jede Kugel K, (R) integrierbar mit
RaJrn

/ | x[*=n-kp- .

Kn(R) a+n

Mit Satz 4.46 sehen wir jetzt: Die Funktion F ist schon dann iber jede Kugel K, (R) integrierbar,
wenn die Funktion

fr)-r = potnsl

iiber [0, R] integrierbar ist. Fir a +mn —1 > 0 ist das ein ganz normales Integral iber eine stetige
Funktion. Aber auch fir

a+n—1>-1 dh a+n>0 dh o>-n

konvergiert das dann uneigentliche Integral. Auch in diesen Fdllen erhalten wir das von der Dimension
n abhdngige Ergebnis

Ra+n
/ HXHO[:n'Hn' .
Kn(R) a+n
Insbesondere fiir n =2 und o = —1 haben wir
/ ! dxd 2
———=dxdy = 27.
224+y2<1 4/ 2+ y2 Y

Beispiel 4.34 FEine beriihmte rotationsinvariante Funktion ist

F(x) = e IXI? — o=@+ +ad)

Nach Satz 4.46 ist sie iiber ganz IR™ integrierbar, genau dann, wenn das uneigentliche Integral

o0 9 1
/ e " " dr
0

existiert. Nun ist fir groffe r

Das uneigentliche Integral konvergiert also und liefert
[e.e]
/ efx%"'fx%dxl...d$n =n- Ky - / e Ly
" 0

Das ist schon. Weniger schon ist, dass wir dieses eindimensionale uneigentliche Integral nicht elemen-
tar auswerten konnen. Nur fiir n = 2 sehen wir

©© 1
/ e rdr = ——e "
0 2

/ , e_ggg_ygdxdy = Ko = T.
R

<1
0 2

und
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Beispiel 4.35 (Nicht messbare Menge von Vitali) Wir betrachten im Q- Vektorraum IR die Rest-
klassen R/Q. Jede dieser Restklassen ist eine Menge r + Q mit einem Reprdsentanten r € IR. Hier
konnen wir sogar 0 < r < 1 annehmen. Und jetzt - festhalten!- wdhlen wir in jeder Restklasse einen
solchen Reprisentanten v, 0 < r < 1. Es sei X C [0,1] die Menge dieser Reprisentanten. Jede reelle
Zahl a € [0, 1] ist von der Form

a=r+q, r€X,qeqQ.

Wegen
g=a—r, —1<a—-r<l1

gehdrt q zum Intervall [—1,1]. Die rationalen Zahlen im Intervall [—1,1] sind abzihlbar. Wir ordnen
ste an zu etner Folge q1,qa, ... und setzen

A=

s

(qr + X).

k=1

Wenn X messbar wire, dann wdre |q, + X| = | X| fir alle k nach Satz 4.28 a). Und mit Beispiel 4.32
hdtten wir wegen A C [—1,2]

o0
S gk + X| = A] < 2.
k=1

Daraus wiirde folgen |X| = |qr + X| = 0 und auch |A| = 0. Weil aber [0,1] C A und |A| > 1, widre
dies ein Widerspruch.

Also ist die konstruierte Menge X nicht messbar. Das liegt an der Verwendung des sogenannten
"Auswahlazioms’. Um so etwas mdchte ich kiinftig einen mdglichst grofsen Bogen machen.

Satz 4.47 (Lebesgue, majorisierte Konvergenz) Fs sei fj. eine Folge integrierbarer 'Funktionen’
auf R™, die fast diberall punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare
Funktion F (Majorante) mit

|fx| < F  fiir alle k.

[ £=1m [ fi

Beweis. Nach Satz 4.35 gibt es eine Nullmenge N’ so, dass F'(x) < oo fiir alle x ¢ N’. Weiter sei N”
eine Nullmenge, aulerhalb der die Folge fr punktweise gegen f konvergiert. Ohne die Voraussetzung
oder die Aussage zu verdndern, &ndern wir die Werte der 'Funktionen’ fy, f, F' so ab, dass wir sie auf
der Nullmenge N'UN" als = 0 festlegen, und auBerhalb der Nullmenge gleich lassen. Dann konvergiert
fr — f tberall punktweise.

Wir bilden die monoton fallende Folge

Dann ist f integrierbar mit

gr:=sup{fi: 1 2 k} =limgg, mit gr, = max{fy, fer1, - feto}-

Die Funktionen g , sind integrierbar mit

9] < |F, /%WS/F

47



Fiir festes k wichst die Folge g, monoton. Nach Satz 4.44 ist also auch g; integrierbar mit

‘/gk 1il{n/gk,u§/F.

Die monoton fallende Folge g; konvergiert punktweise gegen f mit nach unten beschréankter Integral-
folge. Nach Satz 4.44 (mit umgekehrtem Vorzeichen) ist f integrierbar mit

/leiin/gk-

Jetzt kehren wir alle Ungleichungen um und spielen alles nochmal durch mit der monoton wach-
senden Funktionenfolge

hy == inf{f; : | > k}.

/f:lilrgn/hk..

Mit hg < fi < g erhalten wir schliellich die Behauptung
=1 .
/ f im / Tk 0

Beispiel 4.36 (Gamma-Funktion) Nach Euler wird die Gamma-Funktion definiert als das konver-
gente uneigentliche Integral

Wir erhalten analog

I'(x) ::/ t*le7tdt, x> 0.
0

Firt — 0 kann man den Integranden abschdtzen durch

1

Und fiir t — oo ist

ta:—le—t _ t$—le—t/2 .e—t/Q‘
——
—0

In Analysis I (oder mit I’Hospital) zeigt man

t n
lim (1 — —) =e L.
n—o00 n

o z—1 : t\"
I'(z) = / t*" - lim (1——) dt.
0 n—oo n

Mit dem Satz von Lebesque kann man hier Integration und Grenzwert vertauschen. Und das geht
so: Wir setzen fiirt > 0

Damit st also

o gz—1 _— L txil(l—%)n fii'r' 0<t<n

48



Dann ist also fiir festes x und alle t > 0

fa:(t) = lim f:v,n(t)'

n—oo

Auflerdem ist
0 < fan(t) < fo(t).

Fiir t > n ist das klar. Und fir t < n erhalten wir aus der Reihenentwicklung
t .tk
In{l——)=- —
! ( n) 2

die Abschdtzung

also

n
(1 — E) <et
n

Damit haben wir majorisierte Konvergenz und erhalten aus dem Satz von Lebesgue

(o] [o¢]
/ "1 lim f,,(t)dt = lim " o (t)dt,
0

n—oo n—oo 0
sowie

n t n
[(z) = lim [ ! (1 — —) dt.
0

n—00 n

Im Integral kann man die n-Potenz durch partielle Integration abbauen (das hat jetzt mit dem
Lebesgue-Integral nicht mehr viel zu tun):

n £\ 4 £\ " 1 /n t\"—1 1
/t“1<1——) dt = —(1——) ——/ t”n-(l——) c(—==)dt
0 n X n 0 T Jo n n
1 n—1|" 1 n n—2 1
S (1—3) - /tf”“(n—l) (1—3> (—=)dt
ne \z+1 n 0 z+1Jo n n

_ _nle=1 /nt"”'l (1—3>n2dt
n?-xz(z+1) Jo n

n! n
= / el
n-z(x+1)-...-(x+n-1) Jo

T+n

nl-n
n®-x(x+1) .. -(x+n)

T

nl-n
z(z+1)-...-(x+n)
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Und schlieflich erhalten wir fir die Gamma-Funktion die Darstellung von Gaufs
) nl-n”
n—oog-(x+1) .. (x+n)

Mit dieser Darstellung beweist man leicht die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion:

Fz+1) =z -T'(x).

Beweis. Es ist
n!,n:c—i—l
lim
n—oo (x+1)(x+2)-...-(x+n+1)
. (n+1)!-n”
= z- lim
n—oog(x+1)(z+2) .- (x+n+1)
(n+ 1! (n+1)" n®

B x'nlir%ox(xﬂ)(ﬂz).....(x+n+1)'(n+1)w

= JJ’F(%)'IiHl( r )x

n—oo \n +1
= z-I'(x).

MNz+1) =

Satz 4.48 (Majorantenkriterium) FEs sei f eine lokal-integrierbare 'Funktion’ auf R". Besitzt f
eine integrierbare 'Funktion’ F' mit |f| < F (Majorante), dann ist f integrierbar.

Beweis. Es sei xi die charakteristische Funktion der kompakten Kugel K, (k) vom Radius k£ und
fx = [ - xx. Dann konvergiert die Folge f; punktweise gegen f. Es ist |fx| < F fiir alle k, und nach
Satz 4.24 sind alle fj, integrierbar. Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue. L]

Satz 4.49 (Folgerung 1) FEs sei f integrierbar auf R™ und g lokal integrierbar und beschrinkt. Dann
ist auch f - g integrierbar.

Beweis. Mit Satz 4.14 c) ist f - g lokal integrierbar. Nach Voraussetzung gibt es ein M € IR mit
lg| < M. Dann ist F':= M - | f| eine integrierbare Majorante von f - g. L]

Satz 4.50 (Folgerung 2) Es sei U C IR" offen, f : U — IR fast iiberall auf U stetig, und es gebe
eine tiber U integrierbare Majorante F fiir f. Dann ist f dber U integrierbar.

Beweis. Mit Beispiel 4.31 geniigt es zu zeigen, dass f auf jeder kompakten Menge K C U integrier-
bar ist. Nachdem wir f in seinen positiven und negativen Anteil zerlegen, kénnen wir 0.B.d.A. f >0
annehmen.

Wir betrachten die Funktionen

fr :=min{fx,k}, kelN

auf K. Die Folge fj, konvergiert punktweise gegen fx. Aulerdem sind alle fj, beschrénkt und aufierhalb
einer Nullmenge stetig. Nach Satz 4.38 sind sie alle integrierbar. Wegen |fi| < |f| < F ist die Folge

der Integrale
[ ni< [F<[F
K k U
beschrinkt. Nach Satz 4.47 (Lebesgue) ist fx integrierbar. L]
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Aufgabe 4.10 Es sei 0 < c € IR und

f(z) = sin(zx) - e .

Zeigen Sie:
a) Die Funktion f ist iber |0,00[ Lebesgue-integrierbar,
b) es ist
/Oo . —Cil'fd _ 1
; sin(z)e T=TTa

Aufgabe 4.11 Zeigen Sie, dass die Funktion
fla,y) =y - sin(z)-e™

tiber dem Streifen
S:={(z,y) eR?: 2>0,0<y<1}

Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 4.12 Berechnen Sie

dx
a) / ™y / In|| x ||)dx fiir n > 2.
Ka(1) V1= [ x [|? Kn(1)
Aufgabe 4.13 FEs sei
C(S):ng 1<selR,

n=1

die Riemannsche Zeta-Funktion. Zeigen Sie

00 .’ES_I
/ dr = T(s) - C(s).
0

et —1

Aufgabe 4.14 Die Menge A C IR"™ sei messbar. Die Funktionen fi. auf A seien integrierbar und
gleichmdflig konvergent gegen die Funktion f auf A. Zeigen Sie: Die Funktion f ist diber A integrierbar

mit
/A f =1im /A fk.

4.5 Mehrfache Integrale

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Satz von Fubini (Satz 4.25) auf Lebesgue-integrierbare
Funktionen. Wegen der Definition 4.11 des Integrals iiber Teilmengen des IR™ durch triviale Fortsetzung
geniigt es den Fall R = IR? x IR zu betrachten.
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Satz 4.51 (Lemma) Es sei A C R" eine Nullmenge und fir v € RY sei
Ay ={uelR’: (u,v) € A}

die zugehdrige Schnittmenge. Dann gibt es eine Nullmenge N C IR? so, dass fiir v ¢ N die Menge Ay
eine Nullmenge ist.

Beweis. Zu jedem € > 0 gibt es nach Satz 4.33 d) offene Quader Q1,Q2, ... in IR™ mit

AC UQk und kz:|Qk.|<e.
=1

k=1

Jeder Quader @)y ist ein Produkt
Qr=Q, xQ; mit Q,CRF, Q] C R

Fiir jedes v € IR? sei
a(v) ==|| xa, ll1,rr

die L'-Halbnorm. Dadurch wird eine ’Funktion’
a:R? - RU{c0}
definiert. Wegen
o o
XA, < ZXQk = ZXQ;C “XQY
k=1 k=1
gilt
o0
a(v) < 3 Q4] - xay (v).
k=1

Daraus folgt mit Satz 4.10
[e.e] [ee] [e.e] [e.e]
a1 re<| Z Q! - XQy [[1,me< Z Q%! - XQy l[1,Re= Z Q%! - QK] = Z Qx| <e
k=1 k=1 k=1 k=1

Also ist || @ ||, re= 0 und es gibt nach Satz 4.37 eine Nullmenge N C IR? mit

a(v) =[l xa, [1,rn="0
fiir v & N. Fiir diese v ist also Ay eine Nullmenge. L]

Beispiel 4.37 Die Menge A := IR x Q C IR? ist Vereinigung abzihlbar vieler Geraden und damit
eine Nullmenge. Fir v € Q ist A, = IR keine Nullmenge. Also kann man in Lemma 4.51 auf die
Ausnahmemenge N nicht verzichten.

Satz 4.52 (Fubini) FEs sei f eine integrierbare 'Funktion’ auf R™.

a) Es gibt eine Nullmenge N C IRY so, dass fir v € R?, v & N, die 'Funktion’ fy : x — f(u,v) dber
IR? integrierbar ist.
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b) Wir definieren die Funktion F auf R? durch

| Jre fu,v)du  falls v¢ N
F(v) = { R ; e VEN

Dann ist F tiber IR? integrierbar mit

/ fla,v)d(u,v) = F(v)dy.
RP xIR4 RY

Beweis. Nach Satz 4.43 gibt es eine Folge von Treppenfunktionen t; auf IR" mit
1) Iim || f = tx [1=0,

2) die tj konvergieren auflerhalb einer Nullmenge A C IR" punktweise gegen f,

3) > |l tis1 — tx |1 ist endlich.

k=1
Wir setzen si := tr11 — tx. Damit haben wir die folgenden, mehr oder weniger gut definierten
Funktionen:
auf IR" : fla,v) te(u,v) si(u,v)
| | |
auf IRP : fv(u) trv(u) Sk (1)

wfR PV = [ flw), Tiv) = /]R tv(wdu,  Si(v) = /IR sty (u)du

Die Treppenfunktionen machen dabei keinerlei Probleme: ¢, und s sind Treppenfunktionen auf
IR?, ebenso wie Ty und S Treppenfunktionen auf IR? sind. Wo und wie f, und F' definiert sind, das
ist Teil der Beweislast.

Beweis von a): Wegen 2) gibt es nach dem Lemma 4.51 eine Nullmenge N’ C IR? so, dass fiir
v & N’ die Funktionenfolge ¢ fast iiberall in IRP gegen f, konvergiert.

Nach Satz 4.6 (Fubini fiir Treppenfunktionen) ist

Sp(v)dv = /

n

sh(w, v)dudv = / 1 — teld(w,v) = tear —te |1 -
R4 R"

Wegen 3) folgt daraus
(o)
Z/ Sk(v)dv < oc.
=17 R

Die Partialsummen der Reihe >~ Sy sind also beschrénkt und wachsen monoton. Nach Satz 4.44
ist ihr Grenzwert ) ;- Sk eine integrierbare 'Funktion’ auf IR?. Insbesondere gibt es eine Nullmenge
N" c IRY, aulerhalb der diese 'Funktion’ endlich ist.

Wir setzen N := N’ U N” und fixieren v € N. Die Folge ¢ ist eine Cauchy-Folge in L!(IRP).
Nach Satz 4.41 (Riesz-Fischer) hat sie eine Teilfolge, die fast iiberall auf IR? punktweise gegen ei-
ne integrierbare Funktion konvergiert. Die stimmt aber fast {iberall mit f, iiberein. Damit ist fy
integrierbar.
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Beweis von b): Mit dem Satz von Riesz-Fischer ist auflerdem

F(v) = /]R felwydu = Jim Ti(v)
Fiir die Treppenfunktionen T}, auf IR? gilt:
2’) Auf R™ \ N konvergieren die T}, punktweise gegen F,
3) okl Tryr — T |l ra < Dop Sk(v) < 0.

Somit bilden die T} eine Cauchy-Folge in L'(IRY). Wieder mit Riesz-Fischer konvergiert eine Teilfol-
ge fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion auf IR?. Wegen 2’) muss diese integrierbare Funktion
mit F' iibereinstimmen. F' ist also integrierbar. Und noch ein letztes mal mit Riesz-Fischer folgt

F(v)dv = liin/Tk(V)dV = lilgn tp(u,v)d(u,v) = /]Rn flu,v)d(u,v).

Ra R"

Beispiel 4.38 Nach Beispiel 4.34 ist die Funktion

dber R™ integrierbar. Mit Fubini integrieren wir iber eine Variable nach der anderen und erhalten

/ efxff...fx%dxl'”dxn :/ e*$%d$1 . / eix%dl‘n = (/ erde) .

Nur kennen wir das Integral [ e~ dx leider noch nicht. Aber mit Beispiel 4.84 ist dessen Quadrat

2
(/ exgdx> :/ 6712*y2da:dy = .
R R?

_ 2 _p2_ 2
/ e dx =/ und e T T Tl dry, = T
R R™

Daraus folgt

ODb wir zuerst iiber u und dann {iber v integrieren (wie im Beweis von Satz 4.52) oder umgekehrt,
zuerst iiber v und dann iiber u, das ist nur eine Frage der Reihenfolge der Koordinaten. Das Integral
ist davon unabhéngig. Damit haben wir:

Satz 4.53 (Vertauschungssatz) Die 'Funktion’ f sei iiber R" integrierbar. Dann ist

/]Rq ( R? f(u, V)du) dv = /IRP ( - f(u, V)dV) du.

In 4.2 habe ich angemerkt, dass dies eine unangenechme Komplikation ist. Denn manchmal kann
das Integral in der einen Reihenfolge elementar auszuwerten sein, in der anderen Reihenfolge nicht.
Aber in Wirklichkeit ist das eine phantastische neue Moglichkeit, Integrale auszuwerten, die nicht
direkt elementar integrierbar sind. Hierzu s. Aufgabe 4.16.
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Wenn das Integral von f iiber IR™ existiert, dann existieren auch die iterierten Integrale. Die
Umkehrung gilt nur unter zusétzlichen Bedingungen. Genauer versteht man unter der Existenz des

iterierten Integrals
/ < f(u, V)du) dv
RY RP

folgendes: Es gibt eine Nullmenge N C IR? so, dass fiir alle v € IR? \ N das Integral [, f(u,v)du
existiert, und die Funktion

| Jge fa,v)du falls vg N
Fv) = { 0 falls ve N

ist iiber IR integrierbar.

Satz 4.54 (Tonelli) Die 'Funktion’ f auf IR"™ sei lokal integrierbar oder fast iiberall stetig. Sie ist
genau dann tiber IR™ integrierbar, wenn das iterierte Integral tiber | f|

/mq (/Rp |/ (u, V)\du> dv

Beweis. Wenn f integrierbar ist, dann auch |f|, und das iterierte Integral tiber |f| existiert.
Zur Umkehrung: Es geniigt zu zeigen, dass |f| iiber R" integrierbar ist, denn mit Satz 4.48 oder
4.50 folgt daraus die Integrierbarkeit von f. Fiir k € IN betrachten wir die Wiirfel

existiert.

Wy, = {(u,v) eR": —k< Ui, Vg < k‘}

und die Funktionen
fe =min{|f, k- xw,}-

Die Folge dieser Funktionen konvergiert punktweise, monoton wachsend gegen |f|. Weiter ist f inte-
grierbar. Falls f lokal integrierbar ist, folgt dies aus Satz 4.24 b). Und wenn f fast iiberall stetig ist,
dann folgt es aus Satz 4.38. Mit Fubini (Satz 4.52) folgt

/]Rn fr(a,v)d(u, v) :/mq < - fk(uw)du) dv < /]Rq (/mp |f(u,v)|du) dv.

Die Folge der Integrale iiber die Funktionen fj ist also beschrénkt. Mit B. Levi (Satz 4.44) folgt, dass
die Grenzfunktion |f| integrierbar ist. L]

Beispiel 4.39 (Beta-Funktion) Wir betrachten die Funktion
fla,y) = 2Pyt
fir p > 0,q > 0 auf dem Dreieck
A={(x,y) €R?: >0,y >0,z +y<1}.

Auf dem Durchschnitt von A mit den Koordinatenachsen ist f(x,y) nicht definiert, wenn p < 1, bzw.
g <1. Um f diber A zu integrieren betrachten die triviale Fortsetzung fao der Funktion f von

A% = A\ OA
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auf IR? und das iterierte Integral

L ([ sty = [ ([ ssotapar)dy= [ ([ e tyar) ay

Fiir y in der Nullmenge {y € R : y = 0} ist das innere Integral nicht definiert. Aber fir 0 <y <1
existiert das innere Integral

Y b1 g1 1 1
/ 2Pyt de = — (1 —y)Py? .
0 p
Deswegen ist f iiber A integrierbar mit
1 1
/ 2Pyt (2 y) = —/ (1 —y)Pyldy.
A pbJo
Die fiir p > 0,q > 0 definierte Funktion
1
Blpq)i= [ (1Pt
0

heiffit Beta-Funktion. Wir haben bewiesen:

1
A b

Aufgabe 4.15 Es sei S C IR? der Streifen

{(z,y) eR*: 0 <z, 0 <y <1}

[y sinta)-ev = 3y = [ (1 S ) do.

Aufgabe 4.16 a) Integrieren Sie die Funktion

flx,y) = sin(x) - e ™Y

Zeigen Sie:

tiber den Streifen
{(z,y) eR*: 0 <z <a,y>0}

und zetgen Sie:

a qq o0 —ay [e] Lo ay
/ Mdz‘ =2 _cos a)/ ¢ sdy — sin(a)/ y-e 5 dy.
0 o 1+y o l+y

—

b) Folgern Sie aus a)

lim /a sin(x) ) T
a—00 0 €T 2
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Aufgabe 4.17 Zeigen Sie, dass die Funktion
€T - e_$2'(1+y2)

tiber die Menge
{(z,y) €R%: >0,y > 0}

integrierbar ist. Integrieren Sie diese Funktion auf zwei verschiedene Weisen, und folgern Sie daraus

noch einmal
o0
/ eV dt = _\/7_r
0 2

/ | x || eI
IE{'IZ
Aufgabe 4.19 Zeigen Sie:

I A (N e DL

Warum widerspricht dies nicht dem Vertauschungssatz 277 %.

Aufgabe 4.18 Berechnen Sie

4.6 Die Integraltransformationsformel

Die Substitutionsformel fiir die Substitution y = ¢(x) in einer Verénderlichen lautet

b , o (b)
| fe@)ed@da= [ w)y.
a w(a)
Dabei ist
¢ :[a,b] = o, f] mit {p(a),¢(b)} = {a, B}
auf [a, b], d.h., auf einem offenen Intervall, das [a, b] enthélt, stetig differenzierbar mit differenzierbarer
Umkehrabbildung. Zu beachten ist bei ¢/ < 0

[, B] = [0(D), (a)]-

Wir verallgemeinern diese Formel jetzt auf mehrere Dimensionen.Weil wir da den Rand des Inte-
grationsbereichs nicht explizit hinschreiben kénnen, gehen wir aus von der ein-dimensionalen Substi-
tionsformel in der Gestalt

fe@)le@lde = [ f)dy.

[a,b] ¢([a,b])
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Satz 4.55 Es seien X, Y C IR" offen und
. XY

stetig differenzierbar mit differenzierbarer Umkehrabbildung. Dann ist eine 'Funktion’ f auf Y genau
dann tber Y integrierbar, wenn die 'Funktion’

(f o ®) - |detd'|

tiber X integrierbar ist. In diesem Full gilt
[ $(@00) - dete’lax = [ s(v)ay.

Der (léngliche) Beweis dieses Satzes ist Inhalt dieses ganzen Abschnitts.
Natiirlich miissen wir das Verhalten von Nullmengen unter differenzierbaren Abbildungen kontrol-
lieren. Dazu:

Satz 4.56 (Nullmengen, Lemma 1) Es sei N C R" eine Nullmenge und ® : N — IR"™ Lipschitz-
stetig. Dann ist auch ®(N) C IR™ eine Nullmenge.

Beweis. Nach Satz 4.33 ¢) ist N enthalten in der Vereinigung |J Wy, abzéhlbar vieler achsenparalleler
Wiirfel Wj, mit

o)
Z ‘Wk‘ < €.
k=1

Es sei Wy, einer dieser Wiirfel mir Kantenldnge a, und W, NN # 0. Falls x € W NN, so gilt fiir jeden
anderen Punkt x' € W, N N
| x —x[|< V2" 2a.

Ist L die Lipschitz-Konstante, so folgt fiir die Bildpunkte
| B(x) — d(x) |< L- V2" -2

Das Bild von Wy, N N ist enthalten in einer Kugel um ®(x) vom Radius r = L - V2" - 2a und damit in
einem Wiirfel mit Mittelpunkt ®(x) und Kantenldnge 2r. Dieser Wiirfel hat das Volumen

2 2
L' V2" (20" = L V2" - Wy
Damit ist ®(V) enthalten in der Vereinigung abzihlbar vieler Wiirfel mit dem Gesamtvolumen <
2
L". \/in - €. L1

Satz 4.57 (Nullmengen, Lemma 2) Es sei U C R" offen, N C U C IR" eine Nullmenge, und
O : U — IR" stetig differenzierbar. Dann ist auch ®(N) C IR"™ eine Nullmenge.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.19 gibt es abzéhlbar viele kompakte Quader Q) C U mit

U = U Qk. Die Funktionalmatrix ®'(x) ist stetig und ihre Norm || ®'(x) || auf Qj beschriinkt. Mit
dem (im letzten Semester ziemlich verungliickten) Mittelwertsatz folgt, dass ®|Qy Lipschitz-stetig ist.
Nach Satz 4.56 ist ®(N N W) eine Nullmenge. Diese abzéhlbar vielen Nullmengen iiberdecken ® (V).
L]

Von nun an fixieren wir folgende Situation:

Die Mengen X,Y C IR" seien offen, ® : X — Y sei bijektiv und stetig differenzierbar mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung ®~!: X — Y.

Fiir jede kompakte Menge K C X ist ®(K) C IR" wieder kompakt, und damit messbar.
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Satz 4.58 (Wiirfel) Es sei W C X ein achsenparalleler kompakter Wiirfel. Dann ist
[2(W)| <[| det(®") [lw W]

Beweis. Falls W entartet und |W| = 0 ist, folgt die Behauptung aus Satz 4.56. Andernfalls ist
|[W| > 0. Es gibt also eine Zahl 0 < a € IR mit

@(W)| = a- |W].

Wir zerlegen W in 2" achsenparallele Wiirfel halber Kantenléinge. Unter diesen gibt es mindestens
einen Wiirfel W7 mit
[@(W1)| = - [W.

Diese Konstruktion iterieren wir und finden unendlich viele Wiirfel W D W7 D Wy D ... mit
“I)(Wk” > a\Wk\ fiir alle k.
WEeil sich die Kantenlinge der Wiirfel mit jedem Schritt halbiert, gibt es genau einen Punkt

ac ﬂWk
k

Es sei b = ®(a).
Nach Satz 4.16 a) ist die Aussage invariant bei Translation. Wir kénnen also, um Schreibarbeit zu

sparen, die Situation so normieren, dass
a=b=0.

Es sei d die halbe Kantenldnge von W und my, der Mittelpunkt von Wj. Dann ist

Wi ={xeR": m%{( |z, —mp,| < 27% . d}.
v=

Wegen 0 € W), ist insbesondere max |my, , | < 27k . d.
Es sei A := ®'(0). Die Differenzierbarkeit von ® in 0 bedeutet

Px)=A-x+R(x)=4-(x+8(x), Sx)=A4"1 Rx),
mit

lim I ”(x) H =0 und auch lim H S() |

<o x| x|

= 0.
Es gibt also ein k so, dass fiir alle x € W}, gilt

115G [I<

| x [|< = max|xl,|

|
\/7
Damit folgt
€
max 1, + S0 | < max fo [+ || S(x) 1< (1+ 5) - max | |

Wir haben gezeigt: Zu jedem € > 0 gibt es ein k, von dem ab A~! - ®(W},) im Wiirfel
Wi={xeR" |z,|<27F-d-(1+¢€)}

der Kantenléinge 2-27% . d - (1 + ¢) enthalten ist.
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Damit folgt
(W) C A- W

und mit Satz 4.34
|P(Wi)| < (L+€)" - [det(A)| - [Wg].
Wenn
a >| det(®') [lw> |det(A)]

gewesen wire, ergibe dies einen Widerspruch. L]

Satz 4.59 (Kompakte Mengen) FEs sei K C X eine kompakte Menge, deren Rand eine Nullmenge
ist, und Q := ®(K). Dann gilt

; / . < < ! . .
min |det(®'(x))] - [ K| < Q] < max |det(®'(x))] - | K]

Beweis. Es sei K°:= K \ 0K. Dann ist
O(K) =P(K°)UPOK)

mit der Nullmenge (Satz Satz 4.57) ®(0K).
Wie im Beweis von Satz 4.33 ¢) gibt es abzihlbar viele kompakte Wiirfel Wy, mit

o K= Uk Wka
e Durchschnitte W; N W, i # j, enthalten hochstens Randpunkte von W; und W;.
Weil 0K eine Nullmenge ist, gilt

K| = [K°| =) [Wil|.
k

Weil ®(0K) eine Nullmenge ist, und weil sich die Bilder ®(W;), ®(W;),i # j, hochstens in Nullmengen
schneiden, ist
Q1 = |®(K)| = |@(K°)| = D [®(Wi)|-
k
Nach Satz 4.58 ist
[@(Wi)| < max |det @’ ()| W].

Daraus folgt
|Q| < max |det®’ (x)]| - |K|.
xeK

Das ist die rechte Ungleichung in unserer Behauptung.
Zum Beweis der linken Ungleichung wenden wir das erzielte Ergebnis an auf ®~! : ¥ — X und
@ — W. Oben sahen wir
Q=P(K°)UPOK)

mit der offenen Menge ®(K°) C @ und der Nullmenge ®(0K). Weil 9Q die in @ enthaltene offene
Menge ®(K°) nicht schneiden kann, ist 9Q) C ®(0K) eine Nullmenge. Wir kénnen unser bisher erzieltes
Ergebnis auf ®~! : Q — K anwenden und erhalten

|K| < max \det(@_l)/(YN Q.
yEQ
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Nun ist

also

det(®~ 1Y = det®(x)7 | = =
r;leag\e( ) (¥)] r}gleag\e (x)7"| = max

Damit folgt auch die linke Ungeichung.

xek |det®’(x)] mingeg |det®’ (x)|

[

Satz 4.60 (Treppenfunktionen) Es seit = Y., ckxq, eine Treppenfunktion mit Qr C 'Y fir alle

k. Dann gilt die Transformationsformel fiir t.

Beweis. Wegen der Linearitét geniigt es die Aussage fiir eine charakteristische Funktion xq zu
zeigen, wo () C Y ein kompakter Quader ist. Die Funktion xq(®(x)) - det|®’(x)| ist integrierbar, weil

K = & 1(Q) C X kompakt und |det(®’(x))| stetig ist. Wir miissen also zeigen:

J Jaet@ Goplax = [ xalv)dy =10l

Sei € > 0 vorgegeben. Die Funktion |det(¥~1(y))’| ist stetig auf @ und damit gleichméBig stetig

(Satz 1.13). Wir zerlegen
Q=0Q1U..UQ@

in Quader Qi, k = 1,...,1,, die sich hochstens in Randpunkten schneiden und so klein sind, dass fiir

alle k

max |det(T L (y) | — min |det(T " (y)| < e.
e det(0 ™ (y)'| — i |det(¥ (3|

Auf Ky := ®71(Qy,) ist dann

max |det®' (x)| — min |det®’ (x)| < e.
x€K}, xEK

Mit Satz 4.59 folgt daraus

‘j;kkki@%xﬂdx——KQm

Weil die Durchschnitte K; N K, ¢ # j, Nullmengen sind folgt durch Addition

‘/ det® (x)|dx — \Q|‘ <e K|
K

Mit € — 0 erhalten wir die Behauptung.

[

Satz 4.61 (Approximation) Es sei f auf Y integrierbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Trep-

penfunktion t =3 cixg, mit

1) die Vereinigung Uy, |Qx| ist ganz in'Y enthalten,

2) || fy =t |h1i<e
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Beweis. Es sei u eine Treppenfunktion auf IR"™ mit
€
Iy —ulh<s.
Wegen |fy — xy - u| < |fy — ul folgt daraus
€
Ify =xy - ulhs 5
Leider ist im Allgemeinen yy - u keine Treppenfunktion. Wir fixieren M € IR mit |u| < M.
Es sei B C IR" eine beschrinkte offenen Menge mit u(x) = 0 auflerhalb B. Dann ist

XYy U = XynB ' U.

Weil Y N B messbar ist, gibt es endlich viele kompakte Quader in Y N B so, dass fiir deren Vereini-

gungsmenge A gilt
€

BNnY|— |4 < .
BAY|-|A] < 5o
Dann ist ¢ := x4 - u eine Treppenfunktion mit 1). Weiter ist
€
Iy -u=t =l xyvap-u—xa-ulh= M- (Y NB[-]A]) < 5.
Damit ist auch 2) nachgewiesen. L]

Jetzt kommen wir endlich zum Beweis der Integraltransformationsformel:
Sei also f auf U integrierbar. Nach Satz 1.61 gibt es eine Folge t;, von Treppenfunktionen mit

1) te =22 craXQy, mit Uy Qg C Y,
2) | f—trl1—0,

3) die Folge t;, konvergiert (eventuell nach Ubergang zu einer Teilfolge wie in Satz 4.41) punktweise
gegen fy auflerhalb einer Nullmenge N C Y.

Wir definieren die Funktionen
tp = (tp o ®) - |det®'|, f:=(fo®)-|detd’|
auf X. Nach Satz 4.60 sind die #;, integrierbar iiber X, und es ist

1B~ lh= [ W=l = [t =t —to ]
X Y

Deswegen bilden die Funktionen #j eine Cauchy-Folge in L;(X). Aufierhalb der Nullmenge d~L(N)
konvergiert die Folge #;, punktweise gegen f. Nach Riesz-Fischer ist f integrierbar mit

/Xf:lilrgn/xszliin/ytk:/vf.

Jetzt kann ich endlich einen Schonheitsfehler beheben, den hoffentlich noch niemand bemerkt hat:
Unsere ganzen Definitionen kranken daran, dass wir immer achsenparallele Quader benutzen. Damit
sind sie abhéngig von den Koordinatenrichtungen unseres gewihlten Koordinatensystems auf IR".
Natiirlich &ndern sich die Integrale, wenn man sie in anderen Koordinaten ausrechnet. Wie sie sich
dndern, das zeigt ja die Transformationsformel. Aber bei einer linearen Abbildung ® mit Determinante
det(®) = £1 entfiillt der Faktor |det(®’)| in der Transformationsformel. Damit haben wir:

Das war’s.
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Satz 4.62 (Invarianz) Die Funktion f sei integrierbar iber der offenen Menge Y C IR™. Die Abbil-
dung ® : IR™ — IR" sei linear und orthogonal mit X := ®~1(Y)). Dann ist

/Yf(Y)dyz/Xf(‘I)(x))dx.

Beispiel 4.40 (Jacobi) Wir betrachten die Abbildung

e () ()< ().
U2 V2 Uy - u2

Sie ist differenzierbar mit Funktionalmatriz

J'(ul,u2) _ ( 1—uy —uy )

Uz U1

und der Funktionaldeterminante
detJ' (u1,u2) = uy.

V1 + U2
J_1:<Zl>»—>( V2 )7
2 V1 + U2

zumindest dort, wo uy = vi + ve # 0.
Das Urbild des offenen Quadranten

Die Umkehrabbildung st

V= {(v1,v2) €R*: v > 0,09 > 0}

ist der offene Streifen
U={(u1,us) €IR?: u; >0,0 < uy < 1}.

Eine Funktion f(v1,v2) ist genau dann iber V integrierbar, wenn (f o J)-uy tber U integrierbar ist,
und dann lautet die Integraltransformationsformel

/ f(vy,v9)dvidve = /U flur(l —ug),ujug) - u - dujdus.

Wir betrachten speziell

Flor,v9) = o te v e,

Firx >0 und y > 0 folgt mit Fubini

o0 e¢]
/ f(v1,v9)dvidve = / v ey - / oI e dvy = T(z) - T(y).
1% 0 0

Die Integraltransformationsformel liefert
I(z) -T(y) = /U(Ul (1= u2))" N (urug)? " - urduyds

Y | ! -1 y—1

= uy duy - [ (1 —u2)® tuy dug
0 0

— T(@+y) By
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Damit erhalten wir den Zusammenhang

I'(z) -T(y)

Blz.y) = I'(z +y)

zwischen Beta- und Gamma-Funktion.

Aufgabe 4.20 Berechnen Sie fiir a,b,c > 0 das Volumen des Ellipsoids

2

N
[\

+Z <1

+ 2

2,/
TS

im IR3.
Aufgabe 4.21 Bekannte und wichtige Transformationen sind der Ubergang in Polarkoordinaten

x = r-cos(p)

= r-sin(p)

und in Kugelkoordinaten

x = r-sim(h)-cos(p)
= r-sin(f) - sin(y)

z = r-cos(f)

Bestimmen Sie fiir beide Transformationen die Funktionaldeterminanten und eine mdglichst grofie
offene Menge, auf der diese Transformationen bijektiv sind.

Aufgabe 4.22 Berechnen Sie fiir ro > 0 und 0 < 0y < 7 das Volumen der Menge, die in Kugelkoor-
dinaten gegeben ist durch
T S To, 0 S 0 S 90.

Aufgabe 4.23 Berechnen Sie fiir m,n € IN

/ ™ yd(z,y).
z24+92<1

Aufgabe 4.24 a) Es sei K C IR? die Kugel vom Radius R und f : R — R stetig. Zeigen Sie mit der
Transformationsformel

R
/ﬂhmwzmj mww
K 0
b) Berechnen Sie fiir —2 <n € Z
AR
K

| @+ ).y, 2)
K

¢) Berechnen Sie
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Aufgabe 4.25 Bestimmen Sie die Funktionalmatriz fir den Ubergang

x = sin(u) - cosh(v)

= cos(u) - sinh(v)

in elliptische Koordinaten. Berechnen Sie damit die Grofie der von Ellipse und Hyperbel begrenzten
Fliche

.’EQ yQ y2 y2
F=1(z,y) e R: <1, L __ Y _ 4\
{(“’) T+a2 " 1—p2 =

wobei a = sinh(vg) > 0 und 0 < b= sin(up) < 1.
Aufgabe 4.26 o) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Abbildung f : (r,¢) — (x,y), wobei

r = r-cos3(p)

y = resin(e) (r>0,0<p<2m).

b) Bestimmen Sie die Fliche der Menge
{(z,9) e R?*: >0,y > 0,z%/3 _|_y2/3 <1}

Aufgabe 4.27 a) Es sei U C R? die offenen Menge gegeben durch x > 0 und y > 0. Zeigen Sie, dass
die Abbildung

fU—=U,  flz,y) = @y, 2y?)

bijektiv ist und geben Sie die Umkehrabbildung an.
b) Berechnen Sie die Fliche der Menge

’LL2 v

{(u,v)EIRQ;U>O,U>0,1§7§8,1§;

)

< 8}.
Aufgabe 4.28 FEs sei
A={(z,y) eR*: >0,y >0,1 <y <2,0<2®—y* <1}

Berechnen Sie

[ (@ = y"ydtay).
A
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4.7 Parameterabhingige Integrale

Hier betrachten wir Integrale iiber Funktionen f(x,t) die von einem Parameter t abhingen. Wir
nehmen also an, die Funktion f sei definiert auf einer Menge

XxTcR"P, X cR"TcCIRP.

AuBerden sei fiir jedes feste t € T' die Funktion f(x,t) iiber X integrierbar. Dann ist also die Funktion

F(t) ::/ F(x,t)dx
X
auf T wohldefiniert.

Satz 4.63 (Stetigkeit) Wir nehmen zusdtzlich an:
a) Fiir jedes feste x € X ist die Funktion t — f(x,t) stetig,
b) es gebe eine iber X integrierbare Funktion g (Majorante) mit

lf(x,t)| < g(x) fir alle (x,t) € X x T.
Dann ist die oben definierte Funktion I stetig auf T'.

Beweis. Es sei t;, € T eine Folge, die gegen t € T konvergiert. Wir haben zu zeigen lim F'(t;) = F(t).
Dazu betrachten wir die Funktionenfolge

fo: X =R, fr(x)=f(xtg).

Wegen a) konvergiert diese Folge punktweise gegen die Funktion x — f(x,t) auf X. Mit Satz 4.47
(Lebesgue) folgt

lim F(t;) = lim /X Fu(x)dx = /X F(x, t)dx = F(t). -

Satz 4.64 (Differenzierbarkeit) Jetzt sei zusdtzlich T C IRP offen und es gelte:
a) Fiir jedes feste x € X ist die Funktion t — f(x,t) stetig differenzierbar auf T,
b) Es gebe eine iiber X integrierbare Funktion g (Majorante) mit

of )

W(x,t) < g(x) firalle (x,t) € X xT undv =1,...,p.

14

Dann ist die oben definierte Funktion F stetig differenzierbar auf T, fiir jedes feste t € T ist die
partielle Ableitung Of /0t,(x,t) iber X integrierbar, und es gilt

OF (o _ [ 21

a_tl,(t) =

= |y o (x,t)dx.

Beweis. Es sei tg € T fest und r > 0 so klein, dass die ganze Kugel || t — to ||[< r noch in T liegt.
Weiter sei hy, € IR eine Nullfolge mit |hg| < r und hg # 0 fir alle k. Mit e, € IRP, dem v-ten Vektor
der kanonischen Basis, setzen wir t; = tg + hie,. Dann sind die Funktionen

f(x,tx) — f(x,t0)
R,

or(x) ==
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integrierbar iiber X. Fiir jedes feste x € X ist

of
Jimer(x) = @ty(x,to)-

Mit Voraussetzung b) und dem MWS der Differentialrechnung einer Verdnderlichen folgt |¢x| < g.
Mit Satz 4.47 (Lebesgue) ist dann auch die Grenzfunktion x — 9f/0t,(x,to) integrierbar, und es ist

lim

. F(ty) = Fto)
li = to)
k—o0 hk kggo / SOk dX / 8t X 0

Damit ist F' partiell nach ¢, differenzierbar und fiir 0F/0t, gilt die oben angegebene Formel.
Die Stetigkeit dieser partiellen Ableitung, und damit die stetige Differenzierbarkeit von F' folgt
nun aus Satz 4.63. L]

4.7.1 Faltung

Definition 4.20 Es seien f und g Funktionen auf IR. Wir definieren (nur fir diesen Abschnitt) die
Funktion f @ g auf R? durch

(f®@g)(z,y) = f(z) - 9(y).

Satz 4.65 a) Es ist | f@ g [h<[ f 1 gl .
b) Sind f und g iber R integrierbar, dann ist f @ g iber IR? integrierbar mit

| res=([ n-([ o

Beweis. a) Es seien Y cxxr,, bzw. >° djx s, Hiillreihen fiir f, bzw. g. Dann ist

> erdixnx,
ol

eine Hiillreihe fiir f ® g mit dem Inhalt

Do andilly x Jil = Q_ el Iil) - (O dil 7).
K I

k.l
b) Nach Voraussetzung gibt es Folgen ¢ und u; von Treppenfunktionen mit
lim [ f =ty 1= lim || g = w 1= 0
Nun ist

I(f ®g)(z,y) — (tx @ w)(z,y)| I(f ®g)(z,y) — (tk @ 9)(2,y) + (tk ® g)(z,y) — (tx @ w)(z,y)|

[(F = t)(@)] - lg@)] + [tx ()] - [(g = w) ()]

Daraus folgt mit a)
i | £ 9~ tx ®w 1= 0
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Also ist f ® g integrierbar (Riesz-Fischer), und das Lebesgue-Integral ist

111617111/]1%2 ty ®up = (h]gn/]Rtk) . (h}n/mul). -

Auf die Funktion (f ® g)(x,y) = f(x) - g(y) wenden wir die Transformation

(z,y) = (* —y,y)

an und erhalten die Funktion
fl@—y)-g(y)
Nach Satz 4.55 ist auch diese Funktion iiber IR? integrierbar. Mit Satz 4.52 (Fubini) folgt daraus, dass

durch
(f 9)(x /fa:—

eine Funktion f * g fast iiberall auf IR definiert ist. Wenn f oder g beschrénkt ist, dann ist f x g auf
ganz IR definiert. Wo das Integral nicht definiert ist, setzen wir (f * g)(z) = 0.

Definition 4.21 Die eben definierte Funktion f g auf IR heifit die Faltung der beiden Funktionen f
und g.

Beispiel 4.41 Wir betrachten die Funktion x = x[o,1] und thre Faltung

(x *x)( /xw— x(y)dy

mit sich selbst. Wegen x(y) =0 fiir y <0 oder y > 1 ist

1
(0@ = [ x(a=y)dy.
Nun ist x(x —y) =1 falls
0<z—y<1, bw zx—-1<y<czx
und = 0 sonst. Damit wird

T falls 0<z<1

1
/X(x—y)dyz 2—x falls 1<x<2
0 0 sonst

Satz 4.66 (Rechenregeln) a) Esist fxg=gx f.
b)Fiir f,g € L*(IR) ist auch f * g € L*(IR) mit

gl fll-1Tg ll-

c) Ist g stetig und beschrinkt, dann ist auch f * g stetig.
d) Ist g stetig differenzierbar und g' beschrinkt, dann ist auch fxg stetig differenzierbar mit (f *g)’ =

f*d.
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Beweis a) Wo das Faltungs-Integral definiert ist, haben wir mit der Substitution u =z — y

(9@ = [ s@ =@y = [ 9@ =wdu=(f9)@).

b) Die Transformation
]R2_>IR2> (xvy) = (x_yvy)

hat die Funktionaldeterminante = 1. Mit der Transformationsformel wird

175gl= [ 10 9@lde = [ |[ 76— vgs|de < [ |17 = powldyde= [ | 1fl gl
und mit Satz 4.55 erhalten wir daraus die Behauptung.

c) Ist |g| < M, dann ist fiir alle z € IR die Funktion M|f| eine integrierbare Majorante der Funktion
y+— f(y)g(x —y). Nach dem Stetigkeitssatz 4.63 ist die Faltung

(9@ = [ 1o
stetig in .

d) Fiir festes y ist die Funktion x — f(y)g(x — y) stetig differenzierbar. Ist |¢'| < M, dann ist fiir alle
yeR

4
dx

gl - y>\ — 1) (& — v)| < M- ().

Die Funktion M|f| ist also eine integrierbare Majorante fiir % f(y)g(xz — y). Nach dem Differenzier-
barkeitssatz 4.64 ist f x g differenzierbar mit

9@ = [ )5~ )z = g (@) -

In der theoretischen Physik verwendet man mit groflem Erfolg die Diracsche Delta-Funktion. Das
ist eine auf IR definierte 'Funktion’ § mit

5(x) ::{ 0 falls = #0,

oo falls z =0.

Dabei soll §(0) so stark unendlich sein, dass fiir jede einigermaflen integrierbare Funktion f auf IR gilt

| 1@stadz = 1)
R

oder allgemeiner
/ flz—y)o(y)dy = f().

Als L'-Funktion kann & natiirlich nicht existieren. Denn weil § fast {iberall = 0 ist, wire auch jedes
Intgral iiber f(z)d(z) gleich 0.

Aber indem wir uns hin-approximieren, kénnen wir daraus einen exakten Formalismus machen.
Und das geht so:

Definition 4.22 Eine Folge von Funktionen &, € L'(IR) heifit eine Dirac-Folge, wenn sie die folgen-
den drei Eigenschaften hat:
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1) Fir alle k ist o > 0.
2) Fir alle k ist [ 0 (x)dr = 1.

3) Flir jedes r > 0 ist
lim Ok(x)dx = 0.

k—o0 J|z|>r

Beispiel 4.42 Die Folge definiert durch

) k/2 falls x| <1/K
Ok (@) '_{ 0 falls |z|>1/k

st offensichtlich eine Dirac-Folge.

Beispiel 4.43 Die Funktion g auf IR definiert durch

-1
g(@) = exp (1_—m2> falls |z| <1
0 falls |xz| > 1

ist ein Standard-Beispiel fiir eine unendlich oft differenzierbare Funktion, deren Taylor-Reihe in den
Punkten x = +1 identisch verschwindet und deswegen nicht gegen die Funktion konvergiert. Mit dieser
Funktion definieren wir eine Dirac-Folge vermdge

Ox () : g(kz).

B H9||1

Dieses Beispiel 4.43 ist ein Spezialfall folgender allgemeiner Situation:

Satz 4.67 Es sei g € L'(IR) mit
1) g =0,
2) fr9=1
3) die Funktionen g(z) und g(—z) sind fir x > 0 monoton fallend mit limy_. 1 g(z) = 0.
Dann ist die Folge & mit
5u(x) = & - g(ka)

etne Dirac-Folge.

Beweis. Mit der Transformationsformel sehen wir fiir alle k

/5k:1.
R

Fiir > 0 fallen die Funktionen 0y auf der Menge |z| > r punktweise monoton gegen 0. Sie haben die
Majorante g. Mit Lebesgue folgt

1) d 0.
|z|>r k(l') v ]
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Beispiel 4.44 FEin weiteres Beispiel fiir eine Dirac-Folge erhdilt man aus der Gauf$-Funktion

als 0 (x) =k - g(kx).
Eine Dirac-Folge hat im Limes die Eigenschaft der -Funktion:

Satz 4.68 FEs sei 0y eine Dirac-Folge. Dann gilt:

a) Fiir jede Funktion f € L*(IR) konvergiert die Folge f * &}, gegen f in der L*-Norm.

b) Ist f auf IR beschrinkt und gleichmdfig stetig, so konvergiert die Folge f * i gleichmdfig gegen f
auf ganz R.

Beweis. a) Zu f gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit || f — ¢ |[1< e. Damit folgt

If=Fxoeln < I F=tlh+I1t—txdk o+ [ &= f)*dk [l
< et flt—txdp o+ 1= Fll- 1ok fh

= 2e+ Ht—t*ék H1

Deswegen geniigt es, die Behauptung fiir Treppenfunktionen ¢ zu beweisen, bzw. wegen der Linearitét
des Integrals fiir die charakteristische Funktion x; eines Intervalls [a, b].
Wegen der obigen Eigenschaft 2) ist fiir alle  und &

xi(x) = /]R x1(2)5 () dy.
Damit folgt

dzx

Ia=xasdels = [ ][ 80 0@ -t - )y

/ (/ O (y) - [xr(x) = xi1(z — y)ldy) dx.

Nach Satz 4.53 diirfen wir hier die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhalten fiir das Doppel-

Integral
/ </ Ixr(x) — xr(x — )\daz) dy.

Die Funktion im inneren Integral ist

IN

0 falls =z IU(y+1)

X1(z) = xytr(x) =¢ 0 falls zeln(y+1)
1 sonst

Zu jedem e gibt es also ein r > 0 derart, dass fiir |y| < r gilt

/ xr(z) — Xy+1(l‘)dl‘ < €.
R

/IR N /|y<r +/|y2r'
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Damit wird wegen 2) und 3) das Doppelintegral

S/l € (y)dy + 2|10k (y)dy < 2€
y|<r

ly|>r

fiir alle gentigend groflen k.
b) Sei € > 0. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f gibt es ein r > 0 mit |f(z —y) — f(z)| < €
fiir alle z,y € IR mit |z — y| < r. Mit den Eigenschaften 1) und 2) folgt fiir alle z und &

F(z) = (f 00 (@)] = \ /IR 5k(y)'(f($—y)—f(fc))dy’
< /]R Se(y) - 1f (@ — ) — f(x)|dy

/|y<r ok (y)dy + 2 max |f()] /Mr Ok (y)-

IN

Damit folgt die Behauptung wie in a). L]
Als erste Anwendungen zeigen wir zwei Approximationssitze:

Satz 4.69 Jede auf IR integrierbare Funktion ist L'-Grenzwert einer Folge von auf IR unendlich oft
differenzierbaren Funktionen.

Beweis. Es sei .
2

_ —T
g(l‘) - \/7_1'6
die Gaufifunktion aus Beispiel 4.44. Sie ist unendlich oft differenzierbar und jede Ableitung ist ein
Produkt p(x) - g(x), wo p ein Polynom ist. Deswegen ist jede Ableitung von g beschrinkt. Damit ist
auch jede Ableitung jeder Funktion 0x(z) = k - g(kz) beschrénkt. Aus Satz 4.66 d) folgt, dass jede
gefaltete Funktion f * &, unendlich oft differenzierbar ist. Nach Satz 4.68 a) ist f der L'-Grenzwert
dieser gefalteten Funktionen. L]

Satz 4.70 (Weierstra3) FEs sei K C IR kompakt und f : K — IR stetig. Dann gibt es eine Folge py
von Polynomen, die auf K gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

Beweis. Weil K beschrankt ist, ist es enthalten in einem endlichen Intervall | — R, R[C IR. Nachdem
wir von f(z) iibergehen zur Funktion f(z-2R) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen K C]— 1, 1[. Als erstes
setzen wir f fort zu einer stetigen Funktion F' auf IR mit F'(x) = 0 fur |z| > 1/2:

Nach Satz 4.22 (Tietze) gibt es eine stetige Fortsetzung f von f auf ganz IR. Wir betrachten die

kompakte Menge

1 1
K =Kul-1,—=]u][=,1].
[ ? 2] [27]

Auf dieser Menge K’ ist die Funktion ; definiert durch

1 falls ze€e K
p1(z) =

0 falls |x] 2%

stetig. Nach Satz 4.22 gibt es eine stetige Fortsetzung ¢s von ¢ auf ganz IR. Dann ist auch die
Funktion ¢3 definiert durch

] o falls x| <
#s(x) '_{ 0 falls |z| >

N[ —10[ =
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stetig. Die Funktion F' := f - p3 ist eine Fortsetzung von f, wie wir sie brauchen.
Wir falten F' mit den Funktionen Lj : R — IR (Landau-Kernen) definiert durch

1

Li(z) := —fil(l - tQ)kdt .

(1- 332)k “ X[-1,1]-

Die stetige Funktion f ist auf jeder kompakten Menge gleichméBig stetig (Satz 1.13) und identisch
= 0 auBerhalb [—1/2,1/2]. Damit ist F' insgesamt gleichméBig stetig. Nach Satz 4.68 b) konvergieren
die gefalteten Funktionen F' x Lj gleichméfig gegen F'. Es bleibt zu zeigen, dass diese Funktionen auf
dem Intervall [—1/2,1/2] mit Polynomen iibereinstimmen.

Die Funktionen Ly sind gerade mit Ly(y — z) = 0 fiir |y — 2| > 1. Deswegen ist

(Fe L) = [ Pt -y = [ F@)Liy - 2y

Fiir |z] < 1/2 ist das Intervall [—1/2,1/2], aulerhalb dessen F' verschwindet, ganz in [x — 1,2 + 1]
enthalten. Deswegen ist fir || < 1/2
1/2
(Feb)@ = [ POy~ iy
Fiir —1/2 < x —y < 1/2 ist Li(y — ) nach Definition ein Polynom 37, ,, cim@'y™. Damit ist fiir
|z < 1/2

/
Pi(x) = (F x Ly)(x) = ch,m < i F(y)ymdy> z!
I 1/2

ein Polynom. L]

4.7.2 Fourier-Transformation

Wie schon frither beim Riemann-Integral definieren wir auch hier fiir komplex-wertige Funktionen

f R—-C, f(z)=u(x)+iv(z)

[ 1= [asi- [

Es ist definiert, wenn v = Re(f) und v = I'm(f) integrierbar sind. Man setzt weiter

£ = [ 1@l = [ fudle) +e2@)de.

Satz 4.71 Auch fiir komplex-wertige Funktionen f ist

[1]= [

das komplex-wertige Integral
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Beweis. Es sei

/fzcE@.

Wenn ¢ = 0 ist, brauchen wir uns weiter keine Sorgen zu machen. Wir betrachten also nur den Fall

¢ # 0. Dann ist ,
= |[s] =e [1=[es

reell und stimmt deswegen iiberein mit

[ Ree-n < [lel-11]
<l [17 wd Id=|[1]< 17

Insbesondere folgt aus Satz 4.14 c¢): Wenn f reell und integrierbar ist, dann ist auch

f(x)e ™ = f(x)cos(tx) +if (x)sin(tx)

Es folgt

integrierbar fiir alle t € IR.

Definition 4.23 Es sei f € L'(IR). Dann heifit die komplez-wertige Funktion

t— f Ye ey

=75 @

auf R die Fourier-Transformierte von f.

Nach Satz 4.63 ist f stetig. Aulerdem ist

fo1< o= [ @i = o= [ 1f@lde = 2= 1 s

beschrankt.
Diese Fourier-transformierte Funktion ist (bis auf die Normierung) ein kontinuierliches Analogon
der komplexen Fourier-Koeffizienten

1
L = ——
Y o Jo

einer 2m-periodischen Funktion f. Die Fourier-Koeffizienten bestimmen die Amplituden der harmoni-
schen Schwingungen, aus denen f zusammengesetzt ist. Die Frequenzen k € IN dieser Schwingungen
sind in IR diskret. In Analogie dazu interpretiert man f(¢) als die 'Frequenzdichte’ der Funktion f.

2 .
f(z)e *dy

Beispiel 4.45 Wir betrachten die charakteristische Funktion f := x(_1,1). Deren Fourier-Transformierte
15t

fzta:

2 sin(t
cos(tx) — isin(tx))dr = 2 sin )

i) = m/ r/ NG

Diese Funktion f ist also nicht mehr Lebesgue-integrierbar.
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Beispiel 4.46 Fiir die Funktion f(z) = e *"/% ist

A 1 o g2
t) = — e ze My
10 V2 /—oo
nach Satz 4.64 differenzierbar mit
df _i [ 2
—f(t) ! T e Myd,

= e
dt V21 J -0

Mit partieller Integration finden wir

oo 2 22
/ e ze "adr=—e 2 "7
— o0

00 0o 2 0o 22
— zt/ e ze dr = —’Lt/ e 2e "dx,
—00 — o0 — o0

also )
df

L) = —tio)

Diese (komplexe) Differentialgleichung fir f hat die Lésungen

Wegen

15t
fy=e7.

Die Fourier-Transformierte von f stimmt mit der Funktion f diberein.

Beispiel 4.47 Wir berechnen die Fourier-Transformierte der Funktion f(x) = eIl Es ist

flt)y = \/%_W/]Re_‘ve_imdx

a:(e—itzr + eitx)dx

1 ©
— e
\/271'/0

1 e—x(1+it) e—z(1—it) \ >
 Vor 1 1t .

B 1 1 1

- _\/ﬁ<—1—it+—1+z‘t>
V2 o1

V42

Beispiel 4.48 Trennung in Real- und Imagindrteil zeigt

P ?

fit) = \/%_W/]Rf(x)cos(xt)da:— m/ﬁf{x)sm(mt)dl‘
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Wenn f gerade ist, dann ist f(x)sin(xt) ungerade und

ft) = \/%/IRcos(xt)dx

reell. Wenn f ungerade ist, dann ist f(x)cos(xt) ungerade und

) = J;_W /IR F(z)sin(at)dz

rein 1magindr.

Satz 4.72 (Rechenregeln) FEs sei f diber IR integrierbar.
a) Es sei 0 # a € R. Fiir g(x) := f(ax) gilt

o) = of (1)
b) Es sei a € R. Fiir g(x) := f(z — a) gilt
g(t) = e f(2).
c) Ist f stetig differenzierbar und auch [’ integrierbar, dann gilt
Fiie) = itf).
d) Ist auch xf(x) integrierbar, dann ist f differenzierbar mit

(f) = =iz f(@).

e) Ist auch die Funktion g integrierbar, so sind fg und fg integrierbar mit
| f@g@dz = [ f@)gta)de.
R R

f) Fiir f,g € LY(R) ist

frg=V2rf-g.
Beweis. a) Wir substituieren v = a - x mit der Funktionaldeterminante |dx/du| = |a|. Mit der

Transformationsformel erhalten wir

i) = <= [ flanje e = —— [ fe 5 aldu = Jalf (£).

b) Mit der Substitution u = x — a sehen wir
~ 1 —it(u+a —iat £
o) = = [ Fue™ 4 = = ),
c¢) Aus der Integrierbarkeit von f’ folgt mit

fa) =50+ [ " P (w)du,
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dass die Grenzwerte lim, 1., f(x) existieren. Weil f integrierbar ist, miissen beide Grenzwerte = 0
sein. Damit erhalten wir durch partielle Integration

J?/(t) = \/% Af/(x)e*itxdx = \/% (f(m e*ltx O_O

d) Wenn z f(x) integrierbar ist, dann ist |z f(z)| eine Majorante fiir

+ it / f(x Mda:) = itf(t).

d —itT\ _ - —itT
S(fl@)e ) = —ivf(@)e

Mit Satz 4.64 konnen wir unter dem Integral differenzieren, um

—1

V2T IR

() = zf(x)e " de = —izf(t)

zu erhalten. R
e) Weil f und g stetig und beschrinkt sind, sind die Funktionen fg und f§ integrierbar. Mit Satz 4.52
(Fubini) folgt

/]R FOat) = /IR 2 e )t = /]R 2 e~ dt)da — /]R (@) f(2)da.
f) Es ist

Var(frg)t) = /IR (f * g)(x)e " da

= [ ([ #a=ngtay) e eao

= [ fa=pe e gy e, y)
Mit z — y = u ist die Integrandenfunktion
Flwe ™ - gly)e~ ™ € L' (R?)

Wir kénnen also x — y = u transformieren und erhalten mit Fubini

VIR(Eg)(0) = [ f)e™ - gly)e Vdudy = 2w (1) - 5(0).

Satz 4.73 (Umkehrsatz) Es seien f und f € L'(IR). Dann gilt:
a) Fast dberall ist

1 £ e gy A_x
f@) = = [ fO e = f-a).

b) In jedem Punkt x, wo f stetig ist, gilt die Gleichung aus a) exakt.
Beweis. a) Es sei 6(z) = e%*/2 die Funktion aus Beispiel 4.64 mit § = §, und

o(x) =k -0(k-x)
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die zugehorige Dirac-Folge. Mit Satz 4.72 a) ist

Si(a) = %8 (%) =5 (%) .

Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir die gefalteten Funktionen f * dy:
*5 tegr = / F(t) - On(t) - @ dt
—= [, (=) e [ Ft)-0u(t) e
= /(/ f(y)eitydy> ety <£> dt
R \/IR k
- [ ([, e““—%(é) dt) dy

= /f VeS(k - (z — ))dy
= (f*d) (x).

Dabei darf beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile die Integrationsreihenfolge nach Fubini
vertauscht werden, weil der Integrand wegen Satz 4.65 b) zu L!(IR?) gehort.

Nun konvergieren die Funktionen fdy nach Satz 4.68 a) in der L'-Norm gegen f. Mit Satz 4.72 f)
haben wir f * (5k =27 fék Wegen §(0) = 1 konvergiert S punktweise gegen 1, und fgk punktweise
gegen f Diese Konvergenz wird von der nach Voraussetzung integrierbaren Funktion | f | majorisiert.
Damit haben wir L!-Konvergenz (Satz 4.47, Lebesgue), und fiir eine geeignete Teilfolge der d;, haben
wir hier nach Satz 4.41 (Riesz-Fischer) fast iiberall punktweise Konvergenz.

b) Wenn f € L'(IR) ist, dann ist f stetig nach Satz 4.63. Aus a) folgt deswegen f(z) = f(—z) in
allen Punkten x, wo f stetig ist. L]

Satz 4.73 ist ein kontinuierliches Analogon dazu, dass eine periodische Funktion unter gewissen
Voraussetzungen durch ihre Fourier-Koeffizienten eindeutig bestimmt ist.

4.7.3 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist ein reelles Analogon zur Fourier-Transformation. Dass sie rein reell ist,
ist ein Vorteil. Ein Nachteil, der aber bei der Anwendung auf lineare Differentialgleichungen wieder
vorteilhaft ist, besteht darin, dass man auch Anfangswerte beriicksichtigen muss.

Definition 4.24 Die Funktion f sei auf [0, 00[ integrierbar. Dann heifit die Funktion L{f} definiert
durch

LN = [ fla)eds
die Laplace-Transformierte von f.

Fir ¢ > 0und > 0 ist
[f(@)e ™| < |f(2)]-
Deswegen ist f(z)e ' iiber [0, oo[ integrierbar und L{f}(¢) ist definiert fiir ¢ > 0. Nach Satz 4.63 ist
L{f} stetig auf [0, co[. Weiter ist fiir ¢ > 0 die Laplace-Transformierte

L0 = | [ s@e el < [ @) e i <) 1 o

beschrankt.
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Beispiel 4.49 Fiir a > 0 betrachten wir die Stufenfunktion

f(a:)::{l falls = <a

0 falls x> a.

Ihre Laplace-Transformierte ist

a 1_€ta

0 t

LUK@zA%*wx:—%%w

Definition 4.25 Die Funktion f : [0,00]— IR wéchst hochstens exponentiell wenn Konstanten M, c €
IR existieren mit
|f(x)| < M -e“*  fiir alle x> 0.

Beispiel 4.50 Jedes Polynom p wdchst héchstens exponentiell mit mit beliebigem ¢ > 0. Denn wegen

lim p(z)e”** =0

r—00

existiert
CcT

M = -
max Ip(w)|e™ ",

und damit gilt
p(z)] < M- e (x> 0).

Satz 4.74 Ist f lokal integrierbar und erfillt die Bedingungen dieser Definition 4.25, dann besitzt f
eine Laplace-Transformierte, die fiir t > c definiert ist.

Bweis. Fir ¢t > c ist
f(z)e ™| < M- e 7o),

und M - e~ (=97 igt eine integrierbare Majorante fiir f(z)e~**. Die Behauptung folgt aus Satz 4.48. []

Beispiel 4.51 Die Funktion f(x) = 1 hat offensichtlich exponentielles Wachstum mit jedem ¢ > 0.
Ihre Laplace-Transformierte ist

L{f}(t):/oooem:%, (t > 0).

Beispiel 4.52 Die Funktion e, a € IR hat exponentielles Wachstum mit jedem ¢ > a. Ihre Laplace-
Transformierte

ey t) = [ e hda =

ist definiert fir t > a. Hat f hdochstens exponentielles Wachstum, so auch f(x)e®®. Ist F(t) die
Laplace- Transformierte von f(x), so ist

t—a

L{f@e}0) = [ f@)dds = Fit - a).
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Beispiel 4.53 Hat f(x) hichstens exponentielles Wachstum und die Laplace- Transformierte F(t), so
hat auch x - f(x) hdochstens exponentielles Wachstum und die Laplace- Transformierte

Lz f@)@) = [ of@)e™ds

= [T 5 (f@e )

0
= / f(x)e ¥ da (Satz 4.64)

Satz 4.75 (Rechenregeln) Die Funktion f : [0,00[— IR habe hochstens exponentielles Wachstum.
Ihre Laplace-Transformierte sei F(t). Dann gelten:
a) Fira >0 ist

L{fGea)}®) = 7 (4).

b) Fiir a > 0 ist
L{f(x+a)}(t) = ( [ 1t da:)
L{f(x —a)}(t) = e “F(2).

Hier ist f(x —a) = 0 gesetzt fir x < a.
o) LEe™** F)}(t) = Fit-+o).
d)L{A ﬂuﬂ@}@)zzF@)

e) Es sei [ stetig differenzierbar und f’ habe hichstens exponentielles Wachstum. Dann ist
L{f (@)}(t) = t- F(t) - £(0).
f) Hat zusdtzlich g héchstens exponentielles Wachstum und die Laplace-Transformierte G, so ist
L{f*xg} =F-G.

Hierbei sind f und g fir x <0 definiert durch f(z) = g(x) = 0.
g) Ist f(x) = f(z + p) periodisch mit der Periode p > 0, so ist

LN = 1= [ f@)e .

Beweis. Die Aussagen a) und f) beweist man genauso, wie bei der Fourier-Transformation.
b) Wir berechnen

L{f(z+a)}(t) = Amﬂx+®€”m

= /aoo f(u)e =) gy
= . /aoo f(u)e "du
= . (F(t) - /Oa f(a:)e_t’”da:)
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und
L{f(x —a) / flx e Wdy = / f(u)e Mt gy = e F(t).
0

c¢) Dies ist Beispiel 4.52.
d) Hat |f(z)| < M - e hochstens exponentielles Wachstum, so ist fiir ¢ # 0

x T 1
S/ If(U)IdUSM-/ edu =M (e —1).
0 0

Daraus folgt, dass [; f(u)du hochstens exponentielles Wachstum hat. Weiter berechnen wir

L {/Oﬂc f(u)du} (t) = /OOO e </O$f(u)du> dx

Nach der vorhergehenden Rechnung existiert das Doppelintegral

[T ([ 1)

und nach Satz 4.54 (Tonelli) diirfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen um

{/ flu du} *) :/0 f(u) </u e_t":da:) du = Z/o Flw)e tdu = @
zu erhalten.

e) Nach dem HDI und dem Beweis von d) hat

£@) = |10+ [ fudu

hochstens exponentielles Wachstum. Fiir jedes feste R > 0 folgt mit partieller Integration

R R R
/ f(x)e ®dr = f(x)e ™ o +t/ flx)e ®dx.
0 0
Falls t grof3 genug ist gilt

u)du

lim f(R)e =0

R—o0

und
R o0
LUHO = Jim [ f@)e e = —f0)+t [ flo)ede = —f(0) + L)),
—00./0 0
g) Wegen der Periodizitéit ist mit der Substitution v = x — np

o0

L{f}(t) = fl@)e " dx

_ Z / Flu)et+mp)g
_ —tn, —tu
= nz::oe p/o flu)e ™du

1 p _
= 1_67@/0 f(z)e da.

Wir verallgemeinern Satz 4.75 e) auf die hoheren Ableitungen:
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Satz 4.76 Die Funktion f : [0, 00[ sei n-mal stetig differenzierbar und ™) habe héchstens exponenti-
elles Wachstum. Dann gilt

LEFOYE) = " LLFHE) — (77 F(0) +772F/(0) + oo +££072(0) + f 71 (0) )
Beweis. Wir iterieren die Formel aus Satz 4.75 e)

L{f"}(t) = tL{f'}(t) — £'(0) = £L{f}(t) — t- £(0) — f(0)

und wiederholen dies noch n — 2-mal. L]
Diese letzte Formel transformiert lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten in
Polynom-Gleichungen. Statt allgemeiner Formulierungen ein Beispiel.

Beispiel 4.54 Wir betrachten das AWP
Y —dy=e y(0)=1,4(0) = -1

fiir die unbekannte Funktion y(x). Wir wissen, dass ihre Lésung hochstens exponentielles Wachstum
hat (Satz 3.25). Also verwenden wir die Laplace-Transformierte Y (t) = L{y}(t). Damit wird

L{y'}(t) = tY(t) —y(0)
L{y"}(t) = Y (t) —ty(0) — 4/ (0)

O
(DY () —t+1 = HLS
1

1
Y(t) = — (t—14+—
®) t2—4( +t+3)

Damit haben wir die Laplace-Transformierte Y (t) der Losungsfunktion y(x) ermittelt. Es kommt dar-
auf an, diese zuriick zu transformieren. Dafiir haben wir keine allgemeine Formel. Aber man kann
folgendermafen zum Ziel kommen: Wir haben mit Partialbruchzerlegung

Y(t) = +2—-2 1 P S 3
S (24t +3) 5-(t+3) 2-(t+2) 10-(t—2)
Genau die gleiche Transformierte hat die Funktion
1 -3z 1 —2x 3 2z
59 T2 T1ef

Wenn wir wiissten, dass die Laplace-Transformation injektiv ist, wdre dies die gesuchte Funktion
y(x). Das wissen wir noch nicht. Aber wir konnen die gefundene Funktion in die Differentialgleichung
einsetzen und sehen, dass sie das AWP lost.

Aufgabe 4.29 FEs sei F': IR — IR definiert durch
[ee]
F(x) ::/ e_tQCos(a:t)dt.
Zeigen Sie:
a) F ist differenzierbar mit F'(x) = —xy/2, F(0) = /T,
b) F(z) = /me /4,
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Aufgabe 4.30 Berechnen Sie x * x fiir die Funktion x := X[-1,1] und zeigen Sie damit

< sin?(x)

00 X

dr = .

2

Aufgabe 4.31 Zeigen Sie fiir f,g,h € L'*(IR) die Transitivitit der Faltung
(fxg)xh=fx*(gxh).

Aufgabe 4.32 Berechnen Sie fiir

die Faltungen

J = X[0,00]

fxf, fxf=f, . [f*xfx..xf(nmal).
Aufgabe 4.33 Zeigen Sie fiir die Funktionen
f g falls dass fxg=
2b (|| <a—0b)
a) X[~a,a] X[—b,b] 0<b<a atb—|z| (a—b<|z[<a+b)
0 (a+b<|z|)
pe—olzl _ ge—0blzl
b) e~all e~ bzl a,b>0,a#b ¢ 7 Z;
a=b>0 (|x\ + %) el
—azx >0 —bx > e — e—ba:
¢) {eo (Lo {eo 20 b > 0,020 e @20
(x < (x < 0 (x <0)
o e >0 T
a+b

Aufgabe 4.34 Berechnen Sie fiir k € IN die Fourier-Transformierten der Funktionen

a) 6(.1‘) = eikit ' X[—w,ﬂ (:C)v

Aufgabe 4.35 Zeigen Sie fiir

b) c(x) := cos(kz) - X[—rx)(T),

c)s(z) == sin(kz) - X[—rx(T)-

f(x) f) =
—azx? 1 -

a) | e ,a#0 2\a|€
b) xe_é it - e’é
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Aufgabe 4.36 Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der Funktionen
(z +a)?, cosh(ax), x-sin(2z).

Aufgabe 4.37 Zeigen Sie
tt2 +7)
(t24+9)(t2+1)

L{cos™(x)}(t) =

4.8 Der Hilbertraum L?

In Abschnitt 4.4, Definition 4.18 haben wir den Vektorraum L!(A) definiert, als Quotientenraum des
Vektorraums der auf A integrierbaren Funktionen nach dem Untervektorraum der Funktionen f mit
| f lli,a= 0. Dann haben wir festgestellt (Satz 4.39), dass || f ||1,4 sowie [, f auf diesem Vektorraum
wohldefiniert sind. Die Integration

1 — —
LA) =R, f /Af

ist IR-linear (Satz 4.40), die urspriingliche Halbnorm || f ||;,4 ist eine Norm auf dem Vektorraum
LY(A), und der Vektorraum L'(A) mit dieser Norm ist vollstéindig (Satz 4.41, Riesz-Fischer).

Fiir das Folgende ist wichtig: Eine Funktion f ist iiber A Lebesgue-integrierbar, genau dann, wenn
(Satz 4.48)

e die Funktion lokal integrierbar ist (Definition 4.12)

e und || f |14 endlich ist.

Definition 4.26 Fine ’Funktion’ f auf A heifit quadrat-integrierbar, wenn

o sie lokal integrierbar ist und

o die Funktion f? iiber A Lebesque-integrierbar ist.

Beispiel 4.55 Jede beschrinkte Lebesque-integrierbare Funktion auf einer messbaren Menge ist quadrat-
integrierbar (Satz 4.14 c). Auf [1,00] ist die Funktion f(x) = 1/x quadrat-integrierbar, aber nicht
integrierbar. Auf0,1] ist f(x) = 1/\/x integrierbar, aber nicht quadrat-integrierbar.

Beispiel 4.56 Es sei A C [0,1] die schreckliche, nicht messbare Menge von Vitali aus Beispiel 4.35.
Die charakteristische Funktion xa auf [0,1] ist nicht integrierbar, und weil [0,1] kompakt ist, auch
nicht lokal integrierbar. Damit ist auch f := x4 — % nicht lokal integrierbar. Aber f? = i 1st konstant,
und damit ist f quadrat-integrierbar.
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Definition 4.27 Fir eine "Funktion’ f : A — IR U {oco} heifit

1 ll2.a:= /Il £2 11,4

die L?>-Halbnorm von f auf A. Falls f quadrat-integrierbar ist, dann ist diese Halbnorm endlich.

Beispiel 4.57 Ist f quadrat-integrierbar iber A, dann ist

| £ llza= /A s2.

Satz 4.77 (Rechenregeln) a) Aus || f |[2,4= 0 folgt f =0 fast tberall.
b) Firce R st | c- fllz,a=lc|- || f ll2,a -

c) Aus |f| < |g| folgt || f ll2,a<[l g [|2,4-
d) Fiir beliebige "Funktionen’ f,g: A — IR U {oo} gilt die Dreiecksungleichung || f + g |l2.4a<|| f ll2,4
+1gll2a-

Beweis. a) Nach Voraussetzung ist || f2 ||; 4= 0. Mit Satz 4.37 ist f2 = 0 fast iiberall, und dann
auch f = 0 fast iiberall.

b) Diese Regel gilt nur, weil in der Definition der L?-Halbnorm die Wurzel verwendet wird:

Fe-fllza=y/Il - f2 la=lel- I F2 llha=lel- | fllza-

c) Mit |f| < |g] ist auch f2? < g%, und die Aussage folgt aus der Monotonie der L!-Halbnorm.
d) Die Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen zeigt

If + 9l <1f1+1gl

und damit
(f +9)° <P +2|fgl + 9.
Mit dem nachfolgenden Satz 4.78 sehen wir

If+gl3a = I(F+9)* la
< N la+20 falla+ 1 g® lha
< N FIBat+20 fllza-lglzatllalia

(I £ lza + 1 g ll2,0)° O

Satz 4.78 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fliir belicbige 'Funktionen’ f und g auf A ist

g llasll Fllza-1lgll2a-

Beweis. Wenn || f |[1,4= 0 ist, dann ist f = 0 fast {iberall und damit auch f-g = 0 fast iiberall.
Esist || f-g |1,4= 0, die Ungleichung wird die Gleichung 0 = 0 und stimmt.

Wenn || f ||2,4= oo ist, dann stimmt die Ungleichung trivialerweise.

Es bleibt der Fall

0 <[l f ll2,4, g [[2,a< 0.
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Nachdem wir f durch f/ || f ||2,4 und g durch g/ || g ||2,4 ersetzen, kénnen wir 0.B.d.A.

I £ llza=ll g l2a=1, te. | f2llLa=ll ¢ l1.a=1

annehmen. Wegen
Lo o . 2 2
[frgl=5(F7+97), de [ follLa=]g" la=1

ist dann || f - g [}1,4< 1, und damit die Behauptung, offensichtlich. 1

Beispiel 4.58 Es sei f eine quadrat-integrierbare 'Funktion’ auf dem Intervall [0,2x]. Dann ist fir
jedes k € IN
| f(z) - cos(kx) [[1,j0,2m< 00 und || f(x) - sin(kz) ||1,j0,2:< 00

Mit f sind auch die Funktionen f(x)cos(kx) und f(x)sin(kx) lokal-integrierbar. Nach Satz 4.24
sind sie Lebesque-integrierbar auf dem kompakten Intervall [0,27] und es existieren die Fourier-

Koeffizienten

1 2m 1 21
ay = — f(x)cos(kx)dx wund by :=— f(x)sin(kx)dzx.
™ Jo

m™.Jo

Definition 4.28 Fine Teilmenge A C IR"™ heifit o-kompakt, wenn sie Vereinigung abzihlbar vieler
kompakter Mengen Ay, k € IN ist.

Beispiel 4.59 Jede offene Menge ist o-kompakt (Beweis von Satz 4.19). Jede abgeschlossene Menge
A C IR" ist o-kompakt, denn sie ist die Vereinigung der kompakten Mengen

Ap={xeA:|x|<k}, kel

Von nun an bis zum Ende dieses Paragraphen bezeichne A immer eine derartige o-
kompakte Menge.

Satz 4.79 Fir eine 'Funktion’ f auf A sind dquivalent:

a) Die Funktion f ist quadrat-integrierbar.

b) Die Funktion f (d.h., die triviale Fortsetzung fa) ist lokal integrierbar, und es ist || f ||2,4< oo.
c) Fir jede kompakte Menge K C A ist f|K integrierbar, und es ist || f ||2,4< oo.

Beweis. a) = b): Wenn f quadrat-integrierbar ist, dann ist f lokal integrierbar nach Definition
4.26. Und || f ||2,4< oo folgt mit Beispiel 4.57.

b) = ¢): Nach Voraussetzung ist f4 integrierbar iiber jede kompakte Menge, und dann auch iiber
jede kompakte Menge in A.

c) = a): Sei K C IR" kompakt. Dann ist

KnA=JKnA)
k

mit den kompakten Mengen Kj := K N Ay C A. Die Funktionen

[ = min([f], k) - xa,
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sind integrierbar und beschrinkt, also quadrat-integrierbar (Beispiel 4.55). Die Folge f,? konvergiert
monoton wachsend gegen f12m 4 mit beschriankter Integralfolge

J 82 =1 i laa<I £l

Nach Satz 4.44 (B. Levi) ist f? integrierbar. L]

Satz 4.80 Die 'Funktionen’ f und g seien quadrat-integrierbar tiber der o-kompakten Menge A C IR".
a) Dann ist auch f + g quadrat-integrierbar iber A.

b) Die Funktionen f* und f~ sind quadrat-integrierbar tiber A.

¢) Die Funktion f - g ist (einfach nur) integrierbar iber A.

Beweis. a) Nach Definition 4.26 ist f + g lokal-integrierbar. Aus der Ungleichung
(f+9)?*<2-(fP+4%)

folgt
1 F+g 3=l (F + 9 i< 2- (I 721+ 116> ).

b) Die Funktionen f* und f~ sind lokal-integrierbar mit

I Ml und [ f7 (o< £ 2 -

¢) Die Integrierbarkeit von fg folgt aus
_ 1 2 2 2
fo=5(+9° -1 ~g). 0
In Abschnitt 4.4 haben wir den Vektorraum V4 der Funktionen betrachtet, die
e auf A fast iiberall definiert sind,
e iiber A Lebesgue-integrierbar sind.

Er enthilt den Untervektorraum N4 der Funktionen, die fast iiberall auf A verschwinden. Damit
haben wir den Vektorraum
LY(A) = Va/Ny

definiert.

Genauso ersetzen wir jetzt die auf A quadrat-integrierbaren 'Funktionen’ durch echte Funktionen
auf A, die halt nur fast iiberall definiert sind. Der Vorteil ist: Die kénnen wir auch subtrahieren. Wegen
Satz 4.80 a) bilden sie einen Vektorraum W 4. Er enthélt genau wie V4 den Untervektorraum

Na:={feWs:|| flla=0} ={f € Wa: f =0 fast iiberall}.
Definition 4.29 Der Quotientenraum
L*(A) := Wa/Ny

heif$t der Raum der auf A quadrat-integrierbaren Funktionen. (Seine Elemente sind Aquivalenzklassen
und keine Funktionen.) Aber die Halbnorm || f |2 induziert auf L?(A) eine echte Norm.
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Mit Satz 4.80 ¢) kénnen wir auf L?(A) ein Skalarprodukt definieren.

Definition 4.30 Es scien f,g € L?>(A). Dann heifit

[ 9] == / fg
A
das Skalarprodukt dieser beiden Funktionen. Nach Satz 4.80 c) ist [f, g] wohldefiniert.

Satz 4.81 Das Skalarprodukt [f, g] ist ein Skalarprodukt im Sinn der Linearen Algebra. D.h., es gelten:
a) [f,qg] ist bilinear beziiglich f und g.

b) Symmetrie: [f, 9] = g, f].
¢) Positiv-Definitheit: Es ist stets [f, f] > 0 und [f, f] = 0 genau dann, wenn f = 0.

Beweis. Die Eigenschaften a) und b) sind offensichtlich, genauso wie [f, f] > 0 fiir alle f € L2(A).
Wenn aber fiir eine quadrat-integrierbare Funktion f auf A gilt, dass [f, f] =|| f ||§ 4= 0 ist, dann ist
f = 0 fast iiberall. Damit ist f € N4 und reprisentiert die Null-Klasse in L?(A). L]

Die Norm || f ||2,4 auf L?(A) ist genau die zu diesem Skalarprodukt gehérende Norm +/[f, f] im
Sinn der Linearen Algebra.

Satz 4.82 Ist A messbar, so ist
L*(A) c L'(A)

ein Untervektorraum.

Beweis. Die Funktion g := x4 = x% ist integrierbar. Nach Satz 4.80 c) ist fiir quadrat-integrierbares
f die Funktion fg = f (einfach so) integrierbar. Damit folgt

NoCWyaCVy und Wa/Ngy CVy/Ny. ]
Die L2-Norm definiert eine Metrik

d(f,g) =l f—gll2a

auf L2(A) im Sinn von Definition 1.16. Wie immer in einem normierten Raum ist die Norm-Funktion
stetig in Bezug auf die durch sie definierte Metrik. Genauer gilt:

W flle=1gllzl <l f—gll2-

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung ist

I F =l (Ff=g) +g 122l fF =gl + 1 g2

also
I flla=1gl<lf—gle-

Wenn man f und g vertauscht, gilt dieselbe Ungleichung. L]
Der folgende Satz zeigt, dass L?(A) mit dieser Metrik vollstindig ist.
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Satz 4.83 (Riesz-Fischer) Die Menge A C IR" sei o-kompakt. Dann gilt: Jede Cauchy-Folge fj
in L2(A) hat einen L?-Grenzwert f € L?(A). Eine geeignete Teilfolge der Folge fi, konvergiert fast
dberall in A punktweise gegen f.

Beweis. Mit f; sind wegen Satz 4.80 b) auch die Folgen f,;" und f; Cauchy-Folgen in L?(A).
Es gentiigt, die Konvergenz-Aussage fiir diese Folgen zu beweisen. Deswegen konnen wir o.B.d.A.
annehmen, dass alle f, > 0 sind.

Die Cauchy-Eigenschaft ist

| fo — fille<e fiir k,1> N(e).

Wir fixieren ein € > 0 und ein k > N(e). Dann ist fiir alle { > k

I foll2Zl fe llz 4 11 fr = Fo llo<Il fr ll2 +e
Mit
M :=max{|| fill2, || fe—1 ll2, || fx ll2 +€}
ist
| fi llo< M fiir alle [ e IN.

Die Folge f; ist beziiglich der L?-Norm beschrinkt.
Aus der Gleichung

=== R2+2ffi—2f1 == f)*+2fi (fe — 1)
folgt die Ungleichung
=A< (fe— F)* + 24 1 fu — fil

und

VA2 = S2 sl e = £ e +2 1 1AL 1 e = Al Dl
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 4.78) finden wir

I (Fe = 2 NI fe = fill3 wnd 1l - 1 = Al I S llz - IV fe = o llz -

Insgesamt haben wir
1 f2 = f2 < fe = fi 3 +2M- || fi = fillz -

Dies zeigt: Die Folge der Quadrate f7 ist eine L'-Cauchy-Folge.
Nach Riesz-Fischer (Satz 4.41) konvergiert die Folge f,f beziiglich der L'-Norm gegen eine Funktion
F € L'(A). Eine geeignete Teilfolge der f7 konvergiert sofar fast iiberall punktweise gegen F. Wegen
f,? > 0 koénnen wir F auf einer Nullmenge abéndern um F > 0 zu erreichen. Wir setzen f := v/F.
Wegen fj, > 0 ist

lf = fel UFI+1ful = fF+ fe und  (f = f1)® < |f = ful (f + fx) = £(F = f2).

Daraus folgt
1= fi 13=10(F = f)? 1<l F = 17 [l -

Deswegen konvergiert fi — f in der L?-Norm.
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Wir miissen noch f € L?(A) zeigen. Wegen || f |lo= /]| F [l1 < co geniigt es zu zeigen, dass f
lokal integrierbar ist (Satz 4.79). Dazu fixieren wir eine kompakte Menge K C A. Aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung folgt

| fx = fo.x 1=l xx - (fx = fex) 1< xx 2 - || fr = frx 2= K] || fr = frox 2

und
I frx = frg IT< K] || fr = Fr 15 -

Die Differenz || fx — fr.i |3 konnen wir auf K ebenso abschétzen wie oben die Differenz || f — fi |3
auf A um

I fx = i 13N Fre = fie I

zu erhalten. Damit haben wir gezeigt: Die Folge fi x konvergiert gegen fx in der L'-Norm. Nach
Riesz-Fischer (Satz 4.41) ist fx integrierbar. L]

Die folgende Definition ist in der Analysis zentral. Es gibt eine reelle und eine komplexe Version.
Ich beschrinke mich hier auf erstere.

Definition 4.31 (Hilbert-Raum) FEin IR-Vektorraum H zusammen mit einem Skalarprodukt [f, g]
heifst Hilbert-Raum, wenn die zugehirige Norm || f ||= /|f, f] auf H eine Metrik definiert, beziiglich
der H wollstindig ist.

Hierzu gibt es folgende bekannte Anekdote: Nach einem Vortrag in der Goéttinger Mathematischen
Gesellschaft gingen Hilbert und der Zahlentheoretiker Landau zusammen nach Hause. Wobei Hilbert
Landau fragte: Sagen Sie mir, lieber Landau, wissen Sie, was der Vortragende wohl mit dem Wort
"Hilbert-Raum’ meinte?

Beispiel 4.60 (Scherz) In der Eingangshalle des Mathematischen Instituts in Gdéttingen steht eine
Biiste von David Hilbert. Diese Eingangshalle heifit deswegen der Hilbert- Raum.

Beispiel 4.61 (Trivial) DerIR" zusammen mit dem euklidischen Skalarprodukt ist ein Hilbert-Raum,
denn die zugehdrige Norm definiert die tibliche euklidische Metrik auf R"™. Und der IR™ mit der eukli-
dischen Metrik ist vollstindig.
Beispiel 4.62 (Kleiner [?) FEine Folge aj, reeller Zahlen heifit quadrat-summierbar, wenn die unend-
liche Reihe

[e.e]

> ai

k=0

konvergiert. So ist etwa die Folge ay, := 1/k quadrat-summierbar. Die Menge dieser quadratsummier-
baren Folgen wird mit I?(IR) bezeichnet. Zusammen mit dem Skalarprodukt

[a,b] := i apby  fir a= (ax),b= (b) € I*(R)
k=0

ist sie ein Hilbertraum.
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Beweis. a) Vektorraum-FEigenschaft: Fiir a = (a;) € I*(R) und ¢ € R ist ca = (ca) € I*(IR)
offensichtlich. Seien a = (ay) und b = (by) € I2(IR). Dann gibt es reelle Konstanten A, B mit

o0 o
ap <A D bp<B
k=0 k=0

Nun ist fiir jede natirliche Zahl N

N
Zak—i—bk Zak—i—QZakbk—i—Zbk<A+B+22akbk
k=0

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im IRY

N N N
Z|ak|~|bk\§$Zaz-$2bi<\/A-B
k=0 k=0

k=0

sehen wir, dass die Reihe Y apby absolut konvergiert. Also ist die Folge (ay + by) quadrat-summierbar.
b) Skalarprodukt: Fiir a = (ay) und b= (by) € I*(R) wird das Skalarprodukt

[ee]
] =) apbi
k=0

definiert. Im Beweis von a) wurde gezeigt, dass diese Reihe konvergiert. Die Eigenschaften eines
Skalarprodukts sind fir [a,b] offensichtlich.

¢) Vollstindigkeit: Es seien o™ = (a,(cn))kE]N Elemente in [2, die selbst eine Cauchy-Folge bilden.
D.h. also, zu jedem € > 0 gibt es ein N = N(e) mit

1™ —a™ 2= 3" (™ — a2 < & fir m,n<N.
k=0

Fiir jedes feste k ist dann auch
\a,(cm) — a](gn)\ <€, falls m,n> N.

Damit st die Folge (a](gn))nem eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein ap € IR. Auflerdem ist
auch fir alle m,n > N und jedes feste K € IN

K K K

S o) < und Y (- af”) = lim Y (" — o) < ¢
k=0 k=0 k=0

Dann ist auch

o
Z(ak - a;(gn))Q <é

k=0
und die Folge a —a™ = (ar — a,(cn))kE]N ist quadrat-summierbar. Wegen
a=(a—a™)+a™ €2
kann man die letzte Ungleichung deshalb in der Form
la—a®™ |<e

schreiben. Das zeigt a = lim,, o a™ n 2. L]
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Beispiel 4.63 (Grofer L?) Mit Definition 4.30 ist auf L?>(A) das Skalarprodukt

1.9 = [ fg

definiert. Nach Satz 4.83 ist die L?*(A) mit der zugehorigen Norm || f |l2,a vollstindig. Deswegen ist
L?(A) ein Hilbert-Raum.

Satz 4.84 Die Folgen ay und by seien quadrat-summierbar. Dann konvergiert die Reihe

Z apcos(kx) + bysin(kx)
k

in L*([0, 27]).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 4.83 (Riesz-Fischer), wenn wir zeigen, dass die Partialsum-
men dieser Reihe eine Cauchy-Folge in L?([0, 27]) bilden. Dazu schiitzen wir mit den Orthogonalitiits-
Relationen (Fourier, Satz 1.4) ab

n 2 n
I Z apcos(kx) + bysin(kx) |5 = /0 Z (agcos(kx) + brsin(kzx)) - (ajcos(lx) + bysin(lx))dx

k=m k,l=m

n 2w
= Z / (agcos(kx) + brsin(kzx) - (ajcos(lx) + bysin(lx))dx
k=m"0
n
= 7y (ag +bg).
k=m
Mit Satz 4.84 wird eine lineare Abbildung
1> — L*([0,27]), a— fa,
definiert. Die miissen wir noch ein wenig genauer hinschreiben. Eine Folge a € [? schreiben wir als
a = (ao, ai, bl, as, bg, )

Dass diese Folge zu [2 gehort, ist dquivalent dazu, dass die Teilfolgen (ay)r>0 und (by)k>1 quadrat-
summierbar sind. Die zugehérige Funktion

fa=ao+ Z apcos(kx) + bysin(kx)
k=1

ist bis auf Normierungsfaktoren die Fourier-Reihe zu den Koeffizienten ay,bi. Wir werden diese
Normierungsfaktoren jetzt so wéhlen, dass die verwendeten Funktionen ein ON-System im Raum
L*(]0,27]) bilden. Aufeinander senkrecht stehen sie allemal. Und normiert sehen sie so aus:

1 1
cp = —, ¢ :=—=cos(kx), s = —=sin(kx) (k> 1).

NZ3 N3
Mit diesen neu normierten Funktionen wird
o0 o0 .
agp cos(kx) sin(kx)
= qopcp + arcr + bpspy = — + a + b .
fa=a0co+ Y arck + bsk NGr: 1; L K

k=1
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Satz 4.85 Mit der soeben eingefiithrten Notation ist die lineare Abbildung
12 = L*([0,27]), a+ fa,

eine Isometrie, d.h., es gilt

e lI=I fall2 -

Beweis. Die Partialsummen der Reihe f, sind die trigonometrischen Polynome

N . N

ag cos(kx) sin(kx) ) 9 9 2 9

(fa)n = + > ak + by, mit || (fa)n 3= af + > aj + b
var o VT VT k=1

Mit Satz 4.84 ist in der L2-Norm

fa (fa)N~

= lim
N—o0
Und aus der Stetigkeit der Norm folgt

I o ll= Jim | (fa) o= $ I -
k=1

Das hier eingefiihrte Skalarprodukt

fal= [ f@e@de, f € (0,27,

ist anders normiert, als das Skalarprodukt im Abschnitt iiber Fourier-Reihen. Dort wollte ich, dass die
Winkelfunktionen ein ON-System bilden. Hier mochte ich, dass das Skalarprodukt keine von der Menge
A abhingigen Normierungskonstanten enthélt. Die umnormierten Winkelfunktionen bilden ein ON-
System in L?([0, 27]). Damit é#ndern sich auch die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f € L2([0, 27])
zu

1 27
w(f) = 7 | @
1 27
a(f) = \/_E/o F(@)cos(kz)de (k> 1)

be(f) = \/i% /027r F(@)sin(k)dz (k> 1)

Aber weil sowohl das Skalarprodukt, als auch die Fourier-Koeffizienten umnormiert worden sind ist
die Fourier-Reihe

ap + Z[f, cklek + [f, sklsk = ao + Z ar(f)cos(kx) + br(f)sin(kx)
k=1 k=1

genau die gleiche Reihe wie friiher.

Satz 4.86 (Umkehrsatz) a) Es sei a = (ag,a1,b1,...) € [* eine quadrat-summierbare Folge und f,
die oben definierte L?-Funktion dazu. Dann sind die Fourier-Koeffizienten von f, genau die Zahlen in
der Folge a.

b) Es seien f € L2([0,27]) und a = ao(f),a1(f),b1(f), ... die Folge seiner Fourier-Koeffizienten. Dann
ist a € 12 und f = f, fast diberall, d.h., f = f, als L?-Funktion. Mit anderen Worten: Die injektive
Abildung 12 — L?([0,27]) aus Satz 4.85 ist auch surjektiv.
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Beweis. a) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir a(f)
ap(f) = [fsce] I fll2 - 1l er 2= f ll2

kann man so interpretieren: ay(f) ist L2-stetig beziiglich f. Die Partial-Summen (f,)x konvergieren
gegen f, in der L?-Norm. Also ist

[faa Ck]

= ]\}Enw[(fa)N,Ck] = ay.

Genauso ist [fq, sk] = b.
b) Wir definieren das trigonometrische Polynom

N

N = agco + Z apcy + bgSk.
k=1

Fir N > k ist dann also
f,ek) = ar = [fn,ck],  [fsse] = bk = [fn, sk

Daraus folgt
f, IN] = [f~n, fn] und [f — fn, fN]=0.

Mit Pythagoras schlieffen wir
I FU3=I(f = )+ In =1 = )+ v, (F = Fn) + Nl =1 = I I+ 1 1P
Daraus folgt die Besselsche Ungleichung
[ee]
G+ Y ad+ 0= lim || fv I3<] £ 13
k=1

also gehort die Folge a der Fourier-Koeffizienten zu 2. Mit diesen Koefizienten bilden wir die Fourier-
Reihe f, € L%([0,27]). Nach a) haben die Funktionen f und f, die gleichen Fourier-Koeffizienten.

Es bleibt zu zeigen: Ist g € L2([0,27]) mit [g, cx] = [g, sx] = 0 fiir alle k, dann ist || g ||2= 0. Dies
beweisen wir in Satz 4.88 unten. L]

Bevor wir diesen angekiindigten Satz 4.88 beweisen, verallgemeinern wir unsere Situation begrifflich
durch

Definition 4.32 Ein ON-System (ONS) in L?(A) ist eine Folge (cx) in L*(A) mit
(ks C)2,4 = O -
Eine Teilmenge S C L?(A) heifst vollstindig, wenn fiir jede Funktion f € L*(A) gilt:
[f;sl2.a=0 firaleseS = | fl24=0.
Ein vollstandiges ON-System in L*(A) heifst ON-Basis (ONB).

Beispiel 4.64 Die Winkelfunktionen cy, sy bilden ein ONS in L?([0,27]). Fiir den Beweis von Satz
4.86 ist noch zu zeigen, dass dieses vollstindig ist.

94



Jedes ONS (¢) in L%(A) definiert fiir jede Funktion f € L?(A) Entwicklungs-Koeffizienten aj =
[f, cx] genauso, wie zu dem ONS der Winkelfunktionen in L%([0,27]) die Fourier-Koeffizienten gehéren.
Wie in Satz 4.86 b) sieht man, dass die Folge a dieser Entwicklungs-Koeffizienten zu ? gehort. Mit
dieser Folge definiert man die Entwicklung f, = Y apcp, € L%(A). Und f = f, € Lo(A) fiir alle f ist
dquivalent dazu, dass das ONS ¢; eine ONB ist.

Satz 4.87 (Vollstindigkeitskriterium) Es sei B C IR™ offen. Fiir ein ONS (c;) in L*(B) sind
dquivalent:

a) Das ONS ist vollstindig.

b) Fiir jede Treppenfunktion t € L*(B) konvergiert die Entwicklung > ax(t)c, gegen t in der L?-Norm.

Beweis. Wir brauchen nur die Richtung b) = a) zu zeigen. Wir zeigen zunichst: Zu jedem f €
L*(B) und zu jedem € > 0 gibt es eine Treppenfunktion ¢t € L*(B) mit | f —t [l2.5< €. Wegen
der Trennung in positiven und negativen Anteil kénnen wir dazu 0.B.d.A. f > 0 annehmen. Nach
Satz 4.61 gibt es eine Treppenfunktion u € L?(B) mit || f? — u ||1.5< €. Ersetzen wir hier u durch
die Treppenfunktion maz(u,0), so gilt diese Ungleichung erst recht. Wir konnen also auch v > 0
annehmen. Dann definieren wir die Treppenfunktion ¢ := /u. Damit folgt

(f=t =1f —tl-[f —tl < |f =t |f +t| =2 =],

If=t1B5= (f =0 <l (f = O +) 5=l /2 = |1,5< €.

Sei nun [f, ¢x] = 0 fiir alle k. Zu € > 0 wiihlen wir eine Treppenfunktion ¢t € L?(B) mit || f—t |l2,5<
e. Wegen b) gibt es ein N mit || t — S0 arcy |l2,8< €. Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus

N
I f =" apck l|2,5< 2e.
P

Nun ist
N N N N
I f=> ac lbp=1f = awce, f— > arci] =|| f 15 +>_ ai.
k=1 k=1 k=1 k=1
Wir haben gezeigt: || f [|5 5< 4€” fiir alle € > 0. L]

Satz 4.88 (Folgerung) Das ONS der Winkelfunktionen in L*([a,b]) = L?(]a,b]) ist vollstindig.

Beweis. In Fourier, Satz 1.15 haben wir gezeigt: Fiir jede Treppenfunktion ¢ auf [0, 27| konvergiert
die Fourier-Reihe von ¢ im quadratischen Mittel, d.h., in der L?-Norm, gegen t. L]

Aufgabe 4.38 Zeigen Sie: Der Durchschnitt endlich vieler o-kompakter Mengen ist wieder o-kompakt.

Aufgabe 4.39 Es sei [a,b] C IR ein Intervall und

¢ :[a,b] — [0, 27], :cr—>27rz_a

—a

Zeigen Sie: Die Abbildung f — fog definiert einen Vektorraum-Isomorphismus L*([0,2x]) — L*([a, b))

mit
27
IS ll2j0,2m)= 4/ o | fowllzay -
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Aufgabe 4.40 Es sei (pn)n>0 eine Folge von Polynomen mit Grad deg(py) = n. Zeigen Sie:

a) Die Menge der eingeschrinkten Polynome p,|]0,2n[€ L?(]0,2x() ist vollstindig.

b) Fiir jedes Intervall |a,b[C TR ist die Menge der eingeschrinkten Polynome py|la,bl€ L*(]a,b|)
vollstindig.

¢) Die Menge der Funktionen e~ - py,(z) in L2(IR) ist vollstindig.

d) Die Menge der eingeschrinkten Funktionen e~ - p,(2)[]0, oo in L?(]0, c0[) ist vollstindig.

Aufgabe 4.41 (Legendre-Polynome) Fir 0 <n € IN heifst

1 dr

Poi= e

(a? = 1)"

das n-te Legendre-Polynom.

a) Berechnen Sie Py, Py, Py, P3 und beweisen Sie deg(P,) = n.

Zeigen Sie:

b) Fiir jede Funktion f auf IR, die mindestens n-mal stetig differenzierbar ist, gilt

und folgern Sie daraus

Po, P] = 0 fii P, P, Gl g
[P, Pp] =0 fiir m #mn, [Py, Po] = m/l( —a”)"dx.
(Hier bezeichnet [ , | das Skalarprodukt in L*([—1,1]).)
¢) Fiir die Gamma-Funktion (Beispiel 4.36) gilt
I =1, FNz+1)=x-T'(x) (x>0),
301 @n+1)! 1
F'n+1)=n! (ne€N), I‘(n—|—§):§ ] F(i)
d) Es ist
1 1 ') - r'(n+1) 221 . (n!)? 2
1 —2%)"dx = B(—=,n) = —2 =2 P, P, = :
/,1( v)tdr = B(=3.n) T(n+2) ey ebl=gm
e) Die Polynome /251 . P, bilden eine ONB in L*([—1,1]).
Aufgabe 4.42 (Hermitesche Funktionen) Fir (0 <n € IN heifit
v e
Hy(z) = (—1)" - % ——e"
(@)= (e
das n-te Hermitesche Polynom und
hn(x) = e~ /2 H,, ()
die n-te Hermitesche Funktion. Das Skalarprodukt in L*(R) werde mit [ , | bezeichnet.
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a) Berechnen Sie Hy, Hy, Hs, Hy und zeigen Sie: H, ist ein Polynom vom Grad n mit dem hidchsten
Koeffizienten 2™.
b) Zeigen Sie
m ™ —? m—1
[hmyhn] = (_1) [—6 7Hn] = (_1) [

dx™

und folgern Sie daraus
[y hn] = 0 firm #n und  [hy, hy] = 2" - nl- /7.

¢) Zeigen Sie: Die Funktionen
1

\/27-nl /T

<y

bilden eine ONB in L*(IR).

Aufgabe 4.43 (Laguerresche Funktionen) Fiir 0 <n € IN heifit
dn

L, ="
(z) =€ -

(z"e™)
das n-te Laguerresche Polynom und
ln(z) := e %% Ly(z)

die n-te Laguerresche Funktion. Das Skalarprodukt in L?(]0,00[) werde mit [ , | bezeichnet.

a) Berechnen Sie Ly, Lo, L3, Ly und zeigen Sie: Ly, ist ein Polynom vom Grad n mit dem hichsten
Koeffizienten (—1)".

b) Zeigen Sie fiir n >m

n—1
d ne=t = .. = (=1)™ - m! .

0o gn—m
— (X
P dxn—1 ( 0 dxn—m

m—1

[, e "Ly = —m- [z

und folgern Sie daraus

[Emagn] =0 f’LLT' m # n,
sowte

U, 0] = /OOO e Ly (@)2dx = (—1)" /OOo ", e 7 L] = nlT(n + 1) = (n!)2.

¢) Zeigen Sie: die Funktionen

b
n:

bilden eine ONB in L?(]0, 00]).
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5 Flachenintegrale

In Kapitel 4 haben wir nicht nur das Riemann-Integral zum Lebesgue-Integral verallgemeinert, sondern
auch die Volumen-Integration im IR"™ kennengelernt. In diesem, abschlielenden, Kapitel 5 mochte ich
die Integration iiber p-dimensionale Fldchen im IR, 1 < p < n—1, behandeln. Als eine Art Einfithrung
betrachten wir den Spezialfall p = 1, d.h., den Fall der Kurven.

5.1 Kurvenintegrale

Definition 5.1 (Kurve) Eine Kurve im IR"™ wird definiert durch eine Abbildung f : I — IR"™ eines
Intervalls I C IR in den IR". Eigentlich ist man an dem Bild (= Spur) |f| == f(I) C R" der
Kurve interessiert. Aber die Kurve beschreiben, oder iber sie integrieren, kann man nur mit Hilfe der
Abbildung f. Diese Abbildung heifst Parametrisierung der Kurve.

Die Kurve heifst stetig, differenzierbar, ..., wenn die Parametrisierung stetig, differenzierbar,... ist.
Im Fall der differenzierbaren Kurven setzen wir entweder das Intervall I =|a,b| offen voraus, oder
dass I = [a,b] abgeschlossen ist, und f definiert und differenzierbar auf einem etwas gréfieren offenen
Intervall |a’,V/[D [a,b].

Beispiel 5.1 Jede Gerade im IR"™ mit Anfangsvektor a und Richtungsvektor v ist eine Kurve para-
metrisiert durch die affin-lineare Abbildung
frR—1IR", f(t)=a+t-v.
Die Kreislinie vom Radius r im IR? ist eine Kurve parametrisiert durch
Rt r-(cos(t),sin(t)).
Die Wendeltreppe (=Heliz) im IR3 wird parametrisiert durch

- cos(t)
R>t— | r-sin(t) |, rcelR.
c-t

Definition 5.2 Fine Umparametrisierung der Kurve f : I — IR" ist eine Abbildung g : J — IR"
wobei g = f o~y mit einer bijektiven Abbildung v : J — I. Figenschaften der Kurve an sich sind solche,
die sich bei einer Umparametrisierung nicht dndern.

Definition 5.3 Die Kurve

fi(¢)
fI—=R, [f(t)= E
fn(t)
set differenzierbar. Dann heifst
f1()
ro=1
fa(®)

der Geschwindigkeitsvektor der Kurve im Kurvenpunkt f(t).
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Bei einer Umparametrisierung wie in Definition 5.2 &ndert sich der Geschwindigkeitsvektor df /dt(t)

Y5y = T ig(s)) - 5).

in

Definition 5.4 Eine stetig differenzierbare Kurve f : I — IR™ heifst reguléir, wenn f'(t) # 0 fiir alle
t € I. In diesem Fall ist fir alle t € I der Einheitsvektor

ﬂszﬂwzwf%Wf@

definiert. Er heifft der Tangentialvektor der Kurve im Kurvenpunkt f(t).

Ist g(s) = f(7(s)) eine Umparametrisierung, so dndert sich der Tangentialvektor nicht, falls 7/(s) >
0. Er éndert sein Vorzeichen, wenn ~'(t) < 0.

Definition 5.5 FEine differenzierbare Umparametrisierung der differenzierbaren Kurve f heifft orien-
tierungserhaltend, wenn fiir die Umparametrisierungsabbildung ~y gilt, dass stets v'(s) > 0. Sie heifit
orientierungsumkehrend, wenn stets ' (t) < 0.

Wir wollen in diesem Abschnitt iiber Kurven integrieren. Dazu:

Definition 5.6 Die Kurve f : [a,b] — IR" sei stetig differenzierbar und u : |f| — IR sei eine stetige
Funktion. Dann heifit

b
[Juds = [Cuts)- | £ ) de
f a
Das Kurven-Integral von u tber die Kurve f.
Satz 5.1 Das Kurvenintegral dndert sich nicht bei einer Umparametrisierung.
Beweis. Es sei f : [a,b] — IR" eine stetig differenzierbare Kurve und g = f o v eine Umparametri-

sierung mit einer stetig differenzierbaren Abbildung v : [¢,d] — [a,b]. Wenn ~y orientierungserhaltend
ist, dann gilt vy(c) = a,~y(d) = b. Mit der Kettenregel folgt

d
Jwas = [utol) 1) 11 s
d
= [ a1 GO 1 6
= [ar@ i) a

= / uds.
f

Ist v orientierungsumkehrend, so werden im Integral die Grenzen a und b vertauscht, das Integral
dndert sein Vorzeichen. Aber gleichzeitig ist auch |y/(s)] = —v(s). L]
Der wichtigste Spezialfall eines Kurvenintegrals wie in Definition 5.6 ist u = 1:
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Definition 5.7 Die Kurve f : [a,b] — IR" sei stetig differenzierbar. Dann heif$t

ny= [ 17w )

die Bogenldnge der Kurve.

Beispiel 5.2 Wir betrachten ein Stiick des Finheitskreises, parametrisiert durch
f:00,0) = R2,  f(t) = (cos(t), sin(t)).

Wegen

| £(t) lI= \/sin2(t) + cos?(t) = 1
st die Bogenldnge dieses Keisstiickes = b.

So harmlos diese Rechnung auch ist, nur sie rechtfertigt die Definition des Winkels im Bogenmayfs
als Linge des zugehidrigen Kreisbogens.

Beispiel 5.3 (Funktionsgraph) Es sei h : [a,b] — IR eine stetig differenzierbare Funktion. Ihr
Funktionsgraph ist eine Kurve im IR? mit der Parametrisierung

[a,b] 5t — (t,h(t)) € IR2

Die Bogenlinge dieses Funktionsgraphen ist

/b 1+ 1(1)2dt.

Beispiel 5.4 (Einheitskreis als Graph) Die obere Hilfte des FEinheitskreises ist der Graph der

Funktion
—x

&

Die Linge des Kreisbogens tiber dem Intervall [u,v] mit —1 < u < v < 1 ist deswegen

v .’132 v 1
/u \/7 3: /u T— 22 r = arcsin(z)|, = arcsin(v) — arcsin(u)

Das ist, etwas anders formuliert, genau das Ergebnis in Beispiel 5.2.

h(z) =V1—122 mit Ableitung h'(z) =

Beispiel 5.5 (Bogenlinge der Ellipse) Wir betrachten die Ellipse

2
¥y _
mit zu 1 normierter waagrechter Hauptachse. Ihre obere Hilfte ist der Graph der Funktion
x) =bV1—22 mit Ableitung h'(z)=10b- i

V1—22

Die Linge des Ellipsenbogens iiber dem Intervall [u,v] wie eben ist deswegen

b2m2 1+ (2 -1z
Co1—a22

Dies ist ein sogenanntes elliptisches Integral. Obwohl es sich nur wenig vom Kreisbogenintegral unter-
scheidet, kann es fiir b # 1 nicht mit den uns bekannten elementaren Funktionen ausgedriickt, d.h.,
nicht in geschlossener Form integriert werden.
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Satz 5.2 (Abschitzung) Es sei f : [a,b] — IR"™ und u : |f| — IR wie in Definition 5.6. Wenn
lu(f(t)| < M fiir alle t € [a,b], dann gilt

b
/ uds
a

< M-L(f).

Beweis. Es ist

o=

Wichtigster Spezialfall des Kurvenintegrals [ ¥ uds ist der Fall, wo die Funktion v die Tangential-
komponente eines Vektorfeldes ist. Das heifit folgendes: Es sei A : |f| — IR"™ ein Vektorfeld definiert
auf der Spur | f| einer reguléren Kurve f : I — IR"™. Die Tangentialkomponente von A in Richtung der

Kurve ist
f'(@®) >
@) |

Definition 5.8 Das Kurvenintegral des stetigen Vektorfeldes A tber die regulire Kurve f ist

G NSO < [ a7 < [ 3 =10,

[

Aran(t) = (A(F(8)), Ty () = (A(f(t))

[ (809 = [ Auts = [ (70) 1.£) 10t = [ A0, 100

Wichtig und bemerkenswert ist, dass man zur Berechnung dieses Integrals die unangenehm auszu-
rechnende, weil mit einer Wurzel behaftete Grole || f/(¢) || nicht auszurechnen braucht.

Beispiel 5.6 FEs sein =2 und A(x,y) := (—y,z). Fir den Kreisbogen

f(t) =R (cos(t),sin(t)), 0<t<2m,

/ (A, ds) = / T (R(—sin(t), cos()), R(—sin(t), cos(t)) dt = [ R2dt = 2w B2
f 0 0

Satz 5.3 (Eigenschaften des Kurvenintegrals) a) Das Kurvenintegral [;(A,ds) dndert sich nicht
bei orientierungserhaltenden Umparametrisierungen der Kurve f. Bei orientierungsumkehrenden Um-
parametrisierungen dandert es sein Vorzeichen.

b) Ist || A(f(t)) ||I< M fir alle t, so gilt

‘ /f (A, ds)

¢) Ist A = grad(u) ein Gradientenfeld, so gilt

< L(f) M.

[ (avds) = [ (grad(u).ds) = u(f(®) = u(f (@),
f !
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Beweis a) Bei einer orientierungserhaltenden Umparametrisierung dndert sich der Tangentialvektor
T nicht, und damit auch nicht die Funktion As.,. Bei einer orientierungsumkehrenden Umparame-
trisierung dndert Ty und damit Ay, sein Vorzeichen. Die Behauptung folgt aus Satz 5.1.

b) Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist

[Atan| = [(AT) <[ Al - | T[=] A ll< M.

Die Behauptung folgt aus Satz 5.2.
c¢) Mit der Kettenregel wird

%U(f(t)) = (gradu(f(t)), f'(t)) = (A(£ (1)), £'(1)).

Und daraus folgt ,
[ o= [ Gt = u(e) - u(s )

Definition 5.9 Fine stetige Kurve f : [a,b] — IR" heifit stiickweise glatt, wenn es eine Zerlegung
a=ty<ti1 <..<tp=5b

des Intervalls [a,b] gibt, so, dass die Kurvenstiicke f|[t;—1,%;],l =1,...,k, regulir sind. Das Kurvenin-

tegral tiber diese Kurve ist dann
k

/fuds _ Z/tl w(f(8))dt.

1=1"t-1

Auch fiir stiickweise glatte Kurven f und stetige Funktionen u auf f ist das Kurvenintegral [ puds
definiert: Man integriert von tg bis ¢1, holt kurz Luft, integriert dann von ¢; bis to und addiert das
zweite Integral zum ersten, und macht so weiter bis zum Integral von t;_q bis t.

Definition 5.10 FEine stiickweise glatte Kurve f : [a,b] — IR™ heifit geschlossen, wenn f(b) = f(a)
15t.

Beispiel 5.7 Eine geschlossene stiickweise glatte Kurve ist etwa der Rand des Finheitsquadrats im
IR2. Eine Parametrisierung durch das Intervall [0,4] bekommt man mit

(t,0) 0<t<1)
-1y <t<2)
FO=9"53_11) @2<t<3)
(O,4—t) (3§t§4)

Fiir geschlossene Wege lautet Satz 5.3 ¢):

Satz 5.4 Die Funktion u sei stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™. Dann gilt fiir jede
geschlossene stiickweise glatte Kurve f in U:

/(gradu,ds) =0.
!
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Definition 5.11 Das Vektorfeld A sei stetig auf der offenen Menge U C IR™. Dieses Vektorfeld heifit
konservativ, wenn [;(A,ds) =0 fiir jede geschlossene stiickweise glatte Kurve f mit |f| C U.

Beispiel 5.8 Das Gradientenfeld einer jeden stetig differenzierbaren Funktion u auf U ist konservativ.
Ist A stetig differenzierbar auf einer offenen Kugel U C IR™ und erfillt dort die Symmetrie-Bedingung
(Satz 2.25), so ist A ein Gradientenfeld (Satz 2.26) und damit konservativ. Aber Aufgabe 5.3 ¢) zeigt,
dass dies auf U = IR?\ (0,0) nicht immer der Fall ist.

Definition 5.12 FEine offene Menge U C IR™ heiffit zusammenhéngend, wenn zu je zwei Punkten
x,y € U eine stickweise differenzierbare Kurve f : [a,b] — U existiert mit f(a) =x und f(b) =y.

Beispiel 5.9 Jede offene Kugel U ist zusammenhdngend: Man kann zwei Punkte x,y € U durch ein
Geradenstiick in U verbinden. Allgemeiner ist jede konvexe offene Menge zusammenhdngend.

Die offene Menge IR?\ (0,0) in IR? ist zusammenhingend, aber nicht konver.

FEs ser U := Uy UUy mat

Up={(z,y) e R?: (z—1)2+42 <1}, Us:={(z,y) eR2: (z+1)2+¢> < 1}.

Diese Menge U ist nicht zusammenhingend: Sei etwa x := (1,0) € Uy undy = (—1,0) € Us. Wenn es
eine stickweise stetig differenzierbare Kurve f = (f1, f2) : [a,b] — U mit f(a) = x und f(b) =y gdbe,
so wire fi eine stetige Funktion auf [a,b] mit fi(a) > 0 und f1(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz
gibe es ein t € [a,b] mit f1(t) = 0. Der Punkt f(t) = (0, fa(t) kann dann nicht zu U gehdoren.

Satz 5.5 Fliir ein stetiges Vektorfeld A auf der zusammenhdngenden offenen Menge U C IR"™ sind
dquivalent:

a) Das Feld A ist ein Gradientenfeld A = gradu.

b) Das Feld A ist konservativ.

Beweis. Wegen Satz 5.4 ist nur die Richtung b) = a) zu zeigen. Dazu fixieren wir einen Punkt
a € U. Weil U zusammenhéngend ist, gibt es zu jedem x € U eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve f : [a,b] — U mit f(a) =aund f(b) = x. Wir definieren die Funktion v : U — IR durch

u(x) = /f(A,ds).

Weil es viele Kurven f mit den angegebenen Eigenschaften gibt, miissen wir als erstes zeigen: Die
Definition der Funktion w ist sinnvoll, d.h.: Ist f; noch eine Kurve fi : [¢,d] — U mit fi(c) = a und
fi(d) = x, dann gilt [;(A,ds) = [; (A,ds). Dazu setzen wir die Kurven f und f; folgendermafen zu
einer Kurve f3 : [0,2] — U zusammen:

n o) flatt-(b—a)) falls 0<t<1
folt) = fild=(t—=1)-(d—c¢)) falls 1<t<2

Wegen f(b) = fi(d) = x ist f2(t) wohldefiniert fiir ¢ = 1 und stiickweise stetig differenzierbar. Wegen

f2(0) = fa) = a= fi(c) = f2(2)
ist fo geschlossen, also [, (A,ds) = 0. Mit Definition 5.9 ist aber

/Q(A,ds) _ /f(A,ds) _ /I(A,ds).
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Jetzt miissen wir noch zeigen gradu = A. Dazu fixieren wir x € U und eine Koordinate z,. Die
partielle Ableitung Ou/dz,u(x) ist nach Definition

d
au(x +t-e,)

t=0

Ist » > 0 klein genug, so liegt die Kurve fs(t) :=x+t-e,, [t| < r, ganz in U. Wir verbinden a mit
fa(=r) = x = r - e, durch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve f; und setzen diese Kurve f;
mit fo zusammen zu einer Kurve f, die a mit x verbindet. Dann ist also

u(x) = /f (A, ds) = / (A + [ (A.ds).

Damit wird

ou d [t
() = E[T(A,ey)dt

Die lineare Abbildung des IR? in sich mit Matrix

o-(23)

ist die Drehung um 7/2 nach rechts, d.h., in mathematisch negativer Richtung.
Definition 5.13 FEs sei f : [a,b] — IR? eine requlire Kurve mit Tangentialvektor T(t). Dann heift
N(t) := D -T(t)

der Normalenvektor an die Kurve f. Ist A ein stetiges Vektorfeld auf |f|, so heifit

/ (A, N)ds
f
der Fluss des Vektorfeldes A iiber die Kurve f.

Ist
A= (A,4) und T=(T1,T3),

so wird

(A, N) = A1N1 + A2N2 = A1T2 - A2T1 = det (A, T) .

Aufgabe 5.1 Die Kettenlinie ist der Graph der Funktion

y:a~cosh(f), a > 0.

a

Berechnen Sie die Bogenlinge des Stiicks der Kettenlinie iber dem Intervall [u,v].
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Aufgabe 5.2 Berechnen Sie die Linge der Schnittkurve der beiden Fldchen
{(z,y,2) € R®: 2y =182°} wund {z,y,z) € R3: 2> = 12y}
zwischen den Punkten (—6,3,—1) und (6,3,1).

Aufgabe 5.3 Berechnen Sie die Bogenlinge der

‘ (xv y) -
Astroide (cos(t), sin3(t)) 0<t<2r
Kardioide (2cos(t) + cos(2t),2sin(t) + sin(2t)) 0<t <27
Archimedischen Spirale t(cos(t), sm(t)) a<t<b
Logarithmischen Spirale el (cos(t), sin(t) —00<t<0

Aufgabe 5.4 Auf der rechten Halbebene {(x,y) € R*: x > 0} C R? ist die Funktion

p(z,y) == arctg (%)

stetig differenzierbar.

a) Berechnen Sie A := grad(y).

b) Zeigen Sie: Das Vektorfeld A ist wohldefiniert auf ganz IR*\ (0,0) und erfillt dort die Symmetrie-
bedingung (Satz 2.25).

¢) Es sei f:t— (cos(t),sin(t)) die Standard-Parametrisierung des Einheitskreises. Zeigen Sie:

/f (A, ds) = 2r.

Aufgabe 5.5 Es sei Q C IR? das Einheitsquadrat und 0Q dessen Rand, parametrisiert wie in Beispiel
5.7. Weiter sei A ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge, die Q enthdilt. Zeigen
Sie:

a) (Satz von Stokes, erste Version)

/8Q(A,ds) _ /Q (% _ aa—f;) d(z,y).

b) (Satz von Gaufl, erste Version)

/8Q(A,N)ds - /Q (% + %2) d(z,y).
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5.2 p-dimensionale Flichen im R"

Zunéichst einige Definitionen, die begrifflich in das zweite Semester, Paragraph 1.2 (Topologie) gehoren,
aber ohne die ich bisher auch ganz gut auskommen konnte.

Definition 5.14 Fs seix € IR". Eine Umgebung V' C IR" von x ist eine Menge V', welche x einthilt,

sowie auch eine offene Menge U C R"™ mit x € U.
Es sei V.C R" offen. Eine Teilmenge A C V' heif$t in V' abgeschlossen, wenn V' \ A offen ist.

Beispiel 5.10 Der Graph der Funktion sin(1l/z), x > 0, ist abgeschlossen in der Halbebene V :=
{(z,y) € R? : = > 0}. AufV ist ja die Funktion f(x,y) =y — sin(1/z) stetig. Und V \ A ist das
Urbild unter f der offenen Menge IR\ {0} C IR. Nach Satz 1.11 b) ist dieses Urbild offen.

Definition 5.15 FEs sei V C IR" offen. Fine in V abgeschlossene Menge A C V' heifst p-dimensionale
Flache, wenn zu jedem x € V

1) eine offene Umgebung Vyx C V' existiert,
2) eine offene Menge Ux C IR? existiert,
3) eine bijektive und in beiden Richtungen stetige Abbildung Fx : Ux — AN Vy existiert, so, dass

Fy differenzierbar ist und fiir alle u € Uy gilt Rang F'(u) = p.

Die Abbildung Fx heifit eine lokale Parametrisierung von A. Wenn alle lokalen Parametrisierungen
k-mal stetig differenzierbar sind, dann heifit die Fliche von Klasse C*.

Statt p-dimensionale Fliche sagt man meist p-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V. Ich be-
vorzuge hier den Ausdruck p-dimensionale Fliache, weil er nicht so abstrakt klingt.

Beispiel 5.11 Es sei f : [a,b] — IR" eine regulire Kurve, deren Parametrisierungsabbildung f injektiv
ist. Weiter sei V := R"™ \ {f(a), f(b)}. Dann ist f(Ja,b[) C V eine ein-dimensionale Fliche mit
Ux = U =]a, b|.

Hierzu ist mnoch zu zeigen, dass die Umkehrabbildung f=' : f(Ja,b[) —]a,b| stetig ist: Dazu sei
x = f(u) € f(Ja,b]) und x, € f(la,b[ eine Folge mit lim(x,) = x. Es sei u, = f~1(x,) €|a,b[.
Die Stetigkeit von f~1 bedeutet limu, = wu. Andernfalls gibt es ein ¢ > 0 und unendlich viele u,
mit |u, — u| > €. Nach Bolzano-Weierstraf$ gibt es dann eine in [a,b] konvergente Teilfolge w,, mit
luy, —u| > €. Sei v :=lim; u,,. Dann ist |u' — u| > € und v’ # u. Wegen der Stetigkeit von f ist aber

f(u,) = lim f(w,) =limx,, =x = f(u).
Das steht im Widerspruch zur Injektivitit von f auf |a,b].

Beispiel 5.12 Jede offene Menge X C IR™ ist eine n-dimensionale Fliche mit U =V = X und
F =id.
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Beispiel 5.13 Die Finheits-Sphdre
S={xeR":||x|=1}

ist eine (n — 1)-dimensionale Fliche im R™.
Dazu betrachten wir die 2n offenen Mengen

Vi={xeR":z;>0}, V. :={xeR":z <0}

7

Jedes x € S ist in einer dieser offenen Mengen enthalten. Weiter sei U := {x € R" ™1 :|| x ||< 1} die
offene Einheitskugel im IR und

FZi U — Vii, Fl-i(u) = (U, ey U1, /1= | W2, gy ey Up—1).
Dann st FZ-jE U —= 85N VZ»jE bijektiv und stetig, sogar von Klasse C° mit stetiger Umkehrabbildung

X = (1‘1, ey Lg— 1y Ljp1y ey $n)

Schliefilich hat die Funktionalmatriz

Mazximalrang =n — 1.

Definition 5.16 Die Abbildung Fx : Ux — X N Vx aus Definition 5.15 heifit Karte auf X. Sind
ui, t = 1,...,p, die Koordinatenfunktionen auf Ux C IRP, so heiflen die Funktionen

V= Uy OF,:l, i1=1,..,p,
lokale Koordinaten auf X.

Beispiel 5.14 FEine Karte der Bundesrepublik Deutschland ist eine Karte auf der 2-Sphdre, der Ober-
fliche unserer Erdkugel, im Sinn von Definition 5.15. Sind auf dieser Karte die Lingengrade senkrechte
Geraden und die Breitenkreise waagrechte Geraden so definieren Lingengrade und Breitenkreise lokale
Koordinaten im Sinn obiger Definition.

Es sei Fx : U — X N Vx eine Karte auf X mit F(u) = x fiir u € Ux C IRP. Wegen Definition 5.15,
Eigenschaft 3) ist die lineare Abbildung

Fy(u): R? - R"

injektiv.
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Definition 5.17 Der Bild- Vektorraum
Tx(X) := F,/{(u)(IRp) cIR”

heif$t der Tangentialraum an X im Punkt x. (Man denkt thn sich im Punkt x angeheftet.) Er wird
erzeugt von den Tangentialvektoren OFy/Oui(u), ..., 0Fy /Ou,(u) mit

0Fx1
= (u)
P Fx 8uz
ou (u) = :
z Ban
8ui

Sein orthogonales Komplement
Ny(X) =T (X))t = {y € R": (y,t) =0 fiir alle t € Ty (X)}
heifit der Normalraum von X in X.

Definition 5.18 FEs seien V,W C IR"™ offen. Ein Diffeomorphismus von V' auf W ist eine bijektive,

stetig differenzierbare Abbildung G : V. — W derart, dass auch die Umkehrabbildung G=: W — V

stetig differenzierbar ist. Sind wy, ..., w, die Koordinatenfunktionen auf IR™, so heiflen die Funktionen
gi=w;0oG,i=1,...,n,

krummlinige Koordinaten auf V.

Satz 5.6 Es sei V C IR" offen und X C V abgeschlossen. Dann sind dquivalent:

a) (Lokale Parametrisierung) Die Menge X C V ist eine p-dimensionale Fliche.

b) (Lokale Linearisierung) Zu jedem x € X gibt es eine offene Menge Vi C IR™ mit x € Vx C V und

krummlinige Koordinaten g1, ..., gn auf Vx so, dass

XNVe=A{y €Vx: gpta1(y) = ... = gnly) = 0}.

¢) (Lokale Gleichungen) Zu jedem x € X gibt es eine offene Menge Vi C R™ mit x € Vx C V und
stetig differenzierbare Funktionen gpy1, ..., gn auf Vx so, dass

9;/7+1(X)
XNVx={yeVx: gpt1(y) =... = gn(y) =0} wund Rang : =n—p.
9n ()

Beweis. a) = b): Wir fixieren eine Karte Fx : Uy — X N Vi und eine Basis tyy1,...,t, € Nx(X)
des Normalraums. Damit definieren wir eine Abbildung

n
G:Ux xR"? =", G(wi,..., Wp, Wpt1, ... Wp) := Fy(wr,...,wp) + Z w;t;.
i=p+1

Es ist G(u,0) = Fx(u) = x. Und die Funktionalmatrix von G im Punkt (u,0) ist

G/(uv O) = Fp/c,l(u)a"-an,p(u)v tp-l-l)-'-atn

Basis von Ty (x) Basis von Ne(X)
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Diese Matrix hat den Maximalrang = n. Nach Satz 2.16 (Umkehrsatz) ist lokal bei (u,0) diese Ab-
bildung G stetig differenzierbar umkehrbar. Nachdem wir Vi gegebenenfalls verkleinern sind also die
Funktionen

w0 Gt =uy, sy Wp O G != Up, Wp41 © Gt . w,oGt

krummlinige Koordinaten auf Vi mit
XNVe={yeVx: wp(y) =... =wp(y) =0}.

b) = c): Diese Aussage ist trivial, denn g,41 =0, ..., g, = 0 sind lokale Gleichungen fiir X.

c) = a): Die Funktionen gp41, ..., g, erfiillen bei x die Voraussetzungen des Satzes 2.17 (Implizite
Funktionen). Es gibt also eine offene Menge Vi C V und p Koordinatenfunktionen, etwa yi, ..., yp, so,
dass die Abbildung

G: y — (ylu "'7yp7gp+1(y)7 7gn(Y))

einen Diffeomorphismus
Ve =Wy, XNVy—-Ux:={weWx: wpy1 =...=w, =0}

definiert. Die Einschrinkung von G~1 auf Uy ist eine Karte auf X bei x. L]

Beispiel 5.15 Die n — 1-Sphdre vom Radius R im IR"
Sp—1(R) ={x e R" ;|| x |= R}

ist eine n — 1-dimensionale Fliche im R™. Mit der Funktion g,(x) =|| x ||* —R? erfillt sie die
Bedingung ¢) aus Satz 5.6. Fir alle x € S,,(R) ist ja

gn(x) = 2x # 0.

Beispiel 5.16 Jeder lineare Unterraum X C IR™ der Dimension p ist eine p-dimensionale Fldche.
Er ist ja Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems gp41(x) = ... = gn(x) = 0 mit n — p linear
unabhdngigen lineare Gleichungen.

Beispiel 5.17 (Torus) Die Torus-Fliche entsteht, indem man einen Kreis vom Radius r in der
x, z-Ebene hernimmt und um die z-Achse rotieren ldsst. Ist v der Kreisradius und R der Abstand des
Kreismittelpunktes von der z-Achse, so kinnen wir die Gleichung des Kreises als

(x—RP*+22—1r*=0
annehmen. Hier ersetzen wir x durch \/x? + y? und erhalten die Gleichung

g(xuyaz) = (\/m_R)2+2’2—T2 =0

fiir die Rotationsfliche X. Auf der x-Achse x =y = 0 ist die definierende Funktion g nicht differen-
zierbar. Aber wir setzen jetzt
O0<r<R
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voraus. Dann enthilt X keine Punkte dieser z-Achse. Die Menge X C IR3 ist eine (echte, zwei-
dimensionale) Fliche, wenn wir fir alle x € X zeigen kénnen: grad g(x) # 0. Dazu berechnen wir

2(Va? +y* - R)———

2492

d =1 2(y/x2 2_R yy
grad g(x) (Va2 +y )W

2z

Weil auf X nicht x = y = 0 sein kann, ist grad g = 0 dquivalent mait

Vai+y2=R, z=0.

Aber diese beiden Bedingungen sind fiir x € X nicht erfillbar.

Es sei x € X ein Punkt auf der p-dimensionalen Fliche X C V C IR™. Ferner liege fiir X in einer
offenen Menge Vx, x € Vx C IR" gleichzeitig vor

e cine explizite Beschreibung durch eine Karte Fy : Ux — V,

e cine implizite Beschreibung durch n — p Gleichungen g,41 = ... = g, = 0 wie in Satz 5.6 c).
Dann ist also fir i = p+1,...,n und u € Uy

gi(F(u)) =0.

Mit der Kettenregel folgt fiir j = 1,...,p

OFy
grad g;(x) - aT(u) =0.
j

Die n — p Vektoren grad g;(x) stehen also senkrecht auf den p Vektoren 0Fy/0Ou;(u), welche den p-
dimensionalen Tangentialraum T (X)) erzeugen. Weil die n—p Gradienten grad g;(x) linear unabhéngig
sind, erzeugen bilden diese eine Basis des Normalraums Ny (X).

Landkarten derselben Gegend auf unserer Erdkugel iiberlappen sich gelegentlich. Der Wechsel von
der einen zur anderen Karte bereitet dann Schwierigkeiten. Aber die wesentlichen Informationen diirfen
sich beim Kartenwechsel nicht &ndern. Genauso ist es beim Kartenwechsel auf einer p-dimensionalen
Fliache. Das machen wir jetzt prézise.

Es seien also auf der p-dimensionalen Flache zwei Karten

FL:U—- XNV, Fh:Uy—XnNW
gegeben. Sie iiberlappen sich, wenn
D:=XnNVinNnVy,=F(Uy) N Fy(Us) # 0.
In dieser Situation ist die Uberlappungsabbildung (der Kartenwechsel)
Py = (R|D) o F : F{ (D) — Fy (D)

definiert.
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Satz 5.7 Wenn X von Klasse C* ist, dann ist auch die Abbildung F» 1 von Klasse Ck.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 5.6, Richtung a) = b), betrachten wir die Abbildung G : Us X
IR — IR™. Sie ist von Klasse C* mit Fy = G5|Uy x 0. Wir fixieren x € D. Nachdem wir eventuell
Vo verkleinern, ist auch G5 L auf V von Klasse C* (Umkehrsatz). Dann ist auch Fp; = G5 Lo By auf
F7Y(D) von Klasse C*. L]

Den Sachverhalt in Satz 5.7 kann man auch so ausdriicken: Fiir i = 1,2 seien ugi), e uz(f) die lokalen
Koordinaten auf D definiert durch die Karte F;. Dann ist der Koordinatenwechsel

(ugl), ...,ug)) =F;0 (u?), ...,uf))

eine C*-Abbildung.

Satz 5.8 a) Der Tangentialraum Tyx(X) und der Normalraum Ny C IR™ sind Karten-unabhdingig.
b) Es sei D = XNViNVa wie oben und f : D — R. Die Funktion foFy auf F{ *(D) ist differenzierbar
(bzw. von Klasse C', 1 < k,) genau dann, wenn die Funktion f o Fy auf Fy; *(D) dies ist.

Beweis a) Weil Ny das orthogonale Komplement von T ist, geniigt es, die Behauptung fiir den
Tangentialraum zu zeigen. Dazu wihlen wir eine implizite Beschreibung g,11 = ... = g, = 0 von X
bei x € D. Es sei u; = F] }(x) € Uy und ug = Fy ' (x) € Uy. Dann ist

8F1 8F1 1 8FZ 8FZ

span | —L(uy), .., —<u1>> — {gradgys1(x), .., grad gn(x)}* = span <—<u2>, —<u2>> .
<8u§1) 8u1(01) - 8u§2) 8u1(32)

b) Es ist fOFlz(fOFQ)OFQJ. D

Definition 5.19 Es sei X von Klasse C* und f : X — IR. Die Funktion f heifit differenzierbar auf
X (bzw. von Klasse C',1 < k), wenn f o F dies ist fiir jede Karte F' : U — X. Nach Satz 5.8 b) ist
diese Figenschaft bei x € X unabhdngig von der dort gewdhlten Karte.

So, jetzt miissen wir das Kurvenintegral [ f gds verallgemeinern zum Fléchenintegral [, gdo. Alles
geht im Wesentlichen genau so, wie beim Kurvenintegral, nur miissen wir uns iiberlegen, wodurch wir
ds =|| f'(t) || dt ersetzen. Der Tangentialraum an die Fliche ist aufgespannt durch die p Tangential-
vektoren OF/0uy, ...,0F /Ou,. Und deswegen ersetzen wir die Lénge des Tangentialvektors df /dt durch
das Volumen des p-dimensionalen Parallelotops

OF OF
Pl—.,..,— |,
ouy Ouy
das von den p angegebenen Tangentialvektoren aufgespannt wird. Das p-dimensionale Volumen eines p-
dimensionalen Parallelotops im IR" haben wir allerdings noch nicht gehabt! Wir gehen davon aus, dass

sich dieses p-dimensionale Volumen nicht &ndert, wenn wir es durch eine orthogonale Transformation
M : IR™ — IR" transformieren. Das fiihrt auf
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Definition 5.20 Es seien die p Vektoren vi,...v, € IR" gegeben. Dann gibt es eine orthogonale Trans-
formation M : IR"™ — IR", wleche diese p Vektoren in den Untervektorraum

RP={xeR": 2py1 =.. =2, =0}
abbildet. Und wir definieren das p-dimensionale Volumen des Parallelotops P(v1,...,vp) als
|P(V1,....;vp)|P = |P(Mvy,..., Mv,)],

das Volumen des in den IRP gedrehten p-dimensionalen Parallelotops. Das ist der Absolutbetrag der
Determinante der p x p-Matriz (Mvy,...,Mvy). (Hier werden die p Vektoren als Vektoren im IRP

aufgefasst.)

Diese Definition wirft einige Fragen auf. Z.B.: Ist sie unabhéingig von der Wahl der orthogonalen
Transformation M? Oder: Wie sollen wir es ausrechnen? Hier hilft die Gramsche Determinante:

Definition 5.21 FEs seien vi,...,v, € IRP. Die Gramsche Determinante dieser Vektoren ist

g(Vl, ceey Vp) = \/det((vi.vj))i,j:17.,.7p,

die Quadratwurzel aus der Determinante der p X p-Matriz (Gramsche Matriz)

(vivi) (viva) .. (Vivp)
(vo.vy) (va.va) ... (Va.vy)
(vp:vl) (vp:v2) e (Vpvp)

Satz 5.9 a) Die Gramsche Determinante ist invariant unter orthogonalen Transformationen M :
R" — IR™.

b) Sind die Vektoren vi,...,v, enthalten in IRP C IR", so ist ihre Gramsche Determinante das p-
dimensionale Volumen des von diesen Vektoren aufgespannten p-dimensionalen Parallelotops.

Beweis. a) Die Matrix in der Gramschen Determinante hat als Eintrége lauter Skalarprodukte.
Diese @ndern sich nicht bei orthogonalen Transformationen. Also dndert sich auch nicht die Gramsche
Matrix, ebenso wenig wie ihre Determinante.

b) Wenn die letzten n — p Koordinaten der Vektoren vy, ..., v, alle = 0 sind, so betrachten wir
die p Vektoren wi,...,w, € IRP, die aus den Vektoren vi,..., v, entstehen, indem man diese letzten
n — p Eintrége streicht. Das p-dimensionale Volumen des p dimensionalen Parallelotops P(vy, ..., V)
ist dann

|P(W1,...,Wp)| = |det(wr, ..., wp)]|.

Wir betrachten die p x p-Matrix
W= (Wi,...,Wp).

Damit wird

|det(W)| = \/det(W)? = \/det(W?) - det(W) = /det(W - W).
Die Eintrige der Matrix W - W sind aber die Skalarprodukte
(WZWJ) = (VZ‘.Vj).
Und damit ist die Matrix W*- W die Gramsche Matrix der Vektoren vi, ..., v,. L]
Weltanschaulich wichtig ist die folgende Formel:
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Satz 5.10 (Lagrange-Identitét) Es sei 1 <p <n und vy,...,v, € R". Dann gilt

2
det((vi-vj))ij=1,.p = Z (detk17...7kp(v1, ...,vp)) .
1<k <ko<...<kp<n

Die letzte Determinante ist die Determinante der p X p-Matrix, die entsteht, wenn man aus der n X p-
Matriz (v1,...,vp) nur die Zeilen mit den Indizes ky, ..., k, nimmt.

Beweis. Wir rechnen erst mal los:

n
det((vi-vj))i,jzl,...,p = det <Zvi,k1}j7]€>
ivj:17"'7p

k=1

= Z szgn(a)( Z /Ul,k1va(1),]€1) Tt ( Z Up,kpva'(p),kp)

UGEP k1=1 kp=1
n
= Z ZSign(U)(Ul,kl%(l),kl) — (Up,kpva(p),kp)
kly "7kp_1 g
n
= Z det (viakivjvki)i7j:1,,,,’p
kly"'vkpzl

Hier ist die letzte Determinante ist etwas schwer zu verstehen. Deswegen mochte ich sie fiir p = 3
einmal hinschreiben

V1,k1V1,k1 V1,k1V2,k1r  V1,k1 U3,k Ul,ky V2,k; U3k
det | V2Vl ks V2kaU2ks V2koU3 ks | = VLkiU2,ko¥U3 ks - A€l | Viky V2ky U3 ko
U3,k3V1,ks  U3,k3V2,ks  U3,k3VU3,k3 Ul,ks V2,ks U3 ks

Wenn hier zwei der Indizes k1, k2, k3 iibereinstimmen, dann sind in dieser Matrix zwei Zeilen gleich und
ihre Determinante ist = 0. Wir konnen sie in der obigen Summe weglassen. Wir brauchen also nur iiber
Index-p-tupel (k1, ..., kp) zu summieren, wo alle k; voneinander verschieden sind. Jedes derartige Index-
p-tupel geht aber durch eine Permutation o € X, aus genau einem Index-p-tupel mit k1 < kg < ... <k,
hervor. Dazu gehort die Teilsumme

2

Z vl,kg(l)'...'vp,kg(p)~5ign(0)'det (vj,kl)lel = det (vi’km)i,mzl,...,p det (/Uj’kl)j,l=1,...,p = det (Uz‘,k;j)

ij=1,...p
Uezp 7] 9 7p

Und wenn man hier iiber alle Index-p-tupel mit k1 < ... < k, summiert entsteht die behauptete Formel.

1

Beispiel 5.18 (p =2) Fiir p=n =2 ist die Matriz der Skalarprodukte

(Vivi) (vive) ) VY-V mit der Matriz V= (v, V).
(Vg.Vl) (VQ.VQ)

Und die Lagrange-Identitit schrumpft zusammen auf

Vdet(VE- V) = \Jdet(V)2,
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Fiirp=2,n = 3 sind die 2 x 2 Unterdeterminanten det;, ;,(vi,va) gerade die Koordinaten des Kreuz-
Produkt-Vektors w := vy X vy:

deti2(vi,va) = w3
d€t1,3(V1,V2) = —W3
dety3(vi,va) = Wi

Und die Lagrange-Identitit wird die bekannte (?) Formel fiir die Linge des Kreuz-Produkt-Vektors
[ vix e [P=[[vi [P - | va |2 =(viova)®.

Dies kann man so interpretieren: Die Fliche des von zwei Vektoren vi,vs € R aufgspannten Paral-
lelogramms ist die Linge des Kreuz-Produkt-Vektors vi X va.

Im Allgemeinen kann man die p x p-Determinante |det;, . ;,(v1, ..., V)| interpretieren als das Vo-
lumen des p-dimensionalen Parallelotops, das aus dem Parallelotop P(v1,...,v,) entsteht, indem man
es in den Unterraum projiziert, der von den Basis-Vektoren e;,, ..., €;, aufgespannt wird. Dann ist die
Lagrange-Identitét soetwas wie ein Pythagoras fiir die Volumina p-dimensionaler Parallelotope.

Die Oberflache p dimensionaler Fliachen definieren wir als Integral {iber die Gramsche Determinan-

te. Wenn die lokale Parametrisierung F' stetig differenzierbar ist, dann ist diese Gramsche Determinante
g(0F/0uy, ...,0F [Ouy) stetig.

Definition 5.22 FEs sei X C V C IR" eine p-dimensionale Fliche und F : U — X eine Karte. Wenn
Uo C U kompakt ist, dann heift F(Uy) C X ein p-dimensionales Flichenstiick. Ist F von Klasse C1,
so ist die Oberfliche dieses Flichenstiicks definiert durch

O(F(Uy)) = /UO \lg (3—51, %) d(ur, oo up).

Diese Oberfliche ist auch definiert, wenn Uy offen, sowie beschrinkt ist, und die stetige Funktion g
beschrdinkt.

Beispiel 5.19 (Funktionsgraph) FEs sei U C R" ! offen und f : U — R stetig differenzierbar. Der
Funktionsgraph
X={(u,f(n):uelU}cV:=UxRCR"

ist eine (n — 1)-dimensionale Fliche, parametrisiert durch die C'-Karte F : u — (u, f(u)). Die
Tangentialvektoren dazu sind

1
(8F oOF )_
9w’ Bunr) 1
(5% Up—1 ﬁ 8f
8u1 Oun_l

Und die n x (n — 1)-Matriz all dieser Tangentialvektoren ist

ﬂn—l
grad f |-
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Die Gramsche Determinante berechnen wir mit der Lagrange-Identitit. Dazu brauchen wir die (n —
1) x (n —1)-Unterdeterminanten d;, . ;, , der obigen Matriz. Fir (iy,...,in—1) = (1,...,n — 1) ist dies
die Determinante det(E,_1) = 1. In allen anderen Fillen ist

(il, '--,in—l) = (1, ceey k‘, ...,n),

wobei k bedeutet, dass der Index k weggelassen ist. Die zugehorige Unter-Determinante ist (Entwick-
lung nach der letzten Zeile) £0f /Ouy. Die Lagrange-Identitit wird

0
= Y o=t S P

Damit wird die Oberfliche eines durch Uy C U parametrisierten Flichensticks

/ S+ || grad £ |Pd(ur, ..., un_1).
Uo

Beispiel 5.20 (Rotationsfliche) Die Funktion f(z) sei stetig differenzierbar und > 0 auf dem In-
tervall [a,b] der z-Achse. Wenn man den Funktionsgraphen von f um die z-Achse rotieren lisst ensteht
die zugehdrige Rotationsflache. Sie wird parametrisiert durch

F: (p,2) = (f(2)cos (), f(2)sin(p))-

Die zugehdrigen partiellen Ableitungen sind

—f(z)sz'n(@) f/(z)cos(gp)
3~ Eeaste) | or_ ENe
Deren Kreuz-Produkt-Vektor "
cos(p
ZF (?9]; f(2)| sin(p)
i (2

hat die Linge
7)1+ P
Damit wird die Oberfliche der Rotationsfliche

/2ﬂ/f V14 f(2)2dzdp = 27 - /f WL+ f1(z)2dz.

Das letzte Integral kann man interpretieren als Bogenintegral [ f ds der Funktion f iber die rotierende
Kurve.

Satz 5.11 (Kugeloberfldche) Firn > 2 ist die Oberfliche der Kugel K,(R) C R"

n—1 :
R" "o, mit o, =nk, =27 Kp_o.
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Beweis. Die ’obere’ Hilfte der Kugeloberfliiche ist
{xeR": 2%+ ...+ 22 =R* 2, > 0}.

Das ist der Graph der Funktion

frEaa(R) =R, flur,oun) = /R = (uf + ..+ 12 )).

Wir berechnen

of

_u —u 1
= e, grad f = e, (/14 | grad f |} = ——.
i /R [[u]] VRZ= [ u]? J1- 82

Mit Satz 4.16 b) wird die halbe Kugeloberfliche

1 1
S S
/Kn_lua 1- || 42 Kna() V1= [[u

Das letzte Integral ist die halbe Oberfliche der Einheitskugel. Bezeichnen wir die Oberfliche der
Einheitskugel im IR™ mit o,, so haben wir bewiesen: Die Oberfliche der Kugel vom Radius R im IR"
ist R" 1. o,.

Es bleibt die Berechnung von

1 / 1
“op = S,
27" Jka VI-Tul?

(Hier haben wir Satz 4.31 in Dimension n — 1 benutzt.)
Fir n = 2 ist

1 Tn72
u= n—l/ﬁn_/idr.
( ) 1 0 m

1 L dr
502 1'11/0 — arcsin(l) =m, 09 T

Das ist bekannt. Fiir n = 3 haben wir

1 1 1
— _  — P — 2 = =
03 = 2%2/0 Vi 2 - (=V1—7r )‘0 2w, o3 = 4m.

Das ist neu. Fiir n > 4 finden wir mit partieller Integration

1 n—2
/ Tidr:_ly/l_ n3_|_/ V1 —7r2. n4d7,._ n_ / \/—n4d7"
0

1—r2 2

Wieder mit Satz 4.32, jetzt aber in Dimension n — 3, ist

! 1
n—3)kn— / \/1—7“2?””_4dr:/ 1— || u ||2du = =k,
(n = 3)n—3 A s V [ w | 5in—2
1 Kn—
(n—3 / /1 24, — . Kn—2

2 Hn—3

Insgesamt erhalten wir mit x,_1 = 27 - k,—3/(n — 1) (Satz 4.32)

1rp_2 Kn—1Kn—2
Z B VP = (n—1)22"72 9k, o = .
20n (n )Fﬂn 1 2,%_3, On (TL ) PP TRp—2 = NKp
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Fiir n = 0 und n = 1 kann man sich tiber die Gréflen o, streiten. Setzen wir auch hier o, = n - Kky,.
Dann gilt also fiir kleine n mit Satz 4.32

nl01 2 3 4 5
4 2 2

k|1 2 p o™ BT
3 2 15

287r2
0n0227r47r271'?

Inzwischen ist die Notation etwas schwerféllig geworden. Meistens ist aus dem Zusammenhang klar,
welche Parametrisierung eines Flidchenstiicks wir meinen. Dann kiirzen wir die Gramsche Determinante

einfach mit \/g = \/g(u) ab und die Oberfliche des Fliachenstiicks Xo = F'(Up) mit

O(Xp) = g \/Edu:/X dPo.
0 0

Damit kénnen wir auch das Integral einer Funktion iiber ein Flichenstiick definieren:

Definition 5.23 FEs sei F': Uy — X ein p-dimensionales Fldchenstiick und f : Xo — IR eine stetige
Funktion. Dann heifit

fdPo:= Uof(F(U))\/g(U)du

das Integral von f tber das Fldchenstiick Xg.

Xo

Jetzt ist es hochste Zeit, dass wir uns - genau wie bei Kurven - um die Unabhéngigkeit dieses
Integrals von der Parametrisierung kiimmern.

Satz 5.12 Das Integral [ f dPo ist unabhdngig von der Parametrisierung des Flichenstiicks Xo.

Beweis. Es seien F; : Uy — X und F; : Uy — X zwei Parametrisierungen des gleichen Fléchenstiicks
Xo. Wie friiher sei Fp 1 = F2_1 o F1 : Uy — Uy die Ubergangsabbildung. Die zugehorigen Funktional-

matrizen sind OF OF
Fl(u) = (8—ui> und  Fj(ug) = <8—uz)

Die Kettenregel fiir Abbildungen (Satz 2.13) zeigt
Fi(u1) = (Fy 0 F)'(w1) = Fy(Faa(w)) - Fyy(wr).
Fiir die Gramschen Matrizen
Gi(w) = F{(w)" - Fi(u1) und Ga(us) = Fy(uz)" - F3(uz)

folgt daraus
Gi(w) = Fy 1 (u1)" - Go(Fyi(w)) - Fy y(uy)

und fiir die Gramschen Determinanten

Vor(ur) = \/ga(Foa(wr)) - |detFS y (uy)]:
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Und mit der Transformationsformel (Satz 4.55) erhalten wir

/f\/ﬁdul:/f\/ggongl\detFil\dul:/f\/g_gdug. 0

Eine Fldche X kann man nicht immer durch eine einzige Karte parametrisieren. Deswegen kann
man die Integration nicht immer nur auf einer Karte ausfithren. Es ist aber legitim, die Fldche X in
mehrere Flachenstiicke zu zerlegen. Man muss dann schreiben

wo F; : U; — X lokale Parametrisierungen sind und
Fi|(Us)o : (Us)o — Xi, (U)o C Us,

Flachenstiicke mit Nullmengen
FZ-_I(XZ' N Xj) C 9(Uj)o-

Beispiel 5.21 Den Torus (Beispiel 5.17) kann man global parametrisieren durch
cos(uy) - (R + rcos(uz))
F:U=10,27] x [0,27] 3 (u1,u2) — | sin(uy)- (R + rcos(uz))

rsin(usg)

Damit ist der Torus aber nicht als ein Fldchenstiick im Sinn von Definition 5.22 beschrieben und das
sogar aus zwei Grinden:

1) der Parameterbereich ist nicht offen,

2) die Parametrisierung ist nicht injektiv.
Aber wenn man F einschrinkt auf die vier Teilquadrate
Uy =1[0,7] x[0,xw], Uy=1[0,7] x[m,2x], Us=]I[0,7]x[m,2n], Us=[m 2x| x [r,2n],
dann hat man eine Zerlegung im oben angegebenen Sinn.

Definition 5.24 Hat man eine Fliche X = |J X; wie oben zerlegt in Flichenstiicke, dann setzt man

/depo::Z/Xifdpo.

Natiirlich muss man sofort zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der gewihlten Zerlegung
ist:

Satz 5.13 Es seien X = X; =Y 2wet Zerlegungen in Flichenstiicke. Dann ist

%:/Xifd%ZEj:/ijdpo.
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Beweis. Die Durchschnitte D; ; := X; NY; sind Flichenstiicke mit

Aufgabe 5.6 a) Bestimmen Sie die Flichen der von den Vektoren
vi = (1,0,1),vo = (0,1,1) bzw. wy =(1,0,1),ws = (0,1,—1)

aufgespannten Parallelogramme im IR3.
b) Bestimmen Sie die Oberfliche des (n—1)-dimensionalen Parallelotops im IR™, das von den Vektoren

vii=e +eq1,t=1,...,n—1,

aufgespannt wird.
¢) Bestimmen Sie die Oberfliche des n-dimensionalen Parallelotops im IR*", das von den Vektoren

vii=ert+exyy1, it =1,...,n,
aufgespannt wird.

Aufgabe 5.7 Es sei Ko(1) die Einheitskreisscheibe im IR?. Die Funktionen f; : Ko(1) — R, i =
1,2,3, seien definiert durch

fl($7y):x2+y27 fQ(xay):$2_y27 f3($7y):1_$2'
Bestimmen Sie jeweils die Oberfliche der Funktionsgraphen.

Aufgabe 5.8 Es seien f;: [-1,1] — R, ¢ = 1,2, definiert durch

1

filz) =1- 52’2, f2(2) = cosh(z).

Bestimmen Sie die Oberflichen der Rotationsflichen im IR?, die entstehen, wenn man die zugehérigen
Funktionsgraphen um die z-Achse rotieren ldsst.

Aufgabe 5.9 Die Oberfliche S der Einheitskugel im IR® mit den Koordinaten x,y, z werde parame-
trisiert durch

o x cos(p)cos(0)
0,27 x [=5. 513 (0,0) = | ¥ | = sin({p)fg;w)

Berechnen Sie

a) die zugehorige Gramsche Determinante,
b) [gd*o, die Kugeloberfliche,

¢) [gzd?o, d) [qx*d0.
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Aufgabe 5.10 Zeigen Sie: Die Parametrisierung der Einheitssphire S C IR® durch

V1 —ulcos(p)
F:U=[-1,1] x [0,27] 3 (u, ) — | V1 —u?sin(p)

ist flichentreu, d.h., fir jede messbare Menge Uy C U ist die Oberfliche von F(Uy) gleich der Fldche
Uol-

Aufgabe 5.11 Berechnen Sie die Oberfliche des Torus (Beispiel 5.17).

5.3 Hyperflichen im R"
Definition 5.25 Fine Hyperfliche im IR" ist eine Fliche H C IR"™ der Dimension p =n — 1.

Beispiel 5.22 Jede Kurve im IR? ist eine solche Hyperfliche. Die Einheitssphire
{xeR":||x|=1}

ist eine Hyperfliche im IR™. Das ist ein Spezialfall der folgenden allgemeineren Situation: FEs sei
V CIR" offen und f : V — R stetig differenzierbar. Die Nullstellenmenge

H:={xeV: f(x)=0}
dieser Funktion ist eine Hyperfliche, wenn grad f(x) # 0 fir alle x € H.

Der Normalraum Ny (H) an eine Hyperfliche H C IR" in einem jeden Punkt x € H hat Dimension
1. Er enthilt genau zwei Einheitsvektoren, die sich um das Vorzeichen unterscheiden. Sie heiflen die
Normalen-FEinheitsvektoren.

Beispiel 5.23 Ist H = {x: f(x) = 0} eine Hyperfiiche wie in Beispiel 5.22, dann ist

1
Tgradfe] 9t/

ein Normalen-Einheitsvektor in Ny (H). Sei etwa ganz konkret n = 3 und

1,2 2 22

o Y
f(fU,y»Z)'—E‘i‘b—g‘i‘c—g—l

mit a,b,c # 0. Dann ist {f <0} ein Ellipsoid und H = {f = 0} dessen Oberfliche. Auf H ist
2¢ 2y 2
gradf:(x y—Z>7éO

a?’ b2’ c?

Ein Normalen-Einheitsvektor in (x,y,z) € H ist

1 <2m 2y 22)
2B E g @)
a C
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Wir brauchen auch Normalen-Finheitsvektoren, wenn die Hyperfliche H nicht implizit als H =
{f = 0} gegeben ist, sondern explizit durch Karten F': U — V, U € IR""!. Dazu verallgemeinern wir
das Kreuz-Produkt zweier Vektoren im IR?® auf das Vektor-Produkt von n — 1 Vektoren im IR".

Definition 5.26 FEs seien vi,...,v,_1 € IR". Der Vektor
W = [V1,..., V1]

mit den Koordinaten

heifit das Vektorprodukt der Vektoren vi,...,vy,_1.

Beispiel 5.24 Der Fall n = 2 ist nicht sehr reprisentativ. Hier haben wir nur einen Vektor

Sein Vektorprodukt ist

. detg (V) . (%) .
vl= ( —detq(v) ) o ( —v ) D-v,
wo D die 2 x 2-Matriz vor Definition 5.13 ist, welche die Drehung um m/2 nach rechts beschreibt.

Beispiel 5.25 Fiir n = 3 ist dieses Vektorprodukt das tbliche Kreuzprodukt. Seien etwa

V1,1 V2,1
A\ V1,2 , Vg = V2,2 € IR?).
v13 V2,3
Dann ist
dety 3(v1,va) V12023 — V1,3V22
[Vi,vo] = | —deti3(vi,v2) | = | vi3v21 — V11023 | = V1 X Va.
dets 3(v1i,va) V11022 — V12021

Satz 5.14 (Eigenschaften des Vektorprodukts) a) Die Linge des Vektorprodukts ist

n
2
|| [V1>"'7vn—1] ||: \IZ (detl,,,,,z 77777 n(vla"'vvn—l)) = g(vla"'vvn—l)a

die Gramsche Determinante.

b) Die beiden linearen Abbildungen IR™ — IR
X — (X.[v1, .., V1)) und x+— det(x,vi,...,Vp_1)

sind identisch gleich. Insbesondere ist [vy,...,vn_1] # 0 genau dann, wenn die Vektoren vi,...,vp_1
linear unabhdngig sind.
¢) Firi=1,..n—1 ist

(VZ‘.[Vl, ceey anl]) = O,

d.h., das Vektorprodukt steht senkrecht auf allen Vektoren v;, 1 =1,...,n — 1.
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Beweis a) ist die Lagrange-Identitét. b) folgt durch Entwicklung der Determinante nach der ersten
Spalte. Und c) folgt aus b). Ul

Wir betrachten jetzt eine Karte
F:U—HCR" UcCR",

auf der Hyperfliche H. In x € H ist der Tangentialraum
oF OF >

Tx(H) = — ey
X( ) span (aul I ) 8u”71
und die n—1 Tangentialvektoren OF /0u; sind linear unabhéngig. Mit Satz 5.14 ¢) ist das Vektorprodukt

{ oF oF

Ouy” " Oupq

B
und erzeugt den Normalraum Ny (H). Daraus folgt

Satz 5.15 Im Gliltigkeitsbereich der Karte F ist das Vektorfeld

1 oF oF
N=— |— .., ———
[3U1’ ’5’%—1}

Y
ein Einheits-Normalen- Vektorfeld.

Jeder Einheits-Normalen-Vektor in x € F(U) stimmt mit Ny iiberein oder unterscheidet sich davon
um das Vorzeichen.

Definition 5.27 FEs seien
e H C IR" eine Hyperfliche,
o F:Uy— HyC H, Uy C R", ein Hyperflichenstiick auf H,
e N ecin Einheits-Normalen-Feld auf Hy,

e A ecin stetiges Vektorfeld auf Hy.

Dann heif$t das Integral
/ (AN)d" 1o
Hy
der Fluss des Feldes A diber das Hyperflichenstiick Hy in Richtung von N.

Ist insbesondere N gegeben wie in Satz 5.15, dann wird dieses Fluss-Integral

1 [OF oF

F F
/ (AN)d"to= (A.— 0 0 ) d" .
Ho Uo \/§

—_— ., A"y = det | A, —, ...
ouy’ ’8un—1D\/§ = o, 6( TOuy” T Oun—y
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Beispiel 5.26 (Funktionsgraph) Es sei U C R"™! offen, f: U — R stetig differenzierbar, und

F:U—TR", F(u)z(f(u)>.

u
oF gf
8ui N elzi

Dann ist firi=1,...,n—1

und 5 5
A 2L O
8u1 8un_1

<A, [‘LF oF D:det 4 100

8U1 8un,1 . 0 .. 0

A, 0 0 1

Die Entwicklung dieser Determinante nach ihrer ersten Spalte ergibt

0 0 0
Al—Aga—f—A:g—f—...—An f :Al—((Ag,...,An).gradf).
(73] 8u2 Un—1
Ist insbesondere Ay = ... = A, =0, so wird das Fluss-Integral
/ Aldnilu.
U

Beispiel 5.27 Wir betrachten die FEinheitssphire S = {|| x ||= 1} € R"™ und das Ortsvektor-Feld
A = x. Ein Einheits-Normalenfeld ist
N =x.

Das Fluss-Integral dieses Vektorfelds iber die Sphdre ist

/(x.x)d"flo = / d" 1o =o,,
S S
die Oberfliche der Sphdre.

In jedem Punkt einer Hyperfliche gibt es zwei Normalen-Einheitsvektoren, die sich um das Vor-
zeichen unterscheiden. Das schafft unerwiinschte Komplikationen.

Definition 5.28 FEs seien F1 : U — H und Fy :'V — H zwei Karten auf derselben Hyperfliche H.
Dann sind sowohl

0Fy 0Fy

or, o, on
Our’ 7 Oup_

Ovy” 7 Qupq

N, := { } auf F1(U) als auch Ng := { } auf Fo(V)

Normalen- Vektorfelder. Beide erzeugen den Normal-Raum Nx(H) in jedem Punkt x im Durchschnitt
D := F1(U) N F5(V). Deswegen gibt es eine stetige Funktion h auf D mit

Na(x) = h(x) - Ny(x) fir alle x € D.
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(Weil nie h(x) = 0 sein kann, ist fir zusammenhingendes D entweder immer h(x) > 0 oder immer
h(x) < 0.) Man sagt, die beiden Karten tberlappen orientierungs-erhaltend, wenn stets h(x) > 0. In
diesem Full stimmen die beiden Normalen-FEinheits- Vektorfelder

1
7N1
[ Ny ]

und

1
7N2
| N ||

iiberein.

Wenn zwei Karten orientierungs-erhaltend iiberlappen, dann sind auf deren gemeinsamem Gel-
tungsbereich fiir jedes Vektorfeld die beiden Fluss-Integrale gleich. Andernfalls unterscheiden sie sich
um das Vorzeichen.

Satz 5.16 (Kriterium fiir orientierungserhaltendes Uberlappen) Es seien F| : U — H und
Fy:V — H zwei Karten auf derselben Hyperfliche H mit Uberlappungsmenge D : F(U) N F(V) und
Ubergangsabbildung

Fyy=FytoF : F{ YD) — Fy Y(D).

Beide Karten tberlappen genau dann orientierungserhaltend, wenn fir alle u € Ffl(D) gilt
detFy,(u) > 0.
Beweis. Wegen Fy = F, o Fy 1 folgt aus der Kettenregel

Fi(u) = Fy(Fy1(u)) - F3,(u) .

nxn—1 nxn—1 n—1xn—1
Fiir die n—1xn—1-Unterdeteminanten dieser Matrizen ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz
F{(a)) = det,__; . (Fp(Fa1(u)) - det(F;, ().

Daraus folgt fiir die Vektorprodukte

N {aF1 OF, } B [8F2 OF,

— ey | = |, -det(Fy ) = Ny - det(F}
aulv ’8un,1 87)1’ ’8’1)n1:| 6( 2,1) 2 6( 2,1)>

und damit die Behauptung. L]

Definition 5.29 FEine Orientierung der Hyperfliche H wird definiert durch eine Uberdeckung H =
U H; mit Karten F; : Uy — H, so, dass je zwei Karten F; und F; orientierungserhaltend tiberlappen.
Die Orientierung ist das zugehdrige Einheits-Normalen-Feld. Die Hyperfiiche H heifst orientierbar,
wenn es eine solche Orientierung gibt. Die orientierbare Hyperfliche H heifst orientiert, wenn sie mit
einer der beiden mdglichen Orientierungen versehen ist.

Beispiel 5.28 Ist H C IR" eine Hyperfliche und N ein stetiges Normalen-FEinheits- Vektorfeld, so
definiert dieses Feld eine Orientierung von H.
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Beispiel 5.29 (Mobiusband) Das Mébiusband im IR3 wird parametrisiert durch

cgs(u) sm(u/2) - cos(u) 0<u<on
F(u,v) := | sin(u) | +v-| sin(u/2)-cos(u) |,
-l<v<l.
0 cos(u/2)
Es entsteht, indem man das v-Intervall | — 1,1] mit seinem Mittelpunkt auf dem FEinheitskreis her-

umfiihrt und und gleichzeitig um 180° dreht. Nach einem Umlauf hat sich die Orientierung umgedreht.
Das kann man auch nachrechnen. Dazu berechenen wir ein Normalen-FEinheits- Vektorfeld auf der
Kurve v = 0:

—sin(u) sin(u/2) - cos(u)
Z—Z(U,O) = cos(u) |, g—f(u, 0)=| sin(u/2)-sin(u) |,
0 cos(u/2)
cos(u/2) - cos(u)
N(u,0) = ?9_5(%0) X %—5(%0) = | cos(u/2) - sin(u)

—sin(u/2)

Das Resultat ist ein Einheits-Normalen-Feld, aber mit der Eigenschaft
N(u + 2m,0) = —N(u, 0).

Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

Das Fluss-Integral eines Vektorfeldes A iiber eine ganze Hyperfliche H wird wie iiblich definiert als
die Summe der Integrale iiber endlich viele Hyperflichenstiicke H; C H, die ganz H iiberdecken, und
die sich gegenseitig nur in Nullmengen (beziiglich ihrer jeweiligen Karten) schneiden. Die Normalen-
Einheits-Vektorfelder, definiert durch die jeweiligen Karten, miissen in den Durchschnitten iiberein-
stimmen. Das geht nur, wenn die Hyperfliche H orientierbar ist! Wenn H das nicht ist, dann ist das
Fluss-Integral nicht sinnvoll definierbar.

Wichtige orientierbare Hyperflichen sind Rédnder von Volumina.

Definition 5.30 Fin Volumen X C IR" ist nichts anderes als eine kompakte Menge. Der Rand 0X
(Definition 1.6) ist dann auch kompakt. Man sagt, das Volumen X hat glatten Rand, wenn zu jedem
x € 0X eine offene Umgebung Vyx C IR™ und eine C'-Funktion fx : Vx — IR emistieren so, dass

o XNVi={yelk: fly) <0},
o grad fx(y) # 0 fir alley € 0X N V.
Nach Satz 5.6 c) ist der Rand 0X eines Volumens X mit glattem Rand eine Hyperfldche.
Beispiel 5.30 Es sei f:IR" — IR eine C'-Funktion und ¢ € R so, dass die Menge
X, = {x € R": f(x) <} CR"
kompakt ist. Der Rand 0X. ist dann enthalten in der Niveau-Menge

{xeR": f(x)=c}.
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Dieser Rand ist glatt, wenn grad f(x) # 0 fir alle x € 0X..
Bekannte einfache Beispiele sind die Kugel vom Radius r > 0, hier ist

fE) == c=1

und das Innere des Torus (Beispiel 5.17), wo

f(x,y,z)Z(\,$2+y2—R2)2+z2, CZTQ'

Satz 5.17 Der Rand eines Volumens X C IR"™ mit glattem Rand ist eine orientierbare Hyperfidche.

Beweis. Es sei V C IR" offen und XNV ={y € V: f(y) < 0} wie in Definition 5.30. Auf 0X NV
definieren wir das stetige Feld von Einheits-Normalenvektoren
1
Ni=———
| grad f ||

Ist x € 9X NV, so ist die Richtungsableitung von f in Richtung N(x) mit Satz 2.3

-grad f.

Onf = (grad fN) = m(gradf.gradf) =|| grad f ||> 0.

Daraus folgt: Es gibt ein ¢ > 0 so, dass
fx+t-N(x)>0fir0<t<e

und
f(x+t-N(x)) <0fir —e<t<O.

Fiir 0 < t < e gehort also x+¢ - N(x) nicht zu X, wéhrend diese Punkte fiir —e < ¢ < 0 zu X gehoren.
Diese Eigenschaft ist unabhéngig von der Wahl von V' und der Funktion f. Das Feld N ist dasselbe
auf zwei iiberlappenden Karten von 0X. L]

Definition 5.31 Das Feld N aus dem Beweis von Satz 5.17 heifit das nach aulien weisende Normalen-
Einheits- Vektorfeld. Das Feld —N heif$t das nach innen weisende Feld. FEs sei X ein Volumen mit
glattem Rand und N das nach auflen weisende Normalen-FEinheitsfeld auf 0X. Ist das Vektorfeld A
stetig auf 0X, so heifit das Fluss-Integral

/6X(A.N)d”_10

der Fluss des Feldes aus X nach auflen.

Nicht alle Volumina haben einen glatten Rand. Manchmal ist der Rand aber noch stiickweise glatt.
Beispiel 5.31 (Quader) Fin Quader Q C IR" ist eine Menge
{xeR":a, <z, <b,,v=1,...,n} mit a, <b, firv=1,..n.
Der Rand 0Q des Quaders besteht aus den 2n Hyperflichen-Sticken

Hf ={x€Q:z,=b}udH, ={x€Q:v,=a,}, v=1,.,n.
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Ein nach aufen weisendes Einheits-Normalenfeld auf H wird definiert durch N = e,,, auf H,, durch
—e,. Dieses Feld N ist nicht mehr stetig auf 0Q. Auf den Kanten des Quaders dndert es seine
Richtung. Trotzdem ist fiir jedes stetige Vektorfeld A auf Q@ der Fluss nach auflen immer noch sinnvoll
definiert durch

/6Q(A.N)d"10 = zi:l /H (Ao o /H (e o

v

Satz 5.18 (Satz von Gaufl fiir Quader) Das Vektorfeld A sei stetig differenzierbar auf einer of-
fenen Menge, die den Quader QQ aus Beispiel 5.31 enthdlt. Dann gilt

/8 Q(A.N)d”’lo: /Q div(A)dx.

Beweis. Wir erinnern uns:
" 9A
div(A) =) —~.
= ox,

Fiir jeden dieser n Summanden berechnen wir das Volumen-Integral

04,
Q Oz,

dx,

indem wir zuerst in x,-Richtung integrieren. Nach Fubini ist das Resultat ja unabh&ngig von der
Integrationsreihenfolge. Wir erhalten

bl bl/—l bu+1 bn bl/ 8141,
/ / / / —dzx, | dxy...dzyp1dey,_q...d2.
a1 ay—1 Jaypt1 an a Oy

Das innere Integral ist mit dem HDI leicht auszuwerten. Es ist
Ap(T1, oo Ty 1, by Tyg 1y ey ) — Ay (X1, ey Ty 1, Ay Tyt 1y ooy Ty )

Mit der Notation aus Beispiel 5.31 ist das gesamte Integral

/m(A.e,,)d"*lo—/Ir(A.e,,)dnfloz/m(A.N)d"*ojL Hﬁ(A.N)dnflo.

v

Die behauptete Formel ergibt sich durch Addition dieser Integrale fiir v = 1, ..., n. L]

Im né#chsten Paragraphen miissen wir Satz 5.18 verallgemeinern auf Volumina, deren Rand lokal
so aussieht, wie der Rand eines Quaders. Solche Volumina werde ich Volumina mit stiickweise glattem
Rand nennen.

Definition 5.32 Fine kompakte Menge X C IR™ heif$t Volumen mit stiickweise glattem Rand, wenn
zu jedem x € 0X eine offene Umgebung V von x und lokale Koordinaten g, ..., gn auf V existieren,
sowie eine Zahl r < n derart, dass

g1(x) =0,...,9,(x) =0

und
XNV={yeV:ally <0,..,g.(y) <0}.
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Wenn hier r = 0 gewesen sein sollte, dann ist die Bedingung aus Definition 5.32 iiberhaupt keine
Bedingung fiir X NV. Esist X NV = V. Mit x gehort auch die ganze offene Menge V' zu X. Dann
kann x kein Randpunkt von X gewesen sein. In Definition 5.32 ist als immer r > 1.

Wenn r = 1 gewesen sein sollte, dann ist X NV die Menge {y € V : gi(y) = 0}. Das ist
eine Hyperfliche in V. Wir sagen: Der Rand von X ist in x glatt und x ist ein glatter Randpunkt
von X. Nach dieser Definition ist auch jeder Randpunkt y € 0X NV glatt, wenn eine einzige der
Ungleichungen g;(y) < 0 eine Gleichung ist, und die anderen Ungleichungen strikt sind.

Satz 5.19 O0b der Randpunktx € 0X glatt ist, das ist unabhingig von der Wahl der offenen Umgebung
V und der Wahl der lokalen Koordinaten g1, ...,g, auf V.

Beweis. Es seien V, V' offene Umgebungen von x und ¢i, ..., gn, bzw. g}, ..., g}, lokale Koordinaten
auf V bzw. V' mit

XNV={yeV:qgly) <0}, XnV ={yeV':g(y) <0,..,g.(y) <0}.

Nachdem wir zu V NV’ iibergehen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass V = V' ist. Wir betrachten
die Funktionen ¢/, ..., g. unter der Nebenbedingung g; = 0. Weil die Menge

{yeV:galy) =0}

zu X gehort, ist fiir alle y € V', die der Nebenbedingung ¢1(y) = 0 geniigen

g (y) <0,...,g.(y) <O.

Weil aufierdem ¢} (x) = ... = g/.(x) = 0 ist, haben die Funktionen ¢/, ..., g, bei x ein lokales Extremun
unter der Nebenbedingung g = 0. Aus Satz 2.24 folgt

grad gy (x) = A1 - grad g1(x), ..., grad g.(x) = A - grad g1 (x).
Weil g, ..., g}, lokale Koordinaten sind, ist
Rang(grad g} (x), ..., grad g, (x)) = n

maximal. Dann muss
Rang(grad gy (x), ..., g, (x)) =

sein. Alle diese Gradienten sind aber Vielfache von grad g;(x). Daraus folgt » = 1. Also ist x auch
glatter Randpunkt beziiglich der lokalen Koordinaten g¢f, ..., ¢/,. L]

Mit den lokalen Koordinaten gy, ..., g, kann man Integrale iiber X und {iber 9.X in Integrale {iber
geradlinige Koordinaten transformieren. Dazu betrachten wir den Diffeomorphismus

g1
G = : :V—-UCR"
In
und die (stetig differenzierbare) Umkehrabbildung F': U — V. Dann ist

GXNV)=QnU uwd FQNU)=XNV
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mit
Q={ueR": u <0,...,u <0}

Mit der Integral-Transformationsformel transformiert man fiir eine stetige Funktion f auf X NV das
Volumenintegral iiber X NV vermoge

/ F(y)dy = / F(F(w))|detF' (u)|du.
Xnv QNU

Komplizierter ist die Transformation des Fluss-Integrals iiber den Rand von X.
Dazu fixieren wir v, 1 < v < r, und betrachten die Hyperfliche

H,={yeV:gl(y) =0}
Unter G wird sie abgebildet in die Hyperfliche
K,={ueU: u, =0}

Auf H, ist das Vektorprodukt

oF oF oF

90 By O
ein Normalenfeld. Ist N das zugehorige Normalen-Einheitsvektorfeld, so transformiert sich das Fluss-
Integral vermoge

v

OF oF OF
n—1_ _ n—1
/ (AN)d" o= . det (A, Pur g —8un> d" " u.

Das Problem dabei ist vor allem, dass das so definierte Normalenfeld nicht immer nach auflen weist:

Satz 5.20 In der soeben prizisierten Situation ist

Cofor o oF
detF' |0u;’ 7 Ouw,’ " Ouy,

ein nach auflen weisendes Normalenfeld.

Beweis. Das Vektorfeld gradg, auf H, weist nach auflen. Dieser Vektor ist der v-te Zeilenvektor
in der Funktionalmatrix G'(y), y € H,. Mit u = G(y) ist G'(y) = (F'(u))~!. Wir verwenden die
Beschreibung der inversen Matrix aus der Linearen Algebra

1

(F )™ = Smm)

- (F' ()b
mit der adjungierten Matrix
. t
(F'(w)*¥ = (1) det},F' (w)) -

Hier bedeutet deti die Streichungsdeterminante zur k-ten Zeile und der [-ten Spalte. Damit wird
grad g,(y) der Vektor

1
det F'(u)

(_1)1/+1

((—1)k+udet};F’(u))k:Lw’n = detF'(w)

((—1)k+1detZF’(u))k =
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_(=y*tt Jor  9F  OF
~detF'(u) [Ouy’ 7 0w, Ouy | L]

Um den Fluss eines stetigen Vektorfeldes iiber den Rand eines globalen Volumens mit stiickweise
glattem Rand zu definieren, muss man diesen Rand aus (glatten) Hyperflichenstiicken zusammenset-
zen. Es ist klar, wie das gehen muss: Ist V eine offene Menge wie in Definition 5.32, so ist 0.X NV die
Vereinigung der Mengen

Hi={yeV:aly) =0,0(y) <0,..9(y) <0},

Hy:={yeV:gly) <0,..9—1(y) <0,9-(y) =0}

Wenn diese Mengen kompakt wéren, dann wiren sie Hyperflachenstiicke, und wir kénnten das Fluss-
Integral dariiber bilden. Aber am Rand von V horen diese Mengen auf kompakt zu sein. Das kann
man irgenwie reparieren. Aber dann muss man all diese Hyperflichenstiicke zusammensetzen, um den
ganzen Rand von X zu erhalten. Das ist technisch schon sehr aufwendig. Und der zusammengestiickel-
te Beweis des Satzes von Gauf} ist schier unmdglich. Deswegen werde ich im néchsten Paragraphen
eine neue Technologie einfiihren. Ich werde den Rand und alle vorkommenden Integrale nicht zusam-
menstiickeln, sondern aufweichen.

Aufgabe 5.12 Es sei X C IR? das Volumen
{(z1,22,23) € R3: 22 + 22 < 4,0 < 23 <3}.
Weiter sei das Vektorfeld
A:R® - TR A(x)= (4o, —2x3, 23)

gegeben. Berechnen Sie (ohne den Satz von Gaufl)
a) [y div(A)dx,
b) den Fluss des Feldes A aus X nach auflen.

Aufgabe 5.13 FEs sei
Sti={xeR*: a2 + a3+ 23 =r% 23 >0}

die nordliche Halbkugelfliche vom Radius r. Sie sei orientiert durch das Normalenfeld N = x. Weiter
set

f:]0,1] = R3, t+s (cos(2nt), sin(2mt),0)
eine Parametrisierung fiir den Rand des Flichenstiicks S*. Das Vektorfeld A sei gegeben durch
A(X) = (.1‘2, .1‘1(1 — 2.1‘3), —.1‘1%‘2).

Berechnen Sie (ohne den Satz von Stokes)

a’) ff(Ad8)7
b) [+ (rot(A).N)do.
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Aufgabe 5.14 Der Volltorus im IR? ist das Volumen

{(@.9,2) € RS : (fa2 +y2 = R+ 22—+ <0},

Seine Oberfliche ist die Torus-Fldiche aus Beispiel 5.17.
a) Zeigen Sie (etwa mit dem Cavalierischen Prinzip): dieser Volltorus hat das Volumen 272 - r?R.
b) Zeigen Sie: die Torusoberfliche wird parametrisiert durch

x = (R+rcos(0))cos(yp),
= (R+rcos(0))sin(y),
z = rsin(f),

wo 0 < p,0 < 27.
¢) Es sei N das durch die Parametrisierung definierte Normalenfeld auf der Torusoberfliche. Zeigen

Sie: Dieses Normalenfeld weist nach auflen.
d) Zeigen Sie: fir das Ortsvektorfeld A = x ist

(AN) = 2r2R - (1 4 cos*(0)).

e) Berechnen Sie (ohne den Satz von Gauf$) den Fuss des Feldes A aus dem Torusvolumen nach
auflen, und verifizieren Sie damit den Satz von Gauf fiir das Feld A auf dem Volltorus.

Aufgabe 5.15 Betrachtet werde der Quader
Q:{Xemn: a1 < 1 §b17~'7an§$n§bn}cmn

und das Vektorfeld

Zeigen Sie:
/BQ(A.N)d"lo = (a1 + b1+ ... +an +by) - Q).

Aufgabe 5.16 FEs sei H C IR" eine Hyperfliche. Es gebe zwei Karten F; : U; — H, i = 1,2, mit
H = F1(Uy) U Fy(Us). Der Durchschnitt Fy(Uy) N Fy(Us) sei zusammenhdngend. Zeigen Sie: H st
orientierbar.
Aufgabe 5.17 a) Berechnen Sie das Vektorprodukt

{8F oF ]

ouy’ 7 Ouy,

in der Situation von Beispiel 5.26. Was ergibt sich insbesondere fiir das Paraboloid:

1
n=2, f(uy,u)= 5(”% +u3)?

b) Das Paraboloid P sei mit der Orientierung aus a) versehen. Berechnen Sie den Fluss des Feldes
A := (z,u) durch das Stiick von P iiber dem Einheitskreis {u3 + u3 < 1},
B = (z,ul",uy), m,n € IN, durch das Stiick von P iber dem Einheitsquadrat

{0<u; <1,0<uy <1}
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5.4 Der Integralsatz von Gauf}

Die Zerlegung einer Hyperfliche in Hyperflichenstiicke ist die wesentliche Technik, um das Integral
tatséichlich zu berechnen. Fiir theoretische Beweise ist sie ziemlich unhandlich. Hierzu mdochte ich eine
neue Technologie einfiihren:

Es gibt eine C°°-Funktion g : R — IR mit

Dazu betrachten wir zunéchst die C°°-Funktion

91:R%[071]7 gl(x):

Die C*°-Funktion g : IR — IR definiert durch
g2(z) :=1—e-gi(x)

hat die Eigenschaften

e go(x) =1 fiir z <0,

e 0<goxr)<1lfiro<z<l1,

o —¢ < go(x) <O fiirz > 1.
Die C*°-Funktion g3 := g1(g2(x)) erfiillt deswegen

e gs3(x) =1/e fir z <0,

e 0 <gs(x)<l/efir0<z<1,

e g3(x) =0 fir z > 1.

Die Funktion g definiert durch
g(z) :=1—-e-gs(x)
schliefllich hat die Eigenschaften 1),2),3).

Satz 5.21 FEs seien 0 <1 < R gegeben. Wir betrachten die offenen Kugeln
K(r)c K(R) CIR"
um den Nullpunkt 0 € IR™. Dann gibt es eine C*°-Funktion h : R — IR mit
1) 0<h<1,

2) h|B, =1,
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3) h|(IR™\ Bg) = 0.

Beweis. Eine derartige Funktion wird definiert durch

h@y:1—gC%%5?). 0

So, jetzt beginnen mich die (Unterlassungs-) Siinden meiner Vergangenheit einzuholen. In 1.2 habe
ich definiert, was offene und abgeschlossene Mengen X C IR" sind. Auch was der Rand 0.X einer Menge
X C IR" ist, habe ich dort definiert. Was der Abschluss X einer Menge X C IR" ist, habe ich dort
aber nicht definiert. Auch ohne ihn war es bis jetzt ganz schon.

Definition 5.33 Der Abschluss X einer Menge X C IR™ ist die Menge X U 0X.
Satz 5.22 Der Abschluss X von X ist die kleinste abgeschlossene Menge des IR"™, welche X enthilt.

Beweis. a) Die Menge X = X UJX ist abgeschlossen: Fiir Y := IR™\ X ist Y = 0X. Zu zeigen ist,
dass Y\ 9Y offen ist. Sei also y € Y\ 9Y beliebig. Wenn wir zeigen kénnen, es gibt eine offene Kugel
K, (y) um y mit Radius r > 0, die ganz in Y \ 9Y enthalten ist, dann sind wir fertig. Andernfalls giibe
es aber in jeder Kugel K, (y) eine Punkt x € X U 0X. Dann gibt es in der Kugel auch einen Punkt
x € X. Das wiirde y € X U 9X bedeuten. Das ist aber gerade ausgeschlossen.

b) Es ist zu zeigen: Jede abgeschlossen Menge A C IR"™, welche X enthilt, enthilt auch X, d.h.,
auch den Rand 0X. Nun ist U := IR" \ A offen. Falls 0X C A nicht gelten wiirde, dann gébe es einen
Punkt y € U, der zu X gehort. Wegen der Offenheit von U geht das nicht. L]

Definition 5.34 Es sei X C R"™ und f : X — IR. Der Triger supp(f) von f ist der Abschluss der
Menge
{xe X: f(x)#0}.

Satz 5.23 Es sei U C R" offen und f: U — IR von Klasse C* mit supp(f) C U kompakt. Dann ist
die Funktion f:IR"™ — IR definiert durch

auch wieder von Klasse C*.

Beweis. Nur fiir x € 9U ist es nicht ganz trivial, dass f bei x k-mal stetig differenzierbar ist. Aber
wegen UNOU = ) ist x ¢ K := supp(f) C U. Dann gibt es eine offene Kugel B um x mit BN K = (.
Auf B ist f die Null-Funktion und damit unendlich oft differenzierbar. L]

Satz 5.24 FEs seien K C U C IR" mit K kompakt und U offen. Dann gibt es eine C-Funktion
h:R"™ — IR mit

1)0<h<1,
2) h(x) =1 fir allex € K,

3) der Trager supp(h) ist kompakt und in U enthalten.
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~ Beweis. Zu jedem x € K gibt es eine Kugel B,(x) um x von einem Radius r > 0 mit Abschluss
By, (x) € U. Weil K kompakt ist, wird es durch endlich viele derartige Kugeln B, (x;) tiberdeckt.
Nach Satz 5.24 gibt es fiir jedes i eine C°°-Funktion h; : IR” — IR mit

2) hi|By,(x;) =1,
3) supp(h;) C By, (x;).

Die Funktion f := )", h; hat dann die Eigenschaft 3) der Behauptung. Weiter ist f(x) > 1 fiir alle
x € K. Ist g die Funktion vom Beginn dieses Abschnitts 5.4, so hat g o f zusétzlich die Eigenschaften
1) und 2) der Behauptung. L]

Satz 5.25 (Folgerung) FEs sei K C IR" kompakt, enthalten in der Vereinigung U7" U; endlich vieler
offener Mengen U; C IR™. Dann ist K = " K; Vereinigung kompakter Mengen K; C K mit K; C U;.

Beweis (Induktion nach m). Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen. Wir beweisen die Behauptung fiir
m = 2: Die Menge K’ := K \ Us ist kompakt und es ist K’ C U;. Nach Satz 5.24 gibt es eine stetige
Funktion A : R®" — IR mit 0 < h < 1, h|K’ = 1 und supp(h) C U;. Wir definieren die kompakten
Teilmengen

Klzz{XEK:h(x)zé}, KQ::{XEK:h(X)S%}

von K. Dann ist K = K; U Ky klar. Wegen K7 C supp(h) ist K1 C U;. Wegen Ko N K' = () ist
Ky C Us.

Schluss (von m auf m + 1): Es sei U := Uy U ... UUy,. Dann ist K C U U U,,+1. Wegen der fiir
m = 2 bewiesenen Aussage ist K = K’ U K,;,11 mit kompakten Mengen K’ C U und K11 C Up1-
Nach Induktionsannahme ist K’ = J7* K; mit kompakten Mengen K; C U. L]

Satz 5.26 (Zerlegung der Eins) Es sei K C IR" kompakt und K C X, U; mit endlich vielen
offenen Mengen U;. Dann gibt es C*°-Funktionen h; : R — IR mit

o h; >0,
o supp(h;) C U; kompakt,
e > hi(x) =1 firalex e K.

Beweis. Nach Satz 5.25 wihlen wir kompakte Mengen K; C U; so, dass K = [J;, K;. Nach Satz
5.24 existieren C*°-Funktionen f; : IR" — [0, co[ mit

filx)=1firx € K; und supp(f;) C U; kompakt.
Wir setzen

f=>
i—1

Dann ist
m

fx)>1firxe K und supp(f) = 6 supp(f;) C U U;.
i=1 i=1
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Am liebsten wiirden wir

setzen, denn dann ist fiir alle x € K

S
2 it =S5y b

Auf K geht das in Ordnung, aber leider ist h; dort nicht definiert, wo f(x) = 0 ist, selbst wenn
fi(x) = 0 sein sollte.
Wir miissen noch einmal schrumpfen: Wir definieren die offene Menge

U::{XEIR”:f(X)>%}.

Dann gilt
K cU C supp(f) C UUi'

Nach Satz 5.24 gibt es eine C'*°-Funktion g > 0 auf IR"™ mit
g(x)=1firxe K und supp(g) CU.

Wir definieren Funktionen h; : IR™ — [0, co[ durch

{ 9 1) pnixev

hi(x) := fx)

0 sonst

Wegen f(x) > 0 fiir x € U ist h; wohldefiniert. Auflerdem ist h; von Klasse C*°. Nur fiir x € OU ist
das nicht klar. Aber wenn x zu OU gehort, dann gehort x auch nicht zu der abgeschlossenen Menge
supp(g). Es gibt eine offene Umgebung von x, auf der ¢ = 0 und f > 1/4. Deswegen ist h; auch in
diesem Punkt x von Klasse C'*°.

Mit diesen Funktionen h; haben wir

supp(u;) C supp(fi) C Us

und fiir alle x € K

m m m
9(x) - fi(x) fi(x)
hi(x) = = =1
20 =2 TR T 2 0

Satz 5.26 wird folgendermaflen angewendet: Eine stetige Funktion f sei zu integrieren iiber die
kompakte Menge K C R". Ist K C |J%; U; mit offenen Mengen U; und h;, i = 1, ..., m, eine Zerlegung
der Eins wie in Satz 5.26, dann gilt

/K F(x)dx = /K ;hi(x) F(x)dx = ; /K ho(x) f (x)dx = ; h (%) f (%) dx.

KnNU;

Die globale Integration (iiber K) beim Satz von Gaufl wird damit zuriickgefiihrt auf lokale Integratio-
nen (iiber K N ;).

Zunichst verwenden wir diese Technik, um das Rand-Integral fiir Volumina mit stiickweise glattem
Rand iiberhaupt zu erkléren:

135



Definition 5.35 FEs sei X C IR" ein Volumen mit stiickweise glattem Rand. Dann gibt es endlich viele
offene Mengen Vi, i = 1,...,m, mit X C U2, V; und so, dass fir jedes i die Menge X N'V; beschrieben
wird wie in Definition 5.32 mit lokalen Koordinaten gY), ey gr(f).

hi, i =1,...,m, mit supp(h;) C V; kompakt. Dann ist

Wir wéihlen eine Zerlegung der Eins

0X = U 0X N supp(hy).
i=1

Und jeder Durchschnitt X N supp(h;) besteht aus den r Hyperflichenstiicken
Hij = {x € supp(hi) : g1(x) <0,...,g;(x) =0, ..., g(x) < 0}.
Ist weiter A ein stetiges Vektorfeld auf X, so definieren wir den Fluss von A iiber 0X nach auflen

als
Z/ hi(x) - (AN, ;)d" o,
ig i
wo N ; ein nach auflen weisendes Normalen-Einheitsfeld auf H; ; ist.

Natiirlich wére hier als erstes zu zeigen, dass das so definierte Integral von der getroffenen Wahl
der V; und der Zerlegung der Eins unabhéngig ist. Aber beim Beweis des Satzes von Gaufl wird das
(fiir stetig differenzierbares A) mit herauskommen. Deswegen mochte ich diese Unabhéngigkeit hier
nicht extra beweisen.

Satz 5.27 (Integralsatz von Gaufl) Es sei X C IR" ein Volumen mit stiickweise glattem Rand, A
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf (einer offenen Umgebung von) X und N ein nach aufSen
weisendes Normalen-FEinheits- Vektorfeld auf 0X. Dann gilt

/X div(A)dx = /8 X(N.A)dn—lo.

Beweis. Wir wahlen offene Mengen V;,7 = 1,...,m, und lokale Koordinanten gJ(-i) auf V; mit X C
U2, V; und so, dass X N'V; wie in Definition 5.32 beschrieben wird. Weiter sei h;, ¢ = 1,...,m, eine
zugehorige Zerlegung der Eins. Dann ist also auf X

m m
A= h; - A und / div(A)dx = / div(h; - A)dx.
; X = ; XNvi ( )

Deswegen geniigt es zu zeigen

/ div(h; - A)dx = / (N.h; - A)d" o
XnVy; oXnNy;

Um unsere Notation zu verschlanken unterbrechen wir den Beweis hier und holen nochmal Luft.
Wie wir sahen, geniigt es, den Satz von Gauf} in der Situation von Definition 5.32 zu beweisen:

Satz 5.28 (Satz von Gauf}, lokal) Es sei V' C R" offen, und ¢, ...,g9n seien lokale Koordinaten
auf V. Weiter sei

X={yeV:aly)<0,..,9(y) <0}
Das Vektorfeld A sei stetig differenzierbar auf V- mit kompaktem Trager. (D.h., es gibt eine kompakte
Menge K C'V mit A(y) =0 fir alley € V,y & K). Dann gilt

/X div(A)dx = /8 X(A.N)dn—lo.
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Beweis. Bevor wir in den Beweis einsteigen merken wir zwei Tatsachen an:

1) Weil die Funktion div(A) auBlerhalb von K verschwindet, ist ihr Integral nur iiber die kom-
pakte Menge X N K zu bilden, und damit wohldefiniert. Ahnlich ist das Fluss-Integral auch nur {iber
kompakte Hyperflichen-Stiicke zu bilden und ebenfalls wohldefiniert.

2) Wenn die g1, ..., g, keine lokalen, krummlinigen Koordinaten auf V' sind, sondern die euklidischen
Koordinaten x1, ..., x,, dann gibt es einen Quader ) der Form

Q={xeR": a1 <21 <0,...,ar < <0,ar41 < Tpp1 < bpj1,..0,ap < xp < by}

mit @QNV = XNV. Weil der Tréger des Vektorfeldes A in V enthalten ist, kénnen wir dieses Vektorfeld
= 0 auf @ fortsetzen, und erhalten ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf ) mit

/ div(A)dx = / div(A)dx, / (AN)d" o= [ (AN)d" Lo
X Q X aQ
Fiir dieses Vektorfeld auf @ ist der Satz von Gauf aber schon bewiesen (Satz 5.18).

Der Beweis des Satzes besteht jetzt darin, die Aussage auf V' mit seinen krummlinigen Koordinaten
g1, ---» 9 in eine Aussage auf einer offenen Menge U mit euklidischen Koordinaten x1, ..., z, zu transfor-
mieren. Dazu betrachten wir den Diffeomorphismus G : V- — W C IR" aus Definition 5.32. Die offene
Menge W nennen wir jetzt U und die euklidischen Koordinaten auf U = W nennen wir uq, ..., U,.
Dann ist also g; = u; o G fiir i = 1,...,n. Wir bezeichnen mit F : U — V die Umkehrabbildung G~!.
Dann ist also u; = g; o F' und

XNV=FQ) mitQ:={ueclU:u <0,..,u, <0} CU.

Fiir das Hyperflichenstiick

H;:=0XnNn{g; =0}, i=1,...,rm
gilt
Mit Satz 5.20 ist das Fluss-Integral iiber H;

- : oF  OF  OF
ANduy...dv;...du, = =+ 1)itlger A, S 2898
IQO{UFO}( Jdus...dui...du Qﬂ{ui:O}( )7 det ( "Ouy” T Ouy T Ouy,

= =+ me{uiZO} BidUL..d{Li...dun

oF oF
Bi = det (a—m,...,\éﬂ..., a—un>

1

WO

und das Vorzeichen vor dem Integral das Vorzeichen der Funktionaldeterminante det(F’(u)) ist.
Mit diesen Funktionen B; definieren wir das transformierte Vektorfeld

B
B = :
B,
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auf U. Weil e; auf dem Hyperflichenstiick Q N {u; = 0} der nach auflen weisende Normalenvektor ist,
folgt

B.N)d" lu = / (B.e;)d" v / Byduy...du;...du, = + AN)d" Lo
~/8Q( Z QN{u;= 0} Z QN{u;=0} b aX( )

Um zu zeigen, dass auch die Volumenintegrale iibereinstimmen, verwenden wir den Integraltrans-
formationssatz in der Form

/de( dx_/ div(A)(F(w)) - |det(F'(w))| du.

Die Behauptung (mit dem richtigen Vorzeichen) folgt, wenn wir zeigen:
div(B)(u) = div(A)(F(u)) - det(F'(u)).

Zum Beweis dieser Formel differenzieren wir vorschriftsméflig, indem wir die Determinante spal-
tenweise ableiten:

div(B)(u) =Y gff _
=1 t

JA aF aF O*F OF
= —_—y . A —
N—— ¢

J
Im zweiten Summanden laufen ¢ und j von 1 bis n unter der Nebenbedingung ¢ # j. Mit jedem
Summanden kommt auch der Summand vor, wo ¢ und j vertauscht sind. Alle Summanden heben sich
paarweise weg.
Es bleibt der erste Summand. Wir ziehen die Summe aus der Determinante heraus und schreiben

ihn
>y 0u2

i=1j5=1

((OF 0A OF
U Gur o o)

Hier entwickeln wir die Determinante nach der i-ten Spalte und erhalten

§ 1)+ +k87;“ - deti (F'(u)).

Hier ist deti F’(u) die Streichungsdeterminante der Funktionaldeterminante detF’(u) zur k-ten Zeile
und ¢-ten Spalte. Schliefllich vertauschen wir die Summationsreihenfolge in

>3 S D e ),

]lkl ]zl

DAL

Hier interpretieren wir die letzte Summe als die Entwicklung einer Determinante nach der k-ten Zeile.
Und zwar als Entwicklung derjenigen Determinante, die aus der Funktionaldeterminante detF”(u)
entsteht, wenn man ihre k-te Zeile durch den Vektor

o 25

dF;, = —=, ...
grady (8u1’ " Ouy,
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ersetzt. Fiir j = k erhalten wir genau die Funktionaldeterminante. Und fiir j # k hat die Determinante
zwei gleich Zeilen und féllt weg. Das Ergebnis unserer langen Rechnung ist

"o OAg , ~ DAy, / , /
Z Z —— -0 - detF'(u) = Z —— - detF'(u) = div(A)(F(u)) - detF'(u).
imrm 97 =1 O L

Beispiel 5.32 Wir wenden den Satz von Gaufl an auf die n-dimensionale Vollkugel
X=Krp={xeR": || x||<R}

mit dem Rand
0X =Sp={xeR":||x|=R}

und das Ortsvektorfeld A = x. Damit ist

div(x) =n und div(x)dx =n-|Kr|=n-R" - ky.
Kpg

Das nach auflen weisende Normalenfeld ist

1

= - X.
x|

damit wird das Flussintegral

/ (x.N)d" 1o = / (xx) =R | d"'o=R-0(Sg),
Sk sg x| Sk

wo O(SR) die Kugeloberfliche ist. Die bewiesene Formel lautet
O(SR) =n-R"L. Kn-

Fir R =1 finden wir insbesondere
Op =M - Kn,

die Formel in Satz 5.11.

Beispiel 5.33 (Leibniz) Es sei X C IR? kompakt mit stiickweise glattem Rand. Wir betrachten das
Vektorfeld

1
A= 35X mit  div(A) = 1.
In dieser Situation lautet der Gaufische Integralsatz
IX| = / div(A)dx = / (A.N)ds.
X 5)'e
Wird der Rand 0X lokal parametrisiert durch

x = (z(t),y(t)),

so ist der Geschwindigkeitsvektor
x = (Z,9).
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Wird der Rand im mathematisch positiven Sinn durchlaufen so ist
N: =D -x=(y,—%)
ein nach auflen weisendes Normalenfeld mit
T, . .
(AN) = 5 (2y - yi).
Wir erhalten die Leibnizsche Sektorformel
1 i .
XI=5 [ G@i—yair
0X
Diese Formel wird in einem Gerdt namens Planimeter angewendet.

Das letzte Beispiel verallgemeinert sich zu

Satz 5.29 (Green-Riemann) FEs sei X C IR? wie eben und A = (P,Q). Dann gilt
/ (Qz — Py)dxdy = / (P + Qy)dt.
X X

Die rechte Seite der letzten Formel schreibt man meist intuitiver

Pdx + Qdy.
0X

Beweis des Satzes. Das Umlauf-Integral ist

tream [ (2 )(2))a (8] )

Mit Gauf3 folgt die Behauptung aus

div( _g ) =Qz — Py
L]
Wir betrachten jetzt den Spezialfall A = f - gradg, wo X C IR" und f, g stetig differenzierbar auf
(einer offenen Umgebung von) X sind. Dann ist

div(A) = (grad f.grad g) + fAg.
Und fiir ein Normalen-Einheitsvektorfeld N ist
(AN)=f(gradg.N) = f-Ong
mit der Richtungsableitung dng. Der Integralsatz von Gauf} lautet in dieser Situation:

Satz 5.30 (Erste Greensche Formel)

/ (gradf.gmdg)dx—i—/ fAgdx :/ f-ongd™ Lo.
X X X
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Geht man iiber zu
A=f-gradg—g-gradf,

so folgt daraus

Satz 5.31 (Zweite Greensche Formel)
[t ag—g-Andx= | (f-ong—g-onp)d" o
X X

Besonders geeignet sind diese Formeln fiir harmonische Funktionen, d.h., fiir Funktionen f mit
Af = 0. Ist etwa in der ersten Greenschen Formel f = g harmonisch, so lautet sie

[ gradf P ax= [ f-onfato.
X 0X

Wenn hier f auf dem Rand 0X verschwindet, so folgt

[ lgrads | ax=o,
X

und daraus grad f =0, d.h., f = const = 0.
Wendet man dies an auf die Differenz f — g zweier harmonischer Funktionen, so erhilt man

Satz 5.32 FEs sei X C IR™ ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand. Die Funktionen f und g
seien harmonisch auf (einer offenen Umgebung von) X. Gilt f = g auf dem Rand von X, so gilt f = g
auf ganz X.

Ich mo6chte diesen Abschnitt beschlieffen mit einer Interpretation des Begriffs der Divergenz.
Satz 5.33 Es sei A(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung des Nullpunkts

0 € IR™. Dann gilt

1
div(A)(0) = lim —— AN)d" o
O = B84 TR Jorc A

Beweis mit dem Satz von GauB}: Es ist zu zeigen, dass

1
[K ()| JK ()

Wir schreiben kiirzer div(A)(x) = f(x) und haben

div(A)(0) = lim div(A)(x)dx.

1
0) = lim —/ x) dx
7O =2 ] Ji 7™
zu zeigen. Dazu approximieren wir

J(x) = J(0) + (grad f(0) ) + ¢(x) mit  lm_ % _

Die drei Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung integrieren wir einzeln. Es ist



Die Funktion (grad f(0).x) ist ungerade in dem Sinn, dass

(grad f(0). — x) = —(grad f(0).x).

Wenn wir die Kugel K(r) in zwei Hilften aufspalten, etwa x,, > 0 und z, < 0, dann unterscheiden
sich die Integrale iiber diese beiden Hilften genau um das Vorzeichen. Damit erhalten wir

[ (grad ) x)ax =0.
K(r)

Beim dritten Summanden nehmen wir unsere Zuflucht zum bekannten e. Zu jedem e > 0 gibt es ein
R(e) derart, dass fiir || x ||< R(e) gilt |¢(x)| < e || x|. Fiir » < R(e) folgt daraus

/K(r) p(x)dx

Damit folgt die behauptete Formel.
Beweis ohne den Satz von Gauf: Jetzt approximieren wir das Vektorfeld A als

A(x)=A(0)+ A'(0).x + ®(x) mit lim o) _ 0.

o[ x|

§/ edx = e |K(r)|.
K(r)

Dann bilden wir fiir alle drei Summanden einzeln das Fluss-Integral iiber den Rand 0K (r). Das nach
auflen weisende Einheits-Normalenvektorfeld ist N = x/r. Damit wird

/ (A(0).N)d" o= 1 / (A(0)x)d" o =0,
OK (r) T JOK(r)
weil der Integrand eine ungerade Funktion von x ist. Beim dritten Summanden verwenden wir, dass
es zu jedem € > 0 ein R(e) gibt mit || ®(x) ||< € || x || fiir || x [|[< R(e). Mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

[@(x).N)[ < e[ x|

folgt daraus fiir r < R(e)

Seor oy men i, = e n [K(n)

/ (@(x).N)d* o
OK (r)

und

lim (®(x).N)d" o= 0.
=0 JoK (R)

Es bleibt das Integral {iiber den zweiten Summanden

/ (A/(0) - x.N)d" Lo = / X A(0) - xd" o,
K (1) T JOK(r)

Hier ist der Integrand die quadratische Form
x'A0)-x=x"-5 x
mit der symmetrischen Matrix

5= 5(A0) + A'(0)").
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Mit einer orthogonalen Transformation x = T'-u gehen wir iiber in ein Koordinatensystem (u1, ..., uy, ),

in dem die quadratische Form
n

x-5-x= Z )\iu?
i=1
diagonalisert ist (Hauptachsentransformation). Dabei dndert sich das Oberflachenintegral nicht. Streng
genommen habe ich das nicht bewiesen. Aber die Gramsche Determinante éndert sich nicht, und weil
diese ganze Aussage sowieso nur didaktischen Wert hat, mochte ich das nicht weiter begriinden. Damit

ist also
> o Auid" o= Z/\ / u;d" o

/ (A(0) - x.N)d" o =
OK (r) OK (r)

OK(r)

Aus Symmetriegriinden ist hier

1 1 1
/ uid" o = —/ |u|?d" o= =r}0K(r)| = =" to, = r" Tk, = |K(r)|.
OK (r) n Jok (r) n n

Damit wird
1

- xt - A(0) - xd* o = I ABRIED IR
r/aK(r) (0) - Z | \Z

Hier ist >, \; die Spur der transformierten Matrix. Aber bei der Transformation &ndert sich diese
Spur nicht. Also folgt

Z/\i = tr(S) = tr(A(0)) = Z am' (0) = div(A)(0). -

Der letzte Beweis zeigt, dass hinter der Beseutung der Divergenz letztenendlich die Invarianz der
Spur bei Basis-Transformationen steckt.

Aufgabe 5.18 Es sei X C IR? ein (2-dimensionales) Volumen mit stickweise glattem Rand und A
das Vektorfeld

Zeigen Sie:
/ (A.ds) = 0.
0X

Aufgabe 5.19 Es sei X C IR™ ein Volumen mit stiickweise glattem Rand und 0 ¢ 0X. Zeigen Sie

fiir das Vektorfeld
X

IEIE

Der Fluss dieses Feldes iber den Rand von X nach auflen ist
0 falls 0¢€ X
o, falls 0€ X.
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Aufgabe 5.20 Berechnen Sie die Gréfien der Flichen im IR?, die begrenzt werden von folgenden
Kurven:

a) Kubik: x =1> -1,y =t(t> - 1), —-1<t<1,

b) Astroide: x = cos®(t),y = sin3(t), 0<t<2nw,

¢) Dreispitz: © = 2sin(t) — sin(2t),y = 2cos(t) — cos(2t), 0 <t < 2.

Aufgabe 5.21 Das Flichenstiick X C IR? werde von einer Kurve berandet, welche in Polarkoordina-
ten gegeben ist durch
r=r(p),a<p <D,

mit r(a) = r(b) = 0. Zeigen Sie mit der Leibnizschen Sektorformel

X =5 [ e

Aufgabe 5.22 Berechnen Sie mit Aufgabe 5.21 die Grioflen der Flichen, die umschlossen werden
durch folgende Kurven:

r(p) =
a) Kardioide 1+7-cos(p) 0<ep<2r
b) Lemniskate cos(2y) —r/4<p<m/4
: sin(p)cos(p)
¢) Folium 053 (@) 1 5 () 0<¢p<m/2
d)  Rosette sin(2p) 0<¢p<m/2
e)  Fikurve cos® () /2 <o <m/2.

5.5 AufBere Algebra

Der Integralsatz von Gaufl besitzt eine Verallgemeinerung auf Integrale iiber p-dimensionale Fldchen
und deren Rénder. Allerdings besteht hier Klarungsbedarf hinsichtlich der Frage, was man tiber eine p-
dimensionale Fliche X integrieren kann. Das wird eine alternierende p-Form w heiflen. In jedem Punkt
x € X operiert w(x) auf dem Tangentialraum Ty (X). Und wie das geschieht, das ist ein Thema der
Linearen Algebra, angewendet auf diesen Tangentialraum. Deswegen kommt jetzt dieser Paragraph,
der zur Linearen Algebra gehort.

Definition 5.36 Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine p-Linearform (Multi-Linearform der Stufe p,
kovarianter Tensor der Stufe p) ist eine Funktion

f:Vx..xV -,
————
P

die in jedem ihrer p Argumente linear ist. Explizit heifit das
F(Viyemavi + 0] ovy) =a- f(Vi, oy Vi ey Vi) + b f(VE, ey VY V)

fir allei=1,....p, alle vi,..,v,, v/ .., v, €V und alle a,b € R.
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Beispiel 5.34 FEine Linearform f € V* ist eine 1-Linearform im Sinn von Definition 5.36. Fine Bili-
nearform auf V ist eine 2-Linearform im Sinn von Definition 5.36. Sind f1,..., f, € V* Linearformen,
so ist deren Tensorprodukt fi ® ... ® f, definiert durch

(/1 ® 0 ® ) Vi, V) i= [1(V1) oo f(Vp),

eine p-Linearform auf V.

Satz 5.34 a) Die p-Linearformen auf V bilden einen R-Vektorraum @V .
b) Ist V' endlich-dimensional mit Dimension n, und ist fi,..., f, € V* eine Basis des Dualraums
V*, so bilden die nP Tensor-Produkte

fil ®...®fip, 21,...,117:1,...,?7,,
eine Basis von QP V.

Beweis. a) Diese Behauptung ist ziemlich klar: Sind p-Linearformen f und g gegeben, so ist auch
f =+ g eine solche p-Linearform, sowie die Funktion a - f fiir a € R.

b) Nach Voraussetzung gibt es eine Basis vy, ...,v,, € V mit f;(v;) = §; ;. Es sind zwei Tatsachen
nachzuweisen.

i) Die Tensorprodukte spannen auf: Sei also f € @” V eine beliebige p-Linearform. Fiir iy, ..., i, =
1,...,n setzen wir

Citperyip = J(Viys '--7Vz',,)~

Damit definieren wir die p-Linearform

n

g = Z Ciy,.iiplis @ - @ fi,.

i1yenyip=1

Fiir jedes p-tupel v;,,...,v;, von Basisvektoren gilt dann

P

n
9(vji, ...,Vjp) = Z ci1,..-,ipfi1(vj1) Tt fip(vjp)
il7---7i17:1
n
= Z cil’“"ipdil,jl Tt 5iP’jp
Z‘lv---vipzl
= G

= f(le, ...,Vjp).

Die beiden p-Linearformen f und g stimmen also iiberein auf allen p-Tupeln von Basisvektoren. Wegen
der p-Linearitét sind sie dann identisch gleich.
ii) Die Tensorprodukte sind linear unabhéngig: Sei also eine Linearkombination

n

f = Z Cilv--wipfil X...Q fip = 0

i1 yeeyip=1
vorgelegt. Wenn wir ein p-Tupel v, ..., v;, von Basisvektoren einsetzen, finden wir

n

0= f(le, "'7Vjp) = Z Cil,---,ip(sil,jl T 5ip7jp = Cj1,edpe

11,0 ip=1
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Alle Koeffizienten ¢;, . j, sind also = 0. L1

Die allgemeine Theorie der p-Linearformen ist ziemlich kurz erkldrt. Es gibt genau zwei, ziemlich
langweilige Rechenoperationen:

Satz 5.35 a) (Tensorprodukt) Die Abbildung

p q p+q
RVxRQV—-QV

definiert durch (f,g) — f ® g mit

(f ®g)(V1> -'-aVP-I—q) = f(vla mvvp) : g(Vp—i—la ---an+q)

ist bilinear und assoziativ.
b) (Liftung) Es sei W ein zweiter R-Vektorraum und F : V. — W linear. Dann wird eine IR-lineare
Abbildung F* : Q* W — QP V definiert durch

(F*g)(Vi, o, vp) == g(F(V1), ..., F(vp)).
Diese Abbildung ist vertriglich mit dem Tensorprodukt.

Die Beweise sind so offensichtlich, zeitraubend und langweilig, dass ich sie nicht durchfiihren
mochte. Ich mochte nur erkldren, was sich hinter dem noch nicht erlduterten Fach-Chinesisch ver-
birgt: Die Assoziativitéit in a) bedeutet

p q r
(feg)@h=fo(goh) firalle fe®@V,ge XV, he@V.
Und die Vertriglichkeit in b) bedeutet

p q
F*(f®g)=F(f)® F*(g) firale fe@W,ge@W.

Beispiel 5.35 Die Abbildung F : IR™ — IR" habe die darstellende n x m-Matriz A = (a; ). D.h., fir

x € R™ ist
m
F(X) = <Z a@;ﬂk)
k=1 i=1,....,n

Ist f1,..., fn € (R™)* die Dualbasis zur kanonischen Basis, so ist fiir alle x € IR™

(F*f)(x) = fi <Z ai,Mk) = apz.
k=1 k=1

Jede Linearform f € (IR")* hat eine Darstellung

f=> af.
=1

i=1,...,n

Sie wird geliftet in F*f mit

(F*f)(x) =>_alF*fi)(x) = f: <§": Clal,k> T
=1

=1 k=1
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Das bedeutet: In der Dualbasis zur kanonischen Basis von R™ hat die Linearform F*f die Koeffizi-
enten Y 1y cay - Diese Koeffizienten erhdlt man aus dem Koeffizientenvektor (ci, ..., cn) indem man
diesen Vektor als Spaltenvektor von links an die darstellende Matriz A multipliziert. Oder dquivalent
dazu: Die Koeffizienten der gelifteten Form sind die Eintrdge des Produkts

C1
At
Cn
mit der transponierten Matriz A'. Das ist Stoff der Linearen Algebra I und sollte wohlbekannt sein.
In der Linearen Algebra sind symmetrische Bilinearformen sehr wichtig als begriffliche Uberhshung
der symmetrischen Matrizen. Das Gegenteil davon, alternierende oder schiefsymmetrische Bilinearfor-

men spielen dagegen kaum eine Rolle. Hier jedoch beginnt mit der Schief-Symmetrie die Theorie
iiberhaupt erst spannend zu werden.

Definition 5.37 Die p-Linearform f € @PV heifit alternierend oder schiefsymmetrisch, wenn fiir
alle v, ..., Vi, .., Vj, ..., vp €V gilt

F(V1, s Vi, ooy Vi ooy Vi) = — (V1L ooy Vi o, Vi, oy Vi)

Beim Vertauschen zweier Argumente dndert die Bilinearform ihr Vorzeichen. Weil jede Permutation
o € X, ein Produkt von Vertauschungen ist, ist dazu dquivalent:

f(va(l)v "')Vcr(p)) = sz'gn(a) : f(vla -'-7vp)'

Beispiel 5.36 Jede 1-Linearform f € V* ist alternierend, weil da keine zwei Argumente vertauscht
werden konnen. Sind f,g € V* Linearformen, so ist

fhg=f®g—gaf
eine alternierende Bilinearform. Auf IR™ ist die Determinante
det : (Vi, .o, V) = det (v, ..., Vi)

eine alternierende n-Linearform. Allgemeiner sind die Unterdeterminanten det;, . ;
Linearformen auf IR™.

, alternierende p-

Weil ein Vektorraum V mit einer Basis vy,...,v,, € V praktisch dasselbe ist, wie eine Kopie des
IR", sind die Unterdeterminanten det;, ... i, aus dem letzten Beispiel allgemein wie folgt zu definieren:

Definition 5.38 FEs sei vy,...,v, € V eine Basis und f1,..., fn € V* die zugehorige Dualbasis. Fiir
jedes Index-p-tupel 1 < iy < ... <ip < n wird die p-Form f;; A ... A f;, € Q"V definiert durch

fil AN fl-p(xl, ....,Xp) = Z fil (Xcr(l)) R fip(xﬂp) = det (fi(Xj))i:il,...,ip,jzl,...,p

€Y,

fiir x1,...,x, € V. Dass diese p-Form f;; A... A f; alternierend ist, folgt daraus, dass die Determinante
einer Matriz beim Vertauschen von zwei Spalten der Matrixz thr Vorzeichen dndert.
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Ist die p-Form f alternierend, so ist f(x1,...,x,) = 0, wenn zwei der Vektoren xi,....,x, € V
ibereinstimmen. Das gilt insbesondere fiir Basisvektoren v;,,...,v;, € V. Nur wenn die Basisvektoren
Viy, ..., V4, paarweise voneinander verschieden sind, dann kann der Wert von f auf diesem p-tupel von
0 verschieden sein. Und wenn die 41, ..., i, alle paarweise voneinander verschieden sind, dann kann man
sie ordnen: Es gibt eine Permutation o € ¥, mit

ia(l) <. < ’ia(p).

Ahnlich wie bei der Determinante sicht man auch hier fiir alternierende p-Formen f:

FVigays s Vigy) = sign(o) « f(Viy, ., Vi, ).

Die Werte von f auf allen p-tupeln von Basisvektoren sind festgelegt durch die Werte von f auf den
p-tupeln von Basisvektoren mit echt aufsteigender Index-Folge.

Jetzt ist vielleicht der Moment gekommen, um die Notation etwas zu komprimieren (und das
Versténdnis von Formeln entsprechend zu erschweren).

Definition 5.39 Fin Index-p-tupel (i1, ...,1p) kiirzen wir ab als I := (i1,...,ip). Ein Vektor-p-tupel
(Viys ey Vi) kiirzen wir entsprechend ab als

vii= (Vig, - Vi, )-

Wer das will, der kann das Objekt v einen Multivektor nennen. Auch die oben definierten p-Formen
kiirzen wir entsprechend ab:

Jr=Ffu N A fiy

Eine p-Form f ist festgelegt duch ihre Werte auf allen p-tupeln v; von Basisvektoren. Ist f al-
ternierend, so ist f festgelegt durch seine Werte auf p-tupeln v; mit echt aufsteigender Index-Folge
1.

Jetzt kommt das Analogon zu Satz 5.33 fiir alternierende p-Formen:

Satz 5.36 a) Die alternierenden p-Formen bilden einen IR-Untervektorraum APV C QP V.
b) Ist f1,...., fn € V* eine Basis des Dualraums, so bilden die p-Formen

f]:fil/\.../\fip, 1< <. <y <,
eine Basis von \P V.

Beweis. Zu a) ist nicht viel zu sagen. Es ist klar, dass jede Linearkombination von alternierenden
p-Formen wieder alternierend ist.

b) Es sei vy, ...., v, € V die Basis dual zu fi, ..., f,,. Auch hier sind zwei Tatsachen nachzuweisen.

Aufspannen: Es sei f € APV. Fiir jedes echt aufsteigende Index-p-tupel J sei

cy:=f(vy) €R.

Fiir die Formen f7 ist
1 falls J=1
Fi(vi) _{ 0 falls J#£1T
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Daraus folgt

F=> cifs
7

Lineare Unabhéngigkeit: Es sei

> erfr=0.
7

Durch Einsetzen von p-tupeln v; findet man hieraus ¢y = 0 fiir alle I. Ul

Satz 5.37 (Korollar) Hat der Vektorraum V die Dimension n, so ist
p
. p
d V= .
w A= ()

P
/\V:O fir p>n.

Die beiden Rechenoperationen fiir p-Formen (Tensor-Produkt und Transformation) sind fiir alter-
nierende p-Formen schon viel komplizierter. Zuallererst ist das Tensorprodukt zweier alternierender
Formen i.A. nicht mehr alternierend:

Insbesondere ist

Beispiel 5.37 FEs seien fi und fo die ersten beiden Linearformen aus der Dualbasis von V. Dann ist
f1® fa(vi,v2) = fi(vi) - fa(ve) =1-1=1,
fi® fa(va,vi) = fi(va) - fa(vi) =0-0=0# —f1 ® fa(v1,va).
Das repariert man folgendermafien.

Definition 5.40 (AuBeres Produkt) Es seien f € APV und g € A\?V. Das duBere Produkt fAg €
NPTV wird definiert durch

Z Sign(U) ' (f ® g)(xa(1)7 "'7XU(p+q))'

0€Sp+q

(fAG) (X1, Xprg) i= p'—q'

Beispiel 5.38 Die wesentlichste Rechnung in diesem ganzen Abschnitt verstecke ich in diesem Bei-
spiel. Wie oben sei f1,..., fn € V* eine Dualbasis. Weiter seien

1= {il,...,ip} und J = {jl,...,jq} - {1,...,?7,}

zwei disjunkte, aufsteigend geordnete Indexmengen. Ich mdéchte das duflere Produkt fr A fj berechnen.
Wir erinnern uns:

fi(xa,nxp) = > sign(r) fi (%01)) - - fip (X))

TEY)

fJ(Xerla"prJrq) = Z Sign(p)fﬂ( p+p(1) qu( p+p(q )

pPED

Fiir o € X414 folgt daraus

fI(XU(l),...,XO.(p)) = Z SZgn(T)fu( UT(I ) flp( UT(P))’

TEY)
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fJ(Xcr(p-l—l)v "'aXcr(p-l—q)) = Z sign(p )fh( a(p+p(1)) ) qu( cr(p-l—P(Q)))'

PEXq
Damit berechnen wir

! Z sign(o Z sign(T Z sign(p) -

lg!
pq: o€ piq TEYp pEX,

fh( ) 'fip(x ) f]1( o(p+p(1 ) f]q( 0(p+,o(q)))
= Z sign(T Z sign(p) Z sign(o) -

gl
vl = PES, TE g

fh( ) 'fip( ) f]1( o(p+p(1 ) f]q( 0(p+,o(q)))
= Z sign(T Z 5ign(p)2 Z sign(o) -

Tezp PESq TESp1q

fn( a(l ) -‘fip( ) fJ1( o(p+1) ) qu( o(p+q) )

= fjuj(Xl,...,Xp+q).

f[ A\ fJ(Xl, ...,Xp+q)

Hier haben wir das ungeordnete Index-p + q-tupel I U J verwendet. Ordnen wir es durch eine Permu-
tation k : IUJ — K, so erhalten wir das Ergebnis

J1 A fr = sign(k) - k.

Satz 5.38 (Rechenregeln) Das oben definierte duflere Produkt hat folgende Figenschaften:
a) Bilinearitdt,
b) Assoziativitit,
¢) modifizierte Kommutativitdit

p q
gNhNf=(DPfAng fir fe \Vige \V,

d) fir I = {i1,...,ip}, i1 < ... < ip, und Linearformen fi, ..., f;, der obigen Dualbasis ist das
(wegen der Assoziativitit wohldefinierte) p-fache duflere Produkt

fil ARTAN fip = f[)
mit der in Definition 5.38 definierten Basisform fr.

Beweis. a) Die Bilinearitét folgt so einfach aus der Bilinearitéit des Tensor-Produktes, dass ich die
Formeln nicht einmal hinzuschreiben brauche.

b) Wegen der Bilinearitit geniigt es, die Aussage fiir Basis-Formen [, f7, f; mit disjunkten Index-
Mengen H,I,J C {1,...,n} zu beweisen. Wir betrachten die geordneten Index-Mengen

K:=HUI, L:=IUJ M:=HUIU.J
Mit Beispiel 5.38 wissen wir
fu N fr=sign(k) - fx, frAfr=sign(A) - fr,

mit den ordnenden Permutationen x : HUI — Kund A : TUJ — L. Ist u: HUIUJ — M die
ordnende Permutation, so folgt daraus

(fu Nfr) N fr=sign(u) - far = fa N (fr A fr)
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¢) Auch diese Aussage brauchen wir nur fiir Basisformen f = f; und g = f; zu beweisen. Ist
A:TUJ — JUI die Permutation, welche die Reihenfolge der Mengen I und J vertauscht, so folgt
auch diese Aussage aus Beispiel 5.38.

d) Diese Aussage folgt durch vollstéindige Induktion nach p mit Beispiel 5.38 fiir J = {i,}. L]

Die zweite oben betrachtete Rechenoperation war die Liftung

P P
F QW —QV, F'f:=foF.
Ist hier f alternierend, so ist dies auch foF. Damit folgt: Jede lineare Abbildung F': V' — W induziert
eine lineare Abbildung

F*: /P\W — /P\V.
Satz 5.39 Die Liftung F* ist vertrdglich mit dem duferen Produkt. D.h., es gilt
F'(f Ag) = F'f N F'g.
Beweis. Es sei f € APW und g € A?V. Der Beweis folgt aus der Formel

LS (F 00, Xpi),

(f /\g)(xla-'-vxp-l-q) = )
P €Y ptq

weil F™* linear ist und vertréglich mit dem Tensorprodukt.

Beispiel 5.39 (Determinante) Wir betrachten F : IR™ — IR". Die Dualbasis zur kanonischen
Basis im IR™ sei fi,..., fn € (R™)*. Die alternierende n-Linearform

det == fiN... N fn € /n\(]R")

ist nichts anderes als die wohlbekannte n x n-Determinante. Ist g1, ..., gm € (IR™)* die Dualbasis zur
kanonischen Basis ey, ...,e, des R™, so sind die Formen gy, |I| = n, eine Basis von \"(IR")*. In
dieser Basis kdonnen wir entwickeln
F*det = Z crgr.
I

(Nicht-trivial ist die Situation allerdings nur, wenn m > n.) Jeden Koeffizienten c; kénnen wir ermit-
teln, indem wir den Multivektor e; einsetzen:
cr = (F*det)(er) = det (F(e;), ..., F(e;,)) .

Ist A die darstellende Matrixz von F, d.h., F(x) = A-x, so sind die Vektoren F(e;) = A-€;, i =11, ..., In,
gerade die Spaltenvektoren der n x m-Matriz A zu den Indizes iy, ...,1,. Bezeichnen wir mit det!(A)
die zughdrigen n x n-Unterdeterminanten von A, so haben wir berechnet:

cr = det!(A).
Sind x1, ...,x, € IR™ beliebige Vektoren, so folgt daraus

det(F(x1), ..., F(xp)) = Z det’ (A) fr(x1,....%p) = ZdetI(A) ~detr(X1, ...y Xp).
[I|l=n I

Insbesondere fiir m = n bedeutet dies:

F*dety = det(A) - dety .
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Wenn wir im Beispiel 5.39 die Vektoren x;, ..., %, zu einer m x n-Matrix
B = (Xla "'7Xn)
zusammenfassen, so liest sich das Ergebnis

det(A-B) = > det'(A) - det;(B).
| Il=n

Das ist

Satz 5.40 (Allgemeine Lagrange-Identitéit) Fir n < m sei A eine n x m-Matriz und B eine
m X n-Matriz. Dann ist
det(A-B) = Y det'(A) - det;(B).
[T|=n

Die Lagrange-Identitdt (Satz 5.10) ist hiervon der Spezialfall A = B.

Beispiel 5.40 Wir betrachten jetzt F': IR™ — IR"™ und wollen

n—1 n—1
F*: AR"— A\ R"
beschreiben. Fine n — 1-Form f hat eine Basisdarstellung

=Y afr= > Qi ooosin—1 Jir N oo N fin -

|I|=n—1 1<i1< 0 in_1<n

Die Darstellung vereinfachen wir, indem wir nicht iber alle vorkommenden Indizes summieren, son-
dern nur tber den weggelassenen:

f= Z(—l)iJrlaifl A fz A fn-

Wenden wir diese Form an auf ein n — 1-tupel von Vektoren x1,...,x,_1 € IR", so ist das Ergebnis

n

f(xX1, ey Xp—1) = Z( 1)ZHaldetlw.757."7n(x1, vy Xp—1) = (A[X1, ...y Xp—1])
i=1

mit dem Koeffizientenvektor a = (aq, ..., ap).
Die Liftung von f hat eine Basisdarstellung

F*f= Z(—l)iJrlbifl A fz A fn,
=1

in der wir die Koeffizienten b; bestimmen wollen. Dazu werten wir die Form F*f aus auf einem
n — 1-tupel ey, ..., €;, ..., e, von Basisvektoren. Das Resultat ist

(=) = F*f(e1, ..., 6, ...,e,) = (a.[Fey, ..., Fe;, ..., Fey))

oder
b; = det(Fel,...,\%_/,...,Fen).
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Aufgabe 5.23 Die lineare Abbildung F : IR® — IR? sei beziiglich der Standardbasis durch die Matriz

1
M= 2
3

N = O

0
0
1
Die Dualbasis zur Standardbasis sei fi, fa, f3 € (IR®)*. Berechnen Sie:

a) F*(fi+2f2+3f3), b)EF*(finfotfaNfz), o) F*(fiNfaN f3).

Aufgabe 5.24 FEine alternierende p-Form f € NP IR™ heif$t zerfallend, wenn es Linearformen hq, ..., h, €
(R™)* gibt mit f = hi A ... \ hy. Zeigen Sie:

a) Jede Form f € N*TR3 zerfillt,

b) jede Form f € A2 IRY ist Summe von héchstens zwei zerfallenden Formen,

¢) eine Form f € A2 IR* zerfillt genau dann, wenn f A f = 0.

Aufgabe 5.25 Die Abbildung F : R" — IR" sei linear mit dem (modifizierten) charakteristischen
Polynom
XA = A"+ a N a1\ Fan.

Zeigen Sie firi=1,...,n: Der Koeffizient a; ist die Spur der linearen Abbildung

5.6 Alternierende Differentialformen im IR”"

Definition 5.41 Es sei U C IR" offen. Eine alternierende Differentialform auf U der Stufe p (oder
kurz: eine p-Form auf U ) ist eine Abbildung
p
w:U— /\IR”
Weil die Formen f7, |I| = p, eine Basis des Vektorraums A? IR™ bilden, hat w ein Darstellung

w(x) = Y wix)fi

|I|=p

mit Funktionen wy : U — IR. Die p-Form w ist von Klasse C*, wenn alle ihre Koeffizienten w; dies
sind. Fiir den (unendlich-dimensionalen) IR-Vektorraum der p-Formen von Klasse C* schreiben wir

QF(U)  oder meistens kiirzer QP(U).
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Beispiel 5.41 Mit der kanonische Dualbasis f1,..., fn € (IR™)* schreibt sich jede 1-Form als

Auf den ersten Blick ist w nichts anderes als das Vektorfeld v = (v1,...,v,). Fiir jeden Vektory € IR"
ist mit diesem Vektorfeld

wx)(y) = (v(x).y), bzw. w(x)=(v(x).—).

Der Zusammenhang zwischen w und v wird durch das euklidische Skalarprodukt hergestellt. Das geht
auch ganz in Ordnung, solange wir die kanonische Basis des IR™ festhalten. Wir werden aber vor allem
Formen betrachten, die nicht auf einem Vektorraum mit einer kanonischen Basis operieren. Dann ist
die Unterscheidung zwischen 1-Form (kovariant) und Vektorfeld (kontravariant) unerlisslich.

Ein Vektorfeld auf U kann man sich vorstellen als eine Vorschrift, die in jedem Punkt x € U ein
kleines Vektorpfeilchen anheftet. Fine Linearform ist kein Vektorpfeilchen. Aber thre Nullstellenmenge
ist eine Hyperebene im IR™. Etwas leger kann man sich eine 1-Form auf U vorstellen als eine Vorschrift,
die in jedem Punkt x € U eine kleine Hyperebene anheftet.

Beispiel 5.42 (p=n —1) Die n — 1-Formen fi A ...fi... A fn,i = 1,...n, bilden eine Basis von
A" YIR™. Jede n — 1-Form w auf U hat deswegen eine Basisdarstellung

n

w(x) = Zvi(x)(—l)iJrlfl VAN fz A fn-

i=1

Mit dieser Wahl der Vorzeichen ist also

w(x)(}’h '-'7Yn71) = det(v(x), Y, Ynfl)'

Aber auch diese Darstellung ist nicht koordinatenunabhdngig.

Bei Differentialformen gibt es zunéchst die algebraischen Rechenoperationen, die in Abschnitt 5.5
eingefithrt wurden. Die wendet man punktweise an, das ist nicht viel Neues.
1) Punktweise Addition von p-Formen: Die Summe zweier p-Formen w und o’ € QP (U) ist definiert
durch
(w+ W) (x) = wx) + o (x).
2) Punktweise Multiplikation mit einer Funktion: Fiir w € QF(U) und g € C*(U) ist die p-Form
g-w € Q) definiert durch
(9-w)(x) = 9g(x) - w(x).
Die in 1) und 2) beschriebenen Rechenstrukturen kann man gelehrt, aber bedeutungsleer, so aus-
driicken: Mit ihnen wird QF(U) ein C*(U)-Modul.
3) Punktweises (duBeres) Produkt: Fiir Formen w € QP(U) und o € Q4(U) wird das Produkt
w Ao € QP definiert durch
(WA o) (x) = w(x)Ao(x).

Weil dieses Produkt punktweise definiert ist, gelten (punktweise) die Rechenregeln aus Satz 5.37.
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4) Liften unter einer Abbildung F: In Satz 5.38 haben wir p-Formen unter einer linearen Abbil-
dung F' : R™ — IR" geliftet. Hier kommt jetzt der erste neue Gesichtspunkt. Wir verwenden eine
differenzierbare Abbildung

F:U—-V, UcCcR"™VCR"

und liften punktweise mit der linearen Abbildung
F'(u):R" - R", uel.
Fiir w € QP(V) wird also F*(w) punktweise definiert durch
(F*w)(u) == F/(w)w(F(w).
Ausfiihrlich hingeschrieben heifit das: Sind y1,...,y, € IR™, so ist
(F*w)(W)(31, - ¥p) = w(F)(F'(w)y1, .., F'(w)y,).

Fiir dieses Liften gelten (punktweise) die (punktweisen) Rechenregeln:

Linearitit: F*(giw1+gow2) = (g10F)-F*(w1)+(g20F)- F*(ws) fiir wy,wy € QP(V) und Funktionen
91,92 auf V,

Produktregel: F*(w A o) = F*(w) A F*(0) fir w € QP(V),0 € QI(V).

Zu beachten ist, dass diese Rechenoperationen koordinatenunabhéngig definiert sind. Das Ergebnis
in Koordinaten auszurechnen ist meist Teil des Problems. Ich diskutiere die einfachsten Beispiele.

Beispiel 5.43 (p =1) Es sei w € QY(V), in Koordinaten-Darstellung

Dafiir ist

n,m 3E
)> i;la !

Dabei bilden die hy € (IR™)* die kanonische Dualbasis.

L OF},
(F*):§ ioF | fio(
N i:la < 9

uy

Beispiel 5.44 (p =n) Fine n-Form auf V' schreibt sich
w=g-fiN.. A fn.
Ihre Liftung ist
(F* )W) (Y1, ¥n) = 9(F (W) - det(F' () (y1), -, F'(w)(y))-
Ist insbesondere m = n, so ist F'(u) eine n x n-Matriz, und die Determinante ist
det(F'(u) - (y1,..,yn)) = det(F'(u)) - det(y1, ..., yn)-

In diesem Fuall erhalten wir
F*(w)=goF-det(F')-hy A ... \ hy.

Beim Liften wird die Funktionaldeterminante dranmultipliziert. Das ist wichtig fiir die Integraltrans-
formationsformel, und eigentlich der wesentliche Grund fiir diesen ganzen Formalismus.
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Beispiel 5.45 (p =n — 1) Analog zu Beispiel 5.40 schreiben wir

n

wx) =Y (=1 a;(x) fi A A fi N A S

i=1
Ist insbesondere m = n, so wird die Liftung

(F*w)(u) = zn: bl(u)hl VARRTIVAN Hz A ... N\hy
=1

mit
bi(u) = det(F{(u),...,a(F(u)),..., Fl (u)).

Wie alles in der Analysis kann man auch Differentialformen differenzieren und integrieren. Das
Differenzieren birgt gefahrliche neue Aspekte. Deswegen zuerst
5) Integration: Es sei V' C IR" offen und

w=gX)fi A.. A fr € QYU).

Man definiert

/Vw = /Vg(x)fl Ao N fpi= /Vg(x)dxl...dxn.

Man lisst also einfach die Dicher weg und ersetzt die Basisformen f; durch die Symbole dz;. (Das
wird noch Konsequenzen haben!) Definiert ist das Integral, wenn g stetig und beschrénkt ist. Es ist
auch definiert, wenn man V durch eine kompakte Menge V[ C V ersetzt, auf der g stetig ist. Oder,
was wir spéater brauchen, das Integral ist definiert fiir offenes V' und w mit kompaktem Tréger in V.

Wegen der Liftung von Differentialformen, welche die Funktionaldeterminante automatisch enthélt,
wird die Transformationsformel besonders einfach:

Satz 5.41 Es seien U,V C IR" offen und F : U — V bijektiv, differenzierbar, mit differenzierbarer
Umkehrabbildung. Fiir jede stetige n-Form w auf V' mit kompaktem Triger ist

/Vw::I:/UF*(w).

Hier gilt das positive Vorzeichen, wenn det(F') > 0 ist, das negative, wenn det(F') < 0 ist.

Beweis. Mit der Integral-Transformationsformel finden wir

/Vw = /Vg(x)dx

— [ g(F(w)ldet (w)|du
U

— j:/UF*(w). .

SchlieBllich kommen wir zum bereits angekiindigten Differenzieren von Differentialformen. Diese
Operation heifit
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6) AuBere Ableitung: Wir behandeln zuerst den Fall der 0-Formen = Funktionen separat. Es sei
also U C IR" offen und g : U — IR eine differenzierbare Funktion. Thre duflere Ableitung ist das
(beriichtigte) Differential

n
99
dg = 2
gi=>_ L

=1

Dabei sind 1, ..., z, die Koordinaten auf IR", beziiglich der kanonischen Basis ey, ...,e, € IR" und
f1, ..., fn, die Dualbasis zur kanonischen Basis.

Das Differential df ist also eine 1-Form. In jedem Punkt x € U ist das Differential dg(x) eine
Linearform auf dem IR". Das ist der Unterschied zum Gradienten gradg. Den haben wir uns bisher
als Vektor vorgestellt. Etwas weniger gelehrt geschrieben ist das Differential die Linearform

dg(x) = (grad g(x), —).
Beispiel 5.46 Das Differential einer Koordinatenfunktion x; ist

=1 al‘k

n
dx; = S =" 6ixfe= I
k=1

Die eben durchgefiihrte triviale Rechnung nehmen wir zum Anlass, die ohnehin ungeliebten Line-
arformen f; € V* ein fiir alle mal los zu werden. Wir schreiben also kiinftig immer dz; statt f;. Eine
p-Form sieht damit so aus:

Z Wiy, i (X)dxsy A .. /\da:lp

1;<...<ip

Will man Multi-Indizes verwenden, so vereinbart man
dxp:=dwyy N ... Ndxy, fir T =iy,..., 0.

Damit kann man also auch schreiben

w = Z w[dX[.

[I|=p

Das Differential einer Funktion g nimmt damit die intuitive Gestalt

dg
Za dx;

an. In dieser Formel sind die Differentiale keine geheimnisvollen infinitesimal kleinen Objekte, sondern
ganz normale Linearformen.
So, und jetzt kommt der Fall p > 1: Die d&uflere Ableitung der p-Form

w = Z wIdX[

[I|=p

ist die p 4+ 1-Form

=3 dwrAdxp =Y Z aw[dxl A dxr.

[I|=p [T=pi=1 9%
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Beispiel 5.47 Wir berechnen die duflere Ableitung einer 1-Form df . Dabei sei die Funktion f zweimal
stetig differenzierbar. Dann ist die dufere Ableitung die 2-Form

d(df) = <Z D dl’k)

2

; .07y dx; N\ dxy
= z": da: A dx; +Z Of — Of dx; N\ dx
N =1 ! ! i<k 8@8% 83%83:1 ! k

=0
wegen dx; A dr; = 0 und wegen der Symmetrie

o’f 9*f

Das war die duflere Ableitung einer 1-Form, die ein Differential df ist. Fiir eine 1-Form w, die kein
Differential ist, berechnen wir allgemein

Beispiel 5.48 Fir die 1-Form w = Y}_; wrdzy ist

dw = O dal:Z A dxy,
— Ox;
i,k
i<k N 9T Lk

Insbesondere fiir n = 3 hat w die drei Koeflizienten w1, ws und ws. Auch dw hat dann drei Koefhi-
zienten, und zwar
8w1 8w2

—— — ——= bei d d
ng gl“l el x1 N\ dxo
bt R bei dx1 A dxs
I

w2 w2 .
—— ———= bei d d
O3 oy el T2 N\ Adxs3

Schreibt man fiir die Basis-2-Formen nicht dz; A dzj sondern
d.i:‘l Adxo A dxs, —dx1 A d.i:‘g Adxs, drxy A dxg A di‘3,

so sind die Koeffizienten genau die Koeffizienten des Rotationsfeldes zum Vektorfeld (w1, ws,ws). Der
Fachmann sagt, das folgende Diagramm ist kommutativ:

1-Form w —  Vektorfeld (w1,ws,ws)

! !

2-Form dw — Vektorfeld rot(wy,ws,ws)
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Beispiel 5.49 (p =n — 1) Wir berechnen die duflere Ableitung der n — 1-Form

w = Z(—l)”laidl‘l A dzi... A dxy,
=1

und erhalten

dw = Hda; ANdxy A ...dzy... A dx,

S -1)
=1
S (-1)
=1

i “ Ja; .
i Z ) ANdzyg Ndxy A ...dx;... \Ndz,
=1 9k

— <Z gai> dri A ... Ndx; A ... \dx,.

i=1 9Ti

Wenn wir die Koeffizienten einer n — 1-Form w wie in Beispiel 5.45 zu einem Vektorfeld A =
(a1, ..., an) zusammenfassen, dann hat die n-Form dw den Koeffizienten div(A). Wieder kann man dies
mit einem Diagramm ausdriicken: Das Diagramm

(n—1) — Form w —  Vektorfeld A
ld | div
n — Form dw — div(A)
= div(A)dxy A ... Ndzy,
ist kommutativ.
Satz 5.42 (Rechenregeln) Die dufiere Ableitung

+1
d: Qi — szl

hat folgende Eigenschaften:
a) Linearitit: Fir a,b € R ist d(aw + bo) = adw + bdo.
b) Produktregel: Fir w € QP und o € Q9 ist

dw AN o) = (dw) Ao+ (—1)Pw A do.
Insbesondere gilt fiir eine Funktion (= 0-Form) f
d(fw) =df Nw+ fdw.
¢) Transformationsregel: Fir differenzierbares F: U — V und w € QP(V) ist
F*(dw) = d(F*w).

Insbesondere folgt hieraus, dass die dufSere Ableitung unabhdngig vom Koordinatensystem definiert ist.
d) Symmetriebedindung: d(dw) = 0.

159



Beweise. a) Das Differential df einer Funktion f ist offensichtlich linear in Bezug auf f. Fiir zwei
p-Formen

szwIde, U:ZJIdeEQP
I I
folgt damit

d(aw +bo) = Z d(awr + bor) Adxy

= Z(adw; + bdoy) Adxgp
I;
= adw + bdo.

b) Wegen der Additivitit aus a) und der Bilinearitéit des duleren Produkts (Satz 5.38) geniigt es,
die Aussage fiir Formen
w=f-dovy, |I|=p, o=g-dv;,|J|=¢

zu zeigen. Das duflere Produkt dieser beiden Formen ist
wAo=fg-dey Ndzy.
Und dessen duflere Ableitung ist

dwANo) = d(fg) Ndxr Ndxy
= gdf Ndxy Ndxy+ fdg Ndxp Ndxy
= df Ndxr ANgdry+ (—1)P(fdxr) ANdg Adxy
= dwAo+ (—1)’wAdo.

c) Wegen der Linearitdt der dufleren Ableitung d und der Liftung F* geniigt es, die Aussage fiir
eine Form w = f - dx zu zeigen. Wegen der Produktregel fiir die Liftung ist deren Liftung

Fro=fol - (F'dxy) A...N(F*dz;,).
Fiir die duBere Ableitung dw = df A dxj folgt ebenso
Frdw = F*(df) N (F*dxi)) A ... N (Fdxy,).
Es gentigt also die Aussage
d(foF)=F*df

fiir Funktionen zu beweisen. Die Koordinaten auf U schreiben wir u, ..., t,, und die auf V" als vq, ..., v,,.
Dann ist

8oF 88F
drom) =3 Ul =323 SLE0.

i=1 1j=1

Mit (Beispiel 5.43)

F*dv; = Z 8u] du;
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wird

. oxm Of ~Of of OF; ~O(foF)
F e F _ T _ g —
af Z: ovj do; Z: 8vj Z Z ovj 8uZ Z: ou; o, = dfoF).
j=1 7=1 =1:i=1 =1
d) Auch diese Aussage brauchen wir nur fiir eine Form w = fdz; zu beweisen. Nach Definition ist
dw =df Ndxy

und mit der Produktregel
d(dw) = d(df) Ndxy — df Nd(dxr).

Hier ist d(df) = 0 nach Beispiel 5.47. Und durch Induktion nach p folgt wieder mit der Produktregel
dry = d(dxi, A ... Ndxg,) = d(dxi,) A dxgy, A ...dxg, — x5 Ad(dziy A ... ANdxg,) = ... = 0. O
Definition 5.42 FEine Form w € QP(U) heifst geschlossen, wenn dw = 0. Sie heif$t exakt, wenn eine
Form o € QP! existiert mit do = w.
Mit anderen Worten: die geschlossenen Formen bilden den Kern der Abbildung
d: QP(U) — QPTH(T),
die exakten Formen das Bild der Abbildung
d: QP 1 (U) — QP(U).

Eine 1-Form w = Y, a;dz; ist genau dann exakt, also w = df, wenn das Vektorfeld A = (ay, ..., a,) ein
Gradientenfeld A = grad f ist. Und w ist genau dann geschlossen, wenn A der Symmetriebedingung

8ai . 80,]'
al‘j N 8%/

i1£j=1,..,n

geniigt. Auf einer konvexen offenen Menge U sind beide Bedingungen #quivalent. Ubersetzen wir das
wieder in eine Aussage iiber die 1-Form w, so sehen wir:
Fiir eine 1-Form w (von Klasse C?) auf einer konvexen offenen Menge U C IR" sind dquivalent:

e w ist geschlossen,
e w ist exakt.
Nicht-trivial ist hier natiirlich nur die Richtung
dw=0 = w=df.
Diese Aussage verallgemeinert sich auf Formen beliebiger Stufe und heifit dann Poincare-Lemma.

Satz 5.43 (Poincare-Lemma) Es sei U C IR" offen sowie konvez. Fiir w € Q5 p > 1, gilt dann:
Aus
dw=20

folgt, dass es eine Form o € Qg_l gibt mit

do = w.
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Der Beweis ergibt sich sehr einfach aus dem folgenden technischen Lemma. (Ich habe das hier alles
aus Forster 111 abgeschrieben.)

Satz 5.44 (Technisches Lemma) Es sei U C IR" offen. Wir betrachten Mengen

0,1] x U c R™" wund V c R"!
und die Abbildungen

Fo.F,:U = MxU
definiert durch
FO(X) = (07X)¢ FI(X) = (LX)'
Dabei ist V.C R" ! eine offene Menge, welche die Menge [0,1] x U enthdlt. Ist o € QF(U), p > 1,
geschlossen, so gibt es einn € QIf_I(U) mit
Fio—Fjo =dn.
Beweis. Wir bezeichnen die Koordinaten auf IR x IR™ = R™"! mit (¢, u1, ..., u, ). Wir schreiben
w= Z frdxy + Z gjdt A dx gy
[|=p | J|=p—1

und berechnen
Fl*w:Zf[(l,X)d:L‘[, Fgw:Zf[(O,X)d:L‘[,
I I

dw_zaffdmd —I—Zzafldxz/\dxf—zzagj A dzy.

ot I =1 J =1
Weil dw =0 vorausgesetzt ist, heben sich insbesondere die dt enthaltenden Summanden auf. Damit
finden wir

af " 9g,
Za—;dm zj:;axzdt/\dxz/\dazf

Die Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung integrieren wir iiber ¢ von 0 bis 1:

Log ' g, o
t,x)dt = 1 - t,x)dt = t,x)dt.
[ 0= i) = 103, [ Fwxd = [t

Nun definieren wir die p — 1-Form 7 auf U durch

7= ZJ) ( /O 19J(t>x)dt) da.

Jetzt miissen wir nur noch nachrechnen

0 1
dn = Zax‘ (/0 gJ(tax)dt)dafi/\de
J 1
1
= Z(/ 991 )dl‘i/\dl‘J
o Ox;

J

_ 0f1 ,

= Z < BT >da:1

= Zf[ 1,%)(1.%[ — Zf[(o,x)dl‘[
1 I

= Ffo—Fjo. Ll
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Beweis des Poincare-Lemmas. Wir konnen o0.B.d.a. annehmen, dass U den Nullpunkt enth&lt. Wir
verwenden die Abbildung
F:RxR"'"—1R", F(tx):=t x

Dann ist V := F~1(U) C IR x IR" offen mit [0,1] x U C V. Die Abbildungen Fy und F} seien wie im
vorangegangenen Lemma definiert. Die p-Form

o:=F'w
auf V' ist geschlossen (Satz 5.42 ¢). Nach dem Lemma gibt es eine p — 1-Form 7 auf U mit
dn = Ffo — Fjo.
Die Abbildung F' o F; : U — U ist die Identitdt. Damit folgt
Ffo=F/(Frw)=(FoF)'w=uw.
Die Abbildung F' o Fy : U — U ist konstant, die Null-Abbildung. Damit wird
Fy(o) = (F o Fp)*w = 0.
Insgesamt zeigen die beiden letzten Gleichungen

w = do. ]

Aufgabe 5.26 FEs seien die Differentialformen
w = xadr| — x3dry + 24dx3 + 21dry € QY(RY)  wnd o = z3a4dry A dao + xiT0drs A dry € Q?(IRY)
sowie die Abbildung F : R* — IR*
(w1, uz, u3,ug) — (€ cos(ug), e sin(ug), ud — u?, 2usuy)
gegeben. Berechnen Sie die Differentialformen
wAo,dw, do,dw A o, dw A do, d(w A o),

F*w, F*o F*do.

Aufgabe 5.27 Im IR? seien Polarkoordinaten (r,¢)1) und (r,p2) eingefihrt durch
x1 =rcos(p1),x2 = rsin(er), (0 < ¢ < 27)

auf Uy = IR? \ {(z1,22) : 1 > 0,22 = 0}, bezichungsweise

x1 = rcos(ps + g),l‘g = rsin(ps + g), (0 < o < 2m)
auf Uy = R?\ {(z1,29) : o1 = 0,29 > 0}. Zeigen Sie: Fiir die Formen dp; € QY (U;), i = 1,2, ist
dp; = w|U; mit

w— dzy + Q?de@te(R?\o).
2

2 2
]+ x5 Ty
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