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-1 Erginzungen zu Analysis I (Aufgaben)

In diesem Abschnitt m6chte ich einige Punkte aus der Analysis einer Verédnderlichen besprechen, die
ich voraussetze, wenn ich mich der Analysis mehrerer Verédnderlicher zuwende. Dies ist allerdings
abhéngig davon, was in der Vorlesung Analysis I behandelt wurde und was nicht. Es ist nicht jedes
Jahr das gleiche. Dies ist nur einer der Griinde dafiir, dass ich diese Ergénzungen nicht iiber die Jahre
schriftlich fixiere, sondern dass ich sie jedesmal der Situation anpasse. Was ich allerdings schriftlich
fixieren mochte sind Aufgaben hierzu. Deswegen stelle ich hier einige Aufgaben zusammen zu den
Themen

-1.1 Ergénzungen zur Differentialrechnung
-1.1,a) Differentiation und Konvergenz

-1.1,b) Hohere Ableitungen

-1.1,c) Lokale Extrema

-1.1,d) Taylor-Reihen

-1.2 Ergidnzungen zur Integralrechnung

-1.2,a) Berechnung von Integralen

-1.2,b) Integration und Konvergenz

-1.2,¢) Partialbruchzerlegung

-1.2,d) Fléchenberechnung und uneigentliche Integrale

-1.1 Erginzungen zur Differentialrechnung

-1.1 a) Differentiation und Konvergenz

Aufgabe -1.1 a) Entwickeln Sie
f@) = —
AR

in eine Potenzreihe um den Nullpunkt und geben Sie deren Konvergenzradius an.
b) Bestimmen Sie f'(x) und differenzieren Sie die Potenzreihe aus a) gliedweise

Aufgabe -1.2 Stellen Sie

fir |z| <1 als rationale Funktion dar.

Aufgabe -1.3 Stellen Sie

als elementare Funktion dar.

Aufgabe -1.4 Es sei

s(x) == S (=" 22,
(z) ;(271—1—1)(2714—2)



Berechnen Sie

a) s"(x),

1 1 1 1 —

Aufgabe -1.5 Zeigen Sie fir x > 0

i — -nTr _ i ie—na:
dr — — dx
n=1 n=1
Aufgabe -1.6 Zeigen Sie fir |x| <1
11—z >
=1+2 —1)"z"
1+z 712::1( )
Aufgabe -1.7 Entwickeln Sie
1

i eine Potenzreihe um den Nullpunkt.

-1.1 b) Hoéhere Ableitungen

Aufgabe -1.8 FEs sei f : IR — IR zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie

7(0) = Jim = (£(2h) = 2/ (k) + £ (0)).

h—0
Aufgabe -1.9 Zeigen Sie: Die Funktion f : IR — IR definiert durch

22 cos(Z) =z

ist differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

Aufgabe -1.10 Zeigen Sie
& 1 K

dik1—z ~ (1 — )kl

Aufgabe -1.11 Beweisen Sie die Produktformel von Leibniz

Py g gy i
dx™ = dan—Fk  dak’

-1.1 ¢) Lokale Extrema



Aufgabe -1.12 (Snellius) FEin Lichtstrahl gelange vom
Punkt (—1,—1) zum Punkt (1,1), indem er zundchst gerad-

linig von (—1,—1) zum Punkt (x,0) verliuft, und von dort (1,1)
geradlinig nach (1,1). Unterhalb der x-Achse sei die Licht- : y
geschwindigkeit = vy, dariber = vo. Zeigen Sie: Die Zeit, |
welche der Lichtstrahl fir die Gesamtstrecke braucht, ist mi- (z,0) &
nimal, wenn |

vy sin(aq) |

v sin(ag) a1 vy
Daber sind o1 und oo die Winkel wie in nebenstehender :

Zeichnung. Die Bedeutung sin = Gegenkathete/Hypotenuse (—1,-1)
aus der Schule werde als bekannt vorausgesetzt.

Aufgabe -1.13 Am Rio Grande soll eine rechteckige Weide mit 80 000 gm Fldche eingezdunt werden.
Eine Seite der Weide wird vom geradlinigen Fluss begrenzt, hier ist kein Zaun ndtig. Wie sind die
Seiten der Weide zu wdhlen, damit die Zaunlinge minimal wird?

Aufgabe -1.14 FEin Draht der Linge 1m wird in zwei Teile der Lingen x und y geschnitten, wobei
auch die Extremfille x = 0 und x = 1 mdglich seien. Aus einem Teil wird ein Kreis gebogen, aus dem
anderen ein Quadrat. Wie muss der Schnitt gelegt werden, damit die Summe der Flichen von Kreis
und Quadrat minimal, bzw. mazimal wird? (Hinweis: Fin Kreis vom Umfang x hat die Fliche g}

Aufgabe -1.15 Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Extrema fiir die Funktionen (n € IN)
a) f(x) = x"e” b) g(z) = z"In(x), (x > 0).

Aufgabe -1.16 Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f(x) = @x + sin(zx).
Aufgabe -1.17 Bestimmen Sie ¢ € IR derart, dass die Gerade y = cx den Funktionsgraphen von e”
in einem Punkt beriihrt.

Aufgabe -1.18 Die Gleichung

9.81
y(t) = —TtQ + at

beschreibt eine Wurfbewegung mit Anfangsgeschwindigkeit a > 0. Bestimmen Sie die mazximale Hdhe.
Aufgabe -1.19 Bestimmen Sie den Mazimalwert der Funktion f(x) = xv1 — 2?2 fir0 <z < 1.

Aufgabe -1.20 Die Gleichungen

x(t) = b-t

yt) = -2+ a
beschreiben eine Wurfbewegung mit horizontaler Anfangsgeschwindigkeit b und vertikaler Anfangge-
schwindigkeit a. Berechnen Sie die grofitmdgliche Wurfweite bei fester Anfangsgesamtgeschwindigkeit

v =+va?+ b2

Aufgabe -1.21 Bestimmen Sie die Grundseite g und Hohe h eines dem Einheitskreis einbeschriebe-
nen Rechtecks so, dass gh® mazimal wird.



Aufgabe -1.22 Zwei Gdnge der Breite 1m kreuzen sich rechtwinklig. Was ist die mazximale Linge
einer Stange (der Dicke 0), die man waagrecht (ohne zu kippen) von einem Gang in den dazu senk-
rechten Gang transportieren kann?

-1.1 d) Taylor-Reihen

Aufgabe -1.23 Bestimmen Sie eine rationale Zahl ¢ mit |cos(1) — q| < 135

Aufgabe -1.24 Zeigen Sie fir |x| <1

mﬂ$"——m x)ln T
;Z%n(n—n =~z + (1 +2)in(1l +x).

Aufgabe -1.25 a) Geben Sie das zweite Taylorpolynom po(x) fir sin(x — %3) zum Entwicklungspunkt
0 an.

b) Zeigen Sie fir |x| <1
3 4
sin(e — ) — pa(o)] < 2l

Aufgabe -1.26 Entwickeln Sie e®sin(x) in eine Taylorreihe bis 3.
Aufgabe -1.27 Zeigen Sie fir0 < x <m

cos(z) > 1 — 2°.
Aufgabe -1.28 Berechnen Sie sin(1) auf drei Stellen.

Aufgabe -1.29 Zeigen Sie

a) sin*(z) =22 —tat + Zab+ . b) sind(z) =23 — fa5 + 2T+

Aufgabe -1.30 Zeigen Sie fiir x € [0,1072]
xT 1 -1
O§1+§—\/1+l‘§§10
Aufgabe -1.31 Bestimmen Sie ein Polynom p(z) vom Grad 8 mit

;PE%) %(cos(Zw)sin(&v} —p(x)) =0.

Aufgabe -1.32 Zeigen Sie fiir alle x > 0

3 3
%<1+—x+—x2.

3 3 1
14+ o+ -2?— —a3 < (1+x) 5 3

2 8 16
Aufgabe -1.33 Entwickeln Sie

22—z -2

i eine Taylorreihe um x = 0.



Aufgabe -1.34 Zeigen Sie fir |x| < 1

1
Vita?

Aufgabe -1.35 Zeigen Sie:
a) Zu jedem n € IN gibt es ein 0,0 < 0 < 1, mit

2 & 1-3-...-(2k—1)
1 2 _1k 2k'
2+k§( U PR TR R

n 1 0

e
e:Z——l— ,
vt (n+1)!

b) e ist irrational, d.h., nicht von der Form p/q mit p,q € IN.

-1.2 Erginzungen zur Integralrechnung

-1.2 a) Berechnung von Integralen
Aufgabe -1.36 Bestimmen Sie eine Stammfunktion fir
a)ln(z), (x> 0) b)arctg(z) c)sin’(z) d)e “cos(z)

Aufgabe -1.37 Berechnen Sie eine Stammfunktion fiir

x

flz) = mln(w) (x >0).

Aufgabe -1.38 Zeigen Sie fiir m,n € IN:
a) [77 cos(mx)cox(nz)dr = [Z7 sin(mx)sin(nx)dr = Spp - T,
b) [ cos(maz)sin(nz)dr = 0,

Aufgabe -1.39 Bestimmen Sie eine Stammfunktion fiir /1 + x2 durch die Substitution x = sinh(t).
Aufgabe -1.40 Bestimmen Sie Stammfunktionen fiir tan(x) und cot(x).
Aufgabe -1.41 Bestimmen Sie durch partielle Integration Stammfunktionen fiir

arcsin(x) und  arctan(x).

Aufgabe -1.42 Zeigen Sie, dass

F(z) =lIn|z + V1 + 22|

eine Stammfunktion von
1

o)==

1st.

-1.2 b) Integration und Konvergenz



Aufgabe -1.43 Entwickeln Sie

ey
_¢2 L .
a) / e "dt in eine Potenzreihe um x = 0,
0

T sin(t
b) / t( )dt in eine Potenzrethe um x = 0,
0
x ot
c) / € dt in eine Potenzreihe um x = 1.
1

Aufgabe -1.44 Stellen Sie
p2n+1

a) /Olnio% p dx,
b) /01 fi:l cos(nx)dm

n3

als Rez’hgn dar.

Aufgabe -1.45 Zeigen Sie

/Ox sin(t) Qb — i(_l)l/ .T2V+1

t = 2v+1)-(2v +1)!
-1.2 ¢) Partialbruchzerlegung
e dx
Aufgabe -1.46 Berechnen Sie / —_—.
0o (z+1)(x+2)

Aufgabe -1.47 (Forster I) a) Bestimmen Sie fiir

eine Partialbruchzerlequng der Form

ar+b n cx+d
1+v22+22 1—2x+ 22

b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion fir f(z).

Aufgabe -1.48 Bestimmen Sie eine Stammfunktion fir

a)

m mittels Partialbruchzerlegung,

b) —— mit der Substitutionsformel,
e’ +1

xX
-1
c)6 .
et +1

Aufgabe -1.49 Zeigen Sie




-1.2 d) Flichenberechnung und uneigentliche Integrale

Aufgabe -1.50 Berechnen Sie die Fliche unter der Kurve y = sin(z) zwischen v = —%5 und x =

vl

Aufgabe -1.51 Beweisen oder widerlegen Sie die Existenz des Grenzwertes

h
lim cos(z?)dz.
h—oo Jo
© x
Aufgabe -1.52 a) Berechnen Sie/ e 2dx.
0
o 172
b) Zeigen Sie, dass / e~ 2 dx existiert.
0
o0 1
Aufgabe -1.53 Berechnen Sie/ ——dz .
0o cosh(x)
Aufgabe -1.54 Berechnen Sie die Fldche der Ellipse
2 2
T+l
a?>  b?

Aufgabe -1.55 Ist die Fliche im ersten Quadranten zwischen der Hyperbel x> — y?> = 1 und ihrer
Asymptote y = x endlich?

Aufgabe -1.56 Berechnen Sie

a) /01 %dac, b) /01 \/a_:\/%dw.

Aufgabe -1.57 Fiir welche 0 < a € IR existiert

/OO In(x) ?
1z

Berechnen Sie das Integral fiir diese o.

Aufgabe -1.58 Berechnen Sie
/ e “cos(x)dx und / e Ysin(r)dr.
0 0

Aufgabe -1.59 Berechnen Sie

durch Induktion nach n.

Aufgabe -1.60 Berechnen Sie fiir n € IN

Verwenden Sie dabei (ohne Beweis)



Aufgabe -1.61 Konwvergieren die folgenden Integrale:

o dx w/2
a) /0 T b) /0 tan(z)dz.

Aufgabe -1.62 Zeigen Sie

Aufgabe -1.63 Zeigen Sie

1 <1 1
— < Z <
3000 —~ n* — 2000
n=10
durch Vergleich mit
T



0 Kurze Einfiihrung

Stoff der Analysis I ist Differential- und Integralrechnung einer rellen Verédnderlichen. Dies sind die
drei groflen Problemkreise

1. Konvergenz (=Folgen und Reihen), stetige Funktionen,
2. Differenzieren,

3. Integrieren.

Und um genau dieselben Problemkreise geht es in dieser Vorlesung Analysis 11, allerdings werden
wir nicht mehr Funktionen f(z) einer Verénderlichen betrachten, sondern Funktionen f(x1, ..., z5) von
mehreren Variablen. Als Begleittext zu dieser Vorlesung eignet sich der erste Teil des Buches

e O. Forster: Analysis 11, rororo-vieweg

Allerdings wird hier nur die Differentialrechnung abgedeckt. Integration kommt erst im Forster III. Die
Darstellung dort ist fiir uns jedoch zu detailliert. Andere Lehrbiicher, die den Stoff dieser Vorlesung
enthalten, sind z.B.

e K. Endl, W. Luh: Analysis II, Akad. Verl.ges. Wiesbaden
e H. Fischer, H. Kaul: Mathematik fiir Physiker 1, Teubner

e S. Grofimann: Mathematischer Einfiihrungskurs fiir Physiker, Teubner

Wenn ich Ubungsaufgaben aus einem dieser Biicher {ibernehme, dann gebe ich das an. Aber ich
habe diese Vorlesung schon mehrere Male gehalten. Und viele der Ubungsaufgaben von damals iiber-
nehme ich jetzt wieder. Dabei kann es vorkommen, dass eine aus den genannten Biichern dabei ist, ohne
dass ich das merke. Auflerdem werde ich Aufgaben aus dem schriftlichen Staatsexamen Mathematik
im nicht-vertieften Fach oder dem schriftlichen Zwischenexamen im vertieften Fach verwenden.

Bevor ich mit der Behandlung des Stoffes beginne, méchte ich erst einiges zur Notation und zum
Sprachgebrauch vorausschicken.

Der IR" ist der Raum der n-tupel (x1,z9, ..., 2,) reeller Zahlen. Die heiflen auch Vektoren. Man
kann sie als Zeilenvektoren schreiben (das geht drucktechnisch einfacher) oder als Spaltenvektoren.
Man kann die Indizes unten oder oben schreiben, darauf wird es in dieser Vorlesung nicht ankommen.
Es gibt allerdings Teilgebiete der theoretischen Physik, wo man da einen groflen Unterschied macht.
Hier kann ich darauf nicht sinnvoll eingehen.

Ich habe mir angewohnt, Vektoren fettgedruckt zu schreiben:

x = (z1,...,x,) € R™

An der Tafel macht das Schwierigkeiten, aber im gedruckten Text ist es doch ein sehr schénes Mittel
zur Strukturierung.

Man kann einwenden: Warum behandeln die Mathematiker den IR"™ in seiner vollen Allgemeinheit,
und nicht nur die Ebene IR? und den Raum IR®? Die Mathematik im IR™ ist fiir n > 4 doch absolut
unanschaulich! Wenn es mir auf die Anschaulichkeit ankommt, oder wenn es keinen grofien Unterschied

10



macht, werde ich mich tatséchlich oft auf die Félle n = 2 oder n = 3 beschrinken. Aber die Fille n > 4
kommen eben auch in der Physik vor: Der IR* z.B. ist der Raum, in dem die spezielle Relativitétstheorie
stattfindet, und ein punktférmiges Teilchen der theoretischen Mechanik wird beschrieben durch seinen
Ortsvektor x € IR? und seinen Geschwindigkeitsvektor x € IR3. Der Zustand eines solchen Teilchens
ist deswegen ein Vektor (x, %) € IRS.

Im ersten Semester behandelt man Funktionen, d.h. Abbildungen
f:D—1R, DCIR.
In diesem Semester betrachten wir allgemeiner Abbildungen
F:D—-RF DcR"

mit n > 1 und k& > 1. Eine solche Abbildung ordnet also jedem Vektor x € D C IR" einen neuen
Vektor y = F(x) € IRF zu. Den kénnen wir in Komponenten schreiben

Y1 Fi(x)

Yk F(x)
und sehen: Die Abbildung F : D — IR¥ ist dasselbe wie das k-tupel
F:D—-1R, .. F,:D—1R

ihrer Komponenten F, k =1, ..., k.
Abbildungen F : D — IR (Spezialfall k = 1) nennt man Funktionen. Eine Abbildung F : D — IR*
ist also dasselbe, wie das k-tupel (F, ..., Fy) ihrer Komponentenfunktionen.

Je nach den Werten der Dimensionen n und k benutzt man Abbildungen F : D — IR¥, D ¢ R",
zur Beschreibung verschiedener Situationen, und hat manchmal auch spezielle Namen dafiir:

e k& = 1: Das sind die gewohnlichen Funktionen f(z1,...,x,). Im Fall n = 3 etwa benutzt man sie
zur Beschreibung skalarer Felder, wie es z.B. eine Temperaturverteilung ist.

e n = 1: Hier wird jeder reellen Zahl t € D C IR (jedem Parameter) ein Vektor y(t) € IRF
zugeordnet. Fiir k = 3 tritt soetwas auf bei der Beschreibung der Bahn eines punktférmigen
Teilchens im Raum. Der Parameter ¢ ist meist die Zeit. Und eine solche Abbildung D — IR¥ mit
D C IR nennt man eine Kurve im IR*.

e n = k: Solche Abbildungen kommen z.B. vor als Koordinatentransformationen. Die wichtigsten
davon sind die Transformation in Polarkoordinaten

N r - cos(y)
(2)- ()

und die Transformation in Kugelkoordinaten

r r - cos(p)cos()
F:| ¢ [~ ] r-sin(p)cos(d)
0 r - sin(0)

11



Aber Abbildungen mit n = k, zumindest in Dimension 3, benutzt man auch zur Beschreibung
von physikalischen Situationen: Jedem Vektor x wird eine Bildvektor y(x) zugeordnet. Stellt
man sich diesen Bildvektor y(x) im Punkt x angeheftet vor, so nennt man das ein Vektorfeld.
Damit beschreibt man etwa die Geschwindigkeitsverteilung von Fliissigkeitsstromungen oder
elektrische oder magnetische Felder.

e n =2, k = 3: Solche Abbildungen benutzt man zur Beschreibung von Fldchen (oder spezieller:
Oberflichen) im Raum. So wird etwa die Oberfliche der Einheits-Kugel (die Einheits-Sphére)

durch die Abbildung
cos(p)cos(0)
< z ) — | sin(p)cos(9)
sin(0)

beschrieben. Wenn man jeden Punkt der Kugeloberfliche nur einmal beschreiben mdéchte, muss
man sich auf den Bereich

D:{(p,0) eR*: 0< p<2m, —7/2<0 < 7/2}
beschranken.

e n =k —1: So etwas nennt man - in Analogie zum Fall k = 3 - eine Hyperfliche im IR

12



1 Differentialrechnung mehrerer Veréinderlicher

1.1 Grundlagen

Inhalt dieses Kapitels ist das Differenzieren von Funktionen mehrerer Verénderlicher, oder allgemeiner

von Abbildungen
F:R" — RF.

Bevor wir anfangen zu differenzieren, noch einige Definitionen:

Definition 1.1 Die euklidische Linge (oder Norm) eines Vektors x € R™ bezeichnen wir mit || x ||,

also
n
| x[|= /a3 +..+a2 =] a2
v=1

Die Linge || x —y || eines Differenzvektors x —y heifit der Abstand dieser Vektoren.

Ich mochte hier auch kurz erklédren, was diese Norm fiir n X n-Matrizen bedeutet. Eine n x n-Matrix
A= (aivj)i,jzl,...,n
kann man ja auch auffassen als einen Vektor

2
n
(a1,1,01,2, Q10,215 ., Ap ) € R™ .

Die Norm dieses Vektors nennt man die Norm der Matriz A:

n
| All:= Z azz,j
ij=1

Mit der Matrix-Norm kann man ganz schén rechnen. Es gilt
a) |A+B|<|A|l+ ] B fir je zwei n x n-Matrizen A, B.
b) |A-v|<| Al - | v] fir jeden Vektor v € IR™.
c) |A-B|<|A| | B fir je zwei n x n-Matrizen A, B.

Beweise: Eigenschaft a) ist nichts anderes als die Dreiecksungleichung aus der Linearen Algebra
im Vektorraum R™ der n x n-Matrizen.
b) Der Vektor w = A - v hat die Komponenten

n
w; = Zai,jvj = (4;,v),
j=1

wo A; den i-ten Zeilenvektor der Matrix A bezeichnet. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung der
Linearen Algebra folgt

n
wil <A |- v = | D AF v L
j=1

13



und damit

n n
||W\|=\lzw?§J YA Ivi=lAl-lvl.
=1

1,j=1

c) Bezeichnet B’ den j-ten Spaltenvektor der Matrix B, so hat die Produktmatrix A - B die
Spaltenvektoren A - B7. Nach b) ist die Norm eines jeden dieser Vektoren

A-BZ (||| Al - | B I,

[A-Bl= D 1AB2<|Al-|D 1B P=IAl-|B].
j=1 j=1 L]

Genauso, wie es konvergente Folgen von Zahlen gibt, so gibt es auch konvergente Folgen von
Vektoren:

und damit

Definition 1.2 Die Folge (x,)ew von Vektoren x,, € R™ heifit konvergent gegen den Vektorx € IR",
wenn zu jedem 0 < € € R ein M (€) existiert mit

| x, —x||<e fir p>M(e).

Fiir jeden Vektor v = (v;) ist
n
il <l v 1< D fwil.
i=1

Fiir v =x, — x bedeutet das

n

i = il <% = x (<Y | — @il
i=1

und damit sieht man: Die Folge (z,) konvergiert genau dann gegen den Vektor x, wenn fiir i = 1,...,n
die i-te Komponentenfolge x,,; gegen x; konvergiert.
Genau wie fiir reelle Zahlen hat man auch fiir Vektoren den Begriff der Cauchy-Folge:

Definition 1.3 Die Folge (x,).cn von Vektoren x,, € IR" heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem 0 <
e € IR ein M(e€) existiert mit

| xp — %y |[< € fir p,v>M(e).

Wegen
X0 — Xuil <[ % — 0 ||

ist dann fiir ¢ = 1,...,n die Folge x,; der i-ten Komponenten eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Die
konvergiert. Daraus folgt, dass jede Cauchy-Folge von Vektoren im IR"™ konvergiert.

Wir erinnern uns noch an folgende Definitionen, die fast wortlich so auch im IR! benutzt werden:
Eine Teilmenge M C R"

14



heif3t falls

Kugel M={xelR":||x—x¢|<r}
offen mit jedem Punkt xg € M auch eine ganze Kugel um xg zu M gehort
abgeschlossen R"\ M ={xe€R":x ¢ M} offen ist

Abschluss N von N | M Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen ist, die N enthalten
Rand ON von N M=Nn(R"\N)

beschrankt M in einer Kugel enthalten ist

kompakt M beschrinkt und abgeschlossen ist.

Aquivalent dazu, dass M offen ist, ist die Eigenschaft: Ist x € M, und ist x . €ine gegen x konver-
gente Folge von Vektoren, so gibt es immer ein m € IN mit x,, € M fiir p > m.

Und &dquivalent dazu, dass M abgeschlossen ist, ist die Eigenschaft: Fiir jede Folge x,, von Vektoren
x, € M, die gegen einen Vektor x € IR" konvergiert, gilt x € M.

Wir brauchen noch zwei Eigenschaften, die kompakte Mengen charakterisieren. Aber weil wir sie
anwenden und keine Theorie machen wollen, interessieren uns nur die folgenden Implikationen:

Wenn M C IR™ kompakt ist, dann gelten:

a) Jede Folge von Vektoren x,, € M besitzt eine in M konvergente Teilfolge.

b) Ist M enthalten in einer Vereinigung |J U, von offenen Mengen U, C IR", so ist M auch schon
in einer Vereinigung |J7" U, von endlich vielen dieser offenen Mengen enthalten.

Beweis. a) Fiir v = 1,...,n sind die Komponentenfolgen (z,,,),en beschréinkt, weil M beschrankt
ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} in einer Variablen, besitzen sie alle konvergente Teilfolgen.
Geht man zu diesen Teilfolgen iiber, erst in der Folge (x,,1), dann in der Folge (,,2), usw., so sieht man,
dass die Folge x,, eine konvergente Teilfolge besitzt. Weil M abgeschlossen ist, muss der Grenzwert
dieser Folge zu M gehoren.

b) Wenn es kein m gibt, mit M C Jj" Uy, dann gibt es also zu jedem m € IN einen Punkt x,,, € M
mit x,, ¢ U7" Uy. Nach a) hat die Folge x,, eine konvergente Teilfolge, wir kénnen gleich annehmen,
dass sie selbst konvergiert, etwa gegen x € M. Wegen x € M € |JU, gibt es ein U,, mit x € Uy,.
Weil U, offen ist, gibt es ein m mit x, € U,, fiir 4 > m. Dann ist die ganze Folge enthalten in
(UT"U,) U U, Widerspruch!

Beispiel 1.1 Fiir jede n x n-Matriz A ist die Matrizen-Folge (A"),ew im Vektorraum R"™ wohlde-
finiert, und damit auch die Matrizen-Reihe

>0 1
— A*.
z::o ul

Die Matriz-Norm der Partialsummen .
2
1

> L

|
H=mi /’l"
dieser Reihe kann man abschdtzen durch

m9 1 ma

1
> A= > o A

pH=mi ° p=mi
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d.h., durch die Partialsummen der konvergenten Fxponentialreihe

o 1
A
el ”ZE;”A”“'

p=0""

Deswegen bilden die Partialsummen der Matrizen- Exponentialreihe eine Cauchy-Folge, und die Matrizen-
Ezxponentialrethe konvergiert gegen eine Matrix

o0
1
eA = —'A“.
v=0 K

Eine Abbildung F' : M — IRP, M C IR" ist in einem Punkt xo € M stetig, wenn sie das (e, )-
Kriterium aus dem ersten Semester wortlich erfiillt:

Zu jedem 0 < € € IR
gibt es ein § = §(€) derart, dass
fiir alle x € R™ mit || x —xg ||< 0
gilt: || F(x) — F(x0) ||< e

Praktisch bedeutet dies fiir uns, dass eine Abbildung F'(x) = (Fi(x), ..., Fi(x)) stetig ist, wenn ihre
k Komponentenfunktionen Fj; stetig sind. Und damit kann man dann auch beweisen, dass Stetigkeit
dquivalent zur Folgenstetigkeit ist: F' ist stetig in xo € R" genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) von
Vektoren x,, € IR" gilt:

lim x, =x9 = lim F(x,) = F(xp).

V—00 V—00
Beispiel 1.2 Fir jede n x n-Matriz A ist die lineare Abbildung
R'svie—A-v

stetig.
Beweis: Natiirlich konnen wir A # 0 annehmen. Dann ist

[A-v—A-vo|=[A-(v—vo) <[ Al-]v-vol<e

falls
€
|v—vo < —.
| <7

Wir brauchen noch den Satz vom Mazimum, der in einer Variablen so lautet:
Eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion nimmt dort ihr Maximum an.

Und in mehreren Variablen:

Eine auf der kompakten Menge M C IR" stetige Funktion
nimmt in einem Punkt von M ihr Maximum an.
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Aufgabe 1.1 Es seien A und B zwei kommutierende n X n-Matrizen (d.h., A- B = B - A). Zeigen
Sie

und folgern Sie daraus, dass fiir jede Matriz A die Matriz e? invertierbar ist.

A:(Si).

Aufgabe 1.2 a) Es seia € R und

Zeigen Sie fir alle n € IN:

b) Zeigen Sie firt € R:

Aufgabe 1.3 Es sei

a) Zeigen Sie fir k € IN:

n =4k = A=

n=4k+1 = A"=A
n=4k+2 = A"=-1
n=4k+3 = A"=-A

b) Zeigen Sie firt € R:
oA _ < cos(t) —sin(t) )

sin(t)  cos(t)

1.2 Differenzierbare Abbildungen

Der Differentialquotient
F(x) — F(xo)
X — Xp
hat fir x € IR",n > 1, keinen Sinn, weil man durch den Vektor x — x¢ nicht dividieren kann.
Verallgemeinern lésst sich dagegen die Differenzierbarkeit als lineare Approximierbarkeit. In einer
Variablen sah das so aus: f ist differenzierbar in x, wenn

flx+h)=f(x)+a-h+eh) mit limwzo.

h—0 h

Dabei ist die Konstante a die Ableitung f’(x). Man verallgemeinert diese Approximations-Eigenschaft
folgendermaflen:
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Definition 1.4 Es sei M € R™ offen. F : M — IRF heifit in x € M total differenzierbar, wenn eine
lineare Abbildung

R" —» RF
A'{ h— A-h

existiert, so, dass fir alle h € R" (fiir die F(x + h) definiert ist), gilt
Fx+h)=F(x)+A-h+ ®().
Dabet soll
¢(h)=F(x+h)—F(x)—A-h
eine Abbildung sein, welche die Eigenschaft
®(h
0£hs0 ﬁ -

besitzt. Die lineare Abbildung A heift die (totale) Ableitung von F in x, in Zeichen A = F'(x).

Die Bedingung an @ in dieser Definition bedeutet, dass ®(h) schneller gegen Null geht, als h, also
etwa ,von zweiter Ordnung®. Die Abbildung F : x' — F(x) wird somit durch die (affin-) lineare
Abbildung F(x) + A - (x — x) von hoherer als erster Ordnung approximiert. Diese lineare Abbildung
ist dabei (im Falle ihrer Existenz) durch die Abbildung F' eindeutig bestimmt: Sind A und B zwei
lineare Abbildungen wie in der Definition, so gilt

. (A-B)-n . h
0 = llm —_— Y = hm A — B .
oo Th ot TP

Die Abbildung h — (A—B)-(h/ || h ||) ist konstant auf jedem Strahl £-h,0 < ¢ € R in der Richtung
hg, || hp ||= 1. Da sie fiir t — 0 gegen Null geht, ist sie konstant gleich Null. L]

Beispiel 1.3 Die konstante Abbildung F(x) = yq ist differenzierbar mit Ableitung F' = 0, denn
Fix+h)=yy=F(x)+0-h.

Beispiel 1.4 Jede (affin-) lineare Abbildung F(x) = yo + A - x ist differenzierbar mit Ableitung A.
Der Bewets ist von dhnlicher Schwierigkeit wie bei Beispiel 1.3.

Natiirlich heifit die Abbildung F auf der ganzen offenen Menge M differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt x € M differenzierbar ist.

Satz 1.1 (Triviales Differenzierbarkeitskriterium) Fine Abbildung F' = (F, ..., F};) mit den Kom-
ponentenfunktionen Fi, ..., Fy ist genau dann differenzierbar, wenn alle Funktionen F\; differenzierbar
sind. Die lineare Abbildung
F'(x) : IR" — IRF

ist dann gerade die Abbildung
F{(x)-h
R">h~— :

Fi(x)-h

18



Beweis. Wir bezeichnen die Komponentenfunktionen der linearen Abbildung A mit A, ..., A, also

Ai-h
A-h= :
Ai-h
Dann ist
lim ——(F(x+h)—F(x)—A-h)=0
olim (P~ F) = A-B)
<— lim ——(F,(x+h)—F,(x)—A.-h)=0firalle k =1,...,k
ol (G B) = B ) — A o)

<= alle Funktionen Fy,x = 1,....k, sind differenzierbar in x mit Ableitung F(x) = A,. 0

Mit Satz 1.1 ist die Differenzierbarkeit einer Abbildung F auf die Differenzierbarkeit ihrer Kom-
ponentenfunktionen F);, zuriickgefithrt. Wir beschéftigen uns deswegen jetzt mit Funktionen.

Satz 1.2 (Notwendiges Differenzierbarkeitskriterium) Die Funktion f : D — R sei differen-
zierbar inx € D, D C IR"™ offen. Dann sind alle Funktionen

0

() =f(x+t-e), e=|1 (v-ter Basisvektor),

differenzierbar in t = 0 und die Ableitung ist

Fe)h=S 2,
— dt B
v= t=0

Der Beweis von Satz 1.2 ergibt sich sofort, wenn wir in die Definition der Differenzierbarkeit von
f fiir die Auslenkung h € IR" speziell nur Vektoren ¢ - e, einsetzen.

Die Funktion ¢, (t) ist genau die Anderung der Funktion f in der v-ten Koordinatenrichtung,
wahrend die iibrigen Koordinaten festgehalten werden:

ou(t) = f(x1y ey @p_1, Ty + 6, Tpg1, ey ).
Thre Ableitung heifit partielle Ableitung von f in Richtung der Koordinate x,:

af
0x,

d
(x) == Ef(mh e @yt Tn) =0

Eine Funktion heif3t partiell differenzierbar, wenn sie nach allen n Variablen partiell differenzierbar ist.
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Beispiel 1.5 Die Funktion
fla,y) = 2% + 4

ist auf ganz IR? partiell differenzierbar mit

of of

= =2 - = 2.
Ox “ Oy 4
Fiir eine total differenzierbare Funktion f ist also
h) - hy
f(x+ )+ Z a + ¢(h)

mit einer Storfunktion ¢, welche ziemlich klein wird, wenn h — 0 geht. Physiker driicken diesen
Sachverhalt meist intuitiver wie folgt aus:

df - of of

d ——dz,.
81:1:1-i- +8:1:nx

Hier sind dz; = hq,...,dx, = h, die Komponenten des Auslenkungsvektors h, mathematisch vollig
exakt. Aber df, die ’infinitesimale Anderung’ df von f hat es in sich. Man stellt sich ndherungsweise
die Anderung f(x+h) — f(x) vor. Exakt ist das nur bis auf die kleine Stérfunktion ¢(h). Das bedeutet
die Formulierung 'ndherungsweise’ oder ’infinitesimal’.

Leider ist Satz 1.2 nicht umkehrbar. Eine partiell differenzierbare Funktion von n > 1 Variablen
braucht nicht total differenzierbar zu sein. Dafiir kann man Beispiele konstruieren, die aber sehr kon-
struiert sind, und deswegen in der Natur kaum vorkommen. Dagegen gilt

Satz 1.3 (Hinreichendes Differenzierbarkeitskriterium) Es sei D C R" offen, die Funktion f
sei partiell differenzierbar auf D und die partiellen Ableitungen Of/0x, seien stetig auf D. Dann ist
f total differenzierbar.

Beweis. Sei x € D. Da D offen ist, gibt es ein r > 0 derart, dass die Kugel um x von diesem
Radius r noch ganz zu D gehort. Fiir alle Vektoren h = (hy, ..., hy) € R™ mit || h ||< r gehoren also
die Vektoren

+ (hiyes by, £,0,.,0), 0 <t < h,yq,

auch zu D. Wir kiirzen ab

ho = 0

h, = (h1,....,h,0...,0)
und folgern aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewendet auf die Funktion
gu(t) :== f(h1,...,hy—1,1,0,...,0),
dass es ein 0, 0 < 0 < h,, gibt mit

f(x+hy) = f(x+h,1) = g(h)—g.,(0)
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wobei x, = x+ (hy,...,h,—1,6,0,...,0). Es folgt

Fxbh) = 60+ S (Flxthy) — f(x +hy)

v=1
"0
- f<x>+28f<xy>-hy,
=1
" of of
—— | f(x+h)— f(x)— X)-h,| = [ Xy) X
oy | =700 = 2 5, () ] > iy L - )
— Ofiir [ h—0,
denn
il <1, x X und ist stetig i
=4 v — X, g 1 X.
Ib] o, -

Fassen wir zusammen:

stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar = partiell differenzierbar

Wichtiger als diese etwas sproden Definitionen ist eine anschauliche Vorstellung der Ableitung. Was
hat beispielsweise die Ableitung einer Funktion f(z) einer reellen Variablen aus dem ersten Semester
mit einer linearen Abbildung A : IR! — R! zu tun? Differenzierbarkeit bedeutet

fl@+h)=f(z)+ f(x) - h+ o)

mit einer ziemlich kleinen Storfunktion . f/(z) ist die Steigung der Tangente an den Graphen der
Funktion f. Diese Tangente wird durch

b f(z) + f(@) - h
parametrisiert, und die lineare Abbildung ist gerade
h— f'(z)-h

nichts anderes als die Multiplikation mit dem Skalar f(x).

Ahnlich kann man noch die Ableitung einer Funktion f(z,y) von zwei reellen Variablen ,vy ver-
stehen: Der Graph der Funktion ist eine Fliche im x,y, z-Raum, die iiber (einem Teil) der z, y—Ebene
ausgebreitet liegt. die Approximationseigenschaft

f(( ’ ) n ( " )) — o)+ S )+ S ) b i)

bedeutet die Approximierung des Graphen von f durch die Ebene mit der affinen Parametrisierung
b ¥ = x+Mh
1R29<h1>H y = y+th
? d o= flay) + G@y) b+ Ghy) by
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und die lineare Abbildung f/(z,y) ist gerade der lineare Anteil dieser affinen Abbildung. Die affine
Ebene, welche durch

h f(x) + f/(x) - b
parametrisiert wird, heifit die Tangentialebene im Punkt (x, f(x)) € IR? an den Graphen der Funktion
f.

Sonst kann man sich (aus Dimensionsgriinden) nur noch Abbildungen R 3 t — (z(t),y(t)) € IR?
(Kurven in der Ebene) oder IR > ¢ + (z(t), y(t), 2(t)) € IR* (Kurven im Raum) vorstellen. Der Vektor

dx
dx E(tO)
g(tO)
. dy
x(ty) = bzw.  x(to) = | —(to)
dy dt
a(tO) o

heiBt Geschwindigkeitsvektor der Kurve. Heftet man ihn im Kurvenpunkt (z(to),y(to)) € IR?, bzw.
(z(to),y(to), 2(to)) € IR? an, so spannt er die Kurventangente in diesem Punkt auf. Die lineare Abbil-
dung ist dann eine Parametrisierung dieser Kurventangente.

Aufgabe 1.4 (Gemeinheit, NV) Firz >0 undy > 0 sei
G(z,y) = 2¥ + (Inx) - [(arctan(sin(cos(xy))))® — In(z + y)].
Berechnen Sie die partielle Ableitung 1. Ordnungvon G nach der zweiten Variablen an der Stelle (1,2).

Aufgabe 1.5 (NV) Bestimmen Sie die Tangentialebene im Punkt (1,—2,2) der Fliche im R3, die
durch die Gleichung

z = 3x2y + 2x9?
gegeben ist.

Aufgabe 1.6 (NV) Bestimmen Sie die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f:IR?* — IR
mit f(z,y) = 2® +y> — 3z — 12y im Punkt (2/0/2).

Aufgabe 1.7 Gegeben seien zwei differenzierbare Abbildungen
a,b:R*— R (Felder),

sowie daraus gebildet die skalare Funktion ¢(x) = (a(x).b(x)) und das Vektorfeld A(x) = a(x) x b(x).
Zeigen Sie

0 Oa db 0A Oa db
@) 8:::0 :(833 'b>+<a‘8x >’ ) oz, O ><b—|—a><ax.

Aufgabe 1.8 Fiir x € IR" setzt man oft

r=rx)=[x|=z}+..+ 2.
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Ist f eine differenzierbare Funktion einer Variablen, so bezeichnen wir (etwas salopp) mit f(r) die
Funktion x — f(r(x)) auf R™.
a) Berechnen Sie fir r # 0 die partiellen Ableitungen Or/0x,, .

b) Zeigen Sie: 9/(r) =, f'(r).
ox, r
I

c¢) Zeigen Sie: Z 022

v=1

= 1)+ ),

Aufgabe 1.9 (Groflimann, p. 106) Berechnen Sie 0p/0x,, fir

el a.x
a)  p(x)= =T a€RR, b) cp(x):u acR".

=

1.3 Rechenregeln und Beispiele

Es gibt keine anderen Rechenregeln als fiir Funktionen einer Variablen, sie sehen allerdings gelegentlich
etwas anders aus.

Differenzierbarkeit und Stetigkeit. Jede differenzierbare Abbildung ist stetig: Wenn F' in x
differenzierbar ist, dann gilt

®(h)

im —— = lim ——(F(x+h)—-F(x)— F'(x)-h)=0.
0#h—0 || h || O#hHOHhH(( ) = F(x) — F'(x) - h)

Nach Multiplikation mit || h || folgt daraus

lim (F(x+h)—F(x) - F'(x) h)= lm |h|

1 B e
04hs0 oA o ||h”(F(x+h) F(x) — F'(x) -h) = 0.

Weil aber

gilt (lineare Abbildungen sind stetig), folgt daraus

Oyllhnlo F(x+h) = F(x).

Linearitét. Sind F,G : D — IR* differenzierbar, o, 3 € IR, so ist auch oF + 3G : D — IRF
differenzierbar mit Ableitung

(aF + AGY (x) = aF'(x) + AG/(x).
Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition, genau wie im ersten Semester.

Weil man Abbildungen i.A. nicht multiplizieren kann, gibt es hier keine allgemeine Produktregel.
Aber es gibt Spezialfalle:
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a) Sind ¢t — a(t) € IR" und ¢ — b(t) € IR" differenzierbare Abbildungen, so ist auch

n

£ (a(t)}b(t) = 3 a,(t) - by (t)

v=1

differenzierbar mit Ableitung

d n
rlCCLICIEDY

| =

(av(t) - by(t) =Dy by +a-b, = (ab)+ (ab).

v=1

=

t

b) Ist A(t) eine n x n-Matrix, die differenzierbar von ¢ € IR abhéngt, so gilt

%(A-a):A-a—l—A-a.
c¢) Sind A(t) und B(t) zwei n x n-Matrizen, die differenzierbar von ¢ € IR abhéngen, so gilt
%M.B):A.BM.B.

Kettenregel. Es sei D,, C R" offen, F : D,, — R* differenzierbar in x € D,,, weiter sei D), C IR¥
offen mit F(x) € Dy, G : Dy — R! differenzierbar in F(x). Dann ist auch G o F in x differenzierbar
mit Ableitung

(Go F)(x)=G'(F(x))o F'(x).

Beweis. Wir setzen A := F'(x), B := G'(F(x)) und

C = B o A
R" —» R/ RF — R! R" — RF.

Dann haben wir

m[G(F(X +h)) - G(F(x)) — C-h]
= GG+ ) — PG — (PG - (Fx-+ )~ F)
F G F00) - (Fx )~ F) O
_ IIPx+h) - Fx) ||
Ih]
1

TP )~ Fo O 1) = GUF(x) = G(Fx)) - (F(x+h) = F(x))

L G (P()[F(x + b) - F(x) - F/(x) -,

+—.
[

falls Fi(x + h) # F(x). Da F in x stetig ist, geht F'(x + h) gegen F(x) fir h — 0. Da G in F(x)
differenzierbar ist, folgt daraus

1
)
ohoo | F(x +h) — F(x) |

[G(F(x+h)) = G(F(x)) - G'(F(x)) - (F(x +h) = F(x))] =0.
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Das Produkt
h

]

ist eine stetige Funktion des Einheitsvektors h/ || h || und bleibt deswegen beschrénkt, wenn h — 0.
Da F' in x differenzierbar ist, gilt

F'(x)

- (F(x+h)—F(x) ~h ):0,
0#h—0 [ hl

und deswegen bleibt auch

——(F(x+h) - F(x))
bl
beschréinkt fiir h — 0. Der erste Summand in unserem obigen Ausdruck geht also gegen 0 wenn h — 0.
(Dies gilt natiirlich auch falls F(x + h) = F(x).)

Der zweite Summand geht aber ebenfalls gegen Null, wegen der Differenzierbarkeit von F' in x und
der Stetigkeit der linearen Abbildung G'(F(x)). (]

Jetzt ist es hochste Zeit, ein Wort zur Notation zu sagen. Eine lineare Abbildung A : V — W von
einem Vektorraum V' in einen Vektorraum W schreibt man im allgemeinen A : h — A(h). Bei uns
kommen die Vektorrdume aber immer als V = IR®, W = IR* o.4. vor. Diese Vektorrdume haben die
kanonische Standardbasis

e = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)

und in dieser Standardbasis hat jede lineare Abildung eine kanonische Matrix. Deswegen denken wir
uns die lineare Abbildung A immer als Matrixmultiplikation

h— A-h

und machen keinen grofien Unterschied zwischen der linearen Abbildung und ihrer beschreibenden
Matrix.
Die Ableitung F’(x) ist also die k x n—Matrix mit den Eintréigen

OF,
o0x,

(x), k=1,..kv=1.,n.

Diese Matrix der partiellen Ableitungen heifit auch Funktionalmatriz. Die Funktionalmatrix F'(x)
einer Abbildung F : IR™ — IR” ist also wieder eine Abbildung. Allerdings nicht IR — IR*, wie F es
war, sondern eine Abbildung, die jedem x eine k x n-Matrix F’(x) zuordnet. F’ ist eine Abbildung
IR" — R* x IR". Hier liegt ein gewisses Problem der Schreibweise: Die Matrix F’ hingt von x € IR"
ab, und andererseits kann man sie wieder auf Vektoren h € IR™ anwenden. Schreibt man das Resultat
als F’'(x)(h), so sammeln sich sehr schnell viele Klammern an, was uniibersichtlich wird. Deswegen
l4sst man meist eines der Argumente, x oder h, weg.

Die Kettenregel besagt, dass die linearen Abbildungen F’(x) und G'(F(x)) in dieser Reihenfolge
hintereinander ausgefiihrt werden, um die Ableitung von G o F' in x zu bekommen. Hintereinander
Ausfiihren linearer Abbildungen ist aber Multiplikation der beschreibenden Matrizen. So ist das Pro-
dukt der Ableitungen in der Kettenregel das Matrizenprodukt der Funktionalmatrizen. In dieser Form
ist die Kettenregel also eine ziemlich wortliche Verallgemeinerung der Kettenregel aus dem ersten
Semester. Nur das Produkt von Skalaren ist ersetzt durch das Produkt von Matrizen.
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Beispiel 1.6 (Richtungsableitung) Die Funktion f(x1,...,x,) sei differenzierbar. Wir betrachten
die Funktion auf der Geraden

x=xg+t-v, teR
mit Anfangsvektor xo und Richtungsvektor v. Schreiben wir die Parametrisierungsabbildung
R — R"
9:{ toxo+t-v,
so ist die auf die Gerade eingeschrinkte Funktion f(g(t)). Wir differenzieren sie nach der Kettenregel
(fog)(0) = f'(9(0))-g'(0)

d
=)

= (3Z 0 gt)) |

= 83;‘1 0)5 ey 8xn 0 dg :
E(O)

of of v

= (a—xl(XO)w“: 8—%(XO)) :

Un
P 881{/ (XO) s Uy

Dieses Produkt nennt man auch die Richtungsableitung von f in Richtung des Vektors v.

Beispiel 1.7 (Transformation in Polarkoordinaten) Zwischen den euklidischen Koordinaten x,vy
der Ebene und den Polarkoordinaten besteht die Beziehung

x = 1-cos(p)
y = r-sin(p).

Die Zuordnung (r,¢) — (x,y) ist eine differenzierbare Abbildung. Wir berechnen ihre Funktional-

matrix
oxr Oz

o dp _ cos(p) —r-sin(p)
% Oy sin(p) 1 cos(p) )’
or Oy

26



Beispiel 1.8 (Transformation in Kugelkoordinaten) Die Beziehung lautet jetzt

x = 1-cos(p)-cos(h)
y = r-sin(p)-cos(f)
z = r-sin(f).

Die Funktionalmatrixz ist

gr 290 g‘g cos(p)cos(0) —rsin(p)cos(0) —rcos(p)sin(0)
8_y 8_y O_Z = | sin(p)cos(0)  rcos(p)cos(0) —rsin(p)sin(0)
82 Of Dz sin(6) 0 rcos(0)
ar Oy 00

Ahnlich wie in der Differentialrechnung einer Variablen kann man auch hier die Differentiation
iterieren: Man sagt, die Abbildung F' ist

e stetig differenzierbar, wenn F' differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 0F}/0z, wieder
stetig sind;

e zweimal differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen wieder differenzierbar sind. In diesem
Fall gibt es dann zweite partielle Ableitungen

0?F), 0 < oFy )
02,0, Ox, \Ox,,)"

Wenn diese hoheren partiellen Ableitungen stetig sind, dann sind sie unabhéngig von der Reihen-
folge, in der man differenziert:

Satz 1.4 (Symmetrie der zweiten Ableitung) Die Funktion f : D — IR sei zweimal stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt
o’r 0*f

0z,,0r,,  Ox,,0x,,

Beweis. O.B.d.A. beweisen wir die Behauptung nur fiir den Fall n = 2. Die Variablen nennen wir
dann z und y. Da es sich um zweite Ableitungen dreht, bilden wir vom Differenzenquotienten beziiglich
T

H(f(+ hy) — F9)

den Differenzenquotient beziiglich y

S+ k) = fey +R) = (4 o) — fe)] =

1

Dieser iterierte Differenzenquotient ist symmetrisch beziiglich = und y, die Reihenfolge, in der wir ihn
bildeten, sieht man ihm nicht mehr an.
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Den Differenzenquotienten schreiben wir nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung als
Differentialquotient an einer Zwischenstelle, zuerst beziiglich x

a%(f(ac +01h,y + k) — f(z+ 01h,y))

und dann beziiglich y
82
Oyox

f(x+01h,y + 02k)

mit 01,605 € IR zwischen 0 und 1.
Wenn wir den Mittelwertsatz in der umgekehrten Reihenfolge anwenden, erst auf y und dann auf
x, so wird der gleiche Differentialquotient

02
dxdy

f(x 4 Osh,y + 04k)

mit neuen Werten 03,64 € IR zwischen 0 und 1. Wir haben also die Gleichung

0? 0?
ayaxf(l’ +601h,y + 02]{}) = 920y

f(l' + Ggh, Yy + 04]6‘)

fiir die zweiten partiellen Ableitungen, in vertauschter Reihenfolge, in verschiedenen Punkten. Nun
lassen wir aber h und k gegen 0 gehen, dann gehen beide Punkte gegen (z,y) und aus der Stetigkeit
der zweiten partiellen Ableitungen folgt Gleichheit der Werte

O o) = 2L (2
yox Y ~ 0z0y Y-

O

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentialrechnung, jedenfalls historisch die wichtigste, ist
das Ermitteln von lokalen Extrema: Maxima und Minima. Auch bei Funktionen f(x) = f(z1,...,z5)
mehrerer Variablen sagt man, die Funktion nimmt auf einer Menge D in einem Punkt xo € M ein
Maximum (Minimum) an, wenn f(x) < f(xq), bzw. f(x) > f(x¢) fiir alle x € D. Und xq ist ein
lokales Mazximum, bzw. Minimum, wenn es ein r > 0 gibt, so, dass diese Ungleichungen fiir alle x € D
mit || x —xg ||< 7 gelten.

Satz 1.5 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Die Funktion f sei differenzierbar auf
der offenen Menge D C IR™. Nimmt f in einem Punkt xo € D ein lokales Extremum an, so ver-
schwinden dort die partiellen Ableitungen:

or
8331

af

83}n (Xo) = 0.

(Xo) =..=
Beweis. Es gibt ein r > 0 derart, dass alle n Funktionen
flxo+t-e), k=1,..n,

auf dem offenen Intervall |¢| < r differenzierbar sind. Fiir ¢t = 0 nehmen sie ein lokales Extremum an,
ihre Ableitungen verschwinden fiir ¢ = 0, dies sind aber gerade die partiellen Ableitungen von f in xg.

O
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Beispiel 1.9 Fir die Funktion f(x,y) =

2% — y? wverschwinden beide partiellen Ablei-

tungen
of

20, =L = -2
‘/L‘? ay y)

of _
or

m Nullpunkt. Hier liegt aber kein lokales Fx-
tremum, weil f(0,0) = 0 und f(z,0) > 0
fiir alle © # 0, wihrend f(0,y) < 0 fir al-
le y # 0. Finen derartigen Punkt nennt man
Sattelpunkt.

Aufgabe 1.10 (NV) Warum gibt es keine partiell differenzierbare Funktion f : IR? — IR mit

—= = arctan(ry), —=— =e€"siny

ox oy
fiir alle (z,y) € R??

Aufgabe 1.11 (NV) Es seien F' und G zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen von IR in
R und u: R? — R sei durch u(t,xz) = F(x +t) + G(x — t)definiert. Beweisen Sie

Pu Ou

o2 a2
Aufgabe 1.12 Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung fir die Funktionen
fz,y) =223 + 392, g(z,y) = XY - sin(z + y).
Aufgabe 1.13 Differenzieren Sie fir x > 0 die Funktionen
®  und ™)

mit Hilfe der Kettenregel in zwei Variablen.

Aufgabe 1.14 Es sei F : IR? — R? definiert durch

(r,p) — (rcos(p),rsin(p)).

a) Bestimmen Sie F'(r, )™, wo es existiert.
b) Es sei f: IR? — IR differenzierbar und g = f o F. Zeigen Sie fiir r # 0

0 0 1 0
Lrre) = coste) ZL0e) = psin(e) - 520
0 0 1 0
Lrie) = sinte)- Fhirg) + Seostio) - ).
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Aufgabe 1.15 (Formel von Euler) Es sei f : R" — IR differenzierbar und 0 < p € IN. Die
Funktion f heifst homogen vom Grad p, wenn fiir alle x € IR", t € IR gilt

Flt-x) =7 f(x).

Zeigen Sie fiir jede solche Funktion

Sy 5l =p £,
v=1 v

Aufgabe 1.16 Es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf R"™ und q(x) = ®(x,x) die zugehdirige
quadratische Form. Zeigen Sie, dass q in jedem Punkt x € R"™ differenzierbar ist, und berechnen Sie

q'(x).

Aufgabe 1.17 Fiir festes (z,y,2) € R? werde eine Abbildung r : R — IR3 definiert durch

cos(wt) —sin(wt) 0 x
r(t)=| sin(wt) cos(wt) O |-| y
0 01 z
Zeigen Sie
dr
o = wes % r(t).

Aufgabe 1.18 (V) In jedem Punkt des Einheitskreises {(z,y) € R? : 22 4+ y? = 1} berechne man
die Ableitung von

fla,y) = (2° = 2y )exp(a® + y?)
in Richtung der (positiv orientierten) Kreistangente. In welchen Punkten nimmt die Richtungsablei-
tung Ezxtremwerte an und wie groff sind diese? (Hinweis: sin(2t) = 2sin(t)cos(t).)

1.4 Taylor-Entwicklung

Jede gentigend oft differenzierbare Funktion f von mehreren Variablen kann man genauso, wie eine
Funktion einer Variablen, in eine Taylor-Reihe entwickeln. Als ich diese Vorlesung das vor-vorletzte
mal las, habe ich diesem Thema nicht die geringste Beachtung geschenkt. Ich dachte, wenn man die
Taylor-Entwicklung in einer Variablen verstanden hat, dann kann man die Taylor-Entwicklung in
mehreren Variablen im Schlaf. Und auflerdem, wo soll das in der Physik vorkommen? Inzwischen hat
mich aber eine ziemlich gut informierte Studentin der Mathematik und Physik davon iiberzeugt, dass
ich dieses Thema doch besprechen sollte. Also, was gibt es dazu zu sagen?

Erinnern wir uns - ach es ist so lange her - was die Taylor-Reihe einer Funktion f(z) einer reellen
Variablen z ist: Man fixiert einen Wert x € IR, um den man entwickelt, und eine Auslenkung h € IR,
und schreibt

Fla+h) = f@)+ F@) - h+ %f”(x) T %f(”)(x)h” b
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Der Sinn dieser Zeile besteht darin, den Wert f(z + h) der Funktion f im ausgelenkten Punkt x + h
durch die Ableitungen f)(z) der Funktion f im fixierten Punkt z auszudriicken. Dabei gibt es drei
Probleme von ganz verschiedenen Schwierigkeitsgraden:

Problem 1: Bei der v-ten Ableitung f*)(z) steht die v-te Potenz h” der Auslenkung. Das ist
ganz einfach zu merken. Und es ist auch sehr praktisch, denn fiir kleine Auslenkung h wird h" sehr
klein, umso kleiner, je grofler v ist. Es kommt also nur auf die ersten Potenzen an, etwa v = 0,1,2, 3,
je nach dem, wie genau man es nimmt.

Problem 2: Bei der v-ten Ableitung f()(z) steht nicht nur die Potenz h”, sondern noch ein

Zahlenfaktor, ndmlich
1

vl

Den muss man sich merken. Aber das geht einigermaflen, wenn man an die Exponentialreihe

ele—l—x—l—%mQ—i—%mS—i—...:Z%x”
denkt. Und diese Exponentialreihe muss man einfach wissen. An der fiihrt im Leben eines Naturwis-
senschaftlers kein Weg vorbei. Und wenn man sich an sie erinnert, erinnert man sich auch an den
Zahlenfaktor 1/v!.

Problem 3: Beim Hinschreiben der Taylor-Reihe muss jeder Mensch irgend wann aufthéren. Men-
schen sind beschrénkt, und konnen nicht alle unendlich vielen Summanden der Taylor-Reihe hinschrei-
ben. In der Praxis ist also eine Taylor-Reihe dazu da, abgebrochen zu werden. Und wenn man abbricht,
macht man einen Fehler. Den kann man Restglied R, (h) nennen. Und dann sieht die abgebrochene

Taylor-Reihe so aus:
n

flx+h)= 2% %f(”)(x)h” + Ry (h).
-
Und fiir einen Mathematiker ist die Kontrolle iiber das Restglied das Wesentliche. Damit kann er
Abschiitzungen beweisen. Fiir einen Physiker dagegen ist das Restglied klein, kleiner als const - h"t1.
Damit kann er Trends feststellen.
Das Schwierigste an der Taylor-Formel ist, sich eine Formel fiir das Restglied zu merken. Das ist
schon in einer Variablen schwierig, in mehreren erst recht. Und deswegen wollen wir uns nicht hierauf

konzentrieren, sondern auf die ersten Summanden der Taylor-Reihe.

Betrachten wir also eine Funktion f(x,y) von zwei Variablen, geniigend oft differenzierbar. Wir
fixieren einen Aufpunkt (z,y) und wollen den Wert f(z+h, y+k) in einem Punkt mit dem Auslenkungs-
Vektor (h, k) durch eine Reihe ausdriicken. Dazu fixieren wir zuerst noch die Auslenkung y + k im
zweiten Argument, und entwickeln fiir festes y + k die Funktion f(z + h,y + k) der einen Variablen
h in eine Taylor-Reihe. Da kommen dann alle partiellen Ableitungen von f nach x vor. Es ist mir zu
viel Schreib-Arbeit, die ordentlich hinzuschreiben. Deswegen mdchte ich abkiirzen:

_of 4
fil?_%? f$$_

0% f O’f

W’ Jozz = @> Usw.

Dann wird also

1 1
fle+hy+k) :f(a:,y+k)+fx(:r,y+k)-h+§fm(:z,y+k)-h2+...+mfm,,,x(a:,y+k)'h“+....
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(Wie gesagt, das Restglied lasse ich weg, mir kommt es hier nur auf die Taylor-Koeffizienten an.)
Damit haben wir also die Funktion f fiir festes y + k in eine Taylor-Reihe nach = entwickelt. Und jetzt
entwickeln wir die Koeffizienten in Taylor-Reihen nach y:

1 1
f(xvy + k) = f(xay) + fy(xay) : k + §fyy($,y) : k2 + + nyy..y(xay) : ku + (RS
1 1
fx($>y+k) = f:t(xuy)+f$y(xay)k+§fxyy(x7y)k2++;f$yyy(x7y)ky+>
1 1
fm(x,y + k) = f$$(x7y) + facacy(xyy) -k + §fa::vyy(x7y) K2 + ...+ Jf:v:vyy..y(%y) kY4

und so weiter. Setzen wir diese Koeflizienten in die eindimensionale Entwicklung nach z ein, so finden
wir

flx+h,y+k)
= flz,y)+ fylz.y) - k+ %fyy(l‘,y) K%+ %fyyy(x,y) BB
+fo(®,y) - h+ foy(z,y) - Wk + %fwy(x, y) - hk? + %fxyyy(x, y) - hk® + ...
%fm(a:,y) -h? + %fmy(w,w Wk + %fﬂcwyy(%y) WPk + ﬁfﬂcwyyy(@"ay) PR+
+%fm($’?/) b7 %fmy(%y) WPk o+ 3!—1.2fmyy(w,y) PR+ ﬁfmyyy(%y) PR

Das ist ja eine schone Bescherung! Wie soll man sich diesen Formelkram merken? Naja, was kommt
alles vor? Alle partiellen Ableitungen
ortv f
oxHoyY

(z,y)

im Entwicklungspunkt. Und die kommen zusammen mit der Potenz
h* kY

und dem numerischen Faktor

1
w! - vl

Die Taylor-Reihe in zwei Variablen ist also

o1 gutvy

h k) =
f(x + 'Y + ) “;0 /_L' - axﬂayy

(z,y) - HIE".

Wenn man ein wenig nachdenkt, merkt man, es kann eigentlich gar nicht anders sein. Also ist es doch
nicht so schwer zu merken.

Beispiel 1.10 Entwickeln wir meine Lieblingsfunktion f(xz,y) = x¥ im Aufpunkt (x,y) = (2,3) bis
zur dritten Ordnung! (Wenn man es fir diese Funktion kann, dann fir jede!) Dazu brauchen wir die
Werte

f(2,3) = 23=38
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£2.3) = yavt| =12

23)
— _ y—2 —
far(@3) = wly—1a¥| =12
— _ _ y—3 —
feae(2,3) = yly—1)(y - 2)z ‘(273)—6
£4(2,3) = 2¥in(@)] s = Sin(2)
foy(2,3) = av 4 ya:yflln(a;)‘@ 5= 92 1 3.22n(2) = 4 + 12In(2)
fory(2:3) = (2= 1)a?" +yly = D Pn(z)| , =10+ 12In(2)
_ Y 2 _ 2
fw(2.3) = aVin()?|, = 8in(2)
Fo(2,3) = 2xy—1zn(x)+yxy—1zn(x)2](2 y = 8In(2) + 12In(2)?
_ Y 3 _ 3
fow(2:3) = a¥in(@)?| = 8in(2)

Mit diesen Werten erhalten wir unsere Entwicklung

2+h)*h = 8+
12 h+ 8In(2) - k +
6-h%+ (44 12in(2)) - hk + 4in(2)? - k? +

4
h? + (5 + 6In(2)) - K2k + (4In(2) + 6In(2)?) - hk* + gzn(2)3 A

Aufgabe 1.19 Fs sei wie immer r(z,y) = /22 + y?. Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung dieser
Funktion v im Punkt (z,y) = (1,0) bis zur zweiten Ordnung.

Aufgabe 1.20 (V) Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktion f : IR? — IR,
fla,y) = sin(z® + %),
mit dem Ursprung des IR? als Entwicklungspunkt.

Aufgabe 1.21 (V) Berechnen Sie die Taylorreihe von f(x,y) = x%ry zum Entwicklungspunkt (1,1) €
IR2.

Aufgabe 1.22 (V) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion

2xy
F(w,y)=$+y, x,y > 0;

im Punkt (z,y) = (1,1) bis einschlieflich Glieder zweiter Ordnung.
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1.5 Umkehrung differenzierbarer Abbildungen, implizite Funktionen

Ist D ¢ R"” und F : D — IR” injektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung F~! : F(D) — D, definiert
durch F~1(F(x)) = x. Ist F(D) Cc R* offen, und sind F und F~! differenzierbar, so folgt aus der
Kettenregel

F_IOFZidD - ﬂn:(idD),: (F—l)/,F/

Also ist die lineare Abbildung (F~!)/(F(x)) die Inverse der linearen Abbildung F'(x). Es folgt:

k=n,
F’(x) ist nicht-singulér fiir alle x € D,
det(F'(x)) # 0 fiir alle x € D.

Differenzierbare Abbildungen lassen sich also (dhnlich wie lineare Abbildungen) héchstens dann um-
kehren, wenn die Rdume gleiche Dimension haben: n = k.

Definition 1.5 Es sei F = (F},..., F,) : D — IR", D C R", differenzierbar. Dann heif$t die Determi-

nante
oF,

Oz, ) 1<k, v<n

der Funktionalmaitriz die Funktionaldeterminante oder Jacobische Determinante von F'.

detF'(x) = det <

Beispiel 1.11 Die Funktionaldeterminante der Transformation in Polarkoordinaten ist

cos(p) —rsin(p) \
det< sin(p)  rcos(p) ) -

die Funktionalmatriz der Transformation in Kugelkoordinaten ist

cos(p)cos(0) —rsin(p)cos(0) —rcos(p)sin()
det | sin(p)cos(8)  rcos(p)cos(d) —rsin(p)sin(d) | =r* - cos(h).
sin(6) rcos(0)

Satz 1.6 (Hilfssatz) Es sei D C IR"™ offen, F : D — IR" stetig differenzierbar, xo € D und
detF'(xg) # 0. Dann gibt es einen Radius r > 0 derart, dass die Kugel K,(xg) um Xo vom Radi-
us 7 noch ganz in D liegt und

i) F|K,(xq) injektiv ist,

i) das Bild F(K,(x0)) noch eine Kugel K,(F(xg)) enthdlt mit p > 0.
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Beweis. 1) Andernfalls gibt es zu jedem r > 0 Punkte x; und x2 € D mit Abstand < r von x so,
dass F(x1) = F(x2). Sind F1, ..., F,, die Komponentenfunktionen von F, so heifit dies F, (x1) = F,(x2)
fir v = 1, ...,n. Wir betrachten die Funktionen

fu(t) = F,(x1 +t- (x2 —x1)),

d.h., die Einschrankungen der F, auf die Gerade durch x; und x5. Alle f, sind auf dem Intervall
0 <t <1 stetig und haben in den Endpunkten den gleichen Wert. Nach dem Satz von Rolle gibt es
also Parameter t,,0 < t, < 1, mit

daf, "
i Z

0=

v (X2 —x1)) - (220 — xl,k)‘

Die Determinante der quadratischen Matrix

o Gt oo =)o OF: (x1 + 11 - (x2 — x1))
g%(xl"‘tn'(XZ_xl)) g%(Xl‘Hn'(Xz—Xl))

verschwindet also. Fiir 7 — 0 gehen alle Punkte x; + ¢, - (xo2 — x1)) gegen xg. Die Determinante als
stetige Funktion ihrer Eintrége konvergiert gegen die Funktionaldeterminante im Punkt xg. Da diese
Funktionaldeterminante aber # 0 war, ist das ein Widerspruch.

ii). Nach i) gibt es ein r > 0 derart, dass F' auf der abgeschlossenen Kugel K, (xg) injektiv ist. Fiir
alle x mit || x — x¢ ||=r ist also || F'(x) — F(xg) ||> 0. Da

0K, (x9) ={xeR": ||x—x¢|=r}
kompakt ist, existiert das Minimum

m:= min | F(x)— F(xo) ||

[x—xol|=r

und es ist m > 0. Wir setzen p := 7.

Falls ii) nicht gilt, existiert ein y; mit || y1 — F(Xo) ||< p so, dass stets F'(x) # y1, wenn || X —xg || <
r. Also existiert ein x; € K,(x0) mit

d:= min | F(x)—y1 |*=|| F(x1)—y1 [|*>0.
[[x—xol|<r

Der Fall x; € 0K, (x¢) kann nicht eintreten, denn fiir alle z mit || x — x¢ ||=r gilt ja

| F(x) =yl = [ F(x)—=F(x0) = (y1 = F(xo) ||
> || F(x) = F(xo) || = [l y1 = F(xo) |
> m-—p
= p
> [ F(xo) —y1 |-
Die Funktion
K,.(x9) — R
x = | F&) -y [P=) (F(x) - yi.)?
v=1
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nimmt also in x; € K,(X¢) ein lokales Minimum an. Wegen Satz 1.5 verschwinden dann alle Ablei-
tungen

O0F,
ox k

Q'EH:(FV(Xl)—yLV)' (Xl), k= 1,...,7’L.
v=1

oF,

Der Vektor F'(x1) —y1 ist von O verschieden, also ist die Funktionalmatrix 57+

Determinante verschwindet.
Fiir » — 0 geht x; — xg und aus der Stetigkeit der Funktionaldeterminante erh&lt man wieder
den Widerspruch det(F’(xq)) = 0. L]

(x1) singuldr und ihre

Aus dem Hilfssatz folgern wir

Satz 1.7 (Lokale Umkehrbarkeit differenzierbarer Abbildungen) FEs sei D C R" offen, F :
D — R" stetig differenzierbar und det(F'(x)) # 0 fiir alle x € D. Dann gibt es zu jedem xo € D eine
offene Menge U C D mit

e x0 €U,

o F(U) CIR" offen,

o F:U — F(U) bijektiv,

o F~1: F(U) — U stetig differenzierbar,

und
(FY(y)=FF y)"  firaleye FU).

Beweis. Zu jedem Punkt x € D gibt es wegen Aussage ii) des Hilfssatzes ein r > 0 derart, dass die
Bildmenge F'(K,(x)) eine offene Kugel um F'(x) enthélt. Also enthélt F'(D) mit jedem Punkt F(x)
eine ganze offene Kugel um diesen Punkt. Die Menge F'(D) ist also offen, ebenso wie das Bild F(U)
einer jeden offenen Teilmenge U C D.

Nach Aussage i) des Hilfssatzes gibt es ein r > 0 derart, dass

F|K,(x0) : K,(x9) — F(K,(x0))

bijektiv ist. Wir setzen U := K, (Xo).

Als niichstes beweisen wir die Stetigkeit von F~! in allen Punkten y = F(x) € F(U),x € U. Sei
y, € F(U) eine Folge von Vektoren mit Grenzwert y. Die Folge x, = F~!(y,) der Urbilder ist ganz
in der kompakten Menge U enthalten, deswegen besitzt sie eine konvergente Teilfolge x,,. Aus der
Stetigkeit von F' folgt fiir jede konvergente Teilfolge x,,

F(kli)ngo Xy, ) = leHolo F(xy,) = kli)ngo Vi, = Vli_)ngo Y=Y,

und aus der Injektivitdt von F folgt limx,, = x. Zu jedem s € IR,0 < s < r, kann es also nur endlich
viele Punkte x, mit || x — x, [|> s geben, denn sonst gébe es auch eine konvergente Teilfolge von
solchen Punkten, deren Grenzwert aber nicht x sein kénnte. Also konvergiert x,, = F~(y,) gegen x.

Nach Voraussetzung ist die lineare Abbildung F’(x) invertierbar, es gibt also die lineare Abbildung
F'(x)~!. Fiir diese lineare Abbildung gibt es eine Schranke 0 < a € IR mit

I F'(x)7 (h) [<a || b
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Daraus folgt fiir alle u € IR"
lu—x|l=[ F'(x)"" F'(x) - (u=x) < a | F'(x) (u-x) |,

mit ¢ := 1/a also
I F'(x) (u=x)[zcu-x].

Wenn der Abstand || u — x || klein genug ist, folgt aus der Differenzierbarkeit von F' in x

| Flw) = FG) || = || F(0) - (x =) = [F() = F(x) = F'(x) - (a =)} |
> [P0 () || = || Fw) = F(x) = F'(x) - (0 =) |
> Gllu-x|.

Somit ist fiir u — x der Quotient || u—x || /|| F(u) — F(x) ||< 2/c beschrénkt.
Wegen der Stetigkeit von F~1 geht fiir v — y stets u:= F~!(v) — x. Also gilt
1
lim —— (F'(v)— F Yy) - F'(x) }(v-y
Jiny (P () = P (y) = P60 (v =)
o uex)
u=x || Fu) = F(x) || [Ju-x]]

< 2P0 Jim et () (a %)~ F(u) + F(x))

wix x|

(u—x—F'(x)"(F(u) - F(x))

= 0.

Deswegen ist F~! differenzierbar mit Ableitung (F~!)(y) = F/(F~!(y))~!. Da die Eintriige der
Matrix F'(F~!(y)) stetig sind, sind auch alle partiellen Ableitungen der Komponenten von F ~! stetig.

[
Beispiel 1.12 Die Polarkoordinatenabbildung
F: x =r-cos(p), y=r-sin(p)

hat die Funktionaldeterminante r. Fir alle r > 0 ist also die Voraussetzung von Satz 1.7 erfillt und
die Abbildung ist lokal umkehrbar. Sie bildet sogar den ganzen Streifen

r>0, 0<p<2n

umkehrbar auf die offene Menge
R?\ {(x,0) : 0 < 2 € IR}

ab mit der Umkehrabbildung

r= VAT

Ja 5 —arctg(y) fir y >0,
Y= 7+ arctg(¥) fir x <0
37— arctg(%) fir y <O.

(Hierbei ist arctg der arctg-Hauptwert. Die Umkehrabbildung ist ganz schon unangenehm hinzuschrei-
ben.) Auf keinem Streifen mit einer Breite > 2w ist die Abbildung umkehrbar. Und auch dort, wo r = 0
ist, im Nullpunkt, ist die Abbildung nicht lokal umkehrbar.
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Es liegt also in der Natur der Sache, dass man keine Aussagen iiber globale Umkehrbarkeit machen
kann, die der Tatsache vergleichbar wiren, dass eine stetig differenzierbare Funktion einer Variablen
mit Ableitung # 0 auf einem Intervall umkehrbar ist.

Eine implizite Funktion ist eine Funktion f(x), die nicht explizit, sondern durch eine Gleichung
definiert ist, die man erst auflosen muss. So definiert beispielsweise die Kreisgleichung

> +y*—r*=0

die Funktion y = f(x) = V72 — 22 auf dem Intervall (—r,r). Man hétte zur Auflssung der Kreisglei-
chung genau so gut die negative Quadratwurzel nehmen kénnen, oder auch = = /r? — y2. Aber es
gibt keine Funktion y = f(z) oder x = f(y), deren Graph die ganze Kreislinie ist. Dies zeigt wieder
einen wesentlichen Aspekt: meist sind nicht-lineare Gleichungen nur lokal auflsbar.

Der Satz iiber implizite Funktionen gilt in beliebiger Dimension. Wir wollen ihn nur in Dimension
2 beweisen, weiter unten aber in voller Allgemeinheit formulieren.

Satz 1.8 (Implizite Funktionen, n=2) FEs sei
e DC ]R2 Oﬁen; X0 = (I07y0) € Dv

e g: D — 1R stetig differenzierbar,

dg

* g(x9) =0, 8_y(XO) # 0.

Dann gibt es
e cin Intervall (xg —r,xo+1),7r > 0, um x,
e cine Teilmenge D' C D,
e und eine stetig differenzierbare Funktion f : (xg—r,zo + 1) — R

derart, dass
(x,y) € D' mit g(x,y) =0 <= |z —x0|<r undy= f(z).

Man sagt: Die Gleichung g(x,y) = 0 wird durch die Funktion y = f(x) lokal nach y aufgelost.
Beweis. Durch Hinzunahme der Koordinatenfunktion x ergénzen wir g zu einer Abbildung

|} D— R?2
| (@y) = (7, 9(2,y))-

Diese Abbildung hat die Funktionalmatrix

1 0
G'(z,y)=| 99 9y
Jor Oy

und die Funktionaldeterminante dg/0y. Nach Satz 1.7 ist G in x lokal umkehrbar, d.h., es gibt eine
offene Menge D’ C D,xq € D', derart, dass G(D’) C IR? offen und G : D’ — G(D’) umkehrbar ist.
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Es sei G(x0) = (20,0) € G(D’). Wir verkleinern G(D') zu einem Rechteck
R: |z —xo| <7, |yl <s,

dann ersetzen wir G(D’) durch R und D’ durch die Teilmenge G~ (R). Wir definieren f : (2o —7, 2o +
r) — IR als die y-Komponente von G~1(z,0). Dann haben wir

(z,y) € D' mit g(z,y) =0 & (z,y) € D' mit G(z,y) € xAchse
& (x,y) € (D' NG x-Achse))
& |z — x| <7 und (z,y) = G (x,0)
& |z —x0| <rundy= f(z).
(]

Satz 1.9 (Zusatz) Die Ableitung der nach Satz 1.7 existierenden Funktion y = f(x), welche die
Gleichung g(x,y) = 0 nach y auflost, berechnet sich aus den partiellen Ableitungen von g zu

ey = 29 09y
fla) =5 (G0

Beweis. Es ist g(x, f(z)) identisch 0. Also verschwindet auch die Ableitung dieser Funktion nach
x. Mit der Kettenregel ist die Ableitung aber

d _0g  0g df

Da 0g/0y # 0 vorausgesetzt war, folgt aus dieser Gleichung die Behauptung. L]

Beispiel 1.13 Es sei g(z,y) = 2? +y? — 1 die Kreisgleichung. Wenn y # 0, dann ist 0g/0y = 2y # 0.
Die Gleichung ist also lokal nach y auflosbar:

y=+v1-—22

Genau in den Schnittpunkten des Kreises mit der x—Achse gilt dies nicht (y = 0), und dort ist dann
die Kreislinie auch nicht als Graph einer Funktion y = f(x) zu beschreiben. Die Ableitung

dy —x

x
A T S
dx V1—z2 Y

berechnet sich nach dem Zusatz aus der Funktion g als

99 99

_ 1 — _9,.(2¢) L.
5y (G =2 ()

(

FEs stimmdt.

Beispiel 1.14 Wir betrachten die ideale Gasgleichung P-V = const-T', wo wir der Einfachheit halber
const = 1 setzen. Wir haben also
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p-V=T.

Dies konnen wir als Gleichung einer Fliche im drei-dimensionalen (p,V,T)-Raum aufassen. Wir
konnen diese Gleichung aber auch nach jeder der drei Variablen aufidsen:

T T
T — . V’ = 7, V = —.
p p % D
Setzt man eine Variable konstant, so ergibt dies eine Gleichung zwischen den beiden anderen Variablen:
T T
T = const = p-V = const, p = const = Vo const, V = const = — = const.
p
p = const _ Diese Gleichung kénnen wir nach einer Variablen auflosen,
T v LT z.B
7 o const
~ . V= (T = const)
/ 71 b
_ A~ / / . . .
, // /, _____ V = const und diese Auflosung ableiten, etwa
/
7 /I <8V) const
/ Dt - a5 == .
B T = const O ) 1—const P2
/ I
/ L1 ,p So sind die Grofien

() — k() L
op )y 2 \or)y v \av),” 7P
definiert. Wir finden durch Inspektion
(8V) <8p) <8T> . r1r T 1
ap )y \oT)y \ov),~ @ v IS v
Dies ist kein Zufall: Wenn immer eine Beziehung g(z,y, z) zwischen drei Gréflen x,y, z besteht,
und wir (unter den Voraussetzungen des Satzes {iber implizite Funktionen) auflésen kénnen

y= y(ﬂj) aus g(xayv ZO) =0
.’E:I(Z) aus g(xay(hz)zo
= Z(y) aus g(x()ayvz) = 07

haben wir nach dem Zusatz die partiellen Ableitungen

0T ) o—const o) = T3, \%0, Y0, % By 0, Y0, 20
al‘ _ 89 89 -1
<E)ycon5t (ZO) N 82 (xo’yo’z(]) ' <a$ (fEO,yO,Zo))
0 0 o -1
(_?j)x:wnst (o) = —8—5(:7507?;07,20). (a—g(azo,yo,zo)>
() () (%) ap et o0 o o0
0 ) s—const 0z y=const oy x=const Ox Oy 0z Ox oy 0z

= -1



Schliefllich noch der Satz iiber implizite Funktionen (ohne Beweis) in der allgemeinen Form.

Satz 1.10 (Implizite Funktionen) Es seien g1,...,gx Funktionen von n + k Verdnderlichen z =
(T1y ey Ty Y1y oy Yk ). Filir 6 =1,k sei gx(2z0) = 0 und die Funktionalmatriz

99x
()
“j k=1,... .k, j=1,..n+k

sV )

habe Mazimalrang, es sei etwa die k x k-Unterdeterminante

det <%(zo)> £ 0.
0y, Rog=1,00,k

geooy

Dann kann man die Gleichungen g.(z) = 0 lokal nach y1, ..., yr auflosen:

@) = = gh(2) =0 = Y1 = f1(@0, 0 20)s s U = Sr(@1 s T).

Satz 1.11 (Zusatz) Die Funktionalmatriz

(52:)
o0z, r=1,...k,v=1,...,n

berechnet sich als

kxk\ 1 kxn

~ =~ ~

_ | 99« | 99x

0y oz,
Kk,j=1,....k k=1,...k,v=1,...,n

Aufgabe 1.23 Die Abbildung F : R? — IR? sei definiert durch

u(z,y) =2 -y, v(z,y) = 2uy.

Wo ist F lokal umkehrbar? Bestimmen Sie eine lokale Umkehrung F~1 : x = x(u,v), y = y(u,v) bei
(u,v) = (1,0) derart, dass F~1(1,0) = (1,0).

Aufgabe 1.24 Wo ist
eV —(z+y)?=0

lokal nach y aufiosbar? Berechnen Sie dort die Ableitung der Auflosung y(x).

Aufgabe 1.25 (Fischer-Kaul p.429) Die van der Waalssche Gasgleichung lautet

a

V2
(&), = ()
8]) T 8T P
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fp,V.T) = (p+ )(V—b)—RT:O, a,b,R € R.

Berechnen Sie

dort, wo Of JOV # 0.



Aufgabe 1.26 (V) Sei f(z,y) = 23 +y> —3xy. Man zeige, dass durch f(z,y) = 0 in einer Umgebung
von (zo,y0) = (V/2,V/4) implizit eine differenzierbare Funktion y(x) definiert wird, die in xq ihr
Mazimum annimmt.

Aufgabe 1.27 (V) Firz,y € R sei f(z,y) := (e®cos(y), e*sin(y)).
a) Berechnen Sie die Jacobi-Matriz (Df)(x,y) und begriinden Sie, weshalb f auf IR? total differen-
zierbar ist.
b) Sei
A={(z,y) e R*: f um (x,y) lokal umkehrbar}.
Man zeige
A={(z,y) eR*: y ¢ n/2+7Z}.

¢) Bestimmen Sie die Ableitung der lokalen Inversen von f um (0,0) im Punkt f(0,0).

Aufgabe 1.28 (V) Die Abbildung f : R* — IR? sei durch f(x,y) = ((z +v)2, (x — y)7) definiert.

a) Beweisen Sie, dass [ injektiv ist.

b) Welche Punkte besitzen eine Umgebung U, so dass die Umkehrabbildung (f|U)~! existiert und
differenzierbar ist?

Aufgabe 1.29 (V) Die durch x® + y> — 2xy implizit gegebene Kurve in der Ebene geht durch den
Punkt (1,1). Wie lautet die Gleichung der Tangente an die Kurve in diesem Punkt?

Aufgabe 1.30 Sei f: IR2 — R? gegeben durch
f(z,y) = (" Yeos(x — y), e"Vsin(z — y)) .

Untersuchen Sie f auf lokale und globale Invertierbarkeit.

1.6 Lokale Extrema

Bei differenzierbaren Funktionen f(x) einer rellen Variablen z gibt es fiir lokale Extrema zwei Kriterien:

Notwendiges Kriterium:  z¢ ist lokales Extremum = f'(z9) = 0.
Hinreichendes Kriterium:  f/(zg) = 0, f”(x9) # 0 = 1z ist lokales Extremum.

Das notwendige Kriterium fiir ein Extremum einer Funktion f(z1,...,2,) von mehreren Variablen
haben wir bereits kennengelernt:

af

- Oxy,

f hat in xg = (20,1, ...,Z0,n) €in lokales Extremum = ——(x¢)=... (x0) = 0.

8:1}1
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Zur Formulierung eines hinreichenden Kriteriums brauchen wir alle zweiten partiellen Ableitungen
0*f/ 0x,0z,. Dies zweiten Ableitungen bilden eine n x n-Matrix

R
Ox? 0x10xy,
Hf (x) = )
ot R o
0x,0x1 02

die sogenannte Hesse-Matriz. Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, d.h., wenn die zweiten parti-
ellen Ableitungen stetig sind, hdngen diese nicht von der Reihenfolge ab, in der sie gebildet werden.
Wir brauchen uns also nicht darum zu kiimmern, ob es 9?f/ 0x,0x, oder 0% f /0x,0x,, heiit. Das
ist schon, weil dies bedeutet, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist. Symmetrische Matrizen werden
in der linearen Algebra ausfiihrlich untersucht. (Hauptachsentransformation!) Dies werden wir jetzt
anwenden.
Schranken wir f auf eine Gerade
X=Xg+t-Vv

durch x¢ mit Richtungsvektor v ein, so ist die zweite Ableitung der eingeschrénkten Funktion

d? d &
@f(XOth'V) = d_z

>

w,v=1

)+ vy

x t-v)- v,v,.
Oxlﬁxl, 0+ ) - Uy

Im Punkt x¢ selbst (¢ = 0) erhalten wir fiir diese zweite Ableitung
n
Z H,, v, =vl.H-v,
Hyr=1

den Wert der durch die Hessematrix gegebenen quadratischen Form auf dem Richtungsvektor v.
Eine quadratische Form v +— v - H - v heifit positiv definit, wenn fiir alle Vektoren 0 # v € IR"
der Wert v! - H - v positiv, d.h. echt > 0 ist. Dies ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte der Matrix
H positiv sind. Die Form heifit negativ definit, wenn v? - H - v < 0 fiir alle v # 0.
In der linearen Algebra beweist man aber auch ein Kriterium, bei dem man die Eigenwerte nicht
zu kennen braucht:

Satz 1.12 (Hurwitz-Kriterium) Eine symmetrische reelle Matriz
H = (hyv)pv=1,..n
ist genau dann positiv definit, wenn ihre n Hauptminoren Dy, k = 1,...,n, positiv sind:
Dy, :=det(hyu)pp=1,..k > 0.

Satz 1.13 (Hinreichendes Kriterium fiir lokales Minimum) Die Funktion f sei zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge D C IR™. In dem Punkt xog € D gelte
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8f of _0
83:1 T Omn
o die Hesse-Matriz H¢(xq) ist positiv definit.

Dann hat f in x¢ ein lokales Minimum.

Beweis. Wenn xg kein lokales Minimum fiir f wére, dann gébe es eine Folge von Punkten xo #
xi, € D, die gegen x( konvergiert, mit f(xi) < f(xq) fiir alle k. Sei v := x; — x¢ € IR" Dann wird
durch
Rot—xp+1t-vg

die Gerade durch xy und x; parametrisiert. Die auf diese Gerade eingeschrénkte Funktion
p(t) == flxo+ 1 vy)

der reellen Variablen ¢ hat bei t =0

e verschwindende Ableitung ¢'(0) = >0 _; %(xo) Uk
e und positive zweite Ableitung ¢”(0) = 327 ,_4 %T—g%(xo) Uk, Uk -

Wire die zweite Ableitung von ¢

x +t-vE) - vp v
Z 895#8:75,, 0 k) k,uVk,v

auf dem ganzen t-Intervall [0, 1] positiv, so hitte ¢ auf diesem ganzen Intervall monoton wachsende
erste Ableitung, die Funktion wire echt monoton wachsend. Da

¢(1) = f(xk) < f(x0) = ¢(0),

kann dies nicht der Fall sein. Es gibt also einen Zwischenwert 0 < 6§ < 1 mit ¢”(0) = 0. Setzen wir
Yk = Xo + 0vy, so haben wir deswegen fiir die Einheitsvektoren wy, := v/ || vi ||

Hf(yk)( Z 8:75 Yk Vi, Vv = 0.
w

Rz ||2

Da die Einheitskugel im IR™ kompakt ist, besitzt die Folge der Vektoren wj eine konvergente
Teilfolge. Nachdem wir zu dieser Teilfolge iibergehen konnen wir 0.B.d.A. annehmen wj; — wyq fiir
k — oo. Die Funktion

D xR" 3 (x,v) — Hf(x)(v)

ist stetig, da die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig vorausgesetzt sind. Es folgt
Hy(x0) (wo) = lim H (i) (wy) = 0.

Das geht aber nicht, weil Hf(xg) positiv definit und der Vektor wq # 0 ist. L]

Geht man von f iiber zu —f, so erhélt man aus Satz 1.13 ein hinreichendes Kriterium fiir das
Vorhandensein eines lokalen Maximum: Die Funktion f sei zweimal stetig differenzierbar auf der
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offenen Menge D C IR™. In einem Punkt xy € D sollen alle ersten partiellen Ableitungen verschwinden
und die Hesse-Matrix negativ-definit sein. Dann ist x¢ ein lokales Maximum.

Die symmetrische Matrix H heifit indefinit, wenn es Vektoren v und w gibt mit
vie-H-v>0 undw' -H-w<0.

Ist die Hesse-Matrix Hf(x) indefinit in einem Punkt x, wo grad(f) = 0 ist, so liegt dort bestimmt
kein Extremum vor: Auf der Geraden x+t-v hat f ein lokales Minimum, und auf der Geraden x+1t-w
ein lokales Maximum. Und beliebig nahe bei x gibt es Punkte x,xs mit

f(x1) < f(x) < f(x2).

Ein Beispiel dafiir ist der am Ende von 1.3 diskutierte Sattelpunkt f(z,y) = 22— y?. Die Hesse-Matrix
im Nullpunkt
2 0
ist indefinit.
Es gibt auch noch semidefinite Matrizen H, wo also entweder stets vt - H -v > 0 oder vi-H-v <0

gilt. Ist die Hesse-Matrix H ¢(x) semidefinit, so kann man mit unseren Methoden {iber ein eventuelles
Extremum nichts aussagen.

Im n-dimensionalen Raum, n > 2, gibt es noch ein Phénomen, das in einer Dimension nicht vor-
kommt: Ezxtrema unter Nebenbedingungen. Dabei wird nicht ein Extremum auf einer offenen Teilmenge
D C IR"™ gesucht, sondern unter einer (oder mehreren) Nebenbedingung(en). Physiker nennen soetwas
hiufig auch etwas plastischer Zwangsbedingungen. So eine Bedingung wird durch eine Funktion g(x)
gegeben, die den Wert 0 haben soll. Die Bedingung etwa, dass sich ein Punkt = auf der Einheitskugel
aufhalten soll, wird durch die Funktion g(z) = 3~ 22 — 1 = 0 beschrieben.

Die Methode, lokale Extrema unter Nebenbedingungen zu suchen, beruht auf dem Satz iiber impli-
zite Funktionen. Wir wollen sie in Dimension n = 2 beweisen, weiter unten aber noch ganz allgemein
formulieren.

Satz 1.14 (Lagrange-Multiplikator, n = 2) Die Funktionen f(x,y) und g(x,y) seien differenzier-
bar, g stetig differenzierbar, auf der offenen Menge D C R2. Fiir xg = (xg,10) € D gelte

9(x0) =0, grad(g)[xo] # 0.

Die Funktion f nehme im Punkt xo ein Ezxtremun unter der Nebenbedingung g(x) = 0 an. Dann
existiert ein Skalar A € R (Lagrange-Multiplikator) so, dass

0 0
a—i(xo) = )\a—g(xo)
?)_;(XO) = )\g—Z(Xo)

Beweis. O.B.d.A. sei dg/0y(x9) # 0. Wegen des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen wir
die Gleichung g(z,y) = 0 bei xo lokal nach y auflésen. Sei y = h(x), |z — z¢| < 7, eine derartige
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Auflosung. Dass f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 besitzt, das heifit,
dass die Funktion = — f(z, h(x)) bei x¢ ein lokales Extremum besitzt. Es folgt

_of of . dh

vewy Oz (x0) + 2= (xo0) - %(900)-

0= L f(a,h(z) 5

dx

Andererseits wissen wir aber auch (Zusatz zum Satz iiber implizite Funktionen)

_d _9% 99 . Gh
0= 0l @) amsy = 52 (x0) + 57 00) - 1 a0).
Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem
of of
%(Xo) 8_y(XO) ' dhl (o
D) ) |\ @) \O
ox oy z

mit einer nichttrivialen Losung. Dann miissen die Zeilen der Koeffizienten—-Matrix linear abhéngig
sein. Es besteht also eine nichttriviale lineare Relation

dg of B
)\%(XO) + M%(Xo) = 0,

dg of B
)\ay (x0) + Hay (x0) = 0,

Weil 0g/0y(x¢) # 0, kann p nicht 0 sein. Wir kénnen dann beispielsweise ¢ = —1 annehmen und
erhalten die Behauptung. []

Beispiel 1.15 Wir untersuchen die Funktion f(x,y) = x> +y> unter der Nebenbedingung x2+y? = 1
auf lokale Extrema. Wir haben also g(x,y) = 2? + y* — 1 und

of dg

- = 2 = 2
Ox 3%, Ox o
of 2 dg

P — - = 2

Aus Satz 1.14 erhalten wir die Bedingungen
322 = X2z, 3y? = \2y.

Um A zu eliminieren, fassen wir dies als ein lineares Gleichungssystem mit nicht-trivialer Ldsung
(1,=X) und Determinante
3222y —3y* 2x=6zy - (x—y) =0

auf. Dies ergibt die Bedingungen

r=0 = y=+1 = f(z,y) ==+1
y=0 = z==+1 = f(z,y) ==*1
r=y = x—y::l:% == f(x,y)::t%.



Damit haben wir sechs Punkte auf dem Kreis ausgerechnet. Zwischen diesen Punkten hat die Funk-
tion f auf dem Kreis kein lokales Extremum, ist also monoton. Daraus kénnen wir schlieflen, dass
alle sechs Punkte lokale Extrema unter der Nebenbedingung sind, und zwar

(@,y) [f(=z,y)
(1,0) 1| Maximum
(%, %) % lokales Minimum
(0,1) 1| Maximum
(—1,0) —1| Minimum
(= %, - %) - % lokales Maximum
(0,-1) —1| Minimum.

Wir wollen noch das allgemeine Kriterium formulieren.

Satz 1.15 (Lagrange-Multiplikatoren) Es sei D C IR" offen, f : D — IR differenzierbar und
G = (G1,...,Gy) : D — RF stetig differenzierbar. Der Rang der Funktionalmatriz von G in xq € D

0G
< 83:1/ (XO)> v=1,....n,k=1,....k

sei = k. Nimmt f in xg € D ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen G1 = consty, ..., G =
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consty, an, dann gibt es Skalare A1, ..., \ € R (Lagrange-Multiplikatoren), so, dass gilt

of G, len
axl( ) = )\1 6.1‘1 (X0)+ )\k 63: ( )
of N aGy,
8.1‘n( ) = )\1 al‘n (Xo)—l— )\k al‘n (Xo).

Dies sind n Gleichungen. Zusammen mit den k£ Nebenbedingungen haben wir n 4+ k Gleichungen
fiir die n + k Unbekannten zg 1, ..., 2o, und Ag, ..., \. Obwohl diese Gleichungen i.a. nicht-linear sind,
besteht doch eine gewisse Hoffnung, dass man sie auflésen und so das Extremum x( ermitteln kann.

Aufgabe 1.31 (NV) Sei

f@g) =1 = +d =0y (@ #0.y£0)

Bestimmen Sie alle lokalen FExtrema von f.
Aufgabe 1.32 (NV) Gegeben sei die Funktion f :IR? — IR durch
flay) = (2 +2y° = 1)(2* + 3 - 1).

a) Skizzieren Sie die Menge {(z,y) € R? : f(z,y) = 0} und markieren Sie die Bereiche, wo f(z,v)
positiv, bzw. negativ ist.

b) Berechnen Sie die Ableitung f' und die Hesse-Matriz von f.

¢) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.

Aufgabe 1.33 (NV) Gegeben sei die Menge
B:={(z,y) € R*: y — 2> >0 und z — y* > 0}
und die Funktion f: B — IR definiert durch
f@y) =z -y
Bestimmen Sie alle Extrema von f in B.
Aufgabe 1.34 FEs sei A = (aivj)ivjzl,m,n eine positiv definite symmetrische n x n-Matriz und b € IR™.

Wo besitzt
Z a; jT;T5 + Zb T;
1,j=1

emn lokales Minimum oder Mazimum?
Aufgabe 1.35 FEs seien
Ly: x(s)=wi+svy, Lo:y(t)=wa+tve

2wei Geraden im IR™ mit vi,vy,wi,wo € R"” und vi,vy linear unabhingig. Zeigen Sie: Es gibt
eindeutig bestimmte Punkte xo € L1 und yo € Lo, fir die der Abstand || x(s) —y(t) || minimal ist.

48



Aufgabe 1.36 a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion

h(z,y) = 2* + 2%y + 2y + y* — 62 — 6.
b) Bestimmen Sie das Mazimum der Funktion h auf der Kreisscheibe x2 4+ y? < 16 vom Radius 4.
Aufgabe 1.37 Bestimmen Sie die Extrema der Funktion

f:R" =R, (21,..,2,)— 7 ... 22,

unter der Nebenbedingung
g(T1, s y) =22+ 22 —1=0.

Aufgabe 1.38 (V) Flir alle xz,y,z € R beweise man die Implikation
S+ +:5=1 = P+yP+22< V3B

Aufgabe 1.39 (V) Welche Punkte der Menge

M= {(z,y,2)| z* +y* +2* =3} c R?
haben minimalen Abstand vom Ursprung des R®? (Rechnung!)
Aufgabe 1.40 (V) Beweisen Sie, dass die auf R? definierte stetig differenzierbare reelle Funktion

Fi(@y) e (20 =3y +1) + €"(2y° - 3y?)

genau einen kritischen Punkt besitzt, in dem f ein lokales, aber kein globales Maximum hat.

Aufgabe 1.41 (V) Sei f: IR? — IR gegeben durch f(x,y) = 223 — 33 4+ 1222 4 27y. Man finde alle
kritischen Punkte von f und klassifiziere das Verhalten von f in diesen Punkten.

Aufgabe 1.42 (V) Seien py,....,pn > 0 und y1, ...,yn € R®. Die Funktion f : R® — IR sei gegeben
durch

fl@) = pjlz—y;
j=1

wobei || - || die euklidische Norm im IR3 bezeichnet. Man zeige, dass es genau eine Minimalstelle von
f gibt, und gebe diese an.

Aufgabe 1.43 (V) Durch die Gleichung

ist ein Ellipsoid E im IR3 gegeben. Die E einbeschriebenen Quader Q sind von der Form Q = [—x, 2] x
[—v,y] X [-2,2] mit (z,y,2) € E und z,y,z > 0. Zeigen Sie, dass es unter diesen Quadern genau
einen mit grofitem Volumen gibt, und geben Sie diesen an.
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Aufgabe 1.44 (V) Zeigen Sie, dass die Gleichung
Y ra? i —e(z+1)+1=0

in einem Intervall um 0 implizit eine Funktion y = ¢(x) mit p(0) = —1 definiert. Zeigen Sie weiter,
dass diese Funktion ¢ ein lokales Minimum in O hat.

Aufgabe 1.45 (V) Gegeben seien positive reelle Konstanten p,q,r. Zeigen Sie, dass die Funktion
f(@,y,2) = aPylz"

auf der Menge
A={(z,y,2) €eR®: >0,y >0,2>0,2° 49>+ 25 =1}

ein absolutes Maximum hat. Berechnen Sie den mazimalen Wert von f auf A.

Aufgabe 1.46 (V) Essei R C IR? das abgeschlossene Rechteck mit den Eckpunkten (1,—1), (1,1), (=2,1)
und (—2,—1). Man bestimme Mazimum und Minimum der Funktion

2

f:R_>]R'7 (x7y)'_>(1"2_1)67y :

Aufgabe 1.47 (V) Sei K die Kreisfliche K = {(z,y) € R? 2? +y?> < 4} und A = (0,0), B =
(1,-1), C = (2,5). Man bestimme diejenigen Punkte von K, fiir welche die Summe der Abstandsqua-
drate von den Punkten A, B und C' am kleinsten, bzw. am grifiten ist.

Aufgabe 1.48 (V) Man bestimme auf
M = {(z,y,2) € R? 2z = 2 + ¢*}
den Punkt, der von (0,4,1) minimalen Abstand hat.
Aufgabe 1.49 (V) Bestimmen Sie die Punkte der ebenen Kurve
2 —xy+y? =3, (x,y) € R?
die
a) den kleinsten Abstand vom Ursprung
b) den grifiten Abstand vom Ursprung haben.
Aufgabe 1.50 (V) Bestimmen Sie fiir die auf R? durch
flay)=y'+a* -2 —a

definierte reelle Funktion f Lage und Art
a) der lokalen Extrema auf IR?,
b) der globalen Extrema auf K = {(x,y) € R? : 2%+ y* < 20}.

Aufgabe 1.51 (V) Man zeige, dass unter allen Quadern gleicher Oberfliche (in IR3) der Wiirfel
maximales Volumen hat.
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Aufgabe 1.52 (V) Bestimmen Sie alle globalen Mazimalstellen und Minimalstellen der Funktion
h(z,y, z) = sin(z) + sin(y) + sin(z) auf der Sphire S C R® mit Radius ©/2 um den Nullpunkt des
3

RrR-.
(Hinweis: Bei der Bestimmung des Lagrange-Multiplikators stofit man auf die Funktion t — @

Untersuchen und benutzen Sie ihr Monotonieverhalten auf den Intervallen [—7,0[ und |0, 5].)

Aufgabe 1.53 (V) Man bestimme den Quader grifiten Volumens, dessen Kantenlingen x,y,z die
Bedingung = + y? + 23 = 1 erfiillen.

1.7 Die Differentialoperatoren grad, rot, div und A

Die partiellen Ableitungen einer differenzierbaren Funktion f kann man zusammenfassen zu einem

Vektorfeld of of
grad(f) = (8—3:1’ R} a—xn> )

das man den Gradienten der Funktion f nennt. Wollen wir die Abhéngigkeit vom Punkt x ausdriicken,
so schreiben wir

grad(f)[x].

Wir hatten aus der Kettenregel eine Formel fiir die Richtungsableitung in Richtung des Vektors v
hergeleitet, die wir als Skalarprodukt mit dem Gradienten deuten kénnen:

d

G xttv) = (grad(f)lx],v).
t=0

Fiir den Winkel « zwischen dem Richtungsvektor v und dem Gradienten gilt, wenn wir v auf Lénge

1 normieren,

(grad(f),v) = cos(a)- || grad(f) || .

Es folgt, dass die Richtungsableitung von f in Richtung des Gradienten mazimal ist. Der Gradient
weist in die Richtung des stirksten Anstiegs der Funktion f.

Im Wesentlichen den gleichen Sachverhalt kann man auch folgendermaflen ausdriicken: Der Gradi-
ent grad(f) steht senkrecht auf den Niveauflichen f = const. Wir wollen das nur fiir n = 2 verifizieren.
Sei also f(x,y) eine differenzierbare Funktion und f(z,y) = ¢ eine Niveaulinie. Wir nehmen an, wir
konnen die Gleichung f(z,y) = ¢ lokal nach y auflésen: y = y(z). Dann ist also
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f(zy(z)) = 0,

d 0 of d
—f(z,y(x)) = —f + —f : y(z) Niveaulinien und Gradientenfeld
dx or Oy dx .

_— der Funktion x -y

gradt) = (L) 1 (122,

Der Gradient steht also senkrecht auf dem Vektor
(1,dy(x)/dx). Dieser Vektor ist aber gerade der Tangenti-
alvektor an die Kurve

z = (2,y(x)),

die parametrisierte Niveaulinie.

Es ist hdufig wichtig zu entscheiden, ob ein gegebenes Vektorfeld
A(x) = (A1(x1y s ),y ooy Ap (21, oy )
ein Gradientenfeld ist oder nicht:
A =grad(f) 77

Gradientenfelder tragen mehr oder weniger schone Namen (z.B. konservativ), ebenso wie die Funk-
tionen f deren Gradienten sie sind (—f heifit Potential des Feldes A.) Ist A stetig differenzierbar,
so folgt aus der Symmetrie der zweiten Ableitungen (Satz 1.4) das folgende, wirklich enorm wichtige,
Kriterium

Satz 1.16 (Notwendiges Kriterium fiir Gradientenfelder) Das Vektorfeld A sei stetig diffe-
renzierbar. Ist A = grad(f) ein Gradientenfeld, so gilt

04, 04, ‘ .
2, ~ oz, (Symmetriebedingung)
fir alle p,v=1,..,n.
Beweis. In der Tat:
oA,  0*f 9 f 04,
or,  0x,0r, Ox,0x, Oz, ]

Beispiel 1.16 Die Funktion f = 2% + 3> auf R? hat den Gradienten

grad(f) = (2z,2y).
Natiirlich ist deswegen die Symmetriebedingung

o) _ 02y
Yy or
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erfillt. Die ist auch fir das Feld

erfillt (f = zy), aber z.B. nicht fir
A= (yv —.f)-

Dieses Feld kann also kein Potential besitzen.

Spéter, wenn wir gut genug integrieren kénnen, werden wir sehen, dass die Symmetriebedingung
lokal auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials ist, also die Gradientenfelder charakterisiert.

In die Symmetriebedingung hat man u,v = 1,..,n unabhéngig voneinander einzusetzen. Natiirlich
braucht man g = v nicht auszuprobieren, und wenn die Symmetriebedingung fiir pu # v erfiillt ist,
dann gilt sie auch nach Vertauschen von p und v. Sie stellt also

S0 =)= Zn - (n 1)

—n"—n)==-n-(n-—

2 2
skalare Bedingungen dar. I.A. ist diese Anzahl viel gréfler als n, aber in unserem 3-dimensionalen
Anschauungsraum ist diese Anzahl genau gleich der Dimension:

1
- * 2 = .

So banal das ist, so ist es doch eine der Grundtatsachen des Lebens. Man kann also die drei Gleichungen

0As 0As 0A; 0As3 0Ay 04

81132 81133 ’ 81133 81131 ’ 81131 8.732

zu einer Vektorgleichung zusammenfassen:

04y _ 04 K2
8:1:2 81‘3 8:1:1 Al
dA1  0A; 9
HA):=| =— -2 | =| = Ay | =o0.
o ( ) 81133 81131 81132 X 2
04y 04 K2 A
89@1 89@2 89@3

Jedem Vektorfeld A im dreidimensionalen Raum ordnet man so ein neues Vektorfeld zu, seine Rotation
rot(A). Und die Symmetriebedingung im Dreidimensionalen schreibt sich

rot(grad(f)) = 0.

Natiirlich hat das Rotationsfeld etwas mit “Drehung” zu tun. Dazu betrachten wir als Beispiel das
Geschwindigkeitsfeld bei Drehung um eine Achse mit Winkelgeschwindigkeit w:

W2 T3 — W3 - T

A(zy,z0,23) =wXxx=| wg -] —wi-T3 |,
W1 T2 —Wo T
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Oy W9+ T3 — W3+ T2 2w
0
rot(A) = E x| w3z —wi-23 | =] 2w | =2-w.
2
a W1 T — W2 -1 2&)3
6.1‘3

Ein Vektorfeld A auf dem IR™ hat eine n x n Funktionalmatrix

A,
oz,

Deren Spur
" 0A,

div(A Z o

heifit Divergenz des Vektorfeldes. Im Unterschied zur Rotatlon ist die Divergenz

e ein Skalar, kein Vektor,
e in allen Dimensionen n sinnvoll zu definieren.
Beispiel 1.17 Die Divergenz des Ortsvektorfeldes A(x) = x ist
8:1:,,

div(x Z 9 =

Und wenn man ein Vektorfeld A(x) mit einer skalaren Funktion f(x) multipliziert, bekommt man

div(f - A) = z_: Z

= (grad(f),A) + f - div(A).

Man kann die Divergenz eines Rotationsfeldes bilden (nicht die Rotation einer Divergenz, da letz-
tere ein Skalar ist):
. 0 ,0A3 0A 0 ,0A1 O0As
d tA) = =—(7—-""")++—(——-—F—7)+—(7—7 - —
ZU(TO ( )) 81131 ( 8332 81133 ) + 8332 ( 8333 8.731 ) + 81133 ( 81131 81132 )
0% Ay n 0% A n 0? A3 0?Aq 02 Ay 02 A3
8%28%3 8%361‘1 6.1‘16.1‘2 63:38952 8%18%3 8%261‘1
= 0,

wieder wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen! Wir haben also die Formel

div(rot(A))=0

bewiesen. Ahnlich wie rot(grad(f)) = 0 kann man die Formel div(rot(A)) = 0 auch als notwendige
Bedingung dafiir auffassen, dass ein Vektorfeld B ein Rotationsfeld ist: Gibt es ein Feld A mit B =
rot(A), so ist notwendigerweise div(B) = 0.
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Es gibt noch eine Mdoglichkeit, zwei der drei Differentialoperatoren grad, rot und div sinnvoll zu
kombinieren: den Laplace-Operator angewandt auf eine Funktion f

n 2
A(f) = din(grad(f)) = 32 0L

v=1
Dies ist wieder in jeder beliebigen Dimension n moglich, liefert aber von der Dimension abhingige

Ergebnisse. Betrachten wir etwa die Funktion

n

F@rs e an) =[x "= (3 @)™

v=1
Dann ist

1 .
T
grad(| x |™) = m | x| -grad(| x ||
= m x| x,
A(f) = m-div(] x|I™? x)
m - [(grad(]| x ||™2),3)+ || x ™2 div(x)]
= m-[m=2) [ x " (%) 4 | x
= m-(n+m—2) | x|
= 0
S m=2—n.

grad(| x |) =

Funktionen f mit A(f) = 0 heiflen harmonisch. Wir haben ausgerechnet: Auf IR (ohne Nullpunkt)
ist
T27n :H x ”27n
harmonisch. Fiir n = 1 ist dies die kaum erwidhnenswerte Tatsache, dass die zweite Ableitung der
Funktion |z| verschwindet (z # 0). Fiir n = 2 die noch uninteressantere, entsprechende Aussage fiir
die konstanten Funktionen. Aber fiir n = 3 etwa ist 1/r harmonisch.
Allerdings ist die Dimension 2 dadurch nicht sehr benachteiligt: Fiir die Funktion f(x,y) = In(x?+

y?) ist
0 2z 0 2y
A = — | —-— i A
() oz <x2—|—y2> +8y <m2+y2)
4 4 4

22+ (224922 (22 +12)?
= 0,

also ist In(r) = 4in(2? 4+ y?) in Dimension 2 harmonisch.
Die Produktregel der Differentiation fiihrt nach dem Schema
grad(f-g) =g-grad(f)+ f - grad(g)
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oder
div(f - A) = (grad(f),A) + f - div(A)

in Verbindung mit den drei Operationen grad, rot und div zu reichhaltigem Formelmaterial. Hierzu
vergleiche man etwa Seite 126 im Buch von Grofmann. Um die Merkbarkeit dieser Regeln zu erhdhen
kann man den Operator Nabla

0
ox
0
dy
0
0z
einfithren. Einerseits ist der ein Vektorfeld auf dem IR3, andererseits auch ein Differentialoperator. Mit
etwas Fingerspitzengefiihl wird

e grad(f) das Produkt Vf (von rechts) dieses Operators mit der Funktion f,
e rot(A) das Kreuzprodukt V x A,

e div(A) das Skalarprodukt (V, A).

Die bekannten Eigenschaften des Skalar- und Kreuzproduktes aus der linearen Algebra erleichtern
Herleitung und Erinnerung an die erwdhnten Formeln.

Aufgabe 1.54 Bestimmen Sie Divergenz und Rotation der Vektorfelder

Yy z
A=]| 2z |, B=| =z
T Yy

Aufgabe 1.55 Bestimmen Sie rot(a) und rot(rot(a)) fir das Vektorfeld

yz°
A= 22

xy2

Aufgabe 1.56 Zeigen Sie fir differenzierbare Funktionen f,g und Vektorfelder A,B auf dem IR3

1) grad(f-g) = g-grad(f)+ f-grad(g)

2) div(f-A) = (grad(f).A) + f - div(A)

3) A(f-9) = g-A(f) +2(grad(f).grad(g)) + f - Alg)
4) rot(f-A) = grad(f) x A+ f-rot(A)

5) rot(f - grad(g)) — grad(f) x grad(g)

6) div(A x B) = (B.rot(A)) — (A.rot(B))

7) div(grad(f) x grad(g)) = 0
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Aufgabe 1.57 Es seien a € IR und x # 0.

a) Bestimmen Sie den Gradient der Funktion (z% + y? + 22).

b) Bestimmen Sie fir r := \/x? + y? + 22 den Gradient der Funktion r.
¢) Bestimmen Sie Divergenz und Rotation des Vektorfeldes x := %X.

Aufgabe 1.58 Es sei f(x,y) eine geniigend oft differenzierbare Funktion auf IR? und

f(T‘, 90) = f(x(r, 90)7y(r7 90))

dieselbe Funktion in Polarkoordinaten.

) . 10 af 1 0%f
a) Zeigen Sie: Af = o <TE) * 2 9p?
b) Bestimmen Sie alle harmonischen Funktionen f auf]RQ\O, die nur von r und nicht von ¢ abhdngen.

Aufgabe 1.59 Es sei f: IR?\ {0} — IR geniigend oft differenzierbar. Zeigen Sie: f-x ist genau dann
ein Gradientenfeld, wenn f = f(r) ist.
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2 Integralrechnung mehrerer Verdnderlicher

2.1 Doppelintegrale

Ein Doppelintegral ist ein Integral der Form
ba b1 bo b
[ s@ydady= [ [ s@yydn ) dy.
a2z al a2 ai

Beispiel 2.1 Es ist

bo b1 bo 1 r=b1
/ / (x + 1) dedy = / {—xQ + ny] dy
a2 ail a2 2 r=ai

b2 /1 1
= / <§bf + by — 56@ - y2a1) dy
a

2

Lo o I
= 5(171 —ay)y + (b1 — al)g?/
y=az

1 1
= 5(5% —af)(bz — az) + §(b1 —a1)(b3 — a3).

Dieses Doppelintegral ist leicht zu verwechseln mit dem Integral, wo zuerst tber y und dann iber x

integriert wird:
b1 bo b1 1 y=b2
/ / (z +yHdydz = / [azy + —yﬂ dx
ai a al 3 Yy=az

= /ab1 [ﬂf(b2 —az) + %(bg - ag)} dx

1

1 1
= §(b% —af)(by — az) + g(bl — ay)(b3 — a3)

Gliicklicherweise ist das Resultat dasselbe!

Das Doppelintegral ist also folgendermaflen zu verstehen: Fiir festes y € [ag, ba] berechnen wir

F(y) := 8 fx,y)dx,

a1
hoffen, dass die Funktion F'(y) wieder integrierbar ist, und bilden

b2 b2 bl

Py = [ ([ fa@.y)do)dy.

az a2 al

Falls f(z,y) auf dem Rechteck R = [a1,b1] X [ag,b2] C IR? stetig ist, funktioniert das tatséchlich
auch immer:
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Satz 2.1 (Lemma: Stetige Abhingigkeit des Integrals von einem Parameter) Die Funktion
f: R — IR sei stetig, dann ist auch die Funktion F : [as,bs] — R

by
Frye— [ f(z,y)de
al
wieder stetig (und deswegen tber das Intervall [ag,be] integrierbar).

Beweis. Es sei yg € [ag, bo] fest und yi € [ag,bs] eine Folge die gegen yo konvergiert. Wir wollen
zeigen, dass die Funktionenfolge

fo la1,b1] — R
M e fla )

gleichméfig gegen

) la, ] = R
R

konvergiert. Denn aus der Vertauschbarkeit von gleichmé&fBiger Konvergenz und Integration folgt dann

b1 bl
hm F(yg) = lim fk;(a:)dx = fo(x)dz = F(yo),

k—o0 a1

und F ist stetig in yp.

Wiirde fr — f nicht gleichméfBig konvergieren, dann gébe es ein 0 < ¢ € IR und unendlich viele
k € IN mit |fo(xg) — fr(xr)| > € fiir ein zy € [a1,b1]. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt
die Folge xj, eine in [a1, b1] konvergente Teilfolge. Wir kénnen 0.B.d.A. gleich annehmen, dass die Folge
xy, selbst konvergiert, etwa gegen z € [a1,b1]. Dann konvergiert die Folge (zr,yx) € [a1,b1] X [ag, bo]
gegen (zg, o). Aus der Stetigkeit von f in diesem Punkt folgt dann der Widerspruch

lim fi (1) = lim f(zx, yr) = f(20,y0) = lim fo(zg).
[]

Man méchte nicht immer nur iiber Rechtecke integrieren. Wenn wir das Volumen der Einheitskugel
Ki={(z,y,2) eR*: a*+¢y*+2°> <1}

ausrechnen wollen, mdchten wir gerne die Funktion
f(z,y) =/1—22 —y?

Sp={(z,y) e R?: 2% +¢y* <1}

tiber die Einheitskreisscheibe

integrieren. (Auf einer groferen Menge ist die Funktion f ja auch gar nicht definiert.) Dazu setzen wir
f trivial und brutal auf das Einheitsquadrat Q = {(z,y) € IR? : |z| < 1,|y| < 1} fort zu

1—x2—y? falls x —|—y2<1
fo(@,y) { 0 falls 22 +9%2>1
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Diese Funktion fg : @ — IR ist stetig und wir kénnen das Doppelintegral

1 g1
// V1 =22 —yldedy = / / fo(z,y)dxdy
51 —1J-1
1 /1=2
= / / \/1— a2 —y2dxdy
—1J-\/1=2

11
_ 2 - :
= / X 5(1 —y*)mdy (Halbkreisfliche vom Radius /1 — y?)

berechnen.
XR’

Doppelintegration funktioniert auch h&ufig, wenn f nicht
stetig ist: Seien dazu Zwischenpunkte a1 < aj < b} < by
und ay < ab < by < by gewidhlt und R* C R das Recht-
eck [a],b)] x [dh, bh]. Die charakteristische Funktion x g des R
Rechtecks R’ ist definiert durch R

xr(z,y)=1 & (z,y) € R
XR’(xvy):O ~ (xvy)¢R/

Fiir diese Funktion ist

b2 by b “dr  falls y € [a), b,
/ / X(z, y)dedy = / Jaf Y [,2’ ,2] dy
az Jay az 0 falls y ¢ [ab, bS]

Das Integral {iber die charakteristische Funktion des Rechtecks R’ ist die Fliche dieses Rechtecks!
Dieses Ergebnis ist unabhéngig von der Reihenfolge, in der man beide Integrationen ausfiihrt:

L2 g = 0 - a6 —aty = [ vy

2 1 al 2

Aufgabe 2.1 Berechnen Sie
11 1,1
a) / xy dxdy, b) / / (e” + ¢eY) dxdy,
0 Jo —1.J-1

1 2, L ry
c) ™) dydz, d) /0/0 1 — o2 dxdy.
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Aufgabe 2.2 (NV) Sei D C R? das Dreieck mit den Ecken (0,0),(5,1) und (3,3). Berechnen Sie
Jp xdzdy.

Aufgabe 2.3 (NV) f:[a,b] — IR sei im abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig. Beweisen Sie

/j [/au(u—v)”f(v)dv] du = /: %f(v)dv

fir alle x € [a,b] und alle n € IN.

Aufgabe 2.4 (Fischer-Kaul p.460) Berechnen Sie das uneigentliche Integral

/ / ~(@ ) drdy = hm/ / x—y e~ @) dady.

Aufgabe 2.5 (V) Bestimmen Sie alle o € IR, fiir welche die reelle Funktion
fo(@y) = (z+y)*
tiber 10, 1[x]0, 1] integrierbar ist. (Geben Sie an, in welchem Sinn Sie die Integrierbarkeit verstehen.)
Aufgabe 2.6 (V) Gegeben seien das Dreieck
D:={(z,y) €eR?: 2,y >0,z +y <1}

und die Funktionen
fm,n = xnym
fiir n,m € g und (x,y) € R2. Zeigen Sie
nlm!
"y"d(z,y) = ————.
/D y" d(@,y) (n+m+2)!

Aufgabe 2.7 (V) Sei B das Dreieck der x,y-Ebene mit den Ecken (0,0), (1,0), (1,1). Man berechne

sinx
/ d(z,y).
B

X

Aufgabe 2.8 (V) Berechnen Sie
/(a:+y+z) dx dy dz,
T

wobei T das Tetraeder mit den Ecken (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) im IR> bezeichnet.
Aufgabe 2.9 (V) Sei F' ein halber Kreisring, genauer

F={(x,y) eR?>: y>0 unda2§x2—|—y2§1}
mit 0 < a < 1. Die y-Koordinate s, des Schwerpunkts S von F ergibt sich bekanntlich aus der

Beziehung
sy/dyd:v:/ ydydzx.
F F

Fiir welche a liegt S auf dem Rand von F 7
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Aufgabe 2.10 (V) Sei f : IR?2 — R definiert durch f(x,y) :=e™* und
M, = {(z,y) €eR?: 0<y < <a} fira>D0.

a) Zeigen Sie, dass f fir jedes a > 0 auf M, Riemann-integrierbar ist.
b) Berechnen Sie F, := [y, f(z,y)d(z,y) fira > 0.
¢) Zeigen Sie: limg_,oo Fy = 1.

2.2 Definitionen

Wir definieren hier Riemann-integrierbare Funktionen analog zur Definition in einer Variablen, nur
miissen wir dabei stets Intervalle ersetzen durch deren n—dimensionale Verallgemeinerungen, die Qua-
der: Fin Quader Q C IR™ ist eine Teilmenge der Form

Q={reR":a1 <z <by,.,an <y <bp}.

Dabei sind a1 < by, ..., a, < b, € IR vorgegebene Zahlen. Ein Quader ist also immer abgeschlossen und

beschrinkt. Falls a, = b, fiir ein v, so ist der Quader entartet (d.h. zu diinn). Ein (abgeschlossenes,

beschrianktes) Intervall ist ein eindimensionaler Quader, ein Rechteck ist ein zweidimensionaler Quader.
Das Volumen des Quaders () ist

Q= (b1 —a1) - .. - (b — an),

das Produkt der Langen seiner Kanten.

Genauso wie man definieren kann, was eine Zerlegung eines Intervalls in Teilintervalle ist, kann
man definieren was eine Zerlegung des Quaders () in Teilquader @)y, ist. Problematisch ist dabei allein
schon das Hinschreiben einer solchen Zerlegung, da die Eckpunkte jetzt nicht mehr linear angeordnet
sind. Die einfachsten Zerlegungen sind Produktzerlegungen von (). Sie kommen von Zerlegungen der
Kanten

ay = x}({o) < :1:,(61) <. < x](cs(k)fl) < a:](cs(k)) = b

her und bestehen aus allen Produktquadern

2, 27 % x 2l 2ot 0< oy < s(1) = 1,..,0 < 0, < 5(n) — 1.

n

Jede Zerlegung von ) kann man verfeinern zu einer Produktzerlegung:

Zerlegung und .. feinere Produktzerlegung
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Bei einer Zerlegung @Q = UQ sollen sich die Teilquader nur in Randpunkten schneiden. Am
einfachsten ist dies folgendermaflen zu formulieren: Ein halboffener Quader QQ° ist die Teilmenge

{xeR":a; <z <by,..,an <y < by}
Fiir die halboffenen Quader einer Zerlegung gilt
Q°=UQ%, Q%NQY =0 fir k # 1.

Bei einer Produktzerlegung ist die Summe der Volumina der Teilquader

Z (xgal-I—l) . xgal)) . (x(an—f—l) o :L‘(U")) —

n n
O01,..,0n

{(ajgl) — a:§0)) + (x?) — azgl)) + ...+ (xgs(l)) — ajgs(l)*l))} o
{(@) —20) + (@) D) 4+ () — 2D =
{bl - (11} et {bn - an}

Q-

Daraus folgt, dass fiir jede Zerlegung Q) = UQy, gilt
QI =" 1Qxl-
k

Auf dem Quader gibt es den Vektorraum T[Q] der Treppenfunktionen. Jede Treppenfunktion ¢ €
T'[Q)] ist konstant im Inneren der Teilquader einer Zerlegung. Eigentlich kommt es nicht darauf an, wie
sie auf den Réndern der Teilquader definiert ist. Da wir aber keine unnétigen Schwierigkeiten wollen,
vereinbaren wir, dass eine Treppenfunktion auf den halboffenen Quadern ihrer Zerlegung konstant sein
soll.

Sind ¢ € IR die Werte der Treppenfunktion ¢ auf den Teilquadern Q, so ist

Lﬂmezg%wm|

das Volumenintegral dieser Treppenfunktion iiber Q). Dieses Integral &ndert sich nicht, wenn man die
Zerlegung ), durch feinere Zerlegungen ersetzt, auf deren Teilquadern ¢ auch konstant ist.

Ist eine reelle Funktion f : @) — IR auf dem Quader @ beschrénkt, so gibt es Treppenfunktionen
v, € T[Q] mit ¢ < f <. Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar auf dem Quader @), wenn zu
jedem 0 < € € IR Treppenfunktionen ¢, ¥ € T[Q)] existieren mit

o< f<u, /Q Y(x)d"x — /Q S(x)d"x < c.

Dann ist

int{ [ $Ed"x: < v e TIQ =sup( [ px)d"x: f> ¢ € TIQI,
Q Q

und dieser Wert heifit dann das Riemann-Integral

/Q f(x)d"x

iiber Q. Das ist ja schén. Weniger schon ist, dass wir damit noch kein Integral praktisch ausrechnen
konnen. Wir konnen mit dieser Definition nur
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das Integral von Treppenfunktionen ausrechnen,
e wie bei einer Variablen zeigen, dass das Integral linear und
e monoton ist,

e und zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind.

Das praktische Ausrechnen der Volumenintegrale geschieht durch Mehrfachintegration

al

bn by
/f(x)d”x = / flx1, .y xy)dey ... dxy,.
Q an
Volumenintegral = Mehrfach-Integral

Diese Gleichung miissen wir nur erst, in mehreren Schritten, beweisen:
Mehrfachintegrale von charakteristischen Funktionen. Sei p1 € T[Q)] die charakteristische Funktion
eines halboffenen Teilquaders

Q1= [, 51) X ... X [o, Bn) C Q,

d.h.,
) lfallsx e @
L) = { 0 falls x ¢ Q1

Dann ist das Volumenintegral (wir nehmen irgendeine Quaderzerlegung von @, in der @1 als Teilquader
vorkommt)

[ erx=1Qil
Q

Und das Mehrfach-Integral ist

bn bl bn b2 ﬁl
/ o1(x1, oy xy)dey .. de, = / / 01(x1, ey xy)dry | dao...dxy,
Qn a an a

1 2 aq

bn bo
= / / (61 — a1)pa(z2, ..., xp) dx...dxy,

2
ba

bn
= (ﬁl - al) : / (pg(.l‘g, ,xn) dl’g...dévn,
an az
wo g definiert ist durch

QOQ(:L‘Q,

) = 1 falls as <x9 < By, ap <2y < B,
) 0 sonst.

So macht man weiter und findet auch fiir das Mehrfachintegral

bn b1
/ o [ i@, o) dn = (Br— 1) - o - (B — ) = |Qul.

1

Beide Integrale stimmen iiberein.
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Mehrfachintegrale von Treppenfunktionen. Eine Treppenfunktion ¢ € T[Q] zu einer Zerlegung
@ = UQ,, ist eine endliche Linearkombination

Y= Z mXQs,
m

von charakteristischen Funktionen von halboffenen Teilquadern. Aus der Linearitit des Integrals folgt
deshalb die eben bewiesene Gleichung allgemeiner fiir Treppenfunktionen.

Mehrfachintegrale fiir Riemann-integrierbare Funktionen. Sei f : ) — IR Riemann-integrierbar
und jede der Funktionen von xy,...,x, wieder integrierbar, welche entsteht, wenn wir schon iiber
Z1,...,xp—1 integriert haben. (Dies ist z.B erfiillt, wenn f stetig ist.) Dann ist das Mehrfach-Integral

by by
/ flxy, .y xy)dey ... dey,
an al
wohldefiniert. Zu jedem e > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, ¢ € T(Q) mit
p< <. [woodx- [ pedx<e
Q Q
Aus der Monotonie des Volumenintegrals folgt
/@(x)d”x < / f(x)d"x < / P(x)d"x
Q Q

und aus der Monotonie des Mehrfach-Integrals

bn bl bn bl bn bl
/ (1, .eey Tp)dxy...dxy, S/ flx1, .y xy)dzy ... dxy, §/ V(X1 ey Ty )dy .. dX,.
an a an a an a

1 1 1

Weil Volumenintegral und Mehrfach-Integral fiir die Treppenfunktionen ¢ und 1) iibereinstimmen,
folgt

bn b1
‘/Qf(x)d”x—/an . flxy, .y xy)dzy ... dxy, §/Q1/;(x)d”x—/Qg0(x)d”x<e.

Und weil dies fiir jedes € > 0 gilt, haben wir damit die die Gleichheit des Volumenintegrals und des
Mehrfach-Integrals von f bewiesen. Wir fassen zusammen:

Satz 2.2 (Fubini) Fir jede Riemann-integrierbare Funktion f : Q — IR, die bei festen xji1,...,xn
beziiglich x1, ..., x, Riemann-integrierbar ist, ist

bn, b1
/f(a:l,...,xn)d"x:/ flxy, .y xy)dzy .. dxy,.
Q an ail

Insbesondere ist das mehrfache Integral unabhdngig von der Reihenfolge in der man tiber die n Varia-
blen integriert.
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Beispiel 2.2 FEs sei f(x,y) = e* Y. Dann ist nach dem Satz von Fubini

2 b2 b1
/a1§x§b1 f(af,y)d X = A2 /a1 e Ydxdy

az<y<bs
bo b
_ / (Y — 1Y) dy
az
b
= MY _ eblfy
a
— ai—by _ _ai1—az €b1*b2 + €b1*a2

€ e
b1 b2
= / / " Vdydzx.
al a2

Wir wollen nicht nur iiber Quader integrieren. Beispielsweise auch iiber Kugeln. Oder iiber andere
kompakte Mengen. (Trégheitsmomente oder Schwerpunkte von starren Korpern werden ja durch Vo-
lumenintegrale iiber solche Kérper definiert). Wenn wir eine stetige Funktion f iiber eine kompakte
Menge K integrieren wollen, so werden wir

e die kompakte Menge K in einen Quader @) einschlieflen : K C @,

e die Funktion f trivial und brutal zu einer Funktion fg auf @ fortsetzen durch fg(x) = 0 fiir
X € Q,x ¢ K (natiirlich ist fg i.a. nicht mehr stetig auf @),

e versuchen, die unstetige Funktion fg iiber () zu integrieren und

/Kf(x)d"x ::/QfQ(x)d”x

setzen.

Es ist leicht zu sehen, dass das so definierte Integral nicht von dem gewéhlten Quader () abhéngt.
Weniger leicht ist die Frage zu kliren, ob fq iiber () integrierbar ist, das so definierte Integral also
iiberhaupt existiert. Dazu miissen wir die Menge der Unstetigkeitsstellen von fg untersuchen. Diese
Menge muss eine Nullmenge sein.

Definition 2.1 Fine Teilmenge N C IR"™ heifit Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele
Quader Q, CR",u=1,...,m gibt mit

m
N C UT:lQ,u? Z |QM‘ <e
pn=1

Beispiel 2.3

0) Sind N1 und Ny Nullmengen, so auch N1 UN;. Jede Teilmenge N’ einer Nullmenge N ist wieder
eine Nullmenge.
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1) Jede beschrinkte Menge N C R", die in einem linearen Unterraum xy = 0 enthalten ist, ist
eine Nullmenge.

Beweis: 0.B.d.A. betrachten wir die Hyperebene x,, = 0. Da N beschrinkt ist, gibt es einen
Quader

Q = {(xl,...,xn) S R” - |J;1‘ < r..., ‘xn—l‘ < T, |xn| <e- rl—n}
mit N C Q. Und es ist |Q] =r" 1. erl™ =e.
2) K C R" sei kompakt und f : K — IR stetig. Dann ist der Graph von f
I'y={(x,f(x) e KxR: xe K} c R"™

eine Nullmenge.

Beweis. Wir schlieffen K in einen Quader Q ein: K C @ C R". Wegen Lemma 2.3 (unten) gibt
es Treppenfunktionen ¢, € T[Q] mit

<t (%) < f(x) < G(x) fir alle x € K, /Q (1(x) — p(x))d"x < e.

Sei QQ = UQ, eine Zerlegung, auf deren (offenen) Quadern beide Treppenfunktionen ¢ = p,, 1) =
qv konstant sind. Dann sind die Produktmengen Q, X [pu,q,] Quader im IR™ ™! mit

ST 1Qu X [P )l = S 1Qul - (4 — pu) = / (1h(x) — p(x))d"x < c.
0 o Q

Die Vereinigung dieser Produktmengen enthdlt den Graphen T ;. L]

Beispiel 2.3 2) zeigt insbesondere, dass der Rand einer Kugel eine Nullmenge ist, denn den kénnen

2
n—1

wir aus den Graphen der beiden stetigen Funktion i\/ l—22— .. —x zusammensetzen.

Satz 2.3 (Lemma) Sei K C IR" kompakt, Q C IR" ein Quader, der K enthdlt und f : K — R
stetig. Dann gibt es zu jedem 0 < € € IR Treppenfunktionen ¢, € T[Q] mit

p<B, p(x) < f(x) < $(x) fir alle x € K, /Q (1(x) — p(x))d"x < e.

Beweis. Da f stetig ist, gibt es zu jedem x € K einen offenen Quader
Qx={(€R": |, —x,| < fiirv=1,...,n}

mit |f(€) — f(x)| < e fiir alle £ € Qx N K. Da K kompakt ist, liegt K in der Vereinigung von endlich
vielen dieser Quader, etwa Q1, ..., Q. In jedem dieser Quader @, liegt also ein Punkt x, mit

pyi=f(xy,) —e< f(&) <q,:= f(x,)+efiralle { € Q,NK.

Es gibt eine Zerlegung Q) = UQL derart, dass jeder Quader QL, der K schneidet, ganz in einem Quader
@, enthalten ist. Wir definieren ¢ und ¢ € T[Q] durch

0lQ), = ¥|Q), =0 falls Q), N K =0
S0|Q;L = puu¢|QL = qy falls Q;L NK 3& @ und Q;L C Qy.

67



Diese Treppenfunktionen erfiillen
b(x) < f(x) < Y() fiir x € K

und

| W) = pyx < e QL.
@ O

Satz 2.4 (Integrierbarkeitskriterium) Die Funktion f: Q — R auf dem Quader Q sei beschrdankt
und stetig auferhalb einer Nullmenge. Dann ist f iber QQ Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Sei NV die Nullmenge und seien @, u = 1,...,m, offene Quader mit
N C UQu, > |Qu < e DaV :=UQ, offen ist, ist W := @ \ V kompakt. Nach Lemma 2 gibt es
Treppenfunktionen ¢, ¢ € T[Q] mit p(x) < f(x) < ¢(x) fiir alle x € W und [ (1(x) — ¢(x))d"x <ee.

Nach Ubergang zu einer geniigend feinen Zerlegung von @ koénnen wir annehmen, dass die Quader
Q. Teilquader der Zerlegung sind, beziiglich der ¢ und ) definiert sind. Auf den Teilquadern @,
ersetzen wir die Werte von ¢ durch —C' und die von ¢ durch C, wo C' € IR eine Schranke mit |f| < C
ist. Dann haben wir p(x) < f(x) < ¥(x) fiir alle x € @ und

/ ((x) — p(x))d"x < e+ 203 [Qul = e(1 +20).
¢ 0

Dieses Kriterium zeigt insbesondere: Ist K C IR™ kompakt mit einem Rand, der eine Nullmenge
ist, f : K — IR stetig und fg eine trivial-brutale Fortsetzung von f auf einen Quader ) O K, so ist
fq iiber @ integrierbar. Die Menge der Unstetigkeitsstellen von fg kann némlich nur auf dem Rand
von K liegen.

Die dltesten Anwendungen von Volumenintegralen sind die Berechnung von
e Volumina (s. §2.3)
e Schwerpunkten

e Triagheitsmomenten.

Definition 2.2 Ist M C IR? realisiert als Korper mit der Massendichte u(x),x € M. Dann hat der
Schwerpunkt s des Korpers die Koordinaten

1
Sy = —/ T, u(x)d>x  wo m::/ w(x)d>x
m Ju M

die Gesamtmasse des Korpers ist.

Beispiel 2.4 1) Sei etwa M = My U My, wo My N My = () (oder eine Nullmenge) ist. Sei m die
Gesamtmasse von M und m; die von M; firi =1,2. Sei s der Schwerpunkt von M und s; der von
M;. Dann gilt

1
s = —(mys1 + mass).
m
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Beweis: Es ist
m = / p(x)d*x = p(x)d>x + w(x)d>x = my + ma.
M My Mo
Und die v-te Koordinate des Gesamtschwerpunkts s ist
S, = —/ ryp(x)d’x = — Typu(x)d’x + — Ty (X)d°x = —51, + —52,.
m Jum m Jar m Jr, m m

2) In der Mathematik ist natirlich meistens u(x) = 1. Berechnen wir als Beispiel den Schwerpunkt
des Dreiecks mit den Ecken 0,a = (a,0) und b = (0,b), wo a,b > 0. Die schrdge Dreiecksseite hat die
Gleichung

VT y=b-La
b a a
Deswegen ist die Gesamtmasse des Dreiecks
a b—b;r/a a b b a b b
m:// dydx:/ (b——a:)da::bx——a:Q —ap -2
0 Jo 0 a 2a g 2 2

Und die x-Komponente des Schwerpunkts ist

1 a rb—bx/a
s1 = —/ x dydx

m Jo Jo

= —/ bxr — —x° | dx
m Jo a

R A b 3\ |*

N m(2x 3ax>0

_ 1 (% _a%

 om\ 2 3

2 a’b

 ab 6

- ¢

= 3

Genauso findet man fir die y-Komponente des Schwerpunkts

8—9
2= 3

Der Schwerpunkt ist also

1
S = g(a,b)

Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Formel fiir den Schwerpunkt eines Dreiecks mit den Ecken a,b

und c:

1
S:§(a—i—b+c).

Diese Formel kann man genauso verifizieren, wie wir das fir den Fall unseres Dreiecks mit zwei
achsenparallelen Seiten getan haben. Es geht im Prinzip genauso, nur kommt man wegen der drei

i.A. schrdagen Seiten auf Fallunterscheidungen, je nach Lage der Ecken, und auf idiotisch komplizierte
Teilintegrale.
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Definition 2.3 Ist der Kéorper M C IR® wie in der letzten Definition, so ist sein Trigheitsmoment
beziiglich der x3-Achse

T= / (23 + 23)pu(x)d>x.
M
Beispielsweise ist das Tragheitsmoment des Einheitswiirfels
M={xeR’: 0<uz,<1}

mit konstanter Massendichte p(x) =1

—

— —

11
T = /(asf—l—x%)dxg,da:lda:g
0

(x3 + 23)dxidry

S— 5— 5— 5—

1 r1=1
= {—mi}’ + xlmg] dzo
3 x1=0
1 9 1
= - )d
<1‘2 + 3> X9
3430,
= |za5+ -z
3727372,
2
3
Aufgabe 2.11 Es sei Q C IR? der Quader
—a<z<a —-b<y<bh —c<z<e
Berechnen Sie fir l,m,n € IN das Integral
/ ™" dx,
Q

a) falls ein Exponent ungerade ist,
b) falls alle drei Exponenten gerade sind.

Aufgabe 2.12 Die kinetische Energie eines Korpers K der konstanten Massendichte 2 bei Rotation
mit Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse durch den Nullpunkt ist

T:/ |wxx |2 dx.
K

Benutzen Sie die Formel
|wxx|?=(wxxwxx)=[w|?x]*—(w,x)
um T in der Form

3
T=) Ojwwj 6= /K(H x || 6 — wiz;)d’x
2,=1

zu schreiben. Berechnen Sie den Tensor 0; ; fir den Quader @ aus der vorhergehenden Aufgabe.
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Aufgabe 2.13 Beweisen Sie den Satz von Steiner: Fs sei J das Trigheitsmoment eines starren
Korpers beziiglich einer Drehachse L, und Jg das Trigheitsmoment desselben Korpers beziiglich ei-
ner zu L parallelen Achse Lg durch den Schwerpunkt des Korpers. Der Korper habe die Masse M,
und der Abstand zwischen L und Lg sei s. Dann gilt

J=Jg+ s> M.

2.3 Volumenberechnung

Das n-dimensionale Volumen |M| einer Teilmenge M C IR™ ist das Integral
M| = /QXM(x)d"x

tiber ihre charakteristische Funktion

(x) = 1 falls xeM
AMIEISZ0 0 falls xe R\ M

Dabei ist iiber irgend einen Quader @ C IR™ zu integrieren, der die Menge M enthélt. Schwierigkeiten
machen dabei die Unstetigkeitsstellen von y ;. Diese liegen auf dem Rand M von M. Aus Satz 2.4

wissen wir, s ist integrierbar, wenn OM eine Nullmenge ist. Damit ist das Volumen einer Menge
M C R" definiert, wenn

o diec Menge M beschrdankt ist,
e ihr Rand OM eine Nullmenge ist.

Eine solche Menge M C IR"™ heifit messbar. Das 1-dimensionale Volumen heifit auch Ldnge, das 2-
dimensionale Volumen Fldche.

Beispiel 2.5 a) Fine Nullmenge ist messbar mit Volumen =0.
b) Das Volumen eines Quaders |Q| ist der schon friher definierte Inhalt (by — a1) - ... - (by — ayp).
Spezialfille davon sind

e die Linge eines Intervalls I C IR (1-dimensionaler Inhalt)

e dic Fliche eines Rechtecks R C IR? (2-dimensionaler Inhalt)

¢) Die Fliche des Einheitskreises berechnet sich durch Integration seiner charakteristischen Funk-
tion

1 falls 2?42 <1
X(z,y) = { 0 falls 2°>+y*>>1
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tiber das Einheitsquadrat:

J(it/flx(w,y)dwdy
_ /%/;;;M@@
:/21—dy

= 5 (Kreisintegral)

= .

d) Das Volumen der Einheitskugel im IR? berechnet sich durch Integration ihrer charakteristischen
Funktion
1 falls 2?4+y>+22<1
X@W”%:{o falls 224924+ 22> 1

tiber den Einheitswiirfel:

1 1 1 V1 1— foy
Y, 2)dxdydz = / / / ldx)dy)dz
/_1/_1/_lx(xyz)xyz \/7 V1-22—y2 =)dy)

/ / V1= 22— y2dy)dz
= | Y
= / Yz (Kreisintegral)

3 z=1
= 7w-(z— —z
( 3 )27—1
2

- r.(2-2

r(2-2)
_ 4
= 3™

Satz 2.5 (Lemma) FEs seien My, My C IR"™ messbar. Dann sind auch My U Ms und My N My messbar
mit
‘Ml UMQ‘ + |M1 N Mg‘ = |M1| + |M2|

Beweis. Fiir je zwei Mengen A, B C IR" ist

ANBCANB, AUBC AUB.

Mit Cp := R"™\ M; und Cy := IR"™ \ M, folgt daraus

O(Ml UMQ) = M UMgﬂ]Rn\(Ml UMQ)
= MiUMyNCiNCy
C (MinCinGCy)U(MaNCyNCa)
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C (MinCi)U(ManCy)

= (M) Ud(My),

My 0 My NIR™\ (M N M)
MyNM; N Cr Uy
(MyNMa N Cr) U (My N M2 N Cs)
(M NCh) U (MaNCy)

= O(My1)U9(Ma).

8(M1 N Mg)

-
-

Also sind M7 U My und M1 N My messbar. Die behauptete Gleichung folgt dann aus der Gleichung

XM UMs + XMinMa = XMy + XM

fiir die charakteristischen Funktionen. []

Satz 2.6 (Lemma) a) Das Volumen ist translationsinvariant: Ist a € IR™ und
M+a:={x+acR": xe M},

so sind die Volumina
|M| = |M + al

gleich.
b) Bei einer Streckung um den Faktor ¢ € IR multipliziert sich das Volumen mit dem Faktor |c|™.

Beweis. a) folgt daraus, dass Treppenfunktionen unter Translation wieder in Treppenfunktionen
iibergehen
v eT|Q+a] = ¢(x+a)eT[Q]

und der Translationsinvarianz von deren Integral:

/Q+a<p(x)d"x = /ng(x +a)d"x.

b) Auch unter Streckungen gehen Treppenfunktionen in Treppenfunktionen iiber, ihr Integral multi-
pliziert sich dabei mit dem Faktor |¢|™. []

Das folgende klassische Prinzip der Volumenbestimmung ist nur eine Umformulierung der mehrfa-
chen Integration.

Satz 2.7 (Cavalierisches Prinzip) Die
Menge M C TR sei messbar und beschrinkt.
Fiir jedes zg € IR set der Héhenschnitt

M(zp) :={(z,y,2) € M : z= 20}

messbar (als Menge im IR?). Dann ist

M| = [ [M(z)d
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Beweis. Nach Definition ist

M| = /(//XM(w,yvz)dxdy) dz

= /\M(z)]dz -

Beispiel 2.6 Volumen einer Pyramide: Es sei F C IR? eine gegebene Grundfliche undv = (zo,yo, h) €
IR? ein Vektor der Hohe h > 0 diber der (x,y)-Ebene. Die Pyramide P mit Grundfliche F und Spitze
v ist die Menge

P ={(z,y,2) = s(z,y,0) + t(xzo,y0,h) : (z,y) €F, s+t=1,s,t>0}.

Ihr Héhenschnitt
P(z()) = {(xvyaZO) = 8($,y,0) + t($07y0>h)}7 t-h= 20

ist die mit dem Faktor s = 1— 30 gestreckte Grundfiiche. Nach Lemma 2.4b) und dem Cavalierischen
Prinzip ist also das Pyramidenvolumen

h z
Pl =[R2
0 h

= 1P [ 02y
m [

z=h
1 2\?
= |F|(— _ _Z
[F|(=h) 3(1 h)
z=0
—h
= |F|=—(0-1
FI50-1)
1
— Z.|F|-h
I

ein Drittel von Grundfiiche mal Héhe.
Volumen des Einheitssimplex: Das Finheitssimplez ist die n-dimensionale Verallgemeinerung des
rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecks:

Ap ={(21,..;zn) €ER": 2, >0, Zaz,, <1}.

v=1

Sein Hohenschnitt mit der Hyperebene x, = z,0 < z < 1, ist das (n—1)-dimensionale Einheitssimplex
mit dem Faktor 1 — z gestreckt. Also ist die Schnittfliche |An_1| - (1 — 2)"~L. Natiirlich gilt das
Cavalierische Prinzip auch in n Dimensionen. Daraus folgt dann

1

A, = ; IA,_1|- (1 —2)""1dz
1
= |Ap-] (O ¢"hd¢)
1
— |An_1|._
n
1
T ol
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Das Finheitsintervall hat Léinge 1, das gleichschenklige rechtwinkige Dreieck der Kathetenldnge 1 hat
die Fldache 1/2 und die Pyramide der Héhe 1 iber diesem Dreieck hat das Volumen
11 1
3 2 3
Ein n-dimensionales Parallelotop wird von n Vektoren x1, ...,x, € IR" aufgespannt:

n
P(X1,..,xp) ={xeR": x= Z AvXy, 0 <A <1}

v=1

Der Rand des Parallelotops besteht aus endlich vielen beschrankten Seitenflichen, die in Hyperebe-
nen liegen. Dies sind Graphen linearer Abbildungen, und damit Nullmengen. Also sind Parallelotope
messbar.

Satz 2.8 (Lemma) a) Wenn die Vektoren X1, ..., Xy, linear abhdngig sind, ist der Inhalt |P(x1, ...,X,)| =
0.
b) Fiir jede Permutation o der Zahlen 1,...,n ist

P(x1,..,Xn) = P(Xg(1), s Xo(n))-
¢) Fir jeden Skalar ¢ € IR ist
|P(c-X1,X2,....%Xpn)| = |c| - |P(X1, e, Xp)|-
d) |P(x1 + X2,X2, ..., Xpn)| = |P(X1,X2, ..., Xp )|

Beweis. a) Wenn die Vektoren linear abhéngig sind, liegen sie alle in einer Hyperebene. Das Par-
allelotop ist dann eine Nullmenge.

b) Nach einer Permutation der aufspannenden Vektoren werden die Vektoren desselben Parallelo-
tops, nur in anderer Reihenfolge, hingeschrieben.

¢) Wir behandeln zunéchst den Speziallfall 2 < ¢ € IN. Das gedehnte Parallelotop

n
P(c-x1,%X2,...,X,) = {x:)\l-cxl—l—Z)\l,xl,: 0<\ <1}
v=2

= {x=Ax1+> AWx,:0< A <0< A, <1 fiir v >2}
v=2

= P(x1,X2,...,Xpn)

U P(xX1,X2,...,Xp) + X1

U P(X17X27"'7X7l)+(c_1)'xl

ist Vereinigung von ¢ verschobenen Kopien des urspriinglichen Parallelotops. Sie schneiden sich nur in
Seitenfléchen. Aus Lemma 2.3 und der Translationsinvarianz des Volumens (Lemma 2.4a)) ergibt sich

|P(c-x1,X2,....%,)| = |P(X1,X2,...,Xp) +X1| +

+ |P(x1,%X2,...,Xn) + (¢ —1) - xq|
= ¢ |P(x1,...,%xp)|-
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Daraus kann man fiir alle 0 < ¢ = % e

1
|P(x1,X2,....%Xn)| = q’P(;X17X2,...,Xn)|
P 1
\P(;xl,x%...,xnﬂ = p- ]P(gxl,x%...,xn)
= S ’ |P(X1,...,Xn)|

folgern. Ist nun 0 < ¢ € IR, so wihlen wir ¢1,co € @ mit ¢; < ¢ < ¢ und haben

P(e1x1,%x2,...,Xp)  C  Plex1,x2,...,%,) C P(cox1,X2, ..., Xp)
c1 - |P(X1,X2, .., Xp)| < |P(cx1,X2,..,Xn)| < co- |P(X1,X2, 0y Xp)|.

Wenn wir jetzt ¢; und co gegen ¢ gehen lassen, folgt die Aussage auch fiir die positive reelle Zahl c.
Wegen
|P(—X1,X2,....%Xpn)| = |P(X1,...Xn) — X1| = |P(X1, ..., Xp)|

folgt daraus fiir alle ¢ € IR

|P(c-X1,X2,....%Xpn)| = || - |P(X1,.eery X ).
d) Es ist
P = P(x1+X2,X2,...,Xn)

= {x=MEx1+x2)+ > Ax,: 0< A, <1}

v=2

= {x=Mx1+ N1 +)\2)X2+Z/\,,X,,: 0< A <1}

v=3

Daraus folgt

P\P' = {x=) Ax,: 0<X, <10 > Ao}

v=1
P\P = {x=> Ax,: 1<A <14 M}
v=1
= (P\P/)+X2.

Und mit Lemma 2.3 haben wir : P’ \ P

P\ P
|P| =|PNP|+|P\P|=|PNP|+|P\P|=|P|

[

Natiirlich interessieren uns weniger diese Rechenregeln, sondern die Volumenformel fiir das Paral-
lelotop, die man daraus gewinnen kann:

Satz 2.9 (Volumen des Parallelotops) Das Parallelotop P(x1,...,x,) C IR"™ hat das Volumen

|P(X1,....,%xp)| = |det(x1, ..., X)].
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Dies ist die geometrische Bedeutung der Determinante.

Beweis des Satzes. Sei §(X1,...,X,) die Differenz der beiden Seiten der behaupteten Gleichung.
Wenn die Vektoren xi,...,x, linear abhéngig sind, sind beide Seiten der Gleichung = 0 und auch
0 = 0. Sind x; = ey, ..., X, = €, die Einheitsvektoren, so ist P(ey, ..., e,) der Einheits-Wiirfel, und

|P(e1,....,en)| = 1
det(ey,...,e,) =
6 = 0.
Fin linear unabhéngiges n-tupel von Vektoren xi,...,x, € IR™ kann man aus dem n-tupel der Ein-
heitsvektoren durch elementare Matrizenumformungen gewinnen. Lemma 2.5) zeigt, dass sich dabei

das Volumen des Parallelotops genauso dndert, wie der Absolutbetrag der Determinante. Damit haben
wir § = 0 fiir alle n—tupel von Vektoren. L]

Aufgabe 2.14 (Archimedes) Betrachten Sie folgende Mengen im IR3:

Halbkugel H={(z,y,2) e R3: 2?2 + > +22 <12 2> 0},
Zylinder Z={(x,y,2) e R’ : 2° +y*> <r?,0< 2 <7},
Kegel K:{(:L‘,y,z)GIR?’:x2+y2§22,0§z§r}.

Folgern Sie aus dem Cavalierischen Prinzip
|H| = |Z] - |K]|

und tberprifen Sie das Ergebnis anhand der bekannten Formeln fiir diese Volumina.
Aufgabe 2.15 (NV) Berechnen Sie das Volumen der Menge

M:{(x,y,z)eR3: 0§x§y2§z3§1}.
Aufgabe 2.16 (NV) Berechnen Sie das uneigentliche Integral [, dxdydz wobei

K :={(z,y,2): y* +22<e >, 0< 12}

15t.
Aufgabe 2.17 Es sei 0 < k € IR und V' der Rotationskorper

{(z,y,2) eR?*: 0< 2< 1,22 +9% <125}

Bestimmen Sie das Volumen und den Schwerpunkt von V.
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2.4 Die Integraltransformationsformel

Die Integraltransformationsformel ist die Verallgemeinerung der Substitutionsformel auf n Dimensio-
nen. Wir betrachten zunéchst die Transformation von Volumina bei linearen Abbildungen.

Satz 2.10 (Volumen und lineare Abbildungen) Es sei A : R" — IR",x — A - x eine lineare
Abbildung und M C IR™ messbar. Dann ist auch

A-M={A-x: xe M}

messbar mit Volumen

A M| = |det(A)| - |M].

Beweis. Wir schliefen M in einen Quader @ ein und zerlegen ) wie im Beweis von Satz 2.4. Es
gibt also Teilquader @, der Zerlegung mit

m
OM C U Qu 3 1Qul <
pn=1

Alle anderen Teilquader der Zerlegung sind entweder ganz in M enthalten oder schneiden M nicht.
Seien @); diejenigen Quader, die in M enthalten sind. Dann haben wir also

UiQi C M C (UiQi) U (UpQyp).

Die Bilder der Quader @; und @, sind Parallelotope A - Q; und A - @, im IR". Nach Satz 2.9 sind
ihre Volumina die mit dem Faktor |det(A)| multiplizierten urspriinglichen Volumina. Damit haben wir
A - M eingeschachtelt

UA-Qi CA-MC (UA- Qi) U(UA-Qp)

zwischen zwei messbare Mengen mit Volumendifferenz

STIA-Qul < [det(A)| - €
I

Daraus folgt, dass O(A - M) eine Nullmenge ist. Also ist A - M messbar mit Volumen
|det(A Z 1Qi| < |A- M| < |det(A Z\QJ +e).

Lassen wir € gegen Null gehen, so geht Y, |Q;| gegen |M| und |det(A)| Y, |Q:] gegen |det(A)| - |M]. []

Beispiel 2.7 Das Ellipsoid
. 2?2 2
{(z,y,2) e R”: —+b—2+— 1}

mit den Halbachsen a,b und c ist das Bild der Einheitskugel unter der linearen Abbildung

(z,y,2) — (az, by, cz)
mit Determinante a - b-c. Das Volumen des Ellipsoids ist deswegen

4
—-a-b-c-m.

3
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Das Verhalten von Volumina bei Streckung um einen Faktor ¢ € IR (Satz 2.6,b) ist ein Spezialfall
von Satz 2.10, wo A die lineare Abbildung x — ¢ - x mit Determinante ¢ ist.

WEeil orthogonale Abbildungen Determinante +1 haben, &ndern sich Volumina unter orthogonalen
Transformationen nicht.

Satz 2.10 ist ein elementarer Spezialfall der Integraltransformationsformel. Zunéchst kann man
Satz 2.10 verallgemeinern von Volumina (Integration iiber die charakteristische Funktion) auf beliebige
Volumenintegrale (Integration iiber beliebige integrierbare Funktionen):

Fx)d"x = |det(A)\-/ FA-x)d"x.
A-M M

Anders formuliert: bei der Substitution y = A - x besteht zwischen den Integralen die Beziehung

F)y = det(A)] - [ f(A-x)d"x.
A-M M

Eine richtige (umkehrbare) Transformation ist dies natiirlich nur, wenn det(A) # 0. Aber wenn
det(A) = 0, dann sind beide Seiten der Gleichung 0 und auch dann stimmt die Formel.

Die Integraltransformationsformel ist die Verallgemeinerung dieser Formel auf beliebige stetig dif-
ferenzierbare (nicht notwendig lineare) Abbildungen ® : M — IR". Dabei ist dann allerdings det(A)
zu ersetzen durch die Funktionaldeterminante der Abbildung ®. Diese ist aber i.a. keine Konstante
und muss deswegen unter das Integral:

Jon FAy = [oy F(D(x))|det(P' (x))]d"x

Der Beweis dieser Integraltransformationsformel besteht darin, die differenzierbare Abbildung &
lokal durch ihre Ableitung, die lineare Abbildung ®’, zu approximieren, Satz 2.10 zu verwenden, und
dann einen Grenziibergang durchzufiihren, siehe etwa Forster III, §2. Fiir uns sind die Details zu
technisch, und wir wollen die Integraltransformationsformel deswegen nicht beweisen. Darum wollen
wir uns auch keine Miihe geben, sie als Satz schon sduberlich mit allen Voraussetzungen zu formulieren.
Stattdessen diskutieren wir Beispiele.

2.4.1 Integration in Polarkoordinaten

In §1.3 haben wir die Funktionalmatrix der Abbildung

(r; ) = (x = reos(p), y = rsin(p))

ausgerechnet, die euklidische Koordinaten (x,y) in Polarkoordinaten transformiert. Die Determinante
dieser Funktionalmatrix ist
- cos?(@) 4+ - sin®(p) = r.

Ist M eine Menge im (x,y)-Raum, f : M — IR eine integrierbare Funktion und M’ die zu M gehérige
Menge im (r, ¢)-Raum, so lautet die Integraltransformationsformel

/f(m,y)dxdy:/ flr,o)rdrde.
M M’
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Die Flédche eines Kreises M vom Radius r berechnet sich beispielsweise zu

ror2m T 1
/ / pdpdp = / 2npdp = 2m=p?|h =12 - 7.
0 Jo 0 2

Wenn man weifl was ein Fléchenelement ist (als Mathematiker hat man damit Probleme) kann man
den Ubergang in Polarkoordinaten so ausdriicken: das Flichenelement dxdy in Polarkoordinaten ist
rdrde.
Eine berithmte Anwendung der Transformation in Polarkoordinaten ist die Berechnung des unei-
gentlichen Integrals .
/ e dr =7 (Fehlerintegral) .
—0o0

Man berechnet das Quadrat

o
= / / ef(x%ry?)da:dy
—00 J—0
oo 2w
= / / e " rdedr
0 0

0
= 7
rdf
(’ rcos(0) dp
dr
rdy
dr
Flachenelement r dr dy Volumenelement r2cos(6) dr dy df

2.4.2 Integration in Kugelkoordinaten

Auch die Funktionalmatrix fiir die Transformation in Kugelkoordinaten

x = rcos(p)cos(d)
y = rsin(y)cos(d)
z = rsin(f)

haben wir in §1.3 ausgerechnet. Thre Determinante ist (Entwicklung nach der dritten Zeile):

sin(0) - [r?(sin®(p) + cos*(p))sin(0)cos(0)] + rcos(0)[r(cos®(p) + sin®(p))|cos?(§) =
r2sin®(0)cos(0) + ricos3(0) = r2cos(6).
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Die umgangssprachliche, etwas vereinfachende Formulierung hierfiir ist: Das Volumenelement lau-
tet in Kugelkoordinaten
drxdydz = r2cos(0)drdedd.

Natiirlich ist die Berechnung des Volumens der Kugel vom Radius r in diesen Koordinaten besonders
einfach:
2 /2 w/2 3 4
/ / / p*cos(0)dfdodp = 2 - / pPdp - / cos( —or. o= 231
/2 w/2 3 3

2.4.3 Volumen eines Rotationskérpers (erste Guldinsche Regel)

Ein Rotationskoérper M entsteht durch die Rotation einer Fliche F um eine Achse. Sei die Rotations-
achse etwa die z—Achse, und sei die rotierende Fliche in der (z, z)-Ebene gelegen, etwa

F={(z,2) eR?*: 21 <2< 2,0<2< f(2)}.

Dabei sei f : [z1, 2z2] — IR eine positive, integrierbare Funktion von z. Dann ist M der Kérper

M = {(z,y,2) €ER3: 2 <2< 2, 2> +9° < f2(2)}.
Wir transformieren ihn in Zylinderkoordinaten

x =rcos(p),y = rsin(p),z = z, dedydz = rdrdpdz.
Die zu M gehorende Menge in Zylinderkoordinaten ist

My={(r,p,2): 2z <2<z, 1< f2)}

und das Volumen von M wird

M| = / rdrdedz
My

zo rf(z) p2m
/ / / rdpdrdz
z1 0 0
22 f(2)
= 27r-/ / rdrdz
21 0

= 27m-|F|-s

1
s = — | xdxdz.
ral /F

Die Strecke s kann man als Abstand des Schwerpunkts der Fldche F von der Rotationsachse deuten.
Die Guldinsche Regel sagt dann

M| = [F]-(2ms)
Volumen = rotierende Fléche - Rotationsweg des Schwerpunkts

Natiirlich muss die rotierende Fléiche nicht unbedingt die Fliache unter dem Graphen einer Funktion
f(2) sein, man kann auch einen Kreis von Radius r im Abstand R > r um die z—Achse rotieren lassen.
Der Rotationskorper ist ein Torus. Sein Volumen ist nach der Guldinschen Regel

(27 -R) - (r? - 7).
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2.4.4 Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel K,

Die n—dimensionale Kugel vom Radius r hat nach Lemma 2.4b) das Volumen |K,|-r™. Daraus leiten
wir eine Rekursionsformel fiir das Volumen der n + 2-dimensionalen Kugel her:

‘Kn+2| = //2 5 dxn+2...dx1
ity o<1

z2+22<1 a3+ a2 <l-zf-a3
n
o I ) e
z2+22<1
1 r27
= 1Kl [ [T dpar
0 JO

1
= |Kn|'27r‘/ rV1—7r2 dr
0

7l+'2 0
2T
= |K
[ Kl n+ 2
1 n
|l{én| = '—Tﬂ
n!
2n+1
K = n.
Koni 13- ..-2n+r1)"

Aufgabe 2.18 (Grofimann, p. 225) Die Ladungsverteilung eines Atomkerns vom Radius R sei

néherungsweise durch
() =
)=
P 76 4+ RO

zu beschreiben. Skizzieren Sie p(r). Berechnen Sie die gesamte Ladung des Kerns.

Aufgabe 2.19 Es sei K C IR? die Kugel vom Radius R und f : IR — R stetig.
a) Zeigen Sie: [ f(r)d®x = 4m f(f% f(r)r2dr.

b) Bestimmen Sie [, r"d®x fir n = —3.

¢) Berechnen Sie das Trigheitsmoment

/ (2® +y*)d’x

K

der Kugel beziiglich der z-Achse.

Aufgabe 2.20 Eine Vollkugel vom Radius R sei aus Material der konstanten Massendichte p (0 <

< 1) gefertigt. Beim Schwimmen auf Wasser (Massendichte 1) taucht sie bis zu einer Tiefe T ein,
0 <T < 2R. Berechnen Sie aus T die Massendichte .
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Aufgabe 2.21 Bestimmen Sie die Funktionalmatriz fir den Ubergang

(" +e™),

N[

x = sin(u)cosh(v), cosh(v) =

(" =)

[N

y = cos(u)sinh(v), sinh(v) =

in elliptische Koordinaten. Berechnen Sie damit die Grifie der von Ellipse und Hyperbel begrenzten

Fldche
2 2 2 2
F:{(xuy)G]RZ: - +y <1’$_ : <1}7

1+a2 a2~ 702 1-02
wo a = sinh(vg) > 0 und b = sin(ug) > 0.
Aufgabe 2.22 (NV) Die Menge T entstehe durch Rotation des Fldchenstiicks
Q={(z,y,2) €R?: y=0, |z — 1| + 2| <1}
um die z-Achse. Berechnen Sie das Volumen von T'.

Aufgabe 2.23 (NV) Berechnen Sie das Volumen der Durchschnittsmenge der folgenden beiden Zy-
linder

Zr = {(,y.2) e R’: 2” +y° < R?},

Zy = {(z,y,2) € R®: 2%+ 22 < R?}.

Aufgabe 2.24 (V) Man berechne das Integral

/ 2y d(z,y,2),
K
wobei K das Zylinderstiick

K={(z,y,2) eR3: 22 +9°<1,0<2<1,0<y<1,0<2<1}
15t.
Aufgabe 2.25 (V) Berechnen Sie das Volumen der Menge

M = {(z,y,2) € R>: (2® +y* + 2°)? < 2}

mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.

Aufgabe 2.26 (V) a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Abbildung f : (r,¢) — (z,y),
wobei
x=rcosdp

Y = 1 sinbe (0<r<oo, 0<p<2m).

b) Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Punktmenge

Wi

M = {(z,y) € R§ x R : 23 +y <1}
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Aufgabe 2.27 (V) a) Sei U =]0,00[x]0,00[C R? und f : U — U gegeben durch
fl@,y) = (@%y,y%2).

Beweisen Sie, dass [ bijektiv ist, und geben Sie die Umkehrabbildung an.
b) Berechnen Sie die Fliche von

S:i={(u,v) : u,v>0,1< u2/v <8, 1< U2/u < 8}.
Aufgabe 2.28 (V) Gegeben sind die reellen Zahlen ay,by,c1,a2,ba, co mit arbe — azb; # 0 und
M = {(z,y) € R*: |a1z + byy + c1| + |agz + boy + 2| < 1}.
Berechnen Sie die Fliche von M.
A121fgabe 2.29 (V) Sei a > 0. Berechnen sie den Flicheninhalt der folgenden Punktmenge M im
al M ={(z,y) € R*: >0,y >0, (x> +y?) < 2a’zy}.

Aufgabe 2.30 (V) Sei G derjenige Kreissektor mit Radius 1, dessen linker Schenkel auf der y-Achse
und dessen rechter Schenkel auf der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten liegt. Man berechne

das Gebietsintegral
Y
————duxdy.
//G 2+ 12 vy

Aufgabe 2.31 (V) Es sei Q C R4y := {(z,y) € R* : x,y > 0} der durch die Bedingungen
1<zy<2und0< 2% —y? < 1 definierte Bereich (Skizze!). Berechnen Sie

/ (z* — ") dxdy
Q

mittels einer geeigneten Koordinatentransformation.

Aufgabe 2.32 (V) D C IR3 sei jener Bereich, der nach unten durch die x,y-Ebene, nach oben
durch das Rotationsparaboloid z = x? + y? + 4 und seitlich durch den auf der x,y-Ebene stehenden
Kreiszylinder x° + y> = 9 begrenzt wird. Man gebe eine graphische Darstellung und berechne das
Volumen von D.

Aufgabe 2.33 (V) Firk=1,2,3 sei

Ak:{$€IR,32 ngngl},
itk

man bestimme das 3-dimensionale Maf$ der Menge
A=A NA2N As.
Aufgabe 2.34 (V) Man berechne das Volumen des Kdrpers

K={(z,y,2) e R} 0<2<1—2a%—14%}
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Aufgabe 2.35 (V) Sei B = {(z,y) € R? 2% +y?> < 7}. Man berechne
[ a2 deey).
B

Aufgabe 2.36 (V) Man berechne

// 2 cos(z® + y?) dady.
224y2 <21

Aufgabe 2.37 (V) Bestimmen Sie den Flicheninhalt der folgenden Punktmenge im IR%:
{(z,y) € R?; (2? +y%)* < 1627}

Aufgabe 2.38 (V) Berechne das Volumen des Volltorus V. C R? der Punkte (x,y,z) mit

(Vo2 +y2—3)2 +22< 1.
Aufgabe 2.39 (V) a) Fiir a €]0,00] sei f:[0,a] — IR eine stetige Funktion und
Ag:={(z,y) eR?*: 2,y >0,z +y < a}.

Beweisen Sie

[, ta+pdey) = [ 10t
Aq 0
b) Berechnen Sie das Integral
/A (2 + )% d(z, y).
1

/ / st dsdt,
D

Aufgabe 2.41 (V) Es seien K = {(¢,7) € R?| ¢ € [0,27],0 < 7 < 1 + cos¢} und ® : R? —
R2, ®(¢,r) = (rcosp, rsing).

a) Skizzieren Sie K und ®(K), und berechnen Sie die Fldche von ®(K).

b) Zeigen Sie, dass der Kdorper

Aufgabe 2.40 (V) Berechnen Sie

wobei D = {(z,y) € R? : 22 +y% < 1}.

M = {(z,y,2) € B (2,) € B(K),0 < = < \/a? + ¢}
das Volumen gﬂ hat.
Aufgabe 2.42 (V) Man berechne [g xydxdy, wobei

B:={(z,y) € R?|y >0 und (z — 1)* +y* < 1}.
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3 Flachenintegrale, Vektoranalysis
Im IR™ kann man nicht nur iiber Volumina integrieren, sondern auch iiber Flichen

e der Dimension 1 (Kurven),

e der Dimension 2 (echte Fliachen),

e der Dimension n-1 (Hyperfléchen).

Uber eine Fliche der Dimension k wird integriert, indem man sie lokal mit k Parametern para-
metrisiert und dann im Parameter-Raum integriert. Wir besprechen zunéchst den einfachsten Fall:
Kurven.

3.1 Kurvenintegrale

Fine Kurve im IR" ist eine differenzierbare Abbildung
eines Parameterintervalls [a, b] in den IR",

) la,b] — R™,
Tt ((8), s (1))

Eigentlich interessiert uns nur das Bild der Kurve
17 :=(la,b]) € IR"

und nicht so sehr die Parametrisierungsabbildung. Es

ist aber leider so, dafl wir mit der Kurve nur rechnen Y

konnen, wenn sie in parametrisierter Form vorliegt.

Und dafl wir nicht an der Parametrisierung interessiert

sind, konnen wir nur dadurch zum Ausdruck bringen, v(a)

dafl uns eine andere Parametrisierung derselben Kurve a 7|5 b
genauso recht ist: Eine Umparametrisierung der ' '

Kurve v besteht aus einem umkehrbaren, in beide Richtungen differenzierbaren Parameterwechsel:

t=p(1),7 €a,B],¢: e, 3] — [a,b] differenzierbar mit  ¢'(7) # 0.

Konsequenterweise interessieren uns deswegen auch nur Eigenschaften der Kurve, die sich bei Umpa-
rametrisierung nicht dndern.
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Das ist allerdings, wie manches was ich hier zu Papier bringe, etwas vereinfacht. Héufig kommen
Kurven vor als Bahnen, die ein Massenpunkt im Raum im Lauf einer Bewegung beschreibt. Der Pa-
rameter ¢ ist dann natiirlich die Zeit. Und ohne Not sollte man die Kurve nicht auf einen anderen
Parameter transformieren. Eine zweite Modifikation ist notig, weil Parametertransformationen ¢ mo-
noton wachsend (¢’ > 0) oder monoton fallend (¢’ < 0) sein kénnen. Im letzteren Fall werden die
Parameter der Endpunkte vertauscht. Es sollte niemanden iiberraschen, wenn sich dann das eine oder
andere Vorzeichen &dndert.

Schliefllich ist es zwar sehr schén, wenn die Kurve durchgehend differenzierbar ist, aber nicht immer
unbedingt n6tig. Es reicht meist, wenn -y stetig ist und wenn es eine Zerlegung des Parameterintervalls
gibt, so, dafl v auf den Teilintervallen (stetig) differenzierbar ist. Soetwas nennen wir dann stickweise
differenzierbar.

Beispiel 3.1 Die Kreislinie ist eine differenzierbare Kurve
A(t) = (cos(t), sin(t)),
wdhrend der Rand 0Q des Quadrats
Q={(x,y): |e[ <1yl <1}
nur stiickweise differenzierbar ist:
(1,t) fir —-1<t<1
(2—1t,1) fiir 1<t<3

)
~(t) := ) )
(=1,4—1t) fir 3<t<5
(t—6,-1) fir 5<t<T

Eine differenzierbare Kurve hat in jedem Punkt einen
Geschwindigkeitsvektor

@

. d .

YW =3t = =| :
d
dyn

dt

Seine Linge || 4 || heifit Geschwindigkeit der Kurve
und das Integral dariiber

b
s= [ 13 |

heifit die (Bogen-) Linge der Kurve. Auch wenn der
Geschwindigkeitsvektor bei einer stiickweise differen-
zierbaren Kurve in endlich vielen Punkten nicht defi-
niert ist, so ist die Ldnge doch sinnvoll definiert.

Beispiel 3.2 (Kreislinie) In der Parametrisierung

x =rcos(t), y =rsin(t), a <t < b,
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wird die Bogenldinge

s = /ab \/TQSiHQ(t) +12c082(t) = r(b —a).

Beispiel 3.3 (Graph einer Funktion) Ist f : [a,b] — IR eine stetig differenzierbare Funktion, so
ist ihr Graph eine stetig differenzierbare Kurve mit Parametrisierung

z = (z, f(z)).
Der Geschwindigkeitsvektor ist

dy /

T _n

)

und die Bogenldnge
b
s :/ 1+ fl(x)?de.

Beispiel 3.4 (Noch einmal die Kreislinie als Graph) Der obere Halbkreis wird parametrisiert
durch den Graphen der Funktion

f@)=+r2—a2  mit Ableitung  f'(z) = %
re—x

Die Linge des Kreissegments iber dem Intervall [u,v],—r < u < v < r ist dann

T = x = r-arcsin(=)| =r-arcsin(—) —r-arcsin(—).
w r2 — g2 w Vr2 — x2 ', r r

Beispiel 3.5 (Bogenlinge der Ellipse) Die obere Hilfte der Ellipse

wird parametrisiert als Graph der Funktion
b b —
fz) = am mit Ableitung f'(z) = 573«"

Die Linge des Ellipsenbogens iiber dem Intervall [u,v] ist dann

[\ e [

Dieses ist ein sogenanntes elliptisches Integral. Obwohl es sich nur wenig vom Kreisintegral unterschei-
det, kann es nicht mit den uns bekannten elementaren Funktionen ausgedriickt, d.h. in geschlossener
Form integriert werden.

Beispiel 3.6 (Schraubenlinie) Die Kurve
x =rcos(t), y =rsin(t), z =1

hat den Geschwindigkeitsvektor
v (t) = (—rsin(t), rcos(t), 1)

der konstanten Linge /1 + r2. Ihre Bogenlinge ist deswegen proportional zu t.
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Es sei die Funktion f stetig auf einer Umgebung der stiickweise differenzierbaren Kurve . Dann
kann man die Funktion f langs der Kurve v folgendermaflen integrieren

[ s = [ gas= [ 6@ 170 0t

Satz 3.1 (Lemma) Das Integral [ fds ist unabhingig von der Parametrisierung: Bei einer Umpa-
rametrisierung t = t(7) dndert sich der Wert des Integrals nicht.

Beweis. Mit dem Parameter 7 wird

[ sas =L/f )l b | dr

dt
= [0 | ) |1 har (Ketonresel
T
_ / FOO) 1Y) [ dt (Substitutionsformel).
O
Das Integral [ fds kommt praktisch nur vor mit f = 1, A

dies ist das Bogenldngenintegral, und mit einer Funk-
tion f, die Tangentialkomponente eines Vektorfeldes
ist. Dies heifit folgendes: Es sei A ein stetiges Vektor- l
feld, definiert auf einer Umgebung des Weges . Dann

ist
— ()
A= (A0 )

das Skalarprodukt des Vektorfeldes mit dem Einheits- Atan

vektor in Tangentialrichtung der Kurve. Wir kénnen ~
Atan als den Anteil des Feldes in Tangentialrichtung
der Kurve deuten. Man definiert als Kurvenintegral A

des Feldes A

b b
AMJﬁ:A&mwzlAmﬁ@ﬂV@HﬁZAMM@%MW#

Nach Lemma 3.1 ist dieses Integral von der gewéhlten Parametrisierung des Weges v unabhéngig.

Beispiel 3.7 Wir betrachten das Feld

X X X
koo x _ x/lxl
[EIEFY

(Es kann gedeutet werden als Gravitationsfeld.) Wir berechnen
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t

- /b 2(Di () + y (i) + (D)
o 2O+ P20 T 20
_ _[4 ! dt
o dt /220 + 120 + 22(0)
1 1

ROIBRECIE

Das Integral war deswegen so einfach auszuwerten, weil das Feld

1

Vaz+y? + 22

K = grad(f) mit f(z,y,2) =

ein Gradientenfeld war.

Fiir Gradientenfelder gilt stets die Formel

A (grad(f),ds) = f(v(b)) — F((a)),

die sich sofort aus dem HDI ergibt.

Definition 3.1 Das Feld A heifst konservativ, wenn eine differenzierbare Funktion f (= + Potential)
existiert mit

A = grad(f).

Satz 3.2 (Wegekriterium fiir konservative Felder) FEin stetiges Feld A auf einer offenen Menge
M C IR" ist genau dann konservativ, wenn fir jeden geschlossenen Weg v gilt

L (A, ds) = 0.

(Der Weg ~ heifit geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt gleich sind.)

Beweis. “ = “: Wenn (b) = v(a), dann ist

b
[auds) = [aqm).im
¥ a

= ab % f(y(t))dt (Kettenregel)
= () = f(v(a))
= 0.

“ < “: Wir fixieren einen Punkt x¢g € M und definieren eine Funktion f : M — IR durch

F(x) = /X(A,ds).

X0
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Dies ist so zu verstehen, dafl wir einen Weg in M wihlen, der xg mit x verbindet, und das Wegintegral
von A langs dieses Weges bilden. Da nach Voraussetzung das Integral iiber jeden geschlossenen Weg
= 0 ist, ist der Wert f(x) unabhéngig von der Auswahl des Weges. Wenn M nicht zusammenhéngt,
d.h. wenn wir nicht alle Punkte x € M mit xg durch eine Weg in M verbinden koénnen, definieren
wir f(x) zunéchst nur fiir die Punkte, die wir mit x¢ verbinden kénnen, wéhlen dann einen anderen
Punkt xy und machen so weiter.

Als néichstes zeigen wir, dass das so definierte f partiell differenzierbar mit 0f/0z, = A, ist. Es
geniigt, sich dies fiir v = 1 zu iiberlegen. Dazu bilden wir den Differentialquotienten

af

Bz %)

d
%f(x—i—t -e1)t=0

d x+t-e1
S

X0 t=0
d x+t-e1
S

X t=0
d

/Ot(A(X+T-el),el)dT (Y(r) =x+7-e1,7 =e1)

dt
d [t
a/o Ai(x+7-e1)dr

Al(az + t- e1)|t:0
Al(l‘)

t=0

t=0

[

Das im Beweis benutzte Verfahren zur Konstruktion der Funktion f hilft auch in der Praxis. Als
Beispiel betrachten wir das Vektorfeld

Es erfiillt die Symmetriebedingung (Satz 1.16)

Yy+z

A(z,y,z)=| z+2x
rT+y

oM _ | ok

oy  Ox

oA o

dz ~ Ox

o4y __ oy

oz oy’

die fiir die Existenz einer Potentialfunktion notwendig ist.
Wir wihlen xg = 0 und verbinden diesen Punkt mit einem Punkt (z,y, z) durch den Weg

(t,0,0),OStSI‘, (LU,t,O),OStSy, (%y,t)’OStSZ

Nach dem Konstruktionsverfahren wird

xX Y z
0 0 0
= xy+zz+yz.
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Man iiberzeugt sich sofort, dal diese Funktion f den Gradienten A hat.

Aufgabe 3.1 (V) Man berechne die Bogenlinge der Kettenlinie y = a - cosh (%), = € [—c,d]. (c >
0,a>0)

Aufgabe 3.2 (V) Berechnen Sie die Linge der Schnittkurve der beiden Flichen
{(z,y,2) € R®: zy =182} und {(z,y,2) € R3: z? =12y}
zwischen den Punkten (—6,3,—1) und (6,3,1).

Aufgabe 3.3 (V) Es sei F(x,y) = (e¥,z¢Y), G(z,y) = (2%y,2y>). Priifen Sie, ob die Vektorfelder
F : R? - R?, G : R?® — IR? ein Potential besitzen, und geben Sie im Falle der Eristenz ein
Potential an. Welchen Wert hat das Integral von F' lings der Kurve v mit der Parameterdarstellung
Y(t) = (cos(t), el - sin(t)), 0 <t < 27 ?

Aufgabe 3.4 (V) Es sei f: IR? — IR? das stetig differenzierbare Vektorfeld mit den Komponenten
fi(e.y) = oy, fol,y) = aa® +y (@ € R,

a) Berechnen Sie die beiden Kurvenintegrale von (0,0) nach (x,y) lings der achsenparallelen Wege.
b) Bestimmen Sie a so, daf8 f die Integrabilititsbedingungen erfillt, und geben Sie fiir diesen Fall eine
Stammfunktion F : IR? — R (also mit f = grad(F)) von f an.

c) Mit diesem f bilden wir das 3-dimensionale Vektorfeld

1

g: U:= {(I‘,y, Z) Lz 7é O} - Ru g(l"y7z) = (f1($,y)7f2($,y)7 ;)

Sind die Kurvenintegrale [ (g1dx + gady + g3dz) lings Wegen v in U wegunabhingig? (Begriinden Sie
Ihre Antwort.)

Aufgabe 3.5 (V) Priifen Sie in den folgenden Beispielen, ob zu g eine Stammfunktion existiert, also
eine in ganz IR? bzw. R? differenzierbare Funktion f, deren Ableitung (Gradient) gleich g ist. Geben
Sie jeweils eine Stammfunktion an, falls sie existiert.

a) g(z,y) = (z%y, zy?).

; B Yz xz Ty
)g(ﬂ?,y,Z) - 1+$2y2227 1+$2y2z2’ 1+x2y222 :

3.2 k-dimensionale Fliachen im IR"

Wir wollen Kurvenintegrale (eindimensionaler Parameterbereich) auf den Fall k-dimensionaler Para-
meterbereiche verallgemeinern. Als Parameterbereich nehmen wir dann k-dimensionale Quader

[al,bl] X ..o X [ak,bk] C R”.
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Eine (stetig) differenzierbare Abbildung
[al,bl] X ..o X [ak,bk] — IR"
F:
(tl, ...,tk) = F(tl, ...,tk) =

heifit k-dimensionales Fldchenstiick.
Beispiel 3.8 Die Kugeloberfliche vom Radius R wird parametrisiert durch
[0,27] x [-7/2,7/2] — R3
o x = Rcos(p)cos(d)
( tl ig ) — | y = Rsin(p)cos(d)
2 = Rsin(0)

Die Oberfliche des Torus, entstanden durch Rotation einer Kreisscheibe vom Radius r um die z-Achse,
wdhrend ihr Mittelpunkt auf einem Kreis vom Radius R rotiert, wird parametrisiert durch

[0,27] x [0,27] — IR3

o Rcos(p) rcos(p)cos(0)
< 9 ) — | Rsin(p) | + | rsin(p)cos(d)
0 rsin(0)

Alles, was wir aus solchen Fliachenstiicken zusammensetzen konnen, wollen wir eine Fliche nennen,
ohne genau auf die Definition einzugehen. So ist zum Beispiel die Oberfléche des Quaders

{xeR": a1 <z1 <by,an <2y < by}
eine (n — 1)-dimensionale Fliche, zusammengesetzt aus den 2n Flichenstiicken R

RY :(t1,ctn_1) — (t1, ety 1,b0tys ey tn_1)
R;:(tl,...,tnfl) — (tl,...,t,,,l,a,,,ty,...,tn,l)

der Dimension n — 1.

Umparametrisierungen eines Flachenstiicks werden genau so wie bei Kurven definiert:

ot
t1 = t1(T1, ooy Tk )y ooy tke = tg(71, ..., Tk),  wobei die Funktionaldeterminante  det (a—“) #0.
A

Dem Durchlaufsinn bei der Kurve entspricht hier die Orientierung des Fléchenstiicks. Wir definieren
nicht, was eine Orientierung ist, aber wir definieren: eine Umparametrisierung erhélt (bzw. &ndert)
die Orientierung des Flachenstiicks, wenn

det <%) >0, bzw. < 0.
o7
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Bei einer Kurve gab es einen Geschwindigkeitsvektor dvy/dt. Bei einem k-dimensionalen Fliachenstiick
gibt es k partielle Ableitungen

oF
V,{(t) = %

Dies sind die Geschwindigkeitsvektoren an die k& Parameterkurven

(t), k=1,..,k.

t— F(tl, ...,t,{,l,t,t,wrl, ...,tk)

durch den Flachenpunkt
X = F(tl, ...,tk).

Diese k Vektoren spannen ein k-dimensionales Parallelotop auf, das im Flachenpunkt x die Flédche
beriihrt. Aus dem k-dimensionalen Volumen dieses Parallelotops miissen wir uns das k-dimensionale
Flachenelement unseres Fléchenstiicks basteln. Nur, das k-dimensionale Volumen eines k-dimensionalen
Parallelotops haben wir noch nicht gehabt. Genauer, wir haben das nur fiir

e k=1: || v]= /v +..,02

o k=n:|P(vi,...,vy)| = |det(vy,...,vy)|

gehabt.

Wir kombinieren beide Formeln: Zunéchst projizieren wir unsere k& Vektoren vy, ..., v in alle mogli-
chen k-dimensionalen Koordinaten-Unterrdume. Im x,,, ..., z,, —~Unterraum beispielsweise erhalten wir
die k£ Vektoren

V1,1 Vi1
. o .
V1,u, Uk vy,

Sie spannen in diesem IR ein k-dimensionales Parallelotop auf. Dessen Volumen ist der Betrag der
k x k-Determinante
,Ul’yl ’L)k,,,1
dety,. v (V1,..., V) := det

Uiy, - Uk,
Ahnlich wie bei Pythagoras ziehen wir die Wurzel aus der Quadratsumme aller dieser Determinanten:

\/Q(Vl,.u,Vk) = Z [detlﬂ,---,vk(vla“')Vk)]Z'

r1<ve<...<vg

Dies ist tatséchlich das k-dimensionale Volumen des von den k Vektoren v, ..., vy € IR™ aufgespannten
k-dimensionalen Parallelotops.
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=

Parallelogramm im Raum und ...

AN

seine drei Projektionen

Dies wollen wir hier auch nicht beweisen, aber was bedeutet es denn fiir zwei Vektoren

ay b1
a=|a |, b= b |eR*?
as b3
Nach Definition ist
deti2(a,b) = aiby—aby = (axb);
det273(a, b) = a263 — (13b2 = (a X b)l
det13(a,b) = aibs—azby = —(axb)s

g(a,b)

\/detm(a, b)2 + d6t173 (a, b)2 + d6t273(a, b)2

V/((ax b)1)2 + ((a x b)2)2 + ((a x b)3)?
laxb] .

Vielleicht entsinnt sich der eine oder andere der Formel

laxb]|

[all- | b [sin(a)]

Flache des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
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Dabei ist a der Winkel zwischen a und b. In guten Skripten zur Linearen Algebra findet man fiir das
Quadrat der Flidche des Parallelogramms auch die Formel

laxbl* = [al|b]*-sin*(a)

= lal? b1 - cos*(a))

= (a,a 7(8’]0) i
= a0 ()
= (a,a)-( — (a, b)

(£ o0

= det((a,b)" - (a,b))

g(a,b) = /det(a,b) - (a,b).

Diese Formel verallgemeinert sich auf alle £ < n und heifit Lagrange-Identitdt: Fiir k Vektoren
Vi,..., Vg € IR" ist

det (i, Vi) (Vi Vi) = det(Ve, Va)eaot,
= Z det,,17...7,,k(vl,...,vk)Q.
v1<...<vg

Es ist eine der Fundamentalformeln der Multilinearen Algebra. Einen Beweis findet man beispielsweise
in Forster I, p. 136,137, allerdings ohne die Bezeichnung Lagrange-Identitt.
Mit der Lagrange-Identitdt nimmt unser Volumen die Form

\/ (V1,0 V \/det ((Viy ey vE)E- (vl,...,vk)):\/det(v,i.vA)

an. Diese Determinante heifit Gramsche Determinante der k Vektoren vy, ..., V.

Beispiel 3.9 (Gramsche Determinante der Kugeloberfléiche) Die beiden Tangentialvektoren sind

—Rsin(p)cos(0) —Rcos(p)sin(0)
g—F = Rcos(p)cos(0) , 86)_? = | —Rsin(p)sin(h)
L4 0 Rcos ()

und die Gramsche Determinante ist

. —Rsin(p)cos(d) —Rcos(p)sin(0)
e —Rsin(p)cos(0) Rcos(p)cos(d) 0 . c0s(0)eos _ Rsin(o)sin
g = d t< —Rcos(p)sin(0) Rsin(p)sin(0) Rcos(0) ) Rcos(ip)cos(6) Rsin(p)sin(0)

0 Rcos(0)
B R%cos®(0) 0
= det ( 0 R?

= [R%cos()]?
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Beispiel 3.10 (Gramsche Determinante der Torusoberfliche) Die beiden Tangentialvektoren
sind

—sin(p)(R + rcos(0)) —rcos(p)sin(6)
OF OF : .
P = cos(w)(RJ— rcos(0)) , i —rsz;zigzzzgn(ﬁ)

und die Gramsche Determinante

g = det < (B + TEOS(Q))2 792 ) = [r(R + rcos(0))?

Beispiel 3.11 (Gramsche Determinante des Graphen einer Funktion f(x,y)) Die Parametri-
sterungsabbildung ist

F:(z,y) — (2,9, f(z,9))

und die Tangentialvektoren sind

oF 1 oF

R — O 3 R —

Oz of dy of
oz Oy

Somit ist die Gramsche Determinante
- () o ) ()
gy = <1+(8x)> <1+(8y) oz Oy

(@)@

Definition 3.2 Das k-dimensionale Volumen eines Fldchenstiicks
F [al,bl] X ... X [ak,bk] — IR"

ist das Integral iber die Gramsche Determinante

by, b1
do ::/ / \/g(tl,...,tk)dtl...,dtk.
/F ag al

Diese Definition wére sinnlos, wenn sie nicht invariant unter Umparametrisierung wére. Um dies
zu priifen, gehen wir mit einer Umparametrisierungsabbildung

t1 = t1(7'1, ...,Tk), S ANES tk(Tl, ...,Tk)
zu neuen Parametern 71, ..., 75 tiber. Sind

OF OF
— =Vi],..,— =
oty Ut
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die alten Tangentialvektoren, so sind mit der Kettenregel die neuen Tangentialvektoren

OF _ - OF 0ty
875_/\:1 oty 0Ot

Die fiir die Gramsche Determinante wesentliche n x k—Matrix

(V1o V)
wird ersetzt durch die Matrix
(1 ovi) - (22)
1, y Vi 87’,{
und g(t1, ..., ) durch
ot ot
9Tty ) = det{<—*>t-<vl,...,vk>t-<vl,...,vk>-<—A>}
0T, 0T,
= t1,...,t det—=
g( 1y k) | 87’,{‘

Und - als eine ihrer wichtigsten Anwendungen - folgt aus der Integraltransformationsformel

ot
/.../\/g(Tl,...,Tk)dTl...di :/.../\/g(tl,...,tk)|det8—7_:\{|d71...d7k :/.../\/g(tl,...,tk)dtl...dtk.

Beispiel 3.12 (Kugeloberfliche) Wir haben die Gramsche Determinante bereits ausgerechnet
4(.6) = R2cos(9).
Also wird die Oberfiiche der Kugel vom Radius R
s 2w s
RQ/ / cos(0)dpdl = 27TR2/ cos(6)df = AR
—m JO -
Beispiel 3.13 (Torusoberfliche) Hier ist
9(p,0) = r(R + rcos(0))
und die Oberfliche
2 2w 2w
/ / r(R + rcos(6))depdd = 27r - / (R + rcos(0))dd = 2nr - 2w R.
o Jo 0

Beispiel 3.14 (Oberfliche eines Rotationskérpers (2. Guldinsche Regel)) Die Oberfiiche ei-
nes Rotationskorpers wie in 2.4.3 wird parametrisiert durch

cos(p)f(2)
F(z,p)=| sin(p)f(z) |, 21 <2< 29,0 << 2m.
z
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Die berden Tangentialvektoren sind

—sin(p)f(2) cos(p)f'(2)
or oF . ,
90 = COS(S‘(’))f(Z) , 9. 52”(901)f (2)

und die Gramsche Determinante ist

g:det<f20<z> - ?«z)z)’ Vi = FELT PR

Also berechnet sich die Oberfliche des Rotationskorpers zu

/ /()QW\/Q(Z,@)dde = o [ re i+ e

21

J22 F()V1+ fl(2)%d> & .
i v e ol / J1+ f(2)2dz

Abstand des Schwerpunkts — Bogenlinge de§ Graphen
des Graphen von f der Funktion f
von der z-Achse

Nachdem man das ’infinitesimale Oberflichenlement’ und die Oberfliche einer Fléiche definiert hat,
kann man genau wie bei Kurven auch das Integral

b1 by,
/Ffdo ::/ f(F(tl,...,tk))\/g(tl,...,fk)dtk...dtl

von Funktionen iiber solche k-dimensionale Fléchen (-stiicke) definieren. Und genau wie bei der Ober-
fldche selbst, sieht man, dass dieses Integral von der Parametrisierung unabhdngig ist. In dieser all-
gemeinen Form kommt das Integral jedoch selten vor. Die Funktionen, iiber die integriert werden
soll, sind zumeist aus Vektorfeldern hergeleitet. Dies werden wir in den beiden néchsten Paragraphen
besprechen.

Aufgabe 3.6 (V) Sei o das Oberflichenmaf auf A := {(z1,72,23) €]0,1[3: x1 + 29 + 73 = 1}.
Berechnen Sie das Oberflichenintegral

/ (1 —x1 + x‘g)l‘g do.
A

Aufgabe 3.7 (V) Es sei
={(z,y,2) e R>: 2® +9? + 22 =1}.

/ 2* do.
S

Berechnen Sie das Oberflichenintegral
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3.3 Der Integralsatz von Gauf}

Der Integralsatz von Gauf} ist die n-dimensionale Verallgemeinerung des HDI. Ein Volumenintegral
wird durch ein Randintegral ausgedriickt. Zunéchst beschéiftigen wir uns etwas genauer mit dem Rand
von Volumina im IR™. Meistens diskutieren wir nur den Fall n = 3, da vieles fiir beliebiges n genauso
geht.

Sei F : [a1,b1] x [ag,ba] — IR3 ein differenzierbares Flichenstiick. Die beiden Tangentialvektoren

or  oF
Ot1’ Oty

spannen ein Parallelogramm im IR? auf, das die Fliche beriihrt und dessen GroBe in das infinitesimale
Flachenelement eingeht. Der Flidcheninhalt dieses Parallelogramms ist die Lénge des Kreuzprodukts

oF OF
N._a—tlxa—t2

dieser beiden Tangentialvektoren. Der Kreuzproduktvektor N steht senkrecht auf dem Parallelogramm

und damit senkrecht auf der Flache. Deswegen heifit er Normalenvektor. Er definiert einen Normalen-

FEinheitsvektor
- N

NN
(Natiirlich kann das Kreuzprodukt auch einmal verschwinden, wenn die beiden Tangentialvektoren
parallel sind. Dann stimmt etwas nicht mit der Fldche - eine Singularitdt hat sich gebildet. Das ist
nur etwas fiir hohere Semester, wir schlieflen soetwas hier einfach aus.)

Die Lénge des Normalenvektors héngt stark von der gewéhlten Parametrisierung ab, die des Nor-
maleneinheitsvektors nicht, denn die ist immer = 1. Aber der Normaleneinheitsvektor hat auch noch
eine Richtung, die sich &ndert, wenn wir beispielsweise die Reihenfolge der Parameter ¢ und 2 vertau-
schen. Wenn man von einer Seite der Flidche auf die andere mochte, durch die Fliache hindurch, kann
man das in zwei Richtungen, die beiden Richtungen in welche die beiden Normaleneinheitsvektoren
zeigen.

Betrachten wir etwa die Randflache

{(z,y,2) e R?: 22+ 42+ 22 =12}

der Kugel vom Radius r. Das Vektorfeld (x,y, z)/r ist das nach auflen weisende Normaleneinheitsvek-
torfeld, wihrend das Normaleneinheitsvektorfeld —(z, v, 2) /r nach innen weist. Uberall, wo ein Korper,
oder ein Volumen im IR? einen glatten (=differenzierbaren) Rand hat, gibt es ein nach innen und ein
nach auflen weisendes Normaleneinheitsfeld. Dies ist genau so bei Volumina in IR™, nur ist der Rand
eines solchen Volumens eine Fliche der Dimension n — 1 im IR" (Hyperfliche).

Beispiel 3.15 Der Rand 0Q des Quaders

+
Q={xeR":a, <z, <b} eQT iz
Ry
besteht aus den 2n Hyperebenenstiicken -] €1
Rl = {x€Q: z,=b}, _ R
R, = {xe€Q: z,=a,}. Ry l_eQ
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Das nach aufien weisende Normaleneinheitsfeld auf R} ist das konstante Vektorfeld e, wihrend
—e, das nach auflen weisende Normaleneinheitsfeld auf R, ist

Ist ein Normaleneinheitsfeld N lings einer Fliche F im IR® oder einer Hyperfliche im IR™ fixiert,
und ist noch zusétzlich ein Vektorfeld A gegeben, so heifit das Skalarprodukt

(A,N) = (A(F(t), N(F(t)))

der Fluss des Feldes tiber die Fldche in Richtung des Normaleneinheitsfeldes N, im Fldchenpunkt F'(t).
Das Integral

/F (A, N)do

heilt der Fluss von A iber das Fldchenstiick. Meist betrachtet man den Fluss eines Vektorfeldes iiber
den Rand eines Volumens nach auflen, d.h. den Fluss aus diesem Volumen heraus.
Ist beispielsweise F(t1,t2) die Parametrisierung einer Fliiche im IR mit Normalenfeld

_OF 8F
8 8752

und Normaleneinheitsfeld
- N
NENT

so ist der Fluss iiber die Flédche in Richtung von N

br b2 N oF 8F
dtodt
/ / / ) o > o, et

In der Praxis ist das Berechnen des Normierungsfaktors || N || und die Division durch diesen Fak-
tor meist sehr aufwendig. Doch gliicklicherweise kiirzt sich dieser Faktor heraus! Das ist ein ganz
wesentlicher, stark vereinfachender Punkt! Das Flussintegral wird also

b b
/ ANdo—/l/Q oF aF)dtgdtl
9t

Noch weiter erleichternd kommt die Determinantenformel fiir drei Vektoren A, b, c € IR3
(A,b x c) = det(A,b,c)

aus der Linearen Algebra hinzu. Damit wird das Flussintegral

o bi b oF OF
A, N)do = / / det dtodt
/F( ) ¢ a1 as ° ( atl 8t2) 2

Beispiel 3.16 Sei etwa die Fliche

{(z,y,2) eR’: 2>0,y>0,2>0,z+y+2z=1}
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gegeben (das Stiick der Ebene x +y + z = 1 im ersten Oktanten), zum Beispiel parametrisiert durch

X

F(x,y) = Y
l-z—y

Sei auflerdem der Fluss des Feldes
T
A=| vy

z

durch dieses dreieckige Flichenstiick zu berechnen. Wir bilden die beiden Tangentialvektoren

N or [

22l O T

und berechnen das Flussintegral
z 1 0

//(A,N)dxdy = //det 5_01 1

-1

1 rl—zx
_ /‘/ (@ +y + 2)dyda
0o Jo
1 rl—x
= // 1dydzx
0o Jo
1
= /(1—$>d$
0

1 1
= z——2°
2

0
1
5"

Dieses Flussintegral verallgemeinert sich leicht auf n — 1-dimensionale Flachen im IR™ (Hyper-
flichen). Solche Hyperflichen werden durch n — 1 Parameter tq, ..., t,_1 parametrisiert. Daraus kann
man in jedem Punkt n — 1 Tangentialvektoren

or oF
ot1” 7 Oty

berechnen. Und im IR" gibt es ein Produkt
[Vi,...,Vp_1] € R, Vi,...,vp_1 € IR,

von n — 1 Vektoren, welches das Kreuzprodukt von zwei Vektoren im IR? verallgemeinert. Am einfach-
sten definiert man es durch die Determinantenformel

(X, [V1y.eey Vi—1]) = det(x, V1, ooy V1),
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die fiir jeden beliebigen (Test-) Vektor x € IR™ gelten soll. Wegen
det(Vig, Vi, ... V1) =0, k=1,...,n—1,

ist klar, dass dieser Produktvektor auf den n — 1 Tangentialvektoren senkrecht steht. Wir kénnen ihn
als Normalenvektor nehmen. Dann wird das Flussintegral

OF  OF
/F(A N)do = / /det( B T 1)dt1 Aty

Dieses Integral hdngt von der Orientierung des Hyperfldchenstiicks ab: vertauscht man zwei Parameter
t; und t;, dndert sich das Vorzeichen des Normalenvektors V.

Das waren alles Vorbereitungen. Jetzt wollen wir den HDI

bdF
der=F(b) - F
o dx ( ) X ( ) (CL)
auf zwei Dimensionen verallgemeinern. Dazu integrieren wir die partielle Ableitung
ov
Ox
itber ein Rechteck
R={(z,y) e R*: a1 <& <bi,ap <y < bo}

in der Ebene IR?. Wir finden

b
g—vd2x - / l@da:dy
R O as Jai

= / (v(br,y) — v(an,y))dy  (HDI)

0 0
- /R<< v(a.y) )’ds” RJ( v(a.y) )’ds>’

R1 : [ag,bg] — IRQ, t— (bl,t),
Rg : [—bg, —ag] — IRQ, t— (al, —t),

wobei die beiden Wege

Teile des Randes von R sind, so orientiert, dass bei ihrem
Durchlaufen das Rechteck R zur Linken liegt. Definieren wir Ry
dhnlich noch die beiden fehlenden Randstiicke

R2 : [—bl, —(Il] — IRQ, t— (—t,bg) R3 Rl
R4 : [al,bl] — IRQ, t— (t,ag),

Ry

so finden wir analog

bi b
8—ud2x = /1 28udyd:v

2
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b1

_ / (u(z,b) — u(z, as))da

1

_ _/32(< U(:%,y) )’ds)_/m(( U(ﬂgy) >7d8)'

Die vier Wege Ry, ..., R4 setzen sich zusammen zum mathematisch positiv orientierten Rand dR des
Rechtecks R. Durch Addition finden wir

ov  Ou u(z,y)
— — )d’x = ]f ’ ,ds).
/R(ﬁa: E)y) 6R(< v(z,y) )
Diese Formel ist im wesentlichen schon der ganze Satz von Gaufl. Bevor wir sie weiter verallgemeinern
wollen wir sie noch in ihrer klassischen Form schreiben

/(@_@)dd_j{ 4z + vd Formel von
rR\Ox Oy T = aRu vy Gauf3-Green

Die rechte Seite dieser Formel liest sich schon intuitiv: auf den Randstiicken R; und Rj3 integriert
man die Funktion v iiber dy, einmal nach oben, dann nach unten, und auf den Randstiicken R, und
R, integriert man w iiber dz. Nur, was ist hier dx und dy? Offensichtlich bedeutet dz und dy hier
doch etwas mehr als das iibliche: *Achtung, hier ist das Integral zuende!” Denn dx fiihlt irgendwie die
z-Richtung des Weges, dy die y-Richtung. dx und dy sind Differentiale. Wenn sich das Semester noch
ldnger hinzieht, werden wir uns darum kiimmern, was das ist: ein Differential! 7 ?

Jetzt interpretieren wir den Integrand auf der rechten Seite als Flussintegral:

(< —v(z,y) ) . ds) = << —v(z,y) ) A(t)dt = (( Z ) N A || dt

u(z,y) u(z,y)

Hier ist N der nach auflen weisende Normaleneinheitsvektor auf dem Rand des Rechtecks R. Damit
konnen wir die Formel umschreiben

/I%(%—FZ—Z)d?x:faR(( ' ) \N)ds

Das Flussintegral des Vektorfeldes
A= < ¢ )
v

iiber den Rand des Rechtecks R, nach auflen, ist gleich dem Fléchenintegral der Divergenz

_Ou  Ov

_%—i_é{y

div(A)

iiber das Innere des Rechtecks.
In dieser Form verallgemeinert sich die Formel auf ein beliebiges Volumen Vol mit glattem Rand
im IR™:
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Satz von
div(A)d"x = A, N)do
Vol (A) BVol( ) Gaufy

Wir wollen den Beweis hier nicht durchfiihren, nur andeuten. Er besteht aus drei Schritten:

1. Beweis der Formel fiir Quader im IR". Das geht mit Hilfe des HDI ganz genauso, wie wir es fiir
Rechtecke gemacht haben. Nur hat ein n-dimensionaler Quader eben 2n Oberfldchenstiicke. Die
miissen alle so orientiert werden, dass der Normalenvektor N nach auflen weist.

2. Beweis der Formel fiir krummlinige Quader im IR". Das sind Volumenstiicke (i.a. mit Kanten)
die man differenzierbar durch Quader parametrisieren kann. Der Beweis fiir diese Volumina ist
eine Anwendung der Integraltransformationsformel, im Innern und auf dem Rand.

3. Aufbauen beliebiger Volumina durch Zusammensetzen krummliniger Quader. Die Quader sto-
Ben dabei aneinander, und auf den Seitenflichen, wo sie aneinanderstoflen, da kiirzen sich die
Flussintegrale raus. Hier liegt der Hund begraben - richtig tief.

Beispiel 3.17 Wir integrieren das Ortsvektorfeld

x1
A= :
L,
tber den Rand der Kugel B vom Radius R:
. 8901 al‘n
div(A) = — —
M}( ) 81131 8.73n
= n
N = A
N - L.a
R
n-|B| = /dz’v(A)d"x
B
_ j{ (A, N)do
0B
= Rdo
OB

= R - Kugeloberfliche vom Radius R.

Speziell fiir R =1 erhalten wir daraus die Beziehung

Oberfliche der Einheitskugel = n- Volumen der Finheitskugel im IR™.

Beispiel 3.18 Wir betrachten im dreidimensionalen Raum das Vektorfeld

1
A= —grad(;), r =22+ y% + 22
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In §1.6 sahen wir
1
div(A) = —A(;) =0, (r#0).
Aus dem Gaufischen Satz folgt, fiir jedes Volumen V, das den Nullpunkt nicht enthdlt

/W(A, N)do = /V div(A)d>x = 0.

Enthdlt V' aber den Nullpunkt, so auch eine e-Kugel B, um den Nullpunkt, und indem wir das erste
Ergebnis auf des Volumen V' \ B¢ anwenden, sehen wir

0= / div(A)d*x = / (A, N)do — / (A, N)do.
V\Be oV 9B,

Dies zeigt insbesondere: Aus allen Volumina, welche den Nullpunkt im Inneren enthalten, ist der Fluss
von A gleich. Wir berechnen diesen Fluss fiir die Einheitskugel (N = x):

1 1
/ (—grad—,x)do = / —do = / 1do = 4m.
0B1 r oB1 T 0B1

Das bedeutet also: Das auf R3 \ {0} definierte Feld A ist quellenfrei (div(A) = 0), aber in seiner
Singularitdt im Nullpunkt O sitzt eine Quelle der Stdrke 4m.

Beispiel 3.19 In der Ebene betrachten wir das Vektorfeld

A(z,y) = % ( _z )

Fiir jede Teilfliche R der Ebene lautet die Formel von Gauf3-Green

1

1
= ¢ (—y)dx+zdy == / (14 1)dzdy = |R|.
2 Jor 2Jr

Die Fliche von R kann man also durch dieses Rand-Integral

1
\Rlz—/ xdy — ydx
2 Jor

berechnen! Das hat eine praktische Anwendung: Will man die Fldche eines krummlinigen Grundstiicks
auf einem Lageplan wissen, so gibt es ein Gerdt, das hat einen Arm mit einer Rolle daran, die man
um die Grundstiicksgrenze auf dem Plan herumfihrt. Das Gerdt berechnet dann das Randintegral, und
man kann die Grundstiicksfliche ablesen. (Ich glaube, diese Dinger heiffen Planimeter.)

Beispiel 3.20 Die Torus-Oberfliche mit Radien R und r wird parametrisiert durch

cos(p) cos(p)cos(0)
x=F(p,0) =R | sin(p) | +7| sin(p)cos(d)
0 sin(0)

Wir berechnen die beiden Tangentialvektoren

—sin(p) —cos(p)sin(0)
OF oF . .
9o = (R + rcos(0)) coso(go) g =" —swé(ogzz;;n(ﬁ)
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und den Fluss des Ortsvektor-Feldes x tber die Torus-Oberfliche

cos(p) —sin(p) —cos(p)sin(f)
det(x, g—i, %—g) = R(R+rcos(0))r-det | sin(ep) cos(p) —sin(p)sin(6)
0 0 cos(6)
cos(p)cos(0) —sin(p) —cos(p)sin(H)
+r(R+ rcos(0))r - det | sin(p)cos(0) cos(p) —sin(p)sin(0)

sin(0) 0 cos(0)
= Rr(R+ rcos())cos(0)
72(R + rcos(0))(sin(0) (sin?(¢)sin(0) + cos?(¢)sin(f))
+cos(0)(cos®(p)cos( )—I—Sm (p)cos(6)))
= Rr(R+rcos(0))cos(0) + r%(R + rcos(9).

Damit wird das Fluss-Integral

//(x.do) = 27 /OQW(RQTCOS(G) + Rr?cos?(0) + Rr? + r3cos(6))df

= 2n(Rr’m + Rr’2n)
= 6mRr?

Wegen div(x) = 3 wird das 3-fache Torus-Volumen mit dem Satz von Gaujs

///div(x)dxdydz = 6Rr’r?

V = (2Rn) - (),

und das Torus-Volumen selbst

in Ubereinstimmung mit der ersten Guldinschen Regel.

Aufgabe 3.8 (V) Sei

K={(z,y) e R?: /22 +y2 <7}n{(z,y) €R*: 0<x,0<y}.

OK bezeichne die Randkurve (die K im positiven Sinn umlduft). Man berechne

/ ysin(x) dy — y* d.
0K

Aufgabe 3.9 (V) Sei f : IR® — IR? die Rotation eines zweimal stetig differenzierbaren Vektorfeldes
g:R3 = R3, K eine Kugel im R3 und do das (vektorielle) Oberflichenelement auf OK . Bestimmen
Sie
f-do.
0K
Aufgabe 3.10 (V) Die Kurve o : [0,27] — IR? sei durch a(t) := (cost, sint) definiert. Man berechne
das Kurvenintegral

/(a:2 dx + x dy).
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3.4 Der Integralsatz von Stokes

Wir gehen zuriick zur Formel von Gauf3-Green:

/ (vp — uy)dady = j{ udx + vdy.
R OR

Das Integral auf der rechten Seite formen wir jetzt nicht um in ein Flussintegral, sondern deuten es

als Wegintegral
u
,ds).
B(2)

Den Integrand auf der linken Seite kann man als Rotation interpretiern, wenn man die Ebene IR? als
z,y-Ebene im IR? auffasst. Dann ist némlich

u 0
rot | v = 0
0 Vg — Uy

Das zweidimensionale Integral auf der linken Seite ist also das Flachenintegral der z-Komponente
des Rotationsfeldes iiber R. Die z-Komponente ist das Skalarprodukt mit dem nach oben weisenden
Normaleneinheitsvektor e; = e; X es der zur Parametrisierung des Rechtecks durch z und y gehort.
Fiir das Feld A = (u,v,0) haben wir damit die Formel

Satz von

/R (rot(A), N)do — ]2 (A.ds) S

bewiesen. Geben wir dem Feld A noch eine z-Komponente, so dndert sich zwar rot(A ), nicht aber die
z-Komponente (rot(A),N) von rot(A). Auch das Weg-Integral iiber R C IR? sindert sich nicht. Der
Satz von Stokes gilt in dieser Form also fiir beliebige (stetig differenzierbare) Vektorfelder A.

Ahnlich wie den Satz von Gaufi kann man diesen Satz von Stokes verallgemeinern
e zunichst auf ’krummlinige Rechtecke’ im Raum, d.h. auf Flédchenstiicke in unserem Sinn,
e dann durch Zusammensetzen auf beliebige orientierte Flichen im Raum.

Mit ’orientierter’ Fliache F' ist hier Folgendes gemeint: Auf der ganzen Fléche ist ein stetiges
Normalenfeld N gewihlt. (Bei dem sogenannten Mobiusband geht das z.B. nicht, beim Rand eines
Volumens geht das immer.) Und die Durchlaufrichtung 4 des Randes OF ist so zu wihlen, dass die
Rechte-Hand-Regel mit Daumen = N, Zeigefinger = 4 und Mittelfinger ins Innere der Flédche weisend
gilt.

Beispiel 3.21 Wir betrachten die Sattelfiiche
F:(z,y) v (z,y,2° —¢%), 2> +y°<1

tiber dem Einheitskreis mit den Tangentialvektoren

oF 1 OF 0
w |2 Tl L)
* 2z y —2y
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und dem Normalenfeld

oF or [
83: 8y 1y
Fiir das Vektorfeld
z 1
A=| =z mit  rot(A)=1] 1
Y 1

wird das Flichenintegral

//(rot(A),N)do = // (2y — 2z + 1)dzdy
z24+y2<1
= 2// ydmdy—Q// J:da:dy—i-// dxdy
z2492<1 z2492<1 z2492<1
=0 =0

= 7'(’

und das Weg-Integral

p) = (cos(), sin(yp), cos® () — sin®())
= (COS(@%SZ (¢ )700( ©))
W) = (=sin(p),cos(p), —2sin(2¢))
cos 2g0 —sin(p)
/(A,ds) = / cos( cos(p) )do
v 0 sin( —2sin(2¢p)
21 27 27
= / cos(2p)sin(e d(p—i—/ cos?(@)dy — 2sin(p)sin(2¢)dy
0 0
=0 =7 =0

Es stimmt!

Aufgabe 3.11 (V) Gegeben sei das Gebiet G = IR®\ {0} und auf G das Vektorfeld v mit v(x) =

x/ || x ||3. S bezeichne die Einheitssphire {x € R?: || x ||= 1} und n das dufere Einheitsnormalenfeld
von S.

a) Berechnen Sie

/<v,n> dF,
S

wobei dF das Flichenelement von S und <,> das Standard-Skalarprodukt des IR bezeichnet. Dabei
darf vorausgesetzt werden, dass die Oberfliche der Kugel 4w ist.

b) Verifizieren Sie, dass div(v) = 0 ist.

c) Zeigen Sie mit Hilfe des Stokes’schen Satzes, dass es kein auf dem Gebiet G differenzierbares
Vektorfeld w gibt mit v = rot(w).
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Aufgabe 3.12 (V) Sei @ : [0,2n] x [0, 2] — R? definiert durch
O (u,v) := (cos(u) - cos(v), sin(u) - cos(v), sin(v))

und F' die durch ® gegebene orientierte Fliche, wobei die Orientierung so gewdhlt ist, dass der Nor-
malenvektor N g im Punkt (0,0,1) die Richtung der positiven z-Achse hat. weiter sei w : R? — IR?
gegeben durch w(z,y,2) = (y, 2%, 2% +y?). Zeigen Sie, dass das folgende Oberflichenintegral (2. Art)

/ rot(w) - Ng do
F

existiert und den Wert —m hat.

3.5 Potential und Vektorpotential

Hier, in diesem letzten Paragraphen der Vorlesung, wollen wir uns noch einmal ganz ausfiihrlich
mit dem Problem der konservativen Felder und ihrer Potentiale beschéftigen. Sei also A ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge M C IR™. Dafiir, dass A ein Potential hat,
kennen wir die

Notwendige Bedingung: Wenn eine differenzierbare Funktion ¢ existiert mit

A = grad(yp),

dann gilt die Symmetriebedingung (Satz 1.16)

0A, 0A,
or, Oz,

fir wp,v=1,...,n.

Und wir kennen die
Hinreichende Bedingung: Erfillt A das Wegekriterium (Satz 3.2), dass

/ (A, ds) =0

gl

fir jeden geschlossenen Weg v in M, dann gibt es eine differenzierbare Funktion ¢ auf M mit
A = grad(y).

Diese beiden Bedingungen sehen, rein optisch, sehr verschieden aus. Aber iiber den Satz von Stokes
héngen sie sehr eng zusammen:

Satz 3.3 (Infinitesimales Kriterium fiir konservative Felder in der Ebene) FEs sei A = (u,v)
ein differenzierbares Vektorfeld auf einem Kreis K = {x% +y? < r?} (d.h. also: ohne Singularititen
im Innern des Kreises), das der Symmetrie-Bedingung geniigt:

Uy = V.

Dann ist A das Gradientenfeld einer differenzierbaren Funktion f : K — R.
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Beweis. Wir erinnern uns an den Beweis von Satz 3.2. Dort setzten wir zwar voraus
/ (A,ds) =0
v

fiir jeden geschlossenen Weg . Gebraucht haben wir allerdings nur Wege, die zusammengesetzt waren
aus Stiicken parallel zu Koordinatenachsen.
Jetzt wissen wir

/aB(A’ ds) = /R(vx — uy)dzdy =0

fiir jedes Rechteck R C K. Deswegen erhalten wir denselben Wert f(x,y), wenn wir das Feld A vom
Nullpunkt zum Punkt (z,y) € K integrieren, einmal

zuerst auf der z-Achse von (0,0) nach (z,0) und dann parallel zur y-Achse von (z,0) nach (z,y),

oder zuerst auf der y-Achse von (0,0) nach (0,y) und dann parallel zur z-Achse von (0,y) nach
(z,y).

Beim Berechnen der partiellen Ableitungen unserer so definierten Funktion f haben wir durch (z,y)
nur die beiden Wege parallel zur z-Achse und zur y-Achse benutzt. Genau wie im Beweis von Satz
3.2 folgt daher

fgC:u,fy:U.

Wesentlich fiir diesen Beweis war, dass die Rechtecke, auf deren Réndern wir vom Nullpunkt nach
(z,y) gelangen, immer mit ihrem ganzen Inneren in der Kreisscheibe liegen, wo A differenzierbar ist
und der Symmetriebedingung geniigt. L]

Satz 3.4 (Infinitesimales Kriterium fiir konservative Felder in Dimension n) Das Vektorfeld
A sei differenzierbar auf der Kugel K = {22 + ... + 22 < r?} C R" und geniige dort der Symmetrie-
bedingung
0A;  0A;
Oxj - 63:Z

Dann gibt es eine auf K differenzierbare Funktion f mit A = grad(f).

fir alle 1 <14, <n.

Beweis. Schrénken wir A auf eine Ebene parallel zur z;, x;-Ebene ein, so erfiillt das Feld dort die
Symmetriebedingung in zwei Variablen. Das Randintegral um jedes Rechteck R in dieser Ebene, das
ganz in K liegt, ist also = 0. Also ist [;(A,ds) = 0 fiir jedes Rechteck R C K, das parallel zu einer
Koordinatenebene ist. Daraus kann man folgern, dass fW(A,ds) denselben Wert hat, fiir alle Wege,
die den Nullpunkt mit einem Punkt x verbinden, und nur aus Stiicken achsenparalleler Geraden in
K bestehen. Somit kann man wieder eine Funktion f definieren, deren partielle Ableitung nach z,
gerade A, ist. L]

Es sieht also so aus, als ob

e die Symmetriebedingung,
e die Wegebedingung,

e die Existenz eines Potentials ¢
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dquivalent sind. Das sieht aber nur so aus. In Satz 3.3 und Satz 3.4 wird die Aquivalenz von Symme-
triebedingung und Wegebedingung auf jeder offenen Kugel K C IR", nicht auf jeder offenen Menge
M C IR™ bewiesen. Das ist kein kleiner Schonheitsfehler, der sich durch Mogeln mit Buchstaben be-
reinigen ldsst, sondern wieder eine der ganz fundamentalen Grundtatsachen des Lebens. Bevor ich
versuche, das zu erkldren, erst ein

Beispiel 3.22 FEs sei ¢ der Winkel aus der Transformation in Polarkoordinaten. Auf der Halbebene
{x >0} C IR? ist ¢ durch
=t ()
p=arctg | =
x

erklirt. Die Definition von ¢ auf ganz IR? dagegen macht Schwierigkeiten. Das liegt z.B. am Nullpunkt.
Welcher Winkel gehort zum Nullvektor 07 Andererseits kann man den Winkel auch schlecht global
erkliren. ¢ = 2w gehort zu denselben Vektoren wie ¢ = 0. Deswegen funktioniert die Erkldrung einer
stetigen Funktion ¢ auf IR? \ 0 nicht so richtig.

O.k., schauen wir uns jetzt das Feld

grad(p) = (A1, As)

0y 1/z x

dp _  —y/a’ —y dp _ _
dy 1+ (y/x)?2 22+ y?

Al:%_1+(y/x)2::1:2+y2 und Ay =

an. Es ist das Feld

= [1*

Und das Bemerkenswerte daran ist: Dieses Vektorfeld ist wunderschin auf ganz IR? definiert, bis
auf die Singularitdt tm Nullpunkt. Von den Definitionsproblemen seines Potentials ¢ hat es nichts
mitbekommen. Und auf ganz R?\ 0, wo das Feld A definiert ist, erfillt es die Symmetriebedingung:

0A; o —(332 +y2) +2y2 - y2 — g2

gy (@242 (24P
8A2_:L‘2—|—y2—2x2_ y? — 22
or (22 +y2)? (22422
oA, _ oy
oy  Ox

Die Symmetriebedingung ist erfillt, aber das Potential, der Winkel ¢ existiert nicht.
Wenn jemand meint, vielleicht existiert doch irgend ein Potential fiir A, dann soll er mal das Feld
A diber den Rand OK des Finheitskreises K integrieren:

~v(t) = (cos(t), sin(t)), ~(t) = (—sin(t),cos(t)), 0<t < 2.

Er findet, wenn er sich nicht verrechnet,

[ —sin(t) —sin(t) e B
/8K(A,ds)_/0 (( cos(t)>,< cos(t)>dt_/0 1. dt = 2,

Und dieses Integral iiber den geschlossenen Weg OK ist 2w, und das ist # 0. Da beif§t die Maus keinen
Faden ab.
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Das Wegekriterium ist auf IR? \ 0 nicht erfiillt, auf IR? \ 0 besitzt das wirbelfreie Feld A kein
Potential! Der Grund dafiir ist natiirlich die heimtiickische Singularitdt des Feldes A im Nullpunkt.

Man kann prizise machen, was es heifit, dass ein Weg ~ in IR?\ 0 'nicht um den Nullpunkt rumgeht’.
(Man kann ihn dann in IR? \ O stetig auf einen Punkt zusammenziehen.) Und fiir einen Weg v, der
nicht um den Nullpunkt rumgeht, kann man in der Tat beweisen [ (A, ds) = 0. Und genau das ist der
Sinn der Voraussetzung, dass M = K in Satz 3.2 ein Kreis ist: Ist K ein Kreis, dessen Inneres ganz
in IR? \ 0 enthalten ist, dann kann kein Weg in K um den Nullpunkt rumgehen. Deswegen folgt aus
der Symmetriebedingung fiir A die Wegunabhéngigkeit des Integrals fv (A, ds), falls der Weg ganz in
K verléduft.

Man kann diesen Effekt, den ich eben am Beispiel erklart habe, noch etwas préziser machen. Dazu

die

Definition 3.3 Die offenen Teilmenge M C IR™ heifit einfach-zusammenhéngend, wenn man jeden
geschlossenen Weg ~y in M stetig auf einen Punkt zusammen ziehen kann. (Auch das kann man noch
prdziser sagen.)

So ist z.B. M = (IR? \ 0) C IR? nicht einfach-zusammenhingend, weil man den Rand des Ein-
heitskreises nicht zusammenziehen kann. Auch wenn man aus IR® eine Gerade gerausnimmt ist das
Resultat M nicht einfachzusammenhéngend. Aber wenn man nur einen Punkt herausnimmt, bleibt
etwas einfach-zusammenhéngendes iibrig, der Punkt ist einfach zu klein.

Satz 3.5 Das Vektorfeld A sei stetig differenzierbar auf der einfach-zusammenhdngenden offenen
Menge M C IR™ und erfiille dort die Symmetrie-Bedingung. Dann besitzt A auf M ein Potential.

Diesen Satz mochte ich hier nicht beweisen, die dafiir notwendigen Methoden sind einfach zu
abstrakt. Ich hoffe, diesen Satz durch die Diskussion des Beispiels plausibel gemacht zu haben.

Wir kénnen diese ganze Problematik so auffassen (nehmen wir der Einfachheit halber den drei-
dimensionalen Fall): Die Implikation

A =grad(p) = rot(A)=0
ist umkehrbar, wenn M, die Menge, wo A definiert ist, einfach-zusammenhéngend ist.
Nun gab es noch eine andere solche Formel:
A=rot(B) = div(A)=0.

Ist die auch umkehrbar? Das heifit also Folgendes: Sei A ein quellenfreies Feld, div(A) = 0. Gibt es
dann ein Feld B mit A = rot(B)?

Wenn dieses B existiert, dann heift es Vektorpotential von A. Und wenn so ein Vektorpotential B
existiert, dann ist es eindeutig bestimmt bis auf Summanden B’ mit

rot(B + B') = rot(B), rot(B') =0,

also bis auf ein Gradientenfeld B’ = grad(yp), falls das Definitionsgebiet einfach-zusammenhéngend
ist.
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Es ist wieder so, dass man die Existenz eines Vektorpotentials zu einem quellenfreien Feld A auf
einer Kugel beweisen kann. Dazu braucht man aber den Satz iiber Vertauschbarkeit von Differentiation
und Integration, ohne den ich bisher ausgekommen bin. Er gehort natiirlich nach seiner Thematik
iiberhaupt nicht in diesen Paragraphen, aber wir brauchen ihn.

Satz 3.6 (Differentiation unter dem Integral) Es sei R = [a1,b1] X [ag,bs] C IR? ein Rechteck
und f(x,y) darauf stetig differenzierbar. Dann ist die Funktion

F(y) = " f(z,y) dz

al

auf dem Intervall [ag, by] differenzierbar mit Ableitung

dF  d b of

f(w y)dx =

— dzx.
dy dy ay ar Oy ( )

Beweis. Dass eine Funktion f einer Variablen in y differenzierbar ist mit Ableitung f’(y), das kann
man auch so ausdriicken: die mit dem Differenzenquotienten gebildete Funktion

fO)-fly) ..
A1) ::{ ——— fir y #y

f'(y) R fir oy =y

ist in y stetig. Ist die Funktion f(z,y) von zwei Variablen stetig partiell nach y differenzierbar, so sieht
man unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, dass die Funktion

f(xvy/) — f(x,y)

/ — fir o' #y
fl(x,y):z of y-y
a—y(w,y) fir oy =y
stetig ist.
Nach Satz 2.1 ist dann auch die Funktion
/ bl /
Fi(y) = fl(:r y)dx
T,y

/ ( ) g Y #v)

/ 3y (z,y)dx (Y =y)

EOZF0 - 2)

= bl 8f
5, & Y)dz (¥ =)
ar OY
in y stetig. Das heifit,
by
Fly)= [ [f(z,y)
a1
ist differenzierbar mit Ableitung
Py = [ Ly
ar Oy



So, nun koénnen wir ein Vektorpotential konstruieren:

Satz 3.7 (Vektorpotential) Das Vektorfeld A sei stetig differenzierbar auf der offenen Einheits-
Kugel K C IR3 und habe die Eigenschaft

div(A) = 0.
Dann gibt es ein differenzierbares Vektorfeld B auf K mit
rot(B) = A.

Beweis (Grofimann, p. 190). Wir gehen vom Vektorfeld A iiber zu der alternierenden Matrix

0 A3 —A
(ai,j) = —A3 0 A1
Ay —A 0

Damit definieren wir 5
1
X) = ij/ aj,i(tx)tdt.
j=1 70

Dieses Feld B tut’s. Das rechnen wir nur fiir die erste Komponente nach (dabei benutzen wir die
Differentiation unter dem Integral):

0B 0B
rot;(B) = Wj—%j
_ / ! <3 Yijaa(tx) 0y ﬂfjaj,2(t><)>
= — tdt
0 0xa 0z3
ot day 3 das 3 day o das o
= /0 <a2,3+t:v1 O + txy 8 o —azo —txy By —txg D25 )tdt
1 0Ay  0A3 0A; 0A,
= 2A —
/0 1+t (— N 0x3)+t 2a2+t3a3 tdt
—_——

0A, /0,

3

oA,

= 2 A + 2 ) dt
/0 @+ D)

_ /0 E(#Al(tx))dt
= Ai(x) O

Auch dieser Satz gilt wieder nur auf Kugeln. (Dass im Beweis die Einheitskugel benutzt wurde,
ist natiirlich unerheblich, es geht genauso fiir jede Kugel.) Und auch dieser Satz wird falsch, wenn das
Definitionsgebiet des Feldes A Locher hat, wo A Singularitdten haben kann. Ein Beispiel dafiir ist
Aufgabe 3.11. Das quellenfreie Vektorfeld v = x/r3 hat nur eine einzige Singularitit im Nullpunkt.
Trotzdem hat es auf keinem Gebiet ein Vektorpotential, das eine den Nullpunkt umschlieflende Sphére
enthélt.
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Das ist mehr als merkwiirdig. Es ist der Ausgangspunkt einer Theorie, welche in der ersten Half-
te des 20. Jahrhunderts im Wesentlichen von dem franzosischen Mathematiker E. Cartan entwickelt
wurde. Und diese Theorie (der Differentialformen und Cohomologiegruppen) ist heutzutage ein ganz
wesentliches Werkzeug zum Versténdnis geometrisch-rdumlicher Situationen. Grob gesagt geht es dar-
um, Rdume, bzw. Teilmengen des IR in Bezug auf die Anzahlen und die Dimensionen ihrer Ldcher
zu klassifizieren. Diese Locher sind Hindernisse gegen die Existenz von Potentialen oder Vektorpoten-
tialen, oder noch allgemeinerer Potentiale.

Aufgabe 3.13 Bestimmen Sie ein Vektorpotential
a) fir das Vektorfeld

A=| =z |,

b) fiir das Vektorfeld a x x, wo a € IR3 ein konstanter Vektor ist.
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4 Fourier-Reihen

Wenn man die Bibliothek nach Titeln mit dem Stichwort "Fourier’ durchsucht, erhdlt man eine untiiber-
schaubare Vielfalt von Biichern. Die folgenden sind deswegen wohl mehr oder weniger zufillig zusam-
mengestellt:
Dyke, P.P.G.: An Introduction to Laplace Transforms and Fourier Series. Springer (2000)
Lighthill, M.J.: Einfithrung in die Theorie der Fourier-Analysis und der verallgemeinerten Funktionen.
BI (1966)
Meschkowski, H.: Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik. BI (1963)
Tolstow, G.P.: Fourierreihen. VEB Verl. d. Wissensch. (1955)
Williams, W.E.: Fourierreihen und Randwertaufgaben. Taschentext 25. Verlag Chemie - Physik Verlag
(1974)

Viel abgeschrieben habe ich auch aus dem bekannten Forster I. Das letzte Kapitel dieses Buches
heifit ’Fourier-Reihen’. Allerdings verwendet Forster ziemlich konsequent den komplexen Formalismus.

4.1 Erinnerungen und Erginzungen zur Integralrechnung

In diesem Abschnitt bezeichnet f : [a,b] — IR immer eine Riemann-integrierbare Funktion. Das heif}t
also, | f| < C' ist beschriankt und zu jedem e > 0 existieren Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] mit

b
P f<b, [ (o)~ vl@)de <e
a
Definition 4.1 Der positive Anteil f1 und der negative Anteil f_ von f sind definiert durch

[ (@) = maz{f(x),0}, f-(2):=—min{f(z),0} = maz{—[f(x),0} = (=f)+(2).

f(x)

f1(x) f-(x)

Mit dieser Definition ist
f=f—r- und |fl=Ff++ [~
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Auflerdem sind auch fi und f_ Riemann-integrierbar. Denn fiir f, etwa ist

b

b
pr<fe<vs wd [ (@i@) - pr@)ds < [ (@) - pla)d.

a

Daraus folgt, dass auch |f| Riemann-integrierbar ist.
Wir brauchen héufig die Ungleichung

[ s < [ 11

Beweis dieser Ungleichung: Wegen

f(x) <|f(z)] und - f(z) < |f(2)]
folgt
b b b b b
/af(:v)dxg/a f(2)[dz und —/a f(:v)dx:/a —f(:v)dxg/a \f (2)|da.

Satz 4.1 a) Flir alle 1 <p € R ist auch |f|P Riemann-integrierbar.
b) Mit f und g ist auch f - g Riemann-integrierbar.

Beweis a) Die Behauptung &ndert sich nicht, wenn wir von f zu |f]| iibergehen. Deswegen kénnen
wir gleich f > 0 annehmen. Weil |f| < C beschrinkt ist, folgt

p
I[fIP=CP- (%) mit |—£| <1.

Deswegen geniigt es, die Behauptung fiir 0 < f < 1 zu zeigen. Dann kénnen wir auch Treppenfunk-
tionen ¢, 1 mit
0<p<f<y<1, < fP<yP

wéahlen.
Jetzt kommt der Trick: Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewendet auf die Funktion

P zeigt fiir a < b
bP — aP

=p-71 mit a<E<D
b—a

und fir0 <a<b<1
b —a? <p-(b—a).
Damit erhalten wir
b

b
| @@ =@z <p- [ (@) - pa)de <p-e

a

Somit ist | f|P Riemann-integrierbar.
b) Die Integrierbarkeit von f - g folgt aus der einfachen Gleichung

1
f'gzz((fﬂLg)Q—(f—g)Q)' [
Mit f sind also fiir alle » € IR auch die Funktionen f(x) - cos(r - z) und f(z) - sin(r - ) Riemann-
integrierbar.
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Satz 4.2 (Lemma von Riemann) Es sei f : [a,b] — IR Riemann-integrierbar. Dann gilt

b
lim /a f(z) - sin(r-x)dx = 0.

r—00

Beweis. Offensichtlich geht

b
a

<20
r

b
/ sin(r - z)dz
a

= ‘—;cos(r )|

fiir r — oo.
Daraus folgt die Behauptung fiir Treppenfunktionen. Denn jede Treppenfunktion schreibt sich als

P = ZCiSOi
i

endliche Summe

mit

() = 1 firag; <z <y
PIEIZY 0 sonst

Im Allgemeinfall wihlen wir eine Treppenfunktion ¢ mit

p<s wmd [ (@) - el <o
Wir benutzen
b b b
/a f(z)sin(r - z)dz = /a (f(x) —p(x)) - sin(r - x)dx + /a o(x) - sin(r - z)dz.

Hier geht der rechte Summand gegen 0 fiir r — co. Und fiir den linken Summanden haben wir

b b b
| @) = @) -sin(r-w)da] < [ (@) = pl@) - [sin(r-a)ldz < [ (/@) = pl@)da < e

[

Natiirlich geht der Beweis genauso fiir die Cosinus-Funktion:

b
lim /a f(z) - cos(r-z)dx = 0.

r—00

4.2 Das ON-System der Winkelfunktionen

Wir betrachten hier Riemann-integrierbare Funktionen auf dem festen Intervall [0, 27] und definieren

1 2
(f,9l:== [ f(z)-g(x)da.

™ Jo
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Dieser Ausdruck [f, g] ist ein (verallgemeinertes) Skalarprodukt im folgenden Sinn:
i) [f,g] = lg, f] ist symmetrisch in f und g;
ii) [f, g] ist linear in Bezug auf f und g;
iii) [f, f] > 0 fiir alle f.

Wegen iii) kann man eine Norm wie folgt definieren:

Weil f unstetig sein darf, kann man leider nicht f = 0 schlieflen, falls || f [|= 0. Aber es gilt immer
noch:

Satz 4.3 Wie immer seien f und g Riemann-integrierbar auf [0, 2m].
a) Wenn || f ||=0 ist, dann gilt [f,g] =0 fir alle g.
b) (Cauchy-Schwarz) Fir alle f,g ist

gl <l Mg I
c) (Dreiecksungleichung) Fir alle f und g ist

If+gl<lifi+1gl-

Beweis. a) Sei || f ||= 0 und g beliebig. Fiir alle ¢t € R ist dann

0<q(t)=|f+t-glP=2t-[f.g)+¢ | g
Offensichtlich ist ¢(0) = 0. Also hat ¢ bei ¢ = 0 ein lokales Minimum und es folgt

d

0= —a(t)l=o =2/, ).

b) Wir betrachten die Funktion
hx) = f|I* g(x) — [f, 9] f ().
Fiir diese Funktion finden wir
0 < [[n]?

= £ g 1P =211 £ I [f.9° + [F.9) I £ 1P
= I FI2-UFIP0g 17 =11 9.

Wenn wir hier durch || f ||? kiirzen steht die Behauptung da. Kiirzen diirfen wir natiirlich nur, wenn
| f1|# 0 ist. Aber wenn doch || f ||= 0 sein sollte, folgt die Ungleichung schon aus a)

c¢) Die Dreicksungleichung folgt rein formal aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie in Lineare
Algebra 1. L]

Um Schreibarbeit zu sparen fixieren wir die folgenden Funktionen auf [a, b]:

co(x) == ﬁ’

cn(z) :=cos(n-x), sp(x):=sin(n-z) firneIN.
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Satz 4.4 (Orthogonalitiitsrelationen) Fir die Funktionen cy, s, gilt
[Cnscn] = [Snysn] =1, [en,Sm] =0

und falls m #n
[Cma Cn] = [Sm, sn] = 0.

Beweis. Fiir ¢y rechnet man sehr leicht nach

1 (271 2
[Co,Co] W/o 5 xz o >

1 2T 1 2m
[co, cn] = E/O cos(n-x)dr =0, [co,sn) = E/O sin(n - x)dx = 0.

Um die anderen Formeln zu beweisen, integrieren wir zunéchst das Additionstheorem fiir die Cosinus-

Funktion
27

2w
cos(mx)cos(m:)d:n—/ sin(ma)sin(nx)dx,
0

/027T cos((m +n)x)dr = /0

/027r cos((m —n)x)dx = /027r cos(mz)cos(nx)dx + /027r sin(ma)sin(nx)dx.
Fiir m # n haben beide Zeilen den Wert 0. Durch Addition bzw. Subtraktion beider Zeilen findet man
[cos(mz), cos(nz)] = [sin(mz), sin(nx)] = 0.
Und fiir m = n > 1 folgt aus der ersten Zeile
[cos(nzx), cos(nx)] = [sin(nx), sin(nx)],
wahrend die zweite Zeile zeigt
[cos(nx), cos(nx)] + [sin(nz), sin(nx)] = 2, [cos(nz),cos(nz)] = [sin(nz), sin(nzx)] = 1.

Damit bleibt nur noch [cos(mx), sin(nz)] = 0 nachzuweisen. Dazu integrieren wir das Additionstheo-
rem fiir die Sinus-Funktion

27 2 2
0= / sin((m +n)x)dr = / sin(mz)cos(nzx)dx + / cos(max)sin(nz)dz,
0 0 0

27 21 2m
0= / sin((m —n)x)dr = / sin(max)cos(nx)dx — / cos(mx)sin(nx)dx.
0 0 0
Addition beider Zeilen liefert das noch ausstehende Ergebnis. L]

Definition 4.2 FEs seien ag, a1, ao, ... und by, bs, ... reelle Zahlen. Dann heifst die Funktion

! Z(akcos(kx) + bysin(kx))

flx):=ap- ﬁ +k:1

etn trigonometrisches Polynom .

Aus den Orthogonalitéitsrelationen folgt sofort:
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Satz 4.5 Fiir jedes trigonometrische Polynom der obigen Form ist
ar = [f,ckl,k=0,....,n wund by =[fs),k=1,..,n.

Definition 4.3 (Sehr Wesentlich) Die Funktion f : [0,27] — IR sei Riemann-integrierbar. Wegen
Satz 4.1 b) sind die Zahlen

k= [f,Ck],k‘ = 0,1, .. und bk = [f, Sk],k = 1,2,

definiert. Sie heiffen die Fourier-Koeffizienten von f. Fiir jedes N € IN nennen wir (Terminologie
nicht so furchtbar einheitlich!)

1 O .
ap - 7 + nz:l(ancos(n - ) + bysin(n - z))

fn(x) =

das N -te Fourier-Polynom wvon f. Und die Reihe

o0

hm fn(z) = ag 7 Z_: ancos(n - x) + by, - sin(n - x))

heif$t die Fourier-Reihe der Funktion f.

ODb die Fourier-Reihe von f konvergiert, und wenn, wogegen (hoffentlich gegen f), und in welchem
Sinn (punktweise, gleichm#ifig oder im 'quadratischen Mittel” (kommt noch)), das ist genau das Haupt-
Thema dieses Kapitels.

Zunichst stellen wir nur einmal fest: Fiir jedes trigonometrische Polynom f vom Grad N ist das
Fourier-Polynom fny = f. Und die Fourier-Reihe bricht beim Grad N ab, sie stimmt mit f = fxn
iiberein.

Die Winkelfunktionen ¢y, s,,, n € IN, spannen im IR-Vektorraum aller auf [0, 27] Riemann-integrier-
baren Funktionen einen Unter-Vektorraum auf. Aus den Orthogonalitéts-Relationen folgt, dass diese
Funktionen ¢, s, linear unabhéngig sind. Also hat dieser Untervektorraum die Dimension 2N + 1.

Das Fourier-Polynom fy ist die Orthogonal-Projektion von f in diesen Unter-Vektorraum im
folgenden Sinn:

[f — fv,en) =[f — fn,sn) =0 fiir alle n < N.

In der Tat: fiir alle n < N ist
[fvcn]:[fNacn]:anv [fvsn]:[f]\f’sn >= by,

Insbesondere finden wir
f = fn, In] =0

und damit

[fs fn] = [fns Il

Satz 4.6 (Besselsche Ungleichung) Fiir die Fourier-Koeffizienten der Funktion f gilt

0 1 2w
> (@) < - [ s

n=1 T
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Beweis. Es ist
f=(—fn)+fy mit [fn,f—fn]=0.
Wie bei Pythagoras folgt deswegen
[fs f1=[f = In, [ = fn]+ [fn, ]
Wegen [f — fn, f — fn] > 0 erhélt man daraus

L f(z)dz.

N
aj+ > (ap +b2) = [fn. fn] <[ f] ==
1 T Jo []

4.3 Fourier-Koeffizienten

Hier stellen wir einige Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten zusammen und rechnen auch fiir eini-
ge Funktionen die Fourier-Koeffizienten aus. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die betrachteten
Funktionen auf dem Intervall [0, 27] definiert und dort auch Riemann-integrierbar sind.

Definition 4.4 FEine Funktion f: IR — IR heifit periodisch mit der Periode 2w, wenn

fx+n-(2n)) = f(x) fir ale x € R und alle n € Z.

Eine derartige Funktion ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte auf dem Intervall [0, 27[. Und
umgekehrt: Jede Funktion f : [0,27[— IR kann man durch

flx+n-(2m)) = f(z) fir 0<z<2m,neZ,

zu einer 2m-periodischen Funktion auf ganz IR fortsetzen. Die Fourier-Koeffizienten der fortgesetzten
periodischen Funktion sind identisch mit denen der urspriinglichen, auf dem Intervall [0, 27] definierten
Funktion.

Eine gewisse Komplikation ergibt sich daraus, dass fiir die fortgesetzte Funktion nicht unbedingt

f(2m) = f(0)

sein muss, falls f denn schon, wie immer bisher, auf dem ganzen Intervall [0, 27| definiert sein sollte,
d.h., auch im rechten Endpunkt = = 27 einen vorgeschriebenen Wert hat. Auf diesen Wert kommt es
aber nicht so furchtbar an. Wenn man den Wert einer Funktion in diesem Punkt durch

f(2m) = f(0)
abédndert,

e bleibt sie Riemann-integrierbar, wenn sie es vorher war;
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e iandern sich ihre Fourier-Koeflizienten nicht.

Wir werden deswegen im Folgenden alle unsere Funktionen als 27-periodisch voraussetzen. Das spielt
eigentlich nur deswegen eine Rolle, weil wir gelegentlich nicht von 0 bis 27 integrieren werden, sondern
von a bis a 4+ 27. Das Integral bleibt gleich. Denn sei etwa a = a + 2nm mit 0 < o < 27, dann ist
wegen der Periodizitéat

a+2m a+2m 2T a+27r 21
/a f(x)dx:/ f(x)dx:/ fx)da+ dnc—/ fla)da+ 7 ) de = [ fa)e

[} a 21

Fiir die Fourier-Koeffizienten gelten:

1) Linearitét: ax(cif1 + c2ff) = crar(f1) + c2ax(f2) und ebenso fiir die Koeffizienten by (f). Das
folgt aus der Linearitét des Integrals.

2) Symmetrie: Die Funktion f heift
gerade, wenn f(x) = f(—x) bzw. f(x)= f(27 —z);

ungerade, wenn f(z) = —f(—z) bzw. f(x)=—f(2r — ).
Es gilt:

o f gerade = bi(f) = 0 fiir alle k;

e f ungerade = ay(f) = 0 fiir alle k.

Ist ndmlich f gerade, dann ist f(x)sin(k-x) ungerade. Und ist f ungerade, dann ist f(x)cos(k - x)
ungerade. Und fiir jede ungerade Funktion f gilt

027r f(z)dr = /Oﬂf(a:)dx + /07r f(@)dz =

denn wegen der Substitutionsformel ist

/Oﬂf(a:)dx =— /07r f(x)dx

3) Verschiebung: Fiir ¢ € IR sei
fe(z) = f(z —c).
Dann gilt ag(f.) = ag(f) und fiir alle £ > 1

ak(fe) \ _ [ cos(k-c) —sin(k-c) ar(f)
bi(fe) )~ \ sin(k-¢)  cos(k-c) | \ be(f) )
Beweise. Mit der Substitutionsformel ist klarerweise

21 1 2r—c 1 27 1
ao(fe) = [ fla ) = | ) Jgdu = [ () = ao()
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Und wenn wir noch die Additionstheoreme der Winkelfunktionen heranziehen, sehen wir

2m 2m—c
ap(fe) = f(xz —c)cos(k - x)dx = / f(u)cos(k - (u+c¢))dx =

0 —c

- /027r f(w)(cos(k - u)cos(kc) — sin(k - w)sin(ke))dr = ap(f)cos(ke) — bi(f)sin(kc),

21 2r—c

be(fe) = ; f(x —c¢)sin(k - x)dx = / f(u)sin(k - (u+c¢))dx =

—C

2
= f(u)(sin(k - u)cos(kc) + cos(k - w)sin(kc))dx = bi(f)cos(ke) + ar(f)sin(kc). n
0
4) Integration: Die Funktion f sei stetig differenzierbar auf dem Intervall [0,27], das heifit,
stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall |a, b[, welches das Intervall [0,27] enthé&lt. Bei der
Berechnung der Fourier-Koeffizienten spielt, wie schon gesagt, der Wert von f im rechten Endpunkt
27 keine Rolle. Die Fourier- Koeffizienten von f sind auch die Fourier-Koeffizienten der 27-periodischen

Fortsetzung von f.
Fiir £ > 1 gilt dann
()= =gl Bulf) = zans) + = (4(0) = f(2m)
a(J) = =720eJ7),  OklS) = Fak s ™))
Wenn die Funktion f aber etwa auf dem Intervall [—m, 7] stetig differenzierbar sein sollte, &ndern

sich diese Formeln marginal:

1 1 —1)*
(£ = (). belh) = rau(f) - S (5 - ()
Beweise (Partielle Integration). Fiir f auf dem Intervall [0, 27| ist wegen sin(2k - 7) =0
2w
() = = [ f@)eos(h - a)is
2m 2m
= 1 <f(a:) . lsm(kz )| — f(x)- %sm(kz . x)dx)
T s 0 0
= _%bk(f/)
und wegen cos(2k - ) =1
2m
wif) = = [ f@ysin(k-x)do
1 1 o, 1
= - <f(a:) . (—E)cos(k - T) . + A fi(z)- Ecos(k: . x)dx)
1 T,
=~ (f@2m) = f(0) + par(f).

Wenn f urspriinglich auf dem Intervall [—m, 7] definiert ist, miissen wir {iber diese Intervall inte-
grieren. Wegen sin(km) = 0 &ndert sich nichts bei der Rechnung fiir ax(f). Aber jetzt ist

cos(km) = cos(—km) = (—1)F.
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Damit erhalten wir

n(f) = - <f(ar) (= )eos(k )

= _%(f(w) — f(=m))cos(k - ) + %ak(f/)
= ()~ (CDF = (fm) — f(-m)

Wir wollen jetzt die Fourier-Koeffizienten einiger haufig auftretenden Funktionen berechnen. Um
die Konvergenz der zugehorigen Fourier-Reihe werden wir uns aber erst spéater kiimmern.

Beispiel 4.1 (Treppenfunktion) FEs sei 0 < ¢ < 27 und

f(:v)::{ mfir0<z<c

0 firc<z<2mw

Wir berechnen

1 /Cd c
ag = ——= Tdr = ——=,
07 V2 Jo V2

1 fc 1 . 1 .
ak:;/o m-cos(k - x)dr = E'Sm(k'x)‘g:%'sm(k'c)’

1 e 1 1 1
bk:;/o w-sin(k-i)dl‘:—E'COS(k'x)hc):E_E'cos(k'c)

Damit wird die Rethe

g + Z % (sin(k - c)cos(k - x) + (1 — cos(k - ¢))sin(k - x)) .
k=1

Spezialfillle ergeben sich insbesondere fiir ¢ = 27, wo die Reihe nach dem konstanten nullten

Summanden trivial abbricht, und fiir ¢ = x:

oo

™
st

k=1

i ((2 1)-x).
2k+1sm(( k+1)-x)

Beispiel 4.2 (Sdgezahn) Wieder sei 0 < ¢ < 2w. Wir betrachten
Ea: firo<z<c
fl)=1{
0 firc<ax<2m

Wieder berechnen wir direkt

1 cr c

1 C
ag = ——= —a:da::—/xdx:—,
0 7T\/§/0 c ev2 Jo 22

126



1 c
a = —/ T cos(k - x)dx
wJo ¢
1 C
= —/ x - cos(k - x)dx
cJo
1 1 c1
= —(l‘ —sm(k:x)|8—/ — - sin(k x)dx)
c o k
1/c 1, 1
= - (Esm(kzc) - E(_E - cos(k x))\())
= psinll )+ —(cos(h ) — 1)
= psin 2 (cos
1 c
by = —/ zac'sin(k-Jc)alaz
wJo ¢
1 C
= —/ x - sin(k-x)dx
c Jo
1 1
= -l Ecos(k:x |0—|-/ 5 cos(k - x)dx
1/ e 11 .
= E(—Ecos(kc) E(% sin(k - x))\())
1 1
= 3¢ cos(k - c)—I—@sm(k:-c)
Damit wird die Rethe
I 1
1 g( sin(k - ¢) e cos(k c) — ck2>cos(k’-x)

+ Z (——cos (k-c) e sm(k: c)) sin(k - x).

Spezialfille dieses Ergebnisses sind

sin(k - x).

Beispiel 4.3 (Parabelbogen) FEs sei
f(x) = (xz — )%, fir0<az<2m.

Diese Funktion ist gerade, deswegen ist

=0 fiir alle k.
Wir berechnen direkt
1 2 9 1 1 7 w722
- _ dr= ——  Z(x -7 "= —(— 4+ )= .
@0 7r\/§/0 (z —m)da ™2 (=)l 7T\/§( 3 3 ) 3



Die anderen Koeffizienten ay berechnen wir durch Integration. Es ist ja

f’(m)zQ(x—W):—2W+4-§

mit den Fourier-Koeffizienten (vgl. Beispiel 4.2, ¢ = 27)

Es folgt

Damit wird die Fourier-Reihe

1
—205kx

7_(_ o¢]
AT
Beispiel 4.4 (Gleichgerichteter Sinus) Jetzt sei
sin(z) fir0<z<m
f(@) = { (z) fiir0 <z <

0 firm <z <2rw
Wir berechnen direkt

)

L [ sin(ayaz = 2
ag = Stn\xT €r = ——
0 7T\/§ 0 ™

ap = — /0” sin(z) - cos(k - x)dr = % /07r (sin((1+ k) - x) + sin((1 — k) - z)) da.

Fir k =1 erhalten wir 1

™
ay = —/ sin(2z)dx = 0,
21 Jo

wdhrend fir k > 1 gilt

1 1
= — — 1 . T _
o= o (~ppeos+ )2l

1 s
o — kcos((l — k) -;1:)|0) .

Fiir ungerades k ist

cos(0) = cos((1 + k)m) = cos((1 — k)m) =0
und deswegen ay = 0. Fir gerades k dagegen ist
cos(0) =1, cos((1+k)m)=cos((1—k)m)=—1
und
S I (ENSUE i P N W
BT\l k T 1—k) T A\lxk 1-k) T i+ )k—1)
Fiir die Koeffizienten by, finden wir

k:/ sin(x)sin(k - x) =5 /cos 1—k)-z)—cos((1+k)-z)d.

Mit Cosinus-Integration erhalten wir by = 1/2, wéihrend sich fir k > 1 ergibt by, = 0. Insgesamt wird
die Fourier-Rethe

1 1 2 & 1
us

o gin(@) - 23 e eos(2k - )

k=1
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Beispiel 4.5 (Zackenfunktion) Schliefllich untersuchen wir noch
x
m(l+ =) fir —c<x<0
c
f(z) = W(l—f)ﬁiTOSxSc
c
0firc<z<2w—c

Dabei ist ¢ ein Parameter mit 0 < ¢ < w. Weil die Funktion gerade ist, gilt by, = 0 fir alle k. Wir

berechnen direkt
1 1 c

—5 [ faa =

ag =

und

2 C
a = ;/0 W(l—%)cos(k-x)dx

=0
2 1
= (—Ecos(k’ x)[§
2
= —@(cos(k cc)—1)
Damit wird die Fourier-Reihe
2 1
g + - Z ﬁ(l —cos(k-c))-cos(k - x)
€=

Aufgabe 4.1 Zeigen Sie:
a) Die Funktion |sin(x)| auf [0,27] hat die Fourier-Reihe

2 4 1
- — ;;mCOS(k’ . l’),

™

b) Die Funktion x? auf [0,27] hat die Fourier-Reihe

4Z—cosk’ x) Z%
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4.4 Punktweise Konvergenz

Fiir alle x €]0,27[ ist 0 < #/2 < 7 und sin(z/2) > 0. Deswegen sind die Quotienten in der folgenden
Summenformel wohldefiniert fiir alle = €]0, 27[.

Satz 4.7 (Summenformeln) Fir alle x €]0,27[ gilt

sin(ZtH . 2) 1

%) o COS(2n+1 . x)

> costh ) S~ sini- ) = :
cos(k )= ——=— — —, sin(k-x) = .
= 2s5in (%) 2 = 2sin(5)
Beweis. Die erste Summenformel ist &dquivalent zu
S 2n 4 1
Sm(g) + Z 2cos(k - x)sm(g) = sin( n2—i— - x).

k=1

Wir verwenden das Sinus-Additionstheorem in der Form
sin(kx + g) — sin(kx — g) = 2cos(k - x)sm(g)
Damit wird die linke Seite der zu beweisenden Gleichung

sm(g) + (sm(%x) - sm(%)) + .t (sin(Qn; 1:5) - sin(2n2_ 13:)) .

Hier kiirzen sich alle Summanden heraus, bis auf den, der die rechte Seite unserer Gleichung ist.
Die andere Summenformel erhalten wir ganz analog, wenn wir das Cosinus-Additionstheorem in
der Form

cos(kx — g) — cos(kx + g) = 2sin(k - :c)sm(g)

verwenden. L]
Die Herleitung der Summenformeln funktioniert nur fiir 0 < xz < 2w, weil wir durch sin(z/2)
dividieren miissen. Aber die Formel

2 coskw) = — ol = g
k=1 2

gilt trotzdem fiir alle € IR. Dazu miissen wir uns nur um den Punkt z = 0 kiimmern. Die linke Seite
macht dabei keinerlei Schwierigkeiten. Sie lautet

n

Zcos(k’-O) = Zl =n.
k=1

k=1
Und die rechte Seite hat fiir  — 0 den Grenzwert (Regel von de 'Hospital)

. osin(E ) 1 2Eleeg(2tl gy 1 2p 41 1
lim ——=———- — - = lim : ——=———=n.
=0 sin(§) 2 a0 2.5-cos(%) 2 2 2

Wir miissen also nur die rechte Seite stetig iiber den Nullpunkt fortsetzen, und die Summenformel
behélt ihre Giiltigkeit.
Insbesondere ist die 2m-periodische Funktion

auf ganz IR definiert und stetig. Damit kénnen wir diese Funktion integrieren.
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Satz 4.8 Es ist
2n+1

7 ern (2041 .
e e e L P
0 2sin(3) 0 2sin(3) 2

2
/ cos(k - x)dr =0
0

Beweis. Mit

erhilt man aus der Summenformel den Wert des ersten Integrals zu

2 M 2mq
/ Z cos(k - x)dx + / —dx = .
0 k=1 0 2

Auflerdem ist die Integranden-Funktion

2sin(3)

gerade und

/ Szn(2n+1 /Qﬂ— 51n 2n+1 )d 7
0 2sin(%) ) 25m TT Yy L]

Satz 4.9 (Dirichlet-Integral) Die Funktion f : [0,27] — IR sei Riemann-integrierbar und 2m-
periodisch auf ganz IR fortgesetzt. Fiir ihr N-tes Fourier-Polynom gilt

81n(2N+1 t)
/f +t) 2sin(%) 2sin(f) O

Beweis. Mit der Definition der Fourier-Koeffizienten a; und by wird

N
= arpcos(k - x sin(k -
In(z) = \/§+k§( kcos(k - x) + bysin(k - x))
_ %/%f(t)dt
+ Z ( (t)cos(k - t)dt) -cos(k - x) + <% 0% f(t)sin(k - t)dt) - sin(k - x)
1 27r
= ( —i—Zcos t—:c))dx
B 2 sm 2N+1 (t—x))
B 2/ sm( (t—x)) dt-

Im Integral substituiern wir ¢ = x4 u und erhalten dafiir nach Verschiebung des Integrations-Intervalls

2r—x
Lx o+ )Sm2(sz u—/ J@+u) 8m2(sm( 1) du. ]

2N41 | 2N+1 u)

Damit die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f definiert sind, braucht die Funktion f nicht
stetig zu sein. Meistens ist sie das ja auch nicht im Punkt 27, wenn wir sie 2m-periodisch fortsetzen.
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Die Fourier-Koeffizienten und damit die Fourier-Reihe von f sind immer definiert, wenn f Riemann-
integrierbar ist. Endlich viele Unstetigkeitsstellen spielen dabei keine Rolle.

Anders ist es, wenn wir die Konvergenz der Fourier-Reihe beweisen wollen. Da darf f nur endlich
viele Sprung-Stellen haben und muss dort rechts- und links-seitig differenzierbar sein im folgenden
Sinn:

Definition 4.5 Es sei 6 > 0 und f :Jx — d,z + 6[— R definiert. Auf dem Definitions-Intervall sei f
stetig mit eventueller Ausnahme des Punktes x. Dann definieren wir:

fr(x):= lim f(z+h), [f_(z):= lim f(z+h),

h—0,h>0 h—0,h<0
by o J@ER) = f(@) L, o fleth) — fla)-
fi )= hl&%>0 h o @)= hléflﬁ<o h '

Wir nennen f rechts- und links-seitig differenzierbar in z, wenn

e f auf seinem Definitions-Intervall mit Ausnahme des Punktes x stetig differenzierbar ist;
o die Grenzwerte fy(x), f—(x), f(x), f_(x) existieren;

o Fifa)= tim  F(O) wnd /(@)= Tim 7 gil

Die Fille fy(z) # f—(z) und/oder f) (z) # f’(z) sind dabei ausdriicklich zugelassen. Aber aus der
Definition folgt, dass die Funktionen

f—l—a fjr : [x,x+(5]

definiert durch
f(u) fir u>x
fr(z) firu==x

f(u) fir u>x
fi(z) firu ==

fo(u) = { ;o fi(u) = {

stetig sind, ebenso wie die analog definierten Funktionen f_ und f’.

Satz 4.10 (Lemma) Die Funktion sei 2m-periodisch und stetig differenzierbar auf dem Intervall
[0,27] mit Ausnahme endlich vieler Punkte. Dort sei sie aber rechts- und linksseitig stetig differen-
zierbar. Dann ist fiir alle x mit obigen Notationen die Funktion

f+(@+u) = fi(2)

:[0,7] = R

Riemann-integrierbar. (Ebenso gilt fir f— die analoge Aussage.)

Beweis. Wegen

fr(@+u) = fi(z)  felr+u)— fi(2) u

und wegen der Stetigkeit von w/sin(u/2) geniigt es zu zeigen, dass (f4(x +u) — f+(x))/u Riemann-
integrierbar ist. Auf jedem abgschlossenen Intervall, das u = 0 nicht enthélt, ist die Funktion stiickweise
stetig und damit integrierbar. Aber fiir u — 0 hat die Funktion nach Voraussetzung den Grenzwert
fi(x) und ist in u = 0O stetig fortsetzbar. Deswegen ist die Funktion auch auf jedem Intervall [0, 0]
Riemann-integrierbar. L]

132



Satz 4.11 (Punktweise Konvergenz) Die Funktion f sei stetig differenzierbar auf dem Intervall
[0, 27] bis auf endlich viele Punkte. Dort sei sie rechts- und links- differenzierbar Dann konvergiert die
Fourier-Reihe von f in x gegen

S (e (@) + (@),

Beweis. Mit Satz 4.9 kennen wir die Partialsummen

/ fo sm(2N+1 )

23271(%) "

der Fourier-Reihe im Punkt z. Um die Behauptung

) =

zu zeigen, geniigt es die beiden Gleichungen

2N+1 2N+1
sm( - u) sm( - )
lim — T ——=————du, =f_(z)= lim —/ T —=————du
N—oo / J@+u 28’671(%) 2f N—oo T fw+u 28’671(%)
zu beweisen. Wir beweisen nur die erste dieser beiden Gleichungen, weil die zweite ganz analog zu
beweisen ist.

S(F4@) + /(@)

—f+

Wir erinnern uns an die Gleichung

1 1/7r sm(%.u)d
2 "7l "

2 7 sin(sg)

und multiplizieren sie mit der Konstanten f(x)

1 17 sin(25HL )
§f+(:r) = ;/o fe(@) - 451’712(%) du.

Die Behauptung lduft deswegen auf

T 8ZTL(2N_+1 . u)
li - N 2 =
Jim [T f@) T =0
hinaus. Diese Gleichung folgt aber aus dem Lemma von Riemann, weil die Funktion
flz+u) - f(z)

auf dem Intervall [0, 7] Riemann-integrierbar ist

[

Satz 4.12 (Korollar) Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.11 sei die Funktion f in x stetig
Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f in x gegen f(x)
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Beweis. f(x) = (f+(z) + f-(2))/2. L]

Die punktweise Konvergenz der Fourier-Reihen fithrt zu den merkwiirdigsten Formeln. Wir stellen
einige davon zusammen:

Die Entwicklung der Treppenfunktion fiir ¢ = 7 lautet

! 18in((2k +1)-x).

Im Punkt x = /2 erhélt man

bzw.

yeo =D _x
k=0 2k+1 — 14

Diese Formel stammt von Leibniz. Sie ist ja auch ein schénes Beispiel fiir das nach ihm benannte
Konvergenzkriterium.
Die Entwicklung des Ségezahns fiir ¢ = 7 im Punkt x = 7 liefert

7T_7T+2i 1
2 4 7Tk:0(2]€+1)2

und ergibt
= (2k +1)? 8
Nun ist
i 1 i 1 i 1 3 i 1
oL+ 1)2 2 2= 4 7.2
= (2k+1) =k T (2k) 4=k
Daraus folgt
i T 2
— =
= k 6

Der gleichgerichtete Sinus hat fiir z = 7 den Wert

1 2 1
0=——— —_
T 7Tk§::l4k2—1
Damit folgt
i 1 1
A2 _1 9
= 4k -1 2
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Und fiir z = 7/2 ergibt der gleichgerichtete Sinus

1 2 =
1=+ 5‘;2

also

Aufgabe 4.2 Zeigen Sie
a) fir—n<z<m

2 ’ 4 o~ (ZD° k
r = ? + Z k2 COS( $)
k=1
b) falls a # 0, fir —m <z <m
am _ ,—am 1 e 1)k
00T — % <2a + Z 2 +) 2(acos(k x) — ksin(k - ZE))) ;

c) falls a ¢ Z fiir —-m <z <

cos(a - x) = zsm < Z : COS (k- 95)) ;

d) fallsa ¢ Z fir —n <z <

sin(a-x) = —sin(a - ) Z Wsin(k - ).
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z=0,c
O<zx<ec
c<x <2

0<z<e
c
c<zxz <21

0<ax <27

—c<zx<0
0<z<c
c<x<2r—c¢

Fourier-Koeffizienten

apg = %

ar = £sin(k - c)

b, = %(1 —cos(k - c))
w= 35

ax = £sin(k - c)
+—(cos(k - ¢) — 1)

bp = —<cos(k - c)
—I—#sz’n(k - )

ag = 7r23\/§
ap = %
b, =0
apg = ?
agk41 =10
2 cos(2k - x)
Qg = ——
7w (2k —1)(2k + 1)
b=
b, =0 fir k > 2
ayg = %
ay = %(1 —cos(k - c))



4.5 Konvergenz im quadratischen Mittel

Definition 4.6 Es seien f,,n € IN, und f Riemann-integrierbare Funktionen auf dem Intervall
[0,27]. Die Funktionenfolge f, konvergiert gegen f im quadratischen Mittel, wenn

lim || f—fn =0,

n—oo

bzw. explizit
2w

. . 2 o
Jim [7 (@) = fu@)de =o0.
Mit dieser Definition konvergiert die Fourier-Reihe von f, wenn
li — =0.
Jim | f - =0

Im Beweis von Satz 4.6 haben wir gesehen:

[ (5 [ o (A 5
Wegen der Orthogonalitédt der Winkelfunktionen ist
N
I fx 1P= af + ) _(ai + 03).
1

Es folgt

Satz 4.13 Die Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f im quadratischen Mittel genau dann, wenn

1 /27 0
1F1E= = [ @) = 6§+ 32 (ad + ).
k=1

Die Gleichung in Satz 4.13 heifit Parsevalsche Gleichung.

Beispiel 4.6 Die Fourier-Koeffizienten der Treppenfunktion in Beispiel 4.1 waren

(1 —cos(k - c)).

| =

1
a)= ——, Gp= Esm(k: -c), by =
Damit wird

1 1
ai 4+ b = e (sinQ(k: )+ 1 —2cos(k - ¢) + cos*(2(k - c)) = —(2—2cos(k - ¢)).

k2
Mit den speziellen Werten
o0 2
Se=%
5 =
ik 6
und (Beispiel 4.3)
oo 2 2 2
1 9 & e T
kz::lﬁcos(k: c)=—-(c—m) ~15= Z—?—I-E
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wird die Reihe tber die Quadrate der Fourier-Koeffizienten

9 =1 =1 c? 2 2 2
c +2;ﬁ—2;?cos(k-0)25+

|
)
w

Nun ist auch | e
[f,f]:—/7r2:7rc.
™ Jo

Wir haben bewiesen: Die Fourier-Reihe der Treppenfunktion aus Beispiel 4.1 konvergiert gegen diese
Funktion im quadratischen Mittel.

Mit diesem Beispiel beweisen wir ganz allgemein

Satz 4.14 Fir jede auf [0, 27] Riemann-integrierbare Funktion f konvergiert die Fourier-Reihe von f
auf dem Intervall [0, 2] im quadratischen Mittel gegen f. Insbesondere gilt die Parsevalsche Gleichung
fiir jedes Riemann-integrierbare f.

Beweis (Forster I). Jede Treppenfunktion ¢ ist eine endliche Linearkombination

k
o= tifi, ti€lR,
=1

von Treppenfunktionen f; wie in Beispiel 4.1. Fiir die Partialsummen der Fourier-Reihen folgt aus der
Linearitét der Fourier-Koeffizienten

k
on =Y _ti(fi)n-
i=1
Also geht

k k
e —on lI=0 D tilfi = (F)n) 1< D16l fi = (Fi) |l
i=1 =1

gegen 0 fiir N — oo. Damit ist Behauptung bewiesen fiir alle Treppenfunktionen.
Ist nun f eine beliebige Riemann-integrierbare Funktion, so ist f insbesondere beschrénkt. Fiir
unseren Beweis konnen wir deswegen o0.B.d.A.

|f(z)| <1 firalle z€][0,2n]
annehmen. Dann gibt es Treppenfunktionen ¢ und % mit
—1<p(z) < flx) <Y(z) <1 firalle z € ]0,2n]
und o
| (@) — planyde < e
Wir setzen g := f — ¢ und finden
9(2)° < [U(@) = p(@)* < 2(e(x) - o(z)).

Damit wird
5 2 [P 2€
lolP< = [ @) = pla)de < =

m s
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und 9
€
lg—an IP=Ilg I” = [l gn IP<l g II’< —

Und wenn N so grof} ist, daB || ¢ — ¢n [|< €, dann ist
2
1=t =l e —en) +(g—gn) Isll e —en [+ g —gn <A1+ —) e ]

Aufgabe 4.3 a) Werten Sie die Parsevalsche Gleichung aus fiir die Funktion aus Beispiel 4.3 und

zeigen Sie damit
4

SH
4—_.
kT 90

b) Zeigen Sie

i 1 . w_4’ i (—1)4’”1 _
kDt 96T =k 23040
Aufgabe 4.4 Zeigen Sie
il 6 i 1 70 i(—l)k“ 6(1 1 )
- = e - =7 — = ).
kS 9457 = (2k+1)5 0 9607 = S 960  26.945

4.6 Komplexe Schreibweise

Ist f =u+14- v eine C-wertige Funktion, so integriert man ganz formal

b b

u(z)dr + i - / v(z)dz.

a

b b
/ f(x)dx:/ (u(@) +i - v(z))de ::/
a a a
Insbesondere nennt man f Riemann-integrierbar, wenn sein Real- und Imaginérteil Riemann-inte-
grierbar ist. Aus Satz 4.1 ) folgt, dass auch das Produkt komplexwertiger Riemann-integrierbarer
Funktionen wieder Riemann-integrierbar ist. Fiir zwei solche Funktionen f und g modifizieren wir das
verallgemeinerte Skalarprodukt wie folgt:

1 2m
[f gl = s f(x)(g(x)dx.
Damit gilt ) )
1 0P= = [T @R = — [ e + @ =l + o 2.
m™Jo T Jo

Wir betrachten fiir k € Z die Exponentialfunktionen



Satz 4.15 (Komplexe Orthogonalitéitsrelationen) Fiir diese Funktionen ey gilt
ek, €] = 0.

Beweis. Fiir k£ # 0 ist

2T 2
/ ek g = / (cos(k - x) +isin(k - x))dx = 0,
0 0

2T 2
/ V% dy = / 1dx = 2.
0 0

1 2 ) 1 2
lex, ) = 2—/ ML el g = 2—/ elk=D gy,
T Jo ™ Jo

Daraus fogt die Behauptung. L]

wéhrend fiir £ = 0 gilt

Nun ist

Definition 4.7 Die komplex-wertige Funktion f sei Riemann-integrierbar auf [0,27]. Dann heifen
die Zahlen

1 °n ik-x
=|f,ex] = — x)-e "y, keZ,
die komplexen Fourier-Koeffizienten von f.
Satz 4.16 (Vergleich) Die Funktion f sei reell-wertig. Dann ist co = ag, wihrend fir k > 1
- (ay, — ibg) . (ay, + ibg)
cp = ap —ibg), c_ = —=(ag + ibg).

Diese Formeln rechnet man einfach nach. Die Umkehrformeln sind (k > 1)

(ck — c—p).

Sl

1
ap = ﬁ(ck tek), bp=

Natiirlich ist

oo

> cpen(a)

k=—o0
die komplexe Fourier-Reihe. Fiir reell-wertiges f bekommt man mit obigen Formeln

o0

> cpen(z) =

k=—00

_l’_

)
=)

N

(ay, — iby) - —= (cos(k - z) +isin(k - z)) +

b
Il
—

hE
TSl Sl

(ag, +iby) - (cos(k - x) —isin(k - x))

Sl Nl

b
Il
—

f

Das ist die ganz normale reelle Fourier-Reihe.

= ay— Z (agcos(k - x) + bysin(k - x)).
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Beispiel 4.7 Wir betrachten die Funktion e auf dem Intervall [0, 2x]. Ihre komplezen Fourier-Koeffizienten
sind

o = L/Qﬂea:,e—ikxdx
V2r Jo

1 /Zﬂe(l—ik)wdx
V2r Jo

1 1 —ik)-x |27
= Gioas
1 14k,
= Ve Y

Daraus erhdlt man die reellen Fourier-Koeffizienten

1 /14ik 1-—ik le?™ — 1
a <+z Z)~(62”—1): e

o\l T2 it
i (14ik 1—ik 5 ke?™ —1
by = — _ 2y = e T
k 27r<1+k2 1+k2) (e )= TR
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Tabelle einiger Fourier-Reihen aus [Tolstow p.137 f]

[e.e]

1
S —cos(k - x) = —In(2sin()), 0<z<2m
= K 2
o0 1 _
ZESin(k-x):WQx, 0<x<2m,
ko:ol 1
Z ﬁcos(kz T) = (33: — 6rx +27%),  0<z<2nm,
k’ozol |
Z ﬁsm(k x) = —/ In( 2szn 0 <z <2m,
k=1
=1
ZE sin(k - z) = E(l‘ —3ma? + 27%x), 0<x<2m,
k=1
00 -1 k+1
Z (=1) cos(k -x) = ln(2cos(£)), —mT<z<m,
=k 2
00 -1 k+1
Z( k): sin(k x)zg, —m<z<m,
k=1
00 -1 k+1 1
Z( k:)2 cos(k-x): (7T — 32?%), —nm<z<m,
k’ozol (_1)k+1
Z sin(k - x / In( 2003 t, —m<xz<m,
— K
k=l o

T—sin(k - x) = (230—303) —r<z<m

=k 12
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differenzierbare, 18 einer Zackenfunktion, 128
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Richtungs-, 26 komplexe, 140
Symmetrie, 27 Funktion
totale, 18 charakteristische, 60

Funktion, periodische, 123

Besselsche Ungleichung, 122 Funktionaldeterminante, 34

Bogenlinge, 87 Funktionalmatrix, 25

Cavalierisches Prinzip, 73 Gradient, 51

Determinante Gradientenfeld
Gramsche, 96 notwendige Bedingung, 52
Jacobische, 34 Symmetriebedingung, 52

Gramsche Determinante, 96
Guldinsche Regel

erste, 81

zweite, 98

Differenzierbarkeitskriterium
hinreichendes, 20
notwendiges, 19
triviales, 19

Dirichlet-Integral, 131 Hesse-Matrix, 43

Divergenz, 54 Hurwitz-Kriterium, 43

Doppelintegral, 58 Hyperfliche, 12
Exponentialfunktion fiir Matrizen, 16 Implizite Funktionen, 38, 41
Feld Integral-Transformationsformel, 79
konservatives, 90 Kugelkoordinaten, 11, 27
Flfiche, 12, 93 Kurve. 11. 86
Flachenelement in Polarkoordinaten, 80 Bogenliinge, 87
Fléchenstiick, 93 Geschwindigkeitsvektor, 22
Umparametrisierung, 93 Tangente, 22
Fluss, 101 Umparametrisierung, 86
Flussintegral, 101 Kurvenintegral
Folge von Vektoren einer Fumktion, 89
Cauchy-, 14 eines Vektorfeldes, 89
konvergente, 14
Formel Lagrange-Identitét, 96
von Euler, 30 Lagrange-Multiplikator, 45
von Gauf3-Green, 104 Laplace-Operator, 55
Fourier-Koeffizienten, 123 Lemma von Riemann, 118
des gleichgerichteten Sinus, 127, 129 Lokales Extremum, 44
des Parabelbogens, 127, 129 Nebenbedingung, 45
einer Sagezahn-Funktion, 126 notwendige Bedingung, 28
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Matrix-Norm, 13

Mehrfach-Integral, 64

Menge
abgeschlossene, 15
kompakte, 15
messbare, 71
offene, 15

Nebenbedingung, 45
Normalen-Einheitsvektor, 100
Normalenvektor, 100
Nullmenge, 66

Orthogonalitatsrelationen
der Winkelfunktionen, 120
komplexe, 140

Parallelotop, 75
Parsevalsche Gleichung, 137
Polarkoordinaten, 11, 26
Potential, 90

Quader, 62
Produktzerlegung, 62
Zerlegung, 62

Richtungsableitung, 26
Riemann

Lemma von, 118
Riemann-Integral, 63
Rotation, 53

Satz
vom Maximum, 16
von Fubini, 65
von Gauf3, 105
von Stokes, 108
Schwerpunkt, 68

Tangentialebene, 22
Taylor-Reihe, 30
Trégheitsmoment, 70
Treppenfunktion, 63
trigonometrisches Polynom, 121

Ungleichung
Besselsche, 122

Vektorfeld, 12

Vektorpotential, 113
Volumen, 71
k-dimensionales, 97
des Parallelotops, 76
eines k-dimensionalen Parallelotops, 94
und lineare Abbildungen, 78
Volumenelement in Kugelkoordinaten, 81
Volumenintegral
einer Treppenfunktion, 63
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