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7 Integralrechnung mit mehreren Verédnderlichen

7.1 Kurven und ihre Bogenlinge

Kurven im IR"™ sind Abbildungen

F :la,b] - IR",
zum Beispiel
cos(t)
R>t— | sin(t) |,
t

die ,, Wendeltreppe* . Meistens versteht man unter der Kurve aber nicht diese Abbildung, sondern die
Bildmenge F'([a,b]) C IR™. Ich mochte mich aus der Diskussion dariiber, was eine Kurve wirklich ist,
heraushalten, und werde die Abbildung F' die Parametrisierung der Kurve nennen. Zu einem Punkt
x = F(t) auf der Kurve gehort also ein Parameter ¢ € IR. Oft spart man sich auch noch die Bezeichnung
F fiir die Parametrisierungsabbildung und schreibt eine Kurve einfach x = x(t).

Definition 7.1 Die Kurve t — F(t) heifit differenzierbar, wenn ihre Parametrisierungsabbildung dif-
ferenzierbar ist. Der Ableitungsvektor

d_F(t) _ <@ dﬂ)
dt 7\ odt’77 dt

heifst der Geschwindigkeitsvektor im Kurvenpunkt x = F(t).
So ist etwa der Geschwindigkeitsvektor im obigen Beispiel
(—sin(t), cos(t), 1).
Dieselbe Kurve bekdme man auch durch die Parametrisierung (t = 2u)
u — (cos(2u), sin(2u), 2u).

Das ist dieselbe Kurve, mit der doppelten Geschwindigkeit durchlaufen. Ihr Geschwindigkeitsvektor
berechnet sich auch als
2 (=sin(2u), cos(2u), 1).

Der Geschwindigkeitsvektor héngt also von der Parametrisierung ab.
Definition 7.2 Die Kurve Fla,b] — IR" sei stetig differenzierbar. Dann heif§t

b
[ 1 F @ | d
a
die Lange oder Bogenlange der Kurve.

Wenn die Ableitungen dz;/dt stetig sind, dann ist auch

1P 1=y (220) s ()

eine stetige Funktion von ¢ und kann {iber das Intervall [a, b] integriert werden.

Mit dieser Bogenlédnge ist es jetzt anders, als mit dem Geschwindigkeitsvektor: Wie man dieselbe
Kurve auch parametrisiert, es kommt immer dieselbe Bogenlédnge heraus.



Satz 7.1 (Bogenlinge) Die Bogenlinge einer stetig differenzierbaren Kurve ist unabhingig von der
Parametrisierung.

Beweis. Es sei
F:la,b] - R", tw— F(t)

eine stetig differenzierbare Kurve. Wir nehmen an, wir hitten eine andere Parametrisierung derselben

Kurve in der Form
G fe,d — R, urs g(u) € [a,b] — F(g(u)) € R”

mit einer stetig differenzierbaren Umparametrisierungsabbildung g : [¢,d] — [a,b]. Wir nehmen an, g
sei umkehrbar, und habe eine differenzierbare Umkehrfunktion. Dann ist also immer ¢'(u) # 0. Und
wir kénnen dann auch gleich ¢’(u) > 0 annehmen.

Der Geschwindigkeitsvektor der umparametrisierten Kurve ist

G'(u) = F'(g(w)) - g'(u).

Thre Bogenldnge wird damit

[ = [T1 Fo) | Geau= [ F) | at,

wegen der Substitutionsformel aus der eindimensionalen Analysis. L]

Wichtige Beispiele fiir Kurven, deren Bogenldnge man gelegentlich ausrechnen mochte, bilden
Funktionsgraphen: Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann ist die Kurve

: — — ¢
F:la,b] - R? ¢t <f(t)>

in der Ebene stetig differenzierbar. Thr Geschwindigkeitsvektor ist

Thre Bogenldnge ist also dann
b
/ 1+ ()2t

Beispiel 7.1 Die Bogenlinge des Graphen der Funktion

3
fx) = g\/5
iber dem Intervall [0, 1] berechnet sich zu
1 2 st 2 o3
/ V1+zde = g\/l—i-x = 5(\/5 —1).
0 0



Ein viel wichtigeres Beispiel ist natiirlich die Lénge eines Kreisbogens. Berechnen wir zunfchst
die Lénge eines Bogens auf dem Einheitskreis, indem wir den Einheitskreis durch Winkelfunktionen
parametrisieren:

F:t— (x(t),y(t)) = (cos(t), sin(t)).

Dann berechnet sich also die Lange L des Bogens zwischen zwei Punkten zu den Parametern ¢; und
to wie folgt:
F’( ) = (—sin(t), cos(t)),

| F'(t \/ in?(t) + cos?(t) =1,

/ t =1y —t1.

Das ist ziemlich einfach. Aber was haben wir da eigentlich wirklich getan? Das héngt, wie immer,
davon ab, was wir wissen. Wenn wir wissen, was ein Winkel ist, und insbesondere, was der Sinus eines
Winkels ist, dann haben wir hier gezeigt: Die Lénge eines Kreisbogens auf dem Einheitskreis ist gleich
dem Winkel, der zu diesem Bogen gehért. Aber wo haben wir jemals einen Winkel definiert? Oder
dessen Sinus?

Wenn wir noch nicht wissen, was ein Winkel ist, dann ist diese Rechnung unsere grofie Chance.
Wir definieren den Winkel (im sogenannten Bogenmafl) einfach durch die Linge des zugehorigen
Kreisbogens. Und was bedeutet unsere Rechnung dann? Sie bedeutet, dass in Richtung des Winkels ¢
gerade der Punkt (cos(t), sin(t)) auf dem Einheitskreis liegt. Und das bedeutet nicht mehr und nicht
weniger als die geometrische Deutung der Winkelfunktionen

. Gegen-Kathete An-Kathete
sin=————, 0§ = ————.
Hypotenuse Hypotenuse

Beispiel 7.2 Nach diesem erkennitnistheoretischen Einschub mdochte ich die Bogenlinge auf dem Ein-
heitskreis noch durch seine Darstellung als Funktions-Graphen berechnen. Der obere Halbkreis ist der

Graph der Funktion
flx)y=v1—-22 -—-1<z<l1.

Wir betrachten einen Bogen auf diesem Halbkreis, der tber dem Intervall [0,x] liegt. Seine Linge ist
dann

L= /Ox 1+ f()2dt = /Ox \/1 + (\/1t_—t2>2dt = /Ox Hl%ﬂdt = arcsin(t)| = arcsin(z).

x—_—_—



L = arcsin(x), x = sin(L).

Aufgabe 7.1 Der Handlauf des Gelinders einer Wendeltreppe beschreibe die Raumkurve
Ya(t) := (cos(t), sin(t), at), t € [0,2n], (0<aelR fix)

Der Architekt hat fiir den Handlauf ein Band der Linge Tm bereitgestellt. Wie grof8 darf a héchstens
sein, damit das bereitgestellte Band reicht?

Aufgabe 7.2 Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve

v :[0,2n] — IR?, t s (cos(t) + sin(t), cos(t) — sin(t)).

Aufgabe 7.3 Man skizziere die Menge

{(#*,t — ﬁ): te R}

3

und berechne die Linge der in dieser Menge enthaltenen geschlossenen Teilkurve.
Aufgabe 7.4 Berechnen Sie die Bogenlinge der Zykloide

v:[0,27] = R?,  ~(t) = (t — sin(t), cos(t)).
Aufgabe 7.5 Die logarithmische Spirale ist die Kurve

v:IR —TR?  7(t) = (elcos(t), el sin(t)).

Berechnen Sie fir a < b die Linge des Kurvenstiicks v([a,b]).
Aufgabe 7.6 Bestimmen Sie die Bogenlinge der Kurve

v:[0,6m] — IR?, () =t (cos(t), sin(t)).

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Funktion
1
F(z) = gx/l—i—xQ—l—gln (a:—l—x/l—l—:ﬂ)

eine Stammfunktion der Funktion f(x) =1+ x? ist.)



7.2 Doppelintegrale

Ein Doppelintegral ist soetwas:

/ab /Cdf(x,y)dxdy.

Damit meint man folgendes: Erst rechnet man das innere Integral

F(y) = /cdf(w,y)dw

aus. Weil die Funktion f nicht nur von z, sondern noch von y abhéngt, ist auch dieses innere Integral
eine Funktion von y. Ich habe sie F(y) genannt. Die muss man in einem zweiten Schritt noch iiber y
integrieren:

/ab /Cdf(x,y)dxdy = /ab F(y)dy mit F(y):= /Cd f(z,y)dz.

Wenn man diese Reihenfolge, in der man integrieren soll, andeuten will, schreibt man auch

/ab (/jf(a:,y)da:) dy.

Aber meistens ldsst man die Klammern weg.

Beispiel 7.3 [} [[x -y dzdy.
Das innere Integral ist

2 2 1
/erda::y-/xdx:y'—a:Z
1 1 2

Und damit wird das ganze Integral
33 3 y2
Sudy= 2. L
/1 2/ =97

Da ergeben sich gleich einige Fragen. Die praktische Frage: Wie das geht? Na genauso wie ein-
dimensionales Integrieren, entweder, man kennt eine Stammfunktion, oder man findet eine mit den
iiblichen Tricks aus dem letzten Semester, oder man muss es bleiben lassen.

Die theoretische Frage: Ob das geht? Wenn die Funktion

2 y-(4-1) 3
. 2 2

1

f:R—R, R:={(z,y)eR?®: c<z<d,a<y<b}

auf dem Rechteck R C IR? stetig ist, dann ist natiirlich auch fiir jedes feste y € [a,b] die Funktion
f(z,y), y fest, stetig auf dem Intervall [c,d]. Deswegen ist diese Funktion integrierbar, und F(y) =
/ Cd f(x,y)dx ist wohldefiniert. Aber ist diese neue Funktion F'(y) iiber dem Intervall [a, b] auch wieder
integrierbar? Dazu der néchste Satz:



Satz 7.2 (Parameterabhiingige Integrale) Die Funktion f sei stetig auf dem abgeschlossenen
Rechteck
R:={(z,y) € R?: c<x<d, a<y<b} CcR%

Dann ist die Integralfunktion

d
Fifab) =R, Fly)i= [ floyds
C
auch wieder stetig.
Dem Beweis schicken wir ein Lemma voraus.

Satz 7.3 (Lemma: Gleichmiflige Stetigkeit) Die Funktion f: R — IR sei stetig auf der kompak-
ten Menge R C R™. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 so, dass fiir alle x,x' € R gilt:

dx,x'y<d = |f(x)-fX) <e

Beweis. Wenn die Ausage falsch wére, dann gébe es also ein € > 0 so, dass fiir jedes § > 0 zwei
Punkte x,x’ € R existieren wiirden mit

d(x,x') <& aber |f(x)— f(xX)]>e

Nehmen wir insbesondere § = 1/k mit k € IN. Die x, %, die es fiir dieses § gibt nennen wir x*), x'(¥),
Damit haben wir zwei Folgen x*) und x'®), k € IN. Weil R kompakt ist, besitzt die Folge x*) eine
konvergente Teilfolge. Dann nehmen wir gleich 0.B.d.A. an, die Folge selbst konvergiere, etwa gegen
x € R.
Wegen d(x*), x'*)) < 1/k konvergiert auch die Folge x'(*) gegen x. Aus der Stetigkeit von f folgt
schlie3lich
lim f(x®) = f(x) = lim f(x'®),

k—o0 k—o0

im Widerspruch zu |f(x®)) — f(x'®))| > e. []

Beweis von Satz 7.3. Wir zeigen die e--Stetigkeit von F' in einem festen Punkt y € [a,b]. Dazu
geben wir uns ein € > 0 vor.
Uber 6 machen wir uns spiiter Gedanken, wir betrachten jetzt einfach Werte 3 € [a, b] mit |y —y'| <
d. Fiir festes = € [¢,d] gehoren dazu zwei Punkte x = (z,y) und x’ = (2,3’) € R. Diese haben einen
Abstand
ax, %) =y — o] < 6

Wenn wir nun J zu € wie im vorausgeschickten Lemma wéhlen, so finden wir
f(z,y) — fz,y)] <e

Und das ist so, mit demselben ¢ fiir alle = € [¢, d]. Daraus folgt

d d
Fw) = F0)| = | [ (Flew) = fyde) < [ 17(@) = fy))ldr < (d )

und aus dieser Abschétzung folgt die Stetigkeit von F in y. L]



So, jetzt wissen wir, dass wir eine stetige Funktion f(x,y) auf einem Rechteck erst in z- und dann
in y-Richtung integrieren konnen. Natiirlich kénnen wir die Rollen der Variablen vertauschen, und
erst in y-Richtung integrieren, und dann in z-Richtung:

/cd </abf(x,y)dy> dzx.

Und jetzt kommt eine Frage, auf die kann eigentlich nur ein Mathematiker kommen: Wie unterscheiden
sich diese beiden Integrale? Das Integral, wo man erst in z-Richtung integriert, und das Integral, wo
man das zuerst in y-Richtung tut.

Es ist ziemlich klar, dass da dasselbe herauskommen muss, aber als Mathematiker muss man das
beweisen.

Satz 7.4 (Fubini) Fir jede stetige Funktion f : R — IR auf dem beschrinkten, abgeschlossenen

Rechteck R C IR? gilt
/ab </Cdf(:v,y)da:> dy = /Cd (/abf(x,y)dy> d.

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir die konstante Funktion f(z,y) = 1:

/ab/cdl.da:dy:/ab(d—c)dy:(b_a).(d_c)’
/cd/abl.dyda::/cd(b_a)dx:(d_c).(b_a)_

Die Behauptung gilt auch, wenn f nicht auf dem ganzen Rechteck = 1 ist, sondern eine Funktion fg,
die nur auf einem Teilrechteck S C R den Wert 1 hat, und auf dem Rest R\ S von R konstant = 0.
Die Rechnung ist genau dieselbe, man muss nur die Teilintegrale weglassen, wo der Integrand = 0 ist.

Das Unschone an der Funktion fg ist, dass sie unstetig ist. Sie ist eine zweidimensionale Version
der Treppenfunktionen aus der eindimensionalen Analysis. Durch solche Funktionen wollen wir eine
gegebene stetige Funktion f : R — IR jetzt approximieren. Dazu zerlegen wir beide Intervalle [a, b]
und [e,d] in k gleichlange Teilintervalle durch Zwischenpunkte

b—a d—c

agsﬂzza—l—u'Tgb, c<t,=cH+v- =,

w,v=0,..k.

Das Teilrechteck
{(z,y) e R?: s, <2 <spy1,ty <y <tyyr}

nennen wir Sy, ,. Wir approximieren f durch eine Funktion f; : R — IR, die auf dem ganzen Teil-
rechteck S, , mit der linken unteren Ecke (s,,t,) den Wert f(s,,t,) hat. (An den Stellen, wo die
Teilrechtecke aneinander stoflen, muss man ein wenig aufpassen, aber darum will ich mich jetzt nicht
kiimmern.)

Jetzt geben wir uns ein € > 0 beliebig vor. Wenn k grofl genug ist, dann haben alle Teilrechtecke
einen Durchmesser < §, wo & > 0 die Zahl aus dem Stetigkeitslemma ist, die zu € gehort. Dann folgt
aus diesem Stetigkeitslemma, dass fiir alle (x,y) € Sy, gilt

|fe(z,y) — flz,y)] <e

Weil das fiir alle Teilrechtecke so ist, gilt diese Abschétzung auf dem ganzen Rechteck R.



WEeil die Funktion fj auf den Teilrechtecken konstant ist, konnen wir

/ab /Cd Jr(z,y)dzdy = /cd /ab fi(, y)dydz

schlieBen. Wegen |fx(x,y) — f(z,y)| < € auf ganz R, ist auBerdem

d b d
o (,y)dady — / / f (@, y)dudy

/cd /ab fr(z,y)dydz —/Cd /abf(x,y)dycm
/ab /cd flz,y)dxdy — /cd /ab f(z,y)dydx

Aber diese Ungleichung haben wir fiir beliebiges € > 0 bewiesen, und deswegen miissen die beiden in
Frage stehenden Integrale gleich sein. L]
WEeil die beiden Integrale gleich sind, kann man definieren

/fa:y (z,9) //fa:yda:dy—//fa:ydyda:

Soweit die Theorie. Die Praxis unterscheidet sich von der bisher betrachteten Situation vor allem
dadurch, dass Funktionen nicht immer nur iiber achsenparallel Rechtecke integriert werden miissen,
sondern z. B. {iber Dreiecke oder Kreise, oder Teile der Ebene, die von Funktionsgraphen begrenzt
werden. Da muss man also das Integral auch iiber solche Bereiche definieren. Das macht man, indem
man die zu integrierende Funktion mit dem Wert 0 auf ein Rechteck fortsetzt, das den Integrations-
bereich enthilt, und dann {iber dieses Rechteck integriert. Die fortgesetzte Funktion hat dann meist
am Rand des Integrationsbereiches Sprungstellen: sie ist nicht mehr stetig. Also muss man unbedingt
auch gewisse unstetige Funktionen integrieren. Und damit beginnen langwierige Komplikationen. Die-
se Theorie wollen wir uns sparen. Stattdessen integrieren wir einfach drauflos, auch wenn es sich nicht
um ein achsenparalleles Rechteck handelt.

Die wirklichen Probleme, die sich dann stellen, liegen in der Beriicksichtigung der Grenzen.

<e-(b—a) (d—c)

und

<e-(b—a) (d—c).

Daraus folgt
<2-(b—a) (d—c).

Beispiel 7.4 D C IR? sei das Dreieck mit den Ecken (0,0),(1,0),(0,1). Und diber dieses Dreieck
mdéchten wir etwa die Funktion x -y integrieren. Das geht so:

1 -z
/x'yd:zdy:/ (/ a:-ydy)da;.
D 0 0

Wir integrieren also fir jedes feste x € [0,1] zuerst in y-Richtung. Aber am Rand des Dreiecks D
miissen wir mit dem Integrieren aufhoren! Dieser Rand des Dreiecks liegt auf der Geraden y =1 —x,
bei unserem festen x miissen wir als obere Grenze also 1 — x nehmen. So, und jetzt konnen wir
integrieren



B /1 y21*x
= T = dx
0 2,
1 (1—x)2
= d
/Ox 5 T
1 1
= —/:1:-(1—2x+:1:2)d:1:
2 Jo
B 122 223 x41
2\ 2 3 4 0
1 (1 2+1)
2 \2 3 4
11
2 12 T
1
24

Wenn man Doppel-Integrale verstanden hat, kann man sich auch an Dreifach-Integrale wagen.
Alles geht analog. Es ist halt nicht nur doppelt so schwierig, sondern dreimal. Statt langer Theorie ein
Beispiel.

Beispiel 7.5 Wir wollen das sehr gefihrlich aussehende Dreifach-Integral

/01 /01 /01 (1+y2)\/(513_2+z)2d(x,y,2)

berechnen. Weil es auf die Reihenfolge der Integration nicht ankommt, integrieren wir zuerst tber x.

1 2

! NG B 1 ! B 2 1
| oo s armer b R arme o s

1
3
[ R s G

Damit sind wir nicht nur einen Schritt weiter, sondern haben auch etwas gelernt: Wenn der Integrand
ein Produkt von Funktionen ist, die nur von x, bzw. y, bzw. z abhingen, kénnen wir die einzeln
integrieren, und dann das Produkt der Integrale nehmen. Damit wird

Lol dy dz L dy L dz 1
/ / :/ / =arctg(l) - | —
o Jo 14+92)24+2)?% Jo 1+y2 Jo (2+2)? 2+z

Und das Ergebnis ist

1

T
o 4

=

11 1
[ AR S
0o Jo Jo (1+4y2)(2+2)? 3 4 6 36
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Aufgabe 7.7 Sei f : IR? — R eine stetige Funktion, und sei
B:{(:L‘,y)GIR2 : mZOundm2§y§1}.

wie lauten die Integrationsgrenzen in der Gleichung

[t day) = [| [ ) de|ay 2

Aufgabe 7.8 Sei M = {(z,y) € IR2| 0 < 2? < y < 4}. Berechnen Sie

/ Y326 d(z,y).
M

Aufgabe 7.9 Berechnen Sie fiir jedes n € IN
[ @+ amy) da.y).

wobei B = {(z,y) €R?: y>1—x, 22 +y*> < 1} sei.

Aufgabe 7.10 Berechnen Sie
/ (22 — zy) d(x,y) wobei
R

R={(z,y) € R*| 2% <2y} N ([0,1] x [0,4]).

Aufgabe 7.11 Seien f,g: IR?> — IR zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen, und sei Q ein
kompaktes, achsenparalleles Rechteck. Beweisen sie: Stimmen f und g in den Ecken von @) iberein,
s0 ist

0% f 0%g
d = d .
o 920y (z,y) d(z,y) o 920y (z,y) d(z,y)
Aufgabe 7.12 Gegeben sei
22 P
K, ::{(:L‘,y)GIR2 cx>0,y>0, §+1_6S1}'

Man berechne [ x(y —1) d(z,y).

11



Aufgabe 7.13 Fir A € R sei fy : R? — IR durch
Alz,y) =y* — 2227y + 2

definiert. Es sei K = {(z,y) € R* : 22+ y? < 1}. Man berechne

| ) da.y)
K

Aufgabe 7.14 Gegeben sei die Menge
B :={(z,y) cR? : y—a:QZO unda:—y2 > 0}.

Berechnen Sie

| vau dee.y).

Aufgabe 7.15 Es sei K = {(z,y,z) € R?:2>0,y>0 2241y2<1,0<z< 1}. Man berechne:

/ zy? 22 d(z,y, 2).
K

Aufgabe 7.16 Zeigen Sie

2 rz? 4,2
/ / x - e¥ dydr = / / x - e¥ drdy.
0 Jo 0 Jvy

Aufgabe 7.17 Berechnen Sie

/K/w d(z,y),

wobei K := {(z,y) €R? : >0,y>0, 22 +3> <2, 2% —¢2> <1}
Hinweis: Man zerlege K in zwei geeignete Integrationsbereiche.

Aufgabe 7.18 Sei D C IR? das Dreieck mit den Ecken (0,0), (5,1) und (3,3). Berechnen Sie das
Integral [px d(z,y).

Aufgabe 7.19 Es sei B C IR? der Bereich im ersten Quadranten des IR?, der zwischen der Geraden
mit der Gleichung v = x und der Parabel mit der Gleichung y = x? liegt.

a) Schreiben Sie [ xyd(x,y) als Doppelintegral.

b) Wie lauten die Grenzen bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge?

c) Berechnen Sie das Integral.

12



Aufgabe 7.20 Es seia > 0 und
P(a) :={(z,y,2) ER*: z+y+2<a, x>0,y >0, z>0}

Berechnen Sie
[ @+y+aday.).
P(a)

7.3 Volumenberechnung

Die Verallgemeinerung des Begriffs ,,Lange* auf hohere Dimensionen heifit ,, Volumen® . In der eindi-
mensionalen Analysis haben wir uns nicht um den Begriff , Linge* gekiimmert. Das lag daran, dass
die Lénge eines Intervalls [a,b] ganz einfach die Zahl b — a ist. Mehr gibt es dazu nicht zu sagen. In
7.1 haben wir ,krumme Intervalle* (=Kurven) betrachtet, und deren Lénge definiert.

Die zweidimensionale Version des Volumens heif3t Fliche. Die Fliache eines achsen-parallelen Recht-
ecks

ist

|R| :==(b—a) - (c—a).
Das ist klar. Aber was ist die Flidche |M| einer Menge M C IR2, die nicht zufiillig ein achsenparalleles
Rechteck ist?

Definition 7.3 Sei M C IR? ecine Teilmenge. Die Fliche dieser Teilmenge definiert man als das
Integral der Funktion = 1 tber diese Menge:

| M| ::/ 1d(z,y) :/ dxdy.
M M

Beim achsen-parallelen Rechteck R stimmt diese Definition mit der Zahl (b — a) - (d — ¢) {iberein.

Diese Definition der Fliache hat ihre Tiicken. Denn es ist nicht ganz klar, ob das Integral in der
Definition immer existiert. Fiir uns macht diese Frage wenig Sinn, weil ich das zwei-dimensionale
Integral iiber andere Bereiche, als achsenparallele Rechtecke ja gar nicht definiert habe. (In der Tat
kénnen Mathematiker mit viel Phantasie und ein wenig Mithe Mengen M C IR? angeben, deren
Rand so ausgefranzt, fuzzy ist, dass man kein verniinftiges Integral iiber eine solche Menge definieren
kann. Im Staatsexamen kommen derartige Mengen nicht vor. Deswegen befassen wir uns mit diesem
Problem nicht weiter.) Viel wichtiger fiir uns sind Rechen-Techniken, mit denen man Flichen in der
Praxis ausrechnet.

Die elementarste Menge M C IR?, die kein achsen-paralleles Rechteck ist, und deren Fliche man
kennen muss, ist ...
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.. ein Dreieck.

Nehmen wir an, das Dreieck D liege so, wie in dem Bild, dass also seine Ecken
I T2 T3
X1 = , X2 = y X3 =
< Y1 ) ( Y2 ) ( Y3 )

Ty <wT3 <72, Y1 <Y2<Y3

die Bedingungen

erfiillen. (In andern Féllen geht die Rechnungen genauso.) Um im Doppel-Integral die Grenzen richtig
einsetzen zu konnen, brauchen wir die Gleichungen der Dreiecks-Seiten, am besten in der nach y

aufgelosten Form:

Y2 — Y1

x1x2: y=g12(r) = y1+-—-(z—21),
T2 — I1
To — Yok —
_ Yir2 — Y2 1+y2 y1_$7
To — I T2 — T1
Y173 — Y31 Ys —
X1X3: Y= 913(1‘) = + ~ T,
T3 — X1 T3 — 21
Y23 — Y32 Ys — Y2
XoxX3: Yy =go3(x) = + - .
T3 — T2 T3 — T2

Dann ist die Dreiecksflache

913 923
D] = / / dydx—l—/ / ’ e
g12(x) g12()
= / (913(7) — g12(x dl’+/ (g23(x) — g12(2)) d
xrs3
= / da:—i—/ go3(x dﬂC—/ gi2(x
mit
3 T3 — Y3T - 22|"
/ gis(z) = Y103 — Y3 L (2 — 1) + ys—y1 z°
1 T3 — I r3—T1 2 -
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1 ys—u
= y1$3—y3$1+§-7-(m§—x%)
T3 — 1

1
= Yia3 = ysan g (y3 — y1)(z3 + 21)

1 1
= (123 —y3z1) + 5 (y3e3 — y121)

2 2
z2 1 1
/ gi2(z) = 5(911‘2 —yox1) + §(y2332 — y121)
1
2 1 1
/ go3(z) = 5(?!31‘2 — yox3) + 5@2332 — Y3T3).
x3

Bei Berechnung von |D| kiirzen sich die Anteile in den rechten Klammern weg, und wir finden
1
DI = 5l(@2ys — w3y2) — (21ys — zsy1) + (@192 — 2291)].
Das sieht furchtbar (=strukturlos) aus, aber das Resultat kann man auch in Determinantenform als

1 L1 1 To— X1 XT3 — X
|D| = —det | 1 2 m3 | = =det 2 tos !
2 v s 2 Y2—Y1 Ys— Y1

schreiben. Nennen wir die Vektoren, welche das Dreieck aufspannen
u = X9 — X1, VvV = X3 — X1,
so haben wir fiir die Dreiecksfliche die Determinantenformel
1
|D| = §det(u, V)

erhalten.
Nennen wir, wie iiblich
[ul=¢ [vi=b
und bezeichnen den Winkel zwischen u und v mit «, so wird daraus die aus der Schule bekannte
Formel
|D| = % “b-c-sin(a).

15



Aus zwei Dreiecken kann man ein Parallelogramm zusammensetzen:

Wegen

det(—u, —v) = det(u,v)

hat das zweite Dreieck, dieselbe Flache, wie das erste. Fiir die Fliche des von zwei Vektoren u und v
aufgespannten Parallelogramms finden wir also

|P| = det(u,v).

Eine andere wichtige Klasse von Fliachen bilden diejenigen Flachen, welche von Funktionsgraphen
begrenzt werden: Sei f : [a,b] — IR eine stetige Funktion. Die Fliache zwischen deren Graphen und
der x-Achse, zwischen x = a und x = b, ist nach unserer Definition

|F| = /ab /Of(x) dydx = /ab f(x)dx.

Das ist genau die Interpretation des Integrals [ f(z)dz als ,die Fliche unter dem Funktionsgraphen*
aus der eindimensionalen Analysis. (Natiirlich mit der {iblichen Konvention: wo f(x) < 0 ist, dort
zéhlt die Flidche negativ.)

Der wichtigste Spezialfall ist hier natiirlich der Einheitskreis. Seine Fliche haben wir in 4.4 als

1
|K1|:2/ V1—a2?de =7
-1

ausgerechnet. Und die Fléche des Kreises vom Radius r ist (Substitution u := z/r)

r 1 2 1
| K| =2 \/T2—$2d$:2/ r'\/1—<£> ~rd(£):2r2/ V1—w2du =r?- .
—r —1 T T —1

Beispiel 7.6 Mit der Substitutionsformel kann man auch die Fliche einer achsenparallelen Ellipse



ausrechnen:

a 2\ 2
E| = / b- 1—(”“"—2) da
—a a

Warnung: Die Fliache der Ellipse kann man ganz einfach berechnen. Bei ihrer Bogenléinge ist das
vollig anders! Nach langen Bemiihungen hat man um 1800 herum gemerkt, dass das Integral fiir
die Bogenldnge der Ellipse, das sogenannte elliptische Integral, mit elementaren Funktionen nicht zu
knacken ist. Man kam dadurch auf eine neue Gattung von Funktionen, die sogenannten elliptischen
Funktionen. Dies war die Geburtsstunde der in der Mathematik zentralen Funktionentheorie.

Satz 7.5 (Flichenstreckung) FEs sei M C IR? eine Menge und M, ihr Bild unter der Streckung
Sy X —r-X.

Dann gilt fiir die Fldche
|M,| = 72‘M|'

Diese Formel ist ziemlich klar, vor allem wenn man an Beispiele denkt, wie den Kreis vom Radius
r, gestreckte Rechtecke oder Parallelogramme.
Der Beweis von Satz 7.5 ist eine einfache Anwendung der Substitutionsformel in z- und in y-

Richtung. Im Doppelintegral
i, (fo)o
My

liefern die z-Integrationen die entsprechenden Integrale iiber M, jeweils mit r multipliziert, und bei
der anschliefenden Integration in y-Richtung wird nochmal mit r multipliziert. L]

So, das war das wichtigste zur Flidchenberechnung. Wenden wir uns jetzt dem dreidimensiona-
len Fall zu, der Berechnung echter Volumina. Analog zum zweidimensionalen Fall definiert man das
Volumen einer Menge M C IR? als

/ dx dy dz.
M

Wieder will ich nichts dariiber sagen, fiir welche Mengen dieses Integral definiert ist, sondern nur
konkrete Beispiele ausrechnen.

Beispiel 7.7 Der einfachste Fall ist natiirlich ein achsenparalleler Quader

Q:{(:L‘,y,z)elf{3: a1 <z <by,ay <y<bg, az <z <bs}.

b1 b2 b3
Q| = / / dzdy dx
a1 Jas Jas

bi rbo
= / / (bs — a3) dy dx
al a2
b1

= / (bg — (12)([)3 — (13) da;
= (b1 —a1)(b2 — a2)(bs — a3),

Sein Volumen ist
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wie sich das auch gehort.

FEin nicht achsenparalleles, nicht rechteckiges Rechteck in der Ebene heifit Parallelogramm. Die
dreidimensionale Version davon heif3t Parallelotop oder Spat. So eine Menge wird von drei Vektoren
u,v,w € IR?® aufgespannt. Man kann einen solchen Spat beschreiben als

S:{XEIF{3: x=u-u+v-v+w-w, 0<u<1,0<v<1,0<w<1}.

Analog zur Determinantenformel fiir die Flédche eines eines Parallelogramms gilt fiir das Volumen
dieses Spats
S| = [det(u, v, w)|

Hier habe ich die 3 x 3-Determinante in Absolut-Striche gesetzt, weil ihr Vorzeichen ja von der Ori-
entierung der drei Vektoren u,v,w abhéingt. Entweder, man passt auf, dass sie immer die ,rechte-
Hand-Eigenschaft“ haben, oder man kann nicht vermeiden, dass die Determinante auch mal negativ
ist. Dann muss man halt ihren Absolutbetrag nehmen.

Diese Determinantenformel fiir das Volumen des Spats mdéchte ich hier nicht beweisen. Man kann
es sicher ganz analog zur Determinantenformel fiir die Fliche des Parallelogramms tun. Nur diirfte
es ganz wesentlich uniibersichtlicher sein. (Ich habe das dabei entstehende Integral noch nie durch
elementare Integration ausgerechnet. Es gibt aber Tricks, die hier zum Ziel fiithren, und die man
manchmal in der Linearen Algebra kennenlernt.)

FEin wichtiges Verfahren, Volumina zu berechnen ist das sogenannte Cawvalierische Prinzip. Dabei
denkt man sich den Korper M fiir jeden festen z-Wert h € IR horizontal durchschnitten. Dabei entsteht
eine Fliche, die wir mit M (h) bezeichnen wollen. Mit dieser Notation gilt

Satz 7.6 (Cavalierisches Prinzip) |M|= [ |M(h)|dh.

In Worten: Das Volumen ist das Integral tiber die horizontalen Schnittfiichen.

In der Formel habe ich zwar das Integral iiber ganz IR hingeschrieben. Aber wir betrachten in
der Regel nur beschrénkte, abgeschlossene Mengen M. Da gibt es dann einen minimalen z-Wert hq,
unterhalb dessen die Schnittflichen M (h) leer sind, und analog einen maximalen z-Wert hy. Man
braucht dann natiirlich in z-Richtung nur von h; bis hy zu integrieren.

Der Beweis des Satzes besteht einfach in einer Interpretation des Integrals

|M| = /M d(r,y,2) = /}:2 </M(z) d(a:,y)) dz.

Das z,y-Integral iiber M(z) ist ja gerade die Fliche dieses ebenen Schnittes. L]

Satz 7.7 (Corollar) Sind K und L C IR® zwei Korper, so, dass sie fir alle Hohen h € R dieselben
Schnittflichen
(K (h)| = [L(h)|

besitzen. Dann haben beide Korper dasselbe Volumen.
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Beispiel 7.8 FEine klassische Anwendung dieser Version des Cavalierischen Prinzips stammt von Ar-
chimedes. Dabei ist K eine Halbkugel (der Einfachheit wegen vom Radius 1) und L der Restkiorper,
der entsteht, wenn man aus einem Zylinder vom Radius 1 und der Héhe 1 einen Kreiskegel ausbohrt:

Beide Korper haben fiir alle h mit 0 < h < 1 ebene Schnitte gleicher Fliche: Bei der Halbkugel ist
diese Schnittfliche ein Kreis vom Radius

P = Vl_h27

und dessen Fldche ist

K(h) = (1—h?) .

Beim Restkorper L ist die Schnittfliche ein Kreisring vom dufleren Radius 1 und vom inneren Radius
h. Dessen Fldche ist
|L(h)| =7 — h?- 7.

In der Tat, nach dem Korollar zum Cavalierischen Prinzip haben die beiden Kérper K und L
dasselbe Volumen. So kann man die Berechnung des (Halb-) Kugel-Volumans auf die Berechnung des
Volumens eines Kreis-Kegels zuriickfihren. Damit haben wir das Halbkugel- Volumen aber noch nicht
ausgerechnet. Dazu verwenden wir das Cavalierische Prinzip in der Version von Satz 7.6:

h? 2

1 1
|K\:/0 \K(h)|dh:7r~/0 (=W dh=m-(h— ) =7 2.

Das ist das Volumen der halben Einheitskugel. Das Volumen der ganzen Finheitskugel ist somit

4
-

37
Der Kreiskegel ist ein Spezialfall einer dreidimensionalen Figur, die h&ufig vorkommt:

Definition 7.4 Es sei eine Fliche F in der x,y-Ebene gegeben und ein Punkt p auflerhalb dieser
FEbene. Die Pyramide iber F' mit Spitze p ist die Menge

{Ap+(1-XN)g: 0<A<1,q€ F},
welche tberstrichen wird von den Verbindungsstrecken aller Punkte q € F' mit der Spitze p.

Sei P eine solche Pyramide, und sei ps > 0 die z-Komponente ihrer Spitze p. Jeder ebene Schnitt
P(h), 0 < h < ps, ist dhnlich zur Grundfliche F. Und zwar entsteht P(h) aus F' durch Streckung mit
dem Faktor

pg—h h
c= =1-—.
b3 b3
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Die Grofle der Schnittfliche ist deswegen
h

— (1 — "2,
[P(R)] = (1= 2)" F.

Und das Volumen der ganzen Pyramide ist nach dem Cavalierischen Prinzip

3 h\ 2
P| = \F\~/ (1--) dh
0 p3
P 9 2
_ \F\-/3<1——h+h—> dh
0 p3  P3

p3 3p3 0
D
= \F\'(p3—p3+§3)
_ |Flps
-

1
Pyramidenvolumen = 3 Grundfliche x Hohe

Aufgabe 7.21 Berechnen sie das Volumen des Korpers, der begrenzt wird durch die Flichen

Fy = {(z,y,2) € R} 2 =4} und Fy := {(2,y,2) € R®| 2z = 2% + ¢°}.

Aufgabe 7.22 a) Berechnen Sie

R
/ e “Tdx
0

b) Berechnen Sie das uneigentliche Integral [, dxdydz, wobei
K ={(z,y,2)|y* +2° <e ™, 0<a}

15t.

Aufgabe 7.23 Man berechne das Volumen der Menge

M ={(z,y,2) ER3\0§m§y2§z3§1}.

Aufgabe 7.24 Die Menge T entstehe durch Rotation des Flichensticks
Q={(x,y.2) ER’[y=0, |z — 1| +]2| <1}

um die z-Achse. Man berechne das Volumen von T'.
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Aufgabe 7.25 Berechnen Sie das Volumen der Durchschnittsmenge der folgenden beiden Zylinder Z
und Zy:

Zy = {(x,y,2) € R}z +y* < R?*}

Zy = {(x,y,2) e R®2®+ 2> < R*} ;R > 0.

Aufgabe 7.26 Man berechne mittels eines Integrals das Volumen der Menge
M ={(z,y,2) e R*|1 <a® +¢% 2® +° + 22 < 2}.

Aufgabe 7.27 Berechnen Sie die Volumina der folgenden Teilmengen des IR3:
a) A:={(z,y,2) e R®: 22+ 9?2 <z} n{(w,y,2) e R3: 22 +¢% <2 -2},

b) B :={(z,y,2) € R®: 5> 2% +y% > 1+ 2%},

c) C:={(z,y,2) e R?: 2z <a?+y? <42 <4},

d) D:={(z,y,2) e R®: 22+ <2<1,0<y <z}

7.4 Der Transformations-Satz

Der Transformations-Satz ist das mehrdimensionale Analogon der Substitutions-Formel aus der ein-
dimensionalen Analysis. Erinnern wir uns zunéchst an diese Formel:

x(b)
f(x)dx —/ flx — du
z(a)

Dabei ist die Abbildung

ur z(u), [a,0] — [z(a), 2(D)]
die Substitutionsabbildung. Sie muss bijektiv und stetig differenzierbar sein. Natiirlich kann man fiir
diese Abbildung eine eigene Bezeichnung einfiihren, etwa x = ¢(u). Dann wird die Substitutionsformel

©(b)
/ flp u) du = / f(x)dx.
v(a)
Schreibt man die Formel so, dann ist die Formulierung etwas korrekter, dafiir ist sie etwas schwerer

zu merken.
So, jetzt der mehrdimensionale Fall. Wir wollen also das Volumenintegral

/ flxy,exy)d(zy, ..., zp)

transformieren. (Praktisch interessiert uns hier nur der Fall n = 2 oder n = 3.) Hier ist also der
Integrationsbereich B C IR" eine kompakte Menge. Das Integral wollen wir durch eine bijektive
Abbildung

d: A— B, ACIR" kompakt

in ein Integral iiber den neuen Integrationsbereich A transformieren.
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Satz 7.8 (Transformations-Satz) FEs seien A, B € IR" kompakt, ® : A — B bijektiv und stetig
differenzierbar (auf einer offenen Menge, die A enthdlt). Die Funktion f : B — IR sei stetig. Dann ist

/Bf(x)d(a:l,...,xn):/Af(q)(u))\det(d)/(u))\ d(u, ).

Das ist wieder einer der Sétze, die ich hier nicht beweisen kann. Einen Beweis findet man in Forster
III. Aber dieses Buch hat ein etwas anderes Gewicht, als die beiden ersten Bénde, es liest sich lange
nicht so fliissig. Statt des Beweises hier also erst einige Bemerkungen.

Die Formel fiir den Transformations-Satz hat genau dieselbe Bauweise, wie die Substitutionsformel.
Der wesentliche Unterschied ist: Wo in der Substitutionsformel die Ableitung ¢ steht, steht hier der
Absolutbetrag der Funktionaldeterminante

0P
det ( V) ’ .
ouy,

Die Bezeichnung der Abbildung ® kann man unterdriicken, sie etwas salopp x = x(u) schreiben. Dann
nimmt die Formel die Gestalt

ox,
/Bf(x)d(xl,---,xn) Z/Af(x(u))\det<8uu>

Etwas scheint aber doch wesentlich anders als in einer Dimension zu sein: Die Absolut-Striche sind
neu. Die stehen natiirlich da, damit das Integral bei einer Transformation mit negativer Determinante
nicht sein Vorzeichen &ndert. Nun gilt die eindimensionale Substitutionsformel auch, wenn ¢’ < 0
ist. Warum brauchen wir da keine Absolutstriche? Antwort: Weil wir nicht die Integrations-Intervalle
hinschreiben, sondern die Grenzen unten und oben an das Integral. Und wenn ¢’ < 0 ist, dann fillt ¢
monoton, wir haben ¢(a) > ¢(b), die obere Intergations-Grenze ist kleiner als die untere, das Integral
hat automatisch ein negatives Vorzeichen.

Schliefflich, was hat die Funktional-Determinante mit Integration zu tun, warum kommt hier eine
Determinante vor? Die Antwort auf diese Frage ist die eigentliche Idee fiir den Beweis: Man stellt
sich vor, den Integrationsbereich A durch kleine achsenparallele Wiirfelchen @) auszuschopfen. Die
Kantenvektoren dieser Wiirfelchen seien € - ey, ..., € - €,, wo eq,...,e, € IR" die Standard-Basis ist. Die
differenzierbare Abbildung ® verzerrt so ein Wiirfelchen ), und zwar ndherungsweise in ein Paralle-
lotop, das von den Vektoren

[det(® ()] =

d(ula () un)

e ®'(u)-ep,..ec-®u)- e,

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind, bis auf den Faktor ¢, die Spaltenvektoren der Funktionalmatrix
®’(u). Das Volumen des Parallelotopchens ist

Pl = € |det(®' (w)] = |Q) - [det(® ().
Und das Integral [ f(x)d(x1,...,z,) approximiert man durch eine Ndherungssumme

S FERIP] =) f(x(up)) Qx| - |det (D ().

Und diese Néherungs-Summe approximiert eben nicht das Integral [, f(x(u))d(u1,...,u,) iber die
Funktion f(x(u)), sondern das Integral iiber die Funktion

f(x(u)) - |det(2'(a))].
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So, jetzt wollen wir Beispiele behandeln:

Beispiel 7.9 Der erste wichtige Spezialfall des Transformations-Satzes ist der, wo die Transformation
& nicht nur differenzierbar (= linear approzimierbar) ist, sondern selbst linear. Ist

P:R"—>R", u—M-u

linear, so ist ihre Ableitung ® diese lineare Abbildung selbst, und die Funktionalmatriz ist M. Der
Transformations-Satz sieht dann so aus:

fx)d(z1, ..., zy) = |det(M)] / f(x()d(ug, ..., up).
) A

o(A

Ist hier insbesondere f = 1, die Fins-Funktion, so sind die Integrale die Volumina der Integrations-
Bereiche, und wir erhalten eine Formel fiir die Transformation von Volumina unter linearen Abbil-
dungen:

Satz 7.9 (Volumen und lineare Abbildungen) Ist ® : R" — IR", u— M - u eine invertierbare
lineare Abbildung so gilt fiir das Volumen einer Menge A C IR"

[(A)| = |det(M)] - | Al

Beispiel 7.10 FEin Spezialfall hiervon ist die von uns in 7.3 berechnete Fliche a - b- 7w der Ellipse

.’E2 yQ
{(1‘,y)€IR22 ﬁ+b_2§1}

mit den Halbachsen a und b. Diese FEllipse ist das Bild der Einheitskreis-Scheibe unter der linearen

()55 (0) ()

mit der Determinante a -b. Deswegen ist die Ellipsenfliche a-b mal die Fliche des Einheits-Kreises.

Beispiel 7.11 FEin anderer wichtiger Spezialfall ist die Transformation eines Integrals in Polarko-
ordinaten r, . Man benutzt sie immer bei rotations-symmetrischen Problemen. Die Transformation
haben wir schon oft besprochen. Ihre Funktionaldeterminante ist r. Ist etwa B ein Kreissektor, in
Polar-Koordinaten gegeben durch

ri <r<ry @1 << o,

und f stetig auf B, so ist

/Bf(w,y)d(ﬂc,y)Z/ /mr'f(r,so) dr dp.

2
w1 Jri

Damit kann man sehr einfach Integrale iiber Funktionen ausrechnen, die nur vom Radius abhéngen.
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Beispiel 7.12 Ist etwa

9(z,y) = f(y2* +y?) = f(r)

eine solche Funktion, so ist ihr Integral tiber die Kreisscheibe

Kg = {(z,y) e R?: 2?4+ 3 < R?}

/KRg(a:,y) d(z,y) :/OR/OZﬂT'f(T) d*‘)drz%-/Oer(r) N

Nimmt man hier insbesondere die konstante Funktion g = 1, so bekommt man die Fldiche von Kg
durch Integration in Polar-Koordinaten

vom Radius R

R
=R?> 7.

R 1
|KR|:27T'/ rdr =2 -=r?
0 2 o

Diese Methode ist bei weitem einfacher, als jede Berechnung der Kreisfliche in euklidischen Koordi-
naten.

Beispiel 7.13 Jetzt noch ein beriihmtes Beispiel. Die Funktion

gly) =V =

hingt nur von r ab. Ihr Integral tiiber Kgr ist

R vR
/ i d(z,y) = 271'/ re " dr = 71'/ e Ydu=—m- e_“|(\)/§ =7-(1— 6_\/}_2)-
Kgr 0 0

Hieran ist noch nichts so bemerkenswert. Aber man kann zum uneigentlichen Integral

/IRQ e~ %V d(z,y) = hrn m(1— e_\/ﬁ) =7

R—o0

ibergehen. Mit dem Satz von Fubini (und etwas weiterer Theorie uneigentlicher Flichen-Integrale)
kann man dieses uneigentliche Integral auch als
</ —w da:) e_yzdy

[t - [
(L) ([
([

0 2
/ e " dr = /7.
—0o0

schreiben. Daraus folgt

Das Bemerkenswerte ist, dass man das eindimensionale Integral [ e~ nicht elementar berechnen
kann. Die Funktion e=®" beschreibt die in der Statistik wichtige Gaufsche Glockenkurve (Normalver-

teilung). Sie heifit auch erf(x), ’error function’.
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Zum Abschluss wollen wir uns jetzt noch der Transformation in Kugelkoordinaten zuwenden:
x =1 cos(p)cos(h), y=rsin(p)cos(d), z = r sin(h).
Thre Funktionalmatrix

vy cos(p)cos(0)  —rsin(p)cos(8) —rcos(p)sin(f)
<M)> = | sin(p)cos(0) rcos(p)cos(@) —rsin(p)sin(f)
sin(0) 0 rcos(0)

hat die Determinante
cos(p)cos(0) —sin(p) —cos(p)sin()
r?cos(0) - det | sin(p)cos(0) cos(p) —sin(p)sin(8) |,
sin(0) 0 cos(0)

wo die Determinante dieser letzten 3 x 3-Matrix sich mit nach der Regel von Sarrus zu

cos?(p)cos®(0) + sin?(p)sin?(0) + cos®(p)sin?(0) + sin?(p)cos*(0) =
cos*(p) + sin*(p) = 1

Die Funktional-Determinante bei der Transformation in Kugelkoordinaten ist also
r2cos(6).

Beispiel 7.14 Machen wir mal die Probe, und berechnen das Volumen der Kugel Kr C IR wvom
Radius R in Kugelkoordinaten:

w/2 27 rR
|Kr| = /2/0 /0 r2cos(6) dr dp db

w/2 21 R3

= / %cos(@)dgpd&
—7/2J0
w/2 PR3

:/ %-27r-cos(0)d9
—7/2

— SR sin(0)

= Rim-sin(0)| ),

= §R37T.

Das ist wohl das Ergebnis, das rauskommen soll.

Aufgabe 7.28 Berechnen Sie fiir
B:{(m,y,z)e]f{3|1§a:2+y2§4,$20,y20,nggl}

das Integral

/ 2V (2, y, 2).
B
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Aufgabe 7.29 Aus einer Kugel vom Radius
R = 5 bohre man einen geraden Kreiszylinder M~
Z vom Radius r = 4 aus, dessen Achse durch
den Mittelpunkt M der Kugel geht. Berechnen

. K\Z R
sie das Volumen des Restkirpers K \ Z.
~ -
Querschnitt

Aufgabe 7.30 Gegeben seien die Flichen ® = {(x,y,2) € R*|z = 72,y = r - cos(p), z = 7 -
sin(), 0 < r <20 < ¢ <21} und ¥ = {(x,y,2 € R®|x = 4} sowie die Funktion f : R3 —
R, (x,y,2) — y+2. Sei K der von ® und ¥ begrenzte Korper. Bestimmen Sie den Wert des Integrals
Ji fd(z,y, 2).

Aufgabe 7.31 Seien a und b positive reelle Zahlen. Berechnen Sie mit Hilfe der Koordinatentrans-
formation
x=r-a-cos(p), y=r-b-sin(p)

das Integral
2

2 2 , 22y
2 2 ; = — 4+ =<1}
//Be;rp< oA mit B={(x,y) € R |a2 + 2 = 1}

Aufgabe 7.32 Sei B C IR? der Durchschnitt des abgeschlossenen Dreiecks mit den Ecken (0,0), (1,0), (1,1)
mit dem Auferen der offenen Finheitskreisscheibe um den Ursprung.
a) Zeigen Sie: B = {rcos(p), rsin(p)|0 <p <7, 1<r < Fl(w)}

b) Berechnen sie das Integral

1
[ s dtew)
VT

Aufgabe 7.33 Berechnen Sie fiir
B:{(a:,y)GIR2\1§a:2—|—y2§4 und 0 < z <y}

das Integral
/ e d(a, y).
B

Aufgabe 7.34 Man berechne das Volumen der Menge
M= {(az,y,z) cR3 |2+ <1,0<2< \ll—y/xQ—i—yQ}.
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Aufgabe 7.35 In der (x,y)-Ebene sei M das von den Geraden x4y = /2 und —x +y = /2, sowie
vom oberen Bogen des Einheitskreises 2% + 3% = 1 begrenzte Gebiet.

a) Berechnen Sie die Fliche von M.

b) Berechnen Sie durch Integration das Volumen des Kdérpers, der durch Rotation von M um die
y-Achse entsteht.

Aufgabe 7.36 Es sei S := {(z,y) € R?: 1 < 2% +y? < e}. Berechnen Sie das Integral

[ 1n@* + y)d(a.p).
S

Aufgabe 7.37 Es sei H := {(z,y,2) € R?: 2 >0, 22 + 3?4+ 22 < 1}. Berechnen Sie das Integral

/ x e$2+y2d(a:,y, z).
H
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Als ich mit dem Computer die Bibliothek des Mathematischen Instituts nach Biichern iiber Diffe-
rentialgleichungen durchsuchte, lieferte mir der iber 200 Buchtitel. Die Mehrzahl waren Biicher tiber
partielle Differentialgleichungen, haben mit dem Inhalt dieser Vorlesung wenig zu tun. Und von den
Biichern iiber gewthnliche Differentialgleichungen waren die allermeisten viel zu speziell. Hier moéchte
ich einige Biicher angeben, die vielleicht fiir Sie brauchbar sind.

Zunichst einmal steht fast alles, was ich in dieser Vorlesung behandeln werde im zweiten Teil des
Buches

O. Forster: Analysis 2, rororo vieweg, soundsovielste Auflage.
Ich selbst habe gewonhnliche Differentialgleichungen nach

F. Erwe: Gewohnliche Differentialgleichungen, BI Mannheim, 1964
gelernt. Der Klassiker auf diesem Gebiet ist

F. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, AVG Leipzig 1930 (und spétere Wiederauf-
lagen mit dhnlichem Titel).
Schliefllich ist auch

E.L. Ince: Die Integration gewohnlicher Differentialgleichungen, BI Mannheim, 1956
ein sehr niitzliches und kompaktes Buch.

8.1 Einfiihrung

Differentialgleichungen sind die wichtigsten Anwendungen der Mathematik. Die Mutter aller Differen-
tialgleichungen ist die Newtonsche Gleichung

y=-g

fiir den freien Fall. Dabei ist y(t) die Hohe eines Massenpunktes zur Zeit ¢, der sich im freien Fall,
nur unter Einfluss der Erdanziehungskraft, nach unten bewegt. Auf ihn wirkt die Erdanziehungskraft
K = —m g, wo m seine Masse, und die Beschleunigung ¢ ungefihr 10m/sec? ist. Newton hat heraus-
gefunden, dass die Kraft, welche auf einen Korper wirkt, diesen Korper beschleunigt. D.h., sie wirkt
direkt auf die zweite Ableitung seiner Hohe y(t). Quantitativ ist Newtons Formel

K=m-y,

die Kaft ist Masse x Beschleunigung. Beim freien Fall kiirzt sich die Masse m heraus, und man erhélt
dann die obige Gleichung.
Aus der Schule kennt man die Lésung

y(t):yo+vo-t—g-t2, t = Zeit.
Dabei ist yg die Anfangshohe und vg die Anfangsgeschwindigkeit. Es ist leicht nachzurechnen, dass
diese Funktion y(t) eine Losung der Gleichung ist. Und man iiberzeugt sich ebenso leicht davon, dass

auch umgekehrt jede Losung der Newtonschen Gleichung diese Form hat: Aus § = —g folgt durch
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einmalige Integration y = —g - ¢ 4+ vp mit einer Konstanten vg und durch eine zweite Integration
y(t) = —(9/2) - t2 + v - t + yo mit einer weiteren Konstanten yyo.

Die Newtonsche Differentialgleichung ist ganz besonders einfach: Aufler der zweiten Ableitung
kommt in der Gleichung von der gesuchten Funktion nichts vor. Deswegen behandelt man sie ja
auch schon in der Schule. Das ist nicht besonders typisch fiir Differentialgleichungen: Im Allgemeinen
verkniipft eine Differentialgleichung eine Funktion mit ihren Ableitungen. Das passiert z.B., wenn
man in der Gleichung des fallenden Kérpers den Luftwiderstand beriicksichtigt. In erster Nédherung
ist der eine Art Reibung und damit direkt proportional zur Geschwindigkeit. Beriicksichtigt man ihn,
so nimmt die Newtonsche Gleichung die Form

y=—p-y—g

an. Da kommt zwar die erste Ableitung der Funktion y(t¢), aber immer noch nicht die Funktion
y(t) selbst vor. Das wiirde aber notwendig, wenn man einen Fall durch die gesamte Erdatmosphire
(etwa einer zuriickkehrenden Rakete) verfolgt. In erster Nidherung wére die Luftdichte, und damit der
Luftwiderstand proportional zur Néhe zu der Erde, etwa u = u(y) = - (yo — y(t)). Dann bekommen
wir die schon recht komplizierte Gleichung

i=—un-(yo—y@) v—g,

in der die Funktion y(¢) und ihre beiden ersten Ableitungen vorkommen.
Ein anderes Beispiel ist die Gleichung

j=—w?-y(t)
des harmonischen Oszillators. In der Schule lernt man dafiir die Losungen
y(t) = c1 - sin(wt) + co - cos(wt), ¢1,c2 € R,

kennen. Allerdings ist es hier schon wesentlich schwerer, sich davon zu iiberzeugen, dass dies die
einzigen Losungen sind. Wenn man den Schwingungsvorgang auch noch geddmpft annimmt, kommt
man auf eine Differentialgleichung der Form

j—p-y+wy=0.
Hier kommt wieder die gesuchte Funktion y(¢) mit ihren beiden ersten Ableitungen vor.

Dise kurze Diskussion zeigt schon einige wesentliche Aspekte der Differentialgleichungen:

e Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, welche die Werte einer Funktion mit ihren Ablei-
tungen verkniipft.

e Je realistischer die Differentialgleichung einen Vorgang beschreiben soll, desto komplizierter ist
sie.

e Man kann den Ablauf eines Vorgangs (z.B. einer Bewegung) vorhersagen, wenn man die betref-
fende Differentialgleichung 16st.

e Kennt man alle Losungen, so kennt man alle moglichen Bewegungsabléufe, welche durch diese
Differentialgleichung beschrieben werden.
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Newton schuf die Grundlagen der theoretischen Mecha-
nik, mit der man die Bewegung von Koérpern unter Einfluss
von Kriften verstehen kann. Das war einer der beiden wich-
tigsten Impulse zur Entwicklung der Theorie der Differenti-
algleichungen. Er hing ganz deutlich mit den Anwendungen
zusammen. Der andere, davon nicht ganz klar zu trennende
Impuls kam aus der reinen Mathematik: Man wollte Kur-
ven (Funktionsgraphen) beschreiben, iiber deren Richtung
man etwas wusste. Das typische Beispiel dafiir ist die Kur-
ve, auf der sich eine Taschenuhr bewegt, wenn man sie an
ihrer Kette {iber den Tisch zieht, und zwar immer in diesel-
be Richtung. Diese Richtung soll natiirlich nicht direkt von
der Uhr wegzeigen, sondern etwa langs der y-Achse, von der
die Uhr den Abstand x hat. Die Situation ist dann ungefahr
S0:

Die Differentialgleichung, welche die Funktion y(z) und damit die Bahn der Taschenuhr beschreibt,
erhilt man durch folgende Uberlegung: Wir suchen erst einmal die Gleichung fiir die Gerade, auf
der die (straff gespannte) Kette liegt. Sie ist die Tangente an die gesuchte Kurve. Um nicht mit den
Koordinaten z, y durcheinander zu kommen, nehmen wir fiir die Tangentengleichung Koordinaten &, 7.
Der Anfangsvektor der Geraden ist (z,y(x)) und ihre Steigung y/(z). Dann ist die Tangentengleichung
also

n=y()+y' (@) (€—a)
Die Tangente schneidet die y-Achse dort, wo
§¢=0, n=y@)-z-y(z), n-yk)=-2y(

ist. Nach Pythagoras ist die Ladnge [ der Uhrkette

=22+ (-2 = Ja2 + a2 ()2 = 221+ ()2,
und somit

— 1
J}2

BN i
9y T *

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung. Genauer gesagt, sind dies zwei Differentialgleichungen: Eine,
wenn man in negativer y-Richtung zieht (Plus-zeichen), und eine andre (Minus-Zeichen), wenn man
in positiver y-Richtung zieht. Wir wollen uns auf letzteres festlegen, sodass wir also

, 12 — 22
y=—"—"
X

16sen miissen.
Man kann diese Gleichung lésen, wenn man die Funktion v/I? — 22 /2 integrieren kann. Eine Stamm-

funktion ist
I+ V02 —2x2
T

VIZ—22—-1-In
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Die findet man in einer guten Formelsammlung. Wenn man sie nicht dort findet, sondern selbst inte-
grieren muss, ist man allerdings in Schwierigkeiten. Ich selbst habe - in Kenntnis der Stammfunktion
- ewig gebraucht, bevor ich merkte, dass die Substitution u = /{2 — 22 zum Ziel fiihrt. Damit kommt
man auf ein Integral, das mit Partialbruchzerlegung zu bewiltigen ist. Als Losungen findet man damit

also die Funktionen
[+ V12— 22
T

y=c—VI2—22+1-In

, c€IR.

Die Integrationskonstante ¢ macht Sinn, man kann ja mit dem Ziehen der Taschenuhr bei einem
beliebigen Wert von y anfangen, dieser y-Wert legt die Konstante ¢ fest.

Diese Gleichung ist typisch fiir eine Reihe von Gleichungen, die mit der Tangente
{EneR®: n=y+y (—-2)}

an den Funktionsgraphen y = y(x) zusammenhéngen. Wir stellen einige davon systematisch zusam-
men. Dazu berechnen wir

e den Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse

(£,0) mit (=z-— =

den Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse

0,7) mit n=y-—ay,
e den Abstand des Beriihrpunktes (x,y) vom Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse
den Abstand des Beriihrpunktes (x,y) vom Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse

z/1+ (y)?

den Tangentenabschnitt zwischen den Koordinatenachsen
/
Tz —
VE +n? = yy, 1+ )2

die Subtangente, d.h., den Abstand von z zum Tangentenschnittpunkt &

I (z,y) = (£,0) [|I=

)

I (z,y) = (0,n) [I=

9

)

l,\/(wy’ =)+ (¥)*(zy —y)?
y

9

o€l =

y
y

den Abstand der Tangente zum Nullpunkt

y —xy
1+ )2
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\ (z,y(z))

Tangente

.4

7

Subtangente

Setzt man diese Groflen konstant, oder schreibt fiir sie bestimmte, von z oder y abhéingende
Werte vor, so erhélt man eine Differentialgleichung. Am einfachsten ist die Bedingung fiir konstante
Subtangente (das Vorzeichen wollen wir einmal unterdriicken):

g/ = const, Y =c-y.

FEine Losung ist jede Funktion k- e, 0 # k € IR.
Beispiel 8.1 Gesucht ist eine differenzierbare Funktion
f:]0, 00[—]0, oo

mit der Eigenschaft: fir jedes xo > 0 habe die Tangente an den Graphen von f im Punkte Py =
(o, f(x0)) Schnittpunkte Py, Py mit den positiven Koordinatenachsen, und fir diese gilt

| PL—Poll=[ P~ Foll -

Die Bedingung || Py — Py ||=|| P — Po || bedeutet mit den obigen Formeln

Nun ist vorausgesetzt, dass die Tangente beide positiven Koordinatenachsen schneidet. Das geht nur,
wenn y' < 0 ist. Unsere Bedingung wird also

—— =z,

y Y
Yy’ Yy

-
Hier kénnen wir problemlos integrieren

In(y) = —In(z) + ¢, ce R.
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Wenden wir auf diese Gleichung noch die Exponentialfunktion an, so erhalten wir

Yy=—
X

die gleichseitige Hyperbel.

Was wir soeben fiir die Tangente berechnet haben, kann man auch alles fiir die Normale

(&) eR?: = —5(5—@}7

d.h., fiir das Lot auf die Tangente im Kurvenpunkt (x,y(z)), ausrechnen. Das fithrt dann zu einer
ganzen Serie neuer Differentialgleichungen.

Jetzt mochte ich einige Definitionen zusammenstellen.
Definition 8.1 Fine gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung ist eine Gleichung

F(xuyuyluy”7 7y(k)) = Ou

wo F' eine stetige Funktion von k + 2 Variablen ist. (Die meisten Differentialgleichungen der Physik
sind Gleichungen zweiter Ordnung. Die Gleichungen, welche man erhdlt, wenn man eine der oben be-
rechneten Gréflen gleich einer festen Konstanten setzt, sind Differentialgleichungen erster Ordnung.)
Meistens setzt man die Funktion F' stetig voraus. Zu F gehdrt dann natirlich auch ein Definitionsbe-
reich G C R*2, und wir haben F : G — R.

Eine Lésung obiger Differentialgleichung auf einem Intervall (a,b) C IR ist eine k-mal differen-
zierbare Funktion f : (a,b) — IR derart, dass fiir alle x € (a,b) gilt:

(i) der Vektor (z, f(z), f'(z), ..., f*)(z)) gehort zu G,

(ii) F(z, f(x), f'(@), ... f*) (2)) = 0.

Definition 8.2 FEine Differentialgleichung heif$t explizit, wenn sie nach der héchsten vorkommenden
Ableitung aufgeldst ist, also eine Form

y(k) = F($7 y? y,7 A y(k_l))

hat.

Eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung sieht also etwa so aus:

y' = F(z,y).

Definition 8.3 Eine Differentialgleichung heift linear, wenn F in y,y, ...,y® linear ist, also, wenn
sie die Form
ap(z) - y*F + ... 4 ar(x) -y +ao(z) -y = b(x)

hat. Sie heifst homogen, wenn b(z) = 0 ist, sonst inhomogen.
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So ist z.B.
/
Yy =a(z) y

eine homogene Differentialgleichung erster Ordnung, und

y' =a(z)-y+b(x)

eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.
Zu einer linearen Differentialgleichung gehort immer ein Definitions-Intervall Ja, b|C IR, auf dem

alle Koeffizientenfunktionen a,,(z), sowie die rechte Seite b(x) definiert und stetig sind.

Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung kann man folgendermaflen interpretieren: Sei eine
Gleichung ' = F(z,y) auf der Menge G C IR? gegeben. Dann legt sie in jedem Punkt (z,y) €
G eine Richtung fest. Jede Losungsfunktion f(z) muss in jedem Punkt (z,y) die Ableitung f/ =
F(z,y) besitzen. Dadurch ist also die Tangentialrichtung der Kurve in jedem Punkt festgelegt. Die

Differentialgleichung definiert ein Richtungsfeld auf G:

, y(z)_ .

7 ”_ T oS N N

//,/,’ “\\\\\\
e - —

;s 2 -7 IR
A A AN S
/7 < _ |- ~ \
////// \\\\\ \
’ / 2 \\\\\\

/ / 7 7 >

/ / ,,—“\\\\\\\
Y P

';//I//’, AR R W W S W

Lot II/,’_\\\\\\\\\

Loty | A Y T T Y Y Y N I

Und die Aufgabe, die Differentialgleichung zu 16sen, besteht darin, eine Funktion f(z) zu suchen,
deren Graph in jedem seiner Punkt die durch das Richtungsfeld vorgegebene Steigung hat.

Schliellich noch ein Wort zum Begriff gewdhnliche Differentialgleichung. Es gibt auch noch partielle
Differentialgleichungen. Das sind Gleichungen, wo die gesuchte Funktion f nicht nur von einer, sondern
von mehreren Variablen abhingt. Beispiele dafiir sind die

2 2
Wellengleichung ng = 02%,
2 2
Potentialgleichung % g—yﬁ =0,
of _ ,0%f

Waérmeleitungsgleichung Fri c Erol
x

Partielle Differentialgleichungen sind viel schwerer zu 16sen, als gewohnliche. (Deswegen sind sie
auch kein Stoff des nicht-vertieften Mathematik-Studiums), allerdings sind sie in den Anwendungen

viel hdufiger und viel wichtiger.

Aufgabe 8.1 Seig: IR — R eine stetig differenzierbare Funktion. Seien a,b € R mit 0 < a <1 <b.
Weiter sei f : [a,b] — IR eine stetig differenzierbare Funktion mit der Figenschaft, dass fir jedes
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x € [a,b] die Tangente an den Graphen von f die y-Achse im Punkt (0,g(f(x))) schneidet. Man zeige:
f st in [a,b] Losung der Differentialgleichung

Aufgabe 8.2 Man bestimme alle differenzierbaren Funktionen f :]0,o00[— IR mit der Eigenschaft,
dass fiir alle x €]0, 00[ die Tangente an den Graphen von f im Punkte (z, f(x)) die y-Achse im Punkt
(0,1 f(x)) schneidet.

8.2 Elementare Losungsmethoden
8.2.1 Homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Beispiel 8.2 Beginnen wir mit einem Beispiel, einem einfachen:
y =y
Wir sollen also eine Funktion y(z) finden, die mit ihrer Ableitung tbereinstimmt. Vielleicht erinnert
sich der eine oder andere daran, dass die e-Funktion y = e® diese Figenschaft hat. Damit haben wir

eine Losung durch Erinnern gefunden. Aber es muss doch auch systematischer gehen!
Dazu bringt man y auf die linke Seite

/
v,
Y

und erkennt auf der linken Seite die Ableitung

d 1,
@lnly(mﬂ = & Yy

der Funktion In|y(x)|. Und die rechte Seite ist die Ableitung der Funktion x. Deswegen ist (firy # 0)
die Differentialgleichung dquivalent mit

d
—(nly@)| -w)=c, e,

bzw. mit
ly@) =z +e,  |y@) =ete=c e
mit der positiven Konstante 0 < ¢ = e € IR. Wollen wir die Absolutstriche weglassen, so miissen wir
y(z) = £ - e”

schreiben. Und das +-Zeichen kénnen wir uns schenken, wenn wir fiir ¢ positive oder negative Werte
zulassen. Schlieflich ist aber y(x) = 0 auch eine Lésung (die Null-Losung). Diese Nullosung ist bei
unserem Ldosungs-Verfahren nicht mit herausgekommen. Aber wir kinnen sie mit dazu nehmen, und
dann haben wir die Liosungen

ylx) =c-€e*, ceR

gefunden.
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Dieses, relativ naive Losungs-Verfahren ist sehr wichtig, man muss es auswendig kénnen. Vor allem
deswegen, weil man damit alle homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung behandeln
kann:

Sei etwa die Differentialgleichung

y =a(z)-y
mit einer stetigen Koeffizientenfunktion a :]Jo, 5[— IR vorgelegt. Auch hier gibt es die Null-Losung
y = 0. Und wo y # 0 ist, dividieren wir durch y, um die Gleichung auf die Form

zu bringen. Wenn wir jetzt eine Stammfunktion A(z) fiir a(z) kennen, kénnen wir genau wie eben
integrieren:
nly()] = A(z) +¢,  |y(@)] = e -, y(a) = £ - A,

Nehmen wir die Null-Lésung hinzu, so haben wir die Losungen

yx)=c-e*¥, ceRR,
ermittelt.

Auf diese Weise kann man alle homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung y' = a(x) - y
losen. Alles was man braucht, ist eine Stammfunktion A(x) fir die Koeffizientenfunktion a(x). Man
kann es auch so sagen: Die Ermittlung von Losungen ist auf die Integration einer Funktion a(z)
zuriickgefiihrt. Die Ermittlung einer Stammfunktion A(x) kann explizit moglich sein, oder auch nicht.
Das ist jetzt nicht mehr unser Problem. Schlimmstenfalls schreiben wir halt

Aw = [ a(€)de.

Immer, wenn man eine Differentialgleichung auf die Ermittlung einer Stammfunktion zuriickgefiihrt
hat, ist man happy, und lehnt sich entspannt zuriick. Daher kommt auch der Sprachgebrauch: "Eine
Differentialgleichung integrieren’. Damit meint man: 'Eine Differentialgleichung lésen’.

Beispiel 8.3 Noch ein paar Beispiele:

y = awy, acR | y = x-y y = ylx

y'/y = a Yy = w y'/y = 1z

Inly = a-z+c¢ Inlyl = 2%2/2+c |Inly| = In|z|+ec
y = +e-e¥? y = +et- €902/2 y = +et- eln\x\
y = (e y = - ex?/2 y = -z

So, das diirfte als Illustration dieser Methode geniigen. Es ist eine Methode, um Loésungen fiir
homogene, lineare Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden. Unter dem Ldsen einer Differen-
tialgleichung versteht man aber das Auffinden aller ihrer Losungen. Die verwendete Methode gibt in
der Tat alle Lisungen. Das ist allerdings etwas subtiler (wegen der Probleme mit y # 0), das mochte
ich deswegen nicht hier, sondern etwas allgemeiner in 8.3 diskutieren. Ich halte es eben fiir wichtiger,
Beispielmaterial zusammenzustellen, und ein gewisses Gefiihl fiir das Problem zu entwickeln, als gleich
mit der allgemeinen Theorie ins Haus zu fallen.
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8.2.2 Inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Deswegen wende ich mich jetzt einer Variation der homogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung zu, nédmlich der inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

y' = a(x) -y +b(x).

Ihre Beziehung zur homogenen Gleichung ist genau dieselbe wie die Beziehung eines inhomogenen
linearen Gleichungs-Systems der Linearen Algebra zu seinem homogenen Gleichungssystem:

Satz 8.1 Die allgemeine Ldsung der inhomogenen Differentialgleichung
y' =a(z) y+b(=)

erhdlt man, indem man zu einer speziellen Losung yo = fo(x) dieser Gleichung alle Losungeny = f(x)
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

addiert.

Beweis (wie in der Linearen Algebra). a) Sei yg = fo(z) eine Losung der inhomogenen Gleichung
und y = f(x) eine der homogenen. Dann gilt also

Yo=a(z) yo+b@), Y =a(@) y
Daraus folgt
(yo +v) = a(x) -yo +b(x) + a(z) -y = a(x) - (y + yo) + b().
Also ist yg + y auch eine Losung der inhomogenen Gleichung.
b) Sei yg eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und u eine weitere Losung. Das bedeutet
also
yo=a(x) yo+bz) und v =a(z) u+b(z).

Fir y := u — yo folgt daraus
y' = la(@) - u+b(x)] — [a(z) - yo + b(x)] = a(z) - (v — yo) = a(z) - y.
Also ist y eine Losung der homogenen Gleichung und u = yo + y. L]

Somit kommt es darauf an, mit Gewalt eine, eine einzige Losung der inhomogenen Gleichung zu
finden. Auch dafiir gibt es eine Methode, die man wieder auswendig wissen muss. Sie tréigt den in sich
widerspruchsvollen Namen: Variation der Konstanten. Eine Konstante kann ja nicht Variieren, sie ist
doch konstant, deswegen heifit sie ja auch so. Macht nichts, variieren wir die Konstante, und zwar die
Konstante ¢ bei der Losung

y =cC- eA(x)

der homogenen Gleichung. Wir machen also den Ansatz

yo(x) = c(z) - y(x), wo y Losung der homogenen Gleichung.
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Wir differenzieren mit der Produktregel und vergleichen das Resultat mit der inhomogenen Differen-
tialgleichung;:

yo(z) = d(x)-y(x)+c(z) 9 (2) (Produktregel)
= d(z) y(z) +c(z) - alz)  y(z) (homogene Dgl.)
= @) y(x) + alx) - yo(a)

yolx) = bx)+alz) - yo(z) (inhomogene Dgl.)

Somit ist yg Losung der inhomogenen Gleichung, genau dann wenn

d(z) y(x) =b(x), dh. d(z)= %

Damit ist das Auffinden von yp, d.h., das Auffinden von ¢(z), auf die Integration

c(x) :/%daz = /b(a:)eiA(x)da:

zuriickgefiihrt. Wieder einmal eine Integration!
Rechnen wir mal zwei Beispiele, ein einfaches, damit man das Prinzip deutlich erkennt, und ein
technisches, aus einer Klausuraufgabe.

Beispiel 8.4 (einfaches)
y =y+ 1

Die zugehdrige homogene Differentialgleichung ist yy' = y. Wir kennen ihre Lisungen y = c - e® und

variieren die Konstante:

yo = c(z) - €”.

Wir miissen mit der Produktregel differenzieren, und das Resultat mit der Differentialgleichung ver-
gleichen:

vy = Cc(x)-e" +c()-e”
= ()¢ + 10,
Yo = Yo+l

Subtraktion beider Gleichungen liefert
d(x)-e" —1=0, d(x)=e", c(x) = /efxda: =—e *.

(Die Integrationskonstante bei dieser Integration konnen wir vergessen, weil es uns nur auf eine spe-
zielle, eine einzige spezielle Losung yo ankommt.) Wir erhalten also

yo = —¢€ T e¥ = —1.

Uberraschend einfach! In der Tat, yo ist konstant, also yo = 0 und yo+1 = 0 = y{,. Das hiitte man auch
erraten konnen. Mit der speziellen Lésung yo = —1 der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen
Lésung y = c - e* der homogenen Gleichung erhalten wir die allgemeine Ldsung der inhomogenen
Gleichung

yo+y=—-1+c-e".
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Beispiel 8.5 (technisches)

Die homogene Gleichung

fiihrt uns auf

y _cos(z)  d .
= —cot(z) = sin(z) ~ dxln\sm(a:)\,
. 1
Inly| = —In|sin(x)| + ¢, y=c Sin(@)

Wir variieren die Konstante mit dem Ansatz

1

sin(x)’

Yo = c(x) -

Wieder wenden wir die Produktregel an und vergleichen mit der Differentialgleichung:

o 1 —cos(x)
o = (@) sin(x) +clo) sin?(x)’
yh = —cot(x)yo + He*®
_ . COS(Q:) cos(x)
= —c(x) Sin2(2) 5e .
Das liefert
cl(x) _ £ cos(x) / Eu cos(x) _ g ,cos(x)
sin(@) Se , d(x) = bsin(x)e , c(x) = be .

Und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist

56005(90) c

Yoty = sin(x) + sin(x)’

Wegen des Sinus im Nenner, mit seinen vielen Nullstellen, ist es eine ganz andere Frage, wo diese
Lésung existiert, darauf kommen wir auch bei einer anderen Gelegenheit zuriick.

8.2.3 Trennung der Variablen

Die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 3’ =
nerung der homogenen linearen Differentialgleichung v’ = a(x) - y
die Differentialgleichung

a(x) -y + b(x) ist eine Verallgemei-
. Eine andere Verallgemeinerung ist

y = alx) - bly).

Hier kommt y auf der rechten Seite nicht mehr linear vor, sondern innerhalb einer neuen Funktion b.
Das Wesentliche ist, dass die rechte Seite ein Produkt

Funktion @ von z x  Funktion b von y
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ist. Deswegen kann man die Variablen x und y trennen:

Yy
=a(z
o)~
Diese Trennung der Variablen treiben wir noch weiter, indem wir von der Gleichung
1 dy
o) de
zu der Gleichung
1
—— -dy =a(x) - dz
) )

iibergehen. Die ist natiirlich sinnlos, deswegen integrieren wir bevor das jemand merkt ganz schnell

dariiber J
5/
—— = [ a(x)dz + c.
oy~ J

Und diese Gleichung ist gliicklicherweise wieder sinnvoll.

Dass dieses Verfahren legitim ist, steht mit allen Voraussetzungen liebevoll im Forster II. Wir
wollen uns keine Gedanken dariiber machen, sondern einige Beispiele rechnen, um zu dieser Methode
Vertrauen zu fassen.

Beispiel 8.6 Sei etwa die Gleichung

vorgelegt. Wir trennen die Variablen
dy
Y de
und integrieren
y? 22
/ydy:/xdm—i—c/, =4, v =2+
Das Verfahren liefert die Funktionen

y=x+vat+e¢, ceRR.

Machen wir lieber noch die Probe: . .

o

y ==+

es stimmt.

Beispiel 8.7 FEin anderes Beispiel ist
y =—-y", 0<rel.
Auf der rechten Seite kommt jetzt gar kein x vor, macht nichts wir trennen es trotzdem vom y:

o dy

: ~1 “Tdy = —d
- .y dy x
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und integrieren
1

1—7r
Das war ja ganz schon einfach. Wo die Losung existiert, das ist wieder eine andere Frage, und den
Fall r =1 diirfen wir auch nicht vergessen:

yrmema y=((0-ne—a)t0.

dy _
y

—dzx, Inly| = —=, y=c-e .

8.2.4 Bernoullische Differentialgleichung

Manche Integrale kann man durch Substitution ausrechenen, #hnlich kann man manche Differen-
tialgleichungen durch Substitution integrieren. Es gibt im wesentlichen zwei Substitutionen, deren
Konsequenzen man kennen muss:

z=¢y* und z=y/z.

Schauen wir uns das Resultat der ersten Substitution an, wenn man sie auf inhomogene, lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung loslésst:

Betrachten wir die Gleichung
2 =a(z) 2+ b(x)

und substituieren hier z = y*. Was passiert? Wir erhalten
k-y" ey = ala) -y + b(x),
bzw. nach Division durch k - y*~! die Differentialgleichung

p_alz) o b@) g

Wenn wir jetzt noch umbenennen a/k — a, b/k — b, 1 —k — k wird daraus die Differentialgleichung

y' =a(z)-y+bx) -y
Sie heiit Bernoullische Differentialgleichung und sieht ziemlich anders aus, als die inhomogene lineare,
aus der sie entstanden ist: Wo bei der inhomogenen linearen der von y freie Summand b(x) steht, haben
wir jetzt einen Summanden b(z) - y* mit einer gefihrlichen Potenz y*.

Hier kann £ eine beliebige reelle, nicht notwendig ganze Zahl sein. Notfalls muss man sich halt
auf den Bereich y > 0 beschrinken. Das muss man sich im Einzelfall genau ansehen. Wir wollen
jetzt die Transformation nocheinmal riickwérts (d.h., in der fiir die Anwendung wichtigen Richtung)
durchgehen:

Sei eine Bernoullische Differentialgleichung

y =a(e)-y+bx) -y
vorgelegt. Man dividiert durch das stérende y*

y*y =a(z) yF +b(2)
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und macht mit der Substitution
5 = ylfk’ Z/ — (1 . k)yfky/

daraus die lineare Gleichung

. i k:Z/ =a(z) - z+b(x), bzw. 2 =1-ka(x) z+ (1 —k)b(z).

Der Fall £ = 1 muss dabei natiirlich ausgeschlossen werden. Da wire die urspriingliche Bernoullische
Gleichung aber auch eine ganz gewohnliche homogene lineare Differentialgleichung gewesen.

Beispiel 8.8 Schauen wir mal, ob das in der Prazis tatsdichlich funktioniert. Die einfachste, nicht
ganz triviale Bernoullische Gleichung ist wohl

v =y+y
Was sagt unser Rezept? Durch y? dividieren
y—Qy/ — y—l + 1

1

und z =y~ substituieren

7 =z+1, 2 =—2—-1.

Die homogene Gleichung 2’ = —z hat die allgemeine Losung z = c-e~*, und Variation der Konstanten,
20 = c(x) - e, fihrt zu

=) e —clx)-e =) e - 2(x).

Mit der Differentialgleichung z{, = —zp — 1 erhalten wir daraus
d(x) e " =1, d(x) = —€", c(x) = —€*
und die spezielle Lisung zo(x) = —1. Auch das hdtten wir wieder erraten kénnen! Die allgemeine

Losung der inhomogenen linearen Gleichung ist also
z2(x)==14c-e* ceR,

und die Losung der Bernoullischen Gleichung wird

_1_ 1
y_z_c-e_‘”—l'

Natiirlich sollte man die Probe machen, ob man sich nicht vielleicht verrechnet hat.

Fassen wir zusammen:

Bernoullische Gleichung: 3’ = a(z) -y + b(z) - "
Division durch y*: 3y %y’ = a(z) - y* =% + b(2)
/
Substitution z = y' = . & e = a(z) -z + b(x)
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8.2.5 Homogene Differentialgleichung
Lassen wir jetzt die Substitution z = y/x auf die Differentialgleichung
LI
x
los, die man durch Trennung der Variablen behandeln kann. Mit

,xy —y
z

erhalten wir daraus

y —y _ fy/a) y=Lar(Y),

b
22 x

Wenn wir g(z) := z + f(z) setzen, wird daraus

i-s(2)

Die rechte Seite hingt nur vom Quotienten z = y/z ab, soetwas nennt man homogen, und die Dif-
ferentialgleichung nennt man eine homogene Differentialgleichung. Das ist eine etwas ungliickliche
Sprachregelung, weil sie nichts mit einer homogenen linearen Differentialgleichung zu tun hat.

Spielen wir diese Substitution jetzt nocheinmal riickwirts durch, so wie man sie anwendet. Vorge-
legt sei also die homogenen Differentialgleichung

i-s(2)

/ /
, Yy==z-x, Yy =z -xr+z

Wir miissen substituieren

Dann wird die Gleichung
y_9() -z f(®)

2 x+z=g(2), Z' = =
x x

mit f(z) = g(z) — z, eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.

Beispiel 8.9 So, und jetzt schauen wir uns noch an, wie das praktisch funktioniert. Nehmen wir die
homogene Differentialgleichung
1 y?
/
——(1+Z
Y73 < + a:2>

und substituieren z = y/x, y=x -z, y = x -2’ + z. Wir finden

;1 1—-2z+422 4 1
2 x ’ (1—2)2 2z

1
m-z’+z:§(1+z2), z

Nach einer Integration wird daraus



Also wird

2 2z
z=1——— =z ——.
Injz| + ¢’ Y Injz| + ¢

Auch hier muss man unbedingt wieder die Probe machen. (Natiirlich habe ich es mit viel Phantasie so
hingetrickst, dass man die entstehende Differentialgleichung mit getrennten Variablen in geschlossener
Form integrieren kann.)

Fassen wir auch hier zusammen:

Homogene Gleichung: ¢ =g (y)

T

Substitution y = z-x: 2/ -z + 2 = g(2)
e -
x

8.2.6 Substitution

Jetzt noch zwei Fallstudien aus Staatsexamensaufgaben mit anderen Substitutionen, merkwiirdiger-
weise beide vom Friithjahr 93:
Damals war in T 1, A 6 die Differentialgleichung

(y +2zy) -y =y* — 1

zu behandeln. Die linke Seite der Gleichung ist auf den ersten Blick unverdaulich, aber auf der rech-
ten Seite bleibt der Blick am %2 hingen. Das widersetzt sich jeder linearen Theorie. Sollte man es
wegsubstituieren, etwa

z=y?

setzen? Ja! Denn links kann man 2y ausklammern und die Gleichung
2+a2) -2y = 2+2)(y*) =2+2)d =21
schreiben. Dann wird daraus die inhomogene lineare Differentialgleichung

, 2—1

Hier bietet es sich an, statt der allgemeinen Theorie auf die zweite Substitution u = z — 1 zuriickzu-
greifen, und die Gleichung in die Form

u =
C 2+4x
zu bringen. Wir trennen die Variablen
u 1 ,
— = Inju| =In]2+z|+ ¢, u=-c-(2+z).
u 24z
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Jetzt machen wir noch die Substitutionen riickgingig:

z=14c¢(2+ ), y=1/1+c2+z).

Wo die erhaltenen Lésungen existieren, das wird auf einem anderen Blatt stehen.

In T 2, A 5 war damals die Gleichung
Y (z) - sin(z) + y(z) - cos(x) = sin(z) + x - cos(x)

vorgelegt. Scheufllich, was ist zu tun? Kein Hinweis, die Zeit verrinnt, irgendwas ist aber doch komisch:
soviele Winkelfunktionen, wo eine die Ableitung der anderen ist. Das ist der Schliissel! Die linke Seite
ist die Ableitung

(y(z) - sin(x)) = /' (z) - sin(x) + y(z) - cos(z).
Was passiert, wenn wir
o) = y(z) - sin()

substituieren? Etwas sehr erleichterndes: Die Differentialgleichung wird
2 = sin(x) + x - cos(z) = (z - sin(x))'.

Nach einer Integration erhalten wir

2(x) = x - sin(z) + ¢, y(x) =z +
So, das war das wesentlichste iiber Substitutionen.

Aufgabe 8.3 Lisen Sie die Differentialgleichungen
a) y'(z) = exp(2z — y(z)),
b) y' = 2zy°,
c) y - cos(x) — 2y - sin(x)
d) ay' + (z - 1)(1 +¢*) =

=z, x€|—7n/2,7/2]
0.

Aufgabe 8.4 Seien K,r,s Konstanten. Bestimmen Sie die allgemeine Lisung der Differentialglei-

chung
Y (t)—s-yt)=K-e".

Aufgabe 8.5 Lisen Sie die Differentialgleichung

y'x? 4+ 2xy = In(z) (x € Ry).

Avufgabe 8.6 Lisen Sie die Differentialgleichungen
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a)y =—4y+z°, b)y =2zy+a!, c)y =cos(x)-¢¥, d)y = xy__

Aufgabe 8.7 Finden Sie die Ldsung der Differentialgleichung
’ ?

= xz>1, y>0
Yo+ T Y

mit y(0) = 1 und bestimmen Sie das mazximale Lésungsintervall.

Aufgabe 8.8 Von einem Sparbuch, das mit p = 3% pro Jahr verzinst wird, hebt der Besitzer pro
Jahr einen konstanten Geldbetrag & Euro ab. Die Hohe des Sparguthabens nach t Jahrten wird ndhe-
rungsweise durch die Losung y(t) der Anfangswertaufgabe

v =py—4, y(0) =B,

beschrieben, wenn das Startkapital B Euro zum Zeitpunkt t = 0 betrdagt. Wie grofi muss & gewdhlt
werden, damit y(20) =0 bei B = 100000 gilt?

Aufgabe 8.9 Lisen Sie die Differentialgleichungen

32 ;1 +y+y?

Y /
a)y m )y ik c)y PR

Aufgabe 8.10 Ldsen Sie die Bernoullischen Differentialgleichungen

a)y =y firr=1/2,1/3,2/3, b))y :a:'y2/3, c) y =x(x?® — 1)-y2/3.

Aufgabe 8.11 Ldsen Sie die homogenen Differentialgleichungen

_y VP Ey Ty
a)y==-—-——"—, b)y=—735—,
x x Ty

Aufgabe 8.12 Verwandeln Sie mit einer Transformation t = u+a,y = v+ b, a,b € IR die Diffe-

rentialgleichung
;o —2y+1

L T |

in eine homogene Differentialgleichung.
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8.3 Theorie: Existenz und Eindeutigkeit

Im letzten Paragraphen, haben wir Methoden kennen gelernt, mit denen man explizite Differentialglei-
chungen erster Ordnung (manchmal) 16sen kann. D. h., es waren Methoden, um Losungen zu finden.
In diesem Paragraphen wollen wir uns darum kiimmern, ob es immer Losungen gibt, und wieviele es
gibt.

Satz 8.2 (Existenz-Satz von Peano) Die Funktion F : G — IR? sei stetig auf der offenen Menge
G C R%. Dann gibt es zu jedem Punkt (zo,v0) € G eine lokale Lisung der Differentialgleichung

y' =F(z,y).
D.h., es gibt ein € > 0 und eine differenzierbare Funktion
fizo—€,x0+€e[— R

mit:
(1) fir alle x €lxg — €,z + €[ ist (z, f(z)) € G,
(i) fir alle v €lxzg — €, x0 + €] ist f'(x) = F(z, f(x)).

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Er wird weder im Forster, noch im Erwe bewiesen.
Einen Beweis findet man etwa im Kamke.

Dieser Satz sagt also: Wenn die rechte Seite F'(x,y) stetig ist, dann existieren (lokale) Losungen
der Differentialgleichung ' = F(z,y). Aber es gilt keine Eindeutigkeit: durch einen Punkt (xg,y9) € G
konnen mehrere Losungen gehen. Ein Beispiel dafiir ist die Differentialgleichung
Die rechte Seite F(z,y) = 3y*? ist fiir alle (z,y) € G := IR? definiert und stetig. Wir lsen die
Differentialgleichung nach dem Schema "Trennung der Variablen’:

_2
g.y 3y = 1
y% = Tr+c
y = (z+¢)?

Als Losungen erhalten wir kubische Parabeln y = 23, auf der z-Achse etwas hin- und her-verschoben,
mit der Translationskonstante ¢ € IR. Das sieht doch ganz ordentlich aus:
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Aber! Durch den Nullpunkt gibt es die beiden verschiedenen L&sungen
y=2> und y=0

der Differentialgleichung. Noch schlimmer: Auch die beiden Funktionen

0 (z<0) (2 <0)
y:{$3 (x >0) und y:{O (x >0)

sind differenzierbar, und 16sen die Differentialgleichung.

/

~

Und noch viel schlimmer: Man kann noch viel mehr Funktionen aus Stiicken von verschobenen
kubischen Parabeln y = (z — ¢)® und der x-Achse im Punkt (c,0) zusammensetzen, die differenzierbar
sind, und die Differentialgleichung l6sen. Daraus lernen wir: Wenn man fiir die rechte Seite F'(z,y)
nur die Stetigkeit voraussetzt, gibt es zwar durch jeden Punkt der Definitionsmenge von F' Losungen,
aber i.A. mehr als eine.

y2/3

Woran liegt das im Fall F(x,y) = 3/3?
Beim kritischen Wert y = 0 ist die Funktion
y%/3 zwar stetig, aber sie hat die Steigung co.
Oder anders ausgedriickt: Bei einer winzigen
Verdnderung von y #dndert sich F' in diesem
Bereich sehr merklich. Die folgende Anforde-
rung an die Funktion F' schliefit so etwas aus:

Definition 8.4 Eine Funktion F : G — R, G C IR?, geniigt auf G einer Lipschitz-Bedingung, wenn
es eine Konstante 0 < L € IR gibt, so, dass fiir alle (x,y1) und (z,y2) € G gilt:

|F(z,91) — F(2,y2)| < L-|y1 — y2l.
Fine Konstante L mit dieser Eigenschaft heif$t Lipschitz-Konstante.

Ist F partiell nach y differenzierbar, so folgt aus einer Lipschitz-Bedingung mit der Konstanten L
OF F —F
—(1‘7?/0) lim (137?/) (xuyO)

Oy T=T0 Y — Yo

Die Lipschitz-Konstante schréankt also OF /0y ein und hindert diese partielle Ableitung daran, nach
unendlich zu gehen, wie es bei der Funktion

< L.

oF 2
Flay) =3y, o=
in der Nihe der y-Achse der Fall ist.
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Satz 8.3 (Lokale Lipschitz-Bedingung) Die Funktion F : G — IR auf der offenen Menge G C TR?
sei stetig partiell nach y differenzierbar. Dann geniigt F' auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung. D.h.,
zu jedem Punkt (zg,y0) € G gibt es ein Quadrat

Q:{(xvy) eR*: ‘J}—J}o‘ <€ |y_y0| SE}CG, €>0,
und eine Konstante L so, dass fir alle (x,y1) und (x,y2) € Q gilt:
[F(z,91) = F(z,y2)| < L [y1 — w2l

Beweis. Da G offen ist, gibt es zu jedem Punkt (z¢,y0) ein Quadrat @ wie in der Behauptung, das
noch ganz in G enthalten ist. @) ist kompakt und OF /0y ist stetig vorausgesetzt, also ist OF/dy auf
@ beschrinkt, etwa [0F/0Jy| < L. Aus dem MWS der Differentialrechnung folgt

Fle,p1) — Fz,y2) = (1 — 2) - 2—5<x,n>

mit 7 zwischen y; und ys. Fiir (z,y1) und (z,y2) € Q ist also auch (x,7n) € Q. Deswegen ist

OF
— <L
@) <

und
|F'(,y1) — F(2,y2)| < L-[y1 — yal-

O

Satz 8.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelof) Die Funktion F : G —
R geniige auf der offenen Menge G C IR? lokal einer Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es durch jeden
Punkt (zg,y0) € G lokal eine Lisung y(x) der Differentialgleichung

y' = F(z,y),

und diese ist durch (xo,yo) eindeutig bestimmdt.

Die Behauptung bedeutet: Es gibt ein € > 0 und eine differenzierbare Funktion f(x) auf einem
Intervall |z — €,z + €[ so, dass fiir alle z in diesem Intervall gilt:

(z, f(x) € G, [l(x)=F(x f(x),  [flzo) =0

Und falls g eine andere Funktion mit diesen Eigenschaften ist, so gilt f(x) = g(z) fiir alle x €
Jzo — €, 20 + €.

Aus einer lokalen Lipschitz-Bedingung fiir die Funktion F'(z,y) folgt die Stetigkeit dieser Funktion.
Die Existenz-Aussage im Satz von Picard-Lindelof folgt also aus dem Satz von Peano. Das Wesentliche
beim Picard-Lindelof ist deswegen die Eindeutigkeitsaussage. Und wesentlich ist auch die Beweis-
Methode. Denn man kann sie beniitzen, um konkret Losungen zu ermitteln. Diese Beweismethode
besteht darin, die Differentialgleichung 3y’ = F(z,y) in eine Integralgleichung umzuschreiben:

y(z) = / U R y()dt + C.
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Eine Funktion y = f(z), welche diese Integralgleichung 16st, ist auch Losung der Differentialgleichung
y' = F(z,y) (Differentiation des Integrals nach seiner oberen Grenze). Und wenn man noch C := yj
wahlt, so ist

vao) =wo+ | Rt y(t))dt = yo.

Die Losung geht also durch den Punkt (xg,yo)-
Beweis des Eindeutigkeits-Teils: Sind f und g zwei differenzierbare Funktionen, die auf einem
Intervall |zg — , zg + o obige Integralgleichung erfiillen, so folgt fiir alle z in diesem Intervall

@) —gl)] = /I:<F<t,f<t>>—F(t,g@))dt\
< |/ F(t, (1)) - F<t,g<t>>|dt\
< | [ V170 - gto)at

und daraus fir
M=M(e)i= max_|f(z)— g(x)

|z—zo|<e
die Bedingung
M<L-|lx—x9|-M<L-€e-M.

Jetzt ldsst man e gegen 0 gehen. In dem Moment, wo € < 1/L wird, hat man einen Widerspruch, aufler
es ist M =0, d.h., f = ¢ auf dem Intervall |x — 1/L,z + 1/L[. Auf einem ganz kleinen Intervall um
2o herum stimmen also beide Funktionen f und g iiberein! Jetzt wiederholt man diese Betrachtung,
wobei man statt zg einen der Endpunkte dieses kleinen Intervalls nimmt. Dann kriegt man schon ein
groferes Intervall, auf dem f und g iibereinstimmen. Und so hangelt man sich halt durch das ganze
Intervall |zg — «, xp + af durch:

Man definiert formal eine 'rechte Eindeutigkeitsmenge’

E, :={x € [xg,z0 + af f(t) = g(t) fiir alle zg <t < x}

und setzt £ := sup(E;,). Dann ist also f(t) = g(¢) fiir alle zp <t < £ Wenn £ = 9 + « ist, dann sind
wir (rechts von z) fertig. Wenn aber £ < ¢+ « sein sollte, kénnen wir uns wie oben ein ganz kleines
Stiick weiter nach rechts hangeln, und hitten einen Widerspruch.

Nach links geht der Beweis ganz analog.

Den ExistenzTeil mochte ich hier nicht beweisen, sondern nur motivieren. Die Idee ist, die Losung
iterativ anzunéhern. Dazu beginnen wir mit der Konstanten fy(z) = yo. Die ist wahrscheinlich mei-
lenweit davon entfernt, die Integralgleichung zu l6sen. Aber die Bedingung fo(xg) = yo erfiillt sie sehr
schon. Und dann definieren wir f; durch die Integralgleichung:

fi(@) =yo + /: F(t, fo(t))dt.

Auch f; ist wahrscheinlich keine Losung der Integralgleichung, hat aber immer noch die Eigenschaft
f1(xo) = yo. Und so macht man sukzessive weiter:

fe(z) ==yo + /: F(t, fr_1(t))dt.

Mit der Lipschitz-Bedingung zeigt man nun zweierlei:
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1) Ist € klein genug, so liegen alle Punkt (x, fx(x)) mit |z — zg| < € wieder in G. Man kann sie in
F' einsetzen, und die Iteration fortfithren.

2) Die Funktionenfolge fj konvergiert gegen eine stetige Grenzfunktion f. Diese erfiillt dann die
Integralgleichung

T
@ =yt [ Flefe)de
o
Deswegen ist sie eine Losung der Differentialgleichung mit f(xg) = yo.

Die Details sind technisch-triibe, und im Forster IT nachzulesen. Wir wollen sie uns hier ersparen.
Stattdessen mdochte ich ein Beispiel durchrechnen (Forster II (10.2), Kamke Nr. 32). Schauen wir uns
mal die homogene lineare Differentialgleichung

y =2y

an. Bestimmen wir mit dem Niherungsverfahren von Picard-Lindel6f die Losung y(z) mit y(0) = c.
Es ist also yg = ¢. Und die Integralgleichung fiir die sukzessive Bestimmung der Ndherungen vy, ist

X
wla) =+ [ 2ty
Damit erhalten wir

yi(z) = c—l—/ 2t - cdt
0

= ¢ (1+2%),
xT
yo(z) = c—l—c-/ 2t - (1+t%)dt
0
4
= c-(1+m2+%),
T t4
ys(z) = c+c-/ 2t-(1+t2+5)dt
0
4 6
x x
= ¢-(1 P i
c-(1+a°+ 5t 6),
4 6 2k
x x x
= ¢-(1 S e
Yk () c(+:c+2+6+ +k!)
k 2v
- C'Z V!
v=0
Und die Grenzfunktion, die Losung der Differentialgleichung, ist
o0 J)ZV
y(z) = lim yi(x) =c- —=c.e®
k—o0 =0 V!

Man kann also das Ndaherungsverfahren manchmal auch zur expliziten Losung der Differentialgleichung
brauchen.
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Ich mo6chte versuchen, die bisher skizzierte Theorie etwas plakativ zusammenzufassen: Fiir eine
explizite Differentialgleichung erster Ordnung

y = F(z,y)

sagen

Peano:
F stetig = lokale Existenz

Picard-Lindelof:
F lokal Lipschitz = lokale Existenz
globale Eindeutigkeit

Was heifit eigentlich lokale Fxistenz? Heifit das, die Mathematiker bringen halt nichts globales,
oder liegt es in der Natur der Sache? Dumme Frage, letzteres natiirlich. Sehen wir uns als Beispiel
mal die Differentialgleichung

Yy =-Yy
an. Sie ist nicht-linear, aber lokal Lipschitz, weil F(x,y) := y? nach y stetig partiell differenzierbar
ist. Aber die partielle Ableitung 0F/0y = —2y wird fiir grofle |y| selbst auch dem Betrage nach
sehr grofl. Dort wird dann die lokale Lipschitz-Konstante L auch immer grofler. Und je grofler die
Lipschitz-Konstante L, desto weniger Kontrolle hat man iiber die Losung.
Was sind die Losungen? Etwa mit der Trennung der Variablen findet man

c €1R.

M@:$+d

L

ol lxg + €

Die Losungskurven sehen so aus:

In der Tat, je grofler die y-Werte auf einer Losungskurve, desto zielstrebiger strebt sie nach un-
endlich. Und wenn sie dort ist, dann existiert sie natiirlich nicht mehr. Deswegen gibt es fiir jeden
Punkt (zg,y0) mit yo # 0 eben nur ein Intervall, auf dem die Lésungsfunktion y(z) mit y(xg) = yo

existiert. Dieses Intervall ist in unserem Beispiel auf der einen Seite zwar unendlich, auf der anderen
aber begrenzt.
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Und was heifit globale Findeutigkeit? Das heifft, wenn zwei Losungen
y1:Jar,bi[— IR und  ys :Jag, bo[— IR

in einem Punkt
xo €)at, bi[N]az, ba|

denselben Wert haben, dann stimmen sie iiberein, soweit sie existieren, echt global halt! Dann haben
sie in Wirklichkeit auch keine verschiedenen Existenz-Intervalle, sondern existieren auf dem Intervall
Ja, bi[U]asg, bal.

Fiir das Angeben von Losungen, die durch einen festen Punkt gehen, hat man noch eine eigene
Redewendung geprégt, weil das halt in der Praxis so eine wichtige Frage ist:

Definition 8.5 Fine Funktion y(x) heiffit Losung des Anfangs-Wert-Problems (AWP)

y/ = F($7y)7 y(x(]) = Yo,

wenn y(x) eine Lisung der Differentialgleichung y' = F(x,y) ist und im Punkt xo den Wert yo hat.

Fiir homogene lineare Differentialgleichungen
y =a@) -y,  aaB— R stetig,
gilt ein verschérfter Existenzsatz.

Satz 8.5 Jede Lisungy = f(x) der obigen linearen homogenen Differentialgleichung existiert auf dem
ganzen Definitions-Intervall o, B[ der Koeffizientenfunktion a(x).

Beweis. Sei y = f(x) eine Losung der Differentialgleichung, definiert auf einem Teilintervall von
Ja, B[. Wir fixieren einen Punkt ¢ in diesem Intervall und setzen yo := f(zo). Nun haben wir in 8.2
Losungen der Form

y=c- i@, A(z) = /a(m)da:, celR,
definiert auf dem ganzen Existenz-Intervall von a(x), gefunden. Wéhlen wir die Konstante

o= Yo
" eA(xo)’

so hat diese Losung in xy den Wert yo = f(zo).
Es ist klar, dass die Funktion F'(z,y) = a(z) - y lokal Lipschitz ist, denn sie ist partiell nach y

differenzierbar mit der stetigen partiellen Ableitung
OF
— =a.
dy

Wegen der globalen Eindeutigkeit nach Picard-Lindel6f stimmt sie mit der Losung y global {iberein,
also gilt
fl@) = - AW
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auf dem ganzen Existenz-Intervall von f. Und wir kénnen die Losung y = f(x) auf das ganze Intervall
Ja, B[ fortsetzen, indem wir f(z) := c- eA(®) setzen. (]

WEeil auch fiir lineare Differentialgleichungen der globale Eindeutigkeits-Satz gilt, stimmen zwei
Losungen y; und y2 auf dem ganzen Existenz-Intervall o, [ iiberein, wenn sie nur in einem Punkt xg
dieses Intervalls denselben Wert haben. Nehmen wir ¢y = 0 als diesen Wert, so sehen wir:

Hat eine Lisung y(x) der homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(zx) -y eine Nullstelle,
so ist sie identisch = 0.

In der Tat, die Null-Funktion ys(x) = 0 ist ja auch eine Losung, sie stimmt mit y in einem Punkt
iiberein, dann auch auf dem ganzen Intervall.

Wir kénnen dies auch so sagen:

Hat eine Lisung y(x) der homogenen linearen Differentialgleichung in einem Punkt xg einen Wert
y(xo) # 0, so hat sie keine Nullstellen.

Damit kénnen wir jetzt eine Frage entscheiden, die in 8.2 offen geblieben war: die Differentialglei-
chung ¢y’ = a(z) - y zu 16sen bedeutet, alle ihre Losungen anzugeben. Wir haben nur die Losungen

y(z) =c- @), ceRR,

angegeben. Aber das sind alle. Denn ist y(z) irgend eine Losung, so fixieren wir z, setzen wie oben
co = y(z0) /e und haben eine Losung y2(z) = ¢o - €A, welche in x mit y(z) iibereinstimmt.
Dann ist identisch
y(z) = yo(z) = ¢ - @),

Also ist auch die Losung y(x) von der speziellen Form ¢ - eA(®),

Das kann man noch etwas wissenschaftlicher ausdriicken:

Die Lisungen einer homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(x)-y bilden einen IR-Vektorraum.
In der Tat, mit y;(x) ist auch jede Funktion ¢ - y1(x) eine Loésung, und mit y;(z) und ys(z) ist auch
y1(z) + y2(z) eine Losung.

Genau wie in der Linearen Algebra bei linearen Gleichungs-Systemen nennt man auch hier die
Menge aller Losungen den Ldsungsraum.

Der Lisungsraum einer homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(x) -y hat Dimension = 1.
In der Tat, fixieren wir wieder einmal einen festen Punkt zy im Definitions-Intervall der Koeffizien-
tenfunktion a(x) und betrachten die Abbildung

y(z) — y(zo), Losungsraum — IR.

Diese Abbildung ist offenbar IR-linear. Weil jedes AWP mit einem Anfangswert (¢, yo) 16sbar ist (man
wihle die Konstante ¢ geeignet), ist diese Abbildung surjektiv. Wegen der globalen Eindeutigkeit ist
sie auch injektiv, also ein Vektorraum-Isomorphismus.

Das AWP mit einem Anfangswert (zq,yo) stellt sich nun als die Aufgabe dar, ein Urbild von yg
unter der obigen linearen Abbildung
Losungsraum — IR

anzugeben.

Ubrigens kommt auch jeder eindimensionale Vektorraum von reellen, differenzierbaren Funktionen
als Losungsraum einer linearen homogenen Differentialgleichung vor, falls es darin eine Funktion ohne
Nullstellen gibt:
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Satz 8.6 FEs sei V ein ein-dimensionaler IR-Vektorraum von stetig differenzierbaren Funktionen auf
einem Intervall Jo, B[C R. Es gebe eine Funktion f € V ohne Nullstelle. Dann gibt es eine stetige
Funktion a :|a, B|— R derart, dass V' der Losungsraum der Differentialgleichung

y' =a(z) -y
15t.
Beweis. Sei f € V eine solche Funktion ohne Nullstelle. dann ist sie natiirlich nicht der Nullvektor

in V, denn dieser ist die Null-Funktion. Also erzeugt f den ein-dimensionalen Vektorraum V, d.h.,

jede Funktion g € V hat die Form g =c¢- f.
Die Funktion a := f’/f ist stetig, weil f stetig differenzierbar ist und keine Nullstelle hat. Die

Gleichung
fr=al)-f
ist offensichtlich erfiillt. Dann gilt auch fiir alle g € V'

g=c f=a) cf=a(z)-g.

Ich habe mal fiir die Differentialgleichung

;o 1
1+ a2 Y

Y

mit den Losungen y = ¢ - €2 °49(®) einige Losungskurven geplottet:

\
TN

Dies ist das typische Bild eines Losungsraumes einer linearen homogenen Differentialgleichung
erster Ordnung.

5
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Aufgabe 8.13 Gegeben Sei die Differentialgleichung

™

(D) @) =cos | Jw@)?| . wem

a) Man zeige, dass y(z) :=1 fir alle x € IR eine Losung von (D) mit y(1) =1 ist.

b) Man zeige mit Hilfe des Existenz- und Fingeutigkeitssatzes (ohne explizite Berechnung der Lisung!),
dass fir jede Losung ¢ : IR — IR der Differentialgleichung (D) mit ©(0) = 0 gilt: p(x) < 1 fir alle
x € R. (Hinweis: Widerspruchsbeweis fiihren!)

Aufgabe 8.14 Bestimmen Sie eine Lisung y :]0,00[— IR der Differentialgleichung
v+ 2zy=Inz (€ Ry)

mit y(1) = 2.

Aufgabe 8.15 Gegeben sei das Anfangswertproblem
vy’ +(z-1)(1+y*) =0, y(1)=1

Berechnen Sie eine Lisung dieses Problems und zeigen Sie, dass diese Losung nicht auf das Intervall
10, 00| fortsetzbar ist.

Aufgabe 8.16 Bestimmen Sie die Lisung y :| — 2,00[— R, = — y(z), des Anfangswertproblems
(dy +2zy) -y =y* — 1, y(1) = 2.

Aufgabe 8.17 Man ldse das Anfangswertproblem y' = 2xy? mit y(1) = a in den Féllen a = 1/2 und
a = —1/2 und bestimme jeweils das mazximale Definitionsintervall der Ldsung.

Aufgabe 8.18 Gegeben sei ein eindimensionaler Vektorraum V' von auf einem Intervall Ja, f[C R
differenzierbaren Funktionen, der Funktionen ohne Nullstellen enthdlt, sowie eine differenzierbare
Funktion g :|a, B]— IR. Zeigen Sie: Es gibt eine inhomogene lineare Differantialgleichung erster Ord-
nung auf |a, B[, deren Lisungen genau die Funktionen f + g, f € V sind.

Aufgabe 8.19 Bestimmen Sie die mazimale Lisung des Anfangswertproblems
a)y =2 (2>0) mit y(1) =0,

b) v = (P41 =
)Y T 22 (¥ +1), y(0)=0,
c)y =yxy, ©>0,y>0, y(l)=1,

1 3
d)y/:my+x2_2x’ r <2, mit y(l)zi,

1
f)y=—€"-y, y(0)=-1.
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Aufgabe 8.20 Bestimmen Sie die mazximale Lisung des Anfangswertproblems,

Y =(x+y)? y0) =0,

indem Sie u(x) = x + y(x) substituieren.

Aufgabe 8.21 Zu bestimmen ist die Lisung des Anfangswertproblems

1 1
! 2 . _
y _§<y +ﬁ> mit  y(1) = 0.
a) Fine offensichtliche Losung ist y = —1/x. Sie erfillt aber nicht die Anfangsbedingung y(1) = 0.
Zeigen Sie: Durch die Substitution

(z) ! + !
xr)=—— _—
geht die Differentialgleichung tiber in
1 1
/ - — . —_——
u=_u g

b) Bestimmen Sie mittels a) die Lisung des urspriinglichen Anfangswertproblems.

Aufgabe 8.22 Bestimmen Sie die mazimale Lisung des Anfangswertproblems

indem Sie z = 1/y? substituieren.

8.4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Hier betrachten wir also Differentialgleichungen zweiter Ordnung
"+ a1 f +aof = b(x)

mit konstanten Koeffizienten ag,a; € IR. Zunéchst behandeln wir, wie immer, den homogenen Fall
b(x) = 0.
Das Zauberwort ist hier: Der e-hoch-Ansatz. Wir setzen an

Dann ist also
f/ — )\e)\a:’ f// — )\26)\1‘

Und die homogene Differentialgleichung fiir f = e lautet

N2 L aghe™ + ape’® = 0.
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A ausklammert, und anschlieBend durch diese Funktion dividiert, st68t man auf die

Wenn man hier e
Gleichung

A4+ aiA+ap=0.

Das ist eine quadratische Gleichung fiir A. Sie hat genau die gleichen Koeflizienten, wie die urspriing-
liche Differentialgleichung. Das Polynom auf der linken Seite heifit das charakteristische Polynom der
Differentialgleichung.

Und wenn A eine Losung dieser Polynomgleichung ist, dann ist die Funktion e
Differentialgleichung. Fiir diejenigen, die das nicht glauben, ein Beispiel:

M eine Losung der

Beispiel 8.10
' +2f = 3f =0
Die Polynomgleichung fiir A
M 42X -3=0
hat die Lisungen A1 =1 und Ay = —3. Also sind

yi(z) =€* und yo(x) = e 3"

Lésungen der Differentialgleichung. Das kann man leicht nachpriifen.
Es ist klar, dass die Losungen der linearen Differentialgleichung, die wir betrachten, einen IR-

Vektorraum bilden. Im letzten Beispiel enthélt dieser Losungsraum alle Funktionen

cy1(z) + caya(x) = c1e” + c2e ™%, ¢, 02 € R.

Deswegen hat dieser Losungsraum mindestens die Dimension 2. Das folgt aus dem Satz:

Satz 8.7 Es seien A\ # Ao zwei verschiedene reelle Zahlen. Dann sind die Funktionen

Az A2

e und e
linear unabhdngig.

Beweis. Zum Test auf lineare Unabhingigkeit nehmen wir an, es gebe zwei reelle Koeffizienten
c1,cy 80, dass

c1 - eMT 4oy - 2T =
die Nullfunktion ist. Diese Gleichung dividieren wir durch eM* und erhalten
c1+co- P22z =

Wenn wir diese Gleichung differenzieren, fliegt ¢; raus und wir finden
co-(Ag— A1) - eP2=M)e =
Dies Gleichung kénnen wir z.B. in = 0 auswerten:
e (A — A1) =0.
Wegen A # Ay erhalten wir daraus co = 0. Und analog hitten wir auch ¢; = 0 zeigen kénnen. L]

Die entscheidende Frage ist jetzt: Wie grof§ ist der Losungsraum unserer homogenen linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, d.h., was ist seine Dimension? Hierzu:
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Satz 8.8 Es sei [ :]a, f[— IR eine Lisung der Differentialgleichung
f'+ar-f'+ao-f=0.

Dann gilt:
a) Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar.
b) Die Taylor-Reihe Ty(x) von f bexiiglich eines jeden Punktes xo €|a, B[ konvergiert auf ganz IR.
¢) Die Funktion f stimmt auf ithrem ganzen Definitions-Intervall mit der Taylor-Reihe T (x) tibe-
rein, ist also auf ganz IR fortsetzbar.
d) Die fortgesetzte Funktion ist auf ganz IR eine Losung der Differentialgleichung.

Beweis a) Damit die Differentialgleichung iiberhaupt sinnvoll ist, muss f zweimal differenzierbar
sein. Wir schreiben die Gleichung um

f"=—-af —aof

und sehen: auch f” ist differenzierbar. Also ist f mindestens dreimal differenzierbar. Wir differenzieren
die letzte Gleichung

f/// — _alfl/ _ aOf/

und sehen: auch f” ist wieder differenzierbar. Die Behauptung folgt durch Induktion.
b) Die Taylor-Reihe ist

o pn)
Tya) = 3 L0 gy
n=0 :

Wir miissen die Ableitungen £ (z() abschiitzen. Dazu sei
C:=maz{lag|,|a1],1} und M :=maz{|f(20)l,|f (x0)[}

Es geniigt
£ (z0)] < (2C)""1- M fiir n>2

zu zeigen, denn dann folgt die behauptete Konvergenz aus dem Quotientenkriterium. Das geht natiirlich
mit Induktion:
Induktionsanfang: Es ist

" (x0)] < laa| - £ (xo)[ + lao| - £ (zo)| < 2C"- M.
Wir brauchen auch noch die Abschétzung fiir die dritte Ableitung:
" (@o)| < lar] - |f" (o)l + lao| - |f'(z0)| < las| - 2C - M + |ag| - M < (2C* + C) - M < (20)* - M

wegen C < C?.
Induktionsschluss: Wir nehmen n > 4 an und setzen die Behauptung fiir n und n — 1 voraus. Dann
konnen wir abschéatzen

| (@o)| < Jaa - £ (wo)| + laol - [ £ (@o)| < (C - (20)" +C - (2C)" %) - M =
=C- (20" +@20)"?) - M<C-2-20)" . M = (20)" - M

wegen (2C)"2 < (20)" L.
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c) Es sei zp der Mittelpunkt des Intervalls |a, [ also ]a, B[=]xg — r,zo + r[ mit » > 0. Fiir
|€ — x0| < |xr — zo| < r miissen wir das Restglied

FrI©)

(n+1)! e

R (€) = (z — @0
abschétzen. Es geniigt dies fiir |z — x| < s zu tun, wo 0 < s < r fest ist. Auf dem abgeschlossenen
Intervall [xg — s,20 + s] sind f und f’ beschrénkt. Also existiert

M = maz |,z <5 (maz(|f(z)],|f'(x)])) .

Aus b) folgt damit
|F ) < 20)" - M

und

Tim [Rp(6)] < lim ear-st

n—oo (n+1)!
d) Es sei F(x) die Funktion, welche durch die Taylor-Reihe von f beziiglich =y dargestellt wird.
Dann ist die Funktion
g(x) == F"(x) + a1 F'(z) + aoF (z)

eine auf ganz IR konvergente Potenzreihe. Auf dem Intervall |a, B[ stimmt F' mit f tiberein. Deswegen
verschwindet g auf diesem Intervall identisch. Aus der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung folgt
g = 0 auf ganz IR. L]

Satz 8.9 (Korollar) Es sei V' der Ldsungsraum unserer gegebenen Differentialgleichung (ein TR-
Vektorraum). Dann ist fir jedes xo € R der Homomorphismus

V'3 f e (f(xo), [ (20)) € R
injektiv. Insbesondere hat der Losungsraum eine Dimension < 2.

Beweis. Sei f eine Funktion im Kern des Homomorphismus, d.h., mit f(zg) = f/(zg) = 0. Im Beweis
von Satz 8.8 b) kénnen wir dann fiir f annehmen M = 0. Und die Abschiitzung zeigt £ (xq) = 0 fiir
alle n. Die Taylor-Reihe T¢(x) fiir f mit Entwicklungspunkt zg stellt die Nullfunktion dar. Wir haben
gezeigt: Der Kern besteht nur aus der Nullfunktion, also ist unser Homomorphismus injektiv. L]

Als néchstes zeigen wir, dass der Losungsraum tatséchlich immer die Dimension 2 hat, indem
wir zwei linear unabhéngige Losungen explizit angeben. Damit haben wir die Differentialgleichung
gelost. Aber wir miissen eine Reihe von Fallunterscheidungen machen, abhéngig von den Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

p(N) = A2 4+ a1\ + ao.

1) Das Polynom p(\) habe zwei verschiedene reelle Nullstellen A\; # Aa. Oben haben wir die beiden
Losungen eM® und e angegeben und gezeigt, dass sie linear unabhiingig sind. Allerdings kann hier
durchaus eine Nullstelle A; = 0 sein. Das passiert genau dann, wenn a = 0 ist. Der Test auf lineare
Unabhéingigkeit funktioniert aber ganz genau so. Wir haben dann die beiden linear unabhéngigen
Losungen

1 und e*?.
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2) Das Polynom p(\) habe die doppelte reelle Nullstelle A;. Dann ist also
PN =A=A1)2 =A% =2\ - A+ )2,
Unsere Differentialgleichung lautet
f"=22 - f X =0

Natiirlich ist y;(z) = e*® nach wie vor eine Losung. Aber der e-hoch-Ansatz liefert keine zweite
unabhéngige Losung. Eine zweite Losung ist y2(z) := - €%, Die findet man durch probieren, oder
wenn man einen Mathematiker fragt, der das schon weif}. Hier wollen wir nur nachrechnen, dass o
tatsachlich eine Losung ist:

p(e) = o-ehe,
yolz) = M4z MeM” = (14 \jz) - eM?,
yy(x) = Ap-eMT (14 Mz) - \eM® + (24 M) - AeM®,

Damit wird
Yo () — 2195 (x) + )\%yg(x) =2+ Mx) —2(1+ Mz) + Mz - Ay - eMT = Q.

Es bleibt noch zu zeigen, dass y; und ys linear unabhéngig sind. Wir nehmen also an, es gebe zwei
reelle Konstanten ¢; und ¢y mit

ciyi(x) + coya(r) = (c1 + ng)e)‘l‘B = 0.

Nach Division durch e? folgt daraus
c1 + cox = 0.

Setzen wir hier x = 0 ein, so folgt ¢; = 0. Und wenn wir dann noch x = 1 einsetzen, folgt auch cy = 0.
Anzumerken ist noch, dass dieses Verfahren auch auf zwei linear unabhingige Losungen fiihrt,
wenn A; = 0 ist. Die Funktionen sind dann

vi(z) =1, yo(z) ==
Aber die Differentialgleichung hat die langweilige Form f” = 0.

3) Das Polynom p(\) habe die beiden komplex-konjugierten Nullstellen p 44 -w mit p,w € IR und
w # 0. Dann ist also

PN =N —p—iw) A —p+iw) = (A —p)? +w? = X2 =20 + (1 + ).
Und die zugehorige Differentialgleichung lautet
f"=2uf" + (1 + ) f = 0.
Der e-hoch-Ansatz wiirde hier auf die beiden komplexen e-Funktionen

2 (x) — e(,u—l—iw)w’ 22(1,) _ e(u—iw)a:
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fiihren. Die konnen wir aber nicht brauchen. Die Eulersche Formel
W

" = cos(w-x) +1i-sin(w-x)

macht daraus
z1(z) = e (cos(w - z) +i- sin(w - x)),

zo(x) = et (cos(w - ) —i - sin(w - x)).

Sieht auch nicht viel besser aus. Aber wir kénnen diese beiden komplexen Funktionen rekombinieren
zu zwei reellen Funktionen

y1(z) = 5(21(1‘) + 22(x)) = e**cos(w - x), ya2(z) = 2%,(2'1 () — z2(x)) = M sin(w - x).

Diese beiden Funktionen sind tatsdchlich Losungen. Das sieht man, indem man beim Gang durch das
Komplexe etwas sorgfiltiger ist, oder indem man es direkt nachrechnet. Hier méchte ich es mir sparen.
Allerdings miissen wir y; und yo auf lineare Unabhéingigkeit testen. Seien also ¢1, ¢y € IR mit

ay1(x) + coyo(x) = " - (c1cos(w - ) + casin(w - x)) = 0.
Nach Division durch die e-Funktion erhalten wir
crcos(w - ) + casin(w - x) = 0.

Setzen wir hier £ = 0 ein, so folgt ¢; = 0. Und dann ist ¢y = 0 offensichtlich.
Das Verfahren funktioniert auch, wenn p = 0 ist. Dann liefert es die beiden Lésungen

y1(z) = cos(w - ), yo(x) = sin(w - x)

ohne Exponential-Faktor.
Wir haben bewiesen:

Satz 8.10 Jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat einen
Losungsraum der Dimension 2.

Mit dem Homomorphismus aus Satz 8.9 kann man das auch so formulieren:
Satz 8.11 Jedes Anfangswert-Problem
f"+aif +aof =0, f(zo)=ci1, f'(x0) = c2
hat eine eindeutig bestimmte Ldsung.

Soweit die Theorie. Jetzt mochte ich aber die behandelten Félle und die erhaltenen Lésungen noch
in einer Tabelle zusammenstellen. Zunéchst eine Sprachregelung:

Definition 8.6 Fine Basis yi(z),y2(z) fir den Losungsraum V unserer Differentialgleichung heifst

ein Losungsfundsmentalsystem, abgekiirzt LFS. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist
dann ci1y1(z) + coya(x) mit c1,co € IR,
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Die folgende Tabelle gibt Losungsfundamentalsysteme fiir unsere Differentialgleichung f” + a1 f' +
aof = 0 zweiter Ordnung mit dem charakteristischen Polynom p(\) = A% + aj A + ag. Dessen Wurzeln
A1, A9 hdngen ab von seiner Diskriminante

A := a? — dag.

A Wurzeln LFS
>0 A1 # A reell M ehat
wenn ag = 0 A =0 1, eMo®
=0 A1 = Ao reell eMT g e
wenn a1 =ag =0 A =X =0 1,z
<0 puti-w,w#0| et eos(w - x), e sin(w - )
wenn a; =0 +iw cos(w - ), sin(w - x)

Beispiel 8.11 (Geddmpfter harmonischer Oszillator) Die Differentialgleichung des ungedampf-
ten harmonischen Oszillators ist (der Punkt bedeutet Ableitung nach der Zeit)

y—i-wgy:O

mit dem charakteristischen Polynom
A 4w

Das hat die beiden komplexen Nullstellen +iwg. Fin Lésungsfundamentalsystem enthdlt deswegen auch
keine Exponentialfunktionen, sondern ist z.B.

sin(wot), cos(wot).
Ein realistischerer harmonischer Oszillator ist der gedampfte harmonische Oszillator
42y +wiy=0, 0<pclR.

Sein charakteristisches Polynom ist
A2 20\ 4 Wl

mit den beiden Wurzeln

‘ ‘ falls
komplez-konjugiert | —p & i\/wg — 2| p<wo
zusammengfallend | —p W= wg

reell und < 0 —pE 2 —wd | p>wo
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Der erste Fall heifit der Fall schwacher Démpfung. FEin Ldsungsfundamentalsystem sind die beiden

Funktionen

y1(t) = e Msin(wt), yo(t) = e M cos(wt), w = /Wi — p2.

FEs sind Schwingungen mit Frequenz w, deren Amplitude wegen der Ddmpfung exponentiell kleiner
wird.
Der zweite Fall ist der Grenzfall mit dem Ldésungsfundamentalsystem

y1(t) = e M, yo(t) =t - e
Hier schwingt nichts mehr, die Lésung fallt unaufhaltsam gegen 0. Aber wenn bei einer Lisung
y=ciyi + cayo = cre M 4ot - e

die Koeffizienten verschiedenes Vorzeichen haben, geht die Lésung beit = —cy/co durch die Null-Lage,
ein einziges mal, bevor sie voribergehend nochmal anwdchst, und sich dann unwiderruflich monoton
fallend zur Null-Lage hinbewegt.

Der dritte Fall heifit der Fall starker Dédmpfung. Beide Wurzeln

fr2 = —p £/ — wi

yi(t) = e M0, yo(t) = e 2!

beschreiben eine exponentielle Abnahme der Auslenkung. Auch hier kann die Losung, fir Koeffizienten
c1 und co mit verschiedenem Vorzeichen, eine Nullstelle haben, aber nur eine einzige.

sind negativ. Beide Ldsungen

Schliellich miissen wir uns noch um die inhomogene Gleichung
" +airf +ag=0b(x)

kiimmern. Alles lduft darauf hinaus, eine spezielle Losung yo(x) dieser Gleichung zu finden. Denn,
wenn y1(x),y2(x) ein LFS der homogenen Gleichung bilden, dann ist

1 (.1‘) + ngg(l‘) + yo(l‘), c1,co € R

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.
Es gibt dazu ein allgemeines Losungs-Verfahren, das hier aber zu weit fiithrt. Dagegen gibt es ein
einfaches, spezielles Verfahren, wenn die rechte Seite b(x) eine einfache Funktion vom Typ

e Exponentialfunktion e“*,
e Winkelfunktion cos(wx), sin(wz)

e Polynom 2*

ist. Man steckt die rechte Seite, die rauskommen soll, als Input in die Differentialgleichung rein,
und analysiert den Output.
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Am einfachsten funktioniert es, wenn b(x) = e“* eine Exponentialfunktion ist. Dazu kiirze ich das
charakteristische Polynom jetzt ab als

p()\) = /\2 + al)\ + ag.

Wenn wir die gewiinschte rechte Seite e“* in die homogene Gleichung stecken, dann ist der Output (s.
Anfang dieses Paragraphen)

p(c) - e
Damit ist 1
yo(z) == ——= - e
(=) p(c)

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Allerdings leider nur, wenn nicht p(¢) = 0, d.h., ¢
eine Wurzel des charakteristischen Polynoms ist. In diesem Fall muss man f(z) = x - e** verwenden.
Man erhélt

flz) = x-e”
flx) = e +ax-ce” =(1+cx) e”
f"(z) = e+ (1+cx) - ce® = (2¢ + 2x) - e~
und
f"+arf +aof = ((2c + ) +a1(1+cx) + aom) e

= |2c+a1+ (F+arc+ag) | e*
| S —
=0
= (2c+ay)-e”
Man erhélt die spezielle Lésung
1
 2c+ aj

Allerdings, auch wieder nur, wenn nicht 2¢ + a; = 0 sein sollte. Was ist aber dann los? Es ist

. eCT

Yo(z)

p(c) = A 4+aic+ap=0 und a; = —2¢,

also
2 _ 2 _
c"—2c-ct+apg=ag—c"=0.

Das charakteristische Polynom
pA) =X —2c- A+ =(\—c)?
hat ¢ sogar als doppelte Nullstelle. In diesem Fall muss man als Input die Funktion
F(z) = a2 e

verwenden. Das mochte ich aber hier nicht mehr allgemein diskutieren. Stattdessen ein Beispiel:
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Beispiel 8.12 Gesucht ist eine spezielle Losung der Differentialgleichung
f"+2f+ f=e".
Das charakteristische Polynom ist
pA) = 2422+ 1=(\+1)2

mit der doppelten Nullstelle A = —1. Die ist aber gerade der Faktor im Exponenten der Exponential-
funktion. Wir verwenden x*e~ als Input und finden

flz) = 22e™®
fllx) = 20-e 22 e =2zx—2%) - "
['@) = @-2)-e"-(Q-a”)-e = 2-dr+a?) e’

und
Fl@)+2f (@) + fz) = (2 -4z + %) + 222 —2%) +2%)) e " =27,

FEine spezielle Losung ist

Wenn Winkelfunktionen auf der rechten Seite stehen geht es ganz &hnlich: Man wendet die Diffe-
rentialgleichung auf diese Winkelfunktionen an, und sucht eine geeignete Linearkombination aus. Die
allgemeinen Formeln sind unschoén hinzuschreiben, und unmoglich zu merken. Ich méchte das Prinzip
nur an einem Beispiel illustrieren:

Beispiel 8.13 Gesucht sei eine spezielle Lisung der Gleichung
"+ 2f + f = sin(2z).

Die linke Seite der Gleichung schreibe ich jetzt als

2
(2 o
Und wende den in der Klammer stehenden ’Operator’ auf verschiedene Input-Funktionen an: Es ist
d? d _ . ,
(@ + 2% + 1) [sin(2x)] = —4sin(2x) + 4cos(2x) + sin(2z)
= —3sin(2x) + 4cos(2x)
d? d .
<@ + 2@ + 1) [cos(2z)] = —4cos(2x) — 4sin(2zx) + cos(2x)
= —4sin(2z) — 3cos(2x),
d? d . .
<W + 2% + 1) [3sin(2z) + 4cos(2x)] = —25sin(2x),

und eine spezielle Lésung ist

yo(z) = —%(381’71(233) + 4cos(2x)).
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Auch wenn die rechte Seite b(z) der Gleichung ein Polynom ist, funktioniert das Input-Output-
Verfahren ganz dhnlich. Hierzu nur folgendes Beispiel:

Beispiel 8.14 Gesucht sei eine spezielle Losung der Gleichung

f’l+2f/+f:l‘2.

FEs ist
&2 d
— 1) =1
(s v ) = 1
4 d
<W+2d +1>[$] = 2+ux,
L d+1[]—2+4+2
dz? " “dz - T
2
<%+2dd+1>[x2—4x+6] = 2%
Also ist

yo(z) :=2® —4x +6

eine spezielle Losung.

Beispiel 8.15 (Angestoflener harmonischer Oszillator) Damit ein harmonischer Oszillator nicht
durch die in der Realitdt unausweichliche Ddmpfung abgebremst wird, stdfst man ihn manchmal peri-
odisch an. Fine Differentialgleichung dafiir ist

4 2uy + wiy = a - cos(t).

Es kommt darauf an, eine spezielle Lisung yo(t) zu finden. Denn weil die Lésungen der homogenen
Gleichung auf 0 zu fallen, wird sich jede Losung langfristig in die Nihe dieser speziellen Ldsung hin

einpendeln. Wir wenden mal die linke Seite der Gleichung
i +2 d +
e L

auf die beiden Winkelfunktionen sin(t) und cos(t) an:

d? d
<dt2 + 2udt + w0> [sin(t)] = —sin(t) + 2ucos(t) + wisin(t)
= (wE —1)sin(t) + 2ucos(t),
2
<th + 2/1;5 + w()) [cos(t)] = —cos(t) — 2usin(t) + wicos(t)

= (wg —1)cos(t) — 2usin(t).
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Setzen wir erst einmal
2(t) := 2usin(t) + (w§ — 1)cos(t),

so wird also

2 d
(W + 20+ w3> [2] = (41® + (w5 — 1)*)cos(t).

Deswegen st

Yo(t) : -

=IET 2= 1) (2usin(t) + (wg — 1)cos(t))

eine spezielle Losung.

Das ist schin. Allerdings erkennt das inzwischen (hoffentlich) geschulte Auge fir wy = 1 ein
Problem. Das liegt aber in der Natur der Sache: Hier ist die Figenfrequenz wy des Oszillators gleich
der Frequenz 1, mit der angestoflen wird. Das ist der sogemannte Resonanz-Fall und muss anders
behandelt werden.

Eigentlich sollen in Staatsexamensaufgaben keine Differentialgleichungen vorkommen mit einer
Ordnung hoher als zwei. Gelegentlich passiert das aber doch noch. Solch eine Aufgabe mochte ich hier
auch noch diskutieren. In Prinzip geht alles genauso wie bei Gleichungen der Ordnung zwei.

Beispiel 8.16 (H 05, T3, A5) Finden Sie simtliche reellen Losungen des AWP
y"" =16y =0, y(0)=0.

Man macht den e-hoch-Ansatz y = e**. Dann ist also y"™ = \e*® und die Differentialgleichung lautet

(M —16)e* = 0.
Das charakteristische Polynom \* — 16 hat jetzt den Grad 4 und die Nullstellen
M=2, A=-2 A3=2, N=-2.

Zu den reellen Nullstellen gehdren die Lésungen

2z

y1(z) =€, yaz) = e 2,

Die komplexen Nullstellen kann man mit der Fulerschen Formel analysieren. Man kann aber auch
gleich feststellen

cos(2z)" = 2* . cos(2x), sin(2x)"" =2*. sin(2x).

Damit hat man zwei weitere Losungen
y3(z) = cos(2z), ya(x) = sin(2z).

Eigentlich miisste man jetzt nachpriifen, dass diese vier Lisungen linear unabhdngig sind. Das mdchte
ich mir sparen. Und eigentlich brduchte man noch die Hintergrundinformation, dass der Losungsraum
der Gleichung vierter Ordnung die Dimension vier hat. Das fihrt hier zu weit. Gehen wir davon aus:
Die allgemeine Lisung der Gleichung ist

y(x) = c1e®® + coe” + c3c0s(2x) + cysin(2x), c1,c,c3,¢4 € R
Und y(x) ist Losung des AWP, wenn
y(0) =c1+ca+c3 =0.
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Beispiel 8.17 (Freier Fall mit Luftwiderstand) In 8.1 habe ich die Gleichung des freien Falls
mit einem nicht zu vernachlissigenden Luftwiderstand in der Form

Yy=-my—yg
angegeben. Sie ist eine inhomogene lineare Gleichung
Yy+uy=-—g
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom ist
Map-A=XA-A+p).
Aus dessen Nullstellen Ay = 0, Ao = —p bekommt man die allgemeine Lisung
14 ce ™ e, € R,

der homogenen Gleichung. Als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung erraten wir das lineare
Polynom

g
Yo(t) = —=-t.
1
Damit wird die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y(t) = c1 + coe M — 9y,
u

Der wesentliche Effekt ist hier yo(t), das lineare Fallen mit konstanter Geschwindigkeit —g/u. Die

Konstanten ¢; und co enthalten Anfangs-Hdohe und -Geschwindigkeit. Und die Exzponentialfunktion
klingt exponentiell ab.

Aufgabe 8.23 Bestimmen Sie die Losung des AWP
a) y'(z) + 5y (x) =z + %, y(0) =y'(0) =0,
b) y'+y=e", y(0)=y(5=0.

Aufgabe 8.24 Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
a) y' +4y' -2y =ux,

b) y//+y/ _ 2y — x2’

c) vy’ + 16y = —sin(4t),

d) vy’ +y - 6y = cos(x),

e) y' + 2y + 5y = 10e2*,

Aufgabe 8.25 Fiir welches a € R gibt es eine Losung y(x) der Differentialgleichung
' +2a-y +a*-y=0
mit
y(0)=0, ¢ (0)=1, y(1)=0b>07
Wie lautet diese Lisung. Bestimmen Sie (in Abhingigkeit von b) das Verhalten dieser Lisung fiir

T — —o0 und r — oo.
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Aufgabe 8.26 a) Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von a € R alle Losungen der Differentialgleichung
y"' — vy — 2y = —2ae".

b) Bestimmen Sie alle a € R, fiir welche die entsprechenden Lisungen fiir x — oo beschrdnkt bleiben.

Aufgabe 8.27 Bestimmen Sie
a) ein LFS der Differentialgleichung
y'+2y +2y =0,

b) eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Y 2y + 2y = —4x? - 2.

8.5 Systeme von Differentialgleichungen

Ahnlich, wie man Systeme linearer Gleichungen fiir mehrere Unbekannte betrachtet, kann man auch
Systeme von Differentialgleichungen fiir mehrere unbekannte Funktionen betrachten. Wir wollen nur
Systeme von zwei Gleichungen fiir zwei unbekannte Funktionen betrachten. Die sehen allgemein so

aus: ,
1 = filyr,y2,2),
yé = f2(y17y27$)'

Sie sind uns zu schwer. Deswegen betrachten wir nur 2 x 2-Systeme von linearen Differentialgleichungen

yvi = ari(x)-y1 4+ arp(r)-y2 4+ bi(x)
yy = ag1(x)-y1 + aza(x)-y2 + ba(x)

Die sind uns (und nicht nur uns) immer noch zu schwer. Deswegen betrachten wir nur homogene
2 x 2-Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

/
Y1 = aiiyr + a1y
/
Yo = a21Y1 + a22Y2

Wenn man will, kann man ein solches System auch in Vektorform

Y'(z)=A-y(z)

=)

schreiben. Dabei ist

die Koeffizientenmatrix und



eine vektorwertige Losungsfunktion. Das ist genau das, was ich in 7.1 eine (parametrisierte) Kurve
genannt habe. Das Problem kann man dann geometrisch so deuten: In jedem Punkt y € IR? ist ein
Vektor A -y gegeben, und gesucht sind Kurven y(t¢), die in jedem ihrer Punkte den vorgegebenen
Vektor als Tangentialvektor besitzen. Das sieht alles aus, wie eine neue Beschéftigungsmoglichkeit fiir
gelangweilte Mathematiker. Aber:

Satz 8.12 Jede homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ist dquivalent zu einem 2 x 2-System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Beweis. Es sei die Gleichung zweiter Ordnung
" /
Yy +ay +apy=0
gegeben. Wir setzen y; = y und yo = 3. Damit wird die Differentialgleichung
Yy + a1y2 + apys = 0.
Und sie ist dquivalent zu dem System
y1 = Y2
Yy = —aoy1 —a1y2 []
Aquivalent heifit hier: Wenn man das obige System durch zwei Funktionen y; (), y2(z) gelost hat,
dann ist y(z) := y1(z) eine Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung. Und so bekommt man
auch jede Losung. Es scheint also so, dass die Theorie der 2 x 2-Systeme allgemeiner ist, als die Theorie

der Gleichungen zweiter Ordnung. Wir werden sehen, dass das nicht ganz stimmt.
Zuerst aber wollen wir 2 x 2-Systeme transformieren. D.h., wenn ein solches System

y(@) =4 y()

gegeben ist, gehen wir mit einer invertierbaren 2 x 2-Matrix 7" iiber zu z(z) = T - y(x). Fiir z(x)
bedeutet das urspriingliche System

Zx)=T y(x)=T-A-y()=(T-A-TY) z(z).

Die alte Koeffizientenmatrix A ist ersetzt durch die dhnliche Matrix A’ : =T - A-T~!. Man kann also
versuchen, ein gegebenes System zu vereinfachen, indem man die Koeflizientenmatrix durch eine dazu
ahnliche Matrix ersetzt.

Beispiel 8.18 Die 2 x 2-Matriz A habe zwei verschiedene reelle Figenwerte \y # Ao. Dann ist sie
ahnlich zur Diagonalmatrix
A0
/I 1
(3 0)

Und nach der Transformation haben wir das System

z(r) = Ma(z)
z(r) = A2zo(7)

Das ist gar kein richtiges System mehr, sondern wir haben zwei entkoppelte Differentialgleichungen
erster Ordnung mit den beiden Ldsungen

Az A2
s .

z1(x) =¢1 € zo(x) =co-€
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Dazu gehoren die Vektor-wertigen Losungen

Az
z(m):q(eo >+02<6g$>.

Aus dem Beispiel machen wir einen Satz:

Satz 8.13 Die Koeffizientenmatriz A des Systems y' = A -y habe die beiden veschiedenen reellen
Figenwerte \1 # Ao mit zugehiorigen FEigenvektoren vi,ve. Dann sind die beiden Vektor-wertigen

Funktionen

6)\le1, e)\QCUVQ

Losungen des Systems.

Beweis. Wir sparen uns die Transformation in die Basis aus Eigenvektoren und die Transformation
zuriick, sondern rechnen direkt nach:

(6A1IV1)/ = )\16)\le1, A- €AIIV1 = e)‘””Avl = )\16)\le1

und ebenso fiir As. ]
Diese Methode ist der e-hoch-Ansatz fiir Systeme. Er funktioniert immer, wenn es zwei linear
unabhéngige Eigenvektoren zu zwei (verschiedenen oder auch gleichen) Eigenwerten gibt.
Bis jetzt habe ich noch keinerlei Existenz- und Eindeutigkeits-Theorie vorgestellt. Die will ich auf
den entsprechenden Satz 8.11 fiir Gleichung zweiter Ordnung zuriickfithren. Dazu ein

Satz 8.14 (Aus der Linearen Algebra) Die reelle 2 x 2-Matriz sei keine Skalarmatriz, d.h., nicht
von der Form Ay mit A € IR. Dann ist A dhnlich zu einer Matriz

01
<c d)’ c,d € 1R.

Beweis. Die Aussage bedeutet: Es gibt eine Basis vi, vy € IR? mit
A-V1:C'V2, A'V2:V1+d'V2.

Und die Voraussetzung an A bedeutet: Es mag vielleicht 1-dimensionale Eigenrdume fiir A geben, aber
der ganze IR? selbst ist kein Eigenraum. Es gibt also einen Vektor 0 # vy € IR?, der kein Eigenvektor
ist.

Zuerst suchen wir einen Vektor 0 # v € IR? mit A-v =t - vy,t € IR. Wenn A nicht vollen Rang
hat, dann ist das einfach: Es gibt einen Vektor v # 0 mit

A-v=0=0-vs.

Und wenn A vollen Rang hat, dann ist das auch einfach: Die Abbildung IR? — IR? mit v — A - v ist
surjektiv, und es gibt einen Vektor v mit

A-v=vyg=1-vs.

Wegen vy # 0 ist auch v # 0.
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Als néchstes zeigen wir: v und v sind linear unabhéingig. Sei dazu etwa
S-V+S8y-vy=0.
Diese Gleichung multiplizieren wir mit der Matrix A und erhalten
A - (sv + s9vg) = stvg + s9Ave = 0.

Hier muss so = 0 sein, weil vo kein Eigenvektor ist. Und weil v # 0 ist, muss auch s = 0 sein.

Die Vektoren v, vy bilden also eine Basis des IR?. Wir schreiben A - vy = bv + dvsy. Weil vy kein
Eigenvektor ist, muss hier b #£ 0 sein. Wir setzen vy := b - v. Dann ist auch vy, v eine Basis des R2.
Wir haben alles so eingerichtet, dass

A-vi=c-vomitc=bt, A-vy=vi+d-vs.

L]
Ein AWP fiir unser System y’ = A -y sieht so aus: Gegeben sind zg € IR und ein Vektor a € IR?.
Gesucht ist eine Losung y(z) mit y(zo) = a.

Satz 8.15 (Existenz und Eindeutigkeit) Gegeben sei eine beliebige reelle 2 x 2-Matriz. Dann hat
jedes AWP

y'(z)=A-y(x), y(xo)=a,

eine eindeutig bestimmie Losung.

Beweis. Wir miissen in Abhéngigkeit von A zwei Fille unterscheiden:
Fall 1: Es ist A = X - 1, ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix. Das System besteht aus zwei
entkoppelten Gleichungen. Jede Losung hat die Form

AT
cre
y(m)z( ! Az ), c1,c0 € R.

Fiir jede Losung des AWP muss gelten

0

€1 = a1e M0 g = age 2%,

und mit diesen ¢y, co wird die eindeutig bestimmte Losung definiert.
Fall 2: Es ist A # Als, A € R. Nach Satz 8.14 ist A dhnlich zu einer Matrix

0 1
c d |’
Ohne dass sich die Beweislast &ndert, konnen wir unser System transformieren in

A 29
zh = ¢z + dz

Dieses System ist dquivalent zur Gleichung zweiter Ordnung

2 —di —cz=0,
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d.h., jede Losung unseres Systems ist von der Form

4l . z
29 - Z, ’
wo z eine Losung der Gleichung zweiter Ordnung ist. Die Behauptung folgt aus Satz 8.11. L]

Also sind doch 2 x 2-Systeme und Gleichungen zweiter Ordnung im Wesentlichen #quivalent.
Trotzdem ist es sinnvoll, Systeme gesondert zu behandeln. Man kann ihre Loésungskurven nédmlich
zeichnen. Durch jeden Punkt des IR? geht genau eine Losungskurve. (Das ist die Aussage von Satz 8.15.)
Diese Losungskurven zeichne ich lieber in einem (z,y)-System, als im (y1, y2)-Koordinatensystem. Ich
ersetze also die

unabh#ngige Variable  durch ¢
abhéngige Variable y; durch =«
abhéngige Variable yo durch y

Und wie iiblich bezeichne ich die Ableitung nach ¢ (= Zeit) durch einen Punkt. Das System sieht dann
als so aus:
T = a-T
Yy = c-x

In Abhéngigkeit von der Koeffizientenmatrix

+ b-y
+ d-y

unterscheiden wir verschiedene Fille.

Fall 1: Die Matrix A ist diagonalisierbar mit den reellen Eigenwerten A; und Ao. Nachdem wir
in ein Koordinatensystem iibergehen, das von Eigenvektoren aufgespannt wird, sieht unser System so
aus:

T = /\11‘, y = )\Qy.

Es hat die Lésungskurven

T=cp Ny =cy- e

Zunichst sortieren wir einige Spezialfille aus:

‘ Losungskurven
AM=X=0 Punkte (¢1,c2)
A =0, Ay #£0 | Geraden z = ¢y
A #0, Ay =0 | Geraden y = ¢
A =X #0 Geraden durch den Nullpunkt.

Es bleiben die Fille
0# A # Ao #0.

Fiir ¢; = 0, bzw. cg = 0 haben wir als Losungskurve die positiven oder negativen Halbachsen auf der
y-, bzw. x-Achse. Fiir ¢; - c2 # 0 eliminieren wir ¢ vermoge

)\2 )\1 )\2/)\1
<£> :<£> 7 g:(£> , y=c-2™Mmit ¢ # 0.

C1 C2 C2 C1
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FEinen wesentlichen Unterschied macht es jetzt noch, ob die Eigenwerte A\; und Ao das gleiche oder
verschiedene Vorzeichen haben.

M=1 =2 M=—1, ) =2

Fall 2: Beide Eigenwerte Ay = A2 = A stimmen {iberein, aber die Matrix A ist nicht diagonali-
sierbar. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass es ein Figenvektor fiir A ist. In einem solchen
Koordinatensystem wird die Koeffizientenmatrix

* 0 A0 .
A:<s /\>:<5 A)mlts#o.

Jetzt ersetzen wir noch e; durch %el und bringen damit die Koeffizientenmatrix auf die Form

A:(;g).

Damit hat das System die Form

<
I
8
_|_
>

<

Daraus folgt zunéchst fiir x

z=creM

und fiir y die inhomogene lineare Differentialgleichung
§ = Ay + creMl.
Eine spezielle Losung dieser Gleichung ist

M
Yo =cit- e,
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und unsere Losungen haben deswegen die Form

r=c e, y= (1t +c2) - M.
Spezielle Losungskurven bildet fiir ¢y = 0 die y-Achse, schon unterteilt in ihren positiven, ihren
negativen Abschnit und den Nullpunkt.
Fiir ¢; # 0 haben wir
C2
y=(+—")x
1

mit

e)‘tzﬁ, Atzln(ﬁ), t:lln(£>.
C1 C1 A C1

In der rechten Halbebene ist x > 0 und ¢; > 0. Hier konnen wir schreiben

1 1 1 1
Yy = Z—jx + Xa:ln <:—1) = <Z—j — Xln(q)) “x A+ X:L‘ln(a:) =cx + X:z:ln(a;), celR.

(Die Losungskurven in der linken Halbebene liegen punktsymmetrisch zu denen in der rechten Halb-
ebene.) Interessant ist, dass die Funktion z-In(x), die sonst nur fiir Gegenbeispiele herangezogen wird,
hier eine tragende Rolle spielt.

/

/7

Fall 3: Es gibt zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte
Mo=pti-w, w>0.
Das charakteristische Polynom ist dann
XA) = (A — g — iw) A — mu+ iw) = (A —mu)? + w? = A2 — 2u)\ + 1 + W2

Wir betrachten zuniichst den Fall g = 0 und x(\) = A2 + w?. Nach Satz 8.14 wissen wir, dass die
Koeffizientenmatrix ahnlich ist zu einer Matrix

(o)

A (d=XN)—c=XN—d\—c

mit dem charakteristischen Polynom
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Hier muss also

sein, und die Matrix ist

Wir gehen iiber zu der dhnlichen Matrix

Vo o 0 1 1/Vo 0\ [ 0 w
0 1/vw ) \ =2 0)\ 0 Vo) \ —w 0]

Das Gleichungssystem

hat die allgemeine Losung

) _ . cos(wt) Yo sin(wt)
y |\ sin(wt) 2 —cos(wt) |’
Es sind Kreise um den Nullpunkt mit

2 2 2 2
€T +y :Cl+02.

Im Allgemeinfall (u # 0) hat
A — My

die beiden Eigenwerte +wi und ist dhnlich zur Matrix

(L5)
(£3)

und nach der entsprechenden Transformation hat unser Gleichungssystem die Form

Dann ist A ahnlich zu einer Matrix

T = pu-xr + w-y
Yy = —w-xr + py.

Man rechnet nach: die allgemeine Lésung ist

T t cos(t) sin(t)
< Yy ) =€ <cl < sin(t) ) te < —cos(t) ))

Die Losungskurven sind vom Ursprung ausgehende Spiralen.
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Aufgabe 8.28 Ldsen Sie das System

Aufgabe 8.29 Ldisen Sie das AWP
/
Y1 = N+ Y2 .
t 0) = y2(0) = 1.
MOZU TR mit y(0) = ()

Aufgabe 8.30 Ldsen Sie das System

und zeigen Sie, dass die Losungskurven implizit gegeben sind durch Gleichungen

a-(x4+y)=b-(x—y)?* abeclR.
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