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Funktionentheorie ist die Theorie der komplex-differenzierbaren Funktionen einer komplexen Varia-
blen. Was ’komplex-differenzierbar’ heifit, werden wir dabei noch genau verstehen miissen. Das klingt
etwas esoterisch, die Funktionentheorie ist aber soetwas wie das Herz der Mathematik.

Zunéchst eine kurze Liste von Lehrbiichern zur Funktionentheorie:

e Cartan, H.: Theorie elementaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables complexes.
Hermann, Paris 1961. Deutsch: BI-Verlag 1966

e Fischer, W., Lieb, I.: Funktionentheorie. Vieweg 1980.
e Knopp, K.: Elemente der Funktionentheorie, Funktionentheorie I,IT. 3 Bde., Sammlung Goschen.

e Remmert, R.: Funktionentheorie I,IT. Springer 1984.

0 Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen, und erst recht, die komplex-wertigen Funktionen sind noch gar nicht so lange
in der Mathematik heimisch. Die Notwendigkeit, komplexe Zahlen einzufiihren, stellte sich nicht - wie
man erwarten sollte - bei dem Versuch quadratische Gleichungen der Art

2 +1=0

nach z aufzulésen. Nein! Derartige Gleichungen sahen Griechen, Inder und Araber Jahrhunderte lang
einfach nicht als sinnvoll an; die Notwendigkeit, sie aufzulosen gab es nicht. Anders war es nach der
Aufstellung der sogenannten Cardanoschen Formeln (Beginn des 16. Jahrhunderts) zur Auflésung der
Gleichungen dritten Grades. Beim sogenannten ’Casus irreducibilis’ bekam man reelle Losungen, die
man aber nur mit Hilfe komplexer Zahlen hinschreiben konnte. Von da an konnten komplexe Zahlen
nicht mehr verdringt werden. Spater kamen dann die Erfolge Eulers (18. Jahrhundert), die allerdings
nicht immer ganz hasenrein waren, und zu Beginn des 19. Jahrhunderts begriindeten Cauchy und Gauf3
das Rechnen mit komplexen Zahlen exakt. Allerdings scheint selbst Gauf zeitlebens dabei ein ungutes
Gefiihl gehabt zu haben: Beweise, die er mit Hilfe komplexer Zahlen fand, versuchte er nachtréiglich
so zu frisieren, dass er sie ohne Verwendung dieser Zahlen schreiben konnte.

0.1 Algebra

Eigentlich sollten die Rechenregeln fiir komplexe Zahlen mittlerweile bekannt sein. Zur Sicherheit
wollen wir sie noch einmal zusammenstellen:



e Eine komplexe Zahl ¢ € C schreiben wir
c=a+b-i mita,belR.
In dieser Schreibweise heiflien
a = Re(c) Realteil von ¢, b=1Im(c) Imaginirteil von c.
Die komplexe Zahl ¢ = a — b - ¢ heillt konjugiert-kompleze Zahl zu c. Die reelle Zahl
o] := Va2 + 12
heif}t der Betrag von c.

e Reelle Zahlen r € IR identifizieren wir mit den komplexen Zahlen r 4+ 0 - 4. Unter r - ¢, € IR,
verstehen wir die komplexe Zahl 0 + 7 -4 (rein imagidre Zahl).

e Zwei komplexe Zahlen
co=a1+by-1, co=ay+by-1

addieren sich folgendermafien
c1 +c2 = (a1 +az) + (by + be) - 4.

Fiir reelle Zahlen ¢; = a1 und ¢o = ay ist dies die gewohnte Addition. Fiir ’echt’ komplexe Zahlen
¢k = ap + by, - i ist dies die Vektoraddition im reellen Vektorraum IR2.

e Zwei komplexe Zahlen
01:a1+b1-i, CQZCLQ‘I’[)Q-i

multiplizieren sich folgendermafien
ClCy = (a1-ag—bl'bg)—i-(al-b2+b1-a2)-’i.

Fiir reelle Zahlen ¢; = a1 und c2 = a9 ist dies die gewohnte Multiplikation. Auflerdem gilt die
Formel, wegen der man dies alles macht:

Die Multiplikation komplexer Zahlen ist kommutativ (wir brauchen also keinen Unterschied
zwischen b - 7 und ib zu machen) und assoziativ. Weiter gelten die iiblichen Distributivgesetze,
welche Addition und Multiplikation verkniipfen. Die komplexen Zahlen C mit ihrer Addition
und Multiplikation bilden also einen Korper.

Legt man die Distributivgesetze und die Formel > = —1 zugrunde, so kann man die Multiplika-

tion gar nicht anders als angegeben definieren.

e Fiir den Betrag gelten dabei die Rechenregeln

ler +ca] < er] + e (Dreiecksungleichung)

lcr-e2| = e ezl



Die Dreiecksungleichung folgt, weil der Betrag |c| nichts anderes ist als die Norm || (a,b) || des
Vektors (a,b) € IR? und die Betragsformel fiir das Produkt muss man halt nachrechnen:

|01 . CQ|2 = |a1a2 — bi1by + (a1b2 + blag)’i|2
= (aras — biby)? + (a1by + braz)?
= a%a% + b%b% + a%b% + b%a%
= (af +b7)(a3 + b3)

= o) el

e Das Quadrat des Betrags kann man auch so schreiben:
P =a?> +¥*=(a+b-i)-(a—b-i)=c-¢c

Fiir ¢ # 0 ist |c| # 0 und es gilt
c e _
e e
Damit haben wir ein einfache Formel fiir das Inverse einer komplexen Zahl ¢ # 0:

1
E = W - C.

Fiir die Addition komplexer Zahlen ist die Schreibweise ¢ = a + bi (Trennung in Real- und Ima-
giniirteil) vorteilhaft, weil die Addition ja nichts anderes ist als Vektor-Addition im IR?. Der Multipli-
kation besser angepasst ist aber die Schreibweise in Polar-Koordinaten:

Jede komplexe Zahl ¢ # 0 kann man

c

]

schreiben, wo ¢ eine komplexe Zahl vom Betrag |¢| = 1 ist. Diese hat eine Darstellung

c=lc-¢ mit é=

¢ = cos(p) +i-sin(p), ¢ €I,

mit einem Winkel
v = arg(c).

Damit wird dann

¢ = || - (cos(p) +i - sin()).
Der Winkel ¢ ist hier nur dann eindeutig bestimmt, wenn man 0 < ¢ < 27 vereinbart. (Eine solche
Vereinbarung fiihrt aber sehr schnell auf die allerhiibschesten Schwierigkeiten.) Auch die Zahl ¢ = 0
kann man in Polarkoordinaten

0=0-(cos(p) +1i-sin(p))

schreiben. Hier ist der Winkel ¢ = arg(0) aber vollig unbestimmt (und auch vo6llig bedeutungslos).
Mit den Additionstheoremen der Winkelfunktionen findet man fiir die Multiplikation komplexer
Zahlen in Polarkoordinaten-Schreibweise

cr-ca = |ci|-(cos(p1) +i-sin(p1)) - [c2| - (cos(p2) + i - sin(p2))
lc1| - |eo] - (cos(ir)cos(p2) — sin(ipr1)sin(pa)) + i - (cos(p1)sin(p2) + sin(pr)cos(ps2)))
= le1] - fez] - (cos(p1 + p2) +i - (sin(p1 + p2)).



Wir sehen: Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich deren Betréige, wihrend
sich ihre Argumente addieren. Umgekehrt gilt dann bei Division durch ¢z # 0

U _ 1L (cos(io1 — ) + i~ (sin(ipy — ).

C2 |02|
Diese Formeln sind sehr schén und erhellend. Das Dumme ist nur, dass man mit dem Winkel dabei
sehr schnell iiber 27 hinaus oder unter 0 herunter kommt.

Trotzdem hat die Polarkoordinaten-Schreibweise enorme Vorteile. Das zeigt sich besonders deut-
lich, wenn man die sogenannten Finheitswurzeln sucht. Eine k-te Einheits-Wurzel ist eine komplexe
Zahl ¢ mit c¥ = 1. Schreiben wir ¢ = |¢| - (cos(p) + i - sin(y)), so bedeutet dies |c[F =1, d.h., |¢| = 1
und

k-p=0, genauer k- =mn-2m,n ¢ IN.

Man findet die k£ verschiedenen Winkel

wz%-%r, n=20,...k—1.
Es gibt also k verschiedene k-te Einheitswurzeln.
Beispiele: k£ = 2: ¢ = £1.
k = 3: Man findet ¢ = 1 und

2w .. (2w 1 9 4 .. (4m 1 4
w—cos<?>+z-sm<?>——§+§\/§, w —cos<?>+z-sm<?>——§—§ 3.

k=4:c=1,i,—1,—1.

Aufgabe 0.1 a) Bestimmen Sie Real- und Imagindrteil der komplezen Zahlen

1—; 1+ 2
1+: ™ 1”9

b) Bestimmen Sie \/1 + 2i, d.h., Real- und Imagindrteil aller komplezen Zahlen w mit w? = 1 + 2i.

Aufgabe 0.2 Es sei z = x + 11y € C. Schreiben Sie die Zahlen
a) 2>,  b) 2", neN,
i der Form ¢ = a + b mit a,b € R.

Aufgabe 0.3 Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z € C mit Z = z, bzw. Z = —z, bzw. Z = 1/z.

Aufgabe 0.4 Berechnen Sie Real- und Imagidrteil fir jede der folgenden Zahlen:

¢ = (4—}-37;)(4.—1- 24)(3 —i)(1 — i),
T -6
c3 = i i_z wo z = cos(p) +isin(p) # 1.



Aufgabe 0.5 Zeigen Sie: Ein Dreieck mit den Eckpunkten a,b,c € C hat als Flicheninhalt
1 _
F = §|Im(db + be + ca)l.

Aufgabe 0.6 Es seic € C fest und f(z) := z/(z —c) fiir z € C.

a) Bestimmen Sie Definitions- und Bildbereich der Funktion f.

b) Zeigen Sie, dass f eine bijektive Abbildung seines Definitions- auf seinen Bildbereich vermittelt,
indem Sie die Umkehrfunktion angeben.

c) Zeigen Sie: Das Bild einer Kreislinie K C C unter f ist stets wieder eine Kreislinie, aufler, wenn

c€ K. Was ist f(K \ {c}) in diesem Fall?

1
Aufgabe 0.7 Was ist der Imagindrteil von 1 -2 (H 96, T2, A1.1)

— 1

0.2 Konvergenz
Konvergenz von Folgen definiert man in C genauso wie in RR:

Definition 0.1 Die Folge ¢, € C komplezer Zahlen konvergiert gegen ¢ € C, wenn es zu jedem
0 <e€TR ein N(e) € IN gibt derart, dass fiir alle n > N(e) gilt:

len — ] < e.

Das ist haargenau dasselbe, wie die iibliche Konvergenz im IR?. Deswegen sind die folgenden
Eigenschaften zur Konvergenz dquivalent:
a) Eine Folge ¢,, = a,,+b,,-i konvergiert gegen ¢ = a+b-i, genau dann wenn Real- und Imaginirteile
konvergieren:
a =lim(ay), b=1Ilim(b,).
b) Cauchy-Kriterium: Eine Folge ¢, € C konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge
ist. D.h., fiir alle 0 < € € R existiert ein N(e) € IN derart, dass fiir alle m,n > N (e) gilt:

lem — el < e




Offene und abgeschlossene Mengen M C € definiert man wie in der Ebene IR?. Eine Teilmenge
U C C heiBlt also offen, wenn zu jedem Punkt 2y € U ein Radius r > 0 existiert, so, dass die
Kreisscheibe {z € C : |z — 29| < r} noch ganz zu U gehort. Und A C C heifit abgeschlossen, wenn
U := C\ A offen ist. Mit der Konvergenz von Folgen héingt das so zusammen: A C C ist abgeschlossen,
wenn fiir jede Folge von Punkten z, € A, welche in C konvergiert, der Grenzwert lim z, auch in A
liegt.

Definition 0.2 Fine Teilmenge U C C heifit ein Gebiet, wenn sie offen und zusammenhdngend ist.

Dabei heifit U zusammenhéngend, wenn fiir je zwei Punkte 2g, z; € U ein stetiger Weg vy : [0,1] — U
existiert mit y(0) = zp und (1) = 2z;. Auch das hat mit Konvergenz zu tun, weil Stetigkeit ja iiber
Folgenstetigkeit definiert werden kann.

In der Funktionentheorie kommen konvergente Folgen meist als Reihen vor. Eine Reihe Y ¢, kom-
plexer Zahlen konvergiert (wie iiblich) wenn die Folge ihrer Partialsummen

n
Sy = Z cy
konvergiert. Und das Cauchy-Kriterium fiir diese Folge liefert
Satz 0.1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Fine Reihe Y ¢, komplezer Zahlen konvergiert genau
dann, wenn fiir alle 0 < € € R ein N(e) € IN existiert, derart, dass fiir alle m >mn > N(e) gilt

m

e

n

< €.

Indem man hier speziell m = n setzt, erhilt man
Satz 0.2 (Notwendiges Kriterium) Konvergiert die Reihe Y ¢, so ist notwendigerweise
nll)rgo cn, = 0.

Beispiel: Die geometrische Reihe

o0
> "
n=0
zur Basis ¢ € C hat die Partialsummen
1— Cn-i—l

g = -
" 1—c¢

(Beweis wie im Reellen). Fiir |¢| < 1 ist lim |¢|” = 0 und deswegen auch lim ¢” = 0. Daraus folgt
> 1 -t 1

> "= lim =
n—oo 1 —¢ 1—-c

n=0

fiir || < 1. Fiir |¢| > 1 ist das notwendige Kriterium lim |c|” = 0 nicht erfiillt, und die geometrische
Reihe zur Basis ¢ divergiert.
Aus dem Cauchy-Kriterium erhélt man weiter



Satz 0.3 (Majorantenkriterium) Die Reihe . ry, reeller Zahlen r, € R sei konvergent. ¢, sei eine
Folge komplexer Zahlen mit
len| <y fiir alle n € IN.

dann konvergiert die komplexe Reihe Y c;,.
Beweis. Ist m > n, so gilt fiir die Differenz der Partialsummen

|Sm_5n|: ZCV §Z|CV|§ZTV'

n+1 n+1 n+1

Die wichtigsten Reihen sind in der Funktionentheorie Potenzreihen
Zanz", an, € C,z € C,
bzw. allgemeiner Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zy € C

Zan(z - ZO)n'

Das niitzlichste Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen ist meiner Meinung nach das Quotienten-
kriterium, etwa in folgender Form:

Satz 0.4 (Quotientenkriterium) Fiir die Potenzreihe . an,2"™ gelte

limM =peR
|an| .

Dann konvergiert die Reihe Y an2z™ fiir alle z € C mit
1
|z| < 1= —,
P

bzw. fiir alle z € C, wenn p = 0 ist. Fir alle z € C mit |z| > r divergiert die Potenzreihe.

Beweis. Fiir alle |z| < r gilt

|an+1zn+1| _ |an+1| | |

|lan2"| |an|

Fiir n > nyg ist dieser Quotient < ¢ fiir jedes ¢ € IR mit
p-lzl<gqg< 1l

Daraus folgt fiir n > ng

lan2"| < |any 2™ |- ¢" 7",

und die konvergente Reihe
|any 2™ - Z ¢

ist eine Majorante der Potenzreihe.



Falls |z| > r ist, gilt

n+1
limM =p-lz| > 1,
|an2"|
und die Reihe erfiillt nicht das notwendige Kriterium lim |a,2"| = 0. [

Beispiel (Exponentialreihe): Fiir die Reihe

ist | )
ntl _ M _ 2 .
an m+1)! n

Die Exponentialreihe konvergiert deswegen fiir alle z € C.
Ein anderes, vor allem theoretisch wichtiges Konvergenzkriterium ist

Satz 0.5 Es gebe einen Punkt zy € C und eine Konstante C' € IR mit
lanzg| < C fir alle n € IN.
Dann konvergiert die Reihe Y an,2" fir alle z € C mit |z| < |zo.

Beweis. Aus |z| < |z]| folgt

2 n
"] = fan] - |2 < €7
2
mit
z
q:=|—| <L
20
Und die konvergente geometrische Reihe C - Y ¢" ist deswegen eine Majorante. L]

Satz 0.6 (Lemma von Abel) Die Potenzreihe . a,2" konvergiere fiir ein zg € C. Dann konvergiert
sie fir alle z € C mit |z| < |z].

Beweis. Wegen der Konvergenz in 2y ist lima,2j = 0. Insbesondere ist

lanzy| < C
beschriinkt. Die Behauptung folgt aus Satz 0.5 L]
Dieses Lemma von Abel hat eine ganz wichtige Folgerung fiir die Konvergenz von Potenzreihen:
Konvergiert eine Potenzreihe ) a, 2" in einem Punkt zp mit r := |z5| > 0, so konvergiert die Reihe

fiir alle z in der Kreisscheibe
K,:={z€C: |z| <r}

Die Menge K C C aller Punkte z, in denen die Reihe konvergiert, enthilt deswegen die Kreisscheibe
Ky = UKT’ r = |z, 20 € C mit Zanz{)’ konvergent.

Ist R der Radius dieser Kreisscheibe, so kann die Reihe in keinem zy € C mit |zp| > R konvergieren,
denn dieses wiirde ja als ein zg bei der Definition von K vorkommen!

10



Komplexe Potenzreihen konvergieren deswegen immer auf Kreisscheiben. Der Radius der Kreis-
scheibe, auf der eine Potenzreihe konvergiert, heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. Dabei kann
der Konvergenzradius auch = 0 oder = 0o sein. Das ist so zu verstehen: Eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R konvergiert fiir alle z € € mit |z| < R und fiir kein z € € mit |z| > R. In welchen
Punkten auf dem Rand |z| = R des Konvergenzkreises eine Potenzreihe konvergiert, das ist eine sehr,
sehr komplizierte Angelegenheit.

Dieser komplexe Tatbestand kann durchaus reelle Konsequenzen haben. Die geometrische Reihe

> 1
—1)" 2n _
;( )z 1+ 22

etwa hat den Konvergenzradius R = 1, denn im Punkt z = ¢ kann sie unmoglich konvergieren. Das
sieht man der reellen Funktion 1/(1 + z?) aber nicht an.

Aufgabe 0.8 Zeigen Sie

[e%e) -\ k
Z<1;l> —1+i.

k=0

0.3 Funktionen

Wir betrachten hier komplex-wertige Funktionen
f:z—f(z)eC

definiert auf einer Teilmenge M C C. Spéiter wird die Definitionsmenge M meistens ein Gebiet sein.
Der Real- und der Imaginérteil einer Funktion f: M — C

wi= Re(f()), vi=Im(f(2))
sind reelle Funktionen von z, beziehungsweise reelle Funktionen der beiden reellen Variablen
z = Re(z), y=Im(z).
Wir schreiben solche Funktionen immer
f(2) = [z +iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Wir konnen sie auch als ein Paar u,v von zwei reell-wertigen Funktionen zweier reeller Argumente
z,y auffassen. Der Graph einer solchen Funktion ist eine Teilmenge von € x € = IR* und entzieht sich
damit vollig der Anschauung.

Beispiele: 1) Ein Polynom vom Grad n ist eine Funktion

f(z) =apnz"+apn 12" '+ ..+ a1z +ay, a,€C.

11



Der Definitionsbereich ist ganz C. So ein Polynom ist leicht hinzuschreiben, aber wegen der Komple-
xitdt doch nicht ganz einfach zu begreifen. So ist z.B.

2= (v +iy)? =2® —y® +i- 22y = u(z,y) +i-v(z,y)

mit
2

U(ﬁ,y) =T — y27 U($7y) = 2$y

2) Eine rationale Funktion ist ein Quotient

von zwei Polynomen p und q. Die Funktion ist definiert fiir alle z € € mit g(z) # 0.
3) Die Exponentialfunktion kann man tiber ihre Potenzreihe

erp(z) := Z %

definieren. Nach 0.2 konvergiert diese Reihe ja fiir alle z € C und liefert dort einen Wert. Ganz genauso
wie im Reellen beweist man mit dem Cauchy-Produkt ihre Produktformel

X (21 + 29)"
exp(z1 +2z2) = ZM
= n!
k_n—k
= Z—Z Z1%2
om0 ™ im0 \F
== k! (n —k)!

= exp(z1) - exp(22).

3) Auch die Winkelfunktionen

. 00 . y2n+1 el n z2n
sin(z) :72)(—1) T v cos(z) anzo(—l) (2n)!

kann man iiber ihre Potenzreihen fiir alle z € C definieren. Die Konvergenz der Reihen beweist man
mit dem Quotientenkriterium genauso wie bei der Exponentialreihe. Diese Winkelfunktionen sind mit
der Exponentialfunktion iiber die Eulersche Formel

e"? = cos(z) +i-sin(z), z¢€C,

verkniipft. Zum Beweis setzt man einfach ein:

exp(i-z) = Z(ZZ)




2o T AT et

i( )n Z277, i( )n Z2n+1
- -1 b S (—)

2 e T 2T e

= cos(z) +1i-sin(z).
Mit der Eulerschen Formel kann man die Exponentialfunktion in Real- und Imaginérteil trennen:

erp(z) = exp(z+i-y)

Die Stetigkeit komplexwertiger Funktionen definiert man genauso wie fiir Abbildungen IR? — IR?.

Definition 0.3 Sei M C C. Eine Funktion f : M — C heifit stetig in z9 € M, wenn zu jedem
0<e€elR ein0<d(e) € R existiert mit

z€M,|z—2z| <dle) = |f(z)— f(z)] <e

Wie im Reellen ist dazu dquivalent die Folgenstetigkeit: Ist z, € M eine Folge mit limz,, = zg € M,
so gilt lim f(z,) = f(20). Und genauso wie im Reellen beweist man die Stetigkeit von Summen,
Differenzen, Produkten und Quotienten stetiger Funktionen. Insbesondere sind alle Polynome stetig
und alle rationalen Funktionen dort stetig, wo sie definiert sind.

Natiirlich sind auch im Komplexen alle Funktionen stetig, die man durch Potenzreihen darstellen
kann. Wie iiblich braucht man dazu einen Begriff:

Definition 0.4 Sei M C C. Die Funktionenfolge f, : M — C heif$t gleichmdj$ig konvergent gegen die
Funktion f: M — C, wenn zu jedem 0 < € € R ein N(e) € IN existiert mit:

n>N(e),z € M = |fu(z) — f(2)] <e
Und weiter braucht man zwei Aussagen:

Satz 0.7 Die Folge f,, von stetigen Funktionen f, : M — C konvergiere auf M gleichmdf$ig gegen die
Funktion f: M — C. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei 0 < € € IR vorgegeben. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz existiert ein N € IN mit
|fn(z) — f(2)] < e fir n > N und alle z € M. Sei zg € M beliebig und 0 < ¢ € IR so gewéhlt, dass
|fn(2) — fn(20)] < € fiir alle z € M mit |z — 29| < 0. Fiir diese z gilt dann auch

|f(z) = f(z20)] = [f(2) = fn(2) + fn(2) = fv(20) + fv(20) = f(20)]
< [f(2) = In(2)] + v (2) = fn(20)] + [ fn(20) — f(20)]
< 3-e

13



Satz 0.8 Essei ) ayz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Fiir jedes r < R ist die Konvergenz
der Potenzreihe auf der echt kleineren Kreisscheibe |z| < r gleichmdfig.

Beweis. Wir miissen nur den Beweis fiir das Lemma von Abel noch einmal, etwas sorgfiltiger,
durchgehen. Dazu wihlen wir ein zp € C mit r < |2p| < R. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe
Y anz" in zp und insbesondere ist |ap2y| < C beschriankt. Fiir alle |z| < r ist

"< e <L> _
0 |20|

n|_ ny
n2"| = fanf] -

Mit g := r/|z9] < 1 ist die geometrische Reihe C - 3" ¢" eine Majorante der Potenzreihe ) a,z".
Und zwar ist diese Majorante, unabhéngig von z, eine Majorante fiir alle Reihen )" a,2" mit |z| < r.
Daraus folgt die gleichméfige Konvergenz auf der Kreisscheibe |z| < . L]

Damit wissen wir also jetzt: Konvergiert eine Potenzreihe ) a,z" auf einer Kreisscheibe gegen
eine Grenzfunktion f(z), so ist f stetig auf jeder kleineren Kreisscheibe |z| < r mit r < R. Jeder
Punkt zy im Inneren der Kreisscheibe |z| < R liegt aber in einer geeigneten Kreisscheibe |z| < r mit
|z0] < r < R. Damit ist f stetig in jedem Punkt zp im Inneren des Konvergenzkreises.

Aufgabe 0.9 Es seip ein Polynom und nicht konstant 0. Bestimmen Sie alle z € C fiir die

> p(n)e™
n=0

konvergiert. (F 91, T 2, Aufg 2, leicht modifiziert)
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1 Komplex-differenzierbare Funktionen

1.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Genau wie im Reellen kann man auch fiir komplexwertige Funktionen die Differenzierbarkeit erkliren.

Definition 1.1 Sei M C C offen. Fine Funktion f : M — C heifst komplez-differenzierbar in zg € M
mit Ableitung f'(z0) = ¢, wenn fiir = € M gilt

f(2) = f(20) + ¢+ (z — 20) + ©(2),
wo ¢ : M — C eine Funktion mit
lim 22—,
=20 2 — 2

Man kann diese Bedingung auch

i £ = (o)

Z2—r20 Z— 20

= f'(20)

schreiben.
Was bedeutet komplexe Differenzierbarkeit fiir Real- und Imaginérteil einer komplexen Funktion

Ist ¢ = a + b, so ist

c-(z—20) = (a+ib)-((z —z0) +i(y — o))
= a(z — o) — by — yo) +i[b(z — z0) + a(y — yo)]-

Die komplexe Funktion f wird approximiert durch die C-lineare Funktion ¢ - (z — 2p) und die reelle
Abbildung (u,v) von zwei reellen Variablen wird approximiert durch IR-lineare Abbildung

T — To a —b T — To
> : :
Y=Y b a Y — Yo
Satz 1.1 Die komplexe Funktion f(z) = u(z,y)+iv(z,y) ist genau dann C-differenzierbar in zy,wenn
die reelle Abbildung (u,v) in (zg,y0) total R-differenzierbar ist mit einer Funktionalmatriz der Form

a —b
b a |’
Falls nicht a = b = 0 ist, ist obige 2 x 2-Matrix die Matrix zu einer Drehstreckung. Und zwar wird

die Ebene € = IR? mit dem Faktor r = v/a2 4 b2 gestreckt, und um einen Winkel ¢ mit

cos(p) =a, sin(p)=">b

gedreht. Das ist genau die Multiplikation m. : C — C mit der komplexen Zahl ¢ = a + b, aufgefasst
als reelle Abbildung IR? — TR
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Ist f = u + iv komplex-differenzierbar mit Ableitung f' = ¢ = a + ib, so hat die reelle Abbildung
(u,v) die partiellen Ableitungen

__Ou __Ou b
Ug 1= o =0, Uy = _By = —b,
S ov N ov u
T ox YT oy '

Es gelten die sogenannten Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Up = Vy, Uy = —Vg.

Beispiel: Die Exponentialfunktion ist
exp(z) = e®cos(y) + i - e*sin(y) = u + iv
mit
u(z,y) = ecos(y), wv(z,y) = e"sin(y).
Es ist
uy = €“cos(y) = vy, uy = —e"sin(y) = —vy.

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind erfiillt. Weil die Funktionen u = ecos(y) und
v = e”sin(y) stetig partiell IR-differenzierbar sind, ist die reelle Abbildung (u,v) stetig partiell IR~
differenzierbar und damit total IR-differenzierbar. Weil die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
gelten, ist die Exponentialfunktion exp(z) = u + iv komplex differenzierbar.

Fiir f(z) = u(z,y) + iv(x,y) definiert man

of . of .
%zux—i—wx, 8—y=uy+wy.
Dann ist also fiir C-differenzierbares f
d . . 0
= d_J; =a+1b=u; +iv, = 8_£
Und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind dquivalent zu
o1 _, o1
oy Oz’
Beispiel: Die Funktion f(z) = z = z + iy ist total reell differenzierbar mit
of of _ .
—=1, — =1
ox oy

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind also erfiillt und f(z) = z ist C-differenzierbar mit
komplexer Ableitung = 1.

Da komplexe Differenzierbarkeit wortlich wie im Reellen definiert ist, gelten auch wortlich dieselben
Rechenregeln (die Beweise sind nidmlich wortlich die gleichen):
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e Ist die Funktion f C-differenzierbar im Punkt z, so ist sie dort stetig.

e Sind die Funktionen fy, fo C-differenzierbar im Punkt z und ¢1,co € €, so ist auch die Funktion
c1f1 + ca fo C-differenzierbar in z mit Ableitung

(crfi + caf2) (2) = 1 fi(2) + cafy(2)  (Linearitét).
e Sind die Funktionen f1, fo C-differenzierbar im Punkt z, so ist es auch f; - fo mit Ableitung
(fi- f2)'(2) = fi(2) - fo(2) + fi(2) - f5(2) (Produktregel).
e Ist die Funktion f C-differenzierbar im Punkt z mit f(z) # 0, so ist dort auch 1/f in z differen-
zierbar mit Ableitung N 0
(7) ©=per

e Ist die Funktion g C-differenzierbar im Punkt z und f C-differenzierbar im Punkt g(z), so ist
f o g C-differenzierbar im Punkt z mit Ableitung

(fo9)(2) = f'(9(2)) - g'(2) (Kettenregel).

Weil die Identitit f(z) = z komplex-differenzierbar mit Ableitung 2’ = 1 ist (letztes Beispiel),
folgt aus aus der Produktformel, dass jede Potenz f(z) = 2,n € IN, differenzierbar ist mit Ableitung

(Zn)/ — nzn—l_

Wegen der Linearitit sind damit alle Polynome auf ganz C komplex-differenzierbar. Eine rationale
Funktion ist ein Quotient

q(z)
von zwei Polynomen p,q : C — C. Sie ist definiert auf ganz C, bis auf die Nullstellen des Nenners
(Pole). Wo die rationale Funktion definiert ist, gilt wie iiblich

(g)’ (z) = P'(2)q(2) —p(2)d'(2)

flz) = 22

Bisher kennen wir also die folgenden komplex-differenzierbaren Funktionen: Polynome, oder allge-
meiner rationale Funktionen und die e-Funktion, und alles was man daraus sinnvoll zusammensetzen
kann.

Definition 1.2 Sei M C C offen. Eine Funktion f : M — C heiffit holomorph auf M, wenn sie in
jedem Punkt z € M komplez-differenzierbar ist.

Aufgabe 1.1 a) Berechnen Sie 0f /0x und 0f /0y fir f(z) = Z.
b) Kontrollieren Sie, ob f(z) = z die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfillt.
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Aufgabe 1.2 Die Funktion f sei holomorph auf dem Einheitskreis E. Zeigen Sie:
a) f(z) R firalle ze E = [ = const,
b) |f(z)] = const = f = const.

Aufgabe 1.3 FirIR-differenzierbare komplezwertige Funktionen f definiert man die Wirtinger-Ableitungen

o _L(_ 20y oL (o, oy,

2z~ 2\az "ay) 9z " 2\0z "oy

Zeigen Sie
a) die Produktregel fiir 0/0z und 0/0Z,

b) f ist holomorph genau dann, wenn 0f/0z =0,
c) wenn f holomorph ist, dann ist Of /0z = df /dz.

Aufgabe 1.4 Jeder Funktion f(z) entspricht durch Einfihrung von Polarkoordinaten z = r(cos(p) +
isin(p)) eine Funktion g(r,p) = f(rcos(p) + irsin(p)).

a) Welche Bedingungen fiir Re(g) und Im(g) sind dquivalent zu den Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen fiir f?

b) Fir welche holomorphe Funktion f ist auch g holomorph in Abhdngigkeit von w =r 4+ ip?

Aufgabe 1.5 Sei f : C — C definiert durch f(z) = e*. Man schreibe z € C in der Form z =
z +iy (z,y € R).

a) Seien 0 < e < 7 und a € IR. Man zeichne die Bildmenge f(Q) des Quadrats Q@ = {z +iy:a—€ <
z<a+e—e<y<e} unter der Abbildung f.

b) Man berechne das Verhdltnis der Flichen von f(Q) und von @ im Limes € — 0.

c) Wieso folgt das Ergebnis in Teilaufgabe b) auf Grund der Holomorphie der Funktion f?

(F 92, T3, A 2)

Aufgabe 1.6 a) Die Funktion f : U — C, U C C, sei holomorph mit f'(z) # 0 fiir alle z € U. Zeigen
Sie: Die Hohenlinien von Real- und Imagindrteil von f, d.h. die Kurven {z € C: Re f(z) =c¢}, c € R,
bzw. {z € C: Im f(z) = c}, ¢ € R, sind reguldr und sschneiden sich senkrecht.

b) Skizzieren Sie die Hohenlinien von Real- und Imagindrteil von f(z) = 2%.

(H97, T 3, A5)

1.2 Komplexe Kurvenintegrale

Es sei
v:la,b) = C, t 2z(t) =xz(t) +iy(t)

ein stickweise differenzierbarer Weg in der komplexen Ebene. Damit meinen wir, dass beide Funktionen
z(t) und y(t) stetig sind, und bis auf endlich viele Stellen auch stetig differenzierbar. Beispiele sind
etwa der Rand des Einheitskreises

OE: tr e 0<t<2r,
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oder der Rand des Einheitsquadrates

t (0<t<1),
L (<<
3—t+1 (2<t<3)
(4—1t)-i (3<t<4).

Wir wollen das komplexe Kurvenintegral

[yf(z) dz

definieren. Zunéchst definieren wir dieses Integral fiir den Fall, dass der Weg v eine reelles Intervall
[a, B] C IR ist: Ist f(t) = u(t) +i-v(t), t € [, 3], eine stetige komplex-wertige Funktion auf dem
Intervall [a, (], so setzt man

/jf(t)dt = /ju(t)dt—ki-/ﬁv(t)dtz/ﬂRe(f(t))dt+Z'./6[m(f(t))dt_

« « «

Fiir dieses komplexe Integral hat man, genau wie fiir das reelle Integral, die Standard-Abschdtzung

/a ? pydt

Der Beweis dafiir ist allerdings etwas trickreich:
Sei

B
o

< [Cirwa

/6f(t)dt=a+7l-b=c;é0

und ¢’ := ¢/|c| mit |¢'| = 1. Dann ist

/ﬁc'-f(t)dt:c'-/ﬁf(t)dt:c'-c

« «

reell, also
3 3
/aj'm(c' F(8)dt = Tm (d /af(t)dt>:0,
und
3 8
/Qf(t)dt = c'-/oéf(t)dt
3
= /ac’-f(t)dt
3
_ /aRe(c'-f(t))dt
8
< |- f(t)]dt



Jetzt sei
Vil Bl = €, b 2(t) = 2(t) +i - y(t),
ein komplexer Weg. Dann definieren wir, zunichst rein formal

dz == 2/ (t)dt = (% +i- %)dt,
g g
dz = dz = "(t) dt.
[sGrdz = [z = [ e ma
Beispiel 1: [ dz = f: der +1i - f; dy = z(b) —z(a) + 1 - (y(b) —y(a)) = v(b) — v(a).
Beispiel 2: Wir integrieren die Funktion f(z) = z:

dez = /ab(x—i-i-y)(da:—i-i-dy)
= /ab(xdx —ydy) +1 /ab(:zrdy + ydzx)

b
3@t =) il

17,
(0 = A{a)?).

Als erstes miissten wir jetzt einsehen, dass dieses Integral unabhéngig von der Parametrisie-
rungsabbildung des Weges ist. Das tun wir aber nicht, sondern wir iiberlegen uns, dass sein Real-
und Imaginérteil Kurvenintegrale von reellen Vektorfeldern, sind. Die Parameterunabhingigkeit (bis
auf das von der Durchlaufrichtung abhingige Vorzeichen) folgt dann aus der Analysis (IT oder III).

Also, was sind Real- und Imaginérteil des soeben definierten Integrals?

N =D =

Re([yf(z)dz) = [ Re(f(=(t)) - £ (1)) dt

«

B

B T
— [ (s - o)) at
z,y) dx/dt
:zr,y ) ’ ( dy/dt >)dt

Im(/yf(z)dz) = Lﬁ1m<(u+iv)-(z—f+i%)>dt
d



Beide, Real- und Imaginérteil sind Kurvenintegrale iiber Vektorfelder. Leider ist keines der beteiligten
Felder das Feld (u,v), sondern wir haben ausgerechnet:

Af(z)dz=/7(< _Z),ds)Jri-/v(( v > ,ds)

Es handelt sich nicht um das Feld (u,v), sondern
beim Realteil um das Feld (u,—v) und beim
Imagindrteil um (v,u). Immerhin haben beide
Felder etwas miteinander zu tun:

((u, —v).(v,u)) = uv —vu = 0,

beide Felder stehen aufeinander senkrecht: _

() = ()

Sehr hiufig brauchen wir auch fiir diese Kurvenintegrale die Standard-Abschdtzung

z)dz| < M- L,

WO

B
Mi=max|f(a).,  L=Lin) = [ (o)
ze ’Y‘ «

Beweis. Es ist wegen der Standard-Abschitzung fiir Integrale komplexer Funktionen iiber reelle
Intervalle

8
(v()y'(t)dt

/ ) (1) de

/ M - |y (b)) dt
«
M- L

IN

IN

O

Auch die Substitutionsformel gilt ziemlich wortlich wie fiir reelle Integrale. In einer reellen Veridnder-
lichen ist dies die Formel

g(b)
/ f(g £)d¢ = / f(z)dz (Substitution z = g(&).)
g(a)
Fiir komplexe Kurvenintegrale wird daraus die Formel

/ F((0)d' (O)d¢ = / f(z)dz  (Substitution T = g o ~.)
¥ r
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Dabei ist wie immer der Integrand f als stetig, und weiter die Substitutionsfunktion g als komplex
differenzierbar mit stetiger Ableitung ¢’ vorauszusetzen.
Beweis. Es sei g(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) und v(t) = z(t) + iy(t). Damit wird

Lo00) = w Wy i, 2 10, )
= (uz + wz)ccll—j + (uy + ivy)%
= (ug +ivy) - (((jjt +i (;y)
= gG)- .

Und wir finden

B g
[ 16y e = [ ftatrng o) G = [ et Gotoa = [ 1a:

«

[

Beispiel: Wir integrieren f(z) = 2", n € Z iiber den Rand des Einheitskreises und wenden die
Substitution g(z) = 1/z an. Es ist also y(t) = e*!, 0 <t < 2m, und T'(t) = e7*!, 0 < t < 27. Fiir die

linke Seite finden wir
/f@-( @)d<
- [
- 5At%%c

_ { 0 (n # —1)
=2 (n=-1)

Aﬂmmdm%

Und fiir die rechte Seite erhalt man direkt
A“””‘AZ“‘{—%imz—n

Natiirlich wollen wir diese Integrale auswerten fiir holomorphe Funktionen f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
wo also die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten. Was bedeuten diese Differentialgleichun-
gen fiir die beiden Vektorfelder unter dem Integral?

Vektorfeld | Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
(4, —v) Uy = vy & div(u,—v) = 0

’ uy = —v; & rot(u, —v)
(v,0) Up = Uy & rot(v,u)

’ Uy = —v; & div(v,u) =




Die Rotation eines ebenen Feldes a = (a1(x,y),as(z,y)) ist streng genommen nicht definiert. Aber
wenn wir dieses Feld zu einem z-unabhingigen drei-dimensionalen Feld

u(z,y)
a(z,y,z) = | v(z,y)
0
fortsetzen, dann hat

0

0
rot(a) = o ou
or  dy

nur eine einzige Komponente # 0, und zwar in z-Richtung. Diese Komponente kénnen wir als Rotation
des ebenen Feldes auffassen. Dann ist also
ou  Ov

rot(u,v) =0 & o = o

Somit haben wir jeder holomorphen Funktion zwei aufeinander senkrechtstehende ebene Felder
zugeordnet, die beide quellen- und wirbelfrei sind. Solche Felder haben durchaus praktische Bedeutung
(z.B. als eine z-unabhiingie wirbelfreie Fliissigkeits- oder Luftstromung). Beschreibung, bzw. Konstruk-
tion solcher Felder ist eine der klassischen Anwendungen der Funktionentheorie. Umgekehrt spielten die
Eigenschaften solcher Felder eine grofie Rolle, als Riemann um die Mitte des vergangenen Jahrhunderts
die Grundlagen der modernen Funktionentheorie schuf.

Beide Felder sind divergenz- und wirbelfrei. Damit verschwinden ihr Wegintegral (nach dem Satz
von Stokes) und ihr Fluss-Integral (nach dem zwei-dimensionalen Satz von Gauf}) iiber geschlossene
Wege, die ein Gebiet umranden, auf dem die Funktion f holomorph ist. Es folgt

Satz 1.2 (Integralsatz von Cauchy, erste Version)) Die Funktion f sei holomorph (mit stetiger
Ableitung) auf einer offenen Umgebung der abgeschlossenen Menge M C C, deren Rand OM eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve ist. Dann gilt

ng f(z)dz = 0.

Beweis. Nach der Formel von Gaufl-Green aus der Analysis ist der Realteil des Integrals

fi?M(< —:j ) yds) = /M(_Ux — uy) dzdy =0
~7{9M(< Z > yds) = /8M(U:c — vy) dzdy = 0. ]

Das war ein Beweis des Integralsatzes von Cauchy fiir Physiker. Es gibt aber auch einen Beweis
fiir Mathematiker, bei dem die Stetigkeit der Ableitung f’(2) nicht vorausgesetzt zu werden braucht:

und der Imaginérteil

23



Satz 1.3 (Cauchyscher Integralsatz fiir Rechtecke) Die Funktion f sei holomorph auf einer
Umgebung eines Rechtecks R C C. Dann gilt

jéRf(z)dz =0.

Beweis. O.B.d.A. normieren wir das Rechteck auf
Ry={z€C: 0<z<a,0<y<b}.

Wir zerlegen Ry in die vier gleichgrofien Rechtecke

R = {0<z<a/2,0<y<b/2} - =
R" = {a/2<z<a,0<y<b/2} bR M R
R" := {a/2<z<a,b/2<y<b} = =
R™ = {0<z<a/2,b/2<y<b} v ROW R

Weil sich die Wegintegrale iiber die Geraden im Innern des Rechtecks Ry herauskiirzen ist

(2)dz = (2)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz.
ORg OR' OR!" OR!" SR

Sei etwa

f(2)dz=1
ORo

und R; dasjenige unserer vier Teilrechtecke, wofiir das Randintegral maximalen Betrag besitzt. Dann
ist also

n<a|f ()

So schachtelt man weiter und findet eine Folge immer kleinerer, ineinander liegender Rechtecke Ry
mit

1] < 4.

f(z)dz

ARy,

Die schachteln sich auf einen Punkt
cE m Ry,

zusammen. Nun benutzt man die C-Differenzierbarkeit in diesem Punkt:

f(2)=f(e)+ f(e)(z =) + (2 — ) - ()

mit
lim 1)(z) = 0.
Dann ist also fiir alle Rechtecke Ry
f f(2)dz = fdz+d  Flz—adt+d (2= epp(z)dz
ORy, ARy, ORy, ORy,

- ¢ (e ez

wegen der Beispiele 1 und 2.
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Fiir dieses letzte Integral beniitzen wir die Standard-Abschitzung:

7{ (z —c)yp(2)dz| < Ly - M,
OR,,
wo Ly der Umfang von Ry ist, und

M := sup [z — c[[p(2)].
2ERy,

Sei U der Umfang des Rechtecks Ry. Bei jedem Schachtelungsschritt halbiert sich der Umfang des
Rechtecks. Also ist

Auch |z — ¢| ist bestimmt < Lj. Somit finden wir

2

U
1] < 4+ 2 sup [$(2)] = U? sup [h(2).
2€ERy, ZERy

Fiir £ — oo schachtelt sich Ry auf dem Punkt ¢ zusammen. Deswegen geht sup{|/(2)|,z € Ry} gegen
0. Dann muss I = 0 gewesen sein. L]

Aufgabe 1.7 Es sei vy der positiv orientierte Rand des Einheitskreises. Berechnen Sie
a) ¢, zdz, b) ¢ 2"dz, c¢) ¢ 2"dz, (n€Z).

141
Aufgabe 1.8 Berechnen Sie Re(z)dz lings der drei Wege:
0

1+ ; 1414 1414
m 72 /
0 1 0 0

Aufgabe 1.9 Berechnen Sie fﬁl |z|dz ldngs der drei Wege:

Aufgabe 1.10 Werten Sie f|z|:1 e*dz aus und zeigen Sie damit

2 2w
/ @) cos(p + sin(p))dp = / @) sin(p + sin(p))dep = 0.
0 0
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Aufgabe 1.11 Fs sei y(t) der Weg cos(t + o) + isin(t + ), a € R fest, 0 < t < 2w. Berechnen Sie

[, Vzdz.

Aufgabe 1.12 Werten Sie fv e~ dz iiber nebenstehenden Weg ~
aus, lassen Sie R gegen oo gehen, und berechnen Sie damit die
Fresnel-Integrale

/000 cos(z?)dz = /000 sin(z?)dz = \/g

<

Aufgabe 1.13 Werten Sie f,y e~?"dz iiber nebenstehenden Weg ~ '
aus, lassen Sie R gegen oo gehen, und zeigen Sie damit ar

o¢] 2 9
/ e " cos(2ax)dr = e~ /7.

—0o0

-R R

Aufgabe 1.14 Man zeige [*2° e i)’ dy = /7 fir jedes y € R. Dabei darf 25 e dr = 7
vorausgesetzt werden. (H 92, T 2, A 2)

1.3 Stammfunktionen

Stammfunktionen definiert man genau so, wie im Reellen:

Definition 1.3 Fs sei U C C offen und f : U — C eine komplex-wertige Funktion auf U. Fine
Stammfunktion von f ist ein holomorphe Funktion F : U — C mit Ableitung F' = f.

Und genau wie im Reellen gibt es auch im Komplexen einen HDI:

Satz 1.4 (Komplexer HDI) Die stetige Funktion f : U — C habe auf der offenen Menge U C C
eine Stammfunktion F : U — C. Dann gilt fiir jeden (stiickweise stetig differenzierbaren) Weg ~y :
[a,b] = U:

Lf(z)dz _ F(b) — Fla).

Beweis. Da sich die Aussage mit dem Zusammensetzen von Wegen vertrigt, kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, daf} y selbst stetig differenzierbar ist. Dann ist

_ [ dy
[ ez = [ s G

26



Mit y(t) = z(t) + iy(t) wird

dF(y(t)) _ OF dz  OF dy de . dy

T = S S = ) (5

dy
at oy dt a ) = o)

dt’

Real-, bzw. Imagiérteil von F(vy(t)) ist also eine reelle Stammfunktion von Real-, bzw. Imaginérteil
des Integranden f(v(t))dvy/dt. Deswegen folgt die Behauptung aus dem gewoéhnlichen reellen HDI. []

Und genau wie im Reellen ist nicht der HDI das Hauptproblem beim Integrieren, sondern das
Auffinden einer Stammfunktion. Fangen wir mal ganz bescheiden an:

Satz 1.5 (Satz von Morera) Es sei K C C eine offene Kreisscheibe und f : K — C holomorph.
Dann gibt es auf K eine Stammfunktion F : K — C fir f.

Beweis. Die Aussage ist invariant gegen Translationen z — z + zp und Streckungen z — ¢ - z mit
0 # ¢ € IR. Deswegen kénnen wir den Kreis K 0.B.d.A. auf den Einheitskreis E : |z| < 1 normieren.
Jeder Punkt zg = ¢ +iyo € E ist Ecke eines achsenparallelen Rechtecks R, dessen gegeniiberliegende
Ecke der Nullpunkt ist. Wir kénnen zy mit dem Nullpunkt durch zwei Wege v, und ~2 verbinden, die
jeweils aus zwei Seiten des Rechtecks R bestehen. Dabei ist

f(z)dz— | f(z)dz= :I:% f(z)dz=0
mn 72 OR

wegen des Integralsatzes von Cauchy (Satz 1.3). Wir defi-
nieren eine Funktion ¥ : £ — C durch

Feo) = | J)e = / S

Diese Funktion F' ist eine Stammfunktion von f.

Um das einzusehen, miissen wir F in zg = xg + typ nach = und y partiell differenzieren. Sei etwa
~v1 der Weg, welcher zy auf der Geraden y = yq erreicht. Dann ist

oF d [Z
%(Zo) = %/0 f(t,yo)dt

Der Weg v, erreicht zg auf der Geraden z = 3. Deswegen ist

(9y d/fxo,

Dies zeigt: Die Funktion F' ist in zp komplex-differenzierbar mit Ableitung f(zo). (]

= f(x0,y0)-

20

=i f(20,%0)-

20

Beispiel: Die Potenz-Funktion 2™, n € Z hat fiir n # —1 die Stammfunktion 2"*!/(n + 1) dort,
wo sie definiert ist. Nimlich auf ganz C, falls n > 0 und auf C* falls n < 0. Fiir 2= = 1/z bekommt
man so keine Stammfunktion. Das hat seinen guten Grund!

Beim Beweis des Satzes von Morera haben wir nur die Eigenschaft ¢, f(z)dz = 0 fir achsen-
parallele Rechtecke R C K benutzt, die aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt. Damit haben wir
bewiesen:

Satz 1.6 Es sei K subset C eine offene Kreisscheibe und f : K — C stetig. Fiir jedes achsenparallele
Rechteck R C K gelte $yp, f(2)dz = 0. Dann besitzt f eine Stammfunktion F : K — C.
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Man kann den Satz von Morera auch so formulieren: Ist f holomorph auf der offenen Menge U C C,
so hat f lokal immer eine Stammfunktion. Lokal heifit dabei: auf jeder Kreisscheibe, welche ganz in U
liegt. Natiirlich wollen wir unsere Stammfunktionen global, auf ganz U haben. Aber leider: anders als
im Reellen geht das i.A. nicht! Und das hat merkwiirdigerweise einen geometrischen Grund. Zunéchst
einmal ein Kriterium dafiir:

Satz 1.7 (Globale Stammfunktion) Sei U C C offen. FEine stetige Funktion f :U — C hat genau
dann eine Stammfunktion F : U — C, wenn fiir jeden geschlossenen Weg v in U gilt:

ﬁf(z)dz = 0.

Beweis. Sei zuerst die Existenz einer Stammfunktion vorausgesetzt. Dass v : [a,b] — U geschlossen
ist, das heifit v(b) = y(a). Und deswegen ist fiir jeden geschlossenen Weg v in U nach dem komplexen
HDI

]if(Z)dZ = F(y(b)) = F(v(a)) = F(y(a)) = F(y(a)) = 0.

Sei jetzt umgekehrt ¢ f(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg v in U. Wir fixieren einen Punkt
zo € U. Wenn man jeden Punkt z € U mit zy durch einen (stiickweise differenzierbaren, stetigen) Weg
verbinden kann, dann heifit U zusammenhingend. Zusammenhingend braucht U natiirlich nicht zu
sein. Aber dann ist die Menge Uy aller Punkte z € U, welche man mit zp durch einen Weg verbinden
kann offen in € und zusammenhingend. Diese Menge Uy heifit die Zusammenhangs-Komponente von
zo in U. Wir zeigen die Existenz einer Stammfunktion F' auf Ujy. Falls es noch andere Zusammen-
hangskomponenten geben sollte, geht es auf denen genau so.

Sei also jetzt z € U. Wir definieren F'(z) durch

F(z) = / f(2)dz,

wo 7 : [a,b] — U ein Weg mit y(a) = 2o und y(b) = z ist. Es gibt viele (sehr viele) solcher Wege.
Aber, wenn zwei Wege
VY1t [al,bl] — U, Y2 i [CLQ,bQ] —U

die Eigenschaft v;(a;) = 29, vi(b;) = z haben, dann kénnen wir aus ihnen einen geschlossenen Weg

(t) — ’Yl((]_ — t)(ll + tbl (0 S t S 1)
TZY (2= t)be + (E—1)az) (1<t<2)

zusammensetzen. Dieser Weg hat den Anfangs- und Endpunkt zy. Nach Voraussetzung ist
0= 7{ f(x)dz= | f(z)dz— | f(z)dz.
v 71 72

Also ist

/ﬂ f(z)dz = [m f(z)dz

fiir je zwei Wege 1 und s, welche zy in Uy mit z verbinden. Die Funktion F' : Uy — C ist deswegen
wohldefiniert.

Um noch F'(z) = f(z) zu zeigen, beniitzen wir wie im Beweis von Satz 1.5 zwei Wege, die in z
parallel zur z-Achse, bzw. parallel zur y-Achse einmiinden. L]
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Kann dieses Kriterium auch einmal ein negatives Resultat liefern? Dazu die 'Fundamentalformel
der Funktionentheorie’ (dieser Name ist nicht Standard, er stammt von mir, ist aber trotzdem sinnvoll):
Wir integrieren die Funktion f(z) = 1/z iiber den (mathematisch positiv orientierten) Rand des
Einheitskreises. Mit der Parametrisierung

wird das Integral

1 2w . . 2w
7{ ~dz = / e "tjeltdt = / 1. dt = 2mi.
OF 2 0 0

Nochmal zum besseren Mitdenken:

Das Integral ist nicht Null!!! Die Funktion 1/z hat also auf C*, dort wo sie mit Recht definiert ist, keine
Stammfunktion. Das wird noch Konsequenzen haben. Bose, ... auf den ersten Blick. Aber letztenendes
ist die Formel eine Zauberformel.

Woran liegt es, dass 1/z auf C* keine Stammfunktion besitzt? Das muss was mit der Definiti-
onsliicke im Nullpunkt zu tun haben. Um den haben wir ja rum integriert. Und in der Tat: Hat
eine offene Menge U C C kein solches Loch, dann hat jede holomorphe Funktion f : U — C eine
Stammfunktion. Nur ist es nicht ganz einfach, das exakt zu machen.

Definition 1.4 FEine offene Menge U C C heifst einfach-zusammenhéngend, wenn fiir jeden geschlos-
senen Weg

v :la,b] = U, ~(b) =(a),

eine stetige Abbildung (Homotopie)
T:la,b] x[0,1] = U

existiert mat:

1) Fir alle t € [a,b] ist T'(¢,0) = y(t);
2) fiir alle v € [0,1] ist T'(0,u) = T'(1,u); —T(0,u) = I'(1,u) —
3) fir alle t € [a,b] ist T'(t,1) = 29, unabhdngig von t, der-
selbe Punkt.

0L -

Anschaulich heifit das: Man kann jeden geschlossenen Weg auf den Punktweg vy () = zp zusammen
ziehen, und zwar in U. (Das ist wichtig!)

Beispiel 1: Jede Kreisscheibe K : |z — zy| < r ist einfach-zusammenhéngend. Sei etwa v : [a,b] —
K ein geschlossener Weg. Dann definieren wir die Homotopie I' durch

L(t,u) = (1 —u)-y(t) +u- 2.

Damit ziehen wir den Weg v auf den Mittelpunkt 2y des Kreises zusammen.

29



Beispiel 2: Eine offene Menge U C C heifit sternformig, wenn es einen Punkt zg € U gibt, derart,
dass fiir jeden Punkt z € U die ganze Strecke

(I—w)-z+u-z5, 0<u<l,

die zy geradlinig mit z verbindet, in U liegt. Sternférmige Mengen sind einfach-zusammenhingend.
Der Beweis geht genau so, wie bei Kreisscheiben.
Beispiel 3: Es gebe eine stetige Abbildung (Null-Homotopie)

H:Ux[0,1 - U
mit
1) H(z,0) = z fir alle z € U,

2) H(z,1) = zp € U konstant, fiir alle z € U.
Dann ist U einfach zusammenhéingend. Denn ist 7y ein geschlossener Weg in U, so ist

D(t,u) := H(y(t),u)

eine Homotopie, die den Weg v auf den konstanten Punkt zy € U zusammenzieht.
Als konkretes Beispiel betrachten wir etwa den halben Kreisring

U={z€C:r<|z| <R Im(z) >0} ={2=pe¥ € C:r<p<R,0<p<7}.

Eine Null-Homotopie wird gegeben durch

H(z,u) = <(1 —u)p+ ul —; R) et ((—w)etuT)

Sie zieht den halben Kreisring auf den Punkt zy := i(r + R)/2 zusammen.

Satz 1.8 Die Funktion f sei holomorph auf der einfach-zusammenhingenden offenen Menge U C C.
Dann besitzt f auf U eine Stammfunktion.

Beweis. Wegen Satz 1.6 miissen wir fiir jeden geschlossenen Weg « : [a,b] — U zeigen
% f(z)dz = 0.
v

Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie I' : [a,b] x [0,1] — U, welche den Weg ~ auf einen
konstanten Weg -1 () = 2y zusammen zieht. Fiir den konstanten Weg ~; ist natiirlich f,yl f(z)dz = 0.
Wir bezeichnen mit v, den geschlossenen Weg

Yu i la,b] = U, v, (t) :=T(t,u)

und mit 7(u) das Integral

I(u) := 7{“ f(z)dz.

Der Beweis besteht darin, zu zeigen, dass I(u) konstant, unabhéingig von u € [0, 1] ist.
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Und dafiir geniigt es, zu zeigen: Zu jedem ug € [0, 1] gibt es ein € > 0 derart, dass I(u) konstant
auf dem Intervall
[UO — €,Up + E] N [0, 1]

ist. Dazu iiberdecken wir den Weg 7, durch offene Kreisscheiben, welche ganz in U liegen. Etwa so:
a=1t) <ty <..<tm=0b yu([to,t1]) C K1 CU,...;vu([tm-1,tm]) C Km C U.

Auf K, gibt es eine Stammfunktion F; von f, ... , auf K, eine Stammfunktion F,,. Und es ist

(2)dz = Z I, mit I, = F(vuo(ty) = F(Yuo (tu—1)-
Tug p=1

Wegen der Stetigkeit von I' sind die Urbilder G, := T"}(K,) C [a,b] x [0,1] offen. Zu jedem
Intervall [t,,%,_1] gibt es deswegen ein €, > 0 mit

[t tu1] % ([t — €0 + €4]) N[0, 1] C G

Als € nehmen wir natiirlich das kleinste dieser €

Uy + € A

U L

/ \

Das Integral I, ist das Integral iiber f lings des Weges v, (t),t,—1 < t < t,. Aber wegen der
Wegunabhiéngigkeit des Integral in der Kreisscheige K, ist es auch das Integral iiber den folgenden
Weg ) von 7y, (tu—1) nach vy, (t,): Zuerst mit T'(t,_1,u),up < u < ug + €, von T'(t,_1,up) nach
I'(ty—1,uo+e€), dann mit I'(¢, uo +€),t,—1 <t <t,, nach I'(t,, uo +€), und schlieBSlich mit I'(¢,,, u), uo +
€ > u > ug, nach I'(¢,, ug). Insbesondere ist

Yug

2)dz = 2)dz.
£(2) ;/Wf()

Das letzte Integral ist aber gerade das Integral iiber den Weg 7,4, weil sich die Integrale iiber die
Verbindungsstrecken zwischen T'(ug,,) und T'(uo + €,t,) herauskiirzen, und weil der erste und der
letzte Teil dieses Weges konstant sind. L]

Satz 1.9 (Cauchyscher Integralsatz fiir einfachzusammenhingende Gebiete) Die Funktion
f sei holomorph auf der einfach-zusammenhdngenden offenen Menge U C C. Dann gilt

f{f(z)dz =0

fir jeden geschlossenen Weg in U.
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Beweis. Nach Satz 1.8 besitzt f auf U eine Stammfunktion F : U — C. Wegen y(a) = 7(b) ist
$ 1(2)dz = FOo(5) ~ F(r(a)) = 0.
v
[]

Das ist aber immer noch nicht die Form, in der wir den Integralsatz meistens anwenden werden.
Das ist vielmehr folgende Version:

Satz 1.10 (Cauchyscher Integralsatz fiir Randintegrale) Die Menge U C C sei beschrinkt und
ihr Rand QU sei ein stiickweise differenzierbarer Weg. Wird dieser Weg durchwegs so orientiert, dass
die Menge U stets zur Linken liegt, so gilt fir jede Funktion f, die auf einer Umgebung von U holo-
morph ist

f(z)dz = 0.
oU

Der Beweis besteht darin, die Menge U in einfach-zusammenhéngende Teile Uy, zu zerhacken. Nach
Satz 1.9 ist dann jedes Randintegral $,;, f(2)dz = 0. Und weil sich beim Auf-Addieren die zusétzlichen
Randintegrale paarweise herauskiirzen, wird

, f(z)dz = ; . f(z)dz = 0.

Die Schwierigkeit besteht darin, dieses Verfahren in voller Allgemeinheit durchzufiihren. Das ist mir
zu zeitraubend. In konkreten Fillen, wo wir diese Formel anwenden, ist nidmlich immer klar, wie das
geht. Statt des allgemeinen Beweises also ein (spater wichtiges)

Beispiel: Es sei U der Kreisring

{z€eC: r<|z| <R}

Dann ist OU = v, + ; mit 2
Yo(t) = R-€t, yi(t) =77V 0<t<2m.
Wir zerlegen U mit Hilfe der z-Achse in zwei Teile U’ und
U
e

U:={2€U: Im(z) >0}, U":={zeU: Im(z) <0}.

Der Rand von U’ besteht dann aus den vier Teilen

Yit) = r+t, 0<t<R-r,
¥(t) = R-€t, 0<t<m,
() = t, —R<t<r,
Vi) = r-e ¥, 1<t <2m.

Es gibt eine einfachzusammenhingende Umgebung von U’ (Beispiel 3), auf der f holomorph ist, und
deswegen folgt aus Satz 1.8

ou’

4
S| f@dz=¢ f(z)dz=0.
1 7
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Analog besteht der Rand von U"” aus den vier Teilen

vt = R—t, 0<t<R-r,
¥y (1) roe”tt 0<t<nm,
vit) = —-r—t, 0<t<R-r,
M) = R-et, 7<t<2mn,

wo wieder

;/ﬂ f(z)dz :% f(z)dz = 0.

aUII

Der Rand von U ist
OU =7 + 74 +72 + -

Da sich das Integral iiber 4} mit dem iiber +{, und das iiber 74 mit dem iiber +4 herauskiirzt, ist

jéUf(z)dz = /%f(z)der/ﬂf(z)der/vgf(z)dz+xygf(z)dz

4 4
= Z ’ f(z)dz + Z/”f(z)dz
k=1""k

k=1""%

- fw F(2)dz + }{W f(2)dz
0.

1.4 Die Cauchysche Integralformel

Die Funktion f sei holomorph auf einer Umgebung des Kreises K : |z — zp| < r. Aus dem letzten

Beispiel folgt
% Mdz = 7{ Mdz
lz—z0l=r Z — 20 |z—z20|=p Z — 20
fiir alle Radien p € IR mit 0 < p < r. Hier kénnen wir p — 0 gehen lassen und die Differenzierbarkeit
von f in zg
f(2) = f(z0) + f'(20)(2 = 20) + (2 = 20)%(2),  lim 9(2) =0,

zZ—20

beniitzen. Wegen ¢ dz/z = 2mi ist

= Y "dz = () - 2mi.

z—z0|:p zZ— 20 z—zo‘:p zZ— 20

f'(20)(z = 20) ,
———dz = 20)dz =0
?{z—zO:p ﬁz_zozpf( 0)

zZ — 20
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gilt, weil der Integrand konstant ist (Beispiel 1 in 1.2). Schlielich folgt aus der Standard-Abschéitzung

‘7{220_[1 wdz‘ = ‘%i/)(z)dz

<2r- max [¢Y(z)] =0
|z2—20|<p

zZ— 20
fiir p — 0. Wir addieren die drei Integrale auf und finden:

Satz 1.11 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben) Ist die Funktion f auf einer Umge-
bung der Kreisscheibe |z — zp| <1, r > 0, holomorph, so gilt

L e,
f(20) fi S g,

270 J|z—zo|=r Z — 20

Diese Integralformel gilt nicht nur fiir Kreisscheiben, sondern fiir jedes Gebiet U C C, iiber dessen
Rand man integrieren kann:

Satz 1.12 (Cauchysche Integralformel) Die beschrinkte offene Menge U habe einen stiickweise
glatten Rand. Dieser sei so orientiert, dass die Menge U stets zur Linken liegt. Dann gilt fir jede
Funktion f, die auf einer Umgebung von U holomorph ist, und fiir jeden Punkt zy € U

f(z) = 1 Mdz.

27 Jar 2 — 20

Beweis. Der Allgemeinfall wird folgendermaflen auf den Fall der Kreisscheibe zuriickgefiithrt: Weil
U offen ist, gibt es eine Kreisscheibe K : |z—zy| < r, die ganz in U liegt. Wir wenden den Cauchyschen
Integralsatz an auf die offene Menge U’ := U \ K und finden

% f(2) dy — f(2) gy — (2) ds — 0
aur 2 — 20 oU Z — 20 oK 2 — 20 '

Es ist also

S dz = % /(z) dz = f(z) - 2mi.
U Z — 20 |z—zo|=r Z — 20
[]
Diese Cauchysche Integralformel ist eine Fundamentalformel fiir die Funktionentheorie. Man muss
sie so auffassen: Der Wert f(zg) einer holomorphen Funktion in einem Punkt zy im Inneren von U ist
eine Art von Mittelwert iiber die Werte dieser Funktion am Rand.
Wir ziehen Folgerungen, die zunéchst verbliiffen.

Satz 1.13 (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen) Die Funktion f sei holomorph auf
einer offenen Menge U C C. Dann ist f auf U beliebig oft komplex differenzierbar. Fiir die Ableitungen
m 2y gilt
d* k!
L= g IO,

2ok ) = 9n § T

Dabei ist auf einem Kreis, der noch ganz in U liegt, um zo herum zu integrieren.
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Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Kreisscheiben zu beweisen. Und dann kénnen wir 0.B.d.A.
gleich noch annehmen, dass es sich um den Einheitskreis K : [2| < 1 handelt, und dass die Funktion
f noch auf einer Umgebung von K holomorph ist. Fiir Punkte z € K verwenden wir die Cauchysche

Integralformel
=5 f T

o l2|=1 ( — 2

Weil ( — z nie = 0 werden kann, ist der Integrand eine stetige Funktion der beiden Variablen (, z. In
Bezug auf z ist er unendlich oft C-differenzierbar. Seine k-te Ableitung ist

LA TSP (5
dFC—2 " (C— 2P

Nach Forster IT 77?7 kénnen wir (zunéchst die reellen, aber dann auch die komplexen) Ableitungen mit
der Integration vertauschen, und finden

dif o1 ~ f¢) ..k f(Q)
d¢ fi(g dc.

AT b= % T e P T

[

Eine Anwendung dieses Satzes ist folgende: Ist eine Funktion auf einer offenen Menge C-differen-

zierbar, so ist die Ableitung immer stetig. Die Funktion ist also stetig C-differenzierbar. Damit erweist

sich der Unterschied zwischen C-Differenzierbarkeit und stetiger C-Differenzierbarkeit, den ich z.B.
beim Beweis der Sétze 1.2 und 1.3 machte, im Nachhinein als unwichtig.

Satz 1.14 (Korollar zu Satz 1.13) Es sei U C C offen und f : U — C stetig. Fiir jedes achsen-
parallele Rechteck R C U gelte $5p f(2)dz = 0. Dann ist f holomorph auf U.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 1.5 sieht man, dass f auf jeder offenen Kreisscheibe K C U
eine Stammfunktion Fi besitzt. Diese Stammfunktion F ist auf K holomorph und wegen Satz 1.13
beliebig oft komplex differenzierbar. Dann ist also auch f = F} holomorph auf jeder Kreisscheibe
K C U. Damit ist f holomorph auf U. L]

Aus der Standard-Abschitzung fiir Integrale bekommen wir jetzt Abschétzungen fiir die Ableitun-
gen:

Satz 1.15 (Cauchy-Abschitzungen) Die Funktion f sei holomorph auf einer Umgebung der Kreis-
scheibe |z — zo| < R. Dann gilt fir alle k € IN

k- M(R)

|f(k)(Z0)| < RF )

wo |f(2)] < M(R) fir |z — z| = R.

Beweis. Es ist

110 (=0)| =

210 (z — zp)k+1 =2 |z — zo[F 1 g RE

k_!ff1 | f2)  J K M@E) o K-M(R)
z2—2o0|=R

L]
Eine Anwendung ist die folgende Aussage fiir ganze Funktionen. Dabei heifit eine Funktion ganz,
wenn sie auf der ganzen komplexen Ebene holomorph ist (wie z.B. die Exponentialfunktion).
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Satz 1.16 (von Liouville) Die ganze Funktion f : C — C sei beschrinkt. Dann ist f konstant.

Beweis. Sei etwa |f(z)] < M fiir alle z € C. Fiir einen Punkt zp € C und eine Kreisscheibe
|z — 20| = R verwenden wir die Cauchy-Abschétzung
K-M(R) _kl-M
< .
Rk ~ Rk

118 (z0)] <

Hier koénnen wir jetzt R — co gehen lassen. Fiir alle k& > 1 geht dann k! M/R* — 0. Alle Ableitungen
f¥(29), und insbesondere die erste, f’(z), miissen = 0 gewesen sein. Und das gilt fiir jeden Punkt
29 € C. Dann muss also f'(z) = 0 auf ganz € sein. Daraus folgt f = const. L]

Aufgabe 1.15 Gegeben sei ein Gebiet G C C, das den Kreis {z : |z| < 1} enthdlt. Es sei f : G — C
eine Funktion mit |f(z)| <1 fir z € 0K.

a) Man zeige, dass |f(0)| < 1 gilt, falls f in G holomorph ist.

b) Warum kann f mit [f"(0)| > 5 nicht holomorph in G sein?

(F 92, T 3, A 3)

Aufgabe 1.16 Geben Sie alle ganzen Funktionen f auf C an, fir die ein 0 < a € IR existiert, mit
|f'(2)| < ale?| fir alle geniigend groffen z € C. (H 93, T 1, A 1)

Aufgabe 1.17 Bestimmen Sie alle ganzen periodischen Funktonen f mit Periode 1 (d.h.: f(z+1) =
f(2)) und limy_, 1 f(z+1iy) =0 fir 0 <z <1 gleichmdpig in . (H 93, T 3, A 1)

Aufgabe 1.18 Zeigen Sie, dass es keine holomorphe Funktion f : C — C geben kann mit

|£1(0)] > max | ().

||

(F 93, T3, A3)

Aufgabe 1.19 Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f mit
£ (2)] < Clz]"e

fiir alle z = x + iy mit |z| > R fir zwei Konstanten C, R > 0. Erwdihnen Sie alle dabei verwendeten
Satze. (H 97, T3, A 4)
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1.5 Anwendungen
1.5.1 Der Riemannsche Hebbarkeitssatz

Satz 1.17 (Riemann) Es sei U C C offen und A C U der Durchschnitt von U mit einer reellen
Geraden. Die Funktion f : U — C sei stetig auf U und holomorph auf U \ A. Dann ist f auch
holomorph auf ganz U.

Beweis. Die Aussage ist invariant gegen Drehungen der komplexen Ebene. Deswegen kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass das Geradenstiick A parallel zur z-Achse ist. Wegen Satz 1.14 geniigt es zu
zeigen, dass ¢, f(2)dz = 0 fiir jedes achsenparallele Rechteck R C U. Diese Aussage folgt aus der
Cauchyschen Integralformel, wenn RN A = (). Wir brauchen uns also nur um den Fall zu kiimmern,
wo A das Rechteck R schneidet. In diesem Fall zerlegt A das Rechteck R in zwei Teilrechtecke R’ und
R", wobei jeweils eine Seite von R’ und R” in A enthalten ist. Wegen

f(z)dz = % f(z)dz + f(z)dz
OR OR' OR"
ist die Aussage damit zuriickgefithrt auf Rechtecke R, von denen eine Seite auf A liegt.

Sei diese Seite etwa {z + ib : a1 < x < az}. Wir fixieren eine Folge reeller Zahlen b, mit b =
lim by, b, # b, so, dass das Geradenstiick {x + ib,, : a3 <z < as} in R liegt. R, C R sei das Rechteck,
welches diese Seite aus R ausschneidet. Dann ist f auf einer offenen Umgebung von R, holomorph.
Wegen des Cauchyschen Integralsatzes ist also §,, f(2)dz = 0. Ist S, das Rechteck R\ R, so folgt
also

8Rf(z)dz = 7{9}% f(z)dz-l—]gsn f(z)dz = . f(z)dz.

Und das Randintegral ¢, f(2)dz besteht aus den vier Teilintgralen

I = [® f(x+ib)dz, L = [;" flaz +iy)dz,
Iy = [0 f(z+iby)dz, I, = fbll flai +iy)dz.
Fiir n — oo geht die Linge der Integrations-

wege von I und Iy gegen (. Damit gehen diese
Integrale gegen 0. Und weil R,

f(z+ib,) — f(z+ib) gleichmaBig konvergiert auf [ay, as]

ist
a2
Jim T+ = lim [ b))z = 0. A

O

Aufgabe 1.20 Sei f : C — C holomorph. Es gebe ein ¢ > 0 derart, dass |f(z)| < c|z| fiir alle z € C
ist. Zeigen Sie, dass f dann die Form f(z) = az (a € C fest) haben muss. (F 97, T 2, A 1a)
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1.5.2 Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Satz 1.18 Die offene Menge U C C liege ganz in der oberen Halbebene {z € € : Im(z) > 0}. Der
Abschluss U treffe die reelle Achse im Intervall [a,b]. Die Funktion f sei holomorph auf U, stetig auf
U U]la,b| fortsetzbar mit reellen Werten auf [a,b]. Dann ist f holomorph fortsetzbar zu einer Funktion
F:V —>C, wo

V :=UUla,blUU', U'={2€C:ze€U}
Beweis. Wir definieren die Funktion g : U’ — € durch

9(z) = f(2). Falls f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y),
dann ist also g(z + iy) = u(z, —y) — w(z,—y). Und
aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen fiir
f folgt, dass auch g auf U’ diese Gleichungen erfiillt.
Die Funktion

| f(2) (2 € Ula,b) U
F:v=E, {g(z> (z € U

ist deswegen stetig auf V' und holomorph auf V' \ IR.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist F' dann
holomorph auf ganz V. L]

1.5.3 Das Maximumprinzip

Ist die Funktion f holomorph auf einer offenen Menge, die den abgeschlossenen Kreis K = {|z—z¢| < r}
enthilt, so kann man mit z = zy + re® die Cauchysche Integralformel auch wie folgt schreiben:

1
1 e,
2w Jorx z — 2o
1 2T ip .
= LTt re) gy
271 Jo re'¥
1 2

= — f(zo + re™)dp.
21 Jo

f(zn) =

Dieses letzte Integral kann man als Mittelwert deuten: es ist der Mittelwert iiber alle Funktionswerte
von f auf OK.

Definition 1.5 Die Funktion f : U — C sei stetig (reell- oder komplexwertig) auf der offenen Menge
U C C. Sie hat die Mittelwerteigenschaft wenn fiir jede Kreisscheibe {|z — zy| < r} C U gilt

2w X
fla) = o [ T+ rei®)dp.

Holomorphe Funktionen haben diese Mittelwerteigenschaft. Wenn f die Mittelwerteigenschaft hat,
dann haben dies auch die reellen Funktionen Re(f) und Im(f).

Satz 1.19 (Maximumprinzip) Es sei U C C offen, f : U — C stetig und habe die Mittelwerteigen-
schaft. Falls zg € U existiert mit

If(2)] < |f(20)| fiir alle z in einer Umgebung von =z,
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(d.h. |f(z0)| ist ein relatives Mazimum von |f(2)|), dann gibt es eine Umgebung von zy, auf der f
konstant ist.

Beweis. Sei w := f(zp). Falls w = 0 ist, gilt also |f(z)| = 0 auf einer Umgebung von 2y und f ist
dort konstant = 0.

Sei nun w # 0. Wir betrachten die Funktion g(z) := wf(z). Sie hat auch die Mittelwerteigenschaft.
Auflerdem erfiillt sie die Voraussetzung

9(2) = |w] - |f(2)| < |w] - |f(20)] = |g(20)]

(auf einer Umgebung von 2g) des Satzes. Weil g(zp) = @ - w reell und > 0 ist konnen wir also 0.B.d.A.
annehmen: es gelte f(zp) € IR und f(z) > 0.
Nach Voraussetzung ist fiir kleine r

M(r):== sup |f(zo+7e")| < f(z0).
0<p<2r

Wegen der Mittelwerteigenschaft gilt aber

1 2 .
Pl =I5z [ Fa+re)dol < M),

Somit ist fiir kleine r

Wir betrachten die Funktion

9(2) := Re(f(20) — f(2)) = w — Re(f(2)).

Auf einer Umgebung von zj ist g > 0, und es gilt g(z) = 0 genau dann, wenn Re(f(z)) = w. Auch g
erfiillt die Mittelwerteigenschaft. Also gilt fiir alle kleinen r

1 2T .

o | 9t re)do = glz0) =0.

21 Jo

Weil hier der Integrand reell, stetig und > 0 ist, muss er identisch = 0 sein. Es folgt g(z + re’?) =0
fiir alle kleinen r. L]

Man kann das Maximum-Prinzip auch so ausdriicken:

Satz 1.20 Es sei U C C offen, zusammenhingend und beschrinkt. Die Funktion f : U — C sei stetig
und holomorph auf U mit

M :=max |f(z)| = | f(Zmaa)|-
2eU

Dann ist zper € OU oder f ist konstant. (Holomorphe Funktionen nehmen ihr Mazimum am Rand
an.)

Beweis. Falls 2,4, € U im Inneren liegt, ist nach Satz 1.19 f(z) = f(zmaes) =: w konstant auf
einer Umgebung von 2,4,. Die nichtleere Menge {z € U : f(z) = w} ist abgeschlossen (weil f
stetig ist) und offen (Maximumprinzip). Wenn U zusammenhéngend ist, muss diese Menge also mit
U iibereinstimmen. []
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Aufgabe 1.21 Seien G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, f,g : G — C\ {0} zwei holo-
morphe Funktionen, und I" eine einfach geschlossene Kurve in G. Auf T gelte |f(2)| = |g(2)|. Beweisen
Sie, dass es dann ein o € [0,27) gibt derart, dass f(z) = €'®g(z) fiir alle z € G gilt. Zeigen Sie ferner,
dass die Bedingung der Nullstellenfreiheit von f und g wesentlich ist. (H 97, T 3, A 1)

1.5.4 Lemma von Schwarz
Satz 1.21 Die Funktion f sei holomorph auf dem Einheitskreis E = {z € C : |z| < 1}. Wenn
f(0) =0 und |f(2)| <1 fir alle z € E gilt, dann ist sogar fir alle z € E

| (2)] < |zl

Beweis. Die Funktion g(z) := f(z)/z ist holomorph auf E'\ {0}. Weil f komplex-differenzierbar ist,
ist g durch g(0) := f’(0) stetig in den Nullpunkt fortsetzbar. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
ist deswegen g holomorph auf E. Wegen der Voraussetzung |f(z)| <1 ist fiir jedes r < 1

961 = )

1
< — fiir alle z mit |z] = r.
”

Nach dem Maximumprinzip gilt dies dann auch fiir alle z mit |z| < r. Beim Grenziibegang r — 1
ergibt sich die Behauptung. L]

Aufgabe 1.22 Sei U eine Umgebung der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe D = {z € C, |z| < 1}
und sei f: U — C holomorph. Es ezistiere eine Konstante ¢ > 0 mit |f(2)| = ¢ fir alle z € C mit
|z| = 1. Man zeige: f ist konstant oder besitzt eine Nullstelle im Innern von D. (H 91, T 3, A 3)

Aufgabe 1.23 Gibt es eine holomorphe Funktion 0 # f : E — C auf der offenen Einheitskreisscheibe
E, so, dass zu jedem n € IN ein € > 0 mit der Eigenschaft existiert, dass |f(z)| > n fir alle z mit
1— 2] <e? (F93, T2 A?2)
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2 Potenzreihen und Laurent-Reihen

In Abschnitt 1 haben wir gesehen, dass die folgenden Eigenschaften fiir eine komplexwertige Funktion
f, definiert auf einer offenen Menge U C C alle dquivalent sind:

e f ist holomorph, d.h. C-differenzierbar,
o f ist stetig C-differenzierbar,

e f ist unendlich oft C-differenzierbar,

e f besitzt lokal eine Stammfunktion,

e f erfiillt lokal den Cauchyschen Integralsatz, d.h., jeder Punkt in U liegt in einer Kreisscheibe
K C U so, dass §, f(z)dz = 0 gilt fiir alle geschlossenen Wege in K,

e fiir f gilt lokal die Cauchysche Integralformel, d.h., jeder Punkt in U liegt in einer offenen
Kreisscheibe K mit K C U und 1/27i - $,;- f(C)/(C — 2)d¢ = f(z) fiir alle z € K.

Dies sind alles Eigenschaften, welche man mit den analytischen Rechenoperationen (Differentiation
und Integration) formulieren kann. Wir werden ihnen eine weitere dquivalente Eigenschaft hinzufiigen,
niamlich die (lokale) Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe.

2.1 Potenzreihen

Fiir jede Potenzreihe f(z) = 3 a,2™ kann man formal eine Ableitung f’(2) und eine Stammfunktion
F(z) definieren durch

fi(z) =) (n+1)ap1z", F(z):=> aj;lzn-
n=0 n=1

Als erstes wollen wir uns iiberlegen, dass diese Reihen dort auch konvergieren, wo die Reihe fiir f
konvergiert.

Sei etwa die Reihe fiir f konvergent in zp # 0 in €. Dann ist also insbesondere die Folge |ayz{|
beschrankt. Dann sind natiirlich auch die Folgen

n 1

1
|an+126 | = —lant12g
|20

1 und |an-125| = |z0] - lan-125
beschriankt. Fiir |z| < |2zp| mit ¢ := |z/2| folgt daraus
|(n 4+ 1)an+12"| = (n + )]ant1201¢" < C - (n+1)q".

Mit dem Quotientenkriterium sieht man, dass die Reihe Y (n + 1)¢™ fiir ¢ < 1 konvergiert. Also ist
C - > (n + 1)¢"™ eine konvergente Majorante fiir die Reihe von f'(z). Diese Reihe konvergiert also fiir
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alle z mit |z| < |zp|. Daraus folgt, dass die abgeleitete Reihe denselben Konvergenzradius hat, wie die
Rreihe > a, 2" selbst. Fiir die integrierte Reihe geht der Beweis ganz analog.

Als néichstes miissen wir uns iiberlegen, dass die abgeleitete Reihe tatsichlich die komplexe Ablei-
tung ist. Dazu benutzen wir die Vertauschbarkeit von Konvergenz und Wegintegralen. Deswegen ist
es einfacher, zu zeigen, dass die integrierte Reihe tatsichlich eine Stammfunktion ist.

Satz 2.1 (Stammfunktion) Die Reihe f(z) = > an(z — 20)™ sei konvergent auf der Kreisscheibe
K : |z — z| < R. Dann stellt die integrierte Reihe

o0
a
F(z) = E U _(z — zp)"H!
5 n+1

auf dieser Kreisscheibe ein C-differenzierbare Funktion mit Ableitung f dar.

Beweis. Jeder Punkt z € K liegt in einer echt kleineren Kreisscheibe |z — zp| < r, r < R. Auf
dieser Kreisscheibe konvergiert die Reihe fiir f gleichméflig und wie im Reellen darf man deswegen
ihre Konvergenz mit der Integration vertauschen. Deswegen gilt fiir jeden Weg <y in dieser kleineren
Kreisscheibe, der zy mit z verbindet

/f dz—Z/anz—zg dz—z +1( z—2)" Tt = F(2).

Wihlen wir den Weg v insbesondere so, dass er in z parallel zur z-Achse, bzw. zur y-Achse ankommt,
so finden wir

oF oF .
@ =16, S =i S
Deswegen ist F' in z komplex-differenzierbar mit Ableitung f(z). (]

Damit ist die Stammfunktion F' holomorph auf der Kreisscheibe K, und nach Satz 1.13 unendlich
oft C-differenzierbar. Deswegen ist auch die urspriingliche Funktion f holomorph. Das ist

Satz 2.2 Jede durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion ist im Inneren ihres Konvergenzkreises
holomorph.

Natiirlich wird die abgeleitete Funktion f(z) durch die abgeleitete Reihe 3%, na,(z — z9)" !
gegeben. Formal sieht man dies ein, indem man diese abgeleitete Reihe gliedweise integriert. Dann
findet man nimlich, bis auf die Konstante ay die urspriingliche Reihe.

Das war die eine Richtung:
Potenzreihendarstellung = holomorph

Jetzt zur Umkehr-Richtung:

Satz 2.3 Die Funktion f : U — C sei holomorph auf der offenen Menge U C C. Dann ist f um jeden
Punkt zy € U in eine Potenzreihe Y ap(z — 29)" entwickelbar. Die Koeffizienten dieser Reihe sind die
Taylorkoeffizienten

Qp =

) _ L g )
|z—20|=r

= P
n! 2mi (z — zp)"t!

(Hier ist r so klein zu wdhlen, dass die Kreisschiebe |z—zy| < r noch ganz in U liegt.) Diese Potenzreihe
konvergiert auf der grifiten offenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt zo, die noch ganz in U liegt.
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Beweis. Fiir jeden Radius r mit {|z — 29| < r} C U haben wir die Cauchysche Integralformel

1 £(0)
f(2) = fc s

2mi = (—2z
Die Funktion 1/({ — z) ist um den Punkt z( in eine geometrische Reihe entwickelbar:
1 1
(-2  ((—2)—(z—z)
1
(-2 1-—z2

N c—lei)@:Z)

o0

Z—Z
= Z _zOOn—l—l

Auf jeder kleineren Kreisscheibe {|z—z| < p} mit |z— 2| < p < r konvergiert diese Reihe gleichméiBig.
Wir diirfen in der Cauchy-Formel das Integral mit dem Grenziibergang vertauschen und finden

=S _ IO
10 =g S L, T

Damit haben wir fiir |z — zg| < p die Potenzreihendarstellung

o0

Z Z—ZO

Die Koeffizienten

_ 1 % f(©)
In =5 " (¢ — za )+
2mi Ji¢—zo=p (¢ — 20)
sind dabei unabhéngig von p, solange nur die Kreisscheibe {|( — 2| < p} ganz in U liegt.

Auf jeder offenen Kreisscheibe um zj, deren Abschluss noch ganz in U liegt haben wir damit die
gleiche Potenzreihenentwicklung. Dann gilt die auch auf der grofiten offenen Kreisscheibe, die noch
ganz in U liegt.

Dass die Koeffizienten die iiblichen Taylorkoeffizienten

_ f™(=0)
"l
sind, folgt durch Differentiation dieser Potenzreihe. L]
Beispiel. Die Funktion
1
1&)=12

ist rational mit den beiden Polen z = +i. Der grofite Kreis um zg = 0, auf dem die Funktion holomorph
ist, hat den Radius 1. Deswegen konvergiert die Potenzreihenentwicklung

1 @]

k_2k
1+22 Z(_l) z

k=0
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auf der Kreisscheibe |z| < 1, aber auf keiner groferen Kreisscheibe.

Die Taylor-Koeffizienten sind durch die Werte von f und seinen Ableitungen in zy bestimmt. Diese
sind durch das Verhalten von f auf jedem, beliebig kleinen offenen e-Kreis {|z — 29| < €},e > 0,
festgelegt. Diese Garn spinnen wir jetzt etwas weiter.

Satz 2.4 (Identititssatz auf der Kreisscheibe) Die Funktionen f und g seien beide holomorph
auf der Kreisscheibe {z € C: |z — zy| < r}. Es gebe eine Folge z, # zy von Punkten der Kreisscheibe,
die gegen den Mittelpunkt zy konvergiert. Auf den Punkten z, der Folge gelte

f(zv) = g(z).
Dann gilt f(z) = g(2) fiir alle Punkte z der Kreisscheibe.
Beweis. Es reicht, fiir die Differenzfunktion h := f — g folgende Aussage zu beweisen:

Satz 2.5 Die Funktion h sei holomorph auf einer Kreisscheibe. Es gebe eine Folge z, # zy von
Nullstellen der Funktion h, die sich gegen den Mittelpunkt der Kreisscheibe hauft. Dann ist identisch
h =0 auf der ganzen Kreisscheibe.

Beweis. Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung
o
h(z) = ag(z — z)F
k=0
auf der Kreisscheibe und zeigen a; = 0 durch Induktion nach k. Wegen der Stetigkeit von h ist
ap = h(zy) = VILIgO h(z,) = 0.

Das ist der Induktionsanfang. Sei also

ag=..=ap =0.
Dann lautet die Potenzreihenentwicklung
o o
Wz)= 3 ar(z—20)F = (2= 20)" Y angir(z — 20"

k=n+1 k=0

Die Potenzreihe -
ho(2) = Y antiyi(z — 20)"

k=0

konvergiert auf derselben Kreisscheibe. Die Funktion hg ist also holomorph und es ist fiir alle v

h(z,
hg(z,,) == ﬁ =0.

Daraus folgt a1 = ho(z0) = 0. L]

44



Satz 2.6 (Identititssatz auf zusammenhingenden Gebieten) Die offene Menge M C C sei
zusammenhdangend (d.h., zu je zwei Punkten zg,z1 € M gebe es einen Weg vy, der ganz in M verlduft,
mit y(0) = zo und (1) = 21 ). Die Funktionen f und g seien holomorph auf M. Es gebe einen Punkt
20 € M und eine Folge z, # zy von Punkten in M mit

f(zy) = g(z) fiir alle v und VlLrglo Zy = 20.

Dann gilt identisch f = g auf ganz M.

Beweis. Wir miissen f(z) = g(z) fiir jeden Punkt z € M zeigen. Dazu verbinden wir zp mit z durch
einen Weg v in M. Es sei

s 1= sup{f(3(r)) = g(y() fir alle 0 < 7 < 1}

Nach Satz 2.4 stimmt f mit g identisch {iberein auf einer Kreisscheibe um z5 von einem Radius r > 0.
Da die Parametrisierungsabbildung des Weges  stetig ist, gilt dann s > 0. Damit ist y(s) € M
Grenzwert, einer Folge z, = 7y(7,), in deren Punkten f und g dieselben Werte annehmen. Nach Satz
2.4 stimmen dann f und g identisch iiberein auf jeder Kreisscheibe um ~y(s), die ganz in M liegt. Weil
M offen ist, gibt es eine solche Kreisscheibe mit einem Radius > 0. Da die Parametrisierungsabbildung
in s stetig ist, gibt es ein § > 0 so, daf} alle Wegpunkte y(7),s < 7 < s + 4, in dieser Kreisscheibe
liegen. Auf diesen Punkten gilt dann auch f(y(7)) = ¢g(y(7)). Damit kann s nicht maximal gewesen
sein, aufler wenn y(s) = z und deswegen f(z) = g(z). (]

Satz 2.7 (Eindeutigkeit der Ausdehnung ins Komplexe) Die komplezwertige Funktion ¢, de-
finiert auf einem Intervall [a,b],b > a, der reellen Achse, sei fortsetzbar zu einer holomorphen Funktion
[ auf einer zusammenhingenden offenen Menge M C C mit [a,b] C M. Dann ist f durch ¢ eindeutig
bestimmit.

Beweis. Sind f und g zwei holomorphe Ausdehnungen von ¢ auf M, dann gibt es eine unendliche
Folge z, € [a,b] mit z, > a und limz, = a. Fiir alle diese Punkte gilt f(z,) = ¢(z,) = g(z,). Die
Behauptung folgt aus Satz 2.6. L]

Satz 2.6 hat die folgende Eigenschaft holomorpher Funktionen als Konsequenz: Innerhalb des
Definitionsgebiets M einer holomorphen Funktion f # 0 konnen sich die Nullstellen von f nicht
hiufen, zu jeder Nullstelle zp € M von f gibt es einen Kreis mit einem Radius r > 0, in dem keine
andere Nullstelle von f liegt. Man sagt, die Nullstellen liegen diskret in M.

Natiirlich ist dies keine besondere Eigenschaft der Zahl 0, wie man durch Ubergang von f zu f —a
sieht, gilt

Satz 2.8 (Diskretheit der a-Stellen) Die Funktion f sei holomorph und nicht-konstant auf der
zusammenhdngenden offenen Menge M C C. Dann hat die Menge der Punkte z € M, auf denen die
Funktion f einen festen Wert a € C annimmt, keinen Hdaufungspunkt in M.

Aufgabe 2.1 Zeigen Sie

z+1 > k .,
(P Z(Qk—i— 12" fir |z] <1.
(Z_ ) k=0
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Aufgabe 2.2 Zeigen Sie

1 00 3k—|—1 _ 2k—|—1 )
—_— = — (1 - i -1 <2
C+D(z+2) ,CZ:% g (L2 fir 2=l <
Aufgabe 2.3 Berechnen Sie die Taylorkoeffizienten der folgenden Funktionen im Nullpunkt bis zur
Ordnung vier und geben Sie den Konvergenzradius der Taylorreihen an:

, z cosh(z) tang(#) 1
a)sm<4_z2>, b) cos(z)’ c)e ’ d)l—l—ez'

Aufgabe 2.4 Wie im Reellen sei cosh(z) = (e* + e7%)/2 und sinh(z) = (e* —e™%)/2.
a) Beweisen Sie fiir alle z € C die Formeln

' = cos(z) + isin(z),

cos(z) = =(” + e %), sin(z) = T(eiz —e ),
i

cos(iz) = cosh(z), sin(iz) =i - sinh(z),

cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) =i - sin(z),

b) und fir alle z,y € IR die Formeln
cos(z +iy) = cos(xz)cosh(y) — isin(z)sinh(y), sin(z +iy) = sin(z)cosh(y) + icos(z)sinh(y),
cosh(z + iy) = cosh(z)cos(y) + isinh(z)sin(y), sinh(z + iy) = sinh(x)cos(y) + icosh(z)sin(y).

Aufgabe 2.5 Man bestimme die Ordnungen der Nullstellen folgender Funktionen:
a) sin?(z), b) (1—e*)(22-4)3, c¢) (22 —72)%sin(z). (F 91, T 1, A 3)

Aufgabe 2.6 Sei U C C eine offene Nullumgebung und f : U — C holomorph. Dariiberhinaus
konvergiere die Reihe

IPARIF
n=0

Man beweise, dass die Reihe
DIPARIEY
n=0

gleichmdfig auf jeder Kreisscheibe um 0 konvergiert, die in U enthalten ist. Hinweis: Man denke an
das Cauchy-Kriterium. (F 92, T 2, A 2)

Aufgabe 2.7 Es scien G C C ein Gebiet und f,qg : G — C holomorphe Funktionen mit f' = fg.
Zeigen Sie: Hat f eine Nullstelle, so ist f =0. (F 93, T 1, A 4)

Aufgabe 2.8 Es sei f(z) :== 3.°°,22"). Man zeige:
a) Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1.

b) £ (2| < |f(2)| + k fiir |2| <1 und k € IN.

c) Fiir jede 2%-te Einheitswurzel p gilt

im [ (tp)] = o0, k € IN.

d) Fir keinen Punkt des Randes (d.h. |z| = 1) ist f in eine offene Umgebung von z analytisch
fortsetzbar.

(H93, T2 A3)
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Aufgabe 2.9 Man entscheide, in welchem Fall eine im Nullpunkt holomorphe Funktion f existiert
mit f(L) = .. firn=1,23,..

1'n 1l 111111 12345
a) 0’5’071’067"" b) 559y 41426260 C) 55334953 50"
(Die Antwort ist jeweils zu begrinden.) ( F 92, T 1,

Aufgabe 2.10 Welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihenentwicklung von m Punkt zg =

12 (H96, T 2, A 1.3)

1
cos(z)

Aufgabe 2.11 Die Funktion f sei im Kreisring {z € C : 1 < |z| < 2} holomorph und auf dem
Intervall | — 2, —1] reellwertig. Muss dann f auch auf dem Intervall |1,2[ reellwertig sein? (Beweis
oder Gegenbeispiel!) H 98, T 2, A 4)

2.2 Elementare Funktionen und analytische Fortsetzung

In diesem Paragraphen wollen wir uns den Zoo der elementaren holomorphen Funktionen etwas niher
ansehen. Einerseits wollen wir etwas mehr Sicherheit im Umgang mit ihnen, andererseits mochten wir
so, wie es im Reellen auch war, einen Logarithmus haben.

2.2.1 Die Funktion 22 und ihre Umkehrung

Der Kern des Problems liegt schon in den ganz einfachen Potenzfunktionen
fiz=2" n>2.

Betrachten wir die einfachste davon in Polarkoordinaten:
z — 22
| |

r(cos(p) +isin(p)) = r2(cos(2¢) + isin(2¢))

f:

Die Zahl 22 besitzt ein doppelt so groBes Argument 2¢, wie die Zahl z. Wenn man beispielsweise mit
der Zahl z auf der oberen Hilfte des Einheitskreises von 1 nach —1 geht, bewegt sich die Zahl z? um
den ganzen FEinheitskreis herum. Derselbe Sachverhalt 14sst sich auch so ausdriicken:

Die Funktion z — z° bildet die obere Halbebene

H: {ze€C: Im(z) >0}
bijektiv auf die in der positiven reellen Achse aufgeschlitzte Ebene
{weC: nicht 0 <w e R}

ab.
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Beweis. Die Zahlen in der aufgeschlitzten Ebene sind von der Form
w = r(cos(p) +isin(¢p)) mit r > 0 und 0 < ¥ < 2.

So ein w schreibt sich w = 22 fiir genau ein z € H, nimlich

z=4 \/F(cos(%) —I—isin(%)).

Das ist ganz klar. Man sollte es sich aber an einer Zeichnung unbedingt noch klarer machen:

Denn jetzt beginnt das Problem: Wir wollen doch die Funktion f(z) = 22 nicht auf der komischen
oberen Halbebene H definieren sondern dort, wo sie ja ldngst definiert ist, auf der ganzen komplexen
Zahlenebene. Wenn 7 jetzt einmal um den ganzen Einheitskreis herumgeht, bewegt sich w = 2% zweimal
um diesen Einheitskreis herum. Oder anders ausgedriickt: Die punktierte komplexe Zahlenebene

C':={z€C: z#0}

wird zwei-zu-eins auf sich selbst abgebildet. Obwohl es in drei Dimensionen unméglich ist, diese Ab-
bildung z — 22 geometrisch zu realisieren, kann man sie doch noch irgendwie begreifen. Es ist halt so,
dass z und —z dasselbe Quadrat haben. Wenn z # 0 ist, sind das zwei verschiedene komplexe Zahlen
mit demselben Quadrat, die sich um das Vorzeichen unterscheiden.

Im Reellen war das ja genauso: streng genommen hat jede positive reelle Zahl eine positive und
eine negative Quadratwurzel. Im Komplexen gibt es keine positiven oder negativen Zahlen. Jede
komplexe Zahl w # 0 besitzt zwei Quadratwurzeln, die sich ums Vorzeichen unterscheiden. Man
kann sie auch hinschreiben, nicht nur in Polarkoordinaten: Die komplexe Zahl w = z + iy hat die
beiden Quadratwurzeln

+vw =+ (\/%(\/x2+y2+$) :l:i\/%(\/a:?-l-y2 —:1:)) :

Dabei muss man vor ¢ das Vorzeichen + wihlen, falls y > 0, und das negative Vorzeichen, wenn y < 0.
So einleuchtend (’trivial’) dieser Sachverhalt auch ist, er macht es uns unméglich, die Quadratwur-
zel z = \/w auf der ganzen komplexen Zahlenebene sinnvoll als Funktion zu definieren: Fiir Zahlen

w = r(cos(p) +isin(p)), r>0,0<¢p<27w

der geschlitzten komplexen Ebene kénnen wir natiirlich

Vi =i Vi(eos(£) + i -sin(£))
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definieren. Diese Funktion ist aber bei der positiven reellen Halbachse unstetig: kommen wir von oben
an die Halbachse (¢ — 0), dann geht der Funktionswert gegen

+V/r(cos(0) +isin(0)) =4 Vr,
wéhrend bei Annidherung von unten (¢ — 27), der Funktionswert gegen
+/r(cos(m) +isin(m)) =_ /r

geht.
Man hat zwei Moglichkeiten:

a) die brutale: Wir kénnen die Quadratwurzel nicht als stetige Funktion auf ganz C definieren,
also definieren wir sie nur auf der geschlitzten Ebene. Die Ebene konnen wir dabei auch anders
aufschlitzen, also etwa lings der negativen reellen Halbachse.

b) die geniale: Wir kénnen die Quadratwurzel auf ganz C nicht als stetige Funktion definieren, also
definieren wir sie nicht als Funktion, sondern als mehrdeutige Funktion.

Das zweite Verfahren kann man etwa folgendermafien ausfithren. Wir nehmen die Wurzelfunktion /w
iiber der geschlitzten Ebene und nennen sie einen Zweig der Quadratwurzelfunktion. Als einen zweiten
Zweig nehmen wir die Funktion —/w hinzu. Beide Zweige verkleben wir iiber der positiven reellen
Halbachse so, dass man beim Ubergang iiber diese Halbachse von einem Zweig in den anderen kommt.
Das Resultat ist keine Funktion, sondern eine zweiwertige Relation. Thr Graph ist kein Funktionsgraph,
sondern eine Riemannsche Fliche. Diese Riemannsche Fliche von /w liegt zweiblittrig iiber der
komplexen Zahlenebene. Der Nullpunkt, wo beide Blétter zusammenkommen, heifit ein Verzweigungs-
punkt. (All das kann mathematisch beliebig exakt durchgefithrt werden.)

2.2.2 Umkehrfunktionen

Wer diese Ausfithrungen verstanden hat, hat verstanden, was die Riemannsche Fliche einer Funktion
ist, und warum man sie braucht. Man braucht sie fiir mehrdeutige Funktionen. Mehrdeutige Funktionen
sind unvermeidlich, wenn man Umkehrfunktionen oder Stammfunktionen behandeln will, was auf
die Dauer unvermeidlich ist. Und eine mehrdeutige Funktion ist keine Funktion auf (einem Teil)
der komplexen Ebene, sondern auf ihrer Riemannschen Fliche, die in mehreren Blittern tiber der
komplexen Ebene ausgebreitet liegt. (Wo?)

Wir miissen noch einige der wichtigsten Beispiele behandeln:

Die n-te Wurzel ist die Umkehrfunktion der Potenzfunktion

z—=w=2",0<nelN.
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Diese Funktion w = 2™ bildet den Sektor
.. 27
{z =r(cos(p) +isin(p)) : r>0,0< p < ;} cC

bijektiv auf die geschlitzte Ebene ab. Anders ausgedriickt: die punktierte Ebene C* wird n-zu-eins auf
C* abgebildet. Jede Zahl 0 # w € C besitzt genau n verschiedene n—te Wurzeln. Die verschiedenen
Werte von {/w unterscheiden sich um die n n—ten Einheitswurzeln

2 2
cos(k - —W) + isin(k - —W), kE=0,1,...n —1.
n n

Die Riemannsche Fliche der n-ten Wurzel hat n Zweige. Wenn man mit w einmal um den Nullpunkt
lauft, so kommt man mit der Funktion {/w von einem Zweig in den nichsten, vom n—ten Zweig wieder
in den ersten. Der Nullpunkt ist ein n—facher Verzweigungspunkt.

Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Die Exponentialfunk-
tion hat auch im Komplexen die Funktionalgleichung

ef1tz — 21 g2z

-e
Das kann man genau wie in 0.3 mit dem Cauchy-Produkt der Potenzreihen beweisen. Man kann
diese Beziehung aber auch ohne Arbeit aus dem Identitéitssatz folgern: Fiir jedes feste zo € IR ist die
Funktion

ez+12 _ BZ . ezQ

auf ganz € holomorph, auf der reellen Achse = 0. Nach dem Identitéitssatz ist die Funktion auf ganz

C identisch = 0. Fiir jedes feste z; € C ist deswegen die Funktion

21+2z z z
61+ 1,

— € (&

= 0 auf IR, holomorph auf C. Nach dem Identititssatz ist die Funktion = 0 auf ganz C. Das war die
Behauptung.
Insbesondere folgt daraus die Periodizitét

6z+k-27ri = &° LeZ
der Exponentialfunktion. Und jeder Streifen
{z=x4+1yeC: 0<y<2n}

wird von der Exponentialfunktion bijektiv auf die geschlitzte Ebene abgebildet: Zu jedem w =
r(cos(p) +isin(p)) € € mit 7 > 0 und 0 < ¢ < 27 gibt es genau ein Urbild

z=In(r)+i-@

in diesem Streifen unter der Exponentialabbildung. Wieder ist es wichtig, eine geometrische Vorstellung
davon zu haben, wie dieser Streifen auf die geschlitzte Ebene abgebildet wird (an seinem linken Ende
auf den Nullpunkt zusammengepresst, an seinem rechten Ende unendlich weit aufgebogen). Und dass
es unendlich viele parallele Streifen der Breite 27 mit demselben Bild gibt, hat zur Folge, dass jedes
w € C unendlich viele Urbilder unter der Exponentialabbildung besitzt, die sich alle additiv um
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k- 2mi, k € Z, unterscheiden. Jeder Streifen {z € C: k- 27 < Im(z) < (k+ 1) - 2w} legt einen Zweig
des natiirlichen Logarithmus auf der geschlitzten Ebene fest.
Wir konnen beispielsweise einen Hauptwert des Logarithmus definieren durch

w = r(cos(p) +isin(p)), r>0,0<p<2r = In(w):=In(r)+i-e.

Néihert man sich der positiven reellen Halbachse von oben an, so erhélt man als stetigen Grenzwert den
iiblichen natiirlichen Logarithmus der reellen Zahlen. Bei Anniherung von unten ist der Grenzwert um
2mi grofer. Man kommt nach einer Umkreisung des Nullpunkts in positiver Richtung in den néchsten
Zweig des [In, wo die Werte um 27 gréfier sind. Die Riemannsche Fliche des Logarithmus besteht aus
unendlich vielen dieser Zweige.

Damit hat der Ausdruck /n(w) unendlich viele verschiedene Werte, die sich alle um &-274 unterschei-
den.

Beispiel: In(¢) hat den Hauptwert 7 (denn e™/? = i) und die unendlich vielen Werte Si+2kmi k €
Z.

Damit haben wir die n-ten Wurzeln als (mehrdeutige) Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen 2"
und den Logarithmus als (unendlich vieldeutige) Umkehrfunktion der Exponentialfunktion definiert.
Mir war es wichtiger, eine Vorstellung vom globalen Verhalten dieser Umkehrfunktionen zu vermitteln,
als die ziemlich selbstverstindliche Tatsache zu beweisen, dass Umkehrfunktionen von holomorphen
Funktionen (lokal) wieder holomorph sind. Dies wird jetzt nachgeholt.

Satz 2.9 (Holomorphie der Umkehrfunktion) Die Funktion f sei holomorph auf einer Umge-
bung des Punktes zy € C. Falls f'(29) # 0, dann gibt es eine Umgebung U C C des Punktes zp,
die durch w = f(z) bijektiv auf eine Umgebung V. C C des Bildpunktes f(zy) abgebildet wird. Die
Umkehrfunktion z = f~Y(w) ist auf V' wieder holomorph.

Beweis. Wir fithren die Aussage auf den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit differenzierbarer
Abbildungen zuriick. Dazu schreiben wir wie immer

f(2) = u(z,y) +i-v(z,y).

Uy Uy
Vg Uy

der differenzierbaren Abbildung (u,v) hat die Determinante

Die Funktionalmatrix

UgVy — UyVgp = (Ux)2 + (Ul‘)2 = |f,(z)|2'

Wegen f'(2) # 0 ist diese Determinante in zy also # 0 und die Funktionalmatrix ist invertierbar.
In dieser Situation beweist man in der Analysis-Vorlesung, dass Umgebungen U C C von z; und
V C C von f(z) und eine stetig reell differenzierbare Umkehrabbildung f~! : V — U existieren.
Die partiellen Ableitungen von Real- und Imaginérteil dieser Umkehrabbildung erfiillen wieder die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen, weil die Inverse der Drehstreckungs-Matrix

Ugp Uy \ Ug Uy
vy vy |\ —uy ug
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auch wieder eine Drehstreckungs-Matrix ist.
So sind z.B. die Funktionen /z und In(z) dort holomorph, wo sie als Funktionen wohldefiniert
sind. Dann miissen sie auch in Potenzreihen zu entwickeln sein. Wollen wir z.B. {/z in eine Potenzreihe

um zg = 1 entwickeln, brauchen wir die k-ten Ableitungen

d* d* 11 1
Y - & 1n — . (== -
dzk\/gz: daF” T (n b (n k1)

Mit der (sinnvollen) Abkiirzung
LRl fpaleec

c\._c¢ c—1
k)" k k=17 1
erhalten wir fiir die Taylorentwicklung von 2z um 2y = 1

w=§(12”>(z—1>k.
k=0

Diese Entwicklung konvergiert auf dem gréfiten Kreis um zg = 1, auf dem die Funktion holomorph

ist, also auf dem Kreis vom Radius 1, der am Nullpunkt ansto8t.

Fiir die Entwicklung des Logarithmus um 2y = 1 brauchen wir die Ableitungen

d* d*
i | - =
g n(z) g In(x)
z=1 =1
(0 firk=0
1 firk=1
dkt=1 1
- dzF—1 et
= (1) (=2) - (=~ 1))
= (D (k=1 firk>1

und erhalten die Taylorentwicklung (des Hauptwerts) des Logarithmus um z5 = 1

o0

In(z) = Z(—m—l%(z _ 1)k,

k=1
Wieder konvergiert die Entwicklung im Kreis vom Radius 1. (Einfacher wire es gewesen, die Entwick-

o0

lung
1 1
ln,(Z) = ; = m kgo(—]_)k(z - ].)k (geometriSChe R,eihe)

zu integrieren.)
Mit dem Logarithmus kann man auch die allgemeinen Potenzfunktionen definieren:

a® = ez-ln(a), 20— ea-ln(z), (a e @)’
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die allerdings mehr oder weniger mehrdeutig sind. Man beweist (in Verallgemeinerung unserer Potenz-
reihenentwicklung fiir die n—ten Wurzeln), dass fiir |z| < 1

(l—i-z)“:i(;:)zk.

k=0

Mit der Exponentialfunktion héingen sehr eng die Winkel- und die Hyperbelfunktionen zusammen:

_ 1 iz —iz . _ 1 12 —iz

cos(z) = 5 (e +e %), sin(z) = 5 (e e ?)
1 z —Z 3 1 z -z
cosh(z) = 5(6 +e7?) sinh(z) = 5(6 —e?)

Weil diese Beziehungen fiir reelle z gelten, gelten sie nach dem Identititssatz auch fiir alle komplexen
Zahlen z. Dagegen gelten die Beziehungen

cos(z) = Re(e'?), sin(z) = I'm(e")

nur fiir reelle z, denn die rechten Seiten der Gleichungen sind nicht holomorph in z und deswegen
greift der Identitéitssatz hier nicht.

Satz 2.10 Fiir eine holomorphe Funktion
f(z) =Y an(z = 20)"
n

sind dquivalent:

a) a1 #0;
b) f besitzt lokal bei zy eine holomorphe Umkehrfunktion;
c) f ist lokal bei zy injektiv.

Beweis. Die Aussage a) = b) ist der Inhalt von Satz 2.9. Die Aussage b) = a) folgt wie im Reellen
aus der Kettenregel: Ist z = g(w) eine lokale holomorphe Umkehrfunktion mit g(f(z)) = z, so gilt

| _do| &

1= — = .
dzZ 2=z AWz dz

)
20

und deswegen muss f'(zg) # 0 sein.

Die Richtung b) = c¢) ist klar. Die Umkehrung c¢) = b) verdient Beachtung, vor allem deswegen,
weil sie im Reellen nicht gilt (Gegenbeispiel f(z) = x?). Sei in der Potenzreihenentwicklung von f
der Koeffizient a; = 0. Wenn f lokal injektiv ist, kann nicht f(z) = f(z0) sein, es muss Koeffizienten
an # 0, n > 0, in der Potenzreihe geben. Sei davon a,,, m > 2, der erste. Also

f2)=a0+ Y anlz—20)" =ao+ (z —20)™ Y _ al,(z — 20)™.
n>m n=0

Die Funktion g(z) := Y, a,,(z — z9)™ erfiillt g(z9) = am # 0. Deswegen existiert lokal bei z eine m-te
Wurzelfunktion w(z) mit w(z)™ = g(z). Und die urspriingliche Funktion f ist von der Form

f(z) = a0 + ((z = 20)w(2))™ .

53



Die Funktion (z — 2p) - w(z) hat im Punkt z = 2, die Ableitung w(zp) # 0 und bildet deswegen jede
kleine Umgebung von zy bijektiv auf eine kleine Umgebung von 0 € C ab. Insbesondere gibt es in
jeder Umgebung von zy Punkt z; # 29 mit

27rim(

(z1 —20) - w(z1) =e 290 — 20) - w(22).

Fiir diese Punkte ist f(2z1) = f(22) und f kann in keiner Umgebung von z; injektiv sein. L]

Definition 2.1 Fine holomorphe Funktion f : U — V, U,V C C offen, heifit biholomorph, wenn
f:U — V bijektiv ist. Eine Funktion f:U — C heif§it schlicht, wenn f injektiv ist.

Satz 2.11 (Gebietstreue) Die Funktion f sei holomorph und nicht konstant auf einem Gebiet U C
C. Dann ist die Bildmenge f(U) C C wieder ein Gebiet.

Beweis. Weil U zusammenhéingend und f stetig ist, ist f(U) zusammenhingend. Zu zeigen ist,
dass f offen ist. Sei also wy = f(2) € f(U) mit zo € U. Wie im Beweis von Satz 2.10 sieht man, dass
in der Nahe von z

f(2) = f(20) + 9(2)™, m > 1,

wo g(z9) = 0, ¢'(20) # 0. Also gibt es eine Umgebung von zp, die unter g bijektiv auf eine offene
Kreisscheibe |w| < r abgebildet wird. Das Bild f(U) enthilt dann die Kreisscheibe |w — wg| < ™. []

Aufgabe 2.12 Entwickeln Sie die folgenden Funktionen in eine Potenzreihe um zy = 0 und bestim-
men Sie die Konvergenzradien:

a)ln <i +Z> , b)ln(z+1i)+in(z —1i).

—z
Aufgabe 2.13 Bestimmen Sie alle Werte von i'.

Aufgabe 2.14 Berechnen Sie auf jedem Strahl
2(t) =t-€® 0<teR, «cl0,2n] fest,

den Grenzwert
lim z(t) - In(2(t)).

t—0

Bestimmen Sie 0° als Grenzwert lim,_,o 2* auf diesen Strahlen.

Aufgabe 2.15 a) Die Funktion f sei holomorph auf einer Umgebung des Punktes wy € C und habe
dort eine k-fache Nullstelle. (d.h., f(wo) = f'(wo) = ...f*D(wg) = 0, F®)(wy) # 0). Zeigen Sie:
Es gibt eine biholomorphe Abbildung Z — W, w = w(z) einer Umgebung Z des Nullpunkts auf eine
Umgebung W von wg mit f(w(z)) = 2*.

b) Zeigen Sie: Eine Aquipotentiallinie eines quellen- und wirbelfreien ebenen Feldes kann sich selbst
nur unter einem Winkelv-2n/k, 2 <k € N, v € N, 1 <v < k—1, schneiden. In diesem Fall schneidet
sich die Aquipotentiallinie dort k-fach und auch k Feldlinien schneiden sich dort und halbieren die

Winkel zwischen den Aquipotentiallinien.
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Aufgabe 2.16 Gibt es in einer Umgebung von 0 in C holomorphe Funktionen

a) /1 —cos(z), bzw. b) /sin(z)?
Das heifit: gibt es eine bei 0 holomorphe Funktion f mit (f(2))? = 1—cos(z) (bzw. (f(2))? = sin(z))?
(F 90, T 2, A 4)

Aufgabe 2.17 Auf welchem Gebiet in C wird durch

Lodt
f(z):/o 14 2t

eine holomorphe Funktion f definiert. Berechne f durch bekannte elementare Funktionen. (H 91, T 3,
A1)

2.2.3 Stammfunktionen

Ahnlich wichtig wie die Behandlung von Umkehrfunktionen, ist die Behandlung von Stammfunktionen.
Erfillt die holomorphe Funktion f auf ihrem Definitionsbereich

7{ f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg 7,
g

so existiert eine Stammfunktion F(z) auf demselben Gebiet. Lokal (d.h. auf Kreisscheiben) ist diese
Bedingung immer erfiillt (Satz von Morera). Aber global ist diese Bedingung i.a. nicht erfiillt. Das
einfachste und wichtigste Beispiel ist die Funktion f(z) = 1/z auf dem Gebiet C*. Wir wissen, dass
fiir den (positiv orientierten) Rand -y des Einheitskreises gilt:

1
7{ —dz = 2mi.
/')/ Z

Die Stammfunktion F(z) = In(z) erhéht deswegen bei jedem (positiven) Umlauf um den Nullpunkt
ihren Wert um 2mi. Anders, als bei manchen Umkehrfunktionen entstehen so immer unendlich viele
Zweige, sobald eine Stammfunktion nicht eindeutig ist.

Den Logarithmus brauchen wir als Stammfunktion nicht mehr zu behandeln, weil wir ihn ja schon
als Umkehrfunktion diskutierten. Aber es gibt genug andere wichtige Beispiele:

Der Arcustangens kann definiert werden als Stammfunktion der rationalen Funktion

1
&=z
Diese rationale Funktion hat die beiden Singularititen +i. Auf jeder Kreisscheibe, die keine der bei-
den Singularitdten enthilt, gibt es also eine Stammfunktion von f. Beispielsweise existiert auf dem

Einheitskreis der Arcustangens—Hauptwert mit der Potenzreihenentwicklung

2% k(7 ok = (DF g
arctan(z / 1+C2C /Z Yeekde = 0(—1) /Og dg_kz:‘amz +1

sin(z)

Dass dies tatsédchlich ein Zweig des Arcustangens ist, d.h. eine Umkehrfunktion von tan(z) = cos(2)

folgt wie iiblich aus dem Identitétssatz, weil es im Reellen so ist.
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| I +m
Diesen Hauptzweig des Arcustangens kann man lings eines jeden Weges ~y, der durch keinen der

Punkte +i geht, als Stammfunktion der rationalen Funktion 1/(1+ 22) fortsetzen. Aber wenn der Weg
v beispielsweise die Singularitit ¢ einmal in positiver Richtung umrundet, erhéht sich der Wert um

]{ 1 d¢ 1
. - = 2mi -
FCH+iC—i z+1

Man ist nach der Umrundung von 7 in einem anderen Zweig des Arcustangens, in dem die Funkti-
onswerte um 7 grofler sind. Entsprechend erniedrigen sich die Funktionswerte um 7, wenn man den
Pol —i in positiver Richtung umrundet. Auf diese Weise gehéren all die unendlich vielen Zweige des
reellen Arcustangens, die man aus dem Graphen der reellen Tangensfunktion durch Spiegelung erhélt,
zu einer einzigen Riemannschen Fliche der unendlich vieldeutigen komplexen Arcustangens-Funktion.

_ 271
2

=m (Cauchysche Integralformel).

2=1

Der Arcussinus ist eine andere, aus Integraltafeln wohlbekannte Stammfunktion:
¢4
0 VI=C
Damit wir einen Zweig erwischen, fiir den sin(arcsin(z)) = z gilt, miissen wir hier beim Ursprung den

positiven Zweig der reellen Wurzelfunktion nehmen. Dann bekommen wir den Hauptwert. Er hat um
zg = 0 die Entwicklung

arcsin(z) =

z d¢

0 vV1—-¢2
- Az23<_gz>w—8ﬁ@
k=0

arcsin(z) =

k=0

_ s (—1/2>Z%+1
2k +1 k

_ Ly 35

= z+6z —|—40z +

Als zusitzliche Komplikation ist hier schon der Integrand
1
V1= 22
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mehrdeutig und dndert bei Umrundung eines der beiden Verzweigungspunkte £1 sein Vorzeichen.

Aufgabe 2.18 Zeigen Sie
a) arcsin(z) = —i-In(iz+ V1 —22), b) arccos(z) = —i-In(z +ivV1 — 2?),
1 141z 1 z+1
¢) arctang(z) = Eln <1 — iz)’ d) arccotang(z) = Eln <z — z)
Mit arsin(z) usw. werden Die Unkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen sinh(z) usw. bezeichnet. Zei-
gen Sie

e) arsin(z) (z4+ V14 22), f)arcos(z)=In(z + V22—

1 1+ 2 z+1
g) artang(z) = iln (1 — z)’ h) arcotang(z) = <Z — 1).

Aufgabe 2.19 Es bezeichne F(G) den komplezen Vektorraum der holomorphen Funktionen auf einem
gebiet G und A(G) C F(G) den Untervektorraum der Ableitungen holomorpher Funktionen auf G.
Ferner werde mit H(G) := F(G)/A(G) der Quotientenvektorraum bezeichnet.

Weshalb ist H(E) = 0 aber H(E \ 0) # 02 Wissen Sie noch genaueres iber H(E \ 0)? (E bezeichnet
wie Gblich die offene Einheitskreisscheibe.) (F 96, T 3, A 5)

Aufgabe 2.20 In einem dlteren Lehrbuch lesen wir, unter Hinweis auf den Brief von Gaufl an Bessel
vom 18. Dez. 1811, Zitat: 7 f) Definitionen vermoge Integration durch komplexes Gebiet. Endlich
erwiahnen wir noch die Definitionen:

] /Z dz ’ Z dz . /z dz
09z = —, arctanz = —, arcsinz = —_—
g 1z 0 1422 0 V1—22
Danach werden wir die Exponential- und die trigonometrischen Funktionen als die Umkehrfunktionen
dieser Funktionen anzusehen haben.” (Ende des Zitats.)

Geben Sie eine teilweise Erlduterung dieser Vorgehensweise, indem Sie am Beispiel des arcus tan-
gens angeben, wie das Integral [ 1_7_22 iberhaupt aufzufassen ist, auf welchem (méglichst grofien)
Teilgebiet von C dadurch eine holomorphe Funktion wohldefiniert ist und inwiefern diese als ”Um-
kehrfunktion” des Tangens tan z = 22 anzusehen ist. (H 96, T 3, A 5)

Ccos z

2.2.4 Analytische Fortsetzung

Ist f holomorph auf einer offenen Menge M C C, so kann man eine Stammfunktion F' durch

v(t)
= / f(z)dz
7(0)

lings eines jeden Weges in M analytisch fortsetzen. Auch die n-ten Wurzeln kann man lings eines
jeden Weges v in C* analytisch fortsetzen. Wir wollen den Begriff ’analytische Fortsetzung’ noch etwas
prézisieren:

Definition 2.2 Die Funktion fy sei holomorph auf einer Kreisscheibe Ky um zg € C. Ein Punkt

z € C sei mit zy verbunden durch den Weg vy : [0,1] = C, i.e. y(0) = z0,v(1l) = z. Eine Funktion f
holomorph auf einer Kreisscheibe K um z heiffit analytische Fortsetzung wvon fy lings des Weges 7,
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wenn es eine Zerlegung 0 = tg < t1 < ... < t, = 1 des Parameterintervalls gibt, sowie offene Kreise
K,, 0 <v <n, um die Punkte ~(t,) und holomorphe Funktionen f, auf K, derart, dass

i) die Teilkurve y([ty—1,ty4+1]) ganz im Kreis K,, enthalten ist (bzw. v([0,t1]) in Kq, sowie y([tn—1,tn])
mn Ky,

ii) die holomorphen Funktionen f, und f,11 auf K, N K, tibereinstimmen,

i1) die Funktionen f und f, auf K, N K dbereinstimmen.
Dieses Verfahren der analytischen Fortsetzung nennt man auch Kreiskettenverfahren.

Beispiel. Der Rand des Einheitskreises, parametrisiert durch [0,#] 3 ¢+ ™

wird iiberdeckt durch die fiinf Kreise K, vom Radius 1 um die fiinf Punkte e2™*/4 = ¥, v =0, ..., 4.
Eine zugehorige Zerlegung des Parameterintervalls ist etwa

0=t <t —1<t —§<t —§<t —z<t =1
Sl =g<h=g<lB=g<h=g<iz=L

Setzt man /z lings dieser Kreiskette analytisch fort, so kommt man in den anderen Zweig der
Wurzel.
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Im Allgemeinen fithrt analytische Fortsetzung also zu mehrdeutigen Funktionen. Aber es gibt einen
wichtigen Fall, in dem analytische Fortsetzung immer auf eindeutige holomorphe Funktionen fiithrt:

Satz 2.12 (Monodromiesatz) Die offene Menge M C C sei zusammenhdngend und einfach-zu-
sammenhdngend. Die Funktion f sei holomorph auf einem Kreis K C M und analytisch fortsetzbar
lings eines jeden Weges in M. Dann gibt es eine (eindeutige) holomorphe Funktion auf ganz M, die
mit jeder analytischen Fortsetzung von f dibereinstimmi.

Beweis (vgl. Satz 1.8). Es sei zp € K der Kreismittelpunkt. Weil M zusammenhéngend ist, kann
man jeden Punkt z; € M mit zy durch einen Weg «y verbinden, der ganz in M verlduft. Nach Voraus-
setzung kann man f lings dieses Weges analytisch nach z; fortsetzen. So kann man bei allen Punkten
z1 € M eine holomorphe Funktion definieren, die f fortsetzt. Die Behauptung lduft darauf hinaus,
einzusehen, dass bei jeder analytischen Fortsetzung lings irgend eines Weges 1 in M bei z; stets die
gleiche holomorphe Funktion herauskommt.

Dies ist klar, wenn sich der Weg ~; wenig von < unterscheidet, weil er dann noch ganz in der
Kreiskette zu vy liegt. Weil M einfach-zusammenhingend ist, kann man je zwei Wege v und v, die
Zg mit z; verbinden, durch eine stetige Schar 7,,0 < u < 1, von Wegen -y, in M verbinden, vy = 7.
Bei jeder kleinen Anderung von u éndert sich die analytisch nach z; fortgesetzte Funktion nicht. Den
Ubergang von + nach +; kann man durch endlich viele solche kleinen Anderungen des Parameters u
erreichen, und deswegen bleibt auch dabei die analytisch nach z; fortgesetzte Funktion gleich. L]

Folgerung. Die Funktion f sei holomorph auf der zusammenhdngenden einfachzusammenhdngen-
den offenen Menge M C C und habe dort keine Nullstelle. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h
auf M mit

f=¢€" dh. h=1In(f).

Beweis. Wir wihlen einen Punkt zy € M und einen Kreisscheibe um f(zg), welche den Nullpunkt nicht
enthilt. Auf dieser Kreisscheibe gibt es einen Zweig In des natiirlichen Logarithmus. Die Funktion
h := In(f) ist dann holomorph auf einer Umgebung von z;. Wir kénnen sie analytisch lings eines
jeden Weges in M fortsetzen, indem wir einfach den Wert des Logarithmus stetig fortsetzen. Nach dem
Monodromiesatz bekommen wir dann keine mehrdeutige Funktion auf M, sondern eine wohldefiniert
holomorphe Funktion h auf ganz M. L]

Aufgabe 2.21 a) Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung um zo = 0 fiir alle Zweige der Funk-
tion /22 — 1.
b) Der Zweig dieser Funktion, der im Nullpunkt den Wert 2™/ hat, werde lings des Weges Y = Y1721
mit

gl (t) =1+ 6i(t+7r)7 72(t) =-1+ eiita (0 <t< 271—)

analytisch fortgesetzt. Welchen Wert hat diese analytische Fortsetzung im Nullpunkt?
Aufgabe 2.22 Das Gebiet D in C sei das Komplement der Menge
D'={teR:t>2odert<1}.
Begriinden Sie die folgende Behauptung: Es gibt eine holomorphe Funktion f: D — C mit
el = (2 —2)(2%* —1).

(H95 T1, A3)
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Aufgabe 2.23 Seir > 0 und f holomorph auf G. In jedem Punkt a von G sei der Konvergenzradius
der Potenzreihenentwicklung von f um den Punkt a grofier als r. Folgt daraus, dass f zu einer auf
dem Gebiet .
G:= U K, (a)
a€G
holomorphen Funktion fortsetzbar ist? (Beweis oder Gegenbeispiel.) (F 96, T 2, A 3)

Aufgabe 2.24 Auf einer offenen Kreisscheibe By von einem Radius r < % um den Punkt % € C sei
eine holomorphe Funktion fy gegeben, die sich lings eines jeden Weges in D \ 0 analytisch fortset-
zen lisst; hierbei bezeichne D die offene Finheitskreisscheibe. Zeigen Sie, dass die dadurch definierte
'mehrdeutige’ Funktion f von der Gestalt f(z) = g(In z) ist, genauer: Beweisen Sie die Existenz ei-
ner holomorphen Funktion g auf der linken Halbebene, welche die Bedingung fo(z) = g(In z) fir alle
z € By erfiillt, wobei jetzt 'In’ den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. (F 97, T 3, A 2)

Aufgabe 2.25 Bestimmen Sie ein mdglichst grofies unbeschrinktes Gebiet Q C C, welches den Null-
punkt enthilt, und eine holomorphe Funktion h: Q — C, so dass e"?) = 22 — z — 6 ist. (H97, T2, A
5)

Aufgabe 2.26 a) Zeigen Sie, dass sich die Funktion f :]0,1[— IR mit f(z) = V2?2 —1 zu einer
holomorphen Funktion auf C\ [—1,1] fortsetzen lisst.

b) Ist die Fortsetzung auf dem Strahl | — oo, —1] positiv oder negativ?
(H98, T1, A4

Aufgabe 2.27 Auf der positiv geschlitzten Ebene werde f(z) = v/Inz dadurch festgelegt, dass es auf
der oberen Halbebene durch die Hauptzweige von Wurzel und Logarithmus gegeben sei. Was ist dann
lime_yo f(1 —i€)? (H 98, T 3, A 1.4)

2.3 Laurent-Reihen

Hier betrachten wir holomorphe Funktionen auf Kreisringen. Ein Kreisring mit Zentrum zy € C ist
eine Menge
K(r,R):={z€C: r<|z—z| <R}, 0<r<R<oo.

Dabei sind die Grenzfille » = 0 und R = oo ausdriicklich zugelassen. Es gibt also die folgenden vier
Sorten von Kreisringen:

0<r<R<x r=0 R< o 0<r,R=00 r=0 R=o
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Um Schreibarbeit zu sparen, werde ich mich zunichst auf den Fall zy = 0 konzentrieren. Fiir Kreis-
scheiben, die nicht den Nullpunkt als Mittelpunkt haben geht alles ganz genau so.

Wir wollen die Cauchysche Integralformel auswerten fiir eine holomorphe Funktion f auf einem
derartigen Kreisring K (r, R). Natiirlich kénnen wir dabei nicht iiber den Rand 0K (r, R) integrieren,
weil die Funktion f dort nicht mehr zu definiert sein braucht. Aber iiber jeden Kreisrand, der etwas
im Innern von K(r, R) liegt, kann man schon integrieren. Fiir jeden Punkt z € K(r, R) und je zwei
Radien

r'R'mitr<r' <|2| <R <R

f@y‘Zﬁﬁ@ﬂﬁ—wﬂg_iﬁf;wﬁ—z%'

Wegen des Cauchyschen Integralsatzes sind dabei die beiden Integrale
I (SR S (VY
=R G — C=r ¢ — 2
unabhingig von R’ und 7/, solange eben nur die Bedingung r» < r’ < |z| < R’ < R erfiillt ist.
Das Integral I, ist das iibliche Cauchy-Integral iiber den Kreisrand |¢| = R, nur ist die Funktion

f nicht mehr im ganzen Inneren dieses Kreises holomorph. Das &dndert aber nichts an der Technik,
welche wir beim Beweis von Satz 2.3 verwendeten: Fiir |2| < R’ = |(] ist

1 1 Il & /2\" & 2"
C—z_C(l—é)_ZZ<E> S

n=0

gilt also die Formel

holomorph in z und in eine Potenzreihe entwickelbar. Nach Vertauschen von Summation und Integral

erhalten wir wie in Satz 2.3
o0

1 n
I,(z) = nZ:O <7{(—R’ @dg) -z

Die Funktion I, ist also holomorph im ganzen Kreis |z| < R, nicht nur im Kreisring.

Genauso wie das Integral I, kann man auch das Integral I; {iber den inneren Rand behandeln.
Man muss es nur so hintricksen, dass eine geometrische Reihe zur Basis (/z rauskommt, denn bei I;
ist |(/z] < 1:

1 1 1 & <C>"

n=0

Das ist keine Potenzreihe in z, sondern in 1/z. Und sie konvergiert fiir
2] > r' = |(],
d.h., auflerhalb des Kreises vom Radius r’. Wir kénnen diese Reihe auch

B 2: <n+1

n=-—1

schreiben, dann sieht sie formal ganz genauso aus, wie die Reihe fiir I, nur dass der Summationsindex
n jetzt negativ ist. Vertauschen von Summation und Integration geht genauso problemlos, wie bei .

Das Ergebnis ist
Z % ,Cn+1 dg - 2"

n=—1

Fassen wir noch I, und I; zusammen, erhalten wir
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Satz 2.13 (Laurent-Entwicklung) Ist die Funktion f holomorph auf einem Kreisring r < |z| < R,
so ist sie dort in eine Laurent-Reihe

fl@)= Y ap2"

n=-—oo

entwickelbar. Fir die Koeffizienten a, gilt die ibliche Cauchy-Formel

d
Gpn = ¢ r<p<aR.

¢l=p ¢™TY
Diese Laurentreihe konvergiert im Inneren des Kreisrings und auf jedem echt kleineren Kreisring
r' <|z| < R',r <r' < R <R, gleichmdfig.

So eine Laurent-Reihe )72 a,2" besteht also z.T. aus einer ganz normalen Potenzreihe Y02 a,2".
Dieser Teil ist nicht sehr aufregend, deswegen heifit er Nebenteil der Laurentreihe. Aufregender ist der
Hauptteil Z;i_oo an 2" der Laurent-Reihe, welcher die negativen Potenzen von z enthélt. Der Neben-
teil konvergiert, wie jede Potenzreihe, auf einer ganz normalen Kreisscheibe |z|] < R, wéhrend der
Hauptteil auf dem Komplement |z| > r einer Kreisscheibe konvergiert. Nur wenn r < R ist, stellt die
Laurent-Reihe eine holomorphe Funktion dar, aund zwar auf dem Ring-Gebiet r < |z| < R.

Beispiele. 1) Sei 0 # a € C. Die rationale Funktion

1

zZ—a

fz) =

besitzt zwei verschiedene Laurent-Entwicklungen um den Nullpunkt: Einmal auf der Kreisscheibe
|z] < |a| die gewShnliche Potenzreihe

1 11 1 & /2\F & 1 )
= :_5'Z<5> =Z<—ak+1>'z

zZ—a

und auf dem Kreisring |z| > |a| die Laurentreihe

1 1 1 1 S /e &
g s e

a
z

2) Die Funktion e'/# ist auf dem Kreisring {z € € : 0 < |z|} = C* holomorph mit der dort
konvergenten Laurentreihe

Definition 2.3 Ist die Funktion f holomorph auf einem Kreisring
{z€eC: 0<|z—2|<R}
mit innerem Radius 0, so nennt man zy eine isolierte Singularitit der Funktion f.

Entsprechend dem Hauptteil ihrer Laurent-Entwicklung um zy klassifiziert man isolierte Singula-
ritéten:
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Hauptteil ‘ isolierte Singularitit
=0 hebbar
endlich Pol
unendlich | wesentliche Singularitit

Beispiele. 1) Der Nullpunkt ist eine wesentliche Singularitit der Funktion e!/?.

2) Die Funktion f sei holomorph, aber nicht identisch = 0 auf einer Umgebung des Nullpunkts mit
f(0) = 0. Da die Nullstellen von f diskret liegen, gibt es eine Kreisscheibe |z| < R, die aufier 0 keine
Nullstellen von f enthilt. Dann ist der Nullpunkt eine isolierte Singularitit der Funktion 1/f. Auf
dem Kreisring 0 < |z| < R besitzt sie eine Laurentreihe. Um deren Hauptteil zu untersuchen gehen

wir aus von der Potenzreihe
o0 o0
Z a2’ = 2™ Z ak+mzk
k=m k=0

fiir f. Die Potenz m, mit der die Reihe beginnt ist dabei echt > 0, weil ja z = 0 eine Nullstelle sein
sollte. Wenn m den genauen Beginn der Reihe angibt, so ist auch a,, # 0. Die Potenzreihe

o.¢]
z
Z am+kzk = f(m)
k=0 z
ist dabei holomorph auf der Kreisscheibe |z| < R und hat dort keine Nullstelle. Also ist dort auch der
Kehrwert
2 =

holomorph und in eine Potenzreihe mit den Koeffizienten by zu entwickeln. Fiir die Funktion 1/f selbst
hat man dann auf dem Kreisring 0 < |z| < R die Laurent-Reihe

1 o0

00
(Z) = — Z bkzk = Z bk+mzk.

m

5|
_

Die isolierte Singularitit von 1/f ist also ein Pol. Die Zahl m heifit Ordnung der Nullstelle von f, bzw.
des Pols von 1/f.

Die verschiedenen Arten isolierter Singularitéiten unterscheiden sich auch in Bezug auf des Verhal-
ten der Funktionswerte bei Anniherung an die Singularitit:

Satz 2.14 (Isolierte Singularititen) Der Punkt zy sei eine isolierte Singularitit der Funktion f.
Diese Singularitdt ist

hebbar <= f(z) bleibt beschrinkt
ein Pol = lim, ., |f(2)] = o0
wesentlich <= die Werte von f auf jeder Kreisscheibe |z — zp| < € liegen dicht in C.

Beweis. Wenn die Singularitit hebbar ist, dann ist der Hauptteil der Laurentreihe dort identisch
Null. Die Funktion ist also in einer Umgebung von z, holomorph und deswegen beschrinkt.
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Wenn umgekehrt die Funktionswerte f(z) in der Nihe der Singularitit durch eine Schranke C
beschriankt sind, schitzen wir die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung ab:

1 f(z)
2mi %zzol—r (2 — zo)k+! o

1
— . orm-r kL
2w

= C.-r7k

lag| =

Fiir £ < —1 ist die r-Potenz positiv und mit r — 0 folgt a; = 0 fiir £ < —1.
Wenn ein Pol vorliegt, dann sieht die Laurent-Entwicklung folgendermaflien aus:

= Y aule -zt = 22
z R ar(z — 2o )
Hier ist fp holomorph mit f(0) = a,, # 0 und m > 1. Daraus folgt lim,_,,, | f(z)| = oo.

Gilt umgekehrt lim,_,,, f(z) = oo, so gibt es einen Radius r > 0, derart, dass f auf der Kreisscheibe
vom Radius r um zg keine Nullstelle hat. Die Funktion 1/f ist dann fiir 0 < |2 —2p| < r holomorph und
lim,,,, 1/f(2) = 0. Also ist nach dem, was wir schon bewiesen haben, z; eine hebbare Singularitét
von 1/f. Da 1/f eine Nullstelle in zy hat, besitzt f dort einen Pol.

Sei 7 jetzt eine wesentliche Singularitit von f. Wir miissen zeigen: Fiir jeden Radius r > 0 liegt
die Menge der Werte f(z), |z — zo| < r, dicht in C. Das heifit: zu jedem w € C und € > 0 gibt es ein
z mit 0 < |z — 29| < r so, dass |w — f(2)| < e. Andernfalls giibe es aber so ein w € € und ein € > 0
derart, dass fiir alle z mit 0 < |z — 2| < r gilt |w — f(z)| > €. Die Funktion h(z) := 1/(w — f(2))
ist dann bei zy (durch 1/€) beschrinkt und hat eine hebbare Singularitiit. Diese Funktion h ist also
holomorph bei zy und f = w + 1/h hétte einen Pol in z5, Widerspruch.

Falls umgekehrt die Wertemenge dicht liegt, kann die Singularitit weder hebbar, noch ein Pol sein,
ist also wesentlich. ]

Die Richtung = der dritten Aussage in Satz 2.14 heifit auch Satz von Casorati-Weierstrafl. Es
gibt eine starke Verschirfung dieser Aussage: Auf jeder Kreisscheibe |z — 25| < e nimmt f(z) als Wert
alle komplexen Zahlen an, bis auf eventuell eine Ausnahme. Das ist der Satz von Picard. Der ist viel
schwerer zu beweisen.

Definition 2.4 FEine Funktion auf der offenen Menge U C C heiffit meromorph, wenn sie auf U
holomorph ist, bis auf die Punkte einer in U diskreten Menge, in denen sie Pole besitzt. Lokal ist eine
meromorphe Funktion f also stets eine Quotient p/q mit holomorphen Funktionen p und q Z 0.

Aufgabe 2.28 Sei f eine holomorphe Funktion auf der abgeschlossenen Kreisscheibe E = {z €
C||z| < 1} bis auf einen einfachen Pol in p € S* = OF. Sei f(z) =3, anz™ um 0. Zeige
lim (an/ant1) = p.

n— 00

(F 90, T 3, A 3)
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Aufgabe 2.29 Fine holomorphe Funktion f(z) hat eine Eigenschaft 'bei oo’, wenn f(1/z) sie bei 0
hat. In diesem Sinn habe die holomorphe Funktion f:C\ 0 — C Pole bei 0 und co. Man zeige, dass
f von der Gestalt f(z) =31 __, an2z" fiir geeignete k,r > 0 sein muss. (H 90, T 2, A 2)

Aufgabe 2.30 Sei D C C offen, A C D diskret und abgeschlossen in D. Sei f : D\ A — C holomorph
und injektiv. Man zeige, dass kein a € A eine wesentliche Singularitat von f ist. (F 91, T 2, A 3)

Aufgabe 2.31 Bestimmen Sie die Art der Singularitit von f(z) = sin (ZZLH) inzg=1. (F91, T3,
A 2)
Aufgabe 2.32 i) Man bestimme die Ordnung der Nullstelle bei z = 0 der holomorphen Funktion

2 22 (exp(2?) — 1).
i1) Man bestimme die singuldren Punkte und ihre Art von der Funktion

(1)
S exp(z; —1 1

(H91, T2, A?2)

Aufgabe 2.33 Seien a,b € C gegeben, a # b, und sei
1
16 = oG =w
Man entwickle f um zy = a in Laurent-Reihen mit den Konvergenzbereichen 0 < |z —a| < |b—a| und
|z—al] > |b—al. (F92, T1, A4)
Aufgabe 2.34 a) Bestimmen Sie, welche Singularitat die Funktion
cosz—1
6
im Nullpunkt hat.
b) Zeigen Sie, dass e!/s1(2) Leinen Pol in O hat.
(H92, T 1, A 4)
Aufgabe 2.35 Man finde die Laurententwicklung der durch
2
(z+1)(z+3)
definierten Funktion im Kreisring K = {z: 1 < |z| <3}. (H 92, T 3, A 4)

f(z) =

Aufgabe 2.36 Die Funktion f habe an der Stelle p € C einen Pol, und g sei eine ganze Funktion
und kein Polynom. Kann man schlieflen, welchen Typ die Singularitit von g o f an der Stelle p hat?
(H93, T1,A 3)

Aufgabe 2.37 Man entwickle die rationale Funktion

1
(N EEEE)

in eine Laurentreihe im Kreisring 1 < |z| <2. (H 94, T 3, A 1)
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Aufgabe 2.38 a) Bestimmen Sie die Singularititen der Funktion

f(z) =

_
exp(z) — 1

und geben Sie deren Natur an.
b) Wie grof ist der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von f um den Punkt zy = 2w ?
(F95, T1, A4

Aufgabe 2.39 Beweisen Sie folgende Aussagen (es ist C* := C\ {0}):

a) Jede holomorphe Funktion f : C* — C mit |f(z)| > 1 fiir alle z € C* ist konstant.

b) Ist f : C* — C holomorph und gilt f(1/n) = 1/n? fiir alle n € IN, so ist entweder f(z) = 22 fiir
alle z € C* oder f besitzt in 0 eine wesentliche Singularitdt. (H 95, T 3, A 4)

Aufgabe 2.40 Die komplezwertige Funktion f sei holomorph auf dem offenen Kreisring

R, s(20) :={2€C:r<|z—2]|<s}

und stetig auf Ry s(20) = {2z € C: r < |z — 2| < s}, und es gelte dort eine Abschitzung der Form
|f(2)] < M mit einer Konstanten M > 0. Beweisen Sie fiir die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung
S o ck(z — 20)F won f die Abschitzungen |cp_1| < M/s*' und c_y < Mr* fiir alle k > 1. (H 95,
T3, A 5)

Aufgabe 2.41 FEs sei R > 1. Die Funktion f sei auf der Kreisscheibe |z| < R holomorph bis auf eine
Polstelle im Punkt 1 mit dem Hauptteil 1/(z — 1). Fir |z| <1 sei f(2) = Y pepanz". Wie lautet die
Laurent- Entwicklung von f im Kreisgebiet 1 < |z| < R? (F 96, T 1, A 2)

Aufgabe 2.42 Seien f,g zwei Funktionen, die holomorph auf der Einheitskreisscheibe D = {z: z€
C, |z| < 1} und stetig auf D sind. Zudem gelte

0 <lg(2)| <|f(2)| fiir [z| =1 und |f(0)] < |g(0)].

Zeigen Sie, dass ein Punkt zg € D existiert, in dem die Nullstellenordnung von f gréfer als die
Nullstellenordnung von g ist. (F 97, T 1, A 2)

Aufgabe 2.43 a) Darf die aus der reellen Analysis bekannte I’Hospitalsche Regel auch bei hebbaren
Singularititen von Quotienten holomorpher Funktionen angewendet werden? (Beweis oder Gegenbei-
spiel!)
b) Klassifizieren Sie die isolierten Singularititen der folgenden holomorphen Funktionen und bestim-
men Sie eventuelle holomorphe Fortsetzungen:

f(z) = %, g(z) = 2% sin (%) .

(H98, T2, A3)

Aufgabe 2.44 Bestimmen Sie Lage und Art aller Singularitdten der Funktion

f(z) = (2 + 2)37lnz —

und entwickeln Sie f um diese Singularititen in eine Laurentreihe. (H 98, T 3, A 5)
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Aufgabe 2.45 Sei D:={2€ C: z# 0,z # 1}, und sei

f:D—=C mit f(z)zﬁ.

a) Berechnen Sie die Laurent-Reihe von f in {z € C: 0 < |z| < 1}.
b) Berechnen Sie die Laurent-Reihe von f in {z € C: |z| > 1}.
(F 99, T 2, Teil von A 2)

Aufgabe 2.46 Gegeben ist die Funktion
1
f(z) :zzcos( )

z—1

a) Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung von f um den Punkt 1.
b) Um welche Art von Singularitit handelt es sich an der Stelle 17
(H 99, T 1, Teil von A 2)

Aufgabe 2.47 Bestimmen Sie Lage, Art und Ordnung der Singularitdten der Funktion f : C — C,
gegeben durch

(H99, T3, A ?2)

2.4 Der Residuensatz

Definition 2.5 Die Funktion f habe eine isolierte Singularitit bei zy € C mit der Laurent-Entwicklung

o0

fz)= 3 ar(z—2)"

k=—00

auf einem Ringgebiet 0 < |z — 29| < R. Dann heifit der Koeffizient a_1 das Residuum Res(f,zy) von
fin zg.

Das Residuum heifit so, weil es beim Integrieren iibrig bleibt: Fiir 0 < r < R gilt

o0

f(z)dz = 7{ i ap(z—z)fdz = i ay 7{ (z—20)*dz = Z aplp,—1-2mi = a_1-2mi.

|z—20|=r |z—20|=r k=-00 k=-00 |z—20|=r k=—00

Diese einfache Tatsache, in mancherlei Form verkleidet, heifit Residuensatz. Fiir die meisten Zwecke
geniigt dieser Satz in der folgenden Form:
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Satz 2.15 (Residuensatz) Die Menge M C C sei beschrinkt mit stickweise glattem Rand. Die
Funktion f sei holomorph, mit héochstens isolierten Singularititen, auf einer Umgebung von M. Auf
OM liege keine der Singularitdten. Dann g¢ilt

f(z)dz = 2mi - Z Res(f,z0).

oM 20EM

Beweis. Da die isolierten Singularititen isoliert M

liegen, gibt es in der kompakten Menge M @
nur endlich viele davon, etwa zi,...,z,. Seien

Ki,..., K, kleine Kreisscheiben um z1, ..., z, und @ @

M’ das Gebiet M \ (K1 U...UK,). Da f auf ei-

ner Umgebung von M’ holomorph ist, gilt der

Cauchysche Integralsatz

7{ f(z)dz = 0.
oM’
Da OM' = OM + Y"1 0K ist, die Kreise negativ orientiert, bedeutet dies

oM

f(z)dz = ﬁM, f(z)dz + ;72& f(z)dz = 2mi - ;Res(f, Zi)-

[

Das Residuum I48t sich besonders einfach ausrechnen, wenn die Funktion einen einfachen Pol hat.
Sei etwa

f(z) = 9(2) ,  mit g(z) = ibk(z — )k
k=0

zZ — 20

holomorph bei zy. Die Laurent-Entwicklung von f ist dann

F2) =3 bepi(z —2)F

k=—1

und

Res(f,20) = by = g(0) = lim (2 — 20) f ().

Z2—20
Wenn f in der Form f = p/q vorliegt und zj eine einfache Nullstelle von ¢ ist (d.h. ¢(z9) = 0, ¢'(20) #
0), dann kénnen wir das umschreiben

Res(z—),zo) — lim — 20 (z) = p(z0)
q

20 q(2) — q(z0) 7 ¢'(z0)

Der Residuensatz hat eine grofie Zahl von Anwendungen. Meist wird die Berechnung eines Weginte-
grals auf die Berechnung von Residuen zuriickgefiihrt. Ein typisches Beispiel ist

/°° dx . Ry
= lim .
_ool—l—xQ R—00 _Rl—|-22
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Mit v bezeichen wir den geschlossenen Weg, der aus dem

Intervall v; = [-R,R] C IR und dem Halbkreis y2(t) := I
Re!,0 < t < 2w, zusammengesetzt ist. Fiir R > 1 enthiilt Y .
dieser Weg die isolierte Singularitit z9 = i von f(z) = 1/(1+ T l
2?). Deswegen ist _ | _
-R Y1 | R
é—
d 1 —1 1
/ S = 9mi- Res(——,i) = 2mi - lim ————— —2ri. — =7
y1+2 1+z z—i (2 +1)(z — 1) 2i
unabhingig von R. Das interessiert uns aber nicht, sondern
: R dz , dz , dz
lim = lim — lim / .
Rooo) p 1422 R—00 /oy, 1422 R Yo 1+ 22

Gliicklicherweise wird

dz

1
— Rrm - max T ——— — 0 fiir R — oo.
v 1+ 2

1
< — <R
B \z\:R|1+Z2| - R?2 -1

/°° dz
— =
oo 1422

Wer den Arcustangens kennt, wuflte das Ergebnis natiirlich schon.

Deswegen ist

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Fourier—Integral

o0

) R )
Flgl(w) :=/ g(z)e"“"dr = lim [Rg(x)ezw‘”dx, weR

— 00 R—o0

einer Funktion g. Ist etwa g holomorph auf C bis auf endlich viele isolierte Singularitéiten, keine davon
auf der reellen Achse, mit lim|,_,, g(2) = 0, so ist dies Integral definiert und es gilt

2mi - Z Res(g(2)e™?,z) (w > 0),

_ Im(20)>0
Flgl(w) = —omi- ) Res(g(2)e™?,29) (w <0).

Im(20)<0

Beweis. Wir betrachten nur den Fall w > 0. Dazu integrieren wir iiber den Rand eines Quadrates
mit der Seitenlinge 2R, der aus den vier Wegen

) = t, ~R<i<R L%
y2(t) = R+it, 0<t<2R :
v3(t) = R—t+2iR, 0<t<2R |
*y4(t) = —R—l—i(?R—t) 0<t<2R Y4 : Y2
besteht. Die Behauptung folgt aus dem Residuensatz, wenn :
wir __ | -
—R 7 R

R—o0

Jim / g(2)e™?dz = 0 fiir k = 2,3,4
Yk
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zeigen kénnen. Behandeln wir zunéchst v;:

2R . .
/ g(R + it)e™ (F+it) gy
0

/ g(z)e™?dz
72

2R
< / \9(R + it) et dt
0

2R
< max |g(R+it)|- / e “tdt
0<t<2R 0

1
— i) - = (1 — —w-2R
mas lg(R +in) - L1 oo

— 0

fiir R — oo, weil |g(z)| — 0 fiir |z2| — oo und w > 0.
Das Integral iiber 4 geht ganz analog. Bleibt noch ~y3. Dieses Integral ist

2R R .
/ g(R — t + 2iR) e (F—1+2iR) gy
0

/ g(z)e™?dz
RE

IN

2R
/ g(R — t+ 2iR)[e~ 2Rt
0

<  max |g(R—t+2iR)|-2R-e
0<t<2R

0

4

fiir R — oo.
Die Funktion g(z) = 1/(1 + x2) erfiillt beispielsweise die Voraussetzungen. Thr Fourierintegral fiir
w > 0 ist also
1 Wz

(w) = 27T'L"R68(1+—Z2, i)

T

1+ 2

Aber der Residuensatz wird auch in der anderen Richtung angewendet: Sei beispielsweise f eine
Funktion auf einer Umgebung von M, die in M hdéchstens Pole besitzt. Bei einem Pol zg der Ordnung
m ist

flz) = (Z‘i;z“;)er

flz) = %ju

f_’ -m

7 (2) pop—— + ...
Res(fY,zo) —m
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wihrend in einer Nullstelle zy der Ordnung m gilt

f(z) = am(z—20)"+..

f'(z) = m-am(z—20)""" + ...

foo_ m

7 (2) = . + ...
Res(F,ZO) = m.

Deswegen folgt aus dem Residuensatz

1 f'(z)

2mi Jomr f(2)

Wo N die Anzahl der Nullstellen von f und P die Anzahl der Polstellen von f in M ist, beide mit
Vielfachheiten m gezihlt.
Die folgende Aussage ist der Lieblingssatz der Aufgabensteller fiir Analysis im Hauptexamen.

dz=N — P,

Satz 2.16 (von Rouché) Die Funktionen f und g seien holomorph auf einer Umgebung der kom-
pakten Menge M C C. Auf dem Rand von M gelte

1f(2) —g(2)| <lg(z)|, (= € OM).
Dann haben f und g im Inneren von M die gleiche Anzahl von Nullstellen.
Beweis. Wir betrachten die meromorphe Funktion

h(z) := %

Wegen der Voraussetzung kann g keine Nullstelle auf OM haben. Es gibt deswegen eine offenen Um-
gebung U C C von OM, auf der h holomorph ist. Aus der Voraussetzug folgt weiter
|h(z) = 1] <1, (2 € OM).

Wir kénnen deswegen auch |h(z) — 1| < 1 auf ganz U annehmen. Damit liegt h(U) ganz in der offenen
Kreisscheibe um 1 vom Radius 1. Dort gibt es einen Zweig des Logarithmus. Also ist in(h) wohldefiniert
auf U und dort eine Stammfunktion von

hl fl

h f
Auch f kann auf OM keine Nullstelle haben. Es folgt

LR, L f, 1 g
7{9 d d

g
g

2w

dz.

e 1h(2) T 2 Fone F(2) T 2mi Jour 9(2)

Nach der letzten Bemerkung messen diese beiden Integrale aber gerade die Anzahlen der Nullstellen
von f und g im Inneren von M. L]
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Aufgabe 2.48 FEs sei 1 < r € IR. Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral
% dz
25(z4 = 1)
|z|=r

Aufgabe 2.49 Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral
Tz
a) %%dz iber die (mathematisch positiv orientierten) Kreise |z +1i| =1 und |z + i| = 3.
z

b)

z

mdz iiber die (mathematisch positiv orientierten) Kreise |z| =3 und |z| = 3.

Aufgabe 2.50 Es sei 0 < b < a € IR. Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

/27T dt
0 a-+beos(t)

Aufgabe 2.51 Zeigen Sie fiir 0 <p <1, p € R,

/2” dt 27
o 1—2pcos(t) +p2 1 —p?

mit Hilfe der Substitution e = z.

Aufgabe 2.52 Fs sei 0 < a < R € IR und v der Weg in neben-
stehender Zeichnung. Zeigen Sie mit Hilfe des Residuensatzes

e’LZ ﬂ,e*a
5 —dz =
v 24+ a a

und folgern Sie daraus 16

r = )
22 + a? 2a

/°° cos(x) 4 e °
0

R
Aufgabe 2.53 FEs seil < R € IR und vy der Weg aus Aufgabe 2.52. Zeigen Sie mit Hilfe des Residu-

ensatzes )
ze'” i
Q—dz = —
v 25 +1 e

/OO xsin(x)d v
= —.
0o 241 2e

Aufgabe 2.54 Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale

00 1 ) 2
d d dx.
/;oo]-+£l?4 o un \/700]-+$4 o

und folgern Sie daraus
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Aufgabe 2.55 Zeigen Sie fiir 0 < a € IR

% cos(ax) T
de = —e .
/0 1+ 22 TR

/°° dz
o 145

mit dem Residuensatz. (Hilfe: e*™/5 — ¢871/5 = 2ising ). (F 90, T 2, A 2)

Aufgabe 2.56 Man berechne

Aufgabe 2.57 Sei f(z) := H% fir z € €\ {i,—i}. Man bestimme

f(&)dg

Tk

fiir die Wege yi,(t) := exp(i&F) + exp(2mit), t € [0,1], k = 1,2,3,4, und fiir vs(t) := 2exp(2mit). (H
90, T 1, A 2)

Aufgabe 2.58 Man berechne

o0 n
/ T dr
o r™m+1

firm > n—+2 > 2 nach dem Residuenkalkiil mit Hilfe eines Integrationsweges, der nur einen der Pole
des Integranden umlduft. (H 90, T 2, A 3)

Aufgabe 2.59 Betrachten Sie f(z) = 1/(z* + 22 +1). Bestimmen Sie die Pole von f im Quadranten
Rez >0, Imz > 0 und ihre Residuen. Zeigen Sie:

00 dx 0 dy T T
e N Y Sy
/0 zt+ 2 +1 Z/o yt—y? +1 6\/_ )
(H90, T 3, A 3)

Aufgabe 2.60 a) Man zeige: Ist R eine rationale Funktion auf C und T' ein geschlossener Weg in C
auf dem keine Pole von R liegen, dann wird durch

1) = [ RO

eine ganze Funktion f gegeben. Welche Form haben f' und f"?

b) Es sei R(() := m Man zeige, dass f die Differentialgleichung

f'(z) = 3f'(2) +2f(2) = 0

auf C erfiillt.
¢) Fiir die in b) angegebene Funktion R und fiir zwei passend gewdhlte Wege T'y,T's berechne man zwei
dber C linear unabhdngige Funktionen fi, fo mit dem Residuensatz.

(H91, T 3, A 4)
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Aufgabe 2.61 Gegeben seien ein Gebiet G C C und ein Kreis K C G. Seien weiter f,g : G — C
holomorph mit |g(z)| < |f(2)| fir z € OK. Nach dem Satz von Rouché haben dann f + g und f
bekanntlich gleich viele Nullstellen in K.

a) Man finde mit Hilfe dieses Satzes den kleinsten Kreis mit ganzzahligem Radius und Mittelpunkt 0,
in dem alle Nullstellen des Polynoms P(z) = z* — 523 4+ 7 liegen.

b) Sei P(z) wie in Teilaufgabe a). Man integriere die Funktion 1/P(z) entlang der Kurve v :{z: z =
3i+t,teR}.

(F 92, T3, A 4)

Aufgabe 2.62 Sei f : C — C analytisch in zyg € C mit f'(29) # 0, und sei g : C — C meromorph
mit einem Pol erster Ordnung in w = f(zy) mit Residuum A. Man berechne das Residuum von g o f
in zo. (H92, T 3, A 3)

Aufgabe 2.63 Sei 0 < a < 1. Integrieren Sie fiir R > 0 die Funktion f(z) = e (1 + e?)~! diber den
Rand des Rechtecks mit den Ecken +R,+R + 271 und zeigen Sie so, dass

. R ar T
lim T = —
R—ooo ) _pl+e” SN am

ist. (F 93, T 1, A 6)

Aufgabe 2.64 Man bestimme alle Singularititen der durch

22— 2z

&) ="

definierten Funktion f in C und berechne die zugehdrigen Residuen. Fiir welche einfach geschlossenen
Wege v in C, die nicht iiber die Singularititen laufen, ist [, f(2)dz =02 (F 93, T 3, A 3)

Aufgabe 2.65 Bestimme die Anzahl der Nullstellen, mit Vielfachheit gezdhlt, von
320 =242 fir 1<z <3/2.
(H93, T1,A2)

Aufgabe 2.66 Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

e? 1
—dz und / dz,
/rl z r, (2 —2)2(z —1)°

mit Ty 2 [0,1] Dt + €2™ und Ty : [0,1] > ¢+ 3e®™. (H 93, T 3, A 3)

Aufgabe 2.67 b) Man bestimme die Nullstellenmenge der Funktion f(z) = e'/*—1, z € G := C\{0}.
¢) Man berechne das Kurvenintegral
Z7261/z
/ e 1%
v e /7 —1

fiir die Kurve y(t) =i+ Ze', 0 <t < 2r. (F 94, T 1, Teil von A 3)
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Aufgabe 2.68 Sei a > 0. Berechnen Sie

/OO dr
0o (22 +a?)?

mit Hilfe des Residuensatzes. (F 94, T 3, A 2)

/*271’ dt
0o (b—3sint)?’

Aufgabe 2.69 Man berechne

(H94, T1,A1)

Aufgabe 2.70 Man zeige: Alle Wurzeln der Gleichung 27 —52>+12 = 0 liegen im Ringgebiet zwischen
den Kreislinien
{zeC: |z| =1} und {z € C: |z| =2}.

(H 94, T 1, Teil von A 3)

Aufgabe 2.71 Sei f(z) = m, z € C\ {1,2}. Welche Werte kann [, f(2)dz annehmen, wenn

W irgend ein geschlossener Weg in C ist, der nicht durch z =1 oder z =2 lquft? (H 94, T 3, A 2)

1+2
[
Chs 1—cosz

wobei S§ den im mathematisch positiv durchlaufenen Kreis {z € C: |z| = T} bezeichnet. (F 95, T 2,
A 2)

Aufgabe 2.72 Berechnen Sie

Aufgabe 2.73 Berechnen Sie fiir den im positiven Sinn durchlaufenen Kreis Sy == {2z € C: |z| = 2}
die folgenden Integrale:

o . .
/ sinfe )dz, / ¢ dz und / Smizdz.
sy oz s z2(z—1 sf 2

(F 95 T3, A3)

Aufgabe 2.74 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und seien f und f, stetige Funktionen auf G, die
auf G holomorph sind. Die Funktion f sei nicht konstant. Ferner konvergiere die Folge (fn)new auf
dem Rand 0G = G \ G gleichmdfig gegen f. Zeigen Sie: Hat f eine Nullstelle zo € G, so gibt es ein
ng € IN, so dass auch f, fir jedes n > ng eine Nullstelle besitzt. (Hinweis: Satz von Rouché.) (F 95,
T 3,Ab5a))

Aufgabe 2.75 a) Es sei f(z) = (z —a)(z — @) mit « € C, a ¢ IR. Geben Sie eine Formel fir das
Residuum von 1/f(2)% an der Stelle z = a an.
b) Berechnen Sie das Integral

/OO dx
—oo (22 — 22 4+ 10)3"
(H95, T1,A1)
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Aufgabe 2.76 Berechnen Sie a) [, smzdz b) Ji.1=1 $M2dy, c) Jiz1= L 22 sintdz.
(H 95, T2, A 3)

Aufgabe 2.77 Sei A C C endlich und f : C\ A — C holomorph. Man zeige
a) Es gibt ein r > 0, so dass h: K, (0) \ {0} = C, h(z) := f(L)/22, holomorph ist.
b) Res( h 0) =Y 4ca Res(f,a).

6 5 .
c) / 427 i 1dz = 3mi mit T reprasentiert durch [0,27] 3 t — e € C.
z

(F 96, T 2, A 2)

Aufgabe 2.78 Berechnen Sie das Integral

/z—r (e* — lcjiez — i)

langs jeder positiv orientierten Kreislinie um Null mit dem Radius r < 2w + 1, auf der keine Polstelle
des Integranden liegt. (F 97, T 1, A 1)

Aufgabe 2.79 Formulieren und beweisen Sie den Satz von Rouché (Stichworte: Null- und Polstel-
lenzahlendes Integral, stetige Deformation, Ganzzahligkeit) und erldutern Sie seine Anwendung anhand
der Frage: Wieviele Nullstellen hat das Polynom p(z) = 2° — 223 + 322 — 2+ 1 in By(0) = {z € C :
|z| <2}2F 97, T 1, A 5)

Aufgabe 2.80 Berechnen Sie das Integral

2T do
0o 2+sin@’

2dz
1—:% 27,,
|z]=1 2° + 4iz — 1

wobei das Umlaufintegral den Finheitskreisrand im mathematisch positiven Sinne einmal durchlduft.
(H97, T1,A2)

I =

Hinweis: Zeigen Sie zundchst

2

—1
Aufgabe 2.81 Berechnen Sie das Integml/ z dz, wobei y gegeben ist durch die (jeweils positiv
N Z

orientierte) Kurve

a) |Z_2|:1’
b) |z| = 1 fiir Imz >0, 2Imz = (Rez)? — 1 fiir Imz <0.
(F 98, T 2, A 4)

Aufgabe 2.82 Seien G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet mit 0 € G, I' ein geschlossener
Weg in G, der 0 einmal im positiven Sinn umlduft, und f,qg: G — C holomorphe Funktionen. AufT" sei
g9(z) # 0, und im Inneren von T habe g die einfachen Nullstellen ay, ..., a,, die alle von 0 verschieden
seien. Welchen Wert hat unter diesen Voraussetzungen das Integral

f(z)
(F99, T1,A3)
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Aufgabe 2.83 FEs sei D C C und f : D — C wie in Aufgabe 2.45

a) Besitzt f eine Stammfunktion F : D — C?
b) Berechnen Sie
1 322 — 22
271 J|z=1/2 22 (2 — 1)

(F 99, T 2, Teil von A 2)

7

1

2mi

323 — 222
e
2l=1/2 2%(2 = 1)
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3 Konvergente Folgen holomorpher Funktionen

3.1 Kompakte Konvergenz

Der Begriff der gleichmdfigen Konvergenz ist fiir holomorphe Funktionen genau derselbe, wie fiir
reell-wertige Funktionen:

Definition 3.1 FEs seien U C C eine Teilmenge und f, : U — C eine Folge komplex-wertiger Funk-
tionen. Die Funktionenfolge f, konvergiert auf U gleichmifig gegen eine Funktion f : U — C, wenn
zu jedem 0 < € € IR ein N(e) € IN existiert, so, dass fir alle n > N(e) und fir alle z € U gilt:

[fn(2) = f(2)] <e.
Mit dem Begriff der Funktionen-Norm

1f Il = sup,cq |f(2)| falls | f| beschrinkt auf U
U7\ falls | f| nicht beschrinkt auf U

kann man diese gleichmiflige Konvergenz etwas kiirzer schreiben:
fn — f gleichméBig auf U < ||fn — fllv — 0.

Satz 3.1 Die Menge U C C sei offen und die Funktionen f,,n € IN, seien holomorph auf U. Kon-
vergiert die Funktionenfolge f, gleichmdafig auf U gegen eine Funktion f : U — C, so ist auch diese
Grenzfunktion wieder holomorph.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass f auf jeder offenen Kreisscheibe K C U mit K C U holomorph
ist. Nun ist aber fiir jedes z € K

) = Jim fa(2)
L[ £

= nlggj i P deg (Cauchysche Integralformel fir f,, )

1 li
= 7{ 2 Jnls) fn(odC (gleichméfige Konvergenz)
21 Jok (—z

g 10,

271 Jox ( — 2

Fiir die Grenzfunktion f gilt also auch die Cauchysche Integralformel. Wie im Beweis von Satz 1.13
folgt daraus, dass auch die Grenzfunktion holomorph ist. L]

Potenzreihen oder Laurent-Reihen konvergieren auf ihrem Konvergenzgereich i.A. nicht gleichméBig.
Trotzdem ist ihr Grenzwert wieder holomorph. Die Konvergenz ist ndmlich gleichmiflig auf jeder
echt kleineren Kreisscheibe, bzw. auf jedem Kreisring, dessen Abschluss noch im Konvergenzbereich
liegt. Anders ausgedriickt: Auf jeder kompakten Teilmenge des Konvergenzgebiets ist die Konvergenz
gleichméfBig.

Definition 3.2 Fine Folge von Funktionen f, : U — C konvergiert kompakt gegen eine Funktion
f:U — C, wenn auf jeder kompakten Teilmenge K C U die Folge f, gleichmdj$ig gegen f konvergiert.
Oder mit der Funktionen-Norm ausgedriickt: Fiir jede kompakte Teilmenge K C U ist

Tim |[fa — fllx = 0.

78



Satz 3.2 (Eigenschaften der kompakten Konvergenz) Fs sei U C C offen. Die Folge von Funk-
tionen f, : U — C konvergiere kompakt gegen die Funktion f:U — C. Dann gilt

i) f =lim f,, ist holomorph.

i1) Die Folge der Ableitungen f] konvergiert kompakt gegen f'.

ii1) Sei U zusammenhdngend. Ist f,(z) # 0 fiir alle z € U und n € N, so ist auch f(z) # 0 fiir
alle z € U oder f(z) =0 identisch auf U.

Beweis. 1) ist schon in Satz 3.1 bewiesen worden. B
ii) Es geniigt, gleichmifige Konvergenz f), — f' zu zeigen auf jeder Kreisscheibe K mit K C U.
Fiir alle z € K ist aber

/ N fa(€) = F(Q) L(9K) 1
510 = £ = 5§ [P | < T G g B O 1O
Auf jeder echt kleineren Kreisscheibe K' C ist
L(0K) 1

2 dist(z,0K)?

beschrinkt. Wegen ||f, — f||x — 0 konvergiert also ||f} — f'|| = 0 fiir n — oo auf K'.

iii) Sei f nicht identisch = 0, aber f(z;) = 0. Weil die Nullstellen von f diskret liegen, gilt fiir alle
kleinen r > 0, dass f(zy + re¥) # 0. Ein solches r mit |f (2o 4+ re’?)| > ¢ > 0 werde festgehalten. Weil
fn — f auf |z — 2| < r gleichméBig konvergiert, ist |f,(zo + ref?| > ¢/2 fiir n > ng. Nun konvergiert
fn(20) = f(20) = 0 und deswegen 1/|f,(z0)| = oco. Weil f,, keine Nullstellen hat, ist 1/ f, holomorph.
Nach dem Maximumprinzip muss dann auch

1
max — 0

le=z0l=r | fn(2)]
gehen, im Widerspruch zu |1/f(z)] < 2/c. (]

Im Reellen ist ein grofler Unterschied zwischen punktweiser und gleichméfliger Konvergenz. Der
ist im Komlexen nicht so grofl.

Definition 3.3 Die Folge f,, von Funktionen f, : U — C heif$t gleichmdfSig beschrinkt, wenn C(K) €
IR existiert mit

I fnllx < C(K)

fir alle n.

Satz 3.3 (Kriterium fiir kompakte Konvergenz) Die Folge f,, von holomorphen Funktionen f, :
U — C konvergiert genau dann kompakt auf U gegen die Funktion f :U — C, wenn

i) fn — f punktweise auf U konvergiert, und

i1) die Folge f, auf jedem Kompaktum K C U gleichmdfig beschrinkt ist.

Beweis. ”=": Wenn die Folge f,, — f kompakt konvergiert, dann auch punktweise. Sei K C U
kompakt und C'(K) :=|| f ||x. Fiir n > ng ist dann

I fa &< f Ik + 1 fo = f Ik < CY(K) + 1.
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Und mit
C(K) = maz{C"(K) + L,|| fi &, | fro—1 I}
gilt fiir alle n € IN, dass || fp, ||k < C(K) ist.
"< Wir setzen ¢y p(K) :=|| fm — fa ||k. Die gleichméiflige Konvergenz auf K folgt aus dem
Cauchy-Kriterium, wenn wir zeigen kénnen: ¢, ,(K) < € fiir m,n > N(e, K).
Falls diese Bedingung aber nicht erfiillt ist, gibt es ein Kompaktum K C U, ein ¢ > 0, und
Teilfolgen m;, n; so, dass fiir alle 4

Weil K kompakt ist, gibt es ein z; € K mit

i (21) = foi (20)] =N fini = fos I -

Nachdem wir zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass z; — 2y € K konver-
giert fiir ¢ — oo. Dann ist also

€ < |fmi(2i) = fai(20)| =

2q
0

[ U = 51042+ fonz0) = o)

|2 = 20| - | fin; = S I+ [ fmi(20) = fini (20)] -
————r N ~

-~

—0 —0

IN

Mit dem folgenden Lemma fithrt dies zu einem Widerspruch:

Satz 3.4 (Lemma) Ist die Folge f, : U — C holomorpher Funktionen gleichmdflig beschrankt auf
jeder kompakten Menge K C U, so gilt dies auch fiir die Folge f) ihrer Ableitungen.

Beweis. Es geniigt, die gleichméBige Beschriinktheit der f] zu zeigen auf jeder kompakten Kreis-
scheibe K, C U vom Radius r. K, liegt aber konzentrisch in einer etwas gréfleren Kreisscheibe
Kr CU, R>r. Fiir alle z € K, ist

1

" or

|fn(2)]

R
b, (cf—(gz)vd“ < m=rpEr)
]

Satz 3.5 (von Montel) Es sei U C C offen. Die Folge von holomorphen Funktionen fp, : U — C
sei gleichmdafig beschrankt auf Kompakta. Dann gibt es eine Teilfolge (fr,)ienN, die auf U kompakt
konvergiert.

Beweis. Zunéchst wihlen wir eine Folge (z,) von Punkten 2, € U, die in U dicht liegt. Dazu kann
man etwa die Menge aller Punkte ¢ = a + 4b mit rationalem Realteil a € @ und Imaginirteil b € Q
abzéhlen und als Folge (c,) hinschreiben. Und als Folge (z,)nimmt man die Teilfolge (c,, ) derjenigen
¢y, welche in U liegen.

Weil die Folge der Zahlen f,(z1) beschrankt ist, gibt es nach Weierstraf} eine Teilfolge [n;, derart,
dass die Folge der Funktionswerte fni1 (z1) konvergiert. Und von dieser Folge gibt es eine Teilfolge fni2
derart, dass auch die Folge der Funktionswerte fy, (22) konvergiert. So macht man weiter, und findet
iterativ Teilfolgen fp, so, dass die Folgen der Werte

fnik (zl)a ceey fnlk (Zk)
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konverieren. Mit dem {iblichen Diagonalfolge-Trick geht man iiber zur Teilfolge
g1 = fnil mit il = 1, go = fni2 mit ’iQ = 2,

die in allen Punkten z, konvergiert, weil sie Teilfolge aller Folgen f,, ist.

Wegen Satz 3.3 geniigt es zu zeigen, dass diese Teilfolge g; auf U punktweise konvergiert. Betrachten
wir einen beliebigen Punkt zy € U. Sei K C U eine kompakte Kreisscheibe um diesen Punkt. Mit der
Folge gy, ist auch die Folge der Ableitungen g} auf K beschriinkt (Satz 3.4). Sei etwa |g},(2)| < C' fiir
alle z € K. Fiir alle z € K ist also |gx(20) — gk (2)] < |20 — 2| - C.

Sei nun 0 < € € IR beliebig vorgegeben. Wir wihlen ein z, aus unserer abzihlbaren Folge mit
|20 — 24| < €/3C". Und wegen der Konvergenz im Punkt 2, gibt es ein N € IN derart, dass fiir alle
m,n > N gilt |gm(z,) — gn(zv)| < €/3. Insgesamt ist dann fir m,n > N

|9m (20) = gn(20)| < |gm(20) = gm (20| + |gm (20) = gn(20)| + |gn(20) = gn(20)[ <€
<Jzo—z|-C" <e/3 <Jzo—z,|-C"

Aufgabe 3.1 Sei E = {z € C||z| < 1}. Sei f: E — C holomorph, f(0) =0. Zeigen Sie:

konvergiert kompakt auf E. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass diese Reihe i.a. nicht gleichmdfig
konvergiert. (H 91, T 1, A 2b)

Aufgabe 3.2 Sei {a,|n € IN} eine Folge komplexer Zahlen. Gibt es dann stets eine ganze Funktion
f:C— Cmit f(n) = ay, fir alen € IN? Hinweis: Konstruiere f als Reihe > 02| ¢ (2) mit Polynomen
¢n der Gestalt

bn(2) =bp-(z—1) .- (z—n+1)-(2/n)k.
(H91,T1, A 3)

Aufgabe 3.3 Man zeige, dass durch
f(z) = exp(k®2)
k=0

eine holomorphe Funktion auf der linken Halbebene definiert wird. (F 93, T 2, A 4b)

Aufgabe 3.4 Beweisen Sie: Ist (fn)new eine Folge holomorpher Funktionen auf der Einheitskreis-
scheibe E = {z € C : |z| < 1} mit Werten in der punktierten Einheitskreisscheibe E* = {z € C: 0 <
|z] < 1} und limp 00 fn(0) =0, so gilt lim,,_,~ fn(2) =0 fir jedes z € E. (Hinweis: Satz von Montel.
Begriinden und verwenden Sie auflerdem den folgenden Sachverhalt: Fine Folge komplexer Zahlen, bei
der jede Teilfolge eine gegen Null konvergierende Teilfolge besitzt, konvergiert selbst gegen Null.) (F
95, T 3, A 5b)
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Aufgabe 3.5 Beweisen Sie, dass die durch

ot k

f(z):zzlfﬁ

k=1

definierte Funktion im Inneren und Auferen des Einheitskreises holomorph ist. Hinweis: Finden Sie
fiir |z < 1 und |z| > 1 geeignete Majoranten. (F 98, T 3, A 5)

Aufgabe 3.6 Zeigen Sie, dass die Reihe

—_— ~n
—_ 1—2z

in D:={z€C: |z| <1} auf kompakten Teilmengen gleichmdfig konvergiert. (H 99, T 1, A 1c)

3.2 Unendliche Reihen
Sei U C C offen und f,, : U — C eine Folge holomorpher Funktionen.

Definition 3.4 Die Reihe Y f,, heifst normal konvergent, auf U, wenn fir jedes Kompaktum K C U

die Reihe
Sl fallx
n

konvergiert.

Eine normal konvergente Reihe konvergiert also absolut in jedem z € U. Deswegen ist Umordnen
der Reihenglieder erlaubt, ohne dass sich der Wert der Reihe éndert. Die Partialsummen Sy := Zé\/f In
der Reihe erfiillen auf jedem Kompaktum K C U das Cauchy-Kriterium

M M
I Sv = Sn le=ll Y falle< D I fa k<

N+1 N+1

wenn M > N > Ny(e). Die Partialsummen konvergieren deswegen kompakt auf U und es folgt

Satz 3.6 Der Grenzwert S =Y f,, einer auf U normal konvergenten Reihe holomorpher Funktionen
ist wieder holomorph.

Beipiel. Die beriihmte Riemannsche Zeta-Funktion ist die unendliche Reihe

11 1 x
n=1
Dabei ist
n=% = e—z~ln(n)



mit dem gewohnlichen reellen Logarithmus [n. Es folgt

|n—z| — |e—(ac+iy)-ln(n)| — e—x~ln(n) —n T
Fiir Re(z) =z > 1+ € ist
= — <
ne nlte

Auf jeder Menge M, = {z € C: Re(z) > 1+ €} ist also

1 1
Y= =Y

konvergent. Die Reihe fiir die Zeta-Funktion konvergiert also normal auf der offenen Menge { Re(z) >
1} cC.

Fiir z = 1 konvergiert die Reihe natiirlich nicht, da ist sie die divergente harmonische Reihe. Es
lasst sich aber zeigen, dass ((z) in alle z € C,z # 1, holomorph fortsetzbar ist. Die Werte ((—2k)
in den negativen geraden ganzen Zahlen sind alle = 0. Die Riemannsche Vermutung besagt, dass alle
anderen Nullstellen dieser Funktion auf der Geraden Re(z) = 1/2 liegen. Diese Vermutung ist verifi-
ziert fiir iiber 106 Nullstellen. Aber die allgemeine Aussage ist noch offen. Es ist die letzte der grofien
klassischen Vermutungen der Mathematik (vergleichbar mit Kontinuumshypothese, Mordellscher Ver-
mutung, Fermat-Vermutung), die im letzten Jahrhundert nicht bewiesen wurde.

Durch einen Trick verallgemeinern wir den Begriff der normalen Konvergenz auf Reihen von me-
romorphen Funktionen.

Definition 3.5 Fs sei U C C offen und f, eine Folge meromorpher Funktionen auf U. Diese Folge
heifst normal konvergent, wenn zu jedem Kompaktum K C U ein Index N(K) ezistiert, so, dass
i) fiir n > N(K) keine Funktion f, Pole in K hat,

i1) Yo iy | o < .

Die Pole von Funktionen der Folge wandern sozusagen aus jedem Kompaktum aus, und die iibrigen,
dort holomorphen Funktionen bilden eine normal konvergente Reihe.

Weil es auf einem Kompaktum nicht auf die ersten endlich vielen Summanden ankommt, folgt
sofort

Satz 3.7 Der Wert einer normal konvergenten Reihe meromorpher Funktionen ist wieder eine mero-
morphe Funktion.

Beipiel. (Eisenstein) Fiir m € IN sei

> 1

En(z) = Z CEr

n=—oo

Fiir |n] > N hat keiner der Summanden seinen Pol in der Kreisscheibe Ky := {|z| < N}. Die
Pole wandern also aus, Bedingung i) der normalen Konvergenz ist erfiillt. Fiir m > 2 ist aber auch
Bedingung ii) erfiillt:

1 1 =1
> ||m||KN§2 > m=2n§1—m<oo

n
|n|>N+1 n>N+1
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wegen m > 2.

Also ist E,, fiir m > 2 eine meromorphe Funktion auf C. Thre Pole liegen in den ganzen Zahlen
k € Z und haben die Ordnung m. Auflerdem merkt die Reihe es nicht, wenn man z durch z+ 1 ersetzt.
Die Funktion F,, ist periodisch mit Periode 1:

Em(z+1) = En(2).

Satz 3.8 (Identifikation von F; und FE5) Es ist

71.2

Ey(z) = meot(rz), Es(2) = Gin(m)E

Beweis. Weil wir F;(z) noch nicht richtig definiert haben (Konvergenz!), fangen wir mit Eo an.

Die Idee ist, zunichst einmal zu zeigen:

a) Die Differenz D(z) := Es(z) — W ist holomorph auf C, also eine ganze Funktion.

b) Die Differenz ist auf C beschrinkt, nach dem Satz von Liouville dann also konstant, D(z) =
ac C.

Beweis von a). Die Pole von Es(z) sind die ganzen Zahlen k € Z, und in k € Z hat Fy(z) nach
Konstruktion den Hauptteil 1/(z — k)2.

Die Pole von 1/(sin(mz)? sind auch die ganzen Zahlen k € Z. Folgendermafen bestimmen wir den

Hauptteil dieser Funktion in k£ = 0:

nz)?
sin(rz) = 7wz-(1-— ( 6) +...),
mz)?
sinzﬂ'z) - é L+ ( 6) ),
1 B 1 (m2)?
(sin(r2))2 (7w2)? (1+ 3 £ )-

Der Hauptteil von 72/ (sin(mz))? in k = 0 ist also die Funktion 1/22. Weil sin(nz) periodisch ist mit

Periode 1, hat die Funktion 72/ (sin(nz))? in k € Z den Hauptteil 1/(z — k)2, genau wie die Funktion

E5(z). Damit kiirzen sich in der Differenz D(z) alle Hauptteile heraus, D(z) ist eine ganze Funktion.
Beweis von b). Weil beide Funktionen, F(z) wie 72/(sin(nz))?, periodisch sind mit Periode 1,

geniigt es zu zeigen, dass D(z) auf dem Streifen 0 < z < 1 beschrinkt ist. Wegen D(z) = D(z) geniigt

es, dies fiir y > 0 zu tun. Und weil D auf y < 1 stetig, damit beschrinkt ist, geniigt es zu zeigen:

Beide Funktionen, Ey(z) wie 72/(sin(mrz)? sind auf dem Streifen 0 < z < 1,y > 1, beschrénkt.
Wegen

. _ 1 im(x+iy) —im(z+it)y 1 Y ITT Yy, —IiTx
sin(rz) = 27r(e e ) = 2Z(e e ee ")
folgt
1 1
|sin(mz)| > =|e¥ —e Y| = oo fir y —» 00, |———5|— 0 fiir y — co.
2 (sin(mz))?
Das war die eine Funktion. Und fiir EQ( ) gilt
> 1
E == =
[B(2) ‘Z x—l—zy—n Z|ac—|—zy—n|2 ;O(:c—n)Q—i-y2
1
5+ +2) =
2 2 2
2 +y*  (z+1)2+y as1

< o©o0.
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Das war die Identifikation von Fs(z) bis auf eine additive Konstante. Kiimmern wir uns jetzt um
E\(2). Zunéchst einmal schreiben wir die divergente Reihe

> 1

Ei(z)= >

n=—oo

zZ—n

so um, dass sie konvergiert. Und zwar definieren wir

1 1 s 1
—— —Z 49, _
+Z<z—n z+n> z+ i n;le—nQ

Diese Reihe von meromorphen Funktionen konvergiert normal: Auf jeder Kreisscheibe Ky = {z : |2| <
N}oist firn =N+ v

1 o
Y o s Y
n>N+1 1

wegen
|22 —n?| > |[N? —n?| = 2Nv + 12 > 12

Damit ist jetzt Fj(z) meromorph auf C mit einfachen Polen in den ganzen Zahlen k € Z. Unsere
Definition ist aber etwas unsymmetrisch, deswegen bedarf folgende Eigenschaft eines Beweises: F1(z)
ist periodisch, es gilt

El(z + 1) = El(z)

Beweis: Fiir festes z und jedes N gilt

Eq(2) i ! +2ZZ !
1 - _ 2 _ 2
AR sn A
—0 fiir N—oo
I
Ei(z+1) DL S SE SRR URE S
1(2 = z GriE—n2
S ol S z+1—-N z4+41-N-1 N+2(z+1) —n

~

-~

-0 fiir N>

Auflerdem ist E; nach Definition ungerade:
El(—z) == —E1 (Z),

und wegen der Vertauschbarkeit von Differentiation und kompakter Konvergenz ist die Ableitung

%(Z):_%—Fd%“g(zin—i_zin) :_;12_% ((z—ln)2 * (z—i—ln)2> = —E)

n=1

Nun gilt aber fiir die Winkelfunktionen

d d cos(mz) —sin?(nz) — cos?(nz) s
@ rcot(nz) = T - P :
dz" (m2) = "z sin(mwz) 4 sin?(mz) 4 sin?(mz) 2(2) +a

Fiir F, folgt daraus
E\(z) =mcot(rz) +a-z+b
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mit Konstanten a,b € C. Weil F; eine ungerade Funktion ist, folgt b = 0. Und weil E; auch periodisch
ist, folgt a = 0. (]

3.3 Partialbruchzerlegung nach Mittag-Leffer

Jede rationale Funktion p/q, p,q Polynome, lisst eine Partialbruchzerlegung

(z—z1)m + ...+ (7 — z0)™

p(2) _ p(2) + p1(2) Pr(2)
q(z)

zu. Dabei sind zq,...,2; € C die Pole der rationalen Funktion, d.h. die Nullstellen von ¢ mit den
Vielfachheiten my,...,mg, P ist ein Polynom, und die Zihler pq, ..., pr sind Polynome vom Grad <
mi1 — 1, ey M — 1.

Beweis. Die rationale Funktion kénnen wir um jeden Pol 2 in eine Laurent-Reihe entwickeln. Der
Hauptteil der Laurentreihe ist von der Form py(z)/(z — 29)™°. Dabei ist py ein Polynom vom Grad
< mg — 1. Die rationale Funktion

p(z)  po(z)

q(z)  (z—z)™
hat bei 2y keinen Pol mehr. Subtrahieren wir von p/q alle Hauptteile pi(2)/(z — z1)™, ..., px(2)/(z —
zi)™ so bleibt eine rationale Funktion ohne Pole, d.h. ein Polynom P iibrig. L]

Anmerkung: Das ist zwar klar, eine rationale Funktion p/q ohne Pole ist ein Polynom, denn wenn
im Nenner auch ein echtes Polynom ¢ stiinde, dann hétte dieses nach dem Fundamentalsatz der Algebra
Nullstellen und p/q hétte Pole. Nur: Diesen Fundamentalsatz der Algebra will ich erst im néchsten
Paragraphen beweisen!

Diese Partialbruchzerlegung lisst sich von rationalen Funktionen auf transzendente Funktionen
mit isolierten Singularititen verallgemeinern. Fiir die Funktionen cot(nz) und 72/sin?(rz) haben wir
das ja im letzten Paragraphen schon gemacht.

Satz 3.9 (Partialbruchzerlegung nach Mittag-Lefller) a) Es sei z;, € C eine unendliche Folge
ohne Hdufungspunkt in C, d.h. limy_, 2 = 00. In jedem Punkt sei ein Hauptteil

he =Y ") (2 — z)!
1<0

gegeben. Dann gibt es eine Funktion [ auf C, die in den Punkten zy isolierte Singularititen mit den
vorgegebenen Hauptteilen hat und sonst holomorph ist.
b) Jede Funktion f, die die vorgegebenen Hauptteile hat und sonst holomorph ist, lasst sich schreiben

f(2) = h(z) + Y _(hi(2) — pi(2)).
k

Dabei ist h eine ganze Funktion und die py sind Polynome (konvergenzerzeugende Summanden).
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Beweis. a) Am liebsten wiirden wir einfach aufsummieren
f = Z hka
k

aber diese Reihe braucht nicht zu konvergieren. Wir ordnen die z; nach ihrem Absolutbetrag an:
|20] < |z1] < .... Mit K} bezeichnen wir die Kreisscheibe {|z| < |z;|/2} vom Radius |z;|/2. Fiir & <1
ist also K C K.

Der Hauptteil hy ist holomorph auf dem Kreis um den Nullpunkt vom Radius |z;|. Er besitzt dort
eine Potenzreihenentwicklung, die auf Kj gleichméfig konvergiert. Wir wéhlen das Polynom py als
eine Partialsumme dieser Reihe, derart dass

1
|hi(2) — pr(2)] < o fiir alle z € K.

Fiir alle [ > £ ist dann auch

1
l(2) —pi(z)| < 5 auf K.

Daraus folgt, dass die Reihe

o0
> (h(z) — mi(2))
I=k
auf K gegen eine holomorphe Funktion konvergiert. Die Funktionen h;,[ < k, spielen fiir die Konver-
genz auf Kj keine Rolle, obwohl sie dort fiir die isolierten Singularititen sorgen.
Weil die Folge der Kreise Ky, fiir K — oo die Ebene C ausschopft, haben wir Konvergenz gegen
eine Funktion f auf ganz C (bis auf die isolierten Singularititen natiirlich).
b) Ist g eine andere Funktion auf C mit genau denselben isolierten Singularititen und Hauptteilen,
dann ist h := f — g auf ganz C holomorph, also eine ganze Funktion. L]

Beispiel. Wir betrachten die ganzen Zahlen z, = k € Z und dort die Hauptteile hy = 1/(z — k).
Die Reihe Y hj divergiert, weil sie eine Variante der harmonischen Reihe ist. In Satz 3.8 haben wir
Summanden paarweise zusammengefasst, und sie so zur Konvergenz gezwungen. Das Verfahren im
Beweis des Satzes von Mittag-Leffler funktioniert etwas anders: Fiir jeden Hauptteil Ay beniitzen wir

1

konvergiert, weil fiir £ > N + 1 gilt

D 2 ey =l o e € e <
z—k kYNNG k) Y= k(= N) T (k- N)?

Diese Funktion ist aber auch nichts anderes als die durch die modifizierte Eisensteinreihe F1(z) defi-
nierte Funktion:

1 1 1 1 1 1
A s

k0




= JtE D> ap

0<keN
= mcot(nz).

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Weierstraflsche p-Funktion. Diese Funktion ist vor allem
theoretisch wichtig. Ihre Untersuchung hat sehr viel zur Entwicklung der Funktionentheorie beigetra-
gen.

Definition 3.6 Sei 7 € C mit Im(7) > 0. Die Untergruppe
Q:={m+nrt: mneZ}CC
heifst das von den Zahlen T und 1 erzeugt Gitter.

Fiir jedes w = m 4+ mn € 2 betrachten wir den quadratischen Hauptteil

1 1
helD) = R T G )

Die Weierstrafische p-Funktion ist die Reihe

>

weN

-
(z —w)?*

Nur leider konvergiert diese Reihe so nicht. Sie hat zwar den angenehmen Aspekt, dass im wesentlichen
iiber 1/n? aufaddiert wird. Aber jetzt ist die Summation nicht eindimensional, sondern zweidimensio-
nal: Wir haben zwei Summationsindizes m und n, es handelt sich um eine Doppelreihe.

Wir brauchen konvergenzerzeugende Summanden. Dazu entwickeln wir h,, fiir w # 0 um den

Nullpunkt
2
1 1 1 1 >/ z\" 1
0P SPA_ZP o2 (Z <;> ) =z

w n=0

Der konstante Summand

geniigt als konvergenzerzeugender Summand:

1 1 2(z — 2w)
| hw — 9w ll12)<r=ll [CEn l121<r=ll (=) l121<R>

und fiir R < w/2 ist dies

R+ 2|w| 3 12
<R || = || <r< =,
w2 (w] — 22 "B (ol /e T (w
Die Reihe
Z |3—ZZ|W|3—28V (vr) Tsz,ﬂ o0
O;éwEQ v=lweRy
w| > 2R
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konvergiert. Dabei ist R, der Rand des Parallelogramms mit den Ecken
+v, v - w.
Dieser Rand enthilt 8v Gitterpunkte. Und r > 0 ist der Radius eines Kreises um den Nullpunkt, der

ganz im Inneren des Parallelogramms R; liegt.
Somit konvergiert die Reihe

o0 =5+ ¥ (Gommm? )

m,neZ

normal auf ganz € und definiert dort die Weierstraflsche p-Funktion.

Aufgabe 3.7 a) Zeigen Sie: Die Funktionen

9
cotang(z) und —— ! 1
haben dieselben Pole und dort dieselben Hauptteile.
b) Bestimmen Sie die Differenz
2
cotang(z) — T

Aufgabe 3.8 Entwickeln Sie 2?72 /sin?(nz) um den Nullpunkt in eine Laurentreihe bis zur Ordnung
zwei und zeigen Sie mit der Partialbruchzerlegung der Funktion 72 /sin®(rz)

i 1 72

=T e

= k 6

Aufgabe 3.9 Zeigen Sie

a) w2 _ 2 _ i 1
cos?(mz)  sin?(m(z + %)) B = (z—(n+ %))2,

b) mtang(rs) = [ e S
7 -tang(nz) = _ - — :

! 0 cos?(m() “Z\z—-(n+3) n+3

c) U = Ecotan(ﬁ—z) — Ztan (W—Z) _ ! + i(—l)"i

sin(rz) 2 2 g MV T N 22 —n?’

Aufgabe 3.10 Bestimmen Sie das grifite Gebiet in C, auf dem durch
> 1

eine holomorphe Funktion definiert wird. (H 95, T 1, A 2)

Aufgabe 3.11 Geben Sie ein Beispiel dafiir, dass die Reihe der Hauptteile einer auf ganz C mero-
morphen Funktion im allgemeinen nicht konvergiert. (Begrindung.) (H 98, T 3, A 1 Frage 5)
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3.4 Weierstraflprodukte

Ausgangspunkt ist der Fundamentalsatz der Algebra:

Satz 3.10 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1 hat mindestens eine
Nullstelle in C.

Beweis. Es sei

p(2) =ag + a1z + ... + a2

ein Polynom vom Grad k& > 1, d.h. a; # 0. Da

k
p(z) —apz®  ag a1
T — J+F+-..+

a
it N

—1
z

geht fiir |z| — oo, gibt es ein r derart, daf fiir alle z € C mit |z| > r gilt:

p(z) — ap2* 1
T | S gl
k Lo g
Ip(z) —apz"| < §|akz B
p(z)] = |arz" — (ax2" — p(2))|
> |ak2k| — [p(z) — akzk|
1 k
> — .
> 2|akz |

Wird r grof genug gewéhlt (insbesondere r > 2/|ag]|), so gilt fiir |z| > r die Abschitzung |p(z)| > 1.
Wenn p keine Nullstelle in € hétte, so wire ¢ = 1/p eine ganze Funktion. Aus der Abschétzung
fiir p folgt
lg(2)| <1 falls |z| > 7.

Auf der abgeschlossenen Kreisscheibe vom Radius r ist aber ¢ als stetige Funktion beschriankt. Damit
ist q eine beschrinkte ganze Funktion und nach dem Satz von Liouville konstant. Also wére auch p
konstant und damit a; = ... = ay = 0, Widerspruch! L]

Hat ein Polynom p(z) = 3" a;z* die Nullstelle zy, so kénnen wir das Polynom um diese Nullstelle
entwickeln

n

n k n
p(z) = Zak(z— 20+ 20)F = Zakz < I; ) 267z — 2)l = Zbk(z — z)".
k=0

0 k=0 =0

Wegen p(zg) = 0 ist by = 0 und wir kénnen den Linearfaktor z — 2y aus p herausziehen:

p(2) = (z = 20) - 4(2),

wobei ¢ ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Indem man dieses Ausklammern (n — 1)-mal wiederholt
beweist man folgende Version des Fundamentalsatzes

Satz 3.11 (Satz von Vieta) Jedes Polynom p vom Grad n ist ein Produkt von n Linearfaktoren

c-(z—21) - (2 —2p).
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Dabei ist ¢ der Koeffizient der Potenz 2". Linearfaktoren kénnen in diesem Produkt auch mehrfach
als Faktor vorkommen. Zu einer Nullstelle von p gehort also ein Faktor (z—zp)"™, wo m die Vielfachheit
dieser Nullstelle ist. Und das Polynom p ist das Produkt aller Faktoren, die zu seinen Nullstellen
gehoren.

Eine dhnliche Produktzerlegung gibt es auch fiir transzendente ganze Funktionen. Da diese aber
unendlich viele Nullstellen haben kénnen, brauchen wir

Satz 3.12 (Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte) Sei c, € C eine unendliche Folge
komplexer Zahlen.

a) Seien alle |c,| < 1/2. Die Reihe Y {° ¢,, konvergiert absolut genau dann, wenn die Reihe Y 5° In(1+
cn) absolut konvergiert. Dabei ist In der Zweig des Logarithmus auf der Kreisscheibe |z — 1| < 1 mit
In(1) = 0.

b) Die Reihe Y 1° ¢, konvergiere absolut. Dann konvergiert auch das unendliche Produkt

00 N
10+ o) o= Ji IO e

und zwar gegen

(14 c1) - (14 cp) - e2onen inliFen)

¢) Die Reihe Y ¢, konvergiere absolut. Das unendliche Produkt limy oo H{V(l + ¢p) verschwindet
genau dann, wenn ein Faktor = 0 ist, d.h., ein ¢, = —1 ist. Der Grenzwert ist invariant gegen
Umordnen und Setzen von Klammern.

Beweis. a) Die Funktion In(1 + z) hat in z = 0 eine einfache Nullstelle. Deswegen ist [n(1 + z)/z
holomorph auf der Kreisscheibe |z —1| < 1 ohne Nullstellen. Auf der kompakten Kreisscheibe |z —1| <
1/2 ist diese Funktion deswegen beschrinkt:

In(1+ 2)
z

O0<ce< < (.

Es folgt fiir [2| <1/2
clz| < |ln(1+ z)| < Clz|.

Fiir unsere Folge ¢, gilt deswegen

o0 o o
e leal < D[t + ea)| < €Y fenl.
1 1 1

b) Wegen a) konvergiert Y >° - In(1 + c,) absolut. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion

folgt
limarsoe Xy gy nien) — fim X 0%en) — i T (1 + ).
M —o0 M—o0 N1
c) Wegen
GZZO:NH In(1+cn) £0

verschwindet das unendliche Produkt genau dann, wenn einer der Faktoren 1 4+¢,, 1 <n < N =0
ist. Die Invarianz gegen Umordnen und Setzen von Klammern folgt aus der absoluten Konvergenz der
Reihe Y3, In(1 + ¢p). (]
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Definition 3.7 Fs sei U C C offen und f, : U — C eine Folge holomorpher Funktionen auf U.
Das unendliche Produkt T](1 + f,) konvergiert normal auf U, wenn die Reihe Y f, auf U normal
konvergiert.

Satz 3.13 Das unendliche Produkt T](1 4 fn) mit holomorphen Funktionen f, : U — C konvergiere
normal auf U. Dann gilt

a) Die Grenzfunktion f :=limy_o [TV (1 + fp) ist holomorph auf U.

b) Fir alle z € U ist die Verschwindungsordnung o,(f) endlich, und zwar gleich

= Zoz(l +fn)

¢) Die logarithmische Ableitung
i": (L+ fn)
n=1 L+ fn

konvergiert normal auf U gegen die logarithmische Ableitung f'/f der Grenzfunktion f.

Beweis. Die Aussage a) folgt aus Satz 3.12 a) und b). Fiir jedes z € U ist lim,_, fr(2) = 0 und
damit lim,, (1 + f,) = 1. Nur fiir endlich viele n kann 1 + f,, in 2z eine Nullstelle haben. Deswegen
folgt die Behauptung b) aus Satz 3.12 b).

c¢) Fiir je zwei Funktionen g; und go ist

(9192)' _ 9192 + 9195 _ 91 n 93
g192 g192 g1 g2

Daraus folgt fiir jedes N
(I (1 + fn))’ % (L+fa)

Iy
Hl (1 + fn 1 1+ fn
Es bleibt zu zeigen

MR+ F) % (4 )
MR+ f) 2, 1t

Hier kénnen wir aber auf jedem Kompaktum N so groff wihlen, dass || f,, ||k < 1/2. Dann ist

( 10_0[ (1+fn)) = (ezn N1 (1+fn))

n=N+1

= (ezf;NHl—n(Hf"))- Z (In(1+ f,))  (kompakte Konvergenz)

n=N-+1
= Il 0+f)- X
n=N+1 n=N+1 L+ fa



Beispiel. Die Reihe 33° 22/n? konvergiert normal auf C. Deswegen konvergiert auch das unend-
liche Produkt

00 52
II(l_'ﬁ§)
n=1

normal auf C gegen eine holomorphe Funktion. Die Grenzfunktion hat in allen Punkten +n, 1 <n € IN
Nullstellen der Ordnung eins. Fiir die Funktion

n2
n=1
gilt wegen Satz 3.13 ¢)
Sl & 22/ 1 & 22 _ _ (sin(mz2))’
TRt T T T g Tle) = meotlm) = S
Es folgt
f I _ 1 / . _ . N =0
(5r57) = sy Dsin(ea) = (@ sin(r2))) =0,
Also ist

f(z) = ¢ sin(rz) mit einer Konstanten ¢ € C.

Diese Konstante ¢ kann man wie folgt rauskriegen:

iy e f(2)
£y = ;% z
0? 0? . zoo In(1—22/n?)
= lim eZIOVOHZ—”(l*ZZ/”%.
z—0
Firn > N +1 ist ) ,
z ]

|In(1 — ﬁ” <C- POl

Und daraus folgt
o0 ZQ o0 |Z|2 o0 1
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Es hat sich herausgestellt, dass

1=f'(0)=c- dizsin(ﬂzﬂz:o =c-mm, c= %, f(z)= ;sin(wz).

Damit haben wir die Produktdarstellung der Sinus-Funktion
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Setzt man hier insbesondere z = 1/2, so sieht man

Das ist das Wallissche Produkt

T (2n)? 2.
§:H(2n—1)(2n+1) 1

Satz 3.14 (Weierstraf3ischer Produktsatz) FEs sei 21, 29,... € C eine diskrete Menge von Punkten,
und zu jedem Punkt zj, sei eine Ordnung o, € IN gegeben. Dann gilt:

a) Es gibt eine holomorphe Funktion f : C — C, die genau in den Punkten zj, Nullstellen besitzt, und
dort von der Ordnung oy.

b) Jedes f wie in a) schreibt sich als ein Weierstraf-Produkt

f =TI = 2 - ).
k

Dabei ist g eine ganze Funktion auf C und die Funktionen g sind Polynome. Die Funktionen e 9%
sind konvergenzerzeugende Faktoren.

Beweis. a) Falls eines der z; = 0 ist, nehmen wir es als gesonderten Faktor voraus. Danach kénnen
wir 0.B.d.A. z; # 0 fiir alle £ annehmen. Wieder ordnen wir die Punkte so an, dass 0 < |z1| < |2 < ...
und setzen Kj, := {z € C: |z| < k/2}. Dann ist die Funktion z — z;, holomorph auf Kj ohne Nullstelle.
Weil die Kreisscheibe Ko, einfach-zusammenhiingend ist, gibt es einen Logarithmus hy, := In((z—2)*)
(Folgerung am Ende von 2.2.4). Es ist also (z — z)¥ = () mit einer auf K, holomorphen Funktion
hi. Wieder entwickeln wir A in eine Potenzreihe auf Ko, und wihlen eine Partialsumme g5 dieser
Potenzreihe mit

I i = gt 1< min{2~", 6.

Dabei ist 6 € IR folgendermaflen gewéhlt:

Es ist _— y
e JE—
li = —¢€%ly = 1.
lim ——=-¢l

Deswegen gibt es ein 0 € IR so, dass fiir |z| < § gilt

e —1

z

‘ <2, dh | -1 <2z

Jetzt bilden wir das unendliche Produkt

H ((z = 2zp)% e %) .
Fir n > k ist

Iz = 2a) €7 =1 g =] " =1k, <[l €™ |, < 2 | b = g ll5, < 217"
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Deswegen konvergiert dieses unendliche Produkt normal auf jeder Kreisscheibe K. Weil die Aussage
fir endlich viele Punkte 2 trivial ist, kénnen wir annehmen, dass wir unendlich viele dieser Punkte
haben. Weil sie nach Annahme diskret in C liegen, geht |z;| — oo fiir & — oo. Deswegen schopfen
die Kreisscheiben K} nach und nach die ganze Ebene C aus, und das Produkt konvergiert normal auf
ganz C.

Wegen 3.13 hat das Produkt genau die vorgegebenen Nullstellen mit den gegebenen Vielfachheiten.

b) Seien f; und fo zwei holomorphe Funktionen auf € mit den Nullstellen zj, & € IN, der Ordnungen
oi. Dann ist f1/f2 holomorph auf € ohne Nullstellen. Weil C einfach-zusammenhéngend ist, gibt es
einen Logarithmus g von f1/fo auf C. Es ist also f; = fo - €9 mit einer ganzen Funktion g. L]

Aufgabe 3.12 a) Es sei f : C — C ein Polynom n-ten Grades, n > 1, und es seien cy,...,c, die
Nullstellen von f (jede Nullstelle dabei so oft aufgefihrt, wie ihre Vielfachheit angibt). Man beweise

b) Man zeige: Jede Nullstelle ¢ von f' ist konvere Kombination der Nullstellen von f, d.h., es gibt
Zahlen A1, .., \p >0 mit > p_1 A\p = 1 so0, dass ¢ = Ay + ... + Apep. (Hinweis: Fir f(c) # 0 ergibt
sich diese Darstellung aus a)) (H 91, T 3, Teil von A 2)

Aufgabe 3.13 Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt

as 422
11 (1 (2 — 1)%2)

k=1

fiir alle z € C konvergiert, und dieselben Nullstellen wie cos(z) besitzt.

Aufgabe 3.14 Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt

oo

H(l + 22"

0

fiir alle z € C konvergiert, und den Wert
1

1—22

besitzt.

Aufgabe 3.15 Sei f : C — C eine ganze Funktion und nicht konstant Null. Man gebe eine Bedingung
an die Ordnung der Nullstellen von f an, die dazu dquivalent ist, dass es eine ganze Funktion g mit
(9(2))? = f(2) fiir alle z € C gibt. Hinweis: Produktsatz. Gilt dieselbe Aussage auf einem beliebigen
Gebiet statt C? (F 94, T 1, A 4)

Aufgabe 3.16 Betrachtet wird die Produktdarstellung

sin(rz) = z H (1 —z/n)e?/™.
n#0

a) Beweisen Sie die Konvergenz des unendlichen Produkts.
b) Leiten Sie mit Hilfe der logarithmischen Ableitung eine Reihenentwicklung fir cot(mz) her. (F 99,
T1,A2)
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3.5 Die Gamma-Funktion
Die Gamma-Funktion I'(z) hat die fundamentale Eigenschaft
I'n)=(n—-1)! fir 0<nelN.

Allgemeiner gilt
') =1, T(z+1)==2-TI'(z), ze€C.

Dann ist also
Fz+n)=z-(z+1)-...-(z4+n—-1)-I'(2).

Fiir die negativen ganzen Zahlen z = —m,m > 0, folgt aus dieser Eigenschaft.
['(z)-z-(z4+1)-...- (z+m) =T'(2+m+ 1) ist holomorph # 0 bei z = —m.

Also hat I'(z) bei z = —m einen Pol erster Ordnung mit Residuum (—1)"/m!.
Wir setzen g(z) = 1/T'(2) an als Weierstra$produks

v=1 v=1
Wegen
1 _Z
gz+1)  g(2)
ist
z-g(z+1)
1 = 29wt 7
9(2)
= lim eMEH)-h)=3 11/, (z+n+1)
n—00
— lim DR vk (g 4 2 + 1)
n—oo n

_ eh(z—l—l)—h(z)—'y

mit der Eulerschen Konstanten .
1
v := lim Z — —In(n).

n—)oo1 v

Insbesondere fiir h(z) = v - z ist

Deswegen definieren wir
z/v

1 &5 e
T(2)i=e7%. —. .
(z) = e z 1:[1—1—2/1/

Um die Konvergenz dieses unendlichen Produktes nachzuweisen, geniigt es, das fiir das Produkt
der Kehrwerte zu tun. Da miissen wir abschétzen

I+ 2 =1 = I -2k + 23 =2k -1
k=0 """

v v~k v
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fiir
z 1
=<3
v 2
Deswegen konvergiert diese Reihe und damit das unendliche Produkt normal auf ganz €. Aus dieser
Definition findet man folgenden Zusammenhang mit der sin-Funktion:

e 22 sin(mz
9(2) - g(—2) = =2 T[(1 = 5) = — - 20T2)
7 v T
Es folgt also .
sin(mwz g(—z
72) _ g 222 — gz (1 - 2)
T —2z
Fiir die Gamma-Funktion haben wir damit
T
P(z)- T —2) = sin(mz)

bewiesen. Insbesondere ist

P(z) = i, z(z4+1) .- (z+n)

Das hiingt mit unserer Definition so zusammen:

12 el 1

e ? H = e *
zi 1+ z/v 211 (1 + z/v)e~*/v

n!
z(z-l-l)-...-(z-l—n)-e_zzylzl/”

_ A n(m) ) petn(m) M
[loz+v

e 6772
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Euler benutzte die Definition ~
T'(z) := / e~ 't*Ldt.
0

Wegen
= 6(ac—l—iy)ln(t) — 4T, 6iyln(t)

ist [t*~!| = t*~1 und das uneigentliche Integral konvergiert fiir z = Re(z) > 1. Um zu zeigen, dass diese
Definition mit der von Gauf} iibereinstimmt, geniigt es, das fiir reelle z = x > 1 zu tun (Identititssaz).
Dazu iiberlegen wir uns zunichst

n

o0 t
/ e " dt = lim [ (1 ——=)"" ldt.
0

n—oo 0 n

Der Grund fiir diese Formel ist letztenendes der Grenzwert

t

lim (1 - )" =e7".
n—00 n
Wegen
d t tiuoy 0 ..
konvergiert

t
1— 2\ —t
(1= Ly e
monoton steigend von unten auf jedem endlichen Intervall [0, N] sobald n > N. Es folgt
N t N 00
/ (1— =)™ tdt < / et < / e LT,
0 n 0 0

fiir alle N <n e IN.
Andererseits konvergiert

t
1— 2\ —t
-ty e

gleichméaBig auf jedem endlichen Intervall [0, N]. Um das einzusehen differenzieren wir den Quotienten

() I
= Gl
mit dem Resultat
d ,.t t 1 t t
el 1__n:t1__n t 1 n—1 — it (1__71,_1 _n—1><
Ce- Ty ==ty ean - Iyt = (0= Dr - D) <o
fiir n > t. Fiir alle t € [0, N] geht also
1— Ly (1—Lyn
U—pr L 0P
und
t (1=3)"
elt—(1-)"=et. 1 ——" <e'l-cp)<l—c,—0
n e

gleichméBig auf [0, N].
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Aus der gleichméfiigen Konvergenz folgt fiir n > N

n t N t N
/ (1— =)™ tdt > / (1— )™ tdt — / e~ 1at.
0 n 0 n 0

Wegen der Konvergenz des uneigentlichen Integrals

00 N
/ e 1dt = lim e~ Tt
0 N—00./0

ist also schliefilich "

/ e~ 1dt = lim (1—£)"t“”_1dt
0

wie behauptet.
Dieses letzte Integral werten wir nun aus durch n-malige partielle Integration
n t t. " n t 1.t
/ (1= Dy — =Lyl _ / n(1— Ly 1= g
0 =0 Jo n n’

n n T

= " [Ta Ly
z-nJo n
n
i GO Y AR IR U e et
- st [t
nn—1)-...-2

n t
= 1 — )"t 2q¢
x(x+1)-...-(x+n—2)-n”1/g( n)

n! N no1 gl
- :B(x+1)-...-($+n—2)-n”1'{( _E)mt_o_/o _Emdt}
n! gztn |"
- z(z+1) .- (z+n—-1)-n" z+n|_,
R
- z(x+1)-...-(x +n) -n»

n!-n®

z(x+1) .- (z+n)
Fiir n — oo ergibt sich daraus die Identitit zwischen der Definition der Gamma-Funktion durch Euler
und durch Gaufl.

Schliefllich noch eine vierte Charakterisierung der Gamma-Funktion als > Schleifen-Integral’, die

Hankelsche Formel: Fiir Re(z) > 1 ist
[(z) = #/tz_letdt.
g

~ 2sin(mz)

Dabei ist v der Weg 1 + 2 + 3 mit

() =t . (—oo <t < —r1),
Yo(t) = re¥ (—m <o <),
yt) = —t (r<t<oo).
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Zuerst betrachten wir das Integral

™ - i .

/ t*leldt = / (re’?) Ler® riet?dy

Ve T
? T

= z/ (rew)zerewdgo
-7
— iezln(r) /F einpzerewd(p
-7
= 0 fir r—0,
weil
Re(zln(r)) - —oco fir r—0.

Die anderen Anteile des Weges geben

—00
/ N tz—let — / [tz_let]oben o [tz_let]untendt
Y1473 -r

= / et [éz*l)ln(t) ] oben—unten dt

_ /_Oo o (e(zq)(zn(m)ﬂ'w) _ e(zfl)(ln(|t\)fi7r)) gt

-r

~ /
-~

=2isin(m(z—1))

o
= —2isin(7rz)-/ e tt*Ldt.

r

= /*OO etez=Dn(lt]) g4 . | gin(z=1) _ p=in(z=1)

Fiir r — 0 erhilt man daraus die behauptete Identitét.
(Auch Hankel war iibrigens in Erlangen tétig.)

3.6 Der Riemannsche Abbildungssatz

Der Riemannsche Abbildungssatz ist folgende Aussage:

Satz 3.15 (Riemannscher Abbildungssatz) Es sei U C C ein Gebiet mit den beiden Figenschaf-
ten

1)U #C,

2) U ist einfachzusammenhdingend.
Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung von U auf den FEinheitskreis E C C.

Die beiden Voraussetzungen sind sicher notwendig. Denn wenn f : U — E biholomorph ist, so ist

auch die Umkehrfunktion f~!: E — U stetig. Weil E einfach-zusammenhiingend ist, muss das dann
auch fiir U gelten. Und wenn U = C wire, dann konnte es keine biholomorphe Abbildung f: C — F
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geben. Denn f wire eine beschrinkte ganze Funktion, nach dem Satz von Liouville also konstant. Da
konnte f nicht bijektiv sein.

Vor dem Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes erst einige Beispiele. Betrachten wir etwa die
holomorphe Funktion ( Cayley-Abbildung)

zZ—1
w(z) = z4+1
mit der Umkehrfunktion
(w) = —i - wtl
z = o1

Diese Funktion w(z) bildet also das (nicht einfach-zusammenhéngende) Gebiet C\ {—i} biholomorph
auf C\ {1} ab. Fiir reelle z =z € IR ist

e R 1

w(x)_:c—l-i r—i w(z)

Also ist w(z)-w(z) = 1 und |w(z)| = 1. Das Bild w(z) liegt auf dem Rand {|w| = 1} des Einheitskreises
E. Die obere Halbebene
H:={z€C: Im(z) >0}

wird (wegen der Bijektivitit) dann entweder auf das ganze Innere oder auf das ganze AuBere des
Einheitskreises abgebildet. Wegen
w(i) =0

ist ersteres der Fall. Damit bildet die Cayley-Abbildung w(z) die obere Halbebene H biholomorph auf
den Einheitskreis ab. Dies ist ein erstes Beispiel fiir die Aussage des Riemannschen Abbildungssatzes.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Abbildung f : U — E aus dem Riemannschen Abbildungs-
satz keineswegs eindeutig bestimmt ist: Seien dazu zp,a € C gewéhlt mit |zp] < 1 und |a| = 1. Dann

betrachten wir
Z+ 2o

‘ 1+2()Z

w(z) =a

mit der Umkehrabbildung
1 w—axz
#(w) = 1—azw
Die rationale Funktion w(z) hat einen einzigen Pol bei z = —1/Zz, auerhalb E. Auf dem Einheitskreis
E ist sie deswegen biholomorph. Was ist sein Bild?
Wegen

|zt 20 224220+ 220 + 207
4202|214 2E + 220 + 2072027
fiir |z] = 1 wird der Rand des Einheitskreises bijektiv auf diesen Rand abgebildet. Das Bild von E selbst
ist dann entweder das Innere oder das AuBere des Einheitskreises. Weil das AuBere des Einheitskreises

nicht einfach-zusammenhingend ist, kann letzteres nicht der Fall sein. Das sieht man auch wegen
w(0) = 29 € E. Alle unsere Funktionen bilden also den Einheitskreis biholomorph auf sich selbst ab.

=1

Jw(2)[?

So, jetzt kommen wir zum Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes:
Erster Beweisschritt: Fs gibt eine biholomorphe Abbildung p1 : U — Uy von U auf ein beschranktes
Gebiet Uy C C.
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Beweis. Sei a € C\U. Weil U einfachzusammenhéngend ist und z — a # 0 auf U, gibt es nach 2.2.4
einen auf U holomorphen Zweig ¢ der Funktion In(z — a). Die holomorphe Abbildung ¢ : U — C ist
injektiv, denn aus ¢(z1) = @(z3) folgt

In(z1—a) In(z2—a)

Z1—a=¢e =e =29—a

und damit z; = zo. Weiter ist .
¥'(2) = #0

zZ—a

fiir alle z € U, und damit ¢ : U — ¢(U) biholomorph.
Falls w € ¢(U) ist, dann gehort der Punkt w' := w + 277 nicht zu ¢(U). Denn wiire w = In(z — a)
und w' = In(2' — a) mit z,2' € U, dann wiirde wieder

'LU,

z—a=¢e"=¢" =2 —a

folgen, also z = 2/, und weil In(z — a) eine eindeutige Funktion auf U ist, dann w = w'. Nun fixieren
wir ein wg € p(U) und eine Kreisscheibe |w — wy| < r, die noch ganz in der offenen Menge ¢(U) liegt.
Die um 27 verschobene Kreisscheibe |w — (wg + 27i)| < r hat dann, wie wir eben gesehen haben,
keinen Punkt mit U gemeinsam.

Die Abbildung v : p(U) — C sei durch

1

TR TR

definiert. Fiir alle w € ¢(U) gilt |w — (wo + 27i)| > r und deswegen |¢p(w)| < 1/r. Die Bildmenge
Uy :=¢(p(U)) ist deswegen ein beschrinktes Gebiet, und ¢; := 1 o bildet U biholomorph auf dieses
Gebiet U; ab. []

Wenn wir ¢; noch etwas skalieren, etwa durch r- ¢, ersetzen, konnen wir sogar annehmen, dass Uy
im Einheitskreis F enthalten ist. Und wenn wir U7 dann noch etwas verschieben, konnen wir 0.B.d.A.
auch 0 € U; annehmen.

Zweiter Beweisschritt: Es sei M die Menge aller holomorphen Abbildungen ¢ : Uy — C mit den
drei Eigenschaften:
1) |p(2)] < 1 fir alle z € Uy;

2) (0) = 0;
3) @ ist schlicht.
Ein solches p € M hat genau dann den ganzen Einheitskreis E als Bild ¢(Uy), wenn
©'(0)| > | f(0)] fiir alle f € M.

Anders ausgedriickt: |¢'(0)| muss maximal sein unter allen Werten |f'(0)| wo f € M.
Beweis. ,=“: Es sei ¢(U;) = F und f : Uy — E eine Funktion aus M. Dann ist die Funktion

h:=fop ':E— f({U))CE

holomorph auf F mit |h(z)| < 1 fiir alle z € E. Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt

|1 (0)] <

S | =
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fiir alle » < 1 und deswegen |h'(0)| < 1. Aber wegen f = h o ¢ folgt mit der Kettenregel

1F(0)] = [ ((0)) - ' (0)] = [K(0)] - ["(0)] < [ (O)].

»<=“: Nun sei |¢/(0)| > |f'(0)] fir alle f € M. Wir miissen ¢(U;) = E zeigen. Andernfalls existiert
ein a € E mit a ¢ ¢(Uy). Wir betrachten die holomorphe Funktion

: p(2) —a p(2) —a
F: =z = p(z) 1= ap() — In <?cp(z)) ,
€U bihol € E bihol € E\ {0} bihol € {w: Re(w) < 0}.

Wegen Re(F(z)) < 0 und Re(F(0)) < 0 ist stets F(z) + F(0) # 0, und deswegen

F(z) - F(O

z) = )
1= 5070

holomorph auf Uy.
Als néachstes zeigen wir f € M:
1) Mit w := F(z) und v := F(0) gilt fiir alle z € Uy
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wegen Re(u) < 0 und Re(v) < 0.
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3) Als Hintereinanderschaltung biholomorpher Funktionen ist f schlicht.
Schliefllich zeigen wir
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Insgesamt haben wir berechnet
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mit |a| < 1. Die Aussage lauft also darauf hinaus, fir ¢ € R, 0 < ¢ < 1, zu zeigen, dass
1t2_1>1 b 2 — 1 < 2tin(t)
otn(t) ~ 0 "

ist. Dazu setzen wir
s(t) == t2 — 1 — 2tin(t).

Dann ist s(1) =0 und fir 0 <t < 1
s'(t) =2t —2In(t) —2=2(t — 1 —In(t)).
Es ist also auch s'(1) =0 und fir 0 <t < 1

() = 2(1 — %) <0.

Es folgt s'(t) > 0 und s(t) < 0 fiir 0 <t < 1. L]

Dritter Beweisschritt: Es gibt eine Funktion ¢ € M mit der Ezxtremalbedingung

' (0)] > |f(0)| fiir alle f € M.

Diese Aussage wurde von Riemann selbst als wahr unterstellt, und nicht weiter begriindet. Dass
auch sie bewiesen werden muss, wurde erst spiter von Weierstrafl bemerkt.
Beweis. Wegen U; C E gehort z.B. die Funktion f(z) = z zu M. Deswegen ist M nicht leer. Wegen
dz/dz =1 ist also
m = sup{|f'(0)] : f € M} > 1.

In M gibt es eine Folge von Funktionen f, mit |f}(0)| = m fiir n — co. Wegen der Eigenschaft 1) ist
diese Folge auf U; beschrinkt, insbesondere gleichmifig beschriankt auf Kompakta. Nach dem Satz von
Montel gibt es eine Teilfolge f,,, welche auf U; kompakt gegen eine Grenzfunktion ¢ konvergiert. Zu
zeigen ist ¢ € M. Dazu nehmen wir 0.B.d.A. an, dass die Folge f, selbst gegen ¢ kompakt konvergiert.
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1) Fiir alle z € U ist
lo(2)] = [lim f(2)] = lim | fn(2)] < 1.

Wenn |¢(z)| = 1 gelten wiirde fiir ein z € Uy, so wiirde aus dem Maximumprinzip folgen ¢ = const.
Wegen
£'(0)| =lim|[f,(0)] =m > 1

ist aber ¢ sicher nicht konstant. Also gilt |¢(z)| < 1 fiir alle z € U;.
2) (0) = lim f,(0) = 0.
3) ¢ ist schlicht. Dazu beweisen wir einen Hilfssatz:

Satz 3.16 Ist U C C offen, f, eine Folge von auf U holomorphen schlichten Funktionen, kompakt
konvergent gegen eine nicht-konstante Funktion ¢ auf U, dann ist auch die Grenzfunktion o schlicht.

Beweis. Wenn ¢ nicht schlicht wére, giibe es Punkte 21 # 20 € U mit w := ¢(z1) = (22). Wir
betrachten die Funktionenfolge f,,(z)—w auf U. Sie konvergiert kompakt gegen ¢(z)—w. Auch auf jeder
kleinen Kreisscheibe B; C U, i = 1,2, um z; konvergiert (f,(z) —w)|B; kompakt gegen (¢(z) —w)|B;.
Die Grenzfunktion hat eine Nullstelle in z; € B;. Nach Satz 3.2 iii) miissen fiir n > ny dann auch alle
Funktionen f,(z) —w Nullstellen in beiden Kreisscheiben besitzen. Diese Funktionen f, wéren nicht
schlicht. Widerspruch! L]

Damit ist der Riemannsche Abbildungssatz bewiesen. Was fiir ein unglaublicher Mathematiker
Riemann doch war!

Aufgabe 3.17 Warum ist eine auf ganz C holomorphe Funktion f = u + iv, deren Realteil u be-
schrankt ist, konstant? (H 90, T 1, A 3)
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