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0 Einfiihrung

Dies ist die etwas modifizierte Wiederholung einer Vorlesung, die ich unter dem Titel ,, Projek-
tive Geometrie“ in den Wintersemestern 1994/95 und 97/98 hielt, sowie als ,Geometrie“ im
Sommersemester 2001. Damals wollte ich in einer einsemestrigen Geometrie-Vorlesung den ge-
samten Stoff abdecken, dessen Kenntnis ich von einem Studenten in einer miindlichen Geometrie-
Priifung des Hauptexamens erwarte. Auch diesmal ist dies wieder meine Absicht.

(Projektive) Geometrie lese ich sehr gerne. An Voraussetzungen braucht man némlich nicht
mehr als die Kenntnis der Linearen Algebra. Die Inhalte kann man meist zeichnerisch illustrieren
und gerade im Zeitalter der Computer-Grafik ist das sehr reizvoll. Auflerdem sind diese Inhalte
oft einfach zu formulieren und trotzdem iiberraschend.

Ziel dieser Vorlesung ist eine Einfiihrung in die projektive Geometrie. Zuvor sollen Einfithrun-
gen in die euklidische und in die affine Geometrie gegeben werden. Dabei werden Sétze aus der
Dreiecksgeometrie und der Geometrie des Kreises besprochen werden, wie z.B. die wichtigsten
Figenschaften des Feuerbachkreises. Auch soll an die elementarsten Figenschaften der Kegel-
schnitte erinnert werden. Als eine Art Anhang mochte ich in Kapitel 5 kurz auf die beiden
nicht-euklidischen Geometrien eingehen: die elliptische und die hyperbolische Geometrie. Wenn
man den Formalismus der projektiven Geometrie zur Verfiigung hat, ist dies recht einfach. Al-
lerdings versuche ich das in diesem Semester erst zum zweiten Mal. Beim ersten Mal war es fiir
mich schon schwierig, geeignete Lehrbiicher dariiber zu finden. Deswegen ist dieses Kapitel auch
nur sehr kurz geraten.

Die Beziehung zwischen euklidischer, affiner und projektiver Geometrie versteht man am be-
sten von dem Standpunkt aus, den Felix Klein in seinem ,,Erlanger Programm* (1872) einnahm.
Er brachte hier ndmlich den Gesichtspunkt ins Gesprich, dafl jede Art von Geometrie etwas mit
einer Transformationsgruppe zu tun habe. Die Geometrie ist die Gesamtheit der Eigenschaften,
welche sich bei den Transformationen der Gruppe nicht dndern. Fiir die drei erwdhnten Arten
von Geometrie sind dies die folgenden Gruppen und Rdume, auf denen sie operieren:

Geometrie ‘ Raum ‘ Gruppe

euklidische | IR™ Bewegungsgruppe
affine K" affine Gruppe
projektive | IP,(IK) | projektive Gruppe

Wir werden in dieser Vorlesung die Kenntnis der betreffenden Gruppen nicht voraussetzen,
sondern diese Gruppen parallel zu unseren geometrischen Untersuchungen einfiihren.

Felix Klein hat mit seinem Erlanger Programm den Namen der Stadt Erlangen bei Ma-
thematikern unsterblich gemacht. Er selbst blieb allerdings nur wenige Jahre hier, bevor er im
damaligen Land Preuflen sehr viel Einflufl auf die Kultus-Biirokratie, und damit auf die Lehrer-
ausbildung gewann. Sein Erlanger Programm ist unter dem Titel ,, Vergleichende Betrachtungen
iiber neuere geometrische Forschungen“ in Band 43 der Mathematischen Annalen (1893) und
in seinen Gesammelten Werken abgedruckt. Etwas ausfiihrlicher sind seine Darstellungen im
zweiten der drei Bande

F. Klein: Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus. Dritte Auflage, Springer-
Verlag (Nachdruck 1968)



Neben diesem Buch habe ich bei meiner Darstellung der euklidischen und affinen Geometrie, die
ich vor der Behandlung der projektiven Geometrie geben mdochte, noch die folgenden Biicher zu
Rate gezogen:

H.S.M Coxeter, S.L. Greitzer: Geometry Revisited, The Mathem. Assoc. of America (1967),

G. Fischer: Analytische Geometrie, Vieweg (1979),

W. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie, Springer Hochschultext (1984),

M. Koecher: Lineare Algebra und analytische Geometrie, Springer Grundwissen (1985),

M. Koecher, A. Krieg: Ebene Geometrie, Springer Lehrbuch (1993).

Bei meiner Darstellung der projektiven Geometrie habe ich sehr von holldndischen Vorlesungs-
skripten des Kollegen J. Simonis profitiert, der zu Beginn der 70er Jahre an der Universitét
Leiden diese Vorlesung mehrmals hielt, als ich auch gerade dort war. Simonis selbst hat offenbar
intensiv das Buch

J.G. Semple, G.T. Kneebone: Algebraic Projective Geometry, Oxford, Clarendon Press (1952)
zu Rate gezogen. Ein sehr schones, und erfreulich diinnes Buch ist auch

P. Samuel: Projective Geometry, Springer (1988).
Einige der Aufgaben habe ich dem Buch

Fukagawa, H., Pedoe, D.: Japanese Temple Geometry Problems - San Gaku. Winnipeg 1989
entnommen. Sie sind mit [Fu-Pe| gekennzeichnet. Dieses Buch gibt, soweit ich wei}, einen
vollstiandigen Uberblick iiber die japanische Tempelgeometrie, die in der Zeit der japanischen
Isolation (1603-1867) entstanden ist. Diese Geometrie iibt auf mich einen eigenartigen Reiz aus.
Sie ist das beste Beispiel das wir haben, dafiir, wie eine Geometrie aussehen konnte, die auf
einem anderen Planeten entstanden ist.

Als erstes mochte ich F. Kleins Prinzip der Gruppen und ihrer Invarianten an einigen ele-
mentaren Beispielen erldutern.

0.1 Gruppen und Invarianten

Die Gruppe der Linearen Algebra ist die allgemeine lineare Gruppe
GL(n,IKK) ={M € M(n xn,IK) : det(M) # 0}.

Ihr neutrales Element ist die Einheitsmatrix 1, die Gruppenoperation ist die Matrizenmulti-
plikation, und wegen det(M) # 0 besitzt jede dieser Matrizen eine Inverse. Alle Aussagen der
Linearen Algebra im IK", soweit sie nicht ein Skalarprodukt benétigen, sind invariant unter der
GL(n,IK). Insbesondere wird der Nullvektor 0 € IK" unter allen linearen Transformationen fest
gelassen. Das werden wir jetzt dndern:

Definition 0.1 FEine affine Transformation F : K™ — IK" ist eine Abbildung

x—t+A-x, telK", Ae GL(n,K)



Der Vektor t verschiebt den Nullpunkt aus seiner Sonderlage. Die affinen Tansformationen
bilden eine Gruppe:

Fl(X):tl-l-Al'X, FQ(X):t2+A2~X = Fl(FQ(X)):t1+A1't2+A1'A2~X,

und
Fx)=t+A-x = Flx)=-A1t+4"1 x

Die affine Gruppe des IR" enthélt die beiden folgenden Untergruppen: die Gruppe der
Bewegungen
x—t+4+U-x, U orthogonal,

und die etwas groflere konforme Gruppe

x—t+c-U-x, U orthogonal und 0# c € IR.

Bewegungen heiflen in der Schule Kongruenzabbidungen, wihrend die Transformationen der
konformen Gruppe Ahnlichkeitsabbidungen heifien.

Dabei erinnern wir uns: Eine Matrix U € M (n x n,R) heiBt orthogonal, wenn U - UT = 1.
Sind U und V orthogonal, so ist wegen

vv-ovlt=v.v.vi.ut=v.vT =1
auch ihr Produkt UV orthogonal. Und wegen
vl o hHr'=vt.v=1

ist auch U~! orthogonal. Deswegen bilden die orthogonalen n x n-Matrizen eine Gruppe, und
dann auch die eben beschriebenen Teilmengen in der Gruppe der Bewegungen des IR".

An diesen drei Beispielen von Gruppen kann man jetzt sehr schon sehen, welche Grofien
unter deren Transformationen invariant bleiben:

Orthogonale Abbildungen U erhalten das euklidische Skalarprodukt

(xy) =z1y1 + ... + TnYn.

Deswegen erhalten Bewegungen alle Groflen die man auf Skalarprodukte von Differenzen von
Vektoren zuriickfithren kann. Zum Beispiel den Abstand

dx,y)=[x-y =/ (x-yx-Yy)

zweler Vektoren oder den Cosinus eines Winkels

cosl(x,a,y) = (x—ay-a) :

[x—al-[ly—a]
Eine Figur (z.B. ein Dreieck) ist kongruent zu der Figur, welche nach einer Bewegung daraus
entsteht.

Fine Lineare Abbildung mit einer Matrix ¢ - U, wo U orthogonal und 0 # ¢ € R ist, streckt
alle Langen mit demselben Faktor |c|. Langen bleiben unter der konformen Gruppe also nicht



erhalten. Dagegen #ndern sich Winkel nicht. Und auch Verhéltnisse von Absténden bleiben
gleich. Das Bild einer Figur unter einer konformen Abbildung (mit ¢ # =41) ist nicht mehr
kongruent zur urspriinglichen Figur, sondern dazu nur noch dhnlich.

Eine lineare Abbildung mit einer Matrix A € GL(n,IR) streckt Vektoren auch, aber i.A.
nicht alle mit dem gleichen Faktor. Deswegen bleiben bei affinen Transformationen nicht einmal
Verhiltnisse von Abstédnden erhalten. Aber: Verhéltnisse von Absténden auf derselben Geraden
dndern sich nicht.Das kann man, sogar iiber einem beliebigen Korper IK, wie folgt prézisieren.

Zwei Punkte u # v € IK" spannen die Gerade

uv ={u+ A(v—-—u), A e K} ={(1 - Nu+ v, A € K}
auf. Jedem Punkt x auf dieser Geraden ordnet man ein Teilverh&ltnis zu:
Definition 0.2 (Teilverhiltnis) Sei

x=(1=-XNu+ v

ein Punkt auf der Geraden uv. Dann heifit
TV(x;u,v) = ——
das Teilverhdltnis von x in Bezug auf u und v.

Dieses Teilverhéltnis ist eine affine Invariante: Fiir jede affine Transformation F : IK™ — K"
gilt
TV (x;u,v) =TV (F(x); F(u), F(v)).
Beweis. Sei x = (1 — A\)u + Av. Wir beweisen die Invarianz des Teilverhéltnisses erst fiir eine
lineare Abbildung F : x — A -x und dann fiir eine Translation F' : x +— t +x. Dann dndert sich
das Teilverhéltnis auch nicht bei Zusammensetzungen dieser Arten von Abbildungen.
Fiir eine lineare Abbildung F' mit Matrix A ist

Fx)=A-(1-Nu+Av)=(1-NA-ut I -v=(1-\NF(u)+\F(v).

Die Zahl A dndert sich nicht, und deswegen auch nicht das Teilverhéltnis.
Fiir eine Translation F': x — t + x ist

Fx)=t+(1Q-XNu+Aiv=>1-XN{t+u)+At+v)=(1-ANF(u)+ AF(v).

Auch hier bleibt A\ und damit das Teilverhéltnis erhalten. L]
Im IR"™ kann man das Teilverhéltnis wie folgt als einen Quotient von Abstéinden auf der
Geraden uv interpretieren:

[ x—u|=] -Au+xv =[] v—ul

[x=v]=lT=-XNu+A-Dv|=A-1][v-u],



. _ W [Ix—ul
TV (x;u, V)| o1 [x=v]
Der Absolutbetrag |T'V| ist ein Abstandsquotient. Aber TV hat noch ein Vorzeichen! Es ist
(anders als in der Schule) positiv, wenn x auflerhalb der Strecke uv liegt (A < 0 oder A > 1),
da sind die Vektoren x — u und x — v gleich gerichtet, und T'V ist negativ, wenn der Punkt x
auf der Strecke uv liegt (0 < A < 1), da sind die Vektoren x — u und x — v entgegengesetzt
gerichtet. Insbesondere hat der Mittelpunkt

1
m:§(u+v)

der Strecke uv das Teilverhaltnis
TV(m;u,v) = —1.

Ein kleines Problem habe ich bis jetzt unter den Teppich gekehrt: Wenn A = 1, also x = v
ist, dann ist das Teilverhéltnis

TV (x;u,v) =TV (v;u,v) = %

nicht definiert. Das ist nicht sehr schlimm, weil es ja nur diesen einen Punkt x = v betrifft. Aber
wenn man nicht will, dass dieser Punkt eine Sonderrolle auf der Geraden uv spielt, miisste man
ihm das Teilverhéltnis

TV(v;u,v) =00

zuordnen. Das sollte man auch tun. Denn es gibt ein ganz dhnliches Problem, wenn man sich
die Werte anschaut, die bei TV herauskommen:

Satz 0.1 Das Teilverhdltnis definiert eine bijektive Abbildung
uv\{v}ax — TV(x;u,v)elK\{l}.

Beweis. Ein Punkt x = (1 — A)u + Av ist durch A € IK eindeutig festgelegt. Und fiir A # 1

ist dieses \ vermoge
A TV
TV = ——

1 T AT oa

durch das Teilverhiltnis eindeutig bestimmt. Dies zeigt, dass die oben angegebene Abbildung
injektiv ist.

Umgekehrt kann man fiir jedes TV # 1 die letzte Gleichung nach A = TV/(TV — 1) auflosen.
Die Abbildung ist auch surjektiv. L]

Der einzige Ausnahme-Wert, der nicht als ein Teilverhéltnis vorkommt ist TV = 1. Dazu
wiirde ein Punkt auflerhalb der Strecke uv gehéren, der von u und v denselben Abstand besitzt.
Diesen Punkt gibt es halt nicht. Wenn es ihn gibe, wére das der Punkt co. Mit diesem Punkt
konnten wir Satz 0.1 so formulieren:

Die gebrochen-rationale Funktion

A



ist bijektiv.

In diesem einfithrenden Abschnitt kann ich leider nicht die projektive Gruppe erkldaren und
den projektiven Raum, auf dem sie wirkt. Das wire fiir diesen Paragraphen zu aufwendig. Aber
im eindimensionalen Fall méchte ich es doch tun, weil dann ndmlich noch zwei ganz interessante
Gruppen zu unserer Liste hinzukommen.

Dazu definieren wir die eindimensionale projektive Gruppe PGL(1,IK) als die Gruppe der
gebrochen-linearen Transformationen

ar +b

—, a,b,c,deIK.
cx+d

KU{oo} - KU{0}, z—
Hier miissen wir den Fall
ad —bc=0

ausschlieflen, weil sonst die gebrochen lineare Transformation eine konstante Funktion wére. Mit
dieser Einschrinkung bilden die gebrochen-rationalen Funktionen eine Gruppe: Falls

a1x + by axx + by
F = - - F _ s e
1) cix+dy’ 2( cox +dy’
dann ist
b
Fl(FQ(JL‘)) _ ay ngidz + bl . al(agaz + bz) + bl (621‘ + d2) - (a1a2 + blcg)l‘ + a1b2 + b1d2

@ Zjaﬁfé +d; ciag +bo) +di(cow +da)  (crag + dica)x + crby + dida

Die Koeffizienten in der Funktion Fj(F5(z)) sind genau die im Matrizenprodukt

aq bl . a9 bg _ a1as + blcg a1b2 + b1d2
¢ dp co do ciag +dicoy ciby +dide |
Jede gebrochen-rationale Funktion wird durch eine invertierbare 2 x 2-Matrix beschrieben, und

die Hintereinanderausfiihrung der gebrochen-rationalen Funktionen gehort zum Matrizenpro-
dukt. Dann ist klar, dass die Identitat

1-240
F = =
(z) == 0-z+1
zur Einheitsmatrix gehort, und die Umkehrung einer gebrochen-rationalen Funktion zur Umkehr-
matrix.
Affine Transformationen b
a-x
Flz)=ar+b= ———
(x) = ax 0z rl

sind spezielle gebrochen lineare Transformationen zu Matrizen der Bauart

(0 1)

So wird die eindimensionale affine Gruppe eine Untergruppe der projektiven Gruppe PGL(1, IK).



Nachdem wir uns jetzt auf den eindimensionalen Vektorraum K beschrinken, kénnen wir
seine Elemente als Zahlen in IK ansehen und das Teilverhéltnis als

r—Uu

TV (z;u,v) =

r—v

definieren. Das Teilverhéltnis ist unter projektiven Tranformationen nicht mehr invariant. Aber
es gibt auch dafiir eine Invariante:

Definition 0.3 Sind x,y,u,v vier verschiedene Zahlen in IK, dann heifit

rT—u Yy—u

DV (x,y;u,v) := pra iy —

thr Doppelverhéltnis.

Dass dieses Doppelverhéltnis in der Tat invariant unter projektiven Transformationen ist,
sieht man am einfachsten, wenn man seine Schreibweise der Matrizenrechnung anpasst. Dazu
gehen wir von der Zahl x € IK iiber zum Vektor

’r x 2
x—<1>€]K.

x:<$1> mit a9 #0
T

ordnen wir die Zahl x = z1/xg € IK zu. Der gebrochen linearen Funktion

Und jedem Vektor

b
Zj—i—i—_d entspricht so (Z 2)(?),

die Multiplikation mit der zugehorigen Matrix.

Wegen
det(x',u’) = ( :f Yf ) =z—u

konnen wir das Doppelverhéltnis umschreiben
T u Yy u
det( 11 ) det( 11 )
z v\ y v 7
det( 11 ) det( 11 )

und die Invarianz des Doppelverhéltnisses unter projektiven Transformationen folgt unmittelbar
aus dem Determinantenmultiplikationssatz.

DV (x,y;u,v) =



Jetzt gehen wir iiber zu IK = C. Die Matrizen

(

bilden eine Untergruppe der GL(2,C). (Das ist leicht nachzurechnen.) Die Transformationen
dieser Untergruppe fithren den komplexen Einheitskreis

(el
Qo

) € GL(2,0)

mit Determinante
aa —bb=1

zeC: |z] <1

in sich iiber: Fiir 2z < 1 ist wegen aa > bb

aa(l —zz) > bb(1—z%)
ad-2z+bb < bb-zZ+aa
ad-zZ+ab-z+ba-zZ+bb < bb-zZ+ab-z+ba-z+aa

az+b az+b ad-zzZ+ab-z+ba-z+ bb
b2+a bz+a  bb-zz4ab-z+ba-z+aa
< 1.

Diese Gruppe auf dem Einheitskreis ist die Gruppe der berithmten nicht-euklidischen Geometrie.

Aufgabe 0.1 Zeigen Sie: U € GL(2,1R) ist genau dann orthogonal, wenn
U:<C_S> oder U:<C 8)
s ¢ s —c

Aufgabe 0.2 Bestimmen Sie alle Bewegungen F : IR? — IR? mit F o F = 1dR2.

mit 2 + s = 1.

Aufgabe 0.3 Ist F :x — t+ U -x, U € O(2), eine Bewegung, so heifit x € IR? Fizpunkt von
F, wenn F(x) = x. Zeigen Sie:

a) Wenn det(U) = 1, dann ist die Menge der Fizpunkte von F entweder leer, ein einziger Punkt,
oder die ganze Ebene.

b) Wenn det(U) = —1, dann ist die Menge der Fizpunkte von F entweder leer oder eine Gerade.

Aufgabe 0.4 Zeigen Sie, dass das Teilverhdltnis TV (x;u,v) folgendermafen von der Reihen-
folge der drei Punkte x,u und v abhdngt:

x;u,v: TV x;vyu: 1/TV
wv,x: 1-1/TV wx,v: TV/(TV —1)
vix,u: 1/(1-TV) viu,x: 1-TV



Aufgabe 0.5 a) Zeigen Sie fiir je drei verschiedene Punkte x,u,v € IK
TV(x;u,v) - TV(u;v,x) - TV (v;x,u) = —1.
b) Zeigen Sie fiir je vier verschiedene Punkte x,u,v,w € IK

TV(x;u,v) - TV(x;v,w) - TV(x;w,u) = 1.

0.2 Affine Unterrdume

Wir betrachten Vektoren v € IK". Die Komponenten des Vektors v nennen wir v, (v =1,..,n),
also v = (v1, ..., Up).

Die Fundamentalaufgabe der linearen Algebra besteht darin, ein lineares Gleichungssystem
zu 16sen. Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat die Form

Jeder Untervektorraum V' C IK" ist der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems. Es gibt
somit zwei prinzipiell verschiedene Methoden, einen Untervektorraum V C IK" zu beschreiben:

o FEaxplizit, d.h., durch ein Erzeugendensystem vy, ..., vy
d
V={veK": v= Z vy, .., e}
pn=1

e Implizit, d.h. durch ein Gleichungssystem

V={veK": Zaﬁvy:Ofﬁruzl,...,m}.

v=1

Der Ubergang von einer impliziten Beschreibung zu einer expliziten Beschreibung eines Un-
tervektorraums besteht in der Losung des Gleichungssystems. Aber auch der Ubergang von
einer expliziten Beschreibung zu einer impliziten Beschreibung besteht in der Lésung eines ho-
mogenen Gleichungssystems: Sind nédmlich Erzeugende vq,...,vq € V gegeben, so sucht man
Zeilenvektoren ay, ..., a, die den Raum

{aeK": Z vppay, =0 fir p=1,...,d}

v=1

erzeugen.

10



Die Fundamentaloperationen beim Umgang mit Untervektorrdumen sind die Bildung des
Durchschnitts V3 NV5 und des Verbindungsraums V; + V5 zweier Untervektorrdume Vq, Vo C IK™.
Die Dimensionsformel

dim(Vi NVa) + dim(Vy + Vo) = dim(V1) + dim(Va)

gibt den Zusammenhang zwischen den Dimensionen dieser Raume.

Entsprechend der Beschreibung der Untervektorrdume Vi, Vs ist die Ermittlung von Durch-
schnitt oder Verbindungsraum entweder einfach (Zusammenfiigen der Gleichungen, bzw. Erzeu-
gendensysteme) oder fiithrt auf Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS):

Beschreibung ‘ inVvs Vi+V,
implizit einfach LGS
explizit LGS einfach.

Neben homogenen linearen Gleichungssystemen 16st man in der linearen Algebra auch inho-
mogene lineare Gleichungssysteme

n

v — —
Z avy =by, p=1,..,m.
v=1

Falls der Spaltenvektor b auf der rechten Seite # 0 ist, so ist der Nullvektor 0 keine Losung des
Systems, und die Losungsmenge V' kein Untervektorraum mehr. Man hat den Struktursatz: Die
Lésungsmenge V' des inhomogenen Systems erhdlt man, indem man zu einer speziellen Losung
t des inhomogenen Systems alle Vektoren aus dem Losungsraum VO des homogenen Systems
addiert:

V=t+Vi={t+v:veV'].

Den Losungsraum V' C IK" eines (homogenen oder) inhomogenen Systems nennt man affinen
Unterraum des IK", den zugehorigen Untervektorraum VY C K" mit V =t + VY nennen wir
den zugehdrigen parallelen Untervektorraum zum affinen Unterraum V. Die Dimension eines
affinen Unterraums ist die Dimension des zugehorigen Untervektorraums. Affine Unterrdume
der Dimension

0 Punkte,

1 Geraden,

2 heiBen ¢ Ebenen,
n—1 Hyperebenen.

Die Gerade durch die beiden Punkte u # v € IK" besteht aus allen Punkten
x=u+s-(v—u)=(1-su+sv, seclk

Diese symmetrische Beschreibung x = (1 — s)u+ sv einer Geraden verallgemeinern wir jetzt auf
affine Unterrdume beliebiger Dimension.

11



Satz 0.2 Fir eine Teilmenge A C IK" sind dquivalent:
i) A ist ein affiner Unterraum.
i1) Es gibt Punkte ag, ...,aq € IK" so, dass d > 0 und

A= {aoao +...tagag € K" : ag,...,ag € K,ag+ ... + ag = 1} .

ii1) A ist nicht leer und mit je zwei Punkten u # v € A gehort auch die ganze Gerade uv zu

A.

Beweis. i) = ii): Es sei A =t + A° ein affiner Unterraum mit dem dazu parallelen Unter-
vektorraum AY. Wir wihlen eine Basis vi,...,vq € A% Dann besteht A° aus allen Vektoren
X =c1Vvy + ... + ¢cqvyg, ¢1,...,cq € IK. Und A besteht aus allen Vektoren

t+x = t+cvi+...4+cgvyg
(l—c—.—ca)t+aa(vi+t)+...+cilvg+t)

= apag + a1a; + ... + aqay

mit
ag :t,a1 =V —I—t,...,ad = Vd+t, ag = 1—c — ... —C4,a1 = C1,...,0q9 = Cq.
ii) = iii): Seien u = Zg ugay v = Zlg vkay Punkte in A, wobei > up = > v = 1. Dann
gehort auch jeder Punkt

d d d
(I-s)ju+sv=(1-s) Zukak + stkak = Z((l — S)uy + svg)ay
0 0 0
auf der Geraden uv wegen
d d d
Z((l—s)uk—l—svk) = (1—8)2%—1—82% =(1l-s)+s=1
0 0 0

wieder zu A.
iii) = i): Sei t € A und A =t + A° mit

A’ ={x—t:xec A}

Zu zeigen ist, dass A° C IK™ ein Untervektorraum ist. Seien also x; — t,xo — t € A° mit
x1,%X3 € A. Fiir alle c1, co € IK miissen wir ¢;(x; —t) +c2(x2 —t) € AY beweisen, oder #quivalent

x:=t +01(X1 — t) + CQ(XQ —t) = (1 —C1 — Cg)t + e1x1 + coxo € A.

Falls ¢1 + ¢o # 0, kénnen wir schreiben

C C
X = (1—01 —02)t+(01+62) . <01_’i62X1—|— 01j02X2> .
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Nach Voraussetzung gehoren zu A

die Gerade und damit der Punkt
X1X9 y = Cl/(Cl + CQ)Xl + 02/(61 + CQ)XQ
ty x=(1—c1 —c)t+ (c1 + )y.
Falls aber ¢; + co = 0 ist, etwa ¢; = ¢ und ¢y = —c¢, so schreiben wir

1 1
x = (1= 2)t +2cx1) + S ((1 4 20)t — 2x).

Nach Voraussetzung gehoren die beiden Geraden tx; und txs zu A und damit auch die beiden
Punkte
vi:=(1—2c)t +2cx;, y2:=(1+2c)t— 2cxs.

Die Gerade y1y2 gehort ebenfalls zu A und damit der Punkt x = y1/2 + y2/2. U]
Definition 0.4 FEine Affinkombination von Punkten v, ...,vq € IK" ist eine Linearkombination
covo + ... +cgvqg mit cg,...,cq EIK und cog+ ... + cg = 1.

Diese Definition ermdoglicht uns etwas kiirzere Formulierungen: Eine Gerade L besteht aus
allen Affinkombinationenen von zwei verschiedenen Punkten aus L. Zu einem affinen Unterraum
A der Dimension d gibt es Punkte vg,...,vq € A so, dass A aus allen Affinkombinationen dieser
Punkte besteht.

Ebenso wie bei Untervektorrdumen stellt sich auch fiir affine Unterdume Vi, Vo C IK" die
Aufgabe, ihren Durchschnitt V4 N V5 und ihren Verbindungsraum (den kleinsten affinen Unter-
raum V C IK", der V; und V5 enthilt) zu bestimmen. Schlimmstenfalls fithren diese Probleme
auf lineare Gleichungssysteme, aber, weil sie jetzt inhomogen sind, brauchen sie nicht immer
l6sbar zu sein.

Wir wollen hier keine abstrakten allgemeinen Aussagen formulieren (hierzu s. etwa das Buch
von Fischer), sondern den wichtigsten Spezialfall betrachten: zwei Geraden

Li = {(z,y) € K*: a1z + by =1}
Ly = {(z,y) €K?: agx + boy = co}
in der Ebene. Die Bestimmung ihres Durchschnitts fithrt auf die Losung des inhomogenen Glei-
chungssystems
ar+by = ¢
ar + by = ca.

Ist die Koeffizientendeterminante ai1bs — asby # 0, so ist das System mit der Cramerschen Regel

losbar:
c1by — caby ajcy — ascy

a1by — agby arbe — asby’
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Ist die Koeffizientendeterminante allerdings = 0, so haben wir Probleme: Wir wollen ausschlie-
Ben, daf einer der Koeffizientenvektoren (a,,b,) = (0,0) ist. Dann verschwindet die Determi-
nante, wenn beide Geraden parallel sind. In diesem Fall ist der Durchschnitt leer, oder beide
Geraden stimmen iiberein.

Allgemein nennt man zwei affine Unterrdume Vi, V5, C K"

parallel, wenn ihre zugehorigen parallelen Untervektorrdume 3 I 9
VP und V3 gleich sind. !

Aber V1 NV5 kann auch dann leer sein, wenn V7 und V5 nicht /
parallel sind. Dann heiflen die affinen Unterrdume wind- . Ly
schief. So sind etwa die beiden Geraden L1 : z1 = 1,29 =0 )

und Ly : 9 = 1,253 = 0 im IK? windschief.
Im IR™ miissen wir unterscheiden zwischen der Gerade vgv; und der Strecke
Vvovi ={v=vop+c-(vi—vp): ceR,0<c<1}={v=vi+c-(vo—Vvi1): ceR,0<c<1}

zwischen v und vj. Diese Strecke kann man auch symmetrisch in vy und vy schreiben, als die
Menge
VoVi = {V =Xvop+ANvi:0< A, A eR, A+ A = 1}

der Konvexkombinationen von vy und vi.

Hat man m + 1 Vektoren vy, ..., v, € IR™, so heif3t die

V2
Menge
{V=XVo+ o+ A Vit Ao+ oo+ A = 1,0, > 0} Aovo + A1vi
+A2vy
der Konvex-Kombinationen, das von vy, ..., v,, aufge-
spannte Simplex. Dies Simplex ist ein echtes, m-— v v
dimensionales Simplex, wenn die m Vektoren vy — 0 ¢ !
v, ..., Vip — Vg linear unabhéngig sind. Ein zweidimen- W
sionales Simplex heifit Dreieck. 0 ﬁ()\ovo + Avi)

Aufgabe 0.6 Im IK? seien zwei Geraden gegeben, die Gerade L mit der Gleichung ax+by = c,
die Gerade M aufgespannt von den Vektoren (p1,p2) # (q1,q2). Wann sind L und M parallel,
wann sind sie gleich?

Aufgabe 0.7 Im IK? seien zwei Geraden gegeben, die Gerade L durch die Gleichungen
a1 + b1y + 1z =dy, asx + boy + coz = da,

die Gerade M aufgespannt von den Vektoren (p1,p2,ps) # (q1,92,q93). Wann sind L und M
parallel, wann schneiden sie sich?

Aufgabe 0.8 Die m Punkte ay, ...,a,, € IK" liegen genau dann auf einer Geraden, wenn
1 1 ... 1
Rang ( ) <2
a; Ay ... ap
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1 Euklidische Geometrie

In diesem ganzen Kapitel setzen wir IK = IR voraus, weil wir das euklidische Skalarprodukt im
IR™ benotigen.

1.1 Das euklidische Skalarprodukt

Aus der linearen Algebra brauchen wir die Vertrautheit mit dem ,,euklidischen* Skalarprodukt
auf dem Zahlenraum IR"™. Wir benutzen folgende Notation:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren

x = (21,...,%p) und y = (y1, ..., yn) € R"
ist
(X.y) = 21Y1 + .. + TpYn.
Die Ldnge oder Norm des Vektors x ist
I li= /(x).

Die bilinearen Eigenschaften dieses Skalarprodukts sind aus der linearen Algebra wohlbekannt.
Damit beweist man sehr schnell die

Polarisationsformel 2x.y) =l x+y P Ix|>P—y|?
Cauchy-Schwarz-Ungleichung  |(x.y)| <[[x || - || ¥ ||
Dreiecks-Ungleichung Ix+ylI<[|x|+]yl

Mit dem Skalarprodukt werden die beiden folgenden Grundgréfien definiert:
Der Abstand zwischen zwei Vektoren x und y € IR" ist

dx,y) =[x-y,
der Cosinus des Winkels /(x,y) zwischen zwei Vektoren x # 0 # y ist

__ (xy)
N FIR T}
Aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist die rechte Seite betragsméfig immer < 1, und
die Definition ist sinnvoll. Im IR? erhalten wir daraus (bis aufs Vorzeichen) den aus der Schule
bekannten Winkel zwischen zwei Vektoren.

Der Cosinus definiert den Winkel eindeutig bis auf das Vorzeichen. Anders ausgedriickt, wir
konnen mit Hilfe des Skalarprodukts nicht unterscheiden, ob wir den Winkel in Richtung von
x nach y oder umgekehrt, von y nach x messen. Unser Winkel ist ,,nicht orientiert“. Wenn wir
wollen, kénnen wir vereinbaren, dafl unsere Winkel nur die Werte zwischen 0 und 7 annehmen.

Der Cosinus ist = 0, falls das Skalarprodukt (x.y) = 0 ist. In diesem Fall sagt man, die
Vektoren stehen aufeinander senkrecht, x und y sind orthogonal. Fiir orthogonale Vektoren gilt
der bekannte Satz von Pythagoras:
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(xy)=0 =

X+Yy
y
[x+y|?* = x+y.x+y)
= (xx)+2xy)+(yy)
= [Ix[P+yl? | >

In dieser Form, als Aussage iiber Zahlen—n—tupel ist dieser Satz natiirlich eine Tautologie.
Dies entspricht keineswegs der enormen Erkenntnis, die der Satz auf dem Weg zur Entwicklung
der Geometrie bedeutete. Bei den Babyloniern und den alten Agyptern entstand die Geometrie
aus der Feldmessung, und es war natiirlich von groflem praktischen Wert, einen rechten Winkel
an einer Ecke eines Feldes herzustellen, und nichts anderes dazu zu benutzen, als eine Schnur,
auf der drei, vier, und fiinf gleichlange Stiicke markiert waren.

Wir kénnen diese Bedeutung des Pythagoras noch am ehesten ermessen, wenn wir sie als eine
Bestétigung dafiir sehen, daf§ die euklidische Geometrie die rdumlichen Verhiltnisse unserer Welt
mit ausreichender Prézision wiederspiegelt. Dies gilt natiirlich nicht fiir sehr grofie Distanzen,
wo die relativistische Geometrie zustéindig ist, und fiir sehr kleine Distanzen, wo man - soweit
ich weifl - noch nicht {iber eine zufriedenstellende Theorie des Raums verfiigt.

Irgendwie habe ich das Gefiihl, dass diese Formulierung des Pythagoras mit Hilfe des Ska-
larproduktes ein Betrug ist. Bei der Definition von || x || als Lénge steckt doch eigentlich die
Aussage des Pythagoras schon in der Definition drin. Oder was ist da sonst los?

Jeder Untervektorraum V' C IR™ besitzt ein orthogonales Komplement
Vi={wecR": (w.v) =0 fiir alle v eV},

Auch wenn V' C IR” ein affiner Unterraum ist, kann man ein orthogonales Komplement definie-
ren, allerdings erst nach Auswahl eines Fulpunktes vo € V:

V4i(vo) = {w € R": (w—vo.v—vg) =0 fiir alle v e V}.

Falls V0 ¢ IR™ der Untervektorraum parallel zu V ist, dann ist V=vq + V? und V+(vq) =
vo + (Vo)l.

Behauptung. Zu jedem affinen Unterraum V C IR™ und jedem Vektor w € IR™ gibt es genau
einen Fufpunktvektor vo € V mit w € V+(vq).

Beweis. Eindeutigkeit: Sei w € V1 (vg) und w € V+(vy). Dann sind V+(vg) und V+(vq)
zwei parallele affine Unterrdume (beide sind zum Untervektorraum (V°)+ parallel) und haben
nichtleeren Durchschnitt (beide enthalten den Vektor w). Deswegen stimmen sie tiberein. Daraus
folgt

(vi}=VnVEiv) =vVnVit(vy) = {vo}.

Existenz: Essei V=t +V%und w —t = v+ v/ mit v e V0
und v/ € (V9)L. Dann ist

w=(t+v)+v € Vi(vy)

mit vg :=t + v. L]
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Durch die soeben bewiesene Behauptung wird also zu jedem Vektor w € IR" eindeutig ein
Vektor vy € V definiert. Dieser Vektor vy hat die Eigenschaft, dafl fiir alle Vektoren v € V' gilt

Iw—v[* = ((w=vo) = (v—v0)).((W—vo) = (v —v0)))
= [lw—vo [*=2((w = vo).(v = vo) + | v—vo |
= |w—vo P+ v—vol? (weil w — vo € VE(vp) und v — vg € V)
> ||w—vo |? falls v # vo.

Somit ist vg derjenige Vektor in V', der den kleinsten Abstand zu w hat. Dieser kleinste Abstand
|| w—vq || heiBt der Abstand des Punktes w vom affinen Unterraum V.

Man nennt die Abbildung w +— vq auch die Orthogonalprojektion des IR™ auf den affinen
Raum V.

Beispiele: 1) Wir berechnen die Orthogonalprojektion v eines Vektors w € IR™ auf eine
implizit gegebene Hyperebene
H: (nx)=c

des IR™. Das orthogonale Komplement H' wird von n aufgespannt. Deswegen ist vo = w + tn,
wo der Koeffizient t € IR durch

voe H, dh (nw+in)=c

bestimmt ist. Es folgt

=g vemwy O,
[ ] [ ]
Der Abstand des Vektors w von der Hyperebene H ist
¢ = (wn)|

2) Die Orthogonalprojektion v eines Vektors w auf eine explizit gegebene Gerade
L: {Avi+(1-=Xva, A€ R}
kann man wie folgt ausrechnen: Es ist vo = Avy + (1 — A)vy mit

(W—vg.vi—vy) = 0
Vo.V] — Vg)

(
()\Vl + (1 — )\)Vg.vl — Vg)

)\(Vl.Vl — Vg) + (Vg.Vl — Vg) — )\(Vg.Vl — Vg)

(W.vy — vo)

(V2.V1 — Vg) + )\(Vl —Vo.V] — Vg),
(W—va.vi—Vva) = A|vi—vy H2
(W —va.vy — Va)

N =
| vi—wva |2
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Daraus folgt

| vi—va | —(w—vovi — V)

1-A =
| vi—va |2

(Vi — w.vy — Vva)

| vi—v2 |2
(W —vi.vy — V)

| vo —v1 2

(Dies hétte man auch durch Vertauschen von v; und vy gesehen.) Die Orthogonalprojektion ist

W — V3.Vl —V W — V1.V —V
2-V1 2) . ) 1-V2 1

Vo = *Va.

| vo — vy ||? | vi—va |?

Speziell fiir eine Gerade durch den Nullpunkt mit Richtungsvektor v wird daraus, indem wir

vi =0, vo = v setzen

~ (w.v)
| v []?

Vo * V.

Ist v € V die Orthogonalprojektion von w € IR" in den affinen Unterraum V C IR", so
gehort mit w — vo auch der entgegengesetzte Vektor —(w — vg) zu V+(vg). Der Vektor

vo— (W—vy)=2vp—w

hat von V' denselben Abstand || w — v || wie w. Nur liegt er auf dem Projektionsstrahl von w
nach vq ,auf der anderen Seite* von V. Dieser Punkt heiflit der an V' gespiegelte Punkt w und
die lineare Abbildung IR? — IR?

Wi 2V — W

heifit die Spiegelung an dem affinen Unterraum V.

Beispiel. Die Spiegelung an der Hyperebene H : {x: (n.x) =0} C W
IR" ist die Abbildung
Wr—>w—2(w'n;- Vo
[

2vp — W

Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie den Abstand eines Punktes w = (wy,ws) € IR? von der Geraden
a1z, + asxo = 0.

Aufgabe 1.2 Im IR? seien zwei Geraden gegeben

L:x+R-v, M:y+R- -w.
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Zeigen Sie, dass deren euklidischer Abstand

1
d= ——(VxXwx—Yy)
v >xw |

18t.

Aufgabe 1.3 Bestimmen Sie die Orthogonal-Projektion vy des Vektors w = (1,1,1,1) in den
affinen Unterraum

Vivi—ax9o+axs+ax4=-2,21+x0—234+24=206
des R*.

Aufgabe 1.4 Es seien L1 = {ta: t € R} und Ly = {tb : t € R} zwei Geraden in der Ebene
IR? und Sy, bzw. Sy die Spiegelungen an diesen Geraden. Zeigen Sie:

5159 = 5251 & entweder Ly = Ly oder (a.b) = 0.

1.2 Abstinde, Winkel, Flichen

Die folgenden geometrischen , Konstruktionen“ in der Ebene IR? sind invariant gegeniiber der
Bewegungsgruppe der Ebene, und gehéren - nach Felix Kleins Prinzip - deshalb zur euklidischen
Geometrie:

Konstruktion von zu gegebenen

Verbindungsgerade | zwei verschiedenen Punkten

Schnittpunkt zwei verschiedenen, nicht parallelen Geraden
Lot Punkt und Gerade

Mittelpunkt zwei verschiedenen Punkten
Winkelhalbierenden | zwei verschiedenen, nicht parallelen Geraden

Das bedeutet, dass zu gegebenen Objekten (z.B. zu zwei verschiedenen Punkten) ein eindeutig
bestimmtes Objekt in der Ebene (z.B. die Verbindungsgerade) existiert, und dass die Beziehung
zwischen Ausgangsobjekten und konstruiertem Objekt sich unter einer Bewegung nicht dndert.

Bei den ersten vier, oben angegebenen Konstruktionen ist dies klar. So erhélt man z.B. das
Lot von einem Punkt x € IR? auf eine Gerade L C IR? als orthogonales Komplement L*(y), wo
y € L das Bild von x unter der Orthogonalprojektion auf L ist.

Nur bei der Winkelhalbierenden ist dies nicht so ganz klar, vor allem deswegen, weil wir
den Winkel zwischen zwei Geraden nur auf dem Umweg iiber die transzendente cos-Funktion
definieren kénnen.
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Wir wollen die Winkelhalbierende aber auch nicht iiber den halben Winkel definieren, sondern
wie folgt: Seien L, M C IR? zwei Geraden mit Schnittpunkt t. Seien a, b Vektoren gleicher Linge
(z.B. Einheitsvektoren), derart, dass t, sowie die Punkte t + a und t + b die beiden Geraden
aufspannen:

t+ael, t+bel

Der Mittelpunkt der Strecke zwischen t + a und t + b ist dann t + (a + b)/2. Und die Verbin-
dungsgerade von t mit diesem Mittelpunkt soll die Winkelhalbierende sein. Dies ist natiirlich
die Gerade t + IR - (a+ b).

Damit ergeben sich aber sofort zwei Probleme:

a) Existenz: Die Verbindungsgerade existiert nur, wenn t nicht mit dem Mittelpunkt t +
(a + b)/2 zusammenfillt. Die Konstruktion geht also genau dann schief, wenn b = —a ist.
Dann fallen aber die beiden Geraden L und M zusammen. Wir kénnen sagen, dass dann die
Winkelhalbierende nicht existieren soll. Wir kénnen aber auch den konstruktiveren Standpunkt
einnehmen, dass sie dann das orthogonale Komplement L*(t) sein soll.

b) Eindeutigkeit: Der Vektor —b spannt dieselbe Gerade M durch t auf wie b. Benutzen wir
diesen Vektor, so wird die Winkelhalbierende die Verbindungsgerade von t mit t + (a — b)/2.

Wegen
(3@+blga=b) =5 (1al* ~@b) + bay- | b]7) =0

stehen die beiden moglichen Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht. Wieder kénnen wir zwei
Standpunkte einnehmen. Entweder sagen wir: So ist es halt im Leben, zu zwei sich schneidenden
Geraden gibt es immer zwei Winkelhalbierende. Oder wir sagen, etwas konstruktiver, die Win-
kelhalbierende ist eben nicht durch die beiden Geraden allein bestimmt, sondern auch durch die
Auswahl der aufspannenden Vektoren, die einen Winkelraum zwischen den Geraden festlegen.

Behauptung: Die Vereinigung beider Winkelhalbierenden t + 1R - (a+b) und t + IR - (a —b)
ist der ,geometrische Ort“ aller Punkte w € IR?, die von den beiden Geraden L und M gleichen
Abstand haben.

Beweis. Da die Aussage unter Bewegungen invariant ist, nehmen wir der Einfachheit halber
t = 0 an. Der Abstand von w zu L ist der Abstand zur Orthogonalprojektion

(w.a)

YT e
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also (Pythagoras)

2 _(w.a)2
la

und &hnlich fiir M. Der Vektor w hat denselben Abstand zu L und M, falls

Iw—wr [>=] w|? — | wr =] w

(w.a)? = (w.b)?, (w.a) = £(w.b), (w.(axb))=0.

Dies heifit, w liegt im orthogonalen Komplement der beiden Geraden, die durch die beiden
Vektoren a+ b aufgespannt werden. Dies sind aber gerade die beiden Winkelhalbierenden. Und
diese stehen aufeinander senkrecht. L]

Zwei Punkte z,y € IR haben den Abstand |y — z|. Dies ist die Lénge |[z,y]| des Intervalls
[zl ={reR:z<r<y}
allerdings nur, wenn z < y ist. Sonst muss man némlich das Intervall anders schreiben:
y,z] ={reR: y<r<z}

Die Darstellung
{r=0-t)-z+t-y: 0<t<1}

ist dagegen unabhiingig davon, ob & < y oder y < x ist. Genauso unabhéngig davon ist der
Abstand |y — z|.

Die Differenz (ohne Absolutstriche) y — x hat ein Vorzeichen. Dieses Vorzeichen misst, in
welcher Richtung der Punkt

r:m—l—t-(y—m):(l—t)-a:—i—t-y, tE[O,l]

dieses Intervall durchlduft. Ist y —x > 0, so lduft der Punkt r von links nach rechts, andernfalls
von rechts nach links. Man nennt diese Durchlaufrichtung eine Orientierung des Intervalls und
die Zahl y — x die orientierte Linge des Intervalls.

Der orientierte Abstand bestimmt die Koeffizienten A,y einer Affinkombination

x=Mda+pubelR" I+pu=1,
im folgenden Sinn: Es ist
x—a=A—-1a+(1—-Ab=pu(b-—a),

x—b=MXa+ (p—1)b=X\a-—Db).

Daraus folgt
[x—b|
Al = , lul
[a—b

_lx-al
la=b]

Das Vorzeichen von ) ergibt sich daraus, ob die Strecken xb und ab gleichgerichtet sind oder
nicht.
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In der Analysis-Vorlesung verallgemeinert man die Lénge eines eindimensionalen Intervalls
[a,b] C IR auf das n-dimensionale Mafl (Volumen) einer Menge im IR". Der Ausgangspunkt ist
dabei, dass ein Quader

Q={xelR": a1 <z <by,.cc,an <zp <by}
im IR™ das n—dimensionale Volumen

‘Q| = (bl — al) et (bn — an)

hat, bzw. haben soll. Andere Mengen als Quader schépft man irgendwie durch Quader aus, iiber
deren Volumina man dann summiert. Falls diese Mengen krumme, oder auch nur schiefe, Rander
haben, geht das nicht anders als mit einem Grenzprozess.

Der erste Mathematiker, der Volumina durch Grenzprozesse ausrechnete, war wohl Archi-
medes. Er tat dies, obwohl Grenzprozesse dem Wesen der griechischen Mathematik total fremd
waren, und erst eineinhalb Jahrtausende spéter langsam hoffahig wurden, nachdem gentigend
Engel auf einer Nadelspitze getanzt hatten. Jedenfalls rechnete Archimedes die Fliche eines Krei-
ses, und das Volumen einer Kugel mit einer Prizision aus, die allen praktischen Anforderungen
geniigte. Natiirlich ist das euklidische Geometrie, uns fiihrt dies aber zu weit. Wir wollen das
Volumen krummliniger Figuren nicht behandeln. Aber das Volumen eines Parallelotops wiirden
wir schon gerne berechnen.

Ein Parallelotop im IR™ wird von n Vektoren ay, ..., a, € IR" aufgespannt, es ist die Menge
P(aj,...ay) = {x=M\X1 + ... + A\pyXp, 0< A, < 1}

Wegen der schiefen Rénder ist es schwierig, das Volumen durch ein mehrfaches Integral auszu-
rechnen. Es gibt noch zwei andere Methoden:

a) Das Cavalierische Prinzip (siehe z.B. Koecher): Man macht Induktion iiber die Dimen-
sion n. Mit dem Cavalierischen Prinzip zeigt man, dass das n-dimensionale Volumen
|P(ai,...,a)| das Produkt aus dem (n — 1)-dimensionalen Volumen |P(ay,...,a,_1)| mit
dem Abstand des Punktes a,, von der Hyperebene ist, die von den n—1 Vektoren ay, ...,a,_1
aufgespannt wird.

b) Man zeigt, dass das Volumen dieselben Eigenschaften wie der Absolutbetrag |det(ay, ..., a,)|
der Determinante aus den Spaltenvektoren ag, ..., a, hat.

Das Resultat ist immer das gleiche:

|P(ay,....,a,)| = |det(ay, ..., a,)]|.

Beispiel: Das Parallelogramm im IR?, das von zwei Vektoren a und b aufgespannt wird, hat
nach der Determinantenformel die Fliche

|det(a, b)| = |a1b2 — (12b1|.
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Wenn man die Produktformel Grundseite x Hohe benutzt, erhéilt man

Grundseite || a
Hohe = Abstand von b zur Geraden IR - a
(b.a)
= [[b—o—53all (1.2)
[ al?
b.a)?
= fio e -t )2
= [ b] \/
o1\~ R e
2
Fliche — [la|l-|b]- \/ )
| a || | bl

Beide Ergebnisse stimmen {iberein, dazu quadrieren wir:

(a.b)?

Ha||2'||b||2'<1——
Fa?-[Ib?

)

= al* b ]*—(ab)?

(ai +a3) - (b +b3) — (a1by + asbz)?
a%bQ + a262 - 2(11(12b1b2
(a1b2 — agbl) .

Natiirlich miissen wir checken, dass das Volumen des Parallelotops ein Begriff der euklidi-
schen Geometrie, d.h., unter Bewegungen invariant ist. Bei einer Translation ist das klar: Auch
wenn der Anfangspunkt des Parallelotops nach einer Translation nicht mehr der Nullvektor
ist, sondern irgend ein Verschiebungsvektor t € IR", bleiben die aufspannenden Vektoren doch
die gleichen. Bei einer orthogonalen Transformation folgt das einfach aus dem Determinanten—

Multipliktionssatz:

PU(ay),....,U(ay))
|det(U(ay), ..., U(ay,))]
|det(U - (a1, ..., an))|

|det(U)| - |det(ay, ..., an)|
£ 1] [Plag, - an)]

Jetzt wird es allerdings Zeit, sich einige Gedanken iiber die Absolutstriche am Volumen

zu machen, genauer iiber die Rolle des Vorzeichens, das aus der Volumenformel det(ay, ...

=

kommt, wenn man diese Absolutstriche wegléisst. Wenn wir am Parallelogramm, das von den
Vektoren a und b aufgespannt wird, die Reihenfolge der Vektoren vertauschen, &ndert sich das

Vorzeichen der Determinante:
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det(a,b) > 0 det(b,a) <0

positiv orientiert negativ orientiert

Man interpretiert dies so, dass die Determinante (ohne Absolutstriche) ein orientiertes Vo-
lumen ist. Was das allerdings sein soll, ist schwer zu erkldren. Im Eindimensionalen, bei einer
Strecke, ist es die Durchlaufrichtung. Beim Parallelogramm ist es die Durchlaufrichtung des
Randes. Die Orientierung eines n-dimensionalen Volumens ist die Orientierung seines Randes,
der die Dimension n — 1 hat. So kann man den Begriff der Orientierung in der Dimension n auf
diesen Begriff in Dimension n — 1 zuriickfiihren.

Nach diesem Exkurs miissen wir noch einmal auf die Flichenformel fiir das Parallelogramm
zuriickkommen. Wir schreiben sie

(ab) \?
s =lal 11 (Y
Falfl- b
Wenn wir an die Definition von cos/(a, b) denken, erkennen wir unter der Wurzel den Ausdruck

1 — cos®/(a,b).

Jeder weifs:
1 — cos?(a) = sin(a),

nur, wie ist es mit dem Vorzeichen? Es stimmt! Wenn die Determinante det(a,b) positiv ist,
dann ist der Winkel o = /(ab) mathematisch positiv orientiert. Wir kénnen die Flachenformel
fiir das Parallelogramm also schreiben:

F =det(a,b) =||a | -| b| -sin/(a,b).

Diese Formel konnen wir auch auffassen als eine Definition von sin/(a,b): Bis auf das Vor-
zeichen wird sin(«) festgelegt durch

sin®(a) = 1 — cos*(a).
Oben haben wir ausgerechnet
det(a,b)* =| a|®- | b [* (1 - cos®/(a,b)).

Und das Vorzeichen von sin/(a,b) wird festgelegt durch das Vorzeichen der Determinante
det(a,b).
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Zu bemerken ist, dass diese Methode, den Sinus zu definieren, nur in der Ebene funktioniert.
Die Ebene IR? hat eine natiirliche Orientierung (die mathematisch positive). Diese vererbt sich
auf Winkel zwischen zwei Vektoren in der Ebene. Die Ebene, welche zwei Vektoren a,b €
IR™,n > 3, aufspannen hat keine solche natiirliche Orientierung. Das &duflert sich auch darin,
dass det(a,b) fiir Vektoren im IR",n > 3, nicht sinnvoll zu definieren ist, jedenfalls nicht mit
Vorzeichen.

Orientierte Winkel kann man addieren. Und dann kann man den Satz beweisen:

Satz 1.1 (Winkelsumme im Dreieck) Die drei Winkel in einem Dreieck addieren sich zu
m = 180".

Beweis. Ein gestreckter Winkel ist
ein Winkel w zwischen einem Vektor
a und dem Vektor —a. Deswegen ist

cos(w) = —1, sin(w) = 0.

Daraus folgt w =  fiir den gestreck-
ten Winkel.

Winkel zwischen parallelen, gleich-
gerichteten Vektoren sind gleich.
Wendet man dies auf die nebenste-
hende Figur an, so folgt die Behaup-
tung. L]

Ein Parallelogramm setzt sich zusammen aus zwei kongruen-
ten Dreiecken mit den Seitenléngen a =|| a || und b =|| b ||.
Dies fiihrt auf die Formel fiir die Fliache des Dreiecks

1

in'a-b-sin(a),

wie sie aus der Schule bekannt ist.
Natiirlich ist eine Fliche in der Schule immer positiv, nicht orientiert. Vom Vorzeichen des

Sinus in dieser Formel sieht man meist ab.

Wir haben bisher stillschweigend eine Ecke des Dreiecks, oder des Parallelogramms in den
Nullpunkt gelegt. Dadurch ist beim Dreieck eine Ecke ausgezeichnet. Man braucht das nicht zu
tun. Es gibt fiir die orientierte Fliche eines Dreiecks a, b, ¢ im IR? die folgende, in Bezug auf die
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Ecken symmetrische Formel
1 1 11
F = —det
9¢ < a b c )
in Form einer 3 x 3-Determinante. Zieht man eine Spalte der Determinante, etwa die erste, von
den anderen ab, so berechnet man sie zu

1 0 0
det< a b_a c_a>—det(b—a,c—a).

Das ist die alte Formel, wenn man a als Nullpunkt nimmt.
Fiir drei Vektoren x1,Xs,x3 im IR? mochte ich jetzt abkiirzen

[x1,X2,X3] 1= det < L ) ,

X1 X2 X3

das ist also die doppelte Flidche des Dreiecks, dessen Ecken diese drei Vektoren sind. Ich m&chte
nédmlich damit die Koeffizienten einer Affinkombination

X = T1X1 + T2X2 + T3X3, T1 + T2 + 13 =1,

T3

interpretieren. Dazu bedarf es nur der Rechnung

[X,X2,X3] = det( 1 L1 )

T1X1 + ToXo + I3X3 X X3

_ det( 1 1)
Ir1X1 X9 X3

= I1- [Xl,Xg,X3]-
Wir sehen
[X7 X27X3] _ FA(X7x27X3)

[Xh X2, XS] FA(X1 ,X2,X3)

Ir1 =

ist die Fliache des von x, xo,x3 aufgespannten Dreiecks ausgeteilt durch die Fliache des Dreiecks
mit den Ecken x1,x2,x3. Und das gilt sogar mit Vorzeichen!

26



Ich mo6chte hier noch eine andere elementare Formel fiir die Dreiecksfliche angeben, weil sie
sich sehr leicht auf die Formel

4-FX =[la|?- | bl sin’/(a,b)

zuriickfiithren lidsst. Es ist also eine Formel fiir das Quadrat der Dreiecksfliche, d.h. fiir die
nicht-orientierte Fliche.

Dazu geben wir uns eine Dreieck in der Ebene durch seine drei Ecken a, b, ¢ vor und fiithren
die folgenden Konventionen ein:

e Die Lénge einer Dreiecksseite bezeichnen wir mit dem Kleinbuchstaben, der zur gegeniiber-
liegenden Ecke gehort, also

a=[b-cl,b=[lc-al, c=[la=Db].
e Die Winkel an den Dreiecksecken bezeichnen wir wie iiblich mit den griechischen Klein-
buchstaben, also sind die Winkel «, 3,y der Reihe nach die Winkel bei a, b, c.
e Den halben Dreiecksumfang bezeichnen wir nach Euler wie iiblich mit s, also

a+b+ec
5 .

S =

Satz 1.2 (Heronische Formel) Das Quadrat der Dreiecksfliche ist

F =s(s—a)(s—b)(s—c).

Beweis. Wir wissen

Nun gilt der sogenannte Cosinus-Satz
¢ =la—b P=| (a—c) — (b — c) [>= b + a? — 2ab- cos(y),

oder )
a-b-cosy= §(a2 + b2 — ).

Damit wird
1
a® - b?-(1—cos®y) = a®-b*— Z(a2 + b? — )2
1
= Z(4a2b2 —(a®+ b2 - *)?)
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1
= Z(Qab + a2+ 0% —?)(2ab — a® — V* + )
1

= 4((a+0)” = )(c* = (a—b)?)
_ i(a—l—b—i—c)(—a—l—b—l—c)(a—b—l—c)(a—l—b—c)
= 4-s5-(s—a)-(s=b)-(s—c). [

Aufgabe 1.5 Fiir zwei Vektoren a,b € R? werde definiert: [a,b] := a1by — agby. Zeigen Sie
[a,b,c] = [a,b] + [b,c] + [c.al.

Aufgabe 1.6 Die drei Punkte a,b, c € IR? seien nicht kollinear, und die Punkte a’,b’, ¢’ € IR?
seien gegeben als Affinkombinationen

a = Ma+ub+rvic,
b’ = Xsa+ psb + voc,
¢ = Xsa+pusb+sc

mit \; + p; +v; =1 firi =1,2,3. Zeigen Sie

A v
Froicrvra 1 M1 1
Fa@p.e) A3 p3 V3

Aufgabe 1.7 Zeigen Sie: Ein Dreieck wird durch jede Seitenhalbierende in zwei Teildreiecke
gleicher Fliche zerlegt.

Aufgabe 1.8 Zeigen Sie: Die Fliche eines Polygons im IR? mit den Ecken ay,as, ...,a, ist
1
5 HalaaQ] + [a27a3] + o+ [an—laan] + [anaal]‘ .

Aufgabe 1.9 Zeigen Sie: Fir die Fliche F des Dreiecks mit den Seiten a,b,c gilt

0 1 1 1
1 1 0 & b

2 —_— ——
F* = 16det L 2 0 a
1 v a2 0
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1.3 Dreiecke

Hier behandeln wir noch einmal die merkwiirdigen Punkte und Linien am Dreieck. Das Wort
,merkwiirdig® entstammt hier dem Sprachgebrauch des vorletzten Jahrhunderts. Es bedeutet
soetwas wie bemerkenswert. Heute bezeichnet dieses Wort ja etwas, das ungewohnlich, geradezu
komisch ist. Das ist, historischem Sprachgebrauch folgend, hier nicht gemeint. Es handelt sich
um die folgenden vier Arten merkwiirdiger Linien:

Die Seitenhalbierenden sind die Geraden, welche eine Dreiecksecke mit dem Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seite verbinden.

Die Mittelsenkrechte May, auf einer Strecke ab ist die Gerade durch den Mittelpunkt (a+b)/2
dieser Strecke senkrecht zur Geraden ab. Ist n ein Vektor senkrecht auf b — a, so wird My, also
parametrisiert durch

1
§(a +b)+R-n.
Fiir jeden Punkt

1
x:§(a+b)+t-n€Mab

ist der Abstand zu a und b gleich: Nach Pythagoras gilt
1
Ix—al*=#|n|*+3 [b-al’=[x-b]*.

Davon gilt auch die Umkehrung: Aus || x —a ||=|| x — b || folgt

Ix—al® = [x=b]|?
Ix|* —2(xa)+[lal* = [x[*—2(xb)+ b |?
2b—ax) = [[b|?~|al’
= (b—a.b+a),
1
(x.b—a) = (§(a+b) b —a),
1
X — §(a+b) 1l b-a

Die Mittelsenkrechte My, ist der geometrische Ort aller Punkte, die von a und b denselben
Abstand haben.

Die Winkelhalbierenden halbieren die Dreieckswinkel. In 1.2 haben wir die beiden Winkel-
halbierenden zu zwei sich schneidenden Geraden betrachtet und sie als geometrischen Ort aller
Punkte charakterisiert, welche von diesen beiden Geraden denselben Abstand haben. Unter einer
Winkelhalbierenden am Dreieck versteht man allerdings nur die Geraden, welche durchs Innere
des Dreiecks gehen. So hat die Winkelhalbierende durch die Ecke a den Richtungsvektor

b—a c—a
[b—al [c—al

Die andere der beiden Winkelhalbierenden durch a heifit jetzt Halbierende der Nebenwinkel.
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Die Héhe H, im Dreieck abc ist das Lot von der Ecke a auf die Gegenseite bc.

In der Schule lernt man auch den

Satz 1.3 (Schnittpunktsatz) An einem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechten der Drei-
ecksseiten, die Winkelhalbierenden der Dreieckswinkel, die Hohen und die Seitenhalbierenden je
i etnem Punkt m,w, h bzw. s.

Ich mochte diese vier Aussagen auf zwei Arten beweisen, synthetisch (= ohne Rechnung)
und analytisch (= algebraisch), um einmal die Unterschiede beider Methoden klarzumachen.

Synthetische Beweise. Mittelsenkrechte: Die Mittelsenkrechte M,y ist der geometrische Ort
aller Punkte, die von a und b denselben Abstand haben, ebenso wie die Mittelsenkrechte My,
der geometrische Ort aller Punkte mit gleichem Abstand von b und c ist. Der Schnittpunkt
m = My N My hat also den gleichen Abstand zu allen drei Ecken a, b und c. Deswegen liegt
er auch auf der Mittelsenkrechten Mc,.

Winkelhalbierende: Alle Punkte auf der Winkelhalbierenden W, haben denselben Abstand
von den Dreiecksseiten b und ¢, alle Punkte auf W}, denselben Abstand von den Seiten ¢ und a.
Thr Schnittpunkt w hat deswegen denselben Abstand von den Seiten a und b. Er liegt auf einer
der beiden Winkelhalbierenden zu den Geraden a und b. Weil er von der Ecke ¢ aus ins Innere
des Dreiecks zeigt, liegt er auch auf der Winkelhalbierenden W,.

Héhen: Die Hohen haben wir nicht als einen geometrischen Ort charakterisiert. Ein Beweis
wie bei Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden ist deswegen nicht offensichtlich. Und das
ist genau der Punkt bei der synthetischen Methode: Man muss sich was einfallen lassen. Und
zwar ziehen wir durch die Ecke a die Parallele o’ zur Gegenseite a, durch b die Parallele v’
zur Seite b und durch c die Parallele ¢ zur Seite c. Wir erhalten Schnittpunkte a’ = o' N
d,b'=cdnNd und ¢/ = a’ N¥. Es sind drei neue Dreiecke ab’c, a’'be und abc’ entstanden, die
alle drei parallele Seiten zu den urspriinglichen Dreiecksseiten a,b,c haben, und in einer Seite
mit dem urspriinglichen Dreieck i{ibereinstimmen. Alle drei neuen Dreiecke sind kongruent zum
Ausgangsdreieck. Daraus folgt: a ist die Mitte der Strecke b’c/, b die von a’c’ und ¢ die von
a’b’. Die Hohen des Ausgangsdreiecks sind deswegen die Mittelsenkrechten des grofien Dreiecks
a’b’c’, und schneiden sich damit in einem Punkt.

b/ C a/
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Seitenhalbierende: Wir benutzen einen Teil der letzten Zeichnung:

a

Seien s, und s; die Mitten der Seiten a und b, und sei s der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
S, und Sp. Wir drehen das Dreieck abe um 180° um den Punkt s, und iiberfiithren es so in das
kongruente Dreieck a’bc. Dabei geht die Seitenhalbierende S, in sich selbst iiber, wihrend die
Seitenhalbierende Sy in die Gerade durch c parallel zu Sy gedreht wird. Der Schnittpunkt dieser
Geraden mit S, sei der Punkt s’. Das Dreieck ab’c ist dhnlich zu abs, mit dem Streckungsfaktor
2. Deswegen ist

| —af=2lls—a| uwd |s—s|=lls—al.

Wegen der Kongruenz ist
I's"—sall=lsa—sl.
Es folgt

[s—al=2]s—=sa|.

Der Schnittpunkt s von S, mit S, teilt die Strecke as, im Verhéltnis 2 : 1. Ganz analog kénnte
man das mit dem Schnittpunkt von S, mit S, beweisen. Also stimmen beide Schnittpunkte
iiberein, und alle drei Seitenhalbierende schneiden sich in einem Punkt. U]

Analytische Beweise. Mittelsenkrechte: Die Mittelsenkrechte My, ist die Menge aller Punkte
X mit

1
x—=(a+b) L a-—b,

2
(x.a—b) = %(a—kb.a—b)
= Slal? =1 P,

Die Gleichungen aller drei Mittelsenkrechten sind also

(xa-b) = lal’~[b]?),
(xb-c) = S(bIE=lel?),
(xe-a) = sllcl”~lecl).

Summiert man alle drei Gleichungen, so entsteht die immer richtige Gleichung 0 = 0. Anders
ausgedriickt: Die Summe von zweien dieser Gleichungen ist, bis auf das Vorzeichen, die dritte
Gleichung. Erfiillt ein Punkt x zwei der Gleichungen, so auch die dritte.
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Winkelhalbierende: Zwei gleichlange Vektoren auf den beiden von a ausgehenden Dreiecks-
seiten, mit der richtigen Orientierung sind (b —a)/c und (¢ — a)/b oder auch v = b(b — a) und
w = ¢(c — a). Die Winkelhalbierende W, enthélt deswegen alle Punkte

a+th-(b—a)+tc-(c—a)=(1—th—tc)-a+tb-b+tc-c, telR.

Fir

B 1
a+b+c
erhilt man insbesondere den Punkt
1
w=——-—-(a-a+b-b+c-c).
at+b+c

Dieser Punkt ist sehr schén symmetrisch in Bezug auf die Notation der Ecken und Seiten des
Dreiecks. Deswegen liegt er auch auf den Winkelhalbierenden M}, und M.
Héhen: Der Punkt x liegt genau dann auf der Héhe H,, wenn (x—a) L (b—c). Die Gleichung
dieser Hohe ist deswegen
(x—a.b—c)=0.

Die Gleichungen aller drei Hohen

(x.b) — (x.c) = (a.b)—(a.c),
(x.c) — (x.a) = (b.c)— (b.a),
(x.a) — (x.b) = (c.a)—(c.b),

addieren sich wieder sehr schon zur Gleichung 0 = 0. Wie bei den Mittelsenkrechten folgt daraus,
dass sich auch die drei Hohen in einem Punkt schneiden.

Seitenhalbierende: Der Mittelpunkt s, der Strecke bc ist 1(b+c). Auf der Seitenhalbierenden
S, liegen deswegen alle Punkte

1-A
)\-a—I—T(b—I-C).

Setzt man hier A := 1/3, so sieht man: der Punkt

1
S = g(a +b+c)
liegt auf der Seitenhalbierenden S,. Die Formel ist symmetrisch in Bezug auf die Ecken des
Dreiecks, deswegen liegt s auch auf den beiden anderen Seitenhalbierenden. L]

Der analytische Beweis ergab eine Formel fiir s und w, nicht aber fiir die beiden ande-
ren Schnittpunkte. Eine solche Formel fiir den Hohenschnittpunkt ldsst sich unter Verwendung
der Tangens-Werte der Dreieckswinkel leicht angeben. Um Schreibarbeit zu sparen, und der
Ubersichtlichkeit halber, (oder wie eine Studentin im nichtvertieften Studiengang es einmal for-
mulierte: weil die Formeln sonst nicht in eine Zeile passen) mochte ich abkiirzen

tg :=tan(a), tp:=tan(B), t.:=tan(7).

32



Ist h. die Lange der Hohe H, und sind ¢4, bzw. ¢, die Abschnitte, in welche der Fulpunkt dieser
Hohe die Seite c teilt, so gilt

(Diese Formel ist auch richtig, wenn das Dreieck nicht spitzwinklig, und einer der Tangens-Werte
negativ ist). Die Hohe H. ist also die Gerade

t
—(tsa+tpb) + (1 —t)c,t € R.

te +1p
Insbesondere fiir
_ el o e
ta+tp+te ta +ty+ 1.
ist der zugehorige Punkt
Lt att, bite-c)
= ——-—-— . a . . c
ta +tp + L a b c

symmetrisch in Bezug auf die verwendete Notation. Er liegt deswegen auf allen drei Héhen und
ist der Hohenschnittpunkt.

Eine Formel fiir den Schnittpunkt m der Mittelsenkrechten bekommt man jetzt am schnell-

sten mit

Satz 1.4 (Euler) Fir die Schnittpunkte von Seitenhalbie-
renden, Hohen und Mittelsenkrechten gilt

1 2
=—-h+ -m.
S 3 + 3m
h
Beweis. Nach h aufgelost ist diese Formel S
h =3s —2m. m

Es geniigt also zu zeigen, dass der Punkt
p:=3—-2m=a+b+c—2m

auf der Hohe
H.: (x—c.b—a)=0

(und ebenso auch auf den beiden anderen Hohen) liegt. Wir setzen ein:

(p—c.b—a) = (a+b—-2m.b—a)
= [Ib|*~Jal®-2(m.b-a)
= 0,
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denn m hat denselben Abstand zu a und b:

Im—alf = [m-bi,
Im|? —2(ma)+[al* = [[m]*-2(mb)+|b |
2m.b—a) = [b|*—[al?.

(]
Die drei Punkte s, h und m liegen also auf einer Geraden. Sie heifit die Fulergerade des
Dreiecks. Das ist wohl die erste interessante Gerade am Dreieck, die in der Schule i.A. nicht
mehr behandelt wird.
Jetzt kénnen wir eine Formel fiir den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten angeben:

2 2
L (a+b+c) ! (ta-a+t,-b+t.-c)
f— —_ a C _—— . .a . .C
2 Wtat+ty+1to) " b ¢
1

- Q(ta'i‘—tb'i‘tc).((tb—i—tc)'a—i_(ta—i—tc)'b+(ta+tb)'c).

Zur Ubersichtlichkeit fassen wir unsere Formeln fiir die Schnittpunkte der vier Sorten merkwiirdi-
ger Linien am Dreieck noch einmal zusammen:

1
Seitenhalbierende: s=3- (a+b+c),
. . 1
Winkelhalbierende: w=————-(a-a+b-b+c-c),
a+b+c
Hoh ! (ta-a+t, b+t -c)
onen: = —:_— -a . - C
ta+tb+tc a b c )
1
Mittelsenkrechten: = ——((Tp + 1) t te) b+ (t tp) - C).
Ittelsenkrecnten m 2(ta+tb+tc) ((b"" c) a+(a+ c) +(a+ b) C)

Aufgabe 1.10 (Mittendreieck) FEs seien

2 = S(b+c), b ==%(cta), ¢==(ath)
2 2 2

Die Seitenmitten des Dreiecks abce. Zeigen Sie:

a) Der Schwerpunkt s’ des Dreiecks a’b'c’ ist der Schwerpunkt s des Dreiecks abc.

b) Der Hohenschnittpunkt h' des Dreiecks a'b’c’ ist der Schnittpunkt m der Mittelsenkrechten

des Dreiecks abc.

¢) Die Eulergeraden der Dreiecke abc und a’b’c’ stimmen iiberein.
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Aufgabe 1.11 (Nagelpunkt) Zeigen Sie:

a) Der Punkt
n, = s — bb s—c
a a

halbiert, von a aus gesehen, den Dreiecksumfang, d.h.
[ne=b | +c=[ns —cl+b=s.

b) Die Punkte n, und n. seien analog definiert. Dann treffen sich die Geraden an,, bn, und

cn. im Nagelpunkt
s—a s—b s—c
s s s

C.

Aufgabe 1.12 (Fu-Pe 4.1.4) Ein Punkt p liege im Dreieck abc derart, dass die Dreiecke
abp, bcp und cap die gleiche Fliche haben. Zeigen Sie:

1
la=p = 5/22 + ) — a2,

1.4 Kreise

Ein Kreis vom Radius 7 in der Ebene IR? mit Mittelpunkt m ist der geometrische Ort aller
Punkte x, die von m den Abstand r haben. Seine Gleichung ist || x — m ||= r. Wenn wir diese
Gleichung quadrieren, dndert sich an ihren reellen Losungen nichts, aber die héssliche Wurzel
bei || x — m || verschwindet. Die Kreisgleichung nimmt dann die bekannte Form an:

| x —m||?= (21 —m1)? + (2 — mo)? = 1%
Den Schnitt eines solchen Kreises mit einer Geraden L berechnet man am besten, wenn die
Gerade explizit gegeben ist: L : x = a+ s-v. Man erhélt dann die quadratische Gleichung

2

lat+s v—m|?—?=s|v|?+2s-(a—m.v)+[[a-m]|>—r*=0.

Die Diskriminante dieser Gleichung ist Tangente

Sekante
(a—m)v)’—(la—m|[>—?)-[|v|?*.

Ist die Diskriminante > 0, so hat die quadratische Gleichung

zwei verschiedene reelle Losungen s 5.
Diese Parameterwerte bestimmen dann zwei Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis. Ist

die Diskriminante negativ, dann hat die quadratische Gleichung keine reelle Losung, die Gerade
schneidet den Kreis nicht. Es bleibt noch der Fall, wenn die Diskriminante verschwindet, und
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die Gerade nur einen Schnittpunkt mit dem Kreis hat. Solche Geraden heiflen Tangenten an den
Kreis.
Nach dem Satz von Vieta gilt fiir die beiden Losungen s1, so dieser quadratischen Gleichung

1 2 _,2
si8=— (|a—m|? —r?)
v ?
oder
(51v.59v) =[|a—m ||* —r2.

Dies ist das (orientierte) Produkt der Abstiande || s;v ||, ¢ = 1,2, von a zu den beiden Schnitt-
punkten (falls diese reell sind).

Satz 1.5 (Sekantensatz) Der Punkt a € IR? sei fest ﬁ
gewdhlt. Fir jede Gerade L durch a, die den gegebenen Kreis AN
in zwet Punkten schneidet, ist das Produkt der Entfernungen “

von a zu diesen beiden Punkten konstant gleich

la—m|? -2

Ist L eine Tangente, so wird dieses Produkt das Quadrat t> w V8182

des Tangentenabschnitts t.

Definition 1.1 Die Funktion

p:x»—>Hx—m||2 —r?

heif§t die Potenz des Punktes x in Bezug auf den Kreis mit Mittelpunkt m und Radius r.

Diese Potenz p(x) ist nichts anderes als die Kreisgleichung, aufgefasst als Ortsfunktion von
x € IR?. Der Sekantensatz gibt ihre geometrische Deutung.

Jetzt nehmen wir an, der Anfangspunkt a der Geraden L liege auf dem Kreis. Die Schnitt-
punktsgleichung wird dann
S| vI|*+2s - (a—m.v)=0.

Zu s = 0 gehort der Schnittpunkt a. Und dieser ist der einzige Schnittpunkt, genau dann, wenn
(a—m.v)=0.

Wie nicht anders zu erwarten, steht der Richtungsvektor v der Tangente senkrecht auf dem
Radiusvektor a — m. Ein Punkt x € IR? liegt auf dieser Tangente, genau dann, wenn x — a
dieselbe Richtung wie v besitzt. Daraus bekommen wir die Tangentengleichung

(x—a.a—m)=0

oder

(x—m.a—-m)=(a—m.a—m)=r>
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In dieser Gleichung kénnen wir die Rolle von x und a vertauschen: Fiir festes x ist sie eine
lineare Gleichung, welche die Beriihrpunkte der Kreistangenten durch x erfiillen. Um anzudeu-
ten, dass wir den Punkt x jetzt festhalten, nennen wir ihn in der folgenden Definition p. Den
Punkt a lassen wir laufen, und nennen ihn deswegen x.

Definition 1.2 Die Polare eines Punktes p € IR* in Bezug auf den Kreis mit Mittelpunkt m
und Radius r ist die Gerade mit der Gleichung

(x—m.p—m)=r>

Auf dieser Polaren liegen die Beriihrpunkte der Tangenten durch

p- Damit gibt es héchstens zwei Beriihrpunkte, und also héchstens Polare
zwei Tangenten. Durch einen Punkt p im Innern des Kreises gibt
es keine Tangente. Die beiden Tangenten fallen genau dann zu- p
sammen, wenn || p —m ||= 7, d.h., wenn der Punkt p auf dem

Kreis liegt. Die Polare ist dann die Tangente in diesem Punkt.

Durch drei Punkte a,b und ¢ € IR?, die nicht auf einer Geraden liegen, kann man immer
genau einen Kreis zeichnen. Der Kreismittelpunkt ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
auf den drei Verbindungsstrecken dieser Punkte. Uberlegen wir es uns anders, und geben auch
gleich eine Formel fiir die Kreisgleichung an! Die Formel ist

1 1 1 1
x [|2 al? b |2 c|?

det | $1H [ a1” | b1” | clll 0.
x? a? b2 c?

Das sieht aber bose aus! Entwickeln wir mal diese Determinante nach der ersten Spalte. Das
Ergebnis ist eine Gleichung

Al | x |2 A2 42! A3 g2 At =0,

Die Koeffizienten A!, ..., A* sind dabei die zugehsrigen Streichungsdeterminanten. Insbesondere
ist der Koeffizient bei || x ||?= (z!)? + (2?)?

1 1 1
—A? = —det | ot b =2 FA(abc) # 0,
a® b A2

weil die drei Punkte nicht kollinear vorausgesetzt sind. Wir kénnen also durch diesen Faktor
dividieren, und dann nimmt die Gleichung eine Form

(@')? + (@) + 2p'a’ + 202" + ¢ =0, p'p°qeR,
an. Nach der Translation ¢! = 2! + p!, €2 = 22 + p?, wird daraus eine schéne Kreisgleichung
EN?+ ()= + ) —q
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Wir miissten nur sicher sein, dass die Konstante auf der rechten Seite > 0 ist. Wire sie negativ,
wiirde diese Gleichung die leere Menge beschreiben, wire sie = 0, nur einen Punkt. Beides kann
aber nicht eintreten, weil die drei verschiedenen Punkte a, b und c die urspriingliche Gleichung
erfiillen: Setzen wir fiir x einen dieser Punkte in die Determinante ein, so hat sie zwei gleiche
Spalten.

Der durch diese Gleichung beschriebene Kreis ist auch der einzige Kreis durch die gegebenen
drei Punkte, es gibt nur einen einzigen. Das sieht man am besten mit folgendem Hilfssatz ein:

Satz 1.6 Zwei verschiedene Kreise schneiden sich hdchstens in zwei verschiedenen Punkten.
Beweis. Seien die beiden Kreisgleichungen

(@) + @)+ (px)+q = 0,
@)+ @)+ ' x) +d =

In jedem Schnittpunkt beider Kreise ist auch die Differenz beider Gleichungen
(P—p .x)+q—q =0

erfiillt. Diese Gleichung kann nicht identisch auf ganz IR? gelten, weil sonst p = p’ und ¢ = ¢
gelten miisste, und beide Kreise identisch wiren. Natiirlich kénnte p = p’ sein, und zwar wenn
die Kreise konzentrisch sind. Wegen ¢ # ¢’ beschreibt die Gleichung dann die leere Menge, die
Kreise haben keinen Schnittpunkt. Aber wenn p # p’ ist, haben wir die Gleichung einer Geraden
A. Und diese Gerade kann jeden der beiden Kreise in hochstens zwei Punkten treffen. Dies sind
dann auch die Schnittpunkte der beiden Kreise. U]

Sind vier Punkte a, b, c und d € IR? vorgegeben, so geht da i.A. kein Kreis durch: Ein solcher
Kreis wire durch die ersten drei Punkte eindeutig bestimmt, und wenn d auf diesem eindeutig
bestimmten Kreis nicht draufliegt, dann hilft alles nichts.

Definition 1.3 FEin Viereck heifst Sehnenviereck, wenn seine vier Ecken auf einem Kreis liegen.

Satz 1.7 FEin Viereck abced ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn sich die Paare gegeniiber-
liegender Innenwinkel zu 180° ergdnzen:

a+vy=p+d=m.

Beweis. ,,= “: Sei m der Mittelpunkt des Kreises durch die gegebenen vier Punkte. Dann sind
alle vier Dreiecke abm, ..., dam gleichschenklig. An jeder der vier Ecken wird der Innenwinkel
durch die Verbindungsgerade zum Kreiszentrum m in zwei Winkel

a1+ ag = a,...,01 + 00 =90,
zerlegt. Wegen der gleichschenkligen Dreiecke ist

ag = B, B2 =71, Y2 =01, 02 = .
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Daraus folgt
at+y=art+az+y+y=0+0F+d+dk=0+9

Weil die Winkelsumme im Viereck

a+fB+v+d=2rm

ist, folgt daraus a +~v =7 = [ +9.

Bevor wir die andere Richtung beweisen, erst eine Folgerung aus dieser Aussage:

Satz 1.8 (Peripheriewinkel) Es seien a # b zwei verschiedene Punkte auf einem Kreis K.
Die Sehne ab teilt den Kreis in zwei Zusammenhangskomponenten.

a) Fir alle Punkte c in derselben Zusammenhangskomponente ist der Winkel Lacb gleich.
Die Winkel zu Punkten ¢ und ¢’ in beiden verschiedenen Zusammenhangskomponenten erginzen
sich zu 180°.

b) Umgekehrt liegen alle Punkte ¢ auf derselben Seite der Geraden ab mit gleichem Winkel
/Zacb auf demselben Kreisbogen tiber der Sehne ab.

Beweis. a) Liegt ¢ auf dem einen Kreisbogen und ¢’ auf dem anderen, so ist acbc’ ein
Sehnenviereck und wegen der soeben bewiesenen Eigenschaft

/acb + /ac'b = 7.

Insbesondere ist Zacb unabhéngig von der Wahl des Punktes ¢ in seinem Kreisbogen.
b) Seien ¢; und ¢y zwei Punkte auf derselben Seite der Geraden L = ab mit

/ac1b = /acsyb.

Sei K4 der Kreis durch a,b und ¢y, sowie K5 der Kreis durch a, b und cy. Weiter seien M die
Mittelsenkrechte zur Strecke ab, sowie x; € M N K;, i = 1,2, die Schnittpunkte auf derselben
Seite der Geraden L wie die Punkte ¢; und cy. Nach a) ist

lax1b = Zacib = Zacsb = Zaxsb.
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WEeil die Dreiecke ax;b gleichschenklig sind, folgt daraus, dass die Winkel /x;ab und /xsab

gleich sind. Deswegen sind auch die Geraden ax; und damit die Punkte x;, ¢ = 1,2, identisch.

Die Kreise K7 und K5 schneiden sich in den drei Punkten a,b und x; = x5. Nach Satz 1.6

miissen die Kreise {ibereinstimmen. L]
Aus Satz 1.8 b) folgt nun auch die Umkehrung von Satz 1.7 a)

Aufgabe 1.13 Es sei L C IR? eine Gerade, a € L und b € R?>, b ¢ L. Zeigen Sie: Es gibt
genau einen Kreis durch b, der L in a berihrt.

Aufgabe 1.14 Im R? seien der Kreis K mit der Gleichung
(=3 +(y—1)°>=25

und der Punkt p = (6,6) gegeben. Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten von p an den
Kreis K und die Gleichung der Polare von p beziiglich K.

Aufgabe 1.15 Es seien K und K’ zwei konzentrische Kreise mit den Radien 0 < r < r'.
Berechnen Sie die Linge einer Sehne von K', welche K beriihrt.

Aufgabe 1.16 Im IR? seien drei Punkte a,b und c gegeben. Fiir x € IR? sei
sx)=[x—al’+[x=b|*+|x—c|?

die Summe der Abstandsquadrate. Bestimmen Sie p € IR? so, dass s(p) minimal wird. Zeigen
Sie, dass die Mengen {s(x) = const} Kreise mit Mittelpunkt p sind.

Aufgabe 1.17 (Tangentenviereck) Die Seiten a,b,c und d eines Vierecks beriihren (in dieser
Reihenfolge) einen Kreis. Zeigen Sie:

at+c=b+d.

Aufgabe 1.18 FEs scien Ky, ..., K,, Kreise vom gleichen Radius r, die alle den Kreis K vom
Radius R von innen berihren. Dabei berihre K, den Kreis K, 11, sowie K, den Kreis K; von
auflen (vgl. Abbildungen). Zeigen Sie:

reontary R

b) firn =3 ist r = (23 — 3)R;
c) firn =4 istr = (v2—1)R.

a)r=
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Aufgabe 1.19 Zeigen Sie: Zwei Kreise

Ki: 224vy>+ 20z +2biy+c¢1 =0,
Ko: 2% +y? + 2a0x + 2byy + ¢ = 0,

beriihren sich genau dann,wenn
4-(cp —a? —b3) (cg — a3 —b3) = (c1 + o — 2a1a9 — 2b1by)°.

Aufgabe 1.20 Es seien K, Ko, K3 drei Kreise derart, dass sich je zwei davon in zwei ver-
schiedenen Punkten schneiden: Fir i # j ist K; N\ Kj; = {pij,dij}. Zeigen Sie: die drei Geraden
Pi;jqi; schneiden sich in einem Punkt.

Aufgabe 1.21 (Vier-Kreise-Satz von Descartes) Gegeben seien vier Kreise mit den Radi-
en 1,72, 13,74, die sich paarweise beriihren. Dann gilt

11 1 1\ 1 1 1 1

—F+—t+—+—) =25+t +t5+5]-
Aufgabe 1.22 Gegeben seien drei Kreise mit den Radien 11,712,713, die sich paarweise gegen-
seitig beriihren. Auferdem sollen alle drei Kreise die gleiche Gerade beriihren. 13 sei der kleinste
der drei Radien.
a) Zeigen Sie

1 n 1

b) Folgern sie a) aus dem Vier-Kreise-Satz durch einen Grenziibergang.

Aufgabe 1.23 (Satz von Miquel) Auf den Seiten eines Dreiecks abc seien Punkte a’ €
bc,b’ € €a und ¢ € ab gewdhlt, keiner davon eine Dreiecksecke. Es seien K, der Kreis durch
a,b’,c, K, der Kreis durch b,c’,a’ und K. der Kreis durch c,a’,b’. Zeigen Sie: K,, K, und
K. schneiden sich in einem Punkt. (Hinweis: Winkelsumme im Dreieck und der Satz vom Seh-
nenviereck.)

Aufgabe 1.24 Im Dreieck abc teilt der Hohenschnittpunkt h jede Héhe zwischen Ecke und
HéhenfufSpunkt in zwei Abschnitte. Zeigen Sie: Das Produkt dieser beiden Abschnitte ist fiir alle
drei Héohen gleich. (Hinweis: Benutzen Sie die Kreise, deren Durchmesser die Dreiecksseiten
sind, und verwenden Sie den Sekantensatz.)

Aufgabe 1.25 Mit den Ecken a,b,c eines Dreiecks als Mittelpunkten werden drei Kreise ge-
zeichnet. Zeigen Sie: Wenn sich alle drei Kreise von auflen beriihren, dann haben sie die Radien
s—a,s—0bund s—c.

Aufgabe 1.26 (Siebenkreisesatz) Gegeben sei ein Kreis K, sowie sechs Kreise K;,i = 1,...,6,
die alle den Kreis K von aufen beriihren mdgen. Auferdem sollen sich die K; gegenseitig von
auflen beriihren: Ko die Kreise K1 und Ks,..., K5 die Kreise K4 und Kg, sowie Kg den Kreis
K. Die Beriihrpunkte der Kreise K; mit dem Kreis K seien die Punkte p;, i = 1,...,6. Dann
schneiden sich die drei Geraden pipa, p2Ps und pspe in einem Punkt. (Hinweis: Ich kenne
keinen Beweis. Fine Ldsung dieses Problems, oder ein Hinweis darauf, wo man eine Ldsung
finden konnte, bringen also Eztrapunkte.)
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1.5 Kreise am Dreieck

Der Umbkreis eines Dreiecks abc ist der Kreis durch seine drei Ecken a,b und c. Der Umkreis-
mittelpunkt hat von allen drei Ecken denselben Abstand. Deswegen ist er der Schnittpunkt m
der Mittelsenkrechten. Fiir den Umkreisradius R gilt der

Satz 1.9 (Umkreisradius) Ist o ein Winkel des Dreiecks und a die Linge der gegeniiberlei-
genden Seite, so ist

Beweis. Da auf dem Umkreis alle Winkel iiber der Sekante
a gleich sind, konnen wir die Ecke a des Winkels o auf dem
Umbkreis verschieben, ohne dass sich dieser Winkel &ndert.
Verschieben wir die Ecke so weit, dass ab ein Kreisdurch-
messer wird, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck mit Hy-
potenuse 2R. Daraus folgt die Behauptung. L]

FEine in der Notation symmetrische Formel fiir R ergibt sich daraus leicht:

Satz 1.10 Der Umkreisradius eines Dreiecks mit den Seiten a,b, c und der Fldiche Fa ist

Beweis. Satz 1.9 gibt fiir den Umkreisradius

a
R=——.
2 - sin(a)
AufBlerdem wissen wir
1 1 b-c
Fra=Z=-b-c-si = )
AT e sin(a), sin(a) 2 Fa
Setzen wir dies in die Formel fiir R ein, so erhalten wir die Behauptung. L]

Fiir spéter brauchen wir noch eine Abstandsformel:

Satz 1.11 (Abstand zum Umkreismittelpunkt) Der Punkt x der Ebene sei gegeben als
Affinkombination
x=Xa+pub+rve, A+pu+v=1,

der Ecken. Dann gilt

| x—m ||?= R* — (uv-a® + M\ -b* + A\ - &2).

42



Beweis. Es ist

Ix-m|* = | (Aa~m)+ub-m)+vi-m)l|
= (M+p+ )R+
20 (a—m.b—m)+2\w-(a—m.c—m)+2uv-(b—m.c—m).

Die Skalarprodukte in dieser Formel hdngen wie folgt mit den Seitenléingen zusammen:
¢ =|| (a—m) - (b—m) |°’=2R* —2(a —m.b — m).

Setzen wir die Beziehungen fiir alle drei Seiten

2a—m.b—m) = 2R*-¢,
2b—m.c—m) = 2R?—d?
2(€c—m.a—m) = 2R’

in die letzte Formel ein, so finden wir

[x-—ml|?* = (\+p2+v?) RP+20u+w+pv) - R* = - — -0 — pv - d?
= A\+pu+v)? R —(uv-a* + X v-b* + A u-c2).

Wegen \ + o+ v =1 ist dies die Behauptung. U]

Der Schnittpunkt w der drei Winkelhalbierenden hat von allen drei Seiten des Dreiecks den
gleichen Abstand. Deswegen gibt es einen Kreis mit w als Mittelpunkt, der alle drei Seiten
beriihrt. Dieser Kreis heifit Inkreis des Dreiecks. Seinen Radius bezeichnen wir mit r.

Zu jeder Ecke eines Dreiecks gibt es zwei Winkelhalbierende: eine innere, die ins Innere des
Dreiecks geht, und insbesondere w enthélt, und eine darauf senkrecht stehende duflere, die das
Dreieck nur in dieser Ecke trifft. Die beiden &ufleren Winkelhalbierenden durch die Ecken b und
c treffen sich in einem Punkt w, auflerhalb des Dreiecks, der aber auch von allen drei Seiten
denselben Abstand hat. Es gibt deswegen einen Kreis mit Mittelpunkt w,, der auch alle drei
Seiten beriihrt, die Seite a dabei von auflen. Dieser Kreis heifit Ankreis des Dreiecks. Analog
gibt es noch zwei andere Ankreise mit Mittelpunkten w; und w,, die jeweils die Seiten b und ¢
von auflen beriihren.

Die Ankreismittelpunkte bestimmt man genauso, wie den Inkreismittelpunkt

1
w:2—8-(a-a+b-b+c-c).

Satz 1.12 (Ankreismittelpunkte) Die Mittelpunkte der drei Ankreise sind

1
W, = 72(8_a)-(—a-a+b-b+c-c),
1
Wb = 2(3_b)'(a-a—b-b+c-c),
1
— a - b—c-c).
W, 55— (a-a+b c-c)
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Beweis. Die duflere Winkelhalbierende durch b wird aufgespannt vom Vektor

1 1
--(b—a)+—-(c—=b)~a-(b—a)+c-(c—hb).
c a

Sie ist also die Gerade

b+ta-(b—a)+tc-(c—b)=—ta-a+ (1+t(a—c))-b+tc-c, tel.

Zum Parameter
B 1 1

T —a+b+tc 2(s —a)

gehort ihr Punkt
1

2(s —a)
Diese Formel ist symmetrisch in b, b und ¢, c. Deswegen liegt dieser Punkt auch auf der dufleren
Winkelhalbierenden durch die Ecke ¢. Der Punkt muss also der Ankreismittelpunkt w, sein. []

(-a-a+b-b+c-c).

Ankreise
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Satz 1.13 (Inkreisradius) Der Inkreisradius ist

Fa \/(s —a)(s—b)(s—c)

S

a :
b
Beweis. Der Inkreismittelpunkt m zerlegt das Dreieck in drei Teildreiecke mit den Fléchen

r-a r-b r-c

Ihre Summe ist die Dreiecksflache

Fan=1-s.
Dies ist die erste Gleichung fiir r. Die zweite erhélt man, wenn man den Wert von Fa aus der
Heronischen Formel einsetzt. L]

Die Ankreisradien r,, 7, und r. erhélt man durch einen #hnlichen Schluss, nur brauchen wir
dafiir die Beriihrpunkte des jeweiligen Ankreises mit den Dreiecksseiten. Dazu dient

Satz 1.14 (Hilfssatz) Der Ankreis mit Mittelpunt w, berihrt die Dreiecksseiten b und ¢ in
Punkten, die von der Ecke a den Abstand s haben.

a b b,

Beweis. Wie in der Zeichnung seien b, und ¢, die Abstéinde der Beriihrpunkte von den Ecken
b und c. Aus Symmetriegriinden hat der Beriithrpunkt mit der Seite a von b auch den Abstand
b, und von ¢ auch den Abstand b.. Daraus folgt

by + ¢4 = a.
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Und aus Symmetriegriinden gilt
c+b, =b+c,.

Es folgt
by —ca=b—c, 2bp=a+b—c, by=s—c ]

Satz 1.15 (Ankreisradius) Der Radius des Ankreises, der die Seite a von aufSen berihrt, ist

Fa :\/s'(s—b)-(s—c)‘

s—a

Beweis. Zusammen mit den Seiten b und ¢ bestimmt der Ankreismittelpunkt zwei rechtwink-
lige Dreiecke der Flichen

Tg S
2
Die Summe dieser Flachen ist die Dreiecksflache Fa zusammen mit den drei Dreiecksflachen
Tq by 74 (5—c) Ty O Ta Cqa  Ta-(5—0)
2 2 ’ 2’ 2 2

Daraus folgt

FA:ra~3—%a~((3—c)+a+(s—b)):ra-(s—a).

Das ist die erste Gleichung, und die zweite erhilt man wieder aus der Heronischen Formel. []

Wir ziehen hieraus die Folgerung

Satz 1.16 (Euler) Der Abstand d zwischen den Mit-
telpunkten m und w von Um- und Inkreis eines Drei-
ecks erfillt zusammen mit Um- und Inkreisradius die
folgende Gleichung:

d>=R-(R-2r).
Daraus folgt insbesondere

R > 2r.

Beweis. In der Formel aus Satz 1.11 fiir den Abstand vom Umkreismittelpunkt m nehmen
wir als Punkt x den Inkreismittelpunkt

1
w:2—8(a-a—|—b-b—|—c-c)
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und finden

d = ||w-m]|
1
= R?— @(abc2 + acb?® + bea?)
_ p2 _a-b-c
= A 2s
= R?—-2Rr. ]

Diese unscheinbare Formel von Euler hat es in sich. Erstens ist sie umkehrbar: Wenn zwei
Kreise die Radien R und r haben, und die Distanz zwischen ihren Zentren = d ist, und wenn
die Eulersche Beziehung gilt, dann gibt es ein Dreieck, dessen Inkreis der Kreis mit Radius r
ist, und dessen Umkreis der andere Kreis. Zweitens gibt es, wenn die Beziehung erfiillt ist, nicht
nur ein solches Dreieck, nein - und das ist faszinierend - jeder Punkt auf dem &ufleren Kreis
kann als Ecke eines derartigen Dreiecks hergenommen werden. Drittens verallgemeinert sich
diese Tatsache auf Vierecke, Fiinfecke, Polygone mit beliebig vielen Ecken. Ein Zeitgenosse und
Freund Eulers, Fuss, hat die Beziehungen zwischen den Radien zweier Kreise und der Distanz
ihrer Mittelpunkte gefunden, dafiir, dass ein n-FEck existiert, dessen Ecken auf dem einen Kreis
liegen, und dessen Seiten den anderen beriihren, fiir n = 4, 5, 6, 7, 8. Die Situation fiir n = 5 ist auf
meiner Home-Page zu bewundern. Viertens kann man die Kreise durch beliebige Kegelschnitte
ersetzen. Das ist dann der sogenannte Satz von Poncelet.

Die Seitenmitten

1 1 1
a,:§(b+c)¢ b,25(0+a)7 C,:§(a+b)v

sind die Ecken des sogenannten Mittendreiecks. Das Mittendreieck ist dhnlich zum Ausgangs-
dreieck mit dem Ahnlichkeitsfaktor 1/2. Insbesondere ist sein Umkreisradius

R

R =—.

2
Der Umkreis des Mittendreiecks heifit in der deutschen Literatur Feuerbachkreis, sonst Neun-
punktekreis.

Satz 1.17 Fiir den Mittelpunkt £ des Feuerbachkreises gilt

3 1 1
Beweis. Der Umkreismittelpunkt des Mittendreiecks ist nach unseren Formeln fiir die merkwiirdi-

gen Punkte des Dreiecks

f = m
1
= —  ((ty+t)-a +(tat+te) b +(ta+ty) -
Q(ta+tb+tc) ((b+ )a+( +) +( +b) C)
1

- 4(ta+—tb+tc)'((ta+tb)'(a+b)+(ta+t6)'(a+c)+(tb+tc)'(b+0))
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3 1
= §S — §m
Das ist die erste Identitéit. Die zweite ist eine Anwendung der Eulerschen Gleichung Satz 1.4. []
Der Mittelpunkt f des Feuerbachkreises ist also eine Affinkombination der Punkte s und m.
Damit liegt auch er auf der Eulergeraden. Die zweite Gleichung in Satz 1.17 bedeutet, dass er
der Mittelpunkt der Strecke zwischen dem Hohenschnittpunkt h und dem Umkreismittelpunkt

m ist.

Der Feuerbachkreis heiffit auch Neunpunktekreis, weil
auf ihm neun bemerkenswerte Punkte des Dreiecks lie-
gen.

Satz 1.18 (Feuerbach, Brianchon, Poncelet)

Auf dem Feuerbachkreis liegen aufler den drei Seiten-

mitten des Ausgangsdreiecks auch noch dessen drei

HohenfufSpunkte und und die Mittelpunkte der drei

Strecken zwischen dem Hdéhenschnittpunkt h und den —
drei Eckpunkten.

Beweis. HohenfufSpunkte: Der Feuerbachpunkt f ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen h
und m. Unter der Orthogonalprojektion auf die Seite ¢ geht h auf den HéhenfufSpunkt h. auf
dieser Seite, m auf die Seitenmitte ¢/, und f auf die Mitte der Strecke zwischen diesen beiden
Punkten. Nach Pythagoras, oder wegen dhnlicher Dreiecke folgt

I f—he|l=[lf-c].

Und weil ¢’ auf dem Feuerbachkreis liegt, liegt auch h. drauf. Mit den anderen beiden Hohen-
fupunkten geht es natiirlich genauso.
Mittelpunkte zwischen h und den Ecken: Wir eliminieren
3 1

m=_s—-h=23s-2f
2 2

aus der Euler- und der Feuerbachgleichung und erhalten

3 1
2f:—S+§h:

5 -(a+b+c+h).

1
2
Daraus folgt

1 1

Der Mittelpunkt (h+ c)/2 der Strecke zwischen h und c liegt also auf derselben Geraden durch

f, wie die Seitenmitte ¢’ = (a+b)/2, im selben Abstand, aber auf der anderen Seite von f. Weil

¢’ auf dem Feuerbachkreis liegt, liegt auch (h 4 ¢)/2 drauf. L]
Die folgende Tatsache geht auf Feuerbach alleine zuriick.
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Satz 1.19 (Feuerbach) Der Feuerbachkreis beriihrt den Inkreis und die drei Ankreise des Drei-
ecks.

Beweis. Ich mdchte hier nur die Beriihr-Eigenschaft fiir den Inkreis beweisen. Fiir die Ankreise
geht es ziemlich analog. Den Beweis findet man im Koecher-Krieg, wo ich auch den Beweis fiir
den Inkreis abgeschrieben habe.

Zu zeigen ist
, R
| w—m[|= = —r
2
Zuerst driicken wir den Inkreismittelpunkt w als Affinkombination der Ecken des Mittendreiecks

dar:

1
w = 2—8-(a-a—|—b-b—|—c-c)
= 1 ( E—i—b E+ E)
- s\t T
1 a c
= ;'((28—b—c)-§+(25—a—c)-—+(28—a—b)~§)
1 a+b a+c b+c
= (60 - n -0 2
1
s

Diesen Punkt w geben wir in die Formel fiir den Abstand zum Umkreismittelpunkt m’ des
Mittendreiecks ein und erhalten

a

2 02 2 2
(5) ~lw—m' P = 5'Qs—w@—wzwws—w@—@%wws—w@—@z>

— -((a—b+c)(a+b—c)a2+(—a+b+c)(a+b—c)b2

1652
+(—a+b+c)la—b+ 0)02)
1
= oo (@ =0 =c)a’ + (0~ (0= +( ~ (a =)
1
T 162 (a4 + bt + ¢t = 2(a%0? + ac® + b c?) + 2(a’be + ab®c + ach)) :
S

Jetzt beniitzen wir die geradezu sensationelle Identitét

at 4+ bt + ¢t — 2(a®0? + a2 + b2
= (a®> +b* — *)? — 4a%p*
(a® + b* — % 4 2ab)(a® + b* — % — 2ab)
((a+b)* —c*)((a—1b)*~c?)
= —(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)
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und formen um

2
(?) w—m|? = FZQ(Q—HH—C)-(2abc—8(s—a)(s—b)(s—c))

_ 81—8(2abc —8(s —a)(s — b)(s — )
de (= a)s=Hls =9

4s S
. abc FA FA 2
- E'T_(T>
= R-r—1r°

Fiir das Abstandsquadrat haben wir also gefunden

2 2
| w—m’ |2= (g) —2-§-r+r2=<§—7~) .

Das ist wegen R/2 > r die Behauptung in quadrierter Form.

Aufgabe 1.27 Zeigen Sie:
a) Das Dreieck abce ist das HohenfufSpunktsdreieck des Dreiecks wowWyw.
b) Der Umkreis des Dreiecks abce ist der Feuerbachkreis des Dreiecks W wpwe.

Aufgabe 1.28 Zeigen Sie



Aufgabe 1.29 Zeigen Sie fiir den Inkreisradius r und die Radien der drei Ankreise

Aufgabe 1.30 Zeigen Sie
a) || w, —m ||?= R? + 2Rr,.
b) | wa —f||= & + 7.

Aufgabe 1.31 (Fu-Pe 1.1.4) In zwei Punkten a # b des Kreises K werden Tangenten an K
gezogen, die sich in c treffen. Zeigen Sie: Der Inkreismittelpunkt des Dreiecks abe liegt auf K.

Aufgabe 1.32 (Fu-Pe 2.2.5) Auf der Seite ab des Dreiecks abc sei ein Punkt ¢’ gewdhlt
derart, dass die beiden Dreiecke ac’'c und c'be den gleichen Inkreisradius haben. Zeigen Sie:

le—c[l=y/s(s —c).

Aufgabe 1.33 (Fu-Pe 2.2.6) Im Dreieck abc sei h. der FufSpunkt der Héhe durch c. Weiter
sei K der Kreis mit Durchmesser ch.. Er treffe die Seite be in a’ und die Seite ac in b’. Zeigen
Sie: der Inkreisradius des Dreiecks a’'b’c ist

clle—h |}

ab-(a+b+c)

Aufgabe 1.34 (Fu-Pe 2.4) Im Dreieck abc werden drei Kreise gezeichnet, die jeweils zwei
Seiten beriithren, sowie den Inkreis des Dreiecks von auflen beriihren. Zeigen Sie fiir deren Radien:

VTaTh +/ToTe +/TeTa = 7.

Aufgabe 1.35 (Fu-Pe 3.1.3) Das Viereck abed sei ein Quadrat mit Seitenlinge a. Der Mit-
telpunkt der Seite ab sei m. Der Schnittpunkt der Diagonale ac mit der Geraden dm sei e.
Zeigen Sie: der Inkreisradius des Dreiecks cde ist

2a

345+ VR

Aufgabe 1.36 (Satz von Carnot) Am Dreieck abc seien m,, my, m. die Mittelpunkte der
Seiten bc, ca,ab. Dann gilt

Jm—mg ||+ | m—my |+ m-m|=R+r

Aufgabe 1.37 Betrachten Sie das Dreieck in der affinen Ebene IR? mit den Eckena = (0,0), b =
(4,0), ¢ = (0,3). Bestimmen Sie fiir dieses Dreieck den halben Umfang s, die Fliche F, den

Schnittpunkt w der Winkelhalbierenden, den Schnittpunkt m der Mittelsenkrechten, den In-

kreisradius v und den Umkreisradius R. Verifizieren Sie die Fulersche Beziehung zwischen r, R

und dem Abstand d der Mittelpunkte von In- und Umkreis.
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Aufgabe 1.38 Betrachten Sie das Dreieck in der affinen Ebene IR? mit den Eckena = (0,0), b =
(12,0), ¢ = (0,5). Bestimmen Sie fir dieses Dreieck den halben Umfang s, die Fliche F', den
Ankreismittelpunkt w,, den Mittelpunkt m’ des Feuerbachkreises, den Ankreisradius r, und den
Radius R' des Feuerbachkreises. Verifizieren Sie den Satz von Feuerbach: Der Feuerbachkreis
beriihrt den Ankreis mit Mittelpunkt w,.

Aufgabe 1.39 Betrachten Sie in der affinen Ebene IR? das Dreieck mit den Eckena = (0,6), b =
(8,0), ¢ = (8,6). Bestimmen Sie fiir dieses Dreieck den halben Umfang s, die Fliche F und

verifizieren Sie die Heronische Formel. Bestimmen Sie den Inkreismittelpunkt w und den In-

kreisradius v, den Mittelpunkt m’ und den Radius R’ des Feuerbachkreises. Verifizieren Sie den

Satz von Feuerbach: Der Feuerbachkreis berihrt den Inkreis.
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2 Affine Geometrie

Die Gruppe der affinen Transformationen haben wir schon in 0.1 charakterisiert. Diese Trans-
formationen lassen i.A. das Skalarprodukt (x.y) nicht mehr invariant. Wir diirfen also jetzt
das Skalarprodukt und seine Eigenschaften nicht mehr beniitzen. Deswegen gibt es auch keinen
Grund, der uns daran hindern konnte, statt des affinen Raums IR™ gleich einen Raum K", IK
ein beliebiger Korper, fiir unsere Geometrie zugrunde zu legen.

2.1 Affine Transformationen

Affine Transformationen sind Abbildungen IK" — K" der Form F(x) = t + M - x mit einem
Translationsvektor t € IK" und einer Matrix M € GL(n,IK). Auch diese Abbildungen kann man
als Multiplikation mit einer Matrix schreiben: Man muss dazu vom Vektor x zum erweiterten

Vektor
X =
X
, (1 0o
w (30
verwenden. Es ist ja

. 1 ot 1 1 ,
M'X:<t M>'<x>:<t+M.x>:(F(x))'

Manchmal ist es rechentechnisch etwas (aber nicht sehr) vorteilhaft, statt des Vektors x den
erweiterten Vektor x’ zu verwenden. Aber in Wirklichkeit steckt hinter dieser Notation die
ganze Philosophie der affinen Geometrie. Und das kommt so:

Der Vektor x’ liegt im IK"*!. Damit wir die Bezeichnung fiir die Koordinaten 1, ..., z,, des
Vektors x nicht veréindern miissen, nennen wir die zusétzliche, erste Koordinate xy. Dann liegen
die erweiterten Vektoren x’ alle in der affinen Hyperebene

iibergehen und die erweiterte Matrix

A= {xec K" z5=1} c K"

Und die erweiterten Matrizen M’ sind genau die Matrizen derjenigen linearen Abbildungen
F' K" — K" welche diese affine Hyperebene auf sich selbst abbilden. Die affinen Transfor-
mationen in IK” = A sind genau die Einschriankungen der linearen Abbildungen IK"*1 — IK"*!
auf A, welche A auf sich iberfiihren. Und den affinen Raum A kann man auffassen als ein Exem-
plar des Vektorraums IK", nur hat er jetzt keinen Nullvektor mehr, und ist auch kein Vektorraum
mehr.

Einer der Grundbegriffe der Linearen Algebra ist die Linearkombination

X =A1X1] + ... + A Xg, AL, .., A € IK
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von Vektoren X, ...,X; € IK". Eine Linearkombination

’_ / l =
X = /\1x1 + ...+ )‘kxk - < )\1)(1 + ...+ Aka

von Vektoren x1,...,x), € A gehort genau dann wieder zum affinen Raum A, wenn
)\1+...—|—)\k =1.
Im IK™ fiihrt dies auf die folgende Definition

Definition 2.1 (= Definition 0.4) Fine Linearkombination \ix1 + ... + A\pX) von Vektoren
X1,...,Xg € IK" heifit Affinkombination, falls A\ + ... + A\p = 1 ist.

Affinkombinationen spielen in der affinen Geometrie dieselbe wichtige Rolle, wie Linearkom-
binationen in der Linearen Algebra. Das liegt an

Satz 2.1 Es sei F : IK" — K" eine affine Abbildung. Dann gilt fir jede Affinkombination
X=Mx1+ ...+ xp €IK", A\ +...+ X\, =1, dass

F(X) = /\1F(X1) + ...+ )\kF(Xk.

Der Beweis ist wortlich derselbe, wie fiir die Invarianz des Teilverhéltnisses in 0.1, und wir
wollen ihn uns deshalb hier sparen.

Die Koeffizienten einer Linearkombination x' = A\ix} + ... + \¢x}, € K" sind durch x/
genau dann eindeutig bestimmt, wenn die Vektoren x7,...,x), € IK"*! linear unabhiingig sind,

oder dquivalent dazu
1 .1
Rg( X1 ... X ) =k

Zieht man in dieser Matrix die erste Spalte von allen anderen ab, so dndert sich dieser Rang
nicht:

1 ... 1 1 0 0
Rg<X1 Xk>_Rg<X1 Xg — X] ... Xk_xl>_1+Rg(X2_X1 Xk_Xl)-

Die k Vektoren x,...,x}, € A C IK"*! sind genau dann linear unabhiingig, wenn es die k — 1
Vektoren x9 — X1, ..., X — X1 € IK" sind.

Definition 2.2 Die k Punkte x1,...,x;, ©m affinen Raum K™™' heiflen affin unabhiingig wenn
die k — 1 Vektoren xo — X1, ...,Xg, — X1 linear unabhdngig sind.

Natiirlich spielt hier der Vektor x; keine Sonderrolle, man hétte auch jeden anderen Vektor
an seiner Stelle von den restlichen Vektoren abziehen kénnen.
Aus dieser Diskussion folgt:

Satz 2.2 Sind die Punkte x1,...,Xx affin unabhingig, so sind die Koeffizienten A1, ..., A\ einer
Affinkombination x = A\x1 + ... + \gXg, A1+ ... + A = 1, durch x eindeutig bestimmit.
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Im Folgenden werden wir uns praktisch ausschlieBlich auf die affine Geometrie der Ebene
IK? konzentrieren. Dies liegt nicht daran, dass die affine Geometrie im IK", n > 2, uninteressant
wire. Im Gegenteil! So ist z.B. die affine Geometrie des IR? die Grundlage der darstellenden
Geometrie, bzw. ihres Gegenstiickes in den Ingenieurwissenschaften, des Technischen Zeichnens.
Aber um die Charakteristika der verschiedenen Sorten von Geometrie kennen zu lernen, geniigt
die ebene Geometrie durchaus. Sie ist sehr reichhaltig, und aus Zeitgriinden werden wir uns auf
sie konzentrieren.

In der affinen Ebene IK? gibt es als affine Unterriume Punkte und Geraden. Jede Gerade L C
IK? ist eine Kopie des affinen Raums IK. Zwei Geraden L, M C IK? schneiden sich immer, wenn sie
nicht parallel sind (d.h., wenn ihre zugehorigen parallelen Untervektorrdume iibereinstimmen,
s. 1.1). In praktisch jeder Aussage der affinen Geometrie tritt dieser Fall von Parallelitit als
Sonderfall auf. Dies wird noch viel Aufmerksamkeit erfordern.

Natiirlich werden wir affine Abbildungen einer Geraden L ~ IK auf eine andere M ~ K
betrachten. Die wichtigste derartige affine Abbildung ist die Parallelprojektion.

Definition 2.3 (Parallelprojektion) Es seien L, M C IK? zwei affine Geraden. Auferdem sei
P C IK? eine weitere Gerade, nicht parallel zu L oder zu M. Die Parallelprojektion 7 : L — M
in Richtung von P ist folgende Abbildung: Durch jeden Punkt x € L gibt es genau eine Gerade
Py parallel zu P. Weil diese nicht parallel zu M ist, gibt es genau einen Schnittpunkt von Py
mit M. Dies ist der Bildpunkt w(x) von X.

Satz 2.3 Unter den Voraussetzungen von Definition 2.8 ist die Parallelprojektion m: L — M
eine affine, insbesondere eine bijektive Abbildung.

Beweis. Die Aussage ist unabhingig von den Koordinaten, welche wir im IK? wihlen. Wir
konnen deswegen als Nullpunkt den Schnittpunkt von P mit M wihlen, als P die xo-Achse
und als M die z1-Achse. Ein Punkt (x;,22) € L wird dann auf (x;,0) € M abgebildet. Wir
parametrisieren L durch

K>s—a+s-v=/(ay,a)+s-(v1,v2) = (a1 + sv1,as + svq).
Die zusammengesetzte Abbildung
K—L— M wird somit s+ aj + sv;.

Weil P nicht parallel zu L ist, ist v; # 0. Die zusammengesetzte Abbildung ist also affin, und
damit ist auch 7 selbst eine affine Abbildung. L]

Insbesondere bleiben Teilverhéltnisse unter Parallelprojektionen invariant. Dies ist eine Ver-
sion des aus der Schule bekannten Strahlensatzes.

Satz 2.4 Fs seien L, M C IK? zwei Geraden, die sich in einem Punkt a schneiden. Eine affine
Abbildung m : L — M ist genau dann eine Parallelprojektion, wenn m(a) = a.

Beweis. Fiir eine Parallelprojektion 7 : L — M ist natiirlich immer w(a) = a. Wir brauchen
also nur die Umkehrrichtung zu zeigen.
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Wir parametrisieren L : a 4+ IK - v mit einem Richtungsvektor v # 0. Wegen w(a + v) # a
ist m(a+v) =a+w € M mit w # 0. Wegen der Invarianz des Teilverhéltnisses unter 7 gilt fiir
jeden Punkt

x=a+sv=(l—-s)at+s(a+v)el

dass
m(x)=(1—s)a+s(a+w)=a+ sw.

Jeder Vektor
m(x) —x = s(w—v)

ist also parallel zum festen Vektor w — v und die Abbildung ist eine Parallelprojektion. L]

Satz 2.5 (Folgerung) Es seien L # M C IK? zwei verschiedene Geraden. Dann ist jede affine
Abbildung F : L — M eine Parallelprojektion oder eine Zusammensetzung von zwei Parallelpro-
jektionen.

Beweis. Wie eben bezeichne a den Schnittpunkt der Geraden L und M. Wegen Satz 2.4
konnen wir 0.B.d.A. annehmen b := F(a) € M ist von a verschieden. Sei N eine Gerade durch
b, von M verschieden. Die Parallelprojektion 7y : N — L in Richtung von M bildet dann b — a
ab. Die affine Abbildung

moi=Fom :N—M

lasst den Punkt b fest und ist nach Satz 2.4 eine Parallelprojektion. Dann ist F' = my o7 ! eine
Zusammensetzung von zwei Parallelprojektionen. L]

Am Dreieck haben wir uns vier verschiedene Sorten merkwiirdiger Linien angeschaut. Von
diesen brauchen drei Sorten (Winkelhalbierende, Mittelsenkrechte, Hohen) zu ihrer Definition
den Begriff des Winkels, diese Linien gehoren deswegen zur euklidischen Geometrie. Um die Sei-
tenhalbierenden zu definieren braucht man nur den Mittelpunkt m = (a+b)/2 einer Strecke ab.
Dazu braucht man nicht unbedingt den Begriff des Abstands, es geht auch durch die Festlegung
TV (m;a,b) = —1 oder oder einfach durch m := (a + b)/2. Deswegen sind die Seitenhalbieren-
den und ihr Schnittpunkt s = (a+ b + ¢)/3 ein Begriff der affinen Geometrie. Aber aufgepasst:
Hier spielt der Grundkorper IK eine Rolle! Zunéchst einmal darf in IK nicht 2 = 0 sein, wie es
etwa im Korper IFy aus zwei Elementen der Fall ist. Denn dann gédbe es den Mittelpunkt einer
Strecke nicht. Um die Seitenhalbierenden zu definieren, miissen wir also 2 # 0 € IK voraussetzen.

Aber selbst dann gibt es s = (a+ b + ¢)/3 nicht, falls 3 =0 € IK. Was ist dann los mit den
Seitenhalbierenden?

Satz 2.6 Fulls 3 =0 € IK, dann sind die Seitenhalbierenden in jedem Dreieck parallel.
Beweis. Der Richtungsvektor der Seitenhalbierenden durch a ist
1
§(b+c)—a:2(a+b—i—c)

(wegen 1/2 = 2) und dndert sich nicht beim Vertauschen von a,b und c. Alle drei Seitenhalbie-
renden sind parallel. L]
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Fin anderer Satz der elementaren affinen Geometrie ist der Satz iiber die Diagonalen im
Parallelogramm. Ein Viereck abcd ist ein Parallelogramm, falls

b—-—a=c—d oder dquivalent dazu c—b=d — a.

Satz 2.7 Fualls 2 # 0 € KK ist, halbieren sich die Diagnalen im Parallelogramm gegenseitig.
Wenn 2 =0 € K ist, dann sind die betden Diagonalen parallel.

Beweis. Der Mittelpunkt der Diagonale ac ist (a+ c)/2. Wegen d = ¢ + a — b ist dies auch
der Mittelpunkt (b+d)/2 der anderen Diagonale. Natiirlich ist dieser Mittelpunkt nur definiert,
wenn 2 # 0 € IK ist.

Betrachten wir den Fall 2 = 0 € IK: Der Richtungsvektor der Diagonale ac ist ¢ —a und der
Richtungsvektor der anderen Diagonale

d-b=c+a—-2b=a+c,
wegen 2b = 0. L]

Aufgabe 2.1 (Satz von Varignon) FEs sei 2 # 0 € IK. Im affinen IR" sei ein Viereck abed
gegeben. Zeigen Sie, dass die Mittelpunkte der Strecken ab, be, cd, da ein Parallelogramm bilden.

2.2 Baryzentrische Koordinaten

Wenn wir von einem Dreieck abc reden, nehmen wir immer stillschweigend an, dass es nicht-
entartet ist. D.h., die Vektoren b—a und c—a miissen linear unabhéngig sein. Die drei Eckpunkte
sind dann affin unabhéngig im Sinn von Definition 2.2. Wegen Satz 2.2 ist dann jeder Punkt
x € IK? eine Affinkombiantion

x=Xda+pub+ve, At+tpu+v=1,

der Ecken, und die Koeffizienten A, u,v sind durch den Punkt x eindeutig bestimmt. Diese
Koeffizienten heien auch die baryzentrischen Koordinaten des Punktes x. (Der Punkt x ist der
Schwerpunkt (= Baryzentrum) einer Konfiguration von drei Massenpunkten, welche in den drei
Ecken liegen, und die Groe A, u und v besitzen.)

Wenn x auf einer Seite des Dreiecks, etwa bc, liegt, dann ist eine baryzentrische Koordinate
(hier A) = 0, und x = pub + vc ist eine Affinkombination der beiden Ecken auf dieser Seite. Das
Teilverh&ltnis

TV(x;b,c) = —~
I
ist dann sehr einfach aus den baryzentrischen Koordinaten abzulesen.

Aber auch, wenn x auf keiner Seite des Dreiecks liegt, haben die baryzentrischen Koordinaten

sehr viel mit Teilverhéltnissen zu tun.
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Satz 2.8 Der Punkt x = Aa + ub + vc liege auf keiner Seite des Dreiecks abc.
a) Die Gerade ax ist genau dann parallel zur Seite be, wenn A =1, bzw. (dquivalent dazu)
w+v=0.
b) Schneidet die Gerade ax die Seite be in einem Punkt &', so gilt
TV(a';b,c) = _Z
I

Beweis. a) Die Gerade ax ist genau dann parallel zur Seite be, wenn
x=a+t-(c—b) mit ¢telK.

Die baryzentrischen Koordinaten des Punktes x sind dann A =1 und p = —¢, v =t.
b) Wenn p + v # 0 ist, kann man schreiben

X:)\a—l—(,u—i—u)-< Ppy 2 c).
p+v p+v

Wir betrachten den Punkt
a =t py 2
BtV Btv

auf der Seite be. Mit diesem Punkt schreibt sich x als Affinkombination

C

x=MXa+(1-X)a.

Also liegt x auf der Geraden aa’ = ax und a’ ist der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Seite

bec. Und weiter ist

TV(a'ib,c) = LWV v —

w/(p+v) I
Dieser Satz hat eine einfache Folgerung:

Satz 2.9 (Ceva, erste Version) Der Punkt x liege auf keiner Seite des Dreiecks abc. Die
Geraden ax, bx und cx mdgen die Seiten be, ca und ab in den Punkten a’ € be, b’ € ca und
c’ € ab treffen. Dann gilt

TV(a';b,c) TV (b';c,a) - TV(c;a,b) = —1.

A

Beweis. TV (a; b, c) - TV(b';c,a) - TV(c;a,b) = <_K> . <__) . (_g) . 0
1 v

Etwas komplizierter ist es, wenn wir noch die Sonderfiille beachten, die mit Parallelitdt zu

tun haben:

Satz 2.10 (Ceva, zweite Version) FEs seien abc ein Dreieck und L, M, N Geraden durch die
Ecken a,b,c, welche die Gegenseiten in den Punkten a’ € be, b’ € ca und ¢’ € ab treffen.
Dann st

TV (a';b,c)-TV(b';c,a)-TV(c;a,b) = —1,

genau dann, wenn L, M und N sich in einem Punkt treffen, oder parallel sind.
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Beweis. ,,<=*“: Wenn die drei Geraden sich in einem Punkt treffen, dann folgt die behauptete
Formel aus Satz 2.9. Nehmen wir also an, die drei Geraden seien parallel. Wir betrachten die
Parallelprojektion in Richtung dieser drei Geraden und finden (Satz 2.3)

r:=TV(a;b,c) =TV(a;b,c') =TV (a;b’, c).
Wegen Aufgabe 0.2 ist
1 1
TV (b'; =1-~, TV(c;a,b)= .
( ,c,a) T" (c,a, ) ].—?”
Und das Produkt aller drei Teilverhéltnisse ist

1 1
N I e = —1.
" < r> 1—r

»=" Die Annahme ist jetzt, dass das Produkt der drei Teilverhéltnisse = —1 ist. Falls zwei
Geraden, etwa L und M parallel sind, so konnen sie nicht parallel zur Seite ab sein. Die Parallele
N’ durch ¢ zu L und M schneidet deswegen die Seite ab in einem Punkt ¢”. Nach der schon
bewiesenen Richtung des Satzes ist

TV(a';b,c)-TV(b';c,a)-TV(c";a,b) = —1,

und daraus folgt
TV(c';a,b) =TV(c";a,b).
Und mit Satz 0.1 finden wir ¢’ =¢’, N' = N.

Wir diirfen also annehmen, die zwei Geraden L und M treffen sich in einem Punkt x. Der
liegt natiirlich auf keiner Seite des Dreiecks. Deswegen fillt er nicht mit ¢ zusammen, und die
Gerade N’ := cx ist wohldefiniert. Zuerst wollen wir ausschliefien, dass diese Gerade N’ parallel
zur Seite ab ist. In diesem Fall wire (Satz 2.8)

x=Xa—\b+c, TV(a';bc) TV (b';c,a) = \.

— X’
Aus der Voraussetzung wiirde TV (c’;a, b) = 1 folgen. Einen solchen Punkt ¢’ gibt es aber nicht.
Also schneidet N’ die Seite ab, etwa im Punkt ¢”. Mit demselben Argument wie im Fall der
parallelen Geraden sehen wir ¢”” = c’. L]

Der Satz von Ceva stammt aus der Renaissance. Er besitzt ein Gegenstiick, das schon in der
Antike bekannt war.

Menelaos
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Satz 2.11 (Menelaos) Es seien abc ein Dreieck in der affinen Ebene IK? und L eine Gera-
de, die nicht durch eine Ecke des Dreiecks geht und zu keiner Seite parallel ist. Diese Gerade
schneidet dann jede Dreiecksseite in einem Punkt, etwa

a’€bc, b cca, c cab.

Dann gilt
TV(a';b,c) - TV (b';c,a)-TV(c';a,b) = 1.

Und umgekehrt: Seien a’ € be, b’ € ¢,a und ¢’ € ab drei Punkte auf den Seiten des Dreiecks,
nicht gerade Eckpunkte. Wenn ihre Teilverhdiltnisse der obigen Beziehung geniigen, dann sind
diese Punkte kollinear.

Beweis. ,,=“: Wir betrachten die Parallelprojektion in Richtung der Gerade L auf die Seite
ab. Der Bildpunkt der Ecke c sei d. Diese Parallelprojektion definiert affine Abbildungen bc —
ab und ca — ab, die

bc > b—b,c—d, a—c, ca >c—d,a—a,b—c
abbilden. Wegen Satz 2.3 gilt
TV (a';b,c) =TV (c;b,d), TV(b';c,a)=TV(c;d,a),
und mit Aufgabe 0.3 b)

TV(a';b,c)-TV(b';c,a) - TV (c;a,b) =
TV(c;b,d) - TV(c;d,a) - TV(c';a,b) = 1.

,<=%: Jetzt ist die Produkt-Relation fiir die Punkte a’, b’ und ¢’ vorausgesetzt. Wenn die Gerade
a’b’ parallel zur Seite ab wire, dann wiirde aus Satz 2.3 folgen

TV (a';b,c) =TV (b';a, c),

und mit Aufgabe 0.2
TV(a';b,c)-TV(b';c,a) = 1.

Aus der Voraussetzung erhielten wir TV (c’;a,b) = 1, ein Widerspruch. Also muss die Gerade
a’b’ die Seite ab schneiden, etwa im Punkt ¢” # a,b. Aus der Richtung des Satzes, die wir
schon bewiesen haben, folgt

TV (a';b,c)-TV(b';c,a) - TV(c";a,b) = 1.

Damit schlielen wir
TV (c";a,b) =TV (c;a,b), also ¢’ =c.

Die Punkte a’, b’ und ¢’ sind also tatséchlich kollinear. L]

Wir wollen jetzt den Satz von Menelaos benutzen um affine Versionen zweier klassischer
Sétze aus der Projektiven Geometrie zu beweisen.
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Satz 2.12 (Pappos) Es seien L # M zwei Geraden in der affinen Ebene IK2, die sich in einem
Punkt 0 treffen. Auf diesen Geraden seien zwei Tripel aj,as,a3 € L und by,by,bs € M wvon
Punkten gegeben, die alle voneinander, und auch vom Punkt O verschieden sind. Wir betrachten
die sechs Verbindungsgeraden L; j := a;bj, i # j. Dann sind entweder die beiden Geraden L
und Lo 1, bzw. Ly 3 und L3 1, bzw Lo 3 und L3 o parallel, oder die drei Punkte p; j := L; jN\Lj;, 1 #
7, stnd kollinear.

Beweis. Alle fixierten Punkte liegen auf den drei Geraden L 2, Lo 3 und L3 1. Diese Geraden
sind die Seiten eines Dreiecks mit den Ecken

qi:=L31NLis, qo:=Li2NLa3, q3:=Ly3NLsj.
An diesem Dreieck wenden wir den Satz von Menelaos auf die folgenden fiinf Geraden an:

b17q3>q1

Loy : TV(pi2:qi,q2) - TV (az;qa,q3) - T'V( )=
(b2;q1,q2) =
( )=
( )=

) )TV
L3s: TV(p23;92,93) - TV (as;q3,q1) - TV
)TV ( )TV
) )TV

1,

17
Liz: TV(p3i1:q3,q1) - TV(a;qi,qq2) - TV (bz;q2,q3) = 1,
L: TV(a;;qi,q2) TV (az;q2,q3) TV (az;q3,q1) =1
1.

M: TV(by;qi,q2) - TV(bs;az,q3) - TV (b1;q3,q1) =

9

Wenn wir die ersten drei Gleichungen multiplizieren und durch das Produkt der letzten beiden
teilen, finden wir:

TV(p12;91,92) - TV (p2,3;d2,93) - TV (p3,1;493,d1) = 1.
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Aus dem Satz von Menelaos folgt, dass die drei Punkte pq 2, p2,3 und p3 12 tatséchlich kollinear
sind. L]

Dieser Beweis war algebraisch, wunderschon, kurz und iibersichtlich. (Ich habe ihn aus dem
Buch Coxeter-Greitzer abgeschrieben.) Leider ist er unvollsténdig: Die drei Geraden L2, Lo 3
und L3 ; brauchen kein Dreieck zu bilden! Zwei davon, oder sogar alle drei kénnten parallel sein.
Um den Beweis zu vervollstandigen miissten wir diese Moglichkeiten analysiseren. Das mdchte
ich hier aber nicht tun, weil wir den Satz von Pappos in volliger Allgemeinheit in der Projektiven
Geometrie nocheinmal beweisen werden. Hier mochte ich nur darauf hinweisen, dass parallele
Geraden schone Beweise ruinieren kénnen.

Satz 2.13 (Desargues) In der affinen Ebene IK? seien drei, paarweise voneinander verschie-
dene Geraden gegeben, die sich alle drei im Punkt O treffen mdgen. Auf diesen Geraden seien
je zwei Punkte

aj,aa € L, by,bye M, ci,co €N

gewdhlt, die voneinander und von 0 verschieden sein sollen. Diese sechs Punkte definieren zwei
Dreiecke mit den korrespondierenden Seiten

a;b;, bic;, c;a;, (i =1,2).

Dann sind entweder zwei korrespondierende Seiten parallel oder die drei Schnittpunkte Pa b, Po,cs Pe,a
korrespondierender Seitenpaare sind kollinear.

Beweis. Wieder benutzen wir den Satz von Menelaos, und zwar fiir

Dreieck ‘ Gerade ‘ Relation

Oa;b; | asbopay | TV (a2;0,a;1) - TV (pap;ai, b1) - TV (bg;by,0) =1,
Obic; | bacopye | TV (b2;0,b1) - TV (pyc; br,c1) - TV (co;¢1,0) =1,
Ocia; | cagPca | TV (c2;0,¢1) - TV (pea;ci,ar) - TV (az;a1,0) = 1.
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Wir multiplizieren die drei Gleichungen und kiirzen
TV(az;0,a1) - TV(az;a1,0) = 1,

TV (bg;0,by) - TV (b2; by, 0)
TV(CQ; 0, Cl) . TV(CQ; Cq, 0) = 1

|
\.H

Ubrig bleibt die Gleichung
TV (Pap;ai,b1) - TV (ppe;bi,c1) - TV (Pea;€1,a1) = 1,
und Menelaos am Dreieck ajbic; zeigt, dass die drei Punkte pq 4, Py, und peq kollinear sind. []

Wieder ein wunderschoner kurzer Beweis, und wieder habe ich ihn aus Coxeter-Greitzer
iibernommen.

Aufgabe 2.2 Auf den Seiten eines Dreiecks abe seien Punkte a’ € be, b’ € ca, ¢’ € ab (kei-
ne Eckpunkte) so ausgewdhlt, dass sich die Verbindungsgeraden in einem Punkt schneiden. Die
Punkte qq, qp, qe seien die Mitten der Strecken aa’, bb/, cc/. Weiter seien mg, my, m, die Mittel-
punkte der Dreiecksseiten be, €a, ab. Zeigen Sie, dass sich die Verbindungsgeraden m,qq, mpqp
und mqq. in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 2.3 FEin Kreis beriihre die drei Seiten eines Dreiecks in den Punkten a’ € be, b’ €
ca, ¢ € ab. Zeigen Sie, dass sich die drei Verbindungsgeraden aa’, bb’ und cc’ in einem Punkt
schneiden.

Aufgabe 2.4 FEs scien a’ € be, b’ € ca und ¢’ € ab die Beriihrpunkte der drei Ankreise des
Dreiecks abe. Zeigen Sie, dass sich die drei Verbindungsgeraden aa’, bb’ und cc’ in einem Punkt
treffen.

Aufgabe 2.5 In einem nicht-gleichschenkligen Dreieck trifft die dufSere Winkelhalbierende einer
jeden Ecke die gegeniiberliegende Seite. Die drei Schnittpunkte seien a’ € be usw. Zeigen Sie,
dass diese drei Punkte a’, b’ und ¢’ kollinear sind.

Aufgabe 2.6 In einem Dreieck abc mdge die Winkelhalbierende zur Ecke a die Seite bc in
a’ schneiden, die Winkelhalbierende zur Ecke b die Seite ca im Punkt b’. Die duflere Winkel-
halbierende der Ecke c treffe die Seite ab im Punkt ¢’. Zeigen Sie, dass a’, b’ und ¢’ kollinear
sind.
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2.3 Ellipsen

WEeil es in diesem und dem n&chsten Paragraphen auf Vorzeichen ankommt, werden wir hier
IK = IR setzen.

Was wiire die euklidische Geometrie ohne Kreise? Langweilig! Leider gehoren Kreise nicht
zu den Gegenstédnden der affinen Geometrie. Betrachten wir etwa das Bild des Kreises

K: z22442=1

unter der linearen Abbildung
U:(z,y)— (a-z,b-y).

Das ist also die Menge

U(K) = {(r,y) € R? : U~V (z,y) € K} = {(2,y) € R? (f) " (%) —1}

Es ist ein Kreis, der in z-Richtung mit dem Streckungsfaktor a und in y-Richtung mit dem
Streckungsfaktor b gedehnt wurde. So ein verdehnter Kreis heifit (achsenparallele) Ellipse mit
den Halbachsen a und b, ihre Gleichung ist

2 2

T+l
a b2
und sie sieht so aus: y
1
b

1 a
T

Nun war unsere lineare Abbildung U noch ziemlich moderat. Dem Kreis kann noch viel
schlimmeres passieren, etwa unter der linearen Abbildung

U:(z,y) = (z+y,9)
Jetzt ist U= (z,y) = (z — y,vy), das Bild U(K) hat die Gleichung
(x—y)?+y?> =2 20y +2y° =1

und sieht so aus:
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Das sieht eigentlich immer noch wie eine Ellipse aus, nur keine achsenparallele! Der Grund
ist einfach: Jede affine Transformation der Ebene bildet Kreise immer auf Ellipsen ab. Genauer
gesagt: Unter einer Ellipse verstehen wir das Bild einer achsenparallelen Ellipse unter einer
Bewegung. Dann gilt:

Satz 2.14 (Affine Bilder von Kreisen) Sei K C IR? ein Kreis und F : IR?> — IR? eine affine
Transformation. Dann ist das Bild F(K) des Kreises unter F' eine Ellipse.

Beweis. Translationen T sind Bewegungen, deshalb ist das Bild einer Ellipse unter einer

Translation immer wieder eine Ellipse. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass F' = U eine

invertierbare lineare Abbildung ist. Und auBerdem reicht es, den Kreis K : x'-x = 1 zu

behandeln. Sein Bild unter U hat die Gleichung
Utx)twuttx)=xt-UHUt - x=1.

Die Matrix (U~1)!U~! ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von der Hauptach-
sentransformation gibt es also eine orthogonale Matrix S derart, dass

CAntrr— _ 1\t _ a 0
S (UHUTH ST = ((SU)TH - (SU) 1:<0 ﬁ>

eine Diagonalmatrix mit Eintrigen o, 8 > 0 ist. Dazu gehort die achsenparallele Ellipse
E: oax®+ 3y =1.
Und wir haben die Beziehung
S(U(K))=FE, UK)=SYE).

Mit der Hauptachsentransformation ist alles bewiesen. ]
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Natiirlich folgt aus diesem Satz, durch Hintereinanderanwendung der linearen Transforma-
tionen, dass jedes affine Bild einer Ellipse wieder eine Ellipse ist. Damit sind Ellipsen Objekte
der affinen Geometrie des IR? und wir diirfen sie uns anschauen.

Wir listen jetzt noch einige geometrische Eigenschaften von Ellipsen auf, die sich vom Kreis
auf seine affinen Bilder iibertragen:

Fine Gerade kann zum Kreis drei verschiedene Beziehungen haben. Entweder schneidet sie
ihn nicht, oder sie schneidet ihn in zwei Punkten (Sekante), oder sie beriihrt ihn in einem Punkt
(Tangente). Eine affine Transformation éndert daran nichts. Also kann eine Gerade eine gegebene
Ellipse entweder nicht schneiden, in zwei Punkten schneiden (Sekante der Ellipse) oder in einem
Punkt beriihren (Tangente an die Ellipse). Ist die Ellipse E = F(K) ein affines Bild des Kreises
K, so sind die Tangenten an E gerade die affinen Bilder F'(L) der Tangenten L an den Kreis K.

Durch einen Punkt P, der auflerhalb der Ellipse F liegt, gibt es genau zwei verschiedene
Tangenten an E. Die Verbindungsgerade der beiden zugehorigen Beriihrpunkte heifit die Polare
von P beziiglich E.

FEin Kreis hat einen Mittelpunkt. Unter der affinen Abbildung F' geht der Mittelpunkt des
Kreises K auf den Mittelpunkt der Ellipse F'(K). Wie kann man den Mittelpunkt der Ellipse
mit den Spielregeln der affinen Geometrie definieren? Dazu miisste man den Mittelpunkt des
Kreises affin definieren: Der Mittelpunkt des Kreises ist der Punkt, wo sich alle Durchmesser
treffen. Was ist ein Durchmesser? Eine Gerade, die durch den Mittelpunkt geht. So geht’s nicht.
Probieren wir es anders:

Betrachten wir eine Schar paralleler Sekanten. Thre Mittelpunkte liegen alle auf einer Gera-
den, und die ist ein Durchmesser! So geht’s. Wenn wir jetzt die affine Abbildung F' anwenden,
bekommen wir eine Schar paralleler Sekanten der Ellipse. Thre Mittelpunkte liegen alle auf einer
Geraden. So eine Gerade heiffit Durchmesser der Ellipse. Alle Durchmesser der Ellipse treffen
sich in einem Punkt (weil sie das im Kreis tun), dieser Punkt heifit Mittelpunkt der Ellipse.

Im Bild des Kreises sieht man ganz deutlich, dass der Durchmesser, der von den Mittelpunk-
ten der parallelen Sekanten {iberstrichen wird, senkrecht auf diesen Sekanten steht. (Beweisen
kann man dies, nachdem man den Kreis so dreht, dass die Sekanten z.B. die Parallelen zur x—
Achse sind. Der Durchmesser ist dann die y—Achse.) In der Parallelschar gibt es natiirlich auch
einen Durchmesser, und der steht auf dem anderen Durchmesser senkrecht.
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V) =

Die Bilder zweier aufeinander senkrecht stehenden Durchmesser des Kreises stehen in der
Ellipse i.a. nicht mehr senkrecht aufeinander. Trotzdem gibt man ihnen einen besonderen Namen:
Zwei Durchmesser der Ellipse heiflen konjugiert, wenn sie Bilder zweier aufeinander senkrecht
stehender Durchmesser des Kreises sind. Sie haben ein besonderes Verhiltnis zueinander: Die
beiden Tangenten der Ellipse, in den zwei Punkten, wo der Durchmesser die Ellipse schneidet,
sind parallel zum konjugierten Durchmesser. Das ist so, weil es am Kreis so ist, und weil sich
diese Eigenschaft bei affinen Transformationen nicht &ndert.

Q <=

Was wir hier in Worten gesagt haben, kann man natiirlich auch alles in Formeln ausrechnen.
Wir wollen dies hier aber noch nicht tun, weil wir in einer allgemeineren Situation noch einmal
darauf zuriick kommen werden.

Aufgabe 2.7 Fine Ellipse beriihre die drei Seiten eines Dreiecks. Zeigen Sie, dass die drei
Verbindungsgeraden der Ecken des Dreiecks mit den Berihrpunkten auf den gegeniiberliegenden
Seiten sich in einem Punkt treffen.

Aufgabe 2.8 Gegeben sei eine Ellipse E mit den Hauptachsen a und b. Berechnen Sie die

Fliche eines Quadrats, dessen Seiten parallel zu den Achsen der Ellipse sind, und dessen Ecken
auf E liegen.
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Aufgabe 2.9 Bestimmen Sie die maximale Fliche eines Rechtecks, dessen Seiten parallel zu
den Achsen einer Ellipse E sind, und dessen Ecken auf E liegen.

Aufgabe 2.10 (Fu-Pe 5.1) Eine Ellipse habe die Halbachsen a und b mit a > by/2. Durch
einen Punkt p der Ellipse werde die Normale an die Ellipse gezeichnet. Diese treffe die Ellipse
auflerdem noch im Punkt q. Zeigen Sie: Die kleinstmdgliche Distanz || p — q || ist

V27a2b?
N
Aufgabe 2.11 (Fu-Pe 6A) Auf der groffen Halbachse a einer Ellipse mit Mittelpunt o und

den Halbachsen a und b sei ein Punkt m fest gehalten. Der Kreis mit Mittelpunkt m, der die
Ellipse von innen berihrt, habe den Radius r. Zeigen Sie:

lm— o ll= 5 y/ta? — 82)(82 — ).

2.4 Kegelschnitte

Die Gleichung einer Ellipse erhilt man aus einer quadratischen Funktion ¢(z,y) der Variablen x
und y. Im einfachsten Fall, achsenparallel und mit Mittelpunkt im Ursprung, sieht die Gleichung

SO aus: . )
— 2 2 —
q(az,y)—ﬁx —l—b—2y —1=0.

In diesem Paragraphen wollen wir ganz allgemein solche quadratischen Ausdriicke
q(z,y) = az® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f, a,b,...f €R
betrachten und fragen:

e Wann ist die Menge {(x,y) € IR? : ¢(x,y) = 0} eine Ellipse?

e Wenn sie keine Ellipse ist, was ist sie dann?

Wenn d = e = 0 ist, hat ¢ die schone Symmetrie ¢(—z, —y) = ¢(x,y). Solche Gleichungen
wollen wir zuerst behandeln.

Wir gehen genauso vor, wie bei den Ellipsen: Die Matrix der quadratischen Form

2 2 . a b ) X
ax® + 2bzy + cy* = (z,y) (b c) (y)
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kénnen wir, nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation, durch eine orthogonale Matrix
U diagonalisieren:

2 2 a 0 _1 T
+ 2b + = , . . . . .
ax Ty + cy (z,y)-U < 0 3 ) U < y )

Die orthogonale Matrix U kann eine Drehmatrix sein (det(U) = 1) oder eine Drehspiegelung
(det(U) = —1). Wem eine Drehspiegelung zu unheimlich ist, der kann von U iibergehen zu

r_q (10
v (30,

Falls det(U) = —1 war, dann ist det(U’) = 1, und U’ ist eine Drehung. Die Matrix U’ diagona-
lisiert unsere quadratische Form genauso wie es die Matrix U tat. Wir kénnen also annehmen,
dass die Hauptachsentransformation durch eine Drehung U geschieht. Nach der Drehung ist die
Form diagonalisiert. Bis auf diese Drehung haben wir es also mit einer Funktion

q(z,y) = az® + By* + f =0

zu tun.

Wir miissen jetzt eine ganze Menge von Fillen unterscheiden. Um deren Anzahl moglichst
klein zu halten, werden wir die Félle nicht unterscheiden, die durch Vertauschen von z und y
auseinander hervorgehen. Dieses Vertauschen kann man ja durch eine Drehung (x,y) — (y, —x)
um 90 Grad erreichen. Auflerdem kommt es uns nicht auf die Gleichung, sondern auf deren
Nullstellenmenge an. Wir kénnen deshalb die Gleichung mit einem beliebigen Skalar % 0 durch-
multiplizieren, und falls f # 0 ist z.B. f = 1 annehmen. Auflerdem wollen wir o und 3 stets > 0
annehmen, und die quadratische Form dafiir mit Vorzeichen

+az? £ By?

schreiben. Es gibt dann die folgenden Falle:
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Fall Gleichung | Nullstellenmenge
[ a
0 0 0 = 0 | die ganze Ebene
0 Rangl 22 =0 | eine Gerade
0 positiv definit ax? + py? =0 | ein Punkt
0 indefinit vom Rang 2 | ax? — By? = 0 | zwei schneidende Geraden
1 0 0 =1 | die leere Menge
1 Rangl ax? =1 | zwei parallele Geraden
1 —ax? =1 | die leere Menge
1 positiv definit ax? + py? =1 | Ellipse
1 indefinit vom Rang 2 | ax? — fy? = 1 | Hyperbel
1 negativ definit —ax? — py? =1 | die leere Menge



Das sind insgesamt neun Fille. Wirklich interessant fiir uns sind nur die echten, nicht ent-
arteten Kegelschnitte. Aufler der Ellipse, die wir schon kennen, ist das nur die Hyperbel. In
Analogie zur Ellipse schreiben wir ihre Gleichung

@y
a2 b2
Sie sieht so aus:
b
a

Es bleiben noch die Fille, wo die Konstanten d und e nicht beide = 0 sind. Die Behandlung
dieser Fille wird etwas iibersichtlicher, wenn wir die Funktion ¢(z,y) in Matrixschreibweise

angeben. Dazu kiirzen wir ab:
a b

ar® +2bzy + ey’ = x-Q-x
u = (d,e)
dr+ey = (ux)
gz,y) = xQ -x'+2(ux)+f.
Wir versuchen den Vektor u durch eine Translation x — x’ = t + x zu beseitigen. Unsere
Funktion wird dann
x) = X —t)-Q- X —t) +2ux —t)+f

= X Q- xX"+2u-Q tx)+f+t-Q-t.

Wir sehen: Der lineare Anteil hebt sich weg, und wir sind in einem der schon behandelten Félle,
wenn es uns gelingt, t so zu wahlen, dass

Q- -t=u
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Das geht sicher immer dann, wenn die Matrix @ invertierbar ist: t := Q~!-u. Aber das braucht
die Matrix @ ja nicht zu sein! Den Fall der Nullmatrix @) = 0 wollen wir weglassen, weil dann
die Funktion ¢(x,y) nur den Grad eins hat. Es bleibt also zu untersuchen:

Rang(Q) = 1.
Nach einer Drehung kénnen wir annehmen
x-Q-x=oax?, a#0.
Wenn wir die Gleichung durch « dividieren, und die Koeffizienten neu benennen, haben wir
q(z,y) = 2* + 2dz + 2ey + f = 0.
Hier machen wir die quadratische Erginzung mit 2’ = x + d. Dann wird
q(z’,y) = ()2 + 2ey + f/ =0, mit ' = f — d°.

Wir kénnen e # 0 annehmen. Wenn wir durch e teilen, und die Koeffizienten wieder ein wenig
umbenennen, erhalten wir schliefllich die Parabelgleichung

y = ax’ + 3.

Wir fassen zusammen:
Satz 2.15 (Klassifikation der reellen Kegelschnitte) FEs sei
q(z,y) = az® + 2bzy + cy® + 2dx +2ey + f =0

die Gleichung eines Kegelschnittes in der reellen Ebene. Durch eine Bewegung kann die Glei-
chung in eine der oben erwdhnten entarteten Gleichungen oder in eine der drei folgenden Glei-
chungen transformiert werden:

Ellipse %+ % =1
Hyperbel 5 — 3z =1
Parabel y=a-zx°.

Kegelschnitte heiflen Kegelschnitte, weil man sie erhalten kann, indem man einen Kegel im
dreidimensionalen Raum mit einer Ebene schneidet. Das hat schon ein alter Grieche herausge-
funden. Folgendes ist darunter zu verstehen: Nehmen wir etwa den Rotationskegel

C: 22=a2"+y
her und schneiden ihn mit einer Ebene

EF: z=u-z+v-y+w.
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Die Schnittkurve hat dann die Gleichung

(u-z4+v-y+w)? = 224y
(W =1) -2 +2uw-ay+ (2 —1)- >+ 2uw -z + 20w -y +w? = 0.

Wir wissen, die Art des erhaltenen Kegelschnittes héingt ganz wesentlich von der Definitheit der

symmetrischen Matrix
Q= u?—1 w
T\ w v? -1

det(Q) = (u? — D) (v? — 1) — (w)? =1 — u? — 2.

ab. Ihre Determinante ist

Der Kegelschnitt kann einer der Entartungsfille sein, oder er ist eine

Ellipse = (Q definit = det(Q)>0 & ur+vi<1
Hyperbel = @ indefinit = det(Q)<0 & wur+v?P>1
Parabel = Rang(Q)=1 = det(Q)=0 < u?>+v2=0.

Aufgabe 2.12 FEs seien a,b,c,d,e € IR? fiinf Punkte der affinen Ebene. Zeigen Sie: Es gibt
einen Kegelschnitt, der durch diese fiinf Punkte geht.
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Aufgabe 2.13 Es seien a = (a1,a2),....£f = (f1, f2) sechs Punkte der affinen Ebene. Zeigen
Sie: Diese sechs Punkte liegen genau dann auf einem Kegelschnitt, wenn

1 e 1
ap f1
a Jo
det a% f12 =0.
a1a fif2
at ... . f2

Aufgabe 2.14 Welche Kegelschnitte (Ellipsen, Hyperbeln, ...) werden durch folgende Gleichun-
gen gegeben:

a) ¥ +4ry+y?>+3x+3y+1=0,

b) 222 + 2xy + 2y? — 3z — 6y — 15 = 0,

c) 22% + 2xy + 2y? — 3z — 6y — 13 = 0,

d) 22 +2zy +y> +x—y =0,

e) 2% + 2zxy +y? + 4z + 4y = 0.

Aufgabe 2.15 (Gértnerkonstruktion) Es seien f; = (d,0) und fo = (—d,0) mit 0 <d € R
zwei Punkte der euklidischen Ebene IR?. Fiir 0 < a € IR sei

E, = {peR’:|p—fi|+|p-HfI=a},
Hy = {peR’:[p—fi|-[p-£f=a}

Zeigen Sie: Fir a > 2d ist E, eine Ellipse, fiir a < 2d ist H, Ast einer Hyperbel.

Aufgabe 2.16 Es sei f = (d,0) mit 0 < d € IR ein Punkt der euklidischen Ebene. Fiir 0 < a €
R sei D, C IR? der geometrische Ort der Punkte p = (z,y) € IR? mit

[p—fl=a-x
Zeigen Sie: D, ist eine
Ellipse & a<1

Parabel < a=1
Hyperbel < a>1.

Aufgabe 2.17 Gegeben seien a,b,c € IR mit ¢ # 0. Zeigen Sie, dass
(z+a)(y+b)=c

die Gleichung einer Hyperbel ist. Bestimmen Sie deren Mittelpunkt und ihre Halbachsen.
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3 Projektive Geometrie

3.1 Die projektive Ebene

Dieser Abschnitt dient vor allem der Motivierung. Die exakten Definitionen kommen im néchsten
Abschnitt.

Seit der Renaissance gibt es in der Malerei eine Theorie der Perspektive. An einem Griechi-
schen Tempel, beispielsweise, gibt es jede Menge paralleler Mauerkanten (jedenfalls dann, wenn
der Tempel noch gut erhalten ist). Will man den Tempel zeichnen, so erhoht es den rdumlichen
Eindruck, wenn sich auf dem Papier die Bilder dieser Linien in einem ,,Fluchtpunkt* schneiden.
Man stellt sich dabei vor, dass das Bild aus dem dreidimensionalen Gegenstand durch eine rich-
tige schone, geometrische Projektion entstanden ist. Will man Eisenbahnschienen zeichnen, so
sieht das Resultat vielleicht so aus:

(Ganz stimmen kann das nicht, denn auch die Schwellen sind Teile paralleler Geraden, die sich
in einem Fluchtpunkt schneiden sollen. Und der Fluchtpunkt kann nicht in der Richtung liegen,
wie sie die von mir gezeichneten Schwellen haben, er muss irgendwie senkrecht zum Fluchtpunkt
der Schienen liegen. Wie man solche Fluchtpunkte ausrechnet, das ist ein Teil der Theorie der
Perspektive. Hierzu gibt es in der Bibliothek des Mathematischen Instituts das schéne Buch:

F. Rehbock, Geometrische Perspektive, Springer 1979.

Darin findet sich auch, auf p. 17, ein Bild mit Eisenbahnschwellen, korrekt gezeichet.)

Auf dem Papier kann man die Fluchtpunkte einzeichnen, in der dreidimensionalen Realitét
gibt es sie nicht, denn {iberall sind da ja schon die richtigen Punkte. Wenn man also mit den
Fluchtpunkten arbeiten mochte, dann muss man sie zum vorhandenen Raum hinzufiigen. Man
nennt die hinzugefiigten Fluchtpunkte das ,,Unendliche* . Das hat nichts mit Spiritismus zu tun,
sondern es ist nur so eine mathematische Redensart (Definition).

In diesem Abschnitt wollen wir uns genau iiberlegen, wie man die Ebene IR? durch Punkte
im Unendlichen zur projektiven Ebene ergédnzt. Es kommen also unendlich—ferne Punkte hinzu.
Und zwar sollen dies die Schnittpunkte aller parallelen Geraden gleicher Richtung sein. Hier
konnte man verschiedener Meinung sein, und sagen, jede Gerade hat zwei Enden, sie geht in
zwei Richtungen nach Unendlich, sie hat zwei Schnittpunkte im Unendlichen mit allen ihren
parallelen Mitgeraden. Diese Meinung hat sich nicht durchgesetzt. Man mochte, dass sich je
zwei verschiedene Geraden, parallel oder nicht, in genau einem einzigen Punkt schneiden. Also
soll es im Unendlichen fiir jede Sorte paralleler Geraden nur einen einzigen Schnittpunkt geben.
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Geht man auf einer Geraden nach Unendlich, erreicht man ihren Fluchtpunkt, geht man weiter,
kommt man auf der gleichen Geraden, aus der anderen Richtung aus dem Unendlichen zuriick.

Es hat grofle praktische Vorteile, wenn sich zwei parallele Geraden in einem Punkt im Un-
endlichen schneiden. Beispielsweise haben wir bei der Formulierung der Sétze von

e Ceva,
e Pappos,
e Desargues

immer auf Ausnahmen Riicksicht nehmen miissen, die sich aus der Parallelitit von Geraden
ergaben. Diese Sétze werden eine projektive Version haben, wo parallele Geraden keine Sonder-
rolle mehr spielen werden. (Deswegen habe ich den Fillen paralleler Geraden beim Beweis der
affinen Version dieser Sitze auch keine zu grofie Aufmerksambkeit geschenkt.)

Wir wollen die reelle projektive Ebene IPo(IR) nennen. Man kann sich davon ein toplogisches
Modell machen, das allerdings ein wenig kompliziert ist. Es gibt eine bijektive und in beiden
Richtungen stetige Abbildung der affinen Ebene IR? auf die Kreisscheibe:

arctg(x® + y?)

\/m ’ (.T,y)

Geraden durch den Nullpunkt gehen bei dieser Abbil-
dung in Kreisdurchmesser iiber, und treffen dann in
zwei diametral gegeniiberliegenden Punkten auf den
Kreisrand. Das topologische Modell der reellen projek-
tiven Ebene ist also die Kreisscheibe, auf deren Rand
man diametral gegeniiberliegende Punkte identifizie-
ren muss.

(z,y) —

Diese Beschreibung der projektiven Ebene ist uns zu qualitativ, wir miissen rechnen. Dazu
brauchen wir Koordinaten. Ausgangspunkt sind die baryzentrischen Koordinaten aus §2.2. Wir
haben drei Koordinaten (z,y, z) mit x +y + z = 1 zur Beschreibung eines Punktes x der Ebene
benutzt. Wenn wir diese drei Koordinaten im (z,y, z)-Raum IR?® auftragen, erhalten wir alle
Punkte der Ebene © 4+ y+ z = 1. Jeder Punkt x = (x,y, z) dieser Ebene liegt auf einer Geraden
IR -x durch den Nullpunkt. Und umgekehrt: Jede Gerade L C IR? durch den Nullpunkt schneidet
diese Ebene in genau einem Punkt. D.h., alle Geraden L tun dies, bis auf diejenigen, die es nicht
tun und parallel zur Ebene z+y+ 2z = 1 liegen. Dies sind die Geraden in der Ebene z+y+2z = 0.
Jede dieser Geraden gehort aber zu einer Richtung in der Ebene x4y + 2z = 1 und definiert dort
einen Punkt im Unendlichen.

Jeder Vektor 0 # x = (z,y,2) € IR? bestimmt eine Gerade L = IR - x. Und jede dieser
Geraden bestimmt einen Punkt der projektiven Ebene:

e Entweder ist © + y + 2z # 0, dann ist es der Punkt mit den baryzentrischen Koordinaten
x Y z
r+y+z z+y+z z+y+z’
also der Schnittpunkt von L mit der Ebene z +y + z = 1,
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e oder es gilt x + y + z = 0, und dann ist es ein unendlich ferner Punkt.

r+y+z=1
z r+y+2#0

rT+y+z=0

X

Auf diese Weise parametrisieren die Geraden des IR® durch den Nullpunkt alle Punkte der
projektiven Ebene, endliche oder unendlich ferne, je nachdem, ob sie die Ebene x +y + 2z = 1
schneiden, oder dazu parallel sind.

Wir haben gesehen: Die Geraden im IR?® durch den Nullpunkt kann man benutzen, um
alle Punkte der projektiven Ebene zu parametrisieren. Geraden haben aber keine Koordinaten,
und somit haben wir noch keine Koordinaten auf der projektiven Ebene, in denen wir rechnen
konnen. Jetzt geben wir den Geraden L C IR?, und damit den Punkten der projektiven Ebene,
Koordinaten: Eine Gerade wird aufgespannt durch einen Vektor x # 0, es ist L = IR - x. Wir
nehmen einfach die drei Koordinaten z,y, z von x als Koordinaten von L. Richtige Koordinaten
sind dies aber eigentlich nicht, denn das Tripel (x,y, z) ist durch die Gerade L nicht eindeutig
festgelegt. Jedes andere Tripel

Az, Ay, A-2) mit A #0

reeller Zahlen gehort zur selben Geraden. Wir driicken dies so aus, dass wir das Tripel nicht
(x,y,2) sondern (z : y : z) schreiben. Damit meinen wir nicht nur das Tripel (z,y, z), sondern
die Menge aller Tripel (A- 2z, A -y, A - 2) mit 0 # A € IR. Die Doppelpunkte stehen da, weil nicht
die Werte x,y, z der einzelnen Koordinaten wichtig sind, sie &ndern sich ja beim Multiplizieren
mit A, sondern ihre gegenseitigen Quotienten, die sich dabei nicht dndern. Diese Koordinaten,
bei denen nicht die Zahlenwerte wichtig sind, sondern deren gegenseitige Proportionen, heiflen
homogene Koordinaten.
Die homogenen Koordinaten auf der reellen projektiven Ebene sind also Zahlentripel

(x:y:2z)mit (r,y,2) Z0und Az : Ay : Xz) = (x:y:2) fiir A #0.
Sie hingen mit baryzentrischen Koordinaten der affinen Ebene folgendermaflen zusammen:

e Wenn z + y + z # 0 ist, dann ist (z : y : z) der Punkt in der affinen Ebene mit den
baryzentrischen Koordinaten
x Yy z
r+y+z x+y+z a+y+z
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e Wenn x + y + z = 0 ist, dann bedeutet (x : y : z) einen unendlichfernen Punkt. Und zwar
bedeutet dies den Punkt in Richtung der vom Vektor (z,y,z) aufgespannten Geraden
parallel zur Ebene x +y + 2z = 1.

Ich habe versucht, den Ubergang von baryzentrischen zu homogenen Koordinaten zu er-
kldren, denn schon in Dimension zwei sind die baryzentrischen Koordinaten drei Koordinaten.
WEeil die benutzte Ebene  + y + z = 1 nicht parallel zu einer Koordinatenebene ist, ist die
Geometrie der Situation aber etwas uniibersichtlich. Insbesondere sollte ein Student in einer
miindlichen Priifung nicht diese Einfithrung der homogenen Koordinaten erklédren, sondern die
folgende, weil sie geometrisch iibersichtlicher ist:

Wie in Abschnitt 2.1 ergédnzen wir Vektoren x =
(z1,72) € IR? rein formal um einen nullten Eintrag
= 1 zu Vektoren x' = (1,21,22). In diesem Fall oy

gehort ein Punkt (xg : 1 : x2) € IPo(IR) 20 # 0

e zum Vektor x’ = (1,21 /20, x2/x0), d.h. zum / /332

Punkt x = (z1/x0,x2/z¢) der affinen Ebene, .
falls xog # 0, / z0 =1

e zum unendlich fernen Punkt in Richtung der

Geraden IR - (z1,22) C IR?, falls 29 = 0.

1‘0:0 T

Aufgabe 3.1 In der projektiven Ebene IPo(IK) mit den homogenen Koordinaten (xq : x1 : z2)
seien

a) zwei verschiedene Punkte py = (a1 : by : ¢1) # p2 = (ag : by : ¢2) gegeben. Bestimmen Sie die
Gleichung ihrer Verbindungsgeraden.

b) zwei verschiedene Geraden Ly : aqxg+ S1o1 + yiwe = 0 und Lo : aoxg + foxy + Yoxs = 0
gegeben. Bestimmen sie deren Schnittpunkt.

Aufgabe 3.2 a) Es seien p; = (a; : b; : ¢;), i = 1,2,3, drei Punkte in der projektiven Ebene
IPy(IK). Zeigen Sie: diese drei Punkte sind genau dann kollinear, wenn es (A1, A2, A3) # (0,0,0)
gibt mit
A1P1 + A2p2 + Asp3 = 0.

(Hier meine ich mit p € IK> einen Vektor, der zum Punkt p € Po(IK) gehort.)
b) Es seien

Li: ajzo+ Biwy +vize =0, 1 =1,2,3,
drei Geraden in der projektiven Ebene IPo(IK). Zeigen Sie: diese drei Geraden haben genau dann
einen Punkt gemeinsam, wenn es (A1, A2, A3) # (0,0,0) gibt mit

/\1L1(X) + )\QLQ(X) + /\3L3(X) =0.
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3.2 Der projektive Raum P, (IK)

Im letzten Abschnitt haben wir eingesehen, dass man die projektive Ebene IPo(IR) erkléren kann
als die Menge der eindimensionalen Untervektorriume im IR?. Diese Einsicht bestand aus drei
Schritten, die wir allerdings nicht in der folgenden Reihenfolge ausfiihrten:

1. Der Definition von IP5(IR) als diese Menge;
2. der Einfiihrung von homogenen Koordinaten (zq : x; : z2) auf dieser Menge;

3. der Deutung von Punkten (z¢ : 1 : x2) mit z¢ # 0 als Punkte (z1/x9,x2/2z¢) der affinen
Ebene und von Punkten (0 : x; : z2) als unendlich ferne Punkte.

Diese drei Schritte fithren wir jetzt in beliebiger Dimension n und iiber jedem beliebigen
Korper IK durch.

1. Definition des n-dimensionalen projektiven Raums P, (IK): Der n-dimensionale projektive
Raum IP,(IK) ist die Menge aller eindimensionalen Unterrdume L (= Geraden L durch den
Nullpunkt) im (n + 1)-dimensionalen Vektorraum IK"*!,

2. Einfiihrung homogener Koordinaten auf IP,(IK): Jeder eindimensionale Unterraum L C
K" wird aufgespannt durch einen Vektor 0 # x = (xg, 1, ..., ) € IK" T, Wir nennen (zq : 1 :

.. Tp) die homogenen Koordinaten des Punktes in IP, (IK), der von L représentiert wird. Weil
A - x dieselbe Gerade L aufspannt, gilt

(xo:x1: i xp) = (Axg s Axy @ oo 2 Axy)

fiir alle 0 # A € IK. Natiirlich gibt es keinen Punkt im projektiven Raum mit homogenen
Koordinaten (0:0: ... : 0), der projektive Raum hat keinen Nullpunkt.

Noch eine Notation: Spéater werde ich, wenn sich alle an diese Notation gewohnt haben, keinen
so groBen Unterschied mehr zwischen der Bezeichnung fiir den Vektor (z, ..., z,) € K™™' und
dem Punkt (z¢ : ... : z,) € IP,(IK) machen. Vorlaufig will ich versuchen, mich an folgende
Regelung zu halten:

Vektor % = (g, ..., x,) € K",
Punkt x=(xg:...:2,) € P,(IK).

3. Affine und unendlich ferne Punkte: Die Menge der Punkte x = (zg : 1 : ... : z,) € P, (IK)
mit g # 0 nennen wir den affinen Teil des projektiven Raums. Dieser affine Teil kann mit dem
affinen Raum IK" identifiziert werden durch die bijektive Abbildung

K" P, (IK)
(X1, ey ) —  (L:izp:o:izy)
I Tn
(—, . —> — (xo:xy:.iixp).
i) )
Die Menge der Punktex = (0 : 21 : ... : ) € IP,,(IK) nennen wir die unendlich ferne Hyperebene.

Was eine Hyperebene im projektiven Raum ist, erkldren wir gleich. Der Punkt x repréasentiert
im IK" den Fluchtpunkt aller Geraden, die zur Geraden IK - (z1, ..., x,) C IK" parallel sind.
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Beispiel: n = 1. Der eindimensionale projektive Raum {iber IK heifit projektive Gerade. Er
besteht aus allen Punkten x = (z¢ : #1). Darunter gibt es einen einzigen Punkt co := (0: z1) =
(0 : 1) mit zp = 0. Dies ist der unendlich ferne Punkt. Die projektive Gerade IP;(IK) besteht
also aus der affinen Geraden IK, an die der unendlich ferne Punkt angefiigt wurde:

P, (K) = K U cc.

0

P (IR) IP,(C)
Die projektive Gerade IP;(C) = C U oo heifit auch Riemannsche Zahlenkugel.

Der projektive Raum IP, (IK) verallgemeinert den affinen Raum IK" im folgenden Sinn:

e Jeder affine Unterraum A C IK™ l&sst sich fortsetzen zu einem projektiven Unterraum
A C P, (K).

e Jede affine Transformation F': IK" — IK™ lésst sich fortsetzen zu einer projektiven Trans-
formation F': IP,(K) — P, (IK).

Natiirlich miissen wir erst noch definieren, was ein projektiver Unterraum und was eine
projektive Transformation ist.

Definition 3.1 Fin projektiver Unterraum U C IP,(IK) ist eine Menge von Geraden L C
K" derart, dass es einen Untervektorraum U C K" gibt mit U = {L C U}. Die Dimension
von U ist

dim(U) = dim(U) — 1.

Beispiele: a) jede Gerade L C IK™"! repriisentiert einen Punkt x € IP,(IK). Punkte sind
also O-dimensionale projektive Unterrdume.

b) Eine nicht-triviale Linearform ) ¢ a,x, definiert eine Hyperebene H = {x € K" .
> a,x, = 0} in IK"*!. Die Dimension dieser Hyperebene ist n. Die in dieser Hyperebene H
liegenden Geraden bilden einen projektiven Raum der Dimension n — 1 im IP,, (IK). Dieser pro-
jektive Unterraum heift projektive Hyperebene. Ist insbesondere die Linearform gerade xg, so
erhélt man die unendlich ferne Hyperebene x¢ = 0.
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Satz 3.1 (Projektiver Abschluss affiner Unterréiume) Jeder affine Unterraum A C K"

ist fortsetzbar zu einem projektiven Unterraum A C P, (IK) gleicher Dimension. Es ist ANIK™ =
A.

Beweis: Es sei d := dim(A) und A C IK" definiert durch n—d linear unabhéingige Gleichungen

A={xeIK": Zaﬂ,,,xl, =by, p=1,...,n—d}.

v=1
Dieselben Gleichungen, gelesen als homogene Gleichungen fiir Vektoren x’ = (1,21,...,2,) €
K™, némlich
—byro+au1r1 + ... taupry, =0, u=1,..,n—d
definieren einen Untervektorraum U C IK"*! der Codimension n — d, also von der Dimension

d+1. U C IP,(IK) sei der zugehorige projektive Unterraum. Er hat Dimension d.
Nach Definition ist

U={(xo:21:...:2,) € Py(K) : Z Ay = byo, p=1,...,n —d}.

v=1

Die Punkte von U NIK"™ haben xy # 0, und die zugehorigen affinen Punkte (z1/xo, ..., xn/x0) €
IK™ bilden gerade den Losungsraum der gegebenen n — d Gleichungen. L]

Beispiel: Eine Gerade in der affinen Ebene hat die Gleichung a1 - 1 + a9 - xo = b. Die
entsprechende Gerade in der projektiven Ebene hat die Gleichung —bxg + ajx1 + aszs = 0.
Wenn wir zwei Geraden in der projektiven Ebene schneiden wollen, etwa

{(101‘0 + a1x1 + agxy = O} N {bol‘o + b1z + boxo = O}
berechnen wollen, dann miissen wir das homogene Gleichungssystem

apro + a1x1 + asxrey = 0
boxo + bll‘l + b2x2 = 0

losen. Falls die Gleichungen linear unabhiingig sind (d.h., falls die Geraden verschieden sind),
wird der Losungsraum aufgespannt vom Kreuzprodukt der Koeffizientenvektoren

a1b2 — agbl
axb= a2b0 — aobg
apby — a1by

Der Schnittpunkt der beiden Geraden hat also die homogenen Koordinaten
(1‘0 oy .TQ) = ((11()2 - a2b1 : a2b0 - aobg . a0b1 - albo).

Der Vorteil der projektiven Theorie ist, dass alle Gleichungen homogen werden, und man keinen
Unterschied zwischen homogenen und inhomogenen Gleichungen zu machen braucht. Natiirlich
ist die triviale Losung homogener Gleichungen immer verboten.
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Ein projektiver Unterraum U C IP,,(IK) ist fiir sich selbst genommen wieder ein d-dimensio-
naler projektiver Raum. Es gibt ja einen Untervektorraum U c K", derart, dass U aus allen
Geraden L C U besteht. In U kann man eine Basis ug,...,04 € U wihlen. Diese definiert
einen Vektorraum-Isomorphismus IK*! — U/ und damit eine bijektive Abbildung Py(K) —
U. Hitten wir eine andere Basis in U gewdhlt, so héitten wir einen anderen Vektorraum-—
Isomorphismus erhalten. Doch beide Isomorphismen unterscheiden sich nur um einen Vektorraum-—
Automorphismus des K41,

Der Begriff des Verbindungsraums verallgemeinert sich wortlich vom Affinen ins Projektive:
Ist M C IP,,(IK) eine beliebige Menge, so sei span(M) der Durchschnitt aller projektiven Un-
terrdume, die M enthalten. Ist M c K" die zu M gehorende Menge im Vektorraum IK"*!, so
ist span(M) der projektive Raum zum Untervektorraum span(M ). Insbesondere ist fiir zwei pro-
jektive Unterrdume Uy, Uy C TP, (IK) der Verbindungsraum U + Uy := span(U; U Us) definiert.

~

Es gibt auch die Moglichkeit, span(M) zu definieren als die Menge

k
{chffl,: o €K, Vv, GM}

v=1

aller Linearkombinationen von Vektoren v, € M. Deswegen besteht der projektive Unterraum
span(M ) in IP,, (IK) aus allen Punkten x = (z¢ : ... : @) derart, dass der Vektor x = (zg, ..., zp) €
IK"*! eine Linearkombination

X = 61\71 + ...+ Ck\A’k

von Vektoren v, € IK"*! ist, die zu Punkten v, € M gehoren. Wir wollen uns Schreibarbeit
sparen, und auch die Punkte x im projektiven Raum als Linearkombinationen schreiben.

Beispiel: Seien x # y € IP,,(IK) zwei verschiedene Punkte mit den homogenen Koordinaten
(g : ... :xp) und (yo : ... : yn). Sie spannen eine projektive Gerade L C IP,(K) auf. Die Punkte
dieser Geraden sind die Linearkombinationen

s (xg:eixp)+t- (Yo :yn) = (sT0+tyo: ... : STy + tyy), s,t € K.

Hitten wir andere homogene Koordinaten (Azg : ... : Azy,) fiir den Punkt x genommen, so hétten
wir genau dieselbe Menge von Linearkombinationen bekommen, nur in anderer Reihenfolge.

Mit dem Begriff des Verbindungsraums kénnen wir folgenden Satz formulieren, der die Tat-
sache verallgemeinert, dass sich zwei Geraden in der projektiven Ebene unter allen Umsténden
schneiden.

Satz 3.2 (Dimensionssatz) Fir zwei projektive Unterrdume Uy, Uy C Py, (IK) gilt
dzm(Ul) + dlm(Ug) = dim(Ul + U2) + dim(Ul N UQ).

Beweis. Es seien Uy, U C IK™ ! die zugehorigen Vektorrdume. Zum projektiven Unterraum
U1+ Us gehort nach Definition der Untervektorraum Uy +Us und zu Uy NUs der Untervektorraum
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Ul N [jg. Wir haben

dim/(U,
dzm(Ul + Uy
dzm(Ul N Uy

dim(Uy + Us) + dim(Uy N Us

U;) +
dim (U7 + UQ) +1

= dim(
(

dzm(U NU)+1
(
(

J;)
)
)
)

dim

1+ UQ) + dzm(Ul N UQ) —2
= dim(Uy) + dim(Uy) — 2
= dzm(Ul) +dzm(U2). D

Damit dieser Satz auch wirklich in allen Féllen stimmt, muss man fiir die leere Menge
) C P, (IK) setzen:

0 = {0}
dim(0) = -1

Dann hat man beispielsweise fiir zwei Geraden L1, Ly C IPo

dim(Ly + Lo) < dim(IP9)
= 2
dim(Li N Ly) = dim(Ly)+ dim(Lg) — dim(Ly + Lo)
2 —dim(Ly + La)
> 0.

Also ist der Durchschnitt zweier Geraden in der projektiven Ebene nie leer.

Einen Punkt x = (z¢ : xy) € IP,(IK) kann man der Multiplikation mit einer (n + 1) X
(n + 1)-Matrix unterz1ehen.

MeM(n+1)x(n+1),K): : — M -

In In

Wenn man alle homogenen Koordinaten von x mit einem gemeinsamen Faktor A € IK durchmul-
tipliziert, werden die Eintrige von M - X mit demselben Faktor A\ multipliziert. Multiplikation
mit der Matrix M bildet den Punkt x € IP,,(IK) wieder auf einen Punkt M - x € IP,(IK) ab.

Etwas kann dabei allerdings schiefgehen: x konnte im Kern der Matrix M liegen und M-x =0
sein. Wenn das passiert ist der Bildpunkt M - x € P, (IK) nicht definiert. Aber falls die Matrix
M € GL(n,IK) invertierbar ist, kann das ja nicht passieren!

Definition 3.2 Fine projektive Abbildung (oder Projektivitdt) P : 1P, (IK) — IP,(IK) ist eine
Abbildung, die auf den homogenen Koordinaten durch Multiplikation mit einer invertierbaren
(n+1) x (n+ 1)-Matriz definiert ist.
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Eine Projektivitit wird also durch einen Automorphismus % — M - % des IK"™! induziert.
Weil Automorphismen bijektiv sind, sind auch Projektivitdten bijektiv. Weil Automorphismen
Untervektorrdaume des IK"*! auf Untervektorrdume gleicher Dimension abbilden, bilden Pro-
jektivitdten projektive Unterrdume des IP,(IK) wieder auf projektive Unterrdume derselben
Dimension ab.

Satz 3.3 (Projektive Fortsetzung affiner Transformationen) Jede affine Transformati-
on F: K" — K" ldsst sich zu einer projektiven Transformation P : IP,(IK) — P, (IK) fortset-
zen.

Beweis. Die affine Transformation sei
F:x—t+A x

mit der invertierbaren Matrix A € GL(n,IK). In (2.1) sahen wir bereits, dass die (n+1) x (n+1)—

Matrix
1 0
e (19)

diese affine Transformation durch Multiplikation auf den trivial um den Eintrag 1 verldngerten
Vektoren x’ beschreibt. Weil A invertierbar ist, ist auch die (n + 1) x (n + 1)-Matrix M in-
vertierbar. Multiplikation mit M definiert also eine Projektivitit P : P, (IK) — P, (IK). Auf
den Punkten (1 : 21 : ... : z,) des affinen Teils von IP,(IK) ist dies genau die gegebene affine
Transformation. []

Alle projektiven Transformationen P : P, (IK) — IP,,(IK) bilden eine Gruppe, die projektive
Gruppe PGL(n, IK). Diese Gruppe PGL(n, IK) enthilt die affine Gruppe Aff(n,IK), aber sie
enthélt noch weit mehr Transformationen.

Beispiel: Die projektive Gruppe PGL(1,IK) in Dimension 1 (vgl. 0.1). Seien (z¢ : x1)
homogene Koordinaten auf IP;(IK), die affinen Punkte also (xg : 1) = x1/2¢ mit xg # 0 und
oo = (0 : z1). Eine Projektivitdt P des IP;(IK) wird definiert durch eine invertierbare 2 x 2—

Matrix
Az(i Z), ad — be # 0.

Auf den homogenen Koordinaten ist P : x +— y mit
Yo = axg+bry
y1 = cxg+dr
Falls axg 4 bz1 # 0, ist der Bildpunkt

cro+de; ctd It

P = = =
(@1/mo) =/ = = = i m

affin. Die Projektivitéit ist also eine ganz gewohnliche gebrochen rationale Funktion

c+dx
a—+ bx

€T —
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mit zwei Ausnahmewerten wegen Unendlich:

oo — d/b

—a/b +— o0

Ahnlich wie im Eindimensionalen, kann man auch in beliebiger Dimension n projektive
Transformationen als rationale Abbildungen in affinen Koordinaten schreiben:

. a1,0 + 1,171 + ...+ a1 nTn
o= ap,0 + ap,1°1 + ...+ apnTn

. a2p0 +ag 121 + ... + a2,y
o= a0,0 + @0,171 + ... + Ao nTn

_ Qpo T an1%1+ ...+ ApnTn
hn = a0,0 + @01 %1 + ... + a0 Ty

Schliefllich sei noch daran erinnert, dass projektive Transformationen, genau wie lineare
Transformationen in Vektorrdumen, ein Janus-Gesicht haben: Man kann sie einerseits auffassen
als eine Abbildung x +— y, wo Vektoren (bzw. Punkte des projektiven Raums) wirklich bewegt
und abgebildet werden, es passiert was. Das ist der ,,aktive Standpunkt“. Man kann mit derselben
Formel aber auch eine Koordinatentransformation meinen. Alle Vektoren (bzw. Punkte des
projektiven Raums) bleiben, wo sie waren, nur ihre Koordinaten éndern sich. Das ist der ,,passive
Standpunkt®. Dieser passive Standpunkt wird vor allem von Anwendern der Mathematik (z.B.
in der Physik) eingenommen. Fiir einen Mathematiker gibt es aber keinen so groBen Unterschied
zwischen diesen beiden Standpunkten. Koordinaten auf einem Vektorraum sind ja Linearformen,
also Elemente im Dualraum, und damit wieder irgendwo Vektoren. Diese Sichtweise in der
projektiven Geometrie heifit ,, Dualitétsprinzip” und wird noch eine grofle Rolle spielen.

Aufgabe 3.3 (Stereographische Projektion) Zeigen Sie, dass die Abbildung

o) T

(2u, 2v,u* + v = 1)

die komplexe Zahlenebene IR? = C bijektiv auf die Riemannsche Zahlenkugel S = {(x,y,2) €
IR3 : 22 +y? + 22 = 1} ohne den Nordpol (0,0,1) abbildet.

Aufgabe 3.4 a) Setzen Sie die affinen Transformationen p; : IK — IK mit

pr(z) =x+e pa(r) =c-x(c#0)

zu projektiven Transformationen ¢; : P1(IK) — P1(IK) fort und geben Sie zugehdrige 2 x 2-

Matrizen an.
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b) Finden Sie 2 x 2-Matrizen zu den rationalen Funktionen

-1 1 z
z——, 14— .
z z z—1

Bestimmen sie jedesmal den Bildpunkt des Punktes oo.

Aufgabe 3.5 FEin Punktx € P, (IK) heifit Fizpunkt der projektiven Transformation P : P, (IK) —
P, (K), wenn P(x) =x gilt.

a) Zeigen Sie: x € IP,(IK) ist genau dann Fizpunkt einer Projektivitdt mit der (n+1) x (n+1)-
Matriz A, wenn X ein Figenvektor der Matrix A ist.

b) Zeigen Sie: Eine Projektivitit P : IP1(C) — IP1(C), P # id, hat entweder einen oder zwei
Fizpunkte, eine Projektivitit P : IP1(IR) — IP1(IR) hat entweder einen oder zwei, oder gar keinen
Fizpunkt.

Aufgabe 3.6 Bestimmen Sie die Fizpunkte der Projektivitdt
Yo = o +2r1, Y1 =220 — 11
in IP1(IR). Welche rationale Funktion wird durch diese Projektivitit beschrieben?

Aufgabe 3.7 Eine Projektivitit P hat die Ordnung k € IN, wenn P* = id gilt (und k mit dieser
Figenschaft minimal ist). Sei P : IP1(IK) — IP1(IK) eine Projektivitit mit Matrix

a b
c d |’
Zeigen Sie:

a) P hat die Ordnung 2 (ist eine Involution), genau dann, wenn a +d = 0.
b) P hat die Ordnung 3, genau dann, wenn a® + d? + ad + bc = 0.

3.3 Projektivititen

Der Begriff der Projektivitéit hat sich historisch aus dem Begrift der Perspektivitit entwickelt.
Eine Perspektivitéit in der Ebene ist folgendes:
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Es seien zwei Geraden L, M C IP3(IK) und ein Punkt z €

IPy(IK) in der projektiven Ebene gegeben. Wir nennen z das z
Perspektivitits-Zentrum und die Geraden S C IP(IK) durch

z die Perspektivitits-Strahlen. Jeder Strahl S schneidet die

Geraden L und M in genau einem Punkt. Umgekehrt gibt

es zu jedem Punkt a € L genau einen Strahl S,, ndmlich die

von z und a aufgespannte Gerade. Dieser Strahl schneidet

die Gerade M im Punkt b = S, N M. Dadurch ist eine

Abbildung a

L—-M, a—b=5SnNM

definiert. Sie heifit die Perspektivitdit mit Zentrum z.

Diese Definition der Perspektivitéit geht genauso fiir zwei Hyperebenen L, M C P, (IK) im n-
dimensionalen Raum. Man muss nur darauf achten, dass das Perspektivitits-Zentrum auf keiner
dieser beiden Hyperebenen liegt.

Satz 3.4 Jede Perspektivitit L — M zwischen zwei Hyperebenen ist eine projektive Transfor-
mation
Ipnfl(IK) =L—-M-= Ipnfl(K)

Beweis. Es seien L, M C IK"*! die zu den Hyperebenen L, M C P, (IK) gehorenden n—
dimensionalen Unterriume und z € IK"™! ein Vektor zum Punkt z € IP,,(IK). Wir wihlen eine
Basis 21, ...,%, € M. Dann sind 2,%1, ..., 2, € IK"! linear unabhéngig, bilden also eine Basis
des IK"*!. Wir benutzen die Koordinaten zu dieser Basis als unsere Koordinaten, mit denen wir
arbeiten. Dann hat z die homogenen Koordinaten z = (1: 0 : ... : 0) und M hat die Gleichung
Z20 — 0.

Jede Basis von L definiert eine bijektive Abbildung

I]Kn - Lu (u17 7un) — (.’EO, "'7xn)t - (Zp,u,uul/),u,zo,...,n

mit einer (n + 1) x n-Matrix
P = (pp,lj)u:(),,,,,n,y:l,,,,,n-

Weil z = (1,0, ...,0) nicht zu L gehort, gibt es keinen Vektor (uy, ..., upn) # (0, ...,0) mit

Zp%,,u,, =0firp=1,..,n.

Die Teilmatrix
P = (p,u,z/)u,uzl,...,n
hat also maximalen Rang = n.
Ist x € L, soist Ax + u(1:0: ...:0) die von x und z aufgespannte Gerade. Sie schneidet
M = {x9 =0} in
x—xg-z2=(0:21:...:2p).
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Also ist die Perspektivitét
P:L—M, (zo:..:2,) (T1:...:2p).

Die Abbildung IP,,_1 = L — M schreibt sich in Koordinaten

n
(ula 7un) = (Z pu,uuu),uzl,...,n-
v=1

Sie gehort also zur linearen Abbildung mit der Matrix P’ und ist deswegen eine Projektivitét.

[

In der linearen Algebra gibt es folgendes Prinzip der linearen Ausdehnung: Sei Xg, X1, ..., X, €
IK"*! eine Basis und seien ¥, ¥1, ..., ¥n € IK" ! beliebige Vektoren. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung ¢ : IK" ™! — IK"™! mit ¢(%,) = ¥, fiir v = 0, ..., n. Diese Abbildung
¢ gehort zur Matrix

(50,315 - ¥n) - (R0, K15 000 %) 7

(Die Vektoren sind hier als Spaltenvektoren in die Matrizen geschrieben.) Wir wollen uns jetzt
mit der projektiven Version dieses Prinzips beschéftigen.

Zuerst miissen wir kliren, wann Punkte xo, ...,x, € IP, zu einer Basis X, ...,%X, € IK"t!
gehoren:

%0, ..., %n € IK"*! bilden eine Basis <
X0, ..., X, spannen den IK"*! auf <«
X, -+, X, Spannen den IP,, auf.

Definition 3.3 Fin (n + 1)-Tupel von Punkten X, ...,x, € IP, heifit projektiv unabhingig,
wenn diese Punkte den Raum 1P, aufspannen.

Weiter miissen wir beachten, dass eine lineare Abbildung ¢ : IK"*! — IK"*! nur dann eine
Projektivitéit definiert, wenn sie invertierbar ist. Wir erhalten folgendes Prinzip der projektiven
Ausdehnung:

Die Punkte xg, ..., x, € IP,, seien projektiv unabhéngig, ebenso die Punkte yy,...,y, € IP,.
Dann existiert eine Projektivitat P : IP,, — IP,,, die fiir v = 0, ..,n den Punkt x,, auf den Punkt
y. abbildet.

Beweis. Wir wihlen Vektoren Xo, ..., Xn, Y0, .-, ¥n € IK" ! zu den Punkten Xq, ..., Xn, Y0, .. Yn.
Wegen der Voraussetzung der projektiven Unabhéngigkeit bilden die beiden (n + 1)-tupel
X0, ..., %Xp und ¥o,...,yn Basen des IK"™"!. Also gibt es eine invertierbare lineare Abbildung
¢ : K" — K" mit ¢(x,) = y, fiir v = 1,...,n. Diese lineare Abbildung ¢ definiert ei-
ne Projektivitit P : IP,, — P, mit P(x,) =y, fir v =1,...,n. L]

Die eben bewiesene Aussage ist eine reine Existenz-Aussage: Die Eindeutigkeit gilt nicht!

Das liegt daran, dass wir statt der Vektoren yq, ..., ¥, auch beliebige Vielfache Ag - yo, ..., A\n - ¥n
mit Ag, ..., A\p # 0 hitten nehmen koénnen.
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Beispiel (n = 1): Es seien
xp=(a:b), x3=(c:d) €P(K)

und
vo=(t:u), y1=(@:w) €P(K)

Paare projektiv unabhéngiger Vektoren. Zu ihnen gehoren Basen

»=(3) == (3)
we(1) ()

des IK?. Weil die Determinante ad—bc # 0 ist, konnen wir X durch diese Determinante dividieren
und deswegen 0.B.d.A. annehmen: ad — bc = 1. Dann ist

-1
e (o -1 t v ) [ac
(YO>Y1) (X()axl) - ( U w b d
_ t v\ (d —c
- U w -b a
_ td—vb —tc+wva
N ud —wb  —uc+ wa
die Matrix einer Projektivitat mit xg — yo,x1 — y1.

Wahlen wir andere Vektoren g - ¥g, A1 -¥y1 statt yo,¥1, so erhalten wir eine andere Pro-
jektivitédt. So wird beispielsweise der Vektor Xo := Xy + X3 zunéchst auf den Vektor yg + y1
abgebildet, aber nach der Multiplikation auf den Vektor yo := Aoyo+ A1y1. Fir (A:p) # (1:1)
ist dieser Bildvektor kein Vielfaches von yo + y1.

Wir sehen: Man kann noch einen dritten Punkt xo, bzw. yo wéihlen, und dann immer noch
eine Projektivitdt P : IP; — IP; finden mit P(x,) =y, fiir v = 0,1,2. Man muss nur sicher-

stellen, dass Ag # 0 und A; # 0, d.h., nicht nur yy und y; miissen projektiv unabhingig sein,
sondern auch noch die beiden Punktepaare yg,ys, sowie y1, yo.

und

Satz 3.5 (Prinzip der projektiven Ausdehnung) Es seienxq,...,Xp+1 Undyo, ..., Ynt1 2Wel
(n + 2)—tupel von Punkten im 1P, (IK) mit der Eigenschaft, dass in jedem (n + 2)-tupel jedes
(n + 1)—tupel projektiv unabhingig ist. Dann ezistiert eine Projektivitat P : 1P, — P, mit
P(x,) =y, firv=0,...,n+ 1, und hierdurch ist diese Projektivitit eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir withlen Vektoren X, ..., %11, 50, -, ¥nte1 € IK" zu den gegebenen Punkten.
Weil %, ..., X, eine Basis des IK"*! ist, haben wir

Xnt+1 = CoXo + ... + CpXp.
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Hier ist jedes ¢, # 0, denn jedes (n+ 1)-tupel Xq, ..., X1, Xp4+1, -+, Xn, Xp41 18t nach Vorausset-
zung linear unabhéngig. Ohne die Punkte xq, ..., x, zu dndern, ersetzen wir nun die Vektoren
Xg, ..., X, durch die Vektoren cyXy, ..., c,X,. Dadurch erreichen wir

Knt+1 = X0 + ... + Xy

Diese n + 1 Vektoren Xg,...,%X, nehmen wir als neue Basis. In den zugehorigen Koordinaten
haben wir

1 0 1
A 0 A . A
Xp = . gy X = : y Xp4+1 =

0 1 1

Die Matrizen zu Projektivititen P mit P(x¢) = yo, ..., P(X) = y» sind in diesem Koordinaten-
system gerade diejenigen Matrizen mit den Spaltenvektoren

AO'S’OP'wAn'yna O#A()u"'y)\n € K.

Der Bildpunkt von x,,41 ist dabei der Punkt Agyg + --- + AnYn-
Jetzt schreiben wir auch

Yn+1 = boyo + ... + bp¥n,

wobei aus der Voraussetzung wieder folgt b, ..., b, # 0. Wenn P(X,11) = yn+1 gelten soll, dann
miissen die beiden Vektoren

boyo + ... + by, und Agyo + ... + AnYn

dieselbe Gerade im IK"™! aufspannen. Weil die Vektoren ¥o, ..., ¥, linear unabhingig sind, ist
dies genau dann der Fall, wenn

(Aot Ap) = (bo: ... i by).

Dadurch sind die Faktoren Ag, ..., A, € IK bis auf einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt.
Also sind die Spalten der Abbildungsmatrix, d.h., es ist die ganze Matrix bis auf einen gemein-
samen Faktor bestimmt. Dieser Faktor d&ndert die zugehorige Projektivitat nicht. L]

Wir wollen dieses Prinzip der projektiven Ausdehnung an einem einfachen Beispiel in der
Ebene IPy(IK) demonstrieren, das uns noch ofter beschéftigen wird: Vier Punkte x¢, x1,x2, X3
erfiillen die Voraussetzung von Satz 4, wenn keine drei davon projektiv abhéngig sind, d.h., wenn
keine drei kollinear sind. Seien also Xy, ..., X3 so gewéhlt. Dann bilden sie die vier Ecken eines
ebenen Vierecks. Satz 4 sagt, dass alle derartigen Vierecke durch projektive Transformationen
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Bis auf projektive Aquivalenz gibt es nur ein einziges
ebenes Viereck!

Insbesondere ist unser Viereck xy...x3 projektiv dquivalent zum Viereck X, (g)...-X,(3), WO Wir
die Ecken mit einer Permutation o € 34 vertauscht haben. Zu jeder Permutation o € 34 gibt es
genau eine Projektivitit P € PGL(2,IK), die die vier Ecken genau wie o vertauscht. Z.B. fiir
o = (0,1) sieht das so aus:
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X3 X3
X9 X9

X0 X1 X1 X0

Aus einem Viereck entsteht ein wvollstindiges Viereck, wenn man es durch die beiden Ge-
raden Xgxso und x;x3 vervollstéandigt. Das vollstédndige Viereck besteht aus sechs Geraden, aus
allen sechs Verbindungsgeraden zweier Fcken. Diese sechs Geraden kann man in drei Paare
gegentiberliegender Seiten einteilen:

X0X1 und X9oX3
X0X9 und X1X3

X0X3 und X1X9

Diese drei Paare gegeniiberliegender Seiten haben drei Schnittpunkte, die sogenannten Diago-
nalpunkte des vollstdndigen Vierecks.

Jede Projektivitdt P, welche die vier Ecken ineinander abbildet, bildet auch das vollsténdige
Viereck auf sich ab, und damit auch die drei Diagonalpunkte auf sich. P bewirkt eine Per-
mutation der drei Diagonalpunkte. Lassen wir P die Gruppe X4 durchlaufen, welche die vier
Ecken permutiert, so erhalten wir eine Abbildung von ¥4 in die Permutationsgruppe Y3 der drei
Diagonalpunkte. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus

Yy — 3.

Sein Kern ist die Kleinsche Vierergruppe

Vi = {id, (01)(23), (02)(13), (03)(12)}.
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Aufgabe 3.8 Bestimmen Sie eine Projektivitit F : IP1(IK) — IP1(IK), welche
l—oo, 22 ocor—1
abbildet. Geben Sie die Abbildung in homogenen Koordinaten und als rationale Funktion an.

Aufgabe 3.9 Finden Sie die Fizpunkte der Projektivitit

<

|
O W 00
o w
N O N

>

Aufgabe 3.10 Bestimmen Sie eine Projektivitit des IP1(C), die den Fizpunkt (1 : 1) hat und
die Punkte (0 : 1) und (2 : 0) vertauscht.

Aufgabe 3.11 Die Involution z — 2z’ auf der projektiven Geraden sei definiert durch
z- 2 +1=0.
Zeigen Sie, dass alle Projektivitdten, die mit dieser Involution kommutieren, von der Form
22 +b(z+2)—1=0 oder 22/ +b(z—2)+1=0
sind.

Aufgabe 3.12 Gegeben seien die Projektivititen Pi, Ps : IP1(IK) — IP1(IK). Zeigen Sie, dass
es Involutionen I, 11, I : TIP1(IK) — IP1(IK) gibt mit

Plzflof, PQZIOIQ.

Aufgabe 3.13 P : IP;1(C) — IP1(C), P # id, sei eine Projektivitit mit zwei verschiedenen
Fizpunkten a,b. Zeigen Sie: Es gibt genau zwei Projektivititen Sy, Sy mit S? = P. Und S, 0551
ist eine Involution mit den Fizpunkten a und b.

3.4 Das Doppelverhiltnis

In Dimension 1 sagt der soeben bewiesene Satz: Es seien xg,x1, %2 und yo,y1,y2 € IP1(IK) zwei
Tripel paarweise verschiedener Punkte. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Projektivitét
P :1P; — Py mit P(x,) =y, fir v = 0,1,2. Zwei Tripel paarweise verschiedener Punkte
auf der projektiven Geraden sind also immer projektiv dquivalent. Wir wollen jetzt untersuchen,
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wann zwei Quadrupel Xg,X1,X2,%X3 und yo,y1,y2,ys € IP1(IK) projektiv dquivalent sind. Der

Schliissel dazu ist das Doppelverhéltnis DV (x,y;u,Vv) von vier Punkten x,y,u,v € IP;(K).
In 0.1 haben wir das Doppelverhiltnis kennen gelernt. Wir haben es als Quotient von Teil-

verhéltnissen definiert und mit Hilfe von 2 x 2-Matrizen geschrieben. Fiir vier Punkte

=(3) =) (i) e (i) e

ist es in Determinantenform

det( To o ) det( Yo to )
r1 w1 Yyir w
DV(x,y;u,v) = :

To U v
det 0 0 det Yo 0
xr1 U Yy1 v

In dieser Form ist das Doppelverhéltnis nicht nur fiir Punkte im affinen Teil IK C IP;(IK)
definiert, sondern auch, wenn einer der vier Punkte = co = (0 : 1) ist. So wird z.B. fiir x = oo

det(oo,u) = det < (1) i ) = -1, det(co,v)=—1,

-1 y—u y—u

DV(oo,y;u,v):_—1 R —

Aus dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt die Invarianz des Doppelverhéltnisses von vier
Punkten auf einer projektiven Geraden unter projektiven Transformationen.

Satz 3.6 (Doppelverhiltnis und Projektivititen) Zwei Quadrupel x,y,u,v undx’,y’,u’,v' €
P, (IK) von paarweise verschiedenen Punkten der projektiven Geraden sind genau dann unter
der Gruppe PGL(1,1IK) dquivalent, wenn

DV (x,y;u,v) = DV(x,y";u',v').

Beweis. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass die beiden Quadrupel projektiv dquivalent
sind, wenn ihre Doppelverhéltnisse iibereinstimmen. Nach dem Prinzip der projektiven Ausdeh-
nung existiert eine Projektivitiat £ : IP(IK) — Py (IK) mit

Der Bildpunkt von x unter dieser Projektivitiit sei F'(x) = x”. Wir miissen x’ = x” zeigen. Wegen
der Invarianz des Doppelverhéltnisses unter der Projektivitat F' und wegen der vorausgesetzten
Gleichheit des gestrichenen und des ungestrichenen Doppelverhéltnisses ist

DV (X' y';u' V) = DV(x,y;u,v) = DV(x",y’;u’, V).
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Wiéhlen wir die Koordinaten so, dass keiner der beteiligten Punkte der Punkt oo ist (wegen der
schon bewiesenen Invarianz des Doppelverhéltnissen diirfen wir das tun), so finden wir fiir die
Teilverhiltnisse

TV(xu',v) TV (x";u',v)
TV(y o, v')  TV(y;u,v')
TV (x;u',v) = TV u,v')
und x’ = x”, weil ein Punkt durch sein Teilverhiltnis eindeutig festgelegt ist. L]

Schlielich wollen wir uns von der Einschriankung befreien, dass alle vier Punkte voneinander
verschieden sein sollen. Wenn zwei (aber nicht mehr) zusammenfallen, kann folgendes passieren:

a) x =y oder u=v. Dann ist DV (x,y;u,v) = 1.
b) x = u oder y = v. Dann ist eine Determinante im Z#hler = 0 und DV (x,y;u,v) = 0.

¢) x = v oder y = u. Dann ist eine Determinante im Nenner = 0. Das ist kein allzu grofies
Ungliick. Wir setzen in diesem Fall DV (x,y;u,v) = oco. Jetzt ist unser Doppelverhéltnis
allerdings keine Zahl € IK mehr, sondern ein Punkt in IP; (IK).

Mit diesen Vereinbarungen ist das Doppelverhéltnis auch fiir vier Punkte auf einer Geraden
L € IP,,(K) in einem projektiven Raum definiert: Es gibt ja eine bijektive Abbildung IP; (IK) —
L. Wir nehmen einfach das Doppelverhéltnis der vier Urbilder unter dieser Abbildung. Je zwei
solche Abbildungen unterscheiden sich um eine Projektivitdt von IP;(IK). Deswegen héingt das
Doppelverhéltnis nicht von der Wahl der Abbildung IP;(IK) — L ab.

Das Doppelverhiltnis DV (v, w;x,y) héngt, dhnlich wie das Teilverhéltnis in 0.1, von der
Reihenfolge der vier beteiligten Punkte ab. Wir wollen uns jetzt iiberlegen, wie es davon abhéngt.
Dazu wenden wir Permutationen o € 34 auf die vier beteiligten Punkte an. Am einfachsten geht
das, wenn wir die Punkte umbenennen

X0, X1,X2, X3,

durch vier Indizes unterscheiden, und die Permutationen o € ¥4 auf die vier Indizes 0,1,2,3
anwenden:

Xi = Xo@)
o — T2 X1 — T2

DV (xq,%x1;X2,X3) = :
ro — T3 I1— T3

Lo0) — Lo(2)  Lo(l) — Lo(2)

Lo0) — To(3) To(l) — To(3)

Man sieht, dass die folgenden vier Permutationen das Doppelverhéltnis nicht &ndern:

id, (01)(23), (02)(13), (03)(12).
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Diese vier Permutationen bilden die Kleinsche Vierer-Gruppe Vj, einen Normalteiler in der >4
mit Restklassengruppe 34/Vy ~ 33. Die Restklassenabbildung ¥, — Y3 haben wir am Ende
des Abschnitts 3.3 geometrisch beschrieben.

Wegen des Satzes iiber das Doppelverhiltnis und Projektivitdten hat diese Invarianz des
Doppelverhiltnisses unter der Kleinschen Vierer-Gruppe folgende bemerkenswerte Konsequenz:
Es seien xq,...,x3 € IP1(IK) vier verschiedene Punkte. Weiter sei o eine Permutation, die
diese vier Punkte paarweise vertauscht. Dann gibt es eine (eindeutig bestimmte) Projektivitit
P :1P(K) — P1(IK) mit P(x;) = Xo(;) fiiri=0,..,3.

Zu jeder Permutation 7 € 34 gibt es ein o € V4 mit 7(0) = ¢(0). Dann hat die Permutation

=700 =7100"! die Figenschaften:

2. 7' dndert das Doppelverhiltnis genauso wie 7.

Wir brauchen also nur Permutationen 7 € ¥, zu untersuchen, welche die Zahl 0 fest lassen.
Diese Permutationen bilden eine Gruppe Y3 der Ordnung sechs mit den Elementen

id, (12), (23), (31), (123), (132).

Bevor wir uns ansehen, was die fiinf nicht—trivalen Permutationen hieraus mit dem Doppel-
verhéltnis von vier Punkten X, ..., X3 machen, vereinfachen wir uns das Leben etwas, indem wir
die homogenen Koordinaten auf IP; so wéhlen, dass

x1=1, x2=0, x3=o00.

Setzen wir A\ := xq, dann wird

A 1
DV(X(),X1;X2,X3) = )\—OO . 1 - oo :)\

Jetzt wenden wir der Reihe nach unsere Permutationen an:

Permutation | permutierte Punkte | geéindertes Doppelverhéltnis
(12) 2,0,1,00 AA:O{D:% — 1-)
(23) A 1,00,0 A—Toozl—loo = 1/)

(31) A, 00,0, 1 A 22T = M-
(123) A, 0,00, 1 A=00.08  — 1/1-))
(132) A, 00,1,0 Al o=l = -1/
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Dies sind genau die sechs Werte, wie beim Teilverhéltnis in 0.1!

Die sechs erhaltenen Werte sind iibrigens nicht immer voneinander verschieden. Es kann
vorkommen, dass einige iibereinstimmen. Das geschieht bei Quadrupeln von Punkten, die aufler
der Kleinschen Vierergruppe noch mehr Projektivitdten zulassen. Das ist interessant, und wir
wollen es uns genau ansehen. Wir stellen eine Liste der Moglichkeiten dafiir auf, dass A mit
einem der angegebenen fiinf Werte iibereinstimmt:

zusétzliche Permutation Bedingung Doppelverhiltnis
(12) A=1-X A=1
(23) )\:1/)\,)\2:1 A= +1
(31) A=A(A=1) A =0 oder 2
(123) A=1/(1=A),A2=A+1=0 \=e2mi/6 gder e27/6
(132) A=A=1/ANA2=A+1=0 \=e2™/6 oder ¢=2m/6

Die beiden letzten Félle konnen wir so nur behandeln, wenn unser Grundkérper IK = C ist.
Die quadratische Gleichung hat die beiden primitiven sechsten Einheitswurzeln

_ e27rz/6 1_ e—27r2/6

w: und w™

als Losungen. Ob es Losungen der quadratischen Gleichung gibt, hingt vom Korper IK ab. In
IK = 1R gibt es z.B. keine.

Wir fassen jetzt noch die Doppelverhéltnisse aus der erhaltenen Tabelle zusammen, die sich
nur um Permutationen der vier Punkte unterscheiden:

Doppelverhaltnisse ‘ Quadrupel

-1, %, 2 harmonisch
0,1,00 entartet
w, w? dqui—anharmonisch

Es gibt also drei wesentlich voneinander verschiedene Fille. Davon interessiert uns der Ent-
artungsfall, wo zwei Punkte zusammenfallen am wenigsten, wir haben ihn ja oben schon abge-
handelt.

Der dqui-anharmonische Fall liegt vor, wenn man im Quadrupel Xg,...,x3 drei Punkte
durch eine Projektivitdt zyklisch vertauschen kann. Dann kann man je dre: Punkte zyklisch
vertauschen. Die Untergruppe von PGL(1,C), welche eine solche Konfiguration von Punkten
permutiert, ist die Untergruppe A4 C >4 der Ordnung zwolf. Die Punkte 0,1,w,00 € C z.B.
liegen dqui-anharmonisch:
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Der wichtigste Fall ist allerdings der eines harmonischen Quadrupels DV (x,y;u,v) = —1,
oder 2. Wir sagen, die Punktepaare x,y und u, v trennen sich harmonisch, wenn

TV (x;u,v
DV(X,Y;U,V) = W

1
2

=—1.

In diesem Fall trennt x die Strecke uv im (bis auf das Vorzeichen) gleichen Verhiltnis, wie y.
Nur, der eine Punkt liegt im Innern der Strecke, der andere im AuBeren. Wenn wir x mit y ver-
tauschen, dndert sich das Doppelverhéltnis nicht. Und umgekehrt: Andert sich beim Vertauschen
von x und y das Doppelverhéltnis nicht, so gilt

TV(x;u,v)  TV(y;u,v)
TV(y;u,v)  TV(x;u,v)’
TV(x;u,v)? )
TV (y;u,v)? ’
DV(x,y;u,v) = =I1.

Wenn alle vier Punkte verschieden sind, kann das Doppelverhéltnis nicht = 1 sein, so dass es
also = —1 ist. Hieraus folgt der

Satz 3.7 (Harmonie-Kriterium) FEs seien x,y,u,v € IP{(IK) vier verschiedene Punkte. Das
Paarx,y trennt das Paar u,v harmonisch, genau dann, wenn es eine Projektivitit P : Py (IK) —
IP1(IK) gibt, die u und v fest lisst, und x,y vertauscht.

Beweis. Die Punktepaare trennen sich harmonisch, genau dann wenn Vertauschen von x und
y das Doppelverhiltnis nicht dndert. Wegen des Satzes {iber das Doppelverhiltnis ist dies aber
genau dann der Fall, wenn es eine Projektivitét gibt, die dieses Vertauschen bewirkt, und u, v
fest 1dsst. L]

Eine Anwendung ist der
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Satz 3.8 (Doppelverhiltnis am vollstindigen Viereck) Auf jeder Seite eines vollstindi-
gen Vierecks trennen sich

- die beiden Ecken des Vierecks sowie

- der Diagonalpunkt auf dieser Seite, und der Schnittpunkt der Seite mit der gegeniiberlie-
genden Diagonale

harmonisch.
Beweis. Die Ecken des vollsténdigen Vierecks seien a, b, c,d und seine Diagonalpunkte
x:=abNecd, y:=bcnNda, z:=acnbd.

Der Schnittpunkt von ab und yz sei p. Die Behauptung ist, daf} sich die Punktepaare a,b
und p,x harmonisch trennen. Dazu betrachten wir die beiden Perspektivitdten mit Zentrum y
und mit Zentrum z. Beide definieren projektive Abbildungen ¢ : ab — cd (Zentrum y) und
1 : ab — cd (Zentrum z) der Seiten des Vierecks. Wir verfolgen die Punkte a, b, p,x unter der
Projektivitit 1! o ¢:

71.
=cdNyz v

MY o
1111
®o oA
®o oo
1111
X o

Wir sehen: Die Projektivitiit 1! o ¢ lidsst x und p fest, und vertauscht a mit b. Es folgt

DV(a,b;p,x) = —1.

a P b X

Aus diesem Satz erhilt man folgende Konstruktion des vierten harmonischen Punktes: Es
sei eine Strecke ab gegeben, und darauf ein Punkt p. Gesucht ist der Punkt x, der zusammen
mit p die Strecke ab harmonisch teilt.
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Losung: Wir wihlen einen beliebigen Punkt y in der Ebene, der nicht auf der Geraden ab
liegt, und verbinden a, b und p mit y. Weiter legen wir eine Gerade durch a, nicht die Gerade
ab oder ay. Es sei ¢ der Schnittpunkt dieser Geraden mit by und z der Schnittpunkt mit py.
d sei der Schnittpunkt ay N bz. Dann ist x = ab N cd.

In der Tat: a, b, c,d sind die Ecken eines vollstdndigen Vierecks mit den Diagonalpunkten
X,y,z. Nach dem Satz trennt das Paar p,x die beiden Punkte a, b harmonisch.

Aufgabe 3.14 Zeigen Sie fiir sechs Punkte X1, ...,x¢ € IP1(IK):
a) DV(x1,x%2;X3,X4) - DV (x1,%2;X4,X5) = DV (X1, X2;X3,X5).
b) DV (x1,x2;X3,%4) = DV (x1,X2;X5,Xs) = DV(x1,X2;X3,X5) = DV (X1, X2; X4, X6).

Aufgabe 3.15 Es seien pi,...,p4 vier verschiedene Punkte der affinen Geraden IK mit den
Koordinaten x1, ..., x4. Zeigen Sie:

a) DV(p1,p2;pP3,p4) = —1 & (21 +x2)(x3 + x4) = 2(x122 + T324).

b) Es seien x1,xo die Wurzeln der quadratischen Gleichung ax® 4 2bx + ¢ = 0 und x3,14 die
Wurzeln der Gleichung a'z? + 20z + ¢ = 0. Dann gilt

DV (p1,p2;pP3;Pa) = -1 & 200 —ad —d'c=0.

Aufgabe 3.16 Es seien Py, Py : IP1(C) — IP1(C) Projektivititen mit Py, Py # id. Zeigen Sie:
Es ist PLPy = Po Py genau dann, wenn gilt

entweder: Py und P haben dieselben Fizpunkte,

oder: Py und Py sind Involutionen, deren Paare von Fixpunkten sich harmonisch trennen.

Aufgabe 3.17 Es seiabc ein Dreieck in IPo(IK) und p ein Punkt, der auf keiner Dreiecks-Seite
liegt. Weiter seien
a’:=apnbc, b :=bpnca, c :=cpnab.

Der Punkt a” € bc (bzw. b” € ca, ¢ € ab) sei harmonisch konjugiert zu &’ (bzw. b’, c’)
beziiglich b und ¢ (bzw. ¢ und a, a und b).

a) Zeigen Sie: 8", b, c" liegen auf einer Geraden (der sogenannten harmonischen Polare des
Punktes p in Bezug auf das Dreieck abc).

b) Berechnen Sie die harmonische Polare des Punktes p = (a : b: ¢) in Bezug auf das Koordi-
natendreieck mit den Eckena=(1:0:0),b=(0:1:0),c=(0:0:1).

Aufgabe 3.18 Die Gerade uv treffe die Seiten des Dreiecks abce in den Punkten a’ € be, b’ €
ca, ¢’ € ab. Die Punkte a”,b"”,c” seien harmonisch konjugiert zu a’,b’, ¢’ beziiglich u und v.
Zeigen Sie, dass sich die Geraden aa”, bb” und cc” in einem Punkt treffen.

Aufgabe 3.19 Es seien xi,...,x4 vier verschiedene Punkte auf der projektiven Geraden mit
DV (x1,x2;X3,X4) = \. Zeigen Sie:
(A2 = X+1)3
A\2. ()\ _ 1)2
b) Es gibt genau dann eine Projektivitit P mit

a) o(x1,X2,X3,X4) = dandert sich nicht bei Permutationen der vier Punkte x;.

P({x1,%x2,x3,%4}) = {y1,¥2,¥3, Y4},

wenn U(X17X27X37X4) = U(YlaY27Y3aY4)'
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3.5 Lineare Geometrie der projektiven Ebene

Zunichst wollen wir Projektivititen P : L — M zwischen zwei Geraden L, M C Py(IK) be-
trachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, setzen wir L # M voraus. Dann nennen wir den
Schnittpunkt L N M = o.

Satz 3.9 (Projektivititen und Perspektivititen) a) Eine Projektivitit P : L — M st
eine Perspektivitit genau dann, wenn P(0) = o.

b) Jede Projektivitat P : L — M ist ein Produkt von hichstens zwei (falls L # M) oder drei
(falls L = M ) Perspektivititen.

Beweis. a) Sei P(o) = o. Wir wihlen zwei Punkte o # a # b # o auf der Geraden L. Dann
sind ihre Bilder P(a), P(b) € M voneinander und von o verschieden. Als Projektionszentrum
wéhlen wir den Schnittpunkt z der Geraden aP(a) und bP(b). Die Perspektivitéit mit Zentrum
z bildet, ebenso wie die Projektivitit P, die drei Punkte o,a,b auf o, P(a), P(b) ab. Aus
der Eindeutigkeit im Prinzip der projektiven Ausdehnung folgt, dass P die Perspektivitdt mit
Zentrum z ist.

b) Auf L wihlen wir drei Punkte a, b, ¢, die untereinander und von o, sowie P~!(0) verschie-
den seien. Dann sind ihre Bildpunkte P(a), P(b), P(c) € M voneinander und von o verschieden.
Auf der Verbindungsgeraden von a und P(a) wihlen wir zwei beliebige Punkte z; # zy, die von
a und P(a) verschieden sein sollen. Weil die Punkte b, c, P(b) und P(c) nicht auf der Verbin-
dungsgeraden von a und P(a) liegen, sind die Geraden z;b und z2P(b), sowie z;c und z2P(c)
verschieden, und schneiden sich jeweils in einem Punkt. Die Gerade durch diese beiden Schnitt-
punkte nennen wir G. Sei P, : L — G durch die Perspektivitit mit Zentrum z; gegeben und
P, : G — M durch die Perspektivitdt mit Zentrum zs. Wir verfolgen die Punkte a,b und c
unter Py o P:
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Wir sehen: Die Projektivitat PyoP; bildet die drei Punkte a, b, ¢ genauso ab, wie P. Wieder muss
nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung die Projektivitéit P mit P, o P; iibereinstimmen.

Falls L = M gewesen sein sollte, bilden wir zuerst L auf eine Gerade L’ # L durch eine
Perspektivitit ab, und dann L' — M durch ein Produkt von zwei Perspektivititen. U]

Satz 3.10 (Achsensatz) Es seien L # M C Py zwei Geraden und P : L — M eine Projekti-
vitdt. Dann gibt es eine Gerade H C Py (die Achse), auf der, fiir alle Punkte a # b € L, die

Schnittpunkte der Geraden aP(b) und bP(a) liegen.
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Beweis. Sei o = L N M der Schnittpunkt der beiden Geraden.

Fall 1: Sei P(o) = o, also P eine Perspektivitdt mit ei-
nem Zentrum z € IPs. Die Geraden aP(b) und bP(a) sind
dann Diagonalen im Viereck a,b, P(b), P(a). Ihr Schnitt-
punkt ist also ein Diagonalpunkt dieses Vierecks. Die Gerade
H durch o und diesen Schnittpunkt trifft deswegen die Seite
aP(a) in einem Punkt, der zusammen mit z die Ecken a
und P(a) harmonisch trennt. Deswegen héngt dieser Punkt
nicht von der Wahl von b € M ab. Fiir alle b € M liegen
also die Schnittpunkte aP(b) N bP(a) auf der Geraden H.
Genauso sieht man, dass fiir jede Wahl des Punktes b die Verbindungsgerade von o mit bP(a)N
aP(b) unabhingig von a ist, und deswegen = H ist. Daraus folgt die Behauptung in diesem
Fall.

Fall 2: Sei P(0) # o. Dann ist natiirlich auch P~!(0) # o. Die Transformation P bildet die
vier verschiedenen Punkte P~1(0),0,a,b € L auf das Viertupel o, P(0), P(a), P(b) ab. Also
gilt

DV (P~(0),0;a,b) = DV (0, P(0); P(a), P(b)) = DV (P(0),0; P(b), P(a)).

Es gibt daher eine projektive Abbildung P’ : L —
M mit P’/P~'(o) = P(o), P'(0) = o, P'(a) =

b L P(b), P'(b) = P(a). Wegen P'(0) = o ist die-

P(o) P~ 1(0) a oG se eine Perspektivitdt mit einem Zentrum z € IPs.
- < H Die drei Geraden aP(b), bP(a) und P~!(0)P(0) ge-
o 7 \\\ hen durch dieses Zentrum. Anders ausgedriickt: der

P(a) POy~ M Schnittpunkt aP(b) N bP(a) liegt auf der Geraden

H := P~ !(0)P(0). Diese Gerade ist unabhingig von
der Wahl der Punkte a und b € L. Dies ist die Be-
hauptung. L]

Satz 3.11 (Korollar 1: Satz von Pappos) FEs seien L # M C Py zwei Geraden. Die drei
Punkte a1,as,a3 € L und by,by, by € M seien voneinander und vom Schnittpunkt L N M
verschieden. Dann sind die drei Schnittpunkte a;bj Naj;b;,i # j = 1,2,3 kollinear.

Beweis. Nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung gibt es eine Projektivitdat P : L — M
mit P(a;) = b; fir ¢ = 1,2,3. Die Achse dieser Projektivitét enthélt alle Punkte aP(b) N
bP(a), a,b € L, und damit auch unsere drei Schnittpunkte. L]

Dieses Korollar ist genau der Satz von Pappos aus dem letzten Kapitel, nur, dass parallele
Geraden jetzt keine Ausnahmefille mehr sind, weil sie sich im Unendlichen schneiden.

Satz 3.12 (Korollar 2: Zwei Geraden schneiden sich auflerhalb des Zeichenblattes)
Es seien zwei Geraden L # M gezeichnet, deren Schnittpunkt auflerhalb des Zeichenblattes liegt.
Es sei die Verbindungslinie eines gegebenen Punktes ¢ mit diesem Schnittpunkt zu zeichnen.
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Losung: Durch den Punkt ¢ werden zwei Geraden gezeich-

net, die L in zwei Punkten a; und as, sowie M in zwei Rz
Punkten b; und by schneiden. Dies soll so geschehen, dass P
sich die beiden Geraden a;b; und asbs in einem Punkt z des L ai 2\ 5
Zeichenblattes schneiden. Durch z werde eine dritte Gerade \/t&

gezeichnet, die L in ag und M in bs trifft. Die Perspekti-

vitit mit Zentrum z bildet dann a; — b;,¢ = 1,2,3 ab. Thre /// TN
Achse ist die Verbindungslinie von ¢ mit dem Schnittpunkt /,/ I\ N
asbs N agbsy. Da die Achse einer Perspektivitit durch den M
Schnittpunkt LN M geht, ist sie die Verbindungsgerade von by b,

¢ mit diesem Schnittpunkt. L]

Satz 3.13 (von Desargues) Die Dreiecke ajazsas und bibobs seien perspektiv, d.h., es gebe
eine Perspektivitdt mit Zentrum z # ay, ..., bs, welche fir i =1,2,3 die Ecken a; auf die Ecken
b; abbildet. Dann sind die Schnittpunkte

tl = asag N b2b3, t2 :=agai; N 1)3b17 t3 =ajas N b1b2
kollinear.
Beweis. Falls zwei der Ecken a; und b; zusammenfallen, wird die Aussage trivial: Sei etwa

a; = b;. Dann wird
tg = tg = a; = b1

Deswegen koénnen wir 0.B.d.A. a; # b; fiir ¢ = 1,2,3 annehmen. Wir bezeichnen mit 6 #
ay,...,bs, 7 € IK? Vektoren, die zu den Punkten ay, ..., b3,z € IP2(IK) gehoren. Weil a;, b; und z
kollinear sind, sind die Vektoren a;, b; und z linear abhéngig. Es gibt deswegen Zahlen \;, u; € IK
mit 2 = \;a; + b, fiir i = 1,2,3. Aus

%= May + by = Aads + by = \3az + pzbs

folgen die drei Gleichungen

Alay — doay = /JfZI:)Q - H11:)1 =: {3
Agdy — Azag = psbz — by =t
Asaz —Aja; = by —pusby =: to.

Weil &; und &; fiir i # j linear unabhiingig sind, sind die Vektoren t1,ts, t3 € IK? nicht 0. Sie
sind deshalb Vektoren zu den Schnittpunkten tq,ts, t3 der Geraden a;b; und a;b;. Nun sind die
drei Vektoren tq,to,t3 linear abhéingig, denn

t1 +to +t3 = (Aa; — dodn) + (Apdy — A3a3) + (A3a3 — \ja;) = 0.

Deswegen sind die drei Punkte ty, to, t3 kollinear. L]
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Aufgabe 3.20 Es scien a,b,c,d, sowie a,b’,c’,d’ vier kollineare Punkte. Zeigen Sie: Die Ge-
raden bb’, cc’, dd’ treffen sich genau dann in einem Punkt, wenn

DV(a,b;c,d) = DV (a,b’;c,d’).

Aufgabe 3.21 Gegeben sei ein Dreieck mit den Ecken
p=0:p:p),qa=(:1:q), vr=(r:7":1) wobei p-p -q-¢ -r-r'#0.

Zeigen Sie:
a) Dieses Dreieck liegt genau dann perspektiv zum Koordinatendreieck a = (1 :0:0), b= (0:
1:0), c=(0:0:1), wenn
pqr = p'q’r'.
b) Ist das Dreieck abc perspektiv mit pqr und qrp, dann auch mit rpq.

Aufgabe 3.22 Das Dreieck a'b’c’ sei dem Dreieck abc einbeschrieben (d.h., a’ € bc, b’ €
ca, ¢’ € ab, aber keine Ecken fallen zusammen) und das Dreieck a”’b"”c” sei dem Dreieck abc
umbeschrieben (d.h., das Dreieck abce sei dem Dreieck a”’b”c” einbeschrieben). Zeigen Sie: Wenn
a’b’c’ und a’b"c” beide zum Dreieck abce perspektiv sind, dann sind sie auch zueinander per-
spektiv.

Aufgabe 3.23 Gegeben seien zwei Dreiecke abe und a’b’c’ so, dass sich die Geraden aa’ und
be, bb’ und ca, sowie cc’ und ab in drei kollinearen Punkten treffen. Zeigen Sie dass sich die
drei Verbindungsgeraden von

a’ mit bcNb'c, b’ mit canc’a’, ¢’ mit abna’b’
in einem Punkt treffen.

Aufgabe 3.24 Drei Dreiecke seien zueinander paarweise perspektiv, mit demselben Perspekti-
vitdtszentrum. Zeigen Sie, dass sich dann die drei Perspektivitits-Achsen (Desargues-Geraden)
in einem Punkt treffen.

Aufgabe 3.25 Zeigen Sie, dass die beiden Dreiecke
Ayp:(0:1:1),(1:0:1),(1:1:0), Ag:(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)
perspektiv sind und bestimmen Sie fir diese Dreiecke die Gerade von Desargues.
Aufgabe 3.26 Es seien ag, ..., co reelle Zahlen # 0. Zeigen Sie: Die beiden Dreiecke
Ay (ag:ag:ag), (bg:by:be), (cop:cr:ca), Ag: (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)

sind genau dann perspektiv, wenn
ail - bg + Co
ay - bo - C1

Bestimmen Sie in diesem Fall das Perspektivititszentrum.
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Aufgabe 3.27 Gegeben seien die beiden Dreiecke
Ap:(1:0:0), (1:3:4),(1:1:1), Ag:(1:1:0),(1:0:4),(1:3:1).

a) Zeigen Sie: Die beiden Dreiecke sind perspektiv beziglich (0 : 1 :0), aber auch in Bezug auf
(0:0:1).
b) Finden Sie einen dritten Punkt, in Bezug auf den beide Dreiecke perspektiv sind.

3.6 Das Dualitatsprinzip

Wir kommen jetzt zu einem ganz wichtigen Prinzip der projektiven Geometrie, dem Dualitdts-
prinzip. Ausgangspunkt ist folgende Bemerkung: Genauso, wie ein Punkt a € Py durch seine
drei homogenen Koordinaten (ag : a1 : as) festgelegt ist, so ist auch eine Gerade

L: opxg+ajr; +asze =0

durch drei Zahlen ag, a1, @y € IK festgelegt. Und dndert man diese drei Zahlen um einen gemein-
samen Faktor 0 # )\ € IK ab, so dndert sich zwar die Geradengleichung (um ebendiesen Faktor),
aber nicht die Gerade selbst. Man kann also auch die Gerade L durch ein Tripel (ag : a1 : ag)
homogener Koordinaten charakterisieren. Die Inzidenz eines Punktes a mit der Geraden L kann
man den homogenen Koordinaten von a und L ansehen:

acl & apag+ aja; + asas =0.

In dieser Inzidenz—Gleichung kann man die Rollen des Punktes a und der Geraden L vertauschen:
Nimmt man die Koordinaten des Punktes a, um eine Gerade

a*: aprg+tairy+agxs =0 CIPy
zu definieren, und die Koordinaten von L, um einen Punkt
L":=(ap: a1 : ag) € IPy
zu definieren, so gilt
acl <& a*>L"

Man nennt a* C Py die duale Gerade zum Punkt a und L* € Py den dualen Punkt zur
Geraden L. Diese Dualitiatsbeziehung ist symmetrisch:

L=a* & Lf=a.

Weil man die Rollen von Punkt und Gerade bei der Inzidenz vertauschen kann, bleibt eine
Inzidenz zwischen einem Punkt und einer Geraden beim Ubergang zur dualen Geraden und
dem dualen Punkt erhalten. Dies ist das

Dualitétsprinzip: Gilt eine Aussage tiber Punkte und Geraden, die nur mit Hilfe von Inzi-
denzen formuliert ist (z.B. der Satz von Pappos, der Satz von Desargues), so gilt auch die duale
Aussage, die man erhdlt, wenn man alle
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Punkte
Geraden

durch  die dualen Geraden
durch  die dualen Punkte

Inzidenzen durch die Inzidenzen zwischen den dualen Objekten

ersetzt.

Als Beispiele stellen wir eine kleine Liste der einfachsten Figuren in der projektiven Ebene

und ihrer dualen Figuren zusammen:

Figur Dual

[
Punkt Gerade
—— ——

Punkt auf einer Geraden

-——0

zwel Punkte auf einer Geraden

¥
N\
/7 0\
/ \
?--1
Dreieck

| |
I Sl S
| |
| |
i Sl S
Viereck

volstéandiges Viereck

Als Beispiel einer nicht ganz trivialen Aussage dualisieren wir den Satz von Pappos:

Gerade durch einen Punkt

X

zwel Geraden durch einen Punkt

<]

Dreiseit

7

Vierseit

7

vollstédndiges Vierseit
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Satz 3.14 (Dual zum Satz von Pappos)

Es seien a und b € Py zwei verschiedene Punkte. Durch
jeden der Punkte seien drei Geraden My, Ms, M3 > a und
N1, No, N3 3 b gewdhlt, die voneinander und von der Ver-
bindungsgeraden ab wverschieden sein mdgen. Dann treffen
sich die drei Verbindungsgeraden der Punktepaare

MiﬂNj undNiﬂMj, 27&]:1,2,3

in einem Punkt.

Diesen Satz brauchen wir nicht zu beweisen. Er gilt, weil er durch das Dualititsprinzip aus
dem Satz von Pappos hervorgeht.

Durch das Dualitétsprinzip entsteht allerdings nicht immer etwas neues. So ist die duale Fi-
gur zu einem Dreieck ajasag ein Dreieck mit den Seiten ajajaj. Sind zwei Dreiecke ajazas und
b1bsbs perspektiv mit dem Zentrum z (wie im Satz von Desargues), so liegen die Schnittpunkte
a; Nb} korrespondierender Seiten der dualen Dreiecke auf der Geraden z*. Dual zu den Schnitt-
punkten a;a; Nb;b; korrespondierender Seiten sind die Verbindungsgeraden von Paaren aj Naj
und by Nbj korrespondierender Eckpunkte. Und dual zur Aussage des Satzes von Desargues ist
die Tatsache, dass diese drei Verbindungsgeraden durch einen Punkt gehen.

Die Figur zum dualen Satz von Desargues ist die gleiche wie die zum Satz von Desargues
selbst, denn die duale Aussage ist nichts anderes, als die Umkehrung des Satzes von Desargues:

Satz 3.15 (Dual und Umkehrung des Satzes von Desargues) Liegen die drei Schnittpunk-
te der drei Paare korrespondierender Seiten in zwei Dreiecken auf einer Geraden, so sind die
Dreiecke perspektiv.

In der Koordinaten-gebundenen Form, in der ich das Dualitdtsprinzip bis jetzt erklért ha-
be, ist es nicht vertriglich mit Koordinatentransformationen oder Projektivititen. Aber man
kann das Dualitdtsprinzip auch koordinatenfrei formulieren. Dazu braucht man allerdings zwei
wesentlich verschiedene Exemplare der projektiven Ebene:

Wir ersetzen den Vektorraum IK® durch einen koordinatenfreien drei-dimensionalen Vek-
torraum V' iiber IK und unsere bisher definierte Ebene IP5(IK) durch die projektive Ebene
IPy = IP3(V) der Geraden in V. Diese neue Ebene sieht nicht viel anders aus als die alte pro-
jektive Ebene, wir haben blofl keine homogenen Koordinaten. Wenn wir welche wollen, miissen
wir einen Isomorphismus V ~ IK? auswdihlen.

Die projektive Ebene P35 := IPy(V*), die zum dualen Vektorraum V* gehort, nennt man
die duale projektive Ebene. Was sind die Punkte der dualen projektiven Ebene? Sie werden
reprisentiert durch Geraden im dualen Vektorraum V*. Was aber ist eine Gerade in V*7 So eine
Gerade wird aufgespannt durch ein Element 0 # [ € V*, d.h. durch eine Linearform 0 # [ : V —
IK. Diese Linearform verschwindet auf der Ebene {%x € IK? : [(%X) = 0} und definiert eine Gerade
L = {x € IPy : I(x) = 0} in der projektiven Ebene IPy. Ersetzt man die Linearform ! durch
ein Vielfaches A - [, A # 0, so dndert dies weder die Ebene in V', noch die Gerade L C IPs. Jeder
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Punkt {\ -} € IP5 definiert auf diese Weise eine Gerade L C IPy. Die Linearform ist durch die
Ebene in V eindeutig bestimmt, bis auf konstante Faktoren. Damit haben wir eine Bijektion

Geraden L = {l(x) =0} CIP; «  Punkte L* =K € IP5.

Die Geraden L der projektiven Ebene IPo sind genau die Punkte L* der dualen projektiven Ebene
P3.

Diese Dualitét ist im folgenden Sinn vertréglich mit Projektivitédten: sei eine Projektivitét
P : 1Py — IP; gegeben. Dazu gehort eine invertierbare lineare Abbildung @ : V' — V. Wie das in
der projektiven Geometrie halt so ist, ist diese lineare Abbildung ® nur bis auf einen konstanten
Faktor durch P eindeutig bestimmt. Zu ® gehort kanonisch eine transponierte Abbildung ®¢ :
V* — V*. Diese Abbildung ist durch die Formel

1(®(x)) = (®'(1))(x) firalle l € V¥, x €V

definiert. Bezeichnet man die Auswertung der Linearform [ auf dem Vektor x mit ({.x), so nimmt
diese Gleichung die etwas vertrautere Form

(1.2(x)) = (2'(1)x)
an. Wir mochten aber gerne eine duale Abbildung ®* : IP5 — IP3, fiir die gilt

(@*(1).9(x)) = (1.x).

Inzidenzen sollen erhalten bleiben. Dies bedeutet ndmlich gerade: Wenn die Punkte der Geraden
l(x) = 0 mit ® abgebildet werden, dann transformiert sich diese Geradengleichung [ = 0 in die
Gleichung ®*(I) = 0. Also miissen wir halt

O

definieren!

Was gehort nun zu einer Geraden in der dualen Ebene, was ist eine
duale Gerade? Dazu sei die duale Gerade aufgespannt durch zwei
linear unabhéngige Linearformen I,m : V — IK. Ihre Punkte wer-
den also reprisentiert durch die Linearformen A 4+ um, A, p € K.
Die Nullstellen dieser Linearformen sind Geraden in der richtigen
Ebene IPy. Sei etwa L die Gerade {x € Py : I(x) = 0} und M
die Gerade {x € Py : m(x) = 0}. Dann schreiben wir die Gera-

de mit der Gleichung A - [(x) 4+ p - m(x) = 0, etwas symbolisch,
als AL 4+ pM. Alle diese Geraden gehen durch den Schnittpunkt
L N M. Tatséchlich schreibt sich jede Gerade durch L N M in der
Form Al + pm = 0. Wir sehen: Eine Gerade in IP5 besteht genau
aus allen Geraden in IPs, die durch einen festen Punkt gehen. Eine
solche Menge von Geraden in IP; heifit ein Geradenbiischel.

Der Punkt z = LNM € IP5, in dem sich alle Geraden eines Geradenbiischels AL+ uM schnei-
den, heifit Zentrum des Biischels. Die Biischelgeraden sind dann genau die Projektionsstrahlen
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der Perspektivitit mit Zentrum z. Ist N C IPy eine feste Gerade, nicht durch z, so schneidet
jede Biischelgerade auf N genau einen Punkt aus. Dadurch ist eine bijektive Abbildung

P, ={AN+uM: A:p)elP} — N
definiert.
Satz 3.16 Diese Abbildung ist eine Projektivitit.

Beweis. Seien [, m,n € V* Linearformen, welche die Geraden L, M, N als Nullstellenmengen
haben. Weil L, M und N keinen Punkt gemeinsam haben, sind [, m und n linear unabhéngig.
Sie bilden also eine Basis von V*, d.h., ein Koordinatensystem auf V. Wir wéhlen [ und m als
Koordinaten auf der Ebene {n = 0} C V, d.h. als homogene Koordinaten auf IP; ~ N. In diesen
Kordinaten schreibt sich unsere Abbildung

A:p) = AL+ pM)NN ={AN+pm|N =0} = (—p: A).
Dies ist eine lineare Abbildung in diesen homogenen Koordinaten. L]

Weil V* genau so ein drei-dimensionaler Vektorraum wie V' ist, ist das Doppelverhiltnis
DV (Ly, Lo; My, My) auch fiir vier Punkte Ly, Lo, M7, My € TIP3 auf einer dualen Geraden defi-
niert. (Dass die vier Geraden Lq, Lo, M1, M5 zu einer dualen Geraden gehéren, bedeutet, dass
sie zu einem Geradenbiischel gehoren, d.h., dass sie einen Punkt gemeinsam haben.) Aus dem
letzten Satz folgt dann der

Satz 3.17 (Doppelverhiltnisse von Geraden und Punkten) FEs seien Ly, Lo, My, Mo vier
Geraden eines Geradenbiischels in IPy. Ist N C Py eine Gerade, welche nicht zu diesem Biischel
gehort, so gilt

DV(L17L2;M1,M2) = DV(Ll ﬁN,LQﬂN;MlﬂN,MgﬁN).

Insbesondere trennen sich die Geradenpaare Lq, Lo und Mj, Ms harmonisch, genau dann,
wenn sich die von ihnen auf der Geraden N ausgeschnittenen Punktepaare harmonisch trennen.
Der Satz iiber harmonische Quadrupel am vollstdndigen Vierseit kann dann auch so formuliert
werden:

Satz 3.18 (Doppelverhiltnis am vollstindigen Viereck) In jedem Diagonalpunkt eines vollstindi-
gen Vierecks trennen sich die beiden dort hindurchgehenden Seiten und die beiden Verbindungs-
linien mit den zwei anderen Diagonalpunkten harmonisch.

Aufgabe 3.28 Dualisieren Sie die Figuren zum Satz von Ceva und zum Satz von Menelaos.
Aufgabe 3.29 Dualisieren Sie den Achsensatz.
Aufgabe 3.30 Dualisieren Sie Aufgabe 3.17 a) (harmonische Polare).

Aufgabe 3.31 Dualisieren Sie Aufgabe 3.24 (drei perspektive Dreiecke).
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4 Kegelschnitte in der projektiven Ebene

4.1 Projektive Klassifikation der Kegelschnitte

Ein Kegelschnitt in der affinen Ebene IK? mit den Koordinaten z,y wird gegeben durch eine
Gleichung
q(z,y) = ax?® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f =0, a,b, ..., f € K.

Genau wie Geraden in der affinen Ebene kann man auch Kegelschnitte aus der affinen Ebene in
die projektive Ebene P9 (IK) fortsetzen:
Sei etwa
Q(xo, w1, T2) = a:c% + 2bx1xo + cm% + 2dxox1 + 2exgre + f:c%

ein homogenes Polynom zweiten Grades in den drei Variablen zg,x1,x2. Dann gilt also fiir alle
AelK

Q(Azo, A\z1, Ax2) = N2Q(20, 21, T2),
und die Menge
C:={(xo:21:22) € Py(K) : Q(zp,x1,22) =0}
ist wohldefiniert. Denn, wenn Q(zg, z1,22) = 0 ist, dann ist auch fiir alle A € IK

Q()\l‘o,)\xl,/\l‘g) = )\QQ(xo,xl,xg) = 0

Also hingt es nur vom Punkt (z¢ : z1 : 22) € IPo(IK) ab, ob Q(xg,x1,z2) = 0 ist oder nicht.
Der Durchschnitt von C mit der affinen Ebene {(1 : z : y)} ist die Menge der Punkte (z,y)
mit

Q(L,z,y) = ax®+2bry+ cy®+2dz +2ey+ f

= Q(xvy)
= 0.

D.h., der Durchschnitt von C C IPo(IK) mit der affinen Ebene ist gerade der affine Kegelschnitt
q(x,y) = 0. Dies ist der Grund fiir folgende

Definition 4.1 Sei Q(x,x1,x2) ein homogenes Polynom zweiten Grades, nicht das Null-Polynom.
Dann heifst die Menge

C:={(zo: 21 :22) € Py(K) : Q(xg,x1,22) =0} C Py(IK)

ein Kegelschnitt.

Ein homogenes Polynom zweiten Grades kann auch in Matrix-Form, als quadratische Form

Q(xo, 1, 22) = ax% + 2bz1x9 + ca:% + 2dzox1 + 2exoxa + fa:g
f d e i)
= (xo,z1,22)- | d a b 1
e b ¢ To
= Xt . AQ - X
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geschrieben werden. Das Polynom @) transformiert sich wie eine Bilinearform: Ist
x=T-y
eine Koordinatentransformation, so transformiert sich ) in
Q(x) :xt-AQ-x:yt-TtAQT-y.

Aus der linearen Algebra weifl man, dass quadratische Formen diagonalisiert werden kénnen:
Es gibt eine invertierbare 3 x 3-Matrix T" derart, dass T*AQT eine Diagonalmatrix ist. Unter
der projektiven Klassifikation der Kegelschnitte versteht man die Einteilung der Kegelschnitte
in Aquivalenzklassen beziiglich derartiger Transformationen. Jeder Kegelschnitt ist deswegen
dquivalent zu einem mit einer Gleichung in Diagonalform

Qg + Q127 + gaxy = 0.

Jetzt kann man immer noch weiter transformieren. Die Diagonalform zerstért man nicht, wenn
man mit diagonalen Transformationsmatrizen

transformiert. Dabei wird der Eintrag ¢; mit dem Quadrat t? € IK multipliziert. Was man dabei
erreichen kann, hédngt sehr stark vom Korper IK ab. In IK = C beispielsweise ist jede Zahl ein
Quadrat, und man kann jedes ¢; auf 0 oder 1 transformieren. In IK = IR sind nur die Zahlen > 0
Quadrate. Hier kann man jedes g; auf 0,1 oder —1 transformieren.

Satz 4.1 (Projektive Klasssifikation der Kegelschnitte iiber C und IR)) Durch eine pro-
jektive Koordinatentransformation kann die Gleichung eines Kegelschnitts in der projektiven
Ebene auf eine der folgenden Normalformen gebracht werden:

Rang
iiber ©: | 23 + 2% + 2% =0 nicht-entartet 3
3 +23=0 Geradenpaar 2
3=0 Doppelgerade 1
Signatur
iiber R: | 25+ 22 +25=0 3 3,0
3+ 23 — 23 =0 nicht-entartet 3 2,1
w3 +22=0 Punkt 2 2,0
3 —23 =0 Geradenpaar 2 1,1
3=0 Doppelgerade 1 1

Beweis: Uber C ist die Anzahl der Diagonal-Eintriige = 1 gerade der Rang der Matrix Ag.
Es gibt deswegen genau die drei angegebenen Fille Rang(Ag) = 3,2 oder 1.
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Uber R ist Rang(Ag) die Anzahl der Eintrige = +1. Weil man die Gleichung mit —1 durch-
multiplizieren kann, ohne die Menge C' : Q(x) = 0 zu #ndern, gibt es genau die fiinf angegebenen
Fille. L]

Bemerkungen: 1) Der Rang der Matrix Ag heifit Rang des Kegelschnittes Q(x) = 0. Die
Normalformen iiber € sind durch den Rang eindeutig bestimmt. Uber IR ist die Normalform
eindeutig durch den Rang und die Signatur von Ag bestimmt (Sylvesterscher Tragheitssatz).

2) Die Gleichungen x3 + 22 = 0 iiber € und 2% — 27 = 0 iiber IR sind tatsiichlich die
Gleichung von zwei verschiedenen Geraden, weil man sie auch (xg + ix1)(xo — iz1) = 0, bzw.
(o +21) (20 — 1) = 0 schreiben kann. Die Rang-1-Gleichung 23 = 0 dagegen beschreibt nur die
einzige Gerade zo = 0, allerdings verschwindet sie dort von zweiter Ordnung. Dies rechtfertigt
den Namen Doppelgerade.

Kegelschnitte vom Rang drei heiflen nicht-entartet, oder glatt, oder nicht-singulédr. Kegel-
schnitte vom Rang < 2 heiflen entartet.

Satz 4.2 (Entartete Kegelschnitte iiber C) Fir einen Kegelschnitt in der komplex-projektiven
Ebene Po(C) sind dquivalent:

1) Der Kegelschnitt C ist entartet.

2) Der Kegelschnitt C' spaltet in Geraden, d.h., es gibt Linearformen L(x), L'(x) mit Q(x) =
L(x)- L'(x).

3) Es gibt eine Gerade L C IPo(C) mit L C C.

Die Richtung 3) = 1) gilt nicht nur dber C, sondern iber jedem Korper IK mit unendlich
vielen Elementen.

Beweis: Die Richtung ,,1) = 2)* ist klar, weil dann die Gleichung Q(x) = 0 auf die Form
x4 2t = (o +iz1)(wo — iz1) =0
oder
a:(% =0

gebracht werden kann. Auch ,,2 = 3)“ ist klar.
»3) = 1)“: Nach einer Koordinatentransformation kénnen wir L : £y = 0 annehmen. Das
Polynom
Q|L = ax? + 2bx172 + caj

verschwindet nach Voraussetzung identisch. Wenn IK unendlich viele Elemente enthilt, folgt
daraus a = b= ¢ = 0, und zu C gehort eine Matrix

f
A= d
(&

S O Q
S OO
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Diese Matrix hat Rang < 2. L]

In der reellen projektiven Ebene gibt es auler Entartungsfillen nur eine einzige Klasse von
Kegelschnitten. In der affinen Ebene IR? gab es deren drei: Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln.
Wie kommt das? Bzw., wie unterscheiden sich Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln projektiv?

Um das herauszufinden schreiben wir die Gleichungen der affinen reellen Kegelschnitte pro-
jektiv:

affin projektiv
Ellipse > +y?—1=0 i +a3—a5=0
Hyperbel | 22 — 3?2 —1=0 —(—2?+23+23) =0
Parabel dy — 22 =0 dxorg — 12 =

(z0 4+ 2)* — (w0 — w2)* — 23 =0

In allen drei Fillen ist die projektive Normalform gleich. (Sonst wire der Klassifikationssatz
ja auch in Zweifel zu ziehen.) Aber die drei Klassen affiner reeller Kegelschnitte unterscheiden
sich durch ihre Beziehung zur unendlich fernen Geraden. Der Durchschnitt mit der Geraden
xg = 0 ist in den drei Féllen:

Ellipse To=a3+25=0
Hyperbel xp =27 —23=0 zwei Punkte (0:1:+1)
Parabel zp=21=0 ein Punkt (0:0:1)

T2 Z2 Z2

l‘():O l‘OIO .1‘0:0

Ellipse Hyperbel Parabel

Aufgabe 4.1 a) Bestimmen Sie den Rang der Kegelschnitte

Cy: :L‘(Q) + l‘% + x% —2x119 — 22022 + 2021 = 0,
Cy: 43:(2) + 622 — 222 — 2129 — T2owo + 1420271 = 0,
Cs: :L‘(Q) + 33:% — 53:% — Tx122 — 132022 + 8021 = 0.

b) Geben Sie Gleichungen fir die Geraden an, aus denen die Kegelschnitte Cy und Cy bestehen.
c) Finden Sie eine Koordinatentransformation y = y(x) so, dass Cs in den Koordinaten
Y1, Y2, Y3 durch eine Diagonalmatriz gegeben wird.
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Aufgabe 4.2 FEs seien u = (ug : uy : ug) und v = (vg : v1 : v2) € IPy. Zeigen Sie: Die Geraden
L: (ux)=0und M : (v.x) =0 schneiden sich genau dann auf dem Kegelschnitt x* - A-x =0
wenn

A u v
det| ¥ 0 0 =0.
vi 0 0

Aufgabe 4.3 In der projektiven Ebene seien ein Dreieck abc und zwei Geraden L, M, die durch
keine Ecke des Dreiecks gehen, gegeben. Zeigen Sie: Die Ecke x eines jeden Dreiecks xyz, bei
dem

e dic Eckey auf L, die Ecke z auf M liegt,
e die Seite xy durch a, die Seite yz durch b und die Seite zx durch c geht,

liegt auf einem Kegelschnitt C. Wann ist C' entartet?

4.2 Sekanten, Tangenten und Polaren

In diesem Abschnitt wollen wir nur nicht-entartete Kegelschnitte betrachten, also Kegelschnitte
{xePy(K): x'-A-x =0},

deren Matrix A den Rang drei hat.

Meistens werden wir IK = C voraussetzen miissen, weil sonst nicht sicher ist, dass unser Ke-
gelschnitt nicht vielleicht leer ist. Aber, nachzuschauen, welche Voraussetzungen an den Koérper
IK jetzt wirklich notwendig sind, das hat weniger mit Geometrie, mehr mit Zahlentheorie zu
tun. Fiir uns ist der geometrische Fuall der Korper €. Weil IK = IR fiir die Veranschaulichung
unendlich wichtig ist, interessiert uns natiirlich auch dieser Koérper.

Wir gehen aus von dem Problem, die Schnittpunkte einer Geraden mit dem Kegelschnitt zu
berechnen. Ahnlich wie in 0.1 parametrisieren wir die Gerade

L:x=MXa+pub, (A:p)elPi(K).

Jetzt sind allerdings a und b Punkte in der projektiven Ebene, und fiir den Parameter (A : p)
ist auch der Wert (0 : 1) = oo € IP1(IK) zugelassen. (Dazu gehért der Punkt x = b.) Setzen wir
x in die Gleichung von C' ein, so erhalten wir

(Aa+ pb)t - A-(Aa+ pb) = \?-alAda+ 2 pu-alAb + ;% - biAb = 0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir die Parameter (A : ), die zu den Schnittpunkten von
L und C gehoren.

Ob diese quadratische Gleichung Wurzeln in IK hat, hiangt vom Korper IK ab. In C gibt es
immer Wurzeln, in IR nicht immer. Uber dem Kérper € gibt es die folgenden drei Moglichkeiten:
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e Die Gleichung hat zwei verschiedene Wurzeln.
e Die Gleichung hat nur eine, doppelte, Wurzel.

e Die Gleichung hat unendlich viele Wurzeln, aber dann ist L eine Teilmenge von C' und
nach dem letzten Satz aus 4.1 ist C entartet.

Die beiden Wurzeln fallen zusammen (und ihr gemeinsamer Wert liegt in IK), genau dann,
wenn die Diskriminante der quadratischen Gleichung

(a’Ab)? — (a’Aa)(b'Ab) = 0
ist. In diesem Fall ist die Gerade L eine Tangente an den Kegelschnitt C.

Jetzt fixieren wir a und suchen die Beriihrpunkte b € C aller Tangenten an C' durch a. Weil
dann b'Ab = 0 ist, wird die Diskriminante einfach

al-A-b=0.

Dies ist eine lineare Gleichung in b: Die Beriihrpunkte b der Tangenten an C' durch a liegen auf
der Geraden
Po={x€cPy(IK): a"- A-x =0}.

Diese Gerade heifit die Polare des Punktes a beziiglich des Kegelschnittes C'. Thre Schnittpunkte
mit C' sind die Beriihrpunkte der Tangenten durch a. Ob sie Schnittpunkte hat, hingt wieder
vom Korper IK ab. Die Berechnung der Schnittpunkte P, N C ist das praktischste Verfahren,
um die Tangenten von a an den Kegelschnitt C' zu ermitteln.

Als Beispiele berechnen wir die Polare eines Punktes a = (1 : ¢; : ¢2) der affinen Ebene zu
den nicht-entarteten affinen Kegelschnitten in Normalform:
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2 2
Ellipse/Hyperbel: | affine Gleichung x2 + :Z_Q =1
a
2 2
homogene Gleichung % % —22=0
-1
Matrix A 1/a?
+1/b2
Polare P, —xo + c1z1/a® £ caxa /b =0
1T 2y
affine Form 2 Ee s 1
Parabel : affine Gleichung y = px?

homogene Gleichung pz? — zgre = 0

-1/2
Matrix A P
-1/2
Polare P, —cox0/2 + perxy — x2 /2
affine Form Yy = 2pcix — Co

Wir sehen insbesondere: Die Polare des Nullpunkts (1 : 0 : 0) bei der Ellipse und der Hyperbel
ist die unendlich ferne Gerade xy = 0, wihrend sie bei der Parabel die Tangente x5 = 0 ist.
Die Polare fiir den Kreis vom Radius 7 stimmt mit der Gleichung (a.x) = r? aus Definition 1.2
iiberein.

Satz 4.3 (Polare und Harmonie) Die Polare P, eines Punktes a zum Kegelschnitt C ist der
geometrische Ort aller Punkte b, die zusammen mit a die beiden Schnittpunkte der Geraden ab
mit dem Kegelschnitt C' harmonisch trennen.

Beweis. Wir parametrisieren die Gerade ab wieder durch x = Aa + yb. Wenn b € P,, also
a'Ab = 0 gilt, dann ist die Gleichung fiir die Parameter der Schnittpunkte

M. afAa+p? - bfAb = 0.

Sie hat zwei Losungen (A : £pu), die sich um das Vorzeichen unterscheiden. Also vertauscht die
Involution
Aa+ ub +— Aa— ub
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die beiden Schnittpunkte, wihrend sie die Punkte a und b fest ldsst. Nach dem Harmonie-
Kriterium in 3.4 trennen sich die beiden Schnittpunkte der Geraden ab mit C und die beiden
Punkte a und b harmonisch.

Ist umgekehrt b ein Punkt, der zusammen mit a die beiden Schnittpunkte harmonisch trennt,
so ist (nach dem soeben Bewiesenen) der Schnittpunkt von ab mit der Polaren P, auch so ein
Punkt. Da es nur einen einzigen solchen Punkt gibt, muss b auf der Polaren liegen. L]

Einschrinkung: Die Koordinaten der Schnittpunkte von C' mit der Geraden ab brauchen
nicht immer in IK zu liegen. Wenn dies nicht der Fall ist, macht der Satz natiirlich keine Aussage.
AuBlerdem darf a nicht auf C' und b nicht auf einer der beiden Tangenten von a an C' gewéhlt
werden, weil sonst zu viele Punkte zusammenfallen.

Die Abbildung, die jedem a € IPs seine Polare P, zuordnet, ist in der Tat fiir alle a ohne Aus-
nahme definiert, auch wenn {iber IK die Tangenten von a an C nicht existieren. Diese Abbildung
bildet Py bijektiv auf IP5 ab, denn sie wird durch die invertierbare Matrix von C gegeben. Sie ist
also so etwas dhnliches, wie eine Projektivitdt, nur, dass Urbild- und Bildebene dual zueinander
sind. Dies stimmt mit folgender Tatsache aus der linearen Algebra iiberein: Eine Bilinearform
Q(v,w) auf einem Vektorraum V kann man auch auffassen als eine lineare Abbildung

{ VHQ(V,—)
V-V

Diese Projektivitit a — P, von Py auf IP5 heifit die durch C' definierte Polaritit.

Weil die Abbildung Py — IP3, a — P, bijektiv ist, gibt es zu jeder Geraden L C IPy genau
einen Punkt a, dessen Polare die Gerade L ist. Dieser Punkt heifit Pol der Geraden L beziiglich
C'. Hat beispielsweise L die Gleichung (u.x) = ugxg + w11 + uszo = 0, so hat der Pol a die
homogenen Koordinaten A~! - u.

Definition 4.2 Zwei Punkte a und b € IPo(IK) heiflen konjugiert in Bezug auf den (nicht-
entarteten) Kegelschnitt C mit der (invertierbaren) Matriz A, wenn at - A -b = 0. Dies ist also
genau dann der Fall, wenn der eine Punkt auf der Polaren des anderen liegt.

Weil die Matrix A symmetrisch ist, ist auch die Konjugiertheits-Relation symmetrisch: a ist
konjugiert zu b, genau dann, wenn b konjugiert zu a ist. Die Polare P, geht durch den Punkt b,
genau dann, wenn a auf der Polaren P, liegt. Den Satz iiber Polare und Harmonie kénnen wir
auch so formulieren: Zwei in Bezug auf den Kegelschnitt C' konjugierte Punkte a # b trennen die
beiden Schnittpunkte der Geraden ab mit dem Kegelschnitt (falls diese existieren) harmonisch.

Der Punkt a liegt auf seiner eigenen Polaren P,, genau dann, wenn a’ - A-a = 0, d.h.,
wenn a auf dem Kegelschnitt C' liegt. In diesem Fall ist eine Gerade L : a + sb Tangente,
falls die Diskriminante (a’Ab)? — (a’Aa)(b! Ab) verschwindet. Weil a‘ Aa = 0 ist, bedeutet dies:
a'Ab = a’A(a + sb) = 0. Wir sehen: Die Tangente an C in einem Punkt a € C ist gerade die
Polare P, von a.

Alle Tangenten T' an C' stimmen {iiberein mit allen Polaren P, von Punkten a € C. Eine
Geradengleichung L : u’-x = 0 beschreibt eine Tangente, genau dann wenn ein a € C existiert
mit u’ = a’A4, d.h., u = Aa. Dies ist genau dann der Fall, wenn a = A~'u € C, also wenn

(Afa)t-A- A lu=u"- A u=0.
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Dies ist wieder eine Kegelschnitt-Gleichung. Die symmetrische 3 x 3-Matrix ist A~!. Der Ke-
gelschnitt liegt im Raum der Geraden, d.h. in der dualen projektiven Ebene IP3. Er heifit der
duale Kegelschnitt C*.

Damit haben wir den

Satz 4.4 (Dualer Kegelschnitt) Die Tangenten an den nicht-entarteten Kegelschnitt C' sind
genau die Geraden u € IP%, die auf dem dualen Kegelschnitt C* mit der Matriz A~! liegen.

Dualer Kegelschnitt

Bemerkung 1: Die Inverse Matrix zu A~! ist (A71)~! = A. Deswegen ist der duale Kegel-
schnitt (C*)* C IPy zum dualen Kegelschnitt C* C IP5 wieder der Ausgangskegelschnitt C"

c =C.

Bemerkung 2: Die durch C' definierte Polaritéit a — Py, die jeden Punkt a € 1Py auf seine
Polare beziiglich C' abbildet, bildet jeden Punkt a € C' auf seine Tangente an C' ab. Also ist das
Bild von C' C IPy unter dieser Polaritét der duale Kegelschnitt C* C IP3.

Bei der kanonischen Dualitét zwischen IP; und IP5 dualisiert sich die Beziehung zwischen
einem Punkt ¢ € IPy, den beiden Tangenten 77 und 75 an C' durch ¢ und der Polaren P, wie
folgt:

Aus | wird (werden)

dem Punkt c € 1P, die Gerade c¢* C IP3,

den Tangenten T; an C' durch c | die Punkte T0* € ¢* N C*,

den Beriihrpunkten t; = C'N7T; | die Tangenten t; an C* in T},

der Polaren P, der Schnittpunkt ¢ Nt; der Tangenten.

Die entstehende, duale Figur im IP3 ist jedoch wieder die gleiche: Ein Punkt, mit den beiden
Tangenten an den Kegelschnitt und seine Polare.

Wir sehen insbesondere: Eine Gerade L : u' - x = 0 ist die Polare eines Punktes ¢ beziiglich
C, genau dann, wenn der Punkt L* € 1P} der Pol der Geraden ¢* C IPj beziiglich C* ist. Dies
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sieht man auch einfach aus der Matrix-Gleichung fiir die homogenen Koordinaten der Geraden
L (aufgefasst als Spaltenvektor):

uw=(Acfeu=cAs c=u AL
Auch die Beziehung zwischen zwei konjugierten Punkten a und b lisst sich dualisieren:

Aus | wird (werden)

den Punkten a und b Geraden a* und b* C IP3,

der Verbindungsgeraden L. = ab | der Schnittpunkt L* = a* N b*,
den Schnittpunkten von L mit C' | die Tangenten durch L* an C*.

Dass die Punkte a und b die beiden Schnittpunkte ab N C' harmonisch trennen, diese Ei-
genschaft dualisiert sich in die folgende Eigenschaft: Die beiden Geraden a* und b* im Gera-
denbiischel mit Zentrum L* trennen die beiden Tangenten an C* durch dieses Zentrum harmo-
nisch. Sehen wir jetzt C* als den urspriinglichen Kegelschnitt an, so werden wir auf den Begriff
der konjugierten Geraden gefiihrt:

Definition 4.3 Zwei Geraden L # M C Py heiffen konjugiert in Bezug auf den (nicht-
entarteten) Kegelschnitt C', wenn ihr Schnittpunkt ¢ nicht auf C liegt, und die beiden Tangenten
durch ¢ an C im Geradenbiischel mit Zentrum c die beiden Geraden L und M harmonisch
trennen.

Haben die Geraden L und M die Gleichungen (u.x) = 0 und (v.x) = 0, so sind sie konjugiert,
genau dann, wenn u’-A~!-v = 0. Weil a = A~ u der Pol der Geraden L ist, ist die Konjugiertheit
von L und M damit dquivalent, dass der Pol der einen Geraden auf der anderen Geraden liegt.

Satz 4.5 (Konjugierte Geraden und Tangenten) Es seien C' C Py ein nicht-entarteter
Kegelschnitt und L # M C Py zwei Geraden, keine Tangenten an C. Dann sind dquivalent:

1) L und M sind konjugiert beziiglich C'.

2) Die beiden Tangenten an C' in den Schnittpunkten L N C' treffen sich in einem Punkt auf
M.

3) Die beiden Tangenten an C' in den Schnittpunkten M N C treffen sich in einem Punkt auf
L.

Beweis. Weil die Bedingung 1) symmetrisch in L und M ist, brauchen wir nur die Aquivalenz
von 1) und 2) zu zeigen.

Wir bezeichnen mit a den Schnittpunkt L N M, mit P, die Polare von a beziiglich C, mit
t1, to die Schnittpunkte P, N C, d.h. also die Beriihrpunkte der beiden Tangenten 77,75 aus a
an (', mit b den Schnittpunkt L N P, und mit ¢ den Schnittpunkt M N P,.

»,1) = 2)“: Nach Voraussetzung trennen sich die Geradenpaare L, M und Ty,T> durch a
harmonisch. Also trennen b, ¢ die Beriihrpunkte t1, to harmonisch. Somit liegt b auf der Polaren
P, des Punktes c. Weil c konjugiert zu a ist, liegt auch a auf dieser Polaren. Deswegen ist L. = ab
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die Polare P,.. Also treffen sich die beiden Tangenten an C zu den beiden Schnittpunkten LN C
im Punkt c € M.

»1) < 2)“: Nach Voraussetzung liegt jetzt der Schnittpunkt ¢ der beiden Tangenten an C'
zu den Schnittpunkten L N C' auf M. Deswegen ist ¢ der Pol zu L und L die Polare P.. Also
trennen b, ¢ die Schnittpunkte t1,ts von P, mit C harmonisch. Dann trennen auch die Geraden
L = ab und M = ac die beiden Tangenten 77 = at; und 7> = ato harmonisch. Dies heifit, die
Geraden L und M sind konjugiert. L]

Als Beispiel betrachten wir zwei Durchmesser L, M einer Ellipse C, die in affinen Koordinaten

x,y durch die Gleichung

22 g2

atE =1

a b2
gegeben ist. Die unendlich ferne Gerade ist die Polare des Nullpunkts L N M. Die Tangenten
an C'in den beiden Schnittpunkten L N C treffen M auf dieser unendlich fernen Geraden genau
dann, wenn sie parallel zu M sind. Es folgt: Die beiden Durchmesser sind konjugiert genau dann,

wenn sie im Sinn von Paragraph 2.4 konjugiert sind.

Gelegentlich ist es vorteilhaft, die homogenen Koordinaten so zu wahlen, dass ein gegebe-
ner Kegelschnitt durch eine besonders einfache, dem jeweiligen Problem angepasste Gleichung
gegeben wird. Wir wollen diese Félle diskutieren. Dabei erinnern wir uns an das Prinzip der
projektiven Ausdehnung: Sind xg, ..., x3 € IPy vier Punkte der Ebene derart, dass keine drei auf
einer Geraden liegen, dann gibt es ein homogenes Koordinatensystem, in dem

x0=(1:0:0),x3=(0:1:0),x2=(0:0:1),x3=(1:1:1).

Wir nennen (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1) das Koordinatendreieck und den Punkt (1 :1:1) den
FEinheitspunkt.
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Fall 1: Koordinatendreieck auf dem Kegelschnitt.
In diesem Fall gilt fiir die drei Koordinatenpunkte x!-A-x; =
0. Dies ist dquivalent damit, dass die Matrix A die Form

0 ao1 ap
A = aol 0 a1
a2 a2 0

hat und der Kegelschnitt die Gleichung

2 - (ao1ox1 + a127122 + agpxexo) =0

besitzt.

Fall 2: Koordinatendreieck selbst-polar.

Dies bedeutet, dass fiir die Koordinatenpunkte gilt x! - A-x; = 0, ( # j = 0,1,2). Es ist
dquivalent damit, dass in der Matrix A alle Eintrége a;;, ¢ # j verschwinden, d.h., dass A eine
Diagonalmatrix ist. Die Gleichung des Kegelschnitts ist dann

2 2 2
aooxy + a11x] + a2z = 0.

Diese Situation ist beispielsweise folgendermaflen zu erreichen: Es seien ag,ap,ao,as vier
verschiedene Punkte auf dem Kegelschnitt, und als Koordinatenpunkte x; wéhlen wir die drei
Diagonalpunkte des vollsténdigen Vierecks mit den Ecken ag, ..., a3. Dann ist ndmlich x; konju-
giert zu x; fiir ¢ # j.

Beweis: Sei etwa

Xp = apaj MNagag, X1 = apgaz M ajag, Xg = apgas N ajas.

Nach dem Satz iiber das Doppelverhiltnis am vollstéindigen Viereck aus Kapitel 3 werden die
Punkte apg und a; harmonisch getrennt durch xg und den Schnittpunkt der Seite aga; mit der
Geraden x1x2. Ebenso werden as und ag harmonisch getrennt durch xg und den Schnittpunkt
der Seite asas mit der Geraden x;1xs. Es folgt, dass x¢ der Pol zur Geraden x;xs ist, und dass
xo und x1, sowie xg und X konjugiert sind. L]

(o
\
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Fall 3: Die Koordinatenpunkte xg, x; liegen auf dem Kegelschnitt und x5 ist der Schnittpunkt
der beiden Tangenten in diesen Punkten.

Wegen xg,x; € C verschwinden in der Matrix A die Diagonaleintrige agp und ai1. Weil xg
und x7 zu x5 konjugiert sind, verschwinden aulerdem die Eintrége ags und aje. Der Kegelschnitt
hat die Gleichung

2
a01T0T1 + agexs = 0.

Fall 4: Die Koordinatenpunkte wie in Fall 3, aber zusétzlich der Einheitspunkt x3 € C.
Jetzt folgt, dass in der letzten Gleichung ag; +ag2 = 0 ist. Der Kegelschnitt hat die besonders
einfache (kanonische) Gleichung
0T — ;1:% =0.

Aufgabe 4.4 Bestimmen Sie die Tangenten an den Kegelschnitt
C: 22 +22+22+yz+3z2+2y=0
durch den Punkt (1:1:1), sowie deren Beriihrpunkte.

Aufgabe 4.5 Bestimmen Sie einen Kegelschnitt, fir den das Dreieck (1:0:1), (0:1:1), (1:
1: 1) selbstpolar ist (d.h., jede Dreiecksseite ist Polare der gegeniiberliegenden Ecke), und der
die Geraden xg = 2xo, x1 = 2x9 beriihrt.

Aufgabe 4.6 Gegeben sei der nicht-entartete Kegelschnitt C : xt - A-x = 0 und ein Punkt p.
Zeigen Sie: die beiden Tangenten von p aus an C bilden einen entarteten Kegelschnitt mit der

Gleichung
(p'-A-x)*—(p' A-p)-(x'-A-x)=0.

Aufgabe 4.7 Gegeben seien ein nicht-entarteter Kegelschnitt C' und ein vollstindiges Vierseit
in der projektiven Ebene, so, dass zwei Paare gegeniiberliegender Ecken des Vierseits beziiglich
C konjugiert sind. Zeigen Sie: Auch das dritte Paar gegeniiberliegender Ecken des Vierseits ist
beziiglich C' konjugiert.

Aufgabe 4.8 (Satz von Hesse) a) Gegeben sei ein nicht-entarteter Kegelschnitt C' und ein
Dreieck abc in der projektiven Ebene. Zeigen Sie: das Dreieck mit den Seiten Pa(C), Py(C) und
P.(C) ist perspektiv zum Dreieck abc.

b) Zeigen Sie: Zu zwei Dreiecken in perspektiver Lage gibt es immer einen nicht-entarteten
Kegelschnitt C, so dass beide Dreiecke beziiglich C' zueinander polar sind.
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Aufgabe 4.9 Welcher der beiden Kegelschnitte in TPo(IR)
C: xory + 2072 + x% 4+ x129 = 0,

D:  af 42?4+ 23+ 2xmy + 22022 = 0

ist entartet, welcher nicht? Bestimmen Sie fiir den nicht-entarteten Kegelschnitt den Typ seines
Durchschnitts mit der affinen Ebene xqg # 0.

Aufgabe 4.10 Welcher der beiden Kegelschnitte in TPo(C)
C: J:%—Qa:lxg—i—a:g—xom —zor9 =0, D: 13(2)+J:0$1 —1‘11‘2—1‘% =0

ist entartet, welcher nicht? Bestimmen Sie fiir den nicht-entarteten Kegelschnitt den Durch-
schnitt mit der Geraden xg = 0 und die Tangenten in den Punkten dieses Durchschnitts.

4.3 Parametrisierung von Kegelschnitten

Geraden im IPs kann man implizit, durch ihre Gleichung beschreiben, aber auch explizit, durch
eine Parametrisierung. Kegelschnitte haben wir bisher nur implizit, durch ihre Gleichung be-
schrieben. Man kann aber auch Kegelschnitte explizit beschreiben, und zwar kann man einen
Kegelschnitt durch die Punkte einer projektiven Geraden IP; parametrisieren. Das bekannteste
Beispiel dafiir ist die stereographische Projektion:

Betrachten wir den Einheitskreis S : {22 + 32 = 1} € IR?. (Man kann das folgende auch mit
der Sphére im IR?, oder mit der n — 1-dimensionalen Sphére im IR™ machen.) Auf S fixieren wir
einen Punkt p = (0, 1) (den “Nordpol®). Jede Gerade L durch p schneidet den Kreis S in p und
in einem weiteren Punkt x. Das gilt ausnahmslos fiir alle Geraden L durch p und iiber jedem
Korper IK: Die quadratische Gleichung, welche die Schnittpunkte von S und L beschreibt, hat
eine Nullstelle, fiir den Punkt p € S N L, und mufl deswegen auch eine zweite Nullstelle in IK
haben. Natiirlich kann der dazu gehorende zweite Schnittpunkt mit dem ersten Schnittpunkt p
zusammenfallen. Und zwar genau dann, wenn L die Tangente an S in p ist.

Um Formeln zu bekommen, parametriseren wir die Geraden L durch p mit Hilfe ihrer Schnitt-
punkte (u,0) mit der z-Achse. Dann hat L also die Gleichung

4 y=1, bzw.y=1 fir u = oo (Tangente).
u

Eliminieren wir y = 1 — z/u aus der Kreisgleichung, so erhalten wir

2
9 T 9 9 2z x 1 2
x4 ( u) , X —t o3 0, z-( +u2) "
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und daraus
2u u?—1

r="T9 1 YT 21
u?+1 u? +1
Diese Formeln fiir die stereographische Projektion sind ziemlich geldufig. (Fiir u — oo bekommen
wir tatséchlich (x,y) = (0,1) = p.)
Die stereographische Projektion ist eine bijektive Abbildung des Einheitskreises auf die x-
Achse, letztere aufgefafit als projektive Gerade. Ihre Umkehrung ist die Parametrisierung des
Einheitskreises durch die Punkte der projektiven Geraden 1Py

(ug : up) — (ud +u? : 2uguy @ ud — ud).

Und all das liegt nicht am Einheits-Kreis. Die stereographische Projektion funktioniert ge-
nauso bei jedem nicht-entarteten Kegelschnitt C'; auf dem ein Punkt p € C gegeben ist:

Schauen wir uns das noch einmal fiir den Kegelschnitt in Normalform
Tor] — 25 =0

vom Ende des letzten Abschnitts, und den Punkt p = (1 : 0 : 0) an. (Wir haben dort gesehen,
dafl man die Koordinaten fiir einen Punkt p auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt C' immer so
wéhlen kann.) Die Geraden L durch p parametrisieren wir durch ihren Schnittpunkt (0 : p: \)
mit der Geraden xg = 0. Dann ist

Kos—(s:pu:\)€eL
eine Parametrisierung der Geraden L, wobei s = oo dem festen Punkt p entspricht. Die Schnitt-
punktsgleichung fiir C'N L ist
S = )‘2> §=—
W
und dazu gehort der Schnittpunkt
/\2

(=) =022 ec.

7

(Fiir 4 = 0 bekommen wir hier auch wieder den Punkt p.) Projektiv geschrieben ist unsere
Parametrisierung fiir den Kegelschnitt in Normalform

P> \:p)— (A2 :p?: ) eC.
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Auf im Wesentlichen dieselbe Parametrisierung fiihrt ein Problem der graphischen Daten-
verarbeitung: Man soll zwei Punkte by und by durch eine (schone) Kurve verbinden, deren
Richtung in by und bs vorgegeben ist. Die Richtung sei durch einen dritten Punkt by bestimmt,

so wie in der Abbildung. b
1,2

by : *b,

Mit einem Hilfspunkt

b(],l:(l—t)bo-i-tbl, 0<t<1

durchlduft man die Strecke bgby, wéihrend gleichzeitig ein zweiter Hilfspunkt
b1y =(1—1t)b; +tby, 0<t<1,
die Strecke bibo durchlduft. Die Kurve wird dann definiert durch die Parametrisierung

t — (1-1t)bg1+1tbis
= (1 —1t)*bg + 2(1 — t)tby + t*by.

Dies ist der einfachste Fall einer sogenannten Bézier-Kurve (zu den Kontroll-Punkten bg, by und
bs). Transformieren wir

1
bp=(1:0:0), ba=(0:1:0), b1=(0103§)7 l—t=At=yp,

so wird dies genau unsere Parametrisierung fiir einen Teilbogen unseres Standard-Kegelschnitts
ol = l‘%

Erinnern wir uns jetzt an den Begriff des Geradenbiischels aus 3.6. Sind L # M zwei verschie-
dene Geraden eines Geradenbiischels, so besteht das Biischel genau aus allen Geraden AL + uM
mit (A : p) € IP;. Die Gerade IP;, mit der wir oben den Kegelschnitt C' parametrisierten, war
ziemlich beliebig gewéhlt. Sie durfte nur nicht durch das Projektionszentrum p € C' gehen. Wir
hétten sie auch gar nicht zu spezifizieren brauchen, statt ihrer hiatten wir das Geradenbiischel p*
mit Zentrum p nehmen koénnen. Dieses Biischel ist auch eine Kopie der projektiven Geraden 1Py,
und jede Biischelgerade entspricht genau einem Punkt von C, ihrem zweiten Schnittpunkt mit
C, wobei die Tangente T, (C') € p* dem Zentrum p € C entspricht. So ist die Parametrisierung

Py =p" = C
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kanonisch. Aufler dem Projektionszentrum p brauchen wir nichts mehr zu wéhlen, keine Hilfs-
gerade.

Also: Jeder Punkt p auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt C' definiert eine Identifikation
IP; = p* ~ C des Kegelschnitts mit der projektiven Geraden. Wir kénnen also auch nicht-
entartete Kegelschnitte als Kopien der projektiven Geraden ansehen. Das ist schon! Jeder andere
Punkt q € C definiert aber auch eine Identifikation IP; = q* ~ C'. Die Aussage des folgenden
Satzes ist, daf} sich beide Identifikationen IP; ~ C' nur unwesentlich, d.h., um eine Projektivitat,
unterscheiden. Das ist noch schéner!

Fixieren wir also jetzt folgende Situation: Es seien C' ein nicht-entarteter Kegelschnitt und
P # q € C zwei Punkte auf diesem Kegelschnitt. Der Kegelschnitt C definiert folgendermaflen
eine Abbildung F : p* — q* des Geradenbiischels mit Zentrum p in das Geradenbiischel mit
Zentrum q: Sei L € p* eine Gerade durch p. Sie schneidet C in einem zweiten Punkt cy, (bzw.
zweimal in p, falls L die Tangente an C in p ist). F(L) € q* sei die Verbindungsgerade von q
mit cg, (bzw. die Tangente an C in q, falls c;, = q).

Satz 4.6 Diese Abbildung F : p* — q* ist eine Projektivitit.

Beweis: Wir rechnen die Aussage ganz einfach in Koordinaten nach.

Dazu wihlen wir homogene Koordinaten wie am Ende des letzten Abschnitts so, dafl p =
(1:0:0)undgq=(0:1:0). AuBerdem soll (0: 0 : 1) der Schnittpunkt der Tangenten an C
in den Punkten p und q sein, und der Einheitspunkt (1 : 1 : 1) auf C liegen. Der Kegelschnitt
C hat dann die Gleichung zox; = 3. Die Geraden L € p* parametrisieren wir durch ihren
Schnittpunkt (0 : g : A) mit der Geraden xyp = 0. Oben haben wir gesehen, daf eine solche
Gerade den Kegelschnitt C, aufier in p, noch im Punkt (A2 : p? : Au) trifft. Die zugehorige
Gerade F(L) € q* ist die Verbindungsgerade

(N2t -yt +s: dut), (s:t) € IPy

dieses Punktes mit g = (0 : 1 : 0). Thren Parameter in q* bestimmen wir als den Schnittpunkt
mit der Geraden x; = 0:

0
(u*: =1)
(

u2t+s
(s:t)

F(L)N{x; =0} = (=A?:0:—-\p)
(A:0:p)
Die Abbildung F' wird also in den gewihlten Koordinaten durch (A : u) — (X : ) gegeben und
ist deswegen eine Projektivitit. L]

Aus diesem Satz ziehen wir zunéchst eine Folgerung (den Satz von Chasles), dann kehren
wir ihn um, und dann dualisieren wir ihn.

Zu je vier Punkten xg,...,x3 € C auf dem nicht—entarteten Kegelschnitt C' ist ein Doppel-
verhéltnis DV (x¢, X1; X2, X3) wie folgt definiert: Wir parametrisieren C' durch die Geraden eines
Biischels p* mit Zentrum p € C. Zu den vier Punkten x; gehoren vier Verbindungsgeraden
L; = px; € p*. Wir definieren

DV(Xo,Xl; X2,X3) = DV(LQ, Ll; L27 Lg)
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Jede andere Parametrisierung hiitte sich wegen unseres letzten Satzes davon nur um eine Pro-
jektivitat unterschieden, und das Doppelverhéltnis wére gleich gewesen. Dies kann man auch als
Satz formulieren:

Satz 4.7 (von Chasles) Es seien C ein nicht-

entarteter Kegelschnitt und X, ..., x3 € C vier Punkte, X1 <
von denen nicht mehr als zwei zusammenfallen maégen. X

Firp e C und q € C seten L; :== px; und M; := qgx;

die Verbindungsgeraden (bzw. die Tangente, falls p

oder q mit einem der x; zusammenfdllt). Dann gilt

X3

DV (Lo, L1; L2, L3) = DV (Mo, My; M2, M3).

Jetzt zur Umkehrung des letzten Satzes. Das ist die sogenannte

Steinersche Erzeugung eines Kegelschnitts: Es seien p* = {A\L+uM} und q* = {N'L'+
W' M'} zwei verschiedene Geradenbiischel in der projektiven Ebene. Weiter sei eine Projektivitiit
(N 2 ')y =F(X: ) gegeben. Dann ist die Menge der Punkte a € TPy, in denen sich eine Gerade
des ersten Biischels mit der ihr unter F' entsprechenden Geraden des zweiten Biischels schneidet,
ein Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt geht durch die Zentren beider Biischel.

Der Kegelschnitt ist genau dann entartet, wenn die Verbindungsgerade pq der Zentren beider
Biischel unter F auf sich selbst abgebildet wird.

Beweis. Wir édndern die homogenen Koordinaten (X : i) des zweiten Biischels so, daf§ die
Projektivitat F durch die Einheitsmatrix gegeben wird, d.h. F'(A : p) = (A : ). Wir sind
interessiert an der Menge der Punkte a € 1Py, in denen sich eine Gerade AL + puM des ersten
Biischels mit einer Geraden AL’ 4+ uM’ des zweiten Biischels schneidet. Das ist die Menge der
Punkte a, wo das homogene lineare Gleichungssystem

L(@) A+ M) -p =
L(a) A+ M(a) p =
eine nicht—triviale Losung (A : p) besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante
L(a)-M'(a) — M(a)- L'(a) =0

ist. Die Funktion
Q(x) = L(x) - M'(x) = M(x) - L'(x)

ist homogen vom Grad zwei in x und ihre Nullstellenmenge ist deswegen eine Kegelschnitt. Er
enthélt die Zentren L(x) = M(x) = 0 und L'(x) = M’'(x) = 0 beider Biischel.

Wenn die Verbindungsgerade der Zentren beider Biischel unter der Projektivitét auf sich
selbst abgebildet wird, so kénnen wir die Koordinaten (A : ) derart abéndern, dafl L = L' diese
Verbindungsgerade ist. Die Gleichung des Kegelschnitts ist dann

Q(x) = L(x) - (M(x) — M'(x)) = 0

und der Kegelschnitt spaltet als Produkt von Geradengleichungen.
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i o S A A A
N p)=(A1p) N p)=(A:—p)
Steinersche Erzeugung von Kegelschnitten

Spaltet umgekehrt die Kegelschnittgleichung die Gleichung N (x) = 0 einer Geraden ab, dann
bedeutet dies, dafl durch jeden Punkt dieser Geraden eine Gerade AL + M des ersten Biischels
und die entsprechende Gerade AL' + M’ des zweiten Biischels geht.

Falls IV selbst eine Gerade im ersten Biischel ist, so &ndern wir die Biischelkoordinaten derart,
daB M = N ist. Wegen Q|N = 0 und L # N folgt daraus N = M’. Also mufl N auch zum
zweiten Biischel gehdren, d.h. die Biischelzentren verbinden, und enspricht sich selbst unter F'.

Falls NV keine Biischelgerade ist, so wird die Abbildung F' wie folgt gegeben. Jeder Geraden
AL+ M des ersten Biischels ordnet man den Schnittpunkt NN (AL+ pM) zu, und F(AL+ M)
ist die Verbindungsgerade dieses Schnittpunkts mit dem Zentrum des zweiten Biischels. (Die
Projektivitit F ist eine Perspektivitét in der dualen Ebene IP3.) Aber dann bildet P offensichtlich
die Verbindungsgerade der Biischelzentren auf sich selbst ab. L]

Die beiden letzten Sitze lassen sich wie folgt dualisieren:

Satz 4.8 a) Dual zur Parametrisierung Die Gerade T' sei Tangente an einen nicht-entarteten
Kegelschnitt C'. Dann ist die Abbildung

Cox—Tx(C)—Tx(C)NT €T

bijektiv. (Der Beriihrpunkt xg € C von T wird dabei auf xg € T abgebildet.) Sind T,T" zwei
verschiedene Tangenten an C, so ist die Zusammensetzung der entsprechenden Bijektionen

T—C—T

eine Projektivitit.

b) Dual zur Steinerschen Erzeugung Gegeben sei eine Projektivitit F : T — T’ zwischen
zwei Geraden T # T' C Py, welche den Schnittpunkt T N'T" nicht auf sich abbildet. Dann bilden
die Verbindungsgeraden aF(a), a € T, einen dualen Kegelschnitt, der T und T' enthilt. Anders
ausgedriickt: Es gibt einen nicht-entarteten Kegelschnitt, welcher alle Verbindungsgeraden aF(a)
beriihrt.

127



Satz 4.9 (Korollar) Der nicht-entartete Kegelschnitt C C Py enthalte die Ecken a,b,c und
a’,b’, ¢’ zweier Dreiecke. Dann gibt es einen nicht-entarteten Kegelschnitt D, der die sechs Seiten
dieser beiden Dreiecke beriihrt.

Beweis (trickreich). Wir bezeichnen die Seite bc
mit L und die Seite b’c’ mit L’ und betrachten die
Hintereinander-Ausfiihrung von Perspektivititen

L—@)*—C—a*— L.
Unter diesen Perspektivitiaten verfolgen wir die vier
Punkte b,c,p:=a’b’NLund q:=a'c’NL aus L.

Diese vier Punkte werden folgendermaflen abgebil-
det:

a’b,a’c,a’p,a’q € (a’)*
b,c,b’,c' € C
ab,ac,ab’,ac’ € a*

p :=abnl/

q :=acnL',b,cecl

b,c,p,q€ L

11711

Nach dem Dual zur Steinerschen Erzeugung gibt es einen nicht-entarteten Kegelschnitt D,
der die vier Verbindungslinien bp’, c¢q’, pb’, qc’ sowie die beiden Geraden L und L’ beriihrt.
Dies sind die sechs Seiten beider Dreiecke. L]

Zwei Punkte x7 # x9 auf einem Kegelschnitt bestimmen eine Gerade, und diese Gerade
schneidet jede feste Gerade L in einem durch x; und x» bestimmten Punkt y. Die Koordinaten
dieses Punktes y wollen wir jetzt ausrechnen. Dazu wéhlen wir die homogenen Koordinaten so,
dafl die Rechnung besonders einfach wird.

Satz 4.10 (Kollinearitétskriterium) Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C : zor, = 23
seien zwei Punkte

x1= (AT pf s Apn) # xo = (A3 : pi3 ¢ Agpta)
gegeben.
a) Auf der Geraden L : xo = 0, welche C in den Koordinatenpunkten a = (1 : 0 : 0) und
b = (0:1:0) schneidet, ist der Punkt
e )

= (Ao — :0)=(-1: :
yr = (Aot —ppe 0 0) = ( N

mit X1 und Xo kollinear.
b) Auf der Geraden M : xo =0, welche C in b beriihrt, ist der Punkt

Yv o= (0 : )\1#2 + )\g,ul : )\1)\2) = (0 : ﬂ & : 1)
Al g

mit x1 und X9 kollinear.
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Beweis. Es ist

Aopoxy — Aipixa = (Agpad] — A3 : Aapiopi — Apap3 < 0)
= (M2 (Arp — Aopr) « prapan - (Aopry — Arpz) 2 0)
= Y
Apxi = Afxa = (0 A3 — Afps : ASAap — Afdaps)
= (0: (Aopr + Arp2)(Aop1 — Arpiz) © MiAa(Agpn — Arpuz))
= Ywm- ]

Diese Formeln sehen sehr technisch aus, man kann sie aber verstehen, und als eine Art von
Menelaos-Satz am Kegelschnitt auffassen. Natiirlich diirfen wir jetzt kein Teilverhédltnis mehr
verwenden, sondern miissen alles mit Doppelverhéltnissen ausdriicken. Dazu erinnern wir uns
an TV( )

X;u, Vv
DV (x,00;u,v) = ——————> =TV (x;u,v),
( ) TV (co;u,v) ( )
wegen TV (oco;u,v) = 1. Bezeichnen wir die drei unendlichfernen Punkte auf den Dreiecks-Seiten
a, b, c mit cog, 0op, 00, so wird die Menelaos-Bedingung am Dreieck

DV (a',004;b,c) - DV (b, 00p;¢,a) - DV (c', 00.;a,b) = 1.

Um die Aussage des letzten Satzes in eine Menelaos-dhnliche Form zu bringen, brauchen wir
eine Gerade, welche die Rolle der unendlich-fernen Gerade iibernehmen mufl. Nehmen wir dafiir
die Tangente an C' im Punkt coc := (1 : 1 : 1). Sie hat die Gleichung z¢ + 1 — 2x2 = 0 und
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schneidet die Gerade L in ooy, := (1: —1:0). Setzen wir nocha:=(1:0:0) und b= (0:1:0),

so wird
menm = o((3).()(2) (1)

- 1
N1
H1
Y
H2
Ay’

womca = on(( ) () () ()

—ppe/AiAe 1
-1 "1

H1 K2

AAg

DV (xg,00¢c;a,b) =

Als Kollinearitétsbedingung haben wir dann die Gleichung
DV (x1,00¢;a,b) - DV (x2,00¢;a,b) - DV (y,o0r;b,a) = 1.

Hier kommen jetzt keine Koordinaten mehr explizit vor. In dieser Form ist sie also eine Kollinea-
ritdtsbedingung fiir jede Sekante L eines nicht-entarteten Kegelschnitts C, wo eine ,,unendlich-
ferne* Hilfs-Gerade festgehalten ist, welche C' im Punkt coc beriihrt, und L im Punkt ooy, ¢ C
schneidet.

Natiirlich kann man auch noch die Kollinearititsbedingung fiir eine Tangente M (Fall b))
mit Doppelverhéltnissen formulieren. Da mufli man dann sicher addieren, statt multiplizieren.
Das mochte ich hier aber nicht mehr tun.

Aufgabe 4.11 Parametrisieren Sie den Kegelschnitt
C: l‘% + l‘% + x% — 2(xox1 + 122 + T20) =0

durch (A : p) € 1Py derart, daf§ (1 :0:1) € C den Parameter (1 :0) und (1 :1:0) € C den
Parameter (0 : 1) hat.

Aufgabe 4.12 Bestimmen Sie das Doppelverhiltnis der vier Punkte (—1 : —1: 1), (=3 : 13 :
4), (5:3:4) und (6 : —=5:7) auf dem Kegelschnitt

C: 323 4 23 — bas — 2x129 + 2022 = 0.

Aufgabe 4.13 Bestimmen Sie das Doppelverhdlinis der vier Punkte

a) (1:=1:0), (1:1:0); (1:0:—1), (1:0:1) auf dem Kegelschnitt 3 + 23 — 23 = 0.

b) (1:—1:-1), (1:=1:1); (1:1:1), (1:1:-1) auf dem Kegelschnitt 223 — 23 — 22 = 0.
c) (1:3:4),(1:—4:3); (1:=3:—4), (1:4:-3) auf dem Kegelschnitt x3 + 23 — 2523 = 0.
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4.4 Projektivititen auf Kegelschnitten

Im letzten Abschnitt sahen wir, wie man nicht-entartete Kegelschnitte C' als (zugegeben, etwas
gekriimmte) projektive Geraden IP; auffassen kann. Deswegen gibt es auf C' auch Projektivitéiten

PC:IPliIPlzC

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit derartigen Projektivitdten P : C' — C befassen.
Wir parametrisieren den Kegelschnitt C' etwa wie oben

Py>(\:p)— N ) eC
und wenden auf (A : p) eine Projektivitét
p: N =a\+bu, u' =cA+du
an. Zum Parameter (X : /) gehort auf C' der Punkt mit den Koordinaten
rg = MN? = a’X?4b%u? + 2abAp,

T w? o= AN+ A+ 2cdp,
zo = Npg' = acA? +bdp® + (ad + be) M.

Dies ist genau der Punkt mit dem Koordinatenvektor

a? b 2ab A2
A d® 2cd o
ac bd ad+ bc AL

Das heifit also, jede Projektivitit p auf C' wird durch eine Projektivitit P des IPo induziert.
Gehort zu p die Matrix

a b

c d )’

dann wird (in den oben gewihlten Koordinaten) P durch die Matrix
a? b 2ab
 d® 2cd
ac bd ad+ bc

gegeben. Damit haben wir insbesondere den Existenz-Teil des folgenden Satzes bewiesen:

Satz 4.11 (Projektivitéiten auf Kegelschnitten) Es sei C C Py ein nicht-entarteter Ke-
gelschnitt. Jede Projektivitit p : C — C auf C wird dann durch genau eine Projektivitit P des
Py induziert.

Beweis. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass eine Projektivitat P : [Py — Py mit P(C) =
C' eindeutig durch P|C = p bestimmt ist. Dazu fixieren wir vier verschiedene Punkte xg, ..., X3
auf C. (Damit es auf C' Punkte gibt, miissen wir eventuell IK = C voraussetzen.) Wiren drei
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dieser Punkte kollinear, so wiirde ihre Gerade L den Kegelschnitt in > 3 Punkten schneiden.
Daraus wiirde L C C folgen, und C wire entartet, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also sind
je drei der vier Punkte projektiv unabhéngig, und nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung
ist P eindeutig festgelegt durch die vier Bildpunkte p(x;), d.h., durch p. L]

Wir betrachten nun insbesondere eine Involution p : C' — C. Wegen der Eindeutigkeit im
vorangehenden Satz (angewendet auf p? = idc) ist die Fortsetzung P : I[Py — Py auch wieder
eine Involution.

Jede Involution p : C' — C hat zwei Fixpunkte x; # xo € C. Auch unter der projektiven

Fortsetzung P von p bleiben diese beiden Punkte invariant. Dann bildet P auflerdem die beiden
Tangenten T} := Tx, (C) und Ty := Tx,(C) in sich ab. Deren Schnittpunkt z := 77 075 ist dann
ein weiterer Fixpunkt von P.
Sei Z die Verbindungsgerade der beiden Fixpunkte x
und x2, die Polare P,(C). Dann ist P(Z) = Z. Wahlen
wir zwei Punkte x # p(x) € C, die sich unter der In-
volution p entsprechen, so ist auch deren Verbindungs-
gerade L unter P invariant. Sie schneidet Z in einem
Fixpunkt von P, der weder x; noch x5 sein kann. Da-
mit hat P|Z mindestens drei Fixpunkte, und muss =
idyz sein. Die ganze Gerade Z besteht aus Fixpunkten.
Dann bleibt auch jede Gerade L # T; durch z un-
ter P fest. (Sie enthélt ja die zwei Fixpunkte z und
LN Z.) Damit schneidet L den Kegelschnitt C' in zwei
Punkten, die sich unter der Involution p entsprechen,
und die beiden Schnittpunkte werden von den beiden
Fixpunkten harmonisch getrennt.

Satz 4.12 (Involutionen auf Kegelschnitten) Jede Involution p : C — C auf einem (nicht-
entarteten) Kegelschnitt C' ist die Finschrinkung einer Involution P : Py — P9, welche eine
Gerade Z von Fizpunkten und einen isolierten Fizpunkt z besitzt. Die Geraden durch z schneiden
auf C' genau die Punktepaare aus, welche sich unter der Involution p entsprechen.

Satz 4.13 (Nocheinmal konjugierte Geraden) FEs seien C ein nicht-entarteter Kegelschnitt
und L, M C Py zwei Geraden, keine Tangenten an C. Dann ist dquivalent:

1) Die Geraden L und M sind beziiglich C' konjugiert.

2) Die Geraden L und M schneiden auf C zwei Punkte-Paare aus, die sich auf C harmonisch
trennen.

Beweis. Die Paare der Schnittpunkte seien L N C' = {a;,a2} und M NC = {by, by}.

»1) = 2)“: Wenn L und M konjugiert sind, liegt der Pol z von L beziiglich C auf M.
Sei P : C — C eine Involution mit den Fixpunkten a; und as. Sie wird induziert durch die
Involution P : IP; — Py mit Fixpunkt z und Fixgerade L. Weil M durch z geht, ist P(b;) =
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by. Die Involution p hat also die Fixpunkte aj,as und vertauscht die Punkte by, bs. Es folgt
DV(bl, b2; ai, ag) =—1.

»2) = 1)*“: Weil sich die Paare a;,as und by, by harmonisch trennen, gibt es eine Involution
p : C' — C mit den Fixpunkten a;,as und p(by1) = bo. Die zugehérige Involution P : TPy — Py
hat als Fixpunkt z den Pol von L, und L als Fixgerade. Wegen P(b;) = by geht die Gerade M
durch diesen Pol. Also sind L und M konjugiert. L]

Falls der Grundkérper IK = C ist, hat jede Projektivitit id # p : IP1(IK) — IP1(IK) entwe-
der zwei Fixpunkte oder einen Fixpunkt (Aufgabe 3.5). Im ersten Fall kénnen wir homogene
Koordinaten (xg : 1) so wéhlen, dass p(xg : 1) = (xg : k- x1), und im zweiten Fall so, dass
p(xo @ x1) = (2o : ®1 + k - x9). Wir wenden dies jetzt auf Projektivititen p : C — C auf ei-
nem Kegelschnitt an. Dazu definieren wir die Achse der Projektivitit als die Verbindungsgerade
der beiden Fixpunkte, falls p zwei Fixpunkte hat, und wenn p nur einen Fixpunkt hat, als die
Tangente in diesem Fixpunkt an C.

Damit ist, streng genommen, die Achse nur definiert, wenn wir IK = C nehmen. Aber falls
C C Py(R) ein reeller Kegelschnitt und p : C' — C eine reelle Projektivitét ist, dann ist das
charakteristische Polynom der Matrix zu p reell. Wenn es keine reelle Nullstelle hat, dann besitzt
es zwei konjugiert-komplexe Nullstellen. Dazu gehoren dann zwei, voneinander verschiedene,
konjugiert-komplexe Eigenvektoren, etwa

v = (vp, v1,v2) und Vv = (g, 01, 703).
Deren Verbindungsgerade hat eine Gleichung
(0172 — v201) 0 + (V2T — voT2)x1 + (VoT1 — v1Tg)z2 = 0

mit rein imaginidren Koeflizienten. Teilt man diese Gleichung durch i, so wird sie reell, und
definiert eine relle Gerade als Achse.

Satz 4.14 (Achsensatz fiir Kegelschnitte) FEs sei id # p : C — C eine Projektivitit auf
dem nicht-entarteten Kegelschnitt C C IPo(C). Dann gilt fiir je zwei Punkte X1 # X2, p(x2),p~ ! (x2) €
C, die keine Fizpunkte von p sind: Die Verbindungsgeraden x1p(x2) und xop(x1) treffen sich
auf der Achse von p.

Beweis. Wir bringen den Kegelschnitt in Normalform
Tox1 = l‘%

und unterscheiden dann zwei Fille, je nachdem ob p zwei oder einen Fixpunkt hat.

Fall 1: Die Projektivitdt p habe zwei verschiedene Fixpunkte auf C'. Wir wéhlen die Koordi-
naten so, dass dies die Koordinatenpunkte (1:0:0) und (0: 1 :0) sind. Die Achse ist dann die
Gerade L : zo = 0.

Wie {iiblich parametrisieren wir die Punkte von C durch

Py (M:p)— (A2 p? ).
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Die Abbildung p wird dann durch (A : u) — (A : k- ) gegeben. Bezeichnen wir mit (\; : p;) den
Parameterpunkt zu x;, so haben wir also folgende Punkte auf C' mit ihren Parametern:

X1 - (/\1 : ,U,l) X9 © ()\2 : ug)
p(x1): (Ar:k-p) p(x2) 1 (A2 k- p2)

Im Kollinearitdtskriterium am Ende des Abschnitts 4.3 haben wir in dieser Situation den Schnitt-
punkt einer Verbindungsgerade zweier Punkte auf C' mit der Geraden L berechnet. Wir finden

le(Xg) NL= ()\1)\2 =k puipe 0) = Xgp(Xl) N L.

Der Schnittpunkt beider Verbindungsgeraden liegt also auf der Achse x5 = 0.

Fall 2: Die Projektivitdt p habe nur einen Fixpunkt auf C'. Wir wéhlen ihn als Koordinaten-
punkt (0 :1:0). Die Achse ist dann also die Gerade M : xy = 0.

Die Koordinaten (A : p) wihlen wir so, dass die Projektivitit p durch p(A: p) = (A : p+ kM)
gegeben wird. Wir haben dann auf C' die Punkte

X1 ()\1 :,ul) X9 ()\2 : /.,LQ)
p(Xl) : ()\1 A + ]{3)\1) p(Xg) : ()\2 ) + ]{3)\2)

Auch fiir diesen Fall haben wir im Kollinearitatskriterium berechnet
x1p(x2) N M = (0: Adppo + Aapir + kA1 Ao : A1 Ag) = xap(x1) N M.
Und wieder liegt der Schnittpunkt beider Verbindungsgeraden auf der Achse. L]

Als Anwendung des Achsensatzes beweisen wir jetzt den Satz von Pascal, der - nicht zu
Unrecht - als der schonste Satz der elementaren projektiven Geometrie gilt:

Satz 4.15 (Hexagramma mysticum) FEs seien aj,as,as und by, be, bg € C sechs verschie-
dene Punkte auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C. Dann liegen die drei Schnittpunkte der
drei Geradenpaare

aibs Nasby, asbsNazby, asb;Najbs

auf einer Geraden (der Pascal-Geraden).

Beweis: Nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung gibt es eine Projektivitiat p : C' — C
mit p(a;) = by, i = 1,2, 3. Die Pascal-Gerade ist nichts anderes als die Achse dieser Projektivitét.

O
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S 2 Tl

Pascal Brianchon

Der Satz von Pascal dualisiert sich folgendermaflen:

Satz 4.16 (von Brianchon) FEs seien Si,S3,53 und T, T, T3 € C* sechs verschiedene Tan-
genten an den nicht-entarteten Kegelschnitt C'. Dann gehen die drei Verbindungsgeraden der
drei Punktepaare

S1NTy und SoNTy, SoNTy und S3NTy, SsNTy und S1NT;

durch einen Punkt.

Der Satz von Pascal ist ein ziemlich zentraler Satz, von ihm ausgehend kann man ziemlich
interessante mathematische Féaden spinnen. Eine Richtung, die ich hier nicht weiter verfolgen
mochte, beginnt mit der Bemerkung, dass sechs Punkte auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt
ja nicht nur auf eine Weise ein Sechseck bilden. Unsere Wahl der Verbindungsgeraden gehort
zum Sechseck

albgagblagbg.

Ich habe diese Bezeichnungen fiir die Punkte, und ihre Reihenfolge auf dem Kegelschnitt so
gewihlt, um die Analogie zum Satz von Pappos deutlich zu machen, und damit die Pascal-
Gerade schon im Bild liegt.

Man kann die sechs Punkte aber in jeder anderen Reihenfolge als ein Sechseck auffassen. Und
jedesmal gibt es eine Pascal-Gerade, auf der sich die drei Paare gegeniiberliegender Sechsecks-
Seiten schneiden. Insgesamt gibt es 6! = 720 Permutationen der sechs Punkte. Aber eine Die-
dergruppe der Ordnung 12 (erzeugt von einer zyklischen Vertauschung der Ordnung sechs und

einer Spiegelung) ldsst das Sechseck invariant. Damit gibt es
6!
— =60
12

wesentlich verschiedene Sechsecke, und 60 verschiedene Pascal-Geraden. Die Konfiguration dieser
60 Pascal-Geraden hat sehr viel mit der Permutationsgruppe Sg zu tun. Es gibt dariiber eine sehr
umfangreiche Literatur (aus dem vorletzten Jahrhundert). Die wesentlichen Resultate sind in

135



dem wunderschonen, aber leider auch ziemlich unlesbaren Buch ,,Geometrische Konfigurationen*
von F. Levi (Verlag Hirzel, Leipzig, 1929) zu finden.

Fine andere Bemerkung ist folgende: Der Punkt bsg auf dem Kegelschnitt ist festgelegt durch
die anderen fiinf Punkte a;, as, ag, by, by und die Gerade L := asbs. Sind nédmlich die anderen
fiinf Punkte gegeben, und eine Gerade L durch as (und keinen anderen der gegebenen Punkte),
so sind dadurch eindeutig festgelegt:

der Schnittpunkt P12 = a1b2 N agbl,

der Schnittpunkt pe3 = asba N L,

die Pascalgerade p12p2 3,

der Schnittpunkt p; 3 der Pascalgeraden mit der Geraden asby,

die Verbindungsgerade M := a;p1 3,
e und schlief8lich bg selbst als Schnittpunkt L N M.

Dies liefert eine Konstruktion des sechsten Punktes auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt,
auf dem schon fiinf Punkte gegeben sind. Uber den Pascalschen Satz legen diese fiinf Punkte
einen sechsten Punkt fest auf jeder Geraden L durch az. Im Prinzip liefert dies eine Konstruktion
aller Punkte des Kegelschnitts. Ich méchte daraus eine Folgerung ziehen:

Satz 4.17 (Fiinf Punkte auf einem Kegelschnitt) FEin nicht-entarteter Kegelschnitt ist durch
fiinf seiner Punkte eindeutig festgelegt.

Fine dritte Gedankenrichtung mochte ich aber noch etwas weiter verfolgen: Was passiert,
wenn zwei der Punkte unseres Sechsecks zusammenfallen? Darauf gibt es eine triviale Antwort:
Nichts! Wir haben ein Fiinfeck, kein Sechseck mehr, und auch keinen Satz von Pascal.

Weitaus kreativer ist aber folgende Antwort: Sehen wir es uns doch einmal an! Nehmen wir
also sechs Punkte auf dem Kegelschnitt C, der Ubersichtlichkeit méchte ich sie jetzt pi, ..., Ps
nennen, so dass auf der Pascalgeraden also die Schnittpunkte

P1P2 N P4P5, P2P3 N P5Ps, P3P4 N PsP1

liegen. So, jetzt fixieren wir die ersten fiinf Punkte, und bewegen den Punkt pg auf dem Ke-
gelschnitt. Dabei veréindert sich das Sechseck, und auch die Pascalgerade bewegt sich (sie dreht
sich um den Punkt pjp2 N psps), aber alle Inzidenzen bleiben erhalten. So, und jetzt lassen
wir pg gegen p; konvergieren! Aus der Analysis weil man, dass dabei die Verbindungsgerade
pep1 gegen die Tangente T, (C) konvergiert. Weil alle Inzidenzen erhalten bleiben (?7), folgt
im Grenzfall der

Satz 4.18 (von Pascal, fiir fiinf Punkte und eine Tangente) auf dem nicht-entarteten Ke-
gelschnitt seien fiinf verschiedene Punkte p1, ..., Ps gegeben. Dann sind die folgenden drei Punkte
kollinear:

P1P2 N P4Ps5, P2P3 N PsP1, P3pa N T, (C).
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Dieser Satz stimmt, mein Beweis ist aber nicht wasserdicht. Irgend ein Stetigkeitsargument
wird benutzt, das nicht explizit formuliert ist, und keineswegs bewiesen. Mit viel mehr Aufwand,
als es in dieser Vorlesung moglich ist, kann man es wasserdicht machen. Einfacher diirfte es sein,
den Beweis des Achsensatzes so zu modifizieren, dass auch Punktepaare zusammenfallen diirfen.
Das mochte ich hier aber auch nicht tun. In diesem Sinn beweise ich diese Aussage (und die hier
noch folgenden Aussagen) also nicht, sondern motiviere sie nur. (Natiirlich sind sie richtig, ich
erzéhle doch nichts Falsches.)

Was man einmal geglaubt hat, muss man auch ein zweites Mal glauben. Ich kann also nochmal
zwei Punkte zusammenfallen lassen, etwa ps und ps. Oder po und p3? Das scheint zwei ver-
schiedene Aussagen zu ergeben. Damit hatte ich nicht gerechnet. Ich wollte alle Entartungsfille
des Pascalschen Satzes hier anfithren. Nun wird mir deren Systematik etwas zu uniibersicht-
lich. Lassen wir es sein. Nur auf den allerspeziellsten Fall m&chte ich noch hinweisen: Wenn das
Sechseck zu einem Dreieck und drei Tangenten entartet.

Satz 4.19 (von Pascal, fiir Dreieck und Tangenten) Auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt
seien drei verschiedene Punkte pi1,p2,Ps gegeben. Dann sind die folgenden drei Schnittpunkte
kollinear:

Pl =pep3 N Ty, (C), pyH=p3p1 NTp,(C), ps=pip2NTp,(C).

Das muss doch was mit dem Satz von Menelaos zu tun haben? Oder? Dann miisste doch
eigentlich auch der folgende Satz am Dreieck richtig sein: Es seien Ty, T}, T die Tangenten an
den Umkreis eines Dreiecks abc in den Punkten a, b, c. Dann sind die Punkte

TaNbe, TyNca, TcNab
kollinear.

Variationen des Satzes von Pascal:
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Das Zusammenfallen von Punkten kann man natiirlich auch dualisieren und erhélt Entar-
tungsfille des Satzes von Brianchon: Sei also ein Tangenten-Sechseck T, ...,7g an den Kegel-
schnitt gegeben. Nach Brianchon laufen dann die Verbindungsgeraden der folgenden Punkte-
paare (gegeniiberliegende Ecken des Sechsecks) durch einen Punkt:

Ti'NTyund TyNTy, ToNT3und Ts NTg, T3NTy und TgNTY.

Wenn hier die Tangente Ty gegen 77 konvergiert, konvergiert der Schnittpunkt 75 N7 offenbar
gegen den Beriihrpunkt p; der Tangente Ty = Ti. Jetzt laufen die Verbindungsgeraden der
folgenden Punktepaare durch einen Punkt:

T'NTyund TyNTs, ToNTyund TsNTy, 13N T4 und p;.

Das kann man jetzt auch noch iterieren, keine Ahnung, wieviel verschiedene Fille das liefert.
Der Extremfall ist der eines Tangentendreiecks mit seinen Beriihrpunkten:

Satz 4.20 (von Brianchon, fiir Tangentendreieck) Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt

seien drei verschiedene Punkte a,b,c gegeben. Dann laufen die Verbindungsgeraden der folgen-
den drei Punktepaare durch einen Punkt

a und T(C)NT(C), b und Te(C)NTa(C), c und Ta(C)NTH(C).

(Das ist Aufgabe 2.7, etwas anders eingekleidet.)
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Variationen zum Satz von Brianchon:

Aufgabe 4.14 Es sei C ein nicht-entarteter Kegelschnitt in IPo(C) und p € IPo(C) ein Punkt
nicht auf C. Zeigen Sie: Es gibt eine Involution p : C' — C so, dass die Geraden des Biischels
p* genau die Paare x,p(x) mit x € C' ausschneiden.

Aufgabe 4.15 Zwei Involutionen p1 # po : C — C auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C
kommutieren genau dann, wenn die Paare ihrer Fixpunkte zwei beziiglich C' konjugierte Geraden
aufspannen.

Aufgabe 4.16 Es seien p1,p2,p3 : C — C drei Involutionen auf dem nicht-entarteten Kegel-
schnitt C, welche eine Kleinsche Vierergruppe erzeugen. Zeigen Sie: die isolierten Fixpunkte
71,22,2Z3 der zugehorigen Involutionen Py, Py, P3 : IPy — Py sind die Ecken eines beziiglich C
selbstpolaren Dreiecks.

Aufgabe 4.17 a) Gegeben seien zwei Tripel aj, ag, a3 und by, be, by paarweise verschiedener
Punkte auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C. Konstruieren Sie die Fizpunkte der Projekti-
vitdt p: C — C mit p(a;) = b; firi=1,2,3.

b) Gegeben seien zwei Paare a; # as und by # bg von Punkten auf C. Konstruieren Sie die
Fizpunkte der Involution p : C — C mit p(a;) = b; und p(b;) = a; firi=1,2.

Aufgabe 4.18 Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt liegen die Ecken zweier Dreiecke abc und
a’b’c’. Daraus werden zwei weitere Dreiecke gebildet, das erste mit den Seiten aa’,bb’, cc’ und
das zweite mit den Ecken abNa’b’,bcNb’c’,canc'a’. Zeigen Sie, dass diese beiden Dreiecke
zueinander perspektiv sind. (Hinweis: Satz von Pascal fiir das Sechseck ab’ca’bc’.)
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Aufgabe 4.19 Der Kegelschnitt C sei parametrisiert durch (X : ) — (A2 : pu? : \i). Bestimmen
Sie die Projektivititen P : 1Py — 1Py, welche die folgenden Projektivitaten auf C' induzieren:
a)(A:p) = (A —p),

b) (A:p) = (k:A),

c) Aip)— AN+p:A—p).

4.5 Systeme von Kegelschnitten

Bisher haben wir immer nur einen einzelnen Kegelschnitt C' C Py (IK) betrachtet. Jezt wollen
wir uns mit zwei oder mehreren simultan befassen.

Betrachten wir zunéchst einmal die Menge aller Kegelschnitte. Was das ist, wissen wir noch
nicht so recht. Aber wir wissen, dass die homogenen Polynome zweiten Grades in den Variablen
Lo, X1,T2

2 2 2
Q(zo, 1, x2) = appxy + a112] + az2x5 + 2(ap 1201 + a1,22122 + a2,0T220)

einen sechs—dimensionalen Vektorraum iiber IK bilden. Natiirlich definiert ein Polynom ) den
gleichen Kegelschnitt, wie das Polynom ¢ - @ mit 0 # ¢ € IK. Die Polynome ¢ - @, ¢ € IK, bilden
eine Gerade im sechs—dimensionalen Vektorraum aller homogenen Polynome vom Grad zwei.
Schon diese Gerade bestimmt den Kegelschnitt ¢ = 0.

Das ist bemerkenswert, weil die Menge aller Kegelschnitte offenbar weniger mit dem sechs—
dimensionalen Vektorraum zu tun hat, als mit dem fiinf-dimensionalen projektiven Raum, der
dazu gehort. Jeder Punkt im IP5 mit den homogenen Koordinaten agyp : ... : azo bestimmt einen
Kegelschnitt. Der kann, abhéngig vom Grundkoérper IK, bisweilen leer sein, aber:

Satz 4.21 (Gleichung des Kegelschnittes) Ein Kegelschnitt C C Py(C) bestimmt seine
Gleichung eindeutig bis auf einen skalaren Faktor.

Beweis. Falls C entartet ist, also aus zwei oder einer Geraden besteht, sind die Linearformen,
welche auf diesen Geraden verschwinden, bis auf einen Skalarfaktor eindeutig. Damit ist auch
das Produkt dieser beiden Geradengleichungen bis auf einen Skalarfaktor eindeutig bestimmt.

Sei also jetzt C' nicht-entartet. Wir schneiden C' mit einer Geraden L. Weil der Grundkorper
als C vorausgesetzt ist, hat die entsprechende quadratische Gleichung immer eine Losung, und
es gibt immer einen Punkt xy € C. Durch x( gibt es auch immer eine Gerade M, die von der
Tangente an C' in xg verschieden ist. Auf M gibt es dann immer noch einen zweiten Schnitt-
punkt x; € M N C. Wir wihlen jetzt die homogenen Koordinaten wie in 4.2, Fall 4: In diesen
Koordinaten hat C die Gleichung xgz; — 23 = 0. Wie in 4.3 parametrisieren wir C' durch

P1(C) 3> (N:p)— (N2 :p?:ap) €C.
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Sei jetzt

o0 ao,1 Qo2 Zo
P(xo,z1,22) = (wo: w1 :22)- | app a1 a2 |- | a1
ap2 Q12 Q22 T2

ein homogenes Polynom zweiten Grades, das auf C verschwindet. Dann ist also P(\2, u?, Ap) = 0
fiir alle A\, p € C. Setzen wir (A, p) = (1,0) oder (0,1) ein, so finden wir schon einmal agy =
a1,1 = 0. Dann kann ag 1 nicht auch = 0 sein, denn sonst wére der Kegelschnitt C' entartet. Indem
wir P mit einem Faktor durchmultiplizieren, kénnen wir ag; = 1/2 erreichen. Jetzt setzen wir
die beiden etwas komplizierteren Parameter (A : u) = (1 : £4) ein und finden:

:|:22'(a072 — al,g) =14 az 2.
Es folgt ap2 = a1 2 und ag2 = —1. SchlieBlich nehmen wir noch (X, ) = (1,1) und finden
ap2 +ai12 =ap2+ai2+1+azs =0.

Dies zeigt, dass ag2 = a1,2 = 0, und P ein Vielfaches der Kegelschnittgleichung zox; — x% ist. []

Der soeben bewiesene Satz sagt, zumindest iiber dem Grundkérper C, dass die Menge aller
Kegelschnitte C' C IPy(C) ein bijektives Bild des IPj5 ist, der zum Vektorraum der homogenen
Polynome zweiten Grades gehort. Wir kénnen die Menge aller Kegelschnitte als einen IP5 auf-
fassen! (Man sollte dies als Verallgemeinerung der Tatsache sehen, dass man die Menge aller
Geraden L C IPy als einen IP9, ndmlich den dualen IP3 auffassen kann.)

Ein Punkt z € IPy bestimmt einen projektiven Unterraum z* C IP5 der Dimension eins im

% aller Geraden, niamlich das Geradenbiischel der Geraden die z enthalten. Ahnlich bestimmt

z € Py im IP5 der Kegelschnitte einen projektiven Unterraum, allerdings jetzt von Dimension
vier, ndmlich

{CelPs: zeC}.

In der Tat, wenn z = (2g : 21 : 22), dann ist die Bedingung, dass z € C' liegt, eine homogene
lineare Gleichung fiir die Koeffizienten ag g, ..., a2 9 von C":

2 2 2
Zp Q0,0 + 21 01,1 + 29+ A22 + 2202’1 +ap,1 + 2212’2 © a2 + 2222’0 cap2 = 0.

Man kann mehr als eine solche Bedingung an Kegelschnitte stellen. Wahlt man k& Punkte
Z1, ..., Z € IPy, so sind die k£ Bedingungen z; € C, ..., z; € C jetzt k homogene lineare Gleichun-
gen fiir die Koeflizienten von C'. Wenn diese Gleichungen linear unabhéngig sind, ist die Menge
der Kegelschnitte, welche diesen & Bedingungen geniigt, ein projektiver Unterraum des IP5 der
Codimension k, also der Dimension 5 — k. Wann die linearen Gleichungen linear unabhéngig
sind, das ist nicht ganz einfach zu entscheiden. Wir benétigen in dieser Richtung nur folgenden

Satz 4.22 a) (Vier Punkte) Es seien zi,...,2z4 € Py vier Punkte, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen. Dann bildet die Menge der Kegelschnitte C, die durch zi,...,z4 gehen
einen projektiven Raum der Dimension eins.

b) (Fiinf Punkte) Es seien zi,...,z5 € Py finf Punkte, von denen keine drei auf einer Ge-
raden liegen. Dann gibt es genau einen Kegelschnitt C, der durch diese fiinf Punkte geht. (Den
Findeutigkeitsteil dieser Aussage haben wir schon im Zusammenhang mit Pascals Satz bemerkt.)
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Beweis. a) Die vier Punkte z1, ..., z4 erfiillen die Voraussetzung von Satz 4 in 3.4. Wir kénnen
also die homogenen Koordinaten auf IPy so wéhlen, dass

z1=(1:0:0),z22=(0:1:0),z3=(0:0:1),zg=(1:1:1).

Die drei Punkte z;,2s,2z3 liegen genau dann auf dem Kegelschnitt C, wenn in seiner symme-
trischen Matrix A = (ai,j) die drei Diagonaleintrége a;; verschwinden. Und der Punkt z4 liegt
auch noch auf C'; wenn gilt

ap,0 = a1 = a2 = ap,1 + a2 +aso = 0.

Dies sind vier linear unabhéingige Gleichungen in den a; ;.

b) Sei jetzt noch ein fiinfter Punkt z5 # z1,...,z4 festgehalten. Wir wihlen die Koordi-
naten wie in a), so, dass zi,...,z4 die angegebenen Koordinaten haben. Die Gerade im Raum
aller Kegelschnitte, welche durch die vier Bedingungen z; € C,i = 1,...,4 definiert wird, wird
aufgespannt durch die beiden Kegelschnitte

Ci: app+arip=a20=0  Qi(x)=ag1x0r1 +a12r152 ~ x1-(rg—22)=0
Co: app=a12+a20=0  Qax)=ai2z122 + agor2z9g ~ z2-(x9g—x1)=0.

Der Durchschnitt C; N Cs besteht genau aus den vier Punkten zq,...,z4. Jeder Kegelschnitt,
der durch diese vier Punkte und durch z5 geht, hat eine Gleichung AQ1 + pu@2 = 0, wenn
Q; = 0 die Gleichung des Kegelschnittes C; ist. Weil zs nicht zu C7; N Cy gehort, gilt nicht
Q1(z5) = Q2(z5) = 0. Deswegen ist (A : ) € IP; durch

(AQ1 + pQ2)(z5) = AQ1(25) + 1Q2(2z5) =0

eindeutig bestimmt, ndmlich als (A : u) = (Q2(25) : —Q1(25)), und damit der Kegelschnitt durch
Z,....Z5. I:‘

Einen projektiven Raum der Dimension eins in IP5 haben wir ein Geradenbiischel genannt.
Ebenso nennen wir einen eindimensionalen projektiven Raum im IPj5 aller Kegelschnitte ein
Biischel von Kegelschnitten. Jeder Punkt z € Py bestimmt ein Geradenbiischel, ndmlich das
Biischel mit dem Zentrum z. Genau so bestimmen vier Punkte, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen, nach dem letzten Satz, Teil a) ein Biischel von Kegelschnitten, das genau alle
Kegelschnitte durch diese vier Punkte enthélt.

Von Kegelschnittbiischeln kann man am Computer recht schone Bilder machen:
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Die vier Punkte, in denen sich alle Kegelschnitte schneiden, heiflen die Basispunkte des
Biischels. Jedes Biischel besteht aus allen Kegelschnitten der Form Q1 + puQ2 = 0,(\ : u) €
IP;. Die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte @1 = 0 und @9 = 0 liegen dann auf allen
Kegelschnitten des Biischels. Sie sind die Basispunkte. Aber das kénnen weniger als vier sein:

Satz 4.23 (Schnitt zweier Kegelschnitte) Es seien Cy ein nicht-entarteter Kegelschnitt,
0.B.dA. = {(\%: p®:Ap): (\:p) € Py}, und Oy ein davon verschiedener Kegelschnitt.
Dann gibt es ein homogenes Polynom vierten Grades

PO 1) = ap\t + a3+ ap\2p® + ashp® + agp,

dessen Wurzeln die Parameter (\; : u;) der Schnittpunkte C1NCy sind. Jedes homogene Polynom
p # 0 vierten Grades tritt hierbei auf.

Beweis. Wenn Cs die Gleichung
az® + by? + c2? + 2(day + exz + fyz) =0

hat, dann sind die Parameter (); : ;) der Schnittpunkte C1NC4y genau die Wurzeln der Gleichung
vierten Grades

aXt +bpt + e N2 20N P 4 e X3+ ) =
aX* +eX3p+ (4 20020 + fapd + ot = 0.

Die Koeffizienten des Polynoms p sind also

ap=a, ar=e, a=c+2d, az=f, ag=0"0.
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Es ist klar, dass man durch gegeignete Wahl der a, ..., f alle moglichen Koeffizienten ag, ..., a4
erhilt. L]

Dieser, zugegeben etwas simplistische, fast philosophische Satz hat jedoch zwei erstaunliche
Konsequenzen, die ich hier erwédhnen maochte:

1. Das Prinzip des Zusammenfallens: Ein Polynom vierten Grades hat immer vier komplexe
Wurzeln. Diese kénnen jedoch zusammenfallen. Fiir die Vielfachheiten des Zusammenfallens gibt
es folgende fiinf Moglichkeiten:

1,1,1,1; 2,1,1; 2,2, 3,1; 4

Was bedeutet Zusammenfallen der Wurzeln fiir die beiden Kegelschnitte C; und Cy? Betrachten
wir einen Punkt auf Cj, 0.B.d.A. den Punkt (1 : 0 : 0), der zum Parameter (A : p) = (1 : 0)
gehort. Das Polynom p(\, ) hat in diesem Punkt eine Nullstelle, genau dann, wenn ag = a = 0.
Und die Nullstelle ist doppelt, wenn auch a; = e = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir
die Matrix A von Cs gilt

1\ /o0
Ao |=1]*[,
o) \o

d.h., wenn die Tangente an C in diesem Punkt die Gerade x1 = 0 ist, und mit der Tangente in
C zusammenfillt.

Zusammenfallen hoherer Ordnung wollen wir nicht mehr formal untersuchen, sondern nur
graphisch andeuten, wie man sich diese fiinf Félle vorstellen muss:

P &k

1,1,1,1 2,1,1 2,2
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3,1 4

2. Die Gleichung vierten Grades. Nach obigem Satz fithrt die Berechnug der (i.a. vier)
Schnittpunkte zweier nicht—entarteter Kegelschnitte auf das Losen einer Gleichung vierten Gra-
des. Da bei geeigneter Wahl der Kegelschnitte jedes Polynom vierten Grades auftritt, ist das
geometrische Problem, die zwei Kegelschnitte zu schneiden, sogar dquivalent mit dem Losen der
Gleichungen vierten Grades.

Es ist mathematische Folklore (und wird in der Vorlesung Algebra bewiesen), dass man
Gleichungen dritten und vierten Grades noch durch Formeln (d.h. Ziehen von Wurzeln) 16sen
kann. Der wesentliche Schritt beim Losen der Gleichung vierten Grades besteht im Zuriickfithren
des Problems auf eine Gleichung dritten Grades. Dies kann man sehr schén an den beiden
Kegelschnitten sehen.

Die Idee besteht darin, im Biischel AC +uCs nach einem entarteten Kegelschnitt Cy = LUM
zu suchen. Die Schnittpunkte in C7 N Cs sind ja genau die gleichen, wie die Punkte in

CinCy = Clﬂ(LUM) = (ClﬂL)U(ClﬂM).

Und die Schnittpunkte von € mit den Geraden L und M sind durch quadratische Gleichungen
zu ermitteln.

Wie finde ich praktisch einen entarteten Kegelschnitt Cy = AC1 4 uCs? Nun, sei A die Matrix
zu C1 und B die Matrix zu Cs. Dann hat der Kegelschnitt AC; + uCsy die Matrix

Aag,o + pboo  Aag1 + pbo1  Aag2 + pbo o
M+ puB = | Xayo+pbro Aarg + pbiy Aar + by
Aago + pbao  Aagn + pba1 Aagz + piboo

Wir brauchen blof3 die Determinante dieser 3 x 3—-Matrix auszurechnen. Diese ist eine Art ho-
mogen gemachtes charakteristisches Polynom, auf jeden Fall ist sie homogen vom Grad drei in
A, it Und wenn wir die Determinante = 0 setzen, dann haben wir die versprochene Gleichung
dritten Grades.

Den letzten Satz kann man auch dualisieren, falls beide Kegelschnitte C; und C5 nicht
entartet sind: Die dualen Kegelschnitte C} und C35 im IP3 haben dort vier Schnittpunkte, wovon
natiirlich einige zusammenfallen kénnen. Ein Punkt L* € IP5 im Durchschnitt C} N C5 ist dual
zu einer Geraden L C IP3, die sowohl C als auch Cy beriihrt. (Wenn zwei ihrer Schnittpunkte
zusammenfallen, beriihren sich dort die dualen Kegelschnitte C| und C3. Dual: Die Kegelschnitte
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C1 und C5 schneiden sich in einem Punkt auf der gemeinsamen Tangente L, d.h., beriihren sich
in einem Schnittpunkt.) Daraus folgt:

Satz 4.24 (Doppeltangenten) Es secien C; # Cy C Py nicht-entartete Kegelschnitte, die
sich in vier verschiedenen Punkten schneiden. Dann gibt es vier gemeinsame Tangenten an
beide Kegelschnitte.

Wir ziehen jetzt noch zwei (typische) Folgerungen aus dem Satz iiber die fiinf Punkte.

Satz 4.25 (Umkehrung des Satzes von Pascal) Gegeben seien sechs Punkte aj, ag, a3, by, ba,bs €
Py, keine drei auf einer Geraden, so, dass die drei Schnittpunkte

ajbs Nasby;, asbsNasby asb;Najbs

auf einer Geraden L liegen. Dann gibt es einen Kegelschnitt C, der durch diese sechs Punkte
Al ey b3 geht.

Beweis: Nach dem Satz iiber fiinf Punkte gibt es einen Kegelschnitt C', der durch die fiinf
Punkte aj, ..., bs geht. C' schneidet die Gerade a;bs in a; und in einem weiteren Punkt bj. Zu
den sechs Punkten ay, ..., ba, b5 € C gibt eine Pascal-Gerade, auf der die drei Schnittpunkte

a1b2 N agbl, agbé N a3b2 agbl N albé

Weil a;bs = a;bg ist, liegen der erste und der dritte dieser Punkte auf der Geraden L. Die
Pascal-Gerade stimmt daher mit L iiberein. Weil agbf die Gerade asbg auf L schneidet, stimmt
auch agb% mit asbg iiberein, und es ist

bg = agbé N albé = a2b3 N a1b3 = bg.
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(]
Dual zum Satz iiber fiinf Punkte ist folgende Aussage:

Satz 4.26 (Fiinf Geraden) FEs seien Lq,...,Ls C Py finf Geraden, keine drei davon durch
einen Punkt. Dann gibt es genau einen nicht—entarteten Kegelschnitt C', der diese fiinf Geraden
beriihrt.

Hieraus folgern wir den

Satz 4.27 (Porismus von Poncelet) Das Dreieck ajasas sei dem nicht-entarteten Kegel-
schnitt C einbeschrieben, und dem nicht-entarteten Kegelschnitt D umbeschrieben. (D.h.: die
drei Ecken ajagag liegen auf C, und die drei Seiten des Dreiecks sind Tangenten an D.) Dann
gibt es nicht nur ein einziges solches Dreieck, sondern zu jeden Punkt by € C mit

by ¢ CND,

by nicht auf einer gemeinsamen Tangente von C' und D,

zwei Punkte b, bs € C, so, daf$ das C' einbeschriebene Dreieck bibsbs dem Kegelschnitt D
umbeschrieben ist.

Beweis. Sei by # aj,as,az auf C ein beliebiger Punkt, nicht aus C'N D. Dann gibt es durch
by zwei Tangenten an D. Wenn davon keine auch C' beriihrt, hat jede noch einen weiteren
Schnittpunkt mit C. Wir nennen diese Punkte by und bgz. Die beiden Dreiecke ajasas und
b1bobs sind dem Kegelschnitt C' einbeschrieben. Nach dem Korollar am Ende von 4.3 gibt es
einen nicht—entarteten Kegelschnitt D', der alle sechs Seiten beider Dreiecke beriihrt. Fiinf davon
beriihrt schon der Kegelschnitt D. Wegen der Eindeutigkeit im Satz iiber fiinf Geraden muss
D = D’ sein, und D beriihrt auch die Seite bobs. L]

Poncelet bewies diesen Satz in seinem Lehrbuch der Projektiven Geometrie: Traité des pro-
priétés projectives des figures (Paris 1822). An diesem Buch begann er in russischer Kriegs-
gefangenschaft (in Saratow) zu schreiben. Er war einer der Ingenieure, welche Napoleon auf
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seinem Russlandfeldzug begleitet hatten. Er gelangte aber nach Frankreich zuriick, und hatte
in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts groflen Einfluss auf die Entwicklung der Projektiven
Geometrie. Man kann ihn getrost einen ihrer Véter nennen.

Der Ponceletsche Satz gilt nicht nur fiir Dreiecke, sondern fiir Polygone (mit beliebig vielen
Ecken), deren Ecken auf einem nichtentarteten Kegelschnitt liegen, und deren Seiten einen an-
deren nichtentarteten Kegelschnitt beriihren. Der Beweis dafiir ist allerdings wesentlich tiefer als
fiir Dreiecke. Der Kampf um einen (korrekten) Beweis fiir diesen allgemeineren Satz war wohl
Poncelets mathematisches Lebensthema.

Zwei Umsténde machten zur damaligen Zeit das Versténdnis dieses Satzes besonders schwer:

1) Oft schneiden sich ja die Polygon-Seiten und der Kegelschnitt nicht, d.h. nicht im Reellen.
Fiir ein systematisches Verstédndnis der Situation war es unerlésslich, auch Punkte mit komplexen
Koordinaten zuzulassen. Und es war damals gar nicht klar, ob das in der Geometrie legitim war.
Naja, Poncelet hat es gewagt, und das hat der Geometrie nicht geschadet.

2) Hinter dem Ponceletschen Satz steckt ein Mechanismus, den man mit Methoden der Li-
nearen oder bilinearen Algebra (wie wir heute sagen wiirden - damals gab es diese Begriffe ja
nicht) nicht verstehen kann. Im wesentlichen ist der Ponceletsche Satz dquivalent zur Theorie
der elliptischen Funktionen. Diese Funktionen kann man ansehen als die allereinfachsten, nicht-
elementaren Funktionen. Sie wurden um diese Zeit gerade erfunden. Erst 30-40 Jahre spéter
erkannte Cayley den Zusammenhang dieser Funktionen mit Poncelet-Polygonen. Und dass nicht-
triviale, transzendente Funktionen mit geometrischen Situationen zusammenhéngen kénnen, das
war eine Erkenntnis, die {iber Pliicker, Riemann, Clebsch, Max Noether und Felix Klein zur Ent-
wicklung der Algebraischen Geometrie fiihrte. Fiir mich sind deswegen Poncelet-Polygone (oder
auch andere geometrische Situationen, welche mit elliptischen Funktionen behandelt werden
konnen) so ziemlich der faszinierendste Teil der Mathematik.

Auflerdem kann man Poncelet-Polygone so schon visualisieren. Auf meiner Home-Page kénnen
Sie ein Poncelet-Fiinfeck zwischen zwei Kreisen laufen sehen. (Natiirlich nur wenn es funktio-
niert.) Ich habe dazu mehrere Diplomanden gebraucht.

Aufgabe 4.20 a) (Desargues, ein weiterer Satz.) Die Punktepaare, in denen die Kegelschnitte
eines Biischels eine feste Gerade (nicht durch einen Basispunkt des Biischels) treffen, sind die
Paare von Punkten und Bildpunkten einer Involution auf dieser Geraden.

b) Es sei abed ein Viereck in Py und L C Py eine Gerade, nicht durch eine Ecke des Vierecks.
Die Paare von Schnittpunkten dieser Geraden mit gegentiberliegenden Seiten des Vierecks seien

p:=Lnab p':=LnNcd

q:=LnNnac ¢ :=LNbd

r:=LNnad r :=LNbc.
Zeigen Sie: Es gibt eine Involution p auf L mit

!/

p(P)=p, pl@=d, pr) =r.

Aufgabe 4.21 In jedem Biischel von Kegelschnitten gibt es zwei Kegelschnitte, welche eine feste
Gerade (nicht durch einen Basispunkt des Biischels) beriihren.
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Aufgabe 4.22 Es seien vier Geraden in Py gegeben, wovon sich keine drei in einem Punkt
schneiden mdégen. Zeigen Sie: Die Menge der Kegelschnitte, welche diese vier Geraden beriihrt,
ist im IPy5 der Kegelschnitte ein Kegelschnitt. (Soetwas heifit ein duales Biischel. Es macht viel
Spafs, wenn man einen Computer dazu bringen kann, Kegelschnitte eines solchen dualen Biischels
zu zeichnen.)

Aufgabe 4.23 In der affinen Ebene IR? seien die Kegelschnitte
C:a®4y*>=25 D: 25z° 4 14wy — 23y> = 25

gegeben.

a) Bestimmen Sie den affinen Typ beider Kegelschnitte.

b) Bestimmen Sie homogene Gleichungen fiir die Fortsetzungen C und D dieser Kegelschnitte in
die projektive Ebene IPo(IR). Finden Sie die zu diesen Gleichungen gehirenden symmetrischen
3 X 3-Matrizen.

c) Finden Sie einen entarteten Kegelschnitt E, der durch alle Schnittpunkte von C und D geht.
Bestimmen Sie diese Schnittpunkte.
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5 Nichteuklidische Geometrie

Irgendwo habe ich gelesen: Die ,,Elemente® des Euklid sind nach der Bibel das am zweith&dufigsten
gedruckte Buch auf unserer Welt. Ob das stimmt, weifl ich nicht. Auf jeden Fall waren die
Elemente iiber 2000 Jahre hinweg das Standard-Lehrbuch fiir Geometrie. Euklid beginnt sein
Buch mit ,,Axiomen* , von denen eines das berithmte Parallelenaxiom ist: Durch einen Punkt
p, der nicht auf der Geraden L liegt, gibt es genau eine Parallele zu L, d.h., genau eine Gerade,
welche L nicht schneidet. Generationen von Mathematikern bemiihten sich zu zeigen, dass dieses
Axiom aus Fuklids anderen Axiomen folgt. Der Weg, den sie um 1800 herum einschlugen, war
ungefdhr der folgende: Man nehme an, das Parallelenaxiom wére falsch. Dann sehen wir uns an
was daraus folgt. Und wir hoffen, irgend wann zu einem Widerspruch zu kommen. Das geschah
aber nicht. Im Gegenteil, sie entwickelten auf spitzfindige Weise ein System von Aussagen, von
dem sich um 1850 herum herausstellte: Diese Geometrien gibt es tatséchlich!

Der erste, der dies merkte war Gaufl. Er vercffentlichte seine Gedanken allerdings nicht, weil
er vor der Reaktion der mathematischen Offentlichkeit Angst hatte. Die Mathematiker, welche
es taten, waren der Ungar Bolyai und der Russe Lobatschewski. Die Existenz von Modellen
fiir die nichteuklidische Geometrie machte also klar, dass das Parallelenaxiom von den anderen
Axiomen Fuklids logisch unabhéingig sein muss.

Es gibt zwei nichteuklidische Geometrien in der Ebene. Die eine heifit elliptische Geometrie.
Da gibt es durch p keine Parallele. Die andere heifit hyperbolische Geometrie. Da gibt es durch p
unendlich viele Parallelen. Urspriinglich hat man sich nur mit der letzteren beschéftigt. Manch-
mal versteht man deswegen unter nicht-euklidischer Geometrie auch nur diese hyperbolische
Geometrie.

Ich mochte hier noch Modelle fiir die elliptische und die hyperbolische Geometrie besprechen.
Dabei ist es mir nicht gelungen, fiir meinen Zweck geeignete Literatur zu finden. Es gibt zwar
sehr viele Lehrbiicher zur nichteuklidischen Geometrie. Etwa das Buch meines Vorgingers im
Amt:

Nobeling, G.: Einfithrung in die nichteuklidischen Geometrien der Ebene. de Gruyter, 1976.

Alle diese Biicher verstehen als ihr Ziel einen axiomatischen Aufbau dieser Geometrien. Das
ist aber keineswegs mein Ziel. Mir liegt an den geometrischen Inhalten. Und der langwierige
axiomatische Aufbau versperrt immer den Blick auf diese Inhalte. Weil ich nicht mehr viel
Zeit habe, mich hier hinein zu vertiefen, werde ich nur ganz kurz die ebenen Modelle fiir diese
Geometrien skizzieren.

5.1 Elliptische Geometrie

Die elliptische Ebene ist der zwei-dimensionale reelle projektive Raum IP9(IR). Nach Definition
ist dies die Menge aller reellen Geraden im IR® durch den Ursprung. Jede dieser Geraden trifft
die Einheits-Sphére

S = {(wo,71,72) € R® : 23 + 2% + 23 =1}
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in zwei diametral entgegengesetzten Punkten £%. Und diese beiden Punkte benutzt man zur
Charakterisierung eines einzigen Punktes x der elliptischen Ebene. Die Abbildung

S —Py(R), +x+—x

ist 2: 1.

Die Geraden L in der elliptischen Ebene IP5(IR) sind genau die projektiven Geraden. Die zu
einer Geraden L gehérenden Punkte £% werden auf der Sphére ausgeschnitten durch eine Ebene
E c IR3, die den Ursprung enthilt. Diese Ebene schneidet auf der Sphire S einen Grofikreis
L aus. Und die Gerade L in der elliptischen Ebene ist das 2 : 1-Bild dieses Groflkreises. Zwei
GroBkreise L und M schneiden sich immer in zwei antipodal entgegengesetzten Punkten +X.
Deswegen schneiden sich zwei Geraden L und M in der elliptischen Ebene immer in genau einem
Punkt x. Also gibt es keine parallelen Geraden. Aber zwei (notwendig nicht parallele) Geraden
schneiden sich immer in einem Punkt. Das ist eines der ersten Axiome von Euklid. Umgekehrt
geht auch durch zwei verschiedene Punkte x # y € IPo(IR) der elliptischen Ebene immer genau
eine Gerade.

Zu einer Geometrie im Sinn von Euklid gehoren immer auch Winkel zwischen zwei Geraden
und Léngen von Strecken. Die definiert man in der elliptischen Geometrie wie folgt:

Definition 5.1 FEs seien L # M C Py(IR) zwei Geraden mit den zugehirigen Grofkreisen
L + M C S. Diese Grofikreise treffen sich in zwei Punkten £X. Bei beiden Punkten schlieflen
die Grof$kreise demselben Winkel ein. Diesen Winkel definiert man als Winkel zwischen den
Geraden L und M. Eigentlich muss man hier noch einen der beiden Winkelrdume zwischen L
und M festlegen, wenn man zwischen dem Winkel und seinem Nebenwinkel unterscheiden will.

Die Lénge einer Strecke Xy ist etwas schwieriger zu definieren. Das liegt daran, dass die
Gerade L durch x und y ,geschlossen ist. Sie ist eine Kopie der 1-Sphére, ein Kreis. Auf
diesem gibt es zwei Strecken zwischen x und y, die auf dem Grofikreis L den zwei Kreissegmenten
zwischen x und y bzw. —% und y entsprechen. Fiir eines dieser beiden Segmente muss man sich
entscheiden.

Definition 5.2 Die Linge der Strecke Xy die dem Segment Xy entspricht ist der (Absolutbetrag)
des Winkels zwischen X und y.

Die Summe der Lingen beider moglichen Segmente ist also 7. Eine elliptische Gerade hat
immer die Lange 7. Die Existenz dieser ,,absoluten* Lénge hat die Geometer, die sich mit dieser
Geometrie beschéftigten, lange gestort.

Die Gruppe PGL(2,R) der reellen projektiven Ebene ist die Gruppe der Projektivitéten.
Eine Projektivitiit ist eine Abbildung, die von einer linearen Abbildung des IR® herkommt. Solche
Abbildungen lassen die Sphéire S nicht invariant und auch nicht die eben definierten Winkel und
Léngen. Damit diese Grofien invariant bleiben, miissen wir zu einer kleineren Gruppe iibergehen:

Definition 5.3 Die Gruppe der elliptischen Ebene besteht aus denjenigen Transformationen,
die durch orthogonale Abbildungen U : IR® — IR? induziert werden.
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Diese Transformationen lassen die bisher definierten Begriffe (Punkt, Gerade, Winkel, Lénge)
invariant. Und es gilt auch wie in der euklidischen Ebene:

Satz 5.1 In der elliptischen Ebene seien zwei Geraden L und M mit inzidenten Punkten p € L
und q € M gegeben. Dann gibt es eine Bewegung, die L — M und p — q abbildet. Und es gibt
genau vier verschiedene elliptische Bewegungen mit dieser Figenschaft.

Beweis. Existenz: Die zugehorigen Punkte seien +p und +q € S. Dann gibt es eine orthogo-
nale Transformation Ry des IR®, die p — q abbildet. Sind L und M die zugehorigen Grofikreise,
so bildet R; also den Kreis L auf einen Kreis M’ ab, der M in 44 schneidet. Durch eine Drehung
Rs mit Drehachse IR - q kann man M’ in M iiberfithren. Die orthogonale Transformation Rso Ry
induziert eine Bewegung in der elliptischen Ebene mit den gewiinschten Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Hier geniigt es den Fall L = M und p = q zu betrachten. Sei U : R? — R3
eine orthogonale Transformation, die L — L und {+p} — {+p} abbildet. Nachdem wir eventuell
U durch —U ersetzen, kénnen wir 0.B.d.A. det(U) = 1 annehmen. Damit ist U eine eigentliche
Drehung. Sei N € IR? die Gerade durch den Ursprung senkrecht zur Ebene von L. Diese Gerade
schneidet S in zwei Punkten 4+n, die unter U entweder fest bleiben, oder vertauscht werden.
Jetzt gibt es vier Moglichkeiten:

U(p) =p, U(n) = n: Dann ist U die Identitét.

U(p) =p, U(n) = —n. Dann ist U eine Rotation mit Achse durch +p um 180°.

U(P) = —p, U(n) = n: Jetzt ist U eine Rotation mit Achse durch £n um 180°. In der
elliptischen Ebene induziert U eine Transformation, die jeden Punkt der Geraden L fest l&sst,
und die Punkte # n auflerhalb L paarweise vertauscht.

U(p) =—p, U(n) = —n: Nun ist U die Zusammensetzung der beiden letzten Abbildungen.

L]

In der elliptischen Ebene kann man zuné&chst alles machen was man in der reellen projek-
tiven Ebene auch kann. Insbesondere gelten die Sétze von Pappos und Desargues, sowie das
Dualitétsprinzip. Das Dualitétsprinzip gilt sogar in einer sehr verschérften Form:

Ist L C IP3(IR) eine elliptische Gerade mit zugehorigem Grofikreis L, so gibt es in IR? genau
cine Gerade P durch den Ursprung, die senkrecht zur Ebene des Groflkreises L ist. Sie definiert
in der elliptischen Ebene einen Punkt p.

Definition 5.4 Dieser Punkt p heifit der Punkt dual zur Geraden L oder der Pol von L. Jeder
Punkt p € IPo(IR) ist Pol von genau einer Geraden L C IPo(IR). Diese Gerade L heifst dual zu
p oder die Polare von p.

Jetzt kann man sich auch die Fundamentalkonstruktionen am Anfang des Abschnittes 1.2
ansehen, und schaun, was in der elliptischen Geometrie daraus wird. Verbindungsgerade zweier
Punkte und Schnittpunkt zweier Geraden haben wir schon definiert. Der Mittelpunkt einer
Strecke Xy bereitet auch keine Probleme: Gehort diese Strecke zum Kreissegment Xy auf der
Sphire S, so nimmt man den Mittelpunkt m und nennt den zugehérigen Punkt m € Py(IR)
den Mittelpunkt der Strecke Xy.

Ahnlich ist es mit der Winkelhalbierenden: Zu einem Winkelraum zwischen zwei GroBkreisen
L und M gibt es genau einen Grofikreis durch die beiden Schnittpunkte von Lund M , der diesen
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Winkelraum halbiert. Die zugeho¢rige Gerade in der elliptischen Ebene heifit die Winkelhalbie-
rende des entsprechenden Winkels zwischen den Geraden L und M.

Und auch Lote kann man fillen: Es sei M eine Gerade mit zugehorigem Groflkreis M und
P € M ein Punkt mit zugehorigen Vektoren £p € S. Durch diese beiden Punkte gibt es genau
cine Ebene senkrecht auf der Ebene des GroBkreises M. Diese Ebene schneidet auf der Sphére
S einen GroBkreis L durch +p aus, senkrecht zu M. Die zugehorige Gerade L heifit das Lot von
p auf M.

Mit diesen Konstruktionen kann man jetzt merkwiirdige Linien und Punkte in Dreiecken
definieren und nachschaun, was aus den zugehorigen Schnittpunkts-Sétzen wird. Soweit mdchte
ich es jetzt aber nicht mehr treiben. Allein schon der Begriff des Dreiecks hat in der elliptischen
Geometrie seine Tiicken:

Drei nicht-kollineare Punkte a, b und c der elliptischen Ebene bestimmen drei Verbindungs-
geraden und drei zugehorige Groflkreise. Diese Grofikreise zerlegen die Sphére S in acht sphéri-
sche Dreiecke, von denen sich je zwei diametral gegeniiber liegen. In der elliptischen Ebene
gehoren dazu vier Dreiecke. Ein Dreieck in der elliptischen Ebene ist also durch Angabe seiner
Ecken oder Seiten nicht mehr eindeutig festgelegt!

Es kommt noch schoner: In der elliptischen Ebene gibt es keine dhnlichen Dreiecke mehr!
Damit meine ich Folgendes: Zwei Dreiecke A und A’ sollen dhnlich heiflen, wenn ihre Winkel
a, 3,y und o, #,~ iibereinstimmen. Dann gilt

Satz 5.2 Ahnliche Dreiecke sind kongruent. D.h., es gibt eine Transformation in der Gruppe
der elliptischen Ebene, welche das eine Dreieck mit dem anderen zur Deckung bringt.

Diesen Satz mochte ich hier nicht mehr beweisen. Man braucht Hilfsmittel der sphérischen
Trigonometrie, die ich hier nicht zur Verfiigung habe. Bei der Suche nach geeigneter Literatur
habe ich iibrigens gemerkt, dass es hierzu nur sehr wenige Lehrbiicher gibt. Zwei Biicher, die
man zu Rate ziehen kénnte, sind

Dorrie, H.: Ebene und sphérische Trigonometrie. Oldenbourg, 1950,

Sigl, R.: Ebene und sphérische Trigonometrie. Wichmann, 1977.

Ich mo6chte aber noch kurz auf den Begriff der Fléche eingehen. Die Flache eines Polygons P
in der elliptischen Ebene definieren wir folgendermafen: Das Urbild P C S des Polygons in der
Einheitssphére S hat eine bestimmte Fliche | P|. Weil die Abbildung P — P eine 2:1 Abbildung
ist, definieren wir die Flache von P als

1 .
P = 5|P|

Insbesondere bekommen wir damit folgende Spezialfille:
Nulleck: Damit mochte ich ein Polygon ohne Ecken und Seiten bezeichnen, d.h. die ganze
elliptische Ebene. Ihr Urbild ist die ganze Einheitssphére mit der Fléche 47. Deswegen ist die

Gesamtfliche der elliptischen Ebene
1
— A = 27,
5 T T
Fineck: Darunter mochte ich einen Winkelraum zwischen zwei Geraden L und M verste-

hen. Die zugehorigen Grofkreise Lund M c S begrenzen zwei antipodal gegeniiberliegende
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Groflkreis-Zweiecke. Ist ¢ der Winkel zwischen L und M, und dann auch zwischen L und M , SO
hat jedes dieser Zweiecke die Fléche

%
— 47 = 20.
2 T v

Und der zugehorige Winkelraum zwischen den beiden Geraden in der elliptischen Ebene hat die
Flache

(2-2¢) = 20.

Dreieck: Drei Geraden L, M und N in der elliptischen Ebene, die nicht durch einen Punkt
gehen, treffen sich in drei Punkten a, b, c und begrenzen vier Dreiecke. Eines dieser Dreiecke mit
den Innenwinkeln «, § und ~ sei festgehalten. Die anderen drei Dreiecke nennen wir die Neben-
dreiecke. Wir wollen die Flidche F' des festgehaltenen Dreiecks als Funktion dieser Innenwinkel
berechnen.

Die beiden Dreiecksseiten, die den Winkel « einschlieflen, begrenzen ein Eineck der Fléiche
2a.. Es besteht aus dem Dreieck mit Fldche F und einem Nebendreieck, sagen wir mit Flache
A. Wir finden also

N —

F+ A=2a.
Ebenso finden wir fiir die Flachen B und C der beiden anderen Nebendreiecke
F+B=20, F+C=2,

also
3F+A+B+C=2a+p+7).

Weil aber F'+ A + B + C' = 27 die Fliche der ganzen elliptischen Ebene ist, erhalten wir

2F =2(a+fB+~v)—2m, bzw. F=a+f+~y—m.

Das hat Konsequenzen fiir die Winkelsumme in einem elliptischen Dreieck. Weil die Fliche F
immer > 0 ist, ist diese Winkelsumme immer grofler als 7, die Winkelsumme eines euklidischen
Dreiecks. Und weil die Fldche F' hochstens = 27 (Flidche der ganzen elliptischen Ebene) sein
kann, ist diese Winkelsumme immer < 37:

T<a+pf+v<3m

154



Definition 5.5 Sind o, 3,7 die Innenwinkel eines Dreiecks in der elliptischen Ebene, so heifit
e=a+pf+v—m
der Exzess des Dreiecks.
Wir haben bewiesen:

Satz 5.3 Der Ezzess ¢ eines Dreiecks in der elliptischen FEbene ist gleich der Fliche dieses
Dreiecks.

Aufgabe 5.1 Ein Kreis K in der elliptischen Ebene ist das Bild eines Kreises K auf der Ein-
heitskugel. Sein Radius R ist der Abstand des Mittelpunktes von K (auf der Kugel) zu K. Zeigen
Sie fir den Umfang u von K:

u =27 - sin(R).

Diskutieren Sie die Grenzfille R — 0 (Punktkreis) und R — w/2 (Gerade).

Aufgabe 5.2 Zeigen Sie fiir gleichseitige Dreiecke in der elliptischen FEbene: Zwischen Sei-
tenlingen a und Innenwinkeln o besteht die Beziehung

cos(a)

cos(a) = 1T cos(@)’

Diskutieren Sie die Grenzfille a — 0 und a — 37/2.

5.2 Hyperbolische Geometrie
Die hyperbolische Ebene ist der komplexe Einheitskreis

{zeC: |z| <1}

und die Gruppe der hyperbolischen Bewegungen besteht aus den in 0.1 angegebenen gebrochen

rationalen Funktionen
az+b

= = b

bz+a
Wenn wir wollen, kénnen wir sie auch als Projektivitdten auffassen. Die Winkel der hyperbo-
lischen Geometrie sind die {iblichen euklidischen Winkel. Ohne Beweis benutze ich als Anleihe

aus der Funktionentheorie: Gebrochen-rationale Transformationen

z aa —bb = 1.

e lassen Winkel invariant.
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e fithren reelle Kreise und reelle Geraden wieder in reelle Kreise oder Geraden iiber.

Satz 5.4 Die hyperbolischen Bewegungen operieren transitiv auf dem Einheitskreis, d.h., zu je
zwet Punkten z1 und zo gibt es eine hyperbolische Bewegung, die z1 +— Zo abbildet.

Beweis. Die hyperbolische Bewegung z +— (az+b) : (bz+a) bildet den Nullpunkt auf ¢ := b/a

ab. Wir setzen

NN S R

VIS T A
und finden |a|? — |b]?> = 1, b/a = c. Somit kann man jeden Punkt z; = ¢ des Einheitskreises
als Bild des Nullpunkts bekommen. Mit der Umkehrabbildung kann man jeden Punkt z; des
Einheitskreises auf den Nullpunkt abbilden. Setzt man z; — 0 — zo zusammen, so folgt die
Behauptung. L]
Die Definition der hyperbolischen Geraden ist in diesem Modell (dem sogenannten Poincaré-

Modell) der hyperbolischen Ebne allerdings etwas problematisch. Dazu ein Hilfssatz:

Satz 5.5 (Reelle Kreise und Geraden) a) Es seien z1,X2,z3 drei verschiedene Punkte der
komplexen Ebene. Dann ist die Menge

{ze€ C: DV(z,21;22,23) € R}

entweder der eindeutig bestimmie Kreis durch zi,z9,23, falls diese drei Punkte nicht auf ei-
ner reellen Geraden liegen, oder, falls sie doch auf einer rellen Geraden liegen, dann ist die
betrachtete Menge gerade diese reelle Gerade.

b) Ist dieses Doppelverhiltnis DV reell, so ist DV < 0 genau dann, wenn die Punkte z,2z,
die Punkte zy,z3 (auf dem Kreis oder der Geraden) trennen.

Beweis. Wegen der Invarianz von reellen Kreisen und Geraden unter gebrochen linearen
Transformationen kénnen wir vor dem Beweis eine solche Transformation durchfiihren, die

z1— 1, zo— 0, 23— 00

abbildet. Dann ist
z—0 1-0

DV (z,21;22,23) = Z — o0 : - o

=2z

reell, genau dann wenn z auf der reellen Achse liegt. Und es ist DV =z < 0 genau dann, wenn
z und z; = 1 die Punkte z9 = 0 und z3 auf der reellen Achse trennen. []

Die Invarianz des Doppelverhéltnisses aus 0.1 zeigt jetzt, dass hyperbolische Bewegungen
Kreise oder Geraden wieder in Kreise oder Geraden iiberfithren. Jetzt konnen wir die hyperbo-
lischen Geraden im Einheitskreis definieren:

Definition 5.6 FEine hyperbolische Gerade ist das im Einheitskreis liegende Stiick einer reellen
Geraden oder eines reellen Kreises, welche(r) auf dem Rand des Einheitskreises senkrecht steht.

Unter einer hyperbolischen Bewegung geht eine reelle Gerade oder ein reeller Kreis immer
wieder auf eine solche Linie iiber. Und weil auch die Schnittwinkel mit dem Rand des Einheits-
kreises erhalten bleiben, fithren hyperbolische Bewegungen hyperbolische Geraden immer wieder
in hyperbolische Geraden iiber.
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Satz 5.6 (Hyperbolische Geraden) a) Die hyperbolische Gerade L ist genau dann ein reelles
Geradenstiick, wenn sie durch den Nullpunkt geht.

b) Durch zwei Punkte p # q des Einheitskreises geht genau eine hyperbolische Gerade.

¢) Zwei verschiedene hyperbolische Geraden schneiden sich in hochstens einem Punkt.

d) Sind L und M zwei hyperbolische Geraden und p € L, q € M Punkte darauf, so gibt es
eine hyperbolische Bewegung, die L — M und p,— q abbildet.

Beweis. a) Jede reelle Gerade durch den Nullpunkt schneidet den Rand des Einheitskreises
unter einem rechten Winkel. Und umgekehrt: Ist p ein Punkt auf dem Rand des Einheitskreises,
so ist IR - p die einzige reelle Gerade, die den Rand des Einheitskreises in p senkrecht schneidet.

b) Wegen der Transitivitit der Operation der hyperbolischen Bewegungen auf dem Ein-
heitskreis und der Invarianz der hyperbolischen Geraden unter diesen Bewegungen kénnen wir
0.B.d.A. p = 0 annehmen. Durch q # 0 gibt es wegen a) dann nur die hyperbolische Gerade,
die von IR - p im Einheitskreis ausgeschnitten wird.

c) folgt aus b).

d) Wir kénnen 0.B.d.A. p = q = 0 annehmen. Die Geraden L und M sind dann wegen
a) reelle Geraden durch den Nullpunkt. Und es gibt eine Rotation z — ¢ -z, |c|] = 1, (eine
hyperbolische Bewegung), welche die eine Gerade in die andere iiberfiihrt.

Zwei hyperbolische Geraden brauchen sich nicht zu schneiden! Zu jeder hyperbolischen Ge-
raden L gibt es sogar unendlich viele hyperbolische Geraden, die L nicht schneiden. Damit gilt
das euklidische Parallelen-Axiom nicht in der hyperbolischen Geometrie.

Jetzt wollen wir uns um die hyperbolische Linge kiimmern.

Definition 5.7 Durch zwei Punkte p # q im Finheitskreis gibt es wegen Satz 5.6 b) genau eine
hyperbolische Gerade L. Sie schneidet den Finheitskreis in zwei Punkten u,v. Die vier Punkte
seien (eventuell nach Vertauschen von u und v) so angeordntet, dass sie in der Reihenfolge
p,a,w,v auf L zyklisch aufeinander folgen. Nach Satz 5.5 b) ist ihr Doppelverhiltnis positiv,
und

d(p,q) :=In(DV(p,q;u,v))
ist wohldefiniert. Diese Zahl d(p,q) heifit der hyperbolische Abstand von p und q.

Aus der Definition folgt sofort, dass sich der hyperbolische Abstand unter hyperbolischen
Bewegungen nicht dndert. Weitere triviale Eigenschaften sind:

d(p,q) =04 p=q und d(p,q)=d(q,p)
Eine nicht ganz triviale Eigenschaft ist:

Satz 5.7 Die drei Punkte p,q,r mdgen in dieser Reihenfolge auf einer hyperbolischen Geraden
liegen. Dann ist

d(p,r) = d(p,q) +d(q,r).

Beweis. Aus




folgt
DV(p, q;u, V) : DV(q, rua, V) = DV(p, rua, V)a

und daraus die Behauptung durch Logarithmieren. L]

Mit etwas mehr Aufwand kann man fiir den hyperbolischen Abstand auch noch die Drei-
ecksungleichung beweisen, und damit zeigen, dass dieser Abstand eine Metrik im iiblichen Sinn
definiert. Auch kann man anfangen, Flichen zu definieren und die merkwiirdigen Linien im
Dreieck. Das mochte ich aber jetzt nicht mehr tun.

Aufgabe 5.3 Zeigen Sie: Fin Kreis in der komplexen Ebene C schneidet den FEinheitskreis
unter einem rechten Winkel (und definiert eine hyperbolische Gerade) genau dann, wenn er eine
Gleichung

2 —mf’ = [m[2~ 1

mit l[m| > 1 hat. Was wir aus einem solchen Kreis fir |m| — oo ?

Aufgabe 5.4 a) Fs seip € IR mit 0 < p < 1. Zeigen Sie:

1+p
d(0,p) =In——-.
b) Es seip € C mit 0 < |p| < 1. Zeigen sie:
1+ |p|
d(o,p) =In .
(©) 1—|p|

c) Es seien p,q € C mit |p|,|q| < 1. Zeigen Sie:

d(p q):ln\l—l’)qup—qL
’ I1-pa|—|p—d

“©

Aufgabe 5.5 Bestimmen sie die Seitenlinge des ,hyperbolischen Quadrats “ mit den Ecken

+a+ia,a €R,0<a<2/2.

Vor drei Jahren schloss ich diese Vorlesung mit folgenden Formulierungen:
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,» s wire schon, wenn ich diese Vorlesung irgend wann noch einmal halten kénnte. Da wiirde
ich dann diese beiden letzten Paragraphen iiber nicht-euklidische Geometrie weiter ausbauen,
vielleicht auch Ubungsaufgaben dazu zusammensuchen und Zeichnungen einfiigen.

Aber fiir dieses Mal ist es das jetzt und hier gewesen.

Leider muss ich es auch diesmal dabei bewenden lassen.
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