Kreise

Wolf P. Barth

Erlangen, Sommersemester 1997

Version vom 8. April 1997

Mathematisches Institut der Universitat
Bismarckstr. 1 1/2, D 91054 Erlangen

Inhaltsverzeichnis

1 Ein Kreis 3
1.1 Die Kreisgleichung . . . . . . .. ... . 4
1.2 Peripheriewinkel . . . . . . . . 12
1.3 Inversion am Kreis . . . . . . . . . .o 16
1.4 Sehnenvierecke und Tangentenvierecke . . . . . . .. .. ... 0L 25

2 Viele Kreise 35
2.1 Der Raum der Kreise . . . . . . . . . . . 35
2.2 Kreisbiischel . . . . . . . . 11
2.3 Polaritat im Raum der Kreise . . . . . . . . . . . . ... 45
2.4 Kreisscharen . . . . . . . . . e 51
2.5 Anhang: Ein durchgerechnetes Beispiel . . . . . .. ... . 00000 58

3 Zwel Kreise 66
3.1 Die beiden Ahnlichkeitszentren . . . . . . . . . . .. 66
3.2 Bertithrkreis-Scharen . . . . . . . .. 72
3.3 Steinersche Kreisketten . . . . . . . . . . .. 79
3.4 Gestdnge . . . . oL e 88
3.5 Zickzacks ... e 95
3.6 Poncelet-Polygone . . . . . . . .. L 103



Noli turbare circulos meos!

Archimedes, 212 v. Chr.

In dieser Vorlesung mochte ich einige Tatsachen aus der Geometrie der Kreise zusammen-
stellen, die man in der Schule oder in einer Standardvorlesung selten findet. Es gibt einen grofien
Schatz mehr oder weniger elementarer, mehr oder weniger klassischer Geometrie am Kreis. Seit
etwa 100 Jahren z&hlt diese Geometrie aber nicht mehr zur Mathematik an der Universitéat,
weil hier der Standpunkt dafiir zu hoch ist.

Mir liegt daran, dieses Gebiet vor der Vergessenheit zu bewahren. Es ist fiir jeden Studenten
leicht zugénglich, der die Lineare Algebra verstanden hat. Und es enthélt viele wunderschone
Tatsachen, die auf jeden an Geometrie Interessierten, trotz des elementaren Niveaus, einen
starken Reiz ausiiben.

An Quellen benutze ich die folgenden, z.T. sehr alten Biicher:

Coolidge, J.L.: A Treatise on the Circle and the Sphere. Oxford Univ. Press (1916)

Coxeter, H.S.M., Greitzer, S.L.: Geometry Revisited. The Mathematical Association of Ame-
rica, 6. Auflage (1967)

Pedoe, D.: Circles, A Mathematical View. Dover. 2. Auflage (1979)

Salmon, G.: A Treatise on Conic Sections. Longmans, Green and Co. London (1904)

Steiner, J.: Gesammelte Werke. 2. Ausgabe. Chelsea (1971)

Ich habe mir etwas Miihe gegeben, dieses Skriptum auszuarbeiten. Wenn es funktioniert,
mochte ich diesen Text gelegentlich als Vorlage fiir ein Proseminar nutzen. Ich habe namlich
immer grofle Schwierigkeiten, fiir Proseminare (auch fiir Seminare) passende Texte zu finden.
Ich wollte auch einmal die neuen Moglichkeiten niitzen um vom Computer gezeichnete Bilder
in den Text einzuarbeiten. Ich glaube, daf hier noch viel getan werden kann. Ganz habe ich
mein Ziel natiirlich nicht erreicht. Das anzustrebende Ziel ware:

In einem Text iiber Geometrie mufl auf jeder Seite ein Bild sein. Jede geometrische Si-
tuation muf} durch ein gegeignetes Bild illustriert werden. Wenn ich dies hétte verwirklichen
wollen, hétte ich viel mehr Zeit gebraucht, als die zwei Monate, die ich mir fiir dieses Skriptum
genommen habe.



1 Ein Kreis

In einer mathematischen Vorlesung, ganz besonders in einer Anfangervorlesung, gibt es ei-
ne bestimmte Stoffmenge, die man behandeln mufl. Die Reihenfolge, in der man diesen Stoff
behandelt, ergibt sich aus der Logik, welche dem Aufbau dieses Gebietes zugrunde liegt. Es
gibt Variationsmoglichkeiten: Man kann die Integralrechnung vor der Differentialrechnung be-
handeln. Man kann die Analysis gleich im IR" machen oder erst in einer Variablen. Diese
Gesichtspunkte ergeben sich meist aus dem persénlichen Verstandnis von Didaktik, oder dem
Stellenwert, den man der Didaktik im Vergleich zur Reinheit der Lehre beimifit. Ansonsten
unterliegt die Reihenfolge des Stoffs, den Erfordernissen des logischen Aufbaus entsprechend
strengen Regeln.

Diese Vorlesung verlduft nicht nach dem beschriebenen Schema. Es geht um ein sehr reich-
haltiges Stoffgebiet, das meist sehr leicht zu erarbeiten ist. Es gibt unzéhlig viele Moglichkeiten,
diese Art von Geometrie aufzubauen: Ich bevorzuge meist den rechnerischen Zugang. Man kénn-
te genauso gut synthetisch vorgehen, und hier auch wieder das eine oder andere Beweisprinzip
bevorzugen, und den Stoff dadurch zu gliedern versuchen. Hier gibt es vielfaltige Moglichkeiten,
wo man ohne grofle Schwierigkeiten Individualitdt demonstrieren kann. So ist denn Geometrie
im Lauf der Zeit auch ein Gebiet geworden, bei dem es immer mehr auf den Aufbau und weniger
auf die Inhalte ankam. Als Konsequenz wurde das Gebiet immer langweiliger und ist immer
mehr aus dem Stoffplan der Schulen verschwunden.

Weil man den Aufbau eh sehr einfach variieren kann, und weil man in dieser Vorlesung
sehr oft sagen kann, dafl man dies oder jenes ja schon aus der Schule kennt, mo6chte ich auf
den Aufbau des Stoffes hier wenig Wert legen. Deswegen ist mir der logische Aufbau auch
fiir die Gliederung des Vorlesungsinhalts nicht der entscheidende Gesichtspunkt. Wie soll ich



den Vorlesungsinhalt dann aber sonst gliedern? Ich habe mich dafiir entschieden, hier nach der
Anzahl der Kreise vorzugehen, die bei dem betreffenden Problem interessieren. In diesem ersten
Kapitel sammle ich also Material iiber die Geometrie an einem Kreis.

1.1 Die Kreisgleichung

Die euklidische Distanz eines Punktes x = (11, 23) der Ebene von einem festen Punkt m =
(my,msg) ist

d(x,m) =|| x = m ||= /(21 — m1) + (22 — ma )2

Alle Punkte x, die von m einen festen Abstand r > 0 besitzen, bilden den Kreis vom Ra-
dius r mit Mittelpunkt m. Weil » > 0 und d(x,m) > 0 positive reelle Zahlen sind, ist die
Kreisgleichung

\/(1'1 - m1)2 + (1'2 — m2)2 =r
aquivalent mit der quadrierten Gleichung

| x —m ||2: (x1 — m1)2 + (z2 — m2)2 = 72

Damit ist der Kreis die Nullstellenmenge des Polynoms

p(x) = (xr—ma)* + (w2 —my)* —r?
= a2} + x5 —2(myxy + maxa) +mi +ms —rt.

Als erstes stellen wir uns das Problem, die Schnittpunkte des Kreises K : p(x) = 0 mit
einer Geraden L zu berechnen. Dazu geben wir uns die Gerade in Parameterform

L:x=a+t-v, telR,

vor. Dann kénnen wir namlich den Punkt x € L einfach in die Kreisgleichung einsetzen. Schnitt-
punkte sind diejenigen Punkte, deren Parameter ¢ die Gleichung

plattv) = [a+tv—m|?—r?
= A v 2 (v(a—m)t | a—m | —?
= 2 VP2t (v(a—m)) £ pla)
= 0

erfilllen. Dies ist eine quadratische Gleichung in ¢. Sie hat die Diskriminante
D :=(v.(a—m))*—p(a) || v]*.

Von der Diskriminante héngt die Anzahl der Losungen dieser quadratischen Gleichung ab:

4



e (r 0

Zwei Schnittpunkte: Ein Schnittpunkt: Kein Schnittpunkt:
Sekante Tangente Nichts Besonderes

Fiir einen Punkt a auf dem Kreis K ist p(a) = 0. Eine Gerade L durch a € K mit
Richtungsvektor v ist Tangente, wenn

D=(v(a—m))=0, dh v.Ll(a—m).

Durch a € K gibt es eine einzige Tangente, und diese steht auf dem Radiusvektor a — m
senkrecht. Die Gleichung der Tangente an K durch a € K ist also

(x—a).(a—m))=0.

Die Gleichung kann man noch etwas tibersichtlicher schreiben:

(x—a).(a—m)) =

Xx—m)—(a—m).(a—m))

2

(
(x —m).(a—m))—||a—m |
(x —m).(a—m))—r

z1 —my)(a; —my) + (22 — ma)(ay —my) — r?

= 0.
Diese Form der Tangentengleichung

Ta(x) = (21 — my)(ay —my) + (zg — ma)(ag —my) — 1> =0
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ist symmetrisch in x und a. Es liegt nahe, die Rolle von x und a zu vertauschen: Fixieren wir
also einen Punkt x € IR? und fassen die letzte Gleichung als Gleichung fiir a auf. Die Gleichung
ist linear in a und beschreibt deswegen eine Gerade

Pe={yeR*: P(y)=0} mit P(y):=((x—m).(y—m))—r>

Diese Gerade heifit die Polare des Punktes x beziiglich des Kreises K. Die Schnittpunkte der
Polaren Px mit K sind genau die Berithrpunkte der Tangenten an K durch x.

Py

Wenn x im Kreisinneren liegt, dann gibt es durch x keine Tangenten an K. Dann liegt die
Polare Py auch ganz auflerhalb des Kreises und schneidet K nicht.

Jede Gerade L, die nicht durch den Kreismittelpunkt geht ist Polare eines eindeutig be-
stimmten Punktes p: Weil L nicht durch m geht, kénnen wir die Geradengleichung in der
Form

Cl(l'l — ml) + CQ(Q?Q — mg) —1=0
schreiben. Dies ist die Polare des Punktes
p:=(mi+c,me+ 02)/7“2.

Die Beziehung zwischen Pol und Polare ist symmetrisch:

Pely) = (@1 —ma)(yr — mi) + (z2 — ma)(y2 — ma) — r? = Py(x).

Man kann die Gleichung der Tangenten an den Kreis durch einen Punkt u auflerhalb des
Kreises auch explizit angeben. Damit die Formeln nicht zu uniibersichtlich werden, méchte ich
dies hier aber nur fiir den Einheitskreis

p(x) =0,  p(x)=ai+a;—1,

machen. Die Polare steht senkrecht auf u, im Abstand 1/ || u || vom Kreiszentrum. Um sie zu
parametrisieren definieren wir den Vektor

ut = (w2, —uy).
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Dann ist

P, = +R-ut

| ||2

Die Schnittpunkte der Polare mit dem Kreis sind u/ || u ||2 +t-ut mit

u 1
| +t-ut |*= +¢7 ul?= 1
[ a [ a
Also erhalten wir
1 p(u) p(u)
Cllulf=1- = , t=+
[al* [ul? | u?

und die Beriihrpunkte der Tangenten sind

1

u u
+ \/p(u) :
| u | | u |

Die Tangenten, die Geraden durch u und diese Beriihrpunkte, haben dann die Gleichungen

T ( +\/p(u)) - ux) u|PP=

Um diese Gleichungen anzugeben, mufiten wir eine Wurzel ziehen, was dann auf zwei Vorzeichen

und die zwei Tangenten fithrte. Das kann man vermeiden, wenn man nicht beide Tangenten
separat angibt, sondern das Produkt ihrer Gleichungen:

0 17(x) = ((ax)= [l u Pyl ut ) - ()= [ | =/plu)(utx) )
= ((wx)— fu?)’ — p(u)(utx)?

(wx)? — (| u 2 ~1)(ubx)? = 2 || u | (wx)+ [ u |

()’ + (uhx)” — w2 (0t x)? + 2(ux)— | u |?)

=||u]|?-||x[|?
= [lu |- (I x> —(utx)* = 2(ux)+ [ u |?)
(s 112 =l a - ) x 12 =(ux)?) = 2(ux)+ || u |?)
(ux —2ux>+1—||u|| I 2+ f a2+ ] x ) +1)
= [lu |- (((u —(Ju =Dl x> -1))
(Pl (u) - p(x)).

= Jul?-

= Jul?-

= Jlu*-
Diese Gleichung
Pu(x)* = p(u)p(x) = 0
fiir das Produkt der beiden Kreistangenten durch u hat jetzt eine Form, die sich bei Bewegungen

der Ebene und bei Streckungen nicht &ndert. Sie ist deswegen giiltig fiir alle Kreise p(x) = 0,
nicht notwendig im Ursprung zentriert, und nicht notwendig vom Radius 1.
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Ist ein Dreieck mit den Ecken a,b,c gegeben, so nennt man das Dreieck mit den Seiten
Pa, Py, P. das zugehorige Polardreieck. Der Eckpunkt ¢’ := P, N P, des Polardreiecks ist polar
zu a und b:

Pa(c') = Py(c') = 0.
Deswegen ist die Dreiecksseite ab die Polare P... Die Beziehung zwischen Dreieck und Po-
lardreieck ist symmetrisch: Das urspriingliche Dreieck abe ist das Polardreieck zu a’b’c’, wo

b'=P,NP.und a’ = B, N P..

2 A

Satz (Polardreiecke): Fin Dreieck und sein Polardreieck sind perspektiv, d.h., die Ver-
bindungsgeraden aa’, bb’ und cc’ gehen durch einen Punkt.
Beweis. Jede Gerade durch ¢/ = P, N B, hat eine Gleichung

C(x) = APa(x) + uPp(x) = 0.

Diese Gerade geht durch ¢, wenn C(¢) = 0. Das ist z.B. fiir A := Py(c) und p := —Pa(c) der
Fall. Deswegen ist

C(x):= Py(c) - Pa(x) — Pa(c) - Pp(x) =0
eine Gleichung fiir die Gerade cc’. Genauso finden wir Gleichungen fiir die Verbindungsgeraden

aa’ und bb’:
A(x) == Pe(a) - Pp(x) — Py(a) - Pe(x) =0,
B(x) := Pa(b) - Po(x) — Pe(b) - Pa(x) = 0.

Aus den Symmetrieen



folgt
A(x)+ B(x)+ C(x) = 0.

Deswegen geht die Gerade C'(x) = 0 durch den Schnittpunkt A(x) = B(x) = 0 der beiden
anderen Geraden. [

Man kann die Punkte a, b und ¢ insbesondere auf dem Kreis K selbst wahlen. Die Polaren
sind dann die Tangenten an den Kreis, und der Kreis ist der Inkreis des Dreiecks a’b’c’. Man
findet den

Satz (Beriihrpunkte des Inkreises): Verbindet man jede FEcke eines Dreiecks mit dem
Berihrpunkt des Inkreises auf der Gegenseite, so treffen sich diese drei Verbindungslinien in
einem Punkt.

Sehen wir uns die Gleichung fiir die Schnittpunkte des Kreises K" mit der Geraden L : a+t-v
noch einmal an, und zwar fiir den Fall, daf§ der Richtungsvektor v auf Lange || v ||= 1 normiert
ist. Dann lautet diese Gleichung

t* +2t-(v.(a—m)) + p(a) = 0.

Nach dem Satz von Vieta gilt fiir ihre beiden Losungen t; und ¢y (falls sie reell sind, aber
natiirlich auch wenn sie komplex sind, nur interessiert es uns dann nicht):

t -ty =pla) =||a—m|* —r’
Die Zahlen ¢; und ¢ sind genau die Langen der Vektoren ¢; - v und ¢5 - v, die den festen Punkt
a mit den beiden Schnittpunkten a +¢; - v von K und L verbinden. Genauer: Es sind die mit
Vorzeichen versehenen Langen: positiv, wenn der Schnittpunkt in Richtung von v liegt, und
negativ, wenn er in der anderen Richtung liegt. Das Produkt der so orientierten Sekantenab-
schnitte ist gleich dem Wert p(a) der Kreisgleichung im Punkt a. Das Bemerkenswerte ist, daf}
dies gilt unabhangig von der Richtung der Geraden L durch a. Dies ist der



Sekanten-Abschnitts-Satz: Es sei K : p(x) = 0 ein Kreis und a ein fester Punkt. Dann
gilt fir jede Sekante L durch a: Das Produkt der (orientierten) Abstinde von a zu den beiden
Schnittpunkten der Sekante mit K ist gleich p(a), unabhingig von der Wahl von L.

Dieses Produkt ist negativ, wenn die beiden Schnittpunkte auf I von a aus gesehen in
verschiedener Richtung liegen. Dann ist p(a) < 0 und a liegt im Inneren des Kreises. Falls a
im AuBeren des Kreises liegt, ist p(a) > 0 und beide Schnittpunkte liegen von a aus gesehen in
der gleichen Richtung.

Am klarsten wird der Sekanten-Abschnitts-Satz in dem Fall, dal die Sekante ein Durch-
messer ist, d.h., wenn die Sekante durch den Mittelpunkt m des Kreises geht: Die beiden

Sekantenabschnitte sind || a — m || 4+ und || a — m || —r, und ihr Produkt ist
(la=m| +r)-(Jla—m || —r) =[[a—m ||* —r* = p(a).
m [a—m]| —r
° e a

[a—ml +r

Fiir den Fall dafl wir keine Sekante, sondern eine Tangente [ haben, fallen die beiden
Loésungen ¢, und ¢y der quadratischen Gleichung zusammen. Aber auch dann gilt der Satz von
Vieta. Daraus erhalten wir den

Sekanten-Tangenten- Abschnitts-Satz: Fs sei K ein Kreis und a ein fester Punkt im
Auferen des Kreises. Das Quadrat t* des Abstands t von a zu den beiden Berihrpunkten der
Tangenten an K durch a ist gleich dem Produkt p(a) der Sekantenabschnitte auf allen Sekanten
durch a.

Der Sekanten-Abschnittssatz und der Sekanten-Tangenten- Abschnittssatz lassen sich folgen-
dermaflen umkehren:

Satz (Vier Punkte auf einem Kreis): a) Es seien x1,X,,y1 und yo € IR? vier Punkte.
Keine drei davon mdgen auf einer Geraden liegen. Die Geraden L @ x1X3 und M : y1y»
seien nicht parallel. Diese vier Punkte liegen genau dann alle auf einem Kreis, wenn fir ihre
orientierten Abstinde zum Schnittpunkt a der Geraden L und M gilt:

la=xi - a=x:|=fa=yi]-la=v:].
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b) Es seien X1, %y undy € IR® drei Punkte nicht auf einer Geraden. Weiter sei M eine Gerade
durch y, nicht parallel zur Geraden L : xX1X5. Der Kreis durch die drei Punkte x1,xo und
y berihrt genau dann die Gerade M, wenn fir ihre orientierten Abstinde zum Schnittpunkt
a:=LNM git:
2
fa—xi|-[la=x|=[la=y]".

Beweis. a) Weil x1,x3 und y; nicht auf einer Geraden liegen, gibt es genau einen Kreis K
durch diese drei Punkte. Es sei y’ der zweite Schnittpunkt von K mit der Geraden M. Aus der
Voraussetzung und dem Sekanten-Abschnitts-Satz folgt

la=yill-lla=y: | = [la=x|[-[la=x]
= lla=will-a=¥|
la=y:0 = lla=y"|

Die Punkte y, und y” auf M haben also von a € M denselben Abstand. Weil wir die Abstande
mit Vorzeichen genommen haben, liegen diese beiden Punkte auch auf derselben Seite von a.
Deswegen miissen beide Punkte iibereinstimmen und es folgt y, =y’ € K.

b) In diesem Fall verlauft der Beweis ganz analog zu a), nur wird der Sekanten-Tangenten-
Abschnitts-Satz verwendet. [

Definition: Es sei K ein Kreis mit der Gleichung
p(x) = (21 —m1)? + (22 —mg)? —1r* = 0.

Dann heift die fiir jeden Punkt x € IR? definierte Zahl p(x) die Potenz des Punktes x in Bezug
auf den Kreis K.
Die Potenz p(x) ist also nichts anderes, als die Ortsfunktion p, welche den Kreis definiert,
ausgewertet im Punkt x. Fiir diese Funktion gilt die folgende Version der Polarisationsformel:
Satz (Polarisationsformel): p(x)+ p(y) =[x —y ||* +2P(y).

Beweis.
p(x) = [[x—m|*—r?
= |Ix|? —2(m,x)+ | m ||* —r?
p(x)+ply) = IIx[P+ly > —2(m,x) - 2(m,y)+2(]| m ||* —r?)

= |x—y [P +2((xy) - (m,x) = (m,y)+ || m |* —?)
= | x—y|?+2(x—m,y —m)—r?)
= || x—y | +2 (y).

Definition. Zwei Punkte x und y heiflen in Bezug auf den Kreis konjugiert, wenn
PX(Y) = PY(X) = 0.

Korollar zur Polarisationsformel: Fiir zwei konjugierte Punkte x und y ist

p(x) +ply) =l x—y[*.
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1.2 Peripheriewinkel

Der Peripherie-Winkel-Satz aus der Schule lautet: Uber der gleichen Sehne eines Kreises lie-
gen gleiche Winkel. Dieser Satz ist im Wesentlichen nur eine Umformulierung des Sekanten-
Abschnitts-Satzes. Formulieren wir diesen Satz etwas ausfiihrlicher:

Satz (Peripherie-Winkel): Fs seien x1,X2,ys und y; vier verschiedene Punkte, die (in
dieser Reihenfolge) auf einem Kreis liegen. Dann ist

[X1X3Y1 = [X1Y2Y1-

Beweis. Wenn die Sehnen x;x5 und y;ys parallel sind, sind sie Seiten eines Trapezes, das
spiegelsymmetrisch zum Kreisdurchmesser liegt, der auf beiden Sehnen senkrecht steht. Dann
ist die Aussage ziemlich elementar.

Nehmen wir also an, beide Sehnen seien nicht parallel, und sei a ihr Schnittpunkt. Die
Dreiecke Ax;jay, und y;axs haben den Winkel bei a gemeinsam. Aus dem Sekanten-Abschnitts-
Satz folgt fiir ihre Seiten

fa—xi|-[la=x=[la=yi-[[a=y2].
Daraus erhalten wir die Proportionen

la—xi || _[la—yi |
la=y2ll  lla—x|

Also sind beide Dreiecke ahnlich. Unter der Ahnlichkeit entsprechen sich die Nebenwinkel un-
serer beiden Peripherie-Winkel. Also sind beide Peripheriewinkel gleich. L]

Y1

y2

X2

X7

Fallen die beiden Punkte y; und y; zusammen, mufl man ihre Sekante durch die Tangente
ersetzen:
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Satz (Peripherie- und Tangentenwinkel): Fs seien xq, x5 und y drei verschiedene Punk-
te auf einem Kreis. Dann ist der Peripheriewinkel /x1X3y gleich dem Sekanten-Tangentenwin-
kel an die Sekante x1y auf der dem Punkt x5 abgewandten Seite.

Yy

X2

X1

Diese Aussage folgt genauso aus dem Sekanten-Tangenten-Abschnitts-Satz, wie der Periphe-
riewinkel-Satz aus dem Sekanten-Abschnitts-Satz. (]

Eine Sekante teilt den Kreis in zwei komplemetare Kreisbégen. In jedem der beiden Kreishogen
sind die Peripheriewinkel alle gleich. Und sie sind auch gleich dem entsprechenden Winkel zwi-
schen der Sehne und der Kreistangente im Schnittpunkt von Sehne und Kreis. Die beiden Winkel
zwischen Sehne und Tangente sind aber komplementar, sie ergdnzen sich zu 7 (Nebenwinkel).
Daraus folgt der

Satz (Komplementére Peripheriewinkel): Die Peripheriewinkel in den beiden komple-
mentdren Kreisbogen zu einer Sekante erginzen sich zur Summe 7.

Geht die Sekante insbesondere durch den Kreismittelpunkt, so gehen die komplementaren
Kreisbégen durch Spiegelung an der Sekante ineinander tiber. Die komplementéren Peripherie-
winkel miissen also gleich sein. Dann sind sie alle gleich 7/2. Das ist der Satz vom Thaleskreis:
iiber einem Durchmesser eines Kreises liegen als Peripheriewinkel lauter rechte Winkel.

Genauso wie den Sekanten-Abschnitts-Satz kann man auch den Peripheriewinkel-Satz um-
kehren:
Satz (Vier Punkte auf einem Kreis): a) Fs seien X1,X2,y2 und y1 vier Punkte, so, dafs

die Winkel
[X1X2Y1 = LX1Y2Y1
tibereinstimmen. Dann liegen diese vier Punkte auf einem Kreis.
b) Es seien x1,X2 undy drei Punkte, und L eine Gerade durch'y so, daff der Winkel /x1x2y

mit dem Winkel zwischen den Geraden x1y und L (auf der dem Punkt x5 abgewandten Seite)
ibereinstimmt. Dann berihrt der Kreis durch X1,X5,y die Gerade L iny.
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Beweis. a) Es sei K der Kreis durch x1,x2 und y;. Der zweite Schnittpunkt von K mit der
Geraden y1y; sei y'. Dann ist der Peripheriewinkel x;y'y; = x;X5y1 nach Voraussetzung gleich
dem Winkel x;y5y;. Daraus folgt

Ly1X1y2 = 1}’1X1y/-

Deswegen liegen y; und y’ auf derselben Geraden durch x;. Dann miissen beide Punkte als
Schnittpunkt dieser Geraden mit der Geraden y;y; iibereinstimmen.
b) Der Beweis dieser Aussage verlauft ahnlich. (]

Vier Punkte bilden die Ecken eines Vierecks (ebenso, wie drei Punkte die Ecken eines Drei-
ecks). Liegen die vier Ecken eines Vierecks auf einem Kreis, so nennt man das Viereck ein Seh-
nenviereck. (Die drei Ecken eines Dreiecks liegen immer auf einem Kreis.) Die Umkehrungen des
Sekanten-Abschnitts-Satzes und des Peripheriewinkel-Satzes kann man als Charakterisierungen
von Sehnenvierecken auffassen. Viel haufiger trifft man aber auf die folgende Charakterisierung:

Satz (Sehnenvierecke): Fin Viereck ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn sich die
gegentiberliegenden Winkelpaare zur Summe m ergdnzen.

Beweis. Das Viereck werde gebildet von den vier Punkten a, b, c und d mit ihren Winkeln
a, 3, und 4. Die Voraussetzung ist

o+ =m.

Die drei Punkte a,b und ¢ kénnen nicht auf einer Geraden liegen. (Denn ldgen sie, etwa in
dieser Reihenfolge, auf einer Geraden, dann wére 5 = 7, § = 0 und irgendwie geht das nicht.)
Es gibt also einen Kreis K durch diese drei Punkte. Uber der Sehne ac dieses Kreises liegt
auf der Seite von b der Peripheriewinkel 3 und auf der anderen Seite der Komplementarwinkel
m — (3 = . Das ist aber auch der Winkel eda. Aus dem letzten Satz folgt, dafl dann d auch auf
dem Kreis K legen muB. (]




Zum Abschluf} dieses Paragraphen méchte ich als Anwendung des Peripheriewinkel-Satzes
einen Satz beweisen, der den schénen Namen ’Schmetterlings-Satz’ tragt (Coxeter-Greitzer,
p.45), mir aber sonst noch nirgends begegnet ist.

Satz (vom Schmetterling): Es seien p und q € K zwei Punkte auf einem Kreis K und
u der Mittelpunkt der Sehne S = pq durch diese Punkte. Sind ab und c¢d zwei weitere Sehnen
durch diesen Mittelpunkt u, und X := ad sowie Y := bec die Verbindungsgeraden mit den
Schnittpunkten x := X NS, bzw. y:=Y NS, so ist u auch der Mittelpunkt der Strecke xy.

Beweis. Wir féllen Lote

vom Punkt auf die Gerade mit Fulpunkt

X ab x’
X cd x"
y ab y'
y Cd y//

Die folgenden vier Dreieckspaare sind ahnlich, weil sie gleiche Winkel haben (beim dritten Paar
benutzen wir den Peripheriewinkel-Satz in den Punkten a und ¢, und beim vierten Paar in den

Punkten d und b):

ahnliche Dreiecke — Proportionen
NV fu-x| ¥ -x|
fu=yI[ [y -yl
uxx” uyy// || u—X || — || x" —x ||
fu=yI[ [y =yl
axx’ ny// || x' —x || — || a—X ||
[y"=yll lle=y]
o byy [ —x || _[d-x]
Iy =yl b=yl

Wir setzen zur Abkiirzung

a:=[u=—pl=[u=-ql, z:=[u=—x], y:=[u-y]

und folgern aus den angegebenen Proportionen unter Anwendung des Sekanten-Abschnitts-

Satzes
2 x=x] |Ix=x"|
y? ly=y 1 lly=y"l
[x=—x"|| [[x=x"]
ly=vy"I ly—=y"l
[x—al-Ix—d]

Iy =cll-lly=b]
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[x—p|-lx—ql
ly—-pl-lly—qal

_ (a —x)(a+ x)
(a+y)la—y)
= a —y?

Wenn wir mit den Nennern der Briiche erweitern, sehen wir

2a® —y?) = y*a® - 2?)
2ok = 2l
22— P
Weil = und y > 0 sind, folgt daraus = = y. L]

1.3 Inversion am Kreis

Die Inversion am Einheitskreis

ist die Abbildung

Der Bildpunkt x’ liegt auf demselben Strahl IR - x durch den Nullpunkt, wie der Punkt x. Die
Entfernung || x" || des Bildpunkts vom Nullpunkt ist das Inverse 1/ || x || der Entfernung || x ||
des Punktes x vom Nullpunkt:

1 B3l
x| x =

=0 =1
I |2
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Die Punkte auf dem Einheitskreis sind ihre eigenen Bildpunkte:

Ixl=1 = x'=x
Der Nullpunkt 0 hat unter dieser Inversion kein Bild.
Die Inversion an einem beliebigen Kreis

K:||x—m|*=r?

ist die Abbildung
2

Ig :x—m+ (x —m).

| x —m [
Die folgenden Eigenschaften der Inversion [ sind sofort einsichtig:

Satz (Elementare Eigenschaften der Inversion): a) Die Inversion ist definiert fir alle
x € R?, x # m.

b) Die Inversion ist eine Involution: I o Ix = id.

¢) Die Halbstrahlen m + IR*(x — m) durch das Kreiszentrum werden auf sich abgebildet.

d) Fiir die Abstinde des Punktes x und seines Bildpunktes x' = Ik (x) vom Kreiszentrum
qilt

[ —m ]| x = ml|= "
e) Die Punkte des Kreises K werden in sich abgebildet.
Beweis. Eigenschaft a) ist klar. Als nichstes zeigen wir d):

7“2

[ Ix(x)—m| = || T———5(x-m)]
| x —m ]2
[ x —m|
Zu b):
(1) C () —m)
T (Ir(x = m-+ Ig(x) —m
| 75 (x) — m |2
r? ( r? ( ))
= m—l— X —m
(r?/ I x =m[})? \[| x —m[]2
= m+ (x—m)
= x.
c) ist wieder klar, und e) folgt aus c¢) und d). (]

Statt ,x’ ist das Bild von x unter der Inversion am Kreis K“ sagt man auch: ,,Die Punkte
x und x’ sind beziiglich K zueinander invers®“.

Die Inversion ist keine lineare oder affine Abbildung, schon deswegen nicht, weil es einen
Punkt der Ebene (das Kreiszentrum) gibt, wo sie nicht definiert ist. Aber sie ist der Geometrie
der Kreise im folgenden Sinn besonders gut angepaft:

17



Satz (Bilder von Kreisen unter der Inversion): Die Inversion an einem Kreis mit
Mittelpunkt m fiihrt

eine Gerade durch m dieselbe Gerade durch m

eine Gerade nicht durch m | . etnen Kreis durch m ..
etnen Kreis durch m m eine Gerade nicht durch m iber.
einen Kreis nicht durch m einen Kreis nicht durch m

Beweis. Die Aussage ist invariant gegeniiber Translationen und Streckungen. Deswegen neh-
men wir (um die Notation zu vereinfachen) o0.B.d.A. an, der Kreis sei der Einheitskreis mit
Mittelpunkt 0 und Radius 1. Die Inversion ist also

e

Die Behauptung fiir Geraden durch den Kreismittelpunkt ist nach Teil ¢) des vorhergehenden
Satzes klar. Betrachten wir also eine Gerade

L:az;+b-2,—1=0

nicht durch den Nullpunkt. Weil [ eine Involution ist, stimmt das Bild I(L) dieser Geraden
mit deren Urbild I7(L) iiberein. Wir erhalten I(L) also, indem wir x’ in die Geradengleichung
einsetzen:

X1 2
bz — 1 b —1
@nEon EIRAEY
~ a-x1+b-xg— || x|

Die Nullstelle dieses Polynoms ist ein Kreis mit Mittelpunkt m = (a/2,5/2) und Radius || m ||.
Offenbar enthélt er den Nullpunkt.

Variiert man in der soeben durchgefithrten Rechnung die Konstanten a und b, so kommen
als Ergebnis alle Kreise durch den Nullpunkt heraus: Jeder Kreis K durch den Nullpunkt 0O ist
das Bild I(L) einer Geraden L, die nicht durch 0 geht. Weil [ eine Involution ist, folgt daraus
I(K) = L. Das Bild eines Kreises durch den Nullpunkt ist also eine Gerade, die nicht durch
den Nullpunkt geht.

Sel jetzt

K:[|x-m|?*-r*=0

ein Kreis, der nicht durch den Nullpunkt geht (p :=|| m ||*> —r* # 0). Wie eben fiir die Gerade
berechnen wir sein Bild(= Urbild), indem wir x’ in die Gleichung von K einsetzen:

X
= [

| x —m|* —r —r
I |2
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[ x|* 2(xm) | || —r?
[ ={* x|
1 2(X.m)+
= - p
=2 x>
~ 1 —=2(xm)+p | x|
2(x.m 1
20cm) 1

x |

Dieses Polynom beschreibt einen Kreis mit Zentrum m/p und Radius r/p. L]

Jetzt wollen wir voriibergehend, fiir einen kurzen Moment, an die komplexen Zahlen denken.
Statt des Vektors x = (21, x2) schreiben wir die komplexe Zahl z = 1 4ix5. Dann ist die Formel
fir die Inversion am Einheitskreis

z z

[ S
e |z|? z-%

| =

Sie ist zusammengesetzt aus der holomorphen Kehrwertabbildung z — 1/z und der komplexen
Konjugation z +— Z. Deswegen ist sie konform, und zwar genauer orientierungsumdrehend
und winkeltreu. Die Winkeltreue ist fiir die Geometrie sehr wichtig. Wir werden sie laufend
benutzen. Man kann diese Eigenschaft auch ohne die komplexen Zahlen beweisen, indem man
die Funktionalmatrix der Abbildung x — x’ ausrechnet. Das ist Analysis. Deswegen wollen wir
das hier nicht machen. Stattdessen mochte ich die Winkeltreue geometrisch beweisen. Dabei
beweisen wir dann gleich auch noch einmal bisher angegebene Eigenschaften der Inversion auf
geometrischem Weg. (Ich halte mich dabei ziemlich wortlich an Pedoe, p.6-9.)
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Zunichst bestimmen wir geometrisch die inversen Figuren von Kreisen und Geraden. Be-
trachten wir zunéchst eine Gerade L, die nicht durch den Mittelpunkt m des Inversionskreises
K geht. a € L sei der Fufipunkt des Lotes von m auf L. Sein Bildpunkt unter der Inversion an
K sei &'. Fiir jeden Punkt x € L mit Bildpunkt x’ gilt dann

[x-m-[|x'-m|=r*=a-m]-[[a'-m]|.

Nach der Umkehrung des Sekanten-Abschnitts-Satzes liegen die vier Punkte a,a’,x und x’
auf einem Kreis. Das Sehnenviereck a,a’, x’, x hat bei a einen rechten Winkel. Entweder liegt
der Punkt x’ auf der anderen Seite der Sehne a’x wie a. Dann ist der Gegenwinkel /a'x'x =
m — /xaa’ = 7/2. Oder x’ liegt auf derselben Seite wie a. Dann ist Za'x'x = /a’ax = 7/2 als
Peripheriewinkel {iber derselben Sehne. In beiden Féllen ist Za’x'm = /a’x'x = 7 /2. Deswegen
liegt x" auf dem Thaleskreis iiber ma’. Wir haben bewiesen: Das Bild /(L) der Geraden L unter
der Inversion ist enthalten im Kreis mit dem Durchmesser ma’. Die Argumentation ist aber
umkehrbar, und so sehen wir: Fine Gerade L, nicht durch den Mittelpunkt des Inversionskreises
ist invers zu einem Kreis L' = C durch den Mittelpunkt m, dessen Tangente Ty(C') in m
parallel zu L ist.

Wenn die Gerade L den Kreis K schneidet, geht der Kreis [( L) auch durch die Schnittpunkte
von L und K. Wenn L den Kreis K aber nicht schneidet, kann der Kreis /(L) den Kreis K

auch nicht schneiden, er mufl dann ganz im Inneren von K verlaufen:

L

Jetzt wollen wir uns geometrisch iiberlegen, was die inverse Figur zu einem Kreis (' ist, der
nicht durch den Mittelpunkt m des Inversionskreises geht. Zu jedem Punkt x € €' gibt es einen
zweiten Schnittpunkt y der Verbindungsgerade mx mit C'. Nach Definition der Potenz ist die
Potenz des Inversionszentrums m beziiglich ¢

po(m) =[x —m|- |y —mil.
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Diese Potenz pc(m) ist # 0, weil C' nicht durch m geht. Andererseits ist fiir den Bildpunkt
x' = I(x)

Insgesamt folgt
/ - |y I
x —m|= : m | .

Den Punkt x" erhalt man aus y durch zentrische Streckung (Zentrum m) mit dem von x und
x' unabhéangigen Faktor 7?/pc(m). Wenn x den Kreis €' durchliuft, so tut dies auch y. Wir
sehen: Das Inverse [(C') des Kreises C' wird aus C' durch eine zentrische Streckung erhalten,
und ist deswegen wieder ein Kreis C.

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Winkeltreue der Inversion befassen. Winkel sind
an sich zwischen zwei sich schneidenden Geraden definiert. Die inversen Bilder von Geraden
sind aber meistens Kreise. Deswegen miissen wir Winkel zwischen sich schneidenden Kreisen
betrachten. Der Winkel zwischen zwei Kreisen C'; und (' in einem Schnittpunkt x € C' N ¢’
ist natiirlich der Winkel zwischen ihren Tangenten Tx(C') und Tx(C’). Aus Symmetriegriinden
ist dieser Winkel in beiden Schnittpunkten derselbe.

Zwei Kreise C; und €' kénnen sich beriihren, genauso wie sich Kreis und Gerade beriihren
konnen. Sie haben dann nur einen einzigen Schnittpunkt. Weil die Inversion (auferhalb des
Inversionszentrums) bijektiv ist, haben dann die inversen Kreise ('] und C} auch genau einen
Punkt gemeinsam, in dem sie sich beriihren. Daraus folgt: Schneiden sich zwei Kreise mit
dem Winkel 0 auflerhalb des Inversionszentrums, so schneiden sich auch thre Bildkreise unter
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dem Winkel 0. Genauso sieht man: Berihren sich ein Kreis und eine Gerade auflerhalb des
Inversionszentrums, so gilt dies auch fir die inversen Kreise, bzw. Geraden. Damit haben wir
zunachst einmal die Winkeltreue fiir den Winkel 0.

Satz (Winkeltreue der Inversion): Die Inversion an einem Kreis ist auflerhalb des
Inversionszentrums winkeltreu.

Beweis. Betrachten wir zunéchst zwei verschiedene Kreise 'y # (), die sich in einem Punkt
x # m unter einem Winkel a schneiden, und die auerdem beide durch das Inversionszentrum
m gehen. Sie schneiden sich dann auch in m unter demselben Winkel a. Diesen Winkel schlieflen
auch ihre Tangenten Ty, (C1) und Tin(Cy) ein. Das Inverse C] des Kreises C; ist eine Gerade
L;, nicht durch m, aber parallel zur Tangente Ty, (C;). Deswegen schneiden sich diese Geraden
L; = C! auch wieder unter demselben Winkel a.

Cy

Sei jetzt in einem Punkt x # m ein beliebiger Winkel o gegeben, représentiert durch zwei
sich in x schneidende Geraden Ly und L;. Wenn keine der beiden Geraden durch m geht, gibt
es zwel Kreise (1 und €y durch m, welche auch durch x gehen und die Geraden L; und L dort
beriihren. Diese Kreise schlieffen dann in x den Winkel o ein. Soeben haben wir gesehen, daf}
ihre inversen Geraden C] und €7 sich im inversen Punkt x" wieder unter demselben Winkel o
schneiden. Die zu L; und L inversen Kreise L} und L} beriihren die Geraden C] und C} in %/,
und schneiden sich deswegen auch unter diesem Winkel a.

Es bleibt der Fall zu betrachten, daf} eine der beiden Geraden, etwa Ly, aber nicht L, durch
das Inversionszentrum m geht. Dann gibt es einen Kreis C'; durch m, der auch durch x geht,
und L, in x beriihrt. Er schlieft in x und auch in m mit £; den Winkel « ein. Sein Inverses
ist eine Gerade C} parallel zur Tangente Ty, (C3). Diese Gerade schneidet also die Bildgerade
L} = Ly auch wieder unter dem Winkel a. 0
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Im vergangenen Jahrhundert hatten Geréte zur mechanischen Durchfithrung der Inversion
(sogenannte [nversoren) eine gewisse praktische Bedeutung. Es ist ndmlich ein nicht-triviales
Problem, durch ein Gestange die geradlinige Bewegung eines Zylinderkolbens in die Kreisbe-
wegung eines Schwungrades zu iibersetzen. Dazu konstruierte man mechanische ,,Geradfithrun-
gen“, die das Gewiinschte aber meist (wie etwa in der Wattschen Dampfmaschine) nur néahe-
rungsweise leisteten. Inversoren fiithren einen Kreis durch das Inversionszentrum in eine Gerade
iiber, und sind deswegen ideale Geradfiithrungen. Ich mochte hier zwei derartige Inversoren
vorstellen:

DER INVERSOR VON PEAUCELLIER: Zwei gleichlange Stangen der Linge ¢ sind an einem
Punkt m (dem Inversionszentrum) drehbar angebracht. Am anderen Ende der Stangen (Punkte
a und b) ist an zwei gegeniiberliegenden Ecken eine Raute aus vier gleichlangen Stangen der
Lange p befestigt. Die andern beiden gegeniiberliegenden Ecken dieser Raute seien x und x’. Alle
Verbindungen der Stangen sind gelenkig, so dafl die Stangen dort beliebige Winkel (innerhalb
gewisser Grenzen) bilden konnen. Insbesondere ist der Punkt x in einem Kreisring frei zu
bewegen. Der innere Radius dieses Kreisrings ist ¢ —p. Der Punkt x liegt auf dem &ufleren Rand
des Kreisrings, wenn er mit x’ zusammenféllt. Dann bilden die Punkte m, a,x ein Dreieck mit
einem rechten Winkel bei x. Deswegen gilt fiir den &ufleren Radius r dieses Kreisrings nach
Pythagoras

-

b

Behauptung: Der Punkt x’ ist invers zu x in Bezug auf den Kreis um m mit Radius r.
Beweis. Der Mittelpunkt der Raute sei ¢. Dann gilt nach Pythagoras

1 2
¢ = Jac |+ (lmx ]+ x|
2 2 1 :
!
#o= llac P+ (5 )
r2 = ¢ —p?
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= [ mx ||* + [ mx - || xx |
= [P || (] mx [ 4 ] xx" )

= [|mx| || mx[.
Also sind x und x’ tatsachlich invers zueinander

DER INVERSOR VON HART: Zwei gleichlange Stangen ab und cd bilden zwei Seiten eines
Trapez-Vierecks, zwei andere gleichlange Stangen ad und bc seine Diagonalen. Wieder sind die
Stangen durch Gelenke verbunden und gegeneinader frei drehbar. Aus Symmetriegriinden ist
das Viereck aber immer ein Trapez, und die Seiten ac und bd in jeder Lage parallel zueinander.
Das Inversionszentrum ist ein fester Punkt m auf der Seite ab. Dieser ist fixiert, um ihn ist
das Gerat drehbar. Die Parallele durch m zu den Seiten ac und bd treffe die Diagonale ad im
Punkt x und die andere Diagonale bec im Punkt x’. Weiter sei

L lam]
b |

und

=l — ) - (lad |2 — | ab [2).

Behauptung: Der Punkt x' ist invers zum Punkt x' in Bezug auf den Kreis um m mit diesem
Radius r.
Beweis. Aus dem Strahlensatz am Dreieck abd folgt

| mx ||= p- || bd [,
und aus dem Strahlensatz am Dreieck abc
| mx’ ||= (1 —p) [lac].
Nun sei h der Fulpunkt des Lotes von a auf die Seite bd. Dann ist

lac |l = [[hd| + [ hb
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Ibd| = [[hd | — [ hb |

lac|l-|bd] = |hd]|*—|hb|*
= (Ilad |I* = [ ah [I)) = (|l ab || ~ || ah ||
= [lad | — | ab |*.
(Diese Formel || ac || - || bd || + || ab ||*=]| ad ||? ist ein Spezialfall des Satzes von Ptoleméus,
den wir im néchsten Paragraphen behandeln werden).

Nun folgt

x| - [ mx’ |= (1 = p)- | ac || || bd ||= p(1 =) - (|| ad | = [ ab ||?) = .

1.4 Sehnenvierecke und Tangentenvierecke

Jedes Dreieck hat einen Umkreis und einen Inkreis. Bei Vierecken ist das nicht so. Fin Viereck,
das einen Umkreis hat, heifit Sehnenviereck, ein Viereck, das einen Inkreis hat Tangentenviereck.
Wir haben schon drei Charakterisierungen von Sehnenvierecken kennen gelernt: Das Viereck
abced ist ein Sehnenviereck, wenn

e sich die Seiten ab und ed in einem Punkt x schneiden, und wenn gilt
[x—all-[[x=bf=[x—-c|-[[x—d]
(Sekanten-Abschnitts-Satz);
e die Winkel Zacb und Zadb gleich sind (Peripheriewinkel-Satz);

o die Winkel Zabc und Zeda komplementér sind.

Die beiden letzten Bedingungen sind notwendig und hinreichend. Die erste Bedingung ist hin-
reichend, und wenn die Seiten nicht parallel sind, auch notwendig.

Diesen drei Charakterisierungen des Sehnenvierecks wollen wir jetzt eine vierte hinzufiigen.
(Ich folge hier wieder ziemlich wortlich Pedoe, p.10/11.)

Satz (des Ptoleméaus): Fir je vier Punkte a,b,c und d in der Ebene gilt die Ungleichung

fa=bl-lle=d|+[[b-cl-[d=alz][a-c] -|[b-d].

In dieser Ungleichung gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn die vier Punkte in der
Reihenfolge a,b,c,d auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegen.
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Beweis. Wir betrachten zuerst ganz allgemein die Auswirkung der Inversion an einem Kreis
auf die Langen von Verbindungsgeraden: Es sei K der Kreis mit Mittelpunkt m und Radius r.
Sind p und q zwei Punkte mit den Inversen p’ und ¢’, dann ist

lp—ml-[[p~ml=r"=qg-m]-|dq-m]|.
Die vier Punkte p,p,q’, q liegen auf einem Kreis, und die folgenden Winkel sind gleich
/mpq = /mqp’, /mp'q = /mqp.

(Je nach der Reihenfolge, in der diese vier Punkte auf dem Kreis liegen, folgt dies aus dem Satz
tiber die Gegenwinkel im Sehnenviereck, oder dem Peripheriewinkel-Satz.) Die Dreiecke Ampq
und Amq'p’ sind also dhnlich. Daraus ergibt sich die Proportion

[P —d| [[m-p'| [[m-p|-[m-p"| _ r’
lp—all [m-qf [m-p|-[m-q| |m-pl|- ||m-q]
und
! ! 7"2
Hp—qH=” p—qall.
m-—p|-[[m-q|

Jetzt invertieren wir die drei Punkte b,c und d an einem Kreis mit Mittelpunkt a. Thre
Inversen seien b’, ¢/ und d’. Fiir sie gilt die Dreiecksungleichung

I =" || + [l ' =d"[|z]| " —d"||

Die Gleichheit gilt hier genau dann, wenn der Punkt ¢’ auf der Geraden b’d’ zwischen b’ und
d’ liegt. Fiir die inversen Punkte folgt aus der Dreiecksungleichung

[b—c] N [c—d] < [b-d]
la=bl-[la=c| [la=c|-[la=d~ a=b|-[a-d]’

beziehungsweise
fa=bl-lle=d|+[la=d[-[[b-cl|z]a=cl] -|[b-d].

Und hier gilt genau dann die Gleichheit, wenn ¢’ auf der Geraden b’d’ zwischen b’ und d’
liegt. In diesem Fall liegen die Punkte a, b, ¢, d in dieser Reihenfolge auf einem Kreis oder einer

Geraden. []

Wenden wir uns jetzt dem Tangentenviereck zu, d.h., dem Viereck mit einem Inkreis. Wir
brauchen dabei aus der Schule bekannte Formeln fiir die Berithrpunkte von Inkreis und Ankreis
im Dreieck. Seien dazu wie iiblich

a:=[b-cl, b:=la-c]|, c:f|b-a]

die Langen der Dreiecksseiten und
1
S = 5(@ +b+c¢)
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der halbe Dreiecksumfang. Wir bezeichnen mit «;, b;, ¢; die Abstdnde der Ecken a, b, ¢ von den
Beriihrpunkten des Inkreises, sowie mit b,, ¢, die Abstande der Ecken b,c von den Beriihr-
punkten desjenigen Ankreises, der der Ecke a gegeniiber liegt. (Die Abstande ¢, ap und a, b,
seien analog definiert. Dann gilt fiir den Inkreis

bi‘|‘ci = a
ai+b+c¢ = s
a; = Ss—d.

Die Berithrpunktsabstdnde des Inkreises sind also

a;=s8—a, b =s—0b ¢ =s5—c

Fir den Ankreis haben wir

by +c, = a

c+b, = bte,

by —c, = b—c
2b, = a+b—c

by, = s—vc.
Die Berithrpunktabstdnde des Ankreises sind also

b,=s—¢, c¢,=8—0b, usw.

Jetzt kommen wir zur Charakterisierung des Tangentenvierecks.
Satz (Tangentenviereck): Fin Viereck abed besitzt genau dann einen Inkreis, wenn die
Summen der Lingen gegeniiberliegender Seiten tbereinstimmen:

la=bl+[e-d[=la-d[+][b-c]
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Beweis. Nehmen wir zunachst an, unser Viereck besitze einen Inkreis Wir bezeichnen jetzt

mit a;,...,d; die Abstande der Ecken von den Beriithrpunkten dieses Kreises. Dann ist also
[a=b| = a+b,
[b—c| = bit+q,
fe—df = c+d,
|| d—a|| = dZ—I-ClZ

Und daraus folgt sofort

fa=bl+]lc-df=a+tbtctd=|a-dl+]|b-c]|.

Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dafl die Summen gegeniiberliegender Seiten in unserem
Viereck gleich sind. Wir konnen annehmen, daf die Seiten ab und cd nicht parallel sind. (Wenn
beide Paare gegeniiberliegender Seiten parallel sind, liegt ein Parallelogramm vor, und wegen
der Voraussetzung iiber die Seitenldngen ist es gleichseitig. So ein Parallelogramm hat aus
Symmetriegriinden einen Inkreis). Sei weiter p der Schnittpunkt der beiden Seiten ab und cd.
Dann hat das Dreieck Apad einen Ankreis K gegeniiber der Ecke p und das Dreieck Apbc hat
einen Inkreis K’. Wir miissen zeigen: K = K’. Dazu geniigt es zu zeigen, daf} die Berithrpunkte
der Kreise mit der Seite ab {ibereinstimmen. Das folgt aus den Formeln fiir In- und Ankreis
des Dreiecks:

Sei dazu s der halbe Umfang des Dreiecks Apad. Dann hat der Berithrpunkt mit K von p
den Abstand s. Weiter sei s’ der halbe Umfang des Dreiecks pbe. Er héngt sehr einfach mit s
zusammen:

p=bl+lb=cl+lec=pl)

(lp—all+la-d+]d=pl)+

DO — DN —
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1
Slla=b+lb—c|+]c—d|-]a-d])
1
= s+s(b—cl+fa-d]+[|b—c|-[a-d])
= st[b-c].

Der Beriithrpunkt des Kreises K’ hat dann von p den Abstand
s—|Ib—c|=s.
(]

Was ich bisher behandelte ist alles richtig, aber nur unter einer Vereinbarung, die ich nicht
explizit erwédhnte: Ein Viereck soll so aussehen, wie es sich gehort: Keiner der vier Eckpunkte
soll im Inneren des Dreiecks liegen, das von den drei anderen gebildet wird. Solche Vierecke
heiflen konvez. Es gibt aber noch zwei andere Sorten von Vierecken:

konvexes Viereck konkaves Viereck iiberschlagenes Viereck

Mit dieser Terminologie halte ich mich an Steiner (s. Ges. Werke II, p. 381-388). Es ist
klar, dafl ein konkaves Viereck nie als Sehnenviereck vorkommen kann. Einer der Punkte liegt
ja im Inneren des Kreises durch die drei anderen Punkte. Aber als Tangentenviereck kann es
auftreten, sogar auf zwei verschiedene Weisen (s. die beiden nichsten Zeichnungen). Und wenn
wir da die Tangentenabschnitte vergleichen, erhalten wir folgende Bedingungen:

Erster Typ:
la—=bl=a—b, [[b-c|=bit+c, [c—dl=c+d, [d—-al=a—d,

Ja-bl—|c—dl=a—b-c—d=|d—al—|b-c].
Zweiter Typ:

|la=bl=a+0b, ||[b-cl=0b—c, [c-d|=d—c, |[d-al=a+d,

la=bl+[c-dl=a+b—-ct+d=[d-al+]b-c].
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konkaves
Tangentenviereck
erster Typ

konkaves
Tangentenviereck
zweiter Typ

a; b;

Das tiberschlagene Viereck kann allerdings als Sehnenviereck auftreten. Seine Ecken sind ja
die Ecken eines konvexen Vierecks, nur anders verbunden. Aus einem konvexen Viereck abed
entsteht ein iiberschlagenes, indem man ersetzt

konvexes Viereck iiberschlagenes Viereck

a0 T w
0 QT e

Die Winkel
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sind im

Labc und Zcda | Gegenwinkel konvexen Viereck
gleiche Peripheriewinkel | iiberschlagenen Viereck

Labd und Zacd | gleiche Peripheriewinkel | konvexen Viereck

Gegenwinkel tiberschlagenen Viereck

Im Vergleich zwischen konvexem und iiberschlagenem Viereck tauschen Gegenwinkel und Pe-
ripheriewinkel thre Namen. Entsprechend sind der Peripheriewinkelsatz, der Gegenwinkelsatz
und deren Umkehrungen, die Kriterien dafiir, dafl das Viereck ein Sehnenviereck ist, einfach
zu modifizieren. Auch der Satz des Ptoleméus ist einfach zu modifizieren: Ein tiberschlagenens
Viereck abed ist Sehnenviereck, genau dann wenn

fa=bl-lle=d|-fla=d]-[[b-c[=[a=c] -|[b-d].

Schauen wir uns schlieBlich noch die iiberschlagenen Tangentenvierecke an. Es gibt wieder
zwel Typen. Hier erfiillen die Tangentenabschnitte folgende Gleichungen:
Erster Typ:

|a=bl=a—0b, ||b-cl|=0b+c, [c—-d|=c—d;, |[d-al=d+a,

la=bl —~lle—dl=a—b-c+d=la-d|—|b-c]|.

iiberschlagenes
Tangentenviereck
erster Typ

Zweiter Typ:
la—=bl=b—a, [[b-c|=bit+c, [c—dl=d—-c [d-al=d+a,

la=bl —[le-df=—a+btec—-di=[b-cl|—-[a-d].
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iiberschlagenes
Tangentenviereck
zweiter Typ

Wir haben hier die notwendigen Bedingungen dafiir zusammengestellt, dal konkave und
tiberschlagenen Vierecke Tangentenvierecke sind. Man kann wohl davon ausgehen, daf} diese
notwendigen Bedingungen, genauso wie beim konvexen Viereck, auch hinreichend sind. Das
mochte ich hier aber nicht mehr ndher untersuchen. Dem interessierten Studenten soll es als
Ubunsaufgabe dienen.

Ich mé&chte diesen Abschnitt beschliefen mit einer sehr bemerkenswerten Eigenschaft von
Tangentenvierecken:

Satz: In einem Tangentenviereck schneiden sich die folgenden vier Geraden in einem Punkt:

die beiden Diagonalen,

die beiden Verbindungsgeraden der Berihrpunkte gegeniiberliegender Seiten.

Beweis. Wir wollen annehmen, daf} kein Paar gegeniiberliegender Seiten parallel ist. Dann
sei u der Schnittpunkt eines dieser Paare und v der Schnittpunkt des anderen Paares ge-
geniiberliegender Seiten. Die vier Seiten unseres Vierecks sind dann die Tangentenpaare an den
Kreis aus den beiden Punkten u und v. In 1.1 haben wir die Gleichungen dieser Tangenten bei
gegebenem u, bzw. v angegeben. Das Produkt der beiden Tangentengleichungen hatte dabei
die besonders einfache Form

Pu(x)* = p(u)p(x),
bzw. derselbe Ausdruck fiir v. Die vier Ecken des Tangentenvierecks sind dann die gemeinsamen
Nullstellen der beiden quadratischen Gleichungen

Pu(x)* = p(u)p(x) = Pu(x)* = p(v)p(x) = 0.

In diesen vier Ecken verschwindet deswegen auch die folgende Linearkombination der beiden
quadratischen Gleichungen
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= (Vo) Pa) ) - P ) - (Vo) Putx) = /ol) - Pu(x)

=: LT(x)- L™ (x).

Man sieht, diese Linearkombination ist wieder ein Produkt zweier Geradengleichungen LT und
L. Die beiden dadurch definierten Geraden L* schneiden sich im Schnittpunkt p der Polaren

Py(x) = Py(x) = 0.

Dieser Schnittpunkt ist der Pol der von u und v aufgespannten Geraden.

Wire L* eine Seite des Vierecks, so wire LT die gegeniiberliegende und ihr Schnittpunkt
p ware einer der Punkte u oder v. Dieser Punkt lage somit auf seiner eigenen Polaren, er wire
ein Punkt des Kreises, also ein Beriihrpunkt einer Vierecksseite. Das geht nicht. Weil die Menge
Lt UL~ aber die vier Ecken des Tangentenvierecks enthilt, miissen die beiden Geraden L* die
Diagonalen des Tangentenvierecks sein. Thr Schnittpunkt p ist auch der Schnittpunkt der beiden
Polaren P, und P,. Diese beiden Polaren sind aber die Verbindungslinien der Beriithrpunkte
gegeniiberliegender Seiten. (]

Vom algebraischen Standpunkt aus ist der Beweis sehr zufriedenstellend. Er beruht auf einer
Dreizeilen-Identitdt. Vom geometrischen Standpunkt aus ist dies keineswegs der Fall: man sieht
keinen geometrischen Grund fiir das Resultat. Ich kenne dummerweise keinen geometrischen
Beweis fiir den Satz. Ich habe lange probiert einen solchen zu finden. Es ist mir nicht gelungen.
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Und das ist einer der Griinde dafiir, daf ich den Satz so bemerkenswert finde. (Mit den Mit-
teln der projektiven Geometrie ist der Satz sehr einfach einzusehen: Er ist ein Spezialfall des
Satzes von Brianchon fiir Kegelschnitte. Aber dieser Satz ist auch wieder nicht ganz einfach zu

beweisen.)
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2 Viele Kreise

2.1 Der Raum der Kreise

Bisher haben wir uns auf einen Kreis konzentriert. Ich hoffe, in dieser Vorlesung auf die Be-
ziehungen mehrerer Kreise zueinander eingehen zu koénnen. Der moderne Gesichtspunkt dafiir
besteht in der Untersuchung des Raums aller Kreise. Dieser Raum hat namlich wieder eine
Geometrie. An sich interessiert uns natiirlich die Geometrie in diesem atherischen Raum von
Kreisen nicht. Die Beziehungen verschiedener Kreise zueinander werden aber wesentlich durch-
sichtiger, wenn man sich erst einmal einige Gedanken iiber die Menge aller Kreise in der Ebene
macht. Als erstes fithren wir in dieser Menge Koordinaten ein.

Ein Kreis ist festgelegt durch die Koordinaten seines Mittelpunktes und seinen Radius.

Wenn der Kreis die Gleichung
(z—a)+(y—b)=r’

hat, sind dies die drei reellen Zahlen a,b und r. Daraus sehen wir schon einmal, dafl der Kreis
von drei Parametern abhéngt. Der Raum aller Kreise hat Dimension drei. Die drei Parmeter
a,b und r nehmen wir aber nicht als die Koordinaten fiir unseren Kreis, sondern wir formen
seine Gleichung um

P4yt —2a-x—2-by+adt+b =2+ y =262 —-2-n-y+(
und nehmen die drei Koeffizienten

fzav 77:57 C:a2+b2_r2
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als Parameter.

Die Koordinaten (£, 1) sind die Koordinaten des Kreismittelpunktes und kénnen beliebige
reelle Werte annehmen. Anders ist es mit (. Damit ein richtiger Kreis (Radius reell und # 0)
herauskommt, muf

(<47

sein. Wenn
=&+
ist, beschreibt die zugehorige Gleichung

(z =€)+ (y—n)?*=0

einen Kreis vom Radius = 0. Das ist ein Punkt, mit den Koordinaten (&, 7). Soetwas wollen
wir als Grenzfall ansehen, und einen Nullkreis nennen. Wenn

(>4

ist, hat die zugehorige Kreisgleichung keine reellen Nullstellen. Wir kénnten den Kreis dann als
imagindren Kreis auffassen. Aber weil wir den in der reellen Ebene nicht sehen kénnen, tun wir
das nicht, sondern schlieflen solche Kreise von unseren Betrachtungen aus.

Damit haben wir auf dem Raum aller Kreise die drei Koordinaten &,n,(, an welche die
Bedingung

(<E 4+

gestellt wird. Was ist das fiir eine Bedingung?

unter dem Rotationsparaboloid

|

|
/

|

|
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Die Grenzfille, die Nullkreise, sind Kreise mit den Koordinaten &, 1, ¢, welche der Gleichung
¢ = €2 4+ n? geniigen. Diese Gleichung beschreibt im IR® mit den Koordinaten ¢, 7, ¢ ein nach
oben gedffnetes Rotationsparaboloid

I: ¢=&+9"

mit der (-Achse als Rotationsachse. Echte Kreise gehéren zu Punkten £, 7, ( unter dem Rota-
tionsparaboloid II.

Dieses Rotationsparaboloid II C IR? ist fiir unsere Zwecke fundamental. Zu ihm gehért nicht
so furchtbar viel Geometrie, aber doch ein bifichen was. Und dieses bifichen Geometrie hat sehr
weitreichende Konsequenzen.

Wir wollen uns den &, 7, (—Raum als iiber der z,y—Ebene liegend vorstellen, vermoge der
Projektion (&,1,¢) — (x,y) = (§,n) auf die beiden ersten Koordinaten. Der Punkt &, 7, ( liegt
also iiber dem Mittelpunkt des Kreises K¢, ¢, der durch diesen Punkt beschrieben wird. Aber
auch den Kreis selbst kann man im £, n, (-Raum sehen:

Es sei p = (a,b, ¢) ein Parameterpunkt, der den Kreis

Ky :1;2—|—y2—2-a-:1;—2-b-y—|—c
beschreibt, ¢ < a? 4 b%. Dann ist dieser Kreis das Bild des Durchscnitts
IInkp, Ey: 2-a-642:b-n—(C—c=0

des Rotationsparaboloids II mit der Ebene £, unter der Projektion auf die ersten beiden
Koordinaten.

Beweis: Das Bild des Durchschnitts unter der Projektion erhalten wir, wenn wir ¢ aus den
beiden Gleichungen

m: =&+
Ey: (=2-a-£4+2-b-n—c

eliminieren. Das Resultat ist
4 —=2-a-£=2-b-n+c=0,
die Gleichung unseres Kreises K. (]

Es sieht so aus, als ob der Nullpunkt auf dem Rotationsparaboloid eine Sonderrolle spielt. Er
liegt ja auf dem Paraboloid am niedrigsten. Aber das sieht nur so aus. Er gehért zum Nullkreis
im Nullpunkt. Durch Transformationen in der (z,y)-Ebene kénnen wir den in jeden anderen
Nullkreis transformieren. Weil wir in der (x, y)-Ebene oft transformieren werden (meistens ohne
das explizit zu sagen, z.B. mit einer Formulierung wie ,0.B.d.A. nehmen wir den Mittelpunkt
dieses Kreises als Nullpunkt unseres Kordinatensytems*), wollen wir die vorkommenden Trans-
formationen jetzt auf den Raum der Kreise wirken lassen.
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Translationen: Eine Translation
r=a4+u, y=1vy +v
transformiert unseren Standardkreis
224y =2 —2ny+ (=0
in den Kreis

' u)? 4 (y 4 0)? = 262"+ u) = 29y +v) + ¢

(v')? + 2uz’ + 2vy’ +u® + v? — 262’ — 2ny’ — 26u — 2nqv +
(y')* = 2(§ — w2’ = 2(n —v)y' + ( +u? + v

(y')* = 282" — 2"y +

mit
flzf_ua 77/:77—?), C/:C—qu—va—l—uz—l—vz.

Diese affine Transformation liegt im £, 7, (-Raum iiber der betrachteten Translation im (x,y)-
Raum. Wie man sofort verifiziert, bildet sie das Rotationsparaboloid II auf das Paraboloid

(= (€ + ()? ab.
Orthogonale Transformationen: Eine orthogonale Transformation
r=ux' —vy, y=vi'+uy, (W+0>=1)
bzw., wenn sie eine uneigentliche Drehung ist
r=ux'+vy, y=va —uy

erhélt die quadratische Form und transformiert den Standardkreis in den Kreis mit der Glei-
chung

(@) + (y')? = 26(ua’ —vy') — 2n(va’ + uy') + ¢
= (@) + (y)? — 26ua’ + 26vy" — 2nva’ — 2nuy’ + ¢
(1}/)2 _I_ (y/)Q o 2§/$/ o 277/1'/ _I_ C/
=0
mit
5/ = uf + v, 77/ = _Uf + um, C/ = Cv

(bzw., wenn sie uneigentlich ist

=ul+on, n=vé—un, (" =).
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Die Translationen und die orthogonalen Transformationen erzeugen die Bewegungsgruppe.
Wir haben diese Gruppe jetzt auch als Transformationsgruppe auf unserem Raum der Kreise.
Aber es gibt noch mehr lineare Transformationen, welche Kreise in Kreise iiberfithren, namlich

die
Streckungen: Fine Streckung

!
r = Uux

, y=uy, u#0,
fithrt unseren Standardkreis iiber in den Kreis mit der Gleichung

(uz')? + (uy')* = 26ua’ — 2nuy’ + ¢
= W [P )2 oy
~ (@) () =28 =2y +
— 0
mit ¢
5/ = 77/ = ﬁv C/ =
(7

u u

<

>
Die Streckungen und Bewegungen zusammen erzeugen eine Gruppe, die wir die konforme
Gruppe nennen wollen Sie fiithrt Kreise in Kreise iiber und erhélt die Winkel.

Inversionen: Auch die Inversion an einem Kreis fithrt (die meisten) Kreise in Kreise tiber.
Wir wollen uns das Resultat einer Inversion im Raum der Kreise ansehen. Mit einer Transforma-
tion der konformen Gruppe kénnen wir den Inversionskreis in den Einheitskreis transformieren.
Deswegen brauchen wir uns nur die Inversion

! !

v -y
N GO R Ok
am Einheitskreis ansehen. Sie fiihrt unseren Standardkreis tiber in den Kreis mit der Gleichung
(x/)Q _I_ (y/)2 B 25 x/ y/
()24 ()22 (@) +(y)?
~ =20 =2y +(((= ) (

N2 N2 5/
() + (y')* — § §

— (x/)Q _I_ (y/)? _ 2§/x/ _ 277/y/ _I_ <=

T =

mit

Fiir ( = 0 ist diese Transformation nicht definiert. Aber das wissen wir ja schon. Dann geht
unser Kreis durch das Inversionszentrum und sein inverses Bild ist eine Gerade, und kein Kreis.
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Die Inversion an Kreisen ist mit konformen Abbildungen im folgenden Sinn vertraglich:
Satz (Inversion und konforme Abbildungen): Fs sei K ein Kreis und [ die Inversion
an K. Dann qilt fiir jede konforme Abbildung T':

[T(K) ol'=To [K-

Beweis. Der Kreis K habe den Mittelpunkt m und den Radius r. Der Punkt x’ ist invers
zu X, wenn er auf demselben Halbstrahl durch m liegt, wie x, und wenn

Ix—m|-|x"—m]=r"

Das Bild T'(K) von K unter der konformen Abbildung 7' ist ein Kreis mit Mittelpunkt 7'(m)
und Radius ¢-r, wo ¢ € IR* der Faktor ist, um den T alle Entfernugen streckt. Weil 7" Halbstrah-
len in Halbstrahlen iiberfithrt, liegen 7'(x) und 7T'(x’) auf demselben Halbstrahl durch T'(m).
AufBlerdem ist

| T(x) = T(m) || - | T(x) = T(m) |= ¢ | x —m || - | ' = m [|= (c- 7).
Also ist T'(x') invers zu T'(x) beziiglich T'(K'). In Formeln heifit das
Iry(T(x)) = T(x') = T(Ix(x)).

Und weil dies fiir alle x # m gilt, folgt T'o Ix = Irxyo T. U]

Damit kénnen wir Eigenschaften der Inversion beweisen, wenn wir sie nur am Einheitskreis
nachpriifen. Die Eigenschaft um die es mir hier geht ist folgende: Es sei ¢ = (£,7,() € IR der
Parameterpunkt eines Kreises C'. Wir haben soeben gesehen: der Kreis €' invers zu (' in Bezug
auf den Einheitskreis hat den Parameterpunkt ¢’ = (£/¢,n/¢,1/(). Die beiden Punkte ¢ und
¢’ sind kollinear mit dem Parameterpunkt e = (0,0, —1) des Einheitskreises, denn

(%—1) -e—l—%c:c’.

Weil wir Kreise mit Translationen hin- und herschieben kénnen, gilt diese Eigenschaft nicht
nur fiir die Inversion am Einheitskreis F, sondern auch fiir die Inversion an einem beliebigen
Kreis T'(F). Damit haben wir:

Satz: Es set K ein Kreis mit Parameterpunkt k und C ein beliebiger Kreis nicht durch den
Mittelpunkt von K, mit Parameterpunkt c. Ist ¢’ der Parameterpunkt des zu C beziiglich K
inversen Kreises, so sind c,c’ und k kollinear.

Das kann man insbesondere auf Nullkreise anwenden. Ein Nullkreis ist ein Punkt mit
Parameterpunkt p € 1I. Der inverse Nullkreis ist der beziiglich A inverse Punkt. Ist al-
so X = (z,y) € R® ein Punkt, nicht der Mittelpunkt von K, so suchen wir den Punkt
p = (v,y,2? +y?) € Il iiber x. Ist A C IR? die Verbindungsgerade von p mit k, so schneidet A
das Paraboloid II in einem weiteren Punkt p’, der tiber dem (beziiglich K) inversen Punkt x’
liegt.
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Das Rotationsparaboloid ist eine quadratische Fléache. Und die Geometrie quadratischer
Flachen entsteht aus der Aufgabe, solche Flachen mit Geraden zu schneiden. Wir wollen des-
wegen zuerst die (eindimensionalen) Mengen von Kreisen verstehen, welche durch Geraden im
drei-dimensionalen &, 7, (-Raum parametrisiert werden.

2.2 Kreisbiischel

Definition: Ein Keisbiischel ist eine Menge {K,, p € A} von Kreisen K}, welche durch eine
Gerade A im &, 7, (—Raum parametrisiert wird.

Unsere erste Aufgabe ist die Klassifikation solcher Kreissysteme.

Zunéchst handeln wir den einfachsten Fall ab, den Fall ndmlich, wo die Parametergerade A
parallel zur (—Achse liegt. Wir kénnen dann

A: E=a,n=0

schreiben. Die Punkte (£,1,() € A parametrisieren also Kreise mit dem festen Mittelpunkt
(a,b). Ein Kreis mit diesem Mittelpunkt und Radius r gehoért zum Punkt (£,7,¢) € A mit

§:a2—|—bz—r2<a2—|—bz.

Das sind alle Punkte auf A unterhalb des Durchstofpunktes dieser Geraden durch das Rotati-
onsparaboloid II. Der Durchstofipunkt selbst parametrisiert den Nullkreis mit Zentrum («,b),
und die Punkte iiber dem Durchstolpunkt z&hlen nicht, sie parametrisieren imaginare Kreise.
Wir nennen ein solches Kreisbiischel konzentrisches Biischel.

Konzentrische Biischel werden nicht oft auftreten.
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Betrachten wir jetzt eine beliebige Gerade A im IR® der Kreise. Punkte p € A gehéren zu
einem richtigen Kreis, wenn sie unterhalb des Paraboloids II liegen. Als erstes iiberlegen wir
uns, daf} jede Gerade A solche Punkte enthélt:

Wenn die Gerade A nicht parallel zur £, np—Ebene ist, schneidet sie diese Ebene. Dann enthalt
sie auch Punkte p unterhalb dieser Ebene. Diese liegen dann auch unterhalb von II. Wenn aber
A in einer Ebene ( = ¢ parallel zu dieser Koordinatenebene liegt, dann liegen nur die Punkte
(&,m,¢) mit ¢ > & + n? oberhalb II. Das sind die Punkte im Inneren eines Kreises. Und A
kann natiirlich nicht ganz im Inneren des Kreises liegen, muf} also auch in diesem Fall Punkte
unterhalb II enthalten.

Wir kénnen also annehmen,

A={p+up’s A +p=1}

wird von zwei Punkten p = (a,b,¢) und p’ = (', V', ¢) unterhalb I aufgespannt. Diese gehéren
zu zwel echten Kreisen

K: 24 y*—2ax —2by+c=0,
K': x4+ y2 —2d'x =20y + & = 0.

Der allgemeine Punkt Ap + (1 — A\)p’ € A gehort zum Kreis mit der Gleichung

:1;2—|—y2—2()\a—|—(1—)\)a’)-x—Z()\b—l—(l—)\)b’)-y—l—)\c—l—(l—)\)c’ =
)\-(:1;2+y2—2a:1;—26y—|—c)+(1—)\)-(:1;2+y2—2a’:1;—26’y+c') =0

Diese Gleichung ist eine Linearkombination der Gleichungen von K und K’. Daraus ziehen wir
eine erste Folgerung:

Spannen die Kreise K und K' ein Kreisbischel auf, so gehen alle Kreise des Biischels durch
die Schnittpunkte von K und K'.

Die Schnittpunkte von K und K’ heilen Basispunkte des Kreisbiischels. Das ist schon, nur
brauchen die Kreise K und K’ ja gar keine Schnittpunkte zu besitzen! Unsere Klassifikation der
Kreisbiischel wird auf die Klassifikation der méglichen Mengen von Basispunkten hinauslaufen.

Die Schnittpunkte von K und K’ konnte man berechnen, indem man x (oder y) aus der
Gleichung fiir K’ berechnet, und dann in die Gleichung fiir K einsetzt. Man hat dann noch
eine Gleichung fiir eine Unbekannte y (oder x). Das macht man aber nicht. Man geht tiber zu
der linearen Gleichung

A=K—-K': 2d—-a)- 24200 =0)-y+c— =0.

Dies ist die Gleichung einer Geraden A. Sie heifit die Achse der beiden Kreise K und K.
Man kann sie charakterisieren als die Menge der Punkte x € IR?, die beziiglich K und K’
dieselbe Potenz besitzen. Die Potenz p(x) eines Punktes x erhdlt man ja, indem man x in die
Kreisgleichung einsetzt. Die beiden Kreisgleichungen sind also p(x) = 0 und p/(x) = 0. Und
ihre Differenz p(x) — p/(x) verschwindet, wenn x beziiglich K und K’ dieselbe Potenz besitzt.
Daraus folgt insbesondere: Fiir Punkte x € A auf der Achse sind die Abschnitte der Tangenten
an K und K’ gleich lang.
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Die Achse geht durch die Schnittpunkte von K und A”, und umgekehrt: Jeder Schnittpunkt
von K und A gehért auch zu K. Um die Schnittpunkte der beiden Kreise K und K’ zu finden,
mufl man also einen der Kreise mit der Achse A schneiden. Wir wissen, was dabei passieren kann
(Abschnitt 1.1). Die Achse A kann eine Sekante oder eine Tangente sein, oder {iberhaupt keine
Schnittpunkte haben. Entsprechend gibt es fiir das Biischel zwei, einen oder keinen Basispunkt.

Wir wollen die Schnittpunkte nicht in der ganz allgemeinen Situation anschauen, sondern
die Koordinaten so wéhlen, dafl die Achse A die y-Achse ist. Das ist dquivalent mit

b=10, c=c.

Die Kreismittelpunkte m und m’ besitzen dann dieselben y-Koordinaten. Durch eine Transla-
tion in y-Richtung kénnen wir diese auf 0 normieren:

b=V =0.
Dann sind die beiden Kreise
:1;2—|—y2—2a:1;—|—c:() und :1;2—|—y2—2a’:1;—|—c:().
Und das Biischel besteht aus den Kreisen
2?4y’ =20 -a+(1=XN)-d) -z+c=0.

Hier ist ¢t := A-a+ (1 — A) - d’ die a-Koordinate des Biischelkreismittelpunktes. Wenn A alle
reellen Zahlen durchlauft, durchlauft auch diese z-Koordinate alle reellen Werte. Wir kénnen
sie gleich als Biischelaprameter wéhlen. Dann nimmt unser Kreisbiischel die Normalform

2?4y —2t-x+ec, telR,

an. Diese Normalform enthélt noch einen Parameter c.
Der Parameter ¢ hat folgende Bedeutung: Die Basispunkt des Biischels sind die Schnitt-
punkte der Biischelkreise mit der Achse x = 0. Fiir ihre y-Koordinaten folgt

y2 +c¢=0.
Das Biischel hat also

zwei Basispunkte (0, 4+y/—¢) falls ¢<0
einen Basispunkt (0,0) falls ¢=0
keinen Basispunkt falls ¢>0

:1;2—|—y2—2t:1;—1:0
Kreisradius v/12 + 1
zwei Basispunkte

kein Nullkreis
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x? 4+ y2 — 2tz =10
Kreisradius ¢
ein Basispunkt
ein Nullkreis

:1;2—|—y2—2t:1;—|—1:0
Kreisradius v12 — 1
kein Basispunkt
zwel Nullkreise

Die Achse A ist Achse fir je zwei Kreise K und K’ des Biischels. Die Punkte a € A
haben also dieselbe Potenz fiir alle Kreise des Biischels. Insbesondere sind also die Léngen
der Tangentenabschnitte auf den von ihnen aus an alle Biischelkreise gezogenenen Tangenten
gleich. Man nennt diese Gerade A auch die Achse des Kreisbiischels und die drei Typen von
Kreisbiischeln mit Achse auch koaxiale Biischel oder koaxiale Systeme von Kreisen.

Wenn man von den konzentrischen Kreisbiischeln absieht, gibt es also drei verschiedene
Sorten von Biischeln. Sie unterscheiden sich in Bezug auf ihre Basispunkte. Aber auch in Bezug
auf die im Biischel enthaltenen Nullkreise. Diese Nullkreise gehoren zu den Schnittpunkten der
Parametergeraden A mit dem Rotationsparaboloid II. Es kann zwei, einen oder keinen dieser
Schnittpunkte geben. Entsprechend ist A eine Sekante, Tangente oder nichts Besonderes in
Bezug auf das Paraboloid:

A ANII ‘ Nullkreise ‘ Basispunkte
Sekante 2 2 0
Tangente 1 1 1

nichts Besonderes 0 0 2
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2.3 Polaritat im Raum der Kreise

Wie zu jeder Quadrik, gibt es auch zum Rotationsparaboloid II eine Polaritat. Wir wollen uns
dieser vorsichtig ndhern, indem wir zuerst die Tangentialebene T,(II) an das Rotationsparabo-
loid in einem Punkt

p=(£&m0), (=847

berechnen. Das kénnen wir wie in der Analysis machen: Wir fassen II als den Graphen der
Funktion ¢ = €2 + n? auf und differenzieren partiell:

0 _oe 0C_

Die Tangentialebene besteht also aus allen Punkten p’ = (¢, 7/, (") mit

(=¢ = 2= +2m-(n —n)
= 268+ 2nn' = 2(68 + 1)
= 208 4 2nn’ = 2(.

Wir definieren
P(p,p') =265 +2m — ¢ = ¢
und haben dann als Gleichung unserer Tangentialebene P(p,p’) = 0. Jede Gerade A durch p
und und einen anderen Punkt p’ € Ty(II) beriihrt das Paraboloid II in p.
Was bedeutet die Bedingung P(p,p’) = 0 fiir die Kreise K},/7 Wenn wir ¢ = £2 +7? in diese
Bedingung einsetzen, finden wir

—P(p,p) =& +n*=28¢—2'n+ (' =0.

Diese Bedingung bedeutet gerade, dafl im Punkt (£, 7) die Gleichung des Kreises K verschwin-
det, der Kreis K geht durch den Punkt (£, 7). Wir sehen: Ist p € Il der Parameterpunkt eines
Nullkreises zum Punkt (£,7) € IR?, so parametrisiert die Tangentialebene gerade die Menge
aller Kreise, welche durch diesen Punkt (&£, 7) gehen.

Jetzt vertauschen wir die Rolle von p € Il und p’. Wir halten p’ fest. Die Punkte p € II mit
P(p,p’) = 0 sind dann die Bertihrpunkte von Tangenten an II, die man durch p’ legen kann.
Die Menge dieser Beriihrpunkte ist der Durchschnitt

N Py (1)
des Paraboloids mit der Ebene
Py ={pcR’: P(p,p) =0}

Diese Ebene heifit die Polarebene des Punktes p’ in Bezug auf das Paraboloid.
Die Funktion P(p,p’) der beiden Punkte p,p’ € IR’ ist symmetrisch in p und p’. Der
Punkt p liegt also genau dann auf der Polarebene des Punktes p’, wenn p’ auf der Polarebene
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des Punktes p liegt. Dies ist der Fall wenn P(p,p’) = 0, und die beiden Punkte heiflen dann
konjugiert. Wes bedeutet diese Konjugiertheit

P(p,p') =2 +2nm' = ¢ = (' =0

fiir die zugehorigen Kreise K, und Kp/?
Satz (Orthogonale Kreise): Zwei Kreise K und K' stehen genau dann aufeinander senk-
recht (in ihren zwei Schnittpunkten), wenn die zugehorigen Parameterpunkte konjugiert sind:

Pp,p))=0 < K, L Kp.

Beweis. Es seien K, K’ zwei Kreise mit den Mittelpunkten m, m’ und den Radien r,r’. Ist
a e K N K’ ein Schnittpunkt, und stehen die Kreise dort aufeinander senkrecht, dann stehen
auch die zu diesem Punkt gehorigen Radiusvektoren a — m und a — m’ aufeinander senkrecht.
Nach Pythagoras gilt dann
[ m—m' ="+ ()"
Ist umgekehrt diese Gleichung erfiillt, so ist
(r—r")=r*+ ") =2r <|m-m’|?<r*+ (") +2r" = (r+1")%

Die Distanz der Kreismittelpunkte ist grofer als die Differenz und kleiner als die Summe der Ra-

dien. Beide Kreise schneiden sich. Und wenn a ein Schnittpunkt ist, so mufl das Dreieck Amam’

nach Pythagoras bei a einen rechten Winkel haben, die Kreise schneiden sich orthogonal.
Jetzt brauchen wir die Pythagorasbedingung nur noch umzuschreiben:

[ m—m'||* —r?— (1)’
= =P +n=—0)P =+ =0 -1 +0) =)
= =26 =2’ +(+ ¢
= —P(p,p).

[

Die Polarebene P, parametrisiert also alle Kreise, die auf dem Kreis K}, senkrecht stehen.
Diese Polarebene haben wir in 2.1 schon einmal betrachtet und dort £, genannt. Dort haben
wir gesehen: P, NII besteht aus allen Parameterpunkten von Nullkreisen, die tiber den Punkten
des Kreises K, liegen. Konsequenterweise miissen wir diese Nullkreise auch als Kreise auffassen,
die auf K}, senkrecht stehen. Ist speziell p € II, so ist K ein Nullkreis, so ist P, = T die
Tangentialebene und parametrisiert alle Kreise durch den zu p gehoérigen Punkt der Ebene.
Dies féllt jetzt auch unter den Begriff ,,orthogonale Kreise®.

Die Konjugiertheitsbeziehung zwischen Punkten im dreidimensionalen Raum kann man auf
Geraden ausdehnen: Zwei Geraden A und A’ C IR® heiflen konjugiert, wenn alle Punkte p € A
zu allen Punkten p’ € A’ konjugiert sind. Und das passiert folgendermaflien: Sei A eine Gerade,
aufgespannt von zwei Punkten p; und ps. Dazu gehoéren zwei Polarebenen

By 268 +2mn =G —( =0, Ey: 268 +2nn — G- =0.
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Wiren diese beiden Ebenen parallel, so wéren ihre Koeffizientenvektoren linear abhéngig:

(2517 27717 1) ~ (2527 27727 1)

Daraus wiirde & = &, 11 = 1 folgen. Die zugehorigen Kreise wéren konzentrisch und die
Gerade A wiirde ein konzentrisches Biischel parametrisieren. Diesen Fall wollen wir ausschlieflen.

Wenn also A kein konzentrisches Kreisbiischel parametrisiert, schneiden sich die beiden
Ebenen E; und FE, in einer Geraden A’. Alle Punkte p’ € A’ sind konjugiert zu p; und p,. Die
Polarebene Py enthélt p; und p; und deswegen auch die ganze Gerade A. Alle Punkte p’ € A’
sind also zu allen Punkten p € A konjugiert.

Zu jeder Geraden A, die kein konzentrisches sondern ein koaxiales Biischel parametrisiert,
gibt es also eine eindeutig bestimmte konjugierte Gerade A’. Alle Kreise K des Biischels A
stehen senkrecht auf allen Kreisen K’ des konjugierten Biischels A’.

Satz (Zu zwei Kreisen orthogonale Kreise): Alle Kreise, die auf zwei festen Kreisen
senkrecht stehen, bilden ein Kreisbischel.

Beweis. Die Parameterpunkte p; und p; der festen Kreise K7 und K3 spannen ein Biischel
A C IR? auf. Die Kreise des konjugierten Biischels A’ stehen senkrecht auf allen Kreisen des
Biischels A, also auch auf K; und K. Und umgekehrt: Ein Kreis Kp, der auf K; und K,
senkrecht steht, gehdrt zu einem Parameter p im Durchschnitt der beiden Polarebenen P, und
Pp,. Wenn die Kreise K7 und K verschieden sind, sind auch diese Polarebenen voneinander
verschieden, ihr Durchschnitt ist eine Gerade, und mufl mit A’ iibereinstimmen. L]

Satz (Konjugierte Kreisbiischel): a) Hat das Kreisbiischel A zwei Basispunkte, so hat
das konjugierte Biischel A" keine Basispunkte (und umgekehrt). Die Mittelpunkte der Kreise im
konjugierten Biischel A’ liegen auf der Achse des Biischels A. Die Nullkreise des Biischels A’
sind die Basispunkte von A.
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b) Hat das Kreisbiischel A nur einen Basispunkt und die Achse A, so hat das konjugierte
Biischel A" auch nur einen Basispunkt, und seine Achse A’ steht auf A senkrecht.
Beweis. a) Wir nehmen das Biischel A in Normalform

:1;2—|—y2—2t-:1;—1:0

an. Die Gerade A besteht dann aus allen Punkten (¢,0,1). Die Polarebenen der Punkte p; =
(1,0,1) und py = (—1,0,1) sind

Bi:26 —1—('=0, Ey: -2 —1—¢ =0.
Ihre Schnittgerade ist A : ¢ =0,(" = —1 und dazu gehort das Biischel
:1;2—|—y2—2ty—|—1:0.

Daraus folgen alle Aussagen in a).
b) Jetzt nehmen wir
A :1;2—|—y2—2t-:1;:0
an. Diese Gerade wird aufgespannt von den beiden Punkten p; = (1,0,0) und ps = (—1,0,0)

mit den Polarebenen FE; : 28 — (' = 0 und FEy : —2¢ — (' = 0. Die konjugierte Gerade ist
£ = (' = 0 und parametrisiert das Biischel A’ : 2% + y* — 2t -y = 0. L]

Die Achsen konjugierter Kreisbiischel stehen aufeinander senkrecht. In 2.2 haben wir schon
gesehen, dafl auf der Achse eines Biischels lauter Punkt x liegen, von denen aus der Tangen-
tenabschnitt an alle Kreise des Biischels gleich ist. Der Kreis um x mit dem Radius gleich
diesem Tangentenabschnitt steht also auf allen Kreisen des Biischels senkrecht, er geh6rt zum
konjugierten Biischel.

Die Funktion
P(p,p') =26 +2m' — ¢ = ¢
auf dem Raum der Kreise ist eine symmetrische Bilinearform. Wir haben gesehen, es ist
P(p,p’) = 0 genau dann, wenn die Kreise K, und Ky orthogonal sind. Aber auch wenn

P(p,p’) # 0 ist, hat der Wert dieser Bilinearform eine geometrische Bedeutung fiir die Kreise.
Dazu schreiben wir

Plp,p) =1 +n" =+ + ) ===+ n—n")]
In dieser Form treten die Radien r und r’ der Kreise K, und K/ auf:
E4ip—¢ = o
(5/)2 _I_ (77/)2 o C/ — (r/)2‘

Und die dritte auftretende Klammer ist der quadrierte Abstand d :=|| m — m’ || der Kreismit-
telpunkte:
=)+ =7 =m-m"|*=d"
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Die Bedeutung der Bilinearform ist also
P(p,p') =r*+ ()" — d".
Die beiden Kreise schneiden sich genau dann, wenn

r—r| <d<r+7
(T, _ 7,,/)2 S d2 S (T, _I_T,/)Q
2+ () = 2r < &< 4 ()2 + 2rr
—2rr" < d* — 1% — (1) <211’

P !
-1 < 7(p,p) < 1.
- 2rr =

Unter Verwendung der zur Bilinearform P gehérenden quadratischen Form
P(p.p) =2¢" + 2" — 2¢ = 2
kénnen wir die Bedingung fiir reelle Schnittpunkte der beiden Kreise auch

P(p,p')? P(p,p')?

4r2(r')? P(p,p)- P(p',p') ~

schreiben, also
P(p,p')* < P(p.p) - P(p',P').
Und wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann haben wir den

Satz (Schnittwinkel von Kreisen): Schneiden sich die Kreise Ky, und Ky, so gilt fir
ihren Schnittwinkel o: s
2 _ P(pvp)

~ P(p.p) PP, p)
Beweis. Sei a € KN K ein Schnittpunkt beider Kreise. Der Schnittwinkel o der Kreislinien
stimmt iiberein dem Winkel zwischen den Radiusvektoren /(m — a,m’ — a). Deswegen ist

cos(a)

(m—a,m’ —a)

cos(a) = -

Das Skalarprodukt berechnen wir mit der Polarisationsformel

o m—alf - |m' —al

—2-(m—am’'—a) = ||[(m—a)— (m'—a)|
= [[m—m'[? —r? = (1)
= —P(p.p).
Wir erhalten .
P(p,p’)

COS(Q):_Q-T-T/
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und

»_ P.p) _ Plp.p)
-(")* P(p.p)- P(p',p)
]
In diesem Satz kommt nicht cos(a) sondern das Quadrat cos(a)? vor. Das macht nichts.

Wenn

cos(ay)? = cos(ay)?

fiir zwei Winkel aq, ay gilt, dann bedeutet das fiir die Winkel
oy = ta; oder 7™+ .

Fiir die Kreise bedeutet das genau dasselbe, welchen dieser Winkel man als den Winkel zwischen
den Kreisen ansieht, ist nur eine Vereinbarungssache.

Die Kreise K}/, welche einen festen Kreis K}, unter einem festen Winkel o mit cos(a)? = ¢
schneiden, gehoéren zu Parameterpunkten p’, welche der Gleichung

P(p,p')* = c- P(p,p) - P(p',p) =0
geniigen. Diese Bedingung enthélt als Spezialfélle

o ‘ ¢ ‘ Bedingung ‘ Kreise
+7/2 |0 P(p,p’) =0 orthogonal
0,7 | 1] P(p.p')* = P(p,p) P(p',p') = 0 | beriihren sich

Was fiir eine Menge wird nun durch obige Bedingung im IR® der Kreise definiert? Sie ist eine
quadratische Gleichung fiir p’ = (¢, 7', ('), definiert also eine Quadrik im Raum der Kreise. Der
affine Typ dieser Quadrik ist unabhéngig von dem fest gewéhlten Kreis K. Wir wollen diesen
Typ bestimmen, indem wir K, als Einheitskreis und also p = (0,0, —1) annehmen. Dann ist

) = 1-¢

) = 2

) = 20+ ) =)

) = (1= —4e- () + () =)

= 1+ (de—=2)¢ +(¢)7 = 4e()” = Ae(n')?

= ((+20=1)" +1—(2c = 1)* = 4c(() + (7))
Dies ist ein Rotationshyperboloid mit Mittelpunkt in (0,0,1 — 2¢). Wegen 0 < (2¢—1)* <1 ist
es einschalig. Als Spezialfille erhalten wir

fiir ¢ = 0 die Ebene (' = 1, die Polarebene des Punktes p = (0,0, —1),

fiir ¢ = 1 einen Kreiskegel
(¢ + 1) =4((&)*+ (1))
mit Spitze im Punkt p.
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(Hatten wir einen anderen Kreis genommen, nicht mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt,
hatten wir natiirlich eine andere Quadrik bekommen. Es wire immer noch ein einschaliges
Hyperboloid gewesen, ob es ein Rotationshyperboloid sein wird, weif§ ich nicht.)

Die Schnittpunkte des Hyperboloids P(p,p’)? = ¢- P(p,p) - P(p’,p’) mit dem Rotations-
paraboloid I :  P(p’,p’) = 0 sind leicht zu finden: Es sind genau die Schnittpunkte von II
mit der Polarebene P, : P(p,p’) = 0, sie bilden also einen Kreis, den Kreis iiber K, der uns
schon ofter begegnete. In diesen Schnittpunkten berithrt das Hyperboloid das Paraboloid II:
Die Tangentialebenen des Hyperboloids in diesen Punkten sind orthogonal zum Gradienten

grady(P(p,p')* —c- P(p,p)- P(p'.p')
= 2P(p,p)-grady P(p,p') —c- P(p,p) - grady P(p’,p’)
—_———
=0
= —c- P(p,p) - grady P(p’,p’)
~ gradp/P(p’, p’)

und stimmen mit den Tangentialebenen von II tiberein.
Die Beriihrbedingung

P(p,p')* — P(p,p) - P(p',p') = 0

wird uns spéter noch beschéftigen. Beim Einheitskreis K, sahen wir, daf} alle Kreise Ky sie
erfilllen, wenn p’ auf dem Kreiskegel liegt, der das Rotationsparaboloid II in seinem Schnitt-
kreis mit der Polarebene P, beriihrt. Die Mantellinien dieses Kegels sind genau die Tangenten,
welche man von p aus an II legen kann. Ist A, ein beliebiger anderer Kreis, so wird durch die
Berithrbedingung (wahrscheinlich) kein Kreiskegel mehr definiert, aber immer noch ein Kegel
(als affines Bild des Kreiskegels zum Einheitskreis). Die Mantellinien dieses Kegels sind immer
noch die Tangenten von p aus an II. Man nennt den Kegel den Tangentialkegel von p an II.
Die Mantellinien parametrisieren natiirlich Kreisbiischel. Diese Biischel enthalten genau einen
Nullkreis zu einem Punkt auf der Peripherie des Kreises K. So ein Biischel ist also das Biischel
der Kreise, welche K}, in einem festen seiner Punkte beriihren.

2.4 Kreisscharen

Unter einer Kreisschar verstehen wir eine Menge von Kreisen, die durch eine Kurve I' C IR®
im Raum der Kreise parametrisiert wird. Unter einer Kurve wollen wir dabei eine differenzier-
bare Abbildung IR 3 ¢ — p(¢) € IR’ verstehen. Die einfachsten Kurven sind Geraden A und
parametrisieren Kreisbiischel. Die haben wir im letzten Abschnitt betrachtet.

Aber Kreisbiischel sind sehr spezielle Kreisscharen. Betrachten wir etwa die Schar der Kreise

(x—8)*+y*=1, telR.
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Dies sind alle Kreise vom Radius 1 mit Mittelpunkt auf der 2-Achse. Die zugehérigen Parame-
terpunkte bekommen wir aus der umgeformten Gleichung

:1:2—|—y2—2t-:1;—|—t2—1:0.
Es sind die Punkte der nach oben geéffneten Parabel
It (6,0 = (8,0,82 = 1).
Die Kreise dieser Schar I iiberstreichen, anders als die Kreise eines Biischels, nicht die ganze

Ebene, sondern nur einen Teil davon. Dieser Teil der Ebene wird von den beiden Geraden
y = £1 begrenzt.

Dies ist eine fiir Kreisscharen typische Situation: Die Kreise der Schar iiberstreichen einen
Teil der Ebene, der von einer Kurve begrenzt wird. Man nennt diese Kurve die Hillkurve der
Schar. Unser erstes Ziel ist die Bestimmung dieser Hiillkurve.

Dazu geben wir uns die Kreise der Schar erst einmal naiv durch ihre Mittelpunkte x(¢) =
(x(t),y(t)) und ihre Radien r(¢) vor. Die von der Schar iiberstrichene Flache ist das Bild der
differenzierbaren Abbildung

R> - R
(1) x(t) + r(t)cos(y)
’ y(t) + r(t)sin(p)

Wir bezeichnen die Ableitungen von z,y,r nach dem Scharparameter ¢ mit ,y und 7. Wo die

&+ reos(p) —rsin(y)
y+rsin(e)  reos(y)

Maximalrang hat, dort liegen die Bildpunkte im Inneren des {iberstrichenen Gebietes (Satz

von der Umkehrabbildung aus der Analysis). Wenn Parameter ¢, ¢ in die Hilllkurve abgebildet

FPunktionalmatrix

werden, muf} die Funktionaldeterminante

(& 4 rcos(p)) - reos(e) + (¥ + rsin(p)) - rsin(p)
= racos(p) + ricos® (@) + rysin(p) + rrsin®(p)
= drcos(p) + yrsin(e) + rr
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verschwinden. Das geschieht in den Punkten, wo der Bildkreis

K(t): (z—z®)’+y—yt) —rt)*=0
die Gerade
@ (x—a(t)+yly —y(t) +ri =0
schneidet.

Jetzt iibersetzen wir die Charakterisierung dieser Punkte in die £, 7, ( Koordinaten. Unsere
Kreisschar sei also

T: b (608, (0, C(0).

Dann ist ]
x(t) = £t z = ¢
y(t) = n(t) yo= 1 _
ri(t) = 1)+ n(t) = (1) rio= &6+ — 3¢
Und die Gleichung der soeben berechneten Geraden ist

f(x—f(t))+ﬁ(y—n(t))+§(t)é+n(t)ﬁ—%g‘ _
5‘51?‘|‘77'y—§f ~

26-x4+2-y—C = 0.
Diese Geradengleichung ist die Differenz der Kreisgleichungen

Parameter
K eyt =2 -y + (=0 p(t) = (&m¢)
K'ooa?+y? =206+ e =2+ 0y +¢+(=0 p(t)+p = (&m0 +(&10,0)
Das heift, daf} die Gerade die Achse der Kreise K und K’ ist. Die beiden Kreise erzeugen das
Kreisbiischel
A: pt)+s-p, s€LR.
Diese Gerade A C IR? ist die Tangente To)(T) an die Kurve I' im Punkt p(?).

Satz (Hiillkurve): Fin Kreis der Schar I' zum Parameter p(t) € ' schneidet die Hillkurve
in den Basispunkten des Kreisbiischels, das durch die Tangente Ty (L) parametrisiert wird.

Natiirlich braucht dieses Biischel nicht immer Basispunkte zu besitzen. Die Bedingung dafiir
ist, dafl sich die Kreise Kp(;) und Kp(s)4p schneiden, also

P(p,p+p)’ < P(p,p)-Plp+p.p+D)
P(p,p)*+2P(p,p)P(p,p) + P(p,p)* < P(p,p)*+2P(p,p)P(p,p)+ P(p,p)P(P,P)
P(p.p)*> < P(p,p)P(p,p).

Mit diesem Satz kann man die Hiillkurve auch praktisch ausrechnen: Fiir jeden Parameter ¢
der Schar I' = {p(?)} bestimme man die Tangente T'(¢) := Tpy(I') und die zu dieser Tangente
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konjugierte Gerade T’(t). Die Basispunkte des Kreisbiischels T'(¢) sind die Nullkreise im kon-
jugierten Biischel T"(t). Thre Parameterpunkte sind die Schnittpunkte der Geraden T'(t) mit

dem Paraboloid II. Wenn ¢ variiert, variieren diese Schnittpunkte auf einer Kurve, die auf dem
Paraboloid II liegt. Die Hiillkurve ist das Bild dieser Kurve in der z, y-Ebene.

Betrachten wir zunachst ein weiteres, sehr einfaches Beispiel, wo die Hiillkurve wieder aus
zwel Geraden besteht, die sich aber nun schneiden sollen. Durch eine Bewegung kénnen wir die
beiden Geraden auf die Geraden durch den Nullpunkt mit den Gleichungen

y=1+m-=x

transformieren. Kreise, welche diese beiden Geraden beriihren, haben ihre Zentren auf den
Koordinatenachsen. Betrachten wir etwa die Schar der Kreise

K: (z—t)+y*—r(#)*=0

mit Mittelpunkten auf der z-Achse, wo wir r(¢) so bestimmen wollen, dafl die Kreise unsere
beiden vorgegebenen Geraden beriihren. Fiir die 2-Koordinaten der Schnittpunkte der Kreise
und der beiden Geraden haben wir

(=) +m*? == (1+m?) 2> =2 a+ 1> —1? = 0.
Die Kreise beriihren die Geraden, wenn die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung
D=~ (L4 mt)(# = ) = (14wt —

verschwindet. Daraus erhalten wir
2
m
r(t)? = t?
) =172
Die Kreisschar wird also parametrisiert durch die Kurve

[eopl) = (4,0,¢(1)

mit ,
m 1
AT 2 _ 2

() 1+ m? 1+ m?2
Wieder ist ' eine nach oben gedffnete Parabel, in einer senkrechten Ebene, die aber jetzt das Pa-
raboloid II in einem Punkt beriihrt. Dieser Punkt ist natiirlich der Nullkreis zum Schnittpunkt
der beiden Geraden.
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Die beiden Geraden bilden die Hiillkurve der Kreisschar. Sie sind gleichzeitig die Hiillkurve

einer zweiten Schar von Kreisen mit den Mittelpunkten auf der y-Achse.

SchlieBlich wollen wir noch ein nicht-triviales Beispiel diskutieren. Und zwar nehmen wir
fir I' C IR? eine Ellipse. Die Ellipse liegt in einer Ebene W C IR®. Bei den beiden bisher
diskutierten Scharen war I' auch ein Kegelschnitt, und zwar beide male eine Parabel in einer
senkrechten Ebene. Jezt wollen wir annehmen, die Ebene W sei nicht senkrecht. Dann hat sie
also eine Gleichung af + bn + ¢( = w mit ¢ # 0. Um eine moglichst tibersichtliche Situation zu
haben, wollen wir diese Ebene transformieren. Und zwar mit einer Translation

x:xl—l—u, y:y’—l—v
wie in 2.1. Die Gleichung der transformierten Ebene ist dann

a( 4+ u) +b(n" +v)+ (¢ + 2ul + 201" — u? — v2) = e.

Wihlen wir v := —a/2¢, v = —b/2¢, so wird diese Gleichung unabhingig von ¢ und n. Wir
kénnen nach einer solchen Transformation o0.B.d.A. die Ebene

W: (=w
parallel zur £, n-Ebene annehmen.

Durch eine Rotation um die (-Achse kénnen wir die Ellipse auf eine achsenparallele Nor-
malform )

o E=w)? (=)
I =

transformieren. Diese Ellipse miifiten wir jetzt mit Winkelfunktionen parametrisieren

[': p(t) = (u+ acos(t),v + bsin(t),w)
und die Tangente Ty ) ausrechnen. Fiir einen Punkt pg = (&, 70, w) € I' kommt dabei

T, : (fo—ua)z(ﬁ—U)Jr(no—vb)z(n—v):17 =

heraus. Das weifl man entweder (aus der Vorlesung Lineare Algebra und Analytische Geome-
trie), oder man schigt in einer Formelsammlung nach, oder man rechnet es aus. Jedenfalls
ist diese Berechnung der Tangente nicht die Schwierigkeit, auf die wir uns hier konzentrieren
wollen. Wir wollen die dazu konjugierte Gerade T” bestimmen.

Dazu konnen wir zwei Punkte auf 7" wéhlen, und 7" als Schnitt von deren Polarebenen
bestimmen. Ein Punkt, pg, bietet sich an, aber welchen Punkt nehmen wir als den zweiten?
Einfacher ist es, zwei Ebenen anzugeben, deren Durchschnitt die Tangente T ist, und T” als die
Verbindungsgerade der beiden zugehorigen Pole zu berechnen. Zwei Ebenen bieten sich namlich
an:

1) Die Ebene W : ¢ = w. Ihr Pol w = (wy, ws, ws) ist bestimmt durch

P(Wa(fﬂ%f)) = 2w § + 2wen —ws — ( ~ ( — w.
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Es ist der Punkt
w = (0,0, —w).

2) Die Ebene H, die von w und T aufgespannt wird. (Damit H # W ist, miissen wir hier
w # 0 annehmen. Aber wenn w = 0 wiére, wiirde sowieso eine Katastrophe passieren. Welche?)
Um nicht zuviel schreiben zu miissen, und dabei die Ubersicht zu verlieren, kiirzen wir ab:

T: af+pn+y=0

mit ¢
0o — U o — VU
a= B = P v =—au— fv—1.

Die Ebene H hat dann die Gleichung

H: af+8n+--(+2=0
2w 2
Der Pol h = (hy, ha, hs) zu H ist festgelegt durch
P(b, (€1.€)) = 2 + 2han = hy = ~ ol + B+ 7+ .
Es folgt (zumindest wenn v # 0)

hl 5 hQZ——, h3:w.

Der Pol h liegt auf der Ebene W. (Das gehort sich auch so, weil die Ebene H den Pol w
enthélt.)

Der Punkt w ist parameterunabhingig immer derselbe. Der Punkt h variiert auf einer Kurve
in I'" C W. Die Gleichung dieser Kurve bestimmen wir folgendermafen: Zuerst driicken wir «
und (3 in Ay und h, aus.

1
a = —lhl = —(au+ pPv+1)hy
w w
0 1
B = ——=hy = —(au+pv+1)h,.
w w
Dies liefert das lineare Gleichungssystem
(w—uhy) o — vhi-f3 = Iy

—uhy-a + (w—vhy)- B = hy

mit den Losungen (Kramersche Regel)
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Nun waren « und (3 so bestimmt, daf}
a*a® +0*°3* = 1.
Daraus folgt
1
ﬁ(thf +b%h3) = 1
a’h} +b*h: = D?
w? — 2w(uhy 4+ vhy) + (uzhf + 2uvhihy + v2h§) = D?
= d’h} +b*h3
(a® — u?)h] + (b* — v*)h3 — 2uvhihy + 2uwhy + 2vwhy, = w?.
Diese Gleichung in h beschreibt wieder einen Kegelschnittgleichung. Auch die Kurve I'* ist also
wieder ein Kegelschnitt. (Wenn man weifl was ein dualer Kegelschnitt ist, und die Polaritat am
Kegelschnitt II N W kennt, hat man dies auch erwartet.) Der Kegelschnitt I definiert einen
Kegel Q@ mit Spitze w. Die Mantellinien dieses Kegels sind die gesuchten konjugierten Geraden

T’. Die Gerade durch w und h ist
2wE = hy (¢ + w), 2wy = ho(C +w)  Pe., hy= % hy = f%}
und deswegen hat der Kegel €2 die Gleichung
(a® —u?) - 4w + (b — v?) - 4w?n® — 2uv - 4w?én
+2uw - 2wE(C + w) + 20w - 2wn(( +w) = w({ +w)?,
bzw.
4(a® —u?) 40" —v?) - n® —8uv- &y +4u-EC+4v-n¢ +duw - €+ dvw -y — 2w —w? = 0.

Diesen Kegel  mufi man mit dem Paraboloid II schneiden. Die Hiillkurve ist das Bild die-
ser Schnittkurve Q N1l in der z,y-Ebene. Praktisch kann man dieses Bild jetzt sehr einfach
berechnen, indem man ¢ = £? 4+ n? eliminiert, und dann x = £, y = 1 setzt. Man erhélt

(2* +y*)* = A(uz + vy)(2* + y*)
+ 2w+ 4’ — 4a2):1;2 + (2w + 4v? — 462)y2
+ Suvay
— Aduwzx — dvwy + w?
= 0.
Diese Hiillkurve ist kein Kegelschnitt mehr, denn die Variablen x und y kommen hier bis zur
vierten Potenz vor. Man nennt soetwas eine Kurve vierten Grades.
Was wir hier fiir eine Ellipse durchgerechnet haben, geht fiir eine Hyperbel ganz genau so:

Wir miissen nur im Endergebnis 5? durch —b* ersetzen. Auch fiir die Parabel wird es ganz
ahnlich gehen.

57



2.5 Anhang: Ein durchgerechnetes Beispiel

Es gibt eine sehr inhaltsreiche und klassische Theorie {iber die Schnittkurven von zwei Qua-
driken im Raum. Ich mo6chte hier nur auf eine Tatsache hinweisen: Die Schnittkurve Q N 1I ist
nicht nur der Schnitt von € und II, sondern ein ganzes Biischel von Quadriken geht durch diese
Kurve, ndmlich jede Quadrik Q+ ull, deren Gleichung eine Linearkombination der Gleichungen
von € und II ist. Ich m&chte diese Gleichungen jetzt nicht explizit hinschreiben, sondern die
zugehorigen (erweiterten) 4 x 4 - Koeffizientenmatrizen:

4(a* — u?) — Ay 2u  2uw
Q- — Ay 4(0* —v?) 20 20w
) 2u 2v -1 —w
2uw 20w —w  —w?
2
211 - 2 1
—1
4(a* — u?) 4 2u —Auwv 2u 2uw
—Auwv 4(b* — v?) + 2u ) 20w
24 2yl : 2u 2v —1 —w — [
2uw 20w —w—p  —w?

Die Eintrége dieser Matrix sind vom Grad <1 in p. Die Determinante
det(Q+ pll) = —4p* £ ...

ist deswegen ein Polynom vom Grad vier in ¢ und hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra
vier Nullstellen. Im Allgemeinen werden diese verschieden sein. Wenn sie reell sind, gehdren dazu
vier entartete Quadriken (d.h. Kegel) Q4, ..., Q4 durch die Schnittkurve Q U Il. Einer davon ist
Q. Die Rechnungen, die uns die Gleichung von € lieferten, kann man umkehren, und auch den
drei anderen Kegeln Kegelschnitte I'; zuordnen. Insgesamt erhédlt man so vier Kegelschnitte im
Raum der Kreise, also vier Scharen von Kreisen. Diese haben alle dieselbe Hiillkurve. Das ist
doch phantastisch!

Selbst wenn die vier obigen Nullstellen reell sind, und die Gleichungen der Kegel reell sind,
brauchen diese vier Kegel aufler der Kegelspitze keine reellen Punkte zu haben. Der Kegelschnitt
2? + y* = —1 ist ja auch reell und hat keine reellen Punkte. Stellen Sie sich einen Kegel iiber
diesem Kegelschnitt mit einer reellen Spitze vor. Aufler der Spitze sehen Sie da nichts.

Diesen Phianomenen méchte ich hier aber nicht weiter nachspiiren. Ich méchte ganz einfach
mal ein Beipiel sehen fiir eine Hiillkurve und vier Kreisscharen, die diese Hiillkurve beriihren.
Die Hiillkurve gebe ich mir méglichst einfach, im Nullpunkt zentriert, vor (u=v=0):

H: (:1;2 + y2)2 +2(w — 2a2):1;2 + 2(w — 262)y2 + w? = 0.
Nach den Rechnungen des vorigen Paragraphen ist sie die Hiillkurve der Kreisschar
&
Fli §:w,;—|—§:1
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Die Parameterkurve ist eine Ellipse. (Fiir die Bilder habe ich die Parameter « = 1.5, b =

1, w = 0.9 gewdhlt).

Hiillkurve (2? +y*)* —7.22% — 2.2y + 0.81 = 0

2

: . _ 2 _
Kreisschar I’y : ¢=0.9, T2 +n =1

Es liegt nun nahe, eine Ellipse I'; in der Ebene n = —w zu suchen, welche dieselbe Hiillkurve
hat, denn dafiir funktioniert unser Formalismus. Wenn die Halbachsen dieser zweiten Ellipse
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az und by sind, so finden wir

—w —2a: = w—2d’
2a§ = 24— 2w
ay = a? —w

und entsprechend
by = Vb2 — w.
Der Kegelschnitt
¢ 0’

a?—w b—w
parametrisiert eine zweite Kreisschar mit derselben Hiillkurve H. Ob er eine Ellipse oder eine
Hyperbel ist, hingt vom Vorzeichen der Gréfien a? — w und b* — w ab. Und ob der Kegel-
schnitt (wenigstens zum Teil) unterhalb des Paraboloids II liegt, und deswegen reelle Kreise
parametrisiert, ist noch eine ganz andere Frage. Und eine noch ganz ganz andere Frage ist, ob
die Bedingung P(p,p)* < P(p,p) - P(p,p) erfiillt ist, die dariiber entscheidet, ob die Kreise
iiberhaupt eine Hiillkurve haben.

=1

I ( = —w,

¢ n?

=1

Kreisschar I'; : ¢ =—0.9, +

1.162 = 0.322

Natiirlich habe ich das Problem - mit viel Miihe - allgemein durchgerechnet und festgestellt,
dafl die beiden anderen Kegelschnitte I's und I'y in den Symmetrieebenen ¢ = 0 und n = 0
der Kurve H liegen. Diese Rechnung méchte ich hier nicht reproduzieren, sondern ganz einfach
Kegelschnitte in diesen Ebenen suchen, welche Kreisscharen mit derselben Hiillkurve H para-
metrisieren. Weil die Ebenen nicht parallel zur Koordinatenebene ( = 0 liegen, funktioniert die
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Methode aus dem vorigen Paragraphen jetzt nicht, wir miissen alles noch einmal durchrechnen.
Aber das ist nicht so furchtbar schwierig:
Setzen wir einen Kegelschnitt

(¢ —v)?
32
an, der symmetrisch zur n = 0-Ebene liegt. (Weil die Hilllkurve dazu symmetrisch ist, sollte
auch die Parameterkurve dazu symmetrisch sein, oder?). Ich habe I's als Ellipse angesetzt.

Wenn o? oder 3? negativ herauskommen sollten, dann wird es halt eine Hyperbel.
Die Tangente T an I's in einem Punkt (0,1, (o) € I's hat die Gleichung

mon (G —v)(¢—v)
oz2+ 32
SO N SU
azn—l_ 52C (l—l_ 32
5o 77—|—§—(U—|— b ) = 0.

a*(o —v) Co—v

Diese Tangentengleichung kénnen wir auffassen als eine Ebenengleichung, unabhéngig von der
Variablen €. Sie beschreibt deswegen eine Ebene parallel zur £-Achse. Der Pol h = (0, hy, hs)

ergibt sich aus

= 1.

2
Fa:  €=0, 4
o

—1 =

3o 3
h =2hon—( —hy = ———— —|v )
P(h,p) = 2hyn — ¢ aQ(CO_U)nH ( +§O_U)
Wir finden
hz:_ﬁ_z "o

202 (o—v’

Diese Gleichungen 16sen wir nach 1y und ¢y auf:

62
_h3 + U7
202

Mo = —ﬁ(fo — )

202
= 5.

h3—|—U

CO—U =

Weil (0, 1o, (o) auf I's liegt, finden wir fiir h:

4a*h; N 3?
(hs +v)* (ks +v)?
4oz2h§ + 3% = (hs + v)2
(hs + v)2 — 4oz2h§ -3 = 0.

=1
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Die zur Tangente T konjugierte Gerade 7" wird von dem Punkt h und dem Pol w zur Ebene
¢ = 0 aufgespannt. Dieser Pol w ist schwer zu ermitteln, weil er

2wié 4 2wy —wg — ( ~ €

erfiillen muB. Kein Punkt w € IR® kann diese Bedingung erfiillen. Wenn man projektive Geo-
metrie kennt, weil man, dafl man fiir w den unendlich fernen Punkt in Richtung der £-Achse
nehmen muf. (Weil ich projektive Geometrie in dieser Vorlesung nicht voraussetze, ist dieser
Paragraph auch kein richtiger Teil der Vorlesung, sondern nur ein Anhang.)

(C+36)?* »n* _
12.15 1.25

Oberer Ast der Hyperbel

Kreisschar I's : £=0, 1

Wir nehmen also fiir T die Gerade durch h parallel zur {-Achse

Tli (0,h2,h3)+]}{(1,0,0)
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Die Vereinigung dieser Geraden iiberstreicht den parabolischen Zylinder
Qs : (C+v)* —4a*n* — 3 =0.

Die Hiillkurve zur Schar I's ist die Projektion der Schnittkurve Q3 N II. Wir erhalten sie, indem
wir 22 + y* = (, y = 1 in die letzte Gleichung einsetzen. Das Resultat ist

(:1;2—|—y2—|—v)2—4oz2y2—[32 _
(:1;2—|—y2)2—|—2v-:1;2—|—(2v—40z2)-y2—|—v2—[32 = 0.

(C+3.6° n _|
12.15 1.25
Unterer Ast der Hyperbel

Kreisschar I's : £=0,

Diese Kurve stimmt mit H iiberein, wenn

v =w— 2a°, v —2a% = w — 2b?, v? — B = w.
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Daraus erhalten wir

v o= w—2a?
o? = b_g?
52 — o ?
= —4wad® + 4a*

= 4a*(a® — w).
Die dritte Kreisschar mit Hiillkurve H wird also parametrisiert durch

n? | ((—w+2?)?

= 1.
T bh? — g2 4a?(a? — w)

ng 520

Die vierte Kreisschar mochte ich jetzt nicht mehr ausrechnen. Sie wird parametrisiert durch

£ ((—w+20°)*

ry: =0 = 1.
v =0 G T T TR m w0

Die Rechnung geht ganz genauso wie fiir I's. Man kann I'y aber auch aus I's durch die Symmetrie

Eon, asrb

erhalten.
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Kreisschar I'y : n =0,

¢ C+11)?

1

1.25 + 0.4
Obere und untere Hélfte der Ellipse

Die ganzen Rechnungen méogen wenig tiberzeugen. Viel iiberzeugender, viel schéner und
didaktisch wichtiger ist, dafl man die Ergebnisse visualisieren (= zeichnen) kann. Und da stimmt

es! Fassen wir das Ergebnis noch einmal zusammen: Die vier Kegelschnitte

Fli

F4§

SIS
C=w, aZte 71
£ n?
= — = 1
¢ “ az—w—l_b?—w
£—0 n? ((—w+2)”
- b2 — g2 4a?(a? — w) N

& ((—w+20?)
= = 1
=0, - T T —w)

parametrisieren vier Kreisscharen mit derselben Hiillkurve

H :

(2% + y%)* + 2(w — 2a*)2? + 2(w — 20*)y* + w? = 0.
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3 Zweil Kreise

3.1 Die beiden Ahnlichkeitszentren

Zwei Kreise sind dhnliche Figuren: Durch eine Translation kann man ihre beiden Mittelpunkte
zur Deckung bringen, und durch eine anschlieende Streckung kann man die beiden konzentri-
schen Kreise ineinander iiberfithren. Das kann man auch hinschreiben: Die beiden Kreise seien
K7 und K3 mit den Mittelpunkten m; und ms, ihre Radien seien ry und r;. Die Translation

T: x+— x4+ (m; —my)
verschiebt den Mittelpunkt my nach m;. Die anschlielende Streckung

S X|—>m1—|—r—1(X—m1)
T2

identifiziert beide Kreise. Die zusammengesetzte Abbildung ist

1
SoT: x+—m;+ r—l(x —my) = T—IX—I— —(romy — rymy).
2 2 2

Sie bildet Ky auf K ab. Statt des Faktors ri/ro hatte man bei S auch den Faktor —rq/ry
nehmen koénnen. Die zusammengesetzte Abbildung wére dann

1
S'oT: x> m; — r—l(x —my) = —T—IX—I- — (romy + rmy)
T2 T2 T2

geworden. }
Jede aus einer Translation und einer echten Streckung (Ahnlichkeitsfaktor # 1) zusammen-
gesetzte Abbildung ist wieder eine zentrische Streckung der Form

X—z+c (x—z)=c-x+(l—¢)-z.
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Im Falle der Abbildung S o T" mufl ¢ = r;/r; und

™ 1
l——)-z=—(rom; —rm
(1= = (= rom)
sein, also ist das Ahnlichkeitszentrum
1
Z = (remy — rymy).
o — T

Das geht nur dann gut, wenn ry # ry ist, aber wenn die beiden Radien gleich sind, ist die
Ahnlichkeitsabbildung auch eine reine Translation und keine zentrische Streckung.

Im Falle der Abbildung S" o T ist der Streckungsfaktor ¢ = —ry/ry und

™ 1

(1+—=)-z=—(rem; — rymsy).
L) L)
Das Ahnlichkeitszentrum wird
1
7z = (romy + rymy).
Ty + 71

Es gibt also i.a. zwei zentrische Streckungen, die zwei Kreise ineinander tiberfithren. Die
beiden Ahnlichkeitszentren liegen auf der Geraden mym, durch die beiden Kreismittelpunkte.
Und zwar liegt z’ auf der Strecke zwischen m; und m,, man nennt es das innere Ahnlichkeits-
zentrum, wohingegen z nicht zwischen den Kreismittelpunkten, sondern auflerhalb liegt. Man
nennt diesen Punkt deshalb das dufere Ahnlichkeitszentrum.

Die beiden Ahnlichkeitszenteren sind leicht geometrisch zu konstruieren. Beide liegen auf der
Verbindungsgeraden M der beiden Kreismittelpunkte. Man braucht deswegen nur eine Gerade
L zu finden, welche zwei Punkte P, € Ky und P, € K, verbindet, die sich unter der zentrischen
Streckung entsprechen. Man findet solche Punkte als Schnittpunkte der beiden Kreise mit zwei
parallelen Durchmessern.
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Aus den Bildern sehen wir: Je nach der gegenseitigen Lage der beiden Kreise liegen die
Ahnlichkeitszentren auBerhalb oder innerhalb der Kreise, und zwar jedesmal auflerhalb beider
Kreise oder innerhalb beider Kreise. Das kann man auch nachrechnen: Die Potenz p;(z) des
Ahnlichkeitszentrums z in Bezug auf den Kreis K ist

pi(z) = [lz—my|?* —r]
T T
_ ||< 2 —1)m1— —m, |2 —r?
o — T o — 7T
1
g ) | o
T% 2 2
T () (H my —my |7 —(rz =) )

Diese Potenz ist > 0, wenn der Abstand der Kreismittelpunkte grofler ist als die Differenz
der Radien. Das ist der Fall, wenn die Kreise nicht ineinander liegen. Dann liegt das Zentrum
z auflerhalb des Kreises K. Dieselbe Rechnung hatten wir mit demselben Ergebnis auch mit
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dem Kreis K5 machen kénnen. Das duBere Ahnlichkeitszentrum z liegt auBerhalb beider Kreise,
wenn diese nicht ineinander liegen, sonst liegt es im Inneren beider Kreise.
Die analoge Rechnung mit dem inneren Ahnlichkeitszentrum z’ liefert

pi(z) = |2 —my|* —rf
(e
= I ma ) [P
ri 2 2
= Tt (|| m; —m; [|* —(rz + 1) )

Diese Potenz ist positiv, wenn der Abstand der Kreismittelpunkte grofler als die Summe der
Radien ist, d.h., wenn die Kreise auflerhalb voneinander liegen. Dann liegt das innere Ahnlich-
keitszentrum z’ auBlerhalb beider Kreise, sonst im Inneren beider Kreise.

Liegt ein Ahnlichkeitszentrum z auBerhalb der beiden Kreise, so kann man von z aus an jeden
der beiden Kreise zwei Tangenten ziehen. Bei der zentrischen Streckung werden die Tangenten
an K auf die an K, abgebildet. Andererseits bleiben diese Tangenten aber fest, weil sie Geraden
durch das Ahnlichkeitszentrum sind. Wir sehen: Die beiden Tangenten aus z an K7 und K,
stimmen tiberein.

Satz (Ahnlichkeitszentren und Tangenten): Liegen die beiden Kreise auferhalb von-
einander, so besitzen sie vier gemeinsame Tangenten, die paarweise durch die beiden Ahnlich-
keitszentren gehen.

Schneiden sich beide Kreise, so gibt es zwei gemeinsame Tangenten, die sich tm dufferen
Ahnlichkeitszentrum treffen.

Wir miissen noch zeigen, dafl es nicht mehr als die im Satz beschriebenen Tangenten gibt,
daB also jede gemeinsame Tangente T an K; und K, durch ein Ahnlichkeitszentrum geht.
Seien a; € K; und a; € K, die Berithrpunkte der Tangente T'. Die Radiusvektoren a; — m;
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und a; — my stehen beide auf der Tangente T' senkrecht. Sie haben also beide dieselbe oder die
entgegengesetzte Richtung. Wenn sie dieselbe Richtung haben, bildet die zentrische Streckung
am duBeren Ahnlichkeitszentrum den Radiusvektor ay — my auf den Radiusvektor a; — m; ab.
Die Verbindungsgerade der Punkte a; und ay, d.h. also die Tangente T', geht deswegen durch
das duBere Ahnlichkeitszentrum.

Sind die Radiusvektoren entgegengesetzt gerichtet, so werden sie durch die zentrische Strek-
kung am inneren Ahnlichkeitszentrum ineinander iibergefithrt. Thre Verbindungsgerade, die
Tangente, geht dann durch das innere Ahnllichkeitszentrum.

g

b,

Satz (Ahnlichkeitszentren und Achse): Zwei Geraden durch ein Ahnlichkeitszentrum z
mogen beide Kreise schneiden. Die Schnittpunkte mit dem Kreis Ky seien ay, by auf der einen
Geraden und ci,d; auf der anderen. Die korrespondierenden Punkte auf Ky seien ag, by, ¢y und
ds. Die Sekanten zu korrespondierenden Punktepaaren, etwa a,,d; und a,,ds sind parallel, die
Sekanten zu komplementdren Punktepaaren, etwa a;,d; und by, ¢y schneiden sich, und zwar
auf der Achse der beiden Kreise.

Beweis. Es ist (wegen des Sekantenabschnittsatzes am Kreis K3)

1
[z=ba|-llz—ai| = [[z=bof - [[z—az | -—
L)
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1
= lz—c - [z—d2 |- —

L)
= z—cf-lz—d:i .

Nach der Umkehrung des Sekantenabschnittssatzes liegen also die vier Punkte a;, by, ¢, d; auf
einem Kreis. Wegen des Sekantenabschnittssatzes fiir diesen Kreis gilt fiir den Schnittpunkt x
der Geraden a;d; und bsc,

pux) =[x —au || - [ x = di =] x=bs | - [[ x = ez [|= pa(x).

Der Schnittpunkt x hat also dieselbe Potenz in Bezug auf beide Kreise, er liegt auf der Achse.
[

Wenn man eine der beiden Geraden gegen die andere konvergieren 1at, konvergieren die
Sekanten gegen die Tangenten in den Schnittpunkten der Geraden. Man erhélt also aus dem
eben bewiesenen Satz das folgende Ergebnis als Grenzfall:

Satz: Eine Gerade durch ein Ahnlichkeitszentrum z schneide den Kreis K, in den Punk-
ten a; und by und den Kreis Ky in den korrespondierenden Punkten ay und by. Dann sind
die Kreistangenten in korrespondierenden Punkten parallel, und diejenigen in komplementdren
Punkten, etwa Ta, (K1) und Ty,(Kz) schneiden sich auf der Achse der beiden Kreise.

Man kann diesen Satz auch unabhéngig vom vorhergehenden beweisen: Der Tangenteschnitt-
punkt sei x := Ty, (K1)NTp,(K3). Wegen der Ahnlichkeit sind die Sehnentangentenwinkel bei a;
und ay gleich. Dann ist der Sehnentangentenwinkel bei a; aber auch gleich dem Sehnentangen-
tenwinkel bei by. Das Dreieck xa;bs ist also gleichwinklig und die Tangenabschnitte || x —a; ||,
sowie || x — by || sind gleich. (]

b,

b,
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3.2 Beriihrkreis-Scharen

Der letzte Satz des letzten Abschnitts hat eine sehr bemerkenswerte Konsequenz: Seien a; € K,
und by € K3 zwei komplementare Punkte auf einer Geraden L durch ein Ahnlichkeitszentrum.
(D.h. also, unter der zu diesem Zentrum gehérenden zentrischen Streckung entsprechen sich
beide Punkte nicht!) Die Tangenten T, (K1) und Ty,(K>) treffen sich in einem Punkt x auf
der Achse der beiden Kreise. Die Strecken || x —a; || und || x — by || sind gleichlang. Die
Radiusvektoren a; — m; und by — my stehen auf den Tangenten senkrecht. Sie spannen zwei
Geraden L; und Ly, eine durch den Mittelpunkt eines jeden der beiden Kreise, auf. Wenn a;
und by nicht zuféllig die Berithrpunkte einer Doppeltangente waren, schneiden sich 1y und L.
Ihr Schnittpunkt sei y.

Die beiden Dreiecke xa;y und xbyy sind rechtwinklig mit derselben Hypothenuse xy. Die
Katheten xa; und xb; sind gleich lang. Dann miissen nach Pythagoras auch die Katheten ya;
und ybs gleich lang sein. Es gibt also einen Kreis mit Mittelpunkt y, der durch a; und b, geht,
und in diesen Punkten den Kreis K bzw. Ky beriihrt.

Jede Gerade L durch ein Ahnlichkeitszentrum der beiden Kreise K, und K3, welche beide
Kreise schneidet, bestimmt zwei Paare komplementarer Schnittpunkte mit den Kreisen, und auf
die soeben beschriebene Weise zwei gemeinsame Berihrkreise der Kreise K7 und Ky. Variiert
man die Gerade L, so erhdlt man auf diese Weise eine ganze Schar von Beriihrkreisen an K
und K.

Satz (Beriihrkreise): Zu zwei Kreisen (die sich nicht beriihren mogen) gibt es zwei Scharen
von Berihrkreisen. Die Berihrpunkte der Kreise einer Schar liegen auf Geraden durch ein
Ahnlichkeitszentrum. Auf diese Weise erhdilt man alle Berihrkreise an die beiden gegebenen
Kreise.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen: Ist K ein Beriihrkreis an A7 und K3, so sind die
Berithrpunkte a; € K7 und by € K, zwel komplementare Punkte auf einer Geraden L durch
ein Ahnlichkeitszentrum.

Sei y der Mittelpunkt des Beriihrkreises K. Die Winkel Zya;by und Zybsa; sind (entgegen-
gesetzt) gleich. Sei L die Gerade durch a; und by, und by ihr zweiter Schnittpunkt mit dem
Kreis K. Dann sind die Tangenten Ty, (K7) und Ty, (K) parallel. Nun gibt es aber genau zwei
zu Ty, (K1) parallele Tangenten an K. Die Verbindungsgeraden von by mit den Bertihrpunk-
ten dieser Tangenten an K, gehen jede durch ein Ahnlichkeitszentrum. Also war auch L eine
Gerade durch ein Ahnlichkeitszentrum. L]

Auf den folgenden Seiten habe ich diese Berithrkreisscharen zu beiden Ahnlichkeitszentren
und in den drei moglichen gegenseitigen Lagen der Kreise gezeichnet, bzw. zu zeichnen ver-
sucht. Eine der dabei auftretenden Schwierigkeiten ist folgende: Liegt eine Schar (zumindest
zum Teil) auBerhalb der beiden Kreise, so gehoren auch zwei gemeinsame Tangenten durch
das Ahnlichkeitszentrum mit zur Schar. Genauer: Wenn man die Gerade L durch das Ahnlich-
keitszentrum z gegen eine Tangente durch z konvergieren 1a83t, dann werden die zugehorigen
Beriihrkreise immer grofier, die Kreismittelpunkte gehen ins Unendliche, die Kreisbogen werden
immer flacher, und gehen im Grenzfall gegen die Tangente. Auf den Zeichnungen ist das nur zu
ahnen, weil ich ein Problem mit dem Zeichnen sehr grofler Kreise habe: ich habe einfach keine
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Lust, auszurechnen, wo ich mit dem Zeichnen eines Kreises authéren muf}, der iiber das Papier
hinausreicht.

Auseinanderliegende Kreise
Bertihrkreisschar zum aufieren Ahnlichkeitszentrum

In den Zeichnungen habe ich auflerdem gestrichelte Linien eingezeichnet. Das sind die Kur-

ven, welche die Mittelpunkte der Beriihrkreise durchlaufen. Diese Kurven kénnten Kegelschnitte
sein. Das wollen wir jetzt beweisen. Man kann das v6llig elementar durchrechnen: Ein Punkt x
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ist Mittelpunkt eines Beriihrkreises, wenn
|x—my || —ri=||x—my || —ry > 0.

Diese Differenz ist dann der Radius eines Beriihrkreises, der beide Kreise von auflen beriihrt.
Wenn man die Wurzeln ausquadriert, und lange genug durchhélt, kommt man irgend wann
auf eine Kegelschnittgleichung fiir x. (Das war sogar einmal eine Aufgabe im schriftlichen
Staatsexamen im nichtvertieften Fach.) Wenn man in der obigen Gleichung Vorzeichen abandert
bekommt man so auch alle moglichen Beriihrkreise.

Auseinanderliegende Kreise
Bertihrkreisschar zum inneren Ahnlichkeitszentrum

So mochte ich hier aber nicht vorgehen, sondern ich méchte im drei-dimensionalen Raum
rechnen, dessen Punkte p = (&,1,() alle Kreise parametrisieren (Kapitel 2). Am Ende des
Abschnitts 2.3 sahen wir: Zwei Kreise K, und K}, berithren sich, wenn

P(p1,p)* — P(p1,p1) - P(p,p) = 0.

Bei festem p; beschreibt diese Gleichung ein quadratische Fléache im drei-dimensionalen Raum
der Kreise. Diese Fléche ist ein Kegel mit seiner Spitze im Punkt p;. Die Mantellinien des
Kegels sind genau die Tangenten von p; aus an das Rotationsparaboloid II.
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Schneidende Kreise
Bertihrkreisschar zum aufieren Ahnlichkeitszentrum

Die Beriihrkreise K, an zwei gegebene feste Kreise K, und K, werden durch diejenigen
Parameter p parametrisiert, welch den beiden Gleichungen

P(P1,P)2 — P(p1,p1) - P(p,p) = P(P2,P)2 — P(ps,p2) - P(p,p) =0

geniigen. Sie liegen auf der Schnittkurve zweier quadratischer Kegel im dreidimensionalen
Raum. Im Allgemeinen kann man iiber die Schnittkurve zweier Quadriken im Raum wenig
ausrechnen, aber viel Theorie machen. In diesem Fall ist das anders. Die Tatsache, dafl die
Menge der Beriihrkreise aus zwei verschiedenen Scharen besteht, kann man sehr schén im drei-
dimensionalen Parameterraum sehen:
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Schneidende Kreise

Bertihrkreisschar zum inneren Ahnlichkeitszentrum

Dazu betrachten wir folgende Linearkombination der beiden Gleichungen:

P(p2,p2) - (P(p1,P)’ = P(p1,p1) - P(p,D))
—P(p1,p1) - (P(p2,p)* = P(p2,p2) - P(p.p))
= P(ps2,p2) - P(p1,p)* — P(p1,p1) - P(p2,p)*

= (\/m- P(php))2 - (\/M‘ P(p%p))

Dies ist das Produkt der beiden Ebenen-Gleichungen

2

E: P(p2,p2) - P(p1,P) —/P(P1,P1) - P(p2,p) =0

und
B P(p2,p2) - P(p1,P) +/P(p1,p1) - P(p2,p) =0

fiir p. Die Schnittkurve der beiden Beriihrkegel ist also die Vereinigung von zwei ebenen Kurven
I'C Fund IV C F.

Die Kurven I' und I werden in ihren Ebenen E und E’ durch die quadratischen Kegel aus-
geschnitten, mit denen wir oben angefangen haben. Die Kurven I' und [ sind also Kegelschnitte
(im wahrsten Sinne des Wortes).

Dieses rechnerische Ergebnis mochte ich jetzt interpretieren. Dazu schreibe ich die beiden
Ebenen als Polaren E = Py(Il) und £’ = Py (Il) zweier Punkte q = (z1,22,¢) und q' =
(2], 2, ¢2). Die Gleichung fiir F als lineare Gleichung in p = (£,1, () ist

\/P(p2,p2) - P(p1,p) —/P(P1,p1) - P(p2,p) =

76



ro - (208 +2mn — G —¢) —r1- (282 — G — () =
2(ro&y — r1&2)E + 2(ram — rim2)n — (raCi — 11G2) — (ra —r1)¢ =

7“251 - 7“152 'f—l- 27“2771 — T2 n— 7“2§1 - 7“1§2 _ 4

ro—n o —T ro—n

(ry — 1) - [2

(ro —r1) - P(q,p)

mit

q= (7“251 — 112 T2 — T2 T20 — Tl@) iy

9 9
o — 7T o — 7T o — 7T

Ineinanderliegende Kreise Ineinanderliegende Kreise
Bertihrkreisschar zum aufleren Beriihrkreisschar zum inneren
Ahnlichkeitszentrum Ahnlichkeitszentrum

Der Punkt q gehért also zu einem Kreis K mit dem &uBeren Ahnlichkeitszentrum z als
Mittelpunkt. Der Radius r dieses Kreises K ist festgelegt durch

2= o]
= e (a6 = (ram = v = (ra = ) ras = 1a)
= e (HE = ) = ) = a6+ 2 = G = )
- ﬁ (232 — (s 42 — )
- ﬁ.(zrlrz_@_rgw?)
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17 2 2
= ————(d&*=(ri —7r
(ro —ry)? ( (ry =) )
Hier ist d :=|| m; — m; || der Abstand der beiden Kreismittelpunkte. Das Ergebnis fiir r? ist
psitiv, und es handelt sich deswegen um einen echten, reellen Kreis, wenn

d2 > (Tl — Tg)z.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die beiden Kreise nicht ineinander liegen.

Die Gleichung fiir die Ebene FE’ entsteht aus der fiir £, indem man bei r; oder ry (aber
nicht bei beiden) das Vorzeichen dndert. Die Rechnung fiir die Ebene E’ geht ganz genauso,
und liefert dasselbe Ergebnis, nur ist bei r; oder v, das Vorzeichen anders: Die Ebene E’ ist die
Polarebene zu

/ roér +1riés romy +rime (G + (e .y
q e = (Z 70)

2 2
Ty + 71 T2+ 7T T2+ 7T

Hierzu gehort ein Kreis mit dem inneren Ahnlichkeitszentrum als Mittelpunkt, und einem

Radius r/, der
(r' 2 172

Gy (472 =)

erfiillt. Dies ist > 0, und es handelt sich um einen echten Kreis, wenn
d2 < (Tl —|— T2)2.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die beiden Kreise K; und K3 nicht auflerhalb voneinander
liegen.

Kreise ‘ r? o (r')?
auseinander | >0 <0
schneiden >0 >0
ineinander <0 >0

Was ist die Bedeutung dieser beiden Kreise K und K’ um die Ahnlichkeitszentren z und
z' fiir die jeweiligen Beriihrkreisscharen? Die Kreisscharen werden parametrisiert durch Kegel-
schnitte I' C K, bzw. I C £’ in den Polarebenen £ = Py, bzw. K’ = FPy. Nach 2.3 bedeutet
dies: Alle Kreise K, p € I sind orthogonal zu K, alle Kreise K, p € I” sind orthogonal zu
K’. Wenn man die Zeichnungen ansieht, scheint das sinnvoll zu sein.

Durch einen Punkt x des Gebietes, das von der Beriihrkreisschar iiberstrichen wird, gehen
immer zwei Kreise der Schar. Wenn jetzt x € K (oder € K’), dann miissen diese beiden Kreise,
orthogonal zu K (oder K’), sich beriithren. Mit etwas Wohlwollen kann man das eben noch aus
den Zeichnungen ablesen. Und beriihren kénnen sich zwei Kreise derselben Schar nur, wenn sie
nicht den Kreis K; oder K3 in Threm Inneren enthalten. Das sind genau die Fille, wo unsere
Rechnung 72 > 0, bzw. (r')? > 0 ergibt.

Satz (Beriihrung von Beriihrkreisen): Fs seien Ky und Ky zwei Kreise, nicht konzen-
trisch, nicht mit demselben Radius, mit duflerem bzw. inneren Ahnlichkeitszentrum z, bzw. z'.
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Dann gibt es einen Kreis K bzw. K' um z, bzw. z', in dessen Punkten sich je zwei Kreise der

betreffenden Schar berihren, falls

K und K’ ‘ Zentrum

auseinander | aufleres
schneiden beide
ineinander inneres

3.3 Steinersche Kreisketten

Obwohl es uns hier vor allem auf den Fall ankommt, wo zwei Kreise nicht konzentrisch liegen,
beginnen wir mit zwei konzentrischen Kreisen. Der Radius des kleineren Kreises sei r, der
des grofleren R. Wir betrachten die Familie der Beriihrkreise, die zwischen den beiden Kreisen
liegen, den kleineren also nicht umfassen. Wir beginnen mit einem dieser Beriihrkreise, zeichnen
einen zweiten, der den ersten beriihrt, einen dritten, der den zweiten beriihrt, und so weiter.
Was entsteht ist eine Kreiskette, eine Kette von einander paarweise beriihrenden Kreisen.

Der Radius der Beriithrkreise ist

pi= g

und zwischen den Mittelpunkten zweier benachbarter Beriihrkreise liegt ein Kreisbogen zum

Winkel 2a, wo
p (R—r)/2 R—r

r—l—,o:r—l—(R—r)/ZZR—l—r'

sin(a) =
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Nach r aufgelost wird diese Beziehung
1 —sin(a)
"= 1+ sin(a)

Wenn man einmal angefangen hat, kann man so beliebig viele Kreise zeichnen, auch noch
in der entgegengesetzten Richtung. Im Allgemeinen wird so eine Kreiskette unendlich viele
Kreise enthalten. Aber es kann passieren, dafl sich die Kette schlieit: Der néchste Beriihrkreis,
den man zeichnen will, ist der, mit dem man angefangen hat. Wenn man mit n Kreisen zum
Ausgangspunkt zuriickkommt, ist die Bedingung dafiir

2w

a=—=—.

2n  n
Das stimmt nicht ganz, sondern nur, wenn man wéhrend der Kreise-Zeichnerei den inneren
Kreis ein einziges mal unrundet hat. Es kann aber auch passieren, dafl die Kreiskette sich nicht
schon beim ersten mal schliefit, sondern erst wenn man & Umlaufe gemacht hat. Die Bedingung

dafiir ist
k-m
a=—"-:
n
Es ist klar, dafl der Kreisbogen 2a0 < 7 sein muf}, dafl also hier 0 < & < n/2 gelten muB.
Es ist auch klar, daf sich (bei festem R) die Radien r,p und der Winkel o gegenseitig
bestimmen. Die Bedingung dafiir, dafl es zwischen zwei konzentrischen Kreisen der Radien

r < R eine geschlossene Beriihrkreiskette der Lange n mit & Umlaufen gibt, ist also

r 1 —sin(a) k-m n
R 1+ sin(a)’ @ n Shs 2

Wenn hier k£ und n nicht teilerfremd sind, wird dieselbe Kreiskette einer Lidnge < n mehrmals
durchlaufen. Deswegen kénnen wir £ und n immer als teilerfremd voraussetzen. Ich mo6chte die
ersten Félle (n < 8) in einer kleinen Tabelle zusammenfassen:

n k| sin(kr/n) numerisch| r/R  numerisch
2 1 0 0 0 0
301 V3/2 0.866 |7—4v3  0.0718
4 1 V2/2 0.707 |3 —2v2 0.1716
5 1[y/10—-2v5/4  0.588 0.2596
5 2y10+2v5/4  0.951 0.0251
6 1 1/2 0.5 1/3 0.3333
71 0.434 0.3948
2 0.782 0.1224
3 0.975 0.0127
8 1| v2—-v2/2 0.383 0.4465
1| V2+v2/2 0.924 0.0396
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Die in dieser Tabelle auftretenden sinus-Werte sind immer algebraische Zahlen. Sie sind
die Imaginérteile von komplexen n-ten Einheitswurzeln, oder anders ausgedriickt, die halbe
Kantenlange des reguldren n-FEcks vom Durchmesser 1. Man kann sie nicht immer nur mit Hilfe
von Quadratwurzeln hinschreiben. In der Algebra beweist man, dafi das z.B. schon bei n =7
nicht mehr geht. Aquivalent dazu ist, daB man das regulire 7- Eck nicht mit Zirkel und Lineal
konstruieren kann.

Als Probe fiir die Tabelle méchte ich die Kreiskette fiir n = 7 und k& = 2 zeichnen:

Es pafit.

So, jetzt wollen wir uns dieselben Kreisketten bei nicht-konzentrischen Kreisen ansehen.
Ob sie ineinanderliegen oder nicht, ist nicht so wichtig, die beiden Kreise sollen sich nur nicht
schneiden. Eine der beiden zugehorigen Beriihrkreisscharen besteht aus Kreisen, die einen unse-
rer beiden festen Kreise umschlieflen, die andere Schar hat diese Figenschaft nicht. Die nehmen
wir. Wenn die Kreise auflerhalb voneinander liegen gehort sie zum dufleren, wenn sie ineinander
liegen zum inneren Ahnlichkeitszentrum. Kreise der Schar beriihren sich auf einem der beiden
Kreise K oder K’, die am Ende des letzten Abschnitts angegeben wurden.

Man kann jetzt genauso wie bei konzentrischen Kreisen mit einem Beriihrkreis der Schar
anfangen, einen zweiten Kreis derselben Schar wahlen, der den ersten beriihrt, und so weiterma-
chen. Jetzt ist es eine interessante Frage, ob sich die entstehende Kreiskette nach endlich vielen
Schritten schliet, oder nicht. Die Antwort scheint viel schwerer zu sein, als bei konzentrischen
Kreisen.

Ist sie aber nicht. Das ist eine Anwendung der Inversion am Kreis und hat folgenden Grund:

Lemma: Zu zwei gegebenen, sich nicht schneidenden Kreisen Ky und K, gibt es immer
einen Kreis K, so daf$ bei Inversion an diesem Kreis K, die Kreise K1 und Ky in zwei kon-
zentrische Kreise tibergehen.

Beweis. Die Kreise K7 und K3 spannen ein Kreisbiischel A ohne Basispunkte, also mit zwei
Nullkreisen auf. Wir wahlen einen dieser Nullkreise, sein Punkt sei x, und nehmen als A" einen
Kreis mit dem Mittelpunkt x.
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Das zu A konjugierte Kreisbiischel sei A’. Alle seine Kreise stehen auf A7 und K, senkrecht
und gehen durch x. Bei der Inversion an K gehen diese Kreise aus A’ deswegen auf die Geraden
durch x. Die Kreise aus A gehen unter der Inversion auf Kreise, die auf allen diesen Geraden
senkrecht stehen. Das sind genau die Kreise mit Mittelpunkt x. Insbesondere haben die Bild-
kreise K] und K} von K; und K, unter der Inversion auch den Mittelpunkt x. Dann sind sie
also konzentrisch. [

Kreiskette der Lange vier zwischen zwei konzentrischen Kreisen

Bild der Kreiskette unter einer Inversion
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Bei der Inversion an einem Kreis, die K; und K, auf die Kreise K] und K} abbildet,
gehen Beriihrkreise an K und K auf Beriihrkreise an K| und KJ. Sich gegenseitig beriithrende
Beriihrkreise gehen wieder auf beriihrende Beriihrkreise. Eine Steinersche Kreiskette zu K
und K, der Lénge n geht deswegen wieder auf eine Steinersche Kreiskette zu K| und K der
Lénge n. Und auch die Zahl k der Umlaufe &ndert sich nicht. Damit ist die Frage der Existenz
einer Kreiskette zu den Kreisen Ky und K, zuriickgefithrt auf die Frage der Existenz einer
ebensolchen Kette zu zwei konzentrischen Kreisen K| und KJ, welche die Bilder von K; und
K5 unter der Inversion an einem Kreis sind.

Als erste Anwendung ziehen wir daraus die Folgerung

Satz (Porismus fiir Kreisketten): Gegeben seien zwei disjunkte Kreise K1 und K>. Wenn
es eine Steinersche Kreiskette der Linge n und Umlaufzahl k fiir diese Kreise gibt, dann gibt es
unendlich viele solcher Ketten. Jeder Berihrkreis an Ky und Ky (der keinen der beiden Kreise
umschlief§t) gehort zu einer solchen Kreiskette.

Bweis. Fiir konzentrische Kreise Ky und K ist die Aussage wegen der Rotationssymmetrie
vollig klar, so klar, daf ich sie nicht einmal eigens erwéhnte. Aber mit Hilfe einer geeigneten
Inversion (s. Lemma) ist die Aussage auf konzentrische Kreise zurtickzufithren. (]

Dieser Satz ist wunderschon. Insbesondere kann man ithn wunderschén am Computer visua-
lisieren.

Ich méchte jetzt der Frage nachgehen, ob man &hnlich wie bei konzentrischen Kreisen, auch
eine algebraische Bedingung dafiir angeben kann, daf} eine solche Steinersche Kreiskette zu zwei
gegebenen Kreisen Ky und K, existiert. Die Bedingung ist natiirlich, dafl sie in konzentrische
Kreise K| und K invertiert werden koénnen, fiir deren Radien ry und

ri 1 —sin(kn/n)

re 1+ sin(km/n)

gilt. Die Kreise K; und K sind durch ihre beiden Radien r; und ry und den Abstand d ihrer
Mittelpunkte in ihrer Lage eindeutig bestimmt, bis auf Bewegungen. Dummerweise dndern sich
diese drei Groflen rq, 79 und d bei Inversionen. Aber es gibt eine Invariante, welche sich nicht
andert. Das ist

P(p17p2)2

P(p1,p1) - P(p2,p2)’

die Zahl aus 2.3, welche den Schnittwinkel der Kreise zu den Parameterpunkten p; und py be-

stimmt. Der Schnittwinkel zweier Kreise ist ja eine Invariante unter der Inversion, also wird auch

diese Zahl (als cos® des Schnittwinkels) invariant sein. Richtig, wenn sich die Kreise schneiden!

Aber das tun sie jetzt gerade nicht. Trotzdem ist die Zahl eine Invariante unter der Inversion:
Zunéchst ist klar, dafl sich

P(pi1,p2)? (i = dP)?

P(pi,p1) - P(p2,P2) 4rirs

bei Bewegungen, ja auch bei Streckungen, nicht andert. Deswegen geniigt es, die Invarianz des
Ausdrucks bei Inversion am Einheitskreis zu beweisen.
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Satz (Invariante): Zwei Kreise mit den Parameterpunkten py und py mdgen unter der
Inversion am Finheitskreis in zwei Kreise mit den Parameterpunkten p} und p} dbergehen.

Dann gilt
Ppip2)®  _ P(pi,ph)°
P(pi.p1) - P(p2.p2) PP}, P1) - P(p2,Ph)
Beweis. Es sei p; = (&,n:, () und pi = (&,n,,¢!) fir « = 1,2. Wenn der Inversionskreis als

Einheitskreis gewédhlt wird, haben wir in 2.1
pl = (97 . l)
G G Gi
bewiesen. Damit wird

P(p},py)’ _ (26185 + 2mmh — ¢ — (5)°
P(p1, p1) P (P}, P2) ((61)% +m1)% = (&) + (12)* — ¢3)

26182 2mn2 11 2
(clcz 376 TG <2)

((Br+ @ =@ (Br+Er-@))
(26& +2mn2 — G — G)?
(& 40t = Q) (& + 73 — G)

P(p17p2)2
P(p1,p1)P(p2,p2)

Wir wissen also jetzt: Die Zahl

2 2 2
_r1+r2—d

2T1T2

[2

Y

dndert sich nicht bei konformen Abbildungen und bei Inversionen an Kreisen. Wenn 1?2 < 1 ist,
dann schneiden sich die beiden Kreise (Abschnitt 2.3). Uns interessiert deswegen nur 1* > 1,
also I > 1 oder I < —1. Der Unterschied zwischen diesen beiden Fillen ist folgender:

o [ > 1: In diesem Fall ist
ri s —d* > 2y, (r1—12)? —d® >0, d<|r— 1yl
die Kreise liegen ineinander.
o [ < —1: Jetzt ist
ri4ry —d* < =2riry, (ri4re)?—d* <0, d>r 47,

die Kreise liegen auflerhalb voneinander.
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Das Vorzeichen von [ entscheidet also dariiber, ob die Kreise ineinander liegen oder nicht.
Das ist sehr lustig, denn bei einer Inversion kénnen ineinanderliegende Kreise auf Kreise ab-
gebildet werden, die auflerhalb voneinander liegen. Die Zahl I selbst ist also keine Invariante
unter Inversionen, nur ihr Betrag, bzw. das Quadrat 2.

Iir konzentrische Kreise ist d = 0 und

[:T3+T3_l(r_1+r_z)

2T1T2 2 T2 ™

Damit ist [ durch das Verhéltnis g := ry/ry festgelegt. Umgekehrt legt [ auch dieses Verhaltnis
im wesentlichen fest. Denn wenn
1 1
I=- —
5 (q + q) ;

dann folgt aus der quadratischen Gleichung
¢ —2Ig+1=0
fiir ¢, dal ¢ einer der beiden Werte

ho=1E£VI?-1

ist. Diese beiden g-Werte sind invers zueinander. Wenn einer ¢ = rq/r, ist, dann ist der andere
1/q = ry/ry. Damit ist dieser Quotient der beiden Radien durch [ festgelegt, bis auf die Rei-
henfolge der beiden Kreise. Aber natiirlich ist klar, dal ¢ = r/R fiir ¢ < 1 und ¢ = R/r fir
qg > 1 gilt.

Wenn es zu zwei konzentrischen Kreisen eine Steinersche Kreiskette aus n Kreisen mit &
Umlédufen gibt, dann ist

1 /ry rg) 1(1—5 l—l—s) 1 4 52
[:— —_— —_— = — =
<r2+r1 2 1—|—3+1—3 1 — s2

mit s := sin(k7/n). Und umgekehrt: Wenn diese Beziehung gilt, dann ist entweder ry/ry oder
ro/r1 gleich dem Quotienten
1—s
1+s’
je nachdem welcher Kreis grofler ist, und eine Steinersche Kreiskette existiert.
Satz (Steinersche Kreisketten): Gegeben seien die beiden Kreise Ky und Ky mit

2 2 2
ri+r;—d

2T1T2

I =

Es gibt zwischen ihnen genau dann eine Berihrkreiskette aus n Kreisen mit k& Umldufen, wenn

_1—|—52 o (kw)
=T S 1= sin —).

|1
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Beweis. Wegen |s| < 1ist |[I| > 1 und die beiden Kreise schneiden sich nicht. Wir invertieren
K und K, auf zwei konzentrische Kreise K| und K. Dabei dndert sich |I| nicht. Also gibt es
zwischen K| und K eine Kreiskette der beschriebenen Art. Das Bild dieser Kreiskette unter
der Inversion ist eine Kreiskette zwischen K| und K. L]

Die Bedingung dafiir, dafl zwischen zwei Kreisen eine Steinersche Beriihrkreiskette exisitiert,
kann man graphisch darstellen. Dafiir normieren wir den Radius R eines der beiden Ausgangs-
kreise auf R = 1. Dann haben wir zwei Parameter r und d, welche die Situation beschreiben.
Wir kénnen sie als Koordinaten in einer Ebene nehmen. Zu jedem Punkt (r,d) im rechten
oberen Quadranten dieser Ebene gehort ein Kreispaar. Die zugehorige Invariante ist jetzt

r24+1—d?

=+
2r

Die Bedingung dafiir, daf} die Kreise ineinander liegen ist

r24+1—d?

>1 = d<|l—r|,
2r

und dafiir daf} sie auflerhalb voneinander liegen

r24+1—d?
2r

In der (r, d)-Ebene sind das folgende Gebiete:

< -1 <= d>1+r.

d

Kreise ineinander

Das schattierte Gebiet ist hier fiir uns verboten, seine Punkte entsprechen sich schneidenden
Kreispaaren. Man kann nun in diese Ebene die Kurven eintragen, wo [ konstant ist. Sie haben
eine Gleichung

r24+1—d?
2r

= 1
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rP41—d?

r? — 2] — d?

(r—1)>—d*
(r—1)? d?

-1 -1

2rl

1> —1

So eine Gleichung beschreibt eine gleichseitige Hyperbel mit den Halbachsen /1?2 — 1, die um [
auf der r-Achse nach rechts verschoben ist. Fiir positives [ gehéren zu Punkten (r, d) auf dieser
Hyperbel zwei Kreise, die ineinander liegen, fiir negatives [ liegen sie auflerhalb voneinander.
Ich habe diese Hyperbeliste fiir Kreisketten der Lange n = 4, also sin(a) = v/2/2 und [ = 3

einmal geplottet:

Kreisketten der Lénge vier bilden eine sehr bemerkenswerte geometrische Konfiguration:
Nimmt man die beiden Ausgangskreise noch hinzu, so haben wir insgesamt sechs Kreise. Von

diesen Kreisen beriihrt jeder vier andere, und einen anderen nicht. Die vier, welche er beriihrt
bilden eine Kreiskette. Insgesamt haben wir da drei, ineinander verschlungene Kreisketten:
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3.4 Gestange

Es seien - wie immer - K7 und K, zwei Kreise mit den Radien ry, ro, den Mittelpunkten m;, m,
und dem Abstand d zwischen ihren Mittelpunkten. Wir betrachten hier Paare von Punkten
a € K; und b € K,, welche einen festen Abstand ¢ voneinander haben. Man kann sich das
vorstellen als ein Gestinge bestehend aus vier Stangen der festen Léangen d,ry,ry, ¢, die durch
Gelenke verbunden sind, so, dal die Stange der Lénge d fest ist.

b

1

\d

my d m-

Wir wollen die Bedingung an die vier Langen ry, ry, ¢, d dafiir finden, dafl es moglich ist, das
Gestange so zu bewegen, dafl der Punkt a auf seinem Kreis K eine ganze Drehung ausfiihrt.
(Ich halte mich hier and die Seiten 61 f. des Buches ’Leitfaden der technisch wichtigen Kurven’
von F. Ebner, Teubner, Leipzig, 1906.)

Ein Punkt a € K ist durch das Gestédnge genau dann erreichbar, wenn der Kreis um a vom
Radius ¢ den Kreis K5 schneidet, d.h., genau dann, wenn

le —ra| <||a—m;y ||< e+ r.

Wegen
| a—m, |*=r] +d —2(amy) = r; + d* — 2ridcos(y)

ist dies dquivalent mit

(c—r9)? < r?+d? —2rideos(p) < (c+12)?
(C 2— 7“2)2 - (d2 + 7“%2) S —27“16[008(99) S (cz_l_ T22)2 o (d2 + rj)
d* +ri —(c+ 1) < cos(¢) < > +ri—(c—r) |

2T1d 2T1d

Genau dann sind hier alle Winkel ¢ moglich, wenn

2 .2 2 2 02 (N2
d*+ri — (c+ 1) <1 und 1§d +ri —(c—r2)
2T1d 2T1d
(d4+71)* —(c+r)? <0< (d—r1)* —(c—r)?
(d+r+ct+rm)d+r—c—ry) <0< (d=r1+ec—ra)(d—r1 —c+rg).
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Weil d + ry + ¢+ r2 > 0 ist, bedeutet dies
rtd—ry—c<0<(ry—d+r—c)(ri —d—rs+c).

Um diese Bedingungen auszuwerten, machen wir vier Fallunterscheidungen nach dem Groflen-
verhéltnis zwischen r; und d, bzw. ry und ¢:

r1 > dund ry > ¢: Wegen ry — d + ry — ¢ > 0 sind die Bedingungen

rm+d—ro—c<0<r—d—ry+ec

Daraus folgt zunachst d — ¢ < —d + ¢, d.h., d < ¢. Damit ist die feste Stange d die kiirzeste
aller vier Stangen. Je nachdem, wie sich ry und ry zueinander verhalten, sehen wir

wenn ‘ Bedingung
r<ry|rg+d<r +c,
ro<ry|rt+d<ry+ec

Das sieht furchtbar uniibersichtlich aus, vor allem weil noch drei andere Falle zu diskutieren
sind. Trotzdem steckt System darin: Die kiirzeste Stange ist d und die Summe dieser kleinsten
Léinge und der jeweils grofiten ist < der Summe der beiden anderen Léingen.

r1 > dund ry < ¢: Wegen 1y —d — r9 + ¢ > 0 sind die Bedingungen

rm+d—ro—c<0<r—d+r;—ec
Es folgt d < ry, also ist wieder d die kleinste Lange, und

wenn ‘ Bedingung
m>c|lm+d<r+ec
m<clct+d<r;+rs.

Das ist wortlich dieselbe Bedingung, wie im ersten Fall.

r1 < dund ry > ¢: Wegen r; —d — r9 + ¢ < 0 haben wir jetzt

ritd—ry—e<0< —(ry —d+ry—c).
Daraus folgt r; < ¢, also ist nun ry die kleinste der vier Langen, und

wenn ‘ Bedingung
ro>d|ry+re<c+d
ro<d|r+d<ry+e

Es ist vy die kleinste der vier Lingen und die Summe der kleinsten und der gréofiten ist < der
Summe der beiden anderen.

r1 < dund ry < ¢: Wegen r; —d + ry — ¢ < 0 finden wir

rm+d—ra—e<0< —(ry—d—ry+c¢)
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und daraus zunédchst ry < ry. Wieder ist ry die kleinste der vier Langen, und

wenn ‘ Bedingung
c>d|rmt+ce<rya+d
c<d|rm+d<ry+e

Wortlich dieselbe Bedingung wie im vorhergehenden Fall!
Fassen wir zusammen:

Satz: In dem Gestinge vermag der Punkt a genau dann den gesamten Kreis Ky zu durch-
laufen, wenn entweder d oder ry die kleinste der vier Lingen, und die Summe aus der kleinsten
und der grofiten Linge < der Summe der beiden anderen Léingen ist (Grashof-Bedingung).

Diese Aussage stammt aus dem Buch "Theoretische Maschinenlehre, Band II” von Grashof.
Mehr als diesen Titel, und dafl es vor dem Jahre 1906 erschienen ist, weify ich nicht iiber dieses

Buch, und ich bin auch nicht sicher, ob sich der Autor Grashof oder Grashoft schrieb.

Doppelkurbel

Mit diesem Satz kann man jetzt die Bewegungsmoglichkeiten unseres Gestanges klassifizie-
ren. Dabei nennt man eine Stange, die eine volle Kreisbewegung durchfithren kann, eine Kurbel,
eine der das nicht méglich ist eine Schwinge.

Grashofbedingung | minimale Linge | Gesténge
erfiillt d Doppelkurbel
erfillt rq oder ry Kurbelschwinge (oder Schwingkurbel)
erfiillt c Doppelschwinge
nicht erfiillt Doppelschwinge

90



Kurbelschwinge

Die Doppelschwinge méchte ich nicht auch noch zeichnen. Das ist namlich etwas schwieri-
ger: Bei den Bildern der Doppelkurbel und der Kurbelschwinge habe ich den Punkt a einfach
den kleinen Kreis Ay in Schritten von 45° durchlaufen lassen, und die beiden Punkte auf dem
anderen Kreis K5 ausgerechnet, die von a den Abstand ¢ haben. Den richtigen habe ich gezeich-
net. Bei der Doppelschwinge durchlaufen beide Punkte, a und b, nur Teile ihrer Kreise, und
ich miiite erst ausrechnen, welche Bégen das sind, und dann einen Punkt auf seinem Bogen
variieren lassen. Das ist mir aber jetzt zu aufwendig.

Man wiirde feststellen, dafl sich die Gesténge, welche der Grashof-Bedingung geniigen, qua-
litativ von denen unterscheiden, die es nicht tun: Ist die Grashof-Bedingung erfiillt, kann das
Gestange zwei verschiedene Bewegungsablaufe ausfithren, die man nicht stetig miteinander in
Verbindung bringen kann. Bei der Doppelkurbel, die ich gezeichnet habe, zieht der Punkt a
auf A; den Punkt b € K, hinter sich her. Er konnte ithn auch vor sich herschieben. Bei der
Kurbelschwinge findet die Schwingung auf dem oberen Teil des Kreises K statt, sie konnte
auch im unteren Teil stattfinden. In diesen Fillen ist der Raum der Positionen des Gesténges
nicht zusammenhdngend.

Ich mochte jetzt den Raum aller Lagen, welche das Gestdnge einnehmen kann durch eine
Gleichung beschreiben. Natiirlich kann man sagen, dieser Raum ist die Menge

{(a,b) € Ky x Ky :| a—Db ||=c}.

Diese Beschreibung ist fiir meine Zwecke zu uniibersichtlich, weil es rechnerisch unangenehm
ist, zu einem festen Punkt a € K, die beiden Punkte b € K, zu finden, welche den Abstand
¢ haben (wenn sie reell sind). Die folgende Beschreibung ist dafiir viel besser geeignet. Der
Nachteil ist, da} die metrische Gestalt der beiden Kreise verloren geht.
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Bei den Rechnungen, die jetzt folgen, halte ich mich an den Artikel 'Ein Schliessungssatz
fiir zwei Kreise’ von O. Bottema in den Elementen der Mathematik XX, p.1-24. Die Lagen der
Punkte a und b beschreibt er durch zwei Winkel ¢y und ¢, und zwar normiert er die Winkel

so, daf}
a:(—rl-cos(c,ol))7 b:(d‘|‘r2-008(g«92))‘

—ry - sin(e1) ry - sin(ps)

my m- L2

©1

a

Die Punkte a und b haben den Abstand ¢, wenn

Ib—a|® = (d+ri-cos(pr)+ry- 003(992))2 + (ry - sin(er + 1o - Sin(c,oz))Z
= d* + 71} cos*(¢1) + 13- cos*(p2)
+2dry - cos(p1) + 2dry - cos(pa) + 2112 - cos(pr)cos()2)
+r] - sin?(er) + 13 - sin®(pg) + 2r17rg - sin(p1)sin(ps)
= d* + 7]+ 734 2r1d - cos(pr) + 2rad - cos(y)
+2r179 (cos(p1)cos(p2) + sin(e1)sin(ez2))

2
= C.

Das ist eine Gleichung fiir vier Variable, ndémlich die beiden Winkelfunktionen der beiden Winkel
@1 und @y. Man kann eine Gleichung fiir zwei Variable u,v € IR daraus machen, indem man
die clevere Substitution

u 1= cotang (ﬂ) v 1= cotang (ﬂ)
2)7 2
durchfithrt. Damit wird
L4+u? = 1/cos*(p1/2) L+0v? = 1/cos*(p2/2)
e ewsle) st cost(eaf2) = sind(eaf?)
o5 (1/2) o5 (g2/2)
_ cos(p1) _ cos(p2)
o (61/2) o2 2)
Und wegen

cos(p;) = cos (% + ﬂ)
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= cos’(if2) — sin®(i/2)
sin(p;) = sin (ﬂ + &)

2 2
= 2cos(pif2)sin(p;/2)
(1 +u®) (1 +v¥eos(pr) = (1+0*)(1 —u?)
(1 +u*)(1 +v*)ecos(pz) = (1 +u*)(1—v%)
(14 a1+ Peos(prleostpn) = (1— )1 —0?)
(1+ u2)(1 + v2)3in(<,91)3m(<,92) = Auv

wird aus unserer Gleichung

d* 41} +rs— 4 2rd - cos(pr) + 2rad - cos(ps)
+2r179 (cos(p1)cos(pz) + sin(e1)sin(pz)) = 0,

nachdem wir sie mit (1 + uw?)(1 + v?) durchmultiplizieren, die Gleichung

(r? 4+ 72+ d® — A) (1 4+ u?)(1 +v%) + 2r1d(1 —u?)(1 +v?)
+2r9d(1 + u2)(1 — v2) + 2717y ((1 — u2)(1 — v2) + 4uv) =
(r} + 75+ d* — & — 2rid — 2rad + 2117y - uPv?
+(ri + 75+ d* — 2 —2r1d + 2ryd — 2ry79) - U
H(r? s+ d* — & 2rd — 2ryd — 2ry7y) - 0P
+8riry - uv
+ri 4l +d? =+ 2rd 4 2rd + 2r7 = 0

Das sieht natiirlich viel schlimmer aus, als die Ausgangsgleichung. Aber mit den cleveren
Abkiirzungen

po= —rtratdie, p2 = rmi—rntd+te,
ps = rmitr—d+te, pa = mitratd-g,
G = rm—ry—d+ec, G = —ri+ry—d+e,
g3 = —ri—r2+d+e, g =  rit+rntd+te

schrumpft die Gleichung auf die iibersichtliche Form

flu,v) = pags - u?v? + piqr - u? + paga - v — 8ryry - uv — pags = 0.

Das ist jetzt eine Gleichung fiir zwei Variable u, v, die beide quadratisch vorkommen. Das ist
wieder eine Kurve vom Grad vier. Das wesentliche ist folgendes: gehort der Punkt (u,v) zu
einem Paar (a,b) € K; X Ky mit dem Abstand || a — b ||= ¢, so gehort das Paar (a,b’) zum
Punkt (w,v’) mit derselben u-Koordinate und das Paar (a’,b) mit demselben Abstand zum
Punkt (u/,v) mit derselben v-Koordinate. Weil die Gleichung in u und in v jeweils vom Grad
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zwei ist, schneidet jede achsenparallele Gerade u = ug oder v = vy die Kurve in zwei Punkten
(wenn diese reell sind).

Im Prinzip kénnen wir die Gleichung deswegen nach u oder v auflésen. Theoretisch hilft das
nicht viel weiter, aber fiir die folgenden graphischen Darstellungen habe ich genau das gemacht.
Und zwar habe ich die folgenden vier Félle betrachtet:

Grashofbedingung
erfiillt nicht erfiillt
Doppelkurbel  Kurbelschwinge Doppelschwinge | Doppelschwinge
1 0.5 0.3 0.5 0.4
) 0.6 0.6 0.6 0.6
d 0.3 0.5 0.7 0.3
¢ 0.7 0.7 0.3 0.8
Piga 0.33 -0.15 -0.55 0.39
D242 0.45 0.45 -0.27 0.63
P3q3 -0.15 0.33 -0.07 0.15
Paqa 1.47 1.47 3.15 1.05
8ryry 2.4 1.44 2.4 1.92

Die ersten beiden Beispiele sind die, fiir welche ich die Bewegungsabldufe oben skizziert habe.
Die u, v-Kurven sehen folgendermaflen aus:

Doppelkurbel Kurbelschwinge

Dieser Abschnitt iiber Gesténge war nur eine Vorbereitung fiir den nachsten Abschnitt.
Eigentlich sollten 3.4 und 3.5 zusammen ein Abschnitt sein, aber der wére viel zu lang geworden.
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Doppelschwinge Doppelschwinge
(Grashofbedingung erfiillt) (Grashofbedingung nicht erfiillt)

3.5 Zickzacks

Jetzt machen wir Zickzacks: wir beginnen mit einem Paar (a;,b;) € K; x K3 von Punkten,
die den Abstand || a; — by ||= ¢ haben. Dann sei by € K, der andere Punkt, der von a; diesen
Abstand hat, und a; € K sei der andere Punkt, der von b, den Abstand ¢ besitzt. Wenn wir
so weitermachen, entstehen zwei Folgen von Punkten a;, ay, ... € K7 und by, b, ... € K, derart,
daf} stets

2= by =] a: = by 1=

Jezt gibt es dieselben zwei Félle, wie bei den Steinerschen Kreisketten: Entweder bekommen
wir unendlich viele verschieden Punkte a; und b;, oder wir kommen irgend wann wieder an
den Anfangspunkt zuriick: a,,;; = a;. Dann wollen wir diese Folge einen Zickzack der Léange n
nennen (zum Abstand ¢).

Zickzack-Satz: Zwischen den Kreisen K| und Ky gebe es einen Zickzack der Linge n zum
Abstand c. Dann gibt es unendlich viele solche Zickzacks der Linge n zwischen diesen Kreisen.
Jedes Punktepaar (a,b) € Ky X Ky vom Abstand ¢ ist Startpaar fir einen Zickzack.

Beweis. Obwohl der Satz so stimmt, wie ich ihn formuliert habe, mo6chte ich den Beweis nur

fiir den Doppelkurbel-Fall fithren. In diesem Fall hat die Gleichung

flu,v) = av?vi + b + et +duv+e=0
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namlich die Eigenschaft, daf fiir keine ihrer Losungen (u,v)

af

af
90 (u,v) =0 oder %(u,v) =0

gilt. Fir alle v € IR ist die Gleichung lokal nach v auflésbar, ergibt lokal zwei differenzierbare
Funktionen vy (u) und vy(w) mit f(u,v;(w)) = 0, und ebenso ist sie fiir alle v € IR lokal nach
u auflosbar mit zwei differenzierbaren Funktionen wuq(v), uz(v). (In den anderen Féllen gibt es
Punkte (u,v), die man beim Beweis ausschlieflen muf.) Streng genommen miifite auch man
die zwei u-Werte ausschlielen wo ein v-Wert oo wird, und die zwei v-Werte, wo das mit einem
u-Wert passiert.

Wir nehmen also an, es gebe ein geschlossenes Zickzack

(uh Ul)v (uh Uz), (Uz, Uz), (Um Un—|—1)7 (Un+1, Un+1) = (Ul, U1)

mit f(u;,v;) = f(ug,vip1) = 0. Jetzt verandern wir den Anfangspunkt u; € IR differenzierbar in
Abhéngigkeit von einem reellen Parameter ¢ € IR: Wir bekommen differenzierbare Funktionen

ui(t),

vi(t) = wvi(ui(?)),

va(t) = wa(ui(?)),

ua(t) = uz(va2(1)),
vt (t) = e (ta(D).
Unt1(t) = Uppr(vata(t)),

Wir wissen w,11(0) = u(0), weil das Ausgangs-Zickzack geschlossen ist. Wir zeigen, daff bei
dieser Anderung gilt
unt1(l) =wi(t), t € R,

und haben dann die Behauptung gezeigt.
Der Beweis geht analytisch. Er vergleicht die Ableitungen

dvy/dt und dvy/dt
duy/dt und duy/dt
dvy/dt und dvs/dt

Zuerst vergeleichen wir die Ableitungen von u und v im gleichen Punkt (u;,v;). Wenden wir
die Kettenregel auf f(u;(?),v;(t)) =0 an, so folgt

of dui  Of du;
u U vi) g+ gy (s i)
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und ebenso erhalt man aus f(u;(t),vi41(¢)) =0

af duZ 6f dUH—l o
%(UMUH-I)% + %(U“UH-I) dr 0.

Um die Ableitungen von vy(t) und vs(t) zu vergleichen, schreiben wir mit dem Satz von
Vieta

flu,v) = (au2 + c)v2 + duv +bu? 4+ e = (au2 +¢) - (v1(u) —v) - (ve(u) —v).

Differenzieren ergibt

f , dvsy
%(u,vz(u)) = (au + c) . %(Ul(u) - UZ(U))

dvy/dt B (duy [/dvy)(dvy /dt)
Of [ou(ui(t),vi(t)) — (aud 4 ¢)(va(t) — va(t))
B duy /dt
N (aui + ¢)(vy — vy)
dvy/dt duy /dt

OfJOu(us(t),va(t)) — (aui 4 ¢)(vr —va)

Fiir die zwei Funktionen vy(¢) und vy(¢) zum gleichen uy gilt also

dvl/dt dvz/dt

f [Ou(ur,vy)  OfOu(ur,vy)’

und ebenso fiir die zwei Funktionen u;(¢) und uy(?) zum gleichen vy

af/av(ul,vg) N 8f/av(u2,vg)'

Zusammen mit

dul/dt dvl/dt dul/dt dvz/dt

af/0v(uy,vy) N _af/au(ul,vl)7 af/0v(uy,vy) N _af/au(ul,vz
folgt daraus

dul/dt dvl/dt dvg/dt dul/dt dUQ/dt

Offov(ur,v1)  Of Joulus,vi)  Of JOu(uy,ve)

T Of[Ov(u,ve)  OF[0v(ug,va)
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Die Ableitungen von u; und usy, gewichtet mit den Faktoren 9f/0v(uy,v1) und 9f/0v(uz,vy)
stimmen iiberein. Die analoge Gleichung gilt fiir uy und ws, fiir ug und wuy, ..., fiir v, und w, 4.
Und aus der ganzen Gleichungskette sehen wir
dul/dt B dun_|_1 /dt
Of [Ov(ur,v1) — Of[00(tnir, V1)

Fiir up4y als Funktion von wuy ist dies die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

dunp1  Of of _ Flu)
Tt = Gyt o))/ G (e vnsa ) =5 e S

Weil sich nach Voraussetzung fiir ¢ = 0 der Zickzack schlieBt, ist w,41(u1(0))) = u1(0). Die
Differentialgleichung hat trivialerweise die Losung w,41(u1) = uy zur selben Anfangswertbe-
dingung. Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen folgt deswegen
Uny1 = wp auf dem gesamten Definitionsbereich. L]

(Das sieht natiirlich etwas nach Zauberei aus, oder wenn man kritisch gestimmt ist, nach
Mogelei. Ist es aber nicht. Hinter der Rechnung steckt das elliptische Differential. Die Kurve
f(u,v) = 0 ist eine sogenannte elliptische Kurve. Sie 148t eine einparametrige Transformations-
gruppe zu, die von diesem Differential in infinitesimaler Form beschrieben wird.)

Jetzt mochte ich gerne die Bedingung dafiir wissen, dafl es zwischen zwei Kreisen K und
K5 ein Zickzack der Lange n gibt. Diese Bedingung ist nicht mehr so einfach, wie es bei den
Steinerschen Kreisketten der Fall war. Deswegen mochte ich sie auch nur in den Féllen n = 2
und n = 3 angeben. Weil man ein geschlossenes Zichzack zwischen den Kreisen verschieben
kann, kann man jeden beliebigen Punkt eines Kreises als Anfangspunkt nehmen. Ftwa einen
Punkt a; € K, der auf der Symmetrieachse liegt, welche die beiden Kreismittelpunkte enthélt.
Dann wird auch das ganze Zickzack symmetrisch, und die Rechnung wesentlich einfacher.

Fiir die Rechnung legen wir wie oben den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittel-
punkt des Kreises K7, und nehmen als Mittelpunkt des Kreises Ky den Punkt my = (d,0). Als
Anfangspunkt des Zickzacks nehmen wir den Punkt

a; = (d —|— T2, 0)
auf der x-Achse.
Der Fall n = 2: Aus Symmetriegriinden ist a; = (d — r2,0), der andere Punkt von K auf

der z-Achse. Und die beiden Punkte by, by liegen auf der Parallelen zur y-Achse durch ms. Sei
etwa by = (d, y;) Dann ist

& +yi =

2,2 _ 2
rptyr = ¢
und wenn wir beide Gleichungen voneinander subtrahieren, erhalten wir

22 _ .2 2
d°—r; =r] — ¢,

oder
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2 _ 2,2 _ 72
cc=ri+ri—d

Immer, wenn d* < ri + r3 ist, existiert ein solches Zickzack der Linge zwei. Man muf nur die

Strecke ¢ entsprechend dieser Formel wéhlen.

Der Fall n = 3: Wir beginnen wieder mit a; = (rq + d,0). Der Punkt by = (21, 22) liegt auf
Ky, der Punkt ay = (29, y2) wieder auf Ky. Weil das Zickzack zur x-Achse symmetrisch liegt, ist
by = (r1,0) oder (—rq,0). Das sind zwei verschiedene Félle. Wir rechnen den Fall by = (—rq,0)

durch, und wenn wir im Ergebnis das Vorzeichen von r; &ndern bekommen wir den anderen

Fall.

Zuerst berechnen wir die Koordinaten von a,. Aus den Bedingungen
(xo —d)* +y; = 13
(r247m1)+y; = &

bekommen wir durch Subtraktion

2 2 2 2
—2dxy +d° —2ryxe — 1] =15 — ",

oder

1
(d+r)ay = 5(02 +d* —ri —r3) = f.
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Es ist also

und fiir y, folgt daraus

r% — (x2— d)2
(ro4+d—a2)(ry —d+ x3)

f
d—|—7"1)(d_r2

—(d—|—T2 —

_d—|—T1

/)

—((d+r)(d+r2) = )(d +r)(d=r2) = f).

Nun ist

(d+r)(d+r)—f

1
2

1
= Slld4ri4r)" -,

und, wenn wir hier ro durch —r; ersetzen

(2d* + 2dry + 2dry + 27y — & — d* 4 v} +1d)

[+ r)(d=ra) = [ = 5(d 4 =) = &),

Fiir y; erhalten wir schliefflich die Bedingung

(d+r1)%ys

—i((d +r ) — A ((d+r — 1)t — ).

Jetzt behandeln wir analog den Punkt by: Aus den Bedingungen

2 2
ry+y; = 1

(zr—(d+7m2)) 4y = &
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folgt durch Subtraktion

20d+ry)ry — (d+71y)* = ri—¢?
2(d—|—7“2)$1 = 2d(d—|—T2) —2f
f
d—|— TQ‘

1 = d—

Fiir y; folgt daraus

2 2 2
Yi = M-

= —(xy+ri)(er —11)

f
d—|—7"2)(d_r1_

[

= —(d _
( tn d+re

).

Das ist genau dieselbe Gleichung wie die fiir y,, nur sind ry und ry hier vertauscht. Deswegen
finden wir hier

1
(d+r2)y; = _Z((d +r4r)? = A((d =1+ 1)t — ).
Unsere vier Punkte bilden ein Zickzack, wenn

b1 —ay [|=|| (21 — 22,51 — 2) [|=c.
Nach Quadrieren ist dies dquivalent zu

(1 +yi) + (23 +y3) = 20120 = 2p1y2 =
ry 4 (r; + 2dey — d°) — 22120 — 21y =
—2f +2x9(d — 1) = 2y1y2
wo(d — 1) — f ny2

Diese Gleichung miissen wir quadrieren, und weil wir Formeln fiir (d + rq)?y?, bzw. (d +r1)*y3
haben, multiplizieren wir sie vorher noch mit (d + rq)(d + r2). Das Resultat ist

(d+r)(d+r2) - (w2(d —21) = )" = (d +7r2)%7 - (d+1)*3
Auf der linken Seite steht das Quadrat von

(d4+r)(d+r)(az(d—a1) = f) = fP=(d+r)d+r)f
- %f ' (02 +d - T% - T% — 2d* — 2dry — 2dry — 2r173)

= %f‘(c2 —(d+ri+72)7)

Unsere quadrierte Gleichung lautet also

ifz(c2 —(d+ 71 +12)%)? = %(C2 —(d+ 71 +712)%)2 (= (d+7r1 — 1)) — (d— 71 +12)?).
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Hier kiirzen wir natiirlich den quadratischen Faktor. Kann der = 0 sein? Sicherlich! Aber das
wiirde ¢ = d + r1 4+ r2 bedeuten. Die erste Strecke des Zickzack wiirde quer vom rechten Ende
des Kreises K3 zum linken Ende von K gehen, die zweite wieder zuriick, und immer so hin und
her. Das ist ein sehr degenerierter Zickzack. Den schlieflen wir aus und kiirzen. Das Resultat
ist

4 = (= (d+r1 — 1)) — (d —ri +12)?).
Hier ist die linke Seite

Y T )
und die rechte

= ((d+r —r2)* 4 (d—ri+72)?) + (d 4 —1r2)*(d =1y +12)?
= =2+ (e = 2)?) + (4 = (= 2)?)

Wir finden schlieflich fur ¢:

2% (d2 — =2+ (r - 7“2)2) = (d* = (r1 —7m2)*)? = (&* —r} —13)?

2% . (2d2 —2rry) = (2d2 — 27“% — 27“% + 2ryrg) - 2r1ry
5 riro(d® —ri —r3 4+ 1rirg)

C = 5
d2 — 2T1 T2

ein Ergebnis, das angesichts der langen Rechnung doch bemerkenswert einfach ist. Schreiben
wir das Eregbnis nocheinmal schén hin, und zwar beide Félle:

riro(d® —ri —r3 4+ 1)

d2 — rmra
2 2 2
—riro(d® —rf — 15 — rirg)

d2 —|— mra

An dem Beispiel r; = 0.5, r, = 0.6, d = 0.3, aus 3.4 habe ich die Zickzacks fiir ¢; und ¢,

gezeichnet:
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Hier ist ein Ungliick passiert: Aus Griinden, die mir nicht klar sind, stoflen fast immer zwei
Strecken an einer Ecke auf K in einem gestreckten Winkel zusammen. Es sieht dann aus, als
ob der Zickzack eine Ecke zu wenig hatte. Kiinstlerpech.

Dafiir ist der zweite Zickzack umso schoner:

3.6 Poncelet-Polygone

Jedes Dreieck besitzt einen Inkreis A7 und einen Umbkreis K5, Es ist ziemlich klar, dafl zwei
ineinanderliegende Kreise K7 und K5 nicht immer In- und Umkreis eines Dreiecks sein kénnen.
Wenn sie z.B. konzentrisch liegen, dann miifite das Dreieck gleichseitig sein, und bei gegebenem
Umkreis K3 gibt es nur eine einzige Moglichkeit fiir K. Von Euler stammt die Bedingung dafiir,
dafl zwel Kreise In- und Umbkreis eines Dreiecks sind:

Satz (Euler-Bedingung): Fs seien K1 und Ky zwei Kreise mit den Radien ry und ry und
mit dem Abstand d zwischen thren Mittelpunkten. Es gibt genau dann ein Dreieck, das Ky als
Inkreis, und Ky als Umkreis hat, wenn

ry —d* = 2rry.
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Beweis. Ich halte mich hier an das Buch 'Mathematische Juwelen’ von R. Honsberger, (View-
eg 1982), Seiten 45-47. Der dort wiedergegebene Beweis ist sehr schon kurz und geometrisch.
Er benutzt den Sinus-Satz: Liegt in einem Dreieck mit dem Umkreis-Radius R der Seite a der

Winkel o gegeniiber, so ist
a

:ﬁ'

Aber wie die meisten geometrischen und schén kurzen Beweise hat dieser Beweis den Nachteil,

sin(a)

dafl man ihn selber nicht findet, wenn man nicht weifl wie er geht.

Wir beginnen also mit einem Dreieck a, b, ¢ und seinem Umkreis mit Radius ro und Mit-
telpunkt ms. Auf der Halbierenden des Winkels 3 := /b wéhlen wir einen Punkt m;, und
zeichnen um ihn einen Kreis A7 vom Radius 7, der die Dreiecksseiten ab und cb beriihrt. Wir
wollen zeigen: Genau dann beriihrt dieser Kreis die Seite ac von innen, wenn die Eulersche
Beziehung erfiillt ist.

Der Abstand der Mittelpunkte m; und m, sei wie immer = d. Die Gerade durch diese
beiden Mittelpunkte schneidet den Kreis A3 in den Punkten p und q. Dann ist die Potenz des
Punktes m; in Bezug auf K,

[d=myl-[[b—my|=[p-my|-[lqg-m|=(r2—d)(r2+d) =r;—d.

Diese Grofle steht auf der linken Seite der Eulerbeziehung.
Es ist klar, dafl

sin (é) _ "

2 b —m |’

Ib—m, [|= ——

sinl312)

oder

Nach dem Peripheriewinkel-Satz ist

/dca = /dba = g
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und nach dem Sinus-Satz fiir das Dreieck bed

|d —c|=2ry-sin (g)

Damit ist die Eulersche Beziehung dquivalent mit
[d—m[=[d-cl,

also damit, dafl das Dreieck edm; gleichschenklig ist.
Seien nun
v :=/mycb und 4 :=/mjca

die beiden Winkel, in welche die Verbindungslinie myc den Winkel v := Zacb zerlegt. Als
Anwinkel des Dreiecks m;be ist

Admlc = g + Y1

Auflerdem ist
Adcml = g + Y2.

Somit ist die Eulerbedingung (Dreieck edm; gleichwinklig) dquivalent mit

g-l-’h:g—l-’m, Le. 7=z
Dies nun bedeutet, dal m; auf der Halbierenden des Winkels v liegt, und somit der Inkreis-
mittelpunkt des Dreiecks abce ist. Weil K zwei Seiten des Dreiecks schon beriihrt, ist dieser
Kreis der Inkreis des Dreiecks.

Einerseits sehen wir nun: In- und Umkreis unseres (beliebigen) Dreiecks erfiillen die Euler-

bedingung. Erfiillen umgekehrt zwei Kreise K; und K5 diese Bedingung, so ist
d* =712 —2rry < (rg — )%

Die Kreise liegen deswegen ineinander. Und weil
ro(rg —r1) = d* 4 riry > 0

ist, muf} K der kleinere der beiden Kreise sein und im Inneren von K liegen. Wir kénnen nun
einen beliebigen Punkt b € K, wahlen, und als die anderen Punkte des Ausgangsdreiecks die

Schnittpunkte a und b der beiden Tangenten aus b an K mit dem Kreis Ky. K7 ist dann der
Inkreis dieses Dreiecks. U]

Korollar zum Beweis des Satzes: Sind K| und Ky In- und Umkreis eines Dreiecks, so
qibt es unendlich viele Dreiecke dieser Art, ndmlich zu jedem Punkt b € Ky ein Dreieck mit
diesem Punkt als Ecke.

Schon wieder ein Porismus! Es ist der einfachste Spezialfall des Porismus von Poncelet. Um
den zu formulieren zuerst Definitionen:
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Ein Polygon mit den Ecken ay,as,...,a, heifit einem Kreise K einbeschrieben, wenn alle
seine Ecken auf dem Kreis K liegen.

Das Polygon heifit einem Kreise K umbeschrieben, wenn alle seine Seiten ajay, ..., a,_1a,,a,a;
den Kreis K beriihren.

Ein Poncelet-Polygon ist ein Polygon, das einem Kreis Ky umbeschrieben und einem zweiten
Kreis Ky einbeschrieben ist. In der Literatur heifit ein solches Polygon auch Sehnen-Tangenten-
Polygon oder bizentrisches Polygon. Das einfachste Poncelet-Polygon ist ein Dreieck. Es ist
seinem Inkreis umbeschrieben, und seinem Umkreis einbeschrieben.

Man kann n die Lange des Poncelet-Polygons nennen. Und wieder kann das Polygon seinen
Inkreis K| mehrmals umlaufen.

Satz (Porismus von Poncelet): Zu zwei Kreisen Ky und Ky gebe es ein Poncelet-Polygon
der Linge n, das seinen Inkreis K1 k-mal umlduft. Dann g¢ibt es unendlich viele derartige
Poncelet-Polygone zu Ky und Ky. Jeder Punkt a € Ky, der nicht im Inneren von K liegt ist
Eckpunkt eines derartigen Polygons.

Dieser Satz von Poncelet gilt sogar allgemeiner fiir Kegelschnitte. Ich mochte den Satz hier
fiir Kreise beweisen, und zwar mit genau derselben Methode, wie den Zickzack-Satz. (Bottema
fithrt in seiner oben zitierten Arbeit den Zickzack-Satz auf den Poncelet-Satz fiir Kegelschnitte
zurlick. Beide Satz hangen also sehr eng zusammen.)

Genauso, wie ich beim Zickzack-Satz die konkreten Rechnungen (in 3.4) vom eigentlichen
theoretischen Beweis (in 3.5) abgetrennt habe, mochte ich auch hier den konkreten rechnerischen
Teil zuerst abhandeln, und zwar in Form eines Lemmas.

Lemma von M.J. Mention (1860): Es seien Ky und Ky zwei Kreise mit den Radien
r und R und dem Abstand d zwischen thren Mittelpunkten. a # b € Ky seien zwei Punkte,
deren Verbindungsgerade ab den Kreis Ky berihrt. Weiter sei o der Winkel bet a zwischen der
Geraden ab und der zweiten Tangente an Ky durch a. Ebenso sei 3 der Winkel bei b zwischen
der Geraden ab und der zweiten Tangente an Ky durch b. Fir die Zahlen

a 1= cotang (%) , b := cotang (g)

qilt dann:

2 p2 2 2 g2\2 2
a262+a2+62+2uab+(r + i —d) _ Ak = 0.

2

4

a b

Beweis. Die Radien habe ich hier r und R genannt, weil ich mir A5 als einen Inkreis, und
K5 als einen Umbkreis vorstelle. Deswegen bezeichne ich mit m; auch den Mittelpunkt von K

106



und mit m, den von K. Es ist

P o= mi—m,|?
= |l (m;—a) + (a—m,) |

= Imi—al? +2(m;—aa-m,)+ |a—m,|’

- (W)Q—Z(mi—amu—a)—l—ﬁ’z

2
r 9 2rRR ( a)
= ——0 - /bam, — — ).
sin?(a/2) TR sin(a/2) o8 AT

(Weil der Cosinus eine symmetrische Funktion ist, ist es hier egal, ob /bam,, kleiner oder grofier
als /2 ist.) Mit dem Cosinus-Additionstheorem

cos (Abamu = %) = cos([bamu)cos(g) + sin(ébamu)sin(%)

und der Formel

W =1 + cotang“(a/2)

wird daraus
d? = 7“2(1 + cotang® (g)) + R? — 2r Rcos(/bam,, )cotang (%) — 2rRsin(/bam,)
= R*+7*(1 +a®) — 2rRacos(/bam,) + 2r Rsin(bam,,).
An der Ecke b hatten wir die analoge Gleichung
d* = R* +r*(1 + b%) — 2r Rbcos(/abm,,) + 2r Rsin(/abm,,)
herleiten kénnen. Weil das Dreieck am,b gleichseitig ist, gilt
/bam, = /abm,,.
Wir subtrahieren nun die beiden Gleichungen und finden
r*(a® — b*) = 2r R(a — b)cos(/bam,,).

Jetzt kommt eine etwas unschone Stelle des Beweises: Wir dividieren die Gleichung durch (a—b).
Leider kann a = b vorkommen. Trotzdem habe ich @ # b nicht vorausgesetzt. Ich brauche das
Lemma n&dmlich auch in diesem Fall. Aber es gibt auf dem Kreis K5 héchstens zwei Punktepaare
a,b, wo a = 3 ist. Das sind die Paare, wo die Tangente ab senkrecht auf der Verbindungsgerade
m;m, der Kreismittelpunkte steht. Wenn wir das Lemma fiir alle anderen Punktepaare a,b
beweisen, dann folgt es aus Stetigkeitsgriinden auch fiir diese Paare.

So, jetzt diirfen wir dividieren und erhalten

cos(/bam,) = %(a +b).
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Damit kénnen wir aus einer der beiden obigen Gleichungen, etwa der ersten, auch den Sinus
des Winkels /bam, ausrechnen:

2rRsin(/bam,) = d*— R*—7r*(1 +d®) + 2rRacos(/bam,)
= dz—Rz—rz(l—l—az)—l—rza(a—l—b)
= &+ R —r?4+1r%ab
P R?_ 42

sin(ébarnu) = ——I—Lab.

2rRR 2R

Wegen cos? + sin? = 1 folgt nun nach quadrieren

%(a Lo B ZTZQR; € _ +£;_ Tab %a%? _
a*b? + a* + b — 2327; G G ]i_ T _ 45 = 0.
(]
Beweis des Satzes: Sei also ein Polygon aj,as,....,a, dem Kreis K; umbeschrieben und

dem Kreis Ky einbeschrieben. Der Innenwinkel des Polygons bei a; sei «; und es werde u; :=
cotang(c;/2) gesetzt. Die Konstanten
d2_R2 (R2+r2_d2)2 4R2

> und K := . >

J =2

r r r

hdangen nur von den beiden Kreisen, nicht vom Polygon ab. Nach dem soeben bewiesenen
Lemma ist fiir alle ¢

2, 2 2,2 -
Flui i) = wiug +ui +uiy + Juiuip + K =0.

Wenn ¢ = n ist, muf} hier ¢ + 1 = 1 eingesetzt werden.

Das Polynom f(u;,u;41) ist wieder, genau wie das Polynom f beim Zickzack-Satz, quadra-
tisch in seinen beiden Argumenten. Man kann den Beweis des Zickzack-Satzes deswegen jetzt
fast wortlich ibernehmen. Es gibt nur zwei, nicht besonders gravierende Unterschiede:

1) Beim Zickzacksatz benutzten wir eine Folge f(uq,v1), f(u1,v2), f(uz,vs2),.., wo die w;
und v; Cotangens-Werte zu Punkten auf zwei verschiedenen Kreisen waren. Hier liegen alle
Punkte auf demselben Kreis und wir benutzen halt die Folge f(uy,us), f(uz,us),... . Am Schluf
bekommen wir genauso eine Differentialgleichung

dupyr/dt Fu, +1)

2) Beim Zickzacksatz haben die Winkel, deren Cotangense die u; und v; waren, die Punkte
a; und b; eindeutig bestimmt. Es waren ja die Zentrumswinkel zu diesen Punkten. Hier sind die
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Winkel die Innenwinkel des Polygons. Wenn man w;41(u;) hinschreibt, mufl man diese Winkel
als Parameter nehmen. Das ist leider eine etwas seriosere Komplikation. Die Frage ist: Bestimmt
der Winkel «; die Ecke a; € K37

Es ist klar, dafl wir hier den Fall konzentrischer Kreise ausschliefen miissen. Aber fiir konzen-
trische Kreise Ky und K ist der Satz sowieso klar, das tut also nicht weh. Um die Abhéngigkeit
des Punktes a € K, von seinem Innenwinkel o zu verstehen, berechnen wir den Abstand eines
Punktes a € K3 vom Mittelpunkt m; des Kreises K auf zwei Weisen:

a) Der Innenwinkel « ist der Winkel zwischen den beiden Tangenten an K durch a. Daraus

folgt
. (a) T
sin|— | = ——,
2/ fla—m|

2
2 Iy 2 2

-m,; ||'= ———— = 1 .
o= m = s = ()

bzw. mit u := cotang(a/2)

b) AuBerdem gilt natiirlich

la—m:[* = | (a—m)+ (m, —m) |
= R4 d* 4 2Rdcos(/m;m,a).
Also, wegen d # 0
W2 R _ 2 2
cos(/m;m,a) = SR + ZRdUQ'

Damit ist der Cosinus eine differenzierbare Funktion von w. Der Cosinus seinerseits bestimmt
a bis auf die Spiegelsymmetrie an der Verbindungsgeraden der beiden Kreiszentren.

Wir miissen also ausschlieflen, daff das Polygon spiegelsymmetrisch ist, dafi einer seiner
Eckpunkte auf der Verbindungslinie der Kreismittelpunkte liegt. Dann bestimmen die Zahlen
u;, wenigstens lokal, die Punkte a;.

Jetzt verdndern wir, wie beim Beweis des Zickzack-Satzes, a; = ay(t) diferenzierbar in
Abhéngigkeit von einem Parameter ¢, bekommen differenzierbare Funktionen u;(¢) = w;(w;—1(1))
und folgern aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gewodhnliche Differentialgleichungen w41 (%) = uy(?).
Das Polygon bleibt also bei kleinen Verdnderungen geschlossen. "Klein’ bedeutet hier, dafl keine
seiner Ecken die Symmetriegerade tiberschreitet. Aber aus Stetigkeitsgriinden schliefit sich das
Polygon auch in einer solchen Lage. (]

Historisch war es so, dafl Nicolaus Fuss, ein Zeitgenosse und Feund Eulers, als erster Bedin-
gungen dafiir angab, dafl zu zwei Kreisen ein Sehnen-Tangenten-n-Eck existiert mit n =4, ..., 8.
Seine Beweise waren elementar-geometrisch, dhnlich wie der oben gegebene Beweis der Euler-
Beziehung fiir das Dreieck. Gegen 1860 entwickelte M.J. Mention, ausgehend von dem oben
bewiesenen, von mir nach ihm benannten Lemma, eine allgemeine rechnerische Methode, mit
der er, zumindest im Prinzip, Sehnen-Tangenten-n-Ecke fiir beliebiges n behandeln konnte. Die
relevanten Arbeiten sind:
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Fuss, N.: De polygonis symmetrice irregularibus circulo simul inscriptis et circums-
criptis, Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae XII,

S* Petersburg (1802)

Mention, M.J.: Essai sur le probleme de Fuss, Bulletin de 1’Academie imperiale des

Sciences de S* Petersbhourg 1 (1860)

Mention, M.J.: Sur la serie du probleme de Fuss, ebenda.

Diese Referenzen verdanke ich Frau E. Glemser. In ihrer Zulassungsarbeit hat sie auch
dankenswerterweise Mentions Originalbeweis fiir sein Lemma soweit aufbereitet, daff ich ihn
verstehen konnte.

Dabei ist mir allerdings nicht klar, ob diesen Autoren die Porismus-Figenschaft bekannt
war.

Ich mochte jetzt noch in den einfachsten Fallen die Bedingung dafiir herleiten, dafl zu zwei
Kreisen ein Sehnen-Tangenten-n-Eck existiert. Und zwar werde ich dieses n-Fck symmetrisch
annehmen. Dann sind die Rechnungen ziemlich einfach. Eigentlich ist ausgerechnet das nach
meinem Beweis fiir den Porismus nicht erlaubt. Aber es kommt richtig heraus.

Der Fall n = 3: Ich wihle die Koordinaten so, dal K, seinen Mittelpunkt m, = (0,0) im
Ursprung und K seinen Mittelpunkt m; = (d,0) auf der x-Achse hat. Die Gleichung von K}
ist also

(x — d)2 +y* =’
Mit ¢ bezeichne ich den Punkt (—R,0) € K, auf der x-Achse. Das Tangentenpaar von ¢ aus
an K3 hat die Gleichung (s. 1.1)

(e = d)(-R—d)—r*) = ((x = + v* = *) (=R = )’ =1*) =0.

Das Tangentenpaar schneidet K5 in ¢ und in zwei weiteren Punkten, die zur z-Achse symme-
trisch liegen. Den gemeinsamen z-Wert dieser beiden Punkte erhalten wir, wenn wir aus der
Tangentenpaar-Gleichung y* = R* — 2% eliminieren:

(—(:1; —d)(R+d)— 7“2)2 - (:1;2 —2dx + d* + R* — 2* — 7“2) ((R +d)? — 7“2) =
(~(e = )R+ d)—r?) = (~2da + B>+ & —?) (R4 d) =) = 0.

Das ist eine quadratische Gleichung fiir x mit zwei Losungen: eine ist @ = — R, die andere ist
der Wert, den wir suchen. Die Gleichung muf} also durch = 4+ R teilbar sein. Diesen Faktor
spalten wir nun ziemlich brutal ab:

(~(c+ R—R—d)(R+d)—r*) — (~2d(x + R) + 2Rd + B + & — ) ((Rd)? — ) =
(—(+ R)(R+d) + (R+d)* —17) — (=2d(x + R) + (R + d)* - )((R+d 7)) =
(2 + RP(R+d)* —2(x + R)(R+d) (R +d)? —r*) + 2d(x + R) (R+d)* —r*) = 0,

(2 + R) - [(x+ R)(R+d)* = 2R (R + d)* — r?)

]
(x 4+ R)-[(x — R)(R+ d)* + 2Rr?]

110



Der x-Wert, der sich aus dieser Gleichung ergibt, bestimmt die dritte, zur z-Achse senkrechte

Seite des Dreiecks. Wenn diese Seite den Kreis K beriihren soll, folgt also + = d 4+ r und

(d+r—R)(R+d)?+2R* =
(R+d+r)(R+d)?—2R((R+d)? —r?)
(R+d+r)(R+d)?-2RR+d+r)(R+d—r) =
(R+d+r)((R+d)? 2R — 2Rd + 2Rr)
—~(R4+r+d)(R*—2Rr —d*) = 0.

Das ist die Eulersche Bedingung bis auf den Faktor R + r + d. Aber der ist > 0 und kiirzt sich

raus.

aLe

R=1,r=0375 d=0.5 R=1,r=0.625d=15

Das war der Fall, dafl Ky der Inkreis des Dreiecks ist. Man bekommt aber fast dasselbe
Ergebnis, wenn K ein Ankreis ist. Jetzt ist der x-Wert nicht mehr d + r, sondern d — r. Wo
wir den x-Wert in die Gleichung einsetzen, ist das Vorzeichen von r geandert. Sonst kommt r
nur quadratisch vor, also wird bei der folgenden Rechnung nur das Vorzeichen von r anders,

und das Ergebnis ist folglich
R*4+2Rr — d* = 0.

Der Faktor, den wir wegkiirzen ist jetzt B —r + d. Wenn der = 0 wire, wiirden sich die Kreise
beriihren, das schliefen wir aus.

Jetzt noch ein wenig Philosophie: Alles, was man iiber zwei Kreise sinnvoll sagen kann,
muB man in R* r? und d* ausdriicken konnen. (Wie gesagt, Philosophie!) Das ist weder fiir die
Inkreis-Bedingung, noch fiir die Ankreisbedingung so:
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Inkreis: R?2—d>—2Rr =0
Ankreis: R:2—d*>4+2Rr =0

Es kommen R und r, nicht nur B? und r? vor. Anders ist das beim Produkt der beiden Glei-

chungen:

(R* — d*)* — 4R*r* = 0.

Dies ist die Bedingung dafiir, dafl ein Dreieck existiert, welches dem Kreis K; umbeschrieben
ist und dem Kreis K5 einbeschrieben. Zwischen In- und Ankreis wird dabei nicht mehr unter-
schieden. Aber diese Unterscheidung zwischen dem Inneren und dem AuBeren eines Dreiecks
ist ja eh eine gefédhrliche Sache.

R=1,r=06431, d = 0.25 R=0.5, r=0.8044, d=1.5

Der Fall n = 4: Wir legen die Kreise wieder so wie im Fall n = 3. Aber jetzt betrachten wir
zwei Paare von Tangenten an K7: die beiden Tangenten von ¢y := (—R,0) und ¢y := (R,0) € K,
aus. Wie wir eben schon ausgerechnet haben schneidet das erste Tangentenpaar den Kreis K,

in Punkten, deren z-Werte die Gleichung
(z — R)(d+ R)* + 2Rr* =0

erfilllen. Dieselbe Rechnung beim zweiten Tangentenpaar unterscheidet sich von der durch-
gefithrten Rechnung nur durch das Vorzeichen bei R. Die x-Werte der Schnittpunkte dieses
Tangentenpaars mit K, erfiillen deswegen

(x+ R)(d — R)2 —2Rr?* =0.
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Die Bedingung dafiir, dal beide Tangentenpaare die Seiten eines dem Kreis K3 einbeschrie-
benen Vierecks sind, ist, dafl beide Gleichungen denselben x-Wert liefern. Wir erhalten diese
Bedingung, indem wir  aus beiden Gleichungen eliminieren (nachdem wir die erste mit (d— R)?
und die zweite mit (d + R)? multiplizieren ):

“R(d+ Rd— R? 4+ 2R*(d— R)? = R(d— R)*(d+ R)* —2Rr*(d + R)?
2R(d* — B*)* = 2Rr*((d - R) + (d + R)?)
(& — R?? = 23(d + R?)

Das ist die Bedingung dafiir, dal es ein dem Kreis K; umbeschriebenes und dem Kreis K,
einbeschriebenes Viereck gibt. Es féllt auf, daf} hier » und R nur quadratisch vorkommen. Das
scheint darauf hinzudeuten, daff dieselbe Bedingung In- und Ankreis beschreibt. Probieren wir
es mal graphisch aus (s. oben). Es konnte stimmen.

Es gibt noch eine Art von Sehnen-Tangenten-Viereck: auch ein iiberschlagenes Viereck abed
kann Sehnen-Tangenten-Viereck sein. Analysieren wir die Situation. Nahmen wir an:

e Das iiberschlagenen Viereck abed sei einem Kreis K, einbeschrieben, und

o es habe einen Ankreis und zwar so, wie wir das in 1.4 ein ’iiberschlagenes Tangentenvier-
eck, erster Typ’ nannten.

Fiir dieses Tangentenviereck haben wir in 1.4 bewiesen
la=b[ +la-d]=[lc=b[+[c-d][:=s.
Weil es ein Sehnenviereck ist muf} gelten:

/bad = /bed =:
/labc = /adc =: (3

Daraus folgt

Ib—d[* = [[b-al’+[a-d[*+2(b—aa—d)
= [b—al+a-d|*+-2]a-b]|-[a-d] cos(a)
2
= (la=bll+[la=d[)"=2la=b]-[fa=d] (1 +cos(a))

Genauso sieht man
Ib—d|’=(le=bl+ec=d[)*=2[c=bl[le—d] (1+cos(a)).
Weil cos(a) nicht = —1 sein kann, ist

la=b]-[la=d]=[c=b]-|c-d]=p
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Die beiden Abstande ||a—b || und || a—d || sind damit Wurzeln der quadratischen Gleichung

*—s-x+p=0,

genauso, wie die beiden Abstédnde || ¢ — b || und || ¢ — d ||. Deswegen sind diese beiden
Zahlenpaare gleich. Wenn [[a—b ||=||c—b || und || a—d ||=|| ¢ — d || wire, dann wiirden
die Punkte b und d beide auf der Mittelsenkrechten der Strecke ac liegen, wir hétten kein
iiberschlagenes Viereck. Es folgt also:

[a=Dbl=[lc—d], [la-df=[lc=Db].

Damit liegen die beiden Punkte b und ¢ symmetrisch zur Mittelsenkrechten der Strecke ac. Das
ganze Viereck ist dann spiegelsymmetrisch in Bezug auf diese Mittelsenkrechte. Damit haben
wir den folgenden Satz schon in einer Richtung bewiesen.

Satz (Uberschlagene Sehnen-Tangentenvierecke): Fin iberschlagenes Viereck besitzt
genau dann einen Ankreis Ky und einen Umkreis Ky, wenn es spiegelsymmetrisch ist.

Beweis der anderen Richtung: Es sei m der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der beiden
Winkel bad und bed. Es gibt einen Kreis K; mit Mittelpunkt m, der die Seiten ab und ad
beriithrt. Wegen der Symmetrie stimmt er mit dem Kreis um m {iberein, der die Seiten cb und
cd beriihrt, er ist also ein Ankreis.

Sei K der Kreis durch die drei Ecken a,b,c. Sein Mittelpunkt liegt auf der Symmetrie-
Achse. Wegen der Symmetrie enthédlt Ky dann auch die Ecke d, er ist also ein Umkreis. L]

Jetzt wollen wir noch die Kreis-Paare K7 und K3 charakterisieren, die An- und Umkreis
eines iiberschlagenen Vierecks sind. Die Bedingung dafiir ist bestiirzend einfach:

d= ra, r < 27“2,
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d.h., der Mittelpunkt m; des Ankreises liegt auf dem Umkreis und der Ankreis enthalt den
Umkreis nicht.

Beweis: Sei zuerst abed ein iiberschlagenes Viereck, das dem Kreis K; umbeschrieben,
und dem Kreis K5 einbeschrieben ist. Der Mittelpunkt m := m; des Ankreises K ist der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der zwei Winkel /bad, bed und der beiden Anwinkel zu
/abec und /adc. Daraus folgt:

ladm = r_#
2 2
T a [
lamd = — ——+ %=
am 2273
T o« T 0
lemd = — —— — —— =
o 2 2 (ﬁ+2 2)
a B
= T - — — —
2 2
/lamc = (.

Nach dem Peripheriewinkel-Satz liegt also m auf dem Kreis durch a,d und ¢, d.h., auf dem
Umbkreis K.

Sei jetzt umgekehrt K ein Kreis mit Mittelpunkt m; € K,. Weil es Punkte a € K, gibt,
die nicht im Inneren von K7 liegen, kénnen wir von einem solchen Punkt a eine Tangente an K
ziehen. b € K sei der zweite Schnittpunkt dieser Tangente mit K5. Die Punkte ¢ und d € K
seien spiegelsymmetrisch zu a und b in Bezug auf die Symmetrie-Achse. Dann ist abed ein
iiberschlagenes Viereck, dem Kreis K, einbeschrieben, dessen Seiten ab und e¢d den Kreis K}
berithren. Das Viereck ist symmetrisch, und besitzt deswegen einen Ankreis K. Soeben haben
wir gezeigt, das dessen Mittelpunkt ein Schnittpunkt der Symmetrieachse mit dem Umkreis Ko
ist. Also haben die Kreise Ky und K denselben Mittelpunkt und beriihren dieselbe Gerade ab.
Dann muff K; = K sein, d.h., das Viereck ist dem Kreis Ky umbeschrieben. L]
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Wahrscheinlich habe ich in diesen drei Kapiteln schon mehr Stoff iber Kreise zusammen-
getragen, als ich in einem Sommeresemester in einer zweistiindigen Vorlesung behandeln kann.
Deswegen méchte ich hier lieber Schlufl machen. Das ist schade. Denn ich hétte gerne noch
mehr {iber Poncelet-Polygone aufgeschrieben. Z.B. hétte ich gerne auch noch die Bedingung
fiir Sehnen-Tangenten-Fiinfecke hergeleitet. Aber der Abschnitt 3.6 ist auch so schon viel zu
lang geworden. Und weiter hétte ich gerne ein viertes Kapitel in Angriff genommen, das dann
natiirlich "Drei Kreise” heiflen sollte. Dahin gehéren so schone klassische Probleme wie

e Das Problem des Appolonius: Finde alle Kreise, die drei gegebene Kreise beriihren! (Im
allgemeinen gibt es acht solche Kreise.)

e Das Problem des Malfatti: Gegeben sei ein Dreieck. Finde drei Kreise so, dafl jeder zwei
Dreiecksseiten und die beiden anderen Kreise beriihrt!
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Auch kann man die Steinerschen Kreisketten und die Poncelet-Polygone sinnvoll auf drei
Kreise erweitern. Das steht nirgends so richtig aufgeschrieben, und es wére spannend, zu un-
tersuchen, was da genau gilt, und ob man es relativ elementar beweisen kann.

Vielleicht ein andermal!
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