Lineare Algebra und Analytische Geometrie II

W.P. Barth, P. Knabner

Sommersemester 09

Department Mathematik der Universitét
Erlangen, Bismarckstrafle 1%
e-mail: barth@mi.uni-erlangen.de

Version vom 24. Juni 2009

Inhaltsverzeichnis 5.1 Bilinearformen . ... .. ... .. 68
5.1.1  Orthogonales Komplement 72
4 I“(oordinatentransformationen und 5.1.2 Symmetrietypen . . . . . . 77
Ahnlichkeit von Matrizen 2 5.2 Symmetrische Bilinearformen . . . 80
4.1 Basiswechsel und Koordinaten- 5921 Definitheit . . . . . . . . .. ’4

transformationen . . . . ... ... 2 5.2.2 Die Weierstrafische Normal-
4.2 Figenwerttheorie . . .. ... . .. 9 form . . . . . . . .. ]9
4.2.1 Definitionen und Beispiele . 9 53 Quadriken . . . . . ... ... ... 94
4.2.2 Diagonalisierbarkeit . . .. 17 5.3.1 Die affine Normalform . .. 96
4.2.3  Dynamische Systeme . . . . 25 5.3.2 Die euklidische Normalform 102
4.3 Cayley-Hamilton . .. ....... 28 5.4  Alternierende Bilinearformen . . . 106
4.3.1 Trigonalisierung . . .. .. 28 5.5 Hermitesche Formen . . . .. . .. 111

4.3.2 Der Satz von Cayley-
Hamilton . .. ... .. .. 29 6 Einfiihrung in die Lineare Optimie-

4.3.3 Hauptrdume .. ... ... 35 rung 118

4.4 Die Jordansche Normalform . . . . 42 6.1 Elementare affine und konvexe
4.4.1 Der komplexe Fall . . . .. 42 Geometrie . . . . ... 118
4.4.2 Beispicle und Berechnung . 47 6.1.1 Elementare affine Geometrie 118

443 Derreelle Fall. . . ... .. 51 6.1.2 Elementare konvexe Geo-
4.5 Die Hauptachsentransformation . . 53 metrie . . ... 123
4.5.1 Selbstadjungierte Matrizen 53 6.2 Polyeder . .. ............ 127
4.5.2 Normale Matrizen . . . .. o7 6.21  Seiten . .. ......... 131
4.5.3 Simultane Diagonalisierbar- 6.2.2 Ecken . ........... 134
keit . . . .. . . ... ... 60 6.3 Beschriankte Polyeder . . ... .. 138
4.6 Singuldrwertzerlegung . . . . . .. 62 6.4 Das Optimierungsproblem . . . . . 141
6.5 Ecken und Basislésungen . . . . . 149
5 Bilinearformen 68 6.6 Das Simplex-Verfahren . . . . . . . 158



4 Koordinatentransformationen und Ahnlichkeit von Matrizen

4.1 Basiswechsel und Koordinatentransformationen
In diesem Abschnitt ist K ein beliebiger Korper. ,, Vektorraum® bedeutet stets ,, K{-Vektorraum®.

Ist vy, ..., v, eine Basis des Vektorraums V', so lisst sich jeder Vektor x € V als Linearkombination

x=z'vi+ ... + 2"V,

mit (durch x) eindeutig bestimmten z!,...,2" € K darstellen. Diese Kérperelemente x!, ..., 2" heifilen

Komponenten von x, oder Koordinaten von x in der Basis vi,...,v,. (Dass die Indizes jetzt oben

angebracht sind, ist mathematisch bedeutungslos, mnemotechnisch aber hoffentlich von Vorteil: Uber

oben und unten auftretende Indizes wird summiert.) Wir wollen hier der Frage nachgehen, wie sich

diese Koordinaten des Vektors x &ndern, wenn wir ihn in einer anderen Basis wy, ..., w,, € V entwickeln.
Dazu schreiben wir zuerst die neuen Basisvektoren als Linearkombinationen der alten:

14 14
Wy = Zalvy, ey Wy = Zanvy.
14 174
Die Koordinaten aj, der neuen Basisvektoren w, in der alten Basis bilden die Spalten einer Matrix

1
A= € M(nxn,K).

ay

al .« e a

n
an

Diese Matrix A ist unsere Ubergangsmatriz. Als i-te Spalte enthilt sie die Koordinaten des i-ten neuen
Basisvektors beziiglich der alten Basis.

Die oberen Indizes sind also die Zeilenindizes.

Die Matrix A stellt aber auch eine lineare Abbildung dar. Sie stellt beziiglich der Basis vy, ..., v,
diejenige Abbildung dar, welche
Vi = Wi, ..., Vp = Wy

abbildet (und dadurch eindeutig bestimmt ist). Da die w1, ..., w,, eine Basis von V bilden, ist rang(A) =
n, die Ubergangsmatrix A ist invertierbar.
Ein Vektor x € V schreibt sich nun auf zwei Weisen:

n n
X = T xvv, = YT ytwy,
alte Koordinaten: neue Koordinaten:
2l y!
xn yn

die aber durch folgende Beziehung verkniipft sind:

n n
Zx”vy =x= Zy“(
v=1 pu=1 v

n n

n
a,vy) = Z(Z a y")vy.
1 v=1

=1



Daraus folgt fiir die Koordinaten:

z! a a vt
Alte Koordinaten = : = : : ,
z" ay an Yn

anders formuliert:

alte Koordinaten = A - neue Koordinaten

neue Koordinaten = A~1 - alte Koordinaten

Dieses Transformationsverhalten, welches die Koordinaten eines Vektors x € V aufweisen, heif3t
kontravariantes Transformationsverhalten. (Die Koordinaten transformieren sich , gegenldufig® zur
Ubergangsmatrix.)

Ein anderes Transformationsverhalten besitzen die Vektoren des Dualraums V*. Um das zu be-
stimmen wahlen wir Dualbasen

fLo fv mit fA(v,) = o (alt)
gl,---, g™ mit gj(wl-) = 623 (neu)

Jetzt entwickeln wir die alte Dualbasis in der neuen
n

T Mg

fr=>dy.
j=1

Hier wird also anders als eben bei den Koordinaten iiber den unteren Index summiert, und der Index
der Basisvektoren steht oben. Der Grund datfiir ist, dass wir die hier auftretende Matrix (cf ) sehr
leicht bestimmen konnen:

ffwj) = chg wi) = g&f:c;‘

3

frw;) = f”(Zayvy Z a fh(v,) =Y alot = ot
v=1 v=1

oo K

¢ = aj

Zur linearen Abbildung ¢ — f# gehort die Matrix A,
zur linearen Abbildung f# +— gt gehort die Matrix (A?)~!

Im Vektorraum V* gehort also zum Ubergang von der alten Basis f1, ..., f* zur neuen Basis ¢!, ..., g"
die Ubergangsmatrix (A?)~!. Jetzt wenden wir fiir diesen Basiswechsel das an, was wir soeben ganz
allgemein iiber Koordinatentransformationen und Ubergangsmatrizen gesehen haben:

alte duale Koordinaten = (A%)~!. neue duale Koordinaten
neue duale Koordinaten = At . alte duale Koordinaten.

Richtig schon wird diese Formel erst, wenn wir die Koordinaten eines Vektors im Dualraum als
Zeilenvektor schreiben und dann die letzte Gleichung transponieren:



neue duale Koordinaten = alte duale Koordinaten - A.

Dieses Transformationsverhalten heifit kovariant.
Jetzt ist es wohl angebracht, einige - hoffentlich kldrende - Worte zur Notation zu verlieren:

e Vektoren, in ihrer ganzen Allgemeinheit, sind Elemente eines Vektorraums. Dieser kann ziemlich
gefiahrlich (=unanschaulich) sein: ein Dualraum, ein Quotientenraum, ein Funktionenraum, usw.
Jede Veranschaulichung solcher Vektoren versagt. Nur {iber die abstrakte Theorie der Vektor-
rdume gelingt es, solche Vektoren zu beschreiben.

e Ein Vektor des Anschauungsraums, mit einem Pfeilchen vorne dran, ist ein Element des Zah-
lenraums IR™, und wird durch ein n-tupel reeller Zahlen gegeben. Dieses n-tupel kénnen wir
wahlweise als Spalte oder als Zeile schreiben. Darauf, auf die Systematik der Indizes, kommt es
nicht an. Wir haben uns dafiir entschieden, solche Vektoren als Spaltenvektoren zu schreiben.
Und zumindest momentan schreiben wir an ihren Koordinaten die Indizes oben.

e Hat man einen endlichdimensionalen Vektorraum und darin eine Basis, so gehort zu jedem Vektor
des Vektorraums sein Koordinatenvektor, ein n-tupel von Kérperelementen (=Zahlen.) Um die
Koordinaten von den Vektoren zu unterscheiden, bekommen die Koordinaten ihren Index oben

hin:
n
X = E z¥v,.
v=1

Einen Koordinatenvektor wollen wir uns immer als Spaltenvektor vorstellen, sodass seine oberen
Indizes die Zeile angeben.

e Den Koordinatenvektor eines Vektors im Dualraum, beziiglich der Dualbasis, wollen wir uns
immer als Zeilenvektor vorstellen. Die Dualkoordinaten bekommen ihre Indizes unten, weil sie
sich kovariant transformieren, so wie die Ubergangsmatrix die urspriinglichen Basisvektoren.
Untere Indizes geben somit die Spalte an.

Eine gewisse Logik bekommt dieses System, wenn man sich folgende Version der Finsteinschen
Summenkonvention zu eigen macht: Kommen in einer Formel zwei gleiche Indizes vor, einer unten
und einer oben, so muss dariiber automatisch summiert werden, auch wenn kein Summenzeichen da
steht. Damit ist also > z”v, dasselbe wie x¥v,. Das Skalarprodukt eines Zeilenvektors mit einem
Spaltenvektor schreibt sich dann

(C1yeyCp) * =c,x".

T

Nicht nur Koordinaten von Vektoren, oder von Vektoren im Dualraum, &ndern sich bei Koordina-
tentransformationen, sondern auch Matrizen zu linearen Abbildungen. Dies miissen wir als Néachstes
untersuchen.

Sei dazu ® : V. — W eine lineare Abbildung des Vektorraums V in den Vektorraum W, seien
Vi,...,Vp € V und wy, ..., w,, € W Basen, sei

1 1
Cl PEEEY Cn
=1 : s
m m
S Cn



die Matrix, welche die Abbildung ® in diesen Basen beschreibt, d.h.

m
D(vy,) =Y dw;
i=1

Jetzt wechseln wir zu neuen Basen

neue Basis Beziehung zur alten Basis Ubergangsmatrix
al - dl

Vi, e, v vy, =2 _1 4,V A= :
ap - a’
b% .. b71n

W, ., W W= béwi B = :
oY A

und berechnen die neue Matrix C’ fiir die Abbildung ®:

n m
vy, = ZGZVV = O(v),)= Z ap®(v,) = Z Zazcivwi'

Durch Koeffizientenvergleich findet man hieraus

n m
> ald, = Z(c’)ib;,
v=1 j=1
oder in Form eines Matrizenprodukts
C-A=B-C
neue Matrix €’ = B 1.C-A

Hier sind C,C" € M(m xn,K), B € M(m x m,K) und A € M(n x n,K). Man kann diese Formel
als kommutatives Diagramm schreiben:

AqLoAt B 1L BT

Satz 4.1 Es sei ® : V — W eine lineare Abbildung vom Rang r. Dann gibt es Basen in'V und W, in

denen ® die beschreibende Matrix
. 1, 0
dim (W) {( 0 0 )
—_——

dim(V)
hat.



Beweis. Es sei C' € M(m x n, K) die Matrix fiir ® beziiglich irgend welcher Basen von V' und W.
Es ist zu zeigen, dass es invertierbare Matrizen A € GL(n, K) und B € GL(m, K) gibt, derart, dass
das Produkt B! . C - A die angegebene Form hat. Zunichst beniitzen wir elementare Zeilentransfor-
mationen, um C auf Zeilenstufenform zu bringen:

0 ... 1 =«

k
0 ... 1 x =« r
B7l.Cc=
0

Durch elementare Spaltenumformungen kann man alle Eintrédge der ersten r Zeilen, bis auf die fithren-
den Einsen, auf 0 transformieren. Elementare Spaltenumformungen erhilt man als Produkt mit Ele-
mentarmatrizen von rechts. Ist A’ das Produkt all dieser Elementarmatrizen, so haben wir also

o -~ 1 0 0
0 1 0 O r
-1 !
B .C-A = 0 .- 1 0
0

Jetzt vertauschen wir nur noch die Spalten so, dass die Spalten mit den Einsen in ihrer richtigen Rei-
henfolge ganz nach links kommen. Auch dies ist zu erreichen durch Multiplikation mit einem Produkt
von Elementarmatrizen von rechts. Bezeichnen wir mit A das Produkt aller Elementarmatrizen, mit
denen wir insgesamt von rechts multiplizierten, so hat B~!- C - A die angegebene Form. L]

Dieser Satz ist eine Formulierung des Homomorphiesatzes 3.7 in der Sprache der Matrizen. Der
Sinn seiner Aussage besteht darin, dass lineare Abbildungen eines endlich-dimensionalen Vektorraums
in einen anderen wenig vor dem forschenden Auge des Mathematikers verbergen konnen. Man kann
ihre Matrizen auf eine ganz einfache Normalform bringen, die nur vom Rang der linearen Abbildung
abhéngt.

Vollig anders ist die Situation fiir lineare Abbildungen eines Vektorraums in sich selbst. Dann ist
nédmlich der Bildraum W gleich dem Urbildraum V', wir haben nur eine einzige Basis, die wir wechseln
konnen, es ist in obiger Formel B = A zu setzen. Bei einem Basiswechsel des Vektorraums V' mit
Ubergangsmatrix A wird die Matrix C' zu einer linearen Abbildung ® : V — V in

C'=A"1.0-4

transformiert. Im Rest dieses Kapitels behandeln wir vor allem die Frage nach einer moglichst einfachen
Form C’, auf welche wir die Matrix C transformieren kénnen.

Definition 4.1 Zwei Matrizen C,C" € M(n x n, K) heiffen d&hnlich oder dquivalent, wenn es eine
invertierbare Matriz A € GL(n, K) gibt, so dass

C'=A"1.C- A

Das zugehorige kommutative Diagramm sieht jetzt so aus:
C

K" — K"
A 1] A1 A 7| A1

Diese Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation im Sinne von Abschnitt 3.4:



e Reflexivitat: A=1,, = C= ]1,;1 -C -1y,
e Symmetrie: C'=A"1.C- A4 = C=(AYH"1.C 471

e Transitivitit: Aus ¢/ = A~ . C-Aund C” = B™1.C'- B folgt C" = B'A™1.C - AB =
(AB)"1.C- AB.

Eigenschaften von n x n-Matrizen, welche unter Ahnlichkeit invariant sind, kénnen also auf lineare
Abbildungen ® : V — V., dimV = n, {ibertragen werden. Wir definieren sie iiber die Darstellungsma-
trix beziiglich einer gew#hlten Basis und merken an, dass sie von der Wahlder Basis unabhéngig sind.
Hierzu ein Beispiel:

Definition 4.2 FEs set V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ® :' V — V' K-linear. Wir
definieren die Determinante von ® als

det(®) := det(C),
wobei C die darstellende Matrix von ® beziiglich irgend einer Basis von V ist.

Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass sie von der gewihlten Basis unabhéingig
ist. Sei als C’ die darstellende Matrix von ® beziiglich einer anderen Basis. Dann gibt es eine inver-
tierbare Matrix A so, dass C' = A~! . C - A. Damit folgt

det(C') = det(A™ - C- A) = det(A™Y) - det(C) - det(A) = det(C) - det(A™1 - A) = det(C).

Definition 4.3 Fs sei V' ein K-Vektorraum. Dann bilden die bijektiven K -linearen Abbildungen & :
V. — V eine Gruppe, die wir in Verallgemeinerung von Beispiel 3.7 mit GL(V') bezeichnen. Ist V'
endlich-dimensional, so bildet

SL(V)={® € GL(V) : det(®) =1}

eine Untergruppe von GL(V').

Aufgabe 4.1 Der Homomorphismus ¢ : IR® — IR? werde beziiglich der kanonischen Basen durch die

Matrix
0 2 2
M = ( 1 -2 2 )

beschrieben. Man berechne die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich der Basis
a] = (0,1,1), as = (1,0,3), asg — (1,0,1)

des IR® und der Basis
b; =(1,1), by =(1,-1)

des TR2.



Aufgabe 4.2 Es sei V' der Vektorraum der reellen, symmetrischen zweireihigen Matrizen und

A:(Z i)ev.

Der Endomorphismus ¢ : V. — V sei definiert durch o(S) := A'SA. Man berechne die Matriz von ¢

beziiglich der Basis
10 01 00

Aufgabe 4.3 Fir A € R**? definiert

¢<A>=<§ _f)-A

einen Endomorphismus von R**2. Bestimmen Sie die Matriz von ¢ beziiglich der Standardbasis

(o) (o) (15) (1)

Aufgabe 4.4 Geben Sie die darstellende Matriz der linearen Abbildung

von V.

1 )
f:R® - IR, To | — | x3
T3 T1

beziiglich der kanonischen Basis des R® an und beziiglich der Basis

1 0 1
a; = 0|, ax= 1], az= 1 € R%.
1 1 0

Aufgabe 4.5 Im IR* seien die Vektoren

a) = az az =

OO“MH
OO“#—‘[\D
N = OO
— NN OO

gegeben. Weiter sei f : IR* — IR* eine lineare Abbildung mit

flay) = a2, f(az) =a;, f(a3)= f(as) = a3 +ay.

Geben Sie die darstellende Matriz von f in der kanonischen Basis des IR* an.



4.2 Eigenwerttheorie
4.2.1 Definitionen und Beispiele

Das Problem, eine moglichst einfache Normalform fiir &hnliche Matrizen zu finden, hat eine Bedeu-
tung, die weit iiber die lineare Algebra, ja weit tiber die Mathematik hinausgeht. Dies soll an einem
einfachen Differentialgleichungs-System aus der Mechanik illustriert werden. (Wie eine solche Differen-
tialgleichung aufgestellt wird, ist ein Problem der mathematischen Modellierung. Losungsmethoden
dafiir brauchen Analysis, Numerik, aber auch Lineare Algebra.) Wir betrachten die Schwingung zweier
gekoppelter Federn:

Ruhelagen der Federn seien y' = 0 und 32 = 0,
beide Federkonstanten seien k,
beide Massen seien m,

me——
" dann gelten die Bewegungsgleichungen
g mijt = —ky! k(" —yh) =k - 2,
mi? = —k(y? —y).
me——
Y2

Fiir den Spaltenvektor

1
<y2>€IR2
Y

ist dies, nachdem wir noch zur Vereinfachung kK = m = 1 normieren, die folgende Differentialgleichung

g\ _ (-2 1\ [
i) | y: )
Das Problem besteht in der Kopplung der beiden Gleichungen fiir die beiden Koordinaten y' und y2.

Falls die Koeffizientenmatrix
-2 1

ghnlich zu einer Diagonalmatrix wére, etwa

dann hitten wir fiir den Vektor

die Gleichung

@t y! 1 a! A1 O x!
<5&2>_A'C'<y2 A AT e )=l a2 )
Dies sind zwei entkoppelte Differentialgleichungen

i‘l = )\1.%'1, .ﬁ'z = )\21‘2



fiir die beiden Komponenten. In den einschlégigen Vorlesungen behandelt man deren Losung durch
Exponential- und Winkelfunktionen.

Sei also jetzt V' ein K-Vektorraum und ® : V' — V eine K-lineare Abbildung. Wir fragen, wann
es eine Basis vi,..., v, von V gibt, in der ® durch eine Diagonalmatrix

N0
0 X O
¢= 0 A3

beschrieben wird. Wenn das so ist, dann gilt fiir die Basisvektoren vy, ..., v,:
O(vy)=A vy, v=1,---,n

(Diese Vektoren werden durch @ also nur gestreckt, um den Faktor \,, ihre Richtung wird nicht
gedndert.)

Definition 4.4 FEin Vektor 0 # v € V heifit Eigenvektor der linearen Abbildung ® : V. — V, wenn
ein Skalar A € K existiert, so, dass

O(v)=A-v.
Analog heifit 0 # x € K™ ein Eigenvektor zur Matriz C € M(n x n, K), wenn

C-x=\Ax (Eigenvektorgleichung).

Der Streckungsfaktor A ist durch den Eigenvektor v und die lineare Abbildung ® eindeutig be-
stimmt, denn wenn ®(v) = A; - v = A2 - v, dann folgt (A1 — A2) - v = 0, und wenn tatséchlich A\; # A2
sein sollte, so wiirde hieraus folgen

1

v:)\1—>\2

-()\1—)\2)-V:0.
Aber ein Eigenvektor ist kein Nullvektor, Widerspruch!

Definition 4.5 a) Der durch den Eigenvektor v eindeutig bestimmte Streckungsfaktor A € IR heifst
der Eigenwert zum FEigenvektor v.

b) Ist A ein Eigenwert einer n x n-Matriz C' (oder einer linearen Abbildung) so heifst der Untervek-
torraum

{xeK": C-x=M\-x}=Kern(C — \l,)

der Eigenraum von C' zum FEigenwert \.
¢) Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert X heif$t die geometrische Vielfachheit dieses Eigen-
werts.

Wenn ) ein Eigenwert ist, dann gibt es Eigenvektoren, d.h. Vektoren v # 0 fiir A. Der Eigenraum
hat also eine Dimension > 0, die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist also immer > 1. Der
Nullvektor 0 € Kern(C — All,) ist kein Eigenvektor, aber alle anderen Vektoren in diesem Eigenraum
sind Eigenvektoren zu A.

10



Satz 4.2 (Tautologie) Die Matriz C € M(n xn, K) ist dhnlich zu einer Diagonalmatriz, dann, und
nur dann, wenn der Vektorraum K" eine Basis besitzt, die aus lauter Figenvektoren fiir C' besteht.

Dies braucht nicht mehr bewiesen zu werden, da es nur eine Zusammenfassung der obigen Diskus-
sion ist.

Der zweifelhafte Wert von Satz 4.2 zeigt sich sofort, wenn man beginnt Eigenvektoren zur Matrix
C tatséchlich zu suchen. Die entscheidende Idee besteht darin, zuerst Eigenwerte zu suchen:

Satz 4.3 Ein Skalar X\ € K ist genau dann Figenwert der Matriz C (zu einem Figenvektor 0 # v €
K™), wenn gilt:

det(C —X-1,) =0  (Eigenwertgleichung)

Beweis. Fiir einen Vektor v € V ist
C-v=Av & (C—=X1,- -v=0.
Und es gibt eine Vektor 0 # v € V mit dieser Eigenschaft, genau dann, wenn
Rang(C —X-1,) <n (Satz 1.26),

und dies ist dquivalent mit

det(C —A-1,) =0  (Satz 2.41). ]

Weiter sieht man, dass die Eigenwerte eines Homomorphismus ® : V' — V iibereinstimmen mit
den Eigenwerten der darstellenden Matrix C' von ® beziiglich irgend einer Basis von V.

Beweis. Es sei vy,...,v,, € V eine Basis und C € M(n x n, K) die darstellende Matrix von ®
beziiglich dieser Basis. D.h., fiir x = () € K™ gilt

@(Z x'vy,) = Zy”vy mit y=0C-x.
12 v
Ist nun v = >~ 2¥v,, ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert A, so gilt
Zy”vy =\-2"v,
14

und C-x=y =\ x. L]

Beispiel 4.1 Wir suchen Eigenwerte der Matrix

()

vom Beginn dieses Paragraphen. Die Eigenwertgleichung fir diese Matrix ist

1

—2—-A
det(C—A-]b)zdet( 1 1o

):(—2—)\)(—1—)\)—1:)\2+3)\+1=0-

Die Wurzeln 1
)\1,2 — 5(—3 :|: \/g)

11



dieser quadratischen Gleichung sind die Figenwerte. Die zugehdrigen Eigenvektoren v berechnet man
aus den linearen Gleichungssystemen

_1 ol v?
e (W) (0)

Diese Eigenvektoren bilden zusammen zwei Geraden.

Beim Suchen der Eigenwerte kommt es also darauf an, die Nullstellen A der Funktion A — det(C —
A-1,) zu finden.

Satz 4.4 Es sei C € M(n x n,K). Die Funktion
xc : K3 A—det(C—\,) e K
ist ein Polynom vom Grad n. Mit der Abkiirzung
sp(C)i=cf +c2+ ...+ (Spur von C)

gilt
xeN) = (=)™ A" + (=D)L sp(C) - A" L 4 det(C).

Beweis. Die Leibnizformel

xc(N) = > sign(o) - (¢1,o01) — A1o(1)) - * (Cro(n) = Ano(n)

oEY,

zeigt, daB x¢(A) ein Polynom in A vom Grad < n ist. Man findet auch als Koeffizienten

bei A" (o =id:) (=)™
bei "t (o =id:) (=1)" et + ...+ D)
bei A9 (A=0>) det(C).

[

Definition 4.6 Das Polynom xc(\) = det(C — Al,,) heifit charakteristisches Polynom der Matriz
C. Der folgende Satz 4.5 zeigt, dass alle Matrizen, welche dieselbe lineare Abbildung ® beschreiben,
dasselbe charakteristische Polynom haben. Man kann dieses Polynom dann also auch charakteristisches
Polynom der Abbildung ® nennen.

Satz 4.5 Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

12



Beweis. Wenn ¢/ = A~1. C - A, dann ist
xer(N) = det(A7L-C-A—-X-1,)
A7l det(C — X 1,) - det(A) (Determinantenmultiplikationssatz)

I

N

CD CD

~&
TN /N /N

g

—

Satz 4.6 (Korollar zu Satz 4.5) a) Ahnliche Matrizen haben

die gleiche  Determinante (folgt schon aus dem Determinantenmultiplikationssatz),
die gleiche — Spur,
die gleichen  FEigenwerte.

b) Ist C € M(n x n,K) diagonalsierbar mit den Eigenwerten A1, ..., A\, € K, so gilt
det(C) = A1+ ooov Ap,  sp(C) = A1+ ... + M.

Ziemlich offensichtlich sind die im folgenden Satz formulierten Beziehungen fiir Eigenwerte und
Eigenvektoren. In a) benutzen wir die Notation C*, k € IN, fiir die k-te Potenz der Matrix C. Man
kann sie induktiv definieren durch

c’.=1, CFtl=cC.CF.

Satz 4.7 Dienxn-Matriz C € M (nxn, K) habe den Eigenvektor A € K mit zugehérigem Eigenvektor
x e K"
a) Dann ist x auch Figenvektor

o fiir aC,a € K, zum Eigenwert al,

o fir al, +C,a € K, zum FEigenwert o + A,

o fiir C* zum Eigenwert \F,

e fiir C~! zum FEigenwert 1/), falls C invertierbar ist.

b) Auch die transponierte Matriz C* besitzt den Eigenwert \.

¢) Falls K = C, dann ist A\ Eigenwert fiir C zum Eigenvektor X. Und X ist auch Eigenwert fiir CT.
d) Ist C = (c; ;) eine obere (oder untere) Dreiecksmatriz, dann sind ihre Eigenwerte gerade die Dia-
gonaleintrédge c; ;.

Beweis. Die Formeln in a) sind offensichtliche Umformungen der Eigenwertgleichung C' - x = X - x.
Mit Satz 2.45 b) hat die transponierte Matrix das gleiche charakteristische Polynom

det(Ct — \1,) = det(C — A,)" = det(C — \1,)
wie C. Damit folgt b). Konjugieren der Eigenwertgleichung
C-x=\x = (C-x=\%

fithrt auf die erste Aussage in ¢). Und die zweite Aussage folgt mit b). SchlieBlich ist mit C' auch
C — M1, eine Dreiecksmatrix und deren Determinante ist das Produkt

(61,1 - )\) C et (Cn,n - )\)

ihrer Diagonaleintrége.
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Beispiel 4.2 Es sei P : IR™ — IR" eine Projektion. Dann ist P> = P und aus Satz 4.7 a) folgt fiir
jeden Eigenwert A\ von P, dass N> = X, also A = 1 oder = 0. Alle Vektoren im Kern von P sind
Eigenvektoren zum Figenwert 0, alle Vektoren im Bild von P sind Eigenvektoren zum Figenwert 1.
Nach Satz 2.15 a) ist R" = Kern(P) & Bild(P). Somit ist P diagonalisierbar (was wir aber in Satz
2.15 ¢) schon bewiesen haben). Speziell fir || a|=1 und P = a® a, die Projektion auf R - a, ist der
FEigenraum

zum Figenwert ‘ der Unterraum

A=0 at
A=1 IR-a

Beispiel 4.3 Es seia € K" mita'-a= 1. Dann ist S = 1,, — 2a ® a die Matriz der Spiegelung an
der Hyperebene a*. Aus S? = 1,, folgt mit Satz 4.7 a) fiir jeden Eigenwert X von S, dass \> =1, also
A = =£1. Und der Eigenraum

zum Figenwert ‘ ist der Unterraum
A=-1 ‘ K-a

A=+1 at

Spezielle Matrizen haben gelegentlich spezielle Eigenwerte. Wir erinnern an die folgenden Arten
spezieller Matrizen A € M(n x n,C):

e A heiBt hermitesch, wenn AT = A* = A. Eine reelle Matrix ist hermitesch, genau dann, wenn sie
symmetrisch ist.

e U heifit unitéir, wenn U - U? = 1,,. Eine reelle Matrix ist unitéir, genau dann, wenn sie orthogonal
ist.

Diesen beiden Arten spezieller Matrizen fiigen wir noch eine dritte Art hinzu:

Definition 4.7 Die Matriz A € M(n x n,C) heifit anti-hermitesch, wenn At = —A. Das ist genau
dann der Fall, wenn A = i- H mit einer hermiteschen Matrix H. Fine reelle Matrixz A ist genau dann
anti-hermitesch, wenn A' = —A. Eine solche Matriz heifit antisymmetrisch oder schiefsymmetrisch.

Satz 4.8 (Eigenwerte spezieller Matrizen) a) Jeder Eigenwert einer hermiteschen n x n-Matriz
H ist reell.

b) Jeder Eigenwert A\ einer unitiren Matriz U hat den Betrag |\| = 1.

c) Jeder Eigenwert einer anti-hermiteschen Matriz A ist rein imagindr.

Beweis. Wir verwenden das hermitesche Standard-Skalarprodukt < x,y >= x' -y auf dem C".
a) Falls x € C" ein Eigenvektor der hermiteschen Matrix H zum Eigenwert A € C ist, dann gilt
also
A<XX>=<AX, X >=< H X, x>=<X,H Xx>=<X,AX>= A< X,X > .

Daraus folgt
A=) <x,x>=0.

x ist ein Eigenvektor, deswegen ist x # 0 und damit < x,x ># 0. Also folgt A = A und \ € IR.
b) Jetzt ist B
<X, x>=< U -x,U -x>=< X, Ax >= A\ < x,Xx > .

Wegen < x,x ># 0 folgt jetzt A\ = 1.
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¢) Die Matrix iA ist hermitesch und hat nur reelle Eigenwerte. Die Behauptung folgt aus a). [

Aufgabe 4.6 Gekoppelte Federn, wie am Anfang dieses Paragraphen, kann

man sehr schin experimentell aufbauen. Die senkrechten Schwingungen kann
man aber sehr schlecht beobachten, weil die Federn schnell horizontal ins %
Wackeln kommen. Einfacher ist das, wenn man die untere Masse mit einer
dritten Feder (wie in nebenstehender Zeichnung) stabilisiert. Die Bewegungs- me——
gleichungen lauten dann E y!
mij' = —ky' + k(- y') = k(y® - 29"),
. m '—_
mi® = —k(y® —y') —ky’ = k(y' - 2%). ,
Yy
Bestimmen Sie (fir k = m = 1) Eigenwerte und Eigenvektoren der Koeffi- g
zientenmatriz dieses Systems (und verifizieren Sie, dass dieses System auch

mathematisch einfacher zu behandeln ist).

Aufgabe 4.7 Bestimmen Sie alle Figenwerte und die Dimensionen aller Eigenrdume fir die Matrizen

3 =2 4 3 =2 4
M = 4 -3 4 und N = 3 -3 2
-2 1 -3 -2 1 -3

und entscheiden Sie, ob M und N dhnlich sind.

Aufgabe 4.8 FEntscheiden Sie, ob die Matrizen

—4 0 -6 -8 2 -10
M = 0 -1 0 und N = —4 1 -4
3 0 5 5 —1 7

ahnlich sind.

Aufgabe 4.9 Berechnen Sie die (mdglicherweise komplexen) Eigenwerte und Eigenvektoren der reel-
len Matriz

0 2 -1
-2 0 2
1 -2 0

Aufgabe 4.10 FEs sei ¢ : C" — C" die lineare Abbildung, welche die Vektoren ep, k = 1,...,n der
Standardbasis folgendermajen abbildet:

(P(ek) =epy1 firk=1,..,n—1, (p(en) =e.

Berechnen Sie das charakteristische Polynom von ¢ und bestimmen Sie im Fall n = 4 alle Figenwerte
und Figenvektoren von .

Aufgabe 4.11 a) Es sei v = (A1,...,\,) € K™ so, dass alle \, paarweise voneinander verschieden
sind. Zeigen Sie, dass die Vektoren

vi = (OF L N k=10,

linear unabhingig sind. (Hier ist \X die k-te Potenz von \,.)
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b) Es sei A € M(n x n,K) mit n verschiedenen Eigenwerten. Zeigen Sie fir B € M(n x n,K) die
Aquivalenz der beiden folgenden Figenschaften:

i) AB = BA,
’LZ) B=byl+b0A+ b2A2 + ...+ bnflAn_l mit by, by, ...,b,_1 € K.

Aufgabe 4.12 Im IR-Vektorraum aller Abbildungen von IR in IR betrachte man den von den Funk-

tionen
f(x)=2¢€" g(x)=ze", h(z)=e"

aufgespannten Unterraum V = IRf + IRg + IRh und den Endomorphismus
0:V =V, F~ F (Differentiation)
von V. Bestimmen Sie die Figenwerte und Figenrdume von .

Aufgabe 4.13 Firn > 1 sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad < n mit reellen Koeffizi-
enten. Sei AV — V die lineare Abbildung mit

(ANX) = f(X +1) = f(X)

wobei [ die zweite Ableitung von f ist. Zeigen Sie, dass A = 1 der einzige Eigenwert von A ist, und
bestimmen Sie den zugehdrigen Eigenraum.

Aufgabe 4.14 Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen zueinander dhnlich sind und welche
nicht, und begrinden Sie Ihre Antwort:

11 11 10
@) AZ(O 1)’ B:<1 0)’ C:<1 1)'

1 0 0 -1 4 8
b)  A=|0 -1 0|, B=§| 4 -7 4
0 0 -1 8 4 -1

Aufgabe 4.15 Seien a und b reelle Zahlen mit a®> + b*> = 1. Ermitteln Sie alle Eigenwerte und
Eigenrdume der Matrix
—ab 1a?=b%) 0
(a? — b?) ab 0
0 0 1

1
A= 3

Aufgabe 4.16 Seien V =1R3 und f : V — V die lineare Abbildung mit der Matriz
3 —1 1
A= 2 01
-1 11
Bestimmen Sie alle Unterrdume U C 'V, fir die f(U) C U.

Aufgabe 4.17 Gegeben seien die Matrizen

12 3 156 100
A=lo02 3|, B=looz2], c=[120
00 —2 020 112

Man beweise oder widerlege:
a) Es gibt eine invertierbare Matriz T mit A =T 'BT.
b) Es gibt eine invertierbare Matriz T mit A =T 'CT.
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Aufgabe 4.18 Fliir die Matrizen

0111 01 11
1011 1011
1101 und 3 1 g1
1110 %%10

zeige man, dass ihre Figenwerte samt algebraischer Vielfachheit tibereinstimmen, aber nur eine dia-
gonalisierbar ist.

a ¢
b d
a) A hat zwei reelle Eigenwerte.
b) Kein Quadrant der Ebene IR? enthilt Eigenvektoren zu beiden Eigenwerten von A.

Aufgabe 4.19 Sei A = ) eine reelle Matriz mit b > 0 und ¢ > 0. Zeigen Sie:

Aufgabe 4.20 Gegeben seien die Matrizen

3 -1 -1 -1 0 0
A=[0 1 o0 und B:=| 8 —5 —8 | e MsQ).
2 -1 0 -8 4 7

a) Zeigen Sie, dass sowohl A als auch B diagonalisierbar sind.
b) Zeigen Sie, dass A und B simultan diagonalisierbar sind, d.h., dass es ein invertierbares T € M3(Q)
qibt, derart dass TAT ™' und TBT ™" beide Diagonalgestalt haben.

0 -1 1
Aufgabe 4.21 Sei A = | —3 —2 3 | eine reelle Matriz. Geben Sie eine Basis des R® an, die
-2 -2 3

aus Figenvektoren von A besteht.
Aufgabe 4.22 Betrachten Sie eine reelle 3 x 3-Matriv A = (a; ;)i j=1,..3. Zeigen Sie
xa(A) = =A%+ sp(A) - A2 — sp(A%D) . X + det(A).

Dabei ist A*Y die Adjunkte von A aus 2.6.2.

4.2.2 Diagonalisierbarkeit

Definition 4.8 FEine Matriz heifit diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatriz ist.
Wir geben hier Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit. Zur Vorbereitung formulieren wir

Satz 4.9 Es sei C € M(n x n, K) mit paarweise voneinander verschiedenen Eigenwerten \; € K, i =
1,...,01 und den zugehiorigen FEigenriumen V; = Kern(C — \1,). Dann ist die Summe dieser Ei-
genrdaume

Vi+.+Vi=Ve.eV

direkt.
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Beweis. Mit Satz 2.16 a) ist zu zeigen: Sind 0 # v; € V;, i = 1, ..., [, Eigenvektoren (zu verschiedenen
Eigenwerten), dann sind die v; linear unabhéngig. Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nach
l.

Der Induktionsanfang [ = 1 ist trivial. Sei deswegen [ > 1 und die Aussage fiir | bewiesen. Wir
miissen sie fiir [ + 1 zeigen. Wie iiblich nehmen wir an

+1
Z o;V; = 0.
i=1
Diese Gleichung multiplizieren wir mit C' und erhalten
I+1

Z Oél')\l'Vi =0.
i=1

Hiervon subtrahieren wir die triviale Gleichung

+1
Z al)\l—l—lvl = )\l—l—l Z a;vi =0
i=1 i=1

und finden
+1

!
> ai(hi = Ag1)v Zaz i — Aip1)vi = 0.
i=1

Nach Induktionsannahme sind hier alle Koefﬁmenten
ai(Ni—N11) =0, i=1,..,1L
Wegen \; # A1 fiir ¢ <[ sind auch die
a; =0, i=1,..,L

Die urspriingliche Gleichung lautet dann nur noch o;41vi41 = 0, und wegen v;y; # 0 folgt hieraus
auch oy 1 = 0. L]

Satz 4.10 (Diagonalisierbarkeitskriterien) a) (notwendig) Wenn eine Matriz C diagonalisierbar
ist, dann zerfdllt ihr charakteristisches Polynom xc in ein Produkt von Linearfaktoren:

xeA) =1 =N oo (A= N), M eK.

b) (hinreichend) Wenn xc in Linearfaktoren zerfillt und alle seine Wurzeln Ay, ..., A, paarweise ver-
schieden sind, dann ist C diagonalisierbar.

Beweis. a) ist klar, man braucht nur die Determinante einer Diagonalmatrix C’ — \1,, hinzuschrei-
ben, wo C’ eine zu C #hnliche Diagonalmatrix ist.

b) Zu den n paarweise verschiedenen Eigenwerten A, ..., \,, finden wir als Losungen der linearen
Gleichungssysteme (C' — A\¢1,,)v = 0 Eigenvektoren vy, ..., v,,. Wir miissen zeigen, dass die vy,..., v,
linear unabhéngig sind. Das ist aber ein Spezialfall von Satz 4.9. L]

Uber K = C ist Bedingung a) aus Satz 4.10 immer erfiillt. Das folgt durch Iteration aus

Satz 4.11 (Vieta) Es sei p(A\) € K[A] ein Polynom mit der Nullstelle Ay € K. Dann spaltet p den
Linearfaktor Ay — A ab.
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Beweis. Wir benutzen die aus der Schule bekannte Polynom-Division mit Rest. Damit dividieren
wir p(A) durch A — A; und erhalten

p(A) = (A= A1) -q(A) + 7

Dabei ist ¢ ein Polynom vom Grad deg(p) — 1 und r ein Polynom von einem Grad < deg(A — A1) = 1.
Somit hat r hier den Grad 0 und ist eine Konstante. Wir 16sen nach r auf

r=pA) = A =A)-q)
und setzen hier A = A\; ein. Wegen p(A;) = 0 folgt
r=pA)— (A1 —A1)-q(A1)=0.
Also ist p(A) = (A1 — A) - (—¢(N)), und das ist die Behauptung. []
Satz 4.12 (Korollar) a) Jedes komplexe Polynom p(\) € C[A] ist ein Produkt
pA)=c- (M —=A)e. - (A= )

von Linearfaktoren und einer Konstanten ¢ € C. Dabei sind A1, ..., \p, € C die Nullstellen von p.
b) Jedes reelle Polynom p(\) € R[A] ist ein Produkt

pA) =c (A = A) A2k = A) @1 (A) - - g (N)
von rellen Linearfaktoren, einer Konstante ¢ € IR und quadratischen Foktoren
=N —2aA+a?+*=N—a)? +V?, a,beR,b#0,
ohne reelle Nullstelle.

Beweis von b). Wir zerlegen p(\) nach a) in komplexe Linearfaktoren. Ist etwa \; = a+bi € C, b #
0, nicht reell, so ist auch A = a — bi eine Nullstelle von p(\). In der Zerlegung kommt also das relle
Produkt
aN) =AM =X - A =N =AM — M +FAAN+F A2 =22 - 20\ 4+ a® + b?

als Faktor vor. Jedes Paar komplexe-konjugierter Nullstellen fiihrt auf diese Weise zu einem quadra-
tischen Faktor. L]

Natiirlich ist jedes reelle Polynom auch ein komplexes Polynom. Satz 4.12a) gilt also auch fiir reelle
Polynome. Allerdings kénnen deren Nullstellen komplex sein.

Beispiel 4.4 (Drehmatrix) Wir betrachten die Matriz

C— ( cos(p) —sin(p) ) ’

~\ sin(p)  cos(y)

welche eine Drehung um den Winkel ¢ in der Ebene IR? beschreibt. Ihr charakteristisches Polynom

xXc(A) = det ( Zj;g:ig -4 C_OSSZZZD()('OE N ) = (cos(p) — \)? + sin(p)?

hat die Nullstelle A € IR, fiir welche A = cos(p) wihrend sin(p) = 0. Es gibt nur die Fille
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Winkel ‘ Eigenwert X ‘ Drehung
0 1 Identitat
-1 Punktspiegelung

™

Dies ist auch anschaulich véllig klar: Bei einer echten Drehung (nicht um den Winkel 0 oder )
dndert jeder Vektor seine Richtung.

Ganz anders ist die Situation, wenn man C als Matriz komplexer Zahlen auffasst, und Figenwerte
in C sucht. Diese sind Wurzeln der quadratischen Gleichung

M —2cos(p) A\ +1=0,

also
A2 = cos(p) £ i - sin(p).

Definition 4.9 Die Nullstellen des Polynoms p in Satz 4.12a) brauchen nicht alle verschieden zu
sein. Aber gleiche Linearfaktoren kann man zu Potenzen zusammenfassen, um

pA) =N =N - (M= N, 1+ ..+ 1 =deg(p) =n,

zu erreichen, wo die Nullstellen \i,..., A\ paarweise voneinander verschieden sind. Hier heif$t die
Potenz r; die algebraische Vielfachheit der Nullstelle ;.

Beispiel 4.5 (Jordan-Block) Wir werden uns im iibernichsten Abschnitt 4.4 ausfihrlich mit n X n-
Matrizen der Form

C= R ,ceK
oy
c

beschdiftigen. Eine solche Matrix heifst Jordan-Block zum Eigenwert c. Ihr charakteristisches Polynom

xc(A) = (c=A)"

hat nur die einzige Nullstelle ¢, diese mit der algebraischen Vielfachheit n. Wenn wir alle Figenvektoren
des Jordan-Blocks bestimmen wollen, miissen wir das lineare Gleichungssystem

C-x=c-x, d.h. (C—-c-1,)-x=0

losen. Nun ist

0 1 zl 72
z? x>
(C—cly,) x= R . : —
i 1 21 2
0 x" 0
Dies ist der Nullvektor, falls *> = ... = 2™ = 0, d.h. alle Eigenvektoren liegen auf der Geraden, welche

vom ersten Koordinatenvektor e aufgespannt wird. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts c
st also = 1.

Dies ist (bei n > 2) ein typisches Beispiel fiir folgende Tatsache.
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Satz 4.13 Fiir jeden Eigenwert p € K einer Matriz C € M(n x n, K) ist
1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit < n.

Beweis. Hier haben wir nur zu zeigen, dass die algebraische Vielfachheit > [ ist, wenn die geome-
trische Vielfachheit = [ ist. Sei also vy, ..., v; € K" eine Basis des FEigenraums zum Eigenwert p. Wir
erginzen sie mit Vektoren vyy1, ..., v, zu einer Basis des ganzen K™. Nach Ubergang zu dieser Basis
stellt sich C' als &hnlich zu einer Matrix

Uz(%lg>,AEMUXW—&K%B@WM—DXM—&M

heraus. Mit der Késtchenregel sehen wir

Ye() = X/ () = det ( e ) = (=N xs (N,

Somit hat die algebraische Vielfachheit von p einen Wert > [. L]

Wir formulieren jetzt ein Diagonalisierbarkeitskriterium, welches sowohl hinreichend als auch not-
wendig ist. Theoretisch ist dies eine sehr befriedigende Beschreibung der Diagonalisierbarkeit, praktisch
fiir das Problem, eine konkret gegebene Matrix zu diagonalisieren jedoch oft unbrauchbar.

Satz 4.14 (Notwendiges und hinreichendes Diagonalisierbarkeitskriterium) Fine Matriz C €
M(n x n, K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn

(1) das charakteristische Polynom xc in Linearfaktoren zerfillt, etwa
Xc()\) = ()\1 — )\)rl Ce ()\k — )\)rk, r+..+7r,=mn,

wo die Wurzeln A, ..., \p alle paarweise verschieden sein sollen, aber mit ihren algebraischen
Vielfachheiten 11, ...,y zu Potenzen zusammengefasst, und

(2) fir die verschiedenen Wurzeln Ay, ..., N\, gilt

Rang(C — A\jl,) =n—1; (G=1,...,k).

Beweis ,,=“ Sei C diagonalisierbar, also etwa dhnlich zur Matrix

A1
Cl = )\1 )
A2
und seien 71, ...,7; die Vielfachheiten, mit denen die verschiedenen Eigenwerte A1, ..., \; in C’ auf-
treten. Dann zerfillt das charakteristische Polynom xc(A) = xor(A) = (A = A)™ - .« (A — A)™* in

Linearfaktoren. Fiir j =1, ..., k ist

C—Nl,=A"-C"-A-)\1,=A""(C'-)\1,)- A
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und deswegen Rang(C — A\;1,,) = Rang(C" — A\;1,,). Schlieflich fallen in C" — A;1,, genau die r;
Diagonaleintrége weg, die gleich \; sind, wihrend an den anderen Stellen der Diagonale die Zahlen
Ai — Aj fiir ¢ # j stehen. Diese sind ungleich Null. So ist etwa

0

I =
' -1, No — Ay

A2 — A1

Der Rang von C’ — A1, ist die Zahl der Diagonaleintréige # 0, und damit = n —r;.
,="Fir j=1,....k sei

Vj = Kern(C — \; - 1)
der Eigenraum zu \;. Nach (2) ist dim(V}) =n — (n —r;) = r;. Mit Satz 4.8 folgt
dimVi+..+Vg)=rm+..+rg=mn, also Vi+..4+V+k=K"

Basen der einzelnen Eigenréume setzen sich also zu einer Basis des K™ zusammen. L]

Das Diagonalisierbarkeitskriterium Satz 4.14 kann man dann sehr griffig folgendermafien formulie-
ren: Fiir jeden Eigenwert ist

algebraische Vielfachheit = geometrische Vielfachheit.

Was sagt Satz 4.14 iiber einen Jordanblock? Der einzige Eigenwert ¢ hat Vielfachheit n, wihrend
der zugehorige Eigenraum Dimension =1 hat. Ein Jordanblock ist (fiir n > 2) nicht diagonalisierbar.
Er ist geradezu im hochstmoglichen Mafl un-diagonalisierbar.

Wenn wir eine Matrix diagonalisieren wollen, kommt es nach Satz 4.10a), zunéchst darauf an, die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms dieser Matrix zu suchen. Der Erfolg dieser Suche héngt
nun in viel geringerem Mafl von unseren rechnerischen Fahigkeiten ab, als von FEigenschaften des
Grundkérpers K, denen wir bisher kaum Beachtung schenkten: Es gibt reelle Polynome (etwa das
charakteristische Polynom einer Drehmatrix), welche keine reellen Nullstellen haben. Kompleze Null-
stellen haben reelle oder komplexe Polynome aber immer wegen des Fundamentalsatzes der Algebra
(Satz 3.2).

Satz 4.15 a) Fine C-lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen komplexen Vektorraums in sich
hat immer mindestens einen komplexen Figenwert, also auch immer mindestens einen Figenvektor.
b) Eine IR-lineare Abbildung eines reellen Vektorraums ungerader Dimension hat immer mindestens
eine reellen Eigenwert, also auch mindestens einen reellen Eigenvektor.

Beweis. Aussage a) folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra. Zum Beweis von b) verwenden
wir, dass fiir das (reelle) charakteristische Polynom einer reellen Matrix C' gilt

xc(A) = xc(A) =0,

falls A ein Eigenwert von C ist. Mit A € C ist also auch A € C eine Nullstelle von xc. Wenn alle
Nullstellen komplex, nicht reell wiren, wére ihre Anzahl gerade. Wenn der Vektorraum ungerade
Dimension hat, geht das nicht. L]
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Aufgabe 4.23 FEntscheiden Sie, ob die Matrizen

Lo P01
A=| -1 11|, B=| | | _,
01 1

0o 0 0 -1
diagonalisierbar sind.

Aufgabe 4.24 In einem vierdimensionalen Vektorraum V sei {by,ba, b3, by} eine Basis. Eine lineare
Abbildung f : V — V habe die Eigenschaft

f(b1) =0, f(b2) = by + 4by,
f(b3) = by —8by, f(bs) = bz + 5by.

Ist f diagonalisierbar?

Aufgabe 4.25 Man betrachte die Matriz

s

I
e
L I e )
= o O O

o O = O

Ist A diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine Matriz S an, so dass S™'AS Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 4.26 Bestimmen Sie eine Basis fiir den Kern sowie die Figenwerte der linearen Abbildung

. TR2x2 2x2 . 11 11
R - 1R mit Xr—»(o 1 X 11

Ist f diagonalisierbar?

1
Aufgabe 4.27 Gegeben sei die reelle Matriz A = 0
-1 2 2
a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
b) Untersuchen Sie, ob A zu einer reellen Diagonalmatriz dhnlich ist.

Aufgabe 4.28 Seien r, s reelle Zahlen mit 0 < r,s <1, und sei

0 1 0 0
T 0 1—-r O
P= 0 1—-s 0 s
0 0 1 0

a) Ermitteln Sie alle Eigenwerte von P.
b) Geben Sie alle Parameterpaare (r,s) an, fir die P diagonalisierbar ist.

23



Aufgabe 4.29 Der Endomorphismus f € End(IRY) habe beziglich der kanonischen Basis die Abbil-
dungsmatriz

0 -2 0 O
1 3 0 0
3 0 0 =2
0 -3 1 -3

Man priife, ob A diagonalisierbar ist, und bestimme gegebenenfalls eine Basis des IR*, beziiglich der f
als Abbildungsmatriz eine Diagonalmatriz besitzt.

Aufgabe 4.30 a) Zeigen Sie, dass fir eine 2 x 2-Matriz A iber einem beliebigen Korper gilt: A
ist genau dann diagonalisierbar, wenn A entweder verschiedene Eigenwerte besitzt, oder wenn A ein
Vielfaches der Finheitsmatriz ist.

b) Die reelle 2 x 2-Matriz A habe den Vektor (3,4)t als Eigenvektor zum Eigenwert 2 und den Vektor
(4, —3)" zum Figenwert —1. Bestimmen Sie die Matriz A.

Aufgabe 4.31 Sei

-1 -5 5
A= -5 -1 5
-5 -5 9

a) Geben Sie das charakteristische Polynom an. Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren von A,
und geben Sie die Eigenrdume an.
b) Zeigen Sie, dass es eine Matriz B € €33 mit B> = A gibt.

Aufgabe 4.32 Sei A cine reelle 3 x 3-Matriz mit chakteristischem Polynom det(A\l — A) = A3 — \.
(i) Man begriinde, dass A iber C diagonalisierbar ist.

(ii) Man gebe den Rang der Matrizen A, A%, A2 +1, A2 — 1 an.

(iii) Man bestimme alle 7, s,t € R mit r1+ sA+tA? = 0.

(iv) Man zeige, dass A9 = A? ist.

(v) Man gebe eine solche reelle Matriz A an.

Aufgabe 4.33 Ist die symmetrische Matrix

1 V=1
A:(m 1)

diagonalisierbar? Wenn ja, berechne man eine Basis aus Figenvektoren.

Aufgabe 4.34 Bestimmen Sie alle Eigenvektoren und Figenwerte der reellen Matrizen

-2 2 -3 1 2 -1
A= 2 1 -6 und B = -2 3 1
-1 -2 0 -3 8 1

und entscheiden Sie, ob A und B diagonalisierbar sind. Hinweis: beide Matrizen haben ganzzahlige
FEigenwerte.
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4.2.3 Dynamische Systeme

Was ein System im Sinn der Uberschrift dieses Abschnitts ist, méchte ich lieber nicht erkliren. Ein
dynamisches System ist ein System, dessen zeitliche Verédnderung nach einem festen Zeitpunkt ¢ nur
vom Zustand zu diesem Zeitpunkt abhéngt. Ohne Beweis (wird in der Vorlesung ’Gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen’ erbracht) ein Beispiel:

Beispiel 4.6 FEin homogenes autonomes System ist ein System

T = 1,121 + ... + a1 0Ty

Tp = Ap1T1+ .+ QpnTp
von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Bei den gekoppelten Federn am Anfang dieses Kapitels waren die Differentialgleichungen von
zweiter Ordnung. Aber einen wesentlichen Unterschied macht das nicht. Die Eigenwerttheorie hiangt
sehr eng zusammen mit der Theorie dynamischer Systeme.

Das einfachste (1 x 1)-autonome System sieht so aus:

T=a-x.
Jede Funktion = c-e®, ¢ € R, ist eine Losung. Und mit etwas Analysis (Mittelwertsatz der
Differentialrechnung) sieht man auch, dass alle Losungen diese Form haben. Dies wollen wir jetzt auf
Systeme mit n > 1 verallgemeinern.
Zunéchst schreiben wir das System komprimiert

x=A-x

mit der n x n-Matrix A € M (n x n,IR). Eine Losung dieses Systems ist eine vektorwertige Funktion
x(t) = (z1(t), ..., x5 (t))!. Motiviert durch den 1 x 1-Fall machen wir den Ansatz

x(t)=e“t v, ceR,velR", (e-hoch Ansatz).

Dafiir sehen wir

x=c-et v, A-x=A et v.

Das System stellt also folgende Bedingung

c-etov=A-et.v, A-v=c-v.

Wir sehen: Der Ansatz x(t) = e“! - v liefert genau dann eine Lésung des Systems von Differentialglei-
chungen, wenn v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert c ist.
Wenn A reell diagonalisierbar ist, etwa D = T—!. A-T eine Diagonalmatrix, so lautet unser System

x=T-D-T7'-x

und firy =7"1-x
y=D-y.
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Im y-System sind alle Koordinatenvektoren e; Eigenvektoren, und mit den zugehotrigen Eigenwerten
A; erhalten wir die Losungen

yi(t) = e er, ., yn(t) =M le,.
Die Eigenwerte A; haben entscheidenden Einfluss auf die zeitliche Entwicklung des Systems:

i ‘fﬁrtﬁoo

>0 || y@®) ||— o0
=01 y(@) ||= const
<0||ly®) [|—0

Diskrete dynamische Systeme erhélt man, wenn man in den autonomen Systemen die kontinuier-
liche Zeit ¢ und die von ihr bewirkte Anderung d/dt ersetzt durch eine diskrete Zeit

ty = k- At, k€ IN,
und die davon bewirkte diskrete Anderung

A k+1 _ k 1
X _ X X' (Xk+1 _Xk)‘

At tpyr —tr At
Im linearen Fall erhilt man eine Differenzengleichung

k+1 _ k

X X &
At

=C-x", bzw. X" =xF+At.C-x"

Setzt man hier

A:=1,+At-C,
so bringt man die Differenzengleichung auf die Form einer Fixpunktgleichung
M1 =A.x" ke, x gegeben.

Sei A € M(n x n,IK) diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., \; und
den zugehorigen Eigenrdumen Vi, ..., V; € IK™. Jeder Vektor x" € IK" hat die eindeutige Darstellung

XN =x1+...+x, x5 €V

Dann ist
xP=A-x" = X\ix1 + ... + \xg

Durch Iteration wird
xF = (A)Pvi + .+ ()P

Hier hingt das Verhalten der einzelnen Summanden fiir k¥ — oo folgendermafien von den |\;| ab:

Xl | Q0" |
<1|—=0firk— oo
=1|=| % ||= const

>1| — oo fir k — oo
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Beispiel 4.7 (Fibonacci-Zahlen) Die Folge der Fibonacci-Zahlen Fy, ist rekursiv definiert durch
Fo:=0, F1 :=1, Fyqo := Fypy1 + Fy fiir k > 0.
Fiir die Vektorfolge

bedeutet die Rekursionsformel

1 1
k+1 ok
X = ( 10 ) X .

Dies ist ein diskretes dynamisches System mit der Matriz
11
A= ( L ) |

det(A—)\IIQ):det< 1IA _1>\>:)\2—)\—1

Sie hat das charakteristische Polynom

und die Eigenwerte

1+v5 1-+5
9 2

AL =

mit den zugehorigen Eigenvektoren

() (%)

Der Startvektor x° = (1,0) hat in dieser Basis die Darstellung

1 1
0 __ -
:»(—>\1 )\2( v2)—\/g

Die Rekursionsformel lautet

(vi — va) =: X1 + Xo.

k

e () (1)
() ()

Fir F,, als erste Komponente von x*~1 erhdilt man damit

w9 (57))

Wegen |A2| < 1 geht hier die rechte Potenz gegen 0 fiir k — oo. Fiir grofie k ist also ndiherungsweise

Fria N1-|-\/5
F

~ 1.681,

das Verhdltnis des goldenen Schnitts.
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4.3 Cayley-Hamilton
4.3.1 Trigonalisierung

Eine Trigonal-Matrix ist eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix.

Definition 4.10 Eine Matriz C € M (n x n, K) heifit (iber K ) trigonalisierbar, wenn sie (iber K )
zu einer Trigonalmatriz D dhnlich ist.

Das charakteristische Polynom einer Trigonalmatrix D = (d; ;) ist ein Produkt von Linearfaktoren
Xp(A) = (dig = A) - oo (dnn = A),

vgl. Satz 4.7d). Nach Satz 4.5 gilt dies dann auch fiir jede iiber K trigonalisierbare Matrix C'.
Diese Tatsache ist auch umkehrbar:

Satz 4.16 (Trigonalisierung) Eine Matrix C € M(n x n, K) ist (iber K ) dhnlich zu einer oberen
Dreiecksmatriz

C1 * *
D— 0 ¢ =
0 0 ¢,

genau dann, wenn ithr charakteristisches Polynom (iber K ) in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Dass das charakteristische Polynom einer trigonalisierbaren Matrix in Linearfaktoren
zerfillt, das haben wir soeben angemerkt. Die Umkehrung dieser Aussage beweisen wir durch In-
duktion nach n.

Fiir den Induktionsanfang n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Nach Voraussetzung existiert
ein Eigenwert ¢; € K mit einem zugehorigen Eigenvektor vi # 0. Wir ergénzen v; zu einer Basis
V1,...,vp des Vektorraums K™. Bei Ubergang in diese Basis stellt sich die Matrix C als &hnlich zu
einer Matrix

C

mit einer Matrix C; € M((n — 1) x (n — 1), K) heraus. Auch deren charakteristisches Polynom

xci(A) = xp(A)/(er = A)

zerféllt in Linearfaktoren. Nach Induktionsannahme existiert dann eine Matrix A € GL(n — 1, K) so,
dass A~!. (] - A eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann hat auch die zu D; dhnliche Matrix

1 O O C1 k.. ES 1 0 e O 1 * e *
0 0 0 0
LA e LA I Rt e
0 0 0 0
obere Dreiecksgestalt. L]
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Bemerkung zum Beweis von Satz 4.16: Die induktiv gesuchten Eigenvektoren kénnen zunéchst alle
zum gleichen Eigenwert A1, dann zum néchsten Eigenwert Ao der Matrix C', und so weiter, gewéhlt
werden. Dann erhilt man als Diagonaleintrige in der zu C' dhnlichen Matrix:

T = .. = Cpy = )\1
Cri+l = o = Cpiqpry, = )\2 . . .
. paarweise voneinander verschieden.
Cnerytl = ... = Cp = A

2 1
A= 01 -1 | eR?>*3
0 2

iber IR nicht diagonalisierbar, aber trigonalisierbar (d.h. dhnlich zu einer Dreiecksmatriz) ist. geben
Sie ein S € GL(3,IR) an, so dass SAS™! eine Dreiecksmatriz ist.

Aufgabe 4.36 Zeigen sie: Jede obere Dreiecksmatriz ist dhnlich zu einer unteren Dreiecksmatrix.

4.3.2 Der Satz von Cayley-Hamilton

Cayley und Hamilton lebten beide in der Mitte des 19. Jahrhunderts. Der Ire Hamilton erfand die Ha-
miltonschen Quaternionen, griindete zu deren Pflege einen Geheimbund, der nach mancherlei Irrwegen
den Weg zur Matrizenrechnung fand. Der Englinder Cayley war einer der produktivsten Mathemati-
ker aller Zeiten. Als er von Matrizen erfuhr, bewies er schnell den Satz, um den es in diesem Abschnitt
geht.

Wir werden jetzt in groBem Stil Matrizen in Polynome einsetzen und damit rumrechnen. Uber den
Grundkérper K werden wir zunéchst nichts voraussetzen. Sei also

p()‘) = ap\" + an—l)\n_1 +...+aA+a

ein Polynom mit Koeffizienten a, € K. Eine k x k Matrix C setzt man folgendermafien in das Polynom
p(A) ein: Man schreibt ganz formal

p(A) = Z ay N,
0

p(C) = ZaVC” = a,C" + a, 1C" P+ ...+ a1C + aplly.
0

Was die Matrix C* bedeutet, das haben wir ja schon in vor Satz 4.7 definiert. Das funktioniert im
Ubrigen problemlos. Das einzige, was man sich merken muss, ist die Vereinbarung

Cc? = 1.
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Beispiel 4.8 Sei etwa p(\) = A2 — 1. Dann ist
p(C)=C? 1.
Und die Faktorisierung
p(A) =A+1(A-1)

schligt durch auf das Matrizenpolynom:
C+NC-1)=C*+C-C-1=0C?-1
Diese Produktformel gilt ganz allgemein:

Satz 4.17 Ist
p(A) = q1(A) - g2(N)

ein Polynom-Produkt, so gilt fiir jede k x k-Matrixz C
p(C) = a1 (C) - ¢2(O).

Zum Beweis setzt man C' in das Produkt ¢1(A) - g2(\) ein und multipliziert aus. Dann sammelt
man nach Potenzen von C'. Am Schluss kommen dieselben Koeffizienten heraus, wie wenn man die
Polynome ¢;(\) und ¢2(\) ausmultipliziert und nach Potenzen von A gesammelt hitte. Ob wir die
Potenzen einer Unbekannten A aufsammeln, oder die Potenzen einer quadratischen Matrix C, das
lauft auf dieselben Koeffizienten hinaus. L]

Ein ganz wesentlicher Punkt ist dabei, dass man im obigen Produkt die Faktoren vertauschen darf:

71(C) - ¢2(C) = p(C) = ¢2(C) - 1 (C).

Obwohl Matrizen i.a. nicht kommutieren, kommutieren Matrizen, die Polynome der gleichen Matrix C'
sind, immer. Das ist eine sehr hilfreiche Tatsache. Ein zweiter hilfreicher Punkt ist, dass sich Polynome
und konjugierte Matrizen sehr gut vertragen:

Satz 4.18 Die Matriz C' = A~1.C- A sei konjugiert zur Matriz C. Dann gilt fiir jedes Polynom p(\)
p(C') = A" -p(C) - A.
Beweis. Wegen

Y = A Cc A AT CA-L (A4
= A tCc.Cc-....C-A
Al.cv. A

kann man einfach ausmultiplizieren

p(C) =Y a, (C) =Y a,- A" A=A a,C"- A=A p(C) - A
0 0 0

O

Das ist ja alles sehr schon, aber in welches Polynom soll man denn eine Matrix C' einsetzen? Zum
Beispiel in ihr eigenes charakteristisches Polynom o (A).
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Beispiel 4.9 (Drehmatrix) Aus personlicher Faulheit kiirze ich jetzt ab

cos(p) = ¢, sin(p) = s,

und betrachte eine Drehmatriz

Ihr charakteristisches Polynom ist
xc\) = (e = N)? + 52

Und wenn wir hier die Matriz C einsetzen, finden wir

XC(C) = (C'ﬂ2—0)2+82-]12
[ 0 s 2+ 2
o —s5 0 52
0

= 0.
Es ist die Null-Matrix herausgekommen.

Beispiel 4.10 (Nilpotente Matrix) Es sei

0 = *
N =

*

0O ... .. 0

eine obere n X n-Dreiecksmatriz, die auch auf der Diagonale nur Nulleintrige aufweist. Sie hat den
einzigen Eigenwert A = 0 mit der Vielfachheit n. Ihr charakteristisches Polynom ist also

Wir setzen die Matriz N ein:
xn(N) = (=1)"-N"

Und was kommt dabei heraus? Multiplizieren wir aus!
Sei etwa N = (ak). Dann ist also at, = 0 fir k < 1. Und N2 = (3,, al,ai®) hat fir k <1+ 1 die
FEintrage

l n
Zaﬁnafcnzzo-azn%— Z al, -0=0.
m m=1 m=Il+1

In der Matriz N? sind die Nulleintrige bereits in die erste Parallele oberhalb der Diagonale einge-
drungen. Entsprechend vergrifert sich bei jeder Multiplikation mit N die Anzahl dieser Parallelen aus
Nulleintragen um 1. Die Matriz N™ enthdlt dann nur noch Nulleintrdge:

xn(N) =0.
Hinter diesen Beispielen steckt System:
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Satz 4.19 (Cayley-Hamilton) Fir jede komplexe n x n-Matriz C gilt
xc(C) = 0.

Beweis. Wir miissen K = C voraussetzen, weil wir beim Beweis beniitzen, dass C trigonalisierbar
ist. Nach Satz 4.16 ist also C' dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix C’. Mit Satz 4.5 ist

xcr(A) = xe(A),

und wegen Satz 4.18 gilt mit der Transformationsmatrix A
xcr(C') = xc(C') = A1 xe(C) - A.

Es wiirde also geniigen, die Aussage fiir die obere Dreiecksmatrix C’ zu beweisen. Mit anderen Worten:
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, C selbst ist eine obere Dreiecksmatrix.
Auf der Diagonale von C' stehen dann die Eigenwerte, etwa in der Reihenfolge

AL, A2y ey Ap
Wir beweisen jetzt durch Induktion nach k = 1,...,n die folgende Aussage:
M-L,-C)-(N-1,-C)-cc. - (M- 1,,—C)-€,=0 fir i=1,.., k.
Etwas anders ausgedriickt: Die ersten k Spalten der Matrix
M1, -C)- .- (M- 1, = O)

sind Null-Spalten. Fiir k£ = n ist dies die Behauptung unseres Satzes.

Induktionsanfang (k = 1): Die Matrix A; - 1,, hat, ebenso wie die Matrix C' in ihrer linken oberen
Ecke den Eintrag A;. Alle anderen Eintréige dieser beiden Matrizen in der ersten Spalte sind = 0, wie
sich das fiir obere Dreiecksmatrizen gehort. Also sind alle Eintridge = 0 in der ersten Spalte der Matrix
A1, —-C.

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir alle i < k.

Induktionsschluss: Fiir jedes ¢ < k ist (Vertauschbarkeit von Polynomen derselben Matrix)

()\1]1,1—0)()\]91[”—0)62
()\H_l]ln—C)()\k]ln—C)[()\llln—C)()\len—C)ez]
= Mg 1, —C) - (N1, —C) -0
= 0

nach Induktionsannahme. Und fiir ¢ = k ist der (k, k)-Diagonal-Eintrag der Matrix A - 1,, — C gerade
Ak — A = 0. Deswegen stehen in der k-ten Spalte dann hiéchstens Eintrége ¢y, ..., cx—1 auf den ersten

k — 1 Positionen. Das heifit
k—1

()\k-]ln—C)-ek = Zciei
i=1

ist eine Linearkombination der Vektoren ey, ...,e;_1. Und daraus folgt auch fiir i = k

()\1 ]ln—C)()\kﬂn—C)ek
()\1 -1, — C) Caet (Ak—l -1, — C) . (6161 + ...+ ck_lek_l)
0.
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Dieser Satz von Cayley-Hamilton gilt natiirlich nicht nur fiir komplexe Matrizen C, sondern auch
fiir reelle. Man kann ja jede reelle Matrix auch als eine komplexe Matrix auffassen. Mit anderen
Methoden kann man zeigen, dass der Satz allgemein iiber jedem Korper gilt, z.B. mit Riickgriff auf
die Matrix der Adjunkten, oder durch Ubergang zum sogenannten algebraischen Abschluss des Kérpers
K.

Man kann Cayley-Hamilton von Matrizen auf Homomorphismen iibertragen: Es sei V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und ® : V' — V linear. Mit ®* bezeichnet man die lineare Abbildung
Podo...o® (k-mal) und wenn p(A) = 3" ¢;\? ein Polynom in K[)] ist, so setzt man p(®) = 3° ¢;®*. Nach
Wahl einer Basis bekommen wir eine darstellende Matrix C fiir ®. Weil ®* die darstellende Matrix
C* hat, deswegen hat die lineare Abbildung p(®) die darstellende Matrix p(C). Nach Definition 4.6
ist xa(A\) = xc(N). Somit hat yo(P) die darstellende Matrix

xa(C) = xc(C) =0
und ist die Nullabbildung x4 (®) = 0.

Also, Cayley-Hamilton sagt aus: Wenn man eine Matrix in ihr eigenes charakteristisches Poly-
nom einsetzt, kommt die Null-Matrix raus. Aber das charakteristische Polynom ist nicht das einzige
Polynom mit dieser Eigenschaft. Dazu ein simples Beispiel.

Beispiel 4.11 Das charakteristische Polynom der Einheitsmatriz 1, ist x1(\) = (1= X)™. Aber nicht
nur fiir dieses Polynom, sondern sogar schon fiir

p(A)=1-X

qgilt
p(1,)=1-1, -1, =0.

Satz 4.20 (Minimalpolynom) Ist u(\) #Z 0 ein Polynom vom kleinstmdglichen Grad mit u(C) = 0,
so teilt p jedes andere Polynom p(\) mit der Eigenschaft p(C) = 0.

Beweis. Sei p = p(\) irgend ein Polynom mit p(C') = 0. Wenn p das Polynom p teilt, also wenn

p(A) = p(A) - q(A)

mit einem Polynom ¢(A) gilt, dann sind wir fertig. Andernfalls teilen wir p trotzdem durch p. Das
geht natiirlich nicht: Wenn wir die aus der Schule bekannte Polynomdivision verwenden, dann bleibt
ein Rest r {ibrig:

PA) = p(A) -q(A) +7(A).
Das Wesentliche dabei ist: der Rest  hat einen Grad kleiner als Grad(u).
Andererseits folgt aus p(C) = u(C) = 0, dass

r(C) = p(C) = u(C) - ¢(C) = 0.

Weil aber i das Polynom kleinsten Grades sein sollte, mit der Eigenschaft p(C') = 0, kann das nicht
gut gehen. D.h., die Polynomdivision liefert keinen Rest r, sondern sie muss aufgehen. L]

Das Polynom g kleinsten Grades mit der Eigenschaft p(C') = 0 ist bis auf einen Normierungsfaktor
eindeutig bestimmt. Denn ist etwa p’ ein anderes solches Polynom, notwendig vom selben Grad wie
u, dann folgt aus Satz 4.20

p=aq-

wo ¢ ein Polynom vom Grad Grad(u) — Grad(p') = 0 ist. Also ist ¢ eine Konstante.

Diese letzte Aussage rechtfertigt die folgende Definition:

33



Definition 4.11 Sei C' € M(k x k, K) eine quadratische Matriz. Das normierte Polynom
pe(N) =X 4 a1 A+ #£0
kleinsten Grades mit uc(C) = 0 heifst Minimalpolynom der Matrixz C.

Dieses Minimalpolynom ist tatséchlich fiir Matrizen iiber einem beliebigen Korper K definiert.
Dazu muss man nur sicherstellen, dass ein Polynom 0 # p(\) € K[A] mit p(C) = 0 existiert. Aber die
n? + 1 Matrizen

C*e M(nxn,K), k=0,..,n2%
im K-Vektorraum M (n x n, K) der Dimension n? sind linear abhiingig. Deswegen gibt es Koeffizienten
€Oy ey Cp2 € K, nicht alle = 0, derart, dass

n2
Z c,CY = 0.
v=0

Aus dem Satz von Hamilton-Cayley folgt: Das Minimalpolynom ¢ teilt das charakteristische
Polynom x¢. Jede Wurzel von puc(A) ist also auch eine Wurzel von yc(A), d.h. ein Eigenwert. Davon
gilt aber auch die Umkehrung;:

Satz 4.21 Jeder Eigenwert der komplexen Matriz C ist auch eine Wurzel ihres Minimalpolynoms
e (A).

Beweis. Die Eigenwerte von C' seien Ay, ..., A\p. Wir gehen iiber in eine Basis, in der C' obere
Dreiecksform hat (Satz 4.16). Auf der Diagonale von C' stehen dann die Eigenwerte Aq,..., \; mit
ihren entsprechenden Vielfachheiten. Jede Potenz C" ist wieder eine obere Dreiecksmatrix mit den
Diagonaleintrégen A{, ..., A\}. Fiir jedes Polynom p(\) = > a,\” ist deswegen p(C) auch eine obere
Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintrigen

Z ay A = p(A1), ..o, Z ay A, = p(Ag).
Weil fiir das Minimalpolynom pe gilt uo(C) = 0, miissen fiir p(A) = pc(\) die Diagonaleintréige
uc(A) = ... = pe(Ag) = 0 sein. []
Die Nullstellen von x¢ und pc stimmen also iiberein. Der Unterschied zwische beiden Polynomen
liegt nur darin, dass diese Nullstellen in y¢ mit einer hoheren Vielfachheit vorkommen kénnen, als in
pe-

Aufgabe 4.37 Verifizieren Sie den Satz von Cayley-Hamilton fir die Matriz

010
C=|0 01
1 00
Aufgabe 4.38 Es sei D eine n x n-Matrix mit n verschiedenen Figenwerten. Zeigen Sie fir jede
n X n-Matriz C
C-D=D-C & C=pD)

mit einem Polynom p(\).

Aufgabe 4.39 Der Matrizenraum M (2 x 2,IR) werde aufgefasst als vier-dimensionaler Vektorraum
R*. Zeigen Sie fir jede Matriz C € M(2 x 2,1R), dass alle ihre Potenzen 1y, C,C? C3, ... in einer
Ebene liegen.
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4.3.3 Hauptriume

Wir wollen noch etwas mehr mit Polynomen von Matrizen rumspielen. Dazu brauchen wir aber noch
ein wenig mehr Informationen iiber Polynome.

Satz 4.22 (C-Hilfssatz) Es seien p1(\) und p2(X) € C[\] zwei kompleze Polynome ohne gemeinsame
Nullstelle. Dann gibt es komplexe Polynome fi1(\) und fo(\) mit

P1(A) - f1(A) +p2(A) - fo(A) = 1.

Beweis. O.B.d.A. habe das Polynom ps einen Grad < Grad(p;). Wenn ps das Nullpolynom wiire,
miisste p; = ¢ eine Konstante ¢ # 0 sein, denn jedes Polynom von einem Grad > 0 hitte ja eine
Nullstelle (Fundamentalsatz der Algebra). Dann kénnen wir f; = 1/¢, fo beliebig nehmen. Das war
natiirlich ein Trivialfall. Nehmen wir also jetzt an pa(\) # 0.

Die Methode, welche wir anwenden, heifit euklidischer Algorithmus. Die Idee besteht darin, die
Division mit Rest immer weiter zu iterieren. Also:

p1(A) = p2(N) - q2(N) +p3(N),
p2(A) = p3(A) - g3(A) +pa(N),
p3(A) = pa(A) - qa(A) +ps(N),

mit
Grad(p2) > Grad(ps) > Grad(ps) > Grad(ps) > ...

Weil der Grad der beteiligten Polynome immer kleiner wird, kann das nicht auf Dauer gut gehen. Es
wird eine harte Landung geben. Die sieht etwa so aus:

Pe—3(A) = pr—2(A) - qk—2(A) + pr—1(N)
Pe—2(N) = peo1(N) - @1 (N) + pr(N)
pe—1(A) = pe(N) - a(N) +e

).
).

Dabei ist pg(\) noch ein echtes Polynom mit Grad(pg) > 0, aber der letzte Rest ¢ ist ein Polynom
vom Grad 0, eine Konstante.

Wenn ¢ = 0 wire, wiirde jede Nullstelle von p; auch eine von py_; sein. (Und wegen des F.S.d.A.
hat pj, eine Nullstelle.) Aus der vorletzten Zeile sieht man, dass die dann auch eine Nullstelle von py_o
wére. Und hangelt man sich auf diese Weise Zeile fiir Zeile weiter nach oben, bis in die allererste Zeile
der ganzen Gleichungen, so wird diese Nullstelle von pj auch eine gemeinsame Nullstelle von p; und
p2. Widerspruch! Das beweist ¢ # 0.

Setzen wir jetzt fr_1:=1/c, fxr := —qi/c, so konnen wir die letzte Zeile umschreiben in

Jro—1-DPr—1+ fr-pp = 1.

Mit der vorletzten Zeile kénnen wir p; raus- und pg_o reinschmeiflen. Mit einem abgeédnderten Polynom
fr_1 erhalten wir dann
fe—2 - Pk—2+ fr—1-pPrp—1 = 1.

Wieder kann man sich auf diese Weise ganz nach oben hangeln, und am Schluss steht die Behauptung

da. []
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Obwohl das in der Praxis etwas miithsam ist, kann man diesen euklidischen Algorithmus doch
konkret anwenden. Das einfachste Beispiel dafiir, das mir eingefallen und nicht ganz trivial ist, ist
folgendes:

PN =X+ A+1, pp(\) =2\ -1

Man sieht sofort, die Nullstellen 1 von py sind keine Nullstellen von p;. Der euklidische Algorithmus
l&uft so:

Maa+1l = W=D -1+(0+2),
M1 = A+2)-(A—2)+3.

Mit ¢ = 3 bricht der euklidische Algorithmus ab. Es folgt

L= S -3(-2)-(+2)
R BT CIE NI LR SR BICRY)
- §(2—A)-(A2+A+1>+§(A—1)-(A2—1>-

Wenn zwei komplexe Polynome p; und py € C[)\] keine gemeinsame Nullstelle haben, dann haben
sie auch kein nicht-konstantes Polynom als gemeinsamen Faktor, denn dieser Faktor wiirde ja wieder in
Linearfaktoren zerfallen und zu gemeinsamen Nullstellen fithren. Anders ist es bei reellen Polynomen
p1 und py € IR[A]. Sie kénnen eine gemeinsame komplexe, nicht-reelle Nullstelle ¢ = a+ bi haben. Aber
dann haben sie nach Satz 4.12 b) den quadratischen Faktor

g\ = (c=N)(E =) = (A —a)’ +b* € R[)
gemeinsam. Damit bekommen wir folgende reelle Version von Satz 4.22

Satz 4.23 (IR-Hilfssatz) Es seien p1(\) und p2(X) € IR[A] zwei reelle Polynome ohne gemeinsamen
reellen Linearfaktor oder quadratischen Faktor. Dann gibt es reelle Polynome f1(\) und fa(X) mit

p1(A) - f1(A) +p2(A) - fo(A) = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung haben p; und py keine reelle oder komplexe Nullstelle gemeinsam.
Wir kénnen deswegen den Beweis von Satz 4.22 wiederholen. Jede Division mit Rest liefert aber jetzt
stets einen reellen Quotienten ¢; und einen reellen Rest p;j;1. Und genau wie in Satz 4.22 ist der letzte
Rest c eine - allerdings jetzt reelle - Konstante. Und wenn wir den Beweis bis ganz zu seinem Ende
wiederholen finden wir, dass die Polynome f; und fs jetzt reell sind. L]

Die Formel aus vorstehendem Hilfssatz gehort in die (nicht-lineare) Algebra, mit linearer Algebra
hat sie nichts zu tun. Aber mit ihr kann man zaubern. Wenden wir sie auf das charakteristische
Polynom einer Matrix C' an! Dabei nehmen wir als Grundkorper IK = € oder = 1R.

Satz 4.24 Es sei C € M(n x n,IK) und ® : K" — K" die zugehirige lineare Abbildung. Das
charakteristische Polynom von C

xc(A) =p1(A) - p2(N) € K[|

sei Produkt zweier Polynome pi(\) und p2(X) € IK[A] ohne gemeinsame Faktoren. Dann gibt es IK-
Untervektorraume Uy, Us C IK™ mit
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i) Uy & U = K",
iw)uelU; = C-uelU;(i=1,2), d.h., der Unterraum Uj; ist invariant unter der Abbildung @,
iit) Sind ©; := ®|U; : U; — U, © = 1,2, die Einschrinkungen von ® auf die Unterrdume U;, so gilt
p2(®1) =0, pi(P2) =0.
Beweis. Wir wéhlen Polynome f; € IK[A],i = 1,2, wie im Hilfssatz 4.22 bzw 4.23 mit
fi(A) - pr(A) + f2(A) - p2(N) = 1.
Weiter definieren wir die Matrizen
Ci = fi(C)-pi(C), i=12,
und wéhlen als Unterrdume U; C IK" die Bilder der linearen Abbildungen
K* - K" x+— C;-x.

Jetzt miissen wir die drei behaupteten Eigenschaften nachweisen:
i) Nach Konstruktion der Polynome f; ist

C1+Co = fi(C) - p1(C) + f2(C) - p2(C) = 1.
Jeder Vektor x € IK" schreibt sich also
x=1,x=C1 - x+Cy-x=uj +uy

als Summe zweier Vektoren u; := C;x € U;, i = 1,2. Dies zeigt IK" = Uy + Us. Dass diese Summe
direkt ist, das beweisen wir unten nach dem Beweis von Aussage iii).
ii) Es sei etwa
u; = fi(C)pi(C) -v e U;.

Wegen der Vertauschbarkeit von Polynomen derselben Matrix folgt
C-uy=0C- fl(C)pz(C) V= fl(C)pZ(C) -Cv el

iii) Jeder Vektor x € Uy ist von der Form x = f1(C)p1(C)-v, v € IK". Wegen der Vertauschbarkeit
von Polynomen der Matrix C gilt deswegen

p2(C) - x = p2(C) - fi(C)pr(C) - v = f1(C) - p1(C)p2(C) - v = f1(C) - 0-v = 0.
Jetzt noch zum Beweis von Uy N Uy = {0}. Sei also x € U; N Us,. Dann ist

XZCl'X—i-CQ-X:fl(C)-pl(C)-X+f2(C)-p2(C)-X:O. ]

Satz 4.24 hat gravierende Konsequenzen fiir die Matrix C'. Wegen Satz 4.24 a) gibt es eine Basis
Vi, ..., vy des IK", welche aus einer Basis vy, ..., vy fiir Uj und vg,q, ..., vy, fiir Uy zusammengesetzt ist.
In dieser Basis hat ® eine darstellende Matrix

/
c = (%) e Mk x b K), Cy € M((n—k) x (n—k),K).
2
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Und fiir jedes Polynom p € IK[)\] ist p(C) dhnlich zu

no_ p(cl)‘ 0
p<c)‘( 0 \p<05>>'

Damit ldsst sich die Aussage iii) auch schreiben als

p2(C1) =0 und p1(Ch) =0.
Wir verallgemeinern dies auf mehr als zwei direkte Summanden.

Definition 4.12 FEssei ®:V — V linear und V = U @Us ® ... DUy, eine direkte Summen-Zerlegung.
Diese Zerlegung heifit ®-invariant, wenn ®(U;) C U; fir j =1, ..., k.

Fiir jedes j = 1,...,k ist ®; := ®|U; eine lineare Abbildung U; — U;. Man kann folgendermafien
eine an die Zerlegung angepasste Basis von V' wihlen:

1) Basis von Uy: vy, ..., vy,

2) Basis von Usa: Vi 41, Vi 41y

k) Basis von Ug: Vi—ry41, - Vi

In dieser Basis hat ® eine darstellende Matrix

ci 0 .. 0
0 Cs
0
0 0 Cy
mit quadratischen Matrizen C; der Grofie r; x rj, wo r; = dim(U;). Eine solche Blockmatrix wollen
wir eine direkte Matrizensumme der Blocke C1, ..., Cx nennen. Aus der Késtchenregel folgt in dieser
Situation

det(C) = det(Cy) - ... - det(Cx) und xc(A) =xc(A) - ... - xc, (A).
Fiir jedes Polynom p(\) € IK]\] gilt allgemein

p(Cl) 0 0
p(C) — 0 p(CQ) :
: . 0

0 0 p(Ck)

Sind etwa pcy, ..., po, die Minimalpolynome der Blocke Ch, ..., Cy, so folgt damit

1ey (C) - oo g, (C) = .

Also teilt das Minimalpolynom pc das Produkt pc, - ... - pe, . Natiirlich gilt hier die Gleichheit
ne(A) = pey(A) - - ey (A).
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Beweis. Es sei pc, (A) = (A — A)™. Es geniigt zu zeigen, dass das Minimalpolynom puc(A) die
Potenz (A — A)™ als Faktor enthélt. Aber wire das nicht so, dann hétten wir

ueA) = A1 =A™ (A2 =A™ (A = A)™ mit m < my.

Dann wére (A1, — C1)™ # 0. Und weil \y,..., \; keine Eigenwerte von C; sind, wire die Matrix
(A1, —Cq)-...- (Mg 1., — Cy) invertierbar. Und pc(C) wire # 0, weil seine erste linke obere Blockmatrix
# 0 wiire. L]

Satz 4.25 (Invariante direkte Summen-Zerlegung, K = C) FEsseiV ein endlich-dimensionaler
C-Vektorraum und ® : V. — V eine C-lineare Abbildung mit dem charakteristischen Polynom

Xo(A) =AM =N - (M =A™, i+ +re=n, A,..,\ € C paarweise verschieden.

Dann gibt es eine ®-invariante direkte Summen-Zerlegung V = Uy & ... ® Uy, mit dim(U;) = r; und
so, dass ®|U; das charakteristische Polynom (Aj — X\)"7 hat.

Beweis (Induktion nach k). Fiir k£ = 1, den Induktionsanfang ist wieder einmal nichts zu zeigen.
Induktionsschluss: Sei k > 2. Wir zerlegen x¢(A) in zwei Faktoren

P = (=A™ und pa() = (o = A2 - oo (A — A"

ohne gemeinsame Nullstelle. Wir konnen Satz 4.24 anwenden und finden eine ®-invariante direkte
Summen-Zerlegung V = Uy & Us.

Seien ®; := ®|U;, i = 1,2, die eingeschrinkten Abbildungen mit ps(®1) = p1(P2) = 0. Daraus
folgt, dass xs, nur Nullstellen Ag, ..., A\ hat und xg, nur die einzige Nullstelle A;. Weil aber

Xa(A) = X, (A) - x@,(A) = p2(A) - (A1 =)™,

muss Xa,(A) = (A1 — A)™ sein. Wir haben eine direkte Summen-Zerlegung derart, dass ®|Us das
charakteristische Polynom (A; — A)"™ hat. Und auf U; wenden wir die Induktionsannahme an. []

Satz 4.26 (Invariante direkte Summen-Zerlegung, K = R) Es sei V ein R-Vektorraum und
®:V — V eine R-lineare Abbildung mit dem charakteristischen Polynom

Xo(A) =AM =AM =A% (V) (N e+ 2(s1 ) =0

Dabei seien A, ..., A\, die paarweise voneinander verschiedenen reellen Nullstellen von p und qi1(\) =
(c1=AN)-(€1—=A),.cc,qt(N) = (=) - (€ — \) quadratische reelle Faktoren ohne gemeinsame (komplexe)
Nullstellen. Dann gibt es eine ®-invariante reelle direkte Summen-Zerlequng

V=U+..4U+Wi+..+W; mit dzm(UJ) = rj,dim(Wj) = 28]',

s0, dass ®|U; das charakteristische Polynom (Aj — X)"7 und ®|W; das charakteristische Polynom qjj
hat.

Beweis. Wir kopieren den Beweis von Satz 4.25. Beim Induktionsschluss zerlegen wir

xo(A) = p1(A) - p2(N)

in zwei reelle Faktoren ohne gemeinsame lineare oder quadratische Faktoren. Mit Satz 4.24 zerlegen
wir V. = Uy @ Us so, dass fiir @1 := ®|U; und ®y := @|Us gilt pa(P1) = 0 und p1(P2) = 0. Jetzt
miissen wir aber zwei Falle unterscheiden.

39



a) Wenn p1(A) = (A — )" mit A\; € IR ist, dann verlduft der Induktionsschluss identisch wie beim
Beweis von Satz 4.25.

b) Wenn pi(A) = (¢1 — A)® - (61 — A)® mit ¢; € R ist, dann hat yg, nur die Nullstellen ¢; und ¢,
wihrend x¢, nur komplexe Nullstellen # ¢, ¢; besitzt. Aber aus

Xa(A) = X1 (A) - X, (A) = (e1 = A)* (€1 = A)” - p2(X)
folgt wieder xa,(A\) = (c1 — A)* - (&1 — A)®.

Satz 4.27 (Korollar) a) Jede komplexe n x n-Matriz ist dhnlich zu einer direkten Summe von Ma-
trizen C1, ...,Cy, wo jede Matriz C; ein charakteristisches Polynom (\j — X\)™7 mit nur einer einzigen
Nullstelle hat.

b) Jede reelle n x n-Matriz ist dhnlich zu einer direkten Summe von Matrizen C;, wovon jede ent-
weder ein charakteristisches Polynom (A; — A\)"7 mit A\j € IR hat, oder ein charakteristisches Polynom
pjj mit p; = (a; — ) + b? und 0 # b; € R.

Satz 4.28 (Eindeutigkeit) Wir betrachten den IK-Vektorraum V und die IK-lineare Abbildung ® :
V' — V. Die invarianten Unterrdume U;, bzw. W; C 'V aus Satz Satz 4.25/26 bezeichnen wir einheit-
lich mit V; und die charakteristischen Polynome von ®; := ®|V; mit p;(N)"7. (Fir IK = C sind alle p;
linear, fir IK = IR kénnen sie auch quadratisch sein.) Fir diese Unterrdume U; CV gilt

U; = Kern(p;(®))".
Insbesondere sind diese Unterrdume durch ® eindeutig bestimmit.

Beweis. Fiir ®; gilt nach Cayley-Hamilton p;(®;)"7 = 0. Das bedeutet U; C Kern(p;(®)"7). Wenn
hier U; # Kern(p;(®)"7) wire, dann miisste dieser Kern die Summe

U:=U;

i#j
In einem Untervektorraum # {0} schneiden. Es géibe also einen Vektor
ucU;NU, u#0.
Das charakteristische Polynom von & ist
xa(A) = pj(A)"7 - p(N),

wo p(A) das charakteristische Polynom von ®|U ist. Die Polynome p;(A) und p(A) € IK[A] haben
keine gemeinsame Nullstelle, auch keine komplexe. Nach Satz 4.22/23 gibt es also Poynome f;(\) und
f(A) € K[A] mit

Fi) - pi(N)7 + F(A) - p(A) = 1.

Wegen u € Kern(p;(®)7)NU ist

im Widerspruch zu

u=(fj-pj+ [ p)(@)(v) = fi(®)p;(®)(u) + f(®)p(?) = 0. O
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Definition 4.13 Die durch Satz 4.28 eindeutig bestimmten Untervektorrdume U; C V' heiffen die
Hauptraume der linearen Abbildung ® : V — V', bzw. einer jeden darstellenden Matriz C fiir ®.

Machmal werden diese Hauptridume in der Literatur auch verallgemeinerte Eigenrdume genannt,
und ihre Vektoren # 0 verallgemeinerte Eigenvektoren. Wir mochten diesem Sprachgebrauch wegen
seiner Schwerfilligkeit nicht folgen. Die Vektoren v # 0 aus einem Hauptraum nennen wir deswegen
Hauptvektoren.

Um die Hauptraume konkret zu bestimmen, muss man also den Kern jeder Matrix p;(C)" bestim-
men, wo p; ein linearer bzw. quadratischer Faktor des charakteristischen Polynoms ist und r; seine
algebraische Vielfachheit. Diese Rechnung besteht darin, ein homogenes lineares Gleichungssystem zu
16sen. Allerdings muss man vorher fiir die Matrix p;(C) die 7;-te Potenz berechnen. Etwas Arbeit kann
man sich sparen, wenn man hier nicht die algebraische Vielfachheit 7; im charakteristischen Polynom
Xc nimmt, sondern die algebraische Vielfachheit m; < r; dieses Faktors im Minimalpolynom .. Es
ist ja

Uj = Kern(p;(C)') = Kern(p;(C)™).

Beispiel 4.12 Jeder FEigenvektor v einer n X n- Matriz A zum Eigenwert A1 liegt im zu A1 gehori-
gen Hauptraum. Ist A diagonalisierbar, so so gibt es eine Basis aus Figenvektoren, die also alle in
Hauptrdaumen liegen. Jede Basis aus Figenvektoren fir A ist der Zerlegung des IK"™ in Hauptrdiume
angepasst.

Wenn A diagonalisierbar ist, dann ist sein charakteristisches Polynom

XA()\) = ()\1 — )\)7"1 RPN ()\k — )\)Tk,
wo r; auch die geometrische Vielfachheit des Figenwert X\; ist. Das Minimalpolynom ist aber
,U,A()\) = ()\1 — )\) et ()\k — )\)

ein Produkt von voneinander verschiedenen Linearfaktoren. Davon gilt auch die Umkehrung:

Ist pa(N) Produkt von voneinander verschiedenen Linearfaktoren, dann ist A diagonalisierbar.

Beweis. Sei ® : IK™ — K" die lineare Abbildung mit Matriz A. Wir betrachten den Hauptraum U; C
K" zum Eigenwert \;. Das charakteristische Polynom von ®|U; ist (\; — \)" mit r; = dim(U;). Das
Minimalpolynom von ®|U; ist ein Teiler diese charakteristischen Polynoms und hat lauter verschiedene

Linearfaktoren. Dann muss \; — A dieses Minimalpolynom sein. Das heifit, ®|U; ist die Multiplikation
mit ;. Der Hauptraum ist gleichzeitig Eigenraum. L]

Aufgabe 4.40 Finden Sie die Hauptriume U; fir die Matrix

(1)

Aufgabe 4.41 Finden Sie Basen fir die Hauptriume der Matrix

1 01 0
4 -1 0 1
“=lo 01 o
0 04 -1
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4.4 Die Jordansche Normalform
4.4.1 Der komplexe Fall

Nach Satz 4.27 ist jede komplexe n x n-Matrix C iiber C &dhnlich zu einer Block-Diagonalmatrix

Ci
Co

Ck

wo jede (1 xr;)-Matrix C; ein charakteristisches Polynom (A;—A)"7 hat. Um eine noch einfachere Form
fiir eine zu C dhnliche Matrix anzugeben, analysieren wir jetzt die Matrizen C;. Mit anderen Worten:
Wir betrachten hier komplexe Matrizen C; mit einem charakteristischen Polynom xc¢;(A) = (¢ —A)™7.
Die Matrix C; ist genau dann &hnlich zu einer Matrix C]’», wenn N; = C; — cl,; &hnlich ist zu
Nj = C} — cl,,. Dabei hat die Matrix N; das charakteristische Polynom

det(Nj — Al;) = det(Cj — (c+ AN 1;) = xc;(c + A) = (=),

Mit Cayley-Hamilton folgt
(-1 - N/ =0, baw. N/ =0.

Deswegen konzentrieren wir uns jetzt auf die folgende Sorte von Matrizen, bzw. linearen Abbildungen:

Definition 4.14 FEine n xn-Matriz N (bzw. eine lineare Abbildung ® : V' — V') heifst nilpotent, wenn
es eine natirliche Zahl v gibt mit N" =0, (bzw. " =0).

Ist @ : V — V nilpotent, so definiert jeder Vektor v € V eine endliche Kette von Bildvektoren
v, ®(v), ®*(v), ..., P L(v) £0, @P(v)=0.

Spétestens fiir p = r ist ®P(v) = 0 und wir brechen die Kette ab. (Zur Kette sollen nur die Vektoren
®F(v) gehoren, welche # 0 sind.) Ist p die Linge der Kette, so ist ®~!(v) ein Eigenvektor von ® zum
Eigenwert 0.

Satz 4.29 Ist ® : V — V eine nilpotente K -lineare Abbildung des endlich-dimensionalen K -Vektorraums
V in sich, so gibt es eine Basis von V', die sich nur aus Ketten fiir ® zusammensetzt. In einer solchen

Basis wird die Abbildung ® durch eine Matriz beschrieben, welche die direkte Matrizensumme von
Bliocken

0o 1 0 .. 0
0 (Jordanblock zum Eigenwert 0)
1

0 0

1st.

Beweis. Weil ® nilpotent ist, gibt es ein p mit ®” = 0 aber ®?~1 £ 0. Wir beweisen die Behauptung
durch Induktion nach p. Der Induktionsanfang ist p = 1. Dann ist ® = 0 die Nullabbildung. Jeder
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Vektor 0 # v € V stellt eine - wenn auch kurze - Kette dar. Und jede Basis von V besteht aus
derartigen Ketten der Lange 1.

Sei jetzt p > 2. Wir betrachten den Bildraum B := ®(V) C V. Die Einschréankung ®|B bildet auch
B in das Bild ®(V) ab, definiert also eine Abbildung ®|B : B — B. Fiir jeden Vektor b = ®(v) € B
ist

dP~H(b) = P H(D(v)) = ®P(v) = 0.

Deswegen ist (®|B)P~! = 0, und wir kénnen auf ®|B die Induktionsannahme anwenden. Es gibt also
eine Basis von B, die aus Ketten besteht:

b1 — @(bl) — ... q)rl(bl),

Hier soll jeweils ®"i(b;) # 0 sein, aber ®"it1(b;) = 0.
Zuerst verldngern wir unsere Ketten etwas: Jedes b; € B ist ein Bild ®(v;). Wir kénnen zu jeder
Kette einen solchen Vektor v; hinzunehmen und ihre Lénge um 1 vergréfiern:

v; — (ID(VZ) — (I)Q(VZ‘) — ... = @thl(Vz‘)

| [ I

)

Dann vermehren wir unsere Ketten auch noch: Die Vektoren ®"i(b;) = ®"it1(v;), i = 1,..., k, gehoren
zum Kern von ®. Als Teil der gewdhlten Basis von B sind sie linear unabhéngig. Wir kénnen sie durch
Vektoren vi,1,...,v; zu einer Basis des Kerns ergéinzen. Jeden dieser ergéinzenden Vektoren im Kern
fassen wir als eine kurze Kette auf.

Jetzt schreiben wir mal alle unsere Ketten zusammen:

V1 ‘I)(Vl) (I)T1+1(V1)
vi  D(vg) .. q)rk+1(vk)
Vi+1
Vi

Die Anzahl aller Vektoren in unserer Kettenbasis von B war = dim/(B). Hier haben wir insgesamt k
Vektoren hinzugenommen um jede Kette etwas zu verldngern. Schliellich haben wir unsere Ketten um

Il —k=dim(Kern(®)) — k
kurze Ketten vermehrt. Damit ist die Anzahl aller Vektoren in unseren Ketten
dim(Bild(®)) + dim(Kern(®)) = dimV

geworden. Wir miissen also nur noch zeigen, dass alle Vektoren unserer Ketten linear unabhéngig sind,
dann haben wir eine Kettenbasis von V.
Wie wir die lineare Unabhéingigkeit testen, ist klar, nur etwas miihselig hinzuschreiben: Sei also

k ri+1 ' l
Z(Civi + Z Ci,ji‘l)]i (Vz)) + Z c;v; = 0.
i=1 jim1 i=k+1
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Auf diese Gleichung wenden wir ® an. Dabei faillt aus jeder Kette der letzte Vektor heraus. Und die
ersten Vektoren werden genau die Kettenvektoren der Basis von B, mit der wir angefangen haben.
WEeil die linear unabhéngig waren, folgt

G =Cil = ... =Cip; = 0 fir i=1,.. k.

Ubrig bleibt eine lineare Relation zwischen den letzten Vektoren aus jeder Kette. Die sind aber linear
unabhéingig, weil sie eine Basis von Kern(®) bilden. Dann miissen auch deren Koeffizienten in der
linearen Relation alle = 0 sein.

Ist eine Kette v, ®(v), ..., PP(v) als Teil der Basis gewihlt, so gehort hierzu eine Blockmatrix

o .. .. .. 0
1 0
0 1
0O .. 0 1 O

Das ist die Transponierte eines Jordan-Blocks. Kehrt man in der Basis die Reihenfolge der Vektoren
in der Kette um, so wird daraus ein echter Jordan-Block. ]

Definition 4.15 FEin Vektor u im Hauptraum U; heifit Hauptvektor der Stufe k, wenn
NF.u=0 aber NF'.u#o.

Hauptvektoren der Stufe 1 sind genau die Eigenvektoren (zum einzigen Eigenwert = 0 von N), d.h.,
die Vektoren # 0 im Kern von N. Jede Kette enthélt als letzten Vektor einen solchen Eigenvektor. Aus
der Jordanschen Normalform von N entnimmt man, dass diese letzten Kettenvektoren ein Basis des
Eigenraums Kern(N) bilden. Die Anzahl aller Ketten stimmt also mit der algebraischen Vielfachheit
des Eigenwerts 0, der Dimension von Kern(N) iiberein.

Ist r € IN die kleinste Zahl mit N” = 0, so sind alle Vektoren u € U; \ Kern(N"~!) Hauptvektoren
der maximalen Stufe . Aus der Jordanschen Normalform entnimmt man, dass die Anzahl der Ketten
maximaler Linge R gerade

dim(U;) — dim(Kern(N""') = Rang(N"™1)
ist. Dies sind Spezialfélle der Anzahlformel im unten folgenden Satz 4.30.

Die in Satz 4.29 auftretenden Ketten sind i.a. nicht eindeutig bestimmt, deswegen sind auch die
zur direkten Matrizensumme gehdrenden Unterrdume durch die lineare Abbildung i.a. nicht eindeutig
bestimmt. Ihre Anzahlen und Dimensionen dagegen sind sehr wohl eindeutig bestimmt.

Satz 4.30 (Zusatz zu Satz 4.29: Eindeutigkeit) Die Grifien der in Satz 4.29 auftretenden Jor-
danblocke und die Anzahl der Blocke einer festen Grofie sind durch die Abbildung ® eindeutig bestimmdt.
Die Anzahl z; der Blocke einer festen Linge [,1 <1 <r, ist

2 = Rang(®'™) + Rang(®'~1) — 2 Rang(®").

Beweis Die Anzahl der Blocke ist die Anzahl der Ketten, die Grofle eines Blocks ist die Liange der
zugehorigen Kette. Wir brauchen also nur die entsprechende Aussage fiir Ketten zu beweisen.
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Jede Kette der Lange [ enthélt als ihren ersten Vektor einen Hauptvektor der Stufe . Ketten einer
Lénge < [ enthalten keinen solchen Hauptvektor der Stufe [; Ketten einer Lénge > [ enthalten genau
einen solchen Hauptvektor der Stufe [, aber nicht am Anfang. Die Hauptvektoren der Stufen <[ aller
Ketten zusammen bilden eine Basis von Kern(N'), und ihre Anzahl ist

dim(Kern(N')) = dim(U;) — Rang(N').
Die Anzahl von Hauptvektoren der Stufe [ in allen Ketten ist entsprechend

dim(Kern(NY) — dim(Kern(N'™1)) = dim(U;) — Rang(N') — [dim(U;) — Rang(N'™1]
= Rang(N'"!) — Rang(N').

Hiervon gehoren aber soviele zu Ketten einer Léange > [, wie es in den Ketten Hauptvektoren der Stufe
I + 1 gibt. Deren Anzahl ist Rang(N') — Rang(N'*!). Die Anzahl der Ketten von Linge I ist somit
die Differenz

Rang(N'™1) — Rang(N') — [Rang(N') — Rang(N"*1)] = Rang(N'™') + Rang(N'"') — 2 - Rang(N?).
[

Beispiel 4.13 Wir betrachten die nilpotente Matriz

00110 00011
00101 00011
N=|100011 mit N>°=| 0 0 0 0 0
0000 0 00000
00000 00000

und N3 = 0. Die Potenzen von N haben also die Ringe

N°| N'| N%| N3
503170

Es gibt keine Ketten der Linge > 4. Und fiir Langen | < 3 bekommen wir mit Satz 4.30 die Anzahlen

l‘ Anzahl

3/10+1—-2-0 = 1
2/0+43—-2-1 =1
1/11+45-2-3 = 0

Damit ist N ahnlich zur Matriz

O O O O O
OO O O+
O O O = O
O O O O O
o= O O O

in Jordan-Normalform.
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Satz 4.31 (Jordansche Normalform) Jede kompleze n x n-Matriz ist dhnlich zu einer direkten
Matriz-Summe von k x k-Jordan-Blocken

N 1 o .. O
0 :
JkN)=| + . 0
: . |
o ... ... 0 N\

zu den Figenwerten \; der Matrix. Dabei sind die Anzahlen der Blocke einer festen Grifie zu einem
festen Eigenwert durch die Matriz eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach Satz 4.25 ist die Matrix dhnlich zu einer direkten Matrix-Summe von Matrizen Cj
mit einem charakteristischen Polynom (Ao — A)¥. Trigonalisieren wir eine solche Matrix C mit Satz
4.16, so sehen wir, dass Cy — Aglly nilpotent ist. Wegen Satz 4.29 ist die Matrix Cy — Aol dhnlich
zu einer direkten Summe von Jordan-Blocken mit Eigenwert 0. Dann ist Cjy dhnlich zu einer direkten
Summe von Jordan-Blocken gleicher Grofle zum Figenwert Ag.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus der Eindeutigkeit in Satz 4.28 und Satz 4.30. L]

Wegen des Eindeutigkeitsteils in Satz 4.31 kénnen wir von der Jordanschen Normalform einer
Matrix sprechen.

Aufgabe 4.42 a) Es seia € R" und f ein Endomorphismus des IR™ mit f*~1(a) # 0 und f(a) = 0.
Man beweise, dass die Vektoren a, f(a), ..., f*~1(a) eine Basis des R" bilden und gebe die Matriz von
f beziiglich dieser Basis an.
b) Sei A € R™" B € RV™ A" 1 £0, B! £ 0, A" = B" = 0. Man beweise: Die Matrizen A und
B sind dhnlich zueinander.

Aufgabe 4.43 Gegeben sei eine n X n-Matriz der Form

0 —ap
A |t o
1 —ap

mit ag,ai,...,an_1 € K.
i) Man zeige: Das charakteristische Polynom x(X) = det(X1,, — A) von A ist

X(X)=X"+a, 1 X" 1+ . +a1X +ag.

i1) Man zeige: Fir jeden Eigenwert X von A hat der zugehdrige Eigenraum die Dimension 1.
iii) Man bestimme die Jordansche Normalform von A unter der Annahme, dass x(X) in K[X] in
Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 4.44 FEs sei

0000 0
0000 1

A= 0101 0 |eM®x5K).
1000 —1
0000 0
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Man berechne A® fiiri € IN sowie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A, und
man bestimme die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 4.45 a) Wie sehen die (komplezen) Jordanschen Normalformen der Matrizen

0 10 2 2 1 —6 8 -8
Ai=|0 01|, A=[-1 -1 1|, A3=[ -4 6 —4
1 -3 3 1 2 3 00 2

aus?
b) Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom der Matriz.

Aufgabe 4.46 Es sei P, der reelle Vektorraum aller Polynome f(t) € R[t] vom Grad < n. Man
bestimme die Jordansche Normalform des Endomorphismus

d
% IPN—>PN, f(t)l—>f/(7f)

Aufgabe 4.47 a) Bestimmen Sie alle ¢ € IR, fiir die

2 —6¢c c
A, = 0O -1 0
—% c 3

zu etner reellen Diagonalmatriz dhnlich ist.

b) Bestimmen Sie die beiden Parameterwerte ¢1 und co, fir die A. einen zweifachen Eigenwert hat.
Bestimmen Sie fir ¢ = ¢1 und ¢ = ¢y die Figenrdume von A., und bestimmen Sie die Jordansche
Normalform dieser A..

4.4.2 Beispiele und Berechnung

Beispiel 4.14 (n=2) Die mdglichen Jordan-Normalformen fiir 2 x 2-Matrizen sind

(52 )(55)(08)
0 X /J7LO X J7L0 X7
wo A1 # Ao. Um zu entscheiden, welche Jordan-Normalform eine reelle Matriz
o=(t 1)
hat, berechnen wir das charakteristische Polynom
xcN) = (a=A)(d—X) —bc=06 — o+ )2,
wo wir det(C) = 0 = ad — be und sp(C) = o0 = a+ d abkiirzten. Die beiden Eigenwerte sind dann
Mo = ;a Vol —19),

und beide Eigenwerte fallen genau dann zusammen, wenn o® = 46. Daraus folgt: C ist dhnlich zu
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& sp(0)? > 4-det(C),

VR
Sty
> o

& sp(0C)2 =4-det(C) und b=c=0,

O > O >
> = > O

& sp(C)2 =4-det(C) und b # 0 oder ¢ # 0,

Wenn sp(C)? < 4-det(C) ist, dann hat das charakteristische Polynom von C keine reellen Nullstellen,
und die Matriz C ist reell nicht einmal trigonalisierbar.

Beispiel 4.15 (n=3) Die mdglichen Jordan-Normalformen fiir 3 x 3-Matrizen sind

M 0 0 M 10 M 0 0
0 X 0 |, 0 A 0 |, 0 M O
0 0 X 0 0 Mo 0 0 X\
A1 o0 A1 0 A0 0
0 A 1], 0 A 0|, 0 A 0
00 A 00 A 00 A

mit)\l#)\Q#)\g#)\l.

Die Bestimmung der Jordanschen Normalform einer gegebenen Matrix C'ist praktisch wichtig, z.B.
bei Systemen von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Wie geht man dabei
vor? Als erstes muss man natiirlich das charakteristische Polynom der Matrix C berechnen und dann
deren Figenwerte. Will man die Tansformation in die Jordansche Normalform konkret durchfiihren,
braucht man als nichstes die Hauptraume U; C C" aus Satz 4.25. Dabei ist U; der Kern der Matrix
(A1—C)™, wenn der Linearfaktor (A\; —\) im Minimalpolynom p¢ mit der Vielfachheit m; vorkommt.
Diese Vielfachheit kriegt man raus, indem man die Matrizenprodukte

N1I-C, (MI-0)?% (NI—0)3 .

ausrechnet. Deren Rang wird immer kleiner. Die Stelle, ab welcher der Rang sich nicht mehr verringert,
liefert die Potenz m;. Und damit kann man dann U; berechnen.

Nachdem man zu einer Basis iibergeht, welche der Zerlegung C" = Uy @ ... ® Uy angepasst ist
und die zugehorige Matrizensumme von Matrizen C1,...,Cy betrachtet, braucht man nur noch die
Jordansche Normalform fiir diese Teilmatrizen C; zu finden. Nachdem wir von C; zur nilpotenten
Matrix N := C; — A\;1,, tibergehen, geniigt es die Jordan-Normalform dieser Matrix /N zu finden.

Wenn es tatséchlich geniigt, diese Normalform zu finden (und nicht eine explizite Kettenbasis),
muss man nur die Anzahlen von Ketten einer festen Linge zu berechnen, und das liefert Satz 4.30.
Allerdings bekommt man keine Kettenbasis, d.h., keine Transformationsmatrix fiir den Ubergang in
Jordan-Normalform.

Fiir kleine Matrizen (und in Ubungsaufgaben kommen nur kleine Matrizen vor) kann man aus der
Kenntnis der Matrix-Potenzen mit etwas Geschick eine Kettenbasis basteln. Dazu nehmen wir Beispiel
4.12 wieder auf:

Beispiel 4.16 FEine Kette der Linge 3 beginnt mit einem Hauptvektor vy der Stufe 3, d.h., mit einem
Vektor, fir den N2 . v # 0. Wir kennen N? und sehen, dass z.B. vi = ey ein solcher Vektor ist.
Dazu gehort die Kette

vi=ey, N -vi =e] +e3, N2V1 =e] + es.
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Wir brauchen noch einen Hauptvektor vo der Stufe 2, um eine Kette der Linge 2 zu erzeugen. Solche
Hauptvektoren liegen einerseits im Kern

{x € C: x4 +x5=0}
von N2, andererseits nicht im Kern
{xeC: z3+ 24 =23+ 35 =24 + 25 =0}

von N. Solche Vektoren sind etwa es und e4. Aber zur ersten Kette gehort schon der Vektor e + es.
Wir brauchen einen Vektor, der zusammen mit ihm und dem Unterraum Kern(N) den Kern von N2
erzeugt. Das heifit, die Vektoren

N-(e1+e3)=e +e und N-vy
missen linear unabhdingig sein. Hierfir bietet sich vo = e4 — e5 an. Dieser fiihrt auf die Kette
Vo = €4 — €5, N-v2:e1—e2.

Die Transformationsmatriz entsteht, indem wir die Vektoren unserer beiden Ketten (in umgekehrter
Reihenfolge) als Spalten verwenden:

110 1 0
100 -1 O
'=1010 0 0
001 0 1
000 0 -1

Wenn man sich weniger auf das eigene Fingerspitzengefiihl verlassen will, und lieber ein Rezept
anwenden mochte, bleibt wohl nicht viel mehr {ibrig, als den Beweis von Satz 4.29 mit all seinen
Induktionsschritten durchzugehen. Wir beschreiben das allgemeine Verfahren:

Gegeben sei die nilpotente n x n-Matrix N mit N” = 0 aber N"~! #£ 0. Als erstes brauchen wir den
Unterraum Z = Kern(N) C C", wir berechnen ihn als Losungsraum des homogenen LGS N - x = 0.
Seine Elemente sind die Hauptvektoren der Stufe 1.

Dann berechnen wir fiir k = 2,...,7 — 1 die Matrix-Potenzen N*. Den Spaltenraum der Matrix
N* also den Bildraum der durch N* beschriebenen linearen Abbildung bezeichnen wir mit By, C C"
Dann haben wir die Inklusionen

B, ={0}CB,_1C..CB CBy=0C"

Sukkzessive berechnen wir dann Ketten der Léange r,r — 1,....,1 deren Vektoren eine Kettenbasis des
IR™ bilden. Hilfreich ist hier die folgende Bemerkung;:
Es seien
Vi, Nvi, ... N'vi, ..., v, NV, ..., Nk vy,

Ketten in C™ der Langen r1 4+ 1, ..., 7, + 1. Dann ist dquivalent:

a) Die in all diesen Ketten enthaltenen Vektoren sind linear unabhéngig.

b) Die letzten Vektoren N™ vy, ..., N" v} dieser Ketten sind linear unabhéngig.

Zu zeigen ist nur b) = a). Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach der maximalen Lénge
der beteiligten Ketten. Sei etwa eine lineare Relation

c1,1v1+ ...+ Cl,ranvl + .. F Vet ..+ Ck,rkNrka =0
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gegeben. Diese Gleichung multiplizieren wir mit der Matrix N. Dann fillt aus jeder Kette der erste
Vektor weg. Die letzten vektoren der verkiirzten Ketten sind aber nach wie vor linear unabhéngig.
Nach Induktionsannahme sind dann alle Vektoren der verkiirzten Ketten linear unabhéngig und es
folgt

1,1 = ---Clyy—1 = .. =C1 = ..Chpprp—1 = 0.

Die urspriigliche Relation wird eine Relation
i N'Vvi+ .o+ NFvp =0

zwischen den letzten Vektoren der beteiligten Kettan. Diese sind linear unabhéingig, und wir sehen

Clyy = oo = Chp, = 0. L]
Schritt 1: Wir wihlen eine Basis von B,_; C Z, etwa die Spaltenvektoren von N"~! zu den
Indizes v1, ...,v;. Sie sind die Bilder N™~! - e,, der Einheitsvektoren e, ,...,e,,. Diese Einheitsvekto-

ren sind deswegen Hauptvektoren der Stufe r und erzeugen Ketten der Lange r mit den gewéhlten
Spaltenvektoren als letzten Vektoren. Wie wir eben bewiesen haben sind alle Kettenvektoren linear
unabhéingig.

Schritt k+1: Wir nehmen an, wir haben Ketten der Langen r,r — 1,...,7 — k + 1 konstruiert,
deren letzte Vektoren eine Basis von B,_j N Z sind. Wir ergidnzen diese Basis zu einer Basis von
B,_1_1NZ durch geeignete Linearkombinationen von Spaltenvektoren der Matrix N" %1 Sie sind die
Bilder unter N"~*~1 der entsprechenden Linearkombinationen von Einheitsvektoren, Hauptvektoren
der Stufe r — k. Die von ihnen erzeugten Ketten der Linge r — k nehmen wir zu unseren Ketten der
Lénge > r — k hinzu und haben auf diese Weise Ketten der Léngen r,r — 1,...,7 — k, deren letzte
Vektoren eine Basis des Raums B,_;_1 N Z bilden.

Nach dem Schritt £ = r (Ketten der Lange 1) haben wir eine Kettenbasis des IR" gefunden.

Beispiel 4.17 Wir betrachten die folgende nilpotente Matriz N und rechnen fiir ihre Potenzen N Ba-
sen der Bildrdiume B; und der Durchschnitte B;NZ aus. Dazu bendtigen wir natirlich die Information
Z = span(e1,ez,e5 — €g).

i N Basis von B; Basis von B, Z
001 00O
001011
1 000100 e; +eo, e3,e+ ey e; + ez
000011 T
000 O0O0O
000 O0O0TO 0
000100
0 00100
2 000011 e; +eg, €3 e; + ey
0 00 O0O0TO 0 ’
000 0 O0O0
000 O0O0TO 0
000011
000011
3 0000 O0O0 el + e e + e
000 0 O0O0
000 O0O0TO 0
000 00O
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Die vierte Potenz ist N* = 0.
Im ersten Schritt nehmen wir die Basis {e1 + e} von Bild(N3). Wir sehen e; + ez = N3 - es.
Deswegen ist e1 + eq letzter Vektor einer Kette

2
es, N-es=ex+es, N e;=e3, N> - e5 =e; + e

der Linge 4. Fir i = 2,1 enthdlt B; N Z keine weiteren Hauptvektoren der Stufe 1 als den bereits
benutzten Vektor e; + ey Anders ist es bei Bild(N°) = IRS. Um Kern(N) = Z ganz zu erzeugen
brauchen wir noch zwei Eigenvektoren, etwa e1 und eg.

Insgesamt haben wir eine Kette der Linge vier und zwei Ketten der Linge 1. Mit ihnen bekommt
man als Transformationsmatriz

101000
001010
000100
= 000O0T1O0
000 O0O0°1
01 00O0O
Aufgabe 4.48 Sei
0 00 O0O
1 0000
-1 0 0 0 O
1 1.1 00
0 0010

darstellende Matriz eines Endomorphismus f : IR> — IR® bzgl. der kanonischen Basis des IR”.

a) Bestimmen Sie Basen der Figenrdume zu den Figenwerten von f.

b) Geben Sie eine Matriz M in Jordan-Normalform und eine Basis B des IR® an, so dass M die
darstellende Matriz von f bzgl. B ist.

Aufgabe 4.49 Sei o das Polynom (t — 1)3(t + 1)? € C[t].

a) Welche Jordanschen Normalformen treten bei komplexen 5 x 5-Matrizen mit dem charakteristischen
Polynom ¢ auf?

b) Zeigen Sie: Zwei komplexe 5 x 5-Matrizen mit dem charakteristischen Polynom ¢ sind dhnlich,
wenn thre Minimalpolynome tibereinstimmen.

4.4.3 Der reelle Fall

Jetzt sei K = IR zugrunde gelegt. Es sei A eine reelle n x n-Matrix und @ : IR™ — IR" die zugehorigen
IR-lineare Abbildung. Das charakteristische Polynom y4(\) zerfillt in Linearfaktoren, die zu reellen
Eigenwerten gehoren, und in quadratische Faktorenp(A\) = (a — A)? 4 b%, b > 0, welche zu komplexen
Nullstellen a + ib gehoren. In beiden Féllen sind die zugehorigen Hauptraume U; C IR™ wohldefiniert
(Satz 4.25/26) und fithren auf eine direkte Matrizensumme, welche zu A dhnlich ist. Ist A; ein reeller
Eigenwert von A, so ist A\;1 — A auf dem zugehoérigen Hauptraum nilpotent. Genau wie in Satz 4.29
findet man eine Basis von U; aus reellen Ketten und eine direkte Summe von Jordan-Blocken, welche

die Abbildung ®|U; beschreibt.

51



Anders ist es bei einem Hauptraum U zu einem Faktor ((a — A)? + b?)". Wir wihlen eine reelle
Basis von U und identifizieren damit U mit dem IR*. Wir gehen iiber zu der darstellenden reellen
2r x 2r-Matrix A fiir ®|U : U — U. Nach der komplexen Theorie ist C*" = H @ H die direkte Summe
zweier komplexer Hauptrdume zu komplexen Eigenwerten a + b und a — bi

H = Kern((a+ bi)la, — A) und H = Kern((a — bi)ly, — A).
Diese beiden komplexen Hauptriume sind konjugiert im folgenden Sinn:
veH & veH.

Nach Satz 4.29 gibt es eine komplexe Basis fiir H, welche sich aus Ketten
Vgl), ...,v,(gll), ...,vgl), ...,v,i?, ki+ ...+ k=,

zusammensetzt. Die dazu komplex-konjugierten Vektoren bilden eine Kettenbbasis von H. Die von
diesen Ketten aufgespannten C-Untervektorriume bilden eine ®-invariante direkte Summen-Zerlegung

He¢.eoHeH &..oH=HsH=C"

Auf jedem dieser Summanden hat ® beziiglich der Kettenbasis als darstellende Matrix einen Jordan-
Block.

Nimmt man die oben angegebenen n Kettenvektoren aus H als Spalten einer komplexen 2n x n-
Matrix, dann ist die komplexe 2n x 2n-Matrix (V,V) die Ubergangsmatrix in die Kettenbasis von
H @ H. In diese Basis wird ® : U — U durch eine direkte Summe

J1

N
S

~ o
~
I

S
S~

von komplexen Jordan-Blocken beschrieben.
Wir gehen von der Transformationsmatrix (V, V) iiber zu

N I R A VT = . -
T::(V,V).%<]1n s >_\/§(v+v, (V =V)) = (V2Re(V),V2Im(V)).

Diese Transformationsmatrix ist rein reell. Mit ihr finden wir

1, 1, (g 0N (1, —i,

i-1, —i-1, 0 J 1, 1,

1, 1, (T =T\ LT+ —iJ+id
i-1, —i-1, J i ) 2\ iJ—id J+J :

%(J +J) = Re(J), %(—U +4iJ) = Im(J).

1
T 1. 4.T = =
2
1
2
Hier ist

Andert man jetzt noch die Reihenfolge der Jordan-Blocke in der obigen Block-Matrix derart, dass
konjugierte Jordan-Blocke Jj, und J;, direkt aufeinander folgen, so hat man bewiesen:
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Satz 4.32 (Reelle Jordan-Normalform) Jede reelle n x n-Matriz ist dhnlich zu einer direkten
Matrizensumme von reellen Jordanblocken und von Summanden

a 1 b
1
a b
—b a 1
1
—-b a

1. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A(p).
2. Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von p die kompleze und die reelle Jordansche Normalform von A(p).
3. Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von p das Minimalpolynom von A(p).

Aufgabe 4.51 Berechnen Sie direkt das charakteristische Polynom der reellen Matriz

a 1 b 0
0 a 0 b
b 0 a 1
0 -b 0 1

4.5 Die Hauptachsentransformation
4.5.1 Selbstadjungierte Matrizen

Wir kommen noch einmal zuriick auf die Matrix

(1)

aus Abschnitt 4.2 mit ihren Eigenvektoren

2 q 2
145 un 1-5 )
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Diese beiden Vektoren sind nicht nur linear unabhéngig, sondern wegen der Relation
44+ (14+V5)(1-v5) =0

stehen sie sogar senkrecht aufeinander. Damit hat die Matrix C' gleich zwei hochst bemerkenswerte
Eigenschaften:

e Thr charakteristisches Polynom hat zwei reelle Nullstellen,
e ihre zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren stehen aufeinander senkrecht.

Der gemeinsame Grund fiir beides ist eine Eigenschaft der Matrix C, welche wir bisher bei Matrizen
noch nicht beachteten: Sie ist symmetrisch!

Unsere 2 x 2-Matrix C ist deswegen symmetrisch, weil im System der beiden gekoppelten Federn
die untere Masse dieselbe Kraft auf die obere ausiibt (Eintrag rechts oben), wie die obere Masse auf die
untere (Eintrag links unten in C'). Dieses fundamentale Naturprinzip ist der Grund fiir die Symmetrie
der Matrix C, und das hat fiir uns die genannten erfreulichen Konsequenzen. Weil reelle symmetrische
Matrizen hermitesch sind, gilt ndmlich nach Satz 4.8 a)

Satz 4.33 Alle Figenwerte einer reellen symmetrischen Matriz sind reell. Das charakteristische Po-
lynom einer solchen Matriz zerfdllt also in reelle Linearfaktoren.

Beispiel 4.18 Wir wollen uns das charakteristische Polynom einer reellen symmetrischen 2 x 2-

Matrix
a b
etnmal genauer ansehen. Das charakteristische Polynom ist
xa(A\) = X2 = (a+ )X + (ac — b?).

Die quadratische Formel liefert die Eigenwerte

1
Ao = §(a +c+ \/(a +¢)?2 — 4(ac — b?)) € R.
Wegen (a + c¢)? — 4ac = (a — c)? ist nimlich der Ausdruck unter der Wurzel
(a—c)? + 4b?

eine Summe zweier Quadrate und damit positiv. Das fiir diese Argumentation wesentliche Quadrat
b2 steht hier nur deswegen, weil A symmetrisch ist. Wenn n > 2 ist, dann sind die Auswirkungen
der Nicht-Diagonal-Eintrige einer symmetrischen n x n-Matriz auf deren charakteristisches Polynom
nicht mehr so einfach zu verfolgen, obwohl sich das Resultat der Uberlequng ja (nach Satz 4.8 a)
verallgemeinert.

Mit Satz 4.8 a) beweisen wir jetzt ganz leicht den Satz von der ,,Hauptachsentransformation®,
einen der wichtigsten Séitze der ganzen Mathematik.
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Satz 4.34 (Hauptachsentransformation) a) Zu jeder reellen symmetrischen Matriz S gibt es eine
reelle orthogonale Matriz T derart, dass T~'-S-T eine Diagonalmatriz ist.

b) Zu jeder hermiteschen Matriz H gibt es eine unitire Matriz U derart, dass U= - H - U eine
Diagonalmatriz ist.

Beweis. a) Wir beweisen die Behauptung fiir n x n-Matrizen S durch Induktion nach n. Fiir n =1
(Induktionsanfang) ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt die Matrix S sicher einen Eigenwert A;, der nach
Satz 4.8 a) reell ist. Es gibt also einen dazu gehorigen reellen Eigenvektor vq. Wir kénnen ihn 0.B.d.A.
als normiert annehmen. Dann ergéinzen wir vy zu einer ONB vy, v}, ..., v} des IR". Die Matrix

Ty = (vi,Vh, ..., v))

ist deswegen orthogonal und insbesondere invertierbar. Wir benutzen sie als Ubergangsmatrix und

finden

s = TH-S-T (da T orthogonal)

= S (v, Ve V)

Sa

Da S symmetrisch ist, gilt
(T}-S-T) =T{-S" Ty =T-S Ty,

diese Matrix ist also wieder symmetrisch. Die *-Eintriige in ihrer ersten Zeile sind deswegen alle
= 0, und auch Sy ist wieder symmetrisch. Nach Induktionsannahme gibt es nun eine orthogonale
(n —1) x (n — 1)-Matrix Ty so, dass Ty ' - Sy - Ty diagonal ist. Setzen wir

T=T,- ((1) 192 ) € O(n,R),

soist T~ S - T diagonal.
b) Wenn H hermitesch ist, geht der Beweis im Wesentlichen genauso, mit folgenden Modifikationen:
Der erste Eigenvektor vi € C™ braucht jetzt nicht reell zu sein. Aber wir kénnen ihn genauso als
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normiert annehmen und zu einer ONB vy, v}, ..., v] (beziiglich der Standard-hermiteschen Form auf
C") ergénzen. Die Matrix U = (v1, V), ..., v},) ist dann unitédr und

U'H-U=U"-H-U
ist wieder hermitesch. Weiter verlduft die Induktion wie in a). (]

Die Spaltenvektoren der orthogonalen, bzw. unitdren Matrix 7', bzw. U, sind die Vektoren der
neuen Basis, in der die Matrix S, bzw. H diagonalisiert ist. Da T" orthogonal, bzw U unitér ist, stehen
diese Vektoren alle aufeinander senkrecht. Anscheinend war fiir die Induktion im Beweis von Satz 4.34
entscheidend, dass

Sa

Blockform hat. Diese Matrix beschreibt die durch S gegebene lineare Abbildung ® im neuen Koor-
dinatensystem. Man sieht deutlich, dass ® nicht nur den Unterraum U = span(v;) C K", sondern
auch dessen orthogonales Komplement UL = span(vh, ey VI
verwenden wir fiir einen zweiten, nicht Matrix-basierten sondern struturellen Beweis von Satz 4.34.

) invariant lasst. Diesen Gesichtspunkt

Satz 4.35 Es sei V' ein endlich-dimensionaler IK-Vektorraum mit innerem Produkt (, ) und ® :
V — V selbst-adjungiert. Dann gibt es eine ONB fiir V aus Eigenvektoren von ®.

Beweis. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt die Existenz eines Eigenwerts A1, und damit
auch eines Eigenvektors vy fiir ®. Im reellen Fall ist A1 und damit vy reell. Wir setzen U = IK-v; C V
und miissen fiir den Induktionsschritt zeigen, dass UL unter ® in sich selbst abgebildet wird. Sei dazu
uc U, also (vy,u) = 0. Dann ist auch

(v1,<I>(u)) = (<I>(v1),u) = ()\1 . vl,u) == )\1 . (vl.u) =0.

Nach Induktionsannahme gibt es fiir die selbstadjungierte Abbildung ®|U+ : U+ — U" eine Ortho-
normalbasis v, ..., v,, aus Eigenvektoren, und vy, vo, ..., v, ist eine ONB fiir . L]

Aufgabe 4.52 Gegeben sei die Matrix

0 V2 -1
S:=1Vv2 -1 V2
-1 V2 0
a) Zeigen Sie, dass die Matriz S den Eigenwert 1 besitzt.
b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fir die Matriz S.

Aufgabe 4.53 Sei A eine symmetrische, reelle 3 x 3-Matriz, deren finfte Potenz die Einheitsmatrix
E ist. Man zeige A= FE.

Aufgabe 4.54 Man zeige, dass genau eine der beiden Matrizen

11 1 12 1
A=|12 o], B=|21 o
1 0 10 1 0 10

das Quadrat einer reellen Matrix ist.
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Aufgabe 4.55 Zeigen Sie, dass die Matrix

A==
6

W N =
— W N
N = W

mittels einer orthogonalen Matriz S auf Diagonalform D = STYAS gebracht werden kann, und geben
Sie die Matriz D explizit an.

Aufgabe 4.56 Uben Sie auf die Matriz

c ]R,4><4

eine Hauptachsentransformation aus, d.h. bestimmen Sie eine Matriz S € R**, so dass StAS diago-
nal ist.

4.5.2 Normale Matrizen

Definition 4.16 FEs sei V' ein endlich-dimensionaler IK-Vektorraum mit innerem Produkt. Eine IK-
lineare Abbildung ® : V — V heifst normal, wenn

TP = ool
Entsprechend heif$t eine Matriz A € M (n x n,IK) normal, wenn
AT A=A AT

Beispiel 4.19 Mit A ist auch jede Matriz c- A und A+ c- 1, c € C, normal. Alle unitdren, hermi-
teschen oder anti-hermiteschen Matrizen sind normal.

Satz 4.36 FEs seit V ein endlich-dimensionaler IK- Vektorraum mit dem inneren Produkt < , > und
¢ € Homk(V,V) normal.
a) Fir alle v eV gilt
< B(v),d(v) >=< d(v),dl(v) > .

b) Es ist Kern(®) = Kern(®1).

¢) Ist v ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert \, dann ist v auch Eigenvektor von ®F, und zwar
zum Eigenwert \.

d) Figenvektoren von ® zu verschiedenen Eigenwerten stehen aufeinander senkrecht.

Beweis. a) Es ist
< O(V), B(v) >=< v, 01 d(v) >=< v, 001 (v) >=< & (v),dT(v) > .
b) Es ist

veKern(®) &< d(v),0(v) >=0 &< dl(v),d(v) >=0 & v e Kern(®1).
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c¢) Der Eigenvektor v gehort zum Kern der linearen Abbildung ® — Aid. Deren adjungierte Abbil-
dung ist ®' — Xid. Wegen b) gehért v zum Kern dieser Abbildung und ist ein Eigenvektor von ®f zum
Eigenwert .

d) Es seien ®(v) = Av und ®(w) = pw mit A # p. Damit folgt

A<V, W >=< B(V),w >=< v, dl (W) >=< v, iw >=p < v, W >,
und wegen A # p daraus < v,w >= 0. L]

Satz 4.37 (Hauptachsentransformation) FEs sei IK = C. Fiir eine C-lineare Abbildung ® : V — V
sind dquivalent:

a) @ ist normal.

b) Es gibt eine ONB von V' aus Eigenvektoren fiir ®.

Beweis a) = b): Wie im selbstadjungierten Fall machen wir Induktion nach dim(V'). Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra besitzt ® einen Eigenwert A und dazu einen Eigenraum U C V. Nach
Satz 4.36 c) sind alle Vektoren u € U Eigenvektoren von ®f, der Unterraum U C V ist also auch
Pi-invariant.

Damit zeigen wir, dass U unter ® invariant ist. Sei also v € UL. Dann ist < v,u >= 0 fiir alle
u € U und

<d(v),u>=<v,®(u) >=0

wegen ®f(u) € U. Vertauschen wir die Rollen von ® und ®', so sehen wir, dass U+ auch unter ®f
invariant ist. Daraus folgt dann
(@) = @f|,

und weiter, dass ®|U normal ist.

Nach Induktionsannahme hat UL eine ONB aus Eigenvektoren fiir ®. Mit einer ONB von U
erginzen wir sie zu einer ONB von V' aus Eigenvektoren fiir ®.

b) = a): Wir gehen iiber zu einer ONB von V' aus Eigenvektoren fiir ®. In dieser Basis hat ® als
darstellende Matrix eine Diagonalmatrix D. Dann hat ®' in dieser Basis die darstellende Matrix D.
Als Diagonalmatrizen kommutieren D und D, und damit auch die von ihnen dargestellten linearen
Abbildungen ® und ®f. []

Satz 4.37 lautet fiir Matrizen:

Satz 4.38 Die komplexe n X n-Matriz S ist genau dann normal, wenn es eine unitdre n X n-Matrix
U und eine komplexe Diagonalmatriz D gibt mit

S=T"1.D.T.

Unitére, bzw. hermitesche Operatoren ® : V' — V sind spezielle normale Operatoren. Satz 4.37
zeigt

Satz 4.39 Die Abbildung ® : V — V ist genau dann

a) unitir, wenn es eine ONB aus Eigenvektoren fir ® gibt und alle Eigenwerte A\ den Betrag
|A| =1 haben;

b) hermitesch, wenn es eine ONB aus Eigenvektoren fiir ® gibt und alle Eigenwerte X = X reell
sind.
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Satz 4.40 (Invariante Unterriume) FEs sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit inne-
rem Produkt < , >, und ®:V — V sei C-linear und normal. Nach Satz 4.37 ist V die orthogonale
direkte Summe E1®...® Ey, der Eigenrdume von ®. Wir betrachten einen ®-invarianten C-Unterraum
U CV. Dann gilt

a) U ist die orthogonale direkte Summe der Eigenrdume U N E; von ®|U.

b) Mit U ist auch U+ C V ein ®-invarianter Unterraum. Die Unterrdume U und UL sind auch
unter ® invariant.

¢) Die Einschrinkung ®|U ist normal mit (®|U)T = &1|U.

Beweis a) Weil V' direkte Summe von Eigenrdumen F; ist, hat ® als Minimalpolynom ein Produkt
einfacher Linearfaktoren (A — A) - ...+ (Ax —A). Auch ®|U hat dann als Minimalpolynom ein Produkt
einfacher Linearfaktoren. Die Hauptriume aus Satz 4.25 fiir ®|U sind damit Eigenrdume. Dies zeigt,
dass U direkte Summe von Eigenrdumen fiir ®|U ist. Jeder davon ist ein Durchschnitt U N E; mit
einem Eigenraum F; C V von ®. Deswegen ist dann auch die direkte Summe @ U N E; orthogonal.

b) Wir schreiben jeden Eigenraum FE; C V als orthogonale direkte Summe E; = (U N E;) @ F;.
Dann ist

V=(UnNEN)®eFR)®...o(UNEL®F,)=Ud(F1®..F)

eine orthogonale direkte Summe, und U+ = F} @ .... ® Fj, als direkte Summe von Eigenréumen fiir
®|U+ wieder ®-invariant.

Weiter geniigt es zu zeigen, dass U ein ®'-invarianter Unterraum ist. Aber mit Satz 4.36 c) folgt
dies, weil U orthogonale direkte Summe von Eigenrdumen ist.

c¢) Nach b) ist U invariant unter ®f. Fiir alle u,v € U ist aber

< ®|U(u),v >=< d(u),v >=< u,d'(v) >=< u, ®'|U(v) > .
Dies zeigt (®|U)! = ®T|U. ]

Es sei @ : V — V diagonalisierbar, d.h., es gebe eine Basis vy, ...,v,, € V aus Eigenvektoren. Die
zugehorigen Eigenwerte seien \q, ..., A,,. Weiter sei P;,¢ = 1,...,n, die Projektion V' — IK - v;, deren
Kern die direkte Summe span{v;};; ist. Dann gilt

Entsprechend gilt fiir die Eigenrdume V; mit zugehorigen Eigenwerten Aq, ...., Ay und die Projektionen
Py, : V. — Vj mit Kern D,; Vi

k
®=> NPy,
j=1

Definition 4.17 Die eben angegebenen Summendarstellungen der diagonalisierbaren Abbildung ® hei-
en Spektraldarstellung

Bilden die Eigenvektoren sogar eine ONB, so sind die Projektionen P; und Py, orthogonal. Die
Spektraldarstellung verallgemeinert also die Orthogonalprojektion auf einen Unterraum U, wo nur die
Figenwerte 1 und 0 auftreten.
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Aufgabe 4.57 Fiir welche Werte von c € C ist die Matrix
1 1 4
M’ﬁ(cJ

Aufgabe 4.58 FEntscheiden Sie, welche der folgenden drei Matrizen unitdr, hermitesch, bzw. normal

sind:
1 i 1 1 (1 4
A:<1 1)’ :<—i1>’ CZ%(z‘l)'

Aufgabe 4.59 Zeigen Sie: Die komplexe 2 x 2-Matrix

(0)

hermitesch, unitdr bzw. normal?

st genau dann normal, wenn ¢ = 0.

4.5.3 Simultane Diagonalisierbarkeit

Satz 4.41 (Simultane Diagonalisierbarkeit) Fir zwei normale n x n-Matrizen S1 und Sy sind
dquivalent:

a) Es gibt eine Orthonormalbasis des IK", deren Vektoren Eigenvektoren sowohl fir Sy als auch
fiir Sy sind.

b) S;-Sy=52-5].

Beweis. a) = b): Ist T die Ubergangsmatrix in diese Orthonormalbasis, so sind also Dy := T~18,T
und Dy := T~ 18,T beides Diagonalmatrizen. Diese kommutieren, und daraus folgt

S-Sy =TDT ' - TDT'=T-DyDy- T ' =T-DyDy - T ' =TD;T' - TD/T ' =85-85;.

»,b) = a)“ Nach dem Satz von der Hauptachsentransformation, Satz 4.37, gibt es eine Orthonor-
malbasis des IK" aus Eigenvektoren fiir S;. Die zugehorigen Eigenwerte brauchen nicht alle verschieden
zu sein. Seien Aq, -+, A, die Verschiedenen unter den Eigenvektoren und Vi := {v € IK" : Sy -v =
A - v CIK™ k=1,...,m, die zugehorigen Eigenrdume. Es gibt also eine direkte Summenzerlegung

in paarweise orthogonale Eigenrdume von .Sj.
Sei v € Vj. Aus b) folgt

Sl'(SQ'V):SQ'(Sl'V):SQ')\kV:)\k'SQ'V.

In Worten: Der Vektor S5 - v ist auch Eigenvektor von S; zum selben Eigenwert Ag, also Ss - v €
Vi. Da dies fiir beliebige Vektoren v € Vj gilt, ist der Eigenraum Vj invariant unter der linearen
Abbildung mit Matrix Ss. Unsere orthogonale direkte Summen-Zerlegung ist also auch unter der
linearen Abbildung v — Sy -v invariant. Ist T eine Ubergangsmatrix in eine Orthonormalbasis, welche
dieser Zerlegung angepasst ist, so ist 77! S5-T eine entsprechende Block-Diagonal-Matrix . Dabei sind
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die Kistchen in dieser Matrix normal nach Satz 4.40, wihrend die Kistchen in 77! - S - T Vielfache
der Einheitsmatrix sind. Jetzt wenden wir Satz 4.38 auf die einzelnen Késtchen in 771+ S5 - T an und
erhalten Orthonormalbasen der einzelnen Eigenrdme V), aus Eigenvektoren fiir Sy. Die Vereinigung
dieser Orthonormalbasen ist eine Orthonormalbasis des ganzen IK"™ aus Eigenvektoren fiir Sy, die
gleichzeitig Eigenvektoren fiir S; sind. L]

Nicht jede diagonalisierbare Matrix kann mit einer unitdren Basistransformation diagonalisiert
werden. Deswegen ist nicht jede diagonalisierbare Matrix normal. Satz 4.41 gilt aber allgemeiner fiir
diagonalisierbare Matrizen, auf die Orthogonalitdt der Basen muss allerdings dabei verzichtet werden:

Satz 4.42 Fiir zwei diagonalisierbare n X n-Matrizen S1 und S sind dquivalent:
a) Es gibt eine Basis des IK" deren Vektoren Eigenvektoren sowohl fiir Sy als auch fiir So sind.
b) S;-Sy=.S9-5]

Beweis. Die Richtung a) = b) geht genau so, wie bei Satz 4.41. Sei also b) vorausgesetzt. Wir
gehen iiber zu einer Basis aus Eigenvektoren fiir S;. Wie im Beweis von Satz 4.41 zeigt man auch hier,
dass die Eigenrdume fiir S7 invariant sind unter der Multiplikationsabbildung ®, mit Matrix S5.

Wir betrachten eine solchen Eigenraum V; zum Eigenwert ); und die Einschrinkung ®»|U;. Nach
Beispiel 4.12 besteht das Minimalpolynom von ®, aus lauter verschiedenen Linearfaktoren. Das Mi-
nimalpolynom von ®s|U; teilt das Minimalpolynom von ®5 und enthélt auch lauter verschiedene
Linearfaktoren. Mit Beispiel 4.12 ist als ®9|U; diagonalisierbar. Jeder Eigenraum U; von Sj besitzt
also eine Basis aus Eigenvektoren fiir Ss. Alle dies Basen der U; zusammen bilden eine Basis des IK,,
aus Eigenvektoren sowohl fiir S7 als auch fiir Ss. L]

Satz 4.42 kann man noch weiter verallgemeinern, von zwei kommutierenden diagonalisierbaren
Matrizen auf beliebig viele. Dazu formulieren wir die Eigenschaft der simultanen Diagonalisierung
etwas um:

Satz 4.43 (Lemma) Fir Matrizen S, ..., Sy € M(n x n,IK) sind dquivalent:

a) Es gibt eine Basis vyi,...,v, von IK" aus Vektoren, welche FEigenvektoren fir jedes S, =
1,...,m, sind.

b) K" = Vi @ ... ®V, ist die direkte Summe von Unterrdumen V; = Vi; N ... N Vi, welche
Durchschnitte von Eigenrdumen V,,; fir S, sind.

Beweis a) = b) (Induktion nach m): Die Eigenrdume von S; werden von Eigenvektoren auf-
gespannt, welche zur gegebenen Basis gehoren. Das ist der Induktionsanfang. Nehmen wir also an,
K" =V ®...® V ist direkte Summe von Durchscnitten V; = V; 1N ...NV; ,—1 von Eigenrdumen der
Matrizen Si, ..., Sy,—1. Hier wird jeder Unterraum V; von Vektoren v, aufgespannt, welche auch Eigen-
vektoren fiir S, sind. Fasst man hier diejenigen Vektoren zusammen, welche zum gleichen Eigenwert
fiir S, gehoren, so wird V; eine direkte Summe von Durchschnitten des Unterraums V; mit Eigenrdum-
en von S;,. Fasst man alle diese Zerlegungen aller V; zusammen, so erhélt man eine Zerlegung der Art,
wie sie in b) beschrieben ist.

b) = a) ist klar, denn eine Basis von IK", welche an die Zerlegung angepasst ist, besteht aus
Eigenvektoren fiir jede Matrix S),. L]

Satz 4.44 Es sei M C M(n x n,IK) eine Menge von Matrizen, welche alle diagonalisierbar sind.
Dann sind dquivalent:

a) Es gibt eine Basis von IK" aus Vektoren, welche Eigenvektoren fir jedes S € M sind.

b) Je zwei Matrizen Sy,S2 € M kommutieren: S1 - S = So - S1.
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Beweis. Die Richtung a) = b) geht genauso, wie in Satz 4.41 und 4.42. Nach Ubergang in die
Eigenvektor-Basis werden alle linearen Abbildungen mit darstellenden Matrizen S € M durch Dia-
gonalmatrizen beschrieben und kommutieren. Dann kommutieren auch ihre darstellenden Matrizen
beziiglich der urspriinglichen kanonischen Basis des IK™.

b) = a): Es sei span(M) C M(n x n,IK) der von den Matrizen aus M aufgespannte IK-Unter-
vektorraum. Wir beweisen die Aussage a) durch Induktion nach m := dim(span(M)). Ein simultaner
Eigenvektor fiir jede Matrix S € M ist auch eine Eigenvektor fiir jede Matrix S € span(M).

Beim Induktionsschluss betrachten wir m linear unabhéngige Matrizen S5i,...,5,, € M. Nach
Induktionsannahme gibt es eine Basis vi,...,v,, € K" welch aus simultanen Eigenvektoren fiir
S1y ey Sm—1 besteht und wegen Satz 4.43 auch eine direkte Summen-Zerlegung IK" =V, & ... &V},
mit Unterrdumen V; = V;1 N ... N V; ;,—1, welche Durchschnitte von Eigenrdumen fiir die Matrizen
S1y ey Spp—1 sind. Wenn M in span(Si, ..., Sp,—1) enthalten ist, sind wir fertig. Andernfalls gibt es eine
Matrix S, € M, welche nicht zu span(Si, ..., S;m—1) gehort.

Fir p=1,...,m—1 folgt aus S, - Sy, = Sy, - Sy, wie im Beweis von Satz 4.41, dass jeder Eigenraum
von S, invariant unter S, ist. Dann ist auch jeder Durchschnitt V; von solchen Eigenrdumen invariant
unter S,,. Nach Satz 4.44 gibt es eine Basis von V;, welche aus Eigenvektoren fiir .S, besteht. Setzt
man alle diesen Basen der V; zu einer Basis des IK" zusammen, so erhilt man eine Basis aus simultanen
Eigenvektoren fiir Si, ..., Sp. L]

Aufgabe 4.60 Gegeben seien die beiden Matrizen

-1 1 -3 2
A—<_22> und B—<_43>.
Zeigen Sie:

a) Beide Matrizen sind diagonalisierbar aber nicht normal.
b) Die Matrizen A und B sind sogar simultan diagonalisierbar.
¢) Keine simultane Basis aus Eigenvektoren fir A und B ist eine ONB.

4.6 Singulidrwertzerlegung

Interpretiert man Satz 4.1 als Satz iiber Matrizen, so sagt er aus: Zu jeder m x n-Matrix C' € M (m X
n, K) existiert eine invertierbare m x m-Matrix B und eine invertierbare n x n-Matrix A so, dass
C'=B~!.C - A eine m x n-Matrix der Form

ist. Die Matrix C” ist ein Spezialfall einer verallgemeinerten Diagonalmatrix.

Definition 4.18 FEine m xn-Matriz C = (cy,,) heifit verallgemeinerte Diagonalmatrix, wenn ¢, = 0
fiir uw # v. Sind die Diagonal-Elemente o;,i = 1,...,min{m,n}, so schreiben wir C' = diag(o;).
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Falls m = n ist, dann ist eine solche Matrix eine Diagonalmatrix.
Hier wollen wir K = IR voraussetzen und Satz 4.1 so spezialisieren, dass B~' = U und A = V*
orthogonal sind.

Definition 4.19 Es sei M eine reelle m x n-Matriz. Fine Singuldrwert-Zerlegung (SVD = singular
value decomposition) von M ist eine Matriz-Faktorisierung

M=U-%-V,

wo U eine orthogonale m x m-Matriz, V' eine orthogonale n x n-Matriz, und 3 eine verallgemeinerte
Diagonalmatriz ist.

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass eine solche SVD der Form M = U -X -V fiir jede reelle
m x n-Matrix M existiert. Zuerst aber befassen wir uns mit den Konsequenzen einer SVD. Es besteht
ein enger Zusammenhang mit der Hauptachsentransformation der symmetrischen Matrizen M - M?
und M* - M.

In Satz 2.28 wurde gezeigt, dass die symmetrische n x n-Matrix M? - M denselben Rang wie M
hat. Dabei wurde sogar bewiesen: Die n x n-Matrix M? - M und die m x n-Matrix M haben den
gleichen Kern. Wendet man dies an auf die n x m-Matrix M?, welche denselben Rang hat wie M, so
sieht man: Die m x m-Matrix M - M* hat denselben Rang wie M. Die m x m-Matrix M - M* und die
n x m-Matrix M? haben denselben Kern. Es gilt sogar:

Satz 4.45 a) Ist v ein Eigenvektor von M- M zum Eigenwert X\ # 0, so ist Mv ein Eigenvektor fiir
M - M zum gleichen Eigenwert.

b) Die symmetrischen Matrizen M' - M und M - M* haben die gleichen Eigenwerte # 0.

c¢) Jeder dieser Figenwerte # 0 ist > 0.

Beweis. a) Nach Voraussetzung ist M* - M - v = X - v. Daraus folgt
(M-MY-(M-v)=M-(M"-M)-v=M-(A-v)=X-(M-v).
Wenn \ # 0 ist, dann ist M - v # 0 ein Eigenvektor fiir die Matrix M - M®.
b) Nach a) ist jeder Eigenwert A # 0 der Matrix M®- M auch Eigenwert der Matrix M - M*. Ersetzt
man M durch M?, so erhilt man die entsprechende Aussage fiir Eigenwerte A # 0 der Matrix M - M*.
c) Es sei (M'M) v = \-v. Daraus folgt
A (viv)=v - (M'M) - v = (Mv)" - (Mv) > 0.
Wenn v # 0 ein Eigenvektor ist, folgt daraus A > 0. L]
Essei M =U - X -Vt eine SVD wie in Definition 4.19. Dann ist die symmetrische n x n-Matrix
M'-M=VSU"USV' =V -3'S. V!

ahnlich zur Diagonalmatrix ¥!% und entsprechend die symmetrische m x m-Matrix M - M* #hnlich
zur Diagonalmatrix 3! Die Diagonaleintriige der Matrix ¥ seien o7y, ...0 mit k = min{m,n}, also

m>n n>m
o1
01 0 ... 0
_ Ok _ . .
X =l . oo | %o = " : 0
or O 0
0 .. O
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Es sei r der Rang von M. Dann ist also
r = Rang(M) = Rang(M") = Rang(X) = Rang(M"' - M) = Rang(M - M").

Wir kénnen die Diagonalelemente von ¥ so vertauschen, dass o1,...,0, # 0 und o,41,...,0, = O.
Derartige Vertauschungen kénnen bewirkt werden durch Multiplikation mit orthogonalen Elementar-
matrizen vom Typ I von rechts und von links. Ebenso kénnen wir erreichen

01 2 [o2] = o = |or .
Eine Vorzeichen-Anderung bei o; wir bewirkt durch eine Multiplikation

1
$.I, I= —1

1

Diese Matrix ist orthogonal, ebenso wie die Matrix I - V!, Wenn man V*? durch derartige Matrizen I
abéndert, kann man noch

erreichen.

Definition 4.20 Eine SVD der Form M = U - X -V heifit normiert, wenn fiir die Diagonalelemente
von X gilt
012022 .20, >0, opy1=..=0=0.

Wenn M eine SVD zuliisst, dann auch eine solche, welche normiert ist. Die Eintrige # 0 in ¢ - %

ebenso wie in ¥ - ¥ sind deswegen 0%, ...,02. Diese Zahlen sind auch die Eigenwerte # 0 der Matrix

Mt M bzw. M - M!, weil diese Matrix zu X! - 3, bzw. ¥ - Xt dhnlich ist. Da trifft es sich gut, dass die
Eigenwerte \; # 0 der beiden Matrizen M* - M und M - M* gleich und > 0 sind (Satz 4.45).
Wenn eine SVD existiert, dann sind die Eintrége # 0 von ¥ Wurzeln

o; =V

der Eigenwerte A; # 0. Dann existiert auch eine normierte SVD mit o; = ++v/A;.
Damit kennen wir die Zahlen o; in einer moéglichen Singularwert-Zerlegung. Aber auch die Trans-
formationsmatrizen U und V koénnen wir beschreiben: Aus

V.MM -V = XtY

folgt, dass die Spalten von V Eigenvektoren der Matrix M!M zu den Eigenwerten \p,..., \r,0,....,0
sein miissen, und die Zeilen von U ebensolche Eigenvektoren der Matrix M M?!. Wir wissen also, wie die
SVD aussehen muss, wenn sie existiert. Jetzt miissen wir damit nur noch beweisen, dass sie existiert.

Satz 4.46 Zu jeder reellen m X n-Matriz gibt es eine normierte SVD

M=U-%2-Vt, UecO(mxm),Ve€O(nxn).
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Beweis. Wir ordnen die (positiven) Eigenwerte von M*M und M M? der Griée nach an:
M>X>.>2A0>0, N=0firi>r
Wir wihlen eine zugehérige ONB v, ..., v, € IR" aus Eigenvektoren fiir M*M. Dann ist also

)‘ivi (Z == 1, ...,T‘)

t. . .=
M"- M i {0 (i=r+1,..,n)

Insbesondere ist Mv; # 0 fiir i = 1,...,r und nach Satz 4.45 a) ein Eigenvektor fiir M - M*. Wir
definieren
u, =M -v; firi=1,..,r

Dann folgt firi,j =1,...,7

uluf = (Mvy)' - Mv; =vi- M'Mv; = \jvi-v; = \di ).

1

Dies zeigt
| v 2= X, i=1,..,m

Wir normieren diese Vektoren zu

und haben damit M -v; = ou; fiiri =1, ...,r.

Weiter sind die Vektoren uj,...,u). orthogonal, und die Vektoren uj,...,u, orthonormal. Wir
erginzen sie zu einer ONB uy,...,u,, von R™. Fir i = r + 1,.... k = min{m,n} haben wir dann
M -v; = 0-u,. Fiir die orthogonale n x n-Matrix V = (v1,...,v;,) und die orthogonale m x m-Matrix
U = (uy,...,u,,) bedeutet dies

M-V=U-¥ bzw. M=U-% V!

mit der m x n-Matrix ¥ = diag(o1, ..., 0,0, ...0). L]

Beispiel 4.20 (einfach) Wir suchen die SVD der Matriz

01 00
M=]1010 20
0 0 0 3
Die Matrix
00 0O
01 0O
¢ _
MM 00 4 0
00 0 9

hat die Eigenwerte Ay = 9, Ao = 4, \y = 1. Ihre positiven Wurzeln sind die Singuldrwerte o1 = 3, 09 =
2, 03 = 1. Damit kennen wir die verallgemeinerte 3 x 4-Diagonalmatriz ¥ = diag(3,2,1). Und die
Matriz V' hat als ihre Spalten die Eigenvektoren

V] = €4, V2 = €3, V3 = €9,
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die wir durch v4 = e1 zu einer ONB mit den Vektoren ey, es, eq,e1 erginzen. Damit haben wir

88(1)(1) 0010

V = und M-V=| 0 2 0 0
01 00 300 0
1 0 0O

Weiter berechnen wir
u'l = Mvy = 3es, u/2 = Mvy = 2es, ug = Mvs = e3.

Die zugehdrigen normierten Vektoren bilden die Spalten der Matrix

0 01
U=] 010
1 00
Die SVD unserer Matriz M ist also
01 00 0 01 3000 88?(1)
00 20]=1010 0 2 00 010 0
00 0 3 1 00 0 01 o0 100 0

Bei der normierten SVD der Matrix M treten wieder deren vier fundamentale Unterraume auf.

Satz 4.47 Ist M = U - X - V! eine normierte SVD, so ist

im IR" ‘ im IR™
Kern(M) = span(vyi1,...,vn) | Kern(M') = span(uyi1,...,u)
Bild(M*) = span(vi,...,v,) Bild(M) = span(uy,...,u,)
= Zeilenraum = Spaltenraum

Beweis. Fliri =r+1,...,nist V-v; = e; und -V -v; = 0. Die n — r linear unabhéngigen Vektoren
Vrtl, ..., Vp liegen also im Kern von M, und weil dieser Kern die Dimension n — r hat, spannen sie ihn
auf. Wegen

U-Y= (0'1111, ey Op Uy, O, ceey 0)

liegen die r linear unabhéngigen Vektoren uy, ..., u, im Bild von U - ¥, und wegen Rang(V') = n auch
im Bild von U - X - V. Weil dieses Bild die Dimension r hat, spannen sie es auf. Die beiden anderen
Aussagen erhilt man aus den beiden bewiesenen Aussagen durch Ubergang zu M* =V -%t.Ut. [

Kennt man die SVD von M, so kann man leicht die Pseudo-Inverse von M angeben. Zunéchst hat
die m x n-Matrix
o1
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als Pseudoinverse die n x m-Matrix
. o1

Dies folgt aus der Charakterisierung in Satz 2.35, denn die m x m-Matrix ¥ - X7 und die n x n-Matrix
YT . ¥ sind symmetrisch von der Form

1. 0

0 0 )

Satz 4.48 Es sei M = U - X -Vt die SVD der m x n-Matriz M. Dann ist die Pseudoinverse dieser
Matrix

MT=v.xt.Ut

Der Beweis folgt aus Satz 2.35 weil die Matrizen

M-M+:(U-2-Vt)-(v-2+-Ut):U-(](1)7" 8>-Ut

M+.M:(v-z+-Ut)-(U-2+-vt):V-<]l’” 0>-vt
symmetrisch sind mit
M-M" M=U-(2xM).U"U-2-VI=U-%- VI =M,
MM M =VoEtY) VEV.St Ut =Vt U = M
L]

Aufgabe 4.61 a) Es sei v € R"™. Zeigen Sie: Die symmetrische n x n-Matriz v @ vt hat den Eigen-
vektor v zum Eigenwert || v ||2.

b) Berechnen Sie die SVD der 1 x 3-Matriz (1,2,2).

Aufgabe 4.62 Berechnen Sie die SVD und die Pseudoinversen der Matrizen

V1 3o
N= 8 8 _(1) und M=1"15 94 94
5 —10 —10

(Hinweis: Die Berechnung von Matrizenprodukten und Eigenwerten kann durch den Computer erfol-
gen, nicht aber die Ermittlung der kompletten SVD.)

Aufgabe 4.63 Berechnen Sie die Singuldrwerte der Matrix
1 2
7. ( L2 )
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5 Bilinearformen

In Kapitel 4 wurde die Hauptachsentransformation besprochen. Und zwar unter dem Gesichtspunkt,
dass symmetrische reelle Matrizen reell diagonalisiert werden konnen, und deswegen besonders ange-
nehm sind. Jetzt nehmen wir einen etwas abstrakteren Standpunkt ein und geben der Hauptachsen-
transformation einen theoretischen Uberbau. Wir fithren dazu den Begriff der Bilinearform ein, der
den Begriff des reellen Skalarprodukts verallgemeinert.

5.1 Bilinearformen

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. In Abschnitt 3.5 vereinbarten wir, dass eine Linearform
auf V eine lineare Abbildung
f: V=K

ist.

Definition 5.1 Fine Bilinearform auf V ist eine Abbildung

.{va -~ K
Tl W) e v, w)

von zwei Argumenten v,w € V, die in beiden Argumenten linear ist. D.h., fiir alle ¢,d € K und
v,v,w,w' € V gelten die Rechenregeln

ple-v+d -viw) = c-o(v,w)+ - p(v,w) Linearitit im ersten Argument,

o(vie-w+d-w) = c-p(v,w)+ - p(v,w) Linearitit im zweiten Argument.

Beispiel 5.1 Jede quadratische n x n-Matrix G = (gr;) € M(n x n, K) definiert auf V. = K" die

Bilinearform
n

o(v,w)=v"-G -w= Z vk-gm-wl.
k=1

Beispiel 5.2 Es sei V = C%a,b] der R-Vektorraum der auf dem abgeschlossenen endlichen Intervall
[a,b] C IR stetigen Funktionen und
k:la,b] X [a,b0] = R

eine stetige Funktion von zwei Variablen. Dann ist das Doppelintegral mit Integralkern k

o) = [ [ vk, vyut)idy

eine Bilinearform auf V.

Beispiel 5.3 Auf dem Vektorraum V = M (r x s, K) der r x s—Matrizen wird durch

s

p(A,B) = Sp(A"-B) =3 (A" B)j =3 > Al - B}
k=1 k=11=1

eine Bilinearform definiert.
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Beispiel 5.4 Sind f,g € V* Linearformen auf einem Vektorraum V, so heifit

fog: VxV — K
T (vow) = f(v)-g(w)

das Tensorprodukt der Linearformen f und g. Ein Tensorprodukt zweier Linearformen heifit auch
zerfallende Bilinearform auf V.

Beispiel 5.5 Das Skalarprodukt (v.w) aus Abschnitt 1.5 ist eine Bilinearform auf dem IR™.

Satz 5.1 (Raum der Bilinearformen) a) Die Bilinearformen auf einem K -Vektorraum V bilden
wieder einen K -Vektorraum.

b) Ist vi,...,vy, € V eine Basis, so ist jede Bilinearform ¢ auf V' eindeutig festgelegt durch ihre
Werte (v, v;) auf den Paaren von Basisvektoren.

¢) Zu jeder Wahl einer n x n-Matriz G = (gi,;) gibt es bei fizierter Basis vi,...,v, € V auch
(genau) eine Bilinearform ¢ auf V- mit ¢(Vi, Vi) = G-

Beweis. a) Fiir zwei Bilinearformen ¢, auf V und zwei Skalare a,b € K definiert man durch

(ap + b9) (v, W) := ap(v, w) + bip(v, W)

wieder eine Bilinearform ay + by auf V.

b) Sind
X = Zkalm y = Zykvk
1 1

die Entwicklungen zweier Vektoren x,y € V in der Basis so ist der Wert

n n

ox,y) = 0O aMvi, Y ylvi) =D atyle(vi, vi)
1 1

k=11=1

der Bilinearform ¢ auf dem Paar x,y eindeutig festgelegt durch die Entwicklungskoeffizienten z*, 1!
und die Werte (v, vy).
c) Bei gegebener Matrix (gy;) wird die Bilinearform ¢ definiert durch bilineare Ausdehnung

n n n
(> afvi, > ytvi) =Y gy
k=1 =1 k=1

[

Definition 5.2 Die Matriz G aus Satz 5.1 ¢) heifit darstellende Matrix der Bilinearform ¢ beziglich
der Basis B. Ihre Determinante Dp(G) heifit die Diskriminante der Bilinearform ¢ beziiglich der
Basis B.

Die Aussage von Satz 5.1 kann auch so formuliert werden: Durch die Beziehung

yl

n n
QD(Z xkvka Zylvl) = ('Ila >xn) G-
k=1 =1

wird ein K-Vektorraum-Isomorphismus
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Raum der Bilinear-
{ formen auf V } - M(n xn, K)
@ = G = (Vi Vi) ki=1,...n

definiert.

Beispiel 5.6 Scien f,g Linearformen auf V', beziiglich einer Basis vi,...,vy, € V gegeben durch Zei-
lenvektoren at = (ay, ..., a,) und bt = (b, ...,by,), d.h. also

n n n n
I Zx”v,, — Zal,x”, g: Zx”v,, — Zb,,x”.
1 1 1 1

Nach Definition ist
(f®g) (Z x“vﬂ, Z yyvu> = f(z :CMV#) ) g(z y'vy)
1 1 1 1
= Q_auz") - (Q_buy")
1 1

n
E 14
P xlu' . alj,bl/ . y 5
Hyv=1

die darstellende Matriz fir f ® g ist also
G = (auby) =a®b.

Beispiel 5.7 Zum Skalarprodukt (x.y) auf dem IR™ gehdort in einer ONB als beschreibende Matriz die
Einheitsmatriz.

Es sei dim(V') = n endlich. Genau wie jeder Endomorphismus F': V' — V von V besitzt also auch
jede Bilinearform ¢ : V xV — K eine quadratische n x n-Matrix als darstellende Matrix. Fundamental
anders ist aber das Transformationsverhalten der darstellenden Matrizen beim Basiswechsel:

alte Basis: Vi, ey Vi,
n
3 14
neue Basis: Wi, Wy, W, = Z a,vy
v=1
ol ol
Ubergangsmatrix: A= : :
af ap,

alte darstellende Matrix: G = (¢(vg, vi))

n n
neue darstellende Matrix:  (¢(w,, w,)) = <‘P(Z aﬁvk, Zaf,vﬂ)

Wir haben also fiir
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Bilinearformen At.G- A zweifach kovariantes

Endomorphismen | A™! - G - A | kontravariantes und kovariantes

Transformationsverhalten. Withrend sich beim Ubergang von einer Matrix M zu einer &hnlichen Ma-
trix die Determinante det(M) nicht &ndert, dndert sich die Diskriminante von Bilinearformen sehr
wohl. Beim Ubergang von der Basis V' = (vy,...,vy,) in die Basis W = (wy, ..., w,,) wird

Dy () = det(A) - Dy (¢) - det(A) = det(A)? - Dy ().

Auch Bilinearformen kann man als lineare Abbildungen auffassen, aber - entsprechend dem un-
terschiedlichen Transformationsverhalten - nicht als Abbildungen V' — V', sondern als Abbildungen
V—-V*:

Satz 5.2 Es gibt einen kanonischen Vektorraum-Isomorphismus

Bilinearformen
auf V.

¢ — {F v (v, -))

} — Homg(V,V*)

Hierbei soll ¢(v,—) € V* die Linearform
w — (v, w)

bedeuten, also die Bilinearform ¢ aufgefasst als Funktion des zweiten Arguments w bei festgehaltenem
ersten Argument v. Ist dim(V) = n endlich, dann bedeutet dieser abstrakte Isomorphismus einfach
Folgendes: Nach Wahl einer Basis von V' wird die Bilinearform ¢ durch eine Matrix G beschrieben.
Die zugehorige lineare Abbildung F : V' — V* ordnet jedem Vektor

die Linearform zu, welche als Zeilenvektor
(zt,...,2") -G
geschrieben wird,
o(v,=):w—v-G-w.
Die Umkehrung der Zuordnung ¢ +— F' ist

Homg(V,V*) 3 F =, ¢(v,w) = (F(v))(w)
eV

und damit ist die Abbildung vom Raum der Bilinearformen in den Vektorraum Homg (V, V*) bijektiv.

[

Der Rang der beschreibenden Matrix G ist unabhéngig von der vorher ausgewéhlten Basis fiir V,
da sich G beim beim Ubergang in eine andere Basis in A’ - G - A mit invertierbarer Matrix A #indert.
Dies folgt auch daraus, dass er der Rang der - basisunabhéngig definierten - Abbildung F : V — V*
ist. Dieser Rang heiflt der Rang der Bilinearform .
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Beispiel 5.8 Der Rang der zerfallenden Bilinearform f® g ist 1, da je zwei Zeilen der Matriz (a,b, )
linear abhingig sind. (Falls nicht f oder g =0 und der Rang auch = 0 ist.)

Beispiel 5.9 Das Skalarprodukt (x.y) auf dem IR™ ist eine Bilinearform mit maximalem Rang n.

Definition 5.3 Es seien ¢ und ¢’ Bilinearformen auf den K -Vektorriumen V undV'. Eine K -lineare
Abbildung W : V — V' heifst Isometrie, wenn

¢ (U(v), ¥(w)) =p(v,w) firale v,weV.

Beispiel 5.10 Die Isometrien R™ — IR™ auf dem IR™ mit dem euklidischen Skalarprodukt sind genau
die orthogonalen Abbildungen.

Satz 5.3 Es sei V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit der nicht-entarteten Bilinearform .

a) Die Isometrien VU : V. — V beziiglich ¢ bilden eine Gruppe. Insbesondere ist jede dieser Isome-
trien invertierbar.

b) Es sei B ={vy,...,vp} eine Basis von V und Gp die Gramsche Matriz von ¢ beziglich dieser
Basis. Die lineare Abbildung V : V. — V st genau dann eine Isometrie, wenn fir ihre darstellende
Matriz A beziiglich der Basis B gilt

Gp=A"-Gp- A.

Beweis. a) Die Identitéit ist eine Isometrie, sowie auch die Hintereinanderschaltung von Isometri-
en. Es reicht also zu zeigen, dass jede Isometrie W invertierbar ist. (Ihre Inverse ist dann auch eine
Isometrie.) Sei v € Kern(¥). Dann ist

o(v,w) =p(P(v),¥(w)) = (0,¥(w)) =0 firalle weV.

WEeil ¢ nicht-entartet ist, muss hier v = 0 sein. Deswegen ist ¥ injektiv und damit bijektiv.
b) ¥ ist genau dann eine Isometrie, wenn

P(U(v)), W(vi)) = @(vj, Vi)
fur j,k = 1,...,n. Mit den Eintragen (Gg);r = ¢(v;, Vi) der Gramschen Matrix und mit A = (a; )
wird fir j,k=1,...,n

SD(‘I](VJ')’ U(vy) = <Z Qr,jVr, Zas,kVS> = Z ar,j@(vr,vs)as,k = (At -GB 'A)j,k
r=1 s=1

r,s=1

Dies ist genau dann = (Gp);k, wenn A*-Gp - A = Gp. []

5.1.1 Orthogonales Komplement

Definition 5.4 Sei ¢ eine feste Bilinearform auf dem Vektorraum V und M C V eine beliebige
Teilmenge. Wir nennen

Mt :={veV:ov,w)=0 firalew e M}
das orthogonale Komplement von M beziiglich der Bilinearform . Speziell heifit
Vi={veV:ov,w)=0 firalewecV}

der Entartungsraum der Bilinearform .
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Es ist klar, dass M+ ein Untervektorraum von V ist. Mit dieser Definition wird die Definition
des orthogonalen Komplements beziiglich des Skalarprodukts aus 1.5 auf beliebige Bilinearformen
verallgemeinert.

Definition 5.5 Die Bilinearform ¢ heifst nicht-entartet (oder auch nicht-ausgeartet, oder regulir),
wenn V- = {0}, d.h., wenn 2u jedem 0 #£v € V ein'w € V existiert mit o(v,w) # 0.

Eine Bilinearform ¢ auf einem Vektorraum V der endlichen Dimension n ist genau dann nicht-
entartet, wenn ihre darstellende Matrix G keinen Vektor 0 # w € K™ auf Null multipliziert, d.h., wenn
Rang(p) = Rang(G) = n maximal ist. Dies ist dquivalent damit, dass die Abbildung F' : V — V*
injektiv, und dann aus Dimensionsgriinden bijektiv ist. Fiir eine Bilinearform ¢ auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' ist also dquivalent:

a) ( ist nicht entartet,

b) zu jedem Vektor 0 # v € V existiert ein w € V mit p(v,w) # 0,

)
)
c¢) zu jeder Linearform f € V* existiert ein v € V mit f(w) = (v, w) fiir alle w € V,
d) es gibt eine Basis B von V mit Dg(¢) # 0.

)

e) fiir jede Basis B von V ist Dg(p) # 0.

Beispiel 5.11 Hat ¢ als Gramsche Matriz eine Diagonalmatriv G = diag(ai 1, ...,ann), SO ist @
genau dann nicht entartet, wenn a;; # 0 fiir alle 1 = 1,...,n. Insbesondere ist im Fall V = K" und

n
o(v,w) = Zviwi fir v = (v1,...,v0)", W = (wy,...,w,)" € K"
=1

die Form ¢ nicht entartet.

Beispiel 5.12 Die Form auf dem K? mit der Gramschen Matrix

(b7

ist nicht-entartet. Ihre Einschrinkung auf den Unterraum U = K -(1,1) ist identisch = 0 und deswegen
entartet.

Satz 5.4 a) Es sei ¢ eine Bilinearform auf dem Vektorraum V', die auf dem endlich-dimensionalen
Untervektorraum U C V nicht-entartet ist. Dann besitzt V' eine orthogonale direkte Summen-Zerlegung

V=UoU".
b) Es sei ¢ nicht-entartet auf dem endlich-dimensionalen Vektorraum V und U C V. Dann ist
dim(U*) = dim(V) — dim(U), U+t =U.

c) Ist ¢ nicht-entartet auf V und auf dem endlich-dimensionalen Unterraum U, dann ist auch ¢ auf
U~ nicht entartet.
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Beweis. a) Fiir beliebiges v € V ist die Abbildung
Usu—p(v,u) e K

eine Linearform auf U. Nach Voraussetzung gibt es deswegen einen Vektor vg € U mit p(v,u) =
©(vo,u) fiir alle u € U. Also ist ¢(v — vg,u) = 0 fiir alle u € U, d.h. v — vy € U*. Somit schreibt sich
jeder Vektor v € V als v = vo + (v — vo) mit vo € U und v — vy € U+L. Die beiden Unterrdume U
und U+ C V spannen also V' auf.

Wir miissen noch zeigen: U N U+ = {0}. Sei daher v € U NU*. Wegen v € U™ gilt p(v,u) =0
fiir alle uw € U. Weil ¢ auf U nicht-entartet ist, folgt daraus v = 0.

b) Weil V' endlich-dimensional ist, gibt es eine direkte Summen-Zerlegung V = U & U’ und eine
zugehorige Projektion 7w : V' — U. Ist f € U* eine Linearform auf U, so ist for € V* mit fon|U = f.
Die Einschrénkungs-Abbildung V* — U* ist also surjektiv. Der Unterraum U+ C V ist der Kern der
linearen Abbildung

vEveS U, v o(v,—) — @(v,—)|U.
Weil diese Abbildung surjektiv ist, folgt
dim(UL) = dim(V') — dim/(U)

aus der Dimensionsformel.
Die Inklusion U C U ist offensichtlich. Zweimalige Anwendung der bewiesenen Dimensionsfor-
mel zeigt

dim(UL) = dim(V) — dim(U+) = dim(U),

und damit folgt U+ =U.
c) Es sei w € UL mit p(w,vy) = 0 fiir alle v; € UL. Jedes v € V schreibt sich aber nach a) als
v =V + vy mit vi € UL und vy € U. Daraus folgt

p(w,v) = p(w,v1) + o(w,vs) =0
fiir alle v € V. Weil ¢ auf V nicht-entartet vorausgesetzt ist, muss w = 0 gelten. L]

Als wichtiges Beispiel orthogonaler Unterrdume diskutieren wir die Hauptraume aus 4.3.3 fiir
spezielle komplexe Matrizen. Sei also K = € und ¢ eine Bilinearform auf C”.

Definition 5.6 Die komplexe n X n-Matriz A heifit beziiglich ¢

e symmetrisch, wenn

(A -u,v) =p(u,A-v)
e orthogonal, wenn A invertierbar ist und
W(A-u,v)=p(u A7l v)
fiir alle u,v € C™.

Beispiel 5.13 Die Standard-Bilinearform auf C" ist
n
p(u,v) = Z Uy Uy
v=1
Hierfiir ist A genau dann symmetrisch, wenn A = A! und A orthogonal, wenn A - At = 1,,.
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Wir betrachten also ein komplexe n x n-Matrix A. Thr charakteristisches Polynom ist Produkt von
Linearfaktoren

XA()\) = ()\1 - )\)Tl ' ()‘k - )\)Tka rn+...+71p=n,

Mit voneinander verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., A\;. Nach Satz 4.25 ist C"* = Uy & ... ® Uy, direkte
Summe der Hauptriume
Uy={ueC": (N1,—A)" -u=0}.

Ist u € U; ein Hauptvektor der Stufe m > 1, so ist (\; — A) - u = uy ein Hauptvektor der Stufe m — 1,
bzw.
A-u=)\u-—u.

Durch Induktion zeigt man fiir p > 1

A“-u:A-A“_l-u:A-()\é‘flu—uM_l):)\fu—)\fflul—A-uu_l:)\é‘u—uu

mit einem Hauptvektor u,, = A “uy +A-u,_1 € U; der Stufe m—1. Dies ist das wichtigste Hilfsmittel
beim Induktionsbeweis fiir folgenden Satz

Satz 5.5 (Orthogonale Hauptrdume) Die Hauptriume U; und U; C C" sind beziiglich ¢ ortho-
gonal, wenn

a) A symmetrisch und \; # A\, oder
b) A orthogonal und A\; # 1/A;.

Beweis. Es sei u € U; ein Hauptvektor der Stufe m und v € U;. Wir beweisen ¢(u,v) = 0 durch
Induktion nach m. Wir setzen r = r;. Dann ist also (A\; — A)" - v = 0.

Obwohl die Beweise der Fille a) und b) sehr #hnlich sind, wollen wir sie hier getrennt darstellen.

a) Sei also A symmetrisch. Dann ist

o((Ajl, —A) -u,v) = p(u, (A1, —A)-v)
oder allgemeiner fiir alle p > 1
e((A1, — AP -u,v) = ¢(u, (A1, — A)P - v).

Insbesondere ist
e((A1, —A)" -, v) = p(u, (A1, —A)" - v) = ¢p(u,0) =0.

Wir verwenden die binomische Formel

(Al — A)" u = Z <T> (—1)PA A7 .

p=0 P

Induktionsanfang m = 1: Hier ist (A\;1,, — A)-u =0, A-u = );-u, und A”-u = M u fiir alle p > 0.
Obige binomische Entwicklung wird

()\j — A)r -a = ()\j — )\Z‘)T - Uu.
Damit wird

Aj =) p(u,v) = (A1, —A)" -u,v) = p(u, (A1, —A)"-v) = ¢(u,0) =0.

75



Induktionsschluss m > 2: Jetzt ist
A? u=MNu—-u,
mit einem Hauptvektor u, der Stufe m — 1. Die binomische Entwicklung wird
"
> <p> (=DPATP(Mu =) = (A = Ai)'u—uf
p=0

mit einem Hauptvektor u’ € U; der Stufe m — 1. Nach Induktionsannahme ist ¢(u’,v) = 0. Damit
folgt

(A = X)) e, v) = (N1, — A -u,v) + (1, v) = p(u,(\j1, — A)" - v) = ¢(u,0) =0
und ¢(u,v) =0 wegen (A\j — \;)" # 0.

b) Jetzt ist A orthogonal, also p(A - u,v) = ¢(u, A~! - v). Das bringt Komplikationen. Aber fiir
v € U; ist jetzt

1 " 1 " 1
—1,-A1) v=(—A1 (A4A-)\1,)] v=—AT" - (A—)\1,)"-v=0.

Wir werden also
1 r 1 —1\r
el(=1,—A)"uv|=¢p|lu(—1,—A) - v]| =¢(u,0)=0
Aj Aj

benutzen. Die binomische Formel dafiir ist
ER I r'u_f: V(1A A u
A" - J '

Induktionsanfang m = 1: Wir berechnen

1 " 1 r 1 —1\r
<)\_J_)\z> ‘P(uvv):@(()\_j]ln_A) -u,v) :“P(<(u7)\_j_A 1) 'V>'

Wegen 1/); # \; folgt daraus ¢(u,v) = 0.
Induktionsschluss m > 2: Die binomische Entwicklung wird

Damit erhalten wir

1

<A7 - M) puv) = (u%nn Ay mv) o, v) = plu, (-

und ¢(u,v) =0 wegen 1/X; # ;.
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Beispiel 5.14 Die reelle Drehmatrix

A ( cos(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a)

ist orthogonal im dblichen Sinn und damit auch orthogonal beziiglich der Bilinearform o(x,y) =

T1Yy1 + T2y2 auf C2. Ihre Eigenwerte sind A2 = cos(a) £ i - sin(a) mit den Eigenvektoren (1,4i)t.

Wegen
e((1,4)",(1,—)") =1-i*=2+#0

sind diese Figenvektoren nicht orthogonal. Aber es ist ja auch A1 - Ao = 1. Andererseits ist
e((1,9)", (1,49)") =1 +4* =0,

wie es wegen \1 - A\1 £ 1 sein muss.

5.1.2 Symmetrietypen
Definition 5.7 Fine Bilinearform auf dem Vektorraum V heifst

symmetrisch, wenn o(v,w) = p(w, V)
antisymmetrisch, wenn ¢(v,w) = —p(w, V)

fir alle Vektoren v,w € V.
Beispiel 5.15 Ist ¢ auf K™ durch seine beschreibende Matriz G gegeben, d.h. p(v,w) = v -G - w,
dann ist ¢ genau dann symmetrisch, wenn G = G, und antisymmetrisch genau dann, wenn G = —G".

Beispiel 5.16 Es sei V = C%a,b] der R-Vektorraum der auf [a,b] C IR stetigen reellen Funktionen
und k : [a,b] X [a,b] — IR stetig. Das Doppelintegral mit Integralkern k

o) = [ [ o) ) w(y) dody

ist eine Bilinearfom auf V. Diese ist (anti-) symmetrisch wenn fiir ihren Integralkern gilt k(y,x) =
(—)k(x,y). Ist k symmetrisch und

k(x,y) > ko >0 fiir alle (z,y) € [a,b] X [a,b],
so ist diese Form sogar ein Skalarprodukt.
Beispiel 5.17 Fiir zwei Linearformen f,g € V* ist
frhg=feg—gef:(v,w)— f(v)g(w) = f(w)g(v)

anti-symmetrisch.
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Satz 5.6 (Symmetrie-Zerlegung) Es sei K ein Korper mit % € K. Dann schreibt sich jede Bili-
nearform auf einem K-Vektorraum auf genau eine Weise als

p=8p+ Ay
mit einer symmetrischen Bilinearform S und einer antisymmetrischen Bilinearform Ap.

Beweis. Existenz: Wir definieren S¢ und Ay durch
Sp(v,w) = 1(o(v,w) + ¢p(w,v)) symmetrisch

Ap(v,w) := 2(p(v,w) — p(w,Vv)) antisymmetrisch
und haben dann
p(v,w) = Sp(v,w) + Ap(v, w)

fiir alle v,w € V.
Eindeutigkeit: Ist ¢ = g + @A eine Zerlegung von ¢ in eine symmetrische und eine antisymme-
trische Bilinearform, dann ist

%(QD(V, W) + QD(W, V)) = %(SDS(V’ W) + SDS(Wa V) + SDA(V’ W) =+ SDA(W’ V))
:2@S(V7W) =0
%(SO(V7 W) - (P(W, V)) = %(@S(‘G W) - @S(Wa V) + SOA(V7 W) - SOA(W7 V))7
=0 =2pA(v,w)
und somit ist sowohl g als auch ¢ durch ¢ schon eindeutig festgelegt. L]

Fiir die beschreibende Matrix G einer Bilinearform bedeutet die Aussage von Satz 5.5 nichts
anderes als die ziemlich triviale Identitat

1 1
G=5(G+ G + (G- Gh).

Definition 5.8 Jede Bilinearform ¢ auf einem K-Vektorraum V definiert eine Funktion von einem
Argument v € V' durch

GV = K, qo(v) =p(v,v).
Diese Funktion q, heifit die quadratische Form zur Bilinearform .

Beispiel 5.18 Das euklidische Skalarprodukt auf dem IR™ definiert die quadratische Form

n

> @) =[x |*.

v=1
Die Minkowski-Form auf dem IR* aus der Relativitits- Theorie
(x1)2 + (562)2 + (563)2 _ ($4)2

st die quadratische Form zur Bilinearform mit der Matriz

100 O
010 O
001 O
000 -1
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Diese quadratische Form braucht sehr wenig Information iiber ihre Bilinearform zu enthalten.

Beispiel 5.19 Fs sei 2 # 0 in K und ¢ eine alternierende Bilinearform auf dem Vektorraum K.
Dann ist fir alle veV

4p(v) = @(v,v) = —p(v,v) = 0.

Aber fiir eine symmetrische Bilinearform ist der Zusammenhang mit ihrer quadratischen Form sehr
eng.

Satz 5.7 (Polarisationsformel) FEs sei ¢ eine symmetrische Bilinearform auf dem K -Vektorraum
V diber einem Korper K mit 2 # 0. Dann gilt fir alle v,w € V

1
p(v,w) = 5 (4o (v + W) = gp(V) = gp(W)) -
Insbesondere ist die Bilinearform ¢ durch ihre quadratische Form q, eindeutig bestimmit.
Beweis. Es ist

GV W) = GV WV W)
= oV, V) + (v, W) + (W, V) + o(w, w)
= 2-0(v,w) +o(v,v) +o(w,w) O
Die gleiche Rechnung haben wir schon einmal benutzt (Satz 2.2), wo wir damit zeigten, dass die
Léngentreue der orthogonalen Abbildungen deren Winkeltreue impliziert.

Aufgabe 5.1 FEsseiV der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 und ¢ die Bilinearfom

o9 = [ fwte)dr

auf V. Bestimmen Sie die darstellende Matriz von ¢ in Bezug auf die Basis 1,x,x>.

Aufgabe 5.2 FEs sei V der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 1. Bestimmen Sie in
Bezug auf die Basis 1,x die darstellende Matriz der Bilinearform

a) o(f,9) = fy Jo (z +y)f()g(y) dzdy,
b) ¥(f,9) = [y Jo (x —y)f(2)g(y) dady.

c) Bestimmen Sie eine Basis von V', beziiglich der ¢ eine darstellende Matrix in Diagonalform hat.

Aufgabe 5.3 FEs sei ¢ eine Bilinearform auf dem endlich-dimensionalen K-Vektorrraum V. Zeigen
Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

1) Rang(p) < k.

2) Es gibt 1,91, fks gk €V  mit p = f1 @ g1 + ... + fr @ gk-

Aufgabe 5.4 FEs seien K ein Kdorper, n € IN, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 3 eine
nicht-ausgeartete Bilinearform auf V. Fiir v,w € V werde ein Endomorphismus f,., von V definiert

durch
Jow(®) :==PBv,2)w (zeV).

a) Bestimmen Sie den Rang von fy .
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b) Zeigen Sie: spur f, ., = f(v,w).
c) Beweisen Sie: Fiir Basen vy, ...,v, und wi, ....,w, von V ist

f = Z fvi,wi
i=1

ein Automorphismus von V.

Aufgabe 5.5 Es bezeichne e, es,e3 € IR? die Standardbasis und
a; :=(1,1,0), ay:=(0,1,1), agz:=(1,0,1).

a) Es bezeichne ¢ die Bilinearform auf dem IR® mit ¢(e;, e;) = 0; ;. Bestimmen Sie die darstellende
Matriz von ¢ in der Basis aj,as, as.

b) Es bezeichne 1) die Bilinearform auf dem IR? mit YP(a;,aj) = 6; . Bestimmen Sie die darstellende
Matriz von v in der Standardbasis.

5.2 Symmetrische Bilinearformen

Wir betrachten hier symmetrische Bilinearformen auf dem IK". Daren Gramsche Matrix G (beziiglich
jeder Basis des IK™ ist symmetrisch. Im Fall K = IR haben wir in Satz 4.34 bewiesen: Es gibt eine
orthogonale Transformationsmatrix T so, dass T~! -G - T eine Diagonalmatrix ist. Weil 7" orthogonal
ist, gilt 77! = T* und

TG T=T Gt

ist die Gramsche Matrix von ¢ in der Basis, welche zur Transformationsmatrix 7' gehort. Nach Uber-
gang zu dieser Basis ist die Bilinearform

n
o(v,w) = Z Morw, v= (oM w = (wh . w™)E
v=1

Hier geben wir einen neuen Beweis fiir diese Diagonalisierungseigenschaft. Er hat den Nachteil, dass
er keine Aussage macht iiber die Art der verwendeten Transformation T'. Er hat aber zwei Vorteile:

1: Er ist wesentlich einfacher als der Beweis fiir die Hauptachsentransformation.

2: Er funktioniert iiber jedem Korper K der Charakteristik # 2.

Satz 5.8 (Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen, % € K) Es sei ¢ eine symmetri-
sche Bilinearform auf dem endlich-dimensionalen K -Vektorraum V, wobei % € K. Dann gibt es eine
Basis vi,...,vp € V. mit ¢(v,,v,) =0 fir p # v. In dieser Basis hat ¢ also die darstellende Matriz

(V1)
dp(v2)

4p(Vn)
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Beweis (Induktion nach dim(V') = n). Fiir dim(V') = 1 (Induktionsanfang) ist nichts zu zeigen.

Sei also n > 2 und die Behauptung werde als bewiesen angenommen fiir alle K-Vektorrdume W
mit dim(W) < dim(V). Wenn (v, w) = 0 ist fiir alle Vektoren v,w € V, dann hat ¢ die Nullmatrix
als darstellende Matrix, und da diese Diagonalform besitzt, sind wir fertig. Andernfalls gibt es wegen
der Polarisationsformel (Satz 5.7) aber einen Vektor vi € V mit g,(v1) = ¢(vi,v1) # 0. Auf dem
ein-dimensionalen Unterraum K -v; C V ist die Bilinearform ¢ nicht entartet. Nach Satz 5.4 a) gibt
es dann eine orthogonale direkte Summen-Zerlegung

V=K vi®v]

mit dim(vi{) = n—1. Nach Induktionsannahme gibt es also eine Basis va, ..., v,, € vi mit ¢(vg, v;) =0

fiir 2 < k < 1 < n. Da nach Konstruktion ¢(vy,v;) =0 fiir [ = 2,...,n, hat die Basis vy, vy, ..., v, die
gewiinschte Diagonalisierungseigenschaft. L]

Prézisierungen von Satz 5.8, denen wir uns jetzt zuwenden wollen, hingen vom Grundkorper K

ab.

Satz 5.9 (Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen, K = IR) Zu jeder reellen symme-
trischen n x n-Matriz G gibt es eine invertierbare reelle Matriz A € GL(n,IR) so, dass A'-G - A eine
Diagonalmatrixz ist, welche auf der Diagonale nur Eintrdige +£1 und 0 enthdlt:

]lp
A.G- A= — 1,
0

Beweis. Wegen Satz 5.8 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Matrix

g1
G:

9n

schon in Diagonalform vorliegt. Durch gleichzeitige Multiplikation von rechts und links mit Elemen-

tarmatrizen
1

1

kann man die Diagonaleintrége noch vertauschen. Danach kénnen wir

91>0,..59p >0, gpt1 <0, 9ptm <0, gpymy1 = ... =gn =0

annehmen. Dann definieren wir eine reelle invertierbare Diagonalmatrix A mit Diagonaleintrigen
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1 1 » 1
a; = —, @y = ——
V1 v 9p
p+1 1 p+m _ L
Upi] = —F———; s Gpim = ,
vV —9p+1 vV ~Y9p+m
+m+1
angerl = =a, =1
und finden
1,
Al.G- A= -1,,

0 [

Die Zahl p+m der Diagonaleintrige # 0 ist der Rang von G. Die Summe p+m ist also unabhéngig
von der gewéhlten Diagonalisierung von G stets gleich. Dies gilt aber auch fiir die Zahlen p und m
selbst:

Satz 5.10 (Sylvesterscher Trigheitssatz) Sei G eine symmetrische reelle n x n-Matriz. Dann
sind die Zahlen p der Fintrige = +1 und m der Fintrdge = —1 in einer Diagonalisierung von G nach
Satz 5.9 unabhdngig von der gewdhlten Diagonalisierung, nur abhdngig von der Matriz G selbst.

Beweis. Da p + m = Rang(G) unabhéngig von der Diagonalisierung ist, geniigt es zu zeigen, dass
etwa p nicht von der Diagonalisierung abhéngt. Seien also vy, ..., v, und wy, ..., w,, zwei Basen fiir V,
in denen die Bilinearform zu G die Gestalt aus Satz 5.9 hat. Und zwar sei:

in der Basis Anzahl der Eintrdge = +1 Anzahl der Eintrdge = —1
Vi, ey Vi D m

/ /
Wi, ..., Wp, p m

Falls nicht p = p’ und m = m/, dann nehmen wir 0.B.d.A. an dass p > p’ gelte. Wir betrachten die

Untervektorraume

Uy := span(vi, ..., Vp) dim(Uy) = p

U2 = Span(wpurh (XY Wn) dZm(UQ) =n i

p
Aus der Dimensionsformel folgt
dim(Uy NUy) > dim(Uy) + dim(Uy) —n=p—p > 1.

Der Durchschnitt U; NUs besteht also nicht nur aus dem Nullvektor. Fiir jeden Vektor 0 # v € Uy NU;
gilt aber
vi.G-v>0welvel; vi-G-v<0wel veU,

Damit haben wir einen Widerspruch zu p > p'. L]

Definition 5.9 Das Paar (p,m) heifit die Signatur der symmetrischen reellen Matriz G (bzw. der
zugehdrigen symmetrischen Bilinearform). Die Differenz p — m heifit Trigheitsindex.

Die Sétze 5.9 und 5.10 zusammen kénnen auch so formuliert werden: Seien G und H zwei symme-
trische reelle Matrizen, dann

existiert eine invertierbare
reelle Matrix A <= (G und H haben die gleiche Signatur
mit H =A"-G- A
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Die Zahl p kann auch interpretiert werden als die grofite Dimension eines Untervektorraums U C V
mit der Eigenschaft: fiir alle Vektoren 0 # u € U ist u’-G-u > 0. Analog kann man m charakterisieren.

Uber dem Korper € der komplexen Zahlen ist die Situation noch einfacher, weil man hier aus jeder
Zahl die Wurzel ziehen kann:

Satz 5.11 (Diagonalisierung symmetrischer Matrizen, K = C) Sei G eine symmetrische kom-
plexe n X n-Matrix vom Rang n. Dann existiert eine invertierbare n X n-Matriz A mit

1, 0O

t _ T

A G-A= ( 0 0 )

Der Beweis verlduft ganz wie der Beweis von Satz 5.9, nur dass wir keine Riicksicht darauf zu

nehmen brauchen, ob die Diagonal-Eintrige g, positiv oder negativ reell, oder komplex sind. Man
kann aus jeder komplexen Zahl eine komplexe Wurzel ziehen!

Aufgabe 5.6 a) Finden Sie die symmetrischen Bilinearformen zu den quadratischen Formen
glz,y) =2, 2®—y? 2wy, (v+y)
auf IR?.
b) Zeigen Sie: die quadratische Form
q(z,y) = az® + 2bzy + cy?
gehort genau dann zu einer nicht-entarteten symmetrischen Bilinearform, wenn
b’ # ac.

Aufgabe 5.7 Beziglich der Standardbasis des IR® sei eine Bilinearform b durch die Matriz

= o O
> O = O
O O =

gegeben. Man gebe eine Basis von IR® an, beziiglich der b Diagonalform hat.

Aufgabe 5.8 Seien

1 0 11 1 1
1 12 3 4

A= 1 , S = 13 6 10 € M(4x4,1R).
0 -1 1 4 10 20

Wieviel negative Eigenwerte hat 'SAS?
Aufgabe 5.9 Auf dem Vektorraum V aller Polynome P des Grades héchstens drei iber IR betrachten
wir die symmetrische Bilinearform

B(Pl, P2) = Pl(l)P2(2) + P (2)P2(1)

a) Bestimmen Sie den Unterraum Vo = {P € V| B(P,Q) =0 fir alle Q € V} von V.
b) Geben Sie eine beziiglich B orthogonale Basis von V an.

Aufgabe 5.10 Zeigen Sie: Fiir eine symmetrische Bilinearform ¢ auf IR"™ sind dquivalent:
1) Rang(p) < 2.
2) ¢ =S(f®g) mit f,g € V*.
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5.2.1 Definitheit

Definition 5.10 Fine symmetrische Bilinearform ¢ auf dem reellen Vektorraum V heifst

positiv definit falls  @(v,v) >0 fir alle0 #v € V

positiv semi-definit ~ falls (v, v) >0 fir alle veV

negativ definit falls  @(v,v) <0 fir alle0 #v € V

negativ semi-definit  falls @(v,v) <0 fir allev eV

indefinit falls @ weder positiv noch negativ semi-definit.

Die Form ¢ ist also genau dann positiv definit, wenn die Form —¢ negativ definit ist. Ist dim(V') =
n endlich und hat ¢ die Signatur (p, m), so ist ¢

positiv definit &S p=n

positiv semi-definit < m =0

negativ definit & m=n

negativ semi-definit < p=20

indefinit < p>0und m >0

Beispiel 5.20 Das euklidische Skalarprodukt (x.y) auf dem Zahlenraum IR"™ ist positiv definit. Die
Minkowski-Form auf R* hat die Signatur (3,1) und ist deswegen indefinit.

Fiir jede Matriz A ist die Matriz At - A symmetrisch und positiv semidefinit.

Istvy,...,vy, € R" ein System von Vektoren, so ist deren Gramsche Matriz < v;,v; > symmetrisch
und positiv semidefinit. Fir jeden Vektor x ist ja

k k k
xt (< v, vy >) x =< invi, ijvj- >=|| invi 2.
i=1 j=1 i=1

Satz 5.12 Es sei S € M(n x n,IR) symmetrisch.

a) S ist genau dann positiv (semi-) definit, wenn alle seine Eigenwerte \q,...,\, > 0 (bzw. > 0)
sind.

b) Ist S positiv definit, so ist es invertierbar und auch S~ ist positiv definit.

¢) Ist S positiv (semi-) definit, dann gibt es eine eindeutig bestimmte symmetrische positiv (semi-)
definite Wurzel R von S, d.h. eine Matriz R mit R?> = S.

Beweis. a) Nach Satz 4.34 a) (Hauptachsentransformation) gibt es eine orthogonale Matrix T so,
dass T~1ST = T'ST = D eine Diagonalmatrix ist. S ist genau dann positiv (semi-) definit, wenn D
dies ist. Und weil die Eigenwerte von S die Diagonalelemente von D sind, ist dies genau dann der Fall,
wenn alle \; > 0, bzw. > 0 sind.

b) Wenn S und damit D positiv definit ist, dann sind all A; > 0, die Matrix D ist invertierbar mit
der Inversen D! = diag(1/);). Diese ist positiv definit und damit auch S=! = TD~!T-1.

¢) Existenz: Wir definieren D'/2 := diag(y/X;). Dann ist D'/? positiv (semi-) definit mit (D'/?)? =
S. Wir setzen R := TDY?>T~'. Dann ist R symmetrisch positiv (semi-) definit mit

R? = (rDY?*17) . (1DY*17) = T(D'*DY*) 1™t = TDT ™ = S.

Eindeutigkeit: Die beiden symmetrischen Matrizen R und S sind diagonalisierbar. Wegen S = R?
kommutieren sie und sind nach Satz 4.42 simultan diagonalisierbar. Es gibt also Diagonalmatrizen
D=T71.5.-T =diag(\;) und C =T~ ! R-T = diag(p;) mit y; > 0. Aus S = R? folgt wie iiblich
D = C2. Fiir die Zahlen p; gibt es nur die Moglichkeit p; = +/A; (Wurzel > 0). Damit ist C' und dann
auch R eindeutig bestimmt. L]
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Beispiel 5.21 (Gegen-) Fiir jedes 0 # a € IR ist
0 1/a
Ri= < a O )
eine Matriz mit R?> = 1y. Aber fiir a # +1 ist R nicht symmetrisch und fiir a = +1 nicht definit.

Die Frage nach der Definitheit reeller symmetrischer Matrizen ist wichtig bei der Untersuchung
differenzierbarer Funktionen f(x!,...,2") mehrerer Variablen x'

sematric )
0
Hylw) = (a?gﬂ@)

ist eine symmetrische reelle Matrix. Wenn grad(f)[x] = 0, dann gilt:

, ..., ™ auf lokale Extrema. Die Hes-

H¢(x) positiv definit = x lokales Minimum fiir f,
H¢(x) negativ definit = x lokales Maximum fiir f,
H¢(x) indefinit = x weder lokales Max. noch Min. fir f.

Ein handliches Kriterium zum Erkennen der Eigenschaft 'positiv definit’ oder 'negativ definit’ ist
deswegen von beachtlichem praktischen Interesse.

Satz 5.13 (Haupt-Minoren-Kriterium, Hurwitz-Kriterium) FEs sei G eine reelle symmetrische
n X n-Matriz mit den linken oberen Untermatrizen

Gy = (k1)K i=1,..0-

Dann gilt
G positiv definit < det(G,) > 0 fir allev =1,...,n.

(Die Unterdeterminanten det(G,) heifsen Hauptminoren von G.)

Beweis. ,,=“: Die symmetrische v x v-Matrix G, definiert eine symmetrische quadratische Form
auf dem IR” C IR", der von den ersten v Basisvektoren aufgespannt wird, ndmlich

R’ >x—x'-G, - x.

Diese Form ist die Einschrankung der durch G definierten Form auf IR"™ und deswegen positiv definit.
Es geniigt also zu zeigen: Ist die symmetrische Matrix G positiv definit, dann gilt det(G) > 0.
Nach Satz 5.9 gibt es zu der positiv-definiten Matrix G aber eine invertierbare Matrix A so, dass

A.G-A=1.

Aus dem Determinanten-Multiplikations-Satz folgt daher

1

det(GQ) = Zet(A)?

> 0.

»<* (Induktion nach n): Da alle Hauptminoren von G,,_1 positiv sind, ist die Matrix G,,—1 positiv
definit nach Induktionsannahme. Wir bezeichnen mit U C IR"™ den Unterraum, der von den ersten
n — 1 Basisvektoren aufgespannt wird. Die eingeschriankte Form |U x U hat die Gramsche Matrix
Gp—_1, ist positiv definit und insbesondere nicht-entartet.
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Nach Satz 5.4 a) ist IR" = U @ U~ eine orthogonale direkte Summe. Wir gehen zu einer neuen
Basis des IR" iiber, indem wir den Vektor e, € IR"™ ersetzen durch einen erzeugenden Vektor €], von
U~. In dieser neuen Basis hat ¢ die Gramsche Matrix

Gno1]|0
G’:( Otl g).

Ist T die Ubergangsmatrix, so &ndert sich zwar det(G) in det(G') = det(T)? - det(G), aber das Vorzei-
chen der Determinante &ndert sich nicht. Also ist auch

det(G') = det(Gp—1) - g > 0.
Wegen det(G,,—1) > 0 folgt daraus g > 0. Dann ist fiir alle Vektoren v = (u,t-€),), ue U,t € R
4o(v) = qo(u) +*-g>0 falls v #0.
Also ist g, und damit die Matrix G positiv definit.

Beispiel 5.22 Zur symmetrischen (2 x 2)-Matriz
a b

gz, y) =a-22+2-b-ay+c- -yt

gehort die quadratische Form

Die Bedingung fiir Positiv-Definitheit ist
det(G1) = a > 0, det(G3) = ac — b* > 0.

Aus dieser Bedingung folgt fiir alle (z,y) # (0,0)

b b2
a-m2+2-b-my+c-y2:a-(x—kay)Q—i—(c—E)-yQ>0.

In 2.7 haben wir gezeigt, dass jede invertierbare n x n-Matrix eine LR-Zerlegung der Form A =
P-L- R mit einer Permutationsmatrix p, einer normierten unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen
Dreiecksmatrix R zulésst. Die Permutationsmatrix P tritt nicht auf, wenn bei der Umformung von A
in Zeilenstufenform keine Zeilenvertauschungen (Umformungen vom Typ I) notwendig sind. Bei positiv
definiten Matrizen sind Zeilenvertauschungen nicht notwendig. Mit Satz 5.13 ist dies ein Spezialfall
von

Satz 5.14 Fir eine n x n-Matriz A € GL(n, K) sind dquivalent:
a) Bei der Umformung von A in Zeilenstufenform werden keine Zeilenvertauschungen bendtigt.
b) Alle Hauptminoren det(A,), v =1,..,n — 1, sind # 0.

Beweis. a) = b): Weil keine Zeilenvertauschungen benétigt werden, kann man fiir v = 1,...,n
nacheinander die linken oberen Untermatrizen A, durch elementare Zeilenumformungen vom Typ III in
Dreiecksform R, iiberfithren, wobei von der v-ten Zeile immer nur Vielfache der vorhergehenden Zeilen
abgezogen werden. Weil mit A auch seine Dreiecksform R invertierbar ist, sind alle Unterdeterminanten
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det(R,) # 0. Bei Umformungen vom Typ III dndert sich die Determinante aber nicht. Dies zeigt
det(A,) = det(R,) # 0.

b) = a): Wir beweisen durch Induktion nach n: Wenn die Unterdeterminanten det(A;), ..., det(A,—1) #
0 sind, dann sind bei der Uberfithrung von A in obere Dreiecksform R keine Zeilenvertauschungen notig.
Der Induktionsanfang (n = 1) ist nicht der Rede wert. Nach Induktionsannahme kann man A4,,_; ohne
Zeilenvertauschungen in obere Dreiecksform R,,_1 iiberfithren. Wir wenden diese Umformungen auf A
an und erhalten eine Matrix

*
R, 1 *
*
Tn,1 Tnn—1 *
Weil det(R,,—1) # 0 ist, sind alle Diagonal-Elemente r,,,, # 0, v = 1,...,n — 1. Mit ihnen kann man
durch Umformungen vom Typ III die Eintrége ry, 1, ..., 7nn—1 auf Null bringen. L]

Damit ist Aussage a) des folgenden Satzes bewiesen.

Satz 5.15 FEs sei S eine positv definite, symmetrische, reelle n x n-Matrix.
a) Die Matriz S hat eine LR-Zerlegung S = L - R ohne Permutationsmatriz wie in Satz 2.50.
b) Die Matriz S hat eine Cholesky-Zerlegung

S=L-L
mit einer (i.a. nicht normierten) unteren Dreiecksmatriz L.

Beweis von b). Wir zerlegen die rechte obere Dreiecksmatix R in ein Produkt R = D - R, wo
D = diag(a;) eine Diagonalmatrix und R eine normierte rechte obere Dreiecksmatrix ist. Die Diago-
nalelemente a; von D sind die Diagonalelemente von R, deswegen ist diese Zerlegung eindeutig. Damit
ist auch die Zerlegung
S=L-D-R

eindeutig. Aus B
S=5"=({R)! DL

und der Eindeutigkeit folgt R = L, also
S=L-D-L"

Mit S ist auch D = L= S (L~1) positiv definit. Seine Diagonal-Elemente a; sind also alle > 0. Wir
schreiben

D = (DY?)? mit DY? = diag(\/a;).

Mit der unteren Dreiecksmatrix L - D/? erhalten wir die Cholesky-Zerlegung

S=(L-DY*)-(DY?. L") =(L-DY?) (L -DY?)". 0

Aufgabe 5.11 Es sei My(IR) der Vektorraum aller reellen 2 x 2-Matrizen. Fir A, B € Ms(IR) setze
man

F(A, B) := Spur(AB).

a) Man zeige, dass F eine symmetrische Bilinearform auf Ma(IR) ist.

87



b) Fiir die Basis

(10 (01 (00 (00
1_007 2_007 3_107 4_017

von M>(IR) berechne man die Matriz (F'(e;,ex))ik=1,.. 4
c) Man gebe eine Basis f1, fa, f3, fa von Ma(IR) an mit

F(fi,fr)=0 fir 1<i<k<4

und berechne die Werte F(f;, f;) firi=1,...,4.
d) Ist F positiv definit?

Aufgabe 5.12 Fir eine Matriz (aij)i<ij<n € Mp(IR) heifit Tr A := YL ai; die Spur von A (n €
IN).
a) Zeigen Sie: Die Abbildung

on : M, (R) x M,(R) — R, (A, B) — Tr(AB)

st eine symmetrische Bilinearform.

b) Sei S;F c M, (IR) der Untervektorraum von M,(IR), der aus den symmetrischen Matrizen (d.h.
den Matrizen A € M, (IR) mit A® = A) besteht, und S, C M,(IR) der Untervektorraum, der aus
den schiefsymmetrischen Matrizen (d.h. den Matrizen A € M,,(IR) mit A® = —A) besteht. Zeigen Sie:
M,(R) =S} &S, , und S, und S,, sind orthogonal bzgl. .

c) Zeigen Sie, dass die Beschrinkung von o, auf S;" positiv definit und die Beschrinkung von @, auf
S, negativ definit ist.

d) Bestimmen sie eine Orthonormalbasis von Sy bzgl. des Skalarprodukts, das man durch Beschrinkung
von py auf Sy erhilt.

e) Bestimmen Sie die Signatur von ¢y,

Aufgabe 5.13 Zeigen Sie, dass die Matrix

-2 1 0 0
1 -2 1
A= o € M(n xn,R)
1 -2 1
0 0O 1 =2

negativ definit ist.

Aufgabe 5.14 Zeigen Sie, dass die Matriz

1 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= 0 -1 3 -1 e M(4x4,IR)

0O 0 -1 4

positiv definit ist.
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Aufgabe 5.15 Zeigen Sie: Fiir eine symmetrische Bilinearform ¢ auf IR™ sind dquivalent:
1) Rang(p) < 2.
2) p=S(f®g) mit f,geV*.

Aufgabe 5.16 Berechnen Sie die Cholesky-Zerleqgungen der Matrizen

1 -1 0 4 2 4
-1 2 -1 und 2 2 3
0 -1 1 4 3 6

5.2.2 Die Weierstraf3sche Normalform

In diesem Abschnitt soll eine Normalform angegeben werden, auf die man komplexe symmetrische
Matrizen unter alleiniger Verwendung orthogonaler komplexer Transformationsmatrizen bringen kann.
Es ist eine Art von Analogon der Jordanschen Normalform fiir symmetrische Matrizen.

Wir verwenden das Standard-Skalarprodukt

n
(x,y) = Z Ty, X,y €C"
v=1
Dieses ist kein inneres Produkt, keine hermitesche Form. Der Nachteil ist, dass (x,x) = 0 sein kann,
ohne dass x = 0 ist. Solche Vektoren heifien isotrop. Ein Beispiel dafiir ist etwa der Vektor x = (1,1)! €
C?. Wegen dieser isotropen Vektoren funktioniert der Beweis der reellen Hauptachsentransformation
nicht im Komplexen. Wie iiblich nennen wir zwei Vektoren orthogonal, x L y, wenn (x,y) = 0.
Isotrope Vektoren sind zu sich selbst orthogonal.

Eine komplexe n x n-Matrix T heifit - genau wie im Reellen - orthogonal, wenn 7% - T = 1. Alle
diese Matrizen bilden die komplexe orthogonale Gruppe O(n,C). Man darf sie nicht mit der unitéren
Gruppe U (n) verwechseln.

Wir betrachten also eine komplexe symmetrische n x n-Matrix S.

Nach Satz 4.25 ist S ahnlich dhnlich zu einer direkten Matrix-Summe von Blocken S; der Grofie
r; X r; mit den charakteristischen Polynom (A — \;)", welche die lineare Abbildung mit Matrix S
auf den Hauptrdumen U; beschreiben. Mit Satz 5.5 wissen wir hier jetzt, dass diese Hauptrdume alle
orthogonal zueinander sind. Der Ubergang in eine Basis, welche der Zerlegung angepasst ist, kann
durch eine orthogonale Matrix erfolgen. Es gibt also ein T' € O(n, C) mit

S
T1.9.7T=Tt.5.7 = So

Wir brauchen uns also nur noch die Blocke S; anzuschauen. Deshalb betrachten wir jetzt folgende
Situation:

S ist eine symmetrische komplexe n x n-Matrix mit dem charakteristischen Polynom (\g — \)™.
Thr Minimalpolynom sei (Ag — \)™.

Wir méchten C" aufspalten in eine S-invariante orthogonale direkte Summe von Unterrdumen der
Dimension r;, auf welchen die durch S definierte lineare Abbildung das Minimalpolynom (Ag — \)™
hat. Nachdem wir von S zu S — \y1,, iibergehen, konnen wir A\g = 0 annehmen. Das Minimalpolynom
von S ist dann A\™. Deswegen ist S™ ! # 0, und es gibt einen Vektor v € C" mit (v, S™ ! .v) # 0.
Wir betrachten den Unterraum

m—1

V :=span(v,S-v,...,S V).
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Satz 5.16 AufV ist die Bilinearform ( , ) nicht entartet.

Beweis. Wir fixieren einen Vektor w = Ln;ol a,S*" - v # 0, wo also nicht alle a, = 0 sind. Wir
schreiben
m—1
Z a,u)‘u =\ p(A),
pn=0

wo A 0 < k < m — 1, die maximale \-Potenz ist, welche das Polynom L”;Ol ay A\ teilt. Damit ist

w = S¥.p(S)-v. Weil das Polynom p(\) nicht durch A teilbar ist, haben p(\) und A keine gemeinsame
Nullstelle. Nach Satz 4.22 gibt es Polynome f1(A) und fa(\) mit

P i) + A f2(A) = 1.

Hieraus folgt insbesondere p(0) - f1(0) = 1.
Jetzt setzen wir

g(N) = fi(A) - AT

und betrachten

(w,q(S)-v) = (5% -p(S)-v.q(5) V)

(8% p(S) - S™ 1. £1(S) - v, v)
(™1 p(S) - f1(S) v, v)
(S™ L (1, — S f2(9)) - v,v)

= (8™ 1.v,v)
# 0
Wegen
Sm=L.S. f,(S) = 0.
Daraus folgt, der Entartungsraum der Bilinearform ( , ) auf V enthélt nur den Vektor 0. (]

Mit Satz 5.4 a) sehen wir, dass €" = V @ V' eine orthogonale direkte Summe ist. Indem wir Satz
5.17 iterieren konnen wir beweisen:

Satz 5.17 Zu jeder komplexen symmetrischen n X n-Matriz S gibt es eine Matrix T € O(n,C) so,
dass

S
Tt.§.T — So

eine Block-Matriz aus symmetrischen r; X r;-Blocken S; mit einem Minimalpolynom (A; — X\)™ ist.

Die Jordan-Normalform des Blocks S; ist ein r; x r;-Jordanblock zum Eigenwert A;. Aus der Ein-
deutigkeit der JNF folgt, dass die Grofle r; der Blocke S; in Satz 5.18 und die zugehorigen Eigenwerte,
bis auf ihre Reihenfolge, durch die Matrix S eindeutig bestimmt sind.

Wir betrachten jetzt einen einzigen solchen Block.

Satz 5.18 FEs seien R und S zwei symmetrische komplexe n X n-Matrizen, beide mit dem einzigen

Eigenwert Ao und dem Minimalpolynom (Ao — \)"™. Dann gibt es eine Matrix T € O(n,C) mit R =
Tt.S-T.
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Beweis. Wir kénnen die beiden Matrizen ersetzen durch R — Agl,, bzw. S — A\p1,, und deswegen
0.B.d.A. \g = 0 annehmen und das Minimalpolynom beider Matrizen als \™ annehmen.

Weil S7~1 +£ () ist, folgt aus Satz 5.7 die Existenz eines Vektors v € C" mit < v,S" 1 - v > 0.
Dieser ist ein Hauptvektor der Stufe n fiir S und seine Bilder v, S -v, ..., S"~! v bilden eine Basis des
C". Fiir ¢,j =0, ...,n — 1 definieren wir

it =< v,8H vy >=< 8. v, 8 v >,

Dann ist die Matrix der Skalarprodukte unserer Basisvektoren

ap al e Qp—1
R I 0
((S v, 3 V))z’,j:O,...,nfl : . :
Ap—1 0 0

mit a,_1 # 0. Diese Matrix ist also invertierbar und es gibt einen Vektor b = (by,...,b,_1)" € C"
derart, dass

ayp a1 (p—1 bo 1
al 0 .
an—1 0 0 bn— 1 1
Das heifit also
n—1-—1

> aipwb, =1 firi=0,..,n—1
v=0

Insbesondere ist by # 0.
Das Polynom p(x) = Zﬁ;& byx¥ hat also einen Anfangskoeffizienten by # 0. Nach dem unten
folgenden Lemma gibt es deswegen ein Polynom ¢(x) = Zﬁ;é ¢,z mit p = ¢ modulo z", d.h.,

¢*(z) = p(z) + z"r(x) mit einem Polynom 7.

Wir betrachten den Vektor )
ne
v = Z c, S v
v=0
und seine Bildvektoren S - v/, ..., S"~!.v’. Deren Skalarprodukte sind

(§'-v, 57 .v) = (vV,58 .V

n—1 n—1
= (Z c, 8" v, 8. Z c,SY V)
v=0 v=0

n—1
= ((Z c,,S”)2 v, St V)
v=0
n—1 o
= Db (v, ST V)
v=0

n—1
= Z buai—i-j—i-u
v=0

_ 0 falls i4+5>n
- 1 falls i+j<n
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Die Matrix der Skalarprodukte (S®-v’,S7 - v') ist also

11 1
1 0
10 0

Insbesondere sind die Vektoren v/, S - v/, ..., S"~! . v/ linear unabhingig und bilden eine Basis des C".
Mit dem gleichen Argument findet man eine Basis w/, R - w/, ..., R"~! - w/, deren Vektoren genau
die gleiche Matrix der Skalarprodukte (R’ -w’, R7 - w') besitzen. Dann ist die durch

/ / / / — ’ _ ’
vVew. S veR-w,. . 8" VR w

definierte lineare Abbildung orthogonal und hat eine darstellende Matrix T' € O(n, C). Die Matrix
T'-R-T=T71'-R-T bildet

v o w - R-w — SV
S-v R-w — Rw — S2.v
Snfl v o= Rnfl W= 0
ab, genau wie die Matrix S. Es folgt
T"-R-T=5. O

Satz 5.19 (Lemma) Es sei p(xz) = >, _ob,z” ein Polynom mit p(0) = by # 0. Dann gibt es ein
Polynom q =>"7_, c,x¥ und ein Polynom r mit

() = plz) + 2" - r(z).

Beweis (Induktion nach n): Beim Induktionsanfang n = 0 ist p = by # 0 konstant, und wir konnen
fiir ¢ das konstante Polynom cg := /by wihlen.
Induktionsschluss. Die Aussage sei fiir Polynome p,—1 vom Grad n — 1 bewiesen. Wir betrachten

p(z) =0bo+ ...+ by_12" L + b = Prn—1(x) + bpz™.
Nach Induktionsannahme gibt es ein Polynom ¢, 1 derart, dass
Gn1(x) = pn_i1(z) + 2" - 7(2) = ppor (@) + 2" - (ro + ).
Wir setzen an g,(x) = ¢p—1(z) + cpa™. Damit wird
G (@) = po—r(@) + 2" (ro + ..) + 2+ gn1(2) - coz”™ + "

Wegen ¢y = /by # 0 koénnen wir

bn —To
Cp = ————
" 200

setzen und haben damit die behauptete Gleichung bis zum Grad n. L]
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Satz 5.20 (Weierstraf3) Es seien R und S zwei symmetrische komplexe n x n-Matrizen. Die Matrix
R sei invertierbar. Dann gibt es eine invertierbare komplexe Matriz T so, dass

R1 Sl
T"-R-T = , TS T = _
Ry, Sk
Blockmatrizen sind mit r; x r;-Blocken R; und S; der Form
00 0 0 01 o .. .. 0 1 XN
00 0 0 10 1 XN 0
R — 0 0 O 00 S =

00 0 00 0 1
01 0 0 00

1 )‘2 :
1o 0 000 A0 .o .. .0

Beweis. Weil R invertierbar ist, gibt es nach Satz 5.11 eine Transformationsmatrix 1" derart, dass
T'-R-T = 1,. Wir nehmen deshalb 0.B.d.A gleich R = 1,, an. Ohne die Form von R zu #ndern
konnen wir jetzt die Matrix S noch mit orthogonalen Matrizen transformieren. Satz 5.18 zeigt, dass
wir damit S auf eine Blockform bringen kénnen, deren r; x r;-Blécke das Minimalpolynom (A; — )™
haben, und alle Blocke mit diesem Minimalpolynom sind nach Satz 5.19 orthogonal dquivalent.

Wir brauchen die Aussage nur noch fiir die genannten Teilblocke R = R; = 1,,, S = S; zu zeigen.
Durch invertierbare r; x r;-Matrizen T dndern wir sie ab in

- 1-7 und T!-S-T.

Dabei dndern sich natiirlich Eigenwerte und das Minimalpolynom von R und S. Die entscheidende
Bemerkung ist: Das Minimalpolynom von S - R~! #ndert sich nicht. In der Tat, die Matrix S - R™!
wird verdndert in

(rt-s-7)-(r*-rR-T)y =187 T .R' . (TH =Tt SR (T
Insbesondere fiir die im Satz angegebenen Blocke ist
A1
S;-R'=8-R'=

1
by

ein Jordan-Block. Wir bringen jetzt R auf die Form R, = T* - R; - T = 1,,. Dabei geht S; iiber in
eine symmetrische Matrix S/, so, dass S = S/ - (R!)~! #hnlich zum Jordan-Block S; - R; ' mit dem
Eigenwert \; ist. Hierbei kann dieser Eigenwert beliebig vorgegeben werden. Dies zeigt, dass je zwei
Blocke R, S simultan &hnlich zu R;, S; sind. L]

Aufgabe 5.17 Finden Sie die WeierstrafS-Normalform des Matrizenpaares

2 01 1 15 3 -5
0 4 1 -4 54 3 0
k= 1 1 0 0 5= 3 3 2 -1
1 -4 0 4 -5 0 -1 —4
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Aufgabe 5.18 Zeigen Sie: Die n x n-Matrix

hat das charakteristische Polynom

(A2 —1)m falls n = 2m gerade,
(1 =N\ —=1)™ falls n=2m+ 1 ungerade

5.3 Quadriken

Heir sei zundchst K ein beliebiger Koérper, iiber den wir nur 1/2 € K voraussetzen wollen.
Definition 5.11 Fine Quadrik im affinen Raum K™ ist eine Teilmenge Q C K", welche durch Po-
lynome

n
vom Grad 2 : Zak,l:ckxl und vom Grad 1: Z bz”
k<l k=1

und eine Konstante ¢ € K beschrieben werden kann:
Q={xeK": Zak71$k$l +Zbkazk +c=0}

Die Koeffizienten aj; wollen wir zu einer quadratischen n x n-Matrix A zusammenfassen. Dann
ist der quadratische Anteil der obigen Gleichung

Z ak,lxkxl =x'-A-x
k,l

die quadratische Form zur Bilinearform mit Matrix A.
Diese Matrix A braucht zunéichst nicht symmetrisch zu sein. Aber wegen

x'A-x=x-A-x)t=x"A"x
ist
x-Ax=x"5-x

mit der symmetrischen Matrix S = (A + A')/2. Wir kénnen (und wollen) deswegen immmer A = S
symmetrisch annehmen.

Den linearen Anteil 3" byz* konnen wir als Matrix-Vektorprodukt mit dem Zeilenvektor bt = (by)*
auffassen. Dabei ist es rechentechnisch vorteilhaft, einen Faktor 2 vorwegzunehmen. Dann sieht unsere
Quadrikengleichung in Matrizenform also so aus:

x\-A-x+2bt-x+c=0.
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Definition 5.12 Wir nennen die Matriz A die Koeflizientenmatrix und die symmetrische (n + 1) x

(n + 1)-Matriz
;. A b
' ( bl ¢

die erweiterte (oder gerdnderte) Koeffizientenmatrix.

Mit dieser erweiterten Koeffizientenmatrix konnen wir die Gleichung der Quadrik etwas kompri-
mierter schreiben, wenn wir noch einen erweiterten Vektor

Xl.:<X>GKn+1
’ 1

(X')t-A’-x’:(xt,l)'< 40P >-<X>:xt-A-x+2bt-X+C=0-

einfithren. Die Gleichung ist ndmlich

bt ¢ 1

Definition 5.13 Es seien A € M(n x n,IK) symmetrisch, b € K™ und ¢ € K, sowie A" € M(n+1 x
n+ 1, K) die damit definierte erweiterte Koeffizientenmatriz. Ist

so heifst
Q={xeK":q(x)=0}cC K"

die durch q definierte Quadrik.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Klassifikation der Quadriken. Das bedeutet Folgendes: Durch
eine geeignete Transformation x = F(y) wollen wir die Gleichung ¢(x) = 0 der Quadrik @ auf eine
moglichst einfache Form bringen. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist eine Parabel, in Koordinaten (z1, x2)
etwa

1‘% 4+ 2b1x1 + 2bsxo +c =0, by 7é 0.

Mit der quadratischen Ergénzung 31 := x1 + b1 wird daraus
y%+2b2x2—|—c—b% =0,
und mit

c—b?
2by

Yo = —2by - (22 +

)

schlieBlich
Y2 = y%
Das sieht doch ganz manierlich aus, wir kennen die Gleichung aus dem Gymnasium.
So schon das schliefllich auch funktionieren wird, es gibt zwei etwas unangenehmere Details. Wir
miissen verschiedene Dinge unterscheiden, und uns iiberlegen, was wir eigentlich wollen:
1) Wir miissen zwischen der transformierten Quadrik F(Q) und der transformierten Gleichung
unterscheiden, denn

FQ) ={Fx):xeQt={yecK": F(y)eQ}={y e K": ¢(F'(y)) =0}
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wiirde die Quadrik transformieren. Wenn wir dagegen die Gleichung transformieren, dann wird aus Q
die Quadrik
{yeK": q(F(y) =0t ={ye K": F(y) € Q} = F1(Q).

Es sollen zusétzlich noch Skalierungen der Gleichung mit 0 # o € K erlaubt sein, welche nur die
Gleichung und nicht die Quadrik

Q={xeK":q(x)=0}={xe K": a-q(x) =}

dndern.

d) Wir miissen uns genau iiberlegen, welche Art von Transformationen F' wir verwenden wollen.
Das oben kurz vorgestellte Beispiel der Parabel zeigt, dass wir um Translationen nicht herumkommen
werden. Wir kénnten also im IR" z.B. die Bewegungen

y=Fx)=t+U-x, teR",U € O(n)
aus Abschnitt 2.1 verwenden. Vorher wollen wir allerdings erst noch etwas Allgemeineres probieren.

Definition 5.14 Fine Abbildung F : K™ — K" heif§it affin, bzw. eine Affinitdit, wenn es einen Trans-
lationsvektor t € R™ und eine invertierbare n x n-Matriz C' € GL(n, K) gibt so, dass

Fx)=t+C-x.

Wahrscheinlich heifien diese Abbildungen so, weil sie affine Unterrdume (Losungsriaume eines nicht
notwendig homogenen linearen Gleichungssystems) wieder auf affine Unterrdume abbilden. (Oder ist
es umgekehrt?)

Sowohl die Bewegungen, als auch die Affinitdten bilden beziiglich Hintereinanderschaltung eine
Gruppe. Fiir K = IR ist die Gruppe B der Bewegungen eine Untergruppe der Gruppe A der Affinitaten.
Beide definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller durch

Q~Q « Q=FQ)

mit F € A, bzw € B. Wir suchen in jeder dieser Aquivalenzklassen einen (einzigen) moglichst einfachen
Repréasentanten

5.3.1 Die affine Normalform
Wir transformieren die Quadrik
Q:x" A-x+2bl - x+¢=0

unter einer affinen Transformation
x=C-y+t.
Die transformierte Gleichung ist dann
x'-A-x+2bt-x+¢
(Cy+t)'-A- (Cy+t)+2b" - (Cy+t)+c
= y' - (C'AC) -y +2(At + b)'C - y + t' At + 2b't + ¢
0.
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Das ziemlich untiibersichtliche Resultat unserer Rechnung wird etwas iibersichtlicher wenn wir uns
die erweiterte Koeffizientenmatrix der transformierten Quadrik ansehen. Das ist die Matrix

C'AC  CY(At+D)
(At +b)tC d

mit
d =t At + 2b't + .

() ) (6

Definition 5.15 Die erweiterte Matrixz zur affinen Transformation

Es ist eine Produktmatrix

F:t+C-x

/._ Ct
(5 )

Sie heif$t so, weil fiir die erweiterten Vektoren x' und 'y’ zu x und'y = F(x) gilt

ist die (n+ 1) x (n+ 1)-Matriz

y/ :CI'XI.

In der obigen Produktmatrix wurde die erweiterte Koeffizientenmatrix A’ der Quadrik von rechts
mit der erweiterten Matrix C’ fiir die affine Transformation F multipliziert, und von links mit deren
Transponierter. Mit C' ist auch C” invertierbar. Insbesondere finden wir: Bei einer affinen Transforma-
tion der Quadrik @ bleiben Rang (und Signatur wenn K = IR) der eigentlichen Koeffizientenmatrix
A, sowie auch der erweiterten Koeffizientenmatrix A’ unverindert. Weil A" aus A durch Anfiigen einer
Zeile und einer Spalte entsteht, gilt

Rang(A) < Rang(A’) < Rang(A) + 2.

Unser Ziel ist es, die Gleichung einer Quadrik, durch affine Transformationen auf eine moglichst
einfache Normalform zu bringen. Wenn wir von solchen Normalformen einen Katalog aufstellen kénnen,
dann haben wir die Quadriken in Bezug auf affine Transformationen klassifiziert.

Nun transformierte sich die Koeffizientenmatrix A genau wie die Matrix einer symmetrischen
Bilinearform unter der linearen Transformation mit Matrix C. Nach Satz 5.8 gibt es eine solche Matrix
C derart, dass die transformierte Koeffizientenmatrix

ai

A=C'AC =
an
eine Diagonalmatrix ist. (Uber K = IR ist dies nach Satz 4.34 (Hauptachsentransformation) auch mit

einer orthogonalen Matrix zu erreichen). An der Diagonalmatrix kénnen wir den Rang von A und die
Signatur dieser Matrix ablesen.
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Ist der Rang von A maximal = n, so kann man den linearen Anteil 2b’ - x ratzeputz wegtransfor-
mieren: Dazu schauen wir uns das Resultat einer reinen Translation

x=y+t

an. Es ist

(y+t) - A-(y+t)+2b - (y+t)+c=y" - A-y+2(At +b)" -y + const = 0.
Wenn A invertierbar ist, konnen wir
t:=—A"1Db
wéahlen, und der transformierte lineare Anteil ist = 0.

Definition 5.16 Fine Quadrik Q) heifst Mittelpunktsquadrik, wenn es einen Punkt m gibt, so, dass
Q bei der Punktspiegelung an m

X —m— (x —m)

in sich ibergeht

Beispiel 5.23 Fine Quadrik mit invertierbarer Koeffizientenatriz A hat einen Mittelpunkt (i.A. liegt
der nicht auf @ !), in Bezug auf den sie punktsymmetrisch ist. Nach der Transformation, wenn die
Quadrikengleichung in der Form

yt . /I . y _|- Cc = 0
vorliegt, ist das der Nullpunkt, davor also der Punkt x = —t = A~ . b.

Leider gibt es auch den Fall, dass A nicht den maximalen Rang hat. Dann wird das Leben kom-
pliziert. Nehmen wir an, wir héitten A in eine Diagonalform

aq

Ay

BN
Il

0

mit n—r > 0 Nullen auf der Diagonale transformiert. Die r Eintrage aq, ..., a, # 0 kann man benutzen,
um dhnlich wie gerade, die ersten r Eintrédge des Vektors b loszuwerden. Danach haben wir einen Vektor
b = (0,b’) mit b’ € K™ " und ie Quadrikengleichung sieht dann so aus:

T

Zak(xk)2+ Z brz® 4+ ¢ = 0.

k=1 k=r+1

Wenn es das Schicksal so will, sind auch die iibrig gebliebenen by alle = 0, und wir sind fertig:

T

Z ar(z®)? +c=0.

k=1
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Hieraus liest man ab:

Rang(A’) = Rang(A) =r falls c =0, Rang(A’) = Rang(A) + 1 falls ¢ # 0.

L — | = 2" = 0 eine lineare Trans-

Oder das ist nicht der Fall. Dann kénnen wir im Unterraum x
formation durchfiihren, die die Linearform x — b’ - x auf die Linearform x — e - x transformiert.

Die Quadrikengleichung wird
T
Z ap(z®)? + 2" 4 e=0.
k=1

r+1

Und wenn wir schlieBlich noch z"+! durch 2"*! + ¢ ersetzen (Translation), so nimmt die Gleichung

folgende Form an:
T
> ap(zF)? 4+ 2" = 0.
k=1

Deren erweiterte Koeffizientenmatrix ist

ai

Daraus liest man ab:
Rang(A") = r + 2 = Rang(A) + 2.

Fassen wir zusammen:

Satz 5.21 (Affine Normalform) Die Gleichung einer Quadrik kann durch eine affine Transforma-
tion entweder auf eine Form ohne linearen Anteil
T
Zak(ﬂ:k)z—l—c:() Fall 1)
k=1

oder auf die Form

Z ap(z®)? + 2" =0 Fall 2)
k=1

gebracht werden. Hat die Koeffizientenmatriz A den Maximalrang n, so liegt der erste Fall vor. Hat
die Matriz A einen Rang r < n, so hdngt die Situation vom Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz
A’ ab:

Rang(A") =r Fall1), ¢=0,

Rang(A"y=r+1 Falll), ¢#0,

Rang(A') =r+2 Fall 2).

Wie die Diagonaleintrige aj # 0 weiter transformiert werden kénnen, hangt vom Grundkorper ab.
Uber € konnen sie alle auf 0 oder 1 normalisiert werden. Das ist aber nicht der geometrisch interes-
santeste Fall, der ist K = IR. In dem Fall kénnen wir die Diagonaleintrige # 0 auf £1 normalisieren.
In der folgenden Tabelle sind die Normalformen reeller Quadriken im IR"™ fiir n < 3 zusammengestellt,
die man auf diese Weise bekommt. Wir orientieren uns dabei primér an der Signatur Sign(A) der
Koeffizientenmatrix A. Allerdings kann man jede Gleichung mit —1 durchmultiplizieren, das &ndert
die Signatur, aber nicht die Quadrik. Zwei Gleichungen, die sich so unterscheiden, geben wir nicht
zweimal an. Auflerdem nehmen wir immer an, dass Rang(A) > 0 ist, weil es sich sonst nicht um die
Gleichung einer Quadrik handelt. Die Koordinaten werden x, ¥, z genannt.
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n | Rg(A) Sign(A) Rg(A") Sign(A’) | Gleichung Quadrik
1 1 (1,0) 2 (2,0) |[2*2+1=0 0
2 (1,1) |22-1=0 zwei Punkte
1 (1,0) |22=0 ein Punkt
2] 2 (2,0) 3 (3,00 [22+42+1=0 0
3 (2,1) |224+92-1=0 Kreis
2 (2,0) |22+y*=0 Punkt
(1,1) 3 (2,1) |22—92+1=0 Hyperbel
2 (1,1) |22 —4%2=0 schneidendes Geradenpaar
1 (1,0) 3 (2,1) |22 +y= Parabel
2 (2,0) |2*+1= 0
2 (1,1) |22-1=0 paralleles Geradenpaar
1 (1,0) |22=0 Gerade
3] 3 (3,0) 4 (4,0) |2*+y*+22+1=010
4 (3,1) | 2?2 +9?>+ 22 —1=0 | Sphire
3 (3,0) |22 4+9y2+22=0 Punkt
(2,1) 4 (3,1) |22 +9y%— 22+ 1 =0 | zweischaliges Hyperboloid
4 (2,2) |22 +9y%— 22— 1=0 einschaliges Hyperboloid
3 (2,1) |22 4+9%2-22=0 Kegel
2 (2,0) 4 (3,1) |22 4+9?>—2=0 Paraboloid
3 (3,00 |22 +42+1=0 0
3 (2,1) |224+42-1=0 Kreiszylinder
2 (2,0) |22+9*>=0 Gerade
(1,1) 4 (2,2) |22 -9 +2=0 Sattelfldche
3 (2,1) |22 —y*2+1=0 hyperbolischer Zylinder
2 (1,1) |22 —9%>=0 schneidendes Ebenenpaar
1 (1,0) 3 (2,1) |22 4+y=0 parabolischer Zylinder
2 (2,0) |22+1=0 0
(1,1) 22—-1=0 paralleles Ebenenpaar
1 (1,0) |[22=0 Ebene

Das ist doch eine recht eindrucksvolle Tabelle: in einer Dimension drei, in zwei Dimensionen neun,
in drei Dimensionen 17 Félle. Alle diese Normalformen kann man alleine durch den Rang und Index
der Koeflizientenmatrix und der gerdnderten Matrix unterscheiden kann. Natiirlich sind viele Fille
Entartungsfille:

Definition 5.17 Fine Quadrik ) heif$t nicht-entartet, wenn die erweiterte Koeffizientenmatrixz in-
vertierbar ist.

Lassen wir die leeren Mengen beiseite, so gibt es also die folgenden nicht-entarteten Quadriken
(die in obiger Tabelle dadurch hervorgehoben sind, dass Rang(A’) fett gedruckt wurde):
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n | Quadrik

1 | zwei Punkte

2 | Kreis
Hyperbel
Parabel

3 | Sphére

zweischaliges Hyperboloid
einschaliges Hyperboloid
Paraboloid

Sattelfliche

Definition 5.18 Fine Quadrik Q in der affinen Ebene K? heifit Kegelschnitt.

Kegelschnitte (natiirlich im Reellen) haben schon die alten Griechen gekannt und ausgiebig unter-
sucht. Sie haben sie definiert als den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene, daher der Name.

Den Durchschnitt einer Quadrik
x'-A-x+2bl - x+¢=0
mit einer Geraden berechnet man, indem man die Parametrisierung der Geraden
Xx=v+sw, se€K,
in die Quadrikengleichung einsetzt:
(v+sw)-A-(v+sw)+2b' - (v+sw)+c
= VvIAV+ 2viAwW - s + w'Aw - 2 + 2blv + 2blw - s + ¢
= 0.

Das ist eine quadratische Gleichung in s. Natiirlich kann es passieren, dass der Koeffizient bei s?
verschwindet, und sich der Grad der Gleichung erniedrigt. Aber i.A. ist es eine echte quadratische
Gleichung in s. Die braucht keine reellen Lésungen zu haben, dann schneidet die Gerade die Quadrik
nicht. Oder sie hat zwei reelle Losungen, dann schneidet die Gerade die Quadrik in zwei Punkten, oder
die beiden reellen Losungen fallen zusammen, dann beriihrt die Gerade die Quadrik in einem Punkt,
und heifit Tangente.

Aufgabe 5.19 a) Bestimmen Sie eine invertierbare 3 X 3-Matriz M mit reellen Koeffizienten und
einen Vektor b € IR? so, dass die quadratische Gleichung

Pty taztyrtrty+a=1
mit den Variablen x,y,z die Form
au? + Bv? +yw? = p mit o, 3,7y, p € R

erhdlt, falls man (x,y,z) durch (u,v,w) - M + b ersetzt.
b) Um welche Quadrik handelt es sich unter a)?

Aufgabe 5.20 Man bestimme alle in
{x € R3|2? — 23 — 22 + 22023 + 621 + 225 +1 =0}
enthaltenen Geraden durch (—1,2,2).
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5.3.2 Die euklidische Normalform

Eine Quadrik @ C IR™ ist jetzt natiirlich genau dasselbe, wie in 5.3.1. Der ganze Unterschied ist,
dass wir nicht mehr beliebige affine Transformationen benutzen kénnen, um sie in eine Normalform
zu transformieren, sondern nur Bewegungen. Die Normalform einer Quadrik, die dabei herauskommt,
heiflt deren metrische, oder euklidische Normalform.

Betrachten wir eine Quadrik mit erweiterter Koeflizientenmatrix

, [ A b
(7

und gehen wir die Transformationen in 5.3.1, Beweis von Satz 5.22 nochmal durch:

)

4)

Als erstes wurde die Koeffizientenmatrix A mit Satz 5.8 durch eine lineare Transformation in
Diagonalform transformiert. Wir kénnen aber auch Satz 4.34 (Hauptachsentransformation) ver-
wenden, und dasselbe mit einer orthogonalen Transformation erreichen. Ganz genau dasselbe
natiirlich nicht: Durch lineare Transformationen bekommt man eine Diagonalmatrix mit den
Eintrégen £1 und 0. Nach einer orthogonalen Transformation stehen auf der Diagonale die Ei-
genwerte von A. Die Anzahlen der positiven, negativen, oder Null-Eintrége sind dieselben, wie
in der affinen Normalform, den Wert der Eintrige a; # 0 kénnen wir jetzt aber nicht mehr auf
41 normieren.

Durch eine Translation kénnen wir, ganz genau so wie in 5.3.1 die Gleichung der Quadrik in eine

Form
T

Z an(zF)? + Z bra® + ¢ =0

k=1 k=r+1

transformieren.

Durch eine orthogonale Transformation kann man jetzt die Linearform b! - x nicht mehr auf
el - x transformieren, sondern nur noch auf
x—b-el  cx=0b-2""" mit b=|b].

Wenn b # 0 ist, kann man die Gleichung natiirlich durch b teilen, und damit diese Konstante
auf 1 normieren.

Wenn b # 0 ist, kann man durch eine abschlieBende Translation 7! +— 2" —c/bnoch ba" ! +c
in bz *! transformieren.

Satz 5.22 (Metrische Normalform) Die Gleichung einer Quadrik Q C IR™ kann durch eine Be-
wegung entweder auf eine Form ohne linearen Anteil

T
Z ak(ack)2 +c¢=0
k=1

oder auf eine Form

T
> ap(@F)? + b2t =0
k=1

gebracht werden. Die maoglichen Fille hingen wie in Satz 5.22 von der Beziehung zwischen dem Rang
der Koeffizientenmatriz A und dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz A’ ab.
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Es lohnt sich natiirlich nicht, fiir alle 29 Fille aus der Tabelle bei Satz 5.22 nochmal die metrische
Normalform hinzuschreiben. Es sollen diese Normalformen nur fiir die nichtentarteten, nichtleeren
Quadriken in Dimension zwei und drei angegeben werden. Dabei schreiben wir eine reelle Zahl > 0
als Quadrat a2, a € IR, eine Zahl < 0 als —a?, a € IR. Weil man die Gleichung mit einer beliebigen
Konstante % 0 durchmultiplizieren darf, kann man das konstante Glied, wenn vorhanden, immer auf
1 normieren.

n | Sign(A) Sign(A’) | Gleichung Quadrik
22y .
21 (2,0 (2,1) o) + i 1 Ellipse
2 2
, 1) (2,1) x_Q - Z—Q =1 Hyperbel
a
1,0) (2,1) |y=p-a? Parabel
2 2 2
31 (3,0 (3,1 | =+ o) +— =1 | Ellipsoid
a c
2 2 2
2,1 3,1 r + L — zweischaliges Hyperboloid
2 T2 2
a c
2 2 2
(2,1) (2,2) 56—2 + Z—Z Z—2 =1 | einschaliges Hyperboloid
“ §
(2,0) (3,1) |z= :U_2 + Z—Q Paraboloid
a
2 2
(1,1) (2,2) |z= x_2 - Z_Q Sattelfléiche
a

Die Achsen eines Koordinatensystems, in dem die Quadrik () eine der angegebenen Normalformen
annimmt, heiflen die Hauptachsen der Quadrik. Daher kommt iiberhaupt der Name Hauptachsen-
transformation. Thre Richtungen sind die Richtungen der Eigenvektoren der symmetrischen Matrix A.
Manchmal nennt man auch die Linge, welche die Quadrik auf einer dieser Achsen ausschneidet, die
Hauptachse. Ist A > 0 der Eigenwert zum Eigenvektor in Richtung einer dieser Achsen, und ist die
Konstante in der Gleichung auf 1 normiert, so ist diese Strecke

1
a=—.
VA

Eine Bewegung bildet eine Ellipse mit den Hauptachsen a und b immer auf eine Ellipse mit densel-
ben Hauptachsen a und b ab. Und die Bewegung fiihrt auch die Richtungen der Hauptachsen ineinander
iiber. Bei einer affinen Transformation ist das nicht so. So ist etwa das Bild des Kreises

x2+y2:1

unter der affinen Transformation
E=a-z,n="0-y,
die Ellipse
2 2

STy

a b2
So sieht man: Jede FEllipse ist das affine Bild eines Kreises. Das kann man ausnutzen, um Aussagen
fiir Ellipsen zu beweisen. Etwa: Eine Gerade schneidet eine Ellipse in zwei Punkten, in einem Punkt
(und beriihrt sie dann), oder iiberhaupt nicht. Oder: Durch einen Punkt p aulerhalb einer Ellipse gibt
es zwei Tangenten an diese Ellipse.
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Aufgabe 5.21 Im IR® mit dem iblichen Skalarprodukt sei E das Ellipsoid, das durch die Gleichung

B () ()

definiert ist. Man berechne die Hauptachsen der Ellipse, die als Schnitt der Ebene x —y + 2z = 0 mit
dem FEllpisoid E entsteht.

Aufgabe 5.22 Man transformiere folgende Kurve zweiter Ordnung im IR? auf ihre euklidische Nor-
malform:
{x € R?| 227 — 2z129 + 223 + 221 — 329 — 5 = 0}.

Aufgabe 5.23 Sei

5 5 3 1 1
Q= {(z,y,2) € R?| Exz +y? + 1—622 I TRt T 5E = 0}.
a) Man zeige, dass Q ein Ellipsoid ist, und bestimme dessen Mittelpunkt und Hauptachsen.
b) Man gebe eine affine Abbildung f : R® — IR3 an, so dass f eine Bijektion der Einheitssphire

52 ={(z,y,2) € R*| 22 + % + 22 = 1} auf Q induziert.

Aufgabe 5.24 Man zeige, dass durch die Gleichung
5% — 2xy +5y° + 10z —2y —6 =0

im IR? eine Ellipse definiert ist. Ferner bestimme man ihren Mittelpunkt, ihre Hauptachsen, die Linge
der Achsenabschnitte und skizziere die Ellipse.

Aufgabe 5.25 Seiendy,ds,...,d, € R echt positive Zahlen, und sei E das Ellipsoid E = {(x1,...,x,) €
R"| Yoy iz} = 1}.

a) Man zeige: {tx|x € E,t € R} =IR". Man zeige: v € E genau dann, wenn —x € E.

b) Sei A = A € M,,(R) und z'Ax = 0 fiir alle x € R™ (x aufgefasst als Spaltenvektor). Man zeige
A=0.

c) Sei A : IR" — IR" eine bijektive affine Abbildung mit A(x) = Bx + ¢ und B € M,(R), z,c
Spaltenvektoren. Es gelte A(E) = E. Man zeige, dass dann ¢ = 0 ist und dass ' BDB = D gilt, wobei
D die Diagonalmatriz D = (d;d;;) ist.

Aufgabe 5.26 Gegeben sei die Matrix

7 0 3
C=10 -2 0
3 0 -1

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, die zugehirigen Eigenrdume und ON-Basen in den Eigenrdumen.
b) Geben Sie eine orthogonale Matriz an, die C diagonalisiert.
1
c) Fir einen Vektor x = | x9 bezeichne xt den zugehorigen Zeilenvektor. Geben Sie an, welches
3
geometrische Gebilde die Quadrik

Q:={z|rcR? 2'Cx =1}
darstellt (Skizzel).
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Aufgabe 5.27 Im euklidischen IR? seien zwei Geraden g1 und go gegeben:

1 0 0
g=R| 1|, =0 |+R]| 1
0 1 1

E sei die Ebene durch 0, die senkrecht zu go ist.
a) Berechnen Sie fiir einen Punkt (py1,p2, p3)t € R? seinen Abstand von gs.
b) Zeigen Sie, dass
Q = {(p1.p2,p3)" € IR?| pi + 2p1p2 — 2paps — p3 + 2p2 — 2p3 + 1 = 0}

die Menge der Punkte des IR? ist, die von g1 und go denselben Abstand haben. Wie lautet die affine
Normalform und die geometrische Bezeichnung der Quadrik Q¢ Begriinden Sie Ihre Antwort.

c) Der Schnitt der Quadrik @ mit der Ebene E ist ein Kegelschnitt. Um was fiir einen Kegelschnitt
handelt es sich bei QN E?

Aufgabe 5.28 Transformieren Sie die folgende Quadrik auf Hauptachsenform:

53:% + 73:% + 63:% —4x1x3 — dwoxy — 221 + 2029 — 823+ 9 =0

Aufgabe 5.29 Gegeben sei die quadratische Form

3

O(zy,w9,3) =2 Y @iy
i<k, i k=1

Transformieren Sie ® auf Hauptachsen, und geben Sie die (orthogonale) Transformationsmatriz, sowie

den Trigheitsindex (d.h., die Signatur) von ® an.

Aufgabe 5.30 Betrachten Sie die quadratische Form in R?"+1

2
Q(x1, ..., Topy1) = X1T2 + Tax3 + ... + Top_1T2n + Ty

n
2
= Z T2i—1%2 + X1

i=1

a) Finden Sie eine symmetrische Matriz A € Moy, 1 (IR) mit Q(x) = x' Ax.

b) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation fir A durch, d.h., bestimmen sie eine orthogonale Ma-
triz T € O(2n + 1), so dass A’ = T*AT Diagonalgestalt hat.

c) Transformieren Sie firn =1 die Quadrik

M = {z € R*|Q(z) = 2172 + 23 = 2}

auf euklidische Normalform.

Aufgabe 5.31 Im euklidischen Raum R? sei eine Quadrik Q durch die Gleichung
x%+2x2x3—2x1+220

gegeben. Bestimmen Sie eine eigentliche Bewegung des IR® der Form x = Sy +t, so dass Q in den
Koordinaten yi,y2,ys euklidische Normalform annimmt. Welcher Quadriktyp liegt vor? Zeigen Sie
weiter, dass @ rotationssymmetrisch ist, und bestimmen Sie im urspringlichen Koordinatensystem
die Rotationsachse.
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Aufgabe 5.32 Im R* sei <, >: R* — IR* die Minkowski-Metrik

T N
€2 Y2
< ) >1= T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4,
T3 Y3
X4 Ya

und U sei der lineare Unterraum {x | 1 + x2 + x5+ x4 = 0}. Beschreiben Sie die Quadrik Qu = {z €
Ul <z,x >=1} in U durch Koordinaten in U. Von welchem affinen Typ ist Qu ?

Aufgabe 5.33 Es sei V der 4-dimensionale Vektorraum aller reellen 2 x 2-Matrizen und
Q:={AecV|det(A) =1}.

Man bestimme 2-dimensionale Unterrdume E1, Eo C V und Isomorphismen f; : B; — IR? (i=1,2),
so dass f1(Q N Ey) eine Ellipse und fo(Q N Es) eine Hyperbel ist.

Aufgabe 5.34 Sei Q C R® das hyperbolische Paraboloid gegeben durch die Gleichung z = % — y2.
Zeigen Sie: Durch jeden Punkt von @ gehen genau zwei Geraden, die ganz in @ verlaufen.

Aufgabe 5.35 Sei Q C R? die Quadrik mit der Gleichung
822 — Ty? 4 822 + 8xy + 8yz — 2z + 12z + 6y + 12z = 0.

Bestimmen Sie die metrische Normalform von Q.

5.4 Alternierende Bilinearformen

In Abschnitt 5.1.2 vereinbarten wir bereits, eine Bilinearform ¢ schiefsymmetrisch oder alternierend
zu nennen, wenn (v, w) = —p(w,v). Eine darstellende Matrix G fiir die alternierende Form ¢ hat
die Eigenschaft

G'=-G.

Beispiel 5.24 Sei V = K2, Zwei Vektoren

v = (v, w=(wh,w?)t eV

kann man zu einer 2 x 2-Matriz

zusammensetzen. Deren Determinante
1 1
vt W
[v,w] := det ( 9 o ) = vhw? — v?w?
V¢ w

ist eine alternierende Bilinearform auf K% mit darstellender Matriz
0 1
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Beispiel 5.25 FEs sei V = K", n > 2. Zwei Vektoren

kann man zu einer n X 2-Matriz

zusammensetzen. Fiziert man zwei verschiedene Zeilen dieser Matriz, etwa die Zeilen i # j, dann ist
die zugehdrige 2 X 2-Unter-Determinante

det (v, w) = viw! — viw'
eine alternierende Bilinearform auf V.

x3

Firv,w € IR? hat die 2 x 2-Determinante v
det(v,w) eine geometrische Bedeutung: w /9;
Ihr Absolutbetrag ist die Fliche des von 2
v und w in IR? aufgespannten Paralle-
logramms. Auch zwei Vektoren v,w €
IR™ spannen ein Parallelogramm auf. /7
det"I (v, w) ist - bis auf das Vorzeichen -
die Fliche der Projektion dieses Paralle- ‘
logramms in die i, j-Ebene. Fliche = |det"?(v,w)|

z1

Satz 5.23 FEs sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und V' ein K-Vektorraum. Die Bilinearform
@ auf V ist genau dann alternierend, wenn

o(v,v) =0 firalle veV.

Beweis. Wenn ¢ alternierend ist, folgt wie iiblich ¢(v,v) =0 fiir alle v € V.
Sei also jetzt ¢(v,v) = 0 fiir alle v € V' vorausgesetzt. Dann folgt fiir alle v,w € V

0= ‘P(V +w, v+ W) = “P(Vv V) + QO(V7 W) + (P(W7 V) + (p(W, W) = QO(V7W) + 90(W7 V)' L]

Satz 5.24 (Normalform alternierender Matrizen, char(K) # 2) Es seiV ein endlich-dimensionaler
Vektorraum tber dem Korper K mit char(K) # 2. Sei ¢ eine alternierende Bilinearform auf V. Dann
gibt es eine Basts, in der ¢ durch eine direkte Matrizensumme

01
-1 0
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1

10 ) und Nullen dargestellt wird.

aus alternierenden 2 x 2-Kdstchen (

Beweis (Induktion nach n = dim(V').) In Dimension n = 1 ist jede alternierende Form ¢(v,v) =0
und ihre darstellende Matrix auch =0.

Sei nun n > 2. Wenn ¢ die Nullform ist, d.h., wenn ¢(v,w) = 0 fiir alle v,w € V, dann hat sie die
Nullmatrix als darstellende Matrix, und es ist wieder nichts zu zeigen. Andernfalls gibt es Vektoren
v,w € V mit ¢(v,w) # 0. Diese Vektoren v, w sind dann linear unabhéngig, denn

av+bw =0= ap(v,w) =p(av+bw,w)=0=a=0=>b=0.

Also spannen v und w einen zweidimensionalen Untervektorraum U C V auf. Wir setzen

und haben dann
o(vi,v2) =1, @(va,vi) = —1,

d.h. in der Basis vq,vg von U hat ¢|U die darstellende Matrix

(50)

Insbesondere ist ¢|U nicht-entartet. Nach Satz 5.4 a) ist dann V = U @ U+ mit dim(U+) = n — 2.
Wenden wir die Induktionsannahme auf U~ an, so ergibt sich die Behauptung. L]

Satz 5.25 (Korollar zu Satz 5.25) a) Der Rang einer alternierenden n x n-Matriz ist stets gerade.
b) Die Determinante einer alternierenden n x n-Matriz ist stets ein Quadrat in K.
c) Es set G € M(n x n,K) alternierend und invertierbar. (Wegen a) ist dann notwendigerweise
n = 2m gerade.) Dann gibt es eine invertierbare Matriz T € M(n x n, K) mit

T GT_<_Ilm 0=

Fiir diese Matriz J gilt offensichtlich J~' = —J.

Beweis. a) Zu einer alternierenden Matrix G gibt es immer eine invertierbare Matrix A so, dass
Al . G - A die Normalform aus Satz 5.25 hat. Deswegen ist der Rang von G gleich dem Rang dieser
Normalform, d.h. gleich zweimal der Anzahl der alternierenden Zweierkéistchen.

b) Die Determinante eines alternierenden Zweierkéstchens in der Normalform ist = +1. Nach der
Determinanten-Multiplikationsformel ist deswegen die Determinante der Normalform = 0 oder = 1.
Daraus folgt

det(G) = leél)? oder det(G) = 0.

c) Wenn G invertierbar ist, enthélt seine Normalform (Satz 5.25) keine Nullen auf der Diagonale
auBerhalb der Zweierkdstchen. Durch Simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen kann man deswe-
gen die Normalform in Satz 5.25 auf die Form der Matrix J bringen. Eine solche Vertauschung ist eine
Ahnlichkeitstransformation, deren Transformationsmatrix eine Permutationsmatrix P = Pt = P!
zur entsprechnenden Vertauschung ist. L]
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Bemerkung (von historischem Interesse): Die Wurzel aus der Determinante der alternierenden
Matrix G heifit Pfaffsche von G nach dem Mathematiker Johann Friedrich Pfaff. Dieser auch in
Erlangen tdtige Mathematiker war formal der Doktorvater von Gauf3. Der Pfaffweg auf dem Erlanger
Burgberg ist nach ihm und seinem Bruder Johann Wilhelm Andreas benannt.

Die Isometrien einer nicht ausgearteten alternierenden Bilinearform bekommen einen eigenen Na-
men.

Definition 5.19 FEs sei V' ein K-Vektorraum und ¢ eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinear-
form. Eine Isometrie ® : V. — V heifst symplektischer Automorphismus. Die symplektische Gruppe
Sp(V) = Sp(V, ) ist die Menge aller dieser symplektischen Automorphismen. (Dass dies unter Hin-
tereinanderschaltung eine Gruppe ist, wurde in Satz 5.3 gezeigt.)

Eine Matrix A € M (2m x 2m, K) heif$t symplektisch, wenn sie darstellende Matriz eines symplek-
tischen Automorphismus des K*™ beziiglich der alternierenden Form mit der Matriz J aus Satz 5.25
15t.

Symplektische Matrizen A € M (n x n, K) sind also charakterisiert durch
A J-A=1.

Die Matrix J kann man durch m? Spaltenvertauschungen auf die Form

1, 0
0o -1,

bringen. Damit folgt ,
det(J) = (—=1)"™" - det(1,,) =1,

und man erhalt

det(A?) = det(AY) - det(J) - det(A) = det(J) = 1,
also det(A) = +1.

Satz 5.26 a) Mit A ist auch die Matriz A® symplektisch.
b) Wenn A symplektisch ist, dann sind die Matrizen A~ und A zueinander dhnlich.

Beweis. a) Die Inverse Matrix von J ist J~! = —J. Mit A ist auch A~! symplektisch, also ist
(AhH. g A7 =1
Wir invertieren diese Gleichung und sehen
—J=J1t=A.-J A'=-A.J A"

Das zeigt, dass A symplektisch ist.
b) Aus A - J- A= Jfolgt J~1-At.J=A"L

Satz 5.27 Hat die symplektische Matriz A den Eigenwert Ao mit der (algebraischen) Vielfachheit r,
so hat sie auch den Eigenwert 1/\g mit dieser Vielfachheit r.

O
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Beweis. Wegen det(A) # 0 ist 0 kein Eigenwert von A. Mit Satz 5.27 b) ist
Xa(A) = xar(A) = xa-1(A)-

Nun ist
1 1
S1(\) = det(A7L =1, det(A- (A=t =1, ———det(1,,— A\A) = det(AA—1,,),
letzteres, weil die Anzahl der Zeilen von A gerade ist. Fiir A 75 0 ist also
AT 1 A 1
= det(A — —1,) =
Mit der Zerlegung von x 4(A) in Linearfaktoren folgt die Behauptung. L]
Sind r1 und ro die Vielfachheiten der Eigenwerte Ay = 1 und Ay = —1, so ist
1\
det(A) = 171 . (=1)™ ()\3 ) = (=)
A3
=1 wenn ro gerade ist und = —1 wenn 79 ungerade ist.
Satz 5.28 Fiir jede symplektische Matriz A gilt
det(A) = 1.
Beweis. Es ist zu zeigen, dass 2, die Dimension des Hauptraums Us zum Eigenwert Ao = —1, gerade

ist. Nach Satz 5.5 ist Uy (beziiglich J) orthogonal zu jedem anderen Hauptraum. Wir haben also eine
orthogonale direkte Summen-Zerlegung C" = U, @ U’. Daraus folgt, dass die schiefsymmetrische Form
mit Matrix J auf Us nicht-entartet ist. Die Behauptung folgt aus Satz 5.26 a). L]

Symplektische Matrizen sind in der Hamiltonschen Mechanik wichtig. Eine Hamilton-Funktion
H(p,q,t), p,qeR"tcR

definiert fiir n verallgemeinerte Koordinaten ¢; = ¢;(¢) und n verallgemeinert Impulse p; = p;(t) das
Differentialgleichungssystem

i) = 5 @000, ) =~ G (@O, p(0.1) (= L)

kann man dieses System auch schreiben

w(t) = 7 2 () 1)

Die Besonderheit solcher Systeme ist, dass die Funktion

H(p(t),q(t)) = const

zeiunabhéngig ist. In der Tat ihre Ableitung nach der Zeit ist (mit der Kettenregel fiir Abbildungen
aus Analysis II)

d - /(
dtH Z an qz ap pz Z

t) + ¢i(t)p;(t) = 0.
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Aufgabe 5.36 Es sei A eine reelle (n x n)-Matriz mit zugehdrigem charakteristischem Polynom
pa(x) = det(A — xE,). Zeigen Sie: Ist A schiefsymmetrisch, so ist fiir eine Nullstelle A aus C von
pa(x) auch —\ Nullstelle von pa(z).

Aufgabe 5.37 Es sei V ein endlich-dimensionaler IR-Vektorraum. Zeigen Sie:
a) Flir eine alternierende Bilinearform ¢ auf V' sind dquivalent:
1) Rang(p) < 2k,

2) es gibt Linearformen f1,q1, ..., fk,9x € V* mit o = f1 Ag1 + ... + fx A gk
b) Fiir zwei Linearformen f,g € V* sind dquivalent:

1) fAg=0,
2) f und g sind linear abhdngig.

Aufgabe 5.38 Zeigen Sie: Durch

o9 = [ 1)) de

wird eine nicht-entartete alternierende Bilinearform auf dem IR-Vektorraum der tber dem Intervall
[0,1] stetig differenzierbaren Funktionen f mit f(0) = f(1) = 0 definiert.

Aufgabe 5.39 Es sei A der R-Vektorraum der alternierenden Bilinearformen auf R*. Zeigen Sie:
a) Ist f1,.., f* € (RY)* die Dualbasis zur kanonischen Basis des IR, so bilden die alternierenden
Bilinearformen

PN PN NS PN A PPA LY
eine Basis von A.

b) Durch

o {0 falls  {i,5} 0 {k,1} # 0
p(f/\f]’fk/\fl)'_{sign(a) falls 0 :1,2,3,4i,75,k,1

wird auf A eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform definiert. Geben Sie die darstellende
Matriz von p in der Basis aus a) an.
c) Fiir p € A ist p(¢, @) =0 genau dann, wenn ¢ = f A g mit f,g € (R*)*.

Aufgabe 5.40 Zeigen Sie:
a) Die Matriz J aus Satz 5.26 ist symplektisch.
b) Eine 2 x 2-Matrix ist genau dann symplektisch, wenn sie die Determinante = 1 hat.

5.5 Hermitesche Formen

Definition 5.20 Fs sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper C der komplexen Zahlen. Eine Abbildung
p:VxV->C

heif$t hermitesche Form (oder eingedeutschter: hermitische Form), wenn:
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1) (Linearitit im ersten Argument) Fiir alle vi,ve € V und c',c? € C gilt

1

o(c'vy + 02V2,w) = clap(vl,w) + 02@(VQ,W).

2) (Antilinearitit im zweiten Argument) Fiir alle wi, w2 € V und c*,c?® € C gilt

1

o(v,c'wy + Awo) = clp(v, wy) + o(v, wa).

3) (Hermite-Symmetrie) Fir alle v,w € V ist

QO(Wv V) - “P(Vv W)

Natiirlich ist 2) eine Konsequenz von 1) und 3), oder 1) eine Konsequenz von 2) und 3). Manchmal
vereinbart man auch Antilinearitit im ersten Argument und Linearitit im zweiten.
Eine Konsequenz der Hermite-Symmetrie ist insbesondere

o(v,v) €eIR firalle veV.

Beispiel 5.26 Die Standardform auf C" ordnet je zwei Vektoren

vt w!

die komplexe Zahl

<V, W >i= ZUVW:vt-W
v=1
zu. Fiir allev € V ist < v,v >= Y1 v"v7 =30, [v”|? reell, und echt > 0 wenn v # 0.

Beispiel 5.27 Auf den C-Vektorraum der stetigen Funktionen v : [a,b] — C ist das Integral

b
/ v(x)w(x)dx
eine hermitesche Form.

Beispiel 5.28 Auf dem Vektorraum M(m x n,C) der komplexen m x n-Matrizen ist

Sp(A-B') = i S ay

p=1lv=1

R

eine hermitesche Form.

Ist ¢ eine hermitesche Form auf dem endlich-dimensionalen C-Vektorraum V', dann gehort zu jeder
Basis vq, ..., v, € V eine darstellende Matrix

H = (hup) = @V, Vo).
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Aus den Eigenschaften 1) und 2) folgt, dass ¢ durch seine darstellende Matrix eindeutig bestimmt ist:
n n n
QD(Z vy, Z y'vy) = Z e hy Yt = x'-H-y.
pn=1 v=1 w,r=1

Eigenschaft 3) hat fiir die darstellende Matrix die Konsequenz

hyy =0V, vy) =0(Vy,vi) =hu,, H=H.

Die Matrix H ist also hermitesch.
Ist H hermitesch, so definiert die Formel

@(X’Y):Xt'H'y, X’y€®na

eine hermitesche Form auf C". Daraus folgt, dass es zu einer Basis vy,...,v, € V immer genau eine
hermitesche Form mit darstellender Matrix H gibt.
Die Eigenschaft ’hermitesch’ der Matrix H ist dquivalent mit

hyp = hupu Diagonaleintriige hy,,, sind reell,
Re(hy) = Re(hy,y) Realteil Re(H) ist symmetrisch,

Im(hy,) = —Im(h,,) Imagindrteil Im(H) ist schiefsymmetrisch.

- >

Die hermiteschen n x n-Matrizen bilden einen reellen Vektorraum der reellen Dimension

n (n reelle Diagonaleintrige)
+2(14+24 ...+ (n—1)) ( komplexe Eintriige oberhalb der Diagonale)
=n+n(n—1)=n?

So sind beispielsweise die hermiteschen 2 x 2-Matrizen genau die Matrizen

(

Eine IR-Basis fiir den vierdimensionalen reellen Vektorraum dieser Matrizen bilden z.B.

se(on) () (1) ()

Fiir hermitesche Formen gilt folgende Version der Polarisationsformel.

S

i), a,c€R,b e C.

Satz 5.29 (Polarisationsformel fiir hermitesche Formen)
1
Re(p(v.w)) = S(p(v +w, v+ w) — (v, v) = p(w,w)).
Beweis.

ov+w,v+w) = o(v,v)+o(v,w)+o(w,v) + o(w,w)
= QO(V7 W) + “P(Vv W) + ‘*P(Vv V) + (p(W, W)
= 2Re(p(v,w)) + ¢(v,v) + p(w, W)
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Eine Konsequenz dieser Polarisationsformel ist, genau wie im reellen symmetrischen Fall, dass die
hermitesche Form ¢(v, w) durch die Funktion ¢,(v) = ¢(v,Vv) eines Vektors eindeutig bestimmt ist:
Der Realteil Re(p(v,w)) ist durch die Polarisationsformel festgelegt, und daraus erhilt man mit

Im(p(v,w)) = —Re(p(i - v, w))
auch den Imaginérteil.

Fiir hermitesche Formen gilt folgende Version der Basis-Transformations-Formel: Wenn A die Uber-
gangsmatrix von einer alten Basis in eine neue Basis ist, dann haben wir

alter Koordinatenvektor X
neuer Koordinatenvektor A~!.x
Form in der alten Basis xt-H-X
Form in der neuen Basis ¢

Die Transformationsformel ist also

H =A'"H-A.
Ist H eine hermitesche Matrix, dann ist auch H’ wieder hermitesch:

A H- A=A H' A=A'"-H-A

Auch fiir hermitesche Formen definiert man das orthogonale Komplement einer Menge A C V' als
At ={veV:pav)=0firaleac A}

Auch aus der Anti-Linearitit von ¢ im zweiten Argument folgt, dass A+ ein komplexer Untervek-
torraum von V ist. Wieder heiit V- C V der Entartungsraum. Und ¢ heiit nicht-entartet, wenn
V+ = {0}. Ist V endlich-dimensional, so ist der Rang einer darstellenden Matrix H fiir ¢ unabhingig
von der Basiswahl. Und ¢ ist genau dann nicht entartet, wenn dieser Rang maximal, = dim/(V) ist.
Und in diesem Fall existiert zu jeder C-Linearform f € V* wieder ein (eindeutig bestimmtes) v € V
mit f(w,v) = p(w,v) fir alle w € V. (Wegen der Antilinearitidt sind hier erstes und zweites Ar-
gument im Vergleich zu 5.1 vertauscht.) Wenn man dies konsequent durchhélt, kann man Satz 5.4
wortlich fiir hermitesche Formen beweisen.

Isometrien definiert man wie in Definition 5.3. Die Isometrien auf dem C" mit der hermiteschen
Standard-Form sind jetzt die unitdren Abbildungen. Und wie bei Satz 5.3 beweist man, dass die
Isometrien einer nicht-entarteten hermiteschen Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
eine Gruppe bilden. Ist vy, ..., v, eine Basis von V und H die dastellende Matrix der hermiteschen
Form ¢ in dieser Basis, so gilt: Die C-lineare Abbildung ¥ : V' — V ist genau dann eine Isometrie,
wenn fiir ihre dastellende Matrix A beziiglich der fixierten Basis gilt

H=A"H-A.

Satz 5.30 (Diagonalisierung hermitescher Formen) FEs sei ¢ eine hermitesche Form auf dem
endlich-dimensionalen C-Vektorraum V. Dann ¢ibt es eine Basis vi,...,vy, € V in der ¢ die darstel-
lende Matrix
1,
~1,,

hat.
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Beweis. Der Beweis dafiir, dass man ¢ in einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix beschrei-
ben kann, ist eine hermitesche Version des Beweises von Satz 5.8. Wird ¢ durch eine Diagonalmatrix

hi1

hn,n

beschrieben, so ist auch diese Matrix H hermitesch, und die Diagonalelemente h,,,, sind reell. Bei einer
Basistransformation
a1

H=A"H A A=
Gn.n

mit einer komplexen Diagonalmatrix A als Ubergangsmatrix éndern sich die Diagonaleintriige hy.
von H in
hi/,u = |al/,1/|2 : hzx,u-

Wenn h,,,, # 0, so kann man diesen Eintrag auf 1 normieren. (Aber das Vorzeichen kann man nicht
dandern!) Daraus folgt die Behauptung. L]

Zu jeder hermiteschen Matrix H gibt es also eine invertierbare komplexe Matrix A so, dass

_ L,
At H A= —1,,

Wieder ist
p+m = Rang(H)

und wie im Beweis des Sylvesterschen Triagheitssatzes zeigt man wieder dass auch die beiden Zahlen
p und m unabhéngig von der gewiahlten Diagonalisierung sind.

Definition 5.21 Das Paar (p,m) heifit die Signatur der hermiteschen Matriz H (bzw. der zugehdri-
gen hermiteschen Form). Eine hermitesche Matriz (oder Form) heifit

negativ semi-definit

positiv definit & vi-H-v >0 firalev #0
& p=n

negativ definit & vi-H-v <0 firalev #0
S o m=n

positiv semi-definit < v H -V >0 fir alle v
< m=0
-
=
-

L H -v <0 fiir alle v
0
indefinit 0 und m >0

Wir wollen fiir einen komplexen Vektor w = u+iv € C*,u,v € IR", und die komplexe hermitesche
Matrix
H=5+1iA, S reell symmetrisch, A reell alternierend

den Wert

w-H-w=@u+w)-H-(u—iv)=u"-H-ut+i-v' ' H-u—u" - H-v)+v'-H-v
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als Funktion von u und v berechnen. Wegen u* - A-u=v'-A4.v =0 ist
W - Hu=u-Su vi.H.v=v.S.v

und
u-H-v=u -S-v+iut-A-v, vi. H-u=vl-S-u+ivi-4-u

Damit wird
viiH-u—u-H-v=2i-vl-A-u

Insgesamt finden wir

w - H-w=u"-S-u+v-S-v+2-vi-A-u
Die Definitheit von H héngt also nicht nur von S = Re(H) ab. Das war die schlechte Nachricht. Die
gute Nachricht: Das Hurwitz-Kriterium fiir Positiv-Definitheit hermitescher Matrizen gilt wortlich wie
fiir reelle symmetrische Matrizen.

Satz 5.31 Es sei H eine hermitesche n x n-Matriz mit den linken oberen Untermatrizen
Hy, = (k=10 v=1,..n.

Dann sind dquivalent:
a) H ist positiv definit.
b) det(H,) >0 firv=1,..,n.

Beweis. a) = b): Alle (reellen) Eigenwerte A1, ..., A, von H sind positiv. Dann ist auch det(H) =
AL ... Ap > 0. Das gleiche gilt fiir die mit H positiv definiten Matrizen H,,.

b) = a) (Induktion nach n): Nach Induktionsannahme ist die Matrix H,_; positiv definit und
wie im Beweis von Satz 5.13 ist die durch H definierte hermitesche Form ¢ positiv definit auf dem
Unterraum €™~ ! ¢ €", der von den ersten n — 1 Einheitsvektoren aufgespannt wird. Insbesondere ist
diese Form auf €™~ ! nicht entartet. Somit ist C* = C* ' @ € - e mit "~ L e beziiglich ¢. Die Form
¢ wird in der Basis ey, ...,e,_1, e durch eine Blockmatrix

H, ;1 O
ot h

mit h € IR dargestellt. Aus det(H) > 0 und det(H,_1) > 0 folgt auch hier A > 0. Damit ist ¢ positiv
definit.

Aufgabe 5.41 a) Untersuchen Sie die Definitheit der hermiteschen Matrix

b
< ! ) , teR,
-1t
in Abhdingigkeit von t € IR.
b) Geben Sie eine hermitesche 2 x 2-Matriz H an, die nicht positiv definit ist, wo aber die reelle
Matriz S = Re(H) sehr wohl positiv definit ist.

Aufgabe 5.42 Bestimmen Sie eine C-Basis von Figenvektoren fiir die hermitesche Matriz

0 T —1
—1 0 7
T —1 0



Aufgabe 5.43 Sei A eine hermitesche, positiv definite n X n-Matriz mit komplexen Koeffizienten.
Zeigen Sie, dass genau eine komplexe n X n-Matriz B existiert mit folgenden Figenschaften:
i) B ist untere Dreiecksmatriz mit positiven Diagonaleintrigen.

i) A= Bpt, hier bezeichnet B' die Transponierte der Konjugierten von B.
Hinweis: Induktion nach n.
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6 Einfiihrung in die Lineare Optimierung

Optimierung ist ein mathematisches Gebiet, das nach dem zweiten Weltkrieg aus Problemen der
mathematischen Anwendung entstanden ist. Je nachdem, ob man den innermathematischen Aspekt,
oder die Frage der Anwendungen in den Mittelpunkt stellt, kann man dieses Gebiet der reinen oder der
angewandten Mathematik zuordnen: zum Einen handelt es sich um Polyedertheorie, die die zuldssige
Menge des Optimierungsproblems und das Verhalten eines linearen Funktionals, des Zielfunktionals,
darauf beschreibt. Zum Anderen handelt es sich um die effiziente und stabile algorithmische Losung
solcher linearer Optimierungsprobleme mit dem Simplez- Verfahren.

Die mathematische Theorie der linearen Optimierung ist kurz dargestellt im zweiten Kapitel des
Buches

Fischer, G.: Analytische Geometrie. Vieweg 1978.

Dort werden genau zwei anwendungs-orientierte Biicher zitiert, offenbar sind es Klassiker:

Collatz, L., Wetterling, W.: Optimierungsaufgaben. Springer 1966.

Dantzig, G.B.: Lineare Programmierung und Erweiterungen. Springer 1966.

Sehr viel abgeschrieben habe ich aus dem Skriptum

Zowe, J.: Optimierung I. Theorie und Praxis der linearen Optimierung. WS 90/91.

http://www.technix.oeh.uni-linz.ac.at/skripten/optil.ps.gz

Der grofie Vorteil beim Anfertigen eines Skriptums ist, dass man hemmungslos abschreiben darf.
Man sollte es nur immer angeben. Wenn man ein Buch schreibt, darf man das nicht, das ist ein
Nachteil. Der grofie Vorteil beim Schreiben eines Buches ist, dass man dafiir Geld bekommt.

Im Semester 2003 wurde in Erlangen zum ersten Mal lineare Optimierung in der Vorlesung ’Li-
neare Algebra’ behandelt. Dies geschah, weil damals zum ersten Mal Studenten des Studienganges
Wirtschaftsmathematik die Vorlesung , Lineare Algebra® in Erlangen horten. Fiir sie ist Optimierung
ein unverzichtbares Teilgebiet der Mathematik.

6.1 Elementare affine und konvexe Geometrie
6.1.1 Elementare affine Geometrie

Zuerst erinnern wir uns an die Definition des affinen Unterraums im IR". Nach Definition ist das die
Losungsmenge eines linearen LGS. L.a. ist dieses System inhomogen. Wenn es homogen ist, ist der
Losungsraum sogar ein linearer Unterraum. Hat das LGS die Gestalt

1121+ ... ta1p®y = €

Qg 121 + ... + A nTn = Ck
so kiirzen wir jetzt ab:
hi(x) == aj1z1 + ... + Qi Ty

Die Funktion h; : IR® — IR ist eine Linearform auf dem IR". Einen affinen Unterraum A C IR” kénnen
wir dann so schreiben:

A={xeR": h(x)=c1,..., hx(x) = ¢ }.
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Ist a € A ein fester Punkt, so sagt der Struktursatz 1.4:
A={a+x,xeR": hi(x)=..=h(x) =0}

Hier durchlduft x also den Losungsraum des zugehorigen homogenen LGS. Der ist ein Untervektor-
raum, und hat eine Basis, etwa x1,...,x4. Dann ist

A = a+tix;+ ... +tgxg, t1,...,tqg € R
(1 -t — ... — td)a+ t1y1 + ... +tqyaq
= toyo +l1y1 + ... +layad

mit
Yo = a, yi:a+xi6Aundt0+t1+...+td:1.

Definition 6.1 Die Dimension des affinen Unterraums mit dem inhomogenen LGS h;(x) = ¢; ist die
Dimension des zugehdérigen Untervektorraums mit dem homogenen LGS h;(x) = 0.

Fiir diese Dimension d gilt die bekannte Formel
d=n-—r,

wo r der Rang der Koeffizientenmatrix des LGS ist. Dieser Rang ist die Maximalzahl linear unabhéngi-
ger Zeilen in der Koeffizientenmatrix, d.h., die Maximalzahl linear unabhéngiger Linearformen h; unter
den hq, ..., hg.

Null-dimensionale affine Unterrdume bestehen nur aus einem Punkt. Ein ein-dimensionaler affiner
Unterraum enthélt aufler einem Punkt a noch einen Punkt b, sowie alle Vektoren

a+t-(b—a)=(1—-ta+tb, telR.

Es handelt sich um eine Gerade, mit Anfangspunkt a und Richtungsvektor b — a.
Die Parametrisierung (1 — t)a + tb kann man etwas symmetrischer schreiben als

s-a+t-b mit s,telR,s+t=1.
Dies ist der einfachste nicht-triviale Spezialfall in folgender Definition:

Definition 6.2 Fs seien y1,...,y; € IR™. Eine Affinkombination dieser Vektoren ist eine Linearkom-
bination
tiyr + ... + iy

mitt1,....t; E IR und t1 + ...+t = 1.

Satz 6.1 Fir eine nicht-leere Teilmenge A C IR" sind dquivalent:
a) A C IR" ist ein affiner Unterraum;
b) mit endlich vielen Punkten yi,...,y; € A gehort auch jede Affinkombination dieser Punkte zu

A.

Beweis. a) = b): Es sei A = a+ U mit einem Untervektorraum U C IR". Wir betrachten Vektoren

vi=at+w €A welU, i=1,..,1
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Sind ¢; € IR mit Z§:1 t; =1, so ist

itivi = itia+ itiui =a+ itiui ca+U=A.
=1 i=1 =1 =1
b) = a): Es geniigt zu zeigen, dass die Menge
U={xeR"ly:=a+xec A}
einen Untervektorraum C IR™ bildet. Seien also x1,x9 € U und s1, s2 € IR. Dann ist
a+ s1x1 + s9x2 = (1 — 51 — s2)a+ si(a+x1) + s2(a+ x2)

eine Affinkombination der drei Vektoren a,y1,y2 € A und gehort nach Voraussetzung zu A. Also liegt
$1X1 + $9x9 in U. []

Satz 6.2 (Korollar) Es sei M C IR" eine beliebige Menge. Dann ist die Menge A aller Affinkombi-
nationen von endlich vielen Vektoren aus M ein affiner Unterraum.

Eine Affinkombination von zwei Affinkombinationen ist nadmlich wieder eine Affinkombination.
Wegen der vielen Indizes mochte ich das hier nicht ausfiihrlich nachrechnen.

Definition 6.3 Die Menge A aus Satz 6.2 heifst der von M aufgespannte affine Unterraum.
Das einfachste Beispiel fiir einen solchen aufgespannten affinen Unterraum ist die Gerade
at+t(b—a)=(1—-t)a+tbh, telR,

die von zwei Punkten a # b € IR" aufgespannt wird.

WEeil jeder Punkt a € M die triviale Affinkombination 1 - a ist, enthélt der von M aufgespannte
affine Unterraum sicher die Menge M. Nach Satz 6.1 b) ist klar, dass A der kleinste affine Teilraum
des IR" ist, der die Menge M enthéilt, im folgenden Sinn: Ist B C IR™ ein weitere affiner Unterraum
mit M C B, so gilt A C B.

Definition 6.4 Die m + 1 Punkte aq, ..., a,, € IR™ heiffen affin unabhéngig, wenn die m Vektoren
X1 :i=al —aQ, .- Xm ‘— Ay, — Q0
linear unabhdngig sind.

Die Punkte ag,...,a,, sind also genau dann affin unabhingig, wenn sie einen m-dimensionalen
affinen Unterraum aufspannen. Deswegen spielt der Punkt agy in dieser Definition nur scheinbar eine
Sonderrolle. Ist a; einer dieser affin unabhéngigen Punkte, so sind auch die Differenzen a; —a;, j # 1,
linear unabhéngig.

Die Punkte ag, ..., a,, sind genau dann affin abhéingig, wenn einer der Differenzvektoren x; eine
Linearkombination der anderen ist, etwa

m—1

ay —ag = Zti-(ai—ao).

i=1
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Genau dann ist

m—1 m—1 m—1
a, = (1- Z t;) -ag + th"az': Z sid;, S0+ -Sm-1 =1,
i=1 i=1 i=0

eine Affinkombination der anderen Vektoren.

Ganz dhnlich, wie bei der linearen Unabhéngigkeit, gilt auch hier:

Satz 6.3 Es scien ag, ...,a,, € R" und A C IR" der von diesen Punkten aufgespannte affine Unter-
raum. Dann sind dquivalent:

a) Die Punkte ay, ..., a,, sind affin unabhdngig;

b) (Test auf affine Unabhingigkeit) ist

m m
Z s;a; =0 mat Z s; =0,
0 0

dann folgt daraus sg = ... = s, = 0;
c¢) jeder Punkt a € A ist eine Affinkombination der ay, ..., a,,, in der die Koeffizienten durch a
eindeutig bestimmt sind.

Beweis. a) = b): Nach Voraussetzung ist

m m m
Z si(ai — ao) = (—81 — .= Sm)ao + Z S;a; = Z s;a; = 0.
1 0

1

Mit a) folgt daraus
S1=.. =8, =0 und so=—(s1+ ...+ 8m) =0.

b) = ¢): Sei etwa

m

m
a:Zsiai:ZtiaieA
0 0

durch zwei Affinkombinationen dargestellt. Dann folgt

m m

Z(Si — ti)ai =0 mit Z(sl — ti) =1-1=0,

0 0

und mit b) erhdlt man s; = ¢; fiir i = 0, ..., m.
c) = a): Falls die Vektoren ay, ..., a,, affin abhéingig sind, dann ist einer von ihnen eine Affinkombi-
nation der anderen, etwa

ag=t-ai+..+tm-ay,, t1+..4+t,=1

Diese Gleichung kénnen wir deuten als zwei verschiedene Darstellungen des Punktes ag durch Affin-
kombinationen der Punkte ag, ..., a,,. Nach Voraussetzung ist dies unmoglich. L]

Definition 6.5 Fine affine Abbildung ist eine Abbildung ¢ : R™ — IR™ der Form
p:x—t+C-x, telR™,

wo C' eine invertierbare m x n-Matriz ist. Diese Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn m = n ist
und die m x n-Matriz C invertierbar. Bijektive affine Abbildungen heiffen Affinitéiten
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Alle Affinitdten ¢ : IR™ — IR™ bilden eine Gruppe in Bezug auf Hintereinander-Ausfiihrung:
e Sind 1 : x—t1 + C1-xund o : x — ty + Cy - x zwei Affinitéiten, so ist auch
prowg Xty +Co x>t +Cp-ty+ (Cr1-Cs)-x
eine Affinitdt, weil mit C; und Cy auch C - Cy invertierbar ist.
e Die Identitidt x — 0 4+ 1,, - x ist eine Affinitat.
e Ist p:x+—t+ C - x eine Affinitét, so ist auch die Umkehrabbildung
e lix—-—C1tt+0 1t x
eine Affinitit.
Das Bild einer Affinkombination Y ¢;x;, > t; = 1, unter einer affinen Abbildung ¢ :x+—t+C-x
ist
go(z tix;)=t+C- Ztixi = Zti(t +C-x;) = Ztigp(xi).

Das ist die Affinkombination der Bilder ¢(x;) mit denselben Koeffizienten. Affinkombinationen bleiben
unter affinen Abbildungen erhalten. Daraus folgt, dass alle Begriffe dieses Abschnitts

e affiner Unterraum;

¢ Affinkombination;

e aufgespannter affiner Unterraum;
unter affinen Abbildungen, und

e Dimension eines affinen Unterraums;

e affine Unabhéngigkeit

unter Affinitdten erhalten bleiben.

Aufgabe 6.1 (Fischer, p.27) Der affine Unterraum A C IR? sei gegeben durch die Gleichung
2x1 4+ xo — 3x3 = 1.

a) Geben Sie drei affin unabhdngige Punkte a;,as,a3 € A an.
b) Stellen Sie x = (x1,x2,x3) € A als Affinkombination von a;,as und ag dar.

Aufgabe 6.2 (Fischer, p.27) a) Zeigen Sie, dass die Punkte
p1 =(1,0,1), p2=(0,3,1), p3=(2,1,0) € R?

affin unabhdngig sind.
b) Stellen Sie jeden der Punkte

a; = (2,5,-1), ay=(-2,5,2), az=(-525) €R?

als Affinkombination von p1,p2, pPs dar.
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Aufgabe 6.3 Die Punkte
p=(p,p2), a=I(q,q), r=(r,r)<clR?
seien affin unabhdngig. Bestimmen Sie Gleichungen

a(x) =ajr1 +asxa+a = 0 der Seite pq
(x) =bixy +bexo+b = 0 der Seite qr
(

=)

v(x)=cx1+cera+c = 0 der Seite rp

im Dreieck pqr.

6.1.2 Elementare konvexe Geometrie

Die von zwei Punkten a # b € IR™ aufgespannte Gerade ist etwas anderes, als die Strecke ab zwischen
diesen Punkten. Diese Strecke ist ja

ab=a+t-(b—a)=(1—-t)-a+t-b, 0<t<1.
Die Punkte auf dieser Strecke kann man symmetrischer so schreiben:
s-a+t-b, st>0,s+t=1.

Definition 6.6 Fine Teilmenge K C IR™ heif$t konvex, wenn sie mit je zwei Punkten a,b € K auch
die ganze Strecke ab enthdlt.

Beispiel 6.1 Jeder affine Unterraum ist konvez. Jeder Durchschnitt konvezer Mengen ist wieder kon-
vex. Jede Strecke ab ist konvex. Jede Kugel mit Zentrum a und Radius r

K:={xeR":|x—al<r}

st konvex: Gehdren ndmlich x1 und xo zu K, und ist x = sx1 +1x9, 0 < s,t € R,s+t =1, so ist
nach der Dreiecksungleichung

|x—al=|sx1+txe—(s+t)a||<s|xi—a|+t||x2—al<(s+t)r=r
Definition 6.7 FEine Affinkombination
tiy1+ ... +tiys EIR”, t1+ ..+ = 1,

heiffit Konvexkombination, wenn
t; >0 furi=1,..,1.

Das Analogon zu Satz 6.1 fiir Konvexkombinationen statt Affinkombinationen ist

Satz 6.4 Fir eine Menge K C IR" sind dquivalent:
a) K ist konvex;

b) mit endlich vielen Punkten y1,...,y; € K gehort auch jede Konvexkombination dieser Punkte zu
K.
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Beweis. a) = b): Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach [/, indem wir die Konvexkombi-
nation
tiryi1+...+t-yi, 20, t1+...+4=1,

fiir t; # 1 schreiben als

t1 t1—1
1_ tlY1 +.o.+ 1— tzylfl'

(I-t)-y+t-yr mit y:=

Wegen ¢; > 0 sind die Koeffizienten der Affinkombination y auch alle > 0. Deswegen ist y € K nach
Induktionsannahme. Wegen 0 < ¢; < 1 sind beide Koeffizienten der Affinkombination (1 — ¢;)y + t;y;
nicht-negativ und diese Affinkombination ist eine Konvexkombination zweier Vektoren aus. Sie gehort
zu K nach Definition der Konvexitét.

b) = a) ist offensichtlich, denn die Punkte einer Strecke ab sind Konvexkombinationen der beiden
Endpunkte a und b. U]

Die folgende Definition ist das Analogon fiir Konvexkombinationen, zu dem was der aufgespannte
affine Unterraum fiir Affinkombinationen ist.

Definition 6.8 Es sei M C IR" eine (endliche oder unendliche) Menge. Die Menge aller endlichen
Konverkombinationen

{x=s1x1+...+sxeR": s1,...,51 €R, 81 >0,...,8>0,51+ ...+ 5,=1}
heif$t die konvexe Hiille conv(M) der Menge M.

Satz 6.5 a) Die konvexe Hiille einer Menge M C IR" ist konvex und enthdilt die Menge M.
b) Die Menge conv(M) ist die kleinste konvere Menge, die M enthilt, im folgenden Sinn: Ist N C IR™
konvexr mit M C N, so ist conv(M) C N.

Beweis. a) Es seien

k !
X=Y TiXi, Y=Y 8¥i, Ti,5i>0, ri=>» si=1,
1 1

Konvexkombinationen von Punkten x;,y; € M. Zu zeigen ist, dass dann auch rx 4+ sy mit r,s >
0, r + s =1, zu conv(M) gehort. Aber wegen

rX + sy = ZT'Tz‘Xi+ZS'Sz'yZ‘
mit
r-r; >0,s-5 >0, Zrm—i—Zssi:er—i—sZsi:r—ks:1
ist dieser Punkt eine Konvexkombination der endlich vielen Punkte x;,y; € M.

b) Ist N konvex mit x1,...,x; € M C N, so gehort nach Satz 6.4 b) jede Konvexkombination der
Punkte x1,...,x; auch zu N. U]

Satz 6.6 (Lemma) Die konvexe Menge M C IR"™ sei enthalten in der Vereinigung Eq U ... U Ej

endlich wvieler affiner Hyperebenen E; : hi(x) = ¢;. Dann ist M schon enthalten in einer einzigen
dieser affinen Hyperebenen.
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Beweis (Induktion nach k): Beim Induktionsanfang k = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also k > 2.
Induktionsschluss: Gilt M C Ey, so ist wieder nichts zu zeigen. Gilt M C Fy U ... U E;_1, so folgt
die Behauptung nach Induktion. Liegt keiner dieser beiden Fille vor, dann gibt es Punkte a,b € M
mit
ac FiU..UEy 1,adE,, beFE,b&FEU..UF_1.

Insbesondere ist a # b und beide Punkte spannen eine Gerade L := ab auf.

Weil M konvex ist, gehort die Strecke ab auf L zu M und damit zu E; U ... U Ej,. Wegen a € E},
schneidet Fj die Gerade L nur in dem einzigen Punkt b. Wegen b € F1U...UFE)_1 liegt L in keiner der
Hyperebenen Ej, ..., E)_1. Deswegen schneidet L jede dieser Hyperebenen in héchstens einem Punkt.
Damit besteht L N (E; U ... U E}) aus hochstens k& Punkten. Weil die Strecke ab aus unendlich vielen
verschiedenen Punkten besteht, ist dies ein Widerspruch. L]

Wieder gilt auch hier, dass unter Affinitdten

e konvexe Mengen;
e Konvexkombinationen;

e die konvexe Hiille
erhalten bleiben.
Definition 6.9 Es sei q € IR". Ein von q ausgehender Strahl ist eine Menge {q+t-a: 0 <t € R}
mit 0 # a € R". Das ist also eine halbe Gerade, an deren einem Ende der Punkt q sitzt.

Ein Strahl ist der einfachste, nichttriviale Spezialfall eines Kegels:

Definition 6.10 FEs sei M C IR" eine Menge und q € IR™ ein Punkt. Der Kegel iiber M mit Spitze
q ist die Vereinigung aller von q ausgehenden Strahlen durch Punkte von M :

coneq(M) = U {g+t-(p—q): 0<teR}.
peM

Offensichtlich erhélt die Kegelbildung Inklusionen:

MCN = coneq(M) C coneq(N)

Satz 6.7 (cone conv = conv cone) Es sei M C IR" eine Menge und q € IR" ein Punkt.

a) Ist M konvez, so ist auch der Kegel coneq(M) konvex.

b) Der Kegel coneq(conv(M)) dber der konvexen Hiille von M mit Spitze q ist dasselbe, wie
conv(coneq(M)), die konvexe Hiille des Kegels iber M mit Spitze q.
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Beweis. a) Es seien p1,p2 € M, s1,s2 > 0, und
x1 =g+ s1(p1 — q), X2 = q+ s2(p2 — q) € coneq(M).

Zu zeigen ist, dass dann auch jede Konvexkombination x = t1x7 + toXo, t1 + to = 1, zum Kegel
coneq(M) gehort. Wir schreiben

x = (t1 + t2)q + t151p1 + t2sap2 — (t151 + t252)d = q + t151P1 + t252P2 — 59

mit s := t187 + tose. Falls s = 0 ist, gilt 151 = t3s9 =0, also ist x = q € coneq(M). Andernfalls ist

s> 0 und ; "
152 252
X=q+s- <—p1+—p2—Q)-
S S
Wegen
t1s tos s
L_Fﬂ:—:l, t151 > 0,t959 > 0,
S S S
gehort
t159 1289
— b1+ —P2
S S

zur konvexen Menge M und dann x zu coneq(M).

b) Nach a) ist conegy(conv(M)) konvex. Wegen M C conv(M) und coneq(M) C coneq(conv(M))
enthélt dieser Kegel die konvexe Hiille conv(coneq(M)). Es bleibt zu zeigen: coneq(conv(M)) C
conv(coneq(M)). Sei dazu p = > t;p; eine Konvexkombination von Punkten p; € M. Fiir alle s > 0
ist dann q + s(p; — q) € coneq(M) und

q+s(p—q)=q+s_tipi—a) =D ti(a+s(pi —q)) € conv(coneq(M)). ]

Aufgabe 6.4 Im IR" seien ey := 0 und e;, i = 1,...,n, die Koordinatenvektoren. Zeigen Sie: x =
(@i)i=1,..n liegt genau dann in der konvexen Hille conv(eg, ey, ..., e, ), wenn

;>0 firi=1,...m und z1+4+..4+x, <1.

Aufgabe 6.5 Es seien p,q,r wie in Aufgabe 6.3. Zeigen Sie: Die konvexe Hiille conv(p,q,r) ist das
Dreieck pqr, d.h., die Menge der Punkte x € IR?, fiir welche

a(x) dasselbe Vorzeichen wie a(r)
B(x) dasselbe Vorzeichen wie 3(p)
v(x) dasselbe Vorzeichen wie v(q)

hat.
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6.2 Polyeder

Bis jetzt haben wir immer Gleichungen (lineare, quadratische) betrachtet, Systeme solcher Gleichungen
und gelegentlich auch ihre geometrische Interpretation. Ihre Losungsmengen sind lineare oder affine
Unterrdume, oder Quadriken. Jetzt wenden wir uns Ungleichungen zu. Fangen wir, genau wie am
Beginn des ersten Semesters, mit einer einzigen davon an:

Beispiel 6.2 (n=2) Im IR? mit den Koordinaten x1,xs beschreibt die Ungleichung x1 > 0 die Menge
{($1,$2) S R?: T > 0}.

Das ist die rechte Halb-Ebene:

Ebenso beschreibt die Ungleichung x1 < 0 die linke Halb-Ebene, die Ungleichung xo > 0 die obere und
xo < 0 die untere Halbebene. Steht auf der rechten Seite der Ungleichung nicht 0, sondern eine Zahl
¢, so ist der Rand der definierten Halbebene entsprechend wverschoben: die Ungleichung x1 > 1 etwa
beschreibt die Halb-Ebene rechts von der Geraden x1 = 1.

Definition 6.11 FEs seien h : IR™ — IR eine Linearform, nicht identisch = 0, und ¢ € IR. Dann heifst
H:={xeR": h(x)>c}
ein Halbraum im IR". Die affine Hyperebene OH : h(x) = ¢ heifst Rand des Halbraums.
Auch die umgekehrte Ungleichung h(x) < ¢ beschreibt einen Halbraum: Es ist ja
hix)<c < (=h)(x) > —c.

Wir kénnen zur Beschreibung von Halbrdumen also immer das >-Zeichen hernehmen und unsere
Ungleichungen dadurch etwas normieren.
Absolut trivial ist

Satz 6.8 FEin Halbraum H C IR" ist konvex.
Beweis. Es sei H : h(x) > c. Sind dann a # b € H, so gilt fiir jeden Punkt x € ab
x=sa+tb, st>0,s+t=1,
h(x) = sh(a) +th(b) >s-c+t-c=(s+t)-c=c. [

Definition 6.12 Fin Polyeder P C IR" ist ein Durchschnitt Hy N ... N Hy endlich vieler Halbrdume,
oder, was dasselbe ist, die Losungsmenge

{X e R": hl(X) > Clyeeny hk(X) > Ck}

eines Systems von endlich vielen linearen Ungleichungen (LUS), wobei hy, ..., hy Linearformen nicht
identisch = 0 sind.
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WEeil der Durchschnitt konvexer Mengen wieder konvex ist, folgt aus Satz 6.8

Satz 6.9 Jedes Polyeder ist konvez.

Eine lineare Gleichung h(x) = c¢ definiert dieselbe Menge, wie die beiden linearen Ungleichungen
h(x) > ¢ und h(x) < ¢, d.h., —h(x) > —c zusammen. Es ist also keine echte Verallgemeinerung, wenn
wir in unserer Definition der Polyeder auch lineare Gleichungen, statt nur linearer Ungleichungen
zulassen. Somit gilt offensichtlich

Satz 6.10 Der Durchschnitt eines Polyeders und eines affinen Unterraums ist wieder ein Polyeder.

Beispiel 6.3 Es sei P : hi(x) > ¢, i = 1,...,k, ein Polyeder und L : a+t-v,t € R eine Gerade.
Der Durchschnitt L N P besteht dann aus allen Punkten a+t - v, fiir welche

hi(a—kt- V) = h,(a) +1- hz(V) > ¢

ist firi =1,...,k. Es kann passieren, dass h;(v) = 0 ist. Falls h;(a) > ¢; ist, dann ist die Bedingung
hi(x) > ¢; fiir alle x € L erfiillt, und wir kénnen diese Bedingung fir LN P weglassen. Falls hi(a) < ¢
ist, dann ist die Bedingung h;(x) > ¢; fiir kein x € L erfillt. Es ist LN P = 0, und wir konnen die
Diskussion abschlieflen.

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen h;(v) # 0 firi=1,...,k. Wir dndern die Reihenfolge der h;
so, dass hi(v) > 0 ist firi=1,...,0 und hi(v) <0 firi=1+1,....k. Die Bedingungen dafiir, dass
x=a+t-v zu LN P gehort, sind dann

C; hz (a) C; — hl(a) .
t> 1.0, t< =[4+1,..k.
- h/[/(v) 7 Z ) 7Y hz(v) ) Z —"_ M )
Sei nun , i ;
a:= mlax G\ i(a), b := min G i(a)
i=1  hi(v) i=l+1  hi(v)
Dann wird L N P also parametrisiert durch die Werte t € IR in Intervall [a,b]. Hier kann natirlich
[ = 0 sein, dann wird es das Intervall | — co,b|, oder I = k, dann erhalten wir das Intervall [a,oo].

Und wenn b < a ist, dann ist das Intervall leer.

Definition 6.13 Die Dimension eines Polyeders P ist die Dimension des kleinsten affinen Unter-
raums, in dem P enthalten ist.

WEeil jedes Polyeder P C IR"™ immer im affinen Unterraum A = IR"™ enthalten ist, ist seine Dimension
hochstens = n. Aber sie kann auch echt kleiner sein:

Beispiel 6.4 (trivial) Jeder Punkt p € R" definiert ein 0-dimensionales Polyeder P = {p}. Das ist
ja die Losungsmenge eines i.a. inhomogenen LGS von mazximalem Rang.

Beispiel 6.5 (nicht ganz trivial) FEs seien a # b € R™ zwei verschiedene Punkte. Die Strecke
ab={a+t(b—a)tcR,0<t<1},

ist dann ein eindimensionales Polyeder. Es ist klar, dass diese Strecke auf der Gerade L durch a und
b liegt. Diese Gerade ist, als affiner Unterraum, die Losungsmenge eines Systems (i.a. inhomogener)
linearer Gleichungen. Weil a # b ist, gibt es eine Linearform h (etwa eine Koordinatenfunktion x, )
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mit h(a) # h(b). Wenn wir hier h eventuell durch —h ersetzen, konnen wir sogar h(a) < h(b)
annehmen. Fir jeden Punkt x =a+t(b —a) € L gilt

h(x) = (1 —t)h(a) + th(b).
Hier sind dquivalent:

xc€ab & 0<t<l1
<  h(x) € h(a)h(b) C R
<  h(a) < h(x) < h(b)

Die Strecke wird also durch ein lineares Gleichungssystem und zwei lineare Ungleichungen definiert.

Beispiel 6.6 Ein Polyeder P C IR" enthalte m + 1 affin unabhdngige Punkte po,...,Pm- Dann ist
dim(P) > m. Denn jeder affine Unterraum A C IR"™, welcher P enthilt, der enthdlt auch die Punkte
P1; - Pm, und damit den von thnen aufgespannten affinen Unterraum B. Dieser Unterraum B hat
die Dimension m und damit ist dim(A) > dim(B) = m.

Beispiel 6.7 FEs sei m < n, und die m + 1 Punkte pg,...,pm € IR" seien affin unabhingig. Wir
ersetzen nun R™ durch A = R™, den von po, ..., Pm aufgespannten affinen Unterraum, und konzen-
trieren uns darauf, dass wir m + 1 affin unabhingige Punkte pq,...,pm € IR™ haben. Je m dieser
Punkte spannen im IR™ einen affinen Unterraum der Dimension m — 1 auf. Sie sind ndmlich auch
affin unabhdngig. Dabei gelte etwa

PO -+, Pi—1, Pit1; -, Pm € Ai 1 hi(X) = ¢,

wo h; eine Linearform, nicht die Nullform, ist mit h;(p;) = ¢; fur j # i. Weil nicht alle m + 1
Punkte in dem m — 1-dimensionalen Unterraum A; liegen, ist hi(p;) # ¢;. Nachdem wir eventuell
das Vorzeichen von h; dndern, kénnen wir h;y(p;) > ¢; annehmen. Alle m + 1 Punkte liegen dann im
Halbraum H; : hi(x) > ¢;. Das Polyeder

P={xeIR": ho(x) > co,..c, b (X) > cm}

enthdlt alle m + 1 Punkte pg, ..., pm und damit auch deren konvexe Hiille S.
Nennt man
FZ-::PﬂAi:Pﬂ{pGIR":hi(p):ci}, 1=0,....,m,

Randfliche von P, so liegen also die Punkte
po, -+, Pi—1,Pi+15 -+, Pm
mn F;.

Definition 6.14 Die konvexe Hiille von m + 1 affin unabhdngigen Punkten im IR™ heif$t ein Simplex
der Dimension m.

Beispiel 6.8 Das von zwei affin unabhdngigen Punkten a,b € IR, aufgespannte Simplex ist die Strecke
ab.

Das von drei affin unabhingigen Punkten a,bc € IR? aufgespannte Simplex ist ein Dreieck mit den
Ecken a,b,c, das von vier affin unabhingigen Punkten a,b,c,d € IR?® aufgespannte Simplex ist ein
Tetraeder mit den Ecken a,b,c,d.
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Satz 6.11 Die konvexe Hiille S der m+1 affin unabhingigen Punkte pg, ..., Pm in Beispiel 6.7 stimmt
mit dem Polyeder P iiberein, und bildet ein Polyeder der Dimension m.

Beweis. Um die Gleichheit S = P zu zeigen, miissen wir nur noch P C S zeigen. Dazu beniitzen
wir Satz 6.3: Jeder Punkt p € IR™ ist eine (durch p) eindeutig bestimmte Affinkombination

P=t - pPo+..+tm Pm, to+ ... +tm = 1.

Wir berechnen

hi(P) =Yt - hi(pj) = Y _tj- ci+tihi(pi) = (1 — ti)es + tihi(pi) = ¢ + ti - (hi(pi) — ci).
J J#
Wenn p in P liegt, also insbesondere zum Halbraum h;(x) > ¢; gehort, muss das Ergebnis > ¢; sein.
Wegen h;(p;) > ¢; folgt daraus t; > 0. Weil dies fiir i = 0,...,m gilt, ist die Affinkombination p der
Punkte po, ..., pm sogar eine Konvexkombination. Das heifit: p € S. Damit ist P C S bewiesen.
Es bleibt noch dim(P) = m zu zeigen. Aber weil die Punkte po, ..., p,, affin unabhéngig sind, ist
der kleinste affine Unterraum, der P, und damit diese Punkte enthlt, der ganze IR™. L]

Wenn das Polyeder P C IR" eine Dimension echt < n hat, gibt es einen affinen Unterraum A C IR"
mit P C A und dim(A) = dim(P) =: d. Nach dem Struktursatz 1.4 gibt es eine bijektive Abbildung

©: R = (tl,...,td) Yy +t1x) + ... Ftgxg € A.

Lineare (Un-)Gleichungen h(x) > ¢ im IR"™ gehen dabei auf lineare (Un-)Gleichungen h(p(t)) > ¢ im
IR?. Das Urbild von P unter ¢ ist somit ein Polyeder der Dimension d im IRY. Wir kénnen also, wenn
wir wollen, fiir Polyeder P C IR™ hdufig dim(P) = n annehmen.

Die folgende Aussage ist anschaulich vollig klar, aber wir brauchen die bisher aufgebaute Maschi-
nerie, um sie exakt zu beweisen.

Satz 6.12 Es sei P : hi(x) > ¢1,..., hi(x) > ¢ ein Polyeder im IR™. Fiir einen Punkt p € P sind
dquivalent:

a) hi(p) > c1, ..., hi(P) > ck;

b) es gibt eine Vollkugel K = {x € R" :|| x — p |[< r} mit Mittelpunkt p und Radius r echt > 0,
welche noch ganz in P enthalten ist.

Beweis. Wir schreiben h;(x) = (a;.x) mit Vektoren ay, ...,a; # 0 im IR".
a) = b): Nach Voraussetzung ist h;(p) = ¢; + r; mit r; > 0. Fiir alle x = p +y folgt dann mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

hi(x) = hi(p) + hi(y) > ci +r+(ai,y) > ci+r—[lai |- [y [|>

falls .
(2
V= T

Sei nun 7 das Minimum der Werte r;/ || a; ||. Dann ist » > 0, und fiir alle y mit || y ||< r gehort
a=p+y zu P. Die Vollkugel mit Mittelpunkt p und Radius r ist ganz in P enthalten.

b) = a): Wir miissen h;(p) = ¢; ausschlieBen. Aber wenn h;(p) = ¢; fiir ein i, 1 < i < k, gelten
sollte, dann ist

hi(p+t-a;) =c¢; +t | ai|?<¢ firalle t<O0.

Fiir —r/ || a; ||< t < 0 hétten wir einen Widerspruch zu b). (]
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Definition 6.15 FEs sei P C IR"™ ein Polyeder wie in Satz 6.12. Die Menge
Pi= {peP: hi(x)>¢ firi=1,..,k}

der Punkte p € P mit Eigenschaft a) aus Satz 6.12 heifft das offene Innere des Polyeders P. (Diese
Menge ist offen im Sinn der Vorlesung Analysis 1I.) Die Menge

0P = P\ pP= {x € P: hiy(x) = ¢ fiir mindestens ein i}
heifit der Rand des Polyeders P.

Satz 6.13 Fir das Polyeder P : hi(x) > c1, ..., hg(x) > ¢ im IR™ sind dquivalent:
a) dim(P) =n;
o
b) P# 0.
¢) Fiir jedes i existiert ein x; € P mit h;(x;) > 0.

Beweis. a) = b): Nach Voraussetzung ist P in keiner affinen Hyperebene E enthalten, also auch in
keiner der affinen Hyperebenen h;(x) = ¢;. Wenn es keinen Punkt x € P mit h;(x) > ¢;, i = 1,..., k,
gibe, wire P in der Vereinigung dieser Hyperebenen enthalten. Weil P konvex ist, folgt mit Satz 6.6,
dass P schon in einer einzigen dieser Hyperebenen enthalten ist, Widerspruch.

b) = a): Nach Voraussetzung enthélt P eine Vollkugel um einen Punkt p mit einem Radius r > 0.
Wir miissen ausschlieflen, dass diese in einer Hyperebene H : h(x) = (a.x) = c enthalten ist. Wir
betrachten die Gerade p + t - a durch p. Fiir |t| < r/ || a || gehoren diese Punkte zu P. Und die
zugehorigen h-Werte

h(p+t-a)=nh(p)+t|al’

durchlaufen alle Zahlen im Intervall

[p(p) —r-[lal,h(p) +r[lal
konnen also nicht alle mit einer Zahl ¢ {ibereinstimmen.
b) = ¢): Nach Satz 6.12 ist h;(p) > 0 fiir alle 7.
¢) = b): Wenn es keinen Punkt x € P mit h;(x) > 0 fiir alle ¢ = 1,...,k wie in Satz 6.12 gébe,
dann gébe es zu jedem x € P ein i mit h;(x) = ¢;. Wie oben wiirde folgen, dass P in einer einzigen
Hyperebene {h;(x) = ¢;} enthalten wére. Dann kénnte der Punkt x; nicht existieren. Widerspruch! [

6.2.1 Seiten

Jeder Punkt x des Randes 0P gehort zu einer (der endlich vielen) affinen Hyperebene h;(x) = ¢;, und
damit zu dem Polyeder P; := P N {h;(x) = 0} kleinerer Dimension. Der Rand besteht aus endlich
vielen Polyedern einer Dimension < n.

Definition 6.16 Es seien h;,, ..., h;, beliebige unter den Linearformen hy, ..., hy, welche das Polyeder
P definieren. Das Polyeder S := P N {h; (x) = ¢y, ..., hj)(X) = ¢;,} heifit eine Seite von P, falls S
nicht leer ist. Eine null-dimensionale Seite heifit Ecke, jede ein-dimensionale Seite heifit eine Kante.

Beispiel 6.9 Die m—1-dimensionalen Seiten des von po, ..., Pm aufgespannten Simplex sind die m+1
Simplizes, welche von je m der Punkte pg, ..., Pm aufgespannt werden. Durch Induktion folgt: Die d-
dimensionalen Seiten des Simplex sind genau die Simplizes, die von d 4+ 1 dieser Punkte aufgespannt
werden. Die Anzahl der d-dimensionalen Seiten ist damit

<m—|—1>7 d=20,...,m.
d+1
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Satz 6.14 (Seiten-Seite) FEs sei P ein Polyeder und S eine Seite von P. Jede Seite S’ von S ist
dann auch eine Seite von P.

Beweis. Das Polyeder sei definiert durch die Ungleichungen h;(x) > ¢;,i = 1,..., k, und die Seite S
durch einige der Gleichungen h;(x) = ¢;. O.B.d.A. kénnen wir annehmen

S=Pn{xeR": hi(x) =¢,i=1,...,1}.

Im affinen Unterraum A : hy(x) = ¢y, ..., hj(x) = ¢ ist die Seite S definiert durch die Ungleichungen
hi(x) > ¢;, i =1+1,....,k. Die Seite S ist dann definiert durch einige der Gleichungen h;(x) = ¢;,i =
l+1,...,k O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass es die Gleichungen h;(x) = ¢;, i =1+ 1,...,m, sind.
Dann ist also

S" = SN{xEA: hyy1(X) = i1y hin(X) = e}
P{xeR": hi(x) =c1,....,u(x) =} N{x € R" : hjy1(X) = g1, o0 hin (%) = ¢}
= PN{xeR": hi(x)=c1,.... hm(X) = 1}

eine Seite von P. ]

Satz 6.15 (Irrelevante Bedingung) Es sei P C R", P # IR", ein n-dimensionales Polyeder. Es
sei definiert durch P = {h;j(x) > ¢;, i = 1,...,k}. Hat die Seite S := P N{h; = ¢;} eine Dimension
< n—1, so kann man bei der Definition von P die Bedingung h;(x) > ¢; weglassen, ohne das Polyeder
zu verdndern.

Beweis. O.B.d.A. sei i = 1. Weiter sei () das Polyeder definiert durch h; > ¢;, j > 1. Dann gilt
P C Q. Wenn P = @ ist, sind wir fertig. Andernfalls gibt es einen Punkt q € Q mit q € P. Es sei
A der von q und S erzeugte affine Unterraum. Aus dim(S) < n — 1 folgt dim(A) < n. Weil P die
Dimension n hat, gibt es einen Punkt p € P mit p € A. Die von p und q aufgespannte Gerade trifft
A dann nur in q. Wir betrachten die Strecke gp.

Aus q ¢ P folgt h1(q) < ¢1, wihrend hi(p) > ¢; gilt. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es
eine Konvexkombination r :=t-q+ (1 — t) - p gibt mit hq(r) = ¢;. Weil hier nicht r = q gelten kann
(h1(q) < ¢1), gehort r nicht zu A und damit nicht zu S. Der Punkt r ist also ein Punkt aus P mit
hi(r) = ¢1, der nicht zu S gehort. Widerspruch! L]

Satz 6.16 (Seiten-Dimension) FEs sei P = {hy > c1,...,h > ¢t} CIR"™ ein Polyeder und
S:=Pn{hy =ci,...., i, = ¢, }
eine seiner Seiten. Die Dimension des Polyeders S ist dann
d=n-—r,
wo r die Maximalzahl linear unabhdngiger Linearformen unter dem Formen h;, i = 1,...,k ist,
e welche das Polyeder P definieren und

e die Eigenschaft h;(x) = ¢; fir alle x € S besitzen.

Beweis. Wenn es dumm lduft, kann es auler den h;,, ..., h;;, welche die Seite definieren, noch mehr
Linearformen h; geben mit h;(x) = ¢; fiir alle x € S. Es seien nun hj;,, ..., h;,, alle diese Linearformen.
Diese Linearformen definieren einen affinen Unterraum A = {h;, = ¢, ..., hj,, = ¢} # 0 der

Dimension dim(A) =d =n —r. Wegen S C A haben wir also dim(S) <n —r.
Fiir alle anderen h;, i = 1,...,k,i # j1, ..., jm ist dann zwar h;(x) > ¢; fiir x € S, aber es gibt auch
Punkte x € S mit h;(x) > ¢;. Nach Satz 6.13 folgt daraus dim(S) = d. (]
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Beispiel 6.10 Wir betrachten die Pyramide P C IR® der Héhe 1, iber einem Einheitsquadrat, mit
den Ecken

p1 = (1,1,0), p2 = (2,1,0), ps = (1,2,0), ps = (2,2,0), p5s = (1.5,1.5,1).

Ihre fiinf Seitenfldchen haben die Gleichungen

x3 = 0,

r3 = 2x1—2,
T3 = 2x9—2,
r3 = 4-—2x,
r3 = 4—2xo.

Um Satz 6.16 zu verifizieren, wollen
wir die Ecken der Pyramide identifi-
zieren als Durchschnitte von je drei
Seitenebenen zu linear unabhdngi-
gen Linearformen: Es gibt

2,2,0
2
Tripel von Seitenflichen:
(1,1,0) (2,1,0)
lin. unabh.?  Durchschnitt

1‘3:0 21‘1—.%’322 2.%'2—1‘3:2 ja (1,1,0)
3 =20 201 —x3 =2 2x1+x3=4 newm

3 =0 201 —x3 =2 229+ 13=4 Jja (1,2,0)
3 =0 209 —x3 =2 221 t+13=4 Jja (2,1,0)
3 =20 200 —x3 =2 2x9+13=4 newm

x3 =0 201 +x3=4 2x9+x3=4 Jja (2,2,0)
201 —x3 =2 2290 —w3=2 221 +2x3=4 ja (1.5,1.5,1)
200 —x3 =2 2x9—x3=2 2190+ 23=4 Jja (1.5, 1.5, 1)
201 —x3=2 2x1+w3=4 229+ 23=14 ja (1.5,1.5,1)
200 —x3 =2 2x1+a3=4 29 +23=4 Jja (1.5, 1.5, 1)

Satz 6.17 (Seiten-Anzahl) Es sei P C IR™ ein n-dimensionales Polyeder.
a) Wenn P # IR" ist, so besitzt P Seiten der Dimension n — 1.

b) Jede d-dimensionale Seite von P ist auch Seite einer d + 1-dimensionalen Seite (d <mn —2).
c) Jede n — 2-dimensionale Seite von P gehort zu genau zwei n — 1-dimensionalen Seiten.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an

P = {X ceR": hl(X) > c, ,hk(X) > Ck},

wobei keine der Linearformen weggelassen werden kann (irrelevant ist).
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a) Wegen P # IR™ muss es Ungleichungen h;(x) > ¢; geben. Fiir jede von diesen ist PN{h;(x) = ¢;}
nach Satz 6.15 eine Seite der Dimension n — 1.
b) Sei
S:=PnN {hll = Cjy, ...,hil = Cil}

eine Seite der Dimension d. Unter den Linearformen h;,,...,h;, gibt es dann r := n — d linear un-
abhéngige, und nicht mehr. Wir wéhlen davon r — 1 linear unabhéngige aus, etwa h;,, ..., h;._,. Dann
ist

S =Pn {hjl (X) = Cjys ey hjrfl(x) - cjrfl}

eine Seite von P der Dimension n — (r — 1) = d + 1. Nach Konstruktion gilt S C S’ und S wird aus
S’ durch lineare Gleichungen ausgeschnitten. Damit ist S Seite von S’

c) Es sei S eine n — 2-dimensionale Seite von P. Dann gibt es unter den P definierenden Linear-
formen h; zwei linear unabhéngige, etwa h; und ho, mit

S=Pn{xeR": hi(x) =ci, ha(x) = c2}.

Die Mengen S; := P N{hi(x) = ¢;},i = 1,2, sind dann n — 1-dimensionale Seiten von P, welche S
enthalten. Es ist zu zeigen, dass es keine weiteren n — 1-dimensionalen Seiten von P gibt, welche S
enthalten. Sei etwa S3 : PN {x € R" : hg(x) = c3} eine solche. Weil das LGS h;(x) = ¢;, i = 1,2, 3,
einen n — 2-dimensionalen Losungsraum besitzt, ist hg linear abhéngig von h; und hg, etwa hg =
a1hy1 + ashs mit aq,as € IR. Fiir die Punkte x € S gilt dann

c3 = hg(X) = a1h1 (X) + a2h2(x) = ajicy + az03.
Insbesondere finden wir ¢3 = ajc; + ases und
hy —c3 = al(hl — Cl) + ag(hg — CQ).

Die Seite S7 ist nicht in der Hyperebene hy = co enthalten. Deswegen gibt es Punkte x € S7 mit
hi(x) = ¢1 und hgo(x) > co. Fiir diese Punkte ist

h3(x) — c3 = az(ha(x) —c2) mit hg(x) —c3 > 0 und ha(x) — c2 > 0.

Deswegen kann nicht as < 0 gelten. Wir finden ao > 0 und ebenso a; > 0.
Fiir alle x € IR™ folgt h3(x) > ¢3 aus den beiden Ungleichungen hj(x) > ¢; und ha(x) > co. Die
Ungleichung hs3(x) > ¢ ist irrelevant. Widerspruch! L]

6.2.2 Ecken

Fiir die lineare Optimierung sind an einem Polyeder das Wichtigste seine Ecken, weil die zu optimie-
rende Funktion ihr Extremum entweder in einer Ecke oder iiberhaupt nicht annimmt.

Satz 6.18 (Ecken-Kriterien) Es sei P C IR" das Polyeder hi(x) > ci,...,hix(x) > c. Fir einen
Punkt p € P sind dquivalent:

a) p ist eine Ecke von P;

b) unter den Linearformen hq, ..., hy gibt es n linear unabhdngige, etwa h;,,...,h;, , mitp = {x € R™:
hi1 (X) = Ciyyeeny hln (X) = Cin};

c) Es gibt eine Linearform h und ein ¢ € R derart, dass der Halbraum h(x) < ¢ das Polyeder P nur
mm Punkt p schneidet;

d) Sind a # b € P Punkte derart, dassp =t-a+ (1 —t)-b, 0 <t < 1, auf der Strecke ab liegt, dann
gilt t =0 odert =1.
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Beweis. a) < b): Eine Ecke ist eine 0-dimensionale Seite. Die behauptete Aquivalenz ist genau
Satz 6.16 fiir die Dimension d = 0.
a) = c¢): Nach Voraussetzung gibt es Linearformen h;, , ..., h;, unter den hy, ..., hy so, dass

PN {hll = Cj;, >h2n = Cin} = {p}

Fiir alle anderen Punkte x € P, x # p ist mindestens einer der Werte h;, (x) > ¢;,, v = 1,...,n. Wir
setzen nun
h = h“—i-—i-hzn, c:=¢y +...+¢,.

Dann ist A(p) = ¢ und fiir alle anderen Punkte x € P gilt h(x) > c¢. Der Halbraum h(x) < ¢ schneidet
P nur im Punkt p.

c) = d): Es seien a # b € P mit p € ab, p # a und p # b. Nach b) ist dann also h(a) > ¢ und
h(b) > c. Daraus folgt

h(p) = th(a) + (1 — t)h(b) > ¢,

Widerspruch.

d) = a): Weil p zu P gehort, gilt hi(p) > ¢; fiir i = 1,..., k. Es seien h;,, ..., h;, diejenigen dieser
Linearformen, fiir welche die Gleichheit h;(p) = ¢; gilt. Fiir alle anderen ist dann also h;(p) > 0. Der
Losungsraum des inhomogenen LGS

hil (X) = Cjpyeeny hil (X) = Cil

ist nicht leer. Es ist zu zeigen, dass er die Dimension 0 hat. Andernfalls enthélt er eine Gerade L
durch p. Wegen h;(p) > ¢; fiir ¢ # iy, ..., 4; gibt es auf dieser Geraden eine Strecke p+y,p —y, die p
enthélt, mit h;(x) > 0 fiir alle x auf dieser Strecke. Insbesondere gehort diese Strecke dann zu P, im
Widerspruch zu c). []

Satz 6.19 (Korollar) Jedes Polyeder hat nur endlich viele Ecken.

In der Tat, das Polyeder ist durch endlich viele Ungleichungen h;(x) > ¢;, i = 1, ..., k, definiert.
Und unter den Linearformen hy, ..., hy gibt es hochstens

9

Mengen von n linear unabhéngigen Linearformen. Und jede Ecke des Polyeders ist durch so eine Menge
definiert. L]

Ein Wort zur Warnung: Wenn k grof ist, dann ist auch (Z) grof}. Die Aufzéhlung aller Ecken eines
Polyeders kann dann zu einem ziemlich unlésbaren Problem werden. Hierzu ein noch relativ einfaches
Beispiel (Collatz - Wetterling, p.3):

Beispiel 6.11 Ein Polyeder im IR? sei definiert durch das LUS
0< 21 <50, 0< 2o <200,, 5Srp+ a0 <360, 6214+ 29 < 400.

Seine Ecken finden sich unter den Ldsungen der Gleichungssysteme zu je zwei dieser Ungleichungen
mit linear unabhdngigen Linearformen. Wir schreiben diese Gleichungen und ihre Losungen an:

To =0 x9=200 5x1+ 29 =360 6x1+ 19 =400

z1 =0 (0,0) (O, 200) (O, 360) (O, 400)

x1 =501 (50,0) (50,200) (50,110) (50, 100)

o =10 (72,0) (200/3,0)

xo = 200 (32, 200) (100/3, 200)

o511 + x2 = 360 (40, 160)
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Wenn wir die Punkte mit x1 > 50 und x5 > 200 aussortieren, bleiben noch

200 ¢
(561,562) 91 + X2 6x1 + x2 epP
(0,00 0<360 0<400 ja
(0,200) | 200 <360 200 <400 ja
(50,0) | 250 <360 300 <400 ja
(50,200) | 450 > 360 500 > 400 nein
(50,110) 360 410 > 400 nein B
(50,100) | 350 < 360 400 ja R
(32,200) 360 392 <400 ja IR
(100/3,200) | 1100/3 > 360 400 nein S
(40, 160) 360 400 ja BEnE

50

Verglichen mit der graphischen Ermittlung der Ecken, ist die rechnerische Methode sehr uniibersichtlich
und aufwendig. Aber die graphische Methode funktioniert eben nicht in hoheren Dimensionen.

Satz 6.20 Fir ein nichi-leeres Polyeder P C IR" sind dquivalent:

a) Unter den Ungleichungen h;(x) > ¢;, welche P beschreiben, gibt es n wofir die Linearformen h;
linear unabhdngig sind;

b) P besitzt Seiten beliebiger Dimension < dim(P), also insbesondere auch Ecken.

Beweis. a) = b): Weil P nicht leer ist, gibt es einen Punkt p € P. Wenn P = {p} ist, dann ist p
trivialerweise eine Ecke von P. Andernfalls gibt es noch einen Punkt q # p in P. Wir betrachten die
Gerade L, die von p und q aufgespannt wird. Unter den h; wahlen wir nun n linear unabhéngige, etwa
hi, ..., hy,. Das homogene LGS h;(x) =0, i = 1, ...,n, hat dann nur die Null-Lésung. Insbesondere gibt
es dann ein h; mit h;(q — p) # 0. Dann kann nicht fir alle ¢t € R

hilp+t-(a—p)) =hi(p) +t-hi(a—p) > ¢

gelten. Die Gerade L liegt nicht ganz in P. Das Beispiel nach Satz 6.9 zeigt: Es gibt einen Punkt r € L
und eine Linearform h; mit {h;(x) = ¢;} N L = {r}. Insbesondere liegt die Strecke pq nicht ganz in
der Hyperebene H : hj(x) = ¢;. Dann liegt auch P nicht ganz in H, und S := PN H ist eine Seite von
P mit dim(S) < dim(P). Wenn dim(S) < dim(P) — 1 wire, hétten wir h; bei der Definition von P
nach Satz 6.15 weglassen konnen. Wir kénnen also dim(S) = dim(P) — 1 annechmen. Die Behauptung
ergibt sich durch Induktion nach dim(P), denn die Ungleichungen, welche S beschreiben, sind genau
diejenigen fiir P mit der zusétzlichen Gleichung h;(x) = ¢;. Und auch unter den Ungleichungen fiir S
gibt es n derart, dass die zugehorigen Linearformen linear unabhéingig sind.

Die Richtung b) = a) folgt sofort aus Satz 6.16. []

Satz 6.21 Es sei P C IR ein Polyeder, H C IR"™ eine Hyperebene, und Q das Polyeder H N P. Die
Ecken q von QQ sind dann entweder selbst Ecken von P oder Durchschnitte H N K, wo K eine Kante
von P ist, die nicht ganz zu H gehort.
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Beweis. Wie immer sei P definiert durch h;(x) > ¢;, i = 1,..., k. Weiter sei H : h(x) = ¢. Dann ist
Q = {h(x) > ¢,—h(x) > —c, hi(x) > ¢}

Sei nun q € @ eine Ecke. Nach Satz 6.18 b) ist q durch n linear unabhéngige Linearformen unter den
h, h; definiert. Wenn es n linear unabhéngige h; sind, ist q eine Ecke von P. Andernfalls sind es n

linear unabhéngige Linearformen h, h;,, ..., h;, |, mit

{q} = {X : h(X) =c, h; (X) = Ciy, "'7hin—1(x) = Cin—l}'

Dann sind auch h;,, ..., h linear unabhéngig. Wegen

in—l
qe K:=Pn{x:hy(x)=ci,....,hi, ,(x)=0¢i, |},

ist K nicht leer, und keine Ecke, sondern eine Kante von P. Nach Konstruktion ist {q} = K N H.
Sei umgekehrt K : {h;; = ¢j;,....,hi,_, = ¢;,_, } eine Kante von P, wo wir nach Satz 6.16 annehmen
konnen, dass die Linearformen h;,, ..., h;, , linear unabhéngig sind. Ist q € H N K und gehort K nicht
ganz zu H, so ist {q} = KN H. Die Linearformen h, h;, , ..., h;,_, sind linear unabhéngig und definieren
die Ecke q von Q).
Und wenn q € H schon selbst eine Ecke von P ist, so gibt es n linear unabhéngige Linearformen
Riyy ..y by, mit {q} = {hi; (X) = ¢y oy iy, (X) = ¢, }. Diese Linearformen definieren q als Ecke von Q.
[

Aufgabe 6.6 Bestimmen Sie die Ecken des Polyeders (Hyperwiirfel)
W: —-1<z,<1 (1<v<n)
im IR"™. Wieviele Ecken sind es?

Aufgabe 6.7 a) Bestimmen Sie die Seitenflichen der Simplizes S, S’ C R® mit den Ecken

S: (1,1,1),(1,-1,-1),—-1,1,-1),—1, -1, 1),
S (1,1,-1),(1,-1,1),(—1,1,1),(-1,—-1,-1).

b) Bestimmen Sie die Ecken des Polyeders SN S’ C R3.

Aufgabe 6.8 Bestimmen Sie die Ecken des Polyeders im R3 definiert durch x1 > 0,29 > 0,23 > 0
und

a) 1+ < 1,1 +a3 < 1,29 +23 <1,

b)x1+a0> 1,21+ 23 > 1,20 +23 > 1.
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6.3 Beschriankte Polyeder

Von diesen Polyedern gibt es drei wesentlich verschiedene, mehr oder weniger erwiinschte Sorten: Ein
Polyeder P kann

e leer sein, seine definierenden Ungleichungen sind unvertréglich, das LUS ist unltsbar;

e beschriankt sein (Eine Menge M C IR™ heiit beschrénkt, wenn es ein R € IR gibt mit || x ||[< R
fiir alle x € M). Das ist der fiir die lineare Optimierrung relevante Fall;

e unbeschrénkt sein, hier kann das Optimierungsproblem unlésbar sein.
Beispiel 6.12 In der Ebene IR? ist das Polyeder

e P :x1>0,29>0, —(x1 +x2) >1 leer;

e Py: 11 >0,x9 >0, —(x1 4+ x2) > —1 nicht leer und beschrinkt. Es ist ja das Dreieck mit den
Ecken (0,0), (1,0), (0,1);

e Ps:x1 >0,x9 >0, —x20 > —1 nicht leer, aber unbeschrdnkt. Dieses Polyeder enthdlt ndmlich
alle Punkte (x1,1/2) mit x1 > 0.

Z2

X L1

Py P, Py

Statt ,,beschrinktes Polyeder* werden wir ich meistens die Formulierung , endliches Polyeder“ ver-
wenden, statt ,, unbeschrinktes Polyeder* meistens ,,unendliches Polyeder“. Das klingt einfach besser.

Im Beispiel 6.3 haben wir die Moglichkeiten diskutiert, die sich fiir den Durchschnitt einer Gerade
L C IR™ mit einem Polyeder P C IR" ergeben kénnen. Es gibt die Félle:
0) LN P ist leer;
i) L C P;

ii) L N P ist ein (unendlich langer) Strahl (Definition 6.9), dessen Anfangspunkt p zum Rand 0P
gehort;

iii) LN P ist eine Strecke pq mit p und q € 9P.

Satz 6.22 (Unendliche Polyeder) FEs sei P das Polyeder {h;(x) > ¢;, i = 1,....,k} und P # 0.
Dann sind dquivalent:

a) P ist unendlich;

b) es gibt einen Punkt p € P und einen Strahl durch p, der ganz in P verlduft;

¢) Es gibt einen Vektor 0 # a € IR™ mit hy(a) >0 firi=1,...k;

d) durch jeden Punkt p € P gibt es einen Strahl, der ganz in P verlduft.
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Beweis. a) = b) (Induktion nach dim(P)): Ein Polyeder P der Dimension 0 ist ein Punkt und damit
endlich. Ein eindimensionales Polyeder, das nicht endlich ist, ist selbst eine unbeschrinkte Kante. Das
ist der Induktionsanfang. Sei nun P ein unendliches Polyeder der Dimension n > 1.

Zu jeden R € IR gibt es also einen Punkt x € mit || x ||> R. Wir betrachten eine beliebige Gerade
L C R"™ durch x. Wegen x € LN P ist der Durchschnitt L N P nicht leer. Nach der Diskussion
vor diesem Satz enthdlt L N P entweder einen Strahl (Félle i) und ii)), wir sind fertig, oder dieser
Durchschnitt ist eine Strecke ab mit a und b € 9P. Weil x zur konvexen Hiille conv(a,b) gehort,
kann nicht || a [|[< R und || b [|[< R sein. Zu jeden R > 0 gibt es also einen Punkt q € 9P mit
lal> R

Weil 9P aus endlich vielen Seiten von P besteht, muss P eine unbeschrinkte Seite haben. Die
Aussage folgt aus der Induktionsannahme.

b) = c): Es sei p € P und 0 # a € R" derart, dass der Strahl p+1¢-a, t > 0, ganz zu P gehort.
Fir ¢ = 1,..., k bedeutet dies:

hl(p +t- a) = hz(p) +t- hl(a) > ¢; fiir alle t > 0.

Dann kann nicht h;(a) < 0 sein.
c) = d) Sei p € P und a € IR" mit h;(a) > 0 fir alle ¢. Fiir alle ¢ > 0 folgt daraus
hi(p +1- a) = hz(p) +t- hl(a) > hl(p) > ¢

Der ganze Strahl p+t-a, t > 0, gehort zu P.
d) = a) ist offensichtlich: Wenn es unendlich lange Strahlen in P gibt, dann kann P selbst nicht
endlich sein. ]

Satz 6.23 Es sei P C R" ein Polyeder und H : h(x) = ¢ eine Hyperebene in IR"™. Wenn H N P ein
endliches Polyeder # (0 ist, so ist auch jedes Polyeder P, := {h(x) = b}N P, b € IR, endlich (oder leer).

Beweis. Es sei, wie immer, P = h;(x) > ¢, i = 1,...,k. Dann ist P, = {h(x) = b, hi(x) > ¢}.
Angenommen, P, sei unendlich, und insbesondere nicht leer. Wir wéhlen einen Punkt p € P,. Nach
Satz 6.22 d) gibt es einen Vektor a # 0 derart, dass der ganze Strahl p+t-a, 0 < ¢ € IR, zu P, gehort.
Es folgt h;(a) > 0,i=1,...,k, und

h(p+1t-a)=h(p)+t-h(a) =b=h(p)

fiir alle t > 0. Dann muss h(a) = 0 sein. Weil H N P nicht leer ist, folgt aus Satz 6.22 c), dass H N P
unendlich ist. Widerspruch! L]

Satz 6.24 (Endliche Polyeder) a) Jedes endliche n-dimensionale Polyeder hat mindestens n + 1

Seiten der Dimension n — 1.
b) Jedes endliche Polyeder hat Ecken.

Beweis. a) Es sei P : hij(x) > ¢;, @ = 1,...,k, wobei keine der Bedingungen iiberfliissig ist. Nach
Satz 6.15 ist dann jede Menge P N {h;(x) = ¢;} eine n — 1-dimensionale Seite von P. Die Behauptung
ist bewiesen fir kK > n + 1. Sei nun k£ < n. Wir zeigen, dass dann P unendlich ist.

Die Losungsmenge des LGS hi(x) = 0,...,hi_1(x) = 0 ist ein Untervektorraum der Dimension
> 1. Er enthélt einen Vektor a # 0. Wenn hi(a) > 0 ist, dann ist die Bedingung c) aus Satz 6.22
erfiillt. Wenn hj(a) < 0 sein sollte, ersetzen wir a durch —a, und wieder ist diese Bedingung erfiillt.

b) Weil nach a) Jedes endliche Polyeder endliche Seiten der Dimension n — 1 besitzt, folgt die
Behauptung durch Induktion nach n. L]
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Im letzten Abschnitt haben wir die verschiedenen Moglichkeiten fiir den Durchschnitt einer Gera-
den L : a4+ IR-v mit einem Polyeder P diskutiert. Wenn P endlich ist, kann dieser Durchschnitt nicht
die ganze Gerade sein, auch kein Strahl auf L. Deswegen wird L N P durch die Parameter t in einem
endlichen abgeschlossenen Intervall [a,b] C IR definiert. Fiir p, :=a+a-v und pp :=a+0b-v ist

hi(pa) > ¢i, hi(pp) > ¢, i=1,..., k.
Aber es gibt Indizes 1 < 4,7 < k mit
hi(Pa) = ciy  hj(pp) = ¢;.
Die Punkte p, und p gehoren zum Rand OP.
Satz 6.25 Jedes endliche Polyeder ist die konvexe Hiille seiner (endlich vielen) Ecken.

Beweis. Nach Satz 6.9 ist jedes Polyeder konvex. Es enthélt seine Ecken, und damit die konvexe
Hiille dieser Ecken.

Wir miissen noch die Umkehrung zeigen: Jedes endliche Polyeder P ist in der konvexen Hiille seiner
Ecken enthalten. Dies geschieht durch vollstdndige Induktion nach der Dimension von P. Ein null-
dimensionales Polyeder ist ein Punkt, da ist nichts zu zeigen. Sei nun P ein Polyeder der Dimension
n > 0. Wir kénnen annehmen, dass P im IR" liegt. Jeder Punkt x € 9P des Randes liegt in einem
endlichen Polyeder P’ C P kleinerer Dimension. Nach Induktionsannahme ist x in der konvexen Hiille
der Ecken von P’ enthalten. Und nach Satz 6.14 sind die Ecken von P’ auch Ecken von P. Damit ist
die Behauptung fiir x € 0P bewiesen.

Sei nun x € ]g Wir wihlen eine Gerade L C IR"™ durch x, etwa L : x + IR - v mit einem Vektor
0 # v € IR™. Nach der Diskussion des Durchschnitts von Gerade und Polyeder (hier ist x € L N P,
und damit ist L N P nicht leer) gibt es Parameter a < 0 < b € IR deren zugehorige Punkte p, und py
auf L zum Rand 0P gehoren. Deswegen sind beide Punkte eine Konvexkombination von Ecken. Und
X € PaPy ist es auch. L]

Definition 6.17 FEs sei P ein Polyeder und p € P eine seiner Ecken. Weiter seien Ki,...,K; C P
die von p ausgehenden Kanten des Polyeders P. Wenn eine Kante K; = pp; endlich ist, so nennen
wir S; :={p+s-(pi—p),0 < s € R} den durch K; definierten, von p ausgehenden Strahl. Wenn K;
unendlich ist, ist diese Kante selbst ein von p ausgehender Strahl S;. Alle diese Strahlen S;, i =1, ...,1,
nennen wir die von p ausgehenden durch Kanten von P definierten Strahlen.

Satz 6.26 (Korollar zu Satz 6.25) Es seien P C IR™ ein endliches Polyeder der Dimension > 1,
p € P eine seiner Ecken, und p1, ..., pr die anderen Ecken von P. Weiter seien Sy, ..., S; die von p

ausgehenden Strahlen durch diese Ecken p1,...,pr. Dann liegt das Polyeder P in der konvexen Hiille
von |JS;,i=1,... k.

Beweis. Nach Satz 6.25 ist P die konvexe Hiille conv(p, p1, ..., Px) seiner Ecken. Deswegen gehort
P zur konvexen Hiille des Kegels iiber dieser Menge {p, p1, ..., px} mit Spitze p. Dieser Kegel besteht
aber genau aus den Strahlen 51, ..., Sk. L]
Wir brauchen auch die Version dieses Satzes fiir unendliche Polyeder.

Satz 6.27 FEs sei P C IR"™ ein Polyeder der Dimension > 1 und p € P eine seiner Ecken. Weiter
seien S1,...,.5; die von p ausgehenden durch Kanten definierten Strahlen. Dann liegt das Polyeder P
in der konvexen Hiille von JS;, i =1,...,1.
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Beweis. Wir wihlen nach Satz 6.18 c) eine Linearform h : R"™ — IR mit PN{h(x) < ¢} = {p}. Dann
schneidet die Hyperebene H : h(x) = ¢ das Polyeder P nur in der Ecke p. Weiter seien p1,...,p; # p
Punkte von P, welche die Strahlen .S; definieren, d.h., p; € S;. Weil P nicht nur aus der Ecke p
besteht, gibt es solche Strahlen. Wir setzen

mp = min h(p;), ma:= min , m:=min(my, ma).
i=1,...,0 Ecken P, #p

WEeil keiner der Punkte p;, p;- zu H gehort, ist m > c¢. Sei nun b € IR mit ¢ < b < m. Wir betrachten
die Hyperebene Hy, : h(x) = b und das Polyeder Qp := P N Hp. Aus h(p) = ¢ < b und h(p;) > b folgt,
dass jede Strecke pp; C P die Hyperebene Hj schneidet. Deswegen sind die Polyeder @y nicht leer
und nach Satz 6.23 endlich.

Wegen Satz 6.25 ist (), die konvexe Hiille seiner Ecken q;. Keine dieser Ecken ist ein Endpunkt
von S; und kann eine Ecke von P sein. Also sind diese Ecken q; nach Satz 6.21 Durchschnitte H, N K;
mit Kanten K; von P. Wir zeigen, dass alle diese Kanten von der Ecke p ausgehen:

Nehmen wir also an, eine Kante K; ginge nicht von p aus. Sei diese Kante K; endlich, etwa
K; = p)p} mit pj, pj # p, so gilt nach Wahl von my, dass h(p}) > ¢, h(p]) > c und K; schneidet H
nicht. Sei K; unendlich, etwa der Strahl {p} +t-a,t > 0} mit p; # p. Hier kann nicht h(a) < 0 sein,
denn dann wiirde dieser Strahl die Hyperebene H schneiden. Das kénnte nur in p passieren, und die
Kante wére nicht unendlich, sondern die Strecke p—p; Es folgt h(a) > 0 und h(p} +t-a) > h(p}) > b.
Auch dieser Strahl schneidet Hj nicht.

Weil @Qp endlich ist, stimmt es nach Satz 6.23 mit der konvexen Hiille seiner Ecken {iberein. Jede
dieser Ecken ist der Durchschnitt von H; mit einer von p ausgehenden Kante Kj;. Deswegen liegt
Qp in der konvexen Hiille dieser von p ausgehenden Kanten K; und auch in der konvexen Hiille
conv(Sj, j = 1,...1) der dadurch definierten Strahlen.

Sei nun x € P, x # p, beliebig. Gilt h(x) < m, so liegt x in Qp mit b := h(x). Der Punkt x € @
gehort zur konvexen Hiille von [J S;. Andernfalls sei S der von p ausgehende Strahl durch x. Er hat
den Richtungsvektor a := x — p. Weil h(x) > h(p) = c ist, gilt h(a) > 0. Deswegen schneidet der
Strahl S die Hyperebene Hj in einem Punkt y € px C P. Dieser Punkt y € @y gehort zur konvexen
Hiille von |J S;. Nach Satz 6.7 ist diese konvexe Hiille ein Kegel mit Spitze p. Mit y enthélt dieser
Kegel auch jeden Strahl p+¢- (y — p), t > 0, und insbesondere den Punkt x. L]

Aufgabe 6.9 Welches der beiden Polyeder aus Aufgabe 6.8 ist endlich, welches unendlich? (Beweis!)

6.4 Das Optimierungsproblem

Das Problem der linearen Optimierung ist folgendes: Gegeben ist ein Polyeder P C IR™ und eine
lineare Funktion f : R™ — IR. Gesucht ist ein Punkt p € P, in dem f(p) den Minimalwert unter
allen Werten f(x), x € P, annimmt. In diesem Fall bedeutet f(x) so etwas wie Kosten. Wenn f(x) so
etwas wie Profit bedeutet, dann ist natiirlich der maximale Wert f(x) gesucht. Nach Anderung des
Vorzeichens von f sind beide Formulierungen &quivalent.

Beispiel 6.13 (Collatz-Wetterling p.3) Wortlich steht da: ,In einem landwirtschaftlichen Betrieb
werden Kiihe und Schafe gehalten. Fir 50 Kiithe und 200 Schafe sind Stille vorhanden. Weiterhin sind
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72 Morgen Weideland verfiigbar. Fir eine Kuh werden 1 Morgen, fir ein Schaf 0.2 Morgen bendtigt.
Zur Versorgung des Viehs sind Arbeitskrifte einzusetzen, und zwar kénnen jahrlich bis zu 10 000
Arbeitsstunden geleistet werden. Auf eine Kuh entfallen jihrlich 150 Arbeitsstunden, auf ein Schaf 25
Arbeitsstunden. Der jihrlich erzielte Reingewinn betrdgt pro Kuh 250 DM, pro Schaf 45 DM.“

Natiirlich ist der Betrieb daran interessiert, die Anzahl x1 seiner Kiihe und x4 seiner Schafe so zu
bestimmen, dass der erzielte Gesamtgewinn mdoglichst grof$ wird. Mathematisch ausgedriickt: Gesucht
ist das Maximum der Funktion

fz1,z2) := 250 1 + 45 - 2

auf dem Polyeder, das durch die Ungleichungen
0<z; <50, 0<29<200, z1+02-29<72, 150 21+ 25 29 < 10000

definiert wird. Kompliziert wird dieses Problem durch eine ganze Reihe von Umstdnden. Am schwie-
rigsten diirfte es sein, die Sicherheit aller Annahmen zu gewdhrleisten. Aber weil dies am wenigsten
mit Mathematik zu tun hat, wollen wir davon abstrahieren. Mathematisch interessanter ist schon die
Frage, was zu tun ist, wenn ein Punkt p = (z1,2z2) € P herauskommt, dessen Koordinaten nicht beide
ganzzahlig sind. Aber auch davon wollen wir abstrahieren.

Der entscheidende Punkt, den wir gleich verifizieren werden (Satz 6.30), ist, dass das Maximum
von f auf P in einer Ecke von P angenommen wird. Nun ist das Polyeder genau dasjenige aus Beispiel
6.11. Dort haben wir ausgerechnet, dass es sechs Ecken hat. In der folgenden Tabelle sind diese Ecken
p zusammen mit den Werten f(p) angegeben:

p| (0,00 (0,200) (50,0) (50,100) (40,160) (32,200)
Fp)| 0 8400 12500 16700 16720 16400

Man sieht: Der grofite Wert wird in der Ecke mit den Koordinaten (40,160) angenommen.

Natiirlich ist es so hingetrickst, dass fiir Kihe und Schafe ganzzahlige Zahlen raus kommen: 40
Kiihe und 160 Schafe. Auferdem liegen die beiden Seitengeraden durch die Ecke (40,160) so nahe
beieinander, dass man sie auf der Graphik kaum auseinanderhalten kann. Und die Gerade f(x1,z9) =
16720 liegt da noch dazwischen. Eine listige Komplikation.

Definition 6.18 Die Ecke p eines Polyeders P heif$t optimal fiir die Linearform f, wenn f(p) < f(x)
fiir alle x € P.

Der folgende Satz zeigt, wie man optimale Ecken erkennt, ausgehend von den Ungleichungen,
welche das Polyeder definieren.

Satz 6.28 Das n-dimensionale Polyeder P sei durch die Ungleichungen h;(x) > ¢;, i = 1,....k, de-
finiert. Fiir die Ecke p € P gelte hi(p) = ¢;, i = 1,...,n, wobei die Linearformen hy, ..., h, wie im
Eckenkriterium Satz 6.18 b) linear unabhingig sind. Dann ist

f=aihi1+ ...+ anh,

eine (eindeutig bestimmte) Linearkombination dieser Linearformen. Gilt hier a; > 0 fir alle i =
1,...,n, so ist p optimal fir f.

Beweis. Aus f =3 a;h; folgt f(p) => a;hi(p) = > a;¢;. Fiir alle x € P ist h;j(x) > ¢; und damit
a;h;(x) > a;c;. Damit erhalten wir fiir alle x € P

F(x) =" aihi(x) > aic; = f(p). O

Die folgende Bemerkung ist entscheidend fiir das Auffinden optimaler Ecken:
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Satz 6.29 FEs sei P C IR" ein Polyeder und p € P eine seiner Ecken. Wenn p nicht optimal fiir f ist,
dann gibt es eine von p ausgehende Kante K, auf welcher f echt absteigt. D.h., fir allep #q € K

ist f(q) < f(p)-

Beweis. Weil p nicht optimal fiir f ist, gibt es ein x € P mit f(x) < f(p). Nach Satz 6.27 gehort
x € P zur konvexen Hiille der von p ausgehenden Strahlen

Si:p+si-(pi—p), 0<s €l

Es sei etwa
X = E ti(p+si(pi —P)), 0<sit; €R, E t; =1
i

Dann wird
Fx) =Y tif(p+sipi —p) = f(p) + > tisi(f(pi) — £(P))-
Falls hier f(p;) > f(p) fiir alle Punkte p; gelten wiirde, so wire wegen s;t; > 0

f(x) > f(p)

im Widerspruch zur Wahl von x. Es gibt also ein ¢ mit f(p;) < f(p). Fiir alleq = p+s-(p;—p), s > 0,
auf dem Strahl S; ist dann

fl@) =1 =s)f(p)+sf(pi) <(1-5)f(p)+sf(P) = f(p) O

Damit haben wir jetzt alle technischen Hilfsmittel beieinander, um lineare Optimierungsprobleme
konkret anzugehen. Sei ein solches Problem etwa in der folgenden Form gegeben:

Es sei P C R"™ ein Polyeder und f : IR™ — IR eine Linearform. Gesucht ist ein p € P, in dem f
sein Minimum auf P annimmt.

Man verfihrt wie folgt:

1) Man ermittelt eine Ecke p; von P.

2) Man untersucht, ob es eine von p; ausgehende Kante K gibt, auf der f echt absteigt. Ist dies
nicht der Fall, so ist p; optimal fiir f nach Satz 6.29.

3) Gibt es doch so eine Kante K, so untersucht man, ob sie endlich ist, oder ein unendlicher Strahl.
Ist letzteres der Fall, so kann man aufgeben, denn auf dieser Kante wird f gegen unendlich
anwachsen. Das Optimierungsproblem besitzt keine Losung!

4) Ist aber K = Pp;p; endlich, so ist f(p;) < f(p;). Man ersetzt die Ecke p; durch p; und beginnt
erneut bei 2).

Weil P nur endlich viele Ecken hat, bricht das Verfahren irgendwann ab. Dann hat man entweder
einen unendlich lange Kante gefunden, auf der f gegen unendlich geht, das Problem hat keine Losung,
oder man ist in einer Ecke gelandet, wo f auf keiner davon ausgehenden Kante echt anwéchst. Diese
FEcke ist dann optimal fiir f. Wir haben bewiesen:

Satz 6.30 (Hauptsatz der linearen Optimierung) Es sei P C IR" ein Polyeder, das eine Ecke
besitzt und f : IR™ — IR linear. Nimmt f auf P sein Minimum an, dann tut es das auch in einer Ecke
von P. Andernfalls gibt es eine (unendlichlange) Kante von P, auf der f gegen —oo geht.
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Das Wesentliche an dem genannten Verfahren ist, dass man es auch programmieren kann. Das heif3t
dann der Simplex-Algorithmus. Den werden wir im néchsten Abschnitt genauer behandeln. Zuvor noch
einiges zur Standardisierung des Optimierungsproblems.

Definition 6.19 FEs seien

Vektoren im IR™. Dann sagt man

falls a komponentenweise > b ist, d.h.
a; > b;  firalle i=1,...,n.

Beispiel 6.14 In diesem Sinn ist a > 0, wenn alle Komponenten a; > 0 sind.

Bei einem konkreten Optimierungsproblem sind ja héufig Stiickzahlen z;, j = 1,...,n, zu bestim-
men, die natiirlich automatisch > 0 sind. Zusétzliche Beschrankungen sind durch weitere Rahmenbe-
dingungen (Restriktionen) gegeben, etwa h;(x) < b;. Hier sei etwa

hl' (X) = Z ai,jxj.
j=1

Die Koeffizienten der Linearformen fasst man zu einer Matrix A = (a; ;) zusammen, und kann dann
die zusétzlichen Beschréankungen kurz
A-x<b

schreiben mit dem Vektor b = (b;). Ist f die zu minimierende Funktion, so schreibt man das Opti-
mierungsproblem

f(x) =min (Zielfunktion)

A-x<b (Restriktionen)

x>0 (Vorzeichenbedingungen).

Natiirlich beschreibt das Ungleichungssystem A -x < b, x > 0, ein Polyeder im IR". Falls b > 0
ist, gehort der Nullpunkt dazu und ist eine Ecke (Ecken-Kriterium mit den n linear unabhingigen
Linearformen z;, i = 1,...,n). Umgekehrt kann man auch jedes Polyeder, welches Ecken hat in dieser
Form darstellen:

Satz 6.31 Es sei ) # P C R"™ ein Polyeder definiert durch die Ungleichungen h;(x) > ¢;, i =1,..., k.
Dann sind dquivalent:

a) P besitzt eine Ecke;

b) Es gibt eine Affinitit ¢ : IR™ — IR", welche P auf ein Polyeder der Form A-x <b, x > 0, mit
b > 0 abbildet.

c) Es gibt eine Affinitit ¢ : IR™ — IR", welche P auf ein Polyeder der Form A-x < b,x > 0,
abbildet.
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Beweis. a) = b): Es sei p € P eine Ecke. Dann gibt es n linear unabhéngige Linearformen in den
P definierenden Ungleichungen, etwa hy, ..., h, mit {p} = PN{h;(x) =¢;, i = 1,...,n}. Die Abbildung

¢ :IR" = 1R", x— (hi(x)—¢i=1,..n

ist eine Affinitét. Unter ¢ wird P in die Menge {x € IR" : x > 0} abgebildet. Und ¢(P) C IR" ist
ein Polyeder. Die Ungleichungen, welche zusammen mit x > 0 dieses Polyeder definieren schreiben
wir (nach Vorzeichen-Umbkehr) h;(x) < b;, oder zusammengefasst A - x < b. Weil ¢(p) = 0 zu ¢(P)
gehort, ist 0 = A-0 < b, also b > 0.

b) = c¢) ist offensichtlich.

c) = a): Sei P C IR" ein nichtleeres Polyeder der Form A -x < b,x > 0. Wir miissen zeigen: P
besitzt eine Ecke. Weil P nicht leer ist, gibt es einen Punkt p € P. Wir unterscheiden folgende Fille:

i) Rang(A) < n: Dann gibt es einen Vektor 0 # v € IR™ mit A-v = 0. Fiir alle Punkte
q=p+t-v,teIR, auf der Geraden L durch p mit Richtungsvektor v gilt dann A-q=A-p < b.
Weil die Gerade L nicht ganz in der Menge {x € IR" : x > 0} liegen kann, liegt sie auch nicht ganz
in P. Sie trifft den Rand 9P in einem Punkt q € L, jenseits dessen die Bedingung x > 0 nicht mehr
erfiillt ist. Es ist also q € P mit ¢; = 0 fiir ein .

ii) Rang(A) = n: Es gibt genau einen Punkt q € IR", der das LGS A - q = b erfiillt. Gehort q zu
P, so ist er eine Ecke von P nach Satz 6.18 b).

Gehort g nicht zu P, so trifft die Strecke

Pa={sp+(1-5)q,0<s<1,scR}
den Rand OP in einem Punkt r = sp + (1 — s)g mit 0 < s < 1. Fiir alle 0 < s <1 ist aber
A-(sp+(1—s)q)=sA-p+(1—-s5)A-q<s-b+(1—-s)-b=hb.

Also muss eine der Koordinaten r; von r verschwinden.

Wir haben bewiesen: Entweder hat P eine Ecke, oder das Polyeder schneidet eine Koordina-
tenhyperebene z; = 0. Das Polyeder P N {z; = 0} ist in R" ! : z; = 0 durch die Bedingungen
A-x < b, x >0, definiert. Die Behauptung folgt durch Induktion nach n. L]

Ist in dem oben formulierten Optimierungsproblem die Koeffizientenmatrix vom Typ m X n mit
m < n, so kann man den Hauptsatz der linearen Optimierung noch etwas schérfer formulieren:

Satz 6.32 Nimmt die lineare Funktion f auf dem Polyeder
P: A-x<b,x>0

ihr Minimum an, so tut sie es auch in einer Ecke p = (p,) € P wo héchstens m Koordinaten p, # 0
sind.

Beweis. Jede Ecke p € P ist durch n der Gleichungen
n
Z auyx, =by,(p=1,..m), x,=0r=1,..,n)
v=1

definiert. Weil davon hochstens m Gleichungen die Form »_, a,,z, = b, haben kénnen, miissen
mindestens n — m von der Form z,, = 0 sein. L]
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In der Literatur werden Optimierungsprobleme hiufig etwas anders normiert: Man ersetzt die Un-
gleichungen in den Restriktionen durch Gleichungen. Das geht auf Kosten von zusétzlichen Variablen
Y1y -5 Ym, die man Schlupf- Variablen nennt. Eine Ungleichung

n
> aizj < b
j=1

ist ja dquivalent zur Kombination

n
Zai,jxj +y;i=10b;, ¥ >0
7j=1

von Gleichung und Vorzeichenbedingung. Die Schlupf-Variablen fasst man zu einem Vektor y = (y;)
zusammen und schreibt das Optimierungsproblem in der Normalform

f(x) = min (Kostenfunktion)
(A, 1,,) - ;{ =b (Restriktionen)
( ;( ) >0 (Vorzeichenbedingungen)

Beispiel 6.15 Wir betrachten die Pyramide P C IR? aus 6.2 definiert durch die Bedingungen

3 >0 3 =0

2x1 —x3 > 2 —2x1 +r3 < =2

2ry —x3 > 2 bzw. —2r9 4x3 < =2

211 +xz <4 211 +rz <4

2x9 +4x3 < 4 2x9 +x3 <4

Mit den Schliipfen x4, ...,x7 > 0 wird daraus

-2 11 1 -2
-2 1 1 -2

. = >

2 1 1 - y |0 x=0

2 1 1 L7 4

Beim Optimierungsproblem mit Schlupf-Variablen haben Restriktionen und Vorzeichenbedingun-
gen die Form

(A,]lm)-<;(>:b, x>0,y > 0.

Hier ist A eine reelle m x n-Matrix, weiter x € R" und y € IR™. Ersetzt man in dieser Notation die
Matrix (A, 1,,) durch die neue m x (m + n)-Matrix A" und das Paar (x,y) der Vektoren durch den
neuen Vektor x’ € IR”™, so nehmen diese Bedingungen die komprimierte Form

A-xX'=b, x>0
an. Dies ist der Spezialfall A’ = (A, 1,,) der allgemeineren, komprimierten Form

A-x=b, xeR" x>0,
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wo A eine m x n-Matrix ist. Die Matrix A kann keinen gréfleren Rang als die Anzahl n ihrer Spalten
haben. Sei also r := Rang(A) < n. Falls Rang(A,b) > r ist, dann ist das LGS unlésbar, das betrach-
tete Polyeder ist leer. Wir kénnen also Rang(A,b) = r annehmen. Falls m > r ist, dann enthélt (A, b)
Zeilen, welche von den anderen linear abhéngig sind. Solche Zeilen kénnen wir sukzessive weglassen,
ohne die Losungsmenge des LGS zu verdndern. Nachdem wir geniigend viele dieser Zeilen weggelassen
haben, kénnen wir 0.B.d.A. r = m annehmen. Gilt jetzt m = n, so hat das LGS nur eine einzige
Losung, ein uninteressanter Fall. Wir kénnen deswegen fiir ein Problem in komprimierter Form immer

Rang(A) =m, und m < n

annehmen.
Das folgende Problem fiihrt dierekt auf eine Optimierungsaufgabe in dieser Form:

Beispiel 6.16 (Transport-Problem) Gegeben seien m Fabriken, welche Mengen aq,...,an, einer
Ware erzeugen und n Abnehmer, welche davon Mengen by, ...,b, verbrauchen. Damit das System

stabil bleibt, setzt man
m n
Z a, = Z b,
pn=1 v=1

voraus. Auferdem nimmt man an, dass die Transportkosten k,, von der Fabrik jn zum Abnehmer v
linear in Bezug auf die transportierte Menge x,,, sind, etwa

kj/’lﬂu = C“J/x“vu'

(Eine etwas idealistische Annahme, aber wahrscheinlich realistisch, wenn die transportierten Stiick-
zahlen grof¥ sind.) Das Optimierungsproblem ist damit

S et Cpp Ty = MAN (Kostenfunktion)
Y1 Tpuy =a, (p=1,..,m) (Restriktionen,)
w1 T = by, (v =1,...,n) (Restriktionen,)

Tuy >0 (n=1,...,m,v=1,...,n) (Vorzeichenbedingungen)

Lassen Sie mich ein konkretes Beispiel diskutieren (das einfachste nicht ganz-triviale Beispiel mit
konkreten Zahlen, das mir einfiel). Gegeben seien zwei Fabriken Fy und Foymit den jeweiligen Produk-
tionsmengen a1 = 4 und ay = 6. Sie beliefern drei Abnehmer A1, Ao, A3 mit dem jeweiligen Bedarf
b1 = 3,ba = 4 und bz = 3. Wir notieren die Stabilititsbedingung

a1+ az = 10 = by + by + b3.

Die geographische Lage der Fabriken und Abnehmer zueinander sei wie folgt:

A ___ -
,) 3 /F2
’ Pid
s -,
s ,
] A
s ,
s -,
e 4
PSS T T S f
< A3
N
-,
N
5 5
N ,
N -,
N -,

~
[ 4
Ao
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Die Zahlen auf den Verbindungsgeraden sollen die Entfernungen angeben, und der Einfachheit halber
auch gleich die Koeffizienten c,, in den Transportkosten, also:

c11=95,c12=9,c13=38, c21=28,¢o2=10,c23=05.

(Wenn Ihnen dieses Beispiel etwas unrealistisch vorkommt, kénnen Sie gern die Entfernungen mit
100 km und die Stiickzahlen mit 10 000 multiplizieren. Am Ergebnis der Optimierungsaufgabe wird
das mnichts dndern.) Ist x,, die von F,, nach A, transportierte Stiickzahl, so haben wir also die Ko-
stenfunktion

fxpw) =511 + 5x12 + 8213 + 8w + 10222 + 523

zu minimieren. Dabet sind die Restriktionen
T11+T21 =3

T12+ T2 =4
r13+ 223 =3

T11 +T12+T13=4
Z21 + T22 + 123 =0

In Matrizform nehmen sie die Gestalt

11

111000 4

000111 1,2 6

100100 T | 3

0100710 2,1 4

001001 72,2 3
T3

an. Hier hat die (erweiterte) Koeffizientenmatriz allerdings nur den Rang 4. Man kinnte also in
diesem Gleichungssystem beispielsweise die erste Zeile weglassen.

Stellen wir die verschiedenen Formen der Bedingungen noch einmal in einer Tabelle zusammen:

1) ohne Schlupf | A-x<b, x>0 A:mxn

2)  mit Schlupf A:mxn,xecR"yecR"™

B
=
3
VR
< M
~
Il
“O"
VR
< M
~_—
vV
(en)

3) komprimiert | A-x=b, x>0 A:mxn,n>m, Rang(A) =m

Definition 6.20 Ein Optimierungsproblem sei mit Bedingungen in der Form 2) oder 3) gegeben.
Die Restriktionen haben dann die Form eines inhomogenen LGS. Seine Ldsungen heiffen ganz einfach
Losungen (der Restriktionsbedingungen). Sind zusditzlich die Vorzeichen-Bedingungen erfiillt, so nennt
man derartige Losungen zuléssig.

Die zuléssigen Losungen bilden also das Polyeder P, auf dem das Minimum einer linearen Kosten-
funktion f gesucht wird.
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Aufgabe 6.10 (Danzig, p. 106) Bringen Sie die folgenden Systeme von Ungleichungen durch Einfiihrung
von Schliipfen auf Gleichungsform von Typ 2:

a) 1+ 229 > 3 b) T +x9 > 2
1 — 229 > —4 T —x9 < 4
1+ Ty < 6 Ttz < 7

Aufgabe 6.11 Gegeben sei ein Polyeder P C IR® durch
1 20,2202>0,23>0, 21 <1+ 2x9+ 3.

a) Bestimmen Sie alle Ecken von P.
b) Nimmt die Funktion f(x) = x1 —x9 —2x3 auf P ein Mazimum oder Minimum an? Bestimmen Sie
gegebenenfalls einen Punkt p € P, wo dies der Fall ist.

Aufgabe 6.12 Ldsen Sie die vorhergehende Aufgabe fiir das Polyeder
212 0,290 > 0,23 >0, x3>x1+219—1
und f(x) :=2x3 — x1.

Aufgabe 6.13 Drei Zementhersteller Zy, Zy und Zs beliefern zwei Grofbaustellen G1,Gy. Die tigli-
che Zementproduktion und der Bedarf in Tonnen sind

71 Zy Zs G1 G
20 30 50 40 60

Die Transportkosten in euro betragen pro Tonne

von ‘ Z1 ZQ Z3
nachGy | 70 20 40
G-, | 10 100 60

Formulieren Sie das Problem, die tdaglichen Transportkosten zu minimieren in der Standardform
f(x)=min, A-x=b, x>0.

(Die Losung des Problems ist nicht verlangt.)

6.5 Ecken und Basislosungen

Wir betrachten nun Optimierungsprobleme in komprimierter Form
A-x=b, x>0.

Hier ist A eine m x m-Matrix mit n > m und vom Rang m. Die Bedingungen A - x = b sind
also ein inhomogenes LGS mit Koeffizientenmatrix A vom Maximalrang m. Wir sind am Verhalten
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der Zielfunktion in den Ecken des zugehorigen Polyeders interessiert. Dazu brauchen wir erst eine
iibersichtliche Beschreibung der Ecken.

Nach Satz 6.18 b) wird eine Ecke durch n linear unabhéingige Gleichungen definiert. Diese Glei-
chungen koénnen Zeilen des LGS sein, sie sind nach Voraussetzung linear unabhéingig. Aber deren
Anzahl ist nur m < n. Zu den Gleichungen werden also auch immer mindestens n — m Gleichungen
der Form z,, = 0 gehoren. Selbst in sehr einfachen (= niedrig-dimensionalen) Fillen kann das direkte
Auffinden der Ecken ziemlich uniibersichtlich sein.

Beispiel 6.17 Wir betrachten im IR® das Polyeder
r1+axs+ax3=1, x3+z4+25=1 x2>0.

Eine Ecke wird durch finf Gleichungen definiert, wovon mindestens drei Koordinatengleichungen der
Form x, = 0 sein miissen. Es gibt die Fdlle:

a) fiinf Koordinatengleichungen geht nicht, weil dann x1 = ...x5 = 0 keine Lésung der beiden ersten
Gleichungen ist.

b) vier Koordinatengleichungen, wovon zu den beiden Mengen {x1,x2,x3}, {2, 23,24} jeweils nur
zwei Koordinaten gehoren konnen. Damit ist die Gleichung xs = 0 ausgeschlossen. Es bleibt

(xly T2,T3, T4, 565) = (Oa 0, 15 0’ 0)’

und in diesem Punkt sind sogar alle beiden ersten Gleichungen erfillt. Der Punkt ist eine Ecke.

¢) drei Koordinatengleichungen, wozu die Gleichung x3 = 0 gehdren muss, weil sonst aus den
beiden ersten Gleichungen x; = x9 = x4 = x5 = 0 (Fall b) folgen wiirde. Es gibt die vier Mdoglichkeiten
r,=x3=x;=0,1=1,2, j =4,5, welche auf die Ecken

(0,1,0,0,1), (0,1,0,1,0), (1,0,0,0,1), (1,0,0,1,0)

fiihren.

Bei diesem Beispiel handelt es sich ibrigens nur um eine etwas unanschauliche Version der Pyra-
mide in Beipiel 6.10. Um diese Pyramide auf unser Polyeder abzubilden schreiben wir in Beispiel 6.10
statt (xy1,xo,x3) jetzt (x,y, z). Dann wird eine affine Abbildung, welche die Pyramide auf das Polyeder
abbildet, gegeben durch

Ty = 2 — y — 0.5z
r9g = —1 + y — 0.5z
r3 = z
ry = —1 4+ «x — 0.5z
Ty = 2 — — 0.5z

Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass wir uns dem Problem viel systematischer ndhern miissen. Des-
wegen

Definition 6.21 Eine Basis (im Sinn dieses Kapitels) ist eine Menge von m Spaltenvektoren a’
der Matriz A, die eine Basis fiir den Spaltenraum dieser Matrix bilden. Ihre Anzahl ist also m =
Rang(A). Die Menge der m zugehdrigen Spalten-Indizes nennen wir Basis-Menge B. Die Menge der
anderen Spalten-Indizes j ¢ B nennen wir Nicht-Basis-Menge N. Die Koordinaten xj, j € B, heiffen
Basiskoordinaten, bzw. B-Koordinaten, die Koordinaten xj, j € N, heiffen Nicht-Basis-Koordinaten,
bzw. N-Koordinaten. Insbesondere ist

BUN ={1,..,n}, BNN={.
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Zur Zerlegung BU N der Indexmenge gehort eine Zerlequng
A= (Ap, Ay)

der Matriz A (hier ist Ap invertierbar) und eine Zerleqgung des Koordinatenvektors

x:<j§§>.

Wenn nicht B = {1,...,m} und N = {m+1,...,n}, muss man hier die Spalten von A und die Eintrige
von X umordnen. Aber es gilt immer

A'X:(ABaAN)'<;(f7 ) =Ap-xp+ AN - XN.

FEin Basislosung zur Basismenge B ist eine Lisung x = (x;) mit x; =0 fir j ¢ B, d.h. xy = 0.
Sie ist durch B eindeutig bestimmt als (xp,0), wo xp Lisung des LGS
AB - Xp = b bzw. XB — Aélb
15t.
Die Basislosung x = (x5), x; = 0 fir j € N, heif$t zuldssig wenn x zu P gehort, d.h., x; > 0 fir
jeB.

Beispiel 6.18 Nehmen wir Beispiel 6.17 wieder auf. Der Spaltenraum der Matrix

0 0
11

hat Dimension 2. Basismengen B und zugehdrige Basislosungen x sind

1
1

B X
(1,3) ] (0,0,1,0,0)
(1,4) | (1,0,0,1,0)
(1,5) ] (1,0,0,0,1)
(2,3) ] (0,0,1,0,0)
(2,4)](0,1,0,1,0)
(2,5) | (0,1,0,0,1)
(3,4) ] (0,0,1,0,0)
(3,5) | (0,0,1,0,0)

Alle Basislosungen sind zuldissig, aber vier verschiedene Basen fiihren auf die gleiche Ldsunyg.

Der Punkt ist, dass die zulédssigen Basislosungen genau die Ecken des Polyeders P sind. Ihre
konkrete Beschreibung in Form von Basislosungen ist wichtig, weil es beim Simplex-Algorithmus genau
auf das systematische Auffinden von Ecken ankommt.

Satz 6.33 Fiir Punkte p € R" sind dquivalent:
a) p ist eine Ecke von P;
b) p ist eine zuldssige Basislosung.
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Beweis. a) = b): Es sei p € P eine Ecke. Nach Satz 6.18 b) ist p Losung eines inhomogenen LGS

Ax=b, =z, =0,
wo A’ aus Zeilen von A besteht und die gesamte Koeffizientenmatrix den Rang n hat. Wegen n > m
gehoren dazu mindestens n — m Gleichungen der Form x,, = 0. Sei k > n — m die Anzahl aller dieser
Gleichungen. Nach Umordnung der Koordinaten (und entsprechender Vertauschung der Spalten von
A) koénnen wir annehmen, dass dies die Koordinaten x,,_gy1, ..., 2, sind. Wir kénnen das LGS so

schreiben:
@)v<nr (@Dvsnk |\ L _ (b
0 llnfk 0 .

Weil die Koeffizientenmatrix den Rang n hat, miissen die Spalten a”, v < n — k, linear unabhéngig
sein.

Fall 1. K = n — m: Dann sind wir fertig mit B = {1,...,n — k = m}.

Fall 2. kK > n — m: Wir kénnen die n — k < m linear unabhéngigen Spalten a”, v <n — k, von A
zu insgesamt m linear unabhéngigen Spalten ergéinzen, es ist ja Rang(A) = m vorausgesetzt. Wieder
nach Vertauschen von Spalten kénnen wir annehmen, dass es die ersten m Spalten sind. Dann 16st p

das inhomogene LGS
@)v<m  (@7)v>m Cx = b
0 Ty—m 0/’

Somit ist p Basislésung mit B = {1,...,m}.
b) = a): Sei p € P eine zuléssige Basislosung, also Losung eines LGS

(3 ) == (3)

Wegen Rang(Ap) = m hat die Koeffizientenmatrix n linear unabhiingige Zeilen. Deswegen ist p eine
Ecke von P. L]

Beispiel 6.19 In Beispiel 6.18 gibt es vier Ecken, wo drei Koordinaten x, = 0 sind. In ijeder dieser
Ecke sind genau finf der Gleichungen erfillt. In der finften Ecke sind aber sechs Gleichungen erfiillt,
weil dort zusdtzlich zu den Zeilen der Matriz auch noch x1 = r9 = x4 = x5 = 0 sind.

Was ist dann der Unterschied zwischen einer Ecke und einer zuléssigen Basislosung? Wenn in p
genau n Gleichungen unter
A-x=b, z,=0

erfiillt sind, dann liegt im Beweis von Satz 6.33 a) = b) gerade der Fall 1 k¥ = n — m vor, und zur
Ecke p gehort genau eine Basis. Insbesondere ist dann p, = 0 fiir genau n — m Indizes v.

Aber wenn mehr als n Gleichungen erfiillt sind, dann werden durch die Basis genau n unabhéngige
davon ausgewihlt. Eine zuldssige Basislosung ist also dasselbe, wie eine Ecke mit der Angabe von
genau n Gleichungen, die sie definieren. Weil die Gleichungen A - x = b immer dazu gehoren, ist es
dasselbe, wie Angabe von n — m Indizes v mit p, = 0.

Beispiel 6.20 Wir betrachten die Pyramide P C IR? aus 6.2. Aus der Zeichnung ist klar: Durch jede
der vier Ecken der Grundfiiche gehen genau drei definierende Ebenen, aber durch die Spitze gehen

152



vier. Nach Einfihrung der Schlupf-Variablen x4, ...,x7 > 0 (vgl. 6.4) schreiben sich die Restriktionen
als

—2 11 1 —2
-2 1 1 O
2 1 1 - 4
2 1 1 7 4

Wir haben ein LGS mit m =4 und n = 7. Die Ecke p1 = (1,1,0) 2z.B. gehirt zur Basislésung
x=(1,1,0,0,0,2,2) mit N ={3,4,5}, B=1{1,2,6,7}.

In der Ecke ps = (1.5,1.5,1) sind alle vier Gleichungen A-x = b erfiillt, hier treffen sich vier Kanten
und vier Seitenflichen. Fir die Schlupf-Variablen bedeutet dies

xs=x5=26=27=0 wund x=(1.5,1.5,1,0,0,0,0).

Fiir die Ermittlung einer zugehorigen Basislosung kann man je drei der Koordinaten x4, ..., x7 auswdhlen.
Man erhdlt diese Ecke auf vier verschiede Weisen als zulissige Basislosung. Die sieben Koordinaten
sind natiirlich immer die gleichen, aber ihre Aufteilung auf B-Koordinaten und N-Koordinaten unter-
scheidet sich.

Definition 6.22 FEs sei P ein n-dimensionales Polyeder. Eine FEcke p von P heifit einfach oder.
nicht-entartet, wenn sich in p genau n Seitenflichen S von P der Dimension n — 1 treffen. Ist P
2.B. durch Ungleichungen h;(x) > ¢;, i = 1,...,k, gegeben, von denen man keine weglassen kann, so
heif$t dies, dass in p genau n Gleichungen h;(p) = ¢; gelten, und nicht mehr. Ist P C IR"™ durch m
Gleichungen A - x = b und n > m Ungleichungen x > 0 gegeben, so heifst dies, dass genau n der
Gleichungen A -p = b, p, =0, gelten, und nicht mehr. Ist die Ecke p € P nicht einfach, so heifst sie
nicht-einfach, bzw. entartet.

Beispiel 6.21 Bei der soeben wieder erwihnten Pyramide P sind die vier Ecken auf der Grundebenen
x3 = 0 einfach, die Spitze (1.5,1.5,1) ist eine nicht-einfache Ecke.

Ist die Ecke p einfach, so bekommt man sie nur auf eine Weise als zuldssige Basislosung.

Beispiel 6.22 Wir wollen auf diese Weise noch die Ecken des Polyeders finden, das zum oben disku-
tierten Transport-Problem gehort. Von den sechs linear abhdingigen Gleichungen lassen wir die erste
weg und schreiben die Restriktionen

Z1,1
0001 11 x1,2 6
100100 x| |3
0100710 w1 || 4
001 001 2.2 3
x2.3

Wir gehen alle 15 Méglichkeiten fir N = {i,j} C {1,...,6} durch. Mit MAPLE berechnen wir die Ko-
ordinaten der zugehdrigen Basislosung. Wenn MAPLE nur eine Lisung findet, dann sind die Spalten
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a’, j € B, linear unabhingig, wir haben eine Basislosung. Wenn MAPLE keine Lisungen findet, dann
sind diese Spalten nicht linear unabhdngig. So erhalten wir die folgende Tabelle:

N | Basis?  Basislosung  zuldssig?
1,2 ja (0,0,4,3,4,—-1) nein

1,3 ja (0,4,0,3,0,3) ja
1,4 | nemn

1,5 ja (0,4,0,3,0,3) ja
1,6 ja (0,1,3,3,3,3) ja

2,3 ja (4,0,0,—1,4,3) nein

2,4 ja (3,0,1,0,4,2) ja
2,5 | nein

2,6 ja (1,0,3,2,4,0) ja
3,4 ja (3,1,0,0,3,3) ja
3,5 ja (0,4,0,3,0,3) ja

3,6 | newn

4,5 ja (3,4,-3,0,0,6) nein
4,6 | ja (3,-2,3,0,6,0) nein
5,6 ja (—3,4,3,6,0,0) nein

Die gefundenen Ecken p stellen wir in der folgenden Tabelle zusammen, in die wir gleich auch die
Werte der Kostenfunktion f(p) eintragen:

p ](0,4,0,3,0,3) (0,1,3,3,3,0) (3,0,1,0,4,2) (1,0,3,2,4,0) (3,1,0,0,3,3)
f(p) | 59 82 73 85 65

Am kostengiinstigsten ist es also, wenn
T11 =213 =x22=0
ist. Das bedeutet: Die Fabrik Fo beliefert nur die beiden ihr am ndchsten liegenden Verbraucher, und
1 nur den dritten. Das ist irgendwie logisch, aber wenn die Zahlen nicht so aufgingen, wdre das
Ergebnis komplizierter.
Der Algorithmus in 6.4 beginnt mit einer zuléssigen Basislosung. Eine Basislosung (0,xp5) des LGS
Ay - xy+Ap-xg=Db

kann man sich verschaffen, wenn die Teilmatrix Ap invertierbar ist. Multipliziert man das LGS mit
Ap' und setzt Al := A5' - Ay, b’ = AZ' - b, so erhilt man das dquivalente System

Ay - xp+ 1, -xp=Db’
mit der Basislosung (0,x5) = (0,b). Das Problem besteht darin, dass sie nur dann zuléssig ist, wenn
xg=b>0.

In dieser Situation gibt es eine Methode, die Frage nach der Existenz einer zuldssigen Basislosung auf
ein Optimierungsproblem zuriickzufiihren.
Gehen wir aus von unserem Problem in der Form

A-x+y=b, x,y>0
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mit der m x n-Matrix A. Wenn b > 0 ist, dann ist die Basislosung (0, b) zulédssig. Andernfalls gibt es
Koeffizienten b; < 0. Wir ordnen die Zeilen des Systems so um, dass

bi,...,bp <0, bri1,...;bm > 0.

Die Idee besteht darin, neue Variable g1, ..., g5 aufzunehmen, und damit das LGS wie folgt zu erweitern:

—a11T1 —... —A1pTp —Y1 +91 = -

—A1T1  —e.  —Ak Ty —Yk +yr = —by

k41,171 +ooo QhginTn +Yk+1 = bpy1
Am1T1  +eo FAmpTy Ym =bn

Jede Losung (x,y,y) des erweiterten Systems mit x,y > y = 0 ist eine Losung des urspriinglichen
Systems. Und so erhélt man auch jede Lésung des urspriinglichen Systems. Der Punkt ist,dass diese
Korrespondenz auch zwischen zuléissigen Basislosungen gilt: Ist (x,y) eine zuldssige Basislosung des
urspriinglichen Systems, etwa zur Basismenge B, so ist (x,y,0) zuldssige Basislosung des erweiterten
Systems zur gleichen Basismenge B. Problematisch ist nur die Umkehrung: Sei (X y,0) zuléissige
Basislosung des erweiterten Systems zu einer Basismenge B und Nicht-Basismenge N. Dann enthilt
N genau n + k Indizes. Im Fall B C {1,...,m + n} sind wir fertig. Andernfalls seien etwa 1,...,1 < k
Indizes zu Basis-Variablen ¢, ...,¢;. Zur Basis gehoren dann m — [ linear unabhéngige Spalten der
Matrix

—a1,1 —Q1n -1

—ag1 ... —Qgp -1

ak+171 ak+1,n 1

ama1 - QAmpn 1

Weil diese Matrix den Rang m hat, kénnen wir diese m — [ Spalten ergéinzen zu einer Basis, die aus
Spalten dieser m x (m +n)-Matrix besteht. Dafiir lassen wir die Variablen gy, ..., §; aus der Basis weg.
Wir haben eine neue Basis B C {1, ...,m + n} mit der zulissigen Basislosung (x,y, 0). L]

Und eine zulissige Basislosung (x,y,0) des erweiterten Systems ist zu finden als eine Losung der
Optimierungsaufgabe mit Kostenfunktion

F&) =i +..+ Gk §>0.

Wegen y > 0 gibt es keine Kante unseres Polyeders, auf der f gegen —oo gehen kann. Es gibt also eine
Ecke (x,y,p), in der f sein Minimum z := f(p) > 0 annimmt. Ist z > 0, so gibt es keine zulissige
Basislosung des erweiterten Problems mit y = 0. Dann gibt es leider auch keine zuléssige Basislosung
des urspriinglichen Systems. Und wenn z = 0 ist, dann ist auch p = 0 und gehért zu einer zuldssigen
Basislosung des urspriinglichen Systems.

Die Losung des Optimierungsproblems mit dem Simplex-Algorithmus sehen wir uns im n#chsten
Kapitel an. Fiir das erweiterte System findet man leicht eine zuléssige Basislosung, mit der man den
Algorithmus anwerfen kann. Eine solche ist z.B.

XN = (xla-"7xn7y17"'7yk) =0

XBp = (yk+17---7ym7gla---7gk):(bk+17---7bma_b17---7_bk)
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Zu jeder Basis B gehort eine Aufidsung des LGS

A-X:(AB,AN)-<§;€ ) =Agp-xg+ AN -xy=Db

vermoge

XB — (AB)_l . (b - AN . XN).

Dadurch, und zusammen mit den Vorzeichenbedingungen

bekommen wir eine explizite Parametrisierung unseres Polyeders P.
Damit ist auch die Kostenfunktion

Fx) =) cm
v=1

nur eine affine Funktion von xy. Wir geben sie explizit an. Dazu schreiben wir
f(X):C-X:CB-XB+CN-XN
mit einem Zeilenvektor ¢ = (cp,cy). Hier setzen wir xp ein:

f(X) = CB-Aél-b—CB-Aél-AN-XN—l-CN-XN
= CB-AEI-b—i—(CN—CB-AEl-AN)-XN.

Zu xy = 0 gehort die Ecke p = (pp,0) mit pp = Agl - b. Deswegen ist
cg- Azt b= f(p).

Wir kiirzen ab
CN:=CnNy —CpR - Agl CApn.

Dann haben wir die Kostenfunktion in die Form
f(x)=f(p)+en-xn
gebracht. Den variablen Anteil €y - xy nennt man die reduzierten Kosten.
Satz 6.34 (Optimalitiatskriterium) Wenn fiir €y in der Formel fir die reduzierten Kosten gilt
cy > 0,
dann ist die Ecke p fir f optimal.
Beweis. Fiir alle x € P ist xy > 0. Daraus folgt ¢y - xy > 0 und f(x) > f(p) fiir alle x € P. []

Alle relevanten Groflen kann man sehr iibersichtlich in einem sogenannten Tableau zusammenfassen.
Das ist nichts anderes, als eine Matrix, welche die Koeffizientenmatrix A als Teilmatrix enthélt, aber
zusétzlich noch eine weitere Zeile und eine weitere Spalte. Wie oben zerlegen wir A = (Ap, Ax) und
c = (cp, cy) und beginnen mit dem Tableau

Ap An | Db
Cp CN 0 ’
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Wir passen dieses Tableau an die Basis B an, indem wir die Spalten von Ap als neue Basis fiir den
Spaltenraum von A wéihlen. Fiir das Tableau bedeutet es Multiplikation von links

A" 0\ | Ap Ax|b | [ 1p AF' -Ax|AG Db
0 1 CB CN 0 - Cp CN ‘ 0

Hier braucht man die Inverse Agl nicht explizit auszurechnen. Es reicht, die invertierbare Matrix Ap
durch elementare Zeilenumformungen auf die Form der Einheitsmatrix zu bringen. Die Multiplikation
mit Agl von links ist ja nichts anderes, als die Hintereinander-Ausfithrung all dieser Zeilenumfor-
mungen. Und wenn wir diese Zeilenumformungen nicht nur auf Ap anwenden, sondern auf die ganze
m x (n+ 1)-Matrix (Ap, Ay, b) im Tableau, kommen wir genau auf die angegebene Form.

Das reicht uns aber noch nicht. Durch weitere Zeilenumformungen bringen wir den Vektor cp unter
1 auf Null. Das ist dasselbe, wie die Multiplikation des Tableaus von links

Ig 0\ |1 Ag'-Ax|Az' b | | 13 At Ay | A" b
—CR 1 Cp CN ‘ 0 - 0 CN—CB-Agl-AN‘—CB-Aél-b ’

Wegen Aél - b = pp enthélt unser resultierendes Tableau

Ip Ag'-An| ps
0 cy | —f(p)

auf geradezu wunderbare Weise noch die reduzierten Kosten und - bis auf das Vorzeichen - den Wert
f(p). Der grofie Vorteil dieser Manipulationen besteht darin, dass man sich nichts mehr zu merken
braucht. Man braucht nur noch Zeilenumformungen, wie wir sie im ersten Semester gelernt haben.
Das ist so einfach, dass man das auch einem Computer iiberlassen kann.

Aufgabe 6.14 (Danzig, p. 105) Gegeben sei das System

2 3 -2 -7 1 1

1 1 1 3 |- : =

1 -1 1 5 T4 4
x>0

Bestimmen Sie die Basislosungen fiir die Basismengen

B=1{1,2,3}, baw. {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}.
welche dieser Basislosungen sind zuldssig?
Aufgabe 6.15 Gegeben sei das System

_ P -
{3x+y+z x>0

-2z + y + 2z =1
a) Bestimmen Sie alle Basislosungen dieses Systems. Welche davon sind zulissig?

b) Nimmt die Funktion f(x,y,z):=y — 2z auf dem durch dieses System bestimmten Polyeder ihr
Minimum an?
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Aufgabe 6.16 Nimmt die Funktion
f(z1, 29,3, 24) := 21 + T2 + T3 + 24

auf dem Polyeder
{xe]R4: 2x1 — 3x9 + 3 + 324 = 3, x > 0}
thr Maximum an?

Aufgabe 6.17 Drei Schokoladehersteller S1,S2, Ss beliefern drei Kindergdrten mit Schokoriegeln. Die
wochentliche Produktion und die Abnahme in Kartons sind

Sl 52 53 Kl K2 K3
40 40 70 20 40 90

Der Student, der die Kartons mit dem Fahrrad ausfihrt, erhdlt fir den Transport eines Kartons

von Sl SQ 53

nach
K 1 1 3
Ky 2 1 2
K3 4 3 1

Schokoriegel. Formulieren Sie das Problem, dem Studenten fiir seine Wochenarbeit maoglichst wenig
Schokoriegel zukommen zu lassen, in der Standardform

f(x)=min, A-x=b, x>0.

(Die Losung des Problems ist nicht verlangt.)

6.6 Das Simplex-Verfahren

Die Beispiele fiir Optimierungsaufgaben, welche wir bis jetzt 16sten, waren alle so einfach, dass wir
leicht alle Ecken p; und dann auch das Minimum der Werte f(p;) ausrechnen konnten. Das lag daran,
dass wir einen Zusammenhang mit der Anschauung behalten wollten, und dann darf die Anzahl
der Unbekannten nicht zu grof§ sein. Fiir Anwendungen typisch ist dies keineswegs. Die Zahl n der
Unbekannten kann durchaus dreistellig sein, und die Zahl k der Restriktionen noch viel gréfer. Die

Zahl
k
n

der linearen Gleichungssysteme, die man l6sen muss, um alle Ecken zu finden, ist dann echt astrono-
misch grofi. Auch mit Computern fiihrt dieser naive Ansatz zu nichts. Das Simplex-Verfahren ist eine
numerische Umsetzung der in 6.4 geschilderten Methode: Man fingt mit einer Ecke p an, schaut nach
ob p optimal ist, und wenn nicht, dann versucht man, sich auf einer von p ausgehenden Kante zu
einer optimaleren Ecke q zu hangeln.
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Schon der erste Schritt, die Suche nach einer Ausgangsecke, ist keineswegs trivial. In 6.5 sahen wir,
dass man ihn auf eine andere Optimierungsaufgabe zuriickfiithren kann, fiir die man eine Ausgangs-Ecke
kennt. Die Losung dieser Aufgabe heifit Phase I des Simplex-Verfahrens.

Deswegen brauchen wir hier nur die Phase II zu behandeln: Wie man von einer Ecke zur néchsten
kommt.

Das Optimierungsproblem sei in der Form

f(x) = min
A-x=Db

vorgelegt. Wie immer sei A eine m x n-Matrix, n > m, mit Rang(A) = m.

Eine Ecke p sei gegeben, und zwar in Form einer zuléissigen Basislosung p = (ppg, 0). Dazu gehort
eine Zerlegung A = (Ap, An) der Matrix A mit einer invertierbaren m x m-Teilmatrix Ap von A. Wie
am Ende von 6.5 gehen wir von A iiber zu der Matrix

At A= (1p, A5 - An).

Das #ndert nichts an den Restriktionen, wenn wir gleichzeitig von b zur neuen rechten Seite Agl -b
ibergehen. An den Variablen x = (z,) &ndert sich dabei nichts, und auch nichts an der Kostenfunktion
f(x). So kénnen wir also gleich von der neuen Matrix A = (15, Ay) und dem Tableau

1; Av| b
0 ¢y |—f(p)

mit b = pg > 0p ausgehen. Dann ist der Optimalitéitstest Satz 6.36 sehr einfach: Ist ¢y > 0, so ist
p optimal, und wir sind fertig.
Andernfalls besitzt ¢y einen Koeffizienten ¢; < 0, s € N. Fiir den Vektor

xy = (0,...,x5,...,0), x;=0firjeN,j#s

haben wir
CN XN = CsTs <0, falls x5 >0.

Wenn wir x5 > 0 wihlen, wird f(x) < f(p). Die Vektoren x = (b — Ay - xn,xy) liegen auf einem

Strahl, léngs dessen wir uns weiterhangeln wollen. Aber dabei kénnen Komplikationen auftreten:
Nach der Wahl von xg = b — Ax - xn sind die Restriktionen A - x = b sicher erfiillt. Aber x

liegt nur dann in P, wenn die Vorzeichenbedingungen xp > 0 gelten. Dazu betrachten wir die Spalte

a® = (a;,) von Ay zum Index s. Damit ist

xp=b—-z,-a°>0

solange, wie x5 - a° < b. Es gibt zwei Mdoglichkeiten:
1) Entweder ist a® < 0. Dann ist die Vorzeichenbedingung wegen b > 0 erfiillt fiir alle x5 > 0. Das
ist nicht gut! Auf unserem Strahl geht f(x) gegen —oo. Das Optimierungsproblem hat keine Losung
und wir miissen leider Schluss machen. Alle bisherige Miihe war umsonst.
2) Oder es gibt Koeffizienten a] > 0 von a®. Dann gehort x solange zu P, wie die Vorzeichenbe-
dingungen
Ts-a; <b bzw. x4 §2—2

gl
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fiir diese 7 gelten. Sei nun r eines der ¢ € B mit
b m b
t:=—=min{ —, ai>0,.
ap =1 a

Fiir x5 > t gehort x nicht mehr zu P. Fir z, := t erhalten wir einen Punkt
q=(b—-t-a%0,..,0,t,0,...,0).

Fiir ihn gilt sicher f(q) < f(p), falls t > 0. In diesem Fall ist q eine neue, erfolgversprechende Ecke:
Beweis. Wie fiir jeden Punkt auf dem Strahl gelten auch fiir q die Restriktionen A - q = b mit
m linear unabhéngigen Linearformen (Zeilen von A). Auflerdem haben wir die weiteren Gleichungen
zj =0, j €N, j# s. Das sind zusammen n — 1 unabhéngige Bedingungen. Zusétzlich haben wir fiir q
noch die Gleichung x, = 0. Die Linearform z, kann nicht linear abhéngig von den n — 1 Linearformen

n
> apm, (p=1,...,m), z;(jEN,j+#s)
v=1

sein, denn dann wére x, = 0 auch fiir x5 > t. Wir setzen nun
B :=B\{r}u{s}, N :=N\{sju{r}
und erhalten eine Darstellung von q als zulissige Basislosung zur Menge B'. L]

Der Ubergang von der zulissigen Basislosung p zur zulissigen Basislosung q geschieht, indem man
zwischen B und N einen Index r € B gegen einen Index s € N austauscht. Man tauscht die Gleichung
x5 = 0, welche zusammen mit den anderen Gleichungen die Ecke p beschreibt, aus gegen die Gleichung
xz, = 0, welche zusammen mit den anderen Gleichungen die Ecke q beschreibt. Das ist an sich nichts
sehr bewegendes, nur eine Umgruppierung der Indizes. Unser Tableau &ndert sich dabei in

Ap An'| PB
~ ~ 9
¢p ey | —f(p)
WO
_ _ -1 +1
Ap = (e1,...,e,—1,a%, €41, ...,€p), An =(..,a",...,a° e, a’" " .. a" ..)
und

e = (0,...,0,65,0,..,0), €nv = (ce0; Gy -Cs—1,0, i1, s Gy rr).

Wie am Ende von 6.5 miissen wir das Tableau durch Zeilenumformungen so behandeln, dass Ap
in die Einheitsmatrix Ip/ iibergeht. Aber sehr aufwendig ist das nicht, weil nur eine einzige Spalte
abzuéndern ist. Die entstehende eigentliche Koeffizientenmatrix nennen wir

A, — (]IB/7A§V’)'

Gleichzeitig wird die rechte Seite pp abgeéindert in qpr.

SchlieBlich kiimmern wir uns auch um die letzte Zeile des Tableaus mit den reduzierten Kosten.
Hier stort der Eintrag ¢, in der r-ten Spalte von ¢p/. Wir beseitigen ihn, indem wir ¢s-mal die r-te
Zeile des Tableaus von der letzten abziehen. Wir bezeichnen mit ¢y, -xn» die neuen reduzierten Kosten
und erhalten das neue Tableau

]lB/ AEV/
0 é/]V/

qap’
—f(p)—¢Cs-qr |
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Und es fiigt sich alles so, dass

b b

¢r=t=-—2, —fla)=—f(p) —envxy =—f(p) ~ G-

In der rechten unteren Ecke des Tableaus haben wir, wie es sich gehort, den Wert — f(q).

Das ganze ist schwerer zu beschreiben, als durchzufiithren. Bei der Beschreibung muss man die
Indizes (B, N) zu (B’, N') umgruppieren. Praktisch ldsst man alle Indizes in Ruhe, und gruppiert
auch keine Spalten um. Man muss sich nur merken, was jeweils die Basis-Indizes sind. Die ganzen
Zeilen-Umformungen nennt man dann Pivot-Operation zum Pivot-Element a;.

Beispiel 6.23 (Zowe-Skriptum, p. 20) Das Optimierungsproblem sei
—x1 — To = min,
1 2 4
2 -1 |- ( 1 ) <| 3|,
0 1 2 1
x1,x2 2 0.

Nach Einfiihrung von drei Schlupf-Variablen haben wir das Ausgangstableau

1 210 0|4
[2] =1 0 1 03
0 100 1|1
-1 -1.0 0 0]0

Die schone 3 x 3-Einheitsmatriz, die von den Schlipfen herkommt, legt die Wahl B = {3,4,5} als
erste Basis nahe. Die zugehorige Ecke (urspringlich der Ursprung)

p=(0,0,4,3,1)

ist zuldssig. Schon fir s =1 ist ¢ = —1 < 0. Wegen 3/2 < 4/1 miissen wir r = 2 wihlen. Im Tableau
ist das Pivot-Element a = 2 eingekastelt. Die neue Basis ist B = {1,3,5}. Die Zeilenumformungen
fiihren zum ndchsten Tableau

5 1 5
0 ?1—?02
1 -2 o 1o
0 [7] 0 o0 1|1

3 1 3
0 -3 0 5 0]3

Hier miissen wir s = 2 wdhlen. Wegen 5/2 : 5/2 = 1/1 = 1 kénnen wir r = 1 oder = 3 wdhlen. Die
dritte Zeile sieht einfacher aus, wir wéihlen als Pivot-Element az 2 = 1. Die neue Basis ist B = {1, 2, 3}.
Die Zeilen-Umformungen fithren auf das Tableau

NIGY = D[] ot

IO = O
o|l—= O O
IO O
NI O NI
Wl N O

Hier greift das Optimalititskriterium und zeigt: In der Ecke p = (2,1,0,0,0) wird das Minimum
f(p) = —3 angenommen.
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Man soll nicht immer alles sofort glauben, was einem im Leben so erzihlt wird. Zumindest ab und zu
sollte man die Konsistenz der tbermittelten Information checken. Schaun wir mal, was passiert, wenn
wir im vorletzten Tableau nicht a3 sondern a3 als Pivot genommen hitten. Die Zeilen-Umformungen
fiihren dann auf das Tableau

01 2 -1 o0]1
10%%02
00 -2 £ 1]0
31
00 2 < 03

Die Basis ist jetzt B = {1,2,5}, aber auch hier ist das Optimalititskriterium erfillt. Wir erhalten
dieselbe Ecke und denselben Wert f(p) = —3.

Beispiel 6.24 (Fischer p. 80, 105) Ein Landwirt besitzt 20 ha Land und einen Stall fir 10 Kiihe.
Er kann im Jahr 2400 Arbeitsstunden aufwenden. Fir eine Kuh bendtigt er pro Jahr 0.5 ha Land
und 200 Arbeitsstunden. Der Anbau von 1 ha Weizen erfordert pro Jahr 100 Arbeitsstunden. Im Jahr
erzielt er einen Gewinn von DM 350.- pro Kuh und von DM 260.- pro ha Weizen. Natirlich ist auch
dieser Landwirt daran interessiert, seinen Gewinn zu maximieren.

Wir bezeichnen mit x1 die Anzahl der gehaltenen Kiihe und mit xo die Anzahl der angebauten ha
Weizen. Dann haben wir die Funktion 350 - x1 + 260 - o zu maximieren unter den Nebenbedingungen

120, 22>0, 1 <10,

1
§$1 + x9 <20, 200z + 10022 < 2400.

Wir schreiben die beiden letzten Gleichungen etwas anwenderfreundlicher, ohne das Problem wesentlich
zu verdndern, als
T+ 220 <40, 21 4 20 < 24,

Nach der FEinfihrung von Schlipfen xs, x4, x4 haben wir das Problem

—350x1 — 26029 = min

1 1 1 10

1 2 1 . : =1 40

2 1 24 5 24
x > 0.

Es liegt nahe, mit der Ecke (x1,z2) = (0,0) und der Basis B = {3,4,5} zu beginnen, denn die
zugehorige Basislosung (x1,xe, x3, x4, x5) = (0,0,10,40,24) ist zulissig. Dazu gehért das Tableau

1 10
1 2 1 |40
2 1 1|24

—-350 =260 0 0 O] O

Wir wihlen als Pivot-Spalte die erste Spalte, und miissen dann als Pivot-Zeile die erste Zeile nehmen.
Zeilen-Umformungen liefern das ndchste Tableau

1 1 10
2 -11 30

(1] -2 1| 4

0 —-260 350 0 0] 3500
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Hier kéonnen wir nur die zweite Spalte als Pivot-Spalte, und dann die dritte Zeile als Pivot-Zeile
nehmen. Das dritte Tableau ist

1 1 10
(3] 1 —2| 22
1 -2 1| 4

0 0 =170 0O 520‘4540

Noch immer sind unsere Bemiihungen nicht von Erfolg gekront. Wir miissen als Pivot das Element in
der zweiten Zeile der dritten Spalte nehmen.

1 ~1/3  2/3 8/3
1 1/3 —2/3| 22/3

1 0 2/3 -—4/3| 56/3

0 0 170 170/3 1220/3 | 17360/3

Jetzt ist das Tableau optimal. Der Gewinn von DM 17 360/3 ist ja ganz schon, aber nur ein Neben-
erwerbslandwirt kann davon leben. Dazu muss er xo = 56/3 ha Weizen anbauen, das wird er wohl
hinkriegen, aber x1 = 8/3 Kiihe halten. Was sich G. Fischer bei diesem Beispiel wohl gedacht hat? Er
schreibt etwas von mehr oder weniger fetten Kihen. Nur, wie soll der Landwirt es hinkriegen, dass
zwei Kiihe ganz fett werden und eine 2/3-fett wird, oder 8 Kiihe zu 1/3 fett werden? Die armen Kiihe!

Damit das Verfahren von einer Ecke zur einer optimaleren weiter lauft, haben wir oben ¢ > 0 in
q=(b—1ta’0,..,0,t,0,..,0)

annehmen miissen. Aquivalent damit ist b, > 0. Aber leider braucht das nicht erfiillt zu sein. Und es
ist genau dann nicht erfiillt, wenn die Ecke p nicht einfach ist. Dann kommen wir eventuell zu keiner
neuen Ecke, sondern bleiben in der Ecke p hingen. Es gibt zwei Moglichkeiten, damit umzugehen:

1) Wie so oft im Leben, hilft es hier, wenn man das
Problem einfach nicht zur Kenntnis nimmt. Der Com-
puter erledigt es schon. Wegen der unvermeidlichen
Rechenungenauigkeit kommt es bei ihm praktisch nie
vor, dass sich mehr als n Hyperebenen des IR" in einem
Punkt schneiden. Die mehrfache Ecke unserer Stan-
dardpyramide 16st er in einfache Ecken auf, z.B. so
wie nebenstehend gezeichnet.

2) Es gibt eine Modifizierung, das sogenannte lexiko-
graphische Simplexverfahren. Da ist dann auch theo-

retisch garantiert, dass der Algorithmus nicht in einer mehrfachen Ecke hingen bleibt. Aber das
konnen die Kollegen aus der Angewandten Mathematik viel besser in der Vorlesung ,,Optimierung I
im Hauptstudium erkléren, als ich das hier in der Anfingervorlesung konnte. Deswegen will ich es hier
auch nicht tun.

Wenn man sich diesen Algorithmus genauer ansieht, stellt man fest, dass viel Schreibarbeit {iber-
fliissig ist. Alle Spalten zu Basisvariablen sind Einheitsvektoren, und bleiben es auch nach der Umfor-
mung, bis auf die Spalte e,, die man umformt, und dann gegen die Spalte a® der Nicht-Basis-Variablen
austauscht. Die ganzen B-Spalten briuchte man eigentlich nicht hinschreiben. Wenn man sie weglésst,
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nennt man das das kondensierte Simplexverfahren. Zur Sicherheit muss man allerdings die B-Indizes
und die N-Indizes ins Tableau aufnehmen. Man schreibt die Tableaus in der Form

N
—f(p) | e~
B b Apn

Schauen wir uns das im letzten Beispiel an: Das Ausgangstableau war

Ty T2
0-1 -1

T3 4 1 2
T4 3 -1
z5 |1 0 1

Das Pivot-Element steht in der ersten Spalte und der zweiten Zeile. Zur Sicherheit schreiben wir den
Basisvektor e neben das Tableau und fiithren die Zeilenumformungen durch:

il T2
0/-1 —-1]0
T3 4 1 2 0
x4 |3 ~11
zs |1 0 110

T T
3 3 1
L

MR

a5 L =3 2

5651 0 1 0

Vertauscht man jetzt r; und x4, wird das neue Tableau

Ty Z2

3T I _3

% 21 52

. g _15 51
il 2 "2
x5 (1] 0 1

Jetzt miissen wir x5 = xo wihlen und kénnen z,, = 5 nehmen. Die Zeilenumformungen sind

T4 T2
3T 1 3
g 51 _55 0
T3 > -3 bl O
S B B T N
1121 2 2
z5| 1| O 1|1

T4 T2
3|3 013
3|10 -2 0]-2
I 2 % 0 %
zs|1] 0 1] 1

Das dritte Tableau wird, nach dem Austausch von s und x5

Das Tableau ist optimal und liefert dieselbe Losung wie vorher.

Die folgenden Aufgaben sind mit der Simplexmethode zu 16sen.

T4 Tp

T 3

5 51 55
2310 =5 —3
1 1

I 2 5 5
z9 1] 0 1
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Aufgabe 6.18 (Danzig, p. 134) Ldsen sie das Optimierungsproblem

T+ T + 23+ x4 + x5 = Muin

201 + w2 —x3+ x4 — 5 =
—x1+To+3x3 — 224+ 25 =
x>0

2
2

Aufgabe 6.19 (Danzig, p. 135) Ldsen sie das Optimierungsproblem

2x1 — 3x9 + 623 + x4 — 225 = man

T
2 -3 13 -1\ [ . |_(3
1 1 -2 9 0 . \ 4
z5
x>0
Aufgabe 6.20 (Danzig, p.136) Ldsen Sie
—2y1 — dys = min
101 00 hn 4
12010/ : |=]3
01 001 Ys 3
y=>0

Aufgabe 6.21 (Danzig, p. 72) Zwei Warenlager haben Tomatenkonserven vorritig, und in drei
Geschiften werden sie verlangt. Dabei sind Vorrite und Bedarf

Lagerhaus Vormt‘ Geschift Bedarf

1 100 A 75
B 125
2 200 C 100

Die Versandkosten (pro Konserve in Cent) sind

| A B C
1110 14 30
2|12 20 17

a) Finden Sie fiir dieses Transportsystem eine zulissige Basislisung.
b) Lésen Sie das Transportsystem.

Aufgabe 6.22 (Collatz-Wetterling p.174) FEin Tischler will x1 Tische und xo Stiihle mit mazi-
malem Gewinn produzieren. Dabei kann er hochstens 20 Tische absetzen, also x1 < 20. Weiter hat
er

‘ pro Tisch ‘ pro Stuhl ‘ insgesamt verfiigbar
Arbeitsstunden 6 1.5 240
Kosten 180 DM 30 5400
Reingewinn 80 DM 15 DM
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Aufgabe 6.23 (Collatz-Wetterling p. 174) Auf einem sumpfigen Gelinde, auf dem das Bauen
hoherer Hiuser wegen der Fundamentierung sehr grofie Kosten verursacht, sollen x fiinf-stickige und
y zwei-stockige Hauser gebaut werden. Die Arbeitsleistung eines Arbeiters pro Monat werde mit ,Mann-
monat® bezeichnet. Weiter hat man bei

Stockwerke Kosten Mannmonate | Bodenfiiche | Einwohner pro Haus
5 600 000 DM 120 800 qgm 30
2 200 000 DM 60 600 gm 12
zur Verfiigung | 18 000 000 DM 4500 42 000 gm

Wie miissen x und y gewdhlt werden, damit insgesamt mdoglichst viele Bewohner in den Hdiusern
untergebracht werden kénnen?

Aufgabe 6.24 (Collatz-Wetterling p. 175) Auf einem Gut sollen Roggen und Kartoffeln angebaut
werden. Man hat, bezogen auf 1 Morgen Anbaufliche

‘ Anbaukosten ‘ Arbeitszeit ‘ Reingewinn
5 DM 2 Std 20 DM
10 DM 10 Std 60 DM

bei Kartoffeln
bei Roggen

Gesucht ist die Anbaufliche x1 fir Kartoffeln und xo fiir Roggen so, dass der gesamte Reingewinn
maximal wird. Dabei stehen 1200 Morgen Land, 7000 DM und 5200 Arbeitsstunden zur Verfiigung.

Aufgabe 6.25 Ldsen Sie mit dem Simplex-Algorithmus die Optimierungsprobleme

2c1 + 3x2 4+ OSx3 + 224 — T = Mmin
a) 214 — 3x9 + x3 + x5 = 2
T +  x9 — X4 5
x>0
201 — 3x9 + bxr3 + x4 = mun
a) 201 — 39 + x3 + 3x4 = 3
T + x5 — 2x3 = 4
x>0
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