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0 Einfiihrung

An allen deutschen Universitdten miissen die Studenten der Mathematik (und auch der Physik) in
den ersten Semestern die Vorlesungen ,,Analysis“ und , Lineare Algebra und Analytische Geometrie®
horen. Das ist sinnvoll, weil der Stoff beider Vorlesungen fiir jede Art von Mathematik - sei sie rein
oder angewandt - fundamental ist. Der Stoff der Analysis-Vorlesungen ist Differentiation und Inte-
gration, das kennt man im Prinzip aus dem Gymnasium. Diese Art von Mathematik wurde um das
Jahr 1700 herum, im wesentlichen von I. Newton und G.W. Leibniz erfunden. Die Entwicklung der
Analysis verlief Hand in Hand mit der Entwicklung ihrer Anwendungen in Physik und Ingenieurwis-
senschaften. Um 1700 waren ja auch die Wissenschaften Mathematik und Physik bei weitem nicht so
voneinander abgegrenzt wie heute. Die Analysis hat dann um 1900 ihren Einzug in den Mathematik-
stoff der Gymnasien gefunden. Sie ist eine natiirlich gewachsene Disziplin, mit starker Beziehung zu
Anwendungen.

Anders ist es mit der Linearen Algebra. Die gab es vor dem zweiten Weltkrieg nicht als eigensténdi-
ge Vorlesung. Natiirlich gab es ihre Rechentechniken (vor allem lineare Gleichungssysteme, Matrizen,
Determinanten) schon viel frither. Aber man hat diese Rechentechniken damals nicht zu einem struk-
turierten System zusammengefasst. Das tat man erst, nachdem auch die Algebra, friither die Lehre
von den Gleichungen, seit den zwanziger Jahren des letzten Jahrhunderts, zu einer Lehre von Re-
chenstrukturen wurde. Vor dem Krieg geschah dies vor allem unter dem Einfluss der in Erlangen
geborenen Mathematikerin Emmy Noether, nach dem Krieg vor allem unter dem Einfluss einer Schule
franzosischer Mathematiker, die sich hinter dem Pseudonym ,,N. Bourbaki“ verbargen.

Vorlesungen iiber Geometrie, sei es analytische oder andere, dagegen gibt es, seit es Mathematik-
vorlesungen gibt. Geometrie, schon den antiken Agyptern und Griechen bekannt, ist zusammen mit
der Algebra die élteste Teildisziplin der Mathematik. Die Analytische Geometrie verlor nach und nach
ihren eigenstdndigen Charakter, seit Descartes die kartesischen Koordinaten erfand. Seitdem kann
man geometrische Beweise auch durch Koordinatenrechnungen erbringen. Dies fiihrte - vor allem im
19. Jahrhundert - zu einem erbitterten Gegensatz zwischen den reinen (,,synthetischen“) Geometern,
und den Koordinatenrechnern, die die Geometrie als eine Anwendung der Algebra sahen.

Und es stellte sich eben heraus, dass genau das, was man unter ,, Analytischer Geometrie“ versteht,
eine Anwendung der Linearen Algebra ist. So wurde dann aus der Vorlesung ,, Analytische Geometrie,
frither eine Standardvorlesung fiir Anfanger, die Vorlesung ,,Lineare Algebra und Analytische Geome-
trie“. Nach und nach traten dabei die Strukturen der Linearen Algebra in den Vordergrund, und die
z.T. Jahrtausende alten geometrischen Inhalte in den Hintergrund. Das hat sich bis in die Gymnasien
ausgewirkt, wo leider auch der Stellenwert der Geometrie sehr gelitten hat.

Die grundlegenden Rechenmethoden der Analysis (Grenzwertbildung, Differenzieren, Integrieren)
und der Linearen Algebra (Lineare Gleichungssysteme, Vektoren, Matrizen) sind zumindest rudi-
mentir vom Gymnasium her vertraut. Ich habe die Erfahrung gemacht, dass die Studenten im ersten
Semester mit der Linearen Algebra ganz andersartige Probleme, als mit der Analysis haben. In der
Linearen Algebra liegt namlich sehr bald das Schwergewicht auf der Untersuchung mathematischer
y,otrukturen“. Das ist in der Geschichte der Mathematik etwas relativ Neues. Erst in den letzten 100
bis 150 Jahren schenkt man diesem Gesichtspunkt in der Mathematik Aufmerksamkeit. Und leider
ist es genau das, was den Anfingern immer grofie Schwierigkeiten bereitet. Aber weil es eben eine der
ganz wichtigen Methoden in der modernen Mathematik ist, miissen wir uns damit befassen.

Jetzt sollte eigentlich eine Liste von Lehrbiichern der Linearen Algebra kommen. Eine solche Liste
zusammenzustellen ist nicht einfach: Biicher zur Linearen Algebra gibt es viele, aber keines, welches
mir wirklich zusagt. Das ist auch der Grund dafiir, dass ich im WS 91/92 ein Skriptum geschrieben
habe, das ich damals an die Studenten ausgab. Das positive Echo auf jenes Skriptum hat mich bewogen,



seitdem zu den meisten meiner Vorlesungen den Studenten ein eigenes Skriptum an die Hand zu geben.
Das vorliegende Skriptum ist z.T. eine aufpolierte Version meines Skriptums von 91/92. Z.T. hat es
aber durch Zusammenarbeit mit meinem Kollegen P. Knabner sehr an Inhalt gewonnen. Dabei folgen
wir einer Tendenz, die in den letzten Jahrzehnten in der Mathematik stark an Bedeutung gwann.
Frither gab es eine klare Unterscheidung zwischen reiner (zweckfreier) und angewandter (niitzlicher)
Mathematik. Diese Abgrenzung hat sich zu einem grofien Teil aufgelost. Im Jahr 2006/07 hielt P.
Knabner diese Anfiangervorlesung ’Lineare Algebra’. Dabei orientierte er sich wesentlich an meinem
vorliegenden Skriptum, ergénzte es allerdings um Inhalte, die frither der angewandten Mathematik
zugerechnet waren. Ich beabsichtige seine Ergénzungen auch in dieser Vorlesung zu besprechen. Ich
kann nur hoffen, dass ich mit dem Schreiben des so modifizierten Skriptums zeitlich zurecht komme.
Trotzdem, noch eine Liste von Standardlehrbiichern:

E. Brieskorn: Lineare Algebra und analytische Geometrie 1, 2, Vieweg 1983, 85
G. Fischer: Lineare Algebra, Vieweg 1975

W. Graeub: Lineare Algebra, Springer 1958

H.J. Kowalsky: Lineare Algebra, de Gruyter 1963

F. Lorenz: Lineare Algebra I, IT, BI 1981, 1982

G. Strang: Lineare Algebra, Springer 2003

Nach jedem Abschnitt finden Sie eine Anzahl von Ubungsaufgaben. Einige habe ich mir selbst
ausgedacht, andere aus Quellen iibernommen, an die ich mich jetzt nicht mehr erinnere. Sehr viele
aber stammen aus Staatsexamensklausuren: entweder aus dem fritheren Vorexamen oder dem nicht-
vertieften Examen. Aus diesen Aufgaben werde ich Thre Ubungsaufgaben auswéhlen.

Erlangen, 13.10.08

Wolf Barth



1 Der Zahlenraum IR"

1.1 Lineare Gleichungssysteme
1.1.1 Beispiele und Spezialfille

Lineare Gleichungssysteme sind die einzige Art von Gleichungen in der Mathematik, welche wirklich
exakt l6sbar sind. Wir beginnen mit einem Beispiel, wie es schon aus der Antike iiberliefert ist.

Beispiel 1.1 In einem Kifig seien Hasen und Hihner. Die Anzahl der Kopfe sei insgesamt 4, die
Anzahl der Beine sei insgesamt 10. Frage: Wieviele Hasen und wieviele Hiithner sind es?
Lésung: Es sei x die Anzahl der Hasen und y die Anzahl der Hithner. Dann gilt also

z + y = 4
r + 2y = 10

Dies ist ein System aus zwei linearen Gleichungen in zwei Unbekannten x und y. Wir kénnen aus der
ersten Gleichung x = 4 — y eliminieren und in die zweite einsetzen:

A4—y)+2y = 10

16—2y = 10
-2y = —6
y = 3

X

Antwort: Es sind drei Hiihner und ein Hase.

Beispiel 1.2 Gegeben sei ein elektrisches Netzwerk der Form

Dabei seien U, R1, Ro, R3 gegeben und 11, Io und I3 gesucht. Weil es uns hier nur auf die Mathematik
ankommt, vermeiden wir Fragen der Benennung. Die vorkommenden Grifien U, R,,I,,v = 1,2,3,
sind also reelle Zahlen. Und die Widerstinde R, sind Zahlen > 0.

Lésung: Nach den sogenannten Kirchhoffschen Gesetzen der Physik hat man die Gleichungen
I, = Iy + I3, sowie Rols = Rsls und Ri1ly + Rols = U. Das Aufstellen dieser Gleichungen heifst
mathematische Modellierung des Problems. Wir schreiben die Gleichungen als ein System aus drei
linearen Gleichungen in den drei Unbekannten Iy, Is und I3 :

L - I, — Is; = 0
Roly — Rsls = 0
R + Ryl = U



Wir kénnen hier etwa Iy = Iy + I3 eliminieren, um folgendes System aus zwei linearen Gleichungen
in den Unbekannten Is und I3 zu erhalten:

Rol, — R3l3 = 0
(Ri+Ra)ly + RiI3 = U

Hier eliminieren wir Is = 2—213 (das geht so, weil Ry # 0) und erhalten schliefSlich die Gleichung

R
(R1+R2)R—313+Rl—73 = U,
2

(R1R2+R1R3+R2R3)Ig = RyU.

Weil RiRo + R1R3 + RoR3 > 0 ist, kénnen wir hieraus

B RyU
"~ RiRy + RiR3 + RaR3

I3

berechnen. Aus den Eliminationsgleichungen fiir I und I erhalten wir

I, — R3U I (Re + R3)U
>~ RiRy + RiRs + RyR3’ "7 RiRy + RiRs + RyRs’

Definition 1.1 Fine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Art
ai1ry1 + asxo + ... + apx, = b.

Dabei sind die Koeffizienten aq, ..., a, und die rechte Seite b gegeben, und die Unbekannten x1, ..., Ty,
sind gesucht. Ein lineares Gleichungssystem kurz LGS ist ein System

ajnry + ai12r2 + ... + a1, = b
ag1ry + ag2r2 + ... + a2, = bo
Am1T1 + Gm2T2 + .+ AppTn = by

aus mehreren linearen Gleichungen. Dabei sind die Koeffizienten a,, und die rechten Seiten b, fiir
p=1...m,v=1,..n gegeben. Die Unbekannten x,, v =1,...,n, sind gesucht.

Zunichst sollen alle Koeffizienten und auch die Unbekannten reelle Zahlen sein. Die Menge der
reellen Zahlen bezeichnen wir wie iiblich mit IR. Wir benutzen die Rechenstrukturen

Addition: a + b, Multiplikation: a - b bzw. kurz ab (a,b € 1R)

wie in der Schule, ohne sie hier weiter zu analysieren oder zu problematisieren. Zahlen x4, ..., z, € IR,
wie sie etwa zu einer Losung des obigen LGS gehoren, fassen wir zusammen zu einem Spaltenvektor

T
x=1 i [=@)=1.n

Ln

Die Menge aller solcher Spaltenvektoren nennt man den Zahlenraum IR".



Definition 1.2 Die Koeffizientenmatrix des LGS aus Definition 1.1 ist das rechteckige Zahlenschema

(1171 CLLQ al,n

a21 a2 2 e G2p
A= . . .

am71 am72 vee amm

Der Zeilenvektor a, = (ay1,...,aun), = 1,...,m, heifst die pi-te Zeile der Matriz A. Der Spaltenvektor

a1,y

heifst die v-te Spalte der Matriz A.
Wenn wir an die Matriz A noch die rechten Seiten des LGS anfiigen,

(Z171 (ZLQ al,n b1

(1271 (1272 a27n b2
A= . . . R

Am,1 Am2 - Gmn | b

so nennen wir dies die erweiterte Koefliizentenmatrix.

Beispiel 1.1 ist so ziemlich die einfachste Sorte eines linearen Gleichungssytems. Beispiel 1.2 gibt
aber einen ersten Kindruck davon, wie lineare Gleichungssysteme Fragen aus Naturwissenschaften und
Technik, aber auch aus der Okonomie modellieren. Schon deswegen ist es wichtig, sie mathematisch
zu untersuchen. Dabei stellen sich zwei wesentliche mathematische Fragen:

A) Das Existenzproblem: Hat ein vorgelegtes LGS (mindestens) eine Losung? Diese Frage kann
man positiv entscheiden durch:

a) Konkrete Angabe einer Losung. Das geht allerdings nur bei einem konkreten Beispiel, nicht
Diskussion einer allgemeinen Situation. Es bleibt dann auch die Frage, woher eine solche Lésung
kommt.

b) Abstrakte Argumentation, z.B., durch einen Widerspruchsbeweis. Aus der Annahme, es gebe
keine Losung folgert man logisch einen Widerspruch. Eine Losung wird dadurch aber nicht
bekannt.

c) Angabe, bzw. Herleitung eines Algorithmus (= Rechenvorschrift) zur Bestimmung einer Losung,.
Wenn dies nur endlich viele Rechenschritte erfordert, dann erhélt man bei (exakter) Durchfiihrung
des Algorithmus eine (exakte) Losung.

B) Das Eindeutigkeitsproblem: Ist die Losung des vorgelegten LGS eindeutig bestimmt? Das
heifit auf deutsch: Wenn x und y Losungen sind, gilt dann x = y?7 Dies ist nur durch abstrakte
Argumentation zu klaren.

Die Fragen A) und B) sind i.A. unabhingig voneinander. Wenn beide positiv zu beantworten sind,
dann sagt man: Es gibt genau eine Losung.

Ein LGS, das aus den Anwendungen kommt, ist typischerweise sehr groB, es enthilt etwa 10 bis
10® Unbekannte bzw. Gleichungen. Das Rechnen mit der Hand, wie in den obigen Beispielen, ist nicht



mehr moglich. Die Frage nach (effizienten) Algorithmen ist deswegen besonders wichtig. Wir wollen
diese Frage hier so weit wie moglich mitbehandeln. Vertieft wird sie in der Numerik-Vorlesung. Wir
diskutieren also jetzt den Allgemeinfall eines LGS, wobei wir besonders darauf achten miissen, welche
Spezialfille und Ausnahmen auftreten kénnen:

Spezialfall 1: Eine Gleichung. Bei der Behandlung einer linearen Gleichung
a1x1 + asxs + ... + anxy = b,

miissen wir leider verschiedene Félle unterscheiden:
A: Nicht alle Koeffizienten aq,...,a, sind = 0. Dann sei etwa a,,,1 < m < n, der erste von 0
verschiedene Koeffizient. Die Gleichung sieht so aus:

O- 214+ ...40 - Typ1+am T+ Gma1  Tmal + oo + Gn - Ty = b.
Wir kénnen also x4, ..., 1 beliebig wahlen, auf die Giiltigkeit der Gleichung hat dies keinen Einflufi.
Ebenso kénnen wir Z,,1, ..., &, beliebig wihlen. Anschliefend setzen wir
T = (b — Qi 1Tms1 — o — AnZp) /.

Damit haben wir fiir jede Wahl der x1, ..., Zm—1, Tm+1, ---, Tn die Gleichung gelost. Dies ist auf diese
Weise nur moglich, weil a,, # 0. Es fallt auf, dass hier n — 1 Unbekannte frei wihlbar sind. Die Zahl
dieser 'Freiheitsgrade’ zu prézisieren, ist Teil der zu entwickelnden Theorie.
B1: Alle Koeffizienten aq,...,a, sind 0, aber es ist b # 0. Das Gleichungssystem hat dann die
merkwiirdige Form
O-z14+..+0-2, =0.

Egal, wie man auch die Unbekannten x1,...,z, wahlt, diese Gleichung ist nie zu erfiillen. Sie ist
unlosbar.

B2: Alle Koeffizienten aq, ...,a, sind =0 und auch b = 0. In diesem reichlich uninteressanten Fall
ist die Gleichung stets erfiillt, sie stellt keinerlei Bedingungen an die Unbekannten.

Spezialfall 2: Diagonalsystem. Hier hat die Koeffizientenmatrix eine Form

ail 0 0
0 .

A= . Qr y

0
mit a,, = 0 fiir u # v. Die Diagonalelemente a,,, sollen so angeordnet sein, dass a,, # 0 fir p <r
und a,,, = 0 fiir g > 7.

Falls 7 < m ist, haben wir hier Nullzeilen a, = (0, ...,0). Das ist z.B. immer dann der Fall, wenn
n < m. Wenn zu einer solchen Nullzeile die rechte Seite b, # 0 ist, dann ist die Gleichung in dieser
Zeile unlgsbar (B1). Dann ist auch das ganze System unlésbar. (Sowas gibt’s!) Falls fiir alle Nullzeilen
die rechten Seiten b, = 0 sind, dann enthalten diese Zeilen keine Aussage, und wir brauchen sie nicht
zu beachten (B2).

Die Zeilen pp =1, ...,7 legen die Unbekannten x,, fest durch

Ty =——, p=1..,r
App



Die weiteren Unbekannten x,41, ..., z, sind frei wiahlbar, falls nicht der unlésbare Fall vorliegt.

Eigentlich ist dieses System kein richtiges System, weil jede Unbekannte nur in einer Zeile mit
einem Koeffizienten # 0 vorkommt. Die Unbekannten sind durch die Gleichungen nicht miteinander
gekoppelt.

Spezialfall 3: Staffelsystem. Hier hat die Koeflizientenmatrix eine Form

ail <o Q1
0
Qry .. QArgp
)
o .. 0
0 0

- das untere Dreieck der Matrix verschwindet, d.h., fiir u > v ist a,, =0,
- es fiir g > r nur Nullzeilen gibt, d.h., fir 4 > rist a,, =0,
- die Diagonaleintrédge a, , # 0 sind fiir p = 1,...,7.

Wieder entscheiden die rechten Seiten b, u = r+1,...,n, dariiber, ob das System lésbar ist oder nicht.
Im I6sbaren Fall b,.11 = ... = b, = 0 sind die letzten m — r Zeilen aussagelos und die Unbekannten
ZTr41, ..., Ty frei wéhlbar. Wegen a,., # 0 ist die r-te Gleichung nach z, auflésbar vermoge

Ty = 1 (br— Z au,yx,,).

ar,r v=r+1

Mit diesem bekannten x, kann dann xz,_; aus der r—1-ten Zeile bestimmt werden usw. Dieses Verfahren
nennt man Riickwirtssubstitution. Fiir y =r,r — 1,...,1 erhélt man also

z, = L (bu — Z aw,xl,) .

Qg v=pit1

Fiir r = n, den Fall ohne frei wiahlbare Unbekannte ist hier bei u = r die Regel

n

Z ... =0 (leerer Indexbereich)
n+1

zu beachten.

Bei einigen Unterfiillen ldsst sich Genaueres iiber die Losungsmenge sagen:

Spezialfall 3a: Wenn r = n ist (und notwendigerweise m > n), sowie b, = 0 ist fiir u > n,
dann ist das System losbar. Aber keine der Unbekannten ist frei wihlbar. Die Losung ist eindeutig
bestimmt.

Spezialfall 3b: Wenn m > r ist und ein b, # 0 fiir u > r, dann ist das System unlosbar.



Spezialfall 4: Zeilenstufenform. Die Koeffizientenmatrix hat eine Art zerpfliickter Staffelform

0 0.0 # ... * *.x

0..0 # *..x

. . . . . 0 0.0
0.0 0 0.0 0 0.0 0 0..0

Dabei bezeichnet # Koeffizienten # 0 und * beliebige Koeffizienten. Die Stufenlingen ng, nq, ..., n,

konnen eventuell = 0 sein, und r mit 1 < r < m,n, die Anzahl der Stufen kann mit der Gesamtzahl

m aller Zeilen iibereinstimmen, sodass also keine Nullzeilen am unteren Ende der Matrix auftreten.
Fir p =1, ...,m definieren wir den Index j(u) durch

. min{a/hy # 0} faHS M S T
Jp) =9 v
n+1 falls pu>r

Fir p=1,...,r ist also
appy =0 wenn v < j(u) =1, a,j, #0, sowie j(1) <j(2) <. <j(r).
Die Stufenlidngen sind
no=7j(1)—1, ni=j(+1)—j@G) —1firi=1,..,r

Falls b.41 = ... = by, = 0, ist das System losbar, und auch hier liasst sich die Losungsgesamtheit
angeben:

Wir beginnen in der letzten Zeile mit der letzten Unbekannten. Entsprechend der Linge n, der
letzten Stufe sind die n, Unbekannten xy, ..., z;()41 frei wihlbar. Zur Verdeutlichung nennen wir diese
frei wihlbaren Komponenten des Losungsvektors Parameter und bezeichnen sie mit A, :

Tn, = A
A €R

Tiw+1 = Any
Aber bei z;(,) steht ein Koeffizient # der # 0 ist. Deswegen ist diese Unbekannte durch die r-te Zeile
des Gleichungssystems und durch die bereits gewdhlten Parameter eindeutig bestimmt. Weiter sind
die Parameter

Tir)-1 = Antl
: A €ER
Tir—1)+1 = Anptn,_y

frei wihlbar. Und x(,_1) ist wieder durch das Gleichungssystem und die bisher gewéhlten Parameter
eindeutig bestimmt.

Dieses Verfahren kann man iterieren, so dass man also nach r Schritten eine Darstellung aller
Losungen mit Parametern

T
M,y Az mit 7= Zni:n—r.

Der Spezialfall 3 ist hierin enthalten als

ng=..=n,_1=0, n.=n—r=n.



1.1.2 Das Eliminationsverfahren

Jedes LGS System kann man mit dem Eliminationsverfahren behandeln, so, wie wir es an den obigen
einfachen Beispielen 1.1 und 1.2 gesehen haben. Wir beschreiben diese Elimination jetzt in einer etwas
formaleren Weise, um die Ubersicht nicht zu verlieren.

Wenn alle Koeffizienten ay 1, ..., @, 1 in der ersten Spalte 0 sind, stellt das System keine Bedingung
an die Unbekannte x1. Diese ist vollig frei wihlbar und auf die erste Spalte des Systems kommt es
nicht an. Ist aber einer der Koeffizienten ay 1, ..., ay,,1 aus der ersten Spalte # 0, so sei etwa a1 davon
der erste. Wir vertauschen die erste und die p—te Zeile. Dabei &ndern sich die Losungen des Systems
nicht. Aber danach haben wir a1 # 0. Deswegen kénnen wir die erste Zeile durch aq,1 dividieren und
wieder dndern sich die Losungen nicht. Dann sieht die erste Zeile so aus:

ain, b

a1 a1 a1l

Wir eliminieren nun x;, allerdings ohne die Eliminationsgleichung explizit hinzuschreiben, aus den
restlichen Gleichungen, indem wir von der zweiten, ..., m-ten Zeile as; mal, ..., a,,,1 mal die erste
Zeile subtrahieren. Da wir dies, wenn wir wollen, auch wieder riickgéingig machen kénnen, éndern sich
auch hier die Losungen nicht, und unser Gleichungssystem nimmt die Form

/ / /
r1 + ajera + ..+ aj,T, = b
/ / _ /
a272.%'2 + + a/27nxn == b2
/ /! /
U oT2 + o+ AT = by,
an, mit neuen Koeffizienten aj ,, ..., a, ,, und neuen rechten Seiten by, ..., by,,. Jetzt kommt es nur noch

darauf an, die letzten m — 1 Gleichungen aufzulosen. Gelingt dies, so setzen wir deren Losungen
To, ..., T, in die erste Gleichung ein und berechnen daraus x;.

Beispiel 1.3 Zum Nachweis, dass es sich bei diesem Verfahren tatsdchlich nur um Elimination han-
delt betrachten wir noch einmal das Hasen und Hiihner-Beispiel 1.1 Mit der erweiterten Koeffizien-

tenmatrix
1 1] 4
4 2110 I1—-4-1

Wenn wir hier das 4-fache der ersten Zeile von der zweiten subtrahieren, erhalten wir die umgeformte

Matrix
1 1 4
0 —-2|-6 /°

Deren zweite Zeile kommt genauso in Beispiel 1.1 vor.

Indem wir dieses Verfahren sukzessive wiederholen, kénnen wir das Gleichungssystem 16sen, aufler
wir gelangen irgend wann zu einer unlésbaren linearen Gleichung (Fall B1 von oben).

Wegen seiner prinzipiellen Wichtigkeit miissen wir das Eliminationsverfahren noch etwas weiter
formalisieren. Dazu vereinbaren wir folgenden Sprachgebrauch (,, Definitionen®):

Die Verdnderungen, welche wir am Gleichungssystem vornahmen, ohne seine Lésungsmenge zu
dndern, nennen wir elementare Zeilenumformungen. Es gibt drei Sorten davon:

Typ I: Vertauschen zweier Zeilen,
Typ II: Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten ¢ # 0,
Typ III: Addition des c-fachen einer Zeile, ¢ € IR beliebig, zu einer anderen.
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Mit diesen drei Sorten elementarer Zeilenumformungen kénnen wir, links beginnend, eine Spalte nach
der anderen leerfegen:

e Sind alle Koeffizienten in der Spalte = 0, so &ndern wir nichts, sondern wenden uns sogleich der
néchsten Spalte zu.

e Sind Koeflizienten in der Spalte # 0, davon der erste etwa in der p-ten Zeile, so vertauschen
wir diese p-te Zeile mit der ersten (Umformung vom Typ I). AnschlieBend multiplizieren wir
die erste Zeile mit dem Kehrwert dieses Koeffizienten durch (Typ II), um zu erreichen, dass in
dieser ersten Zeile der erste Koeffizient 1 ist. Schliellich addieren wir ein geeignetes Vielfaches
der ersten Zeile zu jeder der folgenden Zeilen (Typ IIT), um dort den Koeffizienten aus der ersten
Spalte zu beseitigen.

e Haben wir erreicht, dass der erste Koeflizient einer Spalte = 1 und alle weiteren = 0 sind, lassen
wir die erste Zeile beiseite und wenden uns der néchsten Spalte zu.

Beispiel 1.4

0 2 4
gegeben (2 3 4>

vertauschen erste und zweite Zeile ( (2) 2 j )

Multiplikation beider Zeilen mit % ( (1)

— ol
NN
\_/

Beispiel 1.5

) 1 2 3
gegeben 2 45

' . . . 1 2 3
zweite Zeile minus zweimal erste ( 00 —1 )

Multiplikation der zweiten Zeile mit —1 ( (1) g :1)) )

Dieses Verfahren heifit Gaufisches Eliminationsverfahren oder kurz Gaufs- Verfahren.

Wir fassen das Resultat unserer Matrizen-Manipulationen zusammen:

Satz 1.1 (GauB3-Elimination) Jede Matriz ldsst sich durch elementare Zeilenumformungen auf eine
Zeilenstufenform (obiger Spezialfall 4) bringen. Dabei konnen die Stufenlingen ng,ni,...,n, eventuell
= 0 sein, und r, die Anzahl der Stufen kann mit der Gesamtzahl aller Zeilen tibereinstimmen, sodass
also keine Nullzeilen am unteren Ende der Matrix auftreten.
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Da sich bei elementaren Umformungen der Koeffizientenmatrix die Losungen eines linearen Glei-
chungssystems nicht &ndern, kénnen wir diese Losungen auch bestimmen, nachdem wir die erweiterte
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform vorliegen haben. Ob das System l6sbar ist oder nicht, lesen
wir an der letzten Stufe ab:

16sbar unlosbar
0.0 1 .. 0.0 1 ..
0 0.0 1 0O 0.0 1 ..
0 0.0 .
0 .
1 1 ...
0 0.01]0 0 0..0 (1)

In der Tat, die letzte Gleichung des rechten Systems lautet 0-x, = 1 und ist unlésbar. Und wenn eine
Gleichung unlésbar ist, dann ist das ganze System auch nicht 16sbar.

Aus einer Matrix in Zeilenstufenform kann man zu einer Matrix in Staffelform gelangen, indem
man in der Matrix Spalten vertauscht. Dadurch kann man die Spalten, in denen eine Stufe steht, ganz
nach links bringen. Wenn man dabei noch die zugehorigen Unbekannten entsprechend vertauscht,
bleiben auch hier die Losungen unveréndert.

Satz 1.2 Jede Matrix ldsst sich durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen auf
Staffelform (Spezialfall 3) bringen. Wenn man dabei auch die Unbekannten entsprechend umnumme-
riert, andern sich dabei die Losungen nicht.

Manche Mathematiker sind mit einer Zeilenstufenform noch nicht zufrieden. Wenn die Koeflizien-
tenmatrix z.B. quadratisch ist, und die Zeilenstufenform so aussieht

1 2172 Zl,n b/l
1
z=|" :
: Zn—1n | b1
0 0 1 b

kann man die Umformungen noch etwas weiter treiben:

Vorletzte Zeile - z,_1,-mal die letzte Zeile,
(n —2)-te Zeile -  z,_3,-mal die letzte Zeile,
erste Zeile - 21,-mal die letzte Zeile.

Damit hat man erreicht, dass in der letzten Spalte alle Eintrdge = 0 sind, bis auf den Eintrag = 1
ganz unten. Mit einem analogen Verfahren, kann man auch alle Eintrége in der vorletzten Spalte auf
0 bringen, bis auf den vorletzten Eintrag = 1. Man muss dazu von jeder Zeile geeignete Vielfache der
vorletzten Zeile abziehen. Wenn man dies von rechts nach links mit allen Spalten macht, sieht am
Ende die erweiterte Koeffizientenmatrix so aus:

1 0 .. ofdf
0 1 S| by
0 .. 0 1|b®
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Dazu gehort das besonders einfache Gleichungssystem

1-1‘1 = b/ll

1oz, = b
Diese Matrix hat Diagonalform (Spezialfall 2). Hier kann man die Losung
r=0b, .., wz,=0b

sehr einfach ablesen. Bringt man die Koeffizientenmatrix auf diese Form, so nennt man dies das Gauf3-
Jordan-Verfahren.

Wir schreiben lineare Gleichungssysteme noch etwas formaler

n
Z auy Ty =by, p=1,..,m,
v=1

und beschliefSen diesen ersten Abschnitt mit einigen allgemeinen Tatsachen.

Dabei nennen wir ein Gleichungssystem homogen, wenn alle Zahlen by, ..., by, auf seiner rechten Seite
0 sind. Andernfalls nennen wir das Gleichungssystem inhomogen. Ein homogenes Gleichungssystem
hat immer die uninteressante triviale Liosung x1 = ... = x, = 0. Ist dabei das System vom Typ 3a
(eindeutige Losung), so gibt es nur diese triviale Losung.

Satz 1.3 (Mehr Unbekannte als Gleichungen) Das homogene lineare Gleichungssystem

n
Zau,y -2, =0, p=1,....,m,
v=1

habe n Unbekannte und m < n Zeilen. Dann kénnen in den Lésungen (x1,...,x,) mindestens n —m
Parameter frei gewdhlt werden.

Beweis. Die Anzahl der Stufen in einer Matrix mit n Spalten und m Zeilen ist hochstens m. Somit
gibt es mindestens n — m Spalten, in denen keine Stufe steht, und in denen die Unbekannte beliebig
gewihlt werden kann. L]

Satz 1.4 (Struktursatz) Ist eine spezielle Losung (yi,...,yn) des inhomogenen Systems

n
Z auy Ty =by, p=1,..,m
v=1

bekannt, so erhdlt man daraus alle Lésungen des inhomogenen Systems durch Addition aller Lisungen
des zugehdrigen homogenen Systems.

Beweis. Nach Annahme ist fiir p = 1,...,m

n
Z A - Yy = by
v=1

13



Wenn (21, ...,x,) eine beliebige Losung des inhomogenen Systems ist, also

n
Z Ay - Ty = by,
v=1
so folgt

n n n
Zau,u'(xu_yu) = Zau,u'xu_za,u,u'yu :bu_b,u = 0.
v=1 v=1

v=1
Das heifit: (hy,...,hn) = (£1 — Y1, ..., Ty, — Yp) ist eine Losung des homogenen Systems.
Ist umgekehrt (hq, ..., h,) eine Losung des homogenen Systems so gilt

n
Z ayhy, =0 fiir p=1,...,m.
v=1
Daraus folgt
n n n
Zau,u' (yu+hu) = Zau,u'yu+ Zau,u'hu :bu+0 :bu-
v=1 v=1 v=1

Also ist auch (z1,...,2,) = (Y1 + h1, ..., Yn + hy) eine Losung des inhomogenen Systems.

Ist (hi,..., h,) eine Losung eines homogenen Systems, so auch

¢ (h1y..,hn) = (¢ hiyoyc-hy)

fir alle ¢ € IR. Hat das homogene System eine nicht-triviale Losung, so hat es deswegen unendlich
viele Losungen. Ist dariiber hinaus ein zugehotriges inhomogenes System losbar, so besitzt auch dieses

unendlich viele Lésungen.

Aufgabe 1.1 Wenn fiinf Ochsen und zwei Schafe acht Taels Gold kosten, sowie zwei Ochsen und acht
Schafe auch acht Taels, was ist dann der Preis eines Tieres? (Chiu-chang Suan-chu, ~ 300 n.Chr.)

Aufgabe 1.2 Auf einem Markt gibt es Hihner zu kaufen. Ein Hahn kostet drei Geldstiicke, eine
Henne zwei, und Kiiken kann man drei fir ein Geldstiick haben. Wie muss man es einrichten, um
fiir 100 Geldstiicke 100 Hiihner zu bekommen? (Hinweise: Es gibt mehrere Losungen, alle sind zu

bestimmen. Als Anzahlen von Hiihnern sind dabei nur ganze Zahlen > 0 zugelassen.)

Aufgabe 1.3 Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichungssystems

2r1 — To — r3 + 3xr4 + 225 = 6
—4x1 + 220 + 3x3 — 3x4 — 225 = =5
6$1 - 2$2 + 3$3 - Ty = -3
2x1 + 4dxs — Txy — 35 = -8
To + 8xr3 — dxy — x5 = -3

Aufgabe 1.4 Lisen Sie das lineare Gleichungssystem

1 + 2192 + 3w3 + x4 = 0,
r1 + 3x9 + 223 + x4 = 1,
2r1 + x9 — r3 + 4dxry = 1,
6ry + 4xz3 + 2z = 0.
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Aufgabe 1.5 Entscheiden Sie, welches der folgenden beiden Gleichungssysteme losbar ist, und ldsen

Sie dieses:
X1
2$1
X1

T
2$1
T

_l’_
_|_
_l’_

_l’_
+
_l’_

21‘2
3$2
T2

21‘2
3$2
T2

2$3
2.%'3

T3
2$3
2.%'3

_l’_
+
_l’_

_l’_
+
_l’_

T4
3$4
2.%'4

T4
3$4
2.%'4

= O’

I
L

Aufgabe 1.6 Es seien r,s,t drei verschiedene reelle Zahlen. Zeigen Sie, dass fir alle a,b,c € IR das

Gleichungssystem

x1
z1
x1

+ rao
+  sxo
+  txg

+
+
+

T2$3
82.%'3
t2$3

genau eine reelle Losung hat und bestimmen Sie diese.

Aufgabe 1.7 Es sei n eine natiirliche Zahl. Lisen Sie das

Aufgabe 1.8 FEin 9-tupel (1, ...,x9) € R? heifle

T1+ T2 +2x3 =
= T2+x5+T8 =

z1
T2

Tp—2
Tn—1
In

+
_l’_
_l’_
+
_l’_

T4+ T5 + X6
xr3 + g + X9

T2
T3

@)

a

Gleichungssystem

magisches Quadrat, wenn

T7+x8 +2x9 =
T1+2T5+2x9 =

Ty + x4 + 27
xr3 + x5 + X7

gilt. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf, das diesen acht Bedingungen dquivalent ist, und

losen Sie dieses.

Aufgabe 1.9 Bestimmen Siet € IR so, dass das folgende System

2$1
T
x1

+
+
+

3$2
T2
txg

+

+

t$3
3
3$3

3
1
2

keine Lésung, bzw. mehr als eine Léosung, bzw. genau eine Lisung hat.

Aufgabe 1.10 Untersuchen Sie, ob die beiden folgenden Gleichungssysteme eine von Null verschie-

dene Losung haben:

a) ® + x93 — T3
207 — 3x9 + xrs3
r1 — 4dx9 + 2x3

o

15

b)

T
2%1
3$1

+ X2
+  4dxq
+ 219

+

T3
T3
2$3

o



Aufgabe 1.11 Bringen Sie die folgenden Matrizen durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-
stufenform:

1 2 2 3 2 1 3 2
1 0 -2 0 3 1 -2
3 -1 1 -2 1 -1 4 3
4 -3 0 2 2 -1 1

Aufgabe 1.12 a) Geben Sie alle méglichen Zeilenstufenformen einer Matriz mit zwei Zeilen und drei
Spalten an.
b) Geben Sie hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir an, dass die Matriz

a b r
c d s
auf die Zeilenstufenform
1 % % b 0 1 = baw 0 0 1
01 % )’ VL0 0 0 )’ L0 0 0
gebracht werden kann.

Aufgabe 1.13 Seim > n > 1, und sei ein unldsbares lineares Gleichungssystem von m Gleichungen
in n Unbekannten gegeben. Man begriinde, dass es n + 1 dieser Gleichungen gibt, die bereits keine
Lésung haben.

Aufgabe 1.14 Man bestimme alle A € R, fiir die das lineare Gleichungssystem

2r1 + a9 = 1
3r1 — x2 + 63 = b
4561 + 3$2 — r3 = 2

B9 + 2x3 = A

losbar ist.

Aufgabe 1.15 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

2¢c1 + 3 + axrs + 14 = 0
€1 + axry — axs
2x9 + &3 + 25 =

N

a) Man bestimme die Losungsmenge des Gleichungssystems fir a = 1.
b) Gibt es ein a € R, fiir welches das Gleichungssytem keine Léisung hat?
c) Gibt es ein a € R, fiir welches das Gleichungssytem genau eine Losung hat?

Aufgabe 1.16 Fiir welche Werte des Parameters s € IR besitzt das lineare Gleichungssystem mit
Koeffizientenmatriz A und rechter Seite b, wo

s—1 -1 0 -1 —1

0 s—2 1 -1 s
A= 1 0 s 0 , b= 1 ’

s 1-s 1 O 1

a) genau eine Losung?
b) keine Lisung ¢
¢) unendlich viele Lisungen?
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Aufgabe 1.17 a) Fiir welche Paare (a,b) € R? hat das Gleichungssystem

2x1 + 229 + (a + 1).%'3 = 2
r1 + 2x9 + xr3 = 0
ar;y + brs = -2

keine Liosung (21,22, r3) € IR3?
b) Im Falle b =1 bestimme man alle Losungen (in Abhingigkeit von a).

Aufgabe 1.18 Fiir welche reellen Zahlen b hat das Gleichungssystem

zr + 22 + x3 = 0
1 + bry + 23 = 4
bry + 3wy + bry = -2

keine, genau eine, unendlich viele Losungen? Man gebe im letzten Fall die Losungsmenge an.

Aufgabe 1.19 Man bestimme die Lisungsgesamtheit (im R? ) des Gleichungssystems

Ty — T2 + r3 — Ty + x5 = 2
1T + x2 + r3 + x4 + T = 1+ A
1 + Azj + x5 = 2

in Abhingigkeit von A € IR.
Aufgabe 1.20 Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

Az + oy = W
T + Ay + z = u inx,y,z € R.
y + Az = u

Fiir welche A\, p € IR ist dieses Gleichungssystem losbar?

1.2 [R-Vektorraume
1.2.1 Vektorrechnung im IR"

Unter einem Vektor verstehen wir vorerst ein n-tupel

z1

Tn

reeller Zahlen z1, ..., x,,. Es ist {iblich, sich Vektoren als derartige Spaltenvektoren vorzustellen, wihrend
es aus schreibtechnischen Griinden besser wére, Zeilenvektoren

X = (T1, ..., Tp)

17



zu beniitzen. Der Ubergang von Zeile zu Spalte (und umgekehrt) wird durch das Symbol * (hochge-
stellt) gekennzeichnet. Es ist also

t
T T
= (z1,.y2n) und (z1,..,2,) =

Tn In
Allgemein gilt fiir Zeilen- wie Spaltenvektoren

Xtt = X.

Wir wollen Zahlenvektoren als Spalten auffassen, sie aus schreibtechnischen Griinden meist als Zei-
lenvektoren schreiben. Zur Verdeutlichung werden, so wie auch bisher schon, Elemente x € IR™ durch
Fettdruck von Zahlen ¢ € IR unterschieden.

Das n-tupel (x1,...,2,) ist etwas anderes als die Menge {z1,...,2,}, da es bei einem n-tupel auf
die Reihenfolge der Eintrige ankommt und bei einer Menge nicht.

Definition 1.3 Der n-dimensionale Zahlenraum ist also die Menge
R" :={(x1,...,x,) : 11 € R, ...,z € R}

aller dieser Vektoren.

Beispiel 1.6 Wir stellen die einfachsten Fille vor:
n=1 R'=1R ist die Zahlengerade

n = 2.  Seit Descartes ist es tblich, nach Wahl eines Koordinatensystems, die Punkte der Ebene
durch Zahlenpaare (x1,x2) zu parametrisieren. Umgekehrt gibt die Ebene eine Veranschaulichung des
Raums R? der Zahlenpaare (x1,x2). Man identifiziert* den Zahlenraum IR? mit der Ebene.

€2
A

(z1,72)

.(—1,1) (0,1) .(1,1)

Y

I

(-1,0) |(0,0) (1,0)

.(—1,—1) (0,-1) .(1,—1)
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n = 3.  Ebenso, wie die Punkte der Ebene mit den Zahlenpaaren (x1,z2) € R? identifiziert wer-
den konnen, so kénnen nach Wahl eines Koordinatensystems die Punkte des Anschauungsraums mit
Zahlentripeln (x1,x2,x3) € IR? identifiziert werden.

€3 (xly x2, ,173)

I

n=4. Zu Beginn des 20. Jahrhunderts schlug A. Einstein den vierdimensionalen Zahlenraum IR* in
seiner speziellen Relativitdtstheorie als geometrisches Modell fiir den uns umgebenden Raum vor, wobei
die Zeit als vierte Koordinate interpretiert wird. Erst wenige Jahre vorher war es in der Mathematik
tiblich geworden, geometrische Betrachtungen auch in mehr als drei Dimensionen durchzufiihren. Die
italienischen Geometer hatten diese Zahlenrdume héherer Dimension, welche sie zundchst ,, Hyperrdu-
me“ nannten, in die Mathematik eingefiihrt.

Bei einem LGS mit n Unbekannten und m Zeilen treten n-tupel auf:
e der Vektor (1, ...,7,)! der Unbekannten, bzw., wenn man diese ermittelt hat, der Losungsvektor,

e die (Transponierten der) m Zeilenvektoren a, = (ay1,...,aun), 4 = 1,...,m, der Koeffizienten-
matrix

sowie auch m-tupel als
e die rechte Seite (by, ..., by )¢,

t

e die n Spalten a” = (a1, ...,am,)", v = 1,...,n, der Koeffizientenmatrix.

Mit den Vektoren des Zahlenraums IR™ kann man die folgenden beiden Rechenoperationen durch-
fithren:

Definition 1.4 a) Die Addition '+’ : R™ x IR™ — IR" ist erklirt duch die Vorschrift

z1 (7 1+ Y1
X+y= : + : = : fir alle x,y € IR™.
Tn Yn Tn + Yn

Der Vektor x +y heifit die Summe von x undy.

b) Die Operation ' : IR x R"™ — IR", die Multiplikation mit Skalaren ist erklirt durch

I C- T

fiir alle c € R, x € R"™.

o
™
Il
o
Il

Tn c- Ty

Der Vektor c - x heif$t skalares Vielfaches von x.
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Beide Rechenoperationen sind komponentenweise nichts anderes als die iibliche Addition und Mul-
tiplikation reeller Zahlen. Deswegen gelten auch hier die wohlbekannten Rechenregeln:

(A) fiir die Addition

(AV1) x+4+y=y-+x, (Kommutativgesetz)
(AV2) x4+ (y+z)=(x+y)+2) (Assoziativgesetz)
(A.V3) die Gleichung a + x = b hat bei jeder Vorgabe von a,b € IR"

genau eine Lésung

(M) fiir die Multiplikation mit Skalaren

(M.V1) (c+d)-x=c-x+d-x (1. Distributivgesetz)
(M.V2) c-(x+y)=c-x+c-y (2. Distributivgesetz)
(M.V3) (c-d)-x=c-(d-x) (Assoziativgesetz)
(M.V4) 1-x=x (neutrales Element)

Die Eigenschaft (A.V3) ist dquivalent mit den folgenden beiden Eigenschaften zusammen.

(A.V3’) Es gibt genau ein 0 € IR" so, dass x + 0 = x fiir alle x € R" (neutrales Element)
némlich 0 = (0, ...,0)".
(A.V3’) Zu jedem x € IR" gibt es genau ein —x € IR" so, dass (inverses Element)

x + (—x) = 0, nimlich —x = (—z1, ..., —z,)".

Wie {iiblich benutzen wir die Kurzschreibweise

X—y: =X+ (—Y) = (-Tl — Y, Tn —yn)t‘

Damit wird x = b — a die Losung der Gleichung a + x = b.
Durch komponentenweise Rechnung sieht man unmittelbar

0-x = 0,

(_1)X = X,

(F.V) c0 — o
c-x=0 & c¢c=0o0derx=0.

Definition 1.5 Der Raum IR"™ mit den obigen Verkniipfungen '+' und '~ heifit n-dimensionaler Ska-
larenvektorraum tber IR.

Viel mehr gibt es iiber das Rechnen mit Vektoren im IR™ nicht zu sagen.
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X+Yy
To+Y - T TT T T 2=
y |
Y2 "~ 77 |
| X |
To [T = = - == |
| |
U1 T 1+ T c-x1

Den IR? bzw. IR? interpretiert man als Ebene bzw. den Anschauungsraum. Hier ist die kompo-
nentenweise Addition die Addition nach dem ,Krifteparallelogramm® . Die Multiplikation fiir |A| > 1
eine Streckung und fiir |A| < 1 eine Stauchung dar, wobei fiir A < 0 die Richtung umgekehrt wird.

Wir méchten noch an einem ganz einfachen Beispiel das Wesen der Linearen Algebra demonstrie-
ren, das darin besteht, Algebra auf geometrische Sachverhalte anzuwenden, bzw. umgekehrt, intuitive
Methoden aus der Geometrie fiir algebraische Anwendung zu abstrahieren. Als Beispiel diskutieren
wir Geraden (in der Ebene und allgemeiner).

Definition 1.6 Fine Gerade L im Zahlenraum IR™ wird gegeben durch einen Anfangsvektor v und
einen Richtungsvektor 0 # w € IR™. Sie ist die Menge

L={v+tweR":teR}=v+R -w.

Satz 1.5 Die Gerade L stimmt mit einer zweiten Geraden L' = {v' + sw’ : s € R} genau dann
tiberein, wenn v/ € L und w' = c-w mit 0 # c € R.

Beweis. ,=“ Wenn die Mengen L = {v+tw : ¢t € IR} und L' = {v/+sw’ : s € IR} iibereinstimmen,
dann ist insbesondere (s = 0) der Vektor v’ ein Vektor auf L, also von der Form v/ = v +tow. Ebenso
ist (s = 1) auch v +w' € L, also v + tow + w = v/ + w = v + tw. Daraus folgt w' = cw mit
c¢=t—ty. Wegen w' # 0 muss auch ¢ # 0 sein.

.<=“Sei v = v +tyw € L und w’ = cw. Dann ist

L'={V+sw :seR}={v+(lo+sc)w :s€ R} ={v—+itw :t € R},

denn wegen ¢ # 0 durchlduft mit s auch ¢ = tg + sc alle reellen Zahlen. L]

Satz 1.6 Durch je zwei Vektoren x £y des IR™ gibt es genau eine Gerade L.

Beweis. Existenz: wir wéhlen v := x und w := y — x. Dann enthiilt die Gerade L = {v +tw :t €
R} = {x+t(y —x) : t € IR} beide Vektoren x (fiir t =0) und y (fiir t = 1).
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Eindeutigkeit: Sei L' = {v/ +tw’ : ¢ € IR} eine Gerade, welche die Vektoren x und y enthiilt.
Wegen Satz 1.5 konnen wir diese Gerade auch schreiben als L' = {x +tw’ : t € R}. Day = x+ tow’
mit ¢ty # 0 (wegen x # y), ist der Richtungsvektor w’ = %(y —x) ein Vielfaches des Richtungsvektors
y —x von L. Nach Satz 1.5 ist somit L' = L. L]

Die Gerade durch x und y lésst sich etwas anders schreiben:
L={x+ty—x):teR}={(1—-t)x+ty :tc R} ={sx+ty :s,t e R,s+t=1}.
Die Gerade durch x und y ist nicht dasselbe, wie die Strecke zwischen x und y
{x+tly—x):teR}#{sx+ty :0<s,teR,s+t=1}.
Firs=t= % erhélt man den Mittelpunkt %(X +y) dieser Strecke.

Nach diesen einfachen Tatsachen, welche in jedem Zahlenraum IR™ richtig sind, betrachten wir
jetzt den Zusammenhang von Geraden im IR? mit linearen Gleichungen in zwei Unbekannten.

Satz 1.7 Fiir eine Teilmenge L C IR? sind folgende Eigenschaften dquivalent:
(i): L ist eine Gerade durch den Nullpunkt 0 € L).
(ii): L ist Losungsmenge einer homogenen linearen Gleichung

a1x1 + azzs = 0,
mit Koeffizienten ay, as, die nicht beide 0 sind, d.h., wo (ay,as)’ # 0.

Beweis. ,,(i) = (ii)“ : Als Anfangsvektor fir L nehmen wir den Nullvektor und beschreiben unsere
Gerade als
L={tw :t€ R} = {(twy, tws)" : t € R}

mit Koeffizienten wy, ws, die nicht beide 0 sind. Fiir unsere homogene Gleichung brauchen wir Koef-
fizienten a1, ao mit der Eigenschaft a;wi 4+ asws = 0. Die Zahlen

al ‘= wy, a4y ‘= —W1

bieten sich dafiir an. Wir behaupten, dass L mit der Menge {(ml,xg)t € R? : wory — wize = 0}
iibereinstimmt. Wegen ws - tw; —w; - twg = 0 ist klar, dass L in dieser Menge enthalten ist. Umgekehrt
ist diese Menge aber, wie wir im n#chsten Beweisschritt sehen werden, eine Gerade. Da sie 0 und w
enthélt, stimmt sie nach Satz 1.6 mit L iiberein.

(i) = (1) : Falls a1 # 0, so erfiillt x = (z1,22)" die Gleichung a;z1 + asxs = 0 genau dann, wenn
T = —Z—ixg, das heif3t, wenn x = x5- (—g—f, 1)t auf der Geraden durch 0 mit dem Richtungsvektor w =

(—Z—?, 1) liegt. Wenn aber a; = 0, so lautet die Gleichung aszs = 0. Da nun nach Voraussetzung as # 0,
ist dies dquivalent mit o = 0. Diese Menge ist die Gerade durch den Nullpunkt mit Richtungsvektor

(1,0)t. ]

Satz 1.8 Fiir eine Teilmenge L C IR? sind dquivalent:

(i) L ist eine Gerade nicht durch den Nullpunkt (nicht 0 € L).

(ii) L ist Lésungsmenge einer inhomogenen linearen Gleichung airy+asxe = b, wobei (a1, az)t #
0 und b # 0.
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Beweis. ,,(i) = (ii)“ : Wir schreiben L = {v +tw : ¢t € IR} und betrachten die Gerade Ly := {tw :
t € R} mit demselben Richtungsvektor durch den Nullpunkt. Nach Satz 1.7 ist Ly Losungsmenge
einer homogenen linearen Gleichung ajx; 4+ asxe = 0. Also ist

L = {v+x:x€ Ly}
{v+x:a121 + agxs = 0}
= {y €R® : ayy1 + agyz = a1v1 + azva}.
Da L nicht durch den Nullpunkt geht, liegt v nicht auf Ly, und es ist b := a1v1 + asvs # 0.
(i) = (1)« Jetzt ist
L = {XEIR2 s a1x1 + agxs = b}
= {v+y e R’ :aiy + agys = 0}
wo v eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ajvy + agve = b ist (Satz 1.e). Nach Satz
1.7 beschreibt die homogene Gleichung a;y; + asys = 0 eine Gerade Ly = {tw : ¢t € IR} durch den

Nullpunkt. Somit ist L = {v +tw : ¢t € IR} eine Gerade, die wegen b # 0 nicht durch den Nullpunkt
geht. L]

Wir sahen, die Losungsmenge einer linearen Gleichung in zwei Unbekannten, deren Koeflizienten
nicht beide 0 sind, ist eine Gerade in der Zahlenebene IR?. Die Losungsmenge eines Systems von zwei
derartigen linearen Gleichungen

aj1x1 +ajpxe = by (Losungsmenge L)
a171 + agoxe = by (Losungsmenge Lo)

ist deswegen der Durchschnitt L1 N Lo der beiden Geraden. Fiir diesen Durchschnitt gibt es folgende
Moglichkeiten:

1) Ly = La: L1 N Ly ist die Gerade L1 = Lo
2) Li#Ly, LiNLy#0 L1 N Ly ist ein Punkt
3) Ly # Lo, Ljund Lo parallel L1 N Ly ist leer

Zu diesen drei Moglichkeiten gehoren die folgenden drei Stufenformen der Koeffizientenmatrix:

1 x| % 0 1]=x
1) (0 0 0>°der<o 0 0)

1 x| %
2) (Ol*)

1 x| % 0 1]=x
3) (0 0 1>°der<o 0 1)

Eine analoge Situation ergibt sich im IR®. Statt Geraden haben wir hier Ebenen.

Definition 1.7 FEs seien v, w1, wo € IR" mit wi,ws # 0. Weiter gebe es kein ¢ € IR mit wy = ¢-wo.
Dann heifit die Menge

E={v+s-wi+t-wy:s,tcR}==v+R -w;+1R-wy

eine Ebene im IR"™.
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Analog zu den Sétzen 1.7 und 1.8 gilt
Satz 1.9 Die Lisungsmenge einer jeden linearen Gleichung
a1x1 + asry + azrs =0

mit Koeffizientenvektor a = (a1, as,a2)t # 0 ist eine Ebene. Dabei ist b = 0 genau dann, wenn der
Nullvektor O zur Ebene gehort.

Beweis. Es sei E C IR? Losungsmenge obiger Gleichung. Wegen Satz 1.4 geniigt es, den homogenen
Fall b = 0 zu betrachten. Wegen a # 0 gibt es ein a; # 0. Nach Vertauschung der Koordinaten kénnen
wir a1 # 0 annehmen. Dann ist die allgemeine Losung der Gleichung

X = (—aawy — agws, T2, x3) = T1V1 + Tava

mit x1,z2 € IR und
Vi = (_ala 1,0), V2 = (—a2,0,1).

Offensichtlich sind v; und v keine Vielfachen voneinander, also ist diese Menge eine Ebene. L]

Der Durchschnitt S = E; N Ey zweier Ebenen E; ¢ IR? wird also durch ein LGS mit drei Unbe-
kannten und zwei Gleichungen beschrieben. Dabei gibt es die Moglichkeiten

| S
Ey=E, Ebene
FE4 nicht parallel zu Fy | Gerade
FEy # FE, parallel 0

Dementsprechend wird der Durchschnitt von drei Ebenen durch ein LGS mit drei Unbekannten und
drei Gleichungen beschrieben. Als weitere Moglichkeit haben wir hier

S besteht aus einem einzigen Punkt.

In diesem Fall ist das Gleichungssystem eindeutig losbar.

Schliellich definieren wir im IR™ allgemein

Definition 1.8 FEs seien a € IR™ mit a # 0 und b € R. Dann heifit

H := {XGIR”: Zayxl,:b}

v=1

eine Hyperebene im IR".

Eine Hyperebene im IR" ist also die Losungsmenge einer einzigen linearen Gleichung in n Unbe-
kannten. Im IR™ mit n = 2 bzw. = 3 ist eine Hyperebene eine Gerade bzw. Ebene. Jede Zeile eines LGS
beschreibt eine Hyperebene. Die Losungsmenge des LGS ist der Durchschnitt all dieser Hyperebenen.
Das ist die zeilenweise Interpretation eines LGS. Die Hyperebene H enthélt genau dann den Nullvek-
tor 0, wenn b = 0 ist. Deswegen enthélt die Losungsmenge eines LGS genau dann den Nullvektor,
wenn das LGS homogen ist.

Schlielich noch ein Wort zur Nomenklatur: Die Beschreibung L = {v+tw : t € R} = v + Rw
heifit Parametrisierung oder explizite Beschreibung der Geraden L. Die Beschreibung ayxq 4+ agxo = b
einer Geraden in IR? heifit implizit.
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Wenn ¢ # 0, so ist cajzy + casze = cb eine implizite Beschreibung der gleichen Geraden (Zeilen-
umformung vom Typ II). W&hlt man - im Falle b # 0 - zum Beispiel ¢ = %, so erhélt man fiir

1 1
a1:—7é0, GQZ—%O
p q
die Achsenabschnittsform

x2

x1

Aufgabe 1.21 Zeigen Sie:
a) Die drei Geraden im IR?

() (2) (8 (1) () om ()

schneiden sich in einem Punkt.
b) Die drei Punkte

liegen auf einer Geraden.

Aufgabe 1.22 Es seien L C R? die Gerade durch die Punkte (—1,3) und (5,—2), sowie M die
Gerade durch die Punkte (—2,—2) und (1,6). Berechnen Sie den Schnittpunkt von L und M.

Aufgabe 1.23 Zeigen Sie, dass die drei Geraden im IR? mit den Gleichungen
x+2y—1=0, 3x+2y+2=0, —x+3y—4=0
durch einen Punkt gehen und berechnen Sie diesen Punkt.

Aufgabe 1.24 Untersuchen Sie, ob die Gerade

5 3
L1 = 2 +1R- —1
0 7
im R3 die Gerade
6 -2 -1 4
Lo:=| 15 | +R- 4 |, bzw. L3:= 0 |+R- 2
17 -1 3 -1

schneidet und bestimmen Sie ggf. den Schnittpunkt.
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Aufgabe 1.25 Beweisen Sie, dass sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt
treffen.

Aufgabe 1.26 Beweisen Sie: Bei einem Tetraeder schneiden sich die Verbindungsgeraden der Mitten
gegentiberliegender Kanten in einem Punkt.

Aufgabe 1.27 Es seien Ly, Lo, Ly und Ly vier verschiedene Geraden in der Ebene IR? derart, dass
sich je zwei dieser Geraden in einem Punkt treffen. S; ; bezeichne den Schnittpunkt der Geraden S;
und Sj, (1 <i < j<4). Die sechs Schnittpunkte S; j, 1 <i < j <4, seien alle verschieden. Bweisen
Sie, dass die Mittelpunkte der drei Strecken S12S53 4, S1,3524 sowie S1.4523 auf einer Geraden liegen.

1.2.2 Allgemeine R-Vektorrdume

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Rechenstrukturen '+’ und ' vom IR" auf allgemeinere
Réume. Dies tun wir in zwei Schritten. Zunéchst betrachten wir Rdume, die sich vom Zahlenraum IR"
nur unwesentlich unterscheiden, d.h., nur in der Art, wie wir ihre Elemente hinschreiben.

Beispiel 1.7 (Polynome vom Grad n) Ein Polynom vom Grad < n ist eine Funktion der Form
n
x) = Z ayx’, ag,...,a, € R.

Mit R, [z] bezeichnen wir die Menge aller dieser Polynome vom Grad < n. Auch in diesem Raum
sind Addition '+' und Multiplikation ' mit Skalaren definiert:
Addition: Sind

= Z a,x”  und g(z Z by € R,[z]
v=0

solche Polynome, so ist ihre Summe

(f+9)(= Zaym +be Zay+by)x”
v=0

Skalarenmultiplikation: Ist f(x) € Ry [z] wie eben und ¢ € R, so ist deren Produkt
= Z c-a,x”
v=0

Einem Polynom f(z) € Ry[x] kénnen wir seinen Koeffizientenvektor (ag, ..., a,)t € R™ ™ zuord-
nen. Und umgekehrt ist das Polynom durch diesen Koeffizientenvektor eindeutig bestimmt. Die so
definierte Abbildung

R, [z] — R"™!

ist bijektiv. Unter dieser Zuordung entspricht die Addition zweier Polynome der Addition ihrer Koef-
fizientenvektoren, die Multiplikation eines Polynoms mit einem Skalar der Multiplikation seines Ko-
effizientenvektors mit diesem Skalar. Deswegen gelten in IR, [x] genau die gleichen Rechenregeln wie
im Zahlenraum IR™1.

26



Beispiel 1.8 (Treppenfunktionen) Wir betrachten ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C IR und
eine Zerlegung dieses Intervalls in n gleichlange Intervalle der Linge
b—a

h:= .
n

Diese Zerlegung wird definiert durch die Menge A = {xg, ..., zn} threr Zwischenpunkte mit
zi:=a+i-h,0<i<n, a=xp<z21<..<Tp_1<xH=>0

Fine Treppenfunktion, bzw. ein Histogramm zu dieser Zerlegung A ist eine Funktion t : [a,b] — R,
welche auf den Teilintervallen dieser Zerlequng konstant ist, also

t(z) =a; firz € [xi—1,z[,i=1,...,n—1, und t(r)=ay, firz € [x,_1,0].

Wir bezeichnen mit T(A) die Menge dieser Treppenfunktionen.

Einer solchen Treppenfunktion t kann man ihren Werte-Vektor (ay, ..., a,) € R™ zuordnen, und sie
ist umgekehrt durch diesen Vektor eindeutig bestimmt. Wieder ist die so definierte Abbildung T'(A) —
IR™ bijektiv.

Auch in diesem Raum T(A) kann man zwei Treppenfunktionen addieren, indem man punktweise
thre Werte addiert. Und man multipliziert eine Treppenfunktion mit einem Skalar, indem man alle thre
Werte mit diesem Skalar multipliziert. Und wieder entspricht das unter der Abbildung T(A) — IR"
den analogen Rechenoperationen im Zahlenraum IR™

Beispiel 1.9 (Matrizen) Wir betrachten hier Matrizen unabhingig von ihrer Interpretation als Ko-
effizientenmatrizen linearer Gleichungssysteme. Fine m X n-Matrix ist also ein rechteckiges Zahlen-

schema
a1 a2 ... Q1p
A a2,1 a2,2 ag,n
- : : .. : - (a%,,) =1,...m
Am,1 Om2 - (mn v=l,...,n

mit Zahlen a,, € IR. Dabei heifst i der Zeilenindex und v der Spaltenindex. Die Menge aller dieser
m X n-Matrizen bezeichen wir mit M(m x n).

Auf diesem Raum M(m x n) wird Addition zweier Matrizen und Multiplikation einer Matriz mit
einem Skalar komponentenweise definiert durch

A+ B = (apy) + (buy) == (pp +bpy), c-A=c-(auy) = (capy).

Eine m x n-Matrix A kann man auffassen, als einen etwas seltsam hingeschriebenen Vektor

(@115 Qs Q2,15 ey A2y e ,amm)t e R™™,
Und wieder entsprechen dabei die eben definierten Rechenoperationen der Matrizen den Rechenopera-
tionen im Zahlenraum R™".

Nach diesen Vorbereitungen nun
Definition 1.9 FEs sei V' eine nichtleere Menge mit zwei Verkniipfungen
Addition: V x V — V,  Skalarmultiplikation: R x V — V

so, dass die Regeln A.V1-3 und M.V1-4 gelten. Dann heifit (V,+,-) oder kurz V' ein reeller Vektorraum
(IR-Vektorraum). Die Elemente x € V' heiflen Vektoren. Das neutrale Element wird mit 0 und das zu
x inverse Element mit —x bezeichnet.
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Die Zahlenriume IR™ und die in den Beispielen 1.7-1.9 definierten Riéume sind IR-Vektorrdume.
Es gibt auch welche, die von diesen Vektorrdumen wesentlich verschieden sind:

Beispiel 1.10 Es sei IR die Menge aller unendlichen Folgen (ay,) e reeller Zahlen mit den Re-
chenoperationen

(ay) + (by) :=(a, +b,), c-(a,):=(c-ay).

Dadurch wird ein IR-Vektorraum definiert. Es ist intuitiv klar, dass dieser Raum IR® wesentlich
‘gréfier’ ist als die Zahlenrdume R™. Aber das prizise zu machen ist nicht ganz einfach (s. Defi-
nitionen 1.17 und 1.18)

Die Menge aller reellen Polynome (von beliebig grofiem, aber endlichen Grad) bezeichnet man mit
Rz]. Die Addition und Skalarenmultiplikation wird wie in Beispiel 1.7 definiert. Damit wird dieser
Polynomraum R[z] ein IR-Vektorraum.

Es sei M eine beliebige unendliche Menge und f : M — IR eine Abbildung. Sowas nennt man auch
reelle Funktion auf der Menge M. Die Menge all dieser Funktionen bezeichen wir mit Abb(M,IR). In
dieser Allgemeinheit ist sie zu nichts gut, aufler als Beispiel fiir einen i.A. echt grofien IR-Vektorraum.
Die beiden Rechenoperationen fiir Funktionen werden dabei wie in Beispiel 1.7 punktweise erkldrt.

Die Rechenstrukturen in Beispiel 1.10 kann man nicht so mit den Vektorrdumen IR" identifizieren,
wie es in den Beispielen 1.7-1.9 gelungen ist. Deswegen sind die Regeln (F.V) keineswegs intuitiv klar.
Aber man kann sie aus den Regeln A.V1 — A.V3, M.V1 — M.V4 herleiten.

Satz 1.10 Die Formeln (F.V) gelten in jedem beliebigen IR-Vektorraum (V,+, ).

Beweis. Es sei x € V und c € IR.
0-x=0: Wegen M.V1 (erstes Distributivgesetz) ist

0-x=(0+0)-x=0-x+0-x.

Subtrahiert man den Vektor 0 - x auf beiden Seiten dieser Gleichung, so erhélt man die zu zeigende
Formel.
—x=(—1)-x: Wieder mit dem Distributivgesetz folgt dies aus

x+(-1)-x=(1-1)-x=0-x=0.
c-0=0: Mit dem zweiten Distributivgesetz berechnen wir
c-0=c-(0+0)=c-0+c-0

und erhalten die behauptete Formel indem wir auf beiden Seiten dieser Gleichung den Vektor ¢ - 0
subtrahieren.

c-x=0&c=0o0derx=0: Esist nur noch die Richtung ,,=“ zu zeigen. Entweder ist ¢ = 0
oder wir kénnen ¢ # 0 annehmen. Dann schreiben wir
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1.3 Untervektorridume

Die Hyperebene H C IR" sei gegeben durch die homogene Gleichung
h(x) := a1z1 + ... + apz, = 0.
Die Funktion h hat offensichtlich die Eigenschaften
h(x+y)=h(x)+h(y) fir x,yecR", h(c-x)=c-h(x) fir ceR,xeR".

Daraus folgt
Xx,y€H, s,teclR =s-x+t-heH.

Sei nun ein homogenes lineares Gleichungssystem

n
Z auyx, =0, (p=1,..,m)
v=1

gegeben. Seine Losungsmenge

n
U={uelR": Zau,yu,,:o,uzl,...,m} c R"

v=1

ist Durchschnitt von Hyperebenen H wie eben. Deswegen gilt also:

x,y€eU s,tclR =sx+tycU (LIN)

Diese Eigenschaft (LIN) kann auch in zwei Teilen geschrieben werden:

x,yeU = x+yeU (LIN, add)
xelUcelR = cxeU (LIN, mul)

Sie ist fiir die Lineare Algebra so wichtig, dass wir sie durch eine Definition hervorheben:

Definition 1.10 Es sei V ein IR-Vektorraum. Eine Teilmenge ) # U C V heifit linearer Unterraum
oder Untervektorraum wenn sie die Eigenschaft (LIN) besitzt.

Bevor wir weitere Beispiele geben, notieren wir, dass jeder lineare Unterraum U den Nullvektor
enthélt: Denn weil U nicht leer ist, enthdlt U mindestens einen Vektor x, und dann wegen (LIN)
auch den Nullvektor 0 = 0 - x. Die Rechenregeln fiir Addition '+’ und Multiplikation '~ gelten auch
in U, weil sie in V gelten. Damit wird die Menge U mit diesen beiden Rechenoperationen selbst ein
IR-Vektorraum.

Beispiel 1.11 Sei V' ein R-Vektorraum. Fine Gerade L C V' durch den Nullpunkt ist (in Verallge-
meinerung von Definition 1.6) eine Menge der Form

L={w-w,welR} mit 0#weV.
Sie ist ein linearer Unterraum: Seien x = w1 - w und y = we - w Vektoren in L. Dann ist auch

x+y=(wi+wy) - weL, c-x=(c-w) wEe€ L.
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Beispiel 1.12 Eine Ebene E C V durch den Nullpunkt ist (in Verallgemeinerung von Definition 1.7)
eine Menge der Form

E={v-v+w- -w:v,welR}
(wo v und w keine Vielfache voneinander sind). Wie in Beispiel 1.11 zeigt man: E C 'V ist ein

Untervektorraum.

Beispiel 1.13 Aus ganz trivialen Grinden sind der Nullraum {0}, der nur den Nullvektor enthiilt,
und der Totalraum V' der alle Vektoren enthdlt, lineare Unterrdume.

Beispiel 1.14 Sind Uy und Uy C V' zwei lineare Unterrdume, so ist auch ihr Durchschnitt UyNUy C V
ein linearer Unterraum. Ihre Vereinigung ist i.A. kein linearer Unterraum. Dagegen definiert man

Ui+ Us={uy+uy € V:wu €Upuy € Us}.
Diese Menge ist ein linearer Unterraum: Mit uy + ug € Uy + Us und v} + ufy € Uy + Uy gehort auch
(up +ug) + (u] +uy) = (wg +u)) + (wg+uy) zu Up+Us.
Und fiir c € IR ist

c-(mp4+uy)=c-uy+c-uyelU;+U,
offensichtlich.

Definition 1.11 Es sei A C V eine beliebige (endliche oder unendliche) aber nicht leere Teilmenge.
Jede endliche Summe

k
X = chay, o € R,a, € Ak € N,
v=1

nennen wir eine Linearkombination von Vektoren aus A. Und die Menge aller Linearkombinationen
von Vektoren aus A

k
span(A) = {Z ca, :kelN,¢, e R,a, € A}
v=1

heifsit der von A aufgespannte Unterraum. Fir endliche Mengen A = {ay,...,a;} beniitzen wir dabei
immer die Abkiirzung

span(ay, ..., a) := span({ai, ..., ax}).

Satz 1.11 1) Die Menge span(A) ist der kleinste lineare Unterraum von V', der die Menge A enthiilt,
d.h.:
( 1): span(A) ist ein linearer Unterraum,
(i1): jeder lineare Unterraum U C V', der A enthdlt, enthdlt auch span(A).
2) Sind Ay C Ay C 'V zwei nicht-leere Teilmengen. Dann gilt auch span(Ai) C span(Asg).
3) Sind Ay, As C V beliebige nichtleere Mengen, dann gilt

span(A1 U Ag) = span(A;1) + span(As).
Insbesondere ist fiir lineare Unterrdume Uy, Us C V

span(U1 U UQ) =U; + Us.
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Beweis 1) (i): Seien x = Y% cpa, und y = St d,a/, Elemente in span(A). Dann ist auch sx +ty =
Sk scpay, + ! td,a!, eine Linearkombination von Vektoren a,,a), € A und gehort zu span(A).

(ii): Enthélt der lineare Unterraum U C IR" die Menge A, so wegen wiederholter Anwendung von
(LIN) auch jede endliche Linearkombination von Vektoren aus A, und damit die Menge span(A).

2) Esist Ay C Ay C span(Az). Weil span(Asz) ein linearer Unterraum ist, folgt die Behauptung
aus 2).

3) Weil A; U As in dem linearen Unterraum span(A;) 4 span(Az) enthalten ist, folgt die Inklusion
span(A; U Ag) C span(Ay) + span(Asz) aus 1). Wegen A; C (A1 U Ay) ist span(A;) C span(A; U Asg)
nach 2). Analog gilt span(As) C span(Ai)Uspan(Asz). Weil span(A;UAs) C V ein linearer Unterraum
ist, ist dann auch jede Summe von Vektoren aus A; und As diesem Unterraum enthalten. Insbesondere
gilt auch die Inklusion span(Ay) + span(As) C span(A; U As).

Sind A; = U; und Ay = U lineare Unterrdume, so ist span(U;) = Uy und span(Us) = Us. Nach
dem Bewiesenen ist also

spcm(U1 U UQ) =U; +U,. ]

Wir betrachten Spezialfille fiir derart aufgespannte lineare Unterrdume.

Beispiel 1.15 FEine Gerade R-w C V durch 0 ist die Menge span(w). Eine Ebene R-v+IR-w C V
ist span(v,w). Sind v,w C V Vektoren mit w # 0 und v = c-w fiir ein ¢ € R, dann ist span(v,w) =
span(w) eine Gerade und keine Ebene.

Beispiel 1.16 Mit e, € IR" werden wir stets den Vektor bezeichnen, der an der v-ten Stelle den
FEintrag 1 enthdlt und sonst lauter Nullen:

sy 0, 1,0, ..,

e, = (0 0
T T T
1 n

Die Vektoren e, heiffen Einheitsvektoren im IR"™. Fir k =1,...,n ist dann

k
span(ey,....,ex) = {x:chey}
1

= {x=(c1,...,k,0,...,0)"}
= {xeR" : x4y =... =2z, =0}

Beispiel 1.17 FEs sei U = Uy 4+ Us. Dann gibt es zu jedem u € U eine Darstellung
u=u;+uy mit u; € U,us € Us.

Behauptung: Diese Darstellung ist fir alle u € U eindeutig, genau dann, wenn Uy N Uy = {0}.
Beweis. Sei die Darstellung eindeutig. Fir jeden Vektor u € Uy N Us hat man dann aber zwei
Darstellungen

u = ,1+0 mit mp=uel;

= 04+uy mit ug=uely

Aus der Findeutigkeit der Darstellung folgt u = uy = 0. Also ist Uy N Us der Nullraum.
Sei umgekehrt Uy N Us = {0}. Es gebe einen Vektor u mit zwei Darstellungen

u=uj +up =uj +uh mit u;,u) € U,uy,u} € Us.
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Daraus folgt
111—11,1 :ul2—u2 € UlﬂUQZ{O},

also up = v} und ug = uj. (]
Ist die eben diskutierte Bedingung erfillt, dann heifst die Summe Uy + Us direkt, bzw. diese 'Zer-
legung von U in Uy und Uy’ eine direkte-Summen-Zerlequng. Man schreibt dann

U=U; ®Us.

Beispiel 1.18 Im Vektorraum IR[x] der Polynome betrachten wir die Potenzen . (Man nennt sie
auch Monome.) Dann ist
span(l = 2°, ..., 2") = R, [x]

der Untervektorraum der Polynome vom Grad < n und
span{z’, i € N} = R[z]
der Raum aller Polynome.

Beispiel 1.19 Es sei g = (1 — 2)? € R[z]. Dann ist

0 0

span(z°, zt, 2%, g) = span(z®, 2!, 2?) = Ry[z].

Beispiel 1.20 Es sei T(A) der Vektorraum der Treppenfunktionen zur Zerlegung a = xo < x1 < ... <
Tp—1 < Tp = b (Beispiel 1.8). Wir definieren Treppenfunktionen ty,...,t, € T durch

ti(x) ::{ o Jois o € [pi-1, } (=),  tala) ::{ 1 falls @ € [z01, ] }

0 sonst 0 sonst

Dann ist T = span(ty, ..., ty).

Mit diesem Begriff des ,,aufgespannten Unterraums® konnen wir die Losbarkeitsbedingung fiir ein
lineares Gleichungssystem

n
Z aupty =by, p=1,...,m
v=1

anders formulieren: Wir bezeichnen mit a¥ € IR™ die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix und
mit b den Vektor auf der rechten Seite des Gleichungssystems:

aiy by
a¥ = : , b=

am,v bm,

Mit diesen Vektoren kann man das Gleichungssystem in Vektorschreibweise

schreiben. Man sieht:
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Satz 1.12 Das Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn die rechte Seite b eine Linearkombi-
nation der Spaltenvektoren al,...,a" ist, d.h.,wenn

b € span (al, ...,a") .

Die zeilenweise Sicht eines LGS mit m Gleichungen und n Unbekannten besteht in der Aufgabe:
- Beschreibe den Durchschnitt von m Hyperebenen im IR".

Demgegeniiber ist die spaltenweise Sicht:
- Stelle die rechte Seite b als eine Linearkombination von n Spaltenvektoren im IR™ dar.

Andersherum gesehen, haben wir ein Verfahren gefunden, um zu priifen, ob ein Vektor b € R™
eine Linearkombination von gegebenen Vektoren ay,...,a, € IR™ ist: Man definiere ein Koeffizienten-
matrix A € M(m x n) mit den gegebenen Vektoren a, als Spalten und priife mit dem Gaufischen
Eliminationsverfahren das durch (A, b) gegebene LGS auf Losbarkeit.

Die spaltenweise Sicht des LGS nehmen wir als Anlass, das Produkt einer Matrix A € M(m x n)
mit einem Vektor x € IR" zu definieren.

Definition 1.12 Es sei A = (al,...,a") € M(m x n) eine Matriz mit den Spaltenvektoren a”, v =
1,...,n. Ihr Matrix-Vektor-Produkt mit dem Vektor x = (z,) € R" ist

n
A-x::Zx,,aVE]Rm,

v=1

die Linearkombination der Vektoren a¥ mit den Koeffizienten x,.

Der Sinn dieser Definition besteht fiir uns momentan darin, dass wir jetzt ein LGS mit Koeflizien-
tenmatrix A € M(m x n) und rechter Seite b € IR™ als Vektorgleichung

A-x=b
fiir den gesuchten Vektor x € IR™ schreiben koénnen.

Satz 1.13 (Rechenregeln) Fir Matrizen A, B € M(m xn), Vektoren x,y € IR" und Skalare c € IR
gelten
DA (x+y)=A4A-x+ Ay, 2)(A+B)-x=A-x+ B -x,

3)(c-A)-x=c-(A-x)=A(c-x).

1

Wir beweisen nur die Gleichung 1), die anderen ergeben sich dhnlich. Dazu seien a',...;a" die

Spaltenvektoren der Matrix A. Nach Definition ist

n

n n n
A (x+y) =) (@ +y)-a"=> z,-a"+y,-a" =Y z,-a"+» y,-a”"=A-x+B-x
v=1 v=1 v=1 v=1 |:|

SchlieBlich treffen wir noch eine Vereinbarung, die an dieser Stelle iiberperfektionistisch erscheinen
mag: Wenn die Menge A leer ist, so vereinbaren wir span(A) soll der Nullraum sein, d.h. der lineare
Unterraum, welcher nur den Nullvektor enthélt: span (@) = {0}.
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Manchmal bezeichnet man auch Losungsmengen inhomogener Gleichungssysteme als Unterrdume.
Diese besitzen dann natiirlich nicht die Eigenschaft (LIN). Wir werden solche Mengen affine Unter-
rgume nennen.

Definition 1.13 FEs sei U ein Untervektorraum des IR-Vektorraums V und v € V.. Dann heifst

x2

A={x=v+u:uelU}=v+U
<

affiner Unterraum von V. "
Es gilt also

Satz 1.14 Die Losungsmenge U eines LGS mit n Unbekannten ist ein affiner Unterraum des R™. U
ist genau dann ein linearer Unterraum, wenn das LGS homogen ist.

I

Im Wesentlichen ist das genau die Aussage des Struktursatzes 1.4.

Es seien A1 = vi + Uy und Ay = vo + Us zwei affine Unterrdume des IR™, wobei
Uy = span(ay, ...,ax), Uy = span(agi1,...,amy,) mit  ag, ..., a, € R".

Fiir den Durchschnitt A = Ay N Ay dieser affinen Unterrdume gilt dann

k m
veA & esgibt xy,..., 2y € R mit vy + inai =vy + Z T;a;
i=1 i=k+1
k m
-~ inal- — Z T;a; = Vg — V1
i=1 i=k+1

Die Bestimmung aller Vektoren v € A fiihrt also darauf, das LGS mit Koeffizientenmatrix

(ala vy Qhy TAL4 1y oeny _am)

und rechter Seite b = vo — v zu bestimmen.
Ist A = v + U ein affiner Unterraum und w € A beliebig, dann ist auch A = w 4 U. Sind
Ay =vy+U; und Ay = vy + Uy affine Unterrdume, dann ist A := A; N Ay entweder leer oder

A=a+ (U NU) miteinem beliebigen Vektor a € A.

Es gibt lineare Unterrdume verschiedener Grofle:

{0} Gerade Ebene

O-dimensional 1-dimensional 2-dimensional

Diese Grofle nennt man ,,Dimension® eines linearen Unterraums. Der folgende Abschnitt dient u. a.
der prézisen Definition des Dimensionsbegriffs.
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Aufgabe 1.28 Betrachten Sie die acht Mengen von Vektoren x = (x1,x2) € R? definiert durch die
Bedingungen
1) 1+ a9 =0,
2) (x1)* + (22)* =0,
3) (21)* = (22)* =0,
4) Tr1 — Ty = 1,
5) (x1)? +(22)? =1,
6) Es gibt eint € R mit x1 =t und xo = t2,
7)  Es gibt ein t € R mit x1 = > und x9 = t3,
8) 1 €EZ.
Welche dieser Mengen sind lineare Unterrdume?

Aufgabe 1.29 Liegt der Vektor (3,—1,0,—1) € R* im Unterraum, der von den Vektoren (2,—1,3,2),
(—=1,1,1,-3) und (1,1,9,—5) aufgespannt wird?

Aufgabe 1.30 FEs seien Uy und Uy C V' Untervektorraume des IR-Vektorraums V. Zeigen Sie: Uy U
Us; C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn entweder Uy C Us oder Us C Uj.

Aufgabe 1.31 FEs sei V' ein IR-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Zeigen Sie:
a) Firv,v € V ist v+ U = v + U genau dann, wenn v —v' € U. Insbesondere ist v+ U = U
genau dann, wenn v € U.

b) Auf V' wird durch
vevev-VvVeUev+U=v+U firv,v eV

eine Aquivalenzrelation eingefiihrt, d.h., es gelten
Reflexivitit: v ~ v fir alle v eV,
Symmetrie: v ~v = v ~v,
Transitivitit: v ~ v und v ~v" = v ~v".

Aufgabe 1.32 Zeigen Sie: Durch die folgenden Bedingungen an Polynome p € R[x] werden Unter-
vektorrdume von R[z] definiert:

Dp(0) =0, 2)p(2z) =4p(x), 3)p(—z)=p(z), 4)p(—r)=—p().

1.4 Lineare (Un-) Abhingigkeit
1.4.1 Dimension

Beispiel 1.21 Die beiden Vektoren e; = (1,0,0) und es =
(0,1,0) € R? spannen die Ebene {x € R?® : x3 = 0} auf
Dieselbe Ebene wird aber auch von den drei Vektoren

e
91,62,el+62:(1,1,0) 2 1+62

aufgespannt. Jeden dieser drei Vektoren kinnte man weglas- el
sen, die restlichen beiden spannen diese Ebene immer noch
auf. Wir sagen: Diese drei Vektoren sind linear abhingig.
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Im Folgenden sei V' ein beliebiger IR-Vektorraum.

Definition 1.14 FEine Menge A C IR"™ heifit linear abhéingig, wenn es eine echte Teilmenge A’ C
A, A" £ A gibt mit span(A’) = span(A). Sonst heiffit A linear unabhingig.

Beispiel 1.22 1) Die oben betrachtete Menge A = {e;,es,e; + ey} C IR? ist linear abhingig, denn
fir A" ={ej,es} C A gilt A’ # A und span(A’) = span(A).
2) Die Menge A = {e1, e} enthdlt die folgenden echten Teilmengen:
A" = {e1} mit span(e;) = Gerade R - ey,
A" = {ey} mit span(ez2) = Gerade IR - e,
A" =0 mit span(0) = Nullraum.
Fiir keine davon gilt span(A’) = span(A) = FEbene {x3 = 0}. Also ist A linear unabhingig.

Beispiel 1.23 Jede Menge, welche den Nullvektor enthdlt, ist linear abhdngig, denn wenn 0 € A und
A"= A\ {0}, dann ist A" # A, aber span(A’) = span(A).

Beispiel 1.24 Enthdlt A einen Vektor a mit a € span(A\ {a}), dann ist A linear abhéingig. Denn
fir A== A\ {a} gilt A# A', aber wegen a = Y d;a;, a; € A/,

k
span(A) = {coa+ Zcmbm :k €N, cg,c1,...,cr, € R, by, € A’}
1

k

l
= {c(d_dja;) + > cmbp : aj, b, € A’}
1 1

C  span(A’).

Beispiel 1.25 Jede Obermenge einer linear abhdingigen Menge ist linear abhdngig. Jede Teilmenge
einer linear unabhdngigen Menge ist linear unabhdingig.

Beispiel 1.26 Wenn (voneinander verschiedene) Vektoren vy, ..., vy € A existieren und Zahlen cy, ..., cx €
R, nicht ¢y = ... = ¢, = 0, mit

k
Z CmVm = 0, (nicht-triviale lineare Relation)
m=1

dann ist A linear abhdngig. Denn weil nicht alle ¢,,, = 0 sind, kénnen wir nach Vertauschen der Indizes
annehmen c¢1 # 0 und dann schreiben

k k
C
=D =3 €t
2 2

wo A" := A\ {v1}.

Diese Beispiele sollten zunéchst den Sachverhalt der linearen Abhéngigkeit verdeutlichen. Das
letzte Beispiel ist aber bereits typisch dafiir, wie wir kiinftig lineare Un-/Abhéngigkeit iiberpriifen
werden:
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Satz 1.15 (Test auf lineare Abhingigkeit) Eine Teilmenge A C IR™ ist genau dann linear ab-
hdngig, wenn es eine nichttriviale lineare Relation zwischen (voneinander verschiedenen) Vektoren
aus A gibt.

Satz 1.16 (Test auf lineare Unabhéngigkeit) FEine Teilmenge A C IR™ ist genau dann linear un-
abhdngig, wenn sie folgende Figenschaft besitzt:

Sind v1, ..., vy endlich viele (voneinander paarweise verschiedene) Vektoren in A
und ci,...,c, Zahlen in IR mit

k
Z cmVim =0
m=1

dann ist ¢c; = ... = ¢ = 0.

Satz 1.16 ist nur eine Umformulierung von Satz 1.15. Deswegen geniigt es, Satz 1.15 zu beweisen.

Beweis von Satz 1.15. ,,<=“ Diese Beweisrichtung wurde als Beispiel 1.26 oben schon behandelt.

»,=* Sei A linear abhiingig, d.h., es gibt eine Teilmenge A’ C A mit span(A’) = span(A) und A" #
A. Dann gibt es also einen Vektor v € A, der nicht zu A" gehort. Wegen v € A C span(A) = span(A’)
ist v eine Linearkombination v = Zlf ¢, v, von Vektoren v, € A’. Dann ist

k
1-V—ZCVVV=0
1

eine nichttriviale (da v einen Koeffizienten # 0 hat) lineare Relation zwischen Vektoren aus A. []
Noch zwei weitere Beispiele:

Beispiel 1.27 FEs sei A C IR" eine Teilmenge, die mehr als n Vektoren enthdilt. Dann ist A linear
abhdngig.
Beweis. A enthdlt mindestens n+1 Vektoren v1, ..., vy41. Das homogenen lineare Gleichungssystem

cr-v1,1 + .+ Cpg1Upy11 = 0

C1Vin + - + Cntl Unyin = 0
aus n Gleichungen in den n+1 Unbekannten cq, ..., cp+1 hat nach Satz 1.3 eine Losung (c1, ..., Cnt1) #
(0,...,0). Damit haben wir eine nichttriviale lineare Relation Z’f“ c vy, = 0 zwischen vi,....,Vpi1.
Nach Satz 1.15 ist A linear abhdngig. L]

Beispiel 1.28 FEs scien

zi = (0,..,0, 1,... )
zo = (0,..,0, 0,..,0, 1,... ..
z, = (0,..,0, 0,..,0, 0,..,0, 1,.)



die ersten r Zeilenvektoren aus einer Matrix in Zeilenstufenform, wobei r die Anzahl der Stufen der
Matriz ist. Diese Vektoren sind linear unabhdingig.
Beweis. Der Vektor z, habe seinen ersten Eintrag # 0 in der ng-ten Spalte, k = 1,...,r. Da die
Matriz Zeilenstufenform hat, ist
1<ni<ne<...<n <n.

Wir testen auf lineare Unabhdngigkeit: sei eine Linearkombination Y | cxzr = 0 gegeben. Da nur der
erste Vektor z1 in der ni-ten Spalte einen FEintrag # 0 besitzt, folgt hieraus ¢; = 0. Von den tibrigen
Vektoren hat nur zo einen Eintrag # 0 in der no-ten Spalte, was co = 0 zur Folge hat, usw. L]

Beispiel 1.27 ldsst sich auf beliebige endlich-erzeugte IR-Vektorrdume V {ibertragen:

Satz 1.17 Es sei V' ein IR-Vektorraum, der von vi,...,v, € V aufgespannt wird. Sind Wi, ..., Wy g
mit k > 0 Vektoren in V, so sind diese linear abhdngig.

Beweis. Die Vektoren w; sind Linearkombinationen
n
wW; = Zai,jvj (Z: 1,,’1’L—|—]€)
j=1
der Vektoren v;. Wir betrachten die n + & Vektoren

a; = (ai,l, . a@n)t ceR", =1, e+ k.

Nach Beispiel 1.27 sind diese linear abhéngig, es gibt also Koeffizienten cy, ..., c,4+x € IR, nicht alle
= 0, mit

n+k n+k
Z ca; =0, d.h. Z cia;j=0flir j=1,..,n.
i=1 i=1

Mit diesen Koeffizienten erhalten wir

n+k ntk n n_ /ntk
Z CiW; = Z G Z @i jVj = Z <Z Ciai,j) vi =0
i=1 =1 j=1 3=1 \i=1

(]

Satz 1.17 ist das erste Auftreten eines allgemeinen Prinzips: Eine Aussage iiber beliebige IR-
Vektorrdume wir durch Betrachtung geeigneter Koeffizienten-Vektoren auf eine Aussage im IR" zuriick-
gefiihrt.

Beispiel 1.29 Wir betrachten im Vektorraum T(A) aus Beispiel 1.8 die in Beispiel 1.20 definierten
Treppenfunktionen tq, ..., t,. Wir testen sie auf lineare Unabhingigkeit:

n

Zciti =0, d.h., Zciti(x) =0 fir alle x € [a, b].
‘ i=1

Im Punkt x = a haben alle Treppenfunktionen t;, i > 1, den Wert = 0. Setzen wir x = a in obige
Gleichung ein, so sehen wir

n
0= Zciti(a) =C1.
i=1

Durch Finsetzen der anderen Zwischenpunkte x4, ..., x,_1 finden wir dhnlich co = ... = ¢, = 0.
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Beispiel 1.30 Die Monome 2° = 1,x, ..., 2™ im Polynom-Vektorraum R,,[x] sind linear unabhingig.

Dazu setzen wir unseren Test an:
n
p(z) = Z ciz; =0
=0

sei das Nullpolynom. Wegen p(0) = ¢q finden wir co = 0. Wir kénnen p also durch x dividieren um
n—1
€T .
PI) N
r i=0

zu erhalten. Das Polynom p(z)/x hat den Wert O fiir alle x # 0. Jetzt miissen wir eine Anleihe bei
der Analysis oder der Algebra aufnehmen. (In einem isolierten Beispiel ist das erlaubt.) Z.B. aus der
Stetigkeit des Polynoms p(z)/x folgt, dass es auch in x =0 den Wert 0 hat. Damit folgt ¢y = 0 usw.

Beispiel 1.31 Aber auch die unendlich vielen Monome x', i € IN im Vektorraum IR[x] aller Polynome
sind linear unabhdngig. Nach Satz 1.16 brauchen wir ndmlich immer nur endlich viele dieser Monome
auf Lineare Unabhdngigkeit zu testen. Und das haben wir in Beipiel 1.30 getan.

Gelegentlich haben wir es nicht mit einer Menge {v1,va, ...} von Vektoren zu tun, sondern mit einer
Folge v1,va, ..., in der etwa Vektoren auch mehrmals vorkommen koénnen. Eine solche (endliche oder
unendliche) Folge werden wir auch System von Vektoren nennen und [vy, v, ...] schreiben. Genauer:

[Vi,...,vy] fiir ein endliches
[Viliew fiir ein unendliches

System, oder zusammenfassend [v;];c; fiir endliche oder abzéhlbare Indexmengen I. Die Zeilenvektoren
einer Matrix sind z.B. so ein System.
Definition 1.14 kann wortlich auf Systeme iibertragen werden.

Definition 1.15 FEin System [v;];c; von Vektoren in V heif$t linear abhéngig, wenn es ein k € I gibt
mit

Vi € Span{vi}iel,i;ék-

Alle obigen Uberlegungen iibertragen sich auf Systeme. Insbesondere ist der Test auf lineare Un-
abhéngigkeit fiir ein System:

k
Zc,,v,,:O = c¢=..=¢=0 7
1

fiir alle k¥ € IN. Ein System, in dem derselbe Vektor mehrmals vorkommt, ist somit stets linear
abhingig.

Definition 1.16 Es sei V ein IR-Vektorraum. Fine Basis von V ist eine Menge {v;};c; von Vektoren
aus V. mat

(i) V = span{vi}icr,

(ii) die Menge {v;}icr ist linear unabhdngig.
Die Zahl r heifit Linge der Basis.

Beispiel 1.32 Fiir eine Gerade IR.-v C V' durch 0 bildet der Vektor v eine Basis.
Fine Basis fiir eine Ebene IR-v + 1R -w durch 0 wie in Beispiel 1.12 bilden die Vektoren v und w
eine Basis. Wenn die Vektoren v, w linear abhdngig wdren, wdre einer ein Vielfaches des anderen.
Sind die Vektoren v und w linear abhingig, dann ist IR -v =R -w eine Gerade.
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Beispiel 1.33 Die Vektoren ey, ..., e,, bilden eine Basis des IR™. Wir nennen sie die Standardbasis,
die Vektoren nennen wir Koordinatenvektoren.

Beispiel 1.34 Der Nullvektorraum {0} hat die leere Menge () als Basis.

Definition 1.17 FEin IR-Vektorraum V heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vektoren vy, ..., v, €
V' gibt mit V = span(vi, ..., Vo).

Satz 1.18 (Basis-Satz) Jeder endlich erzeugte IR-Vektorraum hat eine endliche Basis.

Dies ist der Spezialfall W = {0} des folgenden Satzes 1.19 so dass wir nur diesen Satz 1.19 zu
beweisen brauchen.

Satz 1.19 (Basis-Ergénzungs-Satz) Der IR-Vektorraum V' sei endlich erzeugt. Weiter sei W C 'V
ein Untervektorraum mit einer Basis w1, ...,w,. Dann gibt es Vektoren vi,...,vs € V so, dass das
System w1, ..., Wy, V1, ..., Vs eine Basis von V ist.

Beweis. Der Vektorraum V werde durch n Vektoren aufgespannt. Wenn W = V ist, dann ist nichts
zu beweisen (s = 0). Wenn W # V ist, dann existiert ein v € V', das nicht € W ist. Wir behaupten,
das System w1, ..., w,., v ist linear unabhéngig und verwenden den Test aus Satz 1.16. Sei also

T
chwy—i-cv:o
1

eine lineare Relation. Dann muss ¢ = 0 gelten, denn sonst wiirde v = —% > eywy, zu W ogehoren. Weil
nun ¢ = 0, so lautet die lineare Relation nur noch

T
Z c,w, = 0.
1

Weil die w1, ..., w, eine Basis von W bilden, sind sie insbesondere linear unabhéngig. Deswegen folgt
jetzt auch ¢; = ... = ¢, =0 und wy, ..., w,., v sind linear unabhéngig.

Wir setzen vi := v und Vj := span(wi,...,w,,vy). Dann bilden die Vektoren wj...,w,, vy ei-
ne Basis von Vi. Wenn Vi = V ist, dann sind wir fertig. Andernfalls wiederholen wir diese Kon-
struktion immer wieder. So erhalten wir fiir alle £ > 1 Untervektorrdume Vi C V mit einer Basis
W1, ..., Wp, V1, ..., Vi. Spétestens wenn r + k = n+ 1 ist, konnen die n+ 1 Vektoren wy, ..., w,, vy, ..., Vg
nicht mehr linear unabhéngig sein (Satz 1.17). Es muss also vorher schon einmal ein k£ = s gegeben
haben mit V, = V. L]

Satz 1.20 (Korollar zu Satz 1.19) In der Situation von Satz 1.19 gibt es zu W einen Untervek-
torraum W' C V' mit
V=WwaeW.

Beweis. Wir setzen W’ = span(vy, ..., Vs). U]

Satz 1.21 (Basis-Auswahl-Satz) FEs sei V = span(vy,...,vg) ein endlich-erzeugter R- Vektorraum.
Dann gibt es unter den Vektoren vy, ..., vy eine Basis v;,,...,v;. firV.

40



Beweis. Wenn v, ..., v linear unabhéngig sind, dann bilden sie eine Basis von V und wir sind fertig.
Andernfalls gibt es unter ihnen einen Vektor v; der eine Linearkombination 7, ., ¢;v; der anderen
Vektoren ist. Dann wird U auch schon von den k — 1 Vektoren vi,...,vj_1,Vjt1,..., Vi aufgespannt.
Spétestens nachdem wir diesen Schritt k& — 1-mal wiederholt haben, gelangen wir zu einem linear
unabhéngigen Teilsystem der vy, ..., vi, welches V' aufspannt. U]

Satz 1.22 (Invarianz der Basis-Linge) Die Linge einer Basis fiir einen IR-Vektorraum V' hdngt
nur von V' ab und nicht von der gewdhlten Basis.

Beweis. Seien v1,...,v, und wq,..., ws zwei Basen fiir V. Wir haben s < r zu zeigen. Wenn aber
s > r sein sollte, dann wéren die Vektoren wi, ..., ws nach Satz 1.17 linear abhéngig. Weil sie auch
eine Basis von V bilden, geht das nicht. L]

Die Sétze 1.18 und Satz 1.22 ermdglichen folgende Definition:

Definition 1.18 Die Dimension eines endlich-erzeugten IR-Vektorraums V - in Zeichen dimV - ist
die Linge einer Basis fir V. Fir V = {0} setzt man dimV = 0.

Beispiel 1.35 Da ey, ...,e, € IR" eine Basis bilden ist
dim(IR") = n.
Eine Gerade hat die Dimension 1, eine Ebene Dimension 2.

Beispiel 1.36 Im Raum M (m x n) der reellen m x n-Matrizen fizieren wir die m - n Matrizen E; ;,
welche in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle einen FEintrag = 1 haben, und wo alle anderen Eintrdge
= 0 sind. Diese Matrizen bilden eine Basis von M(m x n), folglich ist dimM (m x n) =m - n.

Beispiel 1.37 Fiir den Raum T(A) der Treppenfunktionen aus Beispiel 1.8 bilden die Funktionen
t1,...,tn aus Beispiel 1.20 eine Basis. Also ist dimT(A) = n.

Fiir den Raum R, [x] der Polynome vom Grad < n bilden die n +1 Monome zt, 0 <i<n, eine
Basis. Also ist dimRy[z] =n+ 1.

Der Vektorraum IR[z] aller Polynome ist nicht endlich erzeugbar. Endlich viele Polynome kinnen
ndmlich als Linearkombinationen nur Polynome mit einem festen, endlichen Maximalgrad ergeben.
Also hat der Vektorraum R[z] keine endliche Basis. Andererseits bildet die Menge x*, i € IN, aller
Monome eine Basis des Raums R[z].

Die Frage nach der Existenz einer Basis in allgemeinen, nicht endlich erzeugten Vektorrdumen,
beriihren wir hier nicht. Wenn man das Auswahlaziom, bzw. dquivalent dazu das Zornsche Lemma
akzeptiert - wogegen nichts spricht (P.K.), wofiir allerdings auch nichts (W.B.) - kann man fiir jeden
Vektorraum die Existenz einer Basis beweisen. Dieser Beweis ist allerdings nicht konstruktiv. Den
Beweis kann man z.B. finden in T.J. Jech: The Axiom of Choice, North Holland 1973, auf p. 12.

Die in Beispiel 1.37 angegebene Basis fiir IR[z] ist abzéhlbar. Das liegt daran, dass Polynome noch
sehr spezielle Funktionen sind. Fiir den IR-Vektorraum aller stetigen Funktionen f : IR — IR kann es
keine abzdhlbare Basis geben (ohne Beweis). Hier beschrianken wir uns auf die Redeweise

Definition 1.19 Der IR-Vektorraum sei nicht endlich-erzeugt. Dann heiffit V unendlich-dimensional,
in Zeichen dimV = oo.
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Satz 1.23 Wir betrachten R-Vektorrdume U C V. Dann gelten
1) dimU < dimV,
2) dimU =dimV =n endlich = U=V.

Beweis. 1) Fiir dim V' = oo ist nichts zu zeigen. Wenn V' endlich-dimensional ist, folgt die Aussage
aus dem Basis-Ergidnzungs-Satz 1.19.

2) Wegen 1) ist U endlich-dimensional und besitzt eine endliche Basis. Nach dem Basis-Ergénzungs-
Satz kénnen wir diese Basis durch dimV — dim U = 0 Vektoren zu einer Basis von V' ergénzen. Alle
Vektoren aus V sind Linearkombinationen dieser Basisvektoren. Es folgt V' C U. L]

Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume ist Aussage 2) von Satz 1.23 i.A. falsch. Sei etwa V' der
Vektorrraum aller stetigen Funktionen f : IR — IR und U sein Unterraum IR[z]. Beide Vektorrdume
sind unendlich-dimensional, stimmen aber nicht iiberein.

Satz 1.24 (Dimensionsformel) Fiir je zwei lineare Unterrdume Uy, Uy eines R-Vektorraums V' gilt

dim(Uy NU) + dim(Uy + Us) = dim(Uy) + dim(Us).

Beweis. Sei uy, ..., ug eine Basis von U; NUsy. Wir ergénzen sie zu einer Basis uy, ..., ug, vy, ..., v, von
U1 und einer Basis uy, ..., ugq, wi, ..., wg von Us. Wir testen das System uq,...,uq, Vi, ..., V;-, W1, ..., Wg
auf lineare Unabhéngigkeit: sei etwa die lineare Relation

aiuy + ... +agug + b1vi + ... + bpvp. + 1wy + ... +csws =0
el cUsz

zwischen diesen Vektoren vorgelegt. Dann ist

C1W1 + ... + csWs = —(a1u1 + ...+ agug +b1vi + ...+ brvr) S (Ul N UQ),

also
W1 + ... + csWs = aqug + ... + agug  mit  aq,...,aq € IR.
Da aber uy, ..., ug, Wi, ..., ws als Basis von Us linear unabhéingig waren, folgt hieraus ¢; = ... = ¢; = 0.
Ganz analog folgt by = ... = b, = 0, sodass die lineare Relation schliefllich ajuy + ... + agqug = 0 lautet.
Hieraus folgt dann endlich noch a; = ... = aqg = 0.
Da uy,...,uq,v1,..., V;:, W1, ..., Wg den Unterraum U; + Uy aufspannen, haben wir bewiesen, dass

sie eine Basis von Uy + Uy bilden. Somit ist

dim(Uy) =d+r dim(Uz) =d+s

dim(UlﬁUg) =d dlm(U1+U2):d+T—|—S

dim(Uy) + dim(Uz) =2d +r+s dim(Uy NUsz) + dim(Uy + Us) =2d +r + s.
Damit ist Formel (ii) bewiesen (]

Im Spezialfall U = U; N Uy = {0} wird die Dimensionsformel

In diesem Fall ist aber U = U; @ Uy eine direkte Summe. Jeder Untervektorraum Us C U mit
U = U, ® Uy heiBt ein Komplement von Uy in U. Das Beispiel U = IR? und U; = IR - (1,0) zeigt, dass
es 1.A. unendlich viele solche Komplemente Us gibt. Aber jedes dieser Komplemente hat die gleiche
Dimension = dim(U) — dim(Uy).
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Aufgabe 1.33 Sind die vier Vektoren

1 3 0 8
0 1 2 4
1 1 1 )
im IR* linear abhingig oder linear unabhingig?
Aufgabe 1.34 Im R? seien die Vektoren
0 2 —4 1
W1 = 2 , Wg = 3 s W3 = 0 s Wy = 1
3 2 5 1

gegeben. Welche der folgenden Mengen sind linear unabhdngig?
CL) {Wl’WQ}’ b) {Wl’w25w3}’ C) {Wl,Wg,Wg,W4}.

Aufgabe 1.35 Welche der folgenden vier Tripel von Vektoren im IR? sind linear unabhingig, welche
sind linear abhdngig?

a)(1,1,1),(1,1,0), (1, 0 0);
b) (1717 1)7(17 Y )7( i 7 )7
¢)(1,1,0), (0,1, ),1,0 —1);
d) (17273)7(47 Y )7( Y 7 )

Aufgabe 1.36 Aus den Zeilenvektoren der Matrix

© J ot =

oo O N
O O O W
O OO =

1

o

lassen sich 15 verschiedene, nichtleere Mengen von Vektoren bilden, und ebenso aus den Spaltenvek-
toren. Welche dieser 30 Mengen sind linear abhdngig?

Aufgabe 1.37 FEs sei U C IR" ein k-dimensionaler Untervektorraum. Zeigen Sie, dass fir jede Teil-
menge M C U die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

1) M ist eine Basis von U,

2) M ist linear unabhingig und besteht aus k Vektoren,

3) M spannt U auf und besteht aus k Vektoren.

Aufgabe 1.38 Es seien

U = {X€R4:x1+2x2:w3+2m4},
V = {XEIR4:m1:m2+x3+x4}.

Bestimmen Sie Basen von U,V,UNV und U + V.
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Aufgabe 1.39 Gegeben sei die reelle 4 x 4-Matriz

-1 0 -1 2
0 -1 2 -1
-1 2 -1 0
2 -1 0 -1

A=

Bestimmen Sie eine Basis fir den Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems mit Ko-
effizientenmatriz A.

Aufgabe 1.40 Es sei U der von (1,2,3) und (4,5,6), sowie V der von (2,1,2) und (1,2,0) aufge-
spannte Unterraum des IR?. Man bestimme eine Basis von UNV.

Aufgabe 1.41 EsseienU,V,W C IR" lineare Unterrdume. Beweisen oder widerlegen Sie die Formeln

dim(UNV+W)) = dm(UnV)+dim(UnNW)—-dim(UnNV W),
dim(U +V +W) = dim(U +V) +dim(U + W) — dim(U + (VN W)).

Aufgabe 1.42 Im IR* seien die Unterriume

1 1 6 3 1
1 2 5 4 0
U =R 1 + R 3 und Us =R 1 + R 5 + R 9
1 4 2 0 1
gegeben. Man berechne eine Basis von Uy N Us.
Aufgabe 1.43 Im IR* seien die folgenden Punktmengen gegeben:
E, = {X: .%'1+x2+1‘3+1‘4:.%'14-21'24-31'34—41'4:0},
Ey = {x:5x1+8xg+ 1lxs + 14x4 = 221 + 529 + 8x3 + 11x4 = 0}.
Man zeige:
a) By und Esy sind zweidimensionale Unterrdume des IR4,'
b) By = Es.

Aufgabe 1.44 Im IR* seien die Vektoren

V1 =

W o N =
=W N =

gegeben. Man bestimme ein Gleichungssystem, dessen Lésungsgesamtheit IRvy + IRvo + IRvs ist.

Aufgabe 1.45 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

6 + 1lby + 4z = a
3z + by + 2z =
9x + 62z

fiir (z,y, ) € IR3.

a) Man gebe die Menge E aller rechten Seiten (a,b,c) € R? an, fir die es losbar ist. Welche Struktur
hat diese Menge E ¢

b) Welche Dimension hat der affine Losungsraum fiir festes (a,b,c) € E?

¢) Man gebe denselben in Abhingigkeit von (a,b,c) € E an.
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Aufgabe 1.46 Geben Sie mit Begrindung die Dimension der linearen Hiille (= span) der folgenden
Teilmengen des IR® an:

a) S1:={(14+n,142n,143n); n=0,1,...} ,

b) S = {(n,n%n3);n=1,2,.1}.

Aufgabe 1.47 Seien n,k € IN, seien vi,,Va,...,v, € IRF Vektoren, und sei w; := 23»:1 v; fiir
i=1,....,n. Man zeige, dass die Folge (v1,va,...,vy) genau dann linear unabhdngig ist, wenn die Folge

(W1, Wa, ..., Wy,) linear unabhingig ist.

Aufgabe 1.48 Uj, bzw. Uy seien die durch die Vektoren

bzw.

=W N
— N W
O = O =
OO O
— = =N

aufgespannten Unterrdiume des IR*. Man bestimme die Dimension und eine Basis von Uy N Us.
Aufgabe 1.49 Im reellen Vektorraum RS seien folgende Vektoren gegeben.:
u = (—1,4,-3,0,3); ug = (2,—6,5,0,—2); ug = (—2,2,-3,0,6).

Sei U der von uy,us,us aufgespannte Unterraum im IR®. Bestimmen Sie ein reelles lineares Glei-
chungssystem, dessen Lésungsraum genau U ist.

1.4.2 Lineare Gleichungssysteme und zugehoérige Unterrdume

Wir wenden unseren Dimensionsbegriff jetzt noch auf lineare Gleichungssysteme an. Eine Matrix
A C M(m x n) definiert zwei Untervektorrdume: den von ihren Spalten a” aufgespannten Unterraum

Spaltenraum S(A) = span(a’,...,a") c R™
und den von ihren Zeilen a, aufgespannten Unterraum
Zeilenraum Z(A) = span(ay, ...,an,) C R".

Definition 1.20 FEs sei A eine m X n-Matrix.

Der Spaltenrang von A ist die Dimension ihres Spaltenraums im IR™. Damit ist der Spaltenrang
< m. Man sagt: die Matriz A hat vollen (bzw. mazimalen) Spaltenrang, wenn dieser = n, die Anzahl
aller Spalten ist.

Der Zeilenrang von A ist die Dimension ihres Zeilenraums im IR™. Damit ist der Zeilenrang < n.
Man sagt: die Matriz A hat vollen (bzw. mazimalen) Zeilenrang, wenn dieser = m, die Anzahl aller
Zeilen ist.

Satz 1.25 FEs sei A eine m x n-Matrix.
1) Der Zeilenraum von A dndert sich nicht bei elementaren Zeilenumformungen und damit dndert
sich auch der Zeilenrang nicht.

2) Auch der Spaltenrang von A dndert sich nicht bei elementaren Zeilenumformungen.
3) Es gilt
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Zeilenrang = Spaltenrang.

Beweis. 1) Bei Umformungen vom Typ I wird nur die Reihenfolge der Zeilenvektoren geéndert, der
von ihnen aufgespannte Unterraum im IR" bleibt gleich. Wird die Matrix A durch eine Umformung vom
Typ II oder III in eine Matrix A" umgeformt, so sind alle Zeilen der Matrix A’ Linearkombinationen
von Zeilen der Matrix A. Der Zeilenraum Z’ der umgeformten Matrix A’ ist also im Zeilenraum Z
der Matrix A enthalten. Weil man die Umformung durch eine Umformung vom gleichen Typ wieder
riickgingig machen kann, gilt auch Z C Z'.

2) Der Spaltenrang von A sei r. Nach Satz 1.21 (Basis-Auswahl-Satz) gibt es r linear unabhéngige
Spalten by := a,,,...,b, = a,, der Matrix A. Weil die Spalten der damit gebildeten m x r-Matrix
B := (by, ..., b,) linear unabhéngig sind, hat das LGS mit dieser Matrix B-x = 0 nur die Null-Lésung.

Die Matrix A werde durch eine elementare Zeilenumformung in die Matrix A’ iibergefiihrt. Dabei
wird auch die Teilmatrix B von A in eine Matrix B’ iibergefiihrt. Bei dieser Zeilenumformung der
Matrix B dndert sich der Losungsraum des Gleichungssytems B - x = 0 nicht. Also hat auch das LGS
B’ -x = 0 nur die Null-Lésung. Deswegen sind die r Spalten der Matrix B’ linear unabhiingig. Diese
sind auch Spalten der Matrix A’. Also gilt fiir der Zeilenrang r’ von A’ dass ' > r. Weil man die
durchgefiihrte Zeilenumformung durch eine Umformung vom gleichen Typ wieder riickgéingig machen
kann, gilt auch r > 7',

3) Wir iiberfiihren die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix Z in Zeilen-
stufenform. Nach 1) und 2) &ndern sich dabei weder Zeilenrang, noch Spaltenrang. Wir brauchen die
Behauptung also nur fiir die Matrix Z zu beweisen. Die Anzahl ihrer Stufen = Anzahl ihrer Zeilen
= 0 sei s. Nach Beispiel 1.28 hat Z den Zeilenrang s. Wendet man die Argumentation aus Beispiel
1.28 auf die Spalten von Z, anstatt auf Zeilen an, so sieht man: die s Spalten von Z, die eine Stufe
enthalten, sind linear unabhéingig. Also hat die Matrix Z auch den Spaltenrang s. L]

Definition 1.21 Der Rang einer Matrix ist der gemeinsame Wert ihres Zeilen- und Spaltenrangs.

Satz 1.25 liefert ein allgemeines Bestimmungsverfahren fiir den Rang einer Matrix. Mit elementaren
Zeilenumformungen bringe man die Matrix auf Zeilenstufenform. Der Rang der Matrix ist dann die
Anzahl der Stufen bzw. die Anzahl der Zeilen # 0 in dieser Zeilenstufenform.

Analog kann man auch die Dimension eines Untervektorraums U = span(vi, ..., vi) C IR™ bestim-
men, der von k Vektoren vi,..., vy € IR" aufgespannt wird. Man schreibe diese Vektoren als Zeilen
v’i, s Vj}g in eine k x n-Matrix A. Der Zeilenraum dieser Matrix ist U. Bringen wir die Matrix A durch
elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A’, so #ndert sich der Zeilenraum U nicht. Eine
Basis von U bilden also die Zeilenvektoren # 0 dieser Matrix A’.

Seien weiter ji, ..., j, die Spalten der Matrix A’ in denen ihre Stufen stehen und

(i1, eerinr} = {1, ey n} \ {1y eons i }-

Die n x n-Matrix A” entstehe aus A’, indem wir die Einheitsvektoren €} ,...,e!
nehmen. Durch elementare Zeilenumformungen kann man diese Matrix A” so veréindern, dass in jeder
ihrer Zeilen oder Spalten genau eine 1 und sonst lauter Nuller stehen. Die Matrix A” hat also den
Rang n. Somit hat die Matrix mit den Zeilen e! ¢ _den Rang n — r und ihre Zeilenvektoren

iy €
spannen einen Untervektorraum

als Zeilen hinzu-

i

W = span(e;,,...e;, .) CIR"
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auf mit

Us W =1R"

Hat eine m x n-Matrix A vollen Zeilenrang » = m, so gibt es in ihrer Zeilenstufenform keine
Nullzeilen. Das LGS A - x = b ist also fiir jede Wahl b der rechten Seite l6sbar.

Hat A vollen Spaltenrang r = n, dann sind die n Spalten von A linear unabhéngig und das LGS
A -x = 0 hat nur die Null-Losung. Ist ein LGS A - x = b l6sbar, so ist die Lésung x nach Satz 1.4
eindeutig bestimmt.

Satz 1.26 FEs sei A eine m x n-Matriz. Wir betrachten das homogene LGS
A-x=0 mit dem Lésungsraum U C IR".

Fiir die Zahlen
d := Dimension des Lisungsraums U r := Rang der Koeffizientenmatriz A

gilt dann die Beziehung

d+r =mn

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen der Koeffizientenmatrix d&ndern sich weder d noch r
(Satz 1.25). Wir konnen daher o0.B.d.A. annehmen, die Koeffizientenmatrix habe Zeilenstufenform.
Die Zahl der Stufen ist dann r. Es gibt also n — r Spalten ohne Stufe in der Koeffizientenmatrix. Bei
elementaren Spaltenumformungen éndert sich zwar der Losungsraum, aber nicht seine Dimension. Wir
konnen deswegen sogar annehmen, die Matrix A habe Staffelform. Stufen stehen also in den ersten r
Spalten der Matrix.

Jeder Losungsvektor x € U hat deswegen eine Form

/
X _
x:<x,,> X eR", x"e R" ",

wo x” beliebig gewiihlt werden kann. Der Vektor x’ ist dann durch x” festgelegt. Wihlen wir hier
x" =e,y1, .., €y, so erhalten wir n — 7 linear unabhiingige Losungsvektoren

/
X .
X; = ), d=r4+1,..,n.
€;

Sei nun x € U eine beliebige Losung. Der zugehérige Vektor x” hat die Form

n
/
x" = Z r;e;, x; €1R.
i=r+1

n n / n /
o~ — X Dier 1 TiX;

TiX; = Z; = ,,

e; X

i=r+1 i=r+1

Auch der Vektor



ist ein Losungsvektor zum gleichen Vektor x”. Weil x durch x” eindeutig bestimmt ist, muss
n
X = Z TiX;
i=r+1
gelten.
Die n — r Losungsvektoren x; bilden also eine Basis des Losungsraums U. L]

Satz 1.27 (Korollar) Jeder lineare Unterraum U C IR" ist der Lisungsraum eines homogenen LGS.

Beweis. Sei dim(U) = k und uy, ...,u; € U eine Basis. Die k x n-Matrix

B := :
uj

hat also den Rang k. Diese Matrix ist die Koeffizientenmatrix eines homogenen LGS
B-y=0

fiir die Unbekannten y1, ..., y,. Nach der Dimensionsformel von Satz 1.26 hat sein Losungsraum W C
IR™ die Dimension n — k.
Wir wéhlen eine Basis ay, ...,a,_; € W. Dann gilt also

n
Z Uppar, =0 fir p=1,..,k, A=1,...,n—k.

v=1

Jetzt kehren wir die Rolle von Koeffizienten und Unbekannten in diesem Gleichungssystem um. Dann
sind die Vektoren uy, ..., u; Losungsvektoren des homogenen linearen Gleichungssystems

n
Z ar,u, =0, A=1,..,n—k
v=1

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems hat die Zeilenvektoren ai,...,a’ , und damit den Zeilenrang
n — k. Alle Vektoren uy, ..., u; sind Losungen dieses neuen Systems. Damit enthilt sein Losungsraum
V C IR"™ auch U = span(uy, ..., u;). Wieder verwenden wir die Dimensionsformel und folgern

dim(V)=n—(n—k)=k=dim(U).

Wegen U C V folgt daraus U = V, d.h., U ist der Losungsraum des Gleichungssystems mit den
Zeilenvektoren ay, ..., a,_. L]

Satz 1.28 FEs sei A eine n X n-Matriz. Wir betrachten das quadratische LGS
A-x=bh.

(genauso viele Gleichungen wie Unbekannte!) Fir dieses LGS sind die folgenden Aussagen dquivalent:
( i) Bei jeder Wahl der by, ..., b, auf der rechten Seite ist das Gleichungssystem losbar. (Ezistenz)
(ii) Bei jeder Wahl der by, ...,b, auf der rechten Seite gibt es hochstens eine Losung des Systems.

(Eindeutigkeit)

(iii) Das zugehirige homogene System

hat nur die Null-Losung.
(iv) Der Rang der Koeffizientenmatriz ist n.
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Beweis. Eigenschaft (i) ist damit dquivalent, dass die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix
A den ganzen Vektorraum IR" aufspannen. Dies ist damit dquivalent, dass die Koeffizientenmatrix
den (Spalten-) Rang n besitzt (iv). Daraus folgt, dass die n Spaltenvektoren linear unabhéngig sind.
Denn wéren sie linear abhéngig, wiirden auch schon n — 1 dieser Vektoren den IR"™ aufspannen. Aus
dem Basis-Auswahlsatz wiirde der Widerspruch dim(IR™) < n folgen. Eigenschaft (iii) ist aber nichts
anderes als der Test auf lineare Unabhéngigkeit fiir die Spaltenvektoren und folgt somit aus (i). Ist
umgekehrt (iii) erfiillt, so spannen die Spaltenvektoren von A einen n-dimensionalen Teilraum von IR™
auf, der wegen Satz 1.23 mit IR" {ibereinstimmen muss. Deswegen folgt auch (i) aus (iii).

Eigenschaft (iii) ist der Spezialfall b = 0 von (ii) und folgt somit aus (ii). Umgekehrt folgt (ii) aus
(iii) mit dem Struktursatz 1.4. [

Aufgabe 1.50 Berechnen Sie den Zeilenrang der Matrizen

1 3 6 10 1 3 6 10

3 6 10 15 3 6 10 1

A= 6 10 15 21 |’ B= 6 10 1 3
10 15 21 28 10 1 3 6

Aufgabe 1.51 FEs seien a,b,c reelle Zahlen. Bestimmen Sie den Zeilenrang der Matriz

L O O

S Q@ O o
O T O 0
O o0 O

1.5 Das Skalarprodukt
1.5.1 Skalarprodukt im IR"

In diesem Abschnitt 1.5.1 sollen zwei eng zusammenhéingende Begriffe betrachtet werden, welche iber
die Vektorraumstruktur hinausgehen: Léngen und Winkel.
Wir erinnern zunéchst an den elementargeometrischen Begriff der Lange in » = 1,2 und 3 Dimen-

sionen:
n=1: Fiir z € R ist |z| := V2 der Betrag der Zahl z.

n=2: Die Liinge eines Vektors x = (z1,x2) € IR? ist

x|
I [l:= /2% + 23, 2

Dies ist der Inhalt des elementargeometrischen Satzes von

Pythagoras. 21
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n=3: Die Liinge eines Vektors x = (z1,x2,23) € IR? ist
X
Ix [l:= /2% + a3 + a3.

x|/ |®s
Dies ergibt sich nach zweimaligem Anwenden des Pythago-
ras.

T2
1

Es liegt nahe, wie dieser Langenbegriff fiir beliebige Dimension zu verallgemeinern ist:

Definition 1.22 Sei x = (21, ...,z,)! € IR". Dann heifit

| x|:= \/x% + 234 ...+ a2
die Lange oder die Norm von x.

Auch fiir den quadratischen Ausdruck unter der Wurzel fithren wir eine eigene Notation ein:

Definition 1.23 Seien x = (z1,...,x,)" und y = (y1,...,yn)" Vektoren im Zahlenraum IR"™. Dann
heifst

n
(xy) := Z Ty Yy
v=1

das Skalarprodukt von x mit y.

Mit dieser Definition des Skalarprodukts ist also
| % [|=/(xx).
Das Skalarprodukt (x.y) hat folgende Eigenschaften:

((e1x1 + cox2).y) = c1(x1.y) + c2(x2.y), x1,X2,y € R",¢c1,¢2 € R,

1) Bi-Linearitdt:
() (x.(c1y1 + c2y2)) = c1(x.y1) + e2(xy2), X, ¥1,y2 € R",c1,¢0 €R.

(ii) Symmetrie:  (xy) = (y.x), x,y € R™

(i) Definitheit: Fiir alle x € IR™ ist (x.x) > 0 und es gilt (x.x) = 0 genau dann, wenn x = 0.
Eigenschaften der Norm sind:

(iv) Definitheit: Fiir alle x € IR™ ist || x [|> 0 und es gilt || x [|= 0 genau dann, wenn x = 0.

(v) Homogenitit: || c-x||=|c|- || x| fir ¢ € R und x € R".

Die Beweise fiir diese Eigenschaften sind offensichtlich. Einen Zusammenhang zwischen Skalarpro-
dukt und Norm beschreibt

(vi) Cauchy-Schwarz-Ungleichung:  |(x.y)] <||x | - |y | (C.8.U.)
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Beweis: Fiir alle a,b € IR ist
0 <l ax — by ||>= (ax — by .ax — by) = a” || x ||* —2ab(x.y) + b* || y %,

oder dquivalent damit
2ab(x.y) < a® || x [P +0* ||y |I* .

Setzen wir z.B. a =|| y || und b =|| x ||, so erhalten wir
2 x| Iyl ey) <2 x[*- Iy l*.

Da die Behauptung fiir x = 0 oder y = 0 richtig ist, kénnen wir 0.B.d.A. x # 0 # y annehmen. Dann
diirfen wir in der letzten Gleichung kiirzen und erhalten

(xy) <[[x[-lyl.
Fiir —x statt x gilt dieselbe Ungleichung, sodass also auch
—(xy)=(—=xy) <[l x|yl
gilt. Daraus folgt schliellich

((xy)| =maz{(x.y), —(xy)} <[ x| - [y O
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung beweist man die

(vil) Dreiecksungleichung: || x +y [|[<|| x|+ ||y | - x+y y
Beweis: X

Ix+y |”

(x+yx+y)

I x|? +2xy)+ | v II?

Ix |20 x-lyll+ vyl

(U=l + 1y O

IN

Nicht nur die Norm eines Vektors, auch das Skalarprodukt zweier Vektoren hat eine geometrische
Bedeutung. Dazu betrachten wir zunichst zwei Einheitsvektoren (= Vektoren der Linge 1) im IR? :
x = (cos(a),sin(a))
y = (cos(B),sin(p))
(xy) = cos(a)cos(B) + sin(a)sin(f)
= cos(a— ).
Aus dem Additionstheorem fiir die cos-Funktion folgt also, dass das Skalarprodukt (x.y) zweier Ein-

heitsvektoren der Cosinus des Winkels zwischen beiden Vektoren ist. Fiir zwei beliebige Vektoren
x # 0 # y definieren wir zunédchst die Einheitsvektoren

. 1 . 1
X = —X, yi=+——y
x|l Iy |l

und erhalten dann fiir den Cosinus des Winkels zwischen x und y

coy L (xy)
&Y == 1T

Dies nehmen wir zum Anlass fiir die entsprechende Definition im IR" :
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Definition 1.24 Seien x # 0 £y Vektoren im IR". Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

(x.y)
Ay
Da die Cosinus-Funktion das Intervall [0, 7] bijektiv auf das Intervall [—1,1] abbildet, gibt es genau

einen Winkel o € IR mit
(x-y)

[ESEpA
Wir nennen diesen Winkel o den Winkel zwischen den Vektoren x und y. (Dieser Winkel hat kein
Vorzeichen! Er hingt nicht von der Reihenfolge der Vektoren x undy ab.)

0<a<m.

cos(a) =

Hier haben wir ziemlich grofziigig Gebrauch von den Eigenschaften der Cosinus-Funktion aus
Analysis I gemacht. Die Beziehung zwischen Skalarprodukt und Cosinus des Zwischenwinkels ist fiir
das Versténdnis und die Anwendungen (z.B. in der analytischen Geometrie) von grofler Bedeutung.
Im weiteren Aufbau der Linearen Algebra selbst werden wir aber von dieser Tatsache keinen Gebrauch
machen, sondern nur, um den Bezug zur Anschauung aufrecht zu erhalten. In diesem Sinn sollte uns
deswegen die Anleihe bei der Vorlesung Analysis erlaubt sein.

Definition 1.25 Zwei Vektoren x,y € IR" heiffen orthogonal oder senkrecht aufeinander, in Zeichen
x Ly, wenn sie den Winkel 5 einschliefien, also wenn (x.y) = 0 ist. (Hier ist auch x = 0 oder y =0
zugelassen.)

Satz 1.29 (n-dimensionaler Pythagoras) Fs seien vy,...,v, € IR"™ Vektoren, die paarweise auf-
etnander senkrecht stehen:
(vi.vy) =0 fiir alle k # 1.
Dann gilt
[ vi+ Vot o+ ve 2= vi 2+ ] vo |2 4ot v |2

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass die linke Seite gleich

s T

(Vi+.ootve.vi+..+v,)= Z (Vi.vy) = Z(Vk-vk)
k=1 k=1

ist. []

Aufgabe 1.52 a) Beweisen Sie, dass sich die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks in einem Punkt
schneiden.
b) Beweisen Sie, dass sich die drei Hihen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 1.53 Es seien x,y,z € R". Zeigen Sie:

a) [[x[ =yl <llx=yl,
D) xl=llyll & &-y) Lx+y),
c)istx #0 undy # 0, so gilt

H X . y H: HX_yH
= Iyl I=xl-Iyl

A x=yl-llzl<lly -zl -lIx[[+lz=x[-lyl
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Aufgabe 1.54 Zeigen Sie: In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(x.y)| <|| x || - || ¥ || gilt das Gleich-
heitszeichen genau dann, wenn die Vektoren x und y € IR™ linear abhdngig sind.

Aufgabe 1.55 Man bestimme im IR* den Winkel zwischen den Vektoren

>
I
— =
-
I
O O = O

Aufgabe 1.56 Zeige, dass zwei Vektoren x und y € IR" genau dann zueinander orthogonal sind,
wenn fir alle A € IR gilt
[ x+ XAy =[x

Aufgabe 1.57 Im IR3 seien Ey und Ey zwei 2-dimensionale Untervektorridume, die sich in einer
Geraden A schneiden. Der Schnittwinkel ¢ = /(Ey, Ea) von Ey mit Ey sei wie folgt definiert: Man
wdhle Vektoren v; € E; (i = 1,2) der Linge 1, die senkrecht auf A stehen. Man darf annehmen, dass
(v1.ve) > 0 (andernfalls ersetze man va durch —vg). Dann ist

cos(p) = (vi.va).
Sei

By = {(z,y,2) € R®: 2 —y+ 22 =0},
By = {(z,y,2) € R®: 2+ 2y —32=0}.

Man berechne den Cosinus des Schnittwinkels von Ei und E>.

1.5.2 Skalarprodukt und Norm in IR-Vektorrdumen

Wir verallgemeinern hier den Begriff des Skalarprodukts auf beliebige IR-Vektorrdume. Das SKP aus
Abschnitt 1.5.1 auf dem IR"™ nennen wir kiinftig euklidisches SKP. Die Norm aus Abschnitt 1.5.1
nennen wir entsprechend kiinftig euklidische Norm.

Definition 1.26 Es sei V ein IR-Vektorraum. Ein Skalarprodukt (SKP) auf V ist eine Abbildung
(. ) VxV-R, (xy) e~ Xxy),

welche bilinear, symmetrisch und definit ist, also die Eigenschaften (i),(ii), (iii) aus Abschnitt 1.5.1
besitzt.

Beispiel 1.38 Wir bezeichnen mit Cla,b] den IR-Vektorraum der auf einem Intervall |a,b] stetigen
Funktionen. Mit f,g € Cla,b| ist auch das Produkt f - g auf [a,b] stetig und insbesondere integrierbar.
Deswegen ist

b
(f.9) = / f(@) - g() da

wohldefiniert. Dies ist ein SKP auf Cla,b]. Fir die Details miissen wir hier auf die Vorlesung Analysis
I verweisen.
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Beispiel 1.39 Das SKP aus Beispiel 1.38 ist auch auf dem Vektorraum T(A) der Treppenfunktionen
(Beispiel 1.8) definiert. Sind f,g € T(A) solche Treppenfunktionen mit den konstanten Werten f;, g;
auf den Intervallen |z;—1,x;[, so ist

b n
(f.9)= [ 1@)-glayda=h-3" fi-g.
@ i=1

Bis auf den Faktor h = x;11 — x; ist es das euklidische SK P fiir die n-tupel (f;),(g;) € R™.

Die Eigenschaften (iv),(v) aus Abschnitt 1.5.1 sind fundamental fiir den Begriff der Lénge im IR".
Wir verallgemeinern sie wie folgt:

Definition 1.27 FEs sei V' ein IR-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V=R,  xe=|x],

welche definit und homogen ist und die Dreiecksungleichung erfillt. Das sind also genau die Figenschaf-
ten (iv),(v),(vii) aus Abschnitt 1.5.1. Fin IR-Vektorraum zusammen mit einer Norm heifit normierter
Vektorraum.

Die Beweise der Eigenschaften (iv)-(vii) fiir die euklidische Norm in Abschnitt 1.5.1 haben nur die
Eigenschaften (i)-(iii) des euklidischen Skalarprodukts auf V' = IR"™ benutzt. Deswegen gilt

Satz 1.30 Es sei (. ) ein SKP auf dem IR-Vektorraum V. Dann wird durch
I [[:=/(xx)

eine Norm auf V definiert. Insbesondere gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Man sagt auch: Diese
Norm wird vom SKP (. ) erzeugt.

Jede Norm auf einem IR-Vektorraum definiert einen Abstand (Metrik) durch

dix,y) =l x=y .
Ist die Norm von einem SKP erzeugt, so erfiillt sie die Parallelogrammgleichung

Ix+y P+ lx-yI? = [xIP+26y)+ 1y 12+ % |2 -26cy)+ ||y [
= 2(IxIP+1yI?)

Beispiel 1.40 Schon auf V =1R" gibt es Normen, die nicht durch ein Skalarprodukt erzeugt werden,
z.B.

n
| x |[1:= Z |z, oder | x ||oo:= m%lx|xi|, die Mazimumsnorm.
1=1 =

Analog dazu lassen sich auf Cla,b] Normen definieren durch

b
15 = [ @ldz ) f = ma ()]

Das SKP aus Beispiel 1.38 definiert die Norm
b
£ la=/ [ f@)do.
a
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Aufgabe 1.58 Den IR-Vektorraum IR™ kann man auffassen als den Raum aller Folgen (ay)yeN
reeller Zahlen. Mit ¢ C IR™ bezeichnet man die Teilmenge aller quadrat-konvergenten Folgen, also
die Menge der Folgen (a,) € R"™, fiir welche eine reelle Konstante A existiert mit

Z a2 < A.
14
Zeigen Sie: 02 ist ein Untervektorraum von IR™ und durch

(a.b) := Z a, - by,

velN

wird auf diesem Untervektorraum ein SKP definiert.

1.5.3 Orthogonalitit

Zwei Vektoren x,y € IR" stehen senkrecht aufeinander, wenn sie einen Winkel von 90° einschliefen.
Das ist genau dann der Fall, wenn ihr Zwischenwinkel den Cosinus-Wert = 0 hat. Und das wiederum
passiert genau dann, wenn ihr euklidisches Skalarprodukt (x.y) = 0 ist. Das verallgemeinern wir jetzt
auf IR-Vektorraume mit SKP.

In diesem Abschnitt 1.5.3 sei also V' ein IR-Vektorraum mit einem SKP, das wir wie immer (. )
schreiben.

Definition 1.28 Zwei Vektoren x,y € V' heiffen orthogonal, in Zeichen x Ly, wenn (x.y) = 0 ist.
Hier ist x = 0 oder y = 0 ausdriicklich zugelassen.

Beispiel 1.41 Der Nullvektor 0 € V' ist orthogonal zu jedem Vektor x € V.. Wenn x € V zu sich
selbst orthogonal ist, dann folgt aus (iii), dass x = 0 ist. Deswegen ist O auch der einzige Vektor in
V', der zu allen x € V' orthogonal ist.

Satz 1.31 (Abstrakter Pythagoras) Fs seien xy,...,x, € V paarweise zueinander orthogonal, also
(x.x7) = 0 fiir alle k # 1.

Dann st
X1+ o+ % [P=x [P+ x|

Der Beweis ist der gleiche wie fiir Satz 1.29. L]

Definition 1.29 Ist A C V eine beliebige Menge, so sei
At ={xeV: (xa)=0 firaleac A}

die Menge der Vektoren x, die zu allen Vektoren aus A orthogonal sind. Ist insbesondere A =U C IR"
ein Untervektorraum, so nennen wir U das orthogonale Komplement zu U in V. Wenn a € V ein
einziger Vektor ist, dann schreiben wir kurz a* fir {a}*.
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Unmittelbar aus der Definition folgt, dass A+ ein Untervektorraum von V ist. Und es ist A+ =
(span(A))*. Fiir Teilmengen A; C Ay C V gilt immer A3 C Af. Fiir jeden Untervektorraum U C V/
ist

Unu*+={0}, Uc (U

Beispiel 1.42 Es sei V. = IR"™ mit dem euklidischen SKP und A = {ay,...,an} C IR" eine endliche
Menge. Dann ist also

xe At & (a1.x)=..=(anx)=0
n n
& Z a1yTy = ... = Z ATy =0
v=1 v=1

n
& Zau,yx,, =0 fir uw=1..m
v=1

Die Vektoren x € {ay, ...,an }* sind also genau die Lisungen des linearen Gleichungssystems, dessen
Koeffizientenmatriz aus den Zeilenvektoren ay, ..., a,, zusammengesetzt ist. Anders ausgedriickt: Ist U
der Losungsraum des LGS A -x =0 und Z(A) = span(ay, ...,a,,) der Zeilenraum der Koeffizienten-
matriz A, dann ist

{a1,..,an}t = Z(A)t =U.
Satz 1.26 zeigt in dieser Situation
dim{ay, ...,an}" =n — dim span(ay, ...,an).
Im Fall m = 1 sehen wir: Fiir 0 #a €V ist a- eine Hyperebene.

Beispiel 1.43 FEs sei V = span(vi, ..., vy, ) endlich-erzeugt und U = span(uy, ..., u,,) C V ein Unter-
vektorraum. Ein Vektor v .= > c,v, steht senkrecht auf U genau dann, wenn

n
(v,u,) = Z c(veuy) =0 fir p=1,..,m.

v=1

Das ist also genau dann der Fall, wenn der Koeffizientenvektor ¢ = (cy,...,cp)t Losungsvektor des
LGS mit der Koeffizientenmatrix

A= (ayy) = (uu.vy,), p Zeile, v Spalte

18t.

Das Skalarprodukt (. ) definiert eine Norm || || auf V' und damit einen Abstand || x —y || fiir
zwei Vektoren x,y € V.
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Satz 1.32 Gegeben seien ein Untervektorraum U C V und ein Vektor v € V. Fir u € U sind
dquivalent:

a) (v—u) LU

b) || v—u|=min|v—x]|.
JIIv—uf=min [ v—x|

Beweis a) = b): Fiir x € U ist nach Pythagoras
Iv—x[*=ll (v —w)+ (@-x) [P=]v-u|*+u-—x 2] v-ul’

wegen u—x € U und (v —u) L (u—x).
b) = a): Fiir jedes x € U hat die Funktion

f@) =|v—-(u+t-x)|? telR,
bei t = 0 ein Minimum. Nun ist
FO) =l (v—w) —t-x|’=v-ul® -2t (v—ux)+ ¢ || x|
und im Minimum ¢ = 0 ist
df
dt
Weil diese Orthogonalitét fiir alle x € U gilt, haben wir (v —u) L U. [

0)=2-(v—ux)=0.

Satz 1.33 Fulls in Satz 1.32 der Vektor u € U existiert, dann ist er durch v eindeutig bestimmdt.
Beweis. Es sei (v —u;) L U und (v —uz) L U. Dann ist auch
uy—uw=(u-v)+(v-u) L U
Wegen u; — uy € U folgt daraus u; — up = 0. ]

Definition 1.30 Der nach Satz 1.33 eindeutig bestimmte Vektor u € U heifst - wenn er existiert -
die Orthogonalprojektion Py (v) von v in den Untervektorraum U. Der Abstand

v —=Pu(v)

der nach Satz 1.32 der minimale Abstand von v zu Vektoren x € U ist, heifst der Abstand d(v,U) des
Vektors v zum Unterraum U.

Beispiel 1.44 Es sei U =R -w CV eine Gerade. Firu=t-w ist
(v—uw)=(v.w)—t || w|*=0

genau dann, wenn

 (vaw)
W
und
Py(v) = % -W

ist die Orthogonalprojektion.

Dieses Beispiel verallgemeinern wir jetzt auf Untervektorrdume U C V mit einer Basis uy, ..., u,.
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Definition 1.31 Die Gramsche Matrix der Basis uq,...,u, ist die r X r-Matriz
G(uy,...,u,) = ((w.w));,5=1,..r)

der Skalarprodukte.

Satz 1.34 Die Gramsche Matriz einer Basis uy,...,u, von U CV hat den Vollrang r.

Beweis. Wir testen die Spalten G7 der Gramschen Matrix auf lineare Unabhingigkeit. Sei dazu

r .
Z G Cj = 0.
j=1
Ausgeschrieben lautet diese Vektorgleichung

(ul. Z lelj) = 0

(u,. Z cjuj) = 0

Der Vektor u =} cju; € U ist also orthogonal zu allen Basisvektoren u; € U und damit zum ganzen
Unterraum U. Dann ist er auch orthogonal zu sich selbst und damit der Nullvektor

T
Z cju; = 0.
j=1

WEeil die Vektoren uy, ..., u, linear unabhéngig sind, folgt daraus ¢; = ... = ¢, = 0. L]
Die Orthogonalprojektion in endlich-dimensionale Untervektorrdume existiert:

Satz 1.35 FEs sei U C V ein Untervektorraum mit einer Basis uy, ..., u,. Fir v € V ist die Orthogo-
nalprojektion

r
PU(V) = chuja
J=1

wobei der Koeffizientenvektor ¢ = (c1,...,¢;)t eindeutig bestimmt ist als Losungsvektor des LGS
A-c=h.
Dabei ist A die Gramsche Matriz der Basis uy,...,u, und die rechte Seite der Vektor
b= ((v.auy),..., (v.a,))".

Beweis. Wir betrachten einen Vektor u = Z§:1 cju; € U mit Koefizienten c¢q,...,¢, € R. Fiir
diesen Vektor ist

u-v.1lU & (u—-vauy)=0firi=1,..,r

= ((Z cju; — v).uZ) =0
j=1

= Z(ui.uj)cj = (ui.v) fir s = 1, T
j=1
< A-c=b
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Die Gramsche Matrix A hat den Maximalrang r (Satz 1.34). Deswegen ist dieses LGS eindeutig l6sbar
und definiert mit seiner Losung die Orthogonalprojektion Py (v). L]

Satz 1.36 FEs sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V.
a) Dann ist V. =U @ U* eine direkte Summe.
b) Firv eV ist Pyi(v) =v — Py(v).

Beweis. a) Jeder Vektor v € V schreibt sich
v="Py(v)+ (v—Py(v)) mit Py(v)eU, (v—-Pyv)) eU.

Dies zeigt V = U + U*. Die Eigenschaft U N U+ = {0} wurde oben schon gezeigt.
b) Es ist klar, dass v — Py(v) zu UL gehort. Zu zeigen ist noch

v — (v = Py(v)) = Py(v) € (UL

Aber dies folgt aus
Py(v)eU c (U . O

Den Abstand eines Punktes (Vektors) im IR? von einer Geraden oder Ebene zu bestimmen, das
ist ein Problem von praktischer Bedeutung in der Geometrie. Das ist der Fall, wo V kleine Dimension
hat. Aber auch der Fall, wo die Dimension von V grofl oder gar = oo ist, hat beachtliche praktische
Bedeutung.

Beispiel 1.45 Es sei V = Cla,b] der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] mit
dem SKP aus Beispiel 1.38. Weiter sei U C V der Unterraum T der Treppenfunktionen aus Beispiel
1.8. Fine Basis von U sind die Treppenfunktionen t;, 1 = 1,...,n aus Beispiel 1.29. Die Gramsche
Matriz dieser Basis hat die Fintrdge

b alls 1=17
(ti.tj):/a ti(x)tj(m) dx:{ g ;ZGZS 27&:;

Die Orthogonalprojektion einer Funktion f € Cla,b] in den Unterraum T ist die Funktion Y 7 c;t;,
wo die Koeffizienten ¢; nach Satz 1.35 durch das Gleichungssystem

h-ci:(f.ti):/%i flx)dx, i=1,..,n,

bestimmt sind. Damit wird die Orthogonalprojektion

PU(f):%‘;<Lji1f($)d$> i

Dahinter steht die allgemeine Aufgabe, einen Vektor aus V' durch einen Vektor u € U optimal zu
approximieren.

Satz 1.37 Fiir jeden linearen Unterraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' gilt
a) dim(U+) =n — dim(U),
b) (U =T,
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Beweis. a) folgt aus Satz 1.36 a).
b): Allgemein gilt U C (U+)*t. Nach a) ist dim(UL)* = n — (n — dimU) = dimU. Nun folgt
U = (U+)* aus Satz 1.23. (]

Definition 1.32 a) Eine Teilmenge A C V' heifit orthogonal, wenn die Elemente von A paarweise
aufeinander senkrecht stehen. D.h., firu#v € A gilt

(u.v) = 0.

Eine Basis B von V' heifit Orthogonalbasis, wenn die Menge B orthogonal ist.
b) Die Teilmenge A heif$t orthonormal, wenn zusdtzlich zu a) gilt

|ul|=1 firaleueA (Normalitit).
FEine Basis B heifst Orthonormalbasis (ONB), wenn B als Menge orthonormal ist.

Die Gramsche Matrix einer Orthogonalbasis hat Diagonalform, die Gramsche Matrix einer ONB
ist die Einheitsmatriz

10 0

1= 01
0
0 0 1

Das hat sehr erfreuliche Konsequenzen:
Ist ndmlich U C V ein Untervektorraum mit einer Orthogonalbasis uy, ..., u,. Dann ist fir ve V
nach Satz 1.35

V) :Zci-ui mit ¢ = &12
[ ug ||
Fiir die Lange von Py(v) folgt daraus

2_ 2 2 . (V-uz’)z
| Pu(v) [I7= Z cicj - (u;.u;) Zc [w 7= 5
— | wi ||

1,7=1 i=1

Insbesondere fiir u € U ist u = Py(u) und
(uw;)
u= -uy.
Z AT
Satz 1.38 Ist A orthogonal mit 0 & A, dann ist A linear unabhdingig.
Beweis. Sei eine lineare Relation ;
Z C;-a; = 0
=1

zwischen Vektoren a; € A gegeben. Dann ist fiir jedes j = 1,...,7

T T
0= (aj.Zci . ai> = ZCZ' . (aj.ai) =¢j H a; ||2
i=1

i=1

und daraus folgt ¢; = 0. L]
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Satz 1.39 (Schmidtsche Orthonormalisierung) Jeder endlich-dimensionale Vektorraum V mit
SKP besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wir gehen von einer beliebigen Basis vy, ..., v,, des Vektorraums V aus. Fiir i = 1,...,m
sind die Vektoren vy, ..., v; eine Basis des Unterraums V; := span(vy, ..., v;).
Als erstes normalisieren wir vi:

1
u; ;= —vjy.
[ v |l

Der Vektor u; ist dann eine ONB von V;.
Dann ersetzen wir v9 durch

u'2 =V — (111.V2)111 == PUIL(VQ)

(vgl. Satz 1.36). Als néichstes normieren wir uj :

N~

Uy = u
[ ag ||

Damit wird uy, us eine ONB von V5.

Dieses Verfahren kénnen wir mit jedem der Vektoren vy wiederholen: Haben wir fiir ein &k < m
schon erreicht, dass

(wjuy) =0falls j #1 <k
|w||=1fiir j=1,....k

wobei uy, ..., u; € Vi Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v sind, so definieren wir

/
Wpy1 = V41 — (ul.vk+1)u1 — e — (uk.vk+1)uk = Vi1 — PUk (Vk—I—l) = PUkL(V]H_l)
und normieren )
e /
Uil = H u/ Huk‘-i-l'
k+1
Damit haben wir eine ONB uy, ..., ux11 € Vi1 konstruiert. Nach endlich vielen derartigen Schritten
haben wir eine Orthonormalbasis fiir V. L]

Dieser Beweis funktionierte ja ganz schon, aber ein Wort der Warnung: Will man dieses Verfah-
ren konkret anwenden, so bringen die Normierungen Zahlenfaktoren ins Spiel, die sich meist duflerst
unangenehm aufschaukeln!

Aufgabe 1.59 Es sei U C IR? der von den Vektoren (1,2,0,2,1) und (1,1,1,1,1) aufgespannte Un-
terraum. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U und von U~L.

Aufgabe 1.60 Es seien Ly : vi + Rwy und Lo : vo + Rwy zwei Geraden im IR™ mit linear un-
abhdngigen Richtungsvektoren w1, wo. Zeigen Sie: Auf L1 existiert genau ein Punkt x1 und auf Lo
genau ein Punkt xo so, dass x1 — Xg auf wi und wo senkrecht steht. (| x; — x2 || heifit Abstand der
Geraden Ly und Lo.)

Aufgabe 1.61 a) Ergdanzen Sie die beiden Vektoren

(1 11 1> (1 1 1 1>
Vi=\35559 und Vo=\3y5"5" "5
2°2°2°2 2°2° 27 2

zu einer Orthonormalbasis des IR*.
b) Es sei E C R* die von vy und vy aufgespannte Ebene. Bestimmen Sie fir jeden Vektor x =
(z1, 22,23, 24) € R* die Orthogonalprojektion x' € E, d.h., den Vektor X' € E mit (x —x') L E.
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Aufgabe 1.62 Im R* seien die aufeinander senkrecht stehenden Vektoren vi = (1,2,3,4) und v =
(4,1,—2,0) gegeben. Man erginze vi,va zu einer Orthogonalbasis des IRY.

Aufgabe 1.63 Im IR* seien die Vektoren
u; = (1,1,0,0)", up = (0,-1,-1,0)", wuz=(0,0,1,1,)"
gegeben, sowie der Vektor v = (1,2,0,0). Bestimmen Sie die Orthogonalprojektionen

Pr(v) wonv in die Gerade L=1R-u;
Pr(v) wvonv in die Ebene E=TR-u; + R uy
Py (v) wonv in die Hyperebene H = span(uy, uz, us)

sowie die Abstinde d(v,L), d(v,E) und d(v,H).

Aufgabe 1.64 a) Die Hyperebene H C IR" sei gegeben durch die Gleichung (a.x) = 0 mit 0 # a €
IR™. Zeigen Sie: Der Vektor v € IR™ hat von dieser Hyperebene den Abstand

dv, 1y = 1@V ﬁf‘!ﬁ’.

b) Jetzt sei die Hyperebene durch eine Gleichung (a.x) + o =0 mit 0 # « € IR gegeben. Zeigen Sie:

¢) Im R? seien zwei Geraden L, M durch ihre Gleichungen
L:(ax)+a=0, M: (bx)+3=0

mit o, 3 € R und linear unabhingigen Vektoren a,b € IR? gegeben. Eine Winkelhalbierende zu diesen
Geraden ist eine Gerade, deren Punkte von L und M den gleichen Abstand haben. Bestimmen Sie die
Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden zu L und M.

Aufgabe 1.65 Bestimmen Sie eine ONB des Unterraums

5
U:={(u1+..+us) €R°: Y u; =0} C R’
=1
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2 Matrizen

Wir betrachten hier Abbildungen ® : IR" — IR'™ oder allgemeiner ® : V. — W zwischen IR-
Vektorrdumen V und W. Eine derartige Abbildung ordnet jedem Vektor x € V einen Bildvektor
o(x) € W zu.

Definition 2.1 Eine Abbildung ® heifit injektiv, falls gilt: (x) = ®(y) = x=y.

O heifst surjektiv, falls gilt: Zu jedem y € W gibt es ein x € V. mit'y = ®(x). Ein solches x heifit
Urbildvektor von y.

® heifit bijektiv, falls ® zugleich injektiv und surjektiv ist, d.h., falls es zu jedem y € V genau ein
x € W gibt mit y = ®(x). In diesem Fall ist die Umkehrabbildung y — x auch wieder eine Abbildung,
sie wird mit ®~1 : W — V bezeichnet.

Fiir die Umkehrabbildung ®~! einer bijektiven Abbildung ® ist nach Definition ®~!(®(x)) =
®~1(y) = x. Aber es gilt auch ®(®~!(y)) = &(x) =y.

Die Abbildung x — x, die jeden Vektor auf sich selber abbildet, kriegt einen eigenen Namen. Sie
heifit die Identitdt id = idy : V — V. Zwei Abbildungen ®; : U — V und &5 : V — W kann man
hintereinanderschalten: ®5 o ®1 : U — W ist die Abbildung

X = (131(X) — (132((131(X))

Wenn ®y = &', dann gilt also
(1320@1 :(bloq)QZid.

Aufgabe 2.1 Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir alle Mengen A, B, C und Abbildungen f : A — B,g:
B — C gilt:

a) Sind f und g injektiv, so auch go f.

b) Sind f und g surjektiv, so auch go f.

c) Ist f injektiv und g surjektiv, so ist g o f bijektiv.

d) Ist g o f bijektiv, so ist g surjektiv und f injektiv.

e) Ist g o f bijektiv, so ist g injektiv und f surjektiv.

2.1 Bewegungen im IR" und lineare Abbildungen

Definition 2.2 Fine Bewegung im IR™ ist eine Abbildung

o - R" — IR"
] x— O(x),

die den Abstand erhdlt, d.h. eine Abbildung mit der Eigenschaft
| 2(x) —2(y) =[x—y

fir alle x,y € IR".
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Wenn man einen , starren Korper® bewegt, d&ndern sich die Abstéinde von Punkten in seinem In-
neren nicht. Bei einer Bewegung des IR™ im eben definierten Sinn stellt man sich vor, den ganzen IR™
so zu bewegen wie einen starren Korper. Wir geben Beispiele:

Beispiel 2.1 Die Translation um einen festen Vektor a
T:x—x+a
1st eine Bewegung wegen
[Tx) -T@y) l[=lx+a-(y+a)l[=x-y].

Beispiel 2.2 Die Punktspiegelung am Ursprung

d:x— —x
st eine Bewegung, weil

[ox) —®@y) =l =x+yl=lx—-yI.
Beispiel 2.3 Wir betrachten eine Hyperebene
at ={xeR": (ax) =0}

wobei a # 0 sein soll. Deswegen kinnen wir a als normiert annehmen: || a ||= 1. In diesem Fall hat
die Abbildung
P :x—x—(xa)a

die Figenschaften
di(x) €at, (Py(x)—x) L at,

d.h. ® ist die Orthogonalprojektion auf a*. Wenn wir von x nicht

nur einmal (x.a)a abziehen, sondern zweimal, so ist dies die Spie-

gelung an der Hyperebene at :

®:x—x—2(xa)a.

Auch diese Abbildung ist eine Bewegung:

| @(x) = 2(y) =] x - 2(x-a)a —y +2(y.a)a [|=[ x -y — 2(x —y.a)a =] 2(x —y). ||,
und es geniigt also, zu zeigen || ®(x) ||=| x || . Aber dies folgt aus
| ®(x) ||?= (x — 2(x.a)a.x — 2(x.a)a) =|| x ||* —4(x.a)(ax) +4(x.a)> =|| x ||*.
Beispiel 2.4 Sind &1 und @2 Bewegungen, so ist auch ®1 o ®o eine Bewegung, denn

| @1(@2(x)) — P1(P2(y)) [I=[ Pa(x) — Pa(y) [=] x =y I -

Sei @ eine beliebige Bewegung im IR und a := ®(0) € IR". Sei T die Translation x — x —a. Dann
ist auch T o ® eine Bewegung (Beispiele 2.1 und 2.4), und sie hat die Eigenschaft

(To®)(0)=T(®(0)) =T(a)=a—a=0.

Zu jeder Bewegung ® gibt es also eine Translation 7' mit (7o ®)(0) = 0.
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Definition 2.3 Fine Bewegung im IR™, die den Nullvektor fest ldisst, heifst orthogonale Transforma-
tion.

Satz 2.1 Jede Bewegung ® im IR" ist ein Produkt ® =T oW einer Translation T mit einer orthogo-
nalen Transformation V.

Beweis. Sei die Bewegung ® gegeben. Ist T irgend eine Translation, so ist ¥ := T~'® orthogonal
genau dann, wenn ¥(0) = 0, d.h. 7(0) = ®(0). Wir definieren also ganz einfach 7' : x — x + ©(0).
Dann ist ¥ := T~! o ® eine orthogonale Transformation mit ® =7 o V. L]

Orthogonale Transformationen ® haben folgende Eigenschaften:
e $(0)=0 (nach Definition),
o | O(x)—D(y) |I=llx—y | (nach Definition einer Bewegung),

o | 2(x) |I=[ x|l (vorige Eigenschaft mit y = 0).

Satz 2.2 FEine orthogonale Transformation erhdlt das Skalarprodukt zweier Vektoren, d.h. fir alle
x,y € R" gilt
(@(x).2(y)) = (xy)

Beweis. Es ist
| ®(x) — @(y) [IP= (®(x) — @(y)-2(x) — D(y)) =[| D(x) > + | D(¥) [I” —2(®(x).2(y)).

Mit [| @(x) [[=[l x [|, [| ®(y) =]y [ und [| @(x) — @(y) [|=] x —y || folgt

(@(x).2(y)) = —%(H ®(x) — 0(y) [P — | () > = | 2(x) |I*)

1
= —Ux=yIP=lIxI*= 1yl

= (xy) O
Wir haben Bewegungen und damit orthogonale Abbildungen durch die Eigenschaft der Ldingentreue
definiert. Satz 2.2 sagt, aus der Léngentreue folgt die Winkeltreue.

Die Bilder der Vektoren u, einer ONB v; := ®(u;),...,,v, := ®(u,) unter einer orthogonalen
Transformation ® haben wegen Satz 2.2 dieselben Skalarprodukte

( )= ( ) = 1 falls k=1,
VEVD =MW =9 0 falls k£ 1L

Daraus folgt mit Satz 1.38 dass die Vektoren v, ..., v, linear unabhéingig sind. Also ist das Bild der
ONB uy,...,u; wieder eine ONB.

Das Bild ®(x) eines Vektors x = Y 7 ¢, u, ist (x) = Y] d, v, mit
dy, = (®(x).v,) = (2(x).P(uw,)) = (xuy) = ¢y.

Fiir eine orthogonale Abbildung ® gilt also:
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n

@(Z ouy) = Z ¢, ®(u,)
1

1

Hieraus folgt insbesondere

O(c-x) =c-P(x) fir x € R",c € R (Homogenitét)

B(x +y) = B(x) + B(y) fiir x,y € R (Additivitiit) (LINEARITAT).

Diese Eigenschaft der Linearitit einer Abbildung hat der linearen Algebra ihren Namen gegeben.
Die fundamentalen Beziehungen in der Linearen Algebra werden durch lineare Abbildungen vermittelt.
Deswegen halten wir diese Eigenschaft fiir - nicht nur orthogonale - Abbildungen als Definition fest.

Definition 2.4 Fine Abbildung F : V — W wvon einem IR-Vektorraum V in einen IR- Vektorraum W
heifit linear, wenn

F(e1x1 4 cox2) = c1 F(x1) + coF(x2) fiir alle ¢1,¢0 € R,x1,%x9 € V.

Satz 2.3 Eine Abbildung ® : IR™ — IR" ist orthogonal genau dann, wenn sie folgende beiden Eigen-
schaften hat:

(i) ® ist linear.

(ii) Es gibt eine ONBuy, ..., u,, € R", welche unter ® wieder auf eine ONB ®(uy), ..., ®(u,,) abgebildet
wird.

Beweis. ,,=“ Nach Satz 2.2 bildet eine orthogonale Abbildung jede (nicht nur eine einzige) ONB
auf eine ONB ab. Und dass die Linearitdt eine Konsequenz der Orthogonalitdt ist, haben wir soeben
gesehen.

»<="“ Aus der Linearitét folgt || ®(x) — ®(y) ||=|| ®(x—y) || fir alle Vektoren x,y € IR". Es geniigt
deswegen || ®(x) ||=|| x || fiir jeden Vektor x € IR" zu zeigen. Wir schreiben den Vektor x in unserer
ONB als x = Y 7 ¢,u,. Aus der Linearitét folgt ®(x) = 31 ¢, ®(u,). Und da sowohl die u, als auch
ihre Bilder ®(u,) eine ONB bilden, ist nach Pythagoras

n

[EICNED DA b

1

Beispiel 2.5 Rotation im IR? um einen Winkel .
Rotiert man die beiden Vektoren ey = (1,0) und ea = (0,1) der Stan-

dardbasis des IR? um einen Winkel @, so erhdilt man die ONB —sin )
cos
A

| = ()
Bley) = < cos(p) >, B(ey) = ( —sin(p) )

sin(p) cos()

des R2. Es gibt deswegen eine einzige lineare (und dann auch orthogo- >
nale) Abbildung  : IR? — IR?, welche diese Drehung der Basisvektoren
bewirkt, ndmlich

o[ %1 ). x1c08(p) — x28in ()
“\ 2o x18in(p) + x2cos(p) |-

66




Die Orthogonalitéit dieser linearen Abbildung ist leicht direkt nachzurechen:

(z1c0s(p) — wasin(w))? 4 (w15in(p) + xacos(p))? = xicos(p)? + x3sin(p)® + 23sin(p)? + ricos(p)?

2 2
= x] + 5.

Wir betrachten jetzt allgemein eine lineare Abbidung ® : V' — W eines IR-Vektorraums V' in einen

IR-Vektorraum W.
Definition 2.5 Der Kern von ® ist die Teilmenge
Kern(®) :={veV: &(v)=0}
von V und das Bild von ® ist die Teilmenge
Bild(®) :={w: esgibt einv eV mitw=o(v)}
von W.
Satz 2.4 a) Kern(®) C V und Bild(®) C W sind Untervektorriume.
b) @ ist genau dann injektiv, wenn Kern(®) = {0}.
c) ® ist genau dann surjektiv, wenn Bild(®) = W.
Beweis a) Fiir 0 € V' ist wegen der Linearitét von &
®(0)=®(0-0)=0-9(0) =0,

also gehort 0 € V zu Kern(®), und dieser Kern ist nicht leer. Weiter seien vi, vy € Kern(V), also
®(vy) = ®(vy) = 0, und ¢y, c2 € R. Aus der Linearitit von ® folgt

<I>(clv1 + CQVQ) = Cl‘I)(Vl) + CQCI)(VQ) =0

und damit ¢;vy + cove € Kern(®). Also erfiillt Kern(®) die Bedingung LIN aus Definition 1.10.
Wegen ®(0) = 0 € W gehort 0 € W zu Bild(®), und dieses Bild ist nicht leer. Seien weiter
w1 = ®(vy) und wy = ®(vy) Vektoren in Bild(®), sowie c1,cy € R. Aus der Linearitidt von ® folgt

w1 + cawy = 1 P(vy) + ca®(va) = P(c1vy + cavy) = P(v)

mit v = ¢1vy + cave € V. Also hat auch Bild(®) die Eigenschaft LIN aus Definition 1.10.
b) Fiir v, vy € V ist

D(vi) =B(vy) & B(vi—vy)=0 & vi—vy€E Kern(®).

Ist Kern(®) = {0} so folgt hieraus v; = vy. Somit ist ® injektiv. Und wenn & injektiv ist, so folgt
aus ®(v) = 0 = ®(0), dass v = 0 ist. Der Kern von ® ist der Nullraum.

c) Es ist genau dann Bild(®) = W, wenn jeder Vektor w € W ein Urbild v € V mit ®(v) =
hat.

(1=

Satz 2.5 (Dimensionsformeln) a) Es ist stets dim(Bild(®)) < dim(V).
b) Es gilt
dim(V) = dim(Kern(®)) + dim(Bild(®)).
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Beweis a). Im Fall dim(V') = oo ist nichts zu zeigen. Sei also dim (V') = n und vy, ..., v,, eine Basis
von V. Jeder Vektor v € V ist dann also eine Linearkombination ¢;vy + ...+ ¢, v, und jeder Bildvektor
w € Bild(®) ist eine Linearkombination w = ¢;®(vy) + ... + ¢, ®(v,,). Dies zeigt, dass die n Vektoren
®(vy), ..., P(v,) den Bildraum Bild(®) aufspannen. Die Behauptung folgt aus dem Basisauswahlsatz
Satz 1.21.

b) Wenn einer der beteiligten Vektorrdume unendliche Dimension hat, kann man iiber den Sinn
der Dimensionsgleichung streiten. Aber, wenn Kern(®) unendliche Dimension hat, dann auch V' we-
gen Kern(®) C V. Und wenn Bild(®) unendliche Dimension hat, dann ist V' wegen a) unendlich-
dimensional. Es bleibt die Aufgabe, die Gleichung fiir den Fall zu zeigen, wo dim(Kern(®)) = r und
dim(Bild(®)) = s endlich sind.

Seien also vy, ..., v, € Kern(®) und wy, ..., w, € Bild(®) Basen. Nach Definition von Bild(®) gibt
es Urbilder v, 41, ..., Voys € V mit ®(v,41) = Wy, ..., ®(v,45) = ws. Wir beweisen die Aussage, indem
wir zeigen, dass die Vektoren vy, ..., v, eine Basis von V bilden.

Aufspannen: Sei v € V mit

O(V) =w=c1W] + ... + csW5s =1P(Vps1) + .. + s P(Vigs).
Dann ist
D(V—C1Vpp1 — oo — CrgsVits) =0, also Vv—c1Vyq1 — ... — CsViys € Kern(®)

eine Linearkombination
V—ClVpgf] — . — CsVyys =b1vi + ...+ bpvy.

Damit folgt
Vv=b0vi+..+b Vv, +c1Vrp1 + oo + CsVigs.

Lineare Unabhdngigkeit: Wir setzen unseren bewédhrten Test an, also
v+ ..+ Ve + 1 Vi1 o+ s Vs = 0.
Auf diese Gleichung wenden wir die lineare Abbildung ® an und erhalten
Cr41W1 + oo + CrpsWs = 0.

Weil die Vektoren wi,...,w, linear unabhéngig sind, folgt daraus ¢,41 = ... = ¢4+ = 0. Unsere
urspriingliche lineare Relation schrumpft deswegen auf

civi+...+cv+=0

zusammen. Weil auch die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, erhalten wir daraus ¢; = ... =

¢ = 0. U]
Definition 2.6 (Sprachregelungen) Fine
heifit auch

lineare Abbildung V. — W | Homomorphismus
injektive lineare Abbildung V. — W | Monomorphismus
surjektive lineare Abbildung V- — W | Epimorphismus
bijektive lineare Abbildung V- — W | Isomorphismus
lineare Abbildung V — V | Endomorphismus
bijektive lineare Abbildung V — V | Automorphismus
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Gibt es einen Isomorphismus V. — W, so nennt man die Vektorrdume V und W isomorph, in
Zeichen V ~W.

Insbesondere ist jeder Vektorraum zu sich selbst isomorph. Nicht vollig tiberraschend. Aber, zu-
mindest wenn er # {0} ist und eine Basis besitzt, dann hat er unendlich viele Automorphismen. Er
ist also auf unendlich viele Weisen zu sich selbst isomorph (hochstgradig schizophren).

Weil die Hintereinanderschaltung von zwei Isomorphismen wieder ein Isomorphismus ist, deswegen
ist die Isomorphie zwischen Vektorrdumen transitiv im folgenden Sinn: Sind U ~ V und V ~ W, dann
ist auch U ~ W. Isomorphie zwischen Vektorriumen ist also so etwas, wie eine Aquivalenzrelation.
Genauer: Nicht ganz, denn die Menge aller IR-Vektorrdume ist keine Menge.

Satz 2.6 Es sei ® : V ~ W linear und bijektiv. Dann ist die Umkehrabbildung ®~' : W — V auch
wieder linear.

Beweis. Es ist ®~}(w) = v, wenn ®(v) = w ist. Seien wi = ®(v1) und wo = ®(v2) € W. Aus der
Linearitdt von ® folgt ®(c1vi + cava) = ;Wi + cowy und deswegen

q)*l(clwl + CQWQ) = Cl(I)il(Wl) + CQ(bil(WQ). ]

Aufgabe 2.2 Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung ® : IR? — IR? orthogonal ist:

<1> x1 z1c0s(p) + x25in(p)
: — ,
T x18in(p) — xocos(p)
Aufgabe 2.3 @ : IR" — IR? sei eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:
a) ® ist genau dann injektiv, wenn gilt: Sind Vektoren vi,...,v, € R™ linear unabhingig, so sind auch
die Bildvektoren ®(vy),...,®(v,) € IR? linear unabhingig.
b) ® ist genau dann surjektiv, wenn gilt: Spannen die Vektoren vy, ..., v, den Raum IR" auf, so spannen

ihre Bilder ®(vy),...,®(v,) den Raum IR? auf.

Aufgabe 2.4 Es seien U, W C IR"™ Untervektorriaume und ® : IR™ — IR" eine orthogonale Abbil-
dung mit ®(U) = W. Beweisen Sie, dass ® das orthogonale Komplement von U auf das orthogonale
Komplement von W abbildet.

Aufgabe 2.5 Es seien a und b € IR? zwei Einheitsvektoren und S, bzw. Sy, die Spiegelung an der
Geraden senkrecht zu a, bzw. b.

a) Leiten Sie Formeln her fiir Sa o Sy und Sy, © Sa.

b) Zeigen Sie: Es ist Sa 0 Sy, = Sp 0 Sa genau dann, wenn

a==xb oder (a.b)=0.
Aufgabe 2.6 Es seia,b,c ein pythagordisches Zahlentripel. D.h., es seien a,b,c € IN mit
a2+ b2 =¢c>0.

la—b
c\ b a

Zeigen Sie: Die Matrix

st orthogonal.
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2.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wenn nichts anderes festgelegt wird, seien im folgenden V und W immer IR-Vektorraume.

Bei der Beschreibung der Rotation im letzten Abschnitt haben wir von folgendem Prinzip Gebrauch
gemacht: Ist V' endlich-dimensional mit einer Basis vi,...,v, € V, ® : V — W eine lineare Abbildung,
welche die Basisvektoren auf die Vektoren wy = ®(vy),...,w,, = ®(v,,) € W abbildet, so ist das Bild
eines jeden Vektors x = (x1,...,x,) = Y7 x,v, € V bereits festgelegt durch

O(x) =90 (Z :Ul,v,,> = le,@(v,,) = Z:ﬂywy.
1 1 1

Umgekehrt kann man Vektoren wi, ..., w,, € W beliebig vorgeben, durch diese Formel wird dann eine
lineare Abbildung ® : V' — W definiert mit ®(v;) = wy, ..., ®(v,) = w,,. Daraus folgt

Satz 2.7 (Prinzip der linearen Ausdehnung) FEs sei{v;}icr eine Basis von V mit der Indexmen-
ge I. Weiter seien w;, i € I, beliebige Vektoren in W. Dann gibt es eine lineare Abbildung ® : V — W
mit ®(v;) = w; fiir alle i € I. Diese lineare Abbildung ist durch die Vektoren w;, i € I, eindeutig
festgelegt.

Beweis. Wir miissen uns nur noch iiber den Fall Gedanken machen, wo I unendlich ist. Aber weil
die Vektoren v; € V eine Basis bilden, ist jeder Vektor v € V eine endliche Linearkombination

V=0 Vi + ..+ G Vi, 01,0, € 1.

Dabei sind die Koeflizienten c¢;,, ..., ¢;, durch v eindeutig festgelegt. Dann ist auch die endliche Line-
arkombination
D(v) :=¢;, P(viy) + ... + ¢, P(v;,) €W
durch v eindeutig festgelegt. Die Zuordnung v — ®(v) definiert also eine Abbildung ® : V- — W mit
®(v;) =w; fiir alle i € I.
Wegen
C-V =CCjy Vi + ... +CC; Vi,
und
(ci,vi, + ... + ¢, vi,) + (célvil + ..+ Cész’k) = (¢;y + cél)vi1 + ..+ (), + cék)vi,c
ist die Linearitit von @ offensichtlich. Umgekehrt stimmt jede lineare Abbildung ¥ : V' — W mit
U(v;) = w; fiir alle ¢ € I mit der Abbildung ® iiberein. []

Eine erste Anwendung des Prinzips der linearen Ausdehnung auf endlich-dimensionale Vektorrdume
liefert

Satz 2.8 a) Es sei V endlich-dimensional mit einer Basis Vi, ...,Vy. Dann wird durch
e; — Vv, i=1,...,n

ein Isomorphismus IR™ — V' definiert. (Dabei ist ey, ...,e, € R" die kanonische Basis des IR"™.)
b) Zwei endlich-dimensionale Vektorriume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Di-
mension haben.
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Beweis. a) ist eine offensichtliche Konsequenz von Satz 2.7.

b) Wenn zwei Vektorrdume die gleiche Dimension n haben, dann sind beide zu IR" isomorph und
damit auch zueinander. Umgekehrt fiihrt jeder Isomorphismus V' — W eine Basis von V in eine Basis
von W iiber. Isomorphe Vektorrdume haben also die gleich Dimension. L]

Isomorphe Vektorrdume sind mit den Mitteln der linearen Algebra nicht zu unterscheiden. Des-
wegen ist der Vektorraum V' in Satz 2.8 a) trotzdem nicht dasselbe, wie der Vektorraum IR"™. Man
kann die beiden Vektorrdume erst dann identifizieren, wenn die Basis fiir V' gew#hlt ist. Ein ziemlich
subtiler Punkt!

Im Rest dieses Abschnitts betrachten wir nur noch die Vektorrdume V' = IR" und W = IR™.
Aber nach Wahl von Basen kann man alle Aussagen auf beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume
iibertragen.

Satz 2.9 Fir eine lineare Abbildung ® : V. — W zwischen IR-Vektorrdumen gleicher endlicher Di-
mension dim(V') = dim(W) = n sind dquivalent: Die Abbildung ® ist

a) ein Isomorphismus, b) injektiv, c) surjektiv.
Beweis. Die Aussagen a) = b) und a) = ¢) sind nach Definition 2.1 klar. Fiir die Umkehrrichtungen

wird auf Aufgabe 2.3 verwiesen. L]

Definition 2.7 Sei ® : IR" — IR™ linear. Wir schreiben die Vektoren ®(e,) = v, als Spaltenvektoren

U1,v
vy, =
Um,v
und fiigen sie zu einer Matriz
1)171 . e Ul,n
v =m
( M’V)( p=1,...m )
v=1,...,n
Uma1 - - - Umn

n

mit m Zeilen und n Spalten zusammen. Diese Matrixz heif$t die darstellende Matrix der linearen Ab-
bildung ®.

Aus dieser darstellenden Matrix (v, ) erhélt man das Bild ®(x) eines Vektors x = (z,) durch

n
(I)(X) = (Z Uu,uxu),uzl,...,m-
v=1

Dies ist genau dieselbe Formel wie fiir ein lineares Gleichungssystem. Natiirlich ist das kein Zufall,
denn auch ein lineares Gleichungssystem kann man als lineare Abbildung auffassen: Ist (a,,) die
Koeffizientenmatrix des Systems, so ist die Abbildung

n
¢:R" —R™, (z,) — Za%,,x,,,
1
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linear und das Loésen der linearen Gleichung

n
Z p vy = by
1

besteht darin, fiir den Vektor b € IR™ alle Vektoren x € IR™ zu finden, welche unter ® auf b abgebildet
werden.

Definition 2.8 Der Kern oder Nullraum der m x n-Matrix A ist die Menge
{xeR": A-x=0}.

Beispiel 2.6 Die Identitdt
id: IR" — IR X X

bildet jeden Vektor auf sich selbst ab, also auch die Standardbasis auf die Standardbasis. Ihre Matrix
ist die Einheitsmatrix

1 0 . 0
010
.0 . .
lln = = (5M7V)M7V:17"'=n'
. .. 0
o . . . 01

Bei dieser Gelegenheit fiihren wir folgende Konvention ein: Die Zahl

P 0 wenn p # v
BV 1 wenn o =v

heiffit Kronecker-Delta.
Beispiel 2.7 Es sei ¢ € IR. Die Streckung

XH—=Cc-X

bildet jeden Vektor e, auf c-e, ab. Ihre Matriz ist deswegen

c 0 . 0
0 ¢ O

0 ¢

= (C : 5M,V)M7V:1,...,n'

. .. ¢ 0
o . . . 0 c
Spezialfille sind die Identitdt (c = 1), die Punktspiegelung am Nullpunkt (¢ = —1) und die Nullab-
bildung (¢ =0).

Beispiel 2.8 Fliir jeden Einheitsvektor a,|| a ||= 1, haben wir gesehen, dass die Spiegelung an der
Hyperebene a™ durch x — x — 2(x.a)a gegeben wird. Dabei wird der Vektor e, auf

e, —2(e,a)a=e, —2a,a = (0, — 20,0,)4=1,..n

abgebildet. Die zugehdrige Matriz ist also (0, — 2a,a,).
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Beispiel 2.9 Die Matriz zu einer Rotation in der Ebene um den Winkel ¢ ist eine Drehmatrix

( cos(p)  —sin(p) ) .

sin(g)  cos(p)

Dies erhdlt man aus der Form fiir die Bilder der Einheitsvektoren e1 und es, die wir in Beispiel 2.5
angegeben haben.

Beispiel 2.10 Auch eine reine Vertauschung von Basisvektoren definiert eine lineare Abbildung. So
gehort z.B. zu der Vertauschung e, < ey die Matrix

010 0
100 0
0 01

. .10
o . . . 01

Beispiel 2.11 FEs sei U C IR" ein m-dimensionaler Unterraum, der von einer ONB vy, ..., vy, aufge-
spannt wird. Die Orthogonalprojektion Py auf diesen Unterraum wird nach Satz 1.85 gegeben durch

m

Py(x) = Z(X'Vu) SV

p=1

m
Sie bildet e, auf Z UV ab und thre Matriz ist

p=1
m
Z ’qukvﬂ/vl :
p=1 kl=1,..n

’ ER)

Beispiel 2.12 Sind ® : R" — IR™ und ¥ : R™ — R linear, so ist auch ¥ o ® : R" — R' wieder
linear, denn
(\If o <I>)(clv1 + CQVQ) = \I/(@(clvl + CQVQ)) = \IJ(q(I)(vl) + CQ‘I)(VQ)) = Cl\IJCI)(Vl) + CQ\I/CI)(VQ).

Was ist die zu ¥ o ® gehorige Matrix? Dazu sei

ei,...,e, Standardbasis des R", ®(e,) => 7" auf,, (au,) die Matrix fiir @,
fi, ..., £, Standardbasis des R™, W(f,) = > "\_1 by u8x, (bx,) die Matrix fiir U,
g1,...,g Standardbasis des IR'.

Wir berechnen die Bilder der Basisvektoren e, :

m l l
(Vod)(e,) = ‘I’(Z au,l/fu) = Z bG8 = Z CA,v8A
=1 =1 A=1

mit der Matrix
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m
(C)\,u))\,u - (Z b)\,uau,u))\,l/-
pn=1

SchlieBlich formulieren wir noch

Satz 2.10 Es sei & : IR" — IR linear. Dann ist der Rang der darstellenden Matriz von ® die
Dimension des Bildraums Bild(®).

Beweis. Die Spalten der darstellenden Matrix spannen im IR™ den Bildraum Bild(®) auf. []

Aufgabe 2.7 Geben Sie die n x n-Matrizen an, die zu den folgenden linearen Abbildungen ®; : IR" —
R" (i =1,...,4) gehoren:

a) ®1 ist die Spiegelung an der Hyperebene a*, wo a = (a1, ...,a,) € IR™ mit || a ||= 1 gegeben ist.

b) @9 ist die Orthogonalprojektion auf einen p-dimensionalen linearen Unterraum U, der durch eine
Orthonormalbasis Wy = (U1,1, ..., Ul ), .., Up = (Up 1, ..o, Upn) aufgespannt wird.

C) @3 = (131 o @1-

d) &y = g0 Dy.

Aufgabe 2.8 Die lineare Abbildung ® : IR™ — IR™ werde definiert durch
dle,)=e,—eyy1,v=1,...n—1, und P(e,) =e,—ej.

a) Geben Sie die Matriz fir ® an.
b) Bestimmen Sie eine Basis fir den linearen Unterraum ®(IR™) C IR™.

Aufgabe 2.9 Es sei ® : R® — IR? die lineare Abbildung mit der Matriz

o O O
o O =
o = O

Bestimmen Sie die Matrizen fiir die linearen Abbildungen ®% und ®3.

Aufgabe 2.10 Bestimmen Sie die Matrizen fir die Orthogonalprojektionen des R® auf die
a) vom Vektor e + ea + e3 aufgespannte Gerade;
b) von den Vektoren e1 + ey und es + es aufgespannte Ebene.

Aufgabe 2.11 Es sei ® : IR? — IR? die lineare Abbildung, die durch die Matriz
1 1
0 —1

beschrieben wird. Zeigen Sie:

a) ®o® =id.

b) Jeder Vektor x € R? lisst sich eindeutig darstellen als x = u+ v mit ®(u) = u und ®(v) = —v.
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Aufgabe 2.12 Im IR? seien die vier Punkte
vy = (1, 1), Vo = (1, —1), V3 = (—1, —1), V4 = (—1, 1)

gegeben. Man bestimme zwei lineare Abbildungen ¢, : R? — IR2, welche die v; permutieren und
auflerdem die Bedingungen

P b #id,  pp =pp!

erfiillen.
Aufgabe 2.13 (Katzenauge) Die Spiegelung

Sz : (%% Z) = (xaya —Z)

an der x,y-Ebene kann man interpretieren als die Anderung des Richtungsvektors eines Lichtstrahls bei
Reflexion an dieser Ebene. Wie dndert sich der Richtungsvektor eines Lichtstrahls, der nacheinander
an der x,y-Ebene, der y, z-Ebene und der x, z-Ebene gespiegelt wird?

2.3 Matrizenrechnung
2.3.1 Matrizenprodukt

In 1.2.2, Beispiel 1.9 haben wir den IR-Vektorraum M (m x n) der reellen m x n-Matrizen eingefiihrt.
In Abschnitt 2.2 haben wir jeder linearen Abbildung ® : IR®™ — IR™ eine darstellende m x n-Matrix
zugeordnet.

Definition 2.9 Die Menge aller linearen Abbildungen ® : V. — W zwischen zwei IR-Vektorrdumen
V und W bezeichnen wir mit Hom(V, W). Die Menge Hom(V, W) versehen wir mittels der folgenden
Rechenoperationen mit der Struktur eines IR-Vektorraums:

Fir ® € Hom(V,W) und c € R definieren wir c¢- ® € Hom(V, W) durch

(c-®)(v) :=c-D(v).
Fiir &,V € Hom(V,W) definieren wir ® + ¥ € Hom(V,W) durch
(P+U)(v) :=D(v) + ¥(v).

Es ist klar, dass die so definierten Abbildungen linear sind, also zu Hom(V, W) gehéren. Ebenso
klar ist fiir V = IR™ und W = IR™: Ist A die darstellende Matrix von ®, so ist ¢ - A die darstellende
Matrix von c- ®. Ist weiter B die darstellende Matrix von W, so ist A+ B die darstellende Matrix von
® + U. Etwas akademischer kann man das so ausdriicken:

Satz 2.11 Ordnet man jeder Abbildung ® : IR" — IR™ ihre darstellende Matrix zu, so erhdlt man
einen Vektorraum-Isomorphismus

Hom(IR",R™) — M(m x n).
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Das ist nicht viel Neues. Neu ist aber die nach Beispiel 2.12 definierte Matrizenmultiplikation:

A = (a>\7u) € M(l X m)

B = (bu,u) S M(m X n)
A-B = (ZT:l a)\,,u,bu,y) S M(l X n)
—— n

Das Matrizenprodukt A - B ist nur definiert, wenn die Matrix A genau so viele Spalten wie B Zeilen
hat! Und Dann ist dieses Produkt

m
A-B:=C=(cn,) mit ¢y, = Z axp - by
pn=1

Bevor wir Beispiele behandeln, wollen wir diese fundamentale Rechenoperation noch etwas analysieren.
Wir bezeichnen die Zeilenvektoren von A mit aﬁ\ und die Spaltenvektoren von B mit b¥, haben
also

Dann ist ¢, gerade das Skalarprodukt
m
(ay.b") = Z ax -
pn=1

Das ist die (in Bezug auf A) zeilenweise Sicht
A-B = ((ay.n"))

der Matrizenmultiplikation. Sie gehort zur 'Zeile-Spalte’-Berechnungsregel: Man erhélt den Eintrag
¢y der Produktmatrix, indem man den Zeilenvektor ay von A und den Spaltenvektor b” von B
"aufeinanderlegt, komponentenweise multipliziert und addiert.’

Die (in Bezug auf A) spaltenweise Sicht der Matrizenmultiplikation erhalten wir, wenn wir die
Spaltenvektoren von A mit a',...,a™ bezeichnen, also

haben. Dann ist
m m
A-B=|> a" by1,...y_ a' bun
p=1 p=1

eine Matrix, deren Spalten gerade Linearkombinationen der m Spalten von A sind.

Beispiel 2.13 Das Produkt einer m x n-Matrix A mit einer n x 1-Matriz a € IR"™ (d.h., mit einem
Vektor a € R"™) ist das Matriz- Vektorprodukt aus Definition 1.12. Insbesondere kann man das Skalar-
produkt (a.b) im R" auffassen als das Matrizen-Produkt der (1 x n)-Matriz a® mit der n x 1-Matriz
b. Das Resultat ist eine 1 x 1-Matriz, also ein Skalar.
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Beispiel 2.14 Ist 1, die m x m-Einheitsmatriz und A € M(m x n), so ist

Ly - A= (6x4) - (apw) Z Onp - ) = (ary) = A

Ebenso ist
A1, =A.
Beispiel 2.15 Sind A(a) und A(B) die Drehmatrizen

cos(a) —sin(a) cos(B) —sin(B)
sin(a)  cos(a) |’ sin(B)  cos(B) |’

so st das Produkt

(a)cos(fB) — sin(a)sin(B) —cos(a)sin() — sin(a)cos(3) )
sin(a)cos(B) + cos(a)sin(B) —sin(a)sin(B) + cos(a)cos(5)

(

(

(8
_ cos(a+ ) —sin(a+ f)
sin(a+ B)  cos(a+ ()

die Drehmatriz zum Winkel o+ (3. Dieses Ergebnis ist eine direkte Konsequenz der Additionstheoreme
fir die Winkelfunktionen.

Afa) - A() = (

Beispiel 2.16 Sei E die Vertauschungsmatrix zum ersten und zweiten Basisvektor:

010 0
1 00
001 . .
E=| . . . 1. .| € M(m xm).
.0
0 01
Dann ist fiir jede m x n-Matriz A
0 1 0 0 ail a1 2 ... Q1n az1 az 2 B X )
1 00 a271 a272 N azm a171 a172 e aLn
0 01 as.1 asz . . . A3n a3 1 asz . . . A3n
E . A == 1 =
0
o . . . . 01 Am1 Am2 - - . QAmn Am1 Am2 - - - Gman

Das heifst: Die Linksmultiplikation von E an A vertauscht in A die erste mit der zweiten Zeile.
Allgemeiner kénnen alle drei Arten elementarer Zeilenumformungen durch Linksmultiplikation mit
den folgenden Matrizen (Elementarmatrizen) erreicht werden:
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1
0 1
1
Vertauschen zweier Zeilen
(Elementarmatriz vom Typ 1):
1o
1 0
1
1
1
Multiplikation einer Zeile mit ¢ € IR 1 c
(Elementarmatriz vom Typ II): 1
1
1
Addieren des c-fachen einer Zeile L ... c
zu einer anderen .o
(Elementarmatriz vom Typ III): 1
1
Satz 2.12 Fir die Matrizenmultiplikation gelten folgende Rechenregeln:
a) Distributivgesetze:
(A1+A)-B=A;-B+A3-B
A- (Bl+B2) A-B1+A-By
(c-A)-B=c-(A-B)=A-(c-B) firceR

b) Assoziativitit:
(A-B)-C=A-(B-C).

Beweis. Man kann die Rechenregeln nachrechnen, indem man alle vorkommenden Matrizenpro-
dukte elementweise ausrechnet. Wegen der Korrespondenz zwischen Hintereinanderschaltung von Ab-
bildungen und Matrizenmultiplikation geniigt es aber auf die entsprechenden Regeln fiir Abbildungen
Zu verweisen. L]
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FEin ganz entscheidender Unterschied zur Multiplikation reeller Zahlen besteht darin, dass die
Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

Im Allgemeinen ist A-B # B- A.

Wir berechnen dafiir als Beispiel
ar a ) by b airb1  a1b+ abs
0 a9 0 by 0 azby ’
by b ) ar a . biar bia + bas
0 by 0 a9 - 0 baas .

Im allgemeinen (z.B. wenn a = b = 1 und ay + by # ag + by) unterscheiden sich die beiden Dreiecks-
matrizen durch ihren Eintrag rechts oben.
Aufgabe 2.14 FEs sei

1 1
A = 2 5 B — 0
3 0

S W N
O O W
S =N
— N W

Berechnen Sie die Matrizen A-A, A-B, B-A und (B — 13)(B — 13)(B — 13).

Aufgabe 2.15 a) Bestimmen Sie alle Matrizen

A:(‘C‘ Z)eM(sz)

mit A- A= 1y und alle Matrizen A mit A- A = 0.
b) Bestimmen Sie alle Matrizen

mit A-A-A-A-A=1,.

Aufgabe 2.16 Es sei A € M(n x n). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
i) Fiir jede Matriz X € M(n xn) ist A- X = X - A.
ii) Es gibt ein c € IR mit A=c- 1,.

Aufgabe 2.17 Fir r € IN sei die Matriz A, = (a;;) € M(n x n) definiert durch a; j = 6 j—r, 1,5 =
1,...,n. Beweisen Sie:

a) Ay - As = Apys.

b) AT =0.

Aufgabe 2.18 Sind A,B € M(n x n), so heiffen

[A,B]:=A-B—B-A Kommutator
{A,B}:=A-B+ B-A Anti-Kommutator
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der Matrizen A und B. Die Matrizen o; € M (2 x 2) seien definiert durch

1 0 1 1 0 -1 1 1 0
01'_5\/5<1 o)’ 02'_5‘/§<1 0)’ 03'_5\@(0 —1>'

Berechnen Sie die Kommutatoren [0;,0;] und die Antikommutatoren {o;,0;}.

2 1 -1
A_<8 3 —3)

bestimme man alle 3 x 2 Matrizen B mit A- B = 1.

Aufgabe 2.19 Zur Matriz

Aufgabe 2.20 Gegeben sei die Matrix

1
_ _%\/g
B=| 2 1
/3 =
2\[ 2

Berechnen Sie B> (d.h., die 2000-te Potenz von B).

Aufgabe 2.21 Es sei C € M(m x n) eine Matriz von Rang k. Man beweise: Es gibt Matrizen
Ae M(m xk)und Be M(kxn)mitC=A-B.

Aufgabe 2.22 Sei E die zweireihige Einheitsmatriz und fir reelle Zahlen p und q sei

A_(t-p P Cp=( P P
g 1—gq ¢ —q
a) Bestimmen Sie fir k = 2,3, ... reelle Zahlen ¢, mit B¥ = ¢, B.

7

k
b) Zeigen Sie die binomische Formel (E + B)F = <k> B
1=0

c) Ist p+q # 0, so zeige man fir k € IN

1 1—p—q)F
AF = (E+ B =E+ p_U=r=ay
p+gq p+gq

Was gilt im Falle p+q=0%

Aufgabe 2.23 Das Vektorprodukt [a, b] = (a2bs—asbe, asbi—aibs, ajbo—ashy) fiir Vektoren a,b € R3
definiert bei festem a einen Endomorphismus (= lineare Abbildung) pa : R® — R3, b — [a, b].

a) Wie sieht die darstellende (3 x 3)-Matriz von @, aus?

b) Man bestimme alle Werte, die Rang pa bei passender Wahl von a annehmen kann.

Aufgabe 2.24 Auf dem mit dem Vektorprodukt versehenen IR® betrachte man die linearen Abbildun-
gen
1 1
f(x)=axx und g(x)=xxa mita:§ 2
2

a) Man stelle fest, fir welche u € R? die Gleichung f(x) = u losbar ist.

80



b) Fiir die Vektoren

2 2

1 1
b=- 1 bzw. b = 3 1
-2 2

bestimme man alle Losungen der Gleichungen g(x) =b bzw g(x) = b/.
¢) Man zeige f-g=g- f und (f-9)* =f-g.

2.3.2 Tensorprodukt von Vektoren

In Beispiel 2.8 haben wir fiir die Spiegelung an der Hyperbene at € IR™ wo || a ||= 1, gezeigt, dass

ihre Matrix die Form

1, — 2a-a

hat. Das ist eigenartig! Da wird der Vektor a mit sich selbst multipliziert, aber ziemlich anders, als
beim Skalarprodukt. Links wird er als n x 1-Matrix aufgefasst, rechts als 1 x n-Matrix, und das Resultat
ist eine n X n-Matrix.

Definition 2.10 Es seien a = (a,)u=1,.,m € R™ und b = (b,),=1,.n € R" Vektoren. Ihr dyadisches
oder Tensorprodukt ist die m x n-Matrix

a@b=a-b"=(a, b)),

Die Matrix a ® b hat also den Zeilenraum IR - b und den Spaltenraum IR - a. Insbesondere hat sie
den Rang = 1 (wenn man von den trivialen Fillen a = 0 oder b = 0 absieht). Davon gilt auch die
Umkehrung:

Satz 2.13 (Rang-1-Matrizen) Hat die m x n-Matriz C' den Rang 1, so gibt es Vektoren a € IR™
und b € IR™ mit
A=a®b.

Beweis. Weil der Spaltenrang von A den Wert = 1 hat, gibt es eine Spalte a, derart, dass alle
Spalten Vielfache
c/=b"-a

dieser einen Spalte sind. Das bedeutet
A=('-a,...b"-a)=a®b mit b=, ). n
Wenn a # 0 ist, dann ist
(a®@b)-x=a-(b'-x)=0, xecR"
genau dann, wenn x € b+, Wir haben ausgerechnet:
Kern(a®b) = bt c R™

Wir wenden dieses Tensorprodukt an auf Orthogonalprojektionen. In Beispiel 2.11 haben wir fiir
die Orthogonalprojektion Py auf einen Unterraum U C IR"™ mit ONB vy, ...., v, die Formel

m

Py(x) = Z(X-Vu) Lz

p=1
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angegeben. Die rechte Seite konnen wir umschreiben

m m m
Zvu-(vﬂ.x) = ZVM'VZ'X: Z(VH(@VH) - X.
u=1 pn=1 pn=1

Damit haben wir die Darstellungsmatrix von Py identifiziert als

m
Z vy, V.
p=1
Insbesondere im Fall m = 1 wird U eine Gerade IR - v mit || v ||= 1. Die Orthogonalprojektion auf
eine derartige Gerade hat die Matrix
VR V.

Und die Orthogonalprojektion auf einen m-dimensionalen Unterraum U kann man als Summe von m
derartigen Orthogonalprojektionen auf Geraden auffassen.
In Satz 1.36 haben wir fiir die Orthogonalprojektionen auf U undU' gesehen:

Pyi(x) =x— Py(x), bzw. x= Py(x)+ Py.(x),

PU + PUL = 1d.
Die Orthogonalprojektion auf U+ C IR™ hat also die darstellende Matrix

m
1, — Z Vi @V
pn=1

Aufgabe 2.25 FEs seien
acR™ b,ceR", deR%

Zeigen Sie
(a®@b)-(c®d) = (b.c)a®d.
Aufgabe 2.26 a) Es sei

Er(i,j) = (e1,...,€i-1,€;,€i11,...,€j-1,€;,€41, ..., €p)
die n X n-Elementarmatriz zur Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile. Zeigen Sie:

El(i,j) =1, — (ei®ei+ej®ej) +e e +e e
b) Es sei

Ez(i, C) = (el, 0y €;-1,C-€4,€i41,...,€n
die n X n-Elementarmatriz, welche die Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Faktor c beschreibt.
Zeigen Sie:
Eg(i, C) =1, + (C — 1)62‘ X e;.
c¢) Es sei
Es(i,j,c) = (e1,....,€i_1,€ +C-€j,€41,...,ep)
die n X n-Elementarmatriz, welche die Addition des c-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile beschreibt.
Zeigen Sie
E3(i>ja C) = ]ln +c- €; & e;.
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Aufgabe 2.27 Zeigen Sie mit der Notation der vorhergehenden Aufgabe und mit den Rechenregeln
des Tensorprodukts

El(l’]) : El(za.]) = ]lna E2(Zac) : E2(Za E) = ]lna E3(Z,],C) : E3(Za.]> _C) = ]ln
Aufgabe 2.28 Zeigen Sie: Die m x n-Matriz A hat einen Rang < r genau dann, wenn

A=a; ®b;+..+a.®b, mit ai,..,a.€R™ by,.. b, €lR".

2.3.3 Projektionen

Definition 2.11 FEs seien U C V reelle Vektorrdume und P : V. — V linear. Die Abbildung P heifit
Projektion auf U, wenn

i) Bild(P) = U, i1) P(u) = u fir alleu e U.

Satz 2.14 a) Eine lineare Abbildung P : V — V ist genau dann eine Projektion, wenn P o P = P.
b) Mit P ist auch idy — P eine Projektion.
¢) Die Abbildung idy — P ist die Projektion auf Kern(P).

Beweis. a) Die Eigenschaft P o P = P einer Projektion folgt unmittelbar aus der Definition. Sei
also diese Eigenschaft vorausgesetzt. Wir definieren den Unterraum U C V als Bild(P). Damit ist i)
erfiillt. Jedes u € U schreibt sich als u = P(v) mit v € V Daraus folgt

Also ist auch ii) erfiillt.
b) Es ist
(idy — P)o (idy — P)=1idy — P — P+ PoP =idy — P.

c) Es sei v =x — P(x) ein Vektor im Bild der Abbildung idy — P. Dann folgt
P(v) = P(x) — P(P(x)) = 0.

Also gilt Bild(idy — P) C Kern(P).
Sei umgekehrt v € Kern(P). Dann ist also P(v) = 0 und

v =v — P(v) = (idy — P)(v) € Bild(idy — P). [

Beispiel 2.17 Der Vektorraum V sei mit einem SKP versehen. Eine Projektion P:V — U CV st
genau dann die Orthogonalprojektion, wenn Kern(P) C U*. Denn dann ist fiir alle v € V

P(v) —v € Kern(P) c U+,

In diesem Fall gilt sogar Kern(P) = U~*. Denn fiir v € Ut ist (v —0) L U und deswegen P(v) = 0.
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Beispiel 2.18 Wir betrachten R™ mit dem euklidischen SKP (. ). Weiter sei 0 # v € R". Fiir
jeden Vektor w € R"™ mit (v.w) =1 gilt

vow)-(veaw)=v-w-v-w=v-(wv) w=vaw.

Deswegen beschreibt die Matriz v @ w eine Projektion P. Wegen (v @ w) -x = (wW.X) - v ist dies eine
Projektion auf die Gerade L =1R - v.

Dabei ist Kern(P) = wt. Ist speziell || v ||= 1 und w = v so erhdlt man die darstellende Matrix
v ® vt der Orthogonalprojektion auf L.

Ist allgemeiner w € IR"™ ein beliebiger Vektor mit (v.w) # 0, so ist

1
(v.w)

VR W
die darstellende Matrixz einer Projektion auf L. Daher ist

1, ——— vew

(v.w)

darstellende Matriz einer Projektion Py auf Kern(P) = w. Wegen

P,(x)—x=P(x)e L=R-v

1

ist dies die Projektion auf die Hyperebene w— in Richtung von v.

Satz 2.15 (Projektion und direkte Summe) Es sei V' ein IR-Vektorraum.
a) Ist P:V — V eine Projektion, dan gibt es eine direkte Summenzerlegung

V = Bild(P) & Kern(P).

b) Ist V. =U®W eine direkte Summen-Zerlegung, dann gibt es genau eine Projektion P:V — V
mit

Bild(P) =U, Kern(P)=W.

¢) Es sei dim(V') = n endlich, P :V — V eine Projektion, sowie uy, ...,u, eine Basis von U und
W1, ..., W eine Basis von W. Dann ist uy,....,u,.,wq, ..., W eine Basis von V, und in dieser Basis hat

P die darstellende Matriz
1

Beweis. a) Fiir jeden Vektor v € V ist
v =idy(v) = (idy — P)(v) + P(v) mit P(v) € Bild(P), (idy —P)(v)e€ Kern(P),

vgl. Satz 2.14 c). Das zeigt V' = Bild(P)+ Kern(P). Diese Summe ist direkt, denn fiir w € Bild(P)N
Kern(P) gilt
w=P(w)=0.
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b) Nach Voraussetzung hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = u+ w mit u € U und
w € W. Aus der Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt, dass die Abbildung

P:V -V, ve—u,

linear und sogar eine Projektion auf U ist. Weiter besteht ihr Kern genau aus den Vektoren v =
O+w=weW.

c) Wegen V = Bild(P) & Kern(P) ist uy,...,u,, Wy, ..., Wy tatséchlich eine Basis von V. Fir
p=1,...,rist P(u,) =u, und fir o = 1,...,s ist P(w,) = 0. [

Der Begriff der direkten Summe von IR-Vektorrdumen verallgemeinert sich in naheliegender Weise
auf mehr als zwei Summanden:

Definition 2.12 FEs seien V' ein IR-Vektorraum und Vi, ...,V CV lineare Unterrdume.
a) In Verallgemeinerung von Beispiel 1.1} schreiben wir

V=Vi+..+V,,
wenn V = span(V1 U ... U V).

b) Die Summe aus a) heifit direkt, in Zeichen

V=WV®.0Vn buw V=PV,

wenn zusdtzlich firi=1,...,m gilt

v;nY_ Vv, ={o}.

WA

Offensichtlich geniigt es in b), die Bedingung

vin> Vv, ={0}

n<i

nachzuweisen. Ist V = V; + ... + V};,, so hat jeder Vektor v eine Darstellung v = v{ + ... + v,,, mit
v, € V,,. Genau dann ist V =V, @ ... ® V,;,, wenn diese Darstellung eindeutig ist. D.h., die Vektoren
v, € V), sind durch v eindeutig bestimmt. Die Zuordnungen

P,V =V, veyv,

sind lineare Abbildungen. Offenbar ist P, - P, = P,. Also sind die P, Projektionen auf die Unterrdume
V.. Weiter gelten
P,oP,=0fir p#v, Pi+..+PF,=1idy.

Satz 2.16 a) Fir V=V, + ...+ V,, sind dquivalent:
DV =V&..0V,, ii) je m beliebige Vektoren O # v, € V,, sind linear unabhdingig.
b) FirV=Vi®..&Vy, gilt

dim(V) = dim(V1) + ... + dim(V}y,).
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Beweis. a) i) = ii): Seien 0 # v, € V,, und
avi+..+envie =0, c1,...,¢r € R.

Fiir i = 1,...,m folgt daraus

CiV; = —ZCHVH € ViﬂZV = {0}.
B HFEd
Wegen v; # 0 folgt daraus ¢; = 0.
ii) = i): Fiir i = 1,...,m ist Eigenschaft b) aus Definition 2.12 zu zeigen. Sei also

vieVind V.
pFEL
Daraus folgt
v, = Zvu mit v, € V).
Wi

Weére hier v; # 0, so hétten wir einen Widerspruch zu ii).
b) Sei d,, = dim(V,,). Wir wihlen Basen

Vil Vid € Viseos Vinls oo, Vindy € Vine
Deren Vereinigungsmenge

V1717 ceeey Vm,dm

spannt V' = Vi + ... + V,,, auf. Aus a) folgt, dass diese Menge linear unabhéngig ist. Sie ist also eine
Basis von V der Linge dy + ... + d,p,. L]

Aufgabe 2.29 FEs seien U,V C IR"™ Untervektorrdume und Py, Py die Orthogonalprojektionen auf
diese Unterrdume. Zeigen Sie:

a)UCV = PyoPy=PyoPy=PFy.

b) PyoPy=PyoPFPy = PyoPy=PFyny.

2.3.4 Invertierbare Matrizen

Wir wollen nun die Matrix zur Umkehrabbildung ®~! bestimmen, wenn diese existiert. Dazu sei
® : IR™ — IR" linear und bijektiv. Die Umkehrabbildung

o1, R” — IR™
| y— xfalls &(x) =y

kann wegen Satz 2.6 und Satz 2.5a) nur dann existieren, wenn m = n.

Sei nun ® : IR" — IR"™ linear und invertierbar mit zugehoriger Matrix A. Die zu ®~! gehérige
Matrix sei B. Da ® 1o ® = ® 0 ! = id, und da dem Hintereinanderausfiihren linearer Abbildungen
die Matrizenmultiplikation entspricht, folgern wir

A-B=B-A=1,.
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Definition 2.13 FEine Matriz A € M(n x n) heifit invertierbar, wenn es eine Matriz B € M(n x n)
gibt mit AB = BA = 1,,. Weil ®! durch ® eindeutig bestimmt ist, ist auch B durch A eindeutig

bestimmt. Wie schreiben
B=:A"1

und nennen es die inverse Matrix zu A.

Natiirlich braucht fiir die Invertierbarkeit nur A- B = 1,, oder B- A = 1,, zu gelten, denn in beiden
Fillen folgt, dass die lineare Abbildung mit Matrix B die Umkehrabbildung zur linearen Abbildung
mit Matrix A ist.

Wir betrachten ein LGS

A-x=Db

mit invertierbarer Koeffizientenmatrix A € M (nxn). Dann ist die lineare Abbildung IR" 3 x — A-x €
IR™ surjektiv. Das LGS ist damit fiir jede Wahl der rechten Seite b lésbar. In die Aquivalenzliste von
Satz 1.28 kann also noch aufgenommen werden:

v) Die Matrix A ist invertierber.

Beispiel 2.19 Die Inversen der Elementarmatrizen sind:

-1

1 1
1 1
0 1 0 . 1
1 1
1 . 1
1 0 1 0
1 1
1 1
1 ! 1
1 1
C = 1/C )
1 1
1 1
1 ! 1
1 c 1 —c
1 1
1 1
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Satz 2.17 Sind A und B invertierbare n X n-Matrizen, so ist auch thr Produkt A- B invertierbar mit
Inverser

(A-B)y'=B"1.471

Beweis. Es seien @, ¥ : IR” — IR" die linearen Abbildungen mit darstellender Matrix A, bzw. B.
Beide Abbildungen sind surjektiv. Dann ist auch ® oW surjektiv. Weil diese Abbildung die darstellende
Matrix A - B hat, ist diese Produktmatrix wieder invertierbar.

Die Umkehrabbildung zu ® o ¥ ist

(@oW) =0 lop !

(Umgekehrte Reihenfolge!) Dazu gehort die darstellende Matrix B~ - A~1, L]
Beispiel 2.20 Wann ist eine 2 x 2-Matriz

a b
invertierbar? Nach Satz 2.10 ist dies genau dann der Fall, wenn wir A auf eine Stufenform

(01)

bringen konnen. Falls a # 0 ist, dividieren wir erst die erste Zeile durch a und subtrahieren dann
c-mal die neue erste Zeile von der zweiten. Wir erhalten die Stufenform

; °
a
0 d- %
a
In diesem Fuall ist
a-d—b-c#0

die Bedingung dafiir, dass A invertierbar ist. Falls a = 0 und ¢ # 0 ist, vertauschen wir erste und
zweite Zeile und kommen zur selben Bedingung. Wenn aber a = ¢ = 0 1ist, ist die Dreiecksform nie
zu erreichen. Es folgt: Unsere Bedingung ad — bc # 0 ist notwendig und hinreichend dafir, dass A
invertierbar ist.

Wenn A invertierbar ist, so wollen wir A~! auch ermitteln. Wieder wenden wir elementare Zeilen-
umformungen an, und zwar in einer Form, die man auch fiir gréflere Matrizen durchaus zur praktischen
Bestimmung von A~! heranzieht. (Wir diskutieren nur den Fall a # 0.):
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Elementarmatrix umgeformtes A umgeformte Einheitsmatrix

a b 10
c d 01
1/a 0 1 b/a 1/a 0
0 1 c d 0 1
10 1 b/a 1/a 0
— 1 0 d—bc/a —c/a 1
1 0 1 b/a 1/a 0
0 a/(ad —bc) 0 1 —c/(ad — be) a/(ad — be)
1 —b/a 10 d/(ad —bc) —b/(ad — bc)
0 1 0 1 —c/(ad —bc)  a/(ad — bc)
Hier haben wir in der dritten Spalte dieselben elementaren Zeilenumformungen auf die Einheitsma-
trix angewendet, wie auf die Matrix A. Am Schluss der dritten Spalte ergibt sich das Produkt der

Elementarmatrizen, welche man von links an die Matrix A heranmultiplizieren muss, um A in die
Einheitsmatrix zu tiberfiihren. Dieses Produkt ist deswegen die inverse Matrix

1 d —b
A7l = .
ad — be ( —c a )

Dieses Verfahren ist nichts Neues, es handelt sich nur um eine Variante des Gauf3-Verfahrens. Sind
némlich ¢!, ..., c¢" die Spalten der (gesuchten) Matrix A=, so ist

A-A7' =1, bzw. iquivalent dazu A-c¢’ =e, fiir v=1,...,n.

Die v-te Spalte ¢ ist also Losungsvektor eines LGS mit der rechten Seite e,. Aber alle diese n
Gleichungssysteme haben dieselbe Koeffizientenmatrix A. Wir 16sen sie simultan, indem wir A nicht
um eine rechte Seite erweitern, sondern um n rechte Seiten e,,, d.h., um die Matrix 1,,. Ausgangspunkt
der Umformungen ist also die n x 2n-Matrix

(AlT).

Hierauf wenden wir wie immer elementare Zeilenumformungen an und iiberfiihren A in Zeilenstufen-
form Z und die Matrix (A|1,) in

(Z|B).
Hier kénnten wir Schluss machen, und mit jeder Spalte b” der Matrix B den Losungsvektor c” be-
rechnen.

Aber: Mit A hat auch Z maximalen Rang = n. Mit dem Verfahren im Anschluss an Satz 1.2
konnen wir weitere Zeilenumformungen vornehmen und Z in die Einheitsmatrix 1,, iiberfithren. Dabei
verdndert sich (Z|B) in

(1] C).

Hier kann man die Losungsvektoren sofort ablesen. Sie sind identisch mit den Spalten der rechten
Seite C', d.h.
At =C.
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Es sollte aber festgehalten werden: die inverse Matrix A~! ist vor allem theoretisch von Interesse.
Praktisch ist ihre Bestimmung meist sehr aufwendig.

Aufgabe 2.30 Bestimmen Sie die Inversen der Matrizen

011 0 -1 1 0 1 1
A=|l1 10|, B=(1 1 o, c=[1 -1 0
100 1 0 0 1 0 0

A= 0O . %

Zeigen Sie:
a) Fir alle A,B € A gilt A- B € A.
b) Zu A € A gibt es ein B € A mit A- B = 1,, genau dann, wenn ay - ... - a, # 0.

Aufgabe 2.32 Es sei A eine reelle n x n-Matriz, E die Einheitsmatriz, es sei (A — E) invertierbar,
und es sei B := (A+ E)(A — E)~'. Man beweise
a) (A+ E)(A—E)t = (A—-E) YA+ E) durch Betrachtung von

(A—E+2E)(A-E)'—(A-E)"'(A- E+2E).

b) (B — E) ist invertierbar, indem man B — (A — E)(A — E)™! =2(A — E)~! zeigt.
¢c) (B+E)B-E)"!=A.

Aufgabe 2.33 Man berechne die Inverse der Matrix

SO O =
S O ==
O = = =
— ==

Aufgabe 2.34 In der Matrix

A:[Q 2]eM(<m+n>x<m+n»

sei die Untermatriz P € M(m x m) invertierbar. Zeigen Sie: A ist genau dann invertierbar, wenn dies
fir S — RP~1Q gilt.
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2.3.5 Die transponierte Matrix

Wir verallgemeinern das Transponieren von Vektoren x € IR™ (Abschnitt 1.2.1) durch

Definition 2.14 FEs sei

ai1 a1,2 e A1p

(1271 a2,2 a27n
A= . .

am71 am72 amm

eine reelle m x n-Matriz. Dann heifst die n x m-Matrix

al,l (1271 am,l

a a e
At _ 1,2 2,2 m,2

A1n A2n - Omn

die transponierte Matrix zu A. Sie entsteht aus A durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten. Die
Abbildung
A AY M(m xn) — M(n x m)

(2)-(33)

Offensichtliche Eigenschaften der Transposition sind

heif$t Transposition.

Beispiel 2.21 FEs ist

A=A (A+B)!=A"+B'" (c-Al=c- A fircclR.

Die Tranposition ist also eine lineare Abbildung M (m x n) — M (n x m), die ihre eigene Umkehrab-
bildung ist.

Bei der Transposition werden Zeilen und Spalten vertauscht, also auch Zeilenrang und Spaltenrang.
Aber mit Satz 1.25 folgt:
Satz 2.18 Der Rang einer Matrix stimmt mit dem Rang ithrer transponierten Matriz dberein:

Rang(A) = Rang(A").

Insbesondere ist die n x n-Matrix A invertierbar genau dann, wenn A? invertierbar ist.

Satz 2.19 a) Fir A€ M(l xm) und B € M(m xn) gilt
(A-B) =B A"
b) Fiir eine invertierbare n x n-Matriz A ist

(A7) = (A,
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Beweis. a) Wegen der Distributivitéit des Matrizenprodukts geniigt es, die Aussage fiir Matrizen A
und B zu zeigen, die nur eine einzige Eins und sonst lauter Nullen als Eintrige enthalten. Dazu kiirzen
wir ab E; ; := e; ® e;j. Die Transponierte dieser Matrix ist Ej;. Wir betrachten eine Produktmatrix
Eij - B,

Fiir j # k ist F; ; - E; = 0 die Nullmatrix, ebenso wie E};J . E;j =FE - Ej;.

Fir j =k ist E;j Ejr=FE; und

By Ejj =By Eji = Epi = Ej), = (Eij - Ejr)".
b) Mit a) folgt
(A A=(A- AT =1, =1, O

Transponierte Matrizen treten in Zusammenhang mit dem euklidischen Skalarprodukt im IR™ auf.

Satz 2.20 Es sei A eine n X n-Matrix. Fiir je zwei Vektoren x,y € IR"™ gilt

((A-x).y) = (x.(4"-y)).

Beweis. Wegen (x.y) = x' -y ist
(A-x)y) =A%) y=x"-Ay=x"(A"y) = (x(A"-y)). O

Satz 2.21 Fiir eine n x n-Matriz A sind dquivalent:
a) Die Abbildung
R" - R", x+— A-x,

st orthogonal.
b) Es gilt At - A = 1,,. Insbesondere ist A invertierbar und A - A® = 1,,.
¢) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ONB des IR™.
d) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ONB des R™.

Beweis. a) < b): Die Abbildung x — A -x ist genau dann orthogonal, wenn fiir alle x,y € IR" gilt

(A-x).(A-y)) = (xy).
Dies heif3t
(xy)=(A4-x)' - (A-y)=x"-A"- Ay

Setzen wir hier insbesondere x = e;,y = e; mit (e;.e;) = §; j, so folgt daraus
0ij = (At - A)i g, At A=1,.

Ist umgekehrt A* - A = 1", so folgt

((A-x).(Ay)) = (x(A"- A) - y) = (x).
b) < c): Die Matrixgleichung A’ - A = 1,, bedeutet fiir die Spaltenvektoren a',...,a” von A, dass
(ai.aj) = 6i,j-
b) < d): Die Matrixgleichung A - A = 1,, bedeutet fiir die Zeilenvektoren ay, ...,a, von A, dass
(al-.aj) == 6i,j- D

Definition 2.15 eine n x n-Matriz A heift orthogonal, wenn sie die Eigenschaften aus Satz 2.21
hat. Hier liegt ein gewisser Sprach-Missbrauch vor: Die Matriz heifit orthogonal, aber ihre Spalten
(Zeilen) sind orthonormal.
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Beispiel 2.22 Jede 2 x 2-Drehmatrix
cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)

st orthogonal.

Satz 2.22 Fiir eine n X n-Matrix A sind dquivalent:
a) Es ist At = A.
b) Fiir alle x,y € R" gilt
((A-x)y) = (a.(A-y)).

Beweis. Es ist

(A x).y)=(4-x)"y=x"-(A"y) = (x(4"-y)) 0
Definition 2.16 FEine n x n Matriz S mit S = S heifst symmetrisch. (Wie sonst ?)

Beispiel 2.23 Das Tensorprodukt x®x eines Vektors x € IR™ mit sich selbst ist symmetrisch. Daraus
folgt, dass die Darstellungsmatrizen fiir die folgenden linearen Abbildungen symmetrisch sind:

e Spiegelungen (Beispiel 2.8),
e orthogonale Projektionen auf Geraden oder Hyperebenen (2.3.2),

e Orthogonalprojektion auf einen Untervektorraum (Beispiel 2.11 und 2.3.2).

Den Begriff der transponierten Matrix verallgemeinert man wie folgt auf lineare Abbildungen
zwischen Vektorrdumen mit SKP:

Definition 2.17 Es seien V,W reelle Vektorrdume mit SKP (das wir in beiden Féllen als (. )
schreiben) und ® : V. — W linear. Eine Abbildung ®' : W — V heifit transponiert zu ® (oder
adjungiert zu ® ), wenn

(®(v).w) = (v.®'(w)) fiir alle v e V,w € W.
In dieser allgemeinen Situation bleibt offen, ob ®! existiert. Aber die Eindeutigkeit ist klar:
Satz 2.23 Wenn ®! existiert, dann ist es durch ® eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es seien U1,Vy : W — V zwel adjungierte Abbildungen zu ®. Dann ist also fiir alle
veVwelW
(v.¥y(w)) = (P(v).w) = (v.Us(w)).

Anders hingeschrieben heifit dies
(v.(¥] —Us)(w)) =0 fiiralleveV.

Mit Beispiel 1.41 folgt daraus (V1 — Wy)(w) = 0, und das fiir alle w € W. Das bedeutet ¥; = Wy. []
Im Fall endlicher Dimension fiihrt auch diese allgemeinere Definition genau auf die transponierte
Matrix.
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Satz 2.24 FEs sei vy,...,v, € V eine ONB und wy,...,w,, € W eine Basis. Dann ¢ibt es zu jeder
linearen Abbildung ® : V — W eine transponierte Abbildung ®' : W — V definiert durch

n

t(w),) = Z(q)(vl,).wu)v,,.

v=1

Beweis. Durch die Bilder ®*(w,) wird nach dem Prinzip der linearen Ausdehnung (Satz 2.7) eine
lineare Abbildung ®! : W — V eindeutig festgelegt. Fiir diese gilt

(vi. @' (w;)) = <V,~. zn:(fb(vy).wj)vl,> = (®(vi).w;).

v=1

Aus dieser Formel fiir die Basisvektoren folgt
(@(v).w) = (v.@'(w))

fir alleve V und w € W. U]
Insbesondere fiir V' = IR™ mit der Basis ey, ...,e, und W = IR™ mit der Basis e, ..., e,, erhalten
wir: Hat ® : IR™ — IR™ die darstellende Matrix

A= (apy), auy = (P(e,).en),
So ist

n
<I>t(eu) = Z ay ey
v=1

Somit ist A die darstellende Matrix von ®!. Ganz wie es sein soll.
Weil der Rang einer Matrix mit dem Rang ihrer Transponierten iibereinstimmt, sehen wir insbe-
sondere:

Satz 2.25 FEs seien V und W endlich-dimensionale IR-Vektorraume mit SKP. Ist ® : V — W linear,
so gilt
dim(Bild(®)) = dim(Bild(®")).

Satz 2.26 a) Es sei ® : V. — W eine lineare Abbildung zwischen (beliebig-dimensionalen) Vek-
torrdumen V und W mit SKP. Dann gilt (falls ®' existiert)

Bild(®)* = Kern(®').
b) Ist V' endlich-dimensional, so haben wir auch
(Kern(®))* = Bild(®Y).
Beweis. a) Fiir w € W gilt

w € Bild(®)* w.®(v))=0firalleveV

<
& (®(w).v)=0firaleveV
& o'(w)=0.

b) Wegen &% = @ folgt aus a), dass

Bild(®)* = Kern(®).
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Wenn V endlich-dimensional ist, dann haben wir fir U € V (U+)* = U und deswegen
Bild(®') = (Bild(®"))+ = Kern(®)*. ]

Wir verallgemeinern die Bezeichnungen ’orthogonal’ und ’symmetrisch’ fiir Matrizen auf lineare
Abbildungen.

Definition 2.18 FEs scien V ein IR-Vektorraum mit SKP und ® : V. — V linear. Die Abbildung ®
heifst

a) orthogonal, wenn ® bijektiv und ®~! = & ist;

b) symmetrisch (oder selbstadjungiert), wenn ® = ®*.

Es seien v, w € V. Fiir jede orthogonale Abbildung ® : V — V gilt

(@(v).®(W)) = (v.9'®(W)) = (v.w),
und fiir jede symmetrische Abbildung

(@(v).w) = (v.0H(w)) = (v.B(w)).
Satz 2.27 a) Fiir jede symmetrische Abbildung ® : V — V ist

Kern(®) = Bild(®)*.
Insbesondere ist fiir endlich-dimensionales V
V = Bild(®) & Kern(®)

eine orthogonale direkte Summe.
b) Eine Projektion P : V. — V ist genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn P symmetrisch
15t.

Beweis. a) Wegen ® = &' folgt die Aussage aus Satz 2.26 a).
b) =: Es sei P die Orthogonalprojektion auf den Unterraum U C V. Wir haben

(P(v).w) = (v.P(w)) firallev,weV
zu zeigen. Fiir alle v € V ist aber v — P(v) € U*. Deswegen ist fiir alle w € V
(P(v) = v.P(w)) = 0 und ebenso (P(w) — w.P(v)) = 0.

Daraus folgt
(P(v).w) = (w.P(v)) = (P(w).P(v)) = (P(v).P(w)) = (v.P(w)).

«: Jetzt ist P! = P symmetrisch vorausgesetzt und Kern(P) L Bild(P) zu zeigen. Das ist aber
in a) geschehen. [
Fiir jede m x n-Matrix A ist die m x m-Matrix A’ . A symmetrisch. Denn nach Satz 2.19 a) gilt

(AL~ A)f = AL (AN = AL A

Satz 2.28 Flir jede m x n-Matriz A hat die symmetrische n x n-Matriz A'- A den gleichen Rang wie
A
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Beweis. Es sei v € IR™. Aus
(A'-A)-v=0

folgt
vii(AL A ov=(A-v) - (A-v)=[|A-v|?=0

und damit A - v = 0. Deswegen definieren die beiden Matrizen A und A’ - A lineare Abbildungen
mit demselben Kern U C IR™. Nach der Dimensionsformel (Satz 2.5 b) haben beide Abbildungen den

gleichen Rang.
1 0 01
A= ( 0110 ) '

Bestimmen Sie Kern und Bild der linearen Abbildungen, welche durch die symmetrischen Matrizen
A At bzw. AY - A gegeben werden.

Aufgabe 2.35 Es sei

Aufgabe 2.36 Fir die Matrizen A € M(s xm), B€ M(s xn) und C € M(n x m) soll
A=BC und rang(A) = rang(C)

gelten. N(A) sei der Nullraum von A, d.h. N(A) = {x € R™ : Ax = 0}. Zeigen Sie:

2.4 Ausgleichsrechnung und Pseudo-Inverse

Es sei A eine m x n-Matrix. In 1.4.2 haben wir ihren Spaltenraum S(A) und ihren Zeilenraum Z(A)
definiert. Ist ® : IR™ — IR™ die lineare Abbildung x — A - x, so sagen wir - etwas unkorrekt - auch

Kern(A) := Kern(®) C R", Bild(A) = Bild(®) C R™.

Damit haben wir

Bild(A) = S(A) c R™, Bild(A") = Z(A) C R"

und

e Kern(A) C IR" ist der Losungsraum des LGS A - x = 0,

e Kern(A') C IR™ ist der Lésungsraum des LGS A - x = 0 bzw. x' - A = 0.

Satz 2.26 in seiner Version fiir Matrizen lautet:
Satz 2.29 FEs ist

Bild(A)* = Kern(AY), bzw. dazu dquivalent Bild(A) = Kern(AHt c R™

und

Kern(A)*t = Bild(AY), bzw. dazu dquivalent Kern(A) = Bild(A)* < R™
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Die erste Gleichung liefert folgendes Losungskriterium fiir ein LGS:
Satz 2.30 Es sei A eine m x n-Matriz und b € R™. Das LGS A-x = b ist genau dann lésbar, wenn
b € Kern(A")*,

d.h.
(b.x) =0 fir alle x € R™ mit A'-x = 0.

Weil Zeilenrang und Spaltenrang von A {ibereinstimmen, haben wir
dim(Bild(A)) = dim(Bild(A")).
Aus der Dimensionsformel Satz 2.5 b) folgern wir
dim(Kern(A)) + dim(Bild(A)) =n =  dim(Kern(A)) + dim(Bild(A")) = n,
dim(Kern(A")) + dim(Bild(A")) =m, = dim(Kern(A")) + dim(Bild(A)) = m.

Wenn ein Mathematiker in der Wirtschaft zu seinem Chef kommt und ihm mitteilt:

,Chef, das Problem, was Sie mir vor vier Wochen gegeben haben, ist ganz toll, es fiihrt auf ein
unlosbares LGS!*

dann wird er wohl kaum zur Beforderung vorgemerkt. Besser ist es, wenn er sagt:

,,Chef, ich bin auf ein LGS
A-x=b, AeM(mxn),xecR" beR",

gekommen, das ich zwar nicht ganz exakt 16sen kann, aber so genau kommt es ja auch nicht darauf
an. Ich kann Thnen namlich genau sagen, fiir welches x € IR™ der Fehler

A-x—Db

minimal ist. ¢
Das ist das lineare Ausgleichsproblem: Gegeben ist ein (unlosbares) LGS

A-x=bh.
Gesucht ist ein Vektor x € IR, fiir den
|A-x=b|<||A-y—Db| firalley € R"

ist. Hier ist || || die euklidische Norm im IR™. Die Vektoren u = A-y durchlaufen den Untervektorraum
Bild(A) C IR™. Und nach Satz 1.32 ist A-x die Orthogonalprojektion von b in diesen Unterraum. Nach
Satz 1.33 ist diese eindeutig bestimmt und nach Satz 1.35 existiert sie. Sie ist dadurch charakterisiert,
dass

A-x—b € (Bild(A))* = Kern(A?),

also x Losung des LGS
At A.x=A"-Db

ist. Dieses LGS heifit die Normalengleichung.
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Satz 2.31 a) Fir A€ M(m xn) und b € R™ ist das lineare Ausgleichsproblem immer lésbar. Alle
Lésungen x erfiillen die Normalengleichung.
b) Die Losung x € R"™ ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn Rang(A) = n.

Beweis. Mit der Identitét (Bild(A))+ = Kern(A?) ist die Existenz einer Losung fiir das Ausgleichs-
problem nur eine Umformulierung der Existenz der Orthogonalpropjektion. Diese Orthogonalprojek-
tion A -x ist durch b eindeutig bestimmt. Aber die Losung x € IR" ist durch A -x € IR™ genau dann
eindeutig bestimmt, wenn die Abbildung

R"—=R"™ x—A-x
injektiv ist. Das ist genau dann der Fall, wenn A den Rang n hat. L]

Beispiel 2.24 (Lineare Regression) Gesucht sei eine lineare Funktion p(x) =a+b-x, a,b, € IR,
welche die (Mess-) Punkte

()= ()=) ()= (8) ()= ()

optimal interpoliert. Dabei soll der Gesamtfehler als

4
$ Z(P(Cﬂi) —yi)?

=1

angesetzt werden.
Es geht also um die lineare Abbildung

a+b-x1
9 4 a atb-z | _, [ a
R~ R <b>H a+b- s _A<b>
a+b-xy
mit der 4 x 2-Matriz

s

I
—_ =
w N = O

Der Wertevektor
b=(21,31)"€eR!

liegt micht im Bild dieser Abbildung. Aber es soll ein x = (a,b)t € R? gefunden werden, derart, dass
der Abstand || A-x—b || minimal wird. Das ist genau das soeben behandelte lineare Ausgleichsproblem.

Wir berechnen
4 6 7
toA_ to
A4 < 6 14 ) , A-b ( 10 )

und kommen auf die Normalengleichung

(o) (8)=(5)

Wie blich findet man die Losung
a=19, b=-0.1,

welche zum Polynom p(x) = 1.9 — 0.1 - & gehort.
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2.4.1 Spezialfall: Voller Spaltenrang

Im diesem Unterabschnitt nehmen wir an, die m x n-Matrix habe vollen Spaltenrang, also den Rang
n. Dann ist die Zeilenzahl m > Spaltenzahl n. Nach Satz 2.28 hat die n x n-Matrix A’- A den gleichen
Rang n wie A. Diese Matrix A’ - A ist also invertierbar. Die Lésung x der Normalengleichung ist
eindeutig bestimmt, und wir kénnen

x= (A" A7 A b

schreiben.

Definition 2.19 Die m x n-Matrixz A habe den Rang n. Dann heifit die n X m-Matriz
At = (At A7 Al

die Pseudo-Inverse zu A.

Beispiel 2.25 In Beispiel 2.24 haben wir fiir die Matriz

s

I
— =
W N = o

berechnet

i . (46
ca(18)
1 7T =3
t. _1:_
(47~ 4) 10(—3 2)

A+=<At-A)1-At=i< [ ‘2>.

Damit erhalten wir

und
0o\ -3 -1 1 3
Satz 2.32 (Pseudo-Inverse, Rang(A) =n) a) Fir m =n ist A* = A~L.
b) Es ist stets AT - A=1,.

¢) Die m x m-Matriz A - AT beschreibt die Orthogonalprojektion Pgigay: R™ — R™ auf den
Unterraum Bild(A).
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Beweis. a) Fiir m =n ist (A'- A)71=A471. (A) "L und AT = A7t (A) L. At = AL
b) Wir berechnen
AY A= (AL AL AT A=,

c¢) Fiir b= A -x € IR™ im Bild von A gilt
(A-AT) A x=A-(ATA) . x=A-x

wegen b). Deswegen ist A- AT die Matrix zu einer Projektion auf Bild(A). Sei nun b € IR™ orthogonal
zu Bild(A). Das heifit A® - b = 0. Daraus folgt

A AT . b=A- (A A1 A b=0.

Also ist diese Projektion die Orthogonalprojektion Ppjq(a)- L]
Satz 2.32 a) bedeutet insbesondere, dass fiir eine invertierbare n x n-Matrix A gilt

At =A"1

2.4.2 Allgemeinfall

Im letzten Unterabschnitt haben wir vorausgesetzt, dass die durch A beschriebene lineare Abbildung
¢ : IR"™ — IR™ injektiv ist. Dann definiert ® einen Isomorphismus von IR" auf Bild(®) C IR™. Dies
verallgemeinern wir jetzt auf den Fall, wo ® nicht (notwendig) injektiv ist.

Wenn ® nicht injektiv ist, dann ist Kern(®) nicht nur der Nullraum und Kern(®)* # IR". Durch
Einschrinkung definieren wir die Abbildung ¢ := ®|Kern(®)*

vermoge
p(v) = ®(v) fir v L Kern(®).
Satz 2.33 (Homomorphiesatz) Die durch ® : IR™ — IR definierte lineare Abbildung
¢ : Kern(®)* — Bild(®)

st ein Isomorphismus.

Beweis. Wir gehen aus von der orthogonalen direkten Summen-Zerlegung

R" = Kern(®) @ Kern(®)*.
Fiir jeden Vektor v € R mit v = v’ +v",v/ € Kern(®),v" € Kern(®)* ist
O(v) =0(V)+ o(V") = d(v") = p(v").

Daraus folgt, dass die eingeschriankte Abbildung ¢ surjektiv ist. Nach der Dimensionsformel (Satz 2.5
b)) sind die Dimensionen

dim(Kern(®)*) = n — dim(Kern(®)) = dim(Bild(®))
gleich. Dann muss ¢ ein Isomorphismus sein. L]
Nach Satz 2.6 ist die Umkehrabbildung
V= ¢ 1 Bild(®) — Kern(®)*

linear, also auch ein Isomorphismus.
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Definition 2.20 Es sei Pgq) : R" — Bild(®) die Orthogonalprojektion. Die lineare Abbildung
P+ = ’l/} e} PBild(‘i’) IR — Kern(@)J‘ C R”
heifst die Pseudo-Inverse der Abbildung .

o: R* £ Kern(®)t % Bild(®)
R® > Kern(®): £ Bild(®)

Wir iiberlegen uns, was die Pseudo-Inverse fiir das lineare Ausgleichsproblem
A-x=b, AeM(mxn),xeR" belR™

bedeutet: Das LGS A-x = b ist unldsbar und wird ersetzt durch das l6sbare System A-x = Ppjjq 4)b.
Wenn A den Rang n hat, dann ist die Abbildung ® : x — A - x injektiv und x ist eindeutig bestimmt.
ILA. ist ® aber nicht injektiv und alle Losungen x bilden einen affinen Unterraum von IR"™. Das
zugehorige homogene System hat als Losungsraum Kern(A). Ist xo eine spezielle Losung, so sind
alle Losungen des inhomogenen Systems von der Form xo + x’ mit x' € Kern(A4) = Kern(®). Die
Pseudo-Inverse wihlt darunter eine Losung xo = ®¥(b) € Kern(A)* aus. Fiir alle anderen Losungen
xg + x',x" € Kern(A) ist dann nach Pythagoras

I %0+ x" [|=[I %o | + [ x" | -
D.h., mit der Pseudo-Inversen bekommt man die Losung ® b kleinster Linge.
Unmittelbar aus der Definition der Pseudo-Inversen folgt

Satz 2.34 a) Es ist (PT)" = .
b) Die Abbildung ®* : IR™ — IR"™ hat die Eigenschaften

" 0 ® = Prerpgyr - R" = R, ®o0®" = Ppjyqe) : R™ — R

Beispiel 2.26 (Rang(®) =n) Wenn ® : IR" — IR den Rang n besitzt, dann hat nach Satz 2.28 auch
Pt o ® : R™ — IR"™ diesen Rang n und ist ein Automorphismus des R™. Fiir seine Umkehrabbildung
(@ o @)L berechnen wir

(@' o CI))_l 0®)od = (d'o <I>)_1 o (@' o @) = idgn.

Auf Bild(®) ist deswegen (®f o ®)~1 o ® die Umkehrabbildung ¥ zu .
Jedes y € IR™ schreibt sich

y =y +y" mity € Bild(®),y" € Bild(®)* = Kern(¢').

Damit folgt fiir alle y € R™
'(y) = ®'(y') = ®(Ppiaia)(y));
also @' = @' o Pyjjq(q)-
Damit haben wir identifiziert

ot = o PBild(@) = (CI)t o (I))_l o®lo PBild(<I>) = ((I)t o (ID)_l o ®L.
Hat ® die darstellende Matriz A, so hat ®T die darstellende Matriz aus Definition 2.19.
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Satz 2.35 a) Fiir die Pseudo-Inverse ®* gelten
i) (BTD) = BB, (DD = DD,
i) TPt = T POTP = .
b) Durch die Eigenschaften i) und ii) ist ®T eindeutig bestimmit.

Beweis. a) i) Nach Satz 2.34 b) sind ®*® und ®P+ Orthogonalprojektionen. Damit sind sie
symmetrisch.
ii) Die Abbildung ®*+® ist die Orthogonalprojektion auf Kern(®)+ = Bild(®*). Daraus folgt

(q)Jr(I))q)Jr - 2‘dKern(q))L 0 ®F = o7,
Die Abbildung ®®* ist die Orthogonalprojektion auf Bild(®). Daraus folgt
(2)® = idpqe) 0 P = P.

b) Sei nun ¥ : IR™ — IR" eine weitere Abbildung, welche genauso wie ®* die Eigenschaften i) und
ii) hat. Dann sind also

P:=9Y®:IR" —>1R" und @Q:=o¥Y:R™ —-R™
symmetrisch. Auflerdem folgt aus ii)
P2 = (TOV)P =Td =P, Q>=(dVP)V =3V = Q.

Deswegen sind

P:R"—1R" und @Q:R"—-R"

Orthogonalprojektionen.
Offensichtlich gilt Kern(®) C Kern(P). Und umgekehrt folgt fiir x € Kern(P) mit ii)

B(x) = PUD(x) = B(P(x)) = 0.

Es ist also
Kern(P) = Kern(®) und Bild(P) = Kern(P)* = Kern(®%1).

Damit ist P = Pg,p(a). als Orthogonalprojektion auf K ern(®)t identifiziert. Es folgt
VP =P,
Offensichtlich gilt Bild(Q)) C Bild(®). Und umgekehrt folgt fiir y € Bild(®P) mit ii)
y = P(x) = @UP(x) = Q(®(x)).

Es ist also Bild(Q) = Bild(®), und Q = ®V ist die Orthogonalprojektion ®®* auf diesen Bildraum.
Mit ii) folgt schlieBlich

U= (VO)¥ = oF (V) = dTddT = ¢, [

Aufgabe 2.37 Bestimmen Sie eine lineare Funktion p(x) = a - x + b, welche die Punkte
(0,1)", (LD, (2,1)%, (3,2)', (4,2)f

im Sinn von Beispiel 2.2 optimal interpoliert.
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Aufgabe 2.38 Bestimmen Sie eine quadratische Funktion q(z) = a+b-x+c-22, a,b,c € IR, welche
die Messpunkte aus Beispiel 2.24 optimal interpoliert. Wie in diesem Beispiel soll der Gesamtfehler
angesetzt werden als

4
$ Z(Q(Cﬂi) —yi)?.

i=1
Aufgabe 2.39 FEs sei A eine m x n-Matriz, R eine orthogonale m x m-Matrix und S eine orthogonale
n X n-Matriz. Zeigen Sie:
(RAS)T = S~tATR L
Aufgabe 2.40 Die m x n-Matriz habe den Rang m. Zeigen Sie:
AT = At (A AHTL

Aufgabe 2.41 Gegeben seien die Matrizen
20 11
A—<00> und B—<02>.

AT, BT, BT - A" und (A-B)*.

Bestimmen Sie

Aufgabe 2.42 Bestimmen Sie die Pseudo-Inverse der Matriz

3000
0200
0 010
0 00O

Aufgabe 2.43 Bestimmen Sie die Pseudo-Inversen der Matrizen

B:

)

1
A=10
0

o O O
o O O
o O O
o O =
O = =

und der Matriz A - B. Gilt fiir das Produkt der Pseudo-Inversen die gleiche Formel
(A-B)" =B*". A"

wie fiir das Produkt der Inversen?
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2.5 Permutationen und Permutationsmatrizen

Definition 2.21 Fine Permutation von n Elementen, z.B. der Zahlen 1,2,....n, ist eine bijektive
Abbildung

o:{l,..,n} = {1,...,n}.

FEine solche Permutation schreiben wir auch

J_< 1 n )
~\ o) .. on) )’

Die Menge aller Permutationen von n Elementen bezeichnen wir mit X,. Jedes o € X, ist eine
bijektive Abbildung und besitzt daher eine Umkehrabbildung o~' € X,,.

Beispiel 2.27 n=1: ¥, = {id},

n=2: Yo = {id, 012 ( ) }
d 12 3 (123 2 3
n=3: 23:
1 2 3

12 3
23 1) 312
ok fi

tir die Vertauschung

2
1
Hier haben wir die Bezeichnung

benutzt.
Mit je zwei Permutationen o, 7 € 3, gehort auch die Hintereinanderschaltung (oder das Produkt)
ocot:v— o(1(v))

wieder zu X,,. Es ist zu beachten, dass (wie immer)

(cor) t=r"tooh
Satz 2.36 Die Menge X, der Permutationen von n Zahlen enthdlt
nl=1-2-3-...-n
Elemente. Fiir fest gewdhltes o € 3, ist die Abbildung
YpndTH—TOOE Y,

bijektiv.
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Beweis. Die Anzahlformel wird durch vollsténdige Induktion gezeigt: Die Anzahl der Elemente in
Y1 ist 1 = 1! (Induktionsanfang). Nehmen wir nun n > 2 an und dass ¥, 1 aus (n — 1)! Elementen
bestiinde. Daraus schliefen wir die Behauptung fiir ¥,,: Jede Permutation o € ¥, ist aber bestimmt
durch ihren Wert s := o(n) (dafiir gibt es n Moglichkeiten) und eine bijektive Abbildung {1,...,n —
1} — {1,..,n} \ {s}. Solche Abbildungen gibt es genauso viele, wie ¥,_; Elemente enthilt, nach
Induktionsannahme also (n — 1)!. Deswegen enthélt die Menge ¥,, insgesamt

n-(n—1)=nl

Elemente.
Die angegebene Abbildung 7 — 7 o o ist bijektiv, weil 7 +— 7 0o ~! deren Umkehrabbildung ist. (]

Definition 2.22 Jede Permutation o € ¥, definiert eine Permutationsmatriz
Es = (€5(1)) > €o(n))-

Beispiel 2.28

Permutation o E,
010 0
1 00 0
o12:1<2 00 1 0
0 0 0 1
010 0
0 0 1 0

1 2 3 .. n L
<n 12 . n—l) P 0
000 .. 1
1 00 ... O

Allgemein geht die Matriz E,, , aus der Einheitsmatriz durch Vertauschen der k-ten mit der l-ten

Spalte hervor. Das Resultat ist aber dasselbe, wie wenn man die k-te mit der l-ten Zeile vertauscht.

Somit ist die Permutationsmatriz E,, , die Elementarmatriz Ey1(k,l) aus Aufgabe 2.26 a).

Eine Permutationsmatrix E entsteht aus der Einheitsmatrix 1 durch Vertauschen von Spalten.
Deswegen steht in jeder Spalte und in jeder Zeile von E genau eine 1. Es ist

Ey - e, = (€5(1), s €o(k)s - €a(n)) * €k = €o(k)-
Die zugehorige lineare Abbildung ist
E;:ep—esq), k=1,..,n
Zur Permutationsmatrix E,., gehort deswegen die lineare Abbildung
€k = €oor(k) = €o(r(k)) = Lo - Lr - €y,

d.h., die Abildung zur Produktmatrix E, - E,.
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Satz 2.37 i) Fiir die Zuordnung
Yo, = M(nxn), o E,

gilt
Eyor = Eq-E;, Eiq=1, E,=E;"
1) Jede Permutationsmatriz ist orthogonal.
iii) Jede Permutationsmatriz E, ist ein Produkt von Vertauschungsmatrizen Ey ;. Jede Permu-

tation ist ein Produkt von Vertauschungen oy ;. Hierbei ist auch das leere Produkt erlaubt, das zur
Identitdt gehort.

Beweis. i) Die Produktformel haben wir soeben bewiesen. Die Identitit E;q = 1,, ist klar. Wegen
der Produktformel ist
Ea_l ' EU = Eo_loo = Eid = ﬂn7

und E, -1 ist die inverse Matrix zu F,.

ii) Die zu einer Permutationsmatrix gehorende lineare Abbildung bildet die ONB der Einheitsvek-
toren e; wieder auf diese ONB ab. Die Behauptung folgt aus Satz 2.3.

iii) Jede Permutationsmatrix kann durch elementare Zeilenumformungen vom Typ I, d.h., Ver-
tauschung zweier Zeilen, auf ihre Zeilenstufenform gebracht werden. Diese Zeilenstufenform ist die
FEinheitsmatrix. Das Resultat ist also

1, = Ey(ky, 1) By (K1, 1)-E, bzw. E = Ey(ky, 1) By (ky, 1) 700, = Ey(ky 1) By (k1L 1),
Das beweist iii). []

Nach Satz 2.37,ii) ist die Transponierte der Permutationsmatrix E, die Matrix E! = E!. Die
Zeilen von E,; sind die Spalten von F_-1, also die Vektoren efy,l(k), k=1,...,n. Wir kénnen also auch
schreiben

€o-1()
el |
Ea = 7 . ®
€o-1(n)

Definition 2.23 Unter der zyklischen Permutation (i1, 2, ..., 1), bzw. unter dem Zyklus (i1, i, ..., ix),
versteht man diejenige Permutation, welche

Il . > 11 1 — 1

abbildet und alle anderen i # i1, ...,1y fest ldsst. Hierbei miissen die k Zahlen i1, ..., 15 alle voneinander
verschieden sein.
Zwei Zyklen

g = (il,ig,...,ik) und T = (jl,jg,...,jl)

heiffen elementfremd, wenn die zugehdrigen Mengen

{ilaiQ, alk} N {jlaj?a "'>jl} = @

disjunkt sind.
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Beispiel 2.29 Dieser Begriff des Zyklus fiir Permutationen ist viel eleganter, als unsere bisherige
Schreibweise. Hierzu Beispiele:

Zyklus bisherige Schreibweise
(k1) Okl

N

032 |57
(1,2,3,...,n) ; g i 7;)

Allerdings ist die Schreibweise einer Permutation als Zyklus nicht eindeutig: Es ist ja
(41,92, 43, vy ik) = (12,3, -y ik, 11)-
Aber die Verwendung dieser Notation ist sehr vorteilhaft, vor allem wegen des folgenden Satzes:

Satz 2.38 FEs seien
g = (il,iz,...,ik) und T = (jl,jg,...,jl)

zwei elementfremde Zyklen. Dann ist
coOT=ToaO.

Beweis. Weil die Zyklen elementfremd sind, lisst o alle jy fest und 7 alle i,,. Und ob wir nun zuerst
die i, zyklisch vertauschen, und danach die j), oder umgekehrt, das lduft deswegen auf die gleiche
Permutation hinaus. L]

Sehr praktisch ist auch folgende Tatsache:

Satz 2.39 Jede Permutation o € ¥, ist ein Zyklus, oder ein Produkt von zwei oder mehr paarweise
elementfremden Zyklen.

Beweis. Es sei i1 € {1,...,n} die kleinste Zahl, welche von o nicht festgelassen wird, also etwa
o(i1) = 49 mit i; # io. Dann kann nicht o(iy) = iz sein, denn sonst wire o wegen o(iy;) = o(ig)
und i1 # is nicht injektiv. Wenn o (i) = i ist, haben wir unseren ersten Zyklus (i;,i2). Andernfalls
ist i3 := o(ia) # i1,i2. Wieder kann o(i3) = i1 sein, und wir haben (i1,i2,73) als ersten Zyklus.
Andernfalls ist 74 := o(i3) # 41,12,43. So machen wir weiter. Weil wir insgesamt nur n Zahlen zur
Verfiigung haben, muss es irgend wann eine erste Zahl i geben, wofiir o(ix) nicht von allen Zahlen
i1, ..., ik—1 verschieden ist. Wegen der Injektivitdt von o kann nicht o(ix) = i2,13, ... oder iy sein. Es
bleibt nur o(iy) = ¢ iibrig, und wir haben einen Zyklus (i1, i, ..., ig).

Entweder ldsst o alle anderen Zahlen i, 1 <i < n, i # iy, ..., fest, dann ist 0 = (i1, ..., 1) selbst
ein Zyklus. Oder es gibt eine kleinste Zahl jy, j1 # i1, ..., ik, mit jo := o(j1) # j1. Wie eben finden wir,
ausgehend von j; einen Zyklus ji, ..., j; mit o(j) = jar1, A < I, und o(j;) = ji. Aus der Injektivitéit
von o folgt, dass die beiden Zyklen (i1, ..., i) und (ji, ..., j;) elementfremd sind.

So machen wir weiter. Weil wir nur endlich viele Zahlen zur Verfiigung haben, muss nach endlich
vielen Schritten Schluss sein. Dann haben wir endlich viele Zyklen o7y, ..., 0, konstruiert mit ¢ =
010 ...00m,. I:‘

Das Rechnen mit Permutationen in Zyklenschreibweise ist auch deswegen vorteilhaft, weil Zyklen
sehr schon einfach zu multiplizieren sind. Statt der allgemeinen Aussage, hierzu
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Beispiel 2.30 Wir berechnen das Produkt o := o1 0 09 wo
o1=(1,2,3) und o2=1(2,3,4)
ist. Wir berechnen das Bild von 1: Wegen o2(1) = 1 ist
o(l) =01(1) = 2.

Wir berechnen das Bild von 2:

0(2) = 01(02(2)) = 01(3) = 1,
also enthdlt o den Zyklus (1,2). Wir berechnen das Bild von 3:

0(3) = 01(02(3)) = 01(4) =4,
und das Bild von 4:

o(4) = o1(02(4)) = 01(2) = 3.

Das FErgebnis ist:
(1,2,3) 0 (2,3,4) = (1,2) o (3,4).

Unser néchstes Ziel ist die Konstruktion der sogenannten Signum-Funktion.

Satz 2.40 (Existenz des Signums) Es gibt eine Abbildung sign : ¥, — {£1} mit den Eigenschaf-
ten

a) sign((k,l)) = —1 fiir jede Vertauschung (k,1).

b) sign(o o 1) = sign(o) - sign(t) fir alle o,7 € %,,.

Beweis. Nur fiir diesen Beweis fithren wir folgende Bezeichnung ein: Ein Fehlstand in der Permu-
tation o € ¥, ist ein Paar 4,7, 1 <i < j <mn, mit o(i) > o(j). Eine Vertauschung (k,1) zum Beispiel
hat die Bilder

(c(1),.c,o(n)) =1, k=1Lk+1,..,l—1kI+1,..,n).
l—k—1
Sie hat damit 2(l — k — 1) + 1 = 2(I — k) — 1 Fehlsténde, da k,[ ein Fehlstand ist, und zwei weitere
durch [, bzw. k mit jedem j, k < j < [, entstehen.
Wir definieren die Signum-Funktion durch

sign(o) :== (=1)/, f = Anzahl der Fehlsténde in o.

Beweis von a). Die Anzahl der Fehlsténde in (k,[) ist, wie wir soeben bemerkt haben, ungerade.
Beweis von b). Wir wissen, dass jede Permutation o ein Produkt von Vertauschungen [](k,,!,)
ist. Wenn wir b) fiir den Fall beweisen koénnen, dass o = (k,[) eine Vertauschung ist, folgt deshalb

sign(oot) = sign((k1,11)0...0(km, lym)oT) = sign((k1,11))-...-sign((km, lm))-sign(T) = sign(c)-sign(r)

ganz allgemein. Somit geniigt es, die Behauptung nur fiir o = (k, 1) zu beweisen. Genauso sieht man,
dass es geniigt, den Fall zu behandeln, wo auch 7 = (7, s) eine Vertauschung ist.

Wir nehmen also & < [ und r < s an und miissen zeigen: Die Anzahl der Fehlstinde in der
Permutation (k,[) o (r, s) ist gerade.

Wenn [ > k + 1, dann ist

(k1) = (b k+ D)k + L,k +2)(l =20 - 1)1 — 1,01 = 1,1 — 2).(k + Lk + 2)(k, k + 1).

ungerade

Deswegen geniigt es, die Behauptung fiir Vertauschungen (k,k + 1) zu beweisen. Ebenso geniigt es,
die Vertauschung (r,r + 1) zu betrachten. Wir zihlen die Fehlsténde von (k,k + 1) o (r,r + 1):
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Wenn {k,k + 1} N {r,r + 1} = 0 ist, dann haben wir genau die beiden Fehlstéinde k, k 4+ 1 und
r,r+ 1.

Wenn r = k ist, dann hat (k,k + 1)(r,r + 1) = id keinen Fehlstand.

Wenn r = k + 1 ist, dann haben wir
(k,k+D)(r,r+1)=(k,k+1)(k+1,k+2)=(k,k+1,k+2)
mit den beiden Fehlsténden &,k +2 und k£ + 1,k + 2.
e Wenn r = k — 1 ist, dann haben wir
(k,k+1)(k—1,k)=(k,k—1,k+1)
mit den beiden Fehlstinden & — 1,k und &, k + 1.

Damit ist die Behauptung bewiesen. L]

In Y3 beispielsweise gibt es die drei Vertauschungen (1,2),(1,3) und (2,3) mit signum = —1 und
die drei Permutationen

o Anzahl der Vertauschungen signum

id 0 +1
(1,2,3) = (1,3)(1,2) 2 +1
(1,3,2) = (1,2)(1,3) 2 +1

mit stgnum = +1.

Aufgabe 2.44 Schreiben Sie die Permutationen

(12345 (123456 (12
=193 1 54) 2715641 23) 735

als Produkt von Vertauschungen

3 4
5 8

-
=N
— =

= o0
N——

Aufgabe 2.45 Stellen Sie alle Permutationen o € ¥4 als Zyklus oder als Produkt zyklischer Permu-
tationen dar.

Aufgabe 2.46 Zeigen Sie fiir die zyklische Permutation o = (i1,1i9, ..., i)
sign(o) = (—1)F*1

Aufgabe 2.47 Zeigen Sie: Fiir n > 2 gibt es in %, genauso viele Permutationen o mit sign(o) = 1
wie mit sign(o) = —1.
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2.6 Die Determinante
2.6.1 Definition

Wir betrachten eine n x n-Matrix

al ar1 ... Q1n
A= : =
an Gp1 - Gpn

)

mit den Zeilenvektoren aq, ..., a, € IR"™. Diese Zeilenvektoren spannen einen Spat , bzw. ein Parallelotop

n
P(aj,...,a,) ={xeR":x = chak, €1y € R0 < ¢ <1}
1

auf.

Wir mochten das Volumen |A| dieses Spats berechnen. Der Fall n = 2 ist aus der Elementar-
geometrie bekannt: Die Fliche des Parallelogramms ist das Produkt der Seitenlingen mal sin(a):

‘(Ccl Z)‘ = || (ab) | - | (c,d) || -sin(a)
= (@b |- (c.d) H.m

Clenl e  (ed))?
= @] d”\/ i TenT

VI @d) 12 -1l (e.d) 2 =((a, ) (c.d))?
= /(@ +12)(c + d?) — (ac + bd)?

= Va2d? 4 b2 — 2 - abed

= /(ad — bc)?

= |ad — bc|

Es ist ziemlich einsichtig, dass das Volumen |A| des Spats P(aj,...,a,) folgende Eigenschaften
haben sollte:

(I) Beim Vertauschen zweier Zeilen in der Matrix A &ndert sich das Volumen |A| nicht.
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(IT) Streckt man einen Zeilenvektor mit einem Faktor ¢ € IR, so &ndert sich |A| mit dem Faktor |¢|,
d.h. in Formeln

lag, ...,ag_1,t - ag, ak11, ..., an| = [t - a1, ..., a,] fir t € R.

/ vol(A) / |t] - vol(A)
Zk

(ITI) |ay,...,ak, ....,a; + tag, ..., a,| = |ai, ..., ak, ...,a;, ...,a,| firalle 1 <k #1<nund t € R.

t-ag

a ta
a 1+ tag

ap  tag

(0) Fiir die Einheitsmatrix 1 ist
1| = 1.

Die Eigenschaften (I)-(ITI) beschreiben die Anderung des Volumens von P(ay,...,a,), wenn man
die Vektoren elementaren Zeilentransformationen vom Typ I-III unterwirft. Wir wollen hier nicht
weiter {iber die formulierten Eigenschaften des Volumens spekulieren, sondern eine Funktion

det : M(n xn)— 1R

die Determinante der Matrix A, konstruieren, deren Absolutbetrag das Volumen |A| ist: |A| = |det(A)].
Von der Funktion det verlangen wir die folgenden Eigenschaften, die natiirlich bis auf das Vorzeichen
mit den Eigenschaften von | | {ibereinstimmen:

(I) Vertauscht man in der Matrix A € M(n x n) zwei Zeilen, so &ndert sich das Vorzeichen von
det(A).

(IT) det(ai,...,ax_1,t - ak,axi1,...,a,) =t - det(ay,...,a,) fir alle t € R.
(III) det(ay,...,ak,...,a; + tag, ..., a,) = det(ay, ...,ag, ..., a,...,a,) firale 1 <k #1 <nundt € R.
(0) (Normierung) Fiir die Einheitsmatrix 1 gilt

det(1) = 1.

Aquivalent kénnen wir also det auffassen als eine Abbildung

det : IR" x ... x R" — IR,
———

n—mal

wobei sich A € M(n x n) und ay, ..., a, dadurch entsprechen, dass die Vektoren a; die Zeilen von A
sind.
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Beispiel 2.31 Die Funktion

a b
det ( . d) = ad — bc

hat die Eigenschaften (0),(1),(I1),(III). Hiervon sind (0), (I), und (II) unmittelbar einsichtig. Zum
Beweis von (III) betrachten wir nur den Fall k =1 und | = 2. Dann ist

a b a b
det(c—i—ta d+tb)—a(d+tb)—b(c—|—ta)—ad—bc—i—t(ab—ba)—det(c d>'

Satz 2.41 (Eindeutigkeit der Determinante) Wenn eine Funktion det : M (n xn) — IR mit den
FEigenschaften (0) bis (II1) existiert, dann ist sie durch diese Eigenschaften eindeutig festgelegt. Genau
dann, wenn die Matriz A einen Rang < n hat, dann ist ihre Determinante

det(A) = 0.

Beweis. Wir wissen, dass man A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen
kann, bzw. umgekehrt, dass A durch elementare Zeilenumformungen aus einer Matrix Z in Zeilenstu-
fenform hervorgeht. Da die Eigenschaften (I),(II),(III) genau festlegen, wie sich die Determinante bei
einer elementaren Zeilenumformung éndert, geniigt es, die Eindeutigkeit fiir Matrizen Z in Zeilenstu-
fenform zu beweisen. Dazu unterscheiden wir die Félle:

Rang(A) < n. In diesem Fall ist der letzte Zeilenvektor z,, in Z ein Nullvektor. Dann ist 0-z,, = z,,
und aus (II) folgt

det(Z) = det(z1, ..., 2zyn) = det(z1, ..., 2p—1,0 - 2,) = 0 - det(z1, ..., 2,) = 0.

Rang(A) = n. Nun ist Z eine Dreiecksmatrix und der letzte Zeilenvektor ist z, = e,. Durch
Addition geeigneter Vielfacher dieses Vektors zu den vorhergehenden Zeilen (Umformung vom Typ
(ITI)) koénnen wir erreichen, dass der letzte Eintrag in den ersten n — 1 Zeilen 0 ist. Jetzt ist der
vorletzte Zeilenvektor z,_1 = e,_1, und durch elementare Zeilenumformungen vom Typ III kénnen
wir erreichen, dass auch der vorletzte Eintrag in den ersten n — 2 Zeilen 0 ist. Mit endlich vielen
elementaren Zeilenumformungen vom Typ III, kénnen wir also Z in die Einheitsmatrix 1 {iberfithren
(GauB-Jordan-Verfahren). Aus Eigenschaft (III) und (0) folgt

det(Z) = det(1) = 1. H

Ein ganz anderes Problem ist es, nachzuweisen, dass eine Funktion det mit den Eigenschaften
(0),...,(III) tatséchlich existiert. Im Wesentlichen lduft dies auf die Existenz des Signums (Satz 2.40)
hinaus, denn wenn eine Determinantenfunktion det(A) mit den Eigenschaften (0) und (I) existiert,
dann gilt fiir jede Permutationsmatrix F,

det(Ey) = sign(o).

Dies ist ein Zusammenhang zwischen Determinante und signum-Funktion. Wir beniitzen die signum-
Funktion nun fiir unsere Definition der Determinante:

Definition 2.24 Fs sei A = (ag )k i=1,..n € M(n X n) eine n x n-Matriz. Die Zahl

det(A) = Z sign(o) - a1 g(1) * -+ * Un,o(n)
TEX,
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heiffit Determinante der Matrix A. (Diese Formel fiir die Determinante stammt von Leibniz und ist
nach ihm benannt.)

Dass diese Determinante tatséichlich die Eigenschaften (0),...,(IIT) besitzt, weisen wir im néchsten
Abschnitt nach. Zuerst einige einfache Beispiele, die zeigen sollen, was diese Formel bedeutet.

n=1: Im Fall n =1 ist det(a) = a.

n=2: Fiir n = 2 ist

a1,1 a172 . . .
det = sign(id) - ai,1622 + szgn(Ul,Q)a1,2a2,1 =a1,1022 — a12021.
a1 @22
o=id 0=01,2
. . . a1 ai1.9 a . .
Wenn wir die Matrix ’ ’ = schreiben, dann wird
a2,1 a2,2 c d
a b
det =ad — bc.
d
n=3: Fir n = 3 haben wir
a1 a12 aigs
det | asy1 asz az3 = a1,102,2033 o=1id
as1 a32 ass
1 2 3
a1.9a930 o= =01300
1,202,303 1 9 3 1 1,3001,2
1 2 3
a1.3a210 o= =01900
1,302,103 .2 3 1 9 1,2001,3
1 2 3
a1.1a23a o= =0
1,102,303,2 1 3 2 2,3
1 2 3
a1.2a21a o= =0
1,202,133 9 1 3 1,2
1 2 3
a1.3a9 20 o= =0
1,302,203 1 3 9 1 1,3

Dies ist die klassische ,,Regel von Sarrus“:
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Aufgabe 2.48 Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen

1 2 3 11 12 13
4 5 4 und 14 15 14
3 21 13 12 11

2.6.2 Eigenschaften

Wir wollen jetzt einige wichtige Eigenschaften der Determinante angeben. Insbesondere suchen wir
nach praktischen Moglichkeiten, die Determinante einer gegebenen Matrix zu berechnen, da die Leib-
nizsche Formel hierfiir bei groflen n ungeeignet ist.

Satz 2.42 (Fundamentaleigenschaften der Determinante) Die Funktion det : M(n x n) —
R, A det(A), hat folgende Eigenschaften:
1) Linearitit in Bezug auf jede Zeile:

al al ap
ag_—1 ag_—1 ar—1

det | sap+ta, | =s-det ay, +t-det ay
aAp41 Ak41 Akt

an an ap

2) Schiefsymmetrie in Bezug auf je zwei Zeilen:

aj al
Ak—1 Ak—1
ag aj
Ak+1 Ak+1
det : = —det :
aj—1 aj—1
L) ag
a+1 a4+1
an an

3) Normierung: det(1,) = 1.

Beweis. 1) Wir werten die Determinante auf der linken Seite der Gleichung mit der Leibnizformel
aus:

Yoey,, sign(o) - A1 (1) e (s- Ao +1 - a;p(k)) R
52 pex, SIGN(T) - A1 6(1) o A g(k) * - " O o(n) T
teYoes, Sign(0) - Q1) o ) gy o O g(n)-
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2) Wieder mit der Leibnizformel und mit Satz 2.40 ist die Determinante auf der rechten Seite der
Gleichung

ZO’GEn sign(a) . alp(l) et alp(k) tae akp(l) et an,o(n) =

ZO’GEn szgn(a) "Aoop (1) o Uoop (1) e Ckyooy (k) T Qoo (n) T
- ZUEZn SZ'g’I’L(O'O'kJ) “Ao0p (1) " Aoy (1) T Ckoog (k) T Angooy (n) T
- ZT:JJ;C’ZEE” SIGN(T) * Q1 (1) oo Qr(t) " Qhir(k) * - Qnyr(n)-

3) Es ist det(1l,) = >_, sign(0) - 61,5(1) * - * On,o(n), und der Summand ist nur dann # 0, wenn alle
Kronecker-Deltas = 1 sind, d.h. wenn k = o(k) fiir alle £ = 1, ...,n. Also bleibt nur der Summand fiir
o = id iibrig, und die Determinante wird = 1. L]

Die Abbildung det : IR"™ x ... x R — IR ist also multilinear in dem Sinn, dass fiir alle 4 und fest
gewéhlte ai,...,a;_1,a;+1,...,a, € IR" die Funktion

RrR" —>IR, xr—>det(al,...,al-,l,x,al-ﬂ,...,an)
linear ist. Deswegen ist det : M(n x n) — IR i.a. nicht linear. Vielmehr folgt aus der Multilinearitit
det(ANA) = X" - det(A) fir AeR,A e M(nxn).

Und fiir det(A + B) gibt es keine einfache Beziehung zu det(A) und det(B).

Satz 2.43 (Korollar 1 zu Satz 2.42) Hat die nxn-Matriz A zwei gleiche Zeilen, so ist det(A) = 0.

Beweis. Sind die Zeilenvektoren aj und a; gleich, so dndert sich A und damit det(A) nicht, wenn wir
beide Zeilen vertauschen. Andererseits dndert sich dabei wegen der Schiefsymmetrie das Vorzeichen
von det(A). Es folgt:

det(A) = —det(A),  2-det(A) =0,  det(A) — %(2 - det(A)) = 0.

(Fiir Mathematiker: Hier brauchen wir zum ersten Mal wirklich eine andere reelle Zahl als 0 und 1,
namlich % Gébe es diese Zahl nicht, wire das Argument unrichtig.) L]

Satz 2.44 (Korollar 2 zu Satz 2.42) Die mit der Leibnizformel definierte Determinante hat die
FEigenschaften (0),(I),(I),(III) aus Abschnitt 2.6.1.

Beweis. Normierung (0) und Schiefsymmetrie beim Vertauschen von Zeilen (I) sind die Eigenschaf-
ten 3) und 2) von Satz 2.42. Eigenschaft (IT) ist Teil der Linearitéit der Determinante und Eigenschaft
(I1I) folgt aus der Linearitdt mit Hilfe von Korollar 1. []

Satz 2.45 (Weitere Eigenschaften der Determinante)
a) A,B € M(n xn)= det(A- B) = det(A) - det(B) (Determinanten-Multiplikations-Satz).
b) det(A?) = det(A).

Beweis. a) Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Fall, dass A = E eine Elementarmatrix ist.

Eine Elementarmatrix E vom Typ (I) entsteht aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen zweier
Zeilen. Also ist det(E) = —det(1) = —1. Die Matrix E - B entsteht aus B ebenfalls durch Vertauschen
zweier Zeilen. Und deswegen ist det(E - B) = —det(B) = det(FE) - det(B).
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Eine Elementarmatrix E vom Typ (II) multipliziert in B eine Zeile mit einem Faktor ¢ € IR. Fiir
E gilt det(F) = ¢ und wegen der Linearitit der Determinante ist det(E - B) = ¢ - det(B).

Eine Elementarmatrix £ vom Typ (III) entsteht aus der Einheitsmatrix indem man eine Vielfaches
einer Zeile zu einer anderen addiert. Wegen Eigenschaft (III) der Determinante ist also det(E) = 1.
Da weiter det(E - B) = det(B) ist, folgt die Behauptung auch in diesem Fall.

Wenn Rang(A) < n ist, sind die Zeilen von A linear abhiingig und es gibt einen Zeilenvektor
x = (21, ...,xy) mit x- A = 0. Dann ist auch x- (A- B) = 0 und Rang(A - B) < n. Mit Satz 2.41 folgt
det(A) - det(B) = det(A) = 0 und det(A - B) = 0.

Wenn Rang(A) = n ist, gibt es Elementarmatrizen FEi, ..., E}, so, dass A = Fj - ... - Ej. Es folgt

det(A- B) =det(E; - ... Ey - B) = det(Ey) - ... - det(Ey) - det(B) = det(A) - det(B).
b) Mit der Leibnizformel und sign(c) = sign(o~!) ist

det(A") = Z sign(a) - ag(1),1 * -+ Go(n)n
oEY

= Z sign(o) - a1 g-1(1) " Gy o1(n)
O'EEn

= Z SigN(T) * Q1 7(1) " - * A7)
r=0-1lex,

= det(A)

Eigenschaft b) bedeutet, dass alles, was fiir die Zeilen einer Determinante gilt, auch fiir Spalten
stimmt. Insbesondere ist also det(A) auch linear in Bezug auf jede Spalte und dndert beim Vertau-
schen zweier Spalten das Vorzeichen. Die Funktion det : IR™ x ... x IR® — IR kann also auch als
Abbildung der Spalten a',...,a” in der Matrix A aufgefasst werden, welche auch hier multilinear und
schiefsymmetrisch ist.

Fiir orthogonale Matrizen (A* = A~!) folgt

det(A)? = det(A) - det(A') = det(A - AY) = det (1) = 1,
also det(A) = +1.

Wir benétigen noch zwei hdufig anwendbare Methoden zur Berechnung von Determinanten, die
wir aber nicht extra als Satz formulieren méchten.

Kistchenregel. Die n x n-Matrix A habe Kdstchenform

()

wo Aj eine r x r-Matrix und Ay eine (n — r) x (n — r)-Matrix ist. Das heifit also, das linke untere
(n — r) x r-Nullkédstchen (oder das rechte obere r x (n — r)-Késtchen) reicht bis zur Diagonale der
Matrix. Wegen det(A?) = det(A) geniigt es, den ersten Fall zu betrachten. In der Leibnizformel

det(A) = Z Sig’l’L(O’) “A1e(1) " Qro(r) T Qr4l,o(rd1) * e Gnio(n)
o€,
sind dann alle Produkte a1 (1) * .. - @, 5(;) =0, wo die Permutation o eine Zahl k,r +1 < k < n auf
eine Zahl o(k) < r abbildet. Die Summe ist also nur iiber solche Permutationen zu erstrecken, welche

die Teilmengen
{1,..,r} und {r+1,..,n}
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in sich abbilden. Diese Permutationen bestehen also aus zwei Permutationen
op:{l, .. r}—={l,.,r} e, ox:{r+1l,.,nt—-{r+1,.,n}ex, .

Schreiben wir dies in die Leibnizformel, dann wird

det(A) = Z sign(oi03) - (01,01(1) S gy (1)) (g1 oa(r1) T Ono(n)
Ulezrﬂ?ezn—r

= ( Z sign(o1) - ay g (1)« - ar,ol(r)) . ( Z 8ign(02) * Ari1 oo(r41) = - ° anm(n))

Ulezr UQEETL—T‘

= det(Al) . det(AQ).

Diese Kistchenregel kann man iterieren und findet fiir eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix A,
dass
det(A) =ai1-a22- ... ann

das Produkt der Diagonalelemente ist. Dies fiihrt auch auf die effektivste Methode, eine Determinante
zu berechnen: Man iiberfithrt die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in obere Dreiecksform,
merkt sich die dabei auftretenden Anderungen der Determinante, berechnet die Determinante der
Dreiecksmatrix, und macht die Verdnderungen der Determinante wieder riickgéngig.

Entwicklung nach Spalten oder Zeilen. Wir schreiben den ersten Zeilenvektor a; unserer
Matrix A als

(al,l, s A1 Ky eey al,n) = (aLl, 0, ey 0) + ...+ (0, ey 0, ai .k, 0, ey 0) + ...+ (0, ey 0, aLn)
und wenden die Linearitit der Determinante auf die erste Zeile an:

ail ‘ 0

w0
det(A) = det( ; ‘ 0 )
: 1,1
0 .. 0|lax]0 .. 0
T det A/ . ‘ A//
Lk : Lk

0 0 a1n
+ det - .
Al,n .

Hier bezeichnen wir mit Ay ; die Streichungsmatriz von A zur Stelle (k,1), d.h. die (n — 1) x (n —1)-
Matrix, welche aus der n x n-Matrix A entsteht, indem man die k-te Zeile und die [-te Spalte streicht.
Die erste Determinante auf der rechten Seite hat Késtchenform und berechnet sich zu

a 0
det ( :1 e ) =ay, - det(Aqq).

Die anderen Matrizen konnen auch auf diese Késtchenform gebracht werden. Und zwar miissen wir
dazu die k-te Spalte mit der (k — 1)-ten Spalte vertauschen, dann mit der (k — 2)-ten usw. Insgesamt
ergeben sich dabei k — 1 Anderungen des Vorzeichens.

0 ‘alk‘ 0 14k (alk
det : = (-1 det ’
€<AIL,€\ . \Ah) (=1)"det |
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Damit haben wir die Entwicklung von det(A) nach der ersten Zeile:
det(A) = Z(—l)l‘”C cay k- det(Ayg).
k=1

Ebenso kann man nach einer anderen (etwa der I-ten) Zeile entwickeln, wenn man diese erst durch
I — 1 Vertauschungen nach oben bringt. Und genauso, wie man nach einer Zeile entwickeln kann, kann
man die Determinante nach einer Spalte entwickeln.

(=) ayy, - det(Ar 1)

Il
M=

Entwicklung nach der [-ten Zeile: det(A)

=
Il
—

(—1)k+l . a“g . det(Al,k)

M=

Entwicklung nach der k-ten Spalte: det(A) =

X
I

Diese Formeln kénnen in speziellen Féllen, wo die Entwicklungszeile/Spalte viele Nullen enthélt,
sehr niitzlich sein. I.a. ist der Rechenaufwand aber nicht wesentlich geringer als bei der Leibniz-Formel.
Meist ist die Berechnung mittels Uberfithrung in Dreiecksform vorzuziehen.

Adjunkten und die Inverse Matrix. Mit Hilfe der Determinante lassen sich ’explizite’ Formeln
fir A=! und A~!-b angeben, welche fiir theoretische Zwecke, nicht aber zur Berechnung giinstig sind.
Die Streichungsdeterminanten det(A; ;) kann man zu einer n x n-Matrix zusammenfassen. Trans-
poniert und mit Vorzeichen versehen heiflen diese Determinanten die Adjunkten von A, und die Matrix

A = (=) Fdet(Ar )t

heifit die Matrix der Adjunkten. Diese Matrix wurde transponiert, damit das Produkt

AAY = (ap) e (DT det(Ac) o0 = (0 apu(=1) T det(A,))
v=1

v:Spalte k:Spalte

leicht auszurechnen ist: Die Entwicklung nach Zeilen hat zur Folge, dass alle Diagonaleintréige

(A A DY =" (=DM - det(Ayg) = det(A)
=1

sind. Und die Nicht-Diagonaleintréige (11 # l2)

Z(—l)k+l2all,kdet(A12,k)
k=1

kann man interpretieren als Entwicklung nach der lo-ten Zeile fiir die Determinante derjenigen Matrix,
welche aus A entsteht, indem die lo-te Zeile durch die [1-te Zeile ersetzt worden ist. Diese Matrix hat
zwei gleiche Zeilen, ihre Determinante ist = 0, und

(A . Aadj)ll,b = det(A) . 511,12.

Damit haben wir das Matrixprodukt

A A% = det(A) - 1,
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berechnet. Wenn det(A) # 0 ist, erhalten wir daraus die Formel

Al = det(A) Al

fiir die inverse Matrix A~1L.

Cramersche Regel. Ist die Matrix A quadratisch (d.h. eine n x n-Matrix), und ist A invertierbar,
so kann man das Gleichungssystem A -x = b ganz einfach so

x=A"1-b

16sen. Leider ist dies aber keine Zauberformel, sondern zeigt nur, dass es genauso schwer ist, die inverse
Matrix zu berechnen, wie das Gleichungssystem zu losen. Trotzdem wollen wir unsere Formel fiir A~
hierauf anwenden.

Die Losung wird also
1

= det(A) A .
Die k-te Komponente des Losungsektors x ist dann
= dj S 1)k+
Tk det ; (A%9Y) = det ; T det (A, k)b

Die Summe kann interpretiert werden als die Entwicklung der modifizierten Koeffizientenmatrix

a1 . . . aig—1 b aigyr - . . a1
Ak .— : : : : ,
n1 - - - Qpnk—1 bn, ank+1 - - - Qnn

nach der k-ten Spalte, wobei diese in A durch die rechte Seite b ersetzt worden ist. Mit dieser Matrix
A®) erhilt man also die Losung x = (21, ..., 2,,) in der Form

det(A®))

kT T det(A)

Dies ist die Cramersche Regel zum Losen linearer Gleichungssysteme mit quadratischer und invertier-
barer Koeflizientenmatrix.

Aufgabe 2.49 Berechnen Sie die Determinante der Matriz

T W N O
Tk W o =
Ul = O N =
OO W N =
O = W N

Aufgabe 2.50 Fir A € M(n x n) zeige man

det(A) =0 <= dBe M(nxn)\{0} mit AB=0.
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Aufgabe 2.51 Berechnen Sie

2 3 4 2
1 3 5 =2
detl 3 7 9 o
2 5 12 -9
Aufgabe 2.52 FEs seien aq,...,an € IR. Beweisen Sie
1 1 1
al a9 Ay,
det ai a3 .. a = H (a; — a;).
: : : 1<i<j<n
al—l ag—l azfl

(, Vandermondesche Determinante®)

Aufgabe 2.53 Fs seien aq,...,ay, b1, ...,b, € IR. Berechnen Sie

11 1 ... 1
bl al al al
det b1 b2 a9 a9
b1 b2 bn Qg

Aufgabe 2.54 Es seien a,b,c € IR. Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen

be a® a® bc ab ac

¥ ac b |, ab ac be |,

2 & ab ac bc ab
a®> ab ab b? a b b b
ab ac b* be b a b b
ab bv* ac be |’ b b a b
b2 be be 2 b b b a

Aufgabe 2.55 FEs seien x1,x2,23,Y1,Y2,Yy3 € IR. Berechnen Sie

0 T T2 T3
—I 0  ys —ue
-T2 —Y3 0 wun
—r3 Y2 —U 0

det

Aufgabe 2.56 Sei A eine relle n x n-Matrix, deren Koeffizienten auferhalb der Diagonale alle 1 sind
und deren Diagonalkoeffizienten alle Null sind. Man zeige det(A) = (=1)""1 - (n —1).

Aufgabe 2.57 Fliir reelle Zahlen A1, Ao, ..., A\, berechne man die Determinante

1-XA1 =X —A3 . =
A1 1—=X —=X3 . =
-1 —X 1-=X3 ... =)\
-\ -2 —A3 ... 1=X,
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Aufgabe 2.58 Es sei A= (a;j)1<ij<n € M(nxn) mit a;j = (=1)"-i firi+j >n und a;; = 0 sonst,
also z.B.

0O 0 0 -1
0 —1 00 -l o 0 2 2
Al =-1, Ay = , Ag= 0o 2 2|, A4=
2 2 5 _3 _3 0 -3 -3 -3
4 4 4 4
Man berechne det(A,,) fir beliebiges n.
. _ A B , L
Aufgabe 2.59 Seien A, B,C,D reelle n x n-Matrizen und X = c D die durch sie in Block-

schreibweise gegebene 2n x 2n-Matriz. Gelte AC = CA. Man zeige: det(X) = det(AD — CB), wenn
det(A) # 0.

Aufgabe 2.60 Es seien a,aq,...,a, € IR. Beweisen Sie

a 0 ... 0 o
0 a 0 a9
det | oo =adt =ad el et a).
0O 0 0 a an
ap az (07 a
Aufgabe 2.61 Zeigen Sie:
a) Der Rang der Matriz
a 0 b O
0 a 0 b
A= ¢c 0 a O
0 ¢c 0 a

ist stets eine gerade Zahl.
b) A ist genau dann invertierbar, wenn a?® # bc ist.

c¢) Geben Sie in diesem Fall A~ an.

Aufgabe 2.62 a) Fiir n € IN wird die n x n-Matriz A,, definiert durch

-2 1 0 0
1 -2 1

A= 0 1 0

-2 1

0 0 1 -2

Berechnen Sie det(Ay,) fir alle n € IN.
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b) Fiir n > 4 wird die n x n-Matriz D,, definiert durch

D=1 0 0 1 -2
0
o ... ... ... 0 1 =2
Berechnen Sie det(Dy,) fir alle n > 4.
¢) Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen
9 0 0 0 0 -2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0
0 1 o 1 0 1 0 1 -2 1 0 0 0
E6 = ; E7 = 0 0 1 -2 1 0 1
0 0 1 -2 1 0
0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 1 -2 0
0 0 1 0 9 0 0 0 0 1 -2 0
0 0 0 1 0 -2
und
-2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0 0
o 0 0 1 -2 1 0 0 0
&~ 1 0 0 0 1 -2 1 0 1
0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 1 -2 0
0 0 0 0 1 0 0 -2

2.6.3 Orientierung und Determinante

Der uns umgebende Raum hat eine Orientierung. Wie jeder weifl wird die im Spiegel geéindert, (das ist
richtig) weil der Spiegel die rechte und die linke Hand vertauscht (das weifl jeder, es ist aber falsch).
Trotzdem: Es gibt zwei Orientierungen, welch beim Spiegeln vertauscht werden aber bei Drehungen
nicht. Nur, was ist das: Eine Orientierung?

Erinnern wir uns an Drehungen und Spiegelungen in der Ebene IR?:

Drehung um Spieglung an
0° 180° x — Achse  y — Achse

L) (0 5) 60 (6 )

Determinante 1 1 -1 -1

Die zugehorigen Matrizen unterscheiden sich um das Vorzeichen ihrer Determinante. Natiirlich haben
nur invertierbare Matrizen eine Determinante # 0 und damit eine Determinante mit Vorzeichen. In
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Verallgemeinerung der Spiegelungen in der Ebene definieren wir also: Eine lineare Abbildung ¢ : IR" —
IR™ andert die Orientierung des Raums IR", wenn ihre Determinante negativ ist. Damit wissen wir,
wann sich die Orientierung dndert. Aber wir wissen immer noch nicht, was das ist: Eine Orientierung?

Definition 2.25 Fine Orientierung des Vektorraums IR"™ wird definiert durch eine Basis a1, ...,a, €
IR™. Zwei Basen aq, ..., a, und by, ..., b, definieren die gleiche Orientierung, wenn beide n xXn-Matrizen

(al,...,an) und (bl,...,bn)
Determinanten mit dem gleichen Vorzeichen haben.

Ziemlich einleuchtend! Hat die n x n-Matrix A eine Determinante det(A) > 0, so definiert die Basis
ay, ..., a, die gleiche Orientierung des IR™ wie die Basis A-aj, ..., A-a,. Wenn det(a) < 0 ist, so &ndert
definiert sie die andere Orientierung. Aber was ist das eigentlich: eine Orientierung des IR"™?

Definition 2.26 Fine Orientierung des IR™ ist eine Menge von Basen ai,...,a, des R", und zwar
die Menge aller Basen mit demselben Vorzeichen von det(ay, ..., ay,).

Es gibt also genau zwei Orientierungen des IR", weil Determinanten invertierbarer Matrizen zwei
Vorzeichen haben kénnen. Aber es ist doch angsteinfléfiend, sich so etwas Grundlegendes wie eine
Orientierung vorstellen zu miissen als eine furchtbar grofle Menge von Basen. Deswegen sagt man
auch nicht ’eine Menge von Basen’, sondern ’eine Aquivalenzklasse von Basen’. Das beruhigt etwas.
Dann hat man nicht mehr unendlich viele Objekte, sondern nur noch zwei: Die Aquivalenzklasse der
Basen ay, ..., a, mit det(ay,...,a,) > 0 und die der Basen mit det(ay,...,a,) < 0.

Beispiel 2.32 (n = 1) Die zwei Orientierungen der Geraden R' sind genau die beiden Richtungen,
in der man sie durchlaufen kann.

Beispiel 2.33 (n =2) Im IR? gibt es die mathematisch positive Orientierung, definiert durch die
Basis e1,es und die mathematisch negative Orientierung, definiert durch die Basis e, —es. Die un-
terscheiden sich nur dadurch, ob man von oben oder von unten auf das Papier schaut. (Letzteres ist
schwieriger.) Wieso Peter Henlein seine Taschenuhr in die mathematisch negative Richtung laufen
lief$, das weifS ich nicht. Wieso man den Vektor es in der Zeichenebene nach oben antrdgt und nicht
nach unten, das weiff ich ibrigens genauso wenig.

Beispiel 2.34 (n =3) Die beiden Orientierungen des IR® kann man an den Fingern ablesen. Zeigt
der Daumen der rechten Hand nach rechts, der Zeigefinger nach vorne, so zeigt der Mittelfinger nach
oben. Das ist niherungsweise die Position der Vektoren e, es,e3 € IR (wenn man sie sich konven-
tionell vorstellt). Dies definiert die positive Orientierung des IR® und wird unter Rechte-Hand-Regel
verstanden. Zeigt der Daumen der linken Hand nach rechts (geht mit etwas Ubung), deren Zeigefinger
nach vorne, so zeigt thr Mittelfinger nach unten. Das definiert die andere Orientierung.

Eine Orientierung eines endlich-dimensionalen IR-Vektorraums kann man genauso definieren als
eine Aquivalenzklasse von Basen. Und zwar gehéren zwei Basen ay, ...,a, und by, ..., b, zur gleichen
Aquivalenzklasse, wenn die Koordinatenvektoren der b,, beziiglich der Basis { veca, } eine n x n-Matrix
mit positiver Determinante bilden. Oder Aquivalent dazu:

det ((by,...,by) - (ai,...,a,)) > 0.

Eine Orientierung des IR™ hat keinerlei Einfluss auf Orientierung eines Untervektorraums. Ist
eine Orientierung der Ebene IR? gewiihlt, so kann man eine Gerade in dieser Ebene ruhig in jeder
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ihrer beiden Richtungen durchlaufen. Psychologisch schwierig ist das nur bei den Koordinatenachsen,
wo die Einheitsvektoren drauf liegen. Aber da muss man sich eben daran erinnern, dass die gleiche
Orientierung des IR? auch durch jede Basis definiert ist, welche nicht aus den Einheitsvektoren besteht.

Anders ist dies bei Hyperebenen. Eine Hyperebene H C IR" ist ein Untervektorraum der Dimension
n — 1. Eine Orientierung von H wird definiert durch eine Basis ay, ...,a,_1 von H. Durch jeden Vektor
a, € R" a, ¢ H kann man sie zu einer Basis des IR" ergéinzen. Ist eine Orientierung des IR™
vorgegeben, so kann die Basis aj,...,a,_1,a, diese Orientierung représetieren. Oder auch nicht. In
diesem Fall ist ay,...,a,_1, —a, eine Basis mit

det(ay,...,an—1,—a,) = —det(ay,...,a,_1,a,),

welche die vorgegebene Orientierung des IR™ definiert. Wir sehen:

Es sei V ein endlich-dimensionaler IR-Vektorraum und H C V eine Hyperebene. Ist eine Orientie-
rung von V und ein Vektoer v € Vv & H gegeben, so wird dadurch eine Orientierung von H gegeben.
Und zwar ist diese Orientierung von H definiert durch jede Basis ay,...,a,,_1 von H derart, dass die
Basis ay, ...,a,_1, v die vorgegebene Orientierung von V représentiert.

2.7 Die LR-Zerlegung

Eine n x n-Matrix A = (a; ;) heifit obere Dreiecksmatriz, wenn a; ; = 0 fiir i > j:

ajq ok * *
0o *
0 0 apn

Das Produkt C = A - B zweier oberer Dreiecksmatrizen ist wieder eine obere Dreiecksmatrix mit den
Diagonalelementen c;; = a;; - b; ;.
Beweis. Nach Voraussetzung ist a; ; = 0 fiir ¢ > j und by ; = 0 fiir k > [. Fiir ¢ > [ ist deswegen

n i—1 n
Cig =Y b= aijbj+ Y aij by =0.
SR

Und fiir 7 = [ haben wir

i—1 n
Cig =Y Gijbjitaibii+ > aijbj; =aibi;.
1~ ] ~
=1 J=i+ -0 ]

Wegen A! - Bt = (B - A)! gilt die analoge Aussage natiirlich auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

Definition 2.27 FEine (untere oder obere) Dreiecksmatriz A heifft normiert, wenn thre Diagonalele-
mente a;; = 1 sind fir alle i.

FEine normierte untere Dreicksmatriz M = (m; ;) heifit Frobenius-Matrix, wenn es ein k gibt mit
m; 5 = 0 furj 7é k.
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Eine Frobenius-Matrix sieht also so aus:

1 0 0
0
1 0
0 1 0
Mme+1k 1
Mmei2k 0
: : : : .00
0 .. 0 mye O .. 0 1

Man kann sie kompakt schreiben als

M=1,+m®e; mit m=(0,...,0,mp11 4z, ...,mn,k)t.
Satz 2.46 Das Produkt zweier Frobenius-Matrizen

My=1,+m ®e;, M=1,+m®e;
mit 1 < j ist
M;-Ms; =1, +m; ®e; +my R e;.
Beweis. Wir berechnen
My -My;y=1,+m;®@e; +my®e; + m ®e; - my X ej.

Hier ist
m e  -my®e; = (ei.mQ) ‘m; ® e;.

Wegen my, o = 0 fir k£ < j ist dabei (e;.my) = 0. ]

Satz 2.47 (Korollar) Jede normierte untere Dreiecksmatriz ist ein Produkt

n—1

1, + Z m, e =10, +m ®e) (I, +me®ey) .- (I, + my,_1 De,_1).
i=1
Beweis (Induktion). Als normierte untere Dreiecksmatrix hat L eine Form

L=1,+m e +myR@ex+...+m,_1 Qe,_i.

Fir £ < n beweisen wir die Formel

k k
H(]ln+ml,®e,,):]ln+2m,,®e,,
v=1

v=1

durch Induktion nach k. Um von k auf k + 1 zu schlieBen, multiplizieren wir

k k k
(lln + Z m, ® eu) (I 4+my ®epqr) = lln—i-z m, ®e,+mgq ®ek+z my e, Mgy Q€py1.
——

v=1 v=1 v=1

=0
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Satz 2.48 a) Es sei x € R™ mit x; = 0. Dann ist
(I, —x®e) t=1,+xe;.
Insbesondere ist die Inverse der Frobeniusmatrix L; = 1, — m; ® e; die Matriz
L;l = (Iln—ml-®el-)*1 =1,+m; Qe,.

b) Die Inverse einer normierten unteren Dreicksmatriz ist wieder eine solche normierte untere Drei-
ecksmatriz.

Beweis. a) Wir multiplizieren

(1, +x®e) (1, —x®e) =1, —xe' +xe! —xelxel =1,.
~
=0
b) Fiir Frobeniusmatrizen folgt die Behauptung aus a). Im Allgemeinen ist eine normierte untere
Dreiecksmatrix L ein Produkt von Frobeniusmatrizen (Satz 2.47)

L=1Ly-..-L,_4.
Als Produkt normierter unterer Dreiecksmatrizen ist
Lt=r, 17 .. Lt
wieder eine solche normierte untere Dreiecksmatrix. U]

Dreiecksmatrizen sind uns schon mehrmals begegnet. Zuerst, als wir die Losung eines LGS mit
dem Gauf-Algorithmus behandelten. Angenommen, die Koeffizientenmatrix A ist quadratisch und
invertierbar, dann ist ihre Zeilenstufenform eine normierte obere Dreiecksmatrix.

Jede elementare Zeilenumformung kann man erreichen als Multiplikation mit einer Elementarma-
trix von links. Wir wollen das Produkt dieser Elementarmatrizen etwas genauer analysieren, und zwar
in dem Fall, wo

i) A invertierbar ist und

ii) bei der Umformung in Zeilenstufenform keine Zeilenvertauschungen (Umformung vom Typ I)
notwendig sind.

Auf Umformungen vom Typ II, welche die Diagonalelemente mit ihrem Inversen multiplizieren,
um als Zeilenstufenform eine normierte obere Dreiecksmatrix zu erhalten, wollen wir verzichten. Es
bleiben also ausschlieflich Umformungen vom Typ III.

Wir beginnen also mit der n x n-Matrix

a1 ar2 ... Aain

(1271 a2,2 ag,n
A= . .

an,1 An2 ... Gnpn

Vereinbarungsgemé$ ist hier aq 1 # 0, weil wir sonst die erste Zeile mit einer anderen Zeile vertauschen
miissten (Umformung vom Typ I). Weil wir a; ; nicht verdndern wollen, miissen wir folgendermafen
Zeilen umformen, um die erste Spalte unterhalb a1 ; zu bereinigen:

J SN S § § S S
ai,1 a1
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Dies n — 1 Umformungen zusammen, erhélt man, indem man A von links mit der Frobenius-Matrix

1 o .. .. 0
a1
ail t
as,1 : . a1 an,1
Li=| — 0 1 S| =1,-m;®e;, wobei my:=[0——=, . ,——=|,
ai,1 ai,1 a1
: 0
Qn,1
——"= 0 .. 0
ai 1
multipliziert.

Und hat man A durch k — 1 derartige Umformungen auf eine Form

a1 ai2 < A1n
/
0 a9
. /
A1k
A/ g /
k 0 agy
al
k+1,k
/ /
0 L T

gebracht, so ist hier a;g,k # 0, und die k-te Spalte wird unterhalb der Diagonale bereinigt durch
Multiplikation mit der Frobenius-Matrix

t
_ Oky1k _%,k)

Ly:=1,—mp®e; wobei mg:=|(0,..,0, s s
ag k Ak k

Fassen wir zusammen:

Satz 2.49 Die n x n-Matrix A sei invertierbar, und es sei mdglich, sie in Zeilenstufenform (eine
obere Dreiecksmatriz) zu bringen, ohne Zeilen zu vertauschen. Dann gibt es Frobenius-Matrizen L; =
1, —m; ®e;, i =1,...,n— 1 und eine obere Dreiecksmatriz R so, dass

Lyp1-...-Li-A=R.

Dummerweise sind hier die Frobeniusmatrizen so angeordnet, dass Satz 2.47 gerade nicht anwend-
bar ist. Aber mit Satz 2.47 kénnen wir alle Frobenius-Matrizen L; auf die rechte Seite bringen, um

A=L{' .. L, R=(E4+m;®e) .- (E+m, _1e, 1)-R

zu erhalten. Mit dem Beweis von Satz 2.48 a) sehen wir, das Produkt der Frobenius-Matrizen auf der
rechten Seite ist die normierte untere Dreiecksmatrix

n—1
L=F+m®e) .- (E4+m, 1Qe,_1)= ]l—l—Zmi@ei.
1=1

Wir haben die Existenzaussage des folgenden Satzes bewiesen:
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Satz 2.50 (L-R-Zerlegung) Die invertierbare n x n-Matriz A habe die Eigenschaft, dass sie ohne
Zeilenvertauschungen auf Zeilenstufenform zu bringen ist.

FExistenz: Dann gibt es eine obere Dreiecksmatriz R und eine normierte untere Dreiecksmatriz L
mit

A=L-R.
Eindeutigkeit: die Matrizen L und R sind durch A eindeutig bestimmi.

Beweis. Wir brauchen nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also R;, Ry zwei obere Dreiecks-
matrizen und L1, Ly zwei normierte untere Dreiecksmatrizen mit

A=Li-Ry =1Ly Rs.

Daraus folgt
Lyt L1 =Ry- Ry

Wegen Satz 2.48 b) ist hier L;' - L; eine normierte untere Dreiecksmatrix und Ry - Ry ' eine obere
Dreiecksmatrix. Deswegen miissen alle Nicht-Diagonal-Elemente in Ly L. Ly verschwinden. Damit wird

Lyt Ly =1, Ly=L.

Aus
Li-Ri=Ls Ry

folgt Ry = Ry nach Multiplikation mit L;! = Ly L]

Natiirlich stort in Satz 2.50 die Voraussetzung, dass A ohne Zeilenvertauschungen auf Zeilenstufen-
form zu bringen ist. Man kann auf diese Voraussetzung verzichten, muss aber dann die auftretenden
Permutationen der Zeilen sorgfiiltig zusammenfassen.

Satz 2.51 (L-R-Zerlegung) Zu jeder invertierbaren n x n-Matriz A gibt es
e cine Permutationsmatriz P,
e cine normierte untere Dreiecksmatrix L
e und eine obere Dreiecksmatriz R

mit

P-A=L-R.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.49 bereinigen wir die k-te Spalte, K = 1,...,n — 1 mit einer
Frobeniusmatrix Ly = 1,, — m; ® e,. Vorher miissen wir aber jetzt die k-te Zeile eventuell mit einer
Zeile weiter unten vertauschen. Das geschieht mit einer Elementarmatrix

Ey = Ei(k,j) wobei j> k.

Wenn wir nicht vertauschen miissen, dann sei Ej die Einheitsmatrix 1,,. Analog zum Beweis von Satz
2.49 erhalten wir jetzt

Ly -FEp1-Lyo-FEypo-..-Ly-Fy-L1-F-A=R.
Jetzt kommt der Trick: Die Elementarmatrizen sind ihre eigenen Inversen. Die Permutationsmatrix

Pk = En—l -En_z-...-EkJrl, k:O,...,n—Q,
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hat also die Inverse
P'=FEpi1- Eypo By

Diese Permutationsmatrizen P, kommen folgendermafien zum Einsatz: Das oben erhaltene Produkt
Lyn 1By 1-Lpo-E, o-...-Ly-FEy-L1-Eq
dndern wir ab durch Einfiigen von Faktoren P L. P, in
Ly (Ep1-Lpo-Enq)  (Bn-1-Eno-Lp3-Ep o -Ep_1)-....=

Ln1-(Po2-Lyo-P,Y) oo (Py-Lg-Pyt) o (P -Ly-PyY) - Py
Die Permutationsmatrix P, permutiert nur Spalten P; mit j > k. Deswegen ist
el - Pk_1 =ey
und
Po-Ly- Pl =P (L, —my @e;) - Pt =1, — (P -my) @ e =: L,

eine Frobeniusmatrix, die sich wie L von der Einheitsmatrix nur in der k-ten Spalte unterscheidet.
Mit Satz 2.48 folgt:
L= (L) (Ly) ™ e (L) ™ (1) ™

ist eine normierte untere Dreiecksmatrix. Damit haben wir bewiesen

Py-A=L-R. ]
Anzumerken ist, dass die Permutationsmatrix Py gerade das Produkt aller verwendeten Zeilenver-
tauschungen bewirkt.

Auch beim Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren kommt eine obere Dreiecksmatrix vor. Sei
etwa al,...,a" € IR" eine Basis. Mit diesen Vektoren als Spaltenvektoren bilden wir die invertierbare
n X n-Matrix

A=(al,... a").

Beim sukzessiven Orthonormalisieren werden die Vektoren a® ersetzt durch Linearkombinationen
i
i Y
q =) r,a
j=1

mit 77 ; # 0 (weil span(al,...,a’) = span(ql, ...,q')). Die Vektoren q', ..., q" sind orthonormal, also ist
die Matrix
Q=(q',...q") € M(n xn)
mit diesen Spaltenvektoren orthogonal. Die Beziehung zwischen den Vektoren a’ und q' kann als
Matrixgleichung
Q=A R
mit der invertierbaren oberen Dreiecksmatrix

/ / /
Tlvl T2 1 T

b n71
/ /

R 0 T22 Tn,2
/

0 0 Tnon
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Satz 2.52 (Q-R-Zerlegung) Die n x n-Matriz sei invertierbar.
Ezistenz: Dann gibt es eine orthogonale Matriz () und eine obere Dreicksmatriz R mit

A=Q- R

FEindeutigkeit: In der Matriz R kénnen alle Diagonalelemente r;; > 0 gewdhlt werden. Die dann
entstehenden Matrizen @Q und R sind durch A eindeutig bestimmi.

Beweis. Existenz: Wir haben Q = A - R’ bewiesen. Mit R := (R’)~! folgt daraus
A=Q- R
Eindeutigkeit: Es sei A = Q1 - R1 = @2 - Ry. Wie im Beweis von Satz 2.50 sehen wir
Q' Q=R Ry

Die obere Dreiecksmatrix Ry - Ry 1 ist also orthogonal. Auch ihre Inverse = Transponierte ist eine
obere Dreiecksmatrix. Dann kann diese Matrix keine Eintrédge auflerhalb der Diagonale enthalten. Sie
ist eine orthogonale Diagonalmatrix, d.h., von der Form
+1
7 =
+1

Mit dieser Matrix haben wir

Ro=1-R;.
D.h., die Diagonaleintrdge in R sind bis auf das Vorzeichen bestimmt. Wegen
Q R=(Q-1)-(I-R)

mit der orthogonalen Matrix @)-I und der oberen Dreiecksmatrix [ - R kénnen wir die Diagonaleintrige
von R so abdndern, dass sie alle positiv sind.

Aber wenn die Diagonal-Eintrige von R; und Rp positiv sind, dann gilt das auch fiir die Eintrége
von Ry - Rfl. Diese Matrix ist deswegen die Einheitsmatrix. Es folgt Ry = Ry und @1 = Qs. L]

Aufgabe 2.63 Gegeben seien die Frobeniusmatrizen

1 000 1 000 1 000
2 10 0 010 0 010 0
B=lgog10|l 2=loa210] B=l0210
4 0 0 1 03 01 03 0 1

a) Berechnen Sie
L1::F1-F2'F3 und LQ::FB'F2'F1'

b) Berechnen Sie L7" und Ly*.
Aufgabe 2.64 Berechnen Sie die L-R-Zerlegung fiir die Matrizen As, As, Ay aus Aufgabe 2.59.
Aufgabe 2.65 Berechnen Sie die L-R-Zerlegung fiir die Matriz Dy aus Aufgabe 2.59.

Aufgabe 2.66 Berechnen Sie eine Q-R-Zerlegung fiir die Matrizen As und Az aus Aufgabe 2.59
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3 Rechenstrukturen

In diesem Kapitel werden wir die Theorie, welche wir bisher entwickelt haben (lineare Gleichungs-
systeme, lineare Unterrdume, Matrizen, Determinanten), auf eine moglichst allgemeine, begriffliche
Grundlage stellen. Der Bezug zur geometrischen Vorstellung (=Realisierung im IR"), der fiir das erste
Verstehen wahrscheinlich unerlésslich ist, wird dabei allerdings verloren gehen.

Bisher haben wir ausschliefllich mit reellen Zahlen gerechnet. Wir werden dies jetzt so verall-
gemeinern, dass auch komplexe Zahlen vorkommen. Hier sind manche Fragestellungen einfacher zu
diskutieren. Aber auch die in der Codierungstheorie auftretenden endlichen Korper werden hier ein-
bezogen.

3.1 Gruppen

Definition 3.1 Fine Gruppe ist eine (nichtleere) Menge G zusammen mit einer Verkniipfungsopera-
tion
GxG—-G g,hb—>g-h,

welche folgende Figenschaften hat:
Assoziativitat: Fiir alle g, h,k € G ist

(g-h)-k=g-(h-Fk).
Existenz der Eins: Es gibt ein e € G mit

e-g=g fir alle g € G.

Existenz des Inversen: Fiir alle g € G gibt es ein g~ € G mit g~ - g = e.

Die Gruppe heifst kommutativ oder abelsch, wenn zusdtzlich gilt
g-h=h-g firalleg,heq.
Bevor wir aus diesen Eigenschaften Konsequenzen ziehen, beschreiben wir erst Beispiele von Grup-

pen, die wir schon kennen.

Beispiel 3.1 Die Menge IR mit der Addition ,+“ als Verkniipfung ist eine abelsche Gruppe. Es ist

e =0 und g-' = —g. Diese Gruppe enthdlt die Untergruppen (Q,+) der rationalen und (Z,+) der

ganzen Zahlen.
Dabei haben wir einen neuen Begriff benutzt:

Definition 3.2 (Untergruppe) Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heift Untergruppe,
wenn ste mit der Verkniipfungsoperation aus G selbst eine Gruppe ist. D.h. also:

e 1 €U,

e ghelU = g-helU,

131



egclU = gleU.

Beispiel 3.2 Der Zahlenraum IR™ mit der Addition ,+“ als Verkniipfung ist ebenfalls eine abelsche
Gruppe. Es ist e = 0 der Nullvektor und x~ ' = —x.

Beispiel 3.3 Die Menge R* := IR\ {0} der rellen Zahlen # 0 ist eine abelsche Gruppe mit der
Multiplikation ,-“ als Verkniipfung. Dabei ist e = 1 und g~ = é. Sie enthdlt die Untergruppe QF :=
R* N Q. Auch die zwei-elementige Menge {+1} ist eine Untergruppe der Gruppe IR*.

Beispiel 3.4 Mit Z,, bezeichnen wir die endliche Menge {0,1,...,n — 1}. Die Addition modulo n

— g+h g+h<n-1
g+h.—{ g+h—n } wenn { g+h>n

definiert auf dieser Menge eine Verkniipfung, welche sie zu einer abelschen Gruppe macht. Es ist e = 0
und
1 0 wenn g =0
n—g wenng>0
Beispiel 3.5 Die symmetrische Gruppe X, ist die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,...,n mit

der Hintereinanderschaltung o -7 = oot als Verkniipfung. Es ist e = id und o~ die Umkehrabbildung.
Diese Gruppe ist fiir n > 3 nicht abelsch, da z.B.

(1,2)(2,3) = (1,2,3) #(1,3,2) = (2,3)(1,2).
Wir stellen einige Konsequenzen aus den Gruppeneigenschaften zusammen:

(1) Die Eins e € G mit der Eigenschaft e - g = g (,,Linkseins“) ist auch eine ,,Rechtseins®, d.h. es
gilt g-e = g fiir alle g € G.

1

Beweis. Zu beliebigem g € G gibt es das Inverse ¢g~! mit g~ - g = e und dazu wieder ein Inverses

¢ € G mit ¢’ - g~! = e. Daraus folgt

-1

g=e-g=(g g ") g=g e=g (ee)=(g e e=g (g7 9)-e=( -g")ge=g-e

1 1

(2) Das ,Linksinverse“ g~ zu g mit der Eigenschaft g~
esgilt g- g7 =e.

- g = e ist auch ein ,,Rechtsinverses®, d.h.

Beweis. Mit der Notation des vorhergehenden Beweises ist ¢ = ¢’ - e und wegen der Eigenschaft

(1) ist dies = ¢’. Alsoist auch g- g7t =¢ - g7 =e.

(3) Das Einselement e ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei auch ¢/ € G mit ¢’ - g = g fiir alle g € G. Setzen wir g = e, so folgt daraus ¢’ - e = e.
Da e aber auch eine Rechtseins ist, gilt ¢/ - e = ¢’.

1

(4) Das Inverse g—' ist durch g eindeutig bestimmt.

1

Beweis. Es sei g7+ - g = ¢ - g = e. Wegen (2) ist dann

1 /

9)-g =egl=0¢ 9 -9"'=d(g-9g)=9.

(5) Kiirzungsregel: Seien a,b,g € G. Wenn g-a = g- b gilt, dann auch (Linksmutiplikation mit g—1)

die Gleichung a = b. Aus a- g = b- g folgt (nach Rechtsmultiplikation mit g—') die Gleichung
a=b.
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(6) Losbarkeit von Gleichungen: Zu beliebigen g, h € G gibt es genau ein x € G und ein y € G mit

y-g=h (némlichyrzh'gfl-)

Definition 3.3 FEs secien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit (Gruppen-) Homomorphis-
mus, wenn fir alle g1,g90 € G gilt

o(g1 - 92) = »(g1) - (g2)-

Satz 3.1 Fir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H gilt:
a) Die Eins 1 € G wird auf die Eins 1y € H abgebildet.
b) Das Inverse von g € G wird auf ¢(g)~' abgebildet.
¢) Die Menge
Kern(p) ={g€G:¢(9) =1g} C G

ist eine Untergruppe von G.

Beweis. a) Wir berechnen

o(la) = v(1lg - 1g) = ¢(la) - ¢(1a)

und multiplizieren diese Gleichung in H (etwa von rechts) mit ¢(1g)~! um 1y = ¢(1g) zu erhalten.

b) Wegen
—1

(g plg)=wlg™ - g9)=v(le) =1g

ist p(g~!) das Inverse von ¢(g) in H.
c) Mit g1, g2 € Kern(p) gehort auch ¢y - g2 zu Kern(p) wegen

(g1 92) = ¢(g1) - ¢(g2) = 1 - 1y = 1x.

Die Multiplikation in G definiert (durch Einschrinkung) also eine Multiplikation in Kern(y). Wegen

a) gehort 1g zu Kern(y) und ist das Eins-Element in Kern(y). Mit g € Kern(y) gehort auch g1 zu

Kern(y) wegen
plg ) =plg) =15 = 1n. O

Beispiel 3.6 Wegen Satz 2.40 b) ist
sign : X, — {1}

ein Gruppen-Homomorphismus. Sein Kern ist die alternierende Gruppe A,, der Permutationen o mit
sign(o) = 1.

Beispiel 3.7 Die allgemeine lineare Gruppe ist die Menge GL(n,IR) aller invertierbaren n x n-
Matrizen mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung. Das Finselement ist e = 1,,, das Inverse ist
die inverse Matriz. Firn =1 ist dies die abelsche Gruppe IR*, fir n > 2 ist GL(n,IR) nicht abelsch.
Aus dem Determinanten-Multiplikationssatz (Satz 2.45) folgt, dass die Abbildung

det : GL(n,R) — R*
ein Gruppenhomomorphismus ist. Sein Kern ist die spezielle lineare Gruppe

SL(n,IR) ={A € M(n xn): det(A) =1} C GL(n,R).
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Beispiel 3.8 Die reelle orthogonale Gruppe ist die Menge

ai
On,R) = {A= : € GL(n,R) :ay,...,a, bilden eine O-N-Basis des IR"}
an

= {A€GL(n,R) : A- A" =1,}.

Sie ist eine Untergruppe der GL(n,IR). Ihrerseits enthilt sie als Untergruppe die spezielle orthogonale
Gruppe
SO(n,R) =0(n,R)NSL(n,R) ={A € O(n,R) : det(A) =1}.

Wir betrachten die zwei-dimensionale orthogonale Gruppe O(2,IR) etwas genauer. Dies ist die

Menge aller 2 x 2-Matrizen ( Z 2 ) mit

a b [ a ¢ _ a2 +b® ac+bd (10
c d b d ) \ ac+bd A+d* ) 0o 1)

A+ =2+d%=1, ac+bd=0

Die Gleichungen

haben die Lésungen

(a7 b) = (COS(“P)v —sin(<p)), (C7 d) = i(Sin((P)v COS((p)), v € R.

Also besteht O(2,IR) aus den Matrizen

cos(p) —sin(p) ‘
( sin(p)  cos(yp) ) (Drehmatrix),

( cos(p)  —sin(p) ) _ < 1 0 ) . ( cos(p) —sin(y) )
—sin(p) —cos(p) 0 -1 sin(p)  cos(y)

(Spiegelung an der xo-Achse o Drehung).

und

Die Drehmatrizen haben die Determinante = 1 und bilden die Untergruppe SO(2,1R).

Beispiel 3.9 Die konforme Gruppe C* ist die Menge

{( a —b ) _ m( cos(p)  —sin(p) ) e GL(Q,IR)} ={r-A:0<relR,A Drehmatriz}.

b« sin(yp) cos(p)

Diese Matrizen beschreiben Drehstreckungen. Die Gruppe ist abelsch.

Aufgabe 3.1 Welche der folgenden Teilmengen von M (n x n) bilden eine Gruppe beziiglich der Ma-
trizenmultiplikation:

a) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen,

b) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit Determinante # 0

¢) die Menge aller normierten oberen Dreiecksmatrizen,

d) fiir festes B € GL(n,IR) die Menge {A € GL(n,IR) : ABA! = B}.
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Aufgabe 3.2 Eine Matriz C € GL(n,IR) werde festgehalten.
a) Zeigen Sie, dass die Matrizen A € GL(n,IR) mit

A-C=C-A

eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation bilden.
b) Bestimmen Sie diese Gruppe fiir n =2 und

(b 5)

Aufgabe 3.3 Zeigen Sie, dass die folgende Menge unter der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist:

4 B A,B,C,D € M(n xn),
Sp(2n) == € M(2n x 2n) : AB' = BA!, CD! = DC",
¢ D AD'— BC' =1

Aufgabe 3.4 a) Es seien G1,Go C G Untergruppen der Gruppe G. Zeigen Sie, dass auch G1 N Ga
eine Untergruppe von G ist.

b) Es seien G1,Gy Gruppen. Zeigen Sie, dass auch ihr kartesisches Produkt G1 x Go eine Gruppe ist
mit der Gruppenoperation

(91,92) - (h1,h2) = (g1 - h1,92 - ha)  fiir g1,h1 € G1, g2, he € Ga.

Aufgabe 3.5 Fs sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus mit Kern U. Zeigen Sie fiir jedes
h = ¢(g) € H im Bild von ¢: Die Anzahl der Elemente g € G, welche auf h abgebildet werden ist
gleich der Anzahl der Elemente, welche im Kern U enthalten sind.

Aufgabe 3.6 Zeigen Sie, dass die multiplikative Gruppe {+1} eine Untergruppe von C* ist, nicht
aber die Gruppe {£1} x {£1}.

3.2 Korper

Definition 3.4 FEin Korper ist eine (nichtleere) Menge K mit zwei kommutativen Rechenoperationen
A “und ¢ (D.h. alsox+y=y+x und x-y=1y-x). Fir diese Operationen muss gelten:

(a) K mit ,+“ist eine abelsche Gruppe. (Das neutrale Element wird mit 0 € K bezeichnet, und
das Inverse zu a € K mit —a.)

(b) K* := K\0 mit - ist eine abelsche Gruppe. (Das neutrale Element wird mit 1 € K bezeichnet,
und das Inverse zu 0 # a € K st %)

(¢) Fiir alle a,b,c € K gilt das Distributivgesetz

(a+b)-c=a-c+b-c.
Aus dem Distributivgesetz folgt sofort fiir alle z € K
Ocz=@x—z)-z=z-z—x-x=0.

Also kann 0 € K kein Inverses beziiglich der Multiplikation in K besitzen.
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Beispiel 3.10 Die reellen Zahlen IR und die rationalen Zahlen @ mit den tiblichen Rechenoperationen
bilden einen Korper. Auch in der Menge Z der ganzen Zahlen gibt es die Addition und die Multipli-
kation. Ganze Zahlen # +1 haben aber kein Inverses beziiglich Multiplikation in Z. Also ist Z kein
Koérper.

Beispiel 3.11 Der Korper € der komplexen Zahlen: Als Menge ist € = IR? = {(a,b) : a,b € R}.
Statt (a,b) schreibt man auch a +b-i. Die Addition ist die tibliche Vektoraddition des R®. Damit ist
(a) erfillt. Die Multiplikation wird definiert wie in der konformen Gruppe

@*:{(Z ‘2) :(O,O)#(a,b)GIRQ}.

a —=b\ (d =\ _ [ ad -0 —(ab+a'b)
b a boad ]\ ab+db aa’ — b’

definiert man die Multiplikation also durch

Wegen der Formel

(a+b-i)-(a +b i) :=ad — bV + (abl + a'b) - .

Da man natiirlich i =041 -1 setzt, ist insbesondere

2 =—1.

Beweis von (b). Die so definierte Multiplikation in C ist assoziativ, weil Multiplikation von Matrizen
assoziativ ist (Satz 2.12 b). Man sieht unmittelbar, dass sie kommutativ ist. Das Einselement ist
1=1+40-14, weil dieses Element zur Einheitsmatrix gehort (a = 1,b = 0). Die Inverse Matrix ist

o b\ 1 a
b a a2+ b2 —b a |’

Also ist fiir 0 # a + b -4 € C das Inverse

1
N—1 .
(CL"‘b"L) —m(a—bl)
(c) folgt aus der Distributivitét der Matrizen-Multiplikation (Satz 2.12 a). [

In C gibt es die Konjugation
c=a+b-i — c=a—b-i.
Man benutzt sie, um den Betrag der komplexen Zahl ¢ (die Liénge des Vektors (a,b) )
e =Va2+ b2 =Ve ¢
und ihr Inverses

= —¢C

11
¢ e?

kiirzer zu beschreiben.
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Eine Zahl ¢ € C ist genau dann reell, wenn ¢ = ¢. Konjugation vertrdgt sich nicht nur mit der
Addition komplexer Zahlen

c1+ c2 = (a1 +ib1) + (ag +iby) = a1 +ag +i(by + b2) = a1 + az —i(by + by) = ¢1 + ¢

sondern auch mit der Multiplikation:

e = (a1+iby)- (as + iby)

ayay — bibe 4 i(a1by + azby)
ajag — bibe — i(a1by + azby)
(a1 —iby) - (ag — iby)

— & -6

Fiir die Theorie sind die komplexen Zahlen vor allem wegen des folgenden Satzes wichtig.
Satz 3.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom
p(x)=ap+a-x+..+a, 2", a, €C,
von einem Grad n > 1 hat eine Nullstelle in ¢ € C. Es gibt also eine komplexe Zahl ¢ mit p(c) = 0.

Diesen Satz werden wir spéter anwenden, sein Beweis geht aber weit {iber die in dieser Vorlesung
behandelte Theorie hinaus. Er ist etwa Standardstoff der Vorlesung "Funktionentheorie’.

Jedes reelle Polynom ist natiirlich auch ein komplexes Polynom. Der Fundamentalsdatz der Algebra
lehrt also, dass jedes reelle Polynom zumindest komplexe Nullstellen hat.

Beispiel 3.12 Das reelle Polynom p(z) = 1+x2 hat keine reellen Nullstellen, wohl aber die komplexen
Nullstellen +i.

Beispiel 3.13 Die endlichen Kérper IF, (p eine Primzahl). Als Menge ist I, die Teilmenge {0, 1, ..., p—
1} € Z. Die Operationen ,+“und - sind die ibliche Addition und Multiplikation, aber modulo p
genommen. Bezeichnen wir die Zahl m € Z,0 < m < p, aufgefasst als Element in I, mit [m], so ist
also

[m1] + [ma] = [m1 + ma modulo p].

IF, mit der Addition ist eine abelsche Gruppe, die wir in Abschnitt 3.1 mit Z, bezeichneten. Die
Multiplikation ist explizit definiert durch

[m] - [n] =[r] wennr+k-p=m-n firenkeZ und 0 <r <p.

Diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ, da dies fiir die Multiplikation in Z gilt, und das
neutrale Element ist [1] € IF,. Auch die Distributivgesetze tbertragen sich aus Z. Schwierigkeiten
macht nur die Ezistenz des Inversen fir die Multiplikation mit 0 # [m| € IF,,. Hierzu ist nachzuweisen,
dass die Multiplikation

Fy =, [n] = [m]-[n]

surjektiv ist. Da IF), ein endliche Menge ist, geniigt es zu zeigen, diese Abbildung ist injektiv, d.h.:

[nl; [no] € I mit [m] - [m] = [m] - [na] =[] = [na].
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Wegen des Distributivgesetzes geniigt es, dafiir zu zeigen
[m] - [n] =0 = [n] = 0.

Nun bedeutet [m] - [n] = 0 € IF), fir die ganzen Zahlen m und n, dass mn durch p teilbar ist. Dabei
kann p nicht m teilen, weil 0 < m < p. Also muss der Primfaktor p die Zahln teilen. Mit 0 < n < p
folgt daraus [n] = 0.

Beispiel 3.14 Wie dber IR oder C definiert man auch tber einem beliebigen Kéorper K eine rationale
Funktion als einen Quotienten
p(X)
f=—=, p(X)eKlz],0#qx) € K[X],
() (X) (2] (z) [X]
zweier Polynome. Wegen der Nullstellen des Nenners kann man f meist nicht als eine richtige Funkti-
on K — K auffassen. Deswegen muss man die Gleichheit zweier rationaler Funktionen folgendermafien
definieren:
pi(X) _ pa(X)
a(X)  qX)

Damit bildet diese Menge rationaler Funktionen einen Korper K(X).

& pi(X) - @(X) =p2AX) - ¢ (X).

Aufgabe 3.7 Stellen Sie die komplexen Zahlen
1+t @+ (1+30)7!
dar in der Form a + bi mit a,b € IR.

Aufgabe 3.8 Bestimmen Sie det(A), A% und A~! fiir die kompleze 2 x 2-Matriz

[ 1+i i
A‘( i 1—1)‘

Aufgabe 3.9 Berechnen Sie die Determinanten der komplexen Matrizen

1 ¢ 0 1 1 -1
A=114¢ 0 2 und B = . =1 1
2 2 -1 1

Aufgabe 3.10 Es sei U die Menge der komplexen 2 x 2-Matrizen

)

mit a,b € C und aa+bb > 0. Zeigen Sie, dass U beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist.

VR
|
SR
Qo

Aufgabe 3.11 Ldsen Sie das lineare Gleichungssystem

r + Wy = 1
Yy + 1wz = 1
o + + z = 1



Aufgabe 3.12 a) Bestimmen Sie den Rang der Matrix

110
0 11
1 01
tiber dem Korper I8y und tiber dem Korper IFs.
b) Lisen Sie das lineare Gleichungssytem
r + y =1
y + 2z =0
r + + 2z =1

iiber I8y und tiber IF5.
Aufgabe 3.13 (Satz von Vieta) Jedes komplexe Polynom
p)=ap+a-z+..+a, z"

ist ein Produkt
p(E)=an-(xr—c1) .- (x—cp).

Aufgabe 3.14 Jedes reelle Polynom von ungeradem Grad n hat mindestens eine reelle Nullstelle.

3.3 K-Vektorrdume

Mit Elementen aus einem beliebigen Koérper kann man genauso, wie mit reellen Zahlen rechnen,
wenn man nichts anderes, als die genannten Korpereigenschaften benutzt. Alles, was wir zu linearen
Gleichungssystemen, Matrizenmultiplikation und Determinanten gesehen haben, gilt deswegen iber
beliebigen Korpern!

Die einzige Ausnahem ist der Beweis von Satz 2.43, weil er das im Korper IFs nicht existierende
multiplikative Inverse der Zahl 2 benutzt. Das kann man aber leicht reparieren:

Beweis von Satz 2.43 {iber IFp: Die Matrix A habe zwei gleiche Zeilen a; = a;, i # j. Wir bezeichnen
mit o; ; die Vertauschung (7,j) € 3, und betrachten die Abbildung

F:X, =%, T—Too0;.

Diese Abbildung ist bijektiv mit Umkehrabbildung F~! = F. Offensichtlich ist F(7) # 7 fiir alle
T € ¥,,. Die Menge %, zerfillt also in n!/2 disjunkte Paare {7, F'(7)}. (Weil die Matrix A mindestens
zwei Zeilen hat, muss n > 2 sein.) Zu jedem derartigen Paar gehoren in der Leibnizformel die beiden

Summanden
s1 = sign(T) : al,T(l) Ce ai,T(i) : ...aj,T(j) T an,T(n)
SS9 = sign(T o Ui,j) : aLT(l) Ce aw(j) T aj7T(,~) Cee e anT(n)
= sign(T o Ui,j) : aLT(l) TR aj77(j) tee aw(i) Cee anT(n)
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Wegen sign(t o 0; ;) = —sign(7) ist s; = —sy. Insgesamt kiirzen sich in der Leibnizformel alle derar-
tigen Paare heraus, und es folgt det(A) = 0. L]

Man kann also in der Definition des IR-Vektorraums den Korper IR durch einen beliebigen Korper
K ersetzen. Das fiihrt zu

Definition 3.5 Ein Vektorraum iiber dem Korper K (oder kiirzer ausgedriickt: ein K - Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe V (Gruppenoperation ,+ “ geschrieben, mit neutralem Element 0 € V') zusammen
mit einer Operation

KxV =YV, C, Vi C-V
von K auf V', fir die gilt:
(a) ¢c1-(ca-v)=(c102) Vv (Assoziativitit)
fir alle c1,c0 € K, v €V,
(b) (c14+c)-v=c1-v+ey v (Distributivitit)
c-(vi+ve)=c-vi+c-vy (Distributivitit)

fiir alle ¢1,¢c0,c € K,v,vi,vo €V,

(c) 1-v=v firalevelV.

Aus den Distributivgesetzen folgt (wie schon fiir IR-Vektorriume gezeigt) fiir alle v e V' :
0-v=(040)-v=0-v+0-v = 0-v=0¢€V,
v+(-1)v=(1-1)-v=0-v=0 = (-1)-v=—-v.

Nur bei der Behandlung des Skalarprodukts haben wir etwas anderes benutzt als die Kérperaxiome.
Wichtige Aussagen waren hier Ungleichungen. Aber soetwas, wie die ” <’-Relation gibt es in Kérpern
# IR i.a. nicht. Alles, was wir bisher an Begriffen und Aussagen fiir IR-Vektorrdume (ohne weitere Vor-
aussetzungen, wie etwa das Skalarprodukt) zusammengestellt haben, gilt auch fiir K-Vektorraume. In

den Definitionen ist iiberall die Skalarenmenge IR durch den zugrunde gelegten Korper K zu ersetzen,
z.B.:

Definition 3.6 Fine Abbildung ® : Vi — V5 des K-Vektorraums Vi in den K-Vektorraum Vs heifst
linear (genauer K-linear), wenn

D(s-x+t-y)=s5(x)+1-D(y)

fir alle x,y € Vi, s,t € K gilt. Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W bezeichnen wir
mit Hom(V, W), oder wenn die Rolle des Korpers K betont werden soll mit Homy (V,W).

Diese Art von Abbildungen ist uns vom Zahlenraum IR™ her wohlbekannt, aber dass es bei der
Linearitdt auf K ankommt, das ist neu. Auch bei der Dimension miissen wir auf den Grundkorper
achten. So bezeichnen wir mit dimg (V') die Dimension von V' als K-Vektorraum.

Beispiel 3.15 Der C-Vektorraum C ist auch ein IR-Vektorraum mit
dimg(C) =1, dimpr(C) = 2.

Die Konjugationsabbildung C — C ist nicht C-linear, wohl aber IR-linear.
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Also:

Alle Aussagen aus den Kapiteln 1 und 2
fiir allgemeine IR-Vektorrdume gelten auch
fiir allgemeine K-Vektorrdume.

Bei der Definition der Determinante mit der Leibniz-Formel miissen wir allerdings die Signum-Funktion
auffassen als Abbildung
sign : ¥, — {£1} C K.

Beispiel 3.16 FEbenso wie IR"™ ein R- Vektorraum ist, so ist

K'=Kx..xK={(x1,....,xn) : 21,...,2, € K}

nmal

ein Vektorraum tber K. Wie friher wollen wir die Elemente in K™ weiterhin als Spaltenvektoren
auffassen. Wir hitten also eben (x1,...,x,)t € K™ schreiben miissen. Satz 2.8 a) gilt auch diber jedem
beliebigen Korper K und zeigt: Hat der K-Vektorraum V eine endliche Dimension n, so ist er K-
isomorph zu K™.

Analog bilden die m x n-Matrizen mit Eintriagen aus K einen Vektorraum

M(m xn,K) = {(a;;) cai; € K}

einen K -Vektorraum.

Beispiel 3.17 Der Vektorraum
n
Ko X]={>_ a,X":a, € K}
0

der Polynome vom Grad < n mit Koeffizienten in K ist isomorph mit K"t unter der linearen

Abbildung
o ZaVX” = (ag, ..., ap).
0

Mit K[X] bezeichnet man den K -Vektorraum aller Polynome mit Koeffizienten in K.

Hinsichtlich des Vektorraums K" der n-tupel und des entsprechenden Matrizenraums M (m xn, K)
ist folgendes zu beachten: Begriffe und Aussagen, bei denen nicht das (euklidische) Skalarprodukt zu-
grunde gelegt wurde, iibertragen sich auf den allgemeinen Fall eines beliebigen Grundkorpers K. Also
bleiben insbesondere alle Aussagen zur Umformung einer Matrix in Zeilenstufenform, d.h., das Gauf}(-
Jordan)-Verfahren, zur LR-Zerlegung, zur Darstellung von linearen Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen, usw. giiltig. Alles, was ein Skalarprodukt erfordert, also
etwa Orthogonalitit, ONB, Schmidtsche Orthonormalisierung, QR-Zerlegung erfordert neue Uberle-
gungen.
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Manchmal ist der Grundkorper zu einem Vektorraum nicht eindeutig bestimmt. So kann der Vek-
torraum C" als Vektorraum iiber C oder iiber IR betrachtet werden. Das hat Einfluss auf Aussagen,

wie etwa
dimg(C™) C — Vektorraum

=n
dimp(C") = 2n IR — Vektorraum

Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis vy, ..., vy, so ist jede K-lineare
Abbildung ® : V. — W von V in einen K-Vektorraum V eindeutig festgelegt durch die Bilder ®(v,) €
W der Basisvektoren (Prinzip der linearen Ausdehnung). Ist auch W endlich-dimensional mit einer
Basis wq, ..., Wy, so ist jeder Bildvektor

m
d(v,) = Z Ay - Wy
pn=1

eine Linearkombination der Vektoren w . Die Koeffizienten a,, € K kann man zu einer m x n-Matrix
anordnen.

Definition 3.7 Fssei ®:V — W eine K-lineare Abbildung, es seien vy, ...,v, € V und wq, ..., Wy, €
W Basen und

m
d(v,) = Z Ay - W
p=1

Dann heifit die Matriz A = (a,,,) € M(m x n, K) (wobei p der Zeilenindex und v der Spaltenindex
ist) die darstellende Matrix von ® beziiglich der firierten Basen.

Die Spalten der darstellenden Matrix sind also die Koordinatenvektoren der Bildvektoren ®(v,)
in Bezug auf die Basis wy, ..., w,,. Ein Vektor x = "7, z,,v,, hat den Bildvektor

d(x) = Z 2, ®(vy) = Z Z ATy W
v=1

v=1p=1
Die Koordinaten des Bildvektors ®(x) bilden den Spaltenvektor des Matrix-Vektor-Produkts
1
Al ],
Ln

ganz genau so, wie es bei den Matrizen fiir eine lineare Abbildung IR" — IR war. Und genauso sieht
man auch

Satz 3.3 Es seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen wie in Definition 3.7. Die
Abbildung
Homg(V,W) — M(m x n,K),

welche jeder linearen Abbildung ® ihre darstellende Matriz A zuordnet, ist ein K-Isomorphismus.
Insbesondere gilt

dimg(Homg (V,W)) = dimg (W) - dimg (V).
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Aufgabe 3.15 FEs sei K ein endlicher Korper mit p Elementen und V' ein zweidimensionaler Vek-
torraum tber K.

a) Wieviele Elemente hat V ¢

b) Wieviele lineare Abbildungen von V in sich gibt es?

c) Wieviele dieser Abbildungen sind bijektiv?

d) Geben Sie fiir p =2 die Matrizen aller bijektiven linearen Abbildungen von V in sich an.

Aufgabe 3.16 Sei p eine Primzahl und IF), der Kérper mit p Elementen. Wieviele 2-dimensionale
IF,- Unterrdume hat ]Ff’, ¢

Aufgabe 3.17 Es sei K ein Korper mit p Elementen. Zeigen Sie:
a) Die Anzahl der Elemente in der Gruppe GL(n,IK) ist

n—1

IGL(n, K)| :== [[ @" = p").
v=0

b) Die Anzahl der Elemente in der Gruppe SL(n,K) ist

1

(Hinweis: Aufgabe 3.5)

Aufgabe 3.18 Bekanntlich trigt C" die Struktur eines Vektorraumes tiber dem Kérper C, aber auch
tiber dem Korper IR.

a) Erginzen Sie die Vektoren by = (1,0,1) und by = (1,—1,0) zu einer Basis des C-Vektorraums C*
und zu einer Basis des IR- Vektorraums C3.

b) Die Abbildung h : C* — IR™ sei eine lineare Abbildung der IR-Vektorridume C" und R™. Zeigen
Sie, dass

f:C"—=C", f(x)=h(x)—ih(ix)

eine lineare Abbildung der C-Vektorrdume C™ und C™ ist.

c) Sei nun f: C" — C™ eine lineare Abbildung der C-Vektorrdume C" und C™. Zeigen Sie, dass es
eine lineare Abbildung h : C* — R™ der R- Vektorrdume C™ und IR™ gibt, so dass f(x) = h(x)—ih(ix)
fiir alle x € C™.

Aufgabe 3.19 Sei K ein Korper und seien f1, ..., fn € K[X] Polynome vom Gradn—2 (2 <n € IN).
Zeigen Sie, dass fir alle x1,...,x, € K gilt

filz) o falz)
det : :

Aufgabe 3.20 Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein
Endomorphismus vom Rang 1. Man beweise:
a) Es gilt 2 = \f mit einem eindeutig bestimmten Skalar \ aus K.
b) Es gilt
. ) dim(V), falls X # —1,
rang(idy + f) = { dim(V) —1, falls A= —1.
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Aufgabe 3.21 Als Anwendung der letzten Aufgabe leite man eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Invertierbarkeit der n x n-Matriz

1+ a% aijas e QlGp
asa; 1 +a% .. QoG .
A= . ) . mit ay,...,a, € K
2
anal 1+aj

her.

Aufgabe 3.22 a) Eine reelle Zahl v € R heifit transzendent, wenn es kein Polynom p(X) € Q(X)
gibt mit p(r) = 0. Es ist eine hichst nicht-triviale Tatsache, dass die Zahl m = 3.1415... transzendet
ist. Beweisen Sie damit

dimg(IR) = oo.
b) Beweisen Sie die Formel aus a) mit Hilfe des Begriffs der Abzihlbarkeit.

3.4 Der Quotientenvektorraum

Definition 3.8 Fs sei U C V ein Untervektorraum des K-Vektorraums V. Wir definieren eine Re-
lation '~ auf V' durch
x~y ©x-yel

Relation bedeutet hier weiter nichts, als dass fiir je zwei Vektoren x,y € V definiert ist, ob sie in
Relation stehen oder nicht.

Beispiel 3.18 FEs sei U = R - (1,1)! ¢ IR%. Dann haben wir
I N 1 o r1-yr ) ] . ceR
T2 Y2 T2 = Y2 1
< T1—YL=T2 Y2
< X1 T2 =Y1 Y2
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Die oben definierte Relation '~ ist eine Aquivalenzrelation, d.h., sie hat die Eigenschaften

Reflexivitdt: x~xflirallexeV
Symmetrie: X~y=y~xfiralle x,y eV
Transitivitdt: x~yundy ~z = x ~ z fiir alle x,y,z € V

Beweis dieser drei Eigenschaften: Wegen x —x = 0 € U ist die Reflexitivitit erfiillt. Wenn x ~ y,
dann ist x—y € U und auch y —x = —(x—y) € U. Das beweist die Symmetrie. Und aus x ~y, y ~ z
folgt x —y € U, sowie y — z € U. Daraus folgt x —z = (x —y) + (y —2) € U. Und das war die
Transitivitat. L]

Jeder Vektor x € V definiert seine A quivalenzklasse

x]:={veV:ivrex}={veV:v-xeU}=x+U.

Das ist der affine Unterraum x + U C V. Diese Aquivalenzklassen sind also Teilmengen von V. Der
Vektor x € x 4+ U heiBt ein Reprisentant seiner Aquivalenzklasse x + U.

Wegen der Reflexivitéit ist jeder Vektor x ein Element x € [x] in seiner Aquivalenzklasse. Aus der
Symmetrie folgt: Wenn v zur Aquivalenzklasse [x] gehért, dann gehort auch x zur Aquivalenzklasse
[v]. Und die Transitivitédt zeigt: Gehort v zu [x] und w zu [v], dann gehért auch w zu [x].

Die Menge aller Aquivalenzklassen [x], x € V, bezeichnen wir mit V/U und nennen sie Quotien-
tenraum (von V nach U).

Satz 3.4 a) Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist der gesamte Vektorraum V.
b) Der Durchschnitt zweier verschiedener Aquivalenklassen ist leer.

¢) Auf der Menge V/U aller Aquivalenzklassen kann man die Struktur eines K - Vektorraums definieren

durch
Addition: x+U)+(y+U) = (x+y)+U firx,yeV
Multiplikation: c¢-(x+U) = (¢-x)+U firxeV,ce K

Beweis. a) Wegen x € x + U (Reflexivitét) ist

V= U{X}C U(x+U).

xeV xeV

b) Wenn (x +U) N (y + U) # 0 ist, Dann gibt es einen Vektor v € (x + U) N (y + U). Fiir diesen ist
V=X+u; =y-+uy mit uj,uy € U. Daraus folgt x —y = us —uy € U. Also gilt x ~ y und damit
x+U=y+U.

c¢) Addition (und Multiplikation) der Restklassen sind représentantenweise definiert. Es ist zuerst zu
zeigen, dass die Definition von der Wahl des Repriisentanten in der Restklasse unabhéngig ist, und
damit iiberhaupt erst sinnvoll. Seien also x’ € x + U und y’ € y + U weitere Représentanten. Dann
ist X’ =x+uy, y =y + us mit u;,us € U. Daraus folgt

X +y)+U=x+m+y+w)+U=x+y)+(wm+u+U)=(x+y)+U.

Das zeigt, dass die Addition nur von der Restklasse und nicht vom Reprisentanten abhéngt. Der
Beweis bei der Multiplikation geht analog.

Jetzt miissten eigentlich fiir die so definierte Addition und Multiplikation auf der Menge V/U die
Vektorraum-Eigenschaften (Definition 3.5) nachgewiesen werden. Aber aus diesen Eigenschaften fiir
die Reprisentanten von Restklassen folgen sie fiir die Restklassen. L]

145



Satz 3.5 Die Restklassenabbildung
V-V/U x—x+U
ist K-linear. Ihr Kern ist der Unterraum U.

Beweis. Dass die Abbildung K-linear ist, folgt daraus, dass die Vektorraum-Operationen auf V/U
repriisentantenweise definiert sind. Der Nullvektor im Quotientenraum V/U ist die Restklasse 0+ U =
U. Der Kern der Restklassenabbildung ist deswegen die Menge aller x € V mit x4+U =U,d.h.x € U.

L]

Satz 3.6 (Korollar) Ist V' endlich-dimensional, so hat der Quotientenraum die Dimension
dim(V/U) = dim(V') — dim(U).

Beweis. Weil die Restklassen-Abbildung offensichtlich surjektiv ist, folgt dies aus der Dimensions-
formel Satz 2.5 b). L]

Satz 3.7 (Homomorphiesatz) V und W seien K -Vektorraume und ® : V. — W sei K -linear. Dann
gibt es einen ’kanonischen’ Isomorphismus

V/Kern(®) — Bild(®), x+ Kern(®)— ®(x).

Beweis. Zuniichst ist zu zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Seien dazu x und x’ zwei
Reprisentanten der gleichen Restklasse x + Kern(®) = x4+ Kern(®). Daraus folgt x' —x € Kern(®)
und ®(x’) = ®(x). Offensichtlich ist die damit definierte Abbildung V/Kern(®) — Bild(®) surjektiv.
Um zu zeigen, dass sie auch injektiv ist, sei x + Kern(®) eine Restklasse, die auf Oy € Bild(®)
abgebildet wird. Das bedeutet aber ®(x) = Oy, x € Kern(®) und x + Kern(®) = Kern(®) = [0y].

L]

Den Isomorphismus aus Satz 3.7 kann man in die lineare Abbildung ® ’einschieben’, man sagt, ®

faktorisiert vermoge

®: V —V/Kern(®) = Bild(®) C W.

Wenn V' ein IR-Vektorraum mit SKP ist, dann héingt Satz 3.7 folgendermafien mit dem Homo-
morphiesatz Satz 2.33 zusammen: Die Abbildung ® : V' — W definiert durch Einschrinkung einen
Isomorphismus

© = ®|Kern(®)* : Kern(®)t — Bild(®).
Die Restklassenabbildung V' — V/Kern(®) definiert durch Einschrénkung eine lineare Abbildung
Kern(®)t — V/Kern(®).

Wegen Kern(®): N Kern(®) = {0} ist diese injektiv. Weil beide Riume dieselbe Dimension n —
dim(Kern(®)) haben, ist sie auch surjektiv. Sie ist also ein Isomorphismus. Und man kann sich den
Unterraum Kern(®)+ C V als eine andere Realisierung des Quotientenraums V/Kern(®) vorstellen.

Wir behandeln hier noch eine Anwendung des Begriffs 'Restklassen’ auf die Analysis. Dazu betrach-
ten wir den IR-Vektorraum V' der auf einem Intervall [a,b] C IR Riemann-integrierbaren Funktionen.
Fiir je zwei Funktionen f,g € V ist auch ihr Produkt f - ¢ auf [a,b] Riemann-integrierbar (Forster I,
1. Aufl. 1976, $ 18, Satz 7c). Deswegen ist Fiir f,g € V

()= [ 1) gy
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wohldefiniert. Dieses Produkt (f,g) hat alle Eigenschaften eines Skalarprodukts (Definition 1.26) bis
auf die Definitheit: Aus

b
(1.0 = [ f@ds =0
folgt nicht f = 0. Deswegen ist

17 1= [ rapas
auch keine Norm auf V', sondern eine sogenannte Halbnorm.
Satz 3.8 (Lemma) Es sei f € V mit || f ||=0. Dann ist (f,g) =0 fiir alle g € V.
Beweis. Wir betrachten die reelle Funktion

Q(C) = (f+Cg,f+Cg)=(f,f)+2C(f,g)+02(g,g), ceR.

Es ist g(¢) > 0 und ¢(0) = (f, f) = 0. Also nimmt das quadratische Polynom ¢ in ¢ = 0 ein Minimum

an und es gilt
d
2.4(c) (f,9) =0 O

c=0
Satz 3.9 Die Menge aller Funktionen f € V- mit || f |= 0 bildet einen Untervektorraum U C V.

Beweis. Wegen || ¢ f ||=|c|- || f || fir ¢ € IR ist mit f € U auch ¢- f € U. Seien nun f; und
fo € U. Dann ist

| fi+ fo lIP= (fi, f1) + 2+ (f1, f2) + (f2, f2) =0

wegen Lemma 3.8, also gehort auch f; + fo wieder zu U. L]
Wir betrachten den Quotientenvektorraum V/U. Um die Notation zu verschlanken schreiben wir
seine Elemente, die Restklassen als

9] =g+ U.

Wenn ¢, g2 zwei Funktionen in derselben Restklasse sind, dann ist fiir alle h € V

(g1,h) — (92,h) = (91 — g2,h) =0 wegen g1 — g2 €U.

Deswegen koénnen wir auf dem Quotientenraum V/U

(lg1]; [92]) = (91, 92)

repriasentantenweise definieren, die Zahl ([g1], [g2]) ist unabhéngig von der Auswahl der Repréisentanten
in [g1] und [go] € V/U. Weil ([g1], [g2]) reprisentantenweise definiert ist, besitzt dieses Produkt alle
Figenschaften eines Skalarprodukts, und hier gilt jetzt auch die Definitheit:

Sei als [g] € V/U mit ([g],[g]) = 0. Nach Definition ist dann g € U und [g] = 0. Insbesondere wird
durch

II'lg] [l:= +/(lgl [9])

eine richtige Norm auf dem Quotientenraum V/U definiert.

Aufgabe 3.23 FEs set V ein K-Vektorraum mit einer Basis vi,...,vy, und U CV der von vi+...+v,
erzeugte Unterraum. Bestimmen Sie eine Basis des Quotientenraums V/U.
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3.5 Der Dualraum

Definition 3.9 Sei V ein K-Vektorraum. Fine lineare Abbildung
f: VoK

von V in den Grundkérper K heifit Linearform. Der Vektorraum Hompg (V, K) der Linearformen auf
V' heifst der Dualraum V* von V.

Beispiel 3.19 Sei V der Raum K™ der Spaltenvektoren x = (1, ...,x,)t, 2 € K. Die i-te Koordina-
tenfunktion
fi X =Ty

ist eine Linearform auf V. Man kann f; auch schreiben als Matrizenprodut
T
fZ(X) =X; = (O, ceey O7 1, O7 ceey O) .
Tn

des Zeilenvektors e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit x € K". Allgemeiner definiert jeder Zeilenvektor a =
(a1, ...,an) eine Linearform

x1

n
Xx—a-X=(a,..a,) - : :Zak$k
1

L,
auf V. Es ist
n n
a-x= Zakxk = Zakfk(x).
1 1

Beispiel 3.19 kann man so deuten: Die Transposition von Spaltenvektoren definiert eine Abbildung
ar—a, K" — (K"

Diese ist offensichtlich linear. Das funktioniert so nur, weil wir speziell den K-Vektorraum K™ be-
trachtet haben. Ahnlich geht es aber auch bei IR-Vektorrdumen mit Skalarprodukt.

Beispiel 3.20 Es sei V' ein IR-Vektorraum mit Skalarprodukt (, ). Fiir jeden Vektor a € V st
die Funktion
(a,—): V-1, x+ (a,x),

eine Linearform. Und die Abbildung a — (a,—) ist ein Homomorphismus V — V*.

Satz 3.10 (Rieszscher Darstellungssatz, erste Version) FEs seiV ein endlich-dimensionaler IR-
Vektorraum mit SKP (—,—). Dann gibt es zu jeder Linearform f € V* genau einen Vektor a € V mit
f=(a,—), d.h., firadlex eV gilt
f(x) = (a,%).
Mit anderen Worten: Die Abbildung
Fy:V —-V* aw(a,—),

st ein Isomorphismus.
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Beweis. Nach Satz 2.11 ist dim(V*) = 1-n = dim(V). Es geniigt deswegen zu zeigen, dass Fy
injektiv ist. Sei also a € V mit Fy/(a) = 0. Dann ist (a,x) = 0 fiir alle x € V, also a € V*, und damit
a=0. [

Satz 3.11 (Dualbasis) Sei vy,...,v, € V eine Basis. Dann gibt es Linearformen fy,..., f, € V*,
eindeutig bestimmt durch die Figenschaft

fi(vi) = 6 k.
Die Linearformen f1, ..., fn bilden eine Basis von V*, die Dualbasis zur Basis vi,...,v, € V.

Beweis. Nach Satz 2.7 (Prinzip der linearen Ausdehnung) gibt es genau eine lineare Abbildung
fi : V. — K mit f;j(vy) = 6;. Damit haben wir Linearformen fi,..., f, € V* definiert. Beziiglich
der gewihlten Basis von V und der 'Basis’ 1 € K hat f; die darstellende 1 x n-Matrix e!. Diese
Zeilenvektoren bilden eine Basis von M(1 x n, K), und die zugehoérigen linearen Abbildungen wegen
Satz 2.11 eine Basis von Homg (V, K) = V*. [

Jede lineare Abbildung ® : V' — W definiert eine duale Abbildung

o - W* = V*
| frefo®

In Zeichen:

P
In Symbolen: V——W fewsveV = (*()(v):= f(®(V))

@*f:fo&

Satz 3.12 FEs seien Basen

fewr

K

Vi,...,Vp €V und wi,...,w,, € W

festgehalten mit den zugehdrigen Dualbasen
fisers Jn €V*¥und gy, ...y gm € W*.

Weiter sei ® : V. — W eine lineare Abbildung. Ist A € M(m x n, K) die beschreibende Matriz fiir ®
beziiglich der Basen vi,...,vy, und Wi, ..., Wy, dann ist die transponierte Matriz AL € M(n x m, K)
die beschreibende Matrix fir die duale Abbildung ®* : W* — V* beziiglich der Dualbasen.

Beweis. Es seien A = (a,,,) € M(m x n, K) die Matrix fiir ® und B = (b,,) € M(n x m, K) die
Matrix fiir ®*. Dann ist

n m
®(vy) = Z Ap kW, ®*(g1) = Z bu,fv,
v=1 v=1

und . .
bri = (Z bu,lfu) (vie) = (2" (9)) (Vi) = q(®(vi)) = 0D apewy) = ayg,
v=1 H:l
also wie behauptet B = A, L]

Aus Satz 3.12 und Rang(A) = Rang(A?) erhilt man eine einfache Folgerung, die aus der Definition
von ®* zunichst keineswegs einsichtig ist:
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Satz 3.13 (Korollar zu Satz 3.12) Fir jede lineare Abbildung ® zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen gilt

Rang(®) = Rang(®™).

Unmittelbar aus der Definition ergeben sich die folgenden Rechenregeln
(Pod)* = P*oU”
(id)* = id
((1371)* — ((I)*)fl
Beweis. Seien @ : V — W und ¥ : W — U linear. Fiir alle f € U* ist dann
(Wo @) (f) = foWod = "(f 0 W) = B*(V(f)).

Natiirlich ist (id)*(f) = foid = f fiir alle Linearformen f und deswegen (id)* = id. Wenn ®~!
existiert, dann ist @ ! o ® = id und deswegen ®* o (7 1)* = (&~ 0 ®)* = (id)* = id. (]

Seien V, W endlich-dimensionale IR-Vektorraume mit SKP, das wir fiir beide Rdume mit (—, —)

bezeichnen. Nach Satz 3.10 haben wir die Darstellungsisomorphismen

Fy:V—=V,ve(v,—) wd Fy:W—=W,we(w,-).

Sei ® : V — W linear mit dem adjungierten Homomorphismus ®¢ : W — V und dem dualen
Homomorphismus ®* : W* — V*. Zu jedem w € W haben wir dann Linearformen in V*

Fyot(w) @ v —  (BY(w),v)=(w,®(v),
O*Fyy(w) @ v — Fy(w)(®(v) = (w,d(v).

Beide stimmen iiberein. Das heif}t
Fy o ®' = ®* o Fyy,

bzw., etwas suggestiver ausgedriickt: Das Diagramm

(I)t

V «— W
Fy | I Fw

kommutiert. Identifiziert man also V mit V* unter Fy, sowie W mit W* unter Fy, so sind die
Abbildungen ®! und ®* identisch.

Aufgabe 3.24 FEs seien ® : IR? — R3 die lineare Abbildung mit der darstellenden Matrix

1
2
3

_= W N
N = W

und f,q:IR® — IR die Linearform
fr(xi,mo,23) = o1+ a2 — 23, g1 (21,72,23) — 371 — 272 — T3

Bestimmen Sie die Linearformen ®*(f) : IR? — R und ®*(g) : R® — R.
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Aufgabe 3.25 Es seien V.W Vektorrdume iber einem Korper K und f : V. — W eine lineare
Abbildung. Weiter seien V* W* die zu V,W dualen Vektorriume und f* die zu f duale Abbildung,
d.h., f* :W* = V* uw po f. Man zeige: f ist genau dann Monomorphismus (=injektiv), wenn f*
Epimorphismus (=surjektiv) ist.

Aufgabe 3.26 Fiir Vektorrdume V bezeichne V* den Dualraum. Seien nun V ein K-Vektorraum,
W C V ein linearer Unterraum, W+ := {p € V*|p(w) = 0 fiir alle w € W} und V/W bzw. V* /W=

seien die entsprechenden Quotientenvektorrdume. Definieren Sie
VWL = W* durch o + W+ — @l fiir o € V*
und
U WL — (V/W)* durch U (p)(v + W) = o(v) fiir o € W

Zeigen Sie: Beide, ® und ¥, sind wohldefiniert und Vektorraumisomorphismen.
Aufgabe 3.27 Geben Sie zu den Vektoren

x; = (1,0,-2), xo = (—=1,1,0), x3 = (0, —1,1) aus R?
die Linearformen f; mit f;(x;) = 0;; an. Hierbei ist 0;; die Kroneckerfunktion.

Aufgabe 3.28 Sei
V ={f € Rlz]| Grad(f) < 3}

der IR-Vektorraum der Polynome vom Grad < 3. durch

e1(f)=fQ1),  ea(f) = f'(1),
903(](.) = f(_1)7 ()04(f) = fl(_1)7

werden Linearformen p; : V. — IR definiert. (Dabei bezeichne f' die Ableitung von f.)
a) Zeigen Sie, dass 1, ..., p4 eine Basis des Dualraums V* von V' bilden.
b) Bestimmen Sie die dazu duale Basis von V.

Aufgabe 3.29 Sei V = {p = ag + a1t + ast?} C R[t] der Vektorraum aller Polynome vom Grad < 2.
Jedes x € R liefert vermdge ,Auswerten in x“ ein Element §, : V — IR, 0,(p) := p(z) des Dualraums
V* won V. Integration iiber einem Intervall [a,b] gibt I? : V — IR, I%(p) = f;p(t)dt, ein weiteres
Element von V*.

a) Ist die Abbildung R — V*  x + ¢, linear?

b) Zeigen Sie: Zu paarweise verschiedenen Elementen x,y,z € IR bilden 04,0,,0, eine Basis des
Dualraums V*.

c) Stellen Sie Ig € V* als Linearkombination von &g, d1 und do dar.
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3.6 Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) ist eine sehr niitzliche Rechenoperation mit Vektoren im
Zahlenraum IR3.

Definition 3.10 FEs seien

ar b1
a=| ay und b= by
as b3

zwei Vektoren im IR3. Dann heifit der Vektor

a2b3 — a3b2
axb:= a3b1 — a1b3
al bg — agbl
das Vektorprodukt der Vektoren a und b.
Beispiel 3.21 FEs ist
1 1 3-2 1
1 I x| 2|=|l1-3]=] -2
1 3 2—1 1

Die letzten beiden Eintrdge des Vektors a x b entstehen aus dem ersten Eintrag, indem man
die Eintrédge von a und b zyklisch aufsteigend vertauscht. Bei praktischen Rechnungen ist dies keine
Erleichterung, theoretisch aber sehr niitzlich.

Beispiel 3.22 Wir berechnen das Vektorprodukt der ersten beiden kanonischen Basisvektoren

1 0 0
€] X ey = 0 X 1 = 0 = e3.
0 0 1

Durch zyklisches Vertauschen findet man ohne weitere Rechnung
ey X e3 =e;, e3XxXe =em.
Die Komponenten des Vektors a x b sind die Unterdeterminanten

(axb); = det>3(a,b)
(axb)y = det>'(a,b)
(axb)3 = det!?(a,b)

der 3 x 2-Matrix (a,b). Deswegen erstaunt es nicht, dass das Vektorprodukt eng mit Determinanten
zusammenhéngt.

Satz 3.14 Fiir alle x € IR? ist das Skalarprodukt
(a x b.x) = det(a,b,x)

die 3 x 3-Determinante der Matriz (a,b,x) mit den Spaltenvektoren a,b und x.
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Die Aussage des Satzes ist genau die Entwicklung der Determinante nach der dritten Spalte. []
Satz 3.14 identifiziert zwei Linearformen auf IR3. Auf der linken Seite haben wir die Linearform

x — (ax b.x).
Durch sie ist der Vektor a x b eindeutig bestimmt (Satz 3.10). Die rechte Seite ist die Linearform
x — det(a, b, c).

Wegen der bekannten Rechenregeln fiir Determinanten kann man hier meist eleganter rechnen.
Man kann Satz 3.14 auch als Merkregel auffassen, welche formal (Entwicklung nach der dritten
Spalte)

ap by e
det a2 b2 €o = (a2b3 — a3b2) -e1 + (a3b1 — a1b3) -eg + (a1b2 — agbl) -es3
az by e3

liefert. (Natiirlich ist das Einsetzen eines Vektors als Matrixelement in eine Determinante streng
verboten. Trotzdem ist die Regel niitzlich.)

Satz 3.15 (Rechenregeln) 1) Schiefsymmetrie: a x b= —b x a,

2) Bilinearitit: Der Vektor a X b héingt linear von a und b ab,

3) Orthogonalitit: (a.a x b) = (b.a x b) =0,

4) Es ist a x b =0 genau dann, wenn die Vektoren a und b linear abhingig (=parallel) sind,
5) (Grassmann) a x (b x ¢c) =b- (a.c) —c- (a.b),

6) (Lagrange) (a x b.c x d) = (a.c) - (b.d) — (a.d) - (b.c),

7) Fira,b#0 gilt ||ax b |=|al | b| [sin(a,b)

Beweis. Die Regeln 1) und 2) folgen aus der Bilinearitdt und der Schiefsymmetrie der Unterdeter-
minanten det’(a,b). Regel 3) folgt mit Satz 3.14:

(a.a x b) =det(a,a,b) =0

und
(b.a x b) = det(b,a,b) = 0.

4) Es ist a x b = 0 genau dann, wenn (a x b.x) = det(a,b,x) = 0 ist fiir alle x € IR?. Sind a
und b linear unabhingig, so kann man sie zu einer Basis a, b, ¢ des IR? ergéinzen. Die Matrix (a, b, c)
hat Rang 3 und ihre Determinante ist # 0. Sind a und b linear abhéngig, so hat fiir alle x € IR? die
Matrix (a, b, x) einen Rang < 2 und ihre Determinante ist = 0.

5) Wegen der Bilinearitdt des Vektorprodukts geniigt es, die Formel fiir Basisvektoren a = €;,b =
ej,c = e zu beweisen. Wegen der zyklischen Symmetrie geniigt es, dies fiir 4 = 1 zu tun. Wenn
j = k ist, ist die Formel richtig, weil beide Seiten = 0 sind. Wenn j # k ist, konnen wir wegen der
Schiefsymmetrie beider Seiten in Bezug auf b und ¢ annehmen, dass j < k ist. Dann gibt es die drei
Moglichkeiten

j = 1,/{3 =2: e; X (e1 X eg) =e€e] X e3 = —eq, (el.eg)el — (el.el)eg = —ey,
j=1Lk=3:e x(e1 xe3) = —e; x e = —e3, (er.e3)e; — (e;.e;)e3 = —e3,
j = 2,]4? =3: e; X (62 X 63) =e€e] Xe = 0, (el.eg)eg — (el.eg)eg =0.
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6) Mit Satz 3.14 und der Formel 5) finden wir

(axb.ecxd) = det(a,b,cxd)

det(c x d,a,b)
((cxd) xa.b)
—(ax(cxd).b)
—((a.dc — (a.c)d .b)
= (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c)

7) Aus der Formel 6) fiir a = c und b = d folgt

laxb|? = (axb.axb)
(a.a)(b.b) — (a.b)?

2
(a.b)
= llal>- b |1~
[al-|b]
=cos(a,b)
= llal [Ib|?*-sin*(a,b).
Das ist Behauptung 7) in quadrierter Form. L]

Die Bilinearitit (Satz 3.15.2) bedeutet insbesondere, dass fiir festes a € IR® die Abbildung
ax—:x—axx, R>—IR?
linear ist. Mit den Vektorprodukten a x e; berechnet man ihre darstellende Matrix

0 —as a9
A= as 0 —ai
—an aj 0

Man sieht sofort det(A) = 0 und dass Rang(A) = 2 ist, wenn a # 0.
Satz 3.16 Fiir a # 0 ist die Abbildung
ax—:R?>—atcR?
surjektiv. Das Urbild eines jeden Vektors ¢ € at ist eine affine Gerade mit Richtungsvektor a.

Beweis. Die Abbildung hat den Rang Rang(A) = 2 und alle Bildvektoren a x x gehéren zum
Unterraum a*, welcher damit der Bildraum ist. Das Urbild eines jeden Vektors ¢ € a' ist ein affiner
Unterraum der Dimension 1, also eine Gerade L. Mit a X x = ¢ ist auch a x (x +a) = c. Also hat
jede Gerade L. den Richtungsbektor a. L]

Das Kreuzprodukt a x b besitzt also folgende Eigenschaften:

a) a X b steht senkrecht auf a und b. Falls a x b # 0 ist, dann ist hierdurch die Richtung von a x b
bestimmt.

b) Der Betrag || ax b ||=| a || - || b || -|sin(a,b)| ist die Fliche des von a und b im IR?
aufgespannten Parallelogramms. Durch diesen Betrag und die Richtung aus a) ist aber der Vektor
a X b nur bis auf sein Vorzeichen eindeutig bestimmt.
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c¢) Das Vorzeichen ergibt sich aus der Orientierung: Es ist
det(a,b,a x b) =(axb.axb)=[axb|>0,
falls nicht a x b = 0. In diesem Fall geniigen also die drei Vektoren a, b, a x b der Rechte-Hand-Regel.

Problematisch am Vektorprodukt ist, dass man seiner Vektor-Eigenschaft nicht so richtig trauen
darf. Er transformiert sich anders als andere Vektoren.

Satz 3.17 Es sei M eine invertierbare 3 x 3-Matriz. Fir alle a,b € R? gilt dann
(M -a) x (M -b) =det(M) - (M) (a xb).
Beweis. Nach Satz 3.14 ist fiir alle x € IR?
(M -a) x (M -b).x) =det(M -a,M -b,x) = det(M) - det(a,b, M~ ! - x) =

=det(M)-(axb.M™-x)=det(M)- (M) -axb)x).

Daraus folgt die behauptete Gleichung. L]
Im Allgemeinen transformiert sich der Vektor a x b ziemlich anders als seine Faktoren a und b.
Nur wenn M orthogonal ist, haben wir (M 1)t = M. Dann ist also

(M-a)x (M-b) = M-(axb) falls M e SO(3)
(M-a)x (M-b) = —M-(axb) falls M ¢ SO(3)

Das Vektorprodukt im IR? hat direkte Anwendungen.

1) In der Linearen Algebra: Betrachtet werde ein einfaches, aber héufig vorkommendes homogenes
LGS mit drei Unbekannten und zwei Gleichungen
a1x1 + agT2 + azx3 =
bizy + boxa + b3xz = 0,
wobei die Zeilenvektoren a = (a1, as,az)! und b = (by, by, b3)! linear unabhingig sind. Sein Losungs-

raum hat die Dimension 1 und besteht aus allen Vektoren, welche gleichzeitig auf a und b senkrecht
stehen. Er wird erzeugt von a x b.

2) In der analytischen Geometrie:
2a) Betrachtet werde eine Ebene £ = v+R-a+IR-b im IR3. Weil a und b die Ebene aufspannen,
sind sie linear unabhéngig, und es ist a X b # 0 ein Normalenvektor der Ebene. Die Gleichung

(axb.x)=0

beschreibt deswegen eine Ebene durch den Nullpunkt, welche von a und b aufgespannt wird. Nach
dem Struktursatz 1.4 ist die Ebene E Losungsmenge der inhomogenen Gleichung

(axb.x)=(axb.v).

2b) Betrachtet werde eine Gerade a + IR - v im IR® mit Aufhingevektor a und Richtungsvektor
v. Der Vektor w := a x v heiflt Momentenvektor dieser Gerade. Die sechs Koordinaten des Vektors
(v,w) € IR® heiBen Plicker-Koordinaten der Gerade L. Der Richtungsvektor v ist durch die Gerade L

155



nur bis auf einen konstanten Faktor # 0 eindeutig bestimmt. Deswegen sind die Pliicker-Koordinaten
von L auch nur bis auf einen solchen Faktor eindeutig bestimmt. Sind umgekehrt zwei Vektoren

viwelR?® v#o0,

gegeben, so gibt es nach Satz 3.16 Vektoren a € IR® mit a x v = w. Die Menge all dieser Vektoren a
ist eine affine Gerade im IR® mit Richtungsvektor v und Momentvektor w.

3) In der Mechanik:
3a) Ein Vektorfeld auf IR? ist eine Abbildung F : IR? — IR?. Das zugehorige Momentenfeld ist

G:R>—-TR? x— xxF(x).

Beschreibt etwa F' ein Kraftfeld, so heifit G das Drehmoment, beschreibt F' ein Geschwindigkeitsfeld
von Teilchen der Masse m, so heifit mG der Drehimpuls.
3b) Infinitesimale Beschreibung einer Rotation: Wir betrachten die Matrix

cos(wt) —sin(wt) 0
Re,(wt) := | sin(wt) cos(wt) 0 |, teR.
0 01

Sie beschreibt eine gleichférmige Rotation um die es-Achse in mathematisch positiver Richtung in
Abhéngigkeit von der Zeit ¢t. Dabei ist die Winkelgeschwindigkeit w = 27 /T, wo T die Dauer einer
Rotation um den Winkel 27 ist. Die Geschwindigkeit eines gedrehten Punktes x € IR? zur Zeit t = 0

d 0 —w 0 T —x2
pr Re,(t) - x[;_o=| «w 0 0 xe | = r1 | =wes x x.
0 0 0 3 0

Wir wollen #hnlich die infinitesimale Drehung R,(¢) um eine beliebige Achse IR - a beschreiben.
Dabei sei || a [|= 1, und bei Blickreichtung in Richtung von a soll die Drehung im Urzeigersinn erfolgen.
Wir wéhlen eine Matrix U € SO(3) mit U - a = e3. Dann ist ndmlich

Ra(t) =U ' - Re,(t)- U

und die Geschwindigkeit v in x zum Zeitpunkt t = 0

1 d _
ERa(t)-thO: U 1%3%(75) tZO-U-x::U L (wes x Ux).

Mit der Transformationsformel (Satz 3.17) wird daraus
(U™ we3) x (UT'U -x) =wa x x.
Hier kénnen wir noch den Vektor w = wa der Winkelgeschwindigkeit einfithren und finden

V=w X X.

Aufgabe 3.30 Bestimmen Sie eine Basis fir den Lisungsraum des homogenen LGS

z 4+ 2y + 3z

=0
2 + 3y + 2z + 0
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Aufgabe 3.31 Zeigen Sie: Der Punkt x € IR® hat von der Ebene: w + IRa + IRb den Abstand

|(w —x.a x b)|
[axb]

und deuten Sie diesen Quotienten als

Volumen

Hehe — 2 otumen
Ohe Grundfliche

eines Parallelotops.

Aufgabe 3.32 FEs seien
Li:v+IR-a, Ly: w+1IR-b

zwei Geraden im IR® mit linear unabhingigen Richtungsvektoren a und b.
a) Zeigen Sie: Die Geraden Ly und Lo schneiden sich genau dann, wenn

det(v —w,a,b) = 0.

b) Zeigen Sie, dass der euklidische Abstand der beiden Geraden gegeben wird durch

1

————  (v—w.axbh).
laxb|l

¢) Berechnen Sie mit der Formel aus b) den Abstand der Geraden

1 0 0 -1
Li: 0 +R- 4 |, Lo: 1 +1R- 0
0 -3 -1 3

Aufgabe 3.33 (Jacobi) Zeigen Sie fiir alle a,b,c € IR?
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.
Aufgabe 3.34 Finden Sie eine Parametrisierung der Gerade

Ly mit den Pliicker-Koordinaten (1,0,0,0,1,0),
Ly mit den Pliicker-Koordinaten (1,—1,0,1,1,1)

3.7 Euklidische und unitire Vektorrdume

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Begriff des SKP auf C-Vektorraume zu verallgemeinern. Dafiir be-
zeichnen wir in diesem Abschnitt mit IK den Korper IR oder € und betrachten IK-Vektorrdume. Die
Konjugation

c—e¢, K-—IK,

bezeichnet im komplexen Fall die iibliche Konjugation, im Fall IK = IR ist ¢ = c.
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Ausgangspunkt ist die Tatsache, dass jeder Vektorraum €", aufgefasst als IR>", eine Norm besitzt,
welche folgendermaflen definiert ist: Es sei

v =(v1,...,0) €C", v, =a,+ib,.
Dann ist
n n
| v ||2: Z al2, + b,% = Z v, Uy
v=1 v=1

Die letzte Summe ist der Spezialfall w = v folgenden Ausdrucks:

n
<V, W >:= Z Uy, Wy,

v=1
Dieser Ausdruck < v.w > hat folgende Eigenschaften:
(i) C-Linearitédt im ersten Argument:
< vy + v w >=c¢] < V1.W > +cp < vo.w > fiir alle vy, vy, w € C",¢q,c0 € C.
(ii) Hermite-Symmetrie:
<w.wv>=<v.w > fiir alle v,w € C".

(iii) Definitheit: Fiir alle v € C" ist < v.v >€ IR und < v.v >> 0. Dabei ist < v.v >= 0 genau dann,
wenn v = 0.
Aus (i) und (ii) folgt fiir alle v, wq,wy € C",c1,¢c0 € C

< V.CQW1 + CaW9 >= < CIW] + CoWo.V > = GI<W1{.V > +G< Wo.V > = ¢ < V.W{ > +ép < V.wg > .
Wir nennen diese Regel die Antilinearitdt im zweiten Argument.
Definition 3.11 FEs sei V' ein IK-Vektorraum. Ein inneres Produkt auf V ist eine Abbildung

VxV oK, v,w—<vw>elK,

welche die Eigenschaften (i)-(iii) hat und deswegen antilinear im zweiten Argument ist. Fir I = IR ist
dies genau dasselbe wie ein SKP. Einen IR-Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt nennen
wir kinftig einen euklidischen Vektorraum. Ein C-Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt
heif§t unitéarer Vektorraum.

Es sei V ein unitédrer C-Vektorraum mit dem inneren Produkt < —.— >. Dann ist Re(< —.— >)
eine IR-lineare reelle Funktion beider Argumente. Aus der Hermite-Symmetrie folgt die Symmetrie
dieser reellen Funktion und die Definitheit ist ohnehin klar. Also ist (—.—) := Re < —.— > ein inneres
Produkt auf dem IR-Vektorraum V', also ein SKP. Umgekehrt ist < —.— > durch das reelle innere

Produkt (—.—) festgelegt vermoge

<xy> = Re(<xy>)+ilm(<xy>)
= (xy)+iRe(—i <xy >)
= (x.y)+ iRe(< x.iy >)
= (xy)+i(x.iy).
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Satz 3.18 FEin inneres Produkt < —.— > auf dem IK-Vektorraum V definiert eine Norm

| v]=vV<vv>
auf V.

Beweis. Nur fiir den komplexen Fall ist die Aussage neu. Sei deswegen V mit dem inneren Produkt
< —.— > ein unitdrer Raum. Wenn wir fiir den Moment die Norm des komplexen inneren Produkts

mit
| x o= vV<xx>

abkiirzen, und die Norm des zugehorigen reellen inneren Produkts Re < —.— > mit || x ||R, so ist
I x fle=[*r

weil < x.x > reell ist. Beide Normen sind also gleich.
Zu zeigen sind die folgenden Eigenschaften.
(iv) Definitheit: Das ist Teil (iii) der Definition eines inneren Produkts.
(v) Homogenitét: Fiir alle ¢ € IK, also eventuell sogar fiir ¢ € C, gilt wegen der Antilinearitéit im
zweiten Argument

lec-vi]=vV<ecve v>=ye <vv>=l|v].

(vi) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fiir das innere Produkt Re(< —.— >) auf dem IR-Vektorraum
V gilt die reelle Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[Re(<xy >)| =[xy <[[x[-[yl, xyeV.

Sei ¢ :=< x.y >. Dann ist
<exy>=c-c

reell. Mit der reellen Cauchy-Schwarz-Ungleichung finden wir deswegen
lef - <xy>[=|<exy>[<[[ex]|-[yl=le Ix]-Iyl-

Fiir ¢ = 0 ist die Ungleichung trivial. Falls ¢ # 0 ist, kénnen wir |c| kiirzen und erhalten die Aussage.
(vii) Dreiecksungleichung: Sie gilt fiir die Norm des reellen inneren Produkts Re < —.— > und, weil
die Norm des reellen und des komplexen inneren Produkts iibereinstimmen, auch fiir das komplexe.

Fiir das reelle innere Produkt gilt die Polarisationsformel
Ix+y l=]x|* +26ey)+ |y |7 -

Sie zeigt, dass die Abstédnde das innere Produkt bestimmen (aus lingentreu folgt winkeltreu). Fiir das
komplexe innere Produkt lautet diese Formel

Ix+y =] x| +2Re(< xy >)+ | ¥ .

Fiir x,y aus einem IK-Vektorraum V' definieren wir genauso wie frither bei IR-Vektorrdumen
x Ly falls <xy>=0.

Damit ergibt sich der abstrakte Pythagoras auch in der allgemeinen Situation genau wie frither (Satz
1.29). Fiir A C V wird auch A C V genau wie frither definiert. Allerdings ist des jetzt ein IK-
Untervektorraum, also im komplexen Fall ein komplexer Untervektorraum. Weil aus < a.x >= 0
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folgt, dass Re(< a.x >) = 0 ist, ist das komplexe Ag im reellen Ag;, enthalten. Falls aber A =U C V
ein komplexer Untervektorraum ist, stimmen beide orthogonalen Komplemente iiberein.

Beweis. Zu zeigen ist Uy C Ug. Sei also x € Ug, d.h., Re(< x.u >) = 0 fiir alle u € U. Weil U
ein komplexer Untervektorraum ist, dann ist mit u € U auch 7u € U. Damit folgt

< x.u>= Re <x.u > +iRe < x.iu >) = 0. n

Damit ist auch die Orthogonalprojektion beziiglich des komplexen und des zugehdorigen reellen
inneren Produkts identisch. Denn
(x—u) LU

bedeutet in beiden Féllen das Gleiche. Man kann hier auch mit dem minimalen Abstand argumentieren:
Weil reelle und komplexe Norm identisch sind, sind auch die Abstédnde || x — u || in beiden Féllen
dasselbe.

Aus der reellen Theorie folgt:

Eindeutigkeit: Wenn die Orthogonalprojektion Py (x) existiert, dann ist sie eindeutig bestimmt.

Existenz: Ist U C V ein endlich-dimensionaler C-Untervektorraum, so existiert die Orthogonalpro-
jektion Py : V — U.

Ist uy, ..., u,, eine C-Basis des komplexen Untervektorraums U C V, so definiert man analog zum
reellen Fall ihre Gram-Matrix
A= (<uwpu; >)ij=1,.m-

Genau wie im Reellen zeigt man auch hier, dass diese Matrix nicht-singulér ist:
Hitte A einen Rang < m, so giibe es einen Vektor ¢ € €™, ¢ # 0, so, dass ¢! - A = 0. Dann wiire
auch

< Zc“uu. Zc“uu >=ct-A-c=0.
Mit der Definitheit folgt > c,u, = 0 und daraus ¢; = ... = ¢, = 0.

Satz 3.19 FEs sei uy,...,u,, € U eine C-Basis des komplexen Untervektorraums U C V. Dann sind
dquivalent:
i) u= Py(x);
i) u =30 cpuy, mit ¢’ A=Db', wobei b= (< xuy >)u=1,. m-
Beweis. Die Linearkombination u = ) ¢,u,, ist die Orthogonalprojektion Py (x) genau dann, wenn
<x—uau >=0 fir v=1,...,m.
Aquivalent dazu ist, dass fiir alle v
<X — Zcuuu a, >=0, <xu, >-— Zcu <uyu, >=0,
bzw.
bl =c'- A. L]

Auch das Orthonormalisierungs-Verfahren von Gram-Schmidt ldsst sich (mit Beweis) wortlich
tibertragen. Allerdings muss man wegen der Hermite-Symmetrie beim Konstruktions-Schritt

/
Upi) = Vip1— < Vig1up > U1 — o— < Vg 1.Ug > Uy

auf die Reihenfolge der Vektoren in den inneren Produkten achten.
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Definition 3.12 FEs ser V' ein IK-Vektorraum mit innerem Produkt und ® : 'V — V sei IK-linear.
Genau wie im reellen Fall heift ®1 adjungiert zu ®, wenn

< d(x).y >=<x.0/(y) > .

Im komplexen Fall definiert eine endliche ONB in V' einen Isomorphismus V' — C", unter dem das
innere Produkt < x.y > in die Standard-Form )} x,3, iibergeht. Es sei A die darstellende Matrix
der durch ® definierten C-linearen Abbildung C" — C". Dann ist

Al = At = At

die Matrix der adjungierten Abbildung. Genau wie friither (mit einer Modifikation bei Multiplikation
mit einem Skalar) sehen wir

(AN =4, (A+B) =AT+ B (A4) =3Al, (AB)' = BfAl.

Weiter ist
Rang(A) = Rang(A) = Rang(A%),

wobei nur Rang(A) = Rang(A) zu zeigen ist. Aber, wenn fiir Spaltenvektoren a; eine lineare Relation
Z ci-a;, =20
-
gilt, dann folgt durch Konjugation die Relation
> ¢-a;=0
i
fiir die entsprechenden Spaltenvektoren a; von A. Die Spaltenvektoren a; sind also genau dann linear
abhéingig, wenn es die entsprechenden Spaltenvektoren a; sind.
Analog zu orthogonalen, bzw. symmetrischen reellen Matrizen definiert man jetzt:
Definition 3.13 Die komplexe n x n-Matriz heiffit unitir, wenn
Ut =Ut.
die komplexe n x n-Matriz H heifit hermitesch (oder selbst-adjungiert), wenn
H=H'
Fiir unitdre Matrizen U gilt
<U-xU-y>=<xUU-y>=<xy>

und fiir hermitesche
<H -xy>=<xH-y>.

Wie friiher folgt fiir selbst-adjungierte IK-lineare Abbildungen ® = &7, dass Kern(®) L Bild(®).
Denn fiir x — Kern(®) und ®(y) € Bild(®) ist

<x.P(y) >=< ¢(x).y >=< 0.y >=0.

Damit erhélt man auch genau wie bei Satz 2.27 b): Eine Projektion P : V — V ist genau dann eine
Orthogonalprojektion, wenn P = PT selbst-adjungiert ist.
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Aufgabe 3.35 Beweisen Sie: Die Determinante einer unitiren Matrix hat Betrag 1, die Determinante
etner hermiteschen Maitrix ist reell.

Aufgabe 3.36 FEine komplexe n x n-Matriz N heif$t normal, wenn
N-N=NT.N

gilt.

a) Zeigen Sie: Alle unitiren, hermiteschen, reellen orthogonalen und reellen symmetrischen Ma-
trizen sind normal.

b) Welche der folgenden drei Matrizen sind unitdr, bzw. hermitesch, bzw. normal:

1 i 1 1 (1 i
A:<1 1)’ B:<—i 1)’ CZE(i 1)'

Aufgabe 3.37 a) Zeigen Sie, dass die sogenannten Pauli-Matrizen

(10 (01 (0 =i (1 0
0=V o1 )Tt o0 )27 0 0 )T o -1

eine Basis des C-Vektorraums der komplexen 2 x 2-Matrizen bilden.
b) Sind die Pauli-Matrizen hermitesch? Sind sie unitdr?

Aufgabe 3.38 Es sei V ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum und ® : V. — V sei C-linear.
Zeigen Sie:
Rang(®) = Rang(®' o ®) = Rang(® o ®7).

Aufgabe 3.39 Zeigen Sie: Das Produkt zweier selbst-adjungierter Abbildungen ist genau dann wieder
selbst-adjungiert, wenn diese Abbildungen kommutieren.
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