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1 Ahnliche Matrizen

In diesem Kapitel mochte ich die in der Modul-Beschreibung dieser Vorlesung vorgegebenen Inhalte
aus der Linearen Algebra zusammenstellen, soweit sie nicht schon im ersten Semester behandelt wur-
den. Im Wesentlichen handelt es sich immer darum, Matrizen durch Koordinatentransformation zu
vereinfachen. Bei einer Transformation

T1.A.T

geht man von A iiber zu einer dhnlichen Matrix. Daher der Name dieses Kapitels. Es werden aber
auch Matrizen eine Rolle spielen, die vermoge

T A-T

transformiert werden. Nur wenn 7' orthogonal ist, also gilt 7! = T?, ist die transformierte Matrix
dghnlich zu A. Aber unter irgend einer Uberschrift muss ich halt diese Inhalte zusammenstellen.

1.1 Diagonalisierbarkeit

Wir betrachten hier nur noch reelle oder komplexe Matrizen. Ich werde folgende Notation verwenden:

‘ Menge der

M(n x n,IR) | reellen n x n-Matrizen

M(n x n,C) | komplexen n x n-Matrizen
GL(n,IR) | reellen invertierbaren n x n-Matrizen
GL(n,C) | komplexen invertierbaren n x n-Matrizen

Weiter bezeichnet 1,, die n x n-Einheitsmatrix.

Meist lauft die Theorie fiir reelle und komplexe Matrizen vollig parallel. Nur wo es wirklich darauf
ankommt, werde ich spezifizieren, ob ich reelle oder komplexe Matrizen meine.

Zwei n x n Matrizen C' und C’ heiBen dhnlich (manchmal sagt man auch &#quivalent), wenn es
eine invertierbare n x n-Matrix T' gibt mit

C'=7'.0-T
Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenz-Relation, d.h., es gilt

Satz 1.1 a) Reflexivitit: Jede Matriz ist zu sich selbst dhnlich.
b) Symmetrie: Ist C' zu C dhnlich, dann ist auch umgekehrt C' zu C" dhnlich.
¢) Transitivitit: Ist C' zu C dhnlich sowie C" zu C', dann ist auch C" zu C dhnlich.

Beweise. a) C = 1,;' - C - 1,.
b) Aus C'=T"1.C-Tfolgt C=T-C"- T
¢c)Essei C'=T"1.C-Tund C”" =U"1-C'-U. Dann ist

c"=vu-lrt.Cc.TU = (TU)"' . C - (TU).



[

Koordinatentransformationen im IR™ fithren auf dhnliche Matrizen. Ist namlich x = (x1,...,z,) €
IR™ ein Vektor, so sind die z,,v = 1, ...,n seine Koordinaten beziiglich der kanonischen Basis e, ...e,
des IR™. Sein Koordinaten y1, ...., ¥, beziiglich einer neuen Basis tq, ..., t,, des IR" erhélt man wie folgt:
Es ist

X =y1t1 + ... +yntn.

Wenn ich Vektoren als Spaltenvektoren meine, kann ich die letzte Gleichung schreiben
x=T-y bazw. y=T1-x
mit der invertierbaren Transformationsmatrix
T = (t1,....,t,),

welche die neuen Basisvektoren als Spalten enthélt.
Auf Matrizen von linearen Abbildungen ¢ : IR™ — IR™ schliigt der Ubergang in neue Koordinaten
wie folgt durch: Die Abbildung sei
pix—px)=C-x

mit der darstellenden Matrix C'. Die Koordinaten des Bildvektors ¢(x) in der neuen Basis bilden den
Spaltenvektor
Tlox)=T"1C.x=T"'C-T)y.

Im neuen Koordinatensystem wird die Abbildung ¢ dargestellt durch die zu C #hnliche Matrix 7! -
C-T.

Viele lineare Probleme, die durch eine Matrix definiert sind, kann man vereinfachen, indem man in
ein neues Koordinatensystem iibergeht, wo die erwéhnte Matrix eine einfachere Form annimmt. Die
einfachst denkbare Form ist die Diagonalform.

Definition 1.1 Die n x n-Matriz C' heifit diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatriz
D ist.

Eine lineare Abbildung ¢ : IR" — IR" hat genau dann eine Diagonalmatrix

d 0 0
0 0 d

n

als darstellende Matrix, wenn die kanonischen Basisvektoren ey, ..., e, Eigenvektoren (mit den Eigen-
werten d, ...,d,) sind. Deswegen ist die darstellende Matrix C' von ¢ genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis t1,...,t, € IR" gibt, die aus Eigenvektoren fiir C' besteht. Damit haben wir das
erste, tautologische, Diagonalisierbarkeitskriterium:

Satz 1.2 Die n x n-Matriz C ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis ti,...,t, aus Fi-
genvektoren fiir C' gibt.

Dieses Kriterium ist leider weniger physikalisch von Interesse, mehr akademisch. Ndher am Kern
des Problems ist folgendes Kriterium:



Satz 1.3 (Diagonalisierbarkeit, notwendig) Wenn die Matrixz C diagonalisierbar ist, dann zerfdillt
thr charakteristisches Polynom

XcA) = (A1 =A) .- (A — A)
in Linearfaktoren.

Beweis. Das charakteristische Polynom einer Diagonalmatrix ist ein Produkt von Linearfaktoren.
Um den Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen: Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische
Polynom. Sei also C' dhnlich zu D = T~!.C - T. Dann ist

xcA\) = det(T7'DT — \,,) = det(T™ - (D = \,,) - T) =
= det(T™ 1) - det(D — \1,) - det(T) = det(D — A\1,,) = xp(N). O
Dies ist jetzt eine Situation, wo es darauf ankommt, ob wir sie reell oder komplex betrachten:
Beispiel 1.1 Wir betrachten die Drehmatrixz
o ( cos(a) —sin(a) ) .
sin(a)  cos(a)
Ihr charakteristisches Polynom ist
(cos(a) — \)? + sin®(a)

mit den komplexen Nullstellen
A2 = cos(a) £ i - sin(a).

Hier ist sin(a) = 0 genau dann, wenn die Matrix C = +1s diagonal ist. Und wenn sin(a) # 0
ist, dann hat die Matriz C keine reellen Figenwerte. Sie ist nicht reell diagonalisierbar. Aber, wenn
sin(a) # 0 ist, dann sind die beiden komplezen Eigenwerte voneinander verschieden, und die Matriz
st komplex diagonalisierbar. Dies folgt aus

Satz 1.4 (Diagonalisierbarkeit, hinreichend) Das charakteristische Polynom
Xc(A) = (A1 =A) - (An = A)

der Matriz C' zerfalle in Linearfaktoren. Sind die Figenwerte A1, ..., A, alle (paarweise) voneinander
verschieden, dann ist C diagonalisierbar.

Beweis. Zu jedem Eigenwert )\, gibt es einen Eigenvektor t,. Um zu zeigen, dass diese n Eigen-

vektoren eine Basis bilden, geniigt es zu zeigen, m Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
linear unabhéngig. Wir tun dies mit Induktion nach m und verwenden den bekannten Test. Sei etwa

m
Z cyt, = 0.
v=1

Induktionsanfang (m = 1): Weil der Eigenvektor t1 # 0 ist, folgt aus c¢1t; = 0, dass ¢; = 0 ist.



Induktionsschluss: Wir multiplizieren die Test-Gleichung mit der Matrix C' — A\, 1,,. Wegen
(C—-Ap) tm=0
erhalten wir
m—1
> (A = Aty = 0.
v=1
Nach Induktionsvoraussetzung sind hier alle Koeffizienten
(A — Am) = 0.

Well fiir v = 1,...,m — 1 vorausgesetzt ist, dass A\, # A\, sehen wir ¢; = ... = ¢,—1 = 0 und dann
auch ¢, = 0. U]

Das ist ja sehr schon, vor allem, wenn alle Eigenwerte tatséichlich voneinander verschieden sind.
Aber leider ist das gerade in interessanten Situationen nicht immer der Fall. Physiker haben dafiir
sogar eine eigene Redeweise (entartete Eigenwerte) eingefiihrt.

Definition 1.2 Das charakteristische Polynom der Matrix C
Xc(A) = A1 =A) - (An = A)

zerfalle in Linearfaktoren. Der Eigenwert N, heif$t entartet, wenn sein Linearfaktor (A, — X) mehr
als einmal vorkommt. Die Anzahl r, der vorkommenden Faktoren (M, — ) heif$t die algebraische
Vielfachheit dieses Figenwertes. Fasst man die Linearfaktoren zu entarteten Eigenwerten zusammen,
so kann man das charakteristische Polynom schreiben als

XcA) =M1 =) - (M= N, ri+ =0, A1, ..., A\; paarweise verschieden.

Zu jedem Eigenwert A\, von C' gibt es immer Eigenvektoren v # 0. Die Menge aller dieser Ei-
genvektoren, zusammen mit dem Nullvektor (der ja kein Eigenvektor ist), bildet den Eigenraum zum
Eigenwert \,. Dieser Eigenraum ist der Nullraum

Ec(\) = ker(C — A\ 1)

der Matrix C — A, 1, und damit ein Untervektorraum des IR™. Die Dimension dieses Eigenraums
berechnet sich nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen als

dim(Ec(M\y)) =n — Rang(C — A\ 1,,).
Definition 1.3 FEs sei A\, ein Eigenwert der Matriz C. Die Dimension des zugehdrigen Eigenraums
Ec(\)) heifit die geometrische Vielfachheit des Figenwerts A, .
Satz 1.5 Fir jeden Eigenwert ist immer

algebraische Vielfachheit > geometrische Vielfachheit.



Beweis. Es sei r := dim Ec()\,) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A,. Eine Basis t1, ..., t,
des Eigenraums ergénzen wir zu einer Basis tq,...,t,,t,+1,...,t, des ganzen n-dimensionalen Vektor-
raums. Der Ubergang in diese neue Basis &dndert die Matrix C in die zu C &hnliche Matrix

Ay * ..k
r
Ay * *

Aus der Késtchenregel fiir die Determinante folgt, dass das charakteristische Polynom = y () dieser
Matrix den Faktor (A, — \)" enthélt. (]

Es gehort zu den Bosheiten des téglichen Lebens, dass die geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts tatséchlich echt kleiner sein kann, als dessen algebraische Vielfachheit.

Beispiel 1.2 (Jordan-Block) Wir betrachten eine n x n-Matriz

mit dem charakteristischen Polynom
Xs(A) = (e = A)".
Die Matriz hat den einzigen Eigenwert ¢ mit der algebraischen Vielfachheit n. Nun ist
Rang(J — cl,) =n —1,

und deswegen hat dieser Eigenwert die geometrische Vielfachheit 1. Falls n > 1 ist, sind beide Viel-
fachheiten voneinander verschieden.

Satz 1.6 (Diagonalisierbarkeit, notwendig und hinreichend) Die n x n-Matriz C ist genau
dann diagonalisierbar, wenn

1) das charakteristische Polynom der Matriz C' in Linearfaktoren zerfillt, und

2) fiir jeden Eigenwert von C die algebraische und die geometrische Vielfachheit ibereinstimmen.

Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, dass aus 1) und 2) zusammen die Diagonalisierbarkeit folgt.
Dazu wihlen wir fiir jeden Eigenraum eine Basis. Wegen 2) ist die Summe der Dimensionen der
FEigenrdume gleich n, der Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte. Die gewé&hlten
Basen enthalten zusammen also n Vektoren. Ahnlich wie beim Beweis von 1.3 zeigt man, dass diese
alle linear unabhéngig sind. Zusammen bilden sie also eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums,
bestehend aus Eigenvektoren fiir C'. []

Allerdings gibt es auch eine positive Nachricht:



Satz 1.7 (Hauptachsentransformation fiir reelle symmetrische Matrizen) Die reelle n x n-
Matriz sei symmetrisch. Dann gibt es eine reelle orthogonale n X n-Matriz U derart, dass die zu S
dhnliche Matriz

ut-s.u
Diagonalform hat.

Herr Knop hat mir glaubhaft versichert, dass er den Beweis dieses Satzes in seiner Vorlesung
"Lineare Algebra I’ noch behandelt hat. Reelle symmetrische Matrizen sind also diagonalisierbar. Weil
die Transformationsmatrix U orthogonal gewéhlt werden kann, gibt es sogar eine ONB (Ortho-Normal-
Basis) aus Eigenvektoren. Diesen Satz muss man kennen, denn nur er garantiert, dass man wirklich

eine ONB aus Eigenvektoren findet, wenn man sie sucht. Und man sucht sie so, wie man halt immer
Eigenvektoren sucht. Hierzu das allereinfachste Beispiel.

Beispiel 1.3 Wir betrachten die reelle symmetrische 2 x 2-Matrix
-2 1
(7 1)

(—2=M)(-2-X)—-1=\+2)?>-1

Ihr charakteristisches Polynom

hat die Nullstellen
/\172 = :Fl —2= —3, —1.

Wir berechnen zugehérige Eigenvektoren

/\i S — /\z ]12 Vv

NS
e (5 )]0

Nach Normierung dieser Eigenvektoren erhalten wir die orthogonale Transformationsmatrix

1 11
U:ﬁ<—1 1)'

Zur Sicherheit kénnen wir noch nachrechnen
1/ 1 -1 -2 1 1 1 -3 0
-1 . . = — frd
v 5-U 2(1 1)(1 —2)(—1 1) <0 —1>'

Aufgabe 1.1 Der Homomorphismus ¢ : IR® — IR? werde beziiglich der kanonischen Basen durch die

Matrix
0 2 2
M= < 1 -2 2 )




beschrieben. Man berechne die Matrizdarstellung von ¢ beziiglich der Basis
ap = (0>171)7 az = (170>3)7 az = (1,0,1)

des R® und der Basis
b; =(1,1), by =(1,-1)

des IR2.

Aufgabe 1.2 Geben Sie die darstellende Matrixz der linearen Abbildung

€1 T2
f:R®— IR?, o | — | x3
I3 T1

beziiglich der kanonischen Basis des IR® an und beziglich der Basis

1 0 1
a; = 0 , ag = 1 , az= 1 S R3.
1 1 0

Aufgabe 1.3 Im IR* seien die Vektoren

a;] = as = asg =

OO“MH
OO\'F—‘[\D
N = OO
=N OO

gegeben. Weiter sei f : IR* — IR* eine lineare Abbildung mit
flar) =as, f(az) =a1, f(az) = f(as) = a3+ a4
Geben Sie die darstellende Matriz von f in der kanonischen Basis des IR* an.

Aufgabe 1.4 Bestimmen Sie alle Figenwerte und die Dimensionen aller Figenrdume fir die Matrizen

3 -2 4 3 -2 4
M = 4 -3 4 und N = 3 -3 2
-2 1 -3 -2 1 -3

und entscheiden Sie, ob M und N dhnlich sind.

Aufgabe 1.5 In einem vierdimensionalen Vektorraum V sei {by,ba,bs, by} eine Basis. Fine lineare

Abbildung f :' V — V habe die Eigenschaft

f(b1) =0, f(b2) = by + 4by,
f(b3) = by —8by, f(bs) = bs -+ 5by.

Ist f diagonalisierbar?



Aufgabe 1.6 FEntscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen zueinander dhnlich sind und welche
nicht, und begrinden Sie Ihre Antwort:

11 11 10
@) AZ(O 1)’ B:<1 0)’ C:<1 1)'

1 0 0 -1 4 8
b) A=|0 -1 0|, B=3 4 -7 4
0 0 -1 8 4 -1

Aufgabe 1.7 Ist die symmetrische Matrix

1 V-1
A:<¢_—1 1)

diagonalisierbar? Wenn ja, berechne man eine Basis aus Eigenvektoren.

Aufgabe 1.8 Fiir die Matrizen

0111 01 11
1011 1011
1101 und 3 101
1110 %%10

zeige man, dass ihre Figenwerte samt algebraischer Vielfachheit tbereinstimmen, aber nur eine dia-
gonalisierbar ist.

1.2 Invariante direkte Summenzerlegung

Hier betrachten wir n x n-Matrizen C, deren charakteristisches Polynom
Xc()\) = ()\1 — )\)Tl et ()\k — )\)T’c

in Linearfaktoren mit den algebraischen Vielfachheiten rq, ..., 7 zerféllt. Beim Rechnen mit komple-
xen Zahlen ist dies wegen des Fundamentalsatzes der Algebra keine Einschrinkung. Aber bei reellen
Matrizen ist diese Voraussetzung nicht immer erfiillt. Jede reelle Matrix ist jedoch auch eine komplexe
Matrix. Also gelten die komplexen Ergebnisse dieses Abschnitts auch fiir reelle Matrizen. Wenn man
aber reelle Ergebnisse wiinscht, muss man geeignete Anpassungen vornehmen.

Satz 1.8 Fir eine n X n-Matriz C' sind dquivalent:
a) Das charakteristische Polynom xc(\) zerfdllt in Linearfaktoren.
b) Die Matriz C ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix



Beweis. Die Richtung b)=-a) ist trivial. Denn das charakteristische Polynom von C'ist das charak-
teristische Polynom der dhnlichen Dreiecksmatrix. Und das charakteristische Polynom der Dreiecks-
matrix ist das Produkt der Faktoren (¢; — A) - ... - (¢, — A) auf der Diagonale.

a)=b) Wir verwenden einen Eigenvektor v; zum ersten Eigenwert ;. Ihn ergénzen wir zu einer
Basis vi, ..., v,,. Die durch C' beschriebene lineare Abbildung hat beziiglich dieser Basis eine Matrix

der Form
)\1 k
0o ¢

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix C’. Thr charakteristisches Polynom ist

xc(A) = (A1 = A) - xor(A).

Deswegen zerfiillt auch das charakteristische Polynom von C” in Linearfaktoren.
Nach Induktionsannahme ist dann diese Matrix C” dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix D’, also
ist ¢’ = (T")~1. D’-T'. Und C ist dhnlich zur Matrix

A * (oo (N s 10
o ()'pr ) \o T ‘Lo o) o T

und damit dhnlich zur oberen Dreiecksmatrix

(5 &)
0 D n

Auf der Diagonale einer zu C' #hnlichen oberen Dreiecksmatrix D stehen die Eigenwerte von
C in der Reihenfolge, wie wir sie beim Induktionsbeweis verwendet haben. Wir kénnen deswegen
auch erreichen, dass gleiche Eigenwerte hintereinander kommen. D.h., auf der Diagonale stehen die
Eigenwerte in einer Reihenfolge

ALy ooy Aly ooy Ay ooy Ay T1 4 oo + 7T =N

Die obere Dreiecksmatrix D hat also links oben ein r; x r;-Késtchen der Form

)\1 * *
0 "' * :)\1]17-1 +N.
0 0 XN

Dabei ist N eine obere Dreiecksmatrix, auf deren Diagonale lauter Nulleintrége stehen. Wir analysieren
deswegen solche Matrizen naher.

Satz 1.9 (Nilpotente Matrizen) Fir eine r x r-Matrix N sind dquivalent:
a) Ihr charakteristisches Polynom ist \".
b) Sie ist ihnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz, auf deren Diagonale nur Null-Eintrige stehen.
¢) Es ist N" =0, die Nullmatriz.

10



Beweis. a)=-b) Alle Eigenwerte von N sind nach Voraussetzung = 0. Satz 1.8 ist anwendbar und
zeigt, dass N &hnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix ist, auf deren Diagonale die Eigenwerte = 0
stehen.

b)=-c) Es sei D die zu N #hnliche Matrix aus b). Damit ist N =T~1- D - T und

N =T 'DT)-...(T7'DT)=T7"'-D"-T.

T

Somit geniigt es zu zeigen, dass D" = 0 ist. Diese Aussage ist aber klar, wenn man den 2 x 2-Fall

0 a ' 06\ (00
0 0 00/ \0O
verstanden hat.

c)=-a) Es geniigt, die Aussage fiir eine komplexe Matrix N zu beweisen. Sei \; ein Eigenwert dieser
Matrix und vy ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist

N'Vl :)\1V1, N2V1 :)\%Vl, ceey NT'Vl :)\gvl =0.

Daraus folgt Ay = 0. Wir haben gezeigt: Die Matrix N hat nur 0 als ihre Eigenwerte. Das bedeutet
aber xn(A\) = A" L]

Definition 1.4 FEine Matriz heifit nilpotent, wenn sie die Figenschaften aus Satz 1.9 besitzt.

Kommen wir zuriick auf unsere n x n-Matrix C' und die dazu dhnliche obere Dreiecksmatrix

. )\1]1r1+N *
D_< ] D,).

Hier ist D’ eine obere Dreiecksmatrix der Grofie (n —r1) x (n — 7). Und auf ihrer Diagonale stehen
nur Eigenwerte # A;. Wir betrachten die Matrix

N *
D—)q]ln—< 0 D =Ml )

Hier hat die obere Dreiecksmatrix D' — A\11,,_,, auf ihrer Diagonale lauter Eintrige # 0. Deswegen
hat sie den Maximalrang n — r1, ebenso wie alle ihre Potenzen. Mit Satz 1.9 und késtchenweiser
Matrizenmultiplikation finden wir

0 *
_ T
(D —\1,) < 0 (D' = MEn )" ) .

Das Resultat ist eine Matrix, deren erste 1 Spalten Nullspalten sind, und ihre letzten n — r1 Spalten
linear unabhéngig.
Wir definieren Untervektorrdume wie folgt:

o V), sei aufgespannt von den ersten r; Basisvektoren ey, ..., e, . Er ist der Nullraum der Matrix
(D — A11,)™ und hat die Dimension 7.

11



e " werde aufgespannt von den letzten n — r; Spaltenvektoren der obigen Matrix. Er ist der
Bildraum der Matrix (D — A11,,)™ und hat die Dimension n — r;.

Die Dimensionen der Unterrdume V), und V' ergéinzen sich zu n. Auflerdem besteht der Durch-
schnitt beider Unterrdume nur aus dem Nullvektor: Ein Vektor v im Durchschnitt gehort zu V), und
hat nur Nullen als seine letzten n — r; Komponenten. Er gehort aber auch zu V'’ und ist eine Line-
arkombination der letzten n — ry Spalten der obigen Matrix. Weil deren letzte n — r; Komponenten
linear unabhéngige Vektoren darstellen, kann diese Linearkombination nur der Nullvektor sein.

Definition 1.5 (Direkte Summe) Es sei V' ein Vektorraum mit Untervektorrdgumen Vi,Va C V.
Man sagt: V ist die direkte Summe der Unterrdume Vi und Vo, in Zeichen

V=Vieb,

wenn
V1+V2:V und VlﬂVQZ{O}.

Wegen der Dimensionsformel fiir Durchschnitte von Untervektorrdumen ist dazu dquivalent:
dim(Vh) + dim(Va) = dim(V) und ViNVy={0}.

Es ist leicht zu sehen: Die direkte Summenzerlegung V = V; @ Vs ist dquivalent dazu, dass jeder
Vektor v € V eine Summe

v =v1 +vye mit Vektoren vy € Vi,vo € Vs

ist, die durch v eindeutig bestimmt sind.
Diese direkte Summe von Vektorrdumen kann man iterieren und auf offensichtliche Weise die
mehrfache direkte Summe
V=Vie..eV,

definieren.

Um unsere Ergebnisse fest zu halten gehen wir noch schnell iiber zur linearen Abbildung ¢, welche
durch die Matrix D beschrieben wird. Dann hat ¢ — A\1id die darstellende Matrix D — A1 1,,. Fiir diese
Abbildung haben wir bewiesen:

Satz 1.10 Es sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung des Vektorraums V in sich, deren charakteristi-
sches Polynom den Linearfaktor Ay — X\ mit der algebraischen Vielfachheit r1 abspaltet. Dann gibt es
eine direkte Summenzerlegung

V = Kern(p — \id)™ @ Bild(p — \jid)™.

Dabei ist
dim(Kern(p — A\id)™) =11, dim(Bild(p — A\id)™) =n —ry.

Definition 1.6 FEs sei ¢ : V — V ein Endomorphismus und V = V) @V, eine direkte Summenzer-
leqgung. Diese Zerlegung heifit p-invariant, wenn ¢ jeden der beiden Unterrdume Vi und Vo in sich
abbildet. D.h.:

olVi Vi =V, o|Va: Vo — Vs

12



Satz 1.11 Die direkte Summenzerlegung aus Satz 1.10 ist p-invariant.

Beweis. a) ¢ bildet den Unterraum Kern(¢ — A1id)"™ in sich ab: Sei dazu v ein Vektor aus diesem
Kern. Wegen

po(p—id) =¢" =\ = (p—Aid) op
gilt auch
wo(p—Aid)™* = (p — Arid)™ o .
Damit folgt fiir ¢(v)
(o = Aid)" (p(v)) = @((p — Arid)™ (v)) = 0.

Also gehort auch ¢(v) zum betrachteten Kern.
b) ¢ bildet den Unterraum Bild(¢ — A1id)™ in sich ab: Sei v = (¢ — A1id)™ - w ein Vektor aus
diesem Bildraum. Mit dem gleichen Vertauschungstrick wie in a) sieht man, auch der Vektor

p(v) = (¢ — \id)"™ - p(w)

gehort zu diesem Bildraum. L]
Die Séatze 1.10 und 1.11 kann man iterieren, und mit vollstdndiger Induktion beweisen:

Satz 1.12 Der Endomorphismus ¢ : V — V habe die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ..., Ak
und das charakteristische Polynom

M =N (M =N, 4 =dim(V).
Dann gibt es eine p-invariante direkte Summenzerlegung

mit
Vi=Kern(p —X\)", dim(V;) =r;.

AufSerdem hat der eingeschrinkte Endomorphismus ¢|V; das charakteristische Polynom (A — \;)".

Nur die Aussage iiber das charakteristische Polynom ist noch nicht bewiesen. Aber sie folgt aus
Satz 1.9. L]

Der Sinn einer invarianten direkten Summenzerlegungen erschliefit sich, wenn man zu einer Basis
iibergeht, welche dieser Zerlegung angepasst ist:

Definition 1.7 Die Basis vy, ..., v, heifst der direkten Summenzerlequng V =V, @ ... ® V}, angepasst,
wenn

e die ersten r1 Vektoren der Basis eine Basis von Vi bilden,

e die ndchsten ro Vektoren eine Basis von Vo bilden,

e dic letzten r, Vektoren eine Basis von Vi bilden.
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Aus dem Basis-Ergidnzungs-Satz folgt, dass es zu jeder direkten Summenzerlegung solche angepas-
sten Basen gibt. Ist ¢ : V' — V linear, V =V} & ... ® V}, eine p-invariante direkte Summenzerlegung
und vy, ..., v, eine der Zerlegung angepasste Basis, so wird ¢ in dieser Basis durch eine Blockmatrix

B, 0 0
B=1| o 0
0 0 By

beschrieben. Dabei sind die Untermatrizen B; quadratisch mit der Grofie dim(V;). Eine solche Matrix
nennen wir die direkte Matrizensumme der Matrizen By, ..., By.

Geht man jezt wieder iiber zu Matrizen so sieht man:

Satz 1.13 (Hauptsatz) Es sei C eine nxn-Matriz mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., Ak
und dem charakteristischen Polynom

= A - (g — A)E

Dann st C' dhnlich zu einer Blockmatriz B wie eben angegeben. Dabei haben die Untermatrizen B;
die Grifie r; x r; und das charakteristische Polynom (\; — A)™.

Beweis. Es sei ¢ die lineare Abbildung mit darstellender Matrix C. Weiter sei eine g-invariante
direkte Summenzerlegung wie in Satz 1.12 gewihlt und eine Basis die dieser Zerlegung angepasst ist.
In dieser Basis hat ¢ eine Matrix der behaupteten Blockform. L]

Ich habe diesen Satz 'Hauptsatz’ genannt, weil die invarianten Unterrdume V; = Kern(y — \jid)"
Hauptrdume zu den Eigenwerten \; heiflen.

Aufgabe 1.9 Bestimmen Sie Basen fir die Hauptriume der linearen Abbildung ¢ : R* — IR3, die
durch folgende Matrixz gegeben wird:

1 1 2 0 1001
0 1 4 0 0100
dl 9 o -1 0 |" Y0002 0
4 -2 —4 -1 010 1

1.3 Jordansche Normalform

Wir betrachten hier n x n-Matrizen C' mit dem einzigen Eigenwert ¢ und einem charakteristischen

Polynom (¢ — A)™.Wir versuchen, dazu eine moglichst einfache dhnliche Matrix zu finden. Wenn wir

dies dann auf die Block-Matrizen B; aus Satz 1.13 anwenden, erhalten wir die Jordansche Normalform.
Nach Satz 1.9 wissen wir, C' ist dhnlich zu einer Matrix

cl, + N,
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wobei N nilpotent mit N™ = 0 ist. Wegen
T el + N)T =T "1, T+ T 'NT =cl, + T"'NT

geniigt es, die nilpotente Matrix N auf eine moglichst einfache Normalform zu bringen. Das heifit, wir
beschréanken uns auf den Fall, wo der einzige Eigenwert ¢ = 0 ist.
Ist ¢ : V — V nilpotent, so definiert jeder Vektor v € V eine endliche Kette von Bildvektoren

v, o(v), 902(")7 R (pp—l(v) #0, ¢’(v)=0.

Spétestens fiir p = n ist pP(v) = 0 und wir brechen die Kette ab. (Zur Kette sollen nur die Vektoren
©*(v) gehoren, welche ungleich 0 sind.)

Satz 1.14 Ist ¢ : V — V eine nilpotente lineare Abbildung des endlich-dimensionalen Vektorraums
V in sich, so gibt es eine Basis von V, die sich nur aus Ketten fiir ¢ zusammensetzt. In einer solchen
Basis wird die Abbildung ¢ durch eine Matriz beschrieben, welche die direkte Matrizensumme von
Blocken

0 1 0
0 Jordanblock zum Eigenwert 0
1

0 . 0

1st.

Beweis. Weil ¢ nilpotent ist, gibt es ein p mit ¢P = 0 aber P~ # 0. Wir beweisen die Behauptung
durch Induktion nach p. Der Induktionsanfang ist p = 1. Dann ist ¢ = 0 die Nullabbildung. Jeder
Vektor 0 # v € V stellt eine - wenn auch kurze - Kette dar. Und jede Basis von V besteht aus
derartigen kurzen Ketten.

Sei jetzt p > 2. Wir betrachten den Bildraum B := ¢(V') C V. Die Einschrankung ¢|B bildet auch
B in das Bild (V') ab, definiert also eine Abbildung ¢|B : B — B. Fiir jeden Vektor b = ¢(v) € B
ist

&1 (b) = "L (p(v)) = ¢"(v) = 0.

Deswegen ist (¢|B)P~! = 0, und wir kénnen auf |B die Induktionsannahme anwenden. Es gibt also
eine Basis von B, die aus Ketten besteht:

by — ¢(b;)) — .. — ¢ (by),

by — @(br) — ... — ¢ (b).

Hier soll jeweils ¢"i(b;) # 0 sein, aber ¢"i"1(b;) = 0.
Zuerst verlingern wir unsere Ketten etwas: Jedes b; € B ist ein Bild ¢(v;). Wir konnen zu jeder
Kette einen solchen Vektor v; hinzunehmen und ihre Linge um 1 vergréfiern:

vi — o(vi) — @*(vi) — .. — "),

| | |
b; — (b)) — .. = @li(by).
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Dann vermehren wir unsere Ketten auch noch: Die Vektoren " (b;) = ¢"it1(v;), i = 1,..., k, gehdren
zum Kern von ¢. Als Teil der gew#hlten Basis von B sind sie linear unabhéngig. Wir kénnen sie durch
Vektoren v;y1,...,v; zu einer Basis des Kerns ergénzen. Jeden dieser ergdnzenden Vektoren im Kern
fassen wir als eine kurze Kette auf.

Jetzt schreiben wir mal alle unsere Ketten zusammen:

vi  o(vy) .. @"tl(vy)
Vi (Vi) . @ (vy)
Vi+1
Vi

Die Anzahl aller Vektoren in unserer Kettenbasis von B war = dim/(B). Hier haben wir insgesamt k
Vektoren hinzugenommen um jede Kette etwas zu verldngern. Schliellich haben wir unsere Ketten um

| —k=dim(Kern(p)) — k
kurze Ketten vermehrt. Damit ist die Anzahl aller Vektoren in unseren Ketten
dim(Bild(p)) + dim(Kern(yp)) = dimV

geworden. Wir miissen also nur noch zeigen, dass alle Vektoren unserer Ketten linear unabhéngig sind,
dann haben wir eine Kettenbasis von V.
Wie wir die lineare Unabhéngigkeit testen, ist klar, nur etwas miihselig hinzuschreiben: Sei also

k ri+1 ) l
> (evi+ D> cij, @ (Vi) + Y evi=0.
i=1 ji=1 i=k+1

Auf diese Gleichung wenden wir ¢ an. Dabei féllt aus jeder Kette der letzte Vektor heraus. Und die
ersten Vektoren werden genau die Kettenvektoren der Basis von B, mit der wir angefangen haben.
WEeil die linear unabhéngig waren, folgt

C; =Ci1 = ... =Cip = 0 fir i=1,.. k.

Ubrig bleibt eine lineare Relation zwischen den letzten Vektoren aus jeder Kette. Die sind aber linear
unabhéngig, weil sie eine Basis von Kern(y) bilden. Dann miissen auch deren Koeffizienten in der
linearen Relation alle = 0 sein.

Ist eine Kette v, p(v), ..., P (v) als Teil der Basis gewéhlt, so gehort hierzu eine Blockmatrix

0 0
10
01

Das ist die Transponierte eines Jordan-Blocks. Kehrt man in der Basis die Reihenfolge der Vektoren
in der Kette um, so wird daraus ein echter Jordan-Block. L]

Die in Satz 1.14 auftretenden Ketten sind i.a. nicht eindeutig bestimmt, deswegen sind auch die
zur direkten Matrizensumme gehoérenden Unterrdume durch die lineare Abbildung i.a. nicht eindeutig
bestimmt. Ihre Anzahlen und Dimensionen dagegen sind sehr wohl eindeutig bestimmt.
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Satz 1.15 (Zusatz zu Satz 1.14: Eindeutigkeit) Die Grifien der in Satz 1.14 auftretenden Jor-
danblocke und die Anzahl der Blocke einer festen Grifse sind durch die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt.
Insbesondere ist die Anzahl aller Ketten gleich der Dimension von Kern(yp).

Beweis (Induktion nach p). Der letzte Vektor einer jeden Kette liegt im Kern von ¢. Wenden
wir ¢ auf eine Kette an, so fillt der erste Vektor weg, die anderen reproduzieren sich. Weil die
urspriinglichen Ketten eine Basis von V' bildeten, sind die reproduzierten Kettenreste eine Kettenbasis
von B = Bild(y). Die Anzahl aller urspriinglichen Ketten ist gleich der Zahl weggefallener Vektoren
und damit gleich

dim (V') — dim(B) = dim(Kern(p)).

Durch ¢ ist die Abbildung ¢|B : B — B eindeutig festgelegt. Nach Induktionsannahme héngen damit
die Anzahlen und Léngen der Ketten in jeder Kettenbasis fiir ¢|B nur von ¢ ab. Jede urspriingliche
Kette einer Liange > 2 definiert eine Kette fiir B mit einer um 1 kleineren Lénge. Deswegen héngen
auch die Léngen aller urspriinglichen Ketten nur von ¢ ab. L]

Satz 1.16 (Jordansche Normalform) Jede n x n-Matriz, deren charakteristisches Polynom in Li-
nearfaktoren zerfillt, ist dhnlich zu einer direkten Matriz-Summe von Jordan-Blocken. Dabei sind
die Anzahlen der Blicke einer festen Grifie zu einem festen Figenwert durch die Matrixz eindeutig
bestimmt.

Beweis. Nach Satz 1.13 ist die Matrix dhnlich zu einer direkten Matrix-Summe von Matrizen Cj
mit einem charakteristischen Polynom (Ao — A)*. Trigonalisieren wir eine solche Matrix C mit Satz
1.9, so sehen wir, dass Cy — Aol nilpotent ist. Wegen Satz 1.14 ist die Matrix Cy — Aol dhnlich zu
einer direkten Summe von Jordan-Blocken mit Eigenwert 0. Dann ist Cjy dhnlich zu einer direkten
Summe von Jordan-Bloécken gleicher Grofle zum Eigenwert Ag.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus der Eindeutigkeit in Satz 1.12 und Satz 1.16. L]

Wegen des Eindeutigkeitsteils in Satz 1.16 konnen wir von der Jordanschen Normalform einer
Matrix sprechen.

Beispiel 1.4 (n=2) Die mdglichen Jordan-Normalformen fir 2 x 2-Matrizen sind
(52 ) (03)(08)
0 X /L0 X)L 0 X))
wo A1 # Ao. Um zu entscheiden, welche Jordan-Normalform eine reelle Matrix
o-(3)
hat, berechnen wir das charakteristische Polynom

xc\) = (a—=AN)(d—=X) —be=06— oA+ )2,

wo wir det(C') = 6 und sp(C) = o abkiirzten. Die beiden Eigenwerte sind dann
1
A2 = 5(0 + Vo2 —49),

und beide Eigenwerte fallen genau dann zusammen, wenn o = 46. Daraus folgt: C ist dhnlich zu
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AL DY (0)2 > 4 det(0),
0 Ao

& sp(C)2=4-det(C) und b= c=0,

O > O X
> = > O

& sp(C)? =4-det(C) und b # 0 oder ¢ # 0,

Wenn sp(C)? < 4-det(C) ist, dann hat das charakteristische Polynom von C keine reellen Nullstellen,
und die Matriz C st reell nicht einmal trigonalisierbar.

Beispiel 1.5 (n=3) Die mdglichen Jordan-Normalformen fiir 3 x 3-Matrizen sind

MO0 M1 00 MO0
0 X 0 |, 0 M 0 |, 0 M O
0 0 X 0 0 M 0 0 N
A 10 A 10 A0 0
0 XN 1], 0 X 0 |, 0 A 0
00 A 00 A 00 A

mit)\l#)\g#/\g#/\l.

Die Bestimmung der Jordanschen Normalform einer gegebenen Matrix C' ist praktisch wichtig
z.B. bei linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (s. Abschnitt 1.4). Wie geht
man dabei vor? Als erstes muss man natiirlich das charakteristische Polynom der Matrix C' berech-
nen und dann deren Eigenwerte. Will man die Tansformation in Jordansche Normalform konkret
durchfiihren, braucht man als néchstes die Hauptriume V; aus Satz 1.12. Natiirlich ist das Berechnen
der auftretenden Matrizenprodukte (von Hand) i.a. eine ziemliche Arbeit. Man sollte sich deswegen die
Unterstiitzung durch einen Computer sichern. Aber wenn nur die Jordansche Normalform selbst, und
nicht die Koordinatentransformation dazu gefragt ist, geniigt es meist den Rang der Matrix C'— \;1 zu
bestimmen. Im Kern dieser Matrix liegt ja genau ein eindimensionaler Unterraum fiir jeden Jordan-
Block. Wenn diese Matrix also Rang r hat, ist n — r die Anzahl der Jordan-Blocke. Weil in konkreten
Aufgaben selten Matrizen mit mehr als fiinf Zeilen vorkommen, gibt es dann hiufig nur noch eine
einzige Moglichkeit fiir die richtige Jordan-Normalform. Und bei Matrizen mit mehr als fiinf Zeilen
ist die Berechnung der Jordan-Normalform von Hand sowieso ziemlich sinnlos. In jedem Paket fiir
symbolisches Rechnen gibt es einschlédgige Routinen.

Anstatt also jetzt noch allgemeine Rezepte anzugeben, mdchte ich nur noch ein Beispiel diskutieren:

Beispiel 1.6 Es sei

0000 O
0000 1

A=l01 01 0 |eMbx50).
1000 —1
0000 O

Wir wollen eine Basis bestimmen, in der A Jordan-Normalform hat. Zuerst briuchten wir das charak-
teristische Polynom. Aber wegen der beiden Nullzeilen hat A den Rang = 3 und damit den Figenwert
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A1 = 0 mindestens mit der algebraischen Vielfachheit 2. Deswegen berechnen wir einfach mal die
Potenzen von A = A — M 15, die wir ja sowieso berechnen miissten:

00000
00000

A2=]11 000 0|, A*=o0.
00000
00000

Mit Satz 1.9 sehen wir, dass A tatsdchlich nur den einzigen Eigenwert 0 und das charakteristische
Polynom X\° hat. Weil A? # 0 ist, muss es (genau) einen Jordan-Block der Grifie 3 geben. Weil A
den Rang = 3 und damit einen Nullraum der Dimension 2 hat, gibt es genau zwei Jordan-Blécke. Die
Matriz A hat somit die Jordan-Normalform

O OO0 O O
O OO O =
O OO = O
O OO0 O O
O RO OO

Um eine zugehiorige Basis zu bestimmen, brauchen wir zuerst eine Kette der Linge 3. Wir kennen A?
und sehen A% -e; = es # 0. Damit erzeugt e, eine Kette

e, A-e=e;, A’-e;=e;

der Linge 3. Um eine weitere Kette der Ldinge 2 zu erzeugen, brauchen wir einen Vektor, der nicht
in span(ei,es,eyq) liegt, und von A nicht auf O abgebildet wird. Ein solcher Vektor ist z.B. es mit
A-e5 = ey —ey. Jetzt schreiben wir die beiden Ketten in umgekehrter Reihenfolge hin

€3,€4,€1,62 — €4,€5

und erhalten eine Basis, beziiglich der die durch A beschriebene Abbildung eine darstellende Matrix in
der angegebenen Jordan-Normalform hat.

Aufgabe 1.10 Gegeben sei eine reelle n X n-Matriz der Form

0 —a
A= 1 . —aq
0
1 —ap—

i) Man zeige: Das charakteristische Polynom x(\) = det(AE,, — A) von A lautet
XA = A"+ an A" L a )\ +ag.

it) Man zeige: Fir jeden Eigenwert \; von A hat der zugehiorige Eigenraum die Dimension 1.
ii1) Man bestimme die Jordansche Normalform von A unter der Annahme, dass x(\) in Linearfaktoren
zerfallt.

19



Aufgabe 1.11 Sei

0 00 0O
1 0000
-1 0 0 0 O
1 1100
0 0010

darstellende Matriz eines Endomorphismus f : IR> — IR® bzgl. der kanonischen Basis des IR. Geben
Sie eine Matriz M in Jordan-Normalform und eine Basis B des R® an, so dass M die darstellende
Matriz von f bzgl. B ist.

Aufgabe 1.12 Sei

—6 8 —8
A=| -4 6 -4 | e M(3x3,0).
00 2

Bestimmen Sie
a) das charakteristische Polynom von A, b) die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 1.13 Sei ¢ das Polynom (t —1)3(t +1)? € C[t]. Welche Jordanschen Normalformen treten
bei komplexen 5 x 5-Matrizen mit dem charakteristischen Polynom ¢ auf?

Aufgabe 1.14 Sei

2 2 1
A=| -1 -1 -1 | e M(3x3,0).
1 2 2

a) Bestimmen Sie die Figenwerte und Eigenrdume von A.
b) Geben Sie die Jordansche Normalform von A an.

Aufgabe 1.15 Wie sieht die Jordansche Normalform der Matriz

0
A=10
1

S =
w = O

aus?

1.4 Anwendung: Systeme von Differentialgleichungen

Beginnen wir mit einem einfachen intuitiven Beispiel:

20



Wir betrachten drei gekoppelte Federn, wie in nebenstehender Zeichnung.
Oben und unten seien sie fixiert. Die Ruhelagen der Federn seien y; = 0
und yo = 0. Beide Federkonstanten seien = k und beide Massen seien = m.
Dann lauten die Bewegungsgleichungen

m
miy = —kyr+k(y2 —y1) = k(y2 — 2y1), y1
mis = —k(y2 —y1) — kya = k(y1 — 2y2).

me——

Zur Vereinfachung setzen wir £k = m = 1 und erhalten ein System von zwei Yo

Differentialgleichungen zweiter Ordnung, das in Matrix-Form so aussieht:

()= 2)(0) o

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wie in diesem Beispiel, stellt keinen Physiker vor
Probleme. Aber zwei davon, die gekoppelt sind?
In Beispiel 1.3 habe ich Thnen fiir die Koeffizientenmatrix

(V%)

vorgerechnet
T-'.C-T=D
mit
1 1 1 -3 0
T‘ﬁ(—l 1)’ D‘( 0 —1)’
bzw.
C=T-D - T

Wenn wir die gesuchten Funktionen y;(¢) und y2(t) zu einem Vektor y(¢) zusammenfassen, sowie ihre
zweiten Ableitungen zum Vektor ¥, so schreibt sich das System komprimiert als

y=C'y, y=T-D-T 'y, T'y=D-(T""y).
Jetzt transformieren wir das Problem via
x=T"1. y

in das Differentialgleichungssystem
x=D- x.

WEeil D eine Diagonalmatrix ist, liegt das System jetzt in entkoppelter Form
21 = =311, To= —u2
vor. Losungen dafiir sind leicht anzugeben:

z1(t) = c1cos(V3t) + casin(V3t),  xo(t) = czcos(t) + eusin(t), ¢, ...,cq € R.
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Mit
N = (x1 + x2)
y =T -x, bzw.

Y2 = —r1 + 29)

Sl -

erhalten wir nach Multiplikation mit /2 fiir das urspriingliche System die Losungen

y1 = crcos(V3t) 4 casin(V3t) + czcos(t) + cysin(t)
Y2 = —cicos(V3t) — casin(V3t) + czcos(t) + cysin(t)

Die Losungen sind kompliziert, aber man kann sie deuten als Uberlagerung (= Linearkombination)
der beiden harmonischen Schwingungen

y1 = crcos(V3t) + casin(V3t), yo = —y1, (c3 = ¢4 = 0)

und

y1 = czcos(t) + casin(t), y2 =y1, (a1 =c2 =0)
Die erste Schwingung gehort zum Eigenwert Ay = —3, die zweite zum Eigenwert Ao = —1. Die beiden
Schwingungen heiflen Eigenschwingungen und ihre Frequenzen Eigenfrequenzen des Systems. Und
daher kommt der Name Eigenwert.

Jetzt kommen wir zum eigentlichen Thema dieses Abschnitts. Wir betrachten hier Systeme linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. In voller Allgemeinheit sehen sie so aus:

y’1 = a1,1y1 4+ ...+ a1 nYn

Un = an1Y1 + .+ Gnpln

Hier ist es wesentlich, dass wir genau so viele Gleichungen wie Unbekannte haben. Die Koeffizienten-
matrix
A= (ai)ij1,.n
ist also immer quadratisch.
Um das System in Matrixform schreiben zu koénnen, fasst man die n gesuchten Funktionen zu

einem Vektor

yn(t)

zusammen. Dieser Funktionenvektor ist eine Abbildung
y: R — R"
Das Differenzieren von Abbildungen werden wir erst im néchsten Kapitel behandeln. Aber schon jetzt
definieren wir die Ableitung von y als
(3
Yn
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Dann lautet das System in Matrixschreibweise
y=A4-y.

Das ist schon, nur: Das eingangs behandelte System hatte zwar konstante Koeffizienten, aber die
beiden Differentialgleichungen hatten die Ordnung 2. Durch folgenden Trick kann man auch lineare
Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten hier einordnen:

Gegeben sei die Differentialgleichung k-ter Ordnung

k—1)
)

y(k) :cly—|—62y+...+0ky( Cl,...,Ck € R.

Wir fithren & Funktionen

Y=y, =9, e yp =y

ein. Die erfiillen die £ — 1 Differentialgleichungen erster Ordnung

U1 =Y2, s Yk—1= Yk

Und die urspriingliche Differentialgleichung n-ter Ordnung wird damit dquivalent zum System

noo= Y2
Yp—1 = Yk
Y = cayr + cy2 + .. CkUk
Die k x k-Koeflizientenmatrix
1
C =
1
Cc1 C2 Ck

hat zwar ziemlich viele Nullen und wirkt dadurch ziemlich aufgeblasen, aber das ist uns die erreichte
Vereinheitlichung wert.

Beispiel 1.7 Jetzt mdchte ich die beiden gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung der
gekoppelten Federn so standardisieren, dass daraus ein 4 x 4-System von Differentialgleichungen erster
Ordnung wird. Ich erginze das System also um die Funktionen

Y3 =1, Y4:= Y.

Dann erhalte ich das System

vy o= Y3
Y2 = Y4
ys = —2y1 + 2

Us = Y1 — 2y

Der ganze Sinn dieses Abschnitts besteht darin, zu untersuchen, wie sich Basistransformationen
auf ein System

y=4-y
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auswirken. Transformieren wir also

A=T"'.D.T

(wobei wir insgeheim hoffen, erreichen zu kénnen, dass D eine Diagonalmatrix wird). Unser System
transformiert sich dann wie folgt:

y=T"'D-T-y, bazw. Ty=D-(Ty).
Wenn wir iibergehen zu
x=Ty mit x=1Ty,

erhalten wir das System
x=D-x.

Jede Losung x(t) des transformierten Systems mit der zu A dhnlichen Matrix D liefert durch Riick-
transformation y = T~! - x eine Losung y(t) des urspriinglichen Systems.
Der einfachste Fall liegt vor, wenn D eine Diagonalmatrix

A

An
ist. Das System besteht aus den entkoppelten Gleichungen
i‘i = )\il‘i, (’L = 1, ,n)

mit den offensichtlichen Lésungen

zi(t) =¢ -, i=1,..n.

In Vektorschreibweise sind das die Losungen

x(t) = ¢etit .

e;.
Bei der Riicktransformation wird aus dem Koordinatenvektor e; ein Eigenvektor a; zum Eigenwert \;
fiir die Matrix A. Fassen wir zusammen:

Satz 1.17 (e-hoch-Ansatz) a) Ist a ein Eigenvektor der Matriz A zum Eigenwert X\, so ist
y(t) =" -a

eine Losungs-Vektor-Funktion des Systemsy = A -y.
b) Ist A diagonalisierbar mit den linear unabhingigen FEigenvektoren ai,...,a, zu Figenwerten
A, ooy An, S0 gehdren dazu n linear unabhingige Losungen e ta;.

Die Aussage dieses Satzes kann man direkt nachrechnen, man braucht dazu nicht den Weg iiber
die dhnliche Matrix D zu gehen.

Falls A diagonalisierbar ist, hat man damit das System gelost. Was das genau bedeutet, kann
ich aber erst im Kapitel {iber gewohnliche Differentialgleichungen prézisieren. Es bleiben die beiden
fundamentalen Probleme der Linearen Algebra:
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Wir sind nur an reellen Losungen y(¢) interessiert. Was passiert, wenn ein Eigenwert A\ von A
komplex ist? Dann ist auch der zugehorige Eigenvektor a komplex. Aber, wir sind ja auch nur an
Systemen mit einer reellen Koeffizientenmatrix A interessiert. Deren charakteristisches Polynom ist
dann auch reell und hat mit jeder komplexen, nicht-reellen Wurzel auch die konjugiert-komplexe
Waurzel A. Dazu gehort der komplex-konjugierte Eigenvektor a. Wir haben also auch zwei konjugiert-
komplexe Losungen

y(t) = eMa, y(t) = eMa.

Falls etwa

A=p+iw, A=p—iw, w#0
ist, dann konnen wir mit der Eulerschen Formel die beiden Losungen schreiben
y(t) = e’ (cos(wt) +isin(wt))a, y(t) = e (cos(wt) — isin(wt))a.

Sie lassen sich folgendermafien zu zwei reellen Losungen rekombinieren:

yio= Rely(®) = 50 +30)
= " (cos(wt)Re(a) — sin(wt)Im(a))
2 = Im(y() = 5 (v~ (1)

= e (cos(wt)Im(a) + sin(wt)Re(a)) .

Das sieht gefiahrlich aus. Aber als Eigenvektoren zu zwei verschiedenen Eigenwerten sind a und a
(iitber €) linear unabhingig. Dann sind auch die beiden reellen Vektoren Re(a) und Im(a) linear
unabhéngig. Wéhlen wir sie als Basisvektoren, so werden unsere Lésungen

¢ cos(t) ¢ [ sin(t)
yi=e < —sin(t) )  Ya=ef < cos(t) ) '

Und auch alle Linearkombinationen

c1y1 + cays = et ( cos(t) - sin(t) ) : ( “ ) , c1,c2 € 1R,

—sin(t) cos(t)

sind Losungen. Fiir g = 0 handelt es sich um (in unserem Koordinatensystem rechtsdrehende) Kreise,
fiir u # 0 um Spiralen.
Zweitens konnen Eigenwerte entarten. Betrachten wir etwa ein System

y=Jxy
mit einem n x n-Jordanblock
A1
J =
1
A
als Koeffizientenmatrix. Wir modifizieren den e-hoch-Ansatz

d
%(ekty) =AMy + My = My +¥)
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und sehen: Die Vektorfunktion e’y ist genau dann eine Losung des Systems mit Koeffizientenmatrix
Jy, wenn y eine Losung des Systems

y=N-y
mit der nilpotenten Koeffizientenmatrix N = Jy ist. Es geniigt also, ein System mit Koeffizientenmatrix
N zu betrachten. Das System sieht dann so aus:

o= Y
Y2 = Y3
yn—l = Yn
Fir v > 2 ist
dufl
yl/ dtl/ 1?/1
mit
dn
] =0.
In = ggn ¥t~

Wir sind gelandet bei einer ziemlich banalen Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir y;. Ihr Losungen
sind die Polynome
yr=cr+cat+ ... +cent™ e, en € R

Zu einem solchen Polynom y; gehoren die Komponenten

dv—1 _
Vv = V1 = ch k- (k— v+ 1)thv.

Etwas schematischer schreiben wir die erhaltenen Losungen als

1t 2 .. 1 “
1 2t (n—1)t"2 2
2 (n —1)(n —2)t"3 :
(n—2)! (n—1t
(n—1)!
Cn

Multipliziert man sie mit dem Faktor e’ bekommt man Losungen des urspriinglichen Systems mit
A#0.

Richtig kompliziert wird es, wenn beide Komplikationen gleichzeitig auftreten: Ein Jordanblock zu
einem komplexen Eigenwert A. Da muss man die Polynomlésungen zum Jordanblock mit der komple-
xen Exponentialfunktion e’ multiplizieren. Aber mit jeder komplexen Losung ist auch die komplex-
konjugierte Funktion eine Losung. Und &hnlich wie oben, kann man beide zu zwei reellen Lésungen
rekombinieren, welche dann Winkelfunktionen als Faktor enthalten.

Auf die Details mdchte ich hier nicht mehr eingehen. Stattdessen méchte ich die fiir n = 2 moglichen
Falle

y=A4-y
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diskutieren und zeichnen.

Fall 1: Die Matrix A ist diagonalisierbar mit den reellen Eigenwerten A1 und A,. Nachdem wir
in ein Koordinatensystem iibergehen, das von Eigenvektoren aufgespannt wird, sieht unser System so
aus:

Y1 = Ay1, Y2 = Aaya.
Es hat die Losungskurven

At

Aot
yr=cr-et, ys=co-e?.

Zunéchst sortieren wir einige Spezialfille aus:

‘ Losungskurven
AM=X=0 Punkte (¢, c2)
A1 =0, Ay #£0 | Geraden y; = 1
A1 # 0, Ay =0 | Geraden y3 = ¢
A =X #0 Geraden durch den Nullpunkt.

Es bleiben die Félle

0# X # X #0.
Fiir ¢ =0, bzw. co = 0 haben wir als Losungskurve die positiven oder negativen Halbachsen auf der
y1-, bzw. ya-Achse. Fiir ¢; - c2 # 0 eliminieren wir ¢ vermoge

)\2 )\1 )\2/)\1
(5= (=) 2 () e o
C1 Co Co C1

Einen wesentlichen Unterschied macht es jetzt noch, ob die Eigenwerte A\; und Ay das gleiche oder
verschiedene Vorzeichen haben.

M=1, 0 =2 M=—1, =2

Fall 2: Beide Eigenwerte Ay = Ay = A stimmen iiberein, aber die Matrix A ist nicht diagonalisier-
bar. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass A in Jordan-Normalform

()
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vorliegt. Damit sind die Spalten der Matrix

6)\t te)\t
e)\t

Losungen. Losungen sind also alle Vektoren

U . cle)‘t—l—CQte)‘t
v | coeM ’

Hier mochte ich die Koordinaten y; und yo, sowie ¢; und co vertauschen, weil ich diesen Fall schon
gezeichnet habe. Unsere Lésungen haben dann die Form

At

Yy =c1-€e, y2=(01t+02)'6)‘t-

Spezielle Losungskurven bildet fiir ¢y = 0 die yo-Achse, schén unterteilt in ihren positiven, ihren
negativen Abschnitt und den Nullpunkt.
Fiir ¢; # 0 haben wir

C2
Yo = (t+ =)y
c1

e’\tzg, )\t:ln<£>, t:lln(£>.
C1 C1 A C1

In der rechten Halbebene ist y; > 0 und ¢; > 0. Hier konnen wir schreiben

mit

c 1 c 1 1 1
Y2 = —y1 + ~yiln (£> = <—2 - —ln(cl)) 1+ yydn(y) = ey + sndn(y), ce R
C1 A (6] A A

(Die Losungskurven in der linken Halbebene liegen punktsymmetrisch zu denen in der rechten Halb-
ebene.) ;

H
i
i
i
i

i
i
i

Fall 3: Es gibt zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte
Mo=pti-w, w>0.

Diesen Fall habe ich oben diskutiert. In einem geeigneten Koordinatensystem sind es rechtsdrehende
Spiralen, die so aussehen:
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...............
,,,,,,

= v,

Aufgabe 1.16 Finden Sie je zwei linear unabhingige Lisungen fiir die Systeme
. 1 12 . -3 5

Aufgabe 1.17 Finden Sie drei linear unabhdingige Lisungen fiir

Aufgabe 1.18 Betrachtet werde ein System wie am Anfang dieses Abschnitts, aber bestehend aus drei
Massenpunkten (mit den Koordinaten y1,ys,ys) und vier Federn. Die zugehirige Bewegungsgleichung

18t
-2 1 0
y = 1 -2 1 y
0 1 -2

Bestimmen Sie seine Figenfrequenzen und Eigenschwingungen.

Aufgabe 1.19 Bestimmen Sie die Eigenvektoren der Matriz

Hinweis: Wie kionnten die Figenschwingungen des zugehdrigen Systems aus vier Massenpunkten, die

durch finf Federn gekoppelt sind, wohl aussehen?
29



1.5 Bilinearformen

Eine reelle n x n-Matrix A kann auch fiir etwas anderes verwendet werden, als zur Beschreibung einer
linearen Abbildung
w— A -w.

Der Ausdruck
vi-A-w

ist ein Skalar, der linear von v und von w abhéngt. Dadurch wird eine bilineare Abbildung
R"xR"> (v,w) —»v-A-wecR
definiert.

Definition 1.8 (Bilinearform) FEs sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Bilinearform ¢ auf V' ist eine
Abbildung
p:VxV>3(v,w)— o(v,w) € IR,

die in v und w linear ist. D.h. explizit: Fiir alle ¢, € R,v,v',w,w' € V gelten
p(ev + v, w) = cp(v,w) + dp(v/, w),
o(v.cw + W) = ep(v,w) + (v, W)

Beispiel 1.8 a) Bilinearformen kommen auch in der Analysis vor: Sei etwa V der R-Vektorraum
der auf einem Intervall [a,b] stetigen Funktionen. Dann ist die Abbildung

b
VX V3 (f,g) / [(@)g(x)dz € R

eine Bilinearform auf V
b) Es seien f,g:V — IR Linearformen. Dann heif$t die Bilinearform

f@g:VxV3(v,w)— f(v)-g(w)

das Tensorprodukt der beiden Linearformen f und g.
¢) Das euklidische Skalarprodukt

n
(v.w) = Z v Wy,
v=1
ist eine Bilinearform auf dem IR™.

Definition 1.9 FEs sei ¢ eine Bilinearform auf dem reellen Vektorraum V und uy,...,u, € V eine
Basis. Dann heifit die n X n-Matriz

G:= ((p(u,uv ul/))p,,y:l,...,n

die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der gegebenen Basts.
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Sind v = > v,u, und w = > w,u, zwei Vektoren in V, so ist wegen der Bilinearitét
QD(V, W) = ¥ <Z Vp Oy, Z wuuy>
“w v
e Z Uu(p <uu7 Z w,,u,,)
“w v

= Z vpe(uy, wy)w,
v

Mit der darstellenden Matrix G kann man das Ergebnis

w1
(v1,-yvn) - G-

Wn

schreiben. Der Sinn dieser Ubung ist: Mit der darstellenden Matrix der Bilinearform ¢ beziiglich der
Basis uy, ..., u, kann man den Wert ¢(v,w) aus den Koordinaten der Vektoren v und w beziiglich
der Basis uy, ..., u,, ausrechnen. Das ist ganz dhnlich, wie mit der darstellenden Matrix einer linearen
Abbildung. Wesentlich verschieden ist dagegen das Transformationsverhalten:

Die invertierbare Matrix T beschreibe die Transformation von der Basis uy,...,u, in eine neue
Basis tq,...,t,. D.h., die Spaltenvektoren der Matrix 7" sind die Koordinatenvektoren der Vektoren t,
beziiglich der Basis uy, ..., u,, d.h.,

t, = Z tl’l/ul.
l

Die darstellende Matrix von ¢ in der neuen Basis hat dann die Eintrége

(b, t) = 0O i, > tow) =D b ue(ag, w)ty,.
% I

k,l

In Matrix-Schreibweise ist dies die Zahl

(tLIH o tnvu) : G '

tn,u
Und damit wird die neue dastellende Matrix
T'.G-T.

Das ist zwar dhnlich, wie bei der Matrix einer linearen Abbildung. Aber wo bei der linearen Abbildung
T~ steht, da steht bei einer Bilinearform 7°¢. Man sagt: Das Transformationsverhalten ist zweifach
kovariant.

Weil die Transformationsmatrix 7 invertierbar ist, hat die Matrix 7% - G - T den gleichen Rang wie
G. Der Rang der darstellenden Matrix dndert sich nicht bei einer Basistransformation.

Definition 1.10 Der Rang einer Bilinearform ist der Rang der darstellenden Matriz beziiglich einer
(und damit jeder) Basis. Eine Bilinearform heifit nicht ausgeartet, wenn ihr Rang maximal ist.
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Beispiel 1.9 Das euklidische Skalarprodukt auf dem IR™ hat beziiglich der kanonischen Basis eq, ..., e,
die darstellende Matriz

((emel/)) = (5u,u) =1,

und ist deswegen nicht ausgeartet.

Beispiel 1.10 (Hyperbolische Ebene) Die Bilinearform auf dem IR? mit darstellender Matriz

(55

ist nicht ausgeartet. Ihr Wert auf dem Vektor (1,1) ist

<1,1>-<(1) _01>-<1>:1—1:0.

Deswegen ist ihre Finschrankung auf den Unterraum IR - (1,1) identisch = 0 und damit ausgeartet.

Satz 1.18 Fir eine Bilinearform ¢ auf dem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind dquivalent:
a) ¢ ist nicht ausgeartet.
b) Zu jedem Vektor 0 £ v € V existiert ein Vektor w € V- mit p(v,w) # 0.

Beweis. Es sei G die darstellende Matrix von ¢ beziiglich einer Basis von V. Diese Matrix hat
genau dann den Maximalrang, wenn fiir jeden Vektor 0 # v € IR™ gilt v - G # 0. Das ist genau dann
der Fall, wenn es einen Vektor w € IR™ gibt mit v - G - w # 0. L]

Definition 1.11 FEs sei ¢ eine Bilinearform auf dem Vektorraum V und U C V ein Untervektorraum.
Das orthogonale Komplement von U beziiglich ¢ ist der Untervektorraum

Ul :={veV:p,u) =0 firaleuecU}.

Beispiel 1.11 a) Fiir das euklidische Skalarprodukt auf dem IR™ ist dieses orthogonale Komplement
genau das orthogonale Komplement aus dem ersten Semester.

b) Auch fiir U =1V ist
Vi={veV:pu) =0 firaleucV}
definiert. Mit Satz 1.18 sehen wir: o auf V ist genau dann nicht ausgeartet, wenn V- = {0}.

Satz 1.19 (Orthogonale direkte Summe) FEs sei ¢ eine Bilinearform auf dem endlich-dimensionalen
Vektorraum V und U C V' ein Untervektorraum, auf dem ¢ nicht ausgeartet ist. Dann ist

V=UasU"

eine direkte Summe.
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Beweis. Wir nehmen an V = IR"™. Weiter sei G die darstellende Matrix von . Wir wéhlen eine

Basis uy, ..., uy, fiir U. Beziiglich dieser Basis ist die darstellende Matrix von ¢|U

uj

: -G (ag,...,ug).

u}
Nach Voraussetzung hat diese den Maximalrang k. Dann hat auch die Matrix

uf
-G

t
uy

diesen Rang k, sowie die zugehorige lineare Abbildung

R"—-R" x—| : |-G-x

t
uy

U+ ist genau der Kern dieser linearen Abbildung und hat die Dimension
dim(U*) =n —k =n —dim(U).
Es bleibt zu zeigen: U N U+ = {0}. Das folgt aber aus Satz 1.18, weil  auf U nicht ausgeartet ist. (]

Definition 1.12 Die Bilinearform ¢ auf dem Vektorraum V heifit symmetrisch (bzw. antisymme-
trisch) , wenn fir alle v,w € V gilt

o(v,w) =p(w,v) bzw. @(v,w)=—p(w,V).

Eine Bilinearform mit darstellender Matrix G ist genau dann symmetrisch wenn G = G* symme-
trisch ist, und sie ist genau dann antisymmetrisch, wenn G = —G* alternierend ist.

Beispiel 1.12 Das euklidische Skalarprodukt auf dem IR"™ ist symmetrisch. Die zur Relativititstheorie
gehdrende Minkowski-Form auf dem IR* hat die darstellende Matriz

und ist auch symmetrisch.

Die Polarisationsformel fiir das euklidische Skalarprodukt verallgemeinert sich wortlich auf sym-
metrische Bilinearformen.

Satz 1.20 (Polarisationsformel) Die Bilinearform auf dem Vektorraum V sei symmetrisch. Dann
gilt fir alle v,w €V

(p(v+w,v+w)—op(v,v) — p(w,w)).

N =

w(VaW) =
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Der Beweis besteht aus der gleichen Rechnung, wie im ersten Semester.

Die Bilinearform ¢ ist nicht die Nullform, wenn es Vektoren v, w € V gibt mit ¢(v,w) # 0. Satz
1.20 zeigt: Wenn die symmetrische Bilinearform nicht die Nullform ist, dann gibt es einen Vektor v

mit ¢(v,v) # 0.

Satz 1.21 (Diagonalisierung) Die Bilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V sei sym-
metrisch. Dann gibt es eine Basis von V', beziiglich der ¢ durch eine Diagonalmatriz dargestellt wird.

Beweis (Induktion nach n). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Wenn ¢ die Nullform ist,
dann ist auch nichts zu zeigen. Sei also ¢ nicht die Nullform. Wie eben angemerkt, gibt es dann einen
Vektor v € V mit p(v,v) # 0. Sei U = IR - v der von v aufgespannte eindimensionale Unterraum. Auf
diesem ist dann ¢ nicht entartet. Nach Satz 1.19 ist V = U @ U" eine orthogonale direkte Summe.
Die Behauptung folgt mit der Induktionsannahme fiir den n — 1-dimensionalen Raum U, L]

Weil die darstellende Matrix einer symmetrischen Bilinearform symmetrisch ist, folgt Satz 1.21
auch aus dem Satz iiber die Hauptachsen-Transformation. Dort geschieht die Transformation ja mit
einer orthogonalen Matrix 7. Fiir die ist 7! = T und

T'.¢.-T=T"G-T.
Die Unterschiede sind:

‘ Hauptachsen-Transformation ‘ Satz 1.21

Transformation | orthogonal invertierbar
Diagonaleintrage | Eigenwerte ?
Beweis lang kurz

Die erhaltene Diagonalisierung der darstellenden Matrix G reicht mir noch nicht. Ich will sie noch
weiter standardisieren:

Satz 1.22 Zu jeder reellen symmetrischen n x n-Matrix G gibt es eine invertierbare reelle Matriz T
s0, dass Tt - G - T eine Diagonalmatriz ist, welche auf ihrer Diagonale nur die Eintrdge +1 und 0
enthdlt. Deren Rethenfolge konnen wir wie folgt normalisieren:

]lp
T .G T= —1,,
0

Beweis. Wegen Satz 1.21 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

g1
G =

9n

in Diagonalform vorliegt. Wenn ¢; > 0 ist, ersetzen wir den ersten Basisvektor durch den Vektor



Fiir die durch G definierte Bilinearform ¢ ist dann ¢(t;) = 1. Nachdem wir t; statt e; als ersten
Basisvektor nehmen, &ndert sich der erste Diagonaleintrag ab zu 1. Wenn ¢; < 0 ist wihlen wir
1

tl = (S3]
—91

um den ersten Diagonaleintrag in —1 zu verdndern.

Analog behandeln wir jeden Diagonaleintrag # 0. Danach haben wir auf der Diagonale nur Eintrége
+1 oder 0. Die Reihenfolge der Basisvektoren kénnen wir dann noch so verdndern, dass zuerst die
Eintrdge = 41, dann die Eintrdge = —1 und zuletzt die Nuller kommen. L]

Die Zahl p + m der Diagonaleintrige # 0 ist der Rang von G. Deswegen ist die Summe p + m
unabhéngig von der gewéhlten Diagonalisierung. Dies gilt aber auch fiir die Zahlen p und m selbst:

Satz 1.23 (Sylvesterscher Trigheitssatz) Die symmetrische reelle Matriz G werde wie in Satz
1.22 diagonalisiert. Dann sind die Zahlen p und m unabhdingig von der gewdhlten Basistransformation.

Beweis. Weil p + m von der Diagonalisierung unabhéngig ist, geniigt es, zu zeigen, dass p nicht
von der Diagonalisierung abhéngt. Dazu betrachten wir den Untervektorraum U C IR", der von den
letzten n — p Basisvektoren aufgespannt wird. Dieser hat die Eigenschaft: Fiir jeden Vektor u € U ist

p(u,w) 0.

Dabei ist ¢ die durch G definierte Bilinearform.

Jeder Untervektorraum U’ einer Dimension > n — p schneidet (nach der Dimensionsformel fiir
Untervektorrdume) den Untervektorraum V', der von den ersten p Basivektoren aufgespannt wird, in
einem Vektorraum der Dimension > 0. Deswegen enthélt U’ einen Vektor 0 # v € V. Fiir diesen ist
o(v,v) > 0. Wir haben gezeigt: Die Zahl n — p ist die groftmogliche Dimension eines Unterraums
W C IR™ mit der Eigenschaft

e(u,u) <0 fir alle u e W.

Diese Zahl ist unabhéngig von der gewéhlten Diagonalisierung. L]

Definition 1.13 Das Zahlenpaar (p,m) heifit Signatur der reellen symmetrischen Matriz G (bzw.,
der durch G definierten symmetrischen Bilinearform). Die Differenz p — m heifit Trigheitsindex

Die Zahlen p und m sind charakteristisch fiir reelle symmetrische Matrizen. Denn fiir zwei reelle
symmetrische Matizen G und H sind dquivalent:

a) Die Matrizen G und H haben die gleiche Signatur.

b) Es gibt eine invertierbare reelle Matrix T mit H = T*- G - T..

Definition 1.14 (Definitheit) Die symmetrische Bilinearform ¢ auf dem reellen Vektorraum V der
Dimension n heifit

‘ falls fiir alle ‘ bzw. dquivalent
positiv definit o(v,v) >0 0#veV p=n
positiv semidefinit | o(v,v) >0 veV m =0
negativ definit p(v,v) <0 0#vevV m=n
negativ semidefinit | @(v,v) <0 veV p=0
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Die Form ¢ heifst indefinit, wenn sie weder positiv noch negativ semidefinit ist, d.h., wenn p > 0 und
m > 0.
Die gleichen Bezeichnungen verwendet man auch fir symmetrische Matrizen.

Beispiel 1.13 Das euklidische Skalarprodukt (v,w) auf dem IR" ist positiv definit. Die Minkowski-
Form hat die Signatur (3,1) und ist deswegen indefinit.

Die Definitheit symmetrischer Matrizen ist wesentlich bei der Untersuchung differenzierbarer Funk-
tionen f(x1, ..., ) mehrerer Verdnderlicher auf lokale Extrema. Deswegen ist ein handliches Kriterium
zum Erkennen der positiv-Definitheit von beachtlichem praktischem Interesse.

Definition 1.15 Unter-Determinanten einer Matriz G heiffen auch Minoren. Die Determinanten der
linken oberen Untermatrizen

Gy = (g,u,,u),u,z/zl,...,k’

heiffen Hauptminoren.

Satz 1.24 (Haupt-Minoren-Kriterium, Hurwitz-Kriterium) Fine symmetrische reelle Matriz
G ist genau dann positiv-definit, wenn alle ihre Hauptminoren det(Gy) > 0 sind.

Beweis. =: Wenn G positiv definit ist, gibt es nach Satz 1.22 eine invertierbare reelle Matrix T

mit 1

T'.G-T =1, det(G) det(T?)=1, det(G)= det(T)? >0
Die Untermatrizen G}, sind die darstellenden Matrizen der durch G definierten Bilinearform auf dem
Untervektorraum, der von den ersten k Einheitsvektoren aufgespannt wird. Mit G sind auch sie positiv
definit.

«: Jetzt sind alle Hauptminoren det(Gy) > 0 vorausgesetzt. Wir beweisen die positiv-Definitheit
von G durch Induktion nach n. Nach Induktionsannahme gibt es eine invertierbare (n — 1) x (n — 1)-
Matrix 7" mit

(T - Gpy - T =1, 4.

Mit
T/
T._< 1)
wird
1 *
1 *
.G . T =

Dabei ist nach Voraussetzung
det(T* -G - T) = det(T)? - det(G) > 0.

Wir kénnen deswegen o.b.d.A. annehmen, dass G selbst in obiger Form vorliegt.
Es sei U C IR™ der von den ersten n — 1 Basisvektoren aufgespannte Unterraum. Auf ihm wird die
Bilinearform durch die Einheitsmatrix beschrieben und ist nicht-entartet. Nach Satz 1.19 ist IR" =
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U@ U*L. Wir éindern den letzten Basisvektor jetzt ab in einen erzeugenden Vektor fiir U+. Nach dieser
Basistransformation &ndert sich G in eine Diagonalmatrix

1

a

Weil sich das Vorzeichen von det(G) > 0 dabei nicht #ndert, muss a > 0 sein. Die neue Matrix ist
positiv definit, und damit auch die Ausgangsmatrix G. L]

Aufgabe 1.20 Zeigen Sie fiir die reelle Matriz

dass

S st | genau dann, wenn
positiv definit | a > 0 und det(S) > 0,
negativ definit | a < 0 und det(S) > 0,

indefinit detS < 0.

Aufgabe 1.21 Zeigen Sie, die Matriz

st negativ definit.

Aufgabe 1.22 Betrachtet werde die n X n-Matriz

Zeigen Sie:
a) det(A,) = (-1)"(n +1).
b) Die Matriz A, ist negativ definit.
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1.6 Quadriken
Eine Quadrik im affinen Raum IR" ist eine Teilmenge Q C IR", welche durch Polynome
n
vom Grad 2 Zak,ll“kﬂ?l und vom Grad 1 Z brx
k<l k=1

und eine Konstante ¢ € IR beschrieben werden kann:

Q={xeR": Zak,ll‘kl‘l-i-z:bkl‘k—i-CZO}

Die Koeffizienten ay; wollen wir zu einer quadratischen n x n-Matrix A zusammenfassen. Dann ist
der quadratische Anteil der obigen Gleichung

Z A 1 TR = Xt CA-x
k,l

die quadratische Form zur Bilinearform mit Matrix A.
Diese Matrix A braucht zunéichst nicht symmetrisch zu sein. Aber wegen

x'A-x=x-A-x)t=x" A" x
ist
X' Ax=x"9x

mit der symmetrischen Matrix S = (A + A')/2. Wir kénnen (und wollen) deswegen immmer A = S
symmetrisch annehmen.

Den linearen Anteil " byxy konnen wir als Produkt mit dem Vektor b = (by) auffassen. Dabei ist
es rechentechnisch vorteilhaft, einen Faktor 2 vorwegzunehmen. Dann sieht unsere Quadrikengleichung
in Matrizenform also so aus:

x'-A-x+2bl-x+c=0.

Definition 1.16 Wir nennen die Matriz A die Koeflizientenmatrix und die symmetrische (n + 1) x

(n + 1)-Matriz
, [ A Db
(g

die erweiterte (oder gerdnderte) Koeffizientenmatrix.

Mit dieser erweiterten Koeffizientenmatrix kénnen wir die Gleichung der Quadrik etwas kompri-
mierter schreiben, wenn wir noch einen erweiterten Vektor

x/::<)1(>€]R"+1

(xht-A X = (x41) - < A b>'<x>=xt-A'x+2bt-x+C=0.

eingefithren. Die Gleichung ist ja

b ¢ 1
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Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Klassifikation der Quadriken. Das bedeutet Folgendes: Durch
eine geeignete Transformation y = F'(x) wollen wir die Gleichung ¢(x) = 0 der Quadrik @ auf eine
moglichst einfache Form bringen. Das einfachste Beispiel was mir hier einféllt, ist eine Parabel, in
Koordinaten (z1,z2) etwa

23 4 2y + 2b0x0 + ¢ =0, by #0.

Mit der quadratischen Ergédnzung vy; := x1 + b1 wird daraus
y% + 2bsxo + ¢ — b%,
und mit

c—b?
2by

Yo = —2[)2 . (l‘Q +

)

schlieBlich
Y2 = y%

Das sieht doch ganz manierlich aus, wir kennen die Gleichung aus dem Gymnasium.

So schon das schliellich auch funktionieren wird, es gibt zwei etwas unangenehmere Details. Wir
miissen verschiedene Dinge unterscheiden, und uns iiberlegen, was wir eigentlich wollen:

1) Wir miissen zwischen der transformierten Quadrik F(Q) und der transformierten Gleichung
unterscheiden. Das hat folgenden Grund, den ich mir nie merken kann, und immer wieder miihselig
herleiten muss:

FQ ={F(x):xeQ}={yeR": F'(y) e Q} ={y e R": ¢(F'(y)) = 0}.

Das wollen wir hier nur einmal anmerken, und spéter schlicht verdréangen.

2) Wir miissen uns genau iiberlegen, welche Art von Transformationen F' wir verwenden wollen.
Das oben kurz vorgestellte Beispiel der Parabel zeigt, dass wir um Translationen nicht herumkommen
werden. Wir kénnten also z.B. die Bewegungen

y=Fx)=t+U-x, teR",U€O(n)
verwenden. Vorher wollen wir allerdings erst noch etwas Allgemeineres probieren.

Definition 1.17 FEine Abbildung F : R — IR"™ heifit affin, wenn es einen Translationsvektor t € R™
und eine invertierbare n X n-Matriz C € GL(n,IR) gibt so, dass

Fx)=t+C-x.

Wahrscheinlich heiflen diese Abbildungen so, weil sie affine Unterrdume (Losungsriaume eines nicht
notwendig homogenen linearen Gleichungssystems) wieder auf affine Unterrdume abbilden. (Oder ist
es umgekehrt?)

Wir transformieren die Quadrik
Q:x'-A-x+2b-x+ec=0

unter einer affinen Transformation
x=C-y+t.
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Die transformierte Gleichung ist dann

xt-A-x+2b-x+c
(Cy+t)"-A- (Cy+t)+2b"- (Cy+1t)+c

= y - (C'AC) -y 4+ 2(At + b)'C -y + t' At + 2b't + ¢
0.

Das ziemlich uniibersichtliche Resultat unserer Rechnung wird etwas iibersichtlicher wenn wir uns
die erweiterte Koeffizientenmatrix der transformierten Quadrik ansehen. Das ist die Matrix

C'AC  C'(At+b)
(At +b)'C d

mit
¢ = tt At + 2b't + c.

(1) o)(e)

Definition 1.18 Die erweiterte Matriz zur affinen Transformation

Es ist eine Produktmatrix

F:t+C- -x

/._ Ct
C“(ot 1)

Sie heifit so, weil fiir die erweiterten Vektoren x' undy’ zu x und y = F(x) gilt

ist die (n +1) x (n + 1)-Matriz

y =C"-x.

In der obigen Produktmatrix wurde die erweiterte Koeffizientenmatrix A’ der Quadrik von rechts
mit der erweiterten Matrix C’ fiir die affine Transformation F multipliziert, und von links mit deren
Transponierter. Mit C' ist auch C’ invertierbar. Insbesondere finden wir: Bei einer affinen Transfor-
mation der Quadrik @) bleiben Rang und Signatur der eigentlichen Koeffizientenmatrix A, sowie auch
der erweiterten Koeffizientenmatrix A’ unveréindert.

Unser Ziel ist es, die Gleichung einer Quadrik, durch affine Transformationen auf eine moglichst
einfache Normalform zu bringen. Wenn wir von solchen Normalformen einen Katalog aufstellen kénnen,
dann haben wir die Quadriken in Bezug auf affine Transformationen klassifiziert.

Nun transformierte sich die Koeffizientenmatrix A genau wie die Matrix einer symmetrischen
Bilinearform unter der linearen Transformation mit Matrix C. Nach Satz 1.21 gibt es eine solche
Matrix C' derart, dass die transformierte Koeffizientenmatrix

ai

A=C'AC =

Gn
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eine Diagonalmatrix ist. An ihr kénnen wir den Rang von A und die Signatur dieser Matrix ablesen.
Ist der Rang von A maximal = n, so kann man den linearen Anteil 2b? - x ratzeputz wegtransfor-
mieren: Dazu schauen wir uns das Resultat einer reinen Translation

x=y+t
an. Es ist
(y+t) - A-(y+t)+2b - (y+t)+c=y"-A-y+2(At +b)" -y + const = 0.

Wenn A invertierbar ist, konnen wir
t:=—A"1.b
wéahlen, und der transformierte lineare Anteil ist = 0.
Definition 1.19 Fine Quadrik @@ heifst Mittelpunktsquadrik, wenn es einen Punkt m gibt, so, dass

Q bei der Punktspiegelung an m
X +—m— (x —m)

in sich ibergeht
Beispiel: Eine Quadrik mit invertierbarer Koeffizientenatrix A hat einen Mittelpunkt (i.A. liegt

der nicht auf @ !), in Bezug auf den sie punktsymmetrisch ist. Nach der Transformation, wenn die
Quadrikengleichung in der Form

yoA-y+e=0
vorliegt, ist das der Nullpunkt.

Leider gibt es auch den Fall, dass A nicht den maximalen Rang hat. Dann wird das Leben kom-
pliziert. Nehmen wir an, wir hétten A in eine Diagonalform

ay

Ay

N
|

0

mit n—7r > 0 Nullen auf der Diagonale transformiert. Die r Eintrége aq, ..., a, # 0 kann man benutzen,
um dhnlich wie gerade, die ersten r Eintriage des Vektors b loszuwerden. Die Quadrikengleichung sieht

danach so aus:
T n
Zakmi—i— Z by +c=0.
k=1 k=r+1

Wenn es das Schicksal so will, sind auch die iibrig gebliebenen by alle = 0, und wir sind fertig:

T
Z arzry +c = 0.
k=1
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Oder das ist nicht der Fall. Dann koénnen wir im Unterraum x; = ... = x, = 0 eine Transformation
durchfiihren, die die Linearform x — b’ - x auf die Linearform x — el | - x transformiert. Die
Quadrikengleichung wird

T
Z akm% + 241 +c=0.
k=1
Und wenn wir schlielich noch z,41 durch z,41 + ¢ ersetzen (Translation), so nimmt die Gleichung
folgende Form an:

r
2

Z apxy, + xr41 = 0.

k=1

Fassen wir zusammen:

Satz 1.25 (Affine Normalform) Die Gleichung einer Quadrik kann durch eine affine Transforma-
tion entweder auf eine Form ohne linearen Anteil

T
Zakm% +c=0
k=1

oder auf die Form

T
Z aka:% + Lr41 = 0
k=1
gebracht werden. Hat die Koeffizientenmatriz A den Maximalrang n, so liegt der erste Fall vor. Hat
die Matrix A einen Rang r < n, so hingt die Situation vom Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz
A" ab:
Rang(A") =r Fall1), ¢=0,
Rang(A’) =r+1 Falll), c#0,
Rang(A') =r+2 Fall 2).

Weiter konnen wir die Diagonaleintrige # 0 auf £1 normalisieren. In der Tabelle auf der néchsten
Seite habe ich die Normalformen reeller Quadriken im IR" fiir n < 3 zusammengestellt, die man auf
diese Weise bekommt. Ich orientiere mich dabei primér an der Signatur Sign(A) der Koeffizientenma-
trix A. Allerdings kann man jede Gleichung mit —1 durchmultiplizieren, das &ndert die Signatur, aber
nicht die Quadrik. Zwei Gleichungen, die sich so unterscheiden, gebe ich nicht zweimal an. Auflerdem
nehme ich immer an, dass Rang(A) > 0 ist, weil es sich sonst nicht um die Gleichung einer Quadrik
handelt. Die Koordinaten habe ich dabei z,y, 2 genannt.
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n | Rg(A) Sign(A) Rg(A") Sign(A’) | Gleichung Quadrik
1 1 (1,0) 2 (2,0) |[2°+1=0 0
(1,1) |22-1=0 zwei Punkte
(1,0) |22 =0 ein Punkt
2] 2 (2,0) 3 (3,0) |2*+y*+1=0 0
(2,1) |22+y*—-1=0 Kreis
2 (2,0) |22 +y*=0 Punkt
(1,1) 3 (2,1) |22 —9*+1=0 Hyperbel
2 (1,1) |22—4>=0 schneidendes Geradenpaar
1 (1,0) 3 (2,1) |224+y=0 Parabel
2 (2,0) |22+1=0 0
(1,1) 22—-1=0 paralleles Geradenpaar
1 (1,0) |22=0 Gerade
3] 3 (3,0) 4 (4,0) |2 +y*+22+1=010
(3,1) |22+ y*+22—1=0| Sphiire
3 (3,0) |2*+y*+22=0 Punkt
(2,1) 4 (3,1) |22 +y%— 22+ 1 =0 | zweischaliges Hyperboloid
(2,2) |22+ 9% — 22 —1 =0 einschaliges Hyperboloid
3 (2,1) |22 4+y*—-22=0 Kegel
2 (2,0) 4 (3,1) |22+y*—2=0 Paraboloid
3 (3,0) |22+y*+1=0 0
(2,1) |22+y*—-1=0 Kreiszylinder
2 (2,0) |224+9y>=0 Gerade
(1,1) 4 (2,2) |22 —y*+2=0 Sattelfldche
3 (2,1) |22 —y2+1=0 hyperbolischer Zylinder
2 (1,1) |22 —4>=0 schneidendes Ebenenpaar
1 (1,0) 3 (2,1) |224+y=0 parabolischer Zylinder
2 (2,0) |22+1=0 0
(1,1) |22-1=0 paralleles Ebenenpaar
1 (1,0) |22 =0 Ebene

Das ist doch eine recht eindrucksvolle Tabelle: in einer Dimension drei, in zwei Dimensionen neun,
in drei Dimensionen 17 Félle. Mich beeindruckt am meisten, dass man alle diese Normalformen alleine
durch den Rang und Index der Koeffizientenmatrix und der gerénderten Matrix unterscheiden kann.
Natiirlich sind fast alle Fille Schrott (= Entartungsfille).

Definition 1.20 Fine Quadrik @ heift nicht-entartet, wenn die erweiterte Koeffizientenmatriz in-
vertierbar ist.

Lassen wir die leeren Mengen beiseite, so gibt es also die folgenden nicht-entarteten Quadriken:
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n | Quadrik

1 | zwei Punkte

2 | Kreis
Hyperbel
Parabel

3 | Sphére

zweischaliges Hyperboloid
einschaliges Hyperboloid
Paraboloid

Sattelfliche

Definition 1.21 Eine Quadrik Q in der affinen Ebene IR? heifit Kegelschnitt.

Kegelschnitte (natiirlich im Reellen) haben schon die alten Griechen gekannt und ausgiebig unter-
sucht. Sie haben sie definiert als den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene, daher der Name.

Den Durchschnitt einer Quadrik
x'-A-x+2bl - x+c=0
mit einer Geraden berechnet man, indem man die Parametrisierung der Geraden
x=v+sw, s€I,
in die Quadrikengleichung einsetzt:
(v+sw)-A-(v+sw)+2b - (v+sw)+c

= viAV+ 2viAwW - s + wiAw - 52 + 2blv + 2blw - s + ¢

= 0.
Das ist eine quadratische Gleichung in s. Natiirlich kann es passieren, dass der Koeffizient bei s?
verschwindet, und sich der Grad der Gleichung erniedrigt. Aber i.A. ist es eine echte quadratische
Gleichung in s. Die braucht keine reellen Lésungen zu haben, dann schneidet die Gerade die Quadrik
nicht. Oder sie hat zwei reelle Losungen, dann schneidet die Gerade die Quadrik in zwei Punkten, oder

die beiden reellen Losungen fallen zusammen, dann beriihrt die Gerade die Quadrik in einem Punkt,
und heifit Tangente.

Jetzt wollen wir nicht mehr beliebige affine Transformationen benutzen kénnen, um eine Quadrik
in eine Normalform zu transformieren, sondern nur Bewegungen. Die Normalform einer Quadrik, die
dabei herauskommt, heift deren metrische, oder euklidische Normalform.

Betrachten wir eine Quadrik mit erweiterter Koeffizientenmatrix

, [ A b

und gehen wir die Transformationen im Beweis von Satz 1.25 nochmal durch:
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1) Als erstes wurde die Koeffizientenmatrix A mit Satz 1.21 durch eine lineare Transformation in
Diagonalform transformiert. Wir kénnen aber auch die Hauptachsentransformation verwenden,
und dasselbe mit einer orthogonalen Transformation erreichen. Ganz genau dasselbe natiirlich
nicht: Durch lineare Transformationen bekommt man eine Diagonalmatrix mit den Eintrdgen
41 und 0. Nach einer orthogonalen Transformation stehen auf der Diagonale die Eigenwerte
von A. Die Anzahlen der positiven, negativen, oder Null-Eintrége ist dieselbe, wie in der affinen
Normalform, den Wert der Eintrige aj # 0 kdnnen wir jetzt aber nicht mehr auf +1 normieren.

2) Durch eine Translation kénnen wir, ganz genau so wie in 1.25 die Gleichung der Quadrik in eine

Form
T n
Zakxi—l— Z brrr +c=0
k=1 k=r+1

transformieren.

3) Durch eine orthogonale Transformation kann man jetzt die Linearform b! - x nicht mehr auf
el - x transformieren, sondern nur noch auf

x—b-e  -x=b-x,41 mit b=|b].

Wenn b # 0 ist, kann man die Gleichung natiirlich durch b teilen, und damit diese Konstante
auf 1 normieren.

4) Wenn b # 0 ist, kann man durch eine abschliefiende Translation x,1 +— 2,41 —¢/b noch bx, 1 +c¢
in bx,41 transformieren.

Satz 1.26 (Metrische Normalform) Die Gleichung einer Quadrik Q C IR™ kann durch eine Be-
wegung entweder auf eine Form ohne linearen Anteil

s
Zakxi +c=0
k=1

oder auf eine Form
T
Z akm% + b.l‘r_H =0
k=1

gebracht werden. Die méoglichen Faille hingen wie in Satz 1.25 von der Beziehung zwischen dem Rang
der Koeffizientenmatriz A und dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz A’ ab.

Es lohnt sich natiirlich nicht, fiir alle 29 Félle aus der Tabelle bei Satz 1.25 nochmal die metrische
Normalform hinzuschreiben. Ich mo6chte diese Normalformen nur fiir die nichtentarteten, nichtleeren
Quadriken in Dimension zwei und drei angeben. Dabei schreibe ich eine reelle Zahl > 0 als Quadrat
a?, a € IR, eine Zahl < 0 als —a?, a € IR. Weil man die Gleichung mit einer beliebigen Konstante # 0
durchmultiplizieren darf, kann man das konstante Glied, wenn vorhanden, immer auf 1 normieren.

45



n | Sign(A) Sign(A’) | Gleichung Quadrik
T2
2| (2,00 (21 %+%§:1 Ellipse
2 2
1,1 (2,1) 55-%5::1 Hyperbel
a
(1,0) (2,1) |y=p-2? Parabel
N )
30 (3,00 (31 %+%+%:1 Ellipsoid
2 .2 2
) , T + L - —1 | zweischaliges Hyperboloid
(2,1) (3,1) 7t T @ ges Hyp
a ¢
2 2 2
(2,1) (2,2) % + 2—2 - ;—2 =1 | einschaliges Hyperboloid
(2,0) (3,1 z::§§4—%5 Paraboloid
2 P "
(1,1) (2,2) |z= prla Sattelfldche

Die Achsen eines Koordinatensystems, in dem die Quadrik () eine der angegebenen Normalformen
annimmt, heiflen die Hauptachsen der Quadrik. Daher kommt iiberhaupt der Name Hauptachsen-
transformation. Thre Richtungen sind die Richtungen der Eigenvektoren der symmetrischen Matrix A.
Manchmal nennt man auch die Lénge, welche die Quadrik auf einer dieser Achsen ausschneidet, die
Hauptachsen. Ist A > 0 der Eigenwert zum Eigenvektor in Richtung einer dieser Achsen, und ist die
Konstante in der Gleichung auf 1 normiert, so ist diese Strecke

1
a=—.
VA

Eine Bewegung bildet eine Ellipse mit den Hauptachsen a und b immer auf eine Ellipse mit densel-
ben Hauptachsen a und b ab. Und die Bewegung fiihrt auch die Richtungen der Hauptachsen ineinander
iiber. Bei einer affinen Transformation ist das nicht so. So ist etwa das Bild des Kreises

x2—|—y2:1

unter der affinen Transformation
E=a-z,n="0-y,
die Ellipse
2 2

%+1:L

a b2
So sieht man: Jede FEllipse ist das affine Bild eines Kreises. Das kann man ausnutzen, um Aussagen
fir Ellipsen zu beweisen. Etwa: Eine Gerade schneidet eine Ellipse in zwei Punkten, in einem Punkt
(und beriihrt sie dann), oder iiberhaupt nicht. Oder: Durch einen Punkt p auflerhalb einer Ellipse gibt
es zwei Tangenten an diese Ellipse.

Aufgabe 1.23 a) Bestimmen Sie eine invertierbare 3 x 3-Matriz M mit reellen Koeffizienten und
einen Vektor b € R? so, dass die quadratische Gleichung

:1:2+y2+z2+a:y+a:z+yz+x+y+z:1
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mit den Variablen x,y,z die Form
au? 4 pv? +yw? = p mit o, B,v,p € R

erhdlt, falls man (x,y,z) durch (u,v,w) - M + b ersetzt.
b) Um welche Quadrik handelt es sich unter a)?

Aufgabe 1.24 Man bestimme alle in
{z € R3|2? — 23 — 23 + 220w3 + 621 + 225 +1 =0}
enthaltenen Geraden durch (—1,2,2).
Aufgabe 1.25 Im IR® mit dem iiblichen Skalarprodukt sei E das Ellipsoid, das durch die Gleichung

G+ )+

definiert ist. Man berechne die Hauptachsen der Ellipse, die als Schnitt der Ebene x —y + 2z = 0 mit
dem Ellpisoid E entsteht.

Aufgabe 1.26 Man transformiere folgende Kurve zweiter Ordnung im IR? auf ihre euklidische Nor-
malform:
{x € R?| 22} — 2x129 + 2235 + 221 — 329 — 5 = 0}.
Aufgabe 1.27 Sei
5 5 3 1 1
Q= {(z,y,2) € R?| EJIQ +y® + 1—622 —gIE TRt T 5E = 0}.

a) Man zeige, dass Q ein Ellipsoid ist, und bestimme dessen Mittelpunkt und Hauptachsen.
b) Man gebe eine affine Abbildung f : R® — IR?® an, so dass f eine Bijektion der Einheitssphire
5?2 ={(z,y,2) € R*|2® + y* + 22 = 1} auf Q induziert.

Aufgabe 1.28 Man zeige, dass durch die Gleichung
522 — 2zy 4+ 5y° + 102 — 2y — 6 =0

im IR? eine Ellipse definiert ist. Ferner bestimme man ihren Mittelpunkt, ihre Hauptachsen, die Linge
der Achsenabschnitte und skizziere die Ellipse.

Aufgabe 1.29 Gegeben sei die Matrix

7T 0 3
C=10 -2 0
3 0 -1

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, die zugehorigen Eigenrdume und ON-Basen in den Eigenrdumen.
b) Geben Sie eine orthogonale Matriz an, die C' diagonalisiert.
T
c) Fir einen Vektor x = | w9 bezeichne xt den zugehoérigen Zeilenvektor. Geben Sie an, welches
T3
geometrische Gebilde die Quadrik

Q:={r|z e R’ 2'Cx =1}
darstellt (Skizze!).
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Aufgabe 1.30 Transformieren Sie die folgende Quadrik auf Hauptachsenform:
522 + Tx3 + 623 — 4x123 — dwoxs — 201 + 200y — Sx3 +9=10

Aufgabe 1.31 Gegeben sei die quadratische Form

3

O(x1,x9,23) =2 Z TiTk.
i<k, i,k=1

Transformieren Sie ® auf Hauptachsen, und geben Sie die (orthogonale) Transformationsmatriz, sowie
den Trigheitsindex (d.h., die Signatur) von ® an.

Aufgabe 1.32 Im euklidischen Raum R? sei eine Quadrik Q durch die Gleichung
m%+2x2x3—2x1—|—2:0

gegeben. Bestimmen Sie eine eigentliche Bewegung des IR® der Form x = Sy +t, so dass Q in den
Koordinaten y1,y2,ys euklidische Normalform annimmt. Welcher Quadriktyp liegt vor? Zeigen Sie
weiter, dass @ rotationssymmetrisch ist, und bestimmen Sie im urspringlichen Koordinatensystem
die Rotationsachse.

Aufgabe 1.33 Im IR* sei <, >: R* — IR* die Minkowski-Metrik

x1 1
Z2 Y2
< , >1=T1Y1 — X2Y2 — T3Y3 — TalY4,
z3 Y3
T4 Y4

und U sei der lineare Unterraum {x |z, + x2 + x3+ x4 = 0}. Beschreiben Sie die Quadrik Qu = {x €
Ul <z,x >=1} in U durch Koordinaten in U. Von welchem affinen Typ ist Qu ?

Aufgabe 1.34 Sei Q C IR? das hyperbolische Paraboloid gegeben durch die Gleichung z = x> — y?.
Zeigen Sie: Durch jeden Punkt von @ gehen genau zwei Geraden, die ganz in @ verlaufen.

1.7 Innere Produkte und adjungierte Operatoren
Definition 1.22 Fin inneres Produkt auf dem reellen Vektorraum V ist eine
symmetrische, positiv-definite Bilinearform

Der Raum V' zusammen mit dem inneren Produkt heif$t euklidischer Raum.

Beispiel 1.14 Das euklidische Skalarprodukt

n
(x,y) = Z Tvyv
v=1
auf dem IR™ ist ein inneres Produkt.
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Beispiel 1.15 Es sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Dann ist

< o= [ s

ein inneres Produkt auf V.

Ist < v, w > ein inneres Produkt auf dem endlich-dimensionalen Vektorraum V', so kann man wie
im Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis vy, ..., v,, finden. Es ist
also < v,,v, >= 0d,,. Geht man in diese Orthonormalbasis {iber, so wird das innere Produkt das
standardméfige euklidische Skalarprodukt.

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist also der Begriff des inneren Produkts absolut iiberfliissig.
Anders ist es bei Vektorrdumen unendlicher Dimension. Deswegen stelle ich hier schnell nochmal die
Eigenschaften eines inneren Produkts < v,w > und der damit definierten Norm || v ||= /< Vv,v >
zusammen:

) |lev|=le|- || v || fiir c € R.

2) | v||>0und || v ||= 0 nur dann, wenn v = 0.

3) | <v,w>|<[|[v]-| w| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
4) | v+w|<||v] + || w]| (Dreiecksungleichung)

Beispiel 1.16 (Hilbert-Raum [2(IR)) Man definiert den Folgenraum

(e e}
*(IR) := {(ay)yen : Za?, ist konvergent}.
0

Darauf definiert man das innere Produkt

< (ay),(b,) >:= Z a,by,
v=0

Zundchst ist weder klar, dass [*>(IR) ein Vektorraum ist, noch, dass die Reihe in der Definition des
inneren Produkts konvergiert. Aber fiir Folgen (a,), (b,) € I>(IR) gibt es Schranken A, B € R, mit

N N
Zai<A2 und Z < B?
v=0 v=0
fiir alle N. Mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im RN T folgt daraus

N
<3l | <A-B
v=0

by

Die Rethe Y ayb, konvergiert also absolut. Und damit sieht man dann, dass die Reihe

> (ay +b,)? Za +2Za,,b +Zb2
v=0
konvergiert. Mit (a,) und (b,) gehort also auch die Summe (a, +b,) zu I>(IR).
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Was eine Basis in einem unendlich-dimensionalen Vektorraum ist, dariiber kann man streiten. Aber
wie im Endlichdimensionalen kann man definieren:

Definition 1.23 FEs sei V' ein Vektorraum mit dem inneren Produkt < v,w >. Eine Folge v1,Vvo, ...
von Vektoren in V heifst

‘ wenn <V, VvV, >=
Orthogonalsystem (0S) | =0 firp+#v
Orthonormalsystem  (ONS) | =6,

Beispiel 1.17 Wir betrachten den Vektorraum V der stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,2m]
mit dem Inneren Produkt aus Beispiel 1.15. In'V betrachten wir die Funktionen

cy(x) = —=cos(vz), s,(x):= —=sin(ve).

va VT

Die Funktionen 1

, C1, 81, €2, 82, ...
s

bilden ein ONS in V. Der Beweis besteht darin, die vorkommenden Intergale explizit auszurechnen.

Satz 1.27 FEs sei vi,Vo,... ein ONS in V.
a) Die Vektoren des ONS sind linear unabhingig.
b) Jeder Vektor v € span{vi,va, ...} ist eine endliche Linearkombination

v= Y <v,vy >V,
endlich

¢) (Besselsche Ungleichung) Fiir jeden Vektor v und jedes k gelten

k
Yo <vovy, v P
1

und
k

k
§:<v,v,,>2:||v\|2 @v:z<v,vy>v,,.
1 1

Beweis a) Es sei Zlf a vy, =0. Fiur p =1, ..., k folgt daraus
k k
Cy = Z cy < Vy, vy >=< Z CyVy, vy >=0.

v=1 v=1

b) Der Vektor v ist eine endliche Linearkombination ) ¢, v,. Die Koeffizienten sind hier wegen a)
durch v eindeutig bestimmt. Und es ist

<v,v, >=< chvy,vﬂ >=cy.

v
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c¢) Wir definieren w € V' durch

k
V:Z<V,VZ,>V1,—|—W.
1

Offensichtlich ist < w,v,, >= 0 fiir alle v. Mit Pythagoras folgt daraus

k
IvIP=> <v,v, >+ w|?.
1 ]

Definition 1.24 FEs sei U C V ein endlich-dimensionaler Untervektorraum und vy, .., vy eine Ortho-
Normal-Basis von U. Fir jeden Vektor v € V hat

n
P(v) ::Z <v,v, >v,eU
v=1

die Figenschaft
w:=v—P(v) LU

Der Vektor P(v) heifst die Orthogonalprojektion von v in U.

Beispiel 1.18 Es sei V' der Vektorraum der stetigen Funktionen auf [0, 2] mit dem inneren Produkt
aus Beispiel 1.15. Weiter sei N € IN und U der 2N + 1-dimensionale Untervektorraum, der von den
Funktionen

1,¢1(x) = cos(x), s1(x) = sin(x),...,cn(x) = cos(NX), sy (x) = sin(Nx)
aufgespannt wird. Fine Orthonormalbasis von U bilden die Funktionen

1 c1 S1 SN

CN
/27_[_? \/7__(_7 ﬁ?"'? ﬁ? \/7__(_'
Ist f € V, so heifien die Zahlen (v =1,...,N)

1 1 27
ag = <f,E> = E/O f(z)dz

c
a, = <[,

y 1 /27r
—_— > = —= x)cos(vx)dx
7= Tk S
Sv g .
b, = <f,—> = — / d
, 1 7 f@sinayds
die Fourier-Koeffizienten von f. Das trigonometrische Polynom

ao

V2m

heifit das N-te Fourier-Polynom von f. Es ist die Orthogonalprojektion von f in den Unterraum U.

+ aycos(x) + bysin(x) + ... + aycos(Nz) + bysin(Nx)
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Jetzt ist es an der Zeit, zu verraten, dass es ein komplexes Analogon zu der bisher dargestellten
Theorie der inneren Produkte gibt. Sei also jetzt V ein C-Vektorraum. Ist etwa C" = IR @ IR™ mit

v =1(21,.y2n) = (@ + Y1, ..., xp +iyy) €V,

so ist die reelle euklidische Norm von v

n
[vi=\ D a2 +yi=V<v,v>
v=1

n
<V,V >:Zzy-zl,.

v=1

mit

Definition 1.25 Das Standard-hermitesche innere Produkt auf C™ ist die Abbildung
n
C"xC"—C, (v,w)r— Z@,, S Wy,
v=1

Mathematiker machen den Querstrich immer iber dem zweiten Faktor, aber ich folge hier der Kon-
vention der Physiker.

Definition 1.26 (Komplexes inneres Produkt) FEs sei V ein C-Vektorraum. Ein inneres Produkt
auf V ist eine Abbildung
VxV -0 (v,w)—<v,w>

mit folgenden Eigenschaften:
o Der Wert < v,w > ist linear beziiglich w, aber im erstenArqgument gilt
< C1V] +CVve, W >=¢C] < V|,W > +C < Vo, W > .
o (Hermite-Symmetrie) Fir alle v,w € V ist
<W,v>=<V,W >.

e (Positiv-Definitheit) Fir alle v e V ist

<v,v>>0 und <v,v>=0 nur firv=0.

(Dies ist sinnvoll. Aus der Hermite-Symmetrie folgt namlich < v,v >€ IR fir alle veV.)

Wie im Reellen ist auch im Komplexen

|v|=+vV<v,v>

eine Norm auf V. Fiir diese Norm gelten die oben festgehaltenen Eigenschaften 1),...,4) wortlich wie
im Reellen. Auch die Sache mit den Ortho-Normalsystemen ist wortlich identisch.
Die folgende Definition ist nicht besonders aufregend, aber niitzlich als Abkiirzung.
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Definition 1.27 Fin euklidischer Vektorraum ist ein IR-Vektorraum mit einem inneren Produkt. Fin
unitérer Vektorraum ist ein C-Vektorraum mit einem komplexen inneren Produkt.

Jetzt werde ich lineare Abbildungen ¢ : V' — V untersuchen, die sich in Bezug auf ein inneres
Produkt speziell verhalten. Als erster speziellen Sorte von Matrizen begegnet man wohl orthogonalen
Matrizen.

Das euklidische Standard-Produkt auf dem IR™ kann man schreiben als

<V,W >= vl .ow.
Fiir orthogonale Matrizen T gilt T* = T—!. Daraus folgt bekanntlich
<Tv,Tw>=(Tv)! - Tw=v'-T"'.T-w=vl -w=<v,w>.
Analog kann man das hermitesche Standard-Produkt auf dem C" schreiben als
<V, W >= vtow.
Deswegen gilt die entsprechende Formel

<Uv,Uw >=<v,w >

fiir komplexe Matrizen U mit
U.U=1, bzw. U '=U"

Definition 1.28 Fine unitire Matriz ist eine invertierbare kompleze n x n-Matriz mit U~! = U*.

Ist die unitdre Matrix reell, so ist sie orthogonal.
Wenn man nicht im IR", bzw. €™ mit dem inneren Standard-Produkt ist, sondern in allgemeineren
Vektorrdumen, so definiert man:

Definition 1.29 FEs sei V' ein Vektorraum mit einem inneren Produkt. Eine lineare Abbildung ¢ :
V=V mit
< p(v),p(w) >=<v,w > firalev,weV

heifit

orthogonal im reellen Fall,
unatdr im komplexen Fall.

Eine andere Art von Matrizen, die sich gegeniiber dem euklidischen Skalarprodukt im IR" speziell
verhalten, sind die reellen symmetrische Matrizen. Aus S = S folgt

<Sv,w>=(Sv) - w=v'-S'.-w=v-Sw=<v Sw>.

Welche Eigenschaft muss eine komplexe n x n-Matrix H besitzen, damit beim hermiteschen Standard-
Produkt fiir alle v und w € C" gilt

< Hv,w>=<v,Hw > 7
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Die linke Seite dieser Gleichung ist als Matrizenprodukt
(Hv)t-w:vt-ﬁt~w.
Und die rechte Seite ist
vt H - w.

Beide Seiten stimmen genau dann fiir alle v, w € C" {iberein, wenn
H=H"
Definition 1.30 Eine kompleze n x n-Matriz H heifit hermitesch, wenn H = HY := H?.

Eine reelle Matrix ist (als komplexe Matrix) genau dann hermitesch, wenn sie symmetrisch ist.
Schreibt man die komplexe Matrix H als

H = Re(H)+i-Im(H),

so ist
H hermitesch < Re(H) symmetrisch und I'm(H) schiefsymmetrisch.

Um den Begriff der symmetrischen, bzw. hermiteschen Matrizen auf lineare Abbildungen zu iiber-
tragen, muss man etwas ausholen.

Definition 1.31 (Adjungierte Abbildung) FEs seien V und W Vektorriume (beide tiber IR oder
C) mit inneren Produkten, die wir in beiden Féillen als < , > schreiben wollen. Ist ¢ : V. — W
linear, so heifft eine lineare Abbildung v : W — V adjungiert zu ¢, wenn

< p(v),w >=<v,ip(w) > firaleveV,weW.

Beispiel 1.19 Ist V = R™, W = IR" mit dem Standard-Skalarprodukt und ¢ : V. — W durch die
n x m-Matriz A gegeben, so definiert Al eine adjungierte Abbildung. Im komplexen Fall definiert
At = At eine adjungierte Abbildunyg.

Beispiel 1.20 Es sei V' der IR-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen f : IR — IR
mit kompaktem Tréger. D.H., zu jedem f gibt es eine Schranke C' mit f(x) = 0 fir |z| > C. Solche
Funktionen sind nicht einfach hinzuschreiben, aber V' hat trotzdem unendliche Dimension. AufV ist

<tg>= [ @yl

ein inneres Produkt. Aus ~

@f@)-9(a) = [~ f(a) - (g(a)da

—o0
folgt, dass die Abbildung
V=V, f@)—z f(z)

zu sich selbst adjungiert ist. Fir die Abbildung

d df
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folgt aus der Formel fiir partielle Integration

* df

@) e =~ [ s Loy

dass die Abbildung —d/dx eine adjungierte Abbildung ist.
Betrachtet man komplex-wertige Funktionen mit dem inneren Produkt

<tg>= [ F@gs,

so ist die Abbildung i -d/dx zu sich selbst adjungiert.

Satz 1.28 a) (Eindeutigkeit) Die adjungierte Abbildung v zu einer Abbildung ¢ : V. — W ist, falls
sie existiert, durch ¢ eindeutig bestimmit.

b) (Existenz) Sind V' und W endlich-dimensional, so gibt es zu jeder linearen Abbildung ¢ : V. — W
die adjungierte Abbildung.

¢) Ist ¢ adjungiert zu @, so ist umgekehrt auch ¢ adjungiert zu ).

Beweis. a) Es seien 11 und 19 zwei adjungierte Abbildungen zu ¢. Dann gilt also fiir alle v €
ViweW
< v, (11 — o) (W) >=< p(v),w > — < ¢p(v),w >= 0.

Weil das innere Produkt auf V' nicht-entartet ist, folgt ()1 —12)(w) = 0 fiir alle w € W. Die Abbildung
11 — 1o ist die Null-Abbildung.

b) folgt aus Beispiel 1.19.

c¢) Aus der Adjungiertheit von 1 zu ¢ folgt

<Y(w),v>=<v,h(w) > =< p(V),w>=<w,p(Vv) >. o

Satz 1.29 FEs sei ¢ : V — W adjungiert zu ¢ : W — V.
a) Es ist stets Ker(y) = Bild(p)*.
b) Wenn V endlich-dimensional ist, dann gilt auch Bild(y) = Ker(p)*.

Beweis. a) Der Vektor w € W gehért genau dann zu Ker(y), wenn < v,1(w) >= 0 ist fiir alle
v € V. Aquivalent dazu ist < ¢(v),w >= 0 fiir alle v € V, und das heit w € Bild(o)"*.

b) Nach a) ist Ker(p) = Bild(y))*. Wenn V endlich-dimensional ist, gilt (U+)* = U fiir jeden
Untervektorraum U C V. Dann ist also

Bild(y) = (Bild(y)1)* = Ker(p)*. ]

Beispiel 1.21 FEs sei ¢ : R™ — IR™ gegeben durch die n x m-Matriz A. Ein Vektor b € IR"™ gehdrt
genau dann zu Bild(y), wenn das Lineare Gleichungssystem A -x = b ldsbar ist. Nach Satz 1.29 a)
ist das genau dann der Fall, wenn (b,y) = 0 fiir alle y mit At -y = 0.

Definition 1.32 Fine lineare Abbildung ¢ : V. — V heifit selbst-adjungiert, wenn ¢ seine eigene
adjungierte Abbildung ist.
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Fiir den Rest dieses Abschnitts setzen wir voraus, dass V' ein endlich-dimensionaler (reeller oder
komplexer) Vektorraum mit dem inneren Produkt < , > ist.

Definition 1.33 Fine lineare Abbildung ¢ : V. — V heifst normal, wenn sie mit threr adjungierten
Abbildung 1 kommutiert, d.h.,

hop=po.

Beispiel 1.22 a) Es sei V = R" mit dem euklidischen Standard-Skalarprodukt. Weiter sei ¢ : IR" —
IR™ linear mit darstellender Matriz A. Die folgenden Fille normaler Abbildungen sind uns bekannt:

A ‘ Al ‘ adjungierte Abbildung zu @
symmetrisch A %)
antisymmetrisch | —A —p
orthogonal A1 o1

b) Nun sei V.= C" mit dem hermiteschen Standard-Skalarprodukt. Wieder sei ¢ : C"* — C™ linear
mit darstellender Matriz A. In den folgenden Fillen ist ¢ normal:

A ‘ At ‘ adjungierte Abbildung zu ¢
hermitesch A ®
antihermitesch | —A —p
unitdr AL ot

Es sei v € V ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A € C. Die zu ¢ adjungierte Abbildung sei ¢!
Wir betrachten die bekannte Gleichungskette

A< v, v>=<v, (V) >=< ¢ (v),v > .

In den Féllen aus Beispiel 1.22 haben wir

ot [of(v) [ A=

© AV ;\_

—p | AV | =A
et ATy | A

Damit finden wir:
Satz 1.30 Alle Eigenwerte
einer hermiteschen Matrix sind reell
etner antthermiteschen Matrix  sind  rein imagindr
etner unitiren Matrix haben Betrag 1

Satz 1.31 Fir eine lineare Abbildung ¢ : V — V des endlich-dimensionalen unitiren C-Vektorraums
in sich sind dquivalent:

a) Es gibt eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren fir ¢.

b) Die Abbildung ¢ ist normal.
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Beweis a)=b): Die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Basis aus Eigenvektoren ist eine
Diagonalmatrix D. Weil die Basis eine Orthonormalbasis ist, hat die zu ¢ adjungierte Abbildung
beziiglich dieser Basis die darstellende Matrix Df. Aus D - D = DT . D folgt, das ¢ mit seiner
adjungierten Abbildung kommutiert.

b)=-a): Weil wir V als komplexen Vektorraum vorausgesetzt haben, gibt es mindestens einen
Eigenwert A € €, und der zugehorige Eigenraum U C V hat eine Dimension > 0. Die wesentliche
Beweislast besteht darin, zu zeigen, dass ¢ dessen orthogonales Komplement U in sich abbildet. Dann
gibt es namlich wegen Induktion nach dim(V') eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir ¢|U+.
Durch eine Orthonormalbasis von U ergénzen wir sie zu einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
fiir ¢ von ganz V.

Zunichst folgt aus der Kommutativitit ¢ o of = T o ¢, dass fiir jeden Eigenvektor u € U gilt:

p(e' (1) = ¢! (p(u)) = e (Au) = Aol (u).

also gehort auch ¢f(u) zu U. Die Abbildung o' bildet also den Unterraum U in sich ab.
Sei nun v € U™, Fiir alle u € U gilt dann

<p(v),u>=<v, ¢l (u) >=0,

weil ' (u) wieder zu U gehort. Es ist also tatsichlich ¢(v) € U™, (]

Aufgabe 1.35 a) Zeigen Sie: die Pauli-Matrizen

(10 (o1 (0 =i (1 0
=L o 1) T\ 10) 27 i o) 1o -1

bilden eine Basis des C-Vektorraums der komplexzen 2 x 2-Matrizen.
b) Sind die Pauli-Matrizen hermitesch? Sind sie unitdir?

Aufgabe 1.36 Zeigen Sie: Es gibt genau zweti unitire Matrizen der Form

1 1 1
L 1 a b
\/g 1 1 b

mit komplexen Zahlen a,b gibt, und in beiden Fdllen ist b = a.

Aufgabe 1.37 Es sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Die Abbildung ¢ : V —
V sei linear und ' sei ihre adjungierte Abbildung. Zeigen Sie:

T

Rang(p) = Rang(p' o ) = Rang(p o ©').

Aufgabe 1.38 Zeigen Sie: Das Produkt zweier selbstadjungierter Abbildungen ist genau dann selbst-
adjungiert, wenn diese Abbildungen kommutieren.

Aufgabe 1.39 Es sei V' der R-Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3 mit dem inneren
Produkt < f,g >= fol f(x)g(z)dz. Finden Sie die adjungierte Abbildung zur Differentiation d : f — f'.
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Aufgabe 1.40 Zeigen Sie, dass die Matriz

S S,

1 0
{ ?
0 1

normal ist, und bestimmen sie fiir diese Matriz eine Basis aus Figenvektoren.
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2 Differentialrechnung mit mehreren Verédnderlichen

Stoff der Analysis I ist Differential- und Integralrechnung einer rellen Verdnderlichen. Dies sind die
drei groflen Problemkreise

1. Konvergenz (=Folgen und Reihen), stetige Funktionen,
2. Differenzieren,
3. Integrieren.

Und genau diese Inhalte muss man auch in Zusammenhang mit mehreren Verénderlichen behandeln.
Inhalt dieses Kapitels ist die Differentialrechnung. Bevor ich mit der Behandlung des Stoffes beginne,
muss ich erst einiges zur Notation und zur Sprachregelung vorausschicken.

2.1 Grundlagen
Im ersten Semster behandelt man Funktionen, d.h. Abbildungen
f:D—R, DCcCIR.
In diesem Semester betrachten wir allgemeiner Abbildungen
F:D—RF DcR"

mit n > 1 und k£ > 1. Eine solche Abbildung ordnet also jedem Vektor x € IR™ einen neuen Vektor
y = F(x) € IR* zu. Den kénnen wir in Komponenten schreiben

(1 Fi(x)

Yk Fi(x)
und sehen: Die Abbildung F : D — IR* ist dasselbe wie das k-tupel
h:D—1R, .., Fp:D—1R

ihrer Komponenten F,,, k =1,.... k.
Abbildungen F : D — IR (Spezialfall £ = 1) nennt man Funktionen. Eine Abbildung F : D — RF
ist also dasselbe, wie das k-tupel (F1, ..., Fy) ihrer Komponentenfunktionen.

Je nach den Werten der Dimensionen n und k benutzt man Abbildungen F : D — IR¥, D ¢ R",
zur Beschreibung verschiedener Situationen, und hat manchmal auch spezielle Namen dafiir:

e k = 1: Das sind die gewohnlichen Funktionen f(z1,...,2,). Im Fall n = 3 etwa benutzt man sie
zur Beschreibung skalarer Felder, wie es z.B. eine Temperaturverteilung ist.

e n = 1: Hier wird jeder reellen Zahl t € D C TR (jedem Parameter) ein Vektor y(t) € IRF
zugeordnet. Fiir k = 3 tritt soetwas auf bei der Beschreibung der Bahn eines punktférmigen
Teilchens im Raum. Der Parameter ¢ ist meist die Zeit. Und eine solche Abbildung D — IRF mit
D C IR nennt man eine Kurve im IR*.
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e n = k: Solche Abbildungen kommen z.B. vor als Koordinatentransformationen. Die wichtigsten
davon sind die Transformation in Polarkoordinaten

N r - cos(p)
()= )

und die Transformation in Kugelkoordinaten

r r - cos(p)cos(f)
F:| ¢ [|—] r-sin(p)cos(d)
0 r - sin(0)

Aber Abbildungen mit n = k, zumindest in Dimension 3, benutzt man auch zur Beschreibung
von physikalischen Situationen: Jedem Vektor x wird eine Bildvektor y(x) zugeordnet. Stellt
man sich diesen Bildvektor y(x) im Punkt x angeheftet vor, so nennt man das ein Vektorfeld.
Damit beschreibt man etwa die Geschwindigkeitsverteilung von Fliissigkeitsstrémungen oder
elektrische oder magnetische Felder.

e n =2, k = 3: Solche Abbildungen benutzt man zur Beschreibung von Fldchen (oder spezieller:
Oberflichen) im Raum. So wird etwa die Oberfliche der Einheits-Kugel (die Einheits-Sphére)

durch die Abbildung
cos(p)cos(0)

sin(p)cos(0)
o sin(0)

beschrieben. Wenn man jeden Punkt der Kugeloberfliche nur einmal beschreiben mdéchte, muss
man sich auf den Bereich

D:{(p,0) eR*: 0< p < 2m, —7/2 <0 < 7/2}
beschranken.

e n =k —1: So etwas nennt man - in Analogie zum Fall k = 3 - eine Hyperfliche im R¥.

Bevor wir anfangen zu differenzieren, noch einige Definitionen:

Definition 2.1 Die euklidische Linge (oder Norm) eines Vektors x € IR™ bezeichnen wir mit || x ||,

n
[ x[|=/a?+. .. +a2 =] a2
v=1

Die Linge | x —y || eines Differenzvektors x —y heifst der Abstand dieser Vektoren.

also

Ich mo6chte hier auch kurz erkldren, was diese Norm fiir n x n-Matrizen bedeutet. Eine n x n-Matrix

A= (aiy;)

3,j=1,....,n
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kann man ja auch auffassen als einen Vektor
7'L2
(a1,1,a1,2, -, Q10 @215 oy Anm) € R™ .

Die Norm dieses Vektors nennt man die Norm der Matriz A:

n
A= | > a2,
ij=1

Beispiel 2.1 Betrachten wir etwa eine 2 x 2-Matrix
a b
A= ( o ) |

| A= Va2 + b2+ 2+ d2.

gt f[a b)) [a c) _ a? + v? *
AA_(C d)(b d>_< * A+ d?

tr(A- A =ad>+ v+ +d°=|| A|?.

Ihre Matriz-Norm ist

Nun ist

mit der Spur

Genauso, nur mit Verwendung von vielen Indizes, zeigt man fiir beliebige n X n-Matrizen A, dass
|| A= /tr(A- Ab).
Mit der Matrix-Norm kann man ganz schon rechnen. Es gilt
a) |A+B || A+ B fiir je zwei n x n-Matrizen A, B.
b) |A-v|<||A| -] v] fir jeden Vektor v € IR"™.
c) |A-B|<||A| -] B fir je zwei n x n-Matrizen A, B.

Beweise: Eigenschaft a) ist nichts anderes als die Dreiecksungleichung aus der Linearen Algebra
im Vektorraum R" der n x n-Matrizen.
b) Der Vektor w = A - v hat die Komponenten

n
wi =Y ai v = (A, V),
j=1

wo A; den i-ten Zeilenvektor der Matrix A bezeichnet. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung der

Linearen Algebra folgt
lwi| <[[ Ai |- I v =, ZA v I,
| w[|= Z 42/1 AV I=EAT- v
=1 2,7=1
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c) Bezeichnet B’ den j-ten Spaltenvektor der Matrix B, so hat die Produktmatrix A - B die
Spaltenvektoren A - B7. Nach b) ist die Norm eines jeden dieser Vektoren

IA-B (||| Al - B I,

IA-Bl= > I A-B <Al |[>IBI2=]Al-|BIl.
j=1 j=1 O

Genauso, wie es konvergente Folgen von Zahlen gibt, so gibt es auch konvergente Folgen von
Vektoren:

und damit

Definition 2.2 Die Folge (x,)ue von Vektoren x, € IR™ heifit konvergent gegen den Vektor x € IR",
wenn zu jedem 0 < € € IR ein M (e) existiert mit

| x, —x||<e fir p>M(e).
Fiir jeden Vektor v = (v;) ist

n
oil < v lI< Y lwil.
i=1

Fiir v =x, — x bedeutet das

n
i = il < % = x <Y |2 — @il
i=1

und damit sieht man: Die Folge (z,) konvergiert genau dann gegen den Vektor x, wenn fiir i = 1,...,n
die i-te Komponentenfolge z,, ; gegen x; konvergiert.
Genau wie fiir reelle Zahlen hat man auch fiir Vektoren den Begriff der Cauchy-Folge:

Definition 2.3 Die Folge (x,)ucv von Vektoren x, € IR" heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem 0 <
e € IR ein M(e) existiert mit

| x, — %, [[< e fir p,v>M(e).

Wegen
|X;L,i - Xy,i| SH Xp — Xy H
ist dann fiir 4 = 1,...,n die Folge x,; der i-ten Komponenten eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Die

konvergiert. Daraus folgt, dass jede Cauchy-Folge von Vektoren im IR™ konvergiert.

Wir erinnern uns noch an folgende Definitionen, die fast wortlich so auch im IR! benutzt werden:
Eine Teilmenge M c IR"

heifit falls

Kugel M={xeR":||x—x0|<r}

offen mit jedem Punkt xg € M auch eine ganze Kugel um xg zu M gehort
abgeschlossen R"\ M ={xe€R":x ¢ M} offen ist

Abschluss N von N | M Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen ist, die N enthalten
Rand ON von N M=Nn(R"\N)

beschrankt M in einer Kugel enthalten ist

kompakt M beschrankt und abgeschlossen ist.
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Aquivalent dazu, dass M offen ist, ist die Eigenschaft: Ist x € M, und ist x,, eine gegen X konver-
gente Folge von Vektoren, so gibt es immer ein m € IN mit x, € M fiir 4 > m.

Und &dquivalent dazu, dass M abgeschlossen ist, ist die Eigenschaft: Fiir jede Folge x,, von Vektoren
x, € M, die gegen einen Vektor x € IR" konvergiert, gilt x € M.

Wir brauchen noch zwei Eigenschaften, die kompakte Mengen charakterisieren. Aber weil wir sie
anwenden und keine Theorie machen wollen, interessieren uns nur die folgenden Implikationen:

Wenn M C IR™ kompakt ist, dann gelten:

a) Jede Folge von Vektoren x,, € M besitzt eine in M konvergente Teilfolge.

b) Ist M enthalten in einer Vereinigung (JU, von offenen Mengen U, C IR", so ist M auch schon
in einer Vereinigung 7" U, von endlich vielen dieser offenen Mengen enthalten.

Beweis. a) Fiir v = 1, ...,n sind die Komponentenfolgen (x,,,),en beschrinkt, weil M beschrankt
ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf in einer Variablen, besitzen sie alle konvergente Teilfolgen.
Geht man zu diesen Teilfolgen iiber, erst in der Folge (z,,1), dann in der Folge (z,.2), usw., so sieht man,
dass die Folge x, eine konvergente Teilfolge besitzt. Weil M abgeschlossen ist, muss der Grenzwert
dieser Folge zu M gehdren.

b) Wenn es kein m gibt, mit M C " Uy, dann gibt es also zu jedem m € IN einen Punkt x,,, € M
mit x,,, ¢ U7" Uyu. Nach a) hat die Folge x,,, eine konvergente Teilfolge, wir kénnen gleich annehmen,
dass sie selbst konvergiert, etwa gegen x € M. Wegen x € M € |JU, gibt es ein U,, mit x € Uy,.
Weil U, offen ist, gibt es ein m mit x, € U,, fiir 4 > m. Dann ist die ganze Folge enthalten in
(UT"U,) U U, Widerspruch!

Beispiel 2.2 (Exponentialfunktion fiir Matrizen) Fir jede n x n-Matriz A ist die Matrizen-
Folge (A*), e im Vektorraum R™ wohldefiniert, und damit auch die Matrizen-Reihe
=1
pu=0 pt

Die Matriz-Norm der Partialsummen .
2
1

> L

|
n=mi lu“
dieser Reihe kann man abschdtzen durch

ma 1 mo 1

> A= > i A",

p=my p=ma

d.h., durch die Partialsummen der konvergenten Ezxponentialreihe

Al _ x4
ell ”:ZE”AH“'

p=0""

Deswegen bilden die Partialsummen der Matrizen- Exponentialreihe eine Cauchy-Folge, und die Matrizen-
Ezxponentialreihe konvergiert gegen eine Matriz



Eine Abbildung F : M — IRP, M C IR" ist in einem Punkt xo € M stetig, wenn sie das (e, 0)-
Kriterium aus dem ersten Semester wortlich erfiillt:

Zu jedem 0 < e € R
gibt es ein § = §(€) derart, dass
fiir alle x € R™ mit || x —xq ||< d
gilt: || F(x) — F(x0) |I< e.

Praktisch bedeutet dies fiir uns, dass eine Abbildung F'(x) = (Fi(x), ..., F(x)) stetig ist, wenn ihre
k Komponentenfunktionen Fj; stetig sind. Und damit kann man dann auch beweisen, dass Stetigkeit
dquivalent zur Folgenstetigkeit ist: F ist stetig in xo € IR" genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) von
Vektoren x,, € IR" gilt:

lim x, =x9 = lim F(x,) = F(xp).

V—00 V—00

Beispiel 2.3 Die Norm-Funktion x || x || ist trivialerweise stetig. (Man setze § := € in der Defini-
tion der Stetigkeit. Daraus erhdlt man

|| imx, ||=lim || x, ||

fiir jede konvergente Folge x,, von Vektoren, und

00 N N 00
=1l < 1l <
130 = Jim Y < Jim Y x |< 3 (x|
v=0 v=1 v=0 v=0
fir jede Reihe von Vektoren, bei der die Reihe Y. || x, || konvergiert.

Beispiel 2.4 Fir jede n x n-Matriz A ist die lineare Abbildung

R'asv—A-v

stetig.
Beweis: Natiirlich konnen wir A # 0 annehmen. Dann ist
[A-v—A-vol=[A-(v—vo) <[ Al-][v-vol<e
falls
Iv=vol< =7
Al

Eine einfache Folgerung aus der Definition der Stetigkeit ist

Satz 2.1 (Urbild) Es sei U C R™ offen und F : U — IR¥ stetig. Fiir jede offene Menge V C IR ist
dann die Urbildmenge
FYV)={xeU:F(x)eV}cR"

offen.
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Beweis. Es sei xg € F~1(V), also yq := F(xg) € V. Weil V offen ist, gibt es ein € > 0 mit
yeR und |y-yoll<e = yevV.

Sei 61 = 0(€) > 0 wie in der Definition der Stetigkeit gewihlt. Weil U offen ist, gibt es aulerdem ein
do > 0 mit
x€e€R"und [ x—x¢||[<d2 = xeU.

Sei 0 := min{dy,d2}. Fir x € R" mit || x —xq ||< J ist dann also x € U und
| F(x) = F(xo) <

Daraus folgt F(x) € V und x € F~1(V). Mit xq enthilt die Menge F~!(V) also auch die ganze Kugel
um xo vom Radius 6. Also ist die Menge F~1(V) offen im IR™. []

Wir brauchen noch den Satz vom Mazimum, der in einer Variablen so lautet:
Eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion nimmt dort ihr Maximum an.

Und in mehreren Variablen:

Eine auf der kompakten Menge M C IR" stetige Funktion
nimmt in einem Punkt von M ihr Maximum an.

Aufgabe 2.1 Es seien A und B zwei kommutierende n x n-Matrizen (d.h., A- B = B - A). Zeigen

Sie

GAYB _ A B

und folgern Sie daraus, dass fir jede Matriz A die Matriz e? invertierbar ist.

(i)

Aufgabe 2.2 a) Es seia € R und

Zeigen Sie fir alle n € IN:

b) Zeigen Sie firt € R:

Aufgabe 2.3 FEs sei

a) Zeigen Sie fir k € IN:

n =4k = A'=

n=4k+1 = A"=A
n=4k+2 = A"=-1
n=4k+3 = A"=-A



b) Zeigen Sie firt € R:

2.2 Differenzierbare Abbildungen
Der Differentialquotient
F(x) — F(xo)
X — Xp
hat fir x € IR",n > 1, keinen Sinn, weil man durch den Vektor x — xg nicht dividieren kann.
Verallgemeinern lidsst sich dagegen die Differenzierbarkeit als lineare Approximierbarkeit. In einer
Variablen sah das so aus: f ist differenzierbar in x, wenn

fx+h)=f(x)+a-h+eh) mi o;?}?ia@ = 0.

Dabei ist die Konstante a die Ableitung f’(x). Man verallgemeinert diese Approximations-Eigenschaft
folgendermaflen:

Definition 2.4 Es sei M € IR" offen. F : M — IRF heifit in x € M total differenzierbar, wenn eine
lineare Abbildung

h— A-h
existiert, so, dass fir alle h € R"™ (fiir die F(x 4+ h) definiert ist), gilt

Fx+h)=F(x)+A-h+ ®(h).

Dabei soll
®(h)=F(x+h)—F(x)—A-h

eine Abbildung sein, welche die Eigenschaft

®(h)

im —— =0
ono [ h |

besitzt. Die lineare Abbildung A heifit die (totale) Ableitung von F in x, in Zeichen A = F'(x).

Die Bedingung an @ in dieser Definition bedeutet, dass ®(h) schneller gegen Null geht, als h, also
etwa ,von zweiter Ordnung®. Die Abbildung F : x’ — F(x’) wird somit durch die (affin-) lineare
Abbildung F(x) + A - (x' — x) von hoherer als erster Ordnung approximiert. Diese lineare Abbildung
ist dabei (im Falle ihrer Existenz) durch die Abbildung F' eindeutig bestimmt: Sind A und B zwei
lineare Abbildungen wie in der Definition, so gilt

(A—B)-h h

0= lm —F—= Ilim (A-B) - ——.
oo Thi ool TP m]
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Die Abbildung h — (A—B)-(h/ || h ||) ist konstant auf jedem Strahl ¢-hg,0 < ¢ € IR, in der Richtung
hy, || hy ||= 1. Da sie fiir t — 0 gegen Null geht, ist sie konstant gleich Null. (]

Beispiel 2.5 Die konstante Abbildung F(x) =y ist differenzierbar mit Ableitung F' = 0, denn
Fix+h)=yy=F(x)+0-h.

Beispiel 2.6 Jede (affin-) lineare Abbildung F(x) = yo + A - x ist differenzierbar mit Ableitung A.
Der Beweis ist von dhnlicher Schwierigkeit wie bei Beispiel 2.3.

Natiirlich heifit die Abbildung F' auf der ganzen offenen Menge M differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt x € M differenzierbar ist.

Noch ein Wort zur Notation: Eine lineare Abbildung A : V' — W von einem Vektorraum V in
einen Vektorraum W schreibt man im allgemeinen A : h — A(h). Bei uns kommen die Vektorrdume
aber immer als V = IR", W = IR¥ o.i. vor. Diese Vektorrdume haben die kanonische Standardbasis

e; = (1,0,...,0), ....,en = (0,...,0,1).

Und beziiglich dieser Standardbasen hat jede lineare Abbildung eine kanonische beschreibende Matrix.
Deswegen denken wir uns die lineare Abbildung A immer als Matrixmultiplikation h — A - h und
machen keinen groflen Unterschied zwischen der linearen Abbildung und ihrer beschreibenden Matrix.

Ein ganz anderes Problem ist, dass die lineare Abbildung A = F’(x) vom Aufpunkt x abhéingt.
Andererseits kann man sie wieder auf Vektoren h anwenden. Schreibt man das Resultat A(x) -h =
F’(x)(h), so werden die Formeln sehr schnell uniibersichtlich. Deswegen ldsst man oft eines der Argu-
mente, x oder h, weg.

Satz 2.2 (Triviales Differenzierbarkeitskriterium) FEine Abbildung F = (F, ..., F},) mit den Kom-
ponentenfunktionen Iy, ..., Fy, ist genau dann differenzierbar, wenn alle Funktionen F differenzierbar
sind. Die lineare Abbildung

F'(x) : IR" — IRF
ist dann gerade die Abbildung

F/(x)-h
R">hw~— :
F/(x)-h
Beweis. Wir bezeichnen die Komponentenfunktionen der linearen Abbildung A mit Ay, ..., A, also
Ai-h
A-h= :
Ar-h
Dann ist
Oiihrriom(F(x—Fh) —F(x)—A-h)=0
= 0;1211120 m(Fﬁ(x +h) - F.(x)—A;,-h)=0firalex=1,....,k

<= alle Funktionen F,x = 1,...,k, sind differenzierbar in x mit Ableitung F/(x) = A.
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Mit Satz 2.2 ist die Differenzierbarkeit einer Abbildung F' auf die Differenzierbarkeit ihrer Kom-
ponentenfunktionen F); zuriickgefiihrt. Wir beschéftigen uns deswegen jetzt mit Funktionen.

Satz 2.3 (Notwendiges Differenzierbarkeitskriterium) Die Funktion f : D — IR sei differen-
zierbar in x € D, D C R™ offen. Dann sind alle Funktionen

0

o (t) i =f(x+t-e), e=|1 (v-ter Basisvektor),

differenzierbar in t = 0 und die Ableitung ist

n
d
Fx)-h=3 = .
— dt
v=1 t=0
Der Beweis von Satz 2.3 ergibt sich sofort, wenn wir in die Definition der Differenzierbarkeit von
f fiir die Auslenkung h € IR" speziell nur Vektoren ¢ - e, einsetzen.
Die Funktion ¢, () ist genau die Anderung der Funktion f in der v-ten Koordinatenrichtung,
wahrend die iibrigen Koordinaten festgehalten werden:

ou(t) = f(@1, ey @p_1, Ty + 6, Tpg1, ey ).
Thre Ableitung heif3t partielle Ableitung von f in Richtung der Koordinate x,:

of
oz,

d
(x) == — f(@1 20 + 1y 20) =0

Eine Funktion heiflt partiell differenzierbar, wenn sie nach allen n Variablen partiell differenzierbar

ist.

Definition 2.5 (Gradient) Der Vektor der partiellen Ableitungen einer Funktion f heifst der Gra-
dient dieser Funktion. In Zeichen:

grad(f) = vf = (55 2L,

Oxy’ " Oy
Damit wird der Wert der Ableitung f'(x) auf einem Vektor h
f'(x)(h) = grad(f)(x) -h =V f(x)-h.

Wihrend h ein Spaltenvektor ist, ist der Gradient ein Zeilenvektor.

Fiir eine total differenzierbare Funktion f ist also

fecm) = £+ L

v=1

- hy, + ¢(h)
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mit einer Storfunktion ¢, welche ziemlich klein wird, wenn h — 0 geht. Physiker driicken diesen
Sachverhalt meist intuitiver wie folgt aus:
of of

df = —d o + =—dzxy,.

f 8%1 o1t * Eh:n i
Hier sind dz; = hq,...,dx, = h, die Komponenten des Auslenkungsvektors h, mathematisch vollig
exakt. Aber df, die ’infinitesimale Anderung’ df von f hat es in sich. Man stellt sich niherungsweise
die Anderung f(x+h)— f(x) vor. Exakt ist das nur bis auf die kleine Storfunktion ¢(h). Das bedeutet
die Formulierung 'ndherungsweise’ oder ’infinitesimal’.

Die Sétze 2.2 und 2.3 zusammen zeigen, dass die Ableitungs-Matrix

OF; OF;
8—:1:]1L(X) 871(}:)
Fl(x) = : :
OF] OF]
55@) o (%)

als ihre Eintriage die partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen F, enthilt.

Definition 2.6 (Funktionalmatrix) Die Ableitungsmatriz F'(x) der differenzierbaren Abbildung F
heiffit auch Funktionalmatrix.

Leider ist Satz 2.3 nicht umkehrbar. Fine partiell differenzierbare Funktion von n > 1 Variablen
braucht nicht total differenzierbar zu sein. Dafiir kann man Beispiele konstruieren, die aber sehr kon-
struiert sind, und deswegen in der Natur kaum vorkommen. Dagegen gilt

Satz 2.4 (Hinreichendes Differenzierbarkeitskriterium) Fs sei D C R" offen, die Funktion f
sei partiell differenzierbar auf D und die partiellen Ableitungen Of /0, seien stetig auf D. Dann ist
f total differenzierbar.

Beweis. Sei x € D. Da D offen ist, gibt es ein r > 0 derart, dass die Kugel um x von diesem
Radius r noch ganz zu D gehort. Fiir alle Vektoren h = (hy, ..., h,) € R™ mit || h ||< r gehoren also
die Vektoren

X A+ (1 oo By £,0,.,0), 0 <t < hysr,

auch zu D. Wir kiirzen ab
hy:=0,...,h, :=(hy,...,h,,0...,0),....h,, =h = (hy,....hy)
und folgern aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewendet auf die Funktion
g(t) = f(xr 4+ h1, eyt F ho1, @ + 6, Tpg1, ey ),
dass es ein 60, 0 < 60, < 1, gibt mit

SO+ by) = 0+ ,1) = 90 () = 90(0) = 6, 0uh) By = 5 (x,)
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wobei x, = x+ (h1, ..., hy—1,0,h,,0,...,0). Es folgt

n n 8
flx+h) = f(x)+ > (flx+h) = flx+h1) = fx)+ 8—f<xy) h,
v=1 v=1 v
1 " Of & hy [Of of "
m f(x+h) - f(x) — 1,2::1 81:,,(X) . hl,] = 2 Th] [8xu (xy) 81:,,(X)} — 0 fiir || h|—0,
denn
HVLV‘H <1, x,—x, und 883:” ist stetig in x.

Fassen wir zusammen:

stetig partiell differenzierbar =  total differenzierbar =  partiell differenzierbar

Wichtiger als diese etwas sproden Definitionen ist eine anschauliche Vorstellung der Ableitung. Was
hat beispielsweise die Ableitung einer Funktion f(x) einer reellen Variablen aus dem ersten Semester
mit einer linearen Abbildung A : IR! — IR! zu tun? Differenzierbarkeit bedeutet

flx+h) = f(x)+ f(z) - h+ )

mit einer ziemlich kleinen Storfunktion ¢. Hier ist f'(z) die Steigung der Tangente an den Graphen
der Funktion f. Diese Tangente wird durch

b f(z) + f(@) - h
parametrisiert, und die lineare Abbildung ist gerade
h— f/(l‘) “h,

nichts anderes als die Multiplikation mit dem Skalar f’(x).

Ahnlich kann man noch die Ableitung einer Funktion f(z,y) von zwei reellen Variablen z,y ver-
stehen: Der Graph der Funktion ist eine Flidche im x,y, z-Raum, die iiber (einem Teil) der x, y—Ebene
ausgebreitet liegt. Die Approximationseigenschaft

f(( z ) + < Z; )) =f(x,y)+%($7y)-h1+%(%y)'h2+¢(h1’h2)

bedeutet die Approximierung des Graphen von f durch die Ebene mit der affinen Parametrisierung

" ¥ = 4+ M
R29<h1> y = y+ho ) )
2
7 = f(x,y)+6—£(x,y)h1+a—£(x,y)h2
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und die lineare Abbildung f/(z,y) ist gerade die dritte Komponente dieser affinen Abbildung. Die
affine Ebene, welche durch

h— (x+h, f(x)+ f(x)-h)
parametrisiert wird, heiBt die Tangentialebene im Punkt (x, f(x)) € IR® an den Graphen der Funktion
7.
Sonst kann man sich (aus Dimensionsgriinden) nur noch Abbildungen IR > t — (z(t),y(t)) € IR?
(Kurven in der Ebene) oder IR 3 ¢ — (x(t),y(t), 2(t)) € IR?® (Kurven im Raum) vorstellen. Der Vektor

dx
dx dt (o)
ax (to)
. dy
X(to) = bzw.  x(to) = | —=(to)
dy dt
dt (to) dz

heiBt Geschwindigkeitsvektor der Kurve. Heftet man ihn im Kurvenpunkt (z(to),y(to)) € IR?, bzw.
(z(to),y(to), 2(to)) € IR? an, so spannt er die Kurventangente in diesem Punkt auf. Die lineare Abbil-
dung ist dann eine Parametrisierung dieser Kurventangente.

Allgemeiner nennt man jede Abbildung

.1‘1(75)
R>t—x(t)= : e R"
Zn(t)

eine Kurve im IR™. Sie ist differenzierbar, wenn alle ihre Komponentenfunktionen z, (t) differenzierbar
sind. Thre Ableitung im Punkt ¢

a1 (t) (@1t +h) —1(t))/h )
= i |= tm : = lim S (x(t+ )~ x(0)
T (t) (xn(t+ h) —xn(t))/h
ist der Geschwindigkeitsvektor an die Kurve zum Parameter .

Beispiel 2.7 Die Helix (Wendeltreppe) ist die Kurve

cos(t)
t— | sin(t)
t
im R3. Ihr Geschwindigkeitsvektor ist
—sin(t)
x(t) =1 cos(t)
1

Und damit wird die Geschwindigkeit

x(t) = \/SinQ(t) + cos2(t) +1 = V2.
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Beispiel 2.8 Jede n x n-Matriz A definiert die Kurve

im Raum R™ der n x n-Matrizen. Mit Aufgabe 2.1 findet man

1
Z(etHh)A tA et hA
O;Ehm . h( —e) = }llm%] . (e 1).

Hier ist
hz/ 1

1

h( A+Z

Mit Beispiel 2.3 sieht man
hV— 1AI/

| Z . Z LAI

Diese Potenzreihe in |h| konvergiert und stellt eine in |h| stetige Funktion dar. Fir |h| = 0 hat diese
Funktion den Wert = 0. Daraus folgt

1
lim —(eM —1) = A.
o;éligo h(e )
Wir haben bewiesen: Die Funktion
R — IR”Q, t— et

ist differenzierbar mit Ableitung
d
aetA =A-. etA.

Insbesondere sind alle Spalten der Matriz et* Lésungen des Systems
y=A4A-y

linearer Differentialgleichungen.

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie die Tangentialebene im Punkt (1,—2,2) der Fliche im R3, die durch
die Gleichung
z = 322y + 2zy°

gegeben ist.

Aufgabe 2.5 Bestimmen Sie die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : IR? — IR mit
flx,y) = 23 + 9% — 3z — 12y im Punkt (2/0/2).

Aufgabe 2.6 Gegeben seien zwei differenzierbare Abbildungen
a,b:R? - R3 (Felder),

sowie daraus gebildet die skalare Funktion p(x) = (a(x).b(x)) und das Vektorfeld A(x) = a(x) x b(x).
Zeigen Sie

0y Oa Ob 0A Oa Ob
a)ﬁm :(833 ’b>+<a'0m>’ b)am " Oz ><b—i—a><am.
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Aufgabe 2.7 Firx € IR" setzt man oft

r=rx)=[x|=z}+..+22.

Ist f eine differenzierbare Funktion einer Variablen, so bezeichnen wir (etwas salopp) mit f(r) die
Funktion x — f(r(x)) auf R™.
a) Berechnen Sie fiir r 7& 0 die partiellen Ableitungen Or/0x,,.

b) Zeigen Sie: 8;“(?“) = 7 f'(r).
= f"(r) + L2 1f’('r).

r

¢) Zeigen Sie:

Aufgabe 2.8 Berechnen Sie Op/0x, fiir

ol

a) SD(X):HTHa aeRR, b)  p(x) =

(a.x)

=

2.3 Rechenregeln und Beispiele

Es gibt keine anderen Rechenregeln als fiir Funktionen einer Variablen, sie sehen allerdings gelegentlich
etwas anders aus.

Differenzierbarkeit und Stetigkeit. Jede differenzierbare Abbildung ist stetig: Wenn F' in x
differenzierbar ist, dann gilt

®(h) . 1 ,
im —~ = lim —(F(x+h)—- F(x)— F/(x)-h)=0.
0#h—0 | h | 0¢h—>0||h||(( ) = F(x) = F'(x) - h)

Nach Multiplikation mit || h || folgt daraus

- Crt _ | e(h) ||
(PO = FG) — F/0x) ) = - B SRR < 0

Weil aber

gilt (lineare Abbildungen sind stetig), folgt daraus

Oiihni)OF(x—l—h) = F(x).

Linearitét. Sind F,G : D — IRF differenzierbar, o, 3 € R, so ist auch oF + G : D — RF
differenzierbar mit Ableitung

(aF + BG) (x) = aF'(x) + G (x).
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Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition, genau wie im ersten Semester.

Weil man Abbildungen i.A. nicht multiplizieren kann, gibt es hier keine allgemeine Produktregel.
Aber es gibt Spezialfille:

a) Sind ¢t — a(t) € IR" und ¢ — b(t) € IR" differenzierbare Abbildungen, so ist auch

v=1
differenzierbar mit Ableitung
d " d LA . ) X
a(a(t).b(t)) = Z a(al,(t) by (1) = Z ay - b, +a-b, = (a.b)+ (a.b).
v=1 v=1
b) Ist A(t) eine n x n-Matrix, die differenzierbar von ¢ € IR abhingt, so gilt
i(A a)=A-a+A-a
dt B '

c¢) Sind A(t) und B(t) zwei n x n-Matrizen, die differenzierbar von ¢ € IR abhéngen, so gilt

%(A-B):A-B—FA-B.

Kettenregel. Es sei D,, C IR" offen und F' : D,, — IR* differenzierbar in x € D,,. Weiter sei
Dy C IRF offen mit F(x) € Di, G : D, — IR! differenzierbar in F(x). Dann ist auch G o F in x
differenzierbar mit Ableitung

(GoF)(x)=G'(F(x)) F'(x).
Beweis. Wir setzen A := F'(x), B := G'(F(x)) und

C = B . A
R" — R RF — R! R" — RF.

Dann haben wir

m[Gmx +h)) — G(F(x)) — C ]
- m[amx +h)) - G(F(x)) - G'(F(x)) - (F(x +h) — F(x))]
—i-m[G’(F(x)) (F(x+h) - F(x)) - C-h]
| Fx+h) — F() || [GF(x+h) - G(F(x)) — G(F(x)) - (F(x+ h) - F(x)]
B [ Fx+h) - F(x) |
—i-m . G'(F(x))[F(x +h) - F(x) — F'(x) - h],
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falls Fi(x + h) # F(x). Da F in x stetig ist, geht F'(x + h) gegen F(x) fiir h — 0. Da G in F(x)
differenzierbar ist, folgt daraus
i (G +h)) - G(F(X)) - G'(F(x)) - (F(x+h) - F(x))]
0#h—0 | F(x +h)— F(x) |

=0.

Das Produkt h
F’ (x) L
[ b

ist eine stetige Funktion des Einheitsvektors h/ || h || und bleibt deswegen beschrankt, wenn h — 0.
Da F' in x differenzierbar ist, gilt

) F(x+h) - F(x) , h
oo (R ) ) =©
und deswegen bleibt auch
o (F(x+h) - F(x))
bl
beschrinkt fiir h — 0. Der erste Summand in unserem obigen Ausdruck geht also gegen 0 wenn h — 0.
(Dies gilt natiirlich auch falls F(x + h) = F(x).)
Der zweite Summand geht aber ebenfalls gegen Null, wegen der Differenzierbarkeit von F'in x und
der Stetigkeit der linearen Abbildung G'(F(x)). []
Die Kettenregel besagt, dass die linearen Abbildungen F’(x) und G’(F(x)) in dieser Reihenfolge
hintereinander ausgefiihrt werden, um die Ableitung von G o F' in x zu bekommen. Hintereinander
Ausfiihren linearer Abbildungen ist aber Multiplikation der beschreibenden Matrizen. So ist das Pro-
dukt der Ableitungen in der Kettenregel das Matrizenprodukt der Funktionalmatrizen. In dieser Form
ist die Kettenregel also eine ziemlich wortliche Verallgemeinerung der Kettenregel aus dem ersten
Semester. Nur das Produkt von Skalaren ist ersetzt durch das Produkt von Matrizen.

Beispiel 2.9 (Richtungsableitung) Die Funktion f(z1,...,x,) sei differenzierbar. Wir betrachten
die Funktion auf der Geraden
x=xg+t-v, teR

mit Anfangsvektor xo und Richtungsvektor v. Schreiben wir die Parametrisierungsabbildung

J R—1R"
I°Y texo+t-v,

so ist die auf die Gerade eingeschrinkte Funktion f(g(t)). Wir differenzieren sie nach der Kettenregel
(fog)(0) = f'(9(0)-4'(0)

d
=)
_ (o or .|
— (61‘1 (Xo),..., al‘n( 0)) dg:
o7 (0)
of of vt
= (8—%1()(0)"“7 a—l‘n(XO)) :
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= ’; 881{, (Xo) c Uy

Dieses Produkt nennt man auch die Richtungsableitung von f in Richtung des Vektors v.

Beispiel 2.10 (Transformation in Polarkoordinaten) Zwischen den euklidischen Koordinaten x,y
der Ebene und den Polarkoordinaten besteht die Beziehung

r - cos(p)
y = r-sin(p).

X

Die Zuordnung (r,¢) — (x,y) ist eine differenzierbare Abbildung. Wir berechnen ihre Funktional-
matric

or 0
or 0y | _ cos(p) —r - sin(p)
% Oy sin(p) 1 cos(p) |-
or Oy
Yy
X
\
’
// \\
’ \
’ \
4 \
/ \
\
/90\ ] P T
o

Beispiel 2.11 (Transformation in Kugelkoordinaten) Die Beziehung lautet jetzt

x = r-cos(p)-cos(f)
y = r-sin(p)-cos(f)
z = r-sin(f).

Die Funktionalmatrixz ist

gr g‘v" ga cos(p)cos(0) —rsin(p)cos(0) —rcos(p)sin(0)
99T | i @)cos(0 rcos(p)cos(0) —rsin(p)sin(0d
or 0y 06
0 8(5 Dz sin(0) 0 rcos(6)
or 0Odp 00
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Ahnlich wie in der Differentialrechnung einer Variablen kann man auch hier die Differentiation
iterieren: Man sagt, die Abbildung F’ ist

e stetig differenzierbar, wenn F' differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 0F}/Jx, wieder
stetig sind;

e zweimal differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen wieder differenzierbar sind. In diesem
Fall gibt es dann zweite partielle Ableitungen

O*F, 0 < OF )
0y, 01y, - 0x,, \ Oz, '

Wenn diese hoheren partiellen Ableitungen stetig sind, dann sind sie unabhéngig von der Reihen-
folge, in der man differenziert:

Satz 2.5 (Symmetrie der zweiten Ableitung) Die Funktion f: D — IR sei zweimal stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt

0% f 0% f

0z,,01,,  Ox,,0x,,

Beweis. O.B.d.A. beweisen wir die Behauptung nur fiir den Fall n = 2. Die Variablen nennen wir
dann z und y. Da es sich um zweite Ableitungen dreht, bilden wir vom Differenzenquotienten beziiglich
x

L+ hy) — T)

den Differenzenquotient beziiglich y

(G Ry +K) = fy 4 R) — (F o+ hy) — fl)] =

1

Dieser iterierte Differenzenquotient ist symmetrisch beztiglich z und y, die Reihenfolge, in der wir ihn
bildeten, sieht man ihm nicht mehr an.

Den Differenzenquotienten schreiben wir nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung als
Differentialquotient an einer Zwischenstelle, zuerst beziiglich x

a%(f(x +01h,y + k) — f(z+ 01h,y))

und dann beziiglich y
2

yox

f(x+01h,y + 02k)

mit 01,605 € IR zwischen 0 und 1.
Wenn wir den Mittelwertsatz in der umgekehrten Reihenfolge anwenden, erst auf y und dann auf
x, so wird der gleiche Differentialquotient

2

0xdy

f(x 4 Osh,y + 04k)
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mit neuen Werten 03,64 € IR zwischen 0 und 1. Wir haben also die Gleichung
0? 0?
01h, O2k) =
8y8:1:f(x +O1h.y + 02k) 0xdy
fiir die zweiten partiellen Ableitungen, in vertauschter Reihenfolge, in verschiedenen Punkten. Nun

lassen wir aber h und k gegen 0 gehen, dann gehen beide Punkte gegen (z,y) und aus der Stetigkeit
der zweiten partiellen Ableitungen folgt Gleichheit der Werte

0 f _O*f
yox ~ Ox0y

f(l‘ + th, Yy + 94]6‘)

(z,y) (z,y)-

[

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentialrechnung, jedenfalls historisch die wichtigste, ist
das Ermitteln von lokalen Extrema: Maxima und Minima. Auch bei Funktionen f(x) = f(z1,...,2n)
mehrerer Variablen sagt man, die Funktion nimmt auf einer Menge D in einem Punkt xy € M ein
Maximum (Minimum) an, wenn f(x) < f(xq), bzw. f(x) > f(xo) fiir alle x € D. Und xq ist ein
lokales Maximum, bzw. Minimum, wenn es ein 7 > 0 gibt, so, dass diese Ungleichungen fiir alle x € D
mit || x —xg ||< 7 gelten.

Satz 2.6 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Die Funktion f sei differenzierbar auf
der offenen Menge D C IR"™. Nimmt f in einem Punkt xo € D ein lokales Extremum an, so ver-
schwinden dort die partiellen Ableitungen:

0 0
8—;@1(}(0) = .. = %(Xo) = 0.

Beweis. Es gibt ein r > 0 derart, dass alle n Funktionen
flxo+t-eg), k=1,..n,

auf dem offenen Intervall |¢| < r differenzierbar sind. Fiir ¢ = 0 nehmen sie ein lokales Extremum an,
ihre Ableitungen verschwinden fiir ¢ = 0, dies sind aber gerade die partiellen Ableitungen von f in xgq.

[

Beispiel 2.12 Fiir die Funktion f(xz,y) =
22 — y? verschwinden beide partiellen Ablei-
tungen
z of _ of _
or oy
m Nullpunkt. Hier liegt aber kein lokales Ez-
tremum, weil f(0,0) = 0 und f(z,0) > 0
fiir alle © # 0, wihrend f(0,y) < 0 fir al-
le y # 0. Finen derartigen Punkt nennt man
Sattelpunkt.

2z, 2y,
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Fiir Abschéitzungen wichtig ist der Mittelwertsatz. In einer Verénderlichen hat er die Form

fy) = f@)=f(&) (y—2)
mit einem Zwischenpunkt
E=zx+0(y—=x), 0<O<LI.

So ist er nicht direkt auf Abbildungen verallgemeinerbar, und zwar aus zwei Griinden:
1) Es sei M C IR" offen und F : M — IR* differenzierbar. Um fiir zwei Punkte x,y € M die Werte
F(x) und F(y) zu vergleichen, betrachtet man die Abbildung

F:t— Fx+t-(y—x)),

d.h., die Abbildung F' eingeschrinkt auf die Verbindungsgerade der Punkte x und y. Man braucht,
dass die Strecke
{x+tly—x), 0<t<1}

zwischen x und y ganz in der Definitionsmenge M liegt. Dieses Problem 16st man durch eine Definition:
Die Menge M C IR"™ heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten auch ihre Verbindungsstrecke zu M
gehort. Z.B. sind Kugeln konvexe Mengen.

2) Fiir Abbildungen kann der Zwischenwertsatz prinzipiell nicht gelten. Als Gegenbeispiel betrach-
ten wir die Abbildung

. . cos(t)
F:R—1R? F:tw— < sin(t) )

Hier ist
F(0) = F(2r) = < é ) . also F(27) — F(0) = 0.

Aber fiir alle £ € IR ist

cos(£)

Also gibt es kein £ mit der Zwischenwerteigenschaft

F(2r) — F(0) = F'(¢) - (2m — 0).
Trotzdem kann man die aus dem Zwischenwertsatz folgende Abschétzung retten:

Satz 2.7 Die Menge M C IR" sei offen und konvex. Die Abbildung F : M — TR* sei differenzierbar
mit

I F'() < L
fir alle £ € M. Dann gilt fiir alle x,y € M

I F(y) = F&x) < L-ly =x|| .

Beweis. Es sei v := F(y) — F(x) € IR¥. Wenn v = 0 gelten sollte, sind wir trivialerweise fertig.
Andernfalls betrachten wir die Funktion

f:M—-R, f:x—(v,F(x)).
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Ihre Einschrinkung auf die Verbindungsstrecke f(x + ¢(y — x)) hat die Ableitung
(grad f (x+t(y =x)), (y —x)).
Das folgt wie in Beispiel 2.9. Mit dem Zwischenwertsatz in einer Verénderlichen erhalten wir

fy) = f(x)=(grad f(§), (y —=x)), {=x+0(y—x),0<6<1.
Und aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
fy) = f&)| <[l gradfE |-y —x]-
Hier ist

0 & " OF
grad f (§) = (87 > UuFu(§)> = (Z Vu 83:# (5)) = vl F'(¢),
Y p=1 v=1,...,n p=1 v v=1,...,n

=1,..,

Fgrad f () I<I v -1 F'EI<LIv].
Insgesamt sehen wir
IvIP=v"-(Fly) = F(x)) = f(y) = fI <[ v | L |y = x| -
Division durch || v ||# 0 ergibt schlieflich die behauptete Ungleichung. (]

Aufgabe 2.9 Warum gibt es keine partiell differenzierbare Funktion f : IR? — IR mit

—= = arctan(zy), —— =€"siny

ox oy
fiir alle (z,y) € R??

Aufgabe 2.10 Es seien F' und G zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen von IR in R und
u:R?* — R sei durch u(t,x) = F(x +t) + G(x — t)definiert. Beweisen Sie

0%u B 0%u
otz 0x%’
Aufgabe 2.11 Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung fir die Funktionen
fla,y) =22° +32y®,  gle,y) = 7Y - sin(z + y).
Aufgabe 2.12 FEs sei F : IR? — R? definiert durch

(r,0) = (rcos(p),r sin(p)).

a) Bestimmen Sie F'(r, )™, wo es existiert.
b) Es sei f:IR* — R differenzierbar und g = f o F. Zeigen Sie fiir r # 0

0 0 1 0
Lrre) = coste) 3L0e) = Tsin(e) - 50,
0 0 1 0
Lrie) = sinte)- 1)+ peostio) - ).
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Aufgabe 2.13 (Formel von Euler) Es sei f : R" — IR differenzierbar und 0 < p € IN. Die
Funktion f heifst homogen vom Grad p, wenn fir alle x € R", t € IR gilt

Flt-x) =7 f(x).

Zeigen Sie fiir jede solche Funktion

Sy 5l ) =p 1),
v=1 v

Aufgabe 2.14 Es sei ® eine symmetrische Bilinearform auf R" und q(x) = ®(x,x) die zugehirige
quadratische Form. Zeigen Sie, dass q in jedem Punkt x € IR™ differenzierbar ist, und berechnen Sie

q'(x).

Aufgabe 2.15 Fiir festes (z,y,z) € IR? werde eine Abbildung r : R — IR® definiert durch

cos(wt) —sin(wt) 0 x
r(t)=| sin(wt) cos(wt) 0 |-| y
0 01 z
Zeigen Sie
dr
o = wes % r(t).

Aufgabe 2.16 In jedem Punkt des Einheitskreises {(z,y) € R?* : 22 + y? = 1} berechne man die
Ableitung von

fla,y) = (a® = 2%)exp(a® + y?)

in Richtung der (positiv orientierten) Kreistangente. In welchen Punkten nimmt die Richtungsablei-
tung Extremwerte an und wie grof$ sind diese? (Hinweis: sin(2t) = 2sin(t)cos(t).)

2.4 Taylor-Entwicklung

Jede gentigend oft differenzierbare Funktion f von mehreren Variablen kann man genauso, wie eine
Funktion einer Variablen, in eine Taylor-Reihe entwickeln. Als ich diese Vorlesung das vorletzte mal
las, habe ich diesem Thema nicht die geringste Beachtung geschenkt. Ich dachte, wenn man die Taylor-
Entwicklung in einer Variablen verstanden hat, dann kann man die Taylor-Entwicklung in mehreren
Variablen im Schlaf. Und auflerdem, wo soll das in der Physik vorkommen? Inzwischen hat mich aber
eine ziemlich gut informierte Studentin der Mathematik und Physik davon iiberzeugt, dass ich dieses
Thema doch besprechen sollte. Also, was gibt es dazu zu sagen?

Erinnern wir uns - ach es ist so lange her - was die Taylor-Reihe einer Funktion f(x) einer reellen
Variablen z ist: Man fixiert einen Wert = € IR, um den man entwickelt, und eine Auslenkung h € IR,
und schreibt

flx+h)=f(x)+ f(z) - h+ %f”(a:) R+ %f(")(m)h" + .
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Der Sinn dieser Zeile besteht darin, den Wert f(x 4+ h) der Funktion f im ausgelenkten Punkt x + h
durch die Ableitungen f)(z) der Funktion f im fixierten Punkt z auszudriicken. Dabei gibt es drei
Probleme von ganz verschiedenen Schwierigkeitsgraden:

Problem 1: Bei der v-ten Ableitung f)(z) steht die v-te Potenz h” der Auslenkung. Das ist
ganz einfach zu merken. Und es ist auch sehr praktisch, denn fiir kleine Auslenkung h wird h” sehr
klein, umso kleiner, je grofler v ist. Es kommt also nur auf die ersten Potenzen an, etwa v =0, 1,2, 3,
je nach dem, wie genau man es nimmt.

Problem 2: Bei der v-ten Ableitung f)(z) steht nicht nur die Potenz h”, sondern noch ein

Zahlenfaktor, ndmlich
1

vl

Den muss man sich merken. Aber das geht einigermaflen, wenn man an die Exponentialreihe

ele—l—:v—l—%mQ—i—%mS—i—...:Z%x”
denkt. Und diese Exponentialreihe muss man einfach wissen. An der fiihrt im Leben eines Naturwis-
senschaftlers kein Weg vorbei. Und wenn man sich an sie erinnert, erinnert man sich auch an den
Zahlenfaktor 1/v!.

Problem 3: Beim Hinschreiben der Taylor-Reihe muss jeder Mensch irgend wann aufhéren. Men-
schen sind beschrénkt, und konnen nicht alle unendlich vielen Summanden der Taylor-Reihe hinschrei-
ben. In der Praxis ist also eine Taylor-Reihe dazu da, abgebrochen zu werden. Und wenn man abbricht,
macht man einen Fehler. Den kann man Restglied R,,(h) nennen. Und dann sieht die abgebrochene

Taylor-Reihe so aus:
n

f(x+h)= 2% %f(”)(m)h” + R (h).
-
Und fiir einen Mathematiker ist die Kontrolle iiber das Restglied das Wesentliche. Damit kann er
Abschiitzungen beweisen. Fiir einen Physiker dagegen ist das Restglied klein, kleiner als const - h"t1.
Damit kann er Trends feststellen.
Das Schwierigste an der Taylor-Formel ist, sich eine Formel fiir das Restglied zu merken. Das ist
schon in einer Variablen schwierig, in mehreren erst recht. Und deswegen wollen wir uns nicht hierauf

konzentrieren, sondern auf die ersten Summanden der Taylor-Reihe.

Betrachten wir also eine Funktion f(z,y) von zwei Variablen, geniigend oft differenzierbar. Wir
fixieren einen Aufpunkt (z,y) und wollen den Wert f(xz+h, y+k) in einem Punkt mit dem Auslenkungs-
Vektor (h, k) durch eine Reihe ausdriicken. Dazu fixieren wir zuerst noch die Auslenkung y + k& im
zweiten Argument, und entwickeln fiir festes y + k die Funktion f(x 4 h,y + k) der einen Variablen
h in eine Taylor-Reihe. Da kommen dann alle partiellen Ableitungen von f nach x vor. Es ist mir zu
viel Schreib-Arbeit, die ordentlich hinzuschreiben. Deswegen mdchte ich abkiirzen:

_of 4
fil?_%? f$$_

0% f O’f

W’ Jozz = $> Usw.

Dann wird also

1 1
fle+hy+k)=flz,y+k)+ folz,y+k) -h+ ifm(:z:,y—kkz)-h2+...+mfm,,,z(a:,y+k)-h“+....
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(Wie gesagt, das Restglied lasse ich weg, mir kommt es hier nur auf die Taylor-Koeffizienten an.)
Damit haben wir also die Funktion f fiir festes y 4 k in eine Taylor-Reihe nach x entwickelt. Und jetzt
entwickeln wir die Koeflizienten in Taylor-Reihen nach y:

flz,y+k) = flz,y)+ fy(z,v) -k+%fyy(:1:,y)-k2+...+$fyy,,y(x,y) S
1 1
fx($7y+k) = fx(xay)+fxy(xay) 'k+§fxyy(xay) 'k2+"'+mfxyy..y(xay) 'ky+'~'7
1 1
fxz(djyy + k) = fxx(xay) + fxxy(djyy) -k + ifxxyy(djyy) : k2 + ...+ mfxxyy..y(djyy) kY + ceey

und so weiter. Setzen wir diese Koeffizienten in die eindimensionale Entwicklung nach x ein, so finden
wir

fle+h,y+k)
= flz,y)+ fy(z,y) -k + %fyy(w,y) k4 %fyyy(x,y) B
+fx($7y) “h + fxy(x,y) - hk + %fxyy($7y) : th + %fxyyy(x,y) . hkﬁ3 + ...

1 1 1 1
+_fxx(xay) ' h2 + _fmcy(xay) : th + —fxxyy(djyy) : h2k2 + —fxxyyy(xay) : h2k3 + ...
2 2 2.2 23!
1

1 1 1
+§f$$$(may) ' h3 + gf:m:vy(way) ' h3k + mf:m:vyy(way) ' h3k2 + mfm:cyyy(way) ' hgkg +

Das ist ja eine schone Bescherung! Wie soll man sich diesen Formelkram merken? Naja, was kommt
alles vor? Alle partiellen Ableitungen
ontv f

0,0y,

(z,y)

im Entwicklungspunkt. Und die kommen zusammen mit der Potenz
h* kY

und dem numerischen Faktor

1
! vl

Die Taylor-Reihe in zwei Variablen ist also

fla+hy+k)= > L oy

w,v=0

- h*E".
p! - vl dz,0y, (z,9)

Wenn man ein wenig nachdenkt, merkt man, es kann eigentlich gar nicht anders sein. Also ist es doch
nicht so schwer zu merken.

Beispiel 2.13 Wir betrachten die Funktion r(x,y) = \/x,y. Ihre partiellen Ableitungen bis zur dritten
Ordnung sind

_Z _Y

’ra:_;v Ty_;v
1 a2 xy 1 9
r:l?:l?_;_r_a Toy = 35 Tyy ;_7“_’



3r 322 y  3x%y x  3xy? 3y 33
Toge =——=+—F> Tozy=——=+—F Togw=——=+—"3 Typy=——7+—"F-
T ?”3 ?”5 9 rxy 7"3 ?”5 ) Yy ?”3 7"5 ) yyy ?”3 ?”5

Etwa im Punkt (x,y) = (3,4) mit r = 5 haben diese Ableitungen die Werte

3 4
Ty = gu Ty = 57
16 T 9
fee = To50 T T Tig5 "W T 125
144 8 69 108

Pezz = T3yopy Teey T 3yopy Moy T 37050 Twww T T 3yo8"

Die Taylorentwicklung um diesen Punkt bis zur dritten Ordnung ist also

VB2 + (A +k? = 5+%(3h+4k)+

1
—(16h% — 24hk + 9k?) +
250
1
m(—mm + 24h%k + 207Thk? — 108K + ...

Aufgabe 2.17 Es sei wie immer r(x,y) = \/x? + y?. Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung dieser
Funktion r im Punkt (xz,y) = (1,0) bis zur zweiten Ordnung.

Aufgabe 2.18 Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktion f :R? — IR,

f(a,y) = sin(a® + y?),
mit dem Ursprung des IR? als Entwicklungspunkt.

Aufgabe 2.19 Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z,y) = x%ry zum Entwicklungspunkt (1,1) € IR,

Aufgabe 2.20 Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion

2zy

F(z,y) = ot

x,y > 0;

im Punkt (z,y) = (1,1) bis einschlieflich Glieder zweiter Ordnung.
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2.5 Umkehrung differenzierbarer Abbildungen

Hier untersuchen wir, wann eine differenzierbare Abbildung F eine differenzierbare Umkehrabbildung
besitzt. Das heifit folgendes: Es gibt offene Mengen U € IR” und V' C IR¥, differenzierbare Abbildungen

F:U—-V G:V-=U
mit
GF(x))=xfirallexe U, F(G(y)) =yfiraleyeV.

Fine notwendige Bedingung dafiir folgt sofort aus der Kettenregel:
I, = (GoF)(x)=G'(F(x))- F'(x) und 1= (FoG)(y)=F(G(y)) G(y)

Das geht nur, wenn k = n und die n x n-Matrix F’(x) invertierbar ist. Inhalt dieses Abschnitts ist der
Beweis der entsprechenden hinreichenden Bedingung:

Satz 2.8 (Umkehrsatz) Es sei U C R" offen, F : U — IR" stetig differenzierbar mit det(F'(xq)) #
0 fiir ein xg € U. Dann gibt es offene Mengen

Uy Cc U mit xg € U, V()CIanityo::F(Xo)EVo
so, dass F': Uy — Vy bijektiv und die Umkehrabbildung G : Vo — Uy differenzierbar ist.

Diese Aussage ist nur lokal, ganz anders als die globale Aussage in der Theorie einer Verdnderlichen:
Ist U C IR ein offenes Intervall, f : U — IR stetig differenzierbar mit f’(z) # 0 fiir alle z € U, dann ist
V := f(U) C IR ein offenes Intervall, und es gibt eine differenzierbare Umkehrabbildung g : V' — U.
Ein konkretes Beispiel dafiir, dass der Umkehrsatz schon in zwei Verdnderlichen nur lokal gilt, liefert
die Polarkoordinatenabbildung.

Beispiel 2.14 Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

‘ _ TR? ry (T r - cos(p)
et m, (1) (2)- (1)

Ihre Funktionalmatriz ist

y _ [ cos(p) —rsin(p)
Fir,e) = < sin(p)  rcos(p) )

mit
det(F") = r(cos?() + sin®()) = 1 # 0.
Lokal ist diese Abbildung umkehrbar, z.B. auf der rechten Halbebene durch

r=1/22+y2%, @ =arctg(y/x).

Aber weil der Winkel ¢ durch (x,y) # 0 nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt ist, ist die
Abbildung nicht global umkehrbar.

Definition 2.7 Die Determinante der n x n-Funktionalmatriz F’'(x) heifst Funktionaldeterminante.
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Beispiel 2.15 Die Funktionaldeterminante fiir den Ubergang

x r - cos(p)cos(f)
y | =1 r-sin(p)cos(h)
z r - sin(0)
in Kugelkoordinaten ist
; Bz, y, 2) c?s(go)cos(g) —rsin(g@)cos(?) —TCQS(SQ)S/L:TL(Z) ; )
eti@(r’ 50) S’LTL(QD);QZEH; rcos(p)cos( 3 —rsm(gozizozggg =172 cos(0).

Den Beweis des Umkehrsatzes 2.8 geben wir in mehreren Schritten. Es geniigt, die folgende abge-
speckte Version des Umkehrsatzes zu beweisen:

Satz 2.9 Unter der Voraussetzung von Satz 2.8 gibt es Radien r > 0 und s > 0 derart, dass
1) die abgeschlossene Kugel

U={xeR":|[x—xo <}

ganz in U enthalten ist und
2) die abgeschlossene Kugel

V={yeR":|y—yol<s}

ganz in der Bildmenge F(U) enthalten ist,
sowie eine stetige Abbildung G : V — U mit
3) F(G(y)) =y fir alley € V.

Zunichst beweisen wir, dass der Umkehrsatz 2.8 aus Satz 2.9 folgt: Dazu ersetzen wir die abge-
schlossenen Kugeln U,V durch die offenen Kugeln

Ur={llx—xo <7}, Vi={ly—yol<s}

Die Urbildmenge
Vo:={yeVi: G(y) € Ui}

enthélt yo = F(xp) und ist nach Satz 2.1 offen. Die Urbildmenge
Uy = {X€U12 F(X) G%}

enthélt xg = G(yo) und ist nach Satz 2.1 ebenfalls offen. Dann sind die Abbildungen F'|Uy und G|Vj
Umkehrabbildungen voneinander.

Es bleibt zu beweisen, dass G|Vj nicht nur stetig, sondern sogar differenzierbar ist. Die Differen-
zierbarkeit von G ist in jedem Punkt y € Vj zu zeigen. Aber mit x := G(y) € Uy haben wir fiir x und
y genau die Situation der Punkte x¢ und yg. Es geniigt also zu zeigen, dass G in yq differenzierbar
ist.

Fiir x € Uy setzen wir y = F(x), bzw. x = G(y) fiir y € V{. Die Differenzierbarkeit von F in xg
bedeutet

d(x —
y =yo+ F'(x0) - (x —x¢) + ®(x — xg) mit lim blx = x0) =0,
X0 FEX—X0 || X — X0 H
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bzw.
x =x0+ F'(x0) " (y — y0) — F'(x0) " - ®(x — x).
Wegen
| F'(x0) ™" - @(x = x0) |<]| F'(x0)™" || - | @(x — x0) |
geniigt es zu zeigen, dass
lim P(x—x0) _ 0.
vo#y—yo ||y —yo |

Aber mit y # yq ist auch x # x¢ und wir kénnen schreiben

d(x —xq) _ P(x—x0) [[x—x0]
ly=yoll lIx=x0l [[y—voll

Fiir xg # x — x( geht hier der erste Faktor gegen 0. Es geniigt also, zu zeigen, dass dabei der zweite
Faktor nach oben beschrankt, bzw.

| F(x) = F(xo) |
[ x—x0 |
nach unten beschrénkt bleibt, d.h. > ¢ > 0.
Mit der Minus-Dreiecksungleichung ist
| F(x) = F(x0) [|2]| F'(x0) - (x —x0) | = | 2(x —x0) || -

Auf der kompakten Menge {h € R" :|| h ||= 1} nimmt die stetige Funktion || F’(x¢)-h || ihr Minimum

m:= min || F'(xg)-h
min || F'(x0) - |

an. Weil F’(xq) invertierbar vorausgesetzt ist, gilt m > 0. Fiir alle x # x folgt daraus
I F'(x0) - (x —x0) = m- || x —xq |
und

| F'(x0) - (x = x0) ||
I x—xo ||

v

Ist auflerdem x — x( klein genug, so ist

() _
=) |

% =0 ||

Daraus folgt die Beschrénktheit nach unten mit

m m
= m - — = —
9 27 72

[

Zum Beweis von Satz 2.9 mochte ich hier vollig neues Beweisprinzip einfiihren, das sich z.B. auch
auf Differentialgleichungen anwenden lasst. Ausgangspunkt ist das Newton-Verfahren zur numerischen
Approximation von Nullstellen differenzierbarer Funktionen f(x) in einer Verdnderlichen.

Sei etwa f stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall, welches das Intervall [a, b] C IR enthélt.
Es gelte f(a) < 0 und f(b) > 0. Weil f stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz im Intervall
[a,b] eine Nullstelle von f. Wenn wir zusitzlich f’ > 0 voraussetzen, ist f streng monoton und die
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Nullstelle eindeutig bestimmt. Die Idee ist, mit einem geeigneten Punkt xy € [a,b] zu beginnen und
dort die Funktion linear zu approximiern. D.h., wir ersetzen die Funktion f durch ihre Tangente im
Punkt (zo, f(x0)) mit der Gleichung

y = f(zo) + f'(0) - (z — o).

Diese Tangente schneidet die z-Achse im Punkt x1 mit

y(x1) = f(xo) + f'(wo) - (x1 — xo) = 0.

Fiir dieses =1 gilt

[ (20)
f'(x0)

f'(xo) - (x1 — o) = —f(x0), baw. x1=x0—

Vermoge des Iterationsverfahrens

f(z)

Tht+1 = Tk — f’(l‘k)

hofft man, die Nullstelle von f zu approximieren. Natiirlich kann man numerische Bedingungen an
f formulieren, die dies garantieren. Ich mdochte dies hier nicht tun, sondern das einfachste nicht ganz
triviale Beispiel numerisch vorstellen.

Beispiel 2.16 (Approximation von /2) Betrachtet werde die Funktion
flx)y=2>-2 mit f'(z)=2z.

Als Startpunkt wdhlen wir xqg = 2. Die Iterationsformel liefert mit dem Taschenrechner

k| @ f(z) f'we)  flan)/f'(zp)
012 2 4 0.5

1115 0.25 3 0.083333

2 1 1.416667 0.006945 2.833334 0.002451

31 1.414215

Nach drei Iterationsschritten haben wir die Nullstelle
V2 = 1.4142135...
auf fiinf Stellen genau berechnet.

Fiir meine Zwecke ist aber nicht die Geschwindigkeit der Approximation entscheidend, sondern die
Ubersichtlichkeit des Verfahrens. Deswegen verwende ich das vereinfachte Newton-Verfahren. Dabei
wird f’(z;) nicht bei jedem Schritt neu berechnet, sondern stets durch f’(xq) ersetzt. Die Iterations-
formel verdndert sich dann in

f (k)

A TP
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Beispiel 2.17 Wie eben betrachten wir die Funktion f(x) = x? —2 mit dem Startpunkt xo = 2. Jetzt
verwenden wir f'(xo) = 4 und berechnen

k| flag)  flag)/4
012 2 0.5
1|15 0.25 0.0625

21 1.4375 0.066406 0.016602
3| 1.420898 0.018951 0.004738
4| 1.416160 0.005509 0.001377
5 11.414783

Auch nach finf Iterationsschritten ist das Ergebnis nur auf drei Stellen genau.

Wesentlich ist fiir meine Zwecke allerdings eine Garantie dafiir, dass das Verfahren konvergiert.
Dazu ist ein gewisser Aufwand an neuen Begriffen erforderlich.

Definition 2.8 (Metrischer Raum) Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer
Funktion (Metrik)
d: X xX — 1R,

welche folgende Figenschaften hat:

M1: Es ist stets d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 nur, wenn = y.
M2: Es ist d(x,y) = d(y,z) (Symmetrie).

MS3: Es gilt die Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(xz,y) +d(y,z) firalle z,y,z¢€ X.
Beispiel 2.18 Auf dem Raum IR definiert die euklidische Norm eine Metrik vermdge

d(x,y) =llx=y .
Aber diese Metrik versieht auch jede Teilmenge A C IR™ mit der Struktur eines metrischen Raums.

Wegen Beispiel 2.18 fithrt man natiirlich nicht den Begriff des metrischen Raums ein, sondern vor
allem wegen

Beispiel 2.19 Es sei A C IR" kompakt. Wir betrachten den IR-Vektorraum C°(A) der stetigen Funk-
tionen f : A — IR. Jede stetige Funktion f auf A nimmt auf A ihr Mazimum an und deswegen
15t

I£ llaz= max (@)

wohldefiniert. Wir setzen
d(f,9) =l f—glla-

Damit wird CO(A) ein metrischer Raum. Der Beweis der Eigenschaften M1, M2, M3 ist eine lang-
weilige Ubungsaufgabe und nur Mathematikern zumutbar.
Mit CO(A,RF) bezeichnet man den Vektorraum der stetigen Abbildungen F : A — IRF. Eine Norm
auf diesem Vektorraum ist
1 E L= max || F(x) || -

Die zugehirige Metrik macht CO(A,IRF) zu einem metrischen Raum.
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In einem metrischen Raum (X, d) kann man wie iiblich Konvergenz definieren: Eine Folge z,, in X
konvergiert gegen x € X, wenn gilt: Zu jedem e > 0 existiert ein N(e) € IN so, dass fiir alle v > N ()
gilt: d(z,,x) <e.

Und auch den Begriff der Cauchy-Folge kann man wie {iblich erkldaren: Die Folge z, heiffit Cauchy-
folge, wenn zu jedem € > 0 ein N(¢) € IN existiert so, das fiir u,v > N(e) gilt: d(z,,z,) < €.

Definition 2.9 Der metrische Raum X, d heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Beispiel 2.20 Der Raum IR"™ mit der Metrik d(x,y) =|| x—y || ist vollstandig. Auch jede abgeschlos-
sene Menge A C IR™ mit dieser Metrik ist vollstindig.

Die einzige nicht-triviale Tatsache in dieser abstrakt-leeren Umgebung ist folgender Satz:

Satz 2.10 Es sei A C IR" kompakt und d die in Beispiel 2.19 definierte Metrik auf C°(A). Dann ist
C°(A) mit der Metrik d vollstindig.

Beweis. Wir betrachten eine Cauchyfolge f,, in C%(A). Fiir jeden Punkt x € A bilden die Zahlen
fuv(x) eine Cauchy-Folge in IR und konvergieren. Wir definieren eine Funktion f: A — IR durch

f(x) = lim_f, ().

Es sei N(e) fiir die Cauchy-Folge f, wie in der obigen Definition gewihlt. Wenn v > N(e) ist, dann
gilt fiir alle g > v und fiir alle x € A

[fu(x) = fu) <[ fo = fu ll< e

Daraus folgt
|fo(x) = F(x)] = [ fu(x) — lim fu(x)| < e.

Die Funktionenfolge f, konvergiert gleichmdflig gegen die Funktion f. Wie in der Analysis I folgt
daraus die Stetigkeit der Funktion f. Also gehort die Grenzfunktion f zu C°(A). Und fiir v > N(e)
ist

H fu_fHAS €. ]

Mit CO(A) ist auch C%(A,TRF) vollstindig, ebenso wie fiir jede abgeschlossene Teilmenge B C R”
der Unterraum (kein Vektorraum!)

C%A,B) = {F : A — B stetig}.

Definition 2.10 Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung P : M — M heifst kontrahie-
rend, wenn eine Konstante L < 1 existiert mit

d(P(u), P(v)) < L -d(u,v)
fur alle u,v € M.

Beispiel 2.21 Essei U C R" offen und F : U — U differenzierbar. Es gebe ein L < 1 mit || F'(x) ||<
L fiir alle x € U. Nach Satz 2.7 ist eine solche Abbildung kontrahierend.
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Definition 2.11 FEin Punkt x € M heifst Fixpunkt einer Abbildung P : M — M, wenn P(x) = x.

Beispiel 2.22 Die Funktion
f:R—R, z—a?

hat genau die beiden Fizpunkte x =0 und x = 1.

Satz 2.11 (Fixpunktsatz von Banach) Fs sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und P :
M — M kontrahierend. Dann besitzt P genau einen Fizpunkt u € M.

Beweis. a) Eindeutigkeit: Es seien u # v € M zwei Fixpunkte von P. Dann ist also
d(u,v) = d(P(u), P(v)) < L-d(u,v) < d(u,v)

wegen d(u,v) > 0. Das ist ein Widerspruch.
b) Existenz: Wir wahlen einen beliebigen Punkt uwy € M und betrachten die rekursiv definierte
Folge
uy := P(ug), ug :== P(u1), ..., Unt1 := Pluy), ...

in M. Wir kiirzen ab d := d(u1, up). Durch Induktion zeigt man
d(ug,u1) < L-d,...;d(upy1,uy,) < L™ -d.
Mit der geometrischen Summenformel folgt daraus fiir m < n

1—Lrm
Aty ) < d(Ui1s Um) + oo + Aty 1) < (L™ 4. + LY - d=1™ - 7 d.

Wegen 0 < L <1list0<1—L""™ <1 und

1— L™ L
<

L. .
1-L —1-L

Wir haben bewiesen: J
d(tn, up) < L™ - 11
Deswegen ist die Folge (u,) eine Cauchyfolge in M und konvergiert gegen einen Grenzwert u € M.
Bei vorgegebenem € > 0 ist d(u,,u) < €, wenn n grof§ genug ist. Aber dann ist auch

d(P(uy), P(u)) < L-d(up,u) < L-€<e.

Die Folge P(u,) konvergiert gegen P(u) € M. Aber als Teilfolge der Folge (u,,) hat die Folge (P(uy,))
den gleichen Grenzwert u. Damit ist

P(u) = lim P(u,) = limu, = u

der gesuchte Fixpunkt. L]
Dieser Banachsche Fixpunktsatz wird auf das vereinfachte Newtonverfahren folgendermaflen an-
gewendet, um die Umkehrfunktion zu konstruieren: Es seien

U=[zrg—r,z0+7],V =[yo— 5,90 +5s] CIR
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abgeschlossene endliche Intervalle und f : U — V stetig differenzierbar (auf einem offenen Intervall,
welches U enthilt). Es gelte f(x¢) = yo mit f'(zo) # 0. Die Umkehrfunktion g = f~! ordnet jedem
y € V den Wert x mit f(z) = y zu. Diesen Wert y approximieren wir mit dem vereinfachten Newton-
Verfahren, indem wir die Nullstelle der Funktion f — y suchen. Dazu starten wir mit der Funktion
90(y) := zo und iterieren mit der Formel

Ie+1(y) = gr(y) — %-

Diese Iterationsformel definiert die Abbildung

(fog)ly) —y

0T s 0T - —
P:C%(V) = C°(V), P(9)(y):=g(y) /(x0)

Unter geeigneten Voraussetzungen gelten:

1) Die Abbildung P ist kontrahierend (beziiglich der Norm || ¢ ||37),

2) Wenn g das Intervall V nach U abbildet, dann tut dies P(g) ebenso.

Diese geeigneten Voraussetzungen mochte ich erst spéter bei der Formulierung der allgemeinen
Aussage im IR"™ angeben. Hier zun#chst noch ein einfaches eindimensionales Beispiel.

Beispiel 2.23 Wir approzimieren die Umkehrfunktion der Funktion f(x) = x> —1, d.h., die Funktion
9(y) = Vy + 1. Wir wihlen xog =1 mit yo = 0 und f'(x¢) = 2. Dann haben wir also

go=xo=1

und die Rekursionsformel
gely) —1-y

Ik+1(y) = gr(y) — )

Fir k=1,2,3 erhalten wir so die Funktionen

12-1-—
aly) = 1—%
y
= 142
*
y (1+%)P-1-y
- 1+2Z_
92(y) +2 5
2
y oy
= 14+Z2 L
T8
2 2
y 1 Yo Yo
- 1422 _ . 1+2 -Z2y2_ 1
93(y) +35 73 2<(+2 8) y)
IS A
2 8 16 128

Zum Vergleich: Die Taylorentwicklung der Umkehrfunktion um y = 0 lautet

Il
—_
_I_
|
x|
+

128

1/2 2y Byt
N O
k
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Nun zum Beweis von Satz 2.9.
Prézisieren wir zunéchst die Definitionsbereiche unsrere Abbildungen.
1) Wir wéhlen r > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kugel

U={xeR":|x—xq|<r}

ganz im Definitionsbereich von F' enthalten ist, und

1
Iy = F'(x0) " F'(x) [|< 5

gilt fiir alle x € U. Das ist moglich, weil fiir x = x¢ gilt 1,, = F'(x0) "' F’(x) und F’(x) stetig ist. Weil
auBerdem auch det F'(x) stetig ist mit det F'(x¢) # 0, kénnen wir r auch noch so klein wihlen, dass
det F'(x) # 0 ist fiir alle x € U.

2) Jetzt setzen wir

r
s

=———— und V:i={yecR":|y—yol<s}
2| F'(xo0) |

Nach Satz 2.10 ist der metrische Raum
CUV,U)={G:V — U, G stetig}
vollstindig. Wir definieren die Abbildung P : C°(V,U) — C°(V,IR"™) durch
P(G)(y) = G(y) = F'(x0) ™" - (F(G(y)) = ¥)-

Als erstes zeigen wir, dass P kontrahierend ist. Seien dazu G1,Gs € C°(V,U). Fiir alle y € V haben
wir

P(G)(y) — P(Ga)(y) = Gi(y) —Galy) — F'(x0) " - (F(Gi(y)) — F(Ga(y)))
= (idg — F'(x0) ' F) (Ga(y)) = (idg — F'(x0) ' F) (Ga(y).
Die Ableitung der Abbildung
idy — F'(xg)'F : U — R"

in einem Punkt x € U ist
1, — F'(x0) " LF'(x).

Mit Satz 2.7 folgt daraus
— 1
I PG)() = P(G2)(y) <]l Tn = F'(x0) " F'(x) llg - | Ga(y) = Go(y) I< 5 || Ga(y) = Ga(y) |-
Also ist P kontrahierend mit L = %
Wir miissen noch zeigen, dass P eine Abbildung C°(V,U) — C°(V,U) definiert. Sei also G €

Co(V,U), dh.,, G : V — U ist stetig mit | G(y) — x¢ |[|< r fiir alle y € V. Fiir die folgende
Abschiitzung fassen wir xq auf als konstante Abbildung in C°(V,U). Dann gilt fiir alle y € V'

I P(G)(y) = xo [I<[| P(G)(y) = P(x0) [| + || P(x0) =0 || -
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Mit der Kontraktionseigenschaft kénnen wir den ersten Summanden abschétzen

| PG) - Plxo) < 5 11 Gy) 0 < 5.

Und im zweiten Summanden haben wir
(P(x0) — %0)(y) = %0 — F'(x0) "' (F(x0) —y) — x0 = F'(x0) ' (yo — ¥)

Daraus folgt
_ r
| P(x0)(y) — %o ||| F'(x0)~" || -s = 5

5
Insgesamt haben wir
roor
IPG)(y) =x0 s 5+5 ="
Der Banachsche Fixpunktsatz liefert eine stetige Abbildung G : V — U mit F(G(y)) =y fiir alle
yeV. U]

Im Beweis haben wir gesehen
G'(yo) = F'(x0)~".
Die Matrix-Eintrage der Umkehrmatrix

1

F/ -1 —
(o)™ = et ()

. F/ (Xo)adj

erhilt man aus denen der Matrix F’(x¢) durch Bildung von Unterdeterminanten und anschlieBender
Division durch det(F’(x¢)) # 0. Dies zeigt

Satz 2.12 (Zusatz) Die Umkehrabbildung G einer k-mal (stetig) differenzierbaren Abbildung F ist
auch wieder k-mal (stetig) differenzierbar.

Aufgabe 2.21 Zeigen Sie, dass die Abbildung

F:R? - R * |—>1 L=y
] 2\ 242

kontrahierend ist und berechnen Sie ihren Fizpunkt.

Aufgabe 2.22 Bestimmen Sie maximale Teilintervalle I C R\ {0}, auf denen die Funktion

1
fx) :zl-i-;

kontrahierend ist. In welchem dieser Intervalle besitzt f welchen Fizpunkt?

Aufgabe 2.23 Wo ist die Abbildung

2_ .2
F:R? - R? <x>H<“>:<$ y)
Y v 2xy

lokal umkehrbar? Bestimmen Sie eine lokale Umkehrung F~' : 2 = z(u,v), y = y(u,v) bei (u,v) =
(1,0) derart, dass F~1(1,0) = (1,0).
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Aufgabe 2.24 FEs sei
FOR?  R2 T\ e®cos(y)
' Ly evsin(y) )

a) Berechnen Sie die Funktionalmatriz F'(z,y).
b) Zeigen Sie: F ist bei (x,y) lokal umkehrbar genau dann, wenny ¢ {w/2 +nZ}.
¢) Bestimmen Sie die Ableitung der lokalen Inversen von F um (0,0) im Punkt F'(0,0).

R2 AN (z+y)?
e (3)-()-(58)

a) Zeigen Sie, dass F injektiv ist.
b) Bei welchen Punkten (u,v) existiert lokal eine differenzierbare Umkehrabbildung zu F ¢

Aufgabe 2.25 FEs sei

2.6 Implizite Funktionen

Ein Spezialfall des Umkehrsatzes ist ein lineares Gleichungssytem
A-x=Db

mit invertierbarer n x n-Koeffizientenmatrix A. Zu jedem b € IR™ hat dieses System die eindeutig
bestimmte Losung x = A~!-b. Die Abbildung F : x — A-x hat die Umkehrabbildung G : b +— A~!.b.
Im Unterschied zu Satz 2.8 ist hier allerdings die Umkehrabbildung global definiert.

In der Linearen Algebra betrachtet man auch die allgemeinere Situation, wo die Anzahl der Un-
bekannten grofler ist als die Anzahl der Gleichungen. Betrachten wir etwa eine p X (n + p)-Matrix A
und das System

A-x=0.

Dieses System 16st man, indem man die Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform bringt. In der Li-
nearen Algebra versucht man, die Stufen immer moglichst weit links zu erzeugen. Aber wenn A den
maximalen Rang p besitzt, dann kann man die Stufen innerhalb jeder p x p-Teilmatrix erzeugen, welche
diesen maximalen Rang p hat. Normieren wir die Situation folgendermafien:

Es sei A = (A1, As) eine p X (n + p)-Matrix mit einer p x n-Matrix A; und einer invertierbaren
p X p-Matrix As. Schreiben wir den Vektor der Unbekannten als

(x,y) mit xeR" yeIRP,

so lautet das Gleichungssystem
A-x+Ay-y=0.

Es wird gelost durch
y= —Ag_l <Ay -x, x € IR" beliebig.
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Dies konnen wir auch so formulieren:
Gegeben sei eine Abbildung

F:IR"? SR, (x,y)— A1 -x+ Ay

o = (‘W) |
9y; 4,j=1,..p

G:R" - R, x— —A;' A -x

mit invertierbarer p x p-Matrix

Dann gibt es eine Abbildung

so, dass die Losungen des Systems genau die Vektoren (x, G(x)) mit x € IR" sind. Man sagt: Mit der
Abbildung y = G(x) haben wir das System nach y aufgelost.

Der folgende Satz verallgemeinert diese Situation lokal auf nicht-lineare Gleichungssysteme. Dabei
schreiben wir wie eben die Vektoren im IR"*? als (x,y) mit x € IR” und y € IR”.

Satz 2.13 Es sei M C IR™P offen und F : M — IRP stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Punkt
(x0,y0) € R™P mit
1) F(x0,y0) =0,
2) det (5L (x0,¥0))
Dann existieren
eine offene Menge U C M C IR™ mit (xo,yo) € U,
eine offene Menge V. C IR"™ mit xg € V,
und eine stetig differenzierbare Abbildung G : V — IRP
so, dass gilt:

£ 0.

5,J=1,....p

(x,y) €U mit F(x,y) =0 <& xeV undy=G(x).
Vor dem Beweis erst
Beispiel 2.24 Wir betrachten die Funktion
R =R, flz,y)=z>+y>-1.
sie ist stetig differenzierbar und hat als Nullstellenmenge
{(z,y) € R*: f(z,y) = 0}

den FEinheitskreis. Ihre partielle Ableitung

of

- =2
oy Y

ist # 0 fiir y # 0. Fizieren wir einen Punkt (xo,yo) auf dem Einheitskreis mit yo > 0. Dort kann man
die Gleichung f(x,y) = 0 lokal nach y auflosen vermdige

y=v1-—22

Mit der Notation von Satz 2.13 haben wir hier:
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Die Dimensionen sind n =p = 1.
Die offene Menge V C IR ist das Intervall | —1,1].
Die offfene Menge U C IR? ist

{(z,y) eR*: z € V,y > 0}.
Die Abbildung G : V — R? ist x +— (z,v/1 — 22).

Beweis des Satzes: Wir betrachten die Abbildung

M —R™P, D(x,y)= ( F(}’:y) )

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar mit der Funktionalmatrix

1 0
@’:(ﬁ 6_F>
ox Oy

Nach Voraussetzung 2) hat im Punkt (xg, yo) die rechte untere Teilmatrix den Maximalrang = p. Dann
hat in diesem Punkt die ganze Funktionalmatrix ®'(x¢,yo) den Rang n+ p. Damit ist der Umkehrsatz
anwendbar. Es gibt also offene Mengen U C M C IR™"? mit (xg,yo) € U, sowie V/ C IR"*? mit

®(x0,y0) = (%0, F(x0,y0)) € V',

und eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung ¥ : V' — U fiir @ : U — V.
Dass ¥ die Abbildung ® umkehrt bedeutet explizit

1 Uy (x, F(x,y))
| _ | Wk Fxy)
Y1 ‘I’nJrl(Xv F(X7 Y))
o (%, F(x, 7))

Wir haben also
\Ijl(x7F(X7Y)) = L1y ey \Ijn(xa F(X, Y)) = In

und
Vo1 (x, F(X,y)) = Y1, 000 ‘I’n+p(x7F(X=Y)) = Yp-
Unter ® wird die Nullstellenmenge
{(x,y) eU: Fi(x,y) =... = Fp(x,y) = 0}

bijektiv auf die Menge
V:=V'n{(x,0) € R""}

abgebildet. Wir fassen V' auf als offene Menge im IR" C IR""” der ersten n Koordinaten.
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Die Abbildung G : V' — U definieren wir durch

Gy (X) \Ijn—l—l(xa O)
co—-| : |=[
Gp(x) Vip(x,0)

Diese Abbildung G ist stetig differenzierbar, weil ¥ dies ist. Und sie bildet V' bijektiv auf die Nullstel-
lenmenge {(x,y) € U : F(x,y) = 0} ab. (]

Wir wollen die Aussage von Satz 2.13 noch etwas weiter anlysieren. Mit den Komponentenfunk-
tionen F1, ..., Fy, von F' ist die Bedingung F'(x,y) = 0 das nicht-lineare Gleichungssystem

F1($17"°7xn7y17"'7yp) =0
Fp(xla -5 Tn,y Y1, "'7yp) = 0

Durch die Abbildung y = G(x), bzw. durch deren Komponentenfunktionen

y1 = G1 (acl, ceuy l’n)

yp = Gplx1,..., )

wird dieses System lokal nach y aufgelost. Die Funktionen y;(x) = G1(x),...,yp(x) = Gp(x) sind
implizit durch die Gleichungen Fi(x,y) = ... = F,(x,y) = 0 definiert.

Der einfachste Fall liegt natiirlich dann vor, wenn wir eine Funktion f(x,y) von zwei Variablen
haben.

Definition 2.12 Fiir ¢ € R heifien die Mengen
{(z,y) e R*: f(z,y) =c}
Niveaulinien der Funktion f.
Wo f, # 0 ist, dort kénnen wir die Gleichung f(x,y) = c lokal nach y auflésen. Die Niveaulinie
f(x,y) = ¢ sieht dort aus wie der Graph der Funktion y(z). Die Tangente an die Niveaulinie im Punkt

(z,y) wird aufgespannt vom Vektor (1,4'(z)) € IR?. Weil f(z,y(x)) = 0 ist, folgt aus der Kettenregel

0= fley@) = ot £, 22 = (gmdf(a:,w, ( s )) .

Der Gradient der Funktion f steht senkrecht auf den (Tangenten an die) Niveaulinien!
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Beispiel 2.25 (Cartesisches Blatt) Es seip=n=1 und

fla,y) =2’ +y° —ay.
Satz 2.18 ist tiberall dort anwendbar, wo

ngyQ—x#O,
dy

und zeigt, dass in solchen Punkten die Gleichung f(x,y) = 0 lokal nach y auflésbar ist. Punkte, wo
das nicht geht, erfiillen die Gleichungen

Byt —zy=0 und z=3°
Setzen wir x = 3y? in die erste Gleichung ein, so erhalten wir die Bedingung
27y + 4% — 3y° = 3 (272 — 2) = 0.
Dies fiithrt auf zwei Werte fiir y, ndmlich

1) y = 0. Hier ist auch x = 0. Die Kurve, welche durch die Gleichung f(x,y) = 0 gegeben ist,
tberkreutzt sich hier selbst.

2) y = £v/2. Hier findet man x = $v/4. In diesem Punkt (z,y) hat die Kurve eine senkrechte
Tangente.

Auch ohne die Auflésung y = G(x) explizit zu kennen, kann man deren Ableitung ausrechnen.

Satz 2.14 Unter der Voraussetzung von Satz 2.13 sei'y = y(x) = G(x) eine lokale Auflésung des
Gleichungssystems F(x,y) = 0. Fiir die Ableitung dieser Auflésung gilt

oy __(o8y or
ox oy ox’
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Beweis. Wir spalten die p x (n + p)-Funktionalmatrix F’ auf in die beiden partiellen Ableitungen
nach x und y:

F = 8_F 8_F
ox’ Oy
~
PXN pxp

Mit F(x,y(x)) = 0 folgt aus der Kettenregel

0 OF OF 0y
—2F 22
0 ox (x,y(x)) ox * dy 0x
Die behauptete Formel ergibt sich daraus nach Multiplikation mit der Matrix (OF/dy)~!. L]

Beispiel 2.26 Die Kreisgleichung f(x,y) = 2> + y?> — 1 = 0 besitzt fir y # 0 die explizite lokale

Auflésung
y==+Vv1-—22

damit konnen wir
—x

(@) =t—o =2
v =E e Ty

berechnen. Die Formel aus Satz 2.14 wird
f$:21‘, fy:2y7 y/:__:__>

das gleiche Ergebnis.

Beispiel 2.27 Fiir die Funktion f(x,y) = x> +y3 — 2y haben wir die Aufiosung y = y(x) nicht explizit
ausgerechnet. Aber mit Satz 2.14 kénnen wir ihre Ableitung berechnen. Die partiellen Ableitungen von
f sind
fo=32"~y, f,=3y"—=
Daraus folgt
fz N 3z? — Yy
Ty B 3y? —x

Y'(z) =

Gelegentlich wird ein physikalisches System durch drei Zustandsgréffen beschrieben, ich nenne sie
einfach z,vy, z, zwischen denen eine Zustangsgleichung f(z,y,2) = 0 besteht. Ein konkretes Beispiel
dafiir ist die ideale Gasgleichung

p-V —const-T =0.

Hilt man eine dieser drei Groflen fest, so kann man (unter der Voraussetzung des Satzes iiber implizite
Funktionen) die resultierende Gleichung zwischen den beiden anderen Funktionen auflosen lokal bei

(20, Y0, 20) mit f(xo0,y0,20) =0, etwa
Yy = y(x)Z() aus f(xvya ZO) =0

r=1x(2)y, aus f(x,y0,2) =0
z2=2(Y)z, aus f(xo,y,2)=0
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Mit Satz 2.14 erhilt man fiir deren Ableitungen (ich verwende hier die Notation der Physiker)

<@> (xg) = _ fo(@0, Y0, 20)

ox 20 y(m0>y0>20)
<5_$> () = f2(wo, Yo, 20)
0z Yo fx(x(]uyOy 0)
(%) ( ) _ fy($073/07 0)
9y )y " J-(z0, 0, 20)

Daraus folgt die bemerkenswerte Formel

@), &), &), - prs =

Wenn ich in der idealen Gasgleichung der Einfachheit halber ¢ = 1 setze, wird sie f(p, V,T) = p-V-T =

0. Auflésungen sind

T T
V:_v p=

Damit erhalten wir die Ableitungen
(8_‘/) __T (@) _1 (3_T) _
op)r p» \or)y v \av),”

(%), (), ),

Thr Produkt ist

Aufgabe 2.26 Wo ist
eV —(z+y)r=0

lokal nach y auflésbar? Berechnen Sie dort die Ableitung der Auflosung y(x).
Aufgabe 2.27 Es sei 0 < ¢ € R. Bei welchen Punkten (z,y) € IR? ist die Gleichung
z? + xy2 + y4 =c
lokal nach y auflésbar? Berechnen Sie dort die Ableitung dy/dx der lokalen Auflésung y(z).

Aufgabe 2.28 Wo ist die Gleichung
223 42—

lokal nach y auflosbar? Berechnen Sie dort die Ableitung der implizit definierten Funktion y(x). Skiz-
zieren Sie mit dieser Information die Gestalt der Kurve im IR?, welche durch diese Gleichung definiert
wird.

Aufgabe 2.29 Die van der Waalssche Gasgleichung lautet etwas vereinfacht

Fp,V,T) = (p+ %) (V—-b)—NT =0, a,bNeR.

&), Gr) o),
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Aufgabe 2.30 Die Lemniskate ist die Kurve im IR? mit der Gleichung
(2% + %) = 2(2* — y*) = 0.

a) Bei welchen Kurvenpunkte ist die Kurvengleichung lokal nach y auflosbar? Bestimmen Sie dort die
Ableitung y' der lokalen Auflosung y(x).
b) Bestimmen Sie alle Punkte der Lemniskate, in denen die Kurve eine waagrechte Tangente besitzt.

2.7 Lokale Extrema
Bei differenzierbaren Funktionen f(x) einer rellen Variablen x gibt es fiir lokale Extrema zwei Kriterien:

Notwendiges Kriterium: ¢ ist lokales Extremum = f’(z9) = 0.
Hinreichendes Kriterium:  f/(zo) = 0, f”(x9) # 0 = 1z ist lokales Extremum.

Das notwendige Kriterium fiir ein Extremum einer Funktion f(z1,...,2,) von mehreren Variablen
haben wir bereits kennengelernt:

of _ o5

Zur Formulierung eines hinreichenden Kriteriums brauchen wir alle zweiten partiellen Ableitungen
0% f |0z, 0z, Dies zweiten Ableitungen bilden eine n x n-Matrix

f hat in xo = (20,1, ..., Z0,n) €in lokales Extremum = (x0) = 0.

0*f 0 f
8—33% U 9zi0z,
Hy(z) = : : :
0% f 0% f
dxndz1 ox2

die sogenannte Hesse-Matriz. Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, d.h., wenn die zweiten parti-
ellen Ableitungen stetig sind, héngen diese nicht von der Reihenfolge ab, in der sie gebildet werden.
Wir brauchen uns also nicht darum zu kiimmern, ob es 8 f/8z,0z, oder 0*f/0x,0z, heiBt. Das
ist schon, weil dies bedeutet, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist. Symmetrische Matrizen werden
in der linearen Algebra ausfiihrlich untersucht. (Hauptachsentransformation!) Dies werden wir jetzt
anwenden.
Schrinken wir f auf eine Gerade
X=Xg+t-Vv

durch x¢ mit Richtungsvektor v ein, so ist die zweite Ableitung der eingeschrankten Funktion

d? d < Of
@f(xo—i—t-v) = %Vz::laxy(xo—i—t-v)-vy
— 2; a$ua$y(x0+t'v)'vuv,,.
p,rv=1
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Im Punkt x¢ selbst (¢ = 0) erhalten wir fiir diese zweite Ableitung

n
Z Hu,,fvuv,,:vt-H-v,
Hyv=1

den Wert der durch die Hessematrix gegebenen quadratischen Form auf dem Richtungsvektor v.
Eine quadratische Form v — v! - H - v heifit positiv definit, wenn fiir alle Vektoren 0 # v € IR"™
der Wert v! - H - v positiv, d.h. echt > 0 ist. Dies ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte der Matrix
H positiv sind. Die Form heifit negativ definit, wenn v - H - v < 0 fiir alle v # 0.
In der linearen Algebra beweist man aber auch ein Kriterium, bei dem man die Eigenwerte nicht
zu kennen braucht (Satz 1.24):

Satz 2.15 (Hurwitz-Kriterium) Fine symmetrische reelle Matrix

H = (hyo)pw=1,...m
st genau dann positiv definit, wenn thre n Hauptminoren Dy, k = 1,...,n, positiv sind:
Dy, :=det(hyy)pp=1,..k > 0.
Satz 2.16 (Hinreichendes Kriterium fiir lokales Minimum) Die Funktion f sei zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge D C IR". In dem Punkt xg € D gelte

aof _9f
o« X _ | —0,

o0xq O:L‘n
o die Hesse-Matriz H¢(Xo) ist positiv definit.

Dann hat f in xq ein lokales Minimum.

Beweis. Wenn x kein lokales Minimum fiir f wére, dann gébe es eine Folge von Punkten xg #
xi, € D, die gegen x( konvergiert, mit f(xz) < f(xq) fiir alle k. Sei v := x; — x¢ € IR" Dann wird
durch
Rat—xp+1t-vg

die Gerade durch xp und x; parametrisiert. Die auf diese Gerade eingeschrénkte Funktion

o(t) == f(xo+1t-vg)
der reellen Variablen ¢ hat bei t =0

e verschwindende Ableitung ¢'(0) = > _; 88 ,Jf (x0) - Vi

e und positive zweite Ableitung ¢”(0) = >°7 1 (

}L,I/Zl 627#62?1/ XO) : vk’ﬂvkvy'

Wire die zweite Ableitung von ¢

x+t'v - Vg, U
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auf dem ganzen t-Intervall [0, 1] positiv, so hitte ¢ auf diesem ganzen Intervall monoton wachsende
erste Ableitung, die Funktion wére echt monoton wachsend. Da

o(1) = f(xk) < f(x0) = ¢(0),

kann dies nicht der Fall sein. Es gibt also einen Zwischenwert 0 < 6 < 1 mit ¢”(0) = 0. Setzen wir
Vi = Xo + 0vy, so haben wir deswegen fiir die Einheitsvektoren wy := v/ || v ||

T

Da die Einheitskugel im IR"™ kompakt ist, besitzt die Folge der Vektoren wy eine konvergente
Teilfolge. Nachdem wir zu dieser Teilfolge iibergehen konnen wir 0.B.d.A. annehmen wj — wq fiir
k — o0. Die Funktion

Hy(yg)(wy Yk: Vg, Uk, = 0.

|| A 8:6”

D xIR" 3 (x,v) — Hf(x)(v)

ist stetig, da die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig vorausgesetzt sind. Es folgt

Hy (o) (wo) = lim Hy(x,)(wy) = 0.

Das geht aber nicht, weil Hf(xg) positiv definit und der Vektor wq # 0 ist. L]

Geht man von f iiber zu —f, so erhilt man aus Satz 2.16 ein hinreichendes Kriterium fiir das
Vorhandensein eines lokalen Maximum: Die Funktion f sei zweimal stetig differenzierbar auf der
offenen Menge D C IR". In einem Punkt xy € D sollen alle ersten partiellen Ableitungen verschwinden
und die Hesse-Matrix negativ-definit sein. Dann ist x( ein lokales Maximum.

Die symmetrische Matrix H heifit indefinit, wenn es Vektoren v und w gibt mit
vieH-v>0 undw'-H -w<0.

Ist die Hesse-Matrix Hy(x) indefinit in einem Punkt x, wo grad(f) = 0 ist, so liegt dort bestimmt
kein Extremum vor: Auf der Geraden x+t-v hat f ein lokales Minimum, und auf der Geraden x+1¢-w
ein lokales Maximum. Und beliebig nahe bei x gibt es Punkte x;,x2 mit

fx1) < f(x) < f(x2).

Ein Beispiel dafiir ist der Sattelpunkt f(z,y) = 2% — 2. Die Hesse-Matrix im Nullpunkt

2 0
Hg(0) = ( 0 92 )
ist indefinit.

Es gibt auch noch semidefinite Matrizen H, wo also entweder stets vi-H -v > 0 oder vi- H-v < 0
gilt. Ist die Hesse-Matrix H¢(x) semidefinit, so kann man mit unseren Methoden iiber ein eventuelles
Extremum nichts aussagen.

Im n-dimensionalen Raum, n > 2, gibt es noch ein Phénomen, das in einer Dimension nicht vor-
kommt: Extrema unter Nebenbedingungen. Dabei wird nicht ein Extremum auf einer offenen Teilmenge
D C IR"™ gesucht, sondern unter einer (oder mehreren) Nebenbedingung(en). Physiker nennen soetwas
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hiufig auch etwas plastischer Zwangsbedingungen. So eine Bedingung wird durch eine Funktion g(x)
gegeben, die den Wert 0 haben soll. Die Bedingung etwa, dass sich ein Punkt x auf der Einheitskugel
aufhalten soll, wird durch die Funktion g(x) = 3" 22 — 1 = 0 beschrieben.

Die Methode, lokale Extrema unter Nebenbedingungen zu suchen, beruht auf dem Satz iiber impli-
zite Funktionen. Wir wollen sie in Dimension n = 2 beweisen, weiter unten aber noch ganz allgemein
formulieren.

Satz 2.17 (Lagrange-Multiplikator, n = 2) Die Funktionen f(x,y) und g(z,y) seien differenzier-
bar, g stetig differenzierbar, auf der offenen Menge D C IR2. Fiir xg = (xg,10) € D gelte

9(x0) =0, grad(g)[xo] # 0.

Die Funktion f nehme im Punkt x¢ ein Eztremun unter der Nebenbedingung g(x) = 0 an. Dann
existiert ein Skalar A € R (Lagrange-Multiplikator) so, dass

of 99

5, X0) = Az-(x0)

aof dg

el - 2

By (x0) 2y (x0)

Beweis. O.B.d.A. sei dg/0y(xg) # 0. Wegen des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen wir
die Gleichung g(x,y) = 0 bei x¢ lokal nach y auflésen. Sei y = h(x),|xr — 29| < r, eine derartige
Auflésung. Dass f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 besitzt, das heifit,
dass die Funktion x — f(xz, h(x)) bei ¢ ein lokales Extremum besitzt. Es folgt

_of of . dh

= (x0) + 2= (x0) - %(950)-

d
0= f(w,h()) 5

Andererseits wissen wir aber auch (Zusatz zum Satz tiber implizite Funktionen)

_d _ 99 99 o). L
0= o0 B lomay = 52 000) + 52 x0) - . (20).

Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem

0
=~ (%0) —f(Xo) 1 0
gl‘ gy - dh =
g g — 0
ga 00 gitxo) |\ ()
mit einer nichttrivialen Losung. Dann miissen die Zeilen der Koeffizienten—Matrix linear abhéngig
sein. Es besteht also eine nichttriviale lineare Relation

99 of _
)\Om (x0) + P (x0) = 0,

99 of _
A@y (x0) + H@y (x0) = 0,

Weil 0g/0y(xg) # 0, kann g nicht 0 sein. Wir kénnen dann beispielsweise y = —1 annehmen und
erhalten die Behauptung. L]
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Beispiel 2.28 Wir untersuchen die Funktion f(x,y) = 23+ unter der Nebenbedingung x> +1y* = 1
auf lokale Extrema. Wir haben also g(z,y) = 2% +y? — 1 und

of 9 g

B —— fry —_— = 2
ox 3%, ox “
of 9 g

Aus Satz 2.17 erhalten wir die Bedingungen
322 = \- 2z, 3y =\ 2.

Um X\ zu eliminieren, fassen wir dies als ein lineares Gleichungssystem mit nicht-trivialer Losung
(1,=X) und Determinante
322 -2y — 3y 20 =6xy - (x —y) =0
auf. Dies ergibt die Bedingungen
r=0 = y=+=1 =  f(z,y) ==+1
y=0 = zx==1 = f(z,y)==£1

r=y — J::y::t% — f(x,y)::l:%.

Damit haben wir sechs Punkte auf dem Kreis ausgerechnet. Zwischen diesen Punkten hat die Funktion
f auf dem Kreis kein lokales Extremum, ist also monoton. Daraus kinnen wir schlieflen, dass alle
sechs Punkte lokale FExtrema unter der Nebenbedingung sind, und zwar

(z,9) fl=,y)

(1,0) 1| Mazimum

( % ) % ) % lokales Minimum
(0,1) 1| Maximum
(=1,0) —1| Minimum

(— % y — % ) — % lokales Mazximum
(0,-1) —1| Minimum.

Wir wollen noch das allgemeine Kriterium formulieren.

Satz 2.18 (Lagrange-Multiplikatoren) FEs sei D C IR" offen, f : D — IR differenzierbar und
G=(Gi,...Gr): D — R stetig differenzierbar. Der Rang der Funktionalmatriz von G in xg € D

oG,
< Oz, (X0)> v=1,..n,k=1,....k

seeeylly IRRRE)

set = k. Nimmt f in xg € D ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen G| = consty,...,Gp =
consty, an, dann gibt es Skalare A1, ..., \, € R (Lagrange-Multiplikatoren), so, dass gilt

8f _ 8G’l 8Gk
8961( 0) = /\181( WE Akal( 0)
B, ) = Mgy, oIt A (o).
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Dies sind n Gleichungen. Zusammen mit den k& Nebenbedingungen haben wir n + k& Gleichungen
fiir die n 4+ k Unbekannten zg 1, ..., Zo, und Aq, ..., Ap. Obwohl diese Gleichungen i.a. nicht-linear sind,
besteht doch eine gewisse Hoffnung, dass man sie auflésen und so das Extremum x( ermitteln kann.

Aufgabe 2.31 Sei
1 1
f(m¢y)::E_§+4x_9y (.T#O,y;é())

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.
Aufgabe 2.32 Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR durch
flayy) = (2® + 29" = 1)(@® +y* — 1).

a) Skizzieren Sie die Menge {(x,y) € R? : f(x,y) = 0} und markieren Sie die Bereiche, wo f(x,y)
positiv, bzw. negativ ist.

b) Berechnen Sie die Ableitung f' und die Hesse-Matriz von f.

¢) Bestimmen Sie alle lokalen Ezxtrema von f.

Aufgabe 2.33 Es sei A = (aj ;)i j=1,..n eine positiv definite symmetrische n x n-Matriz und b € IR".
Wo besitzt

f(X) = Z A, LT 5 + Z blxl
=1

ij=1

ein lokales Minimum oder Maximum?
Aufgabe 2.34 FEs seien
Ly: x(s)=wi+svy, Lo:y(t)=wa+tve

zwei Geraden im IR"™ mit vi,vy,wi,wo € IR"™ und vy,vs linear unabhingig. Zeigen Sie: Es qibt
eindeutig bestimmte Punkte xog € L1 und yo € Lo, fir die der Abstand || x(s) —y(t) || minimal ist.

Aufgabe 2.35 a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion

h(z,y) = 2° + 2%y + zy* + 3> — 62 — 6y.
b) Bestimmen Sie das Mazimum der Funktion h auf der Kreisscheibe z2 + y? < 16 vom Radius 4.
Aufgabe 2.36 Bestimmen Sie die Extrema der Funktion

R =R, (21,..,2n) — 7o 22,

unter der Nebenbedingung
g(x1, e xy) =22 4. 22 —1=0.

Aufgabe 2.37 Welche Punkte der Menge
M = {(z,y,2)| 2* + y* + 2* =3} C R?

haben minimalen Abstand vom Ursprung des IR®? (Rechnung!)
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Aufgabe 2.38 Seien pi,...,pn > 0 und y1, ..., yn € R®. Die Funktion f :IR®> — IR sei gegeben durch
n
fl@):=> pjlle—y; |
j=1

wobei || - || die euklidische Norm im IR® bezeichnet. Man zeige, dass es genau eine Minimalstelle von
f gibt, und gebe diese an.

Aufgabe 2.39 Durch die Gleichung

22 2 22
—+=4+—==1
9 * 16 + 36
ist ein Ellipsoid E im IR gegeben. Die E einbeschriebenen Quader Q sind von der Form Q = [—x, ] x

[—v,y] X [~2z,2] mit (z,y,2) € E und x,y,z > 0. Zeigen Sie, dass es unter diesen Quadern genau
einen mit grofitem Volumen gibt, und geben Sie diesen an.

Aufgabe 2.40 Sei K die Kreisfliche K = {(z,y) € IR? 2%+ y?> < 4} und A = (0,0), B =
(1,-1), C = (2,5). Man bestimme diejenigen Punkte von K, fiir welche die Summe der Abstands-
quadrate von den Punkten A, B und C' am kleinsten, bzw. am grifiten ist.

Aufgabe 2.41 Es seim > n und A eine m X n-Matriz vom Rang n. Weiter seiy € IR™ fest. Zeigen
Sie:
a) Die Matriz A' - A ist positiv definit.
b) Die Funktion f(x):=| A-x—y |* auf R™ hat den Gradient
grad f(x) =2 (A"-A-x — Al .y)
und die Hesse-Matrix
Hp=2-A" A

c¢) Im Punkt
xg:= (A" At Ay

hat die Funktion f ein eindeutig bestimmtes absolutes Minimum.
Aufgabe 2.42 (Methode der kleinsten Quadrate) a) Gegeben seien m Punkte (Messwerte)
(@1,51); s (T ym) € R?
Zeigen Sie: Es gibt eindeutig bestimmte reelle Zahlen u und v so, dass die Gerade mit der Gleichung
Yy =ur+v

eine minimale Quadratsumme der Abweichungen

m

q(u,0) ==Y (u- 2, +v—y,)°
pn=1

besitzt. Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 2.41 mit der m x 2-Matrix

il 1
A=
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b) Bestimmen Sie die Gerade aus a) explizit fiir die vier Punkte

(1,2), (2,1), (3,3), (4,3).

2.8 Die Differentialoperatoren grad, rot, div und A

In Definition 2.5 haben wir fiir jede differenzierbare Funktion auf IR"™ den Gradienten
of af
grad f(x) = V1) = (5 51

definiert. Hier wollen wir dem Symbol
Er

0
o,
eine eigene Existenzberechtigung zuerkennen. Es ist eine Art Kombination von Vektorfeld und Ablei-
tungsoperator, eben ein Differentialoperator. Als erstes wollen wir verschiedene Kombinationsmdoglich-

keiten fiir diesen Operator V untersuchen.
1) Ist A = (Ay, ..., Ay) ein Vektorfeld auf dem IR", so kann man das Skalarprodukt

)
A):Z:IO%A

bilden. Das Resultat ist eine Funktion

" DA,
div(A) =
iv(A) sz:l oz,
Sie heifit Divergenz des Vektorfeldes A.

Beispiel 2.29 Die Divergenz des Ortsvektorfeldes A(x) = x im IR" ist

8:61,

div(x Z o =

2) Das Skalarprodukt von V mit sich selbst

A=
Z o:2
ist ein Differentialoperator, der jeder (zweimal differenzierbaren) Funktion f die Funktion

Af= Za

.1‘2
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zuordnet. Dieser Operator A heifit Laplace-Operator. Wir konnen ihn auch auffassen als
A f = div(grad f).

3) Im IR3 ist fiir jedes Vektorfeld A = (A, Ay, A3) auch das Kreuzprodukt

0As  0A-

n

_ 1 3
VxA= oxs o0z
0As  0A1

o0z Oxo

definiert. Das Resultat
rot(A) =V x A

ist wieder ein Vektorfeld. Es heifit das Rotationsfeld des Feldes A.

Beispiel 2.30 Natiirlich hat das Rotationsfeld etwas mit Drehung zu tun. Als Beispiel betrachten wir
das Geschwindigkeitsfeld einer Drehung um eine Achse mit Winkelgeschwindigkeit w

WoT3 — W3T2
Az, 29,23) =w x X = | w3z —wizs |,

W12 — W2l

9 w9 3 — W3z - T
651 2w1
rot(A) = E X | wy-x1—wi-z3 | = 2wy | =2w.
2 2
w3
8%3 W1 T — W21

Aus der Symmetrie der zweiten Ableitung (Satz 2.5) erhélt man in Dimension 3 die folgenden
fundamentalen Formeln:

Satz 2.19 (0-Rechenregeln) a) Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(x1,x2,x3) gilt
rot(grad f) = 0.
b) Fiir jedes zweimal stetig differenzierbare Vektorfeld A = (A1, As, A3) gilt
div(rot(A)) = 0.
Wenn man die Rechenregeln
AxA=0 (AJAxB)=0
fiir das Kreuz-Produkt kennt, dann kann man sich diese Regeln in der Form
(VxV)f =0, (V.(Vxf)=0

leicht merken. Aber man kann sie auch beweisen:
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Beweis von Satz 2.19. a) Wir berechnen nur die erste Komponente

drad ) — (200 _ 0 08 &1 &1\ _
rot(gra 1= Oxo Ox3  Oxg Oxe  Oredrs Ox30T9 )

Das gleiche Ergebnis fiir die beiden anderen Komponenten erhélt man durch zyklisches Vertauschen
der Indizes.

b) Hier berechnen wir alle auftretenden Summanden:

d(rot(A)q) N d(rot(A)s9) n d(rot(A)s)

div(rot(a)) = e A e
- (O _0dy 0 Ok 0y, 0 (04 O
N 8:51 6.1‘2 6.1‘3 8:52 6.1‘3 6.1‘1 al‘3 6.1‘1 6.1‘2

Phy  PA, P4 P PA PA
81‘18.%2 8%181‘3 8%281‘3 81‘28.%1 81‘38.%1 8%38%2 '

Wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen kiirzt sich alles weg. L]
Die Produktregel der Differentiation fithrt nach dem Schema

grad(f-g) =g-gradf + f - gradg

oder
div(f-A) = (grad f,A) + f - div(A)

auf reichhaltiges Formelmaterial. Dem mochte ich hier aber nicht weiter nachgehen, sondern auf Auf-
gabe 2.47 verweisen. Stattdessen mdchte ich mich hier noch etwas um den Laplace-Operator kiimmern.

Definition 2.13 FEine Funktion f heif$t harmonisch, wenn der Laplace-Operator auf sie angewendet
Af=> —5=0
= Oz
ergibt.

Der Laplace-Operator A ist in jeder Dimension n definiert, liefert aber von der Dimension abhéngi-
ge Ergebnisse. Betrachten wir etwa die Funktion

n m/2
f@r, o mn) =[x "= (Z 933) :
v=1

Dafiir finden wir
1

grad(| x[) = %
grad(| x ™) = m| x| grad || x |
= m|x|"?x,
1
— A — di m=2
—A(f) (| x ™77 x)

= (grad | x||"72,x)+ | x |7 -div(x)
= (m=2) | x|"™" (x,%) +n || x "7

= (n+m-2)|x|™2.
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Wir haben ausgerechnet: Auf IR™ \ {0} ist die Funktion

P27 = x 2

harmonisch. Fiir n = 1 ist dies die kaum erwihnenswerte Tatsache,dass die zweite Ableitung der

Funktion |x| fiir x # 0 verschwindet, fiir n = 2 die noch uninteressantere entsprechende Aussage fiir

die konstante Funktion = 1. Aber etwa fiir n = 3 stellt sich die Funktion 1/r als harmonisch heraus.
Allerdings ist die Dimension 2 dadurch nicht sehr benachteiligt: Fiir die Funktion

flz,y) = In(a® + 97

berechnen wir

0 2z 0 2y
A = _ (=7
() ox <x2 +y2) + oy (:L‘2 —I—y2)

B 4 4z 4y?
) +92 (22 +92)2 (22 +12)2
= 0,

also ist In(r) = $in(z® + y?) in Dimension 2 harmonisch.

Abschliefend wollen wir uns noch einmal mit den Formeln
rot(grad) =0 und div(rot) =0

aus Satz 2.19 beschiéftigen. Wenn man auf die Verwendung des rot-Operators verzichtet, kann man
die erste der beiden Formeln in beliebiger Dimension n beweisen:

Satz 2.20 Das Vektorfeld A sei stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™. Eine notwen-
dige Bedingung dafiir, dass A = grad f ein Gradientenfeld ist, ist
0A, 04,
ox, oz,

, v =1,...,n.  (Symmetriebedingung).
Der Beweis ist klar. Denn wenn A = grad f gilt, dann ist die Funktion f zweimal stetig differen-

zierbar. Aus der Symmetrie ihrer zweiten Ableitungen (Satz 2.5) folgt

0A, o 8f 04,
or,  0x,0r, Ox,0x, Oz,

Es ist héufig wichtig zu entscheiden, ob ein gegebenes Vektorfeld

A(x) = (A1(x1y s ),y ooy Ap (21, 0y )

ein Gradientenfeld ist oder nicht:
A =grad(f) 77

Ist dies der Fall, so heifit die Funktion —f das Potential des Feldes A.
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Beispiel 2.31 Die Funktion f = 2% + y? auf R? hat den Gradienten

grad(f) = (2z,2y).

Natiirlich ist deswegen die Symmetriebedingung

o) a2
oy ox
erfillt. Die ist auch fir das Feld
A= (y,x)
erfillt (f = xy), aber z.B. nicht fir
A = (y,—x).

Dieses Feld kann also kein Potential besitzen.

In die Symmetriebedingung hat man p, v = 1,..,n unabhéngig voneinander einzusetzen. Natiirlich
braucht man g = v nicht auszuprobieren, und wenn die Symmetriebedingung fiir p # v erfiillt ist,
dann gilt sie auch nach Vertauschen von p und v. Sie stellt also

1 1
§(n2—n):§n-(n—1)

skalare Bedingungen dar. [.A. ist diese Anzahl viel grofler als n, aber in unserem 3-dimensionalen
Anschauungsraum ist diese Anzahl genau gleich der Dimension:

1
23 3

Und diese drei Symmetriebedingungen kann man zu einer Vektorgleichung rot(A) = 0 zusammenfas-
sen.

Und die einfache Symmetriebedingung ist auch fast hinreichend dafiir, dass A ein Gradientenfeld
ist:

Satz 2.21 (Potential) Die offene Menge U C IR" sei konvex. Das Vektorfeld A auf U sei stetig
differenzierbar und erfille die Symmetriebedingung. Dann gibt es eine differenzierbare Funktion f :
U— IR mit

A =gradf.

Beweis. Wir fixieren einen Punkt in U und, um Schreibaufwand zu sparen, nennen wir ihn 0. (D.h.,
0.B.d.A. nehmen wir an 0 € U.) Die Menge U ist konvex vorausgesetzt, weil dann mit jedem Punkt
x € U auch die ganze Verbindungsstrecke zum Nullpunkt 0

{t-x:teR,0<t <1}

zu U gehort. Wenn f auf U stetig partiell differenzierbar ist, folgt fiir 0 < ¢t < 1 mit der Formel fiir
die Richtungsableitung (Beispiel 2.9)

CHtx) = (grad £ (%), ).
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Wenn wir f durch f — f(0) ersetzen, kénnen wir f(0) = 0 annehmen. Dann ist

X) = /01 %f(t'x)dt = /Ol(gmdf(t-x), x)dt.

Wir suchen f: U — IR mit grad f = A und f(0) = 0. Wenn f existiert, muss es durch die Formel

1 n 1
f(x):/o (A(t.x),x)dtzyzlfo A(t-x) - zdt

gegeben sein. Umgekehrt definiert diese Formel eine Funktion f auf U, weil die A, stetig sind. Zu
zeigen ist also, dass die so definierte Funktion f differenzierbar ist mit

of
ox, =4

fir v=1,...,n

Es gentigt, diesen Nachweis fiir v = 1 zu fiihren.
Wir rechnen erst mal los und iiberlegen uns spéter, warum wir das so diirfen. Als erstes vertauschen
wir Differentiation und Integration:

of .
o %) = Z/ By (Av(t-x) -z )dt

LoA,

1
)~t~x,,dt—|—/ At x)dt

L 9A
= Z/ 83:1 (t-x)-t- xl,dt—i—/ Ai(t-x)dt (Symmetrie — Bedingung)

= / dt Alt X )d

= At x)-t|Z
= Al(X).

Wir sind fertig - falls wir wie oben Differentiation und Integration vertauschen diirfen. Das ist aber
gerade der Punkt. Das miissen wir noch beweisen. Dazu betrachten wir folgende Situation:
Die Funktion f(z1,...,z,) sei stetig auf dem abgeschlossenen Quader

={xelR": a1 <z <by,.c,anp <z, <b,} CR"
Fiir
X,:(x%"') )EQ_{XGIRnl 2<.1‘2<b2, angxngbn}c]}{n_l

definieren wir die Funktion

by
F(xa,...,xy) = flx1, e, ..y xy)dzy.

al

Satz 2.22 a) (Stetige Abhéngigkeit des Integrals von einem Parameter) Aus der Stetigkeit von f
folgt die Stetigkeit von F.
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b) (Differentiation unter dem Integral) Die Funktion f sei zusdtzlich stetig partiell differenzierbar
nach xo, ..., T, auf der Menge

{XGIR”Z a1 <x1 < by, a0 <x<bo,...,an < xp <bn} CQ.
Dann ist F partiell nach xa, ..., x, differenzierbar mit den nach a) stetigen partiellen Ableitungen

oF buof

8],‘1, (%‘2, ,.I'n) =

T1,%2,...,Ty)dT].
o 8:61,( 142y ey n) 1

Beweis. a) Wir zeigen die e--Stetigkeit von F' in einem festen Punkt x{, € Q’. Dazu verwenden
wir, dass die stetige Funktion f auf der kompakten Menge @) sogar gleichméBig stetig ist. (Das beweist
man ganz dhnlich wie im ersten Semester die entsprechende Aussage in Dimension 1.) Zu jedem € > 0
gibt es also ein d(e) > 0 mit

xy€eQ, [x-yl<dle = [fx)-f)l<e
Fiir x',x{, € Q" mit || X' — x{, ||< d(¢) folgt daraus fiir alle x1 € [aq, b1]
|f (1, %) = f21,%0)] < e

Mit der iiblichen Integral-Abschitzung zeigt man damit

P) - Fxp)l < |

al

bl bl

flanx) = flarxplda < [ edor = (b~ 1)
a1
b) Es geniigt, den Fall n = 2 und eine stetig nach y differenzierbare Funktion f(z,y) zu betrachten.

Um die Differenzierbarkeit von )
1

Fly)= | [f(z,y)dx

al

zu zeigen, fixieren wir ein yg €lag, ba[ und ein r > 0 mit
ag <yYyo—71 <yp+r<bs.

Auf dem kompakten Streifen [a1,b1] X [yo — r,yo + r] ist Of /0y stetig und sogar gleichméBig stetig.
Zu jedem € > 0 gibt es also ein § < r mit

ly —vol <6 = g—z(w,y)—g—;(x,yo) <e firalle =z € [ag,b].

Wir betrachten die Funktion
[z, y) — f(z,90)

T fir y# yo
%(a: ) fir y=

Mit dem Mittelwertsatz Fy) — f( Vo
T, Yy)— J\T, Y0
= —(z,50+0-(y—wo
— 8y( ( )
folgt, dass diese Funktion stetig ist fiir alle (z,y¢) und damit auf dem ganzen Streifen [a1,b1] X [yo —

r,yo + r|. Nach a) ist deswegen
fm £W = Fwo) W) = f o, /bl fo) = fw), (7 0f

lim T = —(z,yo)dx.
y=Yo Y — Yo v=v0 Jay Y — Yo N @ ﬁy( ) O
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Beispiel 2.32 (Gegenbeispiel) Die Bedingung in Satz 2.22, dass U konvex ist, garantiert, dass U
keine Locher hat. Fiir offene Mengen mit Lochern ist der Satz i.A. falsch. Als Gegenbeispiel betrachten
wir die Argumentfunktion ¢ auf der gelochten Ebene IR?\ {(0,0)}. Die Polarkoordinatenabbildung

x=r-cos(p), y=r-sin(p)

hat die Funktionalmatriz

mit der inversen Matrix

Daraus folgt
1

T 2242
Dieses Feld A erfillt die Symmetrie-Bedingung (weil es lokal Gradient einer Funktion ist), hat aber
kein globales Potential, weil die Funktion ¢ mehrdeutig und somit keine stetige Funktion auf IR? \

{(0,0)} ist.

Satz 2.22 bedeutet auf konvexen offenen Mengen U C IR? eine Umkehrung der Formel rot(grad) =
0 in dem Sinn

A = gradip = —(~sin(p), cos(¢)) (—y,2).

rot(A)=0 = A=gradf.

Genauso kann man auch die Formel div(rot) = 0 umkehren:

Satz 2.23 (Vektorpotential) Die offene Menge U C IR? sei konvex. Das Vektorfeld A auf U sei
stetig differenzierbar mit

div(A) = 0.
Dann gibt es ein differenzierbares Vektorfeld B auf U mit

A =rot(B).

Beweis. Wir gehen vom Vektorfeld A {iber zur schiefsymmetrischen Matrix

0 Az —As
(ai,j) = —Ag 0 A1
Ay -4 0

Damit definieren wir die Funktionen

1
0

3
Bi X) = Zj - Qjj t-x)-tdt
09 := 30y [ asu(t-x)

116



und das Vektorfeld B = (By, By, Bs). Dieses Feld tut’s. Das rechnen wir nur fiir die erste Komponente
nach. Mit Differentiation unter dem Integral finden wir

0Bs3

1 3 18aj3
— = tag 3(tx)dt + x/ = (tx)dt
Gy =y teealeds Sy [

1 0 Oa Jda
_ /t<a2,3+ta:1 T I . 33>dt
0

8:52 8 X9 8:52
1 Ay Ay
= / (Al(tx) —try—— 0 (tx) + twg—— 0 (tx)) dt
0 O O
0B, ! Oay Oas das 2>
— = t t ’ t ! t =) dt
6.1‘3 ,/0 <a372 +im al‘3 +is 6.1‘3 +iw al‘3
1 0A3 0A;

_ /O ( Ar(tx) + tar 57 (1) — a5 (tx)) dt
0B3 0B /1 0As  0As 0A 0A;
—— — = t-124; —¢ tx tx dt
8%2 8%3 0 ! o (8332 t 2 8%3 ) + 2 02y 8 €T9 + T Ozs 81‘3

—_———
Y
1 5. 04
= AL (tx) + 12 z—(tx) | dt
/O( 10+ >)

~ /1 L2 Ay ()t

- o dt !

= A1 (X)

Auswendig merken kann sich das so niemand. L]

Das Potential eines Vektorfeldes A ist nur bis auf eine Konstante bestimmt. Denn
grad fi =gradfo=A = grad(fi— f2)=0 = f1 — fo = const.
Analog gilt fiir zwei Vektorpotentiale B, By eines Feldes A
rot(B1) =rot(B2) =A = rot(B;—B3)=0
Auf einer konvexen Menge folgt mit Satz 2.22
B, — By =gradf.

Das Vektorpotential ist nur bis auf ein Gradientenfeld eindeutig bestimmt.

Aufgabe 2.43 Bestimmen Sie Divergenz und Rotation der Vektorfelder

Y z
A=| 2|, B=| =z
€z Y

117



Aufgabe 2.44 Bestimmen Sie rot(a) und rot(rot(a)) fir das Vektorfeld

yz°
A= 2x?

.1‘y2

Aufgabe 2.45 Zeigen Sie fir differenzierbare Funktionen f,g und Vektorfelder A,B auf dem IR3

1) grad(f-g) = g-grad(f) + f - grad(g)

2) div(f-A) = (grad(f).A)+ f-div(A)

3) Alf-9) = g-A(f) +2(grad(f).grad(g)) + f - Alg)
4) rot(f-A) = grad(f) x A+ f-rot(A)

5) rot(f-grad(g)) = grad(f) x grad(g)

6) div(A x B) = (B.rot(A)) — (A.rot(B))

7) div(grad(f) x grad(g)) = 0

Aufgabe 2.46 FEs seien a € IR und x # 0.
a) Bestimmen Sie den Gradient der Funktion (z% + y? + 22).

b) Bestimmen Sie fiir r := \/x? + y? + 22 den Gradient der Funktion r®.

¢) Bestimmen Sie Divergenz und Rotation des Vektorfeldes % := %x.

Aufgabe 2.47 Zeigen Sie rot(A) = 0 fir die Felder

a) A = (yz,xz,zy), b)A = (222,0,2%), ) A= 2z, 32%%0),
und geben Sie jeweils eine Funktion f(x,y,z) mit grad f = A an.
Aufgabe 2.48 Es sei f(x,vy) eine geniigend oft differenzierbare Funktion auf IR? und

f(?”, 90) = f(a:(r, 90)7?/(T7 90))

dieselbe Funktion in Polark’oordmaten.

. . 0 1 2
a) Zeigen Sie: Af = ;E ( 8£) + r_28—g0];

b) Bestimmen Sie alle harmonischen Funktionen f auf IR*\0, die nur von r und nicht von ¢ abhdingen.

Aufgabe 2.49 Es sei f : IR?\ {0} — IR geniigend oft differenzierbar. Zeigen Sie: f -x ist genau dann
ein Gradientenfeld, wenn f = f(r) ist.
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung verkniipft eine unbekannte Funktion f mit ihren Ableitungen. Im Idealfall
kann man sie 16sen und die unbekannte Funktion bestimmen. Gewdhnliche Differentialgleichungen sind
solche, wo es um eine Funktion f(z) einer Verinderlichen geht. Die einfachste davon wird schon im
Gymnasium behandelt:

f'(@) = g(x).

Um sie zu 16sen muss man die Funktion g(x) integrieren. Daher kommt auch der Sprachgebrauch:
Statt zu sagen ’eine Differentialgleichung 16sen’ benutzt man auch die Formulierung ’eine Differenti-
algleichung integrieren’.

Wenn die gesuchte Funktion f nicht von einer, sondern von mehreren Variablen abhéingt, nennt
man die Differentialgleichung partiell. Beispiele dafiir sind (ich lasse Konstanten weg)

2 2
E;Tf = % Wellengleichung
82—f + aQ—f =0 Potentialgleichun,
ox? = Oy? _2 8 8
% = % Waérmeleitungsgleichung.

Partielle Differentialgleichungen sind viel wichtiger als gewthnliche, aber auch viel schwerer zu losen.
Doch auch gewohnliche Differentialgleichungen sind meistens ungewohnlich schwer zu l6sen. So fiihrt
deren Behandlung auf die folgenden vier Problemkreise:

Praxis: Zusammenstellung von Differentialgleichungen, die man elementar 16sen kann;

Theorie: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen, qualitative Aussagen;

Individualismus: ausgiebige Untersuchung einer einzigen Differentialgleichung, méglicherweise Einfithrung
ihrer Losungen als neue Funktionen und Beschreibung von deren Eigenschaften;

Numerik: Approximation der Losungen.

Auch die Bezeichnung der Variablen ist nicht sehr einheitlich. Mathematiker suchen meist eine
Funktion f(z) oder y(z) von x, wéhrend in den klassischen physikalischen Anwendungen die un-
abhéngige Variable meist die Zeit t und die abhéngige Variable meist der Ort x ist. Da wird dann also
eine Funktion z(t) gesucht. Bei Funktionen von x schreibt man die Ableitung f/(x) oder y'(x). Bei
Funktionen z(t) schreibt man die Ableitung &(t).

Hier eine kurze Liste von Lehrbiichern zu diesem Thema (in alphabetischer Reihenfolge):

e M.Braun: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen. Springer Hochschultext 1979

[.Collatz: Differentialgleichungen. Teubner Studienbiicher 1990

F.Erwe: Gewohnliche Differentialgleichungen. BI 1961

O.Forster: Analysis II. Vieweg 1977

S.Grofimann: Mathematischer Einfithrungskurs fiir die Physik. Teubner Studienbiicher 1991

K.Jénich: Analysis fiir Physiker und Ingenieure. Springer 1983

E.Kamke: Differentialgleichungen. Akad. Verlagsges. Leipzig 1930
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Das letztgenannte Buch ist der Klassiker, aus dem nicht nur ich abschreibe, sondern auch so
mancher Buchautor abgeschrieben hat.

3.1 Elementare Losungsmethoden

So sehr viele elementare Losungsmethoden gibt es gar nicht. Sie sind - aufler fiir Klausuraufgaben -
auch nicht sehr wichtig. Ich stelle sie hier zusammen, um ein Gefiihl dafiir zu vermitteln, worum es
eigentlich geht.

3.1.1 Trennung der Variablen

Hier geht es um Gleichungen der Form

Die Variablen kann man dann trennen:

Y
=a(x
)~
Mit Stammfunktionen B von 1/b und A von a kann man diese Gleichung schreiben
d d
—B(y)=—A
~Bly) = ——A()

und integrieren

Bly) = A(z) +C, C € R

Mit einer Umkehrfunktion von B kann man diese Gleichung nach y auflésen.

Beispiel 3.1 Wir betrachten die Gleichung

y =2
Y
Trennung der Variablen ergibt
yy =u,
und die Integration dieser Gleichung fithrt auf
2 2
Y x
= =—+C.
2 2 *

Nach y aufgeldst wird daraus

y=+Va2+C, CeR.

120



Der wichtigste Spezialfall dieser Art von Differentialgleichungen ist die homogene lineare Differen-
tialgleichung
y' =a(z) -y

Wir trennen die Variablen

und integrieren mit einer Stammfunktion A von a
in(lyl) = Aw) + C.
Nachdem wir hierauf die Exponentialfunktion anwenden erhalten wir
ly| = eC - 2@ CeR.

Jetzt wird es etwas tricky: ¢ := e® ist eine beliebige Konstante > 0. Weil links aber |y| steht, konnen
wir die Gleichung umschreiben als
y=c-e*®  c£0.

Aber wie das Schicksal so will (nicht immer zu unseren Ungunsten), erhalten wir auch fiir ¢ = 0 eine
Losung, ndmlich y = 0. Somit haben wir die Losungen

y=c-e®  ceR.

Beispiel 3.2 Die einfachste Gleichung dieser Art ist

/

Yy =x-y.
Wir trennen die Variablen .
v_
Yy
und integrieren
22
In(ly) = - + C.

Nach y aufgeldst wird daraus

y=rc-ev /2.

3.1.2 Inhomogene lineare Differentialgleichung

Die inhomogene lineare Differentialgleichung entsteht aus der homogenen linearen durch Addition
einer Inhomogenitit und sieht so aus:

v =a(x)-y+b(z).

Wenn man eine spezialle Losung yo(z) dieser Gleichung kennt, erhélt man alle ihre Lésungen, indem
man zu yo(x) alle Losungen der zugehérigen homogenen Gleichung 3y’ = a(z) - y addiert. Es kommt
also darauf an, so eine einzige spezielle Losung yo(x) zu finden.

Dazu gibt ein Verfahren mit dem in sich widerspriichlichen Namen 'Variation der Konstanten’.
Man beginnt mit einer (nicht-trivialen) Losung y(x) der homogenen Gleichung und macht den Ansatz

yo(z) := c(z) - y(x).
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Dabei ist jetzt natiirlich die Funktion ¢(x) gesucht. Mit 3/ = a - y finden wir
yo(x) = c(z) - y(@) +c(z) - ¢/ (z) = ¢ (2) - y(@) + c(z) - a(z) - y(@).
Dies vergleichen wir mit der Bedingung
yo(x) = a(z) - yo(z) + b(x) = a(z) - c(z) - y(x) + b(x).

Die Differenz beider Gleichungen fiihrt auf
d(z) y(x) =b(x) bzw. d(z)=—"F.

Die unbekannte Funktion ermittelt man hieraus durch Integration.
Beispiel 3.3 Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
v =y+1.

Die zugehorige homogene Gleichung hat die Lisungen c-e® mit ¢ € IR. Wir machen also den Ansatz

T

yo(z) = c(x) - e

und berechnen
yo(z) = (z) " +c(x) " = (x) " +yo(2).
Vergleich mit der Gleichung yy(z) = yo(x) + 1 liefert
dx)-e*=1, d@)=e" clx)=—-e".
Damit bekommen wir die spezielle Losung
yo(x) = —e ¥ " = —1.

Die hdtten wir auch erraten kénnen. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist damit

y(x) =—1+c-€e*, ce R

3.1.3 Bernoullische Differentialgleichung
Das ist die hochgradig nichtlineare Gleichung
v =a(z) y+bx) -y, kel
Man dividiert durch g*
y "y =al) y' T+ b(z)

und substituiert
=yt A=k oy
Fiir z bekommt man dann die inhomogene lineare Gleichung

1
% 2 =a(x) z+0b(x) bzw. 2 =(1-k)a(z)- z(x)+ (1 —k)b(x).
Den Fall £ = 1 muss man natiirlich ausschliefen, aber da wire die urspriingliche Gleichung eine
homogene lineare gewesen.
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Beispiel 3.4 So ziemlich die einfachste Bernoullische Differentialgleichung ist

v =y+y
Wir dividieren

y 1

2ot

Yy Y

und substituieren z = 1/y. Fiir z liefert das die Gleichung

2 =z4+1 Z=-2-1
Die zugehdrige homogene Gleichung hat die allgemeine Léosung z(x) = c¢- e~ *. Die spezielle Losung
20(x) = —1 der inhomogenen Gleichung errit man. Damit haben wir

. 1 1
Z(x)=—-14c-e* yz)= ) = c~e*x—1’C€R'

3.1.4 Homogene Differentialgleichung

Der Name ist etwas irrefithrend, weil man sie nicht mit der homogenen linearen Gleichung verwechseln
darf. Hier bedeutet ’homogen’, dass die rechte Seite eine Funktion von y/z ist. Die Gleichung sieht
also so aus:

y Zg(%)'

Man substituiert

Damit wird die Gleichung
dextr=g(2), ZF=""—,

eine Gleichung, wo man die Variablen trennen kann.

Beispiel 3.5 Substituiert man z = y/x in der Gleichung

1 y2
/
——(1+Z
y 2<+5L‘2>’

so erhdlt man

1 11—2z4 22 4 1
. / = — 1 2 / = — = —.
vatz=gs+2), F=s———— G2 %
Nach einer Integration wird daraus
1 1 2 2
_— = —l 5 1 — = T == e e——
1—2z 2 nle] + e : In|z| +c : In|z| + ¢
Die Riicktransformation zeigt
2z cR
=r——F c .
Y In|z| + ¢
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Ich habe bisher die Notation y = y(z) fiir die gesuchte Funktion verwendet. Mit einer Differenti-
algleichung 3’ = f(z,y) wird dabei die folgende Vorstellung verbunden: Durch die rechte Seite wird
in jedem Punkt (z,y) eines Teils der Ebene eine Richtung gegeben. Gesucht ist eine Kurve, welche in
jedem ihrer Punkte die dort vorgegebene Richtung besitzt.

Beispiel 3.6 Durch jeden Punkt (x,y) der Ebene mit x # 0 # y geht genau eine Hyperbel mit der
Gleichung x -y = const. Gesucht seien die orthogonalen Trajetorien dieser Hyperbelschar, d.h. die
Kurven,welche auf allen gegebenen Hyperbeln senkrecht stehen. Fine Hyperbel

hat die Steigung
Yy = T2
Elimination von ¢ = x -y fithrt auf das Richtungsfeld
p_mY Y

2 T

Die orthogonalen Trajektorien zu den gegebenen Hyperbeln haben in jedem Punkt (x,y) die Richtung

-G =5

Sie sind Losungen der Differentialgleichung

Wir losen sie durch Trennung der Variablen:

1 1
yy’ =, 592 = 556‘2-1-61, y2 =2 +c

Hier kann man entweder nach y auflosen
y==+Va2-—-c

oder die Gleichung als Kegelschnitt-Gleichung umschreiben

v —2>=c¢, ceRR.
Die orthogonalen Trajektorien sind achsenparallele Hyperbeln, abhingig vom Vorzeichen der Konstante
c nach oben oder seitwdrts gedffnet.

Mindestens genauso wichtig wie geometrische Anwendungen waren fiir die Entwicklung der Theorie
der Differentialgleichungen die physikalischen Anwendungen. Begonnen hat das mit den Bewegungs-
gleichungen von Newton. Die Gleichungen in der Mechanik enthalten allerdings meist die Beschleuni-
gung, d.h., die zweite Ableitung nach der Zeit. Deswegen ein einfaches Beispiel aus der Elektrizitéits-
lehre.
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Beispiel 3.7 FEin Stromkreislauf enthalte einen Widerstand R und eine Induktivitit L. Angelegt werde
eine Wechselstromspannung

U(t) =Up - sin(w - t).

Dann gilt also
dal

Ut)=R-I+L-—.
(t) +L-—
Gesucht ist die Stromstirke I(t). Sie erfillt die Differentialgleichung
dI R Up .
a2 1),
7 7 + 7 sin(w - t)
Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Die zugehiorige homogene Gleichung hat die
Lisungen

I(t)=1Iy-e T

Wir ermitteln eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten:

Wir finden
dly . Ry R _Ry R Uo .
1. —_Z.e- — .74 20 ).
o e L 7cet T + 7 sin(w - t)
Fiir die gesuchte Funktion c(t) ergibt sich
U Ui
¢ = TO el sin(w-t), bzw. c(t) = fo ezt sin(w - t) dt.

Zur Abkiirzung zetzen wir o := R/L und finden in der Formelsammlung eine Stammfunktion

/€a~t . szn(w . t) dt = ea't (ﬁs@n(w . t) — ﬁCOS(W . t)) .

Den Klammerausdruck verschénern wir etwas:

1
va?z 4 w?

- (cos(y)sin(w - t) + sin(y)cos(w - t))

mit
o —w

cos = ——, sin = —.
=T — =T —

Dann erhalten wir

R
Uy er't .
c(t) = — ———=-sin(w-t—7)
L \/IEL—; + w?
und
Uy

L(t) = sin(w -t — 7).

VR? + w?L?
Insgesamt erhalten wir in Abhdngigkeit von Iy die Lisungen
Uo

R
It)=Iy-e 2t — 2
(t) = I ——

sin(w -t — 7).
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Aufgabe 3.1 Der radioaktive Zerfall einer Substanz wird duch die Differentialgleichung

dN
— =—-AN
dt

beschrieben. Dabei ist N die Anzahl der Teilchen und 1/\ die mittlere Lebensdauer eines Teilchens.
Lésen Sie die Gleichung und geben Sie die Beziehung zwischen A und der Halbwertszeit an. (Die
Halbwertszeit ist die Zeit, nach der die Hdlfte der Teilchen zerfallen ist.)

Aufgabe 3.2 Die Vermehrung der Individuen einer biologischen Population ist proportional zur An-
zahl N der Individuen. Bei ungehemmtem Wachstum wird sie durch die Gleichung

AN
Y 4N
a

beschrieben. Fin Modell fiir gehemmtes Wachstum, bei dem die Zahl der Individuen die Schranke b
nicht iibersteigen kann, ist

dN N

—=a-(1—=)-N.

prala )

Losen Sie diese Gleichung.

Aufgabe 3.3 Ein Kérper bewege sich linear mit der Geschwindigkeit v = v(t) wobei v(0) = vg. Die
Bewegung werde durch Reibung abgebremst vermdge

vV=—p-v %, pu>0,a>-1
Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(t). (Unterscheiden Sie dabei zwischen o =0 und o # 0.)

Aufgabe 3.4 Lisen Sie die folgenden Differentialgleichungen und bestimmen Sie die Existenzinter-
valle der Losungen:

A2 o VT=a? (o <),
b) 4 _ %\/1—332 (0 < Ja| < 1),
C)Z—f:(ux)(ut).

Aufgabe 3.5 Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:
t

a)i=e’"% b)i=2z c)i=-.
x

Aufgabe 3.6 Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:

2 t
a)i = —4z, b)i =2tz c)d::—%, d)j::l_xt?.

Aufgabe 3.7 Ldsen Sie die folgenden Differentialgleichungen:
t

1
a)d = —4dz + 12, b)i =2tz +t4, c)j;:f" o
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3.2 Theorie: Existenz und Eindeutigkeit, Systeme

Ich habe mich bisher nicht darum gekiimmert zu erkliren, was es heifit, eine Differentialgleichung zu
losen. Ich habe nicht einmal genau gesagt, was eine Differentialgleichung ist (Learning by doing). Das
wird jetzt nachgeholt.

Definition 3.1 Es sei U C IR? offen und f : U — IR eine reelle Funktion auf U. Dann heifit
T = f(tv .1‘)

eine Differentialgleichung auf U. Eine Lésung dieser Differentialgleichung auf einem Intervall Ja,b[C
R ist eine differenzierbare Funktion x(t), t €]a,b[, deren Graph {(t,z(t)) : a <t < b} in U enthalten
ist, und die auf threm Definitionsintervall die Beziehung

dx
Lt = £(t,2(1)

erfillt.
Das Anfangswert-Problem (AWP) zum Anfangswert (to,z9) € U besteht darin, eine Lisung x(t)
zu finden, deren Definitionsintervall den Wert tg enthdlt, und die

z(to) = 2o

erfillt.

Wir machen die Generalvoraussetzung, dass die rechte Seite unserer Differentialgleichung stetig
ist. Aber fiir Eindeutigkeitsausagen geniigt das noch nicht.

Beispiel 3.8 Wir betrachten die Funktionen x(t) = (t — ¢)3, ¢ € R. Sie sind auf ganz IR Lésungen
der Differentialgleichung
i=3. %3

mit stetiger rechter Seite. Durch einen Punkt (to,0) auf der t-Achse geht aber nicht nur die Funktion
x(t) = (t — t9)3, sondern auch die Null-Losung x(t) = 0.

Der Grund fiir diese Pathologie besteht darin, dass fiir x — 0 die Ableitung der rechten Seite

2
21/3

gegen unendlich geht. Die rechte Seite ist keine differenzierbare Funktion von z.
Wir brauchen eine schiirfere Voraussetzung an die Funktion f(¢,x) auf der rechten Seite.

Definition 3.2 Die Funktion f : U — IR heifit Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante L € IR,
wenn fir alle (t,x1) und (t,z9) € U gilt:

‘f(tvxl) - f(t,l‘2)| <L-: ‘l‘l - $2|.
Die Funktion f geniigt auf U lokal einer Lipschitz-Bedingung, wenn zu jedem (to, z¢) € U ein Quadrat
V={({tz)eR>*: |t—to|<r|z—xo| <r}CU

mit v > 0 und eine Lipschitz-Konstante Ly existieren, so, dass f auf V Lipschitz-stetig mit der
Lipschitz-Konstante Ly ist.
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Beispiel 3.9 Ist die Funktion f(t,z) auf U stetig partiell nach x differenzierbar, dann geniigt f auf
U lokal einer Lipschitz-Bedingung.
Beweis. Zu (to,x0) € U existiert ein kompaktes Quadrat

V={(tx)cR?: [t—to|<r|x—mz0| <r}cU r>0.

Die stetige Funktion |0f /0x(t,x)| ist auf der kompakten Menge V' beschrinkt, sei etwa |0f/0x| < L
auf V. Fiir festes t mit |t — to| < r wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an auf die
Funktion

x— f(t,z), |x—mzo <.

Zu x1 und xo mit |x; — x| < r firi=1,2 gibt es deswegen ein & zwischen x1 und xo mit
of
[t 21) = f(t, 22)l = |57 (6,€) - (21 — 22)| < L+ oy — ],

Unser Hauptziel in diesem Abschnitt ist der Beweis fiir folgenden Satz:

Satz 3.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard - Lindelsf) Die stetige Funktion f :
U — IR geniige auf der offenen Menge U C IR? lokal einer Lipschitz-Bedingung. Dann existiert durch
jeden Anfangswert (tg,zg) € U eine lokale Liosung x(t) der Differentialgleichung

T = f(tv .1‘),
und diese ist durch (tg,xo) eindeutig bestimmit.

Zunichst prézisieren wir, was lokale, eindeutig bestimmte Losung heiflen soll: Es gibt ein € > 0
und auf den Intervall |ty — €ty + €[ eine differenzierbare Funktion z(t) so, dass fiir alle ¢ in diesem

Intervall gilt
(t,z(t)) € U und x(t) = f(t,z(t)).

Und falls y(¢) eine weitere Funktion mit diesen Eigenschaften ist, dann gilt z(t) = y(¢) fiir alle
t €t —e,to + €.
Beweis des Satzes: Weil U offen ist, gibt es ein r > 0 so, dass das Quadrat

V= {(t,x) €R?: |t —to| < 7|z — x0| < 7}
ganz zu U gehort. Um Schreibarbeit zu sparen, verwende ich auch die Notation
I:=ty—rto+r], J:i=[xzo—r,z0+r], V=1Ix.J

WEeil f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigen soll, kénnen wir auflerdem r > 0 so klein wéhlen, dass
fir alle (¢,21), (t,22) € V gilt

|f(t,z1) — f(t,m2)| < L-|wy — 22| < L-7.

Die Beweis-Idee besteht darin, die Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuwandeln.
Dazu betrachten wir eine stetige Funktion x : I — J und zeigen die Aquivalenz der beiden folgenden
Eigenschaften:

a) x ist auf |tg—r, to+r| differenzierbar mit z(tg) = zo und (t) = f(¢, z(t)) fiir alle ¢t mit [t—to| < r.
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b) x geniigt auf I der Integralgleichung
t
(1) = 2o + / Fu, () du.
to

Beweis von a) = b): Fiir |t — to| < r ist nach dem HDI

t t
x(t) = z(tog) + t z(u)du = xg —i—/t f(u, z(u))du.
0 0

WEeil die linke und die rechte Seite dieser Gleichung stetig in ¢ sind, gilt die Gleichung auch noch in
den Randpunkten £y + r.

Beweis von b) = a): Im offenen Intervall ist das Integral nach seiner oberen Grenze differenzierbar
mit Ableitung f(¢,2(t)). Dann ist auch x differenzierbar mit dieser Ableitung. Und z(ty) = x¢ ist
offensichtlich.

Und die Integralgleichung 16sen wir durch Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf die
Picard-Abbildung

P:C%I,J) — C%I,R), P:ax(t)— zo+ tf(u,a:(u))du.
to

Zuerst untersuchen wir, ob P(x) wieder in C(I,.J) liegt: Dazu setzen wir

M = t
(gg?gvlf( )|

und schéitzen ab

t t
| P(x)(t) — zo| = t fu,z(u))du| < t |f(uw, (w))|du) < M - [t —to.
0 0
Hier ist M - |t — to| < r, falls
|t —to| < r1:=min{r, %}
Wir miissen also I ersetzen durch Iy := [to—r1,t9+71], aber dann haben wir fiir die Picard-Abbildung

P:C%I,J) — C°I3, J).
Jetzt miissen wir noch zeigen, dass P kontrahierend ist. Wir schétzen ab:

I P(x) = P(y) I = max[P(z)(t) — Py)(t)]

t
= e [ (u)) — £, (o))

t
< max| | |f (u, () = f(u, y(u))|du

t
< L- — d
< max| | |z(u) — y(u)|du
< ft=tol-L-lz—ylz -
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Wir miissen r; noch weiter verkleinern zu

ro 1= min{ry, ﬁ}
und tibergehen zum Intervall Iy := [tg—72, to+r2] C I;. Dafiir haben wir dann bewiesen: Die Abbildung
P:C Iy, J) — C%I, J)

ist kontrahierend mit Lipschitz-Konstante 1/2. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert die Existenz- und
die Eindeutigkeitsaussage. L]

Beispiel 3.10 (Forster II (10.2), Kamke Nr. 32) Wir betrachten die homogene lineare Gleichung
T =2t x.

Mit dem Ndéherungsverfahren von Picard-Lindeldf wollen wir die Losung x(t) des AWP z(0) = ¢
bestimmen. Es ist also xqg = c. Und die Integralformel fir die sukzessive Bestimmung der Niherungen
. lautet

¢
Tpr1(t) = c+/ 2u -z (u)du.
0

Damit erhalten wir

xz1(t) = c+/t2u~cdu:c- (1+1%)
Ot 24
xo(t) = c—i—/o 2u~c~(1+u2)du:c-(1+x2+?)
Und durch Induktion kénnten wir leicht zeigen
4 2k k y2v
zp(t) = c- (1+t2+5+...+ﬁ) =c 2o

z2

Das sind die Partialsummen der Potenzreihe fiir die Lisung x(t) =c-e

Jetzt noch ein Wort zur ’lokalen Existenz’ der Losung x(t). Selbst wenn die rechte Seite auf ganz
IR? definiert ist, brauchen die Losungen nicht auf ganz IR definiert zu sein. Sie kénnen etwa nach oo
abhauen.

Beispiel 3.11 Wir betrachten die Differentialgleichung

T = —x°.

2

Sie ist nicht linear, aber lokal Lipschitz, weil f(t,x) = —x* nach x stetig partiell differenzierbar ist.

Etwa mit Trennung der Variablen findet man die Losungen

1

Jede dieser Lisungen ist nur auf dem Intervall | — oo, c| oder |c, 00 definiert, nicht auf ganz R. Und
nimmt man noch die Null-Losung x(t) = 0 hinzu, so hat man durch jeden Punkt (t,z) € IR? eine
Losung angegeben. Nach dem Findeutiggkeitsteil von Satz 3.1 kann es nicht noch mehr Lisungen
geben.
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Es liegt also in der Natur der Sache, dass eine Losung moglicherweise nur auf einem Intervall
definiert ist. Das Wortchen ’lokal’ bei der Existenz-Aussage ist somit unvermeidbar. Anders ist es mit
der Eindeutigkeit:

Satz 3.2 (Globale Eindeutigkeit) Mit den Voraussetzungen von Satz 3.1 seien x1,x2 :Ja,b]— IR
zwei Losungen der Differentialgleichung @ = f(t,z). Gilt x1(tg) = wza(to) fir ein to €]a,b], so ist
x1(t) = zo(t) fir alle t €]a,b].

Zwei Losungen des gleichen Anfangswertproblems stimmen also auf ihrem gemeinsamen Existenz-
intervall iiberein.
Beweis des Satzes. Wir zeigen die Identitdt x1(t) = xo(t) fiir alle ¢t mit tg < ¢t < b, rechts von .
Links von to geht der Beweis analog.
Es sei
T := {7 € [to,b]: x1(t) = z2(t) fiir alle ¢ mit tog <t < 7}.

Die Menge T ist durch b nach oben beschrinkt und wegen ¢y € T nicht leer. Also existiert t1 := sup(T).
Wenn t; < b sein sollte, existiert nach Satz 3.1 ein r > 0 derart, dass 21 und x5 auch noch auf dem
Intervall [tg, to+7] iibereinstimmen. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von ¢;. Also muss t; = b gelten,
und der Satz ist bewiesen. L]

Definition 3.3 Fine Lisung der Differentialgleichung & = f(t,x) auf einem Intervall |a,b| heifit ma-
ximal, wenn man sie auf kein grifieres Intervall als Losung forsetzen kann. Fine Differentialgleichung
zu losen, das heifst all ihre maximalen Losungen mit deren Existenzintervallen anzugeben.

In der Linearen Algebra lernt man mit Systemen linearer Gleichungen umzugehen. Da hat man
nicht mehr eine, sondern mehrere Unbekannte. Genauso gibt es Systeme von Differentialgleichungen.
Da hat man nicht mehr nur eine, sondern mehrere unbekannte Funktionen. Ein System von Differen-
tialgleichungen erster Ordnung sieht so aus:

1 = filt, w1, 20)
.i‘g = fg(t,l‘l,...,xn)
jf‘n = fn(taxla"'yxn)

Da sind dann also n differenzierbare Losungsfunktionen zu suchen. Die Definitionsmenge U der rechten
Seite ist eine Teilmenge des IR"™!. Eine Losung des Systems ist ein n-tupel (z1, ..., z,,) von Funktionen,
die auf einem gemeinsamen Intervall ]a,b[C IR definiert sind, und zusammen die Gleichungen des
Systems erfiillen. Fass man sie zu einer Vektor-wertigen Funktion x(t) = (x1(t), ..., x,(t)) zusammen,
so kann man das System auch in Vektorform

x = f(t,x)
schreiben.
Beispiel 3.12 So ziemlich das einfachste Beispiel ist das System

i‘l = T2
i‘g = —I
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Die Definitionsmenge U ist der ganze IR®. Fine Lisung ist etwa
[ sin(t)
x(t) = ( cos(t) )

Ein AWP ist hier folgendes: Vorgegeben wird ein Punkt (tp,a) € U und gesucht ist eine Vektor-
wertige Funktion x(¢) mit x(t9) = a.

definiert auf der ganzen reellen Achse.

Beispiel 3.13 Das System in Beispiel 3.12 hat nicht nur die angegebene Lésung
[ sin(t)
Xl(t) - < COS(t) ) )
[ —cos(t)
xa(t) = ( sin(t) )

Und auch jede Linearkombination x(t) = c1x1(t)+caxa(t) ist eine Losung. Um etwa das AWP x(0) = a
zu losen, gentigt es c1,co € IR zu finden, so, dass

01X1(0)+02X2(0) = < (1) _(1) ) ) < 2; ) B < Z; )

ist. Die Koeffizienten co = —ay1 und ¢y = ag tun’s.

sondern auch

Die bisher fiir eine Differentialgleichung entwickelte Theorie geht - mit einigen Modifikationen -
genauso fiir Systeme. Ich méchte das nicht ganz ausfithren, sondern nur die Modifikationen angeben.

Definition 3.4 Die Vektor-wertige Funktion f(t,x) geniigt auf U C R™ "1 einer Lipschitz-Bedingung
mit Lipschitz- Konstante L, wenn fiir je zwei Vektoren

(t,Xl), (t,Xg) ceU

gilt
| £(t,%1) — £(t,x2) (1< Lo || %1 — s | -

Man braucht hier also nur die Absolut-Striche durch die Vektor-Norm zu ersetzen. Und genau wie
in Dimension eins (Beispiel 3.9) beweist man:

Satz 3.3 Die Komponentenfunktionen fi(t,x), ..., fn(t,x) der Vektor-wertigen Funktion f(t,x) seien
auf ihrer Definitionsmenge U C R stetig partiell differenzierbar nach x1, ..., x,. Dann geniigt f auf
U lokal einer Lipschitzbedingung.

Beim Beweis muss man nur den MWS der Differentialrechnung durch die Abschétzung Satz 2.7
ersetzen. Und genau wie in Dimension eins beweist man auch
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Satz 3.4 (Picard-Lindeldf fiir Systeme) Die Funktion f(t,x) geniige auf ihrem Definitionsbereich
U c R lokal einer Lipschitz-Bedingung. Dann besitzt jedes AWP eine lokale Lisung, und je zwei
Losungen desselben AWP stimmen auf ihrem gemeinsamen Definitionsintervall diberein.

Der Beweis mit Picard-Iteration und dem Banachschen Fixpunktsatz geht genau wie in einer
Dimension. Uberall muss man die skalare Funktion f(t,z) durch die Vektor-wertige Funktion f(t,x)
ersetzen. Nur an zwei Stellen muss man etwas aufpassen: Bei der Definition des Integrals fiir Vektor-
wertige Funktionen und bei der Integralabschétzung fiir diese Funktionen.

Definition 3.5 (Komponentenweise Integration) Die Funktionen fi,..., f, : [a,b] — IR seien
Riemann-integrierbar. Dann definiert man

fi(t) J2 fi(tat

b
/ dt :=

falt) Ja Fa(t)dt
Satz 3.5 (Integralabschitzung) Die Abbildung f : [a,b] — IR sei integrierbar im Sinn von Defini-

tion 3.5. Dann gilt
b b
/ £(1)dt / £t || dt

Beweis. Mit der Integralabschitzung fiir skalare Funktionen und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
folgt fiir jeden Vektor v € IR"
b
[ 1£) ) de
a

<

b b b
| @@ < | el < | [eo v -

vl

Fiir den Integralvektor
vy 2 fut)at

Un f;) fn(t)dt
ist das Skalarprodukt

n b
(£(0)v) = > £ut)- [ fult)at
v=1 a

und das Integral dariiber

b n b 2
/wwwzzoﬁmﬂz
a =1 a

Die oben angegebene Ungleichung wird hier
b
. / £(t)dt
a

| /abf(t)dt /ab L £(t) || dt

Die Behauptung folgt, wenn wir durch den zweiten Faktor auf der rechten Seite kiirzen kénnen. Wenn
wir aber nicht kiirzen kénnen, ist
b
‘ / £(t)dt
a
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und die Behauptung ist trivialerweise richtig. L]

Die hier fiir Systeme von Differentialgleichungen entwickelte Theorie gilt wortlich auch fiir Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung hat die Form

M (t) = f(t,z, &, ...,aD).

Dabei bezeichnet (™) die n-te Ableitung der Funktion z nach ¢. Die rechte Seite f ist definiert auf einer
offenen Menge U C IR™*!. Wie in Abschnitt 1.4 ist auch diese Differentialgleichung n-ter Ordnung
dquivalent zu einem System aus n Differentialgleichungen fiir n Funktionen. Wir setzen

T1 =X, Ly =Xy ooy Ty = 21,
Dafiir erhalten wir das System
T = g,
Ty = xg,
i‘n = f(t,l‘l,...,.l‘n).

Aus dem entsprechenden Satz fiir Systeme folgt

Satz 3.6 Die Funktion f(t,z,z, ..., x(”_l)) sei stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C IR™H!.
Dann gibt es zu jedem Anfangswert (tg,a = (ag,...,an—1)) € U lokal eine Lisung der Differentialglei-
chung (™ = flt,z, ..., 2" 1) mit

x(to) = ap, i‘(to) = A1,y .-y l’(nil)(to) = ap—1-

Aufgabe 3.8 Ldsen Sie das System

T1 = l‘%—Fl‘l '.1‘2'€7t2

i‘g = 2t- T2
und dafir die Anfangswertprobleme x(0) = (1,1), bzw. x(0) = (1,0).
Aufgabe 3.9 a) Lisen Sie das System

i‘l = 275'%‘2

i‘g = =2t - T

indem Sie x121 und xoTo vergleichen.

b) Lisen Sie das AWP x1(0) = x2(0) = 1.
Aufgabe 3.10 Finden Sie alle Lisungen des Systems

1 = cos(t)-x1 + sin(t)- xo
Ty = cos(t) - xo
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Aufgabe 3.11 Zeigen Sie dass die Vektorfunktionen

[ cosh(t) sinh(t)
xi(t) = < sinh(t) ) o x) < cosh(t)
linear unabhdngig sind und geben Sie ein lineares 2 x 2-Differentialgleichungssystem an, welches x1(t)
und x2(t) als Lésungen besitzt.

3.3 Lineare Systeme

Hier betrachten wir Systeme von Differentialgleichungen der Form

il = a171(t)l‘1 + al,g(t)xg + ...+ al,n(t)acn + bl(t)
ig = a271(t)l‘1 + a2’2 (t)xg + ...+ az,n(t)l‘n + bz(t)
Tn = api(t)xr +an2(t)xe + ... + anp(t)zy + by(t)

Fasst man die Koeffizientenfunktionen zu einer n x n-Matrix A(t) = (a,,,(t)) und die Inhomogenitéten
zu einem Vektor b(t) = (b,(t)) zusammen, so kann man es in Vektorform

x(t) = A(t) - x(t) + b(t)

schreiben. Das sieht formal ganz so aus wie eine (inhomogene) lineare Gleichung erster Ordnung.
Deswegen geht auch manches ganz genauso wie im Fall n = 1.

Satz 3.7 (Struktursatz) Die Matriz A(t) und der Vektor b(t) seien stetig auf einem Intervall I =
la, BlC IR.

a) Die Lisungen x : I — IR™ des homogenen Systems x = A - x bilden einen IR-Vektorraum.

b) Die Losungen des inhomogenen Systems erhdilt man, indem man zu einer speziellen Lisung alle
Losungen des homogenen Systems addiert.

Satz 3.7 sagt noch nichts dariiber aus, ob Losungen iiberhaupt global existieren. Die Eindeutigkeit
ist jedoch durch Satz 3.4 geklért.

Satz 3.8 (Globale Existenz) FEs scien A(t) und I C IR wie eben. Weiter sei tg € I und a € R"
beliebig. Dann besitzt das AWP
x=A-x, x(tp)=a

eine auf dem ganzen Intervall I definierte (und eindeutig bestimmte) Lisung.

Beweis. Wieder verwenden wir den Banachschen Fixpunktsatz und die Picard-Abbildung

P:C%I,R") — C%I,R"), x(t)—a+ tA(u) - x(u)du.

to
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Weil man I durch kompakte Teilintervalle ausschopfen kann, geniigt es einen Fixpunkt der Picard-
Abbildung in dem Fall zu finden, wo das Intervall I kompakt ist. Dann ist die stetige Funktion || A(t) ||
auf diesem Intervall beschréankt, und es gibt eine Konstante L € IR mit

FA@) (< L, || A®) - () [[< L- | x() |

fiir alle ¢t € I. Damit folgt fiir alle x,y € C°(I,IR")
t
| P(x) — P(y) [I= /t A(u) - (x(u) — y(u))du [|<
0

< <lt—tol L x—y s

140w ) = vt | da

Leider reicht das noch nicht aus, um zu beweisen, dass P kontrahierend ist. Nur wenn |t — to| < 1/L
wére, hétten wir dieses Ziel erreicht. Pech.

Aber nicht nur Gliick, auch Beharrlichkeit fithrt zum Ziel. Mit r := 1/2L ist die Abbildung kon-
trahierend auf dem Teilintervall I N {|t — to| < r}. Eine Losung existiert also mindestens auf diesem
Teilintervall. Und jetzt machen wir weiter, wie im Beweis von Satz 3.2. Wir stiickeln Teilintervalle der
Lénge r aneinander und schopfen damit irgend wann das ganze Intervall I aus. L]

Satz 3.8 kann man auch so ausdriicken:

Satz 3.9 Es seien A(t), I C R und ty € I wie in Satz 3.8. Weiter sei V der IR-Vektorraum der
Lésungen x(t) des Systems x(t) = A(t) - x(t) auf I. Dann ist der Homomorphismus

V 3 x—x(tg) € R"
bijektiv. Insbesondere hat der Lésungsraum V' die Dimension n.

Das Auffinden aller Losungen eines homogenen Systems ist also dquivalent mit der Angabe einer
Basis fiir dessen Losungsraum. Und weil eine solche Basis so wichtig ist, hat sie einen eigenen Namen.

Definition 3.6 FEin Losungsfundamentalsystem (LFS) fiir das homogene lineare n x n-Differential-
gleichungssystem ist eine Basis fiir dessen Ldsungsraum.

Beispiel 3.14 Die Vektorfunktionen

)= () )t 0= (o))

sind ein Losungsfundamentalsystem fiir das System

i‘l = i)
i‘g = —I ’

Weil der Losungsraum V' die Dimension n hat, ist ein n-tupel x;(¢), ..., X, (t) von Lésungen schon
dann ein LFS, wenn diese Vektorfunktionen linear unabhéngig sind. Hierzu
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Satz 3.10 Ein n-tupel x1(t),...,x,(t) von Lisungen des homogenen n x n-Systems x(t) = A(t) - x(t)
auf I ist genau dann linear unabhdngig, wenn fiir einen einzigen Punkt to € I die Vektoren

Xl(t())v ...,Xn(to) € R"
linear unabhdngig sind.

Beweis. a) Seien die Losungen xi(t), ..., X, () linear unabhéngig. Um zu zeigen, dass die Vektoren
x1(tg), ---, Xn (to) linear unabhingig sind, setzen wir den Test

Clxl(to) + ...+ Cnxn(to) =0, c,....,cnh €R,

an. Auch x := ¢1x1 + ... + ¢, X, ist eine Losung. Weil x(to) = 0 gilt, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz
x = 0. Und aus der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen x1,...,x, folgt ¢y = ... = ¢, = 0.

b) Seien die Vektoren x1(tg), .., X, (tg) € IR" linear unabhiingig. Um die Funktionen x; (¢), ..., x,, ()
auf lineare Unabhéngigkeit zu testen, setzen wir

axi+..+epx, =0

an. Wenn wir in diese Gleichung t = t( einsetzen, finden wir ¢; = ... = ¢, = 0. U]
Ein LFS kann man auffassen als eine n x n-Matrix

r11(t) . zpa(t)
X(t) = (Xl(t), ...,Xn(t)) =
Tin(t) - @pa(t)

von Funktionen. Und wir haben bewiesen

detX(tp) =0 << detX(t) =0 fiir alle ¢.

Mit einem LF'S des homogenen Systems x = A-x kann man genau wie in einer Dimension Variation
der Konstanten machen, um eine spezielle Losung des inhomogenen Systems x = A - x + b zu finden.
Wir setzen an

Differentiation ergibt .
Xg=X-c+X-¢=A4A-X-c+X-¢.

Um
5(0 =A-x+b
zu erfiillen, miissen wir also
X.¢=b, bzw. ¢=X1.b

16sen. Das ist schon zu wissen. Von konkreter Durchfithrung wird aber dringend abgeraten.

Die Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen enthélt als Spezialfall die Theorie der
linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Eine solche Differentialgleichung hat, wenn sie ho-
mogen ist, die Form

2™ 4 a, ()Y + 4 ag(t)i 4 ay(t)z = 0.
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Sie ist dquivalent zum System

.i‘l = i)
.fg = I3
Tp, = a1x1 + axr1 + +  apxy

Satz 3.8 ergibt hier

Satz 3.11 Die Koeffizientenfunktionen aq, ..., a, seien stetig auf dem offenen Intervall I C IR. Dann
besitzt jedes AWP

to € 1, ZC(to) = (o, ...,x(n_l)(to) =cp_1 mit cgy...,Cn1 € IR
eine eindeutig bestimmie Losung. Diese existiert auf dem ganzen Intervall I.

Wieder bilden die Losungen der Differentialgleichung einen IR-Vektorraum. Aus der Theorie der
Systeme wissen wir sogar: Es gibt Losungen 1, ..., 2, (schindlicher Missbrauch der Bezeichnung) der
Gleichung n-ter Ordnung so, dass die Vektor-wertigen Funktionen

z1(t) Tn(t)
(1) (1)
0 ' (0)

in jedem Punkt ¢ € I linear unabhéngig sind. Ein solches n-tupel vom Losungen bildet eine Basis
des Losungsraums und heifit auch wieder Ldsungsfundamentalsystem. Das Losen einer linearen Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung ist &dquivalent damit, ein solches LFS anzugeben. Zu einem n-tupel
1, ..., T, von Losungen gehort die n x n-Matrix

T X9 In
T To T,
W(t) =
$§n71) xgnfl) xT(Infl)

Sie heifit Wronski-Matriz der Losungen x1, ..., x,. Aus Satz 3.10 wissen wir:
det(W(t)) #0firallet e I <  det(W(tg)) # 0 fiir ein ¢y € I.
Hier gilt sogar:

Satz 3.12 Fir eine Losungs-n-tupel x1, ..., x, einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung sind
dquivalent:

a) Die Funktionen w1, ...,z sind linear unabhingig.

b) Sie bilden ein LFS.
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Beweis. a) = b): Wenn die Wronski-Matrix nicht iiberall maximalen Rang hitte, gibe es ein ty € T
und eine Vektor 0 # ¢ € IR™ mit
W(to) -c=0.

Die Vektor-wertige Funktion W (t) - ¢ ist eine Losung des linearen n x n-Systems, das zu unserer Glei-
chung n-ter Ordnung gehort. Sie hat die Nullstelle £y und muss nach Satz 3.9 identisch verschwinden.
Die erste Komponente dieses Vektors ist

c121(t) + cawa(t) + ... + chan(t) = 0.

Wegen ¢ # 0 ist das ist ein Widerspruch zu a).
b) = a): Seien die Losungen 1, ..., z,, linear abhingig, es gebe also 0 # (¢q, ..., ¢,) € IR™ mit

a1z (t) + cowa(t) + ... + cpxn(t) = 0.
Duch v-maliges Differenzieren dieser Gleichung folgt fiir alle v

0.

a1y (t) + coxh (t) + ... + ezl (t)
Insbesondere ist W (t) - ¢ = 0 im Widerspruch zu b). L]

Beispiel 3.15 Die Winkelfunktionen cos(w -t), sin(w - t) sind Lisungen der linearen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung
P4+wlz=0, w#0.

Die zugehorige Wronski-Matrix

W(t) = < cos(w - t) sin(w - t) )

—w-sin(w-t) w-cos(w-t)

hat in jedem Punktt € IR den Rang 2.

Jezt ist wohl doch der Zeitpunkt gekommen, die schlechte Nachricht nicht l&nger zu verheimlichen:
Anders als im ein-dimensionalen Fall, bzw. bei Gleichungen erster Ordnung, gibt es fiir n > 1 kei-
ne expliziten Losungsmethoden, jedenfalls dann nicht, wenn die Koeffizienten des Systems, bzw. der
Gleichung nicht-konstant sind. Aber genau die Félle mit nicht-konstanten Koeffizienten sind die wich-
tigen Fille. Da kann man nichts anderes machen, als in jedem einzelnen Fall die Losungen liebevoll
zu untersuchen. Meist handelt es sich dabei dann auch um neue unbekannte Funktionen.

Beispiel 3.16 (Exaktes Pendel) Die Differentialgleichung des exakten Pendels ist
i+ w? - sin(z) = 0.

Um sie zu integrieren multipliziert man mit 2z
2ii = —2w?sin(x)i

und integriert einmal

(2)* = C + 2w?cos(z).
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Zumindest fiir |C| < 2w? erhdlt man daraus

& = +4/C + 2w?cos(x) = :l:w\/Q - (cos(x) — cos(xg)), cos(xg) := —%.

Wir konzentrieren uns auf das negative Vorzeichen und trennen die Variablen:

—dx
wy/2 - (cos(x) — cos(zg)) @,
du _i_C

1 o
w /x V2 - cos(u) — cos(up))

mit einer neuen, zweiten Integrationskonstante C. Jetzt formen wir um

d
cos(u) = 1—2-sm2(3 , ol

1 e
) —/ —t—-C
2 2w Jg \/san(%Q) — sin?(§)

und substituieren
sm(f) =r sin(—xo) =7 sm(g) =
2 ) 2 05 2 p-

Mit 5.4
u=2-arcsin(p), du= 17/)2
—p
erhalten wir schlief$lich
1 [ro d
t:C+—/ P .
W 1= )~ )

Da haben wir jetzt nicht x = x(t) ausgerechnet, sondern irgend eine Umkehrfunktion davon. Und die
ist ein Integral, das nicht mit elementaren Funktionen auszuwerten ist. Es heifst elliptisches Integral.
Dariiber sind ganze Biicher geschrieben worden.

Als eine Art Bestiarium mochte ich noch ein paar Beispiele von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zusammenstellen.

Differentialgleichung

Besselsche ti + i + (m?t — "72)33 =0 m,n € IN
Hermitesche T—2tt+2vx =0 velR
Hypergeometrische t(1—t)i+(y—(1+a+ )t —afr =0 a,f0,7v€ R
von Laguerre ti+(1—t)+ve=0 velR

von Legendre tl-t)+(1-2t)c+nn+1)x=0 n €N

Zu beachten ist hier, dass nicht alle diese Differentialgleichungen ezplizit, d.h., nach & aufgelost sind.
Die Sétze 3.8 und 3.9 gelten nur dort, wo & ohne Vorfaktor vorkommt. Die Existenz-Intervalle I sind
also fiir die

Differentialgleichung 1
Besselsche, Laguerresche ] — 00, 0[, ]0, 00]
Hypergeometrische, Legendresche | — o0,0], |0, 1], |1, 00[
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Befriedigend ist die Situation nur fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. In Vektor-
schreibweise sieht ein solches System so aus:

x=A x.

Dabei ist A eine konstante n x n-Matrix. Nach Beispiel 2.8 sind alle Spaltenvektoren der Exponen-
tialmatrix e'4 Losungen des Systems. Nach Aufgabe 2.1 ist die Matrix €' invertierbar. IThre Spal-
tenvektoren sind fiir alle £ € IR linear unabhéngig und bilden ein LFS. Durch Berechnenung der
Exponentialmatrix ¢4 wird das System gelost! Bemerkenswert ist, dass jede Losung et - ¢ fiir alle
Zeiten t € R existiert.

Diese Information ist allerdings nur dann hilfreich, wenn man die Exponentialmatrix explizit aus-
rechnen kann.

Beispiel 3.17 Zum System
.fl = —W T

gehort die Matrix

A:(O —w) mit etA:<cos(w't) —sin(w~t)>

w 0 sin(w-t)  cos(w-t)
(Aufgabe 2.3). Mit dieser Matriz ist das System geldst.

Die Matrix A aus dem vorhergehenden Beispiel hat das charakteristische Polynom A? + w? mit
den beiden komplexen Eigenwerten \; o = Fiw. Sie fithren auf die Winkelfunktionen. Zu einem reellen
Eigenwert A\; von A gehort immer ein reeller Eigenvektor v. Fiir x(t) = e* - v berechnet man

x=M-eMt.v=4 x

Damit hat man eine reelle Losungen. Besitzt die Matrix A nur reelle, nicht-entartete Eigenwerte, so
bekommt man zu den n Eigenwerten n linear unabhéngige Eigenvektoren vy, ..., v, und ein LFS

x1(t) =Mty L x, () = et v,
Die Schwierigkeiten beginnen, wenn Eigenwerte entarten. Hierzu das einfachste Beispiel:

Beispiel 3.18 Wir betrachten das System

i‘l = )\~x1 + xI9
i‘g = )\-l‘g

Al
Ao ( )1 ) .
Mit Aufgabe 2.2 kennen wir die Exponentialmatriz
A e)vt t- e)vt
© = 0 et '

Ihre Spalten bilden ein LES. Die erste Spalte ist die Exponentialfunktion zum Eigenvektor. Die zweite
Spalte zeigt, wie sich die Komplikation auswirkt.

mit der Koeffizientenmatrix
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Der fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten skizzierte Formalismus gilt analog fiir li-
neare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeflizienten. Betrachten wir etwa die
homogene Gleichung n-ter Ordnung

2™ +a, 12D 4+ ai+agr = 0, ap_1,...,a0 € IR.

Es wére ungeschickt, diese Gleichung als System umzuschreiben. Mit dem e-hoch-Ansatz kommt man
viel direkter zum Ziel: Wir wenden die linke Seite der Gleichung auf die e-Funktion

z(t) =M, NeRR,

an. Mit P
Wl‘(t) =XNz(t), v=0,..,n,

erhalten wir
N+ ap A"V a ) +ag) - M =0.

Wenn A; eine Nullstelle des Polynoms

p(N) =N+ a, A" Fad+ag

A1t

ist, dann ist die zugehérige Exponentialfunktion x(¢) = e eine Losung der Differentialgleichung.

Definition 3.7 Das Polynom p(\) vom Grad n, das zur betrachteten Differentialgleichung n-ter Ord-
nung gehort, heiffit das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.

Zu jeder Nullstelle des charakteristischen Polynoms gehort also eine Exponentialfunktion, welche
die Differentialgleichung 16st. Und Losungen zu verschiedenen Nullstellen von p sind linear unabhéngig.
Das wollen wir aber nicht mehr nachrechnen. Stattdessen

Beispiel 3.19 Die Differentialgleichung
T—4x =0

hat das charakteristische Polynom A2 — 4 mit den beiden Nullstellen £2. Die beiden Exponentialfunk-
tionen €2 und e=2 bilden also ein LFS der Differentialgleichung.
Die Differentialgleichung
+4x =0

hat das charakteristische Polynom A2 +4 mit den beiden komplexen Nullstellen +2i. Dazu gehoren die
komplexen Exponentialfunktionen

¥ = cos(21) + i sin(2t), e = cos(2e) —i - sin(21).

Wir sind aber nicht an diesen komplexen Ldésungen interessiert, sondern nur an den reellen Losungen,
die man daraus durch Rekombination

1 .. , 1 .. ,

§(€2Zt + ey = cos(2t), ?(62” — e %) = sin(2t)
i

erhdlt.
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Wieder einmal ist das Problem vollstédndig gelost, wenn das charakteristische Polynom lauter ver-
schiedene Nullstellen besitzt. Schwierigkeiten machen die mehrfachen Nullstellen. Betrachten wir den
Extremfall

P = (A=)

einer einzigen, m-fachen Nullstellen. Die zugehorige Differentialgleichung

d m
<£—c> =0

multiplizieren wir aber nicht aus, sondern fassen sie auf als iterierte Anwendung des "Differentialope-
rators’

d .
D=——¢ z—x—cC-z.

dt

Wegen De = 0 ist e eine Losung. Die kennen wir schon. Aber angesichts Beispiel 3.18 probieren
wir mal z(t) = t - e aus:

d
D(t'eCt):E(ﬁed)—c~t'eCtzed—l-t-ced’—c'ted:eCt.

Wegen m > 2 haben wir

d m d m—1 d ot d m—1 ot
(%—c> JJ—(E—C) <%—c>(te )—(E—c) e” =0.

Also ist x(t) = te® eine Losung der gesamten Gleichung. Ahnlich sieht man, dass die ’Quasi-Polynome’

t 6ct ct

tm_IGCt, tm—Qect e

Losungen, sogar linear unabhéingige Losungen sind.
Und wenn das charakteristische Polynom

pA) =q(A) - (A=o)™
den m-fachen Linearfaktor A — ¢ enthélt, dann schreiben wir die Differentialgleichung (symbolisch)

d d

a)-(a—c)mmzo.

q(

Alle eben angegebenen Quasi-Polynome sind auch Losungen der zusammengesetzten Gleichung. So

kann man alle homogenen Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten 16sen.
Es bleibt das Problem der inhomogenen Gleichung

2™ 4 ap_ 12D & 4 agd + agz = b(t).

Wieder kann man sie auf dem Umweg {iber das zugehorige System und Variation der Konstanten
losen. Wenn aber die Inhomogenitét b(t) einfach gebaut ist, gibt es eine leichtere, direkte Methode:

1) Falls b(t) = e eine Exponentialfunktion ist, stecken wir sie mal in die linke Seite der Gleichung
rein und erhalten als Resultat



Damit haben wir die spezielle Lésung e /p(c), allerdings nur wenn p(c) # 0 ist. Wenn p(c) = 0 sein
sollte (Resonanzfall), miissen wir ¢- e reinstecken, und uns bei einer mehrfachen Nullstelle ¢ eventuell
mit héheren Polynomen hochhangeln.

2) Falls p(t) = cos(ct) oder = sin(ct) eine Winkelfunktion ist, stecken wir beide Winkelfunktionen
in die Gleichung rein und bekommen als Resultate zwei Linearkombinationen dieser Funktionen. Eine
geeignete Linearkombination davon gibt eine spezielle Losung. Falls nicht ein Resonanzfall vorliegt
und wir uns mit Polynomen - Winkelfunktionen hochhangel miissen.

3) Falls p(t) ein Polynom sein sollte, stecken wir ein Polynom gleichen Grades in die Gleichung
rein, und schaun, was rauskommt.

4) Und wenn die Inhomogenitét eine Linearkombination der Félle 1)-3) sein sollte, verwenden wir
die entsprechende Linearkombination der eben angegebenen Funktionen.

Beispiel 3.20 (Harmonischer Oszillator) Den harmonischen Oszillator kennen wir schon aus dem
Gymnasium. Aus dem Physik-Unterricht! Aber realistische Schwingungen sind selten harmonisch. Des-
wegen st er eher eine mathematische Abstraktion, als ein realistisches Modell fiir die Physik. Aber
die oben eingefiihrte Theorie illustriert er sehr schon. In aufsteigender Komplexitit betrachtet man
folgende Fille:

1) Der ungeddmpfte Oszillator hat die Gleichung

P+w?x=0

mit dem charakteristischen Polynom p(\) = A2 + w? und dessen Nullstellen +i - w. Ein LFS bilden
deswegen die Winkelfunktionen cos(w - t) und sin(w - t).
2) Der gedimpfte Oszillator hat abhingig von o > 0 die Gleichung

P42 i4w z=0
mit dem charakteristischen Polynom
pA) =N +20-A+w?=0

und seinen Nullstellen

A2 =—atVa?—wi

Fiir o < w (schwache Diampfung) sind beide Nullstellen komplex und fihren zum LFS
e~ cos(Vw? —a?-t), e . sin(vVw?—a?-t).
Fiir o > w (starke Dimpfung) sind beide Nullstellen reell und negativ. Dazu gehért das LFS

67a+\/a27w2-t efozfx/oﬁfuﬂ-t
, .

Bleibt o = w (Grenzfall) mit der doppelten Nullstelle \y = Ao = —av. Das fihrt zum LFS

—a-t

et et

3) Der gedimpfte und mit einer Frequenz p angestofiene Oszillator hat die inhomogene Gleichung
P42 4w x=sin(p-t).
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Es kommt darauf an, eine spezielle Lisung dieser Gleichung zu finden. Dazu miissen wir die linke Seite
der Gleichung auf die beiden Winkelfunktionen sin(p-t) und cos(p-t) anwenden mit den Ergebnissen

(w? = p?) - sin(p - t) + 2ap - cos(p - 1),

—2ap - sin(p - t) + (w? — p?) - cos(p - t).

Als Linearkombination beider Ergebnisse konnen wir die gegebene rechte Seite sin(p-t), ja sogar jede
Winkelfunktion mit der Frequanz p erhalten, weil

2 2
W =p 2ap (2 2\2 2 2
det< “2ap w2_p2>—(w p?) 4+ 4ap >0

ist. Nur im ungeddmpften Resonanzfall o =0, p = w hat man hier Probleme.

Aufgabe 3.12 FEs seien a,b € R. Losen Sie das System

1 = ar1 + bry + (1—a)et
ig = bxl + axy — bet.

Aufgabe 3.13 Ldisen Sie die AWPs

. 1 -1 1
U
b)ve'cxz(ig Z), X(0)=<113>.

Aufgabe 3.14 Finden Sie ein LFS fiir

T = —x2 +x3
To = I —x3
T3 = —r1 +I2

Aufgabe 3.15 Ldsen Sie das AWP

i+5t=t+e ", z(0)=:i(0)=0.
Aufgabe 3.16 Bestimmen Sie die allgemeine Ldosung der Gleichung

2®) 4+ 8i — 10z = 18¢ 7.

Aufgabe 3.17 Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung
a) z@W 4+ 220) — 85 = ¢t
b) & +4: —2x = t,
c) i+ —2x =12

d) 23 + & + i +x =2,
e) & + 16z = —sin(4t).
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3.4 Autonome Systeme, Stabilitét

Hier betrachten wir Systeme von Differentialgleichungen, die nicht mehr linear sind. Zum Ausgleich
soll die rechte Seite von ¢ unabhéngig sein.

Definition 3.8 FEin autonomes System ist ein System von Differentialgleichungen

1 = fi(z1, ..., 70)
bzw. % = F(x)

j;‘n = fn(xla ceey xn)

mit von t unabhdngiger rechter Seite. Fine Lisungskurve ist (genau wie bisher) eine Abbildung x :
la, B[— R™. Wenn die Funktionen fi,..., fn stetig partiell differenzierbar sind, dann gilt wie bisher
lokale Ezistenz und globale Eindeutigkeit (Satz 3.4).

Die rechte Seite des autonomen Systems kann man als eine zeitunabhéngige Geschwindigkeits-
verteilung deuten. Und Losungskurven sind die Kurven x(t), die in jedem ihrer Punkte die dort
vorgegebene Geschwindigkeit (Richtung und Betrag) haben. Am einfachsten ist das zu verstehen in
der Ebene. Nehmen wir also zunéchst n = 2 an. Und die Koordinaten nennen wir wieder x,y. Dann
sieht das autonome System so aus:

y =g (.1‘ ) y)
Das Problem betseht also darin: Ein stationéres Vektorfeld v(z,y) = (f(x,y), g(x,y)) ist vorgegeben,
und Losungskurven sind solche Kurven, (z(t),y(¢)), die in jedem ihrer Punkte den dort vorgegebenen
Vektor als Geschwindigkeitsvektor haben. Um sie zu zeichnen, miisste man das eigentlich im drei-
dimensionalen t — z — y-Raum tun. Praktisch ldsst man die Zeit-Abhéngigkeit meist unter den Tisch
fallen, und zeichnet sie als Kurven im zwei-dimensionalen x — y-Raum.

Definition 3.9 Das autonome System heifst Hamilton-System wenn es eine Funktion H(xz,y) (die

Hamilton-Funktion) gibt so, dass
0H OH

fz(?—y’ 9= or

Diese Bedingung koénnen wir auch schreiben

(—g,f) =grad H.

Zumindest auf einer konvexen Definitionsmenge ist hierfiir die Symmetriebedingung (Sétze 2.20, 2.21)

—Gy = fo bzw. fx+gy =0

notwendig und hinreichend. Hamilton-Systeme sind wichtig, weil man ihre Losungskurven (z(t), y(t))
ohne Rechnung angeben kann:

Satz 3.13 Jede Liosungskurve des Hamilton-Systems ist eine Niveaumenge H(x,y) = ¢ der Hamil-
tonfunktion.
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Beweis. Ist (z(t),y(t)) eine Losungskurve, so gilt

d
EH(i(t),y(t)) =Hio+Hy=—g-f+f-9g=0,

also H(z(t),y(t)) = const. (]

Beispiel 3.21 Das autonome System

T = 2y
y = 2z + 322

hat die Hamiltonfunktion H = y?> — 2%(z + 1). Deren Niveaulinien versuche ich mal zu plotten:

Wie man jede Differentialgleichung hoéherer Ordnung in ein System erster Ordnung umwandeln
kann, so kann man eine zeitunabhéingige Differentialgleichung héherer Ordnung

2™ = flx,a, ...,x("fl))
in ein autonomes System umwandeln.
Beispiel 3.22 (Exaktes Pendel) Die Differentialgleichung des exakten Pendels ist

i+ sin(x) = 0.
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Mit y = & schreibt sich das zugehdorige System als

T=1y
gy = —sin(x)

Die Koeffizientenfunktionen sind
f@y) =y, g(x,y)=—sin(z).

Das System hat die Hamilton-Funktion

1
H(z,y) = 54 — cos(x).

y==14/2-(cos(zx)+¢c), —1<celR

Deren Niveau-Linien

sehen etwa so aus:

Allgemeiner fiihrt jede Differentialgleichung zweiter Ordnung

Z+h(z)=0
auf ein System

T =y

y = h(z)
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Ein solches System ist hamiltonsch mit der Hamiltonfunktion
1 x
Hw,y) = 50° = [ hudu.
2 0

Die Hamilton-Funktion H(x,y) des Systems ist durch ihr Gradientenfeld nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Das driickt sich dadurch aus, dass man in der vorstehenden Formel den An-
fangspunkt xg der Integration beliebig wihlen kann.

Definition 3.10 Das autonome System, das zu einer Gleichung héherer Ordnung gehirt, hat Losungs-
kurven der Form

(z(t), (), ..., z" 1 (1))

Ihre zeitunabhdingigen Bildkurven im n-dimensionalen Raum mit den Koordinaten x1 = x,x0 =
& .z = 2D heifen das Pasenportriit des Systems. Der zugehirige n-dimensionale Raum heifit
sein Phasenraum.

Durch jeden Punkt xy € IR™ im Definitionsbereich der rechten Seite geht genau eine lokale Losungs-
kurve. Davon gibt es drei wesentlich verschiedene Sorten:

1) Stationdre Lisungen: Ist f1(xo) = ... = fn(x0) = 0, so bildet die konstante Kurve x(t) = xq eine
Losung. Das sieht sehr langweilig aus. Aber praktisch sind diese Losungen genau die Gleichgewichts-
zustdnde des Systems. Und wenn ein System nicht wenigstens néherungsweise im Gleichgewicht ist,
dann kann man es bald vergessen.

2) Periodische Lisungen: Wenn es zwei Parameter t1,t2 €|a, 8] gibt mit x(¢;) = x(¢2) und p :=
to —t1 > 0, dann ist

y(t) :==x(t —p) :Ja+p,f +p[— R"

eine Losung mit demselben Anfangswert

y(t2) = x(t1) = x(t2)

wie x. Die Kurve y(t),ty <t < to+ p, durchliduft dieselbe Bahn, wie x(t),t; <t < t5. Indem wir beide
Kurven hintereinander durchlaufen, kénnen wir x auf das Intervall |¢1,ts + p[ fortsetzen. Das kénnen
wir beliebig oft wiederholen, auch nach links, unterhalb von t1, und erhalten eine Losung x : IR — IR"
mit der Periode p, d.h.,

x(t + p) = x(¢) fiir alle t € IR.

3) Ist eine Losungskurve weder stationér, noch periodisch, dann kann x(t1) = x(t2) fiir ¢; # t2 nie
passieren. Die Abbildung x :]a, 5[— IR" ist injektiv.

Beispiel 3.23 In Beispiel 3.21 gibt es zwei stationdre Losungen x =y =0 und x = —1,y = 0. In
der Nihe der zweiten stationdren Ldsung sind alle Losungen periodisch. Auch in Beispiel 3.22 gibt
es zwei stationdre Losungen x = @ = 0 und x = 7, &£ = 0. Die erste ist die Gleichgewichtslage des
unausgelenkten Pendels. Die zweite ist die (ziemlich ungemiitliche) Ruhelage, wo das Pendel senkrecht
nach oben steht.

Die folgende Aussage formuliert man kurz so: Jede Losung verlédsst jedes Kompaktum. Ich hitte
sie schon in 3.2 beweisen konnen.
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Satz 3.14 Die rechte Seite F des autonomen Systems x = F(x) sei stetig differenzierbar auf der
offenen Menge U C IR"™. Der Anfangswert x(to) der Losung x(t) sei enthalten in der kompakten
Menge K C U. Dann gilt:

Entweder ist x(t) als Lisung fortsetzbar auf ein Intervall [to,t1] und es gibt darin Parameter t mit
x(t) ¢ K. (Die Liosung verlisst das Kompaktum K.)

Oder die Lisung ist auf [ty, 00| fortsetzbar und fir alle Zeiten t >ty ist x(t) € K.

Beweis. Die Funktion F' geniigt lokal einer Lipschitz-Bedingung. Weil wir K durch endlich viele
offene Mengen {iberdecken konnen, kénnen wir fiir alle x € K die gleiche Lipschitz-Konstante L
nehmen. Aus dem Beweis von Satz 3.1 folgt dann: Es gibt ein r > 0 so, dass fiir jeden Anfangswert

x(t) € K eine Losung x : [t,t 4+ r[— IR™ existiert. Nehmen wir an, die gegebene Losung x(t) verlasse

das Kompaktum K nicht. Ihr maximales Existenz-Intervall sei [to,¢1[. Dann existiert sie also fiir ¢; — &

und dann auch fiir t; — § +7 = t; + 5. Fiir ¢; < oo wére das ein Widerspruch. []

Eine stationére Losung heifit auch Gleichgewichtslage des Systems. Ist das System genau in einer
solchen Lage, tut sich nie mehr was. Aber praktisch interessiert, wie sich das System in der N&dhe einer
Gleichgewichtslage verhilt. Es kann dort mehr oder weniger stabil sein.

Definition 3.11 Es sei xg mit F(xg) = 0 ein stationdrer Punkt des autonomen Systems
x = F(x).
Dieser Punkt heifit

e stabil, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert so, dass

a) fir alle x; mit || x1 — Xo ||< § die Losungskurve x(t) zum Anfangswert x(0) = x1 fir alle
Zeiten t > 0 existiert, und

b) || x(t) — %o ||< € fiir alle t > 0.

Eine Losungskurve, welche nahe genug bei xg anfdngt, bleibt fiir alle Zeiten in der Ndihe von xg.

e asymptotisch stabil, wenn er stabil ist, und wenn & > 0 so gewdhlt werden kann, dass fir
|| x1 —x0 ||< 9 gilt: Die Lisungskurve x(t) mit Anfangswert xy erfillt

lim x(t) = xg.
t—o00

Eine Lésungskurve, welche nahe genug bei xq losgeht, geht im Grenzwert gegen diesen Fizpunkt.

e instabil, wenn er nicht stabil ist. D.h., es gibt ein € > 0 und zu jedem 6 > 0 gibt es Anfangswerte
x1 mit || x1 —xg ||< 9§, so dass die Losungskurve x(t) mit Anfangswert x1 Punkte x(t) enthdlt,
fiir welche || x(t) — x¢ ||> €. Es gibt Losungen, welche beliebig nahe bei xo beginnen aber nicht
ganz in der e-Kugel um xq liegen.

Beispiel 3.24 In den Beispielen 3.21 und 3.22 ist je eine Gleichgewichtslage stabil und die andere
instabil.

Als erstes iiberlegen wir uns, was diese Stabilitdtsbegriffe fiir ein lineares autonomes System

x=A-x

150



bedeuten. In Abhéngigkeit von den (reellen oder komplexen) Eigenwerten der Matrix A kénnen wir
hier ja alle Losungen hinschreiben.

Ist A ein reeller Eigenwert der Matrix A mit Eigenvektor v, so ist x(¢) = e* - v eine Lésung. Wenn
A = a+ if echt komplex ist, haben wir Lésungen mit

M =ecos(B-t), bzw. eM =e . sin(B-1).
Abhingig vom Vorzeichen des Realteils Re(\) finden wir:

Re(A\) <0 = lim x(t) =0, Re(A\) >0 = lim || x(¢) |[|= oo.
t—o00 t—00
An diesem Verhalten &ndert sich auch dann nichts, wenn wir bei einem entarteten Eigenwert noch
Losungen haben, die Polynom-Faktoren enthalten.
Es bleibt der Fall eines rein imaginidren Eigenwertes A = 3 - 4. Zunéchst gehdren dazu zwei reelle
Losungen

x(t) =cos(B-t)-u—sin(f-t)-v und =x(t)=cos(f-t)-v+sin(G-t)-u.

Diese Losungen bewegen sich auf Ellipsen, sind stabil, aber nicht asymptotisch stabil. Jetzt &ndert
sich die Situation wesentlich, wenn der Eigenwert i entartet ist.

Ist seine geometrische Vielfachheit k gleich seiner algebraischen, so gehéren zu Gi und —Gi ins-
gesamt 2k Eigenvektoren und 2k reelle stabile Losungen auf Ellipsenbahnen. Ist die geometrische
Vielfachheit aber echt kleiner als die algebraische, dann gibt es zusétzlich Losungen, die Polynom-
Faktoren enthalten und fiir £ — oo nach unendlich gehen.

Insgesamt haben wir bewiesen:

Satz 3.15 Der Nullpunkt ist ein stationdrer Punkt des autonomen Systems x = A -x. Er ist
asymptotisch stabil < alle Eigenwerte von A haben Realteile < 0,
stabil < alle Figenwerte von A haben Realteile < 0
und fir alle imagindren Figenwerte ist
geometrische Vielfachheit = der algebraischen
instabil < A hat einen Figenwert mit Realteil > 0 oder
etnen tmagindren Figenwert
mit geometrischer Vielfachheit < der algebraischen

Beispiel 3.25 Betrachten wir etwa den gedimpften harmonischen Oszillator mit der Gleichung
T+a-z+x=0
und dem stationdren Punkt x = & = 0. Die Figenwerte sind

/\172 = —Oé:i:\/Cl2 —1.

Fiir a = 0 ist der stationdre Punkt stabil, fiir « > 0 asymptotisch stabil.

Jetzt betrachten wir wieder ein nichtlineares autonomes System mit Gleichgewichtslage xq

x = F(x), F(xp)=0.
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Wir setzen voraus, dass die rechte Seite F'(x) differenzierbar ist. Dann ist das System also

x=F'(x0) - (x —x0) + ®(x —x¢) mit lim M

=0.
x=xo || x =g |

Nachdem wir xq in den Ursprung schieben, also x durch

X +x9 mit i(x—l—xo) =X
dt
ersetzen, konnen wir 0.B.d.A. das System als
x=F'(0) - x+ ®(x)

annehmen. Die Funktionalmatrix kiirzen wir ab

A= F'(0).
Definition 3.12 Das lineare System mit konstanten Koeffizienten

x=A-x

heifit das in der Gleichgewichtslage linearisierte System.

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes

Satz 3.16 Ist das in einer Gleichgewichtslage linearisierte System asymptotisch stabil, so gilt dies
auch fiir das urspringliche nichtlineare System.

Vor dem eigentlichen Beweis zwei Hilfsaussagen.

Satz 3.17 (Hilfssatz, Variation der Konstanten) Es sei x(t),0 < t < b, eine Ldosung des Sy-
stems
Xx=A x+ d(x).

Dann ist .
x(t) = ¢4 x(0) + [ el D(x(s))d
0
Beweis. Wir definieren c(t) := e7*4 . x(¢) und haben dann
x(t) ="t c(t), ¢(0) =x(0).
Durch Differenzieren und Vergleich mit dem System finden wir

x(t) = cc(t) + et e(t) = A-x(t) + et - (1)

A-
= A () D(x(t))
etAe(t) = <I>

¢(t) = 4 (x(t))

Die letzte Gleichung integrieren wir (rein formal)

+/ AL B(x(s))ds.

Multiplikation dieser Gleichung von links mit e*4 liefert die Behauptung. L]
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Satz 3.18 (Lemma von Gronwall) Es seien f, g : [a,b[— IR zwei stetige Funktionen mit f > 0,9 >
0. Es gebe ein ¢ > 0 so, dass fiir a <t < b die Ungleichung

t
f0 et [ 1) g()ds
gilt. Dann gilt fir diese t auch

5(6) < ceap [ gts)ds)

Beweis. Es gentigt den Fall ¢ > 0 zu behandeln. Denn falls ¢ = 0 sein sollte gilt die Voraussetzung
und dann auch die Behauptung automatisch fiir alle ¢ > 0. Es folgt f = 0.
Sei also ¢ > 0. Dann ist die Funktion auf der rechten Seite der Voraussetzung

h(t) :=c+ /at f(s)-g(s)ds > 0.

Diese Funktion ist differenzierbar und fiir ihre Ableitung gilt

Durch Integration erhalten wir

th/(s) t

In(h(t)) — In(h(a)) = In(h(t)) —In(c) = /a

Anwendung der Exponentialfunktion liefert

h(t) < c-exp (/atg(s)ds>

und damit die Behauptung. []

Satz 3.19 (Matrix-Abschitzung) Die Matriz A habe lauter Eigenwerte mit negativem Realteil,
etwa

Re(\;) < —A fir allei, A > 0.

Dann gibt es eine Konstante ¢ mit
| e 1< e e ™ fiir alle t > 0.
Beweis. Es sei A =T~!..J-T mit einer Matrix J in Jordan-Normalform. Wegen
Fe A =T e TS| T - 1T - e |

geniigt es die Ungleichung fiir die Matrix J zu beweisen. Wegen
J1 &
<> Il
T !
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brauchen wir uns sogar nur um einen einzigen Jordanblock kiimmern. Den schreiben wir
J=XA -1+N

mit der Nebendiagonalmatrix N. Fiir diesen haben wir

€t~>\i~ll+t'N — -\ . t-N

€ €

Fiir grofie k ist N* = 0, deswegen sind alle Eintriige in e"" Polynome in ¢. Dann ist auch || eV || ein

Polynom p(t). Nun ist
€t-A H €t-J H: €t-()\iJrA) -p(t).

Wegen Re()\; + A) < 0 geht fiir ¢ — oo diese Funktion gegen 0. Insbesondere ist sie fiir alle t > 0
beschrinkt < c. L]
Beweis von Satz 3.16. Nachdem wir den stationéren Punkt in den Ursprung verschieben haben wir
das System
Xx=A x4+ d(x).

Nach Voraussetzung hat die Matrix lauter reelle, negative Eigenwerte A;, etwa A; < —A mit A > 0.
Wir wihlen eine Konstante ¢ wie in Satz 3.19. Weiter wéahlen wir einen Radius r > 0 so klein, dass
1) die Kugel K := {x € R" :|| x ||[< r} ganz im Definitionsbereich U der rechten Seite unserer
Differentialgleichung, d.h., im Definitionsbereich von ® liegt, und
2) fiir || x ||< r gilt

A
o — .
|26 1< 5 I |

Schlieflich wéhlen wir € := r/c und wollen fiir dieses € die Eigenschaft aus Definition 3.15 nachweisen.
Sei also x(t) eine Losung mit || x(0) ||< e. Fiir alle ¢t > 0 im Definitionsintervall dieser Losung, fiir
welche x(t) € K ist, gilt nach Satz 3.17

x(t) = e"4x(0) + /0 ECERY B (x(s))ds.

Mit Satz 3.19 erhalten wir daraus die Abschétzung

[ x@) | < cre ™ | x(0) || + [ e eC0A || d(x(s)) | ds
< co e x(0) ||+ fye- eI L | x(s) || ds
= et (e x(0) || + Jy e | x(s) || Sds) -

Jetzt setzen wir A
F@) =M x(t) ||, g(t) = 5

und haben .
1O e 1 x0) |+ [ £(5)-gls)ds.
Mit Satz 3.18 (Gronwall) folgt daraus

tA
FO) < 1 x(0) | -eop ([ Gds) <erever
() < r-et5.
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Deswegen kann fiir kein ¢ im Definitionsbereich der Losung x(t) diese Losung tatséchlich an den Rand
von K gelangen. Sie bleibt immer in der kompakten Kugel K. Nach Satz 3.14 existiert die Losung fiir
alle Zeiten ¢t > 0. Und aus der bewiesenen Ungleichung folgt

tlggo x(t) = 0. B
In den anderen Féllen (stabil, instabil) kann man vom Stabilitdtsverhalten der Linearisierung nicht
auf das des nicht-linearen Problems schlieflen. Eine Aussage kann man allerdings machen:

Satz 3.20 Das autonome System x = F(x) habe einen stationdiren Punkt Xo, in dem die Funktio-
nalmatric A = F'(xq) nur Eigenwerte mit echt positivem Realteil besitzt. Dann ist dieser Fizpunkt
instabil.

Beweis. Um Schreibarbeit zu sparen nehmen wir wieder 0.B.d.A. an, dass xo = 0. Unser System
ist dann
x=F(x)=A %)+ ?(x).

Zu jeder Losungskurve x(t) dieses Systems gehort via Zeit-Umkehr eine Kurve y(t) := x(—t). Diese
Kurve erfiillt

y(t) = —x(=t) = —F(x(-t)) = =F(y) = —A-y — 2(y).

Damit ist y Losungskurve eines autonomen Systems, welches die Voraussetzung von Satz 3.16 erfiillt.
Also ist der Nullpunkt ein asymptotisch stabiler stationdrer Punkt fiir dieses System. Es gibt eine
Losungskurve mit

| y(0) [|=:2¢ >0 wund tlggo y(t) = 0.

Fiir die Losung x(t) = y(—t) des urspriinglichen Systems gilt entsprechend

|| x(0) ||=:2¢ >0 wund lim x(¢)=0.

t——00

Zu jedem ¢ > 0 gibt es also einen Parameter ¢y < 0 mit || x(t9) ||[< 6 und || x(0) ||> e. Es gibt
Losungskurven, die beliebig nahe bei 0 beginnen, aber irgend wann auflerhalb der e-Kugel um 0O
verlaufen. L]

Aufgabe 3.18 Finden Sie fiir das System

T = -y
y =

eine Hamiltonfunktion und folgern Sie daraus: Der Nullpunkt ist ein stabiler, aber nicht asymptotisch
stabiler stationdrer Punkt.

Aufgabe 3.19 Finden Sie alle stationdren Punkte des Systems

T = —z+y
y = z+y?

und zeitgen Sie, dass einer davon asymptotisch stabil ist.
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Aufgabe 3.20 Finden Sie alle stationdren Punkte des Systems

&t = —x—1y?

gy = a’-y
und zeigen Sie, dass diese asymptotisch stabil sind.
Aufgabe 3.21 Finden Sie alle stationdren Punkte des Systems

T = 2x42zxy
g = —x24y>+2

und bestimmen Sie deren Stabilitdtstyp.
Aufgabe 3.22 Finden Sie alle stationdren Punkte des Systems

T = 2zy—4y —38
j o= 4y’ -2’

und bestimmen Sie deren Stabilitdtstyp.
Aufgabe 3.23 Die van der Pol-Gleichung lautet
f+a-(2>—1)-&+z=0.

Ihr einziger stationdrer Punkt ist der Nullpunkt. Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von a € IR seinen
Stabilitdtstyp.

156



Mathematik II fiir Physiker
SS 08
Probeklausur

Aufgabe 1: Entscheiden Sie, welche der folgenden drei Matrizen unitéir, hermitesch, bzw. normal

sind:
1 (12 b5 1 12 5¢ 1 (12 50
A_1_3< 5i 12)’ B_1_3<—5i 12)’ 0_1_3< 5 12)'
Aufgabe 2a) In Abhingigkeit von ¢t € IR sei die Matrix

t 24t
A, =
¢ < 24+t ¢ )
gegeben. Entscheiden Sie, fiir welche ¢ diese Matrix positiv, bzw. negativ definit, positiv bzw. negativ

semidefinit oder indefinit ist.
b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von ¢ € IR den affinen Typ des Kegelschnitts mit der Gleichung

t-a? +(4+2t) - wy+t-y* =1+4-t
Aufgabe 3: Bestimmen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(x,y) = 2® + 3® auf der Menge
{(z,y) e R?: 2 + 4" <1}

Aufgabe 4a) Entscheiden Sie, ob das Vektorfeld

auf IR? ein Gradientenfeld ist.
b) Entscheiden Sie, ob das Vektorfeld

auf IR? ein Rotationsfeld ist.
Aufgabe 5: In welchen Punkten (z,%) € IR? ist die Abbildung
FR? - R2 (1:)}_)(6’”5271@))
’ Yy e¥ - sin(x)
lokal umkehrbar? Berechnen Sie die Funktionalmatrix der Umkehrabbildung F~! im Punkt F(r,0).
Aufgabe 6: Losen Sie das Anfangswertproblem

t=x%-1, x(0)=0.

Aufgabe 7: Finden Sie alle Losungen der Differentialgleichung
¥4+ x = sin(t).



