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0 Einfiihrung

Dies ist die Wiederholung einer Vorlesung gleichen Titels, welche ich im Wintersemester 1994/95
hielt. Damals wollte ich in einer einsemestrigen Geometrie-Vorlesung den gesamten Stoff ab-
decken, dessen Kenntnis ich von einem Studenten in einer miindlichen Geometrie-Priifung des
Hauptexamens erwarte. Auch diesmal ist dies wieder meine Absicht.

Projektive Geometrie ist fiir mich eine Art von Lieblingsvorlesung. An Voraussetzungen
braucht man nidmlich nicht mehr als die Kenntnis der Linearen Algebra. Die Inhalte kann man
meist zeichnerisch illustrieren und gerade im Zeitalter der Computer-Grafik ist das sehr reizvoll.
Auflerdem sind diese Inhalte oft einfach zu formulieren und trotzdem iiberraschend.

Ziel dieser Vorlesung ist es auch, einige klassische Gebiete der Geometrie davor zu bewahren,
in Vergessenheit zu geraten. Gerade, weil die Geometrie in jiingster Zeit Anwendungen in der
Computer-Grafik gefunden hat, besteht die Moglichkeit, daff ihre Weitervermittlung und An-
wendung von den Computergraphikern in die Hand genommen wird, so, wie es frither bei der
Darstellenden Geometrie durch die Ingenieure geschah. Dies wére bedauerlich, vor allem aus
den folgenden zwei Griinden: Weil

e die Verbindung zwischen Linearer Algebra und Projektiver Geometrie, oder allgemeiner,
zwischen Algebra und Geometrie ein instruktives Beispiel dafiir ist, wie in der Mathematik
scheinbar verschiedene Gebiete doch sehr eng zusammenhingen,

e Geometrie derjenige Teil der Mathematik ist, welcher am direktesten unserem &sthetischen
Empfinden zuginglich ist.

Bevor wir uns in dieser Vorlesung auf projektive Geometrie konzentrieren, sollen kurze
Einfiihrungen in die euklidische und in die affine Geometrie gegeben werden. Dabei sollen Sétze
aus der Dreiecksgeometrie und der Geometrie des Kreises besprochen werden, wie z.B. die wich-
tigsten Eigenschaften des Feuerbachkreises. Auch soll kurz an die elementarsten Eigenschaften
der Kegelschnitte erinnert werden.

Die Beziehung zwischen euklidischer, affiner und projektiver Geometrie versteht man am
besten von dem Standpunkt aus, den Felix Klein in seinem , Erlanger Programm* einnahm. Er
brachte hier namlich den Gesichtspunkt ins Gesprich, dafl jede Art von Geometrie etwas mit
einer Transformationsgruppe zu tun habe. Die Geometrie ist die Gesamtheit der Eigenschaften,
welche sich bei den Transformationen der Gruppe nicht dndern. Fiir die drei erwéihnten Arten
von Geometrie sind dies die folgenden Gruppen, und die zugehorigen Riume, auf denen sie
operieren:

Geometrie ‘ Raum ‘ Gruppe
euklidische | R" Bewegungsgruppe
affine K" affine Gruppe
projektive | IP,(IK) | projektive Gruppe

Wir werden in dieser Vorlesung die Kenntnis der betreffenden Gruppen nicht voraussetzen,
sondern diese Gruppen parallel zu unseren geometrischen Untersuchungen einfiihren.

Felix Klein hat mit seinem Erlanger Programm den Namen der Stadt Erlangen bei Ma-
thematikern unsterblich gemacht. Er selbst blieb allerdings nur wenige Jahre hier, bevor er im



damaligen Land Preuflen sehr viel Einflufl auf die Kultus-Biirokratie, und damit auf die Lehrer-
ausbildung gewann. Ich bin immer davon ausgegangen, daf§ Kleins Erlanger Programm lateinisch
abgefafit, und damit unlesbar ist. Vor drei Jahren machte mich allerdings jemand darauf auf-
merksam, dafl es davon auch eine deutsche Version gibt. Leider habe ich mir nicht gemerkt, wer
das war, oder wo diese Version zu finden ist.

Wer Kleins Erlanger Programm nicht im Original lesen méchte oder kann, dem sei der zweite
von den drei Binden

F. Klein: Elementarmathematik vom hdheren Standpunkt aus. Dritte Auflage, Springer-
Verlag (Nachdruck 1968)
empfohlen. Neben diesem Buch habe ich bei meiner kurzen Darstellung der euklidischen und
affinen Geometrie, die ich vor der Behandlung der projektiven Geometrie geben méchte, noch
die folgenden Biicher zu Rate gezogen:

H.S.M Coxeter, S.L. Greitzer: Geometry Revisited, The Mathem. Assoc. of America (1967),

G. Fischer: Analytische Geometrie, Vieweg (1979),

W. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie, Springer Hochschultext (1984),

M. Koecher: Lineare Algebra und analytische Geometrie, Springer Grundwissen (1985),

M. Koecher, A. Krieg: Ebene Geometrie, Springer Lehrbuch (1993).

Bei meiner Darstellung der projektiven Geometrie habe ich sehr von holl&ndischen Vorlesungs-
skripten des Kollegen J. Simonis profitiert, der zu Beginn der 70er Jahre an der Universitéit
Leiden diese Vorlesung mehrmals hielt, als ich auch gerade dort war. Simonis selbst hat offebar
intensiv das Buch

J.G. Semple, G.T. Kneebone: Algebraic Projective Geometry, Oxford, Clarendon Press (1952)
zu Rate gezogen. Ein sehr schoénes, und erfreulich diinnes Buch ist auch

P. Samuel: Projective Geometry, Springer (1988).



1 Euklidische Geometrie

1.1 Affine Unterrdume (Wiederholung aus der linearen Algebra)

Wir betrachten Vektoren v € IR"™. Die Komponenten des Vektors v nennen wir v, (v = 1,..,n),
also v = (v1, ..., vp).

Die Fundamentalaufgabe der linearen Algebra besteht darin, ein lineares Gleichungssystem
zu losen. (Lineare Gleichungen sind iibrigens die einzigen Gleichungen zwischen reellen Zahlen
in der Mathematik, die exakt losbar sind.) Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat die
Form

n
ZGZUVZO (p=1,...,m).
v=1

Jeder Untervektorraum V' C IR” ist der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems. Es gibt
somit zwei prinzipiell verschiedene Methoden, einen Untervektorraum V C IR™ zu beschreiben:

e Explizit, d.h., durch ein Erzeugendensystem

d
V={veR": v= Z v, c,...,ct e R}
pu=1

e Implizit, d.h. durch ein Gleichungssystem

V={veR": ZaZv,,zOfiir,uzl,...,m}.

v=1

Der Ubergang von einer impliziten Beschreibung zu einer expliziten Beschreibung eines Un-
tervektorraums besteht in der Lésung des Gleichungssystems. Aber auch der Ubergang von
einer expliziten Beschreibung zu einer impliziten Beschreibung besteht in der Lésung eines ho-
mogenen Gleichungssystems: Sind nimlich Erzeugende vi,...,vqy € V gegeben, so sucht man
Zeilenvektoren ay, ..., a, die den Raum

n
{aeR": Z vy =0 fir p=1,...,d}
v=1

erzeugen.

Die Fundamentaloperationen beim Umgang mit Untervektorriumen sind die Bildung des
Durchschnitts V3 NV5 und des Verbindungsraums V; + V5 zweier Untervektorrdume Vi, Vo C IR™.
Die Dimensionsformel

dim(Vi N Vo) + dim(Vi + V) = dim(V1) + dim(V)

gibt den Zusammenhang zwischen den Dimensionen dieser Rdume.

Entsprechend der Beschreibung der Untervektorrdume Vi, V5 ist die Ermittlung von Durch-
schnitt oder Verbindungsraum entweder einfach (Zusammenfiigen der Gleichungen, bzw. Erzeu-
gendensysteme) oder fithrt auf Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS):



Beschreibung ‘ vinVy Vi+W
implizit einfach LGS
explizit LGS einfach.

Neben homogenen linearen Gleichungssystemen 16st man in der linearen Algebra auch inho-
mogene lineare Gleichungssysteme

n
v
Z a, vy =by, p=1,...,m.
v=1

Falls der Spaltenvektor b auf der rechten Seite # 0 ist, so ist der Nullvektor 0 keine Lésung des
Systems, und die Losungsmenge V kein Untervektorraum mehr. Man hat den Struktursatz: Die
Losungsmenge V' des inhomogenen Systems erhélt man, indem man zu einer speziellen Lésung
t des inhomogenen Systems alle Vektoren aus dem Losungsraum V° des homogenen Systems
addiert:

V=t+V'={t+v:veV'.

Den Losungsraum V' C IR" eines (homogenen oder) inhomogenen Systems nennt man affinen
Unterraum des IR", den zugehoérigen Untervektorraum V0 C IR™ mit V = t + V° nennen wir
den zugehoérigen parallelen Untervektorraum zum affinen Unterraum V. Die Dimension eines
affinen Unterraums ist die Dimension des zugehorigen Untervektorraums. Affine Unterrdume
der Dimension

0 Punkte
1 Geraden
2 heien ¢ Ebenen
n—1 Hyperebenen

Ebenso wie bei Untervektorrdumen stellt sich auch fiir affine Unterdume Vi, Vo C IR” die
Aufgabe, ihren Durchschnitt V3 N V5 und ihren Verbindungsraum Vi + V5 (den kleinsten affi-
nen Unterraum V C IR", der V] und V5 enthilt) zu bestimmen. Schlimmstenfalls fithren diese
Probleme auf lineare Gleichungssysteme, aber, weil sie jetzt inhomogen sind, brauchen sie nicht
immer l6sbar zu sein.

Wir wollen hier keine abstrakten allgemeinen Aussagen formulieren (hierzu s. etwa das Buch
von Fischer), sondern den wichtigsten Spezialfall betrachten: zwei Geraden

Ly = {(z,y) € R?: aiz + biy =c1}
Ly = {(z,y) €R’: asx + boy = c3}

in der Ebene. Die Bestimmung ihres Durchschnitts fithrt auf die Lésung des inhomogenen Glei-
chungssystems

axr+bhy =

asx + by = co.



Ist die Koeffizientendeterminante a1bo — asby # 0, so ist das System mit der Cramerschen Regel

l6sbar:
Cle — 62b1 a1Ccy — az2C1

N ale — a2b1 N ale — a2b1 '
Ist die Koeffizientendeterminante allerdings = 0, so haben wir Probleme: Wir wollen ausschlie-
Ben, daB einer der Koeffizientenvektoren (ay,b,) = (0,0) ist. Dann verschwindet die Determi-
nante, wenn beide Geraden parallel sind. In diesem Fall ist der Durchschnitt leer, oder beide
Geraden stimmen iiberein.

Allgemein nennt man zwei affine Unterrdume Vq, Vo C IR"

parallel, wenn ihre zugehorigen parallelen Untervektorrdume 3 I o
VP und V3 gleich sind. !

Aber V1 NV, kann auch dann leer sein, wenn Vi und V5 nicht /
parallel sind. Dann heiflen die affinen Unterrdume wind- _ Ly
schief. So sind etwa die beiden Geraden L : 1 = 1,29 =0 )

und Ly : 2o = 1,23 =0 im R3 windschief.

Der Verbindungsraum zweier verschiedener Vektoren vy # vi € IR” ist immer eine Gerade,
in expliziter Form
{v=vo+c-(vi—vg): ceR}
oder
{v=vi+c-(vo—vy1): ce R}
Diese Gerade ist zu unterscheiden von der Strecke
vovi={v=vog+c-(vi—vg): ceR,0<c<1}={v=vi+c-(vo—vi): ceR,0<c<1}

zwischen vy und vy. Diese Strecke kann man auch symmetrisch in vy und v; schreiben, als die
Menge
VoVi = {V =Xvp+ANvi:0< A, A R, A+ A = 1}

der Konvexkombinationen von vy und vy.

Hat man m + 1 Vektoren vy, ..., v,;, € IR™, so heif}t die

V2
Menge
{v=Xvo+..+Auvim: do+ .. + A =1,1, >0} Aovo + A1vi
+>\2V2
der Konvex-Kombinationen, das von vy, ..., v,,, aufge-
spannte Simplex. Dies Simplex ist ein echtes, m—
dimensionales Simplex, wenn die m Vektoren v; — Vo ¢ Vi
Vo, ---, Vi, — Vo linear unabhéingig sind. Ein zweidimen- W
. . . . 1
sionales Simplex heif3t Dreieck. 0 m()\Ovo + Avy)

Aufgabe 1.1: Im IR? seien zwei Geraden gegeben, die Gerade L mit der Gleichung az +by =
¢, die Gerade M aufgespannt von den Vektoren (p1,p2) # (q1,¢2). Wann sind L und M parallel,
wann sind sie gleich?



Aufgabe 1.2: Tm IR? seien zwei Geraden gegeben, die Gerade L durch die Gleichungen
a1z + by +crz =d, a2 + by + coz = da,

die Gerade M aufgespannt von den Vektoren (p1,po,p3) # (¢1,¢2,q3). Wann sind L und M
parallel, wann schneiden sie sich?

Aufgabe 1.3: Die n Punkte ay, ..., a, € IR? liegen genau dann auf einer Geraden, wenn

1 1 ... 1
< 2.
Rang( a; az ... ap ) - 2

1.2 Das euklidische Skalarprodukt

Aus der linearen Algebra brauchen wir die Vertrautheit mit dem ,euklidischen® Skalarprodukt
auf dem Zahlenraum IR". Wir benutzen folgende Notation:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren

x = (21,0, zp) und y = (y1, ..., yn) € R"
ist
(x.y) = z1y1 + ... + Tpyn.
Die Léinge oder Norm des Vektors x ist

% = /().

Die bilinearen Eigenschaften dieses Skalarprodukts sind aus der linearen Algebra wohlbekannt.
Damit beweist man sehr schnell die

Polarisationsformel 2(xy) =l|x+y ||2 —|Ix ||2 -y ||2
Cauchy—Schwarz—Ungleichung  |(x.y)| <|| x| - || ¥ ||
Dreiecks-Ungleichung lx+y [I<[[x]+yll

Mit dem Skalarprodukt werden die beiden folgenden Grundgrofien definiert:
Der Abstand zwischen zwei Vektoren x und y € IR” ist

d(X7Y) :“ X—-Yy ||7



der Cosinus des Winkels /(x,y) zwischen zwei Vektoren x # 0 # y ist

 (xy)
08 L6Y) = I Ty T

Aufgrund der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ist die rechte Seite betragsméflig immer < 1, und
die Definition ist sinnvoll. Im IR? erhalten wir daraus (bis aufs Vorzeichen) den aus der Schule
bekannten Winkel zwischen zwei Vektoren.

Der Cosinus definiert den Winkel eindeutig bis auf das Vorzeichen. Anders ausgedriickt, wir
konnen mit Hilfe des Skalarprodukts nicht unterscheiden, ob wir den Winkel in Richtung von
x nach y oder umgekehrt, von y nach x messen. Unser Winkel ist ,nicht orientiert“. Wenn wir
wollen, kénnen wir vereinbaren, dal unsere Winkel nur die Werte zwischen 0 und 7 annehmen.

Der Cosinus ist = 0, falls das Skalarprodukt (x.y) = 0 ist. In diesem Fall sagt man, die
Vektoren stehen aufeinander senkrecht, x und y sind orthogonal. Fiir orthogonale Vektoren gilt
der bekannte Satz von Pythagoras:

(xy) =0 =
X+Yy
Ix+yl> = (x+y.x+y) Y
= (xx)+2(xy) +(yy)
= [IxP+yl? | e

In dieser Form, als Aussage iiber Zahlen—n—tupel ist dieser Satz natiirlich eine Tautologie.
Dies entspricht keineswegs der enormen Erkenntnis, die der Satz auf dem Weg zur Entwicklung
der Geometrie bedeutete. Bei den Babyloniern und den alten Agyptern entstand die Geometrie
aus der Feldmessung, und es war natiirlich von groflem praktischen Wert, einen rechten Winkel
an einer Ecke eines Feldes herzustellen, und nichts anderes dazu zu benutzen, als eine Schnur,
auf der drei, vier, und fiinf gleichlange Stiicke markiert waren.

Wir kénnen diese Bedeutung des Pythagoras noch am ehesten ermessen, wenn wir sie als eine
Bestétigung dafiir sehen, daf} die euklidische Geometrie die rdumlichen Verhiltnisse unserer Welt
mit ausreichender Prézision wiederspiegelt. Dies gilt natiirlich nicht fiir sehr grofle Distanzen,
wo die relativistische Geometrie zustéindig ist, und fiir sehr kleine Distanzen, wo man - soweit
ich weif} - noch nicht iiber eine zufriedenstellende Theorie des Raums verfiigt.

Eine Basis x1,...,x, € IR" heifit Orthonormal-Basis oder Orthonormal-System (=ONS),
falls
(Xi.X]‘) = (51"]‘.

Ein ONS hat grofie praktische Vorteile gegeniiber einer nicht-orthonormalen Basis, denn die
Entwicklungskoeffizienten eines beliebigen Vektors

n
X = Z CMXM
pu=1



berechnen sich einfach als Skalarprodukte

n

(x.x,) = (Z CuXy-Xy) = Z cu(x,.%)) = Z Culpy = Cu.
p=1 p=1

p=1

Jeder Untervektorraum V' C IR" besitzt ein orthogonales Komplement
Vi={weR": (w.v) =0 firalleveV}

Auch wenn V' C IR” ein affiner Unterraum ist, kann man ein orthogonales Komplement definie-
ren, allerdings erst nach Auswahl eines Fulpunktes vy € V:

Vivy) :={w e R": (w—vo.v—vg) =0 fiir alle v e V}.

Falls VO c IR"™ der Untervektorraum parallel zu V ist, dann ist V=vo + V? und V=*(vy) =
vo + (V)L

Behauptung. Zu jedem affinen Unterraum V C IR™ und jedem Vektor w € IR" g¢ibt es genau
einen Fufpunktvektor vo € V mit w € V1 (vy).

Beweis. Eindeutigkeit: Sei w € V*(vg) und w € V*(v1). Dann sind V*(vg) und V*(vy)
zwei parallele affine Unterrdume (beide sind zum Untervektorraum (V°)+ parallel) und haben
nichtleeren Durchschnitt (beide enthalten den Vektor w). Deswegen stimmen sie iiberein. Daraus
folgt

(vi}=VnVEiv) =vnvi(vy) = {ve}.

Existenz: Essei V=t + V% und w —t = v+ v/ mit v e V0
und v’ € (VL. Dann ist

w=(t+v)+v € V(v

mit vy :=t + v. U]

Durch die soeben bewiesene Behauptung wird also zu jedem Vektor w € IR” eindeutig ein
Vektor vy € V definiert. Dieser Vektor v hat die Eigenschaft, daf} fiir alle Vektoren v € V' gilt

Iw—vI® = ((w=vp)—(v—v0)).(W—vo) = (v —vp)))
' w —vo [|> =2 ((w = vo).(v = vo)) + || v.—vo ||
= |w=vo|?+|v—vo? (weil w — vy € V1 (vg) und v — vg € V)

> || w—vp ||? falls v # vy.

Somit ist vy derjenige Vektor in V', der den kleinsten Abstand zu w hat. Dieser kleinste Abstand
|| w —vo || heiBt der Abstand des Punktes w vom affinen Unterraum V.

Man nennt die Abbildung w — vg auch die Orthogonalprojektion des IR™ auf den affinen
Raum V.



Beispiele: 1) Wir berechnen die Orthogonalprojektion v eines Vektors w € IR" auf eine
implizit gegebene Hyperebene
H: (nx)=c

des IR™. Das orthogonale Komplement H' wird von n aufgespannt. Deswegen ist vo = w + tn,
wo der Koeffizient ¢t € IR durch

vo€e H dh (nw+in)=c

bestimmt ist. Es folgt

¢ — (w.n)
t=
(Rl
und
Lo (w.n)
Vo=W+ —————= -
I [

Der Abstand des Vektors w von der Hyperebene H ist

|c = (w.n)|
| vo—w ||=
[Rayl

2) Die Orthogonalprojektion vy eines Vektors w auf eine explizit gegebene Gerade
L: {Avi+(1—-X)vy, € R}
kann man wie folgt ausrechnen: Es ist vp = Avy + (1 — Avy) mit
(W—vp.vi—ve) = 0
(
(

= )\(vl.vl - V2) + (V2.V1 - V2) - )\(VQ.Vl — V2)

(Wovy —vy) = (vg.vi— Va)

Avi + (1 = A)va.vy — vo)

= (VQ.Vl — VQ) + )\(Vl — V9.V — VQ)

(W—vovi —vy) = A||vi—vo]?
N = (W — va.vi — V)
| vi—wva |2
Daraus folgt
1—)\ = || Vi — V2 ||2 _(W_VZ'VI_VZ)

| vi—va|?
(vi — w.vy — V)

[ vi—va |
(W—vi.vy — V)

| vo — vy |2

(Dies hatte man auch durch Vertauschen von v; und va gesehen.)



Die Orthogonalprojektion ist also

(W — va.vy — V) (W —vi.vy — Vo)
-vl

Vo = *Vo.

| vo — vy ||? | vi—va |2

Speziell fiir eine Gerade durch den Nullpunkt mit Richtungsvektor v wird daraus, indem wir
vi =0, vo = v setzen
(Ww—v)

VTV

V.

Ist v € V die Orthogonalprojektion von w € IR™ in den affinen Unterraum V C IR", so
gehort mit w — vo auch der entgegengesetzte Vektor —(w — vg) zu V4 (vp). Der Vektor

vp— (W—vy) =2v)—w

hat von V' denselben Abstand || w — v || wie w. Nur liegt er auf dem Projektionsstrahl von w
nach vy ,auf der anderen Seite* von V. Dieser Punkt heif}t der an V gespiegelte Punkt w und
die lineare Abbildung IR? — IR?

W 2vg— W

heifit die Spiegelung an dem affinen Unterraum V.

Beispiel. Die Spiegelung an der Hyperebene H : {x : (n.x) = 0} C w
IR™ ist die Abbildung
w s w2 ™n) \
| o

2vp — w

Aufgabe 1.4: Bestimmen Sie den Abstand eines Punktes w = (w1, ws) € IR? von der
Geraden a1z1 + aszo = 0.

Aufgabe 1.5: Im IR? seien zwei Geraden gegeben
L: (a1.x)—c1 =(a2.x) —c2 =0, M: (b;.x)—d; = (b2.x) —dy =0.
Bestimmen Sie deren euklidischen Abstand.
Aufgabe 1.6: Bestimmen Sie eine Orthonormal-Basis der Ebene {21 + x5 + 3 = 0} im IR.

Aufgabe 1.7: Bestimmen Sie die Orthogonal-Projektion v des Vektors w = (1,1,1,1) in
den affinen Unterraum

Vizgi—x9o4+z3+a4=—-2, 21 4+29—23+724=206

des IR%.
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Aufgabe 1.8: Es seien Lj = {ta: t € R} und Ly = {tb : ¢t € IR} zwei Geraden in der
Ebene IR? und S;, bzw. Sy die Spiegelungen an diesen Geraden. Zeigen Sie:

5159 = 5251 <  entweder Ly = Lo oder (a.b) = 0.

Aufgabe 1.9: Im IR? seien drei Punkte a, b, ¢ gegeben. Bestimmen Sie p € IR? so, da8 die
Summe der Abstandsquadrate

s=[lp-al’+p-b|*+lp-c]|’

minimal wird. Zeigen Sie, dafy die Mengen {s = const} Kreise mit Mittelpunkt p sind.

1.3 Die Bewegungsgruppe
Eine lineare Abbildung U : IR" — IR" heifit orthogonal, wenn sie das Skalarprodukt erhélt:

Ux).U(y)) = (x.y).

Da sich Langen und Winkel durch das Skalarprodukt ausdriicken lassen, ist eine orthogonale
Abbildung U damit auch ldngentreu und winkeltreu. Es gelten sogar die Aquivalenzen:

Fiir eine (nicht notwendig lineare) Abbildung U : IR" — IR™ mit U(0) = 0 sind dquivalent:

a) U ist orthogonal;

b) U ist linear und langentreu;

¢) U erhdlt die Abstinde zwischen zwei Vektoren.

Beweis. Daf§ b) aus a) folgt, haben wir schon angemerkt.

,b) = ¢)“: Fiir je zwei Vektoren x,y € IR" ist

U -Uy I = [Ux=-y) (Linearitét)
= |[|x—y| (Langentreue).

,C) = a)“: Fiir alle x € R" gilt

1) [ = [1U&)-U(0) | (weil U(0) = 0)
= ||x—0] (abstandserhaltend)
=1,

also ist U lingentreu. Fiir je zwei Vektoren x,y € IR” ist

—2(U(x).U(y) = U -UE) IP=I1U&) 7= 11U) I (Polarisationsformel)
= |lx=y[P=IxIP=yl? (abstandserhaltend und langentreu)
= —2(xy) (Polarisationsformel).
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Deswegen erhilt U auch das Skalarprodukt. Ist x1, ...,x, € IR" ein ONS, so ist auch U (x1), ..., U(xp)
wieder ein ONS, und deswegen gilt fiir alle x = > ¢, x, € R"

n n n
U(x) = Z(U(X).U(XU))U(XV) = Z(X.XV)U(XV) = Z e, U(xy).
v=1 v=1 v=1
Daraus folgt, da8 U linear und somit orthogonal ist. L]

Alle orthogonalen Transfomationen U : IR” — IR" bilden beziiglich Hintereinanderschaltung
eine Gruppe. Man nennt sie die orthogonale Gruppe und bezeichnet sie mit O(n).

Anders als in der linearen Algebra spielen in der Geometrie auch Translationen eine wichtige
Rolle. Eine Translation ist eine Abbildung 7' : IR" — IR", zu der es einen Vektor t € IR"
(, Translationsvektor“) gibt mit

T(zr)=t+x.

Eine Translation T' # id 148t den Nullpunkt nicht fest, denn 7'(0) = t.

Auch die Translationen bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderschaltung, die Trans-
lationsgruppe. Wenn wir wollen, kénnen wir sie mit T(n) bezeichnen. Sie ist allerdings nicht
besonders aufregend, denn sie ist als Gruppe isomorph zum Vektorraum IR".

Definition: Eine Bewegunyg ist eine (lineare oder moglicherweise auch nichtlineare) Abbildung
F :IR"” — IR™, die Abstinde erhilt:

I Fx) = F(y) =l x=-y |-

Beispiele: a) Jede orthogonale Transformation und jede Translation ist eine Bewegung.

b) Die Hintereinanderschaltung F; o F zweier Bewegungen F; und F ist offensichtlich eine
Bewegung.

c) Jede Bewegung F', die den Nullpunkt festldfit, ist nach der obigen Aquivalenz ,c = a“
orthogonal.

Eine Bewegung F' braucht den Nullpunkt nicht fest zu lassen. Aber sei etwa t := F'(0) und
T die Translation x — t 4+ x. Thr Inverses ist 77! : x = —t + x. Dann ist U := T~ ! o F eine
Bewegung mit
U(0) =—-t+ F(0) =0,

also eine orthogonale Transformation. Somit schreibt sich F' = T o U als Produkt aus einer or-
thogonalen Transformation und einer Translation: Zu jeder Bewegung F' gibt es eine orthogonale
Transformation U und eine Translation T mit F =T o U.

Satz (Bewegungen): a) Jede Bewegung ist eine bijektive Abbildung F : R" — IR".

b) Die Umkehrabbildung zu einer Bewegung ist wieder eine Bewegung. Alle Bewegungen
bilden beziiglich Hintereinanderschaltung eine Gruppe.

Beweis. a) Sei F' = T o U eine Bewegung. Weil die orthogonale Transformation U und die
Translation T' bijektiv sind, ist auch ihre Hintereinanderschaltung F' bijektiv.
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b) Nach a) existiert 7! : IR" — IR". Weil F eine Bewegung ist, gilt fiir alle x,y € IR"

Ix =y =l F(F(x) = F(E~' () =1 F~' (%) = F7 (y) |l

also ist auch F~' eine Bewegung. Ahnlich zeigt man, daB F» o F; den Abstand zweier Vektoren
erhilt, wenn F und F, Bewegungen sind.

In der Schule behandelt man den zweidimensionalen Spezialfall der Bewegungsgruppe: Drei-
ecke in der Ebene, oder allgemeiner Polygone, heiflen kongruent, wenn man sie durch eine Be-
wegung der Ebene ineinander iiberfithren kann. Eine grofie Rolle spielt dort auch die Gruppe
der Ahnlichkeiten. Eine Ahnlichkeitstransformation A setzt sich zusammen aus einer Bewegung
F =T oU und einer Streckung (oder Homothetie)

S:x—=A-x, 0ZXERR.

Auch die Ahnlichkeiten bilden eine Gruppe, sie enthilt die Bewegungsgruppe als Untergruppe.

Die Bewegungsgruppe enthélt wiederum eine Untergruppe, die auch eine wichtige Rolle
spielt: die Gruppe der eigentlichen Bewegungen. Dabei ist eine eigentliche Bewegung der Ebene
eine Bewegung, bei der man die Zeichenebene nicht umklappen mufl. Allgemeiner ist eine Bewe-
gung T o U mit U € O(n) eine eigentliche Bewegunyg, falls die Determinante det(U) = 1 positiv
ist. Fiir die Gruppe der orthogonalen Transformationen mit positiver Determinante benutzt man
auch die Abkiirzung

SO(n) :={U € O(n) : det(U) = 1}.

Diese Gruppe heifit spezielle orthogonale Gruppe.

SO(n) C eigentliche Bewegungen C orientierungserhaltende Ahnlichkeiten

N N N
O(n) C Bewegungsgruppe C Ahnlichkeitsgruppe

Jede Bewegung F' l483t alle Gleichungen zwischen Vektoren unveréndert, die aus den folgenden
zwei Bausteinen bestehen:

e Affinkombinationen: Wenn

dann ist N o
F(Z cay) = Z e F(ay).
v=1 v=1

Dies ist klar fiir lineare Abbildungen F'. Ist aber F' die Translation x — t + x, dann ist

n n
F(Z cay) =t+ Z cay,
v=1 v=1

n n

n n n
Z c,F(a,) = Z c(t+a,) = (Z cy)t + Z c,a, =t -+ Z c,ay,.
v=1 v=1 v=1

v=1 v=1



e Skalarprodukte von Differenzen von Vektoren: Wenn F' eine orthogonale Transformation
ist, dann ist

(F(a) — F(b).F(c) — F(d)) = (F(a—b).F(c—d)) =(a—b.c—d).
Und fiir eine Translation F' ist natiirlich

F(a)— F(b)=a—b.

Die folgenden geometrischen ,, Konstruktionen“ in der Ebene IR? sind invariant gegeniiber der
Bewegungsgruppe der Ebene, und gehoren - nach Felix Kleins Prinzip - deshalb zur euklidischen
Geometrie:

Konstruktion von zu gegebenen

Verbindungsgerade | zwei verschiedenen Punkten

Schnittpunkt zwel verschiedenen, nicht parallelen Geraden
Lot Punkt und Gerade

Mittelpunkt zwei verschiedenen Punkten

Winkelhalbierenden | zwei verschiedenen, nicht parallelen Geraden

Das bedeutet, dal zu gegebenen Objekten (z.B. zu zwei verschiedenen Punkten) ein eindeutig
bestimmtes Objekt in der Ebene (z.B. die Verbindungsgerade) existiert, und dafl die Beziehung
zwischen Ausgangsobjekten und konstruiertem Objekt sich unter einer Bewegung nicht dndert.

Bei den ersten vier, oben angegebenen Konstruktionen ist dies klar. So erhéilt man z.B. das
Lot von einem Punkt x € IR? auf eine Gerade L C IR? als orthogonales Komplement L*(y), wo
y € L das Bild von x unter der Orthogonalprojektion auf L ist.

Nur bei der Winkelhalbierenden ist dies nicht so ganz klar, vor allem deswegen, weil wir
den Winkel zwischen zwei Geraden nur auf dem Umweg iiber die transzendente cos—Funktion
definieren k6nnen.

Wir wollen die Winkelhalbierende aber auch nicht iiber den halben Winkel definieren, sondern
wie folgt: Seien L, M C TPy zwei Geraden mit Schnittpunkt t. Seien a, b Vektoren gleicher Linge
(z.B. Einheitsvektoren), derart, da§ die Punkte t +a und t + b die beiden Geraden aufspannen:

t+ael, t+beM.

Der Mittelpunkt der Strecke zwischen t + a und t + b ist dann t + (a + b)/2. Und die Verbin-
dungsgerade von t mit diesem Mittelpunkt soll die Winkelhalbierende sein. Dies ist natiirlich
die Gerade t + IR - (a + b).

Damit ergeben sich aber sofort zwei Probleme:

a) Existenz: Die Verbindungsgerade existiert nur, wenn t nicht mit dem Mittelpunkt t +
(a + b)/2 zusammenfillt. Die Konstruktion geht also genau dann schief, wenn b = —a ist.
Dann fallen aber die beiden Geraden L und M zusammen. Wir kénnen sagen, dafl dann die
Winkelhalbierende nicht existieren soll. Wir kénnen aber auch den konstruktiveren Standpunkt
einnehmen, daB sie dann das orthogonale Komplement L' (t) sein soll.
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b) Eindeutigkeit: Der Vektor —b spannt dieselbe Gerade M durch t auf wie b. Benutzen wir
diesen Vektor, so wird die Winkelhalbierende die Verbindungsgerade von t mit t + (a — b)/2.
Wegen

1 1 1 9 2\ _
(3@+b)5@-1) = (lal? ~(@b) + (ba)- | b [?) =0
stehen die beiden méglichen Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht. Wieder kénnen wir zwei
Standpunkte einnehmen. Entweder sagen wir: So ist es halt im Leben, zu zwei sich schneidenden
Geraden gibt es immer zwei Winkelhalbierende. Oder wir sagen, etwas konstruktiver, die Win-
kelhalbierende ist eben nicht durch die beiden Geraden allein bestimmt, sondern auch durch die
Auswahl der aufspannenden Vektoren, die einen Winkelraum zwischen den Geraden festlegen.

a—b
M —b A a

oY
_|_
o

Behauptung: Die Vereinigung beider Winkelhalbierenden t+ R -(a+b) und t + R - (a —b)
ist der ,geometrische Ort* aller Punkte w € IR?, die von den beiden Geraden L und M gleichen
Abstand haben.

Beweis. Da die Aussage unter Bewegungen invariant ist, nehmen wir der Einfachheit halber
t = 0 an. Der Abstand von w zu L ist der Abstand zur Orthogonalprojektion

(w.a)
W, =_——=a
la?”
also (Pythagoras)
2
w.a
Iw—wr =l w[I” = | wr, [*=] w |® _(|| a ||)2

und dhnlich fiir M. Der Vektor w hat denselben Abstand zu L und M, falls
(w.a)? = (w.b)?, (w.a) = +(w.b), (w.(a+ b)) =0.

Dies heifit, w liegt im orthogonalen Komplement der beiden Geraden, die durch die beiden
Vektoren a + b aufgespannt werden. Dies sind aber gerade die beiden Winkelhalbierenden. Und
diese stehen aufeinander senkrecht. L]

Aufgabe 1.10: Zeigen Sie:
a) Die Translationen bilden einen Normalteiler in der Gruppe aller Bewegungen.
b) Die eigentlichen Bewegungen bilden einen Normalteiler in der Gruppe aller Bewegungen.

Aufgabe 1.11: Bestimmen sie alle Bewegungen F : IR? — IR? mit F o F = idp2.
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Aufgabe 1.12: Es sei a € IR? fest. Zeigen Sie: Die Menge aller Bewegungen F : R? — IR?
mit F'(a) = a ist eine zu O(2) isomorphe Gruppe.

Aufgabe 1.13: Zeigen Sie:

a) Jede eigentliche Bewegung F : IR? — IR? ist entweder eine Translation oder eine Rotation
um ein Zentrum a € IR2.

b) Jede uneigentliche Bewegung F : IR? — IR? ist entweder eine Spiegelung an einer Geraden
oder eine Gleitspiegelung (= Spiegelung an einer Geraden gefolgt von Translation in Richtung
der Spiegelungsgeraden).

1.4 Volumen, Orientierung, Fliche

Zwei Punkte z,y € IR haben den Abstand |y — z|. Dies ist die Linge |[z,y]| des Intervalls
[T,y ={reR: z <r <y},

allerdings nur, wenn x < y ist. Sonst mufl man nimlich das Intervall anders schreiben:
yoal = {reR:y <r<a}

Die Darstellung
{r=0-t)-z+t-y: 0<t <1}

ist dagegen unabhingig davon, ob z < y oder y < z ist. Genauso unabhingig davon ist der
Abstand |y — z|.

Die Differenz (ohne Absolutstriche) y — = hat ein Vorzeichen. Dieses Vorzeichen mifit, in
welcher Richtung der Punkt

T:$+t'(y_$):(1_t)'$+t'y7 tE[O,l]

dieses Intervall durchlauft. Ist y —z > 0, so lduft der Punkt r von links nach rechts, andernfalls
von rechts nach links. Man nennt diese Durchlaufrichtung eine Orientierung des Intervalls und
die Zahl y — x die orientierte Linge des Intervalls.

Der orientierte Abstand bestimmt die Koeffizienten A, js einer Affinkombination

x=Mda+ubelR" I+pu=1,
im folgenden Sinn: Es ist
x—a=(A—-1)a+(1—A)b=pu(b-—a),

x—b=Xa+(u—1)b=XAa—b).
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Daraus folgt

[x—b| [x—al
AN =T #=

la—b|’ ~la-bJ’
Das Vorzeichen von X ergibt sich daraus, ob die Strecken xb und ab gleichgerichtet sind oder
nicht.

In der Analysis—Vorlesung verallgemeinert man die Lénge eines eindimensionalen Intervalls
[a,b] C IR auf das n—dimensionale Maf} (Volumen) einer Menge im IR". Der Ausgangspunkst ist
dabei, daf} ein Quader

Q= {XEIRn ta; <o < byyeyan <1 Sbn}
im IR™ das n—dimensionale Volumen

Q= (b1 —a1) - ... - (by — an)

hat, bzw. haben soll. Andere Mengen als Quader sch6pft man irgendwie durch Quader aus, iiber
deren Volumina man dann summiert. Falls diese Mengen krumme, oder auch nur schiefe, Rander
haben, geht das nicht anders als mit einem Grenzprozef.

Der erste Mathematiker, der Volumina durch Grenzprozesse ausrechnete, war wohl Archi-
medes. Er tat dies, obwohl Grenzprozesse dem Wesen der griechischen Mathematik total fremd
waren, und erst eineinhalb Jahrtausende spéter langsam hoffihig wurden, nachdem geniigend
Engel auf einer Nadelspitze getanzt hatten. Jedenfalls rechnete Archimedes die Fliche eines Krei-
ses, und das Volumen einer Kugel mit einer Prézision aus, die allen praktischen Anforderungen
geniigte. Natiirlich ist das euklidische Geometrie, uns fithrt dies aber zu weit. Wir wollen das
Volumen krummliniger Figuren nicht behandeln. Aber das Volumen eines Parallelotops wiirden
wir schon gerne berechnen.

Ein Parallelotop im IR"™ wird von n Vektoren ay,...,a, € IR" aufgespannt, es ist die Menge
P(al, an) = {X =Mx1+ ...+ X, 0< A, < 1}

Wegen der schiefen Rénder ist es schwierig, das Volumen durch ein mehrfaches Integral auszu-
rechnen. Es gibt noch zwei andere Methoden:

a) Das Cavalierische Prinzip (siehe z.B. Koecher): Man macht Induktion iiber die Dimen-
sion n. Mit dem Cavalierischen Prinzip zeigt man, dal das n—dimensionale Volumen
|P(ai,...,an)| das Produkt aus dem (n — 1)-dimensionalen Volumen |P(ay, ..., a,_1)| mit
dem Abstand des Punktes a,, von der Hyperebene ist, die von den n—1 Vektoren ay, ..., a,_1
aufgespannt wird.

b) Man zeigt, daf das Volumen dieselben Eigenschaften wie der Absolutbetrag |det(ay, ..., a,)]
der Determinante aus den Spaltenvektoren ay, ..., a, hat.

Das Resultat ist immer das gleiche:

|P(ay, ...,a,)| = |det(ay, ..., a,)]|.
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Beispiel: Das Parallelogramm im IR?, das von zwei Vektoren a und b aufgespannt wird, hat
nach der Determinantenformel die Fliche

|det(a, b)| = |a1b2 — a2b1|.

Wenn man die Produktformel Grundseite x Hohe benutzt, erhilt man

Grundseite = | a ||
Hohe = Abstand von b zur Geraden IR - a
(b.a)
| b— laZ? a || (1.2)

(b.a)?
- Jubu?——g (12) X

a
= ||b||\/
||b||2|| 12
Fliche = [la]|- |b||\/ “ “b“)

Beide Ergebnisse stimmen iiberein, dazu quadrieren wir:

(a.b)?
lal? [Ib]?- <1 “TalE b2 T lal®-b|*—(ab)?

(af +a3) - (b7 +b3) — (a1by + asb)?
a%b2 + a2b2 — 2a1a2b1by

= (albg—agbl) .

Natiirlich miissen wir checken, dafl das Volumen des Parallelotops ein Begriff der euklidi-
schen Geometrie, d.h., unter Bewegungen invariant ist. Bei einer Translation ist das klar: Auch
wenn der Anfangspunkt des Parallelotops nach einer Translation nicht mehr der Nullvektor
ist, sondern irgend ein Verschiebungsvektor t € IR", bleiben die aufspannenden Vektoren doch
die gleichen. Bei einer orthogonalen Transformation folgt das einfach aus dem Determinanten—
Multipliktionssatz:

U(P(ay,...,a,)) = PU(ay),...,U(ay))

| = ldet(U (), .. Uan)|
|det(U - (ay,...,an))|
|det(U)| - |det(ay, ..., a,)]
= |+1|-|P(ai,...,a,)]|-

Jetzt wird es allerdings Zeit, sich einige Gedanken iiber die Absolutstriche am Volumen
zu machen, genauer iiber die Rolle des Vorzeichens, das aus der Volumenformel det(ay, ..., a,)
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kommt, wenn man diese Absolutstriche weglafit. Wenn wir am Parallelogramm, das von den
Vektoren a und b aufgespannt wird, die Reihenfolge der Vektoren vertauschen, dndert sich das
Vorzeichen der Determinante:

det(a,b) >0 det(b,a) <0
a
a
positiv orientiert negativ orientiert

Man interpretiert dies so, da§ die Determinante (ohne Absolutstriche) ein orientiertes Vo-
lumen ist. Was das allerdings sein soll, ist schwer zu erkliren. Im Eindimensionalen, bei einer
Strecke, ist es die Durchlaufrichtung. Beim Parallelogramm ist es die Durchlaufrichtung des
Randes. Die Orientierung eines n—dimensionalen Volumens ist die Orientierung seines Randes,
der die Dimension n — 1 hat. So kann man den Begriff der Orientierung in der Dimension n auf
diesen Begriff in Dimension n — 1 zuriickfiihren.

Obwohl wir hier etwas im Unklaren lassen, was eine Orientierung wirklich ist, ist wohl trotz-
dem folgendes klar: Eine Translation T" &indert das Vorzeichen der Determinante nicht, weil die
aufspannenden Vektoren dieselben bleiben. Eine orthogonale Transformation U &ndert das Vor-
zeichen, oder auch nicht, je nachdem ob det(U) < 0 oder > 0 ist (Determinanten-Multiplikations-
Formel). Wir sehen: Transformationen U € SO(n) erhalten die Orientierung, Transformationen
U € O(n), die nicht zur SO(n) gehoren, tun dies nicht!

Nach diesem Exkurs, der hoffentlich zur Orientierung beigetragen hat, miissen wir noch
einmal auf die Flichenformel fiir das Parallelogramm zuriickkommen. Wir schreiben sie

2
Pab) =lla]l | b] .w (e

Wenn wir an die Definition von cos/(a, b) denken, erkennen wir unter der Wurzel den Ausdruck

1 — cos?’/(a,b).
Jeder weifl:
1 — cos?(a) = sin(a),

nur, wie ist es mit dem Vorzeichen? Es stimmt! Wenn die Determinante det(a,b) positiv ist,
dann ist der Winkel o = /(ab) mathematisch positiv orientiert. Wir kénnen die Flichenformel
fiir das Parallelogramm also schreiben:

F =det(a,b) =|[a| - || b || -sin’(a,b).
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Diese Formel konnen wir auch auffassen als eine Definition von sin/(a,b): Bis auf das Vor-
zeichen wird sin(a) festgelegt durch

sin?(a) = 1 — cos*(a).
Oben haben wir ausgerechnet
det(a,b)” =[|a ||* - | b ||* (1 — cos”L(a, b)).

Und das Vorzeichen von sin/(a,b) wird festgelegt durch das Vorzeichen der Determinante
det(a, b).

Zu bemerken ist, dafl diese Methode, den Sinus zu definieren, nur in der Ebene funktioniert.
Die Ebene IR? hat eine natiirliche Orientierung (die mathematisch positive). Diese vererbt sich
auf Winkel zwischen zwei Vektoren in der Ebene. Die Ebene, welche zwei Vektoren a,b €
IR",n > 3, aufspannen hat keine solche natiirliche Orientierung. Das duflert sich auch darin,
daf} det(a,b) fiir Vektoren im IR",n > 3, nicht sinnvoll zu definieren ist, jedenfalls nicht mit
Vorzeichen.

Orientierte Winkel kann man addieren. Und dann kann man den Satz beweisen:
Satz (Winkelsumme im Dreieck): Die drei Winkel in einem Dreieck addieren sich zu
7 = 180°.

Beweis. Ein gestreckter Winkel ist
ein Winkel w zwischen einem Vektor
a und dem Vektor —a. Deswegen ist

cos(w) = —1, sin(w) = 0.

Daraus folgt w = 7 fiir den gestreck-
ten Winkel.

Winkel zwischen parallelen, gleich-
gerichteten Vektoren sind gleich.
Wendet man dies auf die nebenste-
hende Figur an, so folgt die Behaup-
tung. L]

Ein Parallelogramm setzt sich zusammen aus zwei kongruen-
ten Dreiecken mit den Seitenlingen a =|| a || und b =|| b ||.
Dies fithrt auf die Formel fiir die Fliche des Dreiecks

1

F:§-a-b-sin(a),

wie sie aus der Schule bekannt ist.
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Natiirlich ist eine Fliche in der Schule immer positiv, nicht orientiert. Vom Vorzeichen des
Sinus in dieser Formel sieht man meist ab.

Wir haben bisher stillschweigend eine Ecke des Dreiecks, oder des Parallelogramms in den
Nullpunkt gelegt. Dadurch ist beim Dreieck eine Ecke ausgezeichnet. Man braucht das nicht zu
tun. Es gibt fiir die orientierte Fliche eines Dreiecks a, b, ¢ im IR? die folgende, in Bezug auf die

Ecken symmetrische Formel
1 1 1 1
F = §d6t ( a b c )

in Form einer 3 x 3-Determinante. Zieht man eine Spalte der Determinante, etwa die erste, von
den anderen ab, so berechnet man sie zu

1 0 0
det( a b_a c_a>—det(b—a,c—a\).

Das ist die alte Formel, wenn man a als Nullpunkt nimmt.
Fiir drei Vektoren x,X2,x3 im IR? mochte ich jetzt abkiirzen

[X17X27X3] = det ( ! ! ! ) )

X1 X2 X3

das ist also die doppelte Fliache des Dreiecks, dessen Ecken diese drei Vektoren sind. Ich mochte
namlich damit die Koeffizienten einer Affinkombination

X = ZT1X1 + T2X2 + T3X3, T1 + T2 + 13 =1,

T3

interpretieren. Dazu bedarf es nur der Rechnung

[x,x9,x3] = det L b1
T1X1 + ToXo + X3X3 X2 X3

_ det( 1 1)
Ir1X1 X9 X3

= I1- [X17X27X3]-
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Wir sehen
[X7X27X3] _ FA(X,X2,X3)

[Xla X9, X3] FA(Xl,Xz,Xez)

Ir1 =

ist die Fliache des von x, x2, x3 aufgespannten Dreiecks ausgeteilt durch die Fliache des Dreiecks
mit den Ecken x1,x2,x3. Und das gilt sogar mit Vorzeichen!

Ich mochte hier noch eine andere elementare Formel fiir die Dreiecksfliche angeben, weil sie
sich sehr leicht auf die Formel

4-FX =[la|?- | b sin’/(a,b)

zuriickfiithren 148t. Es ist also eine Formel fiir das Quadrat der Dreiecksfliche, d.h. fiir die nichi-
orientierte Fliche.

Dazu geben wir uns eine Dreieck in der Ebene durch seine drei Ecken a, b, ¢ vor und fithren
die folgenden Konventionen ein:

e Die Lénge einer Dreiecksseite bezeichnen wir mit dem Kleinbuchstaben, der zur gegeniiber-
liegenden Ecke gehort, also

a=[b-cl,b=[lc-al, a=[la=b].
e Die Winkel an den Dreiecksecken bezeichnen wir wie iiblich mit den griechischen Klein-
buchstaben, also sind die Winkel «, 3,7 der Reihe nach die Winkel bei a, b, c.
e Den halben Dreiecksumfang bezeichnen wir wie iiblich mit s, also

a+b+ec
—

Satz (Heronische Formel): Das Quadrat der Dreiecksfliche ist

F? =s(s—a)(s—b)(s—c).

Beweis. Wir wissen
o L o 9 .9 L 5 1o 2
FA:Z-a - b* - sin T=70 b7 (1 — cos“).
Nun gilt der sogenannte Cosinus-Satz
=|la-b|?=| (a—c)—(b—c) |?>= b+ a® — 2ab - cos(v),

oder 1
a-b-cosy= §(a2 +b? — ).
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Damit wird

a’ b (1 —cos’y) = a2-b2—i(a2+b2—02)2
1
= Z(élaQb2 —(a® + 0> — *)?)
1
= Z(2a2b2 +20%c + 2¢%a? — at — b — ¢t
1
= Z(—a2+ (b4 c)?)(a® - (b—c)?)
1
= Z(a—i—b—i—c)(—a—i—b—kc)(a—b+c)(a+b—c)
= 4-s5-(s—a)-(s—0b)-(s—c). [
Aufgabe 1.14: Fiir zwei Vektoren a,b € IR? werde definiert: [a,b] := aiby — asb;. Zeigen

[a,b,c] = [a,b] + [b,c] + [c,a].

Aufgabe 1.15: Die drei Punkte a, b, ¢ € IR? seien nicht kollinear, und die Punkte a’, b’c’ €
IR? seien gegeben als Affinkombinationen

a = Aa+ uib 4+ vic,
b = Aoa + usb + s,
¢ = Asa + usb 4+ v3c

mit \; + pu; +v; = 1 fiir ¢ = 1,2, 3. Zeigen Sie

A v
F ! B! 1 H 1
FA(a,b,c) A3 ps U3

Aufgabe 1.16: Zeigen Sie: Ein Dreieck wird durch jede Seitenhalbierende in zwei Teildrei-
ecke gleicher Fliche zerlegt.

Aufgabe 1.17: Zeigen Sie: Die Fliiche eines Polygons im IR? mit den Ecken aj, as, ..., a, ist

1
5 llar, @] + [az, a3] + ... + [an—1, an] + [an, 1]

Aufgabe 1.18: Zeigen Sie: Fiir die Fliche F' des Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ gilt

0 1 1 1
11 0 ¢ b2

2—__
= 411 &2 0 a?
1 2 a2 0
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1.5 Dreiecksgeometrie

Ein Dreieck in der Ebene IR? wird durch drei Punkte (,Ecken“) gegeben. Ublicherweise bezeich-
net man diese Punkte mit A, B und C, also nicht mit Kleinbuchstaben, so wie wir Vektoren
hier bezeichnen. Ich méchte aber unsere Bezeichnung beibehalten und die Ecken eines Dreiecks
meist a, b, ¢ nennen. Wir wollen stets annehmen, dafl ein Dreieck nicht entartet ist, d.h., daf} die
drei Ecken nicht auf einer Geraden liegen (nicht ,kollinear“ sind). Die Strecken zwischen diesen
Ecken, die Dreiecksseiten, bezeichnet man traditionell mit

Das ist alles klar. Was das Dreieck selbst ist, dariiber kénnte man verschiedener Meinung
sein: Man kann darunter die Menge der drei Punkte a,b,c selbst verstehen, oder die Menge
aller affinen Konvexkombinationen

{x=M+uB+vC: AN+pu+v=1, \pu,v >0}

Wenn ich dies meine, nenne ich es meistens das , Innere* des Dreiecks.

Man kann damit auch die Vereinigung der drei Geraden meinen, welche von den drei ver-
schiedenen Paaren von Ecken aufgespannt wird. Ich glaube, daf es das ist, was ich unter einem
Dreieck verstehe.

Euklidische Dreiecksgeometrie ist die Beschreibung aller Eigenschaften eines Dreiecks, die
sich bei Bewegungen nicht &ndern. Das sind allerdings weniger Eigenschaften der drei Ecken und
der drei Seiten, aus denen das Dreieck selbst besteht, sondern es handelt sich darum, sogenannte
y,merkwiirdige“ Punkte und Linien eines Dreiecks abc zu konstruieren. Das sind Punkte p oder
Geraden, bzw. Strecken [, die unter Bewegungen invariant sind. D.h., fiir jede Bewegung F' der
Ebene ist F(p), bzw F(I) der entsprechende Punkt, bzw. die entsprechende Gerade oder Linie
des Dreiecks F'(a)F(b)F'(c).

In der Schule lernt man die einfachsten dieser merkwiirdigen Linien kennen. Es sind die
Tripel der

e Seitenhalbierenden: Verbindungsgeraden einer Dreiecksecke mit dem Mittelpunkt der ge-
geniiber liegenden Seite.

e Winkelhalbierenden: Halbierende des Winkelraums zwischen zwei Dreiecksseiten, der durch
das Dreieck festgelegt ist.

e Mittelsenkrechten: Lote auf die Dreiecksseiten in deren Mittelpunkten.
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e Hohen: Lote auf die Dreiecksseiten aus den gegeniiberliegenden Ecken.

In der Schule lernt man auch, daf} sich diese Tripel von merkwiirdigen Linien des Dreiecks
in jeweils einem (merkwiirdigen) Punkt schneiden. Wir wollen dies mit den Mitteln der Vektor-
rechnung beweisen.

Seitenhalbierende: Die Seitenhalbierende durch die Ecke a ist
die Gerade, aufgespannt von a und dem Mittelpunkt %b-l—%c
der Seite a. Auf ihr liegen die Punkte

1—A 1-A

Aa + 5 b+ 5 c, AeR.
Fiir A = 1/3 ist dies insbesondere der Punkt L5
1 1 1
== b+ -c.
s 3a-l— 3 + 3c

Dieser Punkt ist eine Affinkombination der Dreiecks-Ecken, dessen Koeffizienten symmetrisch
in Bezug auf Vertauschung der Ecken sind. Also liegt er auch auf der Seitenhalbierenden durch
die Ecken b und c.

Der Punkt s heifit Schwerpunkt des Dreiecks, weil man in der Analysis oder in der Mechanik
zeigt, dafl er der Schwerpunkt ist. Dazu mufl man sich das Dreieck (-sinnere) aus diinnem,
homogenem Blech vorstellen, und den Schwerpunkt seiner Masse ausrechnen.

Winkelhalbierende: Die beiden Winkelhalbierenden zu den Dreiecksseiten ¢ und a sind zwei
Geraden durch den Punkt b. Auf ihnen liegen die Punkte, welche zu beiden Seiten denselben
Abstand haben. Ebenso haben die Punkte auf den beiden Winkelhalbierenden durch ¢ denselben
Abstand zu den Dreiecksseiten a und b. Ein Schnittpunkt p einer Winkelhalbierenden durch b
und einer Winkelhalbierenden durch ¢ hat dann auch von den Seiten b und ¢ denselben Abstand,
liegt also auf einer Winkelhalbierenden durch a. Nur gibt es leider zwei Winkelhalbierende durch
b und ebenso zwei Winkelhalbierende durch ¢, also insgesamt vier derartige Schnittpunkte. Aber
nur jeweils eine der Winkelhalbierenden liegt in dem Winkelraum, zu dem das Innere des Dreiecks
gehort, und der Schnittpunkt dieser beiden ist der Schnittpunkt w der Winkelhalbierenden im
Dreieck.

Dieser Beweis ging ganz ohne Rechnung. Aber man kann auch einen rechnerischen Beweis
geben, ganz dhnlich wie fiir den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, und bekommt dann auch
eine Formel fiir w:

Die Winkelhalbierende durch die Ecke a ins Innere des Dreiecks hat den Richtungsvektor

1 1

—-(b—a)-l-g-(c—a) ~b-(b—a)+c-(c—a).
c

Auf ihr liegen also alle Punkte

att-[b-(b—a)+c-(c—a)]=(1—-tb+c)-a+tb-b+tc-c, teR.
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Insbesondere fiir .

a+b+ec
findet man den Punkt

[(a+b+c—b—c)-a+b-b+c-c]= (a-a+b-b+c-c).

a+b+c at+b+ec

Dieser Punkt ist symmetrisch in Bezug auf die verwendete Notation. Also liegt er auch auf den
beiden anderen Winkelhalbierenden. Es folgt

1
w=———(a-a+b-b+c-c).
a+b+e

Mittelsenkrechte: Die Mittelsenkrechte auf der Seite a hat
die Gleichung

(x — %(b—l—c).b—c) =0,

anders geschrieben T
(xb-c)=5(b+eb—c)=5(b[" el

Analog erhilt man die Gleichungen der beiden anderen Mittelsenkrechten. Schreibt man
diese drei Gleichungen untereinander

(xb—c) = (bl el
(xe—a) = g(lel’~]al)
(xa-b) = S(lal’~ b,

so sieht man, dafl die Summe aller drei Gleichungen identisch = 0 ist. Daraus folgt: ein Punkt x,

der zwei dieser Gleichungen geniigt, erfiillt auch die dritte. Anders ausgedriickt: der Schnittpunkt

von zwei Mittelsenkrechten liegt auch auf der dritten. L]
Den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten bezeichnen wir mit m.

Hoéhen: Die Gleichung der Hohe durch die Ecke a ist
(x—ab—-c)=0

oder h
(x.b —c) = (a.b) — (a.c).
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Schreibt man die Gleichungen der drei Héhen untereinander

(x.b—c) = (a.b)—(a.c)
(x.c—a) = (b.c)—(b.a)
(x.a—b) = (c.a)— (c.b),

so sieht man wieder, dafl die Summe dieser drei Gleichungen identisch = 0 ist. Und der Beweis
geht weiter, wie bei den Mittelsenkrechten. L]
Den Schnittpunkt der Hohen bezeichnen wir mit h.
Der Beweis liefert wieder keine Formel fiir den Héhenschnittpunkt h selbst. Aber es gibt eine
einfache Formel dafiir, welche die Tangenswerte der Dreieckswinkel beniitzt: Seien etwa ¢, und
¢y die Abschnitte, in welche der Fufipunkt der Hohe h. die Seite ¢ teilt. Dann ist

h h
tang(a) = -, tang(B) = —=
Cq Cp
und .
Ca _ tang(B)
¢y, tang(a)
Deswegen ist der HohenfuBpunkt auf der Seite ¢
1
(tang(a)a + tang(B)b).

he = tang(a) + tang(0)

(Diese Formel gilt auch, wenn das Dreieck nicht spitzwinklig, und einer der Tangens-Werte
negativ ist.) Die Hohe durch c ist dann also die Gerade

t
tang(c) + tang(5)

(tang(a)a + tang(B)b) + (1 —t)-¢, t€R.

Insbesondere fiir den Parameter

_ tang(a) + tang(0)
" tang(a) + tang(B) + tang(y)

ist
tang(y)

L-t= tang(a) + tang(B) + tang(7y)

und der zugehdérige Punkt

1
tang(a) + tang(B) + tang(vy)

- (tang(a)a + tang(B)b + tang(y)c)
liegt auf der Hohe durch c¢. Wieder aus Symmetriegriinden liegt er dann auch auf den Hohen
durch a und b. Es folgt

1
- tang(a) + tang(B) + tang ()

h - (tang(a)a + tang(B)b + tang(y)c).
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Satz von Euler: Fiir die Schnittpunkte der Hohen, Mittelsenkrechten und Seitenhalbieren-
den gilt
h 4+ 2m = 3s.

Bemerkung: Die behauptete Gleichung kénnen wir als Affinkombination

1 2
=_-h+ =
S 3 +3m

schreiben. Sie ist deswegen unter Bewegungen invariant. Sie zeigt insbesondere daf} die drei
Punkte h, m und s auf einer Geraden liegen, der sogenannten FEuler-Geraden.
Beweis des Satzes. Die Abstinde von m zu den drei Ecken sind gleich:

m—af=[m-bf=|m-c]|.
Die Hohe durch ¢ hat die Geradengleichung
(x—c).(b—a)) =0.

Der Punkt
p=3s—-2m=a+b-+c—2m

erfiillt diese Gleichung;:
(a+b+c—2m—c).(b—a))=((a+b—2m).(b—a)) =|| b ||2 —la H2 —2(m.(b —a)) =0,
denn

lm-b[? = [[m-al?
Im > —2(mb)+ | b = [[m|?* —2(m.a)+ | a]?
Ib|>=lal* = 2(m.(b-a).

Also liegt p auf der Hohe durch ¢, und ebenso liegt dieser Punkt auf den anderen Hohen.
Deswegen ist p = h der Héhenschnittpunkt, und wir haben

h=3s—2m

bewiesen. ]

Mit der Eulergleichung kénnen wir schliefilich noch m als Affinkombination der Dreiecksecken
schreiben. Und weil die Formel sonst nicht in eine Zeile pafit, kiirzen wir ab:

te :=tang(a), tp:=tang(B), t.:=tang(y).
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Dann wird also

.s—=-h
2

1
(a+b+c)—

2(tq +tp + tc)

N = DN W

- (tea + tpb + )

1
= ———((tp+te)-a+ (tg+t:;) b+ (ta + tp) - €).
2(ta+tb+tc) ((b c) (a C) (a b) )
Fassen wir unsere Formeln fiir die Schnittpunkte der vier Sorten merkwiirdiger Linien am
Dreieck zusammen:

1
Seitenhalbierende s 3 (a+b+c)
. . 1
Winkelhalbierende w —— -(a-a+b-b+c-c)
a+b+c
Hohen h ! (ta-a+1t,-b+t,-c)
6hen ———— (ty-a . c
ty +tp + 1o a b c
1
Mittelsenkrecht - ((2 te) - to +1tc) b+ (o +tp) - ).
ittelsenkrechte m 2 (tat byt 1) ((ty +te) -a+ (tg + te) + (ta +1p) - ©)

Aufgabe 1.19: Zeigen Sie, daf} fiir ein Dreieck mit den Winkeln «, 3, gilt:

tang(a) + tang(B) + tang(y) = tang(a) - tang(B) - tang(7y).

Aufgabe 1.20 (Satz von Stewart): Auf der Seite ¢ des Dreiecks abc sei ein Punkt x fest
gehalten. Weiter sei

m:=[la—x|, n:=|b-x]|, p:=|lc—x].

Zeigen Sie
c-(p* +mn) =a* - m+b*-n.

Aufgabe 1.21 (Mittendreieck): Es seien
!/ ]‘ !/ !/ ]‘
a' = §(b+c), b':=_-(c+a), c = E(a-l-b)
die Seitenmitten des Dreiecks abc. Zeigen Sie
a) der Schwerpunkt s’ des Dreiecks a’be’ stimmt mit dem Schwerpunkt des Dreiecks abe

iiberein;
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b) der Hohenschnittpunkt h’ des Dreiecks a’b’c’ stimmt mit dem Schnittpunkt m der Mit-
telsenkrechten im Dreieck abc iiberein;
¢) die Eulergeraden der Dreiecke abc und a’b’c’ sind gleich.

Aufgabe 1.22: Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stewart die Linge || a — a’ || der
Seitenhalbierenden durch a als Funktion der Dreiecksseiten a,b und c.

Aufgabe 1.23 (Nagel-Punkt): Fiir das Dreieck abc mit den Seiten a, b, c werde

1
§:= 5-(a+b+c)
gesetzt. Zeigen Sie:
a) Der Punkt
—b _
n, := i b + ¢
a a

halbiert den Dreiecksumfang von a aus gerechnet, d.h.
|n, —b| +c=||n, —c| +b=s.

b) Die Punkte ny, n, seien analog efiniert. Dann treffen sich die drei Geraden an,, bn, und

cn,. im Nagel-Punkt
1
n:=;-((s—a)-a+(s—b)-b+(s—c)-c).

Aufgabe 1.24: Zeigen Sie: Die Winkelhalbierende durch die Ecke a hat die Lange

-G

1.6 Kreisgeometrie

Ein Kreis in der Ebene IR? mit Mittelpunkt m vom Radius r ist der geometrische Ort aller
Punkte x, die von m den Abstand r haben. Seine Gleichung ist || x — m ||= r. Wenn wir diese
Gleichung quadrieren, &ndert sich an ihren reellen Lésungen nichts, aber die héfiliche Wurzel bei
|| x — m || verschwindet. Die Kreisgleichung nimmt dann die bekannte Form an:

| x —m ||2= (z1 — m1)2 + (9 — mg)2 =72

Den Schnitt eines solchen Kreises mit einer Geraden L berechnet man am besten, wenn die
Gerade explizit gegeben ist: L : x = a+ s b. Man erhélt dann die quadratische Gleichung

lats b—m|? = =5 b[?+2s- ((a—m)b)+ | a—m >~ =0.
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Die Diskriminante dieser Gleichung ist Tangente

Sekante
(a=m).b)*—(a~m|* —r?)- | b,
Ist die Diskriminante > 0, so hat die quadratische Gleichung

zwei verschiedene reelle Losungen s 5.
Diese Parameterwerte bestimmen dann zwei Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis. Ist

die Diskriminante negativ, dann hat die quadratische Gleichung keine reelle Lésung, die Gerade
schneidet den Kreis nicht. Es bleibt noch der Fall, wenn die Diskriminante verschwindet, und
die Gerade nur einen Schnittpunkt mit dem Kreis hat. Solche Geraden heiflen Tangenten an den
Kreis.

Wir wollen diese Bedingung auswerten, aber zuvor der Ubersichtlichkeit halber annehmen,
dafl

e der Kreismittelpunkt m = 0 ist,

e der Richtungsvektor b die Linge || b ||= 1 hat. Da b und —b dieselbe Gerade aufspannen,
konnen wir auflerdem 0.B.d.A. annehmen (a.b) < 0.

Die Schnittpunktsgleichung wird dann
s> +2(ab) s+ | a|?—r*=0.

Diese Gleichung ist normiert, ihre beiden Wurzeln s; » haben das Produkt (Satz von Vieta)

si-so =| al® —r2.
Die rechte Seite ist unabhingig vom Richtungsvektor b fiir alle Geraden durch a konstant. Da b
normiert ist, sind s; und so die Entfernungen von a zu den beiden Schnittpunkten der Geraden
mit dem Kreis. Dies ist der

Sekantensatz: Der Punkt a € IR? sei fest gewdhlt. Fiir jede
Gerade L durch a, die den gegebenen Kreis in zwei Punkten
schneidet, ist das Produkt der Entfernungen von a zu diesen
beiden Punkten konstant gleich

la|?—r.

Ist L eine Tangente, so wird dieses Produkt das Quadrat t
des Tangentenabschnitts t: 5152

t=1/lla|2—r2=—(ab).

Fiir jeden Berithrpunkt x = a+¢-b einer Tangente durch a an den Kreis ist das Skalarprodukt

h &

(ax) = (a.(a+t-b)) =[|a | —(ab)? =rZ
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Fiir x ist dies die Gleichung einer Geraden, die senkrecht auf der Verbindungslinie von a mit
dem Kreismittelpunkt steht. Diese Gerade {x € IR? : (a.x) = r2} heiBt die Polare des Punktes

a in Bezug auf den Kreis.
Auf ihr liegen die Beriihrpunkte der Tangenten durch a. Damit

gibt es hochstens zwei Beriihrpunkte, und also hochstens zwei Tan- Polare
genten. Durch einen Punkt a im Innern des Kreises gibt es keine
Tangente. Die beiden Tangenten fallen genau dann zusammen, a
wenn || a [|= r, d.h., wenn der Punkt a auf dem Kreis liegt. Die

Polare ist dann die Tangente in diesem Punkt.

Es gibt noch sehr viel schone Geometrie mit Kreisen, wirklich wunderschéne Sachen. Man
kann ganze Vorlesungen dariiber halten. Ich mochte es hiermit bewenden lassen. Ich wollte nur
ein paar Tatsachen aufzéhlen, die uns bei Behandlung der Kegelschnitte in anderer Form wieder
begegnen werden. Stattdessen wende ich mich den Kreisen am Dreieck zu.

Aufgabe 1.25: a) Ein Viereck abed heifit Sehnen-Viereck, wenn seine Ecken (in dieser
Reihenfolge) auf einem Kreis liegen. Zeigen Sie fiir die Innenwinkel eines Sehnenvierecks

at+y=0B+6=m.

b) Ein Viereck mit den Seiten a, b, ¢ und d heifit Tangentenviereck, wenn seine Seiten (in dieser
Reihenfolge) einen Kreis beriihren. Zeigen Sie fiir ein Tangentenviereck

a+c=b+d.
Aufgabe 1.26: Es sei L C IR? eine Gerade, a € L und b € IR?, b ¢ L. Zeigen Sie: Es gibt
genau einen Kreis durch b, der L in a beriihrt.

Aufgabe 1.27 (Satz von Miquel): Auf den Seiten eines Dreiecks abe seien Punkte a’ €
be, b’ € €@ und ¢’ € ab gewihlt, keiner davon eine Dreiecks-Ecke. Es seien K, der Kreis durch
a,b’, ¢/, weiter K}, der Kreis durch b, ¢’,a’ und K. der Kreis durch ¢,a’,b’. Zeigen Sie: K,, K,
und K, schneiden sich in einem Punkt. (Hinweis: Benutzen Sie die Winkelsumme im Dreieck
und den Satz vom Sehnenviereck.)

Aufgabe 1.28: Tm IR? seien der Kreis K mit der Gleichung
(x -3+ (y-12=25

und der Punkt p = (6,6) gegeben. Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten von p an den
Kreis K und die Gleichung der Polare von p beziiglich K.

Aufgabe 1.29: Zeigen Sie: Zwei Kreise

K : x2+y2+2a1x+2b1y+01=0
Ky :1:2+y2+2a2:1:+2b2y+02:0

beriithren sich genau dann, wenn

4(01 — a% — b%)(CQ — a% — b%) = (01 + Cy — 2a1a2 — 2b1b2)2.
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Aufgabe 1.30: Es seien K und K’ zwei konzentrische Kreise mit den Radien 0 < r < r'.
Berechnen Sie die Linge einer Sehne von K', welche K beriihrt.

Aufgabe 1.31: Im Dreieck abc teilt der Hohenschnittpunkt h jede Héhe zwischen Ecke
und Fuflpunkt in zwei Teile. Zeigen Sie: Das Produkt dieser Hohenabschnitte ist fiir alle drei
Hohen gleich. (Hinweis: Benutzen Sie die Kreise, deren Durchmesser die Dreiecksseiten sind und
verwenden Sie den Sekantensatz.)

Aufgabe 1.32: Mit den Ecken a, b, c eines Dreiecks als Mittelpunkten werden drei Kreise
gezeichnet. Zeigen Sie: Wenn sich diese drei Kreise von aufilen beriihren, dann haben sie die
Radien s —a, s —b und s — c.

1.7 Kreise am Dreieck

Gegeben seien zwei Punkte a # b € IR?. Die Menge aller Punkte x € IR?, die zu a und b den
gleichen Abstand haben, ist die Mittelsenkrechte

{xeR*: (x.(b—a)) = %(H b?—al)}

auf der Strecke ab.
In der Tat, wenn die Abstéinde gleich sind

Ix—al=[x-bl,
dann folgt
Ix-al® = [x=b]|?
Ix|I” —2(xa)+lal* = [x|*—2(xb)+ | b |’
2(x.(b—a)) = [b[?—[al?.

Mit anderen Worten: Alle Kreise, die durch a und b ge-
hen, haben ihre Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten der
Strecke ab. Wenden wir dies auf die drei Seiten eines Drei-
ecks an, und erinnern wir uns daran, daf} sich die drei Mit-
telsenkrechten in einem Punkt m schneiden, so finden wir:
Zu dret, nicht kollinearen Punkten der Ebene gibt es genau

einen Kreis, der durch alle drei Punkte geht. Der Kreismit- v
telpunkt m ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des

Dreiecks. Dieser Kreis durch die drei Ecken eines Dreiecks
hei3t der Umkreis des Dreiecks.

Umkreis
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Satz (Peripherie- und Zentriwinkel): Alle Peripheriewinkel iber einer festen Kreissehne
sind gleich, und zwar sind sie halb so groff wie der zugehiorige Zentriwinkel (in Richtung auf den
Mittelpunkt des Kreises, sonst komplementdir dazu).

Beweis: Wegen der gleichseitigen Dreiecke ist in ne-
benstehender Figur

az = B, Bo=mm1, 72 = .

Wegen der Winkelsumme im Dreieck ist

(=m—(az2+ ()
und
271 +72) = o+ P+ +r
= 7 — (a2 + 1)
— ¢ O

Korollar (Sinus-Satz): Ist a ein Winkel eines Dreiecks mit der gegeniiberliegenden Seite
a, und ist R der Umkreis-Radius dieses Dreiecks, so gilt

sin(a) = —.

Beweis. Da alle Winkel {iber der Sekante a gleich sind,
konnen wir die Ecke a des Winkels a auf dem Umbkreis ver-
schieben, ohne, daf} sich dieser Winkel dndert. Verschieben
wir die Ecke so, daff ab ein Kreisdurchmesser wird, so wird
das Dreieck rechtwinklig, mit Hypotenuse 2R. Daraus folgt
die Behauptung. L]

Korollar (Umkreisradius): Der Umkreisradius eines Dreiecks A mit den Seiten a, b, ¢ und
der Flache Fa ist

R b- c
4- Fp
Beweis. Nach dem vorhergehenden Korollar ist
a
R=——"—
2 sin(a)
und auflerdem wissen wir
1 1 b-c
Fr==-b-c-si - )
a=gbeessinla), S = S N
Daraus folgt die Behauptung. L]
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Fiir spéter brauchen wir noch eine merkwiirdige Abstandsformel.
Satz (Abstand zum Umkreismittelpunkt): Fin Punkt p der Ebene sei gegeben als
Affinkombination
p=ca+p0b+vy, a+pB+y=1

der Dreiecks-Ecken. (a, 3,7 sind hier also nicht die Winkel des Dreiecks.) Dann gilt
| p—m|*=R?> - (ozﬂc2 + ayb? + ﬁfya2) .

Beweis. Wir schreiben

| aa + Bb 4+ vc —m |2

| a(a —m) + B(b — m) + y(c — m) ||?

= (o +6°+9*)R? +2a6((a — m).(b — m)) + 2ay((a — m).(c — m))
+26v((b — m).(c — m))

= (a+6+7)>%R*+2-ap((a—m).(b —m)) — R?]

+2- ov[((a — m).(c — m)) — R?] +2- 5y[((b — m).(c — m)) — R’]

I p—ml?

Die Behauptung ergibt sich jetzt sofort aus
¢ =|| (a = m) — (b — m) |*=2R* — 2((a — m).(b — m))
und den entsprechenden Formeln fiir die anderen Dreiecksseiten. Ul

In 1.4 haben wir die beiden Winkelhalbierenden zu zwei Ge-
raden L # M C IR? charakterisiert als den geometrischen
Ort der Punkte m, die von beiden Geraden den gleichen Ab-

stand haben. Anders ausgedriickt: jeder Punkt m auf einer .
Winkelhalbierenden ist Mittelpunkt eines Kreises, der L und w
M beriihrt. Erinnern wir uns jetzt daran, daf} sich die drei

Winkelhalbierenden im Dreieck in einem Punkt schneiden, Inkreis

so finden wir: Der Schnittpunkt der drei Winkelhalbieren-
den im Dreieck ist der Mittelpunkt eines Kreises, der alle
drei Seiten beriihrt. Dieser Kreis heifit Inkreis des Dreiecks.

Den Inkreismittelpunkt erhalten wir also als Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden, die
von den drei Ecken ins Innere des Dreiecks gehen. Aber in jeder Ecke gibt es noch eine andere
Winkelhalbierende. Die beiden anderen Winkelhalbierenden aus den Ecken b und ¢ schneiden
sich in einem Punkt w,, der auflerhalb des Dreiecks, auf der anderen Seite der Dreiecksseite a
liegt. Dieser Punkt hat zur Seite a denselben Abstand wie zu den Seiten b und c. Er liegt also
auf einer Winkelhalbierenden durch a, und zwar auf derjenigen, die von a aus ins Innere des
Dreiecks geht. Damit ist w, Mittelpunkt eines Kreises, der wieder alle drei Seiten, und zwar
die Seite a von aufen, beriihrt. Dieser Kreis heifit Ankreis. Analog gibt es noch zwei andere
Ankreise, die jeweils die Seiten b und ¢ von auflen beriihren.

35



Ankreise

Die Ankreismittelpunkte w,, w; und w. bestimmt man genauso, wie den Inkreismittelpunkt

1
w:%-(a-a-l-b-b-l-c-c).

Satz (Ankreismittelpunkte): Die Mittelpunkte der drei Ankreise sind

1

Wa = Z(S—a)'(—a‘a'Fb'b"‘C'c)v
1

w, = 2(S_b)-(a-a—b-b+c-c),
1

W, = 2(8_6)-(a-a+b-b—c-c).

Beweis. Die Winkelhalbierende zu b, die durch den Ankreismittelpunkt lauft, wird aufge-
spannt vom Vektor

L b-a)t o (c—b)~a (b—a)ter(c—b)
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Sie ist also die Gerade
b+ta-(b—a)+tc-(c—b)=—ta-a+(1+t(a—c))-b+tc-c, telR.
Sie enthélt also den Punkt (¢t =1/(—a+b+c¢) =1/(2s —a))

1

m-(—a-a-l-b-b-l-c-c).

Diese Formel ist symmetrisch in b, b und ¢, c. Deswegen liegt dieser Punkt auch auf der entspre-
chenden Winkelhalbierenden durch die Ecke ¢. Es muf} also der Ankreismittelpunkt aufierhalb
der Seite a sein. L]

Wir bezeichnen jetzt mit a;, b;,c; die Abstinde der Ecken a,b,c von den Beriihrpunkten
des Inkreises, sowie mit by, c, die Abstinde der Ecken b, c von den Beriithrpunkten desjenigen
Ankreises, der der Ecke a gegeniiber liegt. (Die Absténde ¢y, a und a, b, seien analog definiert.)
Dann gilt fiir den Inkreis

b +¢ = a
a;+b;+c = s
a;, = s—a.

Die Beriihrpunktsabstinde des Inkreises sind also

a;=8—a, b,=s—b c=s—c

a a; bi b ba

Fiir den Ankreis haben wir

b +co = a

c+b, = b+c,

bo—co = b—c
2b, = a+b-—c
by = s—c
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Die Beriihrpunktabstinde des Ankreises sind also
bo =5—¢, ¢cq=58—b, usw.

Mit diesen Formeln fiir die Berithrpunktsabstinde kann man In- und Ankreisradien ausrechnen:
Satz (Radius von In- und Ankreis): Der Radius des Inkreises ist

. \/(s—a)(s—b)(s—c)

S

und der Radius des Ankreises auf der anderen Seite der Seite a ist

ra:\/s-(s—b)(s—c)-

Beweis. Der Inkreismittelpunkt m zerlegt das Dreieck in drei Teildreiecke mit den Flichen

Thre Summe ist die Dreiecksflache
FAa=1"s.

Vergleichen wir diese Formel fiir die Dreiecksfliche mit der Heronischen Formel, so finden wir
die behauptete Formel fiir r.

Der Ankreismittelpunkt w, bestimmt zwei rechtwinklige Dreiecke mit den Flichen r, - s/2.
Die Summe dieser Flichen ist die Dreiecksfliche Fa, zusammen mit den Dreiecksflichen

Ta by _Ta(s—€) rora  ra-cq  1e(s—b)

2 2 2 2 2
Daraus folgt
,
Fy=ra-s—o-((s=c)+a+(s=b) =re- (s —a).

und wieder liefert die Heronische Formel das behauptete Ergebnis. L]

Satz (Euler): Der Abstand d zwischen den Mitelpunkten m und w von Um- und Inkreis
eines Dreiecks geniigt zusammen mit Um- und Inkreis-Radius der folgenden Bedingung:

d*> = R(R — 2r).

Insbesondere ist R > 2r.
Beweis. Wir nehmen als Punkt p in der Abstandsformel den Inkreismittelpunkt

1
W= E(aa+bb+cc)
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und finden

# = fw-ml’
1
= RQ—E(CL[)CQ-FGC[)Q-F[)CCLQ)
_ g e
= R 2s
= R>—2Rr. 0

Es ist bemerkenswert, daf} dieser Satz umkehrbar ist: Geniigen die Radien r und R zweier
Kreise, sowie der Abstand d von deren Mittelpunkten der Fulerschen Relation, so gibt es ein
Dreieck, dessen Inkreis der eine, und dessen Umkreis der andere Kreis ist.

Die drei Seitenmitten des Dreiecks abc
! 1 ! 1 ! 1
c = §(a+b), a = §(b+c) und b’ := §(c+a)

sind die Ecken des sogenannten Mittendreiecks. Dieses Mittendreieck ist dhnlich zum Ausgangs-
dreieck, mit dem Ahnlichkeitsfaktor 1/2. Insbesondere ist sein Umkreisradius

1
,—_
R_2R'

Der Umkreis des Mittendreiecks heifit in der deutschen Literatur Feuerbachkreis, sonst Neun-
punktekreis.
Satz (Feuerbach, Brianchon, Poncelet): Fir den Mittelpunkt f des Feuerbachkreises gilt

3s = m + 2f.

Hier sind s und m der Schwerpunkt und der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks.
Bemerkung: Die behauptete Gleichung kénnen wir auch
3 1
f=-s—=
25 ™
schreiben. Der Mittelpunkt des Feuerbachkreises ist eine Affinkombination der Punkte s und m
und liegt deswegen auf der Eulergeraden.

Mit der Eulergleichung kannn man hier s eliminieren:

m
1 1 1 5
£=5(h+2m) — Sm = _(h+m) f

und findet: f ist der Mittelpunkt der Strecke hm. Fulergerade

Beweis des Satzes: Der Umkreismittelpunkt des Mittendreiecks ist nach unseren Formeln fiir
die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks

f = m'
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1
= —— ((tp+t)a + (ta + t)b + (t, + 1)’
2ta + g + 10) ((ty +te)a’ + (ta +te)b’ + (ta + tp)c)

1
= —_——_ * ta t b ta tc t tC b
Aty + 1y + L) ((ta + ) (2 +b) + (ta + to)(a+ ) + (t + L) (b + ¢))
1
= (e +ty+t)a+ (te + 2ty + )b+ (fa + ty + 2t
TR [( b+ te)a+ ( b+ te)b + ( b )c)]
31

Der Feuerbachkreis heifit Neunpunkte—Kreis, weil er aufler den drei Seitenmitten noch sechs
andere merkwiirdige Punkte des Dreiecks enthilt:

Die drei Hohenfufipunkte: Wir projizieren die drei Punkte m,h und f = (m + h)/2 auf
die Dreiecksseite ¢ = a + IR - (b — a) unter der Orthogonalprojektion. Mit der Formel fiir die
Orthogonalprojektion in 1.2 erhalten wir die Punkte

v = act(m-anboa) Pt

= at(h-a)boa) P

vi — a+((f—a).(b—a)>-||1'f%”2
- %(Vm-l-Vh)-

Nun ist vy, der Seitenmittelpunkt, und vy, der Héhenfufipunkt auf ¢. Der Abstand von beiden
Punkten zu vy ist gleich, also nach Pythagoras auch der Abstand zu f. Mit vy, liegt dann auch
vy, auf dem Feuerbachkreis um f. Ul

Die drei Mittelpunkte der Strecken zwischen dem Héhenschnittpunkt h und den Ecken: Wir
eliminieren aus der Euler- und der Feuerbachgleichung

m:§s—lh:3s—2f
27 2
und erhalten
o = s+ h, baw. foS(a+b)=-L(h+c)_f
2 27 ' 2 2 '

Der Mittelpunkt (h+ ¢)/2 der Strecke zwischen h und c liegt also auf derselben Geraden durch
f wie der Seitenmittelpunkt (a + b)/2, auf der anderen Seite von f im selben Abstand. Weil
(a + b)/2 auf dem Feuerbachkreis liegt, geht der Kreis auch durch (h + ¢)/2. L]

Die folgende Tatsache geht auf Feuerbach alleine zuriick:

Satz (Feuerbach): Der Feuerbachkreis beriihrt den Inkreis und die drei Ankreise des Drei-
ecks.

Beweis. Ich méchte hier nur die Beriihr-Eigenschaft fiir den Inkreis beweisen. Fiir die Ankreise
geht es ziemlich analog. Ich md&chte das nur noch graphisch kontrollieren. Den Beweis fiir die
Ankreise findet man in Koecher-Krieg, wo ich auch den Beweis fiir den Inkreis abgeschrieben
habe.
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Wir miissen also
| w—m'|= R T
2

zeigen. Dazu beniitzen wir die Abstandsformel fiir das Mittendreieck, und miissen deswegen erst
den Inkreismittelpunkt w als Affinkombination der Ecken des Mitten-Dreiecks ausdriicken:

| =

w = o--(aa+bb+co)
- %-(a%—i—b%—i—ci)
- %-((23—()—0)%+(2s—a—c)g+(2s—a—b)§>
S (R e R
_ %-((s—a)a'+(s—b)b'+(s—c)c').

Die Abstandsformel fiir das Mittendreieck liefert also

2 62 2 a2
(3) —lIw-a' P = é-Q%wm—wz+w—@w—@%+w—ww—az)

1
= o (@=b+e)a+b=c)a®+(—a+b+c)(a+b— )b

+(—a+b+c)(a—b+ 0)02)

1

— 16 2 . ((0,2 _ (b — 0)2)(12 + (b2 _ ((l _ 0)2)b2 + (02 _ (a . b)Q)CQ)
s
1

T 16s2 (a4 +b et~ 2(a2b2 +a?c® + b202) + 2(a2bc + ab’c+ abc2)> .
s

An dieser Stelle denken wir daran, dafl beim Beweis der Heronischen Formel einmal die Gleichung
16F% = 2(a®b® + a?c® + b%c?) — (a* +b* + )

auftauchte, und an

1 abc  Fa
2 2 2y _ _ -
1622 - 2(a”bc + abc + abe”) = P -abc = 1P s =R-r.

Die Abstandsformel liefert dann also

R\? R R 2

| w—m' 2= <—) S <——7°> .

2 2 2

Und wegen R > 2r folgt daraus die Behauptung. L]
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Aufgabe 1.33: Zeigen Sie

4R - cos (%) cos <§> cos (%) =s.

Aufgabe 1.34: Zeigen Sie: Das Dreieck abc ist das Hohenfuflpunktsdreieck des Dreiecks

WoWpWe.
Aufgabe 1.35: Fiir den Inkreisradius » und die Radien der drei Ankreise gilt

1 1 1 1
S=— 4 — .
T Ta Ty Te

Aufgabe 1.36: Zeigen Sie

| wo — m ||>= R? + 2Rr,.

Aufgabe 1.37: Zeigen Sie

I wa—fH:?-I—ra.

Aufgabe 1.38: Zeigen Sie: Der Umkreis eines Dreiecks abc ist der Feuerbachkreis des
Dreiecks w,wyw,
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2 Affine Geometrie

Wir gehen jetzt von der Bewegungsgruppe iiber zu einer grofleren Gruppe, der affinen Gruppe.
Weil diese Gruppe grofler ist, gibt es weniger Eigenschaften, die unter dieser Gruppe invariant
sind. So sind Abstinde und Winkel nicht mehr invariant unter affinen Transformationen. Ande-
rerseits sind mehr Objekte unter dieser Gruppe dquivalent. Das heifit, dal mehr Objekte durch
affine Transformationen ineinander {ibergefiithrt werden kénnen, als durch Bewegungen. So sind
z.B. alle nicht entarteten Dreiecke in der Ebene dquivalent unter der affinen Gruppe. In diesem
Sinn ist der Ubergang von der euklidischen Geometrie zur affinen Geometrie eine Vereinfachung.
Héufig nennt man dies auch eine Verallgemeinerung.

Zumindest ist dieser Ubergang eine Abstraktion: Es wird von den metrischen Eigenschaften
geometrischer Figuren abstrahiert. Der erste Mathematiker, der affine Transformationen auf ein
Klassifikationsproblem anwandte war Sir Isaac Newton (Enumeratio linearum curvarum tertii
ordinis). Der erste Geometer, der die Abstraktion von metrischen Eigenschaften systematisch
in die Geometrie einfiihrte, war von Staudt, aus Rothenburg 0.T., Professor zu Erlangen. Otto
Haupt nannte von Staudt deshalb den ersten modernen Geometer und benannte nach ihm den
Preis, den er fiir herausragende mathematische Leistungen stiftete.

2.1 Die affine Gruppe

Eine Bewegung ist eine Transformation des IR"
F=ToU, TEe€T(n),UEO(n).
Wir definieren: Eine affine Transformation des IR™ ist eine Transformation
F=ToU, TEeET(),UEe€GL(nR).

Die Gruppe O(n) der orthogonalen Transformationen wird also ersetzt durch die Gruppe GL(n, IR)
aller invertierbaren linearen Transformationen.

Anders als die orthogonale Gruppe ist die allgemeine lineare Gruppe iiber jedem beliebigen
Korper IK definiert. Wir konnen deswegen den Vektorraum K", wo IK ein beliebiger Korper
ist, als Raum fiir unsere affine Geometrie zugrunde legen. Das werden wir zunichst auch tun,
jedenfalls solange wir keine quadratischen Gleichungen lésen miissen.

Genau wie bei den Bewegungen (1.3), zeigt man auch fiir die affinen Transformationen, daf
sie eine Gruppe bilden. Wir nennen sie Aff(n,IK), oder, wenn es uns auf den Grundkorper nicht
ankommt, schlicht Aff(n).

Affine Transformationen F fithren affine Unterrdume V C IK"™ wieder in affine Unterrdume

gleicher Dimension iiber. (Fiir Translationen T' ist dies klar, ebenso wie fiir invertierbare li-
neare Abbildungen U C GL(n,IK). Deswegen gilt dies fiir beliebige affine Transformationen
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F =T oU.) Dabei geht der parallele Untervektorraum V; in den Untervektorraum U (V}) iiber.
Daraus folgt: Zwei parallele affine Unterrdume Vi, Ve gehen unter einer affinen Transformation
in parallele affine Unterriume F(Vy), F(V3) tber. Ebenso gehen Durchschnitt Vi N Vo und Ver-
bindungsraum Vi + Vo in Durchschnitt F (V1) N F (V) und Verbindungsraum F (Vi) + F(Va) der
Bildrdume tber.

Noch ein Wort zur Notation: Wir unterscheiden den Verbindungsraum im Sinn der affinen
Geometrie vom Verbindungsraum aus der linearen Algebra, dem aufgespannten Vektorraum. Bei-
spelsweise ist der affine Verbindungsraum zweier Vektoren x # y € IK” die von diesen beiden
Vektoren aufgespannte Gerade, wihrend der von den beiden Vektoren aufgespannte Untervek-
torraum i.a. zweidimensional ist!

In Koordinaten wird eine affine Transformation F' € Aff(n) also folgendermafien beschrie-
ben: Es gibt einen Translationsvektor t € IK" und eine invertierbare Matrix A € GL(n, IK) so,
daf} fiir jeden Vektor x € IK"

Fx)=t+A-x.

Die Hintereinderausfithrung zweier affiner Transformationen
FQOFI(X) :FQ(t1+A1 -X) :t2+A2-(t1+A1 -X) :t2+A2-t1+A2A1 - X

hat also den Translationsvektor to + As-t; und die Matrix A, - A;. Wir kénnen die affine Gruppe
als abstrakte Gruppe deswegen auch beschreiben durch das kartesische Produkt

Aff(n) = K" x GL(n) = {(t,4) : t ¢ K", A € GL(n)}.

Aber die Gruppenoperation ist nicht komponentenweise die Gruppenoperation der beiden Fak-
toren, sondern

(t2, A2) - (t1, A1) = (to + Az - t1, Ag - A9).

Wir wollen die Gruppe Aff(n) aber nicht als Paare, bestehend aus einem Vektor und einer
n X n—Matrix beschreiben, sondern wieder als quadratische Matrizen. Diese Matrizen miissen
eine n x n-Matrix A und einen Vektor t der Lénge n enthalten. Das geht, wenn wir dem Paar
(t,A) die (n+ 1) x (n + 1)-Matrix

1 0 0
1 0 t1 a1 a1,n
t A

th Gp1 ... App

zuordnen. Das Produkt solcher (n + 1) x (n + 1)-Matrizen

1 o)\ (1 0} _ 1 0
to Ao t; Ay ) \ to+As-t; Ay Ay
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ist genau die Multiplikation in der Gruppe Aff(n). Die (n + 1) x (n + 1)-Matrizen kénnen wir
auch auf Vektoren x € IK" loslassen, allerdings kénnen wir sie nicht mit dem Vektor selbst
multiplizieren, sondern nur mit dem etwas verlingerten Vektor

1

(1)
(¢0) (x)= (i)

genau der (n + 1)-Vektor F(x)’, der zum transformierten Vektor F(x) gehort.

Wir fassen zusammen: Die affinen Transformationen kénnen durch Multiplikation mit (n +
1) x (n+1)-Matrizen beschrieben werden, die in der ersten Zeile die Eintrdge (1,0, ...,0) haben,
wenn man die Vektoren um eine erste Zeile mit dem Eintrag 1 ergéinzt. Diese Technik bringt
gewisse, wenn auch nicht zu grofie, Vorteile beim Rechnen. Viel wichtiger ist, daf} sie der erste
Schritt hin zum Verstindnis der projektiven Geometrie ist.

Dann wird das Produkt

Zum Abschluf} dieses Paragraphen mochte ich daran erinnern, daff wir in 1.4 schon einmal
die erweiterten Vektoren x’ benutzten: Die Fliche eines Parallelogramms, das von zwei Vektoren
X1 — X0, X2 — Xo aufgespannt wird, haben wir als Determinante

F’zdet(xl0 x11 ;)‘z‘det(xg x) xé)‘

geschrieben.
Entsprechend kann man das Volumen des Parallelotops

{yo+ Mix1 + oo + AnXn, 0< A, N, < 1P CIRY

mit den n + 1 Ecken
Yo, Y1 :=Yo + X1, -, ¥n = Yo + Xn.

als (n 4+ 1 x n + 1)-Determinante

|P| = |det(x1, ... xn)| = |det(y1 = Yo, ¥n — Yo)| = |det(yg, .., )]

mit den erweiterten Vektoren schreiben.

Die n + 1 Vektoren yy,...,y, € IR" spannen genau dann ein Volumen (Parallelotop oder
Simplex, ist egal) der Grofie Null auf, wenn die Determinante det(yy,...,y,,) = 0 ist. Genau
dann gibt es Zahlen ag, ay, ..., a, € IR, nicht alle = 0, mit

1 1 .. 1 =
(ag,a1,...,an) - =|ag+ Z vy, =0.
k=0,...,n

Yo Y1 .- Yn =1
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Also ist
det( 11 .1 >:0
Yo Y1 - ¥Yn
die Bedingung dafiir, dafl die n + 1 Punkte yq,y1,...,yn € IR" auf einer affinen Hyperebene

>p—q ayr, = —ay liegen. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir n 4+ 1 Punkte im IR", sondern auch im
K",

Aufgabe 2.1: Mit F(abc) werde die Fliche eines Dreiecks abe in IR? bezeichnet. Zeigen
Sie: Bei einer affinen Transformation der Ebene IR? dndert sich der Quotient

F(a'b'c’)
F(abc)
nicht.
Aufgabe 2.2: Gegeben seien ein Dreieck abc in der affinen Ebene IR? und der Punkt
p=Xa+ub+rve, mit A+pu+v=1.

Zeigen Sie

Aufgabe 2.3: Fiir a,b € IK? sei [a, b] := a;by — ayb; wie in Aufgabe 1.14 definiert. Zeigen
Sie fiir je drei Vektoren a,bc € K,

[a, b]c + [b,cla + [c,a]b = 0.

Aufgabe 2.4: Fiir je vier Vektoren a,b,c,d € K? gilt

[a, b][c,d] + [b,c][d,a] + [c,a][b,d] = 0.

2.2 Das Teilverhiltnis, baryzentrische Koordinaten

Unter einer invertierbaren linearen Abbildung U : IR" — IR" bleibt die Lénge || x || eines
Vektors x i.a. nicht erhalten. Deswegen erhalten affine Transformationen i.a. auch keine Abstéinde
Ix—yI.

Allerdings bildet eine invertierbare lineare Abbildung U € GL(n, IK) eine Linearkombination
Ax + py zweier Vektoren x,y € IK"™ wieder in eine Linearkombination der Bildvektoren mit den
gleichen Koeffizienten ab:

U: Xx+py +— AU(x)+pUly).
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Fiir eine Translation T" mit Verschiebungsvektor t € IK™ ist

TAx+py) =t+Ax+py = Ax+t)+uly+t)+ (1 —A—p)t = \T(x) + pT'(y) + (1 = X — p)t.

Eine Affinkombination
v=Ax+uy, A+tpu=1

zweier Vektoren x,y € IR™ geht des-

wegen unter einer affinen Transfor- x
mation F' iiber in Ax 4+ (1 = M)y
y
F(v) = AF(x) + pF(y),
F

die Affinkombination der Bildvekto-
ren F(x), F(y) mit denselben Koef-
fizienten.

Beispiel (IK = IR): Der Mittelpunkt (x +y)/2 der Strecke Xy geht iiber in den Mittelpunkt
(F(x) 4+ F(y))/2 der Bildstrecke F(x)F(y). Jeder Punkt

v=Xx+(1-Xdy, 0<A<1
der Strecke Xy geht iiber in einen Punkt
F(v) = A\F(x) + (1 - NF(y), 0<A<1

der Bildstrecke F(x)F(y). Dies gilt auch fiir die Umkehrabbildung F~!. Deswegen bildet F die
Strecke Xy auf die Strecke F'(x)F(y) ab.

Definition. Sei
v=Xx+(1-)y, leKxyelK"

eine Affinkombination der Vektoren x und y. Dann heifit der Quotient (A —1)/X das Teilverhdlt-
nis, in dem v die Strecke Xy teilt:
A—1
TV (v;x,y) = ——.
A

(Ganz streng besehen, kommt fiir v = y, d.h. wenn A = 0 ist, keine Zahl heraus, sondern das
Symbol co. Wird schon keine zu schlimmen Konsequenzen haben.)

Im Fall IK = IR sind die euklidischen Abstinde von v zu den beiden Endpunkten der Strecke

Xy

[v—x[=(A=Dx+ 0=y ll=1=A[ly —x]
v =y ll=llxx=Ay = A Iy =<1,
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und ihr Quotient ist, bis auf das Vorzeichen, das Teilverhiltnis:

[v—x]
TV(vix%,y)l = 70—
[v—yll
Das Vorzeichen des Teilverhiltnisses ist positiv, wenn die Strecken ¥vX und vy gleich orientiert
sind, sonst, d.h. also zwischen x und y, ist das Teilverh&ltnis negativ:

TV =0 TV = +0
0<TV<1 TV <0 TV>1
- ~ |~ - ~| ——
X y
Weil die Abbildung
A= Al
A

injektiv ist, bestimmt TV (v; x,y) den Koeffizienten \ eindeutig. Bei festen Punkten x #y € IK?
ist v € xy durch das Teilverhdltnis TV (v;x,y) eindeutig festgelegt.

Wir haben oben gesehen: Obwohl affine Transformationen die Abstéinde nicht erhalten, er-
halten sie Teilverhéltnisse, d.h., Quotienten von Abstinden auf derselben Geraden. Der Begriff
Teilverhdltnis ist deswegen ein Begriff der affinen Geometrie. Das gilt iibrigens auch noch fiir
Verhiltnisse von Strecken auf verschiedenen, aber parallelen Geraden: sei etwa der Richtungs-
vektor m € IK” und zwei Punktepaare

al,blzal-l-)\m, a2,b2:a2+um

auf zwei parallelen Geraden mit Richtungsvektor m gegeben. Eine affine Transformation F :
x — t + U(z) bildet diese Punktepaare auf die Paare

al = t+U(a),
bll = t+U(a;) + A\U(m),
a, = t+U(ag),

(a2)

b, = t+U(ag)+ pU(m),
in zwei parallelen Geraden mit Richtungsvektor U(m) ab. Nach der Abbildung ist
A
bl —ap =~ (bz —ap),

genau wie vorher

A
b1 —a] = —(bQ — ag).
1

Unter diesem Gesichtspunkt ist der Strahlensatz aus der Schule ein Satz der affinen Geome-
trie:
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Satz (Strahlensatz): Gegeben sei ein Dreieck abc, und

zwei Punkte b’ € ab, ¢’ € ac auf den Dreiecksseiten. Dann

sind dquivalent:

a) Die Geraden be und b'c’ sind parallel. /
b) TV(b';a,b) =TV (c';a,c).

¢) Esistb'—a=p-(b—a)undc —b' =p-(c—b) mit
dem gleichen Proportionalitdtsfaktor p € IK.

Beweis. Am einfachsten geht der Beweis unter Benutzung
der zentrischen Streckung

F:x—a+p-(x—a)

mit Zentrum a und dem Proportionalitiitsfaktor p, der durch b’ —a = p- (b — a) gegeben ist.

a) = b): F bildet b auf b’ ab, die Gerade bc auf ihre Parallele durch b’, also auf die
Gerade b’c’. Weil F die Gerade ac auf sich selbst abbildet, mufl F(c) = ¢’ gelten. Daraus folgt
¢’ —a=p-(c—a), und daraus die Gleichheit der Teilverhéltnisse.

b) = c¢): Jetzt ist F(b) = b’ und F(c) = ¢’ vorausgesetzt. Weil F' alle Strecken mit dem
Faktor p multipliziert ist dann auch ¢/ — b’ =p- (c — b).

c) = a): Die Aussage c) bedeutet insbesondere, dafl die Geraden be und b’c’ parallel sind.

[

Es ist iibrigens nicht so furchtbar wichtig, welchen Quotienten man nun als Teilverhiltnis
TV (v;x,y) definiert. Andert man beispielsweise die Reihenfolge der drei Vektoren in der Defi-
nition, so erhélt man die sechs Werte

TV (v;x,y) = (A=1)/A weil v=X-x+(1-X)-y

TV(v;y,x) = MA-=1) " v=(1-X)y+A-x

TV (x;y,v) = 1/1=X) " x=QA-1/A-y+1/A-v

TV(x;v,y) =  1-=2X "ox=1/Ax+(A=-1)/X-y

TV (y;v,x) = A "oy=1/1-X)-v+A/(A-1)-x
( )

= 1/A "oy =2MA-1)x+1/1-)) v

Wir haben unser Teilverhéltnis so justiert, daB der Mittelpunkt m = (x + y)/2 der Strecke Xy
das Teilverhéltnis

TV(m;x,y) = —1
hat. Dies spart etwas Rechenaufwand, wenn man Teilverhiltnisse multipliziert, wie wir es bei-

spielsweise in Paragraph 2.3 tun werden.

Im eindimensionalen Vektorraum IK haben wir ein natiirliches Koordinatensystem. Dies ist
so einfach, dafl man es sich kaum anzugeben traut: Ein Punkt v € IK ist eine Zahl v € IK, und
diese Zahl nennen wir die Koordinate des Punktes. Es ist die Koordinate des Punktes in Bezug
auf die Basis, die aus dem Vektor 1 € IK besteht. Eine invertierbare lineare Abbildung

U:K—-K, v—u-v
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bildet die Basis {1} von IK auf die Basis {u} von IK ab. Der Bildpunkt U(v) = uv hat in Bezug
auf diese neue Basis dieselbe Koordinate v, wie der alte Punkt v auf die alte Basis {1}. Dies gilt
natiirlich nur fiir eine lineare Abbildung U, nicht mehr fiir eine affine Abbildung

F K—->K, v—t+u-wv.

Wir konnen allerdings Koordinaten einfiihren, die sich unter affinen Transformationen nicht
andern: Dazu wihlen wir zwei verschiedene Punkte z # y € IK. Einem Punkt v = Az+(1—M\)y €
KK ordnen wir als affine Koordinaten das Paar (A, 1—X\) zu. Wie wir gerade gesehen haben, bildet
eine affine Transformation

Firo=st+u-v

den Punkt v auf den Bildpunkt F'(v) ab, der in Bezug auf die beiden Punkte F(z), F(y) wieder
die affinen Koordinaten (\,1 — ) hat. Der Sinn dieser Ubung erschlieBt sich dem Studenten
allerdings noch nicht in der Dimension 1, weil da alles viel zu einfach ist, sondern erst in héheren
Dimensionen:

Betrachten wir also die Ebene IK2. Anstatt zweier verschiedener Punkte x, y wihlen wir jetzt
drei Punkte x,y,z € K2,

Wir nennen diese drei Vektoren eine affine Basis des IK2, wenn ihr affiner Verbindungsraum
der ganze IK? ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die beiden Vektoren x — z und y — z eine
Basis des IK? im Sinn der linearen Algebra sind. Einen beliebigen Vektor v € IK? kénnen wir
dann schreiben

v=z+(v—2)

und v — z kénnen wir in der Basis x — z,y — z entwickeln
v—z=ANx—2)+uly—2z), \pelkK
Damit haben wir fiir v:
v=z+Ax—z)+puly—z) = x+puy+(1—-—A—pu)z=\x+puy +vz
mit A + p + v = 1. Eine solche Darstellung von v ist eindeutig: Sei etwa
v=XAx+puy+vz=Nx+py+vz mit \+tp+v=X\N+py+v =1
Dann folgt

0 = A=XN)x+(u—p)y+ -1z
= A=M)x+@p-—p)y+Q=-2A—p—1+XN+4)z
= A=XN)x—2z)+@p—p)(y—2),

also A = X und p = p/, weil x — z und y — z linear unabhéngig waren. Wir nennen diese drei
Zahlen A\, i, v € IK mit A+ p + v = 1 die affinen oder simplizialen Koordinaten des Vektors v in
Bezug auf das affine Koordinatensystem, bzw. das Dreieck x,y,z € IK2.

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall, konnen wir uns fiir IK = IR die Vorzeichenverteilung
ansehen:
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uw<0 A<0
0O<\puv<l

/ "\
H= v<0 A=0

Diese Koordinaten heiflen baryzentrische Koordinaten, weil Baryzentrum ein schones, akademi-
sches Wort fiir Schwerpunkt ist, und weil der Schwerpunkt des Dreiecks x,y, z die Koordinaten
(A, u,v) = (1/3,1/3,1/3) hat. Der Punkt mit den baryzentrischen Koordinaten (X, p,v), ist
eine Art gewichtetes Baryzentrum, ein Schwerpunkt, bei dem die drei Ecken die verschiedenen
Gewichte A, i, v haben.

Das Unschone an diesen Koordinaten ist, daff wir drei Koordinaten brauchen, um einen
Punkt in der (zweidimensionalen) Ebene zu beschreiben. Das ist natiirlich eine Koordinate zu
viel, weswegen die Relation A+pu+v = 1 die Freiheit wieder um eine Dimension erniedrigt. Ande-
rerseits haben diese Koordinaten die schone Eigenschaft, dafl sie unter affinen Transformationen
erhalten bleiben: Hat

v=Ax+puy+vz, A+pu+rv=1
die baryzentrischen Koordinaten (), pu,v) in Bezug auf das affine Dreieck x,y,z, so hat sein
Bildpunkt F(v) unter der affinen Transformation F' =T o U, also der Punkt
F(v) = t+UAx+ py +vz)
= t+AU(x)+pU(y) +vU(2)
= Mt+U(x) +pt+Uly)) +vt+U(z)
= M (x)+ pF(y)+vF(z)

wieder dieselben baryzentrischen Koordinaten in Bezug auf das Bild-Dreieck F(x), F(y), F(z).

Wenn man die baryzentrischen Koordinaten in zwei Dimensionen verstanden hat, ist der
Ubergang zu n Dimensionen einfach: Ein affines Koordinatensystem xg, ..., x, des IK"” besteht
aus n + 1 Vektoren xg, ..., x, € IK". Jeder Vektor v € IK” I48t sich dann eindeutig schreiben

vV=MXMX)+..+AXn, M+..+A, =1

Die Zahlen Ay, ..., A, heiflen die baryzentrischen Koordinaten von v in Bezug auf xg, ..., x,. Im
IR™ haben ihre Vorzeichen dieselbe geometrische Bedeutung in Bezug auf das Simplex xq, ..., X,
wie es A, i, v in der reellen Ebene in Bezug auf das Dreieck x,y,z hatten.
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Aufgabe 2.5: Zeigen Sie
TV (a;b,c) - TV (b;c,a) - TV (c;a,b) = —1
fiir je drei paarweise verschiedene, kollineare Punkte a, b und c.

Aufgabe 2.6 (Satz von Varignon): Gegeben sei ein Viereck abed in IK? (d.h., keine drei
dieser Punkte seien kollinear). Zeigen sie dafy die Mittelpunkte seiner Seiten ab, be, ed und da
die Ecken eines Parallelogramms bilden.

Aufgabe 2.7: Zeigen Sie: Genau dann sind die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks par-
allel, wenn IK die Charakteristik 3 hat.

2.3 Lineare affine Geometrie der Ebene

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit einigen Aussagen der affinen Geometrie in der
Ebene IK2, die so elementar sind, dal man sie mit Hilfe von Geraden, ihren Schnittpunkten, usw.,
also mit linearen Methoden formulieren kann. Dazu sammeln wir zuerst etwas Formalismus zur
Behandlung von Punkten und Geraden.

In 1.4 bemerkten wir, drei Punkte a,b und ¢ sind kollinear (= liegen auf einer Geraden)
genau dann, wenn

1 1 1
[a,b,c] = det al b1 C1
a9 bQ Co

(albg — agbl) + (blcg — b261) + (c1a2 — Cgal)
[a,b] + [b,c] + [c, a]
= 0

ist. In der euklidischen Geometrie waren die vorkommenden Determinanten als Flichen von Par-
allelogrammen zu interpretieren. In der affinen Geometrie macht der Begriff der Fliche keinen
Sinn: bei affinen Transformationen werden Determinanten mit der Determinante der Transfor-
mationsmatrix multipliziert. Aber die Eigenschaft, ob eine Determinante = 0 ist oder nicht, die
bleibt unter affinen Transformationen erhalten. In diesem Sinn gehort also das Kollinearitéts-
kriterium fiir drei Punkte zur affinen Geometrie.

Aus dem Kollinearitéitskriterium gewinnt man sehr schnell die Gleichung der Geraden, welche
von zwei Punkten a # b € IK? aufgespannt wird. Dazu lassen wir ¢ := x im Kollinearititskrite-
rium laufen. Wir finden: Die Gerade durch a und b hat die Gleichung

[a,b] + [b,x] + [x,a] = 0.

Ahnlich wie fiir drei Punkte auf einer Geraden brauchen wir ein Kriterium dafiir, wann drei
Geraden durch einen Punkt gehen. Dazu bestimmen wir zunfichst den Schnittpunkt s zweier
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nicht paralleler Geraden
L:a+K-u, M: b+IK-v.

Dafl die Geraden nicht parallel sind, bedeutet, ihre Richtungsvektoren u und v sind linear
unabhingig ([u,v] # 0). Deswegen ist der Schnittpunkt s eine Linearkombination

s=Au+uv
mit Koeffizienten A\, p € IK, welche wir ermitteln wollen. Wir wissen

selL = s=a+t-u telk,

= [s,u] =[a,u] = p[v,u]
seM = s=b+it-v,tel,
= [s,v] = [b,v] = A[u, V]
B [b, v] B [a,u]
v T

Somit schreibt sich der Schnittpunkt

] “([b,v]-u—[a,u]-v).

Wenn drei Geraden L,M und N : c¢ + IK - w durch einen Punkt gehen, dann liegt der
Schnittpunkt s von L und M auf N, der Vektor s — ¢ ist linear abhiingig von w:

[s—c,w|] = 0
[s,w] = [c,w]
[b,v]-[u,w] —[a,u] - [v,w] = [c,w]:[u,V]
[a,u] - [v,w] + [b,v] - [w,u] + [e,w] - [u,v] = 0.

Ist umgekehrt diese letzte Gleichung erfiillt, so gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ist [u, v] #
0, wir konnen die Gleichungskette umkehren, und finden, daf} sich die drei Geraden L, M und
N in einem Punkt schneiden. Oder [u, v] =0, etwa v = Au und

[aa 11] : [V,W] + [b,V] : [W, 11] =0
A ([aa 11] ’ [u,w] + [bau] ’ [W,ll]) =
A-[u,w]-[a—b,u] = 0.
Entweder ist auch [w, u] = 0, d.h., alle drei Geraden sind parallel, oder b liegt auf L, die Geraden
L und M stimmen iiberein. Und wenn N nicht parallel zu L = M ist, schneiden sich L. = M

und N in einem Punkt.
Stellen wir alle Formeln noch einmal iibersichtlich zusammen:
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a, b, ¢ kollinear < [a,b]+ [b,c]+[c,a] =0

Gerade durch a und b: {x: [a,b] + [b,x] + [x,a] = 0}
Schnittpunkt der Geraden
1
a+K-uund b+ K- v: —— - ([b,v]-u—[a,u]-v)
[, v]
a+K-u,b+K-vunde+ K -w
kopunktal oder parallel & Ja,u]-[v,w]|+ [b,v]:[w,u] + [c,w]:[u,v] =0.

Ein Dreieck geht unter einer affinen Transformation wieder in ein Dreieck {iber, aber Sei-
tenldngen und Winkel &ndern sich im Allgemeinen. Die Winkelhalbierenden, Héhen und Mit-
telsenkrechten sind deswegen unter affinen Transformationen nicht invariant. Allein die Seiten-
halbierenden gehoren zur affinen Geometrie. Der Mittelpunkt einer Dreiecksseite ist ein affiner
Begriff, ebenso wie die Gerade, die diesen Mittelpunkt mit der gegeniiber liegenden Ecke ver-
bindet. Der Satz iiber den Schwerpunkt des Dreiecks, in dem sich alle drei Seitenhalbierenden
schneiden, ist deshalb ein Satz der affinen Geometrie, die anderen drei Schnittpunktsitze am
Dreieck nicht! Wir formulieren den Schnittpunktssatz fiir den Schwerpunkt ein klein wenig prazi-
ser:

Satz (Schwerpunkt im Dreieck): Die drei Seitenhalbierenden im Dreieck schneiden sich
in einem Punkt, dem Dreiecksschwerpunkt. Dieser Schwerpunkt teilt die Seitenhalbierenden im
Verhdltnis zwei zu eins.

Beweis. Aus (1.5) wissen wir

1 1 2 1

s = 3(a-l-b-l—c) = 3a-l— 35

Der Schwerpunkt s teilt also die Strecke zwischen der Ecke a und der gegeniiberliegenden Sei-
tenmitte m, = (b + ¢)/2 im Verhéltnis

(b+c).

TV (s;a,m,) = —2.
Der Abstand von s zu a ist doppelt so grof}, wie der Abstand zu m,. L]

Ein dhnlicher Teilungssatz gilt fiir die Diagonalen im Par-

allelogramm: d c

Satz (Diagonalenschnittpunkt im

Parallelogramm): Fiir ein Viereck abed in IK? sind (atc)/2=
aquivalent: (b+d)/2
a) die Seiten ab und cd, sowie ad und be sind paarweise

parallel,

b) die Diagonalen ac und bd halbieren sich gegenseitig.
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Beweis. Sei ein Viereck mit den Ecken a, b, c,d € IK? gegeben.
a) = b): Die Voraussetzung ist

c—d=XXb—-a),d—a=pu(c—b), A\puecl

Daraus folgt
c=a+(b—a)+(c—b)=a+pu(c—b)+ A(b—a)

oder
(b —a)+ (c —b) =pu(c—b)+ A(b —a).

Wenn die Vektoren b — a und ¢ — b linear abhingig wiren, hiitten wir kein Viereck, sondern
einen Strich. Das schlielen wir aus. Also folgt aus der letzten Gleichung A = 4 = 1 und

1 1
c—d=b—-a, a+c=b+d, §(a+c):§(b+d).

Die Diagonalen schneiden sich in ihren Mittelpunkten.
b) = a): Jetzt ist die Voraussetzung

1 1
§(a+c) = §(b—i—d).

Daraus folgt a4+ c =b +d oder b —a = ¢ — d. Die Seiten ab und cd sind parallel und gleich
lang. Ebenso ist ¢ — b = d — a, auch die beiden anderen Seiten sind parallel und gleich lang. []

Wir wollen noch zwei Aussagen iiber Teilverhéltnisse am Dreieck behandeln, die man in der
Schule normalerweise nicht kennenlernt.
Satz (Menelaos, Ceva): Auf den Seiten eines Dreiecks abe in IK? seien Punkte a' €
be,b’ € ca und ¢’ € ab gewdhlt, verschieden von den Eckpunkten. Dann gilt:
a) (Satz von Menelaos:) Die drei Punkte a', b’ und ¢’ liegen auf einer Geraden, genau dann
wenn
TV(a';b,c)-TV(b';c,a) - TV (c';a,b) = 1.

b) (Satz von Ceva:) Die drei Geraden aa’,bb’ und cc' schneiden sich in einem Punkt (oder
sind parallel), genau dann wenn

TV (a';b,c) - TV(b';c,a) - TV (c';a,b) = —1.

Menelaos
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Beweis. Die Punkte auf den Dreiecks-Seiten setzen wir an
a’=Xb+(1—-XNe, b =pc+(l—pla, ¢ =va+(l—v)b.
a) Satz von Menelaos: Wir berechnen
[@',b'] = [Ab+ (1 —N)e,uc+ (1 —u)a]

— b, + A(1 = p)[b,a] + (1 — A)(1 — e, ]
— A - Dla,b] + Mufb.c] + (L - N)(L - w)le,al.

Entsprechend ist (zylisches Vertauschen der Buchstaben)

[b',c'] = (1—p)(1-v)ab]+u—1)b,c]+ uvle,a]

[c',a] = vA[a,b]+ (1 —v)(1—XN)b,c]+v(X—1)[c,a].
Die Summe

[a/, b/] + [bl,cl] + [Cl,al]
ist deswegen eine Linearkombination der Determinanten
[a,b], [b,c] und [c,a],
wo sich der Koeffizient k£ bei [a, b] zu
E = AMp—1)+1—-—p)(l—-v)+rvA

= M- A+1—v—p+puv+vi
= 1+ Mu+pv+v)—A+p+v)
ergibt. Dieser Ausdruck ist symmetrisch in A, g und v. Er steht deswegen auch bei [b,¢] und

[c,a]. Mit dem Kollinearitatskriterium vom Anfang dieses Paragraphen sehen wir: Die Punkte
a’, b’ und ¢’ sind kollinear, genau dann, wenn

k- ([a,b] + [b,c] + [c,a]) = 0

ist. Weil a, b und ¢ nicht kollinear sein sollen, ist die Summe in der Klammer # 0. Die Bedingung
fiir die Kollinearitéit von a’,b’, ¢’ ist also &k = 0.
Andererseits ist das Produkt der Teilverhiltnisse
A-=1 p—1 v—1 1
A I v A

Apv —k

(O — A+ +vA) F A+ p v —1) = A

Und dieses Produkt ist genau dann = 1, wenn k = 0 ist.

b) Satz von Ceva: Nehmen wir erst einmal an, die drei Transversalen aa’, bb’ und cc’
schneiden sich in einem Punkt p. Jetzt wenden wir den Satz von Menelaos zweimal an:
Zuerst auf das Teildreieck ac’c und die Gerade bb'. Es folgt

TV (b;a,c')-TV(p;c',c)-TV(b';c,a) = 1.
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Und dann auf das Teildreieck ¢’bc mit der Geraden aa’. Jetzt folgt
TV (a;c’,b)-TV(a';b,c) - TV (p;c,c’) = 1.

Mit den Regeln fiir die Anderung des Teilverhiltnisses bei Vertauschung der beteiligten Punkte
aus 2.2 sehen wir
TV (p;e,c')-TV(p;c’,c) = 1.

Multiplizieren wir die Menelaos-Gleichungen fiir die beiden Teildreiecke, so finden wir also
[TV (bsa,c’)-TV(a;c',b)]- TV (a';b,c) - TV (b';c,a) = 1.

Um das Produkt der beiden Teilverhéltnisse in der eckigen Klammer auszuwerten benutzen wir
wieder die Vertauschungsregeln aus 2.2:

TV (c';a,b) = v-1
v
TV (bja,c') = %
TV(a;c',b) = 1—v
TV (bja,c')-TV(a;c',b) = ! ; v
= —TV(c;a,b).

Und mit dem Minus-Zeichen aus der letzten Gleichung folgt die Ceva-Gleichung
TV (a';b,c) - TV (b';¢,a) - TV (c';a,b) = —1.
Nehmen wir jetzt umgekehrt an, die Ceva-Gleichung

A-1 p—1 v—-1
A 1 v

—1

sei erfiillt. Wir unterscheiden zwei Fille:
Entweder sind zwei der Transversalen parallel, etwa aa’ | bb’. Mit dem Strahlensatz sehen
wir, da} dies genau dann passiert, wenn

A—1
— = TV (a';b,c) =TV (a;b',¢) = p
ist. Aus der Ceva-Gleichung erhalten wir dann fiir 4 und v die Beziehung

v—1

(b —1)- = -1
v
1 1
l1-- = —
v 1—p
r 1
v 1—p
- __r
1 —p
-1
v e 'LL—
!
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Das bedeutet aber bb’ || cc¢’. Alle drei Transversalen sind parallel, ok.

Oder, keine zwei der Transversalen sind parallel, je zwei davon schneiden sich. Sei etwa p
der Schnittpunkt von aa’ und bb’. Wir miissen zeigen, die Gerade cc¢’ geht auch durch p. Oder,
dquivalent dazu: Die Gerade cp trifft die Seite ab in ¢’. Sei dazu ¢” der Schnittpunkt dieser
Geraden cp mit der Seite ab. Dann gilt nach der Richtung des Satzes, welche wir schon bewiesen
haben fiir ¢”, und wegen der vorausgesetzten Ceva-Gleichung fiir ¢’

1

TV " b = :TV !, b .
(c”;a,b) TV (a’;b,c) - TV (b';c,a) (c’2,b)

Weil das Teilverhéltnis den zugehorigen Teilungspunkt eindeutig festlegt, folgt ¢’ = ¢” und wir
sind fertig.

Fast! Denn ein fiir die affine Geometrie typisches Problem haben wir leider iibersehen: Hat
die Gerade cp denn iiberhaupt einen Schnittpunkt mit der Seite ab. Warum ist diese Gerade
nicht parallel zur Dreiecksseite? Nehmen wir also an, die Gerade cp sei parallel zur Seite ab:

Dann wenden wir den Strahlensatz auf das Dreieck abb’ an. Dies zeigt
TV (p;b,b’) = TV(c;a,b’).
Mit dem Satz von Menelaos fiir das Dreieck bb’c und die Gerade ap folgt daraus

TV (c;a,b')-TV(a;b',c)-TV(a';e,b) =
TV (p;b,b') - TV (a;b’,¢c) - TV (a';e,b) = 1.
Nun ist . .
TV(bI; Caa) = MTa TV(C; a, bl) = ﬂ’ TV(a; bla C) = My
also

1
TV(c;a,b') - TV(a;b',c) = —— = — .
V(c,a, ) V(aa ,C) 1— W TV(b’;c,a)
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Insgesamt erhalten wir

TV (a';e,b)
TV (b;c,a)
1
TV (a';b,c) - TV (b';c,a)

Wegen der Ceva-Gleichung haben wir
TV (c';a,b) =1

bewiesen. Was ist daran so schlimm? Na ja, ein TV = (v — 1)/v = 1 gibt es nicht, da miifite ja
v =v — 1 sein. Widerspruch! L]

Wir behandeln noch zwei Sitze, die man eigentlich schon zur projektiven Geometrie zahlt:

Satz (Satz von Pappos): Gegeben seien zwei, sich schneidende Geraden L und M C K?
und darauf zwei Tripel a1,as,a3 € L und by,by,bg € M wvon Punkten, die alle voneinander
und vom Schnittpunkt L N M verschieden sein sollen. Wir bilden die sechs Verbindungsgeraden
L;; == a;bj,i # j. Wenn keine der Geradenpaare Li 2, Lo 1, sowie Ly3,L31 und Lo3, L3o
parallel sind, liegen ihre drei Schnittpunkte p; j := L; j N\ Lj;, i # j, auf einer Geraden.

q2

Beweis. Alle beteiligten Punkte liegen auf den drei Geraden Lj», Ly 3 und L3 ;. Diese drei
Geraden bilden ein Dreieck, dessen Ecken wir

qQi:=L31NLis, dqe:=LioNLa3z, q3=La3zNL3;
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nennen wollen. In diesem Dreieck wenden wir jetzt fiinfmal den Satz von Menelaos an, und zwar
auf die Geraden

Loyt TV(pi2;ai,a2) - TV (az;az,q3) - TV(bi;q3, ai
L3o: TV(bz;ai,qz2) TV (p2s;az,a3) - TV (as;qs, a1
Liz: TV(ai;q1,q2) TV (bs;qz,q3) - TV(P13;qs, Q1
L: TV (ai;qi,q2) - TV (az;qz,q3) - TV (az; q3, qi
M:  TV(bz;qi,qz)-TV(bs3;qz,q3) - TV (bi;q3,q1) = 1.

y=1
y=1
y=1
y=1

Jetzt multiplizieren wir die ersten drei dieser Gleichungen und dividieren durch das Produkt der
letzten beiden. Dabei kiirzen sich alle Teilverhéltnisse heraus, in denen Punkte a;, b; vorkommen,
und iibrig bleibt die Gleichung

TV (p1,2;4d1,92) - TV (p23;92,493) - TV (p1,3;d3,q1) = 1.

mit dem Satz von Menelaos folgt, daf§ die Punkte p; 2, p2,3 und p; 3 kollinear sind. Ul

Diesen wunderschénen, kurzen Beweis habe ich aus dem Buch von Coxeter und Greitzer
abgeschrieben. Die Autoren nennen den entscheidenden Beweisschritt ’indulging in a veritable
orgy of cancellation’. Wie gesagt, wunderschon. Aber wie steht es mit dem ewigen Problem der
affinen Geometrie? Was passiert, wenn zwei der Geraden L 2, L 3, L3 1 parallel sind? Da miifite
man jetzt anfangen, einzelne Spezialfille zu analysieren. Das ist halt der Preis der Schonheit.
Das mochte ich aber nicht tun. Ich mochte den Satz innerhalb der projektiven Geometrie noch
einmal behandeln. Dort werden derartige Probleme keine Rolle mehr spielen.

Satz (Satz von Desargues): Gegeben seien drei Geraden L, M, N C K?, die einen Punkt
o gemeinsam haben mdégen, sowie auf diesen Geraden drei Paare von Punkten

aj,ao €L, by,bse M, cq,c9 €N,

die voneinander und von o wverschieden sein mdégen. Diese drei Punktepaare definieren zwei
Dreiecke, deren Seiten
aibi7 b’icia c;a;, 1= 172

einander entsprechen. Entweder sind dann zwei einander entsprechende Seiten parallel oder die
drei Schnittpunkte der drei Paare entsprechender Seiten liegen auf einer Geraden.

Beweis. Wieder verwenden wir den Satz von Menelaos, und zwar in den folgenden drei
Situationen:

Dreieck ‘ Gerade ‘ Relation

oajb; | apyybe | TV (ag;0,a1) - TV (Pap; a1, b1) - TV (bz; by, 0) =1,
obic; | bapycca | TV (ba;0,by) - TV (pye; bi,ci) - TV (ez;¢1,0) =1,
ocia; | capPacas | TV (eo;0,¢1) - TV (pgc;c1,a1) - TV (ag;a,0) = 1.

Beim Multiplizieren dieser drei Zeilen kiirzen sich die Produkte

TV(az;0,a1) TV (aya;,0) = 1
TV(bz;0,b1) - TV (bg;bi,0) = 1
TV (cz;0,¢1) - TV (cz;e1,0) = 1
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heraus. Ubrig bleibt
TV (pab; a1, b1) - TV (Poc; b1, 1) - TV (Pac; €1,a1) = 1.

Und wieder folgt aus dem Satz von Menelaos (am Dreieck a;bjcy), dafl die drei Schnittpunkte
Pab, Pve und pg. kollinear sind. ]

Wieder ein wunderschoner Beweis. Und wieder habe ich ihn aus Coxeter-Greitzer iibernom-
men.

Aufgabe 2.8: Auf den Seiten eines Dreiecks abc seien Punkte a’ € be, b’ € ca, ¢’ € ab (kei-
ne Eckpunkte) so ausgewihlt, dafl sich die Verbindungsgeraden in einem Punkt schneiden. Die
Punkte qq, qs, q. seien die Mitten der Strecken aa’, bb/, cc’. Weiter seien m,, my, m, die Mittel-
punkte der Dreiecksseiten be, €a, ab. Zeigen Sie, daB sich die Verbindungsgeraden m,q,, myq;
und m.q. in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 2.9: Ein Kreis beriihre die drei Seiten eines Dreiecks in den Punkten a’ € be, b’ €
ca, ¢’ € ab. Zeigen Sie, daB sich die drei Verbindungsgeraden aa’, bb’ und c¢’ in einem Punkt
schneiden.

Aufgabe 2.10: Es seien a’ € be, b’ € ca und ¢’ € ab die Beriihrpunkte der drei Ankreise
des Dreiecks abc. Zeigen Sie, daf} sich die drei Verbindungsgeraden aa’, bb’ und c¢c¢’ in einem
Punkt treffen.

Aufgabe 2.11: In einem nicht-gleichschenkligen Dreieck trifft die duere Winkelhalbierende
einer jeden Ecke die gegeniiberliegende Seite. Die drei Schnittpunkte seien a’ € be usw. Zeigen
Sie, daf} diese drei Punkte a’, b’ und ¢’ kollinear sind.

Aufgabe 2.12: In einem Dreieck abc moge die Winkelhalbierende zur Ecke a die Seite
bc in a’ schneiden, die Winkelhalbierende zur Ecke b die Seite ca im Punkt b’. Die dufiere
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Winkelhalbierende der Ecke ¢ treffe die Seite ab im Punkt ¢’. Zeigen Sie, dafi a’, b’ und ¢’
kollinear sind.

2.4 Ellipsen

Was wire die euklidische Geometrie ohne Kreise? Langweilig! Leider gehoren Kreise nicht zu
den Gegenstinden der affinen Geometrie. Betrachten wir etwa das Bild des Kreises

K: z22+4+¢4%=1

unter der linearen Abbildung
U:(z,y) = (a-x,b- 7).

Das ist also die Menge
2 2
2 -1 2 z )
U(K) = {(0,9) € R s U ) € K} = () € R () (1) =1,
Es ist ein Kreis, der in x—Richtung mit dem Streckungsfaktor ¢ und in y—Richtung mit dem

Streckungs- faktor b gedehnt wurde. So ein verdehnter Kreis heifit (achsenparallele) Ellipse mit
den Halbachsen a und b, ihre Gleichung ist

2 2

T+l
a b2

und sie sieht so aus:
Y
1
b
1 a
T

Nun war unsere lineare Abbildung U noch ziemlich moderat. Dem Kreis kann noch viel
schlimmeres passieren, etwa unter der linearen Abbildung

U:(z,y) = (x+y,y).
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Jetzt ist U~ !(z,y) = (z — y,v), das Bild U(K) hat die Gleichung
(z—y)?+9y° =2 — 22y +2° =1

und sieht so aus:

Das sieht eigentlich immer noch wie eine Ellipse aus, nur keine achsenparallele! Der Grund
ist einfach: Jede affine Transformation der Ebene bildet Kreise immer auf Ellipsen ab. Genauer
gesagt: Unter einer Ellipse verstehen wir das Bild einer achsenparallelen Ellipse unter einer
Bewegung. Dann gilt:

Satz 7 (Affine Bilder von Kreisen): Sei K C IR? ein Kreis und F : R? — IR? eine affine
Transformation. Dann ist das Bild F(K) des Kreises unter F eine Ellipse.

Beweis. Translationen 7' sind Bewegungen, deshalb ist das Bild einer Ellipse unter einer
Translation immer wieder eine Ellipse. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dafl F' = U eine
invertierbare lineare Abbildung ist.

K:xl-x=1

die Gleichung
Utx)t- U x)==x - (UTHYUT x=1.

Die Matrix (U !)!U ! ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von der Hauptach-
sentransformation gibt es also eine orthogonale Matrix S derart, dafl

Cntrr— _ i\t _ a 0
S-(UH U8 == ((SU))" - (SU) 12(0 ﬂ>

eine Diagonalmatrix mit Eintridgen «a, 8 > 0 ist. Dazu gehort die achsenparallele Ellipse
E: ar’+py?=1.
Und wir haben die Beziehung
S(U(K))=E, UK)=S""(E).
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Mit der Hauptachsentransformation ist alles bewiesen. L]

Natiirlich folgt aus diesem Satz, durch Hintereinanderanwendung der linearen Transforma-
tionen, daf} jedes affine Bild einer Ellipse wieder eine Ellipse ist. Damit sind Ellipsen Objekte
der affinen Geometrie des IR? und wir diirfen sie uns anschauen.

Wir listen jetzt noch einige geometrische Figenschaften von Ellipsen auf, die sich vom Kreis
auf seine affinen Bilder iibertragen:

Eine Gerade kann zum Kreis drei verschiedene Beziehungen haben. Entweder schneidet sie
ihn nicht, oder sie schneidet ihn in zwei Punkten (Sekante), oder sie beriihrt ihn in einem Punkt
(Tangente). Eine affine Transformation dndert daran nichts. Also kann eine Gerade eine gegebene
Ellipse entweder nicht schneiden, in zwei Punkten schneiden (Sekante der Ellipse) oder in einem
Punkt beriihren (Tangente an die Ellipse). Ist die Ellipse E = F(K) ein affines Bild des Kreises
K, so sind die Tangenten an F gerade die affinen Bilder F'(L) der Tangenten L an den Kreis K.

Durch einen Punkt P, der auflerhalb der Ellipse E liegt, gibt es genau zwei verschiedene
Tangenten an E. Die Verbindungsgerade der beiden zugehorigen Beriihrpunkte heifit die Polare
von P beziiglich E.

Ein Kreis hat einen Mittelpunkt. Unter der affinen Abbildung F' geht der Mittelpunkt des
Kreises K auf den Mittelpunkt der Ellipse F(K). Wie kann man den Mittelpunkt der Ellipse
mit den Spielregeln der affinen Geometrie definieren? Dazu miifite man den Mittelpunkt des
Kreises affin definieren: Der Mittelpunkt des Kreises ist der Punkt, wo sich alle Durchmesser
treffen. Was ist ein Durchmesser? Eine Gerade, die durch den Mittelpunkt geht. So geht’s nicht.
Probieren wir es anders:

Betrachten wir eine Schar paralleler Sekanten. Thre Mittelpunkte liegen alle auf einer Gera-
den, und die ist ein Durchmesser! So geht’s. Wenn wir jetzt die affine Abbildung F' anwenden,
bekommen wir eine Schar paralleler Sekanten der Ellipse. Ihre Mittelpunkte liegen alle auf einer
Geraden. So eine Gerade heifit Durchmesser der Ellipse. Alle Durchmesser der Ellipse treffen
sich in einem Punkt (weil sie das im Kreis tun), dieser Punkt heifit Mittelpunkt der Ellipse.
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V) ==

Im Bild des Kreises sieht man ganz deutlich, dal der Durchmesser, der von den Mittelpunkten
der parallelen Sekanten iiberstrichen wird, senkrecht auf diesen Sekanten steht. (Beweisen kann
man dies, nachdem man den Kreis so dreht, dafl die Sekanten z.B. die Parallelen zur z—Achse
sind. Der Durchmesser ist dann die y—Achse.) In der Parallelschar gibt es natiirlich auch einen
Durchmesser, und der steht auf dem anderen Durchmesser senkrecht.

Die Bilder zweier aufeinander senkrecht stehenden Durchmesser des Kreises stehen in der
Ellipse i.a. nicht mehr senkrecht aufeinander. Trotzdem gibt man ihnen einen besonderen Namen:
Zwei Durchmesser der Ellipse heiflen konjugiert, wenn sie Bilder zweier aufeinander senkrecht
stehender Durchmesser des Kreises sind. Sie haben ein besonderes Verhiltnis zueinander: Die
beiden Tangenten der Ellipse, in den zwei Punkten, wo der Durchmesser die Ellipse schneidet,
sind parallel zum konjugierten Durchmesser. Das ist so, weil es am Kreis so ist, und weil sich
diese Eigenschaft bei affinen Transformationen nicht &ndert.

Q ==

Was wir hier in Worten gesagt haben, kann man natiirlich auch alles in Formeln ausrechnen.
Wir wollen dies hier aber noch nicht tun, weil wir in einer allgemeineren Situation noch einmal
darauf zuriick kommen werden.

Aufgabe 2.13: Eine Ellipse beriihre die drei Seiten eines Dreiecks. Zeigen Sie, dafl die drei

Verbindungsgeraden der Ecken des Dreiecks mit den Beriithrpunkten auf den gegeniiberliegenden
Seiten sich in einem Punkt treffen.
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Aufgabe 2.14: Gegeben sei eine Ellipse E. Berechnen Sie die Fliche eines Quadrats, dessen
Seiten parallel zu den Achsen der Ellipse sind, und dessen Ecken auf F liegen.

Aufgabe 2.15: Bestimmen sie die maximale Fliche eines Rechtecks, dessen Seiten parallel
zu den Achsen einer Ellipse F sind, und dessen Fcken auf E liegen.

2.5 Kegelschnitte

In diesem Paragraphen wird es ziemlich auf Vorzeichen ankommen. Wir setzen deshalb IK = R
voraus.

Die Gleichung einer Ellipse erhilt man aus einer quadratischen Funktion ¢(z,y) der Varia-
blen z und y. Im einfachsten Fall, achsenparallel und mit Mittelpunkt im Ursprung, sieht die

Gleichung so aus:
1

day) = 0> + 5~ 1=0.
In diesem Paragraphen wollen wir ganz allgemein solche quadratischen Ausdriicke
q(z,y) = az® + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f, a,b,....f €R
betrachten und fragen:
e Wann ist die Menge {(z,y) € R? : ¢(z,y) = 0} eine Ellipse?

e Wenn sie keine Ellipse ist, was ist sie dann?

Wenn d = e = 0 ist, hat ¢ die schéne Symmetrie ¢(—z, —y) = ¢(z,y). Solche Gleichungen
wollen wir zuerst behandeln.

Wir gehen genauso vor, wie bei den Ellipsen: Die Matrix der quadratischen Form

2 2 . a b . x
ar® + 2bzy + cy® = (z,y) (b c) (y)

kénnen wir, nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation, durch eine orthogonale Matrix
U diagonalisieren:

2 2 a 0 -1 T
ax” + 2bxy 4+ cy” = (z,y) - U - U™ - .
y+ey” = (z,9) (0 ﬁ> <y>

Die orthogonale Matrix U kann eine Drehmatrix sein (det(U) = 1) oder eine Drehspiegelung
(det(U) = —1). Wem eine Drehspiegelung zu unheimlich ist, der kann von U i{ibergehen zu

"7 1 0
v (30).
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Falls det(U) = —1 war, dann ist det(U’) = 1, und U’ ist eine Drehung. Die Matrix U’ diagona-
lisiert unsere quadratische Form genauso wie es die Matrix U tat. Wir kénnen also annehmen,
daf} die Hauptachsentransformation durch eine Drehung U geschieht. Nach der Drehung ist die
Form diagonali- siert. Bis auf diese Drehung haben wir es also mit einer Funktion

q(r,y) =az® +By* + f =0

zu tun.

Wir miissen jetzt eine ganze Menge von Fillen unterscheiden. Um deren Anzahl moglichst
klein zu halten, werden wir die Fille nicht unterscheiden, die durch Vertauschen von x und y
auseinader hervorgehen. Dieses Vertauschen kann man ja durch eine Drehung (z,y) — (y, —z)
um 90 Grad erreichen. Auflerdem kommt es uns nicht auf die Gleichung, sondern auf deren
Nullstellenmenge an. Wir kénnen deshalb die Gleichung mit einem beliebigen Skalar # 0 durch-
multiplizieren, und falls f # 0 ist z.B. f = 1 annehmen. Aufilerdem wollen wir « und [ stets > 0
annehmen, und die quadratische Form dafiir mit Vorzeichen

+az’ + By’

schreiben. Es gibt dann die folgenden Félle:

Fall Gleichung | Nullstellenmenge
[ q
0 0 0 = 0 | die ganze Ebene
0 Rangl 22 =0 | eine Gerade
0 positiv definit az? + fy? = 0 | ein Punkt
0 indefinit vom Rang 2 | az? — By? = 0 | zwei schneidende Geraden
1 0 0 =1 | die leere Menge
1 Rang1 ar? =1 | zwei parallele Geraden
1 —az? =1 | die leere Menge
1 positiv definit az? + By? =1 | Ellipse
1 indefinit vom Rang 2 | az? — By? = 1 | Hyperbel
1 negativ definit —az? — By? = 1| die leere Menge

Das sind insgesamt neun Fille. Wirklich interessant fiir uns sind nur die echten, nicht ent-
arteten Kegelschnitte. Aufler der Ellipse, die wir schon kennen, ist das nur die Hyperbel. In
Analogie zur Ellipse schreiben wir ihre Gleichung

Sie sieht so aus:
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Es bleiben noch die Félle, wo die Konstanten d und e nicht beide = 0 sind. Die Behandlung
dieser Fille wird etwas iibersichtlicher, wenn wir die Funktion ¢(z,y) in Matrixschreibweise

angeben. Dazu kiirzen wir ab:
a b

ar? +2bzy +cy? = x-Q-x'
u = (d,e)
dr+ey = (ux)
qz,y) = x-Q-x'+2(ux)+f.

Wir versuchen den Vektor u durch eine Translation x — x’ = t 4+ x zu beseitigen. Unsere
Funktion wird dann

x) = K —t)-Q- X —t) +2ux' —t)+f
= ¥ Q- xX"+2u-Q-tx)+f+t-Q-t.

Wir sehen: Der lineare Anteil hebt sich weg, und wir sind in einem der schon behandelten Fille,
wenn es uns gelingt, t so zu wihlen, dafl

Q- -t=u

Das geht sicher immer dann, wenn die Matrix  invertierbar ist: t := Q' - u. Aber das braucht
die Matrix @ ja nicht zu sein! Den Fall der Nullmatrix ) = 0 wollen wir weglassen, weil dann
die Funktion ¢(z,y) nur den Grad eins hat. Es bleibt also zu untersuchen:

Rang(Q) = 1.
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Nach einer Drehung kénnen wir annehmen
x-Q-x=oaz’, a#0.
Wenn wir die Gleichung durch « dividieren, und die Koeffizienten neu benennen, haben wir
q(z,y) = 2% + 2dz + 2ey + f = 0.
Hier machen wir die quadratische Erginzung mit z’ = z + d. Dann wird
q(z',y) = (2)? + 2ey + f' = 0, mit f' = f —d*.

Wir kénnen e # 0 annehmen. Wenn wir durch e teilen, und die Koeffizienten wieder ein wenig
umbenennen, erhalten wir schliefilich die Parabelgleichung

y = az® + B.

Wir fassen zusammen:
Satz 8 (Klassifikation der reellen Kegelschnitte): Es sei

q(z,y) = az® + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f =0

die Gleichung eines Kegelschnittes in der reellen Ebene. Durch eine Bewegung kann die Glei-
chung in eine der oben erwdahnten entarteten Gleichungen oder in eine der drei folgenden Glei-
chungen transformiert werden:

Ellipse &+ Z—g =1
Hyperbel i—2 =1

Parabel y=a-z°.

Kegelschnitte heiflen Kegelschnitte, weil man sie erhalten kann, indem man einen Kegel im
dreidimensionalen Raum mit einer Ebene schneidet. Das hat schon ein alter Grieche herausge-
funden. Folgendes ist darunter zu verstehen: Nehmen wir etwa den Rotationskegel

C: 22=z2+4°
her und schneiden ihn mit einer Ebene
E: z=u-z+v-y+w.
Die Schnittkurve hat dann die Gleichung

(u-z+v-y+w)? = 224y
(u? —1)-2? + 2uv -2y + (V? — 1) -9? + 2uw -z + 20w -y + w? = 0.

Wir wissen, die Art des erhaltenen Kegelschnittes hingt ganz wesentlich von der Definitheit der

symmetrischen Matrix
Q= u?—1 wv
T\ ww v?—1
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ab. Thre Determinante ist
det(Q) = (u? —1)(v? — 1) — (uww)? = 1 — u? —v°.

Der Kegelschnitt kann einer der Entartungsfille sein, oder er ist eine

Ellipse =  (Q definit = det(Q) >0 & uw+vi<1
Hyperbel = (@ indefinit = det(Q) <0 & w+0v2>1
Parabel = Rang(Q)=1 = det(Q) =0 & u’+v?2=0.

Aufgabe 2.16: Es seien a, b, c,d, e € IR? fiinf Punkte der affinen Ebene. Zeigen Sie: Es gibt
einen Kegelschnitt, der durch diese fiinf Punkte geht.

Aufgabe 2.17: Es seien a = (a1, as), ...,f = (f1, f2) sechs Punkte der affinen Ebene. Zeigen
Sie: Diese sechs Punkte liegen genau dann auf einem Kegelschnitt, wenn

1 . 1
ay f1
a9 2
det a% j% =0.
aiay . . . . f1 fQ
a3 f3

Aufgabe 2.18: Welche Kegelschnitte (Ellipsen, Hyperbeln, ...) werden durch folgende Glei-
chungen gegeben:
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a) 2?2 +4dry +y*> + 3z + 3y +1 =0,

b) 222 + 2zy + 2y% — 3z — 6y — 15 =0,
c) 222 4 2zy + 2y% — 3z — 6y — 13 = 0,
d) 22+ 2ry +y?> +z —y =0,

e) z2 + 2y + y? + 4z + 4y = 0.

Aufgabe 2.19 (Gértnerkonstruktion): Es seien f; = (d,0) und f; = (—d,0) mit 0 < d €
R zwei Punkte der euklidischen Ebene R%. Fiir 0 < a € R sei

E. = {peR2:|p—f | +|p-fl=a}
Hy, = {peR’:||lp—fi||-[lp—£f|=a}

Zeigen Sie: Fiir a > 2d ist E, eine Ellipse, fiir a < 2d ist H, Ast einer Hyperbel.

Aufgabe 2.20: Es sei f = (d,0) mit 0 < d € R ein Punkt der euklidischen Ebene. Fiir
0 < a € R sei D, C IR? der geometrische Ort der Punkte p = (z,y) € IR? mit

Ilp—fl=a-=
Zeigen Sie: D, ist eine
Ellipse &S a<l

Parabel & a=1
Hyperbel < a > 1.

Aufgabe 2.21: Gegeben seien a, b, c € IR mit ¢ # 0. Zeigen Sie, daf}
(x+a)ly+b)=c

die Gleichung einer Hyperbel ist. Bestimmen Sie deren Mittelpunkt und ihre Halbachsen.
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3 Projektive Geometrie

3.1 Die projektive Ebene

Dieser Abschnitt dient vor allem der Motivierung. Die exakten Definitionen kommen im néichsten
Abschnitt.

Seit der Renaissance gibt es in der Malerei eine Theorie der Perspektive. An einem Griechi-
schen Tempel, beispielsweise, gibt es jede Menge paralleler Mauerkanten (jedenfalls dann, wenn
der Tempel noch gut erhalten ist). Will man den Tempel zeichnen, so erhéht es den rdaumlichen
Eindruck, wenn sich auf dem Papier die Bilder dieser Linien in einem ,,Fluchtpunkt“ schneiden.
Man stellt sich dabei vor, daf} das Bild aus dem dreidimensionalen Gegenstand durch eine rich-
tige schone, geometrische Projektion entstanden ist. Will man Eisenbahnschienen zeichnen, so
sieht das Resultat vielleicht so aus:

(Ganz stimmen kann das nicht, denn auch die Schwellen sind Teile paralleler Geraden, die sich
in einem Fluchtpunkt schneiden sollen. Und der Fluchtpunkt kann nicht in der Richtung liegen,
wie sie die von mir gezeichneten Schwellen haben, er muf} irgendwie senkrecht zum Fluchtpunkt
der Schienen liegen. Wie man solche Fluchtpunkte ausrechnet, das ist ein Teil der Theorie der
Perspektive. Hierzu gibt es in der Bibliothek des Mathematischen Instituts das schéne Buch:

F. Rehbock, Geometrische Perspektive, Springer 1979.

Darin findet sich auch, auf p. 17, ein Bild mit Eisenbahnschwellen, korrekt gezeichet.)

Auf dem Papier kann man die Fluchtpunkte einzeichnen, in der dreidimensionalen Realitit
gibt es sie nicht, denn iiberall sind da ja schon die richtigen Punkte. Wenn man also mit den
Fluchtpunkten arbeiten mochte, dann mufl man sie zum vorhandenen Raum hinzufiigen. Man
nennt die hinzugefiigten Fluchtpunkte das ,,Unendliche“ . Das hat nichts mit Spiritismus zu tun,
sondern es ist nur so eine mathematische Redensart (Definition).

In diesem Abschnitt wollen wir uns genau iiberlegen, wie man die Ebene IR? durch Punkte
im Unendlichen zur projektiven Ebene erginzt. Es kommen also unendlich—ferne Punkte hinzu.
Und zwar sollen dies die Schnittpunkte aller parallelen Geraden gleicher Richtung sein. Hier
konnte man verschiedener Meinung sein, und sagen, jede Gerade hat zwei Enden, sie geht in
zwei Richtungen nach Unendlich, sie hat zwei Schnittpunkte im Unendlichen mit allen ihren
parallelen Mitgeraden. Diese Meinung hat sich nicht durchgesetzt. Man mdchte, daf} sich je zwei
verschiedene Geraden, parallel oder nicht, in genau einem einzigen Punkt schneiden. Also soll
es im Unendlichen fiir jede Sorte paralleler Geraden nur einen einzigen Schnittpunkt geben.
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Geht man auf einer Geraden nach Unendlich, erreicht man ihren Fluchtpunkt, geht man weiter,
kommt man auf der gleichen Geraden, aus der anderen Richtung aus dem Unendlichen zuriick.

Es hat grofie praktische Vorteile, wenn sich zwei parallele Geraden in einem Punkt im Un-
endlichen schneiden. Beispielsweise haben wir bei der Formulierung der S&tze von

e Ceva,
e Pappos,
e Desargues

immer auf Ausnahmen Riicksicht nehmen miissen, die sich aus der Parallelitit von Geraden
ergaben. Diese Sétze werden eine projektive Version haben, wo parallele Geraden keine Sonder-
rolle mehr spielen werden. (Deswegen habe ich den Fillen paralleler Geraden beim Beweis der
affinen Version dieser Sitze auch keine zu grofie Aufmerksamkeit geschenkt.)

Wir wollen die reelle projektive Ebene IP5(IR) nennen. Man kann sich davon ein toplogisches
Modell machen, das allerdings ein wenig kompliziert ist. Es gibt eine bijektive und in beiden
Richtungen stetige Abbildung der affinen Ebene IR? auf die Kreisscheibe:

arctg(z® + y?)

\/m : (Iay)

Geraden durch den Nullpunkt gehen bei dieser Abbil-
dung in Kreisdurchmesser iiber, und treffen dann in
zwei diametral gegeniiberliegenden Punkten auf den
Kreisrand. Das topologische Modell der reellen projek-
tiven Ebene ist also die Kreisscheibe, auf deren Rand
man diametral gegeniiberliegende Punkte identifizie-
ren muf.

(z,y) =

Diese Beschreibung der projektiven Ebene ist uns zu qualitativ, wir miissen rechnen. Dazu
brauchen wir Koordinaten. Ausgangspunkt sind die baryzentrischen Koordinaten aus §2.2. Wir
haben drei Koordinaten (x,y, z) mit £ +y + z = 1 zur Beschreibung eines Punktes x der Ebene
benutzt. Wenn wir diese drei Koordinaten im (z,y, z)-Raum IR? auftragen, erhalten wir alle
Punkte der Ebene z +y + z = 1. Jeder Punkt x = (z,y, ) dieser Ebene liegt auf einer Geraden
IR -x durch den Nullpunkt. Und umgekehrt: Jede Gerade L C IR? durch den Nullpunkt schneidet
diese Ebene in genau einem Punkt. D.h., alle Geraden L tun dies, bis auf diejenigen, die es nicht
tun und parallel zur Ebene z+y+ 2z = 1 liegen. Dies sind die Geraden in der Ebene z+y+2z = 0.
Jede dieser Geraden gehort aber zu einer Richtung in der Ebene x +y+ 2z = 1 und definiert dort
einen Punkt im Unendlichen.

Jeder Vektor 0 # x = (z,y,2) € IR? bestimmt eine Gerade L = IR - x. Und jede dieser
Geraden bestimmt einen Punkt der projektiven Ebene:

e Entweder ist z + y + z # 0, dann ist es der Punkt mit den baryzentrischen Koordinaten
x Y z
r+y+z2z+y+z r+y+z’

also der Schnittpunkt von L mit der Ebene z +y + z =1,
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e oder es gilt £ + y + z = 0, und dann ist es ein unendlich ferner Punkt.

r+y+z=1
z r+y+2z#0

rT+y+z=0

T

Auf diese Weise parametrisieren die Geraden des R® durch den Nullpunkt alle Punkte der
projektiven Ebene, endliche oder unendlich ferne, je nachdem, ob sie die Ebene z +y+ 2z =1
schneiden, oder dazu parallel sind.

Wir haben gesehen: Die Geraden im IR?® durch den Nullpunkt kann man benutzen, um
alle Punkte der projektiven Ebene zu parametrisieren. Geraden haben aber keine Koordinaten,
und somit haben wir noch keine Koordinaten auf der projektiven Ebene, in denen wir rechnen
kénnen. Jetzt geben wir den Geraden L C IR?, und damit den Punkten der projektiven Ebene,
Koordinaten: Eine Gerade wird aufgespannt durch einen Vektor x # 0, es ist L = IR - x. Wir
nehmen einfach die drei Koordinaten z, ¥, z von x als Koordinaten von L. Richtige Koordinaten
sind dies aber eigentlich nicht, denn das Tripel (z,y, z) ist durch die Gerade L nicht eindeutig
festgelegt. Jedes andere Tripel

Az, Ay, A 2) mit A #0

reeller Zahlen gehort zur selben Geraden. Wir driicken dies so aus, daff wir das Tripel nicht
(x,y,z) sondern (z : y : z) schreiben. Damit meinen wir nicht nur das Tripel (z,y, z), sondern
die Menge aller Tripel (A-z, A -y, A - 2z) mit 0 # A € IR. Die Doppelpunkte stehen da, weil nicht
die Werte z,y, z der einzelnen Koordinaten wichtig sind, sie &ndern sich ja beim Multiplizieren
mit A, sondern ihre gegenseitigen Quotienten, die sich dabei nicht &ndern. Diese Koordinaten,
bei denen nicht die Zahlenwerte wichtig sind, sondern deren gegenseitige Proportionen, heiflen
homogene Koordinaten.
Die homogenen Koordinaten auf der reellen projektiven Ebene sind also Zahlentripel

(x:y:2z)mit (z,y,2) #0und (Az: Ay : Az) = (z:y:z) fir A #0.
Sie hingen mit baryzentrischen Koordinaten der affinen Ebene folgendermaflen zusammen:

e Wenn z + y + z # 0 ist, dann ist (z : y : z) der Punkt in der affinen Ebene mit den
baryzentrischen Koordinaten

T Y z
r+y+z2z+y+z r+y+z
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e Wenn x 4+ y + z = 0 ist, dann bedeutet (z : y : z) einen unendlichfernen Punkt. Und zwar
bedeutet dies den Punkt in Richtung der vom Vektor (z,y,z) aufgespannten Geraden
parallel zur Ebene x +y + 2z = 1.

Ich habe versucht, den Ubergang von baryzentrischen zu homogenen Koordinaten zu er-
kldren, denn schon in Dimension zwei sind die baryzentrischen Koordinaten drei Koordinaten.
Weil die benutzte Ebene = + y + z = 1 nicht parallel zu einer Koordinatenebene ist, ist die
Geometrie der Situation aber etwas uniibersichtlich. Insbesondere sollte ein Student in einer
miindlichen Priifung nicht diese Einfithrung der homogenen Koordinaten erkldren, sondern die
folgende, weil sie geometrisch iibersichtlicher ist:

Wie in Abschnitt 2.1 ergéinzen wir Vektoren x =
(z1,72) € IR? rein formal um einen nullten Eintrag
= 1 zu Vektoren x' = (1,z1,22). In diesem Fall 0

gehort ein Punkt (zg : z1 : 22) € Po(IR) 20 £ 0

e zum Vektor x' = (1,21 /z9,22/10), d.h. zum / /m

Punkt x = (z1/x0,%2/z) der affinen Ebene, .
falls zog # 0, / 70 =1

e zum unendlich fernen Punkt in Richtung der

=0
Geraden IR - (21, x3) C IR?, falls x5 = 0. 0 T1

Aufgabe 3.1: In der projektiven Ebene IPo(IK) mit den homogenen Koordinaten (zg : 21 : )
seien

a) zwei verschiedene Punkte p; = (a1 : by : ¢1) # p2 = (ag : b2 : ¢2) gegeben. Bestimmen Sie
die Gleichung ihrer Verbindungsgeraden.

b) zwei verschiedene Geraden Ly : ayzg+ B121 + 122 = 0 und Lo : aszg + Boxy + yoxe = 0
gegeben. Bestimmen sie deren Schnittpunkt.

Aufgabe 3.2: a) Es seien p; = (a; : b; : ¢;), i = 1,2,3, drei Punkte in der projektiven Ebene
Py (IK). Zeigen Sie: diese drei Punkte sind genau dann kollinear, wenn es (A1, A2, A3) # (0,0,0)
gibt mit
A1P1 + A2p2 + Azp3 = 0.
(Hier meine ich mit p € IK® einen Vektor, der zum Punkt p € P5(IK) gehért.)
b) Es seien
L+ cimo + Biz1 + viwe =0, 1 =1,2,3,
drei Geraden in der projektiven Ebene IPo(IK). Zeigen Sie: diese drei Geraden haben genau dann
einen Punkt gemeinsam, wenn es (A1, A2, A3) # (0,0,0) gibt mit

)\ILI(X) + AoLsy (X) + A3L3 (X) =0.
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3.2 Der projektive Raum P, (IK)

Im letzten Abschnitt haben wir eingesehen, dafl man die projektive Ebene Py (IR) erkléiren kann
als die Menge der eindimensionalen Untervektorriume im IR?. Diese Einsicht bestand aus drei
Schritten, die wir allerdings nicht in der folgenden Reihenfolge ausfiihrten:

1. Der Definition von IP3(IR) als diese Menge;
2. der Einfiihrung von homogenen Koordinaten (zg : z1 : z2) auf dieser Menge;

3. der Deutung von Punkten (z( : 1 : z2) mit 2y # 0 als Punkte (z1/x0,z2/10) der affinen
Ebene und von Punkten (0 : 21 : z2) als unendlich ferne Punkte.

Diese drei Schritte fiihren wir jetzt in beliebiger Dimension n und {iber jedem beliebigen
Korper IK durch.

1. Definition des n—dimensionalen projektiven Raums P, (IK): Der n—dimensionale projektive
Raum IP,(IK) ist die Menge aller eindimensionalen Unterrdume L (= Geraden L durch den
Nullpunkt) im (n + 1)-dimensionalen Vektorraum IK"*+!.

2. Einfiihrung homogener Koordinaten auf IP,(IK): Jeder eindimensionale Unterraum L C
K" wird aufgespannt durch einen Vektor 0 # x = (zg, 1, ..., ) € IK" "1, Wir nennen (zg : 7 :
... T,) die homogenen Koordinaten des Punktes in IP, (IK), der von L reprisentiert wird. Weil
A - x dieselbe Gerade L aufspannt, gilt

(o : 21t i xy) = (Axo 1 ATy 1 ot Ay)

fiir alle 0 #£ A € IK. Natiirlich gibt es keinen Punkt im projektiven Raum mit homogenen
Koordinaten (0:0: ... : 0), der projektive Raum hat keinen Nullpunkt.

Noch eine Notation: Spéter werde ich, wenn sich alle an diese Notation gewdhnt haben, keinen
so groBen Unterschied mehr zwischen der Bezeichnung fiir den Vektor (zo, ..., z,) € K™*! und
dem Punkt (z¢ : ... : z,) € IP,(IK) machen. Vorldufig will ich versuchen, mich an folgende
Regelung zu halten:

Vektor % = (zg, ..., z,) € K",
Punkt x=(zg:...:2,) € IP,(IK).

3. Affine und unendlich ferne Punkte: Die Menge der Punkte x = (zg : 1 : ... : ;) € P, (IK)
mit ¢ # 0 nennen wir den affinen Teil des projektiven Raums. Dieser affine Teil kann mit dem
affinen Raum IK" identifiziert werden durch die bijektive Abbildung

K" P, (K)
(X1, xyn)  —  (Lizp:..:izy)
<ﬂ,..., x—") — (zo:xy:..ixp).
o o
Die Menge der Punktex = (0 : z; : ... : ) € IP,,(IK) nennen wir die unendlich ferne Hyperebene.

Was eine Hyperebene im projektiven Raum ist, erkliren wir gleich. Der Punkt x représentiert
im IK" den Fluchtpunkt aller Geraden, die zur Geraden IK - (z1, ..., z,) C IK" parallel sind.
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Beispiel: n = 1. Der eindimensionale projektive Raum iiber IK heifit projektive Gerade. Er
besteht aus allen Punkten x = (o : #1). Darunter gibt es einen einzigen Punkt oo := (0: z1) =
(0 : 1) mit g = 0. Dies ist der unendlich ferne Punkt. Die projektive Gerade IP(IK) besteht
also aus der affinen Geraden IK, an die der unendlich ferne Punkt angefiigt wurde:

Py (K) = K U .

0

Pi(IR) P, (C)
Die projektive Gerade IP;(C) = € U oo heifit auch Riemannsche Zahlenkugel.

Der projektive Raum IP,,(IK) verallgemeinert den affinen Raum K" im folgenden Sinn:

e Jeder affine Unterraum A C K" 148t sich fortsetzen zu einem projektiven Unterraum
A C P,(K).

e Jede affine Transformation F': IK" — IK" 1Bt sich fortsetzen zu einer projektiven Trans-
formation F : IP,(K) — P, (IK).

Natiirlich miissen wir erst noch definieren, was ein projektiver Unterraum und was eine
projektive Transformation ist.

Definition: Ein projektiver Unterraum U C TP, (IK) ist eine Menge von Geraden L C IK"*!
derart, da$ es einen Untervektorraum U ¢ TK"*! gibt mit U = {L. ¢ U}. Die Dimension von U
ist

dim(U) = dim(U) — 1.

Beispiele: a) jede Gerade L C IK"*! repriisentiert einen Punkt x € IP,,(IK). Punkte sind also
O0—dimensionale projektive Unterrdume.

b) Eine nicht-triviale Linearform )y a,z, definiert eine Hyperebene H = {x € K" .
Y ay,x, = 0} in IK"*!. Die Dimension dieser Hyperebene ist n. Die in dieser Hyperebene H
liegenden Geraden bilden einen projektiven Raum der Dimension n — 1 im IP, (IK). Dieser pro-
jektive Unterraum heifit projektive Hyperebene. Ist insbesondere die Linearform gerade xg, so
erhilt man die unendlich ferne Hyperebene zy = 0.
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Satz (Projektiver Abschlufl affiner I_J'nterréiume): Jeder affine Unterraum A C K" ist
fortsetzbar zu einem projektiven Unterraum A C P, (IK) gleicher Dimension. Es ist ANIK" = A.
Beweis: Es sei d := dim(A) und A C IK" definiert durch n—d linear unabhéingige Gleichungen

A={xeK": Zaﬂyl,:vl,:bﬂ, p=1,...n—d}.

v=1
Dieselben Gleichungen, gelesen als homogene Gleichungen fiir Vektoren x' = (1,z,...,2,) €
K"+, nimlich
—byxo a1z + ...t aupnty, =0, p=1,...n—d
definieren einen Untervektorraum U C IK"t! der Codimension n — d, also von der Dimension

d+ 1. U C IP,(IK) sei der zugehorige projektive Unterraum. Er hat Dimension d.
Nach Definition ist

U={(zo:21:...: 1) EP,(K) : Zaw,:z:,, =byxo, p=1,...,n —d}.

v=1

Die Punkte von U NIK" haben zg # 0, und die zugehérigen affinen Punkte (z1/zg, ..., 2, /x) €
IK™ bilden gerade den Losungsraum der gegebenen n — d Gleichungen. L]

Beispiel: Eine Gerade in der affinen Ebene hat die Gleichung aq - 1 + a9 - xo = b. Die
entsprechende Gerade in der projektiven Ebene hat die Gleichung —bzg 4+ a1 + aszs = 0.
Wenn wir zwei Geraden in der projektiven Ebene schneiden wollen, etwa

{aoxo + a121 + asx9 = 0} N {bgl‘o 4+ biz1 + bozy = 0}
berechnen wollen, dann miissen wir das homogene Gleichungssystem

apro + a1r1 + asre = 0
b0$0 + blxl + b2$2 =0

losen. Falls die Gleichungen linear unabhingig sind (d.h., falls die Geraden verschieden sind),
wird der Losungsraum aufgespannt vom Kreuzprodukt der Koeffizientenvektoren

a1b2 - a2b1
axb= GQbO — a0b2
a0b1 — a1b0

Der Schnittpunkt der beiden Geraden hat also die homogenen Koordinaten
(:l?g Y F :l?g) = (a1b2 - (I,le . a2b0 - a0b2 . a0b1 - albo).

Der Vorteil der projektiven Theorie ist, dafl alle Gleichungen homogen werden, und man keinen
Unterschied zwischen homogenen und inhomogenen Gleichungen zu machen braucht. Natiirlich
ist die triviale Losung homogener Gleichungen immer verboten.

Ein projektiver Unterraum U C 1P, (IK) ist fiir sich selbst genommen wieder ein d—dimensio-
naler projektiver Raum. Es gibt ja einen Untervektorraum Uc K"t derart, da U aus allen
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Geraden L C U besteht. In U kann man eine Basis g, ...,y € U wiihlen. Diese definiert
einen Vektorraum-Isomorphismus IK**! — U und damit eine bijektive Abbildung IP4(IK) —
U. Hitten wir eine andere Basis in U gewihlt, so hitten wir einen anderen Vektorraum-
Isomorphismus erhalten. Doch beide Isomorphismen unterscheiden sich nur um einen Vektorraum-—
Automorphismus des K4+

Der Begriff des Verbindungsraums verallgemeinert sich wortlich vom Affinen ins Projektive:
Ist M C P, (IK) eine beliebige Menge, so sei span(M) der Durchschnitt aller projektiven Un-
terriume, die M enthalten. Ist M C IK™*! die zu M gehérende Menge im Vektorraum IK™+!,
so ist span(M) der projektive Raum zum Untervektorraum span(M). Insbesondere ist fiir zwei
projektive Unterrdume Uy, Us C P, (IK) der Verbindungsraum Uy + Us := span(U; U Us) defi-
niert.

Es gibt auch die Moglichkeit, span(M) zu definieren als die Menge

k
{Zc,,\?,,: c, €K, v, EM}

v=1

aller Linearkombinationen von Vektoren v, € M. Deswegen besteht der projektive Unterraum
span(M) in TP, (IK) aus allen Punkten x = (zg : ... : z,,) derart, dafl der Vektor x = (zg, ..., zy) €
IK"*! eine Linearkombination

X = 01\71 + ...+ Ck\Afk

von Vektoren v, € IK"t! ist, die zu Punkten v, € M gehéren. Wir wollen uns Schreibarbeit
sparen, und auch die Punkte x im projektiven Raum als Linearkombinationen schreiben.

Beispiel: Seien x # y € IP,,(IK) zwei verschiedene Punkte mit den homogenen Koordinaten
(zo :...:zp) und (yo : ... : yn). Sie spannen eine projektive Gerade L C IP,,(K) auf. Die Punkte
dieser Geraden sind die Linearkombinationen

S (xo:ewxy)+t- (Yo :yn) = (80 +1tyo: ... 1 STy + tyn), s,t € IK.

Hétten wir andere homogene Koordinaten (Azg : ... : Azy,) fiir den Punkt x genommen, so hétten
wir genau dieselbe Menge von Linearkombinationen bekommen, nur in anderer Reihenfolge.

Mit dem Begriff des Verbindungsraums kénnen wir folgenden Satz formulieren, der die Tat-
sache verallgemeinert, dafl sich zwei Geraden in der projektiven Ebene unter allen Umstéinden
schneiden.

Satz (Dimensionssatz): Fir zwei projektive Unterrdume Uy, Us C IP,,(IK) gilt

dim(Uy) + dim(Usz) = dim(Uy + Us) + dim(Uy N Uy).

Beweis. Es seien Uy, Uy ¢ K™ die zugehorigen Vektorrdume. Zum projektiven Unterraum
Uy +Us; gehort nach Definition der Untervektorraum U; +Us und zu Uy NUs der Untervektorraum
U, NU,. Wir haben

dim(U;) = dim(U;) +1
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dim(Uy +Us) = dim(U, +Us) + 1
dim(U;NUy) = dim
dim(Uy + U) + dim(U; NUs) = dim(Uy + Us) + dim(Uy NUs) — 2
1) + dim(Us) — 2
= dim(Uy) + dim(Us). n
Damit dieser Satz auch wirklich in allen Fillen stimmt, mufl man fiir die leere Menge () C
P, (IK) setzen:

Aﬁﬁﬁ
>

0 = {0}
dim(0) = -1.

Dann hat man beispielsweise fiir zwei Geraden L1, Ly C P9

dim(Ly + Lo) < dim(IPy)

2

dim(L1) + dim(Lsg) — dim(Ly + Lo)
— 2~ dim(L1 + Lo)

0.

dim(L1 N LQ)

Y

Also ist der Durchschnitt zweier Geraden in der projektiven Ebene nie leer.

Einen Punkt x = (z¢ : ... : z,,) € IP,(IK) kann man der Multiplikation mit einer (n + 1) x
(n + 1)-Matrix unterziehen:

MeM((n+1)x (n+1),K): : — M -

I, In,

Wenn man alle homogenen Koordinaten von x mit einem gemeinsamen Faktor A € IK durchmul-
tipliziert, werden die Eintrige von M - X mit demselben Faktor A multipliziert. Multiplikation
mit der Matrix M bildet den Punkt x € IP,,(IK) wieder auf einen Punkt M - x € IP,,(IK) ab.

Etwas kann dabei allerdings schiefgehen: x kdnnte im Kern der Matrix M liegen und M-x =0
sein. Wenn das passiert ist der Bildpunkt M - x € TP, (IK) nicht definiert. Aber falls die Matrix
M € GL(n,IK) invertierbar ist, kann das ja nicht passieren!

Definition: Eine projektive Abbildung (oder Projektivitit) P : P, (IK) — TP, (IK) ist eine
Abbildung, die auf den homogenen Koordinaten durch Multiplikation mit einer invertierbaren
(n+ 1) x (n + 1)-Matrix definiert ist.

Eine Projektivitit wird also durch einen Automorphismus X — M - % des IK" ™! induziert.
Weil Automorphismen bijektiv sind, sind auch Projektivititen bijektiv. Weil Automorphismen
Untervektorriume des IK"*! auf Untervektorriume gleicher Dimension abbilden, bilden Pro-
jektivitiaten projektive Unterrdume des IP,(IK) wieder auf projektive Unterrdume derselben
Dimension ab.
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Satz (Projektive Fortsetzung affiner Transformationen): Jede affine Transformation
F K" — K" lafit sich zu einer projektiven Transformation P : 1P, (IK) — P, (IK) fortsetzen.
Beweis. Die affine Transformation sei

F:x—t+A-x

mit der invertierbaren Matrix A € GL(n,IK). In (2.1) sahen wir bereits, daf die (n+1) x (n+1)—

Matrix
1 0
e (10

diese affine Transformation durch Multiplikation auf den trivial um den Eintrag 1 verlingerten
Vektoren x’' beschreibt. Weil A invertierbar ist, ist auch die (n + 1) x (n + 1)-Matrix M in-
vertierbar. Multiplikation mit M definiert also eine Projektivitit P : IP,(IK) — IP,(IK). Auf
den Punkten (1 : z; : ... : z,,) des affinen Teils von P, (IK) ist dies genau die gegebene affine
Transformation. L]

Alle projektiven Transformationen P : IP,(IK) — P, (IK) bilden eine Gruppe, die projektive
Gruppe PGL(n,IK). Diese Gruppe PGL(n,IK) enthilt die affine Gruppe Aff(n,IK), aber sie
enthilt noch weit mehr Transformationen.

Beispiel: Die projektive Gruppe PGL(1,1IK) in Dimension 1. Seien (z : z1) homogene Ko-
ordinaten auf 1P (IK), die affinen Punkte also (zy : 1) = z1/z¢ mit o # 0 und co = (0 : x1).
Eine Projektivitit P des Py (IK) wird definiert durch eine invertierbare 2 x 2-Matrix

a b
A_<c d)’ ad — be # 0.

Auf den homogenen Koordinaten ist P : x — y mit

Yo = axp—+ bxry
y1 = cxg+dr

Falls azy + bz1 # 0, ist der Bildpunkt

cvo+dry c+d- 3

axy + by a—i—b-i—;

P(z1/m0) = y1/y0 =

affin. Die Projektivitit ist also eine ganz gewdhnliche gebrochen rationale Funktion

c+dx
a+ bx

e d

mit zwei Ausnahmewerten wegen Unendlich:

oo — dfb
—a/b — o
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Ahnlich wie im Eindimensionalen, kann man auch in beliebiger Dimension n projektive
Transformationen als rationale Abbildungen in affinen Koordinaten schreiben:

a1,0 +a1,1%1 + ... +010Tp

Yyr =
ap,0 + ap, 171 + ... + AopTn
vy = a2,0 + a21%1 + ... + a2 Ty
g =
@0,0 + @0,1Z1 + ... + Ao nTn
y _apo + ap1%1 + ... +appTy
n = .

ap,0 + ap,1T1 + ... + Ao Ty

Schliellich sei noch daran erinnert, dafl projektive Transformationen, genau wie lineare
Transformationen in Vektorrdumen, ein Janus—Gesicht haben: Man kann sie einerseits auffas-
sen als eine Abbildung x — y, wo Vektoren (bzw. Punkte des projektiven Raums) wirklich
bewegt und abgebildet werden, es passiert was. Das ist der ,aktive Standpunkt“. Man kann
mit derselben Formel aber auch eine Koordinatentransformation meinen. Alle Vektoren (bzw.
Punkte des projektiven Raums) bleiben, wo sie waren, nur ihre Koordinaten dndern sich. Das
ist der ,passive Standpunkt“. Dieser passive Standpunkt wird vor allem von Anwendern der
Mathematik (z.B. in der Physik) eingenommen. Fiir einen Mathematiker gibt es aber keinen so
groflen Unterschied zwischen diesen beiden Standpunkten. Koordinaten auf einem Vektorraum
sind ja Linearformen, also Elemente im Dualraum, und damit wieder irgendwo Vektoren. Diese
Sichtweise in der projektiven Geometrie heift , Dualititsprinzip®* und wird noch eine grofie Rolle
spielen.

Aufgabe 3.3 (Stereographische Projektion): Zeigen Sie, dafl die Abbildung

v: (u,v) — (2u, 20, u% + v? — 1)

u? + 02 +1
die komplexe Zahlenebene IR? = € bijektiv auf die Riemannsche Zahlenkugel S = {(z,y,z) €
IR? : 22 + y? + 22 = 1} ohne den Nordpol (0,0, 1) abbildet.

Aufgabe 3.4: a) Setzen Sie die affinen Transformationen @; : IK — IK mit

oi(x)=z+¢c, @o(z)=c-z(c#0)

zu projektiven Transformationen ¢; : IP;(IK) — TP (IK) fort und geben Sie zugehorige 2 x 2-
Matrizen an.
b) Finden Sie 2 x 2-Matrizen zu den rationalen Funktionen

— 1 z
z—=—, 14—
z z

z—1

Bestimmen sie jedesmal den Bildpunkt des Punktes oo.

Aufgabe 3.5: Ein Punkt x € IP,(IK) heifit Fixpunkt der projektiven Transformation P :
P,(K) — IP,(IK), wenn P(x) = x gilt.
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a) Zeigen Sie: x € IP,,(IK) ist genau dann Fixpunkt einer Projektivitit mit der (n+1) x (n+1)-
Matrix A, wenn x ein Eigenvektor der Matrix A ist.

b) Zeigen Sie: Eine Projektivitiat P : IP1(C) — IP1(C), P # id, hat entweder einen oder
zwei Fixpunkte, eine Projektivitat P : IP;(IR) — IP1(IR) hat entweder einen oder zwei, oder gar
keinen Fixpunkt.

Aufgabe 3.6: Bestimmen sie die Fixpunkte der Projektivitit
Yo =xo + 21, Y1 =2x0 — 11
in IP; (IR). Welche rationale Funktion wird durch diese Projektivitit beschrieben?

Aufgabe 3.7: Eine Projektivitit P hat die Ordnung & € IN, wenn P* = id gilt (und k mit
dieser Eigenschaft minimal ist). Sei P : IP; (IK) — IP;(IK) eine Projektivitdt mit Matrix

a b
c d |’
Zeigen Sie:

a) P hat die Ordnung 2 (ist eine Involution), genau dann, wenn a + d = 0.
b) P hat die Ordnung 3, genau dann, wenn a? + d? + ad + bc = 0.

3.3 Projektivititen

Der Begriff der Projektivitit hat sich historisch aus dem Begriff der Perspektivitit entwickelt.
Eine Perspektivitit in der Ebene ist folgendes:

Es seien zwei Geraden L, M C IP3(IK) und ein Punkt z €
Py (IK) in der projektiven Ebene gegeben. Wir nennen z das
Perspektivitats—Zentrum und die Geraden S C IP2(IK) durch
z die Perspektivitits—Strahlen. Jeder Strahl S schneidet die
Geraden L und M in genau einem Punkt. Umgekehrt gibt
es zu jedem Punkt a € L genau einen Strahl S,, ndmlich die
von z und a aufgespannte Gerade. Dieser Strahl schneidet
die Gerade M im Punkt b = S, N M. Dadurch ist eine
Abbildung
L—-M, a—b=5SNM

definiert. Sie heifit die Perspektivitdat mit Zentrum z.

Diese Definition der Perspektivitit geht genauso fiir zwei Hyperebenen L, M C P, (IK) im n—
dimensionalen Raum. Man mufl nur darauf achten, dafl das Perspektivitits—Zentrum auf keiner
dieser beiden Hyperebenen liegt.
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Satz: Jede Perspektivitit L — M zwischen zwei Hyperebenen ist eine projektive Transfor-

mation
P, 1(K)y=L— M=1P,_1(K).

Beweis. Es seien L, M C IK"*! die zu den Hyperebenen L, M C P, (IK) gehorenden n—
dimensionalen Unterriume und z € IK"*! ein Vektor zum Punkt z € IP,,(IK). Wir wihlen eine
Basis 1, ...,%, € M. Dann sind 2,21, ...,2, € IK"*! linear unabhiingig, bilden also eine Basis
des IK™*!. Wir benutzen die Koordinaten zu dieser Basis als unsere Koordinaten, mit denen wir
arbeiten. Dann hat z die homogenen Koordinaten z = (1: 0 : ... : 0) und M hat die Gleichung
zZo — 0.

Jede Basis von L definiert eine bijektive Abbildung

K" — i’a (ula 7un) = (51707 ---aIn)t = (Zpu,uull)u:(),...,n

mit einer (n + 1) x n-Matrix
P = (pu,u)u:O,...,n,u:l,...,n-
Weil 2 = (1,0, ...,0) nicht zu L gehort, gibt es keinen Vektor (1, ..., u,) # (0, ...,0) mit

prjul, =0firp=1,..,n.

Die Teilmatrix
‘PI = (pu,u)u,u:l,...,n
hat also maximalen Rang = n.
Ist x € L, soist Ax + (1 :0:...:0) die von x und z aufgespannte Gerade. Sie schneidet

M = {z9p =0} in

x—xzo-z=(0:21:...:2p).
Also ist die Perspektivitit

P:L— M, (zp:..:x) (z1:...:2y).

Die Abbildung IP,, 1 = L — M schreibt sich in Koordinaten
n
(Ul, ey Un) = (Z pu,uuu)uzl,...,n-
v=1

Sie gehort also zur linearen Abbildung mit der Matrix P’ und ist deswegen eine Projektivitiit.

[

In der linearen Algebra gibt es folgendes Prinzip der linearen Ausdehnung: Sei X, X1, ..., X, €
IK"*! eine Basis und seien yo, y1, ..., yn € IK" ™! beliebige Vektoren. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung ¢ : IK" ! — K"+ mit ¢(%,) = §,, fiir v = 0, ..., n. Diese Abbildung
¢ gehort zur Matrix

(0,71, s Tn) * (Koy X1y eey X)) "
(Die Vektoren sind hier als Spaltenvektoren in die Matrizen geschrieben.) Wir wollen uns jetzt
mit der projektiven Version dieses Prinzips beschéftigen.

Zuerst miissen wir kliren, wann Punkte xg,...,x, € IP, zu einer Basis %o, ...,%, € IK"*!
gehoren:
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X0, ..., Xp € IK"*! bilden eine Basis <
X0, ..., X, spannen den IK"*! auf <
Xg, ..., Xp Spannen den IP,, auf.

Definition. Ein (n + 1)-Tupel von Punkten xq, ..., x, € IP,, heifit projektiv unabhdingig, wenn
diese Punkte den Raum IP,, aufspannen.

Weiter miissen wir beachten, daf§ eine lineare Abbildung ¢ : IK"*! — IK"*! nur dann eine
Projektivitit definiert, wenn sie invertierbar ist. Wir erhalten folgendes Prinzip der projektiven
Ausdehnung:

Die Punkte xq, ..., x, € IP,, seien projektiv unabhéngig, ebenso die Punkte yyg,...,y, € IP,.
Dann existiert eine Projektivitat P : IP,, — IP,, die fiir v = 0, ..,n den Punkt x, auf den Punkt
y., abbildet.

Beweis. Wir wihlen Vektoren X, ..., Xn, Y0, ..., ¥n € IK"t! zu den Punkten xq, ..., X5, Y0, ..., Y-
Wegen der Voraussetzung der projektiven Unabhingigkeit bilden die beiden (n + 1)-tupel
%0, ..., %p und ¥o,...,y, Basen des IK"T!. Also gibt es eine invertierbare lineare Abbildung
¢ K" o K" mit ¢(x,) = ¥, fiir v = 1,...,n. Diese lineare Abbildung ¢ definiert ei-
ne Projektivitit P : P, — P, mit P(x,) =y, firv=1,...,n. [l

Die eben bewiesene Aussage ist eine reine Existenz—Aussage: Die Eindeutigkeit gilt nicht!
Das liegt daran, dafl wir statt der Vektoren yy, ..., y, auch beliebige Vielfache A\ - yo, ..., A\n - ¥n
mit Ag, ..., A, # 0 hitten nehmen kénnen.

Beispiel (n = 1): Es seien

xp=(a:b), x1=(c:d) €TP(K)

und
yo=(t:u), y1=(@:w) €IP(K)

Paare projektiv unabhingiger Vektoren. Zu ihnen gehéren Basen

und

des IK2. Weil die Determinante ad—bc # 0 ist, kénnen wir X durch diese Determinante dividieren
und deswegen 0.B.d.A. annehmen: ad — bc = 1. Dann ist

-1
e\ (o -1 _ t v [ a c
(}’07}’1) (X07X1) - (U ’U)) (b d>
_ t v _ d —c
o U w -b a
_ td—vb —tc+wva
- ud —wb —uc + wa
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die Matrix einer Projektivitdt mit xy — yo,x1 — y1.

Wihlen wir andere Vektoren Ao - yo, Ap-¥y1 statt yg,¥1, so erhalten wir eine andere Pro-
jektivitit. So wird beispielsweise der Vektor Xs := Xy 4+ X; zunichst auf den Vektor yy + y1
abgebildet, aber nach der Multiplikation auf den Vektor yo := Aoy + A1y1. Fiir (A : p) # (1: 1)
ist dieser Bildvektor kein Vielfaches von yo + 1.

Wir sehen: Man kann noch einen dritten Punkt x5, bzw. yo wihlen, und dann immer noch
eine Projektivitat P : IPy — IP; finden mit P(x,) =y, fiir v = 0, 1, 2. Man muf} nur sicherstellen,
dal A\g # 0 und Ay # 0, d.h., nicht nur yp und y; miissen projektiv unabhéngig sein, sondern
auch noch die beiden Punktepaare yy,y2, sowie y1,yo.

Satz (Prinzip der projektiven Ausdehnung): Es seien Xq,...,Xptr1 Und Yo, .., Ynil
zwei (n + 2)—tupel von Punkten im P, (IK) mit der Eigenschaft, daf§ in jedem (n + 2)—tupel
jedes (n + 1)—tupel projektiv unabhdingig ist. Dann existiert eine Projektivitit P : TP, — TP, mit
P(x,) =y, firv=0,..,n+ 1, und hierdurch ist diese Projektivitit eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir withlen Vektoren X, ..., %41, 50, -.s ¥nt1 € IK"T! zu den gegebenen Punkten.
Weil %, ..., X, eine Basis des IK"*! ist, haben wir

Xnt+1 = CoXg + ... + Xy

Hier ist jedes ¢, # 0, denn jedes (n + 1)—tupel Xg, ..., X, 1, Xp41, ..., X, Xp+1 i8St nach Vorausset-
zung linear unabhéingig. Ohne die Punkte xg, ..., X, zu dndern, ersetzen wir nun die Vektoren
Xg, ..., Xy durch die Vektoren cyXg, ..., ¢, X,. Dadurch erreichen wir

Xpt+1 = X0 + ... + Xp.

Diese n + 1 Vektoren Xg,...,X, nehmen wir als neue Basis. In den zugehorigen Koordinaten
haben wir

[a—y

0 1
Xy = . yeeey Xy = : ,}Acn+1 ==
0 1 1
Die Matrizen zu Projektivititen P mit P(xg) = yo, ..., P(X) = y, sind in diesem Koordinaten-
system gerade diejenigen Matrizen mit den Spaltenvektoren

)\U'yUa"w)‘n'yna O#AOV"a)‘n € K.

Der Bildpunkt von x,1 ist dabei der Punkt A\gyo + ... + Ap¥n.
Jetzt schreiben wir auch

yn+1 = bOyO + ...+ bnyna

wobei aus der Voraussetzung wieder folgt bg, ..., b, # 0. Wenn P(x,41) = yn+1 gelten soll, dann
miissen die beiden Vektoren

boyo + ... + bpyn und Agyg + ... + Anyn
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dieselbe Gerade im IK™*! aufspannen. Weil die Vektoren ¥y, ..., ¥, linear unabhingig sind, ist
dies genau dann der Fall, wenn

Ao:eeiAp) = (bo:..:bp).

Dadurch sind die Faktoren Mg, ..., A, € IK bis auf einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt.
Also sind die Spalten der Abbildungsmatrix, d.h., es ist die ganze Matrix bis auf einen gemein-
samen Faktor bestimmt. Dieser Faktor dndert die zugehorige Projektivitit nicht. L]

Wir wollen dieses Prinzip der projektiven Ausdehnung an einem einfachen Beispiel in der
Ebene IP9(IK) demonstrieren, das uns noch 6fter beschéiftigen wird: Vier Punkte x,x1, X2, X3
erfiillen die Voraussetzung von Satz 4, wenn keine drei davon projektiv abhingig sind, d.h., wenn
keine drei kollinear sind. Seien also xg, ..., x3 so gewdhlt. Dann bilden sie die vier Ecken eines
ebenen Vierecks. Satz 4 sagt, dafl alle derartigen Vierecke durch projektive Transformationen
ineinander iiberfiihrt werden konnen. Bis auf projektive Aquivalenz gibt es nur ein einziges
ebenes Viereck!

Insbesondere ist unser Viereck xp...x3 projektiv dquivalent zum Viereck x4(g)...Xq(3), WO Wir
die Ecken mit einer Permutation o € ¥4 vertauscht haben. Zu jeder Permutation o € >4 gibt es
genau eine Projektivitit P € PGL(2,1K), die die vier Ecken genau wie o vertauscht. Z.B. fiir
o = (0,1) sieht das so aus:

X3 X3
X2 X2

X0 X1 X1 X0

Aus einem Viereck entsteht ein vollstindiges Viereck, wenn man es durch die beiden Gera-
den xgx2 und x;x3 vervollstindigt. Das vollstindige Viereck besteht aus sechs Geraden, aus
allen sechs Verbindungsgeraden zweier Fcken. Diese sechs Geraden kann man in drei Paare
gegeniiberliegender Seiten einteilen:

Xox; und Xox3
XoX2 und xixX3
Xox3 und Xi1Xo
Diese drei Paare gegeniiberliegender Seiten haben drei Schnittpunkte, die sogenannten Diago-
nalpunkte des vollstandigen Vierecks.
Jede Projektivitdt P, welche die vier Ecken ineinander abbildet, bildet auch das vollstindige
Viereck auf sich ab, und damit auch die drei Diagonalpunkte auf sich. P bewirkt eine Per-
mutation der drei Diagonalpunkte. Lassen wir P die Gruppe ¥4 durchlaufen, welche die vier

Ecken permutiert, so erhalten wir eine Abbildung von ¥4 in die Permutationsgruppe Y3 der drei
Diagonalpunkte. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus

Y4 — 23,
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Sein Kern ist die Kleinsche Vierergruppe

Vi = {id, (01)(23), (02)(13), (03)(12)}.

Aufgabe 3.8: Bestimmen sie eine Projektivitit F : IP;(IK) — IP;(IK), welche
=00, 22, o1
abbildet. Geben Sie die Abbildung in homogenen Koordinaten und als rationale Funktion an.

Aufgabe 3.9: Finden sie die Fixpunkte der Projektivitét

y:

N Lo 0o

o b w

OO N
»

in IPQ((D)

Aufgabe 3.10: Bestimmen Sie eine Projektivitit des IP;(C), die den Fixpunkt (1 : 1) hat und
die Punkte (0 : 1) und (2 : 0) vertauscht.

Aufgabe 3.11: Die Involution z — 2’ auf der projektiven Geraden sei definiert durch
z-2 +1=0.
Zeigen Sie, daf alle Projektivitdten, die mit dieser Involution kommutieren, von der Form
22/ +b(z+2')—=1=0 oder 22 +b(z—2)+1=0
sind.

Aufgabe 3.12: Gegeben seien die Projektivitiaten P, P : IP1(IK) — IP(IK). Zeigen Sie, daf§
es Involutionen I, I, I : IP{(IK) — TP (IK) gibt mit

P1:I10.[, PQZIOIQ.
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Aufgabe 3.13: P : P (IK) — IP¢(IK) sei eine Projektivitit mit zwei verschiedenen Fixpunkten
a,b. Zeigen Sie: Es gibt genau zwei Projektivititen S1, Sy mit S? = P. Und S o 551 ist eine
Involution mit den Fixpunkten a und b.

3.4 Das Doppelverhiltnis

In Dimension 1 sagt der soeben bewiesene Satz: Es seien xg,x1,x2 und yo,y1,y2 € Py (IK) zwei
Tripel paarweise verschiedener Punkte. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Projektivitéit
P : 1Py - P; mit P(x,) =y, fir v = 0,1,2. Zwei Tripel paarweise verschiedener Punkte
auf der projektiven Geraden sind also immer projektiv dgquivalent. Wir wollen jetzt untersuchen,
wann zwei Quadrupel xg,X1,X2,x3 und yo,y1,¥y2,ys € IP;(IK) projektiv dquivalent sind.

Das Teilverhéltnis TV (v;x,y) ist nur eine affine, aber keine projektive Invariante. Aber
der folgende Quotient zweier Teilverhéltnisse wird sich als eine solche projektive Invariante
herausstellen:

TV(vix,y)
DV (v,w;x,y) := m
Diesen Quotienten nennt man das Doppelverhdltnis der vier Punkte v, w und x,y.

Dieses Doppelverhéltnis ist definiert fiir vier Punkte auf einer (affinen) Geraden. Es ist eine
Zahl aus dem Grundkorper K, falls nicht TV (w;x,y) = 0 ist, d.h., wenn w # x ist. In diesem
Fall konnen wir die vier Punkte durch ihre affinen Koordinaten v, w, =,y geben. Unter Beniitzung
von N

TV(vix,y) = ~— "

wird das Doppelverhiltnis

vV—T wW—

DV (v,w;x,y) = v y—

Natiirlich sieht man dieser Formel nicht an, dal das Doppelverhiltnis unter projektiven
Transformationen invariant ist. Dazu geben wir uns die Punkte v,w,x,y € IP;(IK) durch ihre
homogenen Koordinaten

v=(vo:v1), w=(wo:wi), x=(z0:71), ¥y = (Yo : 1)
Solange diese Punkte im affinen Teil der Geraden liegen, konnen wir

V=wy=To=Y =1, V1 =v, W =W, T1=2,Y1 =Y
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normieren. Dann konnen wir die Differenzen als 2 x 2-Determinanten

v—x=det<1 1>=det<x0 v0>, U-y:det<1 1>=det<y0 vo>,

T v T] U1 y v Y1 U1

w—gv:det(l 1>:det<$0 wg>’ w—y:det<1 1>,zdet<y0 w[))
r w T wp Yy ow Yy wy

schreiben. Und wenn wir in all diesen Determinanten die beiden Spalten vertauschen - dabei
einen Faktor —1 in Kauf nehmen, der sich natiirlich herauskiirzt - wird

det(v,x) det(w,x)
DV : = : .
(v, w; %, y) det(v,y) = det(w,y)

Zunichst konnen wir mit dieser homogenen Schreibweise die Definition des Doppelverhélt-
nisses so erweitern, dafl wir auch den Punkt oo = (0 : 1) einsetzen koénnen. So wird z.B. mit

v =00
0 1
det(oo,x) = det( 1 x)

- 1
det(oo,y) = -1
-1 w—=x
DV ; = —
(m7W’X7Y) _1 w_y
_ w—y
 w—zx

Satz (Doppelverhiltnis und Projektivititen): Zwei Quadrupel v,w,x,y und v/, w' x'|y' €
P, (IK) von paarweise verschiedenen Punkten der projektiven Geraden sind genau dann unter
der Gruppe PGL(1,IK) dquivalent, wenn

DV(v,w;x,y) = DV (v',w';x',y").
Beweis. Seien zunéchst die beiden Quadrupel als projektiv dquivalent vorausgesetzt:
VI:A'V’ WI:A'W, XI:A'X, y‘I:Ay

mit einer invertierbaren 2 x 2-Matrix A. Wegen des Determinanten-Multiplikations-Satzes neh-
men alle gestrichenen Determinanten den Faktor det(A) auf, z.B.

det(v',x') = det(A-v,A-x) = det(A - (v,x)) = det(A) - det(v,x).

Und diese vier Faktoren det(A) in DV (v',w’;x',y’) kiirzen sich heraus, das Doppelverhiltnis
bleibt unveridndert:
DV (v, w'ix,y') = DV (v, w;x,y).

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, diese beiden Doppelverhiltnisse seien gleich. Nach dem Prinzip
der projektiven Ausdehnung existiert eine Projektivitat F' : IP;(IK) — IP; (IK) mit

F(w)=w, F(x)=x/, F(y) =Yy



Der Bildpunkt von v unter dieser Projektivitiit sei F/(v) = v”. Wir miissen v/ = v” zeigen. Wegen
der soeben bewiesenen Invarianz des Doppelverhéltnisses unter der Projektivitit F' und wegen
der vorausgesetzten Gleichheit des gestrichenen und des ungestrichenen Doppelverhiltnisses ist

DV(v',w'x'y") = DV(v,w;x,y) = DV(v",w';x,y').

Wihlen wir die Koordinaten so, daf§ keiner der beteiligten Punkte der Punkt oo ist (wegen der
schon bewiesenen Invarianz des Doppelverhéltnissen diirfen wir das tun), so finden wir fiir die
Teilverhiltnisse
V(v x,y')  TV({H"';x,y')
TV (w':x',y")  TV(w;x,y')
TV(vixy) = TV(v'ixy)

und v/ = v”, weil ein Punkt durch sein Teilverhéltnis eindeutig festgelegt ist. L]

Schliellich wollen wir uns von der Einschrinkung befreien, daf} alle vier Punkte voneinander
verschieden sein sollen. Wenn zwei (aber nicht mehr) zusammenfallen, kann folgendes passieren:

a) v=w oder x =y. Dann ist DV (v,w;x,y) = 1.
b) v = x oder w = y. Dann ist eine Determinante im Z&hler = 0 und DV (v, w;x,y) = 0.

c) v =y oder w = x. Dann ist eine Determinante im Nenner = 0. Das ist kein allzu grofles
Ungliick. Wir setzen DV (v, w;x,y) = co. Jetzt ist unser Doppelverhéltnis allerdings keine
Zahl € IK mehr, sondern ein Punkt in P (IK).

Mit diesen Vereinbarungen ist das Doppelverhéltnis auch fiir vier Punkte auf einer Geraden
L € IP,,(IK) in einem projektiven Raum definiert: Es gibt ja eine bijektive Abbildung P4 (IK) —
L. Wir nehmen einfach das Doppelverhéltnis der vier Urbilder unter dieser Abbildung. Je zwei
solche Abbildungen unterscheiden sich um eine Projektivitit von IP;(IK). Deswegen hiangt das
Doppelverhiltnis nicht von der Wahl der Abbildung 1P (IK) — L ab.

Das Doppelverhiltnis DV (v, w;x,y) héngt, dhnlich wie das Teilverhiltnis in 2.2, von der
Reihenfolge der vier beteiligten Punkte ab. Wir wollen uns jetzt iiberlegen, wie es davon abhéingt.
Dazu wenden wir Permutationen o € ¥4 auf die vier beteiligten Punkte an. Am einfachsten geht
das, wenn wir die Punkte umbenennen

Xp, X1, X2, X3,

durch vier Indizes unterscheiden, und die Permutationen o € ¥4 auf die vier Indizes 0,1,2,3
anwenden:

X; Xo (i)
To— T2 T1— T2

DV (xg,x1;X2,X3) = :
g — T3 IT1 — T3

Lo(0) = Lo(2)  Lo(1) — To(2)

To(0) ~ Ta(3)  To(l) ~ To(3)
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Man sieht, daf§ die folgenden vier Permutationen das Doppelverhiltnis nicht &ndern:
id, (01)(23), (02)(13), (03)(12).

Diese vier Permutationen bilden die Kleinsche Vierer-Gruppe V4, einen Normalteiler in der 34
mit Restklassengruppe ¥4/V, ~ ¥3. Die Restklassenabbildung ¥4 — Y3 haben wir am Ende
des Abschnitts 3.3 geometrisch beschrieben.

Wegen des Satzes iiber das Doppelverhiltnis und Projektivititen hat diese Invarianz des
Doppelverhiltnisses unter der Kleinschen Vierer—-Gruppe folgende bemerkenswerte Konsequenz:
Es seien xq,...,x3 € IP{(IK) vier verschiedene Punkte. Weiter sei o eine Permutation, die
diese vier Punkte paarweise vertauscht. Dann gibt es eine (eindeutig bestimmte) Projektivitit
P : TP (IK) — P1(IK) mit P(x;) = Xq(;) fiiri=0,..,3.

Zu jeder Permutation 7 € ¥4 gibt es ein o € Vj; mit 7(0) = ¢(0). Dann hat die Permutation

=100 =100"! die Eigenschaften:

1. 7(0) =0,
2. 7’ dndert das Doppelverhiltnis genauso wie 7.

Wir brauchen also nur Permutationen 7/ € ¥4 zu untersuchen, welche die Zahl 0 fest lassen.
Diese Permutationen bilden eine Gruppe 3 der Ordnung sechs mit den Elementen

id, (12), (23), (31), (123), (132).

Bevor wir uns ansehen, was die fiinf nicht—trivalen Permutationen hieraus mit dem Doppel-
verhéltnis von vier Punkten xg, ..., X3 machen, vereinfachen wir uns das Leben etwas, indem wir
die homogenen Koordinaten auf IP; so wihlen, dafl

x; =1, x0=0, x3=o00.

Setzen wir \ := x(, dann wird

A 1
DV(X07X1§X27X3) =3 _°

: =)\
A—o00 1—00

Jetzt wenden wir der Reihe nach unsere Permutationen an:

Permutation | permutierte Punkte | geindertes Doppelverhéltnis
(12) 2,0, 1,00 p=Ll. =L = 1)
(23) A 1,00,0 )\—Aoo:l—loo = 1/X
(31) A, 00,0,1 A2y = MO
(123) 2,0, 00,1 A=00.08  = 1/1-))
(132) A, 00,1,0 Azl oozl — -1
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Dies sind genau die sechs Werte, wie beim Teilverhéltnis in 2.2! (Ich weif§ allerdings momentan
hierfiir keinen theoretischen Beweis.)

Die sechs erhaltenen Werte sind iibrigens nicht immer voneinander verschieden. Es kann
vorkommen, daf} einige iibereinstimmen. Das geschieht bei Quadrupeln von Punkten, die aufler
der Kleinschen Vierergruppe noch mehr Projektivititen zulassen. Das ist interessant, und wir
wollen es uns genau ansehen. Wir stellen eine Liste der Moglichkeiten dafiir auf, dafl A mit einem
der angegebenen fiinf Werte iibereinstimmt:

zusitzliche Permutation Bedingung Doppelverhéltnis
(12) A=1—-2AX A=1
(23) A=1/A22 =1 A =41
(31) A=2/(A-1) A =0 oder 2
(123) A=1/1=X, X2 =XA4+1=0 X= /6 oder ¢ 27/6
(132) A=A=1/AX = A+1=0 \=e2m/6 oder ¢=2m/6

Die beiden letzten Félle kénnen wir so nur behandeln, wenn unser Grundkérper IK = C ist.
Die quadratische Gleichung hat die beiden primitiven sechsten Einheitswurzeln

— e271'2/6 672771/6

w: und w ! =

als Losungen. Ob es Losungen der quadratischen Gleichung gibt, hingt vom Koérper IK ab. In
IK = 1R gibt es z.B. keine.

Wir fassen jetzt noch die Doppelverhéltnisse aus der erhaltenen Tabelle zusammen, die sich
nur um Permutationen der vier Punkte unterscheiden:

Doppelverhéiltnisse ‘ Quadrupel

-1, %, 2 harmonisch
0,1,00 entartet
w, w? dqui—anharmonisch

Es gibt also drei wesentlich voneinander verschiedene Félle. Davon interessiert uns der Ent-
artungsfall, wo zwei Punkte zusammenfallen am wenigsten, wir haben ihn ja oben schon abge-
handelt.

Der dqui-anharmonische Fall liegt vor, wenn man im Quadrupel xg, ..., x3 drei Punkte durch
eine Projektivitidt zyklisch vertauschen kann. Dann kann man je dre: Punkte zyklisch vertau-
schen. Die Untergruppe von PGL(1, C), welche eine solche Konfiguration von Punkten permu-
tiert, ist die Untergruppe A4 C ¥4 der Ordnung zwolf. Die Punkte 0,1,w,00 € C z.B. liegen
dqui—anharmonisch:
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Der wichtigste Fall ist allerdings der eines harmonischen Quadrupels DV (v, w;x,y) = —1, %

oder 2. Wir sagen, die Punktepaare v,w und x,y trennen sich harmonisch, wenn

TV (v;x,y)

DV (v, wix,y) = o]

=—1.

In diesem Fall trennt v die Strecke Xy im (bis auf das Vorzeichen) gleichen Verhiltnis, wie w.
Nur, der eine Punkt liegt im Innern der Strecke, der andere im Aufleren. Wenn wir v mit w
vertauschen, dndert sich das Doppelverhéltnis nicht:

TV(wixy) 1 _

DV(w,v;x,y) = m ]

Und umgekehrt: Andert sich beim Vertauschen von v und w das Doppelverhiltnis nicht, so gilt

TV(vix,y) _ TV(w;x,y)
TV(w;x,y)  TV(vix,y)
TV (v;x,y)? 1
TV (w;x,y)?
DV (v,w;x,y) = =1

Wenn alle vier Punkte verschieden sind, kann das Doppelverhéltnis nicht = 1 sein, so daf} es
also = —1 ist. Hieraus folgt der

Satz (Harmonie—Kriterium): Es seien v,w,x,y € IP{(IK) vier verschiedene Punkte.
Das Paar v,w trennt das Paar x,y harmonisch, genau dann, wenn es eine Projektivitit P :
Py (IK) — Py (IK) gibt, die x und y fest lifst, und v, w vertauscht.

Beweis. Die Punktepaare trennen sich harmonisch, genau dann wenn Vertauschen von v und
w das Doppelverhéltnis nicht dndert. Wegen des Satzes iiber das Doppelverhiltnis ist dies aber
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genau dann der Fall, wenn es eine Projektivitit gibt, die dieses Vertauschen bewirkt, und x, w
fest 14Bt. L]

Eine Anwendung ist der
Satz (Doppelverhiltnis am vollstindigen Viereck): Auf jeder Seite eines vollstindigen
Vierecks trennen sich

- die beiden Ecken des Vierecks sowie

- der Diagonalpunkt auf dieser Seite, und der Schnittpunkt der Seite mit der gegeniiberlie-
genden Diagonale

harmonisch.
Beweis. Die Ecken des vollstdndigen Vierecks seien a, b, ¢, d und seine Diagonalpunkte

x:=abNcd, y :=bcNda, z:=acnNbd.

Der Schnittpunkt von ab und yz sei p. Die Behauptung ist, dafl sich die Punktepaare a,b
und p, x harmonisch trennen. Dazu betrachten wir die beiden Perspektivitidten mit Zentrum y
und mit Zentrum z. Beide definieren projektive Abbildungen ¢ : ab — cd (Zentrum y) und
1 : ab — cd (Zentrum z) der Seiten des Vierecks. Wir verfolgen die Punkte a, b, p,x unter der
Projektivitit ¢~ o ¢

-1,
=cdNyz Yo

oo
1111
o 0o
o 0o
1111
®o BT

Wir sehen: Die Projektivitit ¢! o ¢ 148t x und p fest, und vertauscht a mit b. Es folgt

DV(a,b;p,x) = —1.
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Aus diesem Satz erhilt man folgende Konstruktion des vierten harmonischen Punktes: Es
sei eine Strecke ab gegeben, und darauf ein Punkt p. Gesucht ist der Punkt x, der zusammen
mit p die Strecke ab harmonisch teilt.

Losung: Wir wéhlen einen beliebigen Punkt y in der Ebene, der nicht auf der Geraden ab
liegt, und verbinden a, b und p mit y. Weiter legen wir eine Gerade durch a, nicht die Gerade
ab oder ay. Es sei ¢ der Schnittpunkt dieser Geraden mit by und z der Schnittpunkt mit py.
d sei der Schnittpunkt ay N bz. Dann ist x = abNcd.

In der Tat: a, b, c,d sind die Ecken eines vollstdndigen Vierecks mit den Diagonalpunkten
x,y,z. Nach dem Satz trennt das Paar p,x die beiden Punkte a, b harmonisch.

Aufgabe 3.14: Zeigen sie fiir sechs Punkte x, ..., xg € Py (IK):
a) DV (x1,%2;x3,%4) - DV (X1, X2;X4,X5) = DV (x1,X2; X3, X5).
b) DV (x1,xX2;%X3,%4) = DV (x1,%X2;X5,%X6) = DV(x1,%2;%3,%5) = DV (%1, X2;X4, Xg).

Aufgabe 3.15: Es seien pq,...,ps4 vier verschiedene Punkte der affinen Geraden IK mit den
Koordinaten z1, ..., z4. Zeigen Sie:

a) DV (p1,p2;p3,P1) = —1 & (21 +x2)(x3 + 24) = 2(x129 + Z374).

b) Es seien z1,z2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung az® + 2bz + ¢ = 0 und z3, z4 die
Waurzeln der Gleichung a’z? + 20’z + ¢/ = 0. Dann gilt

DV (p1,p2;P3,Ps) = —1 & 200 —acd —d'c=0.

Aufgabe 3.16: Es seien P, P, : IP(C) — IP1(C) Projektivititen mit Py, P, # id. Zeigen Sie:
Es ist Py P, = P, P; genau dann, wenn gilt

entweder: P, und P, haben dieselben Fixpunkte,

oder: P; und P, sind Involutionen, deren Paare von Fixpunkten sich harmonisch trennen.

Aufgabe 3.17: Es sei abc ein Dreieck in IP3(IK) und p ein Punkt, der auf keiner Dreiecks-Seite
liegt. Weiter seien
a :=apnbc, b :=bpnca, c :=cpnab.

Der Punkt a” € be (bzw. b” € ca, ¢” € ab) sei harmonisch konjugiert zu a’ (bzw. b’, ¢’)
beziiglich b und ¢ (bzw. ¢ und a, a und b).

a) Zeigen Sie: a”, b”, ¢” liegen auf einer Geraden (der sogenannten harmonischen Polare des
Punktes p in Bezug auf das Dreieck abec.

b) Berechnen Sie die harmonische Polare des Punktes p = (a : b : ¢) in Bezug auf das Koordi-
natendreieck mit den Eckena=(1:0:0),b=(0:1:0),c=(0:0:1).

Aufgabe 3.18: Die Gerade uv treffe die Seiten des Dreiecks abe in den Punkten a’ € be, b’ €
ca, ¢/ € ab. Die Punkte a”,b”,¢” seien harmonisch konjugiert zu a’,b’, ¢’ beziiglich u und v.
Zeigen Sie, daf sich die Geraden aa”, bb” und cc¢” in einem Punkt treffen.

Aufgabe 3.19: Es seien xq,...,x4 vier verschiedene Punkte auf der projektiven Geraden mit
DV (x1,x9;X3,%X4) = \. Zeigen Sie:
(A2 —=X+1)3

N —1)2 dndert sich nicht bei Permutationen der vier Punkte x;.

a) O'(Xl, X2,X3, X4) =
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b) Es gibt genau dann eine Projektivitit P mit

P({x1,%x2,%x3,%4}) = {y1,¥2,¥3, Y1},
wenn U(X17X27X37X4) = U(y17y27y37y4)'

Aufgabe 3.20: Es seien a,b,c,d, sowie a,b’,c¢’,d’ vier kollineare Punkte. Zeigen Sie: Die
Geraden bb’, ec/, dd’ treffen sich genau dann in einem Punkt, wenn

DV(a,b;c,d) = DV (a,b;c,d’).

3.5 Lineare Geometrie der projektiven Ebene

Zunichst wollen wir Projektivititen P : L. — M zwischen zwei Geraden L, M C TP5(IK) be-
trachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, setzen wir L # M voraus. Dann nennen wir den
Schnittpunkt L N M = o.

Satz (Projektivititen und Perspektivitidten): a) Fine Projektivitit P : L — M st eine
Perspektivitat genau dann, wenn P(0) = o.

b) Jede Projektivitit P : L — M ist ein Produkt von héchstens zwei (falls L # M) oder drei
(falls L = M) Perspektivitdten.

Beweis. a) Sei P(0) = o. Wir wihlen zwei Punkte o # a # b # o auf der Geraden L. Dann
sind ihre Bilder P(a), P(b) € M voneinander und von o verschieden. Als Projektionszentrum
wéhlen wir den Schnittpunkt z der Geraden aP(a) und bP(b). Die Perspektivitit mit Zentrum
z bildet, ebenso wie die Projektivitit P, die drei Punkte o,a,b auf o,P(a), P(b) ab. Aus
der Eindeutigkeit im Prinzip der projektiven Ausdehnung folgt, dal P die Perspektivitit mit
Zentrum z ist.




b) Auf L wihlen wir drei Punkte a, b, ¢, die untereinander und von o, sowie P~ !(0) verschie-
den seien. Dann sind ihre Bildpunkte P(a), P(b), P(c) € M voneinander und von o verschieden.
Auf der Verbindungsgeraden von a und P(a) wihlen wir zwei beliebige Punkte z; # zs, die von
a und P(a) verschieden sein sollen. Weil die Punkte b, ¢, P(b) und P(c) nicht auf der Verbin-
dungsgeraden von a und P(a) liegen, sind die Geraden z1b und zs P(b), sowie z;c und zsP(c)
verschieden, und schneiden sich jeweils in einem Punkt. Die Gerade durch diese beiden Schnitt-
punkte nennen wir G. Sei P; : L — G durch die Perspektivitdt mit Zentrum z; gegeben und
Py : G - M durch die Perspektivitdt mit Zentrum zs. Wir verfolgen die Punkte a,b und ¢

unter Py o Py:

®
/AN
/1
G sy
\
// TN
; I \ \\
/ ! \ N
/ I \ \
/ ! \ \
/ / \ N
[ / \ \\
/ \ \
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a —~ GnNnaP(a) GnNnaP(a) — P(a)
P b — Gﬂzlb:GﬂZQP(b) b GﬂZQP(b) — P(b)
¢ — GNzic=GNx2P(c) GNzyP(c) — Plc)

Wir sehen: Die Projektivitiat P»o P; bildet die drei Punkte a, b, ¢ genauso ab, wie P. Wieder muf
nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung die Projektivitit P mit P o P; iibereinstimmen.
Falls L = M gewesen sein sollte, bilden wir zuerst L auf eine Gerade L' # L durch eine
Perspektivitit ab, und dann L' — M durch ein Produkt von zwei Perspektivitéiten. Ul
Satz (Achsensatz): Es seien L # M C Py zwei Geraden und P : L — M eine Projektivitit.
Dann gibt es eine Gerade H C Py (die Achse), auf der, fir alle Punkte a # b € L, die
Schnittpunkte der Geraden aP(b) und bP(a) liegen.
Beweis. Sei o = L N M der Schnittpunkt der beiden Geraden.
Fall 1: Sei P(0) = o, also P eine Perspektivitit mit ei-
nem Zentrum z € IPy. Die Geraden aP(b) und bP(a) sind
dann Diagonalen im Viereck a, b, P(b), P(a). Ihr Schnitt-
punkt ist also ein Diagonalpunkt dieses Vierecks. Die Gerade
H durch o und diesen Schnittpunkt trifft deswegen die Seite
aP(a) in einem Punkt, der zusammen mit z die Ecken a
und P(a) harmonisch trennt. Deswegen hingt dieser Punkt
nicht von der Wahl von b € M ab. Fiir alle b € M liegen
also die Schnittpunkte aP(b) N bP(a) auf der Geraden H.

Genauso sieht man, daf fiir jede Wahl des Punktes b die Verbindungsgerade von o mit bP(a)N
aP(b) unabhingig von a ist, und deswegen = H ist. Daraus folgt die Behauptung in diesem
Fall.

Fall 2: Sei P(0) # o. Dann ist natiirlich auch P~'(0) # o. Die Transformation P bildet die
vier verschiedenen Punkte P~'(0),0,a,b € L auf das Viertupel o, P(0), P(a), P(b) ab. Also
gilt

DV(P*I(O),o,a, b) = DV (o, P(0), P(a), P(b)) = DV (P(0),0, P(b), P(a)).

Es gibt daher eine projektive Abbildung P’ : L —
M mit P'P~'(0) = P(o), P'(o) = o, P'(a) =
P(b), P'(b) = P(a). Wegen P'(0) = o ist die-
se eine Perspektivitit mit einem Zentrum z € IPs.
Die drei Geraden aP(b), bP(a) und P~!(0o)P(o) ge-
hen durch dieses Zentrum. Anders ausgedriickt: der
Schnittpunkt aP(b) N bP(a) liegt auf der Geraden
H := P '(0)P(0). Diese Gerade ist unabhingig von
der Wahl der Punkte a und b € L. Dies ist die Be-
hauptung. L]

Korollar 1 (Satz von Pappos): Es seien L # M C Py zwei Geraden. Die drei Punkte
aj,as,a3 € L und by,bo, by € M seien voneinander und vom Schnittpunkt L N M verschieden.
Dann sind die drei Schnittpunkte a;b; Na;b;,i # j = 1,2,3 kollinear.
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Beweis. Nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung gibt es eine Projektivitit P : L — M
mit P(a;) = b; fiur ¢ = 1,2,3. Die Achse dieser Projektivitit enthilt alle Punkte aP(b) N
bP(a), a,b € L, und damit auch unsere drei Schnittpunkte. Ul

Dieses Korollar ist genau der Satz von Pappos aus dem letzten Kapitel, nur, dafl parallele
Geraden jetzt keine Ausnahmefille mehr sind, weil sie sich im Unendlichen schneiden.

Korollar 2 (Zwei Geraden schneiden sich aulerhalb des Zeichenblattes): Es seien
zwei Geraden L # M gezeichnet, deren Schnittpunkt auflerhalb des Zeichenblattes liegt. Es sei
die Verbindungslinie eines gegebenen Punktes ¢ mit diesem Schnittpunkt zu zeichnen.

Losung: Durch den Punkt ¢ werden zwei Geraden gezeich-

net, die L in zwei Punkten a; und as, sowie M in zwei Rz
Punkten b; und bs schneiden. Dies soll so geschehen, dafl // ,’ \\
sich diese beiden Geraden in einem Punkt z des Zeichenblat- L AL g
tes schneiden. Durch z werde eine dritte Gerade gezeichnet, ,
die L in ag und M in by trifft. Die Perspektivitit mit Zen- ‘e n
trum z bildet dann a; — b;,7 = 1,2, 3 ab. IThre Achse ist die /’/ l|, PN
Verbindungslinie von ¢ mit dem Schnittpunkt asbs N asbs. / N

as

/
71
| \/\

Vs i
Da die Achse einer Perspektivitit durch den Schnittpunkt M,é—/ﬁ/’ﬁ:
LN M geht, ist sie die Verbindungsgerade von ¢ mit diesem by 2
Schnittpunkt. []

Satz (von Desargues): Die Dreiecke ajasag und bibobs seien perspektiv, d.h., es gebe
eine Perspektivitiat mit Zentrum z # aq, ..., by, welche fiir i = 1,2,3 die Ecken a; auf die Ecken
b; abbildet. Dann sind die Schnittpunkte

t1 := asazNbobs, ty:=aga; Nbsb;, t3:=ajasNbiby

kollinear.
Beweis. Falls zwei der Ecken a; und b; zusammenfallen, wird die Aussage trivial: Sei etwa
a; = by. Dann wird
t2 = t3 =a] = b1

Deswegen konnen wir 0.B.d.A. a; # b; fiir 7 = 1,2,3 annehmen. Wir bezeichnen mit 6 #
a1, ..., b3,z € IK? Vektoren, die zu den Punkten ay, ..., bs,z € IPy(IK) gehoren. Weil a;, b; und z
kollinear sind, sind die Vektoren 4;, b; und z linear abhéngig. Es gibt deswegen Zahlen \;, u; € IK
mit 2z = \;&; + p;b; fiir i = 1,2,3. Aus

%= M\a] + p1b1 = Xody + p9by = A3az + pusbs

folgen die drei Gleichungen

Ata; — Xgdg = MQI:)Q - M11}1 =: {3
Aol — Ajdy = psby — by =ty
Asds — N4 = by —pusbs =: to.
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Weil 4; und &; fiir i # j linear unabhiingig sind, sind die Vektoren tq,t2,t3 € IK® nicht 0.
Sie sind deshalb Vektoren zu den Schnittpunkten t;,to, t3 der Geraden a;b;. Nun sind die drei
Vektoren ti, to, t3 linear abhingig, denn

f:l + £2 + {23 = ()\15.1 - )\25-2) + (>\25—2 - >\3é-3) + (>‘3é3 - Alél) =0.

Deswegen sind die drei Punkte t1, to, t3 kollinear. L]

Aufgabe 3.21: Gegeben sei ein Dreieck mit den Ecken
p=0:p:9),q=(¢:1:q), vr=(r:r":1) wobei p-p'-q-¢-r-r'#0.

Zeigen Sie:
a) Dieses Dreieck liegt genau dann perspektiv zum Koordinatendreieck a = (1:0:0), b= (0:
1:0),c=(0:0:1), wenn
pgr =p'qr’.
b) Ist das Dreieck abc perspektiv mit pqr und qrp, dann auch mit rpq.

Aufgabe 3.22: Das Dreieck a’b’c’ sei dem Dreieck abe einbeschrieben (d.h., a’ € be, b’ €
ca, ¢’ € ab, aber keine Ecken fallen zusammen) und das Dreieck a”b”c” sei dem Dreieck abc
umbeschrieben (d.h., das Dreieck abe sei dem Dreieck a”b”¢” einbeschrieben). Zeigen Sie: Wenn
a’b’c’ und a”’b”c” beide zum Dreieck abe perspektiv sind, dann sind sie auch zueinander per-
spektiv.

Aufgabe 3.23: Gegeben seien zwei Dreiecke abe und a’b’c’ so, daB sich die Geraden aa’ und
be, bb’ und ca, sowie ¢¢’ und ab in drei kollinearen Punkten treffen. Zeigen Sie daf sich die
drei Verbindungsgeraden von

a’ mit be N b’c’, b’ mit canc’a’, ¢’ mit abNa’b’
in einem Punkt treffen.

Aufgabe 3.24: Drei Dreiecke seien zueinander paarweise perspektiv, mit demselben Perspekti-
vitdtszentrum. Zeigen Sie, daf sich dann die drei Perspektivitiats-Achsen (Desargues-Geraden)
in einem Punkt treffen.

3.6 Das Dualitatsprinzip

Wir kommen jetzt zu einem ganz wichtigen Prinzip der projektiven Geometrie, dem Dualitdts-
prinzip. Ausgangspunkt ist folgende Bemerkung: Genauso, wie ein Punkt a € Py durch seine
drei homogenen Koordinaten (ag : a; : ag) festgelegt ist, so ist auch eine Gerade

L: Qoo + a1x1 + aexre = 0
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durch drei Zahlen «y, a1, g € IK festgelegt. Und dndert man diese drei Zahlen um einen gemein-
samen Faktor 0 # X\ € K ab, so dndert sich zwar die Geradengleichung (um ebendiesen Faktor),
aber nicht die Gerade selbst. Man kann also auch die Gerade L durch ein Tripel (ap : a1 : a3)
homogener Koordinaten charakterisieren. Die Inzidenz eines Punktes a mit der Geraden L kann
man den homogenen Koordinaten von a und L ansehen:

acl & apap+ ajar + asar =0.

In dieser Inzidenz—Gleichung kann man die Rollen des Punktes a und der Geraden L vertauschen:
Nimmt man die Koordinaten des Punktes a, um eine Gerade

a*: agro+taizi+axze =0 CIPy
zu definieren, und die Koordinaten von L, um einen Punkt
L":=(ap: a1 : ag) € Py
zu definieren, so gilt

acl & a">L*

Man nennt a* C Py die duale Gerade zum Punkt a und L* € IP, den dualen Punkt zur
Geraden L. Diese Dualitdtsbeziehung ist symmetrisch:

L=a" & L*=a.

Weil man die Rollen von Punkt und Gerade bei der Inzidenz vertauschen kann, bleibt eine
Inzidenz zwischen einem Punkt und einer Geraden beim Ubergang zur dualen Geraden und
dem dualen Punkt erhalten. Dies ist das

Dualitatsprinzip: Gilt eine Aussage liber Punkte und Geraden, die nur mit Hilfe von Inzi-
denzen formuliert ist (z.B. der Satz von Pappos, der Satz von Desargues), so gilt auch die duale
Aussage, die man erhdlt, wenn man alle

Punkte durch  die dualen Geraden
Geraden durch  die dualen Punkte
Inzidenzen durch die Inzidenzen zwischen den dualen Objekten

ersetzt.

Als Beispiele stellen wir eine kleine Liste der einfachsten Figuren in der projektiven Ebene
und ihrer dualen Figuren zusammen:
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Figur Dual

[ )
Punkt Gerade
—e— —e—

Punkt auf einer Geraden

o—0
zwel Punkte auf einer Geraden

¥
AN

/A
/ \
b A}
Dreieck

| |
- — -
[ [

[ [
- — -
Viereck

volsténdiges Viereck

Gerade durch einen Punkt

X

zwel Geraden durch einen Punkt

<]

Dreiseit

Vierseit

vollstidndiges Vierseit

Als Beispiel einer nicht ganz trivialen Aussage dualisieren wir den Satz von Pappos:

Satz (Dual zum Satz von Pappos): FEs seien a und

b € Py zwei verschiedene Punkte. Durch jeden der Punk-
te seien drei Geraden My, My, M3 > a und N1, N9, N3 O b
gewdhlt, die voneinander und von der Verbindungsgeraden
ab verschieden sein mégen. Dann treffen sich die drei Ver-

bindungsgeraden der Punktepaare
M; N Nj und N; N Mj,

i einem Punkt.

i#£j=1,23

Diesen Satz brauchen wir nicht zu beweisen. Er gilt, weil er durch das Dualitdtsprinzip aus

dem Satz von Pappos hervorgeht.

Durch das Dualitdtsprinzip entsteht allerdings nicht immer etwas neues. So ist die duale Fi-
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gur zu einem Dreieck ajasas ein Dreieck mit den Seiten ajajaj. Sind zwei Dreiecke ajazas und
b1 bybs perspektiv mit dem Zentrum z (wie im Satz von Desargues), so liegen die Schnittpunkte
a; Nb; korrespondierender Seiten der dualen Dreiecke auf der Geraden z*. Dual zu den Schnitt-
punkten a;a; Nb;b; korrespondierender Seiten sind die Verbindungsgeraden von Paaren aj Naj
und b N b} korrespondierender Eckpunkte. Und dual zur Aussage des Satzes von Desargues ist
die Tatsache, daf} diese drei Verbindungsgeraden durch einen Punkt gehen.

Die Figur zum dualen Satz von Desargues ist die gleiche wie die zum Satz von Desargues
selbst, denn die duale Aussage ist nichts anderes, als die Umkehrung des Satzes von Desargues:

Satz (Dual und Umkehrung des Satzes von Desargues): Liegen die drei Schnittpunkte
der drei Paare korrespondierender Seiten in zwei Dreiecken auf einer Geraden, so sind die
Dreiecke perspektiv.

In der Koordinaten—gebundenen Form, in der ich das Dualitatsprinzip bis jetzt erklirt ha-
be, ist es nicht vertriglich mit Koordinatentransformationen oder Projektivititen. Aber man
kann das Dualititsprinzip auch koordinatenfrei formulieren. Dazu braucht man allerdings zwei
wesentlich verschiedene Exemplare der projektiven Ebene:

Wir ersetzen den Vektorraum IK? durch einen koordinatenfreien drei-dimensionalen Vek-
torraum V' iiber IK und unsere bisher definierte Ebene IP3(IK) durch die projektive Ebene
Py = IPy(V) der Geraden in V. Diese neue Ebene sieht nicht viel anders aus als die alte pro-
jektive Ebene, wir haben blofl keine homogenen Koordinaten. Wenn wir welche wollen, miissen
wir einen Isomorphismus V ~ IK3 auswdihlen.

Die projektive Ebene IP; := IP5(V*), die zum dualen Vektorraum V* gehért, nennt man
die duale projektive Ebene. Was sind die Punkte der dualen projektiven Ebene? Sie werden
reprasentiert durch Geraden im dualen Vektorraum V*. Was aber ist eine Gerade in V*? So eine
Gerade wird aufgespannt durch ein Element 0 # [ € V*, d.h. durch eine Linearform 0 #£17:V —
IK. Diese Linearform verschwindet auf der Ebene {x € IK? : [(%X) = 0} und definiert eine Gerade
L :={x € Py : [(x) = 0} in der projektiven Ebene IPy. Ersetzt man die Linearform / durch
ein Vielfaches A - [, A #£ 0, so dndert dies weder die Ebene in V', noch die Gerade L C IP5. Jeder
Punkt {X -} € IP; definiert auf diese Weise eine Gerade L C IP. Die Linearform ist durch die
Ebene in V' eindeutig bestimmt, bis auf konstante Faktoren. Damit haben wir eine Bijektion

Geraden L = {l(x) =0} CIPy <«  Punkte L* =1K -] € IP5.

Die Geraden L der projektiven Ebene IPo sind genau die Punkte L* der dualen projektiven Ebene
P;.

Diese Dualitdt ist im folgenden Sinn vertriglich mit Projektivititen: sei eine Projektivitit
P : 1Py — Py gegeben. Dazu gehort eine invertierbare lineare Abbildung ® : V' — V. Wie das in
der projektiven Geometrie halt so ist, ist diese lineare Abbildung ® nur bis auf einen konstanten
Faktor durch P eindeutig bestimmt. Zu ® gehort kanonisch eine transponierte Abbildung ® :
V* — V*. Diese Abbildung ist durch die Formel

1(®(x)) = (®'(1))(x) fiirallel € V*, x €V

definiert. Bezeichnet man die Auswertung der Linearform [ auf dem Vektor x mit (/.x), so nimmt
diese Gleichung die etwas vertrautere Form

(LB(x)) = (2'(1)-x)
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an. Wir mochten aber gerne eine duale Abbildung ®* : IP5 — P35, fiir die gilt
(®*(1).9(x)) = (I.x).

Inzidenzen sollen erhalten bleiben. Dies bedeutet ndmlich gerade: Wenn die Punkte der Geraden
[(x) = 0 mit ® abgebildet werden, dann transformiert sich diese Geradengleichung [ = 0 in die
Gleichung ®*(1) = 0. Also miissen wir halt

* = (9') !
definieren!

Was gehort nun zu einer Geraden in der dualen Ebene, was ist eine
duale Gerade? Dazu sei die duale Gerade aufgespannt durch zwei
linear unabhéingige Linearformen [, m : V — IK. Thre Punkte wer-
den also reprisentiert durch die Linearformen Al + pm, A, u € IK.
Die Nullstellen dieser Linearformen sind Geraden in der richtigen
Ebene IPy. Sei etwa L die Gerade {x € Py : [(x) = 0} und M
die Gerade {x € Py : m(x) = 0}. Dann schreiben wir die Gera-

de mit der Gleichung X - I(x) 4+ p - m(x) = 0, etwas symbolisch,
als AL + uM. Alle diese Geraden gehen durch den Schnittpunkt
L N M. Tatséchlich schreibt sich jede Gerade durch L N M in der
Form Al + pm = 0. Wir sehen: Eine Gerade in IP3 besteht genau
aus allen Geraden in IP9, die durch einen festen Punkt gehen. Eine
solche Menge von Geraden in IP; heifit ein Geradenbiischel.

Der Punkt z = LNM € IP5, in dem sich alle Geraden eines Geradenbiischels AL+ pM schnei-
den, heifit Zentrum des Biischels. Die Biischelgeraden sind dann genau die Projektionsstrahlen
der Perspektivitit mit Zentrum z. Ist N C IPs eine feste Gerade, nicht durch z, so schneidet
jede Biischelgerade auf N genau einen Punkt aus. Dadurch ist eine bijektive Abbildung

Pt={AL+uM: (A:p)eP} — N

definiert.

Satz: Diese Abbildung ist eine Projektivitdt.

Beweis. Seien [, m,n € V* Linearformen, welche die Geraden L, M, N als Nullstellenmengen
haben. Weil L, M und N keinen Punkt gemeinsam haben, sind /,m und n linear unabhingig.
Sie bilden also eine Basis von V*, d.h., ein Koordinatensystem auf V. Wir wihlen [ und m als
Koordinaten auf der Ebene {n = 0} C V, d.h. als homogene Koordinaten auf IP; ~ N. In diesen
Kordinaten schreibt sich unsere Abbildung

A:p)= AL+ puM)NN ={X +pm|N =0} = (—p: N).
Dies ist eine lineare Abbildung in diesen homogenen Koordinaten. L]
Weil V* genau so ein drei-dimensionaler Vektorraum wie V ist, ist das Doppelverhiltnis

DV (Ly, Ly, My, M) auch fir vier Punkte Ly, Lo, M1, My € IP5 auf einer dualen Geraden de-
finiert. (Daf} die vier Geraden Ly, Lo, My, My zu einer dualen Geraden gehoren, bedeutet, daf}
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sie zu einem Geradenbiischel gehéren, d.h., daff sie einen Punkt gemeinsam haben.) Aus dem
letzten Satz folgt dann der

Satz (Doppelverhiltnisse von Geraden und Punkten): Es seien Ly, Lo, My, My vier
Geraden eines Geradenbiischels in IPy. Ist N C IPy eine Gerade, welche nicht zu diesem Biischel
gehort, so gilt

DV(Ll,LQ,Ml,MQ) = DV(L1 NN,L,N N, M; ﬂN,MQﬂN).

Insbesondere trennen sich die Geradenpaare Li, Lo und M;, M> harmonisch, genau dann,
wenn sich die von ihnen auf der Geraden N ausgeschnittenen Punktepaare harmonisch trennen.
Der Satz iiber harmonische Quadrupel am vollstindigen Vierseit kann dann auch so formuliert
werden:

Satz (Doppelverhiltnis am vollstindigen Viereck): In jedem Diagonalpunkt eines
vollstindigen Vierecks trennen sich die beiden dort hindurchgehenden Seiten und die beiden
Verbindungslinien mit den zwei anderen Diagonalpunkten harmonisch.

Aufgabe 3.25: Dualisieren Sie den Achsensatz.
Aufgabe 3.26: Dualisieren Sie Aufgabe 3.17 (harmonische Polare).

Aufgabe 3.27: Dualisieren Sie Aufgabe 3.24 (drei perspektive Dreiecke).
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4 Kegelschnitte in der projektiven Ebene

4.1 Projektive Klassifikation der Kegelschnitte

Ein Kegelschnitt in der affinen Ebene IK? mit den Koordinaten z,y wird gegeben durch eine
Gleichung
q(z,y) = az® + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f =0, a,b,...,f € K.
Genau wie Geraden in der affinen Ebene kann man auch Kegelschnitte aus der affinen Ebene in
die projektive Ebene IP5(IK) fortsetzen:
Sei etwa
Q(zo, 1, T2) := ax% + 2bz1zo + cx% + 2dzozi + 2exgro + fx%

ein homogenes Polynom zweiten Grades in den drei Variablen z¢, z1,x2. Dann gilt also fiir alle
reK

Q()\Io, )\5171, AI?) = }‘QQ(:BUa T, $2)7

und die Menge
C = {(zo : 21 : 2) € P2(K) : Q(w0,71,72) =0}

ist wohldefiniert. Denn, wenn Q(z,z1,%2) = 0 ist, dann ist auch fiir alle A € K
Q()\IU, )\il?l, )\IQ) = >\2Q(I0, T, :l?g) =0.

Also hiingt es nur vom Punkt (zg : 21 : 22) € IPo(IK) ab, ob Q(zg, z1,22) = 0 ist oder nicht.
Der Durchschnitt von C mit der affinen Ebene {(1: z : y)} ist die Menge der Punkte (z,y)
mit
Q(l,z,y) = ax®+2bzy+ cy® +2dz +2ey+ f
= q(z,y)
= 0.

D.h., der Durchschnitt von C C IP3(IK) mit der affinen Ebene ist gerade der affine Kegelschnitt
q(z,y) = 0. Dies ist der Grund fiir folgende

Definition: Sei Q(zo, z1, z2) ein homogenes Polynom zweiten Grades, nicht das Null-Polynom.
Dann heifit die Menge

C :={(xg: 11 :12) € Py(IK) : Q(xp,x1,22) =0} C IPy(IK)

ein Kegelschnitt.

Ein homogenes Polynom zweiten Grades kann auch in Matrix—Form, als quadratische Form

Q(zo,z1,12) = ax% + 2bz 119 + cx% + 2dzoz1 + 2exgzy + f:vg
f d e T
= (xo,x1,22)-| d a b 1
e b ¢ To
= Xt . AQ - X
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geschrieben werden. Das Polynom () transformiert sich wie eine Bilinearform: Ist
x=T-y
eine Koordinatentransformation, so transformiert sich Q) in
Qx)=x"-Ag-x=y" - T' AT -y.

Aus der linearen Algebra weiff man, dafl quadratische Formen diagonalisiert werden kénnen:
Es gibt eine invertierbare 3 x 3-Matrix T’ derart, dal T*AgT eine Diagonalmatrix ist. Unter
der projektiven Klassifikation der Kegelschnitte versteht man die Einteilung der Kegelschnitte
in Aquivalenzklassen beziiglich derartiger Transformationen. Jeder Kegelschnitt ist deswegen
dquivalent zu einem mit einer Gleichung in Diagonalform

Qg + Q177 + s = 0.

Jetzt kann man immer noch weiter transformieren. Die Diagonalform zerstért man nicht, wenn
man mit diagonalen Transformationsmatrizen

transformiert. Dabei wird der Eintrag ¢; mit dem Quadrat t? € K multipliziert. Was man dabei
erreichen kann, hingt sehr stark vom Korper IK ab. In IK = € beispielsweise ist jede Zahl ein
Quadrat, und man kann jedes ¢; auf 0 oder 1 transformieren. In IK = IR sind nur die Zahlen > 0
Quadrate. Hier kann man jedes ¢; auf 0,1 oder —1 transformieren.

Satz (Projektive Klasssifikation der Kegelschnitte iiber C und IR): Durch eine
projektive Koordinatentransformation kann die Gleichung eines Kegelschnitts in der projektiven
Ebene auf eine der folgenden Normalformen gebracht werden:

Rang
iiber C: | 22 + 22 + 23 =0 nicht-entartet 3
w3+ 23 =0 Geradenpaar 2
73=0 Doppelgerade 1
Signatur
iiber R: | 22+ 22 +22=0 3 3,0
73+ 2% — 23 =0 nicht-entartet 3 2,1
w3 +22=0 Punkt 2 2,0
3 —122 =0 Geradenpaar 2 1,1
23 =0 Doppelgerade 1 1

Beweis: Uber € ist die Anzahl der Diagonal Eintriige = 1 gerade der Rang der Matrix Ag.
Es gibt deswegen genau die drei angegebenen Félle Rang(Ag) = 3,2 oder 1.
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Uber IR ist Rang(Agq) die Anzahl der Eintréige = +1. Weil man die Gleichung mit —1 durch-
multiplizieren kann, ohne die Menge C : Q(x) = 0 zu dndern, gibt es genau die fiinf angegebenen
Falle. L]

Bemerkungen: 1) Der Rang der Matrix Ag heifit Rang des Kegelschnittes Q(x) = 0. Die
Normalformen iiber € sind durch den Rang eindeutig bestimmt. Uber TR ist die Normalform
eindeutig durch den Rang und die Signatur von A¢g bestimmt (Sylvesterscher Trégheitssatz).

2) Die Gleichungen z3 + z? = 0 iiber € und 22 — z? = 0 iiber IR sind tatsiichlich die
Gleichung von zwei verschiedenen Geraden, weil man sie auch (zg + iz1)(zo — iz1) = 0, bzw.
(zo+z1) (7o — 1) = 0 schreiben kann. Die Rang—1-Gleichung 22 = 0 dagegen beschreibt nur die
einzige Gerade zy = 0, allerdings verschwindet sie dort von zweiter Ordnung. Dies rechtfertigt
den Namen Doppelgerade.

Kegelschnitte vom Rang drei heiflen nicht—entartet, oder glatt, oder nicht—singulir. Kegel-
schnitte vom Rang < 2 heiflen entartet.

Satz (Entartete Kegelschnitte iiber C): Fiir einen Kegelschnitt in der komplex—projektiven
Ebene IPy(C) sind daquivalent:

1) Der Kegelschnitt C ist entartet.

2) Der Kegelschnitt C spaltet in Geraden, d.h., es gibt Linearformen L(x), L'(x) mit Q(x) =
L(x) - L'(x).

3) Es gibt eine Gerade L C TPo(C) mit L C C.

Die Richtung 3) = 1) gilt nicht nur iber C, sondern iber jedem Korper IK mit unendlich
vielen Elementen.
Beweis: Die Richtung ,1) = 2)“ ist klar, weil dann die Gleichung Q(x) = 0 auf die Form

x% + f% = ($0 + ’L'fl)(xo — ixl) =0

oder
x% =0
gebracht werden kann. Auch ,2 = 3)“ ist klar.
»3) = 1)“: Nach einer Koordinatentransformation kénnen wir L : o = 0 annehmen. Das

Polynom
QL = ax% + 2bx1x9 + c:c%

verschwindet nach Voraussetzung identisch. Wenn IK unendlich viele Elemente enthilt, folgt
daraus a = b= c =0, und zu C gehort eine Matrix

f d
A=1]1d 0
e 0

S O

Diese Matrix hat Rang < 2. L]
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In der reellen projektiven Ebene gibt es aufler Entartungsfillen nur eine einzige Klasse von
Kegelschnitten. In der affinen Ebene IR? gab es deren drei: Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln.
Wie kommt das? Bzw., wie unterscheiden sich Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln projektiv?

Um das herauszufinden schreiben wir die Gleichungen der affinen reellen Kegelschnitte pro-
jektiv:

‘ affin projektiv
Ellipse ?+y?-1=0 w24+ 13—23=0
Hyperbel | 72 —y? —1=0 —(—22+ 23 +23) =0
Parabel dy — 22 =0 dzozy — 22 =

(Io + I2)2 — (:l?() — I2)2 — :l?% =0

In allen drei Fillen ist die projektive Normalform gleich. (Sonst wéire der Klassifikationssatz
ja auch in Zweifel zu ziehen.) Aber die drei Klassen affiner reeller Kegelschnitte unterscheiden
sich durch ihre Beziehung zur unendlich fernen Geraden. Der Durchschnitt mit der Geraden
zo = 0 ist in den drei Fillen:

Ellipse ro=zt+23=0 0
Hyperbel zp=2? — 2% =0 zwei Punkte (0:1:41)
Parabel zp=121=0 ein Punkt (0:0: 1)

T2 T2 T2

:EUZO IOZO IOZO

Ellipse Hyperbel Parabel

Aufgabe 4.1: a) Bestimmen sie den Rang der Kegelschnitte

Cl H $% + :l?% + :l?% - 2:171:172 — 2IOI2 + 2:170:171 = 0,
Cy: 4:1:% + 6:1:% — 2:1:% — x1X9 — TxoTe + 149z = 0,
Cs: I% + 3:5% — 5:5% — Tx129 — 132022 + 8T021 = 0.

b) Geben Sie Gleichungen fiir die Geraden an, aus denen die Kegelschnitte C; und Cy bestehen.
¢) Finden sie eine Koordinatentransformation y = y(x) so, dal C3 in den Koordinaten y1,y2, y3
durch eine Diagonalmatrix gegeben wird.
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Aufgabe 4.2: Es seien u = (ug : u1 : ug) und v = (vg : vy : v2) € IPy. Zeigen Sie: Die Geraden
L: (ux)=0und M : (v.x) = 0 schneiden sich genau dann auf dem Kegelschnitt x’- A-x =0
wenn

A u v
det| u* 0 0 | =0.
0 0

vt

Aufgabe 4.3: In der projektiven Ebene seien ein Dreieck abc und zwei Geraden L, M, die
durch keine Ecke des Dreiecks gehen, gegeben. Zeigen Sie: Die Ecke x eines jeden Dreiecks xyz,
bei dem

e die Ecke y auf L, die Ecke z auf M liegt,
e die Seite xy durch a, die Seite yz durch b und die Seite zx durch c geht,

liegt auf einem Kegelschnitt C'. Wann ist C' entartet?

4.2 Sekanten, Tangenten und Polaren

In diesem Abschnitt wollen wir nur nicht—entartete Kegelschnitte betrachten, also Kegelschnitte
{x €ePy(K): x'- A-x =0},

deren Matrix A den Rang drei hat.

Meistens werden wir IK = C voraussetzen miissen, weil sonst nicht sicher ist, dal unser Ke-
gelschnitt nicht vielleicht leer ist. Aber, nachzuschauen, welche Voraussetzungen an den Korper
IK jetzt wirklich notwendig sind, das hat weniger mit Geometrie, mehr mit Zahlentheorie zu
tun. Fiir uns ist der geometrische Fall der Kérper €. Weil IK = IR fiir die Veranschaulichung
unendlich wichtig ist, interessiert uns natiirlich auch dieser Kérper.

Wir gehen aus von dem Problem, die Schnittpunkte einer Geraden mit dem Kegelschnitt zu
berechnen. Ahnlich wie in 1.5 parametrisieren wir die Gerade

L:x=MXa+pub, (\:pu) € P(IK).

Jetzt sind allerdings a und b Punkte in der projektiven Ebene, und fiir den Parameter (A : p)
ist auch der Wert (0 : 1) = oo € [Py (IK) zugelassen. (Dazu gehort der Punkt x = b.) Setzen wir
x in die Gleichung von C ein, so erhalten wir

(Aa+pb) - A- (Ma+ ub) = \2-a’da + 2\ -a’Ab + p2 - blAb = 0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir die Parameter (X : p), die zu den Schnittpunkten von
L und C gehoren.

Ob diese quadratische Gleichung Wurzeln in IK hat, hingt vom Korper IK ab. In C gibt es
immer Wurzeln, in IR nicht immer. Uber dem Kérper € gibt es die folgenden drei Maglichkeiten:
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e Die Gleichung hat zwei verschiedene Wurzeln.
e Die Gleichung hat nur eine, doppelte, Wurzel.

e Die Gleichung hat unendlich viele Wurzeln, aber dann ist L eine Teilmenge von C und
nach dem letzten Satz aus 4.1 ist C' entartet.

Die beiden Wurzeln fallen zusammen (und ihr gemeinsamer Wert liegt in IK), genau dann,
wenn die Diskriminante der quadratischen Gleichung

(a’Ab)? — (a’Aa)(b'Ab) =0
ist. In diesem Fall ist die Gerade L eine Tangente an den Kegelschnitt C.

Jetzt fixieren wir a und suchen die Beriithrpunkte b € C aller Tangenten an C' durch a. Weil
dann b'Ab = 0 ist, wird die Diskriminante einfach

a’-A-b=0.

Dies ist eine lineare Gleichung in b: Die Beriihrpunkte b der Tangenten an C' durch a liegen auf
der Geraden
Po={x€Py(K): a"- A -x=0}

Diese Gerade heifit die Polare des Punktes a beziiglich des Kegelschnittes C'. Ihre Schnittpunkte
mit C' sind die Beriihrpunkte der Tangenten durch a. Ob sie Schnittpunkte hat, hingt wieder
vom Koérper IK ab. Die Berechnung der Schnittpunkte P, N C ist das praktischste Verfahren,
um die Tangenten von a an den Kegelschnitt C' zu ermitteln.

Als Beispiele berechnen wir die Polare eines Punktes a = (1 : ¢1 : ¢2) der affinen Ebene zu
den nicht-entarteten affinen Kegelschnitten in Normalform:
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Ellipse/Hyperbel: | affine Gleichung x_2 + ?;—2 =1
a
2 2
homogene Gleichung % % —22=0
—1
Matrix A 1/a?
+1/b°
Polare P, —z0 + c1w1/a® £ cora /B2 =0
C1x Y
affine Form 2 E e = 1
Parabel : affine Gleichung y = px?

homogene Gleichung pz? — zgzy =0

—1/2
Matrix A D
—1/2
Polare P, —cox0/2 + perzy — x2/2
affine Form Yy = 2pCci1xT — Co

Wir sehen insbesondere: Die Polare des Nullpunkts (1 : 0 : 0) bei der Ellipse und der Hyperbel
ist die unendlich ferne Gerade zy = 0, wiahrend sie bei der Parabel die Tangente x5 = 0 ist. Die
Polare fiir den Kreis vom Radius 7 stimmt mit der Gleichung (a.x) = 2 von p.32 iiberein.

Satz (Polare und Harmonie): Die Polare P, eines Punktes a zum Kegelschnitt C ist der
geometrische Ort aller Punkte b, die zusammen mit a die beiden Schnittpunkte der Geraden ab
mit dem Kegelschnitt C harmonisch trennen.

Beweis. Wir parametrisieren die Gerade ab wieder durch x = Aa + yb. Wenn b € P,, also
a’Ab = 0 gilt, dann ist die Gleichung fiir die Parameter der Schnittpunkte

A?-alda + p?-blAb = 0.

Sie hat zwei Losungen (A : £4), die sich um das Vorzeichen unterscheiden. Also vertauscht die
Involution
Aa+ ub— da—ub

die beiden Schnittpunkte, wihrend sie die Punkte a und b fest 14ft. Nach dem Harmonie-
Kriterium in 3.4 trennen sich die beiden Schnittpunkte der Geraden ab mit C' und die beiden
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Punkte a und b harmonisch.

Ist umgekehrt b ein Punkt, der zusammen mit a die beiden Schnittpunkte harmonisch trennt,
so ist (nach dem soeben Bewiesenen) der Schnittpunkt von ab mit der Polaren P, auch so ein
Punkt. Da es nur einen einzigen solchen Punkt gibt, muff b auf der Polaren liegen. L]

Einschrinkung: Die Koordinaten der Schnittpunkte von C' mit der Geraden ab brauchen
nicht immer in IK zu liegen. Wenn dies nicht der Fall ist, macht der Satz natiirlich keine Aussage.
AuBlerdem darf a nicht auf C' und b nicht auf einer der beiden Tangenten von a an C' gewihlt
werden, weil sonst zu viele Punkte zusammenfallen.

Die Abbildung, die jedem a € IP5 seine Polare P, zuordnet, ist in der Tat fiir alle a ohne Aus-
nahme definiert, auch wenn iiber IK die Tangenten von a an C' nicht existieren. Diese Abbildung
bildet IPo bijektiv auf IP5 ab, denn sie wird durch die invertierbare Matrix von C' gegeben. Sie ist
also so etwas dhnliches, wie eine Projektivitit, nur, dafl Urbild- und Bildebene dual zueinander
sind. Dies stimmt mit folgender Tatsache aus der linearen Algebra iiberein: Eine Bilinearform
Q(v,w) auf einem Vektorraum V kann man auch auffassen als eine lineare Abbildung

{ VI—)Q(V,—)
V- V*

Diese Projektivitat a — P, von Py auf IP5 heifit die durch C definierte Polaritdt.

Weil die Abbildung Py — P35, a — P, bijektiv ist, gibt es zu jeder Geraden L C IPs genau
einen Punkt a, dessen Polare die Gerade L ist. Dieser Punkt heifit Pol der Geraden L beziiglich
C'. Hat beispielsweise L die Gleichung (u.x) = ugzo + u1x1 + usze = 0, so hat der Pol a die
homogenen Koordinaten A~' - u.

Definition: Zwei Punkte a und b € Py(IK) heilen konjugiert in Bezug auf den (nicht—
entarteten) Kegelschnitt C' mit der (invertierbaren) Matrix A, wenn a’- A - b = 0. Dies ist also
genau dann der Fall, wenn der eine Punkt auf der Polaren des anderen liegt.

Weil die Matrix A symmetrisch ist, ist auch die Konjugiertheits—Relation symmetrisch: a ist
konjugiert zu b, genau dann, wenn b konjugiert zu a ist. Die Polare P, geht durch den Punkt b,
genau dann, wenn a auf der Polaren P, liegt. Den Satz iiber Polare und Harmonie kénnen wir
auch so formulieren: Zwei in Bezug auf den Kegelschnitt C' konjugierte Punkte a # b trennen die
beiden Schnittpunkte der Geraden ab mit dem Kegelschnitt (falls diese existieren) harmonisch.

Der Punkt a liegt auf seiner eigenen Polaren P,, genau dann, wenn a’ - A -a = 0, d.h.,
wenn a auf dem Kegelschnitt C' liegt. In diesem Fall ist eine Gerade L : a + sb Tangente,
falls die Diskriminante (a’Ab)? — (a’Aa)(b’Ab) verschwindet. Weil a’ Aa = 0 ist, bedeutet dies:
a'Ab = a’A(a + sb) = 0. Wir sehen: Die Tangente an C' in einem Punkt a € C' ist gerade die
Polare P, von a.

Alle Tangenten T an C' stimmen {iberein mit allen Polaren P, von Punkten a € C. Eine
Geradengleichung L : u’-x = 0 beschreibt eine Tangente, genau dann wenn ein a € C' existiert
mit u’ = a’A, d.h., u = Aa. Dies ist genau dann der Fall, wenn a = A~ 'u € C, also wenn

(A 'u)!-A-Atu=u'"-A1-u=0.
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Dies ist wieder eine Kegelschnitt-Gleichung. Die symmetrische 3 x 3-Matrix ist A~'. Der Ke-
gelschnitt liegt im Raum der Geraden, d.h. in der dualen projektiven Ebene IP5. Er heifit der
duale Kegelschnitt C*.

Damit haben wir den

Satz (Dualer Kegelschnitt): Die Tangenten an den nicht-entarteten Kegelschnitt C sind
genau die Geraden u € P}, die auf dem dualen Kegelschnitt C* mit der Matriz A=" liegen.

Dualer Kegelschnitt

Bemerkung 1: Die Inverse Matrix zu A~! ist (A~")~! = A. Deswegen ist der duale Kegel-
schnitt (C*)* C Py zum dualen Kegelschnitt C* C P35 wieder der Ausgangskegelschnitt C'

c =C.

Bemerkung 2: Die durch C' definierte Polaritit a — P,, die jeden Punkt a € IPy auf seine
Polare beziiglich C' abbildet, bildet jeden Punkt a € C auf seine Tangente an C' ab. Also ist das
Bild von C' C IPy unter dieser Polaritéit der duale Kegelschnitt C* C IP5.

Bei der kanonischen Dualitdt zwischen IPy und IP; dualisiert sich die Beziehung zwischen
einem Punkt ¢ € IPy, den beiden Tangenten 77 und 75 an C' durch ¢ und der Polaren P, wie
folgt:

Aus | wird (werden)

dem Punkt ¢ € IPy die Gerade c¢* C IP3,

den Tangenten T; an C' durch ¢ | die Punkte T} € ¢* N C*,

den Beriihrpunkten t; = C'NT; | die Tangenten t; an C* in T}",

der Polaren P, der Schnittpunkt ¢7 N ¢35 der Tangenten.

Die entstehende, duale Figur im P} ist jedoch wieder die gleiche: Ein Punkt, mit den beiden
Tangenten an den Kegelschnitt und seine Polare.

Wir sehen insbesondere: Eine Gerade L : u’-x = 0 ist die Polare eines Punktes ¢ beziiglich
C, genau dann, wenn der Punkt L* € IP5 der Pol der Geraden ¢* C IP5 beziiglich C* ist. Dies
sieht man auch einfach aus der Matrix—Gleichung fiir die homogenen Koordinaten der Geraden
L (aufgefaft als Spaltenvektor):

v=MAc)lesu=c-A4s c=u- 4"
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Auch die Beziehung zwischen zwei konjugierten Punkten a und b 148t sich dualisieren:

Aus | wird (werden)

den Punkten a und b Geraden a* und b* C IP3,

der Verbindungsgeraden L = ab | der Schnittpunkt L* = a* N b*,
den Schnittpunkten von L mit C' | die Tangenten durch L* an C*.

Dafl die Punkte a und b die beiden Schnittpunkte ab N C' harmonisch trennen, diese Ei-
genschaft dualisiert sich in die folgende Eigenschaft: Die beiden Geraden a* und b* im Gera-
denbiischel mit Zentrum L* trennen die beiden Tangenten an C* durch dieses Zentrum harmo-
nisch. Sehen wir jetzt C* als den urspriinglichen Kegelschnitt an, so werden wir auf den Begriff
der konjugierten Geraden gefiihrt:

Definition: Zwei Geraden L # M C P9 heifien konjugiert in Bezug auf den (nicht-entarteten)
Kegelschnitt C, wenn ihr Schnittpunkt ¢ nicht auf C' liegt, und die beiden Tangenten durch c
an C im Geradenbiischel mit Zentrum c die beiden Geraden L und M harmonisch trennen.

Haben die Geraden L und M die Gleichungen (u.x) = 0 und (v.x) = 0, so sind sie konjugiert,
genau dann, wenn u’-A~!-v = 0. Weil a = A~ 'u der Pol der Geraden L ist, ist die Konjugiertheit
von L und M damit dquivalent, dal der Pol der einen Geraden auf der anderen Geraden liegt.

Satz (Konjugierte Geraden und Tangenten): Es seien C C Py ein nicht-entarteter
Kegelschnitt und L # M C Py zwei Geraden, keine Tangenten an C. Dann sind dquivalent:

1) L und M sind konjugiert beziglich C'.

2) Die beiden Tangenten an C in den Schnittpunkten L N C treffen sich in einem Punkt auf
M.

3) Die beiden Tangenten an C in den Schnittpunkten M N C' treffen sich in einem Punkt auf
L.

Beweis. Weil die Bedingung 1) symmetrisch in L und M ist, brauchen wir nur die Aquivalenz
von 1) und 2) zu zeigen.

Wir bezeichnen mit a den Schnittpunkt L N M, mit P, die Polare von a beziiglich C, mit
t1,to die Schnittpunkte P, N C, d.h. also die Beriihrpunkte der beiden Tangenten 77,75 aus a
an C', mit b den Schnittpunkt L N P, und mit ¢ den Schnittpunkt M N P,.

,1) = 2)“: Nach Voraussetzung trennen sich die Geradenpaare L, M und T;,T, durch a
harmonisch. Also trennen b, ¢ die Beriihrpunkte ¢, to harmonisch. Somit liegt b auf der Polaren
P, des Punktes c. Weil ¢ konjugiert zu a ist, liegt auch a auf dieser Polaren. Deswegen ist L = ab
die Polare P,. Also treffen sich die beiden Tangenten an C' zu den beiden Schnittpunkten LN C
im Punkt ¢ € M.

,1) < 2)“: Nach Voraussetzung liegt jetzt der Schnittpunkt ¢ der beiden Tangenten an C'
zu den Schnittpunkten L N C auf M. Deswegen ist ¢ der Pol zu L und L die Polare P.. Also
trennen b, ¢ die Schnittpunkte t1, to von P, mit C' harmonisch. Dann trennen auch die Geraden
L = ab und M = ac die beiden Tangenten T} = at; und 75 = aty harmonisch. Dies heifit, die
Geraden L und M sind konjugiert. L]
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Als Beispiel betrachten wir zwei Durchmesser L, M einer Ellipse C, die in affinen Koordinaten

z,1y durch die Gleichung

22 g2

ztp=1

a b2
gegeben ist. Die unendlich ferne Gerade ist die Polare des Nullpunkts L N M. Die Tangenten
an C' in den beiden Schnittpunkten L N C treffen M auf dieser unendlich fernen Geraden genau
dann, wenn sie parallel zu M sind. Es folgt: Die beiden Durchmesser sind konjugiert genau dann,

wenn sie im Sinn von Paragraph 2.4 konjugiert sind.

Gelegentlich ist es vorteilhaft, die homogenen Koordinaten so zu wéhlen, daf} ein gegebe-
ner Kegelschnitt durch eine besonders einfache, dem jeweiligen Problem angepafite Gleichung
gegeben wird. Wir wollen diese Félle diskutieren. Dabei erinnern wir uns an das Prinzip der
projektiven Ausdehnung: Sind xg, ..., x3 € IPy vier Punkte der Ebene derart, dafl keine drei auf
einer Geraden liegen, dann gibt es ein homogenes Koordinatensystem, in dem

x0=(1:0:0),%x;=(0:1:0),x2=(0:0:1), x3=(1:1:1).
Wir nennen (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1) das Koordinatendreieck und den Punkt (1:1:1) den
Einheitspunkt.

Fall 1: Koordinatendreieck auf dem Kegelschnitt.
In diesem Fall gilt fiir die drei Koordinatenpunkte x!-A-x; =
0. Dies ist dquivalent damit, dafl die Matrix A die Form

0 aop1 ap
A = ani 0 a19
ap2 a2 0

hat und der Kegelschnitt die Gleichung

2. (aOlIoil?l + a12T1T9 + 020$2I0) = 0
besitzt.

Fall 2: Koordinatendreieck selbst—polar.
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Dies bedeutet, da$ fiir die Koordinatenpunkte gilt x! - A-x; = 0, (i # j = 0,1,2). Es ist
dquivalent damit, daf in der Matrix A alle Eintrige a;j, i # j verschwinden, d.h., daf} A eine
Diagonalmatrix ist. Die Gleichung des Kegelschnitts ist dann

2 2 2
a0y + a11x] + axnr; = 0.

Diese Situation ist beispielsweise folgendermafien zu erreichen: Es seien ag,ai,as, a3 vier
verschiedene Punkte auf dem Kegelschnitt, und als Koordinatenpunkte x; wihlen wir die drei
Diagonalpunkte des vollstdndigen Vierecks mit den Ecken ay, ..., a3. Dann ist ndmlich x; konju-
giert zu x; fiir ¢ # 7.

Beweis: Sei etwa,

X0 = apga| Nagas, X; = apgaz MNajas, Xg = apgaz Najas.

Nach dem Satz iiber das Doppelverhiltnis am vollstindigen Viereck aus Kapitel 3 werden die
Punkte ag und a; harmonisch getrennt durch xg und den Schnittpunkt der Seite apga; mit der
Geraden x1x3. Ebenso werden as und ag harmonisch getrennt durch xy und den Schnittpunkt
der Seite asas mit der Geraden x;x5. Es folgt, dal xg der Pol zur Geraden x;x5 ist, und daf
xg und x1, sowie xo und x5 konjugiert sind. L]

Fall 3: Die Koordinatenpunkte xg, x; liegen auf dem Kegelschnitt und x5 ist der Schnittpunkt
der beiden Tangenten in diesen Punkten.

Wegen xg,x; € C verschwinden in der Matrix A die Diagonaleintrige agp und a11. Weil xg
und x1 zu x9 konjugiert sind, verschwinden auflerdem die Eintrige ags und aq2. Der Kegelschnitt
hat die Gleichung

ag1Tox1 + GQQZ’% =0.
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Fall 4: Die Koordinatenpunkte wie in Fall 3, aber zusétzlich der Einheitspunkt x5 € C.
Jetzt folgt, dafl in der letzten Gleichung agy + ags = 0 ist. Der Kegelschnitt hat die besonders
einfache (kanonische) Gleichung
ToT1 — x% = 0.

Aufgabe 4.4: Bestimmen Sie die Tangenten an den Kegelschnitt
C: 22427+ 4+yz+3z24+2y=0
durch den Punkt (1:1: 1), sowie deren Beriihrpunkte.

Aufgabe 4.5: Bestimmen Sie einen Kegelschnitt, fiir den das Dreieck (1:0:1), (0:1:1), (1:
1: 1) selbstpolar ist (d.h., jede Dreiecksseite ist Polare der gegeniiberliegenden Ecke), und der
die Geraden zg = 2x9, 1 = 2z9 beriihrt.

Aufgabe 4.6: Gegeben sei der nicht-entartete Kegelschnitt C' : x' - A -x = 0 und ein Punkt p.
Zeigen Sie: die beiden Tangenten von p aus an C bilden einen entarteten Kegelschnitt mit der
Gleichung

(p'-A-x)”—(p'-A-p)-(x'-A-x)=0.

Aufgabe 4.7: Gegeben seien ein nicht-entarteter Kegelschnitt C' und ein vollstindiges Vierseit
in der projektiven Ebene, so, dafl zwei Paare gegeniiberliegender Ecken des Vierseits beziiglich
C' konjugiert sind. Zeigen Sie: Auch das dritte Paar gegeniiberliegender Ecken des Vierseits ist
beziiglich C' konjugiert.

Aufgabe 4.8 (Satz von Hesse): a) Gegeben sei ein nicht-entarteter Kegelschnitt C' und ein
Dreieck abc in der projektiven Ebene. Zeigen Sie: das Dreieck mit den Seiten P, (C'), P, (C) und
P.(C) ist perspektiv zum Dreieck abec.

b) Zeigen Sie: Zu zwei Dreiecken in perspektiver Lage gibt es immer einen nicht-entarteten
Kegelschnitt C', so dafl beide Dreiecke beziiglich C zueinander polar sind.
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4.3 Parametrisierung von Kegelschnitten

Geraden im Py kann man implizit, durch ihre Gleichung beschreiben, aber auch explizit, durch
eine Parametrisierung. Kegelschnitte haben wir bisher nur implizit, durch ihre Gleichung be-
schrieben. Man kann aber auch Kegelschnitte explizit beschreiben, und zwar kann man einen
Kegelschnitt durch die Punkte einer projektiven Geraden IP; parametrisieren. Das bekannteste
Beispiel dafiir ist die stereographische Projektion:

Betrachten wir den Einheitskreis S : {22+ = 1} € IR?. (Man kann das folgende auch mit
der Sphire im IR?, oder mit der n — I-dimensionalen Sphire im IR"™ machen.) Auf S fixieren wir
einen Punkt p = (0, 1) (den “Nordpol“). Jede Gerade L durch p schneidet den Kreis S in p und
in einem weiteren Punkt x. Das gilt ausnahmslos fiir alle Geraden L durch p und iiber jedem
Korper IK: Die quadratische Gleichung, welche die Schnittpunkte von S und L beschreibt, hat
eine Nullstelle, fiir den Punkt p € S N L, und mufl deswegen auch eine zweite Nullstelle in IK
haben. Natiirlich kann der dazu gehorende zweite Schnittpunkt mit dem ersten Schnittpunkt p
zusammenfallen. Und zwar genau dann, wenn L die Tangente an S in p ist.

Um Formeln zu bekommen, parametriseren wir die Geraden L durch p mit Hilfe ihrer Schnitt-
punkte (u,0) mit der z-Achse. Dann hat L also die Gleichung

4 y=1, bzw.y=1 fir u = oo (Tangente).
u

Eliminieren wir y = 1 — z/u aus der Kreisgleichung, so erhalten wir

I2 + (1 - _)2 = 17
n
) 2
% — r $—2 = 0,
U U
1 2
1+—) = -—
p(l+) = 2,
und daraus
2u u?—1
Y

w2+ 1
Diese Formeln fiir die stereographische Projektion sind ziemlich geldufig. (Fiir v — oo bekommen
wir tatsdchlich (z,y) = (0,1) = p.)
Die stereographische Projektion ist eine bijektive Abbildung des Einheitskreises auf die x-
Achse, letztere aufgefait als projektive Gerade. Ihre Umkehrung ist die Parametrisierung des
Einheitskreises durch die Punkte der projektiven Geraden 1Py

$=u2+1’

(uo : u1) — (ud +uf : 2uguy : uf — ud).

Und all das liegt nicht am Einheits-Kreis. Die stereographische Projektion funktioniert ge-
nauso bei jedem nicht-entarteten Kegelschnitt C, auf dem ein Punkt p € C' gegeben ist:
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Schauen wir uns das noch einmal fiir den Kegelschnitt in Normalform

Tox1 —:1:% =0

vom Ende des letzten Abschnitts, und den Punkt p = (1 :0:0) an. (Wir haben dort gesehen,
dafl man die Koordinaten fiir einen Punkt p auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt C' immer so
wéhlen kann.) Die Geraden L durch p parametrisieren wir durch ihren Schnittpunkt (0 : p: )
mit der Geraden xzy = 0. Dann ist

K>s+—=(s:p:A)EL
eine Parametrisierung der Geraden L, wobei s = oo dem festen Punkt p entspricht. Die Schnitt-
punktsgleichung fiir C' N L ist

S'/J’:)‘Za §=—
1

und dazu gehort der Schnittpunkt

)\2
(;:M:A):(AZ:NZ:)\M)EC.

(Fiir 4 = 0 bekommen wir hier auch wieder den Punkt p.) Projektiv geschrieben ist unsere
Parametrisierung fiir den Kegelschnitt in Normalform
P A:p)— (N2 :p?: ) edC.
Auf im Wesentlichen dieselbe Parametrisierung fithrt ein Problem der graphischen Daten-
verarbeitung: Man soll zwei Punkte by und by durch eine (schéne) Kurve verbinden, deren

Richtung in by und by vorgegeben ist. Die Richtung sei durch einen dritten Punkt b; bestimmt,
so wie in der Abbildung.
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Mit einem Hilfspunkt

b0,1=(1—t)b0+tb1, 0<t<1

durchliduft man die Strecke bob;, wihrend gleichzeitig ein zweiter Hilfspunkt
b1’2 = (1—t)b1+tb2, 0<t<,
die Strecke byby durchlduft. Die Kurve wird dann definiert durch die Parametrisierung

t = (1—=1t)bo1 +1tbio
= (1 —1t)%by + 2(1 — t)tby + t*bs.

Dies ist der einfachste Fall einer sogenannten Bézier-Kurve (zu den Kontroll-Punkten by, by und
by). Transformieren wir

1
byp=(1:0:0), bg=(0:1:0), b1:(0:0:§), (1—-t)=X t=p,

so wird dies genau unsere Parametrisierung fiir einen Teilbogen unseres Standard-Kegelschnitts
rory — :l?%

Erinnern wir uns jetzt an den Begriff des Geradenbiischels aus 3.6. Sind L # M zwei verschie-
dene Geraden eines Geradenbiischels, so besteht das Biischel genau aus allen Geraden AL + uM
mit (A : u) € IP;. Die Gerade Py, mit der wir oben den Kegelschnitt C' parametrisierten, war
ziemlich beliebig gew&hlt. Sie durfte nur nicht durch das Projektionszentrum p € C' gehen. Wir
hétten sie auch gar nicht zu spezifizieren brauchen, statt ihrer hitten wir das Geradenbiischel p*
mit Zentrum p nehmen kénnen. Dieses Biischel ist auch eine Kopie der projektiven Geraden IPy,
und jede Biischelgerade entspricht genau einem Punkt von C, ihrem zweiten Schnittpunkt mit
C, wobei die Tangente T,(C) € p* dem Zentrum p € C entspricht. So ist die Parametrisierung

IPlzp*—>C

kanonisch. Auler dem Projektionszentrum p brauchen wir nichts mehr zu wéhlen, keine Hilfs-
gerade.
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Also: Jeder Punkt p auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt C' definiert eine Identifikation
IP; = p* ~ C des Kegelschnitts mit der projektiven Geraden. Wir kénnen also auch nicht-
entartete Kegelschnitte als Kopien der projektiven Geraden ansehen. Das ist schon! Jeder andere
Punkt q € C definiert aber auch eine Identifikation IP; = q* ~ C. Die Aussage des folgenden
Satzes ist, daf} sich beide Identifikationen IPy ~ C' nur unwesentlich, d.h., um eine Projektivitit,
unterscheiden. Das ist noch schéner!

Fixieren wir also jetzt folgende Situation: Es seien C' ein nicht-entarteter Kegelschnitt und
p # q € C zwei Punkte auf diesem Kegelschnitt. Der Kegelschnitt C' definiert folgendermafen
eine Abbildung F : p* — q* des Geradenbiischels mit Zentrum p in das Geradenbiischel mit
Zentrum q: Sei L € p* eine Gerade durch p. Sie schneidet C' in einem zweiten Punkt ¢y, (bzw.
zweimal in p, falls L die Tangente an C in p ist). F(L) € q* sei die Verbindungsgerade von q
mit ¢, (bzw. die Tangente an C in q, falls c;, = q).

Satz : Diese Abbildung F' : p* — q* ist eine Projektivitdit.

Beweis: Wir rechnen die Aussage ganz einfach in Koordinaten nach.

Dazu wéhlen wir homogene Koordinaten wie am Ende des letzten Abschnitts so, dafi p =
(1:0:0)und q=(0:1:0). AuBerdem soll (0:0 : 1) der Schnittpunkt der Tangenten an C'
in den Punkten p und q sein, und der Einheitspunkt (1 : 1 : 1) auf C liegen. Der Kegelschnitt
C hat dann die Gleichung zgz; = 73. Die Geraden L € p* parametrisieren wir durch ihren
Schnittpunkt (0 : 4 : A) mit der Geraden zy = 0. Oben haben wir gesehen, daf eine solche
Gerade den Kegelschnitt C, auBer in p, noch im Punkt (A2 : p? : M) trifft. Die zugehorige
Gerade F(L) € q* ist die Verbindungsgerade

(N2t : 2t + s : ut), (s:t) € Py

dieses Punktes mit q = (0 : 1 : 0). Thren Parameter in q* bestimmen wir als den Schnittpunkt
mit der Geraden xz; = 0:

pt+s = 0
(s:1) = (u2:-1)
F(L)N{z; =0} = (=22:0:-\p)
(A:0:p)
Die Abbildung F' wird also in den gewihlten Koordinaten durch (XA : p) — (X : p) gegeben und
ist deswegen eine Projektivitét. L]

Aus diesem Satz ziehen wir zunéchst eine Folgerung (den Satz von Chasles), dann kehren
wir ihn um, und dann dualisieren wir ihn.

Zu je vier Punkten xg,...,x3 € C auf dem nicht—entarteten Kegelschnitt C' ist ein Doppel-
verhéltnis DV (xg, x1;X2,x3) wie folgt definiert: Wir parametrisieren C' durch die Geraden eines
Biischels p* mit Zentrum p € C. Zu den vier Punkten x; gehoren vier Verbindungsgeraden
L; = px; € p*. Wir definieren

DV(XU, X1 X2, X3) = DV(L(), Ll; LQ, L3)

Jede andere Parametrisierung hitte sich wegen unseres letzten Satzes davon nur um eine Pro-
jektivitat unterschieden, und das Doppelverhiltnis wére gleich gewesen. Dies kann man auch als
Satz formulieren:
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Satz (von Chasles): Es seien C ein nicht-entarteter
Kegelschnitt und xg, ..., x3 € C vier Punkte, von denen

nicht mehr als zwei zusammenfallen mogen. Fir p € x5
C und q € C seien L; := px; und M; := qx; die X3
Verbindungsgeraden (bzw. die Tangente, falls p oder

q mit einem der x; zusammenfillt). Dann gilt

X1 X2

DV (Lo, L1; L, L3) = DV (My, My; My, Ms).

Jetzt zur Umkehrung des letzten Satzes. Das ist die sogenannte

Steinersche Erzeugung eines Kegelschnitts: Es seien p* = {A\L+uM} und q* = {N'L'+
W' M'} zwei verschiedene Geradenbiischel in der projektiven Ebene. Weiter sei eine Projektivitit
(XN o)y = F(X\: ) gegeben. Dann ist die Menge der Punkte a € Py, in denen sich eine Gerade
des ersten Biischels mit der ihr unter F' entsprechenden Geraden des zweiten Biischels schneidet,
ein Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt geht durch die Zentren beider Biischel.

Der Kegelschnitt ist genau dann entartet, wenn die Verbindungsgerade pq der Zentren beider
Biischel unter F' auf sich selbst abgebildet wird.

Beweis. Wir dndern die homogenen Koordinaten (X' : p') des zweiten Biischels so, daf die
Projektivitidt F' durch die Einheitsmatrix gegeben wird, d.h. F(X : p) = (X : u). Wir sind
interessiert an der Menge der Punkte a € IP3, in denen sich eine Gerade AL + uM des ersten
Biischels mit einer Geraden AL’ + uM' des zweiten Biischels schneidet. Das ist die Menge der
Punkte a, wo das homogene lineare Gleichungssystem

L(a) -A+M(a) -p = 0
L'(a)- A+ M'(a) - p =

eine nicht—triviale Losung (A : p) besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante
L(a)-M'(a) — M(a)-L'(a) =0

ist. Die Funktion
Q(x) 1= L(x) - M'(x) = M(x) - I'(x)

ist homogen vom Grad zwei in x und ihre Nullstellenmenge ist deswegen eine Kegelschnitt. Er
enthilt die Zentren L(x) = M(x) =0 und L'(x) = M'(x) = 0 beider Biischel.

Wenn die Verbindungsgerade der Zentren beider Biischel unter der Projektivitdt auf sich
selbst abgebildet wird, so kénnen wir die Koordinaten (X : i) derart abéindern, da§ L = L' diese
Verbindungsgerade ist. Die Gleichung des Kegelschnitts ist dann

Q(x) = L(x) - (M(x) — M'(x)) =0

und der Kegelschnitt spaltet als Produkt von Geradengleichungen.
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(A p)=(A:p) (A p) = (At —p)
Steinersche Erzeugung von Kegelschnitten

Spaltet umgekehrt die Kegelschnittgleichung die Gleichung N (x) = 0 einer Geraden ab, dann
bedeutet dies, dafl durch jeden Punkt dieser Geraden eine Gerade AL + uM des ersten Biischels
und die entsprechende Gerade A\L' + puM' des zweiten Biischels geht.

Falls N selbst eine Gerade im ersten Biischel ist, so &ndern wir die Biischelkoordinaten derart,
dal M = N ist. Wegen Q|N = 0 und L # N folgt daraus N = M'. Also mul N auch zum
zweiten Biischel gehdren, d.h. die Biischelzentren verbinden, und enspricht sich selbst unter F'.

Falls N keine Biischelgerade ist, so wird die Abbildung F wie folgt gegeben. Jeder Geraden
AL+ M des ersten Biischels ordnet man den Schnittpunkt NN (AL+pM) zu, und F(AL+ pM)
ist die Verbindungsgerade dieses Schnittpunkts mit dem Zentrum des zweiten Biischels. (Die
Projektivitit F' ist eine Perspektivitit in der dualen Ebene IP5.) Aber dann bildet P offensichtlich
die Verbindungsgerade der Biischelzentren auf sich selbst ab. L]

Die beiden letzten Sitze lassen sich wie folgt dualisieren:
Satz a) (Dual zur Parametrisierung): Die Gerade T sei Tangente an einen nicht-
entarteten Kegelschnitt C. Dann ist die Abbildung

Cox—T(C)—»Tx(C)NT €T

bijektiv. (Der Beriihrpunkt xg € C von T wird dabei auf xo € T abgebildet.) Sind T, T" zwei
verschiedene Tangenten an C, so ist die Zusammensetzung der entsprechenden Bijektionen

T—C—T

eine Projektivitdit.

b) (Dual zur Steinerschen Erzeugung): Gegeben sei eine Projektivitit F : T — T' zwi-
schen zwei Geraden T # T' C Py, welche den Schnittpunkt T N'T" nicht auf sich abbildet. Dann
bilden die Verbindungsgeraden aF(a), a € T, einen dualen Kegelschnitt, der T und T' enthdlt.
Anders ausgedriickt: Es gibt einen nicht-entarteten Kegelschnitt, welcher alle Verbindungsgera-
den aF(a) beriihrt.

Korollar: Der nicht-entartete Kegelschnitt C C Py enthalte die Ecken a,b,c und a’,b’, ¢’
zweter Dreiecke. Dann gibt es einen nicht—entarteten Kegelschnitt D, der die sechs Seiten dieser
beiden Dreiecke beriihrt.
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Beweis (trickreich). Wir bezeichnen die Seite bc
mit L und die Seite b’¢’ mit L' und betrachten die
Hintereinander—Ausfithrung von Perspektivititen

L— (@) —>C—a*"— L.

Unter diesen Perspektivititen verfolgen wir die vier
Punkte b,c,p:=a’b’'NLund q:=a'c’NL aus L.
Diese vier Punkte werden folgendermaflen abgebil-
det:

b,c,p,q€ L +~ a'b,a'c,a’p,a'qe (a')*
— b,c,b',c' e C
s ab,ac,ab’,ac’ € a*
— p :=abnl/
q :=acnL' b, ,cel

Nach dem Dual zur Steinerschen Erzeugung gibt es einen nicht—-entarteten Kegelschnitt D,
der die vier Verbindungslinien bp’, ¢q’, pb’, qc¢’ sowie die beiden Geraden L und L' beriihrt.
Dies sind die sechs Seiten beider Dreiecke. Ul

Zwei Punkte x; # x5 auf einem Kegelschnitt bestimmen eine Gerade, und diese Gerade
schneidet jede feste Gerade L in einem durch x; und x, bestimmten Punkt y. Die Koordinaten
dieses Punktes y wollen wir jetzt ausrechnen. Dazu wihlen wir die homogenen Koordinaten so,
daf} die Rechnung besonders einfach wird.

Satz (Kollinearitdtskriterium): Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C' : xoz; = 23
seien zwei Punkte

x1 = (AT s pf s Ap) # %o = (A3 2 i 2 Agpso)
gegeben.
a) Auf der Geraden L : m9 = 0, welche C in den Koordinatenpunkten a = (1 : 0 : 0) und
b = (0:1:0) schneidet, ist der Punkt

I 1)

= (Ao — :0) = :
yL (1 2 M2 ) ( M A

mit x1 und X9 kollinear.
b) Auf der Geraden M : xo =0, welche C' in b beriihrt, ist der Punkt

yar = (0: Ao + dopg 1 Ap o) = (0:&4—& : 1)
Al A

mit x1 und X9 kollinear.
Beweis. Es ist

Aopoxy — Apiixs = (Agpad] — A3 s Aapiop} — Ajpap 2 0)
= (M2 (Apz = Aopa) = papa - (Ao — Arps2) : 0)
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= Y,

Aoxi —ATxa = (0: A3pf — ATpd 0 A3Aupn — AP daps)
(0= (Aapr + Ap2)(Aopr — Aip) = MA2(Aopr — Aipe))
= YMm- L]

Diese Formeln sehen sehr technisch aus, man kann sie aber verstehen, und als eine Art von
Menelaos-Satz am Kegelschnitt auffassen. Natiirlich diirfen wir jetzt kein Teilverhéltnis mehr
verwenden, sondern miissen alles mit Doppelverhiltnissen ausdriicken. Dazu erinnern wir uns
an
TV (x;u,v)
TV (o0;u,v)
wegen TV (oo;u, v) = 1. Bezeichnen wir die drei unendlichfernen Punkte auf den Dreiecks-Seiten
a, b, c mit co,, 00, 00,, 80 wird die Menelaos-Bedingung am Dreieck

DV (x,00;u,v) = =TV (x;u,v),

DV (a',004;b,¢) - DV (b',004;¢,a) - DV (¢, 00.;a,b) = 1.

Um die Aussage des letzten Satzes in eine Menelaos-dhnliche Form zu bringen, brauchen wir
eine Gerade, welche die Rolle der unendlich-fernen Gerade iibernehmen muf}. Nehmen wir dafiir
die Tangente an C' im Punkt ooc := (1 : 1 : 1). Sie hat die Gleichung 2y + x1 — 222 = 0 und
schneidet die Gerade L in ooy, := (1 : —1:0). Setzen wirnocha:=(1:0:0) und b= (0:1:0),

so wird
asscan < o((2).(1).(3)()

1
N1
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DV (xg;00¢;a,b) =

mormen = () () () (2)

—pp2/MAe 1

-1 1
H1 M2
M Ao

Als Kollinearititsbedingung haben wir dann die Gleichung
DV(Xla oocs a, b) : DV(X27 oocs a, b) : DV(ya L; ba a) =1

Hier kommen jetzt keine Koordinaten mehr explizit vor. In dieser Form ist sie also eine Kollinea-
ritdtsbedingung fiir jede Sekante L eines nicht-entarteten Kegelschnitts C, wo eine ,unendlich-
ferne“ Hilfs-Gerade festgehalten ist, welche C' im Punkt oo beriihrt, und L im Punkt cop, ¢ C
schneidet.

Natiirlich kann man auch noch die Kollinearitatsbedingung fiir eine Tangente M (Fall b))
mit Doppelverhéltnissen formulieren. Da mufl man dann sicher addieren, statt multiplizieren.
Das mdchte ich hier aber nicht mehr tun.

Aufgabe 4.9: Parametrisieren Sie den Kegelschnitt
C: z3 4+ 27 + 235 — 2(zom1 + T122 + Tox0) = 0

durch (A : p) € Py derart, dal (1 : 0: 1) € C den Parameter (1 :0) und (1:1:0) € C den
Parameter (0 : 1) hat.

Aufgabe 4.10: Bestimmen Sie das Doppelverhéltnis der vier Punkte (—1: —1:1), (=3 :13:
4), (5:3:4) und (6 : —5: 7) auf dem Kegelschnitt

C: 323 4 2% — 523 — 2x129 + 2022 = 0.

4.4 Projektivititen auf Kegelschnitten

Im letzten Abschnitt sahen wir, wie man nicht-entartete Kegelschnitte C' als (zugegeben, etwas
gekriimmte) projektive Geraden IPy auffassen kann. Deswegen gibt es auf C auch Projektivitdten

P:C:IP1£>IP1:C.
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In diesem Abschnitt wollen wir uns mit derartigen Projektivitéiten P : C — C' befassen.
Wir parametrisieren den Kegelschnitt C' etwa wie oben

P> M\:p)— (M :p?: ) eC
und wenden auf (X : p) eine Projektivitit

p: N=a\+bu, ' =c\+du

!

an. Zum Parameter (X' : ') gehort auf C' der Punkt mit den Koordinaten

zg = N? = a®\2+ 0% + 2abAp,
z1 = p? = AN+ U+ 2cdp,
Ty = Ny = ac\? 4+ bdp® + (ad + be) M.

Dies ist genau der Punkt mit dem Koordinatenvektor

a? b 2ab A2
A d?® 2cd P
ac bd ad+bc Al

Das heifit also, jede Projektivitit p auf C' wird durch eine Projektivitit P des Py induziert.
Gehort zu p die Matrix

a b

c d ]’

dann wird (in den oben gewihlten Koordinaten) P durch die Matrix

a? b 2ab
2 d? 2cd
ac bd ad+ be

gegeben. Damit haben wir insbesondere den Existenz-Teil des folgenden Satzes bewiesen:

Satz (Projektivititen auf Kegelschnitten): Es sei C C Py ein nicht—-entarteter Kegel-
schnitt. Jede Projektivitit p: C — C auf C wird dann durch genau eine Projektivitdt P des Py
induziert.

Beweis. Wir brauchen nur noch zu zeigen, daf} eine Projektivitit P : 1P — Py mit P(C) = C'
eindeutig durch P|C' = p bestimmt ist. Dazu fixieren wir vier verschiedene Punkte xq, ..., x3 auf
C. (Damit es auf C' Punkte gibt, miissen wir eventuell IK = C voraussetzen.) Wiren drei dieser
Punkte kollinear, so wiirde ihre Gerade L den Kegelschnitt in > 3 Punkten schneiden. Daraus
wiirde L C C folgen, und C' wére entartet, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also sind je drei
der vier Punkte projektiv unabhingig, und nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung ist
P eindeutig festgelegt durch die vier Bildpunkte p(x;), d.h., durch p. L]

Wir betrachten nun insbesondere eine Involution p : C' — C. Wegen der Eindeutigkeit im
vorangehenden Satz (angewendet auf p? = id¢) ist die Fortsetzung P : Py — IPy auch wieder
eine Involution.
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Jede Involution p : C — C hat zwei Fixpunkte x; # x3 € C. Auch unter der projektiven

Fortsetzung P von p bleiben diese beiden Punkte invariant. Dann bildet P aulerdem die beiden
Tangenten T} := Ty, (C) und Ty := Tx,(C) in sich ab. Deren Schnittpunkt z := 77 N 75 ist dann
ein weiterer Fixpunkt von P.
Sei Z die Verbindungsgerade der beiden Fixpunkte x;
und x3, die Polare P,(C). Dann ist P(Z) = Z. Wéhlen
wir zwei Punkte x # p(x) € C, die sich unter der In-
volution p entsprechen, so ist auch deren Verbindungs-
gerade L unter P invariant. Sie schneidet Z in einem
Fixpunkt von P, der weder x; noch x5 sein kann. Da-
mit hat P|Z mindestens drei Fixpunkte, und muff =
1dz sein. Die ganze Gerade Z besteht aus Fixpunkten.
Dann bleibt auch jede Gerade L # T; durch z un-
ter P fest. (Sie enthilt ja die zwei Fixpunkte z und
LN Z.) Damit schneidet L den Kegelschnitt C' in zwei
Punkten, die sich unter der Involution p entsprechen,
und die beiden Schnittpunkte werden von den beiden
Fixpunkten harmonisch getrennt.

Satz (Involutionen auf Kegelschnitten): Jede Involution p : C — C auf einem (nicht-
entarteten) Kegelschnitt C' ist die Einschrinkung einer Involution P : TPy — TPs, welche eine
Gerade Z von Fizpunkten und einen isolierten Fizpunkt z besitzt. Die Geraden durch z schneiden
auf C' genau die Punktepaare aus, welche sich unter der Involution p entsprechen.

Satz (Nocheinmal konjugierte Geraden): Es seien C ein nicht-entarteter Kegelschnitt
und L, M C Py zwei Geraden, keine Tangenten an C. Dann ist dquivalent:

1) Die Geraden L und M sind beziiglich C' konjugiert.

2) Die Geraden L und M schneiden auf C zwei Punkte-Paare aus, die sich auf C harmonisch
trennen.

Beweis. Die Paare der Schnittpunkte seien L N C' = {a;,az} und M N C = {by,ba}.

»1) = 2)“: Wenn L und M konjugiert sind, liegt der Pol z von L beziiglich C auf M.
Sei P : C — (' eine Involution mit den Fixpunkten a; und as. Sie wird induziert durch die
Involution P : IPy — Py mit Fixpunkt z und Fixgerade L. Weil M durch z geht, ist P(b;) =
bs. Die Involution p hat also die Fixpunkte a;,as und vertauscht die Punkte by, bs. Es folgt
DV(bl, bQ; al, ag) = —1.

»2) = 1)“: Weil sich die Paare aj,as und by, by harmonisch trennen, gibt es eine Involution
p : C — C mit den Fixpunkten a;,as und p(by) = bs. Die zugehdrige Involution P : TPy — Py
hat als Fixpunkt z den Pol von L, und L als Fixgerade. Wegen P(b;) = by geht die Gerade M
durch diesen Pol. Also sind L und M konjugiert. L]

Falls der Grundkorper IK = C ist, hat jede Projektivitit id # p : IP1(IK) — IP1(IK) entwe-
der zwei Fixpunkte oder einen Fixpunkt (Aufgabe 3.5). Im ersten Fall kénnen wir homogene
Koordinaten (zg : x1) so wéhlen, dal p(xzo : 1) = (o : k- x1), und im zweiten Fall so, daf
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p(zo : x1) = (o : 1 + k - zp). Wir wenden dies jetzt auf Projektivititen p : C — C auf ei-
nem Kegelschnitt an. Dazu definieren wir die Achse der Projektivitit als die Verbindungsgerade
der beiden Fixpunkte, falls p zwei Fixpunkte hat, und wenn p nur einen Fixpunkt hat, als die
Tangente in diesem Fixpunkt an C.

Damit ist, streng genommen, die Achse nur definiert, wenn wir IK = C nehmen. Aber falls
C C IP5(IR) ein reeller Kegelschnitt und p : C' — C eine reelle Projektivitét ist, dann ist das
charakteristische Polynom der Matrix zu p reell. Wenn es keine reelle Nullstelle hat, dann besitzt
es zwei konjugiert-komplexe Nullstellen. Dazu gehoren dann zwei, voneinander verschiedene,
konjugiert-komplexe Eigenvektoren, etwa

v = (vg,v1,v2) und ¥V = (v, U1, U2).
Deren Verbindungsgerade hat eine Gleichung
(0172 — Va1 o + (V2T — VoT2)z1 + (VU1 — v1Tp)x2 = 0

mit rein imaginiren Koeffizienten. Teilt man diese Gleichung durch ¢, so wird sie reell, und
definiert eine relle Gerade als Achse.

Satz (Achsensatz fiir Kegelschnitte): Es seiid # p : C — C eine Projektivitit auf dem
nicht-entarteten Kegelschnitt C C IPy(C). Dann gilt fiir je zwei Punkte x| # Xo,p(X2),p~ " (X2) €
C, die keine Fizpunkte von p sind: Die Verbindungsgeraden x1p(xa) und xop(xy1) treffen sich
auf der Achse von p.

Beweis. Wir bringen den Kegelschnitt in Normalform

rox1 = l‘%

und unterscheiden dann zwei Fille, je nachdem ob p zwei oder einen Fixpunkt hat.

Fall 1: Die Projektivitit p habe zwei verschiedene Fixpunkte auf C'. Wir wihlen die Koordi-
naten so, daf} dies die Koordinatenpunkte (1:0:0) und (0 : 1 : 0) sind. Die Achse ist dann die
Gerade L : 9 = 0.

Wie iiblich parametrisieren wir die Punkte von C' durch

Py A:p) = (A2 p?: ).

Die Abbildung p wird dann durch (A : p) — (X : k- i) gegeben. Bezeichnen wir mit (\; : p;) den
Parameterpunkt zu x;, so haben wir also folgende Punkte auf C' mit ihren Parametern:

X1 (A1 2 1) X9 (Mg & p2)
p(x1) s (A1 k- p) p(x2) 1 (A2 : k- po)

Im Kollinearitatskriterium am Ende des Abschnitts 4.3 haben wir in dieser Situation den Schnitt-
punkt einer Verbindungsgerade zweier Punkte auf C' mit der Geraden L berechnet. Wir finden

le(Xg) NL= ()\1)\2 =k puips 0) = Xgp(Xl) N L.

Der Schnittpunkt beider Verbindungsgeraden liegt also auf der Achse x5 = 0.
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Fall 2: Die Projektivitdt p habe nur einen Fixpunkt auf C'. Wir wéhlen ihn als Koordinaten-
punkt (0 :1:0). Die Achse ist dann also die Gerade M : zy = 0.

Die Koordinaten (X : 1) wihlen wir so, daf§ die Projektivitdt p durch p(A: p) = (A : p+kX)
gegeben wird. Wir haben dann auf C' die Punkte

X1 (A1 2 p1) X (Mg @ p2)
p(x1): (A1 :pr+ k) p(x2) 1 (A2t po + EkAg)

Auch fiir diesen Fall haben wir im Kollinearitatskriterium berechnet
x1p(x2) N M = (0: Adjpo + Aopr + kA1 A2 1 AiA2) = xop(x1) N M.
Und wieder liegt der Schnittpunkt beider Verbindungsgeraden auf der Achse. L]

Als Anwendung des Achsensatzes beweisen wir jetzt den Satz von Pascal, der - nicht zu
Unrecht - als der schénste Satz der elementaren projektiven Geometrie gilt:

Satz (Hexagramma mysticum): Es seien a;, a9, a3 und by, by, by € C sechs verschiedene
Punkte auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C. Dann liegen die drei Schnittpunkte der drei
Geradenpaare

aibs Nasby;, asbzNasgby, azb;Najbs

auf einer Geraden (der Pascal-Geraden).
Beweis: Nach dem Prinzip der projektiven Ausdehnung gibt es eine Projektivitit p : C — C
mit p(a;) = by, i = 1,2, 3. Die Pascal-Gerade ist nichts anderes als die Achse dieser Projektivitit.
L]

Sl T2
S3

Sa

Ty
Pascal Brianchon
Der Satz von Pascal dualisiert sich folgendermaflen:
Satz (von Brianchon): Fs seien Sy, S, S3 und Ty, Ty, T3 € C* sechs verschiedene Tangen-

ten an den nicht—entarteten Kegelschnitt C. Dann gehen die drei Verbindungsgeraden der drei
Punktepaare

Sl OTQ und SQ ﬂTl, SQ ﬂTg und SgﬂTQ, SgﬂTl und SlﬂTg

durch einen Punkt.
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Der Satz von Pascal ist ein ziemlich zentraler Satz, von ihm ausgehend kann man ziemlich
interessante mathematische Faden spinnen. Eine Richtung, die ich hier nicht weiter verfolgen
mochte, beginnt mit der Bemerkung, dafl sechs Punkte auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt
ja nicht nur auf eine Weise ein Sechseck bilden. Unser Wahl der Verbindungsgeraden gehort zum
Sechseck

albgagblagbg.

Ich habe diese Bezeichnungen fiir die Punkte, und ihre Reihenfolge auf dem Kegelschnitt so
gewihlt, um die Analogie zum Satz von Pappos deutlich zu machen, und damit die Pascal-
Gerade schon im Bild liegt.

Man kann die sechs Punkte aber in jeder anderen Reihenfolge als ein Sechseck auffassen. Und
jedesmal gibt es eine Pascal-Gerade, auf der sich die drei Paare gegeniiberliegender Sechsecks-
Seiten schneiden. Insgesamt gibt es 6! = 720 Permutationen der sechs Punkte. Aber eine Die-
dergruppe der Ordnung 12 (erzeugt von einer zyklischen Vertauschung der Ordnung sechs und
einer Spiegelung) 148t das Sechseck invariant. Damit gibt es

6!
T 60

wesentlich verschiedene Sechsecke, und 60 verschiedene Pascal-Geraden. Die Konfiguration dieser
60 Pascal-Geraden hat sehr viel mit der Permutationsgruppe Sg zu tun. Es gibt dariiber eine
sehr umfangreiche Literatur (aus dem letzten Jahrhundert). Die wesentlichen Resultate sind in
dem wunderschonen, aber leider auch ziemlich unlesbaren Buch ,,Geometrische Konfigurationen*
von F. Levi (Verlag Hirzel, Leipzig, 1929) zu finden.

Eine andere Bemerkung ist folgende: Der Punkt bs auf dem Kegelschnitt ist festgelegt durch
die anderen fiinf Punkte a;,as, az, by, bo und die Gerade L := asbg. Sind nidmlich die anderen
fiinf Punkte gegeben, und eine Gerade L durch as (und keinen anderen der gegebenen Punkte),
so sind dadurch eindeutig festgelegt:

e der Schnittpunkt P12 = a1b2 N agbl,

der Schnittpunkt ps 3 = azby N L,

die Pascalgerade p12p2 3,

der Schnittpunkt p; 3 der Pascalgeraden mit der Geraden azby,

die Verbindungsgerade M := a;p1 3,

und schlieBllich bg selbst als Schnittpunkt L N M.

Dies liefert eine Konstruktion des sechsten Punktes auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt,
auf dem schon fiinf Punkte gegeben sind. Uber den Pascalschen Satz legen diese fiinf Punkte
einen sechsten Punkt fest auf jeder Geraden L durch az. Im Prinzip liefert dies eine Konstruktion
aller Punkte des Kegelschnitts. Ich m6chte daraus eine Folgerung ziehen:

Satz (Fiinf Punkte auf einem Kegelschnitt): Ein nicht-entarteter Kegelschnitt ist durch
fiinf seiner Punkte eindeutig festgelegt.
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Eine dritte Gedankenrichtung mochte ich aber noch etwas weiter verfolgen: Was passiert,
wenn zwei der Punkte unseres Sechsecks zusammenfallen? Darauf gibt es eine triviale Antwort:
Nichts! Wir haben ein Fiinfeck, kein Sechseck mehr, und auch keinen Satz von Pascal.

Weitaus kreativer ist aber folgende Antwort: Sehen wir es uns doch einmal an! Nehmen wir
also sechs Punkte auf dem Kegelschnitt C, der Ubersichtlichkeit mochte ich sie jetzt pi, ..., Ps
nennen, so da} auf der Pascalgeraden also die Schnittpunkte

P1P2 N P4P5, P2P3 N P5Ps, P3P4 N PsP1

liegen. So, jetzt fixieren wir die ersten fiinf Punkte, und bewegen den Punkt pg auf dem Ke-
gelschnitt. Dabei verdndert sich das Sechseck, und auch die Pascalgerade bewegt sich (sie dreht
sich um den Punkt p;ps N psps), aber alle Inzidenzen bleiben erhalten. So, und jetzt lassen
wir pg gegen pi konvergieren! Aus der Analysis weil man, dafl dabei die Verbindungsgerade
psp1 gegen die Tangente T, (C) konvergiert. Weil alle Inzidenzen erhalten bleiben (77), folgt
im Grenzfall der

Satz (von Pascal, fiir fiinf Punkte und eine Tangente): auf dem nicht-entarteten
Kegelschnitt seien fiinf verschiedene Punkte p1,...,pP5 gegeben. Dann sind die folgenden drei
Punkte kollinear:

P1P2 N P4Ps, P2P3 N PsP1, Pspa N Ty, (C).

Dieser Satz stimmt, mein Beweis ist aber nicht wasserdicht. Irgend ein Stetigkeitsargument
wird benutzt, das nicht explizit formuliert ist, und keineswegs bewiesen. Mit viel mehr Aufwand,
als es in dieser Vorlesung moglich ist, kann man es wasserdicht machen. Einfacher diirfte es sein,
den Beweis des Achsensatzes so zu modifizieren, dafl auch Punktepaare zusammenfallen diirfen.
Das mochte ich hier aber auch nicht tun. In diesem Sinn beweise ich diese Aussage (und die hier
noch folgenden Aussagen) also nicht, sondern motiviere sie nur. (Natiirlich sind sie richtig, ich
erzihle doch nichts Falsches.)

Was man einmal geglaubt hat, mufl man auch ein zweites Mal glauben. Ich kann also nochmal
zwei Punkte zusammenfallen lassen, etwa ps und ps. Oder po und p3? Das scheint zwei ver-
schiedene Aussagen zu ergeben. Damit hatte ich nicht gerechnet. Ich wollte alle Entartungsfille
des Pascalschen Satzes hier anfiithren. Nun wird mir deren Systematik etwas zu uniibersicht-
lich. Lassen wir es sein. Nur auf den allerspeziellsten Fall mochte ich noch hinweisen: Wenn das
Sechseck zu einem Dreieck und drei Tangenten entartet.

Satz (von Pascal, fiir Dreieck und Tangenten): Auf einem nicht-entarteten Kegelschnitt
seien drei verschiedene Punkte p1,p2,Ps gegeben. Dann sind die folgenden drei Schnittpunkte
kollinear:

Pl =p2p3 NTp, (C), Py =psp1 NTp,(C), P55 =p1p2NTp,(C).

Das mufl doch was mit dem Satz von Menelaos zu tun haben? Oder? Dann miifite doch
eigentlich auch der folgende Satz am Dreieck richtig sein: Es seien Ty, Ty, T die Tangenten an
den Umkreis eines Dreiecks abc in den Punkten a, b, ¢. Dann sind die Punkte

ToNbe, TpNca, T.Nab

kollinear.
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Variationen des Satzes von Pascal:
5
B 3
P2

Das Zusammenfallen von Punkten kann man natiirlich auch dualisieren und erhélt Entar-
tungsfille des Satzes von Brianchon: Sei also ein Tangenten-Sechseck 17, ...,7Ts an den Kegel-
schnitt gegeben. Nach Brianchon laufen dann die Verbindungsgeraden der folgenden Punkte-
paare (gegeniiberliegende Ecken des Sechsecks) durch einen Punkt:

TioNTyund Ty NIy, ToNT3und 75 NTg, 13N T, und Ty NTY.

Wenn hier die Tangente Ty gegen 1) konvergiert, konvergiert der Schnittpunkt 7 N1 offenbar
gegen den Beriihrpunkt p; der Tangente Ty = T). Jetzt laufen die Verbindungsgeraden der
folgenden Punktepaare durch einen Punkt:

Tl DTQ und T4 ﬂT5, T2 ﬂTg und T5 ﬂTl, T3 ﬂT4 und Pi1-

Das kann man jetzt auch noch iterieren, keine Ahnung, wieviel verschiedene Fille das liefert.
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Variationen zum Satz von Brianchon:

Der Extremfall ist der eines Tangentendreiecks mit seinen Berithrpunkten:

Satz (von Brianchon, fiir Tangentendreieck): Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt
seien drei verschiedene Punkte a,b,c gegeben. Dann laufen die Verbindungsgeraden der folgen-
den drei Punktepaare durch einen Punkt

aund T,(C)NT(C), bund T.(C) NTa(C), cund To(C)NTH(C).

Das ist Aufgabe 2.13, etwas anders eingekleidet.

Aufgabe 4.11: Es sei C ein nicht-entarteter Kegelschnitt in IPo(C) und p € Py(C) ein Punkt
nicht auf C. Zeigen Sie: Es gibt eine Involution p : C — C so, daf} die Geraden des Biischels p*
genau die Paare x,p(x) mit x € C' ausschneiden.

Aufgabe 4.12: Zwei Involutionen pi,ps : C — C auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C
kommutieren genau dann, wenn die Paare ihrer Fixpunkte zwei beziiglich C' konjugierte Geraden
aufspannen.

Aufgabe 4.13: Es seien pi,po2,p3 : C — C drei Involutionen auf dem nicht-entarteten
Kegelschnitt C', welche eine Kleinsche Vierergruppe erzeugen. Zeigen Sie: die isolierten Fixpunkte
Z1,Z2,z3 der zugehorigen Involutionen Pj, Ps, P3 : IPo — IP, sind die Ecken eines beziiglich C
selbstpolaren Dreiecks.

Aufgabe 4.15: a) Gegeben seien zwei Tripel a;, as, a3 und by, by, bs paarweise verschiedener
Punkte auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt C. Konstruieren Sie die Fixpunkte der Projekti-
vitit p : C — C mit p(a;) = b; firi =1,2,3.
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b) Gegeben seien zwei Paare a; # ay und by # by von Punkten auf C. Konstruieren Sie die
Fixpunkte der Involution p : C — C mit p(a;) = b; und p(b;) = a; fiir i = 1,2.

Aufgabe 4.16: Auf dem nicht-entarteten Kegelschnitt liegen die Ecken zweier Dreiecke abe
und a’b’¢’. Daraus werden zwei weitere Dreiecke gebildet, das erste mit den Seiten aa’, bb’, cc’
und das zweite mit den Ecken abnNa’b’,benb’c’,canc’a’. Zeigen Sie, dafl diese beiden Dreiecke
zueinander perspektiv sind. (Hinweis: Satz von Pascal fiir das Sechseck ab’ca’bc’.)

Aufgabe 4.17: Der Kegelschnitt C sei parametrisiert durch (X : pu) — (A2 : p? : Ap).
Bestimmen Sie die Projektivititen P : IPo — 1P, welche die folgenden Projektivitdten auf C
induzieren:

a) (A:p) = (A:—p),
b) (A:p) = (1 X),
c) A:rp)—= A+ p:A—p).

4.5 Systeme von Kegelschnitten

Bisher haben wir immer nur einen einzelnen Kegelschnitt C' C IP9(IK) betrachtet. Jezt wollen
wir uns mit zwei oder mehreren simultan befassen.

Betrachten wir zunéchst einmal die Menge aller Kegelschnitte. Was das ist, wissen wir noch
nicht so recht. Aber wir wissen, dafy die homogenen Polynome zweiten Grades in den Variablen
Loy T1,T2

2 2 2
Q(Io, Ty, :l?g) = aO’UIO + al,lxl + GQ’QIQ + 2(0,0,1I0£l?1 + al,zﬂleg + GQ’UIQIO)

einen sechs-dimensionalen Vektorraum iiber IK bilden. Natiirlich definiert ein Polynom ) den
gleichen Kegelschnitt, wie das Polynom ¢ - () mit 0 # ¢ € IK. Die Polynome ¢ - Q, ¢ € IK, bilden
eine Gerade im sechs—dimensionalen Vektorraum aller homogenen Polynome vom Grad zwei.
Schon diese Gerade bestimmt den Kegelschnitt ¢ = 0.

Das ist bemerkenswert, weil die Menge aller Kegelschnitte offenbar weniger mit dem sechs—
dimensionalen Vektorraum zu tun hat, als mit dem fiinf-dimensionalen projektiven Raum, der
dazu gehort. Jeder Punkt im IP5 mit den homogenen Koordinaten agp : ... : ago bestimmt einen
Kegelschnitt. Der kann, abhingig vom Grundkorper K, bisweilen leer sein, aber:

Satz (Gleichung des Kegelschnittes): Ein Kegelschnitt C C IPo(C) bestimmt seine Glei-
chung eindeutig bis auf einen skalaren Faktor.

Beweis. Falls C' entartet ist, also aus zwei oder einer Geraden besteht, sind die Linearformen,
welche auf diesen Geraden verschwinden, bis auf einen Skalarfaktor eindeutig. Damit ist auch
das Produkt dieser beiden Geradengleichungen bis auf einen Skalarfaktor eindeutig bestimmt.

Sei also jetzt C' nicht—entartet. Wir schneiden C' mit einer Geraden L. Weil der Grundkoérper
als C vorausgesetzt ist, hat die entsprechende quadratische Gleichung immer eine Lésung, und
es gibt immer einen Punkt xy € C. Durch x( gibt es auch immer eine Gerade M, die von der
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Tangente an C' in xq verschieden ist. Auf M gibt es dann immer noch einen zweiten Schnitt-
punkt x; € M N C. Wir wihlen jetzt die homogenen Koordinaten wie in 4.2, Fall 4: In diesen
Koordinaten hat C die Gleichung zoz1 — 22 = 0. Wie in 4.3 parametrisieren wir C' durch

P (C) > (\:p) = (N2 :p?: ) €C.

Sei jetzt
aop,0 @o,1 0,2 Zo
P(zo,71,72) = (vo: 71 :®2) - | @01 @11 a12 || 71
ap2 Q12 G272 Z2

ein homogenes Polynom zweiten Grades, das auf C' verschwindet. Dann ist also P(A2, %, Ap) = 0
fir alle A, € C. Setzen wir (A, 1) = (1,0) oder (0,1) ein, so finden wir schon einmal agy =
a1,1 = 0. Dann kann ag ; nicht auch = 0 sein, denn sonst wére der Kegelschnitt C' entartet. Indem
wir P mit einem Faktor durchmultiplizieren, kénnen wir ag; = 1/2 erreichen. Jetzt setzen wir
die beiden etwas komplizierteren Parameter (X : p) = (1 : £7) ein und finden:

:|:2i(a0,2 — a1,2) =1+ a2,2.
Es folgt ag2 = a1,2 und asp = —1. Schlielich nehmen wir noch (A, ) = (1,1) und finden
ap2 +a12 =ag2 +ai2+1+azs=0.

Dies zeigt, da8 ap2 = a12 = 0, und P ein Vielfaches der Kegelschnittgleichung zoz — x3 ist. [

Der soeben bewiesene Satz sagt, zumindest iiber dem Grundkoérper C, dal die Menge aller
Kegelschnitte C' C TP5(C) ein bijektives Bild des IP5 ist, der zum Vektorraum der homogenen
Polynome zweiten Grades gehort. Wir konnen die Menge aller Kegelschnitte als einen IP5 auf-
fassen! (Man sollte dies als Verallgemeinerung der Tatsache sehen, dafl man die Menge aller
Geraden L C IP; als einen IPy, nimlich den dualen IP; auffassen kann.)

Ein Punkt z € IPy bestimmt einen projektiven Unterraum z* C IP5 der Dimension eins im
IP; aller Geraden, nimlich das Geradenbiischel der Geraden die z enthalten. Ahnlich bestimmt
z € [Py im IP5 der Kegelschnitte einen projektiven Unterraum, allerdings jetzt von Dimension
vier, ndmlich

{CelPs: zeC}.

In der Tat, wenn z = (2 : 21 : 22), dann ist die Bedingung, dafl z € C liegt, eine homogene
lineare Gleichung fiir die Koeffizienten ag, ..., a2 von C:

2 2 2
2 @00 + 21 a1,1 + 25 - age + 22021 - ap,1 + 22122 - a12 + 22220 - ag2 = 0.

Man kann mehr als eine solche Bedingung an Kegelschnitte stellen. Wahlt man &k Punkte
Z1, ..., 25 € Py, so sind die k Bedingungen z; € C, ...,z € C jetzt k¥ homogene lineare Gleichun-
gen fiir die Koeffizienten von C'. Wenn diese Gleichungen linear unabhiingig sind, ist die Menge
der Kegelschnitte, welche diesen £ Bedingungen geniigt, ein projektiver Unterraum des IP5 der
Codimension k, also der Dimension 5 — k. Wann die linearen Gleichungen linear unabhingig
sind, das ist nicht ganz einfach zu entscheiden. Wir benétigen in dieser Richtung nur folgenden
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Satz a) (Vier Punkte): Es seien zq,...,24 € Py vier Punkte, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen. Dann bildet die Menge der Kegelschnitte C, die durch zi,...,2z4 gehen
einen projektiven Raum der Dimension eins.

b) (Fiinf Punkte): Es seien z1,...,2z5 € Py fiinf Punkte, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen. Dann gibt es genau einen Kegelschnitt C, der durch diese fiinf Punkte geht. (Den
Eindeutigkeitsteil dieser Aussage haben wir schon im Zusammenhang mit Pascals Satz bemerkt.)

Beweis. a) Die vier Punkte z1, ..., z4 erfiillen die Voraussetzung von Satz 4 in 3.4. Wir kénnen
also die homogenen Koordinaten auf [Py so wéhlen, dafl

z1=(1:0:0),20=(0:1:0),23=(0:0:1),z4 =(1:1:1).

Die drei Punkte z;,z9,2z3 liegen genau dann auf dem Kegelschnitt C', wenn in seiner symme-
trischen Matrix A = (a; ;) die drei Diagonaleintrige a;; verschwinden. Und der Punkt z, liegt
auch noch auf C, wenn gilt

ap,0 = a1,1 = a2 = agp,1 +ai2 +azp =0.

Dies sind vier linear unabhéngige Gleichungen in den a; ;.

b) Sei jetzt noch ein fiinfter Punkt z5 # zq,...,24 festgehalten. Wir wihlen die Koordi-
naten wie in a), so, da§ zi,...,z4 die angegebenen Koordinaten haben. Die Gerade im Raum
aller Kegelschnitte, welche durch die vier Bedingungen z; € C,i = 1,...,4 definiert wird, wird
aufgespannt durch die beiden Kegelschnitte

Ci: apg+ai2=a0=0 Q1(x) = ap1zoz1 + @121 ~ 1 (o —22) =0
02 o ap1 = a2 + azn0 = 0 QQ(X) = a1,2T1T2 + az.0r2Ly ~ T2- (:l?g - Il) =0.

Der Durchschnitt C7 N Cs besteht genau aus den vier Punkten zi,...,z4. Jeder Kegelschnitt,
der durch diese vier Punkte und durch zs geht, hat eine Gleichung AQ1 + p@> = 0, wenn
Q; = 0 die Gleichung des Kegelschnittes C; ist. Weil z5 nicht zu C; N Cy gehort, gilt nicht
Q1(z5) = Q2(2z5) = 0. Deswegen ist (A : p) € Py durch

(AQ1 + 1Q2)(2z5) = AQ1(25) + nQ2(25) =0

eindeutig bestimmt, ndmlich als (A : u) = (Q2(z5) : —Q1(25)), und damit der Kegelschnitt durch
Z1y...,2Z5. |:|

Einen projektiven Raum der Dimension eins in IP5 haben wir ein Geradenbiischel genannt.
Ebenso nennen wir einen eindimensionalen projektiven Raum im IP; aller Kegelschnitte ein
Biischel von Kegelschnitten. Jeder Punkt z € P, bestimmt ein Geradenbiischel, ndmlich das
Biischel mit dem Zentrum z. Genau so bestimmen vier Punkte, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen, nach dem letzten Satz, Teil a) ein Biischel von Kegelschnitten, das genau alle
Kegelschnitte durch diese vier Punkte enthélt.

Von Kegelschnittbiischeln kann man am Computer recht schone Bilder machen:
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Die vier Punkte, in denen sich alle Kegelschnitte schneiden, heiflen die Basispunkte des
Biischels. Jedes Biischel besteht aus allen Kegelschnitten der Form AQqy + uQa = 0, (A : u) €
IP;. Die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte 1 = 0 und @2 = 0 liegen dann auf allen
Kegelschnitten des Biischels. Sie sind die Basispunkte. Aber das kénnen weniger als vier sein:

Satz (Schnitt zweier Kegelschnitte): Es seien C| ein nicht-entarteter Kegelschnitt,
0.B.d.A. = {(N2: p? : M) 2 (\:p) € Py}, und Co ein davon verschiedener Kegelschnitt. Dann
gibt es ein homogenes Polynom vierten Grades

PO\ 1) = aoA* + a1 X+ axXp® + aghp® + agpt,

dessen Wurzeln die Parameter (\; : p;) der Schnittpunkte C1NCy sind. Jedes homogene Polynom
p # 0 vierten Grades tritt hierbei auf.
Beweis. Wenn (5 die Gleichung

az’ + by? 4+ c2® + 2(dzy + exz + fyz) =0

hat, dann sind die Parameter (A; : ;) der Schnittpunkte C;NCy genau die Wurzeln der Gleichung
vierten Grades

aXt + bt + eXZp? 4 2(dNp? + e + fAp®)
aXt +eX3pu+ (e 420202 + fu® +bpt = 0.

Die Koeffizienten des Polynoms p sind also

apy=a, a =e, a=c+2d, az3=/f, aq4=0b.
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Es ist klar, dafl man durch gegeignete Wahl der a, ..., f alle moglichen Koeffizienten ay, ..., a4
erhilt. L]

Dieser, zugegeben etwas simplistische, fast philosophische Satz hat jedoch zwei erstaunliche
Konsequenzen, die ich hier erwdhnen mochte:

1. Das Prinzip des Zusammenfallens: Ein Polynom vierten Grades hat immer vier komplexe
Wurzeln. Diese kénnen jedoch zusammenfallen. Fiir die Vielfachheiten des Zusammenfallens gibt
es folgende fiinf Moglichkeiten:

L,1,1,1; 2,1,1; 2,2, 3,1; 4

Was bedeutet Zusammenfallen der Wurzeln fiir die beiden Kegelschnitte C; und Cs? Betrachten
wir einen Punkt auf C1, 0.B.d.A. den Punkt (1 : 0 : 0), der zum Parameter (A : u) = (1 : 0)
gehort. Das Polynom p(A, 1) hat in diesem Punkt eine Nullstelle, genau dann, wenn ag = a = 0.
Und die Nullstelle ist doppelt, wenn auch a; = e = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir
die Matrix A von C5 gilt

1 0
Ao |=|* ],
0 0

d.h., wenn die Tangente an C5 in diesem Punkt die Gerade z; = 0 ist, und mit der Tangente in
C, zusammenfillt.

Zusammenfallen hoherer Ordnung wollen wir nicht mehr formal untersuchen, sondern nur
graphisch andeuten, wie man sich diese fiinf Félle vorstellen mufl:

& &k

1,1,1,1 2,1,1 2,2
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3,1 4

2. Die Gleichung vierten Grades. Nach obigem Satz fithrt die Berechnug der (i.a. vier)
Schnittpunkte zweier nicht—entarteter Kegelschnitte auf das Losen einer Gleichung vierten Gra-
des. Da bei geeigneter Wahl der Kegelschnitte jedes Polynom vierten Grades auftritt, ist das
geometrische Problem, die zwei Kegelschnitte zu schneiden, sogar dquivalent mit dem Lésen der
Gleichungen vierten Grades.

Es ist mathematische Folklore (und wird in der Vorlesung Algebra bewiesen), dal man
Gleichungen dritten und vierten Grades noch durch Formeln (d.h. Ziehen von Wurzeln) 16sen
kann. Der wesentliche Schritt beim Losen der Gleichung vierten Grades besteht im Zuriickfithren
des Problems auf eine Gleichung dritten Grades. Dies kann man sehr schon an den beiden
Kegelschnitten sehen.

Die Idee besteht darin, im Biischel AC + uCs nach einem entarteten Kegelschnitt Cy = LUM
zu suchen. Die Schnittpunkte in C7 N Cs sind ja genau die gleichen, wie die Punkte in

CinCy = Clﬂ(LUM) = (ClﬂL)U(ClﬂM).

Und die Schnittpunkte von C; mit den Geraden L und M sind durch quadratische Gleichungen
zu ermitteln.

Wie finde ich praktisch einen entarteten Kegelschnitt Cy = A\C'y +uC5? Nun, sei A die Matrix
zu C1 und B die Matrix zu Cs. Dann hat der Kegelschnitt AC} + uCy die Matrix

)\ag’o + ,U,b()’o )\ag’l + ,U,b()’l )\ag’Q + Mbo,g
M+ pB = | Aayg+pbro Aayg + pbiy Aajg + pbip
Aag + pbag  Aag1 + pbay Aago + pbo o

Wir brauchen blofl die Determinante dieser 3 x 3—Matrix auszurechnen. Diese ist eine Art ho-
mogen gemachtes charakteristisches Polynom, auf jeden Fall ist sie homogen vom Grad drei in
A, it Und wenn wir die Determinante = 0 setzen, dann haben wir die versprochene Gleichung
dritten Grades.

Den letzten Satz kann man auch dualisieren, falls beide Kegelschnitte C; und C5 nicht
entartet sind: Die dualen Kegelschnitte Cf und C5 im IP5 haben dort vier Schnittpunkte, wovon
natiirlich einige zusammenfallen kénnen. Ein Punkt L* € IP5 im Durchschnitt C} N C3 ist dual
zu einer Geraden L C IP3, die sowohl C als auch Cy beriihrt. (Wenn zwei ihrer Schnittpunkte
zusammenfallen, beriihren sich dort die dualen Kegelschnitte C| und C3. Dual: Die Kegelschnitte
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C1 und (5 schneiden sich in einem Punkt auf der gemeinsamen Tangente L, d.h., beriihren sich
in einem Schnittpunkt.) Daraus folgt:

Satz (Doppeltangenten): Es seien Cy # Cy C TPy nicht-entartete Kegelschnitte, die sich
in vier verschiedenen Punkten schneiden. Dann gibt es vier gemeinsame Tangenten an beide
Kegelschnitte.

Wir ziehen jetzt noch zwei (typische) Folgerungen aus dem Satz iiber die fiinf Punkte.
Satz (Umkehrung des Satzes von Pascal): Gegeben seien sechs Punkte a;,as,a3, by, by, bs €
Py, keine drei auf einer Geraden, so, daf die drei Schnittpunkte

a1b2 N a2b1, a2b3 N a3b2 a3b1 N a1b3

auf einer Geraden L liegen. Dann gibt es einen Kegelschnitt C, der durch diese sechs Punkte
ar, ..., b3 geht.

Beweis: Nach dem Satz iiber fiinf Punkte gibt es einen Kegelschnitt C', der durch die fiinf
Punkte aj, ..., by geht. C schneidet die Gerade a;bsz in a; und in einem weiteren Punkt bf. Zu
den sechs Punkten ay, ..., be, bs € C gibt eine Pascal-Gerade, auf der die drei Schnittpunkte

a1b2 N a2b1, a2bg N a3b2 a3b1 N albg

Weil a;b, = a;bs ist, liegen der erste und der dritte dieser Punkte auf der Geraden L. Die
Pascal-Gerade stimmt daher mit L iiberein. Weil apbf die Gerade asbs auf L schneidet, stimmt
auch agbj mit asbg iiberein, und es ist

5 = asb} Na;b; = asbs Na;bs = bs.
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Dual zum Satz tiber fiinf Punkte ist folgende Aussage:

Satz (Fiinf Geraden): FEs seien Ly,...,Ls C P9 finf Geraden, keine drei davon durch
einen Punkt. Dann gibt es genau einen nichi—entarteten Kegelschnitt C, der diese fiinf Geraden
beriihrt.

Hieraus folgern wir den

Satz (Porismus von Poncelet): Das Dreieck ajasag sei dem nicht—entarteten Kegelschnitt
C' einbeschrieben, und dem nicht—entarteten Kegelschnitt D umbeschrieben. (D.h.: die drei Ecken
ajasag liegen auf C, und die drei Seiten des Dreiecks sind Tangenten an D.) Dann gibt es nicht
nur ein einziges solches Dreieck, sondern zu jeden Punkt by € C' mit

b ¢ cCnD,

by nicht auf einer gemeinsamen Tangente von C' und D,

zwei Punkte ba, by € C, so, daf$ das C einbeschriebene Dreieck bibobs dem Kegelschnitt D
umbeschrieben ist.

Beweis. Sei by # aj,as, a3 auf C ein beliebiger Punkt, nicht aus C' N D. Dann gibt es durch
b; zwei Tangenten an D. Wenn davon keine auch C' beriihrt, hat jede noch einen weiteren
Schnittpunkt mit C'. Wir nennen diese Punkte by und bs. Die beiden Dreiecke ajasas und
b;bsbs sind dem Kegelschnitt C' einbeschrieben. Nach dem Korollar am Ende von 4.3 gibt
es einen nicht—entarteten Kegelschnitt D', der alle sechs Seiten beider Dreiecke beriihrt. Fiinf
davon beriihrt schon der Kegelschnitt D. Wegen der Eindeutigkeit im Satz iiber fiinf Geraden
mufl D = D’ sein, und D beriihrt auch die Seite bybg. L]

Poncelet bewies diesen Satz in seinem Lehrbuch der Projektiven Geometrie: Traité des pro-
priétés projectives des figures (Paris 1822). An diesem Buch begann er in russischer Kriegsgefan-
genschaft (in Saratow) zu schreiben. Er war einer der Ingenieure, welche Napoleon auf seinem
Rufllandfeldzug begleitet hatten. Er gelangte aber nach Frankreich zuriick, und hatte in der er-
sten Hélfte des 19. Jahrhunderts grofien Einfluf} auf die Entwicklung der Projektiven Geometrie.
Man kann ihn getrost einen ihrer Viter nennen.
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Der Ponceletsche Satz gilt nicht nur fiir Dreiecke, sondern fiir Polygone (mit beliebig vielen
Ecken), deren Ecken auf einem nichtentarteten Kegelschnitt liegen, und deren Seiten einen an-
deren nichtentarteten Kegelschnitt beriihren. Der Beweis dafiir ist allerdings wesentlich tiefer als
fiir Dreiecke. Der Kampf um einen (korrekten) Beweis fiir diesen allgemeineren Satz war wohl
Poncelets mathematisches Lebensthema.

Zwei Umstédnde machten zur damaligen Zeit das Verstindnis dieses Satzes besonders schwer:

1) Oft schneiden sich ja die Polygon-Seiten und der Kegelschnitt nicht, d.h. nicht im Reellen.
Fiir ein systematisches Verstindnis der Situation war es unerlifilich, auch Punkte mit komplexen
Koordinaten zuzulassen. Und es war damals gar nicht klar, ob das in der Geometrie legitim war.
Naja, Poncelet hat es gewagt, und das hat der Geometrie nicht geschadet.

2) Hinter dem Ponceletschen Satz steckt ein Mechanismus, den man mit Methoden der Li-
nearen oder bilinearen Algebra (wie wir heute sagen wiirden - damals gab es diese Begrife ja
nicht) nicht verstehen kann. Im wesentlichen ist der Ponceletsche Satz dquivalent zur Theorie
der elliptischen Funktionen. Diese Funktionen kann man ansehen als die allereinfachsten, nicht-
elementaren Funktionen. Sie wurden um diese Zeit gerade erfunden. Erst 30-40 Jahre spéter
erkannte Cayley den Zusammenhang dieser Funktionen mit Poncelet-Polygonen. Und daf nicht-
triviale, transzendente Funktionen mit geometrischen Situationen zusammenhéngen kénnen, das
war eine Erkenntnis, die {iber Pliicker, Riemann, Clebsch, Max Noether und Felix Klein zur Ent-
wicklung der Algebraischen Geometrie fiihrte. Fiir mich sind deswegen Poncelet-Polygone (oder
auch andere geometrische Situationen, welche mit elliptischen Funktionen behandelt werden
koénnen) so ziemlich der faszinierendste Teil der Mathematik.

Auflerdem kann man Poncelet-Polygone so schon visualisieren. Auf meiner Home-Page kénnen
Sie ein Poncelet-Fiinfeck zwischen zwei Kreisen laufen sehen. (Natiirlich nur wenn es funktio-
niert.) Ich habe dazu mehrere Diplomanden gebraucht.

Vor drei Jahren habe ich an diese Vorlesung einen zweiten Teil angeschlossen, der die eben
angerissenen Gedanken etwas weiter in Richtung Algebraische Geometrie verfolgte. Diese Vorle-
sung wurde eine ziemliche Katastrophe. Ein guter Grund es jetzt, drei Jahre spéter nochmal zu
versuchen. Ich hatte vor, im Sommer-Semester 1998 eine vierstiindige Vorlesung 'Ebene Alge-
braische Kurven’ abzuhalten. (Eine Vorlesung dieses Titels war die erste Vorlesung, welche ich
in Erlangen hielt, als ich im Sommer-Semester 1976 hierher kam.) Naja, es kam anders.

Aufgabe 4.18: a) (Desargues, ein weiterer Satz.) Die Punktepaare, in denen die Kegelschnitte
eines Biischels eine feste Gerade (nicht durch einen Basispunkt des Biischels) treffen, sind die
Paare von Punkten und Bildpunkten einer Involution auf dieser Geraden.

b) Es sei abed ein Viereck in IPy und L C IPy eine Gerade, nicht durch eine Ecke des Vierecks.
Die Paare von Schnittpunkten dieser Geraden mit gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks seien

p:=LnNnab p' :=LnNecd

q:=LNac ¢ :=LNbd

r:=LNnad r :=LNbec.
Zeigen Sie: Es gibt eine Involution p auf L mit

! ! /

p(p)=p, pl@=q, p)=r.
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Aufgabe 4.19: In jedem Biischel von Kegelschnitten gibt es zwei Kegelschnitte, welche eine
feste Gerade (nicht durch einen Basispunkt des Biischels) beriihren.

Aufgabe 4.20: Es seien vier Geraden in Py gegeben, wovon sich keine drei in einem Punkt
schneiden mogen. Zeigen Sie: Die Menge der Kegelschnitte, welche diese vier Geraden beriihrt,
ist im IP5 der Kegelschnitte ein Kegelschnitt. (Soetwas heifit ein duales Biischel. Es macht viel
Spafl, wenn man einen Computer dazu bringen kann, Kegelschnitte eines solchen dualen Biischels
zu zeichnen.)
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