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0 Einfiihrung

Ein Mathematischer Vorkurs ist eine feine Sache. Wie der Name schon ausdriickt, ist er nicht der Ernst-
fall (= Vorlesung). Wenn man dabei etwas versteht, ist das sehr schon, aber unbedingt notwendig ist
es noch nicht. Der Kurs dient der Eingewhnung. Eine Voraussetzung fiir die Mathematik-Vorlesungen
des ersten Semesters ist er nicht. Wir nehmen uns diese Woche die Zeit, die angehenden Studierenden
mit der Sprache der Universitits-Mathematik vertraut zu machen, damit sie es spéter vielleicht etwas
leichter haben. Und sie lernen das Department, die Arbeitsatmosphéire, den Dozenten und auch sich
gegenseitig kennen, bevor es wirklich richtig losgeht.

Ich habe mich dieses Jahr dazu entschlossen, Produktstrukturen vorzustellen. Der Grund dafiir
ist, dass die wesentliche Schwierigkeit der Linearen Algebra fiir Studierende im ersten Semester die
'Strukturmathematik’ ist. Rechnerisch ist die Lineare Algebra wesentlich einfacher als die Analysis.
Aber hier begegnen die Studierenden zum ersten Mal mathematischen ’Strukturen’. Und derartige
Strukturen sind das Fundament der modernen Mathematik. Fiir Erstsemester der Mathematik sind
sie aber eher ungewohnt und deshalb schwierig.



Mit dieser Zusammenstellung einiger Produktstrukturen moéchte ich versuchen, die ganz normalen
Anpassungsschwierigkeiten an die Lineare Algebra etwas aufzufangen.

1 Vektoren

Ein Vektor hat eine Dimension, sagen wir n, und ist dann ein n-tupel
(21, 2,23, sy L1, Tn)
von reellen Zahlen xq,...,x, € IR. Vektoren der Dimension 2 sind z.B.
vi:=(1,2) oder wvg:=(2,—1) oder wvs=(-7.9,—9.11).
Ein besonders schoner Vektor ist der Nullvektor
0=(0,0,...,0).

Andere schone Vektoren der Dimension n sind die Koordinatenvektoren

e; = (1,0,0,...,0,0),
e; = (0,1,0,...,0,0),
e, = (0,0,0,...,0,1).

Welchen Sinn kann es denn haben, reelle Zahlen nebeneinander zu schreiben, und dann eine Klam-
mer darum zu machen?

Der erste, der das systematisch betrieb, war der franzosische Mathematiker R. Descartes (1596-
1650). Er benutzte zwei Koordinatenachsen, die z-Achse und die y-Achse, um jeden Punkt der Ebene,
durch zwei Koordinaten x und y zu beschreiben:

Kurz danach kam man auch darauf, dass man mit drei Koordinaten z,y, z Punkte im Raum beschrei-

ben kann:
2 P 1=~ (X,y,Z)




Gar nicht selbstverstédndlich ist es, dass auch Vektoren einer Dimension n > 3 sinnvoll sind. Sie kamen
etwa in der zweiten Hilfte des 19. Jhdts. in Gebrauch. Beschreibt z.B. x = (21, x2,z3) den Ort einer
Punktmasse und v = (v1, vg, v3) die Geschwindigkeit dieser Punktmasse, so beschreibt

(x,v) = (z1, 22, 23,01, v2,03)

den mechanischen Zustand der Punktmasse. Oder in Einsteins spezieller Relativitéitstheorie werden
,Ereignisse” durch vier Koordinaten (x,y, z,t) beschrieben, wovon ¢ die Zeit bedeutet.

Bei einem Vektor ist die Reihenfolge seiner Koordinaten wichtig (anders als bei einer Menge die
Reihenfolge ihrer Elemente): Im Allgemeinen ist der Vektor (z,y) # (y,x).

Definition 1 Die Menge aller Vektoren (x1,...,x,) der gleichen Dimension n fasst man zu einem
Raum zusammen und nennt den IR"™, also

R" = {(x1,...,zpn) : T1,...,xp, € R}.

Wie man mit Vektoren rechnen kann, lernt man schon im Gymnasium.
Addition zweier Vektoren:

(1,22, o, Tn) + (Y1, Y2, -, Yn) = (x1 + Y1, T2 + Y2, ooy Tn + Yn)
Multiplikation mit einer reellen Zahl r € R:
7 (21,29, ey Tp) = (F - T1,7 - Ty ooy T+ Tpy)
Diese Rechenoperationen haben einfache geometrische Bedeutungen:

Kréfte-Parallelogramm Streckung
X+y

Im Gymnasium macht man das nur mit Vektoren x,y € IR? oder € IR?, aber im IR™ geht es ganz
genauso. Der einzige Unterschied ist, dass man sich das nicht mehr vorstellen kann.

Definition 2 FEs seien a und b Vektoren im IR™. Der Vektor
1
m:= —(a+b)
2
heifst Mittelpunkt der Strecke ab.

Der Mittelpunkt heiflt so, weil

1
m—a:§(b—a):b—m.



Aufgabe 1 Berechnen Sie
(1,2,3,4) + (5,6,7,8) + (9,10,11,12) + (13,14,15,16) € IR*.

Aufgabe 2 Fs seien e; € R?,i = 1,...,5, die oben definierten Koordinatenvektoren. Berechnen Sie

5 5 4 4
a) Zei, b) Zi'ei, C) Z(ei+ei+1), d) Z(eZ —ei+1).
=1 =1

= i=1 i=1
Aufgabe 3 Beweisen Sie fir r,s € IR und x,y € IR" die Distributivgesetze
(r+s)-x=r-x+s-x, r-(x+y)=r-x+r-y.
Aufgabe 4 Fin Viereck a,b,c,d im R" heifit Parallelogramm, wenn
b—-a=c—-d

a) Zeigen Sie, dass dann auch ¢ —b =d —a gilt.
b) Zeigen Sie, dass die Diagonalen ac und bd eines Parallelogramms denselben Mittelpunkt haben.

Aufgabe 5 Die Vektoren a,b,c,d € IR® seien Eckpunkte eines Tetraeders. Das Tetraeder hat drei
Paare gegentiberliegender Kanten, ndmlich

ab und cd, ac und bd, ad und bc.

Die beiden Mittelpunkte eines jeden dieser Streckenpaare begrenzen wieder eine Strecke. Zeigen Sie:
Die drei so erhaltenen Strecken haben den gleichen Mittelpunkt.

Aufgabe 6 (Satz von Varignon) Zeigen Sie: Sind a,b,c und d € IR"™ Vektoren derart, dass die
Mittelpunkte der vier Strecken ab,bc,cd und da alle voneinander verschieden sind, so bilden diese
vier Mittelpunkte die Ecken eines Parallelogramms.

2 Skalarprodukt

Es gibt noch eine etwas interessantere Rechenoperation bei Vektoren:

Definition 3 Das Skalarprodukt (x.y) zweier Vektoren x = (x1,...,x,) und 'y = (y1,...,y2) gleicher
Dimension ist die Zahl
(x.y) :=z1y1 + ... + Tpyn € R.

Satz 1 (Rechenregeln) a)(Distributivitit) Fir alle Vektoren x1,X2,x und y1,y2,y € IR" gelten
(x1 +x2.y) = (x1.y) + (x2.y), (Xy1+¥y2) = (xy1) + (x.y2).
b) Fiir alle Vektoren x,y € IR"™ und alle reellen Zahlen r € IR, gilt
(r-xy)=r-(xy)=(xr-y).
c) (Symmetrie) Fiir alle Vektoren x,y € R"™ ist

(xy) = (y-x).



Das miisste ich jetzt eigentlich alles beweisen. Weil alles aber ganz &hnlich geht, méchte ich das
nur fiir die erste Gleichung in b) tun: Ist etwa x = (1, ...,2,,) und y = (y1, ..., Yn), SO ist

rex=(r-Tp,..r-T)
und
(rexy)=0-z) - n+..+0 x) yn=r (191 + . + TpYn)-
Hier habe ich die sogenannte Assoziativitit
(a-b)-c=a-(b-c)

fir die Multiplikation dreier reeller Zahlen a, b, ¢ € IR benutzt.

Beispiel 1 Man kann auch das Skalarprodukt (x.x) eines Vektors x = (x1, 22, ...,x,) € R™ mit sich
selbst bilden. Das ist

(x.x) = 2% + a3+ ... + 22

die Summe der Quadrate x7,i = 1,...,n, seiner Koordinaten. Das Quadrat acf der reellen Zahl x; ist
immer > 0, und es ist nur dann = 0, wenn x; = 0 ist. Daraus folgt

(xx) >0 und (xx)=0&x=0.
Definition 4 Weil (x.x) > 0 ist, kann man die Wurzel
I x = /(xx)
bilden. Diese Zahl heifit die Norm oder die Lange des Vektors x.
Jeder Vektor x = (x1,z3) € IR? definiert ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Ecke bei (1, 0) und

den Katheten (0,0), (21,0) und (x1,0), (21, 22)
der Hypotenuse (0,0), (z1, z2).

I

Nach Pythagoras ist 2% + 23 das Quadrat der Strecke von 0 nach x und diese Strecke selbst ist =|| x ||.
Passt schon.

Definition 5 Der Vektor x € IR™ heifit Einheitsvektor oder normiert, wenn || x ||= 1.
Beispiel 2 Die Koordinatenvektoren e; € IR™ sind normiert. Jeder Vektor
x = (cos(a),sin(a)) € R?, a € IR,

ist normiert wegen cos(a)? + sin(a)? = 1.



Satz 2 a) Jeder Vektor x # 0 des R"™ ldsst sich schreiben als
x=[ x| x

mit einem FEinheitsvektor x € IR™.
b) Jeder Einheitsvektor x € IR? lisst sich schreiben als

x = (cos(a), sin(a))
mit einem eindeutig bestimmten Winkel o € [0, 27].

Beweis. a) Wenn x # 0 ist, dann ist eine Koordinate z; # 0 und x? > 0. Daraus folgt (x.x) > 0
und auch || x ||> 0. Wir setzen

R 1
X = ——X
x|
und haben zu zeigen: || X ||= 1, oder, was auf dasselbe hinauslduft: (X.x) = 1. Das ist aber ganz

einfach:

1 1 > 1 M:l.

&%) = (P To) ~ TP = e
b) Wenn x = (x1,23) € IR? ein Vektor mit Norm = 1 ist, dann gilt 22 + 22 = 1. Insbesondere ist
2?2 <1und —1 < 27 < 1. Es gibt also einen Winkel « € [0, 27[ mit 21 = cos(a). Genauer: es gibt i.A.
genau zwei solche Winkel, ndmlich o und 27 — a.. Weiter ist

2 2

3 =1-12?=1- cos(a)?® = sin(a)?.

also ist x9 = £sin(a) und legt fest, ob wir @ oder 2 — @ nehmen miissen. []
Es seien x und a € IR"™ mit a # 0. Fiir ¢t € IR berechnen wir das Skalarprodukt
(x —t-aa)=(xa)—t-(aa).

Dieses Skalarprodukt ist genau dann = 0, wenn

(x.a)
(x.a)=t|al? baw. t=-"—""r.
| al?
Definition 6 Der Vektor (x.a)
x.a
Py(x) := —= -
[ a?

heifit die Orthogonalprojektion des Vektors x in Richtung des Vektors a.
Wie fiir jeden Vektor gilt auch fiir den Vektor P,(x) — x, dass sein Skalarprodukt mit sich selbst
(Pa(x) = x.Pa(x) —x)) >0
ist. Wegen
(Pa(x) —x.a) =0

ist dies aber
(x.a)

H a ||2 : (a.x)+ || X H2 .

(Pa(x) —x. —x) = —

Nach Multiplikation mit || a ||* finden wir
lal?- | x|?—(ax)* >0,

bzw. nach Wurzelziehen
l(a.x)| <[lal [ x].

Fiir a = 0 ist diese Ungleichung trivialerweise erfiillt. Wir haben bewiesen:



Satz 3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fir alle Vektoren a,b € R" gilt
[(ab)[ <[[a]-[b].

In Aufgabe 10 soll fiir Einheitsvektoren x,y € IR? gezeigt werden: Ihr Skalarprodukt (x.y) ist der
Cosinus des Winkels, den diese Vektoren einschlieen. Dies verallgemeinern wir durch eine Definition.

Definition 7 Es seien x undy € R" zwei Vektoren # 0. Dann heifit die Zahl

(x.y)
= -lyl
der Cosinus des Winkels, den diese beiden Vektoren einschliefien.

cos(x,y) :=

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass die reelle Zahl

(x.y)
[ [yl
einen Absolut-Betrag < 1 hat. Deswegen ist Definition 7 sinnvoll in dem Sinn: Es gibt einen Winkel,
dessen Cosinus-Wert diese Zahl ist.

Aufgabe 7 Zeigen Sie fiir Vektoren a,b,c,d € IR":
(a+b.c+d) = (ac)+ (ad)+ (b.c)+ (b.d).
Aufgabe 8 (Pythagoras) Fs seien x,y € IR" Vektoren mit (x.y) = 0. Zeigen Sie
(x+yx+y) =(xx)+(yy)

Aufgabe 9 Esseix = (x1,13) # 0 ein Vektor im IR%. Zeigen Sie: Fiir einen Vektory = (y1,y2) € IR?
gilt (x.y) = 0 genau dann, wenn 'y = c- (xg, —x1) mit einem ¢ € IR. Beachten Sie, dass hier zwei
Aussagen zu beweisen sind:

1) Firy =c- (x2,—x1) ist (x.y) =0 (einfach!),

2) Wenn (x.y) =0, dann ist y von der Form c- (xq,—x1).
Aufgabe 10 Es seien x = (cos(a), sin(a)) und y = (cos(3),sin(B)) € R%. Zeigen Sie (unabhingig
von Definition 7)

(x.y) = cos(a — 3).
Aufgabe 11 FEs seien e; € IR" die oben definierten Einheitsvektoren. Wie viele Vektoren x € IR™ gibt
es mit
(x.€;) =0 firalle i=1,..,n?

Aufgabe 12 Berechnen Sie die Lingen der folgenden sechs Vektoren im IR?:
(3,4), (5,12), (7,24), (8,15), (12,35), (20,21).
Aufgabe 13 Berechnen Sie die Lingen der folgenden acht Vektoren im IR3:
(1,2,2), (2,3,6), (4,4,7), (1,4,8), (2,6,9), (8,9,12), (4,13,16), (12,16, 21).

Aufgabe 14 a) Berechnen Sie die Linge || x; || des Vektors x; = (1 +t,2 +t,3 +t) € IR.
b) Fiir welches t € IR ist diese Linge minimal?

Aufgabe 15 Die acht Vektoren (+1,41,+1) € IR? bilden die Ecken eines Wiirfels. Bestimmen Sie
den Cosinus fiir den Winkel zwischen einer Raumdiagonale und

a) einer Kante dieses Wiirfels, welche durch die gleiche Ecke gehen;

b) einer Flichendiagonale dieses Wiirfels, welche durch die gleiche Ecke gehen.



3 Vektorprodukt

Das Skalarprodukt heifit so, weil sein Resultat ein Skalar (= eine Zahl) ist. Im R? gibt es ein Pro-
dukt, dessen Resultat ein Vektor ist. Deshalb heifit es Vektorprodukt. Haufiger sagt man allerdings
Kreuzprodukt dazu.

Definition 8 Es seien

T 1
x=| a9 und y=| y2
z3 Y3

zwei Vektoren im IR3. Dann heifit der Vektor

€T2Y3 — XT3Y2
xxy:=| x3y1 —z1ys | € R®
T1Y2 — T2Y1

das Vektorprodukt von x und y.

Das ist scheufllich zu merken, aber es steckt System darin. Das sieht man am besten, wenn man

die Formel
a b
det(c d)—a-d—b-c

fiir 2 x 2-Determinanten kennt. Damit wird

(XXY)1:d€t<$2 y2>7 (XXY)2=det<x3 y3>’ (XXy)gzdet<x1 y1>‘

r3 Y3 1 N T2 Y2

Beispiel 3 Wir berechnen

1 4 2-6-3-5 -3
2 I x| 5 |=]3-4-1-6 |= 6
3 6 1-5-2-4 -3

Auch fiir das Vektorprodukt gibt es Rechenregeln. Die einfachsten davon stelle ich im folgenden
Satz zusammen. Die ersten beiden davon sind die gleichen Regeln, wie fiir das Skalarprodukt. Die
dritte dagegen ist das krasse Gegenteil der entsprechenden Regel fiir das Skalarprodukt.

Satz 4 (Rechenregeln) a)(Distributivitit) Fiir alle Vektoren x1,X2,%x und y1,y2,y € R? gelten
(x1+X2) Xy=x1 Xy +X2 Xy, XX(y1+y2)=XXy1+XXYy2.
b) Fiir alle Vektoren x,y € IR® und alle reellen Zahlen r € R gilt
(r-x)xy=r-(xxy)=xx(r-y).
¢) (Anti-Symmetrie) Fir alle Vektoren x,y € R ist
XXy =-y XX

Insbesondere ist x x x = 0 fir alle x € R3



Die Rechenregeln a) und b) sind ziemlich offensichtlich. Wir beweisen nur a) fiir die erste Kompo-
nente des Vektors (x; + x2) x y. Nach Definition ist

(X1 +x2)xy)h1 = (x1+X2)2-y3— (X1 +X2)3-y2

(12 +m22) - Y3 — (T1,3 +723) - Yo

1,2 Y3 +T22 Y3 —T1,3 Y2 — T23 Y2
(T12-y3 —x13-Yy2) + (w22 - Y3 — 2,3 - Y2)
= (x1 xy)1+(x2 xyh

Die Anti-Symmetrie folgt aus

a b b a
det(c d)—ad—bC——(bc—ad)——det<d c).

Die Niitzlichkeit des Vektorprodukt ist eine Konsequenz von
Satz 5 Das Vektorprodukt x X y steht senkrecht auf seinen beiden Faktoren x undy.

Beweis. Wegen Satz 4 ¢) brauchen wir nur die Aussage fiir x

(x.(x x y)) = 0
zu zeigen. Das Skalarprodukt rechnen wir einfach aus:

(x(xxy)) = 21 (xxXy)1+x2-(XxXXy)2+x3:(XXY)3
= @1 (2 ys—x3-y2) + w2 (T3 Y1 — 71 y3) + 23 (¥1-y2 — 22 Y1)
= (2129 — Tom1)y3 + (T321 — 2123) Y2 + (T120 — Tow1)Y3
= 0 ]
Als Anwendung betrachten wir das System

ax + ay + aszz = 0
bix + by + b3z = 0

zweier linearer Gleichungen. Die Losung dieses Systems bedeutet geometrisch interpretiert, alle Vek-
toren (z,y,2) € IR? anzugeben, die auf den beiden Vektoren a = (a1,as,a3) und b = (by, bo, b3)
senkrecht stehen. Ein solcher Vektor ist etwa das Vektorprodukt a x b, sowie alle Vielfachen r-a x b
mit r € IR.

Die folgende Eigenschaft des Vektorprodukts ist theoretisch sehr niitzlich, fiir praktische Rechnun-
gen allerdings nicht besonders hilfreich: Die erste Komponente von x X y ist

(X Xy)1 =22 Y3 — T3 Y2
Die anderen beiden Komponenten gehen daraus durch zyklisches Vertauschen der Indizes hervor:
(X Xy)2 = (XX ¥)14+1 = Ta41 " Y341 — T3+1 " Y211 = 3 Y1 — T1 " Y3,

(X Xy)3=(XXY)241 =T341 Y141 — T141 " Y341 = T1 Y2 — T2 - Y1

Allerdings muss man hier fiir die Indizes die Regel 3 + 1 = 1 beachten.



Beispiel 4 Fiir die Koordinatenvektoren e, i = 1,2, 3, berechnen wir

0-0-0-1
€] X ey = 0-0—-1-0 = e3.
1-1-0-0

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes finden wir
€y X ez = eq, €3 X e = eq.

Das Vektorprodukt kann man iterieren, also x x y x z bilden fiir je drei Vektoren x,y,z € IR3.
Allerdings ist hier das Setzen von Klammern unabdingbar. Im Allgemeinen gilt

(xXy)xz#xx(yXxz).
Hierzu

Beispiel 5 Es ist
(e1 Xxep) xea=0xey=0
und
e] X (e1 X eg) =e€e] X ez = —eq.
Satz 6 (Iteriertes Vektorprodukt) Fiir alle Vektoren x,y,z € R? gilt
x X (y xz) = (x2z2)y — (xy)z.

Beweis. Wir benutzen die Koordinatenschreibweise

3 3 3
X:Zl‘iei, y:Zyjej, z = szek.
1=1 j=1 k=1

Mit Satz 4a) und b) folgt daraus fiir die linke Seite der behaupteten Gleichung

3
x X (yxz)= Z xiYjzk - € X (e X ey).
i,5,k=1
Andererseits folgt mit Satz 1a) und b) fiir die rechte Seite

3
(x2)y — (xy)z = Z ziyizk - ((ei.ep)ej — (e;.e))ey) .
i,5,k=1
Vergleich der beiden letzten Gleichungen zeigt, dass es geniigt, die Behauptung fiir Koordinatenvek-
toren x = e;, y = e;, z = e}, zu beweisen.
Wir setzen erst mal y = eo, z = e3 und rechnen los:

e X (eg X 93) = ey Xxe = 0 = (91.93)62 — (61.92)93
e X (egxe3) = eyxe; = —e3 = (exe3)er — (ez.ez)e3
€3 X (eg X 93) = ez XxXe = €9 = (93.93)62 — (63.92)93

In diesen Féllen stimmt die Behauptung. Die Fille y = e3 und z = es folgen daraus mit Vertauschen

der Vorzeichen. Und alle anderen Fille erhalten wir aus diesen bewiesenen Fiéllen durch zyklisches

Vertauschen der Indizes. ]
Zum Schluss zur Beruhigung noch eine besonders hiibsche Formel.

10



Satz 7 (Jacobi-Identitiit) Fir alle x,y,z € R? ist
xX(yxz)+yx(zxx)+zx(xxy)=0.
Beweis. Mit Satz 6 berechnen wir die Summe der drei iterierten Vektorprodukte als

(x.2)y — (xy)z + (yx)z — (y.2)x + (z.y)x — (z.x)y = 0. OJ

Aufgabe 16 Berechnen Sie

1 3 1 x 1 2
2 | x| 21, 1 | x| v |, 2 | x 1
3 1 1 z 2 -2

Aufgabe 17 a) Zeigen Sie fiir die Vektoren e, es, e3 € IR3
((e; x ej).(er x €))) = (e;.ex)(ej.e) — (ej.e)(ej.er), 4,7,k 1=123.
b) Folgern Sie aus a) fir alle v,w,x,y € R?
(vxw)(xxy))=(vx)(wy) — (v.y)(w.x).
Aufgabe 18 Zeigen Sie fiir alle Vektoren x,y € IR® mit x # 0,y # 0

x>y ==y ll-lsinxy)l.

4 Komplexe Zahlen

Auch im IR? gibt es eine Art von Vektorprodukt. Es hat aber sehr viel iibersichtlichere Eigenschaften,
als das Kreuzprodukt im IR?, und definiert die Multiplikation bei den komplexen Zahlen.

Definition 9 Fiir zwei Vektoren
x:<x1> und y:<y1> e R?
€2 Y2
Xy = Tiyr = L2h2 )
T1Y2 + T2l

Satz 8 (Rechenregeln) Das soecben definierte Produkt hat folgende Figenschaften:
a)(Distributivitit) Fir alle x,x',y,y’ € IR? ist

definieren wir

x+x)y=xy+x-y, x-(y+y)=x-y+x-y.
b) Fiir alle r € R und x € R? ist
<r>-x—r x
0 -

Dabei ist das Produkt auf der rechten Seite die ganz gewohnliche Multiplikation des Vektors x mit dem
Skalar .
¢)(Symmetrie) Fiir alle x,y € IR? ist

X'y=y-X

11



Beweis. a) In Definition 9 ist jeder Summand auf der rechten Seite ein Produkt z; - y;. Das zeigt
die Behauptung. Die Regeln b) und c) sind trivial. (]

Die Rechenregeln a) und c) gelten auch fiir die Multiplikation reeller Zahlen. Rechenregel ¢) nennt
man auch Kommutativitdt. Hier gilt aber auch die von der Multiplikation der reellen Zahlen wohlbe-
kannte Assoziativitdt.

Satz 9 (Assoziativitit) Fir alle x,y,z € IR? gilt
(x-y)-z=x-(y 2)

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Satz 6 schreiben wir
2 2 2
x:Z:z:iei, y:Zyjej, Z = szek.
i=1 j=1 k=1

Wegen der Distributivitdt brauchen wir dann auch hier die Behauptung nur fiir Vektoren e; und es
zu beweisen. Und da rechnen wir mit der Definition und der Kommutativitiat einfach nach:

(el '91) €1 = € = e€ep- (el 'el) (el '91) € = € = €1- (el : 92)
(61 '82) e = e = ep- (e2 : 81) (61 '82) ‘€ = —e; = ep- (62 : 62)
(92 : 92) € = —€e; = €y (92 : el) (92 : 92) € = —€y = e€ey- (92 : 92) ]

Jetzt sollte ich langsam iibergehen zur Standard-Notation fiir die komplexen Zahlen. Die schreibt
man ja nicht als Vektoren. Sondern man nennt die Basisvektoren

er=1 e =i,
und schreibt die bisher als Vektor angesehene Zahl x
r=x1-14+x0- 7= 21+ x91.
In dieser Notation wird die oben definierte Multiplikation
(z1 4+ 220) - (Y1 + y2i) = T1y1 — T2y + (T1Y2 + T2Y1)1
Die Menge dieser Zahlen nennt man
C={z1+x20: z1,22 € R},

die komplexen Zahlen. Und die oben definierte Multiplikation ist genau die iibliche Multiplikation
komplexer Zahlen. Insbesondere sehen wir:
Die Menge IR kann man einbetten in die Menge € vermége der Abbildung

Rar—r+0-icC.
Diese Abbildung ist injektiv, d.h., fiir zwei reelle Zahlen r,ry gilt
rm+0-t=r+0-72 = 1ri=ro

Und unter dieser Einbettung geht Summe/Produkt zweier reeller Zahlen auf Summe/Produkt ihrer
Bilder.
Die Zahl ¢ € C hat die eigenartige Eigenschaft

1-1=—1.
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WEeil das fiir keine reelle Zahl gelten kann, hat man ¢ eine imagindre Zahl genannt, und sich dabei nicht
ganz wohlgefiihlt. Auch in der Schule bereitet die Einfiihrung der komplexen Zahlen grofie begriffliche
Schwierigkeiten. Das liegt nicht an der neuen Rechentechnik, sondern daran, dass Schiiler nicht wissen,
was eine Zahl ist.

Die Mengen IR und € mit ihrer Addition und Multiplikation sind Kégrper im Sinn der folgenden
Definition.

Definition 10 FEin Kdérper ist eine Menge K zusammen mit zwei Rechenoperationen
+,-: K xK-—>K,

welche die folgenden Figenschaften haben:
a) Addition:
Kommutativitdt: r4+y=y+x firalex,ye K,

Assoziativitit: (x+y)+z=a+ (y+2) fir alle z,y,z € K
Neutrales Element: es gibt ein Element 0 € K mit 0+ x = z fiir alle x € K
Inverses: zu jedem x € K existiert ein Element —x € K mit x + (—x) =0
b) Multiplikation:
Kommutativitdt: x-y=y-x fir alle z,y € K,
Assoziativitit: (x-y)-z=x-(y-2) firdlex,y,z€ K
Neutrales Element: es gibt ein Element 1 € K mit 1 -x =z fir alle x € K
Inverses: 2u jedem x € K mit x # 0 existiert ein Element x™' € K mit -2~ ! =1

¢) Distributivitit: Addition und Multiplikation sind verknipft durch
(r+y) - z=x-2z+y-z firale z,9,z€K.

Diese Korpereigenschaften sind fiir IR so wohlbekannt, dass man sie gar nicht zu erwdhnen braucht.
Aber fiir C sind sie nicht ganz trivial. Beim Beweis der Assoziativitdt fiir die Multiplikation habe ich
mir schon etwas Miihe geben miissen. Und das Beispiel des Kreuzprodukts im IR? lehrt, dass nicht
jedes Produkt diese Eigenschaft haben muss. Und viel schlimmer: Die Existenz des Inversen ! einer
komplexen Zahl habe ich noch gar nicht bewiesen! Das wird jetzt nachgeholt.

Dazu fiithren wir eine neue Notation ein: Die konjugiert-komplexe Zahl der komplexen Zahl x =
T + 9t ist

T = x1— Tol.
Mit den Rechenregeln fiir die Multiplikation finden wir
vz =ai+a3 =]z

wo || 2 || die Norm des zu z gehérigen Vektors x € IR? ist (vgl. Definition 4). Ublicherweise schreibt
man sie hier aber nicht mit Doppelstrichen, sondern

|z := /23 + 23

und nennt sie den Betrag der komplexen Zahl . Damit haben wir also
z-I = |z

Fiir z # 0 ist |z| > 0 und B
B

T = 3 mit z-z7 =1

||
ist in C wohldefiniert.
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Aufgabe 19 Zeigen Sie fiir alle x,y € C
TY=2-9y,  |o-yl =]z yl
Aufgabe 20 Berechnen Sie alle komplexen Zahlen x = x1 + x2i mit
a)zt =1, b®=1, oz®=1, d)z°=1.
Aufgabe 21 Fiir a,b € IR sei
T = :I:% Va2 + b2 + a, T9:i= :I:% Va2 + b2 — a, (gleiche Vorzeichen).

Zeigen Sie:
(1‘1 + .TQi)Q =a+ b.

5 Matrizen

Definition 11 Fine n x n-Matriz ist ein System von n Vektoren der Ldnge n:

X1 r1,1 T1,2 .- Tin

X2 T21 T22 ... T2n
M = . = .

Xn Tnl Tp2 - Tpn

Um die Stelle in der Matrix anzugeben, an der eine Zahl steht, muss man die Zahl jetzt mit zwei
Indizes versehen: Der Eintrag z; ; steht in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle.

Eine Matrix ist noch gréfler und abstrakter als ein Vektor. Geometrisch vorstellen kann man sie
sich beim besten Willen nicht mehr. Ich weif nicht, wann das Rechnen mit Matrizen begonnen wurde,
aber um 1800 herum war es noch unbekannt. Ich betrachte hier nur quadratische Matrizen (Zeilenzahl
= Spaltenzahl), das reicht fiir meine Zwecke. Im Allgemeinen wird der allgemeinere Fall (Zeilenzahl
# Spaltenzahl) behandelt.

Aus einer n x n-Matrix kann man einen Vektor der Dimension n“ machen, wenn man alle ihre
Zeilen nebeneinander hinschreibt (falls man soviel Platz hat). Das kann man auch wieder riickgéngig

machen. Ein Beispiel:
1 3
<2 4> — (1,3,2,4).

Deswegen kann man mit Matrizen auch wie mit Vektoren rechnen: Man kann sie addieren und mit
reellen Zahlen multiplizieren. Statt das ausfiihrlich und formal zu definieren einfache Beispiele:

1 2 + 5 6\ (6 8
3 4 78 ) \10 12 )’
5. 12\ (2 4
3 4) \6 8)
Jede Zeile einer n xn-Matrix M ist ein Vektor mit n Eintragen, und man kann dessen Skalarprodukt
mit jedem Vektor y € IR" bilden. Dabei kommen n Skalarprodukte raus. Das sieht dann etwa so aus:

(1)) (o) (5)
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oder so

111 1 1-14+1-1+1-1 3
01 1 1 |=]01+41-141-1 |=]| 2|,
001 1 0-1+0-14+1-1 1

oder ganz anders.
Die formale Definition geht so:

Definition 12 FEs sei A = (a;;) eine n x n-Matriz undy = (y1,...,yn) € R" ein Vektor. Das Produkt
A -y ist dann der Vektor
a1,1Y1 +a12y2 + ... + a1.nYn
a2,1Yy1 + a2,2y2‘ + ...+ a2 nYn —
an,1Y1 + an2y2 + ... + ApnYn

Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt von Vektoren folgt unmittelbar

Satz 10 (Rechenregeln) Fir alle n x n-Matrizen A, B, fir alle Vektoren x,y € R"™ und fiir alle
relR gilt:
A (x+y)=A-x+A-y, (A+B)-x=A-x+B-x,

(r-A)-x=r-A-x=A4-(r-x).
Eine n x n-Matrix haben wir bisher aufgefasst als ein System von n iibereinander liegenden Zei-

lenvektoren der Dimension n. Genausogut kénnen wir sie aber auffassen als ein System von n neben-
einander stehenden Spaltenvektoren. Fiir n = 2 etwa

D)

Deswegen kénnen wir eine n x n-Matrix A von rechts mit jeder n x n-Matrix B multiplizieren, indem
wir A mit jeder Spalte von B multiplizieren, und die resultierenden Spaltenvektoren nebeneinander
schreiben. Das Resultat ist eine n x n-Matrix. Zuerst

Beispiel 6
1 2 3 1 4 7 1-14+2-2+3-3 1-44+2-5+3-6 1-7+2-843-9
4 5 6 2 5 8|=|4-14+5-246-3 4-44+5-5+6-6 4-7T+5-8+6-9 | =
7 8 9 3 6 8 7-1+8-249-3 7-448:-54+9:6 7-74+8:-849-9
14 32 530
=1 32 77 122
50 122 194

Dieses explizite Beispiel zeigt, dass das Ausrechnen eines Matrizen-Produkts viel schwieriger ist,
als dessen Definition.

Definition 13 Gegeben seien zwei n X n-Matrizen A und B. Etwa

aii1 .- Qain bl,l bl,n
A= , B=

Gn,1 - QAnn bn,l bn,n

15



Deren Matrizenprodukt A - B ist die Matriz C mit den Eintrdgen
n
Cik = Zai,jbjjg, ,k=1,..,n.
j=1

Beispiel 7 Die n x n-Matriz

1 0 0

]ln = 0 )
: . -0
o .. 0 1

mit Finsen auf der Diagonale und auflerhalb davon lauter Nullen heiffit Einheitsmatrix. Sie heif§t so,
weil fiir jede n x n-Matriz A gilt
1,-A=A-1, =A.

(Nachrechnen!) Diese Matriz ist also das Eins-Element der Matrizen-Multiplikation.

Ein ganz wesentlicher Unterschied zwischen einer Vorlesung und einer Schulstunde ist, dass die
definierten Begriffe in der Vorlesung analysiert werden, aber nicht wie in der Schulstunde eingeiibt.
(Das Einiiben geschieht in den Ubungen zur Vorlesung.) Das Analysieren geht z.B. so:

Satz 11 a) Fir das Matrizenprodukt A - B gelten die Distributivgesetze
(Al—l-Ag)-B:Al-B—I—AQ-B, A(B1+B2):AB1+AB2

b) Fir jede reelle Zahl r ist
A-(r-B)y=r-(A-B)=(r-A)-B.

Beweis. Die Eigenschaften in a) folgen aus Satz 1 a), indem man diesen Satz auf die Zeilen von
Ay + Asg, bzw. auf die Spalten von By + By anwendet. Eigenschaft b) folgt analog aus Satz 1 b). [

Satz 12 Fiir das Matrizenprodukt gilt das Assoziativititsgesetz
A-(B-C)=(A-B)-C.
Beweis. Wir werten die Formel aus Definition 13 aus. Dazu sei etwa

A = (alvj)7’7]:177n B = (b]7k)]7k:177n’ C = (Ck’l)k’lzl"“’n'

Dann ist also A - B die Matrix mit den Eintrdgen

n
Zai7jbj7k7 Zak == 1,...7’]7,,
j=1
und die Matrix B - C hat die Eintrige

n
S bikers, gl=1,.m
k=1

Das dreifache Matrizenprodukt A - (B - C') hat dann die Eintrige

n n n
D oai- (D bikek) = D aijbjrck-
J=1 k=1

Jk=1
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Und die Matrix (A - B) - C hat die Eintréige

n n n
> aigbip)eki = ) aigbjkci.
k=1 j=1 k=1
Das sind genau dieselben. L]

Dabei habe ich natiirlich eine gefahrlich anmutende Formel benutzt:

n n n
> 5O tiw) = > sjtik
j=1 k=1 j k=1

Praktisch ist dies aber nichts anderes als die offenbar einsichtige Gleichung
s1(t11 +t12) + s2(to1 +ta2) = siti1 + siti2 + sata 1 + satoo.

Soweit verhélt sich das Produkt von Matrizen ganz dhnlich wie das Produkt von Zahlen. Aber es
gibt einen ganz wesentlichen Unterschied: Es ist nicht kommutativ! Fiir zwei n x n-Matrizen A und
B, n>2, ist i.A.

A-B#B-A

Schauen wir uns das fiir 2 x 2-Matrizen an:
Ao @1 @2 g bi1 bi2 .
a1 @22 bao1 boo
Im Produkt A - B ist der Eintrag rechts oben

ai1-bia+are-bao

und im Produkt B - A ist er
bi1-ai2+bia-asp.

Wenn etwa
aj] =ar2 =1, az2 =byo =0, by 1 # by 2,

sind diese beiden Eintrige voneinander verschieden. Also kann nicht immer A - B = B - A gelten.

Aufgabe 22 Gegeben seien die folgenden fiinf 3 x 3-Matrizen:

010 0 01
A=|1001]), B:=|1200],
100 0 01
010 1 1 1 0 —asg a9
c=|100]}|, D=]111/{, F:= as 0 —a
0 0 1 1 1 —an aq 0
Bestimmen Sie fiir den Vektor
Z1
X = i)
T3

die Produkte
A-x, B-x, C-x, D-x, F-x



Aufgabe 23 Gegeben sei die 2 x 2-Matrix

0 -1
(1)
Bestimmen Sie fiir jeden Vektor x € IR? das Skalarprodukt (x. R - x).

Aufgabe 24 Berechnen Sie fiir a,b,c,d € IR

(o))

Aufgabe 25 Berechnen Sie fiir zwei Matrizen
a b a v
A—<cd> und B-(C, d,)

[A,B]:=A-B-B-A.

die Matriz

Aufgabe 26 Berechnen Sie fiir die Matrizen A, B,C aus Aufgabe 19 die Matrizen
[A,B]:=A-B-B-A, [B,C]'=B-C-C-B, [C,Al'=C-A—-A-C.

Aufgabe 27 FEine n x n-Matriz A = (a; ;) heifit Diagonalmatriz, wenn a; j = 0 firi # j. Zeigen Sie:
Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatriz.

Aufgabe 28 FEine n x n-Matriz A = (a; j), Zeilen-Index i, Spalten-Index j, heifit obere Dreiecksma-
triz, wenn a; ; = 0 fiir i > j. Zeigen Sie: Das Produkt zweier oberer Dreiecksmatrizen ist wieder eine
obere Dreiecksmatrix.

Aufgabe 29 Berechnen Sie fiir s> + ¢ = 1 das Qadrat der Matrix

s::<§ _)

Aufgabe 30 Berechnen Sie das Quadrat der Matriz

N =

o O O
o o O
S O Q

Aufgabe 31 FEs sei

o O
= O

Qo

Bestimmen Sie alle Matrizen )

fiur die M-S =5-M.
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6 Quaternionen

Bei der Matrizenrechnung benutzt man die Korpereigenschaften der reellen Zahlen. Weil diese auch
fiir die komplexen Zahlen gelten, kann man ganz genau so mit komplexen Matrizen rechnen, wie mit
reellen. In diesem Abschnitt werde ich die folgende Menge komplexer 2 x 2-Matrizen betrachten:

we{( 5 0) vl

Wegen a1 + as = a1 + a9 liegt Summe und Differenz zweier Matrizen aus H wieder in H. Die Menge
H mit der Matrizen-Addition hat die drei Eigenschaften der Addition aus Definition 10.

Jetzt berechnen wir das Matrizenprodukt zweier Matrizen aus H:
ay by ) ag by - ayaz — bli)g a_1b2 + bras .
b1 a1 —by a2 —biag — ajby  —b1by + aias -
Als Matrizenprodukt ist das soeben definierte Produkt in H distributiv und assoziativ. Die Ein-
heitsmatrix 1o ist das neutrale Element fiir die Multiplikation. Nicht klar ist im Moment, ob jedes

a:=ajas —biby und b:= ajby + bias.
Element 2 # 0 aus H ein Inverses (in H) besitzt, das kommt spéter. Und die Kommutativitéit ist
schlicht falsch!

Wir fixieren vier Matrizen in H:

(30) (52
(20) (1)

I’=J>=K?=1,
I - J=K=-J-I, J- K=I=-K-J K-I=J=-I-K.

R
QA o

mit

Fiir diese berechnet man sofort

Die Matrizen I, J und K kommutieren also nicht miteinander!
Mit den soeben definierten Matrizen hat jedes Quaternion x € H eine eindeutige Darstellung

r=x9g-1+x1-IT4+29-J+ 23 K.
Das Quaternion x heifit rein, wenn hier xg = 0. Das zu = konjugierte Quaternion ist
T=xg-1—ax1-I —29-J —23- K.
Trotz der Vorzeichenkomplikationen berechnet man, wie im Fall der komplexen Zahlen,
T T = a5+ a7+ 75+ 23 = |z

Fiir z # 0 ist auch |z| # 0 und B
-1 ._ i c H

T = ‘Jj|2

ein Inverses beziiglich der Multiplikation.
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Somit erfiillt die Menge H alle Korpereigenschaften aus Definition 10 bis auf die Kommutativitét
der Multiplikation. Sowas nennt man einen Schiefkiorper. Bemerkenswert ist, dass H mit

{zog-1: zyg € R}, bzw. {zo-L1+x;-1: z9,z1 € R}

ein Exemplar der reellen Zahlen, bzw. der komplexen Zahlen als Teilkérper enthélt.

Die Multiplikation der reinen Quaternionen ist fast so antisymmetrisch wie das Vektorprodukt.
Deswegen findet man - mit etwas gutem Willen - auch das Vektorprodukt in dieser Quaternionen-
Multiplikation wieder. Es seien also

x=x1-I+z-JHu3- K, y=yi-I+y-J+ys-K €H
reine Quaternionen. Wir berechnen ihr Produkt

xy = (v I+ze-J+a3-K) - (y1-I+y2-J +y3- K)
= w12+ @y IR+ asys - K2
+(@1y2 — w2y1) - 1J + (z1y3 — 2391) - TK + (w2y3 — 23y2) - JK
= —(xy) I+xxy1-IT+Exxy)}-J+(xxy)s K

Die Quaternionen wurden 1843 von W.R. Hamilton (1805-1865) erfunden. Zu ihrer Untersuchung
und Anwendung griindete er so etwas wie einen Geheimbund. (Ganz in der Tradition von Pythagoras.)
Zunichst versuchte man dhnliche Produkt-Strukturen in hoheren Dimensionen zu finden. Weil es solche
nicht gibt, war das erfolglos. So haben die Quaternionen nur auf einem Umweg zur Entwicklung der
Vektor- und Matrizenrechnung beigetragen.

Aufgabe 32 Zeigen Sie fir z = xog + x11
z-J=J-Z.
Aufgabe 33 Zeigen Sie fiir jedes Quaternion q: Das Quaternion q ist Nullstelle des reellen Polynoms
22— (q+q) - =+
Aufgabe 34 a) Zeigen Sie fir je zwei Quaternionen p,q € H
p-al = Ipl - lgl-

b) Folgern Sie aus a): Wenn die ganzen Zahlen m und n beide eine Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen sind, so ist auch m - n eine Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen.

Aufgabe 35 Zeigen Sie fiir ¢ € H: Genau dann ist ¢* reell mit ¢> < 0, wenn q ein reines Quaternion
15t.
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7 Epilog

In diesem Vorkurs habe ich fiinf verschiedene Produkt-Strukturen zusammengestellt:

Produkt Dimension
Skalarprodukt beliebig
Vektorprodukt 3
komplexe Zahlen 2
Matrizen beliebig
Quaternionen 4

Strukturen sind in der Mathematik relativ neu. Natiirlich rechnet man schon seit Jahrtausenden
mit natiirlichen und rationalen Zahlen. Die negativen Zahlen stammen allerdings erst aus der Re-
naissance, als Banken erfunden worden, und diese auch mal Verluste machten. Und wie das mit den
reellen Zahlen war, das weifl ich nicht einmal. Das sind alles Rechenstrukturen. Aber den struktu-
rellen Aspekt erkannte und untersuchte man erst, als noch andere Strukturen in der Mathematik
auftauchten. Ausloser diirfte die Erfindung der Gruppentheorie durch Galois und Abel zu Beginn des

19. Jahrhunderts gewesen sein.

Heutzutage sind Strukturen ein wichtiges Hilfsmittel der Mathematik. Aber man darf sie nie zum
Selbstzweck werden lassen. Formale Strukturen sind dazu da, mathematische Inhalte zu kldren und
zu transportieren. Nicht, dass der Unterschied zwischen Form und Inhalt in der Mathematik objektiv

leicht zu erkldaren wiére.
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