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Entropie (Karikatur)

e Prozesse mit Umwandlung zwischen Energieformen in isolierten Systemen

e Rudolf Clausius (1865): In ,,isolierten Systemen”
)
ds > ?Q Entropieéinderung

mit Gleicheit in ,,idealen reversiblen” Systemen.

Q,T,V,... makroskopische Grofien

,]\

o Ludwig Boltzmann (1877): Statistik mikroskopischer Grofen,
Entropie als Maf} der ,,Zufilligkeit” einer Verteilung

Grofle Abweichungen
Spiirbare Abweichungen vom statistischen Mittel sind bei sehr grofien Systemen extrem unwahr-

scheinlich. Diese Wahrscheinlichkeit ist um so kleiner, je grofler die Abweichung vom Mittel ist,
und diese Abweichung kann durch Entropiedifferenzen gemessen werden.



Vorbemerkung Die im Skript enthaltenen Aufgaben sind dazu da, dass Sie sich mit Grund-
begriffen, Rechentechniken und Argumentationsweisen etwas vertrauter machen. Die Aufgaben*
sind zum Vorrechnen in den Ubungen gedacht.

1

Einige Begriffe der Stochastik

Hier ein paar kurze Erinnerungen an die Mafitheorie und evtl. die Stochastik. Details dazu findet
man in jedem einschligigen Lehrbuch, z.B. in [18].

Ist (2, F, P) ein Wraum und X : Q@ — R eine Zufallsvariable (ZV), so ist die Verteilung Px
von X das durch Py(A) = P(X~1(A)) definierte Wahrscheinlichkeitsmaf} auf dem Raum
(R, B), wo B die Borelsche o-Algebra auf R ist. Genauso definiert man Px fiir R%-wertige
ZVn und allgemeiner auch fiir Zufallsgroflen X : © — M, die Werte in einem beliebigen
messbaren Raum (M, M) annehmen.

Sind Xy,..., X, : @ = R ZVn, so ist ihre gemeinsame Verteilung Px, ... x, die Verteilung
der R"-wertigen ZV (Xi,...,X,). Die Verteilung der einzelnen X; erhilt man daraus durch
PXi (A) = PX1 X (Ri71 x A x Rnii).

.....

Die ZVn Xj,..., X, sind unabhingig gdw. Px, . x, = Px, X ... x Px

n*

Die Kovarianzmatrix der R"-wertigen ZV X = (X1,..., X,,)" ist
Var(X) = B[X - X!] — E[X] - E[X]",

also Var(X);; = Cov(X;, X;). Sie ist positiv semi-definit.

Seien (M, M, Q) ein o-endlicher Mafiraum, P ein Wmaf} auf (M, M).

e P < Q (,,P ist absolut stetig zu Q*), falls Q(A) =0 = P(A) =0 fiir alle A € M.

e Pk @ gdw. P= fQ fiir eine Wdichte f auf (M, M,Q), d.h. P(A) = fA fdQ fiir alle
A € M. Bezeichnung: f = % (Satz von Radon-Nikodym).

Jensensche Ungleichung: Ist J C R ein Interval, X eine integrierbare ZV mit Werten in J
und A : J — R strikt konvex, so ist

/h(X)dP >h (/ XdP)

mit Gleichheit genau dann, wenn X P-f.s. konstant gleich [ XdP ist.[12, 3.2.16(c)]



2 Entropie

Der Begriff Entropie wurde 1865 von Rudolf Clausius im Rahmen thermodynamischer Unter-
suchungen an idealen reversiblen Warmemaschinen eingefithrt. Der momentane Zustand einer
solchen Maschine wird durch wenige makroskopische Gréfien wie Volumen V', Temperatur 7', im
System vorhandene Wirmemenge () u.d. beschrieben, und die Thermodynamik beschreibt Zu-

sammenhénge zwischen solchen Groflen, z.B. % > 0 bei Prozessen, die in isolierten Systemen
ablaufen. Wegen ihrer Bedeutung bezeichnete Clausius die Grofle % als Entropie, spiter wurde

das prézisiert, indem man dS = % als Entropiednderung definierte. Natiirlich ist das eigentlich
viel komplizierter, und da ich selbst kein Experte fiir Thermodynamik bin, verweise ich auf weitere
Quellen [1], [2], [20]. Wichtig ist, dass es sich um eine Theorie fiir makroskopische Gréfien handelt,
die Systeme mit extrem vielen mikroskopischen Freiheitsgraden beschreiben, z.B. Gase mit 10%
Molekiilen pro Liter. Ludwig Boltzmann [3] und andere haben aufgezeigt, wie wichtige Aspek-
te der Thermodynamik mit Hilfe statistischer Uberlegungen aus mikroskopischen Eigenschaften
des Systems hergeleitet werden koénnen. Dabei muss man sich von der Betrachtung individuel-
ler Mikrozustéinde etwas 16sen und sich {iberlegen, durch wieviele verschiedene Mikrozustédnde
ein Makrozustand definiert werden kann. Systeme mit extrem vielen Freiheitsgraden werden sich
dann fast immer in einem Makrozustand befinden, der durch eine iiberwéltigende Zahl von Mi-
krozusténden realisiert werden kann. Das einfachste mathematische Beispiel dieser Art lernen wir
am Ende dieses Abschcnitts kennen.

Will man diesen Uberlegungen eine solide mathematische Basis geben, so gelangt man zu
unserem Thema Entropie und Grofle Abweichungen. Zunéchst einmal fiihren wir dabei Entropie
als eine Grofle ein, die den Abstand zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen voneiander misst.

2.1 Entropie von Wahrscheinlichkeitsvektoren

Ziel: Ordne jeder ZV X, die nur endlich viele Werte annimmt, eine reelle Zahl zu, die den Infor-
mationsgehalt von X in folgendem Sinn misst: Vor der Realisierung misst Sie die Unsicherheit,
die durch die Realisierung in einen Informationsgewinn iibergeht. Sie misst also den erwarteten
Informationsgewinn. Beachte, dass die Verteilung Px ein W’vektor ist.

Definition 2.1 Seip = (p1,...,pn) ein Wvektor.

H(p) ==Y pilogp; = — > o(p;) mit o(t) = tlog t und p(0) = 0
ist die Entropie von p. Ist X eine ZV, die n Werte annimmt, 0.B.d.A. die Werte 1,...,n, so ist
H(X):= H(Px).

Bemerkung 2.2 ¢ :[0,00) — R ist stetig und min¢ = —%.

Aufgabe 2.1 Uberzeugen Sie sich davon, insbesondere von der Stetigkeit an der Stelle 0. Zeigen Sie auch,
dass ¢ strikt konvex ist.

Satz 2.3 (Fundamentale Figenschaften von H)

i. H ist fiir jedes feste n eine symmetrische Funktion.

. H(p1y...,0n,0) = H(p1,...,Pn)
iti. (p1,p2) — H(p1,p2) ist stetig.
w. HX,Y) < H(X)+ H(Y) mit Gleichheit, falls X und Y unabhdngige ZVn.
Beweis: 1) und ii) sind offensichtlich, iii) folgt aus Bemerkung 2.2, iv) spiiter. ad

Die Eigenschaften i)-iv) einer auf W’vektoren definierten Funktion werden oft als wesentlich
fiir die Messung von Unsicherheit in einer ZV oder Verteilung angesehen. Es wurde gezeigt [7]:



Satz 2.4 H wird durch i)-iv) bis auf einen konstanten Faktor (d.h. bis auf die Basis des Loga-
rithmus) eindeutig bestimmdt.

Einen Uberblick in die weit verzweigte Literatur zum Charakterisierungsproblem fiir H findet
man in [11].

Eigenschaft iv) aus Satz 2.3 und einiges mehr werden im folgenden Satz zusammengefasst.
Dazu benttigen wir den Begriff der bedingten Entropie:

HY|X): ZP =] - H(Py|{x=2:})

Satz 2.5 (Weitere Eigenschaften von H)

. H>0

ii. H(p) <logn mit Gleichheit gdw. p = (+,..., 1).

iii. H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

w. HY|X) < H(Y) mit Gleichheit gdw. X und Y unabhingig.

v. H(X,Y) < H(X)+ H(Y) mit Gleichheit gdw. X und Y unabhingig.
Beweis

i. Offensichtlich, da 0 < p; < 1.

ii. ¢ ist strikt konvex (¢ > 0), also folgt aus der Jensenschen Ungleichung

H(p) = —TLZ %w(p < —ny (Z p’) = —ny( 1) = n%log(n) = log(n)

mit Gleichheit genau dann wenn p; = ps = ... = p,, also wenn p; = % fiir alle 4.

ili. O.B.d.A. sei Px = (p1,...,pm) und Py = (q1,...,¢n). Sei auBerdem Pxy = (T11,..., mn);
dh. P(X =4,Y = j) =r;;. Dann ist

H(Y|X) = —Zplzrml "

bi
= =) log rij + Y rijlogpi
i,j 1]
= H(X,Y)+) pilogp
= H(X,Y)-H(X)
iv. Mit der Notation von iii. folgt aus der Jensenschen Ungleichung
r
HY|X) = =) rjlog—
(1X) = = Fonios’
Tij
= *Zh‘j log q; — Zrij log ——
> > Pidj

= —qulogqj—Zplqgw( j)
-

¥ piq

N

szq]

pig;



mit Gleichheit genau dann, wenn alle ;;—CL den gleichen Wert w annehmen, d.h. wenn 7;; =

wp;q; gilt. Summation iiber ¢ und j ergibt dann 1 = w. Daher tritt Gleichheit genau dann
auf, wenn X und Y unabhéngig sind.

v. Folgt aus iii und iv.
O

Eine informative, eher elementar gehaltene Web-Seite zur wahrscheinlichkeitstheoretischen
Entropie ist [4].

Bemerkung 2.6 Die Differenz I(X;Y) := H(Y) — H(Y|X) aus Punkt iv wird als Transinfor-
mation von X und Y bezeichnet.

Aufgabe 2.2 Zeigen sie:

a) I(X;Y) =0 < X und Y unabhiingig.

b) I(X;Y)=H(X)+ H(Y)—- H(X,Y), insbesondere I(X;Y) =1(Y; X).

Aufgabe* 2.3 Zeigen sie: I(X;Y) = H(Y) < es gibt eine Abb. f so dass Y = f(X).

Bezeichne GV,, die Gleichverteilung auf {1,...,n}. Dann besagt Aussage ii, dass H(p) <
H(GV,,) mit Gleichheit gdw. p = GV,,. Deshalb scheint folgendes Maf fiir die Abweichung von p
von der Gleichverteilung interessant:

D(p|GV,) = H(GV,)—H(p) = pi(logn+logp;)
i
Di Di 1 p; Di

- Jdog 2 — B |1 N 1

zi:p ©8 1/n p[og 1/n} Zz:nl/n 8 1/n (1)
1 Di Di

= -_ = E .

e () = 2o o ()
Beachte, dass 1’% die Dichte des Wmafles p zum W’mafl GV,, auf {1,...,n} ist. Daher ist

dp dp
D(p||GV,,) / ogdGVndp /w (dGVn> dGV,

Aus Satz 2.5 folgt sofort:
e D(p||GV,,) > 0 mit Gleichheit gdw. p = GV,,.

Analoge Aussagen zu weiteren Punkten in Satz 2.5 werden - in einem allgemeineren Rahmen - im
néchsten Abschnitt hergeleitet.

Beispiel 2.7 (Entropie und Bionomialkoeffizienten)
Stirling-Formel: n! = ne~"+t0008n)  Also

ny n! _ n" (Ollogn)
k Elln —k)!  EkF(n—k)n—k

k/n 1-k/n\ ™
((k) (1 B k) ) Ollog n)
n n

exp(log(...... )+ O(logn))

(e () o (1- )] womenm)
o (n-11(£) + otuen),

wobei H (%) abkiirzend fiir H (%, 1-— %) steht.




Beispiel 2.8 (Grofie Abweichungen fiir die Binomialverteilung)
Seien &1, ...,&, wiv. ZVn mit P{§; = 0} = % =P{& =1} und sei X,, =& +...+&,. X, ist
also binomialverteilt mit Parametern n und 3. Fiir I = (a,b) C [0, 1] ist

1 “/n\ (1\"
P EXn el = )3 Lik/meny
k=0

< 2_"~n~max{(2):a<%<b}

)

(]

> 2’”~max{(2):a<%<b}

also

1 1 1 k k
1ogP{X € I} — —log2+ lim 1ogmax{exp <nH <> —|—O(logn)> ra< =< b}
n n n—oo n n n

= —log2—i—nli_>rr01O (maX{H (i) :a<s<b}+0<1oin)>
= —H(GVy)+sup{H(z):x €I}

= —(H(GVy)+inf{—H(z):z € I})

= —inf{H(GVsy)—H(z):z €I}

= - irégD((x, 1—12)|| GVs)

Fiir das abgeschlossene Intervall I = [a, b] erhilt man genau das gleiche Ergebnis.

Aufgabe* 2.4 Verallgemeinern Sie obiges Beispiel fiir binomialverteiltes X mit Parametern n und p €
(0,1) (statt p = %) Begriinden Sie insbesondere den Ubergang von der viert- zur drittletzten Zeile genau!

2.2 Relative Entropie, Kullback-Leibler Divergenz

Die Ausdriicke fiir D(p|| GV,,) in (1) lassen sich weitgehend verallgemeinern:

Definition 2.9 Sei (M, M) ein messbarer Raum, P,Q W’mafe auf (M, M). Definiere

ap — ap
D(PIQ) = { Jlow i = J ¢ ($) 4@ ful P <

D(P||Q) heifst relative Entropie, Kullback-Leibler Divergenz, Informationsdivergenz,
oder ... . Da p > f% ist, ist diese Grofle immer wohldefiniert.
Haben P und @ Dichten f bzw. g bzgl. eines o-endlichen Referenzmafes p auf (M, M) und

ist {f >0} C{g >0}, so z‘stP:fu:ggung, also P < @ mit%z%, so dass

D(P||Q) = /flog gdu= /gcp (;) dp. (2)

In leichter Erweiterung dieser Definitionen schreiben wir fiir P = fu auch

D@l = [ flog fau= [ o(r)du= [og far

falls dieses Integral wohldefiniert ist (auch wenn p kein Wahrscheinlichkitsmaf$ ist).
Dabei kénnen Sie z.B. an M = R? und p =Lebesgue-Maf denken.

Aufgabe 2.5 Uberzeugen Sie sich im Detail von der Giiltigkeit von Gleichung (2).



Einen Uberblick und Literaturangaben zur Kullback-Leibler-Divergenz findet man auf [5]. Siehe
auch [12].

Satz 2.10 D(P||Q) > 0 mit Gleichheit gdw. P = Q.

Beweis: Sei 0.B.d.A. D(P||Q) < oo. Wegen der Jensenschen Ungleichung ist dann D(P||Q) =
[ (%) dQ > ¢ (f %d@) = (1) = 0 mit Gleichheit gdw. % Q-f.s. konstant, also Q-f.s. 1 ist.

O
Satz 2.11 Seien X,Y ZVn, sei i1 das Lebesgue-Maf auf R, und sei Px = fu, Py = gu, Pxy =
hu? und h,(v) = hqu(‘uv) (hy, ist also die bedingte W’dichte von 'Y gegeben X = u und f(u) =
J h(u,v)dv, g(v) = [ h(u,v)du.) Dann ist
D(Px,y||u*) = D(Px||p) + D(Py|x||n)
falls diese drei Grofen > —oo (und damit auch wohldefiniert) sind, wobei D(Py|x|lpn) =
Jrz £ (v))dp® (u, v).

Es gzlt eine Verallgemeinerung fiir Zufallsgréffen mit Werten in allgemeinen Mafrdumen.
Beweis: Da D(Px,y||u?) > —ooc ist, kann man den Satz von Fubini anwenden: Da [ h,(v)dv =
ﬁ J h(u,v)dv =1, gilt

D(Pxyl|lp?) = /hlog hdp? = //h(u,v) log h(u, v)dvdu
= / (/h )(log f(u) + log hu(v))dv> du
{f(U)>0}
= / flu )<logf( )+ /h (v) log hy, (v)dv) du
{f(w)>0}
= /f )log f(u du—i—//f ))dvdu
= D(Px||p) + D(Py x||p)
O

Aufgabe 2.6 Uberzeugen Sie sich, dass alle Integrale und Umformungen im letzten Beweis wohldefiniert
sind.

Satz 2.12 Unter den Annahmen des letzten Satzes gilt:
D(Px.yl1®) > D(Px ) + D(Py | 12).
Ist D(Px y||u?) < oo, so tritt Gleichheit auf gdw. X undY unabhingig sind.

Beweis: Wegen der Jensenschen Ungleichung ist fiir jedes v

[ etmaense (/h dU>—¢</huv ) = lo(0)

mit Gleichheit genau dann wenn h,,( f]R w)du = f]R v)di = g(v) fiir p-f.a. u. Also

ist
D(Pyxlln) = /R F () ( [ olm(onan) au

/IR (/m f(u)@(hu(v))dU> dv

/ (g(w))dv = D(Py|u)
R

WV
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mit Gleichheit genau dann, wenn h,,(v) = g(v) fiir p x p-f.a. (u,v), d.h. wenn h(u,v) = f(u)g(v).
Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 2.11. ]

Aufgabe* 2.7 Sei (M, M, pu) ein W’raum, P, Q weitere W maBe auf (M, M). Zeigen Sie fiir 0 < o < 1:

D(aP + (1 = a)Q|lp) < aD(P[[p) + (1 — ) D(Ql| ).

11



3 Gibbs-Verteilungen

Wie wahlt man geeignete Verteilungen, wenn man zufillige Effekte modellieren will? Eine Richt-
schnur ist das Prinzip der mazimalen Entropie [6], das wir hier zu einem Prinzip der minimalen
relativen Entropie zu einem Referenzmafl p erweitern. Ist das Referenzmafl die Gleichverteilung
auf einer endlichen Menge, so sind beide Prinzipien dquivalent. In Situationen mit kontinuierli-
chem Beobachtungsraum kann es sich aber auch um das (normierte) Lebesgue-Ma$ auf einem
Wiirfel, einer Kugeloberflidche o.4. handeln, und auch o-endliche p (wie das Lebesguemafl auf R)
als Referenzmafl kénnen sinnvoll sein.

Daher nehmen wir jetzt an, dass (M, M, p1) ein o-endlicher Mafiraum ist, z.B. M = [0, 1] oder
wieder M = R und p =Lebesgue-Maf. p ist fiir uns eine ,,Gleichverteilung”, ist es ein W’maf, so
ist eine ZV X mit Px = u maximal zuféllig. Wollen wir aber eine Situation modellieren, in der z.B.
der Erwartungswert E einer [0, co)-wertigen ZVn bekannt ist — aber sonst nichts, so suchen wir ein
WahrscheinlichkeitsmaB P < p auf [0, 00), das D(P||p) unter der Nebenbedingung [ zdP(z) = E
minimiert.

Allgemeiner sollen die Erwartungswerte mehrerer Observablen (d.h. p-f.s. endlicher, messbarer
Funktionen) T4, ...T; : M — R vorgegeben sein. Sei daher fiir v = (y1,...,74)

D := {f:f Wdichte bzgl. u}
D, = {fGD:TEL}M,/deuy}
= {feD:EEL}M,/Tifdu:%»Vi:1,...,d}

Zur Abkiirzung schreiben wir D(f||p) := D(fu|p) fir f € D. Gesucht ist dann:

f € Dy mit D(f|p) = min{D(g|p) : g € D4}

Unter geeigneten Integrabilitdtsannahmen an die T; wird sich herausstellen, dass das gesuchte f
von der Form

d
fo = exp(—=v(¥) + (9,T)) := exp (1/)(19) + ZﬂiTi) fiir ein ¥ € R? ist,
i=1
wobei ¢ : R? — (—00, 00], ¢(¥) := log [ exp(d, T)du so gewihlt ist, dass [ fodp = 1. Bezeichne

O = {19 cR?: /exp(ﬁ,T) dp < oo}
= {19 € R%: fy existiert als Wahrscheinlichkeitsdichte zu u} .
Bemerkung 3.1 O ist eine konvexe Menge.
Aufgabe 3.1 Beweisen Sie diese Bemerkung.
Definition 3.2 Fiir ¢ € O ist Py := fyu eine Gibbs- Verteilung.

Beispiel 3.3

a) Die Bernoulli-Mafie mit Parameter p € (0,1) auf M = {0,1}" schreibt man folgendermafien
als Gibbs-Verteilungen: Sei T'(w) = Y";_, wy. Dann ist p7 @) (1 — p)»~7«) die Dichte des
Bernoulli-Mafies mit Parameter p zum Zihlma$ p auf M, denn > _,, p7 ) (1 — p)n=T@) =

neo ()p"(1 = p)"~* = 1. Diese Dichte schreiben wir um:
p 7@ .
pT(w)(l _p)nfT(w) =(1—p)" (1_1)) — ¢~ (=nlog(1—p))+log t£5-T(w)
= THIHITE) = fo()

12



wobei ¥ = log ﬁ, also p = %7 und () = —n -log(1 — p) = n -log(1 + ¢?). Es ist © = R.

b) Die Normalverteilung mit Erwartungswert m und Varianz o2 schreibt man folgendermafen als
Gibbs-Verteilung: Sei i das Lebesgue-Mafl auf R. Dann ist

1 —m)? 2 1
exp <_(;Um)> = exp (—(10g\/27r02 + ;%) + Do— x2>
o

Vora2 202 o2 202
= exp (—¢(V) + 1 T1(z) + P2T2(2)) = fo(z),
wobei Ti(z) = z, To(z) = 22, 91 = &, ¥ = —5z und (J) = logv2mo? + % =

log \/—7 /0¥ — %. Esist © =R x (—00,0).

Aufgabe 3.2 Schreiben Sie die Exponentialverteilungen, die Poissonverteilungen und die Gamma-Vertei-
lungen als Gibbs-Verteilungen zu geeigneten Referenzmafien .

Satz 3.4 (Momente von Gibbs-Verteilungen) Sei v ein o-endliches Maf$ auf (M, M) und
seien Ty, ..., T, Observablen.

Fiir9 € © mogen Ey und Covy den Erwartungswert bzw. die Kovarianz bzgl. des Wahrschein-
lichkeitsmafes Py— fou bezeichnen. Dann ist T € L?;ﬁ, und es gilt

1. Fdrjzl,...,dundﬂeéist

aij 0(0) = [ Ty du = BolT). also Di(9) = Eg[T] = T(0).

2. Firi,j=1,....,d und 9 € © ist
82
90,00, () = Covy(T},T;), also D*(¥9) = Vary(T) = DI(9).

Vary(T) = (Covy(T;,T})):; ist eine positiv semidefinite Matriz. Sie ist positiv definit genau
dann, wenn

die Familie {1,Ty,...,Ty} im Raum der M—Aquivalenzklas’sen messbarer 3)
Funktionen linear unabhdngig ist.

(Aus dieser Bedingung sicht man, dass die Matriz entweder fiir alle 9 € O oder fiir keines
positiv definit ist.)

Die Funktion ¥ — ~v(9) ist sogar unendlich of differenzierbar in 0.
Beweis:

1. Da
() = log/ exp(d, T)dp,

M
folgt aus dem Satz von der Differenzierbarkeit parameterabhingiger Integrale

P ~ 9 d _
g5, V@0 = V55 eW(EﬁﬂQdu—ewm:/ﬁﬂMﬁTﬂu (1)
J J i=1

/nmwzmm]

sobald wir die Integrabilititsbedingung dieses Satzes nachgewiesen haben: Sei dazu Jeo.
Es gibt 7 > 0 derart, dass ¥ + te; € © fiir alle t € R mit [t[ < 7. Sei nun [t| < Z. Dann ist

_ 1 _
19@m<§ZW+t%%E>t_«im'wMﬂin@Jv«tum»ﬂdt&m”ﬂ

%
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Betrachte nun zunéchst den Fall T;(w) > 0. Dann wenden wir diese Zerlegung fiir +7 an
und erhalten

0
—— 2 ViTuw) = |Ti(w) ZiﬂiTi(W)‘
€ w)e .
8,19‘7 |’L9:’L§+t€j ! |'19=19+t€j
< g . 6(5+77€j7T). (t —n)Tj(w) e(t=mTi(w)
n
< 2 (FnesT)
ne

denn max,<¢ |ze*| = max,>o re~? = e~ !, Ist Tj(w) < 0, so wenden wir dieselbe Uberlegung
auf —7 an und erhalten schlieBlich fiir alle [t| < J

< 2 -max{e“ﬂ"ej’T),e<1§_"ej’T>} € L}r

‘ 0 22 0iT
|[9="0+te; ne

a9

2. Unter Beriicksichtigung der Formel fiir % ¥ (¥) folgt &hnlich wie im vorherigen Teil (aber

mit etwas mehr Aufwand bei der Uberpriifung der Integrabilititsvoraussetzung):

7 v = iEﬁ[T-] _ 0 /efw(ﬁ)T_ew,T)du
61%8’[% 0v; J 0Y; J
0

. B )
= e w<19>)_/Tje<ﬁ,T>dﬂ+e W)'aﬂi

= —Eg[Ti]Eﬁ[Tj] + Eg[TZT]] = COVg(rfi,Tj).

/TjeZ‘Z=1 Iy

Diese Matrix der 2. Ableitungen ist als Kovarianzmatrix positiv semidefinit, denn fiir A € R?
ist

d d d
A Vary(T)A = >~ Ai); Covy(T;, Tj) = Var (Z Am) = Varg((\,T)) >0
i=1 j=1 i=1

mit Gleichheit genau dann, wenn (A, T) fyu-f.s. konstant ist. Da fy > 0 ist, ist positive
Definitheit, d.h. strikte Positivitit fiir alle A € RY\ {0}, #quivalent dazu, dass die Familie

{1,T1,...,T,} im Raum der p-Aquivalenzklassen messbarer Funktionen linear unabhiingig
ist.
Ahnlich zeigt man die Existenz der hoheren Ableitungen von . O

Korollar 3.5 Sei I' : © — R%, 9 — Ey[T]. (1(O) ist die Menge aller Erwartungswertvektoren
von T, die unter den W’mafen Py = fyu angenommen werden konnen.)

i. DI'(9) = Vary(T)
ii. Unter der linearen Unabhingigkeitsbedingung (3) ist T : © — T(©) ein Diffeomorphismus.
1. Seid=1,0 = O =R und w ein W’mafs, und es sei wieder die lineare Unabhdngigkeitsbedingung

o

(3) erfillt. Dann ist T'(O) das offene Intervall (o, ) mit o := p-essinf T und B := p-esssupT'.
Beweis: (von 4 und ii) DT'(J) = D*y(9) = Vary(T). Unter Annahme (ii) ist DI'(9) positiv
definit. Damit ist DI'(J) invertierbar, so dass I' ein lokaler Diffeomorphismus und I'(©) offen ist.
Fiir 9,9 € © gilt aulerdem: Sei v = ¥ — 9 # 0. Dann ist

1
(v, D(0) = T@)) = (v, T +v)) — (v,T(V)) = / (v, DT(¥ + tv)v)dt > 0,
0

also I'(J) — D(9) # 0. Also ist I injektiv und damit bijektiv von © auf (). m
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Aufgabe* 3.3 Beweisen Sie Teil 44 des Korollars. Hier sind einige Teilschritte:

1. T(©) ist ein offenes Intervall.

2. a < I(9) < B fiir alle ¥ € O.

3. Zu jedem b < B = p-esssup T gibt es ein 9 € R, fiir das [ fo-Tdu = [g T~ T dy > b. Dazu
kann man folgendermafen vorgehen: Sei b < b’ < . Betrachte Ay = {T" < b}, Ay = {b<T < b’}
und Ay = {T > b'}, und beachte, dass Py(A2) > 0 (warum?).

- Zeigen Sie: limsupy_, o, ggg‘:g; =0.

- Folgern Sie: limy_,o0 Py(Ao) = 0.

- Zeigen Sie liminfy_ [ fo - T dp > b. Zerlegen Sie dazu das Integral in die Anteile {iber Ag und
A1 U As. Vielleicht wollen Sie fiir das Integral iiber Ay benutzen, dass T - fy = TeT . fo—1 -
e (O=1)—%(9)

4. Eine entsprechende Aussage gilt fiir a > a.

5. Folgern Sie aus 2., 3. und 4., dass I'(©) = (o, §).
Um zu zeigen, dass liminfy_, o on fo - Tdp > 0, kann man folgendermaflen vorgehen: Zunéchst ist

1) —n 1 Py 1(A (9 —1)—1
fo-Tdu= / TeT - fo_1dp-e? VDV > 2. Py—1(Ao) Py_1(Ay) e?0=D=v (),
Ao (T<b} e Py_1(A2)

Py_1(Ag) /70T = / e T fadu<e™,
{T>b"}

folgt aus limsupy_, ggg‘:g; =0, dass in der Tat liminfy_, on fo-Tdu>0. Also ist

liminf [ fy-Tdp > liminf fo - Tdp + liminf fo-Tdu
Y— 00 ¥— 00 Ao Y —00 AjUAS
>b-liminf Py(A; U A2) =b- (1 — limsup Py(Ao)) = b.
¥—o0 Y—o00

Satz 3.6 (Minimierung der relativen Entropie unter Nef)enbedingungen)
Sei p ein o-endliches Mafs auf (M, M). Isty = T'(¥9) fiir ein 9 € © und einy € R%, so ist fy € D,

D(follw) = min{D(g||p) : g € Dy}
und D(fg|lp) = D(g||n) genau dann, wenn g = fy p-f.s. Explizit ist
D(follw) = (9,1 (®)) — (9).
Beweis: Vorbemerkung: Ein naiver Variationsansatz liefert fiir einen Minimierer g € D, und jedes

dg mit g + dg € D, unter Beachtung von log(g + dg) = log g + log (1 + %):

0 < D(g+dgllp) — D(gl|p)

/ (g +dg)log(g + dg)du — / glog gdpu

1) )
= /glog <1+ ;) du+/§g <logg+log (1 + gg>> dp
g 2
= ggdu+ églog gdp + O((09)°)
— 0+ [ dgloggdn + O((3)") .
wobei die Bedeutung des Fehlerterms O((dg)?) nicht priizisiert wird. Fiir g — 0 wird die letzte
Zeile vom Integralterm dominiert, und da man dg in der ganzen Rechnung durch —dg ersetzen

kann, muss [ dgloggdu = 0 sein fiir alle 6g mit [dgdp = 0 und [dgT;dp =0 (i = 1,...,d). In
der Notation der Linearen Algebra kann man das so formulieren:

logg € (span{1,Ty,..., Ty} )t =span{1,T,..., Ty},
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so dass log g eine Linearkombination von 1,77, ..., T; und daher ein log fy sein muss. Problematisch
an diesem ,,Beweis” ist, dass man i.A. nur Welﬁ dass [|dg|dy Klein ist, nicht aber dg € L.
Insbesondere ist der Ausdruck O((8g)?) sicher nicht wohldefiniert.

Nun zum formalen Beweis (angelehnt an [10, Theorem 3.1]):

Da v =T'(0) = Ey[T], ist auch fy € D,. Unter Beriicksichtigung von log fy = —¢(9) + (J,T)
folgt

D(follp) = /fﬁ log fodp = = () + /(ﬁ,T>f19du = (0, I(¥)) — ¢(9) < oo.

Sei nun g € D., mit D(g|p) < oo. Insbesondere ist 7' € L!

gus also auch log fy € Lglm' Es folgt:

D(gllu) — D(follp) = /glogg dp — /fﬁlngﬁ dp = /flog - fo du+/(g—fﬁ)logf19 dp
- /w<é)fwm+/@m»<ww>waT»w

>¢(/gnw)uaw—mw
e(1)

= 0

wobei in der dritten Zeile die Jensensche Ungleichung fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf} fyu benutzt
wurde. Insgesamt tritt Gleichheit auf genau dann, wenn fg fop-f.s konstant ist. Da fy > 0 ist, ist
das dquivalent dazu, dass - pu-f.s constant ist, und da sowohl fy als auch g Wahrscheinlichkeits-
dichten zu p sind, folgt g= fqg p-f.s. o

Beispiel 3.7 Sei M = {0,1}", u das Z#hlmaB auf M und T'(w) = Y ;_, wg, siehe Beispiel 3.3a.
Sei v = pn fiir ein p € (0,1). Dann minimiert die Dichte der Bernoulliverteilung zum Parameter p,
d.h. die Dichte b, ,(w) = pT@) (1 — p)"~T@) das Funktional D(g||x) unter der Nebenbedingung
[Tgdu=r.

Das folgt so: Nach Satz 3.6 ist die gesuchte Dichte von der Form fy = e~ YHIT fiir ein O aus
© =0 =R . Wie in Beispiel 3.3a zeigt man, dass ¥(9) = nlog(1 + €”) , so dass

9
1"(19):D1/J(19):n1+6ﬁ und TI'(©) =T(R) = (0,n).
Dabher ist
Dy(9) =~ = d e’ dw
=7 =pgdv. ;5 =pedw. T =1-p,

so dass wir als minimierende Dichte erhalten:

1 n

— oY) HIT(w) _
folw) = e = (=

was wieder genau mit der Form aus Beispiel 3.3a iibereinstimmt.

Aufgabe* 3.4 Zeigen Sie, dass die Exponentialverteilung zum Parameter /\ die relative Entropie zum
Lebesgue-Maf3 u auf [0, 00) unter der Nebenbedingung 77E]rwa]rtumgswer‘c— T+ “ minimiert.

Aufgabe* 3.5 Zeigen Sie, dass die Normalverteilung mit Erwartungswert m und Varianz ¢? die rela-
tive Entropie zum Lebesgue-Maf} 1 auf R unter den Nebenbedingungen ,,Erwartungswert= m* und ,,2.
Moment= m? + ¢ “ minimiert. Bestimmen Sie explizit die Abbildung I' und ihre Inverse fiir dieses
Beispiel.
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Aufgabe* 3.6 Sei (M, M, p) ein o-endlicher Mafiraum und 71, ... T4 : M — R Observablen, also messba-
re, p-f.s. endliche Funktionen. Bezeichne

V :=span({1,Ti,...,Tq4}) im Raum der p-Aquivalenzklassen messbarer Funktionen.
Seien 9,19’ € ©. Charakterisieren Sie mit Hilfe von V, wann fy = f§ u-f.s. ist.

Anwendungen der ,,Maximum-Entropie-Methode“ in der Okonometrie findet man in der Mo-
nographie [16], Beispiele in den Arbeiten [22] und [26]. Eine Anwendung in der Populationsgenetik,
die sich in ihrer Herangehensweise an der statistischen Mechanik orientiert, ist z.B. [8].
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4 Anwendung in der Statistik: exponentielle Familien

4.1 Minimierung der Kullback-Leibler Divergenz und
Maximum-Likelihood

Da es sich in diesem Abschnitt um Fragestellungen der Statistik handelt, benutze ich hier die
Bezeichnung Kullback-Leibler Divergenz statt relativer Entropie. In der parametrischen Schétz-
und Testtheorie spielen exponentielle Familien eine grofie Rolle. Viele wichtige Familien von Ver-
teilungen (z.B. die Normalverteilungen) gehoren dazu.

Definition 4.1 (Vergl. [25, Abschn. 1.7]) Sei (M, M, v) ein o-endlicher Mafiraum. Fine Familie
(@Qx : X € A) von Wmaflen auf (M, M) heifit exponentielle Familie (auch Exponentialfamilie),
falls es eind € N, A: A = R, ¢: A = R? und messbare h : M — [0,00) und T : M — R? gibt,

so dass
dQx

dv

Mit v ist auch p := hv o-endlich (warum?) und dc%*(x) = A(N) - exp(C(A), T(x)). Setzt man

nun fy := exp(—¢(9) + (9, T)) fiir 9 € © := ¢(A) C R, so ist dﬁf = fe(n) bis auf Umpara-

metrisierung die Dichte einer Gibbs-Verteilung. 9 := (()\) wird als der natiirliche Parameter der
Familie bezeichnet. Also:

() = A(A) - h(z) - exp(C(A), T ().

Exponentialfamilien in natiirlicher Parametrisierung sind bei geeigneter Wahl des Re-
ferenzmafles dasselbe wie Familien von Gibbs-Verteilungen.

Das entspricht der in [12, Abschn. 7.1.6] gewihlten Definition einer Exponentialfamilie, von
der wir auch hier im Weiteren ausgehen.

Die Idee des Schiitzens (ganz allgemein und etwas vage) Beim Schitzen geht es in der
Statistik immer darum, aus einer vorgegebenen Familie von Verteilungen (dem statistischen Mo-
dell) eine Verteilung auszuwiihlen, die einen beobachteten Datensatz méglichst gut beschreibt.
Handelt es sich um eine parametrisierte Familie (z.B. die Familie aller eindimensionalen Normal-
verteilungen mit Varianz 1), so lauft das darauf hinaus, den - evtl. mehrdimensionalen - Parameter
dieser Verteilung zu bestimmen (z.B. den Erwartungswert einer Normalverteilung). Das wesent-
liche konzeptionelle Problem besteht darin, die Idee ,,einen beobachteten Datensatz moglichst
gut beschreiben” mathematisch zu prézisieren. Im folgenden wird ein allgemeiner Ansatz dazu
prasentiert, aus dem sich sogar die Wahl des statistischen Modells ergibt.

Schitzung einer unbekannten Verteilung durch Minimierung der Kullback-Leibler
Divergenz Sei nun (M, M, 1) ein o-endlicher Mafiraum, und seien X1, ..., Xy w.i.v. M-wertige
Beobachtungen mit unbekannter Verteilung Px < p.

Sind die X; nicht direkt beobachtbar, sondern kennt man nur die beobachteten Mittelwerte
% Zf\; T (X;) von Observablen T3,..., Ty : M — R, T = (T,...,Ty) : M — R?, so kann man
folgende Uberlegung anstellen, um auf Basis dieser beobachteten Werte die unbekannte Verteilung
Px zu schitzen: Die gesuchte Verteilung soll die empirischen (gleich: beobachteten) Mitelwerte
der T; reproduzieren, dariiberhinaus aber moglichst groflen Zufall reprisentieren. Formal: Die
geschiitzte Verteilung hat diejenige Dichte f bzgl. pu, die die Kullback-Leibler Divergenz D(f]|u)
unter der Nebenbedingung [,, T'fdu =4 = + Zfil T(X;) minimiert. Damit ist f von der Form

fo = exp(=p(9) + (9, 7))

mit dem aus den Beobachtungen bestimmten Parameter ¢ = 9 = I'~1(%). Dabei muss man

voraussetzen, dass 4 € I'(0), dass also das beobachtete 4 iiberhaupt als Erwartungswertvektor
unter einer Verteilung der gewédhlten Familie auftreten kann.
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Satz 4.2 Denselben Schitzwert 9 = I'~1(4) erhdlt man durch eine Maximum-Likelihood-Schétzung
des Parameters 9 in der exponentiellen Familie (fyp : 9 € ©).

Beweis: Fiir eine Maximum-Likelihood-Schétzung von ¥ ist, bei gegebenen X7, ..., Xy, die Dichte
der Verteilung von (X1,...,Xn), also die Produktdichte Hfil fo(X;) — dquivalent dazu deren
Logarithmus — durch Wahl von ¢ zu maximieren:

N N N
mdjmunz—Nwm+§3mﬂ&»=N(~wm+<a§§jnxv>

N (—p0) + 9,4,
also nach Satz 3.4 N
Dy <1OgH fﬂ(Xi)> = N(=I'(9) +79).

Dieser Ausdruck wir null fiir 9 = I'"1(%). Die 2. Ableitung —N DyI'(9) = —N Vary(T) ist {iberall
negativ definit, so dass tatséchlich ein Maximum vorliegt. O

4.2 Kullback-Leibler Divergenz und Fisher-Information

Sei (fy : ¥ € © C R?) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsdichten auf dem o-endlichen MaB-
raum (M, M, p) (nicht notwendig eine Exponentialfamilie). Wir nehmen an, dass die Zufallsva-
riablen Dy (log fy) : © — RY bzgl. Py = fgu quadratingerierbar sind und definieren die Fisher-
Informationsmatriz als die Kovarianzmatrix dieser ZV unter Py,

I(9) := Vary(Dy(log f9)).

1(9) ist also positiv semidefinit. )
Ist speziell fy = exp(—y(9) + (9, T)) eine Exponentialfamilie, so ist fiir 9 € ©:

Dy(log fy) = (Dy(—9(9) + (9, T)) =T — Ey[T]

und daher
I(9) = Varyg(Dy(log f9))) = Varyg(T). (5)

Satz 4.3 (Cramer-Rao-Ungleichung)

Sei g : © — RF eine Funktion der natiirlichen Parameter und sei die RF-wertige ZV Y ein
erwartungstreuer Schitzer von g(¢), d.h. es gelte Ey[Y]| = g(9) fir alle ¥ € ©. Ist Vary(Y;) < oo
fir alle i = 1,...,k und ¥ € © und ist die Fisher-Informationsmatriz I(¢) invertierbar (d.h.
positiv definit), so gilt unter milden Regularititsannahmen

Vary(Y) = Dyg(9) - 1(9) " - Dyg(d)". (6)

Dabei wird Dyg(9) als k x d-Matriz aufgefasst. Die Ungleichung ist im iblichen Sinn von ,,Lin-
ke Seite minus Rechte Seite ist positiv semidefinit” zu verstehen. Fir k = 1 ist es also eine
gewohnliche Ungleichung zwischen Zahlen. (Der Schitzer Y heifit effizient, falls in dieser Unglei-
chung fiir alle 9 Gleichheit gilt.)

Beweis: Siehe z.B. [12, Theorem 7.2.16] oder [25, Satz 2.124].
Skizze: Sei zunéchst k = 1. Unter geeigneten Annahmen kann man folgende parameterabhéngigen
Integrale differenzieren (in den mit (*) markierten Gleichheiten):

Ey[Dy(log fy)] = /fﬁDﬁ(IOg fo)dp = /Dﬁfﬁdﬂ © Dﬁ/fﬂdu =Dyl =0,
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so dass
_ (&) _ _
Dyg(9) = Dﬁ/Yfﬁd,u = /Y‘Dﬁfﬁdﬂ = /Y‘Dﬁ(logfﬁ)fﬁdﬂ = Ey[(Y — Ey[Y]) - Dy(log fs)].

Durch Multiplikation von rechts mit dem nicht-zufilligen d-Vektor I(d)~!Dyg(¥9)* folgt:

Dyg(9) - 1(9)™" - Dyg(¥)" = Ey[(Y — Ey[Y]) - (Dy(log fs) - 1(9) ™" - Dyg(9)")]
ERF—R! €RF—R!

< VVary(Y)/Eg[(Dg(log fo) - I(9) =1 - Dyg(d)!)2]-

Weiterhin ist wegen der Symmetrie von I(9)~! und weil Dy(log fy) - I(9)~! - Dyg(d)! ein Skalar
ist: :

(9)~" - Ey[Dy(log f)" - Dy(log f)] - 1(9) ™" - Dyg(v)*
1)~ - Varg[Dy(log f9)] - 1(9) ™" - Dyg(v)"
(9)~" - Dyg(9)",

wobei auch Ey[Dy(log fg)] = 0 benutzt wurde. Daher:
Varg(Y) > Dyg(9)I(9) ' Dyg(v)".

Im Fall ¥ > 1 sei u € R* beliebig. Dann erfiillen (u, g) und (u,Y’) die Voraussetzungen des Satzes
fir £k = 1, so dass

u' - Varg(Y) - u Vary((u,Y))
D19<U,g('l9)> : 1(19)71 : D19<uag(’l9)>t

u' - Dyg(9) - 1(9)™" - Dyg(9)" - .

\%

O

Bemerkung 4.4 Ist fy = exp(—¢(9) + (4,T)) eine Ezponentialfamilie und will man g(J) =
Ey[T;] schétzen, so ist T; selbst ein effizienter erwartungstreuer Schitzer, denn fiir ¥ € © ist
I1(9) = Vary(T') nach (5) und

Dyg(9) = e - DyEy[T] = €} - DyI'(¥) = el - Vary(T) = €} - I(¥),
so dass

Dyg(9) - I(9)~" - Dyg(9)" = e!

EI9) - I(0) ™ I(0) - e; = (I(9))i,; = Vary(Ty).
Bemerkung 4.5 Unter geeigneten Regularitits- und Integrabilitdtsannahmen besteht folgender
Zusammenhang zwischen I(¢#) und der Kullback-Leibler Divergenz: Seien 1,9’ € ©. Dann kann
man zeigen, dass

1
D(Py/||Py) = 5(19' — NI —9) +o(]9 —I|*) imLimesd’ — 9. (7)
Beispiel 4.6 Die Normalverteilungen A (m,o?) bilden eine Exponentialfamilie mit T} (z) = =,
To(x) = 22, U1 = %, ¥y = —555. Ty ist ein erwartungstreuer effizienter Schétzer von gi(9) =
2
Ey[T1] =m = —2‘9712, Ty von go(¥) = Ey[Ta] = o2 +m? = —ﬁ + 41971%. (Erwartungstreues Schétzen

von o2 wird hier nicht erfasst.)
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Aufgabe* 4.1 a) Weisen Sie Gleichung (7) zunéchst fiir exponentielle Familien mit natiirlicher Parame-
trisierung nach. (Das ist eine recht direkte Rechnung, die die vorher hergeleiteten Formeln benutzt.)

b) Weisen Sie die Gleichung dann fiir allgemeine Familien Py = fyu unter geeigneten Annahmen an die
Parameterabhéngigkeit der fy nach. (Dabei werden Sie wahrscheinlich [12, Proposition 7.2.16] benutzen
wollen.)

Zusammengefasst (fiir den Fall g(¢) = ¥):

Bei ,kleiner“ Fisher-Informationsmatrix I(¢) hat jeder erwartungstreue Schétzer Y
von ¥ eine grofle Varianz (Gleichung (6): Vary(Y) > I(9)~!) , weil sich Verteilungen
zu benachbarten Parametern nur wenig unterscheiden (Gleichung (7): D(Py/ || Py) =
1) (0" = 9)* + (v — 1)?)).

Will man nicht ¥, sondern a fiir ein festes o € R\ {0} schétzen, so ist oY ein erwar-

tungstreuer Schiitzer, und Gleichung (7) liefert, wenig iiberraschend, dass Vary(aY) >
al(¥)ta = a?I(9¥)"L.
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5 Entropie und Konvexitét

5.1 Halbstetigkeit

Definition 5.1 Fine auf einem metrischen (oder topologischen) Raum definierte Funktion f :
E — (—o0,00] heifit unterhalbstetig oder halbstetig von unten, engl. lower semicontinuous,
falls f=1((—o0,a)) fiir jedes a € R, abgeschlossen ist.

Bemerkung 5.2 Indikatorfunktionen offener Mengen sind unterhalbstetig, denn fiir offene G C E
und f = 1g gilt:

0 falls a < 0
' (~00,a])=¢ E\G fallsO0<a<1
E falls a > 1.

Aufgabe* 5.1 Zeigen Sie, dass auf einem metrischen Raum E jede der folgenden Bedingungen zur Halb-
stetigkeit von unten dquivalent ist:

i. Sind z,xn € E, limn— o0 Tn = , so ist limsup,,_, . f(xn) =
ii. Sind z,x, € E, limp— 00 Tr, = , 0 ist liminf, e f(zn) = f(x).
iii. Fir alle € E ist lim. o inf f(U:(2)) = f(x).

Aufgabe* 5.2 a) Sind f, : E — R stetig, fi < fo < ... und f(z) = sup,, fu(z) fir © € E, so ist f
halbstetig von unten. (Tatséchlich ldsst sich auch umgekehrt jede von unten halbstetige Funktion als
punktweiser Limes einer wachsenden Folge stetiger Funktionen darstellen. Zeigen Sie auch das, unter
der Zusatzannahme, dass E kompakt ist.)

b) Ist (fx|]A € A) eine beliebige Familie stetiger Funktionen von E nach R, so wird durch f(z) :=
supyca fa(x) eine unterhalbstetige Funktion f : E — (—o0, 00] definiert.

Aufgabe* 5.3 Sei X ein reeller Vektorraum, F : X — R (A € A) lineare Funktionale und =z € X

(A € A). Definiere F' : X — (—00,00] durch F(z) := supycp (Fa(z) + x). Zeigen Sie, dass F' ein konvexes
Funktional ist, d.h. dass F(az + (1 — a)y) < aF(z) + (1 — a)F(y) fiir alle z,y € X und alle o € [0, 1].

5.2 Variationsprinzip fiir die relative Entropie

Sei (M, M, ) ein W’raum, insbesondere also D(v|p) > 0 fiir alle Wmafle v auf (M, M). Es
sei mb(M) der Raum aller M-messbaren Funktionen von M nach R, mby(M) = {u € mb(M) :
u beschrénkt}. Fiir u € mb(M) definieren wir

U(u) := log/e“du € (—00, ). (8)
Beachte, dass U((9,T)) = ¢(¢) in der Notation von Kapitel 3.
Lemma 5.1 a) Seiu € mb(M) und sei v ein Wmaf8 auf (M, M) mit [ utdy < oco. Dann ist
[udv =Dl < v )

mit Gleichheit genau dann, wenn ¥(u) < oo und v = "YWy (Ist W(u) < oo und v =
e~ YWy, so ist[ utdy < oo dquivalent zu D(v||u) < o.)

b) Fir jedes u € mb(M) ist

U(u) = sup{/udu— D(v|p) : v Wmaf aufM,/u+d1/ < oo}. (10)

sup {/udu —D(v|p) : v Wmap aufM7/|u\ dv < 00, D(v||p) < oo}
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c) U (mbp(M),|.l|ec) = (—00,00) ist konvex und unterhalb stetig.
d) Fiir jedes W’Maf v auf (M, M) ist

D) :sup{/udu—\ll(u):ue mbb(M)}. (11)

Ist v < u, so gilt Gleichheit fiir u = log Z—Z (auch wenn das nicht beschrdnkt ist).

Beweis: a) Wir beginnen mit zwei Extremfillen:

- Sei D(v||p) = oo. Dann liegt strikte Ungleichheit in (9) vor. Wire in dieser Situation ¥(u) < oo
und v = e* "YWy, so wire D(v||p) = [u— ¥(u)dv < [utdy — ¥(u) < .

- Sei ¥(u) = co. Dann kann Gleichheit in (9) nicht auftreten, da die linke Seite < oo ist.

- Sei also D(v||p) < oo, insbesondere v = fu fiir eine W’dichte f, und ¥(u) < co. Dann ist nach
Jensen (angewandt auf das Wahrscheinlichkeitsmaf e*~%(®) )

W) - [udv+DWlp) = [ W) —utiog ) fdp= [1og L
f f u—V(u f u—V(u
= /eu—\ll(u) ~10g eu—‘l’(u)e ( )d'u = ¥ eu—"(u) € ( )d'u

A o) () -

u—(u)

WV

p-f.s. ist. Da e*~ Y eine strikt positive
(

mit Gleichheit genau dann, wenn ﬁ konstant e

Wahrscheinlichkeitsdichte ist, ist das dquivalent zu f = e*~%(®) y-f.s.

Schlieflich: Fiir v = e*~Y® 1 ist 0 < D(v||p) = [(u— VY (u))dv = [udv—¥(u), also D(v||u) <
oo genau dann wenn [ utdy < oo.
b) Das erste ,,>“ in (10) folgt aus Teil a), das zweite ist trivial. Zu zeigen bleibt:

Es gibt Wmafle v, auf M mit
[ Jul dv, < 00, D(vp||p) < 0o und ¥(u) < sup,. ([ wdv, — D(vp||p)).
Fir r > 1 sei (@) (@)
u(x falls u(z) <r
ur() = { —logu(x) falls u(xz) >r

Dann ist w, < w, lim, o u,-(z) = u(z) fir alle z € M und

1
U(u,) = log/e“”du = log (/{ _ }e“du—i—/{ }udu> < 00,
uLr u>r

da f{u>r} %d,u <L und

lim, 0o U(u,) = log [e“dp = T(u)

U (ur)

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz. Betrachte die Wmafle v, = e%r~ . Es ist

ist [ |u| dv, < 0o, denn

1
/uﬂlur = Vlur) (/ utedu —|—/ udu) e V) (re" 41) < 00
{u<r} fu>ry U

und

—_

/u_dVT :/ (_u)eur_‘p(ur)du :/ (_u)e_(_u)du . 6_\1’(“7‘) < 76_\1/('“7") < 00.
{u<0} {u<0}

g
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Da u, nach oben beschriinkt ist, ist D(v,||;t) < oo, und es folgt aus Teil a), dass ¥ (u,) = [ u, dv, —
D(v,||1) und daher

U(u) < sup ¥ (u,) = sup/u,« dv, — D(vp||p) < sup/udu,« — D(vp||p) < P(u).

r

¢) Sei V' die Menge aller W'mafle v auf (M, M) mit D(v||u) < co. Betrachte die stetigen affinen
Funktionale F, : mby(M) — R,u — [udv — D(v||p). Wegen b) ist ¥(u) = sup, ¢y F,(u) fiir alle
u € mby (M), so dass ¥ als punktweises Supremum affiner Funktionale konvex und als punktweises
Supremum stetiger Funktionale unterhalbstetig ist.

d) ,,>“ folgt sofort aus (9). Fiir die Umkehrung betrachten wir zwei Fille:

-Ist v = fpu, so setze uy s = log(f Ar)V (—s) fir r,s > 1. Dann ist —s < u, s < logr, insbesondere
J u;‘:s dv <logr < oo, und fiir festes r geht im Limes s — oo

/uns dv — U(u,s) = /(log(f AT)V (—s)) < fdp— log/(f AT)Ve *du
— /log(f/\r)~fduflog/f/\rdu
(Begriindung?). Fiir r — oo geht dieser Ausdruck gegen
J1og s sau—10g [ au =Dl
- Ist v € p, so gibt es ein A € M mit pu(A) =0 und v(A4) > 0. Fiir u, =7 - 14 geht dann

/ur dv —V(u.) =r-v(A) — log/er'lA du=r-v(A) = 0o =D(v||n) im Limes r — oc.

Sei weiterhin (M, M, i) ein W’raum, T : M — R? messbar, ¥ € R

Korollar 5.3

$(®) = log / 0T

= sup{/(ﬁ,T) dv—D(v|p) : v W’maf auf (M7M),/\<19,T>|dy < oo}. (12)

Weiterhin gilt:
a) Fir 9 € © wird das Supremum nur durch das W’mafi v = fyu realisiert.

b) Fird € 0O ist
() = (0,0(9) = D(follp) = sup{(9,T(¥")) — D(for||p) : 9" € O}, (13)

und das Supremum wird nur fir 9 = 9" angenommen. (Zur Erinnerung: T'(¥) = Eg[T].)

c) Fir 9,9 € © ist
(@, T(@W)) < ¥(@) + D(forlln)
mit Gleichheit gdw. ¥ = .

d) Fird € O ist
D(follp) = sup{{(?, L(9)) — (') : ¥’ € O} (14)
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Beweis: Da ¢(09) = U((9,T)) ist (12) ein Spezialfall von (10) mit v = (9, T). Insbesondere ist
U(u) = () < oo fiir ¥ € ©. Mit Lemma 5.1a folgt daraus Aussage a) dieses Korollars.
Fiir v = fgp und v = (9, T) folgt aus (9)

(0, 0(0)) = D(forllm) = (9, EG[T]) — D(forlln) = /<19,T>f19’ dp = D(forllp) < (u) = ()
mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ =, da [ |u|dv < Y, [0;| - [ |Ti|for du < 0o. Das ist b).

c) folgt aus b).
d) folgt aus ¢) mit Vertauschung von ¥ und ¢’. a

Satz 5.4 Sei M ein kompakter metrischer Raum mit Borel-o-Algebra M und p ein W’maf§ auf
M. Sei U : C(M) — (—o0,00], ¥(u) = log [ €*dp. Dann ist

D(v|) = sup {/udu —U(u):ue C(M)}

fir jedes W’maf v auf M.

Beweis: Das ist im Wesentlichen (11). Man beachte, dass bei gegebenen W’mafien p und v und
u € mby (M) sowohl [wudy als auch W(u) (gleichzeitig!) durch stetige beschriinkte @ approximiert
werden kénnen [17, Lemma 1.35]:

Sei v € mby(M), € > 0, und setze S :=supe®. Wahle @ € C(M) so, dass

g2 g2 .
/|u—ﬁ\d(1/+u)<@/e“du<§ und  e" < 265.

Dann ist |fud1/—fﬂd1/| < % < 2 und

/ead,u / eﬁdu—i—/ etdp
{a—u<e/2} {t—u>e/2}

< ee/z/e“du+25ou{|ﬂ7u|>%}
2 g?
< ef/? g 25.,.7./ ud
e /e o+ PFYS e ap
< fean (o).

woraus durch Logrithmieren folgt
U(a) < U(u)+ log (eE/Q (1 + g)) < U(u) +e.

Also:
/adu— V() > /udu—52 —U(u) —e.
O
Die Dualitétsbeziehungen in Korollar 5.3 und Satz 5.4 sind Spezialfiille der folgenden Situation:
Definition 5.5 Sei X ein topologischer Vektorraum (z.B. ein normierter Vektorraum), X* sein

Dualraum (der Raum aller stetigen linearen Abbildungen von X — R). Sei A : X — (—00, 0]
eine konvexe Funktion. Die durch

A" X* — (—00,00], A*(2) =sup{{z,2) —A(z) : z € X}

definierte Abbildung heifit Legendre-Fenchel Transformierte von A.
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Bemerkung 5.6 a) Nach Definition ist A*(z) + A(z) > (z, 2) fir alle x € X und z € X*.

b) Als Supremum affiner Funktionen ist A* konvex und unterhalbstetig. (Beachte, dass X* mit
der dualen Topologie selbst wieder ein topologischer Vektorraum ist.)

Bemerkung 5.7 Im Fall X = R?, also auch X* = R%, und falls few’ﬂd,u < oo fiir alle ¥ € X,
so dass © = X ist, kann man Gleichung (14) so formulieren:

D(fslln) = sup{(?,T(9)) = (¥') : ¥ € X} = 4" (D)) fird € © = X.

Interpretiert man nun I' : © — R als Abbildung von X nach X* und gilt die lineare Un-

o

abhéngigkeitsannahme (3), so folgt daraus wegen (13) fiir alle z € I'(0) = I'(X):

U*(2) = D(fr-1:lln) = 071 (2), 2) =T (2))

o °

und das ist differenzierbar in z € I'(©). Fiir z = I'(¥) € I'(0) gilt insbesondere ¥*(z)+¢(¥) = (¥, 2)
(und nicht nur ,,>).

Satz 5.4 kann nun folgendermaflen formuliert werden:

Satz 5.8 Sei M ein kompakter metrischer Raum mit Borel-o-Algebra M. Sei X = C(M), also
X* der Raum aller endlichen signierten Borel-Mafle auf M. Sei ¥ : C(M) — (—o0, 0], U(u) =
log [ e“du. Dann ist

D(v|p) = ¥*(v)

fir jedes W’mafi v € X*.

Aufgabe* 5.4 Wir bezeichnen mit A, die zentrierte Normalverteilung auf dem R? mit Kovarianzmatrix
o2E. Fiir ein WmaB Q auf dem R? ist die Faltung Q * N, das durch

/ud(Q VAR //u(m+y) AN (y)dQ(z)

definierte W’maB auf R?. Ist u : R? — R messbar und beschrénkt, so ist « * N, die messbare (sogar
beliebig oft differenzierbare) beschrinkte Funktion

(ux Ny () = / w(z + ) AN (1),
Insbesondere gilt:
/ud(Q*Na):/(u*Na)dQ-

Zeigen Sie: Sind Q, R W’maBe auf R?, so ist
a) D(RxN,||Q+N,) < D(R||Q) fiir jedes o > 0 und

b) limy,—0 D(R * NU||Q * Ny) = D(R||Q). Hinweis: Hier hilft evtl. ein Korollar zum Satz von Lusin
(Korollar VIII.1.19 im Buch Maf- und Integrationstheorie von J. Elstrodt).
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6 Grofle Abweichungen

Eine sehr schone Ausarbeitung zum Thema ,,Grofle Abweichungen* ist das Vorlesungsskript [19]
von Wolfgang Koénig, dem ich auch einige Anregungen verdanke.

6.1 Vorbereitungen
Definition 6.1 Sei p die Verteilung einer R*-wertigen ZV X. Dann heifit
x 1 RY = (=00, 00], ¢hx (¥) = log / e dp(x) = log Ele!”X)]

die logarithmische Laplace-Transformierte oder die logarithmische momentenerzeugende Funktion
von X. Sei © = {9 € R : ¢x(9) < oo}

Aufgabe 6.1 Seien X7, ¢ > 0, R%wertige normalverteilte zentrierte Zufallsvariablen mit Kovarianzma-
trix 02 F, E = diag(1,...,1). Zeigen Sie: ¢xo (9) = %(19, ¥) und o (2) = 523 (2, 2).

Seien X7, X5 ... ZVn mit Verteilung p. Notation: S,, = X; +... + X,,, S, =n"18,.
Lemma 6.1 Sind die X; u.i.v., so ist 1g (nd) =g, (9) = npx ().

Beweis: log E[e"?5)] = log E[e{?5%)] = nlog E[e{"X)]. O

Lemma 6.2 Seien N € N, und seien al, e >0, i=1,..., N, nichtnegative Zahlen. Dann gilt

N
lim sup (6 -log Z aé) = max limsupe log(al).

e—0 — =L...N ¢50
i=1

Beweis: [18, Lemma 23.9]. ,, >“ ist klar. ,,< “: Es gibt e, \,0 and iy, € {1,..., N} so dass

N
lirzljélpelogzl a; < hIglj(L)lpElOg(N + hax a;) = kl;ngo €k log(i:ql’?%]v a., )= klingo exlogal: .
1=
Es gibt ein ig € {1,..., N}, so dass iy, = ig fiir unendlich viele Indizes k; < ky < k3 < ... . Daher
ist

N
. i . i . i . i
limsup ¢ log E a; < _lgn ek, log as(lli < limsupelogal? < _max lim sup € log a
e—=0 =1 J—r0 : e—0 =1, e—0

6.2 Die Grundidee

Seien X1, X» ... wi.v. Ré-wertige ZVn mit Verteilung x und bezeichne I' = Dix. Sei z = T'(¥9) €
I'(©) C RY sei 6 > 0 und sei Us(z) die offene 6-Umgebung von z. Dann ist mit Lemma 6.1 und
Bemerkung 5.7

P{Sn S U(;(Z)}
_ / (5, (nD)—(nd,2) |~ (nD, 8 —2)— s, (D) +(n,50) g p
{SncUs(2))

zufalli
_ ’—/\i
= exp (¢g, (nY) — (nd, z)) ~/_ exp | =g, (n0) + (nd, S,) £(nd||9]]) | dP
{Sn€Us(2)}

nicht zufillig

—_— _
— exp [ v, (00) — (0, ) E@aOI) | - [ e~V () H9.50) gp, (15)

{5,€Us(2)}
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wobei £(z) hier immer einen Wert aus dem Intervall [—|z|, |x|] bezeichnet. Indem man die In-
tegration bzgl. P durch Integration mit der Verteilung pu®" des (R?)"-wertigen Zufallsvektors
(X1,...,Xy) ersetzt und auBerdem Lemma 6.1 beachtet, folgt daraus

P{S,, € Us(2)}

= exp (n(¥x (9) — (9, 2)£(5]9]]))) - / e VXDt F e g (g )
{n=Y(z1+4...42,)EUs(2)}

= ¢ WxEHECIIN py1S, € Us(2)}. (16)

Da z = I(0) = [ xfo(x)du(z), konvergiert Py{S, € Us(z)} nach dem schwachen Gesetz der
groflen Zahl gegen 1. Daher ist nach Bemerkung 5.7

liminf und 1imsup%10gP{5n €Us(2)} = —¥x(2) £ (6l19]) = =D(follw) £ (8]191))- (17)

n—oo n— oo

Bemerkung 6.2 Sowohl die Unabhéngigkeitsannahme als auch die Voraussetzung, dass z =

I'(¥) € I'(O) sein soll, sind nicht immer erfiillt. Ohne diese Annahmen gilt aber immer noch
(15), so dass (jetzt fiir jedes ¥ € R?)

P{S, € Us(2)} = ewg,,,<nﬁ>7<nﬁ,z>i<n5uﬁu>/ o5, (n9)+(nd,50) g p
{8n€Us(2)}

W’maf
< e¥sa (D)= (0.2 4] (18)

Fiir den Rest dieser Bemerkung setzen wir voraus, dass

YY) := lim lwsn (1) € [~00,400] fiir alle ¥ € R existiert. (19)

n—oo n
Wir erinnern daran, dass ¥*(z) = supyecra (9, 2) — ¥(¥), und definieren fiir r > 0 (nahe bei 0)
Y = min{y* —r,r '}
Dann gibt zu jedem r > 0 und z € R? ein ¥, € R mit (9, ., 2) — ¥(9.,) > ¥(2), und es folgt,

dass fiir jedes 6 > 0

1 _
limsup —log P{S, € Us(z)} < ¢(9:,) — (0o, 2) + 8|0,

n—oo N

|
< =r(2) + 0|9z (20)
Damit ist die Bemerkung beendet.

Es folgt ein erster, noch etwas eingeschrankter Satz iiber groflie Abweichungen:

Satz 6.3 Seien X1, Xo,... R¥-wertige ZVn, 1) wie in (19) definiert.

a) Sind die X; u.i.v, also ¥ = yx nach Lemma 6.1, und ist G C R? offen, so ist

1 _
liminf —log P{S, € G} > — inf ¢"(2).
n—oo n z€GNI'(O)

o

Dabei ist inf ¢ ¢* (2) = 0o und *(2) = D(fr-1(z)llu) fir z € T(O).

b) Ist K C RY kompakt, so ist

1 _
limsup — log P{S, € K} < — in}f{ Y (2).
z€

n—oo N
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Beweis: a) Sei z = () € G, ¥ € ©. Dann ist Us(z) C @ fiir jedes hinreichend kleine § > 0, so
dass die Abschétzung aus (17) folgt.
b) Sei r > 0 wie in Bemerkung 6.2. Zu 2z € K sei §, := 7 - |9, 7. Da K kompakt ist, gibt es

21y...,2n € K, s0 dass K C Uf\il Us., (2i). Dann folgt aus (20) und Lemma 6.2, dass

N
1 - 1 -
limsup — log P{S,, € K} < limsup — log E P{S, € Us, (z)}
n—oo N ’

n
n—00 im1

< Jnax liTrLrLsOt;p % log P{S, € Us, (2)}
< max (—07(a0) + 60|
< *Ziélf(z/}:(z)Jrr
= —Zléllf( min{y*(z) —r,r '} 7
= —min{inf ¢ () — 1}
da Minimum und Infimum vertauschen. Im Limes r — 0 folgt b). |

Ist I'(©) = RY, so ist dieser Satz gerade ein schwaches Prinzip der grofien Abweichungen (weak
large deviations principle, weak LDP). Fiir ein starkes LDP wiirde man fordern, dass Aussage b)
fiir beliebige abgeschlossene K C R? gilt. Solche ,,vollstéindigen“ Sitze lernen wir in den nichsten
Kapiteln kennen.

Aufgabe* 6.2 Seien X7, 0 > 0, R%wertige normalverteilte zentrierte Zufallsvariablen mit Kovarianz-
matrix o°F, E = diag(1,...,1).

a) Zeigen Sie: liminf, 0 o2 - log P{X? € G} > —inf.ca %(z7 z) fiir jede offene Teilmenge G C RY.

b) Zeigen Sie: limsup,_,o0” - log P{X? € K} < —inf.cx %(z, 2) fiir jede kompakte Teilmenge K C R*.

Hinweis: Man kann das nach dem Muster von Gleichung (16) und Satz 6.3 beweisen.

Aufgabe* 6.3 Zeigen Sie in der Situation von Problem 6.2:

a) Fiir r > 0 ist

7,2

Jim o* - log P{| X [|> > 7} = -5

b) Zeigen Sie: limsup,_,,0” - log P{X7 € A} < —inf.ca 2(z,2) gilt fiir jede abgeschlossene Teilmenge
A C RY. Hinweis: Benutzen Sie auch das Ergebnis von Aufgabe 6.2.

6.3 Das LDP (Large Deviations Principle, Prinzip der groflen Abwei-
chungen)

Sei M ein polnischer Raum, d.h. ein separabler topologischer Raum, dessen Topologie von einer
vollstdndigen Metrik d erzeugt wird. M sei die zugehorige Borelsche o-Algebra. Jedes endliche
Borel-Maf} auf einem polnischen Raum ist regulér, d.h. jede Borelmenge kann bzgl. des Mafles von
innen durch kompakte und von aufien durch offene Mengen approximiert werden, siehe z.B. [18,
Satz 13.6].

Motiviert durch Satz 6.3 treffen wir folgende Definitionen, die auf Varadhan [23] zuriickgehen:

Definition 6.4 Eine unterhalbstetige Funktion I : M — [0, +o00] heifit Ratenfunktion. Sie heifit
gut, falls die Niveaumengen {x € M : I(z) < s} fir alle s < oo kompakt (und nicht nur abge-
schlossen) sind. Ist A C M, so bezeichnet inf 4 I := inf{I(x):z € A}.

Definition 6.5 FEine Folge von Wverteilungen (n)n>1 erfillt ein schwaches LDP mit Raten-
funktion I, falls
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a) fir alle offenen G C M liminf, oo % log pn(G) = —infg I und
b) fir alle kompakten K C M limsup,,_,, = log i, (K) < —infg 1.

Gilt b) sogar fiir alle abgeschlossenen K C M, so spricht man von einem vollen LDP oder einfach
von einem LDP.

Man sagt auch, eine Folge (Z,), von ZVn erfillt ein LDP, wenn die Folge ihrer Verteilungen
ein LDP erfiillt.

Bemerkung 6.6 a) Verallgemeinerungen dieser Definition findet man z.B. in [18, Def. 23.7] oder
[9, Def. 2.2].
b) Die Ratenfunktion in Abschnitt 6.2 ist I = ¢*.

Bemerkung 6.7 Aquivalent zum vollen LDP ist:

e [iir alle messbaren A C M ist

1 1
—inf I < liminf —log pp, (A) < limsup — log p, (A) < —inf 1.
A n n A

n—00 n—00

Ist die Ratenfunktion auf A stetig und ist A= A, so liegt Konvergenz vor.

Aufgabe 6.4 Beweisen Sie diese Bemerkung.

Eine dquivalente Formulierung des LDP geht auf Freidlin und Wentzell [15] zuriick:

Satz 6.8 Seid eine Metrik fiir den polnischen Raum M. Eine Folge von Wverteilungen (fn)n>1
erfillt ein volles LDP mit guter Ratenfunktion I genau dann, wenn

A. fiir jedes x € M und jedes e >0  liminf, o0 +logpun(Us(z)) > —1(z) und
B. fiir jedes s < 0o und jedes € >0  limsup,,_, . %log,un(M \U.({I < s})) < —s.
Genauer gilt: A)<a) und B)<b).

Beweis: a) =A): Fiir jedes x € M und € > 0 gilt: liminf,, o = log iy (Ue(2)) > —infy, ) I 2
—I(x).

A) = a): Fiir jedes z € G gibt es ein £(z) > 0 mit U.(,)(z) € G. Also: liminf,,_, £ log p,, (G) >
Sup e iminf, o0 L 1og pin (Us(r) (2)) = sup,eq(—1(z)) = —infg 1.

b) =B): F:= M \ U.({I < s}) ist abgeschlossen und infp I > inf;o 4 I > s.

B)=b): Sei A C M abgeschlossen und sei sy := infq I > 0. Ist sgp = 0, so ist nichts zu zeigen.
Sonst sei s € (0,50). Dann sind die kompakte Menge {I < s} und die abgeschlossene Menge A
disjunkt, so dass d({I < s}, A) > 0 und damit auch d(U.({I < s}), A) > 0 fiir hinreichend kleine
e>0,also A C M\ U({I < s}). Also: limsup,,_, . 2 logp,(4) < —s und da s < so = infs [
beliebig war, folgt b). o

Definition 6.9 Eine Folge von Wverteilungen (tin)n>1 heifit exponentiell straff, wenn es zu je-
dem s > 0 ein kompaktes K C M gibt, so dass

1
limsup — log p, (M \ K) < —s.

n—oo N

Satz 6.10 Erfillt eine exponentiell straffe Folge von Wverteilungen (pin)n>1 ein schwaches LDP,
so erfillt sie auch ein volles LDP.
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Beweis: Sei A C M abgeschlossen, s > 0 und K kompakt wie in Definition 6.9. Dann ist

lim sup 1 log pin(A) < limsup 1 log(pn(ANK) + pn(M\ K))
n n

n— oo n—oo

1 1
= max{limsuplog,un(AﬂK)Jimsuplog,un(M\K)}
n—oo N n—oco N

< max{fj%lg{ I,—s} < max{fir}‘ff,fs},

und da das fiir jedes s > 0 gilt, ist der Satz bewiesen.
O

Satz 6.11 Seien X1, Xo,... u.i.v. Re-wertige ZVn, fiir die gilt 0 € ©. Dann ist die Folge der
Verteilungen der S, exponentiell straff.

Aufgabe* 6.5 Beweisen Sie Satz 6.11. Versuchen Sie es zunéchst fiir d = 1.

31



7 Der Satz von Cramer und Anwendungen

7.1 Der Satz von Cramer in R

(Fast) ohne einschréinkende Annahmen an das Intervall I'(©) C IR haben wir den folgenden Satz,
der die Situation von Bemerkung 6.7 (d.h. A = A) mit A = [z, 00) illustriert.

Satz 7.1 (C'rameor) Seien X1, Xo, ... u.r.v. R-wertige ZVn mit Verteilung p und v := EX; €
(—00,00). Sei 0 € ©. Bezeichne Sy, := (X1 + ...+ X,,).

a) Fir jedes x > v mit x € T(©) gilt

lim 1 log P{S,, >z} = —¢*(z) = —D(fs,|lpn) , wobei 9, =T""(z) . (21)

n—o00 N

o

b) Ist [0,00) C O, so gilt das auch fiir x > v, die nicht in T'(O) liegen.

¢) Ist x < v, so gelten a) und b) entsprechend fir P {S’n < m}

Bemerkung 7.2 Den Bezug zu einem allgemeinen LDP sieht man folgendermaflen: Sei z > ~ wie
im Satz. Die Menge A = [z, 00) ist abgeschlossen, und es ist inf 4 ¥* = ¢)*(x)., denn nach Definition
ist §*(2) = supyeg (92 — ¥(9)) = 0o — (0) = 0 und fiir & = 7 ist ¥*(7) = D(fp-1( ) =
D(follpr) = 0, so dass aus der Konvexitit von ¢* folgt, dass ¢* monoton wachsend auf [y, o) ist.

Beweis: Fiir jedes z > v und jedes ¥ > 0 ist

P{S, >z} < P{¥S, > ndz} = P{e"5" > "'}

< e—nﬂw/eﬂSndP _ e—ni?w-i-ws"(ﬂ) _ en(d)(ﬂ)—ﬁx).
(Beachte, dass das auch fiir ¥ (¢) = oo richtig ist.) Es folgt, dass

Llog P{S, > 7} < (W) — 29) = —sup(ad —v(9)).

Da (0) = 0 und da ¢ konvex ist, ist ¢¥(9) = 0 - Dy(0) = 9 - [ xdp(z) = 9y fiir alle ¥ € R, so
dass wegen x > « fiir ¥ < 0 gilt: 29 — () < v — 9y = 0. Also kann man das Supremum auf alle
¥ € R ausdehnen, ohne es zu verédndern. Man erhilt so %log P{S,, >z} < —¢*(z).

o o

a) Fiir die untere Abschétzung sei nun « € I'(©). Sei § > 0 so, dass auch z := z + § € I'(0). Fiir
jedes r € (0,9) ist dann U,.(z) C [z, 00). Aus (17) folgt

o - 1 § .
liminf ~log P{5, > «} > liminf ~log P{5, € Ur(2)} > —¢"(2) = (r[0:]).

Im Limes r — 0 verschwindet der Fehlerterm. Im Limes § — 0 geht dann z — =z, und da
2 T7(2) und z = *(2) = (074(2), 2) — ¥(D1(2)) fiir z € () stetig (sogar differenzierbar)
sind, gilt lim,_,, ¥*(2) = ¢*(z). Daraus folgt die gesuchte Abschitung.

b) Ist [0, 00) € ©, so lisst sich die untere Abschétzung auch fiir z ¢ I'(©) zeigen. Zunéichst beachtet

man, dass das Intervall I'(©) = («, 8) die rechte Grenze 8 = p-esssup X hat (siche Korollar 3.5iii).
Da z > v = E[X;] =T(0) € I'(0), ist also z >  und daher § < .

— Ist 2 > B, so ist P{S,, >z} = 0 fiir alle n, und es ist ¥*(z) = supyeg (Vo — ¥ (¥)) = oo, da
P () =T (W) < B <z fiir alle ¥. Also sind beide Seiten von (21) gleich —oo.
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— Ist # = 3, s0 ist P{S,, > 2z} = P{X; = ... = X,, = B8} = u{B}", so dass die linke Seite von
(21) gleich log u{8} ist. Zu zeigen bleibt log u{S} > —v*(x): Fiir jedes § > 0 und ¥ > 0 ist

9) = 1 Ydp(t) + Tdp(t
V) °g</(_m,g_5f py+ [ e >>
< log(e”P0 4 (8 - 6, 8))e”),

woraus folgt

Y*(z) =sup vz —¥(¥) = lminfdz — (9)
YER Y—00

> liﬁm inf[98 — 1og(eﬂ(ﬁ75) +p((B =6, BDCM)]
= —limsuplog(e™?° + u((B — 6, 5]))

V—00

= —logu([B —19,8]).
Im Limes 6 — 0 folgt ¢*(x) > —log u{B}.

¢) Bleibt der Fall 2 < « zu betrachten. Dann ist

P{;(Xl—s—...—&—Xn)<x}:P{71L(—X1—...—Xn)2—x}

und —z > —y = E[—X]. Da ¢¥_x(¥) = ¢¥x(—1), ist

P x (=) = sup(—dz —¢_x(¥)) = sup(=dz — ¢x (=0)) = ¥ (),
IER JER

und die Abschitzung folgt aus dem schon bewiesenen Fall. ]

Aufgabe* 7.1 Seien X1, Xo,... u.i.v. R-wertige ZVn mit Verteilung u. Es gelte © = R und I'(0) = R.

Benutzen Sie die Sitze 6.3, 6.10 und 6.11, um ein LDP fiir die Folge (S, )n>0 zu zeigen. Leiten Sie daraus
den Satz von Cramer (7.1) her.

7.2 Anwendung: Neyman-Pearson Tests

Seien Xi,..., X, ui.v. reellwertige ZVn. (Oft nehmen sie nur die Werte 1 und 0 fiir ,,Erfolg* bzw.
,,Misserfolg“ an.) Es sei bekannt, dass die X; entweder die Verteilung pg oder die Verteilung p4
haben. Auf Basis der n Beobachtungen ist nun die Hypothese, dass es g ist, gegen die Alternative,
dass es pq ist, zu testen.

Wir nehmen an, dass 19 & g1 und betrachten den log-Likelihood Quotienten h(z) := log % (z).
Sei Y; := h(X;). Ein Neymann-Pearson Test fiir das obige Testproblem ist von der Form

To( X1, Xn) == Lyig. 4y, >ne}
fiir ein ¢ € R. Ist T}, = 1, so wird die Hypothese abgelehnt. Seien
an :=FPy(T,=1) und B, :=P(T,=0)

die Wahrscheinlichkeiten, dass die Hypothese abgelehnt wird, obwohl ug vorliegt (Fehler 1. Art),
bzw. dass die Hypothese akzeptiert wird, obwohl p; vorliegt (Fehler 2. Art). Aus der Testtheorie
weil man, dass Neyman-Pearson Tests im folgenden Sinne optimal sind: Kein anderer Test kann
bei gleichem a., ein kleineres 3,, haben und umgekehrt.

Sei nun o (0) := log Ep,[e”Y] = log [ €?™M®)dug(x), insbesondere y(0) = 1(1) = 0, so dass
[0,1] C 6.
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Satz 7.3 Sei sogar [0,1] € ©. Bezeichne xg = —H (uo||i11), ©1 = H(p1||po), und sei ¢ € (x,z1).
Dann st

1 1
lim —loga, = —9i(c) <0 und lim —logfp, =c—¥i(c) <O0.

n—o00 N, n—o00 N,

Beweis: Es ist

dpg duo / dp / /
To=— | — log —du, = | log —dug = | hdpug = Ep,[Y] = 0) =10
0 i) gdm 1 gduo Ho Ho P [Y] = 15(0) (0)

und

dpy | du / dpn / /
= | —log—dug = | log—du, = [ hduy = Ep,|Y| = 1) =T(1).
T o og dito Lo 0og o H1 1 P Y] =v5(1) (1)

Insbesondere ist ¢ € (zg,z1) C I'(©). Da also ¢ > Ep,[Y] ist, folgt aus dem Satz von Cramer:

lim 1 log a, = lim 1 log Po{Y1 + ...+ Y, > nc} = =y (o).
n—oo M n—oo N
Weiterhin ist 11 (9) := log Ep, [e?Y] = log [ e’"®)dyu, (z) = log [ e?"@)Th@) gy (z) = o(1 + V),
also
Pi(z) = Sgp(ﬁx —to(1+7)) = 8111913((1 + )z —Po(1+7)) —z = ¢p(z) — .

Da ¢ < x1 = E1[Y], folgt aus der letzten Aussage des Satzes von Cramer

1 1
lim —logfB, = lim —logPi{Y1+...+Y, <nc} =—-¢i(c) =c—15(c).
n—oo n n—oo N

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie, dass tatsichlich beide Limiten echt negativ sind.

Aufgabe* 7.3 Sei a € (0,1). Fiir jedes n € N sei ¢, € R so gewéhlt, dass
an(cn) =P(Yi+-+Ya>cn-n)=a.

(Das geht immer, wenn die Verteilung po keine Punktmassen hat.) Zeigen Sie, dass dann fiir die entspre-
chenden B, (c,) gilt:

1
lim = log Bn(cn) = zo -
n—oo M

7.3 Anwendung: Die stationire Verteilung von Warteschlangen

Sei (Un, Vn)n>o eine Folge unabhingiger R2?-wertiger Zufallsvariablen, U,,,V,, > 0. Interpretiert
man U, als den Betrag, um den sich eine Warteschlange in der n-ten Zeitperiode durch Ankunft
neuer ,, Kunden* aufbaut, und V,, als den Betrag, um den sie in derselben Zeit durch Bearbeitung
abgebaut werden kann, so veréndert sich die Lange L,, der Warteschlange um X,, := U,, — V,,, also
L, = (Ln_1+ X,)", denn die Liinge kann natiirlich nicht negativ werden. Insbesondere ist

X.. (22)

Lo2Loa+Xo2 .2 Loty Xiz...2
i=m 1

n

7

Wir betrachten den Fall, wo E[X;] < 0, d.h. wo der erwartete Zuwachs kleiner als der erwartete
Abbau ist. Wir nehmen zusétzlich an, dass P[X; > 0] > 0, dass es also durchaus passieren kann,
dass in einer Periode mehr Kunden ankommen als bedient werden kénnen.
Ist K —1 = k(n) — 1 der letzte Zeitpunkt vor und einschliefllich n, zu dem L;_; = 0, so ist
~1 N
L, = Z?:k(n) X; und ng(n) X, > 0 fir alle m € {k(n) +1,...,n}.
— Fiir m > k(n) ist daher > X; = L, — Zyiﬁn) X; < L,.

i=m ‘-
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— Fiir m < k(n) ist wegen (22):

n k(n)—1
Y Xi= D Xi+Lny<ILim-1~Lm-1+Ly=—Lm-1+ Ly < Ln.

Es folgt, dass

L, = mr:nla:xn _Z X;. (23)

Sei nun ¥(¥) = log E[¢”’X]. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass [0,00) C © ist. Wir
wissen, dass ¢ konvex ist und dass ¥ (0) = 0 und ¢'(0) = E[X;] < 0. AuBlerdem gibt es ein ¥, > 0,
fiir das ¢ (9,) = 0 ist. Das folgt aus obiger Annahme P[X; > 0] > 0, denn dann existiert ein 6 > 0
mit P[X; > d] > 0, so dass fiir ¢ > 0 gilt:

Y(9) > log/ e"XidP > log(e” P[X; > 8]) = 096 + log P[X; > 6] — comit ) — oc.
{X:i>6}

Satz 7.4 Sei [0,00) C ©.

1 1
lim —logsup P[L, > z] = lim B log P[Li,/a) > 2] = =0 (woa = 1'(0,)ist).

Z—00 Z n>0 Z—r00

Anmerkung: Man kann zeigen, dass die Ly, inVerteilung gegen eine Zufallsvariable Lo, konvergie-
ren. Man kannn sogar Zufallsvariablen L, < Lo finden, die genau so verteilt sind wie die L,
und fast sicher gegen Lo, konvergieren. Damit ldsst sich die Aussage diesess Satzes schreiben als

1
lim —log P[Loo > 2] = =0 .

z—00 2

Beweis: ,,<“ Sei s € (0,9,), so dass 1(s) < 0. Dann ist fiir jedes z > 0 und n > 0:

PlL,>2 = P

Hme{l,...,n}:ZXi>z1

n

>op

m=1

/N

X; > Z]
= Z P |:es Z?:”L X > esz:|

m=1

<

n

e 57 H E[ein}

1 i=m

N

m
n

= ¢ %% Z e(n—m+1)w(s)

m=1
L

€ 1)

N

da ¥(s) < 0. Es folgt:

1
lim sup — sup log P[L,, > z] < —s,
z—00 2 n>0
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und da s € (0,9,) beliebig ist, gilt die gleiche Abschitzung auch mit ¥, statt s.
=% Sel a = ¢/ (9,) > 0> ¢/(0) = E[X;]. Beachte, dass L,, > > ", X;. Dann ist

1 1 1
lizrgggf;ig%logP[Ln >z = o lizrgicgf 2/al log P[L1./q1 > afz/al]

1 1
— liminf — log P[L,, > an]

a n—oo N
n
ZXi > om]
i=1

WV

1 1
— lim inf — log P
n

o n—oo

= )

wegen des Satzes von Cramer, und aus Bemerkung 5.7 folgt ¢*(a) = 94 - o — ¢¥(94) = 9 - @, da
a=T(Y,) O

Beispiel 7.5 Nimmt man an, dass die U,, und V,, voneinander unabhiingig sind, so ist ¢(¢) =
Yy (9) + Yy (—9). Ist die Zahl der ankommenden Kunden pro Zeitschritt Poisson(\)-verteilt und
wird immer ein Kunde pro Zeiteinheit abgefertigt, so ist ¥y (9) = A(e? — 1) und ¢y (9) = 9
und daher ¥(9) = A(e” — 1) — 9. Zur Bestimmung von 9, durch (?J,) = 0 ist also die Gleichung
A= f(0.) = 0./(e” 1) zulosen. Da f'(9) = Sr=pe’ = 4 (eﬁ + eﬂl_l) <0, limygyo f(9) = 1
und limy_, f(U) =0, gibt es fiir 0 < A = E[U] < E[V] = 1 genau eine Losung 9, > 0.
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8 Der Satz von Cramer im R? und das Girtner-Ellis Theo-
rem

Satz 8.1 (Gértner-Ellis) Seien X1, Xo, ... R%-wertige ZVn, fir die

1
Y(9) := lim —¢gs, (9) € R existiert fiir alle 9 € R?
n—oo N
und fir die ¢ differenzierbar ist.
Ist dann die Folge der Verteilungen (Pg, )n exponentiell straff, so erfiillt sie ein volles LDP mit
Ratenfunktion ¢¥*.

Beweis: (Skizze) Die obere Abschiitzung fiir kompakte Mengen wurde schon in Satz 6.3 gezeigt.
Aus der exponentiellen Straftheit folgt dann die obere Abschitzung fiir abgeschlossene Mengen
(siehe Satz 6.10). Die untere Abschitzung erfolgt zuniichst auch wie in (18): Sei G C R offen.
Fiir jedes z € G und hinreichend kleine § > 0 ist

P{S, € G} > P{8, € Us(z)} = e¥sn (=008 p 15 Uy ()}

mit Py = e~ ¥sn (D+0:52) P also

1 - 1 L
liminf —logP{S, € G} > () — (9, z2) £ (§||9]]) + lirginf —log Py{S,, € Us(2)}.
n—oo N n—oo n
Doch dann kann man lim, .o Pg{gn € Us(z)} = 1 wegen der fehlenden Unabhéngigkeit nicht
direkt aus einem schwachen Gesetz der grofien Zahl unter Py folgern (selbst wenn ¢ = T'(2)!).

Stattdessen zeigt man, dass o
ILm Py{S, € M\ Us(z)} =0 (24)

indem man die obere Abschétzung auf die abgeschlossene Menge M \ Us(z) und den Prozess S,
unter Py anwendet. Details des Beweises (einer Verallgemeinerung dieses Satzes) findet man in
[19, Satz 3.4.4]. O

Satz 8.2 (Cramer im R?) Seien X1, Xo, ... wi.v. R*-wertige ZVn. Ist © = R?, d.h. [¢x (9)] <
o fiir alle ¥ € R, so erfiillt die Folge (S,), ein volles LDP mit Ratenfunktion 1% . Es ist

o

VX (2) = D(fr-1( llp) fir z € I'(O).
Beweis: Das ist im wesentlichen ein Korollar zum Satz von Gértner-Ellis. Nur die exponentielle
Straffheit ist noch zu zeigen. Die folgt aus Satz 6.11.

Untere Abschitzung: Im Fall unabhéngiger X; kann man die etwas schwierigen Argumente
der konvexen Analysis aus dem Beweis in [19, Satz 3.4.4] vermeiden. Sei wiederum z € G beliebig.
Wir unterscheiden zwei Fille:

A)
>0V €O (¥,2z—T(0) < —c oder ||z—T)| >c (25)
Es reicht zu zeigen, dass
Px(2) = gug(w, z) — x (¥)) = oo. (26)
€

Das wollen wir durch Angabe einer Kurve ¢ — 9, (¢t > 0) erreichen, entlang derer (J;, z) — ¥ x (9;)
unbeschriankt wichst. Wie sollte eine solche Kurve aussehen?

(z,90) —hx () = (z,190>+/0/(z,198>d5—z/}X(190)—/0 Dipx (V) - Dyds

= (z,00) — ¥x (Vo) +/0 (z = T(0,),0,)ds (27)
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Um das Integral als Funktion von ¢ moglichst grofie zu machen, 16sen wir das Anfangswertproblem
Dy = 2z —T(Vy), 9 = 0.

Da I' differenzierbar ist, ist es insbesondere lokal Lipschitz-stetig, und es gibt ein maximales
Losungsintervall [0,7), 0 < T < oo, in dem die Losung die folgende Eigenschaft hat:

%<19t719t> = 2<19t,19t> = —2<?9t7DF(T9t>'l9t> < 0 (28)

(Beachte, dass DI' positiv semidefinit ist.) Insbesondere ist supgc;.r [9:1> < [|Do]® = ||z —
L(90)]I* = ||z = T(0)]|* < co. Wiire T < oo, so wiire damit auch supye; .7 [[9¢|| < co. Da I' auf
ganz R definiert ist, wiirde das aber der Maximalitét von T widersprechen. Daher ist 7' = 0o, so
dass die obige Rechnung wie folgt fiir alle ¢ > 0 fortgefiihrt werden kann:

U5 (2) > (2, 04) — b (90) = —x (0) + / (2~ T(0.), 2 — T(0,))ds = / 2~ T(.)[2ds . (29)

Sei M := [* ||z —T'(¢)||? ds. Die Behauptung (26) folgt, falls M = co. Wir zeigen das nun durch
Widerspruch: Angenommen, M < co. Sei U :={s € [0,00) : (¥5,2—T'(Js)) < —c}. Fiir s € U gilt
dann:

d .., d :
_— = — = = — <—
NI = 20 04) = 2000,04) = 2004, 2~ T(0,)) < 2.

wihrend fiir beliebige s > 0 nur - (9, 9,) < 29| ||z —T(9)| gilt. AuBerdem ist ||z —T'(9y)| > ¢
fiir s € U¢ nach Annahme (25), also M > [, [|z—=T(9;)[|? ds = ¢*-A(U*¢), wo A das Lebesgue-Maf
auf R bezeichnet. Es folgt A(U¢) < ¢72M < oo.

Daher ist fiir jedes t > 0:

t d t d t d
?= 2 5 \Us,Us = 1 S5 \Us, Vs 1ye S \Us, Vs
1901 = 0ol + [ o000 ds = [ 1) 5000 ds+ [ 10e(s) 300, 0.0 ds
t
< —2c-)\([0,t]ﬂU)+2/ Lo ()04 - |2 — T(95)]| ds
0
t 1/2 t 1/2
< —2e(t — \U®)) + 2 (/ 1Uc(s)||198||2ds> </ |z—F(195)||2ds>
0 0

Setze f(t) := supgg < [|Us]. Dann folgt fiir ¢ > 0:

1/2

0< 0,12 < ~2e(t = AT)) +2 (MUY F(0)2) "/ M2

Wiire nun sup, ||| < 0o, so wire auch sup, f(t) < oo, d.h. der zweite Summand wére beschréinkt,
wahrend der erste mit ¢ — oo gegen —oo strebt — ein Widerspruch zur Positivitéit der Summe beider
Terme. Also ist sup, |[U¢]] = 0o, und es gibt t1 < t3 < --- — oo derart, dass f(ty) = ||V, || = 0.
Fiir grofle k ist daher

Ft)? = 190, 11* < =2ty +2eA(U) + 2(MAU))2 - f(te),

also
F(t) - () = 20MANU)Y2) < =2ety +2eAU°)

der gesuchte Widerspruch, da die linke Seite fiir k — oo gegen +o0, die rechte Seite aber gegen
—o0 strebt.
B) Wenn Fall A) nicht zutrifft, so gilt:

VEeNI €O: (O, z—T(0) = -k~ und ||z —D(W)|| <k~ '. (30)
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Setze 0y := 2[[z — '(Jy)[| und pi, := 65 /(2 + |Ux ). Fiir ausreichend groBe k ist dann U, (I'(9x)) C
Us, (z) € G, und wir haben (mit den iiblichen Uberlegungen)

P{S, € G} = P{S, € U, (T(V))}

€<n19k,5'n>7’n’¢}x (ﬂk)+<n19k,F(ﬁk)fs'n)qL(nt?k,zfl"(ﬁk)>7(n19k,z)+n1px (ﬁk)dp

/{5_'n€Umc (T(9%))}
> e~ ((0k:2)=Yx (k) | on((Fk,2—T (9x)) =19k [l px) 'Pﬂk{gn eu,, (D(95)) 1

Nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahl ist limy, oo Py, {Sy € U, (I'(U%))} = 1 fiir jedes k.
Also ist wegen (30) fiir jedes ausreichend grofe k

1 _
lzﬂigfﬁ log P{S, € G} > — ((Up, 2) — ¥x (O)) + (Og, 2 — T'(V1)) — O
> —yx(z) -k =2k,

und die gesuchte untere Abschéitzung folgt im Limes k — oo. m]
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9 Der Satz von Sanov

Sei E ein polnischer Raum. £ sei die zugehorige Borelsche o-Algebra, und P sei der Raum der
Borel-W’mafle auf E. P, versehen mit der Konvergenz der Topologie der schwachen Konvergenz
ist ein topologischer Raum und triigt deshalb selbst eine Borel-o-Algebra.

Bemerkung 9.1 Ist v € P, so bilden die folgenden Mengen Ur 5(v) eine Umgebungsbasis von v
(d.h. jede Umgebung von v enthélt eine Menge Urs(v)): Fir Ti,...,Tq € Cy(E), d € N und

6 >0 ist
Urs(v) := {ﬂ€73 Z‘/ﬂdﬁ/ﬂdl/

Sind iy, it € P, so ist lim,, o0 ft, = p im Sinne der schwachen Konvergenz, falls lim,, f udfly, =
J udp fiir alle stetigen beschréinkten u : E — R. (In funktionalanalytischem Jargon wiirde man
eher von schwach-+-Konvergenz sprechen. Details findet man z.B. in [18, Kapitel 13].)

<5(z‘1,...,d)}.

Bemerkung 9.2 Sei pp € P. Dann ist [ : P — [0,00], I(v) = D(v||u), eine Ratenfunktion: In
Satz 5.4 wurde fiir U(u) = log [ e"dp und fiir kompaktes E gezeigt, dass

I(v) = D(v||p) = ¥*(v) = sup {/udu —(u):uE Cb(E)} :

so dass I(v) als Supremum stetiger Funktionen unterhalbstetig ist. Das bleibt fiir allgemeine
polnische Rdume F richtig. (Die Beweise in der Literatur und in Skripten sind leider oft nicht
vollsténdig oder nicht korrekt.)

Seien nun X7, Xs, ... w.i.v. E-wertige ZVn mit Verteilung p. Natiirlich ist 4 € P. Fiir n > 0 sei
en =n" 'Y " Oy, die empirische Verteilung von X7,...,X,. Die ¢, kénnen als P-wertige ZVn
aufgefasst werden.

Satz 9.3 (Sanowv) Die Folge von Verteilungen (P:,)n>1 auf P erfillt ein volles LDP mit Raten-
funktion I(v) = D(v||p). Das heifit:

a) Fir jede offene Menge G C P ist

1
lim inf = log P{c, € G} > — inf D
imin - og P{e, € G} ;IGIG (v||w)

n—oo

b) Fiir jede abgeschlossene Menge F' C P st

1
lim sup — log P{e,, € F} < — in}f?D(l/Hu)
ve

n—oo T

Dieser Satz wird in vielen unterschiedlichen Versionen formuliert. Die obige Version ist recht
allgemein [17, Theorem 27.15] oder [19, Satz 2.4.1]. Eine noch allgemeinere (ohne topologische
Annahme an den Raum F) findet man in [9, Kapitel 23], eine einfachere, bei der E eine endliche
Menge ist, in [18, Satz 23.13]. Hier geben wir einen Beweis fiir den Fall, dass E ein kompakter
metrischer Raum ist. Dann ist auch P mit der Topologie der schwachen Konvergenz kompakt.
(Die im Fall eines polnischen E notwendigen zusitzlichen Straffheitsiiberlegungen findet man in
[19, Satz 2.4.1].)

Beweis: des Satzes von Sanov: a) Sei G C P offen.

- Sei v € G. Da G offen ist, gibt es T1,...,T; € Cy(E) und ¢ > 0, so dass Urs(v) C G,wobei
T=(Ty,...,Ty).

- Sei ¢(9) = log [ e du wie vorher. Wir betrachten die w.i.v. ZVn Y}, = T(X}) und
Spy =2Yi+...4Y,) =130 | T(Xy) = [Tde,. Beachte, dass ¢y = 9.

- Es ist &, € Ups(v) genau dann, wenn S,y € Bs(E,[T)).
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- Da T beschrinkt ist, ist in dieser Situation © = 0= R?, und aus der unteren Abschitzung im
Satz von Cramer fiir den R? folgt

linrr_1>ioréf % log P{e, € G} > linIr_l)iOIéf%log P{e, € Urs(v)}
- 1ngf%1og P{S,y € Bs(E,[T))}
> —inf{y*(2) : 2 € Bs(B[T])}
> ¢ (E[T])

—Sup{<’l9,El,[T]> - ’(/)(19) VRS Rd}

—sup {/(19, T)dv — log/ew’T)du (9 e IRd}
> —sup {/udu — log/e“du tu € mbb(E)}

= —D(¥[lp)

wegen Gleichung (11) aus Lemma 5.1.
b) Sei FF C P abgeschlossen, also kompakt. Fiir die obere Abschiitzung kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass s := inf,cr D(v||n) > 0 und betrachten « € (0,s). Fiir jedes v € F ist nach
Satz 5.4

a < D(v|p) = ¥*(v) = sup {/udy - log/e“du Tu € C’b(E)} .
Also gibt es ein u, € Cy(E), so dass [ u,dv —log [ €“vdu > . Daher ist v € V,,, wo

V, = {D : 7 Wmaf auf E,/ul,dﬂ - log/e“”du > a} (offen).
Es ist

Ple, eV} = P{/uyden > log/e“”dqua}

= P {exp <n/uydsn> > exp <noz + nlog/e“”du)}
exp (—na — nlog/e“”du) - B [exp (n/u,,den>}

J—— (/ e“”du) - - Blexp(uy (X1) + ... 4 1, (X0))]

—no
= e 5

N

und da F' durch endlich viele solche V,, {iberdeckt werden kann, ist

1
limsup — log P{e,, € F} < —aq,

n—oo T

sieche Lemma 6.2. Da das fiir jedes o < s = inf,ep D(v||p) gilt, folgt die obere Abschétzung. O

Proposition 9.4 Die Ratenfunktion I(v) = D(v||p) im Satz von Sanov ist gut.

Beweis: Sei a > 0. Zu zeigen ist, dass K := I71((—00,a]) C P kompakt ist. Dazu reicht es, die
Straffheit von K zu zeigen, denn daraus folgt die relative Kompaktheit (Satz von Prohorov), und
da K wegen der Unterhalbstetigkeit von I abgeschlossen ist, folgt daraus die Kompaktheit von .
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Die Straffheit von K zeigt man so: Sei ¢ > 0. Setze S := 2(a+e~1)e~!. Da u als Borel-Maf auf
einem polnischen Raum reguliir ist, gibt es eine kompakte Teilmenge L von FE mit u(E\ L) < 5=

267.
Daher ist fur alle v = fu € K:
pof
v(E\L) = fdp = / fdu+/ | i
B\L (E\L)N{f<e5} (BE\L)N{f>es} 108 f
< eSu(E\L)+S7! po fdu
{f>e5}
< eSu(E\L)+S7! po fdu
{f=1}
< Sy (I(y) —/ <pofd,u>
2 {r<1)
< % +Sa+e ™) = ¢
Das zeigt die Straffheit von K. o

Wir beschliefen dieses Kapitel mit einem Sanov-artigen Satz, den wir als Korollar des Satzes
von Gértner und Ellis erhalten. Sein Beweis beruht auf dem Satz von Perron und Frobenius, den
wir in der folgenden Bemerkung zusammen fassen:

Bemerkung 9.5 (Satz von Perron und Frobenius) Sei A eine irreduzible, aperiodische
d x d-Matrix mit nichtnegativen Eintréigen, d.h. es gebe ein k € N, fiir das A* nur strikt positive
Koeffizienten hat. Der Satz von Perron und Frobenius besagt:

— A hat einen einfachen fiihrenden Eigenwert A > 0, d.h. alle andere Eigenwerte von A haben
Betrag echt kleiner als A. u und v bezeichnen den zugehorigen Links- bzw. Rechtseigenvektor,
also u” A = AT, Av = Av. u und v haben positive Koeffizienten und kénnen durch (u, 1) =1
und (u,v) = 1 eindeutig normiert werden. Dabei bezeichnet 1 = (1,...,1)T € R

— Es gibt ein € > 0, so dass fiir alle f € R? und n € N gilt: A" f = (u, Y)\"v+O((A—e))|| ]I,
also insbesondere A"1 = A\"v+O((A — €)™).

Dariiberhinaus sind folgende Beobachtungen von Bedeutung:
— Setzt man m; := u; - vj, so ist m ein W’vektor, denn (m,1) = (u,v) = 1, und es gilt fiir die
Matrix A, die definiert ist durchA;; = )x‘lv;IAijvj:
(A1); = Ao, H(Av); = v te; = 1 fiir alle 4,

d.h. A ist eine stochastische Matrix, und
d
(" A)j =D uoid ™Mo Ay = ujo; = (a7,
=1

d.h. 7 ist der eindeutige stationdre W’vektor fiir A.

Satz 9.6 (Sanov-Satz fiir Markovketten mit endlichem Zustandsraum)

Sei Zy, Z1, Za, . .. eine Markovkette mit Zustandsraum E = {1,...,d} und Ubergangswahrschein-
lichkeiten

Die Matriz Q sei irreduzibel und aperiodisch. Bezeichne €, := %22:1 0z, die empirische Vertei-
lung, also

(en)s = %#{k €{l,...n}: Zu =i},

Dann erfillt (Pe, )n>o ein LDP mit Ratenfunktion I(p) = ¢¥*(p) = supyera ((0, u) = (9)), ¥(9) =

log Ay, wo Ay der eindeutig bestimmte fihrende Eigenwert der Matriz Qg, (Qv)ij = qijeﬂf , ist.
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Beweis: Wir betrachten die R%wertigen ZVn X}, := ez,, d.h. X, = e; gdw. Z;, = 4. Dann ist
n = — = — €z, = — = €En,
Lt F o k=1 S k=1 o

wobei die Einheitsvektoren e; mit den Wahrscheinlichkeitsvektoren(=Wahrscheinlichkeitsmafien)
6; (i € {1,...,d}) identifiziert wurden. Daher reicht es ein LDP fiir (Ps, )n>0 zu zeigen. Das
werden wir jetzt aus dem Gértner-Ellis Theorem herleiten. Dazu muss

Y(9) = lim lgz;sn(ﬂ) = lim llogE[ew’S”]
n—oo N n—oo N
bestimmt werden.

Mit @ sind auch die Qy irreduzibel und aperiodisch. Insbesondere haben sie einen einfachen
fiihrenden Eigenwert Ay > 0 mit zugehorigem strikt positiven Eigenvektor vy, der so normiert
ist, dass Q31 = Ajvy + Og((Ay — €9)™) fiir ein ¢y > 0. (Das folgt aus dem Satz von Perron und
Frobenius, siche Bemerkung 9.5.)

Fiir jede Funktion f: {1,...,d} — R (also f € RY) gilt nun:

B f] = B[St Xl fy ]

n n

= B |eS)  B % fy, |20, 2]

= B[S0 B " [y, |Z,1]|

d

_ 9,5, s

= E|é L1>’§ 4z, 1,€7 [
P

= Bl (Quf)z,_,]

Durch iterative Anwendung dieser Gleichung auf f =1, f = Qy1,...,f = QZ;*ll folgt:

E[e!”5] = E[(Q§1) 2] = X5 E[(v9) z,] + Ov((Ao — €9)™) = Xj - (E[(v9) z,] + 00(1)),

so dass )
Y(¥) = lim = log E[e!"5)] = log Ay.
n—oo n
Daher erfiillt (Pg, )n>0, und damit auch (P, ),>o, ein volles LDP mit guter Ratenfunktion I(u) =
Y*(u), wobei () = log \y. (Beachte, dass E = {1,...,d} kompakt ist, und interpretiere u als
Wabhrscheinlichkeitsvektor aus dem R<.) a

Bemerkung 9.7 Durch storungstheoretische Betrachtungen kann man zeigen, dass

d
pr) log Ay = Ey[Xo]

und
d? >
W log )\19 = V19 [XO] + 2 kE:1 COV19 [)(07 Xk},

wo FEy, Vy,Covy bzgl. des stationdren Markov-Mafles zu 7y und @:9 aus Bemerkung 9.5 gebildet
werden. Beachte dabei, dass Fy[Xo] = Eylez,] = my.
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10 Das Kontraktionsprinzip

Satz 10.1 Seien E und F polnische Rdume, und sei T : E — F stetig. Erfillt die Folge von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (pn)n>1 ouf E ein volles LDP mit guter Ratenfunktion I, so
erfillt die Folge (i, o T™'),>1 von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf F ein volles LDP mit
guter Ratenfunktion J(y) := inf{I(z) : T'(z) = y}. (Hier ist ggf. inf ) = c0.)

Zur Verdeutlichung: Ist ju, = Py, , so ist i, o T~' = Pp(z, ).

Beweis: - J ist eine gute Ratenfunktion: Sei a € R. Es gilt:

yeJ Y (-o0,a]) = 3z, €T y}:limsupl(z,)<a

n—oo

= 32, € Ty} : limsup I(x),) < a und (x),),>1 konvergiert gegen ein z € E,

n—oo

denn die Menge I~!((—o0,a + 1]) ist kompakt. Da T stetig ist, ist T'(x) = lim, o T(2),) = v,
und da I unterhalbstetig ist, ist I(x) < limsup,,_, . I(x,) < a. Also ist

yeJ N ((—00,a]) <= FzecIl Y(—o0,a]) mit T(z)=y,

so dass J~1((—00,a]) = T(I7*((—o0,a])). Da I71((—o00,a]) nach Voraussetzung kompakt und T
stetig ist, ist auch J~!((—o0,a]) kompakt.
- Untere Abschitzung: Sei G C F offen. Dann ist

.1 _1 . . . .
liminf —log pin, 0 T7H(G) > —xeTHgf(G)I(x)——;ggxe;rgf{y}f(x)——ylggJ(y)-

- Obere Abschétzung: Sei A C F' abgeschlossen. Dann ist

. 1 -1 : : : :
Bp s e T S 7 ol 10 =7 8 ety 1) = 7 )

O

Bemerkung 10.2 Die obere und die untere Abschétzung bleiben richtig, auch wenn die Raten-
funktion I nicht gut ist. Dann muss J aber keine Ratenfunktion sein.

Aufgabe* 10.1 Geben Sie ein Beispiel an, wo F = FF = R, T : R — R stetig, I eine nicht gute
Ratenfunktion auf R und J gar keine Ratenfunktion (d.h. nicht unterhalb stetig) ist.

Beispiel 10.3 Seien X, Xy, ... ui.v. R-wertige ZVn, p := Px,. Wir fassen die empirischen Mafle
en = =37 | bx, wieder als P-wertige ZVn auf.

— Aus dem Satz von Sanov folgt: (P, ),>1 erfiillt ein volles LDP mit Ratenfunktion I : P —
(0,00}, I(¥) = D(v[|p)-

— Aus Proposition 9.4 folgt, dass I gut ist.
Sei nun ¢ € Cp(R;R) fest gewihlt. Wir definieren hq, hy : P — R durch

M) = (pv) = / i
ha(v) = / (6 — (p.0))2dy = (¢, 0) — (i, 1)?

Da mit ¢ auch ¢? stetig und beschrinkt ist, sind k1 und hy stetig bzgl. der schwachen Topologie
auf P. Wir halten fest:

— hi(en) = £ 3 ©(X;) ist das empirische Mittel der Beobachtungen ¢(X1),. .., ¢(X,),
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— ho(en) =130 (0(X)2 = (2300, @(Xi))Q ist bis auf einen Vorfaktor -2 die empirische

n

Varianz der Beobachtungen ¢(X1),...,o(Xy).

Aus dem LDP fiir (P;, )n>1 und dem Kontraktionsprinzip folgt nun wegen Py ) = P:, o h~1L:
Die Familien (Pp, (c,))n>1 und (Ph,(c,))n>1 erfiillen ein volles LDP mit Ratenfunktionen

Ji(y) = inf{I(v) : (v) =y} = inf{D(||u) : v € P, {p,v) = y}
und
Ja(y) = nf{I(v) : ha(v) = y} = mE{D(v||u) : v € P, {¢*,v) — (p,1)* = y}.
Zu Jy: Aus Satz 3.6 folgt: Ji(y) = D(fs,||1), wo 9y so gewdhlt ist, dass [ ¢ fg, dp =y, falls das

moglich ist. Aus Bemerkung 5.7 folgt weiter Ji(y) = ¢¥*(y) fiir ¢(J) = logfe”s'*"(z)du(x), so dass
man fiir £ > | ©(X;) wieder den Satz von Cramer erhilt.

n

Zu J,: Hierfiir ist mir keine einfachere, explizitere Form bekannt.

Beispiel 10.4 Seien X, Xs,... wiv. R%wertig und nach N(0,V) verteilt. Folgende Identitit
werden wir zweimal benutzen:

—%@ — VO,V x - VY)) —%(z, Vlz) + %(m,ﬂ) + %(Vﬁ, Vi) — %(Vﬁm
= (V,z) — %(x, Vlz) — %(19, V).

Dann ist

_ 9,x) -1 (z,V~ )
Yx(¥) = log ((Zw)d/Q det(V / 2 dx)
/ e —Hz—VI,V H(a-VI))+1 (9, V) dx)

1

8 ((27?)‘1/2 det(V
1

= 3 (9, VI)

und daher (durch Wahl von ¢ = V ~12)

W) = sw (0.2~ 50.v9)

YeRY

1 1
= sup ((z, V) =~z =V, V(2 - Vﬁ)})
deRd \ 2 2
1
= 5(2, V).
Sei nun Apax der grofte Eigenwert von V. Dann folgt aus dem Satz von Cramer fiir R%-wertige
Zufallsvariablen und dem Kontraktionsprinzip

1 _ e et
A s Y EE B )

e ] 1. -
~int (et (v el = 1)

~inf %(inf{@,v—lz) 2l = 1)

t>r
r2 1
2 >\1’I1aX

Fiir die letzte Gleichung wurde benutzt, dass V! eine positiv definite Matrix mit kleinstem
Eigenwert 1/Apay ist.
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11 Das Lemma von Varadhan und seine Umkehrung

Satz 11.1 (Lemma von Varadhan)

Sei (fin)n>1 eine Folge von Werteilungen auf dem metrischen Raum (M, d), die ein volles LDP
mit guter Ratenfunktion I erfillt. Dann existiert fir jedes stetige beschrinkte h : M — R der
Limes

A(h) := lim l1og / ey, (31)
n—oo N M
und es gilt
A(h) = sul\[i[(h(x) — I(x)). (32)
e

(Die Voraussetzung, dass h beschrinkt ist, kann abgeschwdcht werden; siehe z.B. [18, Satz 23.17].)

Beispiel 11.2 o X1, Xo,... uiv.,, |X;| < a. Betrachte M = [—a,a].
e S, =X1+...+Xpn, Sp = Sn/n, iy = s und h(z)=17-z.
e Dann ist - log [ e™du, = Llog [ e’ 5dP =log [ " X1dP = x, (V).

e Es ist sup,cps(h(x) — I(x)) = supyep (V- — ¢¥*(z)) = ¢(9) (bei Wahl von z =T'(9)).

Beweis: ,,>“ Sei x € M und 6 > 0. Us(x) sei die §-Umgebung von z. Dann ist fiir jedes 6 > 0

1 1
— log/ e, > = log/ e™du,
n M n Us (x)

> log (expln- inf h()]- 1 (Us(@))

1
= inf  h(y) + —log pn (Us(x)).
nfh(y) + 1 log na(Us(z)

Aus dem LDP folgt:

1
liminf — lo / edu, > inf h(y)— inf I(y)> inf h(y)—I(z).
n—oo N & M a y€EUs(x) (y) y€Us () (y) yeUs(x) (y) ( )

Da h stetig ist, konvergiert das Infimum fiir 6 — 0 gegen h(x). Also ist

n—oo N

1
lim inf — log/ e d, > h(x) — I(z),
M

und da z € M beliebig gewihlt war, folgt die >-Richtung von (32).
,<“ Seien \,n > 0. Da I ,,gut“ist, ist die Menge K := I~1([0, \]) kompakt. Fiir jedes = € K
gibt es ein §(z) > 0, so dass fiir die Umgebung V., = Us(,)(z) von x gilt:
sup{h(y) :y € Vo} < h(z) +n und inf{l(y):y € V,}=>I(z)—n.

Dabei wurde die S"tetigkeit von h und die Unterhalbstetigkeit von I benutzt. Die V,, € K,
bilden eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K. Daher gibt es x1,...,zy € K so dass
KCG:= U;V:1 Ve, Es folgt:

/ enhdﬂn — / enhd/f‘n +/ enhd/f‘n
M G M\G

N
Z/ enhdun+/ enhd,LLn
= v M\G

N
Zen(h(xj)—i-n)ﬂn(vxj) + en.sup{h(y):yeM\G}Mn(M \ G).
j=1

N

N
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Daher folgt aus dem LDP und Lemma 6.2:

1
lim sup — lo, e™d < max< max | h(z;)+n—infl|,sup h(x)— inf I(x
o 10 g/M Hn { N< (3) +n Vo, ) ze}\'} (@) zEM\G ( )}

< mx{ | max (e + 1= (1) = ) sup i) = A}

< max { sup (h(z) — I(x) + 27), sup h(z) — )\} .
zeM xeM

Lésst man fiir festes A zunéchst n — 0 gehen und dann erst A — oo, so folgt die <-Richtung von
(32). |

Das Lemma von Varadhan hat auch eine Umkehrung, die auf Bryc zuriickgeht. Wir formulieren
und beweisen sie hier nur fiir kompaktes M. Die allgemeine Version findet man in [17, Satz 27.10
und Bemerkungen dazu auf S. 594].

Satz 11.3 (Satz von Bryc) Sei (un)n>1 eine Folge von Wverteilungen auf dem kompakten
metrischen Raum M. Existiert A(h) aus (31) fiir jedes h € C(M,R), so erfillt (pn)n>1 ein LDP
mit Ratenfunktion
J(x):= sup (h(z)—A(h)). (33)
heC(M,R)

(Es ist also J(x) = A*(d,) im Sinne der Legendre-Fenchel Transformierten von A. Auflerdem: Da
M kompakt ist, ist jede Ratenfunktion gut, also auch J.)

Beweis: Als Supremum stetiger Funktionen ist J unterhalbstetig, und da A(0) = 0, ist J > 0.
Also ist J eine Ratenfunktion.
Sei zunéchst 6 > 0. Zu x € M gibt es ein h, € C(M,R) mit

he(z) — A(hy) > (J(2) —§) A6,
und da die h, stetig sind, gibt es zu jedem x eine Umgebung U,, so dass
he(y) > A(hy) + (J(2) — 0) A6 fiir alle y € U,.

Aus der Markov-Ungleichung folgt
pnlU) <[ explnh, ~ int{ha (o) : y € U}
Us

< / exp(n(hy — (M(ha) + (J(x) — 6) A 5~1))djin

_ /enhmdun A+ (@) =5)As )

so dass

limsup%k)gun(Ux) < Alhe) = (A(he) + (J(2) =) A 6™ = =((J(2) = &) AdT)

n—roo

Sei nun K C M abgeschlossen, also kompakt. Es gibt z1,...,z,, € K so dass K C UZ’;I Ug, .
Also:

1
max limsup — log p,, (Uy,)

i

N

1
lim sup — log g, (K) _
n—oo N 1=1,..., m npnooco N
max —(J(z) ~8) A6

yeeey

N

/A

(J(z) — &) ASL.

inf
zeK
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Im Limes § — 0 folgt die obere LDP-Abschitzung.
Sei nun G C M offen und = € G. Wihle ein f € C(M,R) mit -1 < f < 0, f(z) = 0 und
fly) = —1fiir y € M\ G. (Das geht nach dem Satz von Urysohn.) Dann ist fiir jedes a > 0

—J(z) = heci?AfJ’R)(A(h)—h(x))

< Alaf) —af(@) = Alof)
= lim llog/e”afd,un

n—oo N

1
< lim —log (/ eodun+/ e_"adun>
n—o0o N, a M\G

na)

1
< liminf = log(p,(G) + e~
n—oo M

n—o00 nN

= max {lim inf 1 log pin(G), —a} .
Fiir o > J(z), d.h. fir —J(z) > —a, folgt

—J(z) < liminf 1 log pin(G),

n—o00 nN

und da x € G beliebig gewahlt war, folgt daraus die untere LDP-Abschétzung. ]

Korollar 11.4 Sei (uy,)n>0 eine Folge von Wverteilungen auf dem kompakten metrischen Raum
M, die ein LDP mit Ratenfunktion I erfillt. Dann ist I(x) = A*(0z) = supyecm,r) (9(7) —A(9)),
wo A(g) = sup,en(9(y) = 1(y))-

Beweis: Wegen des Lemmas von Varadhan kann man den Satz von Bryc anwenden, so dass

(ttn)n>0 auch ein LDP mit Ratenfunktion J(xz) = A*(d,) erfiillt. Das nachfolgende Lemma zeigt,
dass dann I = J sein muss. |

Lemma 11.1 Sei (un)n>o eine Folge von Wverteilungen, die sowohl ein LDP mit Ratenfunktio-
nen I als auch eines mit Ratenfunktion J erfillt. Dann ist I = J.

Beweis: Da sowohl I als auch J Ratenfunktionen fiir (g, ), sind, ist fiir alle z € M und alle § > 0

1 1 —
— inf I <liminf —log u,(Us(x)) < limsup — log p, (Us(x)) < — inf J < — inf J.
n

Us(x) n—00 n—oo N Us (x) Uazs ()

Da sowohl T als auch J unterhalb stetig sind, folgt aus Aufgabe 5.1(iii), dass fiir alle x € M gilt:

I(z) =lim inf I >lim inf J=J(x).
810 Us(x) 00 Uzs(x)

Durch Vertauschung der Rollen von I und J erhélt man die Gleicheit I = J. ]

Satz 11.5 Sei M ein kompakter metrischer Raum, (fin)n>1 eine Folge von Wverteilungen auf
M, die ein LDP mit Ratenfunktion I, erfillt. Sei auflerdem f : M — R stetig, und seien vy,
Wverteilungen auf M mit Dichten % = e ¥ (D+nf wobei 1y, (f) := log [ €™ dp,, ist.

Dann erfillen die (vy)n>1 ein LDP mit Ratenfunktion

L) = Lu(x) = (f(2) = Au(f)) = sup (f(y) = Lu(y)) — (f(2) = Lu(2))

yeM
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass
und dass

Ay (h) =limy, o 2 log [ e™du, fiir jedes h € C(M, R) existiert

Au(h) = A,u(h + f) - Au(f)~

Aus dem Lemma von Varadhan, angewandt auf die Folge (tt,,)n>1, folgt, dass die folgenden Limiten

existieren:

Ap(h 4 f) = Au(f)

1 1
lim —log/e"(’“rf)dun — lim flog/e”fd,un
—_—
e¥n(f)
1
lim ~log / e D= () gy
n—,oo N,

1
lim —log
n—oo N

Ay(h)

/ e du,

Also erfiillt (v,,)n>1 nach dem Satz 11.3 von Bryc ein LDP mit Ratenfunktion

I,(z)

wobei fiir die vorletzte Gleichheit
Korollar 11.4 benutzt wurden und

sup  (h(z) — Ay (R))
heC(M,R)

sup  (h(z) + Au(f) = Au(h+ f))
heC(M,R)

sup  (g(z) — f(@) + Au(f) — Aul9))
geC(M,R)

sup  (g(z) — Au(g)) — f(z) + Au(f)
geC(M,R)
L(z) — f(z) + Au(f)
ysgﬂlz(f(y) —Lu(y) — (f(2) — Lu(2)),

der Satz von Bryc (angewandt auf die Folge (pn)n>1) und
fiir die letzte das Lemma von Varadhan. ]
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12 Das Curie-Weiss-Modell

Die Arbeit, in der die grolen Abweichungen fiir dieses Modell geklirt wurden, ist [21].

Das Curie-Weiss-Modell ist eigentlich ein Modell der elementaren diskreten Stochastik. Man
betrachtet N binédre Zufallsvariablen X = (Xi,...,Xx), die die Werte +1 und —1 annehmen
kénnen und untersucht die gemeinsame Verteilung Py = Px, . x, auf {—1, 1}N unter speziellen
Annahmen an die Abhéngigkeit der Xj.

Man kann sich die X; im Sinne der statischen Mechanik als die Ausrichtungen von N Elementar-
magneten vorstellen, oder z.B. auch als die Meinungen oder Einstellungen (Zustimmung/Ablehnung)
von N Individuen zu einer politischen oder 6konomischen Frage. Modelliert werden soll, dass jedes
Individuum seine Meinung an der ,,durchschnittlichen Meinung“ X = % Zfil X; aller Individu-
en ausrichtet und dass wegen duflerer Einfliisse eine gewisse Meinungstendenz vorherrscht. Daher
betrachten wir die Observablen T; : {—1,1}¥ — R,

To(x) = Nzund T;(z) = ;T

und geben die Erwartungswerte

E[X] =70 € (-1,1), also /TOdPX = N’yo,und/TidPX =EX;X]=ym20@G=1,...,d)

vorl.

Die Verteilung, die unter diesen Nebenbedingungen die Entropie maximiert bzw. die relative
Entropie zur Bernoulli-(4, 3)-Verteilung Py (d.h. zur Gleichverteilung auf {—1,1}*") minimiert
hat zu Py eine Dichte

N
fo.n(z) = e~ N exp (ﬁoNsc + Z 19@@) .

i=1

Zur Vermeidung unnétiger Komplikationen nehmen wir an, dass 2 = {—1,1}, P = Py und dass
die X; : Q — {—1,1} durch X;(z) = x; definiert sind.

Ist nun I'(¥) = DYn(¥) = (70,71, ---,71) =: 7Y, so kann man zeigen, dass aus der Symmetrie
des Modells in den z1,...,zx und der Permutationsinvarianz von v in den letzten N Variablen
auch die Permutationsinvarianz von 9 in den letzten N Variablen folgt.2 Deshalb ist ¥ von der
Form ¥ = (Yo, Y1, ...,91)T und fy n hat die Form

Jo.n(x) = floe,00).n(T) = e N exp(N (9o 4 913%)) =: fo.n(Z).

'Es muss gelten 41 >0, day; = N1 Zil E[X;X] = E[X?].
2Sei o eine Permutation von {l,...,N}. Definiere 6 : RNT!1 — RNTL Y9 = (,...,
(Y0, 95(1)s- - ,ﬂU(N))T. Dann ist D& eine Permutationsmatrix, also (D&)~! = (D&)T und es gilt 5(¢9)

Fiir z,9 € RVt ist 6—1(z) = Z, wobei Z= N~' N | #; , und

191\7 —
= Dé - 0.

>

)T
D

(6(9),x) = (D6 - 9,2) = (9,(D&) " 'z) = (9,6} (z)),

so dass

<
2
=
=
I

2~ N > exp(YoNZ + (6(9), x) - T)
ze{0}x{—-1,1} N
2~ N 3 exp (ﬁoN&*l(m) 1 (9,67 () -erl(x))
z€{0}x{—-1,1} N
2= N > exp(YoNZ + (9, z) - T)
z€{0}x{—-1,1} N
= Yn().
Es folgt:
IMMo6=(DyYnod) =(D(nos) D6 HT =Ds-Dyk =60r7T.
Ist nun T'(9) = (y0,71,---,71) =: 7, so folgt T(&(9))T = 6(I'(NT) = 6(vT) = 4T =T'(9)7. Da T ein Diffeomor-
phismus ist, folgt 6(9) = 9.

a0



Wir bezeichnen P197N = fﬂJ\]’P]Y.
Sei pun die Verteilung von X unter Py und vy die unter Py y. Dann sind pux und vx konzen-
triert auf dem kompakten Raum M = [—1,1], und es ist

dVN

T () = o (v) = exp(—tin (8) + N (Do + 010%)),
UN

denn fiir messbare A C R gilt:

vn(A) = Py n{X € A} = fo.n(Z)dPy(z) = / fo.n()dpy(v).
{zcA} {veA}

Nach Beispiel 2.8 erfiillt die Folge (pn) n>1 von skalierten Binomialverteilungen ein LDP mit guter

Ratenfunktion lt+v 1 . 1+
v 1—wo v
GV = HG) — H( ),

wo H(z) = —zlogz — (1 —x)log(1l — z).3 Also erfiillt die Folge (vy)n>1 nach Satz 11.5 ein LDP
mit guter Ratenfunktion

I(v) = D((

Ly(v) = sup (You+V1u® —I(u)) — (ov + 91v* — I(v)).

—1<u<l

=:Gy(v)

Man sieht, dass auf jeden Fall inf_;<,<1 Iy(v) = 0. (Betrachte v = arg max Gy(u)). Wir untersu-
chen, wie die Ratenfunktion Iy vom Parameter 9 abhéingt:

Da H'(z) =log 152, ist I'(v) = =5 H'(£%) = —5 log {32, also

1—w
1+vw

1
I (v) = —Gly(v) = I'(v) — 99 — 2010 = -3 log — 9y — 2010
und Ij(v) = 15 — 2¢;.

Insbesondere ist I)(v) = 0 = G} (v) gdw. 1_7_5 = e 20— oy,

1— 6—2190—41911) 6190+2191v _ e—(190+21911))
= tanh(Jg + 291v) =: h(v),

v= 1 + 8—2190—419111 = 6790+2191v + 67(190+2191’U)

d.h. wenn v ein Fixpunkt der Abbildung h ist.* Beachte, dass h/(v) = W < 20

Abbildung 1: 9o = 0, #/(0) < 1 Abbildung 2: 9o = 0,7/(0) > 1

3Formal folgt das aus dem Kontraktionsprinzip: Seien Z1, ..., Zyx unabhingig mit P{Z; =0} = P{Z; = 1} = %
Dann erfiillt (Zxn) >0 ein LDP mit guter Ratenfunktion Iz (u) = D((u,1—u)|| GV2). Dann hat X = (X1,...,Xn)
mit X; = 2Z; — 1 die Gleichverteilung Py auf {—1,1}", und es ist Xy = 2Zy — 1. Aus dem Kontraktionsprinzip
folgt also, dass (Xn)n>o ein LDP mit guter Ratenfunktion I(v) = inf{Iz(u) : v = 2u — 1} = Iz (1%’) =
D((H2,152)1GV2) = H () — H (112) erfiillt.

4Zur Erinnerung: sinh(z) = < _267 , cosh(z) = # > 1, tanh(z) = z:;‘]((z)) = Z:_T_:::
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Ist 99 = 0, so ist h(0) = 0, und ob weitere Fixpunkte von h existieren, hiingt von 9; ab, siehe

Abbildungen 1 und 2. In diesem Fall ist Iy symmetrisch, d.h. es ist Iy(—v) = Iy(v), und es sind
die folgenden Félle zu unterscheiden, die sich durch die Fixpunkteigenschaften der Abbildung h
charakterisieren lassen:

1.

Y1 < 4. Dann ist h/(v) < 207 < 1 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0. Also ist h(v) = v
gdw. v =0, und es ist Ijj(v) > —1+ ﬁ > 0 mit Gleichheit nur fiir v = 0, so dass Iy beiv =0
ein eindeutiges Minimum Iy(0) = 0 hat, sieche Abbildung 3.

. 91 > 1. Dann ist #/(0) = 29, - tanh’(0) > 1, und es ist nicht nur 2(0) = 0, sondern es gibt

genau zwei weitere Fixpunkte v_ < 0 < vy. Offensichtlich ist I}(0) < 0, d.h. bei v = 0 hat Iy
ein lokales Maximum. Daher miissen bei v = v4,v_ nun lokale Minima vorliegen, und da Iy
symmetrisch ist, sind die beiden Minimalwerte Iy(vy) identisch gleich 0, sieche Abbildung 4.

= 03 g g3

o 3

Eu’ 0.25 § 025

k3 ¥

S 02 & o2

o a

7 o01s S 0as

£ )

g o1 T o1

Y 005 = 005 \ /
g 0 o 0

2 1 05 0 05 1 3 1 05 0 05 1
£ £

o 1 & t

Abbildung 3: Iy(t) fiir 99 =0, ¥; = 0.4 Abbildung 4: Iy(t) fiir 99 = 0, ¥1 = 0.7

Zur korrekten Formulierung des folgenden Theorems setzen wir noch Iy(z) := oo fir z £]—1,1].

Satz 12.1 Sei~yy = 0. Dann ist auch %9 = 0.

a) Ist ¥y < L, so ist fiir jedes a > 0

27

limy oo & log Py n{|X| > a} = —Iy(a)

b) Ist ¥, > L, so ist fiir jedes o > 0

27

—min{ly(vy —a), vy + @)} fir a<wvg

. 1 _ _
I\}gnooﬁlongN{X >0und | X —vy| >a}l = { Iy(vy +a) [

und eine entsprechende Gleichheit gilt fiir Py y{X < Ound |X —v_| > a}.

Beweis: Ist 9o = 0, so ist fg n(—x) = fo.n(z), so dass vo = Ep, y[X] = Ep, y[-X] = =7 =0.
Tatséchlich ist 9 = 0 genau dann wenn ¥y = 0, weil a%\OEPM\, [X] > 0. Das folgt so:

d _ 9 92
—F X] = N'—F Ty = N '@ =N T,
8’!90 P19,N[ ] (9190 Pz‘),N[ 0] 819%11)N( ) Varﬂ[ 0] > 0,

da Ty(x1,...,on) = 21 + ...+ 2y auf {—1,1}" nicht konstant ist. Der Rest folgt aus dem LDP
und den Skizzen von Iy. O

Ist Y9 # 0, so liegt die in Abbildungen 5 und 6 skizzierte Situation vor: Iy hat ein eindeutiges

Minimum, das dasselbe Vorzeichen wie 9y hat. Fiir grofle 1; kann ein weiteres lokales Minimum
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vorliegen, siehe Abbildung 6. In der dort skizzierten Situation bezeichne vy > 0 das globale
Minimum von Iy und v_ < 0 das lokale. Dann ist

min{ly(vy — &), Iy(vy + @), Iy(v_)} fiira < vy — v

o1 =
J\}gnoo N log Py N{IX —vy| > a} = { min{ly(vy — a), Iy(vy +a)} fira > vy —v_

a Q
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£ 015 5 006
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£ 01 I 004
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2 1 05 0 05 1 = 1 05 0 05 1
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Abbildung 5: Iy(t) fiir 99 = 0.1, ¥, =04 Abbildung 6: Iy(t) fiir 9o = 0.1, ¥ = 0.7
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13 Grofle Abweichungen in dynamischen Systemen

In diesem Abschnitt stelle ich eine vereinfachte Version des Zugangs von Wentzell und Freidlin zu
groflen Abweichungen in dynamischen Systemen vor.

Beispiel 13.1 Um technische Probleme so gering wie méglich zu halten, betrachten wir zunéchst
nur dynamische Systeme, die durch eine Abbildung f : R? — R? beschrieben werden, d.h. Dyna-
miken, die ausgehend von einem Anfangszustand zo € R? wihrend des (diskreten) Zeitintervalls
{0,...,T} die Folge von Zusténden 1 = f(zo), 22 = f(x1),..., 27 = f(zr_1) durchlaufen. Dabei
ist T' grof3 aber endlich.

Nun fiigen wir zuféllige Storungen zu einem solchen dynamischen System hinzu: Seien &1, ..., &r
w.iv. mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Fiir o > 0 definieren wir den Prozess (X7 )i=o
durch

s T

X(()T:x07ng :f(XtU—l)+O-€t (t: 175T) (34)
Die Frage lautet:

Wie weit entfernt sich die zufillige Trajektorie (X¢,...,XZ) von der ungestorten
(z1,...,27)? Insbesondere: wie gro8/klein ist die Wahrscheinlichkeit, dass die zufillige
Trajektorie ein qualitativ gédnzlich anderes Verhalten zeigt als die ungestorte, also z.B.
nur negative Werte annimmt, wiahrend die ungestorte gegen einen positiven Fixpunkt
konvergiert?

Solche Fragen kénnen durch ein LDP im Limes ¢ — 0 beantwortet werden. Wir beschranken
uns auf den Fall, dass die & nach N(0,1) verteilt sind, also insbesondere auf d = 1.

Sei & = (&1,...,&r). Die Familie der Verteilungen (Py¢)o>o erfiillt im Limes o — 0 ein volles LDP
mit Skala 02 und guter Ratenfunktion I(z) = 3| z||*:

1
lim igf o?-logP{c¢ € G} > ~— iné §||z\|2f1'ir alle offenen Mengen G C R”,
o— zE

1
limsupo? - log P{cé € A} < — igg §||z||2fiir alle abgeschlossenen Mengen A C R”.

o—0

Das wurde in Problem 6.2 gezeigt.® Nun wird (34) fiir gegebenes 2o € R durch eine stetige
Abbildung F,, : R" — R” beschrieben, die jedem (0&1,...,0&7) ein (X7,..., X3) zuordnet:

Fpo(z1,...,27) = (x1,...,xp) mit o = f(ay_1)+ 2 firt=1,...,T.

Nach dem Kontraktionsprinzip (genauer: einer Variante fiir die hiesige Situation mit o — 0)
erfiillt deshalb die Familie (¢¢)o>0 von Verteilungen der (X¢,...,X7) = F,,(0&1,...,0&r), bei
gegebenem x, ein volles LDP mit Skala ¢~2 und mit guter Ratenfunktion

J(z) = J(x1,...,20) = inf {;HZHQ  Fyy(2) = x} — inf {; S22 F(2) = x} - % S (e f(m1)?.
t=1

t=1

Die Auswertung von Ausdriicken der Form inf,cy J(z), wie sie fiir LDP-Abschétzungen notig
ist, kann ein sehr schwieriges Optimierungsproblem sein. Bevor wir ein einfaches Beispielsystem
im Detail diskutieren, betrachten wir zunéchst eine Variante der allgemeinen Vorgehensweise fiir
Systeme mit stetiger Zeit:

. 2 2,2 2,92 2,92 2
SEs ist g, (t) = log (m J exp(tz — #)dw) = log -, also e (9) = 51 + ...+ TS = Z-||9|12.
Dabher ist 'gbgg(z) = supycrr ({9, 2) — %2||19||2) = <o%,z> - %2”;—2\\2 = ﬁHzHQ, und man iiberzeugt sich leicht,

dass limg 0 021/);5(2) = %Hz“z die richtige Ratenfunktion ist.
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Beispiel 13.2 Ahnliche Uberlegungen kann man fiir dynamische Systeme in stetiger Zeit anstel-
len. Das ungestorte System wird durch eine R%-wertige gewohnliche Differentialgleichung

z(t) = blz(t)), =(0)=xo, im Intervall 0 < ¢t < 1
gegeben, das stochastisch gestorte entsprechend durch
dX\” = b(X\7)dt + odW;, X7 =0

wobei (W;)o<i<1 eine R%-wertige Brownsche Bewegung ist. (Fiir o = 0 ist das also nichts anderes
als die ungestorte gewohnliche Differentialgleichung.) Diese einfache stochastische Differentialglei-
chung ist dquivalent zu folgender stochastischen Integralgleichung

t
X\ = ao+ / b(X)(s))ds + oW,.
0

In Beispiel 3.1.7 des Skripts von Konig [19] wird diese Situation beschrieben, und es wird
folgender Satz iiber grofie Abweichungen aus einem LDP fiir die Brownsche Bewegung (Satz von
Schilder) und dem Kontraktionsprinzip hergeleitet. Hier ist zunéchst der Satz von Schilder, siehe
auch [24, Satz 4.9]:

Satz 13.3 Die Familie (Pyw)o>0 von Verteilungen der skalierten Brownschen Bewegungen auf
[0,1] erfiillt ein volles LDP mit Skala 0~2 und guter Ratenfunktion I : C([0,1],R) — [0, +oc],

() — { %fol |¢!(t)[2dt  fiir absolut stetige 1) mit ¥(0) = 0
+00 Sonst.

Dabei heifit ¢ : [0,1] — R absolut stetig, falls fiir jede Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 existiert,
so dass fiir jede endliche oder unendliche Folge paarweisse disjunkter Intervalle [z, yx] C [0, 1],
die der Bedingung >, (yx — @) < 0 geniigen, gilt: Y, |¥(yx) — ¢ (zx)| < €. Jede absolut stetige
Funktion ist gleichm#fig stetig. Andererseits ist jede Lipschitz-stetige Funktion auch absolut stetig.
Die Cantor-Funktion (,,Teufelstreppe*) ist ein Beispiel fiir eine iiberall stetige, aber nicht absolut
stetige Funktion. Absolut stetige Funktionen sind fast iiberall differenzierbar und diese Ableitung
stimmt mit der schwachen Ableitung iiberein, d.h. fiir jede stetig differenzierbare Testfunktion
f:10,1] - R mit f(0) = f(1) = 0 gilt: fol ' (x) f(z)de = —fol P(x) f'(z)dz.

Daraus folgert man z.B. den folgenden Satz (siehe auch [24, Satz 6.7]):

Satz 13.4 Die Familie (Px())o>0 von Verteilungen der Prozesse (Xt(o))ogt@ erfillt ein volles
LDP mit Skala =2 und guter Ratenfunktion J : C([0,1],R) — [0, +oc],

+oo sonst.

T = { %fol [ (t) — b(xp(t))|2dt  fiir absolut stetige 1 mit (0) = xq

Beweis: (Herleitung aus Satz 13.3) Nach dem Satz von Picard-Lindelsf (bekannt aus dem Modul
Gewdhnliche Differentialgleichungen) hat die Integralgleichung

W(t) = w0+ / b(s))ds + o(t) . te0,1]

fiir jedes ¢ € C([0,1],R) eine eindeutige Losung ¢ = F(¢) € C([0,1],R). Die Abbildung
F . C(0,1],R) — C(]0,1],R) ist stetig. Das kann man direkt aus dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof folgern, denn der beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz (Analysis IT), und
der dadurch bestimmte Fixpunkt v hangt stetig von den ,,Zutaten“ der Integralgleichung ab. Al-
ternativ kann man, wie im Winter-Skript oder im Konig-Skript auch mit dem Lemma von Gronwal
argumentieren.
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Insbesondere ist daher X(7)(w) = F(oW (w)) fiir jeden Brownschen Pfad W (w), und da der
Satz von Schilder ein LDP mit guter Ratenfunktion fiir die Familie (P,w),>0 bereitstellt, folgt
aus dem Kontraktionsprinzip ein LDP fiir die Familie (Px (s )s>0 mit guter Ratenfunktion

J(¥)

(1) s Ple) =0 = 1 —a0~ [ ou()as)

_ %fol [/ (t) — b((t))|2dt fiir absolut stetige ¢ mit 1(0) = zg
B +00 sonst.

O

Nun wenden wir uns wieder Systemen in diskreter Zeit zu und untersuchen eine sehr einfache
Beispielfamilie genauer.

Beispiel 13.5 [d =1, f(z) = mx+b, m > 0, m # 1] Dieses f hat den Fixpunkt z, = ﬁ, und
da 2y — 2. = f(2i_1) — f(xs) = m(x4_1 — 24), ist 7 — 2 = mb - (zg — z4). Also:

— Fiir m < 1 ndhern sich die z; exponentiell schnell dem Fixpunkt x.,
— fiir m > 1 entfernen sich die z; exponentiell schnell von ..

Wir betrachten nur den Fall b = 0, den allgemeinen Fall kann man leicht darauf zuriickfithren. Dann
ist J(z) = %Zle(xt — ma;_1)%. Will man J(z) z.B. fiir gebenes x7 minimieren, so betrachtet
man

Dy, ... op1J(x) = (21 — mxo — m(ze — may),...,x7—1 — mxp_g — m(xy — mar_1)).
DJ(z) =0 ist daher dquivalent zu
A+m?)z, = mzi 1+ T41) fir t=1,...,7—1.

Das ist eine lineare Differenzengleichung mit Randbedingungen. Thr charakteristisches Polynom
ist

mA? — (1 +m*)A+m=m\ —m)(\—m™1),
und man erhélt als Losung

xome — T
und B = —F 7
m—

T
zom!’ —x
zi=A-m'—B-m'(t=0,...,T) mt A== r
mT —

T _m-T

- (35)

Die Hessematrix H.J von .J ist eine Tridiagonalmatrix mit Diagonaleintrigen 1 4+ m? und Neben-
diagonaleintrigen —m. Da 1 +m? — |m| — |m| = (1 — m)? > 0 fiir m # 1, folgt aus dem Satz von
Gershgorin®, dass HJ positiv definit ist und damit (35) ein Minimum ist. Fiir m < 1 und grofies
Tist A~ mTzp und B ~ —xg, so dass xR xrmT =t + zomt. Dadurch wird derjenige Pfad
charakterisiert, entlang dem es am wahrscheinlichsten ist, dass man von xg nach xp gelangt, wenn
man {iberhaupt (mit oft nur kleiner Wahrscheinlichkeit) dorthin kommt.” Fiir m = 0.9, xog = 0

SDer Satz besagt, dass fiir jede komplexe n x n-Matrix A gilt: EW(A) C U, By, (as;) mit r; = 2o i @il
Im obigen Fall folgt daraus EW(A) C Bam (1 +m?2) C {z € C: Re(z) > 0}.
7Als Formel sieht diese Aussage folgendermaBen aus: Fiir jedes § > 0 und jedes z € R7T ist

1imoa210gP(|X;’ —zi| <S5 (t=1,...,T) | |XS% —z7| < 6)
o—
P(XZ —z| <6 (t=1,...,T))
P(|X% — x| <9)
= —(Inf{J(y) : lye — 2| <6 (t=1,...,T)} —inf{J(y) : lyr — 27| < }),
und im Limes § — 0 ist erhélt man
—(J(z) —inf{J(y) :yr = 2r}) = — (J(2) — J(z")).

Das ist = 0 genau dann, wenn & = z*.

= lim o?log
o—0
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und z7 = 1 ist dieser Pfad in Abb. 7 dargestellt.
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Abbildung 8: T = 100, m = 1.1, 9 = 0,

Abbildung 7: T = 100, m = 0.9, o = 0,
T = 1

rr = 1

Der wahrscheinlichste aller Pfade, die einen bei kleinem o von 0 nach 1 fithren (was an sich ja un-
wahrscheinlich ist), bleibt also lange bei 0 und geht erst gegen Ende nach 1. Ahnliche Uberlegungen
kann man fiir m > 1 anstellen. Dann ist 2} ~ zom ™" + zrm~(T=% siche Abb. 8.

Wir bestimmen noch das Infimum J(x*) aller J(z) = %Zle(xt —mzy_1)? bei gegebenen

und xp:
xf —maxf_; = Am™t —m™?) - B(m! —m') = A(1 — m*)m™",
so dass
T 2
- Lo 22 —or _ L fxom” —wr 2y2, —am 2T —1

; (2= ”CTY (1= m) (2"~ 1),

Im Limes T' — oo erhélt man bei festgehaltenem xp # 0:

m < 1:inf J(z) ~ 2% (1 —m?)

z2(m? —1).

[N R

m >1:inf J(z) =

Fiir m =1+ 4, |§] — 0, erhiilt man inf J(x) ~ |§|z% bzw. ~ |§|z3.
Im Fall 7 = 0 und x( # 0 erhélt man fiir m > 1 das selbe Ergebnis, fiir m < 1 aber:

1
inf J(z) ~ 51‘3(1 —m?)-m?T

Das ist zu erwarten, da in diesem Fall auch die deterministische Dynamik nach langer Zeit von z¢

schon fast nach xp = 0 fiihrt.
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