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Kapitel 1

Das Bernoullische Versuchsschema

1.1 Grundbegriffe

Definition 1.1.1 Ein Tripel (M, M, P) heifst ein statistischer Raum, falls (M, M)
ein mefsbarer Raum und P eine nichtleere Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
15t.

Das Grundproblem der Statistik besteht darin, eine oder mehrere zufillige Realisie-

rungen eines Experiments mit Werten in M zu beobachten und daraus auf die den

Realisierungen zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung P € P zu schlieflen.
Das einfachste Beispiel fiir einen statistischen Raum ist

M = {0,1}, M = Potenzmenge von M, P = {P,: p € [0,1]},

wo P, die Binomialverteilung zum Parameter p bezeichnet. Durch Produktbildung ge-
langen wir zum endlichen Bernoullischen Versuchsschema (M, M,P)" = (M",
M",P"), wo P" := {P" : P € P} oder zum unendlichen Bernoullischen Ver-
suchsschema (M, M,'P)N = (MN,MN,’PN). Das zugehorige Experiment kénnen
wir interpretieren als Realisierung einer Folge X1, ..., X, bzw. X, X5, X3,... von un-
abhéngigen P,-verteilten Zufallsvariablen. (X1,. .., X,) wird als n-fache Stichprobe
aus (M, M, P) oder auch als Stichprobe vom Umfang n bezeichnet. Man kann es
aber auch als einfache Stichprobe aus (M™, M™, P™) interpretieren.

Definition 1.1.2 1. Sei (M, M,P) ein statistischer Raum und (D, D) ein mefba-
rer Raum. Eine mefbare Abbildung S : (M, M) — (D, D) heifsit Statistik. (In
den meisten Fillen ist (D, D) = (R, B) oder = (R",B").)

2. Set Ps ={PoS~': PeP}. (D,D,Ps) heift der von S induzierte statisti-
sche Raum.

Fiir das Bernoullische Versuchsschema (endlich oder unendlich) ist z.B. die relative
Hiufigkeit H,(z1,...,2,) = % * . z; eine R-wertige Statistik. Der von ihr induzierte

statistische Raum ist die Familie der Binomialverteilungen auf der Menge {% k=
0....,n}.
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1.2 Punktschitzung der unbekannten Wahrschein-
lichkeit p

Im folgenden bezeichnen E, bzw. V}, den Erwartungswert bzw. die Varianz unter P}
oder P, Xy := (X1,...,Xp).

Wegen des Gesetzes der grofien Zahl ist es intuitiv klar, daf§ H,,(X(y)) ein geeigneter
Schitzer fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeitp € [0, 1] sein sollte. H,, hat die beiden
folgenden Eigenschaften:

e H, ist erwartungstreu, d.h. E,H,, = p fiir alle p € [0, 1].

e H, ist konsistent, genauer: die Folge (H,)nen ist konsistent, d.h. H, — p P,-
stochastisch fiir n — oo . H,, ist sogar stark konsistent, da auch fast sichere
Konvergenz vorliegt.

e H, ist gleichmiflig konsistent beziiglich p € [0, 1], d.h.

lim sup PJ'{|H, —p|>¢e} =0 firallee>0,

0 pefo,1]

denn PJ{|H, —p| > €} < e *V,H, = 672@ <€ ?(4n) L.

Einen ersten Eindruck von der Genauigkeit der Schitzung H,, fiir p erhalten wir aus
VoH,, = ’@ < ﬁ. Fiir p nahe bei 0.5 liegt also V},H,, nahe bei ﬁ, fiir p nahe bei 0
oder 1 ist die Abschitzung aber zu grob, und man versucht, n -V, H,, ebenfalls aus den
Daten zu schétzen. Eine naheliegende Idee ist es, in der Formel fiir n - V,H,, jedes p
durch seinen Schitzer H,, zu ersetzen, wodurch man den Schitzer S, := H,(1 — H,)

fir n-V,H, = p(1 — p) erhilt. Mit H, ist auch S, konsistent. Da

i=1j=1

EyS, = Ep [% Zn:zn:Xi(l - Xj)]

= % ( ; E[X;(1-X)]+ Y E[Xi(1 - Xj)])

=1 i#j
(n—1)
= (1 —
—p(l-p),
ist Sy, nicht erwartungstreu, aber —*+5,, ist ein konsistenter, erwartungstreuer Schétzer
fir p(1 — p).
Da
Vn(H, —p) = N(0,p(1-p)) (2GS),

geht

\/Szn(Hn _p) :N(Ovl)a



G. Keller: Mathematische Statistik (Vorlesungsskript) 3

d.h. fiir hinreichend grofie n ist

wo ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Dabei kann
n als hinreichend grofl angesehen werden, falls min{np,n(1 —p)} > 5. (Fiir genauere
Approximationen der Binomialverteilung durch die Normalverteilung bei kleinem n
siehe [6, S.86].) Fiir p nahe bei 0 oder 1 und moderate n ist diese Approximation also
nicht brauchbar.

Dariiberhinaus ist folgender Effekt zu beobachten: Bei festen n und & sieht fj ,,(p) :=
P'{H, = %} wie in Abb.1.1 aus (dort fiir k = 5, n = 25). Man sieht, daB fn,(p) ein

P£{|Hn_p| >

Abbildung 1.1:

Maximum bei p = py = % hat, aber nach p = 0.5 hin langsamer abfillt als zum Rand
hin,so daf}

k k ..
Py AH, = E} > Py AH, = ﬁ}’ falls pg < 0.5 und € klein ist

und umgekehrt fiir py > 0.5. Diese Asymmetrie wird in den bisherigen Betrachtungen
nicht beriicksichtigt.

1.3 Konfidenzintervalle

Bisher haben wir einen einzigen Zahlenwert als Schitzer fiir den unbekannten Parame-
ter p angegeben und versucht, dessen Genauigkeit durch S,, abzuschéitzen. Nun wollen
wir zu einem vorgegebenen 0 < o« < 1 in Abhéngigkeit von der beobachteten Haufigkeit
H,, ein Intervall J(H,) = [pu(H,), p,(H,)] angeben, das folgende Eigenschaft hat:

e Firallepe[0,1] ist P,{p € J(H,)} >1—0a,dh. P,{p & J(H,)} < c.



4 G. Keller: Mathematische Statistik (Vorlesungsskript)

Ein solches Intervall J(H,) heifft Konfidenzintervall fiir p zum Konfidenzniveau
1 — a. Typische Werte sind o = 0.01, o« = 0.02 oder o« = 0.05, bei besonderen An-
forderungen an die Zuverléssigkeit der Schluflfolgerungen nimmt man aber auch z.B.
o = 0.001.

Wie oben bereits gesehen, gilt fiir z > 0 und hinreichend grofle n niherungsweise

P {\Hn o< @} — ®(z) — B(—2) = 20(2) — 1.

Wiéhlt man z = z(a) so, dal ®(z) =1 — ¢, so ist 2@(z) — 1 =1 — «, und J(H,) muf
so gewihlt werden, daf

p(1 —
n

|Hn _p‘ S Z(a)

fir alle p € J(H,).

(Ist ¢ = 1 —§, so ist ®(z) = ¢, und man bezeichnet z = A, als das Quantil der

standardisierten Normalverteilung der Ordnung q). Das fiihrt zu

Pou(Hy) % (Hn + %‘32 + z(a)\/H"(ln_ H,) . Z(a)Q) |

:n—l-z 4n?

so daf (@) ()?

a)y/S, z(a 1
" 0.5—H,) +0 (—=),

et S (05 - H) 40 ()

wobei die Konstante in O vom Wert von H,, abhiingt. Die Intervallgrenzen sind also

nicht symmetrisch bzgl. der Punktschitzung H,. Da aus dieser Wahl von p,,(H,)

folgt,daf

po,u(Hn) = Hn + &

lm Pr{pe J(H)}=1-a,

bezeichnet man J(H,) auch als asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum
Konfidenzniveau 1 — «. Ein konkreter Zahlenwert: Fiir o = 0.02 ist z(«) = 2.326.

1.4 Priifen von Hypothesen iiber die unbekannte
Wahrscheinlichkeit p

In vielen Féllen stellt sich nicht das Problem, den Parameter p moglichst genau zu
schitzen, sondern aufgrund der beobachteten Daten eine Hypothese iiber p, z.B. p < py,
zu priifen. Ein solches Problem tritt z.B. in der statistischen Qualitdtskontrolle auf:
Die Angabe eines Lieferanten, dafl ein gewisser Lieferposten einen Ausschufisatz von
hochstens 5% hat, soll iiberpriift werden. Als statistisches Modell dient das Bernoul-
lische Versuchsschema, wobei X; = 1 als , Teil 7 ist Ausschu“ interpretiert wird. Die
zufiillig herausgegriffene Stichprobe werde mit (X1, ..., X},) bezeichnet. Wir wollen hier
annehmen (auch wenn das nicht ganz korrekt ist, sieche den nichsten Abschnitt), daf
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die X; u.i.v. sind. Gepriift wird die Hypothese Hy : p < 0.05 (auch Nullhypothese
genannt) gegen die Alternative H; : p > 0.05. Gesucht ist ein Test ¢, d.h. eine
Abbildung

¢:{0,1}" — {0,1}

derart, dafl bei der Interpretation
e ¢(Xi,...,X,) =0 heifit Annahme von H, : p < 0.05,
e ¢(Xi,...,X,) =1 heifit Ablehnung von H, : p < 0.05,

Py{¢ = 1} klein ist, wenn H, vorliegt, und auch P'{¢ = 0} moglichst klein ist, wenn
H, vorliegt.
Sei K, =nH, =}, X,. Ein naheliegender Test fiir unser Problem ist

b(Xi, ...

’X")_{O fir K, < ko ’

wobei kg noch festzulegen ist. ¢ basiert also auf der Statistik K,,. Man bezeichnet
{¢ = 1} als den kritischen Bereich oder Ablehnungsbereich des Tests ¢.
Die Machtfunktion von ¢ ist

mg(p) = PI{G(Xs, ..., Xp) = 1} = PP{K, > ko}.

Da my(p) die Wahrscheinlichkeit ist, Hy abzulehnen, wird man bestrebt sein, m(p) fiir
p € Hy moglichst klein zu halten, damit ein solcher Fehler 1. Art unwahrscheinlich
wird. Also wird man ky zu vorgegebenem 0 < o < 1 so wihlen, dafl

my(p) < o fiir alle p € H,. (1.1)

Das ist sicher erfiillt, falls ky = n + 1, d.h. ¢ = 0, aber in diesem Fall wiirde ein
Fehler 2. Art, ndmlich H, zu akzeptieren obwohl p € H;, die Wahrscheinlichkeit
1 —my(p) = Py{¢ =0} = P{K, <n+ 1} =1 haben. Man wird also ko so wéhlen,
daf} der Fehler 2. Art unter der Nebenbedingung 1.1 minimiert wird.

Da (p, k) — PJ{K, > k} in p wichst und in k fillt, wiihlt man

0

kozmin{k: P;{KnZk}goz}.

Da die Variable k diskret ist, kann man Gleichheit i.a. nicht erreichen. In dem Beispiel
der Giitekontrolle ergibt sich fiir py = 0.05, n = 25 und o = 0.01 der Wert ky = 5, d.h.
ein Lieferposten wird zuriickgewiesen, wenn in einer zufilligen Stichprobe vom Umfang
25 mehr als 4 Ausschufiteile gefunden werden. Die maximale Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler 1. Art betréigt dabei m4(0.05) = 0.0072. Die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 2. Art kann dagegen beliebig nahe bei 1 — 0.0072 = 0.9928 liegen, wenn p
sehr nah bei py liegt. Da beide Fehler nicht gleichzeitig klein zu halten sind, ist diese
asymmetrische Behandlung von Hy und H; unumgénglich.
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Abbildung 1.2:

Einen Test ¢ von H, gegen Hy, der (1.1) erfiillt, bezeichnet man als einen Test
zum Signifikanzniveau «, kurz als a-Test.

Abb.1.2 zeigt die Machtfunktion in unserem Beispiel. Da die Teststatistik K,, asym-
ptotisch normalverteilt ist (n~/2(K, —np) = N (0,p(1—p))), kann die Machtfunktion
fiir hinreichend grofie n anndhernd mit der Normalverteilung ausgewertet werden:

ko — np
m =PYK,>k}~1—-P| ——— ).
o(p) = P4 ¥ ( np(l_p)>

Damit ergibt sich der kritische Wert ko aus my(p) < o zu

ko = [npo + A_ay/npo(1 — po)] + L

1.5 Stichproben aus endlichen Grundgesamtheiten

Im Qualitétskontrollbeispiel des letzten Abschnitts wurde aus einer Warenlieferung vom
Umfang N, die A = Np Ausschufiteile enthilt, eine zufillige Stichprobe (X1,..., X},)
herausgegriffen (ohne zuriicklegen!). In diesem Modell sind die X; nicht u.i.v., denn es
ist zwar P(X; = 1) = p, aber P(X, = 1|X; = 1) = 4=L # p. K,, = ¥ | X; besitzt in
der Tat eine hypergeometrische Verteilung H(N,n, p):

(V) ()
P(K, =k) =~k 0k )
()
fiir max{0, n + Np — N} < k < min{n, Np} und 0 sonst.
k

Man beachte, dafl P(K,, = k) — (Z)p’“(l —p)" % mit N — oo.



Kapitel 2

Normalverteilte Beobachtungen

2.1 Aus der Normalverteilung hergeleitete Verteilungen

Sei A eine symmetrische, positiv definite d x d-Matrix mit reellen Koeffizienten und
Determinante ungleich 0. Dann gibt es eine Diagonalmatrix A = diag(Aq, ..., Ag) und
eine Orthogonalmatrix B derart, da A = BTAB und \,...)\; > 0 die Eigenwerte
von A sind.

Definiere fa : R — R durch

1 L ora.
fal) = J@ma- | det(A)] 1 exp(—5 X7 Ax),

wo xT den zu x transponierten Vektor bezeichnet. Dann ist fa > 0, und aus dem
Integraltransformationssatz folgt

/Rde(X)dX / fa(B dx—/ fa(x

“+oo
1;[ \/271')\ / exp(— 2\

)dxz— ,

d.h. fa ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R¢.

Definition 2.1.1 fa heifit eine d-dimensionale Gaufische Dichte oder Dichte einer
d-dimensionalen Normalverteilung.

Theorem 2.1.2 Sei X = (X1,..., X, ) eine Re-wertige Zufallsvariable, deren Vertei-
lung Dichte fa hat. Bezeichne V = (v; ;) = A™'. Dann gilt:

1. X; ist N(0,v;;)-verteilt firi=1,...,d.
2. cov(X;, Xj) =wv;; fir alled,j=1,...,d.

3. Die X; sind unabhingig genau dann, wenn A (und damit V ) Diagonalgestalt hat.

7
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Aufgrund dieser Eigenschaften sagt man, daff X d-dimensional normalverteilt mit Er-
wartung 0 und Kovarianzmatriz 'V ist, symbolisch: X ~ N (0,V). Ist u € R", so hat
X + p eine N (u, V)-Verteilung.
Beweis: Ubung

Sind insbesondere X1, ..., X4 unabhiingig mit X; ~ N (0, 02), so ist (X1, ..., Xg) ~
N(0,diag(o2,...,03)).

Theorem 2.1.3 Ist X eine R"-wertige, nach N(0,V) verteilte Zufallsvariable und
ist D eine reelle m x n-Matriz vom Rang m < n, so ist DX eine R™-wertige, nach
N (0,DVDT) verteilte Zufallsvariable.

Der Beweis wird mit charakteristischen Funktionen fiir R%wertige Zufallsvariablen
gefiihrt, siehe z.B. [2, Section 29].

Theorem 2.1.4 (Mehrdimensionaler ZGS) Seien XM, X® . w.iv. R%wertige
Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und endlicher Kovarianzmatric V. = (v;;),

Vi = cov(X(l) Xg-l)). Dann geht

i X®) — 1)) = N(0,V).

Beweis: Wir benutzen das Cramér-Wold Kriterium |2, Theorem 29.4]:

Fiir R%wertige Zufallsvariablen Y™ und Y gilt:

Y™ =Y genau dann, wenn Zle tiY;(") = Zle t,Y; fiir alle t € R

Sei also t = (t1,...,t4)" ein Spaltenvektor. Die t7X*) sind u.i.v. R-wertige Zufallsva-
riablen mit

Et"X]=t"u
und
d d d d d
VE'X) =YY tHEX X)) — O_tEX:)? =) titjcov(X;, X;) = tT Vi,
1=1j=1 i=1 i=1j=1
so daf

( an X*) ) ) | = N(0,t7Vt).

N(0,tTVt) ist aber die Verteilung von t7Y, wenn Y eine N'(0, V)-verteilte Zufallsva-
riable ist (Satz 2.1.3), so daf§ der Satz aus dem Cramér-Wold Kriterium folgt. O

Eine direkte Folgerung aus dem Cramér-Wold Kriterium ist
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Lemma 2.1.5 Seien Y,,Y Rd—wertige Zufallsvariablen mit Y, = Y. (A,)n>0 sei
eine Folge R4 -wertiger, d.h. Matriz-wertiger Zufallsvariablen, die gegen eine nichi-
zufillige d x d-Matriz A konvergiert. Dann gilt A, Y, = AY.

Beweis: Seit € R%. Dann ist t7(A,Y,) = tTA)Y,+ (t7(A, - A))Y,. Aus dem
C-W Kriterium folgt (t7A)Y,, = (t"A)Y = t"(AY), und die Behauptung folgt aus

(" (A, — A)Y,| < [It]| |Ar — A]| [ Yal — 0 in Wahrscheinlichkeit,
denn Y,, = Y impliziert ||Y — n|| = ||Y]|, so daB

Ve > 03K > 0,n9 € NVn > ny : P{||Y.] > K} <e.

Definition 2.1.6 1. Seien X1,..., X, unabhdingige, N (ui, 1) Zufallsvariablen. Die
Verteilung von

> X
i=1
heifit x?>-Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralitiitsparame-

ter § = /0 u2, kurz x2(0)-Verteilung. Ist § =0, d-h. puy = ... = p, =0, so0
heifst sie einfach x?-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz x2- Verteilung.

2. Seien X; und X, unabhingig, X; ~ N(6,1), Xy ~ x2. Die Verteilung von

X

X
e

heifit t-Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparame-
ter 0, kurz t,(9)-Verteilung. Ist 6 = 0, so heifit sie einfach t-Verteilung mit n
Freiheitsgraden, kurz t,-Verteilung.

3. Seien X1 und X, unabhingig, X1 ~ x2 (), Xo ~ x2,. Die Verteilung von

heifit F-Verteilung mit (n;,ny) Freiheitsgraden und Nichtzentralititspa-
rameter 0, kurz F),, ,,(6)-Verteilung. Ist 6 = 0, so heifit sie einfach F-Verteilung
mit (n1,ne) Freiheitsgraden, kurz F,, ,,-Verteilung.

Theorem 2.1.7 1. Die x2-Verteilung besitzt Momente jeder Ordnung. Ihr k-tes
Moment lautet

#L(k+5)

I'(3)

2

my = 2 =n-n+2)-...-(n+2k —2).

Insbesondere ist die Erwartung = n und die Varianz = 2n.
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2. Diet,-Verteilung ist symmetrisch und besitzt Momente bis zur Ordnung k = n—1.
Ihr k-tes Moment lautet

fiir ungerades k

0
my = Fere(h— .
k { nk/? (nfé)i’ﬂ:i])c...(lifk) fiir gerades k

n

Insbesondere ist die Erwartung = 0 und die Varianz = 5.

3. Die Iy, ,-Verteilung besitzt Momente der Ordnungen k < %-. Ihr k-tes Moment

lautet

— (@)kf(%-i-k)r(%—k) B (@)k ny-(ny+2)...-(n+ 2k —2)
A\ T(Z0(%2) ) (ng—2k)-(ng—2k+2)-...-(ng—2)

Insbesondere ist der Erwartungswert = -2

nag—2"°

Beweis: Ubung.(Siehe z.B. [11].)

Seien nun X1, ..., X, u.i.v. Wir bezeichnen das empirische Mittel der X,..., X,
mit

Beachte, da EX = EX; und

ES

1 n n
ZEXQ——ZZE[XX +=3 > BXiX]) = V(Xy).
’I’L—l =1 j=1 nz 15=1

Sind die X; normalverteilt, so gilt

Theorem 2.1.8 Seien X,..., X, w.iv. nach N(u,0?). Dann sind X und S? un-
abhingig, X ist N(u,%z)—verteilt, und "51S? ist x2_-verteilt, so daff /45X nach

tn1(y/ 25 ) verteilt ist.

Beweis:
Sei a, ... a™ das folgende Orthonormalsystem in R":

k) _# _ 1 k—1

al
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fir £k = 2,...,n, wobei a,(c'izl, .. ,ag“) = 0. Bezeichne A die Matrix mit den Zeilen

a® ... ;a™ und X = (Xy,...,X,)". Dann ist Y := AX = A(X — pl) + pAl
nach V'(uA1, Ac’TAT) = N(uA1,0%1) verteilt (2.1.3), so da8 die Y; unabhéingig
normalverteilt sind. Da ¥} = (alV)X = \/n X und

Y Y2=YTY - V2 =X"X - nX?=Y (X, - X)? = (n— 1)S?,

=2 i=1

sind X und S? unabhiingig. )
Aus A1 = (y/n,0,...,0)" folgt dann X = ﬁYl ~ N (u, %2), und zusammen mit

15152 = ¥yt (2)? auch 25152 ~ x2_ ). SchlieBlich ist
n—1 g2
n S n S
2xX=( /LX) /=
S? ( o? ) / n—1
nach Definition #, (/%5 p)-verteilt. !

Ein analoges Ergebnis fiir d-dimensional normalverteilte ZV’en gilt ebenfalls [11,
Satz 4.1].
Eine Konsequenz dieses Satzes und von Satz 2.1.7 ist, dafl

2 4
EX =u, V(X) = % und ES* =02 V(S?) = 20

n—1

so daB X und S? erwartungstreue und konsistente Schitzer fiir ;4 bzw. o2 sind.

2.2 Tests bei Normalverteilung

Wir betrachten den statistischen Raum (R, B, P)", wo P = {N(n,0%) : p € R,0% >
0}. Dieser Raum kann z.B. n Messungen an Werkstiicken mit Mittelwert u und Streu-
ung o? reprisentieren. Unser Problem bestehe darin, die Hypothese Hy : p = pg zu
testen. (Wenn nichts weiteres festgelegt wird, heifit die Alternative Hy : p # po.)
Eine denkbare Teststatistik fiir dieses Problem ist %\/ﬁ Da o? aber ebenfalls
unbekannt ist, mufl man es durch die empirische Varianz S? ersetzen und kommt so zu

der Teststatistik .
X - X - S2\
y Ly O/l By )
S o o2

die unter A (u1, 02) nach t,_1(d) verteilt ist mit § = @(u—uo). T induziert den statisti-
schen Raum (R, B, Pr), wo Pr die Familie der nichtzentralen t-Verteilungen mit n — 1
Freiheitsgraden ist. Ein auf T basierender Test ¢ ist dann eine mefibare Abbildung von

R nach {0, 1} wie in Abschnitt 1.4. Wir setzen ¢(t) = Ix(t), wo K = {t € R : |t| > to},
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wobei noch t; in Abhéingigkeit von einem angestrebten Signifikanzniveau « festgelegt
werden muf.
Die Machtfunktion von ¢ ist

m¢(5) = PJ,n{¢(T) = 1} = Pé,n{|T‘ > t0}7

wo P, die t,_1(0)-Verteilung auf (R, B) bezeichne. Um das Signifikanzniveau, d.h.
die maximale Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art festzulegen, mufl man nur die
Verteilung von 71" unter Hy, d.h. ¢,,_; kennen, und da diese Verteilung stetig ist, kann
man in

my(0) = Poa{IT] > to} < a

durch Wahl von t; Gleichheit erzielen. Da die ¢,_;-Verteilung symmetrisch ist, ist das
dquivalent zu
Q «

PO,n{T > t()} == 5, dh PO,n{T S to} =1- 9 (21)

und %y ergibt sich als Quantil der Ordnung 1 — § der ¢,_;-Verteilung, kurz t, =
tn—l,l—a/Q-

Der oben beschriebene einfache t-Test dient also zum Priifen des Er-
wartungswerts einer normalverteilten Grundgesamtheit mit unbekannter
Varianz.

Soll die Hypothese Hy : p < pg gepriift werden, so wird man den kritischen Bereich
K ={teR: t>t} wihlen, und gelangt wie in (2.1) zu ¢ty = t,_1,1-q-

Zur Interpretation von ¢ = 0 und ¢ = 1: ¢ = 1 heifdt, dal pu # po mit Wahrschein-
lichkeit > 1 — . ¢ = 0 heifit aber nicht, dal y = pp mit groer Wahrscheinlichkeit,
sondern nur, daf§ die Daten keine Evidenz gegen p = py hergeben. Wenn es z.B. um
die Frage geht, ob die Brote einer Grofibickerei, wie von der behauptet, mindestens
1o = 1000g wiegen, so heifit ¢ = 1, daf} die Backerei mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1 — a systematisch zu kleine Brote backt, wihrend ¢ = 0 nur bedeutet, da} man
die Béckerei anhand der untersuchten Stichprobe zum Signifikanzniveau « nicht des
Betrugs iiberfiihren kann.

Eine wichtige Variante des t-Tests ist der doppelte t-Test zum Priifen der
Gleichheit der Erwartungswerte zweier normalverteilter Merkmale auf der
Basis unabhingiger Stichproben: Seien (X;1,...,X;,,) (i = 1,2) zwei unabhéngi-
ge, nach N (u;, 0?) verteilte Stichproben. X; und S? mégen das empirische Mittel und
die empirische Varianz der beiden Stichproben bezeichnen. Unter der zusétzlichen Vor-
aussetzung of = g5 = o ergibt sich aus Satz 2.1.8, daf}

(ny —1)S7 + (np — 1)53
2

g
eine x2 ., _,-Verteilung hat und unabhéngig von (X; — X5 ) ist (Ubung). Die Statistik

Xl. - XQ. \/ ning
\/(n1 —1)St + (no — 1)S5 V M1+ 72

(n1 +mng —2)
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ist daher tn, yn,—2(0)-verteilt mit 6 =, /i 42 und zum Priifen von Ho : p1 = po

a
geeignet. Die weitere Konstruktion des doppelten t-Tests erfolgt wie beim einfachen t-

Test. Im Fall 02 # o2 ist das Problem wesentlich schwieriger (Behrens-Fischer Problem,
siehe [1, Abschnitt 10.5].

Will man Hypothesen iiber die Streuung von normalverteilten Beobachtungen priifen,
z.B. ob in einem Fertigungsprozef eine gewisse Fehlertoleranz nicht iiberschritten wird,
geht man folgendermaBen vor: Ist X1, ..., X, eine n-fache N'(u, 0)-verteilte Stichpro-
be mit unbekannten p und o und will man Hy : 0 < o7 testen, so eignet sich die
unter OHy nach x2 ;| verteilte Statistik

—1
T="""5
09
als Teststatistik. Man wihlt ¢ = Ix mit K = [ty,+00), und ¢y ergibt sich als Quantil
Xs_11_o der Ordnung 1—a der x2_,-Verteilung. Solche Tests heifien x*-Streuungstests.

Der doppelte t-Test gibt nur dann korrekte Resultate, wenn zumindest anndhernd
0? = o3 gilt. (Er ist in der Praxis jedoch recht robust gegen Abweichungen von o7 =
o5, vorausgesetzt, dafl die Stichprobenumfinge nicht zu verschieden sind.) Einen Test
von Hy : 0 = 02 kann man in der Situation des doppelten t-Tests folgendermafien
konstruieren: Da die Statistiken %51S? fiir 7 = 1,2 unabhéngig und x2 _;-verteilt
sind, besitzt S?/S2 unter H, eine ﬁ’nl_l,n2_1—\/erteilung. Ein kritischer Bereich K =
(—OO,tu] U [t0,+OO) mit ¢, = ni—Lna—la/2 < 1<t, = ni—lLna—1,1—a/2 ergibt einen
Test von Hy zum Signifikanzniveau «, der Abweichungen nach oben und unten gleich
gewichtet. (F, , , bezeichnet das Quantil der Ordnung ¢ der Fy, ,-Verteilung.)

2.3 Konfidenzintervalle

Ganz allgemein (nicht nur fiir normalverteilte Beobachtungen) besteht folgende Dua-
litdt zwischen Tests und Konfidenzbereichen: Den kritischen Bereich eines a-Tests kann
man als Kompliment eines Konfidenzbereichs zum Konfidenzniveau 1 — « auffassen.
Genauer:

Sei X = (X1,...,X,) eine einfache Stichprobe aus dem statistischen Raum (R", B,
P), P ={Py: 0 € ©} eine beliebige Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
(R™, B"), und sei a > 0. Zu jedem 6, € O sei ein a-Test 1y, fiir Hy : 0 = 6, konstruiert
worden. Durch die Abbildung

x — J(x) = {0 € O: 1y, (x) =0}
wird jedem Beobachtungsvektor x eine Teilmenge J(x) von © zugeordnet. Da
Poo{bo € J(X)} =1 = Py {9, (X) =1} 2 1 — o,

ist J(x) ein Konfidenzbereich fiir f; zum Konfidenzniveau 1 — c.
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Liegt umgekehrt durch x — J(x) ein Konfidenzbereich fiir # zum Konfidenzniveau
1 — « vor, so wird durch

Vo (%) = Io\s(z) (o)
ein a-Test fiir Hy : 0 = 6, definiert, da
Poo{theo(X) =1} = Py {0 & J(X)} < .

Ist P = {N(u,0?) : u € R,0? > 0}, so erhiilt man bei unbekanntem o? Konfidenz-
intervalle fiir 1 ausgehend vom t-Test fiir Hy : p = po. Man wahlt

wuo(X) = I{‘%

Viizto}’
wo tg = ty_1,1-a/2, und erhélt
JX) = {p€R: 1,(X) = 0)
= {uoeR: ‘X;”O \/ﬁsm}

_ S - S
= X —to—. X +tg—
( O +°\/ﬁ>

als Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a.

2.4 Asymptotisch normalverteilte Statistiken

Sei (R, B, P) ein statistischer Raum, f : R — R mefibar und quadratintegarierbar fiir
alle P € P, und sei

0;(P) = [ f@)dP(), o3(P):= [(f(z) = ;(P))* dP(z)

fiir alle P € P. Ist Xi,..., X, eine n-fache Stichprobe aus (R, B, P), so ist

ein erwartungstreuer, konsistenter Schitzer fiir 6;(P), und aus dem ZGS folgt

n ~

m(fn — 0;(P)) = N(0,1).

Da S2 = L3 (f(X;) — fu)? ein konsistenter Schitzer fiir 03(P) ist, folgt (siehe
Ubung):

%(fn —0,(P)) = N(0,1).

n
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Fiir nicht so grofie n ist die Approximation von Verteilungen durch den ZGS oft nicht
hinreichend exakt. In solchen Fillen kann man unter gewissen Voraussetzungen Kor-
rekturterme zur Normalapproximation angeben, Stichwort: Edgeworth-Entwicklung.

Der folgende Satz erweist sich bei Untersuchungen zur asymptotischen Normalitét
oft als niitzlich:

Theorem 2.4.1 Sei (Z,),~0 eine Folge Re-wertiger Zufallsvariablen mit folgenden
Eigenschaften:

1. Z, — z stochastisch fiir ein z € RY.
2. n(Z, —z) = N(0,V).

Ist dann g : U — R® stetig differenzierbar mit det(Dg(z)) # 0, wo U C R? eine
Umgebung von z ist, so gilt:

1. 9(Z,) — g(z) stochastisch und
2. v/n(9(Zy) — 9(z)) = N (0, Dg(2)VDyg(2)").
(Das beinhaltet, dafy P{Z, € U} —1.)
Beweis: Sei t € R%. Nach dem Mittelwertsatz ist
t"(9(Zn) — 9(2)) = t"Dg(Zy)(Zn — 2), falls Z, € U, (2.2)

fiir ein Z, das auf der Z,, und z verbindenden Strecke liegt. Daraus folgt Z; — z
stochastisch, so dafl wegen der Stetigkeit von Dg

Dg(Z!) — Dg(z) und Dg(Z})(Dg(z))™' — 1 stochastisch.

Daraus und aus (2.2) folgt sofort t"g(Z,) — t"g(z) stochastisch und auflerdem mit
Theorem 2.1.3 und Lemma 2.1.5

V- t'(g(Za) —g(2) = n-t'(Dg(Z;)Dg(2)"") Dg(2)(Z, — 2)

v

—tT

= N(0,t"Dg(2)VDg(2)"t) ~ 'Y,

wo Z eine N (0, Dg(z)VDg(z)")-verteilte Zufallsvariable ist. Daraus folgt die Behaup-
tung mit Hilfe des Cramér-Wold Kriteriums. O
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2.5 Ein einfaches lineares Regressionsmodell

Seien X und Y zwei (i.a. nicht unabhéngige) Zufallsvariablen, z.B. die mittlere Januar-
bzw. Februartemperatur eines Jahres in °C' in Erlangen. Gesucht wird eine Borel-
mefibare Funktion g, die aus Kenntnis des Wertes von X eine moglichst gute Vorhersage
von Y liefert. Genauer: g soll so bestimt werden, da E[(Y — ¢(X))?] minimiert wird.
Die Funktion g(X) = E[Y|X] leistet gerade das verlangte, denn fiir jede Borel-mefibare
Funktion f gilt

E((Y - E[Y|X] - f(X))*IX] = E[(Y - E[Y|X])*|X] + f(X)*
> E[Y - BEX|Y])Y (2.3)

mit Gleichheit genau dann, wenn f = 0 fast sicher. g(X) = E[Y|X] heifit Regres-
sionsfunktion 1. Art. Sie kann als Funktion von X eine sehr komplizierte Struktur
haben, und daher schriankt man sich bei der suche nach Regressionsfunktionen hiufig
auf eine Teilklasse ein, innerhalb derer man versucht, F[(Y — ¢g(X))?] zu minimieren.
Man spricht dann von Regression 2. Art.

Eine wichtige solche Teilklasse ist die Klasse der linearen Regressionsfunktio-
nen,

g9(z) = a+ fz. (2.4)

Die Minimierung von E[(Y —g(X))?] in dieser Klasse bedeutet, F[(Y —a—3X)?] durch
Wahl von « und 3 zu minimieren. Sei dazu ux = E[X], yy = E[Y] und 0% = V(X).

0
ZBI(Y —a=BXP] = ~2uy - o fjix) =0
0
ap PV —a- BX)’] = =2(cov(X,Y) + pxpy — apx — B0k + p%)) =0
fiihrt auf (X.¥)
cov(X,
a=py —fpx und f=—7—, (2.5)
0x
und da 52
2 2px
——F[(Y —a—pX)} =
O(a, B)2 (Y —a=BX)] ( 2ux 2(0% + p%) )
positiv definit ist, erhalten wir
Lemma 2.5.1 (X.V)
cov(X,
9(X) = py + T(X — px) (2.6)
X

manimiert den mattleren quadratischen Fehler unter allen linearen Regressionsfunktio-
nen.

Fiir spéter halten wir fest:
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Lemma 2.5.2 Sei g(X) gegeben durch (2.6).
1. E[Y —g(X)]=0.
2. X und (Y — g(X)) sind unkorreliert, g(X) und (Y — g(X)) sind unkorreliert.
3.

BI(Y - o)) = o} - T
Beweis:
1. Folgt sofort aus (2.6).
2.
B = g()] = B0 — )] - G B x - )
= cov(X,Y)—cov(X,Y)=0
3.

B(Y - (X))
= B[ = )] = 2B - ) O = ]+ B 0x - ))

X
2 2
5 2cov(X, Y) N cov(X,Y)

2 2
OXx Ox
, cov(X,Y)?
= 0y — —
Ox

Das folgende Lemma besagt, daf§ die gemif (2.6) ermittelte lineare Regression im
Falle normalverteilter Zufallsvariablen bereits eine Regression 1. Art ist:

Lemma 2.5.3 Hat (X,Y) eine 2-dimensionale Normalverteilung, so ist

cov(X,Y
B IX] = py + L (g,
Ox
Beweis: Da
cov(X,Y)
(X = px, Y = g(X)) = (X = px, ¥ = py = — 55— (X — px)),
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folgt aus Theorem 2.1.3, da§ (X — px,Y — ¢g(X)) normalverteilt ist, und daher aus
Lemma 2.5.2 und Theorem 2.1.2, daB X — px und damit auch X unabhingig von
Y — g(X) ist. Ist nun f eine beliebige Borel-mefibare Funktion, fiir die E[f(X)?] < oo
ist, so folgt:

E[(Y - f(X))*]
= B[(Y —g(X) +9(X) — f(X))’]
= E[(Y - g(X))’] + 2E[Y — g(X)|E[g(X) — f(X)] + E[(9(X) — f(X))*]
> E[Y - g(X))],
d.h. g(X) ist eine Regressionsfunktion 1. Art und ¢(X) = E[Y|X], siehe (2.3). O

Die Aufgabe des Statistikers bei der linearen Regression besteht nun darin, aus
der Kenntnis von n Beobachtungspaaren (X1,Y7),...,(X,,Y,) die Adiquatheit der
linearen Hypothese (2.4) zu beurteilen und, falls sie verniinftig erscheint, die Regressi-
onskonstanten « und § gemé$ (2.5) zu schétzen. Sind (X1,Y;), i = 1,...,89 z.B. die
mittleren Januar- und Februartemperaturen der Jahre 1901 bis 1989 und wird aufgrund
dieser Daten das lineare Modell (2.4) nicht verworfen, so kann Ende Januar 1990 die
mittlere Februartemperatur Yyy mit Hilfe der geschétzten o und § aus der Kenntnis
von Xgg prognostiziert werden.

Ein heuristisch naheliegendes Verfahren, Schitzer & und B fiir « und @ zu kon-
struieren, besteht darin, die GréBen ux, py, 0% und cov(X,Y) in (2.5) durch die
entsprechenden Stichprobenmittel X und Y bzw. die Stichprobenvarianz S% bzw. die
Stichprobenkovarianz

Cxy = =3 (X~ X)(¥i— ¥)

und & =Y — gX. (2.7)

Die Konsistenz dieser Schéitzer folgt leicht aus der Konsistenz von X, Y, S% und Cxy-.
Sind die Beobachtungsvektoren normalverteilt, so konnen auch exakte Verteilungsaus-
sagen fiir & und 3 gemacht werden, auf die wir an dieser Stelle jedoch nicht eingehen.
Auf die asymptotischen Verteilungseigenschaften kommen wir noch zuriick.

Um festzustellen, ob iiberhaupt ein linearer Zusammenhang zwischen X und Y
besteht, wihlt man als Testgrofie

. V(g(X))
PV
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Da Y — g(X) und g(X) unkorreliert sind (Lemma 2.5.2), ist
VIY) =V = g(X) +9(X)) = V(Y = g(X)) + V(g(X)),

sodaBl 1 — p? = V(Y — g(X))/V(Y), d.h. 1 — p? mifit die Variabilitit in Y, die nicht
durch einen linearen Zusammenhang mit der Zufallsvariablen X erklirt werden kann.
Da die Anteile in der Zerlegung

V(Y - ElY|X])  V(EY|X]-g(X))
V(Y) V(Y)

1—p*=

unbekannt sind, bleibt aber offen, ob ein grofier Wert von 1 — p? daher riihrt, daf§ Y’
von X nahezu unabhéngig ist (grofier 1. Summand), oder ob nur die Hypothese einer
rein linearen Abhéngigkeit nicht gerechtfertigt ist (grofier 2. Summand). Im normal-
verteilten Fall, wo ja g(X) = E[Y|X], mifit p? also die Variabilitit in Y, die durch die
lineare Abhéngigkeit von der Zufallsvariablen X erklirt werden kann.

Weiter ist

_, cov(X,Y)? cov(X,Y)?
p2:(0'y)2‘#‘0§(:%5
Ox 0x 0y

d.h. p ist gerade der Korrelationskoefizient von X und Y. Daher kann p? aus den Daten
konsistent geschitzt werden, ndmlich durch
o _ Cky

Um zu testen, ob iiberhaupt ein linearer Zusammenhang zwischen X und Y besteht,
ist Hy : p> = 0 gegen H; : p? > 0 zu testen. Durch eine lingere Rechnung (siehe [11,
S.79-81]) kann man zeigen, dafl bei normalverteilten (X,Y) unter Hy, d.h. p = 0, gilt:

t = ——— st t,_o-verteilt.

Also 148t sich auf Basis der Statistik ¢ ein Test von H, gegen H; konstruieren.

Ist p # 0, so 1483t sich zeigen, dafl bei Existenz vierter Momente fiir X und Y gilt
Vn(r—p) => N(0,+?) fiir ein v > 0. (Ubung). Seien nun (X,Y’) wieder normalverteilt.
Dann kann man zeigen, da8 v = 1 — p?, und aus Satz 2.4.1 folgt nun leicht

Zn, ::\/ﬁ<11nl+7ﬂ—1 ﬂ) = N(0,1).

— n
2 1—-7r 2 1-p

Die obige Situation kann durch den statistischen Raum(R?, B2, P)" beschrieben
werden, wo P z.B. die Familie aller Verteilungen auf R? oder, was in der Praxis oft
angenommen wird, die Familie aller 2-dimensionalen Normalverteilungen ist.

Dieses Modell, bei dem sowohl die X; als auch die Y; Zufallsvariablen sind, wird auch
als Modell IT der Regressionsanalyse bezeichnet. Bei ihm besteht eine wechselseiti-
ge stochastische Abhéngigkeit zwischen den X; und den Y, denn durch Korrelationen
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wird nie ein kausaler Zusammenhang ausgedriickt! Die unsymmetrische Behandlung
von X und Y beruht nur auf dem Ziel, Y aus der Kenntnis von X vorherzusagen. Sie
kann in der Praxis dadurch erzwungen werden, dafl die X-Werte dem Experimentator
regelméBig frither bekannt werden als die Y-Werte (Beispiel Januar- und Februartem-
peraturen). Trotzdem bleibt die gegenseitige stochastische Abhéngigkeit bestehen.

Sind die X; dagegen kontrollierbare Einflu8gré8en (z.B. die Temperatur bei Messun-
gen an chemischen Reaktionsabldufen), so wird man ein anderes Modell wihlen, das
solche einseitigen stochastischen Abh#ngigkeiten beschreibt. Man spricht dann vom
Modell I der Regressionsanalyse.

Werden die X; durch Vektoren im R? ersetzt, d.h. untersucht man die gleichzei-
tige Abhéngigkeit von Y von p Groflen, so spricht man von multipler Regression.
Schriankt man sich wieder auf die lineare Regresion ein, so erhilt man Schétzer fiir die
Regresionskonstanten dhnlich wie im Fall der einfachen linearen Regression, wobei die
Varianzmatrix von X und die Kovarianzmatrix von (X,Y) jetzt die Rolle von 0% bzw.
cov(X,Y) spielen.

Anders als in der Regressionsanalyse, wo man den Einfluf} einer kontinuierlich vari-
ierenden (kontrollierbaren oder zufilligen) Grole X auf eine zufillige Grofie Y unter-
sucht, interessiert man sich in der Varianzanalyse fiir den Einfluf} einer (oder mehre-
rer) qualitativer Groen X auf die zufillige GroBe Y. Wir werden die Varianzanalyse
(hoffentlich) am Ende des Semesters im Lichte der dann bereitgestellten allgemeinen
Schétz- und Testtheorie behandeln.



Kapitel 3

Nichtparametrische Verfahren

3.1 Empirische Verteilungsfunktionen

Bisher konnten unsere Familien P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen immer durch
eine endliche Anzahl von reellen Parametern parametrisiert werden. Dazu bendtigen
wir aber Vorausinformationen iiber die moglichen zugrunde liegenden Verteilungen.
Da das nicht immer der Fall ist, m6chte man manchmal fiir P die Familie aller Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf R oder zumindest aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
mit stetiger Verteilungsfunktion zulassen. Arbeitet man unter einer so allgemeinen
Annahme, spricht man von nichtparametrischer Statistik. Die Aufgabe besteht
dabei, grob gesprochen, nicht darin, einen oder mehrere reelle Parameter zu schiitzen
oder zu testen, sondern die zugrunde liegende Verteilungsfunktion zu schétzen bzw.
Eigenschaften dieser Verteilungsfunktion zu testen.

So wie das GGZ und der ZGS die theoretische Grundlage fiir die Konstruktion von
Schéitzern und Tests im parametrischen Fall bilden, sind nun die folgenden Begriffsbil-
dungen und Sitze von grundlegender Bedeutung:

Definition 3.1.1 Sei (X1,...,X,,) eine Stichprobe. Als empirische Verteilungs-

funktion von (Xi,...,X,) bezeichnen wir
A 12

Fn(z) - ﬁ Zl(foo,z](Xi)-
i=1

F, ist die Verteilungsfunktion der zufilligen Wahrscheinlichkeitsverteilung % Yo 0x,-
Sind die X; u.i.v. mit Verteilungsfunktion F', so folgt aus dem starken GGZ:

lim F,(2) = E[l(_0(X1)] = P{X, < 2z} = F(2) fast sicher. (3.1)

n—o0

Es gilt in der Tat

21
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Theorem 3.1.2 (Satz von Glivenko-Cantelli) Seien (Xi,...,X,) u.i.v. mit Ver-
teilungsfunktion F'. Dann konvergiert

D, := sup |E,(z) — F(z))|
TER

fast sicher gegen 0.

Beweis: Wir nutzen die Monotonie von F und Fn aus: Fir N € N und k£ =
1,..., N sei

k
zng :=inf{zr e R: F(z) > N}’

also das Quantil der Ordnung % von F'. Beachte: Ist F' bei x unstetig, so konnen
mehrere xy; mit x libereinstimmen. Setzt man noch zy9 = —00, Ty Ny+1 = +00, SO
bilden die (eventuell auch leeren) Intervalle Iy := [Ty, Tni+1) (K =0,...,N) eine
Uberdeckung von R, und fiir z € I N,k ist ist wegen der Monotonie und Rechtsstetigkeit
von F |F(z2) — F(zng)| < +-

Fir z € IN,k: ist

1Fo(2) = F(2)] < |Fu(2) = Fu(owg)| + | Fu(ang) — Flang)| + [Fzng) — F(2)]
. . ~ 1
< |Fu(zngs1—) — Fo(zng)| + [Fo(eng) — Fzng)| + N
< |Bu(@ngpsi—) — Fl@npsi—)| + [F(Xnpr1—) — F(Xnp)]

. 1
+2|Fp(zng) — Foyg)| + N

und aus (3.1) folgt

. 2
lim sup sup |Fy,(z) — F(2)| <

— fast sicher,
n—o0  2€R N

A~

da lim,, o Fo(znp11—) = P{X1 < 2np11} = F(@ngs1—). Fir N — oo folgt daraus
der Satz. O

So wie der Satz von Glivenko-Cantelli eine Verschéirfung des starken GGZ darstellt,
gibt es auch eine Aussage zur Verteilungskonvergenz von D,,, die wir hier ohne Beweis
angeben:

Theorem 3.1.3 (Satz von Kolmogorov-Smirnov) Seien X;, -y Xy u.i.v. mit ste-
tiger Verteilungsfunktion F', D, wie in (8.1.2) und D} := supgcg(Fn(z)—F(2)). Dann
gilt:

1.

lim P{ynD;} <z} =

n—0o0

1—e 2 firz>0
sonst
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n—00 sonst

lim P{v/nD, <z}=K(z):= { (?;?iw(—l)ke2k v fir z >0

K heifit die Verteilungsfunktion der Kolmogorov-Verteilung.
Fiir den Vergleich zweier Stichproben ist der folgende Satz von Interesse:

Theorem 3.1.4 Seien X, ..., Xy, und Y1, ..., Yy, uiv. Zufallsvariablen mait stetiger
Verteilungsfunktion F, und seien F,, und G,, die empirischen Verteilungsfunktionen
2 X1, ..o, Xp, bzw. Yy, ..., Y, Setze

N

Dn1,n2 ‘= sup ‘Fm (x) - énz ($)|, D’I_1|_1,'n,2 = Sup(Fm(x) - Gm (:E))
TER zER

Dann haben die Statistiken

ning ning . ning
D bzw. D fiir — 00
ni,na ni,n2
niy + Neo Ny + No Ny + No

asymptotisch die gleiche Verteilung wie \/nD,, bzw. \/nD} fir n — occ.

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [8, Kapitel VIII|. Wir geben hier nur
den Bewelis fiir die D*-Statistik im Spezialfall n; = ny = n an:

Wir ordnen die 2n Werte X1, ..., X,,, Y1, ..., Y, der GréBe nach und bezeichnen Sie
in dieser Reihenfolge mit 77 < Z, < ... < Zy,. Da F stetig ist, sind die Werte fast
sicher tatsichlich alle verschieden. Fiir £k =1,...,n sei

£ = 1 falls Z; eines der X, ist,
=) =1 sonst,

und Sy = & + ... + &. Man rechnet leicht nach, daf§

Dt — B () _ O _
n-Dy, ilelg n(F,(z) — Gp(x)) max. Sk-

Da unter den & genau n 1-en und n (-1)-en sind, gibt es (2") verschiedene Arten, die
Werte der & zu arrangieren, und da die Z; u.i.v. sind, hat jedes dieser Arrangements
die Wahrscheinlichkeit ()

Sei 7 € N und maxy, Sy, > r. Setze [ := min{k : S, =r}. Firk=1,...,2n sei

g - &, fallsk <,
P71 =&, fallsk > 1.

(&) ist eine Folge von (n +r) l-en und (n —r) (-1)-en, da 33" & = 234 _ & —

Y2 & = 2r. Durch die Zuordnung (&) = (&) wird eine bijektive Zuordnung
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Abbildung 3.1:

zwischen den {—1,1}-Folgen mit Summe 0 und Partialsummenmaximum > r und den
{—1, 1}-Folgen mit Summe 2r hergestellt, so daf} es genau (ffr) Folgen dieser Art gibt
(siehe Abb.3.1). Also ist

P{nD. > 1} =P{ max S >r}= (nQ_"r>/<2”>, (3.2)

1<k<2n n

womit wir nebenbei die exakte Verteilung von nD“L bestimmt haben.
Wir erhalten somit:

lm PL/EDL, > 2}
= lim P{n-D,,>r}, wor =min{k € Z: k > 2v2n} = 2v2n

2n 2n
- ()
— lim (2n)!n!n!
n—=0 (n —7r) (n+r71)!(2n)!
(n/e)?"2mn

= ((n T () e I (Stirling Formel)

n—r 2 n+1/2
n+ 7‘) <n2 — 7"2>

r 9 n
= lim (1-— 1+ 2nz
T onSoo 2/222 +r n2 — 2nz?
_ 2

P

6
—222

= lim
n—o0
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In (3.2) hatten wir bereits gesehen, dafi die exakte Verteilung von D, nicht von

n,n

der zugrunde liegenden stetigen Verteilungsfunktion F' abhéingt. Das motiviert

Definition 3.1.5 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum, T eine Statistik auf (M, M, P).
T heift verteilungsfrei auf (M, M, P), falls P o T™! fiir alle P € P dieselbe Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist.

Allgemein gilt

Theorem 3.1.6 Die Statistiken D,,, D}, Dy, n,, D, .. sind verteilungsfrei auf (R, B, P)"

ni,n2

bzw. (R, B,P)"*" wo P die Familie aller stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (R, B) ist.

Beweis: Sei ¢: (0,1) — R die Quantilfunktion zu F,
d(u) =inf{z e R: u < F(x)}.

Es ist
o(u) <z <= u<F(x), (3.3)

also F(¢(u)) > v und ¢(F(z)) < z, und aus der Stetigkeit von F' folgt sogar

F(¢(u)) =inf{F(z): z e R,u < F(x)} = u.
Seien nun Ui, ...,U, unabhingige, auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariablen. Wegen
(3.3) ist P{p(U;) < z} = P{U; < F(x)} = F(x), so daf die Zufallsvariablen ¢(U;)
unabhingig und nach F' verteilt sind, also 0.B.d.A. X; = ¢(U;). Wieder wegen (3.3)
folgt

~ 1 1Z N
Fu(w) = =3 Tpwo<ay = — 2 Nwicr@y = Ha(F(2)),
i=1 i=1
wo H,, die empirische Verteilungsfunktion von Uy, ..., U, ist. Also:

D, =sup |E,(z) — F(z)| = sup |H,(F(z)) — F(z)| = sup |Hy(u)— ul.
z€ER T€R u€(0,1)

Daher hat D,, unter jedem stetigen F' die gleiche Verteilung wie unter der Gleichver-
teilung auf (0,1). Fiir die anderen Statistiken argumentiert man &hnlich. O

Dieser Satz ermdglicht es, die Verteilungen der D-Statistiken zu tabellieren und
auch bei kleinen Stichprobenumfingen Tests auf ihnen zu basieren.



26 G. Keller: Mathematische Statistik (Vorlesungsskript)

3.2 (Geordnete Stichproben

Wenn wir ein n-tupel (zy,...,z,) der Grofle nach anordnen, so bezeichnen wir das
Ergebnis mit
9y (@1 -y 1) = () <2l <. <), (3.4)

Rg(z;), die Rangzahl von z;, bezeichne die Position von z; in (3.4), und wir setzen

Ty (@1, ..., 2n) = (Rg(21), .., Re(zn)). (3.5)

Bei Gleichheit von z; und z; legen wir (willkiirlich) fest, da88 Rg(z;) < Rg(z;), falls
i < j. In jedem Fall ist r(,y(@1,...,2,) € I, der Menge aller Permutationen von

{1,...,n}.
Seien nun X1, ..., X,, u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F'. Aus
der Stetigkeit von F' folgt, dafl die X; f.s. paarweise verschieden sind. Daher sind

R(n) = T’(n)(Xl, ceey Xn)

und

fast sicher ohne Willkiir definiert. X (‘Jn) heiffit Ordnungsstatistik, (,) Rangstatistik
von (X1,...,X,). Der folgende Zusammenhang mit der empirischen Verteilungsfunk-
tion ist evident:

Theorem 3.2.1 Seien Xq,...,X, u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunk-
tion F'. Dann sind die wie oben definierten Zufallsvariableen X(qn) und R,y unabhingig
voneinander. Es gilt:

1.
L ..
P{Ru) =7} = — fir allew €11,
n!

und
P{X(qn) € A} =n!P{(Xy,...,X,) € ANV,} fir alle A € B",

wo V, =A{(z1,...,2,) e R": 21 < ... <z, }.
2. Fir die von gy erzeugte o-Algebra o(gem)) gilt:
o(gm)) ={A€B": 7(A) =AVr €ll,},

77'(331, Ce ,xn) = (xw(l), .. .,xﬂ(n)).
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1. Seien 7,1 € II, 1 = m '. Ry, = = ist dquivalent zu X("n) = (X, ..., Xn) =
(Xyp(), - - -» Xy(n))- Da die Verteilung von (X1, ..., X,) unter Koordinatenpermu-
tation invariant ist, folgt:

P{Ry =, X(gn) € A}
= Plroy(Xy,..., Xp) =, ¥(Xy,..., X,) € A}

P{rpmy@(Xq, ..., Xn) =(1,...,n), ¥(X1,...,X,) € A} (3.6)

P{T(n)(Xl, . ,Xn) = (1, . ,n), (Xl, . ,Xn) € A}

P{(X1,...,X,) € AnV,}.

Insbesondere héngt P{R,) = T, X(gn) € A} nicht von 7 € I, ab, so daf§

_ 1
P{Rg) =7, X{, € A} = (cardTl,) 1P{X(gn) €A} = HP{X(QH) €A} (3.7)

fiir alle 7 € IT,,. Fiir A = R" ergibt sich P{R(,) = 7} = . Zusammen mit (3.7)
folgt daraus die Unabhéngigkeit von X(gn) und R, und durch Summation iiber
7 erhdlt man aus (3.6) P{X{ ) € A} =n!- P{(Xy,..., Xn) € ANV, }.

2. Da gy = gn) o fiir alle 7 € II,, ist die ,C"-Inklusion klar. Sei umgekehrt
7(A) = A fiir alle 7 € 1I,. Dann ist gn)(A) C A und daher

AC gy (gm(A) CgmA) = U 7(4) = A.

well,

Bemerkung 3.2.2 Da wir im Beweis des letzten Satzes nicht wirklich die Unabhéngig-
keit der X; sondern nur die Invarianz ihrer gemeinsamen Verteilung unter Koordina-
tenpermutationen benutzt haben, bleibt der Satz unter dieser schwicheren Annahme
der Vertauschbarkeit der Verteilungen richtig.

Der Zusammenhang zwischen der Rangstatistik und der empirischen Verteilungs-
funktion kann benutzt werden, um die Verteilungen der Ranggréfen X(*) zu bestim-
men:

PIx{I<a) = P(R@ > 5 =X (1) r@a-FarT 68
— k(Z) /0 T kg gk gy (3.9)

Die letzte Identitéit erhélt man durch mehrfache partielle Integration.

Fiir 0 < ¢ < 1 bezeichnet man die RanggroBe X *) mit k = [ng]+1 als das Stichpro-
benquantil der Ordnung q. Der folgende Satz besagt, dal die Stichprobenquantile
eine konsistente Folge von Schitzern fiir die Quantile der zugrunde liegenden Vertei-
lungsfunktion bilden.
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Theorem 3.2.3 Seien X1, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F,
und sei 0 < ¢ < 1. Wenn die Gleichung F(x) = q genau eine Lisung x = N\, besitzt,
so0 gilt

X+ 5 X, stochastisch.

Beweis: Da ), die einzige Losung von F'(x) = ¢ ist, ist fiir e > 0
lim | F/(A —{—6)—[”(1]7—’_1 =F(A+¢)—qg=:3(e) >0
n—00 g n o g q o )

Fiir hinreichend grofle n ist daher % <F(A;+e€) — 5(2—6), und es folgt:

- 1
limsup PLYSH) > 0, + o) = limsup P{E,(\ +0) < 24FLy
n—00 n—oQ n
i ; JO)
< limsup P{F,(A\;+¢€) < F(A\;+¢€) — 7}
n—oo
=0

nach dem Satz von Glivenko-Cantelli. Analog zeigt man

limsup P{X "D < )\, — €} = 0.

n—0o0

Hat F' eine Dichte, die bei A\, positiv und stetig ist, so gilt auch ein ZGS fiir die
Konvergenz der Stichprobenquantile, sieche Satz 3.7 in [11] und die dort angegebene
Literatur.

3.3 Der Wilcoxon Test

Einer der bekanntesten auf Rdngen basierenden Tests ist der Wilcoxon 2-Stichproben
Test: Seien Xq,..., X, und Yi,...,Y,, unabhéngige Stichproben mit stetigen Vertei-
lungsfunktionn F' bzw. G. Getestet werden soll Hy : F' = G gegen H; : F < (. Der
zur Modellierung benutzte statistische Raum ist

(M, M,P) = R"™, B {F" x G™ : F,Q stetige Verteilungsfunktionen}).
Als Wilcoxon Statistik bezeichnet man
Wn,m = Z Ri7
i=1
wo R; der Rang von Xj; in der kombinierten Stichprobe Xi,..., X,,,Y;,... Y, ist. Ist

F < G, so erwartet man, daf} die X; tendenziell niedrigere Rénge haben als die Y;. Das
wird im folgenden Satz prézisiert:
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Theorem 3.3.1 1. Wy =30 Y7, Iixoy;y + 25
2. Sei O(F,G) := [G(z)dF(z) = P{Y1 < Xi}. Dann ist

n(n+1)

EWpm] =nm0(F,G) + 5

und es gibt Konstanten a, b, c derart, daf

V(Whm) =nm(a(n — 1)+ b(m — 1) + ¢).

3. Unter Hy: F = G ist (F,G) = 3, also E[W,,,] = in(n+m+1), unda="b=

27
L, c=1, also V(W m) = nm(n+m+1).
4. Gehen n,m(n) — oo derart, daff n/(n + m(n)) = « fir ein 0 < a < 1, so ist
lim,, o0 #Wn,m(n) =04(F,G) + ﬁ fast sicher.

n)
5. Mit m,n — oo wie vorher gilt

n+1
m

WHm%%#nm—ﬂRQ— ):$N&#L

wo 0? = a” 'V (G(X1)) + (1 = @) WV (F(W)). Ist F =G, so ist 0> = 5t

Bemerkung 3.3.2 Da aus F' < G folgt § = P{Y; < X;} > %, kann die Statistik
%Wn,m zum Testen von Hy : F' = G gegen H; : ' < G benutzt werden. Da die
Rangstatistik unter H, verteilungsfrei ist, gilt das gleiche fiir W, ,,,. Das erlaubt es, die

Verteilung von (W, ., — E[Whm])/v/V (Wam) fiir kleine Stichprobenumfiinge exakt zu
tabellieren. Tafeln dafiir findet man z.B. in [9], wo auch viele andere nichtparametrische
Statistiken unter Anwendungsgesichtspunkten beschrieben sind.

Beweis des Satzes:

1.
Ejh&s&}+§:§:hns&}=—L5—2+4V5
i=1

i=1j=1

W=SR, =

n n
=1 1=

1
wo W':=3%1", Z;'n:l I{YjSXi}'
2. Da

P{Y; < X;} = E[P(Y; < X,|X,)] = EIG(X))] = [ G(z)dF(w) =0,  (3.10)
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ist E[W] = E[W] + "2 — ppg 4 20 Weiter ist

VW) = V(W' (3.11)
= Y Y P{Vi <X, Vi< X;}—n*m?¢?
ij=1k,l=1
= Y2 P < XPY <X} +) Y P{Xi >V, X; >V}
i#] k#l i#£] k=1
XY PV <X, Vi< X} 43 ) P{Yi < X} —n®m?¢?
=1 k#l i=1 k=1

::nm—1mmn—UW+mmn—D/U—FwWWG@)
nm(m = 1) [ G(@)* dF(z) + nmb — n*m*6°

= nm [<n 1) (1-2 / Py) dGy) + [ F)* dG(y) - 6°)

m—1) (/G 92)+0—02]. (3.12)
3. Sei F' = (. Da F stetig ist, ist fiir alle k € N:
1 1
F F k+1 F k+1
J# = Frid ) el =51

Insbesondere ist = £ und [ F(z)?dF(z) = 3. Der Rest folgt nun durch Einset-
zen in (3.11).

4. Aus (3.11) folgt sofort, daB V(=W m) = O(-+-), so daB LW, ,,, stochastisch

n+m
gegen limy, ;00 B[~ L Wom] =0+ ( = konvergiert.
Zum Beweis des starken GGZ und des ZGS benutzen wir die Projektionsme-
thode: Beachte zunichst, dafl
U; = EW'IX;]—nmf=> > P < X;|X;) —nmb
i=1 k=1
= —mb#+mG(X;) und
Vi == EW'Y]—nmb=> > P <X;|V}) — nmb
i=1 k=1

= —nf+n(l - F(Y)).

Beachte E[U ] = E[V] = 0. Aus dem starken GGZ fiir u.i.v Zufallsvariablen folgt
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= lim (1 2":(—0 +G(X;)) + % f)(—e +(1- F(Yz)))>

n—oo
N =1

= 0. (3.13)

Aus dem ZGS fiir Schemata unabhéngiger Zufallsvariablen folgt

T ROLEIL
- n1+ i Gl Zi:l(G(Xa) —0)+ (- ) (1 - F(Y) - 0)) - (1+0(1))
= N, (3.14)

2 g OOV (GXD) + (1= 0) PmV (G(Y1))

= a_lV(G(Xl)) +(1- a)_lV(F(Yl)).
Im Fall F =G ist

V(GE0) = V(W) = [F@?dF@) - ([ F@) dP@)? = -,

so daB 0% = Wll—a)

Zu zeigen bleibt, dafl

Apm = L(W,'lm — Z U; — Z V, — nmb)
j=1 I=1

nm

in einem geeigneten Sinn gegen 0 konvergiert: Da E[U;] = E[V}] = E[W'|—nmf =
0, ist

E[A] = o,
Va) = V(- >3 (Unisx) = G(X,) 40— (1= F(¥)) +0~0)
= Y Y Bllleny — G(X) ~ (1- (%) +6)
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mit einer von F' und G abhéngigen Konstanten v < oo, da fiir i # j oder k # [
die Erwartung eines Produkts bzgl. X; bzw. Y} schon identisch 0 ist. Aus dem
Borel Cantelli Lemma folgt, da§ lim,,_,o Apm@m) = 0 fast sicher, also wegen (3.13)
lim,, o #@)Wé,m(n) =0 fs.

. Ebensoist V(v/n + mA,, ;) = —=—L——,sodal /n + mA,,,, — 0stochastisch.

a(l-a)(nt+m)’

Aus (3.14) folgt daher \/n +m(-=W} . —0) = N(0,0?).



Kapitel 4

Grundbegriffe der Mathematischen
Statistik

4.1 Dominierbare statistische Riume, Exponenti-
alriume

Ist (M, M, P) ein statistischer Raum, so heift eine Menge A € M P-Nullmenge, falls
P(A) =0 fiir alle P € P. Eine mefibare R™-wertige Funktion f heifit P-integrierbar,
falls Ep|f| < oo fiir alle P € P, u.s.w.

Definition 4.1.1 1. Ein statistischer Raum (M, M, P) heifst dominierbar, falls
es ein o-endliches Maf p auf (M, M) gibt, so dafy P << p fiir alle P € P, kurz:
P << p. p heifst dominierendes Mafs.

2. P heifst dquivalent zu p, kurz P = p, falls P << u und falls jede P-Nullmenge
eine pu-Nullmenge ist.

3. P1 heifit dquivalent zu Po, kurz Py = Po, falls jede Pi-Nullmenge auch eine
Po-Nullmenge ist und umgekehrt.

Bemerkung 4.1.2 Das Maf} i in dieser Definition kann o.B.d.A. als Wahrscheinlich-
keitsmafl angenommen werden, denn aus der o-Endlichkeit von u folgt die Existenz
eines strikt positiven f € L.

Theorem 4.1.3 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum. Aquivalent sind:
1. (M, M, P) ist dominierbar.
2. Es qibt eine abzdihlbare Teilklasse Py C P, die zu P dquivalent ist.

3. Es gibt P, € P, ¢; > 0 (i € N) derart, daff 33°, ¢;P; =: v ein zu P dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl ist.

33
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Beweis: Die Implikationen 2 = 3 und 3 = 1 sind klar. Wir zeigen 1 = 2:
0O.B.d.A. sei P durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ;1 dominiert. Sei

[':={F CP: F hochstens abziahlbar}.

Fiir 7 € I setze
a(F) :=sup{u(A): P(A)=0VP e F}.

Ein einfaches Ausschopfungsargument zeigt: Es gibt ein Ax € M derart, dal o(F) =
u(Az) und P(Azx) = 0 fiir alle P € F. Setze

a:=inf{a(F): Fel}.

Ein ebenso einfaches Ausschépfungsargument zeigt: Es gibt ein Py € I’ mit o = «(Py).

Sei nun A € M beliebig mit P(A) = 0 fiir alle P € Py. Zu zeigen ist: P(A) = 0 fiir
alle P € P. Sei dazu P' € P beliebig, F := PyU{P'}. Da P(AUAz) < P(A)+P(Ar) =
0 fiir alle P € Py, ist

AU Ax) < a(Po) = a < a(F) = p(Ar),
also (A \ Ar) =0, so dafi aus P’ << pund P’ € F folgt:
P'(A) < P'(A\ Ar)+ P'(Ar) = 0.

|

Eine wichtige Klasse dominierbarer statistischer Rdume bilden die Exponentialrdume:

Definition 4.1.4 Ein dominierbarer statistischer Raum (M, M,P), P ={Py: 9 €
O}, ist ein (k-parametriger) Exponentialraum, falls die zugehdrigen Dichten die
Form

dPy k
folz) = E(ﬂﬁ) = C(V)h(z) exp (Z Cj(ﬁ)hj($)>
7j=1
haben, wo {1,c1(9),...,ck(9)} ein linear unabhingiges System reeller Funktionen auf

© und {1, hi(x),..., he(x)} ein auf dem Komplement jeder p-Nullmenge unabhingiges
System reeller, mefbarer Funktionen ist. P heifst dann auch Exponentialfamilie.

Durch Ubergang zum dominierenden Maf du*(z) = h(zx)du(x) kann man o.B.d.A.
annehmen, daff h = 1.

Bemerkung 4.1.5 1. Ist P eine Exponentialfamilie, so gilt P = P’ fiir alle P, P’ €
P.

2. Wiirde man keine lineare Unabhéngigkeit fordern, so kdnnte eine k-parametrige
Exponentialfamilie auch mit weniger als £ Parametern dargestellt werden.
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Beispiel 4.1.6 Exponentialfamilien sind:

1. Binomialverteilungen: P = {b(p,n) : 0 < p < 1}, n fest, p = ZihlmafB auf Z,
¥ =p.

B = ()=

_ w (Z) -exp((log ] fp) : \1]‘(;;)

() — ————— hi(k)

2. Normalverteilungen mit festem 0% P = {N(u,0?) : p € R,o? fest}, dominie-
rendes Mafl = Lebesgue-Maf§ auf R.

_ 1 (z —p)?
Julz) = Wexp(—ﬁ)
2 2
7 T 7
= exp(—5 ) -exp(—5—)-exp( = - 2 )
3/27“72 5 20 y $ R hvl(z)
C(u) h(z) c1(p)

3. Normalverteilungen: P = {N(u,0?) : p € R,0? > 0}, dominierendes Maf§ =
Lebesgue-Maf} auf R.

1 (z — p)?
fM,UQ(x) - Wexp(_T‘Q)
1 p 7 -1
= exp(—o—)-exp( & - &+ 55 -2)
Y2mo? 207 G 2 G
C(p) c1(p0?) c2(p,0?)

4. Normalverteilungen mit festem p (Ubung)
5. d-dimensionale Normalverteilungen (Ubung)

6. Poissonverteilungen (Ubung)

Bemerkung 4.1.7 1. Kann ein Experiment durch den Exponentialraum (M, M-
P) beschrieben werden, so kann seine n-fache unabhéngige Wiederholung durch

den durch p™ dominierten Exponentialraum (M, M, P)™ beschrieben werden, wo-
bei

Z];f (21, ., 20) = C(O)" (13[1 h(@) exp (Jzzjl &) (> hj(x,-))> .

=1
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Durch den Ubergang von 9 zu £(9) := (c1(99), . .., cx(¥9)) erhilt man einen neuen
Parameterraum C R*. Dieser kann zum natiirlichen Parameterraum

erweitert werden. Zur Vereinfachung der Schreibweise nennt man die neuen Pa-
rameter wieder ¥ € © (und manchmal das Maf p* wieder p).

Mit diesen Konventionen haben wir

Lemma 4.1.8 Sei P = {Py : ¥ € O} eine k-parametrige Ezxponentialfamilie mit
natirlichem Parameterraum © C R¥.

1.
2.

O st konvex.

Sei O :={2€ CF: Rz € O}, wo Rz = Rz1,...,Rz,), G C Oc offen, und sei
w: M — R M-meflbar und fiir alle Py, mit z € G integrierbar. Dann ist

9(2) = /M ¢(z) exp (Zl zjhj(m)) dy* ()

eine auf G holomorphe Funktion in dem Sinn, dafi sie in jeder Variablen z;
separat holomorph ist.

Sei © C R offen, G = O¢, (M, M) = (R*, B¥) und h;(x) = z; fiir alle j. Ist
9(z) =0 fir alle z € ©, so ist o =0 p*-f.s.

Fiir j=1,...,k ist
a k
g 9(2) = /M ¢(z)h;(z) exp (; zjhj(x)) dp*(x)
auf G.
Fiir j=1,...,k ist
oo 10g(C()) =~ [ hy(x)aPy(a) = ~Ealhs]
7 M
Firi,j=1,... k ist
D 10g(C(9)) = BolhilBolhy] — Ealhihy] = —covo(hi, )
90,09,

eine negativ definite Matrix.
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Beweis:

1. Folgt aus der Konvexitdt der e-Funktion.
2. Folgt aus Aufgabe 11.

3. Durch Ubergang zu einem anderen Referenzmaf kénnen wir zunéchst annehmen,
daB3 0 € ©, denn ist b € O, so gilt

folx) = C(0) exp (Z bﬂj) exp (Z(Zj - bj)%’) :

J=1 J=1

Schreibe ¢ = ¢t — ¢, und bilde g*, ¢~ wie in 2. mit ¢ = @™ bzw. p = ¢ .
Dann ist
gt(2) =g (2) fiir alle z € ©. (4.1)

Aus ¢7(0) = g=(0) folgt [ ptdu* = [ ¢ du*. Haben diese Integrale den gemein-
samen Wert 0, so folgt ¢ = 0 p*-f.s., und wir sind fertig. Sonst kénnen wir durch

Normalisierung von ¢ mit einer Konstanten annehmen, da8 ¢*dy* und ¢ dyu*
WahrscheinlichkeitsmafBe auf R* sind.

Durch k-fache Anwendung des Identitéitssatzes fiir holomorphe Funktionen in
einer Verdnderlichen auf die Identitédt (4.1) folgt, dal ¢ (z) = ¢ (2) fiir alle
z € B¢, insbesondere also fiir alle rein imaginédren z = (ity,...,it;), da 0 € ©.
Also haben ¢"du* und ¢ dp* identische charakteristische Funktionen, und aus
dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (k-dimensionale Versi-
on) folgt ptdu* = p~dp*, d.h. T = ¢~ p*-fs., so dafl ¢ =0 p*-fs.

4. Wie bei 2.

5. Da

folgt aus 4., daf3

0 0 1
o, sCO) = ~CO0)- 30 s
= —CW) [ hi(@)dPy(a)
6. Aus 4. und 5. folgt
0? 0 1 0 1
gy U = =00 i Ealts] = C0)- - (i ol

= Eﬁ[hz]Eg[h]] — Eﬁ[hzhj] = —COVg(hi, hJ)
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Diese Matrix der 2. Ableitungen ist negativ definit, da das System {1, hy, ..., hy}
C L%, linear unabhéngig ist, denn fiir A € R ist

ko k k k k
— z Z )\iCOVg(hZ', hj))\j = —COVQQ(Z )\zhz, Z )‘jhj) = —Vﬂ(z )\th) S 0
i=1j=1 i=1 j=1 i=1
mit Gleichheit genau dann, wenn Ele Mih; Py-f.s. konstant ist. O

4.2 Grundbegriffe der statistischen Entscheidungs-
theorie

Die statistische Entscheidungstheorie hat sich als wichtiges Hilfsmittel erwiesen, um
bei gegebener Problemstellung die Eignung verschiedener Test- oder Schétzverfahren
zu beurteilen. Das benutzte Modell sieht folgendermafien aus:

(M, M, {Py: 9 € ©}) sei ein statistischer Raum. Der Statistiker hat aufgrund einer
Beobachtung x € M (i.a. wird das ein Beobachtungsvektor sein) eine Entscheidung
e = 0(z) € E zu treffen, wo E die Menge aller méglichen Entscheidungen ist. Man
nimmt an, daf} auf F eine o-Algebra £ erklirt ist und daf die Entscheidungsfunktion
0: M — E M-E-mefibar ist.

Die Konsequenz einer Entscheidung (es kann ja eine ,gute“ oder eine ,schlechte®
Entscheidung sein) wird durch eine Verlustfunktion L : © x E — R modelliert, die
so interpretiert wird, dafl, wenn die beobachtete Situation durch Py beschrieben wird
und sich der Statistiker fiir e entscheidet, ein Verlust von L(1J, e) entsteht.

Um die Losung von Optimierungsproblemen des Typs

»Bei gegebenem (M, M, P) und gegebener Verlustfunktion L minimiere den
Verlust L(9,§(x)) (in einem spéter zu prézisierenden Sinn) durch Wahl der
Entscheidungsfunktion ¢

in moglichst vielen Fillen zu ermoglichen, wére es wiinschenswert, mit einem konvexen
Raum von Entscheidungsfunktionen zu arbeiten. Daher erweitert man den Begriff der
Entscheidungsfunktion zum Begriff der randomisierten Entscheidungsfunktion:

Definition 4.2.1 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum, (FE,E) ein mefbarer Raum.
Ein stochastischer Kern 6(x,A) von (M, M) nach (E,€) heifft randomisierte Ent-
scheidungsfunktion. Ist L : © x E — R eine Verlustfunktion und 0 eine randomi-
sterte Entscheidungsfunktion, so wird mit

R,5) = | ( [rw. e)&(m,de)) dPy(z)

die zugehorige Risikofunktion bezeichnet, falls dieses Integral wohldefiniert ist. Be-
zeichnet A die Menge der randomisierten Entscheidungsfunktionen mit wohldefinierter

Risikofunktion, so ist R: © x A — R.
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Nichtrandomisierte Entscheidungsfunktionen kann man als spezielle randomisierte
Entscheidungsfunktionen interpretieren, indem man der nichtrandomisierten Entschei-
dungsfunktion §(z) den Kern §(z, A) = I4(0(x)) zuordnet. Daher unterscheiden wir
notationsméfig nicht zwischen diesen beiden Klassen. Ist 6 € A nichtrandomisiert, so
ist R(9,0) = [ L(9,0(x))dPy(x).

Eine Entscheidung geméf einer randomisierten Entscheidungsfunktion wird herbei-
gefiihrt, indem man die Entscheidung mit einem von den Beobachtungen unabhéngigen
Zufallsmechanismus mit Verteilung 6(z,.) ,auswiirfelt“. Es widerspricht sicher dem
,gesunden Menschenverstand®, eine moglichst optimale Entscheidung dem Zufall zu
iiberlassen, und in den meisten Fillen wird sich auch eine nichtrandomisierte Ent-
scheidungsfunktion als am besten geeignet herausstellen, aber in manchen Fillen muf}
man randomisieren, um z.B. Tests mit exaktem vorgegebenen Niveau konstruieren zu
kénnen.

Beispiel 4.2.2 Gegeben sei ein statistischer Raum (M, M, {Py : ¥ € R}).

1. Test von Hy : 9 < 9y gegen Hy : 4 > Uy:

E ={0,1}, 6(z) = ¢(z), so daB 6(X) = 0 Annahme von Hj heifit. Eine nahelie-
gende Verlustfunktion wire

- a fir 9 <,
Lm”“{omM>%’

[0 firy <dy
me'_{bﬁW>%’

wobei a und b positive reelle Zahlen sind. Die zugehérige Risikofunktion ist

C(a-PAS(X) =1} fiir 0 < do
RM@—{uéwmpw}mM>%

Ein Fehler 1.Art wird also mit der , Strafe“ a belegt, ein Fehler 2.Art mit b.

2. Punktschitzung des unbekannten Parameters ¢:

E=0=R, §X)=T(X), wo T(X) eine Schitzstatistik fiir 9 ist. Als Verlust-
funktion wihlt man oft die quadratische Verlustfunktion

L(¥,e) = a(d —e)?,
wo a > 0. Dann ist

RWJU:a/(ﬁ—T@D%Bmw

M

3. Konfidenzschitzung des unbekannten Parameters :
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E ={(a,b): a,be R,a < b}, 6(X) = J(X), wo J(X) ein Konfidenzschétzer fiir
¥ ist.Als Verlustfunktion kann man z.B. wihlen

0 firded
L(ﬂ’J)_{a firdgJ

wo a > 0. Als Risikofunktion erhilt man:

R, J) =a- Py{d & J(X)}.

Die Giite einer Entscheidungsfunktion wird nun allein nach ihrer Risikofunktion
beurteilt. Da aber fiir 1, o € A nur in den seltensten Fillen R(¥, 1) < R(1, d) fiir alle
Y € © gilt (wir sagen dann: d; ist mindestens so gut wie ds), ist der Vergleich zweier
Risikofunktionen nicht ganz unproblematisch. Wir erwéhnen die folgenden Kriterien:

e Zulissigkeit: Ist §; mindestens so gut wie d, und gibt es mindestens ein ¥ € O,
fiir das R(9,61) < R(9,3), so heifit §; besser als do. g € A heifit zulissig, falls
es kein besseres § € A gibt.

e Minimax-Prinzip: §; wird d, vorgezogen, falls

sup R(9,6;) <sup R(9,92).
9eO 9€O

do € A heifit Minimax- Entscheidungsfunktion, falls

sup R(¥,0¢) = inf sup R(9,9).
9€O0 dEA yeo

Man versucht also, das Risiko im schlimmsten Fall moglichst gering zu halten.

e Einschrinkung auf Teilklassen von Entscheidungsfunktionen: Um die
Klasse der in Betracht zu ziehenden Entscheidungsfunktionen zu verkleinern,
kann man sich z.B. auf erwartungstreue Entscheidungsfunktionen einschrianken.
Das sind solche, fiir die

R(,0) = [ ( [ L, e)6(x,de)) aPy(w) < [ ( / L(ﬁ’,e)é(m,de)) dPy(z)

fiir alle 9,9’ € ©.

Die Einschriankung auf erwartungstreue Entscheidungsfunktionen schliefit bei der
Suche nach gleichméflig besten Entscheidungsfunktionen ¢ (das sind solche, fiir
die § mindestens so gut wie jedes andere zur Konkurrenz zugelassene §') z.B. die
folgenden pathologischen Konkurrenten aus, die die Existenz einer gleichméfig
besten Entscheidungsfunktion verhindern wiirden: Gibt es zu jedem 9 € © ein
ey € E mit L(9,ey) = 0, so betrachte die Entscheidungsfunktionen dy(z) :=
eg. Dann ist R(,69) = 0 fiir alle 9 € ©, und ein gleichmifBig bestes § miifite
R(¥,0) = 0 fiir alle ¥ € © haben, eine unsinnige Forderung.



G. Keller: Mathematische Statistik (Vorlesungsskript) 41

e Bayes Prinzip: Man versieht © mit einer o-Algebra G und einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung 7 (der a-priori-Verteilung) und ordnet jedem § € A das
Bayes Risiko

- / R(9,8) dr(9)

zu. Ein §y € A, das dieses Risiko minimiert, heifit Bayes Entscheidungsfunk-
tion.

Wie in [10, Abschnitt I1.7.7] ausgefiihrt, kann man unter entsprechenden Mefibar-
keitsannahmen P(1,.) := Py(.) als stochastischen Kern (regulire bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung) von (0, G) nach (M, M) auffassen. Sei @) := 7 x P und
P(A) := Q(O x A) fiir A € M. Ist nun z.B. © = R* und M = R", so existieren
die reguliren bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen @), auf (@, G), und man

erhélt
mo) = [ [ (/E L(ﬁ,e)é(m,de)) dPy(x)dr (9)
- /@ » (/E L(8, e)5(x, de)) Q, z)

= [ (L] 10,05, de)) du(v)) dP(z)
_ /M(/E(/@L(ﬁe)de :rde)d

Daraus erhilt man eine Bayes Entscheidungsfunktion 6(z, .), indem man fiir jedes
reM

/E ( /@ L9, €) dQ,(9))é(x, de)
durch Wahl von 6(z,.) minimiert.

Ist ® = F =R und L(9,e) = (9 — €)?, so wird [o L(9,€) dQ(9) durch Wahl
von e; = [p ¥ dQ. (1Y) eindeutig minimiert, und man kommt zu der nichtrando-
misierten Entscheidungsfunktion 6(x) = e,.

Insbesondere mufl zur Bestimmung einer Bayes Entscheidungsfunktion die Risi-
kofunktion nicht explizit berechnet werden, denn in das zu minimierende Integral
gehen nur die Verlustfunktion und die bedingte Verteilung d@,(1) ein. @, heifit
die a-posteriori-Verteilung nach Beobachtung von z.

Man kann Bayes’sche Statistik folgendermaflen interpretieren: Das Vorwissen des
Experimentators wird durch die a-priori-Verteilung 7 reprisentiert, und nach der
Beobachtung von z wird sein nun modifiziertes Wissen durch die a-posteriori-
Verteilung @), beschrieben. In Abschnitt 5.3 werden wir darauf noch einmal
zuriickkommen.
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4.3 ., Frequentismus® versus ,,Bayesianismus*

Die letzte Bemerkung des vorherigen Abschnitts beleuchtet den wesentlichen Unter-
schied zwischen sogenannten Frequentisten, die sich beim Vergleich von Risikofunktio-
nen vornehmlich an den ersten drei Kriterien orientieren, und Bayesianern, die nach
Bayes-Regeln suchen. (Die Formel fiir die a-posteriori-Verteilung wurde urspriinglich
um 1750 von dem Reverend Thomas Bayes, einem anglikanischen Geistlichen, ent-
deckt.)

Der Frequentist stiitzt sich auf Vergleichskriterien fiir Risikofunktionen, die die
explizite Bestimmung der Risikofunktion voraussetzen. Das beinhaltet eine Integra-
tion mit dPy, also eine Mittelung der Verlustfunktion iiber alle potentiell méglichen
Beobachtungen. Die Interpretation eines Wertes R(¥, 0) der Risikofunktion lautet dann:
Wenn 1000 Experimentatoren unabhéngig voneinander das gleiche Experiment durchfiihren
(d.h. mit voneinander unabhéngig erhobenen Daten) und die Entscheidungsfunktion 6
benutzen, so ist ihr mittlerer Verlust bei vorliegen von ¢ ungefihr R(9,0). Die ,,Mi-
nimierung® des Risikos nach einem der ersten drei beschriebenen Kriterien bedeutet
also, den mittleren Verlust iiber alle potentiell moglichen Versuchsausgénge zu ,, mini-
mieren®.

Der Bayesianer dagegen verbietet sich die Vorstellung, dal ein Experiment vie-
le Male unabhéngig wiederholt werden oder von vielen Experimentatoren gleichzeitig
unabhingig voneinander durchgefiihrt werden kann, da das in vielen Fillen vollig un-
realistisch ist. Diese Vorstellung mag zwar bei Experimenten in den Natur- und Inge-
nieurwisenschaften und bei kontrollierten klinischen Studien der Realitdt nahekommen,
bei sozialwissenschaftlichen Erhebungen oder medizinischen Feldstudien mufl man aber
von einem einzigen, nicht wiederholbaren Experiment ausgehen. Man denke nur an
eine Fragestellung wie die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Einkommen
und Wohnungsgrofle bei Familien in der Bundesrepublik. Durch das Arbeiten mit dem
Bayes-Risiko vermeidet der Bayesianer den Riickgriff auf zwar potentiell beobachtbare
aber nicht tatséchlich beobachtete Daten bei der Auswahl seiner Entscheidungsfunk-
tion, denn er mufl [ L(?J, e)dQx (¥) nur fiir das tatséchlich beobachtete X auswerten.

Das folgende Beispiel findet man in dem sehr lesenswerten Artikel “Controversies
in the Foundations of Statistics“ von B.Efron [4]:

Wir gehen von der Vorstellung aus, dafl jeder Mensch einen gewissen 1.QQ. Wert
p hat (was immer mit dieser Mafizahl auch tatséchlich gemessen wird). Der 1.Q. ist
eine positive relle Zahl, und ist idealerweise so skaliert, dafl gerade die Hilfte der
beschriebenen Population einen 1.QQ. < 100 hat.

Nimmt eine Person mit [.Q. p an einem 1.QQ. Test teil, so ist das Ergebnis X ein
Wert, der mehr oder weniger nahe bei dem wahren 1.Q. u liegt. In unserem Modell sei
X nach N (p,0?) verteilt, wo wir o2 als einen festen, nicht von der speziellen Person
abhingenden Parameter ansehen. Der Frequentist wird nicht zégern, den Wert X als
Schétzer fiir den wahren I.Q). zu verwenden. X ist erwartungstreu (d.h. E,[X]| = p), und
wir werden im néchsten Kapitel sehen, dafi er unter allen erwartungstreuen Schétzern
gleichméfig kleinstes Risiko bei quadratischer Verlustfunktion hat.
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Der Bayesianer bezieht in seine Schitzung dagegen das Wissen um die Verteilung
der 1.Q.’s in der Gesamtbevolkerung mit ein. Aus umfangreichen Untersuchungen sei
ihm bekannt, daf§ die 1.Q.’s p der Gesamtbevélkerung ungefihr nach N (m, s?) verteilt
sind. (In den U.S.A. hat man etwa m = 100 und s = 15.) Die a-posteriori-Verteilung
@ x von y errechnet man leicht als

1/0? 1

1/s2+1/0? und D= 1/s2+1/02%
Bei X = 140 und ¢ = 7.5 erhilt man z.B. Qx = N (132,(6.7)?), und der Bayesianer
wird p als Erwartungswert von ()x schitzen, in unserem Beispiel also als 132. Dieser
Wert liegt deutlich unter X = 140, da die Wahrscheinlichkeit, eine Testperson mit
[.Q. 120 zu erwischen, die zufillig einen Testwert von 140 produziert, viel grofler ist
als die, eine Testperson mit 1.Q. 160 zu erwischen, die zufillig einen Testwert von 140
produziert. Dabei ist die individuelle Wahrscheinlichkeit fiir einen Testwert von 140
bei beiden Personen die gleiche, nur gibt es viel weniger Personen mit 1.Q. 160 als mit
[.Q. 120.

Problematisch am Bayesschen Ansatz ist die Willkiir, die in der Wahl der a-priori-
Verteilung liegt. Ist der zugrunde liegende Parameterraum ein endliches Intervall, zum
Beispiel (0, 1) im Falle der Bernoulli Verteilungen, so ist es nur natiirlich, vélliges Nicht-
wissen iiber den Parameter durch die Wahl der Gleichverteilung als a-priori-Verteilung
auszudriicken. Variiert aber, wie in unserem Beispiel, der unbekannte Parameter z.B.
iiber R, so gibt es keine geeignete , uniforme* a-priori-Verteilung. Man benétigt also ein
Vorwissen iiber die Verteilung von p, was hier durch vorherige umfangreiche Studien
erworben wurde, i.a. aber nicht zur Verfiigung steht.

Der Vorteil des Bayesschen gegeniiber dem frequentistischen Ansatz liegt in der
grofleren logischen Konsistenz. Als Beispiel fiir die Schwierigkeiten, in die ein Frequen-
tist (nicht aber ein Bayesianer) geraten kann, stehe die folgende Fortsetzung des 1.Q.
Beispiels, ebenfalls aus dem Artikel von Efron:

Nachdem der Frequentist seine Schitzung X = 140 fiir den unbekannten 1.QQ. der
Testperson abgegeben hat, wird ihm von dem Institut, das mit der Durchfiihrung der
[.Q. Tests betraut ist, folgendes mitgeteilt:

N(m+C(X —m),D), wo(C=

»,An dem Tag, als wir Ihnen das Testergebnis von X = 140 mitteilten, funk-
tionierte unsere Maschine zur automatischen Auswertung der Testbogen
nicht korrekt. Alle Testergebnisse mit Werten < 100 wurden als = 100
iibermittelt. Fiir Testergebnisse iiber 100 traten jedoch keine Ubermitt-
lungsfehler auf.

Man beachte, dal dem Frequentisten der korrekte Wert iibermittelt wurde, so daf sich
seine Datenlage durch diese Nachricht nicht &ndert. Trotzdem hat er jetzt das folgende
Problem:
Bezeichne P, = N'(u,0?). Der dem Statistiker iibermittelte Wert ist eine Realisie-
rung der Zufallsvariablen
Y = max{X, 100} > X,
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und da P,(Y > X) = P,(X > 100) > 0 fiir alle u € R, folgt
EY]> E/X] = .

Y ist also kein erwartungstreuer Schitzer fiir 4, und damit kann man aus frequentisti-
scher Sicht nicht mehr sicher sein, einen in einem wohldefinierten Rahmen optimalen
Schitzer gewidhlt zu haben. Der Frequentist miifite nach der obigen Mitteilung also
seinen Schétzer um einen Term modifizieren, der die Verzerrung des Schétzers nach
oben aufhebt, falls das iiberhaupt moglich ist.

Der Bayesianer hat dagegen keine Probleme. Seine Schétzung beruht nur auf der a-
posteriori-Verteilung von u, gegeben die Beobachtung, d.h. auf 7x(B) = Q(B x M|X)
bzw. 1y (B) = Q(BxM|Y) (B € G), wo @ = 7 x P wie im vorangegangenen Abschnitt
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (© x M, G x M) ist. Wir werden zeigen, dafl
fir alle B € G gilt mx(B) = my(B) fast sicher auf {X =Y > 100}. Also muf} der
Bayesianer seine Schitzung aufgrund der obigen Nachricht nicht dndern. Sie ist noch
genauso gut begriindet wie vorher, denn sie hiingt nur von den tatséchlich beobachteten
Daten ab.

Beweis von “myx = my fast sicher auf {X =Y > 100}": Sei f = Igxp- Dann ist

nx(B) = Eg[f|X] und my(B)= Eg[f|Y] Q-fs..

Ist Aco(X), AC{X > 100} = {Y > 100} , soist A € o(Y), so dafl

[ BdQ= [ fdQ= [ nx(B)de.

Da 7y (B) und 7x(B) o(X)-mefBbar sind und da A € ¢(X) mit A C {X > 100} =
{Y > 100} beliebig war, folgt 7y (B) = 7mx(B) Q-f.s. auf {X =Y > 100}.

4.4 Suffizienz

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, daf} fiir die Konstruktion vieler
Tests und Schétzer nicht die explizite Kenntnis der gesamten Stichprobe erforderlich
ist, sondern daf} sie oft nur die Kenntnis des Wertes einer auf den Daten basierenden
Statistik erfordern. Es stellt sich die Frage, wie weit man die in den Daten enthaltene
Information reduzieren darf, ohne wesentliches aufzugeben. Das fiihrt auf den Begriff
der Suffizienz, dessen Grundidee bis auf R.A. Fisher (1925) zuriickgeht.

Definition 4.4.1 Sei (M, M,P) ein statistischer Raum.

1. Eine Teil-o-Algebra F C M heifit suffizient, wenn es fir jedes A € M eine
F-mefbare Funktion pg(z, A) gibt, die fir alle P € P eine Version der bedingten
Wahrscheinlichkeit P(A|F)(x) darstellt.

2. FEine Statistik T : (M, M) — (D, D) heifit suffizient, falls T~(D) suffizient ist.
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Suffizienz ist innerhalb eines Modells (M, M, P) definiert, d.h. bei einem inaddqua-
ten Modell kann durch Ubergang von Xi,..., X, zu T(Xi,...,X,) relevante Infor-
mation verloren gehen. Z.B. kann in einer Stichprobe Xj,..., X, noch eventuell ein
,AusreiBer* erkannt werden, in T(X,..., X,) = X aber i.a. nicht mehr.

Definition 4.4.2 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum. Zwei auf (M, M) definierte
Statistiken S und T heiflen dquivalent, falls sie die gleiche o-Algebra erzeugen.

Bemerkung 4.4.3 1. Sind die Statistiken S und 7" dquivalent, so ist eine suffizient
genau dann, wenn die andere suffizient ist.

2. Zum Nachweis der Aquivalenz von S und 7T ist die folgende triviale Bemerkung
oftmals niitzlich: o(S) C o(T), falls es eine mefibare Abbildung ¥ gibt, so daf
S=WUoT.

Bemerkung 4.4.4 Ist (M, M) = (R, B), so kénnen die pr(x, A) so gewihlt werden,
daB pr(z, .) fiir jedes z € M ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (M, M) ist. Wir schreiben
dann Pg(z,A) statt pr(z, A) und betrachten Pg(z, A) als stochastischen Kern von
(M, F) nach (M, M).

Das zeigt man &hnlich wie in [10, Abschnitt I1.7.7] oder in [2, Theorem 33.3], wo der
Fall einer einelementigen Familie P behandelt wird. Die notwendigen Modifikationen
des Beweises sind z.B. im Beweis zu Satz 3.15 in [12] beschrieben.

Diese Bemerkung bleibt richtig, wenn (M, M) Borelsch ist, d.h. wenn es eine bijek-
tive, bimeBbare Abbildung von (M, M) auf eine Borelsche Teilmenge von R (versehen
mit der von (R, B) induzierten o-Algebra) gibt. Z.B. ist der R", n € N, Borelsch, siehe
die Folgerung zu [10, Satz I1.7.5].

Der folgende Satz zeigt, dafl unter gewissen Meflbarkeitsannahmen durch Reduktion
der Daten mit einer suffizienten Statistik kein Verlust an Entscheidungsfihigkeit im
Sinne der Risikotheorie auftritt.

Theorem 4.4.5 (Satz von Bahadur) Sei (M, M,{Py : ¥ € O}) ein statistischer
Raum, (M, M) Borelsch und F C M suffizient. Ist § € A eine randomisierte Ent-
scheidungsfunktion, so hat die F-meffbare randomisierte Entscheidungsfunktion

0" (zo, D) = (Pr x9)(xo, M x D), also
§* (29, D) = /M 5(zx, D) Pr(wo,dz) (20 € M,D € €)

bei gegebener Verlustfunktion L eine Risikofunktion, die mit der von § identisch ist.
Ist 6 erwartungstreu, so auch 0*.

Bemerkung 4.4.6 Der Satz bleibt richtig, wenn statt (M, M) der Entscheidungsraum
(E, &) Borelsch ist. Man definiert dann

8" (zo, D) := Ey[d(., D)|F](x0)
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und zeigt, dafl dafiir eine von 1 unabhingige Festsetzung existiert, die in D o-additiv
ist. Eine Beweisskizze findet man in [7, S.97 fI.]. Ist (M, M) Borelsch, so stimmt diese
Definition von ¢* mit der im Satz von Bahadur gegebenen iiberein.

Beweis des Satzes von Bahadur:  Als Produkt zweier stochastischer Kerne ist
Pr x ¢ ein stochastischer Kern, und als dessen Projektion auf eine Koordinate ist auch
0* ein stochastischer Kern, also eine randomisierte Entscheidungsfunktion.

Sei
To: M x M — M, (z,y) —v,
mag: MxMxE — MxE, (z,y,e) — (z,€)

und L(9,e) die gegebene Verlustfunktion. Beachte, daf

(Py x Prxd)omyy = Pyx6" und
(PﬁXPf)Oﬂ'Q_l = qu.

Letzteres folgt aus
(Py x Pr) oy (A) = /M Pr(z, A)dPy(z) = /M Py(A|F)(2)dPy(z) = Py(A)

fiir alle A € M. Damit erhalt man

/M (/E L(¥,e)0*(x, de)) dPy(x)
- /MXEL(ﬂ,’ e)d(Py x 0")(z, e)

= / L(¥,e)d(Py x Pr x §)(z,y,e€)
MXxXMxE

= /MXM (/E LY, e)é(y, de)) d(Py x Pr)(z,y)
= [ ([ 100505, e)) dPs(o)

Fiir ¥ = ¢ ist das gerade die Gleichheit der Risikofunktionen, und aus der Identitit
fiir beliebige 19,19’ folgt, dafl §* erwartungstreu ist, genau dann wenn ¢ es ist. O

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Beantwortung der Frage, ob eine gegebene Statistik
suffizient ist, wird durch das sogenannte Faktorisierungskriterium von Neyman und
Fisher bereitgestellt. Zu seiner Vorbereitung beweisen wir zunéichst

Lemma 4.4.7 Seien S : (M, M) — (C,C) und T : (M, M) — (D, D) Statistiken und
u ein Wahrscheinlichkeitsmafauf (M, M). Fir alle ¢ € C sei {c} € C. Genau dann
ist 0(S) C o(T) mod p, wenn es eine mefbare Abbildung ¥ : D — C gibt, so daf
S=VoT pu-fs.
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Beweis: ,<“: o(S)=5"YC)=T"(¥"!C) mody und T-}(¥~!C) CT(D) =
o(T). ,=“ Firce Cseild, ={U € D: T'U = S~ c}modpu}. Da S~{c} €
0(S) C o(T) mod u, ist U. # ( fiir alle ¢ € C. Durch ein Ausschépfungsargument
findet man eine Menge U, € U, mit u(T-'U,) = sup{u(T~'U) : U € U,}.

Theorem 4.4.8 (Halmos/Savage) Sei (M, M, P) durch ein zu P dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmafl v = 322, ¢;P; wie in Theorem (4.1.3) dominiert. Dann gilt:

1. FEine Teil-o-Algebra F C M st suffizient genau dann, wenn es fir alle P € P
F-mefbare Dichten fp gibt, so daf ‘fi—f = fp fast sicher.

2. Eine Statistik T : (M, M) — (D, D) ist suffizient genau dann, wenn es fir alle
P € P eine mefibare Abbildung gp : D — R ¢ibt, so daf % = gpoT fast sicher.

Beweis:  Aussage 2 folgt aus Aussage 1 mit dem Faktorisierungslemma I11/14 aus
MS II. Wir beweisen nur Aussage 1:
77:>“

Seiv=y2X ¢P,=P.Fir Ae Mund F € F gilt

VANF) = iciPi(A NF) = ilc /F pr(z, A)dPi(z) = /F pr(, A)dv(z),

d.h. pz(., A) ist auch eine Version von v(A|F).

Setze
_ 4P

N dl/|_7:

fp:

Wir zeigen, daf fp = dP/dv fast sicher: Fiir A € M ist

(F-mef3bar).

P(A) = /MP(A|,7-“)dP: /Mpf(a:,A)dP(x)
= [ pr(e, A)dP#(x) = [ v(AIF)dPs
_ /M V(A|F) fpduy = /M V(A|F) fpdv

- /A Fodv.

”<:“

Sei fp = dP/dv F-mefibar, und fiir A € M sei pr(x, A) eine Festlegung von
V(A|F)(z). Zu zeigen: Fiir jedes P € P ist pr(x, A) auch eine Version von P(A|F)(z).
Fir F € F und P € P gilt:

/F pr(z, A)dP(z) = /F V(A|F) frdv = / BlIp - Ia- fo|Fldv

= fpdl/ZP(AﬂF) a
ANF
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Theorem 4.4.9 (Neymansches Faktorisierungskriterium) Sei (M, M, P) durch
u domuniert. Dann gilt:

1. F C M ist suffizient genau dann, wenn es Versionen der dP/du(x) von der Form
fe(z)h(x) gibt, wobei fp F-mefbar und h M-mefbar (und von P unabhdngig)

15t.

2. Fine Statistik T : (M, M) — (D, D) ist suffizient genau dann, wenn es Versionen
der dP/du(x) von der Form gp(T(x)) - h(z) gibt, wobei gp : D — R D-mefibar
und h M-mefbar (und von P unabhingig) ist.

Beweis: =
Sei v wie im Satz von Halmos/Savage, h := dv/dp (vergl. Theorem 4.1.3). Dann ist

dP _ dP
dp — dv
und die Behauptung folgt aus dem Satz von Halmos/Savage.
”¢“
Wir zeigen nur Aussage 1. Die Aussage 2. folgt daraus wie im Beweis des Satzes
von Halmos/Savage.
Sei dP/dy = fp - h fiir alle P € P und v = 3°, ¢;P, = P wie im Satz von
Halmos/Savage. Setze f, := >3°, ¢;fp,. Da

PAfo=0} < P{fn=0}=[  frhdu=0 Vi,
{fp,=0}
folgt v{f, = 0} = 0. Daher ist fiir alle A € M und P € P:

Pa=Selar =S [ Limhdu= [ 2 fndu = P(a),

C — =
Afu izlefu Z':lefu Afu

also
P fp

dv T cifp,
v-fast sicher, und der letzte Ausdruck ist nach Voraussetzung F-mefibar. Die Suffizienz
folgt nun aus dem Satz von Halmos/Savage. O

Korollar 4.4.10 Ist {Py: VY € ©} eine exponentielle Familie mit Dichten

so0 ist die Statistik T = (hq, ..., hy) suffizient.
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Beispiel 4.4.11 (vergl Beispiel 4.1.6.)
1. Fiir die Familie P = {b(p,n) : 0 < p < 1} ist K,, =,,Anzahl der 1-en“ suffizient.

2. Fiir die Familie P = {(N (u1,0?))*" : p € R, 0% > 0} ist (X, S%) suffizient, denn

1 n 2
fuor (@1, an) = W 1221 202
1 Ly RS
T (2ro?)n/2 exp(= 202 ( Z * o2 xl) ’

woraus die Suffizienz von T(X1,...,X,) = (X2, Xi, X, X7) folgt. Da diese
Statistik zu (X, S%) dquivalent ist, folgt die Behauptung aus Bemerkung 4.4.3.

Theorem 4.4.12 Ist {Py : ¥ € ©} eine vertauschbare Familie von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf R", so ist die Statistik gy (1, ..., 2n) = (zD, ... 2™ suffizient.

Beweis:  Nach Theorem 3.2.1 ist F := 0(gn)) = {B € B": #(B) = B Vr € II,,}.

Setze
~ ZL«A == LY L)

'ﬂEHn 'ﬂEHn

Da px(7(z), A) = pr(z, A) fiir alle 7 € I1,,, ist px(., A) F-mefBbar.
Seien nun F' € F und ¥ € © beliebig. Es gilt:

[prta Aipsa) = = 3 [ dry

WEH

- _zpﬁ (FNA), da#F)=F,

' well,

= _'Zpﬁ(FmA), da Pyow = Py,
© welly,

= Pﬁ(Fﬂ A)

Wir betrachten nun die Statistik
UXy, - Xn) = QXD X7, .00 XD,
i=1 i=1 i=1

Theorem 4.4.13 U ist dquivalent zu g, insbesondere also auch suffizient fiir jede
Familie {Py : ¥ € O} wie im vorhergehenden Theorem.
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Beweis: Wir betrachten zunéichst die Statistik

S(x1,- ey xn) = (51(21, -, Zn)y - -, Sn(T1, -2, Tn)),
wo die s; die elementarsymmetrischen Polynome in x4, ..., z, sind,
S1 :in, 82=Zajifvj,...,sn=3;1-...-xn.
i i<j
Die s;(z1,...,%,) bestimmen sich eindeutig aus

n

f(z) = f[l T — ;) Z 7 (4.2)

wenn man sy = 1 setzt. Bezeichne uj(zy,...,2,) = X", 2. Wir werden die folgende

Beziehung zwischen den s; und u; zeigen (Newtonsche Identltaten)
Up — S1Ug_1 + SoUp_o — + ...+ (=) Lsp_yuy + (=1)Fks, =0 (4.3)

fir k = 1,...,n. Aus ihnen ergibt sich leicht die Aquivalenz von U und S. Wir zeigen
(4.3): Aus (4.2) folgt einerseits

Loy =3

i1t T 4

=Y > ala? = uz,

P o =0
wo ug = n gesetzt ist, und andererseits
TL o o
zf =3 (=1)'s; (n — i)z,
i=0
Durch Vergleich der Koeffizienten von z"~* folgt fiir i = 1,...,n
(=1)'si (n —1) = (=1)'ns; + (—1)" ursi—1 + ... + u;so,

also gerade (4.3).

Nun zeigen wir die Aquivalenz von S und g, Ist S(z) = 2, so folgt aus der
Eindeutigkeit der Linearfaktorzerlegung in (4.2), daf

S™Hz} = {#(z) : m € I}
SeiV={reR":2; <2y <...<x,}. Dannist [V NS !(2)] <1, also ist
Sy :V—=>5V)=SR")

injektiv (und natiirlich auch stetig). ¥ = (S)y) ! existiert also auf S(R") und ist
meflbar, denn die Borel Mengen in V' werden von den kompakten Teilmengen von V
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erzeugt und ¥ '(K) = S(K) ist kompakt fiir jedes kompakte K C V. Die Aquivalenz
von S und g, folgt schlieflich aus

Sogm =5 und gupy=VoSs.

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit zwei Lemmata:

Lemma 4.4.14 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum, F C M suffizient. Dann ezi-
stiert zu jedem P-integrierbarem g : M — R ein F-mefbares f : M — R derart,

dafs
f = Eplg|F] P-fs. fir alle P € P.

Beweis: Fiir g = I4, A € M, ist das die Definition der Suffizienz. Fiir Elemen-
tarfunktionen ¢ folgt das Lemma daraus sofort wegen der Linearitit der bedingten
Erwartung.

Sei nun g > 0 meBbar. Dann gibt es Elementarfunktionen 0 < g, mit g,  g. Fiir
jedes n sei f, eine F-meflbare gemeinsame Version der Ep[g,|F]. Dann gilt f; < fo <
f3 < ... P-fs., und es bleibt zu zeigen, dafy die F-meflbare Funktion f = sup,, f, eine
gemeinsame Version der Ep[g|F] ist. Seien dazu P € P und F € F beliebig.

/fdP:sup/ fnszsup/Ep[gn\}"]dP:sup/gndP:/gdP.
F n F n F n F F

Lemma 4.4.15 Seien (M;, M;,P;) statistische Riume mit suffizienten Statistiken T;
(Mz,Ml) — (DZ,DZ) (Z: 1,2) Setze M = Ml X Mg, M= Ml X Mz, P = {Pl X Pg :
P; € P}

Dann istT =Ty xTy : (M, M) — (D1 X Dy, Dy X Dy) suffizient fiir (M, M,P), und
f’l-l:’l" alle Al € Ml, AQ € M2 15t p]:IX]:2((£E1,.fE2),A1 X Ag) = DPr (.’131,141) ‘pfz(xQ,A2)7
wo F; =T 1(D;).

Beweis: Sei F = F; x F5 und sei G die Menge aller A € M, fiir die es eine von
P € P unabhingige Version pr((z1,z2), A) von P(A|F)(z1,z2) gibt.
Seien A; € Ml, Ay € M. Dann ist fiir alle P, € Pl, P, € Pound Fj € .7:1, ek

/ br (351, Al)sz (352, Az)d(P1 X P2)($1, $2)
F1XF2

/ Pi(A)|F)dP, / Py(Ay| F>)dPy
F F>

= Pi(Fy x A)Py(Fy x Ay)
= (P x P)((F1 x F5) N (A x Ag)),
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dh. A=A x Ay € G.
Um zu zeigen, dal M C G, reicht es wegen der N-Stabilitit des M-Erzeugers
{A; x Ay : A; € M;} zu zeigen, dafl G ein Dynkin-System ist. Das folgt sofort aus

P(M|F)=1 P —fs. fiiralle P € P,

P(A\ B|F)(z) = P(A|F)(x) — P(B|F)(z)

= pg(z,A) —pr(z,B) P-fs. (A,Be M,BC A)
und
P(U2,Bi|F)(x) =Y P(Bi|F)(z) = > pr(z, B;) P-fs.
i=1 i=1

(B; € M paarweise disjunkt).

4.5 Vollstandigkeit

Das Ziel der Datenreduktion mittels einer Statistik ist, die Daten so weit wie moglich
zu komprimieren, ohne dabei Entscheidendes zu verlieren. Letzteres wird durch die
Suffizienz garantiert, ersteres durch die Vollstandigkeit:

Definition 4.5.1 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum.

1. Sei F eine Teil-o-Algebra von M. P heifit vollstindig bzgl. F, falls fiir jede
F-meflbare Funktion f gilt:

Ep[f] =0 fiir alle P € P = f =0 P-f.s..

2. Eine Statistik T auf (M, M,P) mit Werten in (D, D) heifit vollstindig, wenn
die Familie {P oT ' : P € P} vollstindig bzgl. D ist.

Bemerkung 4.5.2 1. Aquivalent sind:

(a) T ist vollstéindig.
(b) P ist vollstindig bzgl. o(T) = T (D).
(c) Fiir jede D-mefbare Funktion f: D — R gilt:

Ep[foT]|=0firale PeP= foT =0 P-fs.
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Das folgt, da fiir jedes D-mefibare f gilt

Epor—1[f] =0 — Ep[foT] =0 und
f=0PoT 'fs. = foTlT =0 P-ts.

und da sich jedes o(T')-mefbare g als g = f o T darstellen 1a8t.

2. Ist von zwei dquivalenten Statistiken eine vollsténdig, so auch die andere.

Sei (M, M, P) ein statistischer Raum. Eine Teil-o-Algebra F C M heifit minimal-
suffizient, falls fiir jede weitere suffiziente Teil-o-Algebra G C M gilt, dal F C G mod
P,dh.VF € FAG € G : F = G mod P.

Theorem 4.5.3 Sei (M, M, P) ein statistischer Raum. Ist P wvollstindig bzgl. der
suffizienten Teil-o-Algebra F, so ist F minimal-suffizient.

Beweis: Sei F € F, g(x) := pg(z, F). O.B.d.A. g < 1. Sei f(z) eine F-mefbare
gemeinsame Version der Ep[g|F]|, vergleiche Lemma 4.4.14. O.B.d.A.ist 0 < f < 1.

Insbesondere Ep[f — Ir] = 0 fiir alle P € P, so daf} aus der Vollstindigkeit von P
bzgl. F folgt: f = Ir P-f.s. Nun ist fiir beliebiges P € P

Eplf? — ¢°| = Ep|I% — P(F|G)*] = Ep|(Ir — P(F|G))’]
= Ep[(f —9)%] = Epl(g — Erlg|F))?] = Eplg® — (Eplg|F))?]
= Eplg” — /7]
= —Ep[f* -4’

Daraus folgt Ep[(f —¢)?] =0, also g = f = Ir P-f.s., und da g G-meBbar ist, folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 4.5.4 Es ist nicht schwer, zu zeigen, dafl zu jedem dominierbaren statisti-
schen Raum (M, M, P) eine minimalsuffiziente o-Algebra exisitert, siehe [7, Satz 11.8].
Ist P, versehen mit der Metrik der Totalvariation ein separabler metrischer Raum, so
existiert auch eine ,minimalsuffiziente“ Statistik, d.h. eine Statistik derart, daf} sich
jede suffiziente Statistik mod P als Funktion dieser Statistik schreiben laf3t.

Theorem 4.5.5 Sei (M, M,{Py : 9 € O}) ein Exponentialraum mit Dichten

fo(x) = C(9)h(x) exp (Zl cj(9)h; (x)) )

Enthdlt die Menge T' := {(c1(9),...,c(¥)) : O € O} ein nicht ausgeartetes k-
dimensionales Rechteck, so ist T(x) = (h1(x), ..., hg(x)) eine vollstindige Statistik.
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Beweis:  Durch Ubergang zu natiirlichen Parametern und durch Ubergang von
zu hp kénnen wir annehmen, da8 h =1 und ¢;(9) = 9;.

Sei nun f o T P-integrierbar, [ f o T dPy = 0 fiir alle ¥ € ©. Zu zeigen foT =0
P-f.s.

Aus 0= [foTdPy= [ f(Tz)exp(Tr_, 9;h;(z)) du(z) folgt:

/f(t) exp (Z ﬁjtj) d(poT™)(t) = 0.

Aus Lemma 4.1.8 folgt nun f = 0 poT *-f.s. und damit foT = 0 u-f.s. Wegen P << p
fiir alle P € P folgt daraus die Behauptung. a

Theorem 4.5.6 Die Statistiken

Iy (@15 xn) = (2,7, ..., 2,Y)
und

n n n
Ui, zn) = O mi, > 2z, ..., > a})
=1 =l i=1

sind wvollstindig auf (R",B",P™), falls P mit einem Maf v auch alle zu v absolut
stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen enthdlt. Insbesondere kann P die Familie aller
Verteilungen oder aller stetigen Verteilungen auf R sein.

Beweis: Wegen der Aquivalenz von U und gn) (Theorem 4.4.13) reicht es, die
Vollstédndigkeit von U nachzuweisen: _

Sei v € P beliebig. Sei U;(x) = 37, z7. P™ enthilt die n-parametrige Exponenti-
alfamilie P} := {Py : ¥ € R"} mit den Dichten

fo(z) = C(9)exp (— éxf’ﬁ exp (]XZ:I 1(}y‘UJ’(ﬂ?))

= ﬁ (0(19)% ~exp(—a") - eXp(é Wvg))

=1

bzgl. v™. Also ist U vollsténdig bzgl. P, d.h. aus Ep[f o U] =0 (P € P}) folgt f =0
P;-f.s. und damit v"-f.s. . Da v € P" beliebig und P; C P" fiir jede Wahl von v, folgt
aus Ep[foU] =0 (P € P") sofort f =0 P"-f:s., d.h. U ist vollsténdig fiir P". O

Fiir den Zweistichprobenfall erhilt man

Theorem 4.5.7 Die Statistiken

g(xla vy Tpy Y1y - aym) = (g(n)(xla cee axn)ag(m)(yla < 7ym))
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und .

U(xla ey Ty Y1y e ey ym) = (U(xla e 7$n)7 U(y17 D ym))
auf (R"™ B P) mit P = {PP x Pi" : Py, P, (stetige) Verteilungen auf R} sind
dquivalent. Beide sind suffizient und vollstindig.

Beweis: Die Aquivalenz folgt sofort aus der von 9y und U. Die Suffizienz folgt
dann aus Theorem 4.4.12 und Lemma 4.4.15. Die Vollstindigkeit von U beweist man
wie im Einstichprobenfall: P enthélt die (n 4+ m)-parametrige Exponentialfamilie mit
den Dichten

fa(z,y) = C(V) exp <— Soain - Zy?m) exp (Z ;D al + 3 Vs Z%) -
i—1 i=1 j=1  i=1 j=1 i=1



Kapitel 5

Theorie der Punktschitzungen

5.1 Erwartungstreue Punktschitzungen mit gleich-
méiflig kleinstem Risiko

Sei (R, B,{Py : ¥ € ©}) ein statistischer Raum. Bezeichnung: ¥ = (d4,...,9,)* € R’
(* bezeichnet die Transposition). Eine n-fache Stichprobe werde mit X = (X7,..., X,)*
bezeichnet, also als Spaltenvektor notiert. Der dem n-fachen Experiment zugeordnete
statistische Raum sei (M, M, P) := (R, B,{Py : ¥ € ©O})"™.

Weiter sei g : © — R* eine Funktion, die zu schiitzende KenngréBe der Verteilung
Py. Die statistische Aufgabenstellung bestehe darin, auf der Basis des Beobachtungs-
vektors X eine Punktschitzung fiir g(9) = (¢1(9), ..., gx(9)) anzugeben, d.h. wir su-
chen geeignete Statistiken 7 : M = R™ — R*. Im Spezialfall © C R*, g(0) = 9, ist
also der unbekannte Parameter 1) selbst zu schétzen.

Ziel dieses Abschnitts ist es, Schitzer zu finden, die unter allen erwartungstreuen
Schétzern gleichmifig kleinste Risikofunktion haben.

Definition 5.1.1 1. b(9,T) = Ey[T] — g(v¥) heifit Bias oder Verzerrung des
Schitzers T fir g(19).

2. Ist b(9,T) = 0 fir alle ¥ € ©, so heifft T erwartungstreu (engl.: unbiased).
Erwartungstreue ist also bzgl. der Familie {Py : ¥ € ©} und der Funktion g
definiert.

Um die Theorie der Punktschétzer in einen entscheidungstheoretischen Rahmen zu
stellen, fafit man sie als nichtrandomisierte Entscheidungsfunktionen 6(x) = T'(z) mit
Werten in R¥ auf und betrachtet eine quadratische Verlustfunktion

L(@,t) = (9(9) = )" A(g(V) — 1),

wo A eine positiv definite £ x k-Matrix ist. Dann ist nimlich

o6
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Ey[L(¥',T)]
= Es[(T - g(9)"A(T — g(v9"))]
= Ey[(T — Ey[T])*A(T — E»[T])]
+(Es[T] = (")) A(E[T] — g(¥"))
= V;NT) + L(¥, E[T)). (5.1)

Man sieht nun leicht, daf erwartungstreue Schétzer erwartungstreu im Sinne der Ent-
scheidungstheorie sind: Erwartungstreue von 7" im Sinne der Entscheidungstheorie
heifit

Ey[L(,T)] — Ey[L(9,T)] = L(Y, Ey[T)) — L(9, Ey[T]) > 0 Vo, € O.

Das ist sicher (und i.a. nur dann) erfiillt, falls L(J, Ey[T]) = 0, d.h. Ey[T] = g(9).
Fiir 9 = ¢’ fithrt (5.1) auf

R, T) = Vi"(T) +b(9,T) Ab(9,T).

—_——— - Z

>0 >0

Diese Formel legt es nahe, sich bei der Suche nach Schétzern mit kleiner Risikofunktion
auf erwartungstreue Schitzer einzuschrinken.

Beispiel 5.1.2 Sei © = {9 = (y,0%) : p € R,0? > 0}, Py = N(u,0%), g(9) = p,
LW,t) = (p—t)% Ti(z1,...,20) = S0y und To(zq, ..., 20) = a-Ti(z1, ..., T0)
firein0<a<11.

Es ist

2

Va(Ty) = <, b(9,Ty) =0, R(Y, Ty) = <

n?
2

Vi) = a2, b(9,T2) = (a — D, R(9,13) = a2 + (1 — a)?u.
In einer Umgebung von p = 0 ist daher R(9,T,) < R(¥,T}), obwohl (oder gerade weil)
T, nicht erwartungstreu ist. Fiir grofe p? ist dagegen R(0,T3) > R(0,T}).

Theorem 5.1.3 (Rao-Blackwell) Sei (M, M,{Py: 19 € ©}) ein statistischer Raum.
Ist T ein erwartungstrever Punktschditzer fir g(9) und S irgendeine suffiziente Statistik,
50 ist auch jede o(S)-mefbare gemeinsame Version T = E[T|S] der bedingten Erwar-
tungen Ey[T|o(S)] (siehe Lemma 4.4.14) ein erwartungstreuer Punktschitzer fiir g(19),
und es gilt

R(W,T) < R(W,T) V9e®

mit Gleichheit fir alle ¥ € © genau dann, wenn T bzgl. o(S) mod P mefbar ist, d.h.
wenn T =T P-f.s.
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Beweis: T ist erwartungstreu, da Fy[T] = Ey[T] = g(19). AuBerdem ist

R(.T) = El(T —g(0)"A(T — g(0))]
= BT -T)AT-1)
2 By[(T — g(9))" A(T — Ey[T|S])] +R(0, )

~~

=0

mit Gleichheit fiir alle ¥ € © genau dann, wenn 7' = T P-fs. a

Theorem 5.1.4 (Lehmann-Scheffé) Sei (M, M,{Py : ¥ € ©}) ein statistischer
Raum. Ist T ein erwartungstreuer Punktschdtzer fir g(¥) und S eine vollstindige und
suffiziente Statistik, so ist T = E[T|S] ein erwartungstreuer Punktschitzer fiir g(9) mit
gleichmdfig kleinstem Risiko (unter allen erwartungstreuen Punktschdtzern fir g(¢))
und als solcher P-f.s. eindeutig bestimmt.

Man nennt T einen UMV Schitzer (uniformly minimal variance).

Beweis: Aus dem Satz von Rao-Blackwell folgt, daf§ T ein erwartungstreuer, o(S)-
mefbarer Schitzer fiir g(19) ist, und da S vollsténdig ist, ist T als solcher P-f.s. eindeutig
bestimmt. Aus dem Satz von Rao-Blackwell folgt nun auch, daf} die erwartungstreuen
UMYV Schitzer fiir () gerade die erwartungstreuen o(S)-mefibaren Schitzer fiir g(¢)
sind. O

Beispiel 5.1.5 (Wilcoxon 2-Stichproben Statistik) Der der Wilcoxon 2-Stichproben

Statistik
=1

i=1j=1

— !
=Wim

zugrunde liegende statistische Raum ist
(M, M, P) = R"™™ B"™™ {F" x G™: F,Q stetige Verteilungsfunktionen}).
LW, , ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir
o(F,G) = / G(z)dF(z) = P{V; < X, }.
DaW, (z1,..., %0, Y1, -, Ym) = W (9 (21, - Tn), Gom) (Y1, - -+, Ym)), ist W, Funk-

tion einer vollstdndigen und suffizienten Statistik, siehe Theorem 4.5.7. Also ist W,
eindeutig bestimmter UMV Schitzer fiir die Testgrofe 6.
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Beispiel 5.1.6 (U-Statistiken) Mit dem gleichen statistischen Raum 1d8t sich das
vorhergehende Beispiel folgendermaflen verallgemeinern (die Verteilungen miissen da-

bei nicht stetig sein): Sei ¢ : R"** — R mefbar und bzgl. dF (z1) ...dF (z.)dG(y1) .. .dG (y,)
integrierbar. Setze

0; F,G) = [lar, o @,y ) AP (@) .. dF (2,)dG (1) .. dG(y,),
Firn > r und m > s ist
T:=¢(Xy,....X, Y1,...,Y)
ein erwartungstreuer Schitzer fiir . Wegen Theorem 4.5.7 ist
T := BT |gm) (X1, -, Xn), 9m) Y1y - - -, Yin)]

ein UMV Schiitzer fiir . Man rechnet mit Hilfe von Theorem 3.2.1 leicht nach, dafl

T = — > U(Xe) - Xnr)s Yo(1), - - -5 Yo(s))

Im!
n:m. nell,,o€ll,,

n m
= ( ) <8> Z Q;bsymm(Xil,...,Xir,Y}l,...,}/38)7

T
1<i1 <. <, <n
1<51<..<js<m

WO Ysymm die Symmetrisierung von v in x1,...,2, und ¥, ..., ys bezeichnet.
Solche Statistiken heiflen U-Statistiken. Thre Konsistenz und asymptotische Nor-
malitdt wird wie bei der Wilcoxon Statistik mit der Projektionsmethode bewiesen.
Ein einfaches Beispiel fiir den Fall r = 1, s = 0 (Einstichprobenfall) ist ¢(z) =
Lipe I}, wo I ein Intervall in R ist. In diesem Fall ist (¢, F) = [;dF = P{X € I} und
T=1 ZZ 1 Iixiery ist ein UMV Schétzer fiir 6.

Beispiel 5.1.7 Wir betrachten den Poissonraum (N, p(N),P = {P, : A > 0})", wo
Py(k) = e ’\k (k € N). Zu schitzen ist g(A) = Py (ko) fiir ein kg € N. T = I x, gy} ist
ein erwartungstreuer Schétzer fiir . Der zugehorige U-Statistik Schéitzer ist aber nicht
mehr UMV, da wir nun mit einer viel kleineren Familie P arbeiten.

Da P" eine Exponentialfamilie mit Dichten

—nA 1

Z1+...4+z5) log A

(e, ...,z,) =€ el
zum ZahlmafB auf N ist, ist X eine suffiziente und vollsténdige Statistik. Also erhilt
man einen UMV Schiéitzer fiir § als T = E[T'|X|. Explizit errechnet man fiir £ > kg

,T\nXZk = E[T‘TLX:]{)]
= PXi=koXi+...+ X, =k)
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P(Xlzko, X2++Xn:k—k())
PXi+...+X,=k)

e~ M\ko . e—(n—l),\(n _ l)k—ko)\k—ko k!
kol - (k — kq)! - e=nAnk\k

= ()

wihrend ﬂn)-(:k = 0 fiir £ < ko. Ist £ = nz, x fest, so strebt dieser Ausdruck fiir
n — oo gegen P.(ko), wie zu erwarten war.

Ist (M, M,{Py: 9 € ©}) mit © C R ein durch p dominierter statistischer Raum,
so gibt es unter gewissen Regularititsannahmen an die Likelihood Funktion

P,
v fﬂ(x)a WO f’l9 = Cii—/f’

fiir erwartungstreue Punktschétzer von g(¢) eine durch g und die Familie {Py : 9 € ©}
bestimmte untere Schranke fiir die Risikofunktion. Wir betrachten hier nur den Fall,
wo g Werte in R annimmt und L(9,t) = (g(9) — t)? ist.

Theorem 5.1.8 (Informationsungleichung, auch Cramér-Rao Ungleichung) Se:
(M, M, {Py: 9 € ©}), © C R’ offen, ein durch p dominierter statistischer Raum, fy
wie oben, X eine Stichprobe. S : M — R sei ein erwartungstreuer Punktschdtzer fiir
g:0—=R, Se L% fiir alle ¥ € ©. Wir setzen voraus

1. ¥+ log fy(X) ist fiir alle Werte von X auf © differenzierbar (insbesondere also
f9(X) #0), und fir alle 9 € © ist

grad log fy(X) = ﬁgradﬁy(){) € L% und

Eylgradlog f9(X)] = E,[grad fo(X)] = gradE,[f(X)] = 0.

E,[(gradfy(X))S] = grad B, [fs(X)S] V¥ € ©.

3. Die Kovarianzmatriz I1(9) von gradlog fs(X), gegeben durch

0 0
(I(9))i; = Eﬂ[a—ﬁi log fy - a9, log f3],

18t invertierbar.

Dann st
R(9,S) = Ey[(S — g(1))?] > (gradg(9))*I(9) *gradg(d).
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Beweis: Da

gradEy[S] = gradE,[fy(X)S] = E,[(gradfys(X))S]
= Ejy[grad(log f9(X)) (S — g(9))],

gilt fiir u = gradEy[S] und v = I(9) tu
viu = Ey[(vgradlog f3(X)) - (S — g(¥))]
< (Ey[(vgradlog £5(X))’|Es[(S — 9(9))])” ,

N[

woraus folgt
(v*u)?

12 o lvgadlog o ()7

Ey[(S — g(9))
Da

Ey|(v”gradlog f5(X))’]

= Ey[v*gradlog fy(X)(gradlog fy(X))"v]

= v Ey[gradlog f3(X)(gradlog fy(X)) v

= v I(9)I(0¥) 'u

= v'u,
folgt

Ey(S = g(9)*] > v'u = w*I(9) 'y,

da I(9) symmetrisch ist. !

Definition 5.1.9 Unter den Annahmen von Theorem 5.1.8 heifit S ein effizienter
Schitzer fiir (1), falls R(9,S) = (gradg(9))*I(9) 'gradg().

Bemerkung 5.1.10 1. Ein erwartungstreuer, effizienter Schéitzer existiert nicht in
jedem Fall, sieche Beispiel 5.1.12.

2. I(¥) wird als Fisher Informationsmatrix bezeichnet. Macht man aufier 1. in
Theorem 5.1.8 noch die Annahmen

Y+ fy(X) ist zweimal differenzierbar und
0? 52
E, [Mfﬁ(X)] = MEN[]‘#(X)] =0 V1<i,j<k,
so ist

10}y = ~Eo | gl faX)|. 52
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denn
0? 0 0 1
_ 0 Fa(X) 1 0f(X)0fe(X) 1
— \av00,”” fo(X) 09 99 fo(X)?
0? 1 0 0
= (mﬂ?(){)> 00 a—&logfﬂ : 8—z9jIng19
und

gl L % ool | 2 X)| =0
ﬁ[fﬁ(X)aﬁiaﬂjf”( )]_ “laﬁiaﬁjf”( )]_ '

3. Die Bezeichnung , Informationsmatrix“ ist auf den Zusammenhang mit der Kull-
back Information von Py gegeniiber Py zuriickzufiihren:

dPy
dPgl

Ealee 1.

K(Py, Py) = /log AP,

] (wo X eine Stichprobe aus M ist).

K (Py, Py) ist eine Art Abstandsmaf} zwischen Py und Py, denn aus der Jensen
Ungleichung folgt:

dPﬂl

dPy
K(Py, Py) = /(—log d—R9) dPy > —log( [ =

dPy

dPy) =0

mit Gleichheit genau dann, wenn ZI;;’; =1 Py-f.s., d.h. wenn Py = Py.

Unter geeigneten Regularititsannahmen besitzt nun K (Py, Py ) die folgende Ap-
proximation 2.0rdnung in (¢ — ¢'):
K(Py, Py)
= —Ey[log fy (X) — log f3(X)]
1
= — (Bylgradlog fy(X)])" (9" = 9) + 5 (9 = 9)"T(9) (I = &) + o (9 = |]*)

=0

4. Hat der dominierbare statistische Raum (M, M, {Py : ¥ € ©}) die Informations-
matrix I(¢), so hat der statistische Raum (M, M, {Py : ¥ € ©})" die Informa-
tionsmatrix 1™ (9) = n - I(9). Unter den Regularititsannahmen in 2 folgt das
sofort aus (5.2), und auch unter den Annahmen von Theorem 5.1.8 ist das leicht
7u zeigen.
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Bemerkung 5.1.11 Ist {Py : ¥ € ©} eine k-parametrige Exponentialfamilie mit
natiirlichem Parameterraum,

folz) = CO)h(a) exp (z o))

so ist hj(X) ein effizienter, erwartungstreuer Schitzer fir g(J) = —(%.J_log cW) =
Eylh;(X)], denn

Ty = Bl 108 o) 55 o8 fo(X)]
= Eal(=Ealha(X)] + hi (X)) (=Bl (X)] + b5 (X))

2

= COVg(hz'(X), h](X)) =

= (grad g(9));,

" 9000, log C'(v)

d.h. (grad gy)* kann als j-te Zeile von I(v) gedeutet werden so daf3
(grad g(9))"I(9) *(grad g(v)) = €] - grad g(9) = Vi(h;(X)).

Im Kontrast dazu steht das folgende Beispiel.

Beispiel 5.1.12 Sei X, ..., X,, eine n-fache Stichprobe aus (R, B, P), P = {N (u,0?) :
p € R,0% > 0}), S? die empirische Varianz der X;. Wir untersuchen die Statistiken
cS? (¢ > 0).

Beachte zunichst, daB 25tS? nach x2_, verteilt ist, also

9 am—1 g an—=1)(n+1) ,n+1
E[S]—o—n_l—a und E[S*| =0 -1 =o'

Daraus folgt

R((/J’a 02)a CSQ) = E(u,dz)[(c‘s’2 - 02)2]
= C2E(u702)[54] - QCO'ZE(N’ﬂ)[SZ] + 04

1
= 04(02n L 2c+1).
n pu—
Durch differenzieren nach ¢ erhélt man, daf§ R((y, 0%), ¢S?) fiir ¢ = cpip, = 251 minimal
wird und dort den Wert %41 annimmt. Dagegen ist R((y, 0?), 5?) = o' 2 > %41

S? ist also kein zuliissiger Schiitzer fiir 02, obwohl er der eindeutig be-

stimmte erwartungstreue Schétzer mit kleinster Varianz ist (folgt aus der
Suffizienz und Vollstéindigkeit von (X, 5?%)).
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Um zu zeigen, daf§ S? nicht effizient ist, bestimmen wir zun#chst die Informations-
matrix von (R, B, P): Mit 9 = (u, 0?),

0 T —
U = a—ulogfﬁ(x): 0,2/1/
. 1 (z=p)?
V= gl fil® =50+ 55
ist
1(9) = Vo(Uh)  covg(U,Us) \ _ (& O
o COV,9(U1, U2) Vﬂ(UQ) N 0 # ’
also

2
-1 _ o 0
1) _< 0 204>'
Da fiir die Informationsmatrix 1™ (9) von (M, M,{Py : 9 € ©})" gilt: I™(Y) =
n - I(¥9), folgt fiir g(v¥) = o2
20* 20"

(gradg(9))* (1™ (9)) ' gradg(v) = = <

_ 2
< - =R(,5).

S? ist also nicht effizient, und da S? unter allen erwartungstreuen Schiitzern
fiir 0? die kleinste Varianz hat, gibt es keine erwartungstreuen, effizienten

Schitzer fiir 2.
Schliefllich bemerken wir noch, dafi R(9, c;inS?) = 047%1 < o*2. Beachte, daf
CminS? kein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 ist!

Definition 5.1.13 Sei (M, M,{Py : ¥ € ©}) ein dominierbarer statistischer Raum,
fiir den die Fisher Informationsmatriz I(9) wohldefiniert ist. g : © — R sei eine auf
© C R’ differenzierbare Funktion.

Fine konsistente Folge (Sy)n>0 quadratintegrierbarer Schditzer fir g(9) heifit asym-
ptotisch effizient, falls

lim Vo(Sn)

n—oo (gradg(d9))* (I (9))'gradg ()
lim an (Sn)

n=o0 (gradg(d))*I(d)~'gradg(d)

= 1 fir alle v € ©.

Gelegentlich wird statt dessen verlangt, daf
Vn(S, — g(¥)) = N(0, (gradg(9))*I1(9) 'gradg(¥)) unter Py fiir alle ¥ € ©.

Bemerkung 5.1.14 1. S? aus Beispiel 5.1.12 ist also asymptotisch effizient.
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2. Beachte, daf in der Definition von asymptotischer Effizienz nicht die Erwartungs-
treue der S, sondern nur ihre Konsistenz vorausgesetzt wurde. ¢,,;, S? aus Beispiel
5.1.12 ist also auch asymptotisch effizient, wobei fiir jedes n sogar V, ,gz(cmmSZ) <

04% = asymptotische Varianz. Es gibt sogar Beispiele fiir konsistente, asympto-

tisch normale Schétzer S, fiir die

Vi (Sn)

nlggo (grad g(9))*(I™)(9))1grad g()

und strikter Ungleichung fiir mindestens ein ¥, € ©. Solche Folgen von Schéitzern
heiflen supereffizient.

<1 V9e€0o

5.2 Maximum Likelihood Schitzungen

Ein recht plausibles und in der Praxis einfach zu handhabendes Verfahren zur Kon-
struktion von Schétzern ist die Maximum Likelihood Methode, die wir im fol-
genden vorstellen wollen. Dazu sei immer (M, M,P = {Py : 9 € ©}) ein durch pu
dominierter statistischer Raum und

fﬁ = @ Vo € @
dp
Definition 5.2.1 1. Eine (lokale) Maximum Likelihood Approximation der
Beobachtung X gegeben {Py : ¥ € O} ist jedes ¥ € O, das die Likelihood
Funktion ¢ — fy(X) oder, was damit gleichbedeutend ist, die Log-Likelihood
Funktion 9 — log fy(X) (lokal) mazimiert.

2. Seig:© — R eine Abbildung. Eine (lokale) Maximum Likelihood Schiitzung
von g(¥) auf der Basis der Beobachtung X ist

~

9(X) = g(¥(X)),
wo V(X) eine (lokale) Mazimum Likelihood Approzimation von X ist.

Bemerkung 5.2.2 1. Die Dichte einer n-fachen Stichprobe X = (X1,..., X,,) bzgl.
u' ist fg(ze,...,x,) = [I7, fo(x;) . Daher gilt: Eine (lokale) Maximum Like-
lihood Approximation von X = (Xi,...,X,) (gegeben {P§ : ¥ € ©}) ist jedes
0 € O, das f3(X) oder, was damit gleichbedeutend ist, 7, log fs(X;) (lokal)

maximiert.

2. Ist © C R’ so kann unter geeigneten Differenzierbarkeitsannahmen an 9 +—
fs(x) eine lokale Maximum Likelihood Approximation als Lésung der Maximum
Likelihood Gleichungen

0 0

bestimmt werden.
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3. Eine sehr lesenswerte Darstellung der Grundlagen der Maximum Likelihood Me-
thode findet man in [5].

Theorem 5.2.3 Sei P eine k-parametrige Exponentialfamilie. Dann ist D eine lokale
Mazimum Likelihood-Approzimation von (X1, ..., X,) genau dann, wenn es das System
der Maximum Likelihood Gleichungen

/Mh( dPy(x _lfjhj ( /th(x)dﬁ’n(x)) G=1,....k)

lost, wo E, die empirische Verteilungsfunktion von Xq,..., X, ust.

Beweis:  Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dafl P natiirliche Parameter hat. Dann
gilt

9) = ilog fo(Xi) = (logC(ﬁ) +log h(X 219 i )

i=1

und um ein Maximum dieser Funktion von 9 zu bestimmen, losen wir die Gleichungen

G0 =0 (=L..h),
5 V) = n 5 logC() + 3 hy(X)

nach Lemma 4.1.8. Die 2. Ableitungen ergeben sich durch Ableiten des ersten Terms
in (5.3) nach ¥, als

o xp(ﬁ)——ni/ hi(z) dPy(z) = —ncove(h;, b))
90,00; ) = a0, Jag N OV = TREOYORT, B

Das folgt aus Lemma 4.1.8, in dem auch gezeigt wurde, dafl diese Matrix negativ definit
ist, so daf} tatséichlich ein Maximum vorliegt.
O

Beispiel 5.2.4 Die folgenden Exponentialfamilien wurden in Beispiel 4.1.6 untersucht:
1. Bernoulli Verteilungen: P = {P,: 0 < p < 1}, p = Zéhlma8 auf {0, 1}.

o(k) = (1= p)-exp((log =) k).

C(p) ~————— hi(k)
c1(9)
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Die Maximum Likelihood Gleichung lautet also
1Z& =
Byll]=p =3 h(X)=X,
i=1

d.h. die Maximum Likelihood Methode liefert gerade den erwartungstreuen Schétzer
mit gleichmafig kleinster Varianz.

2. Normalverteilungen: P = {Py = N (u,0%) : p € R,0% > 0}, 9 = (u, o).

fole) = o exp(— L) e K- x4 2k a?)

x) = exp(———=) -exp( — —

’ Y2mo? ) 20% ’ X h (=) 202 ha ()
c) c1(9) ea(¥)

Die Maximum Likelihood Gleichungen lauten also

1 .
Bolh] = p=—Y X, = X,
1=1

1& -1 -
Eglhol = p* +0> ==Y X7 = 524 x2
n = n
und wir erhalten den Schitzer J = (X, 2-152) fiir 9 = (p,0?). (Man sieht, daf
6% = 0im Falln = 1, also 9 ¢ O. In diesem Fall existiert der Maximum Likelihood
Schétzer also nicht.)

Dieser Schiitzer ist nicht erwartungstreu, da Ey[S?] = 02, und in der Tat sind nach
der Maximum Likelihood Methode gewonnene Schétzer i.a. nicht erwartungstreu.
Man sieht aber, dal der Schitzer konsistent und asymptotisch erwartungstreu ist.

In Beispiel 5.1.12 haben wir gesehen, daf

R(9,cS?) = 04(c2n i

1
—2 1).
B c+1)

Insbesondere ist R(V,cminS?) = o' 25, R(9,%25%) = o*(2 — -3), R(9,5%) =
0*-2-, so daB der Maximum Likelihood Schitzer 2=15? zwar nicht zuliissig aber

besser als S? ist.

3. Lineare Regression: Das in Kapitel 2 besprochene Modell der linearen Regression
legte den statistischen Raum (R?, B?, P)" mit

% cov(X,Y)

B _ 2 v _
P={N(V): NER’V_<(;0V(X,Y) 0%

) Kovarianzmatrix}

zugrunde. Sind (X1, V1), ..., (X,, ¥,,) uiv. Beobachtungspaare, so ergibt sich als

Maximum Likelihood Approximation fix = X, jiy = Y, 6% = ”T_IS?(, 6% =

n=162  cov(X,Y) = =2Cx y. (Ubung)
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COV(X,Y)
a
X

Daraus erhédlt man wegen § =
lihood Schétzer

und o = py — Bux die Maximum Like-

. L
8= XQ’Yundd:Y—ﬁX,
Sx

d.h. gerade die in Kapitel 2 heuristisch gewonnenen Schitzer.

Maximum Likelihood Schitzer haben oft giinstige asymptotische Eigenschaften wie
Konsistenz und asymptotische Normalitéit. Der Beweis solcher Eigenschaften fillt um
so leichter, je ,reguldrer® die Abbildung ¢ — fy(z) ist. Wir beschréinken uns hier
auf Ergebnisse fiir Exponentialfamilien. Einen allgemeineren Satz findet man in [11,
Abschnitt 6.3].

Theorem 5.2.5 Sei (M, M,P) ein statistischer Raum, P = {Py : ¥ € O} eine k-
parametrige Exponentialfamilie, X1, Xo, . .. eine unendliche Stichprobe aus (M, M, P).
Auferdem sei © C R und die Abbildung T : © — T'(9) C R*,9 — (c1(9), ..., cp(9))*
ein Diffeomorphismus. Dann geht die Wahrscheinlichkeit, daf$ die Mazimum Likelihood
Gleichungen

n

[ hs@ydPa(e) = -3 b0 = [ i(@)dEa@) (=1 )

N

eine eindeutige Lisung Uy in © haben, fiir n — oo gegen 1, und es gilt:

A

1. v, st eine konsistente Folge von Schdtzern fir 19,
2.

Va(d, —9) = N (0, (DT);'V5 (D) 5)"),
wo Vg9 = covy(hy, hy) = ——ac‘?zq log(C'(¥)).

3. Definiere U : © — R* durch U(9) = (Ey[h1],..., Eslhi])*. Ist ¥ : © — ¥(O) C
RF invertierbar und haben die Mazimum Likelihood Gleichungen bei gegebenem
n fast sicher eine Ldosung U, so ist 9, suffizient und vollstindig fir (M, M, P)".

Beweis: Wegen Theorem 2.4.1 reicht es, den Fall zu betrachten, wo © der natiirli-
che Parameterraum und daher I' = Id ist.
Da ¥(¥) = (—% logC(9), ..., _0%;@ log C(¥))*, folgt aus Lemma 4.1.8, daf

62
89,09,

DY¥;,(9) = — log(C(¥)) = covy(h;, by) = Vy

positiv definit ist, so dafl es zu festem ¥ € © eine Umgebung U von ¥(9) gibt, auf der
U1 existiert und differenzierbar ist.
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Sei H" =1y hi(X;) (j =1,....k), H" = (H{",..., H!)*. Die Maximum

Likelihood Gleighungen schreiben sich damit als

U(d,) = H™, (5.4)

und die Suffizienz und Vollstindigkeit von 9, fiir (M, M, P)" folgt sofort aus der von
H®™ (beachte Bemerkung 4.1.7, Bemerkung 4.4.3, Korollar 4.4.10 und Theorem 4.5.5).
Da H™ — () stochastisch, folgt aus der Invertierbarkeit von ¥ auf U, da8 (5.4)
fast sicher fiir grofie n eindeutig losbar ist,

Op = O H(H™).

Da auflerdem

Vi (H® —0(9)) = N(0,V3),
folgt aus Theorem 2.4.1, daf

1§n — 1 stochastisch und
Vn(d, —9) = N(0,(D¥) V(DT 5)"1)")
= N(07 (Vﬁ_l)'

Bemerkung 5.2.6 Die Ubertragbarkeit vieler asymptotischer Ergebnisse fiir Maxi-
mum Likelihood Schétzer von Exponentialrdumen auf allgemeinere dominierbare sta-
tistische Rdume riihrt daher, daf} sich viele Familien von Dichten lokal (d.h. in einer
Umgebung von ¢ = 1) durch Exponentialfamilien approximieren lassen.

Bemerkung 5.2.7 Die Maximum Likelihood Gleichungen fiir eine k-parametrige Ex-
ponentialfamilie kénnen wir auch folgendermafien aufschreiben:

/M hy(2)(dPy(z) — dEy(z)) =0 (j = 1,..., k).

Das legt die folgende Interpretation nahe: Gegeben (Xj,...,X,), d.h. E,, wird Py in
der k-dimensionalen Mannigfaltigkeit {Py : ¥ € ©} so bestimmt, daf die Differenz

(Py — F,,) in dem k-codimensionalen linearen Teilraum aller signierten Mafie liegt, die
sorthogonal® zu hq, ..., hy sind.

Bemerkung 5.2.8 Den giinstigen asymptotischen Eigenschaften von Maximum Li-
kelihood Schitzern stehen Nachteile bei endlichen Stichproben gegeniiber. Wir haben
bereits gesehen (Beispiel 2), dafl ein Maximum Likelihood Schétzer weder erwartungs-
treu noch zuléssig zu sein braucht und eventuell gar nicht existiert.
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5.3 Bayes Schitzungen

Sei nun (M, M,P = {Py : ¥ € ©}) ein statistischer Raum, G eine o-Algebra auf ©
und 7 eine a-priori-Verteilung, siehe das Ende von Abschnitt 4.2. Wie in [10, Abschnitt
I1.7.7] ausgefiihrt, kann man unter entsprechenden Mefibarkeitsannahmen P(¥,.) :=
Py(.) als stochastischen Kern (regulére bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung) von
(©,G) nach (M, M) auffassen. Sei Q := 7 x P und P(A) := Q(0 x A) fiir A € M. Ist
nun z.B. © ein vollstdndiger separabler metrischer Raum, so existieren die reguldren
bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen @, auf (©,G).

Definition 5.3.1 Sei g : © — R mefbar. Die Bayes Schitzung von g(¢) auf der
Basis der Beobachtung X und unter der a-priori-Verteilung m ist

9:(0) = [ 9(9) dQx(9).
Ahnlich wie am Ende von Abschnitt 4.2 zeigt man:

Theorem 5.3.2 g, : M — R ist mefbar, und der Schitzer g, fir g(¥) minimiert das
Bayes-Risiko bei quadratischer Verlustfunktion. Das heifit: Ist T : M — R mefibar,

D) = [ [ (9(9) = T(@))? dPy(a) dr (),

50 ist 15 (9x) < 1o (T) mit Gleichheit genau dann, wenn T (z) = g.(x) fiir P-fast alle
ze M.

Beweis: Ubung!

Bemerkung 5.3.3 Sei nun {Py : ¥ € ©} durch yx dominiert, fy := dPy/du. Dann
wird ein konzeptioneller Zusammenhang zwischen Maximum Likelihood Schéitzungen
und Bayes Schétzungen deutlich: Bei beiden beruht die Schitzung nur auf der Like-
lihood Funktion ¥ — fy(X) fiir die tatséchliche Beobachtung X. Im einen Fall wird
sie maximiert, im anderen Fall bestimmt sich der Schéitzer durch

[ 9(0) £2(X) d(9)
0:(X) = = %) dn )

In dieser Tatsache liegt auch der Grund, weshalb beide nicht so recht in die Systematik
der “klassischen“ Statistik passen: Risikotheoretisch sind sie i.a.nicht optimal. Daher
sind beide Verfahren, so bedeutsam sie fiir die Praxis in verschiedenen Zweigen der
Angewandten Statistik auch immer waren, von den Mathematischen Statistikern lange
Zeit vernachlissigt worden.




Kapitel 6

Elemente der Testtheorie

6.1 Grundbegriffe

Sei (M, M,{Py : ¥ € ©}) ein statistischer Raum, ©,0; C © und 6, N O; = 0.
(Oftmals ist ©; = ©\ Oy.) Ein Testproblem besteht darin, auf der Grundlage einer Be-
obachtung X € M iiber die Annahme der Nullhypothese Hj : ¥ € ©¢ zu entscheiden,
wenn als Alternative nur die Gegenhypothese H; : ¥ € ©1 moglich ist. Die Entschei-
dung wird mit einer (randomisierten) Entscheidungsfunktion § auf (M, M) mit Werten
in {0, 1} herbeigefiihrt, wobei die Entscheidung fiir 0 Annahme von Hy bedeutet.

0 kann eindeutig charakterisiert werden durch

¢: (M, M) = ([0,1],B), ¢(x) =d(z,{1}),

und umgekehrt definiert jede meBbare Funktion ¢ : M — [0, 1] auf diese Weise eine
randomisierte Entscheidungsfunktion. ¢ wird als Test bezeichnet, und D sei die Menge
aller Tests von Hy gegen H;. Ist 6 nichtrandomisiert, so nimmt ¢(x) nur die Werte 0
oder 1 an, und ¢ ist ein Test im Sinne von Kapitel 1.

mg: © — [0,1], my(Y) := Ey[o]
heifit die Machtfunktion von ¢. Fiir ein nichtrandomisiertes ¢ ist my(9) = Py{¢ = 1}
und stimmt daher mit der frither gegebenen Definition iiberein.
D(a) :={¢p € D : my(9) < aVi € Oy}
ist die Menge der Tests zum Niveau «, kurz a-Tests. Die Grofle

sup my(¥) < o
¥€Bg
heift Umfang von ¢.
Unter allen a-Tests interessieren uns diejenigen am meisten, fiir die Ey[l — ¢] =
1 — my(9) fiir 9 € ©; (Fehler 2. Art) mdoglichst klein ist. Diese Fehler werden durch
die Macht von ¢,
M(¢) := inf my(V)

FE€O,

71
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kontrolliert.
Wie schon in Beispiel 4.2.2 gezeigt, kann man zwei Tests ¢; und ¢, im Rahmen der
Risikotheorie folgendermafien vergleichen: Definiere eine Verlustfunktion L(¥, e) durch

_ a fir 9 € 9,
Lw.1) = {0 firv e ©; ’
. 0 fird e 6,
L(®,0) = {b fiir J € ©;

wobei a und b positive reelle Zahlen sind. Ein Fehler 1.Art wird also mit der , Strafe“
a belegt, ein Fehler 2.Art mit b. Fiir 9,9 € © ist

/ ( / L, ¢)34(x, de)) dPy ()

= [ @@, Do) + LW, 0)(1 - 6(x)) dPs()
= L, )mg(9) + L(, 0)(1 — my(9))

_ {am¢(ﬁ) fﬁrﬁIEGO

b-(1—my(9)) fird €O ° (6.1)

Fiir 9 = 19’ ist das gerade die Risikofunktion. Insbesondere gilt fiir ¥ € O;:
R(ﬂ, ¢1) < R(ﬁ, ¢2) — Mg, (19) 2> Mg, (79)7

und der risikotheoretische Vergleich zweier a-Tests hat sich nur auf die Machtfunktion
zu stiitzen.

Sind ¢1, ¢2 € D(a), so heifit ¢; schirfer (oder méchtiger) als ¢o, falls my, () >
mg, (V) fiir alle ¥ € ©;.

Ein Test ¢ heifit unverfilscht, wenn supycg, mg (V) < infyee, my(¥).

Lemma 6.1.1 FEin Test ¢ ist unverfilscht genau dann, wenn er (im Sinne der Ent-
scheidungstheorie) erwartungstreu ist.

Beweis: Erwartungstreue (im Sinne der Entscheidungstheorie) ist wegen (6.1)

dquivalent zu
a - m¢(19) <b- (1 — m¢(19)) Vi € O

und
b- (1 — m¢(19)) <a- m¢(19) VY e @1,

und das wiederum ist dquivalent zu

b .
gég)o my (V) < P < ﬂlené"l me(0).
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Lemma 6.1.2 Ist ¢ € D(«) zuldssig in D(a), so auch in D.

Beweis: Sei ¢ zuldssig in D(«). Angenommen, es gibt ein ¢’ € D, das besser als
¢ ist. Insbesondere ist dann

a-my(¥) =R(W,4") <RW,¢) =a-mp(¥) <a-a VI E By,

so da8 ¢’ € D(«). Aus der Zuldssigkeit von ¢ in D(«) folgt nun, dafl ¢’ nicht besser als
¢ sein kann. Also gibt es in D keinen besseren Test als ¢, d.h. ¢ ist zuldssig in D. O

6.2 Einfache Hypothesen, Neyman-Pearson Tests

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall einfacher Hypothesen, d.h.
O = {Yo} und ©; = {V;}. Wir konnen dann annehmen, daf§ P = {Py,, Py, } durch ein
p dominiert ist (z.B. durch u = Py, + Py,). Sei

_dPy,

fO - d ; = dPﬂl
1

fi="g

Definition 6.2.1 FEin Test ¢ heifit Neyman-Pearson Test (NP Test), wenn es ein
c € [0, +o0] gibt, so dafs

0 falls  fi(z) < cfo(z)
€[0,1] falls fi(x) = cfo(x)

(Beachte die Konvention 0 - oo = 0.) Fiir NP Tests ¢*,¢' benutzen wir entsprechend
c*, c.

1 falls  fi(z) > cfo(z)
¢(z) =

Theorem 6.2.2 (Neyman-Pearson Lemma) Fir das Testen einer einfachen Hy-
pothese Hy : 9 = 19y gegen eine einfache Alternative Hy : 9 = v gilt:

1. Zu jedem 0 < a < 1 existiert ein NP Test ¢* mit (Umfang=) mgy-(Yg) = o und
¢* = v* = const auf {z: fi(x) = c* fo(z)}.

2. Ein NP Test ¢* ist am schdrfsten unter allen ¢ mit mgy () < me= (o).

3. Ist ¢ am schirfsten unter allen a-Tests, so ist ¢ p-f.s. ein NP Test. Ist my(dy) <
a, so ist M(¢) = my(¥1) = 1.

4. Jeder zulissige Test ist p-f.s. ein NP Test.
5. Sei ¢* ein NP Test. ¢* ist zuldssig <=

(a) ¢ #0 oder
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(b) ¢ =0 und ¢*(z) =0 Py,-f.s. auf {f1 = 0}.
Beweis: Wir schreiben Py fiir Py, und P, fiir Py,.
1. Ist o = 0, so erhalten wir fiir ¢* = co und v* = 0 einen NP Test ¢* mit

¢( 0) {f1>00-fo} Jodp < {fo=0} Jodp

Betrachte nun den Fall & > 0. Fiir ¢ € R setze

plc) = Po{z : fi(z) > cfo(z)}

e p:R — R, p(c) fillt in ¢,
® p(c—0) > p(c),
e p(c+0) = p(c), da p(c) = Po{fr > cfo} = Po(Un{fr > (c+ ;)fo}) =

lim,,_, p( + %)
®

—€) = d = d =1 VG > O,
/0( ) {fi>—€fo} Jodu {f1>0} Jodu

also p(0 —0) =1, und

[ ]

lim / du = 0.
P( ) (F1>00-fo) fodu

c—+o0
Setze nun ¢* :=inf{c > 0: p(c) < a}. Da a > 0, ist 0 < ¢* < co. Es gilt
p(c*) = p(c" +0) < a < p(c* - 0).

Ist p(c* —0) = p(c*), also Po{f1 =cfo} =0, so setze v* = 0. Dann ist my-(Jg) =
Po{fi > " fo} = p(c") =

Ist p(c* — 0) > p(c*), s setze 7" = ——2H)—. Dann ist ebenfalls
my (o) = Po{f1 > ¢ fo} + 7" Po{fr = " fo} = p(c") + 7" (p(c" = 0) — p(c")) = o
2. Sei ¢* ein NP Test, ¢ € D mit my(1y) < mg-(9p). Dann gilt
Mg (1) = mo(v1) = [ (6" 6)frdp
= [ = 9)h~ ¢ fohdur e [(6° = fodu. (62)

~~

:;A =:B

Da B = c¢*(mg-(¥g) — my(¥9)) > 0 nach Voraussetzung, bleibt zu zeigen, daf
A>0:
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e Auf {¢* — ¢ > 0} ist ¢* > 0, also fi > c*fo.
e Auf {¢* — ¢ < 0} ist ¢* < 1, also f1 < c*fo.
Zusammen folgt:
(6" = @) (fr = ¢ fo) > 0, (6.3)
also A > 0.

3. Sei ¢ ein schirfster a-Test und ¢* der in 1 konstruierte NP Test. Da ¢* als NP Test
auch am schérfsten ist, ist my (1) = my- (Y1), und da my(dy) < a = my- (o),
folgt wie in (6.2), daf

0= m¢*(191) — m¢(v°1) = A+ B  mit A,B 2 0,

also A= B =0.

Sei S = {¢ # ¢*} N {f1 — c*fo # 0}. Wegen (6.3) ist (¢* — ¢)(fr — c*fo) > 0 auf
S, so dafl p(S) = 0 wegen A = 0. Also ist {¢ # ¢*} C {f1 = c*fo} p-fs., so daB
¢ p-f.s. ein NP Test ist.

Ist mg () < a, so folgt aus
0= B = ¢"(mg-(Vo) — mg(to)) = c* (e = my(o)),

daf ¢* = 0. Insbesondere ist ¢* =1 auf {f; > 0}, also my« (1) = [¢*fidp = 1.
Da ¢ schérfster a-Test ist, mufl auch my(9;) = 1 sein.

4. Sei ¢ zuldssig, a := my(Yy). Da ¢ zuldssig ist, ist ¢ am schérfsten zum Niveau a,
also nach dem eben gezeigten u-f.s. ein NP Test.

5. Sei nun ¢* ein NP Test.

=: Ist ¢" zuléssig und ¢* = 0, so betrachte ¢ = Ifs~03. Dann ist

Mg (90) = Egy[B] < Eo[¢7] = mg- ()
und

mg(V1) = /¢f1 dp =1 2> mg-(9:),

und wegen der Zuléssigkeit von ¢* herrscht in beiden Ungleichungen Gleich-
heit, so dafl aus ¢ < ¢* insbesondere folgt: ¢ = ¢* Py, -f.s., d.h. ¢*(z) =0
Py,-f.s. auf {f; = 0}.

< Setze o == my~(Jy). Wegen Aussage 2 ist ¢* am schirfsten zum Niveau a.
Sei ¢ ein Test mit

my(Yy) < me«(P9) =a und my(h) > my- (V).

Zu zeigen: In beiden Ungleichungen herrscht Gleichheit.
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Da ¢* am schirfsten zum Niveau « ist, ist auch ¢ am schéirfsten zum Niveau
a, und es gilt my« (1) = my(J1). Annahme:

my(Po) < Mg« (%) = av. (6.4)

Dann folgt aus 3
Mg (V1) = mg () =1,

also ¢ = ¢* = 1 p-f.s. auf {f; > 0}. Sowohl aus (5a) als auch aus (5b) folgt
andererseits, dal ¢* = 0 p-f.s. auf {f1 = 0, fo > 0}. Also ist ¢* < ¢ p-fs.
auf {fo > 0} im Widerspruch zu (6.4).

Korollar 6.2.3 Jeder NP Test ist unverfilscht, d.h. mg- () < me«(91). Ist Py, # Py,
und 0 < mg+(99) < 1, so gilt sogar me=(9y) < mg= (V7).

Beweis: Sei ¢* ein NP Test mit mg- () = o, und betrachte den Test ¢ = a. Da
¢* am schirfsten in D(a) ist, folgt: my- (Jg) = o = my(91) < my«(1).

Wire mgy- () = mg-(91), also mgy(dh) = my- (Y1) = o, so wére mgy = mgy-, und
da ¢* als NP Test am schérfsten in D(«) ist, wire auch ¢ am schirfsten in D(«) und
insbesondere p-f.s. ein NP Test. Wegen 0 < @ < 1 wiirde folgen: f; = cfy pu-fs., also
Py, = Py,, ein Widerspruch. U

6.3 Tests bei isotonen Dichtequotienten

Will man sich bei der Gewinnung optimaler Tests von der Beschrénkung auf einfache
Hypothesen 16sen, so mufl man speziellere Annahmen iiber den zugrundeliegenden sta-
tistischen Raum machen. Eine Moglichkeit bietet

Definition 6.3.1 Sei (M, M,{Py : ¥ € ©}) ein dominierter statistischer Raum mit
Dichten fﬂ, P19 7é Pﬁlv7.9 75 19/.

{Py : ¥ € ©} (oder (M, M,{Py : ¥ € O})) hat monotonen Dichtequotienten
(oder monotonen Likelihood Quotienten), wenn eine Zufallsvariable T : M — R
und fiir alle 9,79 eine monotone Abbildung hy g : R — [0, +00] existieren, so dafs

fo (2)
—_— = hﬂ’ﬁ/ T(x Py + Pyr) — f.S.
P =y (T@) (Po+ Py)
Ist © totalgeordnet und ist fir 9 < ' die Funktion hy.y monoton steigend, so hat
{Py : ¥ € O} einen isotonen Dichtequotienten.
Beachte: Die hy g werden nicht als strikt monoton vorausgesetzt.
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Beispiel 6.3.2 Wir betrachten den statistischen Raum (R, B, P)" mit P = {N(u,1) :
pu € R}
Fiir p < p' ist

also T'(z) = 30, x;.
Allgemeiner gilt:

Bemerkung 6.3.3 Ist (M, M,{Py : ¥ € O}) ein l-parametriger Exponentialraum
mit fy = C(9)h(x)exp(c1(P)hi(z)), ist © totalgeordnet und ist ¢; isoton in ¥, so hat
(M, M,{Py: 9 € ©}) einen isotonen Dichtequotienten, denn fiir ¢ < ' ist

J;w(; - (E;(gs)) exp((c1 () = 1 (9))h (@),

Theorem 6.3.4 Sei (M, M,{Py : 9 € ©O}) ein statistischer Raum mit isotonem
Dichtequotienten, ¥y € ©. Dann gilt:

1. Zu jedem « € [0,1] existiert ein schirfster a-Test von Hy : 9 < ¥y gegen Hj :
¥ > 9, der die folgende Form hat:

1 falls T(x)
d(z) = { 0 falls T(x)
v falls T(x)

AV

-
T 7
-
wo sich T € [—00,00] und v € [0,1] (nicht notwendig eindeutig) aus my(¥y) = «
bestimmen lassen.

2. Der in 1. fir ¥y bestimmte Test ¢ ist auch fir alle 9y € © am schdrfsten fir
Hj : 9 <9 gegen Hi : 9 > 9 zum Niveau o/ = my(Vy).

3. my(V) ist strikt monoton wachsend auf {9 € © : 0 < my(I) < 1}.

4. Sei 9 < 9y. ¢ minimiert my(9) unter allen Tests ¢ mit my(Yg) = a.
Zum Beweis bendtigen wir

Lemma 6.3.5 (M, M,{Py : 9 € ©}) habe isotonen Dichtequotienten (in T ) wie in
Definition 6.3.1, und g : R — R sei eine beschrinkte isotone Funktion. Dann ist
J +— Eylg o T isoton.



78 G. Keller: Mathematische Statistik (Vorlesungsskript)

Beweis: Sei 9 < ',
A= {h/rﬂ’rﬂ/ < 1}, B := {hg,,g/ > 1}.
Die Isotonie von hy g impliziert a := sup A < b := inf B, und aus der Isotonie von g

folgt g(a) < g(b).
Sei Qg := Py o T~'. Beachte zunichst, dafl

/A (ho — 1)dQy + /B (hopr — 1)dQy

= / (h,ﬂ’,ﬂl (@] T — 1)f19d,u == / (f’l9’ - f’ﬂ)d:u
M M

Da (hgg — 1) < 0 auf A und (hy e — 1) > 0 auf B, folgt nun
EylgoT] — EylgoT)|
= / goT(fy — fa)du
M
= /M g O T(h'ﬂ,ﬁ/ @] T — 1)f19d/1:

= /g(hﬂ,ﬂ’ —1)dQy
R

> 9(@) [ (how ~ 1)dQa + 9(8) [ (ko — 1)dQ
= (90) = 9(@) [ (ho.y = 1)dQs
> 0.

Beweis zu Theorem 6.3.4:

1. Sei zunéchst ¥ > ¥, fest. Setze
7:=1inf{t € R: Py {T >t} < a}.

Wegen der iiblichen Monotonie- und einseitigen Stetigkeitseigenschaften von Ver-
teilungsfunktionen ist

Py AT >7} <a< Py{T > 7}.
Setze ¢ := hg, 9, (7) und

1 falls T(x)>T
d(x):=¢ 0 falls T(x)<T ,
v falls T(x)=r
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WO
i | e Jalls Paf{T=r}#0
sonst
Es gilt

fi(x) > cfo(x) = hygyw, (T(x)) > c=T(x) > 7= ¢(z) =1,
fi(z) < cfo(z) = hygyw, (T(z)) <c=T(z) <T= ¢(z) =0,

so dafl ¢ ein NP Test ist. Aus der Definition von ¢ folgt sofort my () = o, und
wegen des NP Lemmas ist ¢ am schirfsten zum Niveau a.

1 falls t>71
gt):=% v falls t=1 .
0 falls t<rT

Dann ist ¢(x) = g(T'(x)), und aus dem vorangegangenen Lemma folgt

Ey[¢] < Eg,[¢] = o0 VI < 0.

Setze nun

Also ist ¢ auch schirfster a-Test von Hy gegen {t }.

Da die Festsetzung von 7 und damit die von ¢ unabhéngig von ¢, erfolgte, ist ¢
auch schérfster a-Test von Hy gegen Hy : ¥ > 9.

2. Fiir o)) < ¥} gilt:

. _ 1, falls by, o (T(2)) > hgy 9 (T) =: ¢
o) =9(T(x)) = { 0, falls hyy gt (T(2)) < hp gt (1)

Also ist ¢ ein NP Test von {9} gegen {¥}} zum Niveau o/ = my(¥;). Wie oben
folgt, daB8 ¢ auch schérfster o/-Test von H| gegen H| ist.

3. folgt nun sofort aus Korollar 6.2.3.
4. Sei ¥ < . Setze ¢’ :=1/hgy,(7). Dann ist

1 falls  fo(z) > ¢ fg,(x)
d'(z) == { 0 falls  fy(x) < ¢ fy,(x)
1—¢(z) falls fo(z) = fo,(2)

ein NP Test von {0} gegen {9}. Da
T(z) > 7= hg,(T(z)) > 1/ = fo(z) < fo,
T(z) < T = hgg(T(x)) <1/c = fo(x) > fo,(x
T(z) =7 = hyw,(T(2)) =1/ = ¢'(z) =1 — ¢(x),
ist ¢' =1 — ¢, also my (Py) =1 —my(d) =1— .

Ist nun v ein weiterer Test mit my () = «, so ist 1 —1) ein Test von {1y} gegen
{¥} zum Niveau 1 — o, und da ¢' = 1 — ¢ als NP Test am schérfsten zu diesem
Niveau ist, ist m1_y(9) < my_g(9), also my(9) > me(9).

X

)’
)

bl
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Fortsetzung von Beispiel 6.3.2:  Gesucht ist ein schirfster Test von Hp : p <
1o gegen Hy : > po. Da T = nX stetig verteilt ist, hat ¢ f.s. die Struktur

1, falls nX >c
O(X1,..., X, = { 0, falls nX <c

Zu gegebenem « ist 7 nun so zu bestimmen, daf
mg(p0) = Pup{d =1} = Pip{nX > 7} = q,

was wegen der Normalitiit von nX immer moglich ist. Es ergibt sich 7 = \/nu;_q +np,
WO U1 4 das (1 — a)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Sei nun der Einfachheit halber uy = 0. ¢ ist (nach Konstruktion) auch schirfster
a-Test von {u = 0} gegen {y > 0}, und aus Symmetriegriinden ist ¢'(z) = ¢(—x)
schérfster a-Test von {u > 0} bzw. {u = 0} gegen {u < 0}.

Gébe es auch einen schirfsten a-Test ¢ von {u = 0} gegen {u # 0}, so wére er
auch schirfster Test von {y = 0} gegen {u = p_} und von {u = 0} gegen {u = p,},
- < 0 < py. Als solcher hitte er einen strikten Ablehnungsbereich, der wegen des NP
Lemmas f.s. die Form {T" > ¢, } und auch {T" < c_} haben mu8. Fiir normalverteiltes
T konnen diese beiden Bereiche aber nicht fast sicher iibereinstimmen.

6.4 Ungiinstigste a priori-Verteilungen

Eine weitere Moglichkeit, ein Testproblem mit zusammengesetztem H, auf eines mit
einfachem H, (bei einfachem H,) zu reduzieren, besteht in der Suche nach ungiinstig-
sten a priori-Verteilungen.

Sei ©g C O beliebig, ©; = {¥;}. Wir nehmen an, da} ©y mit einer o-Algebra
7o ausgeriistet ist und dafl Py(A) als stochastischer Kern von (0, 7y) nach (M, M)
aufgefalt werden kann. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl A auf (©g, 7p) und fiir A € M
sei

Py(A) = / Py(A)dA().

)

Mit ¢, werde ein schérfster a-Test von P = Py gegen P = Py, bezeichnet, der wegen
des NP Lemmas existiert.

Definition 6.4.1 )\ heifit eine ungiinstigste a priori-Verteilung zum Niveau «
bzgl. ©g und ©1 = {V.}, wenn fir jede andere Wahrscheinlichkeitsverteilung v auf
(©0, 7o) gilt:

My, . (0h) = mg,  (91).

(Ein solches X\ braucht aber weder zu existieren noch eindeutig zu sein.)
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Theorem 6.4.2 Sei \ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (©g, To). Ist ¢xq ein a-
Test von ©q gegen ©1 = {91}, so gilt:

1. @y st schirfster a-Test von Oy gegen O1.

2. Sei {Py : 9 € Oy U{V}} durch p dominiert. Ist ¢ o als schirfster a-Test von
P = P, gegen P = Py, p-f.s. eindeutig bestimmt, so auch als schirfster a-Test
von Oy gegen O1.

3. X ist ungiinstigste a priori Verteilung zum Niveau o

Beweis:
1. Sei ¢' € D(a). Zu zeigen:
my (1) < mg, , (V1). (6.5)
Es gilt
/M ¢ dPy = /@0(/M &' (2)dPy(z))dA(9) < /@ adA(9) = a.

Also ist ¢' Test von P = Py gegen P = Py, zum Niveau «, und da ¢, , schirfster
a-Test fiir diese Situation ist, folgt (6.5).

2. Ist nun ¢’ auch ein schirfster a-Test von Oy gegen Oy, so gilt Gleichheit in (6.5),
und da ¢’ auch a-Test von P = Py gegen P = Py, ist, ist ¢’ = ¢y o p-f.s.

3. Sei v eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (6g, 75). Dann ist ¢, , Test
zum Niveau a von P = P, gegen P = Fy,, denn

[, 6radPs= [ ([ oraladdPa@)avy) < [ adv() = o.

Da ¢, o schirfster a-Test von P = P, gegen P = Py, ist, folgt

m¢A,a (191) S m¢u,a (191) *

Beispiel 6.4.3 [Zeichentest| (Siehe Krengel [7, S.69])

Wir betrachten den statistischen Raum (R, B, P)", wo P die Familie aller Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf R ist. Formal: © = P und P" = {P" : P € ©}. Um
den vorherigen Satz anwenden zu konnen, versehen wir P mit der Potenzmenge von P
als o-Algebra.

Seiu € R, U = (—oo,ul, po € (0,1),

GOZ{PEPZP(U)EP()}, @1:P\®0
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Fiir u = 0 und pp = 1 erhilt man den klassischen (Vor-)Zeichentest.
Gesucht ist ein schirfster a-Test von Oy gegen ©;. Zunichst ordnet man jedem
P € P ein Tripel (p, P*, P7) zu, wobei

p=P(U), P* = P(|U"), P~ = P(|U).
Ist p=0 (p=1), so kann man P~ (P%) beliebig definieren. Dann ist P = pP~ + (1 —
p)P.
Sei nun zunéchst P, = (p1, P;", P, ) mit p; < py eine einfache Alternative. Die zu P

dhnlichste unter allen Verteilungen in Oy ist (po, P, P;”), so daf wir als ungiinstigste
a priori Verteilung A die Einheitsmasse auf diesem Element von P erwarten, also

Py = (po, P", Py).

DaP1<<P)\und

also

I () = (a)m‘@ € —pl)"""‘@
dPy Do 1—po ’

wo m(z) = X, Iy(z;). Da p; < po, hingt der Dichtequotient antiton von m(z) ab, so
daB ein schirfster Test von P = Py gegen P = P; nach dem NP Lemma die Form

1 falls m(z)<c
Pra(r) =< 0 falls m(z) >c ,
v falls m(z) =c

wo 7 und ¢ so zu bestimmen sind, dafl
My, . (Pr) = PA{m < c} +yPA{m =c} = a.

Sind die X3,...,X, nach P = (p, P*, P™) verteilt, so ist m nach B(n,p) verteilt
(unabhéngig von P* und P~). Aus Lemma 6.3.5 folgt: mg,  (P) = mg,  (p(P)) ist
fallende, nur von p(P) abhiingige Funktion. Also ist

m¢)\,a(p’ P+aP—) < Mey o (pO’P+aP_) = Mey o (pOaPl-I—apl_) = Mgy o (PA) =q,

so daf} ¢, o ein a-Test von O gegen P = P, ist. Aus dem vorherigen Satz folgt nun:
®»q ist schirfster o-Test von ©y gegen P = P.

Da die Festlegung von ¢ und 7 (und damit von ¢, ,) unabhéngig von der speziellen
Alternative P = P, erfolgte, ist ¢, o sogar schiirfster a-Test von ©, gegen O;.

Beispiel 6.4.4 [Anwendungen auf Tests fiir Normalverteilungen] (Siehe Krengel |7,
S.71])  Wir betrachten den statistischen Raum (R, B,P)", wo P = {N(u,0?%) : u €
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R, 0? > 0}. Die Dichte von N (u, 0%)" bezgl. des n-dimensionalen Lebesguemafes ist

f,u,az (.’131, . ,l‘n)
— ) 2\—n/2 -
(2m0”) exp ( 52 Z )
= (2n6%) ™ exp L Zn: exp (—Ln(a_: - ,u)2>
202 = 202 '
Sie hiingt insbesondere aufer von den Parametern nur von z und u(z) := ¥, (z; — z)?

ab.
Sei nun © = {¥ = (u,0?) : p € R, 0% > 0}. Ein plausibler Ansatz zur Konstruktion
von Tests von ©¢ gegen O ist die Maximum-Likelihood-Methode: Bilde

(z) == SUDyco, fo(z)
. SUDPyco, fo(x)’

und setze in Verallgemeinerung der NP Methode
1, fallsg(z) < ¢
o) = { 0, falls ¢(z) > ¢
Sind ©( und ©; einfach, so ist ¢ ein NP Test. Aber schon, wenn ©yU©; aus drei Para-
metern besteht, 148t sich diese Methode nicht mehr allgemein entscheidungstheoretisch
begriinden. Fiir viele der praktisch vorkommenden Verteilungsannahmen ergibt die ML

Methode aber trotzdem einen Test, der sich auch vom Standpunkt der Risikotheorie
als optimal erweist.

1. Betrachte Oy = {9 € 0 :02 <03}, 0, =0\0y={9 €0 :0? >3}

Die Suprema im Zahler und auch im Nenner von ¢(z) werden sicher nur fiir 4 =
erreicht. Da

/% exp(—u(z)/20°)
fiir 02 < n~lu(x) steigt und fiir 02 > n=lu(z) fillt, ist

o? = (2m0?)

(u(:g))”/2 exp (ﬂ “(‘”2)) fir of <n tu(z)

gla)=q 3", N :
() " exp (-3 +3) o o> w7uto

und da ¢(x) als Funktion von u(z) streng monoton féllt, hat ¢(x) die Form

b(z) = { 1, falls u(z) > ¢

0, falls u(z) < ¢ °

¢ ist also ein x2-Streuungstest, vergl. Kapitel 2.2. Wir zeigen durch Wahl einer
ungiinstigsten a priori-Verteilung: ¢ ist schiirfster Test von {0? < o2} gegen
{o? > a2}:
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4

Sei zunéchst 91 = (u1,0%) mit o? > o7 fest gewihlt. Da N (u1,0?) ,flacher als
die N (i1, 0?) mit o? < o2 ist, mitteln wir iiber {o? < 02} so, da} eine dhnlich
flache Verteilung wie NV (1, 07) entsteht. Dazu sollte A auf {o? = 03} konzentriert
sein, und man zeigt, daf}

of — o3 . 2 2
A =N(u1, ) als Verteilung auf {¢* = o7}
auf die Dichte
- 2
u(zx n(z —
P11 22) = const - exp(—22)) exp(~ 2
o} 207
fiihrt:
Iz, zn)

= const exp (—%) /exp (—2%3(53 - u)2> exp (—ﬁ(u - u1)2> dp

mit einer Konstanten, die nur von ¢ und o? abhingt. Das Integral 1t sich
weiter auswerten zu

ni| o1 1
= const - exp 3 z ?—T?
0 0

= const - exp (—%‘2(3? - ,u)2> :

Also ist

(@) _ const - exp (( L ! )u(w)) :

fi(z) 205 20}
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Da der Dichtequotient isoton in u(z) ist, hat ¢, , die Form

(1, falls u(z)
¢A,a(w)—{ 0, falls wu(x)

> ¢
<é

Da, wie wir weiter unten zeigen, u(X) unter Py und NV (u, o), u beliebig, die glei-
che Verteilung besitzt und die f, ,» bei festem pu einen isotonen Dichtequotienten
als Funktion von u(z) haben, ist fiir 0? < o2

Eu,a2 [¢A,a] < E,u,ag [¢/\,a] = EPA [¢)\,a] =aQ,

also ¢y, ein a-Test von Oy = {0? < 03} gegen {(u1,07)}. Nach Satz 6.4.1 ist
®xq sogar ein schirfster Test fiir diese Situation. Da die Wahl von ¢ schliellich
unabhéngig von (u, 0?) erfolgte, ist ¢y o sogar ein schiirfster a-Test von ©y gegen

0.

Bleibt zu zeigen, daf§ u(X) unter Py und N (u,032), u beliebig, die gleiche Vertei-
lung besitzt:

Py{u(X) < 2}

= /I{u(m)gz}f)\(x) da
u(X) n(@- M1)2>

= /I{u(m)gz} (2m03) ™% exp <— —

2038 203
1003
n 1 1
- const - exp (—5(:1_0 —1)? (? - ?)) du
1 0

—(2)

= Bus Tuat] - Buos [9(X)].

Angewandt auf z = +oo ergibt das Em,o—gW(X)] =1, so daB P\{u(X) < z} =
Puop{u(X) < z}.

o

2. Betrachtet man umgekehrt ©f = {0? > 02} und O} = {0? < 02}, so ergibt sich
nach der ML Methode ¢'(z) = 1/¢(z) und daher

& (z) = { 1, falls u(z) < ¢

0, falls u(z) > ¢ -

¢ ist jedoch nicht schirfster Test von ©f gegen O}, sondern nur am schérfsten
unter allen unverfilschten (d.h. erwartungstreuen) Tests.

Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage. Sei ¢ ein unverfilschter Test von Oy
gegen O). Wegen der Stetigkeit von my,(p, 0?) in o2, ist my(u, 0f) = const = «
fiir alle p € R. Zu zeigen ist daher:
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Sei 4 € R und 0? < 03. Dann maximiert ¢’ my (i, %) unter allen Tests
Y mit my(p,08) = a.

Sei dazu 1 ein Test mit my(u,05) = a. Dann ist

m1—¢(u’ 0'3) =l-a=1- mtﬁ'(”” 03) = m¢(/'L’ 0-3)

Kann man nun Theorem 6.3.4 anwenden, so folgt wegen 2 < 02 aus der letxten
Aussage dieses Theorems, dai mg(u, 02) < my_y(p, 0?) und damit my (g, 0?) >
my (@, 0%). Um Theorem 6.3.4 anwenden zu konnen, ist noch zu zeigen, daf
N (u, 0?) bei festem p einen isotonen Dichtequotienten in o2 hat. Betrachte dazu
0? < 2. Dann ist

Fu? o2\ " 1 1 \
B9 (g) = [ 22 — - 6.6
P = (%) ew | 5 X ) (6.6
- —

>

streng monoton wachsend in Y7, (z; — p)?.

Nun wird gezeigt, dafl kein schérfster Test von O gegen ©) existiert: Betrachte
(p1,0?) mit 02 < oa. Die zugehorige Verteilung kann man in ©) am besten durch
N (1, 02) approximieren, und wir wiihlen als Ansatz fiir eine ungiinstigste a priori
Verteilung A =Punktmasse auf (1, 0Z). Dann ergibt sich

Jin 02 fuo?

f)\ (x) N fu,ag

(),

und aus (6.6) folgt, daf

[ 1, falls " (mi—m)?<c
@A@_{Q falls Y7 (z; — p1)? > co

wo sich ¢y wieder aus dem Niveau a bestimmt. ¢, , ist als schirfster a-Test von
Py gegen (u1,0?) Lebesgue-fast sicher eindeutig bestimmt. Das folgt aus dem
NP Lemma, denn ein schirfster a-Test hat fast sicher NP Struktur, und da die
Teststatistik stetig verteilt ist, nimmt er nur die Werte 1 und 0 an. Dann ist aber
co durch « eindeutig bestimmt.

Wir zeigen nun, daf§ ¢, , ein a-Test von O} gegen (u1,07) ist. Fiir 6% > o3 und
1€ R gilt

My o (1 ,w2{Z > <} <Py 02{2 ? <o}

= PO(,Q{ZX2 <} < PO(,Q{ZX2 <o}

i=1

= .Uh 2{2 <co}—a
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Also ist @y, nach Theorem 6.4.1 schirfster a-Test von ©f gegen {(u1,0%)} und
als solcher fast sicher eindeutig bestimmt. Wegen der Abhéngigkeit des Tests von
p1 kann kein schirfster a-Test von ©f gegen O existieren, denn ein solcher wire
auch am schérfsten gegen {(u1,0?)} fiir alle y;.

3. Fiir ©f = {y <0} und ©7 = {i > 0} fiihrt die ML Methode auf den t-Test (Ka-~
pitel 2). Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafi der t-Test zwar nicht am
schérfsten, aber am schérfsten unter allen unverfilschten (d.h. erwartungstreuen)
Tests ist.

6.5 Optimalitit des t-Tests als unverfilschter Test

Betrachte den statistischen Raum (R, B,P)", n > 2, wo
P ={N(u,o%:peR,o’>0}.
Ziel dieses Abschnitts ist es, folgenden Satz zu beweisen:

Theorem 6.5.1 Der t-Test ist der schdrfste unverfilschte Test fiir das Testproblem
Hy: <0 gegen Hy = > 0.

Die dabei benutzte Beweistechnik kann auch bei Tests einseitiger Hypothesen iiber
einen eindimensionalen Parameter in allgemeineren Exponentialriumen angewandt
werden, siehe [12, Kapitel 4].

Bezeichne im folgenden 9 = (u,0?), © = R X Ry, Py = N(p,02), ©g = {(u,0?) €
©:u<0},0={(g,0) €0 :p>0}und I'={(p,0%) €0 : p=0}

Fiir spiteren Gebrauch notieren wir noch einmal die Dichte von N'(u, 0?)" bezgl.
des n-dimensionalen Lebesguemafes:

fu,az(xla ce ,.’L'n)
1

= (2r0%) "2 exp (——Qiﬁ;(“ —h )2)

20
2

. np 1 2 L n
= (2m0?) ™2 exp (—T‘?> exp (_ﬁ lef> exp (; >z
1=

i=1
= (210%) ™ ex L i(w —7)%) ex —in(a_c — p)?
p 20_2 i 7 p 20_2 :u’ *

Lemma 6.5.2 Sei ¢ ein unverfilschter Test von ©y gegen ©1 mit Umfang o. Dann
ist mg(9) = « fiir alle ¥ € T'. Man sagt: ¢ ist a-dhnlich (oder auch nur dhnlich) auf
I', dem gemeinsamen Rand von ©y und ©O;.

Beweis: Sei (0,0%) € ' C ©p. Aus der Unverfilschtheit und der Stetigkeit von p +—
mg(u, 0?) folgt:

N _ 1 2 _
a > me(0,0°) = “_1%)17,1%0 me(p, o) > 195;1(5)0 my (V) = a.
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|

Sei V =3, X2, und bezeichne mit

Dy :={¢ =g(X,V) : ¢ auf T' a-shnlich}.

Lemma 6.5.3 Sei ¢ ein t-Test vom Umfang o.
1. ¢ € D,.
2. my(p, 0%) < my(0,0?%) = « fir alle (u,0?) € Oy.

3. Ist ¢ schdrfster Test aus D, von T gegen ©1, so ist ¢ schirfster, unverfilschter
a-Test von ©g gegen O1.

Beweis:

1. Als t-Test hat ¢ die Form

o X1, Xn) = Lz ygese =1

{£/4/532c)

Da % und \/‘j—i unabhiingig sind und ihre Verteilungen nicht von o2 abhiingen,
hingt auch die Verteilung von ¢(X7, ..., X,,) nicht von o2 ab, insbesondere ist ¢
auf I' &hnlich.

2. Sei (u,0%) € Oq, also u < 0. Da X ~ N (u, %), hat die Verteilung von X bei
festem o? isotonen Dichtequotienten in p und z. (Beispiel 6.3.2). Also folgt aus
Lemma 6.3.5, dafl

me(u, 0”)

Eu,a2 [Eu,02 [I{ch\/s_2}|52]]

By Boo L 35057 157]]

Eyo2[Eo42[¢]S%]], da die Verteilung von S? nicht von p abhéngt,
mg(0,0?)

VAN

Also ist
a= sup my(y,o?) < sup my(0,0%) < a,
1<0,02>0 a2>0
und da ¢ nach Teil 1. des Beweises auf I dhnlich ist, ist m,(0,0%) = « fiir alle
0?2 > 0, und ¢ ist auf I' ciéihnlich. Wegen der speziellen Gestalt des t-Tests ist
¢ € D,, was auch Aussage 1 beweist.
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3. Sei nun ¢’ ein unverfilschter a-Test von Oy gegen ©1. Wir nehmen zunéchst an,
daB ¢' Umfang o hat. Dann ist ¢’ auf I' a-8hnlich (Lemma 6.5.2). Da (X, V) eine
suffiziente Statistik fiir unser Testproblem ist, ist ¢ := E[¢'|X, V] wohldefiniert
(unabhéngig von ¥), und es ist

mg () = Eg[E[¢| X, V]] = Eg[¢] = my (9).

Insbesondere ist auch ¢ auf I' a-ihnlich und somit ¢ € D,. Damit folgt aus der
Préamisse von Aussage 3 des Lemmas, daf}

me(9) > mz(d) = my (9) fiir alle 9 € O;.

Hat ¢’ Umfang o/ < «, so gibt es einen Test ¢"” > ¢' mit Umfang «, und fiir
¥ € Oy ist my(9) > myn (9) > my (9). Also ist ¢ schirfster unverfalschter a-Test
von Oy gegen O;. a

Beweis des Theorems:
Wegen Lemma 6.5.3 reicht es zu zeigen:

Der t-Test ¢ vom Umfang « ist am schérfsten unter allen Tests

¢ € Dy von T gegen O1. (6.7)

Fiir v € R sei Q% eine Version der bedingten Verteilung von X unter Py gegeben V = v,
Q4(4) = Py(X € AV = ).

In unserem Fall 18t sich Q) leicht explizit bestimmen: Die gemeinsame Dichte
h(u,w) von X und (n—1)S? ist wegen der Unabhiingigkeit von X und S? das Produkt
einer normalen Dichte mit einer , gestreckten® x*-Dichte (siehe [12, S.82]).

1 (u— p)? 1 n=3 _ _w
h = — 2 o> 1 .
wo? (v, w) 271-%2 P ( " 202 (202)(n—1)/2r(n;1)w € 2" Hw>0}

Daher haben X und V = (n — 1)S? + nX? die gemeinsame Dichte

B'(u,v) = h(u,v — nu?)
2 _ 2
= C(”a K, 02)6_%6%1%’0 - nu2)nTae_%L2€gaLzI{v>”u2}
2
= C(na iz 0-2)672‘%2?)717_36%11(1 o %)HT_SI{U>TW2}

Q3 hat daher zum Lebesguemafl auf R die Dichte

nu? a3

@ (u) = Cy(n, g, 0%)ea? (1 — )T Loy (6.8)
Insbesondere 148t sich fiir festes v die Menge {Q} : ¥ € O} als einparametrige Ex-

ponentialfamilie mit natiirlichem Parameter 7% auffassen und damit als Familie mit
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isotonem Dichtequotienten. Ein schérfster Test von {Z% < 0} gegen {%% > 0} und
damit von {y < 0} gegen {u > 0} hat daher die Form (siehe Theorem 6.3.4)

1, falls Z > 7(v)
0, falls z < 7(v)

d)v(xl, . ,:Cn) = gv(jj) = {

Dabei wird 7(v) durch

a = /g’U dQO 0'2 /gU qO 0'2

_— _ Y « V)
el ) )

_ /I:ax(_lﬁ( (1— 2 zdy// (1 y?)*dy

bestimmt. 7(v) = 7 ist also unabhéngig von v.
Wir zeigen nun, dafl der durch

A(X1,..., X,) = g(X,V) = gv(X)

bestimmte Test mit dem t-Test iibereinstimmt: Fiir z > 0 sei r(z) = == r(z) ist
streng isoton in z, und es gilt

d)(Xl,---;Xn) =1

2SN X>T\/Y
n
n—1)S2+nX?2 o=\
“ S2X>T\/( )52 :TV(”‘”*( &%)

= 7'( §X>>T

& SQX>T =r717).

Also ist ¢ ein t-Test.
Um (6.7) zu beweisen, bleibt nur noch das folgende Lemma zu zeigen:

Lemma 6.5.4 ¢(Xy,...,X,) ist schirfster Test von T' gegen ©; in D,.
Zum Beweis bendétigen wir ein weiteres Lemma:

Lemma 6.5.5 Sei ¢' = ¢'(X,V) ein Test, my(9) = « fir alle € T. Firv € R sei
g, (u) :== ¢'(u,v). Dann gilt fir alle 9 € T':

/g;(u) dQy(u) = a  fiir Lebesgue-f.a. v > 0.
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Beweis: Wegen (6.7) ist {N(u,0?) : (4,0%) € T'} eine einparametrige Exponenti-
alfamilie mit natiirlichem Parameter =, fiir die V eine vollstindige Statistik ist. Fiir

20-2’

9 € I' (d.h. = 0) hingt ¢4 nicht von ¢? und damit nicht von ¥ ab, siehe (6.8). Also
folgt die Behauptung wegen der Vollsténdigkeit von V bzgl. {Py : ¢ € '} aus

Eo | [ gw) QY ()] = Eal Ealg (X, V) V] = Bolg' (%, V)] = mr(9) = . (6.9

O

Beweis von Lemma 6.5.4: ¢ € ﬁ(a), da ¢(X1,...,X,) = ¢g(X,V) und da fiir
Vel

Bold] = BalBolg(X, V)V = By [ [ 9w, V) dQY )] = Folo] = (6.10)
Ist ¢'(X1,...,X,) = ¢'(X,V) ein weiterer Test von I' gegen H; mit Ey[¢'] = aVa €T,
dann ist wegen Lemma 6.5.5 X — g/ (X) fiir Lebesgue-f.a. v > 0 ein auf I' a-dhnlicher

Test von I' gegen O fiir die Menge {QY : ¥ € ©} von Verteilungen auf R. Da ¢ nach
Konstruktion schirfster Test dieser Art ist, folgt

[ 9w, ) dQi(w) = [ o (u,0) dQi(w)

fiir alle ¥ € ©1, und durch Erwartungswertbildung auf beiden Seiten erhélt man (vergl.
(6.9) und (6.10)) Ey[d] > Ey[¢'] fiir alle 9 € O;. O
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