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Kapitel 1

Mengensysteme

In diesem Kapitel werden die mengentheoretischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt.
Semiringe, Algebren,σ-Algebren und Dynkin-Systeme von Teilmengen werden eingeführt, erste Bei-
spiele dafür angegeben, und es werden die Beziehungen zwischen diesen Strukturen geklärt.

SeiΩ eine Menge.

1.1 Definition (Semiring,∩-stabil) S ⊆ P(Ω) ist ein Semiring, falls

SR1) ∅ ∈ S,

SR2) A,B ∈ S =⇒ A ∩B ∈ S (∩-Stabilität),

SR3) A,B ∈ S undA ⊆ B =⇒ ∃A1, . . . , Ak ∈ S paarweise disjunkt mitB \A = A1 ∪ · · · ∪Ak.

1.2 Beispiele (Semiringe)

a) S = {∅} undS = P(Ω) (triviale Extrembeispiele).

b) Ω beliebig,AtΩ := {{ω} : ω ∈ Ω} (Atome). Dann istAtΩ ∪ {∅} ein Semiring.

c) Ω = R, S = I := {(a, b] : −∞ < a ≤ b < +∞}. (a, b] \ (c, d] ist leer, ein Intervall oder disjunkte
Vereinigung von zwei Intervallen.

d) Ω = Rk, S = Ik := {(a, b] : −∞ < a ≤ b < +∞} mit (a, b] := {x ∈ Rk : a < x ≤ b}. Dabei
seix ≤ y für x, y ∈ Rk, fallsxi ≤ yi für alle i = 1, . . . , k und es seix < y, falls x ≤ y undx 6= y.
Die weiteren Ordnungssymbole werden analog benutzt.(a, b] \ (c, d] kann als disjunkte Vereinigung
von höchstens2k k-dimensionalen Intervallen geschrieben werden (Übung).

e) Σ endliche Menge,Ω = ΣN = {ω = (ω1, ω2, ω3, . . . ) : ωn ∈ Σ ∀n ∈ N}. Füra1, . . . , aN ∈ Σ sei

[a1, . . . , aN ] := {ω ∈ Ω : ωn = an(n = 1, . . . , N)}

der vona1, . . . , aN bestimmteZylinder. Sei

ZN := {[a1, . . . , aN ] : a1, . . . , aN ∈ Σ}

Z :=

∞⋃

N=1

ZN ∪ {∅} .

Dann istZ ein Semiring:

SR1) ∅ ∈ S ✔
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SR2) A = [a1, . . . , aM ], B = [b1, . . . , bN ], o.B.d.A.0 < M ≤ N .

A ∩B =

{

B, falls aj = bj ∀j = 1, . . . ,M

∅ sonst

Außerdem:A ∩ ∅ = ∅ ∀A ∈ Z.

SR3) SeienA,B ∈ Z. IstA = ∅, so istB \ A = B ∈ Z, istB = ∅, so istB \ A = ∅ ∈ Z. Seien
nunA = [a1, . . . , aM ], B = [b1, . . . , bN ] 6= ∅ undA ⊆ B. Dann istM ≥ N undaj = bj
∀j = 1, . . . , N .

⊲ IstM = N , so istB = A, alsoB \A = ∅.

⊲ IstM > N , so ist

B \A = {ω ∈ Ω : ωj = aj ∀j = 1, . . . , N aber

∃j ∈ {N + 1, . . . ,M} : ωj 6= aj}
=

⋃

(cN+1,...,cM )∈ΣM−N

∃j∈{N+1,...,M}:cj 6=aj

[a1, . . . , aN , cN+1, . . . , cM ]

1.3 Bemerkung Der RaumΩ = ΣN des letzten Beispiels wird mit folgender Metrik zu einem kompak-
ten metrischen Raum:

d(ω, ω′) :=

∞∑

n=1

δωn 6=ω′
n
· 2−n

Die Eigenschaften einer Metrik weist man leicht nach. Ebenfalls leicht ist der Beweis, dass alle Zylin-
der zugleich offen und abgeschlossen sind. Statt der Kompaktheit zeigen wir hier eine zunächst etwas
schwächere Eigenschaft, aus der die Kompaktheit aber leicht gefolgert werden kann (Übung!). Diese
Eigenschaft, auf die wir später noch einmal zurückgreifen werden, lautet:

SindA,Ak ∈ Z und istA ⊆ ⋃∞
k=1 Ak, so gibt es einm ∈ N mit A ⊆ ⋃m

k=1 Ak.

Sei dazuE := {B ∈ Z : ∃m ∈ N s.d.B ⊆ ⋃m
k=1Ak}. Zu zeigen ist also, dassA ∈ E ist. DaΣ

endlich ist, existiert für jeden Zylinder[b1, . . . , bn] ∈ Z \ E ein bn+1 ∈ Σ, so dass[b1, . . . , bn+1] ∈
Z \ E . Angenommen, der ZylinderA = [a1, . . . , aN ] ∈ Z \ E . Dann folgt induktiv die Existenz von
aN+1, aN+2, · · · ∈ Σ derart, dass[a1, . . . , aj ] ∈ Z\E für allej > N . Andererseits ist(a1, a2, a3, . . . ) ∈
A =

⋃∞
k=1(Ak ∩A). Also gibt es einm ∈ N, für das(a1, a2, a3, . . . ) ∈ Am ∩A. AberAm ∩A ist ein

Zylinder der Form[a1, . . . , aN , aN+1, . . . , aN+ℓ], und es folgt[a1, . . . , aN+ℓ] ⊆ Am ⊆ ⋃m
k=1Ak, im

Widerspruch zu[a1, . . . , aN+ℓ] ∈ Z \ E .

1.4 Definition ((σ)-Algebra) A ⊆ P(Ω) ist eine Algebra, falls

A1) Ω ∈ A,

A2) A ∈ A =⇒ Ac := Ω \A ∈ A,

A3) A,B ∈ A =⇒ A ∪B ∈ A.

A heißtσ-Algebra, falls statt A3) gilt

A3σ) An ∈ A (n ∈ N) =⇒ ⋃∞
n=1An ∈ A.

Die MengenA ∈ A heißenA-messbar(oder einfach messbar).
Das Paar(Ω,A) heißt ein messbarer Raum.

1.5 Bemerkungen
a) Falls A2) gilt, so ist A1) äquivalent zu

A1’) ∅ ∈ A
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und A3) ist äquivalent zu

A3’) A,B ∈ A =⇒ A ∩B ∈ A.

b) Aus A3),A3’) folgt sofort:A1, . . . , An ∈ A =⇒ A1 ∪ · · · ∪An ∈ A, A1 ∩ · · · ∩An ∈ A.

c) Aus A2) und A3’) folgt:B \A ∈ A für alleA,B ∈ A.

d) Insbesondere gilt:A Algebra=⇒ A Semiring.

1.6 Lemma Ist (Ai)i∈I eine Familie von(σ)-Algebren,I eine beliebige Indexmenge, so ist
⋂

i∈I Ai

eine(σ)-Algebra.

Beweis:

A1) ∀i ∈ I : Ω ∈ Ai =⇒ Ω ∈ ⋂i∈I Ai

A3σ)

∀n ∈ N : An ∈
⋂

i∈I

Ai =⇒ ∀n∀i : An ∈ Ai
A3σ
=⇒ ∀i :

∞⋃

n=1

An ∈ Ai

=⇒
∞⋃

n=1

An ∈
⋂

i∈I

Ai

A2), A3) ähnlich.

2

1.7 Definition (Erzeugteσ-Algebra) SeiC ⊆ P(Ω).

σ(C) :=
⋂

A⊇C
A σ-Algebra

A

heißt die vonC erzeugteσ-Algebra. (Beachte, dassP(Ω) eineσ-Algebra ist, so dass der Durchschnitt
immer über eine nicht leere Familie vonσ-Algebren genommen wird.)

1.8 Bemerkungen
a) C ⊆ σ(C),

b) C1 ⊆ C2 =⇒ σ(C1) ⊆ σ(C2),

c) A σ-Algebra=⇒ σ(A) = A.

1.9 Beispiele (σ-Algebren) Die meisten interessantenσ-Algebren können nicht explizit angegeben
werden, sondern sind nur durchA = σ(S) bestimmt, woS ein Semiring oder ein anderes einfaches
Mengensystem ist. Tatsächlich ist jedeσ-Algebra entweder endlich oder überabzählbar.

a) Triviale Extrem-Beispiele sindA = {∅,Ω} = σ({∅}) undA = P(Ω) = σ(P(Ω)).

b) σ(AtΩ) = {A ⊆ Ω : A oderAc höchstens abzählbar}, denn da die rechte Seite eine inσ(AtΩ)
enthalteneσ-Algebra ist, ist sie gleichσ(AtΩ).

c) B := σ(I) heißt dieσ-Algebra der Borelschen Mengenin R. Analog:Bk := σ(Ik).

d) SeiR̄ := R ∪ {−∞,+∞}, B̄ := {A,A ∪ {−∞}, A∪ {+∞}, A∪ {−∞,+∞} : A ∈ B}. Dann ist
B̄ eineσ-Algebra.

e) F := σ(Z) ist die von den Zylindermengen erzeugteσ-Algebra aufΩ = ΣN.
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1.10 Bemerkung Für C ⊆ P(Ω) bezeichneC∗ die Menge allerA ⊆ Ω, für dieA ∈ C, Ac ∈ C oderA
höchstens abzählbare Vereinigung von Mengen ausC ist. Definiere dann induktiv

I0 = I, In = I∗
n−1 (n ≥ 1)

Z0 = Z ∪ {∅}, Zn = Z∗
n−1 (n ≥ 1)

Keine der MengenIn,Zn,
⋃

n≥0 In,
⋃

n≥0 Zn ist eineσ-Algebra. (FürI∗
n steht das am Ende von Sek-

tion 2 in [Billingsley], und fürZn kann man ganz analog vorgehen.) Andererseits istB 6= P(R),
F 6= P(ΣN) und σ(AtΩ) 6= P(Ω) falls Ω überabzählbar ist (ohne Beweis, siehe z.B. [Bauer-MT,
Satz 8.6]).

Für einen flexiblen Umgang mitσ-Algebren benötigen wir noch eine weitere Struktur:

1.11 Definition (Dynkin-System) D ⊆ P(Ω) heißt Dynkin-System, falls

D1) Ω ∈ D
D2) A,B ∈ D, A ⊆ B =⇒ B \A ∈ D
D3) An ∈ D (n ∈ N) paarweise disjunkt=⇒⊎∞

n=1An ∈ D
(
⊎

bezeichnet eine disjunkte Vereinigung.)

1.12 Bemerkungen
a) D1),D2)=⇒ ∅ ∈ D
b) Jedeσ-Algebra ist ein Dynkin-System.

c) Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme ist einDynkin-System (analog Lemma 1.6).

1.13 Definition (Erzeugtes Dynkin-System) FürC ⊆ P(Ω) sei

D(C) :=
⋂

D⊇C
D Dynkin-System

D

das vonC erzeugte Dynkin-System. (Es gelten die Bemerkungen 1.8 entsprechend.)

1.14 Lemma Ein∩-stabiles Dynkin-SystemD ist eineσ-Algebra.

Beweis:

A1) D1 ✔

A2) Ω ∈ D =⇒ Ac = Ω \A ∈ D für A ∈ D.

A3) A,B ∈ D =⇒ A ∪B = A ⊎ (B \ (A ∩B)) ∈ D.

A3σ) An ∈ D (n ≥ 1)
A3

=⇒ Bn :=
⋃n

i=1Ai ∈ D (n ≥ 0) =⇒ ⋃∞
n=1 An =

⊎∞
n=1(Bn \ Bn−1) ∈ D

wegen D3.

2

1.15 Satz (Dynkin-System /σ-Algebra)
SeiC ⊆ P(Ω) ∩-stabil. Dann istσ(C) = D(C).

Beweis:
“⊇”: σ(C) ist ein Dynkin-System undC ⊆ σ(C). AlsoD(C) ⊆ D(σ(C)) = σ(C).
“⊆”: Da σ(C) ⊆ σ(D(C)), reicht es zu zeigen, dassD(C) eineσ-Algebra ist, denn dann istσ(D(C)) =
D(C). Also ist zu zeigen, dassD(C) ∩-stabil ist (Lemma 1.14): FürC ∈ D(C) sei

DC := {A ∈ D(C) : A ∩C ∈ D(C)} (Beachte:A ∈ DC ⇐⇒ C ∈ DA)
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Wir zeigen zunächst, dassDC ein Dynkin-System ist:

D1) Ω ∩ C = C ∈ D(C), alsoΩ ∈ DC .

D2) A,B ∈ DC , A ⊆ B =⇒ (B \A) ∩ C = (B ∩ C) \ (A ∩C) ∈ D(C), alsoB \A ∈ DC .

D3) An ∈ DC (n ≥ 1) paarweise disjunkt=⇒ (
⊎∞

n=1An) ∩ C =
⊎∞

n=1(An ∩ C) ∈ D(C), also
⊎∞

n=1 ∈ DC .

Die∩-Stabilität folgt nun aus folgenden dreiÜberlegungen:

⊲ IstG ∈ C, so istC ∈ DG für alleC ∈ C, alsoC ⊆ DG und damitD(C) ⊆ D(DG) = DG.

⊲ SeiB ∈ D(C) undG ∈ C. Dann istB ∈ DG und damitG ∈ DB für alleG ∈ C. Es folgt:C ⊆ DB,
alsoD(C) ⊆ DB.

⊲ Sind nunA,B ∈ D(C), so folgtA ∈ DB , d.h.A ∩B ∈ D(C).

2



Kapitel 2

Mengenfunktionen

In diesem Kapitel werden Maße eingeführt. Das sind Mengenfunktionen, die jeder Menge einerσ-
Algebra eine Zahl zwischen0 und+∞ zuordnen und gewisse Additivitätseigenschaften besitzen. Wer-
den die Werte im Intervall[0, 1] angenommen, so spricht man vonWahrscheinlichkeitsmaßen.

2.1 Definition (Prämaße, Maße) SeiC ⊆ P(Ω), µ : C → [0,+∞] eineMengenfunktion.

a) µ heißt endlich additiv aufC, falls für alle paarweise disjunktenA1, . . . , An ∈ C gilt:

n⋃

i=1

Ai ∈ C =⇒ µ

(
n⋃

i=1

Ai

)

=

n∑

i=1

µ(Ai) .

b) µ heißtσ-additiv aufC, falls für alle paarweise disjunktenAn ∈ C (n ∈ N) gilt:

∞⋃

n=1

An ∈ C =⇒ µ

( ∞⋃

n=1

An

)

=
∞∑

n=1

µ(An) .

c) µ heißt subadditiv aufC (auch: endlich subadditiv), fallsfür alleA,A1, . . . , An ∈ C (n ∈ N) gilt:

A ⊆
n⋃

i=1

Ai =⇒ µ (A) ≤
n∑

i=1

µ(Ai) .

d) µ heißtσ-subadditiv aufC, falls für alleA,An ∈ C (n ∈ N) gilt:

A ⊆
∞⋃

n=1

An =⇒ µ (A) ≤
∞∑

n=1

µ(An) .

e) IstA eine Algebra (σ-Algebra) und istµ : A → [0,+∞] mit µ(∅) = 0 σ-additiv aufA, so heißtµ
ein Prämaß (Maß).

f) Ist µ ein Maß auf derσ-AlgebraA, so heißt das Tripel(Ω,A, µ) ein Maßraum. Ist außerdemµ(Ω) =
1, so heißt(Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraumundµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

Achtung:Billingsley nenntµ auch dann ein Maß, wennA nur eine Algebra ist.

2.2 Lemma SeiS ein Semiring,µ : S → [0,+∞] additiv. Dann gilt:

i) A,B ∈ S, A ⊆ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B) (Monotonie)

ii) µ ist endlich subadditiv.
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Beachte, dass die Subadditivität keine triviale Konsequenz der Additivität ist, da bei der Subadditivität
nicht die paarweise Disjunktheit derBi angenommen wird!

Beweis:

i) B \A =
⋃n

i=1 Ai für paarweise disjunkteAi ∈ S. Daher:

µ(B) = µ(A ⊎A1 ⊎ · · · ⊎An) = µ(A) + µ(A1) + · · · + µ(An) ≥ µ(A)

ii) Betrachte zunächst den FallA =
⋃n

i=1 Ai. Für jedesAi gibt esC1
i , . . . , C

ki

i ∈ S, so dassA\Ai =

C1
i ⊎ · · · ⊎Cki

i . SetzeC0
i := Ai. Dann istA =

⊎ki

j=0 C
j
i (i = 1, . . . , n). SetzeC := {Cj1

1 ∩ · · · ∩
Cjn

n : 0 ≤ ji ≤ ki (i = 1, . . . , n)} undCi := {S ∈ C : S ⊆ Ai}. Dann ist

A =
⊎

S∈C
S , Ai =

⊎

S∈Ci

S (i = 1, . . . , n)

und

C =

n⋃

i=1

Ci ⊆ S .

Da außerdemµ(S) ≥ 0 für jedesS ∈ S, folgt aus der endlichen Additivität vonµ aufS

µ(A) =
∑

S∈C
µ(S) ≤

n∑

i=1

∑

S∈Ci

µ(S) =

n∑

i=1

µ(Ai) .

Ist nunA eine echte Teilmenge von
⋃n

i=1Ai, so setzeÃi = A ∩ Ai. Dann sind dieÃi ∈ S und
A =

⋃n
i=1 Ãi. Also:µ(A) ≤∑n

i=1 µ(Ãi), und aus Teil i) folgtµ(Ãi) ≤ µ(Ai) 2

2.3 Beispiele (Maße, einfache)

a) A ⊆ P(Ω), x ∈ Ω, µ(A) = δx(A) := 1A(x) (Punktmasse, Dirac-Maß)

b) A = {∅,Ω}, µ(∅) = 0, µ(Ω) = 1

c) A = σ(AtΩ), µ(A) = card(A). (Dieses Beispiel ist dafür verantwortlich, dass wir später Sätze
über die Summation von Reihen mit beliebiger Indexmenge als einfache Spezialfälle von Sätzen der
Integrationstheorie auffassen können.)

d) Ω = N, (pn)n≥1 mit pn ≥ 0,
∑∞

i=1 pn = 1, d.h.(pn)n≥1 ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Setze
µ(A) :=

∑

n∈A pn für A ∈ A = P(N).

2.4 Beispiel (Lebesgue-Stieltjes-Maß aufR) Sei B = σ(I) die Borel-σ-Algebra aufR und sei
F : R → R monoton wachsend und rechtsseitig stetig(d.h. limt↓x F (t) = F (x) für alle x). Ziel: Ein
MaßλF aufB mit λF ((a, b]) = F (b) − F (a), λF (∅) = 0. Hier zeigen wir:

Das so festgelegteλF ist additiv undσ-subadditiv aufI.
Später folgt daraus die Fortsetzbarkeit zu einem Maß aufB. Ist F (x) = x, so erhält man gerade
dasLebesgue-Maßauf R, während jedesF mit limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1 die
Verteilungsfunktioneines Wahrscheinlichkeitsmaßes aufR beschreibt.

Additivität: SeienAi = (ai, bi] ∈ I (i = 1, . . . , n) mit Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j. O.B.d.A. sei
a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ an ≤ bn. Da

⊎n
i=1Ai ∈ I, folgt b1 = a2, . . . , bn−1 = an, also

⋃n
i=1 Ai = (a1, bn]. Daher

λF

(
n⋃

i=1

Ai

)

= F (bn) − F (a1) =

n∑

i=1

(F (bi) − F (ai)) =

n∑

i=1

λF (Ai) .

Die endliche Subadditivitätfolgt nun aus Lemma 2.2.
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σ-Subadditivität:Seien nun(a, b], (an, bn] ∈ I (n ≥ 1) und (a, b] ⊆ ⋃∞
n=1(an, bn]. O.B.d.A.

a < b. Seiǫ > 0. DaF rechtsseitig stetig ist, gibt esδ, δn > 0 derart, dassF (a + δ) < F (a) + ǫ und
F (bn + δn) ≤ F (bn) + ǫ2−n für allen ≥ 1. Es folgt

[a+ δ, b] ⊆
∞⋃

n=1

(an, bn + δn)

=⇒∃m > 0 : [a+ δ, b] ⊆
m⋃

n=1

(an, bn + δn) (Kompaktheit)

=⇒F (b) − F (a+ δ) = λF ((a+ δ, b]) ≤
m∑

n=1

λF ((an, bn + δn]) =

m∑

n=1

(F (bn + δn) − F (an))

(endliche Subadditivität)

=⇒F (b) − F (a) − ǫ ≤
∞∑

n=1

(F (bn) − F (an)) + ǫ

Da ǫ > 0 beliebig war, folgtλF ((a, b]) ≤∑∞
n=1 λF ((an, bn]).

2.5 Beispiel (Bernoulli-Maß auf ΣN) Sei F = σ(Z), siehe Beispiel 1.9e), und sei(pi)i∈Σ ein
Wahrscheinlichkeitsvektor. Wir wollen ein WahrscheinlichkeitsmaßP aufF definieren, für das

P ([a1, . . . , aN ]) =
N∏

i=1

pai
(a1, . . . , aN ∈ Σ),

also insbesondereP ([a]) = pa für alle a ∈ Σ. Wie im letzten Beispiel zeigen wir zunächst nur, dass
durch diese Festsetzung eine aufZ additive undσ-subadditive Mengenfunktion gegeben ist.

Additivität: Übung!

σ-Subadditivität:P additiv aufZ Lemma 2.2
=⇒ P subadditiv aufZ. Sei nunA ⊆ ⋃∞

k=1 Ak, A,Ak ∈ Z.
Da alle Zylindermengen offen und abgeschlossen sind und daΣN kompakt ist (siehe Bemerkung 1.3),
gibt es einm > 0 derart, dassA ⊆ ⋃m

k=1Ak. Aus der Subadditivität und der Positivität vonP folgt
nun:P (A) ≤∑n

k=1 P (Ak) ≤∑∞
k=1 P (Ak).

2.6 Bemerkung Seiµ ein Maß aufA, A ∈ A. Bezeichne

A|A := {B ⊆ A : B ∈ A} = {C ∩A : C ∈ A} .

⊲ A|A ist eineσ-Algebra.Übung!

⊲ Die durchB 7→ µ(B) definierte Mengenfunktion aufA|A ist ein Maß – die Einschränkung vonµ
auf A|A. (Übung!) Wir bezeichnen sie mitµ|A oder auch einfach wieder mitµ. Ein wichtiges
Beispiel ist die Einschränkung des Lebesgue-Maßes auf[0, 1].

Notation: SeienA,A1, A2, A3, · · · ⊆ Ω. Wir schreiben

An ր A, fallsA1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . und
∞⋃

n=1

An = A

An ց A, fallsA1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . und
∞⋂

n=1

An = A
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2.7 Satz (Monotone Stetigkeit von (Pr̈a)maßen)
Seiµ ein Prämaß auf der AlgebraA und seienA,An ∈ A.

i) An ր A =⇒ µ(An) ր µ(A) (Stetigkeit von unten)

ii) An ց A undµ(A1) <∞ =⇒ µ(An) ց µ(A) (Stetigkeit von oben)

iii) A ⊆ ⋃∞
n=1An =⇒ µ(A) ≤∑∞

n=1 µ(An)

Beweis:

i) SeiA0 := ∅. Wegen Lemma 2.2 istµ(A0) ≤ µ(A1) ≤ µ(A2) ≤ . . . . Außerdem ist

A =

∞⋃

n=1

An =

∞⊎

n=1

(An \An−1), An \An−1 ∈ A ,

so dass

µ(A) =

∞∑

n=1

µ(An \An−1) = sup
k>0

k∑

n=1

µ(An \An−1) = sup
k>0

µ(Ak)

ii) An ց A =⇒ (A1 \An) ր (A1 \A). Unter Beachtung vonµ(A1) <∞ folgt nun aus Teil i):

µ(A1) − µ(An) = µ(A1 \An) ր µ(A1 \A) = µ(A1) − µ(A) ,

alsoµ(An) ց µ(A).

iii) SetzeBn := A ∩⋃n
k=1 Ak. Dann istBn ∈ A undBn ր A. Aus Teil i) und Lemma 2.2 folgt:

µ(A) = sup
n>0

µ(Bn) ≤ sup
n>0

µ

(
n⋃

k=1

Ak

)

≤ sup
n>0

n∑

k=1

µ(Ak) =
∞∑

k=1

µ(Ak) .

2

2.8 Bemerkungen
a) Auf die Voraussetzungµ(A1) <∞ in Satz 2.7ii) kann i.A. nicht verzichtet werden. (Beispiel?)

b) Die Aussage i) von Satz 2.7 ist sogar äquivalent zurσ-Additivität, und istµ(Ω) < ∞, so ist auch
Aussage ii) äquivalent dazu.

2.9 Beispiel λ([a, b]) = λ
(⋂∞

n=1(a− 1
n , b]

)
= limn→∞ b−(a− 1

n ) = b−a. Insbesondereλ({b}) = 0
undλ((a, b)) = λ((a, b] \ {b}) = λ((a, b]) − 0 = b− a.

2.10 Definition (endliche undσ-endliche Maße) SeiC ⊆ P(Ω) undµ : C → [0,∞] monoton.

a) µ ist endlich, falls Ω ∈ C undµ(Ω) <∞.

b) µ ist σ-endlich, falls esC1, C2, · · · ∈ C gibt mitCn ր Ω undµ(Cn) <∞ für allen.

2.11 Beispielea) SeiF : R → R, λF wie in Beispiel 2.4. DaF ((−n, n]) = F (n) − F (−n) <∞ für
n ∈ N und(−n, n] ր R, istλF aufI σ-endlich. Das gilt insbesondere für das Lebesgue-Maßλ.

b) Seiµ : P(R) → [0,+∞], µ(A) = card(A). µ ist nichtσ-endlich, daµ(Cn) < ∞ =⇒ Cn endlich
=⇒ ⋃∞

n=1 Cn abzählbar=⇒ R 6= ⋃∞
n=1 Cn.
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Bevor wir im nächsten Kapitel mit nicht ganz geringem Aufwand zeigen, dass sich jede additive und
σ-subadditive Mengenfunktion auf einem Semiring zu einem Maß auf der von dem Semiring erzeugten
σ-Algebra fortsetzen lässt, zeigen wir hier schon einmal, dass es in den meisten Fällen höchstens eine
solche Fortsetzung geben kann:

2.12 Satz (Eindeutigkeit der Maßfortsetzung)
Sei C ⊆ P(Ω) ∩-stabil und seienµ1, µ2 Maße aufσ(C). Sind die Einschränkungenµ1|C undµ2|C
σ-endlich und stimmen sie überein, so istµ1 = µ2.

Beweis: FürC ∈ C mit µ1(C) = µ2(C) <∞ setze

DC := {A ∈ σ(C) : µ1(A ∩ C) = µ2(A ∩ C)} .

Dann istC ⊆ DC undDC ist ein Dynkin-System, denn:

D1) µ1(Ω ∩ C) = µ1(C) = µ2(C)=µ2(Ω ∩ C) =⇒ Ω ∈ DC .

D2) SeienA,B ∈ DC , A ⊆ B. Dann ist füri = 1, 2

µi((B \A) ∩ C) = µi((B ∩ C) \ (A ∩ C))
µi(C)<∞

= µi(B ∩ C) − µi(A ∩ C) .

DaA,B ∈ DC , folgt: µ1((B \A) ∩ C) = µ2((B \A) ∩C).

D3) SeienAn ∈ DC paarweise disjunkt. Dann ist füri = 1, 2

µi

(( ∞⊎

n=1

An

)

∩ C
)

= µi

( ∞⊎

n=1

(An ∩ C)

)

=
∞∑

n=1

µi(An ∩C)
︸ ︷︷ ︸

gleich füri=1,2

Also stimmt der erste dieser Ausdrücke auch füri = 1 undi = 2 überein, so dass
⊎∞

n=1An ∈ DC .

Aus Satz 1.15 folgt nun:σ(C) = D(C) ⊆ D(DC) = DC ⊆ σ(C), d.h.

µ1(A ∩C) = µ2(A ∩ C) für alleA ∈ σ(C) ,

und das gilt für jedesC ∈ C. Seien nunCk ∈ C,Ck ր Ω, µi(Ck) <∞. Für jedesA ∈ σ(C) folgt dann
aus Satz 2.7

µ1(A) = sup
k
µ1(A ∩ Ck) = sup

k
µ2(A ∩ Ck) = µ2(A) .

2



Kapitel 3

Äußere Maße und Maße

Hauptziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass sich jedes Maß auf einer Algebra zu einem Maß auf
der erzeugtenσ-Algebra fortsetzen lässt.

3.1 Definition (Äußeres Maß) Die Mengenfunktionµ∗ : P(Ω) → [0,+∞] ist ein äußeres Maß,
falls µ∗ σ-subadditiv undµ∗(∅) = 0 ist.

3.2 Bemerkung Ein äußeres Maß istmonoton, denn istA ⊆ B, alsoA ⊆ B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . , so folgt
µ∗(A) ≤ µ∗(B).

3.3 Satz (Konstruktion äußerer Maße)
SeiC ⊆ P(Ω), ∅ ∈ C, und seiρ : C → [0,+∞] eine Mengenfunktion mitρ(∅) = 0. (Z.B. kannC ein
Semiring sein.) FürA ⊆ Ω setze

ρ∗(A) := inf

{ ∞∑

n=1

ρ(Cn) : A ⊆
∞⋃

n=1

Cn, Cn ∈ C ∀n
}

.

(Falls keine abzählbareC-Überdeckung vonA existiert, heißt dasρ∗(A) = +∞.)
Dann istρ∗ ein äußeres Maß.

Beispiel:Ω = Rd, C = {Br(x) : x ∈ Rd, r > 0} die Familie aller offenen Kugeln imRd, ρ(Br(x)) =
rα für ein α > 0. Wir werden sehen, dassρ∗|M(ρ∗) ein Maß ist, das sogenannteHausdorff-Maßder
Dimensionα. Fürα = d stimmt es bis auf einen Vorfaktor mit dem Lebesgue-Maßλd überein.

Beweis: ρ∗(∅) = 0 ist klar. Wir zeigen dieσ-Subadditivität vonρ∗: SeiA ⊆ ⋃∞
n=1An. Ist ρ∗(An) =

∞ für ein n, so istρ∗(A) ≤ ∞ =
∑∞

n=1 ρ
∗(An). Also können wir annehmen, dassρ∗(An) < ∞ für

allen.
Seiǫ > 0. Zu jedemAn gibt es eineÜberdeckungAn ⊆ ⋃∞

k=1 C
k
n mit Ck

n ∈ C und

∞∑

k=1

ρ(Ck
n) ≤ ρ∗(An) + ǫ2−n .

Es folgt:
∞⋃

n=1

An ⊆
∞⋃

n=1

∞⋃

k=1

Ck
n und

∞∑

n=1

∞∑

k=1

ρ(Ck
n) ≤

∞∑

n=1

ρ∗(An) + ǫ ,

d.h.ρ∗ (
⋃∞

n=1 An) ≤∑∞
n=1 ρ

∗(An) + ǫ. Lasse nunǫ→ 0 gehen. 2
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3.4 Definition (µ∗-Messbarkeit) Seiµ∗ ein äußeres Maß aufΩ.A ⊆ Ω heißtµ∗-messbar, falls

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩E) = µ∗(E) für alleE ⊆ Ω .

(Wegen der Subadditivität vonµ∗ ist das äquivalent zu

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤ µ∗(E) für alleE ⊆ Ω .)

Bezeichnung:
M(µ∗) := {A ⊆ Ω : A µ∗-messbar}

3.5 Satz
Istµ∗ ein äußeres Maß aufΩ, so istM(µ∗) eineσ-Algebra, und die Einschränkung vonµ∗ aufM(µ∗)
ist ein Maß.

Der Satz ist eine sofortige Konsequenz der folgenden drei Lemmata:

3.6 Lemma Ist µ∗ ein äußeres Maß, so istM(µ∗) eine Algebra.

Beweis:

A1) Ω ∈ M(µ∗), dennµ∗(E) + µ∗(∅) = µ∗(E) für alleE ⊆ Ω.

A2) A ∈ M(µ∗) ⇐⇒ Ac ∈ M(µ∗) ✔

A3’) Wir zeigen, dass mitA,B ∈ M(µ∗) auchA ∩B ∈ M(µ∗): SeiE ⊆ Ω. Dann ist

µ∗((A ∩B) ∩ E) + µ∗((A ∩B)c ∩ E)

=µ∗(A ∩B ∩E) + µ∗((Ac ∩B ∩ E) ∪ (Ac ∩Bc ∩ E) ∪ (A ∩Bc ∩ E))

Subadditivität
≤ µ∗(A ∩ (B ∩ E)) + µ∗(Ac ∩ (B ∩E)) + µ∗(Ac ∩ (Bc ∩ E)) + µ∗(A ∩ (Bc ∩E))

A∈M(µ∗)
= µ∗(B ∩ E) + µ∗(Bc ∩E)

B∈M(µ∗)
= µ∗(E)

2

3.7 Lemma Ein äußeres Maßµ∗ ist σ-additiv aufM(µ∗).

Beweis: Einfache Additivität: SeienA,B ∈ M(µ∗), A ∩B = ∅. Dann ist

µ∗(A ∪B) = µ∗(A ∩ (A ∪B)) + µ∗(Ac ∩ (A ∪B)) daA ∈ M(µ∗)

= µ∗(A) + µ∗(B)

Die endliche Additivitätfolgt daraus durch Induktion, daM(µ∗) eine Algebra ist (Lemma 3.6).
σ-Additivität: SeienA,An ∈ M(µ∗), A =

⊎∞
n=1An. Fürm > 0 ist

m∑

n=1

µ∗(An)
Additivität

= µ∗
(

m⋃

n=1

An

)

Bem. 3.2
≤ µ∗(A)

Es folgtµ∗(A) ≥ ∑∞
n=1 µ

∗(An), und die umgekehrte Ungleichung folgt aus derσ-Subadditivität des
äußeren Maßesµ∗. 2
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3.8 Lemma Ist µ∗ ein äußeres Maß, so istM(µ∗) eineσ-Algebra.

Beweis: Da M(µ∗) eine Algebra und damit∩-stabil ist (Lemma 3.6), folgt aus Satz 1.15 dass
D(M(µ∗)) = σ(M(µ∗)). Es reicht daher zu zeigen, dassM(µ∗) ein Dynkin-System ist, denn dann
folgt M(µ∗) = D(M(µ∗)):
D1) und D2) folgen direkt aus der Algebra-Eigenschaft vonM(µ∗).
Für D3) seienAn ∈ M(µ∗) paarweise disjunkt,A =

⋃∞
n=1An. Zu zeigen ist:

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩E) ≤ µ∗(E) für alleE ⊆ Ω . (*)

Unter Ausnutzung von Lemma 3.7 zeigen wir zunächst durch Induktion nachn:

µ∗
(

E ∩
n⊎

k=1

Ak

)

=

n∑

k=1

µ∗(E ∩Ak)

n = 1: ✔

n⇒ n+ 1:

µ∗
(

E ∩
n+1⊎

k=1

Ak

)

= µ∗
((

E ∩
n+1⊎

k=1

Ak

)

∩
n⊎

k=1

Ak

)

+ µ∗
((

E ∩
n+1⊎

k=1

Ak

)

∩
(

n⊎

k=1

Ak

)c)

= µ∗
(

E ∩
n⊎

k=1

Ak

)

+ µ∗(E ∩An+1)

=

n+1∑

k=1

µ∗(E ∩Ak)

Daraus und aus der Monotonie vonµ∗ (Bemerkung 3.2) folgt für allen

µ∗(E) = µ∗
(

E ∩
n⊎

k=1

Ak

)

+ µ∗
(

E \
n⊎

k=1

Ak

)

≥
n∑

k=1

µ∗(E ∩Ak) + µ∗(E ∩Ac)

Fürn→ ∞ folgt mit derσ-Subadditivität vonµ∗:

µ∗(E) ≥
∞∑

k=1

µ∗(E ∩Ak) + µ∗(E \A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) ,

also (*) . 2

Satz 3.5 folgt nun direkt aus den drei letzten Lemmata. Er istder Schlüssel zum Hauptergebnis dieses
Kapitels:

3.9 Satz (Fortsetzungssatz für Maße, klassische Form)
Jedes Prämaßµ auf einer AlgebraA lässt sich zu einem Maß aufσ(A) fortsetzen. Istµ σ-endlich auf
A, so ist diese Fortsetzung eindeutig.

Da jede Algebra insbesondere ein Semiring ist, ist dieser Satz enthalten in der folgenden, etwas
technischeren, aber flexibler anwendbaren Aussage:

3.10 Satz (Fortsetzungssatz für Maße, flexible Form)
SeiS ein Semiring.µ : S → [0,+∞] sei additiv,σ-subadditiv und erfülleµ(∅) = 0. Dann lässt sich
µ zu einem Maß aufσ(S) fortsetzen. Istµ σ-endlich aufS, so ist diese Fortsetzung eindeutig.
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Beweis: Die Eindeutigkeit wurde schon in Satz 2.12 bewiesen. Zum Beweis der Existenz wird ein
äußeres Maßµ∗ wie in Satz 3.3 definiert:

µ∗(A) = inf

{ ∞∑

n=1

µ(Sn) : A ⊆
∞⋃

n=1

Sn, Sn ∈ S ∀n
}

Ist A ∈ S, so folgt aus derσ-Subadditivität vonµ auf S: µ(A) ≤ ∑∞
n=1 µ(Sn) wann immerA ⊆

⋃∞
n=1 Sn mit Sn ∈ S. Daher istµ(A) ≤ µ∗(A), und daA ⊆ A ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . , ist auchµ∗(A) ≤ µ(A).

Also: µ∗(A) = µ(A) für A ∈ S.
Bleibt zu zeigen, dassS ⊆ M(µ∗). Denn dann ist auchσ(S) ⊆ M(µ∗), und nach Satz 3.5 istµ∗

ein Maß aufM(µ∗).
Seien alsoA ∈ S undE ⊆ Ω beliebig. Zu zeigen:

µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) ≤ µ∗(E) . (**)

Sei o.B.d.A.µ∗(E) <∞. Dann gibt es zuǫ > 0 MengenEn ∈ S mit

E ⊆
∞⋃

n=1

En und
∞∑

n=1

µ(En) < µ∗(E) + ǫ .

DaS ein Semiring ist, gilt für allen ∈ N

Bn := En ∩A ∈ S ,

En \A = En \Bn =

mn⊎

k=1

Ck
n für geeigneteCk

n ∈ S.

Also:

E ∩A ⊆
∞⋃

n=1

Bn , E \A ⊆
∞⋃

n=1

mn⊎

k=1

Ck
n

En = Bn ⊎
mn⊎

k=1

Ck
n ,

so dass aus der Definition vonµ∗ und aus der endlichen Additivität vonµ aufS folgt:

µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) ≤
∞∑

n=1

µ(Bn) +

∞∑

n=1

mn∑

k=1

µ(Ck
n)

=
∞∑

n=1

µ(En) < µ∗(E) + ǫ .

Mit ǫ→ 0 folgt daraus (**). 2

3.11 Bemerkung In Zukunft werden die Maßeµ∗
|M(µ∗) undµ∗

|σ(S) wieder mitµ bezeichnet.

3.12 Beispiele (Fortsetzung von 2.4 und 2.5) λF : I → [0,+∞] undP : Z → [0,+∞] erfüllen
die Voraussetzungen von Satz 3.10. Damit ist auch der letzteSchritt zur Konstruktion vonLebesgue-
Stieltjes-MaßenaufR und vonBernoulli-MaßenaufΣN getan.
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3.13 Satz (Approximationssatz für Maße)
SeienS undµ : S → [0,∞] wie in Satz 3.10,µ σ-endlich.

a) ZuA ∈ M(µ∗) und ǫ > 0 gibt es eine FolgeS1, S2, · · · ∈ S paarweise disjunkter Mengen mit
A ⊆ ⋃∞

n=1 Sn undµ (
⋃∞

n=1 Sn \A) < ǫ.

b) ZuA ∈ M(µ∗) mit µ(A) < ∞ undǫ > 0 gibt es eine endliche FolgeS1, . . . , Sn ∈ S paarweise
disjunkter Mengen mitµ (A△⋃n

k=1 Sk) < ǫ.

c) ZuA ∈ M(µ∗) gibt esA−, A+ ∈ σ(S) mit A− ⊆ A ⊆ A+ undµ(A+ \A−) = 0.

Beweis: SeiA ∈ M(µ∗).

a) Seiǫ > 0. Daµ σ-endlich aufS ist, gibt es MengenCn ∈ S derart, dassCn ր Ω undµ(Cn) =
µ∗(Cn) <∞ für allen. Nach Konstruktion vonµ∗ gibt es zu jedemn MengenBk

n ∈ S mit

Cn ∩A ⊆
∞⋃

k=1

Bk
n und

∞∑

k=1

µ
(
Bk

n

)
< µ∗(Cn ∩A) + ǫ2−n = µ(Cn ∩A) + ǫ2−n. (*)

Wir nummerieren die MengenBk
n zu einer Folge(Bℓ)ℓ um und konstruieren daraus eine spezielle

Überdeckung vonA durchpaarweise disjunkteMengen ausS: SeiR1 = B1, R2 = B2 \ B1 =
B2 \ (R1 ∩B2), und für allgemeineℓ sei

Rℓ+1 = Bℓ+1 \
(

n⊎

k=1

Rk ∩Bℓ+1

)

.

Die Rℓ sind paarweise disjunkt, und man überlegt sich leicht (Induktion, Übung!), dass jedesRℓ

endliche disjunkte Vereinigung von Mengen ausS ist. Daher gibt esS1, S2, · · · ∈ S derart, dass

A =

∞⋃

n=1

(Cn ∩A) ⊆
∞⋃

ℓ=1

Bℓ =

∞⊎

ℓ=1

Rℓ =

∞⊎

j=1

Sj

und

µ





∞⊎

j=1

Sj \A



 = µ

( ∞⋃

ℓ=1

Bℓ \A
)

≤ µ

( ∞⋃

n=1

( ∞⋃

k=1

Bk
n \ (Cn ∩A)

))

≤
∞∑

n=1

µ

( ∞⋃

k=1

Bk
n \ (Cn ∩A)

)

=

∞∑

n=1

(

µ

( ∞⋃

k=1

Bk
n

)

− µ(Cn ∩A)

)

≤
∞∑

n=1

( ∞∑

k=1

µ(Bk
n) − µ(Cn ∩A)

)

≤
∞∑

n=1

2−nǫ

= ǫ ,

wobei (*) für die letzte Ungleichung benutzt wurde.

b) Da µ(A) < ∞, ist auchµ
(
⊎∞

j=1 Sj

)

< µ(A) + ǫ < ∞, und es gibt einm > 0 derart, dass
∑∞

j=m+1 µ(Sj) < ǫ. Also:

µ



A△
m⊎

j=1

Sj



 ≤ µ





∞⊎

j=m+1

Sj



+ µ





∞⊎

j=1

Sj \A



 < 2ǫ ,
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d.h. Aussage b).

c) Wegen a) gibt es zuA ∈ M(µ∗) eine Folge von MengenAn ∈ σ(S) mit A ⊆ An undµ(An \A) <
1
n . FürA+ :=

⋂∞
n=1An ist dannA ⊆ A+ undµ(A+ \ A) ≤ infn µ

∗(An \ A) = 0. Das gleiche
Argument angewandt aufAc liefertA− := ((Ac)+)c, denn((Ac)+)c ⊆ A undµ(A \ ((Ac)+)c) =
µ(A ∩ (Ac)+) = µ((Ac)+ \Ac) = 0.

2

3.14 Bemerkung SeiN (µ∗) := {A ⊆ Ω : µ∗(A) = 0}. Aus der Monotonie des äußeren Maßesµ∗

folgt leicht
–N (µ∗) ⊆ M(µ∗) und
– istA ∈ N (µ∗) andB ⊆ A beliebig, so istB ∈ N (µ∗).
Damit lässt sich leicht zeigen (Übung!)

M(µ∗) = {B ∪N : B ∈ σ(S), N ∈ N (µ∗)}
= {A ⊆ Ω : ∃B ∈ σ(S) mit µ∗(A△B) = 0} .

3.15 Bemerkung (Vollsẗandigkeit, Vervollständigung) Ein Maßν auf einerσ-AlgebraA heißt voll-
ständig, falls fürA ∈ A mit ν(A) = 0 gilt, dassB ∈ A für alle TeilmengenB ⊆ A.

Bezeichnet man in der Situation von Satz 3.10 die Fortsetzung vonµ aufσ(S) wieder mitµ, so ist
das Maßµ∗

|M(µ∗) die Vervollständigungvon µ. Man überlegt sich leicht, dass die Vervollständigung

eindeutig bestimmt ist. (̈Ubung!)
Oft wird erst dieVervollsẗandigungvonλ das Lebesgue-Maß genannt.B0 := M(λ∗) nennt man die

Lebesgue-Mengen.

3.16 Bemerkung (Regulariẗat) SeiΩ ein topologischer Raum,O ⊆ P(Ω) das System der offenen
Mengen,B := σ(O) die Borel’scheσ-Algebra. Ein Maßµ auf (Ω,B) heißt

i) von außen regulär, falls zu jedemA ∈ B undǫ > 0 eine offene MengeG ⊇ A mit µ(G \ A) < ǫ
existiert;

ii) von innen regulär, falls zu jedemA ∈ B mit µ(A) < ∞ undǫ > 0 eine kompakte MengeK ⊆ A
mit µ(A \K) < ǫ existiert.

Aus Satz 3.13 folgert man leicht dieRegulariẗat aller Maßeµ auf (Rk,Bk), die auf allen Intervallen
(a, b] ∈ Ik endlich sind (Beweis:̈Ubung!). Insbesondere ist auch das Lebesgue-Stieltjes-Maßλ auf R
regulär, ebenso wie das später zu konstruierende Lebesgue-Maß aufRk.

Die Regularität des Bernoulli-MaßesP (bzw. seiner Vervollständigung, die ebenfalls mitP be-
zeichnet wird) ist in Satz 3.13 enthalten: Da alleS ∈ S = Z offen sind, bedeutet Aussage 3.13a)
die Regularität von außen. DaΩ = ΣN kompakt und daP endlich ist, sind Regularität von innen und
Regularität von außen äquivalent.



Kapitel 4

Messbare Funktionen und
Abbildungen

In ähnlicher Weise wie man auf topologischen Räumen stetige Abbildungen definiert, führen wir in
diesem Kapitel den Begriff dermessbaren Abbildungzwischen messbaren Räumen ein. Im Rahmen der
Wahrscheinlichkeitstheorie werden messbare Funktionen später als Zufallsvariablen interpretiert.

4.1 Definition (Messbare Abbildung) Seien(Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume.

a) Eine AbbildungT : Ω → Ω′ heißtA-A′-messbar(oder einfach messbar, wenn keine Verwechs-
lungsgefahr besteht), fallsT−1A′ ∈ A für alleA′ ∈ A′ (kurz:T−1A′ ⊆ A). Erinnerung:T−1A′ =
{x ∈ Ω : Tx ∈ A′}

b) Eine Funktionf : Ω → R(R̄) heißtA-messbar(oder einfach messbar), falls sieA-B(B̄)-messbar
ist.

4.2 Bemerkung f : Ω → R̄ ist messbar genau dann, wennf−1{−∞}, f−1{+∞} ∈ A undf−1M ∈
A für alleM ∈ B.

4.3 Lemma Seien(Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume und seiT : Ω → Ω′. Dann sindT−1A′ und
A′

0 := {A′ ∈ A′ : T−1A′ ∈ A} σ-Algebren.

Beweis: LeichteÜbung, die nur die Vertauschbarkeit der üblichen Mengenoperationen mit der Urbil-
doperationT−1 benutzt. 2

Folgender Satz hilft, die Messbarkeit einer Abbildung in konkreten Fällen zu beweisen:

4.4 Satz (Messbarkeit auf Erzeugern)
a) Seien(Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume,M′ ⊆ A′, und seiT : Ω → Ω′. Dann ist

σ(T−1M′) = T−1σ(M′).

b) Ist außerdemσ(M′) = A′ und istT−1A′ ∈ A für alleA′ ∈ M′, so istT messbar.

Beweis:

a) DaT−1M′ ⊆ T−1σ(M′) und daT−1σ(M′) eineσ-Algebra ist (Lemma 4.3), ist auchσ(T−1M′) ⊆
T−1σ(M′). Für die Umkehrung betrachteA′

0 := {A′ ∈ σ(M′) : T−1A′ ∈ σ(T−1M′)}. A′
0 ist

eineσ-Algebra (Lemma 4.3) undM′ ⊆ A′
0. Also ist σ(M′) ⊆ A′

0 und daherT−1σ(M′) ⊆
T−1A′

0 = σ(T−1M′).

b) Istσ(M′) = A′, so folgt aus Teil a):

T−1A′ = T−1σ(M′) = σ(T−1M′) ⊆ σ(A) = A .
2
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4.5 Beispiele a) Betrachtef : Ω → R undM = {(−∞, x] : x ∈ R}. DaI ⊆ σ(M) undM ⊆ B, ist
B = σ(I) ⊆ σ(M) ⊆ B, alsoB = σ(M). Daher istf messbar, falls für allex ∈ R

{f ≤ x} := {ω ∈ Ω : f(ω) ≤ x} = f−1((−∞, x]) messbar ist.

Analoges gilt für die Mengen{f ≥ x}, {f < x} und{f > x} (nicht aber für{f = x}!).

b) Alle πi : Rk → R, x 7→ xi (i = 1, . . . , k) sind messbar, da

π−1
i ((−∞, x]) = Ri−1 × (−∞, x] × Rk−i =

∞⋃

n=1

(
(−n, n]i−1 × (−n, x] × (−n, n]k−i

)
∈ Bk

c) Betrachte nunf : Ω → Rk undM = {(−∞, x] : x ∈ Rk}. Beachte, dass sich jedes(a, b] ∈ Ik

darstellen lässt als

(−∞, b] \
(

k⋃

i=1

(−∞, (b1, . . . , bi−1, ai, bi+1, . . . , bk)]

)

.

Also istIk ⊆ σ(M) und daherBk = σ(Ik) = σ(M). Schreibef als(f1, . . . , fk), jedesfi : Ω →
R. Fürx ∈ Rk ist dann

{ω ∈ Ω : f(ω) ≤ x} =
k⋂

i=1

{ω ∈ Ω : fi(ω) ≤ xi} .

Daher istf messbar, falls allefi messbar sind. (Die Umkehrung folgt aus Teil b und dem nächsten
Satz, dafi = πi ◦ f .)

d) Ähnlich zeigt man, dassf : Ω → R̄k genau dann messbar ist, falls allefi : Ω → R̄ messbar sind.

4.6 Satz
Seien(Ω,A), (Ω′,A′), (Ω′′,A′′) messbare Räume,T1 : Ω → Ω′, T2 : Ω′ → Ω′′ messbar. Dann ist
T2 ◦ T1 : Ω → Ω′′ messbar.

Beweis: (T2 ◦ T1)
−1(A′′) = T−1

1 (T−1
2 A′′) ⊆ T−1

1 A′ ⊆ A. 2

4.7 Satz
Jedes stetigef : Rk → Rn ist messbar.

Beweis: Wegen Beispiel 4.5c) reicht es, den Falln = 1 zu betrachten. Dann gilt:

f stetig=⇒ {f < x} offen für allex ∈ R =⇒ {f < x} ∈ Bk für allex ∈ R,

und die Messbarkeit vonF folgt aus Satz 4.4. 2

Im Folgenden wollen wir auch mit̄R-wertigen Funktionen rechnen. Daher vereinbaren wir folgende
Regeln für das Rechnen mit±∞:

0 · (±∞) = 0, x · (+∞) = +∞ für x > 0, +∞ + ∞ = +∞, (+∞) · (+∞) = +∞, u.s.w.

Verboten wird natürlich+∞−∞!

4.8 Satz
Sei (Ω,A) ein messbarer Raum. Summen, Produkte, Maxima und Minima endlich vieler messbarer
Funktionen vonΩ nachR oderR̄ sind messbar.
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Beweis: Seienf1, . . . , fn : Ω → R messbar. Dann istF := (f1, . . . , fn) : Ω → Rn messbar, und
wegen Satz 4.7 und 4.6 istg ◦ F für jedes stetigeg : Rn → R messbar. Wähle nun fürg:

g(x) =
n∑

i=1

xi,
n∏

i=1

xi,
n

max
i=1

xi,
n

min
i=1

xi .

Der Beweis fürR̄-wertigefi verläuft ähnlich. 2

4.9 Satz
Seif1, f2, . . . eine Folge messbarer̄R-wertiger Funktionen auf(Ω,A).

a) Die Funktionensupn fn, infn fn, lim supn→∞ fn undlim infn→∞ fn sind messbar.

b) E := {ω : limn→∞ fn(ω) existiert inR̄} ∈ A und1E · limn→∞ fn ist messbar.

Beweis:

a)
{

sup
n
fn ≤ x

}

=
⋂

n

{fn ≤ x} ∈ A für allex ∈ R̄ ,

{

inf
n
fn ≥ x

}

=
⋂

n

{fn ≥ x} ∈ A für allex ∈ R̄ ,

lim sup
n→∞

fn = inf
n

sup
k≥n

fk, lim inf
n→∞

fn = sup
n

inf
k≥n

fk

b)
{
limn→∞ fn existiert inR̄

}
∈ A, da die Menge folgendermaßen geschrieben werden kann:

{

lim inf
n→∞

fn = +∞
}

∪
{

lim sup
n→∞

fn = −∞
}

∪
({

lim inf
n→∞

fn > −∞
}

∩
{

lim sup
n→∞

fn < +∞
}

∩
{

lim sup
n→∞

fn − lim inf
n→∞

fn ≤ 0

})

.

Dann ist1E · limn→∞ fn = 1E · lim supn→∞ fn messbar.

2

Messbare Funktionen lassen sich durchElementarfunktionenmonoton approximieren:

4.10 Definition Sei (Ω,A) ein messbarer Raum.f : Ω → R heißtA-Elementarfunktion, falls f =
∑n

i=1 αi1Ai
für gewisseαi ≥ 0 und paarweise disjunkteAi ∈ A.

4.11 Satz
Sei(Ω,A) ein messbarer Raum undf : Ω → [0,+∞] messbar.

a) Es gibt eine Folge vonA-Elementarfunktionenfn derart, dassfn ր f .

b) Es gibt eine Folge messbarer MengenAn undαn ≥ 0 derart, dassf =
∑∞

n=1 αn1An
.
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Beweis:

a) Wähle

fn(ω) =

{

k2−n falls k2−n ≤ f(ω) < (k + 1)2−n, 0 ≤ k < n2n,

n falls n ≤ f(ω) ≤ +∞

=

n2n−1∑

k=0

k · 2−n · 1{k2−n≤f<(k+1)2−n} + n · 1{f≥n} .

b) Für jedesn ist fn+1−fn eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen.Dafn+1−fn ≥
0, zeigt man leicht, dass alle Koeffizienten nichtnegativ sind. Also istf = f1 +

∑∞
n=1(fn+1 − fn)

eine Darstellung der gesuchten Form.

2

Maße lassen sich durch messbare Abbildungen transportieren:

4.12 Satz
Seien(Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume,T : Ω → Ω′ messbar, und seiµ ein Maß auf(Ω,A). Definiere

µ ◦ T−1 : A′ → [0,+∞] durch µ ◦ T−1(A′) = µ(T−1A′) .

Dann istµ ◦ T−1 ein Maß aufA′ (das Bildmaßvon µ unterT ). Es ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß
genau dann, wennµ eines ist.

Beweis: Elementar, daT−1∅ = ∅ undT−1(
⊎∞

n=An) =
⊎∞

n=1 T
−1An. 2



Kapitel 5

Zufallsvariablen, Unabhängigkeit

In diesem Abschnitt sei(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die MengenA ∈ A heißen auch
Ereignisse. Oft kann man nicht alle Ereignisse beobachten, sondern nursolche, die sich durch ge-
gebene “Messinstrumente” erfassen lassen. Solche Situationen werden mit Hilfe messbarer Funktionen
modelliert, die wir dannZufallsvariablennennen werden.

5.1 Definition a) Sei(M,M) ein messbarer Raum. EineA-M-messbare AbbildungX : Ω → M
heißt eineM -wertige Zufallsvariable. Ist (M,M) = (R,B) oder= (R̄, B̄), so sprechen wir einfach
von einer Zufallsvariablen.

b) Das WahrscheinlichkeitsmaßPX := P ◦X−1 auf (M,M) heißt die VerteilungvonX .

c) Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(R,B), so heißtF : R → [0, 1], x 7→ µ((−∞, x]) die
Verteilungsfunktion vonµ. Istµ = PX die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen, so spricht
man auch von der Verteilungsfunktion vonX, alsoF (x) = PX((−∞, x]) = P (X ≤ x).

d) Eine Familie(Xi)i∈I heißt identisch verteilt, fallsPXi
für alle i die gleiche Verteilung ist.

5.2 Bemerkung SindF1 undF2 Verteilungsfunktionen vonµ1 undµ2 und istF1 = F2, so istµ1 = µ2.
Das folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz für die Maßfortsetzung (Satz 2.12), denn bezeichnetC den
∩-stabilen Erzeuger{(−∞, x] : x ∈ R} vonB, so bedeutetF1 = F2 gerade, dassµ1|C = µ2|C .

5.3 Lemma Ist F die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßesµ, so gilt:

1) x ≤ y =⇒ F (x) ≤ F (y).

2) limx→−∞ F (x) = 0, limx→+∞ F (x) = 1.

3) F ist rechtsseitig stetig, d.h.limy↓x F (y) = F (x).

Beweis: Übung! Benutze die Monotonie und die monotone Stetigkeit vonµ. 2

5.4 Satz
Jede FunktionF : R → [0, 1], die die Eigenschaften 1)-3) des vorhergehenden Lemmas erfüllt, ist
Verteilungsfunktion einer auf([0, 1],B, P = λ) definierten ZufallsvariablenX (und damit auch eines
WahrscheinlichkeitsmaßesPX aufR).

Beweis: Betrachte die Quantilfunktionφ : (0, 1) → R zuF :

φ(u) := inf {x ∈ R : u ≤ F (x)} .

Es istφր (daF ր) undu ≤ F (x) =⇒ φ(u) ≤ x nach Definition. Umgekehrt gilt:

φ(u) ≤ x =⇒ ∃xn ↓ x : u ≤ F (xn) =⇒ u ≤ F (x), daF stetig von rechts.
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Also:
φ(u) ≤ x ⇐⇒ u ≤ F (x) .

Definiere nunX(ω) = φ(ω) für ω ∈ (0, 1) undX(0) = X(1) = 0 (diese Werte können beliebig
gewählt werden).X ist also eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum([0, 1],B, λ). Dann
ist für jedesa ∈ R

PX((−∞, a]) = P (X ≤ a) = λ{u ∈ (0, 1) : φ(u) ≤ a} = λ{u ∈ (0, 1) : u ≤ F (a)} = F (a)

Beachte, dass mitλF wie in Beispiel 2.4 gilt

PX((a, b]) = PX((−∞, b]) − PX((−∞, a]) = F (b) − F (a) = λF ((a, b]) .

Aus dem Eindeutigkeitssatz 2.12 folgt dannPX = λF .
2

5.5 Beispiel Sei Ω = ΣN, P das Bernoulli-Maß zum Wahrscheinlichkeitsvektor(pi)i∈Σ auf Σ. Be-
trachte ZufallsvariablenXn : Ω → R,Xn(ω) := ωn (Messbarkeit?). Dann istPXn

für allen das durch
den Wahrscheinlichkeitsvektor(pi)i∈Σ aufΣ gegebene Wahrscheinlichkeitsmaß.

Sei nunΣ = {0, 1}, p0 = p, p1 = 1 − p. SetzeSn :=
∑n

k=1Xk. Aus der elementaren Stochastik
ist bekannt, dassPSn

dieBinomialverteilungmit Parameter(n, p) ist,

P (Sn = k) = PSn
({k}) =

(
n

k

)

(1 − p)kpn−k .

Sei wiederΩ = ΣN und wähle eins ∈ Σ mit ps > 0. SetzeZ(ω) := min{n > 0 : ωn = s},
Z(ω) = +∞ falls kein solchesωn existiert. Dann istPZ die geometrische Verteilungmit Parameter
1 − ps: P (Z = 1) = ps, P (Z = 2) = (1 − ps)ps, P (Z = 3) = (1 − ps)

2ps, . . . .

5.6 Bemerkung Viele weitere Beispiele klassischer Verteilungen findet man in dem Textbuch von Ge-
orgii [Georgii].

5.7 Definition (Unabhängige Familien von Mengensystemen) Eine Familie(Ei)i∈I , Ei ⊆ A (i ∈
I) mit beliebiger IndexmengeI heißt unabhängig, falls für jede endliche TeilmengeI0 ⊆ I und jede
Wahl vonEi ∈ Ei (i ∈ I0) gilt

P

(
⋂

i∈I0

Ei

)

=
∏

i∈I0

P (Ei) . (*)

5.8 Satz (Unabḧangige Familien von Mengensystemen)
a) (Ei)i∈I ist unabhängig genau dann, wenn(Ei)i∈I0 für jede endliche TeilmengeI0 ⊆ I unabhängig

ist.

b) IstI endlich und istΩ ∈ Ei für alle i ∈ I, so ist(Ei)i∈I unabhängig genau dann, wenn (*) fürI0 = I
gilt.

c) Ist (Ei)i∈I unabhängig und sind alleEi ∪ {∅} ∩-stabil, so ist auch(σ(Ei)i∈I) unabhängig.

Beweis:

a) Klar, da jedes endlicheI0 Teilmenge von sich selbst ist.

b) =⇒: Klar.
⇐=: SeiI1 ⊆ I, Ei ∈ Ei (i ∈ I1),Ei := Ω (i 6∈ I1). Dann ist

P

(
⋂

i∈I1

Ei

)

= P

(
⋂

i∈I

Ei

)

=
∏

i∈I

P (Ei) =
∏

i∈I1

P (Ei) .
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c) O.B.d.A.I endlich, siehe a). Zu zeigen ist: (*) gilt für jede Wahl vonEi ∈ σ(Ei), i ∈ I. Sei dazu
i0 ∈ I, I1 = I \ {i0}, o.B.d.A.I1 6= ∅. Für jede Wahl derEi ∈ Ei, i ∈ I1, sind

A 7→ P

(

A ∩
⋂

i∈I1

Ei

)

und A 7→ P (A) ·
∏

i∈I1

P (Ei)

endliche Maße auf(Ω,A), die aufEi0 ∪ {∅} und damit auch aufσ(Ei0) übereinstimmen (Satz 2.12).
Also sindσ(Ei0 ), Ei(i ∈ I) unabhängig. Durch Induktion überi0 ∈ I folgt die Behauptung.

2

5.9 Definition (von Zufallsvariablen erzeugteσ-Algebra) Ist (Xi)i∈I eine Familie von Zufallsva-
riablen, so heißt

σ(Xi : i ∈ I) :=
⋂

F⊆A σ-Algebra
Xi F -messbar∀ i ∈ I

F = σ

(
⋃

i∈I

X−1
i B̄

)

die vonXi (i ∈ I) erzeugteσ-Algebra. Insbesondere:σ(X) = X−1B̄ für jede ZufallsvariableX .

5.10 Definition (Unabḧangigkeit von Zufallsvariablen)
Die Zufallsvariablen(Xi)i∈I sind unabhängig, falls dieσ-Algebren(σ(Xi))i∈I unabhängig sind.

5.11Übung Die EreignisseEi ∈ A (i ∈ I) heißen unabhängig, wenn für jede endliche Teilmenge
I0 ⊆ I gilt P

(⋂

i∈I0
Ei

)
=
∏

i∈I0
P (Ei). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

i) (Ei)i∈I ist unabhängig

ii) (σ({Ei}))i∈I ist unabhängig

iii) (1Ei
)i∈I ist unabhängig

5.12 Bemerkung Sind (Xi)i∈I unabhängig,fi : R̄ → R̄ messbar, so sind(fi(Xi))i∈I unabhängig,
dennσ(fi ◦Xi) = X−1

i (f−1
i B̄) ⊆ X−1

i B̄ = σ(Xi).

5.13 Beispiel (Unabḧangigkeit des Bernoulli-Prozesses) SeiΩ = ΣN, P ein Bernoulli-Maß aufΩ
undXn(ω) = ωn für allen ∈ N. Dann sind die(Xn)n∈N unabhängig. (̈Ubung!)

5.14 Bemerkung (Paarweise Unabḧangigkeit impliziert nicht Unabh ängigkeit) Sind in einer Fa-
milie (Xi)i∈I alle Paare(Xi, Xj) mit i 6= j unabhängig, so muss(Xi)i∈I nicht unabhängig sein. Das
gilt schon für eine Familie(X1, X2, X3). Beispiel:Das wohl einfachste Beispiel erhält man, wenn man
die GleichverteilungP aufΩ = {0, 1, 2, 3} und die ZufallsvariablenX1, X2, X3 mit Xi(0) = Xi(i) =
1 undXi(j) = 0 sonst betrachtet (Übung).

5.15 Satz (Unabḧangigkeit nach “Klumpung”)
Seien die Zufallsvariablen(Xi)i∈I unabhängig und seienIk (k ∈ K) paarweise disjunkte Teilmengen
vonI. Dann sind dieσ-Algebren(σ(Xi : i ∈ Ik))k∈K unabhängig.

Beweis: Fürk ∈ K sei

Ek =

{
⋂

i∈Ik

Ai : Ai ∈ σ(Xi) (i ∈ Ik), Ai 6= Ω für höchstens endlich vielei

}

.

Da dieEk ∩-stabil sind und daσ(Xi : i ∈ Ik) = σ(Ek), reicht es wegen Satz 5.8c) zu zeigen, dass
(Ek)k∈K unabhängig ist, und wegen Satz 5.8a) können wir annehmen,dassK endlich ist.
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SeienEk =
⋂

i∈Ik
Ak

i ∈ Ek. Da nur endlich vieleAk
i von Ω verschieden sind, können wir in der

folgenden Rechnung annehmen, dass auch dieIk endlich sind.

P

(
⋂

k∈K

Ek

)

= P

(
⋂

k∈K

⋂

i∈Ik

Ak
i

)

=
∏

k∈K

∏

i∈Ik

P (Ak
i ) =

∏

k∈K

P

(
⋂

i∈Ik

Ak
i

)

=
∏

k∈K

P (Ek)

2
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Produktr äume, Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man mehrere (auch unendlich viele) zufällige Einzelereignisse
(-messungen, -beobachtungen) auf einem einzigen großen Wahrscheinlichkeitsraum modelliert. Unter
dem Blickwinkel der Modellbildung tun wir den ersten Schritt, um aus (einfachen) Modellen für einzel-
ne zufällige Phänomene ein (komplizierteres) Modell für die gleichzeitige Beschreibung vieler solcher
Phänomene zu konstruieren.

Sei (Ωt)t∈T eine Familie von Mengen, wobeiT eine beliebige Indexmenge ist. (In vielen Anwen-
dungen istT = N,Z,Zd,R oderRd oder eine Teilmenge dieser Mengen.) Sei

X
t∈T

Ωt = {(ωt)t∈T : ωt ∈ Ωt ∀t ∈ T } .

Für∅ 6= S ⊆ T sei die kanonische Projektion

πT
S : X

t∈T
Ωt → X

t∈S
Ωt, (ωt)t∈T 7→ (ωt)t∈S

Ist aus dem Zusammenhang klar, um welche MengeT es geht, so schreiben wir auch einfachπS statt
πT

S . IstS = {j}, so schreiben wirπj stattπ{j}.

6.1 Definition Sind(Ωt,At) (t ∈ T ) messbare Räume, so heißt
(

X
t∈T

Ωt, X
t∈T

At

)

das Produkt der(Ωt,At) ,

wobei

X
t∈T

At := σ

(
⋃

t∈T

π−1
t At

)

die Produktσ-Algebraist.

(Xt∈T At ist also die kleinsteσ-Algebra aufXt∈T Ωt, für die alle Projektionenπt messbar sind.)

6.2 Bemerkungen
a) Ist z.B.T = {1, 2, 3} undΩt = R, At = B für alle t ∈ T , so istπ−1

2 A2 = {R ×A× R : A ∈ B}.

b) Definitionsgemäß ist jedesπT
t : ΩT → Ωt messbar.

c) Beachte:Xt∈T At 6= {Xt∈T At : At ∈ At ∀t ∈ T }. Ganz allgemein gilt in keiner der beiden
Richtungen Inklusion, aber für abzählbareT gilt “⊇”.

6.3 Satz
Seien(Ω,A) und(Ωt,At) (t ∈ T ) messbare Räume. Dann gilt:f : Ω → Xt∈T Ωt ist messbar genau
dann, wennπt ◦ f : Ω → Ωt für alle t ∈ T messbar ist.
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Beweis: “=⇒”: πt ist (Xs∈T As)-At-messbar, alsoπt ◦ f A-At-messbar.
“⇐=”: f−1(π−1

t At) = (πt ◦ f)−1At ⊆ A für alle t ∈ T . Also ist

f−1

(

X
t∈T

At

)

= f−1

(

σ

(
⋃

t∈T

π−1
t At

))

Satz 4.4
= σ

(

f−1

(
⋃

t∈T

π−1
t At

))

= σ

(
⋃

t∈T

f−1
(
π−1

t At

)

)

⊆ σ(A) = A

2

6.4 Korollar ∅ 6= S ⊆ T =⇒ πT
S ist (Xt∈T At)-(Xt∈S At)-messbar.

Beweis: Für allet ∈ S ist πS
t ◦ πT

S = πT
t messbar. 2

6.5 Satz
Seien(Ωt,At), t ∈ T , messbare Räume,At = σ(Ct) für alle t ∈ T . Dann ist

X
t∈T

At = σ

(
⋃

t∈T

π−1
t Ct

)

Beweis: “⊇”: klar ✔

“⊆”: Für jedesj ∈ T ist π−1
j Cj ⊆ σ

(⋃

t∈T π
−1
t Ct

)
, also nach Satz 4.4

π−1
j Aj = π−1

j σ(Cj) = σ(π−1
j Cj) ⊆ σ

(
⋃

t∈T

π−1
t Ct

)

.

Es folgt

X
j∈T

Aj = σ




⋃

j∈T

π−1
j Aj



 ⊆ σ

(
⋃

t∈T

π−1
t Ct

)

.

2

6.6 Definition (Zylindermengen) Seien(Ωt,At), t ∈ T , messbare Räume. Wir bezeichnen mit

Z = Z(At, t ∈ T ) :=
⋃

S⊆T
S endlich

{

X
t∈T

At : At ∈ At (t ∈ S), At = Ωt (t 6∈ S)

}

die Zylindermengen(oder messbaren Rechtecke) zu (At, t ∈ T ).

6.7 Satz
Z = Z(At, t ∈ T ) ist ein Semiring undσ(Z) = Xt∈T At.

Beweis:

SR1) SetzeS = {t0},At0 = ∅. Dann istXt∈T At = ∅.

SR2) Seien(Xt∈T At), (Xt∈T Bt) ∈ Z. Dann ist

X
t∈T

At ∩ X
t∈T

Bt = X
t∈T

(At ∩Bt) mit At ∩Bt ∈ At (t ∈ T )

undAt ∩Bt = Ωt fallsAt = Bt = Ωt, also für allet bis auf endlich viele.
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SR3) Seien(Xt∈T At), (Xt∈T Bt) ∈ Z, (Xt∈T At) ⊆ (Xt∈T Bt). Dann istAt ⊆ Bt für alle t ∈ T . Ist
S ⊆ T endlich undAt = Ωt ∀ t ∈ S, so ist auchBt = Ωt ∀ t ∈ S. Daher ist

X
t∈T

Bt =
⊎

j∈{0,1}S

X
t∈T

C
j

t

mit C
j

t = Ωt (t 6∈ S), C
j

t = At (t ∈ S, jt = 0), C
j

t = Bt \At (t ∈ S, jt = 1). Es folgt, dass

X
t∈T

Bt \ X
t∈T

At = X
t∈T

Bt \ X
t∈T

C
(0,...,0)
t

endliche disjunkte Vereinigung von Mengen inZ ist.

Schließlich ist
X

t∈T
At =

⋂

t∈T

π−1
t At =

⋂

t∈S

π−1
t At ∈ X

t∈T
At daS endlich ist,

alsoσ(Z) ⊆ Xt∈T At, und die Umkehrung gilt daπ−1
t At ⊆ Z für alle t ∈ T . 2

6.8 Korollar SindT1, T2 disjunkte Indexmengen,(Ωt,At)t∈T1 und(Ωt,At)t∈T2 Familien messbarer
Räume, so ist (

X
t∈T1

At

)

×
(

X
t∈T2

At

)

=

(

X
t∈T1∪T2

At

)

Beweis: Wir haben die folgenden beiden Inklusionen:

Z(At, t ∈ T1 ∪ T2) ⊆ Z
(

X
t∈T1

At, X
t∈T2

At

)

⊆ X
t∈T1∪T2

At .

Die erste ist klar, da jede MengeXt∈T1∪T2 At mitAt ∈ At als(Xt∈T1 At)×(Xt∈T2 At), d.h. als Element
von Z (Xt∈T1 At,Xt∈T2 At) aufgefasst werden kann. Für die zweite Inklusion seienT := T1 ∪ T2,
Ω(i) := Xt∈Ti

Ωt undB(i) ∈ Xt∈Ti
At beliebig (i = 1, 2). Dann ist

B(1) ×B(2) = (B(1) × Ω(2)) ∩ (Ω(1) × B(2)) ∈ σ

(

π−1
T1

(

X
t∈T1

At

)

∪ π−1
T2

(

X
t∈T2

At

))

,

und das ist gerade die zweite Inklusion. Die Behauptung folgt nun durchÜbergang zu den erzeugten
σ-Algebren. 2

6.9 Definition (Stochastischer Prozess) Sei (Xt)t∈T eine Familie von Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ). Wir nennen(Xt)t∈T auch einen stochastischen Prozess(oder ein-
fach Prozess), insbesondere, wennT = N,Zd,Zd

+,R
d oderRd

+ ist.
BezeichneRT := Xt∈T R undBT := Xt∈T B, und seiX : Ω → RT definiert durch

(X (ω))t = Xt(ω) (so dassπt ◦ X = Xt).

X ist A-BT -messbar wegen Satz 6.3, undPX = P ◦ X−1 ist die Verteilung des Prozesses(Xt)t∈T auf
RT .

6.10 Definition (Stationarität) Sei(T,+) eine kommutative Halbgruppe.

a) Fürt0 ∈ T bezeichne
St0 : RT → RT , (St0x)t = xt+t0

die Verschiebung (shift)um t0. (Beachte: Daπt ◦ St0 = πt+t0 für alle t ∈ T , ist St0 nach Satz 6.3
messbar.)

b) Der Prozess(Xt)t∈T heißt stationär, falls für seine VerteilungPX aufRT gilt: PX ◦ S−1
t0 = PX für

alle t0 ∈ T .
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6.11 Satz (Charakterisierung der Stationariẗat)
SeiT wie vorher. Der Prozess(Xt)t∈T ist stationär genau dann, wenn für jede endliche MengeR ⊆ T ,
jedest0 ∈ T und jede Familie(Bt)t∈R ausB gilt:

P (Xt ∈ Bt ∀ t ∈ R) = P (Xt+t0 ∈ Bt ∀ t ∈ R) (*)

Beweis: Seien(Bt)t∈R gegeben. SetzeBt = R für t ∈ T \ R und betrachte den ZylinderB =

Xt∈T Bt. Dann ist (*) äquivalent zuPX (B) = PX (S−1
t0 B), d.h. (*) gilt für alle solchen Mengen genau

dann, wenn die WahrscheinlichkeitsmaßePX ◦S−1
t0 undPX aufZ übereinstimmen. DaZ ein Semiring

undσ(Z) = BT ist (Satz 6.7), ist das gleichbedeutend mitPX ◦ S−1
t0 = PX aus Satz 2.12. 2

6.12 Korollar Ist (Xt)t∈T unabhängig identisch verteilt, so ist(Xt)t∈T stationär.

Beweis:

P (Xt ∈ Bt ∀ t ∈ R) =
∏

t∈R

PXt
(Bt) =

∏

t∈R

PXt+t0
(Bt)

= P (Xt+t0 ∈ Bt ∀ t ∈ R)

2

6.13 Bemerkung (Kanonisches Modell eines Prozesses)Sei wiederT eine beliebige Indexmenge,
Ω = RT . Betrachte die messbaren Abbildungenπt : Ω → R. Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf
(Ω,BT ), so ist(πt)t∈T ein stochastischer Prozess auf(Ω,BT , µ) mit Verteilungµ auf RT . Ist (T,+)
eine kommutative Halbgruppe, so ist dieser Prozess stationär genau dann, wennµ ◦ S−1

t = µ für alle
t ∈ T .

Ist nun (Xt)t∈T ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ), so ist
(πt)t∈T ein Prozess auf(RT ,BT , PX ), der die gleiche Verteilung wie(Xt)t∈T hat, dennXt = πt ◦ X
(X aus Definition 6.9). Er heißt das kanonische Modellfür (Xt)t∈T .

6.14 Bemerkung Im folgenden Diagramm ist das Zusammenspiel der verschiedenen Wahrscheinlich-
keitsräume bei der Definition der Stationarität eines Prozesses schematisch dargestellt:

(Ω,A, P )
X−→ (RT ,BT , Pφ)

St−→ (RT ,BT , Pφ)

Xt ց ↓ πt ւ π0

(R,B, PXt
)

6.15 Definition (Ergodischer Prozess) Sei (T,+) eine kommutative Halbgruppe. Ein stationärer
Prozess(Xt)t∈T mit VerteilungPX heißt ergodisch, falls für alleA ∈ BT gilt

S−1
t (A) = A für alle t ∈ T =⇒ PX (A) = 0 oder1

6.16 Satz (u.i.v. Prozesse sind ergodisch)
Sei (T,+) eine kommutative Halbgruppe mit der Eigenschaft, dass fürjedes endlicheR ⊆ T ein
t ∈ T existiert, für das(R + t) ∩ R = ∅. Ist dann(Xt)t∈T unabhängig identisch verteilt, so ist
(Xt)t∈T ergodisch.

Beweis: SeiA ∈ BT , S−1
t (A) = A für alle t ∈ T . Seiǫ > 0 beliebig. Wegen des Approximationssat-

zes 3.13 (in Verbindung mit Satz 6.7) gibt es eine endliche VereinigungA′ von Zylindern ausZ derart,
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dassPX (A△A′) < ǫ. Da(Xt)t stationär ist (Korollar 6.12), folgt für allet ∈ T

PX
(
S−1

t A△S−1
t A′) = PX

(
S−1

t (A△A′)
)

= PX (A△A′) < ǫ

PX
(
(A ∩ S−1

t A)△(A′ ∩ S−1
t A′)

)
≤ PX (A△A′) + PX

(
S−1

t (A△A′)
)
≤ 2ǫ

DaA′ eine endliche Vereinigung von Zylindern ist, gibt es eine endliche TeilmengeR ⊆ T und ein
B′ ∈ BR derart, dassA′ = (πT

R)−1B′. Sei nunt0 ∈ T so, dass(R+ t0) ∩R = ∅. Dann ist

PX
(
A′ ∩ S−1

t0 A
′) = PX

(
(πT

R)−1B′ ∩ (πT
R+t0)

−1B′)

= P ((Xt)t∈R ∈ B′ und(Xt)t∈R+t0 ∈ B′)

= P ((Xt)t∈R ∈ B′) · P ((Xt)t∈R+t0 ∈ B′)

= PX (A′) · PX
(
S−1

t0 A
′)

Zusammen folgt

PX (A) − PX (A)2 = PX
(
A ∩ S−1

t0 A
)
− PX (A) · PX

(
S−1

t0 A
)

≤ PX
(
A′ ∩ S−1

t0 A
′)− PX (A′) · PX

(
S−1

t0 A
′)+ 4ǫ

= 4ǫ

Da ǫ > 0 beliebig war, folgtPX (A) − PX (A)2 = 0, d.h.PX (A) = 0 oder1. 2

6.17 Beispiel Die mit der gewöhnlichen Addition versehenen IndexmengenT = Z,Z+,Z
d,R,R+,R

d

erfüllen die Voraussetzung des Satzes.

6.18 Bemerkung Die Überlegungen in 6.9-6.16 bleiben - mit unveränderten Beweisen - auch für Zu-
fallsvariablen mit Werten in anderen messbaren Räumen als(R,B) richtig, insbesondere für̄R-wertige
Xt. Im nächsten Kapitel werden wir ein Beispiel kennen lernen, das auf einem Prozess{0, 1}2–wertiger,
unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen fußt. Die explizite Konstruktion solcher Prozesse lie-
fern wir in einem späteren Kapitel nach.



Beispiel: Perkolation

Das Beispiel, das wir in diesem Abschnitt näher betrachtenwollen, gehört zur großen Klasse derPer-
kolationsprobleme. Eine einfache (idealisierte) physikalische Interpretation für unser Modell ist die fol-
gende: In einem unendlich großen Netzwerk von Rohrleitungen, die an Knotenpunkten miteinander
verknüpft sind, Ist jedes Teilstück mit einer gewissen Wahrscheinlichkeitp unabhängig von allen ande-
ren Teilstücken geöffnet. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass es ein unendlich großes Teilnetzwerk
gibt, in dem jegliche zwei beliebigen Knoten durch eine komplett offene Leitung miteinander verbunden
sind? Die Antwort darauf hängt natürlich von der Strukturdes Netzes ab, deshalb machen wir einige
spezielle Annahmen.

Wir betrachten den ungerichteten GraphenG = (Z2, E) mit Kantenmenge

E =

{

〈i, i+ v〉 : i ∈ Z2, v =

(
0

1

)

oderv =

(
1

0

)}

.

Anschaulich:G ist Z2 mit den waagerechten und senkrechten “Gitterlinien” als Kanten. “Ungerichtet”
bedeutet hier, dass wir〈i, j〉 mit 〈j, i〉 identifizieren. Wir werden einige elementare graphentheoretische
Begriffsbildungen verwenden, ohne an dieser Stelle immer ganz strenge Definitionen zu geben.

⊲ Eine TeilmengẽE ⊆ E definiert den TeilgraphenG(Ẽ) := (Z2, Ẽ) vonG.

⊲ Eine Folge(i0, i1, . . . , in) ausZ2 ist einWegin G(Ẽ), falls 〈ik−1, ik〉 ∈ Ẽ für allek = 1, . . . , n.

⊲ Eine TeilmengeJ ⊆ Z2 heißtG(Ẽ)-zusammenhängend, falls für beliebigei, j ∈ J ein Weg in

G(Ẽ) von i nachj existiert.

Sei(Xe)e∈E unabhängig identisch verteilt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, Pp) mit

Pp(Xe = 1) = p undPp(Xe = 0) = 1 − p für einp ∈ [0, 1].

Mit E(ω) bezeichnen wir diezuf̈allige Menge

E(ω) := {e ∈ E : Xe(ω) = 1}

und mitJ0(ω) dieG(E(ω))-Zusammenhangskomponente vonZ2 die0 ∈ Z2 enthält. (J0(ω) kann also
die Menge sein, die nur den Nullpunkt enthält.) Die folgenden Teilmengen vonΩ sind messbar:

U0 := {ω ∈ Ω : J0(ω) ist unendlich}
U := {ω ∈ Ω : Es gibt eine unendlicheG(E(ω))-Zusammenhangskomponente}

FürU0 folgt das aus

U0 =
⋂

n∈N

⋃

i∈Z2,|i|≥n

⋃

(i0=0,...,ik=i) Weg inG
{ω : X〈ij−1,ij〉(ω) = 1(j = 1, . . . , k)} ,

für U zeigt man das ähnlich (Übung!).
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6.19 Satz (Kritischer Perkolationsparameter)
a) Die Abbildungenp 7→ Pp(U0) undp 7→ Pp(U) sind monoton wachsend

b) Es gibt einpc ∈ [ 13 ,
4
5 ) (kritischer Parameter) derart, dass

(i) ∀ p ∈ [0, pc) : Pp(U0) = Pp(U) = 0

(ii) ∀ p ∈ (pc, 1] : Pp(U0) > 0, Pp(U) = 1

6.20 Bemerkung (Verhalten am kritischen Parameter)Der genaue Wert des kritischen Parameters
in diesem Modell ist bekannt:pc = 1

2 , siehe [G. Grimmett,Percolation, Theorem 9.11]. Ein Teil des
Beweises - das dortige Lemma 9.12 - liefert darüber hinaus,dassP 1

2
(U0) = P 1

2
(U) = 0 und dass

p 7→ Pp(U0) auf ganz[0, 1] stetig ist.

Beweis von Satz 6.19:

a) Um die Monotonie inp zu zeigen, verschafft man sicheinenWahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ), auf
dem die Prozesse(Xe)e∈E für alle p ∈ [0, 1] in spezieller Weise darstellbar sind. Dieser Raum ist
so zu wählen, dass es auf ihm einen unabhängigen identischverteilten Prozess(Ze)e∈E gibt, wobei
PZe

für alle e das Lebesgue-Maß auf[0, 1] ist. (Die explizite Konstruktion eines solchen Prozesses
erfolgt in einem späteren Kapitel.) Ist dieser Prozess gegeben, so definieren wir für jedesp den
Prozess(Xp

e )e∈E durch

Xp
e (ω) = 1 wennZe(ω) ≤ p undXp

e (ω) = 0 sonst.

(Xp
e )e∈E ist unabhängig, da(Ze)e∈E unabhängig ist, und

P (Xp
e = 1) = P (Ze ≤ p) = p, P (Xp

e = 0) = P (Ze > p) = 1 − p .

Der Prozess(Xp
e )e∈E hat unterP also die gleiche Verteilung wie der ursprüngliche Prozess(Xe)e∈E

unterPp, und wir können mit dieser speziellen Version arbeiten. (Man sagt auch: Die Prozesse mit
den verschiedenen Parameternp wurdengekoppelt.) Die mit dem Prozess(Xp

e )e∈E assoziierten
MengenE(ω), J0(ω), U0 undU bezeichnen wir mitEp(ω), Jp

0 (ω), Up
0 undUp. Dann folgt sofort:

p ≤ p′ =⇒ ∀e ∀ω : Xp
e (ω) ≤ Xp′

e (ω) =⇒ Ep(ω) ⊆ Ep′
(ω) =⇒ Up

(0) ⊆ Up′

(0) ,

und daher
p ≤ p′ =⇒ Pp(U(0)) = P (Up

(0)) ≤ P (Up′

(0)) = Pp′(U(0))

b) Wir können jetzt wieder mit dem{0, 1}–wertigen Prozess(Xe)e∈E auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum(Ω,A, Pp) arbeiten. DaE = Z2 ×

{(
1
0

)
,
(
0
1

)}
, können wir genau so gut den unabhängigen

{0, 1}2–wertigen Prozess
(

(X〈i,i+(1
0)〉
, X〈i,i+(0

1)〉
)
)

i∈Z2
betrachten. Deshalb folgt aus Satz 6.16 die

Ergodizität des betrachteten Prozesses. Außerdem können wir annehmen, dass der Prozess in kano-
nischer Version vorliegt (Bemerkung 6.13), alsoΩ = {0, 1}E,Xe = πe, undPp ist gleichzeitig die
Verteilung des Prozesses.

Die MengenU undU0 sind nun Mengen von Konfigurationenω ∈ {0, 1}E, und aus der Definition
vonU folgt sofort, dassU unter allen TranslationenSi des Gitters invariant ist. Also istPp(U) = 0
oder1 für allep. Trivialerweise istP0(U) = 0 undP1(U) = 1. Sei

pc := inf {p ∈ [0, 1] : Pp(U) = 1} .

Dap 7→ Pp(U) monoton wächst, gilt

Pp(U) = 0 für p < pc, Pp(U) = 1 für p > pc .
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DaU =
⋃

i∈Z2 Si(U0) ist, folgtPp(U0) = 0 für p < pc undPp(U0) > 0 für p > pc. Es bleibt zu
zeigen, dass13 ≤ pc <

23
30 .

“pc ≥ 1
3 ”: Sei p ∈ [0, 1

3 ). Zu zeigen istPp(U0) = 0.
Ist ω ∈ U0, dann istJ0(ω) unendlich, so dass es für allen > 0 einen irreduziblen Weg(0 =
i0, i1, . . . , in) in J0(ω) gibt.1 Insbesondere sind alle seinenKanten〈ik−1, ik〉 verschieden. (Zunächst
gibt es einen Weg, dessen Endpunkt von0 mindestens den euklidischen Abstandn hat. Reduziert
man diesen so weit wie möglich, bleibt immer noch ein Weg von0 zum selben Endpunkt, und der
hat mindestens Längen.)

Wir betrachten nun zunächst ein beliebiges festesn. Dann ist

U0 ⊆
⋃

(0=i0,i1,...,in)
irreduzibler Weg inG

n⋂

k=1

{
X〈ik−1,ik〉 = 1

}
,

so dass

Pp(U0) ≤
∑

(0=i0,i1,...,in)
irreduzibler Weg inG

pn ≤ 4

3
(3p)n , (6.1)

da es höchstens4 ·3n−1 von0 ausgehende irreduzible Wege der Längen in G gibt. Im Limesn→ ∞
folgt Pp(U0) = 0 falls p < 1

3 .

“pc <
4
5 ”: Zu zeigen istPp(Ω \ U0) < 1 für p = 4

5 .
Seiω ∈ Ω\U0. Dann istJ0(ω) endlich, und es gibt einen geschlossenen irreduziblen Weg im dualen
Graphen zuG(E \ E(ω)) derJ0(ω) “umrundet”.2 Daher

Ω \ U0 ⊆
⋃

n∈N

⋃

(i0,i1,...,in=i0)
geschl. irred. Weg inG, der0 “umrundet”

n⋂

k=1

{
X〈ik−1,ik〉 = 0

}

Solche Wege haben Längen ≥ 4. Da jeder dieser Wege die “Halbachse”{(k + 1
2 , 0) : k ∈ N} in

einem Punkt(k + 1
2 , 0) mit 0 < k ≤ n

2 berührt, gibt es höchstensn2 · 3n von ihnen. Daher ist

Pp(Ω \ U0) ≤
∞∑

n=4

n

2
· 3n(1 − p)n =

1

2
· 3(1 − p)

(1 − 3(1 − p))2
−

3∑

n=0

n

2
· 3n(1 − p)n

Dieser Ausdruck strebt gegen0 für p → 1, und durch numerische Auswertung stellt man fest, dass
er gleich0.891, also kleiner als1 ist für p = 4

5 .

2

6.21 Bemerkung (Kopplung) Die im Teil a) des Beweises benutzte Technik, Prozesse, die ursprünglich
auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsräumen definiert sind, auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum zu redifinieren, so dass

1. die originalen und die redifinierten Prozesse die gleichen Verteilungen haben und

2. die redifinierten Prozesse für “möglichst viele”ω den gleichen Wert (oder zumindest nahe beiein-
ander liegende Werte) annehmen

nennt manKopplung. Diese Technik findet vielfache Verwendung.

1Ein Weg(i0, . . . , in) heißt reduzibel, falls es möglich ist, eine endliche Anzahl seiner Kanten so zu entfernen dass ein Weg
von i0 nachin übrig bleibt.

2Das ist der Graph, dessen Knoten die Punkte(m + 1
2
, n + 1

2
), m, n ∈ Z, und dessen Kanten gerade diejenigen nächste-

Nachbar-Verbindungen zwischen diesen Punkten sind, die eine Kante ausE \ E(ω) senkrecht “kreuzen”.



Kapitel 7

Integral und Erwartungswert

Aufbauend auf dem Maß- bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriff f¨uhren wir jetzt die BegriffeIntegral bzw.
Erwartungswertein und stellen einige elementare, aber für die Wahrscheinlichkeitstheorie zentrale Glei-
chungen und Ungleichungen mit Erwartungswerten bereit. W¨ahrend des ganzen Kapitels sei(Ω,A, µ)
einMaßraum.

7.1 Definition (Integral) Sei f : Ω → R̄ messbar. Istf ≥ 0, so ist das Integral vonf (bzgl. µ)
definiert als

∫

f dµ = sup

{
∑

i

(

inf
ω∈Ai

f(ω)

)

µ(Ai)

}

,

wobei sich das Supremum über alle endlichen messbaren Partitionen (Ai)i von Ω (d.h. Partitionen in
A-messbare Mengen) erstreckt.

Für allgemeinef betrachte

f+(ω) := max{f(ω), 0} und f−(ω) := max{−f(ω), 0} .

f+ undf− sind messbar (Satz 4.8), nichtnegativ undf = f+ − f−. Man setzt
∫

f dµ =

∫

f+ dµ−
∫

f− dµ ,

vorausgesetzt, dass nicht
∫
f+ dµ =

∫
f− dµ = +∞. In diesem Fall ist

∫
f dµ nicht definiert. Ist

f ≥ 0, so istf+ = f und f− = 0, und diese Festlegung ist mit der vorherigen für nichtnegative f
konsistent.

Wenn es erforderlich ist, schreiben wir auch
∫
f(ω) dµ(ω) anstatt

∫
f dµ.

7.2 Lemma Seienf, g, fn nichtnegative, messbarēR-wertige Funktionen.

a) Istf =
∑n

i=1 αi1Ai
, αi ∈ [0,+∞],Ai ∈ A, so ist

∫
f dµ =

∑n
i=1 αiµ(Ai).

Insbesondere ist
∫

1A dµ = µ(A).

b) Aus0 ≤ f ≤ g folgt 0 ≤
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

c) Aus0 ≤ fn ր f folgt 0 ≤
∫
fn dµր

∫
f dµ.

d) Sindα, β ∈ R̄, α, β ≥ 0, so gilt
∫

(αf + βg) dµ = α

∫

f dµ+ β

∫

g dµ .
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Beweis:

a) Wir nehmen zunächst an, dass(Ai)i eine endlichePartition von Ω ist. Sei (Bj)j eine beliebige
endliche messbare Partition vonΩ, βj := infω∈Bj

f(ω). IstAi ∩Bj 6= ∅, so istβj ≤ αi, also
∑

j

βjµ(Bj) =
∑

i,j

βjµ(Ai ∩Bj) ≤
∑

i,j

αiµ(Ai ∩Bj) =
∑

i

αiµ(Ai) ,

d.h.
∫
f dµ ≤ ∑

i αiµ(Ai). Da (Ai)i selbst eine endliche messbare Partition vonΩ ist, folgt auch
die Umkehrung. Den Beweis für allgemeine endliche Familien (Ai)i stellen wir zurück.

b) folgt sofort aus der Definition des Integrals.

c) Wegen b) gilt

0 ≤
∫

fn dµր sup
n

∫

fn dµ ≤
∫

f dµ .

Es bleibt zu zeigen:
∫
f dµ ≤ supn

∫
fn dµ. Sei also(Ai)i eine endliche messbare Partition vonΩ,

vi := infω∈Ai
f(ω). Zu zeigen ist

∑

i

viµ(Ai) ≤ sup
n

∫

fn dµ . (*)

Sei0 < ǫ < 1. Setzeui := (1 − ǫ)vi falls vi <∞ undui := ǫ−1 falls vi = ∞. Betrachteω ∈ Ai.

⊲ Ist vi = 0, so istui = 0 ≤ fn(ω) für allen.

⊲ Ist vi > 0, so istui < vi ≤ f(ω) = supn fn(ω), alsoui ≤ fn(ω) für hinreichend große
n ≥ n0(ω).

Setze nun
Ai,n = {ω ∈ Ai : fn(ω) ≥ ui} .

Dann strebtAi,n ր Ai mit n → ∞, so dassµ(Ai,n) ր µ(Ai) (Satz 2.7). Beachte nun, dass
fn ≥∑i ui · 1Ai,n

+
∑

i 0 · 1Ai\Ai,n
. Wegen b) und dem schon bewiesenen Spezialfall von a) folgt:

∫

fn dµ ≥
∑

i

uiµ(Ai,n) ր
∑

i

uiµ(Ai) für n→ ∞ ,

d.h.

sup
n

∫

fn dµ ≥
∑

i

uiµ(Ai) = (1 − ǫ)
∑

i
vi<∞

viµ(Ai) + ǫ−1
∑

i
vi=∞

µ(Ai) .

Die Behauptung (*) folgt nun im Limesǫ→ 0.

d) Seien zunächstf =
∑

i αi1Ai
und g =

∑

j βj1Bj
Elementarfunktionen. Wir können annehmen,

dass(Ai)i und (Bj)j endliche Partitionen sind, indem wir beide Familien gegebenenfalls um eine
Menge erweitern, auf der die jeweilige Funktion den Wert0 annimmt. Dann ist

αf + βg =
∑

i,j

(ααi + ββj)1Ai∩Bj

auch Elementarfunktion, und aus dem schon bewiesenen Spezialfall von a) folgt
∫

(αf + βg) dµ =
∑

i,j

(ααi + ββj)µ(Ai ∩Bj)

= α
∑

i



αi

∑

j

µ(Ai ∩Bj)



+ β
∑

j

(

βj

∑

i

µ(Ai ∩Bj)

)

= α
∑

i

αiµ(Ai) + β
∑

j

βjµ(Bj)

= α

∫

f dµ+ β

∫

g dµ .



Kapitel 7 Integral und Erwartungswert 37

Beachte, dass diese Rechnung richtig bleibt, falls wir fürα, β den Wert+∞ zulassen!

Für beliebige nichtnegative, messbaref, g gibt es nach Satz 4.11 Folgen(fn)n>0 und (gn)n>0 A-
messbarer Elementarfunktionen mit0 ≤ fn ր f und0 ≤ gn ր g. Daraus folgt0 ≤ αfn + βgn ր
αf + βg, so dass wegen c)

∫

(αf + βg) dµ = sup
n

∫

(αfn + βgn) dµ = sup
n

(

α

∫

fn dµ+ β

∫

gn dµ

)

= α

∫

f dµ+ β

∫

g dµ .

a’) Schließlich folgt a) für beliebige messbare Mengen(Ai)i aus d):

∫
(
∑

i

αi1Ai
+ 0 · 1Ω\Ai

)

dµ =
∑

i

αi

∫

1Ai
dµ =

∑

i

αiµ(Ai) .

2

7.3 Definition (Nullmenge, fast sicher)

a) N ∈ A heißt Nullmenge, fallsµ(N) = 0.

b) Eine EigenschaftE(ω) die Punkten inΩ zukommen kann, gilt fast sicher (f.s.), falls es eine Null-
mengeN gibt, so dassE(ω) für alleω ∈ Ω \N .

7.4 Satz
Seienf, g : Ω → R̄ messbar,f ≥ 0.

a) f(ω) = 0 f.s.⇐⇒
∫
f dµ = 0

b)
∫
f dµ <∞ =⇒ f(ω) <∞ f.s.

c) f(ω) ≤ g(ω) f.s.=⇒
∫
f dµ ≤

∫
g dµ

Beweis:

a) “=⇒” Sei N = {f > 0}, Also µ(N) = 0. SetzeNn := {0 < f ≤ n} ⊆ N . Dann gilt
0 ≤ f · 1Nn

+ n · 1N\Nn
ր f , so dass

0
Lemma 7.2b)

≤
∫

f dµ
Lemma 7.2c)

= sup
n

∫

(f 1Nn
+ n 1N\Nn

) dµ
Lemma 7.2b)

≤ sup
n

∫

n 1N dµ

Lemma 7.2a)
≤ sup

n
n · µ(N) = 0

“⇐=” Für n ∈ N seiAn := {f > 1
n}. Dann ist

0 =

∫

f dµ
Lemma 7.2b)

≥
∫

1

n
· 1An

dµ
Lemma 7.2a)

=
1

n
µ(An) ,

alsoµ(An) = 0. DaAn ր {f > 0}, ist µ{f > 0} = supn µ(An) = 0 (Satz 2.7), alsof(ω) = 0
f.s.

b) Es ist für allen ∈ N

n · µ{f ≥ n} Lemma 7.2a)
=

∫

n · 1{f≥n} dµ
Lemma 7.2b)

≤
∫

f dµ <∞ ,

alsoµ{f = ∞} ≤ µ{f ≥ n} → 0 mit n→ ∞, d.h.f <∞ f.s.
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c) SeiN = {f > g}, alsoµ(N) = 0. Es folgt

∫

f dµ
Lemma 7.2d)

=

∫

f · 1N
︸ ︷︷ ︸

=0 f.s.

dµ+

∫

f · 1Nc dµ
Teil a) und Lemma 7.2b)

≤
∫

g · 1Nc dµ
Lemma 7.2b)

≤
∫

g dµ

2

7.5 Definition (Integrierbarkeit) Eine messbare Funktionf : Ω → R̄ heißt integrierbar(oder ge-
nauerµ-integrierbar), falls

∫

f+ dµ <∞ und
∫

f− dµ <∞ .

Äquivalent dazu ist die Forderung
∫
|f | dµ < ∞, da|f | = f+ + f−. SeiL1

µ := {f :
∫
|f | dµ < ∞}

der Raum derµ-integrierbaren Funktionen.

7.6 Lemma a) |f | ≤ |g| undg ∈ L1
µ =⇒ f ∈ L1

µ

b) µ(Ω) <∞ undf beschränkt=⇒ f ∈ L1
µ

Beweis:

a)
∫
|f | dµ ≤

∫
|g| dµ <∞ wegen Lemma 7.2b).

b) Sei|f | ≤M . Dann ist

∫

|f | dµ
Lemma 7.2b)

≤
∫

M dµ
Lemma 7.2a)

= M · µ(Ω) <∞

2

7.7 Satz (Monotonie Lineariẗat und Positivität des Integrals)
Seienf, g ∈ L1

µ.

a) f ≤ g f.s.=⇒
∫
f dµ ≤

∫
g dµ

b) Für alleα, β ∈ R ist αf + βg ∈ L1
µ und

∫

(αf + βg) dµ = α

∫

f dµ+ β

∫

g dµ (*)

c)
∣
∣
∫
f dµ

∣
∣ ≤

∫
|f | dµ (Insbesondere:f ≥ 0 =⇒

∫
f dµ ≥ 0)

Beweis:

a) Fürf, g ≥ 0 benutze Satz 7.4c). Für beliebigef, g beachte, dass ausf ≤ g f.s. folgt: f+ ≤ g+ f.s.
undg− ≤ f− f.s., also

∫

f+ dµ ≤
∫

g+ dµ und
∫

g− dµ ≤
∫

f− dµ ,

und daher
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

b) Da |αf + βg| ≤ |α| · |f | + |β| · |g|, folgt aus Lemma 7.2b) und d), dass(αf + βg) ∈ L1
µ. Um (*)

zu zeigen, beweisen wir folgende drei Aussagen:

i)
∫

(f + g) dµ =
∫
f dµ+

∫
g dµ

ii)
∫
αf dµ = α

∫
f dµ für α ≥ 0
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iii)
∫

(−f) dµ = −
∫
f dµ.

i) Es gilt
(f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f− + g+ − g− ,

also
(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+ .

Diese Funktionen sind≥ 0, so dass nach Lemma 7.2d)
∫

(f + g)+ dµ+

∫

f− dµ+

∫

g− dµ =

∫

(f + g)− dµ+

∫

f+ dµ+

∫

g+ dµ ,

also
∫

(f + g) dµ =

∫

(f + g)+ dµ−
∫

(f + g)− dµ

=

∫

f+ dµ−
∫

f− dµ+

∫

g+ dµ−
∫

g− dµ

=

∫

f dµ+

∫

g dµ .

ii) Sei α ≥ 0. Da(αf)± = αf±, ist
∫

αf dµ =

∫

αf+ dµ−
∫

αf− dµ = α

∫

f+ dµ− α

∫

f− dµ = α

∫

f dµ

iii) ∫

(−f) dµ =

∫

(−f)+ dµ−
∫

(−f)− dµ =

∫

f− dµ−
∫

f+ dµ = −
∫

f dµ

c) Daf ≤ |f | und−f ≤ |f |, ist
∫
f dµ ≤

∫
|f | dµ und−

∫
f dµ =

∫
(−f) dµ ≤

∫
|f | dµ nach Teil a)

und b).

2

7.8 Bemerkung Das Integral einerC-wertigen Funktion wird folgendermaßen definiert:f : Ω → C ist
messbar, fallsℜf undℑf messbar sind.f ist integrierbar, fallsℜf undℑf integrierbar sind. Für ein
solches integrierbaresf sei ∫

f dµ :=

∫

ℜf dµ+ i

∫

ℑf dµ .

Dann gelten Satz 7.7b) und c) analog, wobei auch die Koeffizientenα undβ komplex sein können.

7.9 Definition Für1 ≤ p <∞ sei

Lp
µ :=

{

f : Ω → R̄
∣
∣f messbar,

∫

|f |p dµ <∞
}

7.10 Bemerkung Ist µ(Ω) < ∞, so istLp
µ ⊆ Lp′

µ falls p′ ≤ p. Zum Beweis vergleiche Bemer-
kung 10.2.

7.11 Bemerkung Folgende Beobachtung ist oft nützlich: Ist0 ≤ f : Ω → R messbar, so ist

∞∑

k=1

µ{f ≥ k} ≤
∫

f dµ ≤
∞∑

k=0

µ{f > k} ,

denn fürn < f(ω) < n+ 1 gilt

∞∑

k=1

1{f≥k}(ω) = n ≤ f(ω) ≤ n+ 1 =

∞∑

k=0

1{f>k}(ω) ,

und fallsf(ω) = n+ 1 kann man das ersten durchn+ 1 ersetzen.
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7.12 Definition Ist f : Ω → R integrierbar oder≥ 0 und istA ∈ A, so ist
∫

A

f dµ :=

∫

1A · f dµ .

7.13 Bemerkung (Riemann- und Lebesgue-Integral)Ist f : [a, b] → R Riemann-integrierbar, so ist
f auch integrierbar bzgl. der Einschränkung des Lebesgue-Maßes auf[a, b], und die beiden Integrale
stimmen überein, d.h.

R-
∫ b

a

f(x) dx =

∫

[a,b]

f dλ .

Der Beweis ist nicht schwierig. Da in dieser Vorlesung das Riemann-Integral aber nur eine unterge-
ordnete Rolle spielt, warten wir einfach, bis er als direktes Korollar aus Satz 8.8 (Konvergenzsatz von
Lebesgue) folgt.

Nun wenden wir den Integralbegriff auf Zufallsvariablen an. Sei daher(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlich-
keitsraum.

7.14 Definition (Erwartungswert, Varianz, Momente) SeiX eine Zufallsvariable.

a) E[X ] :=
∫
X dP heißt der ErwartungswertvonX . Wir schreiben auchEX .

b) IstX ∈ Lr
P oderXr ≥ 0, so ist dasr-te MomentE[Xr] vonX wohldefiniert(r = 1, 2, 3, . . . ).

c) SeiX ∈ L1
P . V (X) := E[(X − EX)2] heißt die VarianzvonX , σ(X) :=

√

V (X) die Streuung.

7.15 Lemma FürX ∈ L1
P gilt:

a) V (X) = E[X2] − (EX)2,

b) V (X) = 0 ⇐⇒ X = EX f.s.⇐⇒ X = const f.s.,

c) V (X) <∞ ⇐⇒ X ∈ L2
P

d) SeiX ∈ L2
P . Dann ist

V (X) ≤ E[(X − a)2] für allea ∈ R

mit Gleichheit genau dann, wenna = EX .

Beweis:

a)

V (X) + (2E|X |)2
︸ ︷︷ ︸

<∞

= E[(X − EX)2 + 2|X | · E|X |] = E[X2 −2X · EX + 2|X | ·E|X |
︸ ︷︷ ︸

≥0

+(EX)2]

= E[X2] − 2EX EX + 2E|X |E|X |+ (EX)2 = E[X2] − (EX)2 + 2(E|X |)2.

b) Folgt aus Satz 7.4.

c) Folgt aus Teil a).

d)
f(a) := E[(X − a)2] = E[X2] − 2aEX + a2 = (a− EX)2 + V (X) .

f hat ein eindeutiges Minimum beia = EX undf(EX) = V (X).
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2

7.16 Satz (Markov- und Chebyshev-Ungleichung)
SeiX eine Zufallsvariable,ǫ > 0. Dann istP (|X | ≥ ǫ) ≤ ǫ−1E|X | (Markov-Ungleichung) und
daher auch (Chebyshev-Ungleichung)

P (|X | ≥ ǫ) ≤ ǫ−2E[X2]

Beweis:

P (|X | ≥ ǫ) ≤
∫

{|X|≥ǫ}
ǫ−1|X | dµ ≤

∫

ǫ−1|X | dµ = ǫ−1E|X |

2

7.17 Definition FürX,Y ∈ L2
P heißtCov (X,Y ) := E[(X − EX)(Y − EY )] die KovarianzvonX

undY .X undY heißen unkorreliert, falls Cov (X,Y ) = 0.

7.18 Satz
SeienXi, Yj ∈ L2

P (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) undai, bj, c, d ∈ R. Dann ist

Cov





m∑

i=1

aiXi + c,
n∑

j=1

bjYj + d



 =
m∑

i=1

n∑

j=1

aibjCov (Xi, Yj)

Beweis:

Cov





m∑

i=1

aiXi + c,

n∑

j=1

bjYj + d



 =E





m∑

i=1

ai(Xi − EXi) ·
n∑

j=1

bj(Yj − EYj)





=

m∑

i=1

n∑

j=1

E [aibj(Xi − EXi)(Yj − EYj)]

=
m∑

i=1

n∑

j=1

aibjCov (Xi, Yj)

2

7.19 Korollar SeienX,Xi, Y ∈ L2
P . Dann gilt

a)

V

(
n∑

i=1

Xi

)

=

n∑

i=1

V (Xi) +

n∑

i,j=1
i6=j

Cov (Xi, Xj)

Insbesondere: Sind dieXi paarweise unkorreliert, so istV (
∑n

i=1Xi) =
∑n

i=1 V (Xi).

b)

Cov (X − EX, Y − EY ) = Cov (X,Y ) und daher Cov (X,Y ) = E[XY ] − EX · EY.

Insbesondere: SindX,Y unkorreliert, so istE[XY ] = EX · EY .



Kapitel 7 Integral und Erwartungswert 42

7.20 Satz
SeienX1, . . . , Xn ∈ L1

P unabhängig. Dann ist
∏n

i=1Xi ∈ L1
P und

E

[
n∏

i=1

Xi

]

=

n∏

i=1

EXi (*)

Beweis: Ist Xi = 1Ai
(i = 1, . . . , n), so gilt (*) wegen der Unabhängigkeit. Da beide Seiten von

(*) multilinear inX1, . . . , Xn sind, gilt (*) auch für endliche Linearkombinationen von Indikatorfunk-
tionen, und aus Satz 4.11 zusammen mit Lemma 7.2c) folgt, dass (*) für nichtnegativeXi ∈ L1

P gilt.
Aufgrund der ZerlegungXi = X+

i −X−
i folgt (*) dann durch nochmalige Ausnutzung der Multilinea-

rität auch für beliebigeXi ∈ L1
P . (Dieses Beweisschema wird bei [Gänssler-Stute] auch “algebraische

Induktion” genannt.) Einen davon unabhängigen Beweis erhalten wir später als Korollar zum Satz von
Fubini. 2

7.21 Korollar SindXi ∈ L2
µ unabhängig(i ∈ I), so sind sie paarweise unkorreliert.

7.22 Satz (Integration mit transformierten Maßen)
Seien(Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume,T : Ω → Ω′ messbar, und seiµ ein Maß auf(Ω,A). Ist
f : Ω′ → R messbar und istf nichtnegativ oderf ◦ T ∈ L1

µ, so gilt

∫

Ω

f ◦ T dµ =

∫

Ω′
f d(µ ◦ T−1) . (**)

(Ist µ = P ein Wahrscheinlichkeitsmaß undT = X eineΩ′-wertige Zufallsvarable, so schreibt sich
das alsEP [f(X)] =

∫
f dPX .)

Insbesondere gilt im FallΩ = Ω′: Ist µ ◦ T−1 = µ, so ist
∫
f ◦ T dµ =

∫
f dµ.

Beweis: (**) gilt nach Definition vonµ ◦ T−1 falls f = 1A. Wie oben folgt die Behauptung durch
“algebraische Induktion”. 2

7.23 Bemerkung Achtung:Satz 7.22 stellt keine Integraltransformationsformel bereit, wie man sie aus
der Analysis kennt. Dazu müsste auf der rechten Seite das transportierte Maßµ ◦ T−1 auf Ω′ durch
ein dort vorgegebenes Maßµ′ mal einer “Jacobischen Determinante” ersetzt werden. Das wäre ein viel
tiefer liegendes Ergebnis.



Kapitel 8

Konvergenzs̈atze

In diesem Kapitel sei(Ω,A, µ) wieder ein Maßraum. Im Zentrum unsererÜberlegungen steht die Frage,
unter welchen Voraussetzungen Grenzwertbildung von Folgen messbarer Funktionen und Integration in
der Reihenfolge vertauscht werden können. Dabei werden verschiedene Konvergenzbegriffe untersucht,
und mit dem Borel-Cantelli Lemma und dem schwachen Gesetz der großen Zahl zwei einfache, aber
für die Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige Aussagen bewiesen.

8.1 Satz (Monotone Konvergenz)
Seienf, fn : Ω → R̄ messbar.

a) Aus0 ≤ fn ր f f.s. folgt
∫
fn dµր

∫
f dµ.

b) Sind diefn ≥ 0, so gilt
∫ ∑∞

n=1 fn dµ =
∑∞

n=1

∫
fn dµ.

c) Sind diefn ∈ L1
µ, gilt fn ր f f.s. und istsupn

∫
fn dµ <∞, so istf ∈ L1

µ und
∫
fn dµր

∫
f dµ.

(Diese Aussage heißt auchSatz von Beppo Levi.)

Beweis:

a) Das ist gerade Lemma 7.2 c).

b) Das folgt aus a), da0 ≤∑m
n=1

∫
fn dµ =

∫ ∑m
n=1 fn dµր

∫ ∑∞
n=1 fn dµ.

c) f1 ≤ fn =⇒ 0 ≤ fn − f1 ր f − f1, und aus Teil a) folgt
∫

(f − f1) dµ = sup
n

∫

(fn − f1) dµ = sup
n

∫

fn dµ−
∫

f1 dµ <∞ (*)

da das Supremum endlich ist undf1 ∈ L1
µ. Daherf − f1 ∈ L1

µ, und daf1 ∈ L1
µ, ist auchf ∈ L1

µ.
Es folgt

∫
(f − f1) dµ =

∫
f dµ−

∫
f1 dµ und schließlich mit (*) auchsupn

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

2

8.2 Bemerkung In Satz 8.1c) sowie in vielen anderen Konvergenzausasgen dieses Kapitels kann man
auf die Voraussetzung, dassf messbar ist, verzichten, falls(Ω,A, µ) vollständig ist, denn dann folgt die
Messbarkeit vonf aus der fast sicheren Konvergenz vonfn gegenf .

8.3 Korollar (Maße mit Dichten) Ist 0 ≤ f messbar, so wird durchν(A) :=
∫

A
f dµ ein Maß auf

(Ω,A) definiert.ν ist endlich genau dann, wennf ∈ L1
µ, undν ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß genau

dann, wenn
∫
f dµ = 1. Schreibweise:ν = f · µ oderν = fµ.
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Beweis: Wir zeigen dieσ-Additivität, der Rest ist trivial: SeienA1, A2, · · · ∈ A paarweise disjunkt.
Mit fn := 1An

f folgt aus Satz 8.1b)

ν

( ∞⊎

n=1

An

)

=

∫ ∞∑

n=1

fn dµ =
∞∑

n=1

ν(An)

2

Wir führen folgende Bezeichnung ein:

lim sup
n→∞

An :=

∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak = {ω : ω ∈ Ak für unendlich vielek}

8.4 Korollar (Borel-Cantelli Lemma) SeienAn ∈ A,
∑∞

n=1 µ(An) <∞. Dann ist

µ

(

lim sup
n→∞

An

)

= lim
n→∞

µ

( ∞⋃

k=n

Ak

)

= 0 ,

d.h.{n ∈ N : ω ∈ An} ist für µ-fast alleω endlich.

Beweis: Aus Satz 8.1b) folgt fürf :=
∑∞

n=1 1An
, dass

∫
f dµ =

∑∞
n=1 µ(An) <∞, so dassf <∞

f.s. nach Satz 7.4b). Das ist gleichbedeutend mitcard{n ∈ N : ω ∈ An} <∞ f.s. 2

8.5 Bemerkung Sind die EreigniseAn unabhängig, so gilt auch folgende “Umkehrung”: Ist
∑∞

n=1 µ(An) =
∞, so istµ (lim supn→∞ An) = 1, d.h.{n ∈ N : ω ∈ An} ist fürµ-fast alleω unendlich.

8.6 Beispiel Sei (Xn)n eine Folge integrierbarer, identisch verteilter Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ).
Dann istlimn→∞ n−1Xn = 0 f.s., denn

{
n−1Xn 6−→ 0

}
=

∞⋃

j=1

lim sup
n→∞

{

n−1|Xn| >
1

j

}

=

∞⋃

j=1

lim sup
n→∞

{j|Xn| > n}

und für jedesj ist P (lim supn→∞{j|Xn| > n}) = 0, da nach Bemerkung 7.11

∞∑

n=1

P (j|Xn| > n) =

∞∑

n=1

P (j|X1| > n) ≤ j

∫

|X1| dP <∞ .

8.7 Satz (Lemma von Fatou)
Seien0 ≤ fn : Ω → R̄ messbar. Dann ist

∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

fn dµ .

Beweis: Seigk := infn≥k fn (punktweise!), so dass0 ≤ gk ր lim inf fn. Wegen der Monotonie des
Integrals ist

∫
gk dµ ≤

∫
fn dµ für allen ≥ k, also

∫
gk dµ ≤ infn≥k

∫
fn dµ. Aus dem Satz von der

monotonen Konvergenz folgt nun
∫

lim inf
n→∞

fn dµ = sup
k

∫

gk dµ ≤ sup
k

inf
n≥k

∫

fn dµ = lim inf
n→∞

∫

fn dµ

2
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8.8 Satz (Majorisierte Konvergenz, auch Konvergenzsatz von Lebesgue)
Seienf, fn, g : Ω → R̄ messbar,|fn| ≤ g f.s. undg ∈ L1

µ. Existiertf = limn→∞ fn f.s., so ist
f ∈ L1

µ und

lim
n→∞

∫

|f − fn| dµ = 0, insbesondere
∫

f dµ = lim
n→∞

∫

fn dµ .

Beweis: Da |fn| ≤ g f.s., ist auch|f | = limn→∞ |fn| ≤ g f.s., alsof ∈ L1
µ wegen der Monotonie

des Integrals. Seihn := |f − fn|. Dann gilt

0 ≤ hn ≤ |f | + |fn| ≤ 2g , also 0 ≤ 2g − hn ≤ 2g für allen

undhn → 0 f.s., so dass aus dem Lemma von Fatou folgt
∫

2g dµ =

∫

lim inf
n→∞

(2g − hn) dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

(2g − hn) dµ

=

∫

2g dµ− lim sup
n→∞

∫

hn dµ ≤
∫

2g dµ ,

alsolim supn→∞
∫
hn dµ = 0. Daher

∣
∣
∣
∣

∫

f dµ−
∫

fn dµ

∣
∣
∣
∣

Satz 7.7
≤

∫

|f − fn| dµ =

∫

hn dµ→ 0 .

2

8.9 Korollar Ist µ(Ω) <∞ und ist(fn)n eine Folge gleichmäßig beschränkter messbarer Funktionen,
die fast sicher gegen eine messbare Funktionf konvergiert, so istf ∈ L1

µ undlimn→∞
∫
|f − fn| dµ =

0.

Beweis: Wähleg = M := supn supω fn(ω) im Satz von der majorisierten Konvergenz. 2

8.10 Korollar SeienA1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · ⊆ Ω messbar,A =
⋃∞

n=1An undf ∈ L1
µ. Dann ist

lim
n→∞

∫

An

f dµ =

∫

A

f dµ .

Beweis: Wählefn := f1An
undg := |f |, und berücksichtige, dass

∫

An
f dµ =

∫
f1An

dµ. 2

8.11 Korollar (Riemann- und Lebesgue-Integral, siehe auchBem.7.13) Istf : [a, b] → R Riemann-
integrierbar, so istf auch integrierbar bzgl. der Einschränkung des Lebesgue-Maßes auf[a, b], und die
beiden Integrale stimmen überein, d.h.

R-
∫ b

a

f(x) dx =

∫

[a,b]

f dλ .

Beweis: Zu Riemann-integrierbaremf gibt es Treppenfunktionen (Unter- und Oberfunktionen)u1 ≤
u2 ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ v2 ≤ v1 auf [a, b], so dass

∫

[a,b]

un dλ =

∫ b

a

un(x) dxր R-
∫ b

a

f(x) dx

∫

[a,b]

vn dλ =

∫ b

a

vn(x) dx ց R-
∫ b

a

f(x) dx .
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Seiu∞ = supn un, v∞ = infn vn. Dann istu∞ ≤ f ≤ v∞ und da|un|, |vn| ≤ max{|u1|, |v1|} <
∞, folgt aus Korollar 8.9, dass

∫

[a,b]
u∞ dλ =

∫

[a,b]
v∞ dλ = R-

∫ b

a
f(x) dx. Da u∞ ≤ v∞, folgt

u∞ = v∞ λ-f.s., also auchf = u∞ λ-f.s. f stimmt alsoλ-f.s. mit einer beschränkten messbaren
Funktion überein, und ist damit selbst Lebesgue-integrierbar (Vollstädnigkeit des Lebesgue-Maßes!).
Insbesondere ist dann auch

∫

[a,b] f dλ =
∫

[a,b] u∞ dλ = R-
∫ b

a f(x) dx. 2

8.12 Satz (Differentiation parameterabḧangiger Integrale)
SeiG ⊆ R offen, f : G × Ω → R sei so, dassω 7→ f(t, ω) für jedest ∈ G µ-integrierbar und
t 7→ f(t, ω) für jedesω ∈ Ω differenzierbar ist. Gibt es einΨ ∈ L1

µ derart, dass| d
dtf(t, ω)| ≤ Ψ(ω)

für alle (t, ω) ∈ G× Ω, so existiertd
dt

∫
f(t, ω) dµ(ω) für jedest ∈ G und es ist

d

dt

∫

f(t, ω) dµ(ω) =

∫
d

dt
f(t, ω) dµ(ω) .

(Entsprechendes gilt auch fürC-wertigef .)

Beweis: Sei(hn)n eine Nullfolge reeller Zahlen,hn 6= 0 für allen. Bezeichne

g(t, ω) :=
d

dt
f(t, ω), gn(t, ω) :=

1

hn
(f(t+ hn, ω) − f(t, ω)) .

Zu zeigen ist

lim
n→∞

1

hn

(∫

f(t+ hn, ω) dµ(ω) −
∫

f(t, ω) dµ(ω)

)

= lim
n→∞

∫

gn(t, ω) dµ(ω)
!
=

∫

g(t, ω) dµ(ω)

für alle t. Nach Voraussetzung istlimn→∞ gn(t, .) = g(t, .) für alle t und|gn| ≤ Ψ (Mittelwertsatz der
Differentialrechnung). Daher folgt die Behauptung aus Satz 8.8. 2

Im Rest dieses Kapitels beschränken wir uns auf den Fall endlicher Maße (im Hinblick auf unsere
Hauptanwendung, die Wahrscheinlichkeitstheorie). Ziel ist es, die Voraussetzungen von Satz 8.8 und
Korollar 8.9 abzuschwächen. Analoge Ergebnisse für allgemeine Maße findet man bei [Bauer-MT,§21].

8.13 Definition Seiµ ein endliches Maß auf(Ω,A). Eine FamilieF messbarer̄R-wertiger Funktionen
aufΩ heißt gleichgradig integrierbar, falls es zu jedemǫ > 0 eina > 0 gibt, für das

sup
f∈F

∫

(|f | − a)+ dµ < ǫ .

8.14 Bemerkung SeiF = {f} mit f ∈ L1
µ. Dann istF gleichgradig integrierbar, denn0 ≤ (|f | −

n)+ ≤ |f | und limn→∞(|f | − n)+ = 0 auf {|f | < ∞}, d.h. f.s., so dass aus dem Satz von der
majorisierten Konvergenz folgtlimn→∞

∫
(|f | − n)+ dµ = 0.
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8.15 Satz
Sei µ ein endlichesMaß auf(Ω,A) und F eine Familie messbarer̄R-wertiger Funktionen aufΩ.
Äquivalent sind die folgenden Aussagen:

i) F ist gleichgradig integrierbar.

ii) Für alle ǫ > 0 gibt es eina > 0 derart, dass

sup
f∈F

∫

{|f |>a}
|f | dµ < ǫ .

iii) supf∈F
∫
|f | dµ =: C <∞ und

∀ǫ > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ A : µ(A) ≤ δ =⇒ sup
f∈F

∫

A

|f | dµ < ǫ .

Beweis: Schema: iii)=⇒ ii) =⇒ i) =⇒ iii).
iii) =⇒ ii) Zu ǫ > 0 wähleδ > 0 wie in iii). Dann ist für jedesa > C

δ und für jedesf ∈ F wegen der
Markov-Ungleichung

µ{|f | > a} ≤ 1

a

∫

|f | dµ ≤ C

a
< δ ,

alsosupf∈F
∫

{|f |>a} |f | dµ < ǫ.

ii) =⇒ i) Beachte dass(|f | − a)+ ≤ |f | · 1{|f |>a}.
i) =⇒ iii) Seiǫ > 0. Wählea = a( ǫ

2 ) wie in i), δ := ǫ
2a . Dann ist fürf ∈ F undA ∈ A

∫

A

|f | dµ ≤
∫

A

(|f | − a)+ dµ+

∫

A

a dµ ≤ ǫ

2
+ a · µ(A) .

FürA = Ω folgt daraus

sup
f∈F

∫

|f | dµ ≤ ǫ

2
+ a · µ(Ω) <∞ ,

und fürµ(A) < δ erhält man

sup
f∈F

∫

A

|f | dµ ≤ ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ .

2

8.16 Lemma Seiµ ein endliches Maß auf(Ω,A).

a) F gleichgradig integrierbar⇐⇒ {|f | : f ∈ F} gleichgradig integrierbar

b) F gleichgradig integrierbar,S > 0 =⇒
{
∑N

i=1 αifi : N ∈ N, fi ∈ F ,∑N
i=1 |αi| ≤ S

}

gleichgra-

dig integrierbar

c) F1,F2 gleichgradig integrierbar=⇒F1 ∪ F2 gleichgradig integrierbar

d) F ⊆ L1
µ endlich=⇒F gleichgradig integrierbar

Beweis:

a) trivial.
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b) Seiǫ > 0 und seienC undδ = δ( ǫ
S ) wie in Satz 8.15iii) zuF gewählt. Dann ist fürA ∈ A mit

µ(A) < δ, für fi ∈ F undαi mit
∑N

i=1 |αi| ≤ S
∫

|
∑

i

αifi| dµ ≤
∑

i

|αi| ·
∫

|fi| dµ ≤ C · S <∞ ,

∫

A

|
∑

i

αifi| dµ ≤
∑

i

|αi| ·
∫

A

|fi| dµ <
∑

i

|αi|
ǫ

S
≤ ǫ .

c) Zu ǫ > 0 seienδ1 (für F1) und δ2 (für F2) wie in Satz 8.15iii) gewählt. Benutze nunδ :=
min{δ1, δ2} > 0 für F1 ∪ F2.

d) folgt aus Bemerkung 8.14 und Aussage c).

2

Nun beweisen wir die angekündigte Verschärfung von Korollar 8.9.

8.17 Satz (Konvergenzsatz für gleichgradig integrierbare Funktionen)
Sei µ ein endlichesMaß auf(Ω,A), (fn)n≥1 eine gleichgradig integrierbare Folge messbarerR̄-
wertiger Funktionen aufΩ. Ist f : Ω → R̄ messbar undf = limn→∞ fn f.s., so istf ∈ L1

µ und

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

∫

fn dµ−
∫

f dµ

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞

∫

|fn − f | dµ = 0 .

Beweis: Es istf ∈ L1
µ, da

∫

|f | dµ =

∫

lim inf
n→∞

|fn| dµ
Lemma von Fatou

≤ lim inf
n→∞

∫

|fn| dµ ≤ sup
n

∫

|fn| dµ
Satz 8.15iii)

< ∞ .

Setzehn = |f−fn|. Wegen Lemma 8.16 ist(hn)n gleichgradig integrierbar, so dass zuǫ > 0 eina > 0
existiert mit

sup
n

∫

{hn>a}
hn dµ < ǫ .

Daher:
∫

|f − fn| dµ =

∫

hn dµ =

∫

{hn>a}
hn dµ+

∫

hn · 1{hn≤a} dµ < ǫ+

∫

hn · 1{hn≤a} dµ .

Da |hn · 1{hn≤a}| ≤ a und|hn · 1{hn≤a}| ≤ hn = |f − fn| → 0 f.s., folgt aus Korollar 8.9

lim
n→∞

∫

hn · 1{hn≤a} dµ = 0 ,

also

lim
n→∞

∫

|f − fn| dµ ≤ ǫ für beliebigesǫ > 0 .

2

Wir diskutieren nun drei Konvergenzbegriffe für messbareFunktionen im Fall endlicher Maße. Für
den allgemeinen Fall siehe [Bauer-MT,§20].

Seienfn, f messbareR-wertige Funktionen auf(Ω,A), µ ein endliches Maß aufA.

⊲ Fast sichere Konvergenz f = limn→∞ fn µ-f.s. genau dann, wenn

∀α > 0 : µ

(

{lim sup
k→∞

|f − fk| > α}
)

= µ

(

lim sup
k→∞

{|f − fk| > α}
)

= lim
n→∞

µ




⋃

k≥n

{|f − fk| > α}



 = 0
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⊲ Stochastische Konvergenz fn →
µ
f (n→ ∞) genau dann, wenn

∀α > 0 : lim
n→∞

µ ({|f − fn| > α}) = 0

⊲ L1
µ-Konvergenz limn→∞

∫
|f − fn| dµ = 0

8.18 Lemma Seienfn, f messbareR-wertige Funktionen auf(Ω,A), µ ein endliches Maß aufA.

a) fn → f µ-f.s.=⇒ fn →
µ
f

b)
∫
|fn − f | dµ→ 0 =⇒ fn →

µ
f

c) Für jeden der drei Konvergenzbegriffe gilt: Gehtfn → f , so folgt

fn → g ⇐⇒ f = g µ-f.s.

Beweis:

a) Folgt direkt aus obigen Charakterisierungen der Konvergenzbegriffe.

b) Folgt aus der Markov-Ungleichungµ{|fn − f | > α} ≤ α−1 ·
∫
|fn − f | dµ.

c) “=⇒” Wegen Teil a) und b) ist das nur für die stochastische Konvergenz zu zeigen: Fürα > 0 und
n ∈ N ist

µ{|f − g| > α} ≤ µ{|f − fn| >
α

2
} + µ{|fn − g| > α

2
} n→∞−→ 0 ,

alsoµ{|f − g| > α} = 0 und daher

µ{f 6= g} = µ

( ∞⋃

i=1

{|f − g| > 1

i
}
)

≤
∞∑

i=1

µ{|f − g| > 1

i
} = 0

“⇐=” Ist µ{f 6= g} = 0, so werden die definierenden Ausdrücke für die drei Konvergenzbegriffe
beimÜbergang vonf zu g oder umgekehrt nur aufµ-Nullmengen geändert, d.h. ihre Werte ändern
sich nicht.

2

8.19 Satz
Seienfn, f wie vorher. Giltfn →

µ
f , so gibt es eine Teilfolge(fnk

)k von (fn)n, dieµ-f.s. gegenf

konvergiert.

Beweis: Für allek > 0 gibt es einnk ∈ N mit µ{|fnk
− f | > 1

k} ≤ 2−k. Die nk können so
gewählt werden, dassn1 < n2 < n3 < . . . . Aus dem Borel-Cantelli Lemma 8.4 folgtcard{k ∈ N :
|fnk

(ω) − f(ω)| > 1
k} <∞ für µ-fast alleω und daherlimk→∞ fnk

= f µ-f.s. 2

8.20 Satz
Seienfn, f messbareR-wertige Funktionen auf(Ω,A), µ ein endliches Maß aufA. Folgende Aussa-
gen sind äquivalent:

i) limn→∞
∫
|fn − f | dµ = 0 undf ∈ L1

µ

ii) fn →
µ
f und(fn)n ist gleichgradig integrierbar.
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Beweis: “i) ⇒ ii)”: fn →
µ
f folgt aus Lemma 8.18b). Sei nunǫ > 0. Wählea1 > 0 so, dass

∫
(|f | − a1)

+ dµ < ǫ
3 (vergl. Bemerkung 8.14), undn0 = n0(ǫ) ∈ N derart, dass

∫

||fn| − |f || dµ ≤
∫

|fn − f | dµ < ǫ

3
für allen ≥ n0.

Es folgt
∫

(|fn| − a1)
+ dµ ≤

∫

(|f | − a1)
+ dµ+

∫

||fn| − |f || dµ < 2

3
ǫ für allen ≥ n0.

Da die endliche Familie{f1, . . . , fn0} gleichgradig integrierbar ist (siehe Lemma 8.16), gibt es ein
a2 > 0 derart, dass

∫
(|fi| − a2)

+ dµ < ǫ für i = 1, . . . , n0. Für a = max{a1, a2} folgt daher
supn>0

∫
(|fn| − a)

+
dµ < ǫ.

“ii) ⇒ i)”: Sei (fnk
)k>0 eine beliebige Teilfolge von(fn)n>0. Wegen Satz 8.19 gibt es eine Teil-

folge (fnk(i)
)i>0 von (fnk

)k>0 mit limi→∞ fnk(i)
= f µ-f.s. Aus Satz 8.17 folgt:f ∈ L1

µ und
limi→∞

∫
|fnk(i)

− f | dµ = 0. Also hat jede Teilfolge der Folge(
∫
|fn − f | dµ)n>0 eine Teilfolge,

die gegen0 konvergiert, so dass die Folge selbst auch gegen0 konvergiert. 2

Wir fassen die Beziehungen zwischen den verschiedenen Konvergenzbegriffenbei endlichem Maßµ
zusammen:

fn→f µ-f.s. >
falls (fn)n gleichgradig int’bar

∫
|fn − f | dµ→ 0

<

für Teilfolgen

fn →
µ
f

@
@

@
@

@
@

@@

@
@

@
@

@
@

@@

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

∧

für Teilfolgen

∧

falls (fn)n gleichgradig int’bar

8.21 Bemerkung (Schwaches Gesetz der großen Zahl)SeienX1, X2, · · · ∈ L2
P unkorreliert undM :=

supn V (Xn) <∞. Dann konvergiert

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi) →
P

0 ,

denn aus der Chebyshev-Ungleichung 7.16 folgt:

P

(∣
∣
∣
∣
∣

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi)

∣
∣
∣
∣
∣
> α

)

≤ α−2 V

(

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi)

)

= α−2 1

n2

n∑

i=1

V (Xi) ≤ α−2Mn−1 .



Kapitel 9

Der Ergodensatz -
ein starkes Gesetz der großen Zahl für
stationäre Prozesse

Sei (Xt)t∈T ein stationärer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ), wobei wir uns in
diesem Abschnitt aufT = Zd oderT = Zd

+ einschränken. Wie in Definition 6.9 seiX : Ω → RT ,
(Xω)t = Xt(ω), und es bezeichnePX die Verteilung des Prozesses aufRT . Zur Erinnerung:Xt =
πt ◦ X .

In dieser Situation gilt

9.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz für station̈are Prozesse)
SeiΛn := {t ∈ T : |ti| < n (i = 1, . . . , d)}. IstXt ∈ L1

P , so existiert

X̄ := lim
n→∞

1

|Λn|
∑

t∈Λn

Xt

P -f.s. und inL1
P , und für die ZufallsvariablēX gilt:

a) E|X̄ | ≤ E|X1| <∞

b) Ist (Xt)t∈T ergodisch, so ist̄X = EX konstantP -f.s. Insbesondere gilt das für unabhängige iden-
tisch verteilteXt.

Im SpezialfallT = Z+ erhalten wir (nach Verschiebung des Index um1)

9.2 Korollar (Starkes Gesetz der großen Zahl für u.i.v. Prozesse) SindX1, X2, · · · ∈ L1
P un-

abhängig identisch verteilt, so istlimn→∞ 1
n

∑n
i=1Xi = EX1 P -f.s. und inL1

P .

Wir werden Satz 9.1 nur für den FallT = Z+ beweisen. Dann folgt er aus (und ist in der Tat äquivalent
zu)
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9.3 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz für maßerhaltende Transformationen)
Sei(X,F , µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,T : X → X messbar und maßerhaltend(d.h.µ ◦ T−1 =
µ). Seif ∈ L1

µ. Dann existiert

f̄(x) = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f(T kx)

µ-f.s. und inL1
µ, und es gilt:

a)
∫
|f̄ | dµ ≤

∫
|f | dµ <∞, alsof̄ ∈ L1

µ,

b) Ist (T, µ) ergodisch(d.h. istµ(A) = 0 oder1 falls T−1(A) = A), so istf̄ =
∫
f dµ µ-f.s.

Satz 9.1 fürT = Z+ folgt daraus wenn man(X,F , µ) = (RT ,BT , PX ), T = S1 und f = π0

betrachtet, daXi = πi ◦ X = (π0 ◦ T i) ◦ X .

Die Identifikation der GrenzwertēX bzw.f̄ im nicht-ergodischen Fall wird am Ende von Kapitel 19
nachgeliefert.

Beweis: Wir beweisen den Satz hier nur für ergodische(T, µ). Der allgemeine Fall wird erst in Kapi-
tel 19 behandelt.

Seienc :=
∫
f dµ undSnf :=

∑n−1
k=0 f ◦ T k (n ≥ 0). Wir werden zeigen, dass

F := lim sup
n→∞

1

n
Snf ≤ c µ-f.s.

Durch Anwendung des gleichen Arguments auf die Funktion−f folgt dannlim supn→∞
1
nSn(−f) ≤

−c µ-f.s., d.h.lim infn→∞ 1
nSnf ≥ c µ-f.s. Beide Ungleichungen zusammen ergeben schließlich die

Behauptunglimn→∞ 1
nSnf = c µ-f.s.

Für ǫ > 0 seiengǫ := f − c− ǫ undGǫ := lim supn→∞
1
nSngǫ. Dann istF = Gǫ + c+ ǫ, und es

reicht zu zeigen, dassµ{Gǫ > 0} = 0 für jedesǫ > 0, denn daraus folgtµ{F > c + ǫ} = 0 für jedes
ǫ > 0, so dass

µ{F > c} = µ

( ∞⋃

k=1

{F > c+
1

k
}
)

≤
∞∑

k=1

µ{F > c+
1

k
} = 0 ,

alsoF ≤ c µ-f.s.
Nun zum Beweis vonµ{Gǫ > 0} = 0: Beachte zunächst, dassGǫ ◦ T = Gǫ:

Gǫ ◦ T = lim sup
n→∞

1

n

n∑

k=1

gǫ ◦ T k = lim sup
n→∞

n+ 1

n

(

1

n+ 1

n∑

k=0

gǫ ◦ T k − 1

n+ 1
gǫ

)

= Gǫ .

Also ist {Gǫ > 0} eineT -invariante Menge, und aus der Annahme der Ergodizität von(T, µ) folgt
µ{Gǫ > 0} = 0 oder1.
Annahme:Es gibt einǫ > 0 mit µ{Gǫ > 0} = 1.
Seig := gǫ, und fürn > 0 seiMn := max{0, S1g, . . . , Sng}. Dann ist0 ≤ M1 ≤ M2 ≤ M3 ≤ . . . ,
und daSkg(Tx) = Sk+1g(x) − g(x) für alle k ≥ 0, folgt für x ∈ {Mn > 0} Hopfs Maximalunglei-
chung

Mn(x) −Mn(Tx) = max{0, S1g(x), . . . , Sng(x)} − max{0, S1g(Tx), . . . , Sng(Tx)}
= max{S1g(x), . . . , Sng(x)} − max{S1g(x), S2g(x), . . . , Sn+1g(x)} + g(x)

≤ g(x) .

DaMn ≥ 0 für allen, folgt daraus
∫

g1{Mn>0} dµ ≥
∫

{Mn>0}
Mn dµ−

∫

{Mn>0}
Mn ◦ T dµ ≥

∫

Mn dµ−
∫

Mn ◦ T dµ = 0 .
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Nun ist aber{Mn > 0} ր ⋃∞
n=1{Sng > 0} ⊇ {Gǫ > 0}, so dass aus Korollar 8.10 zum Satz von der

majorisierten Konvergenz und aus der Annahmeµ{Gǫ > 0} = 1 folgt
∫

g dµ =

∫

{Gǫ>0}
g dµ = lim

n→∞

∫

{Mn>0}
g dµ ≥ 0

im Widerspruch zu
∫
g dµ =

∫
f dµ − c − ǫ = −ǫ < 0. Also ist die Anahme falsch, und wir haben

µ{Gǫ > 0} = 0 für jedesǫ > 0.
2

9.4 Beispiel (Gr̈oße subkritischer Perkolationskomponenten)Sei(Xe)e∈E unabhängig und Bernoulli-
verteilt mitP (Xe = 1) = p, P (Xe = 0) = 1 − p, wobeiE = Z2 ×

{(
1
0

)
,
(
0
1

)}
. Wir betrachten das

kanonische Modell von(Xe)e∈E , d.h. wir betrachtenXe = πe : {0, 1}E → {0, 1}. Es seip < pc = 1
2

ein subkritischer Perkolationsparameter, siehe Satz 6.19. Fürt ∈ Z2 betrachten wir die Zufallsvariablen

Yt(ω) := Mächtigkeit der ZusammenhangskomponenteJt(ω) vonG(E(ω)), diet enthält.

Zur Erinnerung:E(ω) = {e ∈ E : Xe(ω) = ωe = 1}. Dann istYt = Y0 ◦ St, so dass(Yt)t∈Z2 ein
stationärer, ergodischer Prozess ist (Übung!). Im Beweis zu Satz 6.19 hatten wir in Abschätzung (6.1)
gesehen, dass

P (Radius vonJ0(ω) um0 größer alsn) ≤ 4

3
(3p)n .

Es folgt:P (Y0 ≥ k) ≤ (3p)
√

k/π und daherEY0 ≤ ∑∞
k=0 P (Y0 > k) < ∞ (Bemerkung 7.11). Wir

können daher den Ergodensatz anwenden und z.B. schließen

lim
n→∞

1

|Λn|
∑

t∈Λn

Yt = EY0 f.s.

Beachte dabei, dass dieYt nicht unabhängig sind: Wählt man zwei beliebige Gitterpunktet und t′

und weiß man, dassYt(ω) sehr groß ist (was sehr unwahrscheinlich ist), so ist die darauf bedingte
Wahrscheinlichkeit, dasst′ zuJt(ω) gehört recht groß, und da dannJt′(ω) = Jt(ω), erwartet man nach
Kenntnis vonYt(ω) ein untypisch großesYt′(ω).



Kapitel 10

Minkowski, H ölder und Jensen

In diesem Kapitel stellen wir eine Reihe der wichtigsten Ungleichungen der Analysis zur Verfügung.
Insbesondere zeigen wir, dass die sogenanntenLp–Räume Banach-Räume sind.

Sei(Ω,A, µ) ein Maßraum,p, q > 1, 1
p + 1

q = 1. Für messbaref : Ω → R̄ sei

‖f‖p :=

(∫

|f |p dµ
)1/p

Zur Erinnerung: Dann istLp
µ = {f : Ω → R̄ mit ‖f‖p <∞}.

10.1 Satz (Minkowski- und Hölder-Ungleichung)
a) Lp

µ ist ein Vektorraum.

b) ‖.‖p ist eine Semi-Norm aufLp
µ, d.h. fürf, g ∈ Lp

µ undα ∈ R gilt

1) ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (Minkowski-Ungleichung)

2) ‖αf‖p = |α| · ‖f‖p

3) ‖f‖p = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-f.s.

c) f ∈ Lp
µ, g ∈ Lq

µ =⇒ (fg) ∈ L1
µ, ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q (Hölder-Ungleichung)

Beweis:

b2)

‖αf‖p =

(∫

|αf |p dµ
)1/p

= |α| ·
(∫

|f |p dµ
)1/p

= |α| · ‖f‖p

b3)

‖f‖p = 0 ⇐⇒
∫

|f |p dµ = 0 ⇐⇒ |f |p = 0 f.s. ⇐⇒ f = 0 f.s.

c) Ist‖f‖p = 0 oder‖g‖q = 0, so istf = 0 f.s. oderg = 0 f.s., alsofg = 0 f.s. und daher‖fg‖1 = 0.

Seien nun‖f‖p > 0 und‖g‖q > 0. Für beliebigea, b > 0 gilt

ab = e
1
p
(p log a)+ 1

q
(q log b) ≤ 1

p
ep log a +

1

q
eq log b =

ap

p
+
bq

q
,

dax 7→ ex konvex ist. Ista = 0 oderb = 0, so gilt diese Ungleichung ebenfalls. Also

|f(ω)|
‖f‖p

· |g(ω)|
‖g‖q

≤ 1

p

|f(ω)|p
∫
|f |p dµ +

1

q

|g(ω)|q
∫
|g|q dµ
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Integriert man beide Seiten dieser Ungleichung mitdµ, so folgt
∫
|fg| dµ

‖f‖p · ‖g‖q
≤ 1

p
+

1

q
= 1 ,

also die Behauptung.

a) i) 0 ∈ Lp
µ ✔

ii) Da ‖αf‖p = |α| · ‖f‖p, ist mit f auchαf in Lp
µ.

iii) Seienf, g ∈ Lp
µ. Da

|f + g|p ≤ (|f | + |g|)p ≤ (2 max{|f |, |g|})p = 2p max{|f |p, |g|p} ≤ 2p (|f |p + |g|p) ,
(10.1)

ist ∫

|f + g|p ≤ 2p

(∫

|f |p dµ+

∫

|g|p dµ
)

<∞ ,

alsof + g ∈ Lp
µ.

b1) Seienf, g ∈ Lp
µ. Es gilt

∫

|f + g|p dµ ≤
∫

(|f | + |g|)p dµ , (*)

und die Ungleichung folgt sofort fürp = 1. Sei nunp > 1. Dann ist
∫

(|f | + |g|)p dµ =

∫

|f | (|f | + |g|)p−1 dµ+

∫

|g| (|f | + |g|)p−1 dµ

Hölder-Ungl.
≤ ‖f‖p

(∫

(|f | + |g|)(p−1)q dµ

)1/q

+ ‖g‖p

(∫

(|f | + |g|)(p−1)q dµ

)1/q

.

Da aus1
p + 1

q = 1 folgt, dassp+ q = pq, ist (p− 1)q = p, und wir erhalten

∫

(|f | + |g|)p dµ ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)

(∫

(|f | + |g|)p dµ

)1/q

,

woraus wegen|f | + |g| ∈ Lp
µ folgt

(∫

(|f | + |g|)p dµ

)1/p

≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Mit (*) folgt daraus die behauptete Ungleichung.

2

10.2 Bemerkungen
a) Fürp = q = 2 erhält man‖fg‖1 ≤ ‖f‖2‖g‖2 (Cauchy/Schwarz-Ungleichung)

b) Istµ(Ω) = 1 und1 ≤ p < r, so gilt fürf ∈ Lr
µ

‖f‖p =

(∫

|f |p · 1 dµ
)1/p Hölder-Ungl.

≤
(

‖|f |p‖ r
p
· ‖1‖ r

r−p

)1/p

=

(∫

|f |r dµ
) p

r
· 1

p

= ‖f‖r

10.3 Bemerkung Sei

L∞
µ := {f : Ω → R | ∃M > 0 so dass|f | ≤M µ-f.s.} .

Fürf ∈ L∞
µ sei

‖f‖∞ := inf {M > 0 : |f | ≤M µ-f.s.} .
Dann gelten fürp = ∞ undq = 1 die gleichen Aussagen wie in Satz 10.1 (Übung!).
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10.4 Bemerkung SeiF ⊆ L1
µ undsupf∈F ‖f‖r =: C < ∞ für ein r > 1. Dann istF gleichgradig

integrierbar, denn füra > 0 undf ∈ F gilt
∫

{|f |>a}
|f | dµ ≤ a−(r−1)

∫

{|f |>a}
|f |r dµ ≤ a−(r−1)Cr → 0 für a→ ∞.

10.5 Satz (Vollsẗandigkeit vonLp
µ)

Sei1 ≤ p ≤ ∞, fn ∈ Lp
µ, und seilimn→∞ supm≥n ‖fn − fm‖p = 0. Dann existiert einf ∈ Lp

µ

derart, dasslimn→∞ ‖fn − f‖p = 0.

Beweis: Der Beweis fürp = ∞ bleibt zur Übung überlassen. Hier sei1 ≤ p < ∞. Wähle eine
Teilfolge(fnk

)k von (fn)n mit ‖fnk+1
− fnk

‖p ≤ 2−k. Wir wollen zeigen, dassf := limk→∞ fnk
fast

sicher existiert. Sei dazugm :=
∑m

k=1 |fnk+1
− fnk

|. Dann folgt aus der Minkowski-Ungleichung, dass

‖gm‖p ≤
m∑

k=1

2−k ≤ 1 .

Außerdem strebtgm ր g :=
∑∞

k=1 |fnk+1
− fnk

|, also auchgp
m ր gp und daher

∫

gp dµ = sup
m

∫

gp
m dµ = sup

m
‖gm‖p

p ≤ 1 ,

alsogp ∈ L1
µ, so dassg <∞ µ-f.s. Insbesondere existiert

f := fn1 +

∞∑

k=1

(fnk+1
− fnk

) f.s., und |f | ≤ |fn1 | + g ,

so dass
‖f‖p ≤ ‖|fn1 | + g‖p ≤ ‖fn1‖p + ‖g‖p <∞ ,

alsof ∈ Lp
µ. Aus dem Lemma von Fatou folgt schließlich

‖fn − f‖p
p =

∫

|fn − f |p dµ =

∫

lim inf
m→∞

|fn − fnm
|p dµ

≤ lim inf
m→∞

∫

|fn − fnm
|p dµ ≤ sup

m≥n
‖fn − fm‖p

p =: ǫn

undǫn → 0 nach Voraussetzung. 2

10.6 Bemerkung (Lp-Räume) SeiLp
µ die Menge der‖.‖p-Äquivalenzklassen vonLp

µ (f ∼ g, falls
‖f − g‖p = 0, d.h. fallsf = g µ-f.s.). Aus dem vorhergehenden Satz folgt, dassLp

µ ein Banach-Raum
ist. Im Fallp = 2 ist es sogar einHilbert-Raummit Skalarprodukt〈f, g〉 =

∫
fg dµ. Das Skalarprodukt

ist wohldefiniert, da
∫
|fg| dµ ≤ ‖f‖2‖g‖2 <∞, und offensichtlich ist‖f‖2 = 〈f, f〉 1

2 .

Schon im Beweis der Hölder-Ungleichung spielte die Konvexität vonx 7→ ex eine entscheidende Rolle.
Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, so lässt sich eine viel allgemeinere Ungleichung für Integrale konve-
xer Funktionen beweisen.

10.7 Definition (Konvexität) SeiI ⊆ R ein Intervall.ϕ : I → R ist konvex, falls

ϕ (ta+ (1 − t)b) ≤ tϕ(a) + (1 − t)ϕ(b) für allea, b ∈ I undt ∈ [0, 1].

ϕ ist strikt konvex, falls diese Ungleichung füra 6= b undt ∈ (0, 1) strikt ist.
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10.8 Bemerkungϕ : I → R ist konvex genau dann, wenn

ϕ(v) − ϕ(u)

v − u
≤ ϕ(w) − ϕ(u)

w − u
≤ ϕ(w) − ϕ(v)

w − v
für alleu < v < w in I. (*)

(Setzeu = a,w = b, v = ta+ (1− t)b; dann einfachëUbung.) Insbesondere ist jedes konvexeϕ stetig

im Inneren vonI, also auch messbar, und für allex ∈
◦
I existiert

ϕ∗(x) := lim
v↓x

ϕ(v) − ϕ(x)

v − x
= lim

n→∞
ϕ(x + 1

n ) − ϕ(x)
1
n

(Monotonie!).

Mit ϕ ist auchϕ∗ messbar, und wegen (*) ist

ϕ(x) − ϕ(u)

x− u
≤ ϕ∗(x) ≤ ϕ(v) − ϕ(x)

v − x
für alleu < x < v in I. (**)

Ist ϕ strikt konvex, so sind alle Ungleichungen in (*) und (**) strikt.

10.9 Satz (Jensen’sche Ungleichung)
Sei I ⊆ R ein Intervall (nicht notwendig endlich!),(Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,X eine
integrierbareZufallsvariable mit Werten inI f.s., und seiϕ : I → R konvex. Dann ist

ϕ (EX) ≤ E [ϕ(X)] .

Istϕ strikt konvex, so gilt Gleichheit genau dann, wennX = EX f.s.

Beweis: Wegen (**) gilt für x, y ∈ I

ϕ∗(x) · (y − x) + ϕ(x) ≤ ϕ(y)

mit strikter Ungleichung fallsϕ strikt konvex undx 6= y ist. DaX(ω) ∈ I f.s., ist auchEX ∈ I. Ist
EX ein Endpunkt vonI, z.B.EX = min I, so istX ≥ EX f.s. und daherX = EX f.s., insbesondere

E[ϕ(X)] = ϕ(EX). Andernfalls istEX ∈
◦
I, und es folgt mitx = EX undy = X

ϕ∗(EX) · (X − EX) + ϕ(EX) ≤ ϕ(X) f.s. (***)

Nimmt man auf beiden Seiten dieser Ungleichung den Erwartungswert, so folgt wegenE[X−EX ] = 0
die Behauptung. Istϕ strikt konvex undX nicht fast sicher konstant, so herrscht mit positiver Wahr-
scheinlichkeit strikte Ungleichung in (***). 2

10.10 Bemerkung (Jensen impliziert Ḧolder) Die Hölder-Ungleichung kann direkt aus der Jensen-
Ungleichung gefolgert werden: Seienf ∈ Lp

µ, g ∈ Lq
µ. Setze

f̃ :=

( |f |
‖f‖p

)p

, g̃ :=

( |g|
‖g‖q

)q

.

Dann ist
∫
f̃ dµ =

∫
g̃ dµ = 1. Insbesondere istP := f̃ µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß (Korollar 8.3).

Es folgt
∫ |fg|

‖f‖p‖g‖q
dµ =

∫

f̃
1
p g̃

1
q dµ =

∫

f̃

(
g̃

f̃

) 1
q

dµ = EP

[(
g̃

f̃

) 1
q

]

da 1
p + 1

q = 1. (Beachte auch, dass der QuotientP -f.s. wohldefiniert ist!) Dax 7→ xq konvex auf[0,∞)
ist, folgt aus der Jensen’schen Ungleichung

(∫ |fg|
‖f‖p‖g‖q

dµ

)q

=

(

EP

[(
g̃

f̃

) 1
q

])q

≤ EP

[
g̃

f̃

]

=

∫

g̃ dµ = 1 ,

also die Hölder-Ungleichung.
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Übergangskerne und Produktmaße –
zwei Faktoren

Das Produkt zweier Maße ist aus der Analysis bekannt. So giltz.B. für dasm- und dasn-dimensionale
Lebesguemaßλm × λn = λm+n. Mit solchen Produkten lassen sich in der Wahrscheinlichkeitstheorie
gemeinsame Verteilungen unabhängiger Zufallsvariablenkonstruieren. Zur Beschreibung der gemein-
samen Verteilung abhängiger Zufallsvariablen benötigtman aber eine flexiblere Konstruktion, eine Art
Schiefprodukt von Maßen. Die dazu nötige Theorie wird in diesem Kapitel bereit gestellt.

11.1 BeispieleWir bereiten die allgemeine Begriffsbildung mit zwei Beispielen vor.

a) SeiΣ eine endliche oder abzählbare Menge, interpretiert als Menge möglicher Zustände eines “Sy-
stems”.Übgergänge zwischen den Zuständen sind mit gewissen Wahrscheinlichkeiten möglich: Be-
findet sich das System im Zustands, so gehe es mit Wahrscheinlichkeitps,s′ in den Zustands′ über.
Das heißt, für jedess ∈ Σ ist (pss′ )s′∈Σ ein Wahrscheinlichkeitsvektor. DieΣ×Σ-Matrix (pss′ )ss′ ,
in der also jede Zeile ein Wahrscheinlichkeitsvektor ist, ist eine sogenannteMarkov-Matrix.

Sei (πs)s∈Σ ein weiterer Wahrscheinlichkeitsvektor. Wird das System zum Zeitpunktt = 0 mit
Wahrscheinlichkeitπs in den Zustands0 ∈ Σ versetzt und wird dann einmal ein Folgezustand
s1 ∈ Σ gemäß obigem Mechanismus gewählt, so ergibt sich für dasPaar(s0, s1) die Wahrschein-
lichkeit q(s0,s1) := πs0ps0s1 . Dadurch wird ein WahrscheinlichkeitsmaßQ aufΣ2 als “Produkt” der
Startverteilungπ und der Markov-MatrixP definiert.

Vom Zustands1 kann man nach der gleichen Regel in einen witeren Zustands2 übergehen. Die
Wahrscheinlichkeit, dabei die Abfolge(s0, s1, s2) zu beobachten, ist dannπs0ps0s1ps1s2 . Man mo-
delliert damit eine Situation, in der man sich bei der Entscheidung fürs2 nur vom momentanen
Zustands1 leiten lässt, nicht aber vom vergangenen Zustands0.

b) Hier ist eine Variante des vorherigen Beispiels mit kontinuierlichem Zustandsraum: SeiT = R/Z
das “Einheitsintervall modulo1” undf : T → R eine differenzierbare Funktion (hier als ‘”Potential”
auf I interpretiert). SeiX0 eine Zufallsvariable mit Werten inT. Ausgehend vom ZustandX0 zur
Zeit t = 0 geht das System nun zufällig in einen ZustandX1 zur Zeit t = 1 über, dann mit der
gleichen Regel nachX2 u.s.w. Dabei soll die Art des Zufalls vom Potential abhängen

Xn+1 = Xn − h · f ′(Xn) + ξn+1 (n = 0, 1, 2, . . . ).

Dabei isth > 0 eine fest gewählte Konstante (typischerweise sollteh klein sein), und dieξ1, ξ2, . . .
sind unabhängige Zufallsvariablen. Dann gilt für die “bedingte Verteilung vonXn+1 gegebenXn =
x”:

P (Xn+1 ∈ A|Xn = x) = Pξn+1(A− x+ h · f ′(x)) .

Wieder beeinflussen die vergangenen ZuständeX0, . . . , Xn−1 nicht die zufällige Wahl vonXn+1,
solangeXn = x bekannt ist. Die gemeinsame Verteilung vonX0 undX1 sollte sich dann wie im
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vorherigen Beispiel als “Produkt” der VerteilungPX0 auf T mit dem “Markovkern”K(x,A) :=
Pξ1 (A− x− h · f ′(x)) schreiben lassen.

Ziel dieses Kapitels ist es, diese Idee in sehr allgemeiner Form zu präzisieren.

11.2 Definition (Übergangskern, stochastischer Kern, Markov-Kern) Seien(Ωi,Ai), i = 1, 2,
messbare Räume. Eine AbbildungK : Ω1 × A2 → [0,+∞) heißtÜbergangskernvon (Ω1,A1) nach
(Ω2,A2), falls gilt:

i) A 7→ K(ω1, A) ist ein endliches Maß auf(Ω2,A2) für jedesω1 ∈ Ω1, und

ii) ω1 7→ K(ω1, A) ist A1-B-messbar für jedesA ∈ A2.

Ist jedesK(ω1, �) ein Wahrscheinlichkeitsmaß, so istK ein stochastischer Kernoder auch Markov-Kern.
Integration bzgl. eines MaßesK(ω1, �) wird als

∫
f(ω2)K(ω1, dω2) geschrieben.

11.3 Beispielea) (Markov-Matrizen mit h öchstens abz̈ahlbarem Zustandsraum) In Beispiel 11.1a
ist

K(ω1, A) :=
∑

j∈A

qω1,j

ein Markov-Kern von(Σ,A) nach(Σ,A), A = P(Σ).

b) In Beispiel 11.1b istK ein Markov-Kern von(T,B(T)) nach(T,B(T)).

c) µ ist ein endliches Maß auf(Ω2,A2) undK(ω1, A) := µ(A) für alle ω1 ∈ Ω1. Ist µ ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß, so interpretiert man das folgendermaßen: Die Verteilung vonω2 (“das Wissen
überω2”) wird durch Informationen überω1 nicht beeinflusst.

d) SeiT : Ω1 → Ω2 messbar,K(ω1, A) := δTω1(A) = 1T−1A(ω1). In diesem Fall hängtω2 determi-
nistischvonω1 ab, denn nurω2 = Tω1 hat positive Wahrscheinlichkeit.

11.4 Bemerkung Es reicht, ii) der Definition für alle MengenA aus einem∩-stabilen ErzeugerC von
A2 mit Ω2 ∈ C zu fordern, denn

D := {A ∈ A2 : ω1 7→ K(ω1, A) ist A1-B-messbar}

ist ein Dynkin-System (̈Ubung!) undC ⊆ D, alsoD = A2 nach Satz 1.15.

11.5 Lemma SeiA ∈ A1 × A2, f : Ω1 × Ω2 → R̄ A1 × A2-messbar. Dann sind für allẽω1 ∈ Ω1,
ω̃2 ∈ Ω2

Aω̃1 := {ω2 ∈ Ω2 : (ω̃1, ω2) ∈ A} ∈ A2,

Aω̃2 := {ω1 ∈ Ω1 : (ω1, ω̃2, ) ∈ A} ∈ A1,

fω̃1 : Ω2 → R̄, ω2 7→ f(ω̃1, ω2) A2-messbar, und

fω̃2 : Ω1 → R̄, ω1 7→ f(ω1, ω̃2) A1-messbar.

Beweis: Für ω̃1 definierei : Ω2 → Ω durch i(ω2) = (ω̃1, ω2). Da π1 ◦ i = ω̃1 = const und
π2 ◦ i = IdΩ2 messbar sind, isti nach Satz 6.3A2-A1 ×A2-messbar, so dassAω̃1 = i−1(A) ∈ A2 und
fω̃1 = f ◦ i A2-B̄-messbar ist. Analog fürAω̃2 undfω̃2 . 2

11.6 Lemma SeiK ein Übergangskern von(Ω1,A1) nach(Ω2,A2) und seif : Ω1 × Ω2 → [0,+∞]
A1 ×A2-messbar. Dann istg : Ω1 → [0,+∞],

g(ω1) :=

∫

f(ω1, ω2)K(ω1, dω2)

wohldefiniert undA1-messbar.
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Beweis: Da g(ω1) =
∫
fω1(ω2)K(ω1, dω2), ist g(ω1) für jedesω1 ∈ Ω1 wohldefiniert (siehe auch

Lemma 11.5. Wir zeigen die Messbarkeit vong.
SeiD := {A ∈ A1 ×A2 : g ist messbar fürf = 1A}. Beachte, dassg(ω1) = K(ω1, (A)ω1) falls

f = 1A. FürAi ∈ Ai ist A1 × A2 ∈ D, denn dann istg(ω1) = 1A1(ω1) · K(ω1, A2) messbar. Also
enthältD einen∩-stabilen Erzeuger vonA1 ×A2, siehe Satz 6.7. Außerdem istD ein Dynkin-System:

D1) f = 1Ω1×Ω2 =⇒ g(ω1) = K(ω1,Ω2) ist messbar.

D2) A,B ∈ D,A ⊆ B =⇒ g(ω1) = K(ω1, (B \A)ω1) = K(ω1, (B)ω1 \ (A)ω1) = K(ω1, (B)ω1)−
K(ω1, (A)ω1) ist messbar. (Hier wird die Endlichkeit der MaßeK(ω1, �) benötigt!)

D3) An ∈ D (n ≥ 1) paarweise disjunkt=⇒ g(ω1) = K(ω1, (
⊎

nAn)ω1) = K(ω1,
⊎

n(An)ω1) =
∑

nK(ω1, (An)ω1) ist messbar.

Also istD = A1 ×A2 (Satz 1.15), so dassg für allef = 1A mit A ∈ A1 ×A2 messbar ist.
Da die Abbildungf 7→ g linear ist, folgt, dassg für Elementarfunktionenf messbar ist. Sind schließ-

lich fn Elementarfunktionen mit0 ≤ fn ր f , so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dassgn(ω1) ր g(ω1) für jedes festeω1 ∈ Ω1, woraus wieder die Messbarkeit vong folgt. 2

11.7 Satz (Existenz von Produktmaßen miẗUbergangskernen)
Sei µ ein endliches Maß auf(Ω1,A1) und seiK ein Übergangskern von(Ω1,A1) nach(Ω2,A2).
Dann wird durch

(µ×K)(A) :=

∫

Ω1

(∫

Ω2

1A(ω1, ω2)K(ω1, dω2)

)

dµ(ω1)

ein Maß aufA1 ×A2 definiert.µ×K ist durch die Festlegung

(µ×K)(A1 ×A2) =

∫

A1

K(ω1, A2) dµ(ω1)

fürAi ∈ Ai eindeutig bestimmt. Istµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß und istK stochastisch, so istµ×K
ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

Beweis: Wegen Lemma 11.6 angewandt auff = 1A ist µ×K : A1 ×A2 → [0,+∞] wohldefiniert
undµ ×K(∅) = 0. Seien nunAn ∈ A1 ×A2 paarweise disjunkt(n ≥ 1), so dass für festesω1 ∈ Ω1

auch die Mengen(An)ω1 , n ≥ 1, paarweise disjunkt sind. Wegen Lemma 11.5 sind die(An)ω1 ∈ A2,
und wegen der Maßeigenschaft desÜbergangskerns ist

K

(

ω1,

(
⊎

n

An

)

ω1

)

= K

(

ω1,
⊎

n

(An)ω1

)

=
∑

n≥1

K(ω1, (An)ω1) .

Daher folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

(µ×K)




⊎

n≥1

An



 =

∫

Ω1

K

(

ω1,

(
⊎

n

An

)

ω1

)

dµ(ω1)

=
∑

n≥1

∫

Ω1

K
(
ω1, (An)ω1

)
dµ(ω1)

=
∑

n≥1

(µ×K)(An) .

Aus dem Eindeutigkeitssatz 2.12 und aus Satz 6.7 folgt, dass(µ × K) durch seine Werte auf
Z(A1,A2) eindeutig bestimmt ist, daµ × K auf Z(A1,A2) σ-endlich ist: SeiAn := {ω1 ∈ Ω1 :
K(ω1,Ω2) ≤ n}. Dann sind dieAn ∈ A1, alsoAn×Ω2 ∈ Z(A1,A2),

⋃

nAn×Ω2 = Ω1×Ω2, da alle
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K(ω1, �) endliche Maße sind, und es ist(µ×K)(An×Ω2) =
∫

An
K(ω1,Ω2) dµ(ω1) ≤ n ·µ(An) <∞

für allen.
Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß und istK stochastisch, so ist

(µ×K)(Ω1 × Ω2) =

∫

Ω1

K(ω1,Ω2) dµ(ω1) = 1 ,

also istµ×K ein Wahrscheinlichkeitsmaß. 2

11.8 Satz (Satz von Fubini fürÜbergangskerne)
Seienµ,K undµ×K wie in Satz 11.7. Seif : Ω1 × Ω2 → R̄ A1 ×A2-messbar. Istf ≥ 0 oder ist
f ∈ L1

µ×K , so gilt

∫

Ω1×Ω2

f d(µ×K) =

∫

Ω1

(∫

Ω2

f(ω1, ω2)K(ω1, dω2)

)

dµ(ω1) . (*)

Beweis: Für f = 1A mit A ∈ A1 × A2 ist das die Definition vonµ × K. Für allgemeinef ≥ 0
wendet man algebraische Induktion an. Istf ∈ L1

µ×K , f = f+ − f−, so gilt (*) für f+ undf−. Da
f+, f− ∈ L1

µ×K , ist die linke Seite von (*) fürf± endlich, so dass auch
∫

Ω2
f±

ω1
(ω2)K(ω1, dω2) für µ-

f.a.ω1 ∈ Ω1 endlich ist (Satz 7.4b). Daher ist
∫

Ω2
fω1(ω2)K(ω1, dω2) für µ-f.a.ω1 ∈ Ω1 wohldefiniert

und endlich, und (*) fürf folgt aus der Linearität des Integrals. 2

11.9 Korollar IstA ∈ A1 ×A2 eineµ×K-Nullmenge, so istK(ω1, (A)ω1) = 0 für µ-f.a.ω1 ∈ Ω1.

Beweis: (*) für f = 1A und Satz 7.4a. 2

Im Fall von Produktmaßen (d.h.K(ω1, �) = ν(�)) gelten die Sätze 11.7 und 11.8 auch ohne die Endlich-
keitsannahme an die Maßeµ undK(ω1, �). Zum Beweis benötigen wir die folgende Charakterisierung
σ-endlicher Maße:

11.10 Lemma (Charakterisierungσ-endlicher Maße) Ein Maßµ auf dem messbaren Raum(Ω,A)
ist σ-endlich genau dann, wenn es eine strikt positive Funktionf ∈ L1

µ gibt. Ein solchesf kann be-
schränkt gewählt werden.

Beweis: Sei µ σ-endlich. Es gibt alsoAn ∈ A mit An ր Ω und 0 < µ(An) < ∞. Setzef :=
∑∞

n=1(2
n ·µ(An))−1 1An

. Dann istf(ω) > 0 für alleω ∈ Ω und
∫
f dµ =

∑∞
n=1 2−n = 1 <∞, also

f ∈ L1
µ undf ≤ maxk µ(Ak)−1

∑∞
n=1 2−n = µ(A1)

−1.
Ist umgekehrtf ∈ L1

µ strikt positiv, so setzeAn := {f ≥ 1
n}. Da f(ω) > 0 für alle ω ∈ Ω, gilt

An ր Ω, und es istµ(An) ≤
∫

An
n · f dµ ≤ n ·

∫
f dµ <∞ für allen > 0. 2

11.11 Satz (Existenz von Produktmaßen)
Seienµ undν σ-endliche Maße auf(Ω1,A1) bzw.(Ω2,A2). Dann wird durch

µ× ν(A) :=

∫

Ω1

∫

Ω2

1A(ω1, ω2) dν(ω2) dµ(ω1)

einσ-endliches Maß aufA1 ×A2 definiert, das durch die Festlegung

µ× ν(A1 ×A2) = µ(A1) · ν(A2) (Ai ∈ Ai)

eindeutig bestimmt wird. Sindµ undν endlich (Wahrscheinlichkeitsmaße), so ist auchµ× ν endlich
(Wahrscheinlichkeitsmaß).

Beweis: Für endlicheµ undν ist das ein Spezialfall von Satz 11.7. Sonst gibt es0 < f ∈ L1
µ und

0 < g ∈ L1
ν (Lemma 11.10). Setzẽµ := f · µ, ν̃ := g · ν. Dann sindµ̃ und ν̃ endliche Maße (Korollar
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8.3) undh(ω1, ω2) := f(ω1) · g(ω2) istA1 ×A2-messbar. Also ist̃µ× ν̃ ein endliches Maß (Satz 11.8)
und fürA ∈ A1 ×A2 ist

∫

A

1

h
d(µ̃× ν̃) =

∫

Ω1

(∫

Ω2

1A(ω1, ω2)
1

g(ω2)
dν̃(ω2)

)
1

f(ω1)
dµ̃(ω1)

=

∫

Ω1

(∫

Ω2

1A(ω1, ω2) dν(ω2)

)

dµ(ω1)

= µ× ν(A) .

Nach Korollar 8.3 ist daherµ × ν = 1
h · (µ̃ × ν̃) ein Maß, und dah > 0 und

∫
h · 1

h · (µ̃ × ν̃) =
µ̃× ν̃(Ω1 × Ω2) <∞, ist dieses Maßσ-endlich.

SeiA′
1 := {A ∈ A1 : µ(A) < ∞}, A′

2 := {A ∈ A2 : ν(A) < ∞}. Daµ undν σ-endlich sind,
sind dieA′

i ∩-stabile Erzeuger derAi, und es folgt aus Satz 6.5, dassA′ := {A1 ×A2 : Ai ∈ A′
i} ein

∩-stabiler Erzeuger vonA1 ×A2 ist, auf dem das Maßµ× ν σ-endlich ist. Nach Satz 2.12 ist es daher
durch seine Werte aufA′ eindeutig bestimmt. 2

11.12 Satz (Satz von Fubini für Produktmaße)
Seienµ undν σ-endliche Maße auf(Ω1,A1) bzw. (Ω2,A2), und seif : Ω1 × Ω2 → R̄ A1 × A2-
messbar. Istf ≥ 0 oder istf ∈ L1

µ×ν , so gilt

∫

Ω1×Ω2

f d(µ× ν) =

∫

Ω1

(∫

Ω2

f(ω1, ω2) dν(ω2)

)

dµ(ω1)

=

∫

Ω2

(∫

Ω1

f(ω1, ω2) dµ(ω1)

)

dν(ω2)

(*)

Beweis: Die erste Gleichheit wird wie im Beweis zu Satz 11.8 gezeigt.(Die im Fall vonÜbergangskernen
vorausgesetzte Endlichkeit vonµ undK(ω1, �) wurde dort nicht benutzt!) Für die zweite Gleichheit be-
achte, dass durchA 7→

∫

Ω2

∫

Ω1
1A(ω1, ω2) dµ(ω1) dν(ω2) ebenfalls einσ-endliches Maß aufA1 ×A2

definiert wird, das fürA1 × A2 ∈ Z(A1,A2) mit µ× ν übereinstimmt und daher mitµ × ν identisch
ist (Satz 11.11). 2

11.13 Korollar Seienµ, ν wie in Satz 11.12 undA ∈ A1 ×A2. Istµ× ν(A) = 0, so istµ((A)ω2 ) = 0
für ν-f.a.ω2 ∈ Ω2 undν((A)ω1 ) = 0 für µ-f.a.ω1 ∈ Ω1.

Beweis: (*) für f = 1A und Satz 7.4a. 2

11.14 Beispiel (Lebesgue-Maß aufR2) (Ωi,Ai) = (R,B), µ = ν = λ (Lebesgue-Maß aufR).
λ2 := λ × λ ist das Lebesgue-Maß aufR2. Es ist eindeutig bestimmt durchλ2((a, b] × (c, d]) =
(b− a) · (d− c).

11.15 Korollar (Integral = “Fl äche unter dem Funktionsgraphen”) Sei(Ω,A) messbarer Raum,
µ σ-endlich aufA, f : Ω → [0,+∞] A-messbar. SeiAf := {(ω, x) ∈ Ω × R : 0 < x ≤ f(ω)}. Dann
ist ∫

Ω

f dµ = (µ× λ)(Af ) =

∫ ∞

0

µ{f ≥ x} dλ(x) .

Beweis: Betrachte zunächstf =
∑n

i=1 αi · 1Ai
mit paarweise disjunktenAi ∈ A. Dann ist

∫

f dµ =
n∑

i=1

αi µ(Ai) =
n∑

i=1

λ((0, αi]) · µ(Ai) =
n∑

i=1

(µ× λ)(Ai × (0, αi]) = (µ× λ)(Af ) .
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Zu beliebigem nicht-negativem messbaremf gibt es Elementarfunktionenfn ր f . Dann ist auch
Afn

ր Af , und es folgt
∫

f dµ = sup
n

∫

fn dµ = sup
n

(µ× λ)(Afn
) = (µ× λ)(Af )

Fubini
=

∫ ∞

0

µ((Af )x) dλ(x) =

∫ ∞

0

µ{f ≥ x} dλ(x)

2

11.16 Bemerkungen
a) Sindµ1, . . . , µn σ-endliche Maße auf(Ω1,A1), . . . , (Ωn,An), so wird durch

µ1 × · · · × µn := (. . . ((µ1 × µ2) × µ3) · · · × µn)

einσ-endliches Maß aufA1 × · · · × An definiert (beachte Korollar 6.8). Wegen der Festlegung von
Produktmaßen durch ihre Werte auf Zylindermengen ist die Reihenfolge der Klammerung unwe-
sentlich. Der Satz von Fubini überträgt sich analog.Beispiel: λn := λ× · · · ×λ (Lebesgue-Maß auf
demRn).

b) Sind in der Situation von Teil a)hi Wahrscheinlichkeitsdichten auf(Ωi,Ai, µi) (i = 1, . . . , n) und
ist h : Ω1 × · · · × Ωn → [0,+∞] definiert durchh(ω1, . . . , ωn) = h1(ω1) · · · · · hn(ωn), so ist
(h1µ1) × · · · × (hnµn) = h · (µ1 × · · · × µn), denn beide Maße stimmen auf Zylindermengen
A1 × · · · ×An überein (Beweis fürn = 2):

(h1µ1) × (h2µ2)(A1 ×A2) = (h1µ1)(A1) · (h2µ2)(A2)

=

∫

Ω1

1A1h1 dµ1 ·
∫

Ω2

1A2h2 dµ2

=

∫

Ω2

(∫

Ω1

1A1(ω1)1A2(ω2)h1(ω1)h2(ω2) dµ1(ω1)

)

dµ2(ω2)

=

∫

Ω1×Ω2

1A1×A2(ω1, ω2)h(ω1, ω2) d(µ1 × µ2)(ω1, ω2)

= (h · µ1 × µ2)(A1 ×A2)

Die Verteilungen von Familien unabhängiger Zufallsvariablen lassen sich als Produktmaße charakteri-
sieren:

11.17 Satz (Verteilungen von Familien unabḧangiger Zufallsvariablen sind Produktmaße)
SeienX1, . . . , Xn Zufallsvariablen auf(Ω,A, P ). BezeichneX : Ω → R̄n,ω 7→ (X1(ω), . . . , Xn(ω)).
Dann gilt

X1, . . . , Xn unabhängig ⇐⇒ PX = PX1 × · · · × PXn
,

d.h. die gemeinsame Verteilung derXi ist das Produkt der einzelnen Verteilungen.
In diesem Fall gilt: Istf : R̄n → R̄ nicht-negativ oder inL1

PX , so ist

E [f(X1, . . . , Xn)] =

∫

R̄n

f dPX =

∫

R̄n

f d(PX1 × · · · × PXn
) .

Beweis: X1, . . . , Xn sind unabhängig genau dann, wenn für alleA = A1×· · ·×An ∈ Z(A1, . . . ,An)
gilt

PX (A) = P

(
n⋂

i=1

{Xi ∈ Ai}
)

!
=

n∏

i=1

P{Xi ∈ Ai} =
n∏

i=1

PXi
(Ai) = (PX1 × · · · × PXn

)(A)

Das wiederum ist äquivalent zuPX = PX1 × · · · × PXn
. 2
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11.18 Definition (Faltung von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf R) BezeichneW die Menge aller Wahr-
scheinlichkeitsmaße auf(R,B) und seis : R2 → R, (x, y) 7→ x+ y. Fürµ, ν ∈ W sei

µ ∗ ν := (µ× ν) ◦ s−1 ∈ W

die Faltung(oder das Faltungsprodukt) vonµ undν.

11.19 Satz (Eigenschaften der Faltung)
a) µ ∗ ν(A) =

∫

R
µ(A− x) dν(x) =

∫

R
ν(A− x) dµ(x) = ν ∗ µ(A).

b) Ist µ = fλ, so istµ ∗ ν = hλ mit h(x) :=
∫

R
f(x − y) dν(y). Ist darüberhinausν = gλ, so ist

h(x) = f ∗ g(x) :=
∫

R
f(x− y)g(y) dy.

c) SindX undY unabhängige Zufallsvariablen, so hatX + Y die VerteilungPX+Y = PX ∗ PY .

d) ∗ ist eine assoziative und kommutative Verknüpfung aufW mit neutralem Elementδ0.

Beweis:

a) FürA ∈ B folgt aus dem Satz von Fubini

µ ∗ ν(A) = (µ× ν)(s−1A) =

∫

R

∫

R

1A(x+ y) dµ(x) dν(y) =

∫

R

∫

R

1A(y + x) dν(y) dµ(x)

= (ν × µ)(s−1A) = ν ∗ µ(A)

und
∫

R

∫

R
1A(x+ y) dµ(x) dν(y) =

∫

R

∫

R
1A−x(y) dµ(y) dν(x) =

∫

R
µ(A− x) dν(x).

b) Für jedesy ∈ R ist
∫

R

1A(x+ y) dµ(x) =

∫

R

1A(x+ y)f(x) dx =

∫

R

1A(x)f(x − y) dx ,

so dass mit dem Satz von Fubini folgt

µ ∗ ν(A) =

∫

R

∫

R

1A(x)f(x − y) dx dν(y) =

∫

R

1A(x)

(∫

R

f(x− y) dν(y)

)

dx .

c) DaX undY unabhängig sind, hatX + Y = s(X,Y ) die Verteilung(PX × PY ) ◦ s−1 = PX ∗ PY ,
siehe Satz 11.17.

d) Istν = δ0, so folgtµ ∗ ν(A) =
∫

R
1A(x+ 0) dµ(x) = µ(A). Die Assoziativität und Kommutativität

folgen aus c), da jedes Wahrscheinlichkeitsmaß auf(R,B) Verteilung einer Zufallsvariablen auf
([0, 1],B, λ) ist (Satz 5.4) und damitk solcher Zuzfallsvariablen auf([0, 1]k,Bk, λk) unabhängig
realisiert werden können (Satz 11.17).

2



Kapitel 12

Übergangskerne und Produktmaße –
unendlich viele Faktoren

In diesem Abschnitt zeigen wir zunächst, dass Wahrscheinlichkeitsmaße auf unendlichen Produkträumen
durch Festlegung ihrer Werte auf Zylindermengen definiert werden können. Das versetzt uns in die Lage,
die Ergebnisse aus Kapitel 11 auf einfache Weise auf den Fallunendlich vieler Faktoren zu übertragen.

12.1 Definition (Verträgliches System von Verteilungen) BezeichneE(T ) die Familie aller endli-
chen Teilmengen der IndexmengeT . Ein System(µI)I∈E(T ) von Wahrscheinlichkeitsmaßenauf(RI ,BI)
heißt verträglich(oder projektiv), falls

µJ = µI ◦
(
πI

J

)−1
für alleJ ⊆ I ∈ E(T ).

12.2 Bemerkung (Marginalverteilungen) Sei ν ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(RT ,BT ). Setze
νI := ν ◦ (πT

I )−1 für I ∈ E(T ). Ist J ⊆ I, so folgt ausπT
J = πI

J ◦ πT
I , dass(νI)I∈E(T ) verträglich ist.

Die νI mit I ∈ E(T ) heißen endlich-dimensionale Rand- (oder Marginal-)verteilungenvonν.

Der folgende Satz ist die Umkehrung dieser Bemerkung:

12.3 Satz (Existenzsatz von Kolmogorov)
Sei (µI)I∈E(T ) ein verträgliches System von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (RI ,BI), (I ∈ E(T )).
Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf (RT ,BT ) zu dem dieµI die Randverteilungen
sind, d.h. für das gilt

µI = µ ◦
(
πT

I

)−1
für alle I ∈ E(T ). (*)

Beweis: Wir schreibenE := E(T ) und betrachten den SemiringZ der Zylindermengen in(RT ,BT ).
Jedes Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf (RT ,BT ) ist wegen Satz 2.12 durch die Bedingung (*) eindeutig
bestimmt, denn (*) legt die Werte vonµ auf Zylindermengen fest. Also kann es höchstens ein solches
Maß geben. Wir wenden uns der Existenz zu: FürB = π−1

I (A) setze

µ(B) := µI(A) .

Wir zeigen, dassµ aufZ dadurch eindeutig definiert ist: HatB außerdem die DarstellungB = π−1
I′ (A′),

so setzeJ = I ∪ I ′ und beachte

π−1
J

((
πJ

I

)−1
(A)
)

= B = π−1
J

((
πJ

I′
)−1

(A′)
)

.

DaπJ surjektiv ist, folgt daraus
(
πJ

I

)−1
(A) =

(
πJ

I′
)−1

(A′), so dass

µI(A)
Verträglkt.

= µJ

((
πJ

I

)−1
(A)
)

= µJ

((
πJ

I′
)−1

(A′)
)

= µI′(A′) ,
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d.h.µ(B) ist eindeutig definiert.
Seien nunB = π−1

I (A), B′ = π−1
I′ (A′),B ∩B′ = ∅ undB ∪B′ ∈ Z. Wegen der vorhergehenden

Überlegung kann man o.B.d.A.I = I ′ annehmen, so dass insbesondereA ∩A′ = ∅. Daher ist

µ(B ∪B′) = µ
(
π−1

I (A ∪A′)
)

= µI(A ∪A′) = µI(A) + µI(A
′) = µ(B) + µ(B′) ,

d.h.µ ist additivaufZ.
Um den Fortsetzungssatz 3.10 anwenden zu können, der die Fortsetzbarkeit vonµ zu einem Wahr-

scheinlichkeitsmaß aufBT garantiert, müssen wir noch dieσ-Subadditivität vonµ aufZ nachweisen.
Seien alsoB = π−1

I (A) ∈ Z undBn = π−1
In

(An) ∈ Z, B ⊆ ⋃∞
n=1Bn. SetzeJN := I ∪⋃N

n=1 In für
N ≥ 1 undJ := I ∪⋃∞

n=1 In. Dann ist

π−1
J

(
(πJ

I )−1A
)

= π−1
I (A) = B ⊆

∞⋃

n=1

Bn =

∞⋃

n=1

π−1
In

(An) = π−1
J

( ∞⋃

n=1

(πJ
In

)−1(An)

)

,

und daπJ : RT → RJ surjektiv ist, folgt

(πJ
I )−1A ⊆

∞⋃

n=1

(πJ
In

)−1(An) .

Seiǫ > 0. Aus der Regularität der WahrscheinlichkeitsmaßeµIn
aufRIn undµJn

aufRJn (Bemerkung
3.16) folgt, dass es kompakte TeilmengenKn ⊆ (πJn

I )−1(A) und offene MengenGn ⊇ An derart gibt,
dass

µJn
((πJn

I )−1A \Kn) < 2−nǫ und µIn
(Gn \An) < 2−nǫ .

Fürm > 0 seiKm :=
⋂m

n=1(π
Jm

Jn
)−1Kn ⊆ Km ⊆ (πJm

I )−1(A). Dann istKm kompakt und

(πJ
Jm

)−1Km =
m⋂

n=1

(πJ
Jn

)−1Kn ⊆ (πJ
I )−1A ⊆

∞⋃

n=1

(πJ
In

)−1(An) ⊆
∞⋃

n=1

(πJ
In

)−1(Gn) (*)

und

µJm

(

(πJm

I )−1A \Km
)

= µJm

(
m⋃

n=1

(πJm

I )−1A \ (πJm

Jn
)−1Kn

)

≤
m∑

n=1

µJm

(

(πJm

I )−1A \ (πJm

Jn
)−1Kn

)

=

m∑

n=1

µJm

(

(πJm

Jn
)−1((πJn

I )−1A \Kn)
)

=

m∑

n=1

µJn

(

(πJn

I )−1A \Kn

)

< ǫ .

Am Ende des Beweises werden wir zeigen, dass dieKm eine gewisse Kompaktheitseigenschaft haben:
Aus (*) folgt

∃M > 0 : (πJ
JM

)−1KM ⊆
M⋃

n=1

(πJ
In

)−1(Gn) = (πJ
JM

)−1

(
M⋃

n=1

(πJM

In
)−1Gn

)

(**)

DaπJ
JM

surjektiv ist, folgt daraus

KM ⊆
M⋃

n=1

(πJM

In
)−1Gn .



Kapitel 12 Übergangskerne und Produktmaße – unendlich viele Faktoren 67

DaµJM
ein Maß aufBJM ist, folgt

µ(B) = µJM

(

(πJM

I )−1A
)

≤ µJM

(
KM

)
+ ǫ ≤

M∑

n=1

µJM

(

(πJM

In
)−1Gn

)

+ ǫ

=
M∑

n=1

µIn
(Gn) + ǫ ≤

M∑

n=1

(
µIn

(An) + 2−nǫ
)

+ ǫ

≤
∞∑

n=1

µ (Bn) + 2ǫ .

Im Limesǫ→ 0 erhält man dieσ-Subadditivität vonµ aufZ.
Es bleibt zu zeigen, dass (**) aus (*) folgt. Angenommen (**)ist falsch. Dann gibt es zu jedem

m > 0 einen Punkt

xm ∈ (πJ
Jm

)−1Km \
m⋃

n=1

(πJ
In

)−1(Gn) ⊆ RJ . (***)

Insbesondere ist fürm ≥M > 0

πJ
JM
xm = πJm

JM
(πJ

Jm
xm) ∈ πJm

JM
Km ⊆

M⋂

n=1

πJm

JM

(

(πJm

JM
)−1(πJM

Jn
)−1Kn

)

= KM .

DaKM kompakt ist, hat(πJ
JM
xm)m≥M eine inKM konvergente Teilfolge, und durch Diagonalisierung

erhält man eine Teilfolge(xmj
)j>0 derart, dass

yM := lim
j→∞

πJ
JM

(xmj
) ∈ KM ⊂ RJM für jedesM > 0 existiert.

SeiM ′ > M . Dann ist

π
JM′
JM

(yM ′) = lim
j→∞

π
JM′
JM

πJ
JM′ (xmj

) = lim
j→∞

πJ
JM

(xmj
) = yM ,

und daJ =
⋃∞

M=1 JM , gibt es einen Punkty ∈ RJ derart, dassπJ
JM

(y) = yM ∈ KM für alleM > 0.
Es folgt aus (*), dass

∃ N > 0 : πJN

IN
(yN ) = πJN

IN
(πJ

JN
y) = πJ

IN
(y) ∈ GN .

DaGN offen ist und daπJN

IN
(yN ) = limj→∞ πJN

IN
(πJ

JN
xmj

) = limj→∞ πJ
IN
xmj

, ist πJ
IN

(xmj
) ∈ GN

für alle hinreichend großenj. Fürmj ≥ N steht das aber im Widerspruch zur Wahl vonxmj
in (***).

2

12.4 Bemerkung (Satz von Kolmogorov für polnische R̈aume) Der Satz von Kolmogorov bleibt rich-
tig, wenn(R,B) durch einen beliebigenpolnischen RaumX mit Borel-σ-AlgebraB ersetzt wird. (X
heißt polnisch, wennX ein topologischer Raum mit abzählbarer Basis ist, dessen Topologie durch eine
vollständige Metrik definiert wird.) Insbesondere ist auch (R̄, B̄) polnisch. Als Metrik kannd(x, y) =
| arctan(x) − arctan(y)| dienen, wobeiarctan(±∞) = ±π

2 .

Nun suchen wir, wie eingangs angekündigt, den Anschluss anKapitel 11. Zunächst betrachten wir
eine Familie(Ωt,At, µt) von Wahrscheinlichkeitsräumen. ZuI ∈ E(T ) seiµI := Xt∈T µt ein Produkt-
maß wie in Bemerkung 11.16a. Die Verträglichkeit des Systems (µI)I∈E(T ) folgt sofort aus dem Satz
von Fubini. Daher erhalten wir als Korollar zum Satz von Kolmogorov:

12.5 Korollar (Existenz und Eindeutigkeit von Produktmaßen – unendlich viele Faktoren)
Sei (Ω,A) = (Xt∈T Ωt,Xt∈T At). Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ = Xt∈T µt auf
(Ω,A) derart, dass

µ

(

X
t∈T

At

)

=
∏

t∈T

µt(At)

wennAt ∈ At (t ∈ T ) undAt 6= Ωt für höchstens endlich vielet.
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12.6 Korollar (Existenz von unabḧangigen Prozessen)Ist P = Xt∈T µt eine Produktwahrschein-
lichkeit auf Ω = Xt∈T Ωt und sindft : Ωt → R At-messbar, so sind die ZufallsvariablenXt :=
ft ◦ πt : Ω → R unabhängig undPXt

= µt ◦ f−1
t (t ∈ T ).

Beweis: Es istPXt
(A) = P (π−1

t (f−1
t A)) = µt(f

−1
t A). Zum Beweis der Unabhängigkeit kann man

o.B.d.A. annehmen, dassT endlich ist (Satz 5.8a). Aber dann ist

P

(
⋂

t∈T

{Xt ∈ At}
)

= P

(
⋂

t∈T

π−1
t (f−1

t At)

)

=
∏

t∈T

P (π−1
t (f−1

t At)) =
∏

t∈T

P{Xt ∈ At} .

2

12.7 Satz (Produktverteilungen und Unabḧangigkeit)
Seien(Xt)t∈T Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ). Der Prozess(Xt)t∈T

ist unabhängig genau dann, wenn
PX = X

t∈T
PXt

wo, wie üblich,X : Ω → R̄T , X (ω) = (Xt(ω))t∈T .

Beweis: (Xt)t∈T ist unabhängig genau dann, wenn(Xt)t∈I für alle I ∈ E(T ) unabhängig ist (Satz
5.8a und Definition 5.10). Das ist äquivalent zuPπI◦X = Xt∈I PXt

für I ∈ E(T ) (Satz 11.17), und da
PπI◦X = PX ◦ π−1

I , ist das äquivalent zuPX = Xt∈T PXt
. 2

Wir betrachten abschließend eineFolgemessbarer Räume(Ω0,A0), (Ω1,A1), . . . , ein Wahrschein-
lichkeitsmaßP0 aufA0 und stochastische Kerne

Kj : (Ω0 × · · · × Ωj−1) ×Aj → [0, 1] (j = 0, 1, 2, . . . ).

Mit Satz 11.7 definiert man induktiv Wahrscheinlichkeitsmaße

Qn := P0 ×K1 × · · · ×Kn :=
(
. . .
(
(P0 ×K1) ×K2

)
× · · · ×Kn

)

aufA0 × · · · × An, die durch ihre Werte auf Zylindermengen inZ(A0, . . . ,An) eindeutig bestimmt
sind. Ebenfalls durch Induktion folgt aus Satz 11.8 (Fubini):

12.8 Satz
Ist f : Ω0 × · · · × Ωn → R̄ A0 × · · · × An-messbar und istf ≥ 0 oderf ∈ L1

Qn
, so ist

∫

f dQn =

∫

Ω0

∫

Ω1

. . .

∫

Ωn

f(ω0, . . . , ωn)Kn(ω0, . . . , ωn−1, dωn) . . . K1(ω0, dω1) dP0(ω0) .

Daraus folgt sofort, dass für Funktionenf , die nur von den Variablenω0, . . . , ωn−1 abhängen,
∫

f dQn =

∫

f dQn−1 . (*)

Nach diesen Vorbereitungen können wir ein WahrscheinlichkeitsmaßP0 × X
∞
i=1K

i auf X
∞
i=0 Ai

konstruieren.

12.9 Satz (Ionescu Tulcea)
Sei(Ω,A) = (X∞

i=0 Ωi,X
∞
i=0 Ai) und seienP0 und die KerneKj wie oben. Dann existiert genau ein

WahrscheinlichkeitsmaßP aufA derart, dass

P

(
∞
X

i=0
Ai

)

=

∫

A0

∫

A1

. . .

∫

An

Kn(ω0, . . . , ωn−1, dωn) . . . K1(ω0, dω1) dP0(ω0)

für Ai ∈ Ai (i ∈ N0) undAi = Ωi (i > n).
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Beweis: SeiQn aufA0 × · · · × An definiert wie in Satz 12.8. FürI ∈ E(N0) wählen ∈ N0 so groß,
dassI ⊆ {0, . . . , n}, und setze

µI := Qn ◦ (π
{0,...,n}
I )−1, insbesondereµ{0,...,n} = Qn .

Wegen (*) aus Satz 12.8 ist diese Festlegung von der Wahl vonn unabhängig, und daher gilt

µI = µJ ◦ (πJ
I )−1 für I ⊆ J ∈ E(N0) .

Ist (Ω,A) polnisch (siehe Bemerkung 12.4), so folgt die Existenz vonµ aus Satz 12.3 (Kolmogorov).
Andernfalls muss ein auf C. Ionescu Tulcea zurückgehender, recht aufwendiger Beweis geführt werden
(siehe z.B. [Gänssler-Stute, Satz 1.9.3]), den wir hier aber nicht präsentieren. 2

12.10 Bemerkung
HängtKn(ω0, . . . , ωn−1, �) = Pn(�) nicht vonω0, . . . , ωn−1 ab, so stimmt das MaßP aus dem vorigen
Satz mit dem MaßX∞

n=0 Pn im Sinne von Korollar 12.5 überein.



Kapitel 13

Gibbs Verteilungen

Bevor wir uns Fragen der Verteilungskonvergenz und dem Zentralen Grenzwertsatz zuwenden, wol-
len wir uns in diesem Kapitel Gedanken darüber machen, was es eigentlich heißt, dass ein Ereignis
“zufällig” ist. UnsereÜberlegungen beruhen auf Vorstellungen der klassischen Stochastik – “möglichst
zufällig” wird quantifiziert durch den Begriff derEntropie.

SeiX eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren Raum(M,M) und Verteilungµ. Wir möchten,
dassX die Realisierung des “totalen Zufalls” inM beschreibt, d.h.µ repräsentiere die “totale Unwis-
senheit” über zufällige Realisierungen inM . Wie ein solchesµ in konkreten Modellen auszusehen hat,
ist eine Frage, die keine eindeutige mathematische Antworthat. IstM endlich, so wird man in der Re-
gel die Gleichverteilung aufM für µ wählen, istM ⊂ Rd mit endlichemd-dimensionalen Volumen, so
wird µ oft das normalisierte Lebesgue-Maß aufM sein. Ist aber z.B.M = R, so gibt es keine allgemein
akzeptierte Wahl vonµ.

Haben wir uns aber darauf geeinigt, dassµ die totale Unwissenheit überM repräsentiert, so wird
durch jede Wahrscheinlichkeitsdichtef auf (M,M, µ) ein Vorwissen über zu erwartende Realisierun-
gen von nachfµ verteilten Zufallsvariablen repräsentiert. Dieses Wissen wird quantifiziert durch die
Kullback-Leibler Information(auchrelative Entropie) vonf bzgl.µ,

Iµ(f) :=

∫

f · log f dµ =

∫

ϕ ◦ f dµ , wo ϕ : [0,∞) → R, ϕ(x) = x log x .

Daϕ′(x) = 1 + log x, ϕ′′(x) = 1
x > 0, ist ϕ strikt konvex. Man überzeugt sich leicht, dassϕ(0) =

limx↓0 ϕ(x) = 0, ϕ(1) = 0 und dassϕ(1
e ) = − 1

e das Minimum vonϕ ist. Aus der Jensen’schen
Ungleichung folgt

13.1 Satz
Iµ(f) ≥ ϕ

(∫
f dµ

)
= ϕ(1) = 0 mit Gleichheit genau dann, wennf =

∫
f dµ = 1 f.s.

Die Dichte1, d.h.µ selbst, hat also Informationswert0 bzgl.µ, während jede andere Dichte echt
positiven Informationswert bzgl.µ besitzt.

Der nächste Satz besagt, dassder Informationswert zweier unabhängiger Beobachtungen gleich
der Summe der Informationswerte der einzelnen Beobachtungen ist. Dieses ist die wichtigste Plau-
sibilitätsforderung an einen quantitativen Informationsbegriff, undIµ(�) ist dadurch im Wesentlichen
eindeutig bis auf Normierung festgelegt.
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13.2 Satz
SeienX und Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in(M1,M1) bzw. (M2,M2) und Verteilungen
PX = fµ1, PY = gµ2, und seiP(X,Y ) = h · (µ1 × µ2). Dann ist

Iµ1×µ2(h) ≥ Iµ1(f) + Iµ2(g)

mit Gleichheit genau dann, wennX undY unabhängig sind.

Beweis: Da
∫

A

f(x) dµ1(x) = P{X ∈ A} = P{(X,Y ) ∈ A×M2} =

∫

A

(∫

M2

h(x, y) dµ2(y)

)

dµ1(x)

für alle A ∈ M1, ist f(x) =
∫

M2
h(x, y) dµ2(y) für µ1-f.a. x ∈ M1. Ist f(x) = 0 für ein solches

x ∈M1, so folgth(x, y) = 0 für diesesx undµ2-f.a.y ∈M2. Daher ist
∫

{f=0}

(∫

M2

ϕ(h(x, y)) dµ2(y)

)

dµ1(x) = 0 =

∫

{f=0}
ϕ(f(x)) dµ1(x) ,

und wir können o.B.d.A.f > 0 annehmen. Mit ähnlicher Begründung kann man auchg > 0 annehmen.
Fürx ∈M1 definiere

gx : M2 → [0,+∞], gx(y) :=
h(x, y)

f(x)
(“bedingte Dichte gegebenx”)

Dann ist jedesgx eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf(M2,M2, µ2), und es gilt (Satz 11.12)

Iµ1×µ2(h) =

∫ ∫

f(x)gx(y) log (f(x)gx(y)) dµ1(x) dµ2(y)

=

∫ (∫

gx(y) dµ2(y)

)

︸ ︷︷ ︸

=1

f(x) log f(x) dµ1(x)

+

∫ ∫

f(x)gx(y)

(

log g(y) + log
gx(y)

g(y)

)

dµ1(x) dµ2(y)

= Iµ1(f) +

∫ (∫

h(x, y) dµ1(x)

)

︸ ︷︷ ︸

=g(y)

log g(y) dµ2(y)

+

∫ ∫

ϕ

(
gx(y)

g(y)

)

d(fµ1)(x) d(gµ2)(y)

Jensen
≥ Iµ1(f) + Iµ2(g) + ϕ

(∫ ∫

f(x)g(y)
gx(y)

g(y)
dµ1(x) dµ2(y)

)

︸ ︷︷ ︸

=ϕ(
R R

h(x,y)dµ1(x) dµ2(y))=ϕ(1)=0

mit Gleichheit genau dann, wenn(fµ1 × gµ2)-f.s. gx(y)
g(y) konstant ist. Dag und allegx Wahrscheinlich-

keitsdichten sind, ist das genau dann der Fall, wennh(x, y) = f(x)gx(y) = f(x)g(y) f.s., d.h. genau
dann, wennX undY unabhängig sind. 2

Seien nunφ1, . . . , φn : M → R̄ Observablen, d.h.M-messbare Funktionen mit denen Zufallsreali-
sierungen inM “ausgewertet” werden können. Wir setzen voraus, dass alleφi µ-f.s. nur endliche Werte
annehmen. Seienmi ∈ R denkbare Erwartungswerte derφi (i = 1, . . . , n), m := (m1, . . . ,mn), und
bezeichne

Φm :=
{
f : f Wahrscheinlichkeitsdichte bzgl.µ, φi ∈ L1

fµ, Efµ[φi] = mi (i = 1, . . . , n)
}
.
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Gesucht ist eine (die?) Wahrscheinlichkeitsdichtef , die nur das WissenEfµ[φi] = mi (i = 1, . . . , n)
repräsentiert, ansonsten aber keine Information trägt,also das angemessene Modell für zufällige Reali-
sierungen unter den NebenbedingungenEfµ[φi] = mi ist. Formal ist gesucht:

f ∈ Φm mit Iµ(f) = inf{Iµ(g) : g ∈ Φm}

Im Folgenden werden wir die gesuchtenf unter zusätzlichen Integrabilitätsannahmen an dieφi charak-
terisieren – sogar in der allgemeineren Situation, woµ ein beliebigesσ-endliches Maß sein darf, z.B.
das Lebesgue-Maß aufR. Es wird sich herausstellen, dass sie von der Form

fϑ = exp(−γ +

n∑

i=1

ϑiφi) für einϑ = (ϑ1, . . . , ϑn) ∈ Rn

sind, wobei die Konstanteγ = γ(ϑ) durch die Normierung
∫
fϑ dµ = 1 bestimmt wird, alsoγ(ϑ) =

log
∫
e

Pn
i=1 ϑiφi dµ. Verteilungen, die durch solchefϑ gegeben sind, heißenGibbs Verteilungen. Wir

werden Dichten der Formfϑ näher untersuchen. Sie spielen auch in der mathematischenStatistik eine
wichtige Rolle. Dort heißen sieexponentielle Familien.

13.3 Beispielea) Die Bernoulli-Maße mit Parameterp ∈ (0, 1) aufM = {0, 1}n schreibt man fol-
gendermaßen als exponentielle Familie: Seiµ das Zählmaß aufΩ, φ(ω) =

∑n
k=1 ωk, ϑ = log p

1−p .
Dann ist

fϑ(ω) = e−γ elog
p

1−p
·φ(ω) = e−γ pφ(ω) (1 − p)−φ(ω) = e−γ(1 − p)−n · pφ(ω)(1 − p)n−φ(ω) ;

das ist die Dichte des Bernoulli-Maßes zum Zählmaß, wenn man γ so wählt, dasse−γ(1− p)n = 1.

b) Die Normalverteilungsdichten mit Erwartungswertt und Varianzσ2 schreibt man folgendermaßen
als exponentielle Familie: Seiµ das Lebesgue-Maß aufR, φ1(x) = x, φ2(x) = x2, ϑ1 = t

σ2 ,
ϑ2 = − 1

2σ2 . Dann ist

fϑ(x) = e−γ exp

(
t

σ2
x− 1

2σ2
x2

)

= exp

(

−γ +
t2

2σ2

)

exp

(

− (x− t)2

2σ2

)

,

wobeiγ so zu wählen ist, dassexp(γ − t2

2σ2 ) =
√

2πσ2.
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13.4 Satz (Momente von Gibbs Verteilungen bzw. exponentiellen Familien)
Seienφ1, . . . , φn Observablen,µ einσ-endliches Maß auf(M,M). Bezeichne

Θ :=

{

ϑ ∈ Rn : 0 <

∫

exp

(
n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ <∞
}

= {ϑ ∈ Rn : fϑ existiert als Wahrscheinlichkeitsdichte}

Fürϑ ∈ Θ mögenEϑ undCovϑ Erwartungswert bzw. Kovarianz bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmaßes
fϑµ bezeichnen. Dann istΘ konvex, und es gilt

a) Fürj = 1, . . . , n undϑ ∈
◦
Θ ist

∂

∂ϑj
γ(ϑ) =

∫

M

φjfϑ dµ = Eϑ[φj ].

b) Füri, j = 1, . . . , n undϑ ∈
◦
Θ ist

∂2

∂ϑi∂ϑj
γ(ϑ) = −Eϑ[φi]Eϑ[φj ] + Eϑ[φiφj ] = Covϑ(φi, φj) .

(Covϑ(φi, φj))ij ist eine positiv semidefinite Matrix. Sie ist positiv definitgenau dann, wenn die
Familie{1, φ1, . . . , φn} im Raum derµ-Äquivalenzklassen messbarer Funktionen linear unabhängig
ist. (Aus dieser Bedingung sieht man, dass die Matrix entweder für alleϑ oder für keines positiv
definit ist.)

Die Funktionϑ 7→ γ(ϑ) ist sogar unendlich oft differenzierbar in
◦
Θ.

Beweis: Konvexität vonΘ: Seienϑ, ϑ̃ ∈ Θ, 0 < α < 1. Dann ist, wegen der Konvexität dere-
Funktion und der Linearität des Integrals,

∫

exp

(
n∑

i=1

(αϑi + (1 − α)ϑ̃i)φi

)

dµ ≤ α

∫

exp

(
n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ+(1−α)

∫

exp

(
n∑

i=1

ϑ̃iφi

)

dµ <∞ .

Wäre dieses Integral= 0, dann wäre
∑n

i=1(αϑi + (1 − α)ϑ̃i)φi = −∞ µ-f.s. im Widerspruch zu der
Voraussetzung, dass dieφi µ-f.s.R-wertig sind.

a) Da

γ(ϑ) = log

∫

M

exp

(
n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ,

folgt aus Satz 8.12, dass

∂

∂ϑj
γ(ϑ) = e−γ(ϑ) · ∂

∂ϑj

∫

M

exp

(
n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ = e−γ(ϑ) ·
∫

M

φj exp

(
n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ

=

∫

M

φjfϑ dµ = Eϑ[φj ]

sobald wir die Integrabilitätsbedingung von Satz 8.12 nachgewiesen haben: Sei dazuϑ ∈ Θ. Es gibt
η > 0 derart, dassϑ+ tej ∈ Θ für alle t ∈ R mit |t| ≤ η. Seiϑt := ϑ+ tej . Dann ist

φj e
P

i ϑt
iφi =

1

t− (±η) · e
P

i ϑ±η
i φi · (t− (±η))φje

(t−(±η))φj .
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Betrachte nun zunächst den Fallφj(ω) ≥ 0. Dann wenden wir diese Zerlegung für+η an und
erhalten
∣
∣
∣
∣

∂

∂ϑj
e

P

i ϑiφi(ω)

∣
∣
∣
∣
|ϑ=ϑt

=
∣
∣
∣φj(ω) e

P

i ϑt
iφi(ω)

∣
∣
∣ ≤ 2

η
· e

P

i ϑη
i φi(ω) ·

∣
∣
∣(t− η)φj(ω) e(t−η)φj(ω)

∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≤e−1

für alle t mit |t| < η
2 , dennmaxx≤0 |xex| = maxx≥0 xe

−x = e−1. Ist φj(ω) ≤ 0, so wenden wir
die gleicheÜberlegung für−η an und erhalten schließlich für alle|t| < η

2

∣
∣
∣
∣

∂

∂ϑj
e

P

i ϑiφi

∣
∣
∣
∣
|ϑ=ϑt

≤ 2

eη
max

{

e
P

i ϑ+η
i φi(ω), e

P

i ϑ−η
i φi(ω)

}

∈ L1
µ .

b) Unter Berücksichtigung der Formel für∂∂ϑj
γ(ϑ) folgt ähnlich wie im vorherigen Teil (aber mit etwas

mehr Aufwand bei der̈Uberprüfung der Integrabilitätsvoraussetzung von Satz8.12):

∂2

∂ϑi∂ϑj
γ(ϑ) =

∂

∂ϑi
e−γ(ϑ) · eγ(ϑ)Eϑ[φj ] + e−γ(ϑ) · ∂

∂ϑi

(

eγ(ϑ)Eϑ[φj ]
)

︸ ︷︷ ︸

=
R

φj exp(
P

k ϑkφk) dµ

= −Eϑ[φi]Eϑ[φj ] + Eϑ[φiφj ] = Covϑ(φi, φj).

Diese Matrix der 2. Ableitungen ist positiv semidefinit, denn für λ ∈ Rn ist

n∑

i=1

n∑

j=1

λiCovϑ(φi, φj)λj = Covϑ





n∑

i=1

λiφi,

n∑

j=1

λjφj



 = Vϑ

(
n∑

i=1

λiφi

)

≥ 0

mit Gleichheit genau dann, wenn
∑n

i=1 λiφi fϑµ-f.s. konstant ist. Dafϑ > 0 ist das genau dann der
Fall, wenn die Familie{1, φ1, . . . , φn} im Raum derµ-Äquivalenzklassen messbarer Funktionen
linear abhängig ist.

Ähnlich zeigt man die Existenz der höheren Ableitungen vonγ. 2

13.5 Korollar Sein = 1 undµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß in der Situation des vorherigen Satzes und

0 ∈
◦
Θ.

a) Im Limesϑ→ 0 gilt

γ(ϑ) = E0[φ1]ϑ+
1

2
V0(φ1)ϑ

2 + o(ϑ2) und Eϑ[φ1] = E0[φ1] + V0(φ1)ϑ+ o(ϑ) .

b) Istφ1 nichtµ-f.s. konstant, so ist
◦
Θ ein nicht leeres, offenes Intervall, und es gibtα−, α+ > 0 derart,

dass die Abbildung

E
�
[φ1] :

◦
Θ → (E0[φ1] − α−, E0[φ1] + α+), ϑ 7→ Eϑ[φ1]

ein Diffeomorphismus mit Ableitungd
dϑEϑ[φ1] = Vϑ(φ1) > 0 ist.
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Beweis:

a) Da f0 = exp(−γ(0)) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, istγ(0) = 0. Der Rest folgt aus dem
vorherigen Satz.

b) Istφ1 nichtµ-f.s. konstant, so istVϑ(φ1) > 0 für alleϑ ∈ Θ (Lemma 7.15b). Aus dem vorherigen
Satz folgt, dassγ in Θ zweimal differenzierbar und damitE

�
[φ1] = γ′ einmal differenzierbar ist

mit Ableitung ∂
∂ϑEϑ[φ1] = γ′′(ϑ) = Vϑ(φ1) > 0. Daraus folgt die Behauptung mit dem aus der

Analysis bekannten Satz über die Differenzierbarkeit vonUmkehrfunktionen.

2

13.6 Bemerkung Ein multivariates (n > 1) Analogon zu Korollar 13.5 gilt ebenfalls.

Die Aussagen aus 13.4 – 13.6 legen nahe, dass das GleichungssystemEϑ[φi] = mi (i = 1, . . . , n) in
vielen Fällen eine eindeutige Lösungϑ(m) hat. Genauer: Sei

Λ :=

{

(Eϑ[φ1], . . . , Eϑ[φn]) : ϑ ∈
◦
Θ

}

.

Ist die Familie{1, φ1, . . . , φn} im Raum derµ-Äquivalenzklassen messbarer Funktionen linear un-

abhängig, so istΛ ⊆ Rn offen, denn die AbbildungDγ :
◦
Θ → Λ, Dγ(ϑ) = (Eϑ[φ1], . . . , Eϑ[φn]) ist

nach Satz 13.4b) ein lokaler Diffeomorphismus.

13.7 Satz (Informationsminimierung unter Nebenbedingungen, Gibbs Verteilungen)
Seiµ einσ-endliches Maß auf(M,M). Istm = Dγ(ϑ) ∈ Λ, so istfϑ ∈ Φm,

Iµ(fϑ) = inf{Iµ(g) : g ∈ Φm}

undIµ(fϑ) = Iµ(g) genau dann, wenng = fϑ µ-f.s.

Beweis: Seig ∈ Φm. Dam = Dγ(ϑ) = (Eϑ[φ1], . . . , Eϑ[φn]), ist nach Satz 13.4a) auchfϑ ∈ Φm.
Unter Berücksichtigung vonlog fϑ = −γ +

∑n
i=1 ϑiφi ∈ L1

gµ folgt

Iµ(g) − Iµ(fϑ) =

∫

g log g dµ−
∫

fϑ log fϑ dµ =

∫

(g − fϑ) log fϑ dµ+

∫

g log
g

fϑ
dµ

=

∫

(g − fϑ) ·
(

−γ +

n∑

i=1

ϑiφi

)

dµ+

∫

g ·
(

− log
fϑ

g

)

dµ

= 0 + Egµ

[

− log
fϑ

g

]

≥ − logEgµ

[
fϑ

g

]

= − log

∫

fϑ dµ = 0 ,

wobei in der letzten Zeile die Jensensche Ungleichung für das Wahrscheinlichkeitsmaßgµ benutzt wur-
de. Dabei tritt Gleichheit auf genau dann, wennfϑ

g gµ-f.s. konstant ist, also wenng = fϑ µ-f.s. 2

13.8 Beispiel (Bernoulliverteilung) SeiM = {0, 1}N ,µ das Zählmaß aufM undφ(ω) =
∑N

k=1 ωk,
siehe Beispiel 13.3. Seim = pN für einp ∈ (0, 1). Dann minimiert die Dichte der Bernoulliverteilung
zum Parameterp, d.h.f(ω) = pφ(ω)(1 − p)n−φ(ω), das FunktionalIµ(f) unter der Nebenbedingung
∫
φf dµ = m.

Das folgt so:

γ(ϑ) = log

∫

eϑφ dµ = log

N∑

k=0

(
N

k

)

eϑk = log(1 + eϑ)N = N log(1 + eϑ) ,

also

Θ = R , Dγ(ϑ) = N
eϑ

1 + eϑ
und Λ = Dγ(

◦
Θ) = (0, N) .
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Daher ist

Dγ(ϑ) = m = pn⇐⇒ eϑ

1 + eϑ
= p⇐⇒ 1

1 + eϑ
= 1 − p⇐⇒ eϑ =

p

1 − p
⇐⇒ ϑ = log

p

1 − p
,

so dass wir als minimierende Dichte erhalten:

f(ω) = fϑ(ω) = e−γ(ϑ)+ϑφ(ω) =

(
1

1 + eϑ

)N

eϑφ(ω) = pφ(ω)(1 − p)N−φ(ω)

13.9 Beispiel (Normalverteilung) Zur Erinnerung: Die Dichte der NormalverteilungN (t, σ2) rela-
tiv zum Lebesgue-Maßλ aufR ist

ht,σ2(x) =
1√

2πσ2
exp

(−(x− t)2

2σ2

)

Um diese Dichte im Sinne von Satz 13.7 zu charakterisieren, bestimmen wir zunächstIλ(ht,σ2):

Iλ(ht,σ2) =

∫

log(ht,σ2(x))ht,σ2 (x) dx = −1

2
log(2πσ2) −

∫
(x− t)2

2σ2
ht,σ2(x) dx

= −1

2
log(2πσ2) − 1

2
.

Da diese Größe 1) nicht vom Mittelwertt abhängt und 2) im Limesσ2 → ∞ gegen−∞ strebt, wird man
zumindest das erste und zweite Moment der Verteilungen vorgeben müssen, um eine Charakterisierung
im Sinne von Satz 13.7 zu erhalten. Seien also

φ1(x) = x, φ2(x) = x2 .

Da

exp(ϑ1φ1(x) +ϑ2φ2(x)) = exp

(

ϑ2(x+
ϑ1

2ϑ2
)2 − ϑ2

1

4ϑ2

)

= exp

(

− ϑ2
1

4ϑ2

)

exp

(

−
(x− (− ϑ1

2ϑ2
))2

2 −1
2ϑ2

)

bis auf die Normierung die Dichte einer Normalverteilung mit Mittelwert t = − ϑ1

2ϑ2
und Varianzσ2 =

− 1
2ϑ2

ist, folgt sofort dass0 <
∫

exp(ϑ1φ1 + ϑ2φ2) dλ < ∞ undfϑ = ht,σ2 , falls ϑ = (ϑ1, ϑ2) ∈
Θ := R × (−∞, 0). Nach Satz 13.4a) istDγ(ϑ) = (Eϑ[φ1], Eϑ[φ2]) = (t, t2 + σ2), und es folgt
Λ = Dγ(Θ) = {(m1,m2) ∈ R2 : m2 > m2

1}.
Ist nung ∈ Φm, so ist wegen der Jensenschen Ungleichung immer

m2 =

∫

x2g(x) dx >

(∫

xg(x) dx

)2

= m2
1 ,

alsom ∈ Λ. Mit (t, σ2) := (m1,m2 −m2
1) ∈ R × (0,∞) folgt daher aus Satz 13.7

Iλ(g) ≥ Iλ(fϑ) = Iλ(ht,σ2) für alleg ∈ Φm

mit Gleichheit genau dann wenng = ht,σ2 .

13.10Übung Charakterisieren Sie auf ähnliche Weise dieExponentialverteilungenauf [0,∞), die die
Dichtenfα(x) = αe−αx haben,α > 0. Dazu muss man nurm1 =

∫∞
0 fϑ(x) dx > 0 vorgeben.

Dichtenfϑ des Typs, wie sie in Satz 13.7 gefundenen wurden, spielen in der statistischen Mechanik
und auch in der klassischen Statistik (dort unter dem Namenexponentielle Familien) eine wichtige
Rolle. Man benutzt sie, um die größtmögliche Unsicherheit bei der Realisierung von Zufallsvariablen
X zu modellieren, wenn ErwartungswerteE[φi(X)] für gewisse Observablenφi bekannt sind.



Kapitel 14

Große Abweichungen

In diesem Kapitel zeigen wir, wie dieTheorie der großen Abweichungenfür Partialsummen unabhängiger
identisch verteilter Zufallsvariablen mit den̈Uberlegungen zu Gibbs-Verteilungen aus dem letzten Ka-
pitel zusammenhängt. SeiX eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungµ. Die Abbildung

γµ : R → (−∞,+∞], γµ(ϑ) := logE[eϑX ] = log

∫

eϑx dµ(x)

heißt dielogarithmische Laplace-TransformiertevonX . (Sie hängt nur von der Verteilungµ vonX
ab!) Die MengeΘµ := {ϑ ∈ R : γµ(ϑ) <∞} ist ein Intervall (Satz 13.4). Fürϑ ∈ Θµ seifϑ(x) =
e−γµ(ϑ)+ϑx. Dann haben wir die Situation von Satz 13.7 mitn = 1 undφ1(x) = x. Das dortigeγ(ϑ)
stimmt mitγµ(ϑ) überein. Zur Abkürzung schreiben wirEϑ stattEϑ[φ1] undVϑ stattVϑ(φ1).

14.1 Satz (Große Abweichungen für u.i.v. Zufallsvariablen)
SeienX1, X2, . . . unabhängig identisch verteilt mit Verteilungµ und sei0 ∈

◦
Θµ. Seienα+, α−, > 0

wie in Korollar 13.5b. Seic ∈ (E0, E0 + α+), alsoc = Eϑ für ein ϑ ∈ Θµ ∩ (0,∞). Dann ist für
diesesϑ

lim
n→∞

1

n
logP

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c

}

= γµ(ϑ) − ϑc = −Iµ(fϑ) . (*)

Entsprechend gilt fürc = Eϑ ∈ (E0 − α−, E0): ϑ ∈ Θµ ∩ (−δ,∞) und

lim
n→∞

1

n
logP

{

1

n

n∑

i=1

Xi < c

}

= γµ(ϑ) − ϑc = −Iµ(fϑ) .

Außerdem istIµ(fϑ) = ϑ2

2 V0 + o(ϑ2) = (c−E0)
2

2V0
+ o

(
(c− E0)

2
)

im Limesϑ→ 0, d.h.c→ E0.

Beweis: Beachte zunächst, dass

Iµ(fϑ) =

∫

fϑ(x) · (−γµ(ϑ) + ϑx) dµ(x) = −γµ(ϑ) + ϑEϑ = −γµ(ϑ) + ϑc .

Da c = Eϑ = E0 + V0ϑ+ o(ϑ), folgt aus Korollar 13.5 außerdem

Iµ(fϑ) = −E0ϑ− 1

2
V0ϑ

2 + o(ϑ2) + ϑE0 + ϑV0ϑ+ o(ϑ2)

=
ϑ2

2
V0 + o(ϑ2) =

(c− E0)
2

2V0
+ o

(
(c− E0)

2
)
.
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Wir betrachten nun den Fallc ∈ (E0, E0+α+), d.h.ϑ > 0. Der Beweis im anderen Fall verläuft analog.

1

n
logP

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c

}

=
1

n
logP

{

exp

(

ϑ

n∑

i=1

Xi − nϑc

)

> 1

}

≤ 1

n
logEP

[

exp

(

ϑ

n∑

i=1

Xi − nϑc

)]

= −ϑc+
1

n
logEP

[
n∏

i=1

eϑXi

]

= −ϑc+
1

n
log

n∏

i=1

EP

[
eϑXi

]

︸ ︷︷ ︸

=eγµ(ϑ)

= −ϑc+ γµ(ϑ) .

(**)

Das beweist die “≤”-Ungleichung in (*). Beachte, dass diese Ungleichung fürjedesc ∈ (E0, E0 +α+),
jedesϑ > 0 und jedesn ∈ N gilt.

Wir beweisen die Umkehrung. Seiǫ > 0 so klein, dass̃c := c + ǫ ∈ (E0, E0 + α+). Dann gibt es

ein ϑ̃ ∈
◦
Θµ ∩ (0,∞) derart, dass̃c = Eϑ̃, und es gilt:

P

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c

}

≥ P

{

c̃+ ǫ >
1

n

n∑

i=1

Xi > c̃− ǫ

}

=

∫

1{c̃+ǫ> 1
n

P

n
i=1 xi>c̃−ǫ}dµ(x1) . . . dµ(xn)

=

∫

1{c̃+ǫ> 1
n

P

n
i=1 xi>c̃−ǫ}f

−1

ϑ̃
(x1) · · · · · f−1

ϑ̃
(xn) d(fϑ̃µ)(x1) . . . d(fϑ̃µ)(xn)

=

∫

exp

(

nγµ(ϑ̃) − ϑ̃

n∑

i=1

xi

)

· 1{c̃+ǫ> 1
n

P

n
i=1 xi>c̃−ǫ} d(fϑ̃µ)(x1) . . . d(fϑ̃µ)(xn) .

SeienX ′
1, X

′
2, . . . unabhängig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungfϑ̃µ. Dann folgt

P

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c

}

≥ en(γµ(ϑ̃)−ϑ̃(c̃+ǫ)) · P
{

c̃+ ǫ >
1

n

n∑

i=1

X ′
i > c̃− ǫ

}

,

und dãc = Eϑ̃ =
∫
xfϑ̃(x) dµ(x) = E[X ′

i], konvergiert der zweite Faktor nach dem schwachen Gesetz
der großen Zahl (Bemerkung 8.21) gegen1 mit n→ ∞. Es folgt

lim inf
n→∞

1

n
logP

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c

}

≥ γµ(ϑ̃) − ϑ̃(c̃+ ǫ) .

Da c+ ǫ = c̃ = Eϑ̃ und daϑ 7→ Eϑ ein Homöomorphismus ist, istlimǫ→0 ϑ̃ = ϑ, und daϑ 7→ γµ(ϑ)
stetig ist (Korollar 13.5), folgt daraus im Limesǫ→ 0 die “≥”-Ungleichung in (*). 2

14.2 Bemerkung (Moderate Abweichungen)Seient > 0, 0 < r < 1 undc = c(n) = E0 + tn−r.
Dann folgt aus (**), falls wiederc = Eϑ für ein geignetesϑ:

1

n
logP

{

1

n1−r

n∑

i=1

(Xi − E0) > t

}

=
1

n
logP

{

1

n

n∑

i=1

Xi > c(n)

}

≤ −ϑc(n)+γµ(ϑ) = −Iµ(fϑ).

Dac(n)−E0 = Eϑ −E0 = V0ϑ+o(ϑ) nach Korollar 13.5, istϑ = V −1
0 (c(n)−E0)+o(|c(n)−E0|),

und es folgt unter Beachtung vonIµ(fϑ) = ϑ2

2 V0 + o(ϑ2)

logP

{

1

n1−r

n∑

i=1

(Xi − E0) > t

}

≤ − n

2V0
(c− E0)

2 + n · o((c− E0)
2)

= −n
1−2r

2V0
t2 + o(n1−2r)

(***)
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Fürr < 1
2 ist daher

∞∑

n=1

P

{

1

n1−r

n∑

i=1

(Xi − E0) > t

}

<∞

und aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt, dasslim supn→∞
1

n1−r

∑n
i=1(Xi − E0) ≤ 0 f.s. Ähnlich

zeigt man, dasslim infn→∞ 1
n1−r

∑n
i=1(Xi−E0) ≥ 0 f.s., so dasslimn→∞ 1

n1−r

∑n
i=1(Xi−E0) = 0

f.s.. Fürr = 1
2 ist das nicht mehr richtig. In diesem Fall wird das asymptotische Verhalten durch einen

Zentralen Grenzwertsatzbeschrieben, siehe Satz 16.16
Analog zur Herleitung von (***) zeigt man auch

lim
n→∞

1

n1−2r
logP

{

1

n1−r

n∑

i=1

(Xi − E0) > t

}

= − t2

2V0
,

eine Aussage, die auch als Satz übermoderate Abweichungenbezeichnet wird.

14.3Übung Seiµ die Bernoulli-Verteilung zum Parameter0 < p < 1 auf{0, 1}, fϑ(x) = e−γµ(ϑ)+ϑx.
Zeigen Sie, dass für beliebigeϑ ∈ R

Iµ(fϑ) = q log
q

p
+ (1 − q) log

1 − q

1 − p
mit q =

peϑ

peϑ + 1 − p
∈ (0, 1).

14.4Übung Seiµ die Normalverteilung mit Mittelwertt und Varianzσ2, fϑ(x) = e−γµ(ϑ)+ϑx. . Zei-
gen Sie, dass für beliebigeϑ ∈ R gilt

Iµ(fϑ) = tϑ− σ2

2
ϑ2 .



Kapitel 15

Verteilungskonvergenz

In diesem Kapitel führen wir ein Konvergenzkonzept ein, das es uns gestattet, das asymptotische Ver-
halten von normierten Summenn−1/2

∑n
i=1Xi für unabhängig identisch verteilteXi zu untersuchen,

vergleiche auch die Diskussion in Bemerkung 14.2.

15.1 Definition (Schwache Konvergenz von Verteilungsfunktionen) SeienF, Fn Verteilungsfunktio-
nen aufR, siehe Definition 5.1. Wir sagen(Fn) konvergiert schwachgegenF (symbolisch:Fn =⇒ F ),
falls limn→∞ Fn(x) = F (x) für alle Stetigkeitsstellenx vonF . (Beachte, dassF als monotone Funk-
tion höchstens abzählbar viele Unstetigkeitsstellen hat.)

15.2 Beispiel (Satz von de Moivre-Laplace)SeienX1, X2, . . . unabhängig identisch verteilte Bernoulli-
Zufallsvariablen zum Parameterp,

Fn(x) := P

(

1√
n

n∑

i=1

(Xi − p) ≤ x

)

, F (x) :=
1

√

2πp(1 − p)

∫ x

−∞
e

−t2

2p(1−p) dt .

Dann beschreibt “Fn =⇒ F ” gerade die Aussage des Satzes von de Moivre-Laplace.
Auch das schwache Gesetz der großen Zahl lässt sich so formulieren. Setze dazu

Fn(x) := P

(

1

n

n∑

i=1

Xi ≤ x

)

, F (x) :=

{

1 falls x ≥ p

0 falls x < p .

Dann besagt das schwache GGZ geradelimn→∞ Fn(x) = F (x) für allex 6= p, d.h.Fn =⇒ F .

Da Verteilungsfunktionen eineindeutig Wahrscheinlichkeitsmaßen aufR entsprechen, soll versucht wer-
den, die schwache Konvergenz durch Maße zu beschreiben. Dazu verlassen wir den messbaren Raum
(R,B) und betrachten eine etwas allgemeinere Situation:

Generalvoraussetzung:(E, d) ist ein metrischer Raum mit Borel-σ-AlgebraE .

15.3 Definition (Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf(E, E))
Eine Folgeµ1, µ2, . . . von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf(E, E) konvergiert schwachgegen das Wahr-
scheinlichkeitsmaßµ (symbolischµn =⇒ µ), falls

lim
n→∞

∫

E

f dµn =

∫

E

f dµ ∀f ∈ Cb(E; R) ,

d.h. für alle stetigen beschränktenf : E → R.

15.4 Bemerkung Schwache Limiten sind eindeutig bestimmt, denn gilt sowohlµn =⇒ µ als auch
µn =⇒ ν, so ist

∫

E f dµ =
∫

E f dν für allef ∈ Cb(E; R). Umµ = ν zu zeigen reicht es,µ(A) = ν(A)
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für alle abgeschlossenenA ⊆ E zu zeigen (∩-stabiler Erzeuger der Borel-σ-Algebra). FürA ⊆ E sei
dazu

fA,ǫ : E → R, fA,ǫ(x) =

{

1 − d(x,A)
ǫ falls d(x,A) ≤ ǫ

0 falls d(x,A) > ǫ .

Es ist1Ā ≤ fA,ǫ ≤ 1, limǫ→0 fA,ǫ(x) = 1Ā(x) für allex undfA,ǫ ist Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-
Konstanteǫ−1). Also folgt für abgeschlossenesA aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

µ(A) = lim
k→∞

∫

fA, 1
k
dµ = lim

k→∞

∫

fA, 1
k
dν = ν(A) .

Der folgende Satz wird auch alsPortemanteau-Theorembezeichnet.

15.5 Satz (Charakterisierungen der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen)
Seienµn, µ Wahrscheinlichkeitsmaße auf(E, E). Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) µn =⇒ µ.

(ii) limn→∞ µn(A) = µ(A) für alleA ∈ E mit µ(∂A) = 0.

(iii) limn→∞
∫

E f dµn =
∫

E f dµ für alle beschränkten Lipschitz-stetigenf : E → R.

(iv) limn→∞
∫

E f dµn =
∫

E f dµ für alle beschränkten messbarenf : E → R mit µ(Uf ) = 0.

Dabei ist∂A = Ā \
◦
A der Rand vonA, undUf ist die Menge der Unstetigkeitsstellen vonf .1

Beweis: (i)⇒(iii) trivial.

(iii)⇒(ii) SeiA ∈ E mit µ(∂A) = 0. Mit fA,ǫ wie in der vorangehenden Bemerkung gilt:

lim sup
n→∞

µn(A) ≤ lim inf
k→∞

lim sup
n→∞

∫

fA, 1
k
dµn = lim inf

k→∞

∫

fA, 1
k
dµ = µ(Ā)

≤ µ(A) + µ(∂A) = µ(A) .

(Dabei wurde für die erste Ungleichung nur die Monotonie des Integrals benutzt.) Angewandt aufAc

liefert diese Ungleichung

lim inf
n→∞

µn(A) = 1 − lim sup
n→∞

µn(Ac) ≥ 1 − µ(Ac) = µ(A) ,

und zusammen folgt daraus (ii).

(ii)⇒(iv) Sei f : E → R messbar und beschränkt mitµ(Uf ) = 0. Da f−1{t} ∩ f−1{t′} = ∅ falls
t 6= t′, ist T0 := {t ∈ R : µ(f−1{t}) > 0} höchstens abzählbar und zuǫ > 0 gibt est0 ≤ −‖f‖∞ <
t1 < · · · < tk−1 < ‖f‖∞ ≤ tk derart, dass

ti 6∈ T0 und |ti+1 − ti| ≤ ǫ für alle i.

Da t0 ≤ f(x) ≤ tk für allex ∈ E, ist

E =

k⊎

i=1

{x : ti−1 ≤ f(x) < ti}
︸ ︷︷ ︸

=:Ei

,

1Die Messbarkeit vonUf zeigt man folgendermaßen: Seioscf (x) := limδ→0 sup{d2(f(y), f(x)) : d1(y, x) < δ}.
Offensichtlich istUf = {x : oscf (x) > 0} =

S∞
k=1{x : oscf (x) ≥ 1

k
}, und man überzeugt sich leicht, dass{x : oscf (x) <

1
k
} für jedesk > 0 offen ist.Uf ist also eine sogenannteFσ-Menge, d.h. eine abzählbare Vereinigung abgeschlossener Mengen.
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wobeiµ(∂Ei) ≤ µ(f−1{ti−1}) + µ(f−1{ti}) + µ(Uf ) = 0. Daher ist

∫

f dµn ≤
k∑

i=1

µn{ti−1 ≤ f < ti} · ti

≤
k∑

i=1

µn(Ei) · ti−1 +

k∑

i=1

µn(Ei) · ǫ

≤
k∑

i=1

µ(Ei) · ti−1 +

k∑

i=1

(µn(Ei) − µ(Ei)) · ti−1 + ǫ

≤
∫

f dµ+ ǫ+

k∑

i=1

(µn(Ei) − µ(Ei))
︸ ︷︷ ︸

→0 mit n → ∞ für jedesi

·ti−1 ,

also

lim sup
n→∞

∫

f dµn ≤
∫

f dµ

und durch Betrachtung von(−f) erhält man

lim inf
n→∞

∫

f dµn ≥
∫

f dµ

(iv)⇒(i) trivial. 2

15.6 BeispieleSei(E, E) = (R,B).

a) Seiµn = hnλ, µ = hλ und geltelimn→∞ ‖hn − h‖1 = 0. Dann gilt für jedesA ∈ B:
|µn(A) − µ(A)| ≤

∫

A |hn − h| dλ ≤ ‖hn − h‖1 → 0 mit n→ ∞.

b) Seienµn = δcn
, µ = δc, wo c, cn ∈ R undlimn→∞ cn = c. Dann gilt für stetigesf :

|
∫
f dµn −

∫
f dµ| = |f(cn) − f(c)| → 0 mit n→ ∞.

c) Seienµn = 1
n

∑n
k=1 δk/n, µ = 1[0,1]λ. Dann gilt für Lipschitz-stetigesf :

∣
∣
∣
∣

∫

f dµn −
∫

f dµ

∣
∣
∣
∣
≤

n∑

k=1

∫ k/n

(k−1)/n

|f(k/n) − f(x)| dx ≤ 1

n
Lip(f) → 0 mit n→ ∞.

15.7 Definition (Verteilungskonvergenz)SeienX,Xn Zufallsvariablen. Die Folge(Xn)n>0 konver-
giert in Verteilung(oder auch schwach) gegenX , kurzXn =⇒ X , fallsPXn

=⇒ PX .

15.8 Satz (Charakterisierungen der Verteilungskonvergenz)
SeienX,Xn Zufallsvariablen mit VerteilungsfunktionenF bzw.Fn. Äquivalent sind

(i) Xn =⇒ X

(ii) Fn =⇒ F

(iii) limn→∞ E[f(Xn)] = E[f(X)] für allef ∈ Cb(R; R).

Beweis: (i)⇒(ii) Sei F beix stetig, d.h.PX{x} = 0. AusXn =⇒ X und Satz 15.5 folgt

Fn(x) = PXn
(−∞, x] → PX(−∞, x] = F (x) .
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(ii)⇒(i) Zu zeigen istlimn→∞
∫
f dPXn

=
∫
f dP für alle Lipschitz-stetigenf : R → R, siehe Satz

15.5. Seiǫ > 0. Wir könnent0 < t1 < · · · < tk in R so wählen, dass

F (t0) = P (−∞, t0] < ǫ, 1 − F (tk) = P (tk,+∞) < ǫ,

ti − ti−1 < ǫ ∀ i = 1, . . . , k, undF an allen Stellent0, . . . , tk stetig ist.

Insbesondere istlimn→∞ Fn(ti) = F (ti) ∀ i = 0, . . . , k, so dass

∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 ∀ i = 0, . . . , k : |Fn(ti) − F (ti)| <
ǫ

k + 1
.

Setze
fi := max

ti−1≤x≤ti

f(x), fi := min
ti−1≤x≤ti

f(x).

Dann ist fürn ≥ n0:
∫

f dPXn

≤ ‖f‖∞ · (Fn(t0) + 1 − Fn(tk)) +
k∑

i=1

fi · (Fn(ti) − Fn(ti−1))

≤ ‖f‖∞ ·
(

F (t0) + 1 − F (tk) + 2
ǫ

k + 1

)

+

k∑

i=1

fi · (F (ti) − F (ti−1)) +

k∑

i=1

2
ǫ

k + 1
‖f‖∞

≤ ‖f‖∞ · 2ǫ+

k∑

i=1

(
fi + ǫ · Lip(f)

)
(F (ti) − F (ti−1))

≤ 2ǫ‖f‖∞ +

∫ tk

t0

f dPX + ǫLip(f)

≤
∫

f dPX + ǫ · (2‖f‖∞ + 2‖f‖∞ + Lip(f))

und es folgtlim supn→∞
∫
f dPXn

≤
∫
f dPX . Durch Betrachtung von(−f) an Stelle vonf folgt

lim infn→∞
∫
f dPXn

≥
∫
f dPX und damit die Behauptung.

(i)⇔(iii) Ist nur eine Frage der Schreibweise:E[f(X)] =
∫
f dPX . 2

15.9 Satz
Seih : (E1, d1) → (E2, d2) Borel-messbar.

a) Seienµ, µn Wahrscheinlichkeitsmaße auf(E1, E1) mit µn =⇒ µ undµ(Uh) = 0. Dann konvergiert
auchµn ◦ h−1 =⇒ µ ◦ h−1.

b) SindE1 = E2 = R und sindX,Xn Zufallsvariablen mitXn =⇒ X undPX(Uh) = 0, so folgt
h(Xn) =⇒ h(X).

Beweis:

a) Zunächst zeigen wir, dassUh (und entsprechendUf◦h) messbar ist: Fürx ∈ E1 sei

osch(x) := lim
k→∞

sup

{

d2(h(y), h(x)) : y ∈ E1, d1(y, x) <
1

k

}

.

Offensichtlich ist

Uh = {x ∈ E1 : osch(x) > 0} =

∞⋃

k=1

{x ∈ E1 : osch(x) ≥ 1

k
} ,
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und man sieht leicht, dass die Komplemente dieser Mengen, n¨amlich die Mengen{x ∈ E1 :
osch(x) < 1

k} offen und damit messbar sind.

Sei nunf ∈ Cb(E2; R). Dann istf ◦ h : E1 → R beschränkt undUf◦h ⊆ Uh, alsoµ(Uf◦h) = 0.
Es folgt aus Satz 15.5:

lim
n→∞

∫

f d(µn ◦ h−1) = lim
n→∞

∫

f ◦ h dµn =

∫

f ◦ h dµ =

∫

f d(µ ◦ h−1) ,

alsoµn ◦ h−1 =⇒ µ ◦ h−1.

b) Folgt aus a), daPh(X) = PX ◦ h−1.

2

15.10Übung SeienX,Xn Zufallsvariablen,Xn =⇒ X . Dann gilt:

a) E|X | ≤ lim infn→∞E|Xn|.

b) Sind dieXn gleichgradig integrierbar, so istEX = limn→∞EXn.

15.11 BeispielAussage b) dieser̈Ubung bleibt ohne die Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit
nicht richtig: Betrachte dazuX1, X2, . . . mit P (Xn = 0) = 1 − 1

n2 , P (Xn = n2) = 1
n2 , undX = 0.

Dann ist fürf ∈ Cb(E; R)

|E[f(Xn)] − E[f(X)]| =
1

n2

∣
∣f(n2) − f(0)

∣
∣ ≤ 2

n2
‖f‖∞ → 0 ,

aberEXn = 1 6→ EX = 0. Aus dem Borel-Cantelli Lemma folgt sogar:limn→∞Xn = 0 f.s.

Zum Begriff der schwachen Konvergenz gehört auch ein Kompaktheitskonzept. Das werden wir im
Rest dieses Kapitels untersuchen.

15.12 Definition (Folgenkompaktheit von Wahrscheinlichkeitsmaßen) Eine FamilieM von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen auf(E, E) heißt relativ folgenkompakt, falls jede Folge inM eine schwach kon-
vergente Teilfolge hat.

15.13 Definition (Straffheit) Eine FamilieM von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf(E, E) heißt straff,
falls für jedesǫ > 0 eine kompakte MengeK ⊆ E existiert, so dasssupµ∈M µ(E \K) ≤ ǫ.

Beide Definitionen übertragen sich auf Verteilungsfunktionen, wenn wir sie mit den zugehörigen Wahr-
scheinlichkeitsmaßen identifizieren.

15.14 Satz (Prohorov: relativ folgenkompakt⇐⇒ straff)
Sei (E, d) ein vollständiger, separabler metrischer Raum. Eine Familie M von Wahrscheinlichkeits-
maßen auf(E, E) ist genau dann relativ folgenkompakt, wenn sie straff ist.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz nur im FallE = R.
“=⇒” Angenommen,M ist nicht straff. Dann gibt es einǫ > 0 derart, dass

∀ n ∈ N ∃ µn ∈ M : µn(Mn) > ǫ, woMn := R \ [−n, n] .

Wähle eine Teilfolgeµnj
=⇒ µ mit j → ∞. Zu jedemn gibt es einηn ∈ [0, 1) mit µ{−(n+ ηn), n+

ηn} = 0. Also folgt für allek ∈ N aus Satz 15.5

µ(Mk) ≥ µ (R \ [−(k + ηk), k + ηk]) = lim
j→∞

µnj
(R \ [−(k + ηk), k + ηk])

≥ lim sup
j→∞

µnj
(Mnj

) ≥ ǫ ,
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und wir erhalten den Widerspruch0 < ǫ ≤ lim infk→∞ µ(Mk) = 0.

“⇐=” Zum Beweis der Gegenrichtung benötigen wir den folgendenSatz:

15.15 Satz (Helly)
Ist (Fn)n>0 eine Folge von Verteilungsfunktionen,so gibt es eine Teilfolge(Fni

)i>0 und eine nichtfal-
lende, rechtsseitig stetige FunktionF derart, dasslimi→∞ Fni

(x) = F (x) an allen Stetigkeitsstellen
x vonF .

Es folgt sofort, dass0 ≤ F ≤ 1 und dassF ր, aber es ist nicht notwendig

lim
x→−∞

F (x) = 0 und lim
x→+∞

F (x) = 1. (*)

Wir kehren zum Beweis von Satz 15.14 zurück. Sei(µn)n>0 eine Folge inM, (Fn)n>0 die Folge
der zugehörigen Verteilungsfunktionen. SeienFni

undF wie im Satz von Helly. IstF eine Verteilungs-
funktion, so folgtFni

=⇒ F , alsoµni
=⇒ µ für das durchF bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf

E = R. Zu zeigen ist also, dassF unter der Straffheitsannahme tatsächlich eine Verteilungsfunktion ist,
d.h. (*).

Seiǫ > 0. DaM straff ist, folgt

∃K kompakt∀ i > 0 : µni
(R \K) ≤ ǫ

⇒∃M ∈ N ∀ i > 0 : µni
(R \ [−M,M ]) ≤ ǫ

⇒∃M ∈ N ∀ i > 0 : ∀x ≤ −M : Fni
(x) ≤ ǫ und ∀y ≥M : 1 − Fni

(y) ≤ ǫ

Da ǫ > 0 beliebig ist, folgt (*). 2

Beweis von Satz 15.15: Da 0 ≤ Fn(x) ≤ 1 für allen > 0 undx ∈ R, gibt es zu jedemx und jeder
Teilfolge von (Fn(x)) eine Teilfolge dieser Teilfolge, die konvergiert. Durch einen Diagonalschluss
erhält man:

Es gibt eine Teilfolge(Fni
)i>0 derart, dassG(q) := limi→∞ Fni

(q) existiert∀ q ∈ Q.

SetzeF (x) := inf{G(q) : q > x}. Dann gilt:

i) Fni
nichtfallend⇒ G nichtfallend⇒ F nichtfallend.

ii) F ist rechtsseitig stetig, denn: Zux ∈ R undǫ > 0 existiert einq > x in Q mit G(q) < F (x) + ǫ.
Ist dannx ≤ y < q, so folgtF (y) ≤ G(q) < F (x) + ǫ.

iii) limi→∞ Fni
(x) = F (x) an allen Stetigkeitsstellenx vonF . Denn: SeiF stetig beix, ǫ > 0. Wähle

y < x derart, dassF (x) < F (y)+ ǫ und wähleq, r ∈ Q mit y < q < x < r undG(r) < F (x)+ ǫ.
Dann ist

F (x) − ǫ ≤ F (y) ≤ G(q) ≤ G(r) < F (x) + ǫ .

Da
G(q) = lim

i→∞
Fni

(q) ≤ lim inf
i→∞

Fni
(x) ≤ lim sup

i→∞
Fni

(x) ≤ lim
i→∞

Fni
(r) = G(r) ,

folgt
F (x) − ǫ ≤ lim inf

i→∞
Fni

(x) ≤ lim sup
i→∞

Fni
(x) ≤ F (x) + ǫ ,

also die behauptete Stetigkeit vonF beix.

y q x r

F (x) − ǫ < F (y) ≤ G(y), G(r) < F (x) + ǫ

2
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Charakteristische Funktionen und der
Zentrale Grenzwertsatz

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Verteilungskonvergenz reellwertiger Zufallsvariablen
sind diecharakteristischen Funktionen. Die Grundidee ist, dass man jedem Wahrscheinlichkeitsmaßei-
ne auf ganzR definierteC-wertige charakteristische Funktion derart eineindeutigzuordnet, dass eine
Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen genau dann schwach konvergiert, wenn die Folge ihrer charakte-
ristischen Funktionen punktweise konvergiert.

16.1 Definition (Charakteristische Funktion) a) Seiµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(R,B). Die
Fourier-Transformierteϕµ : R → C vonµ,

ϕµ(t) :=

∫

eitx dµ(x)

[

=

∫

cos(tx) dµ(x) + i

∫

sin(tx) dµ(x)

]

wird auch als charakteristische Funktionvonµ bezeichnet.

b) IstX eine Zufallsvariable mitP{|X | <∞} = 1, so heißtϕX := ϕPX
die charakteristische Funktion

vonX . Es ist

ϕX(t) =

∫

eitx dPX(x) = E
[
eitX

]
.

16.2 Lemma Seiϕ eine charakteristische Funktion.

a) ϕ(0) = 1 und|ϕ(t)| ≤ 1 für alle t ∈ R.

b) ϕ : R → C ist gleichmäßig stetig.

c) IstP{|X | <∞} = 1, so giltϕaX+b(t) = eitb · ϕX(at) für allea, b ∈ R.

Beweis:

a) trivial.

b) Für allet, h ∈ R ist

|ϕ(t+ h) − ϕ(t)| =

∣
∣
∣
∣

∫

eitx(eihx − 1) dµ(x)

∣
∣
∣
∣
≤
∫
∣
∣eihx − 1

∣
∣ dµ(x)

unabhängig vont, und da|eihx| = 1 für alle h und limh→0 e
ihx = 1, folgt aus dem Satz von der

majorisierten Konvergenzlimh→0

∫
|eihx − 1| dµ(x) = 0.

c) E[eit(aX+b)] = eitb ·E[eiatX ].

2
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16.3 Lemma a) SindX1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen mitP{|Xi| <∞} = 1, so ist

ϕX1+···+Xn
= ϕX1 · · · · · ϕXn

.

b) Sindµ1, µ2 Wahrscheinlichkeitsmaße aufR, so ist

ϕµ1∗µ2 = ϕµ1 · ϕµ2 .

Beweis:

a) Wir zeigen das Lemma fürn = 2. Der Rest folgt durch Induktion.

E
[

eit(X1+X2)
]

= E
[
eitX1 · eitX2

] Unabhängigkeit
= E

[
eitX1

]
·E
[
eitX2

]

Dabei haben wir benutzt, dass ganz allgemein für unabhängigeC-wertige beschränkte Zufallsvaria-
blenX,Y gilt E[XY ] = EX · EY , denn

E[XY ] = E [ℜX · ℜY −ℑX · ℑY + i (ℜX · ℑY + ℑX · ℜY )]

= E[ℜX ] ·E[ℜY ] + E[ℑX ] ·E[ℑY ] + i (E[ℜX ] · E[ℑY ] + E[ℑX ] ·E[ℜY ])

= (E[ℜX ] + iE[ℑX ]) · (E[ℜY ] + iE[ℑY ])

= EX ·EY .

b) Betrachte unabhängige ZufallsvariablenX1, X2 mit Verteilungenµ1 bzw.µ2. DaPX1+X2 = µ1∗µ2

(siehe Satz 11.19), folgt die Behauptung sofort aus Teil a).

2

Zum Rechnen mit charakteristischen Funktionen benötigenwir ein paar analytische Abschätzungen.

16.4 Lemma Fürn ≥ 0 undx ∈ R ist

eix =

n∑

k=0

(ix)k

k!
+
in+1

n!

∫ x

0

(x− s)neis ds

︸ ︷︷ ︸

=:In

mit |In| ≤ min

{ |x|n+1

(n+ 1)!
,
2|x|n
n!

}

, (*)

insbesondere

∣
∣eix − 1

∣
∣ ≤ min{|x|, 2} und

∣
∣
∣
∣
eix − (1 + ix− x2

2
)

∣
∣
∣
∣
≤ min

{ |x|3
6
, x2

}

.

Beweis: Durch partielle Integration erhält man fürn ≥ 1:
∫ x

0

(x− s)n−1eis ds =
xn

n
+
i

n

∫ x

0

(x− s)neis ds ,

also

In−1 =
in

(n− 1)!

∫ x

0

(x− s)n−1eis ds =
(ix)n

n!
+ In . (**)

Da außerdemeix = 1 + (eix − 1) = 1 + i
∫ x

0
eis ds = 1 + I0, folgt (*) aus (**) durch vollständige

Induktion.
Außerdem ist

|In| ≤
1

n!

∫ |x|

0

sn ds =
|x|n+1

(n+ 1)!
,

woraus zusammen mit (**) schließlich folgt

|In| ≤ |In−1| +
|x|n
n!

≤ 2
|x|n
n!

.
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2

16.5 Satz (Charakteristische Funktionen und Momente)
Seiϕ(t) die charakteristische Funktion der ZufallsvariablenX .

a) IstE[|X |n] <∞, so ist
∣
∣
∣
∣
∣
ϕ(t) −

n∑

k=0

(it)k

k!
E[Xk]

∣
∣
∣
∣
∣
≤ E

[

min

{ |tX |n+1

(n+ 1)!
,
2|tX |n
n!

}]

undϕ ist n-mal stetig differenzierbar mit Ableitungen

ϕ(k)(t) = E
[
(iX)keitX

]
(k = 0, . . . , n) .

b) Für jedest ∈ R, für daslimn→∞
|t|n E[|X|n]

n! = 0, gilt

ϕ(t) =
∞∑

k=0

(it)k

k!
E[Xk] .

Das gilt insbesondere, fallsE[e|tX|] <∞.

c) IstE
[
X2
]
<∞, so istϕ(t) = 1 + itE[X ] − t2

2 E
[
X2
]
+ o(t2) im Limest→ 0.

Beweis:

1. Aus Lemma 16.4 folgt
∣
∣
∣
∣
∣
ϕ(t) −

n∑

k=0

(it)k

k!
E[Xk]

∣
∣
∣
∣
∣
≤ E

∣
∣
∣
∣
∣
eitx −

n∑

k=0

(itX)k

k!

∣
∣
∣
∣
∣
≤ E

[

min

{ |tX |n+1

(n+ 1)!
,
2|tX |n
n!

}]

.

Aus der zweiten dieser beiden Ungleichungen folgt außerdem
∣
∣
∣
∣
∣
ϕ(u + h) −

n∑

k=0

hk

k!
E
[
(iX)keiuX

]

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
E

[

eiuX

(

eihX −
n∑

k=0

(ihX)k

k!

)]∣
∣
∣
∣
∣

≤E
∣
∣
∣
∣
∣
eihX −

n∑

k=0

(ihX)k

k!

∣
∣
∣
∣
∣

≤|h|n
n!

E

[

|X |n · min

{ |h| · |X |
n+ 1

, 2

}

︸ ︷︷ ︸

=:Zh

]

,

und es bleibt zu zeigen, dasslimh→0E[Zh] = 0: Da 0 ≤ Zh ≤ 2|X |n und dalimh→0 Zh = 0
falls |X | < ∞, das heißt fast sicher, folgt die Behauptung aus dem Satz vonder majorisierten
Konvergenz.

2. Die Konvergenz der Potenzreihendarstellung folgt direkt aus der Abschätzung in Teil a). Außer-
dem ist

∞∑

k=0

|t|k
k!
E
[
|X |k

]
= E

[ ∞∑

k=0

|t|k|X |k
k!

]

= E
[

e|tX|
]

,

so dasslimk→∞
|t|kE[|X|k]

k! = 0 fallsE
[
e|tX|] <∞.
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3. Aus Teil a) folgt:
∣
∣
∣
∣
ϕ(t) −

(

1 + itE[X ] − t2

2
E
[
X2
]
)∣
∣
∣
∣
≤ t3

6
E
[

|X |3 · 1{|X|≤t−
1
4 }

]

+ t2E
[

X2 · 1{|X|≥t−
1
4 }

]

≤ 1

6
t−

9
4 + t2 · o(1) im Limest→ 0.

(Für den letzten Schritt siehe Bemerkung 8.14.)

2

Satz 16.5 zeigt eine Beziehung zwischenglobalenEigenschaften vonPX , nämlich den Momenten, und
lokalen(nämlich Differenzierbarkeits-) Eigenschaften vonϕX auf. Der folgende Satz setzt umgekehrt
eine lokale Eigenschaft vonPX voraus (PX hat Dichte zum Lebesgue-Maß aufR) und folgert daraus
eine globale Eigenschaft vonϕX (ϕX(t) → 0 für |t| → ∞).

16.6 Satz (Riemann-Lebesgue)
Hat die Verteilungµ Dichte bzgl. des Lebesgue-Maßesλ, so istlim|t|→∞ ϕµ(t) = 0.

Beweis: Seiµ = fλ, alsof ∈ L1
λ. Seiǫ > 0 beliebig. Wegen Satz 4.11 gibt es eine Elementarfunktion

g =
∑n

k=1 αk1Ak
mit Ak ∈ B und

∫
|f − g| dλ < ǫ

2 . Wegen Satz 3.13b gibt es endliche Vereinigungen
Bk von Intervallen derart, dass fürh =

∑n
k=1 αk1Bk

gilt:

∫

|f − h| dλ ≤ ǫ

2
+

∫

|g − h| dλ ≤ ǫ

2
+

n∑

k=1

|αk| · λ(Ak△Bk) < ǫ .

Durch Umnummerierung können wir annehmen, dieBk seien selbst Intervalle,Bk = (uk, vk]. Dann ist
∣
∣
∣
∣
ϕµ(t) −

∫

h(x)eitx dx

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫

f(x)eitx dx−
∫

h(x)eitx dx

∣
∣
∣
∣
≤
∫

|f − h| dλ < ǫ

und
∣
∣
∣
∣

∫

h(x)eitx dx

∣
∣
∣
∣
≤

n∑

k=1

|αk|
∣
∣
∣
∣

∫ vk

uk

eitx dx

∣
∣
∣
∣

=

n∑

k=1

|αk|
|eitvk − eituk |

|t|

≤ 2 ·
n∑

k=1

|αk|
|t|

→ 0 im Limes|t| → ∞.

Da ǫ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung des Satzes. 2

Nun wollen wir sehen, wie charakteristische Funktionen unsbei der Untersuchung von zentrierten
und standardisierten Summen unabhängiger Zufallsvariablen helfen können.

16.7 Satz
SeienX1, X2, . . . unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mitm := E[Xi] und σ2 :=
V (Xi) <∞. Sei

S∗
n :=

1√
nσ2

n∑

k=1

(Xk −m)

die zentrierte und standardisierte PartialsummevonX1, . . . , Xn. Dann ist

lim
n→∞

ϕS∗
n

(t) = e−
t2

2 .
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Beweis: Seiϕ(t) die charakteristische Funktion der ZufallsvariablenXk −m, also nach Satz 16.5

ϕ(t) = 1 − σ2

2
t2 + t2 β(t) wo lim

t→0
β(t) = 0.

Wegen Lemma 16.3 und Lemma 16.2c) ist dann

ϕS∗
n
(t) =

(

ϕ

(
t√
nσ2

))n

=

(

1 − t2

2n

)n

−
[(

1 − t2

2n

)n

−
(

ϕ

(
t√
nσ2

))n]

und im Limesn→ ∞ gilt für alle t ∈ R

(

1 − t2

2n

)n

→ e−
t2

2

∣
∣
∣
∣

(

1 − t2

2n

)n

−
(

ϕ

(
t√
nσ2

))n∣
∣
∣
∣
≤ n ·

∣
∣
∣
∣
1 − t2

2n
− ϕ

(
t√
nσ2

)∣
∣
∣
∣
≤ n

t2

nσ2
β

(
t√
nσ2

)

→ 0 ,

da|un − vn| ≤ |u− v| · n · max{|u|, |v|}n−1 für beliebigeu, v ∈ C. 2

16.8 Bemerkung SeienX,Y unabhängig und normalverteilt,PX = N (0, σ2), PY = N (0, ρ2). Eine

einfache Rechnung zeigt, dass dannPX+Y = PX ∗ PY = N (0, σ2 + ρ2): Seiτ2 = σ2ρ2

σ2+ρ2 . Dann ist

1

τ2
=

1

σ2
+

1

ρ2
und

1

σ2
− τ2

σ4
=

1

σ2

(

1 − ρ2

σ2 + ρ2

)

=
1

σ2 + ρ2
,

und nach Satz 11.19 hatPX+Y die Dichte

1√
2πσ2

1
√

2πρ2

∫

exp

(

− (x− y)2

2σ2
− y2

2ρ2

)

dy

=
1√

2πσ2

1
√

2πρ2

∫

exp

(

− (y − x τ2

σ2 )2

2τ2
+
x2τ2

2σ4
− x2

2σ2

)

dy

=
1

√

2π σ2ρ2

τ2

exp

(

−x
2

2

(
1

σ2
− τ2

σ4

))
1√

2πτ2

∫

exp

(

− y2

2τ2

)

dy

=
1

√

2π(σ2 + ρ2)
exp

(

− x2

2(σ2 + ρ2)

)

Sind daher dieXk im vorigen Satz nachN (0, 1) verteilt, so istX1 + · · · +Xn nachN (0, n) verteilt,

und daher istS∗
n nachN (0, 1) verteilt. Es folgt sofort, dassϕN (0,1)(t) = e−

t2

2 .

16.9 Korollar In der Situation von Satz 16.7 ist für allet ∈ R

lim
n→∞

ϕS∗
n

(t) = ϕN (0,1)(t) .

Im Rest dieses Kapitels werden wir hauptsächlich zeigen, dass daraus folgt

PS∗
n

=⇒ N (0, 1) (n→ ∞) ,

d.h. wir werden denZentralen Grenzwertsatzbeweisen. Vorher geben wir noch einige charakteristische
Funktionen an.

16.10 BeispielHier sind einige Beispiele charakteristischer Funktionen:

Für die Normalverteilung wurde das in Bemerkung 16.8 gezeigt, für die übrigen Verteilungen ist die
Bestimmung der charakteristischen Funktionen eine einfacheÜbung.
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Verteilung Formel Charakteristische Funktion

Normalverteilung 1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 dx (−∞ < x <∞) e−
σ2t2

2

Gleichverteilung 1[0,1](x) dx
eit−1

it

Exponentialverteilung λe−λx dx (0 ≤ x <∞) λ
λ−it

Binomialverteilung
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k δk (k = 0, 1, . . . , n) (1 + p(eit − 1))n

Poisson-Verteilung e−α αk

k! δk (k = 0, 1, 2, . . . ) eα(eit−1)

Der folgende Satz zeigt, wie man aus einer charakteristischen Funktion auf eindeutige Weise die zu
Grunde liegende Verteilung zurückgewinnen kann.

16.11 Satz (Umkehrformel und Eindeutigkeitssatz)
Seienµ undν Verteilungen aufR.

a) Istµ({a}) = µ({b}) = 0, so ist

µ([a, b]) = lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕµ(t) dt .

b) Istϕµ = ϕν , so ist auchµ = ν.

c) Ist
∫∞
−∞ |ϕµ(t)| dt <∞, so hatµ die Dichtef(x) = 1

2π

∫∞
−∞ e−itxϕµ(t) dt zum Lebesgue-Maß.

Bevor wir diesen Satz beweisen, halten wir zunächst zwei einfache Korollare fest:

16.12 Korollar Ist ϕµ(t) = e−
t2

2 , so istµ = N (0, 1).

16.13 Korollar µ symmetrisch⇐⇒ ∀ t ∈ R : ϕµ(t) ∈ R.

Beweis: Seiµ̃ die durchµ̃(A) = µ(−A) definierte Verteilung aufR. Es istϕµ̃(t) =
∫
e−itx dµ(x) =

∫
eitx dµ(x) =

∫
eitx dµ(x) = ϕµ(t), so dass

µ symmetrisch ⇐⇒ µ = µ̃
Satz16.11⇐⇒ ϕµ = ϕµ̃ = ϕµ ⇐⇒ ϕµ reellwertig

2

Den Beweis von Satz 16.11 bereiten wir durch das folgende Lemma vor.

16.14 Lemma Für T > 0 sei S(T ) :=
∫ T

0
sin t

t dt. Dann existiertS(∞) := limT→∞ S(T ), es ist
0 < S(∞) ≤ ‖S‖∞ <∞, und fürα ∈ R ist

∫ T

0

sin(αt)

t
dt = sign(α) · S(|α|T ) . (*)

(Achtung:Das heißt nicht, dasssin(αt)
t über(0,∞) integrierbar ist! Vergleiche die alternierende har-

monische Reihe!)
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Beweis: Beachte, dass fürk = 1, 2, . . .

2

(2k + 1)π
≤
∫ (2k+1)π

2kπ

sin t

t
dt ≤ 2

2kπ

−2

(2k + 1)π
≤
∫ 2(k+1)π

(2k+1)π

sin t

t
dt ≤ −2

2(k + 1)π
.

Addiert man diese beiden Zeilen, so folgt

0 ≤
∫ 2(k+1)π

2kπ

sin t

t
dt ≤ 1

k(k + 1)π

so dassS(T ) aus dem gleichen Grund wie die alternierende harmonische Reihe konvergiert. Ebenfalls
folgt sofort, dass‖S‖∞ < ∞, und (*) folgt durch Substitution, indem man der Reihe nach die Fälle
α = 0, α > 0 undα = −1 betrachtet. 2

Beweis von Satz 16.11:

a) Beachte zunächst, dass wegen Lemma 16.4
∣
∣
∣
∣

e−ita − e−itb

it

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

e−itb(eit(b−a) − 1)

t

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

t(b− a)

t

∣
∣
∣
∣
= |b− a| . (**)

Also ist der Integrand im folgenden Integral beschränkt, und man kann den Satz von Fubini anwen-
den:

I(T ) :=
1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕµ(t) dt

=
1

2π

∫ T

−T

∫

R

e−ita − e−itb

it
eitx dµ(x) dt

=
1

2π

∫

R

[
∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dt

]

dµ(x)

=
1

2π

∫

R

[
1

i

∫ T

−T

cos(t(x− a))

t
− cos(t(x − b))

t
dt

︸ ︷︷ ︸

=0, da der Integrand ungerade int ist

+

∫ T

−T

sin(t(x− a))

t
− sin(t(x− b))

t
dt

︸ ︷︷ ︸

Integrand gerade

]

dµ(x)

=
1

2π
· 2 ·

∫

R

[ ∫ T

0

sin(t(x− a))

t
− sin(t(x− b))

t

]

dµ(x)

=
1

π

∫

R

[

sign(x− a) · S(|x− a|T ) − sign(x− b) · S(|x− b|T )

]

dµ(x)

T→∞→ 1

π
S(∞) ·

∫

R

(sign(x− a) − sign(x− b)) dµ(x)

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, daS(|x− a|T ), S(|x− b|T ) → S(∞) µ-f.s. im
LimesT → ∞ und‖S‖∞ <∞. Dasign(x− a)− sign(x− b) = 1{a}(x) + 2 · 1(a,b)(x) + 1{b}(x)
und daµ({a}) = µ({b}) = 0, folgt

lim
T→∞

I(T ) =
S(∞)

π
(µ({a}) + 2µ((a, b)) + µ({b})) =

2

π
S(∞) · µ([a, b])

Um den Beweis von Teil a) zu beenden, bleibt zu zeigen, dassS(∞) = π
2 . Vorher wenden wir uns

Aussage c) zu.
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c) Sei
∫∞
−∞ |ϕµ(t)| dt <∞. Dann ist wegen (**)

∣
∣
∣
∣

e−ita − e−itb

it
ϕµ(t)

∣
∣
∣
∣
≤ |b− a| · |ϕµ(t)| ∈ L1

Leb

und aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz und dem Satz von Fubini folgt

µ([a, b]) =
π

2S(∞)
· lim

T→∞
I(T ) =

1

4S(∞)

∫ ∞

−∞

e−ita − e−itb

it
ϕµ(t) dt

=
1

4S(∞)

∫ ∞

−∞

[
∫ b

a

e−itx dx

]

ϕµ(t) dt

=
1

4S(∞)

∫ b

a

[∫ ∞

−∞
e−itx ϕµ(t) dt

]

dx

d.h.µ hat die behauptete Dichte, fallsS(∞) = π
2 .

a’) Wir zeigen nun, dassS(∞) = π
2 . Sei dazuµ = N (0, 1), alsoϕµ(t) = e−

t2

2 ∈ L1
Leb. Daher ist nach

dem soeben gezeigten

1√
2π

e−
x2

2 =
1

4S(∞)
·
∫ ∞

−∞
e−itxe−

t2

2 dt

=
π

2S(∞)
· 1√

2π
· 1√

2π
·
∫ ∞

−∞
eitxe−

t2

2 dt

=
π

2S(∞)
· 1√

2π
· ϕµ(x)

=
π

2S(∞)
· 1√

2π
· e− x2

2 ,

alsoS(∞) = π
2 .

b) Seienµ, ν Verteilungen aufR mit ϕµ = ϕν . SeiN := {x ∈ R : µ{x} > 0 oderν{x} > 0}. N
ist höchstens abzählbar, und für jedes Intervall(a, b) gibt esan, bn ∈ R \ N mit [an, bn] ր (a, b).
Daher ist

µ((a, b)) = sup
n
µ ([an, bn])

Teil a)
= sup

n
ν ([an, bn]) = ν ((a, b)) ,

alsoµ = ν.

2

Um auslimn→∞ ϕS∗
n

= ϕN (0,1) die KonvergenzPS∗
n

=⇒ N (0, 1), d.h. denZentralen Grenzwertsatz,
schließen zu können, benötigen wir noch den folgenden Satz.

16.15 Satz (Stetigkeitssatz)
Seienµ, µn Wahrscheinlichkeitsmaße aufR. Dann gilt:

µn =⇒ µ genau dann, wennlimn→∞ ϕµn
(t) = ϕµ(t) für alle t ∈ R.

Daraus folgt nun sofort unter Berücksichtigung von Korollar 16.9 der Zentrale Grenzwertsatz.
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16.16 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)
SeienX1, X2, . . . unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen mitm := E[Xi] und σ2 :=
V (Xi) <∞. Sei

S∗
n :=

1√
nσ2

n∑

k=1

(Xk −m)

die zentrierte und standardisierte PartialsummevonX1, . . . , Xn. Dann konvergiert

PS∗
n

=⇒ N (0, 1) .

Beweis von Satz 16.15: Konvergiereµn =⇒ µ. Daℜeitx = cos(tx) undℑeitx = sin(tx) für jedes
t ∈ R beschränkte stetige Funktionen inx ∈ R sind, folgtlimn→∞ ϕµn

(t) = ϕµ(t) aus der Definition
der schwachen Konvergenz.

Der Beweis der Umkehrung beruht auf den beiden folgenden Lemmata.

16.17 Lemma Existiertg(t) := limn→∞ ϕµn
(t) für alle t ∈ R und istg stetig bei0, so ist(µn)n straff.

16.18 Lemma Existiertg(t) := limn→∞ ϕµn
(t) für alle t ∈ R und ist(µn)n straff, so istg(t) charak-

teristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßesν aufR undµn =⇒ ν.

Gelte nunlimn→∞ ϕµn
(t) = ϕµ(t) für alle t ∈ R in Satz 16.15. Daϕµ stetig ist (Lemma 16.2b), folgt

aus Lemma 16.17, dass(µn)n straff ist, und aus Lemma 16.18, dass es ein Wahrscheinlichkeitsmaßν
gibt mit µn =⇒ ν undϕν(t) = limn→∞ ϕµn

(t) = ϕµ(t) für alle t ∈ R. Aus dem Eindeutigkeitssatz
16.11 folgt schließlichν = µ und daherµn =⇒ µ. 2

Beweis von Lemma 16.17:Aus dem Satz von Fubini folgt füru > 0

1

u

∫ u

−u

(1 − ϕµn
(t)) dt =

∫ ∞

−∞

[
1

u

∫ u

−u

(
1 − eitx

)
dt

]

dµn(x)

=

∫ ∞

−∞

[
1

u

∫ u

−u

(1 − cos(tx)) dt

]

dµn(x) − i

∫ ∞

−∞

[
1

u

∫ u

−u

sin(tx) dt

]

︸ ︷︷ ︸

=0

dµn(x)

=

∫ ∞

−∞

[
1

u

(

t− 1

x
sin(tx)

)]u

t=−u

dµn(x) =

∫ ∞

−∞

(

2 − 2
sin(ux)

ux

)

dµn(x)

≥ 2 ·
∫

{|x|≥ 2
u
}

(

1 − sin(ux)

ux

)

︸ ︷︷ ︸

≥ 1
2

dµn(x) ≥ µn

{

x ∈ R : |x| ≥ 2

u

}

.

(*)

Sei nunǫ > 0 beliebig. Dag(0) = limn→∞ ϕµn
(0) = 1 und dag(t) bei t = 0 stetig ist, gibt es zu

ǫ > 0 einu > 0 mit ∣
∣
∣
∣

1

u

∫ u

−u

(1 − g(t)) dt

∣
∣
∣
∣
< ǫ .

Daher folgt aus (*) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

lim sup
n→∞

µn

{

x ∈ R : |x| ≥ 2

u

}

≤ lim sup
n→∞

1

u

∫ u

−u

(1 − ϕµn
(t)) dt ≤

∣
∣
∣
∣

1

u

∫ u

−u

(1 − g(t)) dt

∣
∣
∣
∣
< ǫ ,

d.h.(µn)n ist straff. 2

Beweis von Lemma 16.18: Da (µn)n straff ist, hat jede Teilfolge(µni
)i von (µn)n eine Teilfolge

(µni(j)
)j , die schwach gegen einν konvergiert. Aus der schon bewiesenen “⇒”-Richtung von Satz

16.15 folgt für jedes solche Limes-Maßν

ϕν(t) = lim
j→∞

ϕµni(j)
(t) = lim

n→∞
ϕµn

(t) = g(t) .
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Aus dem Eindeutigkeitssatz 16.11 folgt dann, dass alle Teilfolgen (µni(j)
)j gegen das gleiche Maßν

konvergieren, alsoµn =⇒ ν. 2

16.19 BeispielSeiλn die Gleichverteilung auf[−n, n], also

ϕλn
(t) =

1

2n

∫ n

−n

eitx dx =
1

2nt

(
sin(tn) − sin(−tn)

)
=

sin(tn)

tn
(t 6= 0) .

Seig(t) := limn→∞ ϕλn
(t). Dann istg(t) = 0 für t 6= 0, währendg(0) = 1, so dassg(t) bei t = 0

unstetig und daher keine charakteristische Funktion ist. Daher ist(λn)n nicht schwach konvergent, ja
nicht einmal straff.

16.20 BeispielSeiα > 0 und seienX1, . . . , Xn unabhängig identisch verteilt mit Bernoulli-Verteilung
zum Parameterp = α

n , Sn := X1 + · · · +Xn. Dann ist

ϕXi
(t) = peit + (1 − p) = 1 +

α

n

(
eit − 1

)
,

also
ϕSn

(t) = (ϕXi
(t))

n → eα(eit−1) mit n→ ∞.

Dieser Limes ist die charakteristische Funktion der Poisson-VerteilungP (α) zum Parameterα, siehe
Beispiel 16.10. Also konvergiertPSn

=⇒ P (α).

Es gibt eine große Zahl von Verallgemeinerungen und Versch¨arfungen des Zentralen Grenzwertsatzes.
Einige davon sollen im Folgenden zwar diskutiert, aber nicht bewiesen werden.1 Seien alsoX1, X2, . . .
Zufallsvariablen mitmk := EXk undσ2

k := V (Xk) <∞. SeiVn := V (X1 + · · · +Xn). Mit

S∗
n :=

1√
Vn

n∑

k=1

(Xk −mk)

bezeichnen wir wieder die zentrierte und normalisierte Partialsumme vonX1, . . . , Xn. Um Verteilungs-
konvergenzPS∗

n
=⇒ N (0, 1) nachzuweisen reicht es wegen des Stetigkeitssatzes 16.15 zu zeigen, dass

limn→∞ ϕS∗
n
(t) = ϕN (0,1)(t) = e−

t2

2 . Als Muster dafür (im einfachsten Fall) dient der Beweis von
Satz 16.7.

Sind dieXi nicht unabhängig, so lässt sich schon der erste Schritt,

ϕS∗
n
(t) =

n∏

k=1

ϕXk−mk

(
t√
Vn

)

(*)

nicht übertragen. Trotzdem kann man die Unabhängigkeitsannahme abschwächen (“mischende stati-
onäre Prozesse” lautet das relevante Stichwort) und einenZentralen Grenzwertsatz beweisen.

Im Folgenden nehmen wir an, dass dieXi unabhängig sind und dassσ2
k > 0 für alle k. Dann ist

Vn = σ2
1 + · · · + σ2

n, und es gilt die Identität (*). Da die zweiten Momente derXk endlich sind, gibt es
nach Satz 16.5 Funktionenβk : R → R derart, dasslimt→0 βk(t) = 0 und

ϕXk−mk
(t) = 1 − t2

2

(
σ2

k + βk(t)
)

im Limest→ 0 . (**)

Beachte nun, dass−u − u2 ≤ log(1 − u) ≤ −u für |u| ≤ 0.4.2 Geht dannVn → ∞ für n → ∞, so
folgt aus (*) und (**) für hinreichend großen

logϕS∗
n
(t) =

n∑

k=1

log

(

1 − t2

2Vn

(

σ2
k + βk

( t√
Vn

)))

≤ − t
2

2
− t2

2Vn

n∑

k=1

βk

( t√
Vn

)

1Details findet man z.B. in Kapitel 27 von [Billingsley].
2Beachte, dasslog(1 − u) = −u − u2

2
−

P∞
k=3

uk

k
.
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und

logϕS∗
n
(t) ≥ − t

2

2
− t2

2Vn

n∑

k=1

βk

( t√
Vn

)

− t4

4V 2
n

n∑

k=1

(

σ2
k + βk

( t√
Vn

))2

Ist nunlimt→0 βk(t) = 0 gleichm̈aßig ink (das gilt, falls die Familie(X2
k)k>0 gleichgradig integrierbar

ist) und sind die Summandenσ2
k vonVn nicht zu verschieden (es reicht, dassmink σ

2
k > 0; dann geht

automatischVn → ∞ mit n→ ∞), so zeigt man leicht, dass

lim
n→∞

logϕS∗
n
(t) = − t

2

2
für alle t ∈ R.

Durch ein ähnliches Argument erhält man z.B. mit der obigen Notation:

16.21 Satz (Zentraler Grenzwertsatz unter der Lyapunov-Bedingung)
SeienX1, X2, . . . unabhängig mit0 < σ2

k < ∞ für alle k. Ist die Lyapunov-Bedingungerfüllt, d.h.
gibt es einr > 2 mit

lim
n→∞

1

V
r/2
n

n∑

k=1

E [|Xk − EXk|r] = 0 ,

so giltPS∗
n

=⇒ N (0, 1).

Die schärfste Aussage dieser Art ist

16.22 Satz (Satz von Lindeberg)
SeienX1, X2, . . . unabhängig mit0 < σ2

k < ∞ für alle k. Ist dieLindeberg-Bedingungerfüllt, d.h.
gilt für jedesδ > 0

lim
n→∞

1

Vn

n∑

k=1

E
[
(Xk − EXk)2 · 1{(Xk−EXk)2≥δVn}

]
= 0 ,

so giltPS∗
n

=⇒ N (0, 1).

In der Tat ist die Lindeberg-Bedingung fast schon äquivalent zur Gültigkeit des Zentralen Grenz-
wertsatzes. Sie folgt aus der KonvergenzPS∗

n
=⇒ N (0, 1) und der zusätzlichen Bedingung

∀ ǫ > 0 : lim
n→∞

max
k=1,...,n

P

{
X2

k

Vn
≥ ǫ

}

= 0 .

Eine Verschärfung des Zentralen Grenzwertsatzes liefertder Satz von Berry-Esséen, der die Konver-
genzgeschwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz abschätzt. 3

16.23 Satz (Berry-Esśeen)
SeienX1, X2, . . . unabhängig mit0 < σ2

k <∞ für allek. BezeichneFn die Verteilungsfunktion von
S∗

n undΦ die vonN (0, 1). Dann gilt für allen ∈ N:

sup
x∈R

|Fn(x) − Φ(x)| ≤ 6

V
3/2
n

·
n∑

k=1

E
[
|Xk − EXk|3

]
.

Im Fall unabhängig identisch verteilterXk wird die rechte Seite zuconst · n− 1
2 .

3Siehe z.B. Satz 4.2.10 in [Gänssler-Stute].
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Der Beweis basiert auf folgender Abschätzung, die fürT−1 = 9
8V 3

n

∑n
k=1 E

[
|Xk − EXk|3

]
den

Anschluss an obigëUberlegungen liefert:

sup
x∈R

|Fn(x) − Φ(x)| ≤ 1

π

∫ T

−T

∣
∣
∣ϕS∗

n

( t√
Vn

)

− e−
t2

2

∣
∣
∣
dt

|t| +
24

Tπ
√

2π
,



Kapitel 17

Normalverteilung und zentraler
Grenzwertsatz auf demRd

Die Idee der Normalverteilung lässt sich aufRd-wertige Zufallsvariablen verallgemeinern. Der einfach-
ste Fall liegt vor, wenn man einen Zufallsvektor ausd unabhängigenR-wertigen normalverteilten Zu-
fallsvariablen betrachtet. Mit Verallgemeinerungen dieser Situation befassen wir uns in diesem Kapitel.

SeiV eine reelle, symmetrische, positiv definited × d-Matrix, insbesonderedet(V ) 6= 0. V lässt
sich diagonalisieren als

V = UT ΛU, U Orthogonalmatrix, d.h.UT = U−1, Λ = diag(λ1, . . . , λd),

wobeiλ1, . . . , λd > 0 die Eigenwerte vonV sind.
DefinierefV : Rd → R,

fV (x) :=
1

√

(2π)d | det(V )|
· exp

(

−1

2
xTV −1x

)

.

Fürd = 1 undV = (σ2) ist fV gerade die Dichte zuN (0, σ2). Allgemein gilt:

⊲ fV ≥ 0,

⊲ fV (M−1x) = | det(M)| · fMV MT (x) für invertierbare reelled× d-MatrizenM , da
det(MVMT )/ det(V ) = det(M)2, so dassfV (U−1x) = fΛ(x), also

⊲
∫

Rd fV (x) dx =
∫

Rd fV (U−1x) dx =
∫

Rd fΛ(x) dx =
∏d

i=1
1√

2πλi

∫

R
e
− x2

i
2λi dxi = 1, wobei wir

den Integraltransformationssatz und die Tatsachedet(V ) = det(Λ) =
∏d

i=1 λi benutzt haben.

Daher istfV eine Wahrscheinlichkeitsdichte (zum Lebesgue-Maß) aufRd.

17.1 Definition (Normalverteilung auf Rd) Die Verteilung mit DichtefV aufRd heißtd-dimensionale
Normalverteilungmit Erwartung0 und KovarianzmatrixV , kurzN (0, V ).

Diese Sprechweise wird durch folgenden Satz gerechtfertigt.

17.2 Satz (Eigenschaften der Normalverteilung aufRd)
SeiX = (X1, . . . , Xd)

T eineRd-wertige Zufallsvariable, deren Verteilung DichtefV hat.

a) Ista ∈ Rd, so istPaT X = N (0, aTV a).

b) Cov (Xi, Xj) = vij (i, j = 1, . . . , d).

c) X1, . . . , Xd sind unabhängig genau dann, wennV = Λ.
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Beweis:

a) Wir bestimmen die charakteristische Funktion vonaTX :

E
[

eitaT X
]

=

∫

Rd

eitaT xfV (x) dx =

∫

Rd

eitaT UT xfV (U−1x) dx (UT = U−1!)

=

∫

Rd

eit(Ua)T xfΛ(x) dx =

d∏

j=1

∫

R

eit(Ua)T
j xj

1
√

2πλj

e
−

x2
j

2λj dxj

=
d∏

j=1

exp

(

−1

2
t2
(
(Ua)T

j

)2
λj

)

(Beispiel 16.10)

= exp



−1

2
t2

d∑

j=1

(
(Ua)T

j

)2
λj



 = exp

(

−1

2
t2(Ua)T Λ(Ua)

)

= exp

(

−1

2
t2aTV a

)

= ϕN (0,aT V a)(t)

b) Im Folgenden stehtE[Z], wennZ eine Matrix mit zufälligen Koeffizienten ist, für die Matrix der
koeffizientenweisen Erwartungswerte.

(Cov (Xi, Xj))ij = E[XXT ] =

∫

Rd

xxT fV (x) dx =

∫

Rd

UTx(UTx)T fV (U−1x) dx

=

∫

Rd

UTxxTUfΛ(x) dx = UT ·
∫

Rd

xxT fΛ(x) dx · U = UT ΛU = V ,

denn
∫

Rd

xixjfΛ(x) dx =

∫

R

. . .

∫

R

xixj

d∏

k=1

1√
2πλk

e
− x2

k
2λk dx1 . . . dxd

=







∫

R
xi

1√
2πλi

e
− x2

i
2λi dxi

∫

R
xj · 1√

2πλj

e
− x2

j
2λj dxj = 0 (i 6= j)

∫

R
x2

i
1√

2πλi
e
− x2

i
2λi dxi = λi (i = j)

c)

X1, . . . , Xd unabhängig⇐⇒ fV (x) =

d∏

j=1

1
√

2πvjj

e
−

x2
j

2vjj ⇐⇒ fV = fΛ
V symm.⇐⇒ V = Λ

2

Das Transformationsverhaltend-dimensionaler Normalverteilungen beschreibt der folgende Satz.

17.3 Satz (Lineare Transformationen mehrdimensionaler Normalverteilungen)
Seid′ ≤ d undM eined′ × d-Matrix mit vollem Rangd′. Ist dannX nachN (0, V ) verteilt, so ist
MX eine nachN (0,MVMT ) verteilteRd′

-wertige Zufallsvariable.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz in drei Schritten.
1. Schritt:d′ = d. Dann istM invertierbar und für messbaresB ⊆ Rd ist

P (MX ∈ B) =

∫

1B(Mx)fV (x) dx =

∫

1B(y)fV (M−1y) | det(M−1)| dy

=

∫

1B(y)fMV MT (y) dy



Kapitel 17 Normalverteilung und zentraler Grenzwertsatz auf dem Rd 100

2. Schritt:M = (M̃, 0) für eine invertierbared′ × d′-Matrix M̃ . Weitere Notation:

X =

(
X1

X2

)

, X1 Rd′
-wertig, V =

(
V11 V12

V21 V22

)

, V11 eined′ × d′-Matrix.

Dann istMX = M̃X1, alsoPMX = PM̃X1
= N (0, M̃V11M̃

T ) = N (0,MVMT ) nach Schritt 1.

3. Schritt:M sei nun beliebig. Dann gibt es eine orthogonaled × d-Matrix R derart, dassMR−1 =:
N = (Ñ , 0). 1 Nach Schritt 1 istPRX = N (0, RV RT ), nach Schritt 2 daher

PMX = PNRX = N (0, NRV RTNT ) = N (0,MVMT ) .

2

Nun kommt der folgende Zentrale Grenzwertsatz fürRd-wertige Zufallsvariablen nicht überraschend.

17.4 Satz (Zentraler Grenzwertsatz imRd)
SeienX1, X2, . . . unabhängige und identisch verteilteRd-wertige Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wertvektor0 und KovarianzmatrixV . Dann konvergiert

P 1√
n

P

n
i=1 Xi

=⇒ N (0, V ) .

Der Beweis benutzt die folgende Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsmaßen durch ihre ein-
dimensionalen linearen Projektionen.

17.5 Satz (Craḿer-Wold-device)
SeienX undY Zufallsvariablen mit Werten imRd. Dann giltPX = PY genau dann, wennPaT X =

PaT Y für allea ∈ Rd.

Die “⇒”-Richtung ist trivial. Der Beweis der Umkehrung beruht aufdem Eindeutigkeitssatz für
charakteristische FunktionenRd-wertiger Zufallsvariablen2, denn ausPaT X = PaT Y für alle a ∈ Rd

folgt E[eıaT X ] = E[eıaT Y ] für allea ∈ Rd.

Beweis von Satz 17.4: Da dieXi identisch verteilt sind, ist die Konstantec :=
∑d

j=1 E[X2
i,j ] für alle

i dieselbe. SeiZn := 1√
n

∑n
i=1Xi. Für die euklidische Länge|Zn|2 des zufälligen VektorsZn gilt:

E[|Zn|22] =

d∑

j=1

E[Z2
n,j ] =

d∑

j=1

1

n

n∑

i=1

E[X2
i,j ] =

1

n

n∑

i=1

c = c

Daher folgt aus der Chebyshev-Ungleichung für jedesr > 0

P (|Z|2 > r) ≤ c

r2

und die Folge der VerteilungenPZn
ist straff, d.h. relativ folgenkompakt bzgl. der schwachenKonver-

genz (siehe Satz 15.14). Zu zeigen bleibt daher, dass jeder schwache Häufungspunkt vonPZn
mit der

NormalverteilungN (0, V ) übereinstimmt. Gelte alsoZni
⇒ Z. Dann folgtaTZni

⇒ aTZ für alle
a ∈ Rd. Andererseits folgt aus dem eindimensionalen Zentralen Grenzwertsatz

aTZni
=

1√
n

n∑

i=1

aTXi ⇒ N (0, aTV a) ,

dennV (aTXi) = atV a nach Satz 7.18. Also istPaT Z = N (0, aTV a), d.h.PaT Z = PaT Y falls PY =
N (0, V ), für allea ∈ Rd. Mit dem Cramér-Wold-device schließt man, dassPZ = PY = N (0, V ). 2

1R transformiert die ZerlegungRd = ker(M)⊥ + ker(M) nachRd′
⊕ Rd−d′

.
2Siehe z.B. [Gänssler-Stute, Satz 8.7.1]
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Wir beschließen dieses Kapitel mit einer Anwendung von Satz17.3 auf die Statistik normalverteilter
Beobachtungen. Seien zunächstX1, . . . , Xn u.i.v. Wir bezeichnen dasempirische Mittel derXi mit

X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi

und ihreempirische Varianzmit

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2.

Beachte, dassE[X̄ ] = E[X1] und

E[S2] =
1

n− 1





n∑

i=1

E[X2
i ] − 2

n

n∑

i=1

n∑

j=1

E[XiXj] +
1

n

n∑

i=1

n∑

j=1

E[XiXj]



 = V [X1].

Sind dieXi normalverteilt, so gilt

17.6 Satz (Unabḧangigkeit von X̄ und S2 bei normalverteilten Stichproben)
SeienX1, . . . , Xn u.i.v. nachN (µ, σ2). Dann sindX̄ undS2 unabhängig,̄X istN (µ, σ2

n )-verteilt, und
n−1
σ2 S

2 ist χ2
n−1-verteilt. (χ2

n−1 ist die Verteilung vonZ2
1 + · · · + Z2

n, wenn dieZi u.i.v. nachN (0, 1)
sind.)

Beweis: Seia(1), . . . , a(n) das folgende Orthonormalsystem inRn:

a(1) =

(
1√
n
, . . . ,

1√
n

)

a(k) =

(

− 1
√

k(k − 1)
, . . . ,− 1

√

k(k − 1)
,

√

k − 1

k
, 0, . . . , 0

)

für k = 2, . . . , n, wobeia(k)
k+1, . . . , a

(k)
n = 0. BezeichneA die Matrix mit den Zeilena(1), . . . , a(n)

undX = (X1, . . . , Xn)T . Dann istY := AX = A(X − µ1) + µA1 nachN (µA1,Aσ2IdA
T ) =

N (µA1, σ2Id) verteilt (Satz 17.3), so dass dieYi unabhängig normalverteilt sind. DaY1 = (a(1))X =√
n X̄ und

n∑

i=2

Y 2
i = Y

T
Y − Y 2

1 = X
T
X− nX̄2 =

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 = (n− 1)S2,

sindX̄ undS2 unabhängig.
Aus A1 = (

√
n, 0, . . . , 0)T folgt dannX̄ = 1√

n
Y1 ∼ N (µ, σ2

n ), und zusammen mitn−1
σ2 S

2 =
∑n−1

i=1 (Yi

σ )2 auchn−1
σ2 S

2 ∼ χ2
n−1. 2

Ein analoges Ergebnis fürd-dimensional normalverteilte ZV’en gilt ebenfalls.
Eine Konsequenz dieses Satzes und der Formeln für die Momente der Normalverteilung ist, dass

E[X̄ ] = µ, V [X̄] =
σ2

n
→ 0 und E[S2] = σ2, V [S2] =

2σ4

n− 1
→ 0 mit n→ ∞,

so dassX̄ undS2 erwartungstreue und konsistente Schätzer fürµ bzw.σ2 sind.



Kapitel 18

Zerlegungss̈atze für Maße

Ziel dieses Kapitels ist es, zu zwei gegebenenσ-endlichen Maßenµ undν auf einem messbaren Raum
(Ω,A) eine messbare MengeA ∈ A mit folgenden Eigenschaften zu finden: 1)µ(Ac) = 0 und 2)ν|A
hat Dichte bzgl.µ.

Zunächst wiederholen wir ein paar einfache Tatsachen aus vorangegangenen Kapiteln. Sei(Ω,A)
ein messbarer Raum.

⊲ Isth : Ω → [0,+∞] A-messbar, so wird durchν(A) :=
∫

A
h dµ (A ∈ A) ein Maß aufA definiert.

ν ist endlich genau dann, wennh ∈ L1
µ. (Korollar 8.3) Man sagt:ν hat Dichteh bzgl.µ, kurz:

ν = hµ und h =
dν

dµ
.

⊲ Ist ν = hµ, so gilt für messbaref : Ω → [0,+∞]

∫

f dν =

∫

fh dµ (*)

Für beliebige messbaref : Ω → R gilt daher:f ∈ L1
ν ⇐⇒ fh ∈ L1

µ, und für jedesf ∈ L1
ν

gilt (*) ebenfalls. (Diese Aussagen wurden nicht explizit als Satz bewiesen, folgen aber leicht durch
“algebraische Induktion”, vergl. den Beweis zu Satz 7.20.

⊲ Beispiele sind u.a.:

a) Normalverteilung aufR: µ Lebesgue-Maß aufR, h(x) = 1√
2πσ2

exp
(

− (x−m)2

2σ2

)

, m ∈ R,

σ2 > 0, siehe Beispiel 13.9.

b) Exponentialverteilung auf[0,∞): µ Lebesgue-Maß auf[0,∞), h(x) = αe−αx, α > 0, siehe
Übung 13.10.

In den uns interessierenden Fällen bestimmt ein Maß seine Dichte eindeutig (so es überhaupt eine hat).

18.1 Satz (Eindeutigkeit der Dichte)
Seienµ, ν σ-endlich. Hatν sowohl Dichteh1 als auch Dichteh2 bzgl.µ, so isth1 = h2 µ-f.s. Also ist
die messbare Funktiondν

dµ µ-f.s. eindeutig definiert.

Beweis: Da µ undν (und damit auchµ + ν) σ-endlich sind, gibt esAn ∈ A, An ր Ω, µ(An) +
ν(An) <∞. Es reicht zu zeigen, dassh1 = h2 µ-f.s. sicher auf jedemAn. Sei daherBn := An∩{h1 ≥
h2}. Dann ist

∫

Bn
(h1 − h2) dµ = ν(Bn) − ν(Bn) = 0 und da1Bn

(h1 − h2) ≥ 0, folgt h1 − h2 = 0

µ-f.s. aufBn, siehe Satz 7.4a. Analog zeigt manh1 − h2 = 0 µ-f.s. aufAn \ Bn, zusammen also
h1 = h2 µ-f.s. aufAn für jedesn. 2
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18.2 Bemerkung Ist ν = hµ, so gilt

A ∈ A, µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0 (**)

Dadurch motiviert definiert man

18.3 Definition (Absolut stetig) Sindµ, ν zwei Maße auf(Ω,A) und gilt (**), so heißtν absolut stetig
bzgl.µ, kurz:ν ≪ µ. Man sagtµ undν sind äquivalent, kurzµ ≈ ν, fallsµ≪ ν undν ≪ µ.

Aus dieser Definition folgt sofort: Hatν Dichte bzgl.µ, so istν ≪ µ. Wichtigstes Ergebnis dieses Ka-
pitels wird sein, dass fürσ-endliche Maße auch die Umkehrung davon gilt (Satz von Radon-Nikodym).

In vielen Fällen lässt sich Absolutstetigkeit durch einǫ-δ-Kriterium charakterisieren.

18.4 Satz (ǫ-δ-Kriterium)
Seienµ, ν Maße auf(Ω,A). Gilt

∀ǫ > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ A : µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ǫ , (***)

so istν ≪ µ. Ist ν ein endliches Maß, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis:

“⇒” SeiA ∈ A mit µ(A) = 0. Wegen (***) ist ν(A) < ǫ für jedesǫ > 0 und daherν(A) = 0.

“⇐” Sei ν endlich. Angenommen (***) ist falsch. Dann gibt es einǫ > 0 und eine Folge vonAn ∈ A
(n ∈ N) mit µ(An) < 2−n aberν(An) ≥ ǫ für alle n. BetrachteA := lim supn→∞An =
⋂∞

n=1

⋃

k≥n Ak. Dann ist

µ(A) ≤ lim
n→∞

µ




⋃

k≥n

Ak



 ≤ lim
n→∞

∑

k≥n

µ(Ak) ≤ lim
n→∞

∑

k≥n

2−k = 0

aber

ν(A)
ν endlich

= lim
n→∞

ν




⋃

k≥n

Ak



 ≥ inf
n
ν(An) ≥ ǫ > 0

im Widerspruch zuν ≪ µ.

2

18.5 Beispiel Die Äquivalenz im vorhergehenden Satz gilt ohne die Endlichkeitsannahme anν nicht.
Beispiel:µ =Lebesgue-Maß auf[0, 1], ν(A) :=

∫

A
1
x dx. Dann istν σ-endlich aber nicht endlich,

µ ≈ ν, aber für die MengenAn = [2−n, 2−(n−1)] gilt: µ(An) = 2−n → 0, ν(An) = log 2−(n−1) −
log 2−n = log 2.

18.6 Definition (σ-additive Mengenfunktion, signiertes Maß) Sei(Ω,A) ein messbarer Raum. Eine
Funktionϕ : A → R heißtσ-additive Mengenfunktionoder signiertes Maß, falls

i) ϕ(∅) = 0,

ii) ϕ(
⋃∞

n=1An) =
∑∞

n=1 ϕ(An) für paarweise disjunkteAn ∈ A.

18.7 Bemerkungen
a) Daϕ(A) ∈ R, also |ϕ(A)| < ∞ für alle A ∈ A, ist limn→∞

∑

k≥n ϕ(Ak) = 0 für paarweise
disjunkteAn. In diesem Sinn ist auch die Konvergenz in Punkt ii) der obigen Definition zu verste-
hen.Aus Korollar 18.11 folgt dann allerdings später die absolute Konvergenz.

b) Eineσ-additive Mengenfunktion ist in der Regel nichtσ-subadditiv.
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18.8 Beispiel Sindµ, ν endliche Maße auf(Ω,A), so istϕ = µ − ν ein signiertes Maß. Wir werden
zeigen, dass jedes signierte Maß so darstellbar ist.

18.9 Satz (Zerlegungssatz von Hahn)
Seiϕ : A → R ein signiertes Maß. Dann gibt es disjunkte MengenΩ+,Ω− ∈ A, Ω+ ∪ Ω− = Ω,
sodassϕ(E) ≥ 0 für alleE ⊆ Ω+, E ∈ A, undϕ(E) ≤ 0 für alleE ⊆ Ω−, E ∈ A.

Beweis: Seiα := sup{ϕ(A) : A ∈ A}. Wir werden zeigen, dass es einΩ+ ∈ A mit ϕ(Ω+) = α
gibt. Dann istα ∈ R und fürE ⊆ Ω+,E ∈ A, gilt

α ≥ ϕ(Ω+ \ E) = ϕ(Ω+) − ϕ(E) = α− ϕ(E) ,

alsoϕ(E) ≥ 0. FürE ⊆ Ω− := Ω \ Ω+, E ∈ A, gilt

α ≥ ϕ(Ω+ ∪ E) = ϕ(Ω+) + ϕ(E) = α+ ϕ(E) ,

alsoϕ(E) ≤ 0.
Wir zeigen nun die Existenz vonΩ+ ∈ A mit ϕ(Ω+) = α. WähleAn ∈ A mit ϕ(An) → α und

setzeA =
⋃∞

n=1An. Daϕ auch negative Werte annehmen kann, besteht das Problem darin, dass die
An auch für großen noch “Inseln negativer Masse” enthalten können. So kann man nicht, wie im Fall
eines Maßes schließen, dassϕ(A) ≥ limn→∞ ϕ(An) = α. Zum Beispiel könnten dieAn von der Form
Ω+ ∪En mit 0 > ϕ(En) → 0 und

⋃

nEn = Ω− sein. Dann wäreA = Ω+ ∪ Ω− = Ω und nichts wäre
gewonnen. Deshalb müssen wir genauer in dieAn hineinschauen.

Für jedesn betrachte die2n Mengen
⋂n

k=1 A
′
k, wobei jedesA′

k entweder gleichAk oderA\Ak ist.
Diese Mengen bilden eine PartitionPn vonA. (Einige der Mengen können auch leer sein.) Setze

Cn :=
⋃

P∈Pn, ϕ(P )>0

P .

DaAn Vereinigung der2n−1 MengenAn ∩⋂n−1
k=1 A

′
k ist, istϕ(An) ≤ ϕ(Cn).

Betrachte fürm ≤ n die MengenEn
m = Cm∪· · ·∪Cn. Da jedesP ∈ Pn in genau einemQ ∈ Pn−1

enthalten ist, ist fürm < n die MengeEn
m \ En−1

m disjunkte Vereinigung von MengenP ∈ Pn mit
ϕ(P ) ≥ 0, alsoϕ(En

m \ En−1
m ) ≥ 0. FürEm :=

⋃

n≥m Cn gilt dannEn
m ր Em (n→ ∞) und

ϕ(Am) ≤ ϕ(Cm) = ϕ(Em
m ) ≤ ϕ(Em

m ) +
∞∑

n=m+1

ϕ(En
m \En−1

m )

= ϕ

(

Em
m ∪

∞⋃

n=m+1

(En
m \ En−1

m )

)

= ϕ




⋃

n≥m

En
m



 = ϕ(Em) .

SetzeΩ+ =
⋂∞

m=1Em, alsoEm ց Ω+. Dann ist

ϕ(Em) = ϕ



Ω+ ∪
⋃

n≥m

(En \ En+1)



 = ϕ(Ω+) +
∑

n≥m

ϕ(En \ En+1)
B.18.7→ ϕ(Ω+) (m→ ∞) .

Also:
α = lim

m→∞
ϕ(Am) ≤ lim

m→∞
ϕ(Em) = ϕ(Ω+) ,

was zu zeigen war. 2

Der Satz von Hahn führt direkt zur Zerlegung eines signierten Maßes in einen positiven und einen
negativen Teil, diesingul̈ar zu einander sind.

18.10 Definition (Singularität von Maßen) Zwei Maßeµ undν aufA sind singulärzu einander, kurz
µ ⊥ ν, falls es einA ∈ A mit µ(A) = 0 = ν(Ω \A) gibt.
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18.11 Korollar (Zerlegungssatz von Jordan)Seiϕ ein signiertes Maß auf(Ω,A). Dann gibt es end-
liche Maßeϕ+ undϕ− aufA mit ϕ = ϕ+ − ϕ− undϕ+ ⊥ ϕ−.

Beweis: SeiΩ = Ω+ ⊎ Ω− die Zerlegung aus dem Hahn’schen Satz. Setzeϕ+(A) := ϕ(A ∩ Ω+),
ϕ−(A) := −ϕ(A ∩ Ω−). 2

Es folgt einer der beiden wichtigsten Sätze dieses Kapitels.

18.12 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue)
Sei(Ω,A, µ) σ-endlich und seiν ein weiteresσ-endliches Maß auf(Ω,A). Dann lässt sichν wie folgt
in zweiσ-endliche Maße zerlegen:

ν = νabs+ νsing, νabs≪ µ, νsing ⊥ µ

νabshat Dichte bzgl.µ, und dνabs
dµ ist A-messbar undµ-f.s. endlich.

Eine sofortige Konsequenz daraus ist der bekannteste Satz dieses Kapitels.

18.13 Korollar (Satz von Radon-Nikodym) Sei(Ω,A, µ) σ-endlich und seiν ein weiteresσ-endliches
Maß auf(Ω,A). Dann hatν Dichte bzgl.µ genau dann, wennν ≪ µ. Ist das der Fall, so istdν

dµ A-

messbar undµ-f.s. endlich.dν
dµ heißt auch die Radon-Nikodym-Ableitung. vonν nachµ.

Beweis: “⇒” ist Bemerkung 18.2. Für “⇐” wende Satz 18.12 an. Zu zeigen bleibt dannν = νabs. Sei
dazuA ∈ A so, dassµ(A) = 0 undνsing(Ω \ A) = 0. Daν ≪ µ, folgt darausνsing(A) ≤ ν(A) = 0,
also insgesamtνsing(Ω) = 0, d.h.ν = νabs. 2

Zum Beweis des Lebesgue’schen Zerlegungssatzes benötigen wir folgendes Lemma:

18.14 Lemma Seienµ, ν endliche Maße auf(Ω,A), µ 6⊥ ν. Dann gibt es einA ∈ A mit µ(A) > 0
und einǫ > 0 derart, dass

ǫ · µ(E) ≤ ν(E) für alleE ⊆ A, E ∈ A.
Beweis: Sei Ω = Ω+

n ⊎ Ω−
n eine Hahn-Zerlegung zum signierten Maß(ν − 1

nµ). Dann istM :=
⋂

n>0 Ω−
n die Menge derjenigen Punkte inΩ, in denen “µ unendlich mal so viel Masse konzentriert wie

ν”. DaM ⊆ Ω−
n für allen, ist (ν− 1

nµ)(M) ≤ 0, d.h.ν(M) ≤ 1
nµ(M) für allen und daherν(M) = 0.

Da µ 6⊥ ν, folgt µ(Ω \M) = µ
(⋃

n>0 Ω+
n

)
> 0, d.h.µ(Ω+

n ) > 0 für mindestens einn = n0. Mit
A = Ω+

n0
undǫ = 1

n0
ist dannµ(A) > 0 und(ν − ǫµ)(E) ≥ 0 für alleE ⊆ A, E ∈ A. 2

Beweis von Satz 18.12: Wir betrachten zunächst den Spezialfall, dassµ undν endliche Maße sind.
Unser erstes Ziel ist es, ein maximales Element in der Familie

G :=

{

g : Ω → [0,∞]
∣
∣
∣g A-messbar,

∫

A

g dµ ≤ ν(A)∀A ∈ A
}

.

zu konstruieren. Von dem zeigen wir dann, dass es die gesuchte Dichte vonνabs ist.
Natürlich istg = 0 ∈ G, alsoG 6= ∅. Wir zeigen:

g1, g2 ∈ G ⇒ max{g1, g2} ∈ G . (*)

Setze dazuE = {g1 ≥ g2}. Dann ist fürA ∈ A
∫

A

max{g1, g2} dµ =

∫

A∩E

g1 dµ+

∫

A\E

g2 dµ ≤ ν(A ∩ E) + ν(A \ E) = ν(A) .

Sei nunγ := sup{
∫
g dµ : g ∈ G}. Wir konstruieren einf ∈ G mit

∫
f dµ = γ. Wähle dazu

gn ∈ G mit
∫
gn dµ→ γ und setzefn := max{g1, . . . , gn}. Wegen (*) istfn ∈ G für allen, und es ist

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . . Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt daher fürf = supn fn:
∫

A

f dµ = sup
n

∫

A

fn dµ ≤ ν(A) ∀A ∈ A
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und ∫

f dµ = sup
n

∫

fn dµ ≥ sup
n

∫

gn dµ ≥ γ .

Also ist f ∈ G und
∫
f dµ = γ ≤ ν(Ω) <∞.

Definiere nunνabsundνsing durch

νabs(A) :=

∫

A

f dµ, νsing(A) := ν(A) − νabs(A) .

Dann istνabs ≪ µ ein endliches Maß mitA-messbarer undµ-f.s. endlicher Dichtef bzgl.µ, und da
νsing(A) = ν(A) −

∫

A
f dµ ≥ 0 (wegenf ∈ G), ist auchνsing ein endliches Maß. Bleibt zu zeigen:

νsing ⊥ µ.
Angenommen, es wäreνsing 6⊥ µ. Wegen Lemma 18.14 gäbe es dannA ∈ A mit µ(A) > 0 und

ǫ > 0 derart, dassǫ · µ(E) ≤ νsing(E) ∀E ∈ A, E ⊆ A. Also wäre für alleB ∈ A
∫

B

(f + ǫ 1A) dµ =

∫

B

f dµ+ ǫ µ(B ∩A) ≤ νabs(B) + νsing(B ∩A) ≤ νabs(B) + νsing(B) = ν(B) ,

d.h.(f + ǫ 1A) ∈ G, im Widerspruch zu
∫

(f + ǫ 1A) dµ = γ+ ǫ µ(A) > γ. Daher istνsing ⊥ µ und der
Satz ist für endlicheµ undν bewiesen.

Um daraus die Aussage fürσ-endlicheµ undν herzuleiten, benutzen wir die Charakterisierung der
σ-Endlichkeit aus Lemma 11.10: Es gibt strikt positivef ∈ L1

µ undg ∈ L1
ν . Sei µ̃ = fµ, ν̃ = gν. µ̃

undν̃ sind endliche Maße auf(Ω,A). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt:

ν̃ = ν̃abs+ ν̃sing, ν̃abs≪ µ̃, ν̃sing ⊥ µ̃ .

Setze

νabs :=
1

g
ν̃abs, νsing :=

1

g
ν̃sing .

Dann ist

νabs+ νsing =
1

g
ν̃ = ν ,

νabs≈ ν̃abs≪ µ̃ ≈ µ undνabs=
1

g
ν̃abs=

1

g

dν̃abs

dµ̃
µ̃ =

f

g

dν̃abs

dµ̃
µ ,

νsing ⊥ µ, daνsing ≈ ν̃sing undµ ≈ µ̃ .

2



Kapitel 19

Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte
Erwartung

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Diskussion des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit, die
sich an die Vorstellungen der elementaren Stochastik anlehnt.

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,A,B ∈ A. Die bedingte Wahrscheinlichkeit vonA
gegebenB ist P (A|B) = P (A∩B)

P (B) . Ist Ω höchstens abzählbar undP ({ω}) > 0 für jedesω ∈ Ω, so
kann man auf diese Weise die bedingten Wahrscheinlichkeiten P (A|ω) := P (A|{ω}) definieren. Ist
aberP ({ω}) = 0 für jedesω ∈ Ω, so muss man dazu etwas weniger naiv vorgehen. Wir illustrieren
eine solche Vorgehensweise zunächst im Rahmen der elementaren Stochastik.

19.1 Beispiel Seiβ = (Bi : i ∈ I) eine endliche oder abzählbare Partition vonΩ in messbare Mengen
positiven Maßes,F = σ(β). (F ist dieσ-Algebra aller Mengen, die sich als Vereinigung von Mengen
Bi darstellen lassen.) Dann definieren wir fürA ∈ A

P [A
∣
∣F ](ω) :=

∑

i∈I

1Bi
(ω) · P (A|Bi) .

P [A
∣
∣F ] ist also eineF -messbare Funktion. Sie nimmt aufBi den WertP (A|Bi) an und zeichnet sich

durch folgende Eigenschaft aus: Für alleB ∈ F ist
∫

B

P [A
∣
∣F ] dP =

∑

i∈I

P (A|Bi)

∫

B

1Bi
dP =

∑

i∈I

P (A|Bi) P (B ∩Bi)
︸ ︷︷ ︸

=0 oder=P (Bi)

=
∑

i∈I,Bi⊆B

P (A|Bi)P (Bi) =
∑

i∈I,Bi⊆B

P (A ∩Bi) = P (A ∩B)

=

∫

B

1A dP = (1AP )(B) .

DaB ∈ F , folgt ∫

B

P [A
∣
∣F ] dP|F = (1AP )|F (B) .

Mit den Bezeichnungen des letzten Kapitels ist daher:

P [A
∣
∣F ] =

d
(
(1AP )|F

)

d
(
P|F
)

eine Radon-Nikodym-Ableitung über dem messbaren Raum(Ω,F). Damit istP [A
∣
∣F ](ω) zwar nur

noch fürP -f.a. ω eindeutig definiert, aber dafür kann man diese Vorgehensweise auf sehr allgemeine
Wahrscheinlichkeitsräume übertragen. Das ist das Ziel dieses Kapitels.
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Sei nunF eine Teil-σ-Algebra vonA. Beachte, dass für messbaresf : Ω → R gilt: (f P )|F ≪ P|F .

19.2 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Erwartung)

a) SeiA ∈ A. DieF -messbare Funktion

P [A
∣
∣F ] :=

d
(
(1A P )|F

)

d
(
P|F
)

heißt bedingte WahrscheinlichkeitvonA gegebenF .

b) Sei0 ≤ f ∈ L1
P . DieF -messbare Funktion

E[f
∣
∣F ] :=

d
(
(f P )|F

)

d
(
P|F
)

heißt bedingte Erwartungvonf gegebenF .

c) Seif = f+ − f− ∈ L1
P . SetzeE[f

∣
∣F ] := E[f+

∣
∣F ] − E[f−∣∣F ].

Wenn nötig schreibt man zur Verdeutlichung auchEP [f
∣
∣F ].

19.3 Bemerkungen
a) P [A

∣
∣F ] = E[1A

∣
∣F ].

b) P [∅
∣
∣F ] = 0 undP [Ω

∣
∣F ] = 1.

c) 0 ≤ E[f±∣∣F ] ist P -f.s. definiert und endlich, daf±P ein endliches Maß ist (Satz von Radon-
Nikodym).

19.4 Lemma (Charakterisierung bedingter Erwartungen und bedingter Wahrscheinlichkeiten)
Seienf, g ∈ L1

P , g seiF -messbar. Dann gilt:

a) Istg ·E[f
∣
∣F ] ∈ L1

P , so ist
∫
g ·E[f

∣
∣F ] dP =

∫
gf dP . Äquivalent dazu:E

[
g ·E[f

∣
∣F ]
]

= E[gf ].
Insbesondere ist

∫

B E[f
∣
∣F ] dP =

∫

B f dP für alleB ∈ F .

b) Es gilt
∫

B
g dP

(≥)
=
(≤)

∫

B
f dP für alleB ∈ F genau dann, wenng

(≥)
=
(≤)

E[f
∣
∣F ].

c) IstC ein∩-stabiler Erzeuger vonF , Ω =
⋃∞

n=1 Cn für geeigneteCn ∈ C und ist
∫

C g dP =
∫

C f dP

für alleC ∈ C, so istg = E[f
∣
∣F ].

Beachte:Alle Gleichungen und Ungleichungen, die bedingte Erwartungen (oder bedingte Wahrschein-
lichkeiten) involvieren, können immer nur fast sicher verstanden werden, da Radon-Nikodym-Ableitungen
nur fast sicher festgelegt sind! Wollen wir eine bedingte Erwartung oder Wahrscheinlichkeit als überall
definiert verstehen, so wählen wir eine Version davon. Die ist dann messbar bzgl. derσ-Algebra, auf die
bedingt wird.
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Beweis:

a) Dag F -messbar ist, ist
∫

g E[f
∣
∣F ] dP =

∫

g E[f
∣
∣F ] dP|F =

∫

g d
(
(f P )|F

)
=

∫

g d(f P ) =

∫

gf dP .

b) Wir beweisen diëAquivalenz für “≤”; für “ ≥” verläuft der Beweis genau so.

“⇐”: SeiB ∈ F . Dann ist
∫

B g dP ≤
∫

B E[f
∣
∣F ] dP

a)
=
∫

B f dP .

“⇒”: Sei h := E[f
∣
∣F ] − g. Dann isth F -messbar und

0 ≥
∫

{h<0}
h dP =

∫

{h<0}
E[f

∣
∣F ] dP −

∫

{h<0}
g dP =

∫

{h<0}
f dP −

∫

{h<0}
g dP ≥ 0 ,

alsoP{h < 0} = 0, d.h.g ≤ E[f
∣
∣F ].

c) Man zeigt leicht:D := {C ∈ F :
∫

C
g dP =

∫

C
f dP} ist ein Dynkin-System. DaC ⊆ D ein

∩-stabiler Erzeuger fürF ist, folgt aus Satz 1.15, dassF = σ(C) = D(C) ⊆ D. Aus Teil b) des
Lemmas folgt nung = E[f

∣
∣F ].

2

19.5 Beispielea) F = A. Dann istE[f
∣
∣F ] = f , da

d((fP )|A)
dP|A

= d(fP )
dP = f .

b) F trivial (d.h.P (A) = 0 oder1 für alleA ∈ F). Dann istE[f
∣
∣F ] = E[f ], daE[f ] die einzige

P -f.s. konstante Funktion ist, die den gleichen Erwartungswert wief hat.

c) IstY ∈ L1
P unabhängig vonF , so istE[Y

∣
∣F ] = E[Y ], denn für alleB ∈ F ist

∫

1B Y dP = E[Y ]P (B) =

∫

B

E[Y ] dP

und daraus folgtE[Y
∣
∣F ] = E[Y ] nach Lemma 19.4b. (Beachte, dass das vorhergehende Beispiel

ein Spezialfall dieser Aussage ist.)

d) SeiF = σ(β), β = (Bi|i ∈ I) eine höchstens abzählbare messbare Partition vonΩ mit P (Bi) > 0.
Dann ist

P [A
∣
∣F ] =

d
(
(1AP )|F

)

dP|F
=
∑

i∈I

1Bi
P (A|Bi)

wie in Beispiel 19.1. Allgemeiner ist in diesem Fall

E[f
∣
∣F ] =

∑

i∈I

1

P (Bi)

∫

Bi

f dP · 1Bi
.

e) Sei(Ω,A) = (Ω1×Ω2,A1×A2), P1 ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufA1 undK ein stochastischer
Kern vonΩ1 nachA2. SetzeP := P1 ×K (siehe Satz 11.7). Dann ist fürA ∈ A

P [A|π−1
1 A1](ω1, ω2) = K(ω1, Aω1)

wo Aω1 = {ω2 ∈ Ω2 : (ω1, ω2) ∈ A}. Das folgt aus Lemma 19.4c, denn für alleB = B1 × Ω2 ∈
π−1

1 A1 gilt:
∫

B

K(ω1, Aω1) dP (ω1, ω2) =

∫

B1

(∫

Ω2

K(ω1, Aω1)K(ω1, dω2)

)

dP1(ω1)

=

∫

B1

K(ω1, Aω1) dP1(ω1)

=

∫

Ω1

K(ω1, (A ∩B)ω1) dP1(ω1)

= P (A ∩B)
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wobei man beachte:

(A ∩B)ω1 = (A ∩ (B1 × Ω2))ω1 =

{

Aω1 , falls ω1 ∈ B1

∅ sonst

19.6 Satz (Elementare Eigenschaften der bedingten Erwartung)
FürX,Y,Xn ∈ L1

P undα, β ∈ R gilt:

a) E[αX + βY
∣
∣F ] = αE[X

∣
∣F ] + β E[Y

∣
∣F ].

b) X ≤ Y P -f.s. ⇒ E[X
∣
∣F ] ≤ E[Y

∣
∣F ] (Insbesondere:0 ≤ P [A

∣
∣F ] ≤ 1)

c) X F -messbar⇒ E[X
∣
∣F ] = X

d) |E[X
∣
∣F ]| ≤ E[|X |

∣
∣F ]

e) Ist limn→∞Xn = X P -f.s. und|Xn| ≤ Y P -f.s. für allen, Y ∈ L1
P , so ist

lim
n→∞

E[Xn

∣
∣F ] = E[X

∣
∣F ] P -f.s.

Beweis:

a) Seiϕ := αE[X
∣
∣F ] + β E[Y

∣
∣F ]. ϕ ist F -messbar und fürB ∈ F ist

∫

B

ϕdP = α

∫

B

E[X
∣
∣F ] dP + β

∫

B

E[Y
∣
∣F ] dP = α

∫

B

X dP + β

∫

B

Y dP

=

∫

B

(αX + βY ) dP

Die Behauptung folgt aus Lemma 19.4b.

b) Für jedesB ∈ F ist
∫

B
E[X

∣
∣F ] dP =

∫

B
X dP ≤

∫

B
Y dP , also nach Lemma 19.4b:E[X

∣
∣F ] ≤

E[Y
∣
∣F ].

c) Folgt aus Lemma 19.4b fürf = g = X .

d) Folgt aus Aussage b), da±X ≤ |X |.

e) SeiZn := supk≥n |Xk −X |. Dann gilt:Zn ց 0 P -f.s. und0 ≤ Zn ≤ 2Y , so dass
∫
Zn dP → 0

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Außerdem ist |E[Xn

∣
∣F ] − E[X

∣
∣F ]| ≤ E[Zn

∣
∣F ]

wegen Aussage a) und d), und es fälltE[Zn

∣
∣F ] ց Z ≥ 0 P -f.s. wegen Aussage b). Zu zeigen

ist Z = 0 P -f.s., was wegenZ ≥ 0 äquivalent ist zuE[Z] = 0. Das folgt aber aus
∫
Z dP ≤

∫
E[Zn

∣
∣F ] dP =

∫
Zn dP → 0.

2

19.7 Satz
SeienX ∈ L1

P , Y F -messbar undXY ∈ L1
P . Dann ist

E[XY
∣
∣F ] = Y ·E[X

∣
∣F ] (*)

Beweis: Beide Seiten von (*) sindF -messbar und fürB ∈ F ist
∫

B

Y ·E[X
∣
∣F ] dP =

∫

1B Y
︸ ︷︷ ︸

F -mb.

·E[X
∣
∣F ] dP

L.19.4a
=

∫

1BY X dP =

∫

B

Y X dP
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Die Behauptung folgt aus Lemma 19.4b. 2

19.8 Satz
SeienF1 ⊆ F2 Teil-σ-Algebren vonA,X ∈ L1

P . Dann istE[E[X
∣
∣F2]

∣
∣F1] = E[X

∣
∣F1].

Beweis: Die linke Seite istF1-messbar, und fürB ∈ F1 ⊆ F2 gilt
∫

B

E[E[X
∣
∣F2]

∣
∣F1] dP =

∫

B

E[X
∣
∣F2] dP =

∫

B

X dP .

Die Behauptung folgt aus Lemma 19.4b. 2

SindAk ∈ A paarweise disjunkt (k > 0), so ist

P

[ ∞⊎

k=1

Ak

∣
∣
∣F
]

= E

[

lim
n→∞

n∑

k=1

1Ak

∣
∣
∣F
]

S.19.6e
= lim

n→∞
E

[
n∑

k=1

1Ak

∣
∣
∣F
]

S.19.6a
= lim

n→∞

n∑

k=1

E
[
1Ak

∣
∣F
]

=
∞∑

k=1

P
[
Ak

∣
∣F
]

(*)

Da außerdemP [∅
∣
∣F ] = 0 undP [Ω

∣
∣F ] = 1 (Bemerkung 19.3b), liegt die Vermutung nahe, dass die

AbbildungA 7→ P [A
∣
∣F ](ω) für jedes (oder fürP -fast jedes)ω ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufA ist.

In voller Allgemeinheit ist diese Vermutung leider falsch,denn für jede Folge(An)n>0 paarweise
disjunkter Mengen inA kann dieσ-Additivität vonP [ .

∣
∣F ](ω) in (*) auf einer anderen Nullmenge von

ω’s verletzt sein, und die (überabzählbare) Vereinigung solcher Ausnahmemengen muss keine Nullmen-
ge sein. Ein Beispiel dafür, das auf der Existenz nicht Borel-messbarer Teilmengen von[0, 1] beruht,
wird in [Billingsley, Problem 33.13] vorgestellt.

Es gilt jedoch:

19.9 Satz (Existenz bedingter Borel’scher Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufR)
Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf den Borel-MengenB von R und istF eine Teil-σ-Algebra von
B, die alle Borel-Nullmengen enthält, so gibt es einen stochastischen KernKF von(R,F) nach(R,B)
derart, dass für jedesA ∈ B

P [A
∣
∣F ](x) = KF(x,A) ,

d.h. für jedesA ∈ A istKF( . , A) eine Version vonP [A
∣
∣F ].

DieKF(x, . ) heißen bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Beweis: Für r ∈ Q seiF (r, . ) eine Version vonP [(−∞, r]
∣
∣F ]. Für r ≤ s ist (−∞, r] ⊆ (−∞, s],

also gibt es wegen Lemma 19.4b eineP -NullmengeAr,s mit

F (r, x) ≤ F (s, x) ∀x 6∈ Ar,s .

Wegen Satz 19.6e gibt es außerdemP -NullmengenBr (r ∈ Q) undC derart, dass

lim
n→∞

F (r +
1

n
, x) = F (r, x) ∀x 6∈ Br und

lim
n→∞

F (−n, x) = 0, lim
n→∞

F (n, x) = 1 ∀x 6∈ C .

N :=
⋃

r,s∈QAr,s ∪
⋃

r∈QBr ∪ C ist eineP -Nullmenge, alsoN ∈ F , und fürx ∈ R \N undz ∈ R

ist
F (z, x) := inf{F (r, x) : r ∈ Q, r ≥ z}

wohl definiert. Man prüft leicht nach, dassF ( . , x) eine Verteilungsfunktion ist. Fürx ∈ N setze
F (z, x) := F0(z), woF0 eine beliebige fest gewählte Verteilungsfunktion ist. Dann istz 7→ F (z, x) für
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jedesx ∈ R eine Verteilungsfunktion. Das durch sie bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaß aufB werde
mit KF(x, . ) bezeichnet.

FürA = (−∞, r], r ∈ Q, ist

KF (x,A) = F (r, x) = P [A
∣
∣F ](x) · 1R\N(x) + F0(r) · 1N(x)

als Funktion vonx F -messbar. Wegen Bemerkung 11.4 ist dannx 7→ KF(x,A) für alleA ∈ B F-
messbar, d.h.KF ist ein stochastischer Kern.

Betrachte nun einB ∈ F . FürA = (−∞, r], r ∈ Q, ist
∫

B

KF(x,A) dP (x) =

∫

B

P [A
∣
∣F ] dP = P (A ∩B) .

Da beide Seiten dieser Gleichung (als Funktion vonA) ein endliches Maß aufA beschreiben, folgt aus
dem Eindeutigkeitssatz 2.12, dass diese Gleichheit für alle A ∈ B gilt. Aus Lemma 19.4c folgt dann,
dassKF(x,A) = P [A

∣
∣F ](x) P -f.s. für jedesA ∈ B. 2

19.10 Bemerkung (Existenz bedingter Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf polnischen R̈aumen)
Der letzte Satz bleibt richtig, wenn die MengeR durch einen polnischen Raum ersetzt wird, vergleiche
Bemerkung 12.4.

Eine Art Umkehrung zu Satz 19.9 lieferte Beispiel 19.5 e.

19.11 Satz (Bedingte Erwartungen durch bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen)
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra mit bedingten Wahrschein-
lichkeitsverteilungenKF(ω, . ). Dann ist für jedesf ∈ L1

P

EP [f
∣
∣F ](ω) =

∫

Ω

f(ω′)KF(ω, dω′) = EKF (ω, . )[f ] .

Beweis: Die rechte Seite istF -messbar (Lemma 11.6). Fürf = 1A, A ∈ A, ist
∫

Ω

f(ω′)KF(ω, dω′) = KF(ω,A) = P [A
∣
∣F ](ω) = E[f

∣
∣F ](ω) .

Durch algebraische Induktion (siehe Beweis zu Satz 7.20) folgt die Gleichheit fürf ∈ L1
P . Dabei wird

zur Behandlung vonEP [f
∣
∣F ] mehrfach Satz 19.6 heran gezogen. 2

Auch die Jensen’sche Ungleichung (Satz 10.9) kann auf bedingte Erwartungen verallgemeinert wer-
den:

19.12 Satz (Bedingte Jensen’sche Ungleichung)
SeiI ⊆ R ein offenes Intervall (nicht notwendig endlich!),ϕ : I → R konvex,(Ω,A, P ) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum,X eine Zufallsvariable mit Werten inI f.s.,X,ϕ(X) ∈ L1

P , und seiF eine
Teil-σ-Algebra vonA. Dann ist

ϕ
(
E[X

∣
∣F ]
)
≤ E

[
ϕ(X)

∣
∣F
]
.

Ist ϕ strikt konvex, so gilt fast sicher Gleichheit genau dann, wennX = E[X
∣
∣F ], also genau dann

wennX F -messbar ist.

Beweis: Nimmt man die Existenz bedingter Wahrscheinlichkeitsverteilungen an, so folgt der Satz
direkt aus der einfachen Jensen’schen Ungleichung 10.9:

ϕ
(
E[X

∣
∣F ](ω)

)
= ϕ

(
EKF (ω, . )[X ]

)
≤ EKF (ω, . )[ϕ(X)] = E

[
ϕ(X)

∣
∣F
]
(ω)
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und für strikt konvexesϕ ist die Ungleichung mit positiver Wahrscheinlichkeit strikt genau dann, wenn
X 6= E[X

∣
∣F ] mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Der Vollständigkeit halber geben wir hier auch den Beweis für den allgemeinen Fall. Wir wiederho-
len aus Bemerkung 10.8:

Jedes konvexeϕ : I → R ist stetig im Inneren vonI, also auch messbar, und für allex ∈
◦
I existiert

ϕ∗(x) := lim
v↓x

ϕ(v) − ϕ(x)

v − x
= lim

n→∞
ϕ(x + 1

n ) − ϕ(x)
1
n

(Monotonie!).

Mit ϕ ist auchϕ∗ messbar, und

ϕ(x) − ϕ(u)

x− u
≤ ϕ∗(x) ≤ ϕ(v) − ϕ(x)

v − x
für alleu < x < v in I. (*)

Wegen (*) gilt fürx, y ∈ I

ϕ∗(x) · (y − x) + ϕ(x) ≤ ϕ(y) .

DaX ∈ I f.s., ist auchE[X
∣
∣F ] ∈ I f.s. (Satz 19.6b), und es folgt mitx = E[X

∣
∣F ] undy = X

ϕ∗(E[X
∣
∣F ]) ·

(
X − E[X

∣
∣F ]
)

+ ϕ(E[X
∣
∣F ]) ≤ ϕ(X) .

Nimmt E[X
∣
∣F ] seine Werte f.s. in einem kompakten TeilintervallK ⊆ I an, so istϕ∗(E[X

∣
∣F ])

wegen (*) f.s. beschränkt, und durch Anwendung vonE[ .
∣
∣F ] auf die Ungleichung erhält man unter

Berücksichtigung von Satz 19.6 und Satz 19.7

ϕ∗ (E[X
∣
∣F ]
)
·
(
E[X

∣
∣F ] − E[X

∣
∣F ]
)

︸ ︷︷ ︸

=0

+ϕ
(
E[X

∣
∣F ]
)
≤ E

[
ϕ(X)

∣
∣F
]
, (**)

also die Behauptung.
Andernfalls seiKn ր I eine Folge kompakter Teilintervalle und

Fn := 1{E[X
∣
∣F ]∈Kn} für allen > 0.

Wählex0 ∈ ⋃nKn. Da dieFn F -messbar sind, ist

E
[
Fn X + (1 − Fn)x0

∣
∣F
]

= Fn ·E[X
∣
∣F ] + (1 − Fn) · x0 ∈ Kn f.s.,

also wegen (**)

ϕ
(
Fn · E[X

∣
∣F ] + (1 − Fn) · x0 ∈ Kn

)
≤ E

[
ϕ (FnX + (1 − Fn)x0)

∣
∣F
]

= E
[
Fn ϕ(X) + (1 − Fn)ϕ(x0)

∣
∣F
]

= Fn · E[ϕ(X)
∣
∣F ] + (1 − Fn) · ϕ(x0) .

Für alleω mit Fn(ω) = 1 folgt darausϕ(E[X
∣
∣F ])(ω) ≤ E[ϕ(X)

∣
∣F ](ω), und da1Fn

ր 1 f.s., folgt
die Behauptung. 2

In der folgenden Bemerkung werden bedingte Erwartungen geometrisch als Orthogonalprojektoren
in einem Hilbertraum interpretiert.

19.13 Bemerkung (Bedingte Erwartungen als Orthogonalprojektionen) Sei wieder(Ω,A, P ) ein
Wahrscheinlichkeitsraum,F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra. Mit L2

P (F) bezeichnen wir die Menge der
P -ÄquivalenzklassenF -messbarer, quadratintegrierbarer Funktionenf : Ω → R. Durch das Ska-
larprodukt〈f, g〉 =

∫
fg dP wird L2

P (F) zu einem Hilbertraum, siehe Bemerkung 10.6 mit daraus
abgeleiteter Norm‖f‖2 = 〈f, f〉 1

2 .
Da das Skalarprodukt aufL2

P (F) die Einschränkung des Skalarprodukts auf dem größeren Raum
L2

P (A) ist, und da derL2
P (F) mit seiner Norm vollständig ist, ist er ein abgeschlossener linearer Teil-

raum desL2
P (A).

Definiere nun
Φ : L2

P (A) → L2
P (A), Φ(f) := EP [f

∣
∣F ] .

Dann gilt
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⊲ Φ ist linear,

⊲ Φ(f) ∈ L2
P (F) für allef ∈ L2

P (A) (Jensen’sche Ungleichung angewandt auf die konvexe Funktion
t 7→ t2) und

⊲ Φ(Φf) = EP [Ep[f
∣
∣F ]
∣
∣F ] = Φ(f), alsoΦ2 = Φ,

⊲ 〈Φf, f−Φf〉 =
∫

Φf ·(f−Φf) dP =
∫
E
[
Φf · (f − Φf)

∣
∣F
]
dP =

∫
Φf ·E

[
f − Φf

∣
∣F
]
dP =

0, daΦf = E[f |F ].

Also ist Φ die Orthogonalprojektion aufL2
P (F) und f = E[f

∣
∣F ] +

(
f − E[f

∣
∣F ]
)

die orthogonale
Zerlegung vonf bzgl.L2

P (F).

Wir beschließen dieses Kapitel mit einem Beweis des Ergodensatzes 9.3 für maßtreue Transforma-
tionen im nicht-ergodischen Fall. Sei wie dort(X,F , µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,T : X → X
messbar und maßerhaltend(d.h.µ ◦ T−1 = µ). Wir bezeichnen mit

I(T ) = {A ∈ A : T−1(A) = A)}

die Familie derT -invarianten messbaren Teilmengen vonX .

19.14 Lemma I(T ) ist eineσ-Algebra.

Beweis: EinfacheÜbung. 2

19.15 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz für maßerhaltendeTransformationen)
Seif ∈ L1

µ. Dann gibt es eine Version̄f der bedingten ErwartungE[f
∣
∣I(T )] derart, dass

f̄ = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f ◦ T k

µ-f.s. und inL1
µ, und es gilt:

∫
|f̄ | dµ ≤

∫
|f | dµ <∞, alsof̄ ∈ L1

µ.

Beweis: Der Beweis ist eine Verallgemeinerung des Beweises zu Satz 9.3.
Seienf̄ eine Version vonE[f

∣
∣I(T )], und seiSnf :=

∑n−1
k=0 f ◦ T k (n ≥ 0). Wir werden zeigen,

dass

F := lim sup
n→∞

1

n
Snf ≤ f̄ µ-f.s.

Durch Anwendung des gleichen Arguments auf die Funktion−f folgt dannlim supn→∞
1
nSn(−f) ≤

−f̄ µ-f.s., d.h.lim infn→∞ 1
nSnf ≥ f̄ µ-f.s. Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behaup-

tunglimn→∞ 1
nSnf = f̄ µ-f.s. Die Ungleichung

∫
|f̄ | dµ ≤

∫
|f | dµ <∞ folgt schließlich direkt aus

Satz 19.6d.
Für ǫ > 0 seiengǫ := (f − f̄ − ǫ)1{F>f̄+ǫ} undGǫ := lim supn→∞

1
nSngǫ. Wie im Beweis zu

Satz 9.3 folgtGǫ ◦ T = Gǫ, und genau so zeigt manF ◦ T = F .
Da f̄ eine Version vonE[f

∣
∣I(T )] ist, ist f̄ messbar bzgl.I(T ). Daraus folgtf̄ ◦ T = f̄ , denn für

alleα ∈ R gilt

{f ◦ T < α} = T−1{f < α} = {f < α} , da{f < α} ∈ I(T ) .

Daher istGǫ = (F − f̄− ǫ)1{F>f̄+ǫ}, und es reicht zu zeigen, dassµ{Gǫ > 0} = 0 für jedesǫ > 0,
denn wegen{F > f̄ + ǫ} = {Gǫ > 0} folgt darausµ{F > f̄ + ǫ} = 0 für jedesǫ > 0, so dass

µ{F > f̄} = µ

( ∞⋃

k=1

{F > f̄ +
1

k
}
)

≤
∞∑

k=1

µ{F > f̄ +
1

k
} = 0 ,



Kapitel 19 Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Erwartung 115

alsoF ≤ f̄ µ-f.s.
Nun zum Beweis vonµ{Gǫ > 0} = 0: DaGǫ ◦ T = Gǫ, ist {Gǫ > 0} ∈ I(T ).
SeiMn := max{0, S1gǫ, . . . , Sngǫ}. Genau wie im Beweis zu Satz 9.3 zeigt manHopfs Maxima-

lungleichungund die daraus folgende Abschätzung
∫

{Mn>0}
gǫ dµ ≥ 0 .

Nun ist aber{Mn > 0} ր ⋃∞
n=1{Sngǫ > 0} = {Gǫ > 0}, so dass aus Korollar 8.10 zum Satz von der

majorisierten Konvergenz folgt
∫

gǫ dµ = lim
n→∞

∫

{Mn>0}
gǫ dµ ≥ 0

und daher

0 ≤
∫

gǫ dµ =

∫

{F>f̄+ǫ}
f dµ−

∫

{F>f̄+ǫ}
f̄ dµ− ǫ = −ǫ · µ{Gǫ} < 0 ,

wobei wir benutzt haben, dass̄f = E[f
∣
∣I(T )] und dass{F > f̄ + ǫ} = {Gǫ > 0} ∈ I(T ). Also ist

µ{Gǫ > 0} = 0 für jedesǫ > 0.
2



Kapitel 20

Markov-Ketten

Dem Begriff derMarkov-Kette(= Markov-Prozess mit IndexmengeN oderZ, oft interpretiert als dis-
krete Zeit) kann man sich auf zwei leicht unterschiedliche Weisen nähern: Konstruktiv, indem man mit
Hilfe von Übergangskernen Produktmaße mit speziellen Eigenschaften gewinnt, die dann als Vertei-
lungen solcher Prozesse fungieren, oder analytisch, indemman mit Hilfe des Begriffs der bedingten
Wahrscheinlichkeit gewisse Bedingungen an die Verteilungeines Prozesses formuliert. Wir werden bei-
de Zugänge vorstellen und zeigen, dass sie zum gleichen Ergebnis führen.

Wir beginnen mit dem analytischen Zugang. SeiT = N oderZ, (Xt)t∈T ein kanonischer Koordina-
tenprozess auf(RT ,BT , P ). (P ist also gleichzeitig die Verteilung von(Xt)t∈T .) Wir führen folgende
Notationen ein:

⊲ Für I ⊆ T seiFI := σ(Xt : t ∈ I), siehe auch Definition 5.9.

⊲ Für t ∈ T seienFt := F{t}, F≤t := F{s∈T :s≤t} undR≤t := R{s∈T :s≤t} u.s.w.

20.1 Definition (Markov-Kette) (Xt)t∈T ist eine Markov-Kette, falls für alleB ∈ B und für alle
s < t ∈ T gilt

P [Xt ∈ B
∣
∣F≤s] = P [Xt ∈ B

∣
∣Fs] (Markov-Eigenschaft) (ME)

20.2 Bemerkung Aus der Markov-Eigenschaft folgt sofort für jedesFt-messbaref ∈ L1
P

E[f
∣
∣F≤s] = E[f

∣
∣Fs] ,

denn fürf = 1A,A ∈ Ft, ist das gerade (ME), und für allgemeinef wendet man algebraische Induktion
an.

Für unsere weiteren̈Uberlegungen ist folgendes Lemma nützlich.

20.3 Lemma Sei f : RT → R̄ FI -messbar,I ⊆ T . Dann gibt es eineBI-messbare Abbildungg :
RI → R̄ derart, dassf = g ◦ πT

I .

Beweis: Ist f = 1F , F ∈ FI , so gibt es einG ∈ BI mit F = (πT
I )−1G, alsof = 1G ◦ πT

I . Für
allgemeinef folgt die Behauptung nun durch algebraische Induktion. 2

20.4 Satz (Charakterisierung der Markov-Eigenschaft fürT = N,Z)
Erfüllt der Prozess(Xt)t∈T die Eigenschaft (ME) für allet = s+ 1, so auch für allet > s.
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Beweis: Induktion nachn = t− s: Fürn = 1 ist das gerade die Voraussetzung. Gelte also (ME) für
t = s+ n, s ∈ T beliebig. Dann ist

P [Xt+1 ∈ B
∣
∣F≤s]

S. 19.8
= E

[
P [Xt+1 ∈ B

∣
∣F≤s+1]

∣
∣F≤s

] Induktion
= E

[
P [Xt+1 ∈ B

∣
∣Fs+1]

∣
∣F≤s

]

B. 20.2 fürt = s + 1
= E

[
P [Xt+1 ∈ B

∣
∣Fs+1]

∣
∣Fs

] Induktion
= E

[
P [Xt+1 ∈ B

∣
∣F≤s+1]

∣
∣Fs

]

S. 19.8
= P [Xt+1 ∈ B

∣
∣Fs]

2

In der Situationt = s + 1 wollen wir mit K̃≤s und K̃s die stochastischen Kerne von(RT ,F≤s)
bzw.(RT ,Fs) nach(R,B) bezeichnen, die die bedingten WahrscheinlichkeitenP [Xs+1 ∈ �

∣
∣F≤s] und

P [Xs+1 ∈ �

∣
∣Fs] realisieren. Lemma 20.3 garantiert dann für jeden Prozess(Xt)t∈T (und nicht nur für

Markov-Ketten) die Existenz von stochastischen Kernen

K≤s : R≤s × B → [0, 1], K̃≤s(ω,A) = K≤s(πT
≤sω,A) und

Ks : R × B → [0, 1], K̃s(ω,B) = Ks(ωs, B) .
(*)

Ist allerdings(Xt)t∈T eine Markov-Kette, so können diese Kerne so gewählt werden, dass

K≤s(ω≤s, A) = Ks(ωs, A) ,

wobei ω≤s abkürzend fürπT
≤sω steht. In diesem und im nächsten Kapitel wollen wir den Begriff

Markovkernfür diese Situation reservieren.
Nun beginnen wir, den Blick von der analytischen in die konstruktive Richtung zu wenden.

20.5 Satz (Rekonstruktion der Prozess-Verteilung aus KernenK≤s)
Die VerteilungP des Prozesses(Xt)t∈T lässt sich aus der VerteilungP≤0 := P ◦ (πT

≤0)
−1 des

Prozesses(Xt)t≤0 und den KernenK≤s, s ≥ 0, zurückgewinnen: SeiA≤s = X
∞
i=0 Ai mitA0 ∈ B≤0,

Ai ∈ B (i > 0) undAi = R (i > s). Durch

Q
(
A≤s

)
:=

∫

A0

∫

A1

. . .

∫

As

K≤s−1(ω≤s−1, dωs) . . . K
≤0(ω≤0, dω1) dP≤0(ω≤0) (**)

wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(RT ,BT ) definiert, und es istQ = P . Im Fall einer Markov-
Kette ist

Q(A≤s) =

∫

A0

∫

A1

. . .

∫

As

Ks−1(ωs−1, dωs) . . . K
0(ω0, dω1) dP≤0(ω≤0) . (**’)

Beweis: Der Satz von Ionescu Tulcea (Satz 12.9) garantiert die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsma-
ßesQ auf(RT ,BT ) mit der Eigenschaft (**). Wir zeigen, dassQ = P , was äquivalent ist zuQ≤s = P≤s

für alle s. Dazu reicht es,Q(A≤s) = P (A≤s) für MengenA≤s des betrachteten Typs nachzuweisen
(siehe Sätze 6.7 und 2.12): Fürs = 0 istQ(A≤0) = P≤0(A0) = P (A≤0), und durch Induktion nachs
folgt

Q
(
A≤s+1

)

=

∫

A0

∫

A1

. . .

∫

As

∫

As+1

K≤s(ω≤s, dωs+1)K
≤s−1(ω≤s−1, dωs) . . . K

≤0(ω≤0, dω1) dP≤0(ω≤0)

=

∫

A0

∫

A1

. . .

∫

As

P [As+1

∣
∣F≤s](ω≤s)K

≤s−1(ω≤s−1, dωs) . . . K
≤0(ω≤0, dω1) dP≤0(ω≤0)

=

∫

1A≤s · P [(πT
s+1)

−1As+1

∣
∣F≤s] dQ

=

∫

1A≤s · P [(πT
s+1)

−1As+1

∣
∣F≤s] dP (nach Induktionsannahme)

= P (A≤s+1) (nach Satz 19.7)
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2

Beim konstruktiven Zugang zum Begriff der Markov-Kette beschränken wir uns auf den FallT = N

und beginnen mit einerStartverteilungP0 auf (R,B) und einer Folge von MarkovkernenKs, s ≥ 0,
von (R,B) nach(R,B) wie in (*). Damit definieren wir das WahrscheinlichkeitsmaßQ auf (RT ,BT )
wie in (**’). Wie in Beispiel 19.5e zeigt man

Q[Xs+1 ∈ B
∣
∣F≤s](ω≤s) = Ks(ωs, B)

ist Fs-messbar, also

Q[Xs+1 ∈ B
∣
∣F≤s] = EQ

[
Q[Xs+1 ∈ B

∣
∣F≤s]

∣
∣Fs

]
= Q[Xs+1 ∈ B

∣
∣Fs]

für alleB ∈ B. Mit Satz 20.4 folgt daraus die Markov-Eigenschaft (ME) für den Prozess(Xt)t∈T mit
der VerteilungQ.

20.6Übung (Partialsummenprozesse als Markov-Ketten)Seienξ0, ξ1, ξ2, . . . unabhängige Zufalls-
variablen. SetzeXn =

∑n
i=0 ξi. Zeigen Sie, dass(Xn)n≥0 eine Markov-Kette ist.

20.7 Bemerkung (Irrfahrten) Sind dieξi in der vorigenÜbungZ-wertig, so nennt manXn auch eine
Irrfahrt aufZ. Sind dieξi Zd-wertig, so erhält man eine Irrfahrt auf demd-dimensionalen GitterZd.

Wir spezialisieren uns nun auf zeitlich homogeneMarkov-Ketten aufR: Seien dazu eine Startver-
teilungP0 auf B und ein MarkovkernK von (R,B) nach(R,B) gegeben. Die VerteilungQ auf BN

werde mit den KernenK1 = K2 = · · · = K konstruiert. Die folgende Sichtweise taucht in der Theorie
der zeitlich homogenen Markov-Ketten häufig auf: BezeichneP(R) den Raum der Borel’schen Wahr-
scheinlichkeitsmaße aufR. Man betrachtet den (konvex linearen) Operator

VK : P(R) → P(R), (VKP )(A) =

∫

R

K(x,A) dP (x)
(
= (P ×K)(π−1

1 A)
)
.

20.8 Lemma In obiger Situation istPXs
= V s

KP0 für alle s > 0.

Beweis: DaPXn
(A) = Q(π−1

n A), folgt das sofort (durch “konzentriertes Hinsehen”) aus (**) in Satz
20.5. Betrachte dortA≤s mit A0 = · · · = As−1 = R, As = A. 2

20.9 Satz (Station̈are Markov-Ketten)
In obiger Situation ist die zeitlich homogene Markov-Kette(Xt)t∈N stationär genau dann, wenn

(VKP0)(A) = P0(A) (***)

für alleA ∈ B. Hinreichend für die Stationarität ist sogar, dass (***)für alleA aus einem∩-stabilen
ErzeugerC vonB gilt.

Beweis: Sei zunächst die Markov-Kette stationär. Dann ist

P0(A) = Q(π−1
0 A)

Stationarität
= Q(S−1

1 π−1
0 A)) = Q(π−1

1 A) = PX1(A) = (VKP0)(A)

für alleA ∈ B nach Lemma 20.8.
Gelte nun umgekehrt (***) fürA ∈ C. Das heißt, die MaßeP0 und(P0 ×K) ◦ π−1

1 stimmen aufC
und damit auf ganzB überein (beachte Satz 2.12). Wegen Satz 6.11 reicht es im Fall T = N zu zeigen,
dass

Q

(
n⋂

k=0

{Xk+1 ∈ Ak}
)

= Q

(
n⋂

k=0

{Xk ∈ Ak}
)
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für alleA0, . . . , An ∈ B undn ≥ 0:

Q

(
n⋂

k=0

{Xk+1 ∈ Ak}
)

=

∫

R

∫

A0

. . .

∫

An

K(ωn, dωn+1) . . . K(ω0, dω1) dP0(ω0)

=

∫

A0

. . .

∫

An

K(ωn, dωn+1) . . . K(ω1, dω2) d
(
(P0 ×K) ◦ π−1

1

)

︸ ︷︷ ︸

=P0

(ω1)

= Q

(
n⋂

k=0

{Xk ∈ Ak}
)

.

2

20.10Übung (Autoregressiver Prozess 1. Ordnung)Seienξ0, ξ1, ξ2, . . . unabhängige Zufallsvaria-
blen,Pξ0 = N (m, τ2) und Pξi

= N (µ, σ2) für i ≥ 1. Seiα ∈ (−1, 1). DefiniereXn rekursiv
durch

X0 = ξ0, Xn+1 = αXn + ξn+1 (n ≥ 0) .

((Xn)n≥0 ist einautoregressiver Prozess 1. Ordnung.)

a) Zeigen Sie, dass(Xn)n≥0 eine zeitlich homogene Markov-Kette ist und bestimmen Sie den zu-
gehörigenÜbergangskern.

b) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von(X0, . . . , Xn).

c) Bestimmen Siem undτ2 so, dass(Xn)n≥0 stationär ist.

d) Zeigen Sie, dass (für beliebigem undτ2) gilt: limn→∞ 1
n

∑n−1
k=0 Xk = µ

1−α f.s.



Kapitel 21

Gibbs’sche Zufallsfelder

Im vorigen Abschnitt haben wir die Verteilung eines Prozesses, ausgehend von einer StartverteilungP≤0

oderP0 mit Hilfe stochastischer Kerne Schritt für Schritt aufgebaut. Hing dabei die bedingte Verteilung
einer neu hinzu genommenen Koordinate (gegeben die bisher betrachteten Koordinaten) nur von der
Realisierung der direkten Vorgängerkoordinate ab, dann haben wir von einer Markov-Kette gesprochen.

In diesem Kapitel untersuchen wir wieder eine Markov-Eigenschaft, ändern allerdings unseren
Blickwinkel.

⊲ Anstelle der IndexmengenN oderZ betrachten wir allgemeiner die IndexmengeT = Zd, d ≥ 1.
Das ist aber nicht der wesentliche neue Gesichtspunkt, wir hätten auch den Begriff der Markov-
Kette in diese Richtung verallgemeinern können.

⊲ Wir gebenkeineStartverteilung vor, sondern nur einverträglichesSystem bedingter Verteilungen
und fragen

1. ob sich dieses System zur Verteilung eines stochastischen Prozesses überT “zusasmmenset-
zen” lässt,

2. ob, falls 1. mit “ja” zu beantworten ist, die dort gefundene Verteilung eindeutig durch das
System bedingter Verteilungen bestimmt ist.

Motiviert wird diese Betrachtungsweise durch Fragestellungen der statistischen Mechanik. Das werden
wir im Anschluss an dieses Kapitel durch ein paar Untersuchungen amIsing-Modellillustrieren.

Um alle Messbarkeitsfragen so einfach wie möglich zu halten, beschränken wir uns in diesem Ka-
pitel auf Produkträume

⊲ Ω = ΣT , woΣ eine endliche Menge ist undT = Zd. Ω ist wie üblich mit der von den Zylindermen-
gen erzeugtenσ-Algebra ausgerüstet, die in diesem Fall mit der Produkt-σ-Algebra der diskreten
σ-AlgebrenB := P(Σ) übereinstimmt, siehe Satz 6.7.

⊲ (Xt)t∈T bezeichne den kanonischen Koordinatenprozess, siehe Bemerkung 6.13.

⊲ FürS ⊆ T seiFS := σ(Xt : t ∈ S), siehe Definition 5.9.

⊲ Es seiE(T ) := {Λ ⊆ T : Λ endlich} wie in Definition 12.1.

⊲ Fürω ∈ Ω undS ⊆ T seiωS = πT
Sω.

Zunächst einmal müssen wir uns darüber klar werden, zu welcher Art von Systemen bedingter Ver-
teilungen wir passende Prozessverteilungen finden wollen.Dazu gehen wir das Problem von rückwärts
an, d.h. wir beschreiben Eigenschaften, die solche Systemebedingter Verteilungen sicher haben, wenn
sie von einer Prozessverteilung herrühren.

Sei nunP ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(Ω,BT ). Wegen Satz 19.9 zusammen mit Bemerkung
19.10 gibt es für alleΛ ∈ E(T ) einen stochastischen KernKΛ von (ΣΛc

,BΛc

) nach(ΣΛ,BΛ) derart,
dass

P
[
π−1

Λ A
∣
∣FΛc

]
(ω) = KΛ(ωΛc , A) für alleA ∈ BΛ. (*)
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(Beachte, dassBΛ = P(ΣΛ), daΣΛ endlich ist.)

21.1 Satz (Vertr̈agliche stochastische Kerne)
Die stochastischen KerneKΛ aus (*) können so gewählt werden, dass für alleΓ ⊆ Λ ∈ E(T ),A ∈ BΓ

undB ∈ BΛ\Γ

KΛ
(

ωΛc , (πΛ
Γ )−1A ∩ (πΛ

Λ\Γ)−1B
)

=

∫

(πΛ
Λ\Γ

)−1B

KΓ (ωΓc , A) KΛ (ωΛc , dωΛ) . (**)

Beweis: Für festesΓ ⊆ Λ ∈ E(T ) undA ∈ BΓ,B ∈ BΛ\Γ ist

KΛ
(

ωΛc , (πΛ
Γ )−1A ∩ (πΛ

Λ\Γ)−1B
)

= P
[

π−1
Γ A ∩ π−1

Λ\ΓB
∣
∣FΛc

]

(ω)

= E
[

P
[

π−1
Γ A ∩ π−1

Λ\ΓB
∣
∣FΓc

] ∣
∣
∣FΛc

]

(ω)

= E
[

P
[
π−1

Γ A
∣
∣FΓc

]
1π−1

Λ\Γ
B

∣
∣
∣FΛc

]

(ω)

= E
[

KΓ (ωΓc , A) 1π−1
Λ\Γ

B

∣
∣
∣FΛc

]

(ω)

=

∫

(πΛ
Λ\Γ

)−1B

KΓ (ωΓc , A) KΛ (ωΛc , dωΛ)

für P -f.a.ω. Da jedesBΛ, Λ ∈ E(T ), endlich undE(T ) abzählbar ist, gibt es eineP -NullmengeN ⊆ Ω
derart, dass (**) für alleΓ ⊆ Λ ∈ E(T ), A ∈ BΓ, B ∈ BΛ\Γ undω ∈ Ω \ N gilt. Für ω ∈ N
modifizieren wir die KerneKΛ wie folgt:

KΛ(ωΛc , . ) := P ◦ π−1
Λ ,

d.h.KΛ(ωΛc , . ) wird nicht als bedingte Wahrsacheinlichkeit sondern als (unbedingte) Marginalwahr-
scheinlichkeit aufFΛ definiert. Dann gilt (**) natürlich auch fürω ∈ N . 2

21.2 Definition (Verträgliches System von stochastischen Kernen)a) Ein System(KΛ : Λ ∈ E(T ))von
stochastischen Kernen heißt verträglich, falls (**) für alle Γ ⊆ Λ ∈ E(T ), A ∈ BΓ, B ∈ BΛ\Γ und
ω ∈ Ω erfüllt ist. (Dabei müssen die KerneKΛ nicht wie in (*) aus einem gegebenen Wahrschein-
lichkeitsmaßP gewonnen sein.)

b) Die Kerne heißen stetig, falls die Abbildungenω 7→ KΛ(ωΛc , A) für alleΛ ∈ E(T ) und alleA ∈ BΛ

stetig sind.

Wurde ein System von stochastischen Kernen wie in (*) aus einem WahrscheinlichkeitsmaßP auf Ω
gewonnen, so folgt sofort, dass

P
(
π−1

Λ A
)

=

∫

Ω

KΛ(ωΛc , A) dP (ω) für alleΛ ∈ E(T ) undA ∈ BΛ. (DLR)

21.3 Definition (Gibbs-Maß) Ein WahrscheinlichkeitsmaßP , das die Bedingung (DLR)1 erfüllt, heißt
Gibbs-Maßzum System(KΛ : Λ ∈ E(T )).

Obwohl die Bedingung (DLR) zunächst schwächer aussieht als (*), ist sie doch zu ihr äquivalent, wie
wir im folgenden Satz zumindest im Fall stetiger Kerne zeigen.

1(DLR) steht fürDobrushin-Lanford-Ruelle, drei der führenden Vertreter dieser Forschungsrichtung.
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21.4 Satz
SeiP ein Gibbs-Maß zum System(KΛ : Λ ∈ E(T )) stetiger Kerne. Dann gilt (*) für alleΛ ∈ E(T ),
d.h.

P
[
π−1

Λ A
∣
∣FΛc

]
(ω) = KΛ(ωΛc , A) für alleA ∈ BΛ.

Beweis: SeienΛn ∈ E(T ), Λn ր T . Da FΛc = σ
(
⋃

n

{

π−1
Λn\ΛB : B ∈ BΛn\Λ

})

, reicht es zu

zeigen, dass für großen (so groß, dassΛ ⊆ Λn)

P
(

π−1
Λ A ∩ π−1

Λn\ΛB
)

=

∫

π−1
Λn\Λ

B

KΛ(ωΛc , A) dP (ω)

für alleB ∈ BΛn\Λ: Daω 7→ KΛ(ωΛc , A) stetig ist, gibt es zuδ > 0 einN ≥ n, so dass diese Funktion
auf jedem Elementarzylinderπ−1

ΛN
{w} mit w ∈ ΣΛN um höchstensδ oszilliert. Insbesondere gibt es

eine FunktionFN : ΣΛN → R mit |KΛ(ωΛc , A) − FN (ωΛN
)| ≤ δ. Es folgt

P
(

π−1
Λ A ∩ π−1

Λn\ΛB
)

(DLR)
=

∫

Ω

KΛN

(

ωΛc
N
, (πΛN

Λ )−1A ∩ (πΛN

Λn\Λ)−1B
)

dP (ω)

(**)
=

∫

Ω

∫

(π
ΛN
Λn\Λ

)−1B

KΛ(ωΛc , A)KΛN (ωΛc
N
, dωΛN

) dP (ω)

=

∫

Ω

∫

(π
ΛN
Λn\Λ

)−1B

FN (ωΛN
)KΛN (ωΛc

N
, dωΛN

) dP (ω) + δ1

(DLR)
=

∫

π−1
Λn\Λ

B

FN (ωΛN
) dP (ω) + δ1

=

∫

π−1
Λn\Λ

B

KΛ(ωΛc , A) dP (ω) + δ1 + δ2

mit |δ1|, |δ2| ≤ δ. 2

In Analogie zum Satz 12.3 von Kolmogorov stellt sich nun die Frage, ob zu jedem verträglichen
System stetiger stochastischer Kerne genau ein Gibbs-Maß existiert. Die Antwort ist in diesem Fall
leider viel schwieriger. Die Existenz eines solchenP kann zwar gezeigt werden, die Eindeutigkeit ist
aber oft nicht gegeben – in der Tat werden wir im nachfolgenden Abschnitt sehen, dass gerade dadurch
diese Systeme zur Modellierung von Phasenübergängen geeignet sind.

Um diesen Fragen systematisch nachgehen zu können, führen wir folgende Bezeichnungen bei fest
gegebenem verträglichem System(KΛ : Λ ∈ E(T )) stetiger stochastischer Kerne ein:

⊲ S ist der Raum aller signierten Maße auf(Ω,BT ). Durch(αϕ1 + βϕ2)(A) := αϕ1(A) + βϕ2(A)
wird S zu einem reellen Vektorraum. Fürϕ = ϕ+−ϕ− definiert man

∫
f dϕ :=

∫
f dϕ+−

∫
f dϕ−

und zeigt durch algebraische Induktion, dass
∫
f d(αϕ1 + βϕ2) = α

∫
f dϕ1 + β

∫
f dϕ2.

⊲ FürΛ ∈ E(T ) definiere

VΛ : S → S, (VΛϕ)(C) =

∫

ΣΛc

∫

ΣΛ

1C(ωΛ ∨ ωΛc)KΛ(ωΛc , dωΛ) d(ϕ ◦ π−1
Λc )(ωΛc)

(ωΛ∨ωΛc bezeichnet diejenige Konfiguration ausΩ, die aufΛ mitωΛ und aufΛc mitωΛc übereinstimmt.)
Ist ϕ ≥ 0, also ein endliches Maß, so wird dadurch ein endliches MaßVΛϕ aufBT definiert. Für
allgemeineϕ ∈ S setzt manVΛϕ := VΛϕ

+ − VΛϕ
−.

⊲ SeiG := {ϕ ∈ S : VΛϕ = ϕ∀Λ ∈ E(T )}, G+ := {ϕ ∈ G : ϕ ≥ 0}, G+
1 := {µ ∈ G+ : µ(Ω) = 1}.

21.5 Lemma G+
1 ist gerade die Menge aller Gibbs-Maße.
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Beweis: Ist VΛ ϕ = ϕ für alleΛ ∈ E(T ), so ist

ϕ(π−1
Λ A) = (VΛϕ)(π−1

Λ A)

=

∫

ΣΛc

∫

ΣΛ

1A(ωΛ)KΛ(ωΛc , dωΛ) d(ϕ ◦ π−1
Λc )(ωΛc)

=

∫

Ω

KΛ(ωΛc , A) dϕ(ω)

für alle Zylindermengen der Formπ−1
Λ A mit Λ ∈ E(T ) undA ∈ BΛ, d.h. es gilt (DLR) fürϕ.

Ist umgekehrtϕ ein Gibbs-Maß, so folgt aus Satz 21.4 fürC = π−1
Λ A ∩ π−1

Λc B

(VΛϕ)(C) =

∫

ΣΛc

∫

ΣΛ

1A(ωΛ) 1B(ωΛc)KΛ(ωΛc , dωΛ) d(ϕ ◦ π−1
Λc )(ωΛc)

=

∫

π−1
Λc B

ϕ
[
π−1

Λ A
∣
∣FΛc

]
(ω) dϕ(ω)

= ϕ(C)

2

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit eines Gibbs-Maßes lässt sich nun so formulieren:

⊲ Existenz: cardG+
1 ≥ 1 ?

⊲ Eindeutigkeit: cardG+
1 ≤ 1 ?

Um uns diesen Fragen nähern zu können, sammeln wir einige Eigenschaften vonG undV im folgenden
Lemma.

21.6 Lemma Für alleΛ ∈ E(T ) gilt:

1) VΛ : S → S ist linear.

2) VΛ(G+) ⊆ G+.

3) (VΛϕ)(Ω) = ϕ(Ω) für alleϕ ∈ S.

4) ϕ ∈ G ⇒ ϕ+, ϕ− ∈ G+.

Beweis:

1) Folgt aus der Definition.

2) Folgt aus der Positivität der KerneKΛ und der Positivität des Integrals.

3) Folgt ausKΛ(ωΛc ,ΣΛ) = 1.

4) Seiϕ ∈ G, Ω = Ω+ ∪ Ω− eine Hahn-Zerlegung vonΩ (Satz 18.9) undϕ = ϕ+ − ϕ− die Jordan-
Zerlegung vonϕ, alsoϕ+(Ω−) = ϕ−(Ω+) = 0 (Korollar 18.11). SeiB messbar,B+ := B ∩ Ω+.
Dann ist für alleΛ ∈ E(T )

ϕ+(B) = ϕ(B+)
ϕ∈G
= (VΛϕ)(B+)

VΛ linear
= (VΛϕ

+)(B+) − (VΛϕ
−)(B+)

VΛϕ−≥0

≤ (VΛϕ
+)(B) .

Es folgt

ϕ+(B) = ϕ+(Ω) − ϕ+(Bc) ≥ (VΛϕ
+)(Ω) − (VΛϕ

+)(Bc) = (VΛϕ
+)(B) ,

alsoϕ+(B) = (VΛϕ
+)(B), und daVΛϕ

− = VΛ(ϕ+−ϕ)
VΛ linear

= ϕ+−ϕ = ϕ−, sindϕ+, ϕ− ∈ G+.
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2

Die letzte Aussage dieses Lemmas erlaubt es, das folgende Eindeutigkeitskriterium zu beweisen: Für
n ≥ 0 sei

Λn := {t ∈ Zd : |ti| ≤ n (i = 1, . . . , d)} .

21.7 Satz (Eindeutigkeitskriterium für Gibbs-Maße)
Sei(KΛ : Λ ∈ E(T )) ein verträgliches System stetiger stochastischer Kerne.Gibt es eine Konstante
C > 0 derart, dass

KΛn(ωΛc
n
, A)

KΛn(ω̃Λc
n
, A)

≤ C für allen ≥ 0, A ∈ BΛn undω, ω̃ ∈ Ω , (***)

so istcardG+
1 ≤ 1.

Beweis: Angenommen, es gibtµ, ν ∈ G+
1 , µ 6= ν. Dann istϕ := µ− ν ∈ G \{0}, und wegen Lemma

21.6(4) sindϕ+, ϕ− ∈ G+ \ {0}. Außerdem istϕ+(Ω) − ϕ−(Ω) = µ(Ω) − ν(Ω) = 0. Daher ist für
n ≥ 0 undA ∈ BΛn

ϕ+(π−1
Λn
A) =

∫

KΛn(ωΛc
n
, A) dϕ+(ω) ≤ sup

ω
KΛn(ωΛc

n
, A)ϕ+(Ω) ,

ϕ−(π−1
Λn
A) =

∫

KΛn(ωΛc
n
, A) dϕ−(ω) ≥ inf

ω
KΛn(ωΛc

n
, A)ϕ−(Ω) ,

also

ϕ+(π−1
Λn
A)

ϕ−(π−1
Λn
A)

≤ C
ϕ+(Ω)

ϕ−(Ω)
= C .

Da {π−1
Λn
A : n ≥ 0, A ∈ BΛn} eineBT erzeugende Algebra ist, folgt z.B. aus dem Approximations-

satz 3.13, dassϕ+ ≤ Cϕ−, im Widerspruch zuϕ+ ⊥ ϕ− (siehe Korollar 18.11). 2

Um die Existenzvon Gibbs-Maßen zu zeigen, machen wir von den sehr günstigen topologischen
Eigenschaften vonΩ = ΣT Gebrauch. Die wichtigsten sind hier zusammengestellt:

⊲ Auf dem GitterT = Zd führen wir den Abstand|t− s|1 :=
∑d

i=1 |ti − si| ein.

⊲ Auf Ω betrachten wir die Metrikd(ω, ω′) :=
∑

t∈T δωt 6=ω′
t
2−|t|1 . (Beachte, dass

∑

t∈T 2−|t|1 ≤
∑∞

n=0(2n + 1)d 2−n < ∞.) FürT = N ist das gerade die in Bemerkung 1.3 diskutierte Metrik.
Man sieht leicht, dass alle dort verwendeten Argumente nur die Abzählbarkeit vonT = N benutzen,
sodass(Ω, d) auch im FallT = Zd ein kompakter metrischer Raum ist.

⊲ Insbesondere ist die Menge aller Borel’schen Wahrscheinlichkeitsmaße aufΩ straff, also relativ
folgenkompakt in der Topologie der schwachen Konvergenz (siehe Satz 15.14).

⊲ SeiZ :=
⋃

Λ∈E(T ){Zw := (πT
Λ )−1{w} : w ∈ ΣΛ} die Familie der (elementaren) Zylindermengen

in Ω. Dann sind alleZ ∈ Z offen und abgeschlossen. Daher sind alle Indikatorfunktionen1Z ,
Z ∈ Z, und damit auch alle bzgl. einer der endlichenσ-AlgebrenFΛ, Λ ∈ E(T ) messbaren
Funktionen stetig.

Ausgerüstet mit diesem Wissen können wir nun den folgenden Existenzsatz beweisen.

21.8 Satz (Existenz von Gibbs-Maßen)
SeiT = Zd und (KΛ : Λ ∈ E(T )) ein verträgliches System stetiger stochastischer Kerne.Dann ist
G+

1 6= ∅, d.h. es existiert ein Gibbsmaß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )).
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Beweis: Wie vorher sei fürn ≥ 0

Λn := {t ∈ Zd : |ti| ≤ n (i = 1, . . . , d)} .
SeiP ein beliebigesWahrscheinlichkeitsmaß aufΩ, z.B.P = δω für einω ∈ Ω. Fürn ≥ 0 betrachten
wir die Wahrscheinlichkeitsmaße

Pn := (P ◦ π−1
Λc

n
) ×KΛn

aufΩ. Zur Erinnerung: FürA ∈ BΛn ist dann

Pn(π−1
Λn
A) =

∫

KΛn(ωΛc
n
, A) d(P ◦ π−1

Λc
n
)(ωΛc

n
) . (§)

Da die Folge(Pn)n≥0 straff ist, gibt es eine Teilfolge(Pni
)i und ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf Ω

derart, dassPni
=⇒ µ.

Wir zeigen, dassµ ∈ G+
1 : SeiA ∈ BΛ für ein Λ ∈ E(T ). Wählei0 so, dassΛ ⊆ Λni

für alle
ni ≥ N := ni0 . Zu zeigen ist

µ
(
π−1

Λ A
)

=

∫

KΛ(ωΛc , A) dµ(ω) . (DLR)

SeiÃ = (πΛN

Λ )−1A. Wegen der Verträglichkeitseigenschaft (**) ist (DLR) äquivalent zu

µ
(

π−1
ΛN
Ã
)

=

∫

KΛN (ωΛc
N
, Ã) dµ(ω) ,

und wir können ohne Einschränkung annehmen, dassΛ = ΛN .
Da die Funktionenω 7→ KΛ(ωΛc , A) undω 7→ 1A(ω) nach Voraussetzung stetig sind, ist

∫

Ω

KΛ(ωΛc , A) dµ(ω)

= lim
i→∞

∫

Ω

KΛ(ωΛc , A) dPni
(ω)

(§)
= lim

i→∞

∫

Ω

∫

ΣΛni

KΛ(ωΛc
ni

∨ ω̃Λni
\Λ, A)KΛni (ωΛc

ni
, dω̃Λni

) d(P ◦ π−1
Λc

ni

)(ωΛc
ni

)

D.21.2
= lim

i→∞

∫

Ω

KΛni (ωΛc
ni
, (π

Λni

Λ )−1A) d(P ◦ π−1
Λc

ni

)(ωΛc
ni

)

(§)
= lim

i→∞
Pni

(

π−1
Λni

(π
Λni

Λ )−1A
)

= lim
i→∞

Pni

(
π−1

Λ A
)

= µ(π−1
Λ A) ,

d.h. es gilt (DLR). 2

Die Stetigkeitsvoraussetzung von Satz 21.8 ist insbesondere dann erfüllt, wenn die KerneKΛ die
folgende Markov-Eigenschaft haben. FürΛ ∈ E(T ) sei

U(Λ) := {t ∈ T : ∃s ∈ Λ so dass|s− t|1 ≤ 1} .
U(Λ) besteht also aus der MengeΛ und all ihren direkten “Nachbarn”. Insbesondere ist mitΛ auch
U(Λ) endlich.

21.9 Definition (Markovkern) Der stochastische KernKΛ ist ein Markovkern, falls die Abbildungen
ω 7→ KΛ(ωΛc , A) für alleA ∈ BΛ messbar sind bzgl.FU(Λ).

21.10 Lemma (Stetigkeit von Markovkernen) IstKΛ ein Markovkern, so sind die Abbildungenω 7→
KΛ(ωΛc , A) für alleA ∈ BΛ stetig.

Beweis: Mit Λ ist auchU(Λ) endlich, so dassω 7→ KΛ(ωΛc , A) für jedesA konstant auf Zylindern
überU(Λ) und damit stetig ist. 2



Beispiel: Ising-Modell

Wir schließen an die Notation des vorigen Kapitels an, betrachten aber nur die SituationΣ = {+1,−1},
T = Zd. Es ist alsoΩ = {−1,+1}Zd

. Ein ω ∈ Ω = ΣT wird nun interpretiert alsKonfigurationvon
positiven oder negativen “spins”, die auf einem “Gitter”T verteilt sind. Man könnte z.B. an eine idea-
lisierte Kristallstruktur denken. Modelliert werden solldie Situation, dass auf dem Gitter benachbarte
“spins” sich dahin gehend gegenseitig beeinflussen, dass sie eine mehr oder weniger starke Tendenz ha-
ben, sich gleich auszurichten, d.h. den gleichen Wert anzunehmen. Eine völlig homogene Ausrichtung
(nur +1 oder nur−1) wird aber durch “thermische Fluktuationen” verhindert, die eine um so größere
Abweichung von der Homogenität verursachen, je höher die“Temperatur” ist.

Um Missverständnissen vorzubeugen: Es geht hier nicht darum, den zeitlichen Verlauf solcher “ther-
misch induzierter” Fluktuationen zu modellieren, sondernes ist unser Ziel, “Momentaufnahmen” typi-
scher Konfigurationenω zu beschreiben, also mehr oder weniger zufällige(−1,+1) - Muster als typi-
sche Realisierungen eines Wahrscheinlichkeitsmaßes aufΩ zu identifizieren. Wir bewegen uns daher im
Rahmen der sogenanntenstatistischen Mechanik von Gleichgewichtszuständen.

Wir beginnen mit einigen idealisierenden Annahmen, die es uns ermöglichen zu einem mathema-
tisch handhabbaren Modell zu gelangen.

⊲ Wechselwirkungenbestehen nur zwischen benachbarten “spins”, d.h. zwischenGitterpositionen
s, t ∈ T mit |s− t|1 = 1. Sei daher

N := {{s, t} : s, t ∈ T, |s− t|1 = 1} und NΛ := {N ∈ N : N ∩ Λ 6= ∅} für Λ ∈ E(T ).

⊲ DasWechselwirkungspotentialeiner Konfigurationω ∈ Ω im BereichΛ ∈ E(T ) wird definiert als

HΛ(ωΛ|ωΛc) := −
∑

{s,t}∈NΛ

ωsωt

Das Wechselwirkungspotential ist also hoch, wenn es viele benachbarte Paare nicht gleich ausge-
richteter “spins” inΛ gibt. Es ist am geringsten, wennω konstant+1 oder konstant−1 ist. Das
sind Konfigurationen minimaler Energie. Beachte, dassHΛ(ωΛ|ωΛc) nur von denωt mit t ∈ U(Λ)
abhängt, vergleiche Definition 21.9. DieHΛ werden auch alsHamilton-Funktionenbezeichnet.

Nun wollen wir zunächst für eine festeRandbedingungωΛc und η ∈ R ein Wahrscheinlichkeitsmaß
µΛ

η auf ΣΛ bestimmen, das dem totalen Zufall (d.h. der GleichverteilungmΛ auf ΣΛ) möglichst nahe
kommt, das aber

∫
HΛ(ωΛ|ωΛc) dµΛ

η (ωΛ) = η erfüllt. In einem Satz über Informationsminimierung
unter Nebenbedingungen (Satz 13.7) haben wir gesehen, dasseine solche Verteilungµ Dichte

fΛ
β (ωΛ|ωΛc) = exp

(
−γβ(ωΛc) − β HΛ(ωΛ|ωΛc)

)
=

exp
(

β
∑

{s,t}∈NΛ ωsωt

)

exp γβ(ωΛc)

bzgl.mΛ hat, wobeiβ = β(η). Dort hatten wirϑ an Stelle von−β geschrieben, aber wegen des phy-
sikalischen Hintergrunds des jetzt betrachteten Modells benutzen wir den Parameterβ, der alsinverse
Temperaturinterpretiert wird.2

2In der Physik wird er noch mit der sogenanntenBoltzmann-Konstantenskaliert, um alle Größen in den üblichen Einheiten
ausdrücken zu können. Darauf verzichten wir hier aber undintegrieren die Boltzmann-Konstante in die inverse Temperatur.
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Damit haben wir Verteilungen

KΛ
β (ωΛc , A) :=

∫

A

fΛ
β (ωΛ|ωΛc) dmΛ(ωΛ) (*)

aufΣΛ gefunden, die

⊲ bei sehr hoher Temperatur(β ց 0) die Gleichverteilung approximieren, also fast sicher völlig
ungeordnete Konfigurationen produzieren,

⊲ bei sehr niedriger absoluter Temperatur(β ր +∞) Konfigurationen minimaler Energie, also (na-
hezu) konstante Konfigurationen bevorzugen.

Dieser Effekt ist in Abbildung 21.1 recht deutlich zu sehen.3

Allerdings ist dieser̈Ubergang bei endlichemΛ kontinuierlich, ja sogar völlig glatt, inβ. Insbeson-
dere fällt es schwer, das folgende physikalische Phänomen einesPhasen̈ubergangsin diesem Modell
wieder zu finden: Bei niedriger Temperatur gibt es zwei stabile Gleichgewichtszustände: einen, in dem
die +1’en stark überwiegen, und einen, in dem die−1’en stark überwiegen, während es bei hohen
Temperaturen nur einen Gleichgewichtszustand gibt, bei dem +1 und−1 je zur Hälfte vertreten sind.

Die Lösung dieses Problems liegt in der Beobachtung, dass deutliche Phasenübergänge nur auf
“großen” GitterbereichenΛ auftreten. Sie sind daher angemessener auf einem unendlichen Gitter, z.B.
auf ganzT = Zd, als auf einem sehr großen endlichen Gitter zu modellieren.4 Allerdings wird durch (*)
nun nicht die Verteilung selbst angegeben, sondern wir können (*) nur als bedingte Wahrscheinlichkeit
interpretieren, dass im endlichen “Fenster”Λ der AusschnittωΛ einer Konfiguration zu sehen ist, falls
der Rand∂Λ := U(Λ) \ Λ mit ω∂Λ belegt ist. Dahinter sollte natürlich eine Verteilungµ aufΩ stehen,
für die

µ
[
π−1

Λ A
∣
∣FΛc

]
(ω) = KΛ

β (ωΛc , A) .

Nun scheint die Frage nach der Koexistenz von Gleichgewichtszuständen vor dem Hintergrund der
Diskussion in Kapitel 21 auch in unserem sehr einfachen mathematischen Modell sinnvoll.

A) Wir müssen zeigen, dass(KΛ
β : Λ ∈ E(T )) für jedesβ ≥ 0 ein verträgliches System von stochasti-

schen Kernen bildet, und

B) wir müssen zeigen, dass für ausreichend großeβ (sehr niedrige Temperatur) mindestens zwei Gibbs-
Maße existieren.

(Wir sehen also Gibbs-Maße als die adäquate mathematischeBeschreibung von Gleichgewichtszuständen
an.) Damit ist das mathematische Programm für den Rest dieses Abschnitts umrissen. Wir formulieren
zunächst die Resultate, illustrieren einige von ihnen durch Simulationsergebnisse, und liefern die Be-
weise am Ende nach.

21.11 Lemma Für jedesβ ≥ 0 bildet (KΛ
β : Λ ∈ E(T )) ein verträgliches System von stochastischen

Kernen.

Bezeichne nunG+
1 (β) die Familie der Gibbs-Maße zu(KΛ

β : Λ ∈ E(T )).

21.12 Satz (Eindeutigkeit des Gleichgewichtszustands im Ising-Modell in Dimensiond = 1)
Auf dem GitterT = Z ist cardG+

1 (β) = 1 für jedesβ ≥ 0, d.h. es gibt keine koexistierenden
Gleichgewichtszustände.

3Die Abbildungen 21.1 und 21.3 wurden mir von A. Klenke zur Verfügung gestellt.
4Diese Situation ist vergleichbar damit, dass die Gesetze der Mechanik besser durch Sätze, der reellen Analysis - also mit den

idealisierten reellen Zahlen - als durch Sätze einer diskreten Analysis, deren kleinste Einheit aus der Quantentheorie entlehnt ist,
zu beschreiben sind.
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β = 0 β = 0.25 β = 0.375

β = 0.4407 β = 0.5

Abbildung 21.1: Typische
Ising Konfigurationen auf ei-
nem 150 × 150-Gitter. β =

0.4407 ist ein “kritischer” Para-
meter; für größereβ überwiegt
eine Art von “spins”. Wegen
der+/−Symmetrie des Models
kann das+ or − mit gleicher
Wahrscheinlichkeit sein.

21.13 Satz (Phasenkoexistenz im Ising-Modell bei niedriger Temperatur in Dimension d = 2)
Auf dem GitterT = Z2 ist cardG+

1 (β) ≥ 2 für hinreichend großesβ. (In der Tat gibt esµ+, µ− ∈
G+

1 (β) mit µ+ ⊥ µ−.)

21.14 Bemerkung Dieser Satz bleibt auch in Dimensiond > 2 richtig. Darüber hinaus kann man
zeigen, dass

∀ d ≥ 2 ∃βc(d) > 0 ∀β ∈ [0, βc(d)) : cardG+
1 (β) = 1.

Beweis von Lemma 21.11:Um die recht aufwendige Notation etwas zu entlasten, setzenwir β = 1 im
Beweis und unterdrücken es in allen Bezeichnungen. Der Beweis für allgemeineβ verläuft ganz genau
so. SeienΛ1 ⊆ Λ2 ∈ E(T ). Zu zeigen ist:

∫

ΣΛ2

KΛ1
(
ωΛc

1
, A
)
KΛ2

(
ωΛc

2
, dωΛ2

)
= KΛ2

(

ωΛc
2
, (πΛ2

Λ1
)−1A

)

(*)

für alleA ⊆ ΣΛ1 , siehe Satz 21.1. DaΣΛ1 endlich ist, reicht es (*) für einelementige MengenA = {u},
u ∈ ΣΛ1 , zu zeigen.

Sei nunω̃ ∈ ΣΛc
2 fest gewählt. Wir betrachten Konfigurationenω = ω1 ∨ ω2 ∨ ω̃ wobeiω1 die

MengeΣΛ1 durchläuft undω2 die MengeΣΛ2\Λ1 . Dann ist (*) fürA = {u} gleichbedeutend mit

e−γ(ω̃)

2|Λ2|
∑

ω2∈ΣΛ2\Λ1

e−HΛ2 (u∨ω2|ω̃) =
e−γ(ω̃)

2|Λ2|
∑

ω1∨ω2∈ΣΛ2

(
e−γ(ω2∨ω̃)

2|Λ1| e−HΛ1(u|ω2∨ω̃)

)

e−HΛ2 (ω1∨ω2|ω̃)

und es ist zu zeigen, dass für jedesω2 ∈ ΣΛ2\Λ1

e−γ(ω2∨ω̃)e−HΛ1(u|ω2∨ω̃)
∑

ω1∈ΣΛ1

e−HΛ2 (ω1∨ω2|ω̃) = 2|Λ1| e−HΛ2(u∨ω2|ω̃) (**)
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Dau ∈ ΣΛ1 , ist

HΛ1(u|ω2 ∨ ω̃) +HΛ2(ω1 ∨ ω2|ω̃)

= HΛ1(u|ω2 ∨ ω̃) +HΛ1(ω1|ω2 ∨ ω̃) +
∑

{s,t}∈NΛ2\NΛ1

ωsωt

= HΛ1(ω1|ω2 ∨ ω̃) +HΛ2(u ∨ ω2|ω̃) ,

und es folgt

e−HΛ1 (u|ω2∨ω̃)
∑

ω1∈ΣΛ1

e−HΛ2 (ω1∨ω2|ω̃) = e−HΛ2(u∨ω2|ω̃)
∑

ω1∈ΣΛ1

e−HΛ1 (ω1|ω2∨ω̃)

= 2|Λ1|eγ(ω2∨ω̃)e−HΛ2(u∨ω2|ω̃) ,

also (**). 2

Beweis von Satz 21.12: Wir weisen die Gültigkeit des Eindeutigkeitskriteriums aus Satz 21.7 nach.
SeiΛ = Λn = {−n, . . . , n}, u ∈ ΣΛ, und seienω, ω̃ ∈ Ω so, dassωΛ = u = ω̃Λ. Dann ist

exp
(
−β
(
HΛ(u|ωΛc) − (HΛ(u|ω̃Λc)

))
= expβ

∑

{s,t}∈NΛ

(ωsωt − ω̃sω̃t)

= expβ
(
ω−(n+1)ω−n − ω̃−(n+1)ω̃−n + ωn+1ωn − ω̃n+1ω̃n

)

≤ e4β .

Also ist

γβ(ωΛc) =
∑

v∈ΣΛ

exp
(
−βHΛ(v|ωΛc)

)
≤ e4β

∑

v∈ΣΛ

exp
(
−βHΛ(v|ω̃Λc)

)
= e4βγβ(ω̃Λc)

und das gilt natürlich auch bei vertauschten Rollen vonω undω̃. Daher ist

KΛ(ωΛc , {u}) = fΛ
β (u|ωΛc) ≤ e8βfΛ

β (u|ω̃Λc) = e8βKΛ(ω̃Λc , {u}) ,

und es istKΛ(ωΛc , A) ≤ e8β ·KΛ(ω̃Λc , A) für A ⊆ ΣΛ. 2

21.15 Bemerkung Die 8 im Exponenten vone4 ergab sich im Beweis als “2 × 2 × card(∂Λn)”. In
Dimensiond > 1 ist die entsprechende Größe2×2×2d(2n+1)d−1 nicht gleichmäßig inn beschränkt,
so dass Satz 21.7 nicht anwendbar ist.

Beweis von Satz 21.13: Der Beweis, dass es in Dimensiond = 2 bei niedriger Temperatur minde-
stens zwei verschiedene Gibbs-Maße gibt, beruht auf einem kombinatorischen Argument, das dem zum
Beweis der Existenz einer kritischen Perkolationswahrscheinlichkeit (Satz 6.19) ähnelt. Es geht auf R.
Peierls zurück und wiard daher oft alsPeierls-Argumentbezeichnet.

Wir stellen uns eine Konfigurationω als ein unendliches (unregelmäßiges) Schachbrett vor, dessen
Felder mit+1’en und−1’en bedeckt sind. Zwei benachbarte Felder (d.h. zwei Gitterpunktes, t ∈ Z2

mit |s− t|1 = 1) werden durch eine Kante, den gemeinsamen Rand der beiden Felder, getrennt. Formal
bezeichnen wir die Menge aller solcher Kanten mit

L := {{s, t} : |s− t|1 = 1} .

Genau wie auf einem richtigen Schachbrett können Kanten zueinem Kantenzug aneinander gehängt
werden. Einen einfach geschlossenen Kantenzug wollen wir mit dem BuchstabenC bezeichnen. Der
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Jordan’sche Kurvensatz lehrt uns, dass ein solcher Kantenzug ein
zusammenhängendes InneresI(C) hat. Daher können wir zu je-
dem einfach geschlossenenC eine AbbildungτC : Ω → Ω de-
finieren, (τCω)s = −ωs für s ∈ I(C) und (τCω)s = ωs für
s 6∈ I(C). Für ein “Feld”s ∈ Z2 seiC(s) die Menge aller einfach
geschlossenen KantenzügeC mit s ∈ I(C).
SeiE+

n := {ω ∈ Ω : ω0 = −1; ωs = +1 ∀ s 6∈ Λn}. Mit A(ω)
bezeichnen wir diejenige “Zusammenhangskomponente” von−1-
Feldern, die die Koordinate0 enthält.A(ω) wird von einem ein-
fach geschlossenen KantenzugC(ω) umrandet. Es istωsωt = −1
für alle{s, t} ∈ C(ω), d.h. jede Kante inC(ω) trennt ein+1-Feld
von einem−1-Feld. Eine solche Kurve nennt man eineKontur für
ω. Abbildung 21.2 illustriert diese Bezeichnungen.
Ist umgekehrt ein einfach geschlossener KantenzugC gegeben, so
bezeichneΩC die Menge allerω ∈ Ω mit ω0 = −1, für dieA(ω)
durchC umrandet wird. Fürω ∈ E+

n ist dannA(ω) ⊂ Λn, und

+ - + + + -

+ - + - - +

- + - + - +

+ - - - - +

+ - + + + +

+ - - - -+

+ + + + + -

Abbildung 21.2: A(ω) ist das hell-
graue Gebiet,0 ist das dunklere Feld,
C(ω) ist die fett gezeichnete Kontur.

falls {s, t} ∈ C, so ist{s, t} ∩ Λn 6= ∅.

Sei nunω ∈ E+
n . Wie im Beweis zu Satz 21.12 schätzen wir ab

HΛn(ωΛn
|ωΛc

n
) −HΛn((τCω)Λn

|(τCω)Λc
n
) = −1

2

∑

s∈Λn

∑

t∈Z2,{s,t}∈C

(ωsωt
︸︷︷︸

=−1

− (τCω)s(τCω)t
︸ ︷︷ ︸

=+1

)

≥ 2 · card(C)

Sei nunC ein einfach geschlossener Kantenzug mit0 ∈ I(C) ⊆ Λn. Dann ist(τCω)Λc
n

= ωΛc
n

=

(+1)Λ
c
n , und daτC injektiv ist, folgt

∑

ω∈E+
n ∩ΩC

exp
(
−γβ

(
ωΛc

n

)
− βHΛn

(
ωΛn

|ωΛc
n

))

≤
∑

ω∈E+
n ∩ΩC

exp
(

−γβ

(
(+1)Λ

c
n

)
− 2β card(C) − βHΛn

(
(τCω)Λn

|(+1)Λ
c
n

))

≤ exp (−2β card(C)) · exp
(

−γβ

(
(+1)Λ

c
n

))

·
∑

w∈ΣΛn

exp
(

−βHΛn
(
w|(+1)Λ

c
n

))

= exp (−2β card(C)) .

(§)

Wie im Beweis zu Satz 21.8 betrachten wir nun Maße

Pn = (δ(+1)Z2 ◦ π−1
Λc

n
) ×KΛn

β = δ(+1)Λ
c
n ×KΛn

β .

Wir schätzen ab, wie sich die rein positiven äußeren Randbedingungen auf die Verteilung des Werts von
ω0 auswirken. Es ist

Pn{ω0 = −1} = exp
(

−γβ

(
(+1)Λ

c
n

))

·
∑

ω∈E+
n

exp
(
−βHΛn

(
ωΛn

|ωΛc
n
)
)

=
∑

C: 0∈I(C)

∑

ω∈E+
n ∩ΩC

exp
(
−γβ

(
ωΛc

n

)
− βHΛn

(
ωΛn

|ωΛc
n
)
)

(§)
≤

∑

C: 0∈I(C)

exp (−2β card(C))

≤
∞∑

l=4

∑

C: 0∈I(C),card(C)=l

exp (−2β card(C))

≤
∞∑

l=4

l · 3l−1 e−2βl .
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Für die letzte Ungleichung mussten wir die Anzahl einfach geschlossener KantenzügeC der Längelmit
0 ∈ I(C) abschätzen: Offensichtlich enthält jeder solche Kantenzug mindestens ein horizontales Seg-
ment “oberhalb” des Ursprungs mit Abstand höchstensl

2 vom Ursprung. Die Anzahl solcher Segmente
ist höchstensl. Ausgehend von einem solchen Segment ist der Rest der Kurve durch (l − 1)-malige
Auswahl zwischen höchstens drei Richtungen bestimmt.

Konstruieren wir nun ein Gibbs-Maßµ+ wie im Beweis zu Satz 21.8 als schwachen Häufungspunkt
der MaßePn, so überträgt sich obige Abschätzung - die ja unabhängig vonn ist - auf das Maßµ+, und
wir können schließen

µ+{ω0 = −1} ≤
∞∑

l=4

l · 3l−1 e−2βl → 0 mit β → ∞ .

Also gibt es zuǫ > 0 ein β(ǫ) < ∞ derart, dassµ+{ω0 = −1} < ǫ für β > β(ǫ). Da die
HΛ symmetrisch unter dem̈Ubergang von einer Konfigurationω zu ihrem “negativen Spiegelbild”̄ω
sind, ist mitµ+ auchµ−, definiert durchµ−(A) := µ+{ω̄ : ω ∈ A} ein Gibbs-Maß, und es ist
µ−{ω0 = +1} < ǫ, alsoµ−{ω0 = −1} > 1− ǫ. Daraus folgt, dassµ+ 6= µ−. Genau wie im Beweis zu
Satz 21.7 folgt daraus unter Benutzung von Lemma 21.6(4) dieExistenz zweier zueinander singulärer
Gibbs-Maße. 2

21.16 Bemerkung Der Beweis des Satzes zeigt, dass bei ausreichend großemβ ein geschlossener Kan-
tenzug, auf dem alle “spins” den gleichen Wert annehmen, mithoher Wahrscheinlichkeit auch in sei-
nem Inneren ganz überwiegend diesen Wert annimmt. Das beg¨unstigt eine “Inselbildung” wie in Ab-
bildung 21.3. Das Bild kann man interpretieren als einen weißen “Ozean” mit schwarzen “Inseln”. Die
großen schwarzen Inseln spielen auf kleinerer Größenordnung dann die Rolle von schwarzen “Ozea-
nen” mit kleineren weißen “Inseln”, und bei einigen dieser weißen “Inseln” kann man diese Beobach-
tung noch eine Stufe kleiner fortsetzen. Auf einem unendlichen Gitter findet man diese Struktur in jeder
Größenordnung wieder.

21.17 Bemerkung Mit etwas mehr Aufwand (̈Ubungsblatt 5) kann man zeigen, dass die im Beweis
konstruierten Maßeµ+ undµ− bereits singulär zueinander sind. Im Falld = 2 gilt sogar: Jedesµ ∈ G+

1

ist eine Konvexkombination vonµ+ undµ−.
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Abbildung 21.3:Typische Ising Konfiguration auf einem800 × 800-Gitter.β = 0.4410 ist etwas größer als der
kritische Parameterβc = 1

2
sinh−1(1); daher überwiegt eine Art von “spins”. Die in Bemerkung 21.16 diskutierte

geschachtelte “Ozean-Insel-Struktur” ist deutlich sichtbar.



Kapitel 22

Die Brown’sche Bewegung

Wir beginnen dieses Kapitel mit ein paar einfachenÜberlegungen dazu, wie ein Prozess in stetiger Zeit
aussehen müsste, um als Grenzfall einer Folge immer schneller ablaufender symmetrischer Bernoulli-
Irrfahrten angesehen werden zu können.

Sei (Sk)k≥0, Sk :=
∑k

j=1 ξj , die symmetrische Bernoulli-Irrfahrtauf Z, d.h. dieξj seien un-
abhängig undP (ξj = −1) = P (ξj = 1) = 1

2 . Lassen wir die Zeit “schneller laufen” indem wir den
Prozess um den Faktorn ∈ N “beschleunigen”, also das Teilchen zu den Zeitpunkten0, 1

n ,
2
n ,

3
n , . . .

“springen” lassen, so erhalten wir die Familie(S[t·n])t≥0, n ∈ N, von stochastischen Prozessen mit
stetiger Zeit. DaEξj = 0 undV (ξj) = 1, gilt für t ≥ 0

S[0·n] = 0 (22.1)

ES[t·n] = 0

V (S[t·n]) = [t · n] ≈ n · t . (*)

Will man nun die Zeit immer mehr beschleunigen und dabei fürn → ∞ zu einem “Grenzprozess”
gelangen, so muss man dieS[t·n] wegen (*) normieren. Daher betrachtet man die Prozesse

X
(n)
t :=

1√
n
S[t·n], t ≥ 0.

Es folgt sofort, dass

X
(n)
0 = 0

EX
(n)
t = 0

V (X
(n)
t ) =

[t · n]

n
→ t (n→ ∞).

Diese Normierung scheint also vernünftig zu sein.
Wegen der Unabhängigkeit derξj folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz für0 = t0 < t1 < · · · <

tr undA1, . . . , Ar ∈ B

P
(

X
(n)
ti

−X
(n)
ti−1

∈ Ai (i = 1, . . . , r)
)

= P

(
1√
n

(S[ti·n] − S[ti−1·n]) ∈ Ai (i = 1, . . . , r)

)

=

r∏

i=1

P






1√
n

(
S[ti·n] − S[ti−1·n]
︸ ︷︷ ︸

Summe von≈ (ti − ti−1)n u.i.v. ξj

)
∈ Ai






→
r∏

i=1

N (0, ti − ti−1)(Ai) (n→ ∞)
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Mit anderen Worten: SeiD := diag(t1 − t0, . . . , tr − tr−1). Dann konvergiert

P
(X

(n)
t1

−X
(n)
t0

,...,X
(n)
tr

−X
(n)
tr−1

)
=⇒ N (0, D) für n→ ∞.

Durch Transformation mit der MatrixA, aij := 1i≥j , folgt

P
(X

(n)
t1

,...,X
(n)
tr

)
=⇒ N (0, ADAT ) für n→ ∞

und

(ADAT )ij =

r∑

k=1

r∑

ℓ=1

aikdkℓajℓ =

i∑

k=1

j
∑

ℓ=1

dkℓ = ti∧j = ti ∧ tj ,

wo u ∧ v := min{u, v}, siehe Satz 17.3.
Daher suchen wir einen “Grenzprozess”(Bt)t≥0 mit B0 = 0, dessen Marginalverteilungen auf

IndexmengenI = {t0 = 0, t1, . . . , tr} die GestaltPI := δ0 ×N (0, (ti ∧ tj)i,j∈I\{0}) haben.
Sei E0([0,∞)) := {I ⊆ [0,∞) : 0 ∈ I, I endlich}. Ist I ⊆ J ∈ E0([0,∞)), so entsteht(ti ∧

tj)i,j∈I\{0} aus(ti ∧ tj)i,j∈J\{0} durch Streichen der Zeilen und Spalten mit Indizes ausJ \ I. Da
mehrdimensionale Normalverteilungen eindeutig durch ihre Kovarianzmatrizen bestimmt sind, folgt
PI = PJ ◦ (πJ

I )−1, d.h.(PI : I ∈ E0([0,∞))) ist ein verträgliches System von Randverteilungen. So
gelangen wir zum folgenden Satz.

22.1 Satz (Brown’sche Bewegung - erster Schritt)
Es gibt ein WahrscheinlichkeitsmaßP auf(R[0,∞),B[0,∞)) mit endlich-dimensionalen Randverteilun-
genP ◦ π−1

I = δ0 ×N (0, (ti ∧ tj)i,j∈I\{0}).
Für 0 = t0 < t1 < · · · < tr sind die ZufallsvariablenBti

− Bti−1 , i = 1, . . . , r, unabhängig und
nachN (0, ti − ti−1) verteilt.

Beweis: Die Existenz vonP folgt aus dem Fortsetzungssatz 12.3 von Kolmogorov. Für den Rest
beachte, dass mit den oben eingeführten MatrizenA undD

(Bt1 −Bt0 , . . . , Btr
−Btr−1) = A−1(B1, . . . , Br)

nachN (0, A−1(ADAT )(A−1)T ) = N (0, D) verteilt ist, siehe Satz 17.3. 2

22.2 Bemerkung (Konstruktion von Gauß-Maßen)Auf genau die gleiche Art und Weise kann man
zu jeder Familie von verträglichen Kovarianzmatrizen einWahrscheinlichkeitsmaß auf(R[0,∞),B[0,∞))
konstruieren, das gerade die durch die Kovarianzmatrizen bestimmten Normalverteilungen als endlich-
dimensionale Randverteilungen hat. Solche Maße nennt manGauß-Maße.

Mit der Konstruktion aus Satz 22.1 können wir noch nicht ganz zufrieden sein, denn da die Sprünge
der stückweise konstanten ProzesseS[t·n] Größe 1√

n
haben, sollte ein vernünftiger Limes-Prozess ste-

tige Pfade haben, d.h. die Abbildungent 7→ Bt(ω) sollten fürP -f.a.ω stetig sein. Das kann man aber
nicht erwarten, wie die folgende Diskussion zeigen soll. Wir benötigen folgendes Lemma.1

22.3 Lemma Sei A ∈ BT , T eine beliebige Indexmenge. Dann gibt es eine höchstens abzählbare
TeilmengeS ⊆ T derart, dassA ∈ (πT

S )−1(BS).

Beweis: Sei
A :=

⋃

S⊆T
S abzählbar

(πT
S )−1(BS) .

A enthält alle Zylindermengen, und man zeigt leicht, dassA eineσ-Algebra ist. Also istBT ⊆ A. 2

22.4 Korollar (Nichtmessbarkeit vonC(T ; R) in BT ) SeiT ⊆ R ein nicht triviales Intervall.

1Die Darstellung hier und in den weiteren Kapiteln folgt im Wesentlichen dem Buch von Revuz und Yor [Revuz-Yor].
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a) {ω ∈ RT : t 7→ ωt stetig} 6∈ BT

b) {ω ∈ RT : t 7→ ωt monoton wachsend} 6∈ BT .

Beweis: Andernfalls würden die Eigenschaften “t 7→ ωt ist stetig” bzw. “t 7→ ωt ist monoton wach-
send” durch die Werteωt für t aus einer abzählbaren Teilmenge vonT determiniert, was aber nicht der
Fall ist. 2

22.5 Bemerkung Ähnliche Probleme treten auf, wenn man aus dem Prozess(Bt)t≥0 hergeleitete zufäl-
lige Größen wie

T (ω) := inf{t > 0 : Bt(ω) > 1} oder Mt(ω) := sup{|Bs(ω)| : s ≤ t}

betrachten will. Die bisherige Konstruktion, dieT ⊆ R wie eine völlig strukturlose überabzählbare
Indexmenge behandelt, erlaubt es nicht, die Messbarkeit dieser Größen nachzuweisen. Wir müssen die
Konstruktion daher modifizieren.

22.6 Definition (Stetige Pfade)SeiT ⊆ R. Ein stochastischer Prozess(Xt)t∈T hat stetige Pfade, falls
die Abbildungt 7→ Xt(ω) für jedesω auf ganzT stetig ist.

22.7 Definition (Modifikation eines Prozesses)Zwei auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum de-
finierte stochastische Prozesse(Xt)t∈T und(X ′

t)t∈T sind Modifikationenvoneinander, falls

∀ t ∈ T : Xt = X ′
t f.s.

22.8 Bemerkung (Modifikation⇒ gleiche Verteilung) Sind(Xt)t∈T und(X ′
t)t∈T Modifikationen von-

einander, so ist auch(Xt1 , . . . , Xtr
) = (X ′

t1 , . . . , X
′
tr

) f.s. für beliebiget1, . . . , tr ∈ T . Insbesondere
haben die beiden Prozesse die gleichen endlich-dimensionalen Randverteilungen und damit die gleiche
Verteilung (als Prozess).

Hinreichende Bedingungen, unter denen ein Prozess eine Modifikation mit stetigen, ja sogar Hölder-
stetigen2 Pfaden besitzt, gibt der folgende Satz an.

22.9 Satz (Kriterium von Kolmogorov)
SeiT ⊆ R ein Intervall. Für den reellwertigen stochastischen Prozess(Xt)t∈T gebe es Konstanten
α, β, C > 0 derart, dass für alles, t ∈ T

E [|Xt −Xs|α] ≤ C |t− s|1+β .

Dann hat(Xt)t∈T eine Modifikation(X ′
t)t∈T mit stetigen Pfaden.

Es gilt sogar mehr: Für jedesγ ∈ (0, β
α ) und jedesN ∈ N ist

E







 sup
s,t∈T∩[0,N ]

s 6=t

|X ′
t −X ′

s|
|t− s|γ





α

 <∞ .

Insbesondere ist fast jeder Pfad von(X ′
t)t∈T γ-Hölder stetig aufT ∩ [0, N ], und durch Modifikation

des Prozesses auf einer Nullmenge erhält man einen Prozess, bei dem sämtliche Pfade lokalγ-Hölder
stetig sind.

Wir stellen den Beweis zurück und wenden den Satz zunächstauf den in Satz 22.1 konstruierten
Prozess(Bt)t≥0 an.

2Sei γ > 0, T ⊆ R ein Intervall. Eine Funktionf : T → R heißtγ-Hölder-stetig, falls Hγ(f) := sup{ |f(x)−f(y)|
|x−y|γ

:

x, y ∈ T, x 6= y} < ∞. f heißt lokalγ-Hölder-stetig, falls jedesx ∈ T eine Umgebung besitzt, auf derf γ-Hölder-stetig ist.
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22.10 Satz (Existenz der Brown’schen Bewegung)
Der in Satz 22.1 konstruierte Prozess(Bt)t≥0 besitzt eine Modifikation mit stetigen Pfaden. Sie ist f.s.
eindeutig bestimmt. Sie kann so gewählt werden, dass ihre Pfade für jedesγ ∈ (0, 1

2 ) lokal γ-Hölder-
stetigsind. (Diese Modifikation wird wieder mit(Bt)t≥0 bezeichnet.)

22.11 Definition (Brown’sche Bewegung)Ein Prozess(Bt)t≥0 heißt Brown’sche Bewegung, wenn er
wie die in Satz 22.10 konstruierte Modifikation folgende Eigenschaften hat:

i) B0 = 0,

ii) P(Bt1 ,...,Btn ) = N (0, (ti ∧ tj)i,j=1,...,n) für alle t1, . . . , tn > 0,

iii) (Bt)t≥0 hat stetige Pfade.

22.12 Bemerkung (Gauß-Prozess)Fordert man in dieser Definition in ii) andere Kovarianzmatrizen,
so gelangt man zu allgemeinerenGauß-Prozessen, siehe die Beispiele 22.23 und 22.24.

Beweis von Satz 22.10: Wir wenden das Kolmogorov-Kriterium mitα = 4 undβ = 1 an: Fürs < t
istBt−Bs nachN (0, t−s) verteilt. Daher istE[|Bt−Bs|4] = (t−s)2 E[B4

1 ]. (Man kann nachrechnen,
dassE[B4

1 ] = 3.) Also gibt es eine Modifikation mit stetigen Pfaden.
Sind(B′

t)t≥0 und(B′′
t )t≥0 zwei Modifikationen von(Bt)t≥0 mit stetigen Pfaden, so gilt fast sicher:

B′
t = B′′

t für alle t ∈ Q ∩ [0,∞), und aus der Stetigkeit der Pfade folgt, dass fast sicher gilt: B′
t = B′′

t

für alle t ≥ 0.
Wendet man das Kolmogorov-Kriterium mitα = 2k undβ = k − 1, k ∈ N, an, so erhält man

E[|Bt −Bs|2k] = (t− s)k E[B2k
1 ] = E[B2k

1 ] |t− s|1+β . Die Forderungγ < β
α in Satz 22.9 wird dann

zu γ < 1
2 − 1

2k , und da mank beliebig groß wählen kann, folgt, dass die Brown’schen Pfade für jedes
γ ∈ [0, 1

2 ) fast sicherγ-Hölder-stetig sind. 2

22.13 Bemerkung Aus der Stetigkeit der Pfade folgt leicht, dass die beiden ZufallsvariablenT undMt

aus Bemerkung 22.5 messbar sind:

T (ω) = inf{t ∈ Q ∩ [0,∞) : Bt(ω) > 1} , Mt(ω) = sup{|Bs(ω)| : s ∈ Q ∩ [0, t]}

22.14 Korollar Sei(Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung. Dann ist jeder der folgenden Prozesse(Xt)t≥0

ebenfalls eine Brown’sche Bewegung:

a) Seis > 0,Xt := Bs+t −Bs, t ≥ 0.

b) Xt := −Bt, t ≥ 0.

c) Seic > 0,Xt := cBt/c2 , t ≥ 0.

d) X0 := 0,Xt := tB1/t (t > 0). (In diesem Fall muss der Prozess eventuell noch modifiziertwerden.)

Beweis: In allen vier Situationen istX0 = 0 undP(Xt1 ,...,Xtn ) für t1, . . . , tn > 0 einen-dimensionale
Normalverteilung (Satz 17.3). Außerdem hat(Xt)t≥0 in den Fällen a)-c) stetige Pfade.

a) Cov (Xt, Xt′) = (t+ s) ∧ (t′ + s) − s− s+ s = t ∧ t′.
b) Cov (Xt, Xt′) = Cov (Bt, Bt′) = t ∧ t′.

c) Cov (Xt, Xt′) = c2 · ( t
c2 ∧ t′

c2 ) = t ∧ t′.
d) Cov (Xt, Xt′) = tt′ · (1

t ∧ 1
t′ ) = t ∧ t′. Also haben die Prozesse(Xt)t>0 und (Bt)t>0 identi-

sche Verteilungen. Außerdem hat der Prozess(Xt)t>0 stetige Pfade, so dass nur zu zeigen bleibt
P (limt→0Xt = 0) = 1. Da (Xt)t>0 und (Bt)t>0 identische Verteilungen haben, folgt das aus
P (limt→0Bt = B0 = 0) = 1, sobald man gezeigt hat, dass das Ereignis{limt→0Xt = 0} messbar
ist. Wegen der Stetigkeit der Pfade fürt > 0 ist aber{limt→0Xt = 0} = {limt→0,t∈QXt = 0}
messbar.
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2

22.15 Bemerkung Aus Korollar 22.14d folgt sofort, dasslimt→∞ t−1Bt = limt→0Xt = 0 fast sicher.

Beweis von Satz 22.9: Wir betrachten zunächst nur das Parameterintervall[−2N , 2N ] für ein festes
N ∈ N. Sei

Dn :=

{
k

2n
∈ T ∩ [−2N , 2N ] : k ∈ Z

}

(n ≥ 0), D :=
⋃

n≥0

Dn ,

∆n := {(s, t) : s, t ∈ Dn, |s− t| = 2−n} .

Beachte, dasscard∆n ≤ 2n+N+2. Wir betrachten die ZufallsvariablenKn := sup(s,t)∈∆n
|Xt −Xs|.

Es ist
E [Kα

n ] ≤
∑

(s,t)∈∆n

E [|Xt −Xs|α] ≤ 2n+N+2 · C2−n(1+β) = C2N+22−βn . (*)

Zu s, t ∈ D undm ≥ 0 definiere

sm := max{u ∈ Dm : u ≤ s} , tm := max{u ∈ Dm : u ≤ t} .

Es giltsm ր s undsm = s falls s ∈ Dn mit m ≥ n. Analog fürtm. Daher ist

Xt −Xs = (Xtm
−Xsm

) + (Xt −Xtm
) + (Xs −Xsm

)

= (Xtm
−Xsm

) +
∞∑

i=m

(Xti+1 −Xti
) −

∞∑

i=m

(Xsi+1 −Xsi
) ,

Ist |s− t| ≤ 2−m, so ist entwedersm = tm oder(sm, tm) ∈ ∆m. In jedem Fall ist also

|Xt −Xs| ≤ Km + 2

∞∑

i=m

Ki+1 ≤ 2

∞∑

i=m

Ki .

Setzt man nun

Mγ := sup

{ |Xt −Xs|
|t− s|γ : s, t ∈ D, s 6= t

}

,

so folgt

Mγ ≤ sup
m∈N

{

2(m+1)γ · sup
{

|Xt −Xs| : s, t ∈ D, 2−(m+1) < |t− s| ≤ 2−m
}}

≤ sup
m∈N

{

2 · 2(m+1)γ ·
∞∑

i=m

Ki

}

≤ 21+γ ·
∞∑

i=0

2iγKi .

Fürα ≥ 1 folgt daraus fürγ ∈ (0, β
α ) unter Beachtung von (*)

‖Mγ‖α ≤ 21+γ ·
∞∑

i=0

2iγ‖Ki‖α ≤ 21+γ
(
C2N+2

) 1
α ·

∞∑

i=0

2i(γ− β
α

) <∞ ,

alsoE[Mα
γ ] < ∞. Ist α < 1, kann man (wegen der Konkavität vonx 7→ xα) auf die gleiche Weise

E[Mα
γ ] an Stelle von‖Mγ‖α direkt abschätzen.

In jedem Fall istMγ < ∞ f.s., und es folgt, dassD ∋ t 7→ Xt(ω) für fast jedesω gleichmäßig
stetig ist. Daher kann man für solcheω diese Abbildung stetig fortsetzen zu

X ′
t := lim

s→t
s∈D

Xs .
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Schließlich ist für jedest ∈ T ∩ [0, N ]

E [|Xt −X ′
t|α] ≤ E

[

lim
s→t
s∈D

|Xt −Xs|α
]

≤ lim inf
s→t
s∈D

E [|Xt −Xs|α] ≤ lim inf
s→t
s∈D

C |t− s|1+β = 0 ,

so dassXt = X ′
t fast sicher.

Die Hölderstetigkeit der Pfade von(X ′
t)t∈T folgt nun leicht: Da wir schon wissen, dass diese Pfade

stetig sind, ist

sup
s,t∈T∩[−2N ,2N ]

s 6=t

|X ′
t −X ′

s|
|t− s|γ = sup

s,t∈D
s 6=t

|X ′
t −X ′

s|
|t− s|γ = Mγ <∞ f.s.,

wobei wir für die zweite Gleichung benutzt haben, dassXt = X ′
t f.s. für t ∈ D.

Noch kann es eine NullmengeU ⊆ Ω geben, für diet 7→ X ′
t(ω) nicht Hölder-stetig ist. Wir modifi-

zieren daherX ′
t aufU , indem wir für ein geeignetest0 ∈ T setzen:X ′

t(ω) := X ′
t0(ω) (ω ∈ U). 2

Nun stellt sich die Frage, wie es mit derγ-Hölder Stetigkeit Brown’scher Pfade fürγ ≥ 1
2 aussieht.

Wir werden sehen, dass sie fürγ > 1
2 fast sicher nirgendsγ-Hölder stetig sind. Folgendes Konzept

erweist sich dazu (und auch für spätereÜberlegungen) als nützlich.

22.16 Definition (Unterteilung) Eine Unterteilung∆ des Intervalls[0, t] ist eine endliche, aufsteigen-
de Folge0 = t0 < t1 < · · · < tn = t. Man setzt

|∆| := sup {|ti − ti−1| : i = 1, . . . , n}
und, für einen stochastischen Prozess(Xt)t≥0,

Q∆
t :=

n∑

i=1

(Xti
−Xti−1)

2 .

22.17 Definition (Endliche quadratische Variation) Ein stochastischer ProzessX = (Xt)t≥0 hat
endliche quadratische Variation, falls es einen stochastischen Prozess〈X ,X〉 = (〈X,X〉t)t≥0 mit
Werten in[0,∞) gibt, so dass für jedest ≥ 0 und für jede Folge(∆n)n>0 von Unterteilungen mit
limn→∞ |∆n| = 0 gilt:

Q∆n

t → 〈X,X〉t stochastisch. (*)

Der Prozess〈X ,X〉 heißt die quadratische VariationvonX .

22.18 Satz (Die quadratische Variation der Brown’schen Bewegung)
Für die Brown’sche Bewegung(Bt)t≥0 ist 〈B,B〉t = t für jedest ≥ 0. Die Konvergenz in (*) gilt
sogar imL2-Sinn.

Beweis: Da die (Bti
− Bti−1)

2 unabhängig sind und Erwartungswertti − ti−1 haben (siehe Satz
22.1), ist

E
[(
Q∆

t − t
)2
]

= E





(
n∑

i=1

(
(Bti

−Bti−1)
2 − (ti − ti−1)

)

)2




=

n∑

i=1

E
[(

(Bti
−Bti−1)

2 − (ti − ti−1)
)2
]

=

n∑

i=1

(ti − ti−1)
2E[(B2

1 − 1)2]

≤ |∆| · E[(B2
1 − 1)2] → 0 (|∆| → 0)

2
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22.19 Bemerkung Ist
∑

n>0 |∆n| < ∞, so folgt im Fall der Brown’schen Bewegung aus dem Borel-
Cantelli Lemma sogar fast sichere Konvergenz in (*).

22.20 Korollar (Unendliche Variation Brown’scher Pfade) Seiǫ > 0. Für fast jeden Pfad
t 7→ Bt(ω) gilt:

∀ 0 ≤ s < t : sup

{
n∑

i=1

|Bti
−Bti−1 |2−ǫ : s = t0 < t1 < · · · < tn = t

}

= ∞ .

Beweis: Zunächst reicht es, rationales undt zu betrachten. Damit kann man sich auf ein festes Paar
s < t beschränken. Wegen Korollar 22.14a reicht es dann, den Fall s = 0 zu betrachten. Sei daher
(∆k)k>0 eine Folge von Unterteilungen von[0, t] mit

∑

k>0 |∆k| <∞. Dann ist

nk∑

i=1

|B
t
(k)
i

(ω)−B
t
(k)
i−1

(ω)|2−ǫ ≥ Q∆k

t

supi |Bt
(k)
i

(ω) −B
t
(k)
i−1

(ω)|ǫ ≈ t

supi |Bt
(k)
i

(ω) −B
t
(k)
i−1

(ω)|ǫ (k → ∞)

für fast jedesω, und dau 7→ Bu(ω) auf dem kompakten Intervall[0, t] für jedesω gleichmäßig ste-
tig ist und |∆k| → 0 geht, konvergiert der Nenner dieses Ausdrucks fürk → ∞ gegen0, so dass
∑nk

i=1 |Bt
(k)
i

(ω) −B
t
(k)
i−1

(ω)|2−ǫ → ∞ fast sicher. 2

Daraus folgt direkt (mitǫ = 2 − 1
γ ):

22.21 Korollar Ist γ > 1
2 , so istt 7→ Bt(ω) fast sicher auf keinem nicht trivialen Intervallγ-Hölder

stetig. Insbesondere istt 7→ Bt(ω) fast sicher auf keinem Intervall differenzierbar. (Man kann sogar
zeigen, dass das auch noch fürγ = 1

2 gilt; der Beweis ist aber aufwendiger.)

22.22 Bemerkung (Wiener Maß aufC([0,∞); R)) SeiX = (Xt)t≥0 ein stochastischer Prozess auf
(Ω,F , P ). Wie in Definition 6.9 BetrachteX : Ω → R[0,∞), (X (ω))t := Xt(ω). Die Verteilung
von X ist P ◦ X−1, ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufB[0,∞). Hat der ProzessX stetige Pfade, so ist
X (Ω) ⊆ C([0,∞); R), aberC([0,∞); R) 6∈ B[0,∞), siehe Korollar 22.4. Trotzdem kann man auf
C([0,∞); R) dieσ-Algebra

B[0,∞)
C := B[0,∞) ∩ C([0,∞); R) =

{

A ∩ C([0,∞); R) : A ∈ B[0,∞)
}

betrachten. Dann istX : Ω → C([0,∞); R) natürlichF − B[0,∞)
C -messbar und wir könnenP ◦ X−1

als Maß auf(C([0,∞); R),B[0,∞)
C ) interpretieren. Dadurch haben wir einekanonische VersionvonX

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(C([0,∞); R),B[0,∞)
C , P ◦ X−1) gewonnen.

IstX eine Brown’sche Bewegung, so heißt dieser kanonische Prozess Wiener-Prozess3 und das Maß
P ◦ X−1 Wiener-Maß.

Die beiden folgenden wichtigen Gauß-Prozese lassen sich auf elementare Weise aus der Brown’schen
Bewegung gewinnen.

22.23 Beispiel (Ornstein-Uhlenbeck Prozess)Seienα, β > 0, (Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung.
Für t ∈ R setze

Ut := e−αtBβe2αt .

(Ut)t∈R ist ein stationärerGauß-Prozess mit stetigen Pfaden. Die Stetigkeit der Pfadefolgt direkt aus
der Stetigkeit Brown’scher Pfade. Wir zeigen, dass(Ut)t∈R ein stationärer Gauß-Prozess ist.

Seient1 < · · · < tn, s ∈ R. Mit den Bezeichnungen

β̃ := βe2αs, A := diag
(
e−αt1 , . . . , e−αtn

)

3nach Norbert Wiener (1894-1964)
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Der zufällige Vektor

(Ut1+s, . . . , Utn+s)
T = e−αsA

(

Bβ̃e2αt1 , . . . , Bβ̃e2αtn

)T

hat die Verteilung

N
(
0, e−αsAV e−αsAT

) (

mit Vij = (β̃e2αti ∧ β̃e2αtj )ij = (β̃e2α(ti∧tj))ij

)

=N
(

0,
(

e−2αsβ̃e−αtie2α(ti∧tj)e−αtj

)

ij

)

=N
(

0,
(

βe−α|ti−tj |
)

ij

)

,

also eine von der Verschiebungs nicht abhängende Normalverteilung. Insbesondere ist

Cov (Us, Ut) = β e−α|s−t| .

22.24 Beispiel (Brown’sche Brücke)Füry ∈ R definiere den Prozess(By
t )0≤t≤1 durch

By
t := Bt − t(B1 − y), alsoBy

t = B0
t + ty .

Dieser Prozess hat ebenfalls stetige Pfade, und es istBy
0 = 0, By

1 = y, E[By
t ] = ty. Außerdem ist

(B0
t )0≤t≤1 ein zentrierter Gauß-Prozess, denn für0 < t1 < · · · < tn < 1 ist






B0
t1
...

B0
tn




 =






1 −t1
. . .

...
1 −tn













Bt1
...

Btn

B1








Die Kovarianzstruktur berechnet sich zu

Cov (B0
s , B

0
t ) = Cov (Bs, Bt) − sCov (Bt, B1) − tCov (B1, Bs) + stCov (B1, B1)

= s ∧ t− st− ts+ st = s ∧ t− st

Es folgt sofort, dass auch für beliebigey

Cov (By
s , B

y
t ) = s ∧ t− st .

Es ist möglich, die Verteilung von(By
t )0≤t≤1 als “bedingte Verteilung von(Bt)0≤t≤1 gegeben

B1 = y” zu interpretieren. Das wird in den̈Ubungen genauer beschrieben.
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Der Poisson-Prozess

In diesem kurzen Kapitel konstruieren wir den Prototyp eines Prozesses mit stückweise konstanten (also
nicht stetigen) Pfaden, denPoisson-Prozess. Dabei spielen zwei klassische Verteilungen eine herausra-
gende Rolle.

Zunächst einmal benötigt man die Exponentialverteilungen zum Parameterα > 0, d.h. die Vertei-
lungen auf[0,∞) mit Dichtefα(x) = αe−αx. Insbesondere istP (X ≥ z) =

∫∞
z
αe−αx dx = e−αz

undE[X ] =
∫∞
0 xαe−αx dx = 1

α für nachEα verteilteX . Exponentialverteilungen haben die folgende
charakteristische Eigenschaft: IstX nachEα verteilt und sinda, b ≥ 0, so ist

P{X ≥ a+ b
∣
∣X ≥ a} =

P{X ≥ a+ b}
P{X ≥ a} =

e−α(a+b)

e−αa
= e−αb = P{X ≥ b} .

Diese Eigenschaft nennt man auch dieGed̈achtnislosigkeitder Exponentialverteilungen.
Des Weiteren benötigt man diePoisson-VerteilungenPα zum Parameterα, d.h. Wahrscheinlich-

keitsmaße aufN0 mit Pα(k) = e−α αk

k! . Für nachPα verteilteX istE[X ] = e−α
∑∞

k=0 k
αk

k! = α.
Seien nunX1, X2, . . . unabhängige nachEα verteilte Zufallsvariablen. SetzeSn := X1 + · · ·+Xn.

Da 1
nSn → E[X1] = 1

α f.s. nach dem Gesetz der großen Zahl, gehtSn → ∞ f.s., und daXk > 0 f.s.
für jedesk, folgt

0 =: S0(ω) < S1(ω) < S2(ω) < · · · ր ∞
fast sicher, und durch Modifikation auf einer Nullmenge kannman annehmen, dass das für alleω ∈ Ω
gilt. Wir interpretieren dieSn(ω) als eine Folge zufälliger Zeitpunkte, zu denen gewisse Ereignisse
realisiert werden, (z.B. atomare Zerfallsereignisse, Ankunft eines neuen Kunden an einem Bedienungs-
schalter, Anfrage an einen Server, u.s.w.). Die Zeitintervalle zwischen zwei Ereignissen sind dabei so
“zufällig” wie möglich (bei gegebenem Erwartungswert1

α ), sieheÜbung 13.10.
Setze nun für jedest ≥ 0

Nt(ω) := max {n ≥ 0 : Sn(ω) ≤ t} , d.h.SNt
≤ t < SNt+1 .

Nt(ω) ist also die Anzahl der zufälligen Ereignisse bis zum Zeitzpunktt. Dann ist

{Nt ≥ k} = {Sk ≤ t} für allek ∈ N0 . (*)

23.1 Lemma (Verteilung vonNt) Die ZufallsvariablenNt sind nachPαt verteilt.

Beweis: Seifn(x) die Dichte vonSn = Sn−1 +Xn. DaPXn
= PX1 = PS1 , ist

f1(x) =

{

αe−αx (x ≥ 0)

0 (x < 0)

fn(x) = (fn−1 ∗ f1)(x) =

∫ x

0

fn−1(y) f1(x− y) dy für n ≥ 2 (siehe Satz 11.19).
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Durch Induktion zeigt man:fn(x) = αe−αx · (αx)n−1

(n−1)! . 1 Es folgt:

d

dt
P (Nt = k) =

d

dt

(
P (Nt ≥ k) − P (Nt ≥ k + 1)

)

=
d

dt

(
P (Sk ≤ t) − P (Sk+1 ≤ t)

)
= fk(t) − fk+1(t)

= αe−αt ·
(

(αt)k−1

(k − 1)!
− (αt)k

k!

)

,

so dass

P (Nt = k) = e−αt (αt)
k

k!
+ Ck ,

und da
∑∞

k=0 P (Nt = k) = 1, mussCk = 0 sein.
2

23.2 Satz (Poisson-Prozess)
Der Prozess(Nt)t≥0 heißt Poisson-Prozesszum Parameterα. Er hat folgende Eigenschaften

i) N0 = 0 und alleNt sindN0-wertig.

ii) Für 0 = t0 < t1 < · · · < tk sind die ZuwächseNti
−Nti−1 (i = 1, . . . , k) unabhängig und nach

Pα(ti−ti−1) verteilt.

iii) Für alleω ∈ Ω ist t 7→ Nt(ω) nicht fallend und rechtsseitig stetig mit Sprunghöhe1.

Beweis: i) N0 = 0, daS1 > 0.Nt(ω) ∈ N0 folgt direkt aus der Definition vonNt.
iii) Die Monotonie folgt aus der Definition, die Sprunghöhe1 aus der Beobachtung, dassSn < Sn+1,
und für die rechtsseitige Stetigkeit beachte man

Nt = n =⇒ Sn ≤ t < Sn+1 =⇒ N ′
t = n ∀ t′ ∈ [t, Sn+1)

ii) Zum Beweis der Verteilungsaussage führen wir folgendeHilfsprozesse ein: Seit ≥ 0. Definiere

X
(t)
1 := SNt+1 − t (“erstes Sprungereignis nacht”), X

(t)
k := XNt+k (k ≥ 2) .

Weiter unten werden wir zeigen:

Für allen ∈ N0 und t ≥ 0 ist die bedingte Verteilung von(X(t)
k )k≥1 gegeben{Nt = n}

gleich der Verteilung von(Xk)k≥1.
(**)

Zu (X
(t)
k )k≥1 definieren wir wie vorherS(t)

n = X
(t)
1 + · · · +X

(t)
n und

N (t)
s := max

{

n ≥ 0 : S(t)
n ≤ s

}

.

Dann istS(t)
n = SNt+n − t und

N (t)
s = max {n ≥ 0 : SNt+n ≤ s+ t} = max {m ≥ 0 : Sm ≤ s+ t} −Nt = Ns+t −Nt ,

und wegen (**) hat(N (t)
s )s≥0 die gleiche Verteilung wie(Ns)s≥0. Insbesondere sind die Zuwächse

Ns+t −Nt nachPαs verteilt.
Seien nun0 = t0 < t1 < · · · < tk undni ∈ N0 (i = 1, . . . , k). Dann ist

Nti
−Nti−1 = (Nti

−Nt1) − (Nti−1 −Nt1) = N
(t1)
ti−t1 −N

(t1)
ti−1−t1

1fn ist die Dichte derΓ-Verteilung mit Parameternα undn.
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und daher

P
{
Nti

−Nti−1 = ni (i = 1, . . . , k)
}

= P
{

Nt1 = n1, N
(t1)
ti−t1 −N

(t1)
ti−1−t1 = ni (i = 2, . . . , k)

︸ ︷︷ ︸

σ
“

X
(t1)
j :j=1,2,...

”

-messbar

}

= P {Nt1 = n1} · P
{
Nti−t1 −Nti−1−t1 = ni (i = 2, . . . , k)

}
wegen (**)

= P {Nt1−t0 = n1} · P
{
Nti−t1 −Nti−1−t1 = ni (i = 2, . . . , k)

}
.

Durch Induktion folgt

P
{
Nti

−Nti−1 = ni (i = 1, . . . , k)
}

=

k∏

i=1

P
{
Nti−ti−1 = ni

}
=

k∏

i=1

P
{
Nti

−Nti−1 = ni

}

daPNti−ti−1
= Pα(ti−ti−1) = PNti

−Nti−1
, das heißt die Zuwächse sind unabhängig.

Es bleibt (**) zu beweisen: Zunächst ist

P {Nt = n, Sn+1 > y + t} = P {Sn ≤ t,Xn+1 > y + t− Sn}
= E

[
1{Sn≤t} · P [Xn+1 > y + (t− Sn)

∣
∣σ(Sn)]

]

= E
[

1{Sn≤t} · P [Xn+1 > y
∣
∣σ(Sn)]

︸ ︷︷ ︸

=e−αy

·P [Xn+1 > t− Sn

∣
∣σ(Sn)]

]

daXn+1 vonSn unabhängig, also die bedingte Verteilung vonXn+1 gegebenSn gleichPXn+1 = Eα

ist (beachte die Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung!). Daher ist

P {Nt = n, Sn+1 > y + t} = e−αy · P {Sn ≤ t < Sn+1} = P {Xn+1 > y} · P {Nt = n} .

Es folgt füry1, . . . , yk ≥ 0:

P
{

Nt = n,X
(t)
1 > y1, X

(t)
2 > y2, . . . , X

(t)
k > yk

}

= P
{

Nt = n, Sn+1 > y1 + t
︸ ︷︷ ︸

σ(X1,...,Xn+1)-messbar

, Xn+2 > y2, . . . , Xn+k > yk

}

= P {Nt = n, Sn+1 > y1 + t} ·
k∏

i=2

P {Xn+i > yi}

= P {Nt = n} ·
k∏

i=1

P {Xn+i > yi}
︸ ︷︷ ︸

=P{Xi>yi}

= P {Nt = n} · P {X1 > y1, . . . , Xk > yk} ,

also die Behauptung (**). 2
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Martingale, Submartingale,
Stoppzeiten

In Übung 20.6 hatten wir gesehen, dass der Partialsummenprozess unabhängiger Zufallsvariablen ins-
besondere eine Markov-Kette ist. In diesem Kapitel lernen wir eine andere, sehr weit reichende Klasse
von Prozessen kennen, die die Partialsummenprozesse unabhängiger Zufallsvariablen mit Erwartung0
verallgemeinern.

Allen Definitionen und Sätzen dieses Kapitels liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) zu Grun-
de.

24.1 Definition (Filtration, adaptierter Prozess) SeiT ⊆ R̄.

a) Eine Familie(Ft)t∈T von Teil-σ-Algebren vonA heißt eine Filtration, fallsFs ⊆ Ft für s ≤ t.

b) Eine FamilieX = (Xt,Ft)t∈T heißt ein adaptierter Prozess, falls Xt für jedest ∈ T eineFt-
messbare Zufallsvariable ist.

24.2 Definition (Martingal) Ein adaptierter ProzessX heißt ein Submartingal, falls für alles, t ∈ T
mit s < t gilt

i) E|Xs| <∞ und

ii) E[Xt

∣
∣Fs] ≥ Xs.

Ein ProzessX ist ein Supermartingal, falls−X = (−Xt,Ft)t∈T ein Submartingal ist, und ein Martingal,
falls er sowohl ein Submartingal als auch ein Supermartingal ist.

24.3 Bemerkung Ein Martingal ist also eine adaptierte Familie(Xt,Ft)t∈T integrierbarer Zufallsva-
riablen mitE[Xt

∣
∣Fs] = Xs falls s < t.

Wir sagen auch, dass(Xt)t∈T ein (Sub-, Super-) Martingal ist, falls(Xt,Ft)t∈T mit Ft := σ(Xs : s ≤
t) eines ist. (Man beachte den Unterschied zur Notation in Kapitel 20, wo wir dieseσ-Algebra mitF≤t

bezeichnet hätten.)
Zum Ursprung der Bezeichnung “Martingal” werden wir in Beispiel 25.2 noch ein paar Anmerkun-

gen machen.

24.4 Bemerkungen
a) Die Summe endlich vieler (Sub-, Super-) Martingale ist ein (Sub-, Super-) Martingal.

b) IstT ein Intervall inZ, so folgt Eigenschaft 24.2ii aus:E[Xn+1

∣
∣Fn] = Xn für allenmit n, n+1 ∈

T .

24.5 BeispieleWir beschränken uns zunächst aufT = N0 als Indexmenge.
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A) Seienξ0, ξ1, ξ2, . . . unabhängige Zufallsvariablen,E|ξi| <∞ für alle i ≥ 0, Fn = σ(ξ0, . . . , ξn).

a) SeiEξi = 0 (bzw.≥ 0) für alle i, Xn = ξ0 + · · · + ξn. Dann ist(Xn,Fn)n≥0 ein Martingal
(bzw. Submartingal), denn fürn ≥ 0 ist

E|Xn| ≤ E|ξ0| + · · · + E|ξn| <∞ ,

E[Xn+1

∣
∣Fn] = E[Xn

∣
∣Fn] + E[ξn+1

∣
∣Fn]

S.19.6c,B.19.5c
= Xn + Eξn+1 = (≥)Xn .

b) SeiEξi = 1 für alle i, Xn = ξ0 · ξ1 · · · · · ξn. Dann ist(Xn,Fn)n≥0 ein Martingal, denn für
n ≥ 0 ist

E|Xn| = E|ξ0| · · · · ·E|ξn| <∞ ,

E[Xn+1

∣
∣Fn] = E[Xn · ξn+1

∣
∣Fn]

S.19.7
= Xn ·E[ξn+1

∣
∣Fn]

B.19.5c
= Xn ·Eξn+1 = Xn .

B) Seiξ ∈ L1
P , (Fn)n≥0 eine Filtration,Xn := E[ξ

∣
∣Fn]. Dann ist(Xn,Fn)n≥0 ein Martingal, denn

für n ≥ 0 ist

E|Xn|
S.19.6d

≤ E
[
E[|ξ|

∣
∣Fn]

]
= E|ξ| <∞ ,

E[Xn+1

∣
∣Fn] = E

[
E[ξ
∣
∣Fn+1]

∣
∣Fn

] S.19.8
= E[ξ

∣
∣Fn] = Xn .

C) Sei(Xn)n≥0 eine zeitlich homogene (aber nicht notwendig stationäre)Markov-Kette auf(Ω,A, P )
mit Werten in[0,∞) undX0 ∈ L1

P . Sie habe den̈UbergangskernK(x,A), siehe Kapitel 20, und es
gebe eine Konstaneγ > 0 derart, dass

∫∞
0
y ·K(x, dy) = γ x für PX0 -f.a.x. SetzeYn := γ−nXn,

Fn := σ(X0, . . . , Xn). Dann ist(Yn,Fn)n≥0 ein Martingal, denn aus der Markov-Eigenschaft der
Xn folgt

EXn = E

[∫

y ·K(Xn−1, dy)

]

= γ EXn−1 = · · · = γnEX0 <∞ ,

alsoE|Yn| = γnE[Xn] <∞, und

E[Yn+1

∣
∣Fn] = γ−(n+1)E[Xn+1

∣
∣σ(X0, . . . , Xn)] = γ−(n+1)E[Xn+1

∣
∣σ(Xn)]

= γ−(n+1)

∫

y ·K(Xn, dy) = γ−(n+1) γ Xn = Yn .

Ein Spezialfall dieser Situation wird im folgenden Beispiel genauer untersucht.

24.6 Beispiel (Galton-Watson Prozess)SeienNn,k, (n, k = 1, 2, 3, . . . ) unabhängig identisch verteil-
teN0-wertige Zufallsvariablen. Definiere

X0 := 1, Xn+1 :=

Xn∑

k=1

Nn,k .

Die klassische Interpretation für diesen Prozess ist

Xn ist die Größe einer Population mit nicht überlappenden Generationen zur Zeitn,

Nn,k ist die Zahl der Nachkommen desk-ten Individuums in der Population zur Zeitn.

Durch Induktion zeigt man leicht: Für jedesn sind dieNn,k unabhängig vonXn.
Seiν die Verteilung derNn,k aufN0. Da fürr ∈ N0 undA ⊆ N0

P (Xn+1 ∈ A|Xn = r) = P

(
r∑

k=1

Nn,k ∈ A

)

= (ν ∗ · · · ∗ ν)
︸ ︷︷ ︸

r-mal

(A) =: K(r, A) ,
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ist (Xn)n≥0 eine zeitlich homogene Markovkette mitÜbergangskernK, und es ist

∫ ∞

0

yK(r, dy) =

∞∑

s=0

s · (ν ∗ · · · ∗ ν)
︸ ︷︷ ︸

r-mal

{s} = r · ENn,k
︸ ︷︷ ︸

=:γ

(Xn)n≥0 heißt auch Galton-Watson-Prozess.

24.7 Beispiel (Martingaleigenschaft des Poisson-Prozesses) Sei(Nt)t≥0 der Poisson-Prozess mit Pa-
rameterα aus Satz 23.2,Ft = σ(Ns : s ≤ t). Dann ist(Nt − αt,Ft)t≥0 ein Martingal, denn für
0 ≤ s < t ist wegen der Unabhängigkeit der ZuwächseNt −Ns von derσ-AlgebraFs

E[Nt − αt
∣
∣Fs] = E[Nt −Ns

∣
∣Fs] − α(t− s) + (Ns − αs)

= E[Nt −Ns] − α(t− s) + (Ns − αs) = Ns − αs .

24.8 Satz (Martingaleigenschaften der Brown’schen Bewegung)
Sei(Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung. Dann sind die folgenden ProzesseMartingale:

i) Bt selbst,

ii) B2
t − t,

iii) Mα
t := exp

(

αBt − α2

2 t
)

für jedesα ∈ R.

Beweis: Sei0 ≤ s < t.

i) E[Bt

∣
∣Fs] = E[Bt − Bs

∣
∣Fs] + E[Bs

∣
∣Fs] = Bs, daBt − Bs vonFs unabhängig ist (vergleiche

Beispiel 19.5c).

ii) Ähnlich ist

E[B2
t

∣
∣Fs] = E[(Bt −Bs)

2
∣
∣Fs] + 2E[(Bt −Bs)Bs

∣
∣Fs] + E[B2

s

∣
∣Fs]

= E[(Bt −Bs)
2] + 2BsE[Bt −Bs

∣
∣Fs] +B2

s = t− s+B2
s ,

so dassE[B2
t − t

∣
∣Fs] = B2

s − s.

iii) Es ist Mα
t = Mα

s · exp
(

α(Bt −Bs) − α2

2 (t− s)
)

, und daMα
s bzgl.Fs messbar, der Exponent

vonFs unabhängig undPBt−Bs
= N (0, t− s) ist, folgt

E[Mα
t

∣
∣Fs] = Mα

s · E
[

exp

(

α(Bt −Bs) −
α2

2
(t− s)

)]

= Mα
s · e−α2

2 (t−s) 1
√

2π(t− s)

∫

R

eαx− x2

2(t−s) dx

= Mα
s .

2

24.9 Lemma (Konvexe Transformation von Submartingalen)SeiI ⊆ R ein (nicht notwendig end-
liches) Intervall,ϕ : I → R konvex. SeiX = (Xt,Ft)t∈T ein Submartingal mit Werten inI.

Ist a) ϕ nicht fallend, oder b)X ein Martingal, so ist auchϕ(X ) = (ϕ(Xt),Ft)t∈T ein Submartin-
gal, falls dieϕ(Xt) integrierbar sind.
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Beweis: Mit Xt ist auchϕ(Xt) bzgl.Ft messbar. Außerdem folgt aus der bedingten Jensen’schen
Ungleichung (Satz 19.12) fürs < t

E[ϕ(Xt)
∣
∣Fs] ≥ ϕ

(
E[Xt

∣
∣Fs]

)

{

≥ ϕ(Xs) im Fall a)

= ϕ(Xs) im Fall b).

2

24.10 Beispiel Ist X = (Xt,Ft)t∈T ein Martingal, so sind|X |p = (|Xt|p,Ft)t∈T für p ≥ 1, X+ =
(X+

t ,Ft)t∈T undX− = (X−
t ,Ft)t∈T Submartingale. Das folgt aus dem vorhergehenden Lemma für

ϕ(x) = |x|p, x+, x−. (FürX+ bleibt die Aussage sogar richtig, wennX nur ein Submartingal ist.)

Die Bedeutung von Martingalen in der Stochastik liegt zu einem großen Teil darin, dass man aus einem
gegebenen Martingal auf vielfältige Weise neue Martingale und Submartingale gewinnen kann. Lemma
24.9 war ein erstes einfaches Beispiel dafür. Für die Theorie und die Anwendungen von Martingalen
von zentraler Bedeutung ist dieTransformation durch Stoppzeiten.

24.11 Definition (Stoppzeit, Abbruchregel)Sei (Ft)t∈T eine Filtration. Eine Abbildungτ : Ω → T
heißt Stoppzeit(bzgl.(Ft)t∈T ), falls

{τ ≤ t} := {ω ∈ Ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft ∀ t ∈ T .

Ist τ <∞ P -f.s., so heißtτ auch Abbruchregel.

24.12 Bemerkung Ist T = N oderT = N ∪ {∞}, so sind

{τ = n} ∈ Fn und {τ < n}, {τ ≥ n} ∈ Fn−1 für allen,

denn

{τ = n} = {τ ≤ n} \ {τ ≤ n− 1} ,
{τ < n} = {τ ≤ n− 1} und {τ ≥ n} = {τ < n}c .

24.13 Beispiel Ist (Xn,Fn)n≥0 adaptiert undB ⊆ R̄ messbar, so ist

τB := inf{n ≥ 0 : Xn ∈ B} (τB = +∞, falls ∀n ≥ 0 : Xn 6∈ B)

eine Stoppzeit, die Zeit des ersten Eintrittsin B, denn{τB ≤ n} =
⋃n

k=0{Xk ∈ B} ∈ Fn. Das ist für
überabzählbareT nicht immer richtig!

24.14 Lemma Sindτ1, τ2 Stoppzeiten, so auchτ1 ∧ τ2 := min{τ1, τ2}.

Beweis: {τ1 ∧ τ2 ≤ n} = {τ1 ≤ n} ∪ {τ2 ≤ n} ∈ Fn. 2

24.15 Definition Ist τ eine Stoppzeit bzgl.(Ft)t∈T , so heißt

Fτ := {A ∈ A : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft für alle t ∈ T }

dieσ-Algebra derτ -Vergangenheit.

24.16 BemerkungFτ ist tatsächlich eineσ-Algebra (Übung).
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24.17 Satz (Diskretes stochastisches Integral)
SeiX = (Xn,Fn)n∈N0 ein (Sub-)Martingal.

a) SeienHn beschränkte, nicht negativeFn−1-messbare Zufallsvariablen(n = 1, 2, . . . ). Setze

Y0 = X0, Yn+1 = Yn +Hn+1(Xn+1 −Xn) , alsoYn = X0 +

n∑

k=1

Hk(Xk −Xk−1) .

Dann ist(Yn,Fn)n∈N0 ein (Sub-)Martingal.Yn ist dasdiskrete stochastische IntegralvonH bzgl.
X und wird mit(H ·X)n bezeichnet. IstX ein Martingal, so kann auf die Nichtnegativitätsannahme
an dieHn verzichtet werden.

b) Seiτ eine Stoppzeit bzgl.(Fn)n∈N0 . Dann ist der gestoppte Prozess(Xτ∧n,Fτ∧n)n∈N0 ein (Sub-)
Martingal.

Beweis:

a) DieYn sind offensichtlich adaptiert, und da dieHn beschränkt sind, sind dieYn integrierbar. Schließ-
lich ist

E[Yn+1

∣
∣Fn] = Yn +Hn+1(E[Xn+1

∣
∣Fn] −Xn)

Hn+1≥0

≥ Yn

mit Gleichheit, fallsX ein Martingal ist.

b) SetzeHn := 1{τ≥n}. Dann istHn = 1 − 1{τ≤n−1} Fn−1-messbar und(H · X)n = Xτ∧n, denn
(H ·X)0 = X0 = Xτ∧0, und induktiv folgt

(H ·X)n+1 = Xτ∧n + 1{τ≥n+1}(Xn+1 −Xn) =

{

Xτ falls τ ≤ n

Xn+1 falls τ ≥ n+ 1

= Xτ∧(n+1) .

2

24.18 Satz (Optionales Stoppen, einfachste Version)
Seienσ ≤ τ beschränkteStoppzeiten bzgl.(Fn)n∈N0 .

a) SeiX = (Xn,Fn)n∈N0 ein Submartingal. Dann istXσ ≤ E[Xτ

∣
∣Fσ] mit Gleichheit, fallsX ein

Martingal ist.

b) Ein adaptierter integrierbarer Prozess(Xn)n∈N0 ist ein Martingal genau dann, wennE[Xσ] =
E[Xτ ] für jedes solche Paar von Stoppzeiten.

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis folgender Hilfsbehauptung:

Ist (Xn,Fn)n∈N0 ein integrierbarer adaptierter Prozess und istE[Xσ]
(≤)
= E[Xτ ] für alle

beschränkten Stoppzeitenσ ≤ τ ≤ M , so ist sogarXσ
(≤)
= E[Xτ

∣
∣Fσ] für alle solche

Stoppzeiten.

(*)

FürB ∈ Fσ seiσB := σ1B +M1Bc , τB := τ1B +M1Bc . Dann sindσB ≤ τB ≤ M Stoppzeiten,
denn

{σB ≤ n} =

{

B ∩ {σ ≤ n} (n < M)

Ω (n ≥M)
gehört zuFn.

Daher ist
E [Xσ1B +XM1Bc ] = E [XσB ]

(≤)
= E [XτB ] = E [Xτ1B +XM1Bc ] ,
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so dassE [Xσ1B]
(≤)
= E [Xτ1B]. Da das für alleB ∈ Fσ gilt, folgt Xσ

(≤)
= E

[
Xτ

∣
∣Fσ

]
, siehe Lem-

ma 19.4b.

a) Sei nun zunächstX ein (Sub-)Martingal undσ ≤ τ ≤M . Dann sind

|Xσ|, |Xτ | ≤ max{|X1|, . . . , |XM |} ∈ L1
P .

SetzeHσ
n = 1{σ≥n},Hτ

n = 1{τ≥n}. Es ist0 ≤ Hτ
n −Hσ

n = 1{σ<n≤τ} ≤ 1, also

((Hτ −Hσ) ·X)n −X0 = (Hτ ·X)n − (Hσ ·X)n = Xτ∧n −Xσ∧n = Xτ −Xσ

falls n ≥ M . (Es ist(Hτ · X)n = Xτ∧n wie im Beweis von Satz 24.17b.) Da((Hτ −Hσ) ·X)
nach Satz 24.17 ein (Sub-)Martingal ist, erhält man

E[Xτ ] − E[Xσ] = E [((Hτ −Hσ) ·X)n] − E[X0]
(≥)
= E [((Hτ −Hσ) ·X)0] − E[X0]

= E[X0] − E[X0] = 0 ,
(**)

und aus (*) folgtXσ
(≤)
= E

[
Xτ

∣
∣Fσ

]
.

b) Die zweite Aussage folgt nun sofort aus (*) und (**).

2

Eine erste Anwendung dieses Satzes ist der Beweis der folgendenMaximalungleichung.

24.19 Satz (Maximalungleichung)
Sei(Xn,Fn)n=0,...,N ein Submartingal. Dann gilt für jedesλ > 0

λP

{

sup
n
Xn ≥ λ

}

≤ E
[
XN 1{supn Xn≥λ}

]
≤ E

[
|XN | 1{supn Xn≥λ}

]
.

Beweis: Die zweite Ungleichung ist trivial. Wir zeigen die erste. Sei dazu

τ =

{

min {n : Xn ≥ λ} falls diese Menge nicht leer ist,

N sonst.

τ ≤ N ist eine Stoppzeit (siehe Beispiel 24.13). Daher folgt aus Satz 24.18, dass

E [XN ] ≥ E [Xτ ] = E
[
Xτ 1{supn Xn≥λ}

]
+ E

[
Xτ 1{supn Xn<λ}

]

≥ λP

{

sup
n
Xn ≥ λ

}

+ E
[
XN 1{supn Xn<λ}

]
.

Durch Subtraktion vonE
[
XN1{supn Xn<λ}

]
auf beiden Seiten der Ungleichung folgt die Behauptung.

2

24.20 Korollar (Maximalungleichung) Sei (Xt,Ft)t∈T ein Martingal oder ein positives Submartin-
gal. Dann gilt für höchstens abzählbareD ⊆ T , p ≥ 1 und jedesλ > 0

λp P

{

sup
t∈D

|Xt| ≥ λ

}

≤ sup
t∈D

E [|Xt|p] .

Beweis: SeiDn eine aufsteigende Folge endlicher Teilmengen vonD mit
⋃

nDn = D. O.B.d.A. sei
supt∈D E [|Xt|p] < ∞. Dann ist(|Xt|p,Ft)t∈Dn

für jedesn ein Submartingal (siehe Beispiel 24.10),
und aus Satz 24.19 folgt

λp P

{

sup
t∈Dn

|Xt| ≥ λ

}

= λp P

{

sup
t∈Dn

|Xt|p ≥ λp

}

≤ E [|Xmax Dn
|p] ≤ sup

t∈Dn

E [|Xt|p] .
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Da
{
supt∈Dn

|Xt| > λ
}
ր {supt∈D |Xt| > λ} (für “≥” an Stelle von “>” gilt das leider nicht!), kann

man schließen

λp P

{

sup
t∈D

|Xt| > λ

}

≤ sup
n

sup
t∈Dn

E [|Xt|p] = sup
t∈D

E [|Xt|p] .

Wendet man diese Abschätzung auf eine Folgeλj ր λ an, erhält man die gleiche Abschätzung mit “≥”
an Stelle von “>”, also das behauptete Ergebnis. 2

Nun übertragen wir diese Maximalungleichung auf überabzählbare Indexmengen. Das folgende, wie
auch viele andere grundlegende Aussagen über Martingale,gehen auf J.L. Doob zurück.

24.21 Satz (Maximalungleichung von Doob)
SeiT ⊆ R ein Intervall,(Xt,Ft)t∈T ein Martingal oder ein positives Submartingal mit rechtsseitig
stetigen Pfaden. Dann istX∗ := supt∈T |Xt| messbar und fürp ≥ 1 undλ > 0 gilt

λpP {X∗ ≥ λ} ≤ sup
t∈T

E [|Xt|p] .

Beweis: SeiD eine abzählbare dichte Teilmenge vonT (die den rechten Endpunkt vonT enthält,
falls ein solcher existiert). Dann istX∗ = supt∈D |Xt|, alsoX∗ messbar und aus Korollar 24.20 folgt

λpP {X∗ ≥ λ} = λpP

{

sup
t∈D

|Xt| ≥ λ

}

≤ sup
t∈D

E [|Xt|p] ≤ sup
t∈T

E [|Xt|p] .

2

Wir wenden die Doob’sche Maximalungleichung nun auf die Brown’sche Bewegung an.

24.22 Korollar (Maximalungleichung für die Brown’sche Bewegung) Sei(Bt)t≥0 eine Brown’sche
Bewegung. Füra > 0 ist

P

{

sup
0≤s≤t

Bs ≥ at

}

≤ exp

(

−a
2t

2

)

.

Beweis: Wir benutzen das Martingal(Mα
s )0≤s≤t,Mα

s = exp
(

αBs − α2s
2

)

, siehe Satz 24.8. Da

exp

(

α · sup
0≤s≤t

Bs −
α2t

2

)

= sup
0≤s≤t

exp

(

αBs −
α2t

2

)

≤ sup
0≤s≤t

Mα
s ,

folgt für jedesα > 0

P

{

sup
0≤s≤t

Bs ≥ at

}

= P

{

α · sup
0≤s≤t

Bs −
α2t

2
≥ αat− α2t

2

}

≤ P

{

sup
0≤s≤t

Mα
s ≥ exp

(

αat− α2t

2

)}

≤ exp

(

−αat+
α2t

2

)

sup
0≤s≤t

E [Mα
s ]

︸ ︷︷ ︸

=E[Mα
0 ]=1

(Satz 24.21) .

Da infα>0

(

−αat+ α2t
2

)

= −a2t
2 (setzeα = a), folgt die Behauptung.

Man beachte diëAhnlichkeit dieser Abschätzung zur Abschätzung (**) im Beweis des Satzes über
große Abweichungen 14.1. 2
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24.23 Satz (Satz vom iterierten Logarithmus für die Brown’sche Bewegung(tց 0))
Sei(Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung. Dann ist

lim sup
tց0

Bt
√

2t log(log 1
t )

= 1 f.s. und lim inf
tց0

Bt
√

2t log(log 1
t )

= −1 f.s.

Beweis: Die zweite Aussage folgt aus der ersten, da auch(−Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung ist.
Wir beweisen die erste Aussage.

Seih(t) =
√

2t log(log 1
t ) und seienδ, θ ∈ (0, 1) zwei Konstanten, die später bestimmt werden.

Setze

αn := (1 + δ)θ−nh(θn), βn :=
h(θn)

2
.

Dann istαnβn = (1 + δ) log(−n log θ). Genau wie im Beweis der Maximalungleichung zeigt man

P

{

sup
0≤s≤1

(

Bs −
αns

2

)

≥ βn

}

= P

{

sup
0≤s≤1

(

αnBs −
α2

ns

2

)

≥ αnβn

}

= P

{

sup
0≤s≤1

Mαn
s ≥ eαnβn

}

≤ e−αnβn = (− log θ)−1−δ · n−1−δ .

Daher folgt aus dem Borel-Cantelli Lemma, dass es zu fast jedemω einn0(ω) ∈ N gibt, so dass für alle
n ≥ n0(ω) und alles ∈ [0, θn−1] gilt

Bs(ω) ≤ αns

2
+ βn ≤ αnθ

n−1

2
+ βn =

(
1 + δ

2θ
+

1

2

)

h(θn) .

Da die Funktiont 7→ h(t) auf einem Intervall[0, θn1), n1 > 0, monoton wächst, gilt für dieseω,
n ≥ n0(ω) + n1 unds ∈ (θn, θn−1]

Bs(ω) ≤
(

1 + δ

2θ
+

1

2

)

h(s) .

Es folgt, dass

lim sup
sց0

Bs

h(s)
≤ 1 + δ

2θ
+

1

2
f.s.

Lässt man nunθ ր 1 und δ ց 0 gehen, erhält
man

lim sup
sց0

Bs

h(s)
≤ 1 f.s.
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Die Funktionh(t)
Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Fürθ ∈ (0, 1) sind die Ereignisse

Γn =
{

Bθn −Bθn+1 ≥ (1 −
√
θ)h(θn)

}

unabhängig. Wir zeigen am Ende des Beweises, dass
∑∞

n=1 P (Γn) = +∞. Dann folgt aus dem Borel-
Cantelli-Lévi Lemma1, dass für fast alleω gilt:

Für unendlich vielen ist ω ∈ Γn, d.h.Bθn ≥ (1 −
√
θ) (h(θn) +Bθn+1) .

1Sind die EreignissseA1, A2, . . . unabhängig und ist
P

n P (An) = ∞, so ist
P

n 1An = ∞ f.s. Beweis:

E[e−
P

n 1An ] =
Q

n E[e−1An ] =
Q

n(1 − (1 − e−1)P (An)) = 0, so dasse−
P

n 1An = 0 f.s., also
P

n 1An = ∞ f.s.
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Da (−Bt)t≥0 ebenfalls eine Brown’sche Bewegung ist, folgt aus dem ersten Teil des Beweises, dass für
fast alleω einn2(ω) existiert, so dassBθn+1 ≤ 2h(θn+1) für n ≥ n2(ω). Dah(θn+1) ≤ 2

√
θh(θn) für

hinreichend großen, können wir folgern

Bθn > (1 −
√
θ)
(
h(θn) − 2h(θn+1)

)
> h(θn)

(

1 −
√
θ
)(

1 − 4
√
θ
)

f.s. für unendlich vielen.

Daher ist

lim sup
tց0

Bt

h(t)
≥ lim sup

n→∞

Bθn

h(θn)
≥ 1 − 5

√
θ f.s.,

und im Limesθ ց 0 folgt die Behauptung.
Bleibt zu zeigen, dass

∑∞
n=1 P (Γn) = +∞. Setze

an :=
1 −

√
θ√

1 − θ
· h(θ

n)√
θn

, also
a2

n

2
=

1 − 2
√
θ + θ

1 − θ
log(log θ−n) =: C(θ) log(n| log θ|)

mit C(θ) ր 1 für θ ց 0. Beachte nun, dassBθn−B
θn+1√

θn(1−θ)
nachN (0, 1) verteilt ist. Daher ist für hinrei-

chend großen

P (Γn) =
1√
2π

∫ ∞

an

e−
t2

2 dt
L.24.24
>

1√
2π

an

1 + a2
n

e−
a2

n
2 >

C1(θ)√
logn

n−C(θ)

mit einer geeigneten KonstantenC1(θ) > 0 undC(θ) ∈ (0, 1) wie oben. Es folgt
∑∞

n=1 P (Γn) = +∞.
2

Das in der letzten Abschätzung zitierte Lemma liefern wir nach:

24.24 Lemma Für jedesa > 0 ist
∫ ∞

a

e−
t2

2 dt >
a

1 + a2
e−

a2

2 .

Beweis: Die Behauptung folgt aus

a−2

∫ ∞

a

e−
t2

2 dt >

∫ ∞

a

t−2e−
t2

2 dt = −t−1e−
t2

2

∣
∣
∣
∣

∞

a

−
∫ ∞

a

e−
t2

2 dt = a−1e−
a2

2 −
∫ ∞

a

e−
t2

2 dt .

2

24.25 Korollar (Satz vom iterierten Logarithmus für die Br own’sche Bewegung(t → ∞))
Sei(Bt)t≥0 eine Brown’sche Bewegung. Dann ist

lim sup
t→∞

Bt
√

2t log(log t)
= 1 f.s. und lim inf

t→∞
Bt

√

2t log(log t)
= −1 f.s.

Beweis: Wende Satz 24.23 auf die Brown’sche Bewegung(tB1/t)t>0 an (siehe Korollar 22.14d).2

24.26 Bemerkung Da die Brown’sche Bewegung stetige Pfade hat, folgt aus Satz24.23, dasst = 0 für
fast alleω ein Häufungspunkt der Nullstellen vont 7→ Bt(ω) ist, und aus dem Korollar, dass die Menge
der Nullstellen vont 7→ Bt(ω) für fast alleω unbeschränkt ist.



Kapitel 25

Der Martingal-Konvergenzsatz

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist Doobs Konvergenzsatz für (Sub-)Martingale mit IndexmengeN0.

25.1 Satz (Martingal-Konvergenzsatz)
Sei(Xn,Fn)n∈N0 ein Submartingal und gelte

sup
n∈N0

E
[
X+

n

]
< +∞ .

Dann existiertX∞ := limn→∞Xn fast sicher undE|X∞| < ∞, also insbesondere|X∞| < ∞ f.s.
Genauer:X∞ := limn→∞Xn, wo immer der Limes existiert undX∞ := 0 sonst. Damit istX∞
messbar bzgl.F∞ :=

(⋃

n∈N0
Fn

)
.

Man beachte, dass zwarX∞ ∈ L1
P , aber trotzdem die KonvergenzXn → X∞ nur fast sicher

und nicht inL1
P gilt. Die damit verbundenen Schwierigkeiten bei der Interpretation des Martingal-

Konvergenzsatzes soll das folgende Beispiel illustrieren.

25.2 Beispiel Seienξ1, ξ2, . . . unabhängige Zufallsvariablen, die die Werte2 + 2α
n2 und0 je mit Wahr-

scheinlichkeit12 annehmen, wobeiα ≥ 0. SeiFn = σ(ξ1, . . . , ξn) undXn =
∏n

k=1 ξk. Xn kann als
Guthaben eines Spielers zur Zeitn interpretiert werden, der bei einem fairen Münzwurfspielalles setzt
und diesen Einsatz entweder verliert oder ihn etwas mehr alsverdoppelt. Dann ist(Xn,Fn)n≥1 ein
Submartingal. In der Tat istE[Xn+1

∣
∣Fn] = Xn · (1 + α

n2 ) ≥ Xn mit strikter Ungleichung, fallsα > 0
undXn > 0. Ein Spieler, der im Fallα > 0 immer nur einen Schritt in die Zukunft schaut, mag versucht
sein, endlos zu spielen, da das erwartete GuthabenE[Xn+1

∣
∣Fn] nach dem nächsten Spiel immer echt

größer als sein gegenwärtiges Guthaben ist (solange er überhaupt noch ein Guthaben hat). Trotzdem
ist natürlichX∞ = limn→∞Xn = 0 f.s., d.h. der Spieler verliert mit dieser Strategie fast sicher sein
gesamtes Guthaben. Beachte auch, dass

1 ≤ E[X+
n ] = E[Xn] =

n∏

k=1

(1 +
α

n2
) ≤

∞∏

k=1

(1 +
α

n2
) <∞

für allen ist, so dass die Voraussetzungen des Martingal-Konvergenzsatzes erfüllt sind.
Im Fall α = 0 liegt ein Martingal vor, und man hat es mit einer fairen Spielstrategie zu tun, die den

Martingalen ihren Namen gegeben haben mag. Im Provenzalischen heißt diese Strategie beim Roulet-
tespiel “jouga a la martegalo”, wie man im BuchWahrscheinlichkeitstheorievon Bauer auf Seite 144
nachlesen kann, wo auch noch weitere Hinweise zu finden sind.

Den Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes bereiten wir mit einer Bemerkung und zwei Lemmas
vor.
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25.3 Lemma SeiT endlich,(Xt,Ft)t∈T ein adaptierter Prozess,τ eine Stoppzeit,B ⊆ R̄ messbar.
Dann ist auchτB eine Stoppzeit, wo

τB := inf{t > τ : Xt ∈ B} (τB = max(T ), falls {t > τ : Xt ∈ B} = ∅) .

Beweis:
{τB ≤ t} =

⋃

s∈T
τ<s≤t

{Xs ∈ B} =
⋃

r∈T

⋃

s∈T
r<s≤t

{τ = r}
︸ ︷︷ ︸

∈Fr⊆Ft

∩{Xs ∈ B}
︸ ︷︷ ︸

∈Fs⊆Ft

∈ Ft

2

25.4 Bemerkung (AbsteigendëUberquerungen (“downcrossings”)) SeiT ⊆ R undX = (Xt)t∈T

ein stochastischer Prozess. Füra, b ∈ R mit a < b und eine endliche TeilmengeF = {t1 < · · · <
td} ⊆ T definieren wir induktiv Zufallsvariablen

τ1 = inf{ti : Xti
> b}, τ2 = inf{ti > τ1 : Xti

< a},
τ2n+1 = inf{ti > τ2n : Xti

> b}, τ2n+2 = inf{ti > τ2n+1 : Xti
< a},

wobeiinf ∅ = td gesetzt wird. DaF endlich ist, gibt es eink0 derart, dassτk = td für allek ≥ k0. Setze

D(X , F, [a, b]) := sup{n : τ2n < td} .

D(X , F, [a, b]) ist die Anzahl der Male, die der durch(t1, Xt1), . . . , (td−1, Xtd−1
) definierte zufällige

Polygonzug das Intervall[a, b] “von oben nach unten” überspringt (“downcrossings”).

-

6

a

b

Xt

t0 t1 td

•

•

�
�
�
�
�
�

•

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C

•

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

•

B
B
B
B
B
B
B
B
B

•

�
�
�
�
�
�
�
�

•

A
A
A
A
A
A

•
���

•

L
L
L
L
L
L
L
L

•

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

•
���

•

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C

jτ1

jτ2

jτ3

jτ4

jτ5

jτ6

In diesem Beispiel istD(X , F, [a, b]) = 2 (nicht =3!).

Ist (Xt,Ft)t∈T adaptiert, so sind dieτk Stoppzeiten - siehe Lemma 25.3.
Schließlich setzt man

D(X , T, [a, b]) := sup {D(X , F, [a, b]) : F ⊆ T, F endlich} .

Ist T höchstens abzählbar, so gibt es endlicheDn ր T , und es folgt, dass

D(X , T, [a, b]) = sup
n
D(X , Dn, [a, b]) .

Daher ist in diesem FallD(X , T, [a, b]) messbar, also eine Zufallsvariable.
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25.5 Lemma (“Downcrossing”-Ungleichung)SeiX = (Xt,Ft)t∈T ein Submartingal mit höchstens
abzählbarer IndexmengeT . Dann gilt für jedes Intervall[a, b]

(b− a) ·E [D(X , T, [a, b])] ≤ sup
t∈T

E
[
(Xt − b)+

]
.

Beweis: Es reicht offensichtlich, diese Ungleichung für endlicheT zu zeigen. Sei daher nunT =
F = {t1 < · · · < td} und dieτk wie in Bemerkung 25.4. SetzeAk := {τk < td}. Dann istAk ∈ Fτk

,
Ak+1 ⊆ Ak undAk = ∅ für k ≥ k0. DaXτ2n−1 > b aufA2n−1 undXτ2n

< a aufA2n, können wir
folgendermaßen abschätzen:

0 ≤
∫

A2n−1

(Xτ2n−1 − b) dP
S.24.18
≤

∫

A2n−1

E
[
Xτ2n

− b
∣
∣Fτ2n−1

]
dP

=

∫

A2n−1

(Xτ2n
− b) dP ≤ (a− b)P (A2n) +

∫

A2n−1\A2n

(Xτ2n
− b) dP

Daτ2n = td aufAc
2n, folgt

(b− a)P (A2n) ≤
∫

A2n−1\A2n

(Xtd
− b) dP

und daher

E [D(X , F, [a, b])] =

∞∑

n=1

P (D(X , F, [a, b]) ≥ n
︸ ︷︷ ︸

⇔ τ2n<td

) =

∞∑

n=1

P (A2n)

≤ 1

b− a

∞∑

n=1

∫

A2n−1\A2n

(Xtd
− b) dP

≤ 1

b− a

∫

(Xtd
− b)

+
dP ,

da die MengenA2n−1 \A2n paarweise disjunkt sind. 2

Beweis von Satz 25.1: Es ist

{Xn konvergiert nicht} =

{

lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn

}

=
⋃

a,b∈Q

a<b

{

lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn

}

und {

lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn

}

⊆ {D(X ,N, [a, b]) = ∞} .

Dabei istP ({D(X ,N, [a, b]) = ∞}) = 0, da

E [D(X ,N, [a, b])]
L.25.5
≤ 1

b− a
sup

n
E
[
(Xn − a)+

]
≤ 1

b − a

(

|a| + sup
n
E[X+

n ]

)

<∞ .

Also existiertX∞ = limn→∞Xn f.s., und aus dem Lemma von Fatou folgt

E|X∞| ≤ lim inf
n→∞

E|Xn| ≤ sup
n
E
[
2X+

n −Xn
︸ ︷︷ ︸

=|Xn|

]
≤ 2 sup

n
E[X+

n ] − E[X0] <∞ ,

dennE[Xn] ≥ E[X0], weil X ein Submartingal ist. 2

25.6 Korollar a) Ein nach oben beschränktes Submartingal(Xn,Fn)n∈N0 konvergiert fast sicher.

b) Ein nach unten beschränktes Martingal(Xn,Fn)n∈N0 konvergiert fast sicher.



Kapitel 25 Der Martingal-Konvergenzsatz 156

Beweis: a) folgt direkt aus Satz 25.1, und für b) beachte, dass(−Xn,Fn)n∈N0 ein nach oben be-
schränktes Submartingal ist. 2

Als erste Anwendung betrachten wir das MartingalE[ξ|Fn] aus Beispiel 24.5B.

25.7 Satz (Konvergenz bedingter Erwartungen)
Seiξ ∈ L1

P , (Fn)n∈N0 eine Filtration,F∞ = σ
(⋃

n∈N0
Fn

)
. Dann konvergiertE[ξ

∣
∣Fn] → E[ξ

∣
∣F∞]

fast sicher und inL1
P .

Zum Beweis benötigen wir folgendes Lemma.

25.8 Lemma (Gleichgradige Integrierbarkeit bedingter Erwartungen) Sei ξ ∈ L1
P . Dann ist die

Familie
{
XG := E[ξ

∣
∣G] : G ⊆ F Teil-σ-Algebra

}

gleichgradig integrierbar.

Beweis: SeiG eine Teil-σ-Algebra vonF unda > 0.

∫

{|XG |≥a2}
|XG | dP

S.19.6d
≤

∫

{|XG |≥a2}
E
[
|ξ|
∣
∣G
]
dP =

∫

{|XG |≥a2}
|ξ| dP

=

∫

{|XG |≥a2}∩{|ξ|≤a}
|ξ| dP +

∫

{|XG |≥a2}∩{|ξ|>a}
|ξ| dP

≤ a · P{|XG| ≥ a2}
︸ ︷︷ ︸

≤ a

a2 E|XG|

+

∫

{|ξ|>a}
|ξ| dP

≤ 1

a
E|ξ| +

∫

{|ξ|>a}
|ξ| dP

→ 0 (a→ ∞)

gleichmäßig inG. 2

Beweis von Satz 25.7: SeiXn := E[ξ
∣
∣Fn]. Nach Beispiel 24.5B ist(Xn,Fn)n∈N0 ein Martingal,

und wegen des vorhergehenden Lemmas sind dieXn gleichgradig integrierbar. Insbesondere ist auch
supnE [X+

n ] < ∞. Daher kann man den Martingal-Konvergenzsatz 25.1 anwenden, so dassX∞ :=
limn→∞Xn fast sicher existiert. SetzeX∞ = 0, wo dieser Limes nicht existiert. Dann istX∞ bzgl.
F∞ messbar. DieL1

P -Konvergenz folgt aus Satz 8.20. Bleibt zu zeigen:X∞ = E[ξ
∣
∣F∞]. FürA ∈ Fn

undm ≥ n ≥ 0 ist
∫

A

Xm dP =

∫

A

E[ξ
∣
∣Fm] dP =

∫

A

ξ dP =

∫

A

E[ξ
∣
∣F∞] dP ,

also ∫

A

X∞ dP = lim
m→∞

∫

A

Xm dP =

∫

A

E[ξ
∣
∣F∞] dP ,

und daF∞ = σ
(⋃

n∈N0
Fn

)
, folgtX∞ = E[ξ

∣
∣F∞] aus Lemma 19.4c. 2

Der Martingal-Konvergenzsatz garantiert, dass der fast sichere GrenzwertX∞ = limn→∞Xn

integrierbar ist. Trotzdem liegt, anders als im gerade bewiesenen Satz, im Allgemeinen keineL1-
Konvergenz vor, wie schon Beispiel 25.2 zeigte. Die Frage, wann Submartingale inL1 konvergieren,
klärt der folgende Satz. Seine Aussage iii) zeigt, dass in Satz 25.7 schon der allgemeine Fall eines
L1-konvergenten Martingals behandelt worden ist.
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25.9 Satz (L1-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit)
a) SeiX = (Xn,Fn)n∈N0 ein Martingal und geltesupn∈N0

E [X+
n ] < +∞. SeienX∞ undF∞ wie

in Satz 25.1. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

i) (Xn)n∈N0 ist gleichgradig integrierbar.

ii) limn→∞E|Xn −X∞| = 0.

iii) X̄ := (Xn,Fn)0≤n≤∞ ist ein Martingal.

b) IstX nur ein Submartingal, so gilt i)⇔ ii) ⇒ “ X̄ ist ein Submartingal”.

Beweis: i) ⇔ ii): Folgt aus Satz 8.20.
ii) ⇒ iii): Aus Satz 25.1 folgt, dassE|X∞| < ∞ und dassX∞ bzgl.F∞ messbar ist. Außerdem ist
für jedesk ∈ N0

E
[(
E[X∞

∣
∣Fk] −Xk

)−]
= E

[

lim
n→∞

(
E[Xn

∣
∣Fk] −Xk

)−] Fatou
≤ lim inf

n→∞
E
[(
E[Xn

∣
∣Fk] −Xk

)−]

und
(
E[Xn

∣
∣Fk] −Xk

)−
= 0 (n ≥ k) gilt sogar für Submartingale. Also istE[X∞

∣
∣Fk] ≥ Xk, und für

Martingale folgt die umgekehrte Ungleichung durch Betrachtung des Submartingals−X .
iii) ⇒ ii): Da X∞ ∈ L1

P undXn = E[X∞
∣
∣Fn] nach Voraussetzung, folgt das aus Satz 25.7. 2

25.10 Korollar Jedes gleichgradig integrierbare Submartingal(Xn,Fn)n∈N0 konvergiert fast sicher
und inL1

P .

25.11 Bemerkung Ist supnE[|Xn|p] < ∞ für ein p > 1, so ist(Xn)n∈N0 gleichgradig integrierbar,
dennsupn

∫

{|Xn|>a} |Xn| dP ≤ a−(p−1) supn

∫
|Xn|p dP → 0 mit a→ ∞.

Dieser Satz hilft uns, einen erweiterten Satz über optionales Stoppen zu beweisen. Anders als in Satz
24.18 müssen die Stoppzeiten nicht mehr beschränkt sein.

25.12 Satz (Optionales Stoppen)
Seienσ ≤ τ fast sicher endliche Stoppzeiten bzgl.(Fn)n∈N0 und seiX = (Xn,Fn)n∈N0 ein gleich-
gradig integrierbares Submartingal. Dann istXσ ≤ E[Xτ

∣
∣Fσ] mit Gleichheit, fallsX ein Martingal

ist.

25.13 Bemerkung Ohne die Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit wäre dieser Satz falsch. Be-
trachte z.B. das Martingal(Xn,Fn)n∈N0 , woXn :=

∏n
i=1 ξi, Fn := σ(ξ1, . . . , ξn) mit unabhängigen,

identisch verteiltenξi, P{ξi = 0} = P{ξi = 2} = 1
2 . Dann istτ := inf{n > 0 : Xn = 0} ≥ 1 eine

fast sicher endliche Stoppzeit, aberE[Xτ ] = 0 6= 1 = E[X1].

Beweis von Satz 25.12: Wir beweisen den Satz hier nur für Martingale. Einen Beweisfür Submartin-
gale findet man z.B. in [̌Sirjaev, Abschnitt VII.2.1].

Da X gleichgradig integrierbar ist, istXn = E[X∞
∣
∣Fn] (Satz 25.9). SeiYn := E[X∞

∣
∣Fτ∧n].

Dann ist auch(Yn)n∈N0 gleichgradig integrierbar (Lemma 25.8) undYn = Xτ∧n, denn fürA ∈ Fτ∧n

ist

∫

A

Xτ∧n dP =

n∑

k=0

∫

A ∩ {τ ∧ n = k}
︸ ︷︷ ︸

∈Fk

Xk dP =

n∑

k=0

∫

A∩{τ∧n=k}
X∞ dP =

∫

A

X∞ dP .

Da Xτ∧n → Xτ f.s. und daXτ∧n = Yn f.s. und inL1 konvergiert (Satz 25.7), konvergiert auch
Xτ∧n → Xτ in L1.
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Sei nunA ∈ Fσ undAm := A ∩ {σ ≤ m}. Dann istAm ∈ Fσ∧m, denn fürn ≥ 0 ist

Am ∩ {σ ∧m ≤ n} =

{

A ∩ {σ ≤ m} ∈ Fm ⊆ Fn, falls n ≥ m

A ∩ {σ ≤ m} ∩ {σ ≤ n} = A ∩ {σ ≤ n} ∈ Fn, falls n < m.

Es folgt
∫

Am

Xτ dP = lim
n→∞

∫

Am

Xτ∧n dP
S.24.18

= lim
n→∞

∫

Am

Xσ∧n dP =

∫

Am

Xσ dP

und dalimm→∞ P (A \Am) = 0, folgt
∫

AXσ dP =
∫

AXτ dP , alsoXσ = E[Xτ

∣
∣Fσ]. 2

Eine andere Verallgemeinerung des optionalen Stoppens mitbeschränkten Stoppzeiten ist dieWald’sche
Gleichung.

25.14 Satz (Wald’sche Gleichung)
Seienξ1, ξ2, . . . unabhängige identisch verteilte integrierbare Zufallsvariablen,Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)
undτ eine Stoppzeit zur Filtration(Fn)n≥0. IstE[τ ] <∞, so folgt

E [ξ1 + · · · + ξτ ] = E[τ ] ·E[ξ1] .

Beweis: SeiXn := ξ1 + · · · + ξn − nE[ξ1]. Dann ist(Xn,Fn)n≥0 ein Martingal (Beispiel 24.5A).
Aus Satz 24.18 folgtEXτ∧n = EX1 = 0, also

E [ξ1 + · · · + ξτ∧n] = E[τ ∧ n] ·E[ξ1] (*)

Sind dieξi ≥ 0, so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

E [ξ1 + · · · + ξτ ] = sup
n
E [ξ1 + · · · + ξτ∧n] = sup

n
E[τ ∧ n] ·E[ξ1] = E[τ ] ·E[ξ1] <∞ .

Für allgemeineξi folgt insbesondere, dass|ξ1 + · · · + ξτ∧n| ≤ |ξ1|+ · · ·+ |ξτ | ∈ L1
P für allen, so dass

aus (*) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

E [ξ1 + · · · + ξτ ] = lim
n→∞

E [ξ1 + · · · + ξτ∧n] = lim
n→∞

E[τ ∧ n] ·E[ξ1] = E[τ ] · E[ξ1] .

2

Bevor wir dieses Kapitel mit einer Anwendung der “Downcrossing”-Ungleichung auf die Regula-
risierung von Pfaden von Submartingalen mit kontinuierlicher Indexmenge beschließen, beweisen wir
noch eine Variante des Martingal-Konvergenzsatzes für R¨uckwärtsmartingale.

25.15 Definition (Rückẅartsmartingal) (Xn,Fn)n∈N0 ist einRückwärtsmartingal, falls der adaptier-
te Prozess(X−n,F−n)n∈−N0 ein Martingal ist. (Insbesondere:E[Xn

∣
∣Fn+1] = Xn+1.)

25.16 Bemerkung (Gleichgradige Integrierbarkeit von Rückwärtsmartingalen) Ist (Xn,Fn)n∈N0

ein Rückwärtsmartingal, so ist nach DefinitionXn = E[X0

∣
∣Fn]. Aus Lemma 25.8 folgt, dass(Xn)n∈N0

gleichgradig integrierbar ist.

25.17 Satz (Konvergenzsatz für Rückẅartsmartingale)
Ist X = (Xn,Fn)n∈N0 ein Rückwärtsmartingal, so existiertX∞ := limn→∞Xn P -f.s. und inL1

P .
X∞ hat eine Version, die bzgl.F−∞ :=

⋂

n∈N0
Fn messbar ist.

Beweis: Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit (Bemerkung 25.16) ist nur die fast sichere Konver-
genz zu zeigen. Betrachte dazu fürN > 0 die MartingaleY(N) = (XN−n,FN−n)0≤n≤N . Bezeichnet
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U(Y(N), {0, . . . , N}, [a, b]) die Anzahl der “Upcrossings” des MartingalsY(N) über[a, b] im Intervall
{0, . . . , N}, so ist

D(X , {0, . . . , N}, [a, b]) = U(Y(N), {0, . . . , N}, [a, b]) = D(−Y(N), {0, . . . , N}, [−b,−a]) ,

also nach Lemma 25.5 (und Bemerkung 25.16)

E [D(X ,N0, [a, b])] = sup
N
E [D(X , {0, . . . , N}, [a, b])]

≤ 1

−a− (−b) sup
N

sup
0≤n≤N

E
[
(−XN−n + a)+

]

≤ 1

b− a

(

sup
n
E|Xn| + |a|

)

≤ E|X0| + |a|
b− a

<∞ .

Daraus folgt die fast sichere Konvergenz wie im Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes 25.1. Die
Messbarkeitsaussage ist dann sofort klar. 2

Im nächsten Kapitel werden wir diesen Satz bei der Untersuchung verschiedener0-1-Gesetzean-
wenden. Dieses Kapitel schließen wir mit folgendem Satz ab,der nur exemplarisch darstellen soll,
wie Martingaltechniken auch bei Submartingalen mit kontinuierlicher Indexmenge angewandt werden
können.

25.18 Satz (Regularisierung von Pfaden von Submartingalen)
SeiX = (Xt,Ft)t∈R+ ein Submartingal. Dann gilt für fast jedesω:

lim
r↑t
r∈Q

Xr(ω) =: X l
t(ω) existiert für jedest ∈ (0,∞) ,

lim
s↓t
s∈Q

Xs(ω) =: Xr
t (ω) existiert für jedest ∈ [0,∞) .

Nach Konstruktion sind für fast alleω die Pfadet 7→ Xr
t (ω) rechtsseitig und die Pfadet 7→ X l

t(ω)
linksseitig stetig auf ganzR+.

Beweis: Es reicht, den Satz fürt ∈ IN := [0, N ], N ∈ N, zu beweisen, daR+ =
⋃

N IN . Für jedes
t ∈ IN ist

E
[
(Xt − b)+

]
≤ E[X+

N ] + |b| <∞ ,

so dass, wie im Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes aus der “Downcrossing”-Ungleichung folgt:
Es gibt eine MengeΩ0 ⊆ Ω mit P (Ω0) = 1 derart, dass für alleω ∈ Ω0 und allea, b ∈ Q mit a < b

D(X , IN ∩ Q, [a, b])(ω) <∞ . (*)

Gäbe es nun zu einemω ∈ Ω0 ein t ∈ IN für das einer der beiden einseitigen Limiten nicht existiert, so
gäbe es auch wieder ein Intervall[a, b], das unendlich oft übersprungen wird, im Widerspruch zu (*). 2

25.19 Bemerkung Die AusnahmemengeΩ \Ω0 istFN -messbar, aber nicht notwendigFt-messbar für
t < N . Definiert man nun

X̃t(ω) :=

{

Xr
t (ω) (ω ∈ Ω0)

0 sonst,

so ist X̃t nicht notwendigFt+ǫ-messbar fürǫ > 0. Setzt man allerdings voraus, dass die Filtration
(Ft)t≥0 vollständig ist (d.h.A ⊆ B ∈ Ft undP (B) = 0 impliziert A ∈ F0), so istX̃t messbar
bzgl.

⋂

s>t Fs, denn dann istΩ0 ∈ Fs für alle s und auf dieser Menge istlims↓t,s∈QXs messbar bzgl.
⋂

s>t Fs.
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25.20 Korollar SeiX = (Xt,Ft)t∈R+ ein Martingal.

a) Für jedest ∈ [0,∞) istE|Xr
t | <∞ undXt = E

[
Xr

t

∣
∣Ft

]
.

b) Ist die Filtration(Ft)t∈R+ vollständig undrechtsseitig stetig, d.h. istFt =
⋂

s>t Fs, so istX̃ :=

(X̃t,Ft)t∈R+ ein Martingal. Außerdem ist in diesem FallX̃ eine Modifikation vonX (siehe Defini-
tion 22.7) mit rechtsseitig stetigen Pfaden.

Beweis:

a) Seit ∈ R, tn ց t, tn ∈ Q. Dann ist(Xtn
,Ftn

)n∈N0 ein Rückwärtsmartingal undXtn
→ Xr

t in L1.
Insbesondere istXr

t ∈ L1
P und

E
[
Xr

t

∣
∣Ft

]
= lim

n→∞
E
[
Xtn

∣
∣Ft

]

︸ ︷︷ ︸

=Xt für allen

= Xt . (**)

b) Wegen Bemerkung 25.19 ist̃Xt messbar bzgl.Ft =
⋂

s>t Fs. Insbesondere istE[Xr
t

∣
∣Ft] =

E[X̃t

∣
∣Ft] = X̃t, und aus (**) folgtX̃t = Xt f.s., d.h.X̃ ist eine Modifikation vonX . Schließ-

lich ist für u < t
E
[

X̃t

∣
∣Fu

]

= E
[
Xt

∣
∣Fu

]
= Xu = X̃u f.s.

2

25.21 Bemerkung Wendet man in der Situation von Korollar 25.20b den Satz 25.18 auf das rechtsseitig
stetige MartingalX̃ an, so sieht man, dass̃X auch linksseitige Limiten besitzt. Man sagt:X̃ ist cadlag
(continue à droite, limites à gauche).Beweis:Sei

Ω1 :=

{

ω : X̃ l
t(ω) = lim

r↑t
r∈Q

X̃r(ω) existiert für jedest ∈ (0,∞)

}

.

Zu ω ∈ Ω1, t > 0 undǫ > 0 gibt es einδ > 0 derart, dass|X̃ l
t(ω) − X̃r(ω)| < ǫ für r ∈ Q ∩ (t− δ, t).

Sei nunt′ ∈ (t− δ, t) beliebig,rn ↓ t′, rn ∈ Q ∩ (t′, t). Dann ist
∣
∣
∣X̃ l

t(ω) − X̃t′(ω)
∣
∣
∣ ≤ lim

n→∞

∣
∣
∣X̃ l

t(ω) − X̃rn
(ω)
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

+ lim sup
n→∞

∣
∣
∣X̃rn

(ω) − X̃t′(ω)
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≤ǫ

25.22 Bemerkung Vergleichbare Aussagen zur Regularisierung kann man mit nur wenig mehr Auf-
wand auch für Submartingale beweisen, siehe z.B. [Revuz-Yor, Abschnitt II.2].



Kapitel 26

0-1-Gesetze

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,T eine Indexmenge undX = (Xt)t∈T ein stochastischer
Prozess mit VerteilungPX auf (RT ,BT ). Unter einem0-1-Gesetzfür X versteht man eine Aussage der
Art “Eine σ-AlgebraG ⊆ BT enthält nur Mengen vomPX -Maß0 oder1” (oder auch “Eineσ-Algebra
A0 ⊆ A enthält nur Mengen vomP -Maß0 oder1”). Ist z.B.X = (Xn)n∈N0 ein stationärer Prozess und
ist G = I dieσ-Algebra der translationsinvarianten Ereignisse inBN0 (vergl. Lemma 19.14), so kann
die Aussage “X ist ergodisch” als0-1-Gesetz fürX interpretiert werden. Normalerweise denkt man bei
einem0-1-Gesetz jedoch an Aussagen, die dieσ-Algebra im Unendlichenoder dieσ-Algebra der aus-
tauschbaren Ereignissebetrifft. Mit diesen beiden Fällen wollen wir uns in diesemKapitel beschäftigen.
Dabei spielen die Martingal-Konvergenzsätze des letztenKapitels eine wichtige Rolle.

Für dieses Kapitel vereinbaren wir:

⊲ X = (Xt)t∈T sei ein stochastischer Prozess mit höchstens abzählbarer IndexmengeT .

⊲ FürS ⊆ T seiFS := σ(Xt : t ∈ S), siehe Definition 5.9.

⊲ Es seiE(T ) := {Λ ⊆ T : Λ endlich} wie in Definition 12.1.

⊲ Erinnerung: Eine Teil-σ-Algebra eines Wahrscheinlichkeitsraumes heißttrivial , wenn sie nur Men-
gen vom Maß0 oder1 enthält.

26.1 Definition (Asymptotischeσ-Algebra) A∞ :=
⋂

Λ∈E(T ) FΛc heißt asymptotischeσ-Algebra
oder auchσ-Algebra im Unendlichen(und englisch auchtail field) des Prozesses(Xt)t∈T .

26.2 Bemerkung DaT höchstens abzählbar ist, gilt für jede aufsteigende FolgeΛn ր T , Λn ∈ E(T ):
A∞ =

⋂

n∈N FΛc
n
. Eine solche Folge gibt es immer, und wenn nichts anderes vermerkt wird, bezeichnet

(Λn)n eine beliebige solche Folge. Beachte auch dassA∞ ⊆ FT = σ
(⋃

n>0 FΛn

)
.

26.3 Satz (0-1-Gesetz von Kolmogorov)
Sind dieXt, t ∈ T , unabhängig, so istA∞ trivial.

Beweis: SeiA ∈ A∞. DaA für jedesn > 0 vonFΛn
unabhängig ist, folgt aus Beispiel 19.5c und

Satz 25.7
P (A) = P

[
A
∣
∣FΛn

]
→ P

[
A
∣
∣FT

]
= 1A (n→ ∞)

P -fast sicher, alsoP (A) ∈ {0, 1}. 2
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Hier ist ein einfaches Beispiel für einen Prozess, dessen asymptotischeσ-Algebra nicht trivial ist.

26.4 Beispiel Seiν ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf[0, 1]. Für p ∈ [0, 1] bezeichnePp das Bernoulli-
Maß zum Parameterp aufΩ := {0, 1}N. Dann wird durch

P (A) :=

∫ 1

0

Pp(A) dν(p)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufΩ definiert. Wie üblich seiXn(ω) = ωn.
Betrachteh : Ω → [0, 1], h = lim supn→∞

1
n

∑n
k=1Xk. Da h = lim supn→∞

1
n

∑n
k=m Xk für

jedesm > 0, isth bzgl.A∞ messbar, d.h.h−1(B) ∈ A∞ für jedesB ∈ B([0, 1]). Es gilt sogar:

P (h−1B) =

∫ 1

0

Pp

{

lim sup
n→∞

1

n

n∑

k=1

Xk ∈ B

}

dν(p) =

∫ 1

0

1B(p) dν(p) = ν(B) .

Wir zeigen noch mehr:

Der Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A∞, P ) ist zu([0, 1],B([0, 1]), ν) isomorph in dem Sinn
dassB 7→ h−1B eine maßtreue Bijektion zwischenB([0, 1]) undA∞ (modulo Nullmen-
gen) ist.

Dazu bleibt noch zu zeigen, dass es zu jedemA ∈ A∞ einUA ∈ B([0, 1]) mit P (A△h−1UA) = 0 gibt:
Beachte zunächst, dassPp(A) ∈ {0, 1} für jedesp (Satz 26.3). Dap 7→ Pp(A) für jedes messbareA
messbar ist (siehe Bemerkung 11.4), istUA := {p ∈ [0, 1] : Pp(A) = 1} ∈ B([0, 1]), und es folgt

Pp(h
−1UA) = 1 ⇐⇒ Pp

{

ω : lim sup
n→∞

1

n

n∑

k=1

ωk ∈ UA

}

= 1

⇐⇒ p = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ωk ∈ UA Pp-f.s.

⇐⇒ p ∈ UA

⇐⇒ Pp(A) = 1 .

Da auchh−1UA ∈ A∞, folgt Pp(A) = Pp(h
−1UA) ∈ {0, 1}, alsoPp(A△h−1UA) = 0 für jedesp.

Insbesondere istP (A△h−1UA) = 0.
Wir halten noch die folgende Eigenschaft vonP fest: Seiena1, . . . , an ∈ {0, 1}, (π(1), . . . , π(n))

eine Permutation von(1, . . . , n). Dann ist

P (X1 = a1, . . . , Xn = an) =

∫ 1

0

Pp (X1 = a1, . . . , Xn = an) dν(p)

=

∫ 1

0

Pp

(
Xπ(1) = a1, . . . , Xπ(n) = an

)
dν(p)

= P
(
Xπ(1) = a1, . . . , Xπ(n) = an

)
,

d.h. die Verteilung von(Xn)n∈N ist unter beliebigen Permutationen endlich vieler Koordinaten invari-
ant.

Die zuletzt beobachtete Eigenschaft motiviert folgende Definition:

26.5 Definition (Vertauschbarkeit) Der stochastische Prozess(Xt)t∈T hat eine vertauschbare Vertei-
lung (oder kurz: ist vertauschbar), falls für jedesΛ ∈ E(T ) und jede Permutationπ von Λ gilt: Die
zufälligen Vektoren(Xt)t∈Λ und(Xπ(t))t∈Λ haben die gleiche Verteilung.
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26.6 Definition (Bedingte Unabḧangigkeit, bedingt identische Verteilung) SeiF eine Teil-σ-Algebra
vonA.

a) Der stochastische Prozess(Xt)t∈T ist bedingt unabhängiggegebenF , falls für jedesΛ ∈ E(T ) und
jede FamilieAt ∈ B(R) (t ∈ Λ) gilt:

P
[
Xt ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣F
]

=
∏

t∈Λ

P
[
Xt ∈ At

∣
∣F
]
. (*)

b) Die ZufallsvariablenXt, t ∈ T , sind bedingt identisch verteiltgegebenF , falls P
[
Xs ∈ A

∣
∣F
]

=

P
[
Xt ∈ A

∣
∣F
]

für alle s, t ∈ T undA ∈ B(R).

Die Struktur vertauschbarer Verteilungen beschreibt der folgende Satz

26.7 Satz (de Finetti – über die Struktur vertauschbarer Verteilungen)
Sei(Xt)t∈T ein stochastischer Prozess. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

i) (Xt)t∈T ist vertauschbar.

ii) Es gibt eineσ-AlgebraF ⊆ A derart, dass(Xt)t∈T - bedingt aufF - unabhängig und identisch
verteilt ist.

iii) (Xt)t∈T ist - bedingt aufA∞ - unabhängig und identisch verteilt.

Beweis: iii) ⇒ ii) Trivial.

ii) ⇒ i) Der Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung der Rechnung am Ende von Beispiel 26.4.
FürΛ ∈ E(T ),At ∈ B(R) (t ∈ Λ) und eine Permutationπ vonΛ ist

P
(
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ)

)
= E

[
P
[
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ)

) ∣
∣F ]
]

= E

[
∏

t∈Λ

P
[
Xπ(t) ∈ At

∣
∣F
]

]

= E

[
∏

t∈Λ

P
[
Xt ∈ At

∣
∣F
]

]

= E
[
P
[
Xt ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣F
]]

= P (Xt ∈ At (t ∈ Λ))

i) ⇒ iii) Wir halten eine Folge von MengenΛn ∈ E(T ) mit Λn ր T fest. Zu beliebigemΛ ∈ E(T )
gibt es einn0, so dassΛ ⊆ Λn für n ≥ n0. Seiπ eine Permutation vonΛ. SeienAt ∈ B(R) für t ∈ Λ.
FürB ∈ FΛm\Λn

undm ≥ n ≥ n0 folgt dann aus der Vertauschbarkeit

P
(
Xt ∈ At (t ∈ Λ), (Xt)t∈Λm\Λn

∈ B
)

= P
(
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ), (Xt)t∈Λm\Λn

∈ B
)

und daher
P
[
Xt ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣FΛm\Λn

]
= P

[
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣FΛm\Λn

]
.

Im Limesm→ ∞ folgt aus Satz 25.7

P
[
Xt ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣FΛc

n

]
= P

[
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣FΛc

n

]
,

und im Limesn→ ∞ aus Satz 25.17

P
[
Xt ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣A∞

]
= P

[
Xπ(t) ∈ At (t ∈ Λ)

∣
∣A∞

]
. (#)

Insbesondere folgt daraus, dass dieXt - bedingt aufA∞ - identisch verteilt sind.
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Sei nunΛ = {t1, . . . , tk}. Durch Induktion nachk zeigen wir (*) fürF = A∞: Für k = 1 ist das
trivial. Sei nunk > 1. Wir betrachtenAt1 ∈ B(R) und wählenn so groß dassΛ ⊆ Λn. Seient′2, . . . , t

′
k

verschiedene Elemente vonΛc
n. Zur Abkürzung führen wir noch ein:

ζn := P
[
Xt1 ∈ At1

∣
∣FΛc

n

]
− P

[
Xt1 ∈ At1

∣
∣A∞

]
.

Wegen Satz 25.17 gehtζn → 0 f.s. Dann folgt aus (#), angewandt auf die IndexmengeΛ∪{t′2, . . . , t′k}:

P
[
Xti

∈ Ati
(i = 1, . . . , k)

∣
∣A∞

]

(#)
= P

[
Xt1 ∈ A1, Xt′

i
∈ Ati

(i = 2, . . . , k)
∣
∣A∞

]

= E
[

P
[
Xt1 ∈ A1

∣
∣FΛc

n

]
1At2

◦Xt′2
. . . 1Atk

◦Xt′
k

∣
∣A∞

]

= E
[(
P
[
Xt1 ∈ A1

∣
∣A∞

]
+ ζn

)
1At2

◦Xt′2 . . . 1Atk
◦Xt′

k

∣
∣A∞

]

=P
[
Xt1 ∈ At1

∣
∣A∞

]
· P
[
Xti

∈ Ati
(i = 2, . . . , k)

∣
∣A∞

]
+ E

[
ζn · ψ

∣
∣A∞

]

wo |ψ| ≤ 1. Da |ζnψ| ≤ 2 undζn → 0 f.s., folgt im Limesn→ ∞

P
[
Xti

∈ Ati
(i = 1, . . . , k)

∣
∣A∞

]
= P

[
Xt1 ∈ At1

∣
∣A∞

]
· P
[
Xti

∈ Ati
(i = 2, . . . , k)

∣
∣A∞

]
,

und die bedingte Unabhängigkeit folgt nun induktiv. 2

Sei nun(Ω,A) = (RT ,BT ). Um zu einer Verallgemeinerung des Kolmogorovschen0-1-Gesetzes
zu gelangen, führen wir folgende Notation ein: IstΛ ∈ E(T ) undπ ∈ Π(Λ) eine Permutation vonΛ, so
sei

π̂ : Ω → Ω, (π̂ω)t =

{

ωπ(t) (t ∈ Λ)

ωt (t ∈ T \ Λ)

26.8 Definition (Vertauschbare Ereignisse)Mit

V∞ :=
{
A ∈ A : π̂−1A = A für alleπ ∈ Π(Λ),Λ ∈ E(T )

}

bezeichnen wir dieσ-Algebra der vertauschbaren Ereignisse.

Da für festesΛ ∈ E(T )

FΛc ⊆
{
A ∈ A : π̂−1A = A für alleπ ∈ Π(Λ)

}
,

ist
A∞ ⊆ V∞ .

Die Umkehrung ist nicht richtig, da z.B. für jedes nichttrivialeA ∈ B das Ereignis{∃t ∈ T so dassωt ∈
A} zuV∞ aber nicht zuA∞ gehört. Es gilt aber:

26.9 Satz (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage)
a) Sei(Xt)t∈T austauschbar mit VerteilungP . Dann istV∞ ⊆ A∞ mod P , d.h.

∀V ∈ V∞ ∃V ′ ∈ A∞ : P (V△V ′) = 0 .

b) Sei(Xt)t∈T unabhängig mit VerteilungP . Dann istV∞ trivial für P .

Beweis: Da jeder unabhängige Prozess austauschbar ist, folgt b) direkt aus a) und dem Kolmogorov-
schen0-1-Gesetz. Wir beweisen a): SeienΛn ∈ E(T ), Λn ր T . SeiV ∈ V∞. Es gibtAn ∈ FΛn

derart, dassP (V△An) → 0 (n → ∞), siehe Satz 3.13b. Zu jedemn wählen wir eink(n) > n derart,
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dasscard(Λk(n)) > 2 card(Λn). Dann gibt es einπn ∈ Π(Λk(n)) mit πn(Λn)∩Λn = ∅. Insbesondere
ist π̂−1

n (An) ∈ FΛk(n)\Λn
⊆ FΛc

n
, und es folgt

P (V△π̂−1
n An) = P

(
π̂−1

n (V△An)
)

= P (V△An) → 0 (n→ ∞).

Es folgt, dass für jedes festen > 0 gilt: V ∈ FΛc
n

mod P , und man schließt leicht, dass auchV ∈ A∞
mod P . 2

Nun wenden wir uns Gibbs-Maßen zu, wie wir sie in Kapitel 21 eingeführt haben. Wir setzen also
voraus:

⊲ T = Zd, Λn ∈ E(T ), Λn ր T , Ω = ΣT , Σ endlich.

⊲ (KΛ : Λ ∈ E(T )) ist ein verträgliches System stochastischer Kerne (sieheDefinition 21.2), d.h.

KΛ
(

ωΛc , (πΛ
Γ )−1A ∩ (πΛ

Λ\Γ)−1B
)

=

∫

(πΛ
Λ\Γ

)−1B

KΓ (ωΓc , A) KΛ (ωΛc , dωΛ) (**)

für alleΓ ⊆ Λ ∈ E(T ), A ∈ BΓ undB ∈ BΛ\Γ.

⊲ P ist ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )), d.h.

P
(
π−1

Λ A
)

=

∫

Ω

KΛ(ωΛc , A) dP (ω) für Λ ∈ E(T ) undA ∈ BΛ. (DLR)

Wir beginnen mit einer Martingaleigenschaft der KerneKΛn .

26.10 Satz (Martingaleigenschaft der̈Ubergangskerne)
SeiP ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )).

a) SeiA ∈ FΛn0
. Fürn ≥ n0 betrachte die Zufallsvariablen

Xn(ω) := KΛn

(

ωΛc
n
, (πΛn

Λn0
)−1A

)

.

Dann ist(Xn,FΛc
n
)n≥n0 ein Rückwärtsmartingal auf(Ω,BT , P ). Der LimesX∞ := limn→∞Xn

existiertP -f.s., und es istX∞ = P
[

π−1
Λn0

A
∣
∣A∞

]

. Die ZufallsvariableX∞ kannA∞-messbar

gewählt werden.

b) FürP -f.a. ω konvergieren die WahrscheinlichkeitsmaßeδωΛc
n
× KΛn(ωΛc

n
, . ) schwach gegen ein

WahrscheinlichkeitsmaßK∞(ω, . ) auf (Ω,BT ). K∞ ist ein Übergangskern von(Ω,A∞) nach
(Ω,BT ) und fürU ∈ BT ist

K∞(ω,U) = P
[
U
∣
∣A∞

]
(ω) .

c) Falls die Abbildungenω 7→ KΛ(ω,A) für alle Λ undA stetig sind, sind dieK∞(ω, . ) für P -f.a.ω
Gibbs-Maße zu(KΛ : Λ ∈ E(T )).

d) Die Identität (DLR) bleibt im Limes erhalten, d.h.

P (U) =

∫

Ω

K∞(ω,U) dP (ω) für alleU ∈ BT .

Beweis:

a) Nach Satz 21.4 istXn(ω) = P
[

π−1
Λn0

A
∣
∣FΛc

n

]

(ω). Daraus folgt die Behauptung, siehe Satz 25.17.
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b) Für jedesω ist die Folge(δωΛc
n
× KΛn(ωΛc

n
, . ))n∈N straff, so dass jede Teilfolge eine schwach

konvergente Teilfolge hat. FürP -f.a. ω folgt aus Teil a), dass alle solche schwachen Limiten auf
Zylindermengen übereinstimmen. Also konvergiert die Folge fürP -f.a.ω schwach gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsmaßK∞(ω, . ) auf (Ω,BT ), und für jede ZylindermengeZ = π−1

Λn0
A ist ω 7→

K∞(ω,Z) = limn→∞KΛn(ωΛc
n
, (πΛn

Λn0
)−1A) = P

[
Z
∣
∣A∞

]
(ω) messbar bzgl.A∞. Wegen Be-

merkung 11.4 folgt daraus dieA∞-Messbarkeit vonω 7→ K∞(ω,U) für beliebigeU ∈ BT , ebenso
IdentitätK∞(ω,U) = P

[
U
∣
∣A∞

]
(ω).

c) Das folgt aus der schwachen Konvergenz in b) und dem Beweiszu Satz 21.8.

d) Sei zunächstU = π−1
Λ A, A ∈ BΛ, Λ ∈ E(T ). Für hinreichend großen ist Λ ⊆ Λn. Also ist

P (U) = E
[
P [π−1

Λ A
∣
∣FΛc

n
]
]
→ E

[
P [π−1

Λ A
∣
∣A∞]

]
=

∫

Ω

K∞(ω,U) dP (ω) .

Da die AbbildungenU 7→ P (U ∩V ) undU 7→
∫

V K
∞(ω,U) dP (ω) endliche Maße sind, überträgt

sich diese Identität von ZylindermengenU auf biliebigeU ∈ BT .

2

26.11 Satz (Gibbs-Maße: Eindeutigkeit und triviale asymptotischeσ-Algebra)
a) SeienP,Q Gibbs-Maße zu(KΛ : Λ ∈ E(T )). Es istP = Q genau dann, wennP|A∞ = Q|A∞ .

b) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

i) Es gibt höchstens ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )).

ii) Ist P ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )), so istA∞ trivial für P .

Beweis:

a) Das folgt aus Satz 26.10d.

b) i) ⇒ ii) SeiV ∈ A∞ undP ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )). Angenommen,0 < P (V ) < 1.
SetzePV (U) := P (V ∩ U)/V (B). Dann istPV ein Wahrscheinlichkeitsmaß, und fürA ∈ BΛ,
Λ ∈ E(T ), ist

∫

KΛ(ωΛc , A) dPV (ω)
S.21.4
=

1

P (V )

∫

1V P
[
π−1

Λ A
∣
∣FΛc

]
dP =

P (π−1
Λ A ∩ V )

P (V )
= PV (π−1

Λ A) .

Also istPV ein Gibbs-Maß zu(KΛ : Λ ∈ E(T )) undP 6= PV , Widerspruch!.

ii) ⇒ i) SeienP,Q Gibbs-Maße zu(KΛ : Λ ∈ E(T )). R := 1
2 (P + Q) ist dann ebenfalls ein

Gibbs-Maß (siehe Lemma 21.6). Nach Voraussetzung istA∞ trivial für P,Q,R. Dann ist aber für
jedesA ∈ A∞

P (A) = 1 ⇐⇒ R(A) = 1 ⇐⇒ Q(A) = 1 ,

alsoP|A∞ = Q|A∞ , so dassP = Q wegen Teil a) dieses Satzes.

2

26.12 Bemerkung Die Frage, obA∞ für die MaßeK∞(ω, . ) trivial ist, muss hier offen bleiben. Be-
achte aber, dass für jedesV ∈ A∞ gilt: K∞(ω, V ) = P

[
V
∣
∣A∞

]
(ω) = 1V (ω) ∈ {0, 1} P -f.s. Das

Problem ist, dass die Ausnahme-Nullmenge vonV abhängt, und dassA∞ in der Regel nicht abzählbar
erzeugt ist.



Kapitel 27

Quadratintegrierbare Martingale

Dieses Kapitel dient unter anderem zur Vorbereitung der stochastischen Integration. Wir beginnen mit
einem einfachen Zerlegungssatz für Submartingale mit diskreter Zeit.

27.1 Satz (Doob-Zerlegung)
SeiX = (Xn,Fn)n≥0 ein Submartingal. Dann lässt sichXn eindeutig zerlegen als

Xn = Mn +An (n ≥ 0)

wobei (Mn,Fn)n≥0 ein Martingal ist,0 = A0 ≤ A1 ≤ A2 ≤ . . . und dieAn bzgl.Fn−1 messbar
sind(n ≥ 1). Der Prozess(An)n≥0 heißt der KompensatorvonX .

Beweis: SetzeM0 := X0, A0 := 0, und fürn ≥ 1

An :=

n∑

k=1

(
E
[
Xk

∣
∣Fk−1

]
−Xk−1

)
Mn := Xn − An . (*)

Nach Konstruktion istAn bzgl. Fn−1 messbar, und daX ein Submartingal ist, istAn − An−1 =
E
[
Xn

∣
∣Fn−1

]
−Xn−1 ≥ 0. Außerdem ist

E|Mn| ≤ E|Xn| + EAn = E|Xn| + EXn − EX0 <∞
und

E
[
Mn

∣
∣Fn−1

]
= E

[
Xn −An−1 −

(
E[Xn

∣
∣Fn−1] −Xn−1

) ∣
∣Fn−1

]

= E
[
Xn

∣
∣Fn−1

]
−An−1 − E

[
Xn

∣
∣Fn−1

]
+Xn−1

= Mn−1 .

IstXn = M ′
n +A′

n eine weitere Zerlegung der gleichen Art, so ist
(
A′

n −A′
n−1

)
− (An −An−1) = E

[(
A′

n −A′
n−1

)
− (An −An−1)

∣
∣Fn−1

]

= −E
[(
M ′

n −M ′
n−1

)
− (Mn −Mn−1)

∣
∣Fn−1

]

= 0

und daA0 = 0 = A′
0 folgt sofort, dassAn = A′

n und damit auchMn = M ′
n für allen. 2

27.2 Definition (Quadratische Charakteristik) IstX = (Xn,Fn)n≥0 ein quadratintegrierbaresMar-
tingal, so sei

X2
n = Mn + 〈X,X〉n (n ≥ 0)

die Doob-Zerlegung des SubmartingalsX 2 (siehe Beispiel 24.10). Der monoton wachsende Prozess
〈X ,X〉 heißt die quadratische Charakteristikdes MartingalsX . Außerdem bezeichnen wir∆Xn :=
Xn −Xn−1.
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27.3 Lemma SeiX ein quadratintegrierbares Martingal,X 2 = M + 〈X ,X〉. Dann gilt

a) 〈X,X〉n =
∑n

k=1 E
[
(∆Xk)2

∣
∣Fk−1

]
, insbesondere〈X,X〉n −〈X,X〉n−1 = E

[
(∆Xn)2

∣
∣Fn−1

]
.

b) Für0 ≤ m ≤ n ist

E
[
(Xn −Xm)2

∣
∣Fm

]
= E

[
〈X,X〉n

∣
∣Fm

]
− 〈X,X〉m =

n∑

k=m+1

E
[
(∆Xk)2

∣
∣Fm

]
.

Beweis: Zunächst ist

E
[
(Xn −Xm)2

∣
∣Fm

]
= E

[
X2

n

∣
∣Fm

]
− 2XmE

[
Xn

∣
∣Fm

]
+X2

m = E
[
X2

n

∣
∣Fm

]
−X2

m

= E
[
〈X,X〉n

∣
∣Fm

]
− 〈X,X〉m ,

(**)

also die erste Identität in b). Aus (*) und (**) folgt (setzen = k undm = k − 1)

〈X,X〉n =

n∑

k=1

(
E
[
X2

k

∣
∣Fk−1

]
−X2

k−1

)
=

n∑

k=1

E
[
(∆Xk)2

∣
∣Fk−1

]
,

also a). Daraus folgt weiterhin

E
[
〈X,X〉n

∣
∣Fm

]
− 〈X,X〉m = E

[
〈X,X〉n − 〈X,X〉m

∣
∣Fm

]
=

n∑

k=m+1

E
[
(∆Xk)2

∣
∣Fm

]
,

d.h. die zweite Identität in b). 2

27.4 Beispiel Seienξ0, ξ1, ξ2, . . . unabhängige Zufallsvariablen,Eξi = 0, Eξ2i < ∞. Betrachte das
MartingalXn :=

∑n
i=0 ξi zur FiltrationFn = σ(ξ0, . . . , ξn). Dann ist〈X,X〉n =

∑n
i=1 E

[
ξ2i
]
, siehe

Lemma 27.3a.

27.5 Beispiel (Quadratische Charakteristik diskreter stochastischer Integrale)
Sei (Xn,Fn)n∈N0 ein Martingal, und seienHn beschränkte,Fn−1-messbare Zufallsvariablen(n =
1, 2, . . . ). In Satz 24.17 wurde gezeigt, dass durch

(H ·X)n = X0 +
n∑

k=1

Hk(Xk −Xk−1)

ein Martingal bzgl.(Fn)n∈N0 definiert wird. Es ist

〈H ·X,H ·X〉n =

n∑

k=1

E
[

(∆(H ·X)k)
2 ∣∣Fk−1

]

=

n∑

k=1

E
[
H2

k (Xk −Xk−1)
2
∣
∣Fk−1

]

=

n∑

k=1

H2
k E

[
(∆Xk)2

∣
∣Fk−1

]
=
(
H2 · 〈X,X〉

)

n

Insbesondere ist

E
[
(H ·X)2n

]
= E [〈H ·X,H ·X〉n] =

n∑

k=1

E
[
H2

k(∆Xk)2
]

= E
[(
H2 · 〈X,X〉

)

n

]
. (*)

Sei nun

TN := {H = (Hn)1≤n≤N : Hnbeschränkt und messbar bzgl.Fn−1 für 1 ≤ n ≤ N} .

Man rechnet leicht nach, dass durch

(H, H̃)X :=

n∑

k=1

E
[

HkH̃k(∆Xk)2
]
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ein Skalarprodukt aufTN gegeben ist. Bei fest gehaltenem “Integrator”X erhält man also eineisome-
trische lineareAbbildung

IX : TN → L2
P , (Hn)1≤n≤N 7→ (H ·X)N .

Diese Abbildung hat eine eindeutige lineare stetige Fortsetzung auf die( . , . )X -Vervollständigung von
TN . Insbesondere kann damit die Einschränkung auf beschränkteHn überwunden werden, wie man an
Hand des Spezialfalls von Beispiel 27.5 sieht: IstXn = ξ0 + · · · + ξn, so folgt

〈H ·X,H ·X〉n =

n∑

k=1

H2
k E[ξ2k] und

(H, H̃)X =
n∑

k=1

E[HkH̃k]E[ξ2k] ≤
n∑

k=1

E[ξ2k] · ‖Hk‖L2
P
· ‖H̃k‖L2

P
.

Im Allgemeinen kann man(H, H̃)X interpretieren als

(H, H̃)X =

∫

{1,...,N}×Ω

Hn(ω)H̃n(ω) dµX (n, ω)

wo für I ⊆ {1, . . . , N} und messbaresA ⊆ Ω durch

µX (I ×A) :=
∑

k∈I

∫

A

(∆Xk)2 dP

ein endliches Maß auf{1, . . . , N} × Ω definiert wird.( . , . )X kann also mit dem kanonischen Skalar-
produkt desL2

µX identifiziert werden und die Vervollständigung vonTN mit dem RaumL2
µX . Dieses ist

auch die Grundstruktur der Argumentation, mit der wir im letzten Kapitel kontinuierliche stochastische
Integrale einführen.

Vorher schauen wir uns noch ein paar Eigenschaften diskreter quadratintegrierbarer Martingale an.
Als erstes beweisen wir einenL2-Konvergenzsatz, ohne auf die bisherigen Konvergenzsätze zurückzu-
greifen.

27.6 Satz (Konvergenzsatz für quadratintegrierbare Martingale)
Sei(Xn,Fn)n≥0 ein Martingal mitsupn≥0E

[
X2

n

]
< ∞. Dann existiert einX∞ ∈ L2

P derart, dass
limn→∞ ‖Xn −X∞‖2 = 0.

Beweis: Aus Lemma 27.3b folgt

E
[
(Xn −Xm)2

]
= E〈X,X〉n − E〈X,X〉m . (***)

Da0 ≤ 〈X,X〉n ≤ 〈X,X〉n+1 für allen, existiert〈X,X〉∞ := supn 〈X,X〉n und es ist

E〈X,X〉∞ = sup
n
E〈X,X〉n = sup

n
E
[
X2

n

]
<∞ .

Also konvergiertE〈X,X〉n → E〈X,X〉∞, und aus (***) folgt, dass(Xn)n≥0 eineL2
P -Cauchy-Folge

ist. Die Existenz des LimesX∞ folgt dann aus der Vollständigkeit desL2
P (Satz 10.5). 2

27.7 Beispiel Sei(Xn,Fn)n≥0 der Galton-Watson Prozess aus Beispiel 24.6, alsoXn+1 =
∑Xn

j=1Nn,j.
Wir haben gesehen, dassYn = γ−nXn, wo γ = ENn,j, ein Martingal bildet. Bezeichneσ2 :=
V (Nn,j). Da alle die(Nn−1,j : j ∈ N) unabhängig untereinander und vonXn−1 sind, rechnet man
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leicht nach, dass

E
[
Y 2

n

∣
∣Fn−1

]
= γ−2nE










Xn−1∑

j=1

Nn−1,j





2

∣
∣Fn−1






= γ−2nXn−1E
[
N2

1,1

]
+ γ−2nXn−1(Xn−1 − 1)E [N1,1N1,2]

= γ−2n
(
Xn−1σ

2 +X2
n−1γ

2
)

= γ−n−1σ2Yn−1 + Y 2
n−1

Wir betrachten den Fallγ > 1. DaEYn−1 = EY0 = EX0, folgt

E
[
Y 2

n

]
= γ−(n−1)σ

2

γ2
EX0 + E

[
Y 2

n−1

]
= · · · = EY 2

0 +
1 − γ−n

1 − γ−1

σ2

γ2
EX0 ≤ EY 2

0 +
σ2

γ2 − γ
EX0 .

Also konvergiertYn = γ−nXn → Y∞ in L2. Insbesondere istEY∞ = EY0 = EX0 und der Prozess
stirbt nicht fast sicher aus.

Ist γ ≤ 1, so kann man folgendermaßen zeigen, dass der Prozess fast sicher ausstirbt, fallsσ2 > 0:
Angenommen es wäreP{limn→∞Xn = 0} ≤ 1 − 1

S für einS > 0. Dann wäre natürlichP{Xn ≥
1} ≥ 1

S für alle n. SeiAn := {1 ≤ Xn ≤ 2S,Xn+1 = 0}. DaAn ⊇ {1 ≤ Xn ≤ 2S} ∩ {Nn,1 =
· · · = Nn,2S = 0}, ist

P (An) ≥ (P{1 ≤ Xn} − P{Xn > 2S}) · (P{N1,1 = 0})2S

≥ (
1

S
− 1

2S
E[Xn]) · (P{N1,1 = 0})2S

=
1

2S
E[X0] · (P{N1,1 = 0})2S .

Da dieAn, n ≥ 0, paarweise disjunkt sind und daE[X0] > 0 ist, folgtNn,j ≥ 1 f.s. für allen, j. Da
γ = E[Nn,j ] ≤ 1, folgtNn,j = 1 f.s. im Widerspruch zuσ2 = V (Nn,j) > 0.

Als weitere Anwendung beweisen wir eine Version der Waldschen Gleichung für zweite Momente.

27.8 Korollar Sei (Xn,Fn)n≥0 ein quadratintegrierbares Martingal undτ eine fast sicher endliche
Stoppzeit zu(Fn)n≥0. IstE〈X,X〉τ <∞, so gilt

E [Xτ ] = E [X0] und E
[
X2

τ

]
= E

[
X2

0

]
+ E〈X,X〉τ .

Beweis: SeiMn = X2
n − 〈X,X〉n, alsoM0 = X2

0 . DaM ein Martingal ist, gilt für allen ≥ 0 nach
Satz 25.12:EMτ∧n = EM0 = E[X2

0 ], also

sup
n
EX2

τ∧n = sup
n
E〈X,X〉τ∧n + E[X2

0 ] ≤ E〈X,X〉τ + E[X2
0 ] <∞ .

Daher kann man Satz 27.6 auf das Martingal(Xτ∧n,Fτ∧n)n≥0 anwenden und erhält, dasslimn→∞Xτ∧n =
Xτ nicht nur f.s. sondern auch inL2 gilt. Insbesondere folgt

E [Xτ ] = lim
n→∞

E [Xτ∧n] = E [X0]

E
[
X2

τ

]
= lim

n→∞
E
[
X2

τ∧n

]
= lim

n→∞
E〈X,X〉τ∧n + E

[
X2

0

]
= E〈X,X〉τ + E

[
X2

0

]
.

2

Bevor wir im nächsten Kapitel das, was wir hier über die quadratische Charakteristik diskreter sto-
chastischer Integrale gelernt haben, auf die stochastische Integration anwenden, wollen wir uns exempla-
risch noch mit Konvergenzfragen bei quadratintegrierbaren Martingalen befassen. Viele der Aussagen
lassen sich verallgemeinern, siehe z.B. das Buch vonŠirjaev [Širjaev].
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27.9 Lemma (Die Konvergenzmenge nichtnegativer Submartingale) Sei(Xn,Fn)n≥0 ein nichtne-
gatives Submartingal mit Doob-ZerlegungXn = Mn +An. SeiA∞ := supnAn. Dann ist

{A∞ <∞} ⊆ {Xn konvergiert} P -f.s.

Beweis: Füra > 0 seiτa := inf{n ≥ 0 : An+1 > a}. Man beachte, dassτa eine Stoppzeit ist, weil
An+1 bzgl.Fn messbar ist. Aus Satz 24.18 folgt

E[Xτa∧n] = E[Mτa∧n] + E[Aτa∧n] ≤ E[M0] + a <∞ .

Der Martingalkonvergenzsatz25.1 garantiert dann die fastsichere Konvergenz von(Xτa∧n)n≥0, so dass
(Xn)n≥0 auf der Menge{τa = ∞} = {A∞ ≤ a} fast sicher konvergiert. Die Behauptung folgt nun
aus der Beobachtung, dass{A∞ <∞} =

⋃

a∈N{A∞ ≤ a}. 2

Eine leichte Folgerung ist nun der folgende Satz:

27.10 Satz (Die Konvergenzmenge quadratintegrierbarer Martingale)
SeiM = (Mn,Fn) ein quadratintegrierbares Martingal,〈M,M〉∞ := supn 〈M,M〉n. Dann ist

{〈M,M〉∞ <∞} ⊆ {Mn konvergiert} P -f.s.

Beweis: {〈M,M〉∞ <∞} ⊆ {M2
n konvergiert} P -f.s. folgt aus Lemma 27.9. Betrachte nun das

MartingalM + 1 = (Mn + 1,Fn)n≥0. Da∆(Mn + 1) = ∆Mn, ist 〈M + 1,M + 1〉∞ = 〈M,M〉∞,
also auch

{〈M,M〉∞ <∞} = {〈M + 1,M + 1〉∞ <∞} ⊆ {(Mn + 1)2 konvergiert} P -f.s.

Da{M2
n konvergiert}∩{(Mn+1)2 konvergiert} = {Mn konvergiert}, folgt die Behauptung des Satzes.

2

Die bisher gewonnenen Informationen über die Konvergenzmenge quadratintegrierbarer Martingale
M wollen wir nun zur Untersuchung der Frage benutzen, unter welchen Voraussetzungen die Folge

Mn

〈M,M〉n
fast sicher konvergiert. Dazu benötigen wir u.a. das folgende einfache Lemma über reelle Zah-

lenfolgen:

27.11 Lemma (Kronecker Lemma) Sei (zn)n∈N eine Folge reeller Zahlen und0 < cn ր ∞. Ist
b :=

∑∞
n=1

zn

cn
<∞, so istlimn→∞ 1

cn

∑n
i=1 zi = 0.

Beweis: Setzec0 := 0, b0 := 0, bn :=
∑n

i=1
zi

ci
(n ≥ 1), alsolimn→∞ bn = b. Da zn = (bn −

bn−1)cn, folgt für n ≥ 1:

1

cn

n∑

i=1

zi =
1

cn

n∑

i=1

(bi − bi−1)ci = bn +
n−1∑

i=1

bi
ci − ci+1

cn
=

n−1∑

i=0

(bn − bi)
ci+1 − ci

cn
,

da
∑n−1

i=0
ci+1−ci

cn
= cn−c0

cn
= 1. Seiǫ > 0 und wähleN = N(ǫ) so, dasssupi,j≥N |bj − bi| < ǫ für

n ≥ N . Für solchen ist dann
∣
∣
∣
∣
∣

1

cn

n∑

i=1

zi

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 1

cn

N−1∑

i=0

|bn − bi| · |ci+1 − ci| +
n−1∑

i=N

|bn − bi|
|ci+1 − ci|

cn
≤ cN − c0

cn
· 2 sup

i≥0
|bi| + ǫ

und da und(bi)i≥0 als konvergente Folge beschränkt ist, geht der erste Summand auf der rechten Seite
gegen0 mit n→ ∞. 2

27.12 Satz
Sei (Mn,Fn)n∈N ein quadratintegrierbares Martingal. Dann istlimn→∞

Mn

〈M,M〉n
= 0 P -f.s. auf der

Menge{〈M,M〉∞ = ∞}.
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Beweis: Da limn→∞
〈M,M〉n

〈M,M〉n+1 = 1 auf {〈M,M〉∞ = ∞}, reicht es, die fast sichere Konvergenz

von Mn

〈M,M〉n+1 auf dieser Mengezu zeigen. Wegen des Kronecker Lemmas, angewandt aufzn = ∆Mn

und cn = 〈M,M〉n, reicht es dazu zu zeigen, dassXn :=
∑n

k=1
∆Mk

〈M,M〉k+1 auf {〈M,M〉∞ = ∞}
P -f.s. konvergiert. Beachte nun, dassXn = ( 1

〈M,M〉n+1 ·M) ein diskretes stochastisches Integral ist.

Wegen Satz 27.10 bleibt zu zeigen, dass〈X,X〉∞ <∞ P -f.s. In Beispiel 27.5 hatten wir gesehen, dass

〈X,X〉n =

(
1

(〈M,M〉 + 1)2
· 〈M,M〉

)

n

=

n∑

k=1

〈M,M〉k − 〈M,M〉k−1

(〈M,M〉k + 1)2
.

Unter Beachtung der Monotonie von〈M,M〉k folgt nun

〈X,X〉∞ ≤
∞∑

k=1

〈M,M〉k − 〈M,M〉k−1

(〈M,M〉k + 1)(〈M,M〉k−1 + 1)

=

∞∑

k=1

(
1

〈M,M〉k−1 + 1
− 1

〈M,M〉k + 1

)

≤ 1

〈M,M〉0 + 1
<∞

2

27.13 Beispiel (Parameterscḧatzung bei autoregressiven Prozessen 1.Ordnung)Seienξ1, ξ2, ξ3, . . .
unabhängige Zufallsvariablen mitEξi = 0, Eξ2i = 1. Betrachte den autoregressiven Prozess 1.Ord-
nungXn = θXn−1 + ξn (n ≥ 1) mit von denξi unabhängigemX0. θ ∈ R wird als unbekannter
Parameter angesehen und soll auf Basis der zufälligen BeobachtungenX0, X1, . . . , Xn geschätzt wer-
den. Der Schätzer̂θn wird als Kleinster Quadrate Scḧatzerso bestimmt, dass der quadratische Fehler
∑n

k=1(Xk − θXk−1)
2 als Funktion vonθ für θ = θ̂n minimal wird. Man kann leicht zeigen, dass

θ̂n = θ+ Mn

〈M,M〉n
, woMn =

∑n
k=1Xk−1ξk ein Martingal vom Typ “diskretes stochastisches Integral”

ist, also〈M,M〉n =
∑n

k=1X
2
k−1E[ξ2k] =

∑n
k=1X

2
k−1. Um Satz 27.12 anwenden zu können, bleibt zu

zeigen, dass〈M,M〉∞ = ∞ P -f.s. Da s folgt aber aus der fast sicheren Identität

∞ =
∞∑

k=1

ξ2k =
∞∑

k=1

(Xk − θXk−1)
2

≤
∞∑

k=1

2 (X2
k + θ2X2

k−1) ≤ θ2X2
0 + 2

∞∑

k=1

(1 + θ2)X2
k

= θ2X2
0 + 2(1 + θ2)〈M,M〉∞ .
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Das stochastische Integral

Ziel dieses Kapitels ist es, einem Ausdruck der Gestalt
∫ t

0 Hs dXs einen Sinn zu geben, wennH und
X stochastische Prozesse sind. Ganz allgemein geht das nicht, aber man kann doch eine recht große
Klasse von Prozessen dabei zulassen. Das offensichtlich größte Problem liegt darin, dass die Pfade von
t 7→ Xt(ω) unbeschränkte Variation haben können, wie das z.B. bei der Brownschen Bewegung der
Fall ist. Wir werden uns diesem Problem in mehreren Schritten nähern.

Integratoren mit Pfaden von endlicher Variation
Zunächst seiG : [0, T ] → R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion mit G(0) =
0. Dann istG die Verteilungsfunktion eines endlichen MaßesmG auf [0, T ], siehe Beispiel 2.4. Man
schreibt auch ∫ t

0

f(s) dG(s) :=

∫ t

0

f dmG

und erhält auf diese Weise eine “G-Stammfunktion” zuf . IstG stetig, d.h. hatmG keine Punktmasse, so
ist die Stammfunktion stetig, sonst ist die Stammfunktion zumindest für beschränktef noch rechtsseitig
stetig. Dieses Integral ist wie üblich zunächst für messbaref ≥ 0 und dann fürmG-integrierbaref defi-
niert. So werden wir die Existenz eines solchen Integrals f¨ur messbaref auch im Folgenden verstehen,
ohne das explizit zu erwähnen.

Ist nun(Ht)0≤t≤T ein messbarer stochastischer Prozess (d.h. ist die Abbildung (t, ω) 7→ Ht(ω)

messbar bzgl.B([0, T ]) × F), so kann man das Integral
∫ t

0
Hs dG(s) noch Pfadweise definieren und

gelangt zu der Zufallsvariablen
∫ t

0

Hs(ω) dG(s) .

DieseÜberlegungen übertragen sich sofort auf den Fall, dassG eine rechtsseitig stetige Funktion
vonbeschr̈ankter Variationist, d.h.

sup

{
n∑

i=1

|G(ti) −G(ti−1)| : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T

}

<∞ .

Denn dann lässt sichG schreiben alsG = G1 −G2 mit monoton wachsenden und rechtsseitig stetigen
FunktionenG1 undG2, und man setzt wenn immer diese Differenz wohldefiniert ist1

∫ t

0

Hs dG(s) :=

∫ t

0

Hs dG1(s) −
∫ t

0

Hs dG2(s)

Grundsätzlich lässt sich diese Vorgehensweise auf den Fall übertragen, woG(t) ein Pfad eines
messbaren stochastischen Prozesses(Xt)0≤t≤T ist. Das Integral

∫ t

0 Hs dXs definiert für jedest eine
Zufallsvariable – der Zufall kommt dabei sowohl durch den IntegrandenHs als auch durch den Integra-
torXs ins Spiel.

1Diese Zerlegung vonG ist völlig analog zur Jordan-Zerlegung eines signierten Maßes; es gilt nämlich(mG)+ = mG1
und

(mG)− = mG2
.
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28.1 Beispiel (Ein Poisson-Prozess als Integrator)Sei (Nt)t≥0 ein Poisson-Prozess zum Parameter
α, alsoNt(ω) = max{n ≥ 0 : Sn(ω) ≤ t}, woSn = ξ1 + · · ·+ ξn mit unabhängigenEα-verteiltenξi.
Dann ist

∫ t

0

Hs dNs =

∞∑

n=1
Sn(ω)≤t

HSn(ω)(ω)

Integratoren mit Pfaden von unendlicher Variation
Der bisherige Ansatz findet sein Ende, wenn der Integrator Pfade mit lokal unendlicher Variation hat,
wie z.B. die Brownsche Bewegung. Dass die Brownsche Bewegung dabei kein ungünstiger Sonderfall
ist, belegt der folgende Satz.

28.2 Satz (Stetige Martingale haben Pfade von unendlicher Variation)
SeiX ein Martingal mit stetigen Pfaden. Dann sind entweder fast alle Pfade vonX konstant, oderX
hat mit positiver Wahrscheinlichkeit Pfade von unendlicher Variation (im Sinne von Korollar 22.20).

EinenBeweisfindet man in [Revuz-Yor, Proposition IV.1.2].
Aber auch durch Integratoren von unendlicher pfadweiser Variation lassen sich stückweise konstante

Integranden im Sinne eines Riemann-Stieltjes Integrals noch integrieren. SeiU = (0 = t0 < t1 < · · · <
tn = T ), seienH̃i beschränkte Zufallsvariablen(i = 1, . . . , n) und sei

Ht :=

n∑

i=1

H̃i 1(ti−1,ti](t) . (*)

(Ht)0≤t≤T ist ein stochastischer Prozess mitHt = H̃i für ti−1 < t ≤ ti (i = 1 . . . , n). Wir setzen nun

U-
∫ t

0

Hs dXs :=

n∑

i=1

H̃i

(
Xti∧t −Xti−1∧t

)

Haben die Pfade vonX endliche Variation, so stimmt das mit dem pfadweisen Riemann-Stieltjes Inte-
gral

∫
Hs dXs überein. Um von diesem Punkt an eine schlagkräftige Theorie der stochastischen Inte-

gration aufbauen zu können, setzen wir nun voraus:

X = (Xt,Ft)0≤t≤T ist ein Martingal.

Dann ist auchXU ,t := (Xti∧t,Fti∧t)i=0,...,n für jedest > 0 ein Martingal und es ist

U-
∫ t

0

Hs dXs = (H̃ · XU ,t)n

ein diskretes stochastisches Integral, vorausgesetzt,

die H̃i sindFti−1∧t-messbar.

Aus Beispiel 27.5 folgt

E

[

U-

(∫ t

0

Hs dXs

)2
]

= E
[

(H̃ ·XU ,t)2n

]

= E
[

〈H̃ ·XU ,t, H̃ ·XU ,t〉n
]

= E

[
n∑

i=1

H2
i (∆XU ,t

i )2

]

= E

[
n∑

i=1

H2
i E[(∆XU ,t

i )2|Fk−1]

]

= E

[
n∑

i=1

H2
ti
∆〈XU ,t, XU ,t〉i

]

= E

[∫ t

0

H2
s d〈XU ,t, XU ,t〉s

]

(**)
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woXU ,t
s := XU ,t

i für ti−1 < s ≤ ti. Wir erinnern daran, dass∆〈XU ,t, XU ,t〉i = E[(∆XU ,t
i )2|Fi−1]

gemäß unserer Festlegung in Lemma 27.3, beobachten aber gleichzeitig, dass (**) auch richtig bleibt,
wenn wir∆〈XU ,t, XU ,t〉i als(∆XU ,t

i )2 interpretieren. Das werden wir von jetzt an tun. Insbesondere
wird Satz 28.3 diese Interpretation benutzen.

Als nächstes wollen wir zeigen, dass dieses stochastischeIntegral von der Darstellung des Prozes-
sesHt in (*) unabhängig ist. Zu zeigen ist, dass Darstellungen von H durch zwei UnterteilungenU ′

undU ′′ zum selben WertU ′-
∫ t

0 Hs dXs = U ′′-
∫ t

0 Hs dXs führen. Es reicht, beide Integrale mit dem
entsprechenden Integral der VerfeinerungU vonU ′ undU ′′ zu vergleichen, und da die Unterteilungen
endlich sind, können wir uns schließlich auf den Fall zurückziehen, woU ′ ausU durch Streichung eines
ti0 entsteht. Dann ist̃Hi0 = H̃i0+1 und daher

U ′-
∫ t

0

Hs dXs =

i0−1∑

i=1

H̃i(Xti∧t −Xti−1∧t)

+ H̃i0+1(Xti0∧t −Xti0−1∧t) +

n∑

i=i0+1

H̃i(Xti∧t −Xti−1∧t)

=

n∑

i=1

H̃i(Xti∧t −Xti−1∧t) = U-
∫ t

0

Hs dXs .

Daher können wir bei “stückweise konstanten” Integranden H wie in (*) von nun an
∫ t

0
Hs dXs an

Stelle vonU-
∫ t

0
Hs dXs schreiben.

Um zu allgemeineren Integranden überzugehen, soll wiedereinL2-Isometrie-Argument wie in Bei-

spiel 27.5 zum Einsatz kommen. Dazu muss der AusdruckE
[∫ t

0 H
2
s d〈XU ,t, XU ,t〉s

]

in (**) ohne

Bezug auf eine endliche Unterteilung geschrieben werden. Es stellt sich also die Frage, ob man sinn-
voller Weise von einem Limes der〈XU ,t,XU ,t〉 sprechen kann, wenn die “Maschenweite”|U| vonU
gegen null geht. Unter einer recht schwachen lokalen gleichgradigen Integrabilitätsannahme, die zum
Begriff deslokalen Martingalsführt, ist das tatsächlich der Fall.

28.3 Satz (Quadratische Charakteristik lokaler Martingale)
Ist X ein stetiges lokales Martingal, so gibt es genau einen wachsenden stetigen Prozess〈X ,X〉 mit
〈X,X〉0 = 0 derart, dassX 2 − 〈X ,X〉 ein stetiges lokales Martingal ist und dass für jede FolgeUn

von Unterteilungen mit|Un| → 0 gilt

sup
0≤s≤t

∣
∣〈XUn,t, XUn,t〉s − 〈X,X〉s

∣
∣→ 0 (n→ ∞)

stochastisch. Dabei istXUn,t
s = XUn,t

i für ti−1 < s ≤ ti wie oben.

DerBeweisist aber etwas länglich und kann in [Revuz-Yor, Theoreme IV.1.3und IV.1.8] gefunden wer-
den. Zur Erläuterung des Begriffs “lokales Martingal” merken wir an:

28.4 Bemerkung (Lokales Martingal) Jedes rechtsseitig stetige Martingal ist ein lokales Martingal.

28.5 Beispiel (Brownsche Bewegung als Integrator)Im Spezialfall der Brownschen Bewegung hat-
ten wir das und noch mehr schon in Satz 22.18 bewiesen, wo gezeigt wurde, dass (in der jetzigen
Notation)

〈BU ,t, BU ,t〉n =
n∑

i=1

E
[

(∆BU ,t
i )2

∣
∣Fti−1∧t

]

=
n∑

i=1

E
[

(∆BU ,t
i )2

]

=

n∑

i=1

(ti ∧ t− ti−1 ∧ t) = tn ∧ t = t
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für alleU . (Die zweite Identität beruht auf der Unabhängigkeit derZuwächse im Fall der Brownschen
Bewegung.) Dass dabei auch die Kompensatoreigenschaft im Limes erhalten bleibt, wurde bereits in
Satz 24.8 gezeigt:(B2

t − t,Ft)t≥0 ist ein Martingal.

Der Satz gestattet, auch auf der rechten Seite von (**) zum Limes|U| → 0 überzugehen, und man
erhält

E

[(∫ t

0

Hs dXs

)2
]

= E

[∫ t

0

H2
s d〈X,X〉s

]

(***)

Dadurch wird nahe gelegt, welche Klasse von Prozessen mit dem IntegratorX integriert werden kann.

28.6 Definition (Previsibel) Sei(Ft)0≤t≤T eine Filtration.

a)
R := {{0} × F0 : F0 ∈ F0} ∪ {(s, t] × Fs : 0 ≤ s < t <∞, Fs ∈ Fs}

ist ∩-stabil und wird als System der previsiblen Rechteckebezeichnet.

b) P := σ(R) heißt die previsibleσ-Algebra.

c) Ein ProzessH = (Ht)0≤t≤T heißt previsibel, falls die Abbildung

(t, ω) 7→ Ht(ω) von [0, T ]× Ω nachR

P-messbar ist.

28.7 Bemerkung Jeder adaptierte, linksseitig stetige Prozess ist previsibel, denn es gilt

Ht(ω) = H0(ω) 1{0}(t) + lim
n→∞

n2n

∑

k=1

Hk2−n(ω) 1(k2−n,(k+1)2−n](t) .

Für den Rest des Kapitels nehmen wir an:

X = (Xt,Ft)0≤t≤T ist ein quadratintegrierbares Martingal, und es gibt einenwachsenden,
adaptierten Prozess(〈X,X〉t)0≤t≤T mit 〈X,X〉0 = 0, für denX 2 −〈X ,X〉 ein Martingal
ist.

SeiL2(X ) der Raum der (bzgl.(Ft)0≤t≤T ) previsiblen ProzesseH mit

‖H‖2
X := E

[
∫ T

0

H2
s d〈X,X〉s

]

<∞ .

Dieser Raum lässt sich wie in Beispiel 27.5 wieder alsL2-Raum zu einem Maß auf[0, T ]×Ω darstellen:
FürΓ ∈ B([0, T ])×FT sei

µX (Γ) :=

∫

Ω

∫ T

0

1Γ(s, ω) d〈X,X〉s(ω) dP (ω) .

Dann istL2(X ) auf triviale Weise isomorph zum RaumL2
µX |P aller previsiblen,µX -quadratintegrierbaren

Funktionen auf[0, T ]× Ω, und wir werden diese beiden Räume von nun an identifizieren.
BezeichneT ⊂ L2(X ) den reellen Vektorraum aller ProzesseH, die sich mit einer geeigneten

UnterteilungU wie in (*) alsHt =
∑n

i=1 H̃i · 1(ti−1,ti](t) darstellen lassen. Da diẽHi beschränkt und
Fti−1-messbar sind, istT ⊆ L2

µX |P . Durch

IX : T → L2
P , H 7→

∫ T

0

Hs dXs

wird eine lineare isometrische Abbildung definiert; siehe (***) für die Isometrie-Eigenschaft.IX lässt
sich stetig linear auf den AbschlussT von T im L2

µX |P fortsetzen, und man kann zeigen, dassT =

L2
µX |P = L2(X ).
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28.8 Definition (Stochastisches Integral)Die Fortsetzung vonIX aufL2(X ) heißt stochastisches In-
tegral. FürH ∈ L2(X ) schreibt manIX (H) =

∫ T

0
Hs dXs.

Ohne Beweis listen wir einige Eigenschaften des stochastischen Integrals auf:

⊲
∫ t

0 Hs dXs ist für jedest ∈ [0, T ] definiert.

⊲ (H · X ) :=
(∫ t

0
Hs dXs,Ft

)

0≤t≤T
ist ein Martingal, vergleiche Satz 24.17.

⊲ Das Martingal(H · X ) hat eine Modifikation mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Es heißt auch das
Itô IntegralvonH bzgl.X .

Wir beschließen dieses Kapitel mit einem sehr einfachen Beispiel für den Kalkül mit stochastischen
Integralen.

28.9 Bemerkung SeiX ein quadratintegrierbares stetiges Martingal. Dann ist

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

Xs dXs + 〈X,X〉t .

Denn seiU = (0 = t0 < t1 < · · · < tn = t). Dann ist

2

n∑

i=1

Xti−1(Xti
−Xti−1) +

n∑

i=1

(Xti
−Xti−1)

2 =

n∑

i=1

X2
ti
−

n∑

i=1

X2
ti−1

= X2
t −X2

0 .

Mit der vorher eingeführten Notation wird das zu

2

∫ t

0

XU ,t
s dXs +

n∑

i=1

(

∆XU ,t
i

)2

= X2
t −X2

0 .

Im Limes|U| → 0 folgt die Behauptung.

28.10 Beispiel Im Fall der Brownschen Bewegung folgt:

B2
t − t = 2

∫ t

0

Bs dBs .

Eine Verallgemeinerung der vorangehenden Bemerkung ist

28.11 Satz (It̂o Formel)
SeiF ∈ C2(R; R) undX ein stetiges quadratintegrierbares Martingal. Dann ist

F (Xt) = F (X0) +

∫ t

0

F ′(Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

F ′′(Xs) d〈X,X〉s .

Diese Formel bleibt für Prozesse richtig, die sich als Summe eines stetigen lokalen Martingals und
eines stetigen adaptierten Prozesses von endlicher Variation schreiben lassen.

Die Heuristik hinter dem Beweis zu diesem Satz ist folgende:SeiU = (0 = t0 < · · · < tn = t).

F (Xt) − F (X0) =

n∑

i=1

F (Xti
) − F (Xti−1)

=

n∑

i=1

F ′(Xti−1)(Xti
−Xti−1) +

1

2

n∑

i=1

F ′′(Xti−1)(Xti
−Xti−1)

2 + o(1) ·
n∑

i=1

(Xti
−Xti−1)

2

Wegen der Stetigkeit vonF ′ und F ′′ kann man zeigen, dass der erste Term mit|U| → 0 gegen
∫ t

0 F
′(Xs) dXs und der zweite gegen12

∫ t

0 F
′′(Xs) d〈X,X〉s konvergiert, während der dritte gegen

null geht.
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Erwartungswert,40
Exponentialverteilung,76, 90, 102, 141
exponentielle Familie,72
exponentielle Familie, 76

Faltung,64
von Normalverteilungen, 90

fast sicher (f.s.),37
Fatou,sieheLemma von Fatou
Filtration,144

rechtsseitig stetige,160
vollständige,159

Fortsetzungssatz
Eindeutigkeit, 12
Existenz, 15

Fourier-Transformierte,86
Fσ-Menge, 81
Fubini,sieheSatz von Fubini

Galton-Watson Prozess,145, 169
Gauß-Maß,134
Gauß-Prozess,136, 139
Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung,141
Gesetz der großen Zahl

schwaches,50, 80
starkes,51

Gibbs Verteilung,72
Gibbs-Maß,121, 127, 165

Eindeutigkeit, 124, 127, 166
Existenz, 124
Koexistenz, 128

Gleichgewichtszustand,127
Gleichverteilung, 90
Große Abweichungen,77

Hölder-Ungleichung,sieheUngleichung
Hahn,sieheZerlegungssatz von Hahn
Helly, sieheSatz von Helly
Hewitt und Savage,siehe0-1-Gesetz von Hewitt

und Savage

identisch verteilt,23
Information,sieheKullback-Leibler Information
Informationsminimierung

unter Nebenbedingungen, 75, 126
Integral,35

mit transformierten Maßen, 42
stochastisches,177

integrierbar,38
C-wertige Funktion,39
gleichgradig,46, 47, 56, 156

Ionescu Tulcea,sieheSatz von Ionescu Tulcea
Irrfahrt, 118, 133

Ising-Modell,126
Itô Formel,177
Itô Integral,177

Jensen’sche Ungleichung,sieheUngleichung
Jordan,sieheZerlegungssatz von Jordan

Kleinster Quadrate Schätzer, 172
Kolmogorov

Kriterium von,135
0-1-Gesetz von,161
Satz von,65

Kompensator,167
Konvergenz

fast sichere,48
in L1

µ, 49
in Verteilung,sieheVerteilungskonvergenz
stochastische,49

Konvergenzsatz
für gleichgradig integrierbare Funktionen,48
für Martingale,153
für quadratintegrierbare Martingale,169
für Rückwärtsmartingale,158
majorisierte Konvergenz,45
monotone Konvergenz,43
von Lebesgue,45

konvex,56
Kopplung,34
Kovarianz,41
Kriterium

von Kolmogorov,135
Kronecker Lemma, 171
Kullback-Leibler Information,70

L1
µ, 38

Lp
µ, 39, 54

Vollständigkeit von,56
L∞

µ , 55
Laplace-Transformierte,77
Lebesgue,sieheKonvergenzsatz von Lebesgue,sie-

heZerlegungssatz von Lebesgue
Lebesgue-Maß aufR2, 62
Lebesgue-Maß aufRn, 63
Lebesgue-Stieltjes-Maß,9, 16, 18
Lemma von Fatou,44
Lindeberg-Bedingung,96
Lyapunov-Bedingung,96

maßerhaltende Transformation,52, 114
Marginalverteilung,65
Markov-Eigenschaft,116
Markov-Kette,116, 145

stationäre, 118
zeitlich homogene,118

Markov-Matrix, 58
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Markov-Ungleichung,sieheUngleichung
Markovkern,59, 117,125
Martingal,144, 165

gleichgradige Integrierbarkeit, 157
Konvergenzsatz,153, 171
L1-Konvergenz, 157
quadratintegrierbar, 167

Konvergenzmenge, 171
Regularisierung,159

Maß,8, Dichte43
σ-endliches,11
σ-endliches, 61
äußeres,13
endliches,11
signiertes,103
vollständiges, 18, 43

Maßraum,8
Maximalungleichung, 52, 115

für die Brown’sche Bewegung,150
für Submartingale,149
von Doob,150

messbar
C-wertige Funktion,39
Abbildung,19
bzgl. äußeren Maßes,14
Menge,4
Raum,4

Minkowski-Ungleichung,sieheUngleichung
moderate Abweichungen,78
Modifikation,135, 160
Moment,40, 88

Nikodym,sieheSatz von Radon-Nikodym
Normalverteilung, 72,76, 79, 90, 102

aufRd, 98,98, 99
0-1-Gesetz

von Hewitt und Savage,164
von Kolmogorov,161

Nullmenge,37

Observable,71
optionales Stoppen, 148,157
Ornstein-Uhlenbeck Prozess,139
Orthogonalprojektion,113

Partialsummenprozess, 118
Peierls-Argument,129
Perkolation,32, 53, 129
Phasenübergang, 127
Poisson-Prozess,142, 146, 174
Poisson-Verteilung, 90, 141
polnischer Raum,67
Portemanteau-Theorem,81
Prämaß,8
previsibler Prozess,176

Produkt
-σ-Algebra,27
messbarer Räume,27

Produktmaß,61, 63
mit Übergangskern,60
unendlich vieleÜbergangskerne (Existenz),68
unendlich viele Faktoren (Existenz),67

Prohorov,sieheSatz von Prohorov
Prozess,29

adaptierter,144
autoregressiver,119, 172
ergodischer,30, 51
gekoppelter,33
kanonisches Modell,30
mit stetigen Pfaden,135
previsibler,176
unabhängiger (Existenz), 68

quadratische Charakteristik,167
quadratische Variation,138
Quantilfunktion,23

Rückwärtsmartingal,158
Radon,sieheSatz von Radon-Nikodym
Radon-Nikodym-Ableitung,105, 107
Randverteilung,65
rechtsseitig stetig,9
Regularisierung

von Submartingalen,159
Regularität,18
Riemann-Integral, 40,45
Riemann-Lebesgue,sieheSatz von Riemann-Lebesgue
Riemann-Stieltjes Integral, 174

Satz
vom iterierten Logarithmus,151, 152
von Beppo Levi,43
von Berry-Esséen,96
von de Finetti,163
von de Moivre-Laplace, 80
von Doob,153
von Fubini,62
von Fubini fürÜbergangskerne,61
von Helly,85
von Ionescu Tulcea, 68
von Kolmogorov,65, 134
von Prohorov,84
von Radon-Nikodym,105
von Riemann-Lebesgue,89

Schwache Konvergenz, 82, 83
von Verteilungsfunktionen,80
von Wahrscheinlichkeitsmaßen,80, 81
von Zufallsvariablen,sieheVerteilungskonver-

genz
Semiring, 3,3
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shift, sieheVerschiebung
σ-additiv,8, 103
σ-Algebra,4, 5

asymptotische, im Unendlichen,161, 166
Borelsche,5
der vertauschbaren Ereignisse,164
invarianter Mengen,114
von Mengen erzeugte,5
von Zufallsvariablen erzeugte,25

σ-subadditiv,8
Singularität von Maßen,104
standardisiert, 89
Stationarität,29
statistische Mechanik, 126
Stetigkeitssatz,siehecharakteristische Funktion
stochastischer Kern,59

verträglicher, 121
Stochastischer Prozess,sieheProzess
stochastisches Integral,177

diskretes,148, 168
Stoppzeit,147
Straffheit,84
Streuung,40
subadditiv,8
Submartingal,144

Konvergenzmenge,171
Regularisierung,159

Supermartingal,144

Übergangskern,59
Unabhängigkeit

bedingte,163
von Mengensystemen,24
von Zufallsvariablen,25, 42, 63, 68

Ungleichung
Cauchy/Schwarz-,55
Chebyshev-,41
für “Downcrossings”,155
Hölder-,54, 57
Jensen’sche,57, 70

bedingte,112, 147
Markov-,41
Minkowski-,54

unkorreliert,41

Varianz,40
Verschiebung,29
vertauschbare Ereignisse,164
vertauschbare Verteilung,162
Verteilung,23

eines Prozesses,29, 63, 68
projektives oder verträgliches System,65
vertauschbare,162

Verteilungsfunktion,9, 23, 80
Verteilungskonvergenz,82, 83

Vervollständigung,18
vollständige Filtration,159

Wahrscheinlichkeits-
maß,8
raum,8
vektor,9

Wald’sche Gleichung,158, 170
Wechselwirkungspotential, 126
Wiener Maß,139

Zentraler Grenzwertsatz, 79, 133
für u.i.v. Zufallsvariablen,94
im Rd, 100, 134
unter Lindeberg-Bedingung,96
unter Lyapunov-Bedingung,96

zentriert, 89
Zerlegungssatz

von Hahn,104, 123
von Jordan,105, 123, 173
von Lebesgue,105

Zufallsvariable,23
Zylinder,3, 4
Zylindermenge,28
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