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Zusammenfassung
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Die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals in Kapitel 1 lehnt sich an die Darstellung
in KONIGSBERGER: Analysis 2, [Ko| an, weshalb ich die begleitende Benutzung
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Zur Notation

Teilmengen: Sind A und B Mengen, dann heiBt A Teilmenge von B (in Zeichen
A C B), wenn gilt: + € A = x € B. Insbesondere gilt B C B. Die echte
Inklusion A C B bedeutet, dass A C B, aber A # B gilt. (in der mathematischen
Literatur findet man davon abweichend auch das Teilmengenzeichen A C B.)

Potenzmengen: Ist A eine Menge, dann ist
24:={B|BC A}
die Potenzmenge von A. Man findet auch die Notationen B(A) und P(A).

Zahlen: Menge N = {1, 2, ...} der natiirlichen Zahlen, Ny = {0, 1,2, ...},
Ring Z = {0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen.

Korper Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Fiir einen Korper K bedeutet K* die multiplikative Gruppe K* := K\ {0}, und

Rt :={zeR|z>0}=(0,00).
Intervalle: Fiir a,b € R, a < b ist
(a,b) = {x €eR|z>a,z<b},
(a,b] = {xeR|z>a,2<>b} etc
(Synonym findet man auch die Notation |a, b[= (a,b), |a, b] = (a,b] etc.)

Matrizen: Mat(m x n,K) bezeichnet den K—-Vektorraum der m x n—Matrizen
mit Eintragen aus dem Kérper K, und Mat(n, K) den Ring Mat(n x n,K).

Das griechische Alphabet: a) Kleinbuchstaben

a  Alpha ¢ Zeta A Lambda 7 Pi ¢, Phi

6] Beta n Eta i My p,0 Rho X Chi

v  Gamma 6,9 Theta v Ny o,¢ Sigma Psi

) Delta L Jota & X T Tau w Omega
€, Epsilon & Kappa o Omikron v Ypsilon

b) GroBbuchstaben

' Gamma © Theta = Xi ¥ Sigma @& Phi Q Omega
A Delta A Lambda II Pi YT Ypsilon ¥ Psi



1 MaB und Integration

Die Messung und Berechnung von Langen, Flachen und Volumina gehort zu den
ersten mathematischen Aktivitaten der Menschheit. Integration und Volumenbe-
rechnung aber sind zwei Seiten einer Medaille:

e In der Analysis | wurde das Riemann-Integral einer (positiven) reellen Funktion
als Flache unter dem Graphen der Funktion eingefiihrt. Diese Idee wird jetzt
auf Funktionen mehrerer Variablen erweitert.

e Ist andererseits A C R™ eine (messbare) Teilmenge, dann ist ihr MaB gleich
dem Integral [ 14 dx ihrer charakteristischen Funktion 1, : R™ — {0, 1}.

Tatsachlich ist die Integration historisch wesentlich alter als die Differentiati-
on, die ja (in einer Dimension) ihre Umkehroperation ist.

Andererseits hat sich der Integralbegriff zusammen mit dem Begriff der Funk-
tion erweitert. Bis zum 19. Jahrhundert waren in der Regel die betrachteten
Funktionen glatt (beliebig oft stetig differenzierbar). In der Zwischenzeit ist uns
aber der Gedanke vertraut geworden, dass etwa fraktale Mengen und Funktionen
nicht nur als mathematische Konstrukte sondern auch fiir die Beschreibung von
Naturvorgangen von Bedeutung sind. Solche Funktionen sind oft an unendlich
vielen Stellen unstetig..

Schon beim Riemann-Integral muss ja die zu integrierende Funktion nicht
stetig sondern nur sprungstetig sein.!

In den nachsten Wochen werden Sie den Begriff des Lebesgue-Integrals ken-
nen lernen. Man kann noch mehr Funktionen nach Lebesgue integrieren als die
Riemann-integrablen, z.B. die charakteristische Funktion

lo: R — {0,1}

der Teilmenge Q C R der rationalen Zahlen, und es ist [, g dz = 0.2

Dies bedeutet, dass Q im Gegensatz zu den irrationalen Zahlen MaB Null be-
sitzt und korrespondiert mit der Abzahlbarkeit von Q. Dass man bei der Lebesgue-
Integration allgemein sogenannte Nullmengen wie z.B. Q unberiicksichtigt lassen
kann, ist oft praktisch.

Der Hauptvorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral ist
aber, dass es sich bei Operationen wie Limesbildung etc. einfacher verhalt.

1Eine Funktion f : I — R auf dem kompakten Intervall I heiBt sprungstetig oder eine
Regelfunktion, wenn fiir alle 2 im Inneren von I die Limiten limy , f(¢) und lim; », f(%)
existieren.

2Dass das Riemann-Integral fol 1g(z) dz nicht existiert, folgt daraus, dass die Untersummen
< 0, die Obersummen aber > 1 sind.
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Fiir Funktionen, fiir die beide Integralbegriffe definiert sind, stimmen aber
Riemann— und Lebesgue-Integral iiberein.

Die Grundidee aller Integration ist es, das (n + 1)-dimensionale Volumen
unter dem Graphen von f : R™ — R* zu betrachten. Integration lasst sich also
auf die Berechnung von MaBen zuriickfiihren®. In einem gewissen Sinn sind MaBe
damit ein fundamentaleres Konzept als das der Integration.

Ein MaB i auf einer Menge M wie z.B. dem R"™ ordnet geeigneten Teilmengen
A C M Zahlen

1(A) € [0,00] := [0, 00) U {oo}
zu, eben das MaB von A. Diese Teilmengen heiBen messbar. Die Leere Menge ist

dabei messbar, mit x(0)) = 0. Sind die messbare Teilmengen A; und A, disjunkt,
dann gilt auBerdem

(A1 U As) = p(Ar) + p(Az)

(so genannte Additivitit von p).*
Uns wird hauptsachlich das Lebesgue-MaB beschaftigen, aber in der Mathe-
matik und ihren Anwendungen werden zahlreiche andere MaBe benutzt:

1.1 Beispiele (MaBe)
1. Das ZihlmaB m auf einer Menge M, fiir A C M definiert durch

| |A] , A endlich
m(4) '_{ oo, A unendlich ~

Hier sind insbesondere alle Teilmengen messbar.

2. Das Lebesgue—MaB A" auf dem R", das wir bald
kennen lernen, zeichnet sich dadurch aus, dass es ei-
nem um z € R" verschobenen Korper das gleiche
Volumen A\"(D + x) = \"*(D) zuordnet wie dem un-

verschobenen, es also translationsinvariant ist, und p
der Einheitswiirfel [0,1]" das MaB A"(]0,1]") = 1

besitzt.

3. Das Dirac—Maf 4, ist im Punkt z des R™ konzentriert, und fir A C R" ist

. _J1, z€A
6x(A):[45x '_{ 0 , sonst. ° @4

Dieses MaB ist also nicht translationsinvariant

3Diesen Weg werden wir hier nicht verfolgen, siehe aber das Skript zur MaBtheorie.
4Die exakte Definition des MaBbegriffs folgt in Bemerkung 1.18.


https://de.wikipedia.org/wiki/Ma%C3%9Ftheorie
https://de.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A4hlma%C3%9F_(Ma%C3%9Ftheorie)
https://de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Ma%C3%9F
https://de.wikipedia.org/wiki/Diracma%C3%9F
http://www.min.math.fau.de/fileadmin/min/users/knauf/Skripte/vPDF.pdf

4. Wir wollen z.B. auch die Lange einer Kurve oder

allgemeiner den Flacheninhalt einer d—dimensionalen

Flache im R"™ messen. Auch das dafiir benutzte
Hausdorff-MaB 4 ist translations- und rotationsin-

variant, es ordnet aber der d—dimensionalen Einheits- 4
fliche [0,1]¢x {0} C RIxR"~¢ = R™ MaB 1 zu. Ent-

sprechend hat aber fiir d < n hat der Einheitswiirfel

MaB 14(]0, 1]") = 0.

5. Man kann sogar MaBe 4 konstruieren, die Mengen beliebiger fraktaler Di-
mension d € [0,n] messen. Genau genommen definiert man die Hausdorff-
Dimension der Menge A C R™ durch d(A) := inf{d’ > 0 | ua(A) = 0}.

6. Im Zusammenhang mit dem so genannten Feynmanschen Pfadintegral der
Quantenmechanik wird auf dem unendlich-dimensionalen Raum M der Wege
zwischen zwei Punkten des Konfigurationsraumes R ein Wahrscheinlichkeits-
maB (also ein MaB o auf M mit (M) = 1) definiert.

Dabei erhalten Wege, die in der Ndhe von
Losungskurven der Differentialgleichung
der Klassischen Mechanik sind, ein groBes
Gewicht.

Das Buch [Ba] von HEINZ BAUER (einem Erlanger Mathematiker) gibt eine
Einfiihrung in die allgemeine MaB-und Integrationstheorie. <&

1.1 Treppenfunktionen

Nach diesem kleinen Uberblick wollen wir aber an die Arbeit gehen. Die Darstel-
lung lehnt sich an das Buch Analysis Il [Ko] von KONIGSBERGER an, das sich
durch eine originelle Einfiihrung des Lebesgue-Integrals auszeichnet.

Beschrankten Intervallen I der Form I = [a,b), (a,b), (a,b] und [a,b] (mit
Intervallgrenzen —oo < a < b < 00) weisen wir das eindimensionale Lebesgue-
MaB |I| := b — a zu. Die Intervallgrenzen bilden dabei den Rand JI := {a,b}
des Intervalls I.

Entsprechend setzen wir das n-dimensionale Lebesgue-MaB des mithilfe der

beschrankten Intervalle IV, ... 1™ C R definierten Quaders
Q:=1IYx.. . xI™CR" (1.1)
gleich v,(Q) = v(Q) == [IW| ... |[IM)].

Die Quader sind jetzt unsere Bausteine, mit denen wir allgemeinere Teilmen-
gen des R"™ ausschopfen und iliberdecken.
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1.2 Definition

o f:R" — C heiBt Treppenfunktion, wenn es disjunkte Quader Q1,...,Qs C
R™ mit flq, konstant und flgm\ (g,u..uq,) = 0 &ibt.

e FEssei T, die Menge der Treppenfunktionen des R".
f

R’I’L

Setzen wir ¢; := f[,, dann gilt

=Y calg,. (1.2)
=1

Fiir die Projektionen
7™ R SR, (21,...,3,) — 2 (k=1,...,n)

auf die k—te Koordinate und den Quader aus (1.1) ist 7" (Q) = I®. Wir
verfeinern nun die Darstellung (1.2) der Treppenfunktion f, indem wir zunéchst
fiir die k—te Koordinate die nicht leere endliche Menge

M® = Jor®(Q))
=1

der Intervallgrenzen projizierter Quader einfiihren.
Sind umgekehrt

M® — {ai’“), e a(k)} CR mit a < C%('ﬂ

? Sk [
solche Mengen, dann ist das Intervall [agk),agi)} disjunkte Vereinigung der In-

tervalle Ifk), ce [t(f) mit ¢ := 2s; — 1 und

(k) . (k) (k) (k) . (k)
Iy = (az 7al+1> c Ayt = {az }

4
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Abbildung 1.1: Quader in der Ebene (links); Partition mittels Intervallgrenzen
MW M® (rechts)

Benutzt man nun die aus der Darstellung (1.2) der Treppenfunktion f gewonne-
nen Mengen M®) dann ist f auf den Quadern

IV <. xIMCR"  (re{l,....,tx}) (1.3)

Ji

konstant, und diese Quader sind disjunkt, siehe Abbildung 1.1.

1.3 Lemma 7, ist ein C—Vektorraum, und fiir f € T, ist auch |f| € T,

Beweis:

1. Esseien f1 =35 ¢ 1o und f1 = s ]lQn Treppenfunktionen in 7,,,

i=1Ci jl_]

und firr=1,11
’““>—Ua7r Q) M® .= pEDYMED (k=1 n).

Wir benutzen nun die unter Benutzung der Mengen M%) gewonnenen verfei-
nerten Darstellungen

=Yl (r=111)
i=1

mit den disjunkten Quadern Q; der Form (1.3). Dann ist auch

11
~ Qj

s

Frafr=> (el +elh) 1,

i=1

eine Treppenfunktion in 7,,. Qf



2. Ist f=3"7  ¢lg, € Ty dannist mit A € Cauch A\f =377 (A\e;) 1o, € Tn
und |f| = Zle |CZ|]1Q1 - 7; 0

Wir setzen jetzt versuchsweise

=1 i=1

als Integral der Treppenfunktion an. Fiir positive Treppenfunktionen f entspricht
Z,(f) dem Volumen unterhalb des Graphen.

Wir kdnnen zwar eine Treppenfunktion f € 7, auf verschiedene Weise als
gewichtete Summe f = ). ¢; 1, charakteristischer Funktionen von Quadern Q);
darstellen, denn die Gebiete f~!(c) C R™ lassen sich ja verschieden in endlich
viele Quader zerlegen:

- -

Z,(f) hangt aber nicht von der Wahl der Darstellung ab:

1.4 Satz (Integral fiir Treppenfunktionen)

1. 7, : T, — C ist wohldefiniert und ein positives lineares Funktional.
2. Es gilt Z,(|f]) = [Za(f)I-

3. Firn=m+pund f €T, sind

fy:R"=C  fy(x):=f(z,y) (yeR)
und
g:RP=C , g(y) :=Tnu(fy)
Treppentfunktionen in T,, bzw. T,, und es gilt

L(f) = Zp(9)- (1.)

1.5 Bemerkungen (Integral fiir Treppenfunktionen)

1. 7, ist ein Funktionenraum, also ein Vektorraum, dessen Elemente Funktionen
sind.

Abbildungen Z : T — K von einem (unendlich-dimensionalen) Funktionen-
raum 7 iliber dem Korper K in K werden oft Funktionale genannt.

Ein Funktional Z heiBt positiv, wenn Z(f) > 0 fir f > 0 folgt und linear,
wenn es eine lineare Abbildung beziiglich der Vektorraumstruktur von 7T ist.

6



2. Die Aussage des dritten Teiles ist die Spezialisierung des noch zu behan-
delnden Satzes von Fubini (Satz 1.15) auf Treppenfunktionen. Schreibt man
Jgn f(2) dz statt Z,,(f), dann ldsst sich (1.5) in der Form

[ e = [ ([ )

schreiben. Man kann also insbesondere mehrdimensionale Integrale durch mehr-
fache eindimensionale Integration ersetzen. <&

Beweis:

1. e Um die Wohldefiniertheit des Integrals zu beweisen, ist zu zeigen, dass Z,,( f)
unabhangig von der Wahl der Zerlegung (1.2) ist, also fiir

SI SII
f=) clg=) c'lgueT,
=1 =1

gilt:
Socv(@) =Y v (Ql"). (1.6)
i=1 i=1

e Nun geniigt es aber zu zeigen, dass beide Seiten in (1.6) gleich der Summe
ist, die man fiir die gemeinsame Verfeinerung mit den Quadern (1.3) erhilt.
e Dafiir wiederum geniigt der Nachweis, dass das Lebesgue-MaB v,,(Q) eines
Quaders @ der Form (1.1) gleich der Summe der MaBe der Quader seiner
Verfeinerung ist. Dies folgt aber aus

0n(Q) = v, (1M x .. x I™) = v (I oy (I™)
und
UI(I(k)>:Ul(ll(k)>+...+7]1(]t(lf)) (k=1,...,n),

wenn I*) disjunkte Vereinigung der Intervalle [l(k) ist.
e Die Linearitat und Positivitdt von Z,, folgt jetzt unmittelbar aus der Defini-
tion (1.4) von Z,.

2. Fiir f =322 ¢illg, ist

L(f1) =Y leilo(@i) =

=1




3. Wir benutzen die mittels Verfeinerung gewonnene Darstellung

f= Z Z Cij]lQij

i=1 j=1

mit Quadern Q;; = ng) X Q§p), wobei die Quader ng),..., (m) C Rjm
und die Quader Q. ..., Q%) C R disjunkt sind.

Damit gilt wegen 1o, (2,y) = HQE’") (x) - ]1@;;7) (y)

o) =1 =3 (Z Cijtm (@5“”)) lyn(y) (YR,

also

Tlg) = ii%’“m (Qz(-m)> Uy (Q?)) :
j=1 i=1
Dies ist aber wegen v, (Q;;) = vy, (ng)> -y, (Q;p)> gleich Z,(f). -

1.2 Das Lebesgue-Integral

Ist =" 2, cxllg, mit ¢ € C und Quadern @, C R™, dann ist es naheliegend,
das Integral von ) analog zu (1.4) durch

To() = Z Ckvn(Qk)

zu erklaren. Im Allgemeinen konvergiert diese Reihe zwar nicht. Ist allerdings
cx > 0, dann ist immerhin Z,,(¢)) € [0, co] wohldefiniert.

1.6 Definition

e Eine Hiillreihe ¢ von f : R" — CU{oo} ist eine Reihe ) =", | cxllg, mit
¢k > 0 und offenen Quadern Qy, fiir die ) > | f] gilt.

e [ besitzt die L'-Halbnorm®

| f|lx := inf {Z,(v) | ¢ ist Hiillreihe von f}.

®Bei einer Halbnorm wird im Gegensatz zu einer Norm nicht || f|| > 0 fiir f # 0 verlangt.
Zusatzlich wird hier der Wert || f||1 = oo zugelassen.



https://de.wikipedia.org/wiki/Halbnorm

e f heiBt Lebesgue-integrierbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen
o € T, mit
lim [|f = @plly =0
k—ro0

gibt. In diesem Fall heiBt

/ fdx = f(z)dx = lim Z,(p)
R"

k—o00
das Lebesgue-Integral von f.

e Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : R" — CU {o0} wird
mit L'(R"™) bezeichnet.

Wir miissen uns zunachst liberlegen, dass diese Definition des Lebesgue-Integrals
sinnvoll ist.

e Zunidchst besitzt jede Funktion g : R* — C U {oo} eine Hiillreihe, namlich
z.B. ¢ :=> 7", 1o, mit Qx := (—k, k)", und es ist p(z) = co. Daher ist

lgllx € [0, 00].
e Sicher ist nicht jede Funktion Lebesgue-integrierbar, denn z.B. die Funktion

Ig hat die Eigenschaft, dass 1z — ¢y, fiir o, € T1 auBerhalb eines beschrankten
Gebiets gleich 1 ist und damit ist || 1g — @i = oo.

e |Ist aber f Lebesgue-integrierbar, dann existiert auch der Limes auf der rechten
Seite der Definition des Lebesgue-Integrals, denn |Z,,(¢x) — Z,.(p1)| =

1Zn(ox — )| < Ln(lox — @tl) = lox — @ills < | f = el +I1f = @ill1

und der letzte Ausdruck geht fiir k,1 — oo gegen Null®. k — Z,, () ist also
eine Cauchy-Folge.

Aus dem gleichen Grund ist der Limes von der Wahl der Folge (p)ren un-
abhangig. Damit ist das Lebesgue-Integral von f wohldefiniert und endlich.

Dass || - ||; die Eigenschaften

M= IR und (L +glh < I+ gl (9 € £1(R™), A € C)

einer Halbnorm erfiillt, wird klar, wenn man die Koeffizienten der Hiillreihe von f
mit dem Betrag von A € C multipliziert bzw. die Hiillreihen von f und g addiert.

®Die mittlere Identitit folgt aus folgendem Lemma (Beweis siehe [Ko], p. 238f):
Lemma. ol = [z lolde (¢ € Tn).



Zwar ist L1(R") selbst kein C-Vektorraum, denn der Wert oo ist zugelassen, aber
L'(R™) enthalt den C-Vektorraum

LYRY) :={f:R" = C| fe LR}

1.7 Lemma Die Halbnorm erfiillt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung
>
k=1

Dabei nehmen wir f;, : R" — [0,00] an, weil sonst die Summe auf der linken
Seite von (1.7) evtl. nicht definiert ist. Es muB aber nicht f;, € L'(R") gelten.

<> Uil (L7)
k=1

1

Beweis: Fiir jedes € > 0 gibt es geeignete Hiillreihen 1), von fy, fiir die

o0

L) < I filh + 27" gilt also Y (Zu(v) = [Ifll) < e

k=1

Y=Y "7 1y ist dann Hiillreihe von Y0 | fi, mit Z,,(¢) = > 00 Z,(¢y). O
Das Lebesgue-Integral ist eine Abbildung

/ . LY(R") - C.
Wir wollen nun die Rechenregeln fiir das Integral ergriinden. Zunachst ist
T C LY(R"),

die Treppenfunktionen sind also Lebesgue-integrierbar, und fiir ¢ € 7, gilt

| ela)dz=1.(0)

denn ¢ wird ja durch sich selbst approximiert. Damit erweitert das Lebesgue-
integral unseren Integralbegriff fiir Treppenfunktionen, und auch Satz 1.4 besitzt
eine Erweiterung:

1.8 Satz Das Lebesgue-Integral ist ein positives lineares Funktional auf dem
C—-Vektorraum L'(R"), und es gilt

L | fgu fdo] < fgulfldz=|fli  (f € L'(R™))

10



2. Sind f,g € LY(R™) und ist g beschrankt, dann ist auch f - g € L'(R").
Beweis:

e Fangen wir mit der Ungleichung in 1. an: Wegen der Dreiecksungleichung gilt

|1f1 = Tl | <1 = ¢xl,

also
LT =Tl < L = nlh,
sodass mit f auch |f| € L}(R™) ist, und

/fdm lim/ o dx
n k—o0 n

Weiter miissen wir noch die zweite Identitat in 1. zeigen, indem wir die Drei-
ecksungleichung der £!'-Halbnorm in der Form

[eoells = 11l [ < llow = Flln

anwenden. Die rechte Seite geht fiir k — co gegen Null, also ist

< lim low| de = |f|dx.
k—oo Rn Rn

|[flde = lim Z,(|gx|) = lim [loxfls = [[f]l1-
R —00 k—o00

Dabei wurde Z(|¢|) = |l[¢xlll1 = l¢k1 benutzt, siehe FuBnote 6.

e Dass El(R”) tiberhaupt ein linearer Raum ist, sehen wir dadurch, dass wir fiir
f,g9 € LY(R™) die approximierenden Treppenfunktionen addieren kénnen, um
f + g zu approximieren; analog multipliziert man die ¢, mit A € C, um A\ f zu
approximieren.

Linearitat des Lebesgue-Integrals ergibt sich ebenso wie seine Positivitat aus
den in Satz 1.4 gezeigten Eigenschaften von Z,.

e Beweis von 2. Sei M, > 0 eine obere Schranke fiir |g|, und fiir ¢ > 0 die f
approximierende Treppenfunktion ¢ € 7, so gewahlt, dass ||f — ¢[[1 < 52

oM,
Ist nun M, > 0 eine obere Schranke fiir ||, dann wird v € 7, so gewahlt,

dass ||lg — 7|1 < oz, Es folgt fiir alle z € R”

[f(@)g(x) — o(z)y(@)| < |f(2) = @)l |g(2)] + [o(2)| [g(x) = (2)],

also

1fg—evli < Mgllf—olli + Myllg—~lh
g 3 J—
< 5 + 5 = e.
Damit approximiert ¢y € T, das Produkt von f und g. a
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Da erstere auch auf Teilintervallen definiert sein kdnnen, miissen wir zundchst
das Lebesgue-Integral solcher Funktionen definieren.

1.9 Definition
1. FirACR" und f: A — CU{oo} heiBt

A
fai R = CU{eo} f‘“{f(ox) iER”\A

die triviale Fortsetzung von f.

2. f heiBt iiber A integrierbar, wenn f, € L}(R").
Dann heiBt [, f dx := [, fadx das Lebesgue-Integral von f, und || f|1, :
| fall1 seine 1-Norm.

3. Die Menge der iiber A Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : A — CU {0}
wird mit L'(A) bezeichnet, die der iiber A Lebesgue-integrierbaren Funktio-
nen f: A — C mit L'(A).

1.10 Bemerkungen

1. Die Existenz von fAfdac hangt nicht nur von der Regularitat von f, son-
dern auch von A ab. Insbesondere sind nicht alle A C R™ messbar. Noch
nicht einmal fiir alle beschrankten A existiert das MaB \(A) = [ 14 dz.

2. Satz 1.8 sagt uns unter anderem, dass wir, wenn wir komplexwertige Funk-
tionen f integrieren wollen, uns auf die getrennte Integration von Real—- und
Imaginarteil von f zuriickziehen konnen (dies folgt aus der Linearitat des
Lebesgue-Integrals).

3. Fiir reellwertige f,g € ﬁl(R") sind Maximum bzw. Minimum der beiden
Funktionen wegen Satz 1.8

max(f,g) =3(f+g+I[f—gl) . min(f,9)=35(f+9—1f—gl)

in £1(R"). Daher konnen wir uns auf die Integration nichtnegativer Funk-
tionen beschranken:

12



Mit f € L£'(R") sind Positivteil f© = max(f,0) und Negativteil = =
max(—f,0) von f in LYR"), und f* > 0. Aus f = f* — f~ folgt also

/nfdx: Rnf*dx—/nf‘dx.

Nach Einfiihrung des Lebesgue-Integrals haben wir in Satz 1.8 erste Rechenregeln
fiir seine Auswertung kennen gelernt. Wir sind aber noch nicht in der Lage,
das Lebesgue-Integral in relevanten Anwendungen auszurechnen. Im Folgenden
werden die dazu notwendigen Satze bereitgestellt.

Die triviale Fortsetzung fj, 5 : R — R einer Riemann-integrierbaren Funktion
[ :]a,b] = Rist Lebesgue-integrierbar. Aus der Art der Approximation von f,
durch Treppenfunktionen folgt dann sofort, dass das Lebesgue-Integral von f|,
gleich dem Riemann-Integral von f ist.
Allgemeiner gilt:

1.11 Satz /st die auf einem Intervall I C R definierte Funktion f : I — C
absolut” Riemann-integrierbar, dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und die
Werte beider Integrale sind gleich.

1.12 Bemerkungen

1. Die Voraussetzung des Satzes ist z.B. fiir stetige oder monotone Funktionen
auf kompakten Intervallen erfiillt.

2. Die Funktion f:R—>R f(x):{ 1 ’ifg

ist nach de I'Hospital stetig, und ihr uneigentliches Riemann-Integral existiert®
(mit [7 fdx=m).

Aber f ist nicht absolut Riemann-
integrierbar, und es gilt auch
f & LYR), die Funktion ist
nicht Lebesgue-integrierbar. Aller-
dings existiert der Limes der
Lebesgue-Integrale der Funktionen
f -1 und gleicht dem uneigent-
lichen Riemann-Integral von f. <

sin(x)/x

-0.2

’d.h. die Restriktionen f|; auf kompakte Teilintervalle J C I sind Riemann-integrierbar
und das uneigentliche Riemann-Integral von | f| existiert, siche z.B. Definition 1.1 der Analysis
11, erhéltlich unter www.math.fau.de/knauf.

8Einen Beweis findet man in Beispiel 1.5 der Analysis /.
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1.13 Zur Geschichte (Lebesgue-MaB)

'‘Man kann auch sagen, dass man sich bei dem Voorgehen von Riemann verhalt
wie ein Kaufmann ohne System, der Geldstiicke und Banknoten zihlt in der
zufalligen Reihenfolge, wie er sie in die Hand bekommt; wahrend wir vorgehen
wie ein umsichtiger Kaufmann, der sagt:

Ich habe m(E,) Miinzen zu einer Krone, macht 1 - m(E),

Ich habe m(Es) Miinzen zu einer Krone, macht 2 - m(E,),

Ich habe m(Es) Miinzen zu einer Krone, macht 5 - m(Ej),

usw., ich habe also insgesamt S =1-m(Ey) +2-m(FEy) +5-m(Es) + .. ..
Die beiden Verfahren fiihren sicher den Kaufmann zum gleichen Resultat, weil
er — wie reich er auch sei — nur eine endliche Anzahl von Banknoten zu zahlen
hat; aber fiir uns, die wir unendlich viele Indivisiblen zu addieren haben, ist
der Unterschied zwischen den beiden Voorgehensweisen wesentlich.’ H. Lebesgue,
1926, zitiert nach ELSTRODT [El, Seite 85]. &

1.14 Satz Essei f € C(A) beschrinkt und A C R"™ kompakt bzw. A offen und
beschrinkt. Dann ist f € L'(A).

Beweis: GemaB den Bemerkungen 1.10 konnen wir f > 0 annehmen.

1. Wir betrachten zunachst den Fall einer offenen beschrankten Teilmenge A C
R"™. Fiir jedes k € Z konnen wir den R™ als disjunkte Vereinigung der "halb-
offenen Wiirfel” mit Kantenlinge 27%

Wi(a) == {z = (21,...,2,) ER" | 7; € [27%0;,27%(a; + 1))} (a€Z")

darstellen, und sie sind in der Form

Wi(a) = |

UbEZ":biE{QahQai_i_l}Wk'i‘l (b) (k € Z7 a €l ) (18)

ineinander geschachtelt. Wir setzen nun
o= kalw@w (kEN) (1.9)
[ISYAL
mit ¢k q := Inf fa [y, (o), Wobei f4 die triviale Fortsetzung von f bezeichnet.

Wegen der Beschréanktheit von f sind die ¢, € [0,00). Wegen der Be-
schranktheit von A C R" sind fiir jedes k nur endlich viele Koeffizienten
ko ungleich Null. Also sind die ¢, Treppenfunktionen, mit ¢, < f4 und
@k lgn_a = 0.

Andererseits gilt wegen (1.8) ¢ri1 > @r. Da A offen ist, gibt es fiir jeden
Punkt z € Aein k € Nund a € Z" mit x € Wi(a) C A. Wegen (1.8) und
der Stetigkeit von f (Vorsicht: f4 ist i.A. unstetig!) ist damit

lim o(0) = fale) (xR
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Also folgt aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (1.7) fiir alle k

HfA_QOkHl = Z(‘Pm—&-l_@m) < ZHQOm—I—l_QOmHl
m=k 1 m=k

= ) Tu(lomer — #ml)
m=k

= Z_'Zn(gom_H - QOm) = Z(In<90m+1) - In(gom)L

was fiir k — oo gegen Null konvergiert®. Also ist f € L1(A).

2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann existiert nach dem Fortsetzungssatz von
Tietze!® eine stetige Fortsetzung f : R" — Rvon f. Ist nun k > 0 so gewahlt,
dass der Wiirfel W := (—k, k)" das Kompaktum A beinhaltet, dann ist f[y;
und auch f[W,A nach Teil 1 des Beweises integrabel, also auch die triviale
Fortsetzung fa = f - Ly — f - Lyy—_a. O

1.3 Der Satz von Fubini (stetige Version)

Zur praktischen Durchfiihrung der Integration fiihren wir sie auf die eindimen-
sionale Integration zuriick, wie wir das in Satz 1.4 schon fiir Treppenfunktionen
getan haben. Allgemeiner zerlegen wir den R™ in das Produkt RP x R"~P.

1.15 Satz (Fubini)
Essei f € C(A) beschrinkt und A C R™ kompakt bzw. A offen und beschrénkt.
Fiir alle p € {1,...,n— 1}, m :=n — p ist dann fiir den y-Schnitt von A

Ay ={zeR"|(z,y) € A} und f,: A, = C, f,(z) = f(z,y) (y € RP)

fy € LY(A,), und es gilt

[ [ ([ e an (L10)

9Diese Argumentation wird spiter im Satz von Beppo Levi (Satz 2.11) auf monoton
wachsende Folgen von Funktionen f;, € £1(R™) mit fR" frdx < C und ihren punktweisen
Limes f verallgemeinert, der dann ebenfalls integrabel ist.

OFortsetzungssatz von Tietze: Ist A eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen
Raumes X und f € C(A), dann existiert ein f € C(X) mit f|, = f. Beweis unter Benutzung
von f:X =R, f(z):= f(x)fiirz € A, f(z):=infyea(f(y) + j((ijf‘)) — 1 sonst.

Beweis im Topologie-Skript unter noch schwicheren Voraussetzungen an den topologischen
Raum X.
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Beweis: Die Bedingungen an f und A sind die gleichen wie die im Satz 1.14.
Wir konnen auch wieder 0.B.d.A. f > 0 voraussetzen.

1. Sei zundchst A C R™ = R™ x RP beschrinkt und offen.
e Also ist A, C R™ ebenfalls offen. Von den Treppenfunktionen ¢y, aus (1.9)
erben die iy := rlrmy ) die Eigenschaften

Pry € Tm Oy < Prrry < -0 S fy (y € Rp) (1-11)

und
lim gy (r) = fy(z) (v €R?,z €R™). (1.12)
— 00

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 1.14 gilt daher || f, —
Pryllt "28°0, also mit den Treppenfunktionen

oreT, . Puly) i=/ Pry dx

f, € LYR™) und Fly) = /A £,(2) dz = lim Dpy)  (y € RY).

k—o0

e Die &, € 7, haben wegen (1.11) und (1.12) die Eigenschaften

O, <Py <...<F und klim Or(y) = Fy)
—00

k—00

Daher gilt wieder ||F'— ®[j; "= 0, also

F e L£Y(R?) und /de:hm dy, dy.
Rp

k—o00 RP

e Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen (Satz 1.4, Teil 3) besagt

/@kdy:/ Y dz.
RP n

Nach Satz 1.14 gilt limy,o0 [5. 0k dz = [, f(2) d2.
Zusammen zeigt das die Richtigkeit von (1.10):

fdz = lim Ypdz = klirn D, dy

R™ k—o00 Rn — 00 RP

_ /Rdey:/Rp (/Ayfy(x)dx> dy.
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2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann betrachten wir wieder einen A enthal-
tenden offenen Wiirfel W und wenden die obige Aussage auf eine stetige
Fortsetzung f von f auf R™ an, indem wir f iiber W bzw. W — A integrieren
und die Differenz der Integrale bilden. O

1.16 Beispiel Kreisscheibe A := {2z € R? | ||z|| < R} vom Radius R, f := 1,
also fa4 = 14.
_ 2 2,2 2 __ .2
Fiir p =1 ergibt sich A, = [ VIR =y VR y] Yl <R
0 yl > R

).
U
/Af(ZMZZ/R/Ayldxdy:/[RRRM@ZWRQ'

Eigentlich haben wir im letzten Beispiel die Flache der Kreisscheibe A gemessen.
Allgemein definieren wir:

1.17 Definition A C R" heiBt (Lebesgue—) messbar, wenn 14 € L(R").
In diesem Fall heiBt

N (A) ::/Ad:c:/n lade € [0,00)

das n—dimensionale Lebesgue-MaB (oder Volumen) von A.

1.18 Bemerkung (Verallgemeinerung von Definition 1.17)
Nach dieser Definition haben alle Lebesgue—messbaren Mengen endliches MaB.
Dies ist vielleicht naheliegend, aber von Standpunkt der MaBtheorie aus etwas
unbefriedigend.

Diese versteht unter einem MaB 1 auf einer Menge M eine Abbildung

p: M — [0, 00

mit einem geeigneten Mengensystem M C 2M | einer sogenannten o-Algebra '*.
Es ist nach Definition p(0) = 0, und fiir disjunkte Ay € M (k € N) ist p dabei

HDefinition: e Eine nichtleere Familie M von Teilmengen von M heiBt Algebra, wenn mit
A,Be M auch M\ A, ANB und AU B € M sind.
e M heiBt o—Algebra, wenn zusitzlich gilt: (\n e N: A, e M) = U, A, € M.
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o-additiv, d.h.
I (U Ak) = 1(Ay).
k=1 k=1

Der Vorteil, den Wert p(A) = oo zuzulassen, liegt dabei in der einfacheren
Struktur des Mengensystems M.

Im Fall des Lebesgue—MaBes folgt aus der o-Additivitit A"(R™) = oo, denn
der R™ ist disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler Wiirfel.

Von Def. 1.17 kommen wir zu der maBtheoretischen Definition der MeBbar-
keit, indem wir diejenigen Mengen hinzunehmen, die durch die in einer c—-Algebra
erlaubten Operationen von Komplementbildung und abzahlbarer Vereinigung aus
den Def. 1.17 erfiillenden Mengen gebildet werden kdnnen. &

Aus den Satzen 1.14 und 1.15 folgt unmittelbar das sog. Prinzip von Cavalieri:

1.19 Korollar Beschrankte offene sowie kompakte Mengen A C R™ =2 R™ x RP
sind messbar, und \"(A) = [5, \"(A,) dy fir Ay = {x € R™ | (z,y) € A}.

1.20 Beispiel (Kegelvolumen) Es sei B C R"! kompakt, und fiir 2 > 0

K = {(z,y) eR" ' x[0,h]|x€ (1—%) B}

der Kegel mit Basis B und Héhe h.

Es ist also A, = (B mit ¢ := 1 — y/h die um den Faktor ¢ € [0, 1] skalierte
(und verschobene) Basis. Als Bild des Kompaktums B x [0, h] unter der stetigen
Abbildung (z,y) — ((1 — y/h)z,y) ist K kompakt, also nach Kor. 1.19 messbar.

Es ist naheliegend (und wird noch besprochen), dass

)\n—l(gB) — En—l/\n—l(B)
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gilt, also

N(K) = /[ Ay = [ )y
_ )\n_l(B) h(l _ny/h)n Z_ )\n_l(B) . %

In Anwendungen der Lebesgue-Integration tiber dem R™ mochte man gerne von
Gebieten niedrigerer Dimension absehen konnen:

1.21 Beispiel (Volumen des Doppelkegels)
Fiir B C R"! kompakt und h > 0 sei

Ky = {(x,y) € R™ x [~h, ] ‘ = (1 - %) B}.

Wir konnen K5 als Vereinigung von
K und der Spiegelung von K an der
Hyperebene y = 0 in R™ darstellen.
K und sein Spiegelbild haben MaB

MN(K) = )\”‘1(3)@.

n

Es liegt also nahe zu vermuten, dass

K5 das doppelte Volumen besitzt.

Allerdings treffen sich die beiden

einfachen Kegel in ihrer Basis B,

und wir wiirden gerne argumentie-
ren, dass diese Schnittmenge

n—dimensionales MaB 0 besitzt. &

In diesem Beispiel haben wir folgende Rechenregeln angewandt:

1.22 Satz Sind A, B C R™ messbar, dann sind
1. AUB und AN B messbar, und \"(AUB) = \"(A)+ A\"(B) — \"(ANB).
2. Fiir A C B gilt \"(A) < A\"(B).

Beweis: Wir benutzen Linearitdt und Positivitat des Lebesgue-Integrals:
1. N"(AUB) = [p, Laupde, und Taup = 14 + 1 — Lanp

2. 14 < 1p. O
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1.4 Nullmengen

Wir wollen jetzt Kriterien dafiir entwickeln, dass eine Teilmenge des R™ MaB 0
besitzt.

1.23 Definition N C R" heit (Lebesgue—) Nullmenge im R™, wenn N
messbar ist, und \"(N) = 0.

Ist nun eine Hyperebene eine Nullmenge? Zwar ist sie " unendlich diinn”, aber sie
hat doch auch "unendliche GroBe”.

1.24 Satz

1. N CR™ st genau dann eine Nullmenge, wenn ||1y||; = 0.

2. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

3. Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.
Beweis:

1. "=": Wir wissen schon (Satz 1.8), dass [, Ixdz = ||1x|1, wenn 1y €
LY(R™).
"<«<=": Da fiir die konstante Folge von verschwindenden Treppenfunktionen

or = 0 auch ||y — @k|l1 = 0 ist, ist 1y integrierbar, N also messbar und
hat daher MaB 0.

2. M C N impliziert 1, < 1y, also \*(M) < A\*(N):=0

3. Fir N = g Vi ist Iy < >777 1y, Mit \*(A) = |[14]; folgt unter
Benutzung der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (1.7)

Sh| < Sl =S vy =0, ©
k=1 k=1 k=1

AYN) = [yl <

1

Natiirlich braucht eine liberabzihlbare Vereinigung von Nullmengen keine Null-
menge zu sein.

Beispielsweise ist v;({z}) = O fiir alle x € R, aber A" (Uxe[o,l]{x}> = 1.

1.25 Definition Eine Eigenschaft, die Punkten des R™ zukommen kann, gilt
fast iiberall, falls die Teilmenge von Punkten des R", fiir die die Eigenschaft
nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Formalisiert ist die Eigenschaft eine Aussageform A : R" — {w, f} mit den
Werten 'wahr’ und 'falsch’. A gilt fast iiberall, falls \"(A~!(f)) = 0.
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1.26 Beispiel Die Eigenschaft "z € R\Q" gilt in R fast iberall, d.h.

R

Mit anderen Worten: Die rationalen Zahlen bilden eine Nullmenge.

Beweis: Dies folgt aus Satz 1.24.3, denn einelementige Teilmengen von R sind
Nullmengen, und Q ist abzahlbar. Trotzdem ist es interessant, einen Beweis unter
Verwendung von Hiillreihen zu sehen:

e Es sei zunichst f: R — R, f(x) := lgnjo,1). Wir weisen konkret nach, dass
fRfdx = 0, indem wir f durch die Nullfunktion 0 € 7, approximieren. Als
Hiillreihen fiir f nehmen wir die

co n—1

=D D Mxsaig)  (€>0)

die fiir alle rationalen Zahlen % in [0,1) groBergleich 1 sind. Es gilt

—1 [e]

> 2¢ 2¢e s
Il(goe)zz 3 = ﬁ:&‘?,
n=1 k=0 n=1

3

sodass [, fdz = ||f|l1 < limooZi(pe) = 0. )
Man beachte, dass die zugehdrige offene Uberdeckung

oo n—1
ke k €
BH)(E_E’E—Fﬁ) von @ﬂ[o,l)

die meisten irrationalen Zahlen nicht trifft, wenn ¢ klein ist.
e Nach Satz 1.24 ist damit auch Q selbst als abzihlbare Vereinigung der Null-
mengen Q N [n,n + 1), n € Z eine Nullmenge. O

1.27 Satz Besitzt f : R" — C U {oc} eine endliche Halbnorm (|| f]1 < o0),
dann nimmt f den Wert oo nur auf einer Nullmenge an.

Beweis: Setze N := f~!(c0) C R". Fiir alle ¢ > 0 gilt Iy < ¢|f], also
il < ell £l 0

1.28 Satz Es sei f € L'(R") und g : R* — C U {oo} fast iiberall gleich f.
Dann ist g € L'(R") und [, gdz =[5, f dx.
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Beweis: e Wir kdnnen f € L'(R™) mit Treppenfunktionen ¢, € 7T, approximie-
ren, d.h. limy_ . || f — ¢kl[1 = 0, und wir wollen zeigen, dass auch gilt:

lim [lg — ¢pll1 = 0.
k—o0
e Nunist |[g —oi| < |f — k| +Un (k€N) fiir

N:={zeR"| f(z) #g(x)} , UN::oo-IlN:Z]lN.

n=1

N ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Damit ist nach Satz 1.24

1Ux[r <D [lixl = 0.
n=1

Daher folgt
lim g = @rlly < lim [[[f = o] + Unlly < [Unll + lim || f = @illy =0,
k—o0 k—o00 k—o0

also auch g € L'(R") und [g, gdz = [5, fdz. O

In der Analysis sieht man an verschiedenen Stellen (z.B. dem lokalen Existenz—
und Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen von Differentialgleichungen, in Kapitel
4.2) den Vorteil des Arbeitens in vollstindigen metrischen Rdumen. In diesen kon-
vergieren ja alle Cauchy—Folgen. Wir hitten gerne, dass auch der Raum L£'(R")
der Lebesgue-integrierbaren Funktionen einen solchen Raum bildet. Nun ist || - |1
nur eine Halbnorm. Andererseits gilt der folgende Satz:

1.29 Satz Fiir f : R" — CU {o0} gilt
Ifli =0 < f(xz)=0 fast iiberall.

Beweis:

"<=": Dies folgt nach Satz 1.28 durch Vergleich mit der Nullabbildung.
"=": Wir beweisen, daB N := {z € R" | f(x) # 0} eine Nullmenge ist. Dazu
schreiben wir NV in der Form

N=|JN: fir Nyp:={zeR"||f(z)]>1/k}.

k=1
Aus A"(Ni) = [y, |l < Ik |f]lln = E|lf|ls = O folgt nach Satz 1.24.3 fiir die
abzahlbare Vereinigung \"(N) = 0. O

Es liegt also nahe, aus £'(R") durch Aquivalenzklassenbildung einen neuen Raum
zu machen, indem man f ~ g setzt, falls {x € R™ | f(z) # g(z)} eine Nullmenge
ist.
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1.5 Abbildungen von Nullmengen

Diein (1.1) eingefiihrten Quader des R" sind die Bausteine unser MaBtheorie. Um
das Verhalten von MaBen unter Abbildungen zu untersuchen, sind aber Wiirfel,

also Quader gleicher Seitenlange, praktischer.

1.30 Satz Fiir jede offene Menge U C R" existiert eine abzdhlbare Menge
(Qi)ier von bis auf Nullmengen disjunkten (d.h. \"(Q; N Q;) = 0 fiir i # j)

kompakten Wiirfeln QQ; C U mit

U:U@.

iel
Beweis: Fiir k € N, a € Z" ist (i, der kompakte Wiirfel
Qra = {z €R" | z; € [27%a;, 27" (a; + 1))}

der Kantenlinge 27%. Es gilt \"(Qro N Qpor) = 002",

R" = U Qra und Q.= Z Qry1p-

a€Z™ beZM
bi€{2ai,2ai+1}

Setzen wir K := () und induktiv fiir £ € N

I = {(t,a)| Qua CU\ Ker},
K, = KZ—IUUQiy

i€ly

dann sind die I, abzahlbar. Damit ist auch I := |, I, abzahlbar.

(1.13)

Jeder Punkt = € U liegt in einem Kompaktum K, denn wegen der Offenheit
von U und (1.13) gibt es einen Wiirfel Qi o, mit © € Qr, C U. Ist £ € N das

kleinste solche k, dann ist auch QN K¢—1= 0.

1.31 Definition

O

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen heif3t lokal lipschitz-
stetig, wenn fiir jedes Kompaktum K C X die Restriktion f|, lipschitzstetig

ISt.

1.32 Satz Alle Abbildungen f € C*(U, R™) mit offenem Definitionsbereich U C

R™ sind lokal lipschitzstetig.
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Beweis: Es reicht aus, dies fiir die Komponenten f; von f = (f1,..., f.) zu
zeigen. Sei also 0.B.d.A. n = 1. Ware f[j nicht lipschitzstetig, dann wiirde es

eine Folge (g, Yk )keny Mit T # yr € K und limy_, oo W = oo geben.
Da K kompakt ist, kénnen wir die Existenz der Limiten x’::{imkﬁoo rr € K

und y := limy_, yx € K annehmen.

e Der Fall # # y kann nicht auftreten, denn dann ist

[f ) = Fluw)| _ [f(2) = f()]

lim = < 0.
k—oo || — il |z —yll

e Der Fall x = y ist ebenfalls unmdglich, denn wegen der Offenheit von U gibt
es eine abgeschlossene Vollkugel B,.(x) C U von positivem Radius r. Wegen der
Stetigkeit von D f gilt

L:=sup{|[Df(2)]| | z € Br(2)} < o0.

Fiir groBe k& € N sind =4, und y;, in B,.(z), wie auch ihre Verbindungsstrecke Sy.
Es gibt also nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &, € S, mit

Flaw) = fyn) = DF(&) - (x1 — yi), also LTWIL < D (g, || < L. O

[E T

1.33 Satz Ist f : U — R™ (mit U C R™ offen und m < n) lokal lipschitzstetig
und N C U eine Nullmenge, dann ist f(N) C R™ ebenfalls eine Nullmenge.

Beweis:

e Nach Satz 1.30 konnen wir U durch abzahlbar viele Kompakta K, ausschopfen.
Fiir jedes dieser Kompakta K ist N, := N N K, nach Satz 1.24.2 ebenfalls eine
Nullmenge. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Hiillreihe ¢ = > 7 ¢, 1, von 21y, mit

lollr < €. ¢ lasst sich (beziiglich || - ||1) durch ihre Partialsummen Z;;l e g,
approximieren und ist daher in L!(R"), mit [,, pdz = |¢]|;. Die Menge

Vi={zeR"|¢(x)>1}

enthdlt Ny, denn ¢ > 21,. AuBerdem ist V' offen, denn ist Z:;l g, () > 1,
dann gilt diese Ungleichung auf dem (wegen 7' < oo offenen) Schnitt der x
enthaltenden offenen Quader (),. Wir konnen also iiber V' integrieren. Ferner ist

)xm(V)S/gode/ pdr < e.
V m

e Nach Satz 1.30 kdnnen wir V' durch abzahlbar viele bis auf Nullmengen disjunk-
te Wiirfel W, ausschopfen. Die Vereinigung der Bilder f(1V,) iiberdeckt damit
f(V), also auch f(N;). Auch wenn diese Wiirfel nicht ganz in K, enthalten
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sein miissen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass fiir eine geeignete Lipschitz—
Konstante L gilt:

If(@) = fWl < Llz =yl (z,y € Wr,r €N).

Damit ist das Bild f(W,) von W, in einem Wiirfel W/ C R" enthalten, dessen
Kantenlingen L+/m—mal'? so groB ist wie die Kantenlinge D, von W,. Nach
Definition der Wiirfel in Satz 1.30 ist D, < 1. Daher gilt mit ¢ := (Ly/m)"

AN (W) < eDP < eD' = e A™(W,),

denn nach Annahme ist n > m.
Insgesamt ist fiir alle ¢ > 0

vl < Iyl < D0 M pwnll < 1wyl
r=1 r=1

(0. 0]
< o) w = el w,lh = cll vl < ce,
r=1

also auch f(Ny) eine Nullmenge. O

1.34 Bemerkungen (Bilder von Nullmengen)

1. Auf die lokale Lipschitzstetigkeit von f kann nicht verzichtet werden. Es gibt
namlich stetige f : U — R", die Nullmengen auf Mengen von positivem MaR3
abbilden.

Ein Beispiel ergibt sich durch Verwendung der Peano-Kurve ¢ : [0,1] — R?
(siehe Beispiel 4.2.3 der Analysis ). Diese ist stetig, und ihr Bild ¢(]0, 1]) =
[0, 1] hat Lebesgue—MaB 1 in R

¢:[0,1] xR —=R? | é(x,y):=c(x)

ist stetig, und das Bild der Nullmenge [0, 1] x {0} unter ¢ besitzt MaB 1.

Dass hier von einem nicht offenen Intervall [0, 1] ausgegangen wurde, ist fiir
das Argument nicht wesentlich.

Ein weiteres Beispiel ist die so genannte Cantor-Funktion.

2. Fiir Bilddimensionen n < m wird die Aussage des Satzes ebenfalls falsch, wie
man schon durch Betrachtung von linearen Abbildungen f : R™ — R" sieht.

2Der Faktor v/m ist das Verhiltnis der Linge der Raumdiagonale eines m—dimensionalen
Wiirfels zu seiner Seitenlange.
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Auch wenn unter der Projektion 75 : R™ x R? — RP, (z,y) — y Nullmengen N
im Allgemeinen nicht auf Nullmengen abgebildet werden, sind die Schnitte von
N mit den Fasern 7, '(y) im Allgemeinen A™—Nullmengen:

1.35 Satz Fiirm,p € N, n:=m+ p, eine Nullmenge N C R™ und
N™ = {z e R™ | (z,y) e N™}  (y €RP)

ist N?) .= {y ¢ RP | Ném) ist keine Nullmenge in R™} eine Nullmenge in RP.

Beweis: Wie im Beweis des Satzes 1.33 kdnnen wir fiir alle ¢ > 0 die Nullmenge
N durch abzihlbar viele Quader @), C R" iiberdecken mit Y 22, A"(Qx) < e,
Ahnlich wie 7, bezeichnen wir mit m; : R™ x R? — R™, (z,y) — x die
Projektion auf den ersten Faktor. Da die Quader achsenparallel sind, sind ihre
Projektionen ebenfalls Quader. Wegen 1y < > 77, 1o, gilt auch

N(m) <y = ch Ir, (@, mit ck(y) = ]lﬂz(Qk)(y)'

Es ist
NP ={y eR| f(y) >0} fir f(y):=ITyemlh,

also f(y) < HQOyHI = 220:1 Ck(y))\m(ﬂj(Qk)) und damit
11l <D A (ma(Q)) - A7 (m (@) ZA“ Q) <
k=1

Da dies fiir alle £ > 0 gilt, ist || f||; = 0, also N nach Satz 1.29 eine Nullmenge
in RP, O

2 Satze und Rechenregeln der
Lebesgue-Integration

2.1 Der Banach—-Raum L'(R")

Wir rekapitulieren den bisherigen Stand der Integrationstheorie:
Wir haben fiir eine groBe Klasse von Funktionen f : R" — C U {oco} das
sogenannte Lebesgue-Integral

f(z)dx
Rn
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eingefiihrt, und zwar zunachst auf dem Raum 7, der Treppenfunktionen, und
dann fiir den Raum Zl(R") der sogenannten Lebesgue-integrierbaren Funktionen
f. Dies waren solche Funktionen, die sich durch Folgen (g )ken von Treppen-
funktionen ;, € T™ approximieren lieBen im Sinn von

lim || f = ¢kl[1 = 0.
n—00

Dabei ist || - ||; die sogenannte L£'-Halbnorm, definiert iiber das Infimum der
Integrale von Hiillreihen. Ist dies der Fall, dann nimmt f den Wert oo nur auf
einer Nullmenge an, und eine Abanderung der Funktion auf einer solchen Menge
beeinflusst den Wert des Integrals nicht. Wir betrachten daher im Weiteren den
C-Vektorraum £'(R™) C L}(R™) der Lebesgue-integrierbaren f : R” — C. Nun
unterscheidet sich die Abbildung

-1l = £1(R™) = [0, 00)

von einer Norm dadurch, dass es von der Nullfunktion verschiedene Funktionen
f € LYR™) mit || f]|; = 0 gibt. Ein Beispiel bildet die charakteristische Funktion
einer Hyperflache.
Normen sind ausgesprochen niitzlich bei allen Konvergenzfragen. Wir hatten
also gern eine Norm auf dem Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
Hier hilft der Begriff der Nullmenge. Das ist eine Teilmenge des N C R™ vom
Lebesgue-MaB A™(N) Null oder, dquivalent, mit verschwindender Halbnorm

[yl =0
der charakteristischen Funktion.

2.1 Lemma N :={f € LY(R") | ||f|s = 0} ist ein Unterraum von L'(R™).

Beweis:
e Die Nullfunktion f: R"™ — C, f(z) = 0ist in N (Schreibweise: 0 € ).

e Sind f,g € N, dann gilt nach der Dreiecksungleichung
If + gl < Ifll+ llgll = 0, also auch f + g € .

elst fe N und ceC, dannist |[cf|[y = |c|||f]l1 =0, also cf € N. O

Wir nennen nun zwei Funktionen g1, 9o € L£'(R™) dquivalent, wenn sie sich nur
auf einer Nullmenge unterscheiden, oder gleichbedeutend, wenn ¢g; — ¢g» € N

2.2 Definition Es sei L'(R™) der C-Vektorraum

L'R") = LYR™) /N mit g+ N1 = |lglh-
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Wir haben nun eine Norm auf diesem Faktorraum erklart, dessen Elemente Aqui—
valenzklassen von Funktionen der Form g + A sind, denn der Wert der £!-
Halbnorm hangt nicht vom Reprdsentanten der Aquivalenzklasse ab:

lgilli = llg=lli  fiir g1,92 € LY(R") und g1 — g2 €N.

AuBerdem ist nach Definition von N die Halbnorm genau auf der Aquivalenz-
klasse N der Nullfunktion 0 € £}(R") gleich Null.

2.3 Bemerkung (Die Elemente des Vektorraums L'(R"))

Der in der Analysis so wesentliche Raum L!'(R") besteht nun nicht mehr aus
Funktionen, sondern aus Aquivalenzklassen. Fur solche Aquivalenzklassen f =
f4+N € L'(R") ist aber der Ausdruck f(z) undefiniert (wir konnen f € £!(R")
ja an abzdhlbar vielen Stellen abindern, ohne f + A zu verlassen).

Immerhin, in jeder Aquivalenzklasse f + A gibt es hochstens eine stetige
Funktion, und nichts hindert uns dann daran, gegebenenfalls mit diesem Re-
prasentanten zu arbeiten.

Die Elemente von L'(R") als Funktionen zu bezeichnen ist ein schlampi-
ger aber iiblicher Sprachgebrauch, und wir wollen hier mit der Tradition nicht
brechen. &

Wir haben also jetzt aus £'(R") den normierten Raum

(L' ®™), ] - 1)

konstruiert, und das Lebesgue-Integral induziert ein positives lineares Funktional
auf LY(R™), das wir ebenfalls mit

fdr = - fle)dz  (f € L'(R™))

R"

bezeichnen. Die Frage ist nun, ob in L'(R") Cauchy—Folgen von [Aquivalenz-
klassen von] Funktionen konvergieren, ob dieser Raum also ein Banach—Raum
ist. A priori muss dies nicht so sein:

2.4 Beispiel Es sei V := C([0,1],C) der Vektorraum der stetigen Funktionen
auf dem Einheitsintervall, und wir wollen ihn mit der Norm

1l = /[ @l (7 ev)

versehen (Auf V' ist dies tatsachlich eine Norm, denn es gibt keine von 0 € V
verschiedene stetige Funktion f mit f[o 1 |f(z)|dz =0.) Es sei fire >0

28



f1/8
1

-1 3 LL’S%—&T 0.5
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1 xzé—i—g N /

fe ist stetig und
Ife = fo|l <e firalle & €(0,¢),

aber der punktweise Limes fo (mit fo(z) := sign(z — 3)) ist nicht in V, (V, | - ||)
also kein Banach—Raum. &

Wir kénnen auch nicht einfach so argumentieren, dass wir schon £!'(R™) durch
Grenzwertbildung (fiir Treppenfunktionen) gewonnen haben, denn daraus folgt
noch nicht automatisch, dass L'(R") unter erneuter Grenzwertbildung abge-
schlossen ist. Trotzdem gilt:

2.5 Satz (Riesz—Fischer)
1. L'(R") ist ein Banach-Raum.

2. Ist (fx)xen eine Cauchy—Folge in L'(R™) mit L'~Grenzwert f, dann kon-
vergiert eine geeignete Teilfolge fast liberall gegen f.

2.6 Definition
Obwoh! || - || : LY(R™) — [0, 00) nur eine Halbnorm ist, spricht man

e von einer Cauchy-Folge (f;)ren in LH(R™), falls

Ve >03dN(e) e NVm,n> N(e): ||fm — fulh <&;

e von Konvergenz gegen f € L'(R"), fallslim,, . || f,— f|l: = 0. In Zeichen:
f = ‘Cl_hmn—ﬂ)o fn

2.7 Bemerkung Folgt nicht die zweite Behauptung aus der ersten? Cauchy—
Folgen konvergieren doch immer gegen ihren Grenzwert, soweit dieser existiert!
Ja, aber hier geht es nicht um L!'-Konvergenz, d.h. limy_,. ||fx — f]1 = 0,
sondern um limg_, o (fx(z) — f(z)) = O fiir fast alle z € R"! O

Beweis: Wir gehen von den Aquivalenzklassen f;, € L'(R™) zu Reprisentanten
in L'(R™) iiber, die wir ebenfalls mit f;, bezeichnen.

Zunachst konstruieren wir eine Funktion f : R®™ — C, gegen die eine geeig-
nete Teilfolge der Cauchy—Folge (fx)ren fast iiberall konvergiert. Danach zeigen
wir, dass f L'-Grenzwert der Cauchy—Folge ist.
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2)

Wir kénnen eine Teilfolge (fr,)en mit || fe — fo i < 27¢ fiir & > Kk
auswahlen, sodass insbesondere
Zka“l fkenl = :1
=1

ist. Setzen wir g; := fi,,, — fr, und g :== >°.°, |g¢|, dann folgt mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung (1.7)

gl < Z [gell1 <1 < 0.
=1

Nach Satz 1.27 (der Integrabilitat nicht voraussetzt!) ist N := g~ !(c0) C R”
eine Nullmenge, >",°, g, konvergiert also fast iiberall absolut. Daher ist

)i { M ele) N

wegen

Jim fi, (2) = fi (@ +de fir o ¢N

wohldefiniert, fiir alle x € R™ endlich, und die Teilfolge (fx,)sen konvergiert
fast iiberall gegen f (ndmlich auf R™ \ NV).

Diese punktweise Konvergenz sagt aber noch nichts dariiber aus, dass die f;
(oder auch nur die f;,) in L'(R") gegen f konvergieren.

Dazu miissen wir ja zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein k(g) mit

I f—=feli <e (k> k(e)) (2.1)

gibt. Dazu sei m = m(e) so gewihlt, dass 22°™ < ¢ und k(¢) := k,,. Dann
ist

o Ymlloells <352, 27 =27 < 5 und

o lfe = frnllh <27 <5 (k= k(e)).

Andererseits lasst sich f,, € £'(R") durch Treppenfunktionen ¢ € 7, belie-
big genau (im £!-Sinn) approximieren, es existiert also ein ¢ mit

| \/

15
I fem — 2lls < 5
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Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (1.7)

1f =@l < If = fenli + I e — el =|[D_gel| +1fen — 2l
l=m

1

> Mgelh + i =l < e,

l=m

IN

also f € L1(R™). (2.1) zeigen wir mit
If = felle W = Senlle + [[fo = filh <€ (k= K(e)).
Also ist f = L1-limy,_,00 fr- O

2.8 Bemerkungen

1. Das Lebesgue-Integral ist wegen

fd:c—/ gdx
]Rn n

eine Lipschitz-stetige Abbildung £'(R") — C (mit Lipschitz-Konstante 1),
also ein stetiges (lineares) Funktional. Aus f = L'-lim;_,., f; folgt also

</ If—glde=|If =gl  (f,g€ LR

lim frdx = / fdx.
RTL n

k—o00

2. Die Folge der f; selbst braucht nicht punktweise zu konvergieren: &

2.9 Beispiel einer im £!-Sinn aber nicht punktweise konvergenten Folge
Zu k € N seien v,q € Ny durch v := |log, k| und ¢ := k — 2" definiert, also
0 < q < 2Y. Wir wahlen die Funktionenfolge

fri=1p, € LY(R) mit L= [q27", (¢ +1)27"].

Es ist £'—limy_,o fr = 0, aber fiir kein x € [0, 1] existiert der punktweise
Limes

lim fk($)7

k—o0

denn x ist in mindestens einem, hochstens zwei Intervallen [ der Lange 277
enthalten. &

Man sollte auch ein Beispiel in umgekehrter Richtung im Kopf behalten:
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Abbildung 2.1: Folge der Intervalle I}

2.10 Beispiel einer punktweise aber nicht im £!-Sinn konvergenten Folge
Es sei fi := kl/k2/k (k€ N). Dannist fi, € £}(R), und fiir alle z € R gilt
limy_00 fr(x) = 0.

Wiirde aber die Folge im £!-Sinn gegen ein f € L}(R) konvergieren, dann
miisste [, fdz = limy_, [; fr dz = 1 gelten; gleichzeitig aber nach dem Satz
von Riesz—Fischer (Satz 2.5) f(x) = 0 fiir fast alle z € R gelten, im Widerspruch
zu Satz 1.29. <&

Oft kann man fiir eine Folge integrierbarer Funktionen die Existenz ihres punkt-
weisen Limes nachpriifen, will aber wissen, ob sie auch im £!-Sinn gegen diesen
konvergieren. Wir werden dafiir im folgenden Satz, in Lemma 2.13 und im Satz
2.18 unterschiedliche Kriterien kennenlernen.

2.11 Satz (Beppo Levi)

Es sei (fi)en eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen fj, : R" —
R, sodass die Folge ihrer Integrale fR” frdx beschrankt ist.

Dann ist f : R" — RU {oo}, f(z) := limj_e0 fr(x) in LYR"), und

fdx = lim frdx. (2.2)

R™ k—oo R™

Beweis: Zunachst existiert [ := limy_, . fRn frdx € R, denn die Folge dieser
reellen Zahlen ist monoton wachsend und beschrankt. Wegen

Hfm—ka1:/n(fm—fk)dxﬁl— fedxr fir m>k

Rn

ist (fx)ren eine L1-Cauchy—Folge und damit ist nach dem Satz von Riesz—Fischer
(Satz 2.5) f ein L'-Limes der Folge. Nach Bemerkung 2.8.1. gilt (2.2). O

2.12 Bemerkungen (Satz von Beppo Levi)
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1. Satz 2.11 wird auch Satz von der monotonen Konvergenz genannt.
Die Voraussetzung der Monotonie kann nicht weggelassen werden:
Ahnlich wie in Beispiel 2.10 besitzen die Funktionen f; := k™14 € L}(R)
ein (durch 1) beschranktes Integral, besitzen sogar einen punktweisen Limes
limy_o fr(z) = 0, konvergieren aber nicht im L'-Sinn gegen diesen.

2. Man kann also unter diesen Voraussetzungen (punktweisen) Limes und Inte-
gral vertauschen.

3. Eine analoge Aussage gilt fiir eine monoton fallende Folge (fi)ken- &

Oft ist die Monotonievoraussetzung nicht erfiillt, man kann aber auf den punkt-
weisen Limes Inferior trotzdem den Satz von der monotonen Konvergenz anwen-
den:

2.13 Lemma (Fatou) Es seien f,, € L'(R") (k € N) nicht negative Funk-
tionen, fiir die I := liminf,_, fRn frdx < oo gilt. Dann ist die durch

f:R"—=1[0,00] , f(x):=liminf fi(x)

k—oo
definierte Funktion ebenfalls integrabel, und
fdr <1I. (2.3)
Rn

2.14 Bemerkung (Fatou) Beispiel 2.10 zeigt, dass in (2.3) selbst dann im All-
gemeinen keine Gleichheit gilt, wenn der Limes I = lim;,_, fRn fr dx existiert. &

Beweis des Lemmas von Fatou:
e Die Folge der durch

Fi(z) == inf{fo(x) | £ > k} (x € R™)

definierten Funktionen (F})ien ist monoton wachsend. Nach Definition des Limes
Inferior (Definition 7.13 der Analysis |) gilt

klim Fi(z) = f(x) (x e R").
e Definiert man fiir { > k € N
Grye(z) :==min{f,(z) | m e {k,...,(}} (x € R"),

dann ist Gy, € L' (R™), fiir jedes k € N ist die Folge (Gy.¢)¢> monoton fallend,
und

l—00
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Nach dem Satz von Beppo Levi folgt damit auch F, € L}(R").
e Andererseits ist

/n Fy(z)dx = /]R" g{ fo(x)dx < (1Zr>1f fo(x) dx.

_k Rn

Also ist wegen I = limy,_o0 infrsi [5. fo(2) dz < oo

/ Fi(r)dx <1T

und der Satz von Beppo Levi auf die £}, € £!(R") anwendbar. Deren punktweiser
Limes f ist damit integrierbar mit fRn fdr =limg_, fRn F.dr <. O

Als zweite Anwendung des Satzes von Beppo Levi zeigen wir die folgende
wichtige Eigenschaft des Lebesgue-MaBes.

2.15 Satz Das Lebesgue—MaB \" ist o—additiv. Sogar fiir messbare A, C R"
(k € N), die bis auf Nullmengen disjunkt sind (\"(Ax N A;) = 0 fiir (1 # k)) gilt

. (U A'“) =34
k=1 k=1
zumindest falls die Summe endlich ist (siehe Bemerkung 1.18).

Beweis: Fiir B; := Ufk:1 Ay ist die Folge der Funktionen 15, monoton wachsend.
Wenn zunachst die Ay disjunkt sind, gilt 1, = 22:1 1y, , also

l l
/ 1, dx = Z/ Iy do =Y X'(4)  (keN)
" k=1 K" k=1

(1p,)ien konvergiert dann punktweise gegen die charakteristische Funktion von
B = Uzozl Apg. Sind die Integrale fRn 1, dz beschrankt, dann ist nach Satz 2.11

A" (B) :/ lpde = lim | lpde =Y N'(A).
" k=1

l—o0 R™

Sind die A nur bis auf Nullmengen disjunkt, dann dndert dies nach Satz 1.24
nichts an der Richtigkeit der Aussage. O

2.16 Satz Lebesgue-Integral und Lebesgue-MaB sind translationsinvariant,
d.h.

flz+a)de = f(x)dx (f € L*(R"), a € RY)

R” Rn
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und (mit Minkowski-Schreibweise, d.h. A+a={z € R" |z —a € A})
A'(A+a)=\"(A) (A C R" meBbar, a € R").

Beweis: Alle unsere relevanten Definitionen, angefangen mit der Definition des
Quader-Volumen iiber die der Treppenfunktionen und ihres Integrals, bis zu den
L-Funktionen und meBbaren Mengen, waren translationsinvariant. O

2.17 Bemerkung Zusammen mit der Translationsinvarianz und der Normierung
A"([0,1]™) = 1 des Wiirfelvolumens legt die o—Additivitdt das Lebesgue—MaB
A" M — [0,00] auf einer geeigneten o—Algebra M des R" eindeutig fest,
siehe z.B. BAUER [Ba], §8. <&

Ein weiteres Kriterium, fiir den punktweisen Limes einer Funktionenfolge zu zei-
gen, dass er auch der L!-Limes ist, bietet die folgende, auch Satz von Lebesgue
genannte Aussage:

2.18 Satz von der majorisierten Konvergenz
Es sei fr € LY(R™) (k € N), und der punktweise Limes

f@) = Jim fi(x)

existiere fast iiberall. Wenn eine gemeinsame Majorante F' > |fi|, F € L}(R"™)
existiert, dann ist f € L*(R™) und

fdxr = lim frdx.

R™ k—o0 R™
Beweis:

e Fiir Real- und Imaginarteile der f; gelten die gleichen Voraussetzungen wie
fiir die fi selbst. Gleiches gilt fiir Positiv— und Negativteile reeller f;.
Daher nehmen wir 0.B.d.A. f;, > 0 an und zeigen den Satz in diesem Spezial-
fall. Die Aussage fiir komplexwertige f;. folgt dann durch Zerlegung.

o Wir setzen

fT(x) :=limsup fr(z) und [~ (2):= ligginf fr(x).

k—o0

Damit ist
0<f(x)<fT(@)<F(x) (z€R)

und nach Annahme der fast iiberall-Existenz von f(x) gilt auBerhalb einer
Nullmenge


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_der_majorisierten_Konvergenz

e Nach dem Lemma von Fatou (Lemma 2.13) ist f~ integrierbar mit

f~dx <liminf frdx.
k—o00

R™ R™

Andererseits konnen wir dieses Lemma auch auf die Funktionen g := F — f;
anwenden, denn es ist gy > 0, g € L'(R") und [o, gp do <[5, F dx. Wir
erhalten die Abschatzung fiir

g(x) = liminf g (z) = F(z) — f (=),

k—o0

Jgn g dx < liminfy o [, grde = [o, F de —limsup;_,o [g. fr dz, also

fHde = / (F —g)dz > limsup [ frdz.
R n

k—o0 Rn

e Damit ist
liminf | fyede> | f~dx= | fdrx= [ frdx>limsup [ fidx.
k—o00 R™ Rn Rn Rn k—o00 Rn
Hier muss offensichtlich Gleichheit gelten. O

2.19 Bemerkung (Bedeutung des Satzes von Lebesgue)

Wir wissen schon, dass Entsprechendes fiir den £'~Limes einer £!-Cauchy—Folge
(fx)ken integrabler Funktionen gilt (Satz 2.5 von Riesz—Fischer) und ebenso fiir
eine monoton wachsende Folge mit beschranktem Integral (Satz von Beppo Levi).
Aber oft ist eben nur der Satz 2.18 anwendbar, denn die £!'-Konvergenz ist oft
nur schwer zu lberpriifen und die Monotonie oft nicht gegeben. &

2.20 Staatsexamens-Aufgabe (Friihjahr 2016)

(a) Firn € Nsei f, : [0,00[= R, fu(x) := Le n. Zeigen Sie, dass die Folge
(fn)nen auf [0, 0o[ gleichmaBig gegen 0 konvergiert und bestimmen Sie

lim / fn(z) dx.
n—oo 0
(b) Sei f:[0,1] — R stetig mit f(0) = 0. Bestimmen Sie

1
lim / f(a") dx. &
n— o0 0
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2.21 Beispiel (Die Gammafunktion)
In der Analysis Il haben wir auf der Halbebene D = {s € C | Re(s) > 0} die
Gamma-—Funktion durch

[(s) := /000 5 te tdt (s e D)

definiert. Dies ist fiir diese Integralformel die groBtmogliche Halbebene, denn
schon fiir s = 0 ist der Integrand nicht mehr in £!(R™).

Andererseits ist fiir viele mathematische Fragen, etwa in der analytischen
Zahlentheorie, eine Ausweitung des Definitionsbereiches wiinschenswert.

Um dies durchzufiihren, erinnern wir uns daran (Satz 8.33 der Analysis |),
dass

e”' = lim (1 — E>n (t € C) (2.4)

n—00 n

gilt. Wir wiirden gern die Polynome ¢ +— (1 — %)n statt e~* in die Integralde-
finition eintragen, explizit integrieren und dann den Limes bilden. Dies ist nicht
direkt moglich, denn dann wire der Integrand nicht mehr in £'(R™). Allerdings
ist dies fiir s € D der Fall, wenn wir f(t) := t*"te~* durch

1 (1-H)" . 0<t<
A L e

ersetzen, denn die f;,, sind stetig (beachte f;,(n) = 0) und integrabel.
Wegen (2.4) gilt
lim f;,(t) = fs(t) (t > 0).

n—oo

AuBerdem ist fiir reelle s > 0

0 < fon(t) < f5(1),

denn fiir t < n ist wegen log(1 —z) = — > 2, a*/k

1 1 AN 1 1 t t OOE * < —t
& n & n — knk-1 — 7

also (1 —1)" < e*. Damit ist fiir beliebige s € D und I',(s) := [;° fsa(t) dt

o0 n t n
IT.(s)] < / ]fsm(t)]dt:/ {Res)=1 (1——) dt
0 0 n

< / tRe@ =1~ gt = T'(Re(s)).
0
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Der Satz von Lebesgue ergibt
lim T\, (s) =T'(s) (s e D).

Andererseits folgt durch partielle Integration

n t\" n o [" AN
a(s) = /ts—l (1——) dt=— [ t* (1——> dt
0 n ns Jo n

nlnstn nln®

Conns(s+ 1) (s+n) s(s+1)-...-(s+n)

Damit sind alle T',,(s) auf dem gemeinsamen Definitionsbereich
D:={scC|s¢Z\N}

definiert, es gilt

- I'ita(s) -
Fni1(s) = Ta(s) (s € D),
+1 1 ]}_[1 T(5)
und wegen
Lia(s) _ (k4D () _ (45 1+5+0(>) Lo

[i(s) s+k+1 l+735  1+3+0(k2)
existiert der Limes

[(s) := lim [,(s) = Iy(s) - lim T Lennls) (s € D). O

n—oo n—00 1 Fk(S)

Wie stellen wir nun fest, ob eine Funktion f : R® — C Lebesgue-integrierbar
ist? Hier ist oft das folgende Kriterium niitzlich:

2.22 Satz Essei f : R" — C fast iiberall stetig und | f| < g fiir ein g € L' (R");
dann ist auch f € LY(R™).

Satz 2.22 wird unter Zuhilfenahme des Satzes von Lebesgue bewiesen, siehe
[Ko], Kap. 5.3. Um den Satz anwenden zu kdnnen, braucht man natiirlich einen
gewissen Vorrat an Majoranten g € L'(R").

Beispielsweise kann man sich fragen, wie schnell eine Funktion f : R* — C
lokal, d.h. in der Umgebung eines Punktes x € R", divergieren kann, bzw. wie
langsam sie bei Unendlich gegen Null streben kann, damit noch f € L'(R")
gilt. Entsprechende Majoranten fiir f diskutieren wir in Bsp. 2.36, wenn wir den
Transformationssatz 2.32 zur Verfiigung haben.

Eine weitere Anwendung findet der Satz 2.18 bei der Theorie der Fourier—
Transformation:
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2.23 Definition X
Die Fourier—Transformierte f von f € L'(R") ist definiert durch

f(k) = (2m)~"? - f(z)exp(—ik - x) dz (k € R").

2.24 Bemerkung (Fourier—Transformation als unitdre Abbildung)

Oft wird die Fourier—Transformation auch unter Weglassung der Konstante
(2m)~™/2 definiert. Wenn wir quadratintegrable Funktionen f,g : R* — C
Fourier-transformieren, ist allerdings diese Wahl nétig, um sicherzustellen, dass

fiir das Skalarprodukt (f, g) = [,. f(z)G(z) dx gilt: (f, ) = (f,q). o

2.25 Beispiel (GauBsche Glockenkurve)
f:R—=R, f(z)=e* istfira> 0in £L(R). Mit der Substitution y := /ax
ergibt sich ihre Fourier—Transformierte:

1 2 . 1 o gk
k - —ax —za:kd _ / Va d
JR) \/27r/Re ‘ V2ma Re Y
k2 K2

_ e [ olea) dy=""  (keR).

V2ma Jr vV2a

Der letzte Schritt, ndmlich die Substitution mit z =y + ¢

/e(y“)Qdy:/ezzdz,
R R

ist fiir reelle ¢ vertraut, aber wegen der komplexen Differenzierbarkeit = Holo-
morphie von z — e~* auch fiir unser imaginares c legitim. Auch ohne Kennt-
nis der Funktionentheorie kann man diese Identitat durch Differentiation des
c—abhangigen Integrals nach ¢ mittels Vertauschung von uneigentlichem Integral
und Differentiation nach dem Parameter beweisen.

Wir erhalten damit wieder eine GauBsche Glockenkurve, und speziell fiir a =
1/2 ist sogar f = f. Wenn a groB ist, also die Glockenkurve f ein schmales
Profil hat, besitzt f ein weites Profil und umgekehrt. &

Warum ist die Fourier—Transformation wichtig? Unter anderem, weil sie die
Losung von partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ermog-
licht. Unter der Fourier—Transformation werden namlich solche Differentialope-
ratoren zu Polynomen.

Zundachst wissen wir noch nicht einmal, ob fiir k£ # 0 das Integral konvergiert.
Wir wiirden gern Satz 1.8 benutzen, nach dem das Produkt von f € L'(R")
und einer beschrinkten Funktion g € £L'(R") wieder integrabel ist, aber = +—
g(z) := e~ zwar beschrinkt, aber nicht integrabel. Tatsichlich ist das auch
nicht notig:
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2.26 Satz Das Produkt von f € L'(R"™) und einer beschrinkten Funktion g :
R™ — C U {oc} ist integrabel, wenn g lokal integrabel ist, d.h. wenn fiir alle
r > 0 die Funktionen

g:(x) = { o) Ll <

0 llef >r

integrabel sind.

Beweis: Nach Satz 1.8 ist f - g, € L'(R"). AuBerdem ist |f - g.| < F mit
F:=M-|f| und M :=sup, |g(x)| < co. Damit ist nach dem Satz von Lebes-
gue auch f - g integrabel. O

Fiir g(x) := e~ ist M = 1, und g ist stetig, also nach Satz 2.22 g, integrabel.
Satz 2.26 garantiert uns also, dass die Fourier—Transformierte f tiberhaupt wohl-
definiert ist. Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert uns aber noch
genauere Informationen iiber f:

2.27 Satz Die Fourier—Transformierte f von f € LY(R™) ist stetig.

Beweis: Fiir eine beliebige Folge (k;);en von k; € R™ mit lim;,o ky = k gilt
punktweise

lim f(x)e *® = f(z)e ™.

l—00
Damit ist fiir fi(x) := f(x)e ™ die Voraussetzung von Satz 2.18 erfiillt, und
es folgt f(k) = limy_o0 f(Ky). O

Diese Stetigkeitseigenschaft der Fourier—Transformierten geht allerdings verloren,
wenn wir die quadratintegrablen Funktionen f € L?(R") betrachten.

2.2 Der Satz von Fubini (L!-Version)

Praktisch wird man die Lebesgue—Integration im R™ mithilfe des Satzes von
Fubini auf die eindimensionale Integration zuriickfiihren. Wir benutzen dabei den
Satz in der folgenden Form (die im Gegensatz zur Version 1.15 fiir den gesamten
R™ als Integrationsgebiet anwendbar ist).

2.28 Satz von Fubini Firm,p € N, n=m+p und f € L}(R") ist

NO = {y € R? | [(-y) & L} (R™)) (25)
eine Nullmenge, und fiir
— mef(xay)de ,yERP\N(P)
Flo) = { 0 ye N® (2.6)
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ist F € L'(RP). Es gilt

RECE /R p ( RCY d:zc) dy. (2.7)

2.29 Bemerkungen (Satz von Fubini)

1. Da N® eine Nullmenge ist, braucht F auf dieser Menge nicht definiert zu
werden, um als Element von Ll(Rp), also als Aquivalenzklasse von Funktionen
in L!(RP) festgelegt zu sein.

2. Esgibt f € LY(R™ xRP), fiir die N = () gilt, ja sogar eine dichte Teilmenge
des R? ist.
Ein Beispiel ist die charakteristische Funktion der Teilmenge R™ x QP des
Vektorraums R, mit N = Q.

3. In Satz 1.15, im wesentlichen einem Spezialfall des obigen Satzes von Fubini,
bekommt man wegen der Beschranktheitsannahmen an die Funktion und ihren
Definitionsbereich aber noch die Zusatzinformation N® = ().

4. Der folgende Beweis ist kompliziert. Es ist daher sinnvoll, sich zunachst die
Strategie zu iiberlegen. Wegen f € L!(R") gibt es eine L'-approximierende
Folge von ¢ € 7T,. Aus dieser wird eine Folge von ¢y, == k(- y) € T
gewonnen, die f, := f(-,y) L'-approximiert. Deren Integrale y — @ (y)
sind Treppenfunktionen, die y — F(y) im L'-Sinn approximieren. Daher ist
F € L'(RP). Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen impliziert dann die
Richtigkeit der Formel 2.7. &

Beweis:
e Benutzung des Satzes von Riesz-Fischer auf R":
Es sei (or)ren eine f € L}(R") approximierende Folge von o, € 7, die der
Bedingung
gk —@uli <278 (ke N) (2.8)

geniigt und fir die
N® .= {7 € R"| f(z) ist nicht Grenzwert von (% (2))ren}

eine Nullmenge ist. Der Satz von Riesz—Fischer (Satz 2.5) garantiert die Existenz
einer solchen Folge.
Unser Ziel ist zunachst, durch die Treppenfunktionen

Pk,y € Tm ) Spk7y(x) = Spk(xv y) (y € Rp)

die Funktion f, : R™ — C U {oo} zu approximieren.
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Punktweise gelingt dies fiir fast alle y € R? fast iiberall in R™, denn die ¢y
konvergieren auBerhalb der Nullmenge N(™ C R™ gegen f, und nach Satz 1.35
ist fir N\™ = {z eR™ | (z,y) e N}

NP .= {y e R | N{™ ist keine Nullmenge in R™}

eine Nullmenge in R”.

e Benutzung des Satzes von Fubini fiir Treppenfunktionen:
Wir wollen diese Konvergenz gegen f, aber auch im L'-Sinn zeigen.
Nach Satz 1.4.3 ist fiir die Treppenfunktion

U eT, . Wily) = / st (,) — o, y)| de

/ Vi) dy = | loen — ol dz = lloens — il <27 (ke N).
RP R™

Also bilden die W}, eine L'—konvergente Reihe > 77 U, und fiir fast alle y € R?
stimmen nach dem Satz von Beppo Levi der punktweise Grenzwert )", | ¥ (y)
mit dem L!-Grenzwert iiberein. Insbesondere existiert nach Satz 1.27 eine Null-
menge NI(II?) mit

Y iy) <o (yeRP\NT). (2.9)

e Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R™:
Wir setzen N®) := Nl(p) U NI(II’). Dies ist ebenfalls eine Nullmenge in R?.

Fiir y € RP\N®) ist wegen (2.9) die Folge der ¢, € L' (R™) eine Cauchy-
Folge, die nach dem Satz von Riesz—Fischer gegen eine Funktion in L£'(R™)
konvergiert. Diese Funktion muB aber f, sein, denn die ¢y, konvergieren (da
y & N}p)) auch fast iiberall gegen f,. Also ist auch f, € L}(R™), und N aus
(2.5) ist wegen N®) C N® eine Nullmenge.

Nach dem Satz von Riesz—Fischer konvergieren damit auch die Integrale: Die
Treppenfunktionen

P eT, , Puly) iz/ Phy dx

konvergieren also punktweise bis auf eine Nullmenge gegen das in (2.6) definierte
F:Rr - C:

lim 4(y) = | fyde=F(y)  (y e RAND).

k—oo R™

42



¢ Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R?:
Die @, konvergieren aber auch im L'-Sinn, denn nach (2.8) ist

| @i — Pi|dy = /
Rp Rp

< o1 — ol dz = |l — prlli <277,
Rn

/m (@kﬂ(%y) - sﬁk(x,y)) dz| dy

die @, bilden also eine L'-Cauchy—Folge.
Nach dem Satz von Riesz—Fischer ist damit ihr punktweiser Limes F' inte-
grierbar, und

/Rp (/mfydl’) dy:/Rdey

= lim &) dy = lim </ or(z,y) dm) dy
RP m

k—oo JRrp k—ro0
= lim opdz = fdz.
k—o0 n Rn

Hierbei wurde in der vorletzten Identitdt nochmals der Satz von Fubini fiir Trep-
penfunktionen benutzt, in der letzten die L'-Stetigkeit des Lebesgue—Integrals.
O

Praktisch einfach zu iiberpriifen sind oft die Voraussetzungen des folgenden Sat-
zes (eines Korollars des Satzes von Tonelli):

2.30 Satz Die Funktionen f und F' seien fast iiberall stetig auf R" = R™ x RP
und es gelte:

LIfl<F

2. Es existiert wenigstens eines der Integrale

/Rp (/mF(x,y)da:) dy / (/RPF(%?/WQ dr.

Dann ist f € LYR™) und [, ([ f(z,y)dz) dy = [on (fo (2, y) dy) da.

Beweis: Siehe KONIGSBERGER [Ko]. O
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2.3 Der Transformationssatz

Oft nimmt eine Funktion in einem Koordinatensystem eine viel einfachere Form
an als in einem anderen, und dies will man bei der Integration nutzen. Nun bezieht
sich aber das Lebesgue—Integral zunachst auf die kartesischen Koordinaten des
R"™.

Koordinatenwechsel bewerkstelligt man (zumindest lokal) durch Diffeomor-
phismen.!3 Der Transformationssatz sagt uns, wie sich das Integral unter einem
solchen Diffeomorphismus transformiert.

Schauen wir uns dazu zunachst die vertraute eindimensionale Situation an,
d.h. ein offenes Intervall V C R, f € L'(V) und einen Diffeomorphismus

.U —=V.
Dann ist ® nach Definiti-

on bijektiv und wie auch
&1 stetig differenzierbar, al- f fod
so &' # 0 (und damit ® ent- —

( 3\

weder streng monoton wach-

send oder fallend). V' C R ( ) ( )
ist wieder ein offenes Inter- Vv U

vall, und es gilt

/V F(y) dy = / [ o ®(x)|®'(x)]| d.

Fiir Riemann—integrable f entspricht dies der Substitutionsregel. Man beach-
te, dass sich die Intervallgrenzen durch monoton fallende ® umdrehen; daher die
Verwendung des Gewichtsfaktors |®’|.

Der Transformationssatz erweitert nun diese Formel auf beliebige L'~Funktion-
en und Diffeomorphismen in beliebigen Dimensionen. Dazu miissen wir |®'| ge-
eignet verallgemeinern.

2.31 Bemerkung (Funktionaldeterminante)
Ist in n» Dimensionen der Diffeomorphismus ® von der speziellen Form

O(z) = (P1(21), ..., Pulzn)) ",
dann ergibt die Anwendung des Satzes von Fubini als Gewichtsfaktor
H ()
=1

13Zur Erinnerung: Fiir offene Teilmengen U,V C R™ heiBt ® € C*(U, V) Diffeomorphis-
mus, wenn @ bijektiv ist und @~ € CY(V, U) gilt.

= |det(DP(x))|. <&
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Letzterer Ausdruck stimmt auch allgemein:

2.32 Satz (Transformationssatz) EsseiU C R" offenund ® : U — V C R"
ein Diffeomorphismus. Es gilt fiir f : V — C

fell (V) < fod-|detD®| € L*(U),

und dann

/f @_/f )| det(D®(z))| d.

Eine Grundidee des Beweises ist, dass der Betrag der Determinante der Ableitung
von ¢ bei x € U der lokale Faktor der VolumenvergroBerung ist. Dazu betrachten
wir zunachst eine affine Abbildung ® : R™ — R™. Fiir diese existieren eindeutige
v € R", L € Mat(n,R) mit

O(x)=Lr+v (x € R™).

Affine Abbildungen bilden Parallelotope auf Parallelotope ab. Dabei verstehen
wir unter einem Parallelotop eine durch A € Mat(n,R) und z € R" fixierte
Teilmenge des R™ der Form

P(Az):={Ac+z|c=(c1,....ca) ", c; €]0,1]}.
Fiir die affine Abbildung & gilt

O(P(A, 2)) = P(LA, Lz + v). (2.10)

Das Parallelotop wird also wieder in ein Parallelotop
tiberfiihrt, welches durch die Bilder b; := La; der
Spaltenvektoren ay, ..., a, von A aufgespannt wird.
Da z—unabhingig D®(x) = L ist, ist unter Benut-
zung von (2.10) und des folgenden Satzes

| det(D®)

der Faktor, um den das Lebesgue—MaB des Paralle-
lotops P(A, z) durch Anwendung von ® vergroBert
wird.

2.33 Satz Fir A € Mat (n,R) und z € R" ist das Volumen des Parallelotops
P(A, z) gleich
AN'(P(A,z)) = |det Al.
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Beweis: Wir schreiben abkiirzend P(A) := P(A,0).

Als kompakte Mengen sind Parallelotope nach Satz 1.19 messbar.

Dass A\"(P(1)) = 1 ist (Lebesgue-MaB des Einheitswiirfels P(1) = [0, 1]"),
haben wir im letzten Kapitel gezeigt.

Wegen der Translationsinvarianz von A" (Satz 2.16) sind verschobene Paral-
lelotope von unverandertem Volumen.

Aus dem gleichen Grund ist
)\n(P((ll, ey Qi1, — Q5 iy 1, - - - ,an)) = )\n(P((ll, e ,an)).

Fir c € Z\ {0} kann P(ay,...,a;_1,ca; a;i1,...,a,) aus |c| verschobenen,
bis auf Nullmengen disjunkten Parallelotopen zusammengesetzt werden. Fiir
¢ = 0 ist das Parallelotop eine A"-Nullmenge. Daher hat es fiir alle ¢ € Z das
|c|-fache Volumen des urspriinglichen Parallelotops.

Gleiches gilt fiir ¢ € Q, denn man kann fiir ¢ = p/q aus ¢ solchen Paralleloto-
pen einen vom |p|-fachen Volumen wie P(A) zusammensetzen.

Fiir beliebige ¢ € R folgt die Formel
)\”(P(al, ey i1, CUyy Qi1 s e - ,an)) = || )\"(P(A))

durch rationale Approximation von ¢ und die Monotonie des Lebesgue-Integrals
(Satz 1.22.2) aus dem Fall ¢ € Q.

Weiter gilt
)\n(P(CI,17GZ+(I],,CLJ,,CLn>) :)\n(P<A)) (Z#]),

wie sich unter Benutzung der Translationsinvarianz des Lebesgue—MaBes aus
der Zerlegung des Parallelotops in zwei Polytope und Neuzusammensetzung
ergibt, siehe Abb. 2.2.

Da sich jede Matrix A € Mat (n, R) aus der Einheitsmatrix 1 mit den genannten
Spaltenoperationen gewinnen lasst, und wir fiir das Lebesgue-MaB Transforma-
tionsformeln abgeleitet haben, die denen des Betrages der Determinante von A
gleichen, haben wir den Satz bewiesen unter der Voraussetzung verschwindender
Translation z. Das Lebesgue—MaB ist aber translationsinvariant. O

Beweis des Transformationssatzes 2.32:
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Abbildung 2.2: Volumentreue Scherung eines Parallelotops

e Wir nehmen zunichst an, dass f o ® : U — C (genauer: die triviale Fortset-
zung von f) eine Treppenfunktion mit Trager in U ist. Wegen der Linearitat des
Integrals geniigt es, den Fall fo® = 1 fiir einen Quader () C U zu betrachten.
In diesem Fall reduziert sich die zu beweisende Transformations-Formel

/f )| det(D®(z |dx—/f

wegen [, f(®(x))| det(DP(z ) |dx—fU 1g(z)| det(D®(z))| dx
und fvf(y) dy:fv lgod(y dy—fv Io(g) dy = \"(®(Q)) auf

/Q | det(D®(x))| dz = A" (P(Q)). (2.11)

e Wegen der Eigenschaft des Diffeomorphismus ®, Nullmengen in Nullmengen
abzubilden (Satz 1.32 und 1.33) und wegen \"(Q) = A\"(Q) nehmen wir auch
an, dass ) kompakt ist, also von der Form @ = [z1, 21 + {1] X ... X [z, 2p + £0]
oder

Q = P(A,z) mitder Matrix A := diag({y,...,%,).

D®[, ist zwar i.Allg. nicht konstant, aber wegen der Kompaktheit von @ und
Stetigkeit von D® gleichmaBig stetig. Betrachten wir daher die Zerlegungen von
@ in die 2" bis auf Seiten, d.h. Mengen vom MaB 0 disjunkten Teilquader

Qrm = P(27%A, 2427%m) (m = (my,...,mn) ", m;/l; € {0,..., 2"“—1})

mit Ecke 2, := 2 + 27%m. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein k = k(¢) € N mit
10,@;(x) — 0;P;(y)| < e (i,j=1,....,n, 2,y € Qpm)

fir alle Teilwiirfel Q. € @, oder

D(2) = P(2pm) + DO(2pm)(x — 2im) + O27%) (v € Q). (2.12)
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Damit weicht das Bild ®(Qy. ) nur wenig von einem Parallelotop ab. Wir be-
nutzen zum Vergleich die um P(A,2) = P%(A4, 2) zentrierten Parallelotope

P(Az)={Ac+z|c=(c1,...,c;)", i €[5, 1+ 6]}

mit Volumen A"(P°(A, 2)) = (1 + 20)"A\"(P(A,z)) (6 > —3). Wegen (2.12)
und der Regularitat von D® auf dem kompakten Quader ) finden wir fiir jedes
0 > 0 ein k£ mit

P (DO (z1n) (27°4), 24 ) € ®(Qum) € PP (D®(24,0) (27" A), 2110
Damit ist nach Satz 2.33
ZA” (Qrm)) < (1+20)" Z)\” Qum) | det(DD(z5,,))]

(man bedenke, dass nach Satz 1.33 gilt A" (®(Q,m ) NP (Qpmr)) = 0 fiir m # m/,
denn ® ist ein Diffeomorphismus). Analog ist

AH(@(Q)) > (1 - 24)" ZA” Qrm) | det(DP(21m))]-

Die Riemann-Summe auf dem Quader () konvergiert gegen das Integral:

k—o00

lim Z)\”(ka) | det(DP(zk.m))| = /Q | det(DP(z)| dz.

Insgesamt erhalten wir \"(®(Q)) = fQ | det(D®(z))|dz, also (2.11).
e Die Aussage fiir beliebige integrable f erhalt man durch Approximation von
f o ® durch Treppenfunktionen. O

2.34 Beispiel (Integral der GauB-Funktion)
Bei Verwendung von Polarkoordinaten () = ®(r, ) = (cne ) und der Sub-
stitution w := 1% ist D®(r, ) = (2% "*"?) also det(D®(r,¢)) = r und

sing rcosyp

[/ exp(—x?) dxr:/Rzexp(—xz) exp(—y?) dr dy = /}R2 exp(—(2® + y*)) dz dy

/ / exp(—r?) rd¢ dr = 7T/ exp(—r?)2r dr = 7T/ exp(—u) du = .
0 0

Dadurch ist auch der Funktionswert der Gammafunktion bei 1/2 bestimmt:

T(1/2) = /OOO V2 exp(—t) dt = Q/OOOeXp(—:EQ) dz = /Ooexp(—xQ) dz = /7,

o0

siche das Skript Analysis /I, Kap. 1.3. <&
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2.35 Staatsexamens-Aufgabe (Friihjahr 2017)
Im folgenden sei f : R> — R eine integrable Funktion.

(a) Formulieren Sie den Transformationssatz fiir Integrale fiir den Spezialfall,
dass Sie das Integral von foT zuriickfiihren auf das Integral iiber f, wobei
die Transformation 7" : R? — R? eine lineare Abbildung ist.

(b) Integrieren Sie die Funktion f : R* — R,

1
(1+ (21 + 22)2)(1 + (221 + 5x9)?)’

f(xh $2) =

iber R2. &

2.36 Beispiel (Majoranten in LP—R&umen)
Fiir p € [1,00) ist LP(R™) der Raum der Funktionen f : R* — C U {oc}, die
iiber jede kompakte Teilmenge des R™ integrierbar sind, und fiir die

1/p
= ([ 1) <o

Analog zum Fall p = 1 setzt man N := {f € LP(R") | | f|l, = 0} und bildet
die Aquivalenzklassen beziiglich dieses Unterraums, setzt also

LP(R™) := LP(R™)/N.

Es sei nun gf :R™ — R durch

01

1]

0. 8

0 x| <1 0.6

+ i ? .
o (o) {nxw 2l > 1 32

-3 -2 -1 N 1 2 3X
und

]}

[l el < ;
95 (@) '—{ 0, Jaf >1 :

definiert. Dann gilt
g5 € LP(R") < A\ >

T3

und n
gy € LP(R") <= A< —,
p
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denn

Iols = [ xpar=n, [T
" 1
orn/2

mit I, := £ 77 wie in Kapitel 2.4 (als Flacheninhalt der (n — 1)-dimensionalen

Sphare interpretiert), also

o0
oty =1, [t
1
und analog

1
Hﬁ%z%/ﬂw“w- o
0

2.4 Anwendung: Polarkoordinaten im R"

Wir benutzen nun den Transformationssatz 2.32, um mithilfe der Polarkoordina-
ten das Volumen einer n—dimensionalen Kugel zu berechnen. Unter Polarkoordi-
naten auf dem R™ verstehen wir fiir n > 2 die Abbildung

1
o, = ( : ) e C™(U,V)
Pn
mit den offenen Teilmengen des R”

U = (0,00) x (0,27) x (0,7)" 2,

V = R\N , N={zeR"|x,=0, 2o >0}
und (mit 6y :=0)

n—1

Om(r, 01, ..., 0n_1) = 10801 H sin 6, (m=1,...,n),

{=m

wobei das Produkt iiber die leere Menge 1 ist, also

n—1
o1(r b, .., 0,1) = T H sin 6,
=1
n—1
wo(r,b1,...,0,_1) = rcosb H sin 6,
=2
n—1
w3(r,61,...,0,_1) = rcosby H sin 60,
=3

<,0n(7“, 917 s 7971—1) = TCOS en—l'
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e Fiir n = 2 ergibt sich dhnlich wie in Beispiel 2.34 (und mit 6 := 6;)
o1(r,0) =rsin® , po(r,0) =rcosb,
also D®,(r,0) = ($nf reosh)) | woraus sich det D®s(r, 0) = —r < 0 ergibt.

cosf —rsinf
Damit ist @5 ein lokaler Diffeomorphismus. Man sieht leicht, dass @, die Menge
U = (0,00)%(0,27) bijektivauf V =R*\N mit N = {z € R* | 21 =0, 25 >
0} abbildet, denn r = /3 + @3, durch (23) /\/ ¥ + ©3 = (519) lasst sich
0 € (0,2m) eindeutig bestimmen, und N entsprache den Werten r = 0 bzw.
r > 0 aber 6 = 0 der Polarkoordinaten. Wir haben damit nachgewiesen, dass

®, : U — V ein Diffeomorphismus ist.

e Esseinunn >3 und A := D®,,_(r,04,...,0,2) € Mat(n — 1,R). Diese
Matrix verwenden wir zur Berechnung von D®,,.
Es ist namlich wegen

sin@n_l (q)n—l)k ,k S {1, e, = ]_}
rcosf,_1 Jk=n

(o) = {

rAyqcost,_q

DO — sin en_l <A

TAn—l,l COS Qn—l
cosf,_10...0 ‘ —rsiné,_;

sodass aus einer Entwicklung nach der letzten Zeile

2
det(D(I)n) = —det(D@n_l) (sinen_l))"_l . (TSinen_l +TCOS enl)

sin Gn_l
= —det(D®y,_y) 7 (sin 1)) 2

folgt. Es ergibt sich also durch Induktion die Formel
n—1
det(D®,) = (—1)" """ [ (sin6o)*~* # 0.
(=2
Damit ist ®,, wieder ein lokaler Diffeomorphismus. Um zu zeigen, dass ®,, den

Definitionsbereich U bijektiv auf V' abbildet, bestimmen wir die Umkehrfunk-
tion @1 : V = U.

- Die Formel 325, 02 = r2 ;=) (sin 6,)® wird durch Induktion in & bewiesen
und liefert den Radius 7 = (Y_,_, p?)1/2.

-0, € (0,27) wird wie oben im Fall n = 2 bestimmt: (5%)/@ -
(5mfu). Hier wird benutzt, dass @, (r, 01, ...,0,_1) & N.

cos 0
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- Firm=2,...,n—1istcotf,, = %Hﬁglsmee, und /@7 + @3 > 0.

©3+03
Auf (0,7) ist aber der Cotangens streng monoton fallend. 6,, wird daher
unter Benutzung der schon bekannten Winkel 61, ...,6,, 1 bestimmt.

Man beachte, dass das Komplement N des Bildes V' C R"™ von ,, eine
Nullmenge ist, es also fiir Volumenberechnungen keine Rolle spielt.

Wir benutzen nun die Transformationsformel zur Berechnung des Volumens
einer n—dimensionalen Vollkugel B™ C R". Wegen fol rtdr = % ist

n
n

\'(B,) = ! mit [, := QH/ (sin 0)2d6
=270

(und dieser Ausdruck stimmt auch fiir n = 1). Nun besteht unsere erste Aufgabe
in der Berechnung der Integrale

Im ::/ (sin®)™do.
0

Die Rekursion beginnt bei Jy = 7 bzw. J; = 2. Fiir m > 2 ist mit partieller
Integration

/ (sinf)™df = (sinf)™ '(—cos)|5 + (m —1) / (sin §)™ 2 cos® 0 df)
0 0
= (m-— 1)/ (sin @)™ 2(1 — sin* ) db,
0
also

m/ow(sin 0)™do = (m — 1) /Oﬁ(sin )" dg

oder )
m J—
Jm = Jm-2.

Daraus ergibt sich unter Benutzung der Doppelfakultit n!! .= H;?J (n—20)

(2m)!!
(2m+ 1)1

~(@2m -1 B
Jom = W” und  Joq1 =

- an/2 P
Damit ist I, = % denn Jy_1Jy = 75 und I'(z + 1) = 2T'(2).

n __qn/2
A"(Bn) = r(2+1)

Gleichzeitig legt die Rechnung nahe, dass das (n — 1)—dimensionale Volumen der
Kugeloberfliche S"~! C R" gleich I, ist.
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3 Differentialformen und Mannigfaltigkeiten

Fiir Funktionen einer Variablen verkniipft der Hauptsatz Ableitung und Integral.
In diesem Kapitel werden wir den Satz von Stokes, die Verallgemeinerung des
Hauptsatzes auf beliebige Dimensionen, herleiten.

In zahlreichen Anwendungen der Analysis wird lber Untermannigfaltigkeiten
des R™ integriert. Um diese Integration durchzufiihren, entwickeln wir den Kalkiil
der Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Dieser Kalkiil lasst auch den geometrischen Gehalt physikalischer Theorien
wie Elektrodynamik oder Allgemeine Relativitatstheorie klar hervortreten (bei-
spielsweise lassen sich die sogenannten Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik
mit Differentialformen als dF" = 0, d*F = j schreiben, siehe Beispiel 3.18).

Eine gute Einfiihrung gibt das Buch [AF] von AGRICOLA und FRIEDRICH.

3.1 Multilinearformen

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie der duBeren Formen, denn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

3.1 Definition Essei E' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
p: Ex...x E— R heiBt multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
d.h. fiir alle A € R und zj, 2" € B

(p(mlv ce 7xj71a)\$jaxj+17 s 7$k> = )‘90(*1'17 cee ka)
und
gD(I’l, ce ,.I'jfl,l'JI‘ —I—IE]I-I,.I'jJrl, e ,xk)
= gp(xl,...,le-,...,xk) +g0(m1,...,x§1,...,a:k).

Genauer spricht man bei k Argumenten von einer k—linearen Abbildung.

Einige multilineare Abbildungen sind schon aus der Linearen Algebra vertraut:

3.2 Beispiele (multilineare Abbildungen)
1. k=1. Dannist ¢ : E — R eine Linearform, und fiir ¢ # 0 ist ¢~ 1(0) C E
ein Unterraum der Dimension n — 1.

Auf E = R™ mit Standardbasis eq, . .., e, € E bezeichne aq, ..., a, € E* die
Dualbasis (d.h. diejenige Basis des Dualraumes E* von E, fiir die c;(e;) = 0;;
gilt). Dann ist ¢ = > " | c;o; mit Koeffizienten ¢; 1= ¢(e;).
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2. k=2, E =R" mit kanonischem innerem Produkt (-,-). Fir A € Mat(n,R)
ist

p:ExE—=R . p(zy) = (z,Ay)

eine Bilinearform. Sie heiBt (anti-) symmetrisch, wenn
pl,y) = *p(y,2)  (z,y € E).
3. k=n, E =R". Die n-lineare Abbildung
o(x1, ..., xy) = det(zy,...,z,) (x; € E)

heiBt Determinantenform. Sie gibt das orientierte Volumen des von x4, ..., x,
aufgespannten Parallelotops an. &

Offensichtlich konnen wir zwei k—lineare Abbildungen ¢, ¢ addieren, indem wir

(o1 +@2) (w1, wn) o= or(@n, - wn) + @, - )

setzen und eine k—lineare Abbildung ¢ mit A € R multiplizieren:

A) (21, ..y xr) = Nep(1, ..., xp)).

Damit wird die Menge L*(E,R) der k—linearen Abbildungen von E in R zu einem
R-Vektorraum.

3.3 Definition Es sei E' ein n—dimensionaler R—Vektorraum.
e Dann heiit ¢ € L*(E,R) duBere k—Form, wenn sie antisymmetrisch ist,
d.h. firallel <t <l<kunduz,...,v; € E gilt

(X1, Ty ey Xy e ) = —@(T1y ooy Ty e Ty e, X))
e Der Unterraum der GuBeren k—Formen wird mit A*(E) C L*(E,R) bezeichnet.
3.4 Beispiele Betrachten wir die Beispiele 3.2:
1. AY(E)=L'Y(E R) = E*

2. (z,y) — (z, Ay) definiert eine duBere 2—Form auf R"™ genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzige duBere n—
Form auf dem R™. &
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3.5 Definition Das duBere Produkt von wi, ... ,w, € AY(E) ist die durch

wi(x1) wi(z1)
wi A A w(Ty, .. my) = det : : (x; € E)

wi(zx) ... wi(zr)
definierte k—lineare Abbildung.

Offensichtlich ist w; A ... A wy, eine k—=Form, also in A*(E).
Insbesondere ist damit fiir die Dualbasis o, ..., «, von E*

(079 VANRAN Q. € Ak<E)

Wegen der Eigenschaften der Determinante stimmt diese duBere Form bis auf
Vorzeichen mit derjenigen iiberein, bei der iy,...,7; aufsteigend geordnet sind
und ist genau dann # 0, wenn alle Indizes voneinander verschieden sind.

Wir kénnen nun jede k—Form w € A*(E) eindeutig als Linearkombination

W = E Wiy .1, Oy VANPIIAN Q.

1<i1<..<ip<n

mit Koeffizienten
W’L1Zk = w<€i17 Tt 7€ik> e R

darstellen. Da die Indexmengen {iy, ... iz} die k—elementigen Teilmengen von
{1,...,n} durchlaufen, gilt fir dim(E) =n

dim (A*(E)) = ().
i (A4(2) = ()
Das duBere Produkt der k—Form w mit einer [-Form

q/; — Z %1...3'104]‘1 VAN Qg

1<1<..<Ji<n

wird nun als w A ¢ € AF(E),

w A w = E E wilmikwjlmjlail VAN Q. A (7h VAN aj,
1<i1 <. . <ip<n 1551 <. <51<n

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen ein Indexpaar 7, = j, vorkommt,
sind gleich Null, denn oy A oy = —ay A oy = 0.

e Offensichtlich ist das duBere Produkt assoziativ, d.h. fiir beliebige duBere For-
men auf E gilt

(WAY)Ap=wA (P Ap).
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o Weiter gilt fiir eine k—Form w und eine [-Form v

denn wir miissen k - [-mal 1-Formen kommutieren, um von der einen zur
anderen Form zu gelangen.

3.6 Beispiel Symplektische Form auf dem R?"

n
w = Zai A Qipn € A2(R™).
i=1
Fiir n = 2 ergibt sich
w:al/\a3+a2/\a4,

also

wAw = (g ANaz+as Aag) A (g Aag+ as A ay)

= glAag/\al/\ag—l—ag/\a4/\a1/\a3

0
+041/\043/\042/\a4+\042/\044/\042/\a%

0
= (—1)3041 N ag N\ ag N\ oy + (—1)1041 N g N\ ag N\ oy
= —2011 A (6D) AN Qa3 AN Qy.
Die symplektische Form w hat eine Schliisselrolle in der klassischen Mechanik.

Dort bezeichnet man die Koordinaten x4, ..., x, als Impulskoordinaten, die Ko-
ordinaten x,1, ..., Ts, als Ortskoordinaten. &

3.7 Beispiel Wir betrachten jetzt speziell den R3, also unseren Anschauungs-
raum, und ordnen Vektoren v = (g%) = vie; + vges + v3e3 € R? verschiedene

duBere Formen zu:

e Allgemein vermittelt das kanonische innere Produkt im R™ einen Isomorphis-
mus
v—=vt v (w) = (v, w) (weR")

des R™ und seines Dualraumes. Die 1-Form v* besitzt dabei die Gestalt

vt = Zviozi e A'(R™).

i=1

56


https://de.wikipedia.org/wiki/Symplektischer_Vektorraum

e v € R" wird auch eine (n — 1)-Form w, € A" }(R"),
wy(we, ..., wy,) = det(v, we, ..., w,) (wa, ..., w, € R")
zugeordnet. Speziell im R3 finden wir die 2-Form

Wy = V1o A\ aig + voig A\ iy + vz N\ Qis.

e Das iuBere Produkt zweier solcher 1-Formen ergibt auf dem R? die 2-Form

VAW = (’UlOél —+ Voug + UgOég) N (wlozl —+ Wwovg + wgoég)
= (v1w2 — Ugwl)Oél A\ (0D)] + (’UQUJ3 — v3w2)oz2 A Qa3
+(U3’UJ1 - U1w3)043 N o

= Wyxw-

Wir haben auf diese Weise das Kreuzprodukt

V2W3 —V3W2

VX W= <v3w1—v1w3>

V1W2 —v2wW1

zweier Vektoren v, w € R gewonnen. &
3.8 Satz Die Vektoren wy, ..., w, € E* sind genau dann linear abhdngig, wenn
wi A ... Nw, = 0.

Beweis:

e Wenn sie linear abhingig sind, konnen wir einen Index i € {1,...,k} mit
w; = ZL c;w; finden. Damit gilt aber
I#i

k
wl/\.../\wk:chwl/\.../\wl/\.../\wk:O,

i
denn in jedem Summanden kommt w; doppelt vor.
e Andernfalls kdnnen wir die Vektoren zu einer Basis
Wy, ..., w, mit n:=dim(E")

erganzen, sodass wy A ... Aw, # 0 ist. Dann ist aber auch wy; A ... Awy # 0.
O
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3.9 Definition Der reelle Vektorraum
dim(

0o E)
A(E) =P A E) = P A(E)

(mit A°(E) := R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation
heiBt die auBere oder Grassmann-Algebra liber E.

3.10 Bemerkungen 1. dim(A*(E)) = 24™®) denn Y77 (7)) = 2"

2. Fiir beliebige &, € Ny ist fiir alle w € A*(E) und ¢ € AY(E):
w A € AMU(E), aber fiir m > dim(E) ist dim(A™(E)) = 0.

3.11 Definition Fiir eine lineare Abbildung f : E — F endlich dimensionaler
R-Vektorrdume und w € A*(F) heiBt die durch

ff(w)(vr, .. yvk) == w(f(vr),..., f(og))

definierte k—Form f*(w) die Zuriickziehung (engl. pull-back) von w mit f.

Es gilt offensichtlich f*(w) € A*(F), denn f*(w) ist k—linear und antisymme-
trisch.

3.12 Satz 1. Die Abbildung f* : A*(F) — A*(E) ist linear.
2. Firge L(F,G) ist (go f)" = f*og".
3. Fiir die identische Abbildung 1dg : E — E ist Idy = Ida+(g).
4. Fiir eine invertierbare Abbildung f € GL(E, F) ist (f*)~' = (f~H)*.
5. f*(anp)=f () A f(B)

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen fiir die Summanden A*, k& € Nj von
A*: Fir alle Vektoren vy, ... v, € FE gilt

1. Mit a, 3 € A*(F) und ¢, co € R ist

frlaa+cf)(vr, .. vr) = (aa+cf)(f(vr),. ., f(og))
= aa(f(vr),..., f(vr) +c2B(f(v1), ..., flvr))
= affa(vy,...,v5) + cof Blur, ..., vg).

2. (g © f)*Oé(Ul, s 7Uk) = a(g © f(vl)’ -.,90 f(vk’)) = g*a(f(vl)’ s >f(vk))

= f*og*a(vy,...,vk)
3. ldp(a)(vy, ... v,) = a(ldg(vy), ..., ldg(vg)) = a(vy, ..., vg).
4. Folgt aus 2. und 3.: (f~1)*f* = (fo f1)* =1d} = Idp«(p).

5. Hausaufgabe a
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3.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen einfiihren, aus Zeitgriinden aber nur auf offe-
nen Teilmengen U C R", nicht auf Mannigfaltigkeiten.

Eine Differentialform w auf U C R" ist eine von Ort zu Ort variierende duBere
Form, deren Variation wir als glatt voraussetzen.

Wir schreiben eine allgemeine k—Form w in der Grundform

1<i1<...<ip<n

wobei die w;, ;, € Q°(U) := C*°(U,R) sind, und die dz; den Koordinatenfunk-
tionen z; : R™ — R zugeordnete 1-Differentialformen sind (dz; € Q'(R™)). Den
Raum der k—Differentialformen schreiben wir ab jetzt zur Unterscheidung vom
Raum der duBeren k—Formen mit dem Symbol €2 statt A.

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld v : U — R"™ definiert,
und dz;(v)(y) = wv;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern
Funktionen, und fiir k& Vektorfelder v : U — R™ ist fiir das w aus (3.1)

d:t?z‘1 (1)(1)) o d ik(v(l))
w (’U(l), . ,U(k)) = Z Wiy..ig det ( : )

1<i1 <. <i<n dx;, () ... dxik('u(k))

definiert. Das Ergebnis ist also eine reelle Funktion auf U.

Die Rechenregeln iibertragen sich von den duBeren Formen auf die Differen-
tialformen.

Auf dem R-Vektorraum

n

Q(U) = Pt =Pt

k=0
der Differentialformen betrachten wir jetzt den Differentialoperator d, der durch

o df :=>", 2L dy; fiir Funktionen f € C=(U,R) = Q°(U)

=1 8xi

eund dw = Y. cpdwiii, A dry Ao A dx, fir k—Formen
W = Zl§i1<...<ik§n Wiy dT1 Ao N dg,

definiert ist. d verwandelt eine k—Form also in eine (k + 1)-Form.

3.13 Definition
Diese lineare Abbildung d : Q*(U) — Q*(U) heit duBere Ableitung.

3.14 Beispiele (duBere Ableitung)
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1. Fir w € Q°(R3) ist dw = g—;ld:cl + g—;dxg + g—fsd:cg.

2. Fir w = widry + wodxy + widxs € QI(R?’) ist

dw = (dwl) A dill'l + (du.)g) A\ d.CEQ + (dW3) VAN dSCg
= (%—%> dxy N dxy + <%—%) dxy N dxs

Oxy  Oxs Oxy  Oxy
8w1 8&)3

3. Fiir w = wiadzy A dy + wozdry A das + wardrs A dry € Q*(R3) ist

dw — <8w12 i Owas 4 Owsy

dzry N\ dzy A dxs.
8&73 65131 8352) T 2 3

4. Fiir w € Q3(R?) ist dw = 0. &

3.15 Satz d ist eine Antiderivation, d.h. fiir o € Q*(U) und 8 € QY(U) ist
dla A B) = (da) A B+ (=1)ka A dB.

Beweis: Wegen der Linearitat von d geniigt es, diese Gleichung fiir Monome

a::ffi:cil/\.../\da:ikj , ﬁ::gflleA.../\dij, f,g € C*(U,R)

@ 8

zu beweisen. Es gilt

dlanp) = d(f-g)an B =((df)g + fldg))a A g
= (df)yangp+ e}

3.16 Satz Auf Q*(U) gilt |dd =0].

Beweis:

i=1 8:!21‘

1. Fiir f € QO(U) ist ddf = d (2” ﬁd:m) = S S s day A day =

92 22 . .
Y i<res<n (8%5% - 69058];7) dr, A dxs = 0, da wir wegen der Glattheit von

f die partiellen Ableitungen vertauschen kdnnen.
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2. Firw = Zwilu_ikdm’il VAP dﬂ?lk € Qk(U) ist

ddw = (ddw;, ;) Ndzi, A ... Ada, =0,
N——

0

denn gemaB Satz 3.15 wird die duBere Ableitung auf die 1-Formen dw;,. ;,
und dz;, angewandt, und nach 1. ist das Ergebnis Null. O

3.17 Definition Eine Differentialform ¢ € Q*(U) heilt
e geschlossen, wenn dy = 0,
e exakt, wenn ¢ = dv fiir ein i) € Q*(U) gilt.

Nach Satz 3.16 sind exakte Differentialformen geschlossen.
Fiir k—Formen auf U = R" gilt (fiir £ > 1) auch die Umkehrung (sog. Poincaré-
Lemma, siehe [AF]).

3.3 Vektoranalysis

Wir erinnern uns an Beispiel 3.7, in dem wir Vektoren in 1-Formen bzw. (n—1)-
Formen umgewandelt haben. Gleiches wollen wir jetzt auch fiir Vektorfelder und
Differentialformen tun. Wir ordnen also mithilfe des kanonischen Skalarproduktes
(-,-) auf dem R™ dem Vektorfeld v € C>°(U, R"™)

1. die durch v* € QYU), v*(w) = (v,w) (w € C®(U,R™)) definierte
1-Form zu. In Koordinaten ist v* = Y7 | v;dz;.

2. Die Zuordnung einer (n — 1)-Form w, € Q" 1(U) zum Vektorfeld v wird
durch

wy(wy, ..., wy_1) = det(v,wy, ..., w,_1) (w; € C(U,R™)) (3.2)

definiert, also durch ihre Anwendung auf n—1 Vektorfelder. In Koordinaten

ergibt sich w, = dzy A ... ANdx,(v,-,...,-), also
Wy = Z(—l)i_lvidxl A c@ ANdxiga N ... ANdx,. (3.3)
i=1

Dabei bedeutet c?:z?z Entfernen von dz;.
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Im ersten Fall sieht man die Rechenregel

grad(f)* = df (3.4)
fir den Gradienten .y
Er
grad(f) =Vf =
i

einer reellen Funktionen f, im zweiten gilt

div(v)dxy A ... Adx, = dw, (3.5)

fiir die Divergenz

div(v) =V -v:= Z Ov
k=1

eines Vektorfeldes v. Denn nach (3.3) ist

dw, = ) (1) S gy Aday A Adas Adaigy A A day,
1,k=1 8Ik

und die Summanden sind fiir & # i gleich Null. Da dz; A...Adz, die kanonische
Volumenform auf dem R" ist, ergibt dies eine Relation, die praktisch niitzlich ist.
Speziell fiir n = 3 Dimensionen ist die Rotation

dvg  Ovg
dxy Oxg
dvy  9dvg
dr3 Oz
dvg  dvy

Ox1 Oz

rotv =V X v =

des Vektorfeldes v durch die Relation

Wrotv = d(U*) (36)

mit der duBeren Ableitung verkniipft, siehe Beispiel 3.14.2.

e Es ergibt sich aus (3.5), (3.6) und Satz 3.16
div(rot v) dzy A dxg A dxs = dw,er, = ddv™ =0,

also mit dxy A dxy Adxs # 0

\divrotv = O.\
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Diese und dhnliche Relationen sind iibrigens, da sie aus dd = 0 abgeleitet sind,
auch bei einer anderen Wahl der Riemannschen Metrik!* giiltig.

Auch die Relation

‘rot gradf =0, ‘

die fiir beliebige glatte Funktionen f giiltig ist, entpuppt sich als eine Manife-
station des Gesetzes dd = 0: Wegen (3.6) und (3.4) gilt

Wrot (gradf) = d(gradf)* = ddf = 0.

Als letztes Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Differentialformen in der Vektor-
analysis soll die ldentitat

div(v x w) = (rot v, w) — (v, rot w)

abgeleitet werden: Wir haben schon im Beispiel 3.7 gesehen, dass

VAW = Wy ‘ (3.7)

gilt, denn die entsprechende Rechenregel fiir duBere Formen iibertragt sich
direkt auf Differentialformen im R3. Also gilt unter Benutzung von (3.5), (3.7)
und (3.6)

div(v X w) dxy A dxe A dxs
dwysery = d(V* A w™)
= (dv) ANw" — 0" Adw" = Wrepw AW — 0" A Wropw*
= ((rotv,w) — (v,rot w))dxy A dxs A dzxs,

was zu beweisen war.

3.18 Beispiel (Elektromagnetisches Feld)
Die kartesischen Koordinaten xi, ..., x4 auf der Raumzeit R* bezeichnen den

Raumpunkt x := (z1,x2,23) und den Zeitpunkt ¢ := z4. Die Feldstirke F' €
O?(R*) sei durch

3
F .= Bl dCL‘Q /\dl‘g —l—BQdiIIg /\de‘l —l—BgdiL‘l /\dl’g —l—ZEZdZL'l /\d$4

i=1

“Def.: Eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge U C R” ist eine Abbildung

g € C>*(U,Mat(n,R)), wobei g(x) fiir x € U eine symmetrische positiv definite Matrix ist.
g(x) definiert also ein Skalarprodukt (Y, Z) — (Y, g(x)Z) bei x; siehe auch [AF], Kapitel 3.2.
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gegeben, wobei F := (E, By, F3) € C®(R* R3) das elektrische und B :=
(B1, By, B3) € C(R* R?) das magnetische Feld bezeichnet.
Die homogene Maxwellgleichung dF' = 0 ist aquivalent zu

0B

div,(B)=0 i —rot, F.
Aus dem Poincaré-Lemma schlieBen wir auf die Existenz eines so genannten
Eichfeldes A € Q'(R*) mit F = dA. &

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

Y1

3.19 Definition Es seien U C R™,V C R"™ offen und ¢ = ( : > U =V

Pn

glatt. Die Zuriickziehung (pull-back) ¢*w der Differentialform

W= Z Wiy igdxi, N oo N dxg, € QF (V)

1<ir <...<ip<n

ist durch
Yw = Z Wiy O - dpiy Ao N d;,

1<i1<...<ip<n

definiert.

Der Pull-back ¢*w ist also eine k—Form auf U C R™.

Ce D" Ce D
U Vv

3.20 Beispiel Die Polarkoordinaten sind durch ¢ = (¥!) : R* x (0,27) — R?,

1
2

pi(r,v) ==rcost  a(r, ) :==rsing

definiert. Es soll die 2-Form w = fdx; A dxy zuriickgezogen werden. Mit f =
f o, also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktion f, ergibt sich wegen

dpy = cos(Y)dr — rsin(Q)dy ,  dpy = sin(y)dr + r cos(1)dy
©'w = fdpy ANdpy = fr(cos?h +sin)dr Adip = frdr A dip.
3.21 Satz Fiir alle p € C*(U, V') gilt
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Beweis: Durch Anwendung der Kettenregel:

do*(fdxy N...Ndxy,) = d((foy)-deiy, A...Ndy;,)

Andererseits ist

"0
od(fdxy, N Ndxy) = ©F (Z a—j;dxl ANdzi, N ... A\ dmik>
=1
= a—mosﬁdw/\d%l/\-n/\d%k-

&

J

dfop
O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismen ¢ schlieBen wir aus Satz 3.21, dass
die duBere Ableitung einer Differentialform unabhangig vom verwendeten Koor-
dinatensystem definiert ist.

3.4 Integration von Differentialformen

Vorbetrachtung: In der Analysis | wurden fiir geeignete Funktionen f : R — R
zwei Integralbegriffe eingefiihrt:

e das Riemannsche Integral fabf(x) dx, interpretiert als (signierte) Flache
unter dem Graphen von f auf dem Intervall [a, b]

e das unbestimmte Integral [ f(x) dz, d.h. die Menge aller Stammfunktionen
F:R—RmitF' =Ff.

Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine reelle Konstante von-
einander.

e Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung verkniipfte die beiden Integralbe-
griffe folgendermaBen: Fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f gilt

b
/ fdz = F(b) — F(a).

Wir beachten, dass

1. auf der rechten Seite der Rand {a,b} = OI des Intervalls I := [a,D]
auftaucht, iiber das auf der linken Seite integriert wird und
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2. dass der Integrand fdx, als 1-Form aufgefasst, gleich der duBeren Ablei-
tung dF der Stammfunktion F' ist.

Bei der Integration von geeigneten Funktionen f : R™ — R haben wir den
Riemannschen Integralbegriff erweitert, indem wir fiir geeignete Gebiete M C R”

/Mfdx:/nf]lde

als (signiertes) Volumen unter dem Graphen von f, restringiert auf M, interpre-
tiert haben.

Unbeachtet blieb dabei die Frage, ob auch fiir n > 1 Dimensionen ein Zu-
sammenhang zwischen Integration und Differentiation existiert.

Nun ist die Ableitung einer Funktion f € C*°(R") die 1-Form
df = >0, %dwi. Nur fiir n = 1 konnten wir dieser Ableitung wieder eine

Funktion (ndmlich " = g—i) zuordnen.

Tatsachlich liefert uns, wie wir sehen werden, die Integration von Differential-
formen k—ter Stufe liber k—dimensionale Flachen die addquate Verallgemeinerung
des Hauptsatzes, den Satz von Stokes. Wir integrieren zunachst n—Formen auf

dem R", und danach k—Formen auf k—dimensionalen Flachen im R™.

3.22 Definition Es sei U C R" offen, und w € Q"(U) habe kompakten Trager
(d.h. fir w = fdxy A ... \dx, ist f(x) = 0 auBerhalb eines Kompaktums
K CU). Das Integral von w ist dann

/Uw::/[]f(x)dxl...dxn.

3.23 Satz Esseien U,V C R" offen und ¢ : V' — U ein Diffeomorphismus mit
konstantem Vorzeichen ¢ von det(Dy(x)). Dann gilt

/(p*w:es/w.
v U

Beweis: Nach Definition des pull-back ist unter Benutzung der symmetrischen
Gruppe S,

n

0 0,
Y'w= fopdpr N...Ndp, = fop L -...-idxil/\.../\dxin
=1 8%@1 8%1
8901 &Pn
= fop dmﬂ(l)/\.../\dl}r(n)
% 8$7r(1) 8x7r(n)
= foop sign(m dzy A ... Ndz,
% ( >8I7r(1) 8xﬂ(n) !

= foypdet(Dyp)dry A...N\dx,.
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Nach dem Transformationssatz (Satz 2.32) ergibt die Integration dieser n—Form
auf V

[y fopdet(Dy)dxy...de, =€ [, fop|det Do|dx =¢ [, fdr =¢ [,w. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral iiber die n—Form w nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhangt.
Betrachten wir dxy A ... A dx,, als die Standardvolumenform auf dem R",
dann konnen wir wa auch als Integral der Funktion f liber U auffassen.
Wenn wir als nachstes Funktionen liber k—dimensionale Flachen im R™ in-
tegrieren wollen, miissen wir uns zunachst iiber die Standardvolumenform klar
werden. Es sei U C R* offen und fiir n > k

p:U—R"

eine injektive glatte Abbildung mit rang(Dy(z)) =k (x € U), also vom ma-
ximalen Rang. ¢ parametrisiert die k—dimensionale Flache V := o(U) C R™.
Gesucht ist nun eine Form w(®) € QF(U), fiir die fiir jedes in V offene V' C V

/ W)
et (V)
der Flacheninhalt von V" ist.
Drei verniinftige Forderungen an die @—abhingige Definition von w(¥) sind,
dass

e das Quadrat V' := (0,1)F x {0}"~% C R™ den Flicheninhalt 1 besitzt.

e sich unter einer Drehung O € SO(n) der Flacheninhalt von V' nicht
andert, und ebenso wenig unter Translationen.

e der Flacheninhalt von V sich nicht dndert, wenn die Parametrisierung (ori-
entierungserhaltend) gedndert wird.

Diese Forderungen werden von der Volumenform

w® = \/det(g) dzy A ... Aday, (3.8)

der parametrisierten Flache V' erfiillt, wobei die symmetrische k x k—Matrix g
durch

g:= (D) Dy

definiert ist, und fiir reguldre Parametrisierung (rang(Dy(x)) = k (x € U))
wegen

(v, g(2)v) = (Dp(x)v, Dp(a)v) = | Dp(x)ull; >0 (v e R\ {0})
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g(x) > 0 gilt, die Matrix also positiv definit ist.
g heiBt metrischer Tensor. |g| bezeichnet in der Literatur oft det(g).

Ist beispielsweise ¥ : U — R™ durch v = O o ¢ mit O € SO(n) gegeben,
dann ist g invariant unter der Drehung:

(D¥)' Dy = (0Dy) " (ODy) = (D) O'ODyp = (D) Dy = g.
Wir konnen eine Funktion f : V' — R integrieren, indem wir das Integral
fU f oY - w(‘/’)

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veranderung der Parametrisie-
rung. Der Spezialfall f = 1, liefert wieder das k-dimensionale Volumen von V.

3.24 Beispiel Wir wollen den Flacheninhalt eines zweidimensionalen Torus M C
R3 berechnen. Dieser sei fiir Parameter r; > ry > 0 durch M := ¢(U) mit

w:U—R? U :=10,2m) x [0, 2m)
und

ro sin g

(r147r2 cosp2) cos Y1
@(1/]1’ w2) = (r147r2 coshp2) sin 91

parametrisiert. Wir scheren uns nicht weiter um die Tatsache, dass U C R? nicht
offen ist, denn der Rand von U ist eine Lebesgue-Nullmenge.

M (ri1=1,r,=1/2)
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Die Koeffizienten der Riemannschen Metrik g = (231 232 ) mit g21 = g1 sind

O

3
gu(V1,12) = Z (3%) (11 + 7o cos )2 (sin? ¢y + cos® 1)
=1
= (r 1+rgcos¢2)

dp; 0p; . .
912(1/11a”¢2) = Z LARa _7“251117?2(7”1+T2COS¢2)SIH¢1005¢1

L Gy D
—rg sin iy (ry + 79 cos Yy) cos Yy sin Yy
=0
3
g2 (Y1, ¢2) = Z (gj;;) 2[sin? ahy(cos? 4y + sin? ahy ) + cos® ]
i=1
-

also /|g| = v/det g = ro(r1 + 72 cos1b2) > 0 und damit die Torus-Flache

2m 2m
/UW(SO) = /0 /0 \/@dﬁ}l di/]g = (271')27“1’/“2.

Betrachten wir den im Beispiel vorliegenden Spezialfall einer Hyperfliche V' des
R™ genauer. V = ¢(U) C R" besitzt eine Parametrisierung

0:U—=R" fir UCR"™! offen
Auf V existiert ein bis auf Vorzeichen eindeutiges stetiges Normalenvektorfeld
NV =R INwl=1 (eV),
das senkrecht auf V' steht, also
(N o p(z), Dp(x)w) =0 (x e U, weR".
Es gilt dann fiir die n x n—-Matrix M (z) := (N o ¢(z), Dp(x))

10 0
0

MT(z)M(z) = : g<x> ; (zel)

0

also det g(z) = det(M " ()M (z)) = (det(M(z)))?, oder, bei geeigneter Wahl
der Orientierung des Normalenvektorfeldes

V]g| = det M. (3.9)

Damit ergibt sich fiir die in (3.2) definierte zum Normalenvektorfeld N duale
(n — 1)-Form wy auf V' die Gleichheit zur Volumenform der Hyperfliche V:
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3.25 Satz pfwy = w¥ fiir w®) aus (3.8).

Beweis: Bezeichnen wir mit dy, wieder das Entfernen von dyy, dann ist

n

YWy = Z(—l)k_lNkmpd@l/\.../\c/Zg\ok/\...dapn
k=1
= det(M) dlL’l/\.../\dZEn_l.

Die Behauptung folgt also aus (3.9). O

Eine weitere wichtige Situation ist die, dass im die k—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit V' C R™ umgebenden Raum eine k—Form w € QF(R") existiert,
deren Integral iiber V = (U) (mit einer offenen Teilmenge U C R* und durch
¢ : U — R" parametrisiert) wir durch

/w::/cp*w
v U

definieren. Nach Satz 3.23 ist dieses Integral bis auf das Vorzeichen unabhangig
von der Wahl der Parametrisierung.

3.26 Beispiel 1-Form w € Q'(R?), w := x1dz 2

U:=02m) , ¢:U—R? V/\xl
N

() = (1520, also V = o(U) der Kreis

rsin

vom Radius » > 0 um den Ursprung.

w= | ¢*w= [ rcosyd(rsiny) =r* [ cos®*di = mr’.
foo= fem frompdosmn =

In diesem Beispiel fallt auf, dass das Integral von dw = dxy A dxs, also dem
kanonischen orientierten Flichenelement des R?, iiber die von V' eingeschlossene
Kreisscheibe vom Radius r gleich dem Integral von w iiber die Kreislinie ist.
Dies ist kein Zufall, sondern die Manifestation eines allgemeinen Satzes, des
sogenannten Satzes von Stokes. Dieser stellt eine Beziehung zwischen Integralen
iber Mannigfaltigkeiten und Integralen iiber ihren Rand her. Ohne wegen der
Kiirze der Zeit den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff einfiihren zu konnen,
mochte ich doch kurz das Wichtigste skizzieren.!®
Die in der Analysis Il eingefiihrten, in den R™ eingebettete k—dimensionale Man-
nigfaltigkeiten M C R™ sehen zundchst in einer geeigneten Umgebung V,, C M
jedes ihrer Punkte 2 € M wie der R* aus:

15Siehe z.B. [AF] fiir eine genauere und weitergehende Einfiihrung.
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3.27 Definition

Fiir k € {0,...,n} heiBt eine Teilmenge M C R" k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R", wenn jeder Punkt x € M eine Umgebung V,, C R"
besitzt, so dass fiir eine geeignete Abbildung f € CY(V,,R"*) mit regulirem
Wert 0 gilt: M NV, = f~0).

Das heiBt aber nicht, dass die gesamte Mannigfaltigkeit notwendig homoo-
morph zu irgendeiner offenen Teilmenge des R” ist. Beispielsweise ist dies fiir den
in Beispiel 3.24 besprochenen k& = 2-dimensionalen Torus M im R3 nicht der
Fall (denn im R? gibt es keine nicht leere offene Teilmenge, die kompakt ist).

T3

s (w | \902 "

Va

1
Vi

e Wohl aber kann man den topologischen Raum M durch Kartengebiete, d.h.
offene Teilmengen U; C M iiberdecken, die zu offenen Teilmengen V; C R
homoomorph sind. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten geniigen endlich viele Us.
e Die inversen Abbildungen ¢; : U; — V; C R* (Kartenabbildungen) sollen
vertréglich sein, d.h. ;0 o' auf dem Definitionsbereich o;(U;NU;) C V; glatt.
e Besitzt die Mannigfaltigkeit M einen Rand, dann verlangen wir, dass die Kar-
tenbilder V; als Teilmengen des Halbraums

Rﬁ = {($17,$k)ERk|IkZO}

offen sind. Der Rand des Halbraums R ist OR" = R*~* x {0}.
e Der Rand M von M ist dann Vereinigung der Mengen o, *(R¥~! x {0}) C M.
OM ist eine (k — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit.

3.28 Beispiel Berandeter halb-unendlicher Zylinder
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M = {z € R’ | z}+25 = R*, 3 > 0}

mit Radius R > 0.
Wir kénnen z.B. die folgenden vier Kar-
ten (U, p7), i = 1,2 benutzen:

U = {ze€M]|+r >0}
cp;t : UZ-jE — Ri
<P1i($1, $2,$3) = (i$2,$3)
903[(561,552,303) = (i$1,$3)-

Der Rand des Zylinders ist OM = {x € M | z3 = 0}, also ein Kreis mit Radius
R in der (z1,z2)-Ebene des R3. O

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt die folgende Verall-
gemeinerung:

3.29 Satz (Stokes) Essei M C R" eine (orientierte) k—dimensionale Mannig-
faltigkeit und w eine (k — 1)—Form (mit kompaktem Trager) auf M. Dann gilt

fde = faM"J '

3.30 Beispiele

1. Kurvenintegral: Es sei M C R? das Bild einer (reguldren, injektiven) Kurve
c:[0,1] — R?

und F': M — R eine glatte Funktion.

Dann besteht OM aus den Punkten ¢(0) und ¢(1). Diese bekommen als
Anfangs— und Endpunkte aber unterschiedliche Orientierung, sodass die For-
mel

1

/ OF Oy gt — Foe(l) - Foc0) (3.10)

. ot
dFoc

entsteht. Ist /' = F[M mit einer glatten Funktion F :R?® - R, dann ist das
Integral in (3.10) gleich F'(¢(1)) — F(c(0)), unabhéngig von der Wahl des
Weges ¢ mit vorgegebenem Anfangs— und Endpunkt.

2. Symplektische 2-Form w = —df = >  dg; A dp; auf dem Phasenraum
P =R x RP mit 1-Form 6 := Y "" | pidg;.
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Es sei ¢ : S' — P eine Schleife, deren Bild das Bild M einer Kreisscheibe
berandet, d.h.
c(S') = oM.

Dann ist das Integral [,, 6 = — [,, w, unabhéngig von der Wahl von M.

. Satz von Kelvin-Stokes: Wir bleiben bei dem Bild M einer Kreisscheibe.
Diese soll aber diesmal im R? liegen.

Weiter sei v : R® — R? ein Vektorfeld. Dann ist v* eine 1-Form, dv* eine
(auf M integrierbare) 2—Form, und nach (3.6) gilt

*
Wroty = dU™.

Also ist das Integral von dv* iiber M gleich dem Integral des Skalarproduk-
tes von rotv mit der Flachennormale N (beziiglich des Flachenelementes
V/|gldzy N dxs) und es folgt nach Satz 3.25

/ (rot v, N)\/|g| dxy A dxo
M

= /(rotv,N>wN:/wrotU:/ dv*:/ v,
M M M oM

rotv

Beispielsweise konnte v das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit sein. Dann
sieht man aus der obigen Formel, dass bei Rotationsfreiheit der Stromung
die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit beziiglich der Schleife M im
Mittel verschwindet.

. GauBscher Integralsatz: Die Divergenz eines Vektorfeldes ist nach (3.5) via
div(v)dzy A ... Ndx, = dw,

mit der duBeren Ableitung verbunden.

Ist M C R™ eine n—dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit (z.B. eine
Vollkugel), dann gilt nach dem Satz von Stokes

/dwv:/ W
M oM
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Fiir die Randpunkte x € OM bezeichne
N(z) den Normalenvektor. v(x) ldsst sich
eindeutig in der Form

v(x) = (v(z), N(z)) N(z) + w(z) (3.11) v

schreiben, wobei dann w(x) tangential an oM
OM bei z ist, also faMww = 0 und mit

(3.11) [y wo = [opr (v, N)wy. Es ergibt

sich also

/div(v)dzl...dxn:/ dwvz/ wv:/ (v, N) wy.
M M oM oM

Ist das Vektorfeld divergenzfrei (wie beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld
einer Fliissigkeit), dann flieBt also durch die Randflache OM genauso viel aus
M heraus wie herein. O

3.31 Zur Geschichte (Satz von Stokes)

Als Faustregel kann man sagen, dass nach Mathematikern benannte Satze nicht
von diesen zum ersten Mal bewiesen wurden. So verhilt es sich auch beim Satz
von Stokes. Seine komplizierte Entstehungsgeschichte wird im Artikel [Ka] von
KATZ beleuchtet. Er schreibt:

'All of the mathematicians who stated and proved versions of this theorem were
interested in it for specific physical reasons. Gauss was interested in the theory
of magnetic attraction, Ostrogradsky in the theory of heat, Green in electricity
and magnetism, Poisson in elastic bodies, and Sarrus in floating bodies. In nearly
all cases, the theorems involved occurred in the middle of long papers and were
only thought of as tools toward some physical end.’ &
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Zur Geschichte (Integration und Differentialgleichungen)

"The early history of a branch of mathematics which has enjoyed two and a
half centuries of vigorous life naturally tends more and more to be masked by the
density of its later growth. Yet our hazy knowledge of the birth and infancy of the
science of differential equations condenses upon a remarkable date, the eleventh
day of November, 1675, when Leibniz first set down on paper the equation

/ydy =1y,

thereby not merely solving a simple differential equation, which was, in itself a
trivial matter, but what was an act of great moment, forging a powerful tool;
the integral sign.

The early history of the infinitesimal calculus abounds in instances of problems
solved through the agency of what were virtually differential equations; it is even
true to say that the problem of integration, which may be regarded as the solution
of the simplest of all types of differential equations, was a practical problem even
in the middle of the sixteenth century.” Aus INCE, [In, Appendix A].

4.1 Definitionen und Beispiele

Differentialgleichungen sind so vielfaltig wie die Naturvorgange, die sie beschrei-
ben. Wir beginnen mit (etwas informellen) Definitionen und einer Grobeinteilung:

4.2 Definition

e Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der Ableitungen
einer oder mehrerer Funktionen von einer oder mehreren Variablen auftreten.
Die gesuchten Unbekannten sind hierbei die Funktionen.

e Hangen die Funktionen von nur einer Variablen ab, so heiBt die DGL gew6hn-
lich, sonst partiell.

o Werden mehrere Funktionen gesucht, so spricht man von einem Differential-
gleichungssystem, sonst von einer Einzel-DGL.

4.3 Beispiele (Gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen)

1. Fiir ¢ > 0 beschreibt die gewdhnliche Einzel-Differentialgleichung

dx
a(t) = —c-x(t)
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z.B. radioaktiven Zerfall mit Stoffmenge x als Funktion der Zeit ¢t und Zer-

fallskonstante c. Ist die Stoffmenge zur Zeit t = 0 gleich xy € R, dann ist

X
1

x(t) = zpe@ (t eR)
die eindeutige Losung. Wir erhalten also 3
eine einparametrige Schar von Ldsungen,
die linear vom Anfangswert x, abhangt: % 1 5t

. Die Bahn eines geworfenen Korpers im konstanten Schwerefeld der Erde mit
Erdbeschleunigung®® g > 0 wird unter Vernachlissigung der Luftreibung durch
das gewohnliche DGL-System,

2z 2z
) =0, SRt =-g

beschrieben. Dabei bezeichnet x; die Horizontalkomponente und x, die Ver-
tikalkomponente des Ortes als Funktionen der Zeit t.
1,0

Fiir Anfangsort zp = (z39) € R? und Anfangsgeschwindigkeit vy = (159 ) €
R? ist die Lésung:

z1(t) =z104+vipt , @2(t) = @29+ vopt — 2gt> (L ER).

Dies entspricht den Geschwindigkeiten

d d
Ul(t) = £$1(t) =010 UQ(t) = E:Lé(t) = U0 — gt (t S R)
Die Zeichnung zeigt verschiedene Wurfbah-  Xo

nen bei gleichem Anfangsort und Betrag der

0.2
Anfangsgeschwindigkeit, aber unterschiedli-
cher Richtung der Anfangsgeschwindigkeit.
Der Wurf mit Winkel o = 7 /4 fiihrt dabei X

0.2 0.4 0.6 1

am weitesten, denn fiir die Zeit ¢ := 2v9/g ist x5(t) = 22,0, und

2 & 2
21 (t) — w10 = 201’0;270 _ Jlwoll bgln( a)

. Die Wellengleichung %(m,t} = 02%(%25) mit Parameter ¢ > 0 (Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit) ist ein Beispiel einer partiellen Differentialgleichung.

Fiir beliebige Funktionen fi € C?*(R) ist

w(x,t) == fyo(z —ct)+ f_(x + ct) (x,t €R)

16]n Bodenhohe ist g = 9.81m/s?

76


https://de.wikipedia.org/wiki/Wellengleichung

eine Losung. Eine physikalische Anwendung ist die Ausbreitung elektrischer
Signale f. in einem Telegraphendraht, wobei die Position mit z, die Zeit mit
t bezeichnet wird.

Wir werden in dieser Vorlesung nur gewdhnliche DGLn (englisch: ordinary diffe-
rential equations oder o.d.e.) behandeln.

4.4 Definition Die Ordnung des héchsten in der DGL auftretenden Differenti-
alquotienten wird Ordnung der Differentialgleichung genannt.

4.5 Beispiele (Ordnung von Differentialgleichungen)

1. 4.3.1. ist von erster Ordnung,
2. 4.3.2. und die Wellengleichung 4.3.3. sind von zweiter Ordnung.
. 2,,,
3. Die DGL 45(t) = —t5
Bewegung eines sich radial mit Geschwindigkeit % vom Erdmittelpunkt weg-

bewegenden Raumschiffes. ~ ist dann das
Produkt von Gravitationskonstante und Erd-  g,q4e Raumschiff

masse M > 0, r der Abstand des Raum- r
schiffes vom Erdmittelpunkt und 7 = %r "."
die Radialgeschwindigkeit. r

4.6 Definition e Ein gewdhnliches DGL-System fiir die Funktionen x1,. .., x,,
heiBt linear, wenn es die Form

Y AV@2(t) = b(t)

hat. Dabei bezeichnet V) := (Lzy,..., Lz, den Vektor der i—ten Ablei-
tungen; AW (t) € Mat(m,R) und b(t) € R™ sind vorgegebene Matrix— bzw.
vektorwertige Funktionen.

e Andernfalls heiBt das DGL-System nicht linear.

e Eine lineare DGL heiBt homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle t, sonst inhomogen.

e Die Komponenten b, von b heiBen Storfunktionen.

ist von zweiter Ordnung. Sie beschreibt z.B. die

Beispiele 4.3.1. und 12.2.3. sind linear homogen.
Beispiel 4.3.2. ist linear inhomogen.
Beispiel 4.5.3. ist nicht linear.

Ab jetzt werden viele Begriffe nur fiir Einzel-DGLn eingefiihrt. Das meiste iibertragt
sich aber auf DGL-Systeme.
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4.7 Definition 1. Eine DGL heist implizit, wenn sie die Form
F(t,z,«',...,a™) =0 (4.1)
hat, explizit, wenn sie die Form
™ = f(t,x,2,... a"D) (4.2)
hat.

2. Eine n—mal differenzierbare auf dem offenen Intervall I definierte Funktion
x: I — R heiBt explizite Losung der DGL (4.1) bzw. (4.2), wenn gilt:

F(t,z(t),2'(),...,2™ @) =0 (tel)

bzw. ™ (t) = f(t,xz(t),2'(t),..., " D(t) (t elI).

Beispiele 4.3.1.-3. waren explizite DGLn, fiir 1. und 2. wurden auch (die) expli-
ziten Losungen angegeben.

4.8 Bemerkung Algebraische Gleichungen, wie z.B. az? + bz + ¢ = 0 mit
Koeffizienten a, b, c € R, sind uns vertraut. Diese sind Aussageformen iiber dem
Variablenbereich R, es entsteht also eine (wahre oder falsche) Aussage, wenn wir
eine Zahl x € R einsetzen.

Ahnlich betrachten wir z.B. eine DGL vom Typ (4.2) mit stetigem f als
Aussageform iliber dem Variablenbereich C"(I), wobei die Losungen wieder die
wahren Aussagen liefern [Wu]. &

4.9 Beispiel 4. y% + x = 0 ist eine implizite nichtlineare DGL. Die Kreisglei-
chung 22 + %> = ¢ > 0 ist die allgemeine Lésung, aber in impliziter Form.

Explizite Losung: y(x) = £v/c — a2 fiir |x| < /¢, also

dy_- v

dr q:—\/c—x2 B 5

4.10 Definition

e Eine einzelne Lésung (ohne frei wahlbare Konstanten) heiBt spezielle oder
partikulare Losung.

e FEine parameterabhangige Lésung einer DGL n—ter Ordnung heift allgemeine
Lésung, wenn sie n frei wahlbare Konstanten enthalt,

e cine parameterabhangige Losung heiBt vollstandig, wenn alle speziellen Losun-
gen durch Wahl geeigneter Parameterwerte aus ihr hervorgehen.
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e FEine nicht zu einer parameterabhangigen Losung gehorende spezielle Lésung
heift singular.

Beispiele 4.3.1. und 2.: Die allgemeinen = vollstandigen Losungen wurden ange-

geben. Eine partikuldre Lésung von 2. ist z.B. z1(t) = 0, z2(t) = —1gt2.
Beachte: In 2. gab es vier Parameter 1 o, 22, 1,0, V2,0, denn es waren zwei

DGLn zweiter Ordnung, 2 x 2 = 4.

Beispiel 4.9.4.: Hier war ¢ > 0 Parameter der allgemeinen = vollstandigen

Losung.

4.11 Beispiel 5. (y/)? —4zy' +4y =0

ist eine implizite nichtlineare DGL erster Ordnung.
Die allgemeine Losung: y(z) = 2cx —
c2, ¢ € R ist eine durch ¢ parametrisierte
Geradenschar.

Dies ist aber nicht die vollstindige
Losung, denn es existiert noch die
singuldre Lésung y(z) = 2. Diese ist
die Einhiillende der Geradenschar, siehe -1
Abbildung.

\\x

Frage: e Wie findet man Losungen?
e Woher weil man, dass man alle gefunden hat?

Diese Frage beschaftigt seit der Zeit Newtons viele Mathematiker (und uns in
den nichsten Wochen'").
Wir betrachten zunachst die expliziten Einzel-DGLn erster Ordnung

r_ 7 .y) € U CR? U offen. Y
y =flz,y)  (z,y9) = R NN

A GO N N NN

Geometrische Interpretation: Zeichnet man [ S O OO0
S ™ ™ R T N N N N N

an jedem Punkt (z,y) € U eine Gerade der | | & 3l @
Steigung f(z,y), dann ist

X
graph(y) = {(z, y(x))}
jeder speziellen Losung § = g(x) der DGL ei- [~~~ =~ rrrrr v~
. o . A
ne Kurve in U, die lberall tangential an den [- - <« <« o o 0 o 0 0 s
lokalen Geraden ist.
Beispiel v/ = —cy, also f : R? - R, f(x,y) = —cy, siche Abbildung. <&

"Numerische Methoden zur Lésung von DGLn werden z.B. in [DB] behandelt
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Um also die durch den Punkt (z,y) gehende spezielle Losung zu finden,
bewegt man sich, von (z,y) ausgehend, tangential zum Richtungsfeld.

Vorsicht: Woher wissen wir iiberhaupt, dass durch jeden Punkt (z,y) € U C R?

nur eine Losungskurve geht?

4.12 Beispiele (Gegenbeispiele zur eindeutigen Losbarkeit)
1. Implizite DGL, Beispiel 4.9.4.

(y')? —day' + 4y =0 (4.3)

Hier gehen durch jeden Punkt (zg, o)
unterhalb des Graphen der Parabel
y = x? zwei Lésungskurven, d.h. an die

Parabel tangentiale Geraden. Deren Stei- 1y

gungen entsprechen den zwei Losungen

der quadratischen Gleichung (4.3) fiir / 3

am Punkt (zg, o).

Oberhalb des Graphen der Parabel gibt -1 1%

es keine Losung.

2. Explizite Differentialgleichung mit nicht lipschitz—stetigem f
Eine allgemeine Lésung der DGL 0 = f(v) mit f(v) := 3v/0? ist

v(t) = (t —c)?, ceR.

Daneben gibt es aber eine singulare v R f 1
Lésung: v(t) = 0. TREREEN rrt
Durch jeden Punkt auf der t—Achse ge- A re

hen damit mindestens zwei Losungs-
kurven! 0
In diesem Beispiel fallt auf, dass die
Funktion f zwar stetig, aber bei 0
nicht differenzierbar ist.

44444444444444
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Der Vergleich mit dem (eindeutigen) Fall f(t) := |t| legt aber nahe, dass nicht
die mangelnde Differenzierbarkeit sondern die fehlende Lipschitz—Stetigkeit die
Nichteindeutigkeit verursacht.

Physikalisch modelliert dieses Beispiel das Wachstum des Volumens v von
Regentropfen durch Kondensation von Wasserdampf an der Oberflache. Da-
bei wird angenommen, dass die Rate kondensierten Wassers proportional zur
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Oberfliche des Tropfens, also zu v*/3 ist. Zur eigentlichen Entstehung von
Tropfen kann das Modell also nichts aussagen. &

Nach dieser informellen Ubersicht iiber die bei gewdhnlichen DGLn auftreten-
den Phinomene zeigen wir nun mathematisch rigoros die (lokale) Existenz und
Eindeutigkeit der Losung geniigend regularer expliziter gewohnlicher DGLn 1.
Ordnung. Spater werden wir sehen, dass damit auch die gleiche Frage fiir expli-
zite DGLn hoherer Ordnung beantwortet wird.

4.2 Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Wir werden nun sehen, dass bei etwas mehr Regularitat von f die DGL lokal ein-
deutig losbar ist. Dazu schauen wir uns aber gleich die n—dimensionale Situation
an:

4.13 Definition

o [st der erweiterte Phasenraum U C R, x R offen, und das zeitabhangige
Vektorfeld f : U — R"™ stetig, dann heiBt die Gleichung

T = f(t,z)

nicht autonome oder explizit zeitabhdngige DGL.

o Ist speziell U = R; X U mit Phasenraum U C R? offen und f von der Form
f(t,xz) = f(x), dann heiBt die DGL autonom oder dynamisches System.

o Eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R, I C R, Intervall heiBt Lésung der
DGL, wenn graph(y) C U und

Y = frpl) e,

e ©: I — R” geniigt der Anfangsbedingung (ty, zo), wenn ty € I, (ty, o) €
U und ¢(ty) = x gilt. ¢ 16st das Anfangswertproblem (AWP), wenn gilt:

Y = Frp(r) (D) wnd lto) = o (4.4)

e Das zeitabhingige Vektorfeld f : U — R" geniigt

- global einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante L, wenn
1F(t21) = F(two)ll < Loy — 2ol ((¢,2:) € U)
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- und (lokal) einer Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (1,z) aus U
eine offene Umgebung V' C U besitzt, sodass fiir eine Konstante L = L(T, x)

1t a1) = f(t xo)l] < Llfay —aof| - ((t,2) € V).

4.14 Bemerkungen (Lipschitz-Bedingung)

1. Man beachte, dass die Lipschitzstetigkeit nur beziiglich der x—Variablen ge-
fragt ist.

2. Ist f € CY(U,R"), dann ist in einem konvexen'® kompakten Gebiet K C U
(nach Satz 8.13 der Analysis 11*°) die lokale Lipschitz-Bedingung mit der
Konstante L := max ek || Do f(t, z)| erfiillt.

3. Es war schon festgestellt worden, dass aus einer Lésung ¢ : I — R” des AWP
durch Restriktion ¢ |7 auf ein kleines, ¢, enthaltendes Intervall I C I eine von
 im strengen Sinn verschiedene Losung entsteht, denn die Definitionsbereiche
der beiden Funktionen ¢ und ¢|; sind ja unterschiedlich. In diesem Sinn ist
die Losung des AWP also nicht eindeutig.

Da wir aber spater sowieso nach dem groBtmoglichen Zeitintervall I suchen,
fiir das die Losung von (4.4) definiert ist, interessiert uns diese triviale Ver-
schiedenheit der Losungen nicht. Daher wird sie wegdefiniert: &

4.15 Definition Die Losung des AWP (4.4) ist eindeutig, wenn fiir je zwei
Lésungen 1 : Iy — R und o : Iy — R auf dem Intervall I3 := 1, N I, gilt:

o1l = @2l

Wir werden in Satz 4.17 die eindeutigen lokalen Losungen des Anfangswertpro-
blems als Fixpunkte einer kontrahierenden Abbildung auf einem Raum stetiger
Funktionen finden. Damit wir sicher sein kdnnen, dass der Fixpunkt iiberhaupt
existiert, miissen wir gemiaB dem Banachschen Fixpunktsatz?® zunichst kontrol-
lieren, dass der benutzte Funktionenraum ein vollstandiger metrischer Raum ist.

18Definition: V C R™ heiBt konvex, wenn fiir je zwei Punkte v, v; € V gilt:
Ve = (1 —a)vg +avy €V (a €[0,1]).

19Beweis (zeitunabhingiger Fall): Fiir vy,v; € V ist
fv1) = flvg) = fol L f(v,) da = fol D f(vq) % da = fol D f(vg)(v1 —vg) da, woraus die Lip-
schitz-Ungleichung folgt: || f(v1) — f(vo)|| < f01 1D f(va)]l da-||vr —vol|l < L|jvi —vp. O

20Banachscher Fixpunktsatz Eine kontrahierende Abbildung f : X — X auf einem
vollstindigen metrischen Raum (X,d) mit Lipschitz-Konstante 6 < 1 besitzt genau einen
Fixpunkt *, und fiir die m-te lterierte x.,, := f(2,,—1) von 2y € X gilt

A(Tm, ") < d(21,20) L5 (m e N). (4.5)

Beweis: Kapitel 8.1 der Analysis /1.
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4.16 Satz Es sei V' C R"™ abgeschlossen und M der Raum der Kurven in V,
also M := C([a,b],V). Fiir f,g € M setzen wir d(f,g) := sup || f(t) — g(t)].

te(a,b]
Dann ist (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis:

o Auf [a, b] nimmt die stetige Funktion t — || f(t) — g(¢)]| ihr Maximum an. Also
ist d(f,g) < oo. Andererseits ist d(f,g) = 0 genau fiir f = g.
Ebenso gilt d(g, f) = d(f,g) und

d(f,h) = sup [|(f(t) = g(t)) + (g(t) = h(®))]]

te(a,b]
< tzl[llz](ﬂf(t) = 9@+ [lg@) = r)I])
< S £ () = g(@)]l + Sup lg(t) = h(t)]

= d(f,g9) +d(g,h).
Damit ist (M, d) ein metrischer Raum.

o Weiter ist fiir alle ¢ € [a, b] und eine Cauchyfolge ( f,,)men von Kurven f,, € M
auch die Folge (f(t))men von Punkten aus V' eine Cauchyfolge, denn es gilt
| frn(0) = fu ()] < d(fim, fr)- Da R™ vollstandig ist und V' C R™ abgeschlossen
ist, existiert fiir alle ¢ € [a, b] der Punkt

f(t) == lim f,(t) e R"

m— 00

und ist sogar aus V.

e Ist damit schon der Limes f € M? Das ist noch nicht klar, denn f konn-
te unstetig sein. Wir verwenden zum Nachweis der Stetigkeit ein sog. £/3—
Argument:

Fiir jedes € > 0 und ein geeignetes N € N gilt ja fiir die Cauchyfolge (f)men
insbesondere

d(fm, fn) <€/3  (m = N),

also auch fiir alle t € [a, b]
1£0) = F(®)l = Tim [[ful®) = fx (O] < /3
Da fy stetig ist, gibt es fiir jedes s € [a,b] ein § > 0 mit

() = fn(s)l <e/3 (t:]t=s| <0).
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Damit ist nach der Dreiecksungleichung fiir diese ¢

17 = F < @) = v+ in@) = vl + [[fn(s) = f(s)l]

<
< e/3 + e/3 + e/3
= €.

Also ist auch f stetig, d.h. f € M.

e Damit gilt auch f = lim,, . f, im metrischen Raum (M, d), denn

d(f, fn) = sup [[f(t) = fn(t)]] ZSgpn}Lig;onm(t) — In@)]

te[a,b]
< sup sup [|fn(t) = Sx(B)ll = sup d(fm, fiv),

t m>N

und da die f, eine Cauchyfolge bilden, geht letzterer Abstand fiir N — oo
gegen Null. Wir haben damit nachgewiesen, dass jede Cauchyfolge (f,.)men
konvergiert, (M, d) also vollstandig ist. O

4.17 Satz (Picard-Lindel6f) Das zeitabhingige Vektorfeld f : U — R™ auf
der offenen Menge U C R, x R geniige einer Lipschitz-Bedingung auf U.
Dann existiert fiir (ty, x¢) € U ein € > 0, sodass das Anfangswertproblem

&= f(t,x) , x(t) = o (4.6)
eine eindeutige Lésung ¢ : [ty — €, to + €] — R™ besitzt.
Beweis: Wir bezeichnen das Zeitintervall mit [ := [ty — ¢,y + <].

e Existiert eine solche Lésung, dann muss sie die Integralgleichung

o) =0+ | lepls)ds  (tel) (47)

erfiillen, wie man durch Differentiation bzw. Einsetzen von t, feststellt. Ande-
rerseits ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz
12.15 der Analysis I) jede stetige Losung von (4.7) auch schon differenzierbar
und damit eine Losung des Anfangswertproblems

= f(t,x) , x(ty) = xo.

e Es soll nun die Losung ¢ als Fixpunkt einer Abbildung A aufgefunden werden.
A wird stetige Kurven im Phasenraum in solche abbilden.
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Um den Definitionsbereich von A
giinstig zu wiahlen, soll der Pha- U
senraumbereich die Vollkugel V := V Zq
U, (xo) sein. Wir setzen

Vva,r:ZIXVvv

|
. [
und wahlen 7 so klein, das V,., C U. ‘ +

Weiter sei L > 0 Lipschitz-Konstante von f|y, . und

N := maxg z)ev,,

1
f(t,z)|| und e:=min <r, . —) : (4.8)
Damit ist insbesondere V., C V, . C U.
M:=C(I,V) CC(I,R")

bezeichne wieder den metrischen Raum der stetigen Funktionen ¢ : [ — V'
mit Supremumsmetrik

d(v, @) == sup [[9(t) — p(t)]].

tel

Nach Satz 4.16 ist (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum (denn V' C R”
ist abgeschlossen).

e Wir fiihren durch

(AP)(t) = w0+ [, f(s,0(s))ds  (teT)

eine Abbildung A : M — C(I,R™) ein, von der wir zunachst zeigen wollen,
dass ihr Bild in M bleibt. Dazu stellen wir fest, dass gemaB Definition (4.8)
t
[ (s v as
to

t
/ max g »)ev,..
to

sodass (AY)(t) € V fiir t € I ist.

<

/t 1 (s, ()] ds

<

f(& @)l ds

<|t—1to|N <eN <r,

e Jetzt mussen wir nur noch beweisen, dass

A: M — M,
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die so genannte Picard-Abbildung, kontrahierend ist, dass also fiir ein geeig-
netes 0 < 0 < 1 gilt

d(Ap, AY) < 0d(p,p) (e, 0 € M).

Tatsachlich ergibt sich aus der Definition (4.8) von ¢ fir t € T

d(Ap, AY) = sup ||A(t) — Ap(t)||

tel

— sup / [ (s,0(5)) — f(s,0(s))] ds

tel to

< e-sup || f(s,(s) = f(s, ()

sel

< eLsup [lé(s) — o(s)]| = cL(t¢) < Ja(w. ).

A ist damit eine kontrahierende Abbildung auf dem vollstandigen metrischen
Raum M, besitzt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz (siehe Seite 82)
einen eindeutigen Fixpunkt ¢ € M. Diese Funktion ¢ erfiillt also die Integral-
gleichung (4.7) und I6st damit das Anfangswertproblem. O

4.18 Staatsexamens-Aufgabe (Friihjahr 2017)
Sei f:R2 = R?, f(x) := (|zo|V?, |21|"?), und D :=]0, 00[2. Zeigen Sie:

(a) Das Anfangswertproblem & = f(x), z(0) = x, ist fiir alle zp € D lokal
eindeutig l6sbar.

(b) Es gibt genau eine Lésung z : [0, oo[— R? des Anfangswertproblems & =
f(z), (0) = 0 mit 2(t) € D fiir alle t > 0.
(Hinweis: Die Trajektorie einer solchen Lésung ist der Graph einer Funktion,
welche wieder eine Differentialgleichung erfiillt.)

(c) Das Anfangswertproblem & = f(x), (0) = 0 ist nicht eindeutig l6sbar. &

Die Picard—Iteration, die hier als technisches Beweismittel verwandt wurde, kann
auch zur Losung der DGL verwandt werden:

4.19 Beispiele (Picard—Iteration)

1. Wir approximieren die Lsung des Anfangswertproblems & == , 2(0) = xq
durch

t
xo(t) := o (teR) und z;441(t) =0 +/ xi(s) ds,
0
also
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t? 2
Tao(t) = o <1+t+§)

ti
xa(t) = mo-za.

i=0 _1 0 1

t

Da z(t) = mo Y op &t = g - €, konvergiert fiir alle ¢t € R die n—te lterierte
x,(t) gegen die Losung x(t), und zwar gleichmiaBig auf jedem kompakten
Zeitintervall (aber nicht gleichmaBig auf R).

=142 , 20=0
Fiirr > 0ist N = max; <, | f(z)|| = 1472, und die Lipschitz-Konstante L =
max|, <, || f/()|| = 2r, also ist gemaB Definition (4.8) & = min (1=, 1-).

e wird maximal fir r = \/%; das heift ¢ = \/T?,_ Fiir Zeiten |t| < \/Tg konnen

wir also Konvergenz garantieren. Picard—lteration

mit Anfangswert x(t) := ¢ ergibt tan(t)
21(t) = (Azo)(t) = [y [1+ 23(s)] ds =t e = .t
a(t) = (Azy)(t) = [I[1+ 5% ds = t + 3/3 a0
x3(t) = (Axe)(t) = fo 1+ (s+5%/3)? ds

=t+ % + 215 + &t7, etc.

Die Funktionenfolge konvergiert gegen tan(t), die Losung des Anfangswert-

problems. Konvergenz haben wir sogar auf dem Intervall (—5, g) &

4.20 Zur Geschichte (Picard-Iteration)

Thus the two definitions of the exponential

2) et =1+t+5+

correspond to two methods of approximating the solutions of the very simple
differential equation & = x: the broken line method of Euler, and the method
of successive approximations of Picard. Historically the original definition of the
exponential was simple:
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3) €' is the solution of the equation & = x with initial condition x(0) = 1.
ARNOL'D, in [Ar, Kapitel 4.2] &

In den naturwissenschaftlichen oder technischen Anwendungen von Differenti-
algleichungen kennen wir deren Anfangswerte normalerweise nicht genau. Der
folgende Satz besagt, dass dies auch gar nicht nétig ist.

4.21 Satz Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.17 (Picard—Lindel6f) exi-
stiert fiir jeden Punkt (Ty, Xo) € U des erweiterten Phasenraumes eine kompakte
Umgebung V' C U und ein Intervall I := [—¢,¢|, sodass die Familie

:IxV U , (sito,x0) — oty +s)

der Lésungen des AWP (4.6) eine stetige Abbildung ist. Die Lésungen hingen
also stetig von ihren Anfangswerten und der Zeit ab.

Beweis:

e Fiir kleine ¢ > 0 und R > 0 ist [Ty — 2¢, T + 2¢] x Ur(Xy) Teilmenge des
erweiterten Phasenraums U. Wir setzen V., := [Ty — ¢, Ty + €] x U.(X).
Diese Menge von Anfangswerten (g, 7 ist fiir r € (0, R) in der ersten Menge
enthalten. AuBerdem ist sie beschrankt und abgeschlossen, also kompakt. Fiir
die Picard-lteration benutzen wir statt des Raumes der Kurven den metrischen
Raum

M = C(I X Ve, UR(X0)>

mit der Supremumsmetrik

d(®, V) = sup{|[®(t,y) = V()| | (t,y) € I x Ve, }.

e Dies ist ein vollstandiger metrischer Raum, denn

(a) die Bildmenge ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™, also vollstindig.

(b) der Definitionsbereich ist kompakt, weswegen jede Cauchyfolge (®,,)men
in M einen punktweisen Limes ® mit ®(t,y) := lim,, o $n(t,y) be-
sitzt.

(c) auch das £/3—-Argument aus Satz 4.16 lbertragt sich auf diese Situation,
® ist also stetig und ¢ € M.

e Wir betrachten fiir ¥ € M die Picard—Abbildung
(AW)(ssto,z0) =0+ [ F(t0+ 7, (7,10, m0)) dr
0
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Nach unserer Voraussetzung ist fiir s € I das Argument von f ein Punkt aus
U. Ist @ ein Fixpunkt von A, dann bedeutet dies

q)(oa t07x0) = A(I)(O,tmxo) = 2o

und

d d
%Q(S,to,‘fo) = %(A(I))(S7t07$0) = f(tO + s, (I)(Svth :L‘O))

Die Abbildung t — ®(t—t, to, zo) lost also das AWP mit Anfangswert (to, o).

e Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Picard—-Lindelof wird fiir
kleine Parameter €,7 > 0
A:M—>M

zu einer Kontraktion, besitzt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen
eindeutigen Fixpunkt . O

4.3 Globale Existenz und Eindeutigkeit der Losung

An Beispiel 4.19.2 sehen wir, dass die Losung nicht fiir alle Zeiten existiert, da
f(z) = 1+ 2 mit |z| sehr stark anwéchst, sodass man in der Zeit % nach
oo gefiihrt wird. Dies steht nicht im Widerspruch zur lokalen Lipschitzstetigkeit
von f.

Dagegen ist in Beispiel 4.19.1 f(x) = x sogar global lipschitzstetig, und die
Losung existiert fiir alle Zeiten ¢ € R. Dies ist ganz allgemein so:

4.22 Satz Ist das (zeitunabhingige) Vektorfeld f : R™ — R" lipschitzstetig,
dann existiert eine eindeutige Losung p : R — R™ des Anfangswertproblems

= f(z) , z(0)=ux. (4.9)
Beweis:

e Essei L > 1 eine Lipschitz-Konstante, es gelte also

[f(x1) = f(z2)|| < Lfj21 — 2] (21,72 € R™).

Wir wahlen 7 := || f(zo)|| + 57, sodass N = max, g0y f(2)[| die Unglei-
chung

N 1 (o)l + max, gy lLf (2) = f (o)

<
< Nf(zo)|| + Lmax,cqp5lle — @oll < v+ Lr
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erfiillt, und die das Zeitintervall definierende Konstante ¢ aus (4.8) unabhangig
von xq wird:

. ro1 (1 11 1
£ = min (T,N,ﬁ) Z min (ﬁ‘i‘ Hf(l’o)”,m,ﬁ) = 5L

e Fiir beliebige Zeiten ¢, € R und Anfangswerte xz, € R" (k € Z) kdnnen
wir also die eindeutige lokale Losung ¢y : I, — R™ des Anfangswertproblems
& = f(x) mit vi(tx) := xp auf dem Intervall I, := (tx — &,t; + ) finden.

Mit den Zeiten t;, := Sk (k € Z) setzen wir nun fiir & > 0 bei Kenntnis der
Losung ¢r—1 den Anfangswert xy := r_1(tx) (analog wahlen wir fir k < 0
den Anfangswert xy := ©r11(tg)).

e Esist also ¢i_1(tx) = @r(tr). Wegen der Eindeutigkeit der Losung des An-
fangswertproblems gilt auf einer in Uy, := Iy NI = (tx — e, tr + %5) offenen
Umgebung von t;: pr_1(t) = ¢k (t). Andererseits ist wegen der Stetigkeit der
Losungen ; diese Umgebung auch abgeschlossen in Uy, also das gesamte
Intervall U,.

Durch Zusammensetzung der Losungen ¢y erhalten wir eine eindeutige Losung
¢ : R — R" des Anfangswertproblems (4.9). O

4.23 Bemerkungen (Lipschitz-Stetigkeit)

1. Ist f € CY(R™,R"), dann ist (nach Satz 8.13, Analysis Il) f Lipschitz-stetig,
wenn sup,cpn || Df(2)]] < oo gilt.

2. Insbesondere folgt, dass fiir alle linearen Differentialgleichungen das AWP der
Form
t=Ax , z(0) =

fir alle Zeiten eindeutig |6sbar ist, denn das Vektorfeld f(x) = Ax ist lip-
schitzstetig mit Konstante L = || A|| := sup,cgn-1 ||Av||, der Matrixnorm von
A € Mat(n,R).

Wie wir in Kapitel 5.1 sehen werden, ist diese Losung x(t) = exp(At)xg.

3. Die Lipschitz-Stetigkeit des Vektorfeldes auf dem gesamten Phasenraum ist
eine hinreichende, aber keineswegs notwendige Voraussetzung fiir die globale
Existenz und Eindeutigkeit der Losungen.

Hinreichend ist, dass das Vektorfeld lokal lipschitz-stetig ist, und dass alle
Orbits in kompakten Mengen enthalten sind. &
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4.24 Beispiel (Kompaktheit und globale eindeutige Existenz)
Wir betrachten die durch das Vektorfeld f : R? — R2, f(x) = ||=||*(72)
gegebene Differentialgleichung.

Ohne den multiplikativen Faktor ||z|*> = z7 + 22 wire die Differentialglei-
chung linear: y = Ay mit A := ( % }). Die Orbits waren Kreise um den Koor-

lesr(lg) :E;E?) ) Daran dndert sich hier nichts,

denn der Faktor ||z||? dndert nur die Umlaufgeschwindigkeit. In Polarkoordinaten
x1 = 1rcosy, ro = rsin g lautet die DGL namlich

dinatenursprung, denn exp(At) = (

F=0 , ¢=—r%

Deren Lésung r(t) = 1o , p(t) = @y — rit existiert fiir alle Zeiten t € R.
Obwohl f nicht lipschitzstetig ist, kann die Bahn wegen der Form des Vek-

torfeldes f (fehlende Radialkomponente) nicht in endlicher Zeit nach raumlich

unendlich gehen. &

4.4 Transformation in ein dynamisches System
Reduktion der Ordnung

Auch Differentialgleichungen hoherer als erster Ordnung lassen sich mit den be-
schriebenen Methoden behandeln, indem man aus einer expliziten DGL n—ter
Ordnung ein DGL-System von n DGLn erster Ordnung macht.

4.25 Satz Die Differentialgleichung der Ordnung n > 1

din s dt? ) qin—1

'z _ p (t,m dz d"‘lf) (4.10)

mit F € CY(R™*!) ist zum DGL-System

Yn
F(t,y1,.-yn)

% = f(t,y) mit f(t,y):= ( : ) (4.11)

im folgenden Sinn dquivalent:

@
Lp/
o Ist p: 1 — R Lésung von (4.10), dann ist ¢ := : : I — R" Lésung
(p(nlm
von (4.11).
1
e Ist umgekehrt ) = | : | Lésung von (4.11), dann ist ¢y Lésung von (4.10).
Pn
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Beweis: Nach Definition ist ¢ n—mal differenzierbar, also ¢ : I — R" differen-
zierbar, und v, = %wk_l (k=2,...,n),

%wn = Ccll:_:zo = F(t790790/7 te 790(71_1)) = F(t7w17 e 72/}11)
Die Argumentation lasst sich umkehren. O

4.26 Beispiel (Gravitation)
Die Anziehung zweier (kugelférmigen) Massen fiihrt nach Newton auf die Be-

schleunigung
x

Py
l]|?

des Differenzvektors x ihrer Schwerpunkte. Diese Differentialgleichung zweiter
Ordnung lasst sich auf die DGL erster Ordnung mit

Z=f(z):= :W@ (z = (z,v) € V)

umformen. Der Phasenraum U := (R*\{0}) x R? ist eine offene Teilmenge des
R®, und das Vektorfeld f ist lokal Lipschitz-stetig, denn f € C°°(U,R").

Diese Differentialgleichung konnen wir daher mit Picard—Iteration oder einem
anderen Verfahren fiir kleine Zeiten lésen. Sie besitzt aber auch eine bekannte
allgemeine Losung, die keplerschen Kegelschnitte. &

Ubergang zu einem zeitunabhzngigen System

Wir kdnnen auch explizite zeitabhangige DGLn auf autonome zuriickfiihren. Statt
der DGL & = f(t,z) mit f: U — R", U C R; x R” offen betrachten wir dazu
das autonome DGL-System

g=g(y) mit g:U—=R"™ | y:=(3)  9@):=(5p). (412

Wir erhohen also die Dimension des Phasenraumes um eins, indem wir den Zeit-
parameter s zum Phasenraumpunkt z hinzufiigen. Ausgeschrieben hat (4.12) die
Form

ds=1 , 4z= f(s,x). (4.13)

Ist nun ¢ : I — U eine Lésung von (4.12), dann gilt mit (t) = (i((?))
s(t) = s(0) + t, bis auf eine zu wahlende additive Konstante ist also die Pha-
senraumkoordinate s gleich der Zeit ¢. Die Losung ¢ = (3) des AWP g =
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g(y), ¥(0) = (o) ergibt daher eine Lésung = des AWP & = f(¢t, ), z(to) = o.
Man setzt einfach z(t) := Z(t — to).

Umgekehrt kann man aus einer Losung des AWP & = f(t,x), z(ty) = w0

durch Ergdnzung eine Losung des AWP von (4.12) konstruieren.

Ist f: U — R” (in allen Argumenten) lipschitzstetig, dann auch g. Damit

iibertragt sich der Existenz— und Eindeutigkeitssatz (man beachte aber, dass wir
fiir nicht autonome DGLn keine Lipschitzstetigkeit beziiglich ¢ forderten).

Grundbegriffe fiir dynamische Systeme

4.27 Definition Das Vektorfeld f : U — R™ auf der offenen Menge U C R"
sei lokal Lipschitz-stetig. Wir betrachten die DGL & = f(x).

1

Existiert fiir alle xy € U eine Lésung ., : R — U des AWP & = f(x), z(0) =
xo, dann heiBt die Abbildung

O:RxU—=U , (tz)— p.(t) (4.14)
Phasenfluss oder kurz Fluss der DGL.

Das Bild ¢(I) C U einer Losungskurve ¢ : I — U der DGL heiBt Orbit. Fiir
x € U heiBt O(x) := ®(R, z) Orbit durch x.

xs € U heiBt singuldrer Punkt des Vektorfeldes f, wenn f(xs) = 0 ist.
Ist x, € U singularer Punkt von f, dann heiBt x, auch Ruhelage oder
Gleichgewichtslage der DGL.

x € U heiBt periodischer Punkt mit (Minimal)-Periode 7' > 0, wenn
O(T,z) =z, und ®(t,x) # x fallst € (0,T).

Ein Orbit O(x) heiBt geschlossen, wenn x € U ein periodischer Punkt ist

Fiir x € U heifBt

w(r) = {y €U | I(tn)nen mit lim ¢, = oo und lim ®(t,,z) = y}
n—oo

n—o0

w—Limesmenge von x und

a(z) == {y € U | Atn)nen mit lim t, = —oo und lim O(t,,x) = y}
n—oo

n—o0

a—Limesmenge von .

4.28 Bemerkungen 1. Fiir einen singuldren Punkt x, des Vektorfelds f ist die

konstante Funktion z(t) = x, die (einzige) Losung des AWP.
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2. Singular heiBt der Punkt nicht etwa deswegen, weil das Vektorfeld f dort eine
Singularitat besaBe, sondern weil dessen Richtungsfeld x — f(x)/|| f(z)|| dort
undefiniert ist und sich auch im Allgemeinen nicht stetig auf x, fortsetzen
|asst.

3. Gibt es fiir zwei Phasenraumpunkte z,y € U eine Zeit t € R mit ®(¢,z) =y,
dann sind ihrer Orbits gleich: O(z) = O(y), also auch ihre a— bzw. w-
Limesmengen. &

4.29 Satz Wenn der Phasenfluss (4.14) existiert, ist er stetig, und die
O, U—-U , Pyzx):=D(tx) (t € R) (4.15)
sind Homéomorphismen, mit
Oy =Idy , Dy 0Py, = Dy 4y, (t1,t2 € R)
Beweis: Hausaufgabe, unter Verwendung von Satz 4.21. O

4.30 Beispiele

1. Fiir ein reelles Polynom f(z) = [[;_,(z—a;) mit den Nullstellen a; < ... < a,
ist die DGL & = f(z) lokal eindeutig 16sbar und besitzt fiir x € [a1, a,,| sogar
Losungen t — ®,(x) fiir alle ¢t € R.

Die Ruhelagen sind die Punkte a1, . . ., a,, und fiir x € (a;, ai1) ist f|a;a0s1) >
0, falls n — i gerade ist. In diesem Fall ist damit w(z) = {a;5+1} und a(x) =
{a;}. Ist dagegen n — i ungerade, also f|(;q,,,) < 0, dann gilt umgekehrt
w(z) = {a;}, a(z) = {a;4+1}. Periodische Punkte existieren nicht.

2. Fiir das (in Polarkoordinaten (r, ) notierte) DGL-System mit Phasenraum
R2
F=r(l—1r%) , ¢o=1
ist der Ursprung (r = 0) die einzige Ruhelage, und {1} x [0, 27) der einzige
periodische Orbit. Fiir alle z € R?\{0} ist w(x) gleich diesem periodischen
Orbit, fiir ||z|| < 1ist a(z) = {0}.

5 Losungsmethoden fiir lineare DGLn

Eine besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen sind die linearen mit
konstanten Koeffizienten, und nach Satz 4.25 konnen wir annehmen, dass das
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System erster Ordnung ist. Wenn wir eine Zeitabhangigkeit der Stérfunktion b
zulassen, dann lautet das Anfangswertproblem

(t) = Ax(t)+0(t) , z(to) = wo, (5.1)

mit Systemmatrix A € Mat(n,R), b : I — R", ¢y im Intervall I und z, € R".

Die Losungsstrategie wird darin bestehen, im ersten Schritt das homogene
AWP

y=Ay . y(to) =0 (52)
durch
y(t) :==exp ((t — to)A)zo (t € R) (5.3)
zu lésen, um dann das inhomogene AWP (5.1) zu l6sen.

Formal ist (5.3) die Losung von (5.2), denn formale Differentiation von y nach ¢
ergibt Ay, und y(ty) = 0.

5.1 Homogene lineare autonome Differentialgleichungen
Exponentiation von Matrizen

Warum aber [6st die Exponentialfunktion die DGL? Diese Frage soll jetzt be-
antwortet werden. Sie ist nicht rein akademisch, denn ist die Matrix A zeit-
abhangig, dann Iost die Funktion ¢ — exp (f;; A(s) ds) xo nicht das homogene
AWP i(t) = A(t)z(t), x(to) = xo, auBer fiir Spezialfille wie Dimension n = 1.

Zur Rechtfertigung von (5.3) miissen wir also etwas iiber matrixwertige Funk-
tionen nachdenken, und zwar fiir Vektorraume iiber den Korpern K = R und
K = C. Zunachst wird die Exponentialfunktion wie fiir n = 1 durch ihre Potenz-
reihe erklart:

5.1 Definition e Fiir einen Endomorphismus M € Lin(V') eines endlich-dimen-
sionalen K—Vektorraums V' ist exp(M) € Lin(V') durch

M (k)
k!

exp(M) = Z

definiert (mit M®) = Idy und M*+Y = M o M®*)),
e Analog wird die Exponentialfunktion auf Matrizen in Mat(n, K) angewandt.

Wir haben also eine Reihe vor uns, deren Summanden Elemente von Lin(V),
dem Raum der (beschréankten) linearen Abbildungen von V' in V' sind.
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Sei etwa V' = K", mit euklidischer Norm || - ||. Wir haben auf Lin(K") schon
die Operatornorm

M (v
M= sup L= sup [|M(v)]
veK" /{0} veK™, [Jv[|=1

eingefiihrt. Neben den Eigenschaften |[M|| >0, ||[M| =0« M =0,
AM|[ = [ALIM] (A€ K) - und  [[M + N[ < [|M]] + [|N]]
jeder Norm ist sie zusatzlich submultiplikativ:

5.2 Satz Fiir M, N € Lin(K") gilt: [ MN| < ||M]| - | N].

Beweis: Denn

MN MN N
IMN|| = S%’ Il HvHU” = SUD,,; Nuto IIHNU‘TII . HHUT\”
v
IMw]| INo| _
< Slj}g ]l " SUPy£0 Mol HMH HNH
auBer fir N = 0, wo sowieso beide Seiten Null sind. O

Nun stellen wir fest, dass die obige Definition von exp(M) auch sinnvoll ist:

M®
I

Beweis: Fiir ky > ko > ||M|| gilt nach der Dreiecksungleichung und Satz 5.2

5.3 Satz Die Partialsummen s, := Zf:o bilden eine Cauchyfolge.

Ny ViU i "
Sk — Skoll = E = Zz k0+1 u
I=ko+1 I=ko+1
|MIFOH ~ka—ko—1 MI™  [MlFott (4 a) )T
— (k:0+1)! m=0 (k’o-‘rl)m — (k:()-i-].)! ko+1

Dieser Ausdruck geht fiir kg — oo gegen Null, denn die Fakultat wachst schneller
als die (reelle) Exponentialfunktion. O

Nebenbei stellen wir fest, dass wir an keiner Stelle vorausgesetzt haben, dass
der lineare Endomorphismus bzw. die Matrix reell ist. Dies ist giinstig, denn die
Jordan—Normalform von A in (5.2), und damit von exp(At), kann auch komplex
sein.

Um nun zu sehen, dass (5.3) des AWP (5.2) tatsachlich 16st, miissen wir in
der Lage sein, die Abbildung

R — Lin(K") , ¢+ exp(At)
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nach dem Zeitparameter zu differenzieren.

Spater werden wir uns auch fragen, wie die Losungen von eventuellen Pa-
rametern der linearen DGL abhangen. Fiir diese Art von Fragestellungen wertet
man die Exponentialfunktion fiir mehr als ein Argument aus, man betrachtet also
die Abbildung

exp : Lin(K") — Lin(K") , M +— exp(M)
in ihrer Abhangigkeit von Argument M. Hier hilft das WeierstraB—Kriterium:
5.4 Satz (WeierstraB) Es sei (V.| - ||) ein Banach-Raum, X CV und
fi: X—=V (I € Np)

seien Funktionen mit sup,cx || fi(z)|| < a; mit 3~,° a; < co. Dann konvergiert
die Reihe Y ;°, fi auf X gleichmaBig.
Die Beweismethode fiir reelle Funktionen lasst sich verallgemeinern:

Beweis: Wegen der Vollstandigkeit des metrischen Raumes V' haben wir punkt-
weise Konvergenz der Partialsummen s; := anzo fm:

s(z) := lim s;(x) (x € X).

l—o00

Fire >0 gibteseinm e Nmit "  a <e¢ (n > m).
Daher folgt [|s,,(x) — sp ()] < 30,1 @ <€, (x € X), also gleichmaBige
Konvergenz. O

5.5 Satz Fiir A € Lin(K") ist die Abbildung
R — Lin(K") , ¢~ exp(At)

stetig differenzierbar, und es gilt

4 oxp(At) = Aexp(At). (5.4)

Beweis: Setzen wir V :=Lin(K") und f; : X =V, M — %,(l) in Satz 5.4 ein,
so gilt fiir alle | € N: sup,,cy || fi(M)]| = oo.

Wir konnen also im Satz von WeierstraB als Definitionsbereich X nicht den
gesamten Vektorraum V' wahlen.

e Fiir die Vollkugel X :={M € V' | ||M| < r} mit Radius > 0 ist aber

1 l
ar = sup [|i(M)[| = 1 sup [MO]| < =
MeX [! MeX [!

97



und die Reihe >~ a; < exp(r) konvergiert fiir jede Wahl von .

e Deshalb ist die Exponentialabbildung als Limes gleichmaBig konvergenter ste-
tiger Funktionen s;[x : X — V auch stetig, und, da die Ableitungen Ds; auf X
ebenfalls gleichmaBig konvergent sind, auch differenzierbar. Damit ist die Formel
(5.4) richtig, und aus ihr ergibt sich auch die Stetigkeit der Ableitung. O

Verwendung der Jordan—Normalform

Die konkrete Berechnung von exp(At) kann mittels der Jordan—Normalform von
A erfolgen.

5.6 Definition

Al 0
o Fir \ € K undr € N heiBit J.(\) := (Q ')\ 1) € Mat(r,K) r xr-
0 - 0 A
Jordan—Block mit Eigenwert ).

e Eine Jordanmatrix ist eine quadratische Matrix der Form

Jr (Al)
09 0
J—

) L@ ... @ (.  (55)

e Eine Jordanbasis eines Operators A € Lin(V') auf dem K—Vektorraum V' ist
eine Basis von V', in der die darstellende Matrix von A eine Jordanmatrix ist.

Aus der linearen Algebra ist der (konstruktive) Beweis des folgenden Satzes be-
kannt?!:

5.7 Satz Sei V' ein endlich—-dimensionaler C—Vektorraum und A € Lin(V).
Dann existiert eine Jordanbasis fiir A.

Da mit n := dim(V') der Vektorraum V' isomorph zu C" ist, kdnnen wir A in
der Form

A=WJW™ mit J Jordanmatrix, W € GL(n,C)

schreiben, wenn wir die darstellende Matrix ebenfalls mit A bezeichnen.

Wegen Mat(n,R) C Mat(n, C) kénnen wir insbesondere reelle quadratische
Matrizen A Jordan-diagonalisieren, aber J ist im Allgemeinen nicht mehr reell
(wir komplexifizieren A also im Sinne der Linearen Algebra).

217 B. im Skript Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2, Kap. 5, erhiltlich unter
www.math. fau.de/knauf
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5.8 Beispiel A = (9 ') besitzt die komplexen Eigenwerte +i. Die Matrix
W= \% (LY eGL(2,C), mit W= \/Li (171,), diagonalisiert A:
WAW = (§ %) = J1(i) & Ji(—i).

Wie in diesem Beispiel existiert allgemein zu jedem nicht reellen Eigenwert A von
A € Mat (n,R) und Jordan-Block J.(A) ein Eigenwert A gleicher Multiplizitat

und Jordan-Block J,.()), denn das charakteristische Polynom von A l3sst sich in
R in Faktoren héchstens zweiten Grades zerlegen (siehe Abb. 5.1).

ImA\

o ® ~ Rel

Abbildung 5.1: Komplexe Eigenwerte (mit Multiplizitdten) einer reellen Matrix

Es gilt

exp(At) = Wexp(Jt)W 1 (t € R),

wie man durch Potenzreihenentwicklung und Benutzung von A™ = (W JW 1™ =
WJmW ! sieht.
Wegen

exp(Jp, (A1)t) 0
exp(Jt) = (5.6)
0 exp(Jy, (Ar)t)

fir die Jordanmatrix J aus (5.5) geniigt es, exp(J,-(A)t) zu berechnen. Nun gilt
Jr(A) = J,.(0) + A\1. J.(0) und A1 kommutieren aber, was die Berechnung von
exp(J,.(A)t) erleichtert:

5.9 Lemma Fiir B,C € Mat (n,C) mit BC = CB gilt

exp(B + C) = exp(B) - exp(C).
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Beweis: Durch Einsetzen in die Definition von exp:

=1 Den 1 e /1 S
exp(B+C) = ) —(B+C)" 0 > — <i)BZC’" i
n=0 " n=0 " i=0
o0 n 1
- Z il(n — z)'BZCn_z
n=0 i=0
= ZHB ZFC = exp(B) - exp(C) O
i=0 =0

5.10 Bemerkungen (Matrix-Exponential)
1. Als Gegenbeispiel gilt fiir die Dreiecksmatrizen B := (}) und C := BT =
(Y0): exp(Bt) = (1) und exp(Ct) = (; 1), also

exp(Bt)exp(Ct) = (14 1) und exp(Ct)exp(Bt) = (} 1) -

19) . n  gerade
Dagegen folgt aus (B + C)" = { Eg i; n ﬁngerade
10 S tQm 01 S t2m+1 cosht sinht
exp((B+C)t) = (57) (2m)'+(10) (2m+1)|:(sinhtcosht>'
m=0 : m=0 ’

2. Da Vielfache einer Matrix miteinander kommutieren, ist fiir alle t1,1, € R

exp(Aty) exp(Ats) = exp(A (t1 + t2)),

der die DGL 7z = Ax |6sende lineare Fluss
O, R" - R" |, &y(x) =exp(At)x (t € R)

bildet also eine einparametrige Gruppe. O

(e O)")ig = Oipn (R E{L, 1)),

also



Verwendung der reellen Jordan—Normalform

Fiir A € Mat (n, R) ist es oft sinnvoll, die reelle Jordan—Normalform von exp(At)
zu benutzen. Dabei setzt man fiir reelle Eigenwerte einfach

JEN) = J.(\) (VM eR).
Fir A € C\R transformiert man Paare von Jordan—Blécken der Gestalt

J-(A) 0
0 Jr()

unter Benutzung von X := \/Li (j.glr z‘]%l:) in die reelle Normalform
0

L Jr(N) -1 _ ( Jr —opl,.
=X (M0, 5 x = (B k) henr)

mit p = Re(\) und ¢ := Im(\). Es gilt

Jr(0)t

R o Jr(A) 0 -1 cos(pt)e — sin(pt)elr (O
eXp (Jr ()‘)t) - Xexp (( 0 JT(X)> t>X = e (sin(cft)eJT(O)t cos(apﬁ)e‘]T(O)t > ’
(5.8)

also im Spezialfall 7 = 1 einfacher Multiplizitat

exp (JEOE) = e (aten ). (5.9)

sin(pt) cos(pt)

Bedeutung der Spur

Unter einem Diffeomorphismus®? g : R" — R™ besitzt das Bild g(A) einer
kompakten Teilmenge A C R™ das Volumen

Vi (g(A)) = / | det(Dg(a))] d.

der Betrag der Funktionaldeterminante bei = € A ist also der Faktor, um den bei
x das Volumen durch ¢ vergroBert wird ( Transformationssatz, Satz 2.32).

Betrachten wir nun fiir die Zeit t € R den Losungsoperator der DGL & = Az,
also die lineare Abbildung

®, € Lin(R") , &,(z) = exp(At)x.
Wie bei jeder linearen Abbildung ist die Ableitung konstant:
D®,(z) = exp(At) (x € R™), (5.10)

und es gilt

22 Definition: Fiir r € N und U,V C R" offen heiBt eine Abbildung ¥ : U — V ein
C"-Diffeomorphismus, wenn ¥ € C"(U, V), die inverse Abbildung ¥~! : V — U existiert,
und U1 € C"(V,U).
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5.11 Lemma Fiir alle t € R gilt det(D®;) = exp(tr (A)t).
Beweis: Fiir alle B € Mat (n,K) gilt
det(exp(B)) = exp(tr (B))

(siehe z.B. Satz 8.28 in Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2). Setze nun
B := At und benutze (5.10). O

Wir sehen also, dass die Zeitableitung der VolumenvergroBerung gleich
4 det(DPy) |r—o= L exp(tr (A)t) |—o= tr (A)

ist. Genau diejenigen linearen DGLn mit tr (A) = 0 sind damit volumenerhaltend.

5.2 Explizit zeitabhdngige lineare Differentialgleichungen
Das homogene Problem

Wir betrachten zunachst auf dem t, enthaltenden Zeitintervall I das homogene
lineare nicht autonome (d.h. explizit zeitabhiangige) AWP

yt) = Al)y(t) . y(to) = v, (5.11)
wobei A : [ — Mat(n,R) eine stetige matrixwertige Funktion ist.

5.12 Satz Ist M := sup, ||A(t)|| < oo, dann hat (5.11) eine eindeutige
Losungy : I — R™ mit

ly@)] < eMolyl (e D). (5.12)
Beweis:

e Zunichst kénnen wir durch eine Substitution ¢ = £ + t, erreichen, dass ¢, = 0
ist, und es geniigt, ¢ > 0 zu betrachten.

e Die eindeutige Existenz der Losung ¢ — y(t) folgt wegen der in ¢ uniformen
globalen Lipschitzstetigkeit des Vektorfeldes y — A(t)y auf dem R™ analog
zu Satz 4.22.

o z(t) := e Mty(t) erfiillt das AWP
()= N@t)z(t) , 2(0)=yo mit N(t):= A(t) — M1,

wie man durch Differentiation nachpriift. Die Abschitzung (5.12) folgt daher,
wenn wir

2O < llwoll (¢ =0,t€1) (5.13)
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bewiesen haben. Nun ist

sz = (2(0), 2(t) + (2(1), £())
= (N(1)z(t), 2(1)) + (2(t), N(t)=(t))
= (2(1),5(t)z(1)) <0 (5.14)
mit S(t) := N(t) + NT(t), denn S(t) ist selbstadjungiert, und besitzt nur
Eigenwerte &2 < 0.

Letzteres sieht man so: Ware S(t)v = Ev mit E > 0, dann wiirde auch
(A(t) + AT(t))v = (E + 2M)v gelten, die Norm ||A(t) + AT (t)|| also > 2M
sein, was im Widerspruch zur Definition von M steht.

Aus (5.14) folgt aber (5.13). 0

Sind 1,9 : I — R™ Losungen der DGL y(t) = A(t)y(t) und ¢1, ¢ € R, dann
ist auch cyp1 + capo : I — R™ Losung der Differentialgleichung. Die Menge

Lo = {p € CY(LR") | p(t) = A(t)p(t),t € T} (5.15)

der Losungen bildet also einen R-Untervektorraum von C*'(I,R"), den (homoge-
nen) Lésungsraum. Ist ty € I, so ist wegen der lokalen Existenz und Eindeutigkeit
der Losung des AWP die lineare Abbildung

Byt Lo = R" o= p(lo)
ein Isomorphismus, es ist also dim(Lg) = n.

5.13 Definition Eine Basis des Losungsraumes Ly heiBt Fundamentalsystem
von Losungen der Differentialgleichung. Geschrieben als matrixwertige Abbildung
I — Mat(n,R) spricht man auch von einer Fundamentalmatrix.

Da die Lésung des homogenen DGL-Systems (5.11) linear von g, abhingt, er-
halten wir die allgemeine Losung in der Form

yn(t) = (£, s)yn(s)
mit dem Ldsungsoperator (auch Hauptfundamentalmatrix genannt)
¢ : [ x I — Mat(n,R).
Im Spezialfall einer zeitunabhangigen Matrix A ist
O(t,s) =exp(A-(t —9)) (t,s € R).
Allgemein gilt

49(t,s) = A(t)®(t,s) und (s, s) = 1| (5.16)
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5.14 Bemerkungen 1. Auch wenn diese Familie von Matrizen von zwei Pa-
rametern, der Anfangszeit s und der Endzeit ¢ abhadngt, geniigt es, fiir ein
einziges ty € I die einparametrige Familie

t— D(t, to) (tel)
zu kennen, denn es gilt

D(t,s) = O(t,t0)P(tg, s) = P(t, ) P(s,t0) "

2. Trotzdem ist die Losung dieses homogenen nicht autonomen Problems oft
eine Matrix, deren Eintrage keine elementaren Funktionen sind, auch wenn
die Eintrage von A elementare Funktionen sind.

Tatsachlich werden viele sog. héhere Funktionen als Losungen solcher DGLn
definiert, wie etwa die Bessel-Gleichung oder die Mathieu—Gleichung. &

Die Wronski—Determinante

5.15 Definition Fiir ein Intervall I und Kurven vy, ..., v, € C(I,R") ist die
Wronski—Determinante die stetige Funktion

w:l =R , t—det(vi(t),...,v.(1)).

Wir sind hier an der Wronski—Determinante w von Lésungen vy, . .., v, der DGL
interessiert. Da diese Losungen sogar stetig differenzierbar von der Zeit abhangen,
ist w € CY(1,t), und erfiillt selbst eine Differentialgleichung.

5.16 Satz Fiir die Wronski-Determinante w gilt

d

Sw(t) = a(AW)w(t) (D), (5.17)

also

w(t) = exp ( / t tr(A(s)) ds) wlty). (5.18)

to

Beweis: Da die Lésungen v; € C'(I,R™) der Differentialgleichung die Ableitung
() = Ault)  (i=1,....n)

besitzen, gilt nach der Produktregel

%w(t) — izldet <U1(t),...,vi_l(t),i)i(t),viﬂ(t),...,Un(t)>
= > det (vl(t),...,Ui,l(t),Avi(t),viH(t),...,vn(t)>.
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Fiir die kanonische Basis e, ..., ¢, des R" gilt

tr(A) = zn:(A)lJ = Zn: det <€1, N 2 I Aei, Citly- .- ,€n>,
i=1

=1

was sich nach der Determinantenproduktregel auf beliebige Vektoren vy, ..., 0, €
R™ iibertragt:

tr(A) det(f}l, Ce ,@n) = Zdet <(’l~)1, Ce ,ﬁn)(el, e, €61, A@i, Citly---, en))
i=1

n n
= Z Z det(@l, e ai}i—la (A)kﬂﬁk, '&i—i-la Ce ,’En)

i=1 k=1

n
= E det(vlw"7vi—17AUi7Ui+1a"'7Un)
=1

Die Losung der DGL (5.17) erfolgt durch Separation der Variablen. O

5.17 Bemerkungen

1.

Die Wronski—Determinante einer Fundamentallésung lasst sich also berech-
nen, auch wenn man nur deren Anfangswerte vy (to),..., v,(to) kennt. Weil
w(ty) = det(vi(to),...,vn(to)) # 0 ist, folgt aus der Gestalt (5.18) der
Losung auch w(t) # 0 fir alle t € I.

Die Wronski—Determinante w(t) eines Fundamentalsystems mit Anfangsbe-
dingungen v;(tg) = e; (i =1,...,n) gibt den Faktor an, um den das Pha-
senraumvolumen zum Zeitpunkt ¢ gewachsen ist.

Fiir eine lineare DGL n—ter Ordnung der Form

YO0+ 3 a0 = 0

mit stetigen Koeffizienten aq, ..., a,_1 ist die zugeordnete DGL erster Ord-
nung von der Form

Ty I 0 1

: =A : mit azi:y(i’l) und Az( . )

jﬁ'n Tn —ap —ai ... —Qnp—1
Hier ist also die Wronski—-Determinante von Losungen y1,...,y, : I — R
gleich

y1(t) yn(t) d
w(t) = det ( : ; ) , und %w(t) = —ap_1(Hw(t). <

v @) e @)

105



Das inhomogene Problem

Das inhomogene AWP
2(t) = A(t)z(t) +b(t) , =z(to) = 20 (5.19)

mit b : I — R" stetig lasst sich bei Kenntnis dieses homogenen Lésungsoperators
leicht 16sen:

5.18 Satz (” Duhamel—-Prinzip”)
¢
2(t) = O(t,to)zo + | P(t, 5)b(s)ds (5.20)

to

Beweis: Wegen ®(s,s) = 1 gilt in (5.20) z(t9) = 2o und zusatzlich gilt wegen
L0(t,s) = A(t)D(t, )

t

2(t) = A(t)P(t,t0)z0 —i—A(t)/ O(t,5)b(s) ds + O(t,t)b(t)
= A(t)z(t) + b(t). ’
Damit ist (5.20) die Losung von (5.19). O
Die Menge der Losungen der inhomogenen linearen DGL
Ly == {p € C'(I,R") | (t) = A(t)(t) + b(t),t € I}

ist also von der Form
Lb = LO —I— QD,

mit dem in (5.15) definierten homogenen Lésungsraum Ly und der partikuldren
Losung

pe CHILRY | olt) = / "B(t $)b(s) ds

to

Dieser inhomogene Lésungsraum ist damit ein affiner Unterraum von C'(I,R™).

5.19 Beispiel (Harmonischer Oszillator)
Die DGL Z(t)+ 55 (t)+(t) = cos(t) eines gedampften harmonischen Oszillators
mit duBerer Anregung ist zum System

(t) = A(t)=(t) + b(t)

() = (3)
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und
A(t) = (—01 —11/10) , b(t) - (Cog(t))
aquivalent. A besitzt die komplexen Eigenwerte

2 .
Mj2=—55 14/ (35) — 1= 55(—1%399),

und Eigenvektoren
W- _ [ & (+17v/399%)
1/2 = ( 20 1 > )

sodass mit der diagonalisierenden Matrix

also

10%
V399

V399
20

exp(At) = W (< L)wt

0
cos(wt)+ Si;;%;) w™ Lsin(wt) )

—10i 1 i
-1 _ V399 2 2/399 -1 _ (A 0
w _< 1 ) ' WAW—(O,\2>
2

gilt. Damit ist mit w :=

_ —t/20
€ / -1 sin(wt)

—w ™t sin(wt) cos(wt)— /359

VR

Aus (5.20) ergibt sich

2(t) = exp(At)zo+/0 exp(A(t — s))b(s) ds

sin(wt) 1 -
_ cos(wt)+=——==+ w™'sin(wt)
— e t/20( /399 20 +

sin(wt)

—UJ71 sm(wt) COS(OJt) - W

10 sin(t)—w~1e /20 gin(wt)
cos(t)4e~t/20 (7 cos(wt)+ Si\%%? ) ’

Damit ist die allgemeine Losung der DGL zweiter Ordnung von der Form

2(t) = e % (¢; cos (wt) — cysin (wt)) + 10sint.

Die Lésung des AWP fiir 2y = x, = 0 ist X
nebenstehend abgebildet.
Die Integration bereitet zwar keine 5!
grundsatzlichen Probleme, ist aber schon in
diesem einfachen Beispiel rechenintensiv.
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5.3 Quasipolynome

Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten, benutzt man die Methode der
Quasipolynome.

Erinnerung: Der Losungsoperator exp(At) der linearen DGL & = Ax hat die
Form
exp(At) = Wexp(JH)W ™!

Jry (A1) 0
mit der Jordanmatrix J = ( . ) und
)

0 Trg (g
tr—l

Lt /2 gy

es gilt exp(J,(\)t) = e -

1 t
0 .. 0 1

Folgerung: Ist A € Mat(n,C) und sind \y,...,\; € C seine Eigenwerte mit
den Vielfachheiten vy, ..., vy, dann haben die Eintrage der Matrix exp(At) die
Form Zle et . p(t), wobei p;(t) ein Polynom vom Grad < v, — 1 ist.

Diese Folgerung kénnen wir uns zunutze machen, nur unter Benutzung eines
entprechenden Losungsansatzes direkter eine Losung linearer DGLn zu finden.

5.20 Definition Fiir A\ € K und ein Polynom p € K[t] heiBt die Funktion
t = eMp(t)

A—Quasipolynom vom Grad grad(p) tiber K.

Kennt man nun durch Auswertung des charakteristischen Polynoms von A die
Eigenwerte A{,...,A\; und die Multiplizitditen vy,...,v;, dann kann man die
Losung in der oben angegebenen Form ansetzen.

Der K-Vektorraum der A-Quasipolynome wird durch Differentiation linear in
sich abgebildet, und es gilt

H(p(t) = (' () + Ap(t)).
Einsetzen des Losungsansatzes ergibt fiir jeden Eigenwert \; eine Gleichung fiir
331(15)
die Polynome p; (im Allgemeinen mehrere, denn z(t) = ( : ))

@n(t)
Daraus lassen sich im Prinzip deren Koeffizienten bestimmen.

Besonders leicht ist der Losungsansatz fiir lineare Einzel-Differentialgleichungen
hoherer Ordnung. Ist namlich

™ +q, 2D+ 4 apr =0,
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dann ergibt sich das dquivalente System

Y1
y= Ay mit y:(:> und yk::z];;—_lf

Yn
0 1 0 .. 0
o o 1 . : ) . -
und A = . ) . Es ist damit das charakteristische Polynom
. . . . 0
o 0 .. o0 1
—ag —air ... —QGpn-—-2 —Aap-1
A -1 0 .. 0
0 A -1 . ; " 1
det(A\l— A)=det | . . . . =N+ a, N+ ...+ ap,
. "L . . 0
0 0 A -1
ag a1 ... Gp—2 Atanp—1

also das Polynom mit den Koeffizienten der DGL.

Wir brauchen also nicht den Umweg liber ein DGL-System erster Ordnung zu
machen, wenn wir die allgemeine Lésung in Form eines Quasipolynoms schreiben
wollen.

5.21 Beispiele (Losung linearer DGLn mit Quasipolynomen)

1. Fiir die DGL 2™ — az = 0 mit Koeffizient ¢ > 0 sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms A* — a = 0 von der Form

Me=i"Va  (k=1,...,4).

Jede Lésung lasst sich also in der Form z(t) = S7;_, cxe* mit Koeffizienten
¢ schreiben. Ist eine reelle Losung gefragt, dann muss offensichtlich cp, ¢4 € R
und ¢; = ¢3 gelten. Damit ist mit w := /a > 0 die allgemeine reelle Lésung

x(t) = dy exp(wt) + do exp(—wt) + d3 cos(wt) + dy sin(wt) (di, € R).

2. Die DGL 24 kx+2x = 0 mit k£ > 0 beschreibt einen gedampften harmonischen
Oszillator (ohne duBere Anregung, siehe Beispiel 5.19).

Die Eigenwerte A\ = —% £ (/& — 1 der Matrix A = (% %) sind nur
im aperiodischen Grenzfall k = 2 einander gleich: Dann ist \; = Ay = —1,
sodass die allgemeine Losung von der Form

2(t) = (c1 + cot)e™

ist. O
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Fir A € R (sogar fir A € C!) ist

cosh(At) =1 (e +e™) | sinh(At) =1 (eM —e™),

und nach der Euler-Formel

cos(At) = 1 (eM+e™) | sin(M) = 4

L : (ei)\t . efi)\t) _

Losungen linearer Differentialgleichungen kdnnen also insbesondere Produkte die-
ser vier elementaren Funktionen mit (—Potenzen enthalten, denn diese erhalt man
durch Linearkombination geeigneter Quasipolynome.

Das hat eine weitere Konsequenz.

Ist namlich & = Ax + b(t), wobei b(t) sich als Summe von Quasipolyno-
men schreiben lasst, dann lasst sich die Losung dieser inhomogenen DGL mit
konstanten Koeffizienten als Summe von A—Quasipolynomen schreiben (wobei
A Eigenwert von A ist oder als Exponent in b(t) auftaucht). Dies ergibt sich
unmittelbar aus der in diesem Fall giiltigen Losungsformel (siehe (5.20))

©(t) = exp(At) <:c0 + /Ot exp(—As)b(s) ds)

fiir das AWP mit x(0) = xg, denn Produkte und Integrale von Quasipolynomen
sind Quasipolynome.

5.22 Beispiele (Quasipolynome)
1. i+z=1t
Eine partikulare Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung ist z,(t) :=
t2 — 2, die allgemeine von der Form a; cost + assint + zp(t), a1, as € R.
2. W + 1z = 12! cost.
Die rechte Seite ist von der Form 1t?(e* + M) mit A =1+ 1.
Allgemein hat ein Quasipolynom e*'p(t) die k—te Ableitung
< (e¥p(t)) = - Xk: " Np*D(t) (5.21)
dtk l ’ '

=0

denn nach der Leibnizregel gibt es (];) Wahlmoglichkeiten, den Exponential-
faktor [-mal abzuleiten.

Wir setzeQn die partikuldre Lésung x,, in der Form x, = y, + 7, mit yz(,4) (t) +
Yp(t) = SeM an, wobei y,(t) := e (axt? + ait + ap) sein soll.
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Nach Formel (5.21) ist die linke Seite

ygl)(t) +yp(t) = M((A* + Dagt? + [(A\* + Day + 8\ay)t
H[A* + Dag + 4X3a; + 12X %ay)).

Vergleich mit der rechten Seite ergibt

_ 12 1 2 _ 9, 4 _

az = 3ig =% (denn A\ = 21, \* = —4)
_ —8X\%ay __ 8 -

a = S = ol —1)
__4X%a1+12X\2%ay _ 92

o = LS| =7t

Damit ist
z,(t) = 2Re (e““)t(—% + 31— i)+ %i))

= ¢ ((—% + Dty cost + (Lt — %)sint) :

5.4 Lineare Fliisse in der Ebene

Nach dem in Beispiel 4.3.1 behandelten Fall der linearen DGLn in einer Dimension
(n = 1) untersuchen wir jetzt den nachst einfachen Fall n = 2. Zueinander
dhnliche Matrizen fiihren zu Flissen, die sich nur durch eine Basistransformation
unterscheiden.

Wir betrachten fiir A = (2! %2) € Mat(2,R) den Fluss ®{*) : R? — R? der
linearen DGL # = Axz. Die GroBen

tr(A) = ai1+a , det(A) = a11G922 — Q12021 und D := tr(A)2—4det(A)

sind invariant unter Konjugationen A — SAS™!, und die Eigenwerte \; /5 € C
sind gleich

Nur wenn die Diskriminante D = 0 ist, kann also die komplexe Jordan-Normalform
von A aus einen Jordan-Block der GroBe 2 bestehen, und nur in diesem Fall eines
doppelten Eigenwerts ist die Konjugations-Klasse von A nicht schon durch tr(A)
und det(A) festgelegt.

Nicht hyperbolisch ist die Matrix A genau dann, wenn mindestens einer der
Eigenwerte verschwindenden Realteil hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn

1. det(A) =0, also sogar ein Eigenwert 0 ist oder

2. det(A) > 0, aber tr(A) = 0 gilt, also die Eigenwerte rein imaginar sind.
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Abbildung 5.2: Verzweigungsdiagramm fiir Matrizen A € Mat(2, R), mit Diskri-
minante D = tr(A)* — 4det(A).
tr(A) < 0: Senke; tr(A) = 0: Volumenerhaltender Fluss; tr(A) > 0: Quelle

In der (tr, det) € R>~Ebene bilden diese Bedingungen die Abszisse bzw. positive
Ordinate und trennen damit drei offene Gebiete ab, sieche Abb. 5.2. Mit dem
Index Ind(A) von A bezeichnen wir die Summe der algebraischen Vielfachheiten
der Eigenwerte A von A mit Re(\) < 0 (siehe auch Seite 125).

e Ind(A) = 0 gilt fiir den Quadranten det(A) > 0 < tr(A).
e Ind(A) =1 gilt fiir det(A) < 0. Hier sind beide Eigenwerte reell.
e Ind(A) = 2 entspricht dem Quadranten det(A) > 0 > tr(A).

Der Fall Ind(A) = 1 ist, entsprechend dem Vorzeichen von tr(A), noch weiter
unterteilbar. In der Situation tr(A) = 0 zweier Eigenwerte A\; = —X2 € R wird
das Phasenraumvolumen durch den Fluss erhalten, wahrend er fiir tr(A) < 0
gemaB Lemma 5.11 im Limes groBer Zeiten mit exponentieller Rate gegen Null
geht. Der Fall tr(A) > 0 ist in Abb. 5.3 dargestellt.

Die durch die Gleichung D = 0 definierte Parabel trennt die Gebiete mitInd(A) =
0 und Ind(A) = 2 noch weiter auf. Fiir D > 0, also reelle Eigenwerte, erhal-
ten wir sog. Knoten als Phasenraumportrats, siehe Abb. 5.4. Diese werden stabil
genannt, wenn dim(E®) = 2, also Ind(A) = 2 ist und instabil fiir Ind(A) = 0.

Fir D = 0 kann die Jordan—Normalform von A ein nichttrivialer Jordan—
Block sein. Ein entsprechendes Phasenportrat, uneigentlicher Knoten genannt,
findet sich ebenfalls in Abb. 5.4.

Ist zusatzlich tr(A) = 0, sind also beide Eigenwerte gleich Null, erhilt man ei-
nen eindimensionalen Eigenraum von Gleichgewichtslagen, wie in Abb. 5.5 (links).
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Abbildung 5.3: Phasenportrat von Satteln der DGL & = Ax. Links: Systemmatrix
A= (3 0); Rechts: zu A dhnliche Matrix.

0-2

Der Fall tr(A) = 0, det(A) > 0 fiihrt zu imaginaren Eigenwerten und periodi-
schen Orbits (Abb. 5.5 rechts), auch Zentren genannt.

Endlich ist fir D < 0 und tr(A) < 0 die Bewegung spiralférmig und stabil
(Abb. 5.6), wahrend D < 0 und tr(A) > 0 zu sog. instabilen Spiralen fiihrt.

5.5 Beispiel: Feder mit Reibung

Als Anwendungsbeispiel der Theorie linearer Differentialgleichungen diskutieren
wir den Fall eines an einer Feder aufgehangten Gewichts der Masse m > 0, das
sich im Ruhezustand in der Hohe x = 0 befinde.

Die Kraft F(z, ), die auf die Masse wirkt, ist in der einfachsten Naherung
eine lineare Funktion der Auslenkung = € R und der Geschwindigkeit + € R,
also F(x,%) = —Dx — Ri. Die erste Proportionalitatskonstante D > 0 nennt
man Federkonstante. Sie ist ein MaB fiir die Steifheit der Feder.

Die zweite Konstante R > 0 beschreibt die Reibung des Massenkorpers an
der umgebenden Luft und die innere Reibung des Federmaterials.

Autonomer Fall

Es gilt also nach dem zweiten Newtonschen Gesetz m%x(t) = —Dux(t) —
R%ﬂt)' oder %i = —%x—gix. Setzt man als neuen Zeitparameter s = \/§t

an, und kiirzt Lz (¢(s)) mit & ab, so ergibt sich

IT=—-x—kz ,mit k:=

3
T
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Abbildung 5.4: Phasenportrats von Knoten der DGL & = Ax. Links: instabiler

Knoten, fiir A = (0 1/2) Rechts: instabiler uneigentlicher Knoten, fiir A = ((1)1)

Abbildung 5.5: Phasenportrats von © = Ax. Fall rein imaginarer Eigenwerte.
Links: Nilpotente Matrix A = (00) Rechts: Zentrum, fiir antisymmetrische Ma-
trix A = (E 1)

10
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Abbildung 5.6: Phasenportrits von stabilen Spiralen der DGL & = Ax. Links:

A= (11/5_1/15); rechts: eine nicht zu A 3hnliche Matrix

Derartige Umskalierungen werden haufig benutzt, um eine Differentialgleichung
auf eine moglichst einfache Form zu bringen.
Mit der Geschwindigkeit v := & ergibt sich das lineare System erster Ordnung

(By=A(%) mit A=(9%1%).

Die Eigenwerte von A ergeben sich als die Nullstellen ),/ = —k 4 .

2 1
des charakteristischen Polynoms det(A1 — A) = A\? + kXA + 1.

Es gilt det(A) = 1 und tr(A) = —k, wir bewegen uns also im Diagramm 5.2
auf einer horizontalen Geraden. Je nach GroBe des Reibungsterms miissen also
drei Falle unterschieden werden:

1. Schwingfall:, Kleine Reibung, 0 < k < 2.

Die allgemeine Losung hat hier die Form

z(t) = e M2 (acos(wt) + bsin(wt)) mit w:=Im(\) =4/1 - —,

115



wobei die Koeffizienten a und b aus X
den Anfangswerten x(0),#(0) zu |
bestimmen sind. Fiir den reibungs-
freien Fall £ = O liegt ein Zentrum
vor, sonst eine Spirale.

Die Schwingungsfrequenz w(k) ist
gegeniiber w(0) = 1 verkleinert, | t
aber es gilt noch w(k) > 0. a a
Die an der Feder aufgehangte Mas-

se pendelt sich allm&hlich in ihre o B )
Ruhelage (z,) = (0,0) ein. Zwei Losungen fiir den Schwingfall

(k=1/2)

. Aperiodischer Grenzfall: & = 2.

Esist A = (% %), und die Ma-
trix V= (141), V1 = %(% 1), 1
fiihrt A in obere Dreiecksform iiber:
Ji=VTAV = (¢ 2).

Damit ist e’* = e (%) und

Ll
T

exp(At) = Vel'V =t (1 1)

Beispielsweise ist bei verschwinden- : > 3 t
der Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 d d d

_ Zwei Losungen fiir den Aperiodi-
— t
o(t) = zo(L+t)e™. schen Grenzfall

Es findet also keine Schwingung mehr statt. Wegen der Nichttrivialitadt des
Jordan-Blockes ist die Bewegung zur Ruhelage hin gegeniiber der Losung
x(t) = xoe " verlangsamt.

. Kriechfall: GroBe Reibung, k£ > 2.

Hier hat A die beiden reellen negativen Eigenwerte

kE+Vk?—4 k 4
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Fir k — oo ist also
M~ -kt A~ —k X

Das Phasenportrait ist das ei-
nes Knotens. Physikalisch bedeutet
dies, dass, auBer fiir sehr spezielle
Anfangswerte (¢, vg) die einem Ei-
genvektor zum kleineren Eigenwert
Ay entsprechen, die Annaherung an t
die Ruhelage sich bei VergroBerung V4 2

von k verlangsamt: Zwei Losungen fiir den Kriechfall
(k =2.5)

IS L
T

z(t) = ae™M’ + be*t

Nicht autonomer Fall

Eine in der Praxis wichtige Erweiterung des eben besprochenen Beispiels besteht
darin, dass auf den Massenpunkt zusatzlich eine duBere Kraft wirkt. Soll bei-
spielsweise dauerhaft eine Schwingung aufrechterhalten werden, kann man den
Aufhangungspunkt zeitperiodisch nach oben und unten bewegen.

Die zu behandelnde Differentialgleichung hat dann die Normalform

T4 ki+ax=f(t)

mit einer vorgegebenen duBeren Kraft f, z.B. f(t) = Acos(wt). Esist ja cos(wt) =
Re(e™*). Es liegt also zur Verkiirzung der Rechnung nahe, eine partikulire Lésung
y : R — C der komplexen Differentialgleichung

i+ ky +y = Ae™!

zu suchen, und danach z(t) := Re(y(t)) zu setzen.
Physikalisch ist wegen der Reibung zu

erwarten, dass der Massenpunkt nach

r,
einiger Zeit hauptsachlich eine harmoni- 4
sche Schwingung mit der Kreisfrequenz w
durchfiihrt, die ihm von auBen aufgepragt 3
wird. Setzen wir an: y(t) = Be™! so 2|
ergibt sich y® (t) = (iw)*y(t), also 1,
(1 —w?® +ikw)y(t) = Ae™"
oder, nach Auflésen nach B: 1 2 @
A Amplitude und Phasendifferenz der
e — | —ip(w) Erzwungenen Schwingung (k = 1
1 —w? 4 itkw rw)e (k=3)
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1

W und Phase (p(w) = arctan (k_w)

mit Amplitude r(w) := =02
der erzwungenen Schwingung (siehe Abb.).

Offensichtlich spielt w = 1 eine besondere Rolle; das ist nicht verwunder-
lich, denn die homogene Gleichung ohne Reibung hatte ja diese Frequenz ihrer
Losungen.

Wir interpretieren jetzt Amplitude und Phase der Losung physikalisch:

e Fiir kleine anregende Frequenz w schwingt die Masse einfach mit der Am-
plitude der Anregung. Ist w nahe bei der auf 1 normierten Eigenfrequenz,
dann kommt es zur Resonanz. Die Schwingungsamplitude wird groBer als
die anregende Amplitude und zwar um so groBer, je geringer die Dampfung
ist.>2 Das Maximum von r(w) liegt an der Stelle wy = /1 — k2/2, also
zwischen der Eigenfrequenz mit und ohne Reibung. Die Maximalamplitude
ist fiir verschwindende Dampfung & ™\, 0 asymptotisch zu

1

) = e

e Die Phasendifferenz ¢(k) zwischen der duBeren Kraft und der Schwingung
hat folgende Form:

1
=

Fir w < 1 sind die beiden Schwingungen also in Phase, fir w > 1
gegenphasig, fir w =1 um 7 gegeneinander verschoben.

Wir erhalten also als Losung der Differentialgleichung &+ ki +2 = A cos(wt)
xr(t) = r(w)Acos(wt — p(w)).

Der Index I steht hier fiir inhomogen und verweist auf die rechte Seite der
Differentialgleichung. Wie immer bei inhomogenen linearen DGLn gilt:
Ist z eine beliebige homogene Losung der homogenen linearen DGL (hier:
I + ki + x = 0), dann ist
Ty +Ir
eine Losung der inhomogenen Gleichung, und jede Losung der inhomogenen Glei-

chung 1aBt sich so gewinnen. Diese Losungsstruktur entspricht derjenigen der
Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems Az = b.

2Voraussetzung: k < v/2.
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6 Stabilitdt von Gleichgewichtslagen

6.1 Allgemeine Bedeutung der Linearisierung

Wir besitzen jetzt eine Losungsmethode fiir lineare Differentialgleichungen (mit
konstanten Koeffizienten). Es ist dies aber leider die einzige groBe Klasse "al-
gorithmisch” |osbarer DGLn. Andererseits sind viele Anfangswertprobleme zwar
nicht linear, konnen aber immerhin ndherungsweise mithilfe linearer AWPs gelost
werden.

6.1 Bemerkung Ein Grund dafiir ist die Tatsache, dass sich viele in der Natur
auftretenden Systeme ndherungsweise im Gleichgewicht befinden, also nahe bei
einem kraftefreien Fall. Besitzt die ortsabhangige Kraft F' eine Nullstelle bei ¢,
dann gilt (fiir glattes F') nach Taylor fiir ¢ nahe bei ¢

F(q) = f‘l(,@JrDF(qs)(q—qs)+0(|lq—qs|l2)
= Alg—qs) + O(llg — ¢]1*)

mit A := DF(qs). Fiihrt man die Relativkoordinate y := ¢ — ¢5 ein, so wird aus
der Newton-Gleichung ¢ = F'(q) (fir Masse 1)

i = Ay + O(|ly[*).

Es liegt nun nahe (und ist auch richtig), anzunehmen, dass fiir kurze Zeiten die
Losungen des AWP fiir j = Ay mit betragsmiaBig kleinen Anfangswerten y(0)
und ¢(0) nahe bei den entsprechenden Losungen der nicht linearen DGL liegen.
Manchmal gilt das sogar fiir alle Zeiten, zumindest wenn man statt der Lésungen
die Orbits vergleicht, also die Zeitparametrisierung vergisst. &

Wir formulieren nun das Konzept der Linearisierung allgemein fiir Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung.

6.2 Definition Es sei x, € U Nullstelle des Vektorfeldes f € C1(U,R") auf
dem Phasenraum U C R", also Gleichgewichtslage der Differentialgleichung

= f(x). (6.1)
Die lineare Differentialgleichung
y=Ay mit A:=Df(zy) (6.2)

heiBt Linearisierung von (6.1) bei x;.

119



Wir untersuchen an einem Beispiel den Zusammenhang zwischen den Lésungen
von (6.1) und denen der Linearisierung (6.2).

6.3 Beispiel (Das planare Pendel)
Zunachst leiten wir mithilfe des newtonschen Kraftgesetzes eine Differentialglei-
chung ab, die wir anschlieBend untersuchen.

Im ersten Schritt (oft Modellierung genannt) idealisieren wir das Pendel wie
folgt. Es soll aus einem Massepunkt der Masse m > 0 bestehen, der sich in
einer Ebene auf einem Kreis mit Radius L > 0 (Pendellange) um den Ursprung
bewegt. Seine Koordinaten seien (2) = L( sin ) und auf ihn wirke eine in

—cos
—zo—Richtung wirkende Kraft F'(z) = (_271) der Starke m (Schwerkraft). Deren
Komponente in Tangentialrichtung ist daher gleich —sin . Es ergibt sich damit
die Differentialgleichung

Ly = —sin g,

denn die Masse m tritt auf beiden Seiten des Newtonschen Kraftgesetzes als
Faktor auf, kann also gekiirzt werden. Auf dem Phasenraum U = R? erhalten wir
durch Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit v das Differentialgleichungssystem

erster Ordnung
. : L.
p=v , U= -7 sin .

Durch Reskalierung der Zeit konnen wir erreichen, dass L = 1 ist.
Mit z ;= (f) ist
. v
T = f(z)= (_ “in 90)' (6.3)

Es gilt f(zx +y) = f(x), falls y = (27k,0) mit k € Z ist. Innerhalb einer
Periode (¢ € [0,2m)) besitzt aber f nur die Nullstellen z; = (0,0) und (7, 0),
entsprechend der unteren bzw. oberen Ruhelage des Pendels. Linearisierung bei
z, = (0,0) ergibt die lineare Differentialgleichung auf dem Phasenraum R?

g=Ay mit A=Df(x;)=(%5).
Diese besitzt mit der Bezeichnung y = (g, p) die Losung
q(t) = qocost + posint , p(t) = —qosint + pg cost, (6.4)

mit der Periode 27.
Sind diese Losungen fiir Anfangsbedingungen (qo, po) in der Nihe der Ruhe-
lage x; = (0,0) eine gute Naherung an die Lésungen von (6.3)7
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Abbildung 6.1: Niveaukurve fiir die Energie der oberen Ruhelage des Pendels

Um dies zu untersuchen, stellen wir fest, dass die so genannte Hamilton-
Funktion ** von (6.3)
H:R* =R , H(p,v)= 210 —cosp

)
entlang der Losungskurven ihren Wert nicht andert:

d
EH(@(t}, v(t)) = vo +sin(p)p = —vsinp + vsinp = 0.

Damit fixieren die Niveaulinien von H im Phasenraum R? auch schon die Or-
bits der DGL (siehe Abb. 6.1). Da x5, Minimalstelle von H ist, und die Hessesche
Hess H(x,) = () positiv definit ist, sind diese Niveauflichen H~!(H (z)) fiir
xo nahe bei z; ndherungsweise von der Form eines Kreises mit Radius ||x||, also
nahe bei dem Orbit (6.4) der Linearisierung.

Damit bleibt insbesondere die Lésung von (6.3) fiir alle Zeiten in der Néhe von
xs. Die Schwingungsdauer des Pendels ist aber groBer als die Periode 27 der
Losung (6.4) der linearen DGL, sodass die beiden Losungen nach einiger Zeit
nicht mehr synchron sind (siehe Abb. 6.2). &

6.2 Stabilitatsbegriffe fiir Gleichgewichtslagen

Anschaulich wird man eine Gleichgewichtslage x; der DGL & = f(z) dann stabil
nennen, wenn benachbarte Losungen nicht von x, wegstreben. Diese Vorstellung
muss natiirlich noch prazisiert werden, ihre praktischen Implikationen sind aber
offensichtlich.

24Physikalisch ist H (¢, v) die Gesamtenergie des Pendels mit Winkel ¢ und Winkelgeschwin-
digkeit v
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Abbildung 6.2: Pendelausschlag als Funktion der Zeit (fett) und Linearisierung

Abbildung 6.3: Orbits der Pendelgleichung (links) und ihrer Linearisierung an der
unteren Gleichgewichtslage (rechts)
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6.4 Beispiel In vielen technischen Anwendungen ist man daran interessiert, das
System in eine Gleichgewichtslage zu bringen. Man kann das aber natiirlich nur
bis auf einen gewissen Fehler erreichen.

Ist nun die Gleichgewichtslage stabil, dann ist auch in Zukunft das System
nahe bei der Gleichgewichtslage, sonst im Allgemeinen nicht.

Das Pendel aus Beispiel 6.3 ist in diesem Sinn in seiner unteren Gleichge-
wichtslage stabil, in seiner oberen nicht.

Ist das Pendel ungedampft, so wird es fiir alle Zeiten kleine Schwingungen
um die Gleichgewichtslage vollfiihren; ist es gedampft, dann wird es sich der
Gleichgewichtslage immer mehr anndhern. Entsprechend unterscheiden wir auch
zwei Stabilitatsbegriffe. <&

6.5 Definition e Die Gleichgewichtslage v € U C R"™ der DGL
&= f(z) , feC'(UR" (6.5)

heit Liapunov-stabil, falls fiir jede Umgebung W C U von z, eine Umge-
bung V- C W von z existiert, sodass das AWP & = f(x), x(0) = x fiir alle
Anfangswerte o € V und alle Zeiten t > 0 losbar ist und die Losungen ¢ in
W bleiben (¢([0,00)) € W).

o Andernfalls heifSt sie instabil.
Ca)”

6.6 Beispiel (Liapunov-Stabilitat und Instabilitdt)
1. Die untere Gleichgewichtslage x5 := (¢, v) = (0,0) des planaren Pendels

p=v
U= —siny

ist Liapunov-stabil, denn jede Umgebung W von x, enthalt
eine Umgebung V' der Form V = H!((—oo, E)), wobei
H(v,p) = % — cos ¢ die Hamilton-Funktion ist.

V' ist aber flussinvariant, denn die Energie H ist, wie wir gesehen haben,
auf den Losungskurven konstant (ldsst man Winkel ¢ € R zu, muss man
statt H!((—oo, F)) die z, enthaltende Zusammenhangskomponente V' die-
ser nicht beschrankten Menge verwenden).

123



2. Die obere Gleichgewichtslage =5 := (p,v) = (m,0) ist nicht Liapunov-stabil,

denn H(x,) =1, und E~*(1) enthilt von x, verschiedene,
aber diesem beliebig nahe Phasenraumpunkte, die von x; Ls
wegstreben. &

Der Begriff der Liapunov-Stabilitat ist vergleichsweise schwach, denn er setzt ja
keine Annaherung an die Gleichgewichtslage voraus. So ist der untere Gleichge-
wichtspunkt des Pendelbeispiels auch fiir negative Zeiten, also bei Richtungsum-
kehr des Vektorfeldes, Liapunov-stabil.

6.7 Definition Die Gleichgewichtslage x5 von (6.5) heit asymptotisch stabil,
wenn sie Liapunov-stabil ist und eine Umgebung V' C U von x4 existiert mit

lim z(t) = x5 fiir alle x(0) € V.

t—00

6.8 Bemerkung Wie das Beispiel der autonomen Differentialgleichung
i1 = g(lzl)er = (=l = z1)z2 a2 = g([zl])z2 + (2] — 21)z:

mit g(0) := 0, g(z) := —xlog(z) (z > 0) auf dem R? zeigt, folgt die Liapunov-
Stabilitat nicht aus der zweiten Bedingung. Denn diese ist fiir die Ruhelage (1,0)
erfiillt, sie ist aber nicht asymptotisch stabil. &

6.9 Beispiel (Asymptotische Stabilitat)

1. Die untere Gleichgewichtslage xs = (0,0) des Pendels ist nicht asymptotisch
stabil, denn nur x; selbst hat Energie H(z;) = —1, alle Nachbarpunkte haben
echt groBere Energie, und diese bleibt erhalten.
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2. Wirkt auf das Pendel eine geschwindigkeitsproportionale Reibung mit Propor-
tionalitatskonstante £ > 0, dann wird seine Bewegung durch die DGL

p=v
v=—sinp—Fk-v

beschrieben. In diesem Fall ist die untere Gleichgewichtslage sogar asympto-
tisch stabil. Es gilt namlich

d

W), 0(t)) = v(t)-0(t) +sin(p) - ¢ = —k(v(t))* <0,

was ja auch anschaulich zu erwarten ist.
Man kann nun zeigen, dass mit der Zeit

die Energie H tatsachlich gegen —1 geht,
der Orbit also auf die untere Gleich- /

\'

gewichtslage zusteuert. In diesem Bei-
spiel spielt H die Rolle einer Liapunov-
Funktion, d.h. einer entlang der Losung
monoton fallenden Phasenraumfunktion
H. O

6.3 Stabilitatskriterien fiir Gleichgewichtslagen

Das letzte Beispiel zeigt eine wichtige Beweisidee fiir asymptotische Stabilitat.
Man mdchte ja Stabilitatsfragen auch fiir Differentialgleichungen klaren, deren
Losungen man nicht hinschreiben kann. Die Rolle der Funktion H bestand nun
in der Tatsache, dass die Mengen H!((—o0,¢)) € U Umgebungen der Gleich-
gewichtslage waren, die wegen dd—ft{ < 0 nicht verlassen werden konnen. Die GroBe
von H ist ein MaB fiir den Abstand von der Gleichgewichtslage, und dieser wird
immer kleiner. Unsere Strategie besteht nun darin, zunichst Kriterien fiir die
Stabilitdat im linearen Fall zu entwickeln, um danach, soweit moglich, diese auf
den nichtlinearen Fall mittels Linearisierung zu iibertragen.

Der lineare Fall

Der Fall linearer autonomer Differentialgleichungen folgt unter Verwendung der
reellen Jordan-Normalform.

6.10 Definition

e Eine Matrix A € Mat(n,R), das Vektorfeld x — Ax und der Fluss (t,x) —
O, (x) = exp(At)x heiBen hyperbolisch, wenn fiir alle Eigenwerte \ € C von
A gilt: Re(X) # 0.
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e Die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte A mit Re(\) < 0
heiBt der Index von A und wird Ind(A) geschrieben.

o F°:={z € R"|lim o P:(x) = 0} heiBt stabiler Unterraum,
E":={z € R" | limy_,_, P;(z) = 0} instabiler Unterraum von A.

6.11 Satz Die Ruhelage 0 der DGL & = Ax mit A € Mat(n,R) ist

1. instabil, wenn Ind(—A) > 0, oder wenn Ind(—A) = 0, es aber einen
Eigenwert A € iR gibt, dessen algebraische Multiplizitat gréBer als die
geometrische ist,

2. Liapunov-stabil, wenn keine der in 1. genannten Bedingungen erfiillt ist,

3. asymptotisch stabil genau dann, wenn Ind(A) = n gilt.

Beweis: Da Instabilitdt, Liapunov-Stabilitdt und asymptotische Stabilitét linea-
rer Differentialgleichungen unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten bleiben,
nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass sich A schon in der
reellen Jordan—Normalform befindet, also aus reellen Jordan-Blécken der Form
JE(N) := J.(\) mit A € R, bzw.

TE(A) = (J;gﬁ) ;‘f;l)) (A € C\R)
mit 1 := Re()\), ¢ := Im(\) besteht.

1. Nach Voraussetzung gibt es einen Jordan-Block zu einem Eigenwert A, fiir
den Re(A) > 0 oder Re(A\) = 0, aber » > 2 gilt. Wir benutzen den r—
ten kanonischen Basisvektor e, im fluss—invarianten Unterraum dieses reellen
Jordan-Blocks als Anfangswert. Inspektion von (5.7) bzw. (5.8) zeigt, dass

lim || exp(JE(N))e, || = oc.
t—o00

2. Andernfalls gibt es keine Eigenwerte A mit Realteil ;+ > 0, und diejenigen mit
Realteil 1 = 0 gehoren zu Jordan-Blécken J,.(A) mit r = 1.

Im Fall u < 0 zeigt fiir reelle A (5.7), und fiir nicht reelle A (5.8), dass
lim | exp(J (Mt)]| = lim e[| exp(J(ig)t)|] = 0.
t—o0 t—00

Fir Re(\) = 0 und r = 1 tritt neben dem Fall exp(.J,.(0)t) = 1 nur der Fall
des reellen Jordan-Blocks

||exp J[R H(cos (pt) — sin(pt) )H -1

sin(pt) cos(pt)

aus (5.9) auf, und beide fiihren zu Liapunov-Stabilitat.
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3. Ist Ind(A) = n, sind also die Realteile der Eigenwerte negativ, dann ist
lim; o || exp(JE(A)E)|| = 0, andernfalls gibt es ein A mit Re(\) > 0, al-
so limy o || exp(JE(N)E)|| > 1. O

Der nichtlineare Fall

Wir betrachten nun eine nicht notwendig lineare DGL auf U C R"
&= f(z) , feC(UR")

in einer Umgebung einer Gleichgewichtslage x;. Von dieser konnen wir (durch
Einfiihrung verschobener Koordinaten = — x) 0.B.d.A. annehmen, dass sie sich
im Nullpunkt befindet.

Mit A := Df(0) bezeichne

Re CYUR™Y) |, R(x):= f(z)— Az

die Abweichung des Vektorfeldes von seiner Linearisierung an der Gleichgewichts-
lage.

Wir wollen nun zeigen, dass die Losungen der DGL in fiihrender Ordnung
durch die Linearisierung von f kontrolliert werden, soweit wir uns in der Nahe der
Gleichgewichtslage befinden. Wir konnen die so genannte Gronwall-Ungleichung
benutzen. Diese in der Differentialgleichungstheorie wichtige Abschatzung dhnelt
Miinchhausens Methode, sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf zu ziehen.

6.12 Lemma (Gronwall-Ungleichung)
Fiir F, G € C°([to, t1), [0, 00)) gelte mit einem geeigneten a > 0 die Ungleichung

F(t) <a+ /tF(s)G(s) ds (t € [to, t1)). (6.6)
Dann ist .
F(t) <a-exp (/t G(s) ds) (t € [to, t1)). (6.7)
Beweis:

e Ist ¢ > 0, dann gilt fiir die rechte Seite h(t) := a + [’ F(s)G(s)ds der
Voraussetzung (6.6): h(t) > 0 und K'(t) = F(t)G(t) < h(t)G(t), also

W (1)
<G,

Integration ergibt In <@> < f;; G(s)ds, oder h(t) < aexp (ftz G(s) ds),

also die Behauptung (6.7).
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e Ist a = 0, dann gelten Voraussetzung und Resultat fiir alle a := ¢ > 0, also
ist F'=0. O

6.13 Bemerkung (’Gronwall-Gleichung’)
Man kann sich die Abschitzung (6.7) leicht merken, wenn man Gleichheit an-
nimmt. Die Integralgleichung

F(t) = a+/t F(s)G(s)ds

entspricht ja dem Anfangswertproblem F' = F - G, F(tp) = a mit der Losung
F(t) = aexp(f, G(s)ds). o

6.14 Satz Eine Gleichgewichtslage x, € U C R"™ der DGL
i=fx) . feC(URY

ist asymptotisch stabil, wenn Ind(D f(xs)) = n ist.

Beweis: o Wieder konnen wir durch eine Verschiebung x; = 0 erreichen. Da
U C R” offen ist, gehort eine Kugelumgebung vom positiven Radius 7 zu U.

o Fiir A= Df(xs) gibt es ein A < 0 mit Re()\;) < A fiir alle Eigenwerte \; von
A und, siehe Dgl-Skript, Lemma 4.7, ein Skalarprodukt mit

(Az,z) < A (x,x) (x € R").
e Nun existiert ein Radius r € (0, 7) mit

A
IR < %qu falls =] <, (6.8)

fir R(x) = f(x) — Az, denn lim, o LRl — iy, W@=DIOl]

[l [l

e Also folgt fiir die glatte Funktion

F:U(0) = [0,00) , F(z):= 3]z
fiir alle Losungen mit Anfangswerten z(0) € U,(0) und F(t) := F(xz(t))

dF (t)

dt

—~

#(t),x(t)) = (f(x(t), x(t)) < (Ax(t), z(t)) + [[R(x@) ()]

< 5 ), x) =AF@E)  (£=0).

N>
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Denn da F monoton fallt (F also eine Liapunov-Funktion ist, siehe Definition
6.18), gilt auch z(t) € U,(0). Durch Integration wird aus dieser Ungleichung

F(t) = F(0) + /tF(s) ds < F(0) + A/tF(s) ds  (t>0),
also nach dem Gronwall-Lemma 6.12
F(t) < F(0)exp </0 Ads) = F(0) exp(At)

oder ||z(t)|| < rexp (4t). Die Lésungskurve bleibt also fiir alle positiven Zeiten

in der Vollkugel U,.(0) und konvergiert gegen Null. O

6.15 Bemerkung (Bassin von z;) Der Beweis lieferte zusatzlich die Aussage,
dass alle z € U,.(0) zu gegen die Gleichgewichtslage konvergierenden Orbits
gehoren, also in deren Einzugsbereich, dem so genannten Bassin, liegen. &

Leider kann man bei der Liapunov-Stabilitdt nicht wie im Fall der asymptotischen
Stabilitat vom linearen auf den nicht linearen Fall folgern.

6.16 Beispiel (aus [Wa]) DGL & = ax + B2 mit Parametern «, 3 € R.
Die Null ist Gleichgewichtslage der DGL und ihrer Linearisierung y = ay.

linearisierte Gleichung nicht lineare Gleichung

a < 0 asymptotisch stabil asymptotisch stabil
a >0 instabil instabil
asymptotisch stabil fir g <0
a =0 Liapunov-stabil stabil fiir 6=0
instabil fiir g > 0.

6.17 Bemerkung Anschaulich gesprochen kann asymptotische Stabilitdt nur
vorliegen, wenn der Fluss in der Nahe der Gleichgewichtslage das Phasenraum-
volumen verkleinert. Daher kann man in physikalischen Situationen ohne Rei-
bungseffekte hochstens Liapunov-Stabilitdat erwarten. Das hat z.B. zur Folge,
dass die Frage der Stabilitdt des Sonnensystems sehr subtil sind. &

Ein praktisches Hilfmittel fiir den Nachweis der Stabilitdt der Ruhelagen sind
Liapunov-Funktionen. Sie fallen entlang der Losungskurven monoton:

6.18 Definition Es sei x, € U Gleichgewichtslage der Differentialgleichung
i = f(z), mit einem Vektorfeld f € C*(U,R™) auf dem Phasenraum U C R".
Eine in einer Umgebung D C U von x, definierte Funktion L € C*(D,R) heiBt
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e Liapunov-Funktion fiir x, falls x, die einzige absolute Minimalstelle von L
ist und die Abbildung D — R, x — DL, (f(z)) nur Werte < 0 annimmt,

e strikte Liapunov-Funktion fiir z,, falls zusatzlich gilt:
DL,(f(z)) <0  (z€ D\ {x}).

6.19 Satz Esseix, € U Gleichgewichtslage der Differentialgleichung & = f(x),
mit einem Vektorfeld f € C'(U,R™) auf dem Phasenraum U C R™.

e Falls eine Liapunov-Funktion fiir x4 existiert, ist x4 Liapunov-stabil.
e Falls eine strikte Liapunov-Funktion fiir x¢ existiert, ist x, asymptotisch stabil.

Beweis: o Es sei L € C''(D,R) eine Liapunov-Funktion fiir z,. O.B.d.A. sei
L(xs) = 0. Die abgeschlossenen Kugeln W, := {z € R" | ||z — z,|| < €} bilden
eine Umgebungsbasis von x4, und fiir ein geeignetes ¢y > 0 ist W, C D, falls
e € (0,&¢]. Die in der Definition von Liapunov-Stabilitdt vorgegebene Umgebung
W von x4 enthilt also eine Umgebung W-.

Der Minimalwert m(e) := min,cow, L(z) auf dem Rand der Kugel ist nach
Voraussetzung positiv. Wir finden also ein 0 € (0,¢) mit L[, < m(e) fir V :=
Ws. Diese Umgebung V' von z; erfiillt die Anforderungen aus der Definition der
Liapunov-Stabilitat: Fiir alle Anfangspunkte xq € V' muss die maximale Losung
t — x(t,x9) des AWP fiir ¢ > 0 in W, bleiben, denn L(z(t,z0)) < L(xy) <
m(e). Da W, kompakt ist, existiert auch die Losung fiir alle t > 0.

e Die reelle monoton fallende Funktion [0,00) — [0,00), t — L(x(t,x0)) be-
sitzt einen Limes ¢ > 0. Ist nun L eine strikte Liapunov-Funktion fiir x,, dann
ist £ = 0. Andernfalls wiirde die kompakte Menge A := {x € V| L(x) > ¢} die
Ruhelage z; nicht enthalten. Auf A nimmt daher = +— DL,(f(z)) ein negatives
Maximum —v < 0 an, die Liapunov-Funktion t — L(x(t,x()) wiirde entlang der
Losungskurve also mindestens mit der Geschwindigkeit v fallen. Widerspruch!

Wegen L' ({0}) = {z,} konvergiert die Trajektorie gegen die Ruhelage. O

Oft sucht man strikte Liapunov-Funktionen unter den Phasenraumfunktionen
der Form z — (x — z,, A(x — x,)), mit einer positiv definiten Matrix A = A’ €
Mat(n, R).

6.20 Staatsexamens-Aufgabe (Friithjahr 2017)
Gegeben sei folgendes System linearer Differentialgleichungen fiir z : R — R2:

#(t) = (3 21)=(t).
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(a) Zeigen Sie, dass der Ursprung (0,0) ein asymptotisch stabiler Gleichge-
wichtspunkt ist.

(b) Geben Sie einen Wert fiir (0) € R? an, so dass die euklidische Norm
||x(t)|| keine monotone Funktion der Zeit ¢ € R ist.

(c) Bestimmen Sie einen Parameter p > 0 derart, dass fiir jede Losung x die
Funktion f : R — R mit f(t) = z1(t)> + px2(t)? monoton in der Zeit
t € Rist. %

7 Elementare analytische Losungsmethoden

7.1 Trennung der Variablen

7.1 Beispiel Das AWP & = 22, z(0) = zy € R besitzt die folgenden Lésungen:
exy=0: z(t)=0

°xo>0: z(t) = - (t € (—o0,1/xp))
ez <0: z(t) = - (t € (1/x0,00)).

Dabei wurde fiir 2y # 0 der Losungsansatz

@ g t 1 1
/ —Z:/ds yalso — — —— =1
o Yy 0 Zo .ﬁE(t)

benutzt. 0

Diese Losungsmethode kann wie folgt verallgemeinert werden:

7.2 Satz (Separation der Variablen)
Es seien I, J C R offene Intervalle, g € C(I,R) und h € C(J,R).
Dann besitzt das AWP fiir die DGL mit getrennten Variablen

Tt =g(x)h(t) , x(ty) =x0 mit (xo,tg) €I xJ (7.1)
eine lokale Lésung:

1. Ist g(x¢) = 0, dann ist t — xy sogar eine globale Lésung.

2. Ist dagegen g(xo) # 0, dann existiert ein t, enthaltendes Intervall JcJ
und eine eindeutige lokale Lésung ¢ € C*(J,I) von (7.1), in der Form

o(t) =G 1o H(t) (7.2)
mit
= ' d_y = t S S
Glx) = / I /t h(s) ds. (7.3)



Beweis:

1.

Fiir g(xo) = 0 ist das AWP von der Form & = 0, z(ty) = x¢, besitzt also die
konstante Losung ¢(t) = xy (t € R).

e Falls g(xg) # 0, dann ist z; in einem eindeutigen maximalen Intervall IcCI
enthalten, auf dem g(z) # 0 fiir alle z € I gilt. Das Integral G existiert damit
auf I, und G € C'(I,R). Ebenso ist H € C'(J,R). G besitzt die stetige
Ableitung é[j, ist also streng monoton und sogar ein Diffeomorphismus auf

sein offenes Bildintervall K := G(I). K enthdlt 0 = G(x(), genauso wie
H(J).
e Es sei J C J das groBte ¢, enthaltende offene Intervall mit H(j) C K.
Dann ist in (7.2) ¢ auf J definiert, und es gilt ¢ € C*(J,I).
e Tatsichlich ist ¢ eine Lésung von (7.1), denn o(tg) = G~ H(H(tp)) =
G1(0) = xq und

H'(t)

0 = Gy — 9C H) - MO = o))

e Ist ¢ eine weitere lokale Losung von (7.1), dann gilt auf dem ¢, enthaltenden
Schnitt J C R der Definitionsbereiche von ¢ und %, dass

o = [ nyas= [ i) /:(”ﬂze@w

to w0 9((s)) 9(y)
oder )
p(t)=G o H(t)=p(t) (teJ),
also die Eindeutigkeit der Losung. O

7.3 Bemerkungen (Trennung der Variablen)

1.

Wie schon das Beispiel & = \/|z| zeigt, ist im Fall 1. die konstante Lésung
im Allgemeinen nicht die einzige Losung.

Im Fall 2. brauchen wir, anders als im Satz von Picard-Lindelof, keine Lip-
schitzstetigkeit von g zu verlangen, um die Eindeutigkeit zu erzwingen.

. Man kann sich die Methode gut merken, wenn man die DGL in (7.1) in der

Form ¢ = g(x)h(t) schreibt und dann die Variablen in der Form

dz

) = o
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trennt. Dann sind beide Seiten Differentialformen, genauer ist d?"’“" e Q'(I)
und hdt € Q'(J) (siehe die Einfiihrung in die Theorie der Differentialformen
in Kapitel 3).

Wie in [Am]|, Kap. |.5 gezeigt, kénnen wir mithilfe der Differentialformen in

vielen Fallen auch die DGL & = f(x,t) (bei der f nicht von der Produktform
f(z,t) = g(x) - h(t) ist) losen. &

Insbesondere kann eine Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung manchmal durch
eine Variablentransformation in einer DGL mit getrennten Variablen {iberfiihrt
werden.

7.4 Beispiele 1. Fiir a,b, c € R betrachten wir die DGL & = f(az + bt + c¢).
Falls a oder b gleich Null ist, ist sie schon in der gewiinschten Form. Andernfalls
benutzen wir als neue abhingige Variable z(t) := ax(t) + bt + ¢, also z =
at +b = af(z) + b, eine durch Separation der Variablen 16sbare DGL. Nach
Lésung wenden wir die Riicktransformation z(t) = 20==¢ ap.

a

2. Die sog. Ahnlichkeits—Differentialgleichung

&= flz/t)  (t€(0,00))

wird durch die Substitution y(t) (t)/t gelost, denn

xt) z(t) _ fly@) —y®)
t t

y(t) =

7.2 Konstanten der Bewegung

Fiir eine autonome DGL & = f(z) auf dem Phasenraum U C R" existieren
manchmal Phasenraumfunktionen H € C'(U,R) mit verschwindender Rich-
tungsableitung in Richtung des Vektorfelds f:

dH(x)f(x) =0 (xeU).

Durch Integration schlieBen wir, dass t — H o ®;(x) fiir alle g € U konstant
ist. Eine solche Phasenraumfunktion H heit Konstante der Bewegung oder Er-
haltungsgroBe.

Dann findet die Bewegung auf der Niveaumenge H '(H(x)) C U statt,
und diese ist fiir regulare Werte H(xo) von H nach dem Satz iiber die implizite
Funktion eine Untermannigfaltigkeit, siehe Definition 3.27.

7.5 Beispiel (ErhaltungsgroBe) Die Newtonsche Kraftgleichung
j=F(q) mit FeC'(R,R)
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besitzt die Losungen
q(t) = a0+ Gg' (t — o),
wobei fiir das sog. Potential V (q) := — quo F(z)dx der Kraft und £ > 0

(7.4)

q 1
Grla) = / E V)

gesetzt wird. &

Hintergrund ist der folgende: Fiir H € C*(R* R) ist die sog. Hamiltonsche
DGL von H von der Form

_on o

Physikalisch wird dabei ¢ als Ort, p als Impuls eines Teilchens auf der Geraden
interpretiert. Wir verifizieren, dass fiir jede Losung ¢t — z(t) = (q(t), p(t)) gilt

d OH . 0H
GHE0) = Foi+ 5 =0

H ist also Konstante der Bewegung, die Bewegung erfolgt auf den Niveauflachen
von H.

Im Beispiel 7.5 ist H(q,p) := %pQ + V(q), also ¢ = p und p = F(q). Setzt
man E := H(xg), dann ist \/2(E — V(qo)) = po, falls zg = (g0, po) mit po > 0.
In (7.4) wird also die inverse Geschwindigkeit integriert, um die Zeitdifferenz
t —to zu erhalten, die das Teilchen zum Zuriicklegen des Weges zwischen ¢, und
q benotigt.?®

7.6 Staatsexamens-Aufgabe (Friihjahr 2017) Gegeben sei ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld f : R® — R3 derart, dass die Differentialgleichung

&= f(z) (7.5)
die ErhaltungsgroBen
V,IW:R* =R , V(z)=ai+ai+a2s , W(x)=2a"+ 23+ 213
besitzt. Zeigen Sie:

(a) Alle maximalen Lésungen von (7.5) existieren auf ganz R.

25Eine erste Einfiihrung in die Hamiltonschen Differentialgleichungen bietet Kapitel 9.2 des
Differentialgleichungs-Skripts. Siehe auch [Kn].
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(b) T := 0 ist eine stabile, stationdre Losung von (7.5).
(c) Fiir jede Lésung = : R — R? von (7.5) ist t — x3(t) konstant.

(d) Es gibt ein Vektorfeld f mit den obigen Eigenschaften, fiir welches zusatz-
lich die maximale Lésung des Anfangswertproblems & = f(z), z(0) =
(1,0,0) periodisch und nicht konstant ist. O

7.3 Potenzreihen als Losungen

In Anwendungen kommen haufig lineare, nicht autonome Differentialgleichungen
vor. Als Beispiel betrachten wir solche von zweiter Ordnung in der Form

T+ pt+qr =0, (7.6)

wobei wir vereinfachend annehmen wollen, dass die Funktionen p und ¢ der
unabhangigen Variable ¢ Polynome sind. Der Fall reell-analytischer Funktionen
ist aber auch nicht viel schwieriger. Unser Ansatz zur Losung des AWP mit

I(to) =Ty ., ZL‘(to) =T

ist -
w(t) = (t —to)*ay, (7.7)
k=0
mit zu bestimmenden Koeffizienten x;, € R, k£ > 2. Wir berechnen diese durch
Einsetzen in (7.6) und Koeffizientenvergleich.

Da p und ¢ Polynome sind, ist der (verschwindende) Koeffizient von t* Summe
des vom Z-Term stammenden Terms (¢ +1)(¢+2)x4o und weiteren (hchstens
2 + deg(p) + deg(q)) schon bekannten Termen der Form cjxy, k < £+ 2.

Da die so definierte Potenzreihe positiven Konvergenzradius p besitzt, ist
deren gliedweise Differentiation fiir ¢ € (to— p, to+p) nachtraglich gerechtfertigt.

7.7 Beispiel (Airy—Differentialgleichung) (t) — tz(t) = 0.
Einsetzen von (7.7) fiir to = 0 ergibt &(¢) = > oo, k(k — 1)t 2z, also

> (k(k — DtF 2z, — 92, ) = 0

k=0
oder

i ((5 + D0+ 2)zeq2 — 36#1)156 =0,

=0
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Abbildung 7.1: Die Airy-Funktion Ai und drei ihrer Polynom-Approximationen

wenn x_; := 0 gesetzt wird. Wir wissen aus der Analysis I, dass eine reelle
Potenzreihe nur dann die Nullfunktion ergeben kann, wenn alle Koeffizienten
gleich Null sind. Das bedeutet, nur g und zy, also die Anfangswerte der DGL,
konnen frei gewahlt werden, alle anderen bestimmen sich aus diesen. Insbesondere
ergibt sich fiir { =0, /=1 und £ =2

Zo T

= 0 ) e = —.
i) T3 6 T4 12
Allgemein sind fiir n € N die Koeffizienten z3,,_; = 0,

T T, (30— 1)30)

[Te—y BB+ 1))

In Abb. 7.1 ist fiir die Anfangswerte o = 1, x1 =~ —0.729 die Airy—Funktion
und einige ihrer approximierenden Polynome dargestellt. Die Wahl der Anfangs-
werte bewirkt Erfiillen der Randbedingung lim; ., z(t) = 0. Da hier die Quoti-
enten

und L3n+1 =

T3(nt1) _ 1 und DD 1
T3n (3n+2)(3n + 3) T3n41 (3n+3)(3n +4)

der Koeffizienten mit Indexdifferenz 3 fiir n — oo gegen Null gehen, wahrend
sogar 3,12 = 0 ist, besitzt die Potenzreihe Konvergenzradius unendlich. &
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8 Der Hauptsatz der Theorie gewohnlicher DGLn

Wir wissen aus Satz 4.21, dass fiir stetig differenzierbare zeitabhangige Vektor-
felder f auch die Lésungen (¢, x¢) — ®(t,x0) des Anfangswertproblems

i(t) = f(t,z(t)) . x(t) =z

stetig in der Zeit t und im Anfangswert xq sind.

Der Hauptsatz besagt nun, dass die Losung ® genauso glatt wie f ist.

Zur Vorbereitung bestimmen wir zunachst die Struktur des maximalen Defi-
nitionsbereichs von ®.

8.1 Das maximale Existenzintervall

Wir betrachten auf dem Phasenraum U C R" das Vektorfeld f € C*(U,R"),
und wollen fiir die Anfangszeit ¢, allen Anfangswerten zy aus U das maximale

Zeitintervall zuordnen, fiir das die Lésung des AWP definiert ist. Wir kdnnen dies
in der Form (T (z¢), T (z0)) mit

—00 < T (x9) <0< TH(z0) < 400
schreiben, und wir untersuchen die Fluchtzeiten
TF:U - R={-cc}URU {400} (8.1)

mit Werten in der erweiterten Zahlengerade. In der Analysis | wurde R mit einer
Topologie versehen, beziiglich derer R zum Intervall [—1, 1] hom&omorph ist, mit
Homdoomorphismus

B -1 , T =—00
h:R—[-1,1 , z+— < tanh(z) , z€R
1 , T = +o00.

Wir sehen an folgendem Beispiel, dass 7" und 7'~ im Allgemeinen nicht stetig
sind:

8.1 Beispiel (Fluchtzeiten)

Auf dem Phasenraum U := R?\{0} betrachten wir das konstante Vektorfeld
f(z) == ey, also ®,(x) = x + eyt. Dies ist fiir alle ¢ definiert, falls 2 = (7!) mit
xy # 0 ist. Fir zo =0 und 2y < 0ist (T (x), T"(z)) = (—o0, |21]).

In diesem Beispiel springt 7" nur nach oben, nicht nach unten. Dies ist typisch
fiir alle Differentialgleichungen:
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8.2 Definition Eine Funktion f : U — R auf einem topologischen Raum U
heiBt oberhalbstetig bzw. unterhalbstetig bei o € U, wenn

f(zo) > limsup f(z) bzw. f(xo) < liminf f(x),

T—x0 T—x0

und oberhalbstetig (bzw. unterhalbstetig), wenn sie fiir alle o € U ober-
halbstetig (bzw. unterhalbstetig) bei xq ist.

8.3 Beispiel (Halbstetigkeit)

Die floor—Funktion |-| : R — R,  — max{y € Z | y < z} ist oberhalb-
stetig, wahrend die ceil-Funktion [-] : R - R, =z — min{y € Z | y > x}
unterhalbstetig ist. &

8.4 Satz Die Fluchtzeit T* : U — R aus (8.1) ist unterhalbstetig, die Fluchtzeit
T~ : U — R ist oberhalbstetig. Damit ist der Definitionsbereich

D:={(t,x) eERxU |t e (T (), T (x))}

des Flusses eine offene Teilmenge des erweiterten Phasenraumes.

Beweis:

e Es sei g € U. Dann existiert wegen der Offenheit von U eine Umgebung
U, (x¢) mit U,(zg) C U. Da U,(xo) kompakt ist, ist die Einschrankung des
Vektorfeldes auf diese Menge lipschitzstetig. Nach dem Satz von Picard—
Lindelof gibt es ein € > 0, sodass fiir alle y € U,/2(zo) das AWP & =
f(z), x(0) =y fir t € (—¢,¢) eindeutig |6sbar ist.

e Wir betrachten nun eine aufsteigende Folge von Zeiten (,)neny mit t; = 0,
lim,, o0 t, = T (x0), sodass fiir geeignete r,, > 0 und &, > 0 das AWP

t=f(x) , x(0)=y firalle te (—¢cp,e,) und yeU,p(x,)

erfiillt ist, wobei wir x,, :== ®; (z() setzen. Nach Konstruktion der maximalen
Losung konnen wir annehmen, dass ¢,,.1 — t, < €, ist.

e Es sei nun T nicht unterhalbstetig bei z, also 7' := lim inf, T () <
T(zp) und t, < T < tgr1. Nach Annahme ist ¢, + ¢, > T. Wegen der
Stetigkeit des Flusses in den Anfangsbedingungen (lteration von Satz 4.21)
existiert eine Umgebung V' C U von xy mit ®;, (V) C U,, j2(xy), und fiir alle
y eV gilt )

T+<y) =t + T+<(I)tk(y>> >ty +e>T.

Widerspruch!
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e Die Oberhalbstetigkeit von 7'~ zeigt man analog.

e Ware D nicht offen, dann wiirde eine Folge (t,,, Zp)nen in R x R™ \ D mit
(t,x) = lim, oo (tn, zn) € D existieren. Wegen der Offenheit von U C R"
konnen wir (durch Weglassen der ersten Folgenglieder) annahmen, dass z,, €
U. Also muss fiir jedes n gelten: Entweder ist ¢,, > T"(x,,) oder t,, < T~ (x,).
Einer der beiden Fille tritt unendlich oft auf, z.B. t,, > T (x,). Wir gehen
wieder zur entsprechenden Teilfolge iiber. Wegen (¢, z) € Distt € (0,77 (x)),
was wegen

liminf 7" (z,) < liggiorolf t, =t <T*(x)

n—o0

der Unterhalbstetigkeit von Tt bei = widerspricht. O

8.5 Bemerkung In diesem Abschnitt haben wir angenommen, dass die DGL
autonom ist. Ganz analoge Aussagen stimmen aber auch fiir AWP nicht autono-
mer DGLn, wenn wir eine Anfangszeit t, fixieren. Denn durch Hinzunahme einer
abhangigen Variable konnen wir die DGL in autonomer Form schreiben.

Diese Tatsache werden wir uns beim Beweis des Hauptsatzes zunutze machen. &

8.2 Linearisierung der DGL entlang einer Trajektorie

Zur Vorbereitung des Beweises des Hauptsatzes lernen wir zunachst, welcher
Differentialgleichung die Ableitung der Losung nach dem Anfangswert geniigen
sollte. Nehmen wir dazu schon einmal an, dass sowohl f als auch & stetig diffe-
renzierbar sind und setzen

M(t,x) == Dy®(t,x) € Mat(n,R).

Dann folgt mit A(t, ) := Do f(t,x) € Mat(n,R) aus
t
O(t,x) ==z +/ f(s,®(s,z))ds (8.2)
to
die Integralgleichung

M(t,2) = 1+ / A(s, (s, )M (s, z) ds. (8.3)

to

Aquivalent dazu stellen wir fest, dass die Ableitung M des Flusses nach dem
Anfangswert dem linearen Anfangswertproblem

DiM(t,x) = A(t,®(t,z))M(t,x) , M(ty,z)=1
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geniigt. Dabei ist die Systemmatrix die Linearisierung des Vektorfeldes entlang
der Trajektorie im erweiterten Phasenraum. Setzen wir A(t, z) := A(t, ®(t, z)),
dann ist A als Komposition stetiger Abbildungen stetig. Die im folgenden Lemma
konstatierte Stetigkeit der Lésung in Zeit und Anfangsbedingungen folgt nicht
aus Satz 4.29, weil dort Lipschitz-Stetigkeit des Vektorfeldes vorausgesetzt war.

8.6 Lemma
Es sei D C R x R™ offene Umgebung von (ty, o), A € C(D,Mat(n,R)) und
M : D — Mat(n,R) Lésung des Anfangswertproblems

D\ M(t,x) = A(t,x)M(t,z) , M(ty,x) = 1. (8.4)
Dann ist auch M € C(D,Mat(n,R)).
Beweis:

e Wir wissen schon, dass fiir jeden Anfangswert (to,z) das AWP (8.4) eine
eindeutige lokale Losung besitzt, denn = taucht nur als Parameter auf, und A
ist stetig in t.

e Um auch Stetigkeit in x zu zeigen, geniigt es, sich auf kompakte Umgebungen
K C D von (ty,zg) der Form K := Uy, (ty) x Us, () zu beschranken. Es ist
k= sup ek [[A(t, 2)]| < oo, also nach (8.3)

Mt z)| <1+

t
[ (s, ) s
to

und mit Gronwall

sup ||[M(t,z)|| < e (8.5)
(t,x)eK

e Aus (8.3) folgt die Identitat

M(t,2) — M(t,z9) — /A(s,xo)(]\/[(s,x)—M(s,xo))ds

to

+ / (A(s,z) — A(s,x0)) M(s,z) ds.  (8.6)

to

Der zweite Term kann durch Verkleinerung des Radius 9, in der Norm unter
jede Schranke a(d,) > 0 gedriickt werden. Denn die stetige Funktion A ist auf
K gleichmaBig stetig, und die Norm von M durch (8.5) beschrankt. Damit
ergibt sich fiir F,(t) := || M(t,z) — M(t,z0)]|| aus (8.6):

¢
/ kF.(s)ds
to
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Die Gronwallsche Ungleichung macht daraus
F,(t) < a(é,) exp(klt — to]) < a(0,) exp(kdy) , (z € Us, (o)),

also
lim M(t,x) = M(t,z) firalle € (tg— o, to+ ). 0

T—TQ

Damit sind wir in der Lage, den Hauptsatz der Theorie der gewéhnlichen Dif-
ferentialgleichungen zu beweisen. Aus Zeitgriinden werden wir ihn nicht fiihren,
siehe aber Kapitel 7 des Differentialgleichungs-Skripts.

8.3 Die Aussage des Hauptsatzes

Wir betrachten auf dem erweiterten Phasenraum U C R x R™ das zeitabhangige
Vektorfeld f € C"(U,R™). Wir fixieren eine Anfangszeit t, € R und betrachten
fir Anfangswert (tg,x9) € U das maximale Losungsintervall (T~ (), T (o))
des Anfangswertproblems

= f(t,z) , x(to) = xo.

Wie im zeitunabhangigen Fall bekommen wir einen in U offenen maximalen De-

finitionsbereich
D={(t,x)eU|te (T (z), T"(2))}

des nicht autonomen Flusses ® : D — R", mit

(g, x9) = 9 und %@(t,xo) = f(t, (t, x)). (8.7)

8.7 Satz (Hauptsatz) Istr € N und f € C"(U,R"), dann ist ® € C"(D,R").
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A Zusammenfassung zur Topologie

Die Topologie ist das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Begriffen wie
Offenheit, Abgeschlossenheit und Kompaktheit von Mengen, Konvergenz von
Folgen und Stetigkeit von Funktionen befasst. Sie haben in der Analysis I/ schon
eine Einfiihrung in die Topologie metrischer Raume bekommen. Die dort erlernten
Begriffe reichen fiir die Zwecke dieser Vorlesung aus. Sie werden in diesem Anhang
kurz wiederholt.

A.1 Topologische Raume

A.1 Definition Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, Q), bestehend aus
einer Menge M und einer Familie O von Teilmengen von M (genannt "offene
Mengen”), sodass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
3. 0 und M sind offen.

Man nennt O auch die Topologie von (M, O).

Die fiir uns wichtigsten Beispiele topologischer Raume sind die metrischen
Raume:

A.2 Definition Fiir einen metrischen Raum (M, d) heiBt

O:=0(d)={V_IM|VeeV I>0:Ul(x) CV} (A.1)
(mit U.(x) :={y € M | d(y,z) < €}) die (metrische) Topologie von (M, d).
A.3 Satz (M, O(d)) ist ein topologischer Raum, und die U.(x) sind offen.
Beweis: o (M, O(d)) ist ein topologischer Raum:

1. Ist x € Uz’e[vi mit V; € O, dann gibt es ein j € I mit x € V}, und ein
e >0 mit U(z) CV; C U, Vi

2. Sei v € V1NV mit V1, V, € O, dann gibt es 1,65 > 0 mit U, (z) C
Vi, j =1,2. Daher ist fiir ¢ := min(ey,e2) >0 Uc(x) CViNVa.

3. 0 € O, denn dann ist die Bedingung in (A.1) leer. Ebenso gilt M € O,
denn dann ist die Bedingung in (A.1) fiir alle € > 0 erfiillt.
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e Die U.(z) sind offen: Fir y € U.(x) ist & := d(x,y) < e. Wahlen wir
d :=e¢—¢&'" >0, dann ist wegen der Dreiecksungleichung Us(y) C U.(x). O

Oft erzeugen verschiedene Metriken die gleiche Topologie. Insbesondere gilt dies
fiir Metriken auf Vektorraumen, die von dquivalenten Normen abstammen.
Auf jeder Menge M lassen sich Topologien finden:

A.4 Beispiele 1. Die diskrete Topologie © := 2™ aller Teilmengen.

2. Die indiskrete Topologie O := {M,(}. <&

Beispielsweise erzeugt die in der Informatik beliebte Hamming-Metrik auf M :=
B™, mit dem Bit B := {0, 1}

d:B"x B" = Ny, d((by,...,b,),(c1,...,c,)) = Hie{l,...n} | bﬁécz‘}‘

gemaB Definition A.2 die diskrete Topologie.

Die indiskrete Topologie taucht fast nur in Gegenbeispielen auf.

Wir erweitern unseren topologischen Sprachschatz, indem wir die uns vom
Raum R bekannten Begriffsbildungen verallgemeinern:

A.5 Definition ¢ A C M heiit abgeschlossen, wenn M\ A € O.

e U C M heiBt Umgebung von x € M, wenn es eine offene Menge V' mit

x eV CU gibt.
(2,

o Fiir AC M und x € M heiBt x innerer bzw. duBerer bzw. Randpunkt von
A, je nachdem, ob A oder M\ A oder keines von beiden Umgebung von x ist.

U

o A:={x € M | x ist innerer Punkt von A} heiBt das Innere von A.

e A:={x € M | z nicht duBerer Punkt von A} heiBt abgeschlossene
Hiille von A.

e 0A:={x € M | x Randpunkt von A} heit Rand von A.

e = € M heiBt Haufungspunkt der Teilmenge A C M, wenn fiir keine Umge-
bung U von x die Menge U N (A\ {z}) leer ist.

143



A.6 Beispiel Fiir A := (0,1] C Rist A= (0,1), A =[0,1] und 94 = {0, 1}.
Z besitzt keine Haufungspunkte.

A.7 Bemerkungen 1. A CACA — AU OA.

2. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Inneren (iberein-
stimmt.

3. Fir alle A C M ist ;1 offen und A sowie 9A abgeschlossen.

4. Die Menge der Haufungspunkte von A ist eine Teilmenge von A.

A.8 Definition Ein topologischer Raum  heiBt
Hausdorff-Raum, wenn je zwei verschiedene
Uz U,

Punkte x,y disjunkte Umgebungen U,, U, besitzen.

A.9 Bemerkungen 1. Metrische Raume sind hausdorffsch, denn fiir x # y ist
e:=d(z,y)/2 >0, also U.(z) Umgebung von z, und U.(z) N U.(y) = 0.

Daher werden die meisten uns begegnenden Raume die Hausdorff-Eigenschaft
besitzen.

2. Ein mehr als einpunktiger Raum mit indiskreter Topologie ist nicht haus-
dorffsch. &

A.10 Definition In einem topologischen Raum (X, O) heiBt

e © € M Haufungspunkt einer Folge a : N — M, wenn fiir jede Umgebung
U von x und jedes N € N ein Folgenglied a,, = a(n) € U mit n > N existiert.
e v € M heiBt Grenzwert oder Limes einer Folge a : N — M, wenn fiir jede
Umgebung U von x ein N € N mit a,, € U fiir alle n > N existiert.

A.11 Bemerkungen 1. Man muss also zwischen den Haufungspunkt einer Fol-
ge und den Haufungspunkten der Menge a(N) C M unterscheiden. So besitzt
die konstante Folge mit Wert a,, = = den Haufungspunkt x, nicht aber die
Menge {z}.

2. In einem Hausdorff-Raum besitzt jede Folge hochstens einen Grenzwert. <&

Oft beschreibt man eine Topologie O, indem man eine so genannte Basis von O
angibt.

A.12 Definition Sei (M, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O
offener Mengen heiBt Basis der Topologie, wenn jedes V € O Vereinigung von
Mengen aus B ist.
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A.13 Beispiele (Basen von Topologien)

1. Die Menge B := {(a,b) | a < b} der offenen beschrankten Intervalle bildet
eine Basis der (metrischen) Topologie von R.

2. Allgemeiner bilden nach Definition A.2 die e=Umgebungen eine Basis B :=
{U(x) | x € M,e > 0} der Topologie O(d) des metrischen Raums (M, d).<

Aus topologischen Raumen kann man auf verschiedene Weise neue topologische
Raume konstruieren, z.B. durch Produktbildung bzw. Betrachtung von Teilmen-
gen.

A.14 Definition

(XD 00 i = 1,...,n seien topologische Riume. Dann ist auf ihrem kar-
tesischen Produkt X := X x ... x X die Produkttopologie O gegeben
durch

0= {W CX |V, 2™ ew3uD e0® mitzDev®

und U x ... x U™ C W}.

A.15 Satz Die Produkttopologie ist eine Topologie auf X .

Beweis: Hausaufgabe. O

Die in X offenen Mengen W miissen also "offene Kastchen” um jeden ihrer
Punkte enthalten.

A.16 Bemerkungen (Produkttopologie)

1. Die Bildung der Produkttopologie ist eine assoziative Operation, es geniigt
also, je zwei Faktoren zu betrachten. Produkte von Basen bilden eine Basis
der Produkttopologie.

Beispielsweise bilden die offenen Quader
(CLl,bl) X ... X (an,bn) - R"
eine Basis der Produkttopologie des R".

2. Fiir metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) sind auf dem kartesischen Produkt
Z =X xY
d;: Z x Z — R fir Z]:<l’y,yj)

di(21, 22) = dx (21, 22) + dy (y1, y2),
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do(21, 22) := \/dx($1,372)2 + dy (y1,y2)?
und
doo(zb 2'2) = maX(dX(l‘l, $2), dY(Z/la y2))

Metriken. Sie erzeugen aber alle die gleiche Topologie O(d;), die Produktto-
pologie. &

A.17 Definition Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X. Dann heiBt
(Y,Oy) mit Oy == {UNY | U € O} Teilraum von (X,0) und Oy die
induzierte Topologie oder Spurtopologie.

Im Allgemeinen enthalt Oy also mehr Mengen als die schon in X offenen Mengen
UCY,Uce€O0.

A.18 Beispiel X := R mit der von den offenen Intervallen erzeugten Topo-
logie O, Y := (0,1]. Dann ist (,1] C Y offen und entsprechend (0,3] C YV
abgeschlossen in Y (). &

Analog definiert man auf Teilmengen Y C X metrischer Raume (X, d) eine
O(d)y = O(dy) Metrik dy durch Restriktion, und O(d)y = O(dy).
Oft sind solche Teilrdume Niveaumengen von Funktionen F': R” — R.

A.19 Beispiele 1. Die n-Sphire S™ := {x € R"™! | ||z| = 1}.

Abbildung A.1: 2-Sphare S? (links) und 2—Torus T? (rechts)

2. Auch der 2—Torus T? C R?, eine Fliche mit einem Henkel, l3sst sich als Ni-
veaumenge darstellen: T? = {x € R® | F(x) = 1} mit F(x) = (\/2? + 23 —
2)% + 22, siehe Abb. A.1.
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3. Dagegen ist die Niveaumenge {r € R3 F(x) = 1/4} von F(z) = (423(1 —
7?) — 22)? + 23 eine Fliache mit 2 Henkeln, siehe Abb. A.2. &

Abbildung A.2: Fliche mit 2 Henkeln

Etwas vornehmer heiBt die Henkelzahl der Flachen ihr Geschlecht. Sie erlaubt
diese topologischen Raume voneinander zu unterscheiden. Die algebraische To-
pologie befaBt sich mit solchen den topologischen Raumen zugeordneten sog.
Invarianten.

A.2 Stetigkeit

Eine reelle Funktion f : R — R wurde stetig bei x € R genannt, wenn fiir jedes
e>0eind >0 mit

f(Us(x)) € Us(f(2))

existiert, und stetig, wenn dies fiir alle x € R gilt. Ganz analog wurde die € — -
Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Raumen definiert. Diesen Stetig-
keitsbegriff verallgemeinert man folgendermaBen:

A.20 Definition e Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raum-
en heiBt stetig bei x € X, wenn es zu jeder Umgebung V von f(x) eine
Umgebung U von x mit f(U) CV gibt.

e f heiBt stetig, wenn sie bei jedem Punkt v € X stetig ist.

e FEine bijektive stetige Abbildung f : X — Y heift Homdomorphismus, wenn
auch f~1:Y — X stetig ist.
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e X und Y heiBen homdomorph, wenn ein Homéomorphismus f : X — Y
existiert.

A.21 Bemerkung Analog zum Englischen (homeomorphism) benutzt man auch
das Wort Homeomorphismus := Homdomorphismus # Homomorphismus! <

A.22 Satz Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen ist genau
dann stetig im Sinn von Definition A.20, wenn sie £ — d—stetig ist.

Beweis: Hausaufgabe. O

A.23 Satz Essei f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen.
Dann ist f genau dann stetig, wenn die Urbilder {~(V') offener Mengen immer
offen sind.

Beweis:

e Essei f: X — Y stetigund V C Y offen. Nach Definition existiert fiir
jedes x € U := f~1(V) eine in U liegende offene Umgebung U, von z. Deren
Vereinigung U,cy U, ist offen und gleich U.

e Falls aus der Offenheit von V C Y die Offenheit von f~'(V) C X folgt, gibt
es fiir alle € X und Umgebungen V' von f(x) eine offene Umgebung VCcv
von f(z), und fiir U := f~1(V) gilt: U ist eine offene Umgebung von z mit
fO)CV. O

Damit bildet ein Homéomorphismus f : X — Y durch
Ox%(/)y , U'—)f(U)

die Topologie Ox bijektiv auf Oy ab. Homéomorphismen sind daher die Isomor-
phismen der Topologie!
Es gibt noch einen zweiten Stetigkeitsbegriff:

A.24 Definition e Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen
heiBt folgenstetig bei x € X, wenn fiir jede gegen x konvergente Folge
a: N — X die Bildfolge f oa : N — Y gegen f(x) konvergiert.

o f heiBt folgenstetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X folgenstetig ist.

Soweit wir nur Topologien betrachten, die von Metriken kommen, gilt fiir uns
nach Satz 9.4 der Analysis |

" stetig = folgenstetig” .

Allgemein gilt aber auf topologischen Raumen nur "stetig = folgenstetig”.
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A.25 Beispiele 1. Fir A = (Ay,..., A\pyq1) mit \; > 0 sei

E) = {x e R" | i(xz/)\z>2 = 1}

i=1
das Ellipsoid mit den Hauptachsen der Lange \;.

Dannist f: B\ — S", v+ Hi—” ein Homeomorphismus.

2. Ahnlich ist die Oberfliche eines Bierseidels zum 2-Torus T? aus Beispiel A.19

homeomorph:
BS T?

3. Es lasst sich dagegen zeigen, dass S? und T2 nicht homeomorph sind. An-
schaulich liegt das daran, dass der Torus T? einen Henkel hat, die Sphire S?
aber nicht. &

A.26 Satz Sind f: X — Y und g:Y — Z stetig, so auchgo f: X — Z.

Beweis: Nach Satz A.23 miissen wir nachpriifen, dass fiir alle offenen W C Z
auch U := (go f)"}(W) C X offen ist. Wegen der Stetigkeit von g ist V :=
g 1 (W) C Y offen, wegen der Stetigkeit von f auch U = f~1(V). O

A.27 Bemerkung (Topologische Vektorraume)

In der Funktionalanalysis, also dem Gebiet der Mathematik, in dem Lineare Al-
gebra und Analysis sich kombinieren, betrachtet man sog. topologische Vek-
torrdume, d.h. Vektorraume mit einer Topologie, die mit Addition und Skalar-
multiplikation vertraglich ist. Wahrend nun endliche dimensionale Vektorraume
tiber K = R oder C die Produkttopologie des K" tragen, kommen fiir unendlich
dimensionale Vektorraume V' oft verschiedene Topologien in Betracht. Oft sind

diese Topologien metrische Topologien O(d) der von einer Norm || - || : V= R
erzeugten Metrik d. In dieser Topologie ist die Abbildung || - || : V' — R immer
stetig. &

A.28 Satz Eine lineare Abbildung f : X — Y zwischen normierten Veektorrdum-
en (X, |- ||x) und (Y,|| - ||v) ist genau dann stetig, wenn sie lipschitzstetig ist,
d.h. fiir ein L > 0 gilt

Lf@)lly < L-llzllx (2 € X). (A2)
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Beweis:

e Nach Satz 8.5 der Analysis Il sind lipschitzstetige Abbildungen zwischen me-
trischen Raumen stetig.

o Wegen || f(x1) — f(z2)|ly = [|f(x)|ly mit z := z1 — x5 reicht es aus, die
L—Stetigkeit bei der Null zu iiberpriifen. Ist f stetig, dann gibt es zu ¢ := 1
ein 6 > 0 mit

f@)lly <1 (lzllx <9).

Setze L := 1/§. Dann folgt aus der Linearitat von f fir z # 0 und Z :=
ox/||zlx

1@y = ||fElzlxd)|| = [Llzlxs @] = Lielclf @y < Ll

wahrend fiir = 0 ebenfalls (A.2) folgt. O

Ist die lineare Abbildung f : X — Y stetig, dann definiert man analog zur
Matrixnorm die Operatornorm von f wie in (5.1) als

IfIl:=sup [[f(@)]ly. (A-3)

llz|| x =1

Diese 148t sich wieder grob als maximaler Streckungsfaktor eines Vektors un-
ter der linearen Abbildung interpretieren, wobei das Supremum in (A.3) nicht
angenommen werden muss.

Wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, sind lineare Abbildungen f : X — Y
immer stetig, falls dim(X) < occ.

A.29 Beispiel Es sei
X :=CY[0,1],R) := {f : [0,1] = R | f stetig differenzierbar},

und
Y = C([0,1],R),

beide versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist die lineare Abbildung
D:X—=Y |, fe[f

nach Satz A.28 nicht stetig, denn zwar besitzt f,, € X, f.(z) := 2™ die Norm
| full = |fu(1)| = 1, aber wegen D f, = nf, 1 ist | Df,|| =n (neN). <
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A.3 Kompaktheit

Im Buch [Ja] von KLAUS JANICH iiber Topologie beginnt das entsprechende
Kapitel mit dem Ausruf: " Ah, Kompaktheit! Eine wundervolle Eigenschaft!”

In Kapitel 9.3 der Analysis | wurde A C R™ kompakt genannt, wenn A
beschrankt und abgeschlossen ist.

e Der Prototyp eines kompakten Raumes ist daher das abgeschlossene In-
tervall [a, b], und wir wissen schon, dass darin jede Folge (z,)nen €inen
Haufungspunkt = € [a, b] hat. Das ist eine 'wundervolle Eigenschaft’, denn
eine geeignete Teilfolge konvergiert dann gegen .

e Dagegen ist R nicht kompakt, und z.B. die Folge (z, := n),en besitzt
keinen Haufungspunkt.

In topologischen Raumen definieren wir Kompaktheit ganz anders und zeigen
anschlieBend, dass im Fall des R™ die Definitionen libereinstimmen.

A.30 Definition e Eine Teilmenge X eines topologischen Raumes (M, O) heiBt
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung, d.h. jede Familie (V;);c; mit
Vi € O und X C J,c; Vi, eine endliche Teiliiberdeckung

besitzt.

e X heiBt folgenkompakt, wenn jede Folge a : N — X eine gegen ein v € X
konvergente Teilfolge besitzt.

A.31 Beispiel X := (0,1] C R ist nicht kompakt, denn mit V; := (1,2) (i €
N) ist auch U; ==V, N X = (%,1} in X offen. Die Familie (U;);cn ist eine
offene Uberdeckung von X. Gibe es aber eine endliche Teiliiberdeckung X =
U, U...UU,, dann wére mit j := max(ji,...,J,) der Punkt % € X. Erist
aber in keinem Uj;,. Widerspruch! &
Natiirlich existieren fiir jede Teilmenge X eines topologischen Raumes M immer
endliche offene Uberdeckungen, z.B. die einelementige bestehend aus /.

Es gibt topologische Raume, die kompakt, aber nicht folgenkompakt sind und
solche, in denen das Umgekehrte gilt. Aber:

A.32 Satz Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann kompakt, wenn er fol-
genkompakt ist.

Beweis: In beiden Richtungen fiihren wir Widerspruchsbeweise:
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1. (M,d) sei kompakt. Wir nehmen nun die Existenz einer Folge a : N — M
ohne konvergente Teilfolge an.

Dann existiert fiir jeden Punkt z € M eine Umgebung V, die nur von end-
lich vielen Folgengliedern getroffen wird. (Warum? Andernfalls existierte ja
ein Punkt x € M, dessen Umgebungen Ui/, (z) (n € N) alle von unend-
lich vielen Folgengliedern getroffen wiirden. Dann konnten wir eine gegen x
konvergente Teilfolge auswahlen).

Nach Voraussetzung besitzt aber die offene Uberdeckung (V)zen eine end-
liche Teiliiberdeckung, und damit die Folge nur endlich viele Glieder. Wider-
spruch!

2. (M,d) sei folgenkompakt, aber nicht kompakt. Es existiert also eine Uber-
deckung (V;);er von M ohne endliche Teiliiberdeckung.
Fiir jeden Punkt x € M und J(x) :={i € I | x € V;} setzen wir

R(x,i) := min (Sup{r >0|U.(z) CV;}, 1) (1 € J(x)),

sodass fiir diese Radien also Ug(,\(z) C V; gilt.

Als Nachstes wahlen wir fiir jedes x € M eine Umgebung V() von x mit

j(z) € J(x) sodass R(z,j(x))> %Zs}]l(}i) R(x,1). (A.4)

AnschlieBend konstruieren wir induktiv eine Folge (x,)nen in M mit
Tt & Vian U UVj@,y  (neN) (A.5)

(da nach Annahme keine endliche Teiliiberdeckung existiert, ist dies moglich).

(Zn)nen besitzt nach Annahme eine konvergente Teilfolge, und wir nehmen

0.B.d.A. an, dass (z,,),en selbst gegen a € M konvergiert, also lim,, . d(x,,a) =
0.
Damit muss wegen (A.5) der Limesradius lim,, o, R(zp,j(z,)) = 0 sein,

Andererseits ist R(a,j(a)) > 0, es gibt also ein N € N mit d(z,,a) <
1R(a,j(a)) fir alle n > N. Damit ist nicht nur z, € Ug(a,j()(a), son-

dern sogar die Kugel UlR( i ))(xn) um x,, mit n—unabhangigem Radius in
1 Bla,j(a

UR(a,j(a))(a) enthalten. Wir haben also fiir ein n € N die Bedingung (A.4)

verletzt. Widerspruch! O

A.33 Korollar Kompakte metrische Raume sind vollstandig.
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Beweis: Denn konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy—Folge, so auch die Cauchy-

Folge selbst. O
A.34 Beispiel
QN [0,1] ist nicht vollstindig (da 1/v/2 & Q), also nicht kompakt! &

Satz A.32 ermoglicht uns zu zeigen, dass die Kompaktheits-Definition der Ana-
lysis | Spezialfall unserer jetzigen Definition ist.

A.35 Satz (Heine—Borel) A C R" ist genau dann kompakt im Sinne von
Definition A.30, wenn A beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis:

1. Falls A beschrankt und abgeschlossen ist, ist A nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB (Satz 7.41 der Analysis I) folgenkompakt und damit nach Satz
A.32 kompakt.

2. Ist A unbeschrankt, dann existiert eine Folge (z,,)nen in A mit lim,, o ||2,]| =
oo. Diese Folge divergiert also, und A ist nicht (folgen)kompakt.

3. Gleiches gilt, falls A nicht abgeschlossen ist, also einen nicht in A liegenden
Haufungspunkt besitzt. O

Man kdnnte nun denken, dass allgemein Abgeschlossenheit und Beschrinktheit?®
einer Teilmenge eines metrischen Raumes ihre Kompaktheit impliziert. Das gilt
aber noch nicht einmal fiir Teilmengen normierter Vektorraume:

A.36 Bemerkung (Kompaktheit)
Die Einheitssphire S := {f € ¢ | || f|lo = 1} im Hilbertschen Folgenraum

2 := *(N) := {f:N—MC‘ Z|f(n)|2<oo}

beziiglich der Norm || f|la := />~ | f(n)|? ist beschrankt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Denn die Folge (e, )nen der (Basis—) Vektoren e, (k) :=
oo (k € N) liegt in S, besitzt aber wegen |le, — em|la = V2 (m # n) keine
konvergente Teilfolge. &

A.37 Satz Kompakte Teilmengen von Hausdorff~RGumen sind abgeschlossen.

26Definition Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, d) heiBt beschrénkt,
wenn A = () oder wenn ihr Durchmesser diam(A) := sup, , 4 d(z,y) endlich ist.
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Beweis: Sei M Hausdorff~Raum und X C M kompakt. Zu zeigen ist: YV :=
M — X ist offen. Fiir y € Y konstruieren wir zum Nachweis eine offene Umgebung
V C Y von y. Fiir jedes z € X existieren wegen der Hausdorffeigenschaft
disjunkte offene Umgebungen U, C M von z und V,, C M von y.

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

Uy U...UU, DX
der Uberdeckung (U, ).cx von X. Fiir die offene Umgebung
V=V,n.NnV, CM

vony gilt: U,, NV CU,, NV, =0 (i=1...,n). AlsoistVCM—-X=Y.0O

Gegenbeispiel (Kompakt, aber nicht abgeschlossen):
M = {1,2} mit indiskreter Topologie O = {0,{1,2}}. {1} C {1,2} ist zwar
als endliche Menge kompakt, aber nicht abgeschlossen, da {2} nicht offen ist. &

Die folgenden beiden Satze konnen oft zum Nachweis der Kompaktheit benutzt
werden.

A.38 Satz
Ist X C M kompakt und f : M — Y stetig, dann ist f(X) CY kompakt.

Beweis: Sei (V;)c; eine offene Uberdeckung von f(X) und

U= f7'(Vi) ={z € X | f(z) € Vi}.
Dann ist nach Satz A.23 auch U; offen, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
X CUjU...UUj, . Damitist f(X)CV, U...UVj . O

Ein weiteres Prinzip zur Identifikation kompakter Mengen ist das folgende:

A.39 Satz
Abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Riume sind kompakt.

Beweis: Es sei A C K eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums K
und (V;)se; eine Uberdeckung von A durch (in A) offene Teilmengen V; C A.
Nach Definition A.17 der Teilraumtopologie gibt es daher in K offene Teilmengen
(Us)ier mit V; = U; N A. Die U; bilden zusammen mit der offenen Menge K\ A
eine offene Uberdeckung von K, die wegen Kompaktheit von K eine endliche
Teilliberdeckung besitzt:
K=(K\A)UuU;,J...uU;

m*

Damitist A=V, U...UVj_. O

154



Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder der offenen Mengen
offen sind, oder dquivalent, wenn die Urbilder der abgeschlossenen Mengen ab-
geschlossen sind.

So gewinnt man viele Kompakta:

A.40 Beispiel Die n—Sphire S = {x € R"*! | ||z|| = 1} ist kompakt, denn

e S™ist Urbild der abgeschlossenen Menge {1} C R unter der stetigen Abbildung
x +— ||x||, also abgeschlossen, und

e 5™ C [—1,1]""!. Die Kompaktheit der Quader haben wir aber schon gezeigt.
&

A.41 Satz Stetige Funktionen f : X — R auf kompakten metrischen Raumen
X # 0 nehmen ihr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt T i, Trmax € X mit

inf f(r) = f(Tmim) . sup f(2) = f(Tmax)-

rzeX xeX

Beweis: Da f(X) # (), gibt es eine Folge (1, )nen mit sup,, f(2) = lim, o0 f(2n).
wegen der Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit (Satz A.32) gibt

es eine konvergente Teilfolge (z,, )xen. Wegen der Stetigkeit von f und der Aqui-
valenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit (Satz 9.4 der Analysis [) gilt

lim f(zn,) = f(Tmax) flr ZTpax := lim z,,.
k—o00 k—o0

Analog fiir das Infimum. O

Wahrend verschiedene Normen auf einem Vektorraum unterschiedliche geome-
trische Strukturen erzeugen, konnen sie einander doch in einem groberen Sinn
gleichen:

A.42 Definition Zwei Normen || - ||; und || - ||;r auf dem K—-Vektorraum V
heiBen dquivalent, wenn fiir geeignete C' > C > 0 gilt:

Cllvllz < vl < Cllollr (ve V).
Als Anwendung unserer Kompaktheitssatze konnen wir jetzt den

A.43 Satz Alle Normen auf einem endlich—-dimensionalen K—Vektorraum (K =
R oder C) sind dquivalent

beweisen:

Beweis: o Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den K".
e Essei || || : K® — R eine Norm. Es geniigt die Aquivalenz dieser Norm zur
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euklidischen Norm || - ||» nachzuweisen, denn Aquivalenz von Normen ist eine
Aquivalenzrelation.

e Wir zeigen zunachst, dass die Abbildung || - || : K* — R stetig ist. Es sei
dazu ey, ..., e, die kanonische Basis des K" (mit ||e;||2 = 1) und ¢; := ||e;]| die
Norm des i—ten Basiselementes. Dann besitzt ein Vektor x = ZZ=1 xrie; € K"

die euklidische Lange ||z|2 = \/D>_;_; |i|* und nach der Dreiecksungleichung
die Lange

n n n
lzll <Y llaieill = ) lwiler < ey fail < enllz])s
i=1 i=1 i=1

mit ¢ := max(cy, ..., c,). Damit ist die Norm-Abbildung stetig.
e Nun restringieren wir diese auf die Einheitssphare

S ti={reK"|[lz]; =1}
des Euklidischen Vektorraums, betrachten also die Abbildung
f:SEt =R, x|z

Da Si~! nach Beispiel A.40 kompakt?” und f stetig ist, nimmt f Minimum
Jmin > 0 und Maximum fi.x < 0o an. Daher gilt fim|lz|l2 < ||| < foax||Z]|2-
O

A.44 Satz Sind (X, || - ||x) und (Y, |- |ly) und dim(X) < oo K-Vektorrdume,
dann ist jede lineare Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis: Nach Satz A.43 kénnen wir annehmen, dass || - || x die euklidische Norm
ist. Es sei e1,...,e, € X eine Orthonormalbasis und x = Z?:l c;e; € X von
der Norm 1, also >-" , |¢;|*> = 1. Dann ist |[f(2)]ly = >, cif(e)ly <
Solalllfe)lly < L= mnmax{||f(e;)|ly | ¢ =1,...,n}. L ist damit eine
Lipschitz—Konstante. O

Literatur

[AF] Agricola, 1., Friedrich, T.: Globale Analysis. Vieweg, 2001
[Am] Amann, H.: Gewéhnliche Differentialgleichungen. de Gruyter

[Ar] Vladimir |. Arnol'd: Gewéhnliche Differentialgleichungen. Springer, 1980

st K = C, dann ist S(’C‘_l = Sﬁ”_l, wenn man den C" reellifiziert d.h. mit dem R2"
identifiziert.

156



[Ba] Heinz Bauer: MaB- und Integrationstheorie. de Gruyter, 1992
[BI] Ch. Blatter: Analysis I-1ll. Springer, 1974
[Br] T. Brocker: Analysis, Bd. 1 und 2. Spektrum der Wissenschaft, 1995

[DB] Peter Deuflhard, Folkmar Bornemann: Numerische Mathematik |II:
Gewohnliche Differentialgleichungen. de Gruyter, 2002

[El] Jiirgen Elstrodt: MaB- und Integrationstheorie. 6. Auflage. Berlin: Springer
2009

[Fi] Gerd Fischer: Lineare Algebra. Vieweg, 2000

[Fo] Otto Forster: Analysis, Band 1-3. Vieweg, 1999

[Hi] Stefan Hildebrandt: Analysis 1 und 2. Springer, 2002
[In] E.L. Ince: Ordinary Differential Equations.

[Ja] Klaus Janich: Topologie. Springer, 1999

[Ka] Victor Katz: The History of Stokes’ Theorem. Mathematics Magazine 52,
146-156 (1979)

[Kn] Andreas Knauf: Mathematische Physik: Klassische Mechanik. Springer,
2017

[Ko] K. Koénigsberger: Analysis, Band 1 und 2. Springer, 1997
[LL] Elliott Lieb, Michael Loss: Analysis. AMS, 1997

[MV] Meyberg, K., Vachenauer, P.: Héhere Mathematik, Band 1 und 2. Springer,
1999

[Wa] W. Walter: Gewshnliche Differentialgleichungen. Springer, 1996
[Wu] Reiner Wiist: Hohere Mathematik fiir Physiker, Band 1. de Gruyter, 1995

157



Index

abgeschlossen 143
abgeschlossene Hiille 143
auBere Ableitung 59
auBere Form 54
auBeres Produkt 55
Anfangswertproblem 81
Antiderivation 60
asymptotisch stabil 124, 126
Basis einer Topologie 144
Bilinearform 54
Differentialform 59
exakte 61
geschlossene 61
Differentialgleichung 75
explizite 78
hamiltonsche 133
implizite 78
inhomogene lineare 106
Dimension 3
Dirac—MaB 2
Divergenz 62
Doppelfakultdt 52
Dualbasis 53
Duhamel-Prinzip 106
ErhaltungsgroBe 133
fast tiberall 20
Fluchtzeiten 137
folgenkompakt 151
folgenstetig 148
Fundamentalsystem 103
Funktional 6
Funktionaldeterminante 44
Gammafunktion 48
GauBsche Glockenkurve 39
Gleichgewichtslage 93
Gradient 62
Grassmann—Algebra 58
Grenzwert 144

Gronwall-Ungleichung 127
Haufungspunkt

einer Folge 144

einer Menge 143
Halbnorm 8
harmonischer Oszillator 106, 109
Hausdorff-Raum 144
Homoomorphismus 147
Hiillreihe 8
Inneres einer Menge 143
instabil 123
Integral 66
Jordan—Normalform 98
Kegel 18
kompakt 151
Konstante der Bewegung 133
Kreuzprodukt 57
Lebesgue—Integral 9
Lebesgue—MaB 17
liapunov—stabil 123, 126
Liapunov-Funktion 129
Limes 144
Linearisierung einer Differentialgl. 119
Losung einer Differentialgleichung 81
lokal integrabel 40
lokal lipschitz—stetig 23
MaB 2
Matrixexponential 95
messbar 17
metrischer Tensor 68
multilinear 53
Nullmenge 20
oberhalbstetig 138
offene Uberdeckung 151
Operatornorm 96
Ordnung einer Differentialgleichung 77
Parallelotop 45
Pendel 120

158



Phasenraum 81
Polarkoordinaten 50, 64
pull-back 58, 64
Quader 3
Quasipolynom 108
Randpunkt 143
Rotation 62
Ruhelage 93
Satz
Banachscher Fixpunktsatz 82
Beppo Levi 32
Fatou 33
tiber Fluchtzeiten 138
Fubini 6, 15, 40
GauBscher Integralsatz 73
Hauptsatz der DGL-Theorie 141
Heine—Borel 153
Kelvin-Stokes 73
Lebesgue 35
majorisierte Konvergenz 35
monotone Konvergenz 32
Picard-Lindelof 84
Riesz—Fischer 29
Stokes 72
Tietze 15
Transformationssatz 45
Trennung der Variablen 131
WeierstraB 97
o—additiv 18
Sphare 153, 155
Spurtopologie 146
stetig 147
Standardvolumenform 67
symplektische Form 56
topologischer Raum 142
Topologie 142
induzierte 146
Produkttopologie 145
Teilraum 146
Torus 68, 146
Transformationssatz 45

Translationsinvarianz 34
Trennung der Variablen 131
Treppenfunktion 4
Umgebung 143
unterhalbstetig 138
Untermannigfaltigkeit 70
Verfeinerung 4
Wronski-Determinante 104

159



	Zur Notation
	Maß und Integration
	Treppenfunktionen
	Das Lebesgue-Integral
	Der Satz von Fubini (stetige Version)
	Nullmengen
	Abbildungen von Nullmengen

	Sätze und Rechenregeln der Lebesgue-Integration
	Der Banach–Raum L1(Rn)
	Der Satz von Fubini (L1-Version)
	Der Transformationssatz
	Anwendung: Polarkoordinaten im Rn

	Differentialformen und Mannigfaltigkeiten
	Multilinearformen
	Differentialformen
	Vektoranalysis
	Integration von Differentialformen

	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Definitionen und Beispiele
	Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
	Globale Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
	Transformation in ein dynamisches System

	Lösungsmethoden für lineare Differentialgleichungen
	Homogene lineare autonome Differentialgleichungen
	Explizit zeitabhängige lineare Differentialgleichungen
	Quasipolynome
	Lineare Flüsse in der Ebene
	Beispiel: Feder mit Reibung

	Stabilität von Gleichgewichtslagen
	Allgemeine Bedeutung der Linearisierung
	Stabilitätsbegriffe für Gleichgewichtslagen
	Stabilitätskriterien für Gleichgewichtslagen

	Elementare analytische Lösungsmethoden
	Trennung der Variablen
	Konstanten der Bewegung
	Potenzreihen als Lösungen

	Der Hauptsatz der Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen
	Das maximale Existenzintervall
	Linearisierung der DGL entlang einer Trajektorie
	Die Aussage des Hauptsatzes

	Zusammenfassung zur Topologie
	Topologische Räume
	Stetigkeit
	Kompaktheit

	Literatur
	Index

