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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. Anregungen und Kritik sind willkommen!
Die Kapitel 1, 2 und 6 sind nicht Stoffinhalt der 'Mehrdimensionalen

Integration’.
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Zur Notation

Teilmengen: Sind A und B Mengen, dann heiBt A Teilmenge von B (in Zeichen
A C B), wenn gilt: z € A = x € B. Insbesondere gilt B C B. Die echte
Inklusion A C B bedeutet, dass A C B, aber A # B gilt. (in der mathematischen
Literatur findet man davon abweichend auch das Teilmengenzeichen A C B.)

Potenzmengen: Ist A eine Menge, dann ist

24.={B|BC A}
die Potenzmenge von A. Synonym findet man auch die Notationen (A) und
P(A).

Zahlen: Menge N = {1,2,...} der natiirlichen Zahlen, Ny = {0, 1,2, ...},
Ring Z = {0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen.

Korper Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Fiir einen Korper K bedeutet K* die multiplikative Gruppe K* := K\ {0}, und

Rt :={zeR |z >0} =(0,00).
Intervalle: Fiir a,b € R, a < b ist

(a,b) = {xeR|x>a,z<b},
(a,b) == {xeR|xz>a,x<>b} etc
(Synonym findet man auch die Notation |a, b[= (a,b), |a, b] = (a,b] etc.)

Matrizen: Mat(m x n,K) bezeichnet den K-Vektorraum der m x n—Matrizen
mit Eintragen aus dem Kérper K, und Mat(n, K) den Ring Mat(n x n, K).

Das griechische Alphabet: a) Kleinbuchstaben

a  Alpha ¢ Zeta A Lambda 7 Pi ¢, Phi

6] Beta n Eta o My p,0 Rho X Chi

v  Gamma 6,9 Theta v Ny o,¢ Sigma Y Psi

) Delta L Jota & X T Tau w Omega
€, Epsilon & Kappa o Omikron v Ypsilon

b) GroBbuchstaben

' Gamma © Theta = Xi X Sigma & Phi Q Omega
A Delta A Lambda II Pi T Ypsilon ¥ Psi



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

1.1 Losungsbegriffe

Wir wissen nun, dass unter verniinftigen Bedingungen Differentialgleichungen
lokal eindeutige Losungen besitzen. Wir konnen namlich explizite, explizit zeitab-
hangige DGLn hoherer Ordnung durch Einfiihrung neuer Variablen in die Form

i = f(x) (1.1)

iberfiihren, wobei f : U — R™ auf dem (offenen) Phasenraum U C R”" ein lokal
lipschitzstetiges Vektorfeld ist. Fiir vy € U besitzt dann das Anfangswertproblem
(AWP)

t=f(z) , x(0)=ux (1.2)

eine Losung ¢ : (—¢,e) — U. Ist das Vektorfeld f € C*(U,R™), dann ist auch
die Lésung des Anfangswertproblems entsprechend glatt: v € C*((—¢,¢),U).
Nur, wie finden wir diese Losungen im Allgemeinen? Die Antwort hangt von
unserem Losungsbegriff ab.

1. Meistens werden die Komponenten von f elementare Funktionen! sein.
Kdnnen wir dann auch gleiches fiir die Komponenten von ¢ erwarten? Im
Allgemeinen nicht. Man muss sich nur vergegenwartigen, dass die Inte-
gration einer reellen Funktion f die Losung einer speziellen, explizit zeit-
abhangigen DGL bedeutet: Ist

oty =c+ / £(s) ds,

dann gilt
=1 , oo =c
Nun bildet die Integration (im Gegensatz zur Differentiation) die Menge

der elementaren Funktionen nicht in sich ab, wie schon das Beispiel der
Fehlerfunktion t v [ exp(—s®)ds zeigt.

Wir miissen also darauf gefasst sein, nicht elementare Funktionen (wie der
Fehlerfunktion des Beispiels, oder der so genannten hypergeometrischen
Funktion) als analytische Losungen in Betracht zu ziehen.

Inzwischen sind Programmsysteme wie Mathematica oder Maple in der
analytischen Losung von Differentialgleichungen versierter als die meisten

! also die Polynome, die Exponentialfunktion, der Logarithmus, die (invers) trigonometri-

schen Funktionen, und aus diesen durch endlich viele Anwendungen der Grundrechenarten und
Kompositionen gewonnene Funktionen



Mathematiker. Trotzdem kapitulieren sie schon bei den meisten linearen
Einzeldifferentialgleichungen zweiter Ordnung (mit nicht konstanten Koef-
fizienten).

Selbst wenn ein Programmsystem die allgemeine analytische Losung einer
DGL findet, kann diese so kompliziert sein, dass man ihre qualitativen
Eigenschaften (siehe unten) nicht unmittelbar versteht.

Ich werde einige Methoden zur analytischen Integration beschreiben, ver-
weise aber darauf, dass fiir die Mehrzahl der in der Praxis vorkommenden
DGLn die allgemeine Losung nicht bekannt ist.

2. Ein weiterer Losungsbegriff ist der der Numerischen Lésung. Zunachst ein-
mal verstehen wir darunter heuristisch das, was der Computer uns lie-
fert, wenn wir ihn sachgemaB programmiert haben. Auch fiir ein endliches
Zeitintervall wird diese Losung im Allgemeinen nicht mit der analytischen
Losung iibereinstimmen. Wir verlangen aber von einem numerischen Ver-
fahren, dass es die (unbekannte) Ldsung beliebig gut approximiert, wenn
man — auf Kosten der Rechenzeit — einen Parameter wie den Zeitschritt
der lteration gegen Null fiihrt. Vorteil der Numerik ist ihre fast universelle
Anwendbarkeit, Nachteil die oft unbekannte Genauigkeit.

3. Oft sind wir an qualitativen Eigenschaften der Losungen interessiert, etwa:

e Konvergiert eine Losung gegen eine Ruhelage?

Ist sie beschrankt oder nicht?

Ist sie zeitperiodisch?

Verandert sich eine Losung stark, wenn der Anfangswert verandert
wird (Instabilitat)?

Fiir ein weiter gehendes Studium gewodhnlicher DGLn empfehle ich das Buch [Ar]
von Arnol'd, die Numerik von gewodhnlichen DGLn wird z.B. im Buch [DBE] von
Bornemann und Deuflhard behandelt.

1.2 Elementare Lésungsmethoden

1.2.1 Trennung der Variablen

1.1 Beispiel Das AWP i = 2%, 2(0) = zy € R besitzt die folgenden Lésungen:
ez, =0: z(t)=0

o ug>0: a(t) = = (t € (—00,1/mp))

o7 <0: x(t) = =% (t € (1/xzp,00)).
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Der Losungsansatz fiir xg # 0 ist

(1) g t 1 1
/ —g:/ds ,also — — —— =1.
x0 y 0 Zo .Z'(t)

Allgemein kann man Differentialgleichungen erster Ordnung in einer abhangigen
Variablen 16sen, wenn sie die Form

d

== f(at) mit flat) = ga)h(t) € C(I x JR)

haben, wir also eine Zerlegung von f in stetige reelle Funktionen ¢g : I — R und
h :J — R auf den Intervallen I und J vornehmen konnen. Setzt man namlich
0.B.d.A. g > 0 voraus (denn der Fall g(x) ist trivial, g < 0 auf g > 0 riickfiihrbar,

und wir kdnnen gegebenenfalls das Intervall I restringieren), dann ergibt sich fiir
die Anfangsbedingungen

x(tg) =zo€l , to€J und

G(x) ;:/x:ﬂ , H(t):/th(s)ds

9(?/) to

die Losung
z(t) =G 1o H(t) (teJNFtoH(I). (1.3)

Dies verifiziert man (Hausaufgabe!) durch Einsetzen von (1.3) in die DGL und die
Feststellung, dass in (1.3) z(ty) = z¢ gilt. Die Losung ist sogar eindeutig, wenn
g # 0 vorausgesetzt wird, ohne dass Lipschitzstetigkeit vorliegen muss (siehe
Forster, Analysis 2 [Fo]).

1.2.2 Hamiltonsche Differentialgleichung

1.2 Beispiel Die Newtonsche Kraftgleichung
j=F(q) mit FeCY(R,R)

besitzt die Losungen
q(t) = GE'(t —to),
wobei fiir das sog. Potential V (q) := — fqi F(z)dx der Kraft und £ > 0

(1.4)

1 1
o) = |, e

gesetzt wird.



Hintergrund ist der folgende: Fiir H € C?*(R? R) ist die sog. Hamiltonsche
DGL von H von der Form

Physikalisch wird dabei ¢ als Ort, p als Impuls eines Teilchens auf der Geraden
interpretiert. Wir verifizieren, dass fiir jede Losung t — z(t) = (q(t), p(t)) gilt

d OH . 0H

GH(() = G+ o=
H ist also Konstante der Bewegung, die Bewegung erfolgt auf den Niveauflachen
von H.

Im obigen Beispiel ist H(q,p) := %p2+V(q), also ¢ = pund p = F(q). Setzt
man E := H(xg), dann ist \/2(E — V(qo)) = po, falls zo = (g0, po) mit po > 0.
In (1.4) wird also die inverse Geschwindigkeit integriert, um die Zeitdifferenz
t —to zu erhalten, die das Teilchen zum Zuriicklegen des Weges zwischen ¢y und
q benotigt.

Eine weitergehende Einfiihrung in die Hamiltonschen DGLn bietet mein Skript
Mathematische Physik 1 (Klassische Mechanik)?.

2 Linearisierung von Differentialgleichungen

2.1 Aligemeine Bedeutung der Linearisierung

Wir besitzen jetzt eine Losungsmethode fiir lineare DGLn (mit konstanten Koeffi-
zienten). Es ist dies aber leider die einzige groBe Klasse " algorithmisch” Iésbarer
DGLn. Andererseits sind viele Anfangswertprobleme zwar nicht linear, konnen
aber immerhin naherungsweise mithilfe linearer AWPs geldst werden.

2.1 Bemerkung Ein Grund dafiir ist die Tatsache, dass sich viele in der Natur
auftretenden Systeme ndherungsweise im Gleichgewicht befinden, also nahe bei
einem kraftefreien Fall. Besitzt die ortsabhangige Kraft F' eine Nullstelle bei ¢,
dann gilt (fiir glattes F') nach Taylor fiir ¢ nahe bei ¢

F(q) = fl(gi)JrDF(qs)(q—qs)+0(Ilq—qs||2)
= A(Q_QS)+O(||Q_QS||2)

2erhiltlich unter www.mathematik.uni-erlangen.de/~knauf




mit A := DF(q,). Fiihrt man die Relativkoordinate y := ¢ — ¢ ein, so wird aus
der Newtongleichung ¢ = F'(q) (fiir Masse 1)

i = Ay + O(|ly[*).

Es liegt nun nahe (und ist auch richtig), anzunehmen, dass fiir kurze Zeiten die
Losungen des AWP fiir j = Ay mit betragsmiaBig kleinen Anfangswerten y(0)
und ¢(0) nahe bei den entsprechenden Losungen der nicht linearen DGL liegen.
Manchmal gilt das sogar fiir alle Zeiten, zumindest wenn man statt der Lésungen
die Orbits vergleicht, also die Zeitparametrisierung vergisst.

Wir formulieren nun das Konzept der Linearisierung allgemein fiir Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung.

2.2 Definition Es sei U C R" offen und f € C*(U,R").

1. Dann heiBt U Phasenraum der Differentialgleichung
T = f(x). (2.1)

2. Das Bild x(I) C U einer Lésungskurve x : I — U von (2.1) heiit Orbit.

3. Ist x; € U Nullstelle des Vektorfeldes f, dann heiBt xs auch Ruhelage
oder Gleichgewichtslage von (2.1).

4. Die lineare Differentialgleichung
y=Ay mit A:=Df(xy) (2.2)
heiBt Linearisierung von (2.1) bei x;.

Die Nullstellen x4 heiBen Ruhelagen, weil das AWP & = f(z), z(0) = z, die
eindeutige Losung z(t) = z, (t € R) besitzt.

Wir untersuchen an einem Beispiel den Zusammenhang zwischen den Losun-
gen von (2.1) und denen der Linearisierung (2.2).

2.3 Beispiel (Das planare Pendel) Zunachst leiten wir mithilfe des Newton-
schen Kraftgesetzes eine Differentialgleichung ab, die wir anschlieBend untersu-
chen.

Im ersten Schritt (oft Modellierung genannt) idealisieren wir das Pendel wie
folgt. Es soll aus einem Massepunkt der Masse m > 0 bestehen, der sich in
einer Ebene auf einem Kreis mit Radius L > 0 (Pendellange) um den Ursprung
bewegt. Seine Koordinaten seien (2) = L( sin ) und auf ihn wirke eine in

—cosgp
—2—Richtung wirkende Kraft F'(z) = (_? ) der Stirke m (Schwerkraft). Deren

0
-m

5



Komponente in Tangentialrichtung ist daher gleich —sin . Es ergibt sich damit
die Differentialgleichung
Ly = —sinp,

denn die Masse m tritt auf beiden Seiten des Newtonschen Kraftgesetzes als
Faktor auf, kann also gekiirzt werden. Auf dem Phasenraum U = R? erhalten wir
durch Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit v das Differentialgleichungssystem

erster Ordnung
1
p=v , U=-——siney.

L
Durch Reskalierung der Zeit konnen wir erreichen, dass L = 1 ist.

Mit z := (¥) ist
= f(z) = ( ! ) (2.3)

—sing

Es gilt f(x +vy) = f(x), falls y = (0,27k) mit & € Z ist. Innerhalb einer
Periode (¢ € [0,2m)) besitzt aber f nur die Nullstellen z; = (0,0) und (0, 7),
entsprechend der unteren bzw. oberen Ruhelage des Pendels. Linearisierung bei
z, = (0,0) ergibt die lineare Differentialgleichung auf dem Phasenraum R?

y=Ay mit A=Df(z;)= (")
Diese besitzt mit der Bezeichnung y = (g, p) die Losung
q(t) = qocost + posint , p(t) = —qosint + pg cost, (2.4)

mit der Periode 27.

Sind diese Losungen fiir Anfangsbedingungen (qo, po) in der Nahe der Ruhe-
lage x5 = (0,0) eine gute Naherung an die Lésungen von (2.3)?

Um dies zu untersuchen, stellen wir fest, dass die so genannte Hamilton—
Funktion * von (2.3)

H:R*—>R , H(p,v)=30"—cosy

entlang der Losungskurven ihren Wert nicht andert:

%H(cp(t),v(t)) =00 +sinpp = —vsinp +vsinp = 0.

Damit fixieren die Niveaulinien von H im Phasenraum R? auch schon die Orbits
der DGL (siehe Abb. 2.1). Da x5 Minimalstelle von H ist, und die Hessesche
Hess H(z,) = () positiv definiert ist, sind diese Niveauflichen H~'(H (x))
fiir zg nahe bei xs ndherungsweise von der Form eines Kreises mit Radius ||zo||,
also nahe bei dem Orbit (2.4) der Linearisierung.

6



Abbildung 2.2: Pendelausschlag als Funktion der Zeit und Linearisierung

Damit bleibt insbesondere die Losung von (2.3) fiir alle Zeiten in der Ndhe von

xs. Die Schwingungsdauer des Pendels ist aber groBer als die Periode 27 der
Losung (2.4) der linearen DGL, sodass die beiden Losungen nach einiger Zeit
nicht mehr synchron sind (siehe Abb. 2.2).

2.2 Stabilitdtsbegriffe fiir Gleichgewichtslagen

Anschaulich wird man eine Gleichgewichtslage x; der DGL & = f(x) dann stabil
nennen, wenn benachbarte Losungen nicht von x, wegstreben. Diese Vorstellung
muss natiirlich noch prazisiert werden, ihre praktischen Implikationen sind aber
offensichtlich.

2.4 Beispiel In vielen technischen Anwendungen ist man daran interessiert, das
System in eine Gleichgewichtslage zu bringen. Man kann das aber natiirlich nur
bis auf einen gewissen Fehler erreichen.

3Physikalisch ist H (i, v) die Gesamtenergie des Pendels mit Winkel o und Winkelgeschwin-
digkeit v
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Abbildung 2.3: Orbits der Pendelgleichung (links) und ihrer Linearisierung an der
unteren Gleichgewichtslage (rechts)

Ist nun die Gleichgewichtslage stabil, dann ist auch in Zukunft das System
nahe bei der Gleichgewichtslage, sonst im Allgemeinen nicht.

Das Pendel ist in diesem Sinn in seiner unteren Gleichgewichtslage stabil, in
seiner oberen nicht.

Ist das Pendel ungedampft, so wird es fiir alle Zeiten kleine Schwingungen
um die Gleichgewichtslage vollfiihren; ist es gedampft, dann wird es sich der
Gleichgewichtslage immer mehr anndhern. Entsprechend unterscheiden wir auch
zwei Stabilitatsbegriffe.

2.5 Definition e Die Gleichgewichtslage x, € U C R"™ der DGL
i=fz) ., feC URY (25)

heiBt liapunov—stabil, falls fiir jede Umgebung W C U von x, eine Umgebung
V' C W von x4 existiert, sodass das AWP (1.2) fiir alle Anfangswerte xo € V' und
alle Zeiten t > 0 I6sbar ist und die Lésungen ¢ in W bleiben (¢([0,00)) C W).
e Andernfalls heiBt sie instabil.

w
Ca)!

2.6 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage x := (¢,v) = (0,0) des pla-

naren Pendels
p=v
U= —siny



ist liapunov—stabil, denn jede Umgebung W von x, enthilt
eine Umgebung V' der Form V = H!((—o0, E)), wobei
H(v,p) = % — cos ¢ die Hamilton—Funktion ist.

V' ist aber flussinvariant, denn die Energie H ist, wie wir gesehen haben,
auf den Losungskurven konstant (lasst man Winkel ¢ € R zu, muss man
statt H!((—o0, F)) die z, enthaltende Zusammenhangskomponente V'
dieser nicht beschrankten Menge verwenden).

2. Die obere Gleichgewichtslage x; := (p,v) = (m,0) ist nicht liapunov—

denn H(z,) =1, und E~!(1) enthilt von x, verschiedene,
stabil, aber diesem beliebig nahe Phasenraumpunkte, die von z,
wegstreben.

Der Begriff der Liapunov—Stabilitat ist vergleichsweise schwach, denn er setzt ja
keine Anndherung an die Gleichgewichtslage voraus. So ist der untere Gleichge-
wichtspunkt des Pendelbeispiels auch fiir negative Zeiten, also bei Richtungsum-
kehr des Vektorfeldes, liapunov—stabil.

2.7 Definition Die Gleichgewichtslage xs von (2.5) heit asymptotisch stabil,
wenn sie liapunov—stabil ist und eine Umgebung V" C U von x5 mit

lim z(t) = x, fiiralle x(0) €V

t—o00

existiert.

2.8 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage z; = (0,0) des Pendels ist
nicht asymptotisch stabil, denn nur x selbst hat Energie H(xs) = —1,
alle Nachbarpunkte haben echt groBere Energie, und diese bleibt erhalten.

2. Wirkt auf das Pendel eine geschwindigkeitsproportionale Reibung mit Pro-
portionalitatskonstante £ > 0, dann wird seine Bewegung durch die DGL

p =
vV=—sinp—k-v

beschrieben. In diesem Fall ist die untere Gleichgewichtslage sogar asym-
ptotisch stabil. Es gilt namlich

L), o) = v(t)- () +sin(p) - &

dt
= —k(w()? <0,



was ja auch anschaulich zu erwarten ist. v

Man kann nun zeigen, dass mit der Zeit
die Energie H tatsachlich gegen —1 geht, /-
der Orbit also auf die untere Gleichge- /&

wichtslage zusteuert. In diesem Beispiel
spielt H die Rolle einer Liapunovfunktion,
d.h. einer entlang der Losung streng mo-
noton fallenden Phasenraumfunktion H.

v,

2.3 Stabilitdtskriterien fiir Gleichgewichtslagen

Das letzte Beispiel zeigt eine wichtige Beweisidee fiir asymptotische Stabilitat.
Man mochte ja Stabilitatsfragen auch fiir DGLn klaren, deren Losungen man
nicht hinschreiben kann. Die Rolle der Funktion H bestand nun in der Tatsache,
dass die Mengen H!((—o0,¢)) C U Umgebungen der Gleichgewichtslage wa-
ren, die wegen dd—lj < 0 nicht verlassen werden kénnen. Die GroBe von H ist ein
MaB fiir den Abstand von der Gleichgewichtslage, und dieser wird immer kleiner.
Unsere Strategie besteht nun darin, zunachst Kriterien fiir die Stabilitat im linea-
ren Fall zu entwickeln, um danach, soweit moglich, diese auf den nichtlinearen
Fall mittels Linearisierung zu iibertragen.
Der lineare Fall ist dabei ganz einfach:

2.9 Satz Gilt fiir die Eigenwerte \; € C von A € Mat(n,R) Re(\;) < 0,
dann ist die Gleichgewichtslage 0 € R™ der DGL & = Ax asymptotisch stabil.

Beweis:

1. Die Eintrage der Matrixfunktion ¢ — exp(At) sind Summen von \,—Quasi-
polynomen, also von der Form 3, e*ip;(t). Damit ist wegen Re(\;) < 0
ihr t — co— Limes Null, also auch limy,_, || exp(At)|| = 0.

2. Da sup,s || exp(At)|| < oo, ist die Gleichgewichtslage 0 liapunov—stabil.
O

Wir betrachten nun eine nicht notwendig lineare DGL auf U C R"
i=fz) . [eC(URY

in einer Umgebung einer Gleichgewichtslage x;. Von dieser konnen wir (durch
Einfiihrung verschobener Koordinaten = — x) 0.B.d.A. annehmen, dass sie sich
im Nullpunkt befindet.

Mit A := Df(0) bezeichne

Re CYUR") , R(x):= f(z)— Az



die Abweichung des Vektorfeldes von seiner Linearisierung an der Gleichgewichts-
lage.

Wir wollen nun zeigen, dass die Losungen der DGL in fiihrender Ordnung
durch die Linearisierung von f kontrolliert werden, soweit wir uns in der Nahe
der Gleichgewichtslage befinden. Dazu benutzen wir das

2.10 Lemma x(t) = etz + fot A=) R(x(s)) ds
Beweis: Wir setzen die Losung x(t) des AWP & = f(z), x(0) = x in der Form
z(t) = ete(t) mit c(0) = xg

an, und suchen eine Bestimmungsgleichung fiir den Vektor ¢(t) (sog. Variation
der Konstanten). Es gilt

i(s) = Aec(s) + ec(s) = Ax(s) 4+ eé(s)

und
(s) = Ax(s) + R(x(s)),
also
e?é(s) = R(z(s)) oder ¢(s) = e M R(x(s)).
Damit ist
c(t) = ¢(0) +/O é(s)ds =z + /0 e R(x(s)) ds
und

t
z(t) = eMlag —i—/ A R(2(s)) ds.
0
([

Scheinbar niitzt uns diese Identitit nicht viel, denn auch auf der rechten Seite
taucht z(s), also die unbekannte Losung des AWP auf.

Wir kdnnen aber die sogenannte Gronwall-Ungleichung auf diese Integralglei-
chung anwenden. Diese in der Differentialgleichungstheorie wichtige Abschatzung
dhnelt Miinchhausens Methode, sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf zu
ziehen.

2.11 Lemma (Gronwall-Ungleichung) Fiir f,g € C°([to,t1),[0,00)) gelte
mit einem geeigneten a > 0 die Ungleichung

ﬂwayff@a@w (t € lto,t)
Dann ist

waaem(A}@wQ (t € lto,12).
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Beweis: o Ist a > 0, dann gilt fiir die rechte Seite h(t) := a + ftt f(s)g(s)ds
der Voraussetzung h(t) > 0 und h/'(t) = f(t)g(t) < h(t)g(t), also Z h(t ) < g(t).
5)

Integration ergibt ln( t) < ft s)ds, oder h(t) < aexp (ft ds >
also die Behauptung.
e Ist a = 0, dann gelten Voraussetzung und Resultat fiir alle @ := ¢ > 0, also ist
f=0. O

2.12 Bemerkung Man kann sich die Abschatzung leicht merken, wenn man
Gleichheit annimmt. Die Integralgleichung

ft)=a+ / £()g(s) ds

entspricht ja dem AWP f = f - ¢, f(to) = a mit der Lésung f(t) = aelio 96)4
2.13 Satz Eine Gleichgewichtslage x, € U C R"™ der DGL
&= f(x) , feCY(UR"

ist asymptotisch stabil, wenn fiir die Eigenwerte \ von D f(z) gilt: Re(\) < 0.

Beweis: o Wieder kdnnen wir durch eine Verschiebung x; = 0 erreichen. Da
U C R” offen ist, gehort eine Kugelumgebung vom positiven Radius 7 zu U.

e Fiir die Eigenwerte \; von A := Df(z;) gelte die Abschiatzung Re();) <
—A, A > 0 geeignet. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass gilt

le]| <c-e”™ (¢ >0).

Das ersieht man aus der Tatsache, dass die Eintrage von e* Summen von \—
Quasipolynomen e*i’p(t) sind und dass wegen Re();) + A < 0

lim exp((Ai + A)t)p(t) = 0

ist.

e Nun existiert ein Radius r € (0,7) mit

A
IR@)I| < o ll=ll - falls - [lzf| <, (2.6)

IRG)]|

denn limg 0 5 I = tim,_,, L@=-D/O=zl _

llzl
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e Wenn wir nun zeigen kénnen, dass aus
,
[z(0)] <e< -
c
folgt, dass fiir t > 0 gilt:

lz(t)]] < cee M2, (2.7)

dann haben wir den Satz bewiesen, denn fiir die rechte Seite von (2.7) gilt:
cee ™ M/? < ce < r < 7, und fiir t — oo strebt sie gegen Null.

Nun gilt nach Lemma 2.10: z(t) = etxg + fot eA=9)R(z(s)) ds, woraus mit
(2.6) die Ungleichung

t
. g A
lz ()] < ce AtonlH/O ce M7 = fla(s)|| ds

folgt, soweit [|z]| < r.
Setzt man F(t) := e||2(t)||, dann gilt

t
A
F(t)<cHa:0H+/ A p(s)ds,
———

also nach dem Gronwall-Lemma 2.11
¢
F(t) < ¢|lzol exp <%/ Ad3> < cee2t < rest
0

oder [|z(t)] < re~2!. Die Lésungskurve bleibt also fiir alle positiven Zeiten in
der Vollkugel {x € R™ | ||z|| < r} und konvergiert gegen Null. O

2.14 Bemerkung Der Beweis lieferte zusatzlich die Aussage, dass alle z € U
mit ||[z|| < £ zu gegen die Gleichgewichtslage konvergierenden Orbits gehoren,
also in deren Einzugsbereich, dem so genannten Bassin, liegen.

Wahrend ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen asymptotischer Stabilitit
die strikte Ungleichung Re()\;) < 0 fiir die Eigenwerte \; der Jacobimatrix war,
ist die Situation beziiglich der Liapunov—-Stabilitdt komplizierter.

2.15 Satz Besitzen die Eigenwerte \; von A € Mat(n,R) Realteil Re()\;) <0,
und ist im Fall Re()\;) = 0 die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen,
dann ist 0 € R" liapunov—stabile Gleichgewichtslage der DGL & = Ax.

13



Beweis: e Aus der Jordan-Normalform A = VJV ! mit Jordan-Matrix J der
Form

Jrl()q) 0 A1 0
Iry(A2) .o
J = _ o Jr(A) = ( o 1) € Mat(r, C)
0 e O) 0 .
folgt mit
exp(Jyr, (A1)t) 0
exp(Jt) = (2.8)
0 exp(Jy,. (Ar)t)

die Liapunov—Stabilitdt der Gleichgewichtslage aus
lexp(At)[| = [Vexp(JOVH < VI IV [ exp(Jt)],

wenn fiir alle Jordanblécke J,..();) von J der Ursprung 0 € C™ liapunov—stabile
Gleichgewichtslage der DGL y = J,,(\;)y ist.

e Aus Re()\;) < 0 folgt sogar asymptotische Stabilitat.

e Da fiir einen komplexen Eigenwert A von A mit Re(\) = 0 die geometrische
Vielfachheit nach Voraussetzung gleich der algebraischen ist, sind die ihm zu-
geordneten Jordanblocke alle eindimensional: J,..(A;) = A. Damit ist in diesem

Fall
| exp(J, (M)t)|| = | cos (Im(A)t) + isin (Im(A)t)| = 1. O

2.16 Bemerkung Dass man die Gleichheit von geometrischer und algebraischer
Vielfachheit fordern muss, sieht man schon am Beispiel von

A=(33) mit M=(31).

Leider kann man nicht wie im Fall der asymptotischen Stabilitdit vom linearen
auf den nicht linearen Fall folgern.

2.17 Beispiel DGL i = ax + B23 mit Parametern o, 8 € R.
Die Null ist Gleichgewichtslage der DGL und ihrer Linearisierung y = ay.

linearisierte Gleichung nicht lineare Gleichung

a < 0 asymptotisch stabil asymptotisch stabil
a >0 instabil instabil
asymptotisch stabil fir 5 <0
a =0 liapunov—stabil stabil fiir 5=0
instabil fiir £ > 0.
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2.18 Bemerkung Anschaulich gesprochen kann asymptotische Stabilitdt nur
vorliegen, wenn der Fluss in der Ndhe der Gleichgewichtslage das Phasenraum-
volumen verkleinert. Daher kann man in physikalischen Situationen ohne Rei-
bungseffekte hochstens Liapunov—Stabilitdt erwarten. Das hat z.B. zur Folge,
dass die Frage der Stabilitdt des Sonnensystems sehr subtil sind.

15



3 Einfiihrung in die Topologie

Die Topologie ist das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Begriffen wie
Offenheit, Abgeschlossenheit und Kompaktheit von Mengen, Konvergenz von
Folgen und Stetigkeit von Funktionen befasst.

3.1 Topologische Raume

3.1 Definition Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, ), bestehend aus
einer Menge M und einer Familie O von Teilmengen von M (genannt "offene
Mengen”), sodass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
3. () und M sind offen.

Man nennt O auch die Topologie von (M, O).

Die fiir uns wichtigsten Beispiele topologischer Raume sind die metrischen
Raume:

3.2 Definition Fiir einen metrischen Raum (M, d) heiBt

O:=0(d)={V_IM|VeeV I>0:Ul(x) CV} (3.1)
(mit U.(x) :={y € M | d(y,z) < €}) die (metrische) Topologie von (M, d).
3.3 Satz (M, O(d)) ist ein topologischer Raum, und die U.(x) sind offen.
Beweis: o (M, O(d)) ist ein topologischer Raum:

L Ist z € J,c; Vi mit V; € O, dann gibt es ein j € I mit x € V}, und ein
e >0 mit U(z) CV; C U, Vi

2. Sei v € ViNVy mit V1, V, € O, dann gibt es 1,65 > 0 mit U, (z) C
V;, j =1,2. Daher ist fiir ¢ := min(ey,e2) >0 U.(z) C Vi NVa.

3. € O, denn dann ist die Bedingung in (3.1) leer. Ebenso gilt M € O,
denn dann ist die Bedingung in (3.1) fiir alle £ > 0 erfiillt.

e Die U.(x) sind offen: Fir y € U.(x) ist ¢’ := d(x,y) < . Wahlen wir
d :=¢e —¢' >0, dann ist wegen der Dreiecksungleichung Us(y) C U.(z). O

Oft erzeugen verschiedene Metriken die gleiche Topologie. Insbesondere gilt dies
fiir Metriken auf Vektorraumen, die von dquivalenten Normen abstammen.
Auf jeder Menge M lassen sich Topologien finden:
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3.4 Beispiel 1. Die diskrete Topologie © := 2M aller Teilmengen.
2. Die indiskrete Topologie O := {M,(}.

Beispielsweise erzeugt die in der Informatik beliebte Hamming-Metrik auf M :=
B", B:=1{0,1}

d:B"x B" =Ny, d((bi,...,bn),(c1,...,¢n)) :=

{ie{l,...n}|bi7éci}‘

gemaB Def. 3.2 die diskrete Topologie.

Die indiskrete Topologie taucht fast nur in Gegenbeispielen auf.

Wir erweitern unseren topologischen Sprachschatz, indem wir die uns vom
Raum R bekannten Begriffsbildungen verallgemeinern:

3.5 Definition e A C M heiBt abgeschlossen, wenn M\ A € O.

e U C M heiBt Umgebung von x € M, wenn es eine offene Menge V' mit

x eV CU gibt.
(2,

o Fiir AC M und x € M heiBt x innerer bzw. duBerer bzw. Randpunkt
von A, je nachdem, ob A oder M\ A oder keines von beiden Umgebung
von x ist.

U

— A:={x € M | x ist innerer Punkt von A} heiBt das Innere von A.

— A:={x € M | z nicht duBerer Punkt von A} heiBt abgeschlossene
Hiille von A.

— 0A :={x € M | x Randpunkt von A} heift Rand von A.

e v € M heiBt Haufungspunkt der Teilmenge A C M, wenn fiir keine
Umgebung U von x die Menge U N (A \ {x}) leer ist.

3.6 Beispiele Fiir A := (0,1] C Rist A= (0,1), A = [0,1] und 94 = {0,1}.
Z besitzt keine Haufungspunkte.

3.7 Bemerkungen 1. A CACA — AU OA.

2. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Inneren (iberein-
stimmt.
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3. Fiiralle A C M ist A offen und A sowie OA abgeschlossen.

4. Die Menge der Hiufungspunkte von A ist eine Teilmenge von A.

3.8 Definition Ein topologischer ~Raum  heift
Hausdorff-Raum, wenn je zwei verschiedene
U, U,

Punkte x,y disjunkte Umgebungen U,, U, besitzen.

3.9 Bemerkungen 1. Metrische Raume sind hausdorffsch, denn fiir z # y
ist € :=d(z,y)/2 >0 und U.(z) N U.(y) = 0.

Daher werden die meisten uns begegnenden Riume die Hausdorffeigen-
schaft besitzen.

2. Ein mehr als einpunktiger Raum mit indiskreter Topologie ist nicht haus-
dorffsch.

3.10 Definition In einem topologischen Raum (X, O) heiBt

e v € M Haufungspunkt einer Folge a : N — M, wenn fiir jede Umgebung
U von z und jedes N € N ein Folgenglied a,, = a(n) € U mit n > N existiert.
e v € M heit Grenzwert oder Limes einer Folge a : N — M, wenn fiir jede
Umgebung U von x ein N € N mit a,, € U fiir alle n > N existiert.

3.11 Bemerkungen 1. Man muss also zwischen den Haufungspunkt einer
Folge und den Haufungspunkten der Menge a(N) C M unterscheiden. So
besitzt die konstante Folge mit Wert a,, = x den Haufungspunkt z, nicht
aber die Menge {z}.

2. In einem Hausdorff-Raum besitzt jede Folge hochstens einen Grenzwert.

Oft beschreibt man eine Topologie O, indem man eine so genannte Basis von O
angibt.

3.12 Definition Sei (M, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O
offener Mengen heiBt Basis der Topologie, wenn jedes V€ O Vereinigung von
Mengen aus B ist.

3.13 Beispiel 1. Die Menge B := {(a,b) | a < b} der offenen beschréankten
Intervalle bildet eine Basis der (metrischen) Topologie von R.

2. Allgemeiner bilden nach Definition 3.2 die e-Umgebungen eine Basis B :=
{U.(z) | x € M,e > 0} der Topologie O(d) des metrischen Raums (M, d).
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Aus topologischen Raumen kann man auf verschiedene Weise neue topologische
Raume konstruieren, z.B. durch Produktbildung bzw. Betrachtung von Teilmen-
gen.

3.14 Definition (X®,0W), i =1,..., n seien topologische Riume. Dann ist
auf ihrem kartesischen Produkt X := X x ... x X" die Produkttopologie
O gegeben durch

O = {W CX|V(@W, .. 2" ew3u® e 0 mitz® cU®

und U x ... x U™ C W}.

3.15 Satz Die Produkttopologie ist eine Topologie auf X .
Beweis: Hausaufgabe. O

Die in X offenen Mengen W miissen also "offene Kastchen” um jeden ihrer
Punkte enthalten.

3.16 Bemerkungen 1. Die Bildung der Produkttopologie ist eine assoziative
Operation, es geniigt also, je zwei Faktoren zu betrachten. Produkte von
Basen bilden eine Basis der Produkttopologie.

Beispielsweise bilden die offenen Quader
(al,bl) X ... X (an,bn) C R"
eine Basis der Produkttopologie des R".

2. Fiir metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) sind auf dem kartesischen Pro-
dukt Z:=X xY

dZZXZ%R fur zJ:(xj,yj)

di(z1, 22) = dx (21, 2) + dy (y1, y2),
do(21,22) 1= \/dX($1,$2)2 + dy (y1,92)?

und
doo(zla 22) = maX(dX($1,$2), dY(yla ?/2)

)
Metriken. Sie erzeugen aber alle die gleiche Topologie O(d;), die Produkt-
topologie.

3.17 Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum und'Y C X. Dann heiBt
(Y,Oy) mit Oy == {UNY | U € O} Teilraum von (X,0) und Oy die
induzierte Topologie oder Spurtopologie.
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Im Allgemeinen enthalt Oy also mehr Mengen als die schon in X offenen Mengen
UCY,UceO.

3.18 Beispiel X := R mit der von den offenen Intervallen erzeugten Topolo-
gie O, Y := (0,1]. Dann ist (3,1] C Y offen und entsprechend (0,3] C Y
abgeschlossen in Y ().

Analog definiert man auf Teilmengen Y C X metrischer Raume (X, d) eine
O(d)y = O(dy) Metrik dy durch Restriktion, und O(d)y = O(dy).
Oft sind solche Teilrdaume Niveaumengen von Funktionen F': R” — R.

3.19 Beispiel 1. Die n-Sphire S™ := {z € R"*! | ||z|| = 1}.

AT AT R

L7

Abbildung 3.1: 2-Sphire S? (links) und 2-Torus T? (rechts)

2. Auch der 2-Torus T? C R?3, eine Fliche mit einem Henkel, l3sst sich
als Niveaumenge darstellen: T? = {z € R® | F(z) = 1} mit F(z) =
(/22 + 23 — 2)* + 22, siehe Abb. 3.1.

3. Dagegen ist die Niveaumenge {z € R3, F(z) = 1/4} von F(z) = (423(1—
x?) — x3)% + 23 eine Fliche mit 2 Henkeln, siehe Abb. 3.2.

Etwas vornehmer heiBt die Henkelzahl der Flachen ihr Geschlecht. Sie erlaubt
diese topologischen Raume voneinander zu unterscheiden. Die algebraische To-
pologie befaBt sich mit solchen den topologischen Raumen zugeordneten sog.
Invarianten.
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Abbildung 3.2: Flache mit 2 Henkeln

3.2 Stetigkeit

Eine reelle Funktion f : R — R wurde stetig bei x € R genannt, wenn fiir jedes
e>0end>0mit

f(Us(x)) € Ue(f(2))

existiert, und stetig, wenn dies fiir alle € R gilt. Ganz analog wurde die € — )—
Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Raumen definiert. Diesen Stetig-
keitsbegriff verallgemeinert man folgendermaBen:

3.20 Definition e FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Rdumen heiBt stetig bei x € X, wenn es zu jeder Umgebung V' von
f(z) eine Umgebung U von x mit f(U) C 'V gibt.

o f heilt stetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X stetig ist.

e FEine bijektive stetige Abbildung f : X — Y heift Homéomorphismus,
wenn auch f~1:Y — X stetig ist.

e X undY heiBen homdomorph, wenn ein Homéomorphismus f : X — 'Y
existiert.

3.21 Bemerkung Analog zum Englischen (homeomorphism) benutzt man auch
das Wort Homeomorphismus := Homdomorphismus # Homomorphismus!

3.22 Satz Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist genau
dann stetig im Sinn von Definition 3.20, wenn sie ¢ — §—stetig ist.

21



Beweis: Hausaufgabe. O

3.23 Satz Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen.
Dann ist f genau dann stetig, wenn die Urbilder {~(V') offener Mengen immer
offen sind.

Beweis:

e Essei f: X — Y stetigund V C Y offen. Nach Definition existiert fiir
jedes z € U := f~1(V) eine in U liegende offene Umgebung U, von .
Deren Vereinigung U<y U, ist offen und gleich U.

e Falls aus der Offenheit von V C Y die Offenheit von f*1(1~/) C X folgt,
gibt es fiir alle v € X und Umgebungen V' von f(z) eine offene Umgebung
V C V von f(z), und fiirr U := f~1(V) gilt: U ist eine offene Umgebung

von z mit f(U) C V. O
Damit bildet ein Hom&omorphismus f : X — Y durch
OX — Oy , U f(U)

die Topologie Ox bijektiv auf Oy ab. Homéomorphismen sind daher die Isomor-
phismen der Topologie!
Es gibt noch einen zweiten Stetigkeitsbegriff:

3.24 Definition e Fine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Rdumen heil3t folgenstetig bei x € X, wenn fiir jede gegen x konvergente
Folge a : N — X die Bildfolge f oa: N — Y gegen f(x) konvergiert.

e f heilt folgenstetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X folgenstetig ist.

Soweit wir nur Topologien betrachten, die von Metriken kommen, gilt fiir uns
nach Satz 9.4 der Analysis |

" stetig = folgenstetig” .
Allgemein gilt aber auf topologischen Raumen nur "stetig = folgenstetig” .
3.25 Beispiel 1. Fir A= (\,..., A\pq1) mit A; > 0 sei
n+1
By = {as ER™ Y (wi/N) = 1}
=1
das Ellipsoid mit den Hauptachsen der Lange \;.

Dannist f: E\ — S", v +— ﬁ ein Homeomorphismus.
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2. Ahnlich ist die Oberfliche eines Bierseidels zum 2-Torus T2 aus Beispiel

3.19 homeomorph:

BS T?

3. Es lisst sich dagegen zeigen, dass S? und T? nicht homeomorph sind.
Anschaulich liegt das daran, dass der Torus T? einen Henkel hat, die Sphire
S? aber nicht.

3.26 Satz Sind f: X — Y und g:Y — Z stetig, so auchgo f: X — Z.

Beweis: Nach Satz 3.23 miissen wir nachpriifen, dass fiir alle offenen W C Z
auch U := (go f)~Y(W) C X offen ist. Wegen der Stetigkeit von g ist V :=
g (W) C Y offen, wegen der Stetigkeit von f auch U = f~1(V). O

3.27 Bemerkung In der Funktionalanalysis, also dem Gebiet der Mathematik,
in dem Lineare Algebra und Analysis sich kombinieren, betrachtet man sog. to-
pologische Vektorrdume, d.h. Vektorraume mit einer Topologie, die mit Additi-
on und Skalarmultiplikation vertraglich ist. Wahrend nun endliche dimensionale
Vektorraume liber K = R oder C die Produkttopologie des K" tragen, kom-
men fiir unendlich dimensionale Vektorraume V' oft verschiedene Topologien in
Betracht. Oft sind diese Topologien metrische Topologien O(d) der von einer
Norm || - || : V' — R erzeugten Metrik d. In dieser Topologie ist die Abbildung
| -] : V — R immer stetig.

3.28 Satz Eine lineare Abbildung f : X — Y zwischen normierten Vektorrdum-
en (X,| - |lx) und (Y, || - |lv) ist genau dann stetig, wenn sie lipschitzstetig ist,
d.h. fiir ein L > 0 gilt

1f@ly <L-[zllx  (z€X). (3.2)
Beweis:

e Nach Satz 8.5 der Analysis Il sind lipschitzstetige Abbildungen zwischen
metrischen Raumen stetig.

o Wegen || f(z1) — f(z2)|ly = || f(z)]y mit x := 21 — x5 reicht es aus, die
L—-Stetigkeit bei der Null zu iiberpriifen. Ist f stetig, dann gibteszue :=1
ein 6 > 0 mit

If@lly <1 (lzllx <)
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Setze L := 1/4. Dann folgt aus der Linearitdt von f fir x # 0 und
= o0x/||x||x

1f@lly = || £(Elallxa) _ = Llzlxf@)ly < Llizllx.

wahrend fiir z = 0 ebenfalls (3.2) folgt. O

I A6

Ist die lineare Abbildung f : X — Y stetig, dann definiert man analog zur
Matrixnorm die Operatornorm von f als

If]] == sup |lf(z)]y (3.3)

[zl x=1

Diese 148t sich wieder grob als maximaler Streckungsfaktor eines Vektors un-
ter der linearen Abbildung interpretieren, wobei das Supremum in (3.3) nicht
angenommen werden muss.

Wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, sind lineare Abbildungen f : X — Y
immer stetig, falls dim(X) < oc.

3.29 Beispiel Es sei
X :=CY[0,1],R) := {f : [0,1] = R | f stetig differenzierbar},

und
Y :=C([0,1],R),

beide versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist die lineare Abbildung
D:X—Y |, fw=/[f

nach Satz 3.28 nicht stetig, denn zwar besitzt f, € X, f,(x) := ™ die Norm
I fnll = | fn(1)| = 1, aber wegen Df,, = nf,_1ist |Df.|| =n (n € N).

3.3 Kompaktheit

In dem (empfehlenswerten) Topologiebuch [Ja] von Klaus Janich beginnt das
entsprechende Kapitel mit dem Ausruf: "Ah, Kompaktheit! Eine wundervolle
Eigenschaft!”

In Kapitel 9.3 der Analysis | wurde A C R™ kompakt genannt, wenn A
beschrankt und abgeschlossen ist.

Der Prototyp eines kompakten Raumes ist daher das abgeschlossene Intervall
[a, b], und wir wissen schon, dass darin jede Folge (z,),en einen Haufungspunkt
x € [a,b] hat. Das ist eine 'wundervolle Eigenschaft’, denn eine geeignete Teil-
folge konvergiert dann gegen .
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Dagegen ist R nicht kompakt, und z.B. die Folge (x,, := n),en besitzt keinen
Haufungspunkt.

In topologischen Raumen definieren wir Kompaktheit ganz anders und zeigen
anschlieBend, dass im Fall des R™ die Definitionen iibereinstimmen.

3.30 Definition e Eine Teilmenge X eines topologischen Raumes (M, O)
heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung, d.h. jede Familie (V;);cr
mit V; € O und X C Uz’e[ V;, eine endliche Teiliiberdeckung

XCVyu...uV;,, mit ji,....5n€1l
besitzt.

e X heiBt folgenkompakt, wenn jede Folge a : N — X eine gegen ein
x € X konvergente Teilfolge besitzt.

3.31 Beispiel X := (0,1] C R ist nicht kompakt, denn mit V; := (1,2) (i €
N) ist auch U; ==V, N X = (%,1} in X offen. Die Familie (U;);cn ist eine
offene Uberdeckung von X. Gibe es aber eine endliche Teiliiberdeckung X =
U, U...UU,, dann wére mit j := max(j1,...,J,) der Punkt % € X. Erist
aber in keinem Uj;,. Widerspruch!

Natiirlich existieren fiir jede Teilmenge X eines topologischen Raumes M immer
endliche offene Uberdeckungen, z.B. die einelementige bestehend aus /.

Es gibt topologische Raume, die kompakt, aber nicht folgenkompakt sind und
solche, in denen das Umgekehrte gilt. Aber:

3.32 Satz Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann kompakt, wenn er fol-
genkompakt ist.

Beweis: In beiden Richtungen fiihren wir Widerspruchsbeweise:

1. (M,d) sei kompakt. Wir nehmen nun die Existenz einer Folge a : N — M
ohne konvergente Teilfolge an.

Dann existiert fiir jeden Punkt z € M eine Umgebung V., die nur von
endlich vielen Folgengliedern getroffen wird. (Warum? Andernfalls existierte
ja ein Punkt z € M, dessen Umgebungen U,/,(z) (n € N) alle von
unendlich vielen Folgengliedern getroffen wiirden. Dann kdnnten wir eine
gegen z konvergente Teilfolge auswahlen).

Nach Voraussetzung besitzt aber die offene Uberdeckung (V,)pens eine
endliche Teiliiberdeckung, und damit die Folge nur endlich viele Glieder.
Widerspruch!
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2. (M, d) sei folgenkompakt, aber nicht kompakt. Es existiert also eine Uber-
deckung (V;);er von M ohne endliche Teiliiberdeckung.

Fiir jeden Punkt z € M und J(z) :={i € I | © € V;} setzen wir

R(z,i) :=min (sup{r > 0 | U.(z) C V;},1) (i € J(z)),
sodass fiir diese Radien also Ug(,q(z) C V; gilt.
Als Nachstes wahlen wir fiir jedes x € M eine Umgebung V() von z mit

j(z) € J(x) sodass R(z,j(z))> 3 sup R(z,7). (3.4)

ieJ(x)
AnschlieBend konstruieren wir induktiv eine Folge (x,,),en in M mit
Tnil & V}-(Il) Uu...u V}(mn) (n € N) (3.5)

(da nach Annahme keine endliche Teiliiberdeckung existiert, ist dies moglich).

(Tn)nen besitzt nach Annahme eine konvergente Teilfolge, und wir neh-
men 0.B.d.A. an, dass (z,).en selbst gegen a € M konvergiert, also
lim,, o0 d(xy,,a) = 0.

Damit muss wegen (3.5) der Limesradius lim,,_,, R(x,,j(z,)) = 0 sein.

Andererseits ist R(a,j(a)) > 0, es gibt also ein N € N mit d(z,,a) <
tR(a,j(a)) fir alle n > N. Damit ist nicht nur z,, € Ug(a,j(a)(a), son-

dern sogar die Kugel UlR( i ))(xn) um z,, mit n—unabhangigem Radius in
1 Bla,j(a

UR(a,j(a))(a) enthalten. Wir haben also fiir ein n € N die Bedingung (3.4)
verletzt. Widerspruch! O

3.33 Korollar Kompakte metrische Raume sind vollstindig.

Beweis: Denn konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy—Folge, so auch die Cauchy—
Folge selbst. O

3.34 Beispiel QN[0, 1] ist nicht vollstindig (da 1/v/2 ¢ Q), also nicht kompakt!

Satz 3.32 ermdglicht uns zu zeigen, dass die Kompaktheitsdefinition der Analysis |
Spezialfall unserer jetzigen Definition ist.

3.35 Satz (Heine—-Borel) A C R" ist genau dann kompakt im Sinne von De-
finition 3.30, wenn A beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis:
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e Falls A beschrankt und abgeschlossen ist, ist A nach dem Satz von Bolzano—
WeierstraB (Satz 7.41 der Analysis ) folgenkompakt und damit nach Satz
3.32 kompakt.

e Ist A unbeschrinkt, dann existiert eine Folge (x,,)nen in A mit lim,, oo || 2, ||
oo. Diese Folge divergiert also, und A ist nicht (folgen)kompakt.

e Gleiches gilt, falls A nicht abgeschlossen ist, also einen nicht in A liegenden
Haufungspunkt besitzt. O

Man kénnte nun denken, dass allgemein Abgeschlossenheit und Beschrinktheit*
einer Teilmenge eines metrischen Raumes ihre Kompaktheit impliziert. Das gilt
aber noch nicht einmal fiir Teilmengen normierter Vektorraume:

3.36 Bemerkung Die Einheitssphire S := {f € ¢* | ||f|lo = 1} im Hilbert-
schen Folgenraum

2 := 3(N) := {f:N%C]Z]f(n)|2<oo}

beziiglich der Norm || f|l2 := /> .-, | f(n)|? ist beschrankt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Denn die Folge (e,)nen der (Basis—) Vektoren e, (k) :=
dnk (K € N) liegt in S, besitzt aber wegen |le,, — ez = V2 (m # n) keine
konvergente Teilfolge.

3.37 Satz Kompakte Teilmengen von Hausdorff~-Raumen sind abgeschlossen.

Beweis: Sei M Hausdorff~Raum und X C M kompakt. Zu zeigen ist: YV :=
M — X ist offen. Fiir y € Y konstruieren wir zum Nachweis eine offene Umgebung
V C Y von y. Fiir jedes z € X existieren wegen der Hausdorffeigenschaft
disjunkte offene Umgebungen U, C M von z und V, C M von y.

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

U, ,U...ulU,, 22X
der Uberdeckung (Us)zex von X. Fiir die offene Umgebung
V=V,n.nNnV, CM

von y gilt: U,, NV C U, NV, =0 (i=1...,n). AlsoistVCM-X=Y.0O
Gegenbeispiel: M := {1,2} mit indiskreter Topologie O = {0, {1,2}}.

“Definition Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X,d) heiBt beschrénkt,
wenn A = () oder wenn ihr Durchmesser diam(A) := sup, , 4 d(z,y) endlich ist.
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{1} C {1,2} ist zwar als endliche Menge kompakt, aber nicht abgeschlossen, da
{2} nicht offen ist.

Die folgenden beiden Satze konnen oft zum Nachweis der Kompaktheit benutzt
werden.

3.38 Satz /st X C M kompakt und f : M — Y stetig, dann ist f(X) C Y
kompakt.

Beweis: Sei (V;)c; eine offene Uberdeckung von f(X) und
U= (Vi) ={z € X | f(z) € Vi}.

Dann ist nach Satz 3.23 auch U; offen, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
X CUjU...UUj,. Damitist f(X)CV,U...UVj . O

Ein weiteres Prinzip zur Identifikation kompakter Mengen ist das folgende:

3.39 Satz Abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Raume sind kom-
pakt.

Beweis: Es sei A C K eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums K
und (V;);es eine Uberdeckung von A durch (in A) offene Teilmengen V; C A.
Nach Definition 3.17 der Teilraumtopologie gibt es daher in K offene Teilmengen
(Uy)ier mit V; = U; N A. Die U; bilden zusammen mit der offenen Menge K\ A
eine offene Uberdeckung von K, die wegen Kompaktheit von K eine endliche
Teilliberdeckung besitzt:
K=(K\A)UuU,U...uU;

m*

Damitist A=V, U... UV O

Jm*

Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder der offenen Mengen
offen sind, oder dquivalent, wenn die Urbilder der abgeschlossenen Mengen ab-
geschlossen sind.

So gewinnt man viele Kompakta:

3.40 Beispiel Die n—Sphire S™ = {x € R""! | ||z|| = 1} ist kompakt, denn

e S™ ist Urbild der abgeschlossenen Menge {1} C R unter der stetigen
Abbildung z — ||z, also abgeschlossen, und

e S" C [-1,1]"". Die Kompaktheit der Quader haben wir aber schon ge-
zeigt.
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3.41 Satz Stetige Funktionen f : X — R auf kompakten metrischen Raumen
X # 0 nehmen ihr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt T i, Trax € X mit

inf f(z) = f(Tmn) , sup f(2) = f(Tmax).

zeX zeX
Beweis: Da f(X) # (), gibt es eine Folge (,,)nen mit sup, f(z) = lim, o f(2,).
wegen der Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit (Satz 3.32) gibt
es eine konvergente Teilfolge (2, )ren. Wegen der Stetigkeit von f und der
Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit (Satz 9.4 der Analysis I) gilt

lm f(zn,) = f(Tmax) flr ZTmax:= lim z,,.
k—o0 k—oo

Analog fiir das Infimum. O

Wahrend verschiedene Normen auf einem Vektorraum unterschiedliche geome-
trische Strukturen erzeugen, konnen sie einander doch in einem groberen Sinn
gleichen:

3.42 Definition Zwei Normen ||-||; und ||-||;r auf dem K—Vektorraum V heiBen
aquivalent, wenn fiir geeignete C' > C' > 0 gilt:

Cllvllz < vl < Clollr (v e V).
Als Anwendung unserer Kompaktheitssatze konnen wir jetzt den

3.43 Satz Alle Normen auf einem endlich—-dimensionalen K—Vektorraum (K =
R oder C) sind dquivalent

beweisen:

Beweis: e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den K”.

e Essei || - || : K* — R eine Norm. Es geniigt die Aquivalenz dieser Norm zur
euklidischen Norm || - ||» nachzuweisen, denn Aquivalenz von Normen ist eine
Aquivalenzrelation.

e Wir zeigen zunachst, dass die Abbildung || - || : K* — R stetig ist. Es sei
dazu ey, ..., e, die kanonische Basis des K" (mit ||e;||2 = 1) und ¢; := ||e;]| die
Norm des i—ten Basiselementes. Dann besitzt ein Vektor z = Y ,_, x;e; € K"

die euklidische Lange ||z|2 = /D> i, |i|* und nach der Dreiecksungleichung
die Lange

n n n
lzll <Y llieill = ) lwiler < ey fail < enllz)s
i=1

i=1 i=1
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mit ¢ := max(cy, ..., c,). Damit ist die Norm-Abbildung stetig.
e Nun restringieren wir diese auf die Einheitssphare

Sgt={r e K" |[lz]. =1}
des Euklidischen Vektorraums, betrachten also die Abbildung
Syt =R, x|z

Da Sﬂ’z_l nach Beispiel 3.40 kompakt® und f stetig ist, nimmt f Minimum f.;, >
0 und Maximum f,.x < oo an. Daher gilt fowllzlle < [|2]] < fuax|Z||2- O

3.44 Satz Sind (X,| - ||x) und (Y, - |ly) und dim(X) < co K-Vektorrdume,
dann ist jede lineare Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis: Nach Satz 3.43 kdnnen wir annehmen, dass || - || x die euklidische Norm
ist. Es sei e1,...,e, € X eine Orthonormalbasis und = = Z?:l ce; € X von
der Norm 1, also Y7 |¢;|* = 1. Dann ist ||f(z)|ly = > cf(e)lly <
Solalllfe)lly < L= mnmax{||f(e;)|ly | ¢ =1,...,n}. L ist damit eine
Lipschitz—Konstante. U

5Ist K = C, dann ist Sg_l = SD%"_l, wenn man den C" reellifiziert d.h. mit dem R2"
identifiziert.
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4 MaB und Integration

Die Messung und Berechnung von Langen, Flachen und Volumina gehort zu den
ersten mathematischen Aktivitaten der Menschheit. Integration und Volumenbe-
rechnung aber sind zwei Seiten einer Medaille:

e In der Analysis | wurde das Riemann-Integral einer (positiven) reellen Funk-
tion als Flache unter dem Graphen der Funktion eingefiihrt. Diese ldee wird
jetzt auf Funktionen mehrerer Variablen erweitert.

e Ist andererseits A C R" eine (messbare) Teilmenge, dann ist ihr MaB gleich
dem Integral [ 14 dx ihrer charakteristischen Funktion.

Tatsachlich ist die Integration historisch wesentlich alter als die Differentiati-
on, die ja (in einer Dimension) ihre Umkehroperation ist.

Andererseits hat sich der Integralbegriff zusammen mit dem Begriff der Funk-
tion erweitert. Bis zum 19. Jahrhundert waren in der Regel die betrachteten
Funktionen stetig (sogar beliebig oft stetig differenzierbar). In der Zwischenzeit
ist uns der Gedanke vertraut geworden, dass fraktale Mengen und Funktionen
nicht nur als mathematische Konstrukte sondern auch fiir die Beschreibung von
Naturvorgangen von Bedeutung sind.

Schon beim Riemann-Integral muss ja die zu integrierende Funktion nicht
stetig sein, sondern kann Sprungstellen besitzen, wenn diese sich nicht hdufen.

In den nachsten Wochen werden Sie den Begriff des Lebesgue-Integrals ken-
nen lernen. Man kann noch mehr Funktionen Lebesgue-integrieren als die Riemann-
integrablen, z.B. die charakteristische Funktion

ﬂQiR—}{O,l}

der Teilmenge Q@ C R der rationalen Zahlen, und es ist f]l@ dr = 0. Dies
bedeutet, dass @Q im Gegensatz zu den irrationalen Zahlen MaB Null besitzt
und korrespondiert mit der Abzahlbarkeit von Q. Dass man bei der Lebesgue-
Integration allgemein sogenannte Nullmengen wie z.B. QQ unberiicksichtigt lassen
kann, ist oft praktisch.

Der Hauptvorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral ist
aber, dass es sich bei Operationen wie Limesbildung etc. einfacher verhalt.

Fir Funktionen, fiir die beide Integralbegriffe definiert sind, stimmen aber
Riemann— und Lebesgue-Integral iiberein.

Die Grundidee aller Integration ist es, das (n + 1)-dimensionale Volumen
unter dem Graphen von f : R®™ — R* zu betrachten. Integration lasst sich also
auf die Berechnung von MaBen zuriickfiihren®. In einem gewissen Sinn sind MaBe
damit ein fundamentaleres Konzept als das der Integration.

5Diesen Weg werden wir allerdings nicht verfolgen.
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Ein MaB i auf einer Menge M wie z.B. dem R"™ ordnet geeigneten Teilmengen
A C M Zahlen
w(A) €10, 00] :=[0,00) U {oo}

zu, eben das MaB von A. Diese Teilmengen heiBen messbar. Die Leere Menge ist
dabei messbar, mit (@) = 0. Sind die messbare Teilmengen A; und A, disjunkt,
dann gilt auBerdem

(AL U Ag) = p(Ay) + p(Az).

(sog. Additivitit von ). Das Buch [Ba] von Bauer gibt eine Einfiihrung in die
allgemeine MaB-und Integrationstheorie.
Wichtige MaBe sind z.B. die folgenden.

4.1 Beispiel 1. Das zahlende MaB m auf einer endlichen Menge M, mit
m(A) = |A| (AcC M).
Hier sind insbesondere alle Teilmengen messbar.

2. Das Lebesgue—MaB \" auf dem R", das wir bald kennen lernen,

zeichnet sich dadurch aus, dass es einem verscho-

benen Korper das gleiche Volumen zuordnet wie dem

unverschobenen, es also translationsinvariant ist, und

der Einheitswiirfel [0, 1]™ MaB 1 besitzt. !

Dy +x

3. Das Dirac—MaB 6., ist im Punkt 2 des R™ konzentriert, und fiir A C R" ist

. 1, z€A
51’(14):/14% '_{ 0 , sonst. @A

Dieses MaB ist also nicht translationsinvariant

4. Wir wollen z.B. auch die Lange einer Kurve oder

allgemeiner den Flacheninhalt einer d—dimensionalen
Flache im R™ messen. Auch das dafiir benutzte MaB
[tq ist translations- und rotationsinvariant, es ord-
net aber der d—dimensionalen Einheitsflache [0, 1]¢ x /
{0} € R* x R"? = R" MaB 1 zu. Entsprechend
hat aber fiir d < n hat der Einheitswiirfel MaB

pa([0,1]™) = oo.

5. Man kann sogar MaBe 11, konstruieren, die Mengen beliebiger fraktaler Di-
mension d € [0, n] messen. Genau genommen definiert man die Dimension
der Menge A C R"™ durch d(A) :=inf{d > 0 | pa(A) = 0}.
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6. Im Zusammenhang mit dem sog. Feynmanschen Pfadintegral der Quan-
tenmechanik wird auf dem unendlich-dimensionalen Raum M der Wege
zwischen zwei Punkten des Konfigurationsraumes R? ein Wahrscheinlich-
keitsmaB (also ein MaB o auf M mit p(M) = 1) definiert.

Dabei erhalten Wege, die in der Nahe von
Losungskurven der DGL der Klassischen
Mechanik sind, ein groBes Gewicht.

4.1 Treppenfunktionen

Nach diesem kleinen Uberblick wollen wir aber an die Arbeit gehen. Die Darstel-
lung lehnt sich an das Buch Analysis Il [Xo] von Kénigsberger an, das sich durch
eine originelle Einfiihrung des Lebesgue-Integrals auszeichnet.

Intervallen I der Form I = [a,b), (a,b), (a,b] und [a,b] (mit Intervallgrenzen
—00 < a < b < 00) weisen wir das MaB |I| :=b — a zu.

Entsprechend setzen wir das Lebesgue-MaB des Quaders

Q:=1Yx. . . xI™cR" (4.1)

gleich v,(Q) = v(Q) := [IV]- ... |[I™].
Die Quader sind jetzt unsere Bausteine, mit denen wir allgemeinere Teilmen-
gen des R"™ ausschopfen und liberdecken.

4.2 Definition e f : R" — C heift Treppenfunktion, wenn es disjunkte Qua-
der Q1,...,Qs CR™ mit f[g, konstant und fgm ,u..uq,) = 0 &ibt.
e Es sei T, die Menge der Treppenfunktionen des R".

f

Rn

Q@1 Q2

Setzen wir ¢; := f|,, dann gilt

f=Y g, (4.2)
=1
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Esseienfirk=1,...,n
kR SR (1, ..., Tp) > Ty,

die Projektionen. Dann ist 7% (Q) = I® fiir den Quader aus (4.1). Wir verfei-
nern nun die Darstellung (4.2) der Treppenfunktion f, indem wir zunichst fiir
die k—te Koordinate die nicht leere endliche Menge

M®) = an(k)(Qi)
i=1

der Intervallgrenzen projizierter Quader einfiihren.
Sind umgekehrt

M el A} R i o < o

s Yy,

solche Mengen, dann ist das Intervall [agk),agi)} disjunkte Vereinigung der In-

tervalle Il(k), e It(,f) mit ¢, := 2s;, — 1 und

(k) . k) (k) k) . (k
—,21) = <az( 7al(+1> ' —,2(121 = {az )}-

Benutzt man nun die aus der Darstellung (4.2) der Treppenfunktion f gewonne-
nen Mengen M®) dann ist f auf den Quadern

W x I](:) Cc R (e e {1,...,ts}) (4.3)

J1

konstant, und diese Quader sind disjunkt, siehe Abbildung 4.1.

@ | @ T

| [ | | | [ | |
\ \
agl) agl) M

Abbildung 4.1: Quader in der Ebene (links); Partition mittels Intervallgrenzen
M® M® (rechts)

4.3 Lemma 7, ist ein C=Vektorraum, und fiir f € T, ist auch |f| € T,.
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Beweis:

st sI1

1. Esseien f7 =377 c/lgrund f11=37"_ cfllQJU Treppenfunktionen in 7,,,
und firr=1,11

MED = Jor® (@) . MW= MEDUMED (k=1 n).
=1

Wir benutzen nun die unter Benutzung der Mengen M) gewonnenen verfei-
nerten Darstellungen

=Y &y, (r=111)
=1

mit den disjunkten Quadern Q; der Form (4.3). Dann ist auch

QY
5 J
Frae =" +eh) 1,
i=1 -
: o 7 Qk

eine Treppenfunktion in 7,,. Q;
2. Ist f =37 ¢l € Ty, dannist mit A € C auch A\f =377 (A¢;)1g, € T,

und [f| =320, [eillg, € Ta. O

Wir setzen jetzt versuchsweise

Z,:T,—»C |, I, (i ci]lQi) = XS:C@U(QJ (4.4)

i=1 i=1

als Integral der Treppenfunktion an. Fiir positive Treppenfunktionen f entspricht
Z,(f) dem Volumen unterhalb des Graphen.

Wir konnen zwar eine Treppenfunktion f € 7, auf verschiedene Weise als
gewichtete Summe f = ). ¢; 1, charakteristischer Funktionen von Quadern Q);
darstellen, denn die Gebiete f~!(c) C R™ lassen sich ja verschieden in endlich
viele Quader zerlegen:

- -1

Z,(f) hangt aber nicht von der Wahl der Darstellung ab:

4.4 Satz 1. 7,, : 7, — C ist wohldefiniert und ein positives lineares Funk-
tional.
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2. Es gilt (| f) = [Z.(f)-

3. Firn=m+pund f €T, sind

fy:R"—=C , fy(z):=f(z,y) (yeR")

und
g:RP=C , g(y):=Tulfy)

Treppenfunktionen in T, bzw. T,, und es gilt

L.(f) = L(9). (4.5)

4.5 Bemerkung 1. 7, ist ein Funktionenraum, also ein Vektorraum, dessen
Elemente Funktionen sind.

Abbildungen Z : T — K von einem (unendlich-dimensionalen) Funktio-
nenraum 7 liber dem Korper K in K werden oft Funktionale genannt. Ein
Funktional Z heiBt positiv, wenn Z(f) > 0 fiir f > 0 folgt und linear, wenn
es eine lineare Abbildung beziiglich der Vektorraumstruktur von 7T ist.

2. Die Aussage des dritten Teiles ist die Spezialisierung des noch zu behan-
delnden Satzes von Fubini (Satz 4.14) auf Treppenfunktionen. Schreibt
man [, f(z)dz statt Z,(f), dann lasst sich (4.5) in der Form

remde) = [ ([ seni)a

Rn

schreiben. Man kann also insbesondere mehrdimensionale Integrale durch
mehrfache eindimensionale Integration ersetzen.

Beweis:

1. e Um die Wohldefiniertheit des Integrals zu beweisen, ist zu zeigen, dass
Z,(f) unabhangig von der Wahl der Zerlegung (4.2) ist, also fiir

SI sII
f= ZCZ-IHQ{ = ZC{IHQ{I eTn
i=1 i=1
gilt:
SI SII
> v (@) =) dv (). (4.6)
i=1 i=1

e Nun geniigt es aber zu zeigen, dass beide Seiten in (4.6) gleich der
Summe ist, die man fiir die gemeinsame Verfeinerung mit den Quadern
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(4.3) erhdlt.

e Dafiir wiederum geniigt der Nachweis, dass das Lebesgue-MaB v, (Q)
eines Quaders () der Form (4.1) gleich der Summe der MaBe der Quader
seiner Verfeinerung ist. Dies folgt aber aus

0a(Q) = v (I x .. x Iy = oy (ID) . oy (IM)

und
(I =0, (I + 0 (1) (k=1,...n),

ty

wenn %) disjunkte Vereinigung der Intervalle ]l(k) ist.
e Die Linearitdt und Positivitdat von Z, folgt jetzt unmittelbar aus der
Definition (4.4) von Z,.

2. Fir f=3"7 ¢, ist

L(f1) =Y leilo(@s) =

=1

3. Wir benutzen die mittels Verfeinerung gewonnene Darstellung

Sm  Sp

f= Z Z Cij]lQij

=1 j=1
mit Quadern Q;; = ng) X Qy’), wobei die Quader ng), L0 crm
und die Quader gp), . g’;) C RP disjunkt sind.

Damit gilt wegen 1, (z,y) = ]ngm (x) - lngm(Z/)

o) =Talf) =S (Z i (QE"”)) lyw(y)  (yeR),

j=1 \i=1

also

T,(9) = Zp Szmcijum (ng) v, (Qgp)> .

=1 i=1

Dies ist aber wegen v, (Qi;) = v <Q£m)> - U <Q§p)> gleich Z,,(f). O
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4.2 Das Lebesgue-Integral

Ist o = 72 | cxlg, mit ¢x € C und Quadern @, C R”, dann ist es naheliegend,
das Integral von ¢ analog zu (4.4) durch

T(p) = Z Ccrvn(Qr)

zu erklaren. Im Allgemeinen konvergiert diese Reihe zwar nicht. Ist allerdings
cx > 0, dann ist immerhin Z,,(¢) € [0, co] wohldefiniert.

4.6 Definition e Eine Hiillreihe ¢ von f : R" — C U {oo} ist eine Reihe
o => 1o, cxllg, mitcy > 0 und offenen Quadern Qy, fiir die ¢ > | f| gilt.

o f besitzt die L'~Halbnorm’

If]l1 == inf {Z,() | ¢ ist Hiillreihe von f}.

e f heiBt Lebesgue-integrierbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktio-
nen @ € T, mit
lim |[f — @ills =0
k—o00

gibt. In diesem Fall heiBt

k—o0

fdx = f(z)dx = lim Z,(p)
Rn

]Rn

das Lebesgue-Integral von f.

e Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : R" — CU {0}
wird mit L'(R") bezeichnet.

Wir miissen uns zunachst iiberlegen, dass diese Definition des Lebesgue-Integrals
sinnvoll ist.

e Zunichst besitzt jede Funktion g : R® — CU{oo} eine Hiillreihe, ndmlich
z.B. ¢ :=>"77, 1o, mit Qx := (—k, k)", und es ist p(x) = co. Daher ist

lgllx € [0, 00].
e Sicher ist nicht jede Funktion Lebesgue-integrierbar, denn z.B. die Funk-

tion Qg hat die Eigenschaft, dass g — . fiir o, € 77 auBerhalb eines
beschrankten Gebiets gleich 1 ist und damit ist ||1g — @i || = oo.

"Bei einer Halbnorm wird im Gegensatz zu einer Norm nicht || f|| > 0 fiir f # 0 verlangt.
Zusitzlich wird hier der Wert || f||1 = oo zugelassen.
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e Ist aber f Lebesgue-integrierbar, dann existiert auch der Limes auf der rech-
ten Seite der Definition des Lebesgue-Integrals, denn |Z,,(¢r) — Z,(¢1)| =

|Z..(ox — 1) < Tu(lox — @t]) = llox — @il < | f = rlls + | f — @ill1,

und der letzte Ausdruck geht fiir k,I — oo gegen Null®. k — T, (i) ist
also eine Cauchy-Folge.

Aus dem gleichen Grund ist der Limes von der Wahl der Folge (¢r)ren
unabhangig. Damit ist das Lebesgue-Integral von f wohldefiniert und end-
lich.

Dass || - ||y die Eigenschaften
M= IR und L +glh < I+ gl (f.g € £1(R™), A € C)

einer Halbnorm erfiillt, wird klar, wenn man die Koeffizienten der Hiillreihe von f
mit dem Betrag von A\ € C multipliziert bzw. die Hiillreihen von f und g addiert.
Zwar ist £'(R") selbst kein C-Vektorraum, denn der Wert oo ist zugelassen, aber
L(R™) enthilt den C-Vektorraum

LYR™) == {f :R" > C | f € LR")}.

4.7 Lemma Die Halbnorm erfiillt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung
> Tk
k=1

Dabei nehmen wir f;, : R" — [0,00] an, weil sonst die Summe auf der linken
Seite von (4.7) evtl. nicht definiert ist. Es muB aber nicht f;, € L'(R") gelten.

<> Il (4.7)
k=1

1

Beweis: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es geeignete Hiillreihen o von f, fiir die

o0

To(pw) < | fullh +27% gilt, also > (Ta(or) — [ fill) <e.
k=1

@ =Y 77wy ist dann Hiillreihe von Y. | fi, mit Z,,(¢) = > 72 Zu(pr). O
Das Lebesgue-Integral ist eine Abbildung

/n : LYR™) = C.

8Die mittlere Identitit folgt aus folgendem Lemma (Beweis siehe [Ko], p. 238f):
Lemma. ol = [z lolde (¢ € Tn).
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Wir wollen nun die Rechenregeln fiir das Integral ergriinden. Zunachst ist
T C LY(R"),

die Treppenfunktionen sind also Lebesgue-integrierbar, und fiir ¢ € 7, gilt

| ela)dz=1.(0)

denn ¢ wird ja durch sich selbst approximiert. Damit erweitert das Lebesgue-
integral unseren Integralbegriff fiir Treppenfunktionen, und auch Satz 4.4 besitzt
eine Erweiterung:

4.8 Satz Das Lebesgue-Integral ist ein positives lineares Funktional auf dem
C—Vektorraum L'(R™), und es gilt

L | fon fdz| < fou fldz=Ifli  (f € LY(R™M)
2. Sind f,g € LY(R™) und ist g beschrankt, dann ist auch f - g € L'(R").

Beweis:

e Fangen wir mit der Ungleichung in 1. an: Wegen der Dreiecksungleichung
gilt
||f‘_|90k||§ |f — ol
also
T =Tenl 1l < 1f = exlh,

sodass mit f auch |f| € £L}(R™) ist, und

/fd:c lim/ Y dz
n k—o00 n

Weiter miissen wir noch die zweite ldentitat in 1. zeigen, indem wir die
Dreiecksungleichung der £!'-Halbnorm in der Form

< lim \gpk]dx:/ | f| dz.
k—o0 R™ Rn

okl = 1Al | < lleow = £l

anwenden. Die rechte Seite geht fiir kK — co gegen Null, also ist

[ 1o = g Z(eud = Jim loulh = 1]
n —00 k—oo

Dabei wurde Z(|¢x[) = |[|¢k|ll1 = ||k 1 benutzt, siehe FuBnote 8.
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e Dass L!(R") iiberhaupt ein linearer Raum ist, sehen wir dadurch, dass
wir fir f,g € L'(R™) die approximierenden Treppenfunktionen addieren
kdnnen, um f 4 g zu approximieren; analog multipliziert man die ¢; mit
A € C, um Af zu approximieren.

Linearitat des Lebesgue-Integrals ergibt sich ebenso wie seine Positivitat
aus den in Satz 4.4 gezeigten Eigenschaften von Z,,.

e Beweis von 2. Sei M, > 0 eine obere Schranke fiir |g|, und fiir ¢ > 0 die f
approximierende Treppenfunktion ¢ € T, so gewahlt, dass || f—¢||; < ﬁ
Ist nun M, > 0 eine obere Schranke fiir ||, dann wird v € T, so gewihlt,

dass [|[g — 7] < 21\5@5 Es folgt fiir alle z € R”

[f(2)g(x) = o(z)y(@)] < |f(x) = p(2)] lg(@)| + |o(@)| [g(x) = ~(2)],

also
Ifg =@l < Mgllf =l + Mellg =~k
£ £ J—
S 5 + 5 = E&.
Damit approximiert ¢y € 7T, das Produkt von f und g. O

Da erstere auch auf Teilintervallen definiert sein kdnnen, miissen wir zun3chst
das Lebesgue-Integral solcher Funktionen definieren.

4.9 Definition 1. Fir ACR" und f: A — CU{oo} heiBt

fl) , z€A

fAIR —)CU{OO} , x'—>{ 0 : l,eRn\A

die triviale Fortsetzung von f.

2. f heiBt iiber A integrierbar, wenn f, € L'(R™).
Dann heiBt [, f dx := [g, fadx das Lebesgue-Integral von f
und || f|l1,.a := || fall1 seine 1-Norm.

3. Die Menge der iiber A Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : A — CU
{oo} wird mit L'(A) bezeichnet, die der iiber A Lebesgue-integrierbaren
Funktionen f : A — C mit L'(A).

4.10 Bemerkungen 1. Die Existenz von [, fdx héangt nicht nur von der
Regularitat von f, sondern auch von A ab. Insbesondere sind nicht alle
A C R™ messbar. Noch nicht einmal fiir alle beschrinkten A existiert das
MaB A(A) = [ 14 dz.
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2. Satz 4.8 sagt uns unter anderem, dass wir, wenn wir komplexwertige Funk-
tionen f integrieren wollen, uns auf die getrennte Integration von Real- und
Imaginarteil von f zuriickziehen konnen (dies folgt aus der Linearitat des
Lebesgue-Integrals).

3. Fiir reellwertige f,g € L£'(R") sind Maximum bzw. Minimum der beiden
Funktionen wegen Satz 4.8

max(f,g) =3(f+g+I[f—gl) . min(fg)=3(f+g—1f—gl)

in £1(R"). Daher konnen wir uns auf die Integration nichtnegativer Funk-
tionen beschranken:

| N

Mit f € L'(R") sind Positivteil /T = max(f,0) und Negativteil f~ =
max(—f,0) von f in L}(R"), und f* > 0. Aus f = f+ — f~ folgt also

/nfdac: Rnf*d:c—/nfdx.

Nach Einfiihrung des Lebesgue-Integrals haben wir in Satz 4.8 erste Rechenregeln
fiir seine Auswertung kennen gelernt. Wir sind aber noch nicht in der Lage,
das Lebesgue-Integral in relevanten Anwendungen auszurechnen. Im Folgenden
werden die dazu notwendigen Satze bereitgestellt.

Die triviale Fortsetzung fj. 5 : R — R einer Riemann-integrierbaren Funktion
[ :[a,b] = Rist Lebesgue-integrierbar. Aus der Art der Approximation von fi, )
durch Treppenfunktionen folgt dann sofort, dass das Lebesgue-Integral von f|,
gleich dem Riemann-Integral von f ist.
Allgemeiner gilt:

4.11 Satz /st die auf einem Intervall I C R definierte Funktion f : [ — C
absolut’ Riemann-integrierbar, dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und die
Werte beider Integrale sind gleich.

°d.h. die Restriktionen f|; auf kompakte Teilintervalle J C I sind Riemann-integrierbar
und das uneigentliche Riemann-Integral von |f| existiert, siche z.B. Def. 1.1 der Analysis I,
erhaltlich unter www.mathematik.uni-erlangen.de/~knauf.
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4.12 Bemerkungen 1. Die Voraussetzung des Satzes ist z.B. fiir stetige
oder monotone Funktionen auf kompakten Intervallen erfiillt.

2. Die Funktion f:R—=R , f(z):= 1 ﬁfg

ist nach de I'Hospital stetig, und ihr uneigentliches Riemann-Integral exi-
stiert’® (mit (7 fdx = ). _
sl n(X) /X

Aber f ist nicht absolut Riemann-
integrierbar, und es gilt auch
f ¢ LYR), die Funktion ist
nicht Lebesgue-integrierbar. Aller-
dings existiert der Limes der
Lebesgue-Integrale der Funktionen
f-1_cq und gleicht dem uneigent-
lichen Riemann-Integral von f.

4.13 Satz Essei f € C(A) beschrankt und A C R™ kompakt bzw. A offen und
beschrinkt. Dann ist f € LY(A).

Beweis: GemaB den Bemerkungen 4.10 kénnen wir f > 0 annehmen.

1. Wir betrachten zunichst den Fall einer offenen beschrinkten Teilmenge
A C R". Fiir jedes k € Z konnen wir den R" als disjunkte Vereinigung der
"halboffenen Wiirfel” mit Kantenlinge 2%

Wi(a) == {z = (z1,...,2,) ER" | z; € [27%a;,27(a;+1))} (a €Z")
darstellen, und sie sind in der Form

Wi (a) = |

U comn g Weri®)  (h€Zaez?)  (48)

ineinander geschachtelt. Wir setzen nun
QY = Z Ck,aIka(a) (k’ € N) (49)
aEZ™

mit ¢y o = inf fyu [Wk(a), wobei f, die triviale Fortsetzung von f bezeich-
net.

Wegen der Beschranktheit von f sind die ¢, € [0,00). Wegen der Be-
schranktheit von A C R" sind fiir jedes k£ nur endlich viele Koeffizienten

1%Einen Beweis findet man in Bsp. 1.5 der Analysis /I (www.mathematik.uni-
erlangen.de/~knauf).
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ko ungleich Null. Also sind die ¢ Treppenfunktionen, mit ¢ < f4 und
Ok lpn_a = 0.
Andererseits gilt wegen (4.8) 1 > . Da A offen ist, gibt es fiir jeden
Punkt z € Aein k € Nund a € Z" mit x € Wi(a) C A. Wegen (4.8)
und der Stetigkeit von f (Vorsicht: f4 ist i.A. unstetig!) ist damit

lim py(z) = fal)  (z€R").

Also folgt aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7) fiir alle k

1fa =il = D@m= em)|| <D Nemer — @mlh
m=k 1 m=k

= ZIH(’¢m+1 - @m’)
m=k

= Y Tulpmir — m) = > (Talmi1) — Lulom)),

m=k k

was fiir k — oo gegen Null konvergiert!!. Also ist f € L1(A).

2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann existiert nach dem Fortsetzungssatz
von Tietze'? eine stetige Fortsetzung f :R™ — R von f. Ist nun k > 0 so
gewahlt, dass der Wiirfel W := (—k, k)" das Kompaktum A beinhaltet,
dann ist f]y, und auch fy,_, nach Teil 1 des Beweises integrabel, also
auch die triviale Fortsetzung f4 = f Ty — f Ty _a. a

4.3 Der Satz von Fubini (stetige Version)

Zur praktischen Durchfiihrung der Integration fiihren wir sie auf die eindimen-
sionale Integration zuriick, wie wir das in Satz 4.4 schon fiir Treppenfunktionen
getan haben. Allgemeiner zerlegen wir den R™ in das Produkt RP x R"P.

"Djese Argumentation wird spiter im Satz von Beppo Levi (Satz 5.11) auf monoton
wachsende Folgen von Funktionen f, € £'(R™) mit [, fx dz < C und ihren punktweisen
Limes f verallgemeinert, der dann ebenfalls integrabel ist.

Fortsetzungssatz von Tietze: Ist A eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen
Raumes X und f € C/(A), dann existiert ein f € C(X) mit f[, = f.

Beweis unter Benutzung von f : X — R, f(z) := f(x) fir x € A, f(x) := infyca(f(y) +
j((;’g)) —1 sonst. Beweise in [Ja] unter noch schwicheren Voraussetzungen an den topologischen

Raum X.
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4.14 Satz (Fubini) Essei f € C(A) beschrankt und A C R™ kompakt bzw. A
offen und beschrankt. Fiir alle p € {1,...,n— 1}, m :=n — p ist dann fiir den
y-Schnitt von A

Ay ={zeR" | (z,y) € A} und f,: A, — C, f,(z) = f(z,y) (y € RP)

fy € LY(A,), und es gilt

/Aﬂz)dz:/Rp (/Ayf(x,y) dx) dy. (4.10)

Beweis: Die Bedingungen an f und A sind die gleichen wie die im Satz 4.13.
Wir kénnen auch wieder 0.B.d.A. f > 0 voraussetzen.

1. Sei zundchst A C R" = R™ x RP beschrankt und offen.
e Also ist A, C R™ ebenfalls offen. Von den Treppenfunktionen ¢, aus
(4.9) erben die oy = @k [pmy,, die Eigenschaften

Py €Tm + Pry SPrr1y <. < fy (R (4.11)

und
klim Opy(x) = fy(x) (y € RP,z € R™). (4.12)
—00

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 4.13 gilt daher
1y — eralls "22°0, also mit den Treppenfunktionen

O, T, , Du(y) ::/ Oy d

f, € L(R™) und F(y) = / fy(x) de = lm @y(y)  (y € RY)
A, —00
e Die &), € 7, haben wegen (4.11) und (4.12) die Eigenschaften
O <Py <...<F und klim Or(y) = Fy)
—00

k—o00

Daher gilt wieder ||F'— &l "= 0, also

F e L£Y(R?) und /de— lim/ Dy dy.
RP RP

k—o0

e Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen (Satz 4.4, Teil 3) besagt

/ q)kdy:/ Y dz.
Rp n
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Nach Satz 4.13 gilt limy_,o0 [o. 0x dz = [5. f(2) dz.
Zusammen zeigt das die Richtigkeit von (4.10):

fdz = lim prdz = lim b, dy
k—

Rn k—o0 Rn o0 RP

_ /Rdey:/Rp (/Ayfy(m)da:> dy.

2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann betrachten wir wieder einen A enthal-
tenden offenen Wiirfel W und wenden die obige Aussage auf eine stetige
Fortsetzung f von f auf R™ an, indem wir f iiber W bzw. W — A inte-
grieren und die Differenz der Integrale bilden. a

4.15 Beispiel Kreisscheibe A := {z € R? | ||z|| £ R} vom Radius R, f := 1,
also fu = 14.

[—\/RQ—y"}\/RZ—yQ] Y <R
0 ,lyl >R

.
\/
/Af(z)dzz/R/Ayldxdy:/[R,R]Q\/mdy:WRg'

Eigentlich haben wir im letzten Beispiel die Flache der Kreisscheibe A gemessen.
Allgemein definieren wir:

Fir p =1 ergibt sich A, = {

4.16 Definition A C R" heiit (Lebesgue—) messbar, wenn 1,4 € L'(R"™).
In diesem Fall heiBBt

N (A) ::/Adx:/n lLade € 0,00)

das n—dimensionale Lebesgue-MaB (oder Volumen) von A.

4.17 Bemerkung Nach dieser Definition haben alle Lebesgue—messbaren Men-
gen endliches MaB. Dies ist vielleicht naheliegend, aber von Standpunkt der Mas-
theorie aus etwas unbefriedigend.
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Diese versteht unter einem MaB 1 auf einer Menge M eine Abbildung
p: M — 0,00

mit einem geeigneten Mengensystem M C 2M einer sogenannten o-Algebra '°.
Es ist nach Definition p(0) = 0, und fiir disjunkte A, € M (k € N) ist p dabei

o-additiv. d.h.
p <U Ak) = ZM(Ak)-
k=1 k=1

Der Vorteil, den Wert p(A) = oo zuzulassen, liegt dabei in der einfacheren
Struktur des Mengensystems M.

Im Fall des Lebesgue—MaBes folgt aus der o-Additivitat A"(R") = oo, denn
der R™ ist disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler Wiirfel.

Von Def. 4.16 kommen wir zu der maBtheoretischen Definition der MeBbar-
keit, indem wir diejenigen Mengen hinzunehmen, die durch die in einer c—Algebra
erlaubten Operationen von Komplementbildung und abzahlbarer Vereinigung aus
den Def. 4.16 erfiillenden Mengen gebildet werden konnen.

Aus den Satzen 4.13 und 4.14 folgt unmittelbar das sog. Prinzip von Cavalieri:

4.18 Korollar Beschrankte offene sowie kompakte Mengen A C R™ =2 R™ x RP
sind messbar, und \"(A) = [, \"(4,) dy fir A, = {x € R™ | (z,y) € A}.

4.19 Beispiel (Kegelvolumen) Es sei B C R"! kompakt, und fiir 4 > 0

K= {(x,y) cR™Lx [0,h] |z € (1_%) B}

der Kegel mit Basis B und Héhe h.

13Def.: o Eine nichtleere Familie M von Teilmengen von M heiBt Algebra, wenn mit
A,Be M auch M\ A, ANB und AU B € M sind.
e M heiBt o—Algebra, wenn zusitzlich gilt: (\n e N: A, e M) = U _, A, € M.
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Esist also A, = ¢{B mit { := 1 —y/h die um den Faktor ¢ € [0, 1] skalierte
(und verschobene) Basis. Als Bild des Kompaktums B X [0, h| unter der stetigen
Abbildung (z,y) — ((1 — y/h)z,y) ist K kompakt, also nach Kor. 4.18 messbar.

Es ist naheliegend (und wird noch besprochen), dass

NL(EB) = I Y(B)

gilt, also

(K = / Ay dy = [ (1 g/ (B) dy
[0,h] [0,h]

h(1 —y/h)" h

= A"i(B)- h=x4(B) -

n
In Anwendungen der Lebesgue-Integration iiber dem R™ mochte man gerne von
Gebieten niedrigerer Dimension absehen kénnen:

4.20 Beispiel (Volumen des Doppelkegels) Fir B C R"! kompakt und
h >0 sei

Ky = {(x,y) cR" x [~h,h] |z € ( —|*Z—|) B}.

Wir kénnen K als Vereinigung von
K und der Spiegelung von K an der
Hyperebene y = 0 in R™ darstellen.
K und sein Spiegelbild haben MaB
AYK) = A""Y(B)L,
Es liegt also nahe zu vermuten, dass
K, das doppelte Volumen besitzt.
Allerdings treffen sich die beiden
einfachen Kegel in ihrer Basis B,
und wir wiirden gerne argumentie-

ren, dass diese Schnittmenge

e

=

pi
m
i %
I\
ot

n—dimensionales MaB 0 besitzt.

In diesem Beispiel haben wir folgende Rechenregeln angewandst:

4.21 Satz Sind A, B C R™ messbar, dann sind
1. AUB und AN B messbar, und \"(AUB) = \"(A)+ \"(B) — \"(ANB).
2. Fiir A C B gilt \"(A) < \"(B).
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Bew: Wir benutzen Linearitat und Positivitat des Lebesgue-Integrals:
1. )\n(A U B) == fR” ]lAUB d.%', und ]lAUB == ]lp -+ ]13 — ﬂAﬂB

2. 14 < 1p. O

4.4 Nullmengen

Wir wollen jetzt Kriterien dafiir entwickeln, dass eine Teilmenge des R™ MaB 0
besitzt.

4.22 Definition N C R" heiBt (Lebesgue—) Nullmenge im R", wenn N
messbar ist, und \"(N) = 0.

Ist nun eine Hyperebene eine Nullmenge? Zwar ist sie " unendlich diinn", aber sie
hat doch auch "unendliche GroBe”.

4.23 Satz 1. N C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn || 1x|/; = 0.
2. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

3. Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

Beweis:
1. "=": Wir wissen schon (Satz 4.8), dass [;, Ixdz = ||1y]||1, wenn 1y €
LY(R™).
"«<": Da fiir die konstante Folge von verschwindenden Treppenfunktionen

or = 0 auch |1y — ¢i||1 = 0 ist, ist 1y integrierbar, N also messbar und
hat daher MaB 0.

3N = Ui N = Iy < 502 Iy, Mit A"(A) = |[1a]]; folgt unter
Benutzung der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7)

Syl <Yl =Y A = 0.
k=1 k=1

k=1

AN = [yl <

1

O

Natiirlich braucht eine liberabzdhlbare Vereinigung von Nullmengen keine Null-
menge zu sein. Beispielsweise ist fiir alle x € R v ({z}) = 0, aber

A" <Ux6[071}{x}> =1
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4.24 Definition Eine Eigenschaft, die Punkten des R"™ zukommen kann, gilt
fast liberall, falls die Teilmenge von Punkten des R", fiir die die Eigenschaft
nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Formalisiert ist die Eigenschaft eine Aussageform A : R" — {w, f} mit den
Werten 'wahr’ und 'falsch’. A gilt fast iiberall, falls \*(A~1(f)) = 0.

4.25 Beispiel Die Eigenschaft "z € R\Q" gilt in R fast iiberall, d.h.

R

Mit anderen Worten: Die rationalen Zahlen bilden eine Nullmenge.

Beweis: Dies folgt aus Satz 4.23.3, denn einelementige Teilmengen von R sind
Nullmengen, und Q ist abzahlbar. Trotzdem ist es interessant, einen Beweis unter
Verwendung von Hiillreihen zu sehen:

e Es sei zunichst f: R — R, f(x) := lgnjo,1). Wir weisen konkret nach, dass
fRfdx = 0, indem wir f durch die Nullfunktion 0 € 7, approximieren. Als
Hiillreihen fiir f nehmen wir die

(,DEI:Z ]1(%_%7%+;73) <€>O>,

Il (906) = Z

sodass [, fdz = | flli <limeoZi(p:) =0.
Man beachte, dass die zugehdrige offene Uberdeckung

oo n—1
k e k ¢
gg(ﬁ_ﬁ7ﬁ+$> von @ﬂ[o,l)

die meisten irrationalen Zahlen nicht trifft, wenn ¢ klein ist.
e Nach Satz 4.23 ist damit auch Q selbst als abzahlbare Vereinigung der Null-
mengen QN [n,n + 1), n € Z eine Nullmenge. O

4.26 Satz Besitzt f : R" — C U {oo} eine endliche Halbnorm (|| f|l, < o0),
dann nimmt f den Wert co nur auf einer Nullmenge an.

Beweis: Setze N := f~!(c0) C R". Fir alle ¢ > 0 gilt Iy < ¢|f], also
Mnfle < el £1]a- 0
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4.27 Satz Essei f € L'(R") und g : R® — C U {co} fast iiberall gleich f.
Dann ist auch g € L'(R") und [;, gdx = [g, f dz.

Beweis: e Wir kdnnen f € L'(R™) mit Treppenfunktionen ¢, € 7T, approximie-
ren, d.h. limy_, || f — ¢&||1 = 0, und wir wollen zeigen, dass auch gilt:

lim |[g — ¢xl[1 = 0.
k—o00
e Nunist g — | <|f — il +Un (k€N) fiir

N:={ze€R"| f(x) #g(x)} , Uy:=o0-ly=) Iy

n=1

N ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Damit ist nach Satz 4.23

U]l <) 1x]s = 0.
n=1

Daher folgt
lim [lg — gy < lim [|[f = @p[ + Unlly < |[Unllr + lim [[ f —@pf1 =0,
k—o00 k—o00 k—o0

also auch g € LY(R™) und [ gdz = [ fdx. O

Wir haben in der Analysis an verschiedenen Stellen (z.B. dem lokalen Existenz—
und Eindeutigkeitssatz fiir die Lésungen von DGLn) den Vorteil des Arbeitens in
vollstandigen metrischen Raumen gesehen. In diesen konvergieren ja alle Cauchy-
Folgen. Wir hitten gerne, dass auch der Raum £L!(R™) der Lebesgue-integrierbaren
Funktionen einen solchen Raum bildet. Nun ist || - ||; nur eine Halbnorm. Ande-
rerseits gilt der folgende Satz:

4.28 Satz Fiir f : R" — CU {0} gilt
Ifllh =0 < f(x) =0 fast iiberall.

Beweis: " <=": Dies folgt nach Satz 4.27 durch Vergleich mit der Nullabbildung.
"=": Wir beweisen, daB N := {x € R" | f(z) # 0} eine Nullmenge ist. Dazu
schreiben wir N in der Form

N=|JN fir Ny:={zeR"||f(z)]>1/k}.

k=1
Aus A"(Ni) = [[1n, |l < Ik |f]ll. = E|lf|ls = O folgt nach Satz 4.23.3 fiir die
abzahlbare Vereinigung \"(N) = 0. O

Es liegt also nahe, aus £'(R") durch Aquivalenzklassenbildung einen neuen Raum
zu machen, indem man f ~ g setzt, falls {x € R™ | f(z) # g(z)} eine Nullmenge
ist.
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4.5 Abbildungen von Nullmengen

Diein (4.1) eingefiihrten Quader des R" sind die Bausteine unser MaBtheorie. Um
das Verhalten von MaBen unter Abbildungen zu untersuchen, sind aber Wiirfel,
also Quader gleicher Seitenlange, praktischer.

4.29 Satz Fiir jede offene Menge U C R™ existiert eine abzdhlbare Menge
(Qi)ier von bis auf Nullmengen disjunkten (d.h. X"(A; N A;) = 0 fiir i # j)
kompakten Wiirfeln QQ; C U mit

U=]Je:
i€l
Beweis: Fiir k € N, a € Z" ist (), der kompakte Wiirfel
Qra = {z €R" | z; € [27%a;,2 % (a; + 1))}

der Kantenlinge 27%. Es gilt \"(Qro N Qrar) = 0027,

R'= | Qua und Qra= > Quris. (4.13)

a€Z™ bez™
biE{Qai,Qai—f—l}

Setzen wir Ky := 0 und induktiv fiir ¢ € N

I == {(t,a)]| Qua CU\ Ko1},
Kg = K£_1 U U Qia

i€y

dann sind die I, abzahlbar. Damit ist auch I := |, I, abzéhlbar.
Jeder Punkt z € U liegt in einem Kompaktum K, denn wegen der Offenheit
von U und (4.13) gibt es einen Wiirfel Qi mit © € Qi C U. Ist £ € N das

kleinste solche k, dann ist auch QN K, 1= 0. 0

4.30 Definition Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen heil3t
lokal lipschitzstetig, wenn fiir jedes Kompaktum K C X die Restriktion f1
lipschitzstetig ist.

4.31 Satz Alle Abbildungen f € C'(U,R™) mit offenem Definitionsbereich U C
R™ sind lokal lipschitzstetig.

Beweis: Es reicht aus, dies fiir die Komponenten f; von f = (fi,..., f,) zu
zeigen. Sei also 0.B.d.A. n = 1. Ware f[, nicht lipschitzstetig, dann wiirde es

eine Folge (zk, Yk )keny Mit T # yp € K und limy_,o, W = 0o geben.
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Da K kompakt ist, konnen wir die Existenz der Limiten x := limy_,o 2 € K
und y := limy_,o yx € K annehmen.

e Der Fall z # y kann nicht auftreten, denn dann ist

o F @) = S0l _ 1) = S ()]

koo o=yl e —yll

< Q.

e Der Fall x = y ist ebenfalls unmoglich, denn wegen der Offenheit von U gibt
es eine abgeschlossene Vollkugel B,.(x) C U von positivem Radius r. Wegen der
Stetigkeit von D f gilt

L:=sup{|[Df(2)]| | z € Br(2)} < o0.

Fiir groBe k& € N sind =4, und y;, in B,.(z), wie auch ihre Verbindungsstrecke Sj.
Es gibt also nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &, € S, mit

Flax) = flye) = DF (&) - (o — i), also LTl <ipp(g)) <. O

|z =yl

4.32 Satz Ist f : U — R" (mit U C R™ offen und m < n) lokal lipschitzstetig
und N C U eine Nullmenge, dann ist f(N) C R™ ebenfalls eine Nullmenge.

Beweis: e Nach Satz 4.29 konnen wir U durch abzahlbar viele kompakte Wiirfel
K, ausschopfen. Fiir jedes dieser Kompakta K ist N, := NN K, nach Satz 4.23.2
ebenfalls eine Nullmenge. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Hiillreihe p = >~ ¢, 1,
von 21y, mit |[¢]|1 < €. ¢ lasst sich (beziiglich || - ||;) durch ihre Partialsummen
S ¢ 1, approximieren und ist daher in £1(R™), mit Jgn @ dz = ||¢|;. Die
Menge

Vi={zeR"|¢(x)>1}

enthdlt N, denn ¢ > 21y,. AuBerdem ist V' offen, denn ist Z:/:l ol () > 1,
dann gilt diese Ungleichung auf dem (wegen r’ < oo offenen) Schnitt der x
enthaltenden offenen Quader (),. Wir konnen also iiber V' integrieren. Ferner ist

)\m(V)g/gode/ pdr < e.
14 m

e Nach Satz 4.29 konnen wir V' durch abzahlbar viele bis auf Nullmengen disjunk-
te Wiirfel W, ausschopfen. Die Vereinigung der Bilder f(1,) tiberdeckt damit
f(V), also auch f(Ny). Auch wenn diese Wiirfel nicht ganz in K, enthalten
sein miissen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass fiir eine geeignete Lipschitz—
Konstante L gilt:

If(z)—f)l < Llz—y|  (z,y € W,,r €N).
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Damit ist das Bild f(W,) von W, in einem Wiirfel W/ C R" enthalten, dessen
Kantenliangen L+/m—mal** so groB ist wie die Kantenlinge D, von W,. Nach
Definition der Wiirfel in Satz 4.29 ist D, < 1. Daher gilt mit ¢ := (L/m)"

AN (W) < eD < eD = e A™(W,),

denn nach Annahme ist n > m.
Insgesamt ist fiir alle ¢ > 0

1yl < Iynll < D M wall < D 1wyl
r=1 r=1

o
< e 1wl = elllugew = el [l < ce,
r=1
also auch f(Ny) eine Nullmenge. 0

4.33 Bemerkungen 1. Auf die lokale Lipschitzstetigkeit von f kann nicht
verzichtet werden. Es gibt namlich stetige f : U — R”, die Nullmengen
auf Mengen von positivem MaB abbilden.

Ein Beispiel ergibt sich durch Verwendung der Peano-Kurve ¢ : [0, 1] — R?
(siehe Bsp. 4.2.3 der Analysis ). Diese ist stetig, und ihr Bild ¢(]0, 1]) =
[0,1]* hat Lebesgue—MaB 1 in R

¢ [0, 1] xR—=R* | é(x,9) = c(z)

ist stetig, und das Bild der Nullmenge [0, 1] x {0} unter ¢ besitzt MaB 1.

Dass hier von einem nicht offenen Intervall [0, 1] ausgegangen wurde, ist
fiir das Argument nicht wesentlich.

Ein weiteres Beispiel ist die so genannte Cantor-Funktion.

2. Fiir Bilddimensionen n < m wird die Aussage des Satzes ebenfalls falsch,
wie man schon durch Betrachtung von linearen Abbildungen f : R™ — R”
sieht.

Auch wenn unter der Projektion 75 : R™ x R? — R? Nullmengen N i.Allg. nicht
auf Nullmengen abgebildet werden, sind die Schnitte von N mit den Fasern
7y H(y) i.Allg. A™=Nullmengen:

14Der Faktor /m ist das Verhiltnis der Linge der Raumdiagonale eines m~dimensionalen
Wiirfels zu seiner Seitenlange.
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4.34 Satz Fiirm,p € N, n:=m + p, eine Nullmenge N™ C R" und
N™ :={z € R™ | (z,y) € N}

ist N?P) .= {y ¢ RP | Ngﬁm) ist keine Nullmenge in R™} eine Nullmenge in RP.

Beweis: Wie im Beweis des Satzes 4.32 kdnnen wir fiir alle ¢ > 0 die Nullmenge
N durch abzihlbar viele Quader Q) C R" iiberdecken mit >_7° | \"(Qx) < &.
Ahnlich wie 7, : R™ x R? — R? bezeichnen wir mit 71 : R™ x R? — R™ die
Projektion auf den ersten Faktor. Da die Quader achsenparallel sind, sind ihre
Projektionen ebenfalls Quader. Wegen 1y < > 77, 1o, gilt auch

N(m) < (;Oy . ch’ Tl'1 Qk mlt ck<y) = ]lTFZ(Qk)(y)

Es ist
NP ={y eRV| f(y) >0} fir f(y):=ITymlh,

also f(y) < [loylls = 2252 cu(y)A™ (m1(Qr)) und damit
11l <D A (ma(Q) - A" (m (@) ZA” Q) <
k=1

Da dies fiir alle £ > 0 gilt, ist || f||; = 0, also N nach Satz 4.28 eine Nullmenge
in RP, O

5 Satze und Rechenregeln der Lebesgueintegration

5.1 Der Banach—-Raum L'(R")

Wir rekapitulieren den bisherigen Stand der Integrationstheorie:
Wir haben fiir eine groBe Klasse von Funktionen f : R — C U {0} das
sogenannte Lebesgue-Integral

f(z)dx

eingefiihrt, und zwar zunachst auf dem Raum 7, der Treppenfunktionen, und
dann fiir den Raum £'(R™) der sogenannten Lebesgue-integrierbaren Funktionen
f. Dies waren solche Funktionen, die sich durch Folgen (¢k)ren von Treppen-
funktionen ;, € 7™ approximieren lieBen im Sinn von

lim || f = ¢xl[1 = 0.
n—oo
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Dabei ist || - ||; die sogenannte L£'-Halbnorm, definiert iiber das Infimum der
Integrale von Hiillreihen. Ist dies der Fall, dann nimmt f den Wert oo nur auf
einer Nullmenge an, und eine Abanderung der Funktion auf einer solchen Menge
beeinflusst den Wert des Integrals nicht. Wir betrachten daher im Weiteren den
C-Vektorraum £'(R") € £'(R") der Lebesgue-integrierbaren f : R” — C. Nun
unterscheidet sich die Abbildung

-1l = £1(R™) = [0, 00)

von einer Norm dadurch, dass es von der Nullfunktion verschiedene Funktionen
f € LYR™) mit ||f]|1 = 0 gibt. Ein Beispiel bildet die charakteristische Funktion
einer Hyperflache.
Normen sind ausgesprochen niitzlich bei allen Konvergenzfragen. Wir hatten
also gern eine Norm auf dem Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
Hier hilft der Begriff der Nullmenge. Das ist eine Teilmenge des N C R™ vom
Lebesgue-MaB A™(N) Null oder, dquivalent, mit verschwindender Halbnorm

[yl =0
der charakteristischen Funktion.

5.1 Lemma N :={f € LY(R") | ||f|s = 0} ist ein Unterraum von L'(R™).

Beweis: ¢ 0 € N

e Sind f, g € N, dann gilt nach der Dreiecksungleichung
If + gl < Ilfll+ llgll = 0, also auch f +g € .

elst fe N und ceC, dannist |[cf|[y = |c|||f]l1 =0, also cf € N. O

Wir nennen nun zwei Funktionen g1, g» € L!(R") dquivalent, wenn sie sich nur
auf einer Nullmenge unterscheiden, oder gleichbedeutend, wenn ¢g; — ¢g» € N

5.2 Definition Es sei L'(R") der C-Vektorraum
LR") := L(R")/N mit|lg + Ny := [g]h-

Wir haben nun eine Norm auf diesem Faktorraum erklart, dessen Elemente Aqui—
valenzklassen von Funktionen der Form g + A sind, denn der Wert der £!-
Halbnorm hangt nicht vom Reprdsentanten der Aquivalenzklasse ab:

lgillr = llg=lli fiir g1,92 € LY(R") und g1 — g2 €N.

AuBerdem ist nach Definition von N die Halbnorm genau auf der Aquivalenz-
klasse N der Nullfunktion 0 € £'(R") gleich Null.
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5.3 Bemerkung Der in der Analysis so wesentliche Raum L!(R") besteht nun
nicht mehr aus Funktionen, sondern aus Aquivalenzklassen. Fiir solche Aquiva-
lenzklassen f := f + N € L'(R") ist aber der Ausdruck f(z) undefiniert (wir
kénnen f € L1(R") ja an abzihlbar vielen Stellen abindern, ohne f + N zu
verlassen).

Immerhin, in jeder Aquivalenzklasse f + A gibt es hochstens eine stetige
Funktion, und nichts hindert uns dann daran, gegebenenfalls mit diesem Re-
prasentanten zu arbeiten.

Die Elemente von L!'(R™) als Funktionen zu bezeichnen ist ein schlampi-
ger aber ublicher Sprachgebrauch, und wir wollen hier mit der Tradition nicht
brechen.

Wir haben also jetzt aus £'(R") den normierten Raum

(LH®R™), - 1)

konstruiert, und das Lebesgue-Integral induziert ein positives lineares Funktional
auf L'(R™), das wir ebenfalls mit

- fde = . f(z)dx (f € L*R™))

bezeichnen. Die Frage ist nun, ob in L'(R") Cauchy—Folgen von [Aquivalenz-
klassen von] Funktionen konvergieren, ob dieser Raum also ein Banach—-Raum
ist. A priori muss dies nicht so sein:

5.4 Beispiel Es sei V' := C([0, 1], C) der Vektorraum der stetigen Funktionen
auf dem Einheitsintervall, und wir wollen ihn mit der Norm

1l = /[ @l (g ev)

versehen (Auf V' ist dies tatsachlich eine Norm, denn es gibt keine von 0 € V
verschiedene stetige Funktion f mit f[o 1 |f(z)]dx =0.) Es sei fire >0

fi/s
1
-1 i x S % — & 0.5 /
1
pp— rT—35 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 X
feeVo . f(x): 2 Jr-il<e /
1, x> %—l—é B

fe ist stetig und
If: = fo|l < e firalle & €(0,e),
aber der punktweise Limes fy (mit fo(z) := sign(z — %)) ist nicht in V., (V. || -[])

also kein Banach—Raum.
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Wir kénnen auch nicht einfach so argumentieren, dass wir schon £!(R") durch
Grenzwertbildung (fiir Treppenfunktionen) gewonnen haben, denn daraus folgt
noch nicht automatisch, dass L'(R") unter erneuter Grenzwertbildung abge-
schlossen ist. Trotzdem gilt:

5.5 Satz (Riesz—Fischer) 1. L'(R") ist ein Banach—Raum.

2. Ist (fx)ken eine Cauchy—Folge in L'(R™) mit L'~Grenzwert f, dann kon-
vergiert eine geeignete Teilfolge fast liberall gegen f.

5.6 Definition Obwohl || - || : L'(R") — [0, 00) nur eine Halbnorm ist, spricht
man

e von einer Cauchy-Folge (fi.)ren in L1(R"), falls

Ve>03N(e) e NVm,n> N(e): ||fm — ful1 <&;

e von Konvergenz gegen f € LY(R"), falls lim, o ||fn — f|1 = 0. In
Zeichen: f = L11lim,_,o0 fn.

5.7 Bemerkung Folgt nicht die zweite Behauptung aus der ersten? Cauchy—
Folgen konvergieren doch immer gegen ihren Grenzwert, soweit dieser existiert!
Ja, aber hier geht es nicht um L!'-Konvergenz, d.h. lim;_,.. ||fx — f]l1 = 0,
sondern um limg_,o(fx(z) — f(z)) = 0O fiir fast alle z € R"!

Beweis: Wir gehen von den Aquivalenzklassen f, € L'(R"™) zu Reprisentanten
in L1(R") iiber, die wir ebenfalls mit f; bezeichnen.

Zunachst konstruieren wir eine Funktion f : R® — C, gegen die eine geeig-
nete Teilfolge der Cauchy—Folge (fx)ren fast liberall konvergiert. Danach zeigen
wir, dass f L!-Grenzwert der Cauchy—Folge ist.

2) Wir kénnen eine Teilfolge (fi,)een mit || fx — fr, i < 27 fiir k > &
auswahlen, sodass insbesondere

[e.o]

S oy — fulh <> 27 =1
/=1 1

=

ist. Setzen wir gy := fi,., — fx, und g := > ;2 |g¢|, dann folgt mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7)

gl < Z llgelh <1 < oc.
=1
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Nach Satz 4.26 (der Integrabilitit nicht voraussetzt!) ist N := g'(00) C
R™ eine Nullmenge, >",°, g, konvergiert also fast iiberall absolut. Daher

Ist
iy fr(2) , zEN
J(x) ’_{ E 0 ' , reN

wegen

lim fi (1) = fi, () + D au(e) fir w g N
/=1

wohldefiniert, fiir alle z € R™ endlich, und die Teilfolge (fx, )sen konvergiert
fast tiberall gegen f (namlich auf R™\ ).

Diese punktweise Konvergenz sagt aber noch nichts dariiber aus, dass die
fx (oder auch nur die f;,) in L'(R™) gegen f konvergieren.

Dazu miissen wir ja zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein k(g) mit

If=fllh<e (k= k(e)) (5.1)

gibt. Dazu sei m = m(e) so gewahlt, dass 227 < ¢ und k() = ky,.
Dann ist

o > gl <302, 27 =217 < 5 und
o [[fi— frnlli <27m < § (k> k(e)).

Andererseits l3sst sich f;, € L'(R") durch Treppenfunktionen ¢ € T,
beliebig genau (im L'-Sinn) approximieren, es existiert also ein ¢ mit

[ frm =l <

D[ ™

Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7)

Z 9ge
{=m

+ | e — 2ll1
1

If =l < I = fewlls + 1 fkn =l =

IN

> llgell + 1 fe — 2l < e
l=m

also f € LY(R™). (5.1) zeigen wir mit

I = felle < W = fanlle + 1 frr, — felli <€ (k> K(e)).

Also ist f = L'-limy_,00 fr- O
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5.8 Bemerkungen 1. Das Lebesgue-Integral ist wegen

fdx—/ gdx
Rn n

eine Lipschitz-stetige Abbildung L'(R") — C (mit Lipschitz-Konstante 1),
also ein stetiges (lineares) Funktional. Aus f = L'-lim,_,., fi folgt also

< Rn|f—g|d$= If =gl (fig€ L'(R")

lim frdr = fdx.

k—o0 Rn Rn
2. Die Folge der fj selbst braucht nicht punktweise zu konvergieren:

5.9 Beispiel einer im L'-Sinn aber nicht punktweise konvergenten Folge
Zu k € N seien v,q € Ny durch v := |log, k] und ¢ := k — 2" definiert, also
0 < g < 2. Wir wahlen die Funktionenfolge

fo=1p, € LA(R) mit [ = [q27, (¢ +1)27"].

0 1

— &

I74|—{ I5 Is I7

Abbildung 5.1: Folge der Intervalle I,

Es ist L'—limy_,o fr = 0, aber fiir kein x € [0, 1] existiert der punktweise
Limes

lim fi(z),

k—o0

denn x ist in mindestens einem, hochstens zwei Intervallen I der Lange 277
enthalten.

Man sollte auch ein Beispiel in umgekehrter Richtung im Kopf behalten:

5.10 Beispiel einer punktweise aber nicht im £!'-Sinn konvergenten Fol-
ge Es sei fi := klljko, (k € N). Dannist fi, € £'(R), und fir alle z € R
gilt limy_,, fr(z) =0.
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Wiirde aber die Folge im £'-Sinn gegen ein f € L!}(R) konvergieren, dann
miisste [, fdz = limy_,o [ fu dz = 1 gelten; gleichzeitig aber nach dem Satz
von Riesz—Fischer (Satz 5.5) f(x) = 0 fiir fast alle z € R gelten, im Widerspruch
zu Satz 4.28.

Oft kann man fiir eine Folge integrierbarer Funktionen die Existenz ihres punkt-
weisen Limes nachpriifen, will aber wissen, ob sie auch im £!-Sinn gegen diesen
konvergieren. Wir werden dafiir im folgenden Satz, in Lemma 5.13 und im Satz
5.18 unterschiedliche Kriterien kennenlernen.

5.11 Satz (Beppo Levi) Es sei (fi)en eine monoton wachsende Folge inte-
grierbarer Funktionen fi, : R" — R, sodass die Folge ihrer Integrale [, fi dx
beschrénkt ist. Dann ist f : R" — R U {co}, f(z) = limy_s fr(z) in LLR™),
und

fdr = lim frde. (5.2)

R" k=00 Jrn

Beweis: Zunichst existiert I := limy_, fRn frdr € R, denn die Folge dieser
reellen Zahlen ist monoton wachsend und beschrankt. Wegen

Hfm—ka1:/n(fm—fk)dxﬁf— fedr fir m>k

Rn

ist (fx)ren eine L'-Cauchy—Folge und damit ist nach dem Satz von Riesz—Fischer
(Satz 5.5) f ein £L'-Limes der Folge. Nach Bemerkung 5.8.1. gilt (5.2). O

5.12 Bemerkungen 1. Satz 5.11 wird auch Satz von der monotonen
Konvergenz genannt.
Die Voraussetzung der Monotonie kann nicht weggelassen werden:
Ahnlich wie in Beispiel 5.10 besitzen die Funktionen f, := k' ou €
LY(R) ein (durch 1) beschrinktes Integral, besitzen sogar einen punktwei-
sen Limes limy_,o, fx(z) = 0, konvergieren aber nicht im L!-Sinn gegen
diesen.

2. Man kann also unter diesen Voraussetzungen (punktweisen) Limes und
Integral vertauschen.

3. Eine analoge Aussage gilt fiir eine monoton fallende Folge (fi)ken-

Oft ist die Monotonievoraussetzung nicht erfiillt, man kann aber auf den punkt-
weisen Limes Inferior trotzdem den Satz von der monotonen Konvergenz anwen-
den:
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5.13 Lemma (Fatou) Es seien f;, € L'(R") (k € N) nicht negative Funk-
tionen, fiir die I := liminf,_, . fRn frdx < oo gilt. Dann ist die durch

f:R" = [0,00] , f(x):=liminf fi(x)

k—o0

definierte Funktion ebenfalls integrabel, und

/ Jdr<l (5.3)

5.14 Bemerkung Beispiel 5.10 zeigt, dass in (5.3) selbst dann i.Allg. keine
Gleichheit gilt, wenn der Limes I = limy_, fR" fr dx existiert.

Beweis: e Die Folge der durch
Fe(x) :=1inf{fo(x) | £ > k} (x € R")

definierten Funktionen (F})ren ist monoton wachsend. Nach Definition des Limes
Inferior (Definition 7.13 der Analysis [) gilt

klim Fi(z) = f(x) (x e R").
e Definiert man fir / > k € N
Gre(z) :==min { fin(z) | m € {k,..., (}} (x € R"),

dann ist Gy, € L'(R™), fiir jedes k € N ist die Folge (Gy.¢)e>x monoton fallend,
und
—00

Nach dem Satz von Beppo Levi folgt damit auch F, € L'(R").
o Andererseits ist

/n Fi(z)dx :/R inf fy(z)dx < ;IZ{ . fo(x) du.

n >k

Also ist wegen I = limy,_o0 infrsp [g. fo(2) dz < oo

/n Fi(z)dx <1T

und der Satz von Beppo Levi auf die F;, € £!(R") anwendbar. Deren punktweiser
Limes f ist damit integrierbar mit [ f dx = limy_o [, Frdz < I. O

Als zweite Anwendung des Satzes von Beppo Levi zeigen wir die folgende wichtige
Eigenschaft des Lebesgue-MaBes.
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5.15 Satz Das Lebesgue—-MaB \" ist c—additiv. Sogar fiir messbare A, C R"
(k € N), die bis auf Nullmengen disjunkt sind (\" (A, N A;) = 0 fiir (1 # k)) gilt

A" <G Ak> = i)\"(z‘lk)

zumindest falls die Summe endlich ist (siehe Bemerkung 4.17).

Beweis: Fiir B, := U2:1 Ay ist die Folge der Funktionen 15, monoton wachsend.
Wenn zundchst die Ay disjunkt sind, gilt 1, = 22:1 1y, , also

l l
/ 1, dv = Z/ Ly do =Y X"(A)  (k€N)
" k=17 R" k=1

(1p,)ien konvergiert dann punktweise gegen die charakteristische Funktion von
B :=J;—, A. Sind die Integrale fR,L 1, dz beschrankt, dann ist nach Satz 5.11

)\”(B):/ lleleim/ g, do =) X'(Ay).

l—00
k=1

Sind die Aj nur bis auf Nullmengen disjunkt, dann andert dies nach Satz 4.23
nichts an der Richtigkeit der Aussage. O

5.16 Satz Lebesgue-Integral und Lebesgue-MaB sind translationsinvariant,
d.h.
flz+a)de = f(z)dx (f € L*(R™), a € R")
R" R"
und
A'(A+a)=\"(A) (A C R"™ meBbar , a € R").

Beweis: Alle unsere relevanten Definitionen, angefangen mit der Definition des
Quader-Volumen iiber die der Treppenfunktionen und ihres Integrals, bis zu den
L-Funktionen und meBbaren Mengen, waren translationsinvariant. O

5.17 Bemerkung Zusammen mit der Translationsinvarianz und der Normierung
A"([0,1]") = 1 des Wiirfelvolumens legt die o—Additivitat das Lebesgue—MaB
A" M — [0,00] auf einer geeigneten o—Algebra M des R" eindeutig fest,
siehe z.B. Bauer [B2], §8.

Ein weiteres Kriterium, fiir den punktweisen Limes einer Funktionenfolge zu zei-
gen, dass er auch der L!-Limes ist, bietet die folgende, auch Satz von Lebesgue
genannte Aussage:

63



5.18 Satz von der majorisierten Konvergenz Es sei f, € L'(R") (k € N),
und der punktweise Limes

f(2) = lim fiy()

k—o0

existiere fast iiberall. Wenn eine gemeinsame Majorante F' > |fy|, F' € L}(R")
existiert, dann ist f € L'(R™) und

fdx = khm frdz.

R™ = JRn

Beweis:

e Fiir Real- und Imaginarteile der f; gelten die gleichen Voraussetzungen wie
fiir die f; selbst. Gleiches gilt fiir Positiv— und Negativteile reeller f.
Daher nehmen wir 0.B.d.A. f;, > 0 an und zeigen den Satz in diesem Spezial-
fall. Die Aussage fiir komplexwertige f;. folgt dann durch Zerlegung.

o Wir setzen

fH(x) :=limsup fr(z) und [ (x):= lilgr_l)inf fr(x).

k—o00

Damit ist
0<f(x)<fT(x)<F(x) (v€R)

und nach Annahme der fast iiberall-Existenz von f(x) gilt auBerhalb einer
Nullmenge

@) = flx) = f(2).

e Nach dem Lemma von Fatou (Lemma 5.13) ist f~ integrierbar mit

fdx <liminf frdx.
Rn

R™ k—o0

Andererseits konnen wir dieses Lemma auch auf die Funktionen g, := F' — f;
anwenden, denn es ist g, > 0, g € L(R™) und [, gedx < [g, F dz. Wir
erhalten die Abschatzung fiir

g(z) :==liminf gy (z) = F(z) — fT(2),

k—o0

Jan g da < liminfy o [o. gpde = [ Fde —limsup,_, [o. fidz, also

/f*dx:/ (F — g)dz > limsup frdx.

k—o00 R
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e Damit ist

liminf | fyedex> | f~de= | fdx= [ frdx>limsup [ fidx.
k—o0 Rn R» R™ R k—s00 R™
Hier muss offensichtlich Gleichheit gelten. O

5.19 Bemerkung Wir wissen schon, dass Entsprechendes fiir den £!'-Limes
einer £L1-Cauchy—Folge (fi)ren integrabler Funktionen gilt (Satz 5.5 von Riesz—
Fischer) und ebenso fiir eine monoton wachsende Folge mit beschranktem Inte-
gral (Satz von Beppo Levi). Aber oft ist eben nur der Satz 5.18 anwendbar, denn
die £!-Konvergenz ist oft nur schwer zu iiberpriifen und die Monotonie oft nicht
gegeben.

5.20 Beispiel (Die Gammafunktion) In der Analysis I/ haben wir auf der Hal-
bebene D = {s € C | Re(s) > 0} die Gamma—Funktion durch I'(s) :=
fooo t>~Le~tdt definiert. Dies ist fiir diese Integralformel die groBtmogliche Halbe-
bene, denn schon fiir s = 0 ist der Integrand nicht mehr in L}(R™).

Andererseits ist fiir viele mathematische Fragen, etwa in der analytischen
Zahlentheorie, eine Ausweitung des Definitionsbereiches wiinschenswert.

Um dies durchzufiihren, erinnern wir uns daran (Satz 8.33 der Analysis |),
dass

e ' = lim (1 - 3>n (teC) (5.4)

n—00 n

gilt. Wir wiirden gern die Polynome ¢ +— (1 — %)" statt ¢! in die Integralde-
finition eintragen, explizit integrieren und dann den Limes bilden. Dies ist nicht
direkt moglich, denn dann wire der Integrand nicht mehr in £!'(R™). Allerdings
ist dies fiir s € D der Fall, wenn wir f,(t) := t*"te™" durch

L (1-=H)" . 0<t<
i = {1087 gt

ersetzen, denn die f;,, sind stetig (beachte f;,(n) = 0) und integrabel.
Wegen (5.4) gilt

1i_r>n fsn(t) = fs(t) (t >0).
AuBerdem ist fiir reelle s > 0

0< fon(t) < f5(D),

denn fiir t < n ist wegen log(1 —z) = — > 2 a*/k
t\" t =
log (1- =) =nlog (1) =—t-> 7 <
0og ( n) n1lo0g ( n) ra knk—-1 = )
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also (1 —£)" < e~'. Damit ist fiir beliebige s € D und I';(s) := [ fsn(t)

[e'e) n t n
IT.(s)] < / ]fm(t)]dt:/ {Re(s)-1 <1——> dt
0 0 n

< / tRe®)=1e=t gt — I(Re(s)).
0
Der Satz von Lebesgue ergibt

lim T, (s) =T'(s) (s € D).

n—0o0

Andererseits folgt durch partielle Integration

n t\" n o [" AN
[a(s) = /ts—l (1——) dt=— [ t* (1——) dt
0 n ns Jo n

n!nstn n!'n

nts(s+1)-...-(s+n) s(s+1)-...-(s+n)

Damit sind alle I',,(s) auf dem gemeinsamen Definitionsbereich D := {s € C |
s € 7 — Ny} definiert, es gilt

n

Tosi(s) =T1(s) [ ] Lir(s) (s € D),

o Le(s)

und wegen

Le(s) _ (k4D () _ (45" 1+3+0(k2) Lo

[k(s) s+k+1 I+ 1+3+0(k2)
existiert der Limes

L Fl<:+1 =
[(s) := lim [',(s) = - lim H (s € D).
n—oo n—oo

Wie stellen wir nun fest, ob eine Funktion f : R® — C Lebesgue-integrierbar
ist? Hier ist oft das folgende Kriterium niitzlich:

5.21 Satz Essei f : R" — C fast iiberall stetig und | f| < g fiir ein g € L' (R");
dann ist auch f € L'(R").
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Satz 5.21 wird unter Zuhilfenahme des Satzes von Lebesgue bewiesen, siehe
[Ko], Kap. 5.3. Um den Satz anwenden zu kdnnen, braucht man natiirlich einen
gewissen Vorrat an Majoranten g € L*(R").

Beispielsweise kann man sich fragen, wie schnell eine Funktion f : R* — C
lokal, d.h. in der Umgebung eines Punktes x € R", divergieren kann, bzw. wie
langsam sie bei Unendlich gegen Null streben kann, damit noch f € L'(R")
gilt. Entsprechende Majoranten fiir f diskutieren wir in Bsp. 5.35, wenn wir die
Transformationsformel zur Verfligung haben.

Eine weitere Anwendung findet der Satz 5.18 bei der Theorie der Fourier—
Transformation:

5.22 Definition Die Fourier—Transformierte [ von f € LY(R™) ist definiert
durch

~

f (k) = (2m)~™? - fz)e **dy (k € R™).

5.23 Bemerkung Oft wird die Fourier—Transformation auch unter Weglassung
der Konstante (27)~™/2 definiert. Wenn wir spiter quadratintegrable Funktionen
Fourier—transformieren, ist allerdings diese Wahl nétig, um die Unitaritat dieser
linearen Abbildung sicherzustellen.

Zunachst wissen wir noch nicht einmal, ob fiir £ # 0 das Integral konvergiert.
Wir wiirden gern Satz 4.8 benutzen, nach dem das Produkt von f und einer
beschrinkten L£'-Funktion g wieder integrabel ist, aber g(x) := e~** ist nicht
integrabel. Tatsachlich ist das auch nicht nétig:

5.24 Satz Das Produkt von f € LY(R™) und einer beschrankten Funktion g :
R™ — C U {oc} ist integrabel, wenn g lokal integrabel ist, d.h. wenn fiir alle
r > 0 die Funktionen

o(z) = { g@) el <r

0 =zl >r
integrabel sind.

Beweis: Nach Satz 4.8 ist f - g, € LY(R"). AuBerdem ist |f - g.] < F mit
F:=M-|f| und M := sup, |g(x)| < co. Damit ist nach dem Satz von Lebes-
gue auch f - g integrabel. O

Fiir g(z) := e”*% ist M = 1, und g ist stetig, also nach Satz 5.21 g, integra-
bel. Satz 5.24 garantiert uns also, dass die Fourier—Transformierte f iiberhaupt
wohldefiniert ist. Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert uns aber noch
genauere Informationen iiber f:

5.25 Satz Die Fourier—Transformierte f von f € LY(R™) ist stetig.
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Beweis: Fiir eine beliebige Folge (k;)ien von k; € R™ mit limy,o ky = k gilt
punktweise ‘ ‘

llim f(z)e ke = f(x)e"e,

—00

Damit ist fiir f(x) := f(z)e """ die Voraussetzung von Satz 5.18 erfiillt, und
es folgt f (k) = limy_,o f (Ky). O

Diese Stetigkeitseigenschaft der Fourier—Transformierten geht allerdings verlo-
ren, wenn wir die quadratintegrablen Funktionen f € L?*(R") betrachten, siehe
Kapitel 6.2.

5.2 Der Satz von Fubini (L!-Version)

Praktisch wird man die Lebesgue—Integration im R™ mithilfe des Satzes von
Fubini auf die eindimensionale Integration zuriickfiihren. Wir benutzen dabei den
Satz in der folgenden Form (die im Gegensatz zur Version 4.14 fiir den gesamten
R™ als Integrationsgebiet anwendbar ist).

5.26 Satz von Fubini Firm,p € N, n=m+p und f € L}Y(R") ist
N® = {y eR"| f(-,y) & L'(R™)} (5.5)
eine Nullmenge, und fiir

T T P (p)
Fy) = { Ja f(o’y) I Z E ;lff(p\) N (5.6)

ist F € L'(RP). Es gilt

AL /R ( | f@y) dx) dy. (5.7)

5.27 Bemerkungen 1. Da N® eine Nullmenge ist, braucht F' auf dieser
l_\_/lenge nicht definiert zu werden, um als Element von Ll(]Rp), also als
Aquivalenzklasse von Funktionen in £!(IR?) festgelegt zu sein.

2. Es gibt f € LY(R™ x RP), fiir die N® #£ () gilt, ja sogar eine dichte
Teilmenge des R? ist.
Ein Beispiel ist die charakteristische Funktion der Teilmenge R™ x QP des
Vektorraums R™, mit N® = Q.

3. In Satz 4.14, im wesentlichen einem Spezialfall des obigen Satzes von Fu-
bini, bekommt man wegen der Beschranktheitsannahmen an die Funktion
und ihren Definitionsbereich aber noch die Zusatzinformation N® = (.
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4. Der folgende Beweis ist kompliziert. Es ist daher sinnvoll, sich zunachst die
Strategie zu iiberlegen. Wegen f € L1(IR") gibt es eine L'-approximierende
Folge von ¢, € 7,,. Aus dieser wird eine Folge von ¢y, := ¢i(-,y) € Ty
gewonnen, die f, := f(-,y) L'-approximiert. Deren Integrale y — P (y)
sind Treppenfunktionen, die y — F(y) im L'-Sinn approximieren. Daher
ist I € L'(IRP). Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen impliziert dann
die Richtigkeit der Formel 5.7.

Beweis: e Benutzung des Satzes von Riesz-Fischer auf R": Es sei (¢ )ren
eine f € L'(R") approximierende Folge von ¢}, € 7,,, die der Bedingung

lorir —wulli <278 (keN) (5.8)
geniigt und fiir die
N .= {» € R"| f(z) ist nicht Grenzwert von (@ (2))ren’}

eine Nullmenge ist. Der Satz von Riesz—Fischer (Satz 5.5) garantiert die Existenz
einer solchen Folge.
Unser Ziel ist zunachst, durch die Treppenfunktionen

Pk.y S Tm ) Spk7y(x) = (,Ok(.f, y) (y € ]Rp)

die Funktion f, : R™ — C U {oco} zu approximieren.

Punktweise gelingt dies fiir fast alle y € RP? fast iiberall in R™, denn die ¢
konvergieren auBerhalb der Nullmenge N(™ C R™ gegen f, und nach Satz 4.34
ist fiir N := {z eR™| (z,y) e N}

NP .= {y e RP | N{™ ist keine Nullmenge in R™}

eine Nullmenge in R?.

e Benutzung des Satzes von Fubini fiir Treppenfunktionen: Wir wollen
diese Konvergenz gegen f, aber auch im L'-Sinn zeigen.
Nach Satz 4.4.3 ist fiir die Treppenfunktion

UoeT, | W(y) = / ot () — ox(a, )| de

/ Ui(y)dy = | lorer — ol dz = llopen —@elli <278 (k€N).
RP R”

Also bilden die W}, eine L'—konvergente Reihe Y 7~ | U, und fiir fast alle y € R?
stimmen nach dem Satz von Beppo Levi der punktweise Grenzwert Y. > W (y)
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mit dem L'—Grenzwert iiberein. Insbesondere existiert nach Satz 4.26 eine Null-
menge N mit

Y iy)<oo  (yeRP\NY). (5.9)

e Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R™:
Wir setzen N® := N U N®) Dies ist ebenfalls eine Nullmenge in RP.

Fiir y € RP\N®) ist wegen (5.9) die Folge der ¢, € L'(R™) eine Cauchy-
Folge, die nach dem Satz von Riesz—Fischer gegen eine Funktion in £!(R™)
konvergiert. Diese Funktion muB aber f, sein, denn die ¢, konvergieren (da
y & Nl(p)) auch fast iiberall gegen f,. Also ist auch f, € L}(R™), und N aus
(5.5) ist wegen N® C N® eine Nullmenge.

Nach dem Satz von Riesz—Fischer konvergieren damit auch die Integrale: Die
Treppenfunktionen

O, 7, , Du(y) ::/ Ok y dx

konvergieren also punktweise bis auf eine Nullmenge gegen das in (5.6) definierte
F:RF = C:

klim Dy (y) = fydx = F(y) (y € RP\N(p)> :

Rm

e Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R?: Die ®; konvergieren
aber auch im L!-Sinn, denn nach (5.8) ist

| D1 — Pildy = /
Rp Rp

< i1 — ol dz = |l@rr1 — orlli <277,
R’I’L

dy

/m (Prri(z,y) — wul(z,y)) do

die ®,, bilden also eine L!-Cauchy—Folge.
Nach dem Satz von Riesz—Fischer ist damit ihr punktweiser Limes F' inte-
grierbar, und

/Rp (/mfydx) dy:/Rdey

= lim &, dy = lim (/ or(z,y) da;) dy
RP m

k—oo Jpp k—o0
= lim prpdz = fdz.
k—o0 Rn Rn
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Hierbei wurde in der vorletzten Identitdt nochmals der Satz von Fubini fiir Trep-
penfunktionen benutzt, in der letzten die L'-Stetigkeit des Lebesgue—Integrals.
(I

Praktisch einfach zu iiberpriifen sind oft die Voraussetzungen des folgenden Sat-
zes (eines Korollars des Satzes von Tonelli):

5.28 Satz Die Funktionen f und F seien fast iiberall stetig auf R" = R™ x RP
und es gelte:

LIfl<F

2. Es existiert wenigstens eines der Integrale

/Rp (/mF(a:,y)dx> dy /m (/RpF(x’y)dy> dr.

Dann ist f € LYR™) und [, ([ f(z,y)dz) dy = [on (fo (2, y) dy) da.
Beweis: Siehe Konigsberger [Ko]. O

5.3 Der Transformationssatz

Oft nimmt eine Funktion in einem Koordinatensystem eine viel einfachere Form
an als in einem anderen, und dies will man bei der Integration nutzen. Nun bezieht
sich aber das Lebesgue—Integral zunachst auf die kartesischen Koordinaten des
R"™.

Koordinatenwechsel bewerkstelligt man (zumindest lokal) durch Diffeomor-
phismen. Der Transformationssatz sagt uns, wie sich das Integral unter einem
solchen Diffeomorphismus transformiert.

Schauen wir uns dazu zunichst die vertraute eindimensionale Situation an,
d.h. ein offenes Intervall V C R, f € L*(V) und einen Diffeomorphismus

o:U—=V.
Dann ist ® nach Definiti-

on bijektiv. und wie auch
d— stetig differenzierbar, al- f fod
so ¢ # 0 (und damit ¢ ent- —

weder streng monoton wach-

send oder fallend). V' C R 4 ) ( )
ist wieder ein offenes Inter- Vv U

vall, und es gilt
/f(y) dy = / fo®(x)|®(z)|dr.
Vv U




Fiir Riemann—integrable f entspricht dies der Substitutionsregel. Man beach-
te, dass sich die Intervallgrenzen durch monoton fallende & umdrehen; daher die
Verwendung des Gewichtsfaktors |®’|.

Der Transformationssatz erweitert nun diese Formel auf beliebige L'-Funktion-
en und Diffeomorphismen in beliebigen Dimensionen. Dazu miissen wir |®'| ge-
eignet verallgemeinern.

5.29 Bemerkung Ist in n Dimensionen der Diffeomorphismus ® von der Form
b(z) = (P1(11),...,Pu(z,))T, dann ergibt die Anwendung des Satzes von Fu-
bini als Gewichtsfaktor

= | det D®(z)].

Letzterer Ausdruck stimmt auch allgemein:

5.30 Satz (Transformationssatz) EsseiU C R™ offen und ® : U — V C R"
ein Diffeomorphismus. Es gilt fir f : V — C

fell (V) < fod-|detD®| € L*(U),

und dann

/f dy—/f )| det(D®(z))| dz.

Eine Grundidee des Beweises ist, dass der Betrag der Determinante der Ableitung
von ® bei x € U der lokale Faktor der VolumenvergroBerung ist. Dazu betrachten
wir zunachst eine affine Abbildung ® : R™ — R™. Fiir diese existieren eindeutige
v € R", L € Mat(n,R) mit

O(x)=Lx+v (x € R™).

Affine Abbildungen bilden Parallelotope auf Parallelotope ab. Dabei verstehen
wir unter einem Parallelotop eine durch A € Mat(n,R) und z € R" fixierte
Teilmenge des R™ der Form

P(A,z) ={Ac+z|c=(c1,....c0)", ¢ €[0,1]}.
Fiir die affine Abbildung ® gilt

O(P(A, 2)) = P(LA, Lz + v). (5.10)
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Das Parallelotop wird also wieder in ein Parallelotop
tiberfiihrt, welches durch die Bilder b; := La; der
Spaltenvektoren ay, ..., a, von A aufgespannt wird.
Da z—unabhangig D®(x) = L ist, ist unter Benut-

zung von (5.10) und des folgenden Satzes

der Faktor, um den das Lebesgue—MaB des Paralle-

| det(D®)|

lotops P(A, z) durch Anwendung von @ vergroBert
wird.

5.31 Satz Fir A € Mat (n,R) und z € R" ist das Volumen des Parallelotops
P(A, z) gleich

AN'(P(A,z)) = |det Al.

Beweis: Wir schreiben abkiirzend P(A) := P(A,0).

Als kompakte Mengen sind Parallelotope nach Satz 4.18 messbar.

Dass A"(P(1)) = 1 ist (Lebesgue-MaB des Einheitswiirfels P(1) = [0,1]"),
haben wir im letzten Kapitel gezeigt.

Wegen der Translationsinvarianz von A" (Satz 5.16) sind verschobene Paral-
lelotope von unverandertem Volumen.

Aus dem gleichen Grund ist
)\"(P(al, ceey @1, — Q5 Qjg 1,y - - - ,CLn)) = )\"(P(al, c. ,an)).

Fir c € Z\ {0} kann P(ay,...,a;_1,ca; a;s1,...,a,) aus |c| verschobenen,
bis auf Nullmengen disjunkten Parallelotopen zusammengesetzt werden. Fiir
¢ = 0 ist das Parallelotop eine A"-Nullmenge. Daher hat es fiir alle ¢ € Z das
|c|-fache Volumen des urspriinglichen Parallelotops.

Gleiches gilt fiir ¢ € Q, denn man kann fiir ¢ = p/q aus ¢ solchen Paralleloto-
pen einen vom |p|—fachen Volumen wie P(A) zusammensetzen.

Fiir beliebige ¢ € R folgt die Formel
A" (P(al, ey i1, CUy Qi1 s e - ,an)) = lc| A" (P(A))

durch rationale Approximation von ¢ und die Monotonie des Lebesgue-Integrals
(Satz 4.21.2) aus dem Fall ¢ € Q.
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o Weiter gilt

)\"(P(al ...,ai+aj,...,aj,...,an)) = )\”(P(A)) (i # 7),

Abbildung 5.2: Volumentreue Scherung eines Parallelotops

der Zerlegung des Parallelotops in zwei Polytope und Neuzusammensetzung
ergibt, siehe Abb. 5.2.

Da sich jede Matrix A € Mat (n,R) aus der Einheitsmatrix 1 mit den genannten
Spaltenoperationen gewinnen lasst, und wir fiir das Lebesgue—MaB Transforma-
tionsformeln abgeleitet haben, die denen des Betrages der Determinante von A
gleichen, haben wir den Satz bewiesen unter der Voraussetzung verschwindender
Translation z. Das Lebesgue—MaB ist aber translationsinvariant. O

Beweis des Transformationssatzes 5.30:

e Wir nehmen zunichst an, dass f o ® : U — C (genauer: die triviale Fortset-
zung von f) eine Treppenfunktion mit Trager in U ist. Wegen der Linearitat des
Integrals geniigt es, den Fall fo® = 1, fiir einen Quader () C U zu betrachten.
In diesem Fall reduziert sich die zu beweisende Transformations-Formel

/f )| det(D®(z |dg;_/f

wegen fU O (x))|det(DP(z ) |dx—fU Ig(z)| det(D®(z))| dx
und [, f(y)dy = [, 1o o @ (y) dy = [, o) dy = \*(®(Q)) auf

/Q | det(D®(x))| dz = A\(®(Q)) (5.11)

e Wegen der Eigenschaft des Diffeomorphismus @, Nullmengen in Nullmengen
abzubilden (Satz 4.31 und 4.32) und wegen \"(Q)) = A"(Q) nehmen wir auch
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an, dass ) kompakt ist, also von der Form Q = [z1, 21 + {1] X ... X [z, 2p + €3]
oder
Q = P(A,z) mitder Matrix A :=diag(ly,...,¢,).

D®[, ist zwar i.Allg. nicht konstant, aber wegen der Kompaktheit von @ und
Stetigkeit von D® gleichmaBig stetig. Betrachten wir daher die Zerlegungen von
Q in die 2% bis auf Seiten, d.h. Mengen vom MaB 0 disjunkten Teilquader

Qrom = P(27%A, z4+27%m) (m = (m,...,mu)" mi/l; € {0,...,2"~1})
mit Ecke 2, := 2 + 27%m. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein k = k(¢) € N mit
0:®)(x) = 0:2;(y)| < (i,j=1,...,n,2,y € Qim)
fir alle Teilwiirfel Qy ., C @, oder
®(z) = ®(2hm) + DP(2m) (7 — 21m) + O(27F¢) ( € Qrm)-  (5.12)

Damit weicht das Bild ®(Qy,,) nur wenig von einem Parallelotop ab. Wir be-
nutzen zum Vergleich die um P(A, z) = PY(A4, z) zentrierten Parallelotope

P(Az)={Ac+z|c=(c1,...,c;)", c; € 6,1+ 6]}

mit Volumen A"(P°(A, z)) = (1 4+ 20)"A"(P(A,z)) (6 > —3). Wegen (5.12)
und der Regularitat von D® auf dem kompakten Quader ) finden wir fiir jedes
0 > 0 ein k£ mit

P (DO (z4n) (27°4), 24 ) € ®(Qum) € PP (D®(24,0) (27" A), 211
Damit ist nach Satz 5.31

Z/\" (Qrm)) < (1+20)" ZA”ka)Idet(D@(zkm)N

(man bedenke, dass nach Satz 4.32 gilt A" (®(Qpm) NP (Qpmr)) = 0 fiir m # n?/,
denn @ ist ein Diffeomorphismus). Analog ist

A"(@(Q)) = (1 —26)" ZA" Qrm) | det(DP(zkm))]-
Die Riemann-Summe auf dem Quader () konvergiert gegen das Integral:

lim > A(Qrm) | det(DD(zm))| = /Q | det(D®(2)| d.

k—o0

Insgesamt erhalten wir \"(®(Q)) = fQ | det(D®(z))| dz, also (5.11).
e Die Aussage fiir beliebige integrable f erhalt man durch Approximation von
f o ® durch Treppenfunktionen. O
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5.32 Beispiel Bei Verwendung von Polarkoordinaten () = ®(r, ) = (rane )

und der Substitution u := 7% ist D®(r, ) = (Gn 7 ;Zzisnf ), also det(D®(r, p)) =
r und

{/R exp(—z?) dx}2:42exp(—x2)exp(—y2) dx dy = / exp(— (2% 4+ 42)) dx dy

R2
00 27 00 0o
:/ / exp(—r?) rd¢ dr = 7T/ exp(—r?)2r dr = 7T/ exp(—u) du = .
o Jo 0 0

Alsoist I'(1/2) = [t /2 exp(—t)dt =2 [~ exp(—a?)dz = [*_exp(—2?)dz =
\/, siehe die Analysis Il, Kap. 1.3.

5.4 Anwendung: Polarkoordinaten im R”

Wir benutzen nun den Transformationssatz 5.30, um mithilfe der Polarkoordina-
ten das Volumen einer n—dimensionalen Kugel zu berechnen. Unter Polarkoordi-
naten auf dem R"™ verstehen wir fiir n > 2 den Diffeomorphismus

®1
@n:(;):U%V
©n

mit den offenen Teilmengen des R"”

U = (0,00) x (0,27) x (0,7)" 2,
V i=R\N , N={zeR"|z,=0, o >0}
und
n—1

o1(r, 01, 0p1) = 1 Hsin@l

n—1

QDQ(T, 91, e ,ng_1> = T COS 01 H sin 0[
=2

n—1

@3(7", 91, e ,ng_1> = T COS 82 H sin 0[
=3

@n(ﬂ 917 oo aen—l) = rcosf,_1

(wobei das Produkt iiber die leere Menge 1 ist).
Fiir n = 2 ergibt sich dhnlich wie in Beispiel 5.32

o1(r,0) =rsin® , po(r,8) =rcosb,
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also D®,(r, ) = (b reosh) | woraus sich |det DPy(r, 0)| = r ergibt.
Es sei nun A := D®, (r,0,...,0,5) € Mat(n — 1,R). Diese Matrix
verwenden wir zur Berechnung von D®,,.

Es ist namlich wegen

(Pn )i = {

sin@n_l (q)n—l)k ,k? € {]., BN IS 1}
r cos 0,_1 Jk=n

rAiycost,_q

Do — sin Gn,l <A

rAn—l,l COS Gn_l
cosf6,_10...0 ‘ —rsinf,_,

sodass aus einer Entwicklung nach der letzten Zeile

cos? 6,

|det D®,| = |det D®, 4| (sinf, )" - |rsinf, ;+r

sin Gn,l
= |det D®,_|r(sinf,_ ;)" >

folgt. Es ergibt sich also durch Induktion die Formel

n—1

H (Sin Ql)l_l .

=1

|det D®,,| = r"!

Man beachte, dass das Komplement N des Bildes von ®,, eine Nullmenge
ist, es also fiir Volumenberechnungen keine Rolle spielt.

Wir benutzen nun die Transformationsformel zur Berechnung des Volumens
einer n—dimensionalen Vollkugel B® C R™. Wegen fol rtdr = List

I T
N'(B,) = mit 1, :=2H/ (sin @) ~2dh
1=2 70

n
n

(und dieser Ausdruck stimmt auch fiir n = 1). Nun besteht unsere erste Aufgabe
in der Berechnung der Integrale

I ::/ (sin®)™do.
0

Die Rekursion beginnt bei Jy, = 7 bzw. J; = 2. Fiir m > 2 ist mit partieller
Integration

/ (sin®)™df = (sinf)™ '(—cos)|5 + (m —1) / (sin )™ 2 cos® 0 do)
0 0

= (m—1) /Oﬂ(sin 0)™%(1 — sin*#) db,
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also - -
m / (sin 6)™ df = (m — 1) / (sin )2 d
0 0

oder
_m—l

Jm - m—2-

n—1
Daraus ergibt sich unter Benutzung der Doppelfakultit n!! := HIL:O2 J(n —21)

2m — 1!l
ng = WT( und J2m+1 =

(2m)!!
(2m+ DI

Damit ist 1, = 2’://22), denn Jy_1Jn = ;75 und Dz +1) =al(z).

I( 2

n _ qn/2
A*(Bn) = )

Gleichzeitig legt die Rechnung nahe, dass das (n — 1)—dimensionale Volumen der
Kugeloberfliche S"~! C R"™ gleich I, ist.

5.5 [P-Raume

5.33 Definition Fiirp € [1,00) ist LP(R™) der Raum der Funktionen f : R" —
C U {00}, die iiber jede kompakte Teilmenge des R™ integrierbar sind, und fiir

die U
= Pd :
Ifli= ([ 1) <o

Analog zum Fall p = 1 setzt man N := {f € LP(R") | || f|l, = 0} und bildet
die Aquivalenzklassen beziiglich dieses Unterraums, setzt also

LP(R™) == LP(R™) /N

Da ||-||,, fiir alle Reprasentanten einer Aquivalenzklasse den gleichen Wert besitzt,
und || - ||, eine Halbnorm ist, wird

Il == W fllp  auf LP(R™)

zur Norm, wie im Fall p = 1.

Dass es sich um einen normierten Vektorraum handelt, muss man nachrechnen.
Da die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir die p-Normen nicht offensichtlich
(und fiir 0 < p < 1 sogar falsch!) ist, heiBt sie hier Minkowski-Ungleichung. Der
folgende Satz fasst wesentliche Eigenschaften der LP—Rdume zusammen:
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5.34 Satz 1 || fi+ fall, < | fill, + I f2lp

(Minkowski-Ungleichung)

2. L*(R") ist ein Banach-Raum (Satz von Riesz—Fischer)

3. fiirp,q,r > 1 mit . + = folgt aus f € L*(R"), g € LY(R")
f-ge L"(R™) und | fall. < ||fllpllglly (Holder-Ungleichung).

(f1, f2 € LP(R™))

Beweis: e Der Satz von Riesz—Fischer wird analog zum Fall p = 1 (Satz 5.5)

bewiesen.

e Einen Beweis der Holder-Ungleichung findet man z.B. in |
e Wir zeigen, wie aus ihr die Minkowski-Ungleichung folgt.

]

Wir konnen dabei annehmen, dass fi, fo > 0 und p € (1, 00) gilt, denn der Fall
p = 1 ist schon bekannt. Falls || f; + f2||, = 0 ist, ist nichts mehr zu beweisen.

Sonst ist nach der Holder-Ungleichung mit r =1, also ¢ = p/(p — 1)

2 2 1/p =
P _ . Pl < Pd : Pd
el =32 [ fhesy <3 ([ran) ([ o+ nra)

also nach Division durch den zweiten Faktor der rechten Seite

LA+l < L fllp+ 1 follpe

Je groBer p ist, umso langsamer darf eine Funktion in £P(R™) bei co gegen Null
gehen, und umso weniger ausgepragt diirfen andererseits lokale Singularitdten

sein.

5.35 Beispiel Es sei g5 : R" — R durch

@) ={ |

und

o) = { I

definiert. Dann gilt

9

Y

)

)

91

1

0.8

]l <1 y
el > 1
Y A

91

el <1 ;
]l > 1 :

gy € LP(R") <— )\>%
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und n
gy €ELLRY) <= A< p

denn

Il = [ (ot @ypde =1, [~
R L

mit I, := 1??://22) wie in Kapitel 5.4 (als Flacheninhalt der (n — 1)-dimensionalen

Sphaére interpretiert), also

o0
Hﬁ%=h/7wwwn
1

und analog

1
ng:u/rwwwr
0

5.6 Der Hilbert—Raum L*(R")

Von den Banach—-Riumen LP(R™), p > 1 ist der Raum L*(R") der wichtig-
ste. Dieser Raum der quadratintegrablen Funktionen besitzt namlich ein inneres
Produkt:

5.36 Definition (f,g) := [, f(x)g(z)dz  (f,g € L*(R™))

5.37 Bemerkung Dies ist die Mathematiker-Konvention. Physiker benutzen

f(2)g(z)d.

R"

Das innere Produkt |asst sich durch die 2-Norm ausdriicken:

(f.9) =1 [(If +allz = ILf = all3) =il f +igllz = If —igl3)]

(Polarisationsidentitit), und existiert damit insbesondere.
Dass diese Identitat gilt, sieht man, wenn man den Zusammenhang

IAll2 = (k) (h € L*(R™))

benutzt, um die rechte Seite umzuformen.

Mit diesem inneren Produkt wird nach dem Satz von Riesz—Fischer der Raum
L*(R™) zum C-Hilbert—Raum, also einem unitiren Vektorraum, der mit der vom
inneren Produkt abgeleiteten Norm ein Banach—Raum ist.
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Wir erinnern uns an dieser Stelle an die Lineare Algebra. Fiir p = ¢ = 2 wird
die Holder—Ungleichung (Satz 5.34.3) zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung

If-gll < Ifllz-llgll (f.g € L*(R™)). (5.13)
Da [ (f,9)| = | Jan fTdz| < [ou |fgldx = [5. |fgldx = ||f - gl ist, folgt
o) | <D fllz-Nlglle (f, 9 € LA(R™)).

Insbesondere ist das innere Produkt stetig. AuBerdem koénnen wir den Minimal-
winkel ¢ € [0, /2] zwischen den von zwei Vektoren f, g positiver Lange aufge-
spannten Unterrdumen durch

(/.90

COSp = ———
1f12llgll2

definieren. Ist ¢ = 7, dann heiBen die Vektoren f und g zueinander senkrecht

oder orthogonal. Oft ist es fiir konkrete Rechnungen niitzlich, eine Orthonormal-

basis zu benutzen:

5.38 Definition e Eine Teilmenge E eines Hilbertraumes heilt Orthonor-
malsystem, wenn fiir e,¢’ € E gilt

n_ |1, e=¢
<e7€>_{0 ’ 6756/.

e Sie heit Orthonormalbasis (ONB), wenn sie in keinem echt gréBeren
Orthonormalsystem enthalten ist.

5.39 Bemerkungen 1. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis (das
folgt aus einer Anwendung des Zornschen Lemmas der Mengentheorie).

2. In endlich-dimensionalen unitdren Vektorraumen sind die Eigenvektoren
normaler Endomorphismen®® zueinander orthogonal, soweit sie zu verschie-
denen Eigenwerten gehoren. AuBerdem stimmen algebraische und geome-
trische Multiplizitdt von Eigenwerten liberein. Man kann damit eine Basis,
und durch Normierung eine ONB von Eigenvektoren bilden.

Ahnliches gilt auch fiir viele selbstadjungierte Operatoren auf dem L?(R™).

5.40 Satz Es sei E eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes H. Dann gilt

15Def.: Ein Endomorphismus ¢ : V' — V heiBt normal, wenn o*¢ = pp* gilt.
Bsp.: Selbstadjungierte, antiselbstadjungierte und unitdre Operatoren sind normal.
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1. Fiir jede endliche Teilmenge E' C E ist

dolwe P <lz®  (zeH)

ecR’

(Bessel-Ungleichung), und es gilt der Satz von Pythagoras:

x—Z(x,e)e

ecE’

2

Izl =D 1z e) [P +

e€E’

2

2. Falls E abzihlbar ist, dann gilt fiir alle x € H

=Y (r.e)e und |lz[3 =" |(z.e)|*

ecE e€R

Beweis:

1. Der Satz von Pythagoras folgt aus der Zerlegung x = 2/ + 2" mit 2/ :=
> e (2, €) e. 2’ und 2" sind orthogonal:

<x’,x">zz (x,€) <e,:c — Z <x,f>f> = Z (x,e) {e,x — (x,€)e)

eck’ fer’ ecE’
= Z (z,€) ((e,x) _m<676>) = Z (z,€) ((e,z) — (e, 7)) = 0.

Es folgt ||z||3 = |2/ + 2"||3 = («/,2') + (', ") + (2", 2) + (2", 2") =
(' 2"y + (z",2") = ||2'||3 + ||="||3, also auch die Bessel-Ungleichung
2113 < |13

2. Fiir endlich—dimensionale unitdre Vektorraume ist die Behauptung aus der
Linearen Algebra bekannt. Es sei also £/ = {e,, | n € N}.

Die Folge n — > _,|{z,ex)|* ist monoton wachsend und wegen der
Bessel-Ungleichung durch ||z||3 beschrinkt, besitzt also einen endlichen
Limes. Setzen wir x, := > _, (x,ex) ek, dann ist fiir n > m wegen der
Orthonormalitat der Basisvektoren

2 n

= 3 (e .

2 k=m-+1

n

Z (x,ex) e

k=m-+1

|Zn — mm“% =

Die () nen sind also eine Cauchy—Folge. Diese konvergiert im Hilbertraum
gegen ein 2’ € H. Der Differenzvektor y := = — 2’ steht senkrecht auf allen
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Basisvektoren ¢, € E:

(y,ex) = (x,ex) — < lim a:n,ek> = (z,er) — lim (z,,ex)

n—oo n—o0
n

= (z,er) — Jggloz (z,e0) (ee, er)

= (x,ex) — (x, ek):(ek,ek> =0.

Wiare ||y||2 > 0, dann wiirde auch der normierte Vektor y/||y||2 senkrecht
auf allen e, stehen, E ware also keine Basis. O

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass jeder n—dimensionale unitare Vektor-
raum H isomorph zum unitdren Vektorraum (C”, (-, -)) mit kanonischem inneren

Produkt (z,y) = Y_r_, 27k ist. Ahnliches gilt fiir abzihlbare Orthonormalba-
sen.

5.41 Satz Es sei H ein C—Hilbertraum mit abzahlbar unendlicher Orthonormal-
basis E = {e, | n € N}. Dann ist

H:H— 2, ()= {(z, ex)

eine unitdre Abbildung auf den Hilbertschen Folgenraum

62:{f:N—>C|Z|f(n)|2<oo}

neN

mit Skalarprodukt (f,q) => .~ f(n)g(n).
Beweis: Es ist nach Satz 5.40

ITI(@)[5 = [z en) | = |5,
k=1
IT also eine Isometrie. Umgekehrt gilt
() =) f(Rex  (fel),
k=1

denn fiir z,, := >}, f(k)ex und n > m ist

lzn — 2wz = || D fR)er
— <Z f(k)ex, Z f(€)€z>: Z (f(k)ex, f(k)ex)

= > [fBP <3

k=m-+1
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die x,, bilden also eine gegen x := >/~ f(k)er € H konvergierende Cauchy—
Folge. O

5.42 Satz Essei £ :={e, | n,k € Z} mit

eni(r) :=27"2e(27 " — k) (x € R),

und
1, z€]0,1/2)
e(x):=¢< -1 , z€(1/2,1) . (5.14)
0 , sonst

Dann ist E eine Orthonormalbasis von L*(R), genannt die Haar—Basis.

Beweis: o F ist ein Orthonormalsystem:

Es ist [le]|3 = [gle(z)?dr = folldx =1, und ey, kl5 = 27" [ le(27"x —
k)|?dz = [ |e(y)|*dy = 1. Fiir k # k' sind die Trager von e, , und e, ;s (bis auf
Randpunkte) disjunkt, die beiden Vektoren also senkrecht:

supp(e, ;) = [2"k, 2" (k + 1)].

Fiir ¢ > n ist ey (bis auf Randpunkte) auf supp(e, i) konstant, also ebenfalls
<€g7k/, €n7k> =0.

e E ist eine Orthonormalbasis:

Es geniigt zu zeigen, dass jede L?-Funktion f durch Linearkombination der e,
beliebig genau approximiert werden kann. Dabei kann man sich auf Treppenfunk-
tionen f € T, beschranken. Siehe Blatter [B12], Kapitel 1.6. O

Insbesondere ist also L?(R) (und analog L*(R")) isomorph zum Hilbertschen
Folgenraum ¢%. Wavelets wie das in (5.14) definierte sog. Haar—Wavelet werden
in der Signalverarbeitung eingesetzt, siehe [B12].
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6 Die Fourier—Transformation

Im folgenden Kapitel schneiden wir einige Aspekte der Fourier—Transformation
an. Vertiefungen finden sich z.B. in Reed und Simon, Band 2 [RS2].

6.1 Fourier-Transformation integrabler Funktionen

Wir haben die Definition der Fourier—Transformation einer Funktion f € £L!(R")
schon kennen gelernt:

f (k) = (2m)~"? 5 flxye * v de  (keR").

f : R™ — C ist, wie wir aus Satz 5.25 wissen, eine stetige Funktion, und
offensichtlich gilt

f () < @o)2lIflh (keR™),
die Fourier—Transformierte ist also beschrankt.

6.1 Beispiel Die GauBsche Glockenkurve f(x) = e~ ist fiir a > 0 in L'(R).
Mit der Substitution y := \/ax ergibt sich:

1 2 1 _.2_iyk
k - / efax —izk dr = /6 ¥y ="a d
J (k) V2 Jr vV2ma Jr Y
62 52

— e - _(?J+2i§5>2 dy = ¢

e .
V2ma Jr vV2a

Der letzte Schritt, namlich die Substitution mit z = y + ¢

/e_(y+c)2dy:/e_22dz,
R R

ist fiir reelle ¢ vertraut, aber wegen der komplexen Differenzierbarkeit = Holo-
morphie von z — e~* auch fiir unser imaginares c legitim. Auch ohne Kennt-
nis der Funktionentheorie kann man diese Identitat durch Differentiation des
c—abhangigen Integrals nach ¢ mittels Vertauschung von uneigentlichem Integral
und Differentiation nach dem Parameter beweisen.

Wir erhalten damit wieder eine GauBsche Glockenkurve, und speziell fiir a =
1/2 ist f = f. Wenn a groB ist, also die Glockenkurve f ein schmales Profil hat,
besitzt f ein weites Profil und umgekehrt.
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Warum ist die Fourier—Transformation wichtig? Unter anderem, weil sie die
Losung von partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ermog-
licht. Unter der Fourier—Transformation werden namlich solche Differentialope-
ratoren zu Polynomen:

6.2 Satz Essei f € LY(R"), k € Ny, und fiir alle Multiindizes o = (auy, . . ., ) €
No mit |a| < k auch x — x®f(x) € LY(R™). Dann ist

feC ®™) und 0°f = (—i)llzef(z). (6.1)

6.3 Bemerkung Die Notation in (6.1) ist folgendermaBen zu verstehen:

xof(x) =g fur g(x) := 2 f(x) (x € R™).

In der Physik ist es iiblich, eine Funktion f in der Form f(z) zu notieren,
wahrend man in der Mathematik darunter normalerweise den Funktionswert von
f an der Stelle x versteht. An dieser Stelle ist die Physiker-Notation einfacher.

Beweis: o Fiir || = 1ist fir f € LYR") mit z — z;f(z) € L}(R") zu zeigen,
dass
1

aikjf(k‘) = (E) s (z)e ™ . (—iz;) d (k € RY), (6.2)

denn nach Satz 5.25 ist die rechte Seite von (6.2) stetig in k.
Der Integrand h(k,x) := —ix; f(z)e*% in (6.2) ist gleich

h(k,z) = aikjf(:v)eik'x.

Andererseits ist diese Ableitung punktweiser Limes der Differenzenquotienten
(efixj/l o 1)
1/1
Wegen [|e~#i/t — 1| < |x;] ist fiir alle kK € R™ die Funktion = + |h;(k,z)| durch

x — |h(k,z)| = |z;f(z)| majorisiert. Nach Annahme ist letztere Funktion in
L'(R™). Nach dem Satz 5.18 iiber die majorisierte Konvergenz gilt daher

h(k,z) = f(z)e ™** (l eN).

(2m) /2 / ) h(k,z)dx = (27)"™? lim / nhl(k,a:) dx

l—o0
Skt —fk) 0
fimy i o, )
e Die Aussage fiir || = k erhalt man durch Induktion. O

Auch umgekehrt gilt Analoges:
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6.4 Satz Sei f € C*(R") und 0*f € LY(R™) fiir alle Multiindices o € N2 mit
\a| < k. Dann gilt fiir diese o

57 = ik ]

Beweis: Wir kdnnen uns auf eine einzelne Ableitung und n = 1 zuriickziehen.
Nun zeigt eine partielle Integration

1 o ,
"k _ _/ "1 G_Zlmdl'
iy = = [ r@
1 w , /oo i )
= — x)e | +ik x)e " dx
o= (s s [
= ikf (k).
Im  letzten  Schritt  wurde
lim,_,+00 f(z) = 0 verwendet. Fiir [
f e C°R) N LYR) muss dieser /\
Limes nicht existieren (siehe Abb.),
hier aber wegen lim, ,1. f(z) = |

F(0)+1lim, 1o f) f/(y) dy schon.

)=

1/

9

—_
—_
~
o~

O

Nicht nur Polynommultiplikation und Differenziation werden durch die Fourier—
Transformation verkniipft, sondern auch punktweise Multiplikation und Faltung.

6.5 Definition Fiir f,g € L'(R") sei f x g € L'(R"™) durch

(fxg)(@) = | flz—y)gly)dy
]Rn
definiert. f % g heiBt die Faltung von f und g.

Im allgemeinen ist dieser Ausdruck nicht fiir alle z € R"™ definiert.

6.6 Beispiel Die reelle Funktion'®

. _ [l el <1
fR=>R , f(x)—{ 0 Qo > 1
ist in L1(R), aber ihre Faltung f * f mit sich selbst divergiert bei 0:
1

(f % £)(0) = / F(—)f(y) dy = / Lay- o

-1 ?J|

16 An der (schlampigen, aber kurzen) Definition von f sieht man einen praktischen Nutzen
der Lebesgue-Integration: Die Funktion f € L'(R) ist bei 0 undefiniert. Die Wahl von f(0)
spielt aber fiir die Aquivalenzklasse [f] € L*(R) keine Rolle.
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Da aber f * g € L'(R"™), ist die Faltung insbesondere fast iiberall definiert:
6.7 Satz Fiir f,g € L*(R") ist auch f x g € L'(R"), und
1 # gl < ILf Il - gl

Beweis: Dazu betrachten wir mit Fubini

flx —y)g(y) dy| dx

_ dr —
£l = [ 1f*a@ldo= |

Rn

< [ [ 11 vewldyis
n Rn

-/ [ 1@l dydz = 1l
Der Diffeomorphismus

p R SR, o(T,y) = (v —y,y)

besitzt die Funktionaldeterminante det Dy = 1, woraus nach dem Transforma-
tionssatz die vorletzte Gleichung folgt. O

6.8 Beispiel Fiir r > 0 und g, := =1, gilt g, € L'(R) und [, g, dz = 1.

Die Faltung einer (nicht stetigen) charakteristischen Funktion f eines Inter-
valls mit g, ergibt eine stiickweise affine stetige Funktion, siehe Abbildung 6.1
links. Die Faltung einer Dreiecksfunktion f mit g, ergibt sogar eine stetig diffe-
renzierbare Funktion, siehe Abbildung 6.1 rechts.

6.9 Bemerkung Es gilt f x g = g * f, denn fiir 2 := z — y folgt

frg(x)= Rnf(rc‘—y)g(’y)dy= f(2)g(x — z)dz = g = f(z).

R'Il

Damit wird * zu einer ungewohnten Form der Multiplikation auf L'(R"); die
Fourier—Transformation verkniipft sie mit der gewdhnlichen (punktweisen) Mul-
tiplikation:

6.10 Satz Fir f,q € L'(R") gilt f + g = (2m)"/f - §.
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Abbildung 6.1: Faltung der Funktionen f mit g,

Beweis: Mit der Transformationsregel und dem Satz 5.24 von Fubini ergibt sich

(27r)n/2m(k) = . f *g(x)efik-z du

= /R ) ( @ =y)g(y) dy) e d

R
_ / F(x — g)e ™ EDg(y)e e dy
(2r)

R
"f(k)g(k),
denn tatsichlich ist der Integrand f(2)e~**g(y)e=*¥ in L}(R?"). O

Das Beispiel 6.8 suggeriert, dass die Faltung einer beliebigen £!-Funktion mit
einer glatten Funktion ¢ € £!(R") glatt ist.
Oft betrachtet man dabei eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

e >0
e [oli=1
e § € C*(R"™), und die partiellen Ableitungen %4, |a| < k seien beschrinkt.

Damit ist sichergestellt, dass || f*d]|1 < || f||1 (denn nach Satz 6.7 ist || fxg||; <
I f1l1llgll1), und fiir f > 0 die £'~Norm von f erhalten bleibt, denn in diesem
Fall wird die Ungleichung im Beweis des Satzes zur Gleichung. Weiter gilt
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6.11 Satz Fiir f € L'(R") und Multiindex o € N, |a| < k ist
f+x8€CPR™) und 0%(f*6) = fx(9%).

Beweis: Formal ergibt sich die Richtigkeit von Formel und Satz aus der Kommu-
tativitat der Faltung: f*d(z) = [5. f(y)0(x—y) dy. Dass wir die Differenziation
unter das Integral ziehen diirfen, folgt (wie im Beweis von Satz 6.2) aus dem
Satz iiber die majorisierte Konvergenz, denn falls [0%0| < M, (|a| < k), folgt
10%f(y)o(z —y)| < M|f(y)|, M|f]| ist also eine Majorante des Integranden. O

Manchmal wollen wir eine £!'=Funktion f durch glatte Funktionen approximie-
ren, und zwar im £'=Sinn. Hier helfen sogenannte 6—Scharen bzw. Dirac—Folgen.

6.12 Definition Eine Folge von Funktionen 6;, € L'(R™) mit &, > 0, [|0x]1 = 1
und

lim dpdr =1 (r>0)

k—o0 B,
(mit den Vollkugeln B, := {x € R"™ | ||z|| < r}) heiBt Dirac-Folge.
6.13 Satz Fiir eine Dirac-Folge (0} )ren und f € LY(R™) gilt
L—lim f*0, = f.
k—o0

Beweis: Wir approximieren f durch Treppenfunktionen und zeigen fiir letztere
die Aussage. Dafiir geniigt es wegen der Linearitat der Faltung mit dy, die cha-
rakteristische Funktion 1 eines Quaders () C R™ zu betrachten. Fiir € > 0 sei
r so gewahlt, dass das LebesguemaB der symmetrischen Differenz durch

N(QAQ+y) <e/2  (yeB,)

beschrankt ist. Dann ist nach Fubini

g~ tgdls < [ ([ 610 1ole) - tofe = )] dy) do

_ /R BN (QAQ +y)) dy

n

_ /5k<y>A"(QA<Q+y>>dy+ / 5N (QA(Q + 1)) dy

. R"\ B,

< 5[ awarv@ [ awia<se@ [ a

2 ” RH\B»,»

Fiir k — oo ist d; bei 0 lokalisiert, also auch der zweite Summand < /2. O
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6.14 Beispiel Hat man eine Funktion 6 > 0 mit ||6]|; > 0, dann kann man
zunichst durch Division durch die Norm erreichen, dass ||d]|; = 1; danach setzt

man z.B.
Or(x) == Kk"0(kx) (k € N).

Dadurch erreicht man bei Verwendung der Substitution y := kx
ol = [ k)i da = [ a)dy = 6] =1

und fUrékdx:ka ddx — 0 fiir k — oo.

Ist zusitzlich 6 € C*(R™), dann auch die 2
0. Dies gilt z.B. fiir
1.
6(z) = (21) "% exp(—a?/2), |65

(Sk(x):(\/iz_ﬂ)nexp(—k%zﬂ). T I N

In diesem Fall sind nach Satz 6.11 die | 4
f approximierenden Funktionen f x §; € L2
C>(R™), und 1 f
). 8 +510
L'“lim f 0, = f, )- 6
k—o00 ). 4
L, f x65
obwohl f vielleicht nicht einmal stetig ist,

sieche nebenstehende Abbildung.

Mithilfe von d—Scharen konnen wir klaren, was bei zweimaliger Anwendung der
Fourier—Transformation geschieht:

6.15 Satz (Umkehrsatz) e Ist neben f € LY(R") auch f € LY(R™), dann
gilt fast liberall

flx)=@m)™2 [ f(k)e*edk, (6.3)
R
dh. f(z) = f(—z).
e Gleichung (6.3) gilt in jedem Punkt x € R", in dem f stetig ist.

Beweis: e Wir zeigen zunachst, dass die mit den Elementen ¢, einer Dirac-Folge
gefalteten f die Gleichung erfiillen. Dazu verwenden wir die GauBsche Dirac-
Folge aus Beispiel 6.14. Diese hat nimlich die (aus der Rechnung in Beispiel 6.1
folgende) Eigenschaft
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51 = ln51/l

oder §; = I"d1/, oder 6(r) = 6i(—1) = Gy fpu €/ e dk. Also ist

fra(x) = - f)a(x —y)dy

_ (27r)—n/ f(y) (/ eik(x—y)e—k2/(2l2)dk,) dy
_ (271')”/ < f(zg)efik-y dy) eikxefk2/(2l2)dk
n R”

= @2n)? | f(k)etme RO gk, (6.4)
R

wobei die Vertauschung der Integrationsreihenfolge (dritte Identitat) durch Fubini
gerechtfertigt ist.
e Nach Satz 6.13 gilt £ —lim;_,o f * 6, = f.
e Die Konvergenz fast iiberall fiir eine geeignete Teilfolge (Ix)ren folgt dann nach
Riesz—Fischer (Satz 5.5).
e Andererseits wird der Integrand in (6.4) durch |f | majorisiert. Nach dem Satz
iber die majorisierte Konvergenz (Satz 5.18) gilt daher

lim(2m) ™2 [ f(k)e*Te @k = f(—z)  (z € RY).

l—o00 R™

Damit ist die erste Aussage bewiesen.
e Wir wissen schon, dass die Fourier—Transformierte f von f € L1(R") stetig

ist (Satz 5.25). Daher folgt f(z) = f(—z) dort, wo f stetig ist, also die zweite
Aussage. O

Der Umkehrsatz zeigt nun, dass die ebene Welle z — e'k* desto stirker zu f
beitragt, je groBer f(/{:) betragsmaBig ist. Daher wird f auch das kontinuierliche
Spektrum von f genannt.

Bevor wir uns nun einer Anwendung der Fourier—Transformation in der Diffe-
rentialgleichungstheorie zuwenden, ist eine Bemerkung liber den Zusammenhang
von Glattheit von f und Abfall von f nétig.

Und zwar fallt f (k) fiir groBe || desto stirker ab, je glatter f ist.

Wir wissen namlich, dass die Fourier—Transformierte ¢ einer Funktion g €
L'(R™) beschrankt ist. Existiert nun g := 9°f und ist sogar eine L'-Funktion,
dann folgt nach Satz 6.4, dass

ks k*f (k) als Fourier-Transformierte von il®g
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beschrankt ist. Daher fallt die Fourier—Transformierte einer Funktion f, deren
partielle Ableitungen 9“f L!'-Funktionen sind, schnell genug ab, um integrabel
zu sein.

6.16 Beispiel Wir betrachten nun die inhomogene lineare DGL
" —x=f mit feL'R),feL'(R). (6.5)

Eine partikulare Losung t — ¢(t) der DGL, die mit ihren ersten beiden Ablei-
tungen in L'(R) liegt, l3sst sich nach Satz 6.4 mit diesen Ableitungen fourier—
transformieren, und wir erhalten

—f (k)
241 ’
Nun ist (k% +1)~' = g(k) mit g(t) := \/Fe7 ", sodass ©(t) = o(—t) =
—f - §(=t) = Z=f * g(—t) oder

—(K*+ 1)¢(k) = f (k)  also ¢(k) =

ot) = —% fy e f(5) ds.

Die allgemeine Lésung von (6.5) besitzt daher die Form

t — cycosht + cosinht 4 p(1).

6.2 Fourier—Transformation auf L?(R")

Bisher haben wir £'~Funktionen fourier—transformiert. Jetzt wollen wir dasselbe
fiir £2-Funktionen tun. Das ist aber nicht unmittelbar moglich; das Integral
braucht nicht zu existieren. Daher gehen wir zundchst einmal auf eine Klasse
"gutartiger” Funktionen zuriick:

6.17 Definition Der Schwartz—Raum S(R") ist der Funktionenraum
S(R") := {f € C®(R") | Va, 3 € Ny : t v t*0° f(t) ist beschrénkt}.

Die Schwartzfunktionen fallen also nicht nur schneller als jede Potenz ab, das
gleiche gilt auch fiir ihre partiellen Ableitungen. S(IR") ist ein C—Vektorraum.

6.18 Beispiel Die Funktionen f € C°°(R™) mit kompaktem Trager sind ebenso
wie die
[iR* =R, f(z) = p(z)exp(—|lz]*)

mit einem Polynom p Schwartz—Funktionen.

93



Aus der Definition des Schwartz—Raums folgt, dass S(R") C L*(R"™) N L*(R").
Wir konnen also Schwartzfunktionen fourier—transformieren. Andererseits liegt
S(R™) in L*(R™) dicht; man kann ja f € L*(R™) durch f - xp approximieren,

<
mit der Abschneidefunktion xg(z) := { (1) ’ H?oln_stR ,und f-xr € L*(R™")N

L?(R") durch Faltung mit einer geeigneten d—Schar durch glatte Funktionen mit
kompaktem Trager approximieren.

6.19 Satz 1. Fiir f € S(R") ist auch f € S(R").

2. Die Restriktion Fs : S(R") — S(R™) der Fourier—Transformation auf den
Schwartzraum ist ein Isomorphismus.

3. <f,g> =(f,9) (f,g € S(RY)) (Plancherel-Formel)

Beweis:

1. Nach Satz 6.2 und Satz 6.4 gilt k07 f = (—i)l*Aga\Ff. Also ist fiir
alle Multiindices «, 3 € N? die Funktion k — k®9° f (k) beschrinkt.

2. Wir kennen schon die inverse Fourier—Transformation und wissen, dass sie
bis auf Inversion des Arguments gleich der Fourier—Transformation ist.

3. Das Skalarprodukt der Fourier—Transformierten ist

<f7§> = (27T)_”/2/nf(k:)(/anx> dk
= e [ ([ Feeti) g e = (1.0

nach Fubini (Satz 5.24). O

Da nicht alle Funktionen f € L*(R") integrierbar sind, konvergiert zwar im
Allgemeinen

A

f(k):= lim (2m)~"/? /n xr(®) - f(x)e * " dx

R—o0

nicht fur alle £k € R™, aber fir A\"—fast alle:

6.20 Satz Die Fourier- Transformation Fs : S(R™) — S(R™) l&Bt sich eindeutig
stetig zur Fourier—Transformation F auf £?(R") D S(R") fortsetzen, und

F: L*(R") — L*(R")
ist eine unitare lineare Abbildung.
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Beweis: e Da nach S(R") C £?(R") ein dichter Untervektorraum ist, gibt es
fiir jedes f € L%(R") eine gegen f L>-konvergente Cauchy-Folge (f,)men von
Schwartz-Funktionen.

e Da nach der Plancherel-Formel Fs : S(R") — S(R") beziiglich der Norm || - [|2
eine Isometrie auf S(R™) ist, ist auch (}"g(fm))meN eine £2-Cauchy-Folge.

e L*(R™) ist aber ein Banach-Raum, der Limes

F(f) = Lim Fs(f.)
existiert also, und er ist unabhangig von der Wahl der gegen f konvergenten
Cauchy—Folge.
e Die Linearitdt von F und die Isometrie-Eigenschaft iibertragt sich von Fs.
Damit ist nach Satz 3.28 die Abbildung F stetig
e Die Surjektivitat von F folgt aus der Eigenschaft Fs(S(R")) = S(R™) (Satz
6.19.2), denn damit kdnnen wir jedes g € L?*(R") durch eine Cauchy—Folge
(gm)men vON gm = Fs(fm) mit f,, € S(R™) approximieren, und aus f,,(z) =
Fs(gm)(—x) (Umkehrsatz 6.15) schlieBen wir, dass auch die f,, eine Cauchy-
Folge bilden, also

9= Jim o= Jim F(fu) =7 (Jim, f)
wegen der Stetigkeit von F. O
6.21 Bemerkung Dass also die Fourier-Transformation eine stetige Abbildung
F: L*(R") — L*(R")

ist, impliziert nicht die Stetigkeit der Fourier-Transformierten von L?-Funktionen.
Im Gegensatz zur Fourier-Transformierten von L'-Funktionen (Satz 5.25) ist im
Gegenteil die Fourier-Transformierte einer L?~Funktion im Allgemeinen unstetig.
Denn jede L*~Funktion (wie z.B. 1y 17) ist ja selbst Fourier-Transformierte einer
L2-Funktion.

6.3 Fourier—Transformation fiir abelsche Gruppen

AbschlieBend wollen wir uns die Fourier—Transformation etwas allgemeiner an-
schauen.

e Vielleicht wissen Sie, dass auch periodische Funktionen fourier—transformiert
werden konnen, das Ergebnis dann aber eine Reihe ist (und nicht z.B. wie-
der eine periodische Funktion).
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e Auch auf dem Vektorraum C" lasst sich eine Fourier—Transformation
einfiihren. Wir setzen dazu ¢ := exp(—27i/n) und die Fourier—Matrix

1 1 1 1
11 s 9 s
e
UecMat(n,C) , U=— |1 < ¢
vn | :
1 en—1 2(n—-1) c(n*l)2

Die ¢* sind n-te Einheitswurzeln, und man kann zeigen, dass U unitir ist.
Was ist das verbindende Band zwischen diesen drei Fillen?

1. Zunéichst sehen wir, dass jeweils Funktionen transformiert werden, deren
Definitionsbereich eine abelsche Gruppe ist:

- Fiir 7 : L*(R") — L*(R") die Gruppe R™.
- Fiir die Fourier—Transformation der periodischen Funktionen f : R —
C mit Periode a > 0 (d.h. f(x+a) = f(z)) lasst sich f als Funktion

auf R (mod (a)) auffassen. Letzteres ist eine abelsche Gruppe (die
via der Bijektion

0:R/aZ — S* | o(z) = exp(2miz/a)

isomorph zur multiplikativen Gruppe S' := {c € C | |c| = 1} ist).

- Fiir die Fourier-Transformation C* — C" wird der Vektorraum C"
als der Raum der Funktionen f : Z/nZ — C aufgefasst, wobei Z/nZ
die Restklassengruppe ist.

2. Ein Gruppencharakter einer abelschen Gruppe G ist eine Abbildung
x:G — St
mit der Eigenschaft

X(91 + g2) = x(91) - x(g2)-

Er ist also ein Gruppenhomomorphismus, denn S* mit Multiplikation ist
selbst eine Gruppe.

- Fir k € R" ist x : R® — S mit xx(z) := exp(—2mik - z) ein
Gruppencharakter.

- Entsprechendes gilt fiir k € Z, G := R/Z und

—2mikx

kG — St () i=e
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- Fiir Z/nZ sind x}, von der Form
Xk () := exp(—2mikx/n) (x € Z/nZ)
mit k € Z/nZ Gruppencharaktere.
In all diesen Fallen ist jeder stetige Gruppencharakter so darstellbar.

3. Die stetigen Gruppencharaktere bilden selbst eine (multiplikativ geschrie-
bene) abelsche Gruppe G*, die zu G duale Gruppe.

- Fir G = R" ist auch G* = R". Die Abbildung x; + k ist ein
Isomorphismus der abelschen Gruppen, denn xy - X; = Xkt

- Fir G =R/Z ist G* = Z (mit Isomorphismus yj — k).

- Fir G =7Z/nZ ist G* 2 Z/nZ.

4. Die Gruppen wirken durch Verschiebung auf sich selbst, und es gibt bis
auf Normierung nur ein unter dieser Verschiebung invariantes MaB, das
Haar-MaB.

- Fiir G = R" das Lebesgue—-MaB \".
- Fiir G = R/Z das durch das Lebesgue-MaB Al 1) induzierte MaB.
- Fir G = Z/nZ das z3hlende MaB.

Die Fourier—Transformation bildet nun integrable Funktionen
f:G— C auf Funktionen f :G*—C

ab. Nennt man das Haarsche MaB 1, dann kann man die Fourier—Transformation
in der Form

f (k) = /G f@)xe() du(z) (ke GY)

schreiben. Statt auf L'(G,p) kann man (analog zum Fall G =
die Fourier—Transformation als unitire Abbildung F : L*(G,pu) —
redefinieren.

Die Rechenregeln iibertragen sich daher (mit leichten Modifikationen) vom
R™ auf beliebige (lokal kompakte!”) abelsche Gruppen G.

G* = R
LX(G*, pr)

"Def.: Ein topologischer Raum heiBt lokal kompakt, wenn jeder Punkt des Raumes eine
kompakte Umgebung besitzt.
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6.22 Beispiel Die reelle Funktion

F = pn(oy/mzni1/0)
JEZ
ist 2m—periodisch, kann also als Funktion auf der abelschen Gruppe G := R /27Z
aufgefasst werden. Da sie beschriankt und stiickweise stetig ist, ist f € L*(G),
und ihre Fourierkoeffizienten, d.h. die Werte der Fourier—Transformierten auf der
dualen Gruppe G = 7, sind (bei Wahl der Normierung, fiir die f(0) der Mittelwert
von f ist)

¢ 1 " —ikx 1 "/ —ikx
f(k) = %/_Wf(x)e da::% _W/Qe dx
1/2 , k=0
- {i_’é;if kA0

Sie sind also gleich Null, falls & € Z\{0} gerade ist.
Wegen der Symmetrie f(—k) = f(k) gilt fiir alle Stetigkeitsstellen = von f

o0

f(x) =3+ apcos((2k + 1)z) (6.6)
k=1
mit den Koeffizienten
2(—1)’“
ap = ——————.
m(2k + 1)

Dies folgt aus einem Satz, der analog zum Umkehrsatz (Satz 6.15) bewiesen
wird.

Diese Zusammensetzung von f aus trigonometrischen Funktionen wird auch
Fouriersynthese genannt. Die Partialsummen

l
+ Z a cos((2k + 1)x) (x € R)
k=0

filz) =

N =

sind fiir [ = 0,2 und 4 zusammen mit f abgebildet.

f f f

AN AobcAt s

.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2

X AN AN A A
R we 6 5 Y VA X BN 2804 e X

Bei den Sprungstellen von f ist die Reihe (6.6) nicht konvergent, liberschieBt
aber asymptotisch die Pulshéhe um ca. 9 % (sog. Gibbs—Phanomen).
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7 Differentialformen und Mannigfaltigkeiten

In zahlreichen Anwendungen der Analysis wird iiber Untermannigfaltigkeiten des
R™ integriert. Um diese Integration durchzufiihren, entwickeln wir den Kalkiil der
Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Dieser Kalkiil lasst auch den geometrischen Gehalt physikalischer Theorien
wie Elektrodynamik oder Allgemeine Relativitatstheorie klar hervortreten (bei-
spielsweise lassen sich die sog. Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik
mit Differentialformen als dF' = 0, d*F = j schreiben, siehe Beispiel 7.18).

Eine gute Einfiihrung gibt das Buch [AF] von Agricola und Friedrich.

7.1 Multilinearformen

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie der duBeren Formen, denn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

7.1 Definition Es sei E' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
v: Ex...x E — R heiBt multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
d.h. fiir alle \ € R und z;,2}/"" € B

gO(JZl, c 7Ij71;)\xj;xj+1; .. ,Ik> = )\QO(Ih ce ,l’k)
und
gO(Il, N ,Ij_l,ﬂfjl —|—$JI-I7I]'+1, e ,J,’k)
= gp(xl,...,mjl-,...?a;k) +gp(:1:1,...,x§1,...,a:k).

Genauer spricht man bei k Argumenten von einer k—linearen Abbildung.

Einige multilineare Abbildungen sind schon aus der Linearen Algebra vertraut:
7.2 Beispiel 1. k=1. Dannist ¢ : E — R eine Linearform, und fiir ¢ # 0
ist p~1(0) C E ein Unterraum der Dimension n — 1.

Auf E = R"™ mit Standardbasis eq,...,e, € E bezeichne ay,...,qa, €
E* die Dualbasis (d.h. diejenige Basis des Dualraumes E* von E, fiir die
ai(e;) = 0;; gilt). Dannist o = >"" | ¢;o; mit Koeffizienten ¢; := ¢(e;).
2. k=2, E = R" mit kanonischem innerem Produkt (-, -). Fir A € Mat(n, R)
ist
p:EXE—-R |, ozy) = (x,Ay)
eine Bilinearform. Sie heiBt (anti—) symmetrisch, wenn

o(r,y) = *o(y,z)  (r,y €E).
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3. k=n, E =R". Die n-lineare Abbildung
o(x1, ..., xy) = det(xy,...,z,) (x; € E)

heiBt Determinantenform. Sie gibt das orientierte Volumen desvon x4, ..., z,
aufgespannten Parallelotops an.

Offensichtlich kdnnen wir zwei k—lineare Abbildungen 1, w2 addieren, indem wir
(o1 + w2) (1, k) == pr(1, . k) + (T, ... @)

setzen und eine k—lineare Abbildung ¢ mit A € R multiplizieren:

Ap)(z1, ..., x) = Ao(T1, ..o, TE))-

Damit wird die Menge L*(E,R) der k—linearen Abbildungen von E in R zu einem
R-Vektorraum.

7.3 Definition Es sei E ein n—dimensionaler R—Vektorraum.
e Dann heiBt ¢ € L*(E,R) duBere k—Form, wenn sie antisymmetrisch ist,
d.h. firallel <i: <l <kundxy,... x,€R"gilt

(X1, Ty Xy X)) = — (X1, oo Ty e Ty e, X))
e Der Unterraum der duBeren k—Formen wird mit A*(E) C L*(E,R) bezeichnet.
7.4 Beispiel Betrachten wir die Beispiele 7.2:
1. AYE)=LYE,R) = E*.

2. (x,y) — (x, Ay) definiert eine duBere 2—Form auf R™ genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzige duBere n—
Form auf dem R™.

7.5 Definition Das duBere Produkt von wi,...,w, € AY(E) ist die durch

w1 (zg) ... wio(zx)

wi(z1) ... wi(z1)
wi A Awg(m, .. ) i= det : : (z; € E)

definierte k—lineare Abbildung.
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Offensichtlich ist w; A ... A wy, eine k—Form, also in A*(E).
Insbesondere ist damit fiir die Dualbasis o, ..., «, von E*

(079 VANPIIAN Qg € Ak<E)

Wegen der Eigenschaften der Determinante stimmt diese duBere Form bis auf
Vorzeichen mit derjenigen iiberein, bei der iy,..., 7 aufsteigend geordnet sind
und ist genau dann # 0, wenn alle Indizes voneinander verschieden sind.

Wir kénnen nun jede k—Form w € A¥(E) eindeutig als Linearkombination

W = E Wi .1, Oy VANRIAN Q.

1<i1<...<ip<n

mit Koeffizienten
Wiy = w(eiy,y..,6,) ER

darstellen. Da die Indexmengen {iy, ... i} die k—elementigen Teilmengen von
{1,...,n} durchlaufen, gilt fir dim(E) =n

dim (A*(E)) = <Z)
Das duBere Produkt der k—Form w mit einer [-Form

P = Z 7vZJjLuij‘jl ARRRwAYe7H

1< <..<Ji<n

wird nun als w A ¢ € AM(E),

w A 1/1 = Z Z Wil...ik¢j1...jlai1 VANPIRIAN Qg VAN (7N VANPIRIAN ay,

1<i1 <. <ip<n 1<j1 <...<ji<n

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen ein Indexpaar 7, = j, vorkommt,
sind gleich Null, denn oy A oy = —ay A oy = 0.

o Offensichtlich ist das duBere Produkt assoziativ, d.h. fiir beliebige duBere
Formen auf FE gilt

(WAD)Ap=wA (WP Ap).
e Weiter gilt fiir eine k—Form w und eine [-Form 1)
wAYp = (-1 Aw,

denn wir missen k - [-mal 1-Formen kommutieren, um von der einen zur
anderen Form zu gelangen.
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7.6 Beispiel Symplektische Form auf dem R?"
W= Zozi A Qipn € A2(R™).
i=1

Fiir n = 2 ergibt sich
w =01 Nag+ as N\ oy,

also

WAwW = (a1/\a3+a2/\a4)/\(a1/\ag+a2/\a4)

= 91/\(]13/\()11/\OZ§+O[2/\O[4/\O[1/\O[3

0
+a1/\a3/\a2/\a4+a2/\a4/\a2/\a%
0
= (=1 Aag AasAag+ (1) ag Aag Aas A ay

= —2(1/1 /\OéQ/\O[g /\0[4.

Die symplektische Form w hat eine Schliisselrolle in der klassischen Mechanik.
Dort bezeichnet man die Koordinaten x4, ..., x, als Impulskoordinaten, die Ko-
ordinaten x,1, ..., o, als Ortskoordinaten.

7.7 Beispiel Wir betrachten jetzt speziell den (physikalisch wichtigen) R?, und
ordnen Vektoren v = <§§> = V61 + v9es + vses € R3 verschiedene FuBere

Formen zu:

e Allgemein vermittelt das kanonische innere Produkt im R™ einen Isomor-
phismus
v ot v (w) = (v, w) (weR")

des R™ und seines Dualraumes. Die 1-Form v* besitzt dabei die Gestalt

vt = Zviai € A'(R™).

i=1
e v € R" wird auch eine (n — 1)—-Form w, € A" (R"),
wy(wa, ..., wy,) := det(v,wq, ..., w,) (wa, ..., w, € R")
zugeordnet. Speziell im R? finden wir die 2-Form

Wy = V12 N\ (i3 + Vorg A g + vz N\ Qs
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e Das duBere Produkt zweier solcher 1-Formen ergibt auf dem R? die 2-Form

v AWt = (UlOél + votxg + Ugag) VAN (wloq + wotxg + wgag)
= (v1w2 — vgwl)al A (6] + (Ugw3 — ’U3UJ2)O[2 A\ Q3
+(’03w1 — Ul’wg)&g N oy

Wyxw-

Wir haben auf diese Weise das Kreuzprodukt

VW3 —V3W2
VX W = | vzwi—viws
V1W2 —V2W1

zweier Vektoren v, w € R?® gewonnen.
7.8 Satz Die Vektoren wy, ..., w, € E* sind genau dann linear abhdngig, wenn
wi A...Nw, =0.

Beweis:

e Wenn sie linear abhangig sind, kdnnen wir einen Index ¢ € {1,...,k} mit
w; = ZL cyw; finden. Damit gilt aber
I#i

k
wi AL AW =Y e A AW AL Awy =0,
i
denn in jedem Summanden kommt w; doppelt vor.

e Andernfalls kdnnen wir die Vektoren zu einer Basis
wi, ..., w, mit n:=dim(E")

erganzen, sodass wi A. . . Aw, # 0 ist. Dann ist aber auch wiA. .. Awy # 0.
O

7.9 Definition Der reelle Vektorraum

dim(E)

A(E) =P A (E) = P A(E)

k=0

(mit A°(E) := R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation
heiBt die auBere oder Grassmann-Algebra iiber F.
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7.10 Bemerkungen 1. dim(A*(E)) = 24™(5) denn Y7 (1) = 2"

2. Fiir beliebige k,l € Ny ist fiir alle w € A*(E) und ¢ € AY(E):
w A ¢ € AMU(E), aber fiir m > dim(E) ist dim(A™(E)) = 0.

7.11 Definition Fiir eine lineare Abbildung f : E — F endlich dimensionaler
R-Vektorrdume und w € A*(F) heiBt die durch

@)oo v) = w(f(01), - f (o))
definierte k—Form f*(w) die Zuriickziehung (engl. pull-back) von w mit f.

Es gilt offensichtlich f*(w) € A*(F), denn f*(w) ist k—linear und antisymme-
trisch.

7.12 Satz 1. Die Abbildung f* : A*(F) — A*(E) ist linear.
2. Firge L(F,G) ist (go f)* = f*og*.
3. Fiir die identische Abbildung I1dg : E — E ist Idy = Ida«(g).
4. Fiir eine invertierbare Abbildung f € GL(E, F) ist (f*)~' = (f~1)*.
5. f1(anp) = f () A f(B)

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen fiir die Summanden A*, k& € Ny von
A*: Fir alle Vektoren vy, ..., v, € F gilt

1. Mit a, 3 € A*(F) und c,co € R ist

[Hlaa+ceB)(v,... ;o) = (aa+eB)(f(v1),..., f(or))
= aa(f(vr),.... fo) + B(f(01),..., f(or))
= affa(vy,...,v5) + cof Blur, ..., vg).

2. (g © f)*a(vb s ,’Uk) = Oé(g © f(vl)a -.590 f(vk)) = g*CY<f('U1), s 7f(vk))
= f*og*a(vy,...,v)

3. ldp(a)(vy, ... v,) = a(ldg(vy), ..., ldg(vg)) = a(vy, ..., vg).

4. Folgt aus 2. und 3.: (f71)*f* = (fo f71)* =1d} = Ldp-(p).

5. Hausaufgabe O

104



7.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen einfiihren, aus Zeitgriinden aber nur auf offe-
nen Teilmengen U C R", nicht auf Mannigfaltigkeiten.

Eine Differentialform w auf U C R" ist eine von Ort zu Ort variierende duBere
Form, deren Variation wir als glatt voraussetzen.

Wir schreiben eine allgemeine k—Form w in der Grundform

w= Y wygdr, A Ndz, € QFU), (7.1)

1<i1<...<ip<n

wobei die w;, ;. € Q°(U) := C=(U,R) sind, und die dz; den Koordinatenfunk-
tionen z; : R™ — R zugeordnete 1-Differentialformen sind (dz; € Q2'(R™)). Den
Raum der k-Differentialformen schreiben wir ab jetzt zur Unterscheidung vom
Raum der duBeren k—Formen mit dem Symbol €2 statt A.

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld v : U — R"™ definiert,
und dz;(v)(y) = wv;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern
Funktionen, und fiir k Vektorfelder v : U — R™ ist fiir das w aus (7.1)

dziy (v(l)) dﬂ?ik(v(l))
w (v(l), . ,v(k)) = Z Wi, i, - det ( f _ )

1<i1 <. <i<n dx;, (®)y ... dmik(v(k))

definiert. Das Ergebnis ist also eine reelle Funktion auf U.

Die Rechenregeln libertragen sich von den duBeren Formen auf die Differen-
tialformen.

Auf dem R-Vektorraum

Q*(U) = é QF(U) = é QF(U)

der Differentialformen betrachten wir jetzt den Differentialoperator d, der durch
o df := Y"1, 2Ly, fiir Funktionen f € C*(U,R) = Q(U)

k3

e und dw := Zl§i1<...<ik§n dwi, 4, N dxy A ... A dx;, fir k=Formen
W = Zl§i1<“.<ik§n wil,,,ikd:cl VAP dxlk

definiert ist. d verwandelt eine k—Form also in eine (k + 1)-Form.

7.13 Definition Die lineare Abbildung d : Q*(U) — Q*(U) heiBt duBere Ab-
leitung.

7.14 Beispiel 1. Fiir w € Q(R?) ist dw = 24dwy + f2duy + 22dus.
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2. Fiir w = widr; + wedry + wadrs € QF(R3) ist
dw = (dwy) Adxy + (dws) A dzo + (dws) A dxg

= (%—%)d:cl/\d:@—l— (%—%) dxy N drs

Oxr;  Oxs Oxy  Oxy
8w1 &ug

3. Fiir w = wiadzy A dwy + weszdrg A dzs + wsidrs A dry € Q*(R3) ist

&ulg 8w23 8(«031
d p—
. ( 8953 + 8x1 + 8x2

) dlEl VAN d[EQ VAN dIg.

4. Fiir w € Q3(R?) ist dw = 0.
7.15 Satz d ist eine Antiderivation, d.h. fiir o € Q*(U) und 3 € QY(U) ist
da A B) = (da) A B+ (=1)Fa A dB.
Beweis: Wegen der Linearitat von d geniigt es, diese Gleichung fiir Monome

a:=fdxy, N...Ndx;, , B:=gdz;, N...Ndzy, f,g € C(U,R)

«

zu beweisen. Es gilt

dlanp) = d(f-g9)anp
= (df)angB+ (-

7.16 Satz AufQ*(U) gilt |dd =0].

Beweis:

1. Fiir [ € QO(U) istddf = d (X1 Shdai) = S0, Yy 2 danAda; =
Y i<res<n Of 1) g, Adx, = 0, da wir wegen der Glattheit von

0x,0x s 0x 0T,
f die partiellen Ableitungen vertauschen konnen.

2. Firw = Zwil...ikdxh VARRAN dCCZk c Qk<U) ist

ddw =" (ddw, i,) Ndi, A A day, =0,
——

0

denn gemaB Satz 7.15 wird die duBere Ableitung auf die 1-Formen dw;, .

und dx;, angewandt, und nach 1. ist das Ergebnis Null.
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7.17 Definition Eine Differentialform ¢ € Q*(U) heiBt
e geschlossen, wenn dy = 0,
e exakt, wenn ¢ = dv fiir ein ¢ € Q*(U) gilt.

Nach Satz 7.16 sind exakte Differentialformen geschlossen.
Fiir k—Formen auf U = R" gilt (fiir £ > 1) auch die Umkehrung (sog. Poincaré-
Lemma, siehe [AF]).

7.3 Vektoranalysis

Wir erinnern uns an Beispiel 7.7, in dem wir Vektoren in 1-Formen bzw. (n—1)-
Formen umgewandelt haben. Gleiches wollen wir jetzt auch fiir Vektorfelder und
Differentialformen tun. Wir ordnen also mithilfe des kanonischen Skalarproduktes
(-,-) auf dem R™ dem Vektorfeld v € C*°(U, R")

1. die durch v* € QYU), v*(w) = (v,w) (w € C®(U,R")) definierte
1-Form zu. In Koordinaten ist v* = Z?zl v;dx;.

2. Die Zuordnung einer (n — 1)-Form w, € Q" 1(U) zum Vektorfeld v wird
durch

wy(wr, ..y wy—1) = det(v,wy, ..., wy_1) (w; € C*(U,R"™)) (7.2)

definiert, also durch ihre Anwendung auf n—1 Vektorfelder. In Koordinaten

ergibt sich w, = dx; A ... Adx,(v,-,...,-), also
Wy = Z(—l)iilvidxl VAN CE VAN d.Ti+1 VAP dxn (73)
i=1

Dabei bedeutet Ja?z Entfernen von dx;.

Im ersten Fall sieht man die Rechenregel

grad(f)* = df (7.4)
fir den Gradienten y
Doy
grad(f)=Vf=1] :
af

einer reellen Funktionen f, im zweiten gilt

div(v)dzy A ... Adx, = dw, (7.5)
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fiir die Divergenz
“ 6vk

div(v) =V -v ::Zﬁ_xk
k=1

eines Vektorfeldes v. Denn nach (7.3) ist

" v, —
dw, = E (—1)’8$kdxk ANdxy A ... Ndx; Ndxgeg A ..o ANdxy,
ik=1

und die Summanden sind fiir & # 0 gleich Null. Da dz1 A. .. Adx,, die kanonische
Volumenform auf dem R" ist, ergibt dies eine Relation, die praktisch niitzlich ist.
Speziell fiir n = 3 Dimensionen ist die Rotation

Ovg  Ovg
Oxg  Ox3
dvy  Ovg
ox3 - dxq
dvg  dvy
dx1 Ozg

rotv =V X v :=

des Vektorfeldes v durch die Relation

Wrotv = d(v") (7.6)

mit der duBeren Ableitung verkniipft, siehe Beispiel 7.14.2.
e Es ergibt sich aus (7.5), (7.6) und Satz 7.16
div(rot v) dxy A dxo A dxs = dw,er, = ddv™ = 0,

also mit dxy A dxy A dxs # 0

Diese und dhnliche Relationen sind tibrigens, da sie aus dd = 0 abgeleitet
sind, auch bei einer anderen Wahl der Riemannschen Metrik'® giiltig.

e Auch die Relation

’rot gradf = 0,

die fiir beliebige glatte Funktionen f giiltig ist, entpuppt sich als eine
Manifestation des Gesetzes dd = 0: Wegen (7.6) und (7.4) gilt

Wrot (gradf) = d(gradf)* = ddf =0.

BDef.: Eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge U C R” ist eine Abbildung
g € C>*(U,Mat(n,R)), wobei g(x) fiir x € U eine symmetrische positiv definite Matrix ist.
g(x) definiert also ein Skalarprodukt (Y, Z) — (Y, g(x)Z) bei x; siehe auch [AF], Kapitel 3.2.
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o Als letztes Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Differentialformen in der Vek-
toranalysis soll die Identitat

div(v x w) = (rot v, w) — (v, rot W)

abgeleitet werden: Wir haben schon im Beispiel 7.7 gesehen, dass

VAW = Wy ‘ (7.7)

gilt, denn die entsprechende Rechenregel fiir duBere Formen iibertragt sich
direkt auf Differentialformen im R3. Also gilt unter Benutzung von (7.5),
(7.7) und (7.6)

div(v x w) dxy A dxs A dxs
AWy = d(V* A w™)
= (dv") ANw" — 0" A dw”™ = Wiopy AW — V" A Wrot e
= ((rotv,w) — (v,rot w))dx; A dxs A dzs,

was zu beweisen war.

7.18 Beispiel Die kartesischen Koordinaten z1,..., 7, auf der Raumzeit R*
bezeichnen den Raumpunkt x := (x1,29,23) und den Zeitpunkt ¢t := x4. Die
Feldstirke F' € Q*(R?) sei durch

3
F = Bldl’g N dl’g + Bgdxg A dl’l + Bgdxl VAN dl’z + Z E’Zdl’z VAN dLL’4
i=1
gegeben, wobei F := (E, By, F3) € C®(R* R?) das elektrische und B :=
(B1, By, B3) € C(R* R?) das magnetische Feld bezeichnet.
Die homogene Maxwellgleichung dF' = 0 ist aquivalent zu
oB
ot
Aus dem Poincaré-Lemma schlieBen wir auf die Existenz eines so genannten
Eichfeldes A € Q'(R*) mit F = dA.

div,(B) =0 = —rot, E.

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

Y1
7.19 Definition Es seien U C R™,V C R" offen und ¢ = ( : > U =V

Pn
glatt. Die Zuriickziehung (pull-back) p*w der Differentialform

W = Z wilmikdxil VANPIRAAN dfﬂlk € Qk(V)

1<ir<...<ip<n
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ist durch

1<i1 <. <ip<n

definiert.
Der Pull-back ¢*w ist also eine k—Form auf U C R™.
R
U %4

7.20 Beispiel Die Polarkoordinaten sind durch ¢ = (il) : RT x (0,27) — R?,

pi(r,¥) ==rcos  pa(r,¢) :=rsing

definiert. Es soll die 2-Form w = fdx; A dxy zuriickgezogen werden. Mit f =
f o, also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktion f, ergibt sich wegen

dpy = cos()dr — rsin()dy ,  dey = sin(y)dr + r cos(y)dy
©'w = fdpy Adps = fr(cos® i+ sin)dr Adip = frdr A dip.
7.21 Satz Fiir alle p € C>*(U, V) gilt

Beweis: Durch Anwendung der Kettenregel:

do*(fdxy N...Ndxy,) = d((fop) -deiy A...Ndp;,)

Andererseits ist

"0
o'd(fdxy, N...Ndxzy,) = @ (Z a—;:ldxl ANdzi, N ... A dmik>
=1

n

9,
= —fogpdgol/\dgoil/\.../\dgoik.
1 8:):1

~
dfop

O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismen ¢ schlieBen wir aus Satz 7.21, dass
die duBere Ableitung einer Differentialform unabhangig vom verwendeten Koor-
dinatensystem definiert ist.
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7.4 Integration von Differentialformen

Vorbetrachtung: In der Analysis | wurden fiir geeignete Funktionen f : R — R
zwei Integralbegriffe eingefiihrt:

e das Riemannsche Integral f;f(az) dx, interpretiert als (signierte) Flache
unter dem Graphen von f auf dem Intervall [a, b]

e das unbestimmte Integral [ f(z) dz, d.h. die Menge aller Stammfunktionen
F:R—Rmit F' = f.

Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine reelle Konstante von-
einander.

e Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung verkniipfte die beiden Integralbe-
griffe folgendermaBen: Fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f gilt

b
/ fdx = F(b) — F(a).

Wir beachten, dass

1. auf der rechten Seite der Rand {a,b} = OI des Intervalls I := [a,D]
auftaucht, iiber das auf der linken Seite integriert wird und

2. dass der Integrand fdx, als 1-Form aufgefasst, gleich der duBeren Ablei-
tung dF' der Stammfunktion F ist.

Bei der Integration von geeigneten Funktionen f : R™ — R haben wir den
Riemannschen Integralbegriff erweitert, indem wir fiir geeignete Gebiete M C R”

/ fdx = fly dx
M R7

als (signiertes) Volumen unter dem Graphen von f, restringiert auf M, interpre-
tiert haben.

Unbeachtet blieb dabei die Frage, ob auch fiir n > 1 Dimensionen ein Zu-
sammenhang zwischen Integration und Differentiation existiert.

Nun ist die Ableitung einer Funktion f € C*°(R") die 1-Form
df = >, g—id%- Nur fiir n = 1 konnten wir dieser Ableitung wieder eine
Funktion (ndmlich f’' = %) zuordnen.

Tatsachlich liefert uns, wie wir sehen werden, die Integration von Differential-
formen k—ter Stufe liber k—dimensionale Flachen die adaquate Verallgemeinerung
des Hauptsatzes, den Satz von Stokes. Wir integrieren zunachst n—Formen auf

dem R"™, und danach k—Formen auf k—dimensionalen Flachen im R".
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7.22 Definition Es sei U C R" offen, und w € Q"(U) habe kompakten Trager
(d.h. fir w = fdxy A ... \dx, ist f(x) = 0 auBerhalb eines Kompaktums
K C U). Das Integral von w ist dann

/Uw::/[]f(a:)dxl...dx

7.23 Satz Es seien U,V C R"™ offen und ¢ : V' — U ein Diffeomorphismus mit
konstantem Vorzeichen ¢ von det(Dy(x)). Dann gilt

/cp*wzefw
1% U

Beweis: Nach Definition des pull-back ist unter Benutzung der symmetrischen
Gruppe S,

n

0 00,
Y'w= fopdpiN...Ndp, =fop Z a?l"-' 690 dzs, A ... Ada,
i1 90 Liy,
e don
fop Z &ﬂ,r axﬂ(n) T (1) Tr(n)
WGSn
&Pl 0P,

- . dry A ... Adz,
foyp <7§ sign(r axﬁ T | don z

= foypdet(Dy)dry A...N\dx,.

Nach dem Transformationssatz (Satz 5.30) ergibt die Integration dieser n—Form
auf V

[, foydet(Dy)dx,...dx, =¢ [, fop|det Do|de =¢ [, fdz =¢ [,w. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral iiber die n—Form w nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhangt.
Betrachten wir dxy A ... A dx,, als die Standardvolumenform auf dem R”,
dann konnen wir wa auch als Integral der Funktion f liber U auffassen.
Wenn wir als nachstes Funktionen iliber k—dimensionale Flachen im R™ in-
tegrieren wollen, miissen wir uns zunachst iiber die Standardvolumenform klar
werden. Es sei U C RF offen und fiir n > k

p:U—R"

eine injektive glatte Abbildung mit rang(Dy(x)) =k (x € U), also vom ma-
ximalen Rang. ¢ parametrisiert die k—dimensionale Flache V := o(U) C R™.
Gesucht ist nun eine Form w(®) € QF(U), fiir die fiir jedes in V offene V' C V

/ w®
et (V1)
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der Flacheninhalt von V" ist.
Drei verniinftige Forderungen an die p—abhingige Definition von w(¥) sind,
dass

e das Quadrat V' := (0,1)* x {0}"~* C R™ den Flicheninhalt 1 besitzt.

e sich unter einer Drehung O € SO(n) der Flacheninhalt von V' nicht
andert, und ebenso wenig unter Translationen.

e der Flacheninhalt von V sich nicht dndert, wenn die Parametrisierung (ori-
entierungserhaltend) geandert wird.

Diese Forderungen werden von der Volumenform

w® = /|gldzy A ... A day, (7.8)

der parametrisierten Flache V' erfiillt, wobei die symmetrische k£ x k—Matrix g
durch

g := (Dy)' Dy

definiert ist, und fiir reguldre Parametrisierung (rang(Dy(x)) = k (x € U))
wegen

(v, g(x)v) = (Dp(x)v, Dp(a)v) = | Dp(x)vll; >0 (v e RM\{0})

g(x) > 0 gilt, die Matrix also positiv definiert ist.
g heiBt metrischer Tensor. |g| bezeichnet in der Literatur oft det(g).

Ist beispielsweise ¢ : U — R™ durch ¥ = O o ¢ mit O € SO(n) gegeben,
dann ist g invariant unter der Drehung:

(Dy)' Dt = (OD) (ODy) = (D) 0'ODg = (Dg)' Dy = g.
Wir konnen eine Funktion f : V' — R integrieren, indem wir das Integral
fU f le) 90 . w(‘ﬂ)

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veranderung der Parametrisie-
rung. Der Spezialfall f = 1y liefert wieder das k-dimensionale Volumen von V.

7.24 Beispiel Wir wollen den Flacheninhalt eines zweidimensionalen Torus M C
R? berechnen. Dieser sei fiir Parameter 71 > 5 > 0 durch M := ¢(U) mit

w:U—=R*  U:=10,27) x[0,27)
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und
(r1472 cos2) cos P )

90<¢1a @Z)Q) = ((TH-TQ cos 2) sin P

r9 sin g

parametrisiert. Wir scheren uns nicht weiter um die Tatsache, dass U C R? nicht
offen ist, denn der Rand von U ist eine Lebesgue-Nullmenge.

M (ri=1,r,=1/2)

=
R

3
17~ '0,'0‘
HIA405S

Die Koeffizienten der Riemannschen Metrik g = (231 232 ) mit g21 = g12 sind

3 2
g1 (Y1, ¢2) = Z (g:;i) = (1 + rocos y)?(sin® ¢y + cos? 1)
1

i
= (7”1 + 19 COS ¢2)2

3
Dp; 0p; . )
W) = ) = +
91211, U2) 2 001 O 7o Sin 19 (11 + 79 cOS 1) sin Yy cos Yy

—ry sin iy (ry + 19 cos Yy) cos Yy sin Yy

0
3 2
Go2(1,1) = Z (8%’) = r2[sin” ¢y (cos? by + sin? 1)1 ) + cos® Y]

_ 2
= 13,

also /|g| = v/det g = ro(r1 + 2 cosb2) > 0 und damit die Torus-Flache

27 2
/ w®) = / V9] dir dipy = (27)27”17”2-
U 0 0

Betrachten wir den im Beispiel vorliegenden Spezialfall einer Hyperfliche V' des
R™ genauer. V = p(U) C R™ besitzt eine Parametrisierung

p:U—=R" fir UC R offen
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Auf V existiert ein bis auf Vorzeichen eindeutiges stetiges Normalenvektorfeld
N:V =R [[N@[=1 (yeV),
das senkrecht auf V' steht, also
(Nop(x),Dp(x)w) =0  (zeU weR"M).

Es gilt dann fiir die n x n—-Matrix M (z) := (N o ¢(z), Dp(z))
M) M () = ( n )  wev)

also det g(z) = det(M'(z)M(x)) = (det(M(x)))?, oder, bei geeigneter Wahl
der Orientierung des Normalenvektorfeldes

V]g| = det M. (7.9)

Damit ergibt sich fiir die in (7.2) definierte zum Normalenvektorfeld N duale
(n — 1)-Form wy auf V die Gleichheit zur Volumenform der Hyperflache V'

7.25 Satz p*wy = w¥ fiir w®) aus (7.8).

Beweis: Bezeichnen wir mit dyy wieder das Entfernen von dyy, dann ist

n

Yoy = Z(—l)k_lN;C opdpy A... A c/Zg\pk A .. .dp,
k=1
= dethxl VANPIIAN d.Tn_l.
Die Behauptung folgt also aus (7.9). O

Eine weitere wichtige Situation ist die, dass im die k—Flache V' umgebenden Raum
eine k—Form w € QF(R™) existiert, deren Integral iiber die (mit einer offenen
Teilmenge U C R* und ¢ : U — R" parametrisierten) k—Fliche V = (U) wir

durch
/w::/go*w
v U

definieren. Nach Satz 7.23 ist dieses Integral bis auf das Vorzeichen unabhangig
von der Wahl der Parametrisierung.

7.26 Beispiel 1-Form w € Q'(R?), w := x1dx,y
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Z2

U:=02m) , ¢:U—R? V/\xl
N

() = (1520, also V = o(U) der Kreis

rsin

vom Radius r > 0 um den Ursprung.

w= | ¢*w= [ rcosyd(rsiny) =r* [ cos®*dip = mr’.
foo= fe= frompdosmi =

In diesem Beispiel fallt auf, dass das Integral von dw = dxy A dxs, also dem
kanonischen orientierten Flichenelement des R?, iiber die von V' eingeschlossene
Kreisscheibe vom Radius r gleich dem Integral von w iiber die Kreislinie ist.

Dies ist kein Zufall, sondern die Manifestation eines allgemeinen Satzes, des
sogenannten Satzes von Stokes. Dieser stellt eine Beziehung zwischen Integralen
tiber Mannigfaltigkeiten und Integralen iiber ihren Rand her. Ohne wegen der
Kiirze der Zeit den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff einfiihren zu konnen,
mochte ich doch kurz das Wichtigste skizzieren.’
Die in der Analysis Il eingefiihrten, in den R™ eingebettete k—dimensionale Man-
nigfaltigkeiten M C R™ sehen zunachst in einer geeigneten Umgebung U C M
jedes ihrer Punkte x € M wie das Bild einer offenen Umgebung V' C R* unter
einem Diffeomorphismus V' — U aus.

Das heit aber nicht, dass die gesamte Mannigfaltigkeit notwendig homdo-
morph zu irgendeiner Umgebung V' C R* ist. Beispielsweise ist dies fiir den in
Beispiel 7.24 besprochenen k& = 2—dimensionalen Torus M im R? nicht der Fall.

L3

s (@1 | \m "

‘/1

e Wohl aber kann man den topologischen Raum M durch Kartengebiete, d.h.
offene Teilmengen U; C M iiberdecken, die zu offenen Teilmengen V; C R

19Giehe z.B. [AF] fiir eine genauere und weitergehende Einfiihrung.
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homdomorph sind. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten geniigen endlich viele Us.
e Die inversen Abbildungen ¢; : U; — V; C RF (Kartenabbildungen) sollen
vertraglich sein, d.h. cpiocpj_l auf dem Definitionsbereich ¢, (U;NU;) C V; glatt.
e Besitzt die Mannigfaltigkeit M einen Rand, dann verlangen wir, dass die Kar-
tenbilder V; als Teilmengen des Halbraumes

Rﬁ_ = {($1,,xk)€Rk|l’k20}

offen sind.
e Der Rand M von M ist dann Vereinigung der Mengen ;' (R¥~1 < {0}) C M.
OM ist eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

7.27 Beispiel Berandeter halb-unendlicher Zylinder

M :={r € R®| 2] + 13 = R? 13 >0}

NUREN\S)

SN

3
S
ANRRN

mit Radius R > 0.
Wir kénnen z.B. die folgenden vier Karten
(U*, o), i = 1,2 benutzen:

SNNNNN
ZOTUIRLTIN, €

WL
N

\

%

‘}\;‘&3}\‘

e

AR

NANAARRRNRY

NI

U = {ze€M]|+r >0} ,g%
of  UF—-R2 7
Ot (x1,T9,13) = (£xy,73)
OE(z1, 29, 13) = (Fxy,23).

Der Rand des Zylinders ist OM = {x € M | z3 = 0}, also ein Kreis mit Radius
R in der (x1,z5)—Ebene des R®.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt die folgende Verall-
gemeinerung:

7.28 Satz (Stokes) Essei M C R" eine (orientierte) k—dimensionale Mannig-
faltigkeit und w eine (k — 1)—Form (mit kompaktem Trager) auf M. Dann gilt

fde = faMw '

7.29 Beispiel 1. Essei M C R? das Bild einer (reguldren, injektiven) Kurve

c:[0,1] » R?

und F': M — R eine glatte Funktion.

Dann besteht OM aus den Punkten ¢(0) und ¢(1). Diese bekommen als
Anfangs— und Endpunkte aber unterschiedliche Orientierung, sodass die
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Formel

1
/ 825 () dt = Foe(l)— Foc(0) (7.10)
’ dF

entsteht. Ist /' = F[M mit ejner glatteg Funktion F : R3 — R, dann ist
das Integral in (7.10) gleich F(c¢(1)) — F(c(0)), unabhéngig von der Wahl
des Weges ¢ mit vorgegebenem Anfangs— und Endpunkt.

. Symplektische 2-Form w = —df = > | dg; A dp; auf dem Phasenraum
P =Ry x R} mit 1-Form 0 := """ | pidg;.

Es sei ¢ : S' — P eine Schleife, deren Bild das Bild M einer Kreisscheibe
berandet, d.h.
c(S') = oM.

Dann ist das Integral [,, 6 = — [, w, unabhingig von der Wahl von M.

. Wir bleiben bei dem Bild M einer Kreisscheibe. Diese soll aber diesmal im
R? liegen.

Weiter sei v : R3 — R3 ein Vektorfeld. Dann ist v* eine 1-Form, dv* eine
(auf M integrierbare) 2—Form, und nach (7.6) gilt

*
Wroty = AU,

Also ist das Integral von dv* liber M gleich dem Integral des Skalarproduk-
tes von rot v mit der Flachennormale N (beziiglich des Flachenelementes
V/|gldz1 A dxs) und es folgt nach Satz 7.25

/ (rotv, N) \/|g| dz1 A dxs
M

= /(rotv,N>wN—/wrotv—/ dv*—/ na
M M M oM

rotv

Beispielsweise konnte v das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit sein.
Dann sieht man aus der obigen Formel, dass bei Rotationsfreiheit der
Stromung die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit beziiglich der
Schleife M im Mittel verschwindet.
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4. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist nach (7.5) via
div(v)dzy A ... Ndx, = dw,
mit der duBeren Ableitung verbunden.

Ist M C R"™ eine n—dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit (z.B.
eine Vollkugel), dann gilt nach dem Satz von Stokes

/dwvz/ Wy
M oM

Fir die Randpunkte x € OM bezeichne
N(x) den Normalenvektor. v(z) lasst sich
eindeutig in der Form

v(z) = (v(z), N(x)) N(z) + w(x) (7.11) v

schreiben, wobei dann w(x) tangential an OM
OM bei z ist, also [, w, = 0 und mit

(7.11) [op wo = [opr (v N)wy. Es ergibt

sich also

/ div(v) dzxy ... dx, / dw, = / Wy = / v, N) w
M M oM oM

Ist das Vektorfeld divergenzfrei (wie beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld
einer Flissigkeit), dann flieBt also durch die Randfliche OM genauso viel
aus M heraus wie herein.

Ende
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