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1 Einleitung

In diesem zweiten Teil der Vorlesung werden wir zunachst die Lineare Algebra in
verschiedenen Richtungen vertiefen:

1. Die Objekte der Linearen Algebra sind die Vektorraume, und die betrach-
teten Abbildungen zwischen ihnen sind linear.

Wir werden Methoden kennen lernen, durch geeignete Kombinationen von
Vektorraumen (bzw. linearen Abbildungen) neue Vektorraume (bzw. lineare
Abbildungen) zu konstruieren. In grober Analogie kdnnen wir diese Kon-
struktionen mit den Grundrechenarten Addition, Subtraktion und Multipli-
kation, mit deren Hilfe man ja Zahlen zu neuen Zahlen kombiniert, ver-
gleichen. Konkret sollen direkte Summe, Quotient und Tensorprodukt von
Vektorraumen sowie der Dualraum behandelt werden.

2. Wollen wir den geometrischen Gehalt eines Endomorphismus verstehen,
so empfiehlt es sich, diesen durch Wahl einer geeigneten Basis in eine
moglichst einfache Form zu iiberfiihren. Beispielsweise werden wir bei ei-
ner Drehung im dreidimensionalen Anschauungsraum einen Basisvektor
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in Achsrichtung und die beiden anderen senkrecht dazu und zueinander
wahlen.

Eine besonders einfache Form besitzt eine Matrix, wenn sie diagonal ist.
Schon das Beispiel der Drehungen zeigt zwar, dass man nicht jeden En-
domorphismus diagonalisieren kann. Allerdings nimmt in der so genannten
Jordanschen Normalform der Nichtdiagonalanteil eine einfache Form an.

. Der Normalformalgorithmus ist besonders niitzlich bei der Berechnung von
nichtlinearen Funktionen f(¢) von Endomorphismen (. Wir nehmen dabei
an, dass die komplexe Funktion f eine konvergente Potenzreihendarstellung
f(z) =320 aa besitzt, z.B. f(z) = exp(z) = > 77, %, und definieren
fp) als > a;p'. Dieser Ausdruck lasst sich dann leicht berechnen,
wenn wir die Jordansche Normalform von ¢ einsetzen. Eine Anwendung
von enormer praktischer Bedeutung stellen dabei die so genannten Linearen

Differentialgleichungen der Form

d
ax(t) = Ax(t) (t € R)

mit Zeitparameter t, z(t) € R” und A € M(n,R) dar. Diese besitzen die
Losungen
x(t) = exp(At)z(0) (t € R),

denn £ exp(At) = Aexp(At).

. Sesquilinearformen und speziell das Skalarprodukt haben Sie schon im letz-
ten Semester kennen gelernt. Sie bilden eine zusatzliche Struktur auf dem
Vektorraum, die uns im Fall des Skalarproduktes ermdglicht, Langen und
Winkel zu messen.

Wir werden die Frage untersuchen, welche Endomorphismen diese Struktur
invariant lassen. Im Fall des Skalarproduktes auf dem R? sind dies gerade
die Drehspiegelungen. Diese bilden eine Gruppe (im Beispielfall die Gruppe
O(3)), deren Struktur wir besser verstehen wollen.

. Die Oberfliche einer Kugel um den Nullpunkt des R3 wird durch alle Dre-
hungen invariant gelassen, und beim Ubergang zu anderen Bilinearformen
gilt Entsprechendes fiir Kegel, Paraboloid und Hyperboloid. Wir werden
als Nullstellen quadratischer Gleichungen gegebene Teilmengen des R”"
betrachten, speziell im R? die Kegelschnitte und im R? die genannten
Flachen.

. Zwei verschiedene Geraden in der Ebene besitzen genau einen Schnitt-
punkt, auBer, wenn sie parallel sind. Dann " schneiden sie sich im Unendli-
chen”, was normalerweise eine vornehme Umschreibung dafiir ist, dass sie
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sich nie schneiden. Was aber, wenn wir diesen Ausdruck wortlich verste-
hen? Wieviele Punkte im unendlich Fernen miissen wir zum R? hinzufiigen,
und welches Gebilde entsteht dann? Diese Frage fiihrt uns zur projektiven
Geometrie, die unserer (an die euklidische Geometrie des Anschauungs-
raumes angepassten) Vorstellung zunichst fremd, aber ebenso schon wie
nitzlich ist.

7. Die Ergebnisse der Linearen Algebra werden universell in Mathematik, Na-
turwissenschaften und Technik genutzt. Daher werden in dieser Vorlesung
exemplarisch Anwendungen besprochen, von der die Quantenmechanik bis
zur Codierungstheorie.

2 Der Quotientenraum nach einem Unterraum

Im Zusammenhang der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems haben
wir den Begriff des affinen Unterraumes L C V eines Vektorraumes V' kennen
gelernt. War L # 0, dann existierte ein (eindeutiger) Unterraum U C V/, sodass
L=1+UfirlelL.

GewissermaBen ist also L der um [ verschobene Unterraum U.

Wir wahlen nun einen Unterraum U C V. Dieser ermoglicht es uns, auf V'
die folgende Relation zu definieren:

Ry = {(Ul,vg) EVXV|U1—U2 GU}

Es handelt sich um eine Aquivalenzrelation, denn U ist ja insbesondere eine ad-
ditive Gruppe. Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind die affinen Unterraume
der Form [+ U firl e V.
Die Menge der Aquivalenzklassen schreiben wir wie gewohnt in der Form
V/Ry, oder kurz V/U.
Die Abbildung
7 V-V/IU |, v—v+U

ordnet jedem Vektor v € V den durch ihn gehenden affinen Unterraum v + U
zu.

2.1 Beispiel V := R?, U := span(b) fur einen Vektorh € R3\{0}. Wir kdnnen
den Vektorb, := b zu einer Basigby, by, b3} desR? erganzen. Dann schneiden
sichU und der zweidimensionale Unterradi := span(b,, bs) nur in der Null.
IstnunL = v+U affiner Unterraum, also die 41 parallele durchy € R? gehende
Gerade, dann schneidetdden Unterraun¥?” in genau einem Punkt, namlieh :=
Aobs + A3bs, fallsv = \1by + Aabs + A\ob3, Siehe Abb2.1
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Abbildung 2.1:

Damit ist inT¥ genau ein Reprasentant jedeguivalenzklasse voi/U ent-
halten, und wir haben eine Isomorphi¢U — W, v 4+ U — v’ konstruiert.

Nun istW C R? ein Unterraum, und wir kdnnen damit autiV' zu einem
Vektorraum machen.

Auf V/U definieren wir nun allgemein, wie bei Faktorgruppen iblich, eine Addi-
tion, und zusatzlich eine Skalarmultiplikation mit Elementen aus K:

[v] + [w] := [v + w] (v,w e V),
klv] := [k - v] (veVikeK).

2.2 Satz Mitdiesen Verknipfungen wirl /U zu einemK —Vektorraum, dem so
genannterQuotientenraum oderFaktorraum von V' nachU.
Die Abbildungr : V' — V/U ist linear,

U=Kern(r) und Im(r)=n(v)=V/U.
Bew.:

e Da V eine abelsche Gruppe ist, ist der Unterraum U automatisch ein Nor-
malteiler, sodass nach Satz 3.27 der Linearen Algebra | V/U ebenfalls eine
abelsche Gruppe ist. Da alle affinen Unterraume v + U nicht leer sind, gilt
Im(7) = V/U.



e Wegen k- [vy] =k vy +U=k-vy+U =k~ [vg], falls [v1] = [vg], also
vy — vy € U, ist auch die Multiplikation der Aquivalenzklassen mit Zahlen
reprasentantenunabhangig definiert.

e Die iibrigen Vektorraumaxiome iibertragen sich direkt von V' auf den Fak-
torraum V/U.

e Istu € U, dannist u+ U = 0+ U, also [u] € V/U der Nullvektor des
Quotientenraumes, sodass U C Kern (7). Ist andererseits u € Kern (7),
dannist [u] = U, also u € U. O

2.3 Korollar Ist Dim(V') < co und U C V' ein Unterraum, dann ist
Dim(V/U) = Dim(V') — Dim(U).
Bew.: Nach dem letzten Satz ist fiir die Quotientenabbildung 7 : V' — V/U
Rang () = Dim(Im(7)) = Dim(V/U)
und der Defekt
Def () = Dim(Kern (7)) = Dim(U).
Nach Satz 8.13 der Linearen Algebra | ist aber Rang (7) = Dim(V') — Def(7).

O

2.4 Bemerkung Das BeispieR.1 konnte dazu verleiten, den Faktorradml/
fur einen Unterraumi¥ C V' zu halten, denn tatsachlich war doéftU zu W =
span(bs, b3) isomorph. Diese Isomorphie hangt aber von der Wahl dersBaki
torenb, undbz ab, anders gesagt gibt es (unendlich) viele zweidimenkadda-
terraumel C R? zu dener//U in der beschriebenen Weise isomorph ist.

Anwendung: Codes. In Definition 5.14 der Linearen Algebra | haben wir (n,k)-
Codes, d.h. k—dimensionale Unterraume C' C B™ des arithmetischen Vektorraumes

iiber dem zweielementigen Kérper B (dem Bit) kennen gelernt. Der Quotientenraum
B"/C ist damit (n — k)—dimensional.

C1
2.5 Definition Ist ¢q,...,c;, € C eine Basis, dann heift die Matrix G := ( : > €
Ck

M(k x n, B) eine Generatormatrix von C.

Mithilfe von G kdnnen wir jedes Codewort ¢ € C' eindeutig als Linearkombination

k
(117"'7lk)'G:Zlici
=1



der Basisvektoren c; darstellen. Dabei ist (I1,...,lx) € B*. In diesem Sinn generiert
also G den Code C, und der Codierung der Nachricht (I3, ...,l) entspricht die Mul-
tiplikation mit G. Fiir die lineare Abbildung

~ ~

G:B¥~B" |, GU):=1-G

gilt dann:
C =Im(G). (2.1)
Andererseits konnen wir nach dem Basisergdnzungssatz die Basis ¢y, ..., c; von C'
zu einer Basis c1,...,¢, von B™ ergianzen. Es sei
W = span(cii1,...,¢n).

Dieser (n — k)—dimensionale Unterraum von B" ist durch
I:B"/C - W I<Zliq+c> = > lic
i=1 i=k+1

zu W isomorph.
Wir betrachten die lineare Abbildung

AIBn—>Bn_k , lecz —>(lk+1,...,ln).
i=1

Komplementar zu (2.1) ist diesmal

C = Kern (A).

2.6 Definition Essei A € M((n—k)xn, B) die Matrix, fiir die A(b) = b- At. Dann
heiBt A eine Kontrollmatrix des Codes C.

2.7 Beispiel Der (n,n — 1)-ParitatscodeC' = {(by,...,b,) € B" | Y.i" b = 0}
besitzt die Generatormatrix

100..01

010..01

G:<: :>€M((n—1)xn,B)
000..11

und die KontrollmatrixA = (1...1) € M(1 x n, B). Wird das Worth = (b; ... b,) €
B™ empfangen, dann erlaubt die Berechnung von

1 n
b-At:(bl...bn)-<5> => bheB
1 i=1

zu erkennen, ob ein (einzelner) Fehler bei deertragung aufgetreten ist, denn dann ist
b-Al =1.



3 Der Dualraum eines Vektorraums
3.1 Definition Der Dualraum eines K—Vektorraums V ist der K—Vektorraum
V=LV, K).

Die Elemente ¢ € V* heilen Linearformen auf V.

Eine Linearform (auch Lineares Funktional genannt) ¢ € V* ist also eine lineare
Abbildung
p:V—-K

in den Skalarkorper K.
3.2 Beispiel 1.V :=K", w=(wy,...,w,) € K". Dann ist die Abbildung

VK |, v:(vl,...,vn)HZviwi

i=1

linear. Es gibt (mindestens) so viele Linearformen Bufwie es Vektoren
w € V gibt, denn fallsw’ # w, ist dasw’ zugeordnete Funktional verschie-
den von dem vomw erzeugten.

2.V :=C([0,1],R), der Vektorraum der stetigen reellen Funktionen auf dem
Intervall [0, 1].

Istw € V, dannist die Abbildung
1
V—-K , v I,(v) ::/ v(x)w(x)dx
0

linear, also ein Element vovi*. Wieder ist die Abbildung
V-V, w1,
injektiv.

3. Eine andere Klasse von Funktionalen &uf= C([0, 1], R) ist durch die
Auswertung an einer Steltec [0, 1] gegeben:

0, € V¥ 9o (v) :==v(a).

Wir wollen nun der Frage nachgehen, "wie groB” der Dualraum V* im Vergleich
zu V ist.



3.3 Definition B := (by,...,b,) sei eine Basis eines K—Vektorraums V. Dann
heiBt B* := (b},...,b%) mit b; € V*,

b;k(b]) = 5ij (’l,jz 1,...,71)
die zu B duale Basis von V*.

3.4 Satz Die duale BasisB* ist tatsachlich eine Basis vo¥i*, und somit ist
Dim(V*) = Dim(V).

Bew.:

e Lineare Unabhangigkeit:
Fiir die Koeffizienten Ay, ..., A, € K ist die Linearform v* := " | \;bf €
V*, ausgewertet auf dem j-ten Basiselement von V, gleich v*(b;) =
D i1 A (by) = ;.
Daher ist v* nur dann der Nullvektor des Dualraums V*, wenn A\ = ... =
A = 0.

e span(bj,...,b5) =V*
Es sei v* € V* eine beliebige Linearform auf V' und A; := v*(b;). Dann ist
vt = E:-L:l )\Zb;k O

Mithilfe der Basis B von V' und der dualen Basis B* von V erhalten wir also den

Isomorphismus
VoVt Y Nk Y oAb
i=1 =1

Allerdings ist dieser nicht kanonisch, d.h. ohne Basiswahl definierbar, denn fiir
eine andere Basis von V' erhalten wir einen anderen Isomorphismus.

AuBerdem ist es wichtig zu beachten, dass die Linearform b; nicht nur vom
Basisvektor b;, sondern von der Wahl aller Basisvektoren by, ..., b, abhangt.

3.5 Bemerkung Ist V' := K™ aber ein arithmetischer Vektorraum, dann besitzt
dieser schon die kanonische Bagis, . . . , ¢,,). Wenn wir in diesem Fall das Ele-
mente; der dualen Basis mit dem Elementidentifizieren, erhalten wir durch
lineare Fortsetzung einen ’kanonischen’ Isomorphismusaven/™ und (K™)*.

Zwar konnen wir einen Vektorraum V' nicht ohne Zuhilfenahme einer Basis in V*
abbilden, wohl aber in den Bidualraum V**, den Dualraum des Dualraums:

3.6 Satz Die lineare Abbildung, genankanonischer Homomorphismus
1V =V 1(v)(p) = p(v) (veV,peVr)

ist injektiv, und furDim(V') < oo bijektiv.
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Bew.:

e Injektivitat:
Es sei v € V, v # 0. Dann existiert nach dem Basiserganzungssatz eine
Basis (b;)ie; von V' mit v = b; fiir ein Basiselement. Ist nun ¢ € V* die
Linearform mit
p(bi) = dij,
dann ist ¢(v)(p) = 1, also 1(v) € V*\{0}.

e Surjektivitat fir Dim (V') < oo:
Es ist nach Satz 3.4

Dim(V*™) = Dim(V"*) = Dim(V) < oo

und 2 : V' — V** ist injektiv. Aus Satz 10.2 der LA | folgern wir, dass 2
bijektiv ist. O

Ist V' aber unendlich-dimensional, dann ist im Allgemeinen V** 2O V. Dass V
und V* nicht isomorph sind, zeigt das folgende Beispiel.

3.7 Beispiel V := K|x], der Vektorraum der Polynome Ub&t.
Ist A = (\;)ien, €ine Folge mit Koeffizienten; € K, dann ist

()OAIV—>K y ialleiaZAZ
1=0 =0

ein lineares Funktional, alse, € V*.

Fur N # Xist auchpy # @y, denn es gibt eif € Ny mit A. # A;, also
pa(@?) # ox ().

Andererseits konnen wir ein beliebiges Funktiopat V* in der Formy =
@ Mit \; := p(z*) schreiben.

Damit istV* isomorph zumK —Vektorraumk™o der Folgen\, wahrend der
Polynomraum selbst isomorph zum Unterraum

{)\EKNO‘HH()EN()ZA”:O far n>n0}

der abbrechenden Folgen ist.

Dieser Unterraum ist viel kleiner afs™o.

Sei z.B.K := ({0, 1}, +) der zweielementige Korper. Dann gibt es gefau
Polynomen € Ny-ten Grades. Zusammen mit dem Nullpolynom ergibt das immer
noch abzahlbar viele Polynome. Andererseitsiist nicht abzahlbar, denn die
Abbildung KM — [0,2], A — Y7 \,27" ist surjektiV, [0,2] C R aber nicht
abzahlbar.

'Hier wurde in schlampiger Schreibweise die Null bzw. Eins aus K mit der aus R identifiziert.
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Funktionale sind so wichtig, dass eine mathematische Disziplin, die Funktional-
analysis, nach ihnen benannt ist. Der Ansatz ist dabei der, einen Vektor v € V'
moglichst genau dadurch zu bestimmen, indem man Funktionale ¢; € V* auf v
auswertet, d.h. ¢;(v) € K berechnet. Dabei ist fiir k; € K

i (ki) ={v eV ] p(v) =k}

ein affiner Unterraum, und Schnitte affiner Unterraume sind affine Unterrdume
im Allgemeinen kleinerer Dimension.

3.8 Beispiel Beispielsweise lasst sich das von einem Mikrophon in eideit:
intervall[0, 7] aufgenommene Signal als Elemenmtes Vektorraum$ = C([0, 7], R)
auffassen. Soll nun ein Telefongesprach digital Ubgemaverden, dann wird im
AbstandAt von ca. 1/10 000 sec. das Signal gemessen, d.h. es werdeurtie F
tionalepy, € V*, pr(v) :=v(k-At) e Rmitk = 1,...,[T/At] ausgewertet, und
die Folge dieser (gerundeten) reellen Zahlen wird tbgema

Naturlich lasst sichy aus diesen Zahlenwerten nicht mehr exakt, aber doch
naherungsweise rekonstruieren, wenn man annimmt, dassntiell hoher Fre-
guenzen am Tonsignal gering ist. Nach dem so genannten tAlii@asrem von
Shannon kann man auf diese Weise Tone mit einer FrequermBig2At) ~
5000H z Ubertragen.

Die lineare Algebra behandelt neben den Vektorraumen die linearen Abbildungen
zwischen ihnen. Wie verhalten sich diese beim Ubergang zu den Dualrdumen?

3.9 Definition Es sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann heiBt die lineare Abbildung
W=V P(w)=wtop  (wt e W)
die zu  transponierte Abbildung.
3.10 Satz SindV undW endlich-dimensional&—Vektorraume ung € L(V, W),
dann gilt fir die darstellende Matrix := M5 () von ¢ bezliglich der Basei

vonV undC vonWW:
At = ME(¢),

d.h. A" ist die darstellende Matrix der transponierten Abbildumgimlich der
dualen Basen.

Bew.: Ist B = (by,...,b,) und C' = (cq,...,¢y,), dann ist

n m

=Y (Acib;

i=1 k=1
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oder auch (A) = ¢ (¢(by)).
Andererseits gilt fiir D := M%. (")

@' = Z Z(D)kibzci
oder (D) = be(¢'(c})) = i (¢ (br)). O

Offensichtlich gilt allgemein fiir o, € L(V,W) und A € K

(p+¥) =¢" +¢' und (Ap)' = Ay
Aber da bei der Transposition die Richtung umgekehrt wird, gilt:
3.11 Satz e Firp e L(U,V)undy € L(V,W)ist(¢ o )t = p ot
o Idj, = Idy-
Bew.: Fiir alle w* € W* ist

o (hop)'(w) =wo(Yoyp) = (wop)op = (' (w))op = (¢ (w")) =
(" 0 ) (w").

o Idjy(w*) = w*(Idy) = w* = Idy-(w*). O

Ist v € V, dann konnen wir diesen Vektor als lineares Funktional v : V* — K
auffassen; Kern (v) C V* ist dann ein Unterraum, den wir als orthogonal zum
Unterraum span(v) C V' bezeichnen konnen. Allgemein definieren wir:

3.12 Definition /st W C V ein Unterraum, so heil3t
Wh={ueV*|u(w)=0 firalle weW}
das zu W orthogonale Komplement.

Ist Dim (V') < oo, dann identifizieren wir nach Satz 3.6 den Bidualraum V** =
o(V) mit V:

3.13 Satz W ist ein Unterraum, und fibim(V) < oo ist W+ = W.
Bew.:

e Esist 0 € W+, und mit uy,us € W+, X € K sind auch uy + us € W
und \u; € W+,
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Mit w € W ist auch w € W=+, denn wegen Satz 3.6 ist V** = V|, sodass
W = {v* e V™ | v™*(w) =0 firalle v eW"}
= {i(v) |veVuv)(u) =u*(v) =0 firalle u*eW"}
{veV|u(v)=0 firale u*eW"}.

12

Gibe es ein w € W\, dann kénnten wir nach dem Basiserginzungs-
satz diesen von einer Basis (b1, ..., b;) von W linear unabhangigen Vektor
zu dieser hinzufiigen und zu einer Basis (b1, . .., b,) von V ergdnzen, sodass
brr1 = w. Wir definieren nun u* € V* durch

u* <Z )\le> = )\k+1.

Damit ist u* € W+, denn auf der Basis (by, ..., b,) von W verschwindet
u*. Andererseits ist 1(byy1) (u*) = u*(bgr1) = 1 und , also b1 = 1(bry1) &
WL Widerspruch! O

3.14 Satz IstV C V ein Unterraum undim(V") < oo, dann gilt

Dim(W+) = Dim(V') — Dim(W).

Bew.:

Essei (by,. .., by) eine Basis von W, die wir zu einer Basis B := (by,...,b,)
von V' ergdnzen. Dann ist mit der dualen Basis (b}, ...,b%) von B zu zei-
gen: W+ = span(bj,,,...,b5).

Wegen b (b,,) = 0firm e {1,...,k}undl € {k+1,...,n} gilt jedenfalls
W+ D span(bf, 4, ..., b5).

Fiir die umgekehrte Inklusion sei w* = "7 \jbf € W, also by, (w*) =
Am =0, m e {1,...,k}. Damit ist w* € span(bj_,,...,0}). 0.

3.15 Satz Furyp € L(V, W) gilt

Im(p') = (Kern )™ und Kern (¢') = (Img)™*.

Bew.:

Nach Definition von ¢! ist
Im(QOt) — {U* c V* ‘ Juw* € W* mit v =w*o 80}
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Andererseits ist
(Kerng)™ = {v* € V* [Vo mit @(v) =0 ist v*(v) =0}.
Fir v* = w* o p € Im(¢") gilt daher
vi(v) =w o p(v) =0 (v € Kerny),
sodass Im(p') C (Kern o)t ist.
e Fiir die umgekehrte Inklusion ist zu zeigen:

Fiir alle v* € (Kern )" existiert ein w* € W* mit v* = w* o .

Sei nun (b;) e eine Basis von Im(y) C W und (fiir eine Indexmenge O
J) (b;)ier eine Basis von W. Wir definieren die Linearform w* : W — K
durch ihre Werte auf dieser Basis:

w(b;) == { U*(QDOI(Z)Z-)) : Z;j

Obwohl »~!(b;) ein affiner Unterraum von V ist, ist die Linearform v* auf
ihm konstant, denn fiir vy, v, € @ 1(b;) ist vy — vy € Kern .

Nach dieser Definition hat w* die gewiinschte Eigenschaft v* = w* o (.
e Nach Definition von ¢ ist
Kern (¢') = {w* e W*|w" oy =0}
= {w e W* Vv eV :w (o) =0}= (Imp)™.
O

Da wir jetzt eine geometrische Interpretation der von der transponierten Matrix
induzierten linearen Abbildung besitzen, kénnen wir ein offen gebliebenes Problem
des letzten Semesters zu den Akten legen:

3.16 Satz Sei A € M(m x n, K). Dann sind Zeilenrang und Spaltenrang von
A gleich.

Bew.: Es sei ¢ : K" — K™ die lineare Abbildung ¢(z) := Az, und ¢' : K™ —
K™ die transponierte Abbildung, also '(y) = A'y. Dann ist der Spaltenrang von
A gleich Rang (¢) = Dim(Imy), und der Zeilenrang von A" gleich Rang (¢").
Nach Satz 8.13 LA 1 ist

Rang () = Dim(V') — Def(yp).
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Nach Satz 3.14 ist
Def(¢) = Dim(Kern ¢) = Dim(V) — Dim((Kern ¢)*),
und nach Satz 3.15 ist
Dim((Kern ¢)*) = Dim(Im(")) = Rang (¢).
Zusammen ergibt dies Rang (") = Rang (). O

Anwendung: Codes. Wir bezeichnen wieder den zweielementigen Kérper mit B.

3.17 Definition Es sei C C B™ ein linearer Code.
e Dann heiBt C*+ C (B")* = B" der zu C duale Code.
e Gilt C+ = C, dann heiBt C selbstdual.

Nach Satz 3.13 ist C+ wieder ein Unterraum und damit ein linearer Code. AuBerdem
ist immer C++ = (.

3.18 Satz Eine MatrixA € M(k x n, B) ist genau dann Generatormatrix des linearen
CodesC, wenn sie Kontrollmatrix vor©'- ist.

Bew.: Es sei A : B¥ — B" die lineare Abbildung A(l) := I- A. Falls A Generatormatrix
von (' ist, dann gilt X X
C = Im(A) = Kern (A)*,
also ist der zu C' duale Code C- von der Form
Ct = Kern (4").
Damit ist A Kontrollmatrix von C. Die umgekehrte Implikation folgt analog. O

Um nun effektiv zu decodieren, zerlegen wir den Vektorraum B™ in Nebenklassen
wgz) + C nach dem Unterraum C'. Dabei wihlen wir als Reprisentanten w(®) € B"
der Nebenklasse einen Vektor minimalen Gewichts, den sog. Nebenklassenfiihrer. Nun
besitzen alle Elemente einer Nebenklasse unter der Surjektion A das gleiche Bild.
Empfangen wir also am Ende eines Kanals das Wort w € B"™, dann kdnnen wir seine

Nebenklasse w 4+ C bestimmen, indem wir sein sog. Syndrom
wAt e B"7F

berechnen. Wir vergleichen dieses Syndrom mit einer Liste der Syndrome w(®A! der
Reprasentanten w® und decodieren, indem wir w den Code

ci=w—w" fir wAl =wAt

zuordnen. Da w'?) in seiner Nebenklasse minimales Gewicht besitzt, hat ¢ minimalen
Abstand von w. Es kann aber noch weitere Codewdrter ¢ € C' mit gleichem Hamming-
abstand d(w, ) = d(w, ¢) geben.
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3.19 Beispiel Simplex—und Hammingcodes

Zur Konstruktion des binareBimplex—CodesSim (k) C B™ betrachten wir digk x
n)-Matrix G mit n := 2¥ — 1, derenn Spaltendie (beliebig angeordneten) von Null
verschiedenen Vektoren ai#¥ sind. Firk = 3 ergibt sich (in lexikalischer Ordnung)

1010101
G=101100 11
0001111

Jede Zeile vonG besitzt2¥~! Einsen und2*~! — 1 Nullen, denn es fehlt ja nur der
Null(spalten)vektor aug”.

Das gleiche gilt fur jede von Null verschiedene Linearkdmakion dieser Zeilen.

G ist nun Generatormatrix vofim(k); wir erkennen, dass die Codeworquidi-
stantsind mit Abstand2¢—1.

Fassen wir num\ := G als Kontrollmatrix auf, dann nennen wir den entsprechen-
den zum Simplexcode dualen Cofén (k) denHamming—Codeéfam (k) C B™. Der
Minimalabstand zweier Worter in diesem Code ist

Dist(Ham(k)) = 3.

Dies sehen wir durch Angabe eines Wortes Ham(k) \ {0} minimalen Gewichts.
Die den Einsen in diesem Wort entsprechenden SpalteitAgind linear abhangig, denn
Gc! = 0 und ihre Zahl ist die Gesamtzahl solcher abhangiger Spaitso gleich 3.

Der Hamming—Code gestaltet damit die Korrektur eines Fehkntsprechend den
Hammingkugeln vom Radius 1 um die Codewdorter. Diese Kugetfassen jeweils ne-
ben dem Codewort noch = 2% — 1 weitere Worter, also insgesarit Worter. Es gibt
insgesamtHam(r)| = 2"~* Codeworter. Damit ist der Hammingcogerfeki d.h. die
Hammingkugeln flllenB™ aus.

Um fur den Hammingcode die Decodierung durchzufiihrestefien wir zunachst die
Liste der Nebenklassenfiihrer und ihrer Syndrome. WegePddektheit vonH am(r)
kdnnen und missen wir die Kugel vom Radius 1 um die Null aéntye der Nebenklas-
senfuhrer wahlen, also

w® :=(0,...,0)e B"

w® = (0,...,0, 1 0,...,0) , (i=1,...,n).
i—te Stelle
Damit ist das Syndromu At = (0,...,0) € B¥ undw®Atist furi = 1,...,n
Transponierte des-ten Spaltenvektors va@.
Istz.B.k = 3 und empfangen wir das Wait = 0010101, so ist sein SyndromA! =

(1,0,0), entsprechend dem des Nebenklassenfuihréts = 1000000. Wir korrigieren
also, indem winw als das Codewort

c=w—wY =1010101
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interpretieren.

Da wir die Spalten der Kontrollmatrix vaH am (k) lexikalisch geordnet haben, kbnnen
wir sogar ausvA! direkt ablesen, an welcher Stelle verwir gegebenenfalls ein Bit kor-
rigieren mussen, hier also wege\! = (1,0,0) an der Stelle

1-2240-28+0-22=1.

4 Direkte Summen von Vektorraumen

In diesem Kapitel geht es darum, mehrere Vektorrdaume zu einem neuen Vektor-
raum zusammenzufiigen. Dies scheint eine einfache Operation zu sein; allerdings
gilt es, vier verwandte Begriffe auseinander zu halten:

1. Die Summe
ZWi::{v€V|v:Zwi mit w; € W;}
icl iel

von Unterraumen W; C V. In der Darstellung von v sind nur endlich viele
w; # 0. Falls nur endlich viele Unterrdume summiert werden, schreibt man
kurz

Wi+ ...+ W,.

2. Ist die Darstellung in 1. fiir alle v € ZieIW}- eindeutig, sprechen wir von
einer inneren direkten Summe und schreiben

@ W, statt Z W;.

iel i€l
3. Fiir ein System (V});c; von K—Vektorraumen kénnen wir auf dem kartesi-

schen Produkt
HVi = {(vi)ier | vi € V;}

iel
durch
(Vi)ier + (Wi)ier := (Vi + Wi)ier
und
k(vi)ier = (kvi)ier
fur
(vi)ier, (wi)ier € [[Vi und ke K
iel

eine K{—Vektorraumstruktur definieren, die das direkte Produkt der V;
heiBt.
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4. Wahrend hier unendlich viele Faktoren v; € V; ungleich Null sein kénnen,
ist dies bei der duBeren direkten Summe der V; anders. Diese ist der Un-

tervektorraum
B Vi = {(wier € [[Vi | {i € I | v; # 0}] < o0}
icl il

Ist die Indexmenge I endlich, dann stimmen (duBere) direkte Summe und
direktes Produkt iiberein,? im Allgemeinen aber nicht.

Im endlichen Fall schreiben wir oft

Vio...oV, sttt PV

icl

Der Unterschied zwischen 1. und 2. ist uns schon bekannt. Insbesondere ist
W1 + Wy keine direkte Summe, wenn Dim(W; N Ws) # 0.

4.1 Beispiel Der Unterschied zwischen 3. und 4. wird am Beispiel des Rotyn
raumsK [z] deutlich. Dieser ist isomorph zur auBeren direkten Surég,, K
eindimensionaler Vektorraume, wobei dem Polynpifi , ;2" die Folge

(ao,al,...,an,0,0,...)

zugeordnet wird.
Andererseits haben wir schon gesehen, dass der Dualfauf isomorph
zum direkten ProduK[; ., K ist.

Ein Unterschied zwischen 2. und 4., also der inneren und der duBeren direkten
Summe, ist zundchst einmal die Tatsache, dass bei 2. die Vektorraume 1W; schon
Unterrdume eines ihnen gemeinsamen Vektorraums V' sind. Allerdings gilt dies
mit den Injektionen

L@ e ={ g (4.1)

, sonst

(j € I) auch fiir die duBere direkte Summe. Dann ist namlich der Unterraum
I;(V;) € @,c; Vi zu V; isomorph, und die duBere direkte Summe €, , V; ist
gleich der inneren direkten Summe

P L.

el

el

2Dass dasselbe Objekt einmal Summe und einmal Produkt genannt wird, liegt an der unter-
schiedlichen Perspektive: Das Produkt zweier (endlicher) Mengen M; und Ms hat die Kardina-
litat | My x Ma| = |M;|- | M|, daher der Name. Sind diese Mengen gleichzeitig Vektorraume,
dann haben wir die Mdglichkeit, Vektoren v; € M; als Vektoren (v1,0) bzw. (0,v2) aus
My x My aufzufassen und zu addieren.
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Daraus schlieBt man fiir Dim(V;) < oo insbesondere, dass die Dimension der
duBeren direkten Summe

Dim (é VZ) = i Dim(V;) (4.2)

ist. Insbesondere gilt fiir die duBere direkte Summe eines Vektorraums mit sich
selbst Dim (V @ V) = 2Dim(V') (wahrend fiir die Summe von Unterrdumen
Dim (V 4+ V) = Dim(V) gilt, denn V +V = V).

Direktes Produkt und direkte Summe linearer Abbildungen lassen sich in der
folgenden Form einfiihren:

4.2 Definition Es seien die linearen Abbildungen
gegeben. Dann heiBt die Abbildung

[Te - 1Ivi—=1Iw . (H%) (H%) = (0i(Vi))ier

i€l i€l i€l i€l i€l
das direkte Produkt der ;. Die Einschrankung

De: DV~ DW

i€l i€l i€l
des direkten Produktes auf @, , Vi heiBt die direkte Summe der ;.

Eine Basis fiir die auBere direkte Summe von Vektorraumen erhalt man durch
disjunkte Vereinigung der Basen der Summanden unter Benutzung der Injektio-
nen (4.1).

Bei einer endlichen duBeren direkten Summe Vi ®. . .®V,, endlich-dimensiona-
ler Vektorraume V; mit Basen B = (b(li), e b,(ﬁ)i) ist dann

B o= (L), B, BOP), o BOE). L), L))

eine geordnete Basisvon Vi @ ... & V.

Ist M, := Mg, (p;) die darstellende Matrix des Endomorphismus ¢; € L(V;)
beziiglich der Basis B® . dann besitzt die darstellende Matrix der Summen-
Abbildung beziiglich B die Blockdiagonalform

My O ... O
0 M 0
0 0 .. M,

Eng verbunden mit dem Begriff der direkten Summe ist der der Projektion.
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4.3 Definition Ein Endomorphismus P € L(V') heiBt Projektion oder Projektor,
wenn Po P = P gilt.

4.4 Satz Es seiDim(V') < oo. Dannist mitP € L(V) auch@ := Id — P eine
Projektion, und
V = Kern (P) @ Im(P) (4.3)

mit Im(P) = Kern (Q) undSpek(P) C {0, 1}.
Bew.:
e ’=(Id—PP2=Id-2P+P>=1d— P=Q.

e Ist v € Im(P), dann existiert ein u € V mit v = P(u), also P(v) =
P%*(u) = P(u) = v, also v = 0 oder v & Kern (P). Also ist die Summe

Kern (P) + Im(P)

direkt. Andererseits ist nach dem Dimensionssatz Def(P) + Rang (P) =
Dim(V'), sodass wegen (4.2) Dim(Kern (P) @ Im(P)) = Dim(V').

Wegen Dim (V') < oo muss dann auch schon (4.3) gelten.

e Wegen QP = (Id— P)P = P — P? =0 ist Kern (Q) D Im(P). Anderer-
seits ist v € Kern (Q)) wegen Pv = v auch im Bild von P.

e Ist v € Kern (P), dann ist Pv = 0; ist v € Im(P), dann ist v € Kern (Q),
also Pv = v. Aus (4.3) ergibt sich daher Spek(P) C {0, 1}. O

4.5 Beispiel 1. Die Identische und die Nullabbildung sind Projektionen.

2. IstV einR-Vektorraum mit dem Skalarprodukt -) undb € V' ein Vektor
der Lange||b|| = /(b,b) = 1, dannistP : V — V, P(x) := (b,x)b
Projektor auf den eindimensionalen Unterragmn(b) C V, denn

PoP(z) = (b,z)(b,b)b = (b, 2)b = P(x)

undIm(P) = span(b). Hier istKern (P) = {v € V| (b,v) = 0} der zub
senkrechte Unterraum.
1

Etwa furb := < 1?/3) € R? ergibt sichP(z) = 1 (\}3 ‘f) x.

2
Ist

V=V

el
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direkte Summe der Unterraume V;, dann besitzt nach Definition jeder Vektor
v € V die eindeutige Zerlegung

v = {(Vi)ier},

wobei nur endlich viele v; # 0 sind. Fiir jedes j € I ist die Abbildung v — v,
linear.
Definieren wir daher P; € End(V') durch

P = {(wder) miv wi={ G 1Y

dannist Im(P;) = V;, PP = P; und PP, =0 fiir i% joder kurz
P.P; = 6P,
Fiir endliche Summen (|I| < o0) gilt
Y p=1d
iel
In diesem Sinn ist die direkte Summe mit einer Familie von Projektoren verkniipft.

Ein Endomorphismus f € L(V') heiBt diagonalisierbar, wenn eine Basis von
Eigenvektoren von f existiert.

4.6 Satz Ein diagonalisierbarer Endomorphismyise L(V') eines endlichdi-
mensionalen Vektorraumes besitzt die Form

f= > AP, (4.4)
A€Spek(f)
wobei F ”
J— M .
P, = _
\ 11 T
neSpek(f\{A}
Projektor auf den Eigenraudi(\) zum Eigenwertx € Spek(f) ist. Es gilt
P\Py = 0Py, Z Py,=1Id und V = @ E()\) (45)
AeSpek(f) A€Spek(f)

Bew.: e Da E()\) von den Basisvektoren aufgespannt wird, die Eigenvektoren
zum Eigenwert ) sind, ergibt sich die Darstellung von V' als direkte Summe.
e Es ist fiir einen Eigenvektor v, € E(v) zum Eigenwert v € Spek(f)

(f —p 1d)(f — ' - 1d)
PP Uy = / / v,
v ueSpellj({”)\{)\} u’eSpg‘)\{A/} (A - M)(A —H )
_ (v — W) — 1Y)
- Il G

peSpek(f)\{A} ' €Spek(f)\{N'}
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Dieses Produkt verschwindet fiir v # A (denn dann tritt ;1 = v auf) und analog
fir v £ X. Im Fall v = X = X sind alle Faktoren des Produktes Eins.

e Die mittlere Identitdt in (4.5) folgt aus der ersten, wenn wir die Summe der
Projektoren auf die (eindeutige) Summendarstellung v = >_ g . () v» Mit v, €
E(v) eines Vektors v € V' anwenden. Analog folgt (4.4). O

5 Die Jordansche Normalform

5.1 Aquivalenz und Ahnlichkeit

Wie wir wissen, besteht zwischen Matrizen aus M (n x m, K) und linearen Ab-
bildungen ¢ : V. — W m~ bzw. n—dimensionaler K-Vektorraume V' bzw. W
ein enger Zusammenhang.

Ist B = (by,...,by) eine Basis von V und C' = (cy,...,c,) eine Basis von
W, dann ist die darstellende Matrix MZ(¢) € M(n x m, K) diejenige Matrix,
beziiglich derer der Vektor » 7' | v;b; € V' unter ¢ auf den Vektor » 37, wj;c; mit

m

w; =Y (ME(p)),, v

i=1

abgebildet wird.

Wir stellen uns nun die Frage, wie wir durch geeignete Wahl der Basen eine
besonders einfache Gestalt der darstellenden Matrix erreichen kdnnen. Basiswech-
sel entspricht der Multiplikation mit einer regularen Matrix. Wir definieren daher:

5.1 Definition Zwei Matrizen A, B € M(n x m, K) heiBen dquivalent, wenn
es Matrizen S € GL(n, K) und T € GL(m, K) mit

B =SAT

gibt.

Offensichtlich ist diese Relation eine Aquivalenzrelation auf M(n x m, K'), denn
aus der Gruppeneigenschaft von G L(r, K) folgen die Eigenschaften von Reflexi-
vitat, Symmetrie und Transitivitat.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus jeder Aquivalenzklasse einen eindeuti-
gen Reprasentanten auszuwahlen. Dieser Normalform soll man die Charakteristika
der Aquivalenzklasse méglichst sofort ansehen.

Wir kennen schon ein solches Charakteristikum, den Rang, also die Dimension
des Bildes der linearen Abbildung ¢ : K™ — K™, p(x) := Az. Denn wegen der
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Invertierbarkeit von S und T gilt
Rang (SAT') = Rang (A).
Da Zeilenrang gleich Spaltenrang ist, gilt 0 < Rang (A) < min(m, n). Besonders

einfache Matrizen vom Rang r € {0, ..., min(m,n)} sind sicher die
. 1, 1 <r
Dr € ./\/l(n X m, K) mit (Dr)z'j = 5@']’ . { 0 ’ P>

Beispielsweise ist D, € M(4 x 3, K) gleich

() - o-() - o) - ()

5.2 Satz Istr := Rang (A), dannistd € M(n x m, K) zu D, aquivalent, aber
nicht zu Dy, falls s # r.

[elelele)
[e]elolw]
(el
oOoO—O
[e]elolw)]
OO
oOoO—O
o—=oOo

Bew.:

e Der Defekt der linearen Abbildung p(x) = Ax ist Def(p) = m — r. Wir
erganzen eine Basis b1, ..., b, von Kern (¢) C K™ zu einer Basis B =
(b1,...,bn) und setzen ¢; :== p(b;), i = 1,...,r. Die ¢; € K" sind linear
unabhingig, denn andernfalls ware Def(y) > m — r. Wir ergénzen sie zu
einer Basis C' = (¢y,...,¢,) des K™.

Es gilt dann ME(p) = D,..
e Da Rang (D;) = s # r = Rang (A), ist A nicht zu D, dquivalent. O

Solange wir also keine Zusatzstrukturen wie z.B. Skalarprodukte auf den endlich-
dimensionalen Vektorraumen V' und W beriicksichtigen, hat beziiglich geeigneter
Basen die lineare Abbildung ¢ : V' — W die Form D,.. Rang () ist mit anderen
Worten die einzige Invariante von ¢ unter Basistransformationen.

5.3 Korollar Sind V' und W endlich-dimensionale K—-Vektorrdume und ,1) €
L(V,W) mit Rang (¢) = Rang(v), dann existieren o« € GL(V) und ( €
GL(W) mit

¥=Bopoa.

Ist nun @ € L(V), also ein Endomorphismus, dann wird man sich im Allgemeinen
nicht den Luxus zweier Basen auf V' leisten. Die Frage, wie durch geschickte
Wahl nur einer Basis B von V die darstellende Matrix Mp(p) = MB(p) auf
eine moglichst einfache Normalform (die so genannte Jordansche Normalform)
gebracht werden kann, ist nun schwieriger als die eben untersuchte Problematik.

Insbesondere konnen wir nicht mehr erwarten, dass diese Normalform immer
eine Diagonalmatrix aus M(n, K) ist, und zwar aus zwei, in den der Definition
folgenden Beispielen illustrierten, Griinden.
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5.4 Definition e Sind v, € L(V) und existiert 3 € GL(V) mit ¢ =
B owo 7L, dann heiBen ¢ und v dhnlich oder konjugiert.

e Sind A,B € M(n,K) und existiert S € GL(n,K) mit B = SAS™!,
dann heiBen A und B 3hnlich oder konjugiert.

Ahnlichkeit ist wieder eine Aquivalenzrelation, und der Rang verandert sich unter
Konjugationen nicht. Allerdings ist diese Zerlegung in Aquivalenzklassen feiner
als die vorher untersuchte, denn das Spektrum ist unter Konjugationen invariant.

5.5 Beispiel 1. n = 1. Zwei Korperelementel, B € M(1,K) = K sind
nur dann ahnlich, wenn sie gleich sind.

2.n = 2,A = (ég),B = (83). Zwar istRang (A) = Rang (B) = 1, A
und B sind also aquivalent, aber nicht ahnlich, defrek(A) = {0,1} #
Spek(B) = {0}.

B ist zu Uberhaupt keiner Diagonalmatrix konjugiert, dermesd hatte das
gleiche Spektrum, musste also die Nullmatrix sein, wasanégng (B) =
1 nicht sein kann.

3. A = (r i) € M(2,R) st fir sing # 0 zu keiner (reellen) Dia-
gonalmatrix konjugiert, denn das charakteristische Rotyg 4 (z) = 2% —
2z cos(p) + 1 besitzt dann keine reellen Nullstellen.

Fasst man allerdingd als Element von\ (2, C) auf, dann istA zur Diago-
nalmatrix (%) konjugiert, wobei\ = cos ¢ + i sin ¢ und die konjugierende
Matrix z.B. S = (} %,),alsoS~t =1 (L 1).

2\ —i 1

Das letzte Beispiel zeigt einmal wieder, dass die komplexen Zahlen sich algebra-
isch einfacher verhalten als die reellen.

5.6 Definition 1. Zerfillt jedes (normierte) Polynomp € K|[x| n—ten Grades
(n > 1) in Linearfaktoren, d.h.

plz)=(xr—=XA) ... (x = A\),
dann heiBBt der Kérper K algebraisch abgeschlossen.

2. Ein Kérper K D K heiBt algebraischer Abschluss des Unterkorpers K,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist, es aber keinen algebraisch abge-
schlossenen Kérper K O K mit K' ¢ K gibt.

5.7 Satz Jeder Korperk besitzt einen algebraischen Abschlussund dieser
ist (bis auf Isomorphie) eindeutig.
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Bew.: Siehe z.B. [6]. O

5.8 Beispiel Der algebraische Abschlugs des Korpersk := R der reellen
Zahlen mus<C enthalten, denn il zerfallt das Polynom:? + 1 € R[z] in die
Linearfaktorenz + i)(z — 7).

Im Prinzip konnte es nun komplexe Polynome C|z| geben, die irC nicht
in Linearfaktoren zerfallen. Der (in der Analysis bewiesgr-undamentalsatz
der Algebrabesagt aber, dagsalgebraisch abgeschlossen ist. Alsdist C.

Wir wollen nun zunachst das Normalformproblem fiir Endomorphismen bzw. qua-
dratische Matrizen iiber abgeschlossenen Kérpern behandeln und danach auf all-
gemeine Korper, insbesondere R, zuriickkommen:

5.9 Definition Ein Endomorphismus ¢ € L(V') eines K—Vektorraumes V' heilt

e nilpotent, wenn es ein n € N mit ¢" = 0 gibt, und das kleinste solche n
heiBt dann Nilpotenzindex,

e diagonalisierbar, wenn V' eine Basis besitzt, die aus Eigenvektoren von ¢
besteht.

Eine Matrix A € M(n, K) heiBt

e nilpotent, wenn es ein n € N mit A™ = 0 gibt, und das kleinste solche n
heiBBt dann Nilpotenzindex,

e diagonalisierbar, wenn sie konjugiert zu einer Diagonalmatrix ist.

5.10 Beispiel 1. FurV := {p € R[z] | deg(p) < n} ist der Endomorphis-
musy(p) := p/, der einem Polynorp seine Ableitung’ zuordnet, nilpotent
mit Nilpotenzindexn + 1, denny™ ™! = 0, abery™(p) = n! fur p(x) = ™.

w ist aber (aul3er fir = 0) nicht diagonalisierbar, denn nur die konstanten
Polynomep(z) = a € R\{0} sind Eigenvektoren von.

2. Uber dem gleichen Vektorraum ist der Endomorphismys (z) := z"p(1/x)
nicht nilpotent, aber diagonalisierbar, deprbesitzt die Basis von Eigen-
vektoren der Form!+2"~! mit den Eigenwertet:1 (dabeiist € {0,...,[n/2]};
fur geraden lasst man den Nullvektar®/? — 2™/ weg).

3. Uber dem gleichen Vektorraum ist der Endomorphisgags (z) := p(x +
1) weder nilpotent (denn er erhalt den Grad ygmoch furn > 0 diago-
nalisierbar (denn die konstanten Polynome sind die einzifjgenvektoren
von ).
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Die nilpotenten und die diagonalisierbaren Endomorphismen bzw. Matrizen wer-
den die Bausteine sein, aus denen wir die Jordan-Normalform konstruieren.

Als Normalform einer diagonalisierbaren Matrix A wahlen wir eine Diagonal-
matrix, zu der A konjugiert ist. Diese besitzt die Eigenwerte von A als Diagonal-
elemente und ist somit bis auf Permutation der Diagonaleintrage eindeutig durch
A bestimmt.

5.2 Nilpotente Endomorphismen

Um Normalformen fiir nilpotente Matrizen zu konstruieren, definieren wir fiir
r € N die nilpotente Matrix

Nr € M(T‘, K) , (Nr)zk = 5i,k—1-

Diese besitzt also in der oberen Nebendiagonale lauter Einsen, und alle anderen
Eintrage sind Null.

Der Nilpotenzindex von N, ist  denn (N,.)! besitzt auBer Einsen in der /-ten
oberen Nebendiagonale nur Nullen, z.B.

(010 s (001 3 (000
No=(§88) - e = (§) wne o= (§55).

Durch direkte Summenbildung kénnen wir nilpotente Matrizen der Form

é}Nn € M(r, K) (5.1)

i=1

mit 7q,...,7; € N bilden, wobei r := Zle r; ist.

00300 00000
5.11 Beispiel N3y@® N, = | 00000 Ny@® Ny)2=|o00000 |.
P 3O N2 00001 ’ ( 3D 2) 00000
00000 00000
Deren Nilpotenzindex ist aber nicht etwa r, sondern nur max(ry,...,r;), denn
. k .
j Y k
z‘:1Ai) - 2‘:1(Ai)-

Wir wollen nun zeigen, dass jede nilpotente Matrix zu einer Matrix der Form
(5.1) konjugiert ist, sodass wir letztere als Normalformen wahlen kénnen. Um
die Geometrie des Problems herauszuarbeiten, wechseln wir zu nilpotenten En-
domorphismen iber.

Schreiben wir

N, € L(K") , Ny(z):= Ny
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fir di~e der Matrix NN, ~zugeordnete lineare Abbildung, dann fallt auf, dass we-
gen N,(e;) = 0 und N,.(es) = es—1 (s = 2,...,r) fiir die kanonische Basis
(e1,...,e,) des K" dieser Vektorraum die Basis

(6,», Nr(er)aﬁf(el)a R N:_l(er))

besitzt, wir also eine Basis des Vektorraumes durch wiederholte Anwendung
des nilpotenten Endomorphismus auf einen einzigen Vektor w € K" gewinnen
konnen. Dabei hatten wir statt w = e, einen beliebigen Vektor w € K" \Im(Nr)
mit nicht verschwindender r—ter Komponente zum Ausgangspunkt wahlen konnen.

5.12 Definition Einr—dimensionaler Unterraum W C V heiBt zyklisch beziiglich
des Endomorphismus ¢ € L(V'), wenn es einen Vektor w € W gibt, sodass

o (w,p(w), P*(w), ..., *(w)) eine Basis von W ist und
o O (w) =0 ist.
w heiBt dann erzeugender Vektor.

5.13 Beispiel 1. Beziglich des Ableitungsoperatar§) := p’ auf dem Po-
lynomraumV' := R[z] ist jeder Unterraun¥V := {p € V | deg(p) < n}
zyklisch, wobei jeder Vektow mit deg(w) = n erzeugend ist.

Wahlen wir als erzeugenden Vektoidas Monomu(z) = x”, dann ergibt
sich als Basis

n! n!
(0™, o=V M ) = (n!, TEIREE z" xn) -

In dieser Basis besitzi|TV die FormN,,, also die Normalform.

2. Bezuglich des Operato@’_, N,, auf dem Summenrauii := @7_, W;
mit W, := K" istder Vektor0 & ... & 0@ e, ®0& ... 50 (mite,, an der
i-ten Stelle) erzeugender Vektor voir.

Nehmen wir einmal an, wir wiissten schon, dass jede nilpotente Matrix A €
M(r, K) konjugiert zu einer Normalform (5.1) ist, dann miissten wir nur j zy-
klische Vektoren finden, um die konjugierende Matrix S zu berechnen. Wir ge-
hen wieder zum geometrischen Problem nilpotenter Endomorphismen ¢ € L(V')
tiber. Was wir zunachst berechnen kénnen, sind die Kerne der iterierten Abbil-
dungen gpk, und tatsachlich reicht das aus.

So ist jeder Vektor w € W\Kern (¢"!) in Beispiel 5.10.1. erzeugender
Vektor.
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Im allgemeinen FaIII ist zunachst zu beweisen, dass V direkte Summe von
Unterrdumen V' = @]_, W, ist, sodass die W; beziiglich ¢ zyklisch sind.
Die vorhandenen Daten sind zunachst die Dimensionen

d, = Def(¢") = Dim(V},) (p=0,...,r+1)

der Kerne V,, := Kern (¢”). Aus diesen lassen sich die Dimensionen der zyklischen
Unterraume W, berechnen.
Ist ¢ der Nilpotenzindex von ¢, dann gilt

{0}=VycVicC...CcV, =V,

und d, 41 > d, fiir p < ¢, denn waren fiir ein p < ¢ die Dimensionen von V,, und
von V. gleich, dann ware auch V,, = V1, also auch V, = ... = V.

5.14 Lemma e EsistV,,; = ¢ *(V,) (p=0,...,9—1).
e © erzeugt injektive Abbildungen
By Vo1 =V, v+ V= o(v) + Vo
der Quotientenriume V , ==V, /V, ;.

Mit anderen Worten: Sind v,v" € V41 und v — v’ & V},, dann ist auch ¢(v) —
(V) & V1.
Bew.:

Vo1 = Kemn (") = Kemn (o @") ={v € V [ p(v) € Vo } = o7 (V,).

o Essei w € V1. Wir miissen zeigen: Ist p(w) € V,,_;, dann ist w € V,.

Der erste Teil des Lemmas besagt aber gerade V,, = o 1(V},_4). a

Aus V, 1 = ¢ 1(V,) folgt nur ¢(V,11) C V, und nicht etwa (V1) = V,. Die
Abbildungen %, sind also im Allgemeinen nicht surjektiv, bilden also Vi1 nur
injektiv in einen Unterraum von V,, ab.

Setzen wir nun

d, = d, — d,—1 = Dim(V,,) — Dim(V,—,) = Dim(V/,), (5.2)
dann ist - o o
]{Ip = dp — dp+1 = Dlm(Vp) — Dim(Verl) (53)

die Kodimension dieses Bildes ,(V ,41) in V..
Diese Dimensionszahlerei niitzt uns jetzt bei der Konstruktion einer Basis von
V', beziiglich derer ¢ die nilpotente Normalform (5.1) besitzt.
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Wir wahlen namlich fir p =1, ..., q Vektoren
€p1s-- s Cpky € Vp

so, dass sie Reprasentanten einer Basis von V,/%,(V 1) sind. Dies ist moglich,

denn ihre Anzahl k, ist gleich der Dimension von V,,/3,(V ,11).
Diese Vektoren e, ; nennen wir primitiv, und leiten aus ihnen die Vektoren

0" (ep;) (r=0,....,p—Lg=1,...,kpp=1,...,¢q)

ab. Deren Zahl ist gleich

<

q q q
k=Y p-(dy—dp1) =Y dy=> (dy — dp1) = dy = Dim(V),
p=1 p=1

p=1 p=1

und tatsachlich bilden sie eine Basis von V.
5.15 Satz 1. Furp =1,...,qreprasentieren die Vektoren
W Peyy) W =pgi=1. ky)
eine Basis voiV, =V, /V,_;
2. Die Vektoren
©"(ep;) (r=0,....,p—Lg=1,...kyp=1,...,9q)
bilden eine Basis voir.
3. Die Unterraume
Wi =span(ep, ... 0" () (G=1....kp=1,....9)

sind zyklisch bezuglichr mit erzeugendem Vektar, ; und besitzen Di-
mensionp.

4. V ist die innere direkte Summe dieser Unterraume

V= @ W,

Bew.: (Siehe auch Brieskorn, p. 15 [1]):

1. e Fiirp = ¢qist V,;; = V/V nulldimensional; also reprisentieren
€pl,---sEpk, €ine Basis von V, /o, (V1) =V, =V, /V, 4
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e Behauptung 1. sei schon fiir p + 1 < ¢ bewiesen, und wir wollen sie
fiir p beweisen. Wir wissen also, dass die Vektoren

p’—(p+1)(

' ep’,j) (p,:p+177q7j:177kp’)

eine Basis von V,,, reprasentieren. Wegen der im letzten Lemma
bewiesenen Injektivitat von p, reprasentieren ihre Bilder unter ¢ eine
Basis von ,(V,11). Die primitiven Vektoren e, 1, ..., ey, € V, sind
nun gerade so gewahlt, dass sie diese zu einer Basis von V), erganzen.

2. Waren diese Vektoren linear abhangig, gabe es also eine Linearkombination
der ¢ (e, ), die eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors ware, dann

wiirden wir einen Koeffizienten )\ ; # 0 mit maximalem p—r = : p/ finden.
Wir konnten also diese Darstellung in der Form

Z )‘pj(p €p.j) Z )‘ "(ep)

p—r=p’ p—r<p’

schreiben. Die linke Seite reprasentiert einen Vektor aus Vp/, die rechte
Seite ist ein Vektor aus V,_;. Da die Vektoren ¢"(e, ;) der linken Seite
eine Basis von V,, = V,,/V,,_; reprasentieren, miissen ihre Koeffizienten
alle verschwinden. Widerspruch!

3. Nach 2. sind die Vektoren e, j, ..., " (e, ;) linear unabhingig und bilden
daher eine Basis von W, ;.

4. folgt, da fiir (p,j) # (p',j’) die Unterraume W, ; und W, j; von verschie-
denen Basisvektoren aufgespannt werden. O

Da die auf die Unterraume W, ; restringierte Abbildung cp[ij in der geord-
neten Basis

(Qppil(ep,j)a ‘Ppiz(ep,j)a o p(ep), ep,j)
die Matrixdarstellung NV, besitzt, haben wir nebenbei gezeigt, dass ¢ zur nilpo-
tenten Jordannormalform

konjugiert ist.

5.16 Beispiel Aufdem VektorraunR[x] der Polynome betrachten wir den Ope-
rator

G(p)(x) = p/(x) — ap"(x) + p® (),
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wobeip™ die n—te Ableitung des Polynomsbezeichnet. Ist eine Losungder
Gleichungy(p) = 0 gesucht (wobep kein Polynom mehr sein muss), dann
spricht man von einer linearen Differentialgleichung. éane Differentialglei-
chungen, allerdings mit konstanten Koeffizienten, werdennoch in dieser Vor-
lesung begegnerp. selbst ist nicht nilpotent, aber da

2*(p)(2) = (2* = 1)p* (2) — 20p™ (@) + p'* ()

ist, verschwindet schon die dritte Iteriegtd von ¢ := ¢ | V auf V := {p €
R[z] | deg(p) < 4}. Mit den Basisvektoren;(z) := x* von'V ergibt sich

% - {0}7 ‘/1 - Span(€07 62)7 ‘/2 = Span(607€17€27€3)7 ‘/}) - V

Daher reprasentiett; eine Basis vorl/s = Vz3/V5, €1, e3 eine Basis vorl/, =
V,/Vi undeg, e, eine Basis vorv; = V. Wir wahlen also als primitive Vektoren
€31 = €4, €21 = €7, SOdaS$0(€371) = 24e; — 8es, ()02(6371) = 24(62 — €0) und
o(e2.1) = ey ist. Somit besitzty die NormalformNs @ No.

Wir konnen durch Umnummerieren der Basisvektoren immer erreichen, dass in
der nilpotenten Normalform

N, ®N,,@®...®N, 1 >r>

' = e

ZTj

gilt. Die Summe r := 7 + 73 + ... + r; dieser Nilpotenzindizes ist gleich der
Dimension des Vektorraumes V. Eine solche Zerlegung einer natiirlichen Zahl
r € N in absteigend geordnete Summanden r; € N heiBt eine Partition von r,
und p(r) bezeichnet die Anzahl voneinander verschiedener Partitionen von r.

5.17 Beispiel e p(1)=1.
e Da2=1+1,istp(2) =2.
eDa3=2+1=1+1+1,istp(3) = 3.
eDad=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1,istp(4) =5.

5.18 Satz Auf einemr—dimensionalen Vektorraui ist die Zahl derAquiva-
lenzklassen konjugierter nilpotenter Endomorphismeitigle(r), und diese be-
sitzen die Normalformen

N, ®N,, ®...® N, (5.4)

J

mit r, ZTQZ...er21unng:1ri:T.

Bew.:
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e Dass jeder nilpotente Endomorphismus ¢ € L(V') zu einer dieser Normal-
formen konjugiert ist, haben wir schon gezeigt.

e Esist also nur noch zu zeigen, dass zwei verschiedene solche Normalformen
(5.4) nicht konjugiert sind. Nun |38t sich aber die Zahl &, der Jordanblécke
N,, mit 7; = p nach (5.2) und (5.3) aus den Dimensionen d,, der Kerne V,
von (5.4) berechnen. Umgekehrt ist

dp:iﬁl und El:iksa
=1 s=l

wir kénnen die Defekte d,, also aus den Multiplizitaten k4 der Jordanblocke
der GroBe s berechnen. Unter Konjugation bleiben die d,, also auch die k;
invariant. Die absteigende Anordnung der BlockgroBen r; impliziert daher
die Eindeutigkeit. O

5.3 Verallgemeinerte Eigenrdaume

Bis jetzt haben wir das Normalformproblem fiir zwei Klassen von Endomorphis-
men ¢ € L(V') eines r—dimensionalen K—Vektorraumes V' gelost:

e fiir diagonalisierbare ¢,
e fiir nilpotente .

Nun wollen wir diese Informationen nutzen, um einen beliebigen Endomorphismus
¢ (eindeutig) als Summe
¢ =¢p+eN (5.5)
eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten Endomorphismus darzustellen, die
miteinander kommutieren (¢p o Yn = YN © Pp).
Da nilpotente ¢ € L(V') die Normalform (5.1) besitzen, ist ihr charakteristi-
sches Polynom gleich

Xo(z) = 2"
Dagegen besitzen diagonalisierbare ¢ € L(V') das charakteristische Polynom

Xe@) = J[ @-=xnm, (5.6)

AeSpek(¢)

wobei m,) die Multiplizitat des Eigenwertes \ ist, d.h. m, := Def(¢p — A - 1d).
Wir benutzen daher das charakteristische Polynom dazu, die Zerlegung (5.5)
zu finden.
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5.19 Definition Es sei ¢ € L(V) Endomorphismus des K—Vektorraumes V
und A\ € K Eigenwert von .

e Dann heiBt v € V\{0} verallgemeinerter Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert
A, wenn ein q € N existiert sodass

(p—A-1d)% = 0.
o E(\) = Uyen Kern ((p — A - 1d)?)
heiBt verallgemeinerter Eigenraum von ¢ zum Eigenwert \.

Fiir diagonalisierbare ¢ stimmen die Eigenrdume E()) = Kern (¢ — AId) mit
den verallgemeinerten Eigenrdumen FE(\) iiberein, fiir nilpotente ¢ dagegen ist
ganz V verallgemeinerter Eigenraum (zum Eigenwert 0).

5.20 Definition Es sei ¢ € L(V'). Dann heiBt
e ein Unterraum U C V' p—invariant, wenn p(U) C U,

e cine direkte Zerlegung V = @
U; p—invariant sind.

.e1 Ui p—invariant, wenn alle Unterraume

5.21 Satz Esseiy € L(V). Giltfur eing € Ny

Kern (1) = Kern () (57)
(mit ° = Id), dann gilt fiir allep > ¢

Kem (47) = Kern (4#+), (53)
und fallsDim (V') < oo

V = Kern (47) @ Tm (1)),

Diese Zerlegung ist dann-invariant.

Bew.:

e Wir zeigen, dass aus (5.8) auch
Kern (¢P11) = Kern (¢/712)
folgt. Ist v € Kern (¢**?), dann ist w := v(v) € Kern (¢P™) = Kern (1?),
also Y?(w) = P (v) = 0.
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e Essei D := Kern (¢9)NIm(¢?). Dann ist ¢¢(D) = {0}, und D = ¢9(D’)
fir D' := (¢7)71(D). Damit ist D' C Kern (¢*9) = Kern (¢/7), also

D = {0}.
e Da die Summe von Kern und Bild also direkt ist, gilt nach dem Dimensi-
onssatz
Dim(Kern (¢?) @ Im(¢?)) = Dim(Kern (/%)) + Dim(Im(¢)?))

= Dim(V) < oo,
sodass die direkte Summe schon gleich dem gesamten Vektorraum V ist.
e Fiir beliebige 7 € N gilt

Y(Kemn () |
{Y@) [ v (@) =0} C {ue V [ 4" (u) = 0}
= Kern (' 1) C Kern (¢)")

und

Y(Im(y')) = b('(V)) = ¢'(¥(V)) C ¥ (V) = Im(y)").

5.22 Bemerkungen
1. IstDim(V) = oo, dann kanrKern (¢/7) ©Im()?) ein echter Unterraum von
V sein. Z.B. ist dies ful” := Rlz] undp € L(V), ¢(p)(x) := xzp(z) der
Fall, denny ist injektiv, also ist .7) fur ¢ = 0 und damit auch fug = 1
erfullt, aberlm(y) ist ein echter Unterraum voii, da er die Monome vom
Grad0 nicht enthalt.

2. Den kleinsten Indey € N, (soweit vorhanden), fur derb(7) erfullt ist,
nennt man defittingindexvon .

5.23 Korollar Ist r := Dim(V') < oo, dann ist der Fittingindex ¢ < .
Bew.: 0 = Def(¢)") < Def(¢!) < ... < Def(¢?) <. O

Wir wollen nun zunichst zeigen, dass (in Verallgemeinerung von (4.5)) endlich-
dimensionale Vektorraume V sich als direkte Summe

V= P EW

AeSpek(y)

der verallgemeinerten Eigenraume zerlegen lassen.

Dies ist nur moglich, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfdllt, also die Form (5.6) besitzt. Wir wissen schon, dass dies immer der Fall
ist, wenn der Korper K algebraisch abgeschlossen ist, also z.B. fiir K = C.
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5.24 Satz Wenn das charakteristische Polynam € K[z] des Endomorphis-
musy € L(V') auf dem endlich-dimensionaléti-Vektorrauml” in Linearfakto-

ren zerfallt, dann ist )
V= P EW). (5.9)

AeSpek(y)

und die Zerlegungd.9) ist p-invariant (es gilt alsg(E()\)) € E()\)).
Bew.: e Fiir 7 := Dim(V) und v € E()\) gilt

(o = Ald)" o p(v) = o (p = Ald)"(v) = ¢(0) =0,
also p(E(\)) C E(\).
o Fiir A\, u € Spek(p) mit A # p gilt
E(\) N E(u) = {0}.

~

Denn der Unterraum U := E(\) N E(y) ist, wie wir gerade gesehen haben,
invariant unter ¢.

- Nun besitzt fiir Dim(U) > 0 der restringierte Endomorphismus ¢ := @[,
den Eigenwert A, denn (¢ — A1d)"U = {0}.

- Andererseits besitzt ¢ keinen weiteren Eigenwert o # A, denn mit (¢ —
old)v = 0 fir v € U\{0} wiirde (¢ —A1d)"v = (p —AId)" - (0 — A)v
...= (0 —A)"v # 0 folgen.

- Aus Symmetriegriinden miisste aber auch p der einzige Eigenwert von ¢
sein, was die Annahme Dim(U) > 0 widerlegt.

e Es seien nun Ay, ..., A\ € Spek(y) voneinander verschiedene Eigenwerte.
Wir wollen zeigen, dass die Summe

A A~

EO) + ...+ B\

der verallgemeinerten Eigenraume direkt ist, d.h. aus vy, + ... + vy, = 0 fiir
vy, € E(\;) folgt, dass vy, = 0. Dies wurde gerade fiir k = 2 bewiesen.
Der Induktionsschluss von k — 1 auf k geht wie folgt: Es ist

(90 - )‘kld)rv)\k - 07

also auch

Ead

-1

1

(2
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Wegen ¢(E()\;)) € E()\;) ist auch (o — \Id)"E(N;) € E();). Damit miissen
fiir i = 1,...,k — 1 diese Vektoren in (5.10) die Nullvektoren sein, denn die
Summe E(A1) + ...+ E(A\x_1) ist nach Induktionsvoraussetzung direkt. Es ist
also

vy, € E(N) NE() = {0} (i=1,....,k—1)
und damit auch vy = —(v1 + ... +vs_1) = 0.

e Wir miissen noch zeigen, dass die direkte Summe

b Encv

AESpek(¢)

gleich V ist. Dies ist fiir Dimension » = 1 der Fall und sei allgemein fiir Dimen-
sionen < r — 1 gezeigt.
Nach Satz 5.21 ist fiir A € Spek(y) die Zerlegung

V =FEW\)®Im((p —Ad)") (5.11)

@—invariant. Daher kénnen wir (falls nicht schon E(\) = V gilt) ¢ :== ¢ |; auf
dem Bildraum [ := Im((p — A-1d)") betrachten. Da Dim(/) < Dim(V'), besitzt
I nach Induktionsvoraussetzung eine p—invariante Zerlegung

I= @ I (5.12)

neSpek(4)

in verallgemeinerte Eigenraume I,, von ¢.
Es ist nach dem folgenden Lemma Spek(¢) = Spek(p)\{A}.
Daraus folgt aber

A

I, C E(u)  (n € Spek(p)), (5.13)

denn wegen der ¢—Invarianz von [ ist

{0} = (¢ — u-1d)"(L,) = (¢ — - 14) (L,):

Insgesamt folgt aus (5.11), (5.12) und (5.13)

V = ENel=ENe P L=
peSpek(p)
- Ene @ Ew= P Ew.

peSpek(p)\{\} peESpek(p)
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5.25 Lemma Es sei ¢ € L(V), Dim(V) < oo und U C V ein p—invarianter
Unterraum.

Dann ist fiir ¢ := @[, das charakteristische Polynom x ein Teiler von .
Zerfallt also x,, dann auch x.

Bew.: Ist (by,...,b;) eine Basis von U und B = (by,...,bk,...,b,) eine Basis
von V', dann ist die darstellende Matrix von ¢ von der Blockform
Mp(p) =M = (]\1\21 Jj‘é;;) mit My =0

und Mll EM(]%',K), M22 EM(T—]%',K). .
Die gleiche Blockstruktur besitzt M — x - 1. fiir x € K. Daher gilt (Ubungs-
aufgabe)

XM(:E) = XM (l‘) ’ XMzz(x) (ZE € K)
Wegen X = X, und xar,, = X folgt daraus die Behauptung. a

5.4 Jordanzerlegung und Jordansche Normalform

Satz 5.24 ermdglicht es uns, ¢ € L(V') in der Form (5.5) als Summe ¢ = ¢p+on
eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten Endomorphismus zu schreiben.
Es sei dazu f, der Fittingindex von ¢ — A1d und

Ry, € K[x] das Polynom Ry(z) := H (z — p)fv. (5.14)
pneSpek(p)\{A}
Setzen wir ¢ in diese Polynome ein, dann ist
Ra()(V) € E(),

denn V' besitzt die p—invariante Zerlegung (5.12), und (@ —p Id)/*(E (1)) = {0}.
Andererseits sind die Polynome R, € K|z] teilerfremd, d.h. es existiert kein
Polynom R € K|z] vom Grad > 0, das alle Ry ohne Rest teilt.

Mithilfe des Euklidischen Algorithmus beweist man (Ubungsaufgabe) die Exi-
stenz von Polynomen Q) € K|[z] mit

> @Qv-Ry=1 (5.15)

AeSpek(yp)

5.26 Satz (Jordanzerlegung) Das charakteristische Polynom vene L(V)
zerfalle in Linearfaktoren. Dann bilden die Endomorphisme

Py = Qx(p) - Ra(p)
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(mit den PolynomerR, aus 6.14 und@, aus 6.19) eine Familie von Projekto-
ren auf die verallgemeinerten Eigenraufie\) mit

P\P,=0yPy und > Py =Idy. (5.16)
AESpek(p)
Weiter gilt:

1. Der Endomorphismus

¢p = Z APy

AeSpek(p)

ist diagonalisierbar, und seine Eigenraume zu den Eiggawg stimmen
mit den verallgemeinerten Eigenraumeii\) von ¢ zu den gleichen Ei-
genwerten Uberein.

2. Der Endomorphismusy := ¢ —¢p lasst die Zerlegundx(9) vonV’ in die
verallgemeinerten Eigenrauntg\) invariant, undyy [B0y besitzt Nilpo-
tenzindexf).

3. Esgiltyp o oy = N o ¢p, d.h.pp undpy kommutieren.

4. ¢ = ¢p + @y ist die einzige Zerlegung vop in einen diagonalisierbaren
und einen nilpotenten Endomorphismus, die miteinandemiotieren.

Bew.: e Die zweite Identitat aus (5.16) folgt aus (5.15).

e Dass P,(V) C E()) ist, folgt wegen Ry()(V) C E(\) und der ¢—-Invarianz
der verallgemeinerten Eigenraume. Da andererseits

Z Py, = Idy

AESpek(y)
ist, ist nur Py(V) = E()\) mit der direkten Zerlegung (5.9) vertraglich.
e Wegen P, o P\, = P\o P, ist
E\) , pu=2\

{0}, w#EA

Daher ist P, = Py Idy = P (Zu Pu) = P\ P), sodass auch die erste |dentitat

aus (5.16) bewiesen ist.

PRV) = BN B = {

1. Wegen R
Im(PA) = E()\) und PAPA = P)\,

ist nach Satz (4.4) E()\) Eigenraum von P zum Eigenwert Eins. Also ist
E(X) Eigenraum von ¢p zum Eigenwert \.
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2. @y lasst die Zerlegung (5.13) invariant, weil dies auch ¢ und ¢p tun.
Wegen
¥YN TE()\) = (p—Ald) r}«j(,\)

ist @f\? TE(/\) = 0, und der Fittingindex ist die kleinste solche Potenz.
3. folgt, da ¢p und ¢ Polynome in ¢ sind.

4. Sei ¢ = Yp+1y mit Yp, vy € L(V) diagonalisierbar, bzw. nilpotent und
Ypoy = Yy op. Dann kommutiert ©/p auch mit ¢, also auch mit dem
Polynom ¢p von ¢.

Auch ¢ und ¥y kommutieren, denn

ponotyy = (p—wp)o(p—¥p)=pop—pYpop—potp+ypoip
= pop—ypopp—Ypop+Ypoyp=_(p—1p)o(p—1p)
= YN O PN

Nach dem folgenden Satz ist
Yp —Yp =N — PN
damit diagonalisierbar und nilpotent, und damit die Nullabbildung. O

5.27 Satz Furendlich viele Endomorphismen eines endlich-dimamaien Vek-
torraumes gilt:

1. Die Summe kommutierender nilpotenter Endomorphismariljgotent.

2. Kommutierende diagonalisierbare Endomorphismenzessiginegemein-
sameBasis aus Eigenvektoren.

Bew.:

1. Es seien ¢, 9 € L(V) nilpotent und ¢™ = 9™ = 0. Gilt auBerdem ¢ o) =
1 o, dann ist

2n
(4,0 + w>2n _ Z (2]?) (pkq/}Qn*k — 0’
k=0

denn falls k < n, dann ist ¥?"~% = 0, andernfalls ¢©* = 0. Iteration dieses
Arguments zeigt die Aussage fiir endlich viele kommutierende nilpotente
Endomorphismen.
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2. Es seien p,1) € L(V') diagonalisierbar, dann konnen wir sie mithilfe der
Projektoren Py bzw. (), auf die Eigenraume von ¢ bzw. 9 in der Form

p= Y AP, b= > pQ, (5.17)

AESpek(p) pESPek(¢)

schreiben. Ist auBerdem [p, 1] = 0, dann ist, da die Projektoren P\ bzw.
(), nach Satz 4.6 Funktionen von ¢ bzw. 9 sind, auch

[P, Q) =0 (X € Spek(p), u € Spek(v))).
Dabher erfiillen die Operatoren
R(A\, i) == ProQ,
nicht nur die Relation

> R\ p) =1d, (5.18)

sondern sind ebenfalls Projektoren mit
R()\, M) R()\,, [L/) = 5)\>\/5MM/R()\’ ,u) (519)
Setzen wir E(A\, 1) := R(\, 1)(V'), dann wegen (5.18) und (5.19)

V= @E()\,,u),
Ao

und wegen (5.17) sind die Restriktionen von ¢ bzw. ¢ auf den Unterraum
E(\, ) das A-fache bzw. p-fache der Identitat.

Iteration dieses Arguments zeigt die Aussage fiir endlich viele kommutie-
rende diagonalisierbare Endomorphismen. O

Wir benutzen jetzt die Abkiirzung
Jr(A) := Al + N,.

Beispielsweise ist J4(\) = (

J-(\) kommutiert mit dem

SOoOO

00
1 9], und der nilpotente Anteil .J.(0) = N, von
0

D oo~

o

gonalanteil A1l,.

5.28 Definition Eine Matrix aus M(r, K) heiBt Jordanmatrix (oder ist in Jor-
dannormalform), wenn sie die Gestalt

@ ‘]Tz()‘l)

(mit S)_ r; = v und \; € K) besitzt. Die Matrizen .J,,(\;) heissen dann die
Jordanblocke der Matrix.
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5.29 Satz Das charakteristische Polynom venc L(V) zerfalle in Linearfak-
toren. Dann existiert eine Basis von V' (genanntdordanbasis), sodass die dar-
stellende MatrixM () eine Jordanmatrix ist.

Bew.: Wir gehen von der p-invarianten Zerlegung (5.9) von V' in die verallgemei-
nerten Eigenrdume E()\) aus, und betrachten die nilpotenten Endomorphismen

(b =A-1d)[pny (A € Spek(yp))

dieser Unterraume. Diese besitzen nach Theorem 5.15 Jordanbasen B™). schrei-
ben wir diese hintereinander, erhalten wir eine Jordanbasis B von ¢. O

5.30 Bemerkung Im allgemeinen gibt es keine kanonische Wahl der Anordnung
der JordanbaseB™ (eine Ausnahme ist der Fall = R, wo wir die Eigenwer-
te A € Spek(yp) und entsprechend diB™ nach aufsteigender GroRe anordnen
konnen).

Wir sprechen daher voginer, nichtder Jordannormalform vom.

5.5 Ein Beispiel

Wir wollen eine Jordan-Normalform der reellen Matrix

1/4 1-3/40 —3/4 1
1/2 4 1/2 0 7/2 -3
M= | 974 3134002/ 6
‘ 3/4 0 3/4 2 7/4 —1
~1/20 -1/20 1/2 1
02 00 2 0
bzw. des durch ¢(z) := Mx gegebenen Endomorphismus von V' = R® bestim-
men.

Als ersten Schritt berechnen wir das charakteristische Polynom
Y (z) = 2% — 102° + 412" — 882® + 1042 — 642 + 16.

Dieses besitzt die Nullstelle 2, was man daraus ablesen kann, dass die vierte Spalte
von M auBer der 2 an der Diagonalstelle nur aus Nullen besteht. Fortgesetzte
Division durch x — 2 zeigt, dass diese Nullstelle die Ordnung vier besitzt, und
dass

Xu(@) = (z = 2)"(z - 1)?

ist. Als nachstes bestimmen wir die verallgemeinerten Eigenraume E()\) dieser
Nullstellen.
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Der vierdimensionale Kern von (¢ — 2Id)? mit darstellender Matrix

~11/4 0 —7/4 0 —19/4 4

12 0 1/2 0 3/2 —1

3 | 13/4 0 9/4 0 25/4 —5

(M —2-1)" = 1//2 0 1?2 0 3//2 ~1
~1/2 0-1/20 —3/2 1

0 0 0 0 0 0

enthalt den Vektor egi = ( ) (wobei in der Notation e;:\]? der obere Index A

[elelelelje]

den Eigenwert bezeichnet, und ez(,:\]? primitiver Vektor von ¢ — AId ist, vergleiche

Kapitel 5.2). Der verallgemeinerte Eigenraum E(Q) wird daher von den Vektoren

0 1

1 2
by =€) = () b= (p—2-10) () = ()

0 2

und dem zweiten Eigenvektor by := ef{ = von ¢ zum Eigenwert 2

aufgespannt.
~ Analog behandeln wir den zweidimensionalen verallgemeinerten Eigenraum
FE(1). Der Kern von (¢ — Id)? mit darstellender Matrix

—1/42 -1/40 7/4 —1

1/2 5 1/2 0 11/2 —5

M2 | 74 6 7/4 031/4 -8
(M —1) 1 1 1 1 3 =2
-1/20 —1/2 0 —1/2 —1

0 4 0 0 4 -3

1 1
(1) 0 () %
enthdlt den Vektor bg 1= ey = ok und b5 := (¢ — 1d) <6271> =15
- 0
. . . 0 . 0 .
Schreiben wir diese sechs Vektoren by, ..., bs nebeneinander, so erhalten wir
die Matrix
0101 1 1
0210 0 1
g-1._ [030-2-10
= | 1000 0 1
000 1 0 —1
0201 0 O

mit Inverser
1/2 0 1/2 1 3/2 -1
1/4 0 1/4 0 1/4 0
g — 01 0 0 1 -1
=1 -1/20-1/20-1/2 1 )
7/4 0 3/2 0 T/4 —2
~1/20 -1/2 0 =3/2 1
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sodass die Jordansche Normalform

SMS™ = <

OONOOO
O—ROO0O00O
—H=OO00O

) = J3(2) ® J1(2) ® Ja(1)

oo NN—O

1
2
0
0
0
0

OOOoOOoOON

ist.

6 Reellifizierung und Komplexifizierung

6.1 Skalarwechsel bei Vektorraumen

Bisher haben wir nur Vektorraume iiber dem gleichen Skalarkorper zueinander in
Beziehung gesetzt. Nun ist aber Voraussetzung fiir die Bildung der Jordanschen
Normalform eines Endomorphismus das Zerfallen seines charakteristischen Poly-
noms in Linearfaktoren. Dies konnen wir allgemein nur erwarten, wenn der Korper
algebraisch abgeschlossen ist. Andererseits besitzt jeder Korper eine algebraisch
abgeschlossene Korpererweiterung, zum Beispiel C im Fall von R.

Wir werden daher jetzt die Beziehungen von Vektorraumen iiber einem Korper
K und denen iiber einem Unterkérper K C K untersuchen. Wir werden uns
hauptsachlich das fiir die Anwendungen wichtigste Beispiel R C C anschauen.

Zunichst kénnen wir einen K—Vektorraum V in einen K—Vektorraum Vi
umwandeln, indem wir nur noch mit Elementen des Unterkorpers K multiplizie-
ren, d.h. die Skalarmultiplikation KxV =VafKxV restringieren, aber
weder den Vektorraum als Menge noch die Addition V' x V' — V von Vektoren
verandern.

6.1 Definition /st V ein C—Vektorraum, dann heiBBt der R—Vektorraum Vg die
Reellifizierung von V.

6.2 Satz Hat derC—Vektorrauml” endliche Dimension, dann gilt
Dimg(Vg) = 2 Dim¢(V).
Bew.: Ist B = (by,...,b,) eine C-Basis von V, dann ist
Bgr := (b1, ..., by, iby, ..., iby,)
eine R-Basis von Vk. Denn
[ J

spang(Bg) = {Z A + e (ibg) | Ak, i € R}

k=1
= {Z b | v € C} = spang(B) =V,
k=1
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da wir nur vy := A\ + 1 wahlen missen.

olst 0=>"7 | Nebi+ pu(iby) fiir Ay, pu, € R, dann gilt dies auch fiir Y7 v.by,
mit v, = Ay + ipy. Da B eine C-Basis von V' ist, muss v; = ... = 1, = 0 sein,
also auch A\, = py = 0 fiir alle k. O

6.3 Satz Istyp : V — W eineC-lineare Abbildung de€—Vektorraume&/ und
W, dannisty : Vg — Wk eineR-lineare Abbildung.

Bew.: Dies folgt, da fiir alle k,] € R, v,w € V = Vi (Gleichheit als Menge!)
gilt: (kv + lw) = kp(v) + lp(w). 0

Lassen wir nur noch Elemente von R als Skalare zu, dann bleibt die bisher auf
V' definierte Multiplikation mit nicht reellen Zahlen auf Vg immerhin noch ein
R-linearer Endomorphismus.

Speziell gilt:

6.4 Satz 1. IstV; die Reellifizierung de€—Vektorraumes/, dann ist die
Abbildung
J:Ve—=V , JW):=dw

ein Element vor.(Vx) und J? = —Id.

2. IstW ein R—Vektorraum, und ist/ € L(W) einekomplexe Struktur,
d.h. gilt 72 = —Id, dann istWW mit gleicher Vektoraddition, aber neuer
Skalarmultiplikation

CxW—-W , k-w:=Re(k) w+Im(k) - J(w)
ein C-Vektorraum.

Bew.:

1. Esgilt J(kv+Ilw) = kJ(v)+1J(w) fir k,l € R und v,w € V. AuBerdem
gilt J2(v) = —v.

2. Fir k,l € Cund w e W gilt

k-(l-w) = k-(Re(l)w+ Im(k:)J(w))
= (Re(k)Re(l) — Im(k)Im(l))w
(Re(k)Im(l) + Im(k)Re(l))J ( )
— Re(k-Dw + Im(k-1)J(w) = (k- Dw

Die anderen C—Vektorraumaxiome iiberpriift man analog. O
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6.5 Beispiel Im einfachsten Fallist’ := C, alsoVz = R?, undJ : Vg — Vj ist
eine Drehung umr /2:
J(w)=(173") v

Wir benutzen den zweiten Teil des Satzes 6.4, um aus reellen Vektorraumen
komplexe zu konstruieren:
6.6 Definition /st V ein R—Vektorraum, dann heiBt der C—Vektorraum
Ve=VaVv
mit der komplexen Struktur
J(v1,v9) 1= (—v2,v1) (v, 1) eVaV)

die Komplexifizierung von V.

Wir schreiben kurz vy + ivy fiir v = (v, v2) € V¢, und nennen Re(v) := v; den
Realteil, Im(v) := vy den Imaginarteil von v.

Da wir aus einer R—Basis (b1, . .., b,) eines endlich-dimensionalen R-Vektor-
raums V' die C-Basis ((b1,0), ..., (b,,0)) von V¢ konstruieren kdnnen, gilt

Dime(Ve) = Dimg (V). (6.1)

6.7 Bemerkungen

1. Offensichtlich verallgemeinert die KomplexifizierungvonV die Einfuhrung

der komplexen Zahle® := R x R mit Addition (v, v2) + (wy, wy) =
(v1 + wy, vy + wy) und Multiplikation

(K1, ko) (v1,v9) i= (kyvy — kovg, k1ve + kovy).

2. Die Reellifizierung ishichtdie Umkehrung der Komplexifizierung. Insbe-

sondere gilt nach Saéz2und 6.1): Dim((V¢)r) = 2Dim (V) undDim((Wg)c) =
2Dim(W).

. IstV ein K—Vektorraum und< O K ein Erweiterungskorper, dann kénnen
wir analog dieSkalarerweiterund’; von Vi einfuhren, indem wir zunachst
den KorperK als K—Vektorraum auffassen, in diesem eine Bdsig;c,;

von K wahlen, und
Vi =P} x v
jeJ
setzen. Die Skalarmultiplikation erklart man dann analom Fall K = R
undK = C, alsoVe = ({1} x V) @ ({i} x V).
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Die Komplexkonjugation z = Re(z) + ¢Im(z) — Z = Re(z) — ¢Im(z) ist ein
Korperautomorphismus von C. Diese Abbildung verallgemeinert sich folgender-
maBen:

6.8 Definition /st Vi die Komplexifizierung des R—Vektorraumes V', dann heiBt
U= (v, —v9) = vy — vy € Vi der zu v = (v1,v9) = vy + ivy € Vi komplex
konjugierte Vektor und die Abbildung v — v Konjugation.

Die Rechenregeln der Konjugation auf C iibertragen sich auf V¢:

=v , vrtw=v+w , kv=kv  (v,w€ Vg, keC).

<

Die reellen Zahlen zeichnen sich gegeniiber den anderen komplexen Zahlen da-
durch aus, dass sie sich bei der Konjugation nicht andern. Es liegt daher nahe,
den reellen Vektorraum V' analog in V¢ einzubetten, indem man

I'V—-Ve , v—(v,0)=0v

setzt. Es gilt dann I(V) = {v € Vi | © = v}. Wir schreiben daher einfach V
statt I(V).

Auf eine Teilmenge M C Vi wenden wir die Konjugation an, indem wir
M :={v|veE M} setzen.

6.9 Lemma 1. Ist U C V ein Unterraum des R—Vektorraumes V', dann ist
Uc C Vi ein komplexer Unterraum von Vi mit

Uc = Uc.

2. Ist W C Vi ein komplexer Unterraum von Vi mit
wW=w,
dann existiert ein eindeutiger reeller Unterraum U von V' mit
W =Uc ,undzwar U =V NW.

Bew.:

1. Uc = {uy +iug | ur,us € U} = {uy — iuy | uy,uy € U} = Ug. Ebenso
ist Uc abgeschlossen beziiglich der Multiplikation mit komplexen Zahlen.

2. Fiir beliebige C—Unterraume W C Vi ist U := V N W ein R-Unterraum
von V, aber wegen Teil 1. des Lemmas kann hochstens dann Uz = W
gelten, wenn W = V.
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Ist aber W = W, dann sind fiir jeden Vektor w € W auch Realteil
Re(w) := % (w +w) und sein Imaginarteil Im(w) := —%(w —w) Elemente
von W.

Andererseits sind Real- und Imaginarteil beliebiger Vektoren w € V¢ reell

(d.h. Re(w) = Re(w) € V und Im(w) = Im(w) € V'), sodass
w = Re(w) +ilm(w) mit Re(w), Im(w) € U.
O

Die meisten komplexen Unterraume W C V¢ sind aber nicht Komplexifizierungen
von Unterrdumen U C V (wenn man von den Trivialfallen Dim(V') < 1 absieht).

6.10 Beispiel V := R?, alsoV = C2. Der UnterrauniV := {(),i)\) | A € C}
von V¢ hat die Dimensio®im¢(w) = 1, dennWW = spang((1,17)).

Andererseits istV NV = {0}, also istiW nicht Komplexifizierung eines
Unterraumes voiy'.

Die Komplexifizierung eines reellen Vektorraumes ist niitzlich, weil C der alge-
braische Abschluss des Korpers R der reellen Zahlen ist, also insbesondere jedes
komplexe Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Wir wenden dies auf das charakteristische Polynom eines reellen Endomor-
phismus an, um dessen Jordansche Normalform zu verstehen.

6.2 Die reelle Jordansche Normalform

Etwas allgemeiner definieren wir

6.11 Definition Die Komplexifizierung einer R—linearen Abbildung o : V — W
ist die C—lineare Abbildung

oc: Ve —=We , oc(vi,v2) i= (p(v1), o(v2)) ((v1,v2) € Vo).

In unserer Schreibweise v + ivy fiir (v1, v2) ist ¢c gerade durch

pc(v1 +iva) = p(v1) +ip(vs)

definiert, also durch die Eigenschaft, dass die imaginare Einheit 7 (und damit eine
beliebige komplexe Zahl) nach Belieben vor oder nach Ausfiihrung der Abbildung
heranmultipliziert werden kann.

Ist daher M = ME(p) € M(n x m,R) darstellende Matrix der reell-
linearen Abbildung ¢, dann ist dieselbe Matrix M auch darstellende Matrix von
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©c, nur dass sie diesmal als Element von M(nxm, C) D M(nxm,R) aufgefasst
wird.

Um nun die Jordansche Normalform eines reellen Endomorphismus ¢ zu fin-
den, verallgemeinern wir das Beispiel 5.5.3.

Dort war die Matrix A = (377 5"?) € M(2,R) (die fiir ¢ ¢ 7Z zu

sing cosg
keiner reellen Diagonalmatrix konjugiert ist) als Element von M (2, C) aufgefasst

worden, und es galt

STTAS =(39%) mit A=cosp+ising und S=(]7%)eGL(2C),
(6.2)
A war also komplex diagonalisierbar.

6.12 Definition Sind V' und W R—-Vektorrdume und ¢ : Vi — We eine (nicht
notwendig lineare) Abbildung, dann heift
?:Ve—=We , ®(v):=¢(®)
die zu ¢ konjugiert komplexe Abbildung.
Fiir beliebige Abbildungen ¢, 1, ps : Ve — We und ¢ : U — Vi gilt

¢=¢ und oy =Fod,

P to=pi+P , kp=kp (keC).

wahrend fiir C—lineare Abbildungen die Konjugation wieder eine lineare Abbildung
liefert: P(kv + lw) = kp(v) + lp(w).

Auch die durch ¢ € L(V, W¢) definierten Unterraume Kern und Bild ver-
halten sich verniinftig unter Konjugation:

Kern (¢) = Kern (@) , Im(y)=Im(®).

All diese Identitaten ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Konjugation.

6.13 Lemma ¢ € L(V¢, W¢) ist genau dann gleich der Komplexifizierung einer
reellen linearen Abbildung, wenn ¢ = p gilt. In diesem Fall ist p = ¢ fiir

Y= oly.

Bew.:

e Ist ¢ = e mit ¢ € L(V, W), dann ist fir vy, vy € V

P(v1+iv) = (v — i) = P(v1) — ih(vg) = Y(vy)+ih(v2) = @(v1+ivy).

48



o Ist p =7 € L(Vg, We), dannist fiir v € V, also 7 = v,

p(v) = 9(@) = P(v) = (v),
sodass ¢ € L(V, W) fiir ¢ := |y gilt. O

Es sei nun V ein R—Vektorraum der Dimension n < co. Dann ist das charakte-
ristische Polynom von ¢ € L(V') ein normiertes reelles Polynom n—ten Grades.

6.14 Satz Ist p € RJz] ein von Null verschiedenes Polynom, dann existieren
k,l € Nog mit k£ + 2] = deg(p) unday,...,ax,by,...,b,c1,...,¢,d € R mit
4c; > b3, sodass

k !
p(z) =d][(z —a;) - [[(=* + bz + ¢).
Jj=1 Jj=1
Bew.: Aufgefasst als komplexes Polynom, zerféllt p in ein Produkt von Linear-
faktoren: p(x) = d - [[_,(x — \;) mit \; € C. Wegen p = p ist d reell und mit
\; auch \; Nullstelle.
Die reellen Nullstellen \; = )\; bezeichnen wir mit a;.
Ist Im()\;) > 0, dann setzen wir b; := —2Re()\;) und ¢; := |\;|?, sodass
(= N)(x — X)) =2 + bz + ¢ gilt. O

Das charakteristische Polynom von (¢ ist gleich dem von ¢, denn eine Basis B
von V ist gleichzeitig eine Basis von V¢, und die darstellenden Matrizen stimmen
tiberein:

M(pc) = Mp()

Wir benutzen nun eine komplexe Jordanbasis von p¢ € L(V¢), um moglichst viel
iiber den Endomorphismus ¢ € L(V') eines r—dimensionalen R-Vektorraums zu
erfahren.

Wir unterscheiden zwischen reellen und nicht reellen Eigenwerten \ € spek(¢c).

e Ist A € R, dann ist der verallgemeinerte Eigenraum EA%()\) = Kern ((¢pc —
Ald)") invariant unter Komplex-Konjugation, denn pc — A\ld = ¢¢ — Ald.
Nach Lemma 6.9 ist daher EA%()\) Komplexifizierung des reellen Unter-
raums F,.(A)NV von V, und auf diesem Unterraum finden wir eine reelle
Jordanbasis fiir die Einschrankung von .

o Ist dagegen A € C\R, dannist A # X und auch X € spek(p¢). In einer Jor-
dannormalform von ¢ gibt es genauso viele Jordanblocke J,.. (\) wie J,,()),
denn wegen deren Eindeutigkeit bis auf Permutation der Blocke und der
aus Lemma 6.13 folgenden Invarianz - = ¢¢ unter Komplexkonjugation

treten diese paarweise auf.
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Besitzt nun (z.B. fiir Im(\) > 0) ein Jordanblock .Ji.()\) in E,.(\) die Jordanbasis
(c1,...,ck), dann benutzen wir die konjugierte Jordanbasis (¢, ..., ¢) fiir den

Jordanblock Ji(A) in EA%(X) = E@C()\).
Von diesen (C-linear unabhingigen!) Basen ausgehend, konstruieren wir die
R-Basis

(a1,b1,a9,bo, ..., a,b;) mit a; :=Re(c;) , b :=Im(c). (6.3)
Die Jordan-Beziehung
wcla) =Aer  peleg) = Aej + ¢ (1=2,...,k)
tibersetzt sich dabei in
¢(ar) = Re(N)ay+Im(N)by |, p(a;) = Re(N)a;+Im(N)bj+a;—1 (j=2,...,k)
und
(b)) = —Im(A\)bi+Re(N)by , ¢(b;) = —Im(N)bj4+Re(N)a;+b—1  (j=2,...,k).

Im einfachsten Fall £ = 1 ist die darstellende Matrix der Restriktion von ¢
beziiglich der Basis (6.3) gleich ( Re() Im(’\)), den wir von den Drehungen im

—Im()) Re(\)
R? kennen (dort ist [\| = 1).
Re(A) Im(X)

1 0
Fiir k = 2 ist die darstellende Matrix (Irg(’\) Reé)‘) Re(z/\) Iml(/\)> .
0 0 —Im(\) Re(A)

7 Lineare Differentialgleichungen

Differentialgleichungen (DGLn) modellieren Naturvorgange. Ein Standardbeispiel
ist die Newtonsche Kraftgleichung

F(q,q) = mq, (7.1)

wobei die Kraft F' von Ort ¢ € R? und Geschwindigkeit ¢ € R? abhingt, und
gleich Masse m > 0 mal Beschleunigung § ist. Gesucht sind Losungen, d.h. im
idealen Fall glatte Funktionen ¢ : R — R?, die diese Gleichung erfiillen.

7.1 Beispiel '(q,4) = 0; ¢ € R?, v ¢ R? beliebig.q(t) := ¢© + v©¢

erfullt die Newtonsche Kraftgleichung (freie Bewegung ®iartpunkty® und
Geschwindigkeiv¥) zum Zeitpunkt = 0).
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In der Linearen Algebra interessieren wir uns fiir lineare (homogene, zeitun-
abhingige) Differentialgleichungen, die in der Form

t=Azx mit Ae M(n,R)

geschrieben werden konnen. Gesucht ist die Lésung des Anfangswertproblemes
fir z© € R4 d.h. eine differenzierbare Funktion

r:R—R" mit %x(t) = Ax(t) (t€R) und 2(0) =2z,

Die Ordnung einer DGL ist die hochste vorkommende Ableitungsstufe. Wahrend
die Newtonsche DGL (7.1) von 2. Ordnung ist, betrachten wir also hier DGLn
1. Ordnung.

7.2 Beispiel Im Fall der freien Bewegung setzen wir := 2d und schreiben
z = (?) mitg,v € R? (Ort bzw. Geschwindigkeit). Dann gilt fd := (J3) €
M(n,R)

i = Az,

und die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblemseffiit= (gii’)i) ist

w(t) = (q“”ﬂ“”t) (t €R).

(0)

7.1 Berechnung der Losung

Im Gegensatz zu allgemeinen Differentialgleichungen konnen wir die linearen
DGLn mit algebraischen Mitteln Isen.

Wir definieren dazu die Anwendung der Exponentialfunktion auf eine Matrix
A € M(n,C) durch

k
A

l
e’ :=exp(A) := l}Ln;o T
1=0
also durch die Einsetzung von A in die Potenzreihe der Exponentialfunktion.
Dabei ist der Limes-Begriff zu klaren. Wir benutzen auf dem R” die Euklidi-
sche Norm ||v|| := \/|v1]2+ ... + |v,|? und auf M(n,C) die Operatornorm

Av
1A] = maxveRn\{O}H (A € M(n.C)).

| A|| ist also der maximale Streckungsfaktor der linearen Abbildung v — Av.?
Es gilt nun (ohne Beweis):

®Da fiir A € M(n,R) ||A|| = maxyern |o|=1Av]| ist, und die Sphire S"~! := {v €
R™ | ||v|| = 1} kompakt ist, wird das Supremum angenommen. Eine analoge Aussage gilt fiir

A € M(n,C).
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7.3 Satz 1. Die Reihe=* ist furr allea > 0 und A aus
{A e M(n,C) | [|A]| < a}
gleichmafiig konvergent, und es gilt

exp(t;A) exp(taA) = exp((t; + t2)A) (t1,t2 € R).

2. t — x(t) := exp(At)x, ist die eindeutige Losung des Anfangswertproble-
mesi = Az, x(0) = 2.
Wir kénnen insbesondere die Reihe exp(At) = "%, % gliedweise differenzie-
ren und erhalten

 exp(Al) = Aexp(Af) (1 € R).

7.4 Beispiel 1. A =diag(\;,...,)\,). DannistA! = diag(\}, ..., \), also

ekltmgo)

exp(At) = diag(eM?, ..., eM") und x(t) =

0
e)\nt$sl)

2. A = N, (nilpotente Blockmatrix). Dann istxp(At) = > ', (f;—f)l, also
z.B.furn =4

3. A= A ®A,. DannistA! = AL @ AL, alsoexp(At) = exp(Ait)Dexp(Aat).

Diese Beispiele ermoglichen zusammengenommen die Exponentialfunktion einer
Jordanmatrix

Jy(M) @ .. B T (A) € M(r,C)
zu bilden, denn J,.(A\) = Al + N,, also

exp(J.(A\)t) = exp(Atl+ N,t)
= exp(At]) - exp(N,t) = eMexp(N,t).

Die Exponentialfunktion einer beliebigen reellen Matrix A € M (n,R) bilden wir,
indem wir sie mittels S € GL(n,C) zu einer komplexen Jordanmatrix

J=S8"1AS
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konjugieren. Dann ist
exp(At) = exp(SJS™'t) = Sexp(Jt)S™1,
denn bei der Bildung der Potenzen
(SIS H =8J571.. . .5J57!

fallen die inneren Paare S=1S = 1,, heraus.

7.2 Ein Beispiel

Es soll die lineare Differentialgleichung
G=v1 , @2=v2 , 1=@Q—q@ , Va=q —Q

gelost werden. Diese beschreibt die Bewegung zweier Massenpunkte auf der Ge-
raden mit Orten ¢; und Geschwindigkeiten v;, die sich gegenseitig mit einer zu
ihrem Abstand proportionalen Kraft anziehen.

Schreiben wir (z1, 9, 23, x4) = (v1, V9, ¢1,G2), dann entspricht diese DGL 2.

Ordnung & = Mz mit
00
= (481
01

1

—

-1 1
1 —
0 0
0 0
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Wir stellen die Matrix m deBgl-Systems auf.
Die Koordinaten sind die Geschwindigkeiten und Orte,W¥,q; ,¢ ) der beiden Massenpunkte.

m= {{0, 0, -1, 1}, {0, O, 1, -1}, {1, O, O, 0}, {0, 1, O, 0}}; MatrixForm[m]

00 -1 1
00 1 -1
10 0 O
01 0 O

Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektorenmon
Die erste Klammer von Eigensystem[m] enthalt die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von m mit ihren N

itaten.
Die zweite Klammer enthalt die dazugehdrigen Eigenvektoren.

Ei gensyst em[m]

{{o, 0, -1v2, 12},
{{0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 0}, {i+2, -i+2, -1, 1}, {-iV2, 1v2, -1, 1}}}

Der erste Eigenvektor {0,0,1,1} zum Eigenwert 0 entspricht einer Verschiebung der beiden Orte der Massenpunki

gleichen Wert.
Da m auf dem verallgemeinerten Eigenraum E(O)nicht diagonalisierbar ist, wird kein zweiter Eigenvektor zum Eig

gefunden.
Daher berechnen wir die (Eigenwerte und) Eigenvektorenmvon

Ei gensystem[m m]

{{-2, -2, 0, 0}, ({0, O, -1, 13, (-1, 1, O, O}, (O, O, 1, 1}, {1, 1, O, O}}}

Dabei @ndert sich die Reihenfolge der (quadrierten) Eigenwerte.
Der zweite Eigenvektor {1,1,0,0} zum Eigenwert 0 entspricht einer Bewegung beider Massen mit gleicher Anfangs

digkeit vom Nullpunkt weg.
Die Linearkombination {0,0,-1,1}+{-1,1,0,0}={-1,1,-1,1dler beiden gefundenen Eigenvektoren zum Eigenwert

entspricht Anfangsbedingungen,

bei denen sich die beiden Massenpunkte von ihrem Schwerpunkt bei 0 entfernen,
wahrend sie sich bei der Linearkombination {0,0,-1,1}-{-1,1,0,0}={1,-1gielsé annahern.
Wir wenden die Exponentialfunktion auf die Matrix m t an:

em=Ful | Sinplify[MatrixExp[mt]]; MatrixForm[em]

OOS[V‘T]Z Sin[%]z _Sin Vft' Sinxgt
Sin[\—}?—}z 005[7%_}2 Sink/\/;z‘tj 7Sin%?u

(2t +vZsin[vZt]) &+ (2t -VZsin[vZt]) Cos[--]” sin
(2t -vZsin[v2t]) F (2t+vZsSin[vV2t]) Sin]

Ak e
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Nun wollen wir die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems bestimmen.Diese hangt von den Kon:
CI[1],C[2],C[3] und C[4] ab.

Full Sinplify[DSolve[{ql’ ' [t] =0q2[t]-ql[t], g2'' [t]==ql[t]-0q2[t]}, {gl[t], G2[t]}, t]]

4
(2 (t (C[1] +C[2]) +C[3] +C[4]) +2 (C[3] -C[4]) Cos[v2 t ] ++/2 (C[1] -C[2]) Sin[V2t]),
g2t ] 9% (2 (t (C[1] +C[2]) +C[3] +C[4]) +2 (-C[3] +C[4]) Cos [V2 t ] +

VZ (-C[1] +C[2]) Sin[v2t])}}

Jetzt geben wir Anfangsorte und Anfangsgeschwindigkeiten an und lasdegld8gstem losen:

DSol ve[{ql'’ [t] =q2[t] -ql[t], g2’ [t]=ql[t]-qQ2[t],
ql[0] =0, q2[0] ==1, q1’ [0] ==1/10, g2’ [0] ==0}, {glf[t], g2[t]1}, t]

{{ql[t]a 1 e V2t (—20+I’L\/_‘+40«ej‘le 20 e21VZt L [2 e2iV2t +4eiﬁtt),
1

qa2(t] - 5

e V2 (20142 +40e V2 42021V 1542 212 14t V2 )]

o

Wir haben vergessen , die Trigonometrischen Additionstheoreme anwenden zu lassen, um die Ausdriicke zu vere

x =Full Sinplify[Evaluate[{gl[t], q2[t]} /. Y]

{{% (20+2t -20Cos[V2 t] ++/2 Sin[V2t]), % (20+2t +20Cos[V2 t ] -2 Sin[v2 t])}}
01 und @ werden bis zur Zeit tmax gezeichnet.

Pl ot [Eval uate[x], {t, O, tnmax}, PlotPoints - 300]

P N W b~ OO N

20 40 60 80 100 120
- Graphics -
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Warum bemiihen wir eigentlich die Lineare Algebra, statt die Differentialgleichungen gleich numerisch zu I6sen?
Weil wir dann auf einen Schlag die Lésung fur alle Zeiten finden. Numerik aber verschlechtert sich mit der Zeit.

Hier explodiert aus mir unbekannten Grinden die numerische Lésung zur Zeit t=109:

t max = 120;
NDSol ve[{QL'’ [t] =Q2[t] -QL[t], Q' [t]=Ql[t]-Q[t],
QL[0] =0, Q@[0] =1, QL' [0] =0.1, @' [0] ==0}, {QL, @}, {t, O, tmax}]

NDSol ve: : nxst : Maxi num nunber of 1000 steps reached at the point t == 109.68734614586384".

{{QL > Interpol ati ngFunction[{{0., 109.687}}, <>],
@ - Interpol atingFunction[{{0., 109.687}}, <>]}}

Pl ot [Eval uate[{QL[t], Q[t]} /. %9, {t, O, tmax}, PlotPoints -» 300]

Interpol atingFunction::dmval : Input value {109.754} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.

I nterpol atingFunction::dnval : Input value {110.169} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.

Interpol atingFunction::dmval : Input value {109.955} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.

General ::stop : Further output of InterpolatingFunction::dnval will be suppressed during this calcul ation.

10+

20 40 60 80 100 120

- Graphics -

8 Euklidische und unitare Vektorraume: Fortset-
zung

Im Folgenden greifen wir wieder das Thema auf, mit dem der erste Teil der
Vorlesung endete: Skalarprodukte iiber K—Vektorraumen V mit K = R oder C,
d.h. reelle bzw. unitare Vektorraume.

Wir fiihren also zusatzlich zur Vektorraumstruktur ein zweites Strukturele-
ment ein. Skalarprodukte sind positiv definite Sesquilinearformen, d.h. insbeson-
dere gilt (v,v) > 0 fir v € V\{0}. Wir nutzen also die Ordnung der reellen
Zahlen.

Die Beschrankung auf reelle oder komplexe Vektorraume erdffnet uns eine
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neue Welt, denn sie ermoglicht die Verschmelzung von Linearer Algebra und
Analysis, d.h. z.B. die Betrachtung konvergenter Reihen Y~ | v,, von Vektoren
v, € V. Die Konkretisierung dieser Perspektive bleibt aber der Funktionalanalysis
vorbehalten, also einer weiterfiihrenden Vorlesung.

Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung
[, w) [ <ol - flwll (v,weV)

erméglicht die Definition des Winkels ¢ € [0, 7/2] zwischen den von v # 0 und
w # 0 aufgespannten eindimensionalen Unterrdumen:

)]
0s() = ol Tl
v w
0

Abbildung 8.1: Winkel zwischen eindimensionalen Unterraumen

Besonders wichtig ist der Fall orthogonaler Vektoren mit ¢ = 7/2 bzw.
(v,w) = 0.
Fiir ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist
<U7w>:i(<v+wvv+w>_<U_wvv_w>) (U,UJGV),

wir konnen also das Skalarprodukt aus der Norm rekonstruieren. Analoges gilt
wegen der Polarisationsidentitat

(v,w) = i((v+w,v+w> — (v —w,v—w)
—i<v+iw,v+iw>—l—i(v—iw,v—iw)) (v,weV)
auf C-Vektorraumen V.

Insbesondere konnen wir die Winkelmessung durch die Langenmessung erset-
zen.
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8.1 Orthonormalisierung

Es sei V' ein K-Vektorraum der Dimension® 1 < Dim(V) < oo mit einem
Skalarprodukt.

8.1 Definition e FEine nicht leere Teilmenge M C V' heiBBt Orthogonalsy-
stem, wenn 0 & M und (v,w) =0 (v#we M).

e Sie heiBt Orthonormalsystem, wenn zusatzlich ||v|| =1 (v € M) gilt.

e FEine Basis B von V' heiBt Orthogonalbasis (Orthonormalbasis), wenn sie
gleichzeitig ein Orthogonalsystem (Orthonormalsystem) ist.

Insbesondere mit Orthonormalbasen B = (by,. .., b,) lasst sich einfach rechnen,
denn es gilt die Basisdarstellung

vi= Y Nbiomit A= (b,0)  (vEV).
=1

Dies lasst sich folgendermaBen geometrisch deuten:
8.2 Lemma /st B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis, dann ist
PeL(V) , Piv):=(b,v)b (it=1,...,n)

eine Familie von Projektoren, d.h.
PP;=06,;P; und Y P, =Idy.
i=1

Bew.:

° RP]U = <bi7 <bj,2}> b]> bi = <bj,1)> <bi, bj> bi = <bj,2}> 5ijbi (U € V)

e Weiter sind fiir £k = 1,...,n die @y := Z;PZ- Projektoren auf Vj =
span(by, ..., b), denn Q2 = ¥ PP, = Y0 6;P = Q, und
Qe Aibi) = S0 S NPi(b) = S0 Aiby. Fiir k= n st da-
mit Qk = IdV O

8.3 Definition Eine Projektion P = P? € L(V') heiBt Orthogonalprojektion,
wenn Kern (P) = Im(P)*.

4lst Dim (V') = oo, dann wird der Basisbegriff oft verandert, und man verlangt nicht mehr,
dass jeder Vektor endliche Linearkombination von Basisvektoren sein muss. Siehe z.B. Reed
und Simon, Functional Analysis, Kapitel 11.3.
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Wir wissen schon (Satz 4.4), dass fiir eine Projektion V' = Kern (P) @ Im(P)
gilt, wir kdnnen also jeden Vektor v € V eindeutig in v = v + v; mit vg =
v — P(v) € Kern (P) und vy := P(v) € Im(P) zerlegen.

Umgekehrt ist P = P? genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn gilt:

(v—P(v),P(v)) =0 (vevV)
Weiter ist eine Projektion genau dann Orthogonalprojektion, wenn
(v, P(w)) = (P(v),w)  (v,weV),
denn

(v, P(w)) = (P(v), P(w)) + (v = P(v), P(w))
= (P(v),w)+ (v—P(v), P(w

+
~
=
|
&
|
£

8.4 Beispiel 1. Die Projektionen?,(v) := (b,v)bfirb € V, ||b]| = 1 sind
Orthogonalprojektionen mlin(P,) = span(b) undKern (P,) = span(b)=.

2. Die ProjektionP(v) := ({ }) v auf dem VektorrauniR? mit Skalarprodukt
(v,w) = viw; + vewy ist keine Orthogonalprojektion, derifern (P) =

span ((,)) steht nicht senkrecht alifa(P) = span ((})).

Wie kdnnen wir nun aus einer beliebigen Basis B = (by,...,b,) von V eine
Orthonormalbasis (ONB) konstruieren? Dies wird im Beweis des folgenden Satzes
vorgefiihrt. Das Verfahren heit Gram-Schmidt-Orthonormalisierung.

8.5 Satz (E. Schmidt) Ist B = (by,...,b,) eine Basis vorl/, dann existiert
eine ONBC' = (¢4, ...,¢,) vonV mit

span(cy, ..., ¢,) = span(by, ..., by) (k=1,...,n).

Bew.:
e Wir setzen ¢y := by /||b1]|, sodass ||c1]| = 1.
e Haben wir fiir k& < n schon eine Orthonormalbasis (ci, ..., ¢;) von Vi =

span(by, ..., bx) gefunden, dann ist der Projektor Qx = ZlePi wegen
(Qr(v),w) = X, (P(v),w) = ., (v, Bi(w)) = (v, Qx(w)) Orthogo-

nalprojektor auf V. Wir setzen

(Id — Q&) br41
11d — Qg )br1l
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projizieren also by auf den zu Vj, orthogonalen Unterraum, und normieren
auf Lange 1. Wegen

<Ci7 (Id - Qk)bk+1> = <<Id - Qk)ci7 bk+1> = <07 bk+1> (Z = 17 SRR k)
und [[cg11]| = 1 bildet (cq, ..., cry1) eine ONB von Vi, . O

Vi

Abbildung 8.2: Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

8.2 Die adjungierte Abbildung
Es seien V und W euklidische bzw. unitdre Vektorraume.

8.6 Definition Eine lineare Abbildung ¢* € L(W,V') heiBt zu ¢ € L(V,W)
adjungiert, wenn

(P"(w),v) = (w,p(v))  (veVweW).
Gibt es eine solche adjungierte Abbildung, dann ist sie eindeutig.

8.7 Satz Ist Dim(V') < oo, dann existierto* und besitzt bezuglich einer ONB
(b1, ...,b,) die Form

o (w) =3 (pb) w) b (w e ).

i=1
Bew.: Der Fall Dim(V) = 0 ist trivial, und aus der Identitdt v = > 7, (b;,v) b,
ergibt sich

<Z <90(bl)7 w> bi, U> = Z <’LU, (p(bl» <blv <bj7 U> b])

= D (w,p(bi)) by, ) 85 =3 (w, 9({bs,v) b))
— <7w,g0(v)).
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Wir erinnern uns an die Diskussion des Dualraumes V* eines Vektorraumes (Ka-
pitel 3).

Dessen Elemente sind die linearen Abbildungen V' — K. Ist nun w € V' und
besitzt V' ein Skalarprodukt, dann ist die Abbildung

Iw)eV* | I(w)(v):=(w,v)
ein lineares Funktional auf V', und fiir w # 0 ist auch I(w) # 0, denn I(w)(w) =
(w,w) > 0. Wir erhalten also eine Injektion
I1:V -V~
Diese ist konjugiert-linear, es gilt also
T(wy +ws) = Iwy) + Iws) , I(k-w)=Fk- I(w).

Damit ist fiir K = C die Injektion nicht linear, fiir K = R wegen k = k aber
schon.
Ist nun Dim(V') < co und B = (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis, dann ist
(I(b1),...,1(by)) gleich der dualen Basis, also der Basis (b7, ...,b") von V* mit
Damit ist Iy, : V' — V™ surjektiv und auch I‘jl : V* — V konjugiert-linear.

8.8 Satz Sind V und W endlich-dimensionale euklidische oder unitare Vek-
torraume, und isp € L(V, W), dann gilt fur die adjungierte Abbildung

o =1, o' o Iy. (8.1)

Ist B eine ONB vonV und C' eine ONB vonlV, dann gilt fur die darstellende
MatrizenA := MZ(p) und A* := M%(p)

A = At ,dh. A=A  (i=1,...,Dim(V),
j=1,...,Dim(W)).

Bew.: Nach Definition der transponierten Abbildung ¢! : W* — V* gilt
Pl ) =w(e()  (veVuw eWr).
Daher ist fiir alle v € V und w € W

o' (Iw(w))(v) = Iw(w)(p(v) = (w, ¢(v))
= (¢'(w),v) = Iy (p*(w))(v)

oder kurz
' o Iyy = Iy o ¢*.
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Wegen der Invertierbarkeit von Iy impliziert dies Gleichung (8.1).
Nach Satz 3.10 ist
AT = M ()

die darstellende Matrix der transponierten Abbildung beziiglich der dualen Basen.
Da I;;" und Iy konjugiert-linear sind und I;)(B*) = B, Iy(C) = C* gilt, ergibt
sich daraus A* = At O

Die adjungierte Abbildung hat also den gleichen Rang wie ¢.

8.9 Korollar Sind V' und W endlich-dimensionale euklidische oder unitire Vek-
torrdume, und ist ¢ € L(V, W), dann gilt

Im(¢*) = Kern ()" C V

und
Kern (¢*) = (Img)*™ Cc W.

Bew.: Dies ergibt sich aus dem entsprechenden Satz fiir die transponierte Ab-
bildung, denn fiir einen Unterraum U C V ist der zu U in V* orthogonale
Unterraum

{v* e V" v (u) =0 Yue U}

gleich dem Bild von
Ut={veV|{vu)y=0 Yuec U}
unter der Abbildung I, : V' — V™, und analog fiir . O

Damit ist ¢* genau dann surjektiv, wenn ¢ injektiv ist, und umgekehrt.

8.10 Beispiel Die adjungierte Abbildung zur Projektiop(v) = (}})v im R?
isto"(v) = (1)
©* projiziert aufKern (¢)* = span ((})) entlang der Richtundm(¢)* =

span (7).

Wir haben gesehen, dass eine Projektion P € L(V') genau dann eine Orthogo-
nalprojektion ist, wenn P* = P ist.

8.3 Normale Operatoren

Diese so genannte Selbstadjungiertheit eines Operators ist Spezialfall der folgen-
den Eigenschaft.

8.11 Definition Existiert die adjungierte Abbildung ©* zu ¢ € L(V') und gilt
©* o = woy*, dann heiBt v normal.
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Kern (¢) = Kern (¢*) und Im(p) = Im(¢").

Bew.:

8.14 Satz Ein Endomorphismug € L(V') eines endlich-dimensionalen unitaren
Vektorraums)” ist genau dann normal, wenneine ONB aus Eigenvektoren von

Allgemein gilt fiir einen zweiten Endomorphismus ¢: Kern (¢ o ¢) D
Kern (¢). Fiir » = ¢* ist aber nach Corollar 8.9 Kern (p*) = Im(p)*,
sodass Kern (¢* o ) = Kern (¢). Analog gilt Kern (¢ o ¢*) = Kern (¢*),
woraus wegen der Normalitat von ¢ die Beziehung Kern () = Kern (¢*)
folgt.

Allgemein gilt Im(p o ¢p) C Im(yp), aber fir v = ¢* wegen Kern (¢) =

Im(¢*)* sogar Im(y o ©*) = Im(y). Analog folgt Im(¢* o ) = Im(¢*)
und wegen der Normalitat von ¢ die zweite Beziehung. O

v besitzt.

Bew.:

Besitzt V' eine solche ONB, dann ist ¢ von der Form ¢ = Z)\Espek(@ AP
mit der Familie von Projektoren P, auf die Eigenrdaume zu den Eigenwerten
A. Da diese orthogonal sind, gilt Py = Py, also

prop=pop= > |A\P:.
AESpek(¢)

Ist ¢ normal, also [p, ¢*] = 0, dann gilt auch [pp, 5] = [N, eN] =0
fiir den diagonalisierbaren bzw. nilpotenten Anteil von ¢, denn diese sind
Polynome in ¢. Daraus folgt zunachst ¢y = 0. Denn wegen Satz 8.13
gilt Kern (on) = Kern (¢4 ). Damit ist Kern (¢n) = Im(py)*, sodass
Kern (¢3%) = Kern (py), also Kern (¢x) =V ist.

GemaB Satz 5.26 kdnnen wir also ¢ = ¢p in der Form

Y= Z APy

AeSpek(y)



schreiben, wobei die Projektoren P, als Polynome von ¢ ebenfalls normal
sind. Normale Projektoren sind aber Orthogonalprojektoren, denn nach
Satz 8.13 projiziert P* ebenso wie P entlang Kern (P) = Kern (P*)
auf Im(P) = Im(P*). Da andererseits nach Corollar 8.9 Kern (Py) =
Im(Py)*, und Im(P,) C Kern (Py) fiir u € Spek(e) \ {\}, stehen je zwei
Eigenraume P, und P, aufeinander senkrecht. O

Insbesondere sind also normale Endomorphismen unitarer Vektorraume diagona-
lisierbar.

Auch wenn das charakteristische Polynom eines normalen Endomorphismus
eines euklidischen Vektorraumes nicht in Linearfaktoren zerfallt, besitzt dieser
eine einfache Normalform:

8.15 Lemma /st V' ein euklidischer Vektorraum und v € L(V') normal, dann ist
auch seine Komplexifizierung pc € L(V) normal beziiglich des komplexifizierten
Skalarproduktes

(V1 + fvg, wy + iwe) = (v1,w1) + (vo,ws) + i({v, w2) — (vg,wr)).
Bew.:

(v1 + v, pc(wy + iws))

(v, p(w1)) + (v2, p(w2)) +i({v1, p(w2)) — (va, p(w1)))
(@"(v1), wi) + (¢"(v2), wa) +i({p"(v1), w2) — (P"(v2), w1))
< *

(©)c(v1 + dvg), wy + iws)

fir alle v 4 1v9, w1 + iwy € Vi impliziert

(pc)” = (¢¥")c,
also

lee, (ec)*] = [ec, (¢¥)c] = [¢, ¢*lc = 0c = 0.
O

Wir konnen also fiir Dim(V') < oo eine reelle Normalform von ¢ dadurch be-
rechnen, dass wir die komplexe Normalform von ¢ benutzen, die nach Satz 8.14
beziiglich einer ONB eine Diagonalmatrix ist.

8.16 Satz Ist V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum umds
L(V') normal, dann besitzt beztiglich einer geeigneten ONB vbndie Normal-
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form
A1

11
—UV1 p1

He v
—UV

Hierbeiistk + 20 = Dim(V'), A1, ..., A\x € R sind die reellen Eigenwerte vas,
undpy =+ ivq, ..., iy, € C\R die nicht reellen Eigenwerte vapy..

Bew.: Dies folgt aus Satz 8.14 zusammen mit der in Kapitel 6.2 dargestellten
reellen Normalform. Denn ¢ besitzt ja eine orthonormale Eigenbasis, die mit dem
Eigenvektor ¢ zum Eigenwert p; + iv; auch den Eigenvektor ¢ zum Eigenwert
(; — iv; enthalt. Da diese normiert sind und aufeinander senkrecht stehen, gilt
fir

cre , b:=+2Im(c) = C_.C

V2 21
=1, (bb) =3({c,c)+(c,0) =1

a:=V2Re(c) =

(a,a) = 5({c,¢) + (¢,2))

und

1 - - J—
(a,b>—2—i<c—|—c,c—c)—0.
O

Im Folgenden schauen wir uns einige Beispiele normaler Operatoren genauer an.

8.4 Orthogonale und unitdre Operatoren

8.17 Definition Sind V, W euklidische (bzw. unitire) Vektorrdume, dann heiBt
p e L(V,W)

e Isometrie, wenn ||p(v)|| = ||v|| (veV),
e orthogonal (bzw. unitdr), wenn zusitzlich Ran(yp) = W.

Unter Benutzung der Polarisationsidentitat folgern wir fiir Isometrien die Glei-
chung

(p(v1), p(v2)) = (v1,v2) (v1,v2 € V).

Es bleiben also nicht nur Langen, sondern auch Winkel unverdndert. Sind V'
und W endlich-dimensional, dann ist eine Isometrie genau dann orthogonal bzw.
unitdr, wenn Dim (V') = Dim(WV).
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Wahrend bijektive lineare Abbildungen ¢ : V' — W die Vektorraumstrukturen
ineinander iiberfiihren, werden durch orthogonale bzw. unitare Transformationen
auch die Skalarprodukte ineinander iibergefiihrt.

Dies ist fiir K—Vektorraume V, W immer moglich, wenn V' und W die gleiche
endliche Dimension n besitzen, denn dann kénnen wir ja ONBs (by, ..., b,) von
V und (¢, ..., ¢,) von W konstruieren und aufeinander abbilden:

o(b;) == ¢ (1=1,...,n).

Lineare Fortsetzung ergibt eine orthogonale bzw. unitire Transformation ¢ €
L(V,W).

Wir kénnen also, wenn wir diese Abbildungen untersuchen wollen, ohne Ver-
lust an Allgemeinheit orthogonale Endomorphismen des R™ bzw. unitare En-
domorphismen des C™ studieren, wobei wir jeweils das Standard-Skalarprodukt
verwenden.

8.18 Definition e O(n) := {0 € M(n,R) | O ist orthogonal} heiBt die
orthogonale Gruppe des R™.

e SO(n) := {O € O(n) | Det(O) = 1} heiBt die speziell orthogonale
Gruppe des R".

e U(n) :={U € M(n,C) | U ist unitar} heiBt die unitare Gruppe des C".

e SU(n):={U € U(n) | Det(U) = 1} heiBt die speziell unitare Gruppe des
cr.

Tatsachlich ist O(n) eine Untergruppe von GL(n,R), denn O € M(n,R) ist
genau dann orthogonal, wenn O*O = 1, was wiederum gleichbedeutend mit
O € GL(n,R) und O* = O ! ist. O(n) ist also beziiglich Inversenbildung
abgeschlossen, und wegen (0,0,)* = 0307 = 0,'0;' = (0,0,)7! auch
beziiglich Multiplikation. Zudem gilt 1 € O(n).

Wegen des Determinantenproduktsatzes ist SO(n) C O(n) ebenfalls eine
Untergruppe, und analog argumentiert man im unitaren Fall.

Da das Skalarprodukt unter orthogonalen Abbildungen invariant gelassen
wird, sind die Spaltenvektoren von O € O(n), also die Bilder der Standard-ONB
(e1,...,ey,) des euklidischen R", eine ONB. Gleiches gilt fiir U € U(n).

Nach Satz 8.14 besitzt U beziiglich einer ONB des C" die Normalform
diag(Ay, ..., A,), wobei die \; die Eigenwerte von U sind, also wegen U*U =
1 [\j| = 1 gilt. Fir U € SU(n) ist zusdtzlich [T/, A; = 1.
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Dagegen miissen die (reellen) Eigenwerte von O € O(n) gleich 1 oder —1
sein, und es ergibt sich mit Satz 8.16 die Normalform

cos 1 —sin 1
sinp1  cos 1

. cos p; —sin;
siny; cos 2

wobei wir sin ¢; # 0 voraussetzen kénnen.
Ist O € SO(n), dann muss die Multiplizitat des Eigenwertes —1 gerade sein.

8.19 Beispiel Die orthogonale Grupp€(2) desR?.
e IstO € SO(2), dann kdnnen wir die Matrix fur ein eindeutiges< [0, 27) in
der Form

O = (cos<p fsingo)

sinp cose

schreiben. Denn die erste Spalte ist ein Vektor der Lange 3, also von der
Form (&2 ), wahrend der zweite Spaltenvektor auf dem ersten senkséefht,
also von der Formt (;gisnf) ist. Das positive Vorzeichen ergibt sich aus der
ForderungDet(A) = 1. Die Matrix O ist also schon in der reellen Normalform.

Geometrisch ist die lineare Abbildung— Ov eine Drehung um den Winkel.

e Analog konnen witO € O(2) \ SO(2) fur ein eindeutiges € [0,27) in der
Form .
O — (COS(p sin )

singp —cosp

schreiben, denn diesmal mussljat(A) = —1 gelten. Damit ist abe® genau
dann in Normalform, wensin ¢ = 0 ist, dennO besitzt die Eigenwerte 1 undl

mit den Eigenvektorer(i?jéi@) und (;j:g%?) Geometrisch ist die lineare
Abbildungv — Owv eine Spiegelung an der durch den ersten Eigenvektor aufge-

spannten Geraden.

e Sowohl die Drehgruppg0(2) als auch die Meng®(2) \ SO(2) der Achsen-
spiegelungen sind damit in den Raum (2, R) = R* eingebettete Kreislinien,
parametrisiert durch.

e Die GruppeSO(2) ist abelsch, denn

( cos p1 —sin ) ( cos (2 — sin p2 ) [ cos(p1+p2) —sin(p1+p2)
sing1  cos p1 singpa cospz ) T\ sin(p1+y2) cos(pi+e2) :
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Dagegen isO(2) nicht abelsch, denn beispielsweise ist
PG =0H#06%) 0= (—01 Bl)'

8.20 Beispiel Die orthogonale Grupp@(3) desR3.
e IstO € SO(3), dann ist die reelle Normalform van von der Gestalt

510§ — ((1) conp —s?ngo) ,

0 sinyp cosp

wobei die TransformationsmatrixausSO(3) gewahlt werden kann. Wir kdnnen
daher den Betrag d&rehwinkelsp aus

tr(0) = tr(S710S) = 1+ 2cos(yp)

ablesen.

¢ Die Drehachseron O # 1 ist der Eigenraum zum Eigenwdrund damit eindi-
mensional. Die zu diesem eindimensionalen Unterraum gahale Ebene bleibt
unterO als Menge invariant, die Vektoren dieser Ebene werden abhetan Win-
kel ¢ gedreht.

e O € O(3)\SO(3) besitzt die reelle Normalform
S10S = (_01 ot 7s?w> _

0 sing cose

Dies entspricht einer Drehung um den Winkeglgefolgt von einer Spiegelung an
der Drehebene. Letztere ist fiar# 7 eindeutig definiert.

e Wir kdnnen folgendermalien eine stetige Abbildung
¢: B — SO(3)

von der EinheitskugeB := {x € R?® | ||z|] < 1} desR?® auf die Drehgrup-
pe definiereny(0) := 1, und furz € B\{0} sei¢(x) die Drehung mit Achse
span(z) C R? um den Winkelr - |z| in positiver Richtung bezliglick. Es gilt
o(x) = ¢(y) fur z # y genau, wenn

y:—xeaB::{xeR?’\Htzl}.

Denn Drehungen um die gleiche Achse mit Winkebzw. —7 sind einander
gleich.0B ist die Oberflache der Vollkuge®, und die Punktec und —z € 0B
sind Antipoden auf dieser zweidimensionalen Sphare.

Die Wollkugel B mit identifizierten Antipoden audB ist damit ein topologi-
sches Modell vort O(3) (siehe auch Knorrer3], Kapitel 6).

68



e SchonSO(3) ist keine abelsche Gruppe mehr, denn Drehungen um verschied
ne Achsen kommutieren nicht. Beispiel: Drehung mit Winkeim z—Achse und
z—Achse

10 0 0-10 0-10 0-10Y /10 0 001
<00— ) (1 0 0):(0 0 —1)7&(1 0 0) (00— ) :(100).

010 001 100 001/\010 010
Die Isometrien des unitdren Vektorraumes C™ bilden die Gruppe U(n). Die De-
terminante Det(U) einer unitdren Matrix U ist eine komplexe Zahl, die wegen
Det(U) = Det(U*) = Det(U~!) = Det(U) " vom Betrag 1 ist. Die Isometrien
U von C beispielsweise bestehen aus der Multiplikation mit der komplexen Zahl
UeU(l)={ceC||c| =1}. Wegen des Determinantenproduktsatzes ist

Det : U(n) — U(1)

ein Gruppenhomomorphismus, und damit SU(n) = Det (1) eine normale Un-
tergruppe von U(n).

8.21 Beispiel Die unitare Gruppé/(2) desC?.

o IstU = (il w2) € U(2), dann mussu|? + |ug|* = 1 = |ua|? + |ugsl?
unduqus + usuge = 0 gelten. Dies ist genau dann erfullt, wenn der erste Spal-
tenvektor( ;.1 ) die Langel besitzt, und der zweite Spaltenvektor von der Form
(i) =X (72" fureinX € U(1) ist. In diesem Fall ist

u11

Det(U) = U11U22 — U21U12 = >\(|U11|2 + |UQ1|2) = A
e IstalsoU € SU(2), dann ist
U=(277) mit v,weC und v]*+|w*=1.

Der erste Spaltenvektdr, ) legt also schon die Matri&’ fest, und( %) € C? ist
ein beliebiger Vektor der Lange
Die Vektoren(,) = ('1%2 ) der Langev? + v3 + w} + w} = 1 bilden aber

die Einheitsspharg? c C? =~ R*. Die dreidimensionale Einheitssphaibildet
damit ein topologisches Modell der Grupgé€/(2).

8.22 Beispiel (Diskrete Fouriertransformation) Es sei

Vv i={f:Z/NZ—~C} , (fg):= Y fl=

2€Z/NZ

der unitare Vektorraum der komplexen Funktionen auf detszhen Gruppg/NZ.
Diese besitztV € N Elemente, z.B. durch, 1,..., N — 1 reprasentiert, und in
Anwendungen isf € Vyy oft als Diskretisierung einer Funktiof : [0,7] — C
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definiert: f(z) := F(z/T) (x=0,...,N —1). Diediskrete Fouriertransfor-
mationUy € L(Vy) ist nun durch

(Unf)(k):== N2 3" f(a)e /N (k€ Z/NZ)
x€Z/NZ
definiert, sodass die adjungierte Abbildung gleich
(Uxg) (@)= N~V X" g(k)e™ /N (z € Z/NZ)

ke€Z/NZ

ist.> Damit istUy unitar, denn
(UxUnf)ly) = N7' Y exp(2mik(y —z)/N)f ()

2,k€Z/NZ.

= N7' Y Nouf(@) = f()

2€Z/NZ

folgt (mit z = y — z) aus der Relation

Z exp(2mikz/N) = Né, (2 € Z/NZ). (8.2)
kE€Z/NZ

Die Identitat 8.2) fur z = 0 folgt ause® = 1, wahrend fir: # 0 die Anwendung
der Bijektionk — k + 1 aufZ/NZ

Z exp(2mikz/N) = Z exp(2mi(k + 1)z/N)
keZ/NZ kE€Z/NZ
e?miN Z exp(2mikz/N)
kE€Z/NZ
oder ‘
(1 — e2=/N) Z exp(2mikz/N) =0
kE€Z/NZ

ergibt. Da der Faktot — /N £ () ist, verschwindet die Summe.

Wir haben mit dem Nachweis der Unitaritat voRr auch gezeigt, dags,, ..., by)
mit b () := “2ETLN) eine ONB vonVy ist. Anders gesagt, entspricht der Fou-
riertransformation vorf € Vy die "Entwicklung vonf nach den Wellen,”

N—-1

f= Z Aebr mit - A = (bg, f) = (Unf)(K).

k=0

5Tatsichlich ist Uy wohldefiniert, denn fiir k' — k € NZ und 2’ — xz € NZ ist
exp(2mik’x’ /N) = exp(2mikz/N).
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8.5 (Anti-) Selbstadjungierte Endomorphismen

8.23 Definition /st V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum, dann heif3t ein
@ € L(V) (dessen Adjungierte p* € L(V') existiert)

e selbstadjungiert, wenn ¢* = ¢,
e antiselbstadjungiert, wenn ¢* = —p gilt.

Die Begriffe (anti~) symmetrisch und (anti~) hermitesch werden ebenfalls be-
nutzt, der erste eher bei euklidischen und der zweite eher bei unitiren Vek-
torraumen. Analoge Definitionen gelten fiir Matrizen aus M(n, K) iber den
Korpern K = R oder C.

(Anti-) Selbstadjungierte Endomorphismen sind normal, denn

prop=dpop=ypoyp"

8.24 Satz IstV ein unitarer Vektorraum)im(V') < co undy € L(V'), dann ist
e spek(p) C R, falls ¢ selbstadjungiert und
e spek(p) C iR, falls ¢ antiselbstadjungiert ist.

Bew.: Wegen der Normalitat von ¢ ist ¢ diagonalisierbar, und

p= Y, AR,

A€spek(p)

wobei die P, Orthogonalprojektionen sind. Damit ist p* = Z/\ESpek(@ AP;.

Falls o* = ¢ gilt, ist damit A = ), also spek(p) C R. B
Dagegen ist fiir ¢* = —p der Eigenwert )\ imaginar, denn A = —\. O

8.25 Korollar Ist V' ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension, und ¢ €
L(V') selbstadjungiert, dann besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren von .

Bew.: Auch ¢¢ € L(V¢) ist selbstadjungiert, das charakteristische Polynom von
@c besitzt also nur reelle Nullstellen. Daher zerfallt das charakteristische Polynom
von ¢ in Linearfaktoren, sodass ¢ diagonalisierbar ist. Wegen der Normalitat von
¢ sind die Eigenrdume E(\) zu den Eigenwerten A € spek(p) orthogonal. O

Dass Eigenvektoren v und w zu den Eigenwerten 11 # A fiir selbstadjungierte
Endomorphismen aufeinander senkrecht stehen, sieht man auch folgendermaBen:

0= (p(v), w) = (v, p(w)) = (A = p)(v,w)  also (v,w)=0.
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Jeder Endomorphismus ¢ € L(V'), dessen Adjungierte ¢* existiert, lasst sich
eindeutig in die Summe

P =Ys+ Ya (83)

eines selbstadjungierten Operators ¢, = %(ap + ©*) und eines antiselbstadjun-
gierten Operators @, := %(cp — ) zerlegen. Denn ist ¢ = 1, + 1), eine zweite
solche Zerlegung, dann ist der Operator m := ¢, — 1), selbstadjungiert, aber
wegen T = 1, — , auch antiselbstadjungiert, sodass m = 0 folgt.

8.26 Bemerkung Die Zerlegung §.3) ist dann besonders nutzlich, weppund
v, kommutieren. Dies ist wegen

[0, "] = [@s + Pas s — Pa) = 2[a, ©s]

genau dann der Fall, wenmnnormal ist.

Nach Satz5.27 konnen wir damit fur unitare Vektorraumé endlicher Di-
mension normale dadurch diagonalisieren, dass wir und ¢, diagonalisieren,
und einep, undp, gemeinsame Basis von Eigenvektoren aufsuchen.

Der Vektorraum L(K™) der Endomorphismen von R™ bzw. C™ besitzt (beziig-
lich des Standard-Skalarproduktes auf K™) eine Zerlegung

L(K") = Ls(K") ® La(K") (8.4)

in den reellen Unterraum Ly (K™) := {p € L(K™) | ¢* = ¢} selbstadjungier-
ter Endomorphismen und den reellen Unterraum L,(K™) antiselbstadjungierter
Endomorphismen.

8.27 Lemma Es ist
1
DimR<Ls<K”>>={ i R

und
Dimg (L, (K™)) =

Bew.: Wir betrachten die darstellenden Matrizen beziiglich der kanonischen Basis
des K™.

e Um eine symmetrische Matrix A € M(n, R) zu fixieren, miissen wir nur die
sn(n + 1) Eintrage oberhalb und einschlieBlich der Diagonale frei wahlen.

e Fiir eine symmetrische Matrix A € M (n, C) kdnnen wir die $n(n—1) kom-
plexen Eintrage oberhalb der Diagonale frei wahlen, wahrend die Eintrage
auf der Diagonale reell sein miissen, aber ansonsten frei wahlbar sind.
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e Die Dimensionen der reellen antisymmetrischen Teilraume ergeben sich aus
(8.4):

Dimg (L, (K™)) = Dimg(M,,(K)) — Dimg(L,(K™)).
O

Beachtet werden sollte, dass L;(C™) und L,(C") keine C-Unterraume sind, denn
Multiplikation mit ¢ permutiert diese reellen Unterraume.

Ebenso wenig ist im Allgemeinen das Produkt zweier (anti—) selbstadjungier-
ter wieder (anti-) selbstadjungiert.

In Kapitel 7.1 wurde die Exponentialabbildung auf quadratische Matrizen
angewandt.

8.28 Satz FurA € M(n, K), K = R oderC, gilt
Det(exp(A)) = exp(tr(A)). (8.5)
Bew.:

o Ist A€ M(n,C)undist J = SAS~! Jordan-Normalform, dann ist .J eine
obere Dreiecksmatrix, sodass

Det(exp(J)) = Hexp(Jkk) = exp (Z Jkk> = exp(tr(J))

gilt. Andererseits ist
Det(exp(A)) = Det(S ' exp(J)S) = Det(exp(J))

und
tr(A) = tr(S71JS) = tr(J),

woraus (8.5) folgt.
e Ist B € M(n,R), dann gilt fiir die komplexifizierte Matrix B¢
Detr(B) = Dete(Bc) und  trg(B) = tre(Be),
woraus (8.5) auch fiir A € M(n,R) folgt. O
8.29 Satz Ist A € M(n, K) antiselbstadjungiert, dann ist
ot < {3000 1l K =%
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Bew.: Fir O := exp(4) € M(n,K) gilt O* = exp(A)* = exp(4*) =
exp(—A) = O7', denn exp(A)exp(—A) = exp(0) = 1. Andererseits folgt
fir A = —A" € M(n,R) wegen trA = —tr(A") = —tr(A) die ldentitat
Det(exp(A)) = exp(tr(A4)) = e = 1. O

8.30 Beispiel Fur K = Rundn = 2ist A € M,(2,R) von der FormA =
(%) fureine € R, und

o An & a’ 0 —1\n
exp(4) = Z_ — M
n=0 ) )

0 2m(—1)m 2, g2mtl(—1)m 0 -1
= (Zﬁ)(é?)—i—(;@m—il;‘)(lo)
= cos(a)- (§9) +sin(a)- (Y1) = (2?2((3)) Zil?i?)

Es handelt sich also um eine Drehung um den Winkel

8.6 Anwendung: Quantenmechanik

Zerlegt man das Sonnenlicht mit einem Prisma, dann zeigen sich neben einem
kontinuierlichen Spektrum feine Linien. Deren Existenz folgt aus der Tatsache,
dass die in einem Atom oder Molekiil gebundenen Elektronen nur diskrete Ener-
giewerte annehmen konnen; man spricht von einer gequantelten Energie. Die
Vermutung, dass diese reellen Energiewerte Eigenwerte eines selbstadjungierten
Operators sind, ist naheliegend und zutreffend. Die Theorie dieser so genannten
Schrédingeroperatoren ist die Quantenmechanik.

8.31 Beispiel Fir den Fall de¥Vasserstoffatomist der unitare Vektorraum des
Elektrons der Rauni?(R?) der quadratintegrablen Funktiorfefi: R3 — C mit
dem Skalarprodukt

(f.9) = | fla)g(x)dz.
R3
Der Schrodingeroperatdf auf L?(IR?) ist von der Form

() () = 1A f () - T2

x|

wobeiAf = % + % + % der so genannte Laplaceoperator ist, und die Mul-
1 2 3
tiplikation mit dem Potentiatl—gl| der Kernladung die elektrostatische Anziehung

6Genauer: Aquivalenzklassen solcher Funktionen f1, fa, die sich nur um eine Funktion fi— fs
mit [os [f1 — f2|?dz = 0 unterscheiden.
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des Elektrons durch den Kern beschreibt. Man kann nun dastr8pevon H
berechnen:
o(H) =1[0,00) U {—1/(2n*) | n € N}.

In einer geeigneten Energieeinheit entspricht diese Bzilye vonR genau den
Energien, die ein Elektron im Kraftfeld eines Wasserstoffekerns (eines Pro-
tons) annehmen kann: Fur positive Energien ist das Elekirigebunden und
kann beliebige Energien annehmen, wahrend die fur dasét&teffatom be-
obachteten Spektralwerte Energiedifferenze; — -;) entsprechen, die dem
Ubergang von einem zum anderen gebundenen Zustand etisprec

Ein Hauptziel der Quantenmechanik ist die (meist niherungsweise) Berech-
nung des Spektrums und der Eigenfunktionen der Schrodingeroperatoren H. Dies
ist auch deshalb wichtig, weil es der Schliissel zur Berechnung der Zeitentwick-
lungsoperatoren

U(t) := exp(—iHt) (t € R)

ist, die den quantenmechanischen Anfangszustand ¢ zur Zeit Null auf den Zu-
stand U(t)p zur Zeit t abbilden. Die Operatoren U(t) sind unitdr, wenn H
selbstadjungiert ist.

9 Quadriken

Bis jetzt wurden in dieser Vorlesung hauptsachlich solche Teilmengen M C V
von Vektorraumen V' betrachtet, die selbst Vektorraume sind, oder bei denen
zumindest die Menge {m; — msy | my, ms € M} aller Differenzvektoren einen
Unterraum von V' bildet (nicht leerer affiner Unterraum M).

Jetzt werden wir verallgemeinert Quadriken untersuchen. Beispiele solcher
Quadriken fiir V' = R? sind neben den Geraden die Ellipsen, Parabeln und Hy-
perbeln. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, betrachten wir nur Kérper K
der Charakteristik # 2.

9.1 Definition Eine Teilmenge () C K" heiBt Quadrik, wenn ein quadratisches
Polynom p € K[xq,...,x,] mit

Q:{(a:l,...,:cn) e K" |p(x1,...,xn):0}
existiert.

Wir kénnen nun mit x := (z1,...,z,)" dieses Polynom in der Form

px)=2'Az+ bz +c  (veK")
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schreiben, wobei A € M(n,k),b € K" und ¢ € K eindeutig bestimmt sind,
wenn wir A = A' (also die Symmetrie von A fordern (Letzteres kdnnen wir

wegen char(K) # 2 immer durch Ubergang von A zu 1(A + A?) erreichen).

Man sieht dem Polynom p nicht direkt die geometrische Form der Quadrik @
an. Uberhaupt miissen wir uns zunichst iiber diese Formen ins Bild setzen. Dazu
ist es naheliegend, eine Koordinatentransformation des K™ vorzunehmen, die das
Polynom p vereinfacht. In Frage kommen zunachst die so genannten Affinitaten:

9.2 Definition Eine Abbildung f : V — W von K-Vektorraumen heift affin,
wenn die Abbildung

f:V—=W  f(x):= f(x) = f(0)
linear ist. Sie heiBt Affinitat, wenn sie zusitzlich bijektiv ist.

Die Affinitaten f : K™ — K" bilden eine Gruppe, denn jedes solche f besitzt
die Form f(z) = Ax + v mit A € GL(n, K) und v € K", sodass

ffly)=Ay— A" und fog(z) = ABz + (v+ Aw)
fir g(z) = Bx + w gilt.

9.3 Beispiel Beispiele fur Affinitaten de®Rk™ sind die Drehungerf(z) = Ox
mit O € SO(n), die Streckungetf(z) = cz um einen Faktor € R\{0} oder die
Translationery (z) = = 4+ v um den Vekton € R".

Es ist nun rationell, sowohl die Affinitaten als auch die Quadriken des K™ im
K"+ darzustellen. Ist namlich

flx)=Az+v (x e K™)
eine Affinitat, dann gilt fiir die erweiterte Matrix
Ef=(19)eMn+1,K)
die Eigenschaft eines Gruppenhomomorphismus
By by = (&; %) (11) Qx) = (erle BOA) = Eyof,

(wobei g(x) = Bx + w eine weitere Affinitat des K™ sei).
Ordnen wir dem Vektor x € K™ den erweiterten Vektor F, := (315) e Kntt
zu, dann gilt

ErEy = (3 2) (2) = (asto) = Efa)- (9-1)
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Ordnen wir andererseits dem quadratischen Polynom p € K|z, ..., x,]| der Form
p(z) = (z, Az) + (b,x) + ¢
(mit der Bilinearform (b, x) = byxy + ... + b,x,) die Matrix
Sy 1= (b;2 (AJIZZ?)/Q) e M(n+1,K)
zu, dann ist .S, symmetrisch (S;, =S5,), und es gilt
p(x) = (Er, SpEL). (9-2)

Wir wollen nun durch eine Affinitat f des K" die p zugeordnete Quadrik p~1(0) C
K™ auf eine moglichst einfache Form bringen. D.h. wir substituieren = = f(y)
in p(x). Wegen (9.2) und (9.1) bedeutet dies

p(f(y) = (Erw), Spliy)) = (EfEy, S,EEy) (9.3)
— (B, S.E,) mit S, :=E.S,E;.

Ysrs~p

Zur Losung dieses Normalformproblemes fiir den Spezialfall K = R schauen wir
uns zunachst das verwandte Problem der Normalform unter orientierungserhal-
tenden Kongruenzen an:

9.4 Definition Eine Affinitdt f : R™ — R"™ heiBt

e Kongruenz, wenn sie Abstinde erhalt, d.h.
1f(@) = fWI=lz—yl (z,y€eR"). (9.4)

e Sie heiBt orientierungserhaltend, wenn Det(A) > 0 (mit f(z) = Az +v)
gilt.

Eine Affinitdt f(z) = Az + v ist genau dann eine Kongruenz, wenn A € O(n)
gilt, und genau dann eine orientierungserhaltende Kongruenz, wenn A € SO(n).

Weiter kann man zeigen, dass jede abstandserhaltende Abbildung f : R" —
R™ (fiir die also (9.4) gilt) eine Affinitat ist.

9.5 Satz Istp € R[zy,...,x,]| ein quadratisches Polynom der Foprtr) =
(x, Ax) + (b,x) + ¢ mit A = A" undm := Rang (A), dann existiert eine orientie-
rungserhaltende KongruerfzdesR™ mit

S Ny? , Rang (E,) =m
pofy)=1q it \yi +ec , Rang (E,) =m+1
Sy At + 206l ymyr , Rang (E,) =m + 2.
Dabei sind\; > X, > ... > )\, die von Null verschiedenen Eigenwerte der

symmetrischen Matrixl.
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Bew.: GemaB (9.3) besitzt das quadratische Polynom po f die Form po f(y) =

(Ey, S E,) mit S, = E}S,E;. Wir setzen f aus vier orientierungserhaltenden

Kongruenzen zusammen: f = fy0 f30 fy o fi.

1. Dabeiist fi(z) := Oy2, wobei wir zunachst nur O; € O(n) fordern. Damit
ist die Transponierte von Ey, = (3, ) gleich Ef = ((1] 0(111> und es gibt
ein O; mit

E;lspEflz(gf;) und D = diag(A1,- .., A, 0,...0).

Ist O §Z SO(n), also f; nicht orientierungserhaltend, dann kdnnen wir dies
durch Ubergang zur Drehmatrix diag(—1,1,...,1)O; € SO(n) erzwingen.
Ist b = 0, dann ist der Satz damit bewiesen.

2. Wir wahlen f5 von der Form fy(x) = x + vy mit

(”2)“_{ 0, i>m.

Dann ist EY, . SpEpyof, = (Z g) wobei by = ... = by, = 0 ist.

3. Wegen der Annahme b # 0 ist auch b =# 0. Es gibt aber eine Drehung
O3 € SO(n) von der Form O3 = 1,, ® O3 mit O5 € SO(n — m), die
O3b = [1- €myq mit = ||b]| bewirkt, b also in Richtung des (m + 1)-ten
Einheitsvektors dreht. Damit gilt fiir f3(z) := Osz

¢ _ c e
Efgofgofl SpEfSOfQOfl - (M~em+1 D+1> )

die Diagonalmatrix D bleibt also unverandert.

4. Ist vy = =5z, dannist fir fy(z) == +vgund f = fyo fyo foao fi

0 el 4
5= By = (0, ).

Heém+1 D

also po f(y) = 221 Ayi + 2/|bl|Yme- O

9.6 Bemerkung Istb = 0 undc = 0, dann istp die quadratische Form(z) =
(z, Ax), und der Satz besagt, dass es eine Drehurgf(y) = Oy desR" gibt,
die p in Diagonalformp o f(y) = >_1", \;y? transformiertO € O(n) heif3t dann
auchHauptachsentransformation

Wir kehren zu unserer urspriinglichen Fragestellung der Normalform von Quadri-
ken unter Affinitaten zuriick und zeigen:
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9.7 Satz Istp € R[zy,...,x,]| ein quadratisches Polynom der Foprtr) =
(x, Ax) + (b,x) + ¢ mit A = A" undm := Rang (A), dann existiert eine orientie-
rungserhaltende Affinitag desR”, fur die die Quadrikp o g)~'(0) € R" durch
die Gleichung

B4+ -2, —...—25=0 , Rang (E,) =m
A+, —... -2 =1 , Rang(E,) =m+1
Z%+...+Z]%—Z]%+1_---_212»,1:22771-‘,-1 , Rang (E,) =m+2

beschrieben wird.

Bew.:

o Ist g1(2) = Mz mit M := diag(|\|7"2,...,[An| Y2, 1,...,1), dann ist
unter Verwendung der orientierungserhaltenden Kongruenz f aus Satz 9.5

k m
po fogi(z) = sz - Z 2}, falls Rang(E,) =m.
i=1 i=k+1

o Ist dagegen Rang(E,) = m + 1, dann setzen wir g;(2) = Mz mit

' 1/2 ~1/2
M = diag | || .- |55 ,1,...,1), sodass po fog(z) =
k 2 m 2 . .
el (S0 22 = S0 22 + sign(e) ) st
Ist sign(c) = +1, dann permutieren wir noch die zq,...,2; mit den
Zk41,- -+ Zm. Dies ist eine orthogonale Transformation, und wir konnen

wieder die Positivitat der Determinante durch Multiplikation einer Koordi-
nate mit —1 erzwingen.

Die Quadrik von p o f o g; hangt nicht vom Vorfaktor |c| > 0 ab.

e Im letzten Fall Rang (E,) = m + 2 wird durch Ubergang zur Variablen
Zm41 = ||b]|Yms1 — § reskaliert und die Konstante ¢ gleichzeitig durch
Null ersetzt. O

9.8 Beispiel 1. Furn = 1 kommen die Falle) = {0}, Q = {-1,1}, Q =
R und Q = 0 vor, entsprechend den Kardinalitaten der Losungsmengen
guadratischer Gleichungen.

2. Furn = 2 konnen wir zunachst die Quadriken der eindimensionaler N
malformen mitR multiplizieren, und erhalten di@eradel) = R x {0}, die
Doppelgerade) = R x {—1, 1}, die Eben&) = R? und dieleere Menge
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Die Gleichunng + 22 = 0 hat als Losungsmenge dslullpunkt wahrend
fur 2 — 23 = 0 die beiden Winkelhalbierenden die Quadfk= span ;) U
span(_,) ergeben.

Diese sind diAsymptotenlerHyperbel@Q = {(z1, 23) € R? | 2§ —23 = 1}.

Die Quadrik zur Gleichung? + 22 = 1 ist naturlich deiKreis mit Radiusl
um den Nullpunkt.

Zuletzt beschreibt die Gleichung = 2z, eineParabel

> o C O\

Punkt Gerade Doppelgerade Geradenpaar Hyperbel Kreis Parabel

Abbildung 9.1: Affine Normalformen der Quadriken fiir n = 2 (auBer Q = R2,
@ = () mit eingezeichnetem Ursprung des Koordinatensystems

Die Aquivalenzklasseneinteilung beziiglich orientierungserhaltender Kongruenzen
ist feiner als die beziiglich Affinitaten Beispielsweise erhalten wir statt des Kreises

die Kongruenznormalformen VLY 1 mit0 < a; < ay der Ellipsen, deren
af a3
Halbachsen mit den Langen a; in Richtung der y;—Achsen gedreht sind:

Y2

M.
W

ag

80



a2 —1

)

= 3: x (Ebene

32 —y? -1
(Zylinder

%ﬂ/d/f/////ﬁﬂ//

ALUARRARRRARNY

Wir sehen, dass wir sowohl im affinen als auch im Kongruenzfall Normalfor-

men von gewissen Quadriken der Dimension n + 1 erhalten, indem wir im R**!

(statt im R™) die Nullstellenmenge der quadratischen Polynome von Normalfor-

men der Dimension n betrachten. Man spricht dann von Zylindern:

Abbildung 9.2: Affine Normalformen von Quadriken fiir n

)

Ebene), 22 — 3* (Ebenenpaar

(Doppel

Abbildung 9.3: Affine Normalformen von Quadriken fiir n

(Zylinder tiber Hyperbel), 22 + y* — 1 (Zylinder iiber Kreis), 2% — 2y

iber Parabel)
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Daneben finden wir in jeder Dimension jedoch auch Quadriken, die nicht
Zylinder sind:

NS
A> '
A SR
Q& S o
KX

s

Abbildung 9.4: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: 2% + ¢y? + 22 — 1
(Sphare), 22 + y? — 22 — 1 (einschaliges Hyperboloid), 22 + y* — 2? (Kegel)

Abbildung 9.5: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: 2% — y? — 22 — 1
(zweischaliges Hyperboloid), 2 + y* — 2z (Paraboloid), 2? — y? — 22 (Sattel)

10 Projektive Raume

10.1 Definition e Der projektive Raum P(V') zum Vektorraum V st die
Menge der eindimensionalen Unterrdume von V.

e /st Dim(V) < oo, dann heiBt dim(P(V')) := Dim(V') — 1 die Dimension
des projektiven Raumes.
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e Eine Teilmenge M C P(V) der Form M = P(U),U C V heiBt Unter-
raum von P(V'), und zwar projektive Gerade, falls dim(M) = 1, projektive
Ebene, falls dim(M) = 2 und projektive Hyperebene, falls dim(M) =
dim(P(V)) — 1.

Eine Sichtweise des projektiven Raumes P, (K) := P(K™"!) zum arithmetischen
Vektorraum ist die folgende. Bequemlichkeitshalber bezeichnen wir die kanoni-
sche Basis des K™ mit (eg, e, .. .,¢€,) statt mit (e1,es,...,€,41), und die Ko-

ordinaten beziiglich dieser Basis mit (g, x1, . . ., 2, ). Der Unterraum span(ey, ..., e,) C

K"*! ist n—dimensional, und sei mit K™ bezeichnet. Dann geht durch jeden
Punkt x € U des affinen Unterraums

U:=eo+K"={(20,...,2,) € K" | 2y =1}

genau ein eindimensionaler Unterraum, ndmlich span(z). Nur die eindimensiona-
len Unterraume, die in K™ liegen, schneiden U nicht.
Die Abbildung

I:K"—->P,(K) , (x1,...,2,) —span(l,z1,...,2,) (10.1)

ist daher injektiv, und das Komplement besteht aus den eindimensionalen Un-

terraumen des K™:
P.(K\I(K") =P, 1(K).

Anders gesagt, wird im projektiven Raum P,,(K') der Vektorraum K™ noch um
"Punkte bei Unendlich” erganzt, und diese bilden selbst den projektiven Raum
P, 1(K).

10.2 Beispiel Am einfachsten lasst sich dies im reellen Hall= R visualisie-
ren.

1. Im Fall desP, (R) ist U die affine Geradél, 0) + span(0, 1)

U R?
(1,0)
0 L 1P
¥
span(x)
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Es giltP,(R) = RUPy(R) = R U {oo}, dennPy(R) = P(R) besteht aus
genau einem Element, das wir hier mxitbezeichnen.

x € Uistvon der Forme = (1,tan¢) mit ¢ € (—7/2,7/2), und strebt
|z|| gegen unendlich, dann streb{ gegenr /2, alsoe?* gegen—1. Daher
ist die Abbildung

d:P(R)— S" |, span(z) —e* | R —1

des eindimensionalen, reell-projektiven Raurite&R) in die Kreislinie
St = {c € C | || = 1} bijektiv. Wir kdnnen uns also deh; (R) als
Kreislinie vorstellen.

2. Dies lasst sich auf hohere Dimensionen verallgemeinkder eindimen-
sionale Unterraum deR"*! schneidet die Sphare” = {z € R |
|lz|| = 1} in genau zwei Punktem undy, und diese sind\ntipoden d.h.
x + y = 0. Andererseits geht durch jedes Antipodenpaar §dmgenau ein
eindimensionaler Unterraum. Bezeichnet dakedie Aquivalenzrelation
auf.S™, die durchx ~ y <= span(z) = span(y) definiert ist, dann ist die
Abbildung

¥ (S") ~) = Py(R) , [¢] > span(z)
bijektiv. Der n—dimensionale projektive Raulf),(R) kann also mitS"/ ~
identifiziert werden.

Nun ist zwarS!/ ~ selbst wieder eine Kreislinie, abéhnliches gilt fiir
hohere Dimensionen nicht.

Wenn wir uns det?, (R ) vorstellen wollen, dann kdnnen wir auch die Nord-
halbkugelN := {z € S* | z; > 0} nehmen und Antipoden auf dem
Aquator{z € N | z; = 0} identifizieren.

Der Schnittzweier projektiver Unterraume vdi(1/) ist wieder ein projek-
tiver Unterraum, und fur die Unterraundg, U, von V' gilt

P(U,) NP(Us) = P(U; N Us).

Andererseits ist auch d&erbindungsraum
P(Ul) V ]P)(UQ) = P(Ul + UQ)

zweier projektiver Unterraume vdh(V') wieder ein projektiver Unterraum,
und zwar der kleinste, der sowdk(U, ) als auchP(U,) enthalt.

10.3 Beispiel 1. Modulo Antipodenidentifikation entsprechen die eindime
sionalen projektiven Unterraume v (R) den GroRkreisen auf?. Zwei
verschiedene solche Grol3kreise schneiden sich genaueim &intipoden-
paar, sodass sich die projektiven Geradenkti¢R) in genau einem Punkt
schneiden. 84



5«2

2. Den Punkter/ C R? desP,(R) entsprechen die Antipodenpadre S2.
Der Verbindungsraum vot; # U, € Py(R) entspricht also dem eindeuti-
gen GroRkreis au$?, der durch die Antipodenpaatg N S? undU, N S?
geht.

5«2

Wahrend sich zwei affine Geraden in der Ebene nicht schnegwlenn sie
parallel sind, schneiden sich, wie wir gesehen haben, ktregeGeraden in
der projektiven Eben®,(R) immer, man muss also keine Fallunterschei-
dung vornehmen.

Allgemein gilt:

10.4 Satz SindU;, U, Unterraume des endlich—dimensionalen Vektorraumes
dann gilt

dim(P(U,) V P(Us)) + dim(P(U,) N P(Uy)) = dim(P(U,)) + dim(P(U2)).

Bew.: Es gilt Dim(U; + Uy) = Dim(U;) + Dim(Usy) — Dim(U; N Uy), woraus
sich mit dim(P(U)) = Dim(U) — 1 die Formel ergibt. O

Auch die leere Menge ist ein projektiver Unterraum von P(V'), denn ¢ = P({0});
es ist dim(¢) = —1. Wir folgern:
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10.5 Korollar /st dim(P(U;)) + dim(P(Us)) > dim(P(V)), dann ist
P(U,) NP(Uy) # 0.

Bew.: dim(P(U1)NB(Us)) = dim(B(U; ) +dim(B(Us)) —dim(P(U,) VE(Us)) >
0. 0

Nachdem wir nun verschiedene Aspekte projektiver Raume studiert haben, sollen
jetzt Abbildungen zwischen ihnen eingefiihrt werden, die " die projektive Struktur
erhalten” . Es ist aber zunachst nicht ganz klar, was dies bedeutet. Denn wahrend
auf Gruppen, Ringen, Korpern oder Vektorraumen Verkniipfungen erklart sind,
konnen wir Punkte eines projektiven Raumes weder addieren noch mit einem
Korperelement multiplizieren.

Der P(V') wurde nur als Menge eingefiihrt, die Menge der eindimensionalen
Unterraume von V. Als Automorphismen von P(V') kommen daher zunéchst alle
bijektiven Abbildungen in Frage.

Tatsachlich besitzen projektive Raume P(V') doch mehr Struktur, denn ei-
nerseits entstehen sie durch Aquivalenzklassenbildung auf V\{0} aus dem Vek-
torraum V' (mit = ~ v, falls span(z) = span(y)), andererseits besitzen sie mit
den projektiven Unterrdumen ausgezeichnete Teilmengen.

Wir konnen also als strukturerhaltende Abbildungen

fP(V)—P(W)
diejenigen f wahlen, die
1. von einer linearen Abbildung F': V' — W abstammen

2. oder die projektive Unterraume auf projektive Unterraume abbilden.

Ist dim(P(V)) = 1, dann erfiillt jede Bijektion f : P(V) — P(V) die zweite
Forderung, einfach, weil P(V') auBer sich nur die leere Menge als projektiven
Unterraum besitzt. Man konnte also denken, dass die zweite Forderung von viel
mehr Abbildungen als die erste erfiillt wird.

Dass dies fiir dim(IP(V')) > 2 und insbesondere K = R nicht der Fall ist, ist
Inhalt des so genannten Hauptsatzes der projektiven Geometrie.”

Wir werden jetzt die Abbildungen f untersuchen, die der (einfacheren) Be-
dingung 1. genligen:

"Allerdings ist Forderung 2. z.B. im Fall des Kérpers K = C auch fiir dim(P(V)) > 2
schwacher als Forderung 1., denn gilt fiir f : V — V die Eigenschaft

f(or+v2) = f(v1) + f(va) aber f(kv) =kf(v),

dann ist f zwar nicht linear, aber mit U C V ist auch f(U) C V ein Unterraum.
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10.6 Definition Es seien V und W K -Vektorrdume. Dann heiBt f : P(V) —
P(W) projektiv, wenn eine lineare Abbildung F' : V' — W existiert, fiir die

f(span(v)) = F(span(v)) (v € V\{0})

gilt, und man schreibt dann f = P(F).
Ist f zusatzlich bijektiv, dann heit f Projektivitat.

Um die Wirkung einer projektiven Abbildung besser zu verstehen, ist es niitz-
lich, Koordinaten auf P(V') einzufiihren. Ist dimP(V') = u, dann erwarten wir,
einen Punkt von P(V') durch Angabe von n Koordinaten, d.h. Zahlen aus K,
beschreiben zu konnen, wie wir dies von n—dimensionalen K—Vektorraumen ge-
wohnt sind. dies ist auch moglich, allerdings nur lokal.

10.7 Beispiel Die Punkte vorP;(R) entsprechen den Unterraumgrn(x) C
R? fur x = (x9,71) € R*\{0}. Istk # 0, dann istspan(y) = span(k) fur
y = (yo,y1) = (kwo, kxy).

Ist zy # 0, dann kdnnen wir, /z, € R als lokale Koordinate ii*; (R) benut-
zen, denny, /yy = z1/70, d.h. der Quotient hangt nicht vom Reprasentanten von
span(z) ab.

Ist dagegemn, = 0, dann ist wegen: # 0 der Quotientry/x; € R wohldefi-
niert, und wir nutzen diesen als lokale Koordinate BufR) = S*.

Um diese Fallunterscheidungen zu vermeiden, werden zur Beschreibung des pro-
jektiven Raums P, (K) = P(K™*1) oft so genannte homogene Koordinaten

(wo:ay:---:x,) benutzt mit (20,...,7,) € K"\{0},

und der Verabredung, dass (zg : @y : - - :2x,) = (Yo :¥1 : -+ : yn) genau dann
gilt, wenn eine Zahl k € K\{0} mit y; = kz; ¢ =0,...,n existiert.

Dies sind zwar keine Koordinaten im ublichen Sinn, aber wir kdnnen sie zur
Konstruktion lokaler Koordinaten verwenden: Wegen x # 0 existiert ein ¢ mit
x; # 0, und das n=Tupel (xo/x;, 21 /2. . Ti1 )/ Ti, Tiga [Ty - .. xpf2;) € K™
ist reprasentantenunabhangig.

Ist nun F' € L(K™) von der Form F(x) = Az, A € M(n + 1,K), dann
besitzt z := f(z) die homogenen Koordinaten

(zo:~-~:zn):(aoox0+a01x1+...—0—a0nxn Ll an0x0+...+an1xn)

(WObei QA = (A)kl iSt).
Ist nun z.B. z; # 0 und z; # 0, dann ergibt sich die (lokale) Koordinaten-
transformation

2 i P PLCHED) (I k)
2 kit D k(T /T0) '

Man spricht hier von gebrochen linearen Transformationen.
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10.8 Beispiel IstA = (%) € M(2,R), dannistf lokal furzo # 0 undz # 0,
d.h.azg + bzy; # 0 in den Koordinatert := z;/zy, & := x1/xo durch

c+dz
a+ bz

z =

gegeben.
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Dies ist genau eine affine Abbildung, wehe- 0 ist, alsoz = (¢/a)+(d/a)z.

Allgemein bildet eine Projektivitat f : P,(k) — P, (k) den in der Form (10.1)
in den projektiven Raum eingebetteten Vektorraum K™ C P,(K) nicht in sich
ab. Das ist genau dann der Fall, wenn f = P(F) mit F(x) = Az mit (A)or =
0, k=1,...,nist, und in diesem Fall ist f[;n : K" — K" eine Affinitat.
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Abb.: Boysche Fliche (Immersion des P5(R) in R?), Mathematisches For-
schungsinstitut Oberwolfach.®

8Weitere Informationen unter ht t p: / / www. nf 0. de/ boysur f ace/ boysur f ace. ht m
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