Losungen der Aufgaben zum Vorkurs wsos/05
" Einfilhrung zum Studium der Mathematik”

Knauf/Ay Mathematisches Institut

Aufgabe 1 (Kugelvolumen in hohen Dimensionen):
Ab welcher Dimension d,;,, ist
Vol (K gor) < 0.01Vol (K§)? (1)

Bestimmen Sie mit dem Taschenrechner d.;,, und argumentieren Sie, dass (1) fiir alle d > dyin
gilt.

Losung von Aufgabe 1:

Es ist laut Vorlesung Vol (K%) = RVol (K{). Also gilt (1) falls
0.99? < 0.01 ist. Dies ist fiir d > {25 ~ 458.21 der Fall, also fiir alle d € N mit d > dyiy :=
459. In Worten: Ab Dimension 459 befinden sich im duBersten Prozent der Kugel mehr als 99

Prozent des Volumens.

Aufgabe 2 (Kugelvolumen):
Finden Sie — unter Verwendung der Formeln

Vol (K§) = R*Vol (K{) , Vol (K{) = Vol (K{"") Fy
fiir das Volumen einer d-dimensionalen Kugel K¢ vom Radius R, mit

d—1
d
eine fiir alle d € N giiltige Formel fiir F;; und den Ausdruck fiir Vol (K'%) aus der Vorlesung.
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Losung von Aufgabe 2:

Es ist fiir gerade d, also d = 2r
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denn F» = m/2. Analog ist
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Da vereinbarungsgemaB das Produkt iiber die leere Menge gleich 1 ist, gilt die Formel auch fiir
d = 1. Fiir die Kugelvolumina ergibt sich mit R := 1 wegen Vol (K}) =2 = F;

d d



Fiir die Berechnung der Produkte empfiehlt sich eine Fallunterscheidung: Fiir d = 2r ist
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Daraus ergeben sich die Formeln

d 7/2

R s ,d gerade
Vol(Kj‘é) = { R (d/g);(dm/z

G d ungerade
=1

aus der Vorlesung.

Bemerkung zu Aufgabe 2:

Aus diesen Formeln lesen wir ab: Unabhangig davon, wie groB wir den Radius R wahlen, geht das
Kugelvolumen der d—dimensionalen Kugel vom Radius R gegen Null, wenn d gegen unendlich
geht. Das mag erstaunen, wenn man mit einem d—dimensionalen Wiirfel der Kantenlange R
vergleicht, denn Vol ([0, R]?) = R%.

Aufgabe 3 (Minkowskisumme)

A:z{(i) € R? | x cos <¥) + y sin <¥) > —1 fir k:O,1,2}

und B := —A = {(:x) | (Z) € A}. Zeichnen Sie A, B und deren Minkowskisumme A + B.

Y

Es sei

Losung von Aufgabe 3:
A ist das durch die drei Geraden z = —1, —%x + ?y = —1 und —%x — ?y = —1 begrenzte
gleichseitige Dreieck mit den Eckpunkten

Ef:=(3) , Ef = (\7%) und E5 = (:\%).
B geht aus A durch Punktspiegelung hervor, besitzt also die Eckpunkte

Er=(3) . Ey=(_y;) und E;:=(y).

Die Dreiecke sind die konvexen Hiillen ihrer Ecken. Bei Bildung der Minkowskisumme von A
und B kann man daher A + B als die konvexe Hiille der Menge {E;" + E; | 1 < i,k < 3}
darstellen. Die Summen E;" + E; der Ecken von A und B sind dabei gleich 0. A+ B ist somit
ein regulires Sechseck mit den Eckpunkten E;" + E ,1<i#k<3.

Bemerkung zu Aufgabe 3:



Man kann durch Skalierung der Dreiecke und Bildung der Minkowskisumme das Dreieck A
'kontinuierlich’ in das Dreieck B iiberfiihren.

M,:=(1—-c¢c)A+cB (0<e<1)

interpoliert zwischen My = A und M, = B, wobei M/, =
ist.

$(A + B) ein regulares Sechseck

Aufgabe 4 (Konvexitit):

Zeigen Sie, dass Kugeln konvex sind.

L6ésung von Aufgabe 4:

Wir gehen von Punkten A # B € K¢ der Kugel aus und betrachten die durch diese Punkte
verlaufende Gerade g C RY. Sie ist von der Form g = {G(k) | k € R} mit g(k) := kA+(1—k)B.
Der Punkt g(k) der Geraden besitzt quadrierten Abstand

13(K)||* = ak* + bk +¢c mit a=|B—Al*>0

vom Nullpunkt.

Da §(0) = B und g(1) = A, mit [|A]| < R und ||B]| < R, gibt es genau zwei Schnittpunkte
von ¢ und der Oberfliche der Kugel K¢, die sich durch die Lésung k_ < k.. der quadratischen
Gleichung ak?+bk+c = R? ergeben. Da der Abstand des Geradenpunktes g(k) vom Nullpunkt
fir Kk — +o0o gegen Unendlich geht, ist k= < 0 und k. > 1. Damit gilt auch fir 0 < k <1
die Ungleichung ||g(k)|| < R. Also liegt die Strecke zwischen A und B in der Kugel K.

Aufgabe 5 (Wurstpackung):
Zeigen Sie unter Benutzung der Formeln

5(01) : Vol (M + K¢)

= Vol (konv (M + K9)) Vol (konv (M + K{)) = Vol (K{)+2(n—1)Vol (K{")

und des Ausdrucks fiir Vol (K¢) aus der Vorlesung, dass die Dichte §(M) der dichten Wurst-
packung M in d Dimensionen mindestens é ist (unabhangig von der Zahl n der Kugeln).

L6ésung von Aufgabe 5:

In einer Dimension ist die Dichte der dichten Wurstpackung gleich 1, die Aussage also wahr.
Nach Einsetzen der Formeln findet man fiir d > 2 die zu beweisende Ungleichung
nVol (KY)
Vol (K{) 4 2(n — 1)Vol (K{™)
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Diese ist fiir n = 1 und alle d > 2 trivial erfiillt und folgt fiir alle n > 2 und d > 2 aus
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oder bequemer

Vol (K{71) _d=1/2
Vol (K¢) — 2



Wir benutzen die expliziten Formeln fiir die Kugelvolumina und erhalten fiir d = 2r + 1
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Fir d = 2r ergibt sich
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Aufgabe 6 (Elementarzelle):
Das durch die Basisvektoren /1, ..., ¢; € R? des Gitters £ aufgespannte Parallelepiped

E:{$1€1++$d€d|0§$1§1}CRd

wird auch Elementarzelle genannt. Zeigen Sie, dass fiir eine Gitterpackung mit Gitter £ das
Gesamtvolumen Vol (EN(L+ K{)) der in der Elementarzelle befindlichen Teilstiicke von Kugeln
gleich Vol (K7Y) ist. (Tip: Betrachten Sie zuerst den Fall d = 2.)

Losung von Aufgabe 6:
Wir benutzen drei Eigenschaften des Volumens:

e Es ist translationsivariant, d.h. das d-dimensionale Volumen Vol (K +a) eines um a € R?
verschobenen Kérpers K C R? ist gleich seinem urspriinglichen Volumen Vol (K).

e Esist additiv, d.h. das Gesamtvolumen disjunkter Kérper A, ..., A, C R?ist die Summe
ihrer Volumina:

Vol (AU A U...UA,) =Vol(A4;) + Vol (Ay) + ...+ Vol (A,)
(eine analoge Aussage gilt sogar fiir abzahlbare disjunkte Vereinigungen).

e Es ist monoton, d.h. Vol (A;) < Vol (Ay) falls A; C As.

Mit diesen Regeln kdnnen wir die in der Elementarzelle E enthaltenen, durch den Index ¢ € L

nummerierten Kugelstiicke
K= (K{+0{)NnE

neu zusammensetzen. Fiir ¢ # ¢’ {iberlappen die (um —¢ bzw. —¢ verschobenen) Elementar-
zellen £ — ¢ und E — ¢ nur an ihrer Oberfliche. Diese besitzt aber Volumen Null. Daher
gilt

Vol (K{) = Vol (Uger(K{ N (E —))) =Y Vol (K{ N (E—())=> Vol((K{+()NE)

teL teL
= ) Vol(K;) = Vol (EN (L + KY)).
teL

Nebenbei: Die Summen in dieser Gleichungskette besitzen nur endlich viele von Null verschie-
dene Summanden.



Aufgabe 7 (Gitterpackungen (d = 2)):
a) Welche Fliche F besitzt ein reguldres die Kreisscheibe K? umschreibendes Sechseck?
b) Welche Packungsdichte besitzt demnach die hexagonale Scheibenpackung?

L6ésung von Aufgabe 7:

a) Das regulires die Kreisscheibe K7 umschreibende Sechseck besteht aus 12 rechtwinkligen
Dreiecken, mit Winkel 7/6 am Ursprung und einem Eckpunkt auf der Kreislinie. Deren Flache
ergibt sich aus der Formel "1 Grundseite x Hohe” zu 1 tan(x/6) = 1/(2/3). Damit ist die

Gesamtfliche der Sechsecks gleich F' = 12/(2v/3) = 2V/3.

b) Andererseits ist die Fliche der Kreisscheibe K7 gleich 7. Da die Voronoizellen die Ebene
tiberdecken und nur an ihren Rand-Kanten iiberlappen, jede Voronoizelle aber eine Kreisscheibe
beinhaltet, ergibt sich die Packungsdichte der hexagonalen Scheibenpackung zu

Aufgabe 8 (Determinante):

Zeigen Sie, dass fiir das von £y, {5 und ¢} := (3+c1(1+cols aufgespannte gescherte Parallelotop
E’ tatsachlich das gleiche Volumen Vol (E') = | det({q, {5, ¢5)| herauskommt wie fiir das von
{1, 05 und ¢35 aufgespannte Parallelotop E.

Losung von Aufgabe 8:

Man iiberpriift durch Einsetzen in die Formel von Sarrus die Multilinearitatseigenschaften

det(l1, by, m +n) = det(ly, by, m) + det(l1,l,n) und det(l1,ly, km) = kdet(ly, b2, m)

der Determinante einer 3 x 3—-Matrix (wobei /1, f5,m,n € R3 und k € R sind). Weiter gilt
det (01, 0o, 1) = det(lq, by, ¢3) = 0.

Zusammen ergibt sich die Aussage:

det(fl, fg, fg) = det(fl, fg, fg + lel + Cgfg)
= det(£1,£2,£3) + C1 det(ﬁl,&,ﬁl) + Co det(ﬁl,&,&) = det(ﬁl,ﬁg,ﬁg).

Aufgabe 9 (kubisch—flichenzentriertes Gitter):
0
a) Zeigen Sie, dass die Basisvektoren ¢ = ﬁ , Uy = (\65) , U3 = (\@) des kubisch—
0 V2 V2
flachenzentrierten Gitters tatsachlich linear unabhangig sind.

b) Berechnen Sie das Volumen der von ihnen aufgespannten Elementarzelle
FE = {xlfl + x9ly + 1303 ‘ 0<zg; < 1} C R3.

c) Was ist die Packungsdichte dieser Gitterpackung?

5



Losung von Aufgabe 9:

a) Ware (1 = coly + c3l3, dann miisste wegen des ersten und des zweiten Eintrags co = ¢3 = 1
sein, was aber fiir den letzten Eintrag den Widerspruch 0 = 21/2 ergibe. Analog zeigt man,
dass auch /5 und /5 keine Linearkombinationen der jeweils anderen Vektoren sind.

b) Einsetzen in die Formel von Sarrus ergibt det((;, (5, 3) = —4+/2, also Vol (E) = 4+/2.

c) Damit ist die Packungsdichte gleich

C Vol(KP) o«
5(L) = 5 "/

Aufgabe 10 (kubische Gitterpackung):

2
Betrachten Sie das kubische Gitter £ im R? mit Basis ¢; = <0> , Uy =
0

=) ow
\;‘\
=)

I
VRS
OO s O
N~ —

Welche Packungsdichte besitzt die Gitterpackung mit dem Gitter £?

Losung von Aufgabe 10:

Das Volumen des von den Vektoren /1, ..., ¢; aufgespannten Wiirfels £ C R? ergibt sich als
Produkt seiner Kantenlingen zu Vol (E) = 2% Andererseits ist das genutzte Volumen pro
Elementarzelle gleich Vol (K%). Es ergibt sich damit fiir die Packungsdichte

d/2
Vol (Kf) 24(d/2)! 5 d gerade
o(£) = 2d - 2 mld"D/2 d ungerade
W[ Py ¢S

Bemerkung zu Aufgabe 10:

Betrachtung von §(L) zeigt, dass die Dichte mit der Dimension sehr schnell sinkt (denn die
Fakultat schlagt die Exponentialfunktion). Vergleich mit Aufgabe 5 zeigt, um wieviel dichter
die Wurstpackung ist.

Aufgabe 11 (Jensen-Ungleichung):

Zeigen Sie fiir 0 < ¥; < 7 die Ungleichung 2 >7"  tan (%) > tan (£ 07 | %),
(Tip: Betrachten Sie zuerst den Fall n = 2.)

Losung von Aufgabe 11:

Wir zeigen dies in zwei Schritten:
(1) Die Einschrankung der Tangensfunktion auf das Intervall [0, 7 [ ist konvex: Ein hinreichendes
Kriterium hierfiir ist die Nichtnegativitat der zweiten Ableitung.

1 2 sin(z)

tan'(z) = o2 (z)’ tan”(z) = (1)’

™

Die zweite Ableitung kann also auf dem Intervall [0, 7
x1, 79 € [0, 5[ und eine reelle Zahl t € [0, 1] gilt daher

[ nicht negativ werden. Fiir zwei Punkte

tan (1 —t) ) +tas) < (1—t)tan(zy) + t tan(z,).

6



(2) Wir beweisen nun die Ungleichung mit vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang fiir n = 2: Dies ist offensichtlich eine direkte Folgerung der in (a) gezeigten
Konvexitatseigenschaft mit

¥ 2 1
==, To = —, t= <.

2

Induktionsschritt n — n + 1:
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Bemerkung zu Aufgabe 11: Die Jensen-Ungleichung £ 37" | f(x;) > f (2 31, ;) fiir kon-
vexe Funktionen f beweist man ganz analog.

Aufgabe 12 (Endliche Packungen):

Es sollen n Kreisscheiben mit Radius 1 so in der Ebene gepackt werden, dass ihre Mittelpunkte
auf Gitterpunkten des Quadratgitters £ = {(5m) | m; € Z} liegen. Welche Packungsdichte
|asst sich erreichen?

Losung von Aufgabe 12:

(1) Behauptung: Alle Packungen M C L von n Kreisscheiben, bei denen diese in Rechtecks-
form angeordnet sind, besitzen die selbe Packungsdichte.

Beweis: Wir zeigen, daB das benutzte (2-dimensionale) Volumen fiir alle moglichen Faktorisie-
rungen n = a - b den selben Wert annimmt. Hierzu zerlegen wir die benutzte Flache F' in die
folgenden Teilflachen:

Fy = die vier Kreisausschnitte, an den 'Ecken’ des Rechtecks

F5 = das innere Rechteck, das die Mittelpunkte der "Eckkreise’ als Extremalpunkte besitzt
F; = die zwei verbleibenden horizontalen Rechtecke

F, = die zwei verbleibenden vertikalen Rechtecke

Damit ergibt sich der Flacheninhalt:
4

Vol(F) = Y Vol(F)) = m+2(a—1)-2(b—1)+4(a—1)+4(b—1) = 7 +4(n—1).
i=1

Packungsdichte:



(2) Tatsachlich ist dies die maximale Packungsdichte fiir Scheibenpackungen M C L. Denn
fiir beliebige Packungen von n Kreisscheiben besagt die
Formel von Steiner:

Vol (konv (M + K?)) = Vol (konv (M)) + U (konv (M)) + T,

sieche Leppmeier, Lemma 3.1. Hierbei ist U(konv (M)) der Umfang des Gittergolygon-Gebiets
konv (M) (und die Formel gilt auch fiir Wurstpackungen, wenn wir den Umfang als den dop-
pelten Abstand der Endpunkte von konv (M) interpretieren).
Andererseits besagt fiir Gitterpolygone, also Polygone, deren Eckpunkte in einem Gitter £ C R?
liegen, der
Satz von Pick: Die Flache F' eines einfachen geschlossenen Gitterpolygons ist fiir das Gitter
72 gleich

F=I1+3;R—-1.
Dabei bezeichnet I die Zahl der Gitterpunkte im Inneren des Polygons und R die Zahl der
Gitterpunkte auf seinem Rand.

Da wir das Gitter £ = 272 benutzen, ist die Fliche mit 4 zu multiplizieren:
Vol (konv (M)) =4 (I + iR —1).

Da die Punkte von £ Minimalabstand 2 besitzen, ist U(konv (M)) > 2R. Eintragen in die
Formel von Steiner ergibt

Vol (konv (M + K7)) > 4(I+3R—-1)+2R+n

AI+R—-1)+
= 4(n—1)+m,

was die Behauptung beweist.



