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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. In diesem ersten Teil der dreiteiligen,
vierstiindigen Vorlesung {iber Mathematische Physik wird eine Einfiihrung
in die Klassische Mechanik gegeben, die geometrische und qualitative Aspek-
te der Dynamik betont. Anregungen und Kritik sind willkommen!
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1 Einleitung

Ziel der Klassischen Mechanik ist es, aus der Form der zwischen den Massenkorpern
wirkenden Krifte auf die Gestalt ihrer Bewegungen zu schlie3en.

e Ein Beispiel ist die Bewegung der Erde um die Sonne. Dabei wird vorausge-
setzt, dass die Anziehungskraft zwischen diesen beiden Himmelskorpern in



Richtung ihrer Schwerpunktes gemeinsamen wirkt und invers proportional
zum Quadrat ihres Abstandes ist. Die Gesamtenergie ist konstant. Mit den
Methoden der Klassischen Mechanik ist es dann moglich, die Ellipsenform
der Erdbahn vorauszusagen.

e Ein anderes Beispiel ist das des auf der Erde rollenden Balles. Hier ist die
Abbremsung proportional zur Geschwindigkeit. Der Ball gibt im Lauf der
Zeit durch Reibung Energie an seine Umgebung ab und kommt daher ir-
gendwann zur Ruhe.

Beide Beispiele werden mathematisch durch gewohnliche Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung modelliert, denn nach Newton ist die Beschleunigung, also
die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit, gegeben durch die durch die Masse
geteilte, am Korper angreifende Kraft.

Wir werden uns vorzugsweise mit Problemen des ersten Typs herumschlagen,
in denen die Energie eine zeitlich erhaltene Groe ist. Wir werden im Laufe der
Vorlesung sehen, dass diese so genannten Hamiltonschen Systeme eine geome-
trische Beschreibung zulassen, wobei diese so genannte symplektische Geometrie
des Phasenraumes sich wesentlich von der gewohnteren Riemannschen Geometrie
unterscheidet.

Trotzdem wollen wir auch, und gerade am Anfang, allgemeinere dynamische
Systeme, z.B. solche mit Energieverlust, betrachten. Nur so kénnen wir die Be-
sonderheit der hamiltonschen Dynamik richtig erkennen.

Ein drittes Beispiel: In der Hochenergiephysik werden Teilchen auf hohe Ener-
gien beschleunigt, um sie dann kollidieren zu lassen. Aus verschiedenen Griinden
mochte man die Teilchen oft nicht sofort zur Kollision bringen. Daher werden
Speicherringe verwandt, in denen die bis fast auf Lichtgeschwindigkeit beschleu-
nigten Teilchen durch ein im Idealfall konstantes Magnetfeld auf eine Kreisbahn
senkrecht zur Magnetfeldrichtung gezwungen werden.

Leider ist das Magnetfeld in Wirklichkeit nicht konstant, was zu Abweichun-
gen von der Kreisbahn fiihrt. Um diese zu studieren, kann man an einer Stelle des
Ringes Ort und Geschwindigkeit des Teilchens messen.

Wir erhalten so eine Abbildung, die es gestattet, aus Ort und Geschwindigkeit
des Teilchens beim n—ten Umlauf auf die Werte dieser Groflen beim n + 1-ten
Umlauf zu schlieBen:

gn+1 = fl (QHu Un) > Un41 = f2<Qn7 Un)



oder kurz

Tpr1 = F(x,) mit xp:= (qk) und F = (?)
Vg 2

Wo befindet sich das Teilchen nach z.B. 10! Umliufen? Zur Beantwortung dieser
Frage miissen wir die obige Abbildung iterieren. Wir setzen

F''l'.= FoF" mit F°:=1Id.

Ist F invertierbar, dann definieren wir analog F'~"~! := F~1 o 7",

Auch ein solches sozusagen stroboskopisches Modell der Bewegung wollen
wir betrachten. In diesem Fall nimmt also der Zeitparameter n Werte in den gan-
zen Zahlen Z an, wihrend im ersten Fall ¢ € R war.

Wieder kann Energieerhaltung vorliegen oder, z.B. durch Abstrahlung, Ener-
gie verloren gehen.

Danksagung Die 1. Version dieser Skripte zum Vorlesungszyklus ”Mathemati-
sche Physik™ ist in der AG Mathematische Physik am FB Mathematik der TU
Berlin entstanden.

Ich danke Tanja Dierkes, Herbert Lange und Christoph Schumacher, die vie-
le Fehler im Manuskript fanden, und Frau I. Moch, die in detektivischer Arbeit
meine Handschrift entzifferte und diese Skripte schrieb. A.K.

2 Dynamische Systeme

Die obigen Beispiele sollen in einer ersten versuchsweisen Definition zusammen-
gefasst werden:

2.1 Definition Ein dynamisches System ist eine stetige Abbildung
®:GxM— M,

wobei G = R oder G = Z und M ein topologischer Raum' ist, und fiir die Familie
von Zeit t—-Abbildungen

O M—>M , ®(m):=(t,m) (teG)

'Definition Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, O), bestehend aus einer Menge M und
einer Menge O von Teilmengen (genannt offene Mengen) von M derart, dass gilt

1. beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen
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(bo =1Id und (th o) ¢t1 = ¢t1+t2 (tl, t2 € G)
gilt. M heilit Phasenraum. Im Fall G = R heifit & auch Fluss.

2.2 Bemerkungen 1. In allen einleitenden Beispielen ist M der Raum der Or-
te ¢ und Geschwindigkeiten v des betrachteten Massenkorpers.

Im Fall der Erde im dreidimensionalen Raum ist also M := R? x R3 und
m = (q,v). Wir werden zunichst annehmen, dass M eine offene Teilmenge
des R ist. Spiter werden uns noch allgemeinere topologische Raume M
als Phasenrdume begegnen. Beispiele sind die Niveaumengen konstanter
Energie hamiltonscher Systeme. Fiir regulidre Werte der Energie sind diese
so genannte Mannigfaltigkeiten.

Wir mochten aber auch z.B. die Bewegung einer Perle auf einem kreisformi-
gen Draht betrachten. Dort ist ihr Ort durch einen Punkt auf dem Kreis
St:={x € R? | ||z| = 1} gegeben und der Phasenraum ist die Mannigfal-
tigkeit M/ := S' x R (R fiir die Geschwindigkeit der Kreisbewegung).

2. Der Wert ®(t, m) gibt den Zustand (also hier Ort und Geschwindigkeit) des
Korpers nach der Zeit ¢ an, wenn er sich zur Zeit 0 im Zustand m befand.

3. Die Forderung ®((m) = m ist nur billig, ebenso die Forderung ®;, o &;, =
®;, 44, der Invarianz unter Zeittranslationen. Diese ist beispielsweise erfiillt,
wenn ® die Losung eines autonomen Differentialgleichungssystems ist.

Um beispielsweise die Position und Geschwindigkeit der Erde in zehn Mo-
naten zu berechnen, konnen wir zunichst ihren Zustand in sieben Monaten
bestimmen, um danach diesen Zeitpunkt als neuen Zeitnullpunkt zu wéhlen
und den Zustand in drei Monaten zu berechnen.

Fiir Losungen ® explizit zeitabhdngiger Differentialgleichungen ist diese
Forderung aber nicht erfiillt. Nehmen wir z.B. an, dass in acht Monaten ein
schneller Komet die Erde ablenkt und sei ®(¢, m) der Zustand der Erde zum
Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt diese Abbildung ® die obige Bedingung nicht.

4. Unsere Aufgabe wird es sein, ¢ zu bestimmen, fiir die Gruppe G = R durch
Integration gewohnlicher DGLn und fiir G = Z durch Iteration einer Abbil-
dung. Die Abbildungen & werden dabei nicht nur stetig, sondern beliebig

2. der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen

3. () und M sind offen.



oft differenzierbar (’glatt”) sein, falls entsprechendes fiir die DGL bzw. fiir
die zu iterierende Abbildung gilt.

5. Léasst man in Definition 2.1 beliebige Gruppen GG zu (und schreibt verallge-
meinert ¢, o ¢, = Py, ), dann kommt man zum Begriff der Gruppen-
wirkung. Der Spezialfall dynamischer Systeme ist zwar einfacher, weil die
Gruppen R und Z abelsch sind. Allerdings sind sie nicht kompakt, was die
Analyse erschwert.

2.3 Beispiel 1. Ein einfaches Beispiel fiir ein dynamisches System ist die freie
Bewegung eines Himmelskorpers im Vakuum. Der Phasenraum ist wieder
M := R3 x R3. Da nach Voraussetzung am Korper keine Kriifte angreifen,
ist seine Beschleunigung %q = 0. Damit ist die Geschwindigkeit, also die
Ableitung v = %q, des Ortes nach der Zeit, zeitlich konstant: %v =0, und
wir haben fiir den Anfangswert m := (¢, v) € M die Losung

O(t,m)= (¢ +v -t,v) (t € R).

2. Das einleitende Beispiel des himmelsmechanischen Zweikorperproblems
liefert dagegen im strengen Sinn kein dynamisches System, denn die beiden
Himmelskorper konnen in endlicher Zeit kollidieren.

e Wir werden im néchsten Kapitel Bedingungen kennenlernen, unter denen
ein autonomes Differentialgleichungssystem fiir alle Zeiten ¢ € R eindeu-
tige Losungen besitzt, und damit ein kontinuierliches dynamisches System
®: R x M — M definiert.

e Unter welchen Umstédnden definiert nun eine stetige Abbildung  : M —
M durch Iteration ein diskretes dynamisches System ¢ : Z x M — M?

Zunichst kénnen wir ®(0,m) := m und ®(1,m) := H(m), (m € M)
setzen. Fiir n € N definieren wir ®(n + 1,m) := H(®(n,m)).

Diese Abbildungen sind natiirlich auch stetig. Um & auch fiir negative Zei-
ten zu definieren, muss aber H ein Homéomorphismus sein, d.h. auch H ! :
M — M muss als stetige Abbildung existieren. Wir setzen dann fiir n € Z,
n<0 ®(n —1,m) := H Y(®(n,m)).

Einige Begriffe kommen im Zusammenhang dynamischer Systeme immer wieder
vor:



2.4 Definition m € M heil3t Fixpunkt oder Ruhelage eines dynamischen Systems
®:GxM— M,wennVg € G ®(g,m) =m.

2.5 Beispiel Fir H : R — R, x — 2z ist x = 0 ist der einzige Fixpunkt der
iterierten Abbildung.

2.6 Definition e Fiir m € M heifit die Menge {®(g,m) | g € G} Orbit oder
Trajektorie (durch m), die Abbildung F,, : G — M , g — ®(g,m)
hei3t Bahnkurve (durch m).

e Ein Orbit durch m heilit periodisch mit Periode g € G, wenn g > 0
und ®(g, m) = m. Eine Periode heiit Minimalperiode, wenn ®(g, m) #
m fir 0<g<y.

2.7 Proposition Zugehorigkeit zu einem Orbit definiert eine Aquivalenzrelation
auf dem Phasenraum.

Bew.: Wir definieren also fiir mq, my € M
my ~mg ,falls my € ®(G,my).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn
e Wegen &) = Id ist immer m ~ m.

e Gilt my = ®4(my), dann folgt m; = ®_,(my) aus &;, o &, = ¥;, .4, und
&, = Id. Die Relation ist damit symmetrisch (1m; ~ my = my ~ my).

e Gilt my = ®;,(mq) und m3 = Py, (my), dann folgt mz = Py, 14, (m,). Die
Relation ist damit transitiv (my ~ msg, ms ~ Mg = my ~ ms). O

2.8 Beispiel Sei M :=S'={ceC||c|]=1}undfireina € R

O : Zx M — M gegeben durch die gt
Drehung ®(n, m) := e*™".m, sie- ®y(m)

he Abbildung. Dann ist genau dann
jeder Orbit periodisch, wenn o €
Q,alsoa:%,qu,pEN,q Dy(m)

und p teilerfremd. Die Minimalpe-

riode ist dann p. P5(m)

\J




Man ist nicht nur an einzelnen Orbits interessiert, sondern auch am Verhalten be-
nachbarter Orbits. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Verdnderung
der Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteoriteneinschlag, ihre neue Bahn
auf Dauer in der Nihe der alten bleibt. Insbesondere konnen wir Stabilitidt von
Fixpunkten untersuchen.

2.9 Definition Sei m ein Fixpunkt von ® : G x M — M.

1. my heilt Liapunov—stabil, wenn fiir jede Umgebung U C M von my eine
(kleinere) Umgebung V' von my existiert, so dass fiir alle ¢ > 0

O,(V) = {®,(m) |meV}cCU.

2. myg heillt asymptotisch stabil, falls my Liapunov-stabil ist und eine Umge-
bung V' C M von my existiert mit ®,(V) C ®4(V) fiir ¢ > s und

lim ®;(m) = mq (meV).

t—00
2.10 Beispiel G :=7, M :=C, A € C\ {0}, ®;(m) := X' - m.

Fiir |A\| < 1ist 0 € M asymptotisch stabil.
Fiir |A| < 1ist 0 € M Liapunov-stabil.

2.11 Definition Eine Teilmenge A C M heilit Attraktor des Dynamischen Sy-
stems, wenn A abgeschlossen, ®,(A) = A fiir ¢ € G und eine offene Umgebung
Uy C M von A existiert mit

1. (bt(UO) C UO fiir ¢ Z 0

2. Fiir jede offene Umgebung V' von A, A C V C Uy C M ein 7 > 0 existiert
mit &, (Uy) C V fiirt > 7.

Das Bassin eines Attraktors A ist die Vereinigung aller offenen Umgebungen von
A, die 1. und 2. erfiillen.

Damit ist das Bassin B selbst eine offene Umgebung von A, die die Eigenschaft
1. besitzt. Wie das nédchste Beispiel zeigt, ist aber die Eigenschaft 2. fiir B i.A.
nicht erfiillt.



2.12 Beispiel M :=C , G:=7Z , MeR.

A c
ei)\ m . m 0
®(1,m) = Viml 7 mn
0 ; m=0, -
<I>2(m) [ ) o
siehe Abbildung.Hier ist S C C ein
Attraktor, und sein Bassin ist C\ {0}. ®3(m)

Die Lehrbiicher von Katok und Hasselblatt [ KH] und von Robinson [Ro] behan-
deln allgemeine (nicht notwendig Hamiltonsche) dynamische Systeme, und auch
iterierte nicht invertierbare Abbildungen (die oft ebenfalls als dynamische Syste-
me bezeichnet werden).

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Unsere erste Aufgabe besteht in der Diskussion der Losungen von Systemen gewohn-
licher Differentialgleichungen (DGLn).

Wir betrachten der Einfachheit halber ein zeitunabhingiges explizites System
von n Differentialgleichungen erster Ordnung, also das Gleichungssystem

Lt‘l = fl(ﬂfl,...,l’n)

jfn = fn(xla .- ~7xn)

oder kurz & = F'(z), wobei M C R" offen und das Vektorfeld

f
F = : M — R"
fn

stetig sei. Das DGL-System definiert offensichtlich einen Fluss ® : R x M — M
auf M, wenn durch jeden Punkt y € M genau eine Losungskurve ¢ — ®,(y) geht
mit p

Unter welchen Umsténden ist dies nun der Fall?
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3.1 Beispiel Wir orientieren uns an einigen Beispielen fiir M/ = R, also

T = f(x).

In diesem Fall konnen wir unter geeigneten Umsténden die Losung durch Integra-
tion finden, denn

o fiir f(z) = 0lost ®(t,z) := x (t € R) die DGL, da ®(0,z) = z und
4(t,z) = 0, und

e fiir f(z) # 0 setzen wir an

Py () t
/ ﬂ = / ds =t,

und 16sen nach ®,(z) auf (Methode der Separation der Variablen).

1. Das Vektorfeld sei konstant, & (x)
d.h. fiir ein a € R gelte f(x) = a. 0.5 x+a
Damit ist der Graph der Losung des B 7~ ¢
AWP die Gerade durch (0, x) mit ' /

X,
Steigung a: B
®,(z) =  + a - t, siche Abb.

2. Das Vektorfeld sei linear,
d.h. fireina € Rsei f(z) :==a- x. D¢ (%)
Es ergibt sich ®;(0) = 0, und fiir 2.
Anfangswert  # 0

1 at
In (‘PtT(x)) = at, also fiur alle z ®e
O, () = x - e™, siche Abb. (mit 0
- - ‘ t
a=1). 1 0.5 0.5 1

11



3. Essei f(x) := ax® mit Parameter
a € R\{0}.Dannist ®;(0) = 0 und

fiirx;«éO:fft(x)Z—g:at, also = — Dr (x)

1
q)tl(x) =at oder @ (z)= ", 075 N
sieche Abb. Hier ist fiir ¢ > 0 und %5 T atx
x > 0 eine Losung der DGL nur I

. . -0.750.50.25 0.250.50.75 1 ZEt
im Intervall ¢ € (—oo, L) definiert 2735
und 750;2

-1

Diese DGL definiert also kein Dynamisches System.

4. f(x):= /2|z|. Fir z = 0 sind wir

Pt (x)
versucht, ®,(0) := 0 (¢ € R) an- os 1 totg)?
zusetzen, und diese Funktion erfiillt 0.4 2
sicher das Anfangswertproblem. o
Wir finden aber, dass fiir alle 5 > 0 04
auch die Funktionen 0TS0 2T T s 0.50.75 1 oL
-0.1 0
0 ,t €0, 0
Vol = L =102 Lt € (tg,00) ;
2 0/ > 0s Graph einer Bahnkurve des AWP

T =+/2|z|,z(0) =0
das AWP erfiillen, sieche Abb. Hier ist also noch nicht einmal die Eindeutig-
keit der Losung der DGL gegeben.

Unter den folgenden Voraussetzungen existiert aber zumindest fiir kleine Zeiten
eine eindeutige Losung eines DGL-Systems # = F'(x) mit dem auf der offenen
Teilmenge M des R™ stetigen Vektorfeld ' € C'(M,R™).

3.2 Satz (Picard-Lindelof) Fiir den Anfangswert x, € M existiere ein p > 0,
sodass der Ball B,(x¢) := {x € R" | |x — zo| < p} in M enthalten ist und fiir ein
L > 0 das Vektorfeld L-Lipschitzstetig auf B,(z,) ist, d.h.

|F(z) = Fy)l < Llz —y[  ((z,y) € By(x0)).
Dann hat das Anfangswertproblem (AWP)
t=F(x) , z(0)=umx 3.1)



fiir Zeiten || < T := min ( p 1 ) Mt Ve = V() 1= SUP,e s o) || F ()]

Umax ’ 2L

eine eindeutige Losung t — ®,(xo).

Bew.: Der Beweis findet sich in jedem Buch iiber gewohnliche Differentialglei-
chungen (z.B. Arnol’d [Ar1]), und wir setzen ihn als bekannt voraus. Seine we-
sentlichen Schritte sind:

1. Das AWP (3.1) ist dquivalent zu der Integralgleichung
t
x(t) = xo + / F(z(s))ds. (3.2)
0

2. Die Existenz einer Losung von (3.2) wird durch die Picard-Iteration

zo(t) :==z0 , Tpy1(t) = (Pxy)(t)
mit .
(Py)(t) = 0 + / Fly(s)) ds

sichergestellt, wenn fiir eine geeignete Maximalzeit 7' > 0 die Picard-
Abbildung
P X—-X

eine Kontraktion auf dem metrischen Raum (X, d) der stetigen Kurven
X = {y e C([-T,T], B,(0)) } y(0) = xo}

mit Supremumsmetrik

d(y, z) == S y(t) = =) (y,2€X)

darstellt. Dies ist nach Definition der Fall, wenn fiir ein ¢ < 1
d(P(y), P(z)) <c-d(y,2)  (y,2 € X) (3.3)

gilt. Da der metrische Raum (X, d) vollstindig ist, konvergiert nach dem
Banachschen Fixpunktsatz die Cauchyfolge der x,, gegen den eindeutigen
Fixpunkt

r=P(z) e X.

13



Umax Kann als Maximalgeschwindigkeit einer Bahnkurve in B,(z,) gedeutet
werden. Die Bedingung [t| < _£— bewirkt, dass die Bahnkurve ®(t, zo),

die firt =01 1n der Mitte der Kulgel B, () ist, diese nicht verlassen kann.

Wegen T < - gllt nidmlich

[ e as

sodass mit y € X auch P(y) € X folgt.

[P(y)(t) — xo| <

3. Wegen T < oL gilt fiir ¢ :=1/2

d(P(y), P(z)) = s /O[F(y(S))—F(Z(S))] ds
< o Ledlys)=codly.2)
also (3.3). O

3.3 Korollar Erfiillt das Vektorfeld F' : R™ — R" fiir ein geeignetes L > 0 sogar
die globale Lipschitzbedingung

|F(z) = F(y)| < Lle —y[  (z,y €R") (3.4)
so definiert das DGL-System & = F'(x) ein eindeutiges dynamisches System.
Bew.: Wir konnen fiir jeden Startpunkt z, € R™ das AWP

t=F(z) , z(0)=ux
fiir |{| < 5- eindeutig 16sen, denn

|F ()] < [F(0)] + Lfxl,

so dass fiir p > w

p P 1 1
> = > —.
Ve~ [FO)[+ L{ao] +p) L+ KO = 31

Durch Ausnutzen der Gruppeneigenschaft ®,, o ®,, = ®,, 14, des Flusses erhalten
wir die eindeutige Losung fiir alle Zeiten. O

14



Wir sehen, dass f(x) = az? in Beispiel 3.1.3 keiner globalen Lipschitzbedingung
geniigt, wihrend fiir Beispiel 3.1.4 f(z) = y/2|x| bei x = 0 noch nicht einmal
einer lokalen Lipschitzbedingung gentigt.

Wir interessieren uns fiir die Glattheit des dynamischen Systems zu einem
gegebenen DGL-System.

3.4 Satz Gegeben sei auf der offenen Teilmenge M C R"™ ein DGL-System
t=F(z) mit FeC(MR"),

das Vektorfeld F’ sei also r € N—mal stetig differenzierbar.
Fiir m € M existiert dann auf einer Umgebung U C R x M der Form U =
I x U,, von (0,m) eine lokale Losung ®;; € C"(U, M), wobei

¢y (0,2) =2 und %(I)U(t,x) = F(Py(t,x)).

Bew.: Z.B. in Arnol’d [Arl].

Man beachte, dass die lokale Losung ®;; sowohl im Zeitparameter wie in den
Anfangsbedingungen genauso oft differenzierbar ist wie das Vektorfeld.

Da wir es meistens mit unendlich oft differenzierbaren Vektorfeldern F' zu
tun haben, konnen wir i.A. von der Glattheit des (evtl. unvollstandigen) Flusses
ausgehen.

4 Lineare Differentialgleichungen

f(z) = ax aus Beispiel 3.1.2 besitzt die globale Lipschitzkonstante |a|. Ahnlich
geniigt das lineare zeitunabhingige DGL-System

t=F(x) mit Flz):=A-z , AeM(n,R)

der globalen Lipschitzbedingung (3.4) mit Konstante || Al|, woraus die globale
Losbarkeit folgt.

Bekanntlich existiert fiir solche lineare Systeme ein algebraisches Losungs-
verfahren. Wir skizzieren dieses Verfahren, weil wir einerseits spiter in einfachen
mechanischen Problemen auf lineare DGL-Systeme gefiihrt werden und zum an-
deren diese auch sonst niitzlich sind. Beispielsweise konnen wir fiir ein allgemei-
nes DGL-System & = F'(x) mit Fixpunkt z(, d.h. F(zy) = 0, das sogenann-
te linearisierte System ¢y = DF'(z) - (y — x¢) betrachten und dessen bekannte
Losungen mit den wirklichen Losungen vergleichen.
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Im eindimensionalen Beispiel 3.1.2 wurden wir auf die Losung ®;(z) = e™ -z
gefiihrt.
In Verallgemeinerung dieser Losung gilt fiir das lineare DGL-System

t=A-x O, (x) = exp(At) - .
Dabei ist die Exponentialfunktion einer Matrix B € M (n, C) durch
o0 Bn
— B ._ b
exp(B) =e” = ZO oy
definiert. Die unendliche Summe von Matrizen % konvergiert, da
B _ 1B]"

<
nl || = nl

und |By| < Bl (.ke{l,....n}).

Es sieht zunéchst so aus, als ob wir grofle Schwierigkeiten bei der konkreten
Berechnung von exp(At) hitten, denn es miissen dabei ja alle Potenzen von A
berechnet werden. Das ist in Wirklichkeit nicht so, denn wir konnen uns die so
genannte Jordansche Normalform von A € M (n, R) zunutze machen. Dazu ist es
hilfreich, A als Element von M (n, C) zu betrachten ( M (n, R) C M(n,C)). Als
solches hat A n nicht notwendig verschiedene Eigenwerte \{, ..., )\, € C, denn
das charakteristische Polynom det(A — A1) hat im Komplexen n Nullstellen.

Sind die Eigenwerte paarweise verschieden, so konnen wir fiir jeden Eigen-
wert einen Eigenvektor finden. Diese bilden die Spalten einer reguldaren Matrix
P e GL(n,C) :={M € M(n,C) | det M # 0} und offensichtlich gilt

A1 0
P'AP = ,
0 An
Allgemein konnen wir A zwar nicht diagonalisieren, aber in Jordan—Normalform

bringen:

4.1 Definition  a) Eine Matrix der Form

A1 ... 0

J(N) = o em@ro
S
0 A

heilt » x r—Jordan-Block mit Eigenwert \.

16



b) Eine Jordan-Matrix ist eine quadratische Matrix der Form

I (A1) 0 0
J = 0 | Jn(A)| 0 (4.1)
0 0o |-

¢) Eine Jordan-Basis eines Operators f : IV — V ist eine Basis von V/, in der
die darstellende Matrix von f eine Jordan-Matrix ist ("Jordan-Normalform”).

4.2 Satz Sei f € L(V) ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen C—
Vektorraumes V. Dann existiert fiir f eine Jordan-Basis.

Wir finden also ein P € GL(n,C) mit
P7'AP = Jund J Jordan-Matrix.
Wegen der Blockdiagonalform (4.1) von J gilt

X\ Angn 2 (PIAP)M Ny L N
exp(At)=> — :P<ZT>P =P (Y | P

exp(Jy, (A1)t) 0
= P exp(Jy, (A2)?) P 4.2)
0 .

und es geniigt, exp(.J,(A)t) zu berechnen. Nun gilt J,.(\) = J,.(0) + AL
J(0) und A1 kommutieren aber, was die Berechnung von exp(./,-(\)t) erleich-
tert:

4.3 Lemma Fiir B,C € M(n,C) mit BC' = CB gilt
exp(B + C) = exp(B) - exp(C).

Bew.: Durch Einsetzen in die Definition von exp:

=1 Dem 1 e (/n\ .. .
exp(B+C) = ZE(BJrC)”:) — (i)BlC’“

n=0 n=0  i=0
= LY g

"—0 i=0 :\{n 1):
= N 1B" N 1(]]’ = B C O
= Z;ﬁ z%ﬁ = exp(B) - exp(C).

1= Jj=

17



Also gilt exp(J,-(A)t) = exp(J,-(0) - t) - exp(At1).
exp(At1) ist aber gleich exp(At) - 1 und exp(J,(0) - t) = > 07 ) =(J,(0))"¢"
mit
((JT(O))n>z,k = 5i7k—n (iv ke {17 s 7T})7
also

r—1

1t t2/2 - =

exp (J;(\)t) = exp(At) - SR : : 4.3)

Wir fassen zusammen:
4.4 Satz Gilt P"'AP = J mit Jordan-Matrix .J, so ist

eXp<Jr1 (>‘1>t) 0
exp(At) = P P

mit exp(J,.(\) - t) aus (4.3).

Nun sind die Eigenwerte \; der als Element von M (n, C) aufgefassten Matrix A
i.A. nicht reell.

Ist aber \ ein Eigenwert der Multiplizitit m, so ist auch A ein Eigenwert der
Multiplizitdt m, denn das charakteristische Polynom

det(A— A1) = (A = N)™ - (e =A™ = )
=0

besitzt ja reelle Koeffizienten a;.
Die nicht reellen Eigenwerte lassen sich also zu Paaren zusammenfassen. Durch
Ausnutzen der Eulerschen Formel
e"t = e¥(cos v + isinv) (u,v € R)
lassen sich bei der Berechnung von exp(At) komplex konjugierte Terme zusam-

menfassen. Diese reellen Jordan—Normalformen wollen wir uns im Spezialfall
n = 2 anschauen.
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5 Lineare Dynamische Systeme auf dem R?

Um die vorausgegangene Behandlung zu veranschaulichen, wéhlen wir das Bei-
spiel der DGL
3'71 = ar; + bl’g , j,’g =cr; + dl’g

oder kurz

it=Az mit = (xl) €R’> und A= (ab) € M(2,R).

To cd

Dies ist nach dem in 3.1.2 diskutierten eindimensionalen Fall die einfachste Klas-
se linearer Differentialgleichungen. Iterierte lineare Abbildungen auf R? lassen
sich @hnlich wie die obige DGL diskutieren.

A kann die folgenden reellen Jordan—Normalformen besitzen:

51Satz Sei M = R%, A = (*") € M(2,R), § := det A und s := Ltr(4) =
%l. Wenn

1. A zwei linear unabhingige (reelle) Eigenvektoren besitzt, so gilt

A_B(s+\/s2—5 0
N 0

-1 2
. 52_5)B und s> 9§

2. A keine (reellen) Eigenvektoren besitzt, gilt

A:B< PN/ gy

-1 2
I/ . )B und s <.

3. Sonst gilt

1
A:B(S )B_l und s =0.
0s

Dabei ist B eine geeignete Matrix aus GL(2,R).

Bew.: Es gilt y(\) = det(A — \) = A\? — 25\ + 4. Die komplexen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms sind also

)\1/2:S:|:\/82—5.
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e Fiir s> > ¢ haben wir zwei voneinander verschiedene reelle Nullstellen
und daher zwei linear unabhiingige (reelle) Eigenvektoren by, b, € R2
Beziiglich der durch die Spaltenvektoren b; und b, gegebenen Transformati-
onsmatrix B := (b, by) hat B! AB daher die unter 1. angegebene Gestalt.

e Fiir s> = § haben wir eine doppelte reelle Nullstelle s des charakteristischen
Polynoms und mindestens einen Eigenvektor b; € R2.
Existiert noch ein zweiter linear unabhingiger Eigenvektor, dann konnen
wir wie oben vorgehen. Sonst gilt

Abl = Sbl und Abg = O./bl + ﬁbg

fiir einen von b, linear unabhiingigen Vektor b, € R2.

Also hat A beziiglich der Basis (b, by) die Form B™'AB = ({3), und
wegen tr(B71AB) = tr(A) = 2s gilt 3 = s. Nach Voraussetzung ist
a # 0. Also konnen wir durch Multiplikation von by mit einer geeigneten
Konstante die unter 3. angegebene Gestalt erreichen.

e Ist s2 < 4, so sind die beiden Nullstellen \;, Ay des charakteristischen Po-
lynoms komplex konjugiert:

)\1/2:Sﬂ:i\/5—$2.

Ist z; € C? Eigenvektor der als Element von M (2, C) aufgefassten Matrix
A zum Eigenwert )y, so ist 75 := Z; € C? Eigenvektor zu \,. Die beiden
Vektoren bilden zusammen eine Basis von C?. Betrachten wir die Basis

b+ =21+ 22 |, b_ = Z(ZBl — 1‘2)
in R?, so ergibt sich

Aby = Mz + M7T1 = s(zy + 29) + iV — 82(x) — 1)
Ab_ = i)\ll’l — Z)\_ll’_l = —V 0 — 82(1‘1 + ZBQ) + iS(fL‘l — 1‘2)

woraus sich Fall 2. ergibt. O

5.2 Beispiel Wir betrachten einen Massenpunkt der Masse 1 am Ort ¢ € R, der
durch eine Kraft F'(q) := a - ¢ beschleunigt wird, a € R. Physikalisch kann
man etwa an einen Gegenstand denken, der unter dem Einfluss der Schwerkraft
reibungsfrei auf einer parabolisch geformten Unterlage gleitet. Nach Newton gilt
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also die DGL zweiter Ordnung § = aq. Durch Einfiihrung der Geschwindigkeit
p = ¢ ergibt sich das lineare DGL-System erster Ordnung

g=p , pP=aq

oder )
T=A-r mit $:(q) und A = (O )
P al

1. Fall: @ > 0, siehe Abbildung 1, das Teilchen wird also von der Ruhelage weg

beschleunigt. Wir setzen w := +/a.
Eigenwerte +w mit Eigenvektoren ( ilw) von A.

ep(af) = P50 )P =1 (o) (1h)

cosh wt % sinh wt
wsinh wt  coshwt

Es gilt also
®,((q0,p0)) = (q(t),p(t)) = <q0 coshwt + 2 sinh wt, wqo sinh wt + po cosh wt) :
w

e S E ~
i‘?:\a//// v b

as /
NN T q
A?I
§

Y 1
5 0.5

, o4 0~ v\
,O&\\\\ 0.5 \
N NAN /\

-— =X

\\\\§,

\\\‘\ﬂwj/
\‘\\\k/

Abbildung 1: Vektorfeld g = p, p = ¢

2. Fall: ¢ = 0, siche Abbildung 2.

A = (8}) ist ein Jordanblock zum Eigenwert 0. Damit ist

explat) = (3 1) also. Dulan ) = (). (0) = (ao + . ).
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Abbildung 2: Vektorfeld ¢ = p,p =0

3. Fall: a < 0, siche Abbildung 3. Wir setzen w := /—a.

Komplexe Eigenwerte +iw mit Eigenvektoren ( o

also

! ) von A.

- 1L
P=(LL) . P =1(1%)

b ewt p-1_ cos'wt %Sin wt ’
—wsinwt coswt

—~
N

o

P
S P
THT NN l// \
P
P h
7
]

“ N \ 0
S NN -5
. - N \
R
° ! q @
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N ®
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q

Abbildung 3: Vektorfeld ¢ = p, p = —¢q
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Wir bemerken, dass in allen drei Fillen

det(exp(At)) =1 (t € R)
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ist. Das folgt fiir Fall 1. und 3. aus dem trigonometrischen Additionstheorem.

Eine anschauliche Interpretation dieser Tatsache ist die Feststellung, dass der
Fluss in R? flichenerhaltend ist.

Allgemein konnen wir ja fiir eine Basis (b1, . .., b,) des R" die Determinante
der Matrix B = (by, ..., b,) als Volumen des von den Basisvektoren aufgespann-
ten Parallelepipeds {> ., x;b; | ; € [0, 1]} auffassen.

Unter einem linearen Fluss exp(At) geht dieses Parallelepiped in das durch
exp(At)B gegebene iiber. Aus der Determinantenproduktformel folgt dann, dass

det(exp(At) - B)
det B

der Faktor ist, um den sich das Volumen vergroBert hat. Es gilt der Satz:

det(exp(At)) =

5.3 Satz Fiir A € L(C") gilt
det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Bew.: Dies folgt aus der Existenz einer Jordan-Basis, also von P € GL(n,C) mit
P~'AP = J und Jordan-Matrix .J. Es ist in der Notation (4.1) fiir .J

det(exp(A)) = det(P'exp(A)P )—det(exp(P_lAP)) = det(exp(J))
= Hdet exp(Jp, (Ak)) Hexp (reAe)

und andererseits

tI‘(A): (P 1AP —tr Ztl‘ Tk )\k :Zrk)\k,
k

sodass sich die Aussage aus der Funktionalgleichung der komplexen Exponenti-
alfunktion ergibt. O

Folgerung: Der von A € M(n,R) erzeugte lineare Fluss ®;(z) = e’z auf

M = R" ist genau dann volumenerhaltend, wenn tr(A) = 0.

6 Gradientenfliisse und Hamiltonsche Systeme

6.1 Gradienten-Differentialgleichungen
Es sei M C R" offen und H € C*(M,R).
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Wir betrachten die DGL des Gradientenflusses von H

3'71 = g—i(xl,...,xn)
oder kurz & = VH(x)
l"n = &:—i(l‘l,...,xn)

(beziiglich der kanonischen Metrik auf dem R").
Erfiillt H geeignete Bedingungen, so definiert die obige DGL ein dynamisches
System @ : R x M — M.
Wir stellen fest, dass H entlang der Trajektorien anwéchst:
d d

SH(@(m)) = DHa,m (#t(m)) = DHa, ) (VH(@,(m)))

= |VH(®,(m))|* > 0.
Betrachten wir fiir ¢ € R die Menge
M.:={me M | H(m) > c},
so gilt damit
oy(M,) C M, (t >0),
die Trajektorien sind fiir positive Zeiten also gewissermafen in M. gefangen.
6.1 Beispiel Die durch H(z) = 1(z, Az), (A € M(n,R), 0.B.d.A. (ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit) A7 = A), gegebene quadratische Funktion H auf

R™ fiihrt zur DGL
t=VH(x)=A-uz,

also zum Fluss
O, (x) = exp(At) - .

Wir finden (da AT = A) eine Basis des R, in der A diagonal ist. Ist A diagonal,
so gilt mit A = diag(Aq, ..., \p)

x;(t) = eM'z;(0) , siehe Abbildung 4.
Da, wie wir gesehen haben, /7 entlang der Trajektorien anwéchst, gilt

Folgerung: Aufler Fixpunkten besitzen Gradientensysteme keine periodischen
Orbits.

6.2 Beispiel H(z,7s) := 23 + (22 — 1)
Der Fluss existiert nur fiir alle negativen Zeiten und besitzt die Fixpunkte (0, 0),
(1,0) und (—1,0), siche Abbildung 5.
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Abbildung 5: Gradientenvektorfeld & = VH (z) mit H(z) = 2% + (22 — 1)?

6.2 Hamiltonsche Systeme

Durch eine kleine, aber entscheidende Anderung des Differentialgleichungssy-
stems kommen wir zum fiir die Mechanik zentralen Begriff der Hamiltonschen
Systeme:

6.3 Definition Es sei M C R?" offen und H € C?(M,R). Das DGL-System
0H(q,p) . _ 0H(q,p)

pi:_ s qZ: (Zzl,,n>

0q; Opi
oder, in den Koordinaten = = (p1,...,Pn, q1, -, ) = (P, q)
= Xpy(x) mitdem Hamiltonschen Vektorfeld Xy := JVH
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0 —1
und J := < 1 0
gleichungen.

) € M(2n,R) heiBit System der Hamiltonschen Differential-

6.4 Bemerkung H wird Hamiltonfunktion genannt, was auf den Zusammenhang
mit den obigen DGL hinweisen soll.

Wir setzen im Folgenden einfachheitshalber voraus, dass /1 ein Dynamisches
System definiert.

6.5 Satz H ist entlang eines Orbits konstant.

Bew.: 4 11(D(t, 1)) = DH,(28(t, ) = DH,(JVH(y)) = (VH(y), JVH(y)
mity := ®(¢,z) € M. Es gilt aber fiir v € R?", also auch fiir VH (y)

(v, Jv) = (JTv,v) = —(Jv,v) = —(v, Jv) = 0. O

Satz 6.5 erlaubt uns, das dynamische System auf die (oft Energieschalen genann-
ten) Niveaumengen H'(FE) (E € R) zu restringieren. Nach dem Satz iiber die
implizite Funktion sind dies fiir reguldre Werte £ von H Untermannigfaltigkeiten
von M.

Dies ermoglicht es fiir den Fall n = 1, also M = R?2, fiir eine gegebene
Funktion H die Orbits, allerdings ohne Zeitparametrisierung, aufzufinden:

Zu x € M betrachten wir die Niveaumenge H ~*(H (z)). Ist VH (z) = 0, so
besteht der Orbit nur aus x. Sonst ist in einer Umgebung von x die Niveaumenge
H~'(H(x)) eine Kurve im Phasenraum R?, was man durch Verwendung des Im-
pliziten Funktionensatzes sehen kann. Um den Orbit zu bekommen, dehnen wir
diese Kurve nach beiden Seiten so weit wie moglich aus. Die Orientierung erhal-
ten wir durch die Richtung, die durch Drehung des Gradienten im Uhrzeigersinn
um 7 /2 entsteht (J entspricht einer solchen Drehung).

6.6 Beispiel H(q,p) := p? + (¢*> — 1)?, siehe Abbildung 6.

Begriffe: Mit Phasenraum M C R?" = R} x R} nennen wir

n Zahl der Freiheitsgrade

q € Ry Ortund p € R} Impuls

q= %—I; Geschwindigkeit und ¢ Beschleunigung

H Hamiltonfunktion oder Gesamtenergie
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Abbildung 6: Niveaulinien von H

e Besitzt der Phasenraum die Form M = R x N, so heiit N C Ry Konfi-
gurationsraum.

7 Lineare Hamiltonsche Systeme

Damit die Hamiltonschen DGL linear werden, muss H : M — R von der Form
H(z) = H(0) + }(z, Aq)

sein mit A € M(2n,R) und 0.B.d.A. A = AT.

Dann ergibt sich VH (z) = Az und & = JA - .

Die Differentialgleichungen bleiben invariant, wenn wir zu /1 eine Konstante
dazuaddieren. Das entspricht physikalisch der Tatsache, dass nicht absolute Ener-
giewerte, sondern nur Energiedifferenzen messbar sind. Wir setzen der Einfach-
heit halber H(0) := 0. Setzen wir u := JA € M(2n,R), so stellen wir fest, dass
ul - J=ATJT ] =—ATJ.J=AT = Aund J - u = J?A, also

ut'J + Ju =0
Das fiihrt uns zu folgender Definition:

7.1 Definition Eine Matrix u € M (2n, R) und der entsprechende Endomorphis-
mus des R?" heiBen infinitesimal symplektisch, wenn

ur'J+ Ju=0. (7.1)

Da die Bedingung an w linear ist, bilden die infinitesimal symplektischen Endo-
morphismen einen Unterraum, sp(2n) C L(R*").

27



7.2 Satz tr(u) = 0 fiiru € sp(2n).

Bew.: tr (u) = —tr (uJ?) = —tr(JuJ) = —tr (u?) = —tr (u). 0
Folgerung: (Lineare) Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend.
Bew.: O(t, x) = exp(ut)x, und det(exp(ut)) = exp(tr(u)t) = 1. O

Der Fluss eines linearen Hamiltonschen Systems hat nicht nur die Eigenschaft,
volumenerhaltend zu sein. Es gilt auch

(exp(ut))? Jexp(ut) = J (t e R), (7.2)
denn (exp(ut))” = exp(u’t), also wegen (7.1)
(exp(ut))’'J = Jexp(—ut) = J(exp(ut))~".

Gleichung (7.2) besagt, dass ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymme-
trische Bilinearform

wo : R xR™ - R, wy(u,v) := (u, Jv)

invariant ldsst, d.h. wo(P(u), P4(v)) = wp(u,v), dhnlich wie eine orthogonale
Transformation das kanonische Skalarprodukt des R™ invariant ldsst. Den mecha-
nischen Bewegungen entspricht damit eine besondere Art von Geometrie, die wir
im néichsten Kapitel eingehender untersuchen.

8 Symplektische Geometrie

Die den mechanischen Bewegungen zugrundeliegende symplektische Geometrie
besitzt gewisse Ahnlichkeiten mit der Riemannschen Geometrie. Diese werden
wir im Folgenden herausarbeiten.

8.1 Definition Sei £ ein R—Vektorraum der Dimension n < oo und
w : F x E — R eine Bilinearform.

e Die Transponierte w' von w ist durch w'(ey, €5) := w(eq, €1) gegeben.
e w heilt symmetrisch, wenn w! = w, schiefsymmetrisch, wenn w! = —w.

e Durch w wird die lineare Abbildung w’ : E — E*, w’(ey1) - €3 := w(ey, €3)
in den Dualraum £* von E induziert.
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e w heiBt nicht degeneriert, wenn w’(e) = 0 nur fiir e = 0 gilt.

e Beziiglich einer Basis (b1, ...,b,) von E ist die darstellende Matrix J €
M(n,R) von w durch (J); = w(b;, by), (i,k =1,...,n) gegeben.

e Der Rang von w ist der (basisunabhingige) Rang der darstellenden Matrizen
von w.

e Ist p eine Bilinearform auf ' und f € L(E, F'), dann heifit die Bilinearform
F'p: EXE—=R , ['pler,e) = p(f(er), fle2))
der pull-back von p mit f.

8.2 Satz Sei E ein n—dimensionaler R—Vektorraum.

1. Ist w symmetrisch mit Rang r, dann besitzt die darstellende Matrix von w
beziiglich einer geeigneten Basis die Form

T

J = i .M € {&1}.

2. Ist w schiefsymmetrisch mit Rang r, so istr = 2m, m € N, und die dar-
stellende Matrix von w besitzt beziiglich einer geeigneten Basis die Form

1 0
0 0] eM(nR)
0 0

mit m X m—Einheitsmatrix 1.
Bew.: Diese Aussagen werden oft in der Vorlesung Lineare Algebra bewiesen.

1. Es gilt die Polarisationsidentitdit

w(e, f) = jlwle+ fie+ f) —wle— fe—f)).
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Ist also w # 0, dann existiert ein Vektor €¢; mit ¢; := w(éy, é1) # 0. Setze
€1 = él/\/ |Cl|.

Wir betrachten den von e; aufgespannten eindimensionalen Unterraum £; C
Eund Ey = {e € E | w(e,e;) = 0}. Es gilt £y N Ey = {0} und
Ey + Fy = E, denn fiir z € E gilt

z—w(z,e1)e; € Es.

Wir betrachten die Einschrinkung von w auf £5 und fahren induktiv fort.

. Fir w # 0 existieren é1,€,,,1 € F mit ¢; = w(é,41,61) # 0. Setze
€1 = él/Cl und Emt1 ‘= ém+1. Es ist

w(er, e1) =w(emits ms1) =0 und w(eni1,e1) = —w(er, emer) = 1.
Sei P, := Span(ey, emy1) C E und
Ey ={ec E|we, f)=0 firale feP}.
Es gilt B N Py = {0} und Es + P, = E, denn fiir z € F gilt
z+w(er, 2)emr1 — W(emat,2)er € Eo.

Wir behandeln induktiv die Einschrinkung von w auf Fs etc. O

8.3 Definition e Eine symplektische Form auf einem R—Vektorraum FE ist eine
nicht degenerierte schiefsymmetrische Bilinearform w : £ x £ — R.

e (E,w) heiBt dann symplektischer Vektorraum.

e Sind (F,w) und (F, p) symplektisch, so heifit eine lineare Abbildung f : £ —
F symplektisch, wenn f*p = w.

8.4 Bemerkung 1. Die symplektischen Abbildungen f € L(FE) sind diejeni-

gen, die die symplektische Form w erhalten, d.h. f*w = w. Nach Satz 8.2
finden wir eine Basis von F, in der die darstellende Matrix von w gleich
J = (297) ist. Es sei A die darstellende Matrix von f. Dann gilt

ATJA = J.

2. Zwar sind symplektische Abbildungen volumenerhaltend, aber i.A. volumen-

erhaltende Abbildungen nicht symplektisch.
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Betrachten wir beispielsweise einen vierdimensionalen Vektorraum £ mit

Basis ey, . . ., e, und symplektischer Bilinearform w mit Matrix J = ( 58 )

Dann ist f : £ — F, (e1,ey,€3,e4) — (—e1, —ea, €3, €4) volumenerhal-
tend, aber w(f(e1), f(es)) = —w(eq, €3).

Lisst aber ein Endomorphismus f des R? die orientierte Fliche invari-
ant, so ist f auch symplektisch. Denn fiir Matrizen A € M(2,R) gilt
(JTAJ)AT = det(A)1, also JTAJ = (A1) genau dann, wenn der durch
A gegebene Endomorphismus f eine flichenerhaltende Abbildung ist

8.5 Proposition Sei (F,w) ein symplektischer Vektorraum, dann bildet die Men-
ge der symplektischen Endomorphismen f : F — E unter der Komposition eine
Gruppe, genannt die symplektische Gruppe Sp(E, w).

8.6 Bemerkung Fiir einen Euklidischen Raum (£, w) mit positiv definiter sym-
metrischer Bilinearform w erhalten wir in dhnlicher Weise die orthogonale Grup-
pe O(E,w).

Bew.: Ist f symplektisch, so ist f € GL(F), also existiert f~'. Es gilt dann

(F)"w = (f*)"'w = () (/") = w und fiir £, g symplektisch (f o g)*(w) =
g*o [*(w) = g*w = w. AuBerdem ist die Identische Abbildung symplektisch, also
Sp(E,w) # 0. O

Wegen Satz 8.2 ist Sp(F, w) isomorph zur Gruppe
Sp(R*") := Sp(R*", wy),

wobei wy beziiglich der kanonischen Basis des R?" die darstellende Matrix .J be-
sitzt (ganz analog braucht man nach Satz 8.2 statt O(F,w) nur die orthogonale
Gruppe O(n) := O(R", wp) zu betrachten, deren kanonisches inneres Produkt w
die darstellende Matrix 1 hat).

8.7 Beispiel Der Zeit—t-Fluss ®;(x) = exp(ut)z, u = JA eines linearen Hamil-
tonschen Systems mit Hamiltonfunktion H(z) = 1(z, Az), A € Sym(2n,R) ist
Element der symplektischen Gruppe Sp(R?"), denn es gilt (7.2).

Der Betrag der Determinante eines symplektischen Endomorphismus ist gleich
1, denn es gilt ja

det(ATJA) = (det A)*det(.J) = det(J).
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Es gilt sogar det(A) = +1, aber der einfachste Beweis dieser Tatsache verwendet
den Kalkiil der duleren Formen, der erst spiter eingefiihrt werden soll.

Es folgt unmittelbar, dass das Produkt der C—Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms eines symplektischen Endomorphismus 1 ist.

8.8 Satz Sei f € Sp(E,w) und X € C Eigenwert von f. Dann sind auch X, 1/
und 1/ Eigenwerte.

Bew.: Dass mit A auch \ Eigenwert ist, folgt aus der Tatsache, dass f reell ist.
Wir beweisen, dass 1/ Eigenwert ist, indem wir das charakteristische Poly-
nom von f betrachten.
Wir wihlen eine Basis von F, in der w die darstellende Matrix J besitzt und
f die Matrix A. Es gilt dann fiir A\ € C\{0}

det(A — Al) = det(J(A— AD)JY),  (da detJ =1 #0)

= det(JAJ ' =A1) = det((AT) "' —=A1), (da ATJA = Joder JAJ ! = (AT)™1)
= det(A™" — A1) = det(A~ (1 — \A))
= det(A™") - det(1 — AA) = det(1 — AA) = A** det(A "1 — A)
= M\"det(A— A1) mit n:=1dim(E).

Da A invertierbar ist, sind alle komplexen Eigenwerte A von A ungleich 0 und die
Aussage folgt. O

Auch die algebraischen Multiplizititen der genannten Eigenwerte sind gleich:

8.9 Satz Sei f € Sp(E,w) und A € C Eigenwert von f mit Vielfachheit k. Dann
sind auch \, 1/, 1/ Eigenwerte mit Vielfachheit k. Die Multiplizititen etwaiger
Eigenwerte +1 und —1 sind gerade.

Bew.:
e Fiir P()\) := det(A — AT) gilt P(A) = A*"P(1/\) mit n := 1 dim(E).

Einen Eigenwert )\ € C der Vielfachheit £ ist konnen wir abspalten:

P(X) = (Mo = N)'QN),



Da Q(\) ein Polynom vom Grad 2n — k in X ist, ist (A/AZ"7F) - Q(N)
ein Polynom in 1/\. Also ist 1/\, Nullstelle der Multiplizitit [ > & von

P(1/)).

Vertauschen der Rollen von Xy und 1/ zeigt [ = k.

e Es gilt genau dann \y = 1/)g, wenn \y € {£1}.

Da insgesamt 2n Eigenwerte existieren und die Zahl der Eigenwerte # +1
gerade ist, muss die Multiplizitdt der 1 zusammen mit der der —1 gerade

sein. Wegen det A = 1 folgt dann auch einzeln gerade Multiplizitit. ]
Fiir dim(£) = 2 konnen also die in Abbildung 7 skizzierten Fille auftreten.
=1
T
X =

Abbildung 7: Komplexe Eigenwerte von f € Sp(R?)

Es gilt Sp(R**) C L(R?*") und damit wird die symplektische Gruppe zum
topologischen Raum, ja zur Untermannigfaltigkeit (Analogie SO(2) C L(R?)).

Die symplektische Gruppe ist sogar eine Liegruppe, d.h. Multiplikation und
Inversenbildung induzieren glatte Abbildungen.

Da die symplektische Gruppe ein topologischer Raum ist, konnen wir Wege in
Sp(E,w), d.h. stetige Abbildungen c¢ : [0,1] — Sp(E, w) einfiihren. Wie verhal-
ten sich dann die Eigenwerte von ¢(t) bei Verinderung des Parameters ¢?

Offensichtlich konnen Eigenwerte auf der reellen Achse bzw. dem Einheits-
kreis diese nicht verlassen, solange sie isoliert bleiben, sieche Bild 8. Wir werden
sehen, dass aus dieser Eigenschaft eine Form von Stabilitidt Hamiltonscher Syste-
me unter kleinen Storungen folgt.

9 Die symplektische Algebra

In Verallgemeinerung von Def. 7.1 definieren wir:
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Abbildung 8: Komplexe Eigenwerte von f € Sp(R?)

9.1 Definition Eine lineare Abbildung u € L(F) heilt infinitesimal symplektisch
beziiglich einer symplektischen Bilinearform w, wenn

w(ueq, ex) + w(er, ues) =0 (e1,e0 € E). 9.1)
Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir mit sp(F, w).

Wegen der Linearitit von (9.1) in w ist sp(F, w) ein Unterraum von L(E). Es gilt
sogar

9.2 Lemma Der Kommutator von A, B € L(FE) ist [A,B] := AB — BA.
(sp(E,w), [-,"]) ist eine Liealgebra’.

Bew.: (L(FE),[,]) ist eine Liealgebra, da der Kommutator bilinear und antisym-
metrisch ist, und die Jacobi-Identitit

[Av [Bv CH + [B7 [Cv AH + [07 [Av BH =

ABC — ACB - BCA+ CBA+ BCA—-BAC —CAB+ ACB
+CAB - CBA—-ABC+ BAC =0
fir A, B,C € L(F) erfiillt.
Da fiir A, B € sp(E,w)
W([A, B]elv 62) + w(eb [A7 3]62)
= w(ABel, 62) — w(BAel, €2) + w(el, ABGQ) - w(el, BA€2)
= —w(Bey, Aey) + w(Aey, Bey) — w(Aeq, Bey) + w(Bey, Aes) = 0,
istauch [A, B] € sp(E,w). O
Analog zu der obigen Aussage iiber die Gruppe Sp(E, w) erhilt man:

’Eine Liealgebra ist ein Vektorraum E mit einer bilinearen schiefsymmetrischen Abbildung
[,:]: E x E — E,die die Jacobi-Identitit [A, [B, C]] + [B, [C, 4]] + [C, [A, B]] = 0 erfiillt.
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9.3 Satz Sei (E,w) ein symplektischer Vektorraum und u € sp(F,w).

e Ist \ € C Eigenwert von u mit Multiplizitiit k, so sind auch —\, X\, —\ Eigen-
werte der Multiplizitit k.

e Ist Null Eigenwert, so besitzt er gerade Multiplizitit.

9.4 Beispiel v € sp(R?). Hier kann das Eigenwertpaar nur reell oder rein ima-
gindr sein, siehe Abbildung 9.

Abbildung 9: Eigenwerte von u € sp(R?)

Eng verwandt mit dem Begriff der Liealgebra ist der der Liegruppe”.

9.5 Beispiel Das wichtigste Beispiel einer Liegruppe ist G := GL(n,R), also
die Gruppe der invertierbaren Matrizen in M (n, R). Hier ist G also als die offe-
ne Teilmenge derjenigen Matrizen A im n2-dim. Vektorraum M (n, R) definiert,
fiir die det(A) # 0. Dadurch wird G zu einer so genannten Untermannigfaltigkeit,
und Matrizenmultiplikation und Inversion sind in den Matrizeneintrigen glatt. Be-
trachten wir die Abb.

M(n,R) — GL(n,R) , wu+ exp(u),
dann liegt das Bild der Exponentialfunktion tatsidchlich in G, denn
det(exp(u)) = exp(tr(u)) > 0.

Da g € G mit det(g) < 0 existieren, ist klar, dass exp nicht surjektiv ist.
Andererseits ist die Exponentialabbildung mindestens fiir A € G mit ||A]| < 1
invertierbar, denn die Potenzreihe der Umkehrfunktion konvergiert:

In(A) =In(1+ (A - 1)) i DFYA - 1) /.
k=1

3Eine Liegruppe ist eine glatte Mannigfaltigkeit G, die gleichzeitig eine Gruppe ist, und deren
Multiplikation (g1, g2) — g1 © g2 und Inversion g — g~ glatte Abbildungen sind.
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M(n,R) mit dem Kommutator bildet eine Liealgebra. Der Kommutator misst
den Mangel an Kommutativitit in der Gruppenmultiplikation, denn fiir wy, us €

M(n,R) ist
exp(euy) exp(euy) exp(—cuy) exp(—cuy) = 14 2[uy, ug] + O(?).
Man nennt daher M (n, R) die Liealgebra von GL(n,R).
Analog konnen wir die Exponentialabbildung
sp(E,w) — Sp(E,w) , u— exp(u)

von der symplektischen Liealgebra in die symplektischen Liegruppe betrachten.
Tatséchlich ist exp(u) € Sp(F,w), denn wegen (9.1) ist

w(exp(u)er, exp(u)es) = w(er, exp(—u) exp(u)es) = w(ey, e).

Wir sehen, dass die Eigenwerte A mit Re(A) > 0 von u zu Eigenwerten exp(\)
mit Betrag > 1 von exp(u) werden.

Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass fiir die quadratische Hamiltonfunk-
tion H(z) = 5(x, Az) die DGL & = Xy (x) = JAxz die Losung ®,(z) = exp(u)x
mit v = JAt € sp(]RZ") besitzt, dann wird klar, dass der Fixpunkt O hochstens
dann Liapunovstabil sein kann, wenn alle Eigenwerte von JJ A rein imaginér sind.

10 Stabilitat linearer Differentialgleichungen

Bevor wir die linearen Differentialgleichungen verlassen, wollen wir uns noch die
Frage ihrer Stabilitdt anschauen. Es wird dabei klar werden, dass Hamiltonsche
Systeme ein ganz eigenes, fiir den allgemeinen Fall untypisches Verhalten zeigen.

10.1 Satz Sei F ein endlich-dimensionaler R—Vektorraum, und A € L(E). Dann
ist der Nullpunkt beziiglich des von A erzeugten Flusses &, = exp(At) auf £

1. asymptotisch stabil, wenn fiir alle Eigenwerte \; € C von A gilt
RG(AZ) < 0.

2. Liapunov-stabil, wenn die Eigenwerte \; € C gleiche algebraische wie geo-
metrische Multiplizitéit besitzen und

36



Bew.: Wir identifizieren I~ durch Einfiihrung einer Basis mit dem R" und betrach-
ten das kanonische innere Produkt auf dem R".

Die darstellende Matrix von A nennen wir bequemlichkeitshalber ebenfalls A.
Wir wissen, dass dann P € M (n, C) und eine Jordanmatrix .J (nicht zu verwech-

seln mit der Matrix J = ( ?1 ‘011 )) existieren, sodass

A= PJP™' unddamit exp(At) = Pexp(Jt)P™' , (t€R)

gilt. Es gilt ®(¢,z) = exp(At) -z ,also || D(¢, z)|| < || exp(At)]| |||
Wir miissen also

lexp(At)|| < [IP]] [lexp(Jo)]| [P~

abschitzen.

Zur Abschitzung der Norm von exp(Jt) geniigt es, die einzelnen Jordan-
Blocke J,.(\) getrennt zu untersuchen, denn die ihnen zugeordneten Unterrdume
bleiben invariant.

Wie wir gesehen haben (Abschnitt 4), gilt

r—1

1t t2/2 - ﬁ
01 t :

exp (J(A\)t) = exp(Xt) - 2
o
0o o 0o 1

ij*
Daher wichst die Norm des zweiten Faktors nur polynomial in |¢|. Fiir den
ersten Faktor gilt aber

Nun gilt fiir eine beliebige Matrix B € M(n,R) : || B|| < />, (B)}

exp(At) = exp(t Re)) - (cos(t Im\) + isin(t Im))),

woraus fiir ReA < 0 die erste Aussage folgt. Im zweiten Fall haben die Jordan-
Blocke die Grofe 1, sodass || exp(Jt)|| = 1. O

Hamiltonsche Fliisse besitzen keine asymptotisch stabilen Fixpunkte, denn sie las-
sen das Phasenraumvolumen invariant (das gilt iibrigens auch im nichtlinearen
Fall).

Der Nullpunkt kann nur dann Liapunov-stabiler Fixpunkt eines linearen Ha-
miltonschen Flusses sein, wenn alle Eigenwerte des den Fluss erzeugenden infi-
nitesimal symplektischen Endomorphismus auf der imaginiren Achse liegen. Bei
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Multiplizitdt # 1 ist die Liapunovstabilitdt von der Struktur der Jordan-Blocke
abhiéngig.

In einem gewissen Sinn neigen Hamiltonsche Systeme also weniger zur Sta-
bilitét als allgemeine dynamische Systeme. Es gibt aber auch andere Aspekte.

10.2 Definition Ein infinitesimal symplektischer Endomorphismus A € sp(E, w)
heiBt stark stabil, wenn eine Umgebung U C sp(E,w) von A existiert, sodass fiir
alle B € U der Nullpunkt beziiglich des Flusses exp(Bt) Liapunov-stabil ist.

Zuniachst féllt bei der Definition auf, dass nicht von der Stabilitét eines Fixpunk-
tes, sondern von der eines flusserzeugenden Endomorphismus gesprochen wird.
Natiirlich hiangt das mit der Tatsache zusammen, dass der Nullpunkt immer Fix-
punkt eines linearen Flusses ist.

Die Idee, die der Definition starker Stabilitdt zugrunde liegt, ist, dass wir die
Bewegungsgleichung eines konkreten mechanischen Systems nicht mit unendli-
cher Prézision kennen, da wir z.B. die Massen der wechselwirkenden Korper nur
mit endlicher Genauigkeit kennen. Wir sind daher an der Frage interessiert, ob wir
trotzdem entscheiden kdnnen, ob das mechanische System Liapunov-stabil ist.

10.3 Satz Wenn alle Eigenwerte \ € C eines infinitesimal symplektischen Endo-
morphismus voneinander verschieden sind und auf der imaginiren Achse liegen,
ist A stark stabil.

Bew.: Der Minimalabstand zweier Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sei 4e, € > (0. Wir betrachten fiir jede Nullstelle eine e-Umgebung. Diese Umge-
bungen iiberlappen nicht, sieche Abbildung 10. Die Wurzeln des charakteristischen
Polynoms einer Matrix héngen stetig von den Matrixelementen ab. Also muss ein
geniigend nahe bei A liegender Endomorphismus B Eigenwerte haben, von denen
je einer in einer e— Umgebung liegt. Wiirden diese Eigenwerte A nicht gleichzeitig

Abbildung 10: Die einfachen imaginiren Eigenwerte einer Matrix A € sp(R*)
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auf der imaginiren Achse liegen, so wire —\ # )\ in der gleichen e—~Umgebung.
Widerspruch! O

11 Liapunov-Funktionen

Wir verlassen jetzt den Fall linearer DGL-Systeme und wenden uns dem nicht
linearen Fall zu.

Eine natiirliche Fragestellung ist die, ob ein Fixpunkt dann asymptotisch stabil
ist, wenn die Linearisierung der DGL um diesen Punkt zu einem asymptotisch sta-
bilen linearen Fluss fiihrt. Diese Frage wird unter Verwendung einer so genannten
Liapunov-Funktion beantwortet.

Grob gesagt ist eine Liapunov-Funktion eine Funktion f : M — R, die ent-
lang der Bahnkurven des betrachteten dynamischen Systems ® : G x M — M
monoton fallend ist. Eine Bahnkurve, die zu einem gegebenen Zeitpunkt die Men-
ge {m € M | f(m) < C} trifft, kann diese in Zukunft nicht mehr verlassen.
Natiirlich ldsst sich ein entsprechendes Argument fiir eine entlang Bahnkurven
monoton wachsende Funktion anwenden. Andererseits hitte man gerne, dass die
Funktion auBler an Fixpunkten etc. streng monoton in der Zeit fillt (oder steigt).

11.1 Definition Sei ® : G x M — M ein dynamisches System. f € C°(M,R)
hei3t Liapunov-Funktion von ®, wenn f (oder —f) entlang der Trajektorien mo-
noton fallt.

Wir werden das Konzept in einer Anwendung kennen lernen.

11.2 Satz Ein Fixpunkt v, € M eines durch die DGL & = F(x) mit Vek-
torfeld I € C*°(M,R"™) auf der offenen Menge M C R™ gegebenen dyna-

mischen Systems ist asymptotisch stabil, wenn fiir die Eigenwerte A\ € C von
A := DF(xy) € L(R™) gilt, dass Re(\) < 0.

Bew.: O.B.d.A. kénnen wir zy = 0 annehmen (sonst Betrachtung von y = G(y)
mity = x — 2o, G(y) := F(y + 20)).
Es gilt ) )
F(z) = Az + F(z) mit [F(z)]| = O(||z[]*).

Sei @ : R x M — M das von F' erzeugte dynamische System und
Oy Rx M —M , Pyt,x) :=exp(At)x

das zugehorige linearisierte dynamische System.
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Die Beweisidee besteht darin, eine quadratische Form auf M zu finden, die
eine Liapunov-Funktion L : M — R fiir ®, ist. Dann werden wir auch eine Um-
gebung des Fixpunktes finden, in der L entlang den Bahnkurven von & monoton
abnimmt.

Wir konstruieren ein solches L durch Betrachtung einer Jordan-Matrix .J von
A.Dader von J erzeugte Fluss exp(Jt) auf C" die den Jordanbldcken zugeordne-
ten Unterrdume invariant lisst, reicht es, eine Liapunov-Funktion fiir exp(J,.(\)t),
Re(\) < 0 zu konstruieren, und danach die Liapunov-Funktion L:C"—=R
durch Addition der Funktionen der einzelnen Blocke zu gewinnen.

J-(A) hat beziiglich der kanonischen Basis (b1, . . ., b,) die Gestalt

A1 ... 0

.. 1

0 A

Fiir ¢ > 0 definieren wir (131, c i)r) durch by == b, - £l
In dieser Basis besitzt der Jordanblock die Form

A € 0

e
0 A

Betrachten wir nun die durch das kanonische innere Produkt beziiglich der Basis

~

(by, ... ,b;) gegebene quadratische Form (@ : C" — R, die fir z € C", z =
S zibi durch Q(z) := > _._, z;%; gegeben ist, so gilt

L0 (exp(T: (D)2 eco = (022 + (2, F(N)2)
= 2Re(N) - (z,2) +¢ Z(Zziﬂ + Zit12:),
< 2Re(M)(z,2) + 25(2,_2), was fiir & < 1|Re(\)]
< Re(A\)-(z,2) <0 st

Wir haben damit eine Liapunov-Funktion fiir J,.(\), J und letztlich A konstruiert.
Letztere quadratische Form heifit L : M — R.
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Wir wissen, dass ein ¢ > 0 existiert, sodass

d
L @o(t, 7)) im0 < —cllal* (w € M),

siehe Abbildungl 1. Dieser Ausdruck ldsst sich als die Richtungsableitung von L
in Richtung des den Fluss @ erzeugenden (linearen) Vektorfeldes Ax interpretie-

ren: Das nicht lineare Vektorfeld F hatte die Gestalt F'(z) = A - z 4+ F(x).

T

L = const.

Abbildung 11: Liapunovfunktion L und Orbit ¢ — P (¢, x)

Entsprechend ist £ L(®(¢,2)) |;—o als Richtungsableitung von L in Richtung
von F' zu interpretieren. Da aber ||F(z)| = O(||z|?), ist LL(®(t, x)) |mo=
—c||z[|* + O(||z||?), was fiir ||z|| < e kleiner als —£||z||? ist.

Damit wird L zur Liapunovfunktion und die Aussage folgt. a

11.3 Bemerkung Es mag so aussehen, als ob das Konzept der Liapunov-Funktion
im Hamiltonschen Fall keine Anwendung findet. In der Tat ist ja dort das Phasen-
raumvolumen erhalten, sodass wir sowieso keine asymptotische Stabilitét erwar-
ten konnen. Es gibt aber andere Anwendungen:

1) Nichtdegenerierte Extremalstellen = einer Hamiltonfunktion A sind liapunov-
stabile Fixpunkte. Denn einerseits ist Xz () = 0, andererseits ist H selbst Liapu-
novfunktion, da der Wert von H sich entlang der Orbits nicht dndert. Zum dritten
gibt es fiir eine Minimalstelle © zu jeder Umgebung U von x eine Umgebung
V C U vonxder FormV = HY([h, h + ¢)).

2) Betrachten wir z.B. die durch die Hamiltonfunktion

H:M:=RxR—-R , H(pq)=1p

gegebene Freie Bewegung ¢ = p, p = 0 oder ®(t, (po,q)) = (po,q0 + pot).
L(p,q) := p - q ist dann eine Liapunov-Funktion, denn

d . . .
EL(fbt(p,Q))=p-q+p-q=p-q=p220.

41



Da L(p,q) = 344% istt — ¢*(t) konvex. Das konnen wir zwar in diesem Fall
auch direkt ausrechnen, denn ¢*(t) = (qo + pot)>.

Wir konnen dhnlich argumentieren, wenn die Bewegung des Teilchens von
einem Kraftfeld (schwach) abgelenkt wird. Unter geeigneten Voraussetzungen
konnen wir dann schlie3en, dass die Bahn trotzdem nach rdumlich unendlich geht.

Daher ist dieses Argument in der Streutheorie sehr beliebt. L heift dort escape-

Funktion.

12 Verzweigungen

In vielen Fillen hidngt ein dynamisches System von Parametern ab, z.B. der Teil-
chenmasse oder auch der Gesamtenergie. Wir haben das Konzept des Phasenpor-
triits kennen gelernt, d.h. der Zerlegung des Phasenraumes in (orientierte) Orbits.
Unter Verdnderung des Parameters wird sich 1.A. das Phasenportrit dndern. Es
kann sein, dass wir einen Homdomorphismus des Phasenraumes finden, der die
Phasenportrits ineinander iiberfiihrt, d.h. orientierte Orbits auf orientierte Orbits
abbildet. Es kann aber auch sein, dass sich das Phasenportriit an einem bestimm-
ten Parameterwert qualitativ dndert, dass es also nicht nur eine Deformation des
Phasenportriits fiir andere Parameterwerte ist. Ein solches Phinomen wird Ver-
zweigung oder auch Bifurkation genannt.

Konzentrieren wir uns auf den Fall eines Fixpunktes z eines Differentialglei-
chungssystems

t=Fy(x) , veM , peR fiir Parameterwert p = 0.

Es ist also Fy(xg) = 0.

Existiert fiir benachbarte Parameterwerte |p| < e ebenfalls ein Fixpunkt von
& = F,(x) in der Nihe von z(?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Linearisierung A := D Fy(z)
des Vektorfeldes am Fixpunkt fiir p = 0.

Ist die Mannigfaltigkeit M/ n—dimensional, so ist A € L(R™) und wir kbnnen
untersuchen, ob A maximalen Rang (d.h. n) hat. Ist dies der Fall, so wissen wir
nach dem Satz iiber die implizite Funktion, dass fiir ein € > 0 eine Abbildung
¢ (—e,e) = M mit p(0) = z, existiert, sodass fiir |p| < ¢

Fp(@(p)) =0

ist, p(p) also ein Fixpunkt.
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Dabei ist ¢ genauso glatt wie F),.

In diesem Fall existiert der Fixpunkt also auch fiir benachbarte Parameterwer-
te, nur dndert er seine Lage ein wenig. Man kann auch sehen, dass kein zweiter
Fixpunkt diesem ersten beliebig nahe kommen kann.

Anders ist die Situation in den folgenden Beispielen. Dass diese keine dyna-
mischen Systeme erzeugen, tut nichts zur Sache.

12.1 Beispiel (Die Sattel-Knoten-Verzweigung) Wir betrachten eine Familie von
Differentialgleichungen auf M := R, parametrisiert durch p € R, mit Fj,(z) :=
p+ 322

e Fiir p > Oist F),(z) > p > 0, es existiert also kein Fixpunkt.
e Fiir p = 0 existiert genau der Fixpunkt zy = 0.

e Fiir p < 0 existieren die beiden Fixpunkte z ,, :== £+/—2p.

Die Linearisierung der DGL an den
Fixpunkten hat die Form

y=xx(p)-y fir p<O

und
y=0 fir p=0.

Genau fiir p = 0 hat die Linearisierung
also nicht mehr den maximalen Rang
1.

Man sieht an diesem Beispiel, dass
sich ein Paar, bestehend aus einem sta-
bilen und einem instabilen Fixpunkt
durch Kollision ausldschen kann.

* Sattel-Knoten-Verzweigung & = p + 3z?

12.2 Beispiel (Die Hopf-Verzweigung) Phasenraum A/ := R?, Parameter p €
R.

i1 =a(p— (2] +a3) —a2 . dp=wa(p— (2] +23)) + a1,  (12.1)

siehe Abbildung 12. Offensichtlich ist 0 € M fiir alle Parameterwerte Fixpunkt.
Er ist auch der einzige Fixpunkt, denn das Betragsquadrat des Vektorfeldes auf
der rechten Seite ist

i+ a5 = (2] + 23)(1+ (p— (2 +23))*) > 0 fiir (21,22) # (0,0).
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Auf R?\ {0} kann die DGL mit Polarkoordinaten (r, ¢),
T = TCosp , Ty=rsing
auf die Form

r=rp-r’) . ¢=1

2

d
d,. . . . . .
dt __ xz1x1+x2x2 — T2T1—T1T2 __
= HZIFE ynd p = =1.
2r T Y x%+m%

Damit wird fiir Radien mit r* > max(0, p) die Zeitableitung 7 < 0, fiir 0 <
r? < paberr > 0.
Fiir r2 = p > 0 ist 7 = 0 und wir haben einen periodischen Orbit gefunden.

gebracht werden, denn 7 =

Abbildung 12: Hopf-Verzweigung (12.1)

13 Lagrange- und Hamiltongleichungen

Bisher haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, die Zielsetzung der analyti-
schen Mechanik bestehe darin, fiir eine gegebene Hamiltonfunktion die Losungen
der Hamiltonschen DGL zu finden, oder, falls dies nicht méglich sein sollte, zu-
mindest qualitative Eigenschaften wie Fixpunkte, Stabilitét etc. zu untersuchen.

Wie es dazu kommt, dass eine bestimmte Hamiltonfunktion ein gegebenes me-
chanisches System beschreibt, wurde nicht analysiert. Nun ist diese Fragestellung
sicher zu einem Teil aulermathematisch und fillt in den Bereich der Modellbil-
dung in der Physik.

Andererseits lassen sich doch unter Annahme einer bestimmten Form elemen-
tarer Wechselwirkungen (wie Elektromagnetismus oder Gravitation) die Hamil-
tonfunktion gegebener physikalischer Systeme berechnen.

Es taucht dabei allerdings eine Problematik auf, die mit dem Begriff des Im-
pulses zusammenhingt. Wihrend der Ort und auch die Geschwindigkeit eines
Teilchens wohldefinierte messbare Grof3en sind (nicht relativistische Situationen
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vorausgesetzt), ist der Impuls eine abgeleitete Grole, fiir die erst nach Kenntnis
der Hamiltonfunktion eine Messvorschrift gefunden werden kann.

Es ist ja die Geschwindigkeit ¢ = %—I; (p, q), und nur fiir eine Hamiltonfunktion
der Form H (p, q) = c-p*+V (q) ist der Impuls der Geschwindigkeit proportional.

Dies ist einer der Griinde, weswegen neben der Hamiltonfunktion auch die so
genannte Lagrangefunktion in der Mechanik wichtig ist. Diese ist eine Funktion
der Orte und Geschwindigkeiten (statt der Orte und Impulse).

Im betrachteten Beispiel ist die zugehorige Lagrangefunktion

1
L(¢,q) = 124" = V(a).

Der erste Summand wird auch kinetische Energie, der zweite potentielle Energie
des Teilchens genannt. Da die beiden Terme voneinander subtrahiert statt addiert
werden, ist die Lagrangefunktion i.A. keine Konstante der Bewegung.

Wir werden gleich die allgemeine Beziehung zwischen Lagrange- und Hamil-
tonfunktion kennen lernen.

Davor werden wir aber noch den Begriff der Potentiellen Energie und die Auf-
stellung der Lagrangefunktion eines mechanischen Systems besprechen.

Die direkteste Formulierung der Mechanik ist die Newtonsche:

Kraft = Masse - Beschleunigung oder
Flg) = m-¢ , gqeR; , FeC®R}R").

Diese Formulierung fiihrt unmittelbar auf die Bewegungsgleichungen.

13.1 Beispiel (Fall im konstanten Schwerefeld)

Z.B. kann man fiir kleine Abstinde von einem gegebenen Punkt der Erdober-
flache die Anziehungskraft der Erde auf einen Massenkorper als konstant und in
3-Richtung verlaufend ansehen, sodass hier die Kraft /' € C'OO(Rg, R?) durch

F(q) = (_;&m), mit Erdbeschleunigung g := 9.81-2; gegeben ist.

sec?

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiihren auf dem Phasenraum M :=
Ry x Ry zum dynamischen System

(I)(t> (U07 CIO))

_ ((1) @ ()

vy Uy Uy — gmt,qg @ 4ol

(U4 4D Dt gt 4Pt — %gmt2) ,

o “t,q

siehe Abbildung 13.
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Abbildung 13: Fall im konstanten Schwerefeld

Es ist aber niitzlich festzustellen, dass hier wie in vielen anderen Féllen die Kraft
nicht nur allein eine Funktion des Ortes ist, sondern sie sich auch als Gradient
einer reellwertigen Funktion V'(¢) darstellen lésst.

F(q)=—=VV(q) (hiermit V(q) = —3imgq®).

Damit kommen wir mit Impuls p = muv dazu, festzustellen, dass die Newtonschen
Gleichungen von der Hamiltonfunktion

1
H(p,q) = %pz +V(q)

herriihren.
Allgemein lésst sich das Kraftfeld F' € C* (R;;’, R?) dann als Gradient einer
reellwertigen Funktion V' € C’OO(RZ, R) darstellen, wenn gilt, dass

oFy 0k
Io] Io]
of, _ of
0 0q:
ob _ oF
0q2 o

rot F' = = 0.

Denn dann gilt fiir einen geschlossenen Weg C' : [0, 1] — ]Rg’, dass

%CF(q)-qu/OrotF(q)-dO:O

fiir eine von diesem Weg C berandete Fliche O, sodass

unabhingig von der Wahl des Weges C,, : [0, 1] — R? mit Anfangspunkt C(0) :=
0 und Endpunkt C,(1) := g ist.
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13.2 Definition Eine (glatte) Funktion L : Rj xR} — R heifit Lagrangefunktion.
Das DGL-System

dOL o 0L
atog "V 9g

0 (i=1,...,n) (13.1)

heiBt Lagrangegleichung von L. p := %(q, v) heilt Impuls.

13.3 Beispiel L(q,v) = 2|v|* — V(q). Die Lagrangegleichung lautet dann mg +
VV(q) = 0. Sie entspricht damit der Newtonschen Bewegungsgleichung eines

Teilchens der Masse m im Potential V.

In diesem Beispiel konnen wir die Gleichung p = g—ﬁ des Impulses nach v auflosen:
v = v(p, q) = p/m. Betrachten wir nun die Hamiltonfunktion

p2

H(g,p) :=p-v(p.q) = L(g,v(p.0)) = 5~ + V() (13.2)
und schreiben mithilfe des Impulses die Lagrangegleichungen in ein System von
2n Differentialgleichungen erster Ordnung um, so ergibt sich, dass diese Glei-
chungen

mo —I—VV(Q) =0 } PN { p= —-VVi(q)
q=v q=p/m
die Hamiltonschen Gleichungen von H sind.

Wir wollen diesen Zusammenhang auch fiir andere Lagrangefunktionen her-
stellen.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen an L(q, v) wir die Glei-
chung p = p(q, v) = %-(q, v) so umstellen konnen, dass v = v(p, ¢) die abhingi-
ge Variable wird. Fiir die Lagrangefunktionen, die die entsprechende Bedingung
erfiillen, wird (13.2) eine Hamiltonfunktion liefern, deren Hamiltonsche DGL
dquivalent zu der Lagrangegleichung von L ist.

Dazu miissen wir die so genannte Legendretransformation einfiihren.

14 Legendretransformationen

Wir fangen mit dem Fall einer Variablen an, denn dieser ldsst sich graphisch ein-
fach darstellen.
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14.1 Definition Sei J C R ein offenes Intervall, f € C?*(J,R) und f” > 0.

Die Legendretransformierte g : I — R von f mit [ := f'(J) C R ist gegeben
durch g(p) := max,e;(vp — f(2)).
Zunichst ist zu klédren, ob die Legendretransformierte tiberhaupt wohldefiniert ist,

ob also das Maximum fiir p aus dem Wertebereich der Ableitung von f’ iiberhaupt
angenommen wird. Das ist der Fall, denn die Ableitung des Arguments nach z ist

p—f'(z).

Wir wissen, dass ein = € J existiert, sodass p = f’(x) ist.

Es handelt sich also um ein Extremum. Da die zweite Ableitung des Argu-
ments gleich —f”(x) < 0 ist, handelt es sich um ein Maximum, und dieses ist
eindeutig.

14.2 Beispiel J :=R, f(x) := €7,

pel:=(0,00) g(p) = max,(pr —€°) = p(z) =¢€°
= p(lnp—1)

Abbildung 14: Definition der Legendretransformation

Wie wir in Abbildung 14 sehen, hat die Legendretransformierte von f eine an-
schauliche Bedeutung: g(p) ist der maximale Ordinaten-Abstand zwischen dem
Graphen der Gerade = +— px durch den Ursprung und dem Graphen von f.

Das Maximum wird fiir einen Wert 2 = x(p) angenommen, der durch p =
f'(x) gegeben ist und der wegen der aus f” > 0 folgenden Monotonie von f’in p
streng monoton (und stetig differenzierbar) wichst.
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Abbildung 15: Legendretransformierte g(p) der Exponentialfunktion

Damit ist

g(p) = px(p) — f(z(p))
gp) = x(p)+pr'(p) — f(x(p) - 2'(p)
= z(p) + (p — f'(z(p)2'(p) = z(p), (14.1)

sodass g” > 0. Da g auBerdem auf einem offenen Intervall, ndmlich I := f'(J) C
R, definiert ist, konnen wir auf g wieder die Legendretransformation anwenden.

14.3 Satz Die Legendretransformierte ist involutiv: ist g : I — R Legendretrans-
formierte von f : J — R, so ist auch f Legendretransformierte von g.

Bew.: Da nach (14.1) ¢'(p) = x(p), ist g'(1) = J.

max,er(yp — 9(p)) = maxyer(yp — pr(p) + f(x(p)))
mit z(p) = (f) ' (p).

Die Ableitung des Arguments nach p ist

y—a(p) —pr'(p)+ f'(x(p))-2'(p) = y—x(p) — (p— f'(x(p))2'(p) = y—x(p).

Damit wird das Maximum bei y = x(p), also p = f’(y) angenommen, sodass

maxper(yp — g(p) = yf' () — f'() -y + fly) = f(y). O

14.4 Korollar Die Einhiillende der Familie
y=pr—glp) (pel)

von Geraden ist die Legendretransformierte von g, siehe Abbildung 16.
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Abbildung 16: Die Legendretransformierte f von g

Im Fall mehrerer Variablen beginnen wir bequemlichkeitshalber mit einer auf

ganz R™ definierten Funktion f € C?(R™, R) mit % > 0, wobei unter der Hes-
o2f

sematrix 5-5 die symmetrische Matrix
er ... 9%
an 896% 0x10Tn
2~ : :
x
0 o, o
O0xn 0T 02

verstanden wird.
Zur Erinnerung: Eine symmetrische n X n—Matrix A heift positiv definit (A > 0),
wenn (v, Av) > 0 firv € R™\ {0}.

14.5 Definition Sei / := V f(R") C R". Die Legendretransformierte g : [ — R
ist durch

g(p) := max,epnp - x — f(x) (pel)
gegeben.

14.6 Beispiel Fiir eine symmetrische Matrix A € M(n,R), A > 0sei f : R" —
R die durch f(z) := 1(x, Az) definierte quadratische Form. Damit ist %(x) =A
und
9(p) = maxgern3(7,2p — Az) = p - 2(p) — 5(z(p), Az(p))
mit z(p) = A7'p Lalso g(p) = 3(p, A'p).
Eine Anwendung findet dies z.B. in der Umrechnung der kinetischen Energie von

Geschwindigkeits- auf Impulskoordinaten.

Allgemeiner wenden wir nun die Legendretransformation an, um die Lagrange-
funktion in die Hamiltonfunktion umzuwandeln und umgekehrt.
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14.7 Satz Sei L € C(R? x R?,R) und 2% > 0.
Dann ist mit Impuls p = p(q,v) = %(q, v)

H(p,q) = pv — L(q,v)

die Legendretransformierte von L beziiglich v, und H ist ebenfalls C'*°.
Die Lagrangegleichungen (13.1) sind dquivalent zu den Hamiltongleichungen

. 9H . 9H
b= dq; ' ql_api

Bew.: Dass H(p, q) Legendretransformierte von L(q, v) beziiglich v ist, wird of-
fensichtlich, wenn man ¢ als Parameter ansieht.

Dass H die gleiche Differenzierbarkeitsstufe wie L hat, ergibt sich aus folgen-
dem Argument.

Betrachten wir die Abbildung

o : R - R™ | (q,v) — (q,p).

Am Punkt (¢, v) mit Bild (g, p) ist ihre Linearisierung durch

0q 1 0 dq
poan (i) = (g2 ) (i)
qOv V2

2°L
Ov?

tierbar. Daher ist aber auch ® lokal invertierbar. Damit wird ® ein lokaler Diffeo-
morphismus.

Die Gleichheit der Bewegungsgleichungen ergibt sich aus der Bildung der
totalen dulleren Ableitungen von H und L: Einerseits ist

gegeben. Die Jacobimatrix hat Determinante det ( ) > 0 und ist damit inver-

o0H o0H
dH = —d —d
andererseits wegen
oL B
ov p
oL oL
= od dv — —dg — —d
vap + pav 94 q By v
oL
= (g, p)dp — 5044
q
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Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
. 0H oH oL d OL )
q:’U:— , —:——:———:—I’)7
Jp Jq q dt Ov
wenn wir die Lagrangegleichungen

) oL d OL
g ’U , _
a Oq  dt Ov
voraussetzen. O

Wir konnen den Weg auch umgekehrt gehen, und aus einer Hamiltonfunktion H
durch Legendretransformation beziiglich des Impulses p die Lagrangefunktion ge-
winnen.

14.8 Beispiel (Relativistische Hamiltonfunktion)
Bezeichnet ¢ > ( die Lichtgeschwindigkeit, dann ist die Hamiltonfunktion eines
relativistischen Teilchens mit Masse m > 0 gleich

H:RxR}—R , H(p,q)=c\/p>+m?c
In der Interpretation von H als Gesamtenergie ergibt eine Taylorentwickung

2
H _ 2 ||p|| 4
(p,q) = mc + o +O(|lpll*),

wobei der erste Term als Ruheenergie bezeichnet wird und der zweite Term die
nichtrelativistische Kinetische Energie ist. Hier nimmt die Geschwindigkeit

. OH p
= — = C——
K p V/P? + m2c?

nur Werte an, die betragsmiBig kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Die
Lagrangefunktion ist gleich

Hat) =) = Hlp)) = =i = met 1 (7).
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15 Holonome Zwangsbedingungen

In vielen Fillen ist die Bewegung der zu beschreibenden Teilchen in der einen
oder anderen Weise eingeschrinkt. So werden wir das Beispiel der Perle diskutie-
ren, die auf einen Draht aufgefidelt wurde.

Betrachten wir die Bewegung des Teilchens in einer m—dimensionalen Flache
S C R}. In RY x R} habe das Teilchen die Lagrangefunktion L. In der Nihe
eines Punktes ¢y € S konnen wir eine lokale Parametrisierung ¢ = ¢(z), © =
(x1,...,2y) der Fliche vornehmen.

Das DGL-System mit L(z, w) := L(¢(z), Dg(x) - w)

d OL(z,2)  OL(z, 1)

heif3t System mit (Konfigurationsraum S und) holonomen Zwangsbedingungen.

Wenn wir die Bewegung eines Teilchens einer Untermannigfaltigkeit .S des
Konfigurationsraumes beschreiben wollen, geben wir zunéchst die Lagrangefunk-
tion L des sich in R;‘ frei bewegenden Teilchens an, berechnen dann L und dar-
aus gegebenenfalls iiber die Legendretransformation die Hamiltonfunktion H :
T7*S — R. Dabei ist T*S das so genannte Kotangentenbiindel von .S, eine 2m—
dimensionale Mannigfaltigkeit, deren Punkte aus Paaren (p, z) x € S, p kanoni-
scher Impuls, gebildet werden.

Zwar ist die obige Konstruktion zunichst nur in einer Umgebung von ¢y € S
giiltig, aber wir werden im Kapitel 26 den Begriff der Mannigfaltigkeit diskutie-
ren, der es uns erlaubt, die globale Bewegung auf S' zu diskutieren.

15.1 Beispiel (Perle am Draht) [PR].
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Eine Perle gleitet ohne Reibung auf ei- | Q@
nem kreisformigen Draht. Der Kreis
vom Radius R hat den Mittelpunkt 0 €
R3. Er rotiert mit Winkelgeschwin-
digkeit w um die vertikale g;—Achse,
und die Kreisebene enthilt diese Ach-
se (siehe Abbildung). Bezeichnet man
mit 1) den Winkel zwischen der unte-
ren Ruhelage und dem Ort g der Perle,
dann gilt also

q3

q2
77D /

a1 —cos Y
g=| g | =R-| siny-sinwt

q3 sin) - coswt U

Die Lagrangefunktion der Perle hat die Form L(q,§) = ¢* — V(q), ist also

die Differenz von kinetischer und potentieller Energie. Letztere ist von der Form

V(g) =m - g-q, wobei g = 9.81m/sec? die Erdbeschleunigung bezeichnet.
Die Perle besitzt statt drei nur einen Freiheitsgrad. Entsprechend wollen wir

die Lagrangefunktion als Funktion von t, ¢ (und eventuell der Zeit t) schreiben.
Es gilt

Q1 sin(y)y) '
g=1 ¢ | =R | cos(¥)sin(wt)y + w - sin(¢h) cos(wt) |,
a3 cos(1)) cos(wt)ih — w - sin(v)) sin(wt)

also '

i =R? (@DQ + w? sin2(¢)) :
AuBerdem ist V(q¢) = —mgR cos 1, sodass in den neuen Koordinaten die Lagran-
gefunktion die Form

mR?
2

L(v, @b) = V? +mR <g cos ) + szR sin? @b)

besitzt. Damit ist der zum Winkel ¢) konjugierte Impuls p,, gleich

= — = RZ..
Py o0 mR“y)

54



Die Hamiltonfunktion besitzt also die Form

H(py,¥) = vpy — L, )
2
= 2::;%2 —mR(gcosy + %uﬂR sin?1)).

Durch Verdnderung von Liangen-, Energie- und ZeitmaBstab konnen wir uns auf
die Diskussion des Falls m = R = g = 1 beschrianken und mit der neuen Win-
kelgeschwindigkeit 2 := w - 1/ R/g ergibt sich

Ha(py, ) = 305, + Wa()

mit dem Potential W (¢)) := —cos) — %2 sin1). Der Phasenraum von Hq, ist
M :=R x S
Fir 2 = 0 ist Wy(¢) = —cos, das Potential besitzt also in der unteren

Ruhelage i) = 0 ein nicht degeneriertes Minumum.
Andererseits dominiert fiir groBe |(2| die Zentrifugalkraft und W, (v)) besitzt
fiir 1)—~Werte nahe bei +7 /2 Minimalstellen (siche Abbildung 17).

Abbildung 17: Potential W, fir Q = 0, Q2 = 1und Q = /2

Dies iibersetzt sich im Phasenraumportrait von Hg, in eine Verzweigung (siehe
Abbildung 18). Fiir alle {2-Werte ist die untere Gleichgewichtslage in M, d.h. der
Punkt mit den Koordinaten (p,, 1) = (0, 0) Fixpunkt des Vektorfeldes

DY) _ (i 8@

XH(pquvb) = < Py Do

von Hg. Wir berechnen dessen Stabilitdt durch Untersuchung der Linearisierung.
0 _W//
DXp(py,v) = (1 g“")).
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Abbildung 18: Phasenraumportraits fiir H,

D Xy besitzt die beiden Eigenwerte ++/— det(D Xy ). Wegen
det(DXy)(v) = Wi(1) = cosh — Q2 cos(21))

sind diese gleich ++/—1 + Q2, also imagindr fiir |2] < 1 und reell fiir || > 1.
Fiir Winkelgeschwindigkeiten, die betragsméBig kleiner als der Bifurkationswert
1 sind, wird damit die untere Gleichgewichtslage nach Bemerkung 11.3 liapunov-
stabil, fiir groBBere Werte instabil.

16 Das Hamiltonsche Variationsprinzip

Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte zy, x; € R" ist die diese Punkte verbin-
dende Strecke. Das ldsst sich beweisen, indem man alle moglichen Wege zwischen
diesen Punkten betrachtet. Sind diese Wege v nach dem Parameter stetig differen-
zierbar, so kommt ihnen eine Lénge zu:

1
[0, =R" , y(0) =0, y(1) =21 , I(7) 3:/ L(¥(t)) dt
0
mit Lagrangefunktion

L) := ||v|| = /o3 + ...+ v2.

Das Lingenfunktional I ist also eine Abbildung von den in Betracht kommenden
Wegen in die reellen Zahlen. Wie eine Funktion auf einem endlich-dimensionalen
Raum kann ein solches Funktional Minima - oder allgemeiner - Extrema besitzen.
Wie im endlich-dimensionalen Fall ist dann die Linearisierung am Extremum die
Null-Abbildung. Die Variation von I verschwindet.
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Abbildung 19: Weg

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinern. Wir setzen dabei voraus, dass die
im Folgenden betrachteten Funktionen glatt sind, L wird eine allgemeine Lagran-
gefunktion sein, die zudem von der Zeit abhidngen kann:

Lagrangefunktion L:UxR} xR —R U CRy offen.
Wege v fto, ] = U V(to) = w0, (1) = 23
Wirkung I1(v) == [ L(y(t), 4(¢), t)dt.

— Jto

Die Differenz h := v; — 9 zweier Wege mit Anfangspunkt xy und Endpunkt z;
ist eine Abblldung h: [to, tl] — R” mit h(to) = h(tl) = 0.
Das Funktional [ ist (z.B.) auf dem Raum

X = {y € C'([to, 1], U) | 7(to) = w0, 7(t1) = 21}

erklart: 7 : X — R. X ist weder endlich-dimensional (wie man z.B. iiber die
Fourier-Darstellung eines Weges leicht sieht), noch ist X ein linearer Raum.
Trotzdem steht X mit einem linearen Raum, und zwar

Xo = {h € Cl([to,tl],Rn) | h(to) = h(tl) = O}

in Zusammenhang, denn die Differenz zweier Wege v, und v, € X ist ein Element
dieses linearen Raumes.
Auf dem linearen Raum X konnen wir z.B. die Norm

[Pllo = sup ([[2(#)]] + [[DA()]])

te [to ,tﬂ

einfihren.

16.1 Definition Ein Funktional / : X — R heil}t differenzierbar, wenn fiir alle
v € X eine lineare Abbildung £, : X, — R existiert, sodass

I(y+h)—1(7) = L,() + O(Ih3)  (he Xy mit y+he X).
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16.2 Satz Fiir L € C*°(U x R® x R, R) ist

[ X >R | Mﬂ:/%@@@@ﬁﬁ

to

ein differenzierbares Funktional mit Ableitung

hr9L  d oL
QW_L[%—E%Mw

Bew.:
fh+h) I(7)
L(3(t) + h(b),3(t) + h(t), t)dt — [, L ), t)dt
= JP [0, 50,0 h(t)+gﬁ(7(t),7(t),t) i ﬂ Ol
Nun ist
g—ﬁwi 0.0 = 5o = [ 4 (Gows0.0 )
wie durch partielle Integration folgt. O

16.3 Satz v € X ist genau dann Extremal des Funktionals

10 = [ ptate 460, 0t

to

wenn entlang ~y(t) die Euler-Lagrangegleichung
d (0L oL 0
dt \ 0z or

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir ein einfaches Lemma.

gilt.

16.4 Lemma Wenn fiir f € C°([to,t1], R) gilt, dass fiir alle
h € CO([tQ,tl],R) mit h(to) = h(tl) =0

/mﬂwuww:o Jsoist f=0.
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Bew.: Sei stattdessen f(¢*) > 0 (oder < 0 entsprechend), dann existiert € > 0 mit
to<t' —e<t+e<t; und

f(t) >e>0 fir tet"—et"+¢].
Wihle eine so genannte Abschneidefunktion h € C°([ty, t;], R) mit h > 0,

0 ,t<tr—¢
h(t): 1 ,t*—%<t<t*+% ‘ ‘ | | |
0 7t2t*+€’ %0 t*‘—&“ 2* | t*g—&‘%l
(sieche Abbildung). Dann ist fttol fOh)dt > c-e>0. O

Bew. des Satzes 16.3:
I(y+h)—1I(y) = O(|hlf) =
b roL d oL

Anwenden des Lemmas auf die (unabhéngig variierbaren) Komponenten von
h € X, ergibt die Aussage. o

£,(h)

Wir sehen also, dass die Losungen der Euler-Lagrangegleichungen die Wirkungs-
funktion extremalisieren.

16.5 Notation Ublicher als L., (k) ist 61(~)(h).
Manchmal wird auch kurz geschrieben: §/ = 0 fiir Extremale.

16.6 Bemerkungen 1. Man kann bei Bedarf auch Wege auf Mannigfaltigkei-
ten und entsprechende Funktionale betrachten.

2. Zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Lagrangefunktion hétte {iberall
ausgereicht.

3. Nicht jedes Funktional besitzt ein Extremum (auch nicht jede Funktion be-
sitzt ja ein solches!).

16.7 Beispiel U := R\ {0}, L(z,v,t) == ||v||, 2 := ('), 21 := (}). Die
Strecke zwischen xy und z; enthilt den Punkt 0 € R2. Es gibt also keine
kiirzeste Kurve zwischen xy und 1, die den Ursprung nicht trifft.
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4. Extremale brauchen nicht eindeutig zu sein.

16.8 Beispiel Wir betrachten auf der Kugeloberfliche S? := {z € R? |
|z| = 1} den Raum

X = {7 e C'([0,1],5%) ‘7(0) = (8> (1) = (_81)}

1

der Nordpol und Siidpol verbindenden glatten Kurven, und das Funktional

0=

Die Segmente von GroBkreisen, die am Nordpol <§> beginnen und am

d 2
ol dt.

dt

Stidpol ( _81 ) enden, sind Extremale von / (Abbildung 20).
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Abbildung 20: Nord- und Siidpol verbindende Geoditen

5. Auch wenn das Bild der Kurve eindeutig ist, braucht die Parametrisierung
noch nicht eindeutig zu sein.

Ein Beispiel ist das Langenfunktional /() = fol ||%(t)] dt, denn fiir einen
Diffeomorphismus ¢ : [0, 1] — [0, 1] mit ¢(0) = 0, ¢(1) = 1 ist

1
0

et a= [

mit Parameter s = ¢(t).

d
ﬁy(s) ds (16.1)

Diese Uneindeutigkeit der Parametrisierung bereitet manchmal Arger. Des-
halb ist das Energiefunktional fol |7(t)||?dt beliebter. Es besitzt die glei-
chen Extremale bis auf Parametrisierung wie das Lingenfunktional, die Pa-
rametrisierung ist aber eindeutig.
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Als néchstes untersuchen wir den Einfluss einer Koordinatentransformation g —
1 (q) mit einem Diffeomorphismus . Diese bewirkt eine Transformation des Pha-
senraumpunktes

z:=(q,v) in U(z):=(P(q), D(q) - v).

Fiir das Bild y := W o 7 einer Kurve & und die glatte Funktion L; soll die Euler-
Lagrangegleichung
d

DiLi(i(t)) = = DaLa (§(1))

gelten, und es sei Ly := L; o .

Beh.: Dann gilt auch fiir L, die Euler-Lagrangegleichung

Bew.: Aus Dy Ly = (DyLy) o W - D) folgt

d d
—DolooT = —
at Pt T

Wegen D1L2 = (DlLl) oW - D’QZ) + (Dng) oV . D2’l7b

gleicht der zweite Term in (16.2) dem zweiten in D; Ly o z. Damit folgt

(D1Ly — 4£DyLy) 0% = (DL — £ DyLy) o - DYy = 0. O

(DoLi) o g+ (DoLy)og- (D*)od.  (16.2)

Dieses Transformationsverhalten wird uns gestatten, die Lagrangefunktion als
Funktion auf dem so genannten Tangentialbiindel der betrachteten Konfigurati-
onsmannigfaltigkeit aufzufassen. Die Losungen ¢ +— (q(t),v(t)) der Lagrange-
schen Gleichungen sind dann Bahnkurven in diesem Raum. Die Wahl der Koor-
dinaten in der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist frei.

17 Die Geodatische Bewegung

Wir betrachten eine Teilmenge M C Ry des Konfigurationsraumes, die als Null-
stellenmenge
M = F~'({0})

einer stetig differenzierbaren Funktion F' : W — R™ auf einer offenen Menge
W C Ry definiert ist.
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17.1 Definition Fiir F' € C1(W,R™) heiBt y € R™ reguléirer Wert von F, wenn
fiir alle ¢ € W mit F'(¢q) = y die Ableitung D F' : R™ — R™ surjektiv ist.

Wir nehmen an, dass 0 reguldrer Wert von F ist (und 0 € F'(W)!). Dann muss
offensichtlich m < n sein, und wegen des Satzes iiber die implizite Funktion
konnen wir fiir ¢ € M eine Umgebung U C W, ¢ € U und eine invertierbar
glatte Abbildung (Diffeomorphismus) ¢ : U — R™ finden, sodass ¢(z); = 0 fiir
n—m<i<nundzcUnNM.

17.2 Definition Kann man fiir alle Punkte q einer Teilmenge M C R™ eine solche
Umgebung U und Abbildung ¢ finden, dann heift M Untermannigfaltigkeit der
Dimension

d:=n—m.

17.3 Beispiel F': R® — R, F(z) := |z|*—1.Esist F~}({0}) = S2. Der Nordpol
q:= <§> € S? besitzt die Umgebung U := {z € R3 | 253 > 0}.

Der Diffeomorphismus ¢(z) := (x1, 22, F'(z)) wird durch die Abbildung
o Yy) = (y1, 92, \/yg + 1 — y? — y2) invertiert.

Da wir durch Drehung in jedem Punkt ¢ € S? eine analoge Konstruktion

durchfiihren kénnen, haben wir gezeigt, dass S? eine 2-dim. Untermannigfaltig-
keit des R ist.

17.4 Beispiel Ein Gegenbeispiel hierzu ist F' : R? — R, F(z,29) := 22 — 23,
F71({0}) = {(z1,72) € R? | 22 = x3}. Hier ist 0 kein reguldrer Wert von F';
siche Abbildung 21.

Abbildung 21: Niveaumenge F~!({0}) von F(x) = 3 — =3
Es sei nun die Null reguldrer Wert von F' € C*°(W,R™) und

M = F~'({0}) # 0.
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Wir interessieren uns fiir die durch die Lagrangefunktion
L:WxR'—=R , Ligv):= Hw|?

gegebene freie Bewegung auf W und ihre Einschrinkung durch die holonome
Zwangsbedingung ¢ € M.

Wir restringieren den Diffeomorphismus ¢ : U — R”™ auf die Umgebung
V :=U N M von ¢ in M, und schreiben diesen in der Form

ol (2) = (¥(2),0) € R x R™.

Die Abbildung v : V — R lisst sich auf ihrem Bild V' := ¢(V) € R? x {0} &
R? glatt invertieren, und wir erhalten damit lokale Koordinaten

g =y 1V SV
in V' C M, siehe Abbildung 22. Die durch

A R™

Abbildung 22: Konstruktion lokaler Koordinaten in V' C M

L:V'xR'-R , L(z,w):= L(g(z), Dg(z) - w)

definierte Lagrangefunktion L besitzt die Form

Oq d dq
L(z,w) = §||Dg(x)-w|? = ZZ ~( 5y 0
.:1 7

k=1 1=1
d
_ 1
= 3 § g () wiw;
i,j=1
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mit

9ij() :

17.5 Lemma Die matrixwertige Funktion g : V' — M(d, R) ist eine Riemann-
sche Metrik auf V', d.h. es gilt

Bew.: e Die Symmetrie von ¢ folgt unmittelbar aus der Definition.
e Fiiralle z € V" ist

Y gy(@)wiw; = | Dg(z) -w|® >0 (we R\ {0}),

ij=1

g also positiv definit, denn mit 1) ist auch ¢ : V' — V ein Diffeomorphismus, es
gilt also rang(Dq(z)) = d. O

Ihre (koordinateninvariante) Funktion ist es, Lingen von Kurven zu messen. Da
wir M durch offene Mengen der Form V iiberdecken konnen, erhalten wir eine
Metrik auf ganz M.

Die Linge einer Kurve ¢ : [0, 1] — V ist durch

N
/ ng C’ dcﬂ t)dt = /\/2L dcﬂ )) dt

mit ¢ := ¢ o c definiert (dabei sollte £ nicht mit der Lagrangefunktion L verwech-
selt werden!).

Die Extremale dieses gemif (16.1) parametrisierungsinvarianten Funktionals
stimmen bis auf Parametrisierung mit den Extremalen des Funktionals mit La-
grangefunktion L iiberein.

Wegen

d
D L(x,w) = (% Z 8;(1 )w,-wj, Z a;d )

i,j=1 i,j=1

und

d d
w) = (Z gij (g, ngj<x>wj>
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lautet die Lagrangegleichung

d

9gij(x) . . g
% a?l,’k xiszz<gkj SL’J—FZ — (k:177d)

ij=1 =1

Wir definieren die Christoffelsymbole durch

Ok, 9gi 9gij -
I (2) = 19" (a) (ax’fj (2) + 5 * () = &C;( )) (i,5,h=1,....d),
v J

wobei (¢"*)i ,_; die zu (g;){ ,_; inverse Matrix ist, und die Einsteinsche Sum-
menkonvention verwendet wurde, d.h. iiber doppelt vorkommende Indizes sum-
miert wurde.

Damit ergeben sich die Gleichungen

i+ Dl (x)dii; = 0 (h=1,...,d).

Diese heiBen die geodcitischen Gleichungen, ihre Losungen t — x(t) geodditische
Bewegung.

Zunachst fillt auf, dass der metrische Tensor g, und damit auch die geodati-
sche Gleichung, nur Informationen iiber die intrinsische Geometrie der d—dimensio-
nalen Fliche M unabhiéngig von ihrer (isometrischen) Einbettung enthilt. Wir
konnen also auch geoditische Bewegungen auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten
(d.h. Mannigfaltigkeiten mit metrischem Tensor) unabhéngig von jeder Einbet-
tung studieren.

Die Form der Matrixelemente g;;, ist natiirlich von der Wahl des Koordina-
tensystems abhingig. Allerdings existieren in der Riemannschen Geometrie ko-
ordinatenfrei definierte Invarianten, die die (innere) Kriimmung des Raumes M
charakterisieren.

Daneben existieren noch Kriimmungsvarianten (die sich ebenfalls koordina-
tenfrei definieren lassen), die die Form der Einbettung einer Untermannigfaltigkeit
M C R” charakterisieren. Es ist wichtig, diese beiden Aspekte zu unterscheiden.

17.6 Beispiel Eine 2-dim. Fliche M C R3 besitzt an einem Punkt ¢ die innere
Kriimmung K (q) = k; - ko, die das Produkt der inversen Kriimmungsradien k;
zweier Kurven ist. Diese Kurven entstehen durch Schnitt von M mit einem 2-dim.
affinen Raum durch ¢, der die Flichennormale an diesem Punkt enthilt. Die Wahl
der beiden affinen Rdume erfolgt dabei so, dass die Kriimmungsradien extremal
werden.
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Das Vorzeichen des Kriimmungsradius k; ist positiv, wenn sich die Kurve in
Richtung der Flichennormale kriimmt, sonst negativ. Wihrend dadurch %, und ko
von der Wahl der Normale abhidngen, ist ihr Produkt A unabhéngig davon (also
auch fiir eine nicht orientierbare Flidche definiert).

e Ein Blatt Papier im R? besitzt innere Kriimmung K = 0, obwohl wir es
biegen konnen. Denn auch beim verbogenen Blatt verschwindet iiberall eine
der beiden Hauptkriimmungen k; (sieche Abb. 23).

e Kugel {x € R? | |z| = R} vom Radius R: K =k - kp = 4 >0

e Sattel: Hier sind die Vorzeichen von k; und ks verschieden, also KX < 0.

] O =

RQ>O K <0

Abbildung 23: Gausssche Kriimmung K von Fldachen

Aus der Herleitung der Lagrangefunktion L ergibt sich, dass wir \/2L(x, %) =

\/ Zf =1 9i(x)@;2; als Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens interpretieren
konnen.

Wie sich durch Einsetzen der geoditischen Gleichungen in die zeitliche Ab-
leitung dtL a—Lx —i— x der Lagrangefunktion ergibt, ist diese Null, L also eine
Konstante der Bewegung Daraus folgt, dass der Betrag der Geschwindigkeit des
Teilchens auf M ebenfalls konstant ist.

Eine besonders einfache Klasse eingebetteter Riemannscher Mannigfaltigkei-
ten bilden die Rotationsfldchen.

Sei R € C*(R,R*). Dann heift

M = {x € R®| 27 + 23 = (R(x3))*}

Rotationsfldiche.
Die einfachste Rotationsflidche ist der Zylinder (mit konstantem R), siche Ab-
bildung 24.
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Abbildung 24: Geodite auf einem Zylinder

Wir konnen eine Rotationsflache durch z = z3 und ¢ mit
x1 = R(z)cosp , x9=R(2)sinep

parametrisieren. Damit ergibt sich

9(z,¢) = ( b “3"@)2 R2O(Z) )

L =3[+ (R(2)")2 + R*(2)¢°].
__ oL

Der zu ¢ konjugierte Impuls p,, ist durch p,, = g—fb = R*(z)-¢ gegeben, p, = 5% =
(1+ (R'(2))?)%. Damit ist die iiber die Legendretransformation mit L verkniipfte

Hamiltonfunktion

und

H(pz,p¢,z,gp) = pzz"+p<p<,b—L(2,g0,2",gb)
= L(z,¢,2(pz; 2), 9(Py; 2))

= 4 (e )

Es ergibt sich unmittelbar, dass p,, eine Konstante der Bewegung ist, denn

Wir konnen die Konstanz von p,, auch verstehen, indem wir feststellen, dass p,,
die 3—Komponente des Drehimpulses ist. Dieser ist wegen der Drehinvarianz der
Rotationsfliche um die 3—Richtung erhalten.

Bezeichnen wir mit o den Winkel der Teilchenrichtung mit dem lokalen Me-
ridian (siehe Abbildung 25), so ergibt sich der
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Abbildung 25: Definition des Winkels «

17.7 Satz (Clairot) R(z) - sin « ist zeitlich konstant.

Bew.: Es gilt R(z) - ¢ = |v|sin a mit Geschwindigkeitsbetrag |v| = /2L. Also
ist p, = R* = R - |v| - sina, und wegen der Konstanz von |v| und p,, ist
Rsin o = const. O

Da |sina| < 1, kann fiir einen vorgegebenen Wert der Konstante der Radius R
nicht zu klein werden.

Das kann bedeuten, dass die Bewegung nur in einem Ring zp < z < z; mit
R(29) = R(z1) = |const| verlduft, siehe Abbildung 26.

Abbildung 26: Geodite auf einer Rotationsflache
Eine Einfiihrung in die Differentialgeometrie findet man in Klingenberg [K1];

einen tieferen Einstieg in die Riemannsche Geometrie bietet das Buch [ ] von
Gallot, Hulin und Lafontaine.
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18 Die Jacobimetrik

Die Riemannsche Geometrie und die Theorie der geoditischen Bewegung sind
vergleichsweise gut ausgearbeitet.

Andererseits ist, wenn wir von der Umgebung schwarzer Locher oder anderen
kosmologischen Fragen absehen, der Raum der Klassischen Mechanik typischer-
weise euklidisch. Viele mechanische Probleme sind von dem durch die Hamilton-
funktion H (p, q) = % + V(q) beschriebenen Typ.

Es wire daher von Vorteil, wenn wir die reichhaltige Theorie geoditischer
Bewegung auf solche Potential-Probleme iibertragen konnten. Das ist, wie von
Jacobi und anderen im letzten Jahrhundert erkannt wurde, bis zu einem gewissen
Grad moglich.

Der Grund fiir diese Beziehung liegt im folgenden Satz.

18.1 Satz Seien H,, Hy € C*°(M,R) auf dem Phasenraum M := R} x U (U C
R}, offen), und es gelte fiir die regulidren Werte h; im Wertebereich von H;,1 = 1,2

S o= Hi ({}) = Hy ' ({h2}).

Dann sind die Orbits der von H, und H, auf Y. erzeugten Hamiltonschen Fliisse
gleich.

Bew.: > C M isteine (2n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit, da die h; €
H;(M) regulir sind. Die von H; erzeugten Hamiltonschen Vektorfelder haben in
(p, ¢)-Koordinaten die Form

Xy, =J-VH; ,wobei J= (?1‘0]1).

Sowohl V H; als auch V H, stehen an jedem Punkt der Energieschale > senkrecht
auf der (2n — 1)—-dimensionalen Tangentialebene, denn diese ist Aquipotential-
flache beider Funktionen. Damit sind VH; und V H, parallel. Da hy und h, re-
guldre Werte von H; bzw. H, sind, gilt fiiralle z € X : VH;(z) # 0. Damit ist die
durch VH; = f - VH, implizit definierte Funktion f : ¥ — R glatt und ungleich
Null. Es gilt auf X

VH(x) = f(x)- VHy(x).

Damit wird auf der Niveauflache

Xy () = f(2) - Xp(2), (2 €X)
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VH (x)

JVH (z) ﬂ
\_/

Abbildung 27: Gradient und Hamiltonsches Vektorfeld

d.h. die Hamiltonschen Vektorfelder sind (anti-) parallel und nicht verschwindend.
Daraus ergibt sich die Aussage. O

Schon die Form der Energieschale bestimmt also die Orbits des Hamiltonschen
Flusses. Andererseits ist die Zeitparametrisierung dadurch noch nicht festgelegt;
im Fall des Satzes ergibt sich die Umparametrisierung durch Integration von f
entlang der Orbits.

Wir wollen den obigen Satz nun auf Bewegungen im Potential anwenden.

18.2 Definition Essei V' € C‘X’(Rg, R),h € Rund U C R offen.
Gilt V[, < h, so heift die Metrik g5, auf U mit Komponenten

(9n(@))ij ===V (q) - 65  (i,5=1,...,n)
Jacobimetrik auf U fiir Energie h.

Die Lagrangefunktion fiir die geoditische Bewegung in dieser Metrik ist

L(q,v) = $(gn(q))i viv;.

Der kanonisch konjugierte Impuls ist p = 2£, also px(g, v) = (gn(q))x,jv;. Damit
ist die Hamiltonfunktion der geoditischen Bewegung gleich

1 2

Hy Ry xU—-R , Hg(p,Q)ZZQ( - pe.

h—V(q))

18.3 Satz Fiir M := R} x Ry, H(p,q) = %pz + V(q) sind die Lésungen
q : (a,b) — U der Hamiltonschen Gleichungen mit H(q(t),q(t)) = h bis auf
Parametrisierung gleich den Losungen der geoditischen Gleichung fiir die Jaco-
bimetrik auf U fiir Energie h.
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Bew.: Fiir die Energiewerte h, := h, hy := 1 und H, := H gilt H;'({h}) =

Hy ({ha}),

Durch Uberfiihrung der Hamiltonschen Gleichungen von Hs in ein Differen-
tialgleichungssystem zweiter Ordnung in den Koordinaten (g1, ..., q,) ergeben
sich die geoditischen Gleichungen fiir die Jacobimetrik.

Der obige Satz 18.1 ergibt dann die Aussage. O

18.4 Beispiel Eine typische Anwendung der Jacobimetrik bildet das Doppelpen-
del. Wir untersuchen den Fall, bei dem der am Nullpunkt befestigte Stab der
Linge R, in der ¢; — ¢3-Ebene schwingt, und der an seinem Ende befestigte Stab
der Linge R, in der durch den ersten Stab und die go-Achse gegebenen Ebene
schwingt *. Bei Annahme R; > Ry > 0 ist die Menge der Orte

cosp1 0 —sin¢pg 0 0
dlone) = (G o) (e () + 7 (i)

sin @1 sin @1 cos @2

— cos p1 — COS (1 COS P2

des Massepunktes ein in den R? eingebetteter 2-Torus, und diffeomorph zu
T? := S' x 8* mit S':={r cR?®||z|=1}
(Abb. 28). Die Lagrangefunktion

P2
Abbildung 28: Doppelpendel (Schwingungsebenen stehen senkrecht aufeinander)

L(g,q) =3¢ —V(g) mit V(q):=—ggs

(g > 0 Erdbeschleunigung) nimmt nach Einsetzen der holonomen Zwangsbedin-
gungen die Form

L(p, ) = 5 ((R1 + Ry cos 02)*] + Ryg3) — V()

“Die Diskussion in [Ar2], §45 des planaren Doppelpendels ist problematisch, da hier die Me-
trik auf dem Konfigurationsraum degeneriert.
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mit Potential
V(p) = —gcos(p1)(Ry + Ry cos py) (18.1)

an. Fiir beliebige glatte Potentiale V" erhalten wir damit / : R? x T?> — R von
der Form

H(p,q) = 1 ((Ry + Racos ) ?pt + Ry *p3) + V(q).

Wie man an der numerischen Losung der Hamiltonschen Differentialgleichung

Q01,92

20
15

10

Abbildung 29: Numerische Losung der Differentialgleichung des Doppelpendels
(fett gezeichnet ist der Winkel 1)

fiir das Potential (18.1) in Abbildung 29 sieht, ist die Dynamik des Doppelpendels
kompliziert. Trotzdem kann man mithilfe der Jacobimetrik die Existenz gewisser
periodischer Losungen nachweisen.

Fir Gesamtenergie h > maxp2V (was im Fall des Gravitationspotentials
(18.1) bedeutet: h > g- (Ry + R»)) besitzt die Jacobimetrik die Darstellung durch
die folgende auf ganz T? definierte positiv definite symmetrische Matrix

(h— V() < (B + Facoo ) R )

Wir konnen dhnlich wie oben die geoditische Bewegung auf T? in der Jacobi-
metrik untersuchen.

(p €T?).

18.5 Satz Fiir h > max,c12V (¢) und (m,n) € Z*\ {(0,0)} existiert eine peri-
odische Bewegung mit Energie h, bei der das erste Segment des Doppelpendels
m~—mal, das zweite n—mal rotiert.
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Beweisidee: Wir suchen auf T? eine geschlossene Geodite der Jacobimetrik etwa
der in Abbildung 30 skizzierten Form.

Abbildung 30: Geschlossene Geodite auf einem Torus

Eine solche Geodite existiert nach allgemeinen Prinzipien des Variations-
kalkiils (bzw. Morsetheorie). Die Idee dabei ist eine geschlossene Kurve mit den
gegebenen Umlaufzahlen soweit moglich zu verkiirzen. Resultat ist eine geschlos-
sene Geodite mit gleichen Umlaufzahlen, denn diese dndern sich bei der Verkiirzung
nicht.

Die Details des Argumentes findet man z.B. in dem Buch [Mi] von Milnor. O

Eng verwandt mit der Jacobimetrik ist das so genannte Maupertuis-Prinzip, sieche
845D in [Ar2].

19 Maberhaltende dynamische Systeme

Nach den topologischen und geometrischen Eigenschaften dynamischer Systeme
werden wir uns jetzt mit den maf— und wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspek-
ten befassen. Dieser Gesichtspunkt ist besonders wichtig, wenn wir das Langzeit-
verhalten instabiler (“chaotischer”) Systeme beschreiben wollen.

Im einfachsten Fall wird das betrachtete Mal3 das Lebesguemal} 1 auf dem
Phasenraum M = R? sein. Da wir aber auch andere MaBe betrachten wollen,
beginnen wir mit einigen maf3theoretischen Grundbegriffen.

19.1 Definition Ein messbarer Raum (M, M) ist eine Menge M mit einer Menge
M von Teilmengen von M (den messbaren Mengen), fiir die gilt:

o M e M.
e Falls A, € M (n € N), dann ist auch | J,,.y A € M.
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e Falls A € M, dannistauch A°:= M \ A € M.

M heilt dann o—Algebra auf M.

19.2 Beispiel 1. Die Potenzmenge P (M) ist die groBte o—Algebra auf M.
2. Die Menge {M, ()} ist die kleinste c—Algebra auf M.
3. Ist (M, Q) ein topologischer Raum, dann existiert eine kleinste c—Algebra
M auf M mit O C M, genannt die o—Algebra der Borelmengen.
Dies ist die in der Klassischen Mechanik hauptséchlich benutzte c—Algebra.
19.3 Definition e Ein Maf auf einem messbaren Raum (M, M) ist eine Ab-

bildung® ;1 : M — [0, 00| (die nicht nur den Wert oo annimmt), welche
o—additiv (auch abzdhlbar additiv genannt) ist, d.h.

u (U An> = uldn). (19.1)

neN neN
fiir disjunkte (A,, N A, = 0 fiirm #n € N) A, € M.
o 1 heiBt Wahrscheinlichkeitsmaf3, wenn zusitzlich p(M) = 1 gilt.

e Ein Mafiraum (M, M, p) ist ein messbarer Raum (A, M) mit einem Maf}
w: M — [0, 00].

e Ist ;1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf, dann heif3t (A, M, 1) Wahrscheinlich-
keitsraum.

19.4 Beispiel 1. Ist (M, +) eine (lokalkompakte) abelsche Gruppe, dann exi-
stiert ein translationsinvariantes® MaB 1 auf einer die Borelmengen von M
umfassenden o—Algebra M. Dieses Mal ist bis auf Multiplikation mit einer
positiven Konstante eindeutig und wird Haarmaf3 genannt.

Im Fall der Gruppe (R?, +) erhalten wir das LebesguemaB.

3 Mit [0, oc] ist die Menge [0, 00) U {oo} gemeint.
®Translationsinvarianz von u bedeutet 1(A 4+ m) = p(A) fiir alle A € M und m € M.
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2. Ist h ein regulidrer Wert einer glatten Funktion H : RY — IR, und ist die
Niveaumenge M := {z € R¢ | H(z) = h} kompakt (und M # (), dann
wird durch

A (BHH—l((h—g,ths)))
An(B) = E{% 2e

ein MaB auf M definiert. Dabei werden den Borelmengen B € M die Men-
gen B CR? zugeordnet, die entstehen, wenn man alle um b € B zentrierten
auf M senkrecht stehenden Strecken der (kleinen) Linge 26 > 0 vereinigt,
also anschaulich B "verdickt”. Das Mal} \;, auf M hei3t Liouvillema.

Beispielsweise erhalten wir so durch Betrachtung von H : R — R,
H(x) := 2°, ein rotationssymmetrisches MaB auf der Kugeloberfléiche S¢ =
H=1(1).

19.5 Definition e Eine Abbildung 7" : M; — M, zwischen Mafraumen
(M;, M, ;) heiBt messbar, wenn
T_I(Ag) e M, (A € My).

e Eine messbare Abbildung 7" : M, — M, heilit maflerhaltend, wenn
i (T7H(Ag)) = pa(As)  (Ag € My).

o Ist ® : G x M — M ein dynamisches System (mit Gruppe G = R oder
Z), und ist p ein Mal} auf der Borel-o—Algebra M von M, dann heif3t
(M, M, i, @) ein maferhaltendes dynamisches System, wenn ® messbar
und die Abbildungen ®, : M — M (t € G) mafierhaltend sind.

19.6 Satz Es sei H € C?(M,R) auf dem Phasenraum M := R x R! eine
Hamiltonfunktion, die einen hamiltonschen Fluss ®; : M — M (t € R) erzeugt.
Dann ist der Fluss maBerhaltend.

Bew.: Fiir den Fall eines linearen Flusses wurde die Aussage schon im Korol-
lar zu Satz 7.2 bewiesen. Analog folgt der Satz aus der Form Xy = JDH des
hamiltonschen Vektorfeldes von H, denn

tr(DXg) = tr(JD?*H) = tr((JD*H)") = tr(~JD*H) = —tr(DXp),
die Spur des linearisierten Vektorfeldes ist also Null. O
19.7 Bemerkung Analog erhilt auch fiir regulidre Werte £ von H der auf die
Energiefliche H () eingeschrinkte Fluss das LiouvillemaB \g.
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20 Ergodische dynamische Systeme

Die meisten dynamischen Systeme besitzen die Eigenschaft, dass anfianglich be-
nachbarte Trajektorien schnell auseinanderstreben, sodass eine langfristige Vor-
aussage bei endlich genauer Kenntnis der Anfangsbedingungen unmdoglich ist.

Trotzdem sind auch in diesen Fillen Aussagen iiber das Langzeitverhalten
moglich, die dann allerdings statistischer Natur sind.

Diese Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Begriffe auf dynamische
Systeme wird Ergodentheorie genannt.

Wir untersuchen also die Eigenschaften eines maflerhaltenden dynamischen
Systems (M, M, 1, ), wobei wir annehmen, dass p ein Wahrscheinlichkeitsmal3
ist.

Eine wichtige Frage ist dabei, wie viele ®—invariante messbare Mengen es
gibt, also wie grol3

T:={AecM|VteG: oA =A)

ist. Offensichtlich gilt immer {M,0} C Z, und Z C M ist eine o—Algebra von
M.

Grob gesagt, ist Z umso kleiner, je mehr ¢ den Phasenraum M durcheinander
mischt.

20.1 Definition Das dynamische System heillt ergodisch, wenn
n(A)e{0,1y  (Ael).

20.2 Beispiel Es sei M := S' = {¢ € C | |¢| = 1}. Da dieser Phasenraum
gleichzeitig eine kompakte abelsche Gruppe ist, ist das geeignet normierte Haar-
sche Mal} p auf M ein Wahrscheinlichkeitsmal.

1. Die R—Gruppenwirkung
O:RxM—M , ®(tm):=exp2miat)m

ist maBerhaltend und fiir « € R\ {0} ergodisch, denn falls m € S* zu einer
d-invarianten Menge A C S! gehort, dann ist A = S,

2. Fiir a € Q ist die Z—Gruppenwirkung

O:ZxM—M , ®(t,m):=exp(2miat)m
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nicht ergodisch, denn wenn o = p/q mit ¢ € Nund p € Z ist, ist die Menge

q—-1 1
Lol
A::Uexp<2m [E, +2}>CM

0 qa 9

d—invariant, aber ;1(A) = =, sieche Abbildung 31.

1
2

o
N

A

Abbildung 31: ®—invariante Menge A fiir & = p/q mit g = 3

Im letzten Beispiel sind fiir « € Q alle Orbits periodisch, wihrend fiir « € R\
Q kein Orbit periodisch ist. Ist dann dieses diskrete dynamische System auch
ergodisch?

Dies ist nicht so einfach zu beantworten, denn jedenfalls gibt es mehr inva-
riante Mengen als M und () (z.B. der Orbit {exp(2miat) | t € Z} des Punktes
1e M).

Hier ist es niitzlich zu betrachten, wie das dynamische System auf Phasen-
raumfunktionen, genauer den quadratintegrablen Funktionen auf M, wirkt.

20.3 Lemma Ist (M, M, i, ®) ein maBerhaltendes dynamisches System, dann
sind die linearen Endomorphismen

&, LM, p) — LA (M,p) , & f:=fod,  (teG)

unitir, das heiB3t
(0t dug) = (£.9)  (frg€ LM, ),

und , ist surjektiv.
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Bew.:

Wegen der @,—Invarianz des MaBles f ist

(01,00 = [ fovia)gonia)dute) = [ Fu)a) (@)

M

=/ fW)a(y) duly) = (f,9) -

P, ist surjektiv, da die Umkehrabbildung existiert (<f>t)_1 =P, O

20.4 Satz Die Gruppenwirkung ® ist genau dann ergodisch, wenn alle d—invarianten
Funktionen

fel*(Mp) ., &f=f (teq)

pu—fast iiberall konstant sind.

Bew.:

e Fiir eine d—invariante Funktion f € L2(M, 1) sind auch Re(f) und Im(f)

d—invariant. Wir konnen also gleich annehmen, dass f reell ist.

Fiir alle n € N und k € Z sind die Mengen
Ango= fH([R277 (k+1)277))

invariant (A4, € 7). Fiir alle n € N bilden sie auerdem eine Partition von
M, d.h.

Am/ﬁ N An,kQ = 5k1,k2An,k1 und U An,k =M. (201)
keZ
Ist nun ¢ ergodisch, dann gilt ;i(A, ;) € {0,1}, sodass wegen (20.1) ein
eindeutiger Index k,, mit p(A,, x,) = 1 existiert. Nun gilt
An,k = An—i—l,QkUAn—l—l,Qk—‘rla
weswegen die Folge (k,27"),cn gegen eine reelle Zahl z konvergiert, die

von f u—fast iiberall angenommen wird (d.h. u({x € M | f(z) # z}) = 0).

Sind umgekehrt alle ®—invarianten Funktionen f € L2 (M, p) p—fast tiberall
konstant, dann gilt dies insbesondere fiir die charakteristischen Funktionen
14 der invarianten Mengen A € Z. Da diese nur die Werte 0 und 1 anneh-
men konnen, folgt

M(A):/M]lAdue{O,l}.
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20.5 Beispiel Wir kehren zu Beispiel 20.2.2 zuriick und nehmen an, dass der
Kreis M um die Vielfachen des Winkels 2A7r04, a € R\ Q gedreht wird.
Ist nun f € L?(M, u) invariant unter ® und ist

= chek

keZ

die Fourierentwicklung von f mit den Charakteren
er: St — St ep(m):=mF (keZ),

dann ist R R
O,(f) = Z cx®y(ey) = Z ek exp(2mitka)ey,
keZ ke
sodass ) .., cx(1 — exp(2mika))e;, = O fiir Zeit t = 1 folgt.
Wegen der Irrationalitdt von a verschwindet die Klammer aber nur fiir £ = 0,
sodass aus der Basiseigenschaft der Funktionen e, folgt: ¢, = 0 (k € Z \ {0}).
f ist also u—fast iiberall konstant. Damit ist ® ergodisch.

21 Mischende dynamische Systeme

Wie das letzte Kapitel zeigte, konnen sehr reguldre und gut voraussagbare dyna-
mische Systeme ergodisch sein. Dagegen ist die Dynamik mischender Systeme
komplizierter.

Wir gehen wieder von einem messbaren dynamischen System (M, M, u, @)
mit Wahrscheinlichkeitsmal x aus.

21.1 Definition Das dynamische System heil3t mischend, wenn gilt

lim u(®,(A) N B) = u(A)-u(B) (A, BeM).

|t|—o0

In einem maBtheoretischen Sinn wird also fiir grole Zeiten ¢ die Menge ®;(A) in
M gleichverteilt, etwa so wie sich durch Riihren die Milch im Kaffee verteilt.

21.2 Lemma Mischende dynamische Systeme sind ergodisch.

Bew.: Ist A € Z, dann ist &,(A) = A, also wegen der Mischungseigenschaft
w(AN B) = u(A) - u(B), was fiir B := A die Gleichung p(A) = p(A)?, also
u(A) € {0, 1} ergibt. O
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21.3 Beispiel Ist 7' € SL(2,7Z), also T eine 2 x 2-Matrix mit ganzzahligen Ein-
trigen und det(7)) = 1, dann ist auch 7-' € SL(2,Z), und wir erhalten ein
dynamisches System ® : Z x R? — R2, &(n, z) := Tz, das das Gitter Z> C R?
auf sich abbildet.

Nun ist Z eine Untergruppe der abelschen Gruppe R, die Menge R/Z der
Nebenklassen also ebenfalls eine abelsche Gruppe, und wir konnen die Zahlen
aus [0, 1) als die Reprisentanten dieser Gruppe wihlen. Dabei geht die Addition
reeller Zahlen in die Addition modulo 1 iiber.

Die Abbildung = — exp(2miz) bildet R/Z isomorph auf die multiplikative
Gruppe S' = {c € C | |¢| = 1}, die Kreislinie, ab.

Komponentenweise Addition modulo 1 ergibt die Isomorphie der Faktorgrup-
pe T2 := (R%/Z?) = (R/Z)? mit dem in Kapitel 18 eingefiihrten 2-Torus T2 =
Stx St

Da die Abbildungen ®, linear sind und ®,(Z?) = Z? gilt, ergibt sich fiir alle
Zeitent € Z

Py(x + 1) = By(x) (mod1) (x e R? L € Z%).

Damit ergibt sich ein dynamisches System

O T2 =T, Oyn(2)) = m(®i(z)) (¢ R,

wobei
m:R2 - T2 (;;)H(Mmodl))

z2 (mod1)

die Projektion auf die Faktorgruppe bezeichnet.

Man bezeichnet @, als Torusautomorphismus, und nennt diesen hyperbolisch,
wenn |tr(7)] > 2 gilt, also wenn 7" reelle Eigenwerte \; mit [A\;| > 1 > |\
besitzt. Die Abbildung 7" streckt dann in Richtung des ersten Eigenraum um den
Faktor \; und kontrahiert um A\, = 1/); in Richtung des zweiten Eigenraums.

Wir betrachten in Abbildung 32 die Wirkung von &, auf eine Teilmenge des
2-Torus T2.

21.4 Satz Hyperbolische Torusautomorphismen sind mischend.

Bew.: Der Hilbertraum L2(T?2) der (Aqulvalenzklassen von) quadratintegrablen
Funktionen f, g : T2 — C mit Skalarprodukt (f, ¢) =[5 f(2)g(x) d*z besitzt
die Orthonormalbasis (ey )ezz mit

er(x) = exp(2mik - x) (z € T?).
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4/

Abbildung 32: Wirkung des Torusautomorphismus fiir die Matrix 1" := (2 1).
Links: Teilmenge A C T?. Mitte: ®;(A), Rechts: $3(A).

Es ist

en(Pn(z)) = exp(2mik - B, (2)) = exp(2mi® (k) - x) = 57 (k) (),

n

denn mit 7" ist auch die transponierte Matrix 7" in SL(2,Z).

Nun existiert kein Gittervektor k € Z2\ {0}, der fiir irgendeine Zeit t € Z\ {0}
auf sich abgebildet wiirde, d.h. &, (k) # k.

Betrachten wir daher fiir ein noch so groBes r > 0 die endliche Menge Z? :=
{k € Z* | |k| < r}, dann existiert eine Zeit to(r), nach der alle k € Z2\ {0} diese
Menge verlassen haben, d.h.

®/ (k) £2Z7 (|t > to(r)).
Die linearen Abbildungen
O, : L2(T?) — LX(T?) , ®f = fod;!

sind unitdr. Wir betrachten nun die charakteristischen Funktionen f := 14 und
=1 € L*(T?). Es ist

(Def, 9) = p(Pe(A) N B)
und
(f,e0) = u(A) . (g,€0) = (€0, 9) = pu(B).
Zu zeigen ist damit

lim (.f,9) = (f,eo0) - (€0, g)- (21.1)

[t| =00
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Sind f = >, 2 crex bzw. g := Y, ;> de;, die Fourierreihen fiir f und g, (also
crode € Cund Y2, po |ek]? < 00, Dy cpe |di|? < 00) dann schneiden wir diese

ab, indem wir
fri= Z cpen, und g, := Z dnén

nez? nez?

setzen. Nun folgt fiir Zeiten ¢ € Z mit [t| > to(r)

(Pefrrg0) = Y crde- (Prer, er) = cody = (fr, €0) - (€0, ),

k72

denn &e;, = €37 (1 ist dann fiir Gitterpunkte k € 72\ {0} orthonormal auf den e,

¢ € 72. Andererseits sind die Abbildungen ®, unitir, sodass unter Verwendung
der Dreiecksungleichung und der Schwarzschen Ungleichung

|((i)tfa g) - ((i)tfragr” |((iit(f - fr)vg)| + |((i)tfr>g - gr)|
1(@e(f = fe)llallgllz + 1 @efrll=llg — grll2
e(llgllz + 1frll2) < eCllgllz + I fll2 +2)

IN A IA

gilt, falls r = r(e) so groB gewihlt wird, dass || f — f.||[2 < cund ||g — g,||2 < &
gilt. Das impliziert fiir |t| > to(r(e))

(D2, 9) = (fre0) - (c0, 9| < e(llgllz + [ fll2 + €)

also (21.1). O

21.5 Bemerkung Im Beispiel der hyperbolischen Torusautomorphismen haben
wir uns zunutze gemacht, dass der Torus R? /Z? eine abelsche Gruppe ist, und die
untersuchten Abbildungen Gruppenautomorphismen sind.

In physikalischen Anwendungen kann man dies natiirlich nicht erwarten, und
andere Techniken miissen benutzt werden. Eine wichtige Beispielklasse mischen-
der Hamiltonscher Systeme ist die der geoditischen Fliisse auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten negativer Schnittkriimmung. Den Beweis der Ergodizitit dieser
Fliisse findet man im von M. Brin geschriebenen Anhang von Ballmann [Bal].

Eine weitere Beispielklasse bilden sogenannte Billiards, siehe Liverani und
Wojtkowski [[.W] und Kozlov und Treshchev [K'T].
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22 Der Birkhoffsche Ergodensatz

Dieser Satz untersucht die Existenz von Zeitmitteln von Funktionen auf einem
Phasenraum M eines maBerhaltenden dynamischen Systems (M, M, u, ®). Wir
nehmen hier vereinfachend an, dass M ein kompakter metrischer Raum, M seine
o—Algebra von Borelmengen, 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf A ist und ¢ von
T : M — M erzeugt wird.

22.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz) Ist f € L'(M, i), dann existiert fiir j1—
fast alle Anfangswerte m € M das Zeitmittel

f(m) = lim — ZfoTk

n—oo N

fe L (M), [, fdu= [, fdpund f oT = f (u-fast iiberall).
Bew.:

0. O.B.d.A. st f reell.

1. Wir zeigen etwas mehr, nimlich, dass f fast iiberall gleich dem wie folgt
definierten "Raummittel” f7 von f ist.

Es sei dazu 7 C M die Unter—o—Algebra der T—invarianten Borelmen-
gen und fr eine Version von E(f,Z) (also insbesondere konstant auf den
Atomen von 7).

2. Es geniigt nun, fiir alle e > 0 und M, := M N M. mit

n—oo n

M;::M;(f)::{meM\hm ZfoTk fr(m )—8}

zu zeigen, dass p(M.) = 1 gilt. Dies folgt aus p(M) = 1, denn

M (f) = M (=)
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3. Esist M (f) = M (g) fir g := f — fr — ¢, also gr = —e. Wir setzen nun

k—1
G, = makanZgoTl (n € N).
1=0

Da n — @,, monoton wichst, ist
A, :={me M| lim G,(m) < oo}

wohldefiniert, und es gilt

<0 (m e A.),

n—oo N, -

n—1
— 1
lim — Zg oT'(m) < lim
=1
also M D A.. Also folgt der Satz aus der Aussage (1(A.) = 1 oder dqui-
valent p(A¢) = 0.

4. Wir miissen also das Wachstumsverhalten von GG,, untersuchen. Es ist wegen
der Monotonie von G,, und der 7-Invarianz von A¢

0< / (Gn—i-l - Gn) d,LL = / (Gn+1 - Gpo T) d,LL
Ac Ac

Da G411 in der Form G,,,; = max(g,g9 + G, o T') geschrieben werden
kann, ist damit

0< / (9 + max(0,—G,oT))du = / (g + max(0, —G,,)) du.
Ag Ag
Da aus der Monotonie

0 < max(0, —G,,) < max(0, —G1)

folgt, ist der Satz iiber die Dominierte Konvergenz anwendbar; wir wissen
ja, dass fiir alle v € A¢ lim,, o max(0, =G, (z)) = 0 ist. Damit erhal-
tenwir 0 < [,. gdp = [,. grdp = —ep(AL), also u(AS) = 0. O
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23 Bewegung im periodischen Potential

Wir betrachten hier die von der Hamiltonfunktion
H:P—R , H(p,q=1ip"+V(g) (23.1)

auf dem Phasenraum P := T*R¢ = R? x R? erzeugte Bewegung. Dabei soll
das Potential V' € C’Q(R;l, R) L-periodisch beziiglich eines von Basisvektoren
(1, ..., 0; des R? aufgespannten Gitters

d
L :=spany(ly,...,0;) = {Z nil; | n; € Z}
i=1

sein, d.h. es soll gelten
Vig+0)=V(g) (¢eR’ (L)

Wegen dieser Periodizitidt konnen wir V' auch als Funktion auf dem d—dimensionalen
Torus

T:=RY/L={¢+L]qeR}

auffassen. Diese Mannigfaltigkeit 14dsst sich mit dem kompakten Parallelotop

d
D = {ZJZ‘Z& | x; € [0,1]},
i=1

dem so genannten Elementargebiet, identifizieren, wenn man mittels der Aquiva-
lenzrelation ¢ ~ r, falls ¢ — r € L deren gegeniiberliegende Rinder identifiziert.
Insbesondere ist T kompakt. Die glatte Abbildung

W:RZ—V]I‘ , q—q+ L

wickelt sozusagen den Konfigurationsraum auf dem Torus auf, und gestattet uns
die Definition des Potentials

V:T—R , V=Vonr!
auf T. Der Phasenraum des Torus ist die Mannigfaltigkeit
P:=T"T=R!xT.

Mittels H : P — R, H (p,q) = %pz + IA/(q) wird ein hamiltonscher Fluss &
definiert:
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23.1 Lemma Der Fluss &' : P — P existiert fiir alle Zeiten t € R, und

Ip(t, 20) | < /2 (36) — Vi)

Bew.: Fiir alle Energien E € R sind die Energieflichen S := H~'(E) abge-

schlossene Teilmengen von P. Da der Betrag ||p|| = \/2(E — V(q)) des Impul-

ses durch \/2(E — Vi) beschrinkt ist, ist S auch beschrinkte Teilmenge der
Mannigfaltigkeit P, und damit kompakt. R
Andererseits ist aber das Hamiltonsche Vektorfeld X ; tangential an X g, wir
konnen es also auf & p restringieren. Lipschitzstetige Vektorfelder wie dieses er-
zeugen aber auf kompakten Mannigfaltigkeiten Fliisse, die fiir alle Zeiten existie-
ren. O

24 Klassische Streutheorie

Ein GroBteil unseres Wissens iiber Molekiile, Atome und Elementarteilchen stammt
aus Streuexperimenten, in denen Teilchen definierter Anfangsgeschwindigkeit mit-
einander oder einem feststehenden Target kollidieren. Nach dem Streuprozess
wird registriert, welche Teilchen mit welcher Geschwindigkeit auftreten. Auch
wenn die richtige Sprache zur Beschreibung dieser Prozesse die Quantenmecha-
nik ist, stimmen deren Voraussagen in manchen Situationen in guter Ndherung mit
denen der Klassischen Mechanik iiberein.

Ein klassischer Streuprozess ist z.B. der von zwei Billiardkugeln oder von ei-
nem Kometen im Schwerefeld unseres Sonnensystems. Wir werden nur den ein-
fachsten Fall der Streuung eines (klassischen) Teilchens in einem lokalisierten
Potential untersuchen. Um technische Komplikationen zu vermeiden, werden wir
sogar die etwas unrealistische Annahme eines glatten Potentials V' € Cg°(R7, R)
machen, das auBlerhalb eines Kompaktums verschwindet (das ist die Bedeutung
des unteren Index “0” in C§°). Wir untersuchen also die Hamiltonfunktion

H(p,q) := +p° + V(¢q) auf dem Phasenraum M/ := R x RY.

Da Viyin 1= inf epn V(q) > —oo ist, ist fiir feste Anfangsenergie F der Betrag

des Impulses durch |p| < /2(E — Vi) nach oben beschrinkt. Das Teilchen
kann also nur dann eine groe Norm ||®;(x)| bekommen, wenn mit ®,(z) =
(p(t),q(t)) der Ort ¢(t) nach unendlich geht. Dann muss die Bewegung aber der
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freien gleichen, die bekanntlich fiir alle Zeiten definiert ist. Wir erhalten ein glattes
dynamisches System

OeC®Rx MM  Otz) =)

Diese Information ist fiir sich genommen etwas diirftig.

So werden durch ¢, zwar alle Orbits des Systems beschrieben, aber die ge-
bundenen wie die Streubahnen auf gleicher Stufe.

Insbesondere ist die Beschreibung weit von der eines (idealisierten) Streuex-
periments entfernt, in dem wir den ”weit entfernten Teilchen” gewisse ”Anfangs-
daten” geben und “’lange nach dem Streuprozess” seinen Endzustand beschreiben.
Offensichtlich ist es wenig sinnvoll, direkt den lim; .., ®; zu betrachten. Statt-
dessen gehen wir auch bei Potentialen unendlicher Reichweite davon aus, dass
das gestreute Teilchen sich “anfangs” und “zum Schluss” frei, also gemall dem
von Hy(p,q) = %p2 erzeugten Fluss ®Y(po,q0) = (po,qo + pot) bewegt. Wir
vergleichen also mit der Freien Bewegung.

24.1 Satz Die Mgller-Transformationen

QF ;= lim ®_;0®? (24.1)

t—too

existieren auf dem Definitionsbereich
DY .= M\ ({0} x ]R;L)

und sind glatte volumenerhaltende Abbildungen.

DPo

qo
qo + pot
aQr ((P(), QO))

Abbildung 33: Definition der Mgller-Transformation
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Bew.: AufBlerhalb des kompakten Trigers supp(V) = {¢ € R* | V(q) # 0} des
Potentials V' stimmen die beiden Fliisse iiberein. Daher wird in diesem Fall der
Limes in (24.1) schon nach endlicher Zeit erreicht. Es sei nimlich 2o = (po, qo) €
DP. Dann ist py # 0, sodass auch die Phasenraum-Umgebung

U=={xeM||r—mx| < %|po|}

von zo ganz in D liegt. Weiter ist fiir z = (p,q) € U die Geschwindigkeit
Ip| > 3|po| > 0, sodass nach einer Minimalzeit

T := diam(supp(V))/|po| > 0
die freie Teilchenbewegung aus supp (V') herausgefiihrt hat’. Damit gilt
O (2) = r 0 P p(2) (z e U),

was Existenz und Glattheit der Mgller-Transformationen impliziert. Die Volumen-
erhaltung der Abbildung Q* folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von ®, und
PY. O

Anschaulich entspricht das Bild von D° unter QF aus den Phasenpunkten die
in Zukunft bzw. in der Vergangenheit nach Unendlich entweichen. Umgekehrt
wollen wir auch Bindungszustinde definieren:

24.2 Definition Sei k € N.

Vb = {ze M| ||®y(2)] <k fir 0< =+t < oo}
bt = Uen ptk
b := b "Nb- (Bindungszustinde)
st = QF(DY)
s := st Ns (Streuzustinde)

Diese Definitionen gelten auch in allgemeineren Situationen als der hier betrach-
teten.

24.3 Satz Fiir die Streuung an Potentialen V' € Cg°(R?, R) gilt s* = M \ b*.

Bew.:

Tdiam(X) = sup,,, ,,e x [|£1 — 2| bezeichnet den Durchmesser einer nicht leeren Teilmenge
X CR".
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e Seix € M\b*. Dann existiert eine Folge von Zeiten {¢; };cy mit lim;_,, t; =
+oo und || D, (z)|| > k.

Daher muss ein 7" > 0 mit ®;(z) ¢ R} x supp(V) fiir alle Zeiten ¢ mit
+t > T existieren. Sei y = (p, q) := P o Pop(z). Dann ist

0 < H(z) = H(®yr(z)) = Ho(Prr(z)) = Ho(®% 0P rp(2)) = Ho(y) = 377,
alsoy € D% und x = Q*(y).

e Ist umgekehrt z € s* = QF (DY), also v = Q*(y) fiir ein y = (p, ¢) mit
p # 0, dann ist H(x) = Ho(y) > 0, und fiir k € N z ¢ b**, denn sonst
konnte fiir « nicht gelten, dass

Vt>T(y): v =d(z) mit z =% (y). O

Die Aussage des Satzes scheint banal. Man muss in diesen Dingen aber vorsichtig
sein, denn es existieren in der Himmelsmechanik z.B. Bahnen ¢(¢) mit

lim inf ||q(¢)]| < nd i | =
lim in lq(t)]] < oo u telﬂIQSUPIIQ()H 0,

die also qualitativ wie in der Skizze 34 aussehen. Solche Bahnen, die in positiver

Abbildung 34: Eine weder gebundene noch streuende Bahn

Zeit weder gebunden sind noch streuen, kommen hier aber nicht vor.
Dagegen sind i.A. b # b~ und s™ # s™.

24.4 Beispiel M = R, x R,, Potential V' wie in Abbildung 35.
Die Phasenraumpunkte 21,3 € s = s N s~ sind Streuzustinde, x5, 76 € b =
b™ N b~ Bindungszustinde, wihrend

T9 €EbT NS~ ,aber a9 b7, xo & sT

xg €0 NsT ,aber  xy b7 | :174915‘} also x5, 74 EbUs.
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Abbildung 35: Bindungs-, Streu- und Einfangzustinde

Ein in der Vergangenheit gebundenes Teilchen kann also durchaus in Zukunft frei
werden und umgekehrt z.B. kann ein Meteorit vom System Erde-Mond eingefan-
gen werden. Ist ein solcher Vorgang zu erwarten?

Um eine Antwort auf die Frage zu geben, wollen wir das MaB der Menge®
(st As™) von Zustidnden, die nur in einer Zeitrichtung streuen, betrachten. Dabei
ist ;1 das Lebesgue-MaB auf M.

24.5 Satz Fiir die Streuung an Potentialen V' € C5°(Ry, R) gilt
u(sTAs”™) =0 (asymptotische Vollstindigkeit)

Der anschauliche Grund fiir die Richtigkeit des Satzes ist, dass sich das aus dem
Unendlichen kommende Phasenraumvolumen wegen der maflerhaltenden Eigen-
schaft des Flusses @, nicht im Endlichen stauen kann. Dies formuliert der Schwarz-
schildsche Einfangsatz:

24.6 Satz (Schwarzschildscher Einfangsatz) Es sei ® : G x M — M ein das
MaB . auf M erhaltendes dynamisches System und A C M messbar mit pi(A) <
0o. Dann gilt fiir
Ai = mitzo(bt(A)
WAT) = p(ATNAT) = p(A7)

8Die symmetrische Differenz zweier Teilmengen A, B C M ist AAB := (A\ B) U (B A).

90



Bew.: Fiir alle T" € G gilt

1(AY) = (N0 ®Pi(A)) = p(Pr(Ne=0Pe(A))) = p(Ner=rPi(A)),

also (wegen der Stetigkeit des Mal3es 1 von oben, siehe Bauer [Bau], Satz 3.2)

WAT) = (NeeaPe(A)) = p(AT NA7).

O
Beweis des Satzes 24.5. Fiir alle k£ € N ist die Menge b** messbar und ;(b*") <
(2k)?™ < oo.
Aus dem Schwarzschildschen Einfangsatz folgt

p(b™F) = p(™") = pF N o)

oder
pTENDTE)) =0 (24.2)

Wegen b = M \ s gilt
sTAs™ = (bt NnsT)U (b~ Nst). (24.3)

Unter Ausnutzung von b™*+1 > p™F und der o—Additivitiit (19.1) des Lebesgue-
males p erhalten wir mit (24.2)

p" N s7) = p((Uken 87°) N (M Uienb™)))
= lim p(bHF N (M\bF)) = 0. (24.4)

Analog zu (24.4) gilt (b~ N s*) = 0, woraus mit (24.3) die Aussage folgt. O

Unter der Voraussetzung der Existenz der Mgller-Transformationen und der asymp-
totischen Vollstindigkeit konnen wir die Streutransformation

S:D—-D Q) 1oQ (z) mit D:=(Q)(s)
einfiihren, sieche Abbildung 36. Damit wird

S(z) = lim ®°, o ®y, 0 B, (z) (x € D).

t—o0

In der Streutransformation sind alle relevanten Informationen iiber das Resultat
des Streuprozesses codiert.
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S(x)

Abbildung 36: Definition der Streutransformation S

Um Kontakt mit Streuexperimenten herzustellen, muss typischerweise aus S
der Wirkungsquerschnitt berechnet werden. Denn bei (mikroskopischen) Streuex-
perimenten ist i.A. der Impaktparameter nicht bekannt.

Eine solche weiterfiihrende Theorie kann hier nicht entwickelt werden (siehe
aber [KS]). Es sei aber darauf hingewiesen, dass ironischerweise die Nullmenge
sTAs™ eine zentrale Bedeutung besonders fiir den quantenmechanischen Streu-
prozess besitzt. Die so genannten Resonanzen lassen sich in vielen Fillen auf
diese Nullmenge beziehen.

Der Gund ist folgender: Streubahnen in s mit kleinem Abstand zu sTAs™ ver-
weilen lange in der Ndhe gebundener Bahnen und besitzen damit eine grofie Zeit-
verzogerung. Da in der Quantenmechanik wegen des Interferenzeffektes solche
Laufzeitunterschiede zu Phasenverschiebungen und Amplitudenverstiarkung bzw.
-verminderung der auslaufenden Welle fiihren, konnen Resonanzen auftreten.

Die Struktur von s As~ kann sehr verwickelt sein. Im himmelsmechanischen
n—Zentren-Problem beispielsweise, besitzt diese Menge fiir n > 3 Zentren lokal
die Struktur einer Cantormenge [Kn].

25 Der Poincarésche Wiederkehrsatz

Stellen wir uns einen Container C' = C';UCr C R3 mit einer Trennwand vor, die
diesen in zwei Kammern teilt. Die linke Seite C, sei evakuiert, wihrend die rechte
Seite C'r mit Luft gefiillt ist. Wir entfernen die Trennwand. Ohne die genauen Orte
und Geschwindigkeiten der Gasmolekiile zum Zeitpunkt der Trennung zu kennen,
erwarten wir, dass sie nicht auf der rechten Seite bleiben, sondern sich auf beiden
Seiten etwa gleich verteilen.
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Niemand wiirde intuitiv erwarten, dass sich die Luft zu einem spiteren Zeit-
punkt wieder in der rechten Containerhilfte versammelt. Genau das ist aber Kon-
sequenz des folgenden Satzes:

25.1 Satz (Poincaréscher Wiederkehrsatz) Es sei ® : Z x M — M ein das
MaB 1 auf M erhaltendes dynamisches System (siehe Def. 19.5). Weiter seien
B C M C M messbar, und M sei ®—invariant® mit (M) < co.

Dann kehren fast alle Punkte aus B unendlich oft nach B zuriick.

25.2 Bemerkungen e Ist (M) < oo, dann setzt man einfach M := M.
Ohne die Einschriankung (M) < oo ist der Satz aber falsch, wie man schon
am Beispiel der Translation ®;(x) := = + ¢ auf M := R mit Lebesguemal3

4 sieht.

e Wenn wir einen FluB @ : Rx M — M zu diskreten Zeiten ¢ € Z betrachten,
konnen wir den Satz auf das restingierte System anwenden. In zeitdiskre-
ten Fall ist es auch natiirlicher, die umgangssprachliche Aussage ”x kehrt
unendlich oft nach B zuriick” im Sinn von

{n e N| ®,(z) € B} =

zu formalisieren.

Bew.: o Ist (B) = 0, so ist die Aussage offensichtlich, wenn man bedenkt, dass
in der MaB3theorie “’fast alle” alle bis auf eine Menge vom Mal} Null bedeutet.
e Es sei also ;(B) > 0 und

K, = O o_;(B)  (neN).

99, (M) = M firalle t € G
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K, ist als abzdhlbare Vereinigung messbarer Mengen messbar, und aus M > K,

folgt p(K,) < (M) < oo. Es gilt
Kpp1=®_((K,) und MDKyDK;D...DK,DKni1D....

B N K, ist die Menge der Punkte aus B die nach der Zeit n noch einmal nach B
zuriickkommen.

e BN (Nnen, K,) ist die Menge der Punkte aus B, die nach beliebig langer Zeit
noch einmal nach B wiederkehren, d.h. unendlich oft wiederkommen. Diese Men-
ge ist als abzédhlbarer Schnitt messbarer Mengen messbar. Wir wollen nun zeigen,
dass

w(B N (Npeng K)) = p(B) (25.1)
gilt. Wegen der Schachtelung der K, ist

ﬂ K, =Ko\ (UneNoK" \ Kn+1) ;

n&eNp

also wegen der o—Additivitét (19.1) von p

K (B N ( m Kn)) = IU(B N KO) - ZU(B N (Kn \ Kn—i—l))' (25~2)

n&eNp n=0

Nunist BNKy = B,und aus K,, D K, und u(K,1) = p(P_1(K,)) = u(K,)
folgt (K, \ Ky,i1) = 0. Also impliziert (25.2) die Behauptung (25.1). O

25.3 Beispiel Im Fall des Containers ist (R3 x C')" der Phasenraum der n Gasato-
me. Wir modellieren mit einer glatten Funktion V' € C*°(R3, R) die Wechselwir-
kung zwischen den Atomen. Dann ist die Hamiltonfunktion von der Form

H:R*xC)" =R, Hpigi-pnta) = Y30k + D, Vie—a).
k=1

1<k<i<n

Bei StoBen mit den Containerwinden setzen wir fest, dafl die Teilchen reflektiert
werden (Ausfallswinkel = — Einfallswinkel). Damit erhalten wir ein das Lebes-
guemaB erhaltendes dynamisches System'".

Wir betrachten nun eine Energiefliche M := M := H~'(E) mit dem (end-
lichen) LiouvillemaB y und setzen B := M N (R3 x Cg)™. Dies ist der Teil der

Energieschale M, in dem alle n Teilchen auf der rechten Seite sind.

1Dieses ist nicht stetig, es ist aber ein dynamisches System im maBtheoretischen Sinn.

94



Natiirlich ist der entscheidende Punkt, dass keine Aussage iiber die Wieder-
kehrzeiten gemacht wird. Im Fall des Containers ist die Wiederkehrzeit nach B
(fiir realistische Container C', Teilchenzahlen n und Energien E) groBer als das
bisherige Alter des Universums.

Dieses Beispiel wird im Teil IT der Vorlesung (Statistische Mechanik) ausfiihr-
licher diskutiert.

Der eben bewiesene Satz gehort wie auch der Satz 24.6 zur Ergodentheorie (al-
so der Verkniipfung der Theorie dynamischer Systeme mit der Mall— und Wahr-
scheinlichkeitstheorie). Ein gutes Buch iiber Ergodentheorie ist Walters [ Wa]; An-
wendungen auf Probleme der Klassischen Mechanik findet man in Arnol’d und
Avez [AA] und in [Bu].

26 Mannigfaltigkeiten

Es sollen nun differenzierbare Mannigfaltigkeiten formal eingefiihrt werden und
zwar aus drei Griinden. Zum Ersten ist der Mannigfaltigkeitsbegriff in der Me-
chanik sehr niitzlich; zum Zweiten sind in Ubung und Vorlesung viele Einzelrech-
nungen im Zusammenhang mit Koordinatenwechsel schon vorgefiihrt worden und
brauchen nicht wiederholt zu werden; zum Dritten tritt der geometrische Gehalt
von Aussagen klarer hervor, wenn man sie (soweit moglich) fiir Mannigfaltig-
keiten formuliert und nicht im R". Denn in letzterem Fall rechnet man meistens
doch in kanonischen Koordinaten, und auferdem besitzt der R™ Zusatzstrukturen
(Gruppe, kanonische Metrik etc.), von denen besser abstrahiert werden sollte.

Der zu zahlende Preis besteht darin, dass einige Zeit darauf verwendet werden
muss, einen mathematischen Formalismus zu entwickeln, dessen Niitzlichkeit erst
im Lauf der Zeit klar werden wird. Eine empfehlenswerte Referenz zum Thema
‘Mannigfaltigkeiten’ ist Kapitel 1 von Abraham und Marsden [AM]; Globale to-
pologische Fragen werden in Hirsch [Hi] behandelt.

26.1 Definition Sei )M ein topologischer Raum.

e Eine Karte (U, ) besteht aus einer offenen Teilmenge U C M und einem
Homoomorphismus aufs Bild ¢ : U — ¢(U) C R", mit o(U) C R" offen.

e Zwei Karten (Uy, ¢1), (Us, ¢2) heiBen vertréiglich, wenn die Kartenwechsel 1 o
o5 [, und @, 0 o7t Iy, glatte Abbildungen sind (mit V5 := ¢1/2(Uy N Ua)).

e Ein Atlas von M ist eine Menge {(U;, ¢;) | i € I} vertriaglicher Karten, die M
iberdecken, d.h. M = U;;U;.

e Zwei Atlanten heiBen dquivalent, wenn je zwei Karten vertrédglich sind.
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Abbildung 37: Kartenwechsel zwischen (Uy, 1) und (Us, @)

26.2 Bemerkung Aquivalenz von Atlanten ist offensichtlich eine Aquivalenzre-
lation.

26.3 Definition Ein topologischer Hausdorffraum M zusammen mit einer Aqui-
valenzklasse von Atlanten von M heil}t (differenzierbare) Mannigfaltigkeit.

Man denke durchaus an einen Weltatlas. Er muss die ganze Erdoberfliche zeigen.
Dazu reicht eine Karte bekanntlich nicht aus. Die Karten des Atlas konnen durch
verschiedene Projektionsarten entstehen. Ein Objekt, das in der einen Karte recht-
eckig aussieht, kann in der anderen durch Kurven begrenzt sein. Knicke sind aber
nicht erlaubt (siehe Abbildung 38).

Von einer metrischen Struktur wird also abgesehen, nicht aber von der diffe-
renzierbaren Struktur.

26.4 Beispiel 1. Jede offene Teilmenge M C R™ wird mit der Karte (M, Id,,)
zu einer Mannigfaltigkeit.

2. Als Teilmenge des R"*! ist M = S" := {z € R"™ | ||z|| = 1} ein
topologischer Raum. Fiir j = 1,...,n + 1 sei nun

Uj:j = {IL' es" | j:!['j > O}
Diese 2n + 2 Kartengebiete und die Abbildungen

z1

) et =|

Tn+4+1

1

i Uy = R" x:(

Tn+1
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Abbildung 38: Vertrédgliche und nichtvertridgliche Karten

bilden einen Atlas von M. Dabei zeigt der Hut iiber ; an, dass diese Koor-
dinate weggelassen wird.

3. Ein damit vertrdglicher Atlas auf S™ wird durch die beiden Karten der ste-
reographischen Projektion gegeben (Abbildung 39).

52

SN2

Abbildung 39: Stereographische Projektion

0
2 o
Uy = S" : : =—( )
12 \ { <:E1> } 901/2(26) 1 + Tn+1 (Z"n)

Kartenwechsel auf U; N Us:

) 1=@un (% - (y € p1(U1 N U2))
o) = . = .
802 (pl y 1 I‘n_’_l y'n ||y||2y y SOI 1 2
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In der Mathematischen Physik taucht S? als Konfigurationsraum des sphiiri-
schen Pendels auf, und S?"~! als Energieschale //~!(1) des harmonischen
Oszillators H : R x R}, H(p, q) := 10+ Y.

4. Man beachte, dass wir in Def. 26.3 von einer Einbettung der Mannigfal-
tigkeit vollig abgesehen haben. Wir konnen Mannigfaltigkeiten sogar allein
dadurch definieren, indem wir Kartenbilder und vertrigliche Ubergangs-
funktionen angeben.

Bsp.: Der Konfigurationsraum eines ebenen Pendels ist S', Kartenbilder

= p1(U1) = (=7, 7), p2(Uz) = (0, 27),

Vi = gOl(Ul N UQ) = (—7T,0) U (0,7'[')

{ y ., ye(0m)

1 .

5. Die Konfigurationsmannigfaltigkeit zweier ebener Pendel ist der 2—Torus
T? := St x St

26.5 Bemerkungen 1. Mit M und N mit Atlanten {(U;, p;) | ¢ € 1} bzw.
{(V;,%;) | j € J} ist auch der topologische Raum M x N eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas

{U x Vy 0 x4y) | (i,5) € I x T}

2. Zusammenhdngend heiflit ein topologischer Raum M, wenn die einzigen
gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Teilmengen die leere Menge und
M selbst sind. Ist eine Mannigfaltigkeit zusammenhédngend, dann gilt fiir
die Karten ¢, : U; — R™ immer n; = n;, (1,7 € I). Man nennt n := n; die
Dimension von M und schreibt

dim(M) = n.

Wie konnen wir eine Abbildung f : M — N zwischen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten angeben und beschreiben? Offenbar wieder unter Verwendung von
Karten (U, ¢) von M bei z € M und (V,1) von N bei f(z) € N, die der (ste-
tigen) Abbildung angepasst sind: Es muss f(U) C V' gelten. Dann ist die Abbil-
dung

Yo foyp™ o) — (V)

98



definiert. Sie heiflt lokale Darstellung von f bei x. Wegen der Stetigkeit von f
konnen wir eine solche immer finden, indem wir notfalls zu einer kleineren Um-
gebung U’ C U von z iibergehen (die Karte (U’, ¢[) ist mit den anderen Karten
vertraglich).

26.6 Definition f : M — N heilt r—mal stetig differenzierbar (f € C"(M, N)),
wenn fiir alle x € M die lokalen Darstellungen von f bei x r—mal stetig differen-
zierbar sind (siehe Abbildung 40).

M N

f
\

@)
&
; g
@ Yo fop @

Abbildung 40: Differenzierbarkeit von f : M — N

27 Das Tangentialbiindel

Welche geometrische Struktur bilden die Zustdnde, also Orte und Geschwindig-
keiten, eines mechanischen Systems, wenn sein Konfigurationsraum eine Man-
nigfaltigkeit M ist? Sie bilden das so genannte Tangentialbiindel 7'M von M.

Ist M eine in den R" eingebettete Untermannigfaltigkeit, so ist klar, was wir
unter dem Tangentialraum von M an einem Punkt x € M verstehen. Das ist dann
der Unterraum 7, M der Vektoren des Tangentialraums 7, R" = R" des R" bei z,
die an M tangential sind. Ist insbesondere M C R" offen, dann ist

TM = M x R". (27.1)
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Abbildung 41: Tangentialraum 7}, 5>

27.1 Beispiel S? C R3, siehe Abbildung 41.

Da nicht alle Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eines R" definiert sind, miissen
wir bei der allgemeinen Definition des Tangentialbiindels anders vorgehen:

27.2 Definition e Ein Tangentialvektor einer Mannigfaltigkeit // am Punkt

x € M ist eine Aquivalenzklasse von Kurven ¢ € C(] — ¢,¢[, M) mit
¢(0) = z, wobei zwei solche Kurven ¢y, ¢, dquivalent heifien, wenn in einer
Karte (U, ¢), x € U, gilt

d

d
7f° c1(t) |i=o= PTAd ca(t) Ji=o -

Die Menge T, M von Tangentialvektoren von M an x heilit Tangentialraum
von M an x.

Das Tangentialbiindel T M von M ist die Vereinigung |J,,, 7M.

Wir bezeichnen die Projektion der Tangentialvektoren in 7, M auf ihren
Fufpunkt x mit 7y : TM — M; 7y, (v) = T, M heiBt Faser iiber x € M.

Eine Abbildung v : M — T'M mit 7, o v = Idy, heiBt Vektorfeld auf M,
siehe Abb. 43.

Der Tangentialvektor wird also durch die Menge aller Kurven definiert, die anein-
ander tangential im Sinn von

o(c1(t)) — (ea(t)) = O(t?) (27.2)

sind, sieche Abbildung 42. Die Tangentialititseigenschaft (27.2) zweier Kurven ist
zwar in einer Karte definiert, bleibt aber bei Kartenwechsel erhalten.
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Abbildung 43: Ein Tangentialvektorfeld v : M — T M; der Nullschnitt von 7'M
wird mit M identifiziert

27.3 Beispiel M C R" offen, Karte (U, ¢) := (M, 1d). Dann ist
TM = M x R",

sodass das Tangentialbiindel von M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der
doppelten Dimension ist.

Die Definition (27.1) von T'M wird in Definition 27.2 von T'M {ibergefiihrt,
wenn man einem Tangentialvektor v an m € M die Aquivalenzklasse der Kurve
t — m +t - v zugeordnet.

Allgemein sind die Zeitableitungen

d

0 clt)s
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Vektoren im R™ und im Kartenbild konnen wir diese Tangentialvektoren mit einer
reellen Zahl multiplizieren und miteinander addieren. Diese Vektorraumstruktur
ibertragt sich kartenunabhéngig auf Tangentialvektoren von M an z.

27.4 Definition Fiir f € C'(M, N) heit Tf : TM — TN mit
Tf([c]z) == [f o s (x € M, cKurve bei z)
die Tangentialabbildung von f (dabei bezeichnet [] die Aquivalenzklasse).

27.5 Satz Der Tangentialraum T, M von M an x ist ein reeller linearer Raum,
und dim(7T, M) = dim(M).

Das Tangentialbiindel T'M von M ist eine differenzierbare Mannigtaltigkeit,
und dim(T'M) = 2 - dim(M).

Bew.: Sei A := {(U;, ¢;) | i € I} ein Atlas von M. Dann ist

ein Atlas von T'M (genannt der natiirliche Atlas). O

Zwar konnen wir im Prinzip in der Mannigfaltigkeit 7'M/ beliebige Koordinaten
benutzen. Es ist aber sinnvoll, in den Tangentialvektoren lineare Koordinaten zu
verwenden, um in den Karten Tangentialvektoren an einem Punkt wie iiblich zu
addieren. Eine Karte (U, ) von M induziert auf U die n = dim(M) Vektorfelder

0 0
— ..., —:U—>TU,
a(,@l &Pn
die unter der Tangentialabbildung die Bilder
0
TSO a— (U):(QO(U),BZ) (UGU,ZZL...,TL)
Pi

haben (¢; bezeichnet den [-ten kanonischen Basisvektor des R"™). Fiir z € U bilden

die Tangentialvektoren a%l(x), ce %(x) eine Basis von T, M.

27.6 Beispiel Fiir M := S™ = {z € R"™ | |z| = 1} ist allgemein

TS" = {(z,y) e R"™ x R" | |z] = 1, (z,y) = 0}
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—— TS

Abbildung 44: Tangentialraum der Kreislinie S*

e n=1: Wegen S! = {z € C | |z| = 1} kinnen wir das Tangentialbiindel mit
TSlz{(x,y)E(Cx(CHx]:l, %EZUR}
identifizieren. Wir finden einen Diffeomorphismus
I:7TS"— S' xR,
die sogenannte Parallelisierung von T'S*, gegeben durch
(z,y) — (z,y/(iz)) , I ':(x, z2) (v,ixz) ,siche Abb. 44.
Wir haben von dieser Tatsache bei der Betrachtung des ebenen Pendels Gebrauch

gemacht.

en=2: Beh.: T'S? ist nicht parallelisierbar, d.h. es gibt keinen Diffeomorphismus
I : TS%? — S2% x R? der faserweise (d.h. in 7,52 fiir alle ) linear wire und
beziiglich S? die Identitt ist.'!

Bew.: Durch Widerspruch. Betrachte ! ({3: X (é) }) Das ist ein Tangentialvektor an
x € S2. Dieser Tangentialvektor verschwindet nach Voraussetzung nicht (Linearitiit).
Betrachten wir fiir alle z € S? diese Tangentialvektoren, so erhalten wir ein nicht ver-
schwindendes Vektorfeld auf S2.

Ein solches Vektorfeld Y : S — T'S? existiert aber nicht (Abbildung 45). Denn sei
Y () (notfalls durch Normierung) fiir alle z € S? von der Linge 1 und Yz := £ - Y von
der Linge |¢|. Dann bildet

fo:8%2 =R | ze—ax+Y(x)

auf die Sphire S?(r) vom Radius r := /1 + 2 ab. Wir betrachten auf R? die 2-Form

""Der folgende Beweis von Milnor lisst sich auf alle Sphiren S?" verallgemeinern, siehe
[ 1. Von den ungerad-dimensionalen Sphiren ist auBer S* nur noch S und S” parallelisierbar.
DaB S3 parallelisierbar ist, sicht man daran, dass S diffeomorph zur Liegruppe SU (2) ist.
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Abbildung 45: Tangentialvektorfeld auf S?

(siche Anhang)
w = x1 dwg A dxs + zodes A dry + zsdzy A deg = r® cos(6)dp A d

in Kugelkoordinaten 21 = r cos(f) cos(p) , zo = rcos(0) sin(p) , 3 = rsin(h).
Nun konnen wir die Fliche F(r) der Sphire S?(r) einerseits durch

F(r)= l/ w = 4nr? = 4n(1 4 £%)
r S2(r)

berechnen, andererseits aber nach unser Widerspruchsannahme durch

1 1
F<r>:—/ w:—/ 2(w).
T Jfe(52(1)) rJs2(1)

Letzterer Ausdruck ist aber ein Polynom in ¢, dividiert durch » = /1 + €2, wie man

durch explizite Betrachtung von f(w) sieht.

Das Tangentialbiindel 7'M einer Konfigurationsmannigfaltigkeit M ist der Raum
der Orte und Geschwindigkeiten. Die Lagrangefunktion eines mechanischen Sy-

stems mit Konfigurationsraum M ist eine Funktion L : TM — R.

28 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Fiir den Hamiltonschen Formalismus benotigen wir das Kotangentialbiindel 7 M .

28.1 Definition Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine 1-Form auf
dem Tangentialraum 7, M von M bei x heiit Kotangentialvektor von M bei x.
Der lineare Raum 7’7 M dieser 1-Formen heilt Kotangentialraum von M bei x.

Die Vereinigung 7% M := |J, ., T M heiit Kotangentialbiindel von M.
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Koordinaten. Wenn q = (q1, . . ., qn), n := dim(M), lokale Koordinaten auf U C
M sind, wird eine 1-Form p auf 7, M durch die n Zahlen p; := p(a%(:):)) festge-
legt. Wir identifizieren dann in diesen Koordinaten p mit dem Vektor (p1, ..., p,)
und verwenden die Biindelkoordinaten (p, ¢) auf T*U.

Offensichtlich gilt auch dim(7*M) = 2 - dim M.

1™ M ist sogar diffeomorph zu 7'M (allerdings nicht kanonisch diffeomorph).

Wir haben schon einige Beispiele kennengelernt:

1. T"R" = R" x R" (der iibliche Phasenraum)
2. T*S1 >~ R x St (planares Pendel)
3. T*S? (sphérisches Pendel)

Die Hamiltonfunktionen waren Funktionen H : T*M — R. Die rechte Seite der
Hamiltonschen Differentialgleichung war durch das von H induzierte Hamilton-
sche Vektorfeld Xy gegeben. Bezeichnet man mit P := T*M den Phasenraum,
so ist X insbesondere eine glatte Abbildung Xy : P — T'P in das Tangenti-
albiindel von P mit der Eigenschaft, dass mp o X : P — P die identische Abbil-
dung ist, also ein Tangentialvektorfeld. Beziiglich der lokalen (p, ¢)-Biindelkoor-
dinaten besitzt Xy die Komponenten

—0H/0q1

| -aH/84n
Xy = HOH/0p1

OH Opn

Das Hamiltonsche Vektorfeld soll jetzt koordinatenfrei definiert werden. Ziel ist
ein besseres geometrisches Verstindnis.

28.2 Definition Eine symplektische 2—Form auf einer Mannigfaltigkeit P ist eine
geschlossene, nicht degenerierte 2—Form w auf P, d.h.

dw=0 ,und Ve PVEeT,P\{0}3IneT,P: w(n) #O0.
(P, w) heiBit symplektische Mannigfaltigkeit.

28.3 Bemerkungen 1. Aus der Linearen Algebra ergibt sich, dass fiir z € P
dim(7}, P) gerade sein muss, damit die 2-Form nicht degeneriert ist. Das ist
natiirlich fiir Phasenrdume P der Form P = T M der Fall.
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2. Nicht jede geschlossene k—Form « (d.h. dae = 0) ist exakt (d.h. o = d3 fiir
eine (k — 1)-Form (3). Falls w exakt ist, heiit (P, w) exakt symplektisch.

3. Im Fall P = T*R"™ haben wir die 2-Form wy := Y . ,dg; A dp; zur
Verfiigung. Es gilt wg = —dOy mit O := > | p;dg;.

Wir wissen, dass eine beliebige (nicht notwendig antisymmetrische) nicht dege-
nerierte Bilinearform einen Ubergang von Vektorfeldern zu 1-Formen und umge-
kehrt ermdoglicht. Angewandt auf die symplektische 2—Form ist der Zusammen-
hang durch die Gleichung

w(X,) =« X Vektorfeld , « 1—Form auf P,
gegeben. Wahlweise kann X aus o oder umgekehrt o aus X bestimmt werden.

28.4 Definition Ein Vektorfeld X : P — TP auf (P,w) heiBt Hamiltonsches
Vektorfeld, wenn w(X -) eine exakte 1-Form ist, lokal Hamiltonsches Vektorfeld,
wenn w(X,-) geschlossen ist. Fir H : P — R heiBt das Vektorfeld Xy mit
w(Xpy,-) = dH das von H erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld.

Betrachten wir den Fall (P, w) = (T*R", wy), so ergibt sich in (p, ¢)-Koordinaten
mit

a 0 0
Xy = Xn)i XH)nvim—

i=1

n n

> das A dpi(Xar, ) = (Xar)igndps = (Xir)idas)

1=1 1=1

und

—~ (OH oH
dH =Y <—dc.n + a—pdpi> :

durch Koeffizientenvergleich also

oH OH ,
(XH>i__8qi ) (XH)Hn—&—pi (1=1,...,n),

d.h. die rechte Seite der Hamiltonschen Gleichungen.

Warum, so kann man fragen, haben wir gerade w, benutzt? Tatséchlich werden
wir spiter eine Formulierung der Bewegung eines Teilchens in einem Magnetfeld
kennenlernen, in der eine abgednderte symplektische Form w # w, verwendet
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wird. Trotzdem besitzt wy eine besondere Bedeutung, es lisst sich ndmlich koordi-
natenfrei geometrisch definieren. Diese Definition lédsst sich auf alle Phasenrdume
P, die Kotangentenbiindel sind (P = T* M), iibertragen.

Wir bezeichnen mit

T P—= Mo, my(TyM) = {q}

die Fulpunktprojektion des Kotangentenbiindels P := T*M von M.

Wir wollen eine 1-Form auf dem Phasenraum P definieren, deren duf3ere Ab-
leitung uns dann die kanonische symplektische Form liefert. Eine solche 1-Form
Oy ist durch ihre Anwendung auf ein beliebiges Tangentialvektorfeld Y : P —
TP definiert. ©y(Y) : P — R ist dann eine Funktion auf dem Phasenraum. Be-
trachten wir einen Punkt » € P des Phasenraumes, so ldsst sich dieser als ein Ko-
tangentialvektor der Konfigurationsmannigfaltigkeit A/ am FuBSpunkt g := 73,(x)
auffassen. Ein solcher Kotangentialvektor wiederum ldsst sich auf einen Tangen-
tialvektor an M/ am gleichen Punkt anwenden. Verkniipfen wir diese Beobachtun-
gen, so ldsst sich eine 1-Form O auf P durch

(Bo(x), Y (2)) := (2, Tmy (Y (x)))  (x€P) (28.1)
definieren (Abbildung 46), denn die Tangentialabbildung 7’7}, bildet Tangential-

M

M

Ty (Y ()
Abbildung 46: Zur Definition der kanonischen symplektischen Form O

vektoren des Phasenraumes P in solche des Konfigurationsraumes M ab, die wie-
derum durch Paarung mit der 1-Form z auf M in eine Zahl umgewandelt werden.
Das folgende Diagramm von Mannigfaltigkeiten und Abbildungen kommutiert,

TP —— TM

*
Ty,

Wpl l M
p Ty
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d.h. die beiden verketteten Abbildungen von 7'P nach M sind einander gleich.

28.5 Definition Die durch (28.1) definierte Differentialform O heillt kanonische
1-Form, wg := —d© kanonische symplektische Form auf P = T*M.

In einer kanonischen Biindelkarte (p, q) ist

0
Y = Z( +Yz+naqi)
und

(T'm3)Y Z mn
Der Vektor p ldsst sich in der Form p = Zi:l pidq; schreiben, sodass wir ©y =
> i, pidg; erhalten. Man beachte aber, dass p eine 1-Form auf M, O aber eine
1-Form auf P = T" M ist!
Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass eine Hamiltonfunktion H : T*M —
R auf dem Kotangentenbiindel einer Konfigurationsmannigfaltigkeit M geniigt,

um durch die Relation
wWo (X H, ) = dH

ein Hamiltonsches Vektorfeld X i auf dem Phasenraum 7 M zu definieren.

Nicht jede symplektische Mannigfaltigkeit (P, w) entsteht auf die angegebene
Weise, und es ist noch nicht einmal jede symplektische Mannigfaltigkeit exakt
symplektisch:

28.6 Beispiel P = T2, in lokalen (!) Winkelkoordinaten ¢, o ist die ‘Volumen-
form’ w := diy A dip, eine symplektische Form auf P. Es gilt [, w = (27)* # 0.
Daher ist die symplektische Mannigfaltigkeit (P, w) nicht exakt symplektisch,
denn sonst wire nach der Formel von Stokes'?

[w=-[do=-[ o=
P P oP

da die Mannigfaltigkeit P = T? ja keinen Rand besitzt (OP = ().

12Nach der Formel von Stokes gilt fiir das Integral der dusseren Ableitung einer (n — 1)-Form
O auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit A/ mit Rand 0 M

/ do = 0.
M oM

108



Es ist auch nicht jedes lokal Hamiltonsche Vektorfeld Hamiltonsch.

28.7 Beispiel P = T? wie oben, a;,a> € R, in lokalen Koordinaten sei das
Vektorfeld X : P — TP gegeben durch (¢1, o) — (1, p2; a1, as).

T=R/2*

LA I

C&I‘?TT?

(a,9,)= (4,0

Abbildung 47: Lokal Hamiltonsches Vektorfeld auf dem Torus T?

X ist lokal Hamiltonsch, denn

0 0
B = W(X>'> = dp1 Ndpo (ala—(pl"‘az&—%)

= aidpy —asdp; ,sodass df = 0.

Aber es existiert fiir (a1, az) # (0,0) keine Funktion H : P — R mit 8 = dH,
denn die 1-Form [ verschwindet nirgends, wihrend eine Funktion H auf dem
(kompakten!) Torus P eine Maximalstelle x € P haben muss und dort dH (z) = 0
gilt.

29 Lieableitung und Poissonklammer

Im letzten Kapitel war der Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit (P, w)
eingefiihrt worden. Dabei war P eine Mannigfaltigkeit und w eine symplektische
2-Form, d.h. eine nicht degenerierte geschlossene Differentialform zweiter Stufe.
Standardbeispiel ist (P,w) = (T*RY, >, dq; Adp;). Eine Hamiltonfunktion 7 :
P — R induziert dann das Hamiltonsche Vektorfeld X g, das durch die Relation
w(Xpy, ) = dH definiert ist. Im Standardbeispiel gilt in (p, ¢)-Koordinaten

—0H/oq1

| -oH/0qn
Xn = O0H/0p1

OH [dpn
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Ein Vektorfeld, also insbesondere X, erzeugt einen Fluss ®;, der zumindest fiir
kleine Zeiten lokal existiert.

Die Lieableitung einer differenzierbaren Funktion f : M — R auf einer Man-
nigfaltigkeit M in Richtung eines Vektorfeldes X : M — T M ist die durch

Ly f = df(X) (29.1)

definierte reelle Funktion auf M. Wir wollen diese Definition verallgemeinern.
Zunichst eine harmlose Notation.

29.1 Definition Es sei X ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit A/ und w eine
(k + 1)-Form. Dann heif3t die durch

in(Xl, ce ,Xk) = w(X, Xl, ce ,Xk)

definierte k—Form ixw inneres Produkt von X und w.

Man hiitte statt i yw natiirlich auch w(X, -, ..., -) schreiben konnen.

29.2 Definition Es sei X ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann
heift fiir eine k—Form w die k—Form

wa = (lxd + dix)w

die Lieableitung von w nach X.

Tatsédchlich ist L xw eine k—Form, denn die dullere Ableitung erhoht den Formen-
grad um eins, wihrend die innere Produktbildung den Formengrad um eins er-
niedrigt.

Definition 29.2 verallgemeinert die Definition (29.1) der Lieableitung einer
Funktion f : M — R in Richtung von X, denn

Lyf =ixdf + dix f = ixdf = df(X),

da das innere Produkt eines Vektorfeldes mit einer Funktion definitionsgemaf
Null ergibt (es gibt ja keine Differentialformen vom Grad —1).

Fiir die Lieableitung ist eine geometrische Interpretation moglich. Sie be-
schreibt ndmlich die Anderung der Form in Richtung des vom Vektorfeld erzeug-
ten Flusses.
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29.3 Satz Es sei ®; der von X erzeugte Fluss auf M und w eine k—Form. Dann
gilt

d * *
pr (P;w) = &} Lyw.
Bew.: o Allgemein miissen wir die Relation nur fiir ¢ = 0 nachweisen, denn
%(q)tw) = %q)t—i—sw [s:O = %q)t q)sw [s:O = <I>t (%q)sw) [s:()‘

e Wir beginnen mit Funktionen f : M — R. Es gilt

d . L f(@y) - fly)
Eq)tf(y>rt:0 = lim

t—0 t

= > P x) = 0w - Lesw

beziiglich lokaler Koordinaten y = (y1,. .., yn)-
e Wiihlen wir fiir w die (speziellen) 1-Formen dy;, so ergibt sich

d, . d . d, .
%((Dt dyi) ft:o = Ed(q)tyi) ft:o = d%(q)t yi) rt:O = dX;,

andererseits wegen Lxd = ixdd + dixd = dixd = dLx

e Mit (¢ A w) = (Pfp) A (Pjw) und dem folgenden Lemma ergibt sich der
Satz, denn in lokalen Koordinaten y = (y1, . . ., ¥, ) konnen wir jede k~Form w in
der Gestalt

w = Z fh,,,lkdyll FANAN dylk

1<h <..<lp<n

schreiben. O

294 Lemma Lx(pAw)=(Lxp) Aw+ ¢ A Lxw.

Bew.: Fiir k-Formen ¢ gilt
d(o Aw) = (dp) Aw + (=1)F o A dw

und
ix(pAw) = (ixp) Aw+ (=1)F o Aixw.
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Dabher ist

Lx(p Aw)
= ixd(p ANw) +dix(p ANw)
= ix((do) Aw+ (=1)Fp A dw) 4+ d((ixp) Aw + (=1)F @ A ixw)
= (Lxp) Nw+ @A Lxw. 0

In der Mechanik hat der eben bewiesene Zusammenhang zwischen Fluss und Lie-
ableitung folgende Konsequenz:

29.5 Satz Sei (M, w) eine symplektische Mannigtaltigkeit dim M = 2n und X g
das von H € C*°(M,R) erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld. Dann gilt fiir k €
{1,...,n} und den von Xy erzeugten Fluss ®,

drwh = Wk

Bew.: &} = Id, also ®jwk = wh.

d ., d, ., *
prad b= %((I)tw A 3 A ®jw) =0,
k—mal
denn
d * * * (e . * .
Eétw:thLXHw:(IDt(led—l—dle)w:<I>t ix, dw +ddH | =0. O
0 0

Hamiltonsche Fliisse lassen also die symplektische 2—Form invariant (dagegen
wird, falls w = —d©®, O i.A. nicht invariant gelassen).

Insbesondere wird die Volumenform w™ invariant gelassen. Hamiltonsche Fliisse
sind also volumenerhaltend. Andererseits ist natiirlich fiir n > 1 nicht jeder volu-
menerhaltende Fluss Hamiltonsch.

Die Poissonklammer spielt eine wichtige Rolle in der Mechanik.

29.6 Definition Sei (), w) eine symplektische Mannigfaltigkeitund f, g € C*(M,R).
Die Poissonklammer von f und g ist die Funktion

{f7 g} = W(va Xg) € COO(M7 ]R)
29.7 Proposition Es gilt

{f,9y = —Lx,9=+Lx,f.
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Bew.: —Lng = —indg = —inngw = —w(Xg,Xf) = W(Xf,Xg). O

29.8 Proposition Es sei ®; der von f erzeugte Fluss. Dann sind dquivalent:

1. {f,g} =0
2. g ist konstant auf den Orbits von ®;.
Bew.: 4g0®, = 4079 = 0;Lx,g=—0;({f g}) =

29.9 Bemerkung In kanonischen Koordinaten (p1,...,pn,q1,---,qn), d.h. w =

of 0g  Of Og
{f,9} = Z :
0q; Op; apz' 0q;
Wenn wir ein Vektorfeld X in lokalen Koordinaten (z1, . .., z,) in der Form

Z Xil2 02,

geschrieben haben, machten wir Gebrauch von der durch die Lieableitung von
Funktionen gegebenen Isomorphie zwischen Vektorfeldern und Differentialope-
ratoren erster Ordnung.

Natiirlich ist dann ein Produkt von Lieableitungen L x Ly ein Differentialope-
rator zweiter Ordnung. Interessanterweise gilt aber:

29.10 Lemma Der Operator Lx Ly — Ly Lx ist ein Differentialoperator erster
Ordnung.

Bew.: In lokalen Koordinaten (z1, . .., 2,) ist

LyLyyp = ZX (i )

o aY; dp o2
- ZZ(Xazzazj XY g w)

- oY 0X;\ Op

LxLy — LyL = X,—I _y, =) 22 O
(LxLy vLx)p Z 1( "0z, 02, ) 0z,
Wir kdnnen somit wegen der obigen Isomorphie definieren:
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29.11 Definition Der Kommutator zweier Vektorfelder X, Y : M — T M ist das
Vektorfeld, genannt [ X, Y], fiir das

L[X7y} = LxLy — Lny.
In lokalen Koordinaten (21, . .., z,) gilt nach unserem Lemma:

N (Y 0% 9
- azz 021 0z,

7j=1 =

29.12 Satz Die von X und Y erzeugten Fliisse ®, und U, vertauschen genau
dann, wenn [ X, Y] = 0, siehe Abb. 48.

Wy(z) D0 Uy(2)

\IIS o (I)t(Z)

< (I)t<Z)
Abbildung 48: Nicht kommutierende Fliisse ® und ¥
Bew.: Wenn @, o U (2) = U, 0 ®y(2), so gilt

Lixy1f = LXLYf_LYLXf

d d d
:dtts f|t80d Sdttf|t80
=0

fiir alle Funktionen f € C*°(M,R).
Die Riickrichtung ist in [Ar2], §39 nachzulesen. O

29.13 Proposition Sei (M, w) eine symplektische Mannigtaltigkeit und f,g €
C>°(M,R). Dann gilt
d{f7 g} = _i[Xf,Xg}w-
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29.14 Bemerkung Der Kommutator der Hamiltonschen Vektorfelder von f und
g ist also selbst ein Hamiltonsches Vektorfeld mit Hamiltonfunktion —{ f, g }:

Xipgy = —[ Xy, Xl.
29.15 Lemma Fiir Vektorfelder X,Y : M — T'M und k—Formen o auf M gilt
i[X7y]Oz = inyOz - inyOz.

Bew.: Fiir Nullformen ist die Relation trivial, denn das innere Produkt zwischen
einer Funktion und einem Vektorfeld verschwindet. Fiir ein lokales Koordinaten-
system 21, ..., z, auf M gilt beziiglich der 1-Formen « := dzy,

LXidek — iyLXde =

= (LxLka — LXdika — iydLX,Zk
0
= LxLka — LyLsz + diyLsz
0
= Lixyjzx = di[Xy]Zk +i[X,y}dzk.
N—_——

0

Allgemeine Formen setzt man durch duflere Produkte aus Funktionen und 1-
Formen dz; zusammen. O

Bew. der Proposition 29.13:

d{f.,g} = dlxglewZLxglew—lxgdlew
= Lxngfw—lngXfw—i—lxngf\d(,’u/

0
= LXglew—leLng = —l[XﬁXg}w,

denn

Lx,w = Lx,w=0.

f
O

Es ist also wesentlich die Geschlossenheit von w in den Beweis der Proposition
eingegangen.
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29.16 Satz Fiir f,g,h € C>(M,R) gilt

{f,9y = {9, f} (Antisymmetrie)

und

{f, 9,0+ {{g,h}, f}+{{h, [}, g} =0 (Jacobi-Identitit)

Bew.: Die Antisymmetrie der Poissonklammer folgt aus der Antisymmetrie von
w.
Es gilt

{f.ghhy = —Lx,,h
{{gvh}vf} = _LXfLXgh
{{h>f}7g} = LXgLth7

also ist die linke Seite der Jacobi-Identitit gleich
<LX9LXf B LXfLXsJ)h B LX{f,g}h - (L[ngxf} + LX{QJ]’)h =0.
O

29.17 Bemerkung Damit bilden die Funktionen in C'*°(M,R) unter Addition
und Poissonklammer eine Liealgebra (siehe Seite 34).

30 Kanonische Transformationen

30.1 Definition Es seien (P,w) und (Q, p) symplektische Mannigfaltigkeiten mit
dim M = dim N. Eine glatte Abbildung

F:P—qQ
heiBBt symplektisch oder kanonische Transformation , wenn
Fp=w.

Diese Symplektomorphismen sind die strukturerhaltenden Abbildungen symplek-
tischer Mannigfaltigkeiten, &hnlich wie z.B. die linearen Abbildungen die Struktur
der Vektorriume erhalten. Die Lehrbiicher von McDuff und Salamon [DS], und
von Hofer und Zehnder [H ] behandeln weitergehende geometrische und topolo-
gische Aspekte.
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30.2 Beispiel (P,w) = (Q,p), ' = &4, { P }1er Hamiltonscher Fluss.

In diesem Kapitel beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall der
Kotangentenbiindel (P, w) = (T* M, wy).

Wie bei allen Transformationen konnen wir auch bei den kanonischen den
aktiven oder den passiven Standpunkt einnehmen.

Im ersten Fall interessieren wir uns dafiir, wie Phasenraumpunkte durch F’ auf-
einander abgebildet werden, im zweiten, wie das auf ]Rg X RZ‘ gratis existierende
Koordinatensystem (pq,...,Dn,q1, - - -,G,) durch F* zu einem neuen Koordina-
tensystem wird.

Eine wichtige Motivation fiir die Anwendung kanonischer Transformationen
besteht in der Losung der Hamiltonschen Differentialgleichung

_8H .‘_8H
0q; ’ qz_apz’

Es kann ndmlich sein, dass in einem neuen Koordinatensystem (P, )) die Dif-
ferentialgleichungen eine einfachere Form besitzen, sodass wir sie 16sen konnen.
Dabei stellt sich heraus, dass es sich lohnt, nicht irgendwelche neue Koordinaten
X1, ..., X9, zu benutzen, sondern solche, in denen die Form der Hamiltonschen
Gleichung erhalten bleibt. Daher empfehlen sich zum Koordinatenwechsel kano-
nische Transformationen.

Fiir eine gegebene Hamiltonfunktion H : P := T*M — R betrachten wir
unter Verwendung der in Def. 28.5 eingefiihrten kanonischen 1-Form ©q auf P
die 1-Form

pi =

@H = Wf@o—Hdt

auf dem erweiterten Phasenraum P x Ry; R, reprisentiert dabei die Zeitachse,
und 7; : P x R; — P die Projektion auf den ersten Faktor P.
Es gilt wegen dOy = —wy

d@H = —WTW() —dH Ndt

Diese 2—Form muss degeneriert sein, denn sie ist ja eine antisymmetrische Bili-
nearform auf dem ungeraddimensionalen Raum P x R;.
Insbesondere ist fiir das Vektorfeld V auf P x R;

0

V(:L’,t) = XH(Z’) + &

(30.1)

in@H = d@H(V, ) =0.
Andererseits gilt:
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30.3 Lemma Gilt fiir ein Vektorfeld W auf P x R,
dOp(W,-) =0,
so ist fiir eine geeignete Funktion f auf P x R, und das Vektorfeld V aus (30.1)
W=f-V.

Bew.: Die allgemeine Form eines Vektorfeldes auf P x R ist

_ 8 8 8

Damit folgt
dOp(W,-) =
é {—aidpi + b;dq; — (g—sz + g—Zai) dt + ¢ (g—lq—fd% + g—zdpi)} )
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
ai:—i-cgg , bi:—cgg , f=c

O

An jedem Punkt z von P x R existiert im lokalen Tangentialraum 7,,(P x R) also
genau ein eindimensionaler Unterraum von Vektoren, die, in d© y eingesetzt, eine
verschwindende 1-Form ergeben.

Folgen wir diesen Richtungen, so erhalten wir Kurven X : R — P X R, die
wir nach Lemma 30.3 sogar so wihlen konnen, dass sie durch ¢ parametrisiert
sind; diese Linien heiBen charakteristische oder Vortexlinien

X(t) = (pl(t)v s >pn(t)vQ1(t)v .- 'vQH(t)>t)'

Es gilt offenbar p; = und ¢; = 28 also die Hamiltonschen Differentialglei-
chungen.

30.4 Satz Wenn die Koordinaten P;(p,q), Qi(p,q), (i = 1,...,n) auf P =
RZ X R;‘ eine kanonische Transformation g : P — R, X R% vermitteln, so trans-
formieren sich die kanonischen Gleichungen p; = —g—f, G; = g—f_ firH: P— R

in P, = =55, Q; = 55 mit K(P(p,q), Q(p.q)) = H(p, q).
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Bew.: Betrachten wir die 1-Form o := ), (p;dg; — P,dQ);) auf P.
Es gilt da = 0, da g kanonisch ist. Damit gilt auf dem erweiterten Phasenraum

Y pidg — Hdt =77y " PdQ; — Hdt + o

i=1 i=1

Wenn man von der rechten Seite 7j« abzieht, so bleiben die Vortexlinien die
gleichen, denn diese hingen ja nur von der duBleren Ableitung ab, und drja =
mida = 0. Da die Vortexlinien sich gleichen, ist auch die Gestalt der Hamilton-
schen Gleichung dieselbe. O

Nicht nur die Hamiltonfunktion, die die Bewegungsgleichungen erzeugt, trans-
formiert sich unter einer kanonischen Transformation in einfacher Weise, sondern
auch die Poissonklammern:

30.5 Proposition Der Diffeomorphismus F' : P — () sei eine kanonische Trans-
formation der symplektischen Mannigfaltigkeiten (P,w) und (Q, p). Dann gilt
(unter Benutzung des pull-back"® F*) fiir f, g € C*(Q,R)

F'Xy=Xpy und F*({f,9}q) ={F"f, F g}p.
Bew.: e Die erste Identitit folgt wegen der Nichtdegeneriertheit von w aus
ipox,w =1ipx, F'p= F(ix,p) = F*(df) = d(F" f) = ix,.,w
e Die zweite Identitit folgt aus der ersten:
F*({f,9}q) = F"(ix,ix,p) = irx,irx, F*p = ix,. ix,. ,w = {F"f, F"g}p.

O

31 Lagrange-Mannigfaltigkeiten

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen unterscheiden sich von anderen Sy-
stemen gewohnlicher Differentialgleichungen durch die Tatsache, dass die in ih-
nen steckende Information in einer einzigen Funktion, der Hamiltonfunktion, co-
diert ist. Ahnlich (wenn auch mit gewissen Einschrinkungen) lassen sich kano-
nische Transformationen mithilfe einer einzigen, der so genannten erzeugenden,

BDer pull-back F* X eines Vektorfeldes X auf einer Mannigfaltigkeit ) beziiglich eines Dif-
feomorphismus F' : P — @ ist durch F*X := T(F~!) o X o F definiert.
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Funktion darstellen. Um diese Darstellungsweise zu verstehen, filhren wir den
Begriff der Lagrange-Mannigfaltigkeit ein.
Erinnern wir uns zunéchst an den linearen Fall:

31.1 Definition Sei (F,w) ein symplektischer Vektorraum und F' C F ein Un-
terraum. Das w—orthogonale Komplement von F' ist der durch

Ft={ecFElwlf)=0 VfecF}

definierte Unterraum.

Ein Unterraum F' C E heiBt isotrop, wenn F+ O F, Lagrangesch, wenn
F+t=F.

31.2 Beispiel (E,w) = (R? x R?, (-, (% 1).))
. Fl=E , Fr={0)

2. Fy = RI; X {O}n—k X R]; X {O}n—k , k<n.
F2J' = {O}k X Rg_k X {O}k X Rg_k

3. F3 = RZ X {O}q , F?’J‘ = F3
4. F4 = {O} X RZL s F4J‘ = F4
31.3Satz 1. dim F' + dim F* = dim E.

2. F C Eist genau dann Lagrangesch, wenn F' isotrop und dim F' = % dim F.

Bew.:

1. Wir wihlen kanonische Koordinaten (p, ¢) auf F. Dann ist beziiglich des
kanonischen inneren Produktes (-, -) auf E, (in dem fiir X = )" | pie,, +
Gieq (X, X) = 320, (0F +¢F) 10, w(X,Y) = (X, JY) mit J = (% §).
Fiir n = 1 ist J eine Drehung der E—Ebene um 90°, fiir n > 1 eine Drehung
um 90° in allen (p;, ¢;)-Ebenen.

Fr={X€eE|VYeF (X,JY)=0}.

Damit ist F* der auf JF senkrecht stehende Unterraum (senkrecht beziig-
lich (-, -)). Daraus ergibt sich die 1. Behauptung.
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2. Ist F isotrop, also /' C F* und dim F' = 1 dim E, so ist wegen 1. auch
dim F* = 1 dim F, sodass ' = F'*. Die umgekehrte Richtung ist trivial.

O

31.4 Bemerkung Ist dim £/ = 2, so ist jeder lineare eindimensionale Unterraum
Lagrangesch, da w antisymmetrisch ist.

31.5 Definition Seien (E7,w;) und (Es, wy) symplektische Vektorrdaume und 7; :
Ey x Ey — E;, i = 1,2, die Projektionen.
Dann ist
W1 B We 1= MWy — Tyws.

31.6 Bemerkung w; © w- ist eine symplektische Form auf E; X Ej.

31.7 Satz Ein Isomorphismus A : E; — FE, ist genau dann symplektisch, wenn
sein Graph
I'a={(e1,Ae1) | e1 € Ex} C By X By

Lagrangesch ist.

Bew.: Da I' 4 ein linearer Unterraum der Dimension dim "4 = % dim(E; x E»)
ist, ist er Lagrangesch genau dann, wenn er isotrop ist, d.h.

w1 O wa((e1, Aer), (€}, Ae})) =0 (e1,€} € Ey),
oder dquivalent
wi(er, e)) —wa(Aeq, Ael) =0 (e1,€] € Ey)

gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn A symplektisch ist. O

Die obigen Begriffe sollen jetzt vom linearen auf den allgemeinen Fall {ibertragen
werden. Das gelingt ohne Schwierigkeiten.

31.8 Definition Sei (P, w) eine symplektische Mannigfaltigkeitund  : L — P
die Einbettung einer Untermannigfaltigkeit L.

L heiBt isotrop, wenn [*w = 0 und Lagrangesch, wenn auflerdem dim L =
Ldim P
5 dim P.

“Untermannigfaltigkeiten von Mannigfaltigkeiten P definiert man analog zum Fall P = R"
(Def. 17.2).
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31.9 Beispiel 1. Fiir dim P = 2 ist jede eindimensionale Untermannigfaltig-
keit L Lagrangesch, da [*w eine 2-Form auf L und damit /*w = 0.

2. Esseidim P =2nund F1,. .., F, € C(P,R). Wir betrachten

Py
F:z(:):PHR".
F"n

f € F(P) sei ein reguldrer Wert von F'. Dann ist L := F~!(f) eine n—
dimensionale Untermannigfaltigkeit von P.

Gilt {F}, Fi.} = 0fiiri, k € {1,...,n}, soist L Lagrangesch.

Denn wegen der Regularitit ist fiir z € L die n-Form dFiA. . .AdF,(z) # 0,
und wegen der Relation i XpW = dF; sind fir x € L die Hamiltonschen
Vektorfelder X, , ..., Xg, beix € L linear unabhingig. Aulerdem sind sie
tangential an L, denn dF;(Xp, ) = ix, dF; =ix, ix, w = {F;, Fx} = 0.
Da dim(7,L) = n ist, spannen die Vektoren X p, (), ..., X, (x) den Tan-
gentialraum 7}, L von L bei x auf. Tangentialvektorfelder Y, Z an L konnen
also als Linearkombinationen Y = Z?:l Y; - Xp, mit Funktionen Y; : L —
R und entsprechend fiir Z geschrieben werden.

Daher giltw(Y, Z) = 0, also [*w = 0, d.h. L istisotrop und wegen dim(L) =
n Lagrangesch.

3. Sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeitund P := T M ihr Kotangen-
tialbiindel. Dann existieren auf P die in Def. 28.5 eingefiihrte kanonische
1-Form O, und die kanonische symplektische Form wy, = —dO, (fiir das
BSp. M = RZ ist ("‘)0 = Z?:l pdeZ und Wy = Z?:l dqz A dpl)

Wir betrachten eine 1-Form « auf M.
Der Graph L von « ist eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit L C P.

Wir konnen also mittels der als Abbildung & : M — L C P aufgefassten
1-Form « die kanonische 1-Form © zuriickholen, und es gilt

&*0 = a, (31.1)

denn fiir jeden Vektor ¢ € T4, P gilt unter Verwendung der FuBBpunktpro-
jektion 7y, : T*"M — M

(©0(a(q)), ¢) = {alq), Tmy, () ,
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M

Abbildung 49: Lagrange-Untermannigfaltigkeit als Graph einer geschlossenen 1—
Form

sodass wegen (28.1) und 73, o & = Id, fiir v, € T, M gilt:

(@©0(q),vy) = (O0(a(q)), T(@)(vg)) = (alq), T(my) 0 T(a)(vy))

= (a(q), T(my o @)(vy)) = {a(q), TIdw(vg)) = ((q), vy) -
Aus (31.1) folgt
da = déé*@o = éé*d@o = —éz*wo,
L ist also genau dann Lagrangesch, wenn o geschlossen ist.

Ganz analog zum linearen Fall ergibt sich folgender Satz:

31.10 Satz Sei F' : P, — P, ein Diffeomorphismus und (P;,w;) symplektische
Mannigfaltigkeit. Dann ist I’ genau dann symplektisch, wenn der Graph

PFZ:{(ZL‘,F(I'))|£L'EP1}CP1><P2

von F' Lagrangesch ist beziiglich der symplektischen Form §) := w; © w, auf
P1 X PQ.

Bew.: Der Tangentialraum 7, p(;))I'r von I'p am Punkt (z, F'(x)) ist von der

Form
Tere)l'r ={(V,TF(V)) |V € T,P}.

Daher gilt fiir die Injektion [ : 'y — P; X P

(") (Vi, TF(VL)), (Va, TF(V3)))
= wi(V1,Va) —wa(TF(V1), TF(Va)) = (w1 — F*ws)(V4, Va). 0
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32 Erzeugende kanonischer Transformationen

Wir wollen nun eine kanonische Transformation mithilfe einer einzigen Funktion,
der so genannten Erzeugenden der kanonischen Transformation darstellen.

Wir wissen, dass kanonische Transformationen eng mit Lagrange-Unterman-
nigfaltigkeiten zusammenhéngen.

Sei (P, w) eine symplektische Mannigfaltigkeitund / : L. — P eine Lagrange-
Untermannigfaltigkeit.

Dann existiert nach dem Poincaré-Lemma'” fiir alle x € L eine Umgebung
U C P von z und eine 1-Form © auf U mit w|,;; = —d©. Wegen

0=T'wl, =—I"d® = —dI*©

ist /O ebenfalls geschlossen. Damit existiert auf einer geeigneten Umgebung
V' C L von z eine Funktion S mit

—I'0J, =dS.

Eine solche Funktion wird erzeugende Funktion fiir L genannt.

Betrachten wir speziell den Fall einer kanonischen Transformation F' von
(P, wq) nach (P, ws), wobei die symplektischen Mannigfaltigkeiten exakt sym-
plektisch seien, d.h. w; = —d©;.

Dann gilt

Q =wp Owy = —dO

mit der 1-Form
O :=0; 00, =m0; — 1,0, auf P, x P;.

Zumindest lokal konnen also wir auf dem Graphen I'z eine erzeugende Funk-
tion S finden mit /*© = —dS.

Wir benutzen lokale kanonische Koordinaten (P, ..., P,,Q1,...,Q,) auf P,
und (p1, ..., Pny Q1 - - - Gn) auf Py, wobei

F(Pl,...,Pn,Ql,...,Qn):(pl,...,pn,ql,...,qn)

1SPoincaré-Lemma: Ist w € QF(M) geschlossen, dann existiert fiir jeden Punkt = € M eine
Umgebung U, sodass w [{; exakt ist (siche z.B. Thm. 2.4.17 von [AM]).
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gelte. Nach dem Satz von Darboux'®

> pidg;und ©1 = Y. P,dQ);, sodass

konnen wir annehmen dass (lokal) ©, =

0 =Y PdQ; - pda;.

Fallunterscheidung:

1. Wir schreiben S als Funktion S1(q, @) von (g1, - -, Gn, Q1, - - -, Qn)-
Aus dS; = — "0, folgt

98, oS,
cﬁ—%MﬂmM—EM%Bm“mo
851 85'1
P Mg, T

2. Nicht immer ldsst sich .S als Funktion der ¢; und ); schreiben.

Wenn S als Funktion Sy(gq, P) angesetzt wird, empfiehlt es sich, zu O, eine
exakte Form zu addieren:

Oy =0, —d (Z Q2P2> = Z —Q;dP; — pidg;

dSy = —1"0, , also
05, 05,

(1=1,...,n).

3. Setzen wir S als S3(p, () an, so ergibt sich mit

O3 :=0; + Z d(piqi) = Z P;dQ; + qidp;

0S5 0S5

PZ:_aQZ s ql:_ﬁpl (’L_l,...,TL).

16Satz von Darboux: Fiir jeden Punkt 2 € P einer symplektischen Mannigfaltigkeit (P,w)
gibt es eine Karte (U, ) bei z mit Koordinaten ¢ = (p1,...,0n,q1,---,qn)> 1 = = dim P,

=3
sodass wly; = Yo, dg; A dp; (siehe z.B. Thm. 3.2.2 von [AM]).
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4. Fir ©4 := 01 +d (3. —QiP + qipi) = >_; —Q:dP; + q;dp; ist S, ausge-

driickt durch Sy(p, P),

— dS, =1"0,
s, 95,
= q; = apl 5 Qz - aPZ (Z

Firi=1,...,4giltQ = —dO,.

Fir n = 1 14Bt sich die kanonische Transformation in mindestens einer der

vier angegebenen Formen schreiben.

Allgemein ist P; X P, m := 2n—dimensional. Mindestens eine von 2" Gruppen
von Koordinaten—n—Tupeln 146t sich in diesem Fall zur lokalen Darstellung der

kanonischen Transformation verwenden (siehe [Ar2], §48).

32.1 Beispiel ' : R* x R — R?

b

(p,q) — (P,Q) = (@ cos(27q), \/% Sin(QW))
dQ NdP = (é\/ijp sin(2mq)dp + 2@ cos(27rq)dq) A

(% Bl cos(2mq)dp — 2./pwm sin(27rq)dq)
\/ pr

= dq Ndp.
Fiir S1(q, Q) := —%£Q? cot(2mq) ist

851 WCUQZ 8511

= ———— und — = —Quwcot(2nq).

g sin?(2mq) 0qQ

Damit erzeugt .S; die kanonische Transformation F':

P 05,

— = wcot(2mw ,also P = ———,

0 (2mq) 90
2

NGy QQ =L , also p:%.

sin®(2mq)  ww Jq
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Betrachten wir H (P, Q) := $(P? + w?Q?), so transformiert sich diese Hamilton-
funktion in

w
K(p,q) = Py

Die Bewegungsgleichungen sind dann
w

= — , :0
2 P

q

33 Integrable Systeme

In einem heuristischen Sinn ist ein Differentialgleichungssystem integrabel, wenn
wir in der Lage sind, die Losungen “hinzuschreiben”.

Aus zwei Griinden ldsst uns diese “"Definition” natiirlich unbefriedigt. Zum
einen hitten wir gerne einen Integrabilititsbegriff, der etwas iiber das Differenti-
algleichungssystem statt iiber unsere mathematischen Féahigkeiten aussagt. Zum
anderen ist nicht ganz klar, was "hinschreiben” bedeutet. Soll die Losung durch
“bekannte Funktionen”, durch konvergente Reihen oder etwa durch einen Limes-
prozess angegeben werden?

Wir wollen so vorgehen, dass wir zunichst ein Beispiel eines Hamiltonschen
Systems diskutieren, das wir als integrabel ansehen und danach den Integrabi-
litdtsbegriff abstrahieren.

33.1 Beispiel (Bewegung im radialsymmetrischen Potential)

Phasenraum P := T*Ri, symplektische Form wy = dg¢; A dpy + dgs A dpo,

Hamiltonfunktion H (p, q) := 3p* 4+ V(¢) mit V € C=(R2,R), V(¢q) = W(|q]).
Der Drehimpuls L(p, q) := —q1p2 + gop1 kommutiert mit H':

(H,L} =0.

Wir wissen also, dass die Bahn immer auf der zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit {(p,q) | H(p,q) = h, L(p,q) = [} bleiben muss, wenn sie sich zur Zeit 0
dort befindet.
Wegen der Drehinvarianz der Hamiltonfunktion empfehlen sich Polarkoordi-
naten (7, ¢) mit
g1 =rsing , ga=7Tcosy, (33.1)

die wir zu kanonischen Koordinaten ausbauen konnen. Dazu setzen wir die erzeu-
gende Funktion wie in Fall 2. des letzten Kapitels an:

( | (05 05 05 05
p?"7p<p7q17q2 - 87“78@7 apl7 apz .
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Fiir S(r, ¢, p1, p2) := p17rsin @ + par cos . ist (33.1) erfiillt. Weiter gilt dann

Dr = p1SINY + pycosy,
Dy = P17 COS® — porsing = L.

Wegen der Identitit p? + p3 = p? + f—j ist H(p,q) = 5p2 + % + W (r).
Damit wird p, = L = 0, also p,,(t) = p,(0) =: I. Betrachte
. 12
Ki(pq,7) = %pf + Wi(r) mit W(r):=W(r)+ ol

Das ist eine Hamiltonfunktion mit einem Freiheitsgrad. Da die Energie h :=
K;(p-(0),7(0)) zeitlich konstant ist, kennen wir schon den oder die Orbits. Wir
miissen nur noch die Zeitparametrisierung finden. Das ist durch Berechnung eines
Integrals moglich, denn

= pr =/ 2(h = Wi(r)),

also p
/ L = / dt =t.
V2(h = Wi(r))
Um die Differentialgleichung ¢ = gr% = %4 zu 16sen, miissen wir noch die

Losung r(t) in sie einsetzen und integrieren.

33.2 Definition Es sei H € C*°(P,R) eine (Hamilton-)Funktion auf der sym-
plektischen Mannigfaltigkeit (P, w) der Dimension 2n.

e Dann heiit F' € C°(P,R) Konstante der Bewegung, wenn
{F,H}=0.

e Eine Menge {F7, ..., F}} von Funktion F; € C*°(P,R) ist in Involution,
wenn {F;, F;} =0 (4,5 € {1,...,k}).

e Sie heilit unabhdngig, wenn die Menge
{r € P|dFi(x) N... NdFy(x) =0}

das LiouvillemaB'’ Null besitzt.

st (P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, dann heit fiir n := %dimP das von der

Volumenform #w” induzierte Maf auf P Liouvillemafs. Fiir (P, w) = (T*R"™, wp) stimmt
es mit dem Lebesguemal iiberein.
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o {F|, ..., F}} heiBt integrabel, wenn die F; in Involution und unabhingig
sind, und & = n.

e Die Hamiltonfunktion H heifit dann integrabel, wenn zusitzlich zu F :=
H weitere n — 1 Konstanten der Bewegung F5, ..., F), existieren, sodass
{Fy,..., F,} integrabel ist.

Die obige Definition von Integrabilitit wirkt zunichst etwas abstrakt, ermoglicht
es aber, durch Einfiihrung geeigneter (halblokaler) kanonischer Koordinaten

(Il,...,fn,gﬁl,...,gﬁn)

die Bewegung zu linearisieren. Die Hamiltonschen Gleichungen nehmen in diesen
Koordinaten die Form

@k:wk(f) s Ik:() s (k’E{l,,n})
an, womit sie durch
er(t) = px(0) +wi(l) -t Ii(t) = Ix(0)

gelost werden.
Wir beginnen mit folgender Aussage.

33.3 Satz (Arnol’d) Es sei (P,w) symplektische Mannigfaltigkeit mit dim P =
2nund {Fy, ..., F,} integrabel. f € F/(P) C R" sei reguldrer Wert der Funktion

Py
()
Fr

also Fy, ..., F,, auf der Niveaumenge

F(f):={xeP|F(z)=f}

unabhiingig (d.h. dFy A ... ANdF,(x) # 0 firz € F~L(f)).
Dann ist jede kompakte Zusammenhangskomponente M, von F~'( f) diffeo-
morph zu einem n—dimensionalen Torus T™ = (S')".

Bew.: Wir wissen schon (Beispiel 31.9.2), dass M eine n—dimensionale Lagrange-
Mannigfaltigkeit ist.

Wir bezeichnen mit ®} den von dem Hamiltonschen Vektorfeld X, der k—
ten Konstanten der Bewegung Fj. erzeugten Fluss (der wegen der Kompaktheit
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von My und Regularitit von f in einer offenen Umgebung von M ¢ existiert). Wir
wissen, dass fiir alle Zeiten ¢;

Py o @) =P} ody (k,1€{1,...,n}),

denn nach Satz 29.12 kommutieren die von Vektorfeldern X, Y erzeugten Fliisse
genau dann, wenn [X, Y] = 0 und wir wissen (Bemerkung 29.14), dass der Kom-
mutator [ X5, X5 | = —X(p, gy = 0ist, denn {F}, F;} = 0.

Nun betrachten wir die Abbildung

U:R"x My — My , ((t1,....tn), ) »—>CI)t11 o...0d} (x).

Tats#chlich ist dies eine Abbildung in M, denn die Fliisse ® lassen M invariant
(die Vektorfelder Xr, sind ja tangential an M; wegen Ly, I} = dF(Xy) =
{Fy, Fi} = 0).

AuBerdem gilt fiir W, : My — My , W (z):=V(t,2)

Wo=Idy, , U,0W, =V, (s,t€RY).

Damit ist ¥ eine so genannte Gruppenwirkung der Gruppe R™ auf M.

Wegen der Unabhiingigkeit der dF, sind auch die n Vektorfelder X, auf M,
unabhiingig. Damit (und wegen Kompaktheit von M) existiert eine Umgebung
U C R" der Null, sodass fiir alle v € M die Abbildung U — My, t — V(t,x)
ein Diffeomorphismus aufs Bild U (U, {z}) ist (Abbildung 50).

Rn
U(t,x) M,
U

Abbildung 50: Gruppenwirkung W

Die Gruppenwirkung ist also lokal frei. Das Bild W(R", {z}) der Abbildung
R"™ — My, t — W(t,x) ist damit offen in M (und nicht leer!). Aber auch sein
Komplement M\ W(R", {z}) ist offen, denn wenn y im Komplement des Bildes
liegt, dann muss auch die Umgebung ¥ (U, {y}) von y im Komplement liegen, da
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sonst ein z € U(R" {z}) N VU (U,{y}) existierte, also z = V;(z) = Vy(y) mit
s,t € R™ geeignet, woraus y = U,_¢(z) folgte.

Da also W(R",{x}) offen und abgeschlossen und auBerdem nicht leer ist,
muss es eine Zusammenhangskomponente von My sein. Da aber nach Voraus-
setzung M zusammenhdngend ist, ist W(R", {z}) = M}, die Gruppenwirkung
also, wie man sagt, transitiv.

Die Isotropiegruppe I' eines Punktes ©* € My (siehe untenstehende Abbil-
dung) ist durch

r=r, ={teR"|V(z) =z}

definiert. I' ist von der Wahl von x unabhingig, denn wegen der Transitivitit von
U existiert fiir y € My ein s € R” mity = VU, (x). Da ¥ eine Gruppenwirkung
der abelschen Gruppe R™ ist, gilt ') = {t € R" | U 4(x) = VUy(x)} =T,

Da die Gruppenwirkung lokal frei ist, existiert eine Umgebung U C R" von
0 € 'mitU NT = {t}. Fiir t € T ist daher ¢ der einzige Punkt in der Umgebung
U + t, der zur Isotropiegruppe gehort. Damit ist I' eine so genannte diskrete'®
Untergruppe des R".

33.4 Lemma Sei ' C R" eine diskrete Untergruppe und k := dim(spang(I)).

Dann existieren linear unabhingige Vektoren (1, ..., {;, € I' mit
k

[ =spany(¢y,...,0) = { z2il;| 2z EZ}.
i=1

Bew.: Wir bezeichnen einen Unterraum U C T

R™ als I'-Teilraum, wenn %250 ¢ ¢ ¢ ¢
2
spang (U NT) = U, o o o o o

und wir konstruieren induktiv Basen
ly, ..., b, € T fiir geeignete ['-Teilrdume
U,, € R"™ der Dimensionen m < k, die
gleichzeitig Z—Basen von U,,, N I sind, d.h.

UnNT =spany(ly,...,0y). 0o

e {0} C T istein O-dimensionaler I'-Teilraum.

3Def.: Eine Teilmenge N C M eines topologischen Raumes M heit diskret, wenn fiir alle
m € M eine Umgebung U von m mit [N N U| < oo existiert.
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e Haben wir fiir m < k einen I'-Teilraum U,,, mit Basis /1, ..., ¢,, konstruiert,
dann existiert ein von diesen linear unabhingiger Vektor ¢,,, .1 € I, der minimalen

Abstand a > 0 zum Unterraum spang (¢4, . . . , £,,) besitzt."’
Denn T" \ spany(¢y,...,¢,) # (), und wir konnen aus /,,,1 durch Translation
mit einem Vektor ¢ € spany(¢y,...,¢,,) einen Vektor der Linge |(,,,1 — ¢| <

a+ Y, |¢;| gewinnen. Wire das Infimum der Abstinde zum Unterraum gleich
Null, dann wiirde dies der Diskretheit von I" widersprechen.

o Uyiq = spang({q, ..., lye1) ist nach Konstruktion ein I'-Teilraum.

o (1,..., 0, ist eine Z—Basis von U,,,1, denn jedes ¢ € U,,.; N I" 146t sich
eindeutig in der Form

(=2pn1+u mit uel, und zeR

zerlegen. Der Vektor ¢ — | 2] {41 € Upyq NI hat den Abstand (z — | 2]) - @ vom
Unterraum U,,,. Da dieser nicht echt zwischen 0 und a liegen kann, ist z € Z.
Damit ist u € spany ({1, ..., ¢y), und letztlich £ € span,({1,..., lpi1). O

Ende des Bew. (Thm. 33.3): Erginzen wir die Z—Basis /1, ..., {; aus Lemma
33.4 zu einer R—-Basis /4, ..., ¢, von R", so ergibt sich durch Basiswechsel der
Gruppenisomorphismus und Diffeomorphismus

R"/T = R"/ZF = R"™* x (R/Z)* =2 R"* x T".
Da nach Voraussetzung My kompakt, und M = R"/T", gilt k = nund My = T".
O

Da My also diffeomorph zum n-Torus ist, folgt, dass man die Punkte auf My
durch n Winkel ¢4, ..., ¢, parametrisieren kann. Dies ist sogar in einer Weise
moglich, in der der von H = F) erzeugte Fluss eine besonders einfache Form
besitzt.

33.5 Korollar Es existieren Winkelkoordinaten 1, . . ., @, auf My und Frequen-
zenwy, . ..,w, € R, in denen der von H erzeugte Fluss auf M ¢ die Form

or(t) = ep(0) + wi -t (mod27w) , (ke {l,...,n})

besitzt.
19Statt dessen einen von /1, . . ., £,, linear unabhiingigen kiirzesten Vektor £,,, 1 € I" zu wiihlen,
fiihrt in hohen Dimensionen i.A. nicht zum Ziel, siehe z.B. [Qu], §5.1
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Bew.: Es sei /4, ..., {, eine Basis von I' C R" und « € M fest.
Dann ist fiir ¢, € [0, 27[ die Abbildung

- il
(()017 y P ) = <i21 o7 [L’)

1

0
injektiv und surjektiv. Der Vektor ( :
0

N
()ZZ;TTK

Dann ist der von H erzeugte Fluss

) € R" besitze die Darstellung

u w,-fi
q)tll(y>:\];f<(t170770))y):\1}<zt1 27T73/>7
i=1

also (mod 27) : ¢k (t) = ¢x(0) + wyt fiir die Koordinaten ¢y (%), ..., ¢, (t) von
@1 (y). 0

33.6 Bemerkung Eine Bewegung von dem im Corollar gegebenen Typ auf einen
n—Torus heillt bedingt-periodische Bewegung.

’ T2

&

Abbildung 51: Bedingt-periodische Bewegung auf T"

Als néchsten Schritt wollen wir nicht nur auf einem einzelnen Torus M ; Winkel-
koordinaten einfiihren, sondern diese auf ein offenes Phasenraumgebiet ausdeh-
nen und durch n so genannte Wirkungskoordinaten zu kanonischen Koordinaten
erganzen.
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33.7 Satz Unter den Voraussetzungen des Satzes von Arnol’d existieren auf einer
Umgebung U C P jeder kompakten Zusammenhangskomponente von M ; Wir-
kungskoordinaten I, . .., I, : U — R und Winkelkoordinaten ¢, ..., p, : U —
R/(27Z), mitw = Y, _, dI} A dyy, sodass die Hamiltonschen Differentialglei-
chungen die Form

Ik:() ’ g&k:wk(l) (k::1,,n)

annehmen.

Die Wirkungs- und Winkelkoordinaten lassen sich durch ”Quadraturen”, d.h. In-
tegration finden.

34 Winkel-Wirkungsvariablen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind der Satz von Arnol’d (Satz 33.3) und
sein Corollar 33.5.

Unser Ziel ist es, zumindest in der Nihe von der (als kompakt und zusam-
menhiéingend vorausgesetzten) Niveaumenge My sogenannte Winkel-Wirkungs-
Variablen I;, p;, j = 1,...,nauf U D M; einzufiihren, das sind glatte Phasen-
raumvariablen mit

{Ii7 [k} = {Splv @k} =0 s {[Za SOk} = 5i,k (Z7 k= 17 s 7”)'

Dabei sollen die Wirkungskoordinaten als geeignete Funktionen der Konstanten
der Bewegung schreiben lassen, d.h. I;, = I, o Fly.

Die Winkelvariablen — aufgefalit als reelle Funktionen ¢y : U — [—m,7)
statt als R/(277Z)-wertige Abbildungen — sind genau genommen nicht auf ganz
U stetig, aber man kann die Lage des Bezugspunktes € M mit ¢ (z) = 0 fiir
alle k = 1,...,n beliebig wihlen. Ihre Existenz ist durch den Satz 33.3 sicherge-
stellt. Er gibt aber noch keine Berechnungsvorschrift.

Warum interessiert man sich iiberhaupt fiir diese Variablen, und warum ist man
nicht mit den Konstanten der Bewegung F}; zufrieden?

Zum einen sind die £}, zusammen mit “geeigneten” Winkelvariablen ¢y i.A.
keine kanonischen Variablen, denn mit F; ist auch G(F;) fir G : R — R streng
monoton eine Konstante der Bewegung, aber

oG

{5, or}-
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Die Poissonklammern { F}, ¢ } haben also keine Veranlassung, gleich d; ;. zu sein.
Kanonische Variablen sind aber fiir diverse weiterfiihrende Uberlegungen sehr
vorteilhaft.

Zum anderen ist der von der Hamiltonfunktion I, erzeugte Fluss auf M be-
sonders einfach, denn er variiert ja nur den k—ten Winkel.

Dagegen wird der von I}, erzeugte Fluss auf M, 1.A. alle Winkel gleichzeitig
variieren.

Wie konstruieren wir nun diese Variablen aus den Konstanten der Bewegung
Fy, ..., F,? Betrachten wir fiir einen fest gewihlten Punkt xy € My zunichst die
”Funktion”

Unter diesem Ausdruck soll das Wegintegral der symplektischen 1-Form 6 ent-
lang eines = mit x, verbindenden Weges v : [0,1] — My, y(0) = zo, 7(1) =z
verstanden werden.

Hingt nun S, wie die Schreibweise suggeriert, nur von z, nicht aber von der
Wahl von v ab?

Betrachten wir dazu zwei Wege v, und 7, : [0,1] — My mit den gegebe-
nen Endpunkten. Wir setzen zunichst einmal voraus, dass v, unter Beibehaltung
der Endpunkte in ~; deformiert werden kann, d.h. wir setzen die Existenz einer
stetigen Homotopie H : I x I — My, I := [0, 1] mit

H(t,0) =) , HE1)=mn() ., H0Oy) =z , H(ly =z

Yo pé!
denn

/w s = /y Ihais = /a(m) H™(6) = /MdH*w) = [ wan =

nach dem Satz von Stokes, und weil die symplektische 2—Form w = —d# auf der
Lagrange-Untermannigfaltigkeit My identisch verschwindet.

Es sieht so aus, als ob wir bewiesen hitten, dass S(x) nicht von der Wahl des
Weges abhingt. Aber Vorsicht! Wir haben vorausgesetzt, dass die Wege zuein-
ander homotop sind. Nun sind aber nicht alle Wege auf dem Torus zueinander
homotop. Insbesondere finden wir ja n nur bei x, kreuzende Wege v . . .y, mit

voraus.
Dann ist aber
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Abbildung 52: Basis v, . . . 7, der Fundamentalgruppe des n—Torus M ¢

7i(0) = (1) = xo, wobei ~; gerade die i—te Winkelrichtung einmal im positi-
ven Sinn durchlduft. Wir konnen also das Integral ”S(z()” auf viele verschiedene
Weisen berechnen bzw. interpretieren, indem wir es z.B. als Schreibweise fiir f% 0
auffassen. Bezeichnen wir einmal versuchsweise diese Integrale mit

1

I, = — .
b 2 -

(34.1)

Sind die [ Null? Sie denken gar nicht daran.

34.1 Beispiel Betrachten wir doch einmal den besonders einfachen Fall eines
Freiheitsgrades, und Phasenraum P := R2. Dann ist M einfach eine geschlosse-
ne Kurve in P (siehe Abbildung 53) und

p

My

Zo

Abbildung 53: Invarianter 1-Torus My = (][0, 1])

Iz/pdqz—/w,
0 F

wobei F' C R? nach dem Satz von Stokes die von v = 9F eingeschlossene Fliche
ist.
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Wir kénnen nicht nur auf M, sondern auch auf benachbarten Tori M7 mit | f—fl
klein, Wege 71, . . ., 7, einfiihren und die Ausdriicke /;, werden nach dem, was wir
gerade bewiesen haben, nur Funktionen [, = ], k(F1, ..., F,) der Konstanten der
Bewegung sein.

Die [}, sind unsere Kandidaten fiir die Wirkungsvariablen.

Um die Winkelvariablen einzufiihren, betrachten wir in der Néhe eines typi-
schen Punktes zy = (po, qo) € M die Darstellung von M als Graph der Funk-
tion p = p(I,q) mit I = I(f), siche Abb. 54. Diese wird natiirlich nicht fiir alle
xo € My moglich sein.

Zo

Abbildung 54: Lokale Darstellung von M als Graph einer Funktion

Wir setzen -
T Op (1 q oS
Z/;a@ T (34.2)

mit der (fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet des Torus definierten) Funk-
tion .
Smw:/p@@dq
q0

Esist alsop = % und p =
kanonisch ist.

Die lokalen Koordinaten ¢, lassen sich nun tatséchlich als Winkel interpre-
tieren, d.h. wir kénnen exp(i¢y) als Funktion M; — S* = {c € C | |¢| = 1}
auffassen. Denn in einer Umgebung von xy € M/ stimmt

a ~, sodass die Transformation (q,p) — (I, ) lokal

a x
exp(ipr(z)) = exp <za—]/ me) (x € My) (34.3)
k Jaxqg
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mit der Definition (34.2) iiberein, und wegen (34.1) ist modulo 277 das Argument
der Exponentialfunktion in (34.3) unabhéngig von der Wahl des Weges v : I —
M zwischen v(0) = z und (1) = =.

35 Storungstheorie

Es lédsst sich zeigen, dass nicht alle Hamiltonschen Systeme integrabel sind. Fiir
mehr als einen Freiheitsgrad ist Nichtintegrabilitdt sogar in einem prézisen Sinn
typisch (”generisch”)?.

In nicht integrablen Systemen findet die Bewegung auf der Energieschale fiir
ein positives Liouvillemall von Anfangsbedingungen nicht auf n-dimensionalen
Lagrange-Tori der (2n — 1)-dimensionalen Energieschale statt statt und kann sehr
verwickelt (’chaotisch”) aussehen. Um das Langzeitverhalten der Orbits zu be-
schreiben, miissen ganz neue Begriffe entwickelt werden.

Statt dies zu tun, wenden wir uns zunéchst Systemen zu, die “beinahe inte-
grabel” sind, in denen die Hamiltonfunktion also die Form H.(I,p) = Hy(I) +
eH, (1, p), || klein, besitzt. Ziel ist zunéchst die Beschreibung der Orbits fiir nicht
allzu lange Zeiten.

Wir schauen uns also Differentialgleichungssysteme der Form

I, = 0 + efill,) (ke{l,...,m})
o = w(l) + eql,p) (e{l,...,n})

an. Verallgemeinernd setzen wir nicht voraus, dass das System Hamiltonsch ist;
insbesondere braucht es nicht gleich viele Winkel- wie Wirkungsvariablen zu ge-
ben.

Es ist in diesem Zusammenhang auch besser, von langsamen (/)—Variablen
und schnellen (p)—Variablen zu sprechen, denn offensichtlich gilt allgemein fiir
jedes e—unabhingige 7" > 0 :

(35.1)

[ 1(t) = 1(0) [= O(e) , |¢t) —¢(0)|=001) , [f<T.

Graphisch konnen wir die Situation so darstellen.
In vielen Fillen interessiert uns hauptsédchlich die zeitliche Entwicklung der
langsamen Variablen /.

20L. Markus, K.R. Meyer: Generic Hamiltonian dynamical systems are neither integrable nor
ergodic. Memoirs of the AMS. 144 (1974)
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) ¢(1))

(1(0),90(0)? _ (It

Abbildung 55: Schnelle und langsame Variablen

Das so genannte Mittelungsprinzip besteht nun darin, die Losung [ (t) des Dif-
ferentialgleichungssystems zu vorgegebenen Anfangsbedingungen (1, ¢o) mit der
Losung J(t) des so genannten gemittelten Systems

Jk:€<fk>(J) (k‘:L...,m)

mit Anfangswerten Jy(0) := I;(0) zu vergleichen. Dabei ist das Mittel (F') einer
Phasenraumfunktion F' : U x T" — R durch

(F):U—-R , (F)(J):= /nF(J,gp)%

gegeben.
Unter bestimmten Umsténden ist die Differenz |I(¢) — J(t)| fiir eine lange
Zeitspanne klein.

35.1 Beispiel Fiir (7,0) € R x S, w # 0und f(I, ) := 1 + cos p sei
I = cf(I,p)
Y = w
(d.h. g = 01in (35.1)). Die Losung des DGL-Systems ist
I(t) = Ip+et+ 5 sin(wt + ¢o)
p(t) = wotwt
Das gemittelte ”System” (in Wahrheit haben wir nur noch eine Variable) ist

J=e(f)(J) =¢,
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also
J(t) = Iy + et.

In diesem Fall gilt also fiir alle Zeiten ¢t € R

1,J
I1(t)
J(t)
Iy
. L

Abbildung 56: Langsame Variable / und gemittelte Variable J

[1(t) = J(B)] <

siehe Abbildung 56.

Natiirlich kénnen wir in diesem einfachen Beispiel das Differentialgleichungs-
system durch Quadraturen 16sen, sodass wir auf eine Ndherungslosung nicht ange-
wiesen sind. Trotzdem zeigt uns das Beispiel, worauf es ankommt. Zwar schwankt
I(t) kurzfristig um O(g) wegen des cos g—Terms, dieser trigt aber zu einer lang-
fristigen Verdnderung nicht bei. Das Raummittel % f027r f(I,¢)dp = 1 entspricht
hier exakt dem Zeitmittel

T—oo T’

lim + /0 FUI), o()) dt
1 T

= lim —/ (1 + cos(po +wt)) dt

T—oo T 0
— lim 1 (T N sin(ypo + wT') — sin(gpo)) .
T—oo T w

Wenn im allgemeinen Fall Raummittel und Zeitmittel von f {ibereinstimmen wiir-
den, wiren wir sicher, dass das Mittelungsprinzip uns eine gute Naherung fiir
I(t) fir t € R liefern wiirde (vorausgesetzt geniigend schnelle Konvergenz des
Zeitmittels). Dies ist aber leider nicht immer der Fall:
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35.2 Beispiel Auf dem Phasenraum R? x T? betrachten wir das DGL-System
I = —esin(py — 202) . Iy = e(cos(ip1 — 22) + sin y)

p1=2 , Ya=141.

Das gemittelte System ist also
Ji=Jy=0.
Es gilt aber fiir Anfangswerte mit ¢1(0) = ¢2(0) = 0und 7;(0) =0
L(t)=1L0)=0 , I)(t)=10)+4¢e(t—cost+1)

pi(t) =2t , pa(t) =1,
wihrend
Jl(t) = 11(0) =0 und Jg(t) = ]2(0),

also |1(t) — J(t)| = e|t — cos(t) + 1| ~ e|t] fiir |t| groB, siche Abbildung 57.

I>(t)

15(0) o> Jy(t)

. 1

Abbildung 57: Beispiel fiir das Scheitern des Mittelungsprinzips

Hier fiihrt also die Anwendung des Mittelungsprinzips nicht zu einer guten
Anndherung der Wirkungen [;; durch die gemittelten Wirkungen .J;;, zumindest

nicht fiir die angegebenen Anfangsbedingungen.

Wenn wir nach Kriterien suchen, unter denen wir das Mittelungsprinzip erfolg-
reich anwenden konnen, miissen wir analysieren, warum im zweiten Beispiel die
Differenz zwischen I, und J, schon fiir t = O(1/¢) nur von der Ordnung 1, also

grof} ist. Wir betrachten dazu die in Beispiel 35.2 auftretende Bewegung
pi(t) =2t @o(t) =1
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Abbildung 58: 2r—periodische Bewegung auf T?

auf dem Torus T?. Diese Bewegung ist 2r—periodisch, siehe Abb. 58.

Wir konnen also nicht erwarten, dass Raummittel und Zeitmittel einer Funkti-
on f auf T? gleich sind.

Insbesondere ist fiir den Koeffizienten f := f, des DGL-Systems (mit fo(1, ¢) =

cos(p1 — 2¢9) + sin ¢y)
(f)I) =

tlggloT/ (I =1

Wir miissen also zunichst nach Kriterien suchen, die Gleichheit von Raum- und
Zeitmittel einer Bewegung auf dem Torus erzwingen.

aber

35.3 Definition e Es seien (¢, ..., ,) Winkelkoordinaten auf dem Torus T".
Dann heift fir w = (w1, ...,w,) € R™ der Fluss ¢, : T" — T™ zum Vektorfeld
p = w bedingt-periodische Bewegung.

e Die w; € R heillen die Frequenzen der bedingt-periodischen Bewegung.

e Sie heiBen (rational) unabhdingig, falls fiir k& € Z™ nur dann (k,w) = 0 gilt,
wenn k = 0.

Offensichtlich ist der Fluss auf T™ gleich
bi(#(0)) = (t) = (pr(t),- -, @alt))

(01(0) +wit, ..., 0,(0) +wut)  (mod 27).

35.4 Definition e Das Raummittel einer integrablen Funktion f : T" — R ist die

Zahl
dn




e Das Zeitmittel von f ist die Funktion f* : T" — R,

T
T—oo 1 0

35.5 Satz e Ist f : T" — R Riemann-integrabel’', so existieren Raum- und Zeit-
mittel.

e Falls die Frequenzen w; rational unabhingig sind, sind Raum- und Zeitmittel
gleich, es gilt also

fo)=(f) (peT"),

Der Beweis dieses Satzes wird am Ende dieses Kapitels nachgeliefert.

35.6 Bemerkung Ist n = 1 wie in unserem ersten Beispiel 35.1, so ist die Un-
abhingigkeit von w gleichbedeutend mit w # 0. Diese Bedingung ist in Beispiel
35.1 erfiillt.

Ist dagegen n = 2 wie in Beispiel (35.2), dann ist die Unbhéngigkeit von
w; und wy gleichbedeutend damit, dass wy; # 0 # wy und wy/wy ¢ Q. Diese
Bedingung ist in Beispiel 35.2 fiir I;(0) = 0 verletzt, denn dann ist wy /wy = 2..

35.7 Korollar Falls die Frequenzen unabhéngig sind, ist jeder Orbit auf T™ dicht.

Bew.: [Widerspruchsbeweis]

Es existiere ein Orbit ¢(¢) und eine Umgebung U C T", sodass Vt € R ¢(t) € U.
Fiir die charakteristische Funktion

1 ,zelU

0 ,z¢U

von U gilt (17) > 0, aber 1;,(¢(0)) = 0. O

Iy : T —-R IlU(:L')::{

35.8 Korollar Falls die Frequenzen unabhéngig sind, ist jeder Orbit auf T™ gleich-
verteilt, d.h. fiir jede (Jordan-messbare) Menge U C T" ist die Aufenthaltszeit des
Orbits in U proportional zum Mal3 von U.

Bew.: Die Aufenthaltszeit 7;(7") des Orbits in U wihrend des Zeitintervalls [0, T']
ist durch 7 (7T') := fOT 1y (p(t)) dt gegeben. Es gilt

lim T~ (T) = T () = (L) = ~2B0)

T—o0 (27-[-)71 :

21 Eine entsprechende Aussage gilt nicht fiir jede Lebesgue-integrable Funktion. Insbsondere ist
jeder Orbit O := (R, ¢) C T™ eine Lebesgue-messbare Teilmenge mit MaB 0, aber 17, (¢) = 1.
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Zunichst soll noch folgende Umkehrung des Satzes 35.5 gezeigt werden:

35.9 Bemerkung Wenn es ein k& € Z™ \ {0} mit k - w = 0 gibt, dann existiert ein
stetiges f : T — C mit nicht konstantem Zeitmittel f*.

Bew.: Setze f(y) := exp(ik - ). Dann ist

T
f*(¢) = lim —/ flo+wt)d hm %/0 exp(ik - (p + wt)) dt

T—o0 T

— ?/ exp(ik - @) dt = f(p).

0
Die nicht konstante Funktion f ist also gleich ihrem Zeitmittel. O

Umgekehrt beweisen wir den Satz 35.5 zunéchst fiir die Exponentialfunktionen.

35.10 Lemma Die Aussage des Satzes 35.5 gilt fiir f () := exp(ik - ©).
Bew.: Fiir k € Z™ \ {0} gilt (k = 0 trivial):

1 (T
o) = lim — / exp(ik - (¢ + wt)) dt
T—oo T 0
1 ezk Wl 1
= Tlggof exp(ik - @) - T = 0.

O

35.11 Lemma Die Aussage des Satzes 35.5 gilt fiir trigonometrische Polynome
= D pgen fre™ e
Bew.: Folgt aus Linearitit der Abbildung f +— f*. O

35.12 Lemma Sei f : T" — R eine stetige (oder zumindest Riemann-integrable)
Funktion. Dann existieren fiir ¢ > 0 zwei trigonometrische Polynome

pr,p2:T" —R mit p; < f<py und (27)_"/ (p2 —p1)dp < €.

Bew.: Sei f zunichst stetig. Dann existiert nach dem Weierstra3schen Approxi-
mationssatz ein trigonometrisches Polynom p mit | f — p| < %5. Durch Ubergang
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von p zu %(p +p) konnen wir annehmen, dass p reell ist. Die Polynome p; := p—35
und p, := p + 5 erfiillen die Aussage.

Fiir f Riemann-integrierbar existieren zwei stetige Funktionen f;, fo mit f; <
f < faund (%)n [(f2—f1) de < 3e.(Man kann beispielsweise f zunichst durch
eine endliche Summe ) se1 AiXi von charakteristischen Funktionen auf Quadern
majorisieren und diese wie « in nachstehender Zeichnung durch stetige Funktio-
nen majorisieren.)

Indem wir nun wiederum f; und f, durch trigonometrische Polynome

p1 < fi < fo<po

1\" 1 ]
<%) /\pz’—fz'|d90<§5 . (i=1,2)

anndhern, erfiillen p; und p-, die Aussage. O

mit

Bew. des Satzes 35.5: Wir betrachten fiir ¢ > 0 die trigonometrischen Polynome
p1 < f < ps von Lemma 35.12. Wegen Lemma 35.11 finden wir ein 75 (<), sodass
fir " > TQ(E)

‘(p& - %/OTpi () di

Zusammengefasst haben wir folgende Ungleichungen und maximale Differenzen:

LiMprow(e)dt < [T fow(p)dt < k[T pou(p)dt

<e , (1=12).

(Lemma35.ll)€ I :U: I g (Lemma 35.11)

(p1) < (f) < (p2)
— £ — £
(Lemma 35.12) (Lemma 35.12)
Wir folgern also, dass ‘% fOT (@) dt — (f)| < 2e. O

Exkurs: Der Virialsatz

Wir betrachten zuniichst ganz allgemein eine Hamiltonfunktion H : R** — R,
fiir die die Energieschale

Yg:={r €R*| H(x) = E}
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fiir den Wert £ der Energie kompakt ist.
Fiir eine beliebige Funktion f € C°°(R?*" R) ist dann das Zeitmittel von

{f,H} € C*°(R*,R)

auf Xp Null. Denn wenn ®; den von H erzeugten Fluss bezeichnet, dann ist
{f,H} = L fo®],, und damit das Zeitmittel fiir € X5, gleich

{f,H}*(z) = lim l/0 {f, H} o ®y(x) dt

T—oo T
_ Th_IEOfo(I)T(!;)—f(x) —0.

Wir schauen uns nun einige Beispiele fiir den einfachen Fall der Hamiltonfunktion
H(p,q) :==T(p) + V(g) mitkinetischer Energie T (p) := 1p’
an und setzen voraus, dass die Energieschale .z kompakt ist.

35.13 Beispiele 1. f(p,q):=p;, i=1,....,n
—> Das Zeitmittel der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft —VV'(q) ver-
schwindet.

2. f(p,q) =qi,i=1,....n
=—> Das Zeitmittel des Impulses bzw. der Geschwindigkeit ist Null, was ja
nun auch nicht weiter erstaunt.

3. Etwas interessanter ist f(p, q) := Y1, pigi, T(p) = 3p*

{f,H}(p,q) =2T(p) —q-VV(q).

Der zweite Term hat nun zunéchst keine anschauliche Interpretation. Setzen
wir aber das Potential als homogenes Polynom k—ten Grades in den ¢; (mit
geradem k) an, so erhalten wir in Multiindexnotation

0
V= Y cg” . Qg V(@) = > acag”
aeNg Jal=k a aeNg|al=k

also ¢ - VV(q) = kV(q). Damit ergibt sich also fiir die Zeitmittel vonpo-
tentieller und kinetischer Energie (die nach dem Birkhoffschen Ergodensatz
Satz 22.1 fast iiberall auf > 5 existieren):

KV*(z) = 27 (2),
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oder auch

k 2
T (xr)= ——H , V(r)=-——H(x).

@) = 5 H@) V@) = S HE)
Ganz analog kann man auch fiir den Fall eines homogenen Zentralpotentials
V(q) = |q|® argumentieren, insbesondere fiir C = —1, d.h. die Keplerbe-
wegung. Dort ist also 7*(z) = —H(z) und V*(z) = 2H(z) < 0. (Man
beachte, dass 7™ und V* von allen Phasenraumvariablen abhidngen!)

Der Virialsatz hat in der statistischen Mechanik Bedeutung. Dort stellt sich nimlich
die Frage, wie sich die Gesamtenergie auf die verschiedenen Freiheitsgrade ver-
teilt.

36 Storungstheorie fiir eine Winkelvariable

Bevor wir Hamiltonsche Systeme betrachten, untersuchen wir die Stérungstheorie
in einem Fall, in dem das Mittelungsprinzip besonders gut anwendbar ist. Das
gestorte Differentialgleichungssystem auf dem Phasenraum G'x S', G C R! offen,
sei

j = 59(1790)
¢ = wl)+ef(l,p).

Das gemittelte System ist also

J=¢e(g)(J).

Wir bezeichnen mit (/(t), ¢(t)) die Losung des gestorten und mit .J(¢) die Losung
des gemittelten Systems mit Anfangsbedingung 1(0) = J(0) = Iy, p(0) = po.
Da die Variation

von ¢ i.A. nicht verschwindet, wiirde man vielleicht erwarten, dass sich fiir Zeiten
t, die grosser als von der Ordnung O(c%) = O(1) sind, gemitteltes und ungemit-
teltes System um mehr als O(e) unterscheiden. Dies ist aber nicht der Fall. Um
dies zu beweisen, benutzen wir die Ungleichung von Gronwall. Diese ist fiir viele
Abschitzungen in der Differentialgleichungstheorie niitzlich.
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36.1 Lemma (Gronwall) Fiir f, B € C ([0,7),[0,00)) gelte fiirein A > 0

f) <A+ /t f(5)B(s)ds  (0<t<T). (36.1)

Dann ist

£(t) < Aexp (/OtB(s) ds) 0<t<T).

Bew.: Esiist f(t) < h(t) := A+ [; f(s)B(s)ds und, falls A > 0,

<B({) (0<t<T). (36.2)

Integration von (36.2) ergibt h(t) < Aexp (f(f B(s) ds).
Der Fall A = 0 ergibt daraus sich durch Limesbildung. ]

36.2Satz 1. Esseienw, f € CYG x SY,R) und g € C1(G x S*, R!) zusam-
men mit ihren Ableitungen beschrankt und w > C' > 0.

2. Esexistiere ein C' > 0 sodass fiir0 <t < 1/e
{(JJeR ||J—J@t)|<C}CG.
Dann ist tiir gentigend kleine ¢ (0 < & < g¢):
[I(t) = J@)] =0()  (0<t<1/e).

Bew.: Der Ansatz des Beweises besteht darin, neue Koordinaten

I(I,p) :=1+cK(I,) (36.3)

einzufiihren, in denen die winkelabhingige Storung nur noch von der Ordnung e? ist. Eine
Stérung dieser GroBe konnen wir dann iiber die Zeitspanne 1/ integrieren und erhalten
eine Maximalabweichung vom ungestorten System von der Ordnung €.

Wir setzen (36.3) in das Differentialgleichungssystem ein und erhalten

I = I+4¢e|DiK(I,p)+DyK(I,0)p
= ¢clgl,¢) + D2K (I, p)w(I)] + e*R(I, ) (36.4)
mit

R(L 90) = DIK(L @)Q(L (10) + D2K(I7 Qp)f(L (10)'
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Wir setzen nun, um die Klammer in (36.4) ¢-unabhingig zu machen,

1 ¢
KL= - [ vy,
(1) = -i [atw)
Dies ist wegen w(l) # 0 moglich. Da (g) (I) = 0, ist K in ¢ 27—periodisch, und nach

den Voraussetzungen des Satzes ist K € C''(G x S', R!) zusammen mit seiner Ableitung
beschrinkt.

Entsprechendes gilt damit auch fiir R.
Weiter folgern wir, dass wir fiir kleine € (36.3) invertieren konnen, und dass die urspiing-

liche Wirkung (1, ¢) ebenfalls zusammen mit ihrer Ableitung beschrénkt ist (allerdings
auf dem Definitionsbereich {(I(I, ), ¢) | (I,¢) € G x S'}).

I=2(G) (1) + 2RI, ) = (5) (1) + 2 R(L, ) + () (1) = (3) (D).

AI := T — J, sodass AI(0) = I(0) — I(0) = O(e)

GAL = (@D~ @) W) + 2R+ (@) (D) - 6 (D)

= =D (G ())- AL+ E2R(Le) + ((5) (D = (3) (D) +
= () (1) = @) ()) = D(G) (J) - AT

Da § € CY(G), ist nach der Taylorformel der letzte Term von der Ordnung o(¢), falls
AI = O(e). Dies setzen wir nun fiir das Zeitintervall [0, 1/¢] voraus und iiberpriifen die
Konsistenz dieser Annahme.

AT erfiillt die Integralgleichung

AI(t) = AI(0) + /0 t [ED (G (J(s)) - AI(s) + R(s,g)} ds, (36.5)

wobei nach Voraussetzung

SR (1(1(s), 0(s)), 9(5) ) + (@) (T (5), 9(5)), () = (@) (1(5)))
+2 (@ (1() = () (J()) = D (3) (J(5)) - AL(s))

von der Ordnung O(g?) ist. Wir schitzen AT mithilfe von (36.5) ab und setzen dazu in
der Voraussetzung (36.1) des Gronwall-Lemmas

/e, _
fim \AI|,A::AI(O)+/O R(s,9)|ds wnd B:=c|Dg) ().
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Damit ergibt sich
f() < creexpleas - 1),

was fiir 0 < ¢ < 1/e konsistent mit unser Annahme ist. Wir kénnen ¢ so klein wihlen,
dass

creoexp(cp) < 2C" und g - y )sug o |K(1,¢)| < iC
780 e ><

gilt, also |1(t) — J(t)| < C’ gilt und der Phasenraum somit nicht verlassen wird. a

37 Hamiltonsche Storungstheorie
Wir betrachten ein Hamiltonsches System mit Hamiltonfunktion
H.(I,¢) == Ho(I) + eH\(I, ¢)

auf dem Phasenraum G x T", G C R" offen und beschrinkt, und mit Storpara-
meter |e| < g¢. Die Differentialgleichungen sind also

I = —eDyH (I, )
¢ = w()+eDH(1,p)

mit Frequenzvektor
w:= DH 0-

Das gemittelte System ist trivial: J = 0.
Wir wollen eine kanonische Transformation

T (L) = (1, 9)

finden, die die Winkelabhiingigkeit bis auf einen Term der Ordnung <2 eliminiert.
Dazu benutzen wir die Methode der erzeugenden Funktion, setzen also an

I=1+¢eD,S,0) ¢=p+eDS, ).

Einsetzen in die Hamiltonfunktion ergibt mit K. o 7. = H, formal

Ke(lv 95) = He <i + €D2S(I7 So(iv @))7 95 - €D2S(I7 So(i7 @))) (371)
— Ho(l)+¢ [DHO(D - D,S(I,3) + Hi(I, @)] +O(2).
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Es miisste also S so gewihlt werden, dass

w(l)-D2S(I,¢)+ Hi(1,9)

nur eine Funktion von I , nicht den Winkeln wird. Dazu benutzt man die Fourier-
transformation, schreibt also

H(I,g) = > h(l)e?,
S, g) = D Su(I)e?. (37.2)

Wegen w(I) - DoS(1,0) = i) pepm Sy(I)w(I) - Lexp(il - §) ergeben sich die
Bedingungsgleichungen

iSy(Dw(I) -+ ho(I)=0.  (LeZ"\{0}). (37.3)
Diese sind i.A. nicht 16sbar, denn

e wir konnen durch eine beliebig kleine Verinderung des Frequenzvektors
w € R™ immer erreichen, dass fiir ein geeignetes ¢ € Z" \ {0} das Skalar-
produkt w - ¢ = 0 wird, und

e falls Dw den maximalen Rang n besitzt, konnen wir eine solche Verinde-
rung von w durch Variation von / bewerkstelligen.

Setzen wir aber voraus, dass fiir ein festes I € G die Komponenten des Frequenz-

A

vektors w(/) € R" rational unabhiingig sind, d.h.

w() - £#£0  (CeZ"\{0}),
dann kénnen durch die (I —unabhingigen!) Fourierkoeffizienten

he(1)

Se(I) := Zw(f) Y

(¢ ez \{0}) und Sy(I):=0 (37.4)

der erzeugenden Funktion S die Gleichungen (37.3) immerhin an der Stelle [=1
16sen.

Es taucht aber das Problem der kleinen Nenner in (37.4) auf. Zwar sind die
Fourierkoeffizienten .S, definiert, aber es ist nicht klar, ob die Fourierreihe (37.2)
konvergiert.
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Dazu verschirfen wir die Unabhéngigkeitsbedingung zur Forderung daf3 w(f ) €
R™ diophantisch ist, d.h. fiir geignete v > 0 und 7 > 0 in der Menge

Q= {weR" |V eZ"\{0}:|&- 0| >~| "} (37.5)

liegt. Ob eine solche Bedingung iiberhaupt fiir einen Frequenzvektor © € R"
erfiillt ist, soll uns erst spéter interessieren.

AuBerdem fordern wir, um die Konvergenzchancen in (37.2) zu vergrofern,
dal die Fourierkoeffizienten h, schnell abfallen. Dies ist bei geniigender Diffe-
renzierbarkeit von H; der Fall:

37.1 Lemma Fiir g € C*(T", R) mit Fourier-Darstellung
gle) = grexp(il - o)
ez

sind die Fourierkoeffizienten von der Ordnung
lg¢l = O(¢]7"). (37.6)
Bew.: Es ist fiir Multiindex o € N mit |a| := Y0, <k

Dg(p) = il*l Y~ gpt™ exp(il - ).
Lezn

Essei £ € Z"\ {0} und ¢, eine betragsmiBig grofte Komponente von ¢, d.h. insbesondere
|¢;| > |¢|/n. Durch inverse Fouriertransformation der k-ten Ableitung

1 dy
= — —il - )"
ge (zﬂj)’f /n eXp( ¢ (10) @]g((’p) (27-[-)n
nach (; zeigen wir (37.6), denn max; sup,, |8{ng(§0)| < 00. O

Wie hingt umgekehrt die Differenzierbarkeitsstufe einer Funktion von den Ab-
fallseigenschaften ihrer Fourierkoeffizienten ab?

37.2 Lemma Fallsc: Z" — C fiirk > r + n, r € Ny von der Ordnung
c(6) = O] ™)
ist, dann ist die durch

Flg) ==Y c(t) exp(il - ) (37.7)

Lezn

definierte Funktion f € C"(T",C).
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Bew.: Es geniigt, die Behauptung fiir » = 0 zu zeigen, also die Stetigkeit von f. Es
existiert also ein C' > 0 mit |c(¢)| < C|¢|~*. Zunichst konvergiert (37.7) fiir alle ¢

absolut, denn
e <c0)+C D> T < 0.
tezn tezn\{0}

Fiir ¢ > 0 sei N so gewihlt, dass

> leo)] < /3, (37.8)

Lezm, |4 >N

und fx die Partialsumme

In(p) == Z c(l) exp(il - ).

Lezn, [(|<N
Dann ist fiir alle ¢, 1) € T"

@)= F@) < 1F(0) = fx (@] + 1w (@)| = fx (@) + v () = F@)
< SN - @)+ 5

Andererseits ist unter der Bedingung |¢ — | < 0 := 355

[fn(e)| = fn ()]
— > () (explil - @) — exp(il - 1))

ez [0|<N

C Y T —exp(il- (¢ — )|

£eZ™\{0}, [(|<N

IN

_ _ €
< C D Wt @-ed<e Y e < g
0ezm\{0}, [¢(|<N 0ezm\{0}, || <N
wegen (37.8), sodass dann |f () — f(¥)] < e. O

37.3 Korollar Fiir H; € C*(G x T",R) k > n+ 7, 7 ¢ N und eine Wirkung
I € G, die (37.5) ertiillt, ist die erzeugende Funktion*

S e M= (@ x T R).

2Zmit [[]:R—Z, x—min{z€Z| 2z >x}
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Bew.: Nach Lemma 37.1 ist S; = O(|¢|~*), nach Lemma 37.2 ist § € C*~[71-",
O

Die diophantische Bedingung (37.5) ist, falls 7 > n — 1, fiir Lebesgue-fast-alle
w € R™ erfiillt (allerdings mit einer w-abhingigen Konstante y):

37.4 Lemma Fiir 7 > n — 1 ist das Lebesguemal3 der diophantischen Menge
B,;=Q,,NB

in der Vollkugel B := {w € R" | |w| < 1} fiir kleine Werte von y groB3: Es gibt
ein o(7) < oo mit

Bew.:

A(Byr) = AB) = Y AMGe)
tez7\{0}

fir Gy := {w € B | |w- /] < [(|77}. Bsist \(Gy) < 2¢,_17/¢|7~1, wobei ¢, das
Volumen der k—dimensionalen Vollkugel vom Radius 1 bezeichnet. Es ist

Z MNGy) <cp-v-afr) fir afr):= 9fn=1 Z 107! < . O
€77\ {0} ™ eezm\{0}

Wir sammeln jetzt unsere Teilergebnisse:
37.5 Satz Falls die Frequenzen w = D H unabhingig variieren, d.h. die
det(Dw)(I) #0 (I €G),

und Hy, H; € C?"T3(G x T, R), gibt es eine Teilmenge G. C G mit asympto-
tisch vollem Mal3 (lim._o A(G.) = A(G)), fiir die das Mittelungsprinzip bis zur
Zeit 1 /e anwendbar ist:

sup |1(t) — 1(0)| < const - ¢ (0<t<1/e).

Bew.: Unter den genannten Voraussetzungen ist die erzeugende Funktion S € C3,
sodass die Abschitzung (37.1) mit dem konstanten zu € proportionalen Term
5h1(f ) in einer e-Umgebung von I gilt, d.h. durch Einfiihrung der neuen Koor-
dinaten (I, ¢) die Hamiltonfunktion bis auf Fehlerterme R; der Ordnung 2 inte-

grabel ist:

K.(I,$) = Ho(I) + ehi(I) + Ri(I, ) + Ro(1, §)
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Ri(1.3) = (Ho(I+=D,8(1,3)) — Ho(I) — eDHo(I) - D>S(1, )
te (Hi(l +2Ds5(1,9),¢) — Hi(1,9)) = O(c?)
und
Bo(1,3) = = (w(D)- DS(1,3) — w(l)D3S(1, )
+e (Hi(1.¢) — Hi(1,§)) = O().

Integration der Hamiltonischen Differentialgleichungen mithilfe des Gronwall-
Lemmas analog zum letzten Kapitel liefert das Resultat. O

Da die Gesamtmasse der Planeten etwa ¢ := 1/1000 der Sonnenmasse betrigt,
konnte durch diese Storung nach etwa 1/¢ = 1000 Jahren eine bedeutende Veridnde-
rung der Ellipsenbahn der Erde einreten.

Wairen die Voraussetzungen dieses Satzes gegeben, dann wiirde er immerhin
voraussagen, dal solche Verdnderungen nach 1000 Jahren noch O(¢) sind, und
sich — tiberschldgig — erst nach einer Million Jahren deutlich bemerkbar ma-
chen.

Der Satz ist zwar nicht direkt anwendbar, denn det(Dw) = 0 (im Keplerpro-
blem sind die Bahnen negativer Energie immer periodisch). Es gibt aber Varianten
des Satzes, die fiir das himmelsmechanische Problem greifen.

38 KAM-Theorie

Wir haben gesehen, dass wir fiir geniigend unabhingige Frequenzen w(/) neue
Koordinaten einfiihren konnen, in denen die Storterme von der Ordnung £? statt €
sind. Es stellt sich die Frage, ob man diese Transformation iterieren kann, um die
Storung in geeigneten Koordinaten vollstindig zu eliminieren. Damit wire dann
die Existenz eines flussinvarianten Torus gezeigt, auf dem die Bewegung bedingt-
periodisch mit Frequenz w ist.

Dieses Ziel verfolgt die Theorie, die von Kolmogorov, Arnold und Moser auf-
gestellt wurde und die daher kurz KAM-Theorie genannt wird.

Formal ergibt die Transformation bei n—facher Iteration einen Fehler von 2.
Sie ist daher dem Newtonverfahren zum Auffinden von Nullstellen verwandt.
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38.1 Bemerkung Beim Newtonverfahren werden Nullstellen von f € C?*(R)
ausgehend von zy € R aufgesucht, indem

n

gesetzt wird. Nach Taylor ist hier

" _ ) — ) - f(xn)) 1, (f(xn))z
f(zn) )2
(@
((f/(xn> ) ’
also O(f(x,)?), falls f’ in einer geeigneten Umgebung von Null weg beschriinkt

ist. Eine solche formale quadratische Konvergenz muss allerdings durch Norm-
abschitzungen bestitigt werden.

Die Durchfiihrung der KAM-Theorie ist im Rahmen einer Vorlesung iiber Klas-
sische Mechanik moglich (siehe z.B. den 1. Band des Lehrbuches [Th] von W.
Thirring, wo eine vereinfachte Situation durchgerechnet wird).

Sie ist aber etwas miihsam und technisch, weswegen wir darauf verzichten.
Stattdessen soll einfach das Resultat dargestellt werden. Den Beweis findet man
im Artikel [Po] von J. Poschel.

Es sei wieder

H.(I,p):=Ho(I)+cH(I,9)

auf dem Phasenraum G x T", G C R" und mit Storparameter || < e¢. Diesmal
setzen wir voraus, dass die integrable Hamiltonfunktion H reell-analytisch ist.
Weiter fordern wir wieder die unabhiéngige Variation der Frequenzen w := DH) :
G — R™

det(Dw)(I) #0 (I € G),

und w sei ein Diffeomorphismus auf das Bild
0= w(q).
Wegen dieser Eigenschaft konnen wir mittels der Abb.

T OXxT' = GxT" , (&,9)— (WD), )
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die Hamiltonfunktion H, als Funktion
H. =H.oV:QxT"—R

auffassen, und die symplektische 2-Form mittels U* auf diesen neuen Phasenraum
zuriickziehen.

Der Vorteil dieses Koordinatenwechsels ist, dass bei der Iteration der kano-
nischen Transformationen direkt an den neuen Wirkungen w abgelesen werden
kann, ob sie zur diophantischen Teilmenge €., - (siehe (37.5)) gehoren.

Wir setzen 7 := n und nennen die diophantische Teilmenge der Menge 2
unserer Frequenzen einfachheitshalber
Q,=Q,, N

Die Stor-Hamiltonfunktion H; sei glatt auf G x T", also H; = H o ¥ €
C>®(Q x T™).

38.2 Satz Unter den obigen Bedingungen existiert ein o > 0, sodass fiir |¢| <
go ein Diffeomorphismus 7. auf dem Phasenraum ) x T™ existiert, der auf der
Teilmenge

QexTrCcQxT"

die Hamiltonschen Diftferentialgleichungen in die Form

d. . d .
Ew(t) =0 , Egp(t) = w(t) (38.1)

transformiert. Das Lebesgue-MaB dieser Teilmenge ist fiir kleine Storungenn grol3:
A Q) = MO) - (1- O(VE))
(falls Q) eine berandete Mannigfaltigkeit ist).

38.3 Bemerkungen e Die Gleichungen (38.1) sind integrabel und haben die
Losungen

w(t) =w(0) , @) =¢(0)+w(0)t (mod 2m) (t € R).
e (2, hat die Form einer Cantormenge.

e Uber die ’resonanten Tori’, d.h. das Komplement von 2 Ve X T™, wird im
Satz nichts ausgesagt. Dort kénnen die Tori {iberleben (wenn H. integrabel
ist) oder sich durch die Storung auflésen, siehe Abb. 59.
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Abbildung 59: Phasenraumportrait eines Hamiltonschen Systems mit zwei Frei-
heitsgraden, mit ineinander geschachtelten KAM-Tori (aus [ D

A Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

In zahlreichen physikalischen Anwendungen der Analysis wird iiber Unterman-
nigfaltigkeiten des R", insbesondere des R? integriert, z.B. zur Bestimmung

- des durch eine von einer Leiterschleife berandete Fliche dringenden ma-
gnetischen Flusses

- der entlang eines Weges aufgewandten Energie etc.

Um solche Integrationen durchzufiihren, ist der Kalkiil der Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten entwickelt worden.

Dieser Kalkiil ldsst aber auch den geometrischen Gehalt physikalischer Theo-
rien wie Klassische Mechanik, Elektrodynamik oder Allgemeine Relativititstheo-
rie klar hervortreten (die Maxwellschen Gleichungen beispielsweise lassen sich
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mit Differentialformen als dF' = 0, 0 F' = j schreiben). Eine gute Einfiihrung gibt
das Buch [Ar2] von Arnol’d.

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie der duferen Formen, denn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

A.1 AuBere Formen

A.1 Definition Es sei F ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung

¢ Ex ... x E — R heillt multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
/11

dh. fir A € Rundz;, ;" € E
QO(LIZ‘l, ey Tj—1, )\LIZ‘j,Ij+1, e ,.I‘k) = )\QO(l’l, ce ,.I‘k)
und
I 1
80(.’131, cee 7xj—17ajj + LIZ'J y Ljdds - ooy .Z'k)
I 1
= (w1, x5, ) F (@, Tt Ty,
Genauer spricht man von einer k—linearen Abbildung
Auf E := R" mit Standardbasis eq,...,e, € E bezeichne a4, ...,«a, € E* die

Dualbasis (d.h. o;(ej) = 6;5).

A.2 Beispiel 1. k£ = 1. Dann ist ¢ eine Linearform auf E, und fiir ¢ # 0 ist
¢~ 1(0) C E ein Unterraum der Dimension n — 1.

2. k=2, F := R"” mit innerem Produkt (-, -).
Fir A € M(n,R)istp : Ex E — R, p(z,y) := (x, Ay) eine Bilinear-
form. Sie heilt (anti)symmetrisch, wenn p(x,y) = to(y, z) (z,y € E).

3. k=n, E =R". p(x1,...,2,) = det(xy,...,2,) (x; € E) heiBt Deter-
minantenform. Sie gibt das orientierte Volumen des von z1, ..., z, aufge-
spannten Parallelotops an.

Offensichtlich konnen wir zwei k—lineare Abbildungen 1, o addieren, indem
wir

(Spl + 902)(‘%‘17 s ,l’k) = Spl(xb s 7:1:/6) + SOZ(xlv s ,l’k)
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setzen und eine k-lineare Abbildung ¢ mit A € R multiplizieren

Ap)(z1, ... x) = Ao(T1, ..., Tk))-

Damit wird die Menge L*(E, R) der k-linearen Abbildungen in R zu einem R—
Vektorraum.

A.3 Definition Es sei £ ein n—dimensionaler R—Vektorraum. Dann heifit ¢ €
L*(E,R) duBere k-Form, wenn sie antisymmetrisch ist, d.h.

O(T1y e Ty ooy Ty Tg) = — (X1, o Xy e Ty e k), (X1, X € B
Der Raum der duBeren k—Formen wird mit Q*(E) C L*(E,R) bezeichnet.
A4 Beispiel 1. QYE)=LY(F) = E*.

2. (z,y) — (x, Ay) definiert eine dufere 2-Form auf R™ genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzige n—Form.

A.5 Definition Das ciufBere Produkt von wy, . . . ,wy, € Q(E) wird durch

wi(zy) .. wr(zy)
wi A Awg(x, . xy) = det

wi(zr) . we(zk)

(x1,...,2, € E) definiert.

Offensichtlich ist w; A ... A wy, eine k—Form, also in Q*(E).
Insbesondere ist damit

(679 VANPIRIAN Q. € Qk(E)

Diese duBlere Form stimmt bis auf Vorzeichen mit derjenigen iiberein, bei der
i1, ..., aufsteigend geordnet sind und ist genau dann # 0, wenn alle Indizes
voneinander verschieden sind.

Wir konnen nun jede k—Form w € Q*(R") eindeutig als Linearkombination

W = E Wiy ..y, Oy VANPIIAN Q.

1<4;<..<i<n
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mit w;, 4, ‘= w(e;,...,e;,) € Rdarstellen. Fiir dim(£) = n ist daher
dim (Q*(E)) = (7).
Das Produkt der k—Form w mit einer [-Form
Y= Z wjlmjlajl AN ag,
1<jii<...<ji<n
wird nun als
A Y = Z Z w,-l,,,,-kz/)jl___jlail AL A Q. VAN gy AL A Qg
1< <. < <n 1551 <. <51 <n

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen ein 7,, = j; ist, sind gleich Null,
denn oy A oy = —ay; A oy = 0. Die anderen Summanden tragen zu der dufleren
Form w A ¢ € QF(R™) bei.

Offensichtlich ist das duBere Produkt assoziativ, d.h. (WAY)Ap = wA (P Ap).
Weiter gilt fiir eine k~Form w und eine [-Form

wAY = (1) Aw,

denn wir miissen k - [-mal 1-Formen kommutieren, um von der einen zur anderen
Form zu gelangen.

A.6 Beispiel Symplektische Form auf dem R*"

n
W= Z i A iy € Q*H(R™)
i=1
Fiir n = 2 ergibt sich
W =01 Nag+ as A 0y,

also

wAw = (041/\0634—0(2/\0[4)/\(OélAOé3+OéQAOé4)

= 91AQ3AQ1AQ§+QQAQ4AQ1AQ3

0
+Oél/\063/\062/\064+062/\044/\042/\04$

0
(—DPar Aag Aas Aag+ (1) ay Aas Aas A ay

—2@1 N (6D) N Q3 N Qy.
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Die symplektische Form w hat eine Schliisselrolle in der Klassischen Mechanik.
Dort bezeichnet man die Koordinaten x; . ..z, als Impulskoordinaten, die Koor-
dinaten x,,,1 . .. xs, als Ortskoordinaten.

A.7 Beispiel Wir betrachten einen Vektor v = (gé) = v1€e1 + vaeg + v3es des

R3. Bisher haben wir bei unserer Betrachtung das innere Produkt nicht erwihnt
und auch nicht benutzt. Jetzt benutzen wir das kanonische innere Produkt und
bemerken, dass durch

wi(w) == (v, w) = Viw; + Vowy + v3ws (w € R?)

dem Vektor v die 1-Form w} € Q!(R3) zugeordnet wird.
Ahnlich wird v die 2-Form w? € Q%(R?),

wi(x,y) := det(v, z,y) (z,y € R?)
zugeordnet. Wir finden
wi = V101 + Vag + V33 und wg = Vg N\ g + Vaxg A\ a1 + V30 A Qig.
Das dulere Produkt zweier so gewonnener 1-Formen ergibt

w}, N wllv = (vlal + vy + Ugag) N (wlal + woxg + wgag)
= (’Ulwg — Ugwl)Oél N og + (UQU)g - ’UgU)Q)OéQ N Q3

‘l‘(Ug'lUl — Ul’LUg)Oég N oy

2

= Wyxw:

Wir haben auf diese Weise das Kreuzprodukt zweier Vektoren im R® gewonnen.

A.8 Satz Die Vektoren wy, ... ,w, € E* sind genau dann linear abhdngig, wenn
wl/\.../\wk:().

Bew.:

e Wenn sie linear abhingig sind, konnen wir einen Index i € {1,..., k} mit
w; = Zﬁil ciw; finden. Damit gilt aber
I#i

k
wl/\.../\wk:chwl/\.../\wl/\.../\wk:O,
i

denn in jedem Summanden kommt w; doppelt vor.
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e Andernfalls konnen wir die Vektoren zu einer Basis
Wiy ... Wy, mit noo=dim(EY)
erginzen, sodass wi A ... Aw, # 0ist. Dann ist aber auch wi A...Awy # 0.

|

A.9 Definition Der reelle Vektorraum Q*(E) := Zi:ng(E) QF(E) (mit QY(E) =
R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation hei3t die dufere oder
Grassmannalgebra iiber E.

A.10 Bemerkungen o dim(Q*(E)) = 249" denn Y (}) = 2"

e Es gilt fiir beliebige k, ! € Ny, dass fiir w € Q¥(E),p € QY(E) wAp €
QF(E), aber

o fiir m > dim(F) ist dim(Q™(E)) = 0.

A.11 Definition Fiir eine lineare Abbildung f : £ — F endlich dimensionaler
R— Vektorrdume und w € Q*(F) heiBt die durch

frw)(ur, o) == w(f(or), - fuk)
definierte k—Form f*(w) die Zuriickziehung (engl. pull-back) von w mit f.

Es gilt offensichtlich f*(w) € QF(E), denn f*(w) ist k-linear und antisymme-
trisch.

A.2Satz 1. Die Abbildung f* : Q%(F) — QF(E) ist linear.
2. Firg € L(F,G)ist(go f)* = f*og"
3. Fiir f = Idg ist f* = Ida«(g).
4. Fiir f € GL(E,F)ist (f*)~' = (f~H*.
5. fflanp)=f(a) A f(B).
Bew.:

1./
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2. (gof)*a(vlv“'»'uk) :a(gof(vl)v“'>gof(vk)) =
=g a(f(u),.... flo)) = fregalv,. .. v)

3.V
4. folgt aus 2. und 3.

5. Hausaufgabe O

A.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten einfiihren, und zwar
zunichst auf offenen Teilmengen U C R". Dieser Spezialfall beschreibt das Ver-
halten einer allgemeinen Differentialform auf einem Kartengebiet.

Eine Differentialform w auf U ist eine von Ort zu Ort variierende dulere Form,
deren Variation wir als glatt voraussetzen.

Wir schreiben eine allgemeine k—Form w in der Gestalt

w = Z w,-lmikdx,-l VANPIRAN d$zk € Qk(U),

1<i1<...<ip<n

wobei die w;, ;, € C*°(U,R) sind und die dz; den Koordinatenfunktionen z; :
R" — R zugeordnete 1-Differentialformen sind (dz; € Q'(R"™)). (Dabei wollen
wir den Raum der dufleren £—Formen ab jetzt zur Unterscheidung mit einem nicht
fetten €) schreiben.)

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld v : R™ — R™ definiert und
dx;(v)(y) := v;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern Funktio-
nen und fiir & Vektorfelder vV : U — R ist fiir w € QF(U)

dzi, (vM) .o dx, (vD)
wwW, .. Py = Z Wiy, - det : :
1<ir <..<ip<k dx;, (v®) .. dz;, (v k)

definiert. Das Ergebnis ist eine reelle Funktion auf dem R".

Die Rechenregeln iibertragen sich von den dufleren Formen auf die Differen-
tialformen.

Auf Q*(U) = @;_, (V) betrachten wir jetzt den Differentialoperator d,
der durch

o df :== 3" 2L dx, fiir Funktionen f € C°(U,R) =: Q°(U)

=1 Ox;
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e und dw = Zl§i1<___<ik§n dwi, i, Ndziy, A ... A dx;, fiir k-Formen

W = Z wilmikdxil VAN dl’zk

1<ii<..<ip<n
definiert ist. d verwandelt eine k—~Form also in eine (k + 1)-Form.
A.13 Definition d : Q*(U) — Q*(U) heifit dufere Ableitung.
A.14 Beispiel 1. w € QY(R"), w := zody

dw = dxy ANdry = —dxq1 A dxs.

2. Fiir w = widr; + wodwy + wadzs € QH(R3) ist

dw = (dwy) Adxy + (dws) A dzy + (dws) A dxg

= (% — %) dxy N\ dxy + <% — %) dxo A dxs
Z1

81’2 81’2 8x3
&ul aW3
+ <a—$3 - 8—1‘1) dl’g VAN dl’l.

3. Fiir w = wiadx1 A dxg + wazdry A dxs + wy1dxs A dxy € Qz(Rg) ist

. Ow1a Owag Owsy
dw = <0x3 + 0951 + 8952

) dl‘l AN dZEQ VAN d!Bg.

4. Fiirw € Q3(R3) ist dw = 0.

A.15 Satz d ist eine Antiderivation, d.h. fir « € QF(U) und 3 € QN(U) ist
d(a A B) = (da) A B+ (=1)Fa Adp.

Bew.: Wegen der Linearitit von d geniigt es, diese Gleichung fiir Monome « :=
fdxy N Ndxy,, 8= gdx;, A... Ndxj, f,g € C°(R",R) zu beweisen.

~~

g

a 5
Esgiltd(a A B) = d(f-g)a A B = ((df)g+ f(dg))a A B = (df)a A gh+
(=1)*fan(dg)B =da A B+ (=1)*a AdS. 0

A.16 Satz dd = 0.
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Bew.:

o Fir f € QO(U)istddf = d (X1, Zdw) = S0, Sy gok-dunde; =

& 9? . .
P e ng> dz, Ndzs = 0, da wir wegen der Glattheit von

f die partiellen Ableitungen vertauschen kénnen.
o Firw =Y w; i dr, A...Ndx;, € Q) ist
0

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

Y1
A.17 Definition Es seien U C R™, V' C R" offen und ¢ = : U -V
Pn
glatt. Die Zuriickziehung (pull-back) p*w von
W = Z u)ilmikdl’il VANPRA d$zk € Qk(V)
1<i1 <..<ip<n
ist durch
Yrw = Z Wiyoip © @ - dpiy Ao ANd;,
1<i1<...<ip<n
definiert.

Der Pull-back ist also eine k&—Form auf U C R™.

Y — w

4
U V

- .o+ 2 (¢ p1(r,1) = rcosy
A.18 Beispiel © : Rt x (0,27) — R2, o = (¢2),{ o) = rsing

Es soll die 2-Form w = fdx; A dx, zuriickgezogen werden. Mit f := f o ¢,
also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktion f, ergibt sich wegen

dp; = drcosty — rsindiy,
dps = drsiny + rcosydy

0w = fdpy Ndps = fr(cos® ¢ +sin®)dr Ady = frdr A di.
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A.19 Satz o*d = dy*

Bew.: Durch Anwendung der Kettenregel:
do*(fdxy N...Ndx;) = d((fop) -deiy, A...Ndp;,)
= d(fop) Ndpiy A... N,
Andererseits ist

o'd(fdry, N.. Ndxy,) = @ (Z ﬁ0l9cl Ndxy A... A dxik>

8951
=1

= Zleogpdgal/\dgpil A Ndp;,.

&

J/

d(;;p)
O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismen ¢ sehen wir, dass die duflere Ablei-
tung unabhingig vom verwendeten Koordinatensystem definiert ist.

A.3 Integration von Differentialformen

Wir integrieren zunidchst n—Formen auf dem R"™ und danach k—Formen auf k-
dimensionalen Fldchen im R".

A.20 Definition Es sei U C R" offen und w € Q"(U) habe kompakten Triger
(d.h. firw = fdxy A ... Adx, ist f(z) = 0 auBerhalb eines Kompaktums in U).
Wir setzen dann

[ o= [ ...,

A.21 Satz Esseiyp : V — U ein Diffeomorphismus, mit det(Dy) > 0. Dann gilt

/ap*w:/w.
1% U

Bew.: Wegen A5 ist [i, o*w = [|, fo@-det(Dy) - dxy A ... A dx,, und wegen
der Orientierungserhaltung entspricht dies genau der Transformationsformel. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral iiber die k—Form nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhingt.
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Betrachten wir dx; A ... A dz, als die Standard-Volumenform auf dem R",
dann konnen wir |, ¢y w auch als Integral der Funktion f iiber U auffassen.

Weil wir als ndchstes Funktionen iiber k—dimensionale Flichen im R"™ inte-
grieren wollen, miissen wir uns zunichst iiber die Standard-Volumenform klar
werden. Es sei U C R* offen und

p:U—R"

eine glatte Abbildung mit D (x) vom Rang k. ¢ parametrisiert die k—dimensionale
Fliche V := ¢(U) C R™.
Gesucht ist nun eine k~Form w € QF(U), fiir die fiir jede in V offene Teil-

ﬂf]gf ‘}/ : ‘7
/ w

die Fldache von V' beschreibt. Drei verniinftige Forderungen an w sind, dass
o V':=(0,1)" x {0}"* C R" die Fliche 1 besitzt.

e sich unter einer orthogonalen Transformation O € O(n) die Fliche von V"’
nicht dndert und ebenso unter Translationen.

e sich bei Vereinigung VUV disjunkter Flichen V', V" die Flicheninhalte
addieren.

Diese Forderungen werden von

w:=+/|gldzy N ... N dxy

erfiillt, wobei die symmetrische £ x k—Matrix g durch

g = (Dg)' (D)

definiert ist. Da D¢ nicht degeneriert ist, gilt g(x) > 0 fiir alle = € U, die Matrix
ist also positiv definit. g heilt metrischer Tensor, und |g| bezeichnet det(g).

Ist beispielsweise ¢ : U — R™ durch ) = O o mit O € O(n) gegeben, dann
gilt

B Oy Oy Ops  Opy
g“(l’) - Z 8@ 8x] Z Ols Oltaxj

l,s,t=1

. &ps 8Q0t 8903 8903
N Z ot 83)2 8% SZ 8372 8$j

s,t=1
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Wir konnen eine Funktion f : V' — R integrieren, indem wir das Integral

/Ufoso'w

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Verdnderung der Parametrisie-
rung.

A.4 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

A.22 Definition Eine Differentialform w auf der Mannigfaltigkeit M/ mit Atlas
{(U;, ;) | i € I} ist eine Familie von Differentialformen

Wi EQ*(V;) . ‘/z = QOZ(UZ) CR” (ZGI),

die in folgendem Sinn kompatibel sind: Fiir ¢, j € [ ist V;; :== ¢;(U; N U;) C V;
Definitionsbereich des Kartenwechsels

Yij = @ OSOi_lfvij : Vij — Vi

Es gelte nun
WJ(%TVN) :Wirv,ij (1,5 €1).
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