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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. Dieser zweite Teil der dreiteiligen, vier-
stiindigen Vorlesung iiber Mathematische Physik ist unabhangig von Teil |
(Klassische Mechanik) und Teil Il (Quantenmechanik).

In diesem Teil wird eine Einfiihrung in die Statistische Mechanik ge-
geben. Fiir klassische und quantenmechanische Systeme wird der Begriff
des Phaseniibergangs definiert, und fiir konkrete Spinsysteme Existenz
bzw. Nichtexistenz von Phaseniibergiangen bewiesen.

Anregungen und Kritik sind willkommen!
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1 Einleitung

"Die Natur macht keine Spriinge” - so lautet ein auf die Antike zuriickgehendes
Vorurteil. Kleine Verdanderungen der duBeren Bedingungen sollen also zu kleinen
Veranderungen des Zustandes eines physikalischen Systems fiihren.

Diese Beobachtung lasst sich an unzahligen Beispielen belegen, und dennoch
kennen wir alle ein Gegenbeispiel.

Erhitzen wir Wasser, so bleibt es bis 100 °C fliissig und wird dann gasformig.
Kiihlen wir es ab, so wird es bei 0 °C zu Eis. Diese Anderungen des Zustandes
sind so sprunghaft, dass sie sich zur Definition der (Celsius-) Temperatur-Skala
eignen. Die Dichte von Wasser beispielsweise springt bei 100 °C auf 1/1600. Um
dieses Verhalten von H>O besser zu verstehen, kdnnen wir zunachst verschiedene
GroBen wie Dichte, Warmekapazitdat oder Kompressibilitat in Abhangigkeit von
Temperatur und Druck messen und danach versuchen, funktionale Abhangigkei-
ten zwischen diesen (makroskopischen) GroBen zu finden. Dies ist die Aufgabe
der Thermodynamik.

Wir konnen aber auch versuchen, die Druck- und Temperaturabhangigkeit
dieser GroBen aus der Form der Wechselwirkung zwischen den Hy;O—-Molekiilen
abzuleiten. Die Losung dieses (schwierigen) Problems ist Aufgabe der Statisti-
schen Mechanik.

Es liegt auf der Hand, dass im Lauf einer solchen Untersuchung auch mi-
kroskopische GroBen, z. B. mittlere Abstande zwischen den Molekiilen, in ihrer
Abhangigkeit von Temperatur und Druck untersucht werden miissen, denn of-
fensichtlich hangt beispielsweise die (makroskopische) Dichte vom (mikroskopi-
schen) Molekiilabstand ab.

In einem Glas Wasser befinden sich gréBenordnungsmaiBig 1023 Molekiile.
Kennen wir den Zustand dieser Molekiile zu einem bestimmten Zeitpunkt, so
miissen wir die Schrodingergleichung bzw. newtonsche Gleichung all dieser Mo-
lekiile 16sen, um den genauen Zustand zu einem spateren Zeitpunkt zu berechnen.
Beides, die Messung des aktuellen Zustandes von 10%* Molekiilen wie auch die
Losung einer Differentialgleichung fiir diese 10?3 Teilchen, ist ein hoffnungslos
schwieriges Unterfangen. Wiirde die Statistische Mechanik von der Losung die-
ser Probleme abhangen, wiirde sie als Theorie gar nicht existieren.

Erfreulicherweise hat sich folgende Annahme als auBerordentlich erfolgreich
herausgestellt: Um die interessierenden thermodynamischen GroBen wie Dichte
oder Warmekapazitat zu berechnen, bendtigen wir nicht die Kenntnis (klassisch)
der Orte und Geschwindigkeiten aller 102 Molekiile, sondern miissen nur einen
Gleichgewichtszustand berechnen, der von wenigen duBeren Parametern (in un-
serem Fall: Druck und Temperatur) abhangt.

Im Rahmen der Klassischen Physik ist dieser so genannte Gibbszustand bei



inverser Temperatur
>0 ,T =1/ Temperatur
(fiir endliche Teilchenzahl n) das WahrscheinlichkeitsmaB mit Dichte

exp(—BH (w))
fQ exp(—pH) d\

auf dem Phasenraum €2 mit MaB \. Dabei bezeichnet H : {2 — R die Gesamt-
energie des Systems. Oft ist () = R;;” X Rgn der Raum der Impulse p; und Orte
¢i, 1 =1,...,n der n Teilchen, und X\ das LebesguemaB.

Allgemein wird durch Angabe einer Energiefunktion, d. h. der Wechselwirkung
zwischen den Teilchen, ein sog. Modell der statistischen Mechanik definiert.

(we)

e Die erste Frage, die sich uns stellen wird, ist natiirlich die nach der Rechtferti-
gung dieses Ansatzes.

e Die zweite Frage ergibt sich, wenn man zu sehr groBen Teilchenzahlen (n ~
1023) ibergeht. Wir erwarten intuitiv, dass viele MessgroBen (wie Dichte, spe-
zifische Warme etc.) nicht stark mit n variieren, wenn n groB genug ist: Die
Dichte von Wasser in einem Glas ist von der Dichte in einem Schwimmbecken
nur unwesentlich verschieden. Wir wiirden also gerne zum so genannten thermo-
dynamischen Limes n — oo iibergehen.

Allerdings ist im Rahmen der mathematischen Physik zu zeigen, dass dieser
Limes in einem geeigneten Sinn existiert. Diese Fragestellung ist nicht rein aka-
demisch, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir betrachten n Teilchen, die nun aber
nicht nur elektrostatisch, sondern auch gravitativ wechselwirken. Wird n groB,
so erwarten wir, dass sich die Materie zu einem Planeten oder Stern zusammen-
ballt. Wird n noch groBer, wird dieser Stern unter dem Einfluss der Schwerkraft
zu einem schwarzen Loch kollabieren. Der thermodynamische Limes existiert hier
nicht.

e Eine dritte Frage ist die nach Phaseniibergidngen wie beim Wasser. Das oben
definierte GibbsmaB hangt offensichtlich (fir 7 > 0) analytisch von 7" ab. Es ist
also nicht zu sehen, wie Unstetigkeiten von GroBen wie der Dichte in Abhangig-
keit von der Temperatur zustande kommen konnen.

Tatsachlich besitzen endliche Systeme keinen Phaseniibergang. Nur im ther-
modynamischen Limes unendlicher Teilchenzahl konnen wir das Auftreten von
Phaseniibergangen erwarten. Dies ist natiirlich ein wesentlicher Grund fiir das
Interesse am thermodynamischen Limes.

Ein Einwand ist hier am Platz: Die Teilchenzahl eines physikalischen Sy-
stems ist durch die Gesamtzahl der Baryonen im Universum beschrankt, und



diese ist endlich (kleiner als 10'°?). Warum beobachten wir dann iiberhaupt Pha-
seniibergange? Die Antwort ist, dass wir durch Messungen, die ja nur eine end-
liche Genauigkeit besitzen, gar nicht entscheiden kdnnen, ob eine GréBe wie die
Dichte eine Unstetigkeit besitzt oder nur extrem schnell mit der Temperatur va-
riiert.

e Fast alle Festkorper besitzen verschiedene Phasen. Ein wichtiges Beispiel ist das
der Ferromagneten wie Eisen. Bringen wir Eisen in ein starkes duBeres Magnet-
feld, so bleibt es auch nach Abschalten des duBeren Feldes magnetisch, weil sich
die einzelnen atomaren Elementarmagnete im Festkorper in Magnetfeldrichtung
ausgerichtet haben und nun gegenseitig stabilisieren. Der Betrag dieser Magne-
tisierung M hangt von der Temperatur 1" des Eisens ab, wahrend die Richtung
beliebig ist und nur von dem zeitweise angelegten duBeren Feld abhangt.

Abbildung 1.1: Spontane Magnetisierung

Es ergibt sich qualitativ das in Abb. 1.1 dargestellte Bild*:

Unterhalb der sog. Curie- Temperatur T.. kann die Magnetisierung nach oben
oder nach unten zeigen, sodass ein Phaseniibergang zwischen diesen zwei un-
terschiedlichen Phasen existiert. Oberhalb der Curie-Temperatur ist das Eisen
entmagnetisiert und es existiert nur noch eine Phase.

Eine genaue Untersuchung zeigt, dass der Phaseniibergang des Eisens von
einem anderen Typ ist als der von H,O, da beim Umklappen der Magnetisierung
im Gegensatz zum Kondensieren von Wasserdampf keine innere Energie frei wird
(wir bemerken diese freiwerdende innere Energie schmerzlich, wenn wir uns an
Wasserdampf verbriihen).

Allgemein stellt sich die Frage (Nummer 4), ob die Vielzahl der empirisch be-
obachtbaren Phaseniibergange jeweils ganz getrennt untersucht werden miissen,
oder ob zumindest einige Familien oder Grundtypen existieren. Wir ahnen schon,
dass eine Besonderheit des Magneten darin besteht, dass die verschiedenen Pha-
sen durch Brechen einer raumlichen Symmetrie zustande kommen.

Statistische Mechanik ist keine einfache Disziplin, vor allem, wenn die Aussa-
gen mathematisch deduziert werden sollen. Um uns das Leben nicht zu schwer zu

IDie dargestellten Graphen sind die der spontanen Magnetisierung des sog. zweidimensio-
nalen Isingmodells, siehe Kapitel 10.



machen, werden wir uns im Wesentlichen auf so genannte Spinsysteme und ver-
wandte Systeme beschranken, bei denen die einzelnen Teilchen auf einem Gitter
(Kristall) sitzen. Viele mathematische Probleme wie das des thermodynamischen
Limes sind hier einfacher zu l6sen. Doch selbst fiir diese Falle ist die explizi-
te Berechnung der interessierenden MessgroBen nur in Ausnahmefallen, den so
genannten integrablen Modellen moglich.

Wir werden integrable Modelle wie das Isingmodell in 2 Dimensionen behan-
deln. Wir wollen aber auch allgemeiner giiltige Aussagen wie die der Abwesenheit
von Phaseniibergangen bei hohen Temperaturen ableiten.

e Mathematisch gesehen fuBt die klassische Statistische Mechanik auf der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Aber (Problem Nr. 5): Worauf basiert die Quantenstatisti-
sche Mechanik? Und wie kommt es, dass wir in unserer makroskopischen Welt
Quanteneffekte kaum beobachten konnen?

e Ein letzter in dieser Vorlesung behandelter Problemkreis betrifft das Stichwort
"thermodynamischer Formalismus”. Wir werden im Lauf des Semesters diesen
Formalismus, d. h. die Techniken und Begriffsbildungen der Statistischen Me-
chanik, entwickeln. Es stellt sich nun heraus, dass dieser Formalismus auch auf
ganz andere Fragen anwendbar ist, z. B. lassen sich mit seiner Hilfe bestimmte
chaotische dynamische Systeme mit wenigen (z. B. zwei) Freiheitsgraden be-
schreiben.

Voraussetzungen: Alles, was iiber den Stoff der Einfiihrungsvorlesungen in die
Lineare Algebra und die Analysis hinausgeht, wird in der Vorlesung eingefiihrt.
Insbesondere ist diese Vorlesung unabhangig vom Teil | der ‘Mathematischen
Physik’ (Klassische Mechanik). Kenntnisse in Elementarer Stochastik sind aller-
dings hilfreich.

Danksagung Die 1. Version dieser Skripte zum Vorlesungszyklus " Mathemati-
sche Physik” ist in der AG Mathematische Physik am FB Mathematik der TU
Berlin entstanden.

Ich danke Tanja Dierkes, Konstantin Gerl, Johannes Singer und Stephan Weis,
die viele Fehler im Manuskript fanden, und Frau |. Moch, die in detektivischer
Arbeit meine Handschrift entzifferte und diese Skripte schrieb. A.K.
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Da die klassische Statistische Mechanik auf Wahrscheinlichkeitstheorie ba-
siert, wollen wir mit einigen Bemerkungen zu dieser beginnen.

Wabhrscheinlichkeitstheorie klart nicht den heuristischen Begriff des zufélligen
Ereignisses, sondern sie formalisiert ihn. Sie ermoglicht damit die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter Ereignisse aus den Wahrscheinlichkei-
ten von Elementarereignissen sowie die Untersuchung von Limiten.

2.1 Der wiederholte Miinzwurf

Betrachten wir das Beispiel des wiederholten Miinzwurfes. Das Ergebnis eines
Miinzwurfes liefert entweder das Elementarereignis " Kopf” oder das Elemen-
tarereignis " Zahl". Wir wissen nicht, welches Ergebnis ein einzelner Miinzwurf
liefern wird, stellen aber empirisch fest, dass, wenn bei n Wiirfen k—mal das Ele-
mentarereignis " Kopf” eintritt, der Quotient k/n fiir n — oo gegen einen festen
Wert pg € [0, 1] konvergiert. Ist der Miinzwurf ideal (die Miinze nicht verbogen,
"verniinftig" geworfen etc.), so wird py = % sein. Wir betrachten p, als die Wahr-
scheinlichkeit des Elementarereignisses " Kopf". Die Wahrscheinlichkeitstheorie
versucht nun nicht, den Wert von pq irgendwie zu erkldren. Stattdessen werden
(unter Zusatzannahmen wie der Unabhangigkeit der Wiirfe voneinander) gewisse
Voraussagen moglich.

Stellen wir uns vor, dass zwei Personen miteinander spielen. Katharina tippt
auf "Kopf”, Zorro auf "Zahl". Katharina gewinnt einen Euro bei "Kopf” und
verliert einen bei " Zahl". Wieviel wird Katharina nach n Wiirfen durchschnittlich
gewonnen haben? Wir formalisieren.

e Fiir einen Miinzwurf ist
Q:=F mit E:={Kopf,Zahl}
der Raum der Elementarereignisse, die Wahrscheinlichkeit
p(Kopf) :=po , p(Zahl) = go := 1 — py, (2.1)

wobei p : 2 — [0,1], >° . p(w) = 1 die Wahrscheinlichkeiten der Elementarer-
eignisse angibt.



e Bei n Miinzwiirfen ist der Raum der moglichen Ausgange gegeben durch das
n—fache kartesische Produkt.

Y

Q=FE"=FEx...xXFE
—_——

n—mal

und w € 2 lasst sich als w = (w1, ...,w,) schreiben.

Wir miissen festlegen, wie wahrscheinlich w ist, also wieder eine Funktion
p:Q—=1[0,1], > cqp(w) = 1 bestimmen. Wir kennen die Wahrscheinlichkeiten
(2.1) fiir einen einzelnen Miinzwurf. Wir setzen

p(w) - plofn(w)qgfkn(w%
mit
kn:Q =Ny , ky(w)=[{ie{l,...,n}|w; = Kopf}|.
Bei dieser Definition sind wir davon ausgegangen, dass die n Miinzwiirfe vonein-
ander unabhangig sind, und sich daher die Wahrscheinlichkeiten ihrer Ergebnisse
multiplizieren. p fixiert das WahrscheinlichkeitsmaB P, auf €2:

PuE) =Y pw) (BCO).

weFE

2.1 Bemerkung Zur Unabhangigkeit der Miinzwiirfe: Dies ist eine empirisch
untermauerte Annahme. Viele Spieler glauben allerdings nicht an sie, sondern
sagen etwa: "Jetzt ist sechsmal hintereinander 'Kopf' gekommen. Nach dem
Gesetz der groBen Zahlen ist wahrscheinlich, dass das nachste Mal "Zahl' fallt.”
Ob diese Leute Recht haben, lasst sich nur empirisch feststellen (allerdings deutet
alles darauf hin, dass sie Unrecht haben). Auf jeden Fall haben sie Unrecht,
wenn sie mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Gesetz der groBen Zahlen
argumentieren (siehe Korollar 2.2)

e Die Wahrscheinlichkeit, dass Katharina beim i—ten Wurf gewinnt, ist also py.
Wir betrachten die Funktionen

1 Wi = Kopf .
fZQ_>{_]-)1} ’ fz(w) ::{ -1 wizza}i (2217"-an)a

und die Funktion

F,:Q=7Z , Fo=> f. (2.2)
=1
F,(w) ist der Gesamtgewinn von Katharina fiir die Folge w = (wy,...,w,) von

Miinzwiirfen. Es gilt F,, = k, — (n — k,,) = 2k, — n.

9



e Was ist der Erwartungswert E(F,) := > _ Fn(w) - p(w) des Gewinns von
Katharina?

Ein einfaches Argument fiihrt zum richtigen Ergebnis: Sie wird durchschnitt-
lich n - po—mal gewinnen und n - go—mal verlieren, also n(py — qo) Euros Gewinn
erwarten konnen.

Die formale Rechnung basiert auf folgender Gleichung:

- n B 0 " .
E(k,) =Y L- (L)péqg b= py - Do (po+q0)" = npo(po+ qo)"
L=0

= npo, (2.3)
da nach der binomischen Formel "7 _ (¥)pkq~" = (po + qo)" gilt. Es folgt
E(F,) = E(2k, —n) = 2E(k,) —n = n(po — qo)-

e In der Wahrscheinlichkeitstheorie spielt der Begriff der Varianz einer Zufalls-
groBe wie F), eine Rolle:

V(Fn) =K ((Fn - E(Fn))Q) - E(Ff) - QE(Fn)E(Fn) + (]E(Fn))Q
— E(F2) - (E(Fy)°.

Wir berechnen V(F),) = 4npyqo, indem wir zunachst

= 0 0
E(k2) — 2™\ kgt — n
(k7) LX% ( L) POa " = Pog o ~(bo + 40)

19) _
= Poa—npo(po +q0)" " =n(n — 1)p; + npo
Po

berechnen, daraus

V(ka) = E(k;) — (E(ka))” = n(po — p3) = npodo (2.4)
folgern und wegen

V(F,) = E(F;) — (E(F,))?* = E((2k, —n)*) — (E(2k, —n))*
= AE(K?) — 4nE(k,) +n® — (4E(k,)* — 4nE(k,) + n?) = 4V(k,)

mit vier multiplizieren.

Die so genannte Streuung, die Wurzel aus der Varianz, von F;, ist damit
2,/npoqo- Sie ist ein MaB fiir den Betrag der Abweichung vom erwarteten Gewinn.
Da die Streuung wie \/n mit der Zahl der Spiele wachst, die Spieler aber n Euros
eingesetzt haben, ist die Streuung im Verhdltnis zum Gesamteinsatz von der

Ordnung \/iﬁ also klein.

10



2.2 Korollar (Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen) Fiir alle ¢ > 0 gilt:

lim P, ({w € Q‘ |knr(lw) — o >€}) = 0.

Bew: Nach (2.3), (2.4) und der Chebychev-Ungleichung ist

P, ({uen \ £ > 2 }) = B (0 € 2| () = ] > n))

V(kn) _ Pogo
(ne)?  ne?’

= P, ({w € Q] |ky(w) — E(k,)| > ne}) <

was fiir n — oo gegen Null konvergiert. O

e Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Katharina L—mal gewinnt?
Dieses Ereignis ist
Ep ={weQ|k,(w)=L}

bei allen w € E}, gewinnt Katharina also L—mal. Die Kardinalitat von E, ist

denn das ist die Zahl von Moglichkeiten, L. Elemente aus einer n— elementigen
Menge auszuwahlen. Da die Wahrscheinlichkeit aller w € Ej, gleich p(w) =
phay~" ist, ist P,,(EL), die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis £, gegeben durch

PB) = o) = ()i L=v. @9

wek]

Im Sprachgebrauch der Wahrscheinlichkeitstheorie heiBt die Verteilung L
P,.(E}) Binomial- (oder Bernoulli-) Verteilung B(n, py).

Offensichtlich gilt £, = F; (2L — n) mit F,, aus (2.2), £, ist also gleich-
bedeutend mit dem Ereignis " Katharina gewinnt 2. — n Euros.”

Rechnen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir n = 10 Spiele und py = % aus:

T +10 +£8 46 +4 42 0
210 P (Fpp' () 1 10 45 120 210 252
2102 gopo(z) | 1.7 10.5 42.7 116.1 211.5 258.4

Bis auf die Ausnahmewerte x = £10 stimmt diese Verteilung mit einer Genau-
igkeit von 5% mit den verdoppelten Werten der GauBschen Glockenkurve

exp(—4(x — 7)*/o?)

giz,UQ (Z’) = /—277'0'2
11

(z €R) (2.6)
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Abbildung 2.1: Gewinnverteilung bei n = 10 Miinzwiirfen, py = %
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Abbildung 2.2: Gewinnverteilung bei n = 100 Miinzwiirfen, py = %

fir Mittelwert z := E(F,) = n(po — o) = 0 und Varianz ¢* := V(F,) =
4dnpoqy = n, lberein, sieche Abb. 2.1. Wir sehen hier den Zentralen Grenzwertsatz
am Wirken, wobei n = 10 noch keine sehr groBe Zahl ist.

Waihrend der Zentrale Grenzwertsatz uns Informationen iiber die wahrschein-
lichsten Ereignisse E'y, liefert, werden in der sog. " Theorie groBer Abweichungen”
Aussagen auch iiber die Wahrscheinlichkeit solcher E, erzielt, fiir die L weit vom
Erwartungswert T entfernt ist:

2.3 Satz Es sei pg € (0,1), qo := 1 —po, T := E(k,) = npy und o :=

/' V(k,) = \/npoqo. Dann gilt:

1. Zentraler Grenzwertsatz
Fiir A> 0 und alle L € {0,...,n} mit |L — | < Ac gilt

Po(EL) ~ gz02(L) (0= 00)
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im Sinne gleichmaBiger Konvergenz, d.h.

]P)n(EL)
gi,ag (L)

lim  sup
N0 | L—-F|< Ao

—1‘:0.

2. GroBBe Abweichungen:
Es sei die Ratenfunktion [ : R — [0, co| (siehe Abb. 2.3) durch

I(2) = { zln (p%) +(1—x) 1n< qoa’") .z € [0, 1} (2.7)

00 ,x & 0,1

definiert>. Dann gilt fiir alle Intervalle (p~,p™) C R:

: 1 :
Jggo—ﬁln Z P.(EL) | = inf I(x). (2.8)

Le(np=,npT)

I (X)

e

0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 2.3: Die Ratenfunktion I der Bernoulliverteilung fiir py = 1/3

Bew.:

e Tatsachlich ist I nicht negativ, denn wegen I'(x) = In <p£0> —In (;z)
Ist
f(po) =f’( 0) =0, (2.9)
und I [jo,1] ist wegen I"(z) = L+ + 7= > 0 strikt konvex.

e Fiir L € (en, (1 —e)n) kdnnen wir auf alle Faktoren des Binomialkoeffizi-

enten (7) = die asymptotische Sterlingsche Formel

L L'(n L)!

e

k!NM(EY

2Wir setzen In(0) := lim,~ o In(z) = —oo und 01n(0) := lim,~ o z In(x) = 0.
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anwenden und erhalten damit

n n L\ */n—I\™
P,(E;) = Lon—L (=
(B (L)po o 2nL(n — L) <np0> ( nqo )

_ mexp (—n[ <§)) (2.10)

Gilt nun, wie in der Voraussetzung des Zentralen Grenzwertsatzes gefordert,
zusitzlich |£ — po| < \% (mit A" = /DogoA), dann ist die Wurzel in (2.10)
asymptotisch zu (2r02) /2, ergibt also den Nenner von (2.6). GemiB (2.9)
ergibt eine Taylorentwicklung

2

J
I(po+6) = 1— 4+ 0(&?).

Poqo

Wir setzen diese in (2.10) ein und erhalten fiir § :== L/n — py die Aussage
des Zentralen Grenzwertsatzes:

exp (——n(gp;qp;) + O(n‘l/z))
]P)n(E) ~

Falls im Satz liber die groBen Abweichungen die Intervalle (p~,p™) und
[0, 1] nicht tberlappen, sind beide Seiten von (2.8) gleich co.

Ist dagegen po € (p~,p"), dann ist die rechte Seite von (2.8) gleich 0,
wahrend sich fiir die linke Seite von (2.8) unter Verwendung von (2.10)

C
1> Y Pu(BEr) > Pa(Ejp,) > NG
Le(np~,npt)

ergibt. Damit ist auch die linke Seite von (2.8) gleich Null.

Im verbleibenden Fall (p~,p*) N [0,1] # 0, aber pg & (p~,p") kdnnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) p* < py annehmen.
Dann ist fiir die konvexe Funktion I wegen (2.9) die rechte Seite von (2.8)
gleich

inf  I(z)=1I(p"). (2.11)

ze(p~,pt)
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Da andererseits fiir L € (np~, np™) die Wahrscheinlichkeiten L — P, (EL)
monoton anwachsen, gilt die asymptotische Ungleichung

1 1
——1 P, (E > —— In(nlP,(E,,
n > (Br) | 2 = n(nBo(Eipr)))

n

Le(np™ np)
1 np*
~ = (B (B ) ~ 1 (LH—J) ~I(p*)

und wegen >, P, (EL) > P, (Eanﬂ) die umgekehrte asymptotische Un-
gleichung, so dass

—%m > Pu(EL) | ~I0M).

Le(np~ npt)
Daraus und aus (2.11) folgt auch in diesem Fall die Formel (2.8). O

Es gibt zwei Griinde, weshalb dieses Beispiel so ausfiihrlich diskutiert wurde. Zum
einen soll es Grundkonzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie illustrieren.
Zum anderen werden wir sehen, dass wir die Ergebnisse der Rechnungen auch im
Kontext der Statistischen Mechanik interpretieren kdnnen.

Zunachst die formalen Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie:

2.4 Definition e Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) besteht aus
einer (nicht leeren) endlichen oder abzédhlbar unendlichen Menge (2, deren Ele-
mente Elementarereignisse heiBen, und einer Abbildung

p: Q=01 mit Y plw)=1.
weN

e p(w) heiBt Wahrscheinlichkeit von w.
e Die Teilmengen E C () heiBen Ereignisse,

P(E) =Y p(w)

weFE

ihre Wahrscheinlichkeit, und P : 2 — [0, 1] WahrscheinlichkeitsmaB.

2.5 Definition Sei (2, p) ein (diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum.
e Dann heiBt eine Abbildung F : () — R Zufallsvariable oder ZufallsgroBe.
e Konvergiert die Summe ) ., |F(w)|p(w), so heiBt

(F) =E(F) = Y Flw)p(w)

we
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Erwartungswert von F'.

e Konvergiert auch . _o(F(w))*p(w), dann heiBt

we
V(F) = E((F - E(F))*) = E(F?) — (E(F))°
Varianz von F'.

Das Herausziehen einer Summe aus dem Erwartungswert ist allgemein moglich,
da dieser ein lineares Funktional auf dem R-Vektorraum L'(§2,P) der Zufalls-
groBen ist.

2.6 Definition Die Ereignisse E, ..., E, C Q heiBen unabhdangig, wenn fiir
Jede Teilmenge I C {1,...,n} von Indices

P (ﬂ E) =[[PE)

el i€l

gilt. Die Zufallsvariablen F, ..., F, : ) — R heiBen unabhdngig , wenn fiir alle
ai,...,a, € R die Ereignisse ;' (ay), ..., F7'(a,) unabhingig sind.

2.7 Beispiel In unserem Beispiel waren die Funktionen fi,..., f, : Q@ — {1}
unabhangig.

fiund F, = >"" | f; sind sicher nicht unabhingig (auBer wenn p, = 1
oder pg = 0 ist), denn der Gesamtgewinn hingt davon ab, ob beim i—ten Wurf
gewonnen oder verloren wurde.

2.8 Bemerkungen 1. Der auf de Moivre und Laplace zuriickgehende Zen-
trale Grenzwertsatz 2.3.1 fiir die Bernoulliverteilung lasst sich sehr weit
auf Summen unabhidngiger identisch verteilter Zufallsvariablen verallge-
meinern. Er gilt sogar fiir schwach korrelierte Zufallsvariable wie die Spins
eines wechselwirkenden klassischen Spinsystems bei hohen Temperaturen.
Bei starken Korrelationen, wie sie bei niedrigen Temperaturen vorkommen,
braucht aber kein Zentraler Grenzwertsatz zu gelten.

2. Grob gesagt liefert uns die Theorie groBer Abweichungen fiir die Bernoul-
liverteilung die Formel

IPTL(-E'L) ~ e—nI(L/n) )

In physikalischer Terminologie ist damit n(L/n) ungefahr gleich der sog.
Boltzmann—Entropie In P, (Ey) des Ereignisses Fy .
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3. Betrachtet man in Analogie zur Formel (2.8) fiir die groBen Abweichungen
der Bernoulliverteilung

1 np*
lim ——1 z.2(L)dL | = inf I,
”ggo n " /np_ gz 2( ) :L‘E(%DIEJJ*') G(ZE)

(mit T = npo und 0 = \/npoqo), dann gilt dies wegen

npt _
/ 95,:72 =4/ ( (z po) ) dx
np— 27Tp0Q0 Poqo
fir
1(r —
Ig(z) = 2—<x 7o)
Poqo

also die quadratische Taylorapproximation von I bei der Minimalstelle py.
Dass die Funktion I der Bernoulliverteilung von der Funktion I der sog.
Normalverteilung abweicht, zeigt, dass die Theorie groBer Abweichungen
Aussagen liefert, die entscheidend vom untersuchten Modell abhangen.

Allgemein heiBt die Funktion I Cramér-Transformierte oder auch Raten-
funktion, und sie 1Bt sich aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung der zu ad-
dierenden unabhiangigen ZufallsgroBen berechnen, siehe z.B. BAUER [Ba],
612.

2.2 GibbsmaB endlicher Spinsysteme

In der Statistischen Mechanik (Thermodynamik) nennt man die Elementarer-
eignisse des dort verwendeten Wahrscheinlichkeitsraums (abgekiirzt W —-Raums)
auch Konfigurationen. Beispielsweise konnte der Grundraum der Phasenraum
Q := R>" x R?" der Impulse p und Orte ¢ von n Gasatomen sein. Eine Kon-
figuration w € ) ist dann durch Angabe der Orte und Impulse aller Gasatome
fixiert. In der Statistischen Mechanik besitzt jede Konfiguration w eine gewisse
Energie H(w), wir haben also eine Abbildung H : 2 — R.

Mithilfe dieser Energiefunktion kdnnen wir fiir eine inverse Temperatur 5 =
1/T das so genannte GibbsmaB auf €2 einfiihren.

2.9 Definition Sei H : {2 — R und () eine endliche Menge von Konfigurationen.
Dann heiBt fiir eine inverse Temperatur 3 > 0 das WahrscheinlichkeitsmalB mit
Einzelwahrscheinlichkeiten

o—BH(w)

pe: Q=01 pslw):=“F5
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mit Zustandssumme

Z(B) =) e

we

GibbsmaB fiir die inverse Temperatur 5.

2.10 Beispiel Sei 2 := E" = E x...x E, wobei E := {oben,unten} die
(R —

n—mal
Menge der Einstellmdglichkeiten eines einzelnen so genannten klassischen Spins
bezeichnet. w = (wy,...,w,) € 2 ist dann eine Konfiguration von n Spins. Sei
si(w) = 1 , w;=oben
1 -1, w; = unten

und fir h € R .
H: Q>R |, H::—thi.
=1

Dann ist fiir die inverse Temperatur 5 € R das GibbsmaB pg durch
ps(w) =py" gy (weQ)

gegeben, wobei

kn:Q—=No , ky(w)=[{ie{l,...,n} | w; =oben}|,

eﬁh €_Bh
Po= o e UG 0T a T bo

ist. Wir interpretieren h als die Starke eines duBeren magnetischen Feldes, in
dessen Richtung sich die Spins auszurichten trachten.

AR

Abbildung 2.4: Spinkette im duBeren Magnetfeld

______>

Da die Spins selbst als kleine Elementarmagnete wirken, liegt es nahe, die
mittlere Magnetisierung M, : Q@ — [—1,1] durch M, := L " | s; zu definieren.
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Analog zum obigen Beispiel kdnnen wir den Erwartungswert (M,,) = E(M,,) =
%Z?:l E(s;) der Magnetisierung beziiglich ps berechnen. Es ist damit

<Mn> = Po — qo = tanh(ﬁh)

unabhangig von der Zahl n der Spins, denn diese wechselwirken ja auch nicht
miteinander.

(M (M

0.5 0. SF/ :
h

-2 -1 1 2 h -2 -1 1 2

0.5

4 -1

Abbildung 2.5: Links: Erwartungswert (),,) der Magnetisierung als Funktion des
duBeren Magnetfeldes h (bei inverser Temperatur 5 = 1).
Rechts: Intervall der Breite 21/ V(M,,) um (M,,), fir n = 10 Teilchen

Wir sehen in Abb. 2.5, dass es uns nur bei tiefen Temperaturen bzw. starken
Magnetfeldern einigermaBen gelingt, alle Elementarmagnete in gleicher Weise
auszurichten.

Wie groB ist die Varianz V(M,,) der mittleren Magnetisierung? Analog zum
obigen Beispiel ergibt sich:

4 1
V(M,) = — =
(Mn) pfo =5 cosh?(B h)

Die Streuung /V(M) von M, ist also von der GréBenordnung \/iﬁ und damit

klein fiir viele Spins. Fiir 10** Spins wire die Streuung kleiner als 1072 und
damit unmessbar klein. Wieder war das Gesetz der groBen Zahlen am Werk.

Waren nun die einzelnen Spins oder Atome eines Festkdrpers tatsachlich un-
abhéngig voneinander in dem Sinn, dass ihre Ausrichtungen s; (etc.) unabhangige
ZufallsgroBen waren, so ware die Statistische Mechanik ein einfaches, wenn auch
etwas langweiliges Geschaft.

In Wirklichkeit wechselwirken die Spins (oder Atome ...) miteinander, und die
Wechselwirkung ist besonders stark, wenn die Atome raumlich nahe beieinander
liegen. Die zu betrachtenden Energiefunktionen H werden dann komplizierter
und die s; werden nicht mehr unabhangig sein. Zwar kénnen wir fiir hohe Tem-
peraturen erwarten, dass die Ausrichtungen unabhangiger voneinander werden
(fiir Temperatur T' = oo ist py(w) = ﬁ)
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Fiir tiefe Temperaturen aber braucht, wie wir sehen werden, bei wechselwir-
kenden Spins gar kein zentraler Grenzwertsatz fiir die mittlere Magnetisierung
M, zu gelten und die Varianz V(M,,) im thermodynamischen Limes nicht mehr
gegen Null zu gehen.

Im thermodynamischen Limes werden stattdessen zwei Phasen mit verschie-
denen Magnetisierungen existieren. In jeder dieser Phasen allerdings wird die
mittlere Magnetisierung wieder eine streuungsfreie GroBe sein.

2.3 Aligemeine Wahrscheinlichkeitstheorie

Die im letzten Kapitel betrachteten Spinsysteme hatten den technischen Vorteil,
dass jedes Teilchen (klassischer Spin) zwei Einstellmoglichkeiten hatte, sodass der
Raum €2 der Konfigurationen von n Spins eine endliche Menge war. Wir kamen
daher mit dem Begriff des diskreten Wahrscheinlichkeitsraums aus.

Zwar werden wir auch im Folgenden schwerpunktmaBig Spinsysteme untersu-
chen, da diese technisch einfacher zu behandeln sind als allgemeine Systeme der
klassischen Statistischen Mechanik. Trotzdem mdchte ich die mathematischen
Voraussetzungen fiir die Behandlung des allgemeinen Falls schaffen.

AuBerdem werden wir im thermodynamischen Limes fiir Spinsysteme iiberab-
zahlbar viele Konfigurationen betrachten.

2.11 Beispiel Nehmen wir beispielsweise n ungekoppelte, eindimensionale har-
monische Oszillatoren gleicher Frequenz w.

Der Phasenraum () hat also die Gestalt {2 = E" mit £ := R, x R,. Wir
konnen damit auch 2 = R} x R} schreiben. Die Energiefunktion H : {2 — R ist
durch

._ W o 9
Hpu, o Ppo @y -+ Gn) 2= ;g(m +¢q)
gegeben.

Wie koénnen wir nun auf €2 in Verallgemeinerung des letzten Kapitels ein
GibbsmaB f'Lir Temperatur T > 0 einfithren? Wiirde jede Konfiguration (p, q) € €
das MaB e~ #P9/T bekommen, so miisste Z = > e P9/ sein, damit
das MaB eln WahrschelnllchkeltsmaB wiirde. Das ist offen5|chtllch Unfug, denn da
Q) liberabzahlbar viele Punkte enthalt, ware Z formal gleich unendlich. Es ist auch
zu erwarten, dass jede einzelne Konfiguration (p, ¢) € ) beziiglich eines sinnvoll
definierten GibbsmaBes Wahrscheinlichkeit Null besitzt. Es ist also sinnlos zu
versuchen, Wahrscheinlichkeiten P(A) von Ereignissen A C ) (etwa: A := {der
Impuls des dritten Teilchens ist positiv}) durch Summierung P(A) = > ., p(w)
zu definieren.
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Stattdessen ist die folgende Definition sinnvoll:

_ fA e_ﬁH(pv‘Z) dp dq

Ps(A) : 79

mit 'Zustandssumme’

Z(B) = /Q e PP qp dg (2.12)

= /QeXp (—%M Z(p%qi?)) dpdq

i=1

— [/R ) exp (-%(zﬂ%—cﬂ)) dpdq] r— \/m

e o] - (- ()

Ist andererseits T' = 0, so liegt es nahe, als GibbsmaB die Delta—Distribution
0o auf € zu betrachten, d. h. anzunehmen, dass alle Impulse und Orte der n
Oszillatoren gleich Null sind.

Folgende allgemeine Definition eines Wahrscheinlichkeitsraumes hat sich als sinn-
voll herausgestellt:

2.12 Definition Sei (2 eine Menge.

e Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von () heilt Algebra, wenn mit
A, B € F auch A°:=Q\ A, AN B und AU B € F sind.

o F heiBt co—Algebra, wenn zusatzlich gilt:

(A, € F ¥neN) = JAa.eF
n=1

2.13 Beispiel Das Mengensystem F beziiglich €2 := R", das durch Komple-
mentbildung, Schnitt und abzahlbare Vereinigung aus der Familie offener Teil-
mengen von R" entsteht, ist eine o—Algebra und heit o—Algebra B der Borel-
mengen. Insbesondere sind auch alle abgeschlossenen Mengen Borelmengen.

2.14 Definition e Eine Abbildung P : F — [0,1] einer c—Algebra F auf )
heiBst WahrscheinlichkeitsmaB, wenn

1. P(0) =0 und P(Q) =1
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2. mit A, € F, n €N, A, paarweise disjunkt (A; N A, = 0 fiiri # n) gilt
P (U An> => P(A).
n=1 n=1

e Die Elemente A € F heiBen Ereignisse, P(A) ihre Wahrscheinlichkeit.
e (Q, F,IP) heiBt Wahrscheinlichkeitsraum.
e Die Elemente w € €2 heiBen Elementarereignisse.

2.15 Bemerkungen 1. Betrachten wir beispielsweise €2 := R", so ist die
Familie P(Q) = 2% aller Teilmengen sicher eine o—Algebra. Sie ist aber fiir
tibliche maB- und wahrscheinlichkeitstheoretische Zwecke zu groB. Ein Ver-
such, alle Mengen zu messen, fiihrt zu Paradoxien (z. B. Banach-Tarski).
Wir werden uns damit begniigen "nur” Borelmengen im R™ zu messen, d.
h. in unserem Fall, ihnen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen.

2. Ist aber €2 eine abzahlbare Menge wie in Kapitel 2, so konnen wir ge-
trost F := 2% setzen. Es stellt sich nimlich heraus, dass die Definition
eines Wahrscheinlichkeitsraumes eine Verallgemeinerung der Definition ei-
nes diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes ist. Wir hatten ja in Kapitel 2 die
Existenz einer Funktion p : 0 — [0,1] mit >, p(w) = 1 vorausgesetzt.
Setzt man fiir A C Q nun P(A) := > _,p(w), so gelten offensichtlich
die Bedingungen 1. P(()) = 0, P(©2) = 1 und 2. der Definition 5.8.

3. In der Statistischen Mechanik werden die Elementarereignisse Konfigura-
tionen, das WahrscheinlichkeitsmaB P Zustand genannt.

Wir missen noch die Zufallsvariablen eines Wahrscheinlichkeitsraumes definieren.

2.16 Definition e Eine Funktion F : 2 — R eines Wahrscheinlichkeitsraumes
(2, F, P) heiBt ZufallsgroBe oder -variable, wenn fiir alle Borelmengen B € B
von R gilt:

FYB) ={weQ|F(w) e B}cF.

e Falls das Integral [, |F|dP < co ist, heiBt

Erwartungswert der Zufallsvariable F'.
e Die Varianz der Zufallsvariable F' ist gegeben durch

V(F):=E (F —E(F))*) = E(F?) — (E(F))* € [0, oc]. (2.13)
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2.17 Bemerkungen 1. Das Integral wird folgendermaBen eingefiihrt:
Zunachst setzt man fiir Funktionen F' der Form F' = 14 mit der charakte-

ristischen Funktion 14 (w) := { (1) Z;ﬁ E(F) := P(A). Dann setzt

man linear fort auf Funktionen F' der Gestalt F' = """ a;14, a; € R,
d. h. E(F) :=>"" , a;P(A;). Dann approximiert man (zunachst positive)
messbare Funktionen £ durch solche stiickweise konstanten Funktionen F),
und Uberzeugt sich, dass E(F) := lim,,_,o, E(F},) nicht von der Wahl der
Approximation abhangt.

2. Ist 2 = R™ oder eine Mannigfaltigkeit, so sind insbesondere alle stetigen
Funktionen F': 2 — R ZufallsgroBen.

Nach diesen allgemeinen Fragen kehren wir wieder zu den GibbsmaBen zuriick.
Offensichtlich haben wir im Fall der harmonischen Oszillatoren ein Wahrschein-
lichkeitsmaB auf €2 konstruiert, das wir als GibbsmaB zur Energiefunktion H und
Temperatur T" ansprechen wollen. Wir sind dabei vom LebesguemaB dp dg auf
dem 2n—dimensionalen Phasenraum €2 ausgegangen und haben dieses MaB mit
der Dichte e #H(®:9) multipliziert.

Beziiglich des so definierten MaBes hatte der Phasenraum das endliche Volu-
men Z, (). Wir teilen das MaB e ##®9dp dq durch Z,,(3) und erhalten so ein
WahrscheinlichkeitsmalB auf 2.

Die Energiefunktion H ist eine stetige, also insbesondere lokal integrierbare
Funktion. Das GibbsmaB

exp(—BH(p, q))
Zn(B)

ist daher beziiglich des LebesguemalBes stetig. D.h. gilt fiir ein Ereignis £ C
Q [, dpdg =0, so gilt auch [, dus = 0 (Spezialfall des Satzes von Radon-

Nikodym. Die Funktion %

Dichte von dug beziiglich dp dq).

Warum aber sind wir bei der Definition des GibbsmaBes dyz von dem Le-
besguemaB auf dem Phasenraum ausgegangen? Zum einen zeichnet sich dieses
natirlich dadurch aus, dass es translationsinvariant ist, d. h. dass fiir alle Zufalls-
groBen F': 2 — R und alle Translationen um (p, q) € Q gilt, dass

/Foprqdpdq:/dedq
Q Q

Tog: Q2= (po,q) — (Po+ 0,9 + q)

dpip =

dpdq

auf dem Phasenraum ist damit die Radon-Nikodym-

mit
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(soweit die Integrale existieren).

Zum anderen sollten wir nicht vergessen, dass die klassische Mechanik Grenz-
theorie zur Quantenmechanik ist. In der Quantenmechanik bendtigt jeder Zu-
stand ein Volumen A" im n—dimensionalen Phasenraum €2, sodass sich in einem
Phasenraumgebiet £ C Q mit [, dpdg < oo nur etwa [, 2% Zustinde befin-
den konnen. h bezeichnet hier das Plancksche Wirkungsquantum. Das Phasen-
raumvolumen eines (koharenten) Zustandes ist unabhangig von seinem Orts- und
Impulserwartungswert, sodass wir auch in der klassischen Mechanik von einem
translationsinvarianten MaB im Phasenraum ausgehen sollten

Alle diese MaBe aber sind Vielfache des LebesguemaBes. Welches Vielfache
(% 0) man wahlt, ist fiir die Definition des WahrscheinlichkeitsmaBes dji5 unwe-
sentlich.

Natiirlich appelliert diese Motivation an die physikalische Intuition und ist
in diesem Sinn unmathematisch. Mit der Theorie der so genannten koharenten
Zustande und der Pseudodifferentialoperatoren lasst sich aber auch eine mathe-
matische Rechtfertigung geben 3.

2.4 Das Curie—Weiss—Modell

Wir erinnern uns an den in Kapitel 2.2. besprochenen Fall von n Spins im duBeren
Magnetfeld fiir h = 0. Auf dem Konfigurationsraum €2, = E" (E = {—1,1})
ergab sich dann die Gleichverteilung als WahrscheinlichkeitsmaB, und die mittlere
Magpnetisierung

1 n
Mn : Qn — [—1, 1} ) Mn(O') = E E g;
i=1

besaB damit die Verteilung (WahrscheinlichkeitsmaB auf R)

n _/n
Ho = 22 (L>5(2T{4_1)7
L=0

also eine verschobene Binomialverteilung. Entsprechend dem Zentralen Grenz-
wertsatz (Satz 2.3.1) nahert sich fiir n — oo diese Verteilung der Normalvertei-
lung gz ,2 mit Erwartungswert Z = 0 und Streuung 0 = 1/4/n an. Die dem Satz
2.3.2 analoge Aussage

lim —lln(uo((m_,mﬂ)) = inf  Iy(m) (2.14)

n—oo 1N me(m—,mt)

3Siehe z. B. Kapitel 4 von A. Knauf, Ya. Sinai: Classical Nonintegrability, Quantum Chaos.
DMV—-Seminar Band 27. Basel: Birkhduser 1997
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tiber groBe Abweichungen der Magnetisierung gilt fiir die Cramér-Transformierte
(Ratenfunktion)

14+m 1-m — <
[o(m):{ - ln(l—I—m)i—o 5 In(1 —m) ,ITT;L‘;} .

Diese kann aus der Cramér-Transformierten (2.7) der Bernoulliverteilung durch
die Transformation Io(m) = I ("52) gewonnen werden, denn o — L bildet
den Spinwert —1 auf 0, den Spinwert 1 auf 1 ab.

Vom Standpunkt der Statistischen Mechanik war dieses nicht wechselwirken-
de Spinsystem nicht iibermaBig interessant. Wir betrachten nun aber die Ener-

giefunktion

1 n n
Hy,: Q=R | Hp,(o):= ~5 Z 0LO; — hZO’k
k=1

k=1

des Curie-Weiss—Modells. In diesem wechselwirken alle n Spins gleichermaBen
mit allen, und mit dem duBeren Magnetfeld der Starke h € R. Der Vorfaktor ﬁ
ist so gewahlt, dass die Wechselwirkungsenergie jedes einzelnen Spins hochstens
den Betrag 1/2 besitzt, unabhangig von der Zahl n der Spins.

Mithilfe der mittleren Magnetisierung M,, knnen wir die Energiefunktion in

der Form
Hy,, = —n(3M? + hM,)

schreiben. Damit ergibt sich als Wahrscheinlichkeitsverteilung der Magnetisierung
fiir das GibbsmaB von Hj, ,, bei inverser Temperatur f3:

an = dgn Ho
mit Dichtefunktion
exp <Bn (mTZ + hm))
dg,h(m) = 7 (215)
B.h

und Zustandssumme

Zon = /R exp (m <m72 4 hm)) djio(m)
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2.18 Satz Es sei fiir inverse Temperatur 5 >0, h € R und m € R

2

Ton(m) = Tofm) — B (% " hm) e

wobei C(B,h) € R so gewdhlt ist, dass inf,, I5,(m) = 0 gilt, siehe Abb. 2.6.
Dann gilt fiir alle Intervalle (m~, m") C R:

1 ) |
lim ——In (pgp((m™,m*) = _inf  Ig(m).

me(m—,mt)

[ 50 (M) I 5,0 (M)

0.3
0. 25
0.2
0.15
0.1
0. 05

0. 06
0. 05
0. 04
0.03
0.02
0.01

Abbildung 2.6: Cramér-Transformierte fiir das Curie-Weiss-Modell (h = 0).
Links: g = 2/3, Mitte: § =1 = (., Rechts:  =4/3

Abbildung 2.7: Cramér-Transformierte fiir das Curie-Weiss-Modell (8 = 4/3,
h = 0.01).

Bew.: Aus (2.14) folgert man

o 1
ll_r%nh_)rgo - In(po((m —e,m+¢))) = Iy(m).

Daher ist mit (2.15)

1
lim lim ——In(pgn((m —e,m +¢)))
n

e—0n—o0
2

= Io(m) — ﬂ (m? + hm) — lim l ln(Zﬁ7h).

n—oo N,
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Der Limes auf der rechten Seite existiert und ist gleich C(/3,h), denn es gilt ja
die Normierung 15 ,(R) = 1. O

Betrachten wir nun die Minimalstellen m von I3, in Abhangigkeit von inverser
Temperatur 5 und duBerem Feld h. Nach Aussage des Satzes entsprechen ja die
absoluten Minima von I den am wahrscheinlichsten auftretenden Magnetisie-
rungen. Es muss gelten I, (m) = 0 und I, (m) > 0, also

1 1 1
5111 (ﬂ) = f(m+h) und mzzl—g.

1—m

Nach m umgeformt ergibt dies die Relation
1
tanh(B(m +h)) =m und, fir §>1 |m|>,/1— 3 (2.16)

2.19 Satz Die absoluten Minima von I, liegen

1. firh =0 und § < B := 1 bei 0, fir B > B, bei m™ () und m=(B),
wobei m™* € C'*°((1,00)) monoton wachsend ist mit m~(3) = —m™ (),

lim m*(8) =0 und lim m*(8) = 1.
A m™(5) und  lim m™(5)

2. fiir h > 0 bei m*(/3,h) > 0, wobei diese glatte Funktion in beiden Argu-
menten monoton wachst.

Bew.: Kurvendiskussion unter Benutzung von Gleichung (2.16) (siehe auch den
Anhang iiber die Mean—Field—Theorie). O

Oberhalb der kritischen inversen Temperatur 5., besitzt das Curie-Weiss—Modell
damit im thermodynamischen Limes n — oo also einen Phaseniibergang.

Wahrend aus Symmetriegriinden fiir h = 0 und alle 5 > 0 der Erwartungswert
Egn(M,) = [ mdugy(m) der mittleren Magnetisierung gleich Null ist, gilt fiir
B > B kein zentraler Grenzwertsatz mehr. In diesem Limes ist stattdessen die
Magnetisierung mit Verschwinden der Wahrscheinlichkeit nahe bei Null. Dies folgt
aus Satz 2.18 unter Verwendung von Satz 2.19.1. Stattdessen ist im Limes die
Magnetisierung mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich m™ () oder m™= (),
denn fiir alle ¢ > 0 geht nach Satz 2.18 die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
eines von diesen Werten um mindestens ¢ verschiedenen Magnetisierung nach 0:
Fiir



ist inf,,cc. Igo(m) > 0, also

lim MB,O(OE) = 0.

n—oo
Dieses Phanomen ist wirklich subtil, denn wahrend fiir divergierende Zahl n von
Spins die Wechselwirkungsenergie zwischen jedem Paar von Spins wie 1/n ge-
gen Null geht, tritt fiir Temperaturen kleiner 1 das kollektive Phanomen einer
teilweisen Ordnung der Spinausrichtungen auf.

3 Quantenstatistik

3.1 Die Observablen-Algebra . . . .. .. ... ... ..... 28
3.2 Quantenmechanische Zustande . ... ... ... .. .. 31
3.3 Der quantenmechanische harmonische Oszillator. . . . . 33

Wir werden auch die Statistische Mechanik von Quantensystemen betrachten.
Vorkenntnisse in der Quantenmechanik sind zwar nitzlich, werden aber nicht
vorausgesetzt. Um diese einzufiihren, fassen wir zunachst zusammen, auf welchen
Grundstrukturen die klassische (statistische) Mechanik basiert.

3.1 Die Observablen-Algebra

Da an dieser Stelle topologische Begriffe auftauchen, empfiehlt es sich, diese bei
Bedarf in Anhang A nachzuschlagen.

1. Zunachst einmal der Phasenraum 2 der Konfigurationen w € €:
Wir nehmen an, dass auf (2 eine Topologie © C 2% gegeben ist, und dass
der topologische Raum (€2, O) ein lokalkompakter Hausdorffraum ist.

e Der Raum Q = E™ mit E := {—1,1} (n "klassische Spins") mit der
diskreten Topologie O = 2% ist kompakt.

e Oft ist O eine Mannigfaltigkeit, z.B. Q = (R? x R?)" fiir die Impulse
und Orte von n Teilchen im Raum. Dann ist 2 immerhin lokalkom-
pakt.

Als o-Algebra F(£2) auf dem Phasenraum (2, O) wahlen wir die o-Algebra
der Borelmengen®.

“Satz Es sei F eine beliebige Familie von Teilmengen einer Menge €. Dann existiert eine
eindeutige kleinste o—Algebra o(F) von Q mit F C o(F), d.h., falls fiir eine oc—Algebra
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2. Die Observablen sind stetige Funktionen O : 2 — R. Die wichtigste Ob-
servable ist die Energiefunktion (Beispiel: H(p,q) = 5 > (02 + ¢2)).

Die Observablen bilden unter punktweiser Addition und Multiplikation ei-
ne Algebra. Zum Vergleich mit der Quantenmechanik ist es niitzlich, die
Algebra C'(€2,C) der stetigen komplexwertigen Funktionen zu betrachten.
Auf dieser lasst sich die Adjungierte von f durch f*(w) := f(w) (w € Q)
definieren. Wahrend stetige Funktionen auf nicht kompakten Raumen nicht
beschrankt sein miissen, ist dies fiir die 'bei Unendlich verschwindenden’

Funktionen aus

Co(Q,C) = {f € C(2,C) | Ve > 03 Kompaktum K. : ‘f’Q\Ks

<e}

der Fall. Mit der Supremumsnorm || f| := sup,cq | f(w)] ist dann Cy(£2, C)
ein Banachraum.

3. Die Zustande der klassischen Statistischen Mechanik sind Wahrscheinlich-
keitsmaBe P : F(€2) — [0, 1]. Mit ihrer Hilfe Iasst sich fiir geeignete Obser-
vablen O € C(Q2, C) deren Erwartungswert E(O) = (O) = [, O(w) dP(w)
definieren. Betrachten wir die Unteralgebra A := Cy(Q2,C). Dann ist fiir
jedes Borel-WahrscheinlichkeitsmaB P der Erwartungswert E auf ganz A
definiert. Man kann daher auch einen Zustand als eine lineare Abbildung
O — (O) von der Observablenalgebra A in den Korper C der komplexen
Zahlen auffassen. Diese lineare Abbildung ist positiv, d. h.

(O) >0 falls O nichtnegativ, d. h. Vx € Q: O(x) >0
und identititserhaltend, d.h. fiir die konstante Funktion® 1(z) = 1 ist

(1) = 1.

4. Erzeugt die Energiefunktion H einen (hamiltonschen) Fluss &, : Q@ — Q,
t € R Zeitparameter, so wird damit auch die Menge der Observablen auf
sich abgebildet: O — O o ®,. Diese lineare Abbildung @, : A — A ist ein
Automorphismus der Algebra A. Es ist also insbesondere

(i)t(f +9g) = (i)t(f) + CT375(9) und ét(fg) = &)t(f)(i)t(g)

Da die Hamiltonfunktion H flussinvariant ist (H o &, = H), ist auch der
durch sie definierte Gibbszustand invariant, siehe Kapitel 14.

M D F gilt, dass M C o(F), dann ist M = o(F). o(F) heiBt die von F erzeugte o—
Algebra.

Def.:Ist (2, O) ein topologischer Raum, dann heiBt die o0-Algebra B := o(O) die c—Algebra
der Borelmengen B € B.
®Falls Q kompakt ist, gilt 1 € Cy(€2,C); sonst kann man A := Cy(2,C) & C1 benutzen.
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Die in 2) definierte Observablen-Algebra ist sogar eine so genannte C*—Algebra:

3.1 Definition Eine C*—Algebra A = (A,+,-,*,| -||) ist ein Banachraum
(A, +,]|-|) dber C mit Multiplikation - : Ax A — A und Involution x : A — A,
sodass (mit a,b,b; € A, o, 5 € C):

o a-(bi+bs) =a-by+aby , a-(b-c)=(ab)-cund(aa)-(Bb) = ab(a-b).

*%

e a*=a , (aa)*=aad* , (a+b)*=a*+b" , (a-b)*=0b" a
o fla-bl < llall 1ol . [la*-all = [|al*

Umgekehrt ist jede abelsche C*-Algebra isomorph zu einer C*-Algebra der
Form Cy(€2,C) (Thm. 1.3.1 aus DAVIDSON [Da]).

In der Quanten-(statistischen) Mechanik wird nun die abelsche C*—~Algebra
A durch eine nicht abelsche ersetzt.

1. Konkret wird anstelle des Phasenraumes ein Hilbertraum (H, (-,-)) iber
den komplexen Zahlen C zugrunde gelegt. A = B(H) ist dann eine C*-
Algebra.

e Im Fall von n quantenmechanischen Spins ist

H=QRC=Co..aC,
N————
k=1

n—mal

wobei der 2-dimensionale Hilbertraum C? einem einzelnen Spin zuge-
ordnet ist und );_, C* das n—fache Tensorprodukt bezeichnet (dazu
spater).

e Fiir n quantenmechanische Teilchen im Raum hat der Hilbertraum
die Form H = @, _, L*(R?*) = L*(R®") (die quadratintegrablen
Funktionen auf dem R3").

2. Die Observablen sind selbstadjungierte Operatoren auf . Die wichtigste
Observable ist der Hamiltonoperator (Bsp.: H = >, (—% + q,%))
k

Im einfachsten Fall ist O = O* € B(H), also ein beschrankter Operator auf
‘H. Wie das obige Beispiel des n—dimensionalen, quantenmechanischen har-
monischen Oszillators zeigt, sind nicht alle interessierenden Observablen der
Quantenmechanik beschrankt. Dies fiihrt zu technischen Problemen, die
wir aber weitgehend iibergehen werden. Wir werden uns auch in der quan-
tenstatistischen Mechanik hauptsachlich mit Spinsystemen beschaftigen,
deren Hilbertraum endlich-dimensional ist, sodass die Operatoren durch
Matrizen darstellbar sind.
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3. Die Zustinde der Quantenmechanik sind wieder positive, identitatserhal-
tende lineare Abbildungen O +— (O) vom der Observablen-Algebra A in
den Korper C.

3.2 Quantenmechanische Zustande

3.2 Definition Ein selbstadjungierter Operator O € B(H) heiBt positiv, wenn
fir alle v e H (v,0v) > 0.

Eine lineare Abbildung i : B(H) — C heiBt positiv, wenn ¥(0O) > 0
fiir alle positiven Operatoren O € B(H). Sie heiBt identitatserhaltend, wenn
e(1) = 1.

Sie heiBt Zustand, wenn sie positiv und identitatserhaltend ist.

3.3 Beispiel Sei n = dim(H) < oo, wie das in den meisten unserer Beispiele
auch sein wird. Dann ist dim(B(H)) = n>.
Die Spur (englisch: trace) eines Operators O € B(#) ist durch

n

tr(0) := Z (e;, Oe;)

i=1

gegeben, wobei (eq,...,e,) eine ON-Basis von # ist. Damit ist die Spur ein
lineares Funktional auf B(#), das offensichtlich positiv ist. Wegen tr(1) = n
ist fiir p := < - 1 die Abbildung O ~— tr(pO) ein Zustand. Es gilt tr(AB) =
Yoty Aig By = tr(BA), woraus tr(UAU ') = tr(A) fiir U unitér, also die
Unébhéngigkeit der Definition der Spur von der Wahl der O N-Basis folgt.

Sei jetzt p € B(H) allgemeiner ein positiver Operator mit tr(p) = 1. Dann
ist die Abbildung ¢ : B(H) — C, O + tr(p - O) offensichtlich ein Zustand auf
B(H), denn ¢ (1) = tr(p) = 1 und fiir O positiv und (eq, ..., e,) Eigenbasis von
O gilt

tr(pO) Z (ei,pOe;) = Z <€i,P <ij) O€i>

= <€i;/)€i> <€z‘, O€i> >0
=1

)

mit p; = p; = p} = |e;){e;| (in Physikernotation) Orthogonalprojektor auf
den von e; aufgespannten eindimensionalen Unterraum von H. p heiBt dann
Dichtematrix zum Zustand ).

Tatsachlich lasst sich im endlich-dimensionalen Fall jeder Zustand in der Form
O — tr(p-O) mit p > 0, trp = 1 schreiben, denn der Dualraum von B(H) ist
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in diesem Fall wieder = B(#), sodass sich jedes lineare Funktional in der Form
O — tr(c0), 0 € B(H) geeignet, schreiben ldsst. Dass dann die Bedingungen
p >0, trp =1 fiir einen Zustand notwendig sind, ist offensichtlich.

Wenn dim H = oo ist, ist B(H) nicht mehr reflexiv, sodass es so genannte
nicht normale Zustande gibt, die sich nicht in der Form O — tr(pO), p > 0
Spurklasseoperator mit trp = 1 schreiben lassen.

Zwar sind diese Zustande fiir die Statistische Mechanik von Bedeutung, wir
brauchen uns aber zunachst nicht den Kopf um sie zu zerbrechen.

e Als letzten Punkt auf unserer Liste miissen wir noch iiberlegen, wie die
quantenmechanische Zeitentwicklung aussieht. Wir nehmen an, dass wir
einen selbstadjungierten Operator H auf dem Hilbertraum # als Hamil-
tonoperator auserkoren haben. Wir setzen jetzt fiir den Zeitparameter

teR U(t) := exp(—iHt),

wobei wir fir A € B(H) den Ausdruck auf der rechten Seite durch
exp(A) := Y>7 4, also die konvergente Potenzreihe der Exponenti-
alfunktion angewandt auf den beschrankten Operator definieren. Im Fall
unbeschrankter Operatoren H ist U(t) mittels des so genannten Funktio-

nalkalkiils definiert.
Offensichtlich ist U*(¢t) = U~'(t), also U(t) unitér, und es gilt

U)=1 , Ut)U(t2) =U(ts +t2).
Die Zeitevolution einer Observablen O ist dann definiert durch
R— B(H) , tw O :=U(-1)OU(1).

Zumindest fur einen endlich-dimensionalen Hilbertraum kdnnen wir mit Hil-
fe des Hamiltonoperators H einen Temperaturzustand definieren, ahnlich
wie im klassischen Fall.

3.4 Definition Der Temperatur- oder Gibbszustand eines selbstadjungierten
Operators H fiir die inverse Temperatur 5 > 0 ist durch die Dichtematrix

. _exp(=BH)
PB = (exp(—BH))

gegeben, falls die Zustandssumme Z(f3) := tr(exp(—8H)) < 0.

Es muB also exp(—fH) ein Spurklasseoperator sein. Da die Dichtematrix eine
(operatorwertige) Funktion des Hamiltonoperators ist, gilt die folgende, manch-
mal als Quantenmechanischer Satz von Liouville bezeichnete Aussage:

32



3.5 Satz Der Gibbszustand fiir T > 0 und Hamiltonoperator H ist zeitinvariant.
Bew.: Sei O € B(H). Es gilt fiir alle Zeiten t € R
tr(ps01) = tr(psU (—)OU (1)) = tr(U(~1)ps0U (1)) = tr(p;0).

Denn die operatorwertigen Funktionen pg und U(—t) = exp(iHt) des gleichen
Operators H kommutieren: [pz, U(—t)] = 0.
AuBerdem diirfen Operatoren unter der Spur zyklisch permutiert werden. a

Wichtig ist festzuhalten, dass die quantenstatistische Mechanik im Gegensatz
zur klassischen Statistischen Mechanik keine wahrscheinlichkeitstheoretische Ba-
sis besitzt. Der technische Grund ist der, dass Zustande iber nicht abelschen Al-
gebren nicht als WahrscheinlichkeitsmaBe interpretiert werden kénnen. Die phy-
sikalische Interpretation ist folgende: Eine Messung des quantenmechanischen
Systems verdndert im Allgemeinen dessen Zustand. Werden zwei nicht vertau-
schende Observable gemessen, so hdangt das Ergebnis von der Reihenfolge der
beiden Messungen ab.

3.3 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

Wir betrachten den eindimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszil-
lator mit dem unbeschrankten Hamiltonoperator

w d2 9 . 2
H:=—(-—+¢ auf dem Hilbertraum H := L*(R).

. 1 d .1 o d
Sei A.—ﬁ<q+d—q> und A _\/§< dq)

(A*, der zu A adjungierte Operator, heiBt in der Physik " Erzeuger” und A " Ver-
nichter”).
Dann gilt H =w (A*A+ 1) und [A, 4] = 1.
Ist Qy € L*(R) und AQq = 0, so ist Q) Eigenvektor von H mit Eigenwert
: HQO = %QO
Ay = 0 bedeutet %q(q) = —q-Qo(q), also zusammen mit der Normierungs-
bedingung [|Ql|* = [, 1Q0(q)|*dg = 1 = Qo(q) = 7~ 772,
Mit g ist auch (A*)"Qq Eigenvektor von H:
HA™ Qg = A HQo + [H, A"Qy = w (5 +n) A™Q,
sodass das Spektrum von H zumindest die Punkte {w (% + n) |n=0,1,...}
umfasst. Wegen
(A, A ) = (Qo, A" A Q) = (Qg, AV 1[A, A™]Q)
=n{Q, A" TATIO) = ... = nl (Q, Q) =n!

WIE
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sind die Eigenvektoren Q,, := \/%?A*”QO orthonormal (siehe Abb. 3.1).
Sie sind auch als Hermitefunktionen bekannt. Diese bilden eine Orthonormal-
basis® des L?(R). Also ist das Spektrum des Operator gleich

0 €1 €10

Abbildung 3.1: Eigenfunktionen ), € L?(R) des harmonischen Oszillators

spec(H) = {w (3 +n) |n€Np}. (3.1)

Damit kdnnen wir die Temperaturzustande von H bestimmen, denn fiir § > 0
ist

[e.e]

exp(—BH) =3 e (2) o, (@)

n=0
ein Spurklasseoperator. Die Zustandssumme Z(3) := tr(exp(—FH)) ist
0 1 —Pw/2 1
o —Bw(n+z) € o - . -1
Z(8) = Zoe (n+3) — = o = (2sinh(Bw/2))
Also ist die Dichtematrix pg = exp(—FH)/Z() = 2sinh(Bw/2) - exp(—LH).
Der Erwartungswert der Energie (siehe Abb. 3.2) ist damit

o0

(H) o (8) = tr(psH) = 2sinh(Bw/2)- S w (n+ ) e 2(02)*
n=0
= %Coth(ﬁw/Z),
denn
S 1 —Bwn%__ioo —,Bwn+l __i 1
nzzow(nﬂ)e - dﬁnzzoe +a) - df 2sinh(Bw/2)

®Bew.: 1) Die durch v € R parametrisierten Vektoren ¢ — Y, (q) := €™ (q) spannen
den L?(R) auf. Denn sei ¢ € L?(R), und (x,,) = 0. Dann ist die Fouriertransformierte der
L2-Funktion z — () := Qo(z)y(x), gleich 0, also auch ¢) = 0 und damit ¢ = 0.
2) Die x, liegen im Spann der ), siehe z.B. GLIMM und JAFFE [GJ], Prop. 1.5.7.
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Natiirlich kann der Energieerwartungswert nicht unter die Grundzustandsenergie
¢ fallen (7' = 0). Andererseits gilt fiir 7 — oo: (H) (7) ~ T.

Zum Vergleich berechnen wir den Energieerwartungswert fiir einen klassischen
harmonischen Oszillator mit Hamiltonfunktion

w
H:R,xR,—-R , H(pgq):= §(p2—|—q2).
Die Zustandssumme Z(f3) = ;—Z wurde schon in (2.12) berechnet. Anderer-
seits ist [, He " dpdq = 522—2 sodass

e PH
(g (9) = I 0L

ist, unabhangig von w > 0. Offenbar folgt daraus fiir n_harmonische Oszillato-
ren in d Dimensionen ein Energie-Erwartungswert ndT" (sog. Dulong-Petitsche
Regel).

(H)

(H)

0
wZZ
0

N O 0O LN

H) ki
-0.2 0.20.40.60.8 1 T

Abbildung 3.2: Energieerwartungswerte des klassischen bzw. quantenmechani-
schen harmonischen Oszillators fiir Temperatur T'

Fiir hohe Temperaturen gleichen sich die Erwartungswerte an, ein typisches
Phanomen.

Sowohl in der klassischen als auch in der Quantenmechanik ergibt sich im
thermodynamischen Limes n — oo wieder eine verschwindende Streuung der
mittleren Energie von n ungekoppelten Oszillatoren.

4 Entropie

4.1 GeometriederZustande . . . . . . . . ... oo 36
4.2 EntropieeinesZustandes . . . ... ... ... ... ... 37
4.3 Die statistischen Ensembles . . . . . . ... ... ... .. 40
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4.1 Geometrie der Zustande

Wir haben gesehen, dass sowohl im klassischen wie auch im quantenmechanischen

Fall Zustande positive, lineare, identitatserhaltende Funktionale auf dem Raum

der Observablen waren. Offensichtlich bilden sie damit eine konvexe Menge:
Sind ndmlich p; und py Zustande, so ist fir 0 < A <1

Ap1+ (1= A)pe

linear, positiv und identitatserhaltend, also ebenfalls ein Zustand.

Wir kennen aus unserer endlich-dimensionalen Anschauung Beispiele fiir kom-
pakte, konvexe Mengen, etwa Tetraeder oder Vollkugeln. In diesen Beispielen sind
bestimmte Punkte, etwa die Ecken des Tetraeders (Simplex) oder die Oberflache
der Vollkugel dadurch ausgezeichnet, dass sie sich einerseits nicht als nicht triviale
Konvexkombinationen anderer Punkte darstellen lassen, andererseits alle Punkte
Konvexkombinationen der extremalen Punkte sind.

P1

P2

P2 P3

Abbildung 4.1: Darstellung eines Zustandes p als Konvexkombination extremaler
Zustande p;

4.1 Definition Ein Zustand p heiBt rein oder extremal, wenn es keine Zustdnde
p1 7 pa mit p=Ap1 + (1 — N)py fiir 0 < X\ < 1 gibt.

4.2 Beispiel 1. Auf der Observablenalgebra der klassischen Mechanik, also
der Menge C(€2) der stetigen Funktionen iiber dem Phasenraum €2, sind
die reinen Zustande von der Form

pz:C(Q) —C , [ f(o) (x € Q).
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Abbildung 4.2: Familie der Gibbszustande einer Energiefunktion H : () — R, mit
Q=3

2. Auf der Observablenalgebra der Quantenmechanik, also der Menge B(H)
der beschrankten Operatoren iiber dem Hilbertraum #H, sind die reinen
Zustande von der Form

pp: BH)=C , O (,0¢)  (peHmit|[¢] =1).

Dabei gilt
Prxyp = Py fuir XeC , |>\‘:1

Ahnlich wie in unserer endlich-dimensionalen Anschauung konvexer Mengen las-
sen sich auch in der klassischen und Quantenmechanik alle Zustande als (im All-
gemeinen nun aber nicht mehr endliche) Linearkombination extremaler Zusténde
darstellen. Diese Darstellung ist in der klassischen Mechanik (im Wesentlichen)
eindeutig, in der Quantenmechanik jedoch nicht:

4.3 Beispiel 1. Q={1,....,n},p;:C(Q)—=C, f— f(i),i€{1,...,n}.

Jeder Zustand p lasst sich hier eindeutig in der Form p = "7 | \;p; schrei-
ben mit \; >0, > A\ =1

Die Menge der Zustande bildet also ein Simplex mit n Ecken.

2. Der Spurzustand ¢ mit Dichtematrix %Il, n := dimH < oo lasst sich in
der Form (O) = 37| £ (¢, Oy), (¢1, ..., 1,) ONB von H, darstellen.
Natiirlich ist diese Basis — und damit die Zerlegung in extremale Zustande
— nicht eindeutig.

4.2 Entropie eines Zustandes

Wir wollen nun die Entropie eines Zustandes einfiihren, eine Zahl, die als MaB
fiir dessen Reinheit dient. Reine Zustande werden entsprechend dieser Definition
Entropie Null besitzen; gemischte Entropie > 0.
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4.4 Definition Wir setzen n : [0,00) — R, n(z) := —zIn(x) fir x > 0 und
n(0) := 0.

1. Sei (2, p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist die (Shannon)-
Entropie S = S(p) gegeben durch

S() =2 pean(®@W)).

2. Sei p eine Dichtematrix beziiglich der Observablenalgebra B(H). Dann ist
die (v. Neumann)-Entropie S = S(p) gegeben durch

S(p) == tr(n(p))

4.5 Bemerkungen 1. Da p positiv ist, gilt p = >, \; P mit zueinander or-
thogonalen Projektoren P; vom Rang 1. Damit wird plnp =", P\, In )\
und S = — > A;In ;. Wir bemerken, daB die Entropie eines abgeschlosse-
nen Systems zeitlich konstant ist, denn fiir die unitdre Zeitevolution U (t)
gilt S(U(t)pU*(t)) = S(p), siehe auch Anhang C.

2. Die Funktion 7 ist auf [0, 1] nichtnegativ, auf (0, 1) strikt positiv und au-
Berdem konkav, denn ihre zweite Ableitung ist —1 < 0 (siehe Abb. 4.3).

xll h(X)

Q1

Bl

s X
1 1

e 2 1\
Abbildung 4.3: Links: Die Entropiefunktion 7n; Rechts: Niveaulinien der Entropie
fur |Q] =3

Ist daher > . —X\;In)\; = 0 fir \; > 0, > . \; = 1, so diirfen die \; nur
die Werte 0 oder 1 annehmen, was zur Folge hat, dass genau einer dieser
Koeffizienten gleich 1 ist. Also haben genau die reinen Zustande Entropie
Null.
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3. Die Definition der Entropie scheint zunachst willkiirlich, es gibt aber ver-
schiedene Motivationen. Eine kommt aus der Informationstheorie. Wir in-
terpretieren einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) als Menge von
Zeichen w; (oder Wértern etc.) mit relativen Haufigkeiten p;. Beispielsweise
kann €2 aus dem Alphabet bestehen und p(w;) beschreibt die Haufigkeiten
der einzelnen Buchstaben im Alphabet. Was ist der mittlere Informations-
gehalt eines Zeichens, gemessen in Bits? Offensichtlich die Zahl der Bits,
die im Mittel zu seiner Codierung nétig sind. Dabei sollte eine optimale
Codierung verwendet werden.

4.6 Beispiel 1. |Q] = 2", p(w;) = 27". Alle Zeichen kommen also gleich
haufig vor. Dann konnen wir jedes Zeichen mit n Bits codieren, der Infor-
mationsgehalt betragt also (héchstens) n Bits.

2’I'L
S = _Zpi10g2pi =n
i=1

2. Q= {wl,wg,wg} p((,uz) — %, p((JJ2) — p(bdg) — %
Wir koénnen natiirlich jedes der Zeichen mit zwei Bits codieren, sodass

der Informationsgehalt hochstens zwei Bits betragt. Wir kdnnen aber auch
nach der Tabelle

w1 W2 Ws
1 01 00

codieren. In der Halfte der Falle brauchen wir dann nur ein Bit, sodass der
mittlere Informationsgehalt héchstens 3/2 Bits betragt. Wieder haben wir
Ubereinstimmung mit der Entropie:

S =—3logy 5 — ;logy T — tlog, + = 3log,2 = 3.

Es existiert ein allgemeines Codierungsverfahren, der so genannte Huffmann-
Code, das im Mittel x Bits zur Codierung benétigt, wobei

Sp) <z <S(p)+1.

Es ldsst sich einerseits beweisen, dass der Huffmann-Code optimal ist,
andererseits, dass bei iterierter Anwendung die mittlere Codierungslange
tatsachlich gegen S(p) konvergiert. In diesem Sinn misst also die Entro-
pie den mittleren Informationsgehalt. (Nebenbei: Die bei Verwendung des
Huffmann-Codes mdgliche Kompression von Nachrichten wird in entspre-
chenden Computerprogrammen zur Verkleinerung des benétigten Speicher-
platzes benutzt.)
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Die Entropie ist also ein MaB fiir die Mischung eines Zustandes bzw. liber
unsere Unkenntnis dariiber, in welchem der reinen Zustande als deren Kon-
vexkombination der Zustand sich darstellen ldsst, das System sich befindet.
Die Entropie ist also insbesondere keine Observable (MessgroBe).

3. Wir konnen zwar auch im Fall eines Phasenraumes 2 = R x R} des-
sen WahrscheinlichkeitsmaB p durch eine Dichtefunktion d : Q@ — R™ zu
schreiben ist, eine Entropie S = S(p) durch

S = /Qn(d(p, q)) dpdq

definieren. In diesem Fall ist aber S nicht mehr notwendig positiv. Die
reinen Zustande haben sogar formal Entropie —oo.

4. Dass in der physikalischen Definition der natiirliche statt des dyadischen
Logarithmus verwendet wird, ist eine (niitzliche) Konvention. Sie fiihrt zu
einem Faktor In2 ~ 0.69 in der Umrechnung.

4.3 Die statistischen Ensembles

Wir wollen nun den Gibbszustand durch die Entropie charakterisieren. Als tech-
nische Voraussetzung bendtigen wir den Satz von Klein. Er wird uns noch an
anderer Stelle begegnen.

4.7 Satz (Klein) Es sei f € C'(I,R) konvex auf dem Intervall I C R, H ein
Hilbertraum mit n := dim(H) < oo und A, B € B(H) selbstadjungiert mit
Spektren spec(A),spec(B) C I. Dann gilt

tr(f(B)) = tr(f(A) + (B — A)f'(A)). (4.1)

Ist f strikt konvex, so gilt Gleichheit nur fiir A = B.

Bew.: e Wir zeigen den Satz zunachst fiir n = 1. Dann sind A und B einfach
Zahlen aus I und die Aussage besitzt eine einfache graphische Interpretation.
Beliebige Tangenten an den Graphen einer konvexen Funktion liegen unterhalb
des Graphen und haben, falls die Funktion strikt konvex ist, nur einen Beriihr-
punkt, siehe Abb. 4.4. Daraus ergibt sich die Aussage fiir n = 1.

o Wir fiihren den Fall n > 1 auf den Fall n = 1 zuriick.
Dazu benutzen wir die Spektraldarstellungen

A= AP, , B= Z NQ;L

A€spec(A) pespec(B)
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Y

A B

Abbildung 4.4: Kleinsche Ungleichung in Dimension n =1

mit Projektionen Py, Q).
Nach dem Funktionalkalkiil ist damit f(A) = >, ecia) fS(A)Paund f(B) =

Z,uEspec(B) f(lu) Q#' Mit E/\ESpec(A) P)\ = Z,LLGSpeC(B) QN =1, fOIgt

te[f(B) — f(A) = (B — A)f(4)] = (4.2)
= D £ = FO) = (=N F' (V)] - tr[Q, P
Aespec(A) pespec(B) g’o

Es gilt aber wegen P\ = P\Py = P}, Q, = Q,Q, = Q;,

tI‘[QuP)\] = tI‘[QZQ#P)\P;:] = tI‘[P;QZQ“P)\]
= 2[C*Cl >0 mit C:=Q,P. (4.3)

Damit ist die schwache Ungleichung bewiesen.

e Es ist nach (4.3) tr[Q,P,\] = 0 genau dann, wenn C*C' = 0, also C' = 0.

Wir nehmen (4.2) = 0 an und beweisen A = B fiir strikt konvexes f.
— Zunichst folgt Gleichheit der Spektren von A und B. Gabe es namlich 0.B.d.A.
ein 1 € spec(B) \ spec(A), so wiirde die Summation iiber spec(A) mindestens
einen positiven Term liefern, da einerseits alle Faktoren f(u)— f(A)—(u—A)f'(A)
in (4.2) groBer Null sind, andererseits wegen

> (QuP) =tx(Q,) > 0

A€Espec(A)

nicht alle Spuren gleich Null sind.
— Wir wollen nun zeigen, dass fiir A\ € spec(A) = spec(B) auch P, = Q)
gilt. Sei im Gegenteil Py # Q. Dann ist tr(Q\Py) < max(tr(Qy), tr(Py)). Wir
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nehmen 0.B.d.A. an: tr(Q,FP) < tr(Q,). Dann existiert wegen
O<tr(@@-Py))= > tr(Q:\P)
pespec(A)\{A}
ein positiver Term in (4.2). Widerspruch! O
Mithilfe des Satzes von Klein zeigen wir nun folgende Aussage.

4.8 Satz Es sein := dim(H) < oo und Ay, ..., A, € B(H) selbstadjungiert.
Es seien jiy, ..., ju, € R, die Dichtematrix p, € B(H) gegeben durch

S A, ,
P i= exp %%;:)W ) mit Zustandssumme Z (1) 1= (eXp< Z/M z>>

und p # p, eine Dichtematrix mit
tr(pA;) = tr(p,Ai) (i=1,...,0).
Dann gilt S(p) < S(pu).

Bew.: Mit 1 aus Def. 4.4 ist S(p) = tr(n(p)). n ist strikt konkav (da n"(z) =
—2 < 0 auf dem offenen Intervall I := (0,00)). Daher ist —7 strikt konvex.
AuBerdem ist [ = —n|; glatt. Fir A := p, und B := p gilt spec(4) C I,
spec(B) C T = [0,00).

Die Kleinsche Ungleichung (4.1) gilt in ihrer strikten Form zunachst nur, falls
auch spec(B) C I. Der allgemeine Fall folgt aber aus der Stetigkeit von 7. Es

gilt also nach der Kleinschen Ungleichung

S(p) < Spu) —tx((p = pu) -1 (py))-

Wegen spec(p,) C I ist 1/(p,) wohldefiniert. Wir sind fertig, wenn wir zeigen
kénnen, dass tr((p — pu) - 7' (p,)) = 0, d.h. dass die Richtungsableitung ver-
schwindet. Es gilt

n'(z)=—-1—-1In(z) und —In(p,) =InZ(p)+ Z/L, 0
sodass
tr((p = pu)' (pu)) = (=1 + I Z (1)) - tr(p — pu) + Z pitr((p — pu)Ai) =0,
i=1
denn tr(p) = tr(p,) = 1 und tr(pA;) = tr(p,A;) nach Voraussetzung. O

Die Aussage des Satzes ist, dass der verallgemeinerte Gibbszustand p, unter
allen Zustdnden p mit gleichen Erwartungswerten tr(pA;) der Observablen A,
die Entropie maximiert.
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4.9 Beispiel 1. v = 0: Wir erhalten den Spurzustand auf B(H), mit Dich-
tematrix p,, = %Il. Dieser realisiert das globale Entropiemaximum S}, =

In(n).

2. v = 1. Hier wird fiir p = 5 und A = H (Hamiltonoperator) der
kanonische Gibbszustand als derjenige

entlarvt, der bei gegebenem Energieer- Od
wartungswert die Entropie maximiert,
siehe nebenstehende Abbildung.
Durch diese Tatsache wird gerecht-
fertigt, dass wir, wenn wir keine
zusatzliche Information iiber den Zu-
stand besitzen, annehmen, dass sich
das System im kanonischen Gibbszu-
stand befindet. Denn jede andere Wahl
wiirde eine groBere Information, d.h.
kleinere Entropie iiber den Zustand
vortauschen, als uns zur Verfligung
steht.

Nicht gelost wird allerdings die

H) =hy

Die GibbsmaBe pg als Maximie-
rer der Entropiefunktion unter
der Nebenbedingung vorgegebe-
nen Energieerwartungswertes

(schwierige) Frage, ob ein Nichtgleichgewichtszustand sich mit der Zeit
einem solchen Gibbszustand nahert.

3. v = 2. Wahlen wir A; := H und A, := N (Teilchenzahloperator), dann
kommen wir zum groBkanonischen Ensemble. In der Physik schreibt man
dann iiblicherweise 1 := S und py := S und nennt p das chemische
Potential. Wir konnen damit statistische Systeme mit variabler Teilchenzahl
beschreiben. Eine Anwendung findet sich in Kap. 15.

4.10 Bemerkungen 1. Wir haben zwar eine Aussage fiir quantenmechani-
sche Systeme abgeleitet, aber der Satz fiihrt auch zu einer analogen Aus-
sage fiir klassische Spinsysteme. Betrachten wir namlich fiir Q := E™ mit
E := {—1,1} den Hilbertraum H,, := Q;_, H mit H := C?, so kdnnen
wir die Abbildung

p:E—=H , o(1):=(5) . »(=1):=(Y)

fortsetzen zu

On: QU =>Hy o on((wr,. . wn)) = ®gp(wi).

=1
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Wenn wir die Observablen O : Q@ — R mittels v, : C(Q2) — B(#,) auf
die Operatoren abbilden, die beziiglich der Basis (¢, (w),w € §2) von H,,
diagonal sind und auf der Basis die klassischen Werte besitzen, d. h.

n(0) - pn(w) = O(W)pn(w)  (we ),

so haben wir die klassischen Spinsysteme als spezielle quantenmechanische
Systeme uminterpretiert. Der klassische Ausdruck fiir die Entropie eines
WahrscheinlichkeitsmaBes geht dabei in den quantenmechanischen Aus-
druck iiber. Insbesondere geht S; : Q@ — R S;(w) 1= w; in 0 := 1,(S;)

n Faktoren
7\

iber. Esgit o’ =1®...01® o ®...®1mit

i—te Stelle

1=(}9) € B(H) und Pauli-Spin-Matrix o* = (} %) € B(H).

. Esist naheliegend, dass sich die obige Aussage fiir endlich-dimensionale Hil-
bertraume auf unendlich-dimensionale Raume verallgemeinern lasst. Dabei
diirfen die A; aber nicht mehr beliebige selbstadjungierte Operatoren sein,
da sonst im Allgemeinen Z () = oo wird.

. Man kann sogar unter Voraussetzung der Konvexitat die Forderung der
stetigen Differenzierbarkeit fallen lassen, wenn man die Aussage etwas um-
formuliert. Konvexe Funktionen sind immerhin stetig, an abzahlbar vielen
Stellen kann aber die (existierende) Linksableitung kleiner als die (ebenfalls
existierende) Rechtsableitung sein, die Funktion also einen Knick besitzen.
In der Aussage sind dann alle Geraden durch f(A) zulassig, deren Steigung
zwischen Links- und Rechtsableitung bei A liegt.

Eine solche Verallgemeinerung ist im Zusammenhang von Phaseniiber-
gangen interessant, denn dort besitzen thermodynamische Funktionen bzw.
deren Ableitungen im Allgemeinen Knicke.

Klassische Spinsysteme

5.1 Klassische Spins . . . ... ... ... .. ......... 45
5.2 Endliche Spinsysteme . . . . .. ... ... ........ 46
5.3 Der Konfigurationsraum eines unendlichen Spinsystems . 49
5.4 Die Wechselwirkung eines unendlichen Spinsystems . . . 52
5.5 Wahrscheinlichkeitsmal3e fur unendliche Spinsysteme . . 56
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5.6 Mikroskopische und Makroskopische Observable . . . . . 57

5.1 Klassische Spins

Im einleitenden Beispiel 2.10 haben wir angenommen, dass ein einzelner klassi-
scher Spin in zwei Richtungen weisen kann. Wir haben daher als Raum seiner
Konfigurationen E := {oben, unten} gewahlt. Natiirlich kénnen wir jede andere
zweielementige Menge benutzen, z.B. ' := {—1,1}. Diese Wahl hat den Vorteil,
die Notation zu vereinfachen.

Weiter haben wir in Beispiel 2.10 angenommen, dass fiir 5 = 0 (also fiir den
Fall, dass das GibbsmaB von der Wahl der Energiefunktion unabhangig ist), die
beiden Elemente von E Wahrscheinlichkeit 1/2 besitzen.

Es ist nun weder physikalisch noch mathematisch zwingend, sich auf den Fall
zweiwertiger Spins einzuschranken. Sehr allgemein definieren wir daher:

5.1 Definition Ein klassischer Spin ist ein MaBraum (E,E, ). p heiBt a—
priori—-MaB.

5.2 Beispiele 1. Der bis jetzt diskutierte Fall entspricht £ = {—1,1}, mit
o—Algebra £ := 2F und a—priori-MaB p mit pu(—1) = u(1) = 1/2.

2. In leichter Verallgemeinerung kann man annehmen, dass der Spin in r € N
verschiedene Richtungen zeigen kann, und setzt entsprechend den Spin
als Restklassengruppe F := Z, := Z/rZ mit £ := 2% an. Ublicherweise
wird als a—priori-MaB das translationsinvariante Wahrscheinlichkeitsmal
mit p(o) = 1/r (o € E) gewadhlt (z.B. beim sog. Pottsmodell).

3. Beim so genannten planaren Spin ist der Raum der Einstellmoglichkeiten
der Kreis: F := S'. Bequem ist es, ihn als S' = {0 € C | |o| = 1}
mit Borel-o—Algebra £ und invariantem WahrscheinlichkeitsmaB (d.h.
p({e? |0 <6, <0 <0, <2r}) = %22 einzufiihren. Manchmal werden
auch raumliche Spins, d.h. £ = S? untersucht.

4. Es werden auch nicht kompakte topologische Raume wie Z oder R als
Raume klassischer Spins untersucht, Letztere z.B. bei den so genannten
GauBschen Modellen. Aus Bequemlichkeit werden auch auf den Gruppen
Z und R die translationsinvarianten MaBe (z3hlendes bzw. LebesquemaB)
benutzt, obwohl diese keine WahrscheinlichkeitsmaBe sind. Allerdings wird
dann die Energiefunktion H : E — R dafiir sorgen, dass fiir g > 0
das MaB [, e #1“)du(o) < oo ist. Beispielsweise ist fiir die GauBschen

Modelle H(0) = —302.
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5.2 Endliche Spinsysteme

Ein einzelner klassischer Spin kann in zwei Richtungen weisen. Wir haben daher
den Raum seiner Konfigurationen als ' := {oben, unten} eingefiihrt. Natiirlich
konnen wir jede andere zwei-elementige Menge benutzen, z. B. £ := {—1,1}.
Diese Wahl hat den Vorteil, die Notation zu vereinfachen. Ein System von k&
Spins ist nun durch Angabe einer Energiefunktion H : 2 — R auf dem Raum
Q) := E* ihrer Konfigurationen charakterisiert. Ein einfaches Beispiel ist das der
Ising-Spinkette:

5.3 Beispiel (Ising-Spinkette) Es sei fiir Parameter J,h € R und Q := E*
die Energiefunktion

k-1 k
Hy(o) = —JZaiUiﬂ—th (0 =(01,...,0%) € Q).
i=1 i=1

Die Parameter J und h werden als Kopplung zwischen benachbarten Spins bzw.
als duBeres Magnetfeld interpretiert.

Die obige Darstellung von Hj durch eine Summe von Produkten von Spinva-
riablen o; € E ist offensichtlich schon fiir ein festes & € N kompakter als eine
Wertetabelle von H.

Es stellt sich die Frage, ob wir beliebige Energiefunktionen H : 2 — R in
dhnlicher Form darstellen kénnen, d. h. fiir geeignete Konstanten J(A) € R und
mit den Abbildungen

EF - {-1,1} O'l—>O'AZ:HO'i (AC{l,...,k})

i€EA

(also oy = 1) in der Form

wJA) on  (0eQ).

77777

Die zweite Frage ist, ob eine solche Darstellung, wenn sie existiert, auch eindeutig
ist, d. h. ob die Koeffizienten J(A) eindeutig durch H festgelegt sind.

Beides ist der Fall und wir werden eine Formel herleiten, die die Koeffizienten
J(A) als Funktionen von H darstellt.

Der Schliissel zu dem obigen Problem liegt in der Tatsache, dass £ = {—1,1}
eine multiplikative Gruppe ist. Damit ist auch E* als kartesisches Produkt mul-
tiplikativer Gruppen eine multiplikative Gruppe: Fiir 0,7 € E* ist das Produkt
ot € E¥ durch

oT := (0171, ...,0kTk)
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definiert. Das neutrale Element der Gruppe E* hat damit die Form 1 = (1,...,1),
und jedes Element o € E* ist zu sich selbst invers: oo = 1.
Die additive Gruppe Zy = ({0,1}, +) (Addition modulo 2) ist offensichtlich
via
0:Zs—E |, ne—(=1)"

zu der multiplikativen Gruppe E isomorph. Also ist

Pk Z§_>Ek ' (n17"'7n1€)'_> (gp(nl),,go(nk))

ein Isomorphismus der Gruppen Z% und E*.

Dieser Zusammenhang ist u. a. deshalb in der Statistischen Mechanik wich-
tig, weil er die Theorie der so genannten Gittergase zur Theorie der klassischen
Spinmodelle in Beziehung setzt.

Im Augenblick ist der Zusammenhang zwischen Z5 und E* aber fiir uns
deshalb interessant, weil er der Schliissel zur Beantwortung der Frage nach der
Darstellbarkeit der Energiefunktionen H : E* — R ist.

Wir kénnen namlich einen zweiten Isomorphismus 1, : Z5 — P} zwischen

indem wir fiir n = (nq,...,ng)
Ur(n) :={ie{l,... .k} [n; =1}
setzen. Damit erhilt P, die Gruppenstruktur mit Multiplikation’
ANy := M AAy , (A, A CH{T, . k).

Wegen der Isomorphien
E* FE 7k 2 p,

sind auch E* und P, isomorph. Wir wollen diese Isomorphie verwenden, um
H:E*¥ - Rund J: P, — R miteinander in Beziehung setzen.

Dazu benutzen wir die Fouriertransformation auf 7%, d. h. die lineare Abbil-
dung Fy : A — A, der Observablenalgebra

Ap :=1{0: 75 — R},
die fiir O € A;, durch

(FO)t) =27 O(n)- (~1)""  (t € Z§)

nEZ’QC

TALAANy = (A \ A2) U (Ag \ Ay) ist die symmetrische Differenz der beiden Teilmengen A
und As.
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gegeben ist®. n -t := Zle n;t; (mod2) bezeichnet dabei das Skalarprodukt.

Wegen der Relation
: 1, 1=0
—k _ It — 1 _ l;t; — ) -
2 =TI 0 ={ 6 D o)
tezk =1 t;€Z

ist dann die inverse Fouriertransformation bis auf die Konstante gleich F:

O(n) =Y (FO)®) - (=)™ (n€Zj).

tezk

Schauen wir uns den Ausdruck (—1)"%, n,t € Z5 genauer an. Mit o := ¢y(n)
und A 1= Yy (t) gilt

(_1>n.t = 07,
denn i
(0 = TI0™ = TI0™ =TT eln) = on.

Daraus ergibt sich, dass eine Funktion

H:E* =R der Form H(o)= — Z J(N)oa
AC{L,.. k)

die negative inverse Fouriertranformierte von J : P, — R ist. Das negative Vor-
zeichen entspricht physikalischer Konvention. Umgekehrt ist J damit die negative
Fouriertransformierte von H:

J(A) = —27F Y oepr H(o) - 0op.

5.4 Bemerkung Wir konnen den Fall eines klassischen Spins, der in r € N
Richtungen weisen kann, in dhnlicher Weise wie den Fall » = 2 behandeln. Wir
nummerieren dann zweckmaBigerweise die Einstellmoglichkeiten durch die addi-
tive Gruppe E := Z/rZ, mit Reprasentanten £ = {0,...,r — 1}. Die zu E
duale Gruppe

{xi. : E—=S'"|l€E} mit y(m):=exp(2milm/r)

8Diese Abbildung wird Fouriertransformation genannt, weil, analog zur Fouriertransforma-
tion auf dem R", 1) die Abbildungen Z5 — S* C C, n + (—1)"" gerade die Gruppenho-
momorphismen sind, und 2) weil die Summation iiber alle n € Z5 invariant unter beliebigen
Verschiebungen n — n + m ist, siche Anhang B.
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der Charaktere ist zu E isomorph, denn x;x; = x4 Damit kdnnen wir mittels
Fouriertransformation jede Funktion H : E*¥ — C in der Form

H(o)=—-Y J(xi(o) (o€ E" (5.1)

IeEk

mit

und Wechselwirkungskoeffizienten

J(1) = —r*>" H(o)ulo) (1€ E")
oeEk
darstellen. Setzt man A(l) := {i € {1,...,k} | [; # 0}, dann gilt in (5.2)
Xi(0) = [Lieaqy Xu:(0i), und (5.1), sortiert nach Gebieten A, schreibt sich in der

Form
H(o) = — ZAQ{l

wy iam=n JDxi(o) (o€ EF)|

.....

5.3 Der Konfigurationsraum eines unendlichen Spinsystems

In physikalischen Anwendungen der Theorie der Spinsysteme gehen wir oft da-
von aus, dass die Spins auf einem Gitter Z? angeordnet sind, wobei d = 3 der
physikalisch wichtigste Fall ist, aber z. B. bei der Untersuchung von Oberflachen
auch d = 2 vorkommt.

Der Raum FE der Konfigurationen eines Spins sei fiir unsere Zwecke eine
endliche Menge, im einfachsten Fall wieder £ = {—1,1}. Damit ist der Raum
der Konfigurationen aller Spins auf dem Gitter gleich

Q.= E(Zd),
und wir notieren die Konfigurationen w € {2 entsprechend in der Form

w = (Wi)ieze

mit w; € E der Wert des Spins am Gitterpunkt [.

Um nun im Sinn von Kapitel 2.3 von WahrscheinlichkeitsmaBen auf €2 spre-
chen zu kénnen, miissen wir eine c—Algebra messbarer Mengen auswihlen. Ahn-
lich wie im Fall des R™ ist fiir unsere Zwecke die o—Algebra 2 aller Teilmengen
von () zu groB.

Stattdessen wollen wir uns an eine (idealisierte) experimentelle Situation an-
lehnen. In dieser konnen wir zwar " mikroskopisch” die Werte endlich vieler Spins
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gleichzeitig messen sowie " makroskopisch” gewisse Mittelwerte (wie die mittlere
Magnetisierung), wir kdnnen aber nicht gleichzeitig alle Spins messen.

Unsere Herangehensweise ist nun, entsprechend diesen Beobachtungen zu-
nachst auf 2 eine Topologie zu wahlen, um dann die o—Algebra der Borelmengen
dieser Topologie zu benutzen.

Da wir den Wert jedes einzelnen Spins messen konnen, benutzen wir auf E
einfach die diskrete Topologie © := 2¥, d. h. jede Teilmenge von E ist offen.

Auf Q = [],cza E benutzen wir nun die Produkttopologie (siehe z. B. JANICH
[Ja], Kapitel VI). Nach Definition ist dies die grobste’ Topologie, fiir die alle
Projektionen

m:Q—=FE |, w—w (1e€z%

stetige Abbildungen sind.
Mit anderen Worten sind fiir alle [ € Z? und alle (automatisch offenen!)
Teilmengen U; C E die Teilmengen

Wfl(Ul) = {w cQ ‘ w; € Ul} (53)

von ) offen, und damit fiir alle endlichen A C Z¢ auch die dann endlichen
Schnittmengen

7TA1<HUZ)I{MEQ‘VZEAZWZEUI}. (54)

leA

Hierbei wurde die Projektion
Q= EN L we (wWi)iea

auf die Teilkonfiguration auf A C Z? verwandt. Alle weiteren in der Produkt-
topologie offenen Mengen sind nun aber Vereinigungen von Mengen der Form
(5.4), d. h. die Mengen (5.3) bilden eine Subbasis, die Mengen (5.4) eine Basis"
der Produkttopologie.

Wie konnen wir uns nun die Topologie auf {2 vorstellen? Schauen wir uns
einfachheitshalber den Fall £ = {—1,1} an (Fir |E| = 1 ist |Q] = 1, also
uninteressant, der Fall 2 < |E| < oo ist dem Fall |E| = 2 analog).

9Def.: Eine Topologie O; auf  heiBt gréber als eine Topologie Oy auf 2, wenn O; C O,
gilt, also O; weniger offene Mengen aufweist als Os.

10Def.: @ Eine Menge B C O offener Teilmengen eines topologischen Raumes (2, O) heiBt
Basis der Topologie O, wenn jede offene Menge M € O Vereinigung von Mengen aus B ist.
e Eine Menge S C O heit Subbasis von O, wenn jede offene Menge M Vereinigung endlicher
Durchschnitte von Mengen aus S ist.
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5.5 Satz Q = EZY mijt der Produkttopologie © ist homéomorph'* zur Can-
tormenge C' C [0, 1].

5.6 Bemerkung Die Cantormenge C' entsteht dadurch, dass man das mittlere
Drittel (3,2) aus dem Intervall [0,1] entfernt und Gleiches induktiv fiir alle
Teilintervalle tut, d. h.

C = {a: €0,1] |z = 2§:kzn3‘” mit k, € {0,1}}.
n=1

Der topologische Raum C' mit der von R geerbten Teilraumtopologie ist kompakt
und jeder Punkt aus C' ist Haufungspunkt von C' und zugleich Randpunkt.

Bew.:

e Wir kdnnen die Gitterpunkte aus Z¢ abzihlen, d. h. es existiert eine Bijek-
tion ¢ : N — Z?. Beispielsweise beginnt man mit ¢(1) = 0, nummeriert
dann die Gitterpunkte [ € Z¢ mit Abstand ||I||; = 1 etc.

e Damit ist aber © homomorph zu € := EN mit der Produkttopologie. Die
Abbildung

) x 1
H: 050 | w>—>2§:wn2+ g-n
n=1

ist eine Bijektion (y — “I* bildet ja E = {—1,1} auf {0,1} ab).

e Um nachzuweisen, dass H ein Homéomorphismus ist, miissen wir liber-
priifen, ob Bilder offener Mengen in Q und Urbilder offener Mengen in C
wieder offen sind. Dazu geniigt es, Basen zu betrachten. Die offenen In-
tervalle bilden bekanntlich eine Basis der Topologie von R, deren Schnitt
mit C also eine Basis der Topologie von C.

Umgekehrt bilden die offenen Mengen
Zno) ={weQ|lw=o0,1<k} (keN, oecE"

eine Basis der Produkttopologie von Q.

Der Nachweis der Offenheit von H(Zy(c)) C C bzw. H~ (I N C) fiir die
offenen Intervalle I C R sei dem Leser iiberlassen. O

"Def.: o Eine Abbildung f : A — B zwischen topologischen Riumen heiBt Homéomor-
phismus, wenn sie bijektiv und stetig ist, und auch f~!: B — A stetig ist.
e Zwei topologische Raume A, B heiBen homdomorph, wenn es einen Homdomorphismus
f:A— B gibt.

51



5.7 Bemerkungen 1. Dass die Produkttopologie auf {2 von der diskreten
Topologie verschieden ist, sieht man z. B. daran, dass einelementige Men-
gen {w} C Q nicht offen sind. Entsprechend ist die charakteristische Funk-
tion 1, : © — {0, 1} nicht stetig.

2. Im Gegensatz zur diskreten Topologie auf Q wird 2 = E@) mit der
Produkttopologie zu einem kompakten Raum. Dies gilt nach dem Satz von
Tychonoff'? immer dann, wenn (wie angenommen) der Raum E kompakt
Ist.

3. Andererseits ist die Topologie fein genug, um die Spinkonfigurationen von-
einander zu trennen: € ist ein Hausdorffraum. Denn fiir Spinkonfiguratio-
nen w) £ w® € Q existiert ein Gitterpunkt k € Z% mit unterschiedlichen

Werten des Spins: w,(:) #* w,(f). Damit sind die 7, (w,i“) C Q Umgebun-

gen von w¥ mit
7'('];1 <w,(€1)) N 7r,;1 (w,(f)> = 0.

Wir benutzen nun auf €2 die o-Algebra der Borelmengen.

5.4 Die Wechselwirkung eines unendlichen Spinsystems

Ein Wechselwirkungspotential auf €2 = E@ st durch Angabe der Wechselwir-
kungskoeffizienten J(A), endlicher Teilmengen A € S(d) des Gitters, mit

S=8(d):={ACZ|0< |\ <0}

fixiert Bei Bedarf setzen wir J mit Null zu einer Funktion J : 229 5 R auf
der Potenzmenge von Z? fort. Oft gehen wir davon aus, dass das Potential
translationsinvariant ist, d.h., dass

JA+a)=JA) fir aczZ

gilt (dabeiist A+ a:={{ € Z?| { —a € A}).
Natiirlich ist es in dieser Situation unmoglich, eine Gesamtenergie des (un-
endlichen) Spinsystems etwa durch

"H(o) =~ > _ J(M)oy"

zu definieren, denn eine solche Summe divergiert. Wir erwarten ja auch, dass die
Gesamtenergie eines unendlich ausgedehnten Kristalls divergiert.

12 Satz von Tychonoff: Beliebige Produkte kompakter topologischer Riume sind in der
Produkttopologie kompakt (siehe z.B. JANICH [J2], Kapitel X).
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Stattdessen kénnen wir Energiefunktionen H, : E* — R fiir die endlichen
Teilmengen A C Z? unseres Gitters durch

Hy (o) := = pca J(N)on

definieren. Wir werden uns dann dafiir interessieren, wie sich das durch H, de-
finierte GibbsmaB bei VergréBerung von A C Z? verhilt.

In der obigen Definition einer Energiefunktion fiir das Teilgebiet A C Z¢
haben wir nur Wechselwirkungen zwischen Spins innerhalb A beriicksichtigt. Man
spricht hier von freien Randbedingungen.

Wir konnen uns aber auch fragen, wie die Spins in A durch die Spins im
Komplement A¢ := Z¥\ A beeinflusst werden. Sei T € E*" eine Konfiguration
der Spins in A°. Dann ist fiir 0 € EA

(0,7) € E* x EM =~ @)

eine Konfiguration auf dem gesamten Gitter.
Setzen wir H} : E* — R gleich

Hi(o) = — EA’ES:A/OA;A@ J(A) oarma Tarnae, (5.5)

so beriicksichtigt diese Energiefunktion auch die Wechselwirkung zwischen Spins
in A und Spins in A€, siehe Abb. 5.1. Andererseits ist nun nicht mehr klar, dass
die jetzt im Allgemeinen unendliche Summe konvergiert. Wir werden auf diese
Frage zuriickkommen.

coldosselien s

Abbildung 5.1: Energiefunktion H} : E* — R mit Randbedingungen 7 € E*°
und Wechselwirkungen in A’

Wahlen wir z. B. die Extremfille 7; := 1 fir alle 1 € A° bzw. 7, = —1

fir alle 7 € A¢, so konnen wir die Frage stellen, inwieweit diese Randbedingun-
gen eine mittlere Ausrichtung der Spins in A auch im thermodynamischen Limes
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|A| — oo bewirken kdnnen. Zur Zusammenfassung und Vorbereitung auf fol-
gende Kapitel definieren wir jetzt den Begriff des Wechselwirkungspotentials fiir
klassische Spinsysteme.

5.8 Definition e Ein (Wechselwirkungs-) Potential auf Z¢ ist eine Ab-
bildung J : S(d) — R mit der Eigenschaft

J(A
]| == supeza > CUCY (5.6)
AES:LeA |A’

e Der Durchmesser diam(A) von A € S§(d) ist

d
diam(A) = maxyer d(k, €) mit d(k,0) = ||k — L]y = > [k — £].
=1

ke e °
EEEEEEK) A
eeoee0 oo
000000 o
eoeo000e0 o

Abbildung 5.2: A C Z? mit diam(A) = d(i, k) = 10.

Ein Potential J hat endliche Reichweite R, wenn

R :=sup{diam(A) | A € S, J(A) # 0} < 0.

Ein Paarpotential J ist ein Potential mit J(A) = 0 fiir |A| > 2.

Ein Nachste-Nachbar-Potential ist ein Paarpotential mit Reichweite
R<1.

e Ein Potential J heifSt translationsinvariant, wenn
JA+a)=JA) (A€ S,acZ.
e J heifit ferromagnetisch, wenn J > 0.

5.9 Bemerkungen 1. Im Gegensatz zur Potenzmenge 2(2") von Z ist deren
Teilmenge S(d) abzahlbar.
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2. Die definierende Bedingung (5.6) fiir ein Wechselwirkungspotential hat zur
Konsequenz, dass die Energie pro Teilchen immer endlich ist. Denn betrach-
ten wir den Term

—J(A) cOA,
so ist dieser Energiebeitrag auf alle Teilchen in A zu verteilen.
Diese physikalisch sinnvolle Bedingung ist, wie sich zeigen ldsst, auch ma-
thematisch notwendig fiir die Existenz eines thermodynamischen Limes.

3. Wenn wir die Endlichkeit der folgenden Norm des Potentials voraussetzen,
konnen wir sicherstellen, dass die Energiefunktionen (5.5) mit Randbedin-
gungen 7 wohldefiniert sind:

[l =sup > [J(A)]. (5.7)

d
LEZE NeS(d): te

4. Da A # () gefordert wird, ist der Energiemittelwert 27141 3" Hy(0) =
0. Das ist eine praktische Normierung, denn das GibbsmaB zu H, ist oh-
nehin unabhangig vom Mittelwert.

Die Menge
J =J(d):={J:8(d) — R | J translationsinvariantes Potential} ~ (5.8)

bildet einen R-Vektorraum (beziiglich punktweiser Addition und Multiplikation
mit Skalaren). Auf diesem Raum wird durch (5.6) eine Norm definiert, die ihn
zum Banachraum macht.

5.10 Beispiele 1. Isingmodell: Fiir Parameter (j,h) € R? und d € N heiBt

j o, A={k} mit ||[k—/{]; =1
J:S(d)—-R , JA):=<¢ h , A={k}
0 , sonst

d-dimensionales Isingmodell mit Wechselwirkungsstarke j und Magnetfeld
h. Es wurde 1920 von Wilhelm Lenz erfunden und 1924 von dessen Dok-
toranden Ernst Ising zunachst in einer Dimension genauer studiert.

Der antiferromagnetische Fall j < 0, h = 0 geht unter der Bijektion
U:Q—=Q , Uw) = (—1)ZEitiy, (5.9)
in den ferromagnetischen mit Parametern (—7,0) lber, denn es gilt

U(w)kU(w)g = —WrWy falls ||k — £||1 =1.

55



2. Pottsmodell: Ist der Spin E r—elementig, dann lasst sich Definition 5.8
folgendermaBen modifizieren.Man identifiziert £’ wie in Bemerkung 5.4 mit
der Gruppe Z/rZ und setzt

S.(d) = {l € E®) |0 <|A()| < oo},

mit dem Wechselwirkungsgebiet A(l) := {k € Z% | I;, # 0}. Fiir Wechsel-
wirkungspotentiale J : S,(d) — C fordert man analog zu (5.6)

LESEI NP IR Ty < o

i€Z? Aes LA(L

Ein wichtiges Beispiel fiir ein Nachste-Nachbar—Potential ist das sog. Potts-
modell mit Energiefunktion fir A € S,.(d) und Parameter J € R

Ha(o) = —J Z (0, 0%) (o € EX).
{G.RFCEA |5 —RlI=1

Fiir (r = 2)—wertige Spins ist dies zum Isingmodell (ohne duBeres Magnet-
feld) isomorph.

5.5 WahrscheinlichkeitsmaBe fiir unendliche Spinsysteme

Wir betrachten wieder ein klassisches Spinsystem auf dem Gitter Z?, wobei die
einzelnen Spins Werte in einer endlichen Menge E annehmen kénnen. Den Pro-
duktraum Q = E@" versehen wir mit der in Kapitel 5.3 beschriebenen o—Algebra
F. Wir fragen uns nun, wie wir praktisch WahrscheinlichkeitsmaBe P : F — [0, 1]
angeben konnen. Insbesondere werden wir uns fiir die GibbsmaBe der in Kapitel
5.4 beschriebenen Wechselwirkung J interessieren.

Ahnlich wie bei den in Kapitel 2.3 diskutierten GibbsmaBen P auf dem Pha-
senraum 2 = R" ist es unmdglich, diese WahrscheinlichkeitsmaBe durch Angabe
der Wahrscheinlichkeiten P({w}) der Elementarereignisse w € ) zu beschreiben,
denn € ist iiberabzahlbar, und typischerweise ist P({w}) = 0.

Auch das in Kapitel 2.3 benutzte Konzept der Dichte epo(—B[;H) : Q — RT l3sst
sich nicht auf unsere Situation {ibertragen, da eine Energieéunktion H:Q—R
ja fiir das unendliche Spinsystem nicht existiert.

Andererseits hilft uns hier die Definition der o—Algebra F von Ereignissen.
Fiir alle A € S(d) und Spinkonfigurationen o € E* ist m,'(¢0) € F, und die
Zylindermengen 7' (o) erzeugen F. Damit geniigt es, die Wahrscheinlichkeiten
P(7,"(c)) des Auftretens aller endlichen Spinkonfigurationen o zu kennen, um
P festzulegen! Dies folgt aus dem Satz von Kolmogorov, siehe z. B. BAUER
[Ba], §35.
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Viele, aber nicht alle in der Statistischen Mechanik von Spingittern mit trans-
lationsinvariantem Potential auftretenden GibbsmaBe sind translationsinvariant:

5.11 Definition Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf Q = EZY) heiBt translati-
onsinvariant wenn fiir die Translationen

T, : Q — Q, (Tgw)k = Wy (f € Zd)

gilt: P(T;(A)) = P(A) fiir jede messbare Menge A C Q2 und alle ¢ € Z.%.

5.6 Mikroskopische und Makroskopische Observable

Fiir endliche Teilchensysteme ist die Grenze zwischen mikroskopischen und ma-
kroskopischen Geschehen flieBend. Nicht so im thermodynamischen Limes. Um
dies besser zu verstehen, schauen wir uns die einer nicht notwendig endlichen
Teilmenge U C Z¢ des Gitters zugeordnete Unter—o—Algebra

Fu CF
an, die von den Zylindermengen
mHZ)CQ mit ACU , AeSd) , Z<E*

erzeugt wird.

Fiir endliche Mengen U von Gitterpunkten ist F;; = 2V, und Fy; enthilt
gerade die durch die Spins in U determinierten Ereignisse.

Hier sind wir aber im Gegenteil fiir A € S(d) an der 0—Algebra Fza, € F
interessiert, deren Ereignisse nicht von den Spins in A abhangen.

5.12 Definition e Die o—Algebra bei Unendlich ist

T = ﬂ ‘FZd\A'

AES(d)
Die Ereignisse in T heiBen makroskopisch.

e [st eine Funktion f : ) — R bez. T messbar, dann nennt man f makro-
skopische Observable.

Oft werden makroskopische Observable als Limiten von Spin-Mittelwerten auf
aufsteigenden (A,.1 2 A,) Folgen von A,, € S(d) definiert.
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5.13 Beispiele e Fiir n € Nist A, :== {-n,...,n}? € S(d), und die
mittlere Magnetisierung

3

miQ o [FL1] L m(w) = { limnso0 73,1 Dgen, @k falls Limes ex.

, sonst.
(5.10)
Dann ist m eine makroskopische Variable, denn sie andert ihren Wert nicht
beim Umklapp endlich vieler wy. Die Ereignisse m~'(I) fiir Intervalle I C
[0, 1] liegen in 7. Da in den Anwendungen die Menge der w, fiir die der
Limes in (5.10) nicht existiert, GibbsmaB Null besitzt, kann man ohne
Veranderung von Erwarungswerten m z.B. auch als limsup,,_, . definieren.

e Fir Dimension d = 3 und k € Z betrachten wir die in der k—ten Schicht
liegenden Spins. Fiir A, == {—n,...,n} x {—n,...,n} x {k} ist

1
my Q= [—1,1] , mg(w) = limsup Z Wy
n— 00 |An,k| teA,, &

die mittlere Magnetisierung in dieser Schicht. Diese makroskopischen Ob-
servablen besitzen fiir nicht translationsinvariante GibbsmaBe des Isingmo-
dells k—abhidngige Erwartungswerte (sieche Kapitel 8.3).

e Fiir beliebige Dimensionen d die

d
A, = {k c{-n,...,n}"| Zkl gerade}
i=1

und die analog zu 55.10) definierte mittlere Magnetisierung des Untergit-
ters {¢ € Z | >7_, l; € 2Z} C 7Z°. Diese makroskopische Observable
wird bei der Analyse der antiferromagnetischen Isingmodelle benutzt, siehe
Bem. 9.17.

Wie diese Beispiele zeigen, ist die o—Algebra bei Unendlich erstaunlicherweise
sehr reichhaltig.

Die makroskopischen Observablen f sind aber, soweit sie nicht konstant sind,
nicht stetig, denn ist f(o) # f(w), dann findet man in jeder o enthaltenden
Zylindermenge ein ¢’ € Q mit f(o') = f(w).

5.14 Definition Die stetigen Funktionen [ € C(2) heiBen mikroskopische
Observablen.
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Beispiele mikroskopischer Observablen sind die so genannten Korrelationsfunk-
tionen fir A € S(d)

Sa:Q—={-1,1} , Si(w):= Hwk.

keA

5.15 Aufgabe Zeigen Sie, dass eine Observable f : 2 — C fiir Q = B,
E = {—1,1} genau dann stetig ist, wenn sie quasilokal ist, d.h. es eine Folge
von lokalen Funktionen f; : {2 — C gibt mit

lim sup [ fy(w) = f(w)] = 0.

k—0o0 e
Eine Funktion g : 2 — C heiBt dabei lokal, wenn es ein A € S(d) gibt mit
g(o,7) = g(o,7) fiiralle (o,7),(0,7") € E* x EM.

Tip: Zeigen Sie, dass in beiden Fallen fiir f gilt: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein
A € §(d) mit
sup \f(o,7) = flo,7)| < ¢

oc€EA; 117 e EAC

6 Thermodynamischer Limes der Freien Energie
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Der thermodynamische Limes ist der Limes unendlicher Teilchenzahl. Konkre-
ter interessieren wir uns bei gegebener Temperatur fiir den thermodynamischen
Limes des Gibbszustandes eines Systems.

Wie wir gesehen haben, ist in der klassischen wie auch in der Quantenme-
chanik ein Zustand ein positives identitatserhaltendes lineares Funktional auf der
Algebra der Observablen. Im klassischen Fall entsprechen den Zustanden Wahr-
scheinlichkeitsmaBe, beziiglich derer dann der Erwartungswert einer Observablen
gebildet wird. In der Quantenmechanik entsprechen den (normalen) Zustanden
Dichtematrizen.
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In beiden Fallen ist zunadchst unklar, in welchem Sinn ein thermodynamischer
Limes von Zustanden iiberhaupt zu verstehen ist, da diese fiir verschiedene Teil-
chenzahlen auf verschiedenen Raumen definiert sind. Wir werden auf diese Frage
in Kapitel 7.4 zuriickkommen, uns aber jetzt einer einfacheren zuwenden: Dem
thermodynamischen Limes der Freien Energie.

6.1 Bedeutung der Freien Energie

In der Thermodynamik wird eine Reihe von GroBen eingefiihrt, die die Dimension
einer Energie besitzen, z. B. die Freie Energie und die Enthalpie.

Der Grund fiir diese vielleicht verwirrende Vielfalt von Energiebegriffen ist
in der Tatsache zu suchen, dass verschiedene Arten, reversibel den Zustand
des Systems zu verandern, verschieden viel Energie kosten. Die Freie Energie
beispielsweise misst die bei einer isothermen (also bei konstanter Temperatur
vorgenommenen) Zustandsveranderung geleistete Arbeit, wahrend die Enthal-
pie entsprechendes fiir eine isobare (also bei konstantem Druck vorgenommene)
Zustandsanderung leistet.

6.1 Definition Die Freie Energie [’ eines (klassischen oder quantenmechani-
schen) Systems bei inverser Temperatur 3 > 0 ist

F(§) = —%an(ﬁ),

wobei Z () die Zustandssumme bezeichnet.

6.2 Bemerkungen 1. Klassisch ergibt sich damit fiir endliche Spinsysteme

exp(—BF(3)) = _ e
wes
bzw. fiir Energiefunktionen H : 2 — R auf allgemeinen MeBraume §2 mit
a-priori-MaB A
exp(~BF(3)) = [ e PMaAw),
Q
quantenmechanisch

exp(—pF(B)) = tr (e_ﬁH) )

2. Betrachtet man Systeme mit Teilchenzahl £ € N und den thermodynami-
schen Limes k — oo, so ist es sinnvoll, zur Freien Energie pro Teilchen
Fi(B) = —ﬁln Zx(B) iiberzugehen. Diese GroBe besitzt dann typischer-
weise einen Limes, wahrend die Freie Energie des gesamten Systems eine
extensive, also asymptotisch proportional zu k£ wachsende GroBe sein wird.
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Die Kenntnis der Temperaturabhangigkeit der Freien Energie erlaubt viele Riick-
schliisse auf das Verhalten des betrachteten Systems. Beispielsweise gilt der

6.3 Satz Die Freie Energie F' eines selbstadjungierten Operators H € B(H)
auf einem endlich-dimensionalen Hilbertraum H besitzt folgende Eigenschaften:

L F(B)=(H)(8)~T-SB) . T=1/8,
2. &(BF(8)) = (H) (),

3. £:(BF(B)) < 0.

6.4 Bemerkung Die analoge Aussage fiir Energiefunktionen H : (2 — R end-
liche Wahrscheinlichkeitsraume 2 folgt wieder durch Interpretation von H als
Multiplikationsoperator auf dem Hilbertraum C*.

Ist der klassische Phasenraum €2 hingegen eine Mannigfaltigkeit, z. B. der
R™, so kann man (bei Konvergenz) analoge Aussagen zeigen, wenn man Summen
durch Integrale ersetzt.

Bew.:

1. Wegen F(B)=—1InZ(8) und (H)(8)="L ") st

“TS(8) = ltr(eﬁH In <65H>

5"\ 2z " \Z
oo () L tZ) s
- <Z(6) ( H)) 5z e
- ) w)—%lnzm.

2. HBF(8)) = 5 2(8) = "™ — (H) (8).

3. Unter Verwendung von 2) berechnen wir fiir die Dichtematrix ps = —?g;

d B itr(e*BHH) _ —tr(H?e P Z(B) + [tr(He PH))?
a3\ O ="z - Z2(5)

Dies ist gleich tr(pgH)? — tr(pg)tr(ps H?), also nach der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung < 0. O

61



Der letzte Teil des Satzes impliziert, dass 5 — [SI(3) eine konkave Funk-
tion ist. Diese Konkavitatseigenschaft wird sich im thermodynamischen Limes
auch dann erhalten, wenn F' nicht mehr iiberall nach [ differenzierbar ist, weil
Phaseniibergange vorkommen.

Diese Konkavitat ist nach Satz 6.3.2 dquivalent zu der Aussage, dass der
Energieerwartungswert (H) (1/7") monoton mit der Temperatur 7" wichst.

6.2 Der van-Hove-Limes

Wir wollen jetzt die Frage beantworten, ob die Freie Energie pro Teilchen F}
einen thermodynamischen Limes besitzt.

Wir betrachten also ein translationsinvariantes Potential J : S(d) — R auf
dem Gitter Z¢ und fiir A € S(d) die zugehorigen Energiefunktionen

Hy:E* >R, Hy(o)=-Y_ J(\)on

A'CA

(wir kénnten auch die Energiefunktionen H} mit Randbedingung 7 € EA" be-
trachten). Die zugehérige Freie Energie pro Teilchen ist damit

FA(B) L= —ﬁ In (ZUGEA e—ﬁHA(U))

mit dem "Volumen" |A| von A.

Um die Existenz des thermodynamischen Limes zu garantieren, miissen wir
von betrachteten Folgen (Ay)ren von Gebieten Ay, € S mehr verlangen als dass
limy_, o |Ax| = 00, dass also das Volumen gegen unendlich geht.

Wir miissen gleichzeitig verlangen, dass mit

das Volumen der Teilmenge
Vi(A) = {EE A [d(,A) < B} (heN)

von A, deren Abstand zum AuBengebiet A¢ = Z?\ A kleiner als ein vorgegebenes
h ist, nicht zu schnell wachst.

6.5 Definition e Eine Folge (Ay), .y von A, € S(d) heiBt van Hove-Folge,

wenn V(A
lim [Ag] =00 und lim (M)
k—roc0 k—o0 |Ak|

=0 (heN).
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e Existiert fiir eine Funktion G : S(d) — C und jede van Hove-Folge (Ay), o der
Limes limy,_,o, G(Ay) und ist dieser Wert unabhingig von der Folge, dann heiBt
er der van Hove-Limes oder thermodynamische Limes von G, in Zeichen

A, G
6.6 Beispiel In Z? bilden die Teilmengen Ay := [0, k] x [0, ak] N Z? fiir a > 0
eine van Hove-Folge, fiir a = 0 jedoch nicht.
6.7 Bemerkung Es reicht aus, die Bedingung limy_, Vh[(‘/:r) =0 firh =1
zu verifizieren, denn dann gilt sie fiir beliebige h € N. Denn fiir £ € N hat
jeder Gitterplatz ¢ € A mit d(¢,A°) = k hochstens 2¢ Nachbarn m € A mit
d(m,A°) = k + 1, wahrend jeder Gitterplatz m € A mit d(m,A°) = k + 1
mindestens einen Nachbarn ¢ € A mit d(¢, A°) = k hat.

Wir werden sehen, dass der van-Hove-Limes F' = limp_,, Fo der freien Ener-
giedichte eines translationsinvarianten Potentials existiert. Die Beweismethode
wird dabei sein, Energieabschitzungen durch Volumenabschitzungen in Z% zu
ersetzen und auszunutzen, dass der Volumenanteil % randnaher Punkte im
van-Hove-Limes verschwindet.

Als ersten Schritt zeigen wir

6.8 Lemma Sei J : S(d) — R ein Potential auf Z¢ mit der in (5.6) definierten
Norm ||J||. Dann gilt

[Hallmax < [A[-][J]] - (A€ S).

Bew.: Mit |[J]| = supeza D _pes: ren % ist
1Hallmax = maxgeps|Ha(0)] = maxeepn | Y J(N)on| < D [J(A)]
A'CA A'CA
/()] /()]
LT T MWy s By
€A ey €A e
A'>i A'3i

Das Besondere an dieser Abschatzung ist, dass sie proportional zur GroBe |A| des
Gebiets A ist.
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6.3 Limes fiir kubische Gebiete
Als nachstes zeigen wir fiir kubische Gebiete
A(a) :={0,...,a—1}* C Z% der Kantenlinge a €N
und translationsinvariante Potentiale die Existenz des thermodynamischen Limes

F = lim FA(a)- (61)

ZZ

e 6 606 0 00O
e 6 606 0 00O
e 6 606 0 00O
e 6 606 0 00O
e 6606 00 O
® 6606 00 O
® 6606 00 O
e 6 606 0 00O

=

(o]

—

—

—~

w

~—

Abbildung 6.1: Wiirfel A(a) der Kantenlange a und verschobener Wiirfel A,,(a)
in Z4

auf Randterme von kleinem Volumen. Natiirlich bendtigen wir dazu auch die (in
Abb. 6.1 dargestellten) verschobenen Wiirfel der Form

Ap(a) :={beZ'|b—a-neA(a)} (n € Z%).

6.9 Lemma Sei J ein translationsinvariantes Potential der Reichweite R auf Z.°
und ay,as € N. Dann gilt

1 1
Fatan(8) = Faian (8)] < 24RJ|| (a—l n —) (8 € RY).

6.10 Bemerkung Die Freien Energien F 4 bilden also eine Cauchyfolge beziig-
lich der Kantenlangen a der Wiirfel. Damit existiert der Limes (6.1) uniform in

B Es gilt
|F(8) = Fa@(8)] < 24R]1 7] (6.2)

a
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Bew.: Wir zeigen die Ungleichung
2dR||J||

ai

Al <

mit
A = FA(al)(ﬁ) - FA(a1-a2)<6)a

woraus sich das Lemma ergibt.
Der Trick besteht darin, den groBen Wiirfel der Kantenlange a; - as durch die
ad Wiirfel A,,(a;) der Kantenlingen a; mit n € A(ay) auszuschopfen. Es gilt

1 1
A=— " In e PHr@a(@) | = |p e PHAa)(7)
BlA(araz)] 2 BIA(a1)] 2

EEA ajag) TEEA(G'1>
Wir zerlegen jetzt Hj(q,a,) in

I . _ I
Hy o = Y Haa) und  Hily o) = Ha@as) = Hi(ara)-

neA(az)

H/I\(alm) beschreibt ausschlieBlich die Wechselwirkung innerhalb der Wiirfelchen
der Kantenldnge a;. Daher ist der Restterm von der Form

H (alaz Z J OA/
NeM
mit
M = {N CAaay) | J(A') #0und Im #n € Aas) :
N O Ag(ar) 20 # N0 A ()},
koppelt also verschiedene Wiirfelchen der Kantenlange a;.

Wegen der endlichen Reichweite R des Potentials befinden sich alle A" € M
in der Nahe der Kanten der kleinen Wiirfelchen:

N CU(R) C Aayaz)

mit
d as—1

UR):=|]J | {beMaraz) | [bi —nar+ 3| < R}.

i=1 n=1

Das Volumen von U(R) ist aber im Verhaltnis zum Volumen des groBen Wiirfels
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Abbildung 6.2: Dimension d = 2, verschobene Kastchen A,,(a;) der Kantenlange
a; = 5, Verschiebungen mit n € A(ay) mit ay = 3, Reichweite R = 1

A(ayas) klein, wenn a; groB ist:

2dR
‘U(R)| S d (CLQ - 1) 2R (alag)dfl < a—]A(alagﬂ
1

(siehe Abb. 6.2). Nach Lemma 6.8 gilt daher

2dR
1 K0 e < o Maa)l 7]

Wir konnen nun die Differenz A der Freien Energien betragsmaBig durch

’|H/I\€a )Hmax 2dR
Al < 12 < J 6.3
8] < R < ) (63)
abschatzen. Es ist namlich

1 ZUGEA(‘HGZ) exp (_ﬁHA(mag)(o-))

A In

AR@a) | ¥ e exp (~BHY 0y (0))

Y

da

|A(a2)]

Y e (<BH (@) = | Y. exp(=BHaw) (7))

ccEMajag) regA(ar)
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Deshalb gilt

1 - H ai1a2
A S S, 1Il maXO.EEA(alaQ) eXp ( /B A( )(0->)
exp <_6H/{(a1a2)(0->>

BlA(araz)|

1 1 H A (0 az) [ max
Ly foxp (8 )| = bl
BlA(araz)]| P (10 |A(ayas)|
Mit einer entsprechenden Ungleichung fiir —A ergibt sich (6.3). a

6.4 Limes fiir beliebige Gebiete

Interessieren wir uns nur fiir wiirfelférmige Gebiete, so sind wir jetzt fertig, denn
wir konnen die Dichte der Freien Energie im thermodynamischen Limes der gegen
Unendlich gehenden Kantenldange a durch

F(8) = lim Fx(8) (8> 0)

a— o0

definieren. Allgemeiner gilt aber der folgende Satz:

6.11 Satz Fiir ein translationsinvariantes Potential J : S(d) — R existiert der
van-Hove-Limes der freien Energiedichte

A—o0
[ — BF(B) ist konkav in der inversen Temperatur 3 € RT.

Bew.: e Wir betrachten zunachst Potentiale der endlichen Reichweite R. Wenn
der van-Hove-Limes der freien Energiedichte existiert, so muss er natiirlich gleich
dem Limes fiir wiirfelférmige Gebiete der Kantenlange a — oo sein. Daher ver-
gleichen wir Fix mit Fy(y).

e Dazu zerlegen wir A in Wiirfel der Kantenlange a und einen Rand:

A = ATUA
mit ]
I._ ._ d
A= UneEAn(a) . Yi={neZ| A(a) C A},
siehe Abb. 6.3. Es ist wegen diam(A(a)) = (a — 1)d

AT C{teN|d,A) <h} mit h:=(a—1)d,
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Abbildung 6.3: Zerlegung von A C Z? in Vereinigung A’ von Wiirfeln der Kan-
tenlinge a = 3 und Randgebiet A’/

also [AT| < Vj,(A). Im van-Hove-Limes gilt daher

AT]

A R =

das Volumen des Randgebietes geht also im Vergleich zum Gesamtvolumen gegen
Null.
e Entsprechend zerlegen wir die Energiefunktion Hy : E* — R in

Hy=H'+H" mit H'(o):=-> > JN)ou.

neX A'CAy(a)

Der Restterm H'! beschreibt Wechselwirkungen zwischen Spins in verschiedenen
Wiirfeln und solche, die Spins im Randgebiet A/! einbeziehen. Alle Wechselwir-
kungsterme J(A’)ox von H'! entsprechen also Gebieten A’ C U,(R), mit

d
Ua(R) =AU JJ{teA|lti—na+ 3 <R}.

i=1nez

Wegen unserer Volumenabschatzung (Lemma 6.8) fiir die Energie ist der Beitrag
von H'! zur Freien Energie und damit |Fy — Fi\(,)| dann klein, wenn

Ua(R)| _ [AT] a0’ = (a—2R)*

4
A S A & (64)
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klein ist, denn der zweite Term auf der rechten Seite von (6.4) ist der Anteil der
Punkte in A(a), die einen Abstand von A(a)¢ besitzen, der kleiner als R ist.
Wir wissen schon, dass bei fester Kantenlange a der erste Term den Limes
limp o0 l‘i | — 0 besitzt. Also kénnen wir a im thermodynamischen Limes gegen
unendlich gehen lassen, wodurch der von den flichennahen Gebieten der Wiirfel

herriihrende zweite Beitrag 1 — (1 — R/a)? zu |U,(R)|/|A| gegen Null geht.
e Wir schatzen nun die Differenz zur in (6.1) definierten Dichte £ der Freien

Energie ab:
[FA(B) = F(B)] < [A1] + |Ag] + A (6.5)

mit
Ay = Fp(B) — F{(B) , Ay:=F{(B) — Faw(B)
und

Ay = Fy)(B) — F(B).
Hierbei ist F'{ die H! zugeordnete Freie Energie, d. h.

E«ﬁw:—7£mh1<§jemx—ﬂH%a»).

Es gilt analog zum Beweis von Lemma 6.9 und unter Verwendung von Lemma 6.8

11
[ max - |Ua(R)]

A < expﬁ HII max )| — = |-
Al £ i tlep(B 7)) = L L g
Weiter ist wegen |3| = |A!|/|A(a)
1
Ay = ——1In exp(—BHp)(0)) | —
’ BlA(a)| UE%A:@ r@(9))
[Z]
BRI PON Y exp(—BHaw(0))
/B|A’ seEA)
|ATT] In 2 ( |AI|>
e _— F a
1A a7 ) ol
AT

In2
MIOWN@+?J'

SchlieBlich ist unter Verwendung von (6.2)

Ay < 241
3= a .
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Lassen wir nun fiir die van—Hove—Folge (Aj)ren die Kantenlangen ay so gegen
unendlich gehen, dass im Limes k — oo das Volumenverhiltnis (6.4) gegen Null
strebt. Dann gilt limy_,o. |A;| = 0 fir [ = 1,2,3 und mit (6.5)

lim Fy,(8) = F(5).
—00

e Potentiale unendlicher Reichweite lassen sich im Normsinn durch solche end-
licher Reichweite approximieren. Schneiden wir das Potential J ab, d. h. setzen

wir
J(A) ,diam(A) <R

R . R .
JE.S SR, J(A).{ 0 diam(A) > R

dann konvergiert fiir R — oo die Differenz ||J — J%|| gegen Null. Entsprechend
konvergiert die Freie Energie F'¥ des Potentials J wegen der fiir alle A € S
geltenden Abschatzung

[Fa(B) = FXB)| < |7 =T (8> 0)

gegen die Freie Energie F', siehe Satz 7.1.
e Die Konkavitdt (und damit insbesondere Stetigkeit) von /5 +— SF(3) folgt aus
der Konkavitat der approximierenden Funktionen. O

Dies war nun ein etwas aufwendiger Beweis. Wir konnen aber absehen, dass
die verwendeten Methoden sich auch auf veranderte Fragestellungen anwenden
lassen.

6.12 Bemerkungen 1. Beispielsweise gilt fiir translationsinvariante Poten-
tiale endlicher Reichweite (oder mit geniigend schnellem Abfallverhalten)
die Existenz des van-Hove-Limes der freien Energiedichten

F{(B) = —ﬁln (Z e‘“’“f’)) (8 >0)

ocEEA

mit Randbedingungen 7, und der Limes ist unabhangig von den Randbe-
dingungen und gleich dem Limes limy_.., F» ohne Randbedingungen.

In einer Ubungsaufgabe wird dies fiir den Fall des Isingmodells nachgepriift.

2. In dhnlicher Weise lassen sich auch quantenmechanische Spinsysteme be-
handeln. Die Beweisstruktur ist dabei ganz analog. Da die Zustandssumme

Zx(B) = tr(e PHa) ist und F)(B) = —ﬁ In Zx(5), kénnen wir den Ope-
rator H, geeignet in Hy = H! + H" aufspalten und das folgende Lemma
verwenden.
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6.13 Lemma Seien A, A"l € B(H) selbstadjungiert auf H, dimH <
0. Dann gilt | In(tr(e +4"")) — In(tr(e?))| < || AT

Bew.: Sei g(\) := In(tr(e" ™)) X € [0,1]. Dann ist

1 tr(AIIeAI+’\AII)

o) =90) = [ oo = [ EE

sodass wegen [tr(B - C)| < ||B]| - tr(C) fir C >0

1
\mm—gmnsA|MHwA=wa.
(]

3. Betrachten wir statt Spinsystemen wechselwirkende Teilchen, z. B. Gase,
so kompliziert sich das Problem. Es muss u. a. sichergestellt sein, dass
die Teilchen sich nicht im "thermodynamischen Limes” zu Konglomeraten
immer hoherer Dichte zusammenballen.

Diese Fragestellungen werden in der Vorlesung nicht behandelt, man kann
aber eine Diskussion im Buch [Ru] von RUELLE finden.

6.5 Die Ising-Spinkette

Existenzaussagen wie die des letzten Kapitels sind natiirlich die Voraussetzung
weiterer Untersuchungen, aber vom physikalischen Standpunkt gerade wegen ih-
rer Allgemeinheit nur maBig interessant.

Wir wollen nun als einfaches Beispiel die Ising-Spinkette untersuchen, bei der
Q) = E? ist und gemiB Beispiel 5.10 das Potential durch

j ., A={kk+1} , keZ
J(A) = h , AN={k} , kel
0 sonst

gegeben ist. Um den thermodynamischen Limes der Freien Energie zu errechnen,
brauchen wir nur Gebiete der Form

A(a) ={0,...,a —1} (a € N)
zu betrachten, da diese eine van-Hove-Folge bilden. Es gilt

ZA(a) (/8) g Z e_BHA<U«)(U)

ceEAa)
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mit ) )
HA(a)<O') = —jZJi_l c0; — hZO'Z
=1 =0

Mit den Konstanten ;' := 35 und b’ := Sh ist also
a—1
Znw(B) = D <H ej’”“‘”*’”"‘”) eh'oo.,
TQyeeny Oaq—1€EE =1

Die Auswertung der Zustandssumme erfolgt nun durch Berechnung von Potenzen
der so genannten Transfermatrix A € M(2,R) mit

ej/+h/ 6_]/+h/
A = e_j/_h/ ej/_h/ .
’

C ) h )
Setzen wir namlich v € R? gleich v := (e_h/), SO ist
e

Za@(B) = ((1), A ),

wobei (-,-) das innere Produkt im R? ist. Die Paare (0;_1,0;) spielen hier also
die Rolle von Indexpaaren der 2 x 2—Matrix A.

6.14 Satz Die Dichte F/(f3) = lim,_ o0 F'i\(a)(3) der Freien Energie hat die Form

F(B)=—j— %ln (Cosh(ﬁh) + \/coshQ(Bh) - (1- e—4j5)) :

Bew.: Die Eigenwerte der Matrix A sind reell:

Arjir = e’ <cosh(h’) + \/cosh2(h’) —(1- e—4j’)) .
Es ist damit |A;;| < A;. W € M(2,R) diagonalisiere A:
- A
WAW ™ = ( N )\(I)I)'
Dann gilt

A0 1 0
k_ -1 M _ k-l
A=W (0 )\,;[)W—)\IW (0 (/\H//\I)k)I/V.

Wir konnen daher die Zustandssumme von oben durch

Iy (B) = (1), A o) < (DI ol LA
< 2 IW WA = e AT
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abschatzen, wobei die Konstante ¢, von a nicht abhangt. Da A strikt positive
Eintrage besitzt, gilt dies auch fiir alle Potenzen A*, k > 1. Daher gilt

Za@(B) = (1), A1 (1)) e ™I > N7t enl = ¢, Mo

Hier wurde Lemma 6.15 verwandt: Es folgt damit wegen

Faw(8) = —% n(Zaw)(9))

Jim Fuo (8) =~ (A (3). 0

6.15 Lemma X = (i1 722) € M(2,R) mit x;; > 0 erfiille die Eigenwertglei-
chungX(g) = )\(g) fiir A >0, ¢,s > 0. Dann ist max(xy; + x19, To1 + Tag) > .

Bew.: Es folgt 211 + 2219 = A = {91 + @op. Fiir 2 < 1ist xyy + 712 > A, sonst
To1 + Tog > A U

-2 -1 ' 1 ZJ

Abbildung 6.4: Ising-Spinkette: Erwartungswert der Energiedichte (links); Entro-
piedichte (rechts), jeweils als Funktion des Wechselwirkungskoeffizienten j

Unter Verwendung von Satz 6.3 kdnnen wir relevante thermodynamische GroBen
berechnen:

6.16 Korollar Fiir den thermodynamischen Limes der Ising-Spinkette gilt fiir die
Energiedichte (H) () := %(ﬁF(ﬁ)) und die Entropiedichte S(3) := B((H) (5)—
F(B)) (siehe Abb. 6.4)

1. Im Fall verschwindenden duBeren Magnetfeldes h = 0:

(H) (8) = =j tanh(Bj) , S(8) = In(2cosh(5j)) — fj tanh(5j)
2. Fiir verschwindende Wechselwirkung j = 0:

(H) (B) = —htanh(Bh) , S(B) = In(2cosh(Bh)) — Shtanh(5h).
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Bew.: Durch Einsetzen von F aus Satz 6.14 in die Definitionen. O

6.17 Bemerkung Wir lesen ab, dass der (durch j geteilte) Erwartungswert der
Energiedichte bei schwacher Kopplung nahe dem Mittelwert ist, sich bei starker
Kopplung aber —1 nahert, weil dann benachbarte Spins meist gleich ausgerichtet
sind.

Die Entropiedichte geht bei betragsmaBig starker Kopplung gegen Null, weil
bei Kenntnis des i-ten Spins die Ausrichtung des (i + 1)-ten Spins mit hoher
Wahrscheinlichkeit richtig vorausgesagt werden kann (gleich fiir j > 0, ungleich
fur j < 0).

Natiirlich Idsst sich auch der Energieerwartungswert und die Entropie im allge-
meinen Fall ausrechnen, die Formeln werden aber langlicher.

Da fir 3 > 0 und (j,h) € R? die Freie Energie reell-analytisch von diesen
drei Parametern abhangt, erwarten wir fiir positive Temperaturen keinen " Pha-
seniibergang” der Ising-Spinkette.

Im folgenden Kapitel werden wir eine Definition des Begriffs " Phaseniiber-
gang’ kennenlernen.

7 Phaseniibergdange und asymptotische Gibbsma-
Be

7.1 Parameterabhangigkeit der Freien Energie . . . . . . .. 75
7.2 Freie Energie von Spinketten . . . . .. .. .. ... ... 78
7.3 Definition asymptotischer Gibbsmaflze . . ... ... ... 82
7.4 Existenz und Struktur asymptotischer Gibbsma3e . ... 86

Es ist gar nicht so leicht, den Begriff der Phase verniinftig zu definieren.

Nehmen wir das Beispiel von H>O. Wieviele Phasen besitzt H,O7? Die iibliche
Antwort wird sein: Drei, namlich die feste (Eis), fliissige (Wasser) und gasférmi-
ge (Dampf). Diese Phasen werden durch Veranderung der Temperatur und des
Drucks ineinander iibergefiihrt.

Das Zustands- oder Phasendiagramm sieht in etwa wie in Abb. 7.1 aus:
Die Kurven im Zustandsdiagramm, die die verschiedenen Aggregatzustande oder
Phasen voneinander trennen, heiBen in der physikalischen Literatur Phasenkoexi-
stenzlinien, Punkte, an die drei Phasen angrenzen, Tripelpunkte.

Nun ist die obige Antwort (drei Phasen fiir H,O) sicher falsch, denn erhéht
man den Druck, so findet man noch mindestens weitere zwdlf " Phasen”, so
genannte Hochdruckmodifikationen.

74



A
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273.16 K 6473 K T

Abbildung 7.1: Phasendiagramm von HyO (nicht maBstabsgetreu; 1 at = 735
Torr)

Darum soll es hier aber nicht gehen, sondern um die Frage der Unterscheid-
barkeit der "Phasen”. Schauen wir uns das (p, T)—-Zustandsdiagramm genauer
an, so stellen wir fest, dass die Phasenkoexistenzlinie von Wasser und Dampf im
Nichts endet. Den Endpunkt nennt man kritischen Punkt.

An diesem Punkt muss allerdings auch unsere Kritik des naiven Phasenbe-
griffs ansetzen. Denn offensichtlich ist es méglich, jeden Punkt (pp,Tp) in der
"Dampfphase” mit jedem Punkt (pg,Tr) in der "flissigen Phase” durch ei-
ne Kurve zu verbinden, die keine Phasenkoexistenzlinie schneidet. Mit anderen
Worten gibt es keinen qualitativen Unterschied zwischen Wasser und Dampf, der
es uns ermoglichen wiirde, diese beiden " Phasen” formal zu definieren. Die Dich-
te beispielsweise kann fiir eine solche Definition nicht herhalten, da sie sich glatt
mit (p,T") andert, wenn man keine Phasenkoexistenzlinie iiberschreitet (beim
kritischen Punkt ist sie etwa 1 g/cm?).

Ubrig bleibt nach dieser Diskussion die etwas irritierende Feststellung, dass
Phaseniibergange besser definiert sind als Phasen (wir werden allerdings spater
eine mathematische Definition von Phasen kennen lernen, die jeweils fiir feste
Werte der duBeren Parameter (p, T etc.) anwendbar ist). Denn die Freie Energie
ist genau an den Phasenkoexistenzlinien nicht glatt (C*°) in den Parametern
Druck und Temperatur.

7.1 Parameterabhdngigkeit der Freien Energie

Allgemein konnen wir also einen Phaseniibergangspunkt als einen Wert der duBe-
ren Parameter definieren, an dem die Freie Energie nicht glatt bzw. sogar reell-
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analytisch von den Parametern abhangt.
Wir wollen diese Definition fiir den Fall der Spinsysteme prazisieren. Mit

- Z J(A/)O'A/ , ZA<J) = Z e_H}{(U)

AN CA oc€EA
betrachten wir Fy(J) := —ﬁln(ZA(J)).
7.1 Satz Die Freie Energie ist ein lipschitzstetiges konkaves Funktional

F:J(d)—R , F(J)= lim F\(J)

A—oo

auf dem Banachraum (J(d), || - ||) der translationsinvarianten Potentiale (siehe
(5.8)): Es gilt
[F(J) = FI < 7" = JH.

Bew.:

e Da wir die inverse Temperatur § in das Wechselwirkungspotential absor-
biert haben, ergibt sich fiir die Dichte der Freien Energie

Fy(J) = —Wln <Z exp <Z J(A aA,>>

oc€EEA AN CA

II
ZUEE" eXp (ZzEA ZA’CA d |A/A, UA’)

1
Fy(JY — Fy(JY) = —1In
I /
ZUGEA exXp (ZzEA ZA’CA J|A{\ UA’>

Al

1 17 A/ 1 A/
< —In | max,cpa €xp ZZJ /J( )O'A/
|A’ 1EAN ACA |A
NEY)
1
< o <exp (Zuﬂf—fu)) = [l ).
€A

Aus dieser in A € S(d) uniformen Abschatzung folgt Lipschitzstetigkeit
mit Konstante 1.

e Analog zu Satz 6.3.3 ergibt sich fiir die Konvexkombination
JO =1 —=¢)JO 4 W
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der Potentiale J(©, JM) € 7(d) fiir die Freie Energie F/gc) der Energiefunk-
tion H/(\C) : EY = R, H/(\C)(a) == aca J/(\f)aA/

& o /d o\ d o)

Da dies die negative Varianz der nach dem Parameter abgeleiteten Ener-
giefunktion ist, ist ¢ — Fﬁc) also konkav, und diese Eigenschaft bleibt im
thermodynamischen Limes erhalten. O

Diese Sichtweise umfasst unsere bisherige, bei der wir F" als Funktion der inversen
Temperatur § aufgefasst haben, denn wir konnen ja den multiplikativen Para-
meter /3 einfach in J absorbieren (der verbleibende Unterschied unserer neuen
Sichtweise zur alten ist, dass wir nicht mehr den Logarithmus der Zustandssumme
durch |A| - 8, sondern nur noch durch |A| dividieren).

In Wirklichkeit konnen wir in einem Experiment J nicht beliebig verandern,
sondern wir konnen nur endlich viele Parameter wie Temperatur oder duBeres
Magnetfeld verandern. Wir haben also eine Abbildung

w:U—J
vom Raum U C R" der Parameter in den Raum J der Potentiale.

7.2 Beispiel d-dimensionales Isingmodell mit Parameterraum U := R x R,

6} JAN=A{k 0} =1 =1
,u(b’, h) = J(fg}h) mit J(@h)(/\) = B-h | |A| =1

0 , sonst

7.3 Definition e Sei i : U — J reell-analytisch. Dann heiBen die Punkte
p € U, bei denen die Abbildung F o i : U — R nicht reell analytisch ist,
Phaseniibergangspunkte.

o Ist fiir k € N bei p € U die Abbildung F o ji (k — 1)—mal stetig differenzierbar,
aber nicht k—mal stetig differenzierbar, dann heiBt p Phaseniibergangspunkt k—
ter Ordnung.

7.4 Bemerkung Natiirlich miissen wir verlangen, dass die Parametrisierung . :
U — J der Potentiale reell-analytisch ist, denn wir sind ja an den Differenzierbar-
keitseigenschaften der Freien Energie und nicht der Parametrisierung interessiert.

Wihrend fiir Systeme mit physikalisch verniinftigen Eigenschaften im Allgemei-
nen der thermodynamische Limes im Sinne gleichmaBiger Konvergenz der Freien
Energien auf Kompakta im reellen Parameterraum existiert, gilt eine dhnliche
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Aussage im komplexen Parameterraum im Allgemeinen nicht mehr. Es kann da-
her durchaus der Fall sein, dass die F)(p) fiir reelle Parameter p im van-Hove-
Limes A — oo einem Grenzwert f zustreben, aber in jeder komplexen Umgebung
des Parameters p fiir geniigend groBe |A| Punkte p, existieren mit Zx(py) = 0,
(also formal Fy(py) = —00).

Dieses Verhalten fiihrt dazu, dass F' nicht reell-analytisch bei p ist, also dort
einen Phaseniibergang aufweist.

7.2 Freie Energie von Spinketten
7.2.1 Wechselwirkung endlicher Reichweite

Wie die Isingspinkette |asst sich in einer Dimension auch der Fall translationsinva-
rianter Wechselwirkungen endlicher Reichweite R und fiir r—wertige Spins £ mit
der Methode der Transfermatrizen behandeln. Der Einfachheit halber betrach-
ten wir so genannte periodische Randbedingungen fiir die Spinkette der Lange
a > R, setzen also A(a) := Z/aZ und als Energiefunktion

H(a) O R S Ha@)(o) = 2{:<E7(01,01+1,...,0¢+R). (7.1)
=1

Dabei lassen wir zu, dass H: ERHL S Rin reell-analytischer Weise von Para-
metern wie der inversen Temperatur $ abhangt.
Die Zustandssumme ist dann gleich

ZA(a) = Z eXp(_HA(a)<U)) = Z HefH(Ul ----- UZ+R).
ceEA(a) occEA(a) [=1

Da in (7.1) (R4 1)-Tupel von Spins vorkommen, setzen wir E := E*. Dann ist
mit der quadratischen Transfermatrix

T e M(E,RY) |, T(o,7):= { eXP(—OH(T)) : ;fér:tnﬂ (i=1,...,R—1)

und Zy(q) = tr(7?). Fiir die Freie Energie ergibt sich

1 1
FA(a) = EIHZA(a) =——1In Z A?

a
Xespec(T)

- —éln (Aﬁm <1+ > (A/Amax)“»
AFAmax
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mit dem Perron—Frobenius—Eigenwert \,., > 0 von T (siehe Anhang F); aus
der Definition von T ergibt sich, dass die Matrix 77 nur echt positive Eintrige
besitzt). Da diese Multiplizitdt Eins besitzt und die anderen Eigenwerte einen
strikt kleineren Betrag besitzen, gilt

F= ali)nc;lo FA(a) = ln()\max). (72)
Da Ayax nicht degeneriert ist, hdangt er analytisch von den Matrixeintragen
T(o,7) ab. Dies ist eine Folgerung des Satzes iiber implizite Funktionen, denn
die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind Polynome in dem Matrix-
eintragen.
Zusammenfassend ergibt sich:

7.5 Satz Spinketten mit einer translationsinvarianten Wechselwirkung endlicher
Reichweite besitzen (im Sinne einer analytischen Parameterabhingigkeit der Frei-
en Energie (7.2)) keinen Phaseniibergang.

Allerdings lasst sich dieser Satz nicht auf translationsinvariante Potentiale un-
endlicher Reichweite iibertragen, falls die Wechselwirkung nur langsam mit dem
Abstand abfallt.

7.2.2 Wechselwirkung unendlicher Reichweite

Die meisten |6sbaren Modelle mit Phaseniibergang sind schwierig zu 16sen (wie
z.B. das zweidimensionale Isingmodell, siehe Kapitel 10). Es existiert aber ein Ge-
genbeispiel, in dem auch das Nullstellenverhalten der Zustandssumme berechnet
werden kann.

7.6 Beispiel Fiir N > 2 betrachten wir den Graphen (V| E') mit Vertexmenge
V :={o,u,l,r} x Zy und Kantenmenge E := E, U E;, U E,, bestehend aus den
vertikalen

E, = {{(07 n)? (uvn)} | n < ZN}7

den horizontalen
Ey, :={{(r,n),(L,n+1)} | n € Zy}

und den diagonalen Kanten
E;:={{(v,n),(h,n)} |n € Zyn; v=u,0; h=1,r},

siehe Abbildung 7.2.
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(o,m) (o,n+1)

Abbildung 7.2: Ein Ausschnitt des Graphen (V, E)

Die Konfigurationen bestehen aus den perfekten Paarungen®® von (V, E):
Q) :={F C E | E perfekte Paarung}.

Die Energiefunktion ist von der Form

H: Q=R , H(E):=-|ENE,,

€
2
wobei £ > 0. ) .

Damit gibt es genau eine Konfiguration E € ) mit Energie H(E) = 0,
siehe Abbildung 7.3, und 2% Konfigurationen mit Energie N¢, bei denen namlich

Abbildung 7.3: Die Konfiguration mit Energie 0

fir jedes n € Zy ein Paar paralleler diagonaler Kanten besetzt ist, siehe z.B.
Abbildung 7.4.
Die Zustandssumme ist also

Zn(B) = Z e PH(E) — 1 4 9N=ONe,
EeQ

13Def.: o Ein (ungerichteter) Graph G ist ein Zwei-Tupel G = (V, E), wobei V eine Menge
und E eine Teilmenge von {{v1,v2} CV | v1 # va} ist.
e V heiBt Knotenmenge (englisch: vertex-set), v € V heiBt Knoten oder Ecke. E heiBt Kan-
tenmenge (englisch: edge-set), e € E heiBt Kante.
e Zwei Kanten e; # e3 € E heiBen adjazent wenn sie einen Knoten gemeinsam haben.
e Eine Paarung (engl. matching) des Graphen (V, E) ist eine Teilmenge E C F der Kanten-

menge F, in der keine zwei Kanten e; # e; € I adjazent sind. ~
e Die Paarung E heiBt perfekt, wenn jeder Knoten v € V' Element einer Kante e € FE ist.
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e

Abbildung 7.4: Eine Konfiguration mit Energie N¢e

Die Dichte der Freien Energie wird damit

Fy(B) = —Niﬁmz]v(ﬁ)) (6> 0)

mit thermodynamischem Limes

| 0 y B2 fer
F(ﬁ) = lim FN(5>: 6(1—%) , ﬁ<ﬁcr

und kritischer inverser Temperatur ., := h‘TQ

F zeigt bei (., einen Phaseniibergang erster Ordnung, denn

52

. ’ /
i )= 5> 0= i P 0)
Fiir 8 > (., besitzt die aus horizontalen und vertikalen Kanten bestehende Kon-
figuration das asymptotische GibbsmaB 1, wahrend fiir 5 < [, fiir jede durch
n € Zy indizierte Zelle die beiden diagonalen Matchings jeweils Wahrscheinlich-
keit 1/2 besitzen, unabhangig fiir jede Zelle.
Der Erwartungswert Ey(3) := ~ (Hy) (8) der Energiedichte ist von der

Form En(8) = 15=~.s~=, woraus sich der thermodynamische Limes
0 Y /6 > BCr
E(ﬁ) = ]\}lm EN(6>: 6/2 ) ﬂzﬁcr
—00
€ Y /8 < Bcr
ergibt.

Die Nullstellen der Zustandssumme stehen in enger Beziehung zum Pha-
seniibergangspunkt (... Fir § € C ist namlich Zy(8) genau dann gleich 0,
wenn 3 = 3, fir

(2n + )7

/6 /BCI" €N

(neZ).
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Wir sehen also, dass der Realteil der Nullstellen 3, gleich .. ist, wahrend be-

nachbarte Nullstellen einen Abstand von f—; besitzen, also im termodynamischen

Limes N — oo immer dichter aneinander und an die reelle Achse riicken.
Dessen ungeachtet ist Zn(5.,) fiir alle N gleich 2.

7.7 Bemerkung Das vorgestellte Modell wird tbrigens zur vereinfachten Mo-
dellierung des Phaseniibergangs in einem K H,PO,—Kristall benutzt, wobei sich
die beiden H—Atome an vier Positionen der PO,—Gruppe anlagern kdnnen (nach
CHANDLER [Ch]).

7.3 Definition asymptotischer GibbsmaBe

Wir werden im Verlauf der Vorlesung Techniken kennenlernen, mit denen die
Parameterwerte, bei denen Phaseniibergiange auftreten, lokalisiert werden. Ent-
scheidend dafiir wird die Frage sein, ob zu gegebenen Werten der Parameter ein
oder mehrere GibbsmaBe existieren. Die Existenz mehrerer GibbsmaBe ist dann
gleichbedeutend mit der Koexistenz verschiedener Phasen.

Fiir Systeme mit endlich vielen Teilchen haben wir GibbsmaBe iiber die Boltz-
mannfaktoren definiert, also die Energiefunktion benutzt. Zwar ist fiir unendliche
Spinsysteme, z. B. solche auf einem Gitter Z¢, die Energiefunktion nicht mehr
wohldefiniert, der Ausdruck

H(o) ==Y J(\)oy

ANeS

nur noch eine formale Summe. Dagegen sind Energiedifferenzen zwischen Konfi-
gurationen ¢! und o!! € Q, die sich nur auf endlich vielen Gitterpunkten unter-
scheiden, wohldefiniert. Das werden wir uns zunutze machen.

Schauen wir uns zum Vergleich die Eigenschaften eines auf dem Konfigurati-
onsraum = E°, |s| < oo, eines endlichen Spinsystems definierten GibbsmaBes
[P an. Mit der Energiefunktion H : {2 — R ist das GibbsmaB P auf €2 durch seine

Werte
e*H(O’)

P({o}) = =]

auf den einelementigen Ereignissen {c}, o0 € Q) gegeben (dabei haben wir H
durch - H ersetzt und so zur Vereinfachung der Diskussion die inverse Tempe-
ratur in die Energiefunktion absorbiert).

Wahrend nun fiir unendlich viele Spins die Energiefunktion H nicht mehr de-
finiert ist, bleiben (bei geniigendem Abfall des Potentials) die Energiefunktionen
HY, fiir endliche Gebiete A € S und Randbedingungen 7 € EA* endlich.

Wahrscheinlichkeitstheoretisch fiihrt die Voraussetzung einer Randbedingung
7 € B auf den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit.
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7.8 Definition Seien (), F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F Er-
eignisse mit P(B) > 0. Dann heift

P(AN B)

P(A| B) := F(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypothese B.

7.9 Beispiel (Idealer Wiirfel) Die Augenzahlen Q2 := {1,2,3,4,5,6} sind also
gleichwahrscheinlich, d. h. P({i}) := ¢, i =1,...,6. Dann ist fiir A := {2,4,6}
und B = {2,3,5}

P(A| B) =P({2})/P(B) = 3.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade Zahl fallt unter der Hypothese,
dass eine Primzahl fallt, betragt also %

Um nun einzusehen, warum Randbedingungen 7 € EA°, E := {—1,1}, auf
bedingte Wahrscheinlichkeiten fiihren, miissen wir zunachst klaren, weshalb und
in welchem Sinn 7 auch als Ereignis in €2 aufgefasst werden kann.

Etwas allgemeiner sei A C S eine beliebige Teilmenge einer Menge S und
A¢ := S\ A. Dann ist Q = E® isomorph zu E4 x EA°. Ist nun w € €, so
konnen wir diese Konfiguration w in ihre Bestandteile auf A und auf A€ zerlegen:
w=(0,7), 0 € EA 7€ EY.

Wir erhalten also fiir beliebige A C S Projektionsabbildungen

WA:Q—>EA.

Ist insbesondere o € E* und 7 € EA°, so sind 7' ({o'}) und 7} ({7}) Ereignis-
se in Q). Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden die Mengenklammern
weglassen. 7, '(c) besteht also aus allen Konfigurationen w € €, deren Ein-
schrankung auf A gleich o ist.

Betrachten wir zunichst noch einmal den Fall endlich vieler Spins, denn dort
wissen wir schon, wie wir GibbsmaBe definieren kdnnen.

7.10 Satz Essei Q) := E°,

H(W) = — Z J(A/)WA/.

A'CS

S| < oo und H : Q — R von der Form

P: F — [0,1] sei das GibbsmaB zu H.
Fiir beliebige A C S und T € EM gilt dann

_ _ exp(—H7Y (o
P(ri'(0) | mi(0) = s ey (0 €EY| (73)
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mit der Energiefunktion

Hy:E* =R, Hi(o)=— > J(A) (0, 7).
A'NAZ£D

7.11 Bemerkung Die rechte Seite der Gleichung (7.3) ist der mit der Zustands-
summe normierte Boltzmannfaktor der Konfiguration o auf A fiir die Randbe-
dingung 7. Dieser Ausdruck wird auch im Fall eines unendlichen Gitters S = Z4
endlich bleiben. Wir werden in diesem Fall diejenigen WahrscheinlichkeitsmaBe P
als GibbsmaBe bezeichnen, deren bedingte Wahrscheinlichkeiten die obige Form
besitzen.

Bew.: Die linke Seite der Gleichung ist L := P(7,'(0) | 712 (7)) = ig{(ﬂ’?i).
e (T

Nun ist der Zahler von der Form

efH(O',T)

_ It
Dorepn 2upepne €T

P({(o,7)}) =

und der Nenner

—H /
ZO‘/EEA € (o77)
- _ VA
ZU’GEA ZT’GEAC € H(o"7)

sodass

. efH(O',T) B exXp (ZA’QS J(A/) : <0-7 T)A/)

ZU’EEA e_H(U/VT) ZO”EEA €xp (EA’QS ’](A/> ' (0/7 T)A/)
eXp (ZA/I’\IA#@ J(A/) * (O" T)A/)
> _oreph XD (ZA’QA;A@ J(N) - (o, T)A’)

denn die Summanden mit A’ C A¢ in Zahler und Nenner sind einander gleich
((0',7)ar = [l;ear 7 héngt ja nicht mehr von den Spinwerten ¢’ im Gebiet A
ab).

L . exp(—H} (0))
Damit ist aber L = S oh omHL (@) =

?

7.12 Bemerkung Trivialerweise kénnen wir fiir |S| < oo das GibbsmaB P zum
Potential J eindeutig als dasjenige WahrscheinlichkeitsmaBB auf {2 definieren,
dessen bedingte Wahrscheinlichkeiten die Form (7.3) haben. Denn wahlen wir
A =5, so ist A° die leere Menge, sodass die Hypothese gleich €2 ist. Es gilt
aber allgemein die Beziehung P(A | Q) = B4 = £8) = P(A).

Wir erhalten also auf diese Weise die (eindeutige) Definition des GibbsmaBes
zuriick.
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Wir betrachten nun Potentiale J : S(d) — R auf Z¢ mit |||J]|| < oo, siehe
(5.7). Fiir diese sind die Energiefunktionen auf A € S(d)

Hi:E*=R , Hilo)=— Y  JW) (0,7
N eS(d):A'NAZD

fiir beliebige Randbedingungen 7 € EA° wohldefiniert.

7.13 Definition Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf Q := E" heiBt (asym-
ptotisches) GibbsmaB beziiglich J, wenn fiir alle A € S gilt: P—fast sicher
beziiglich (o,7) € E* x EA = Q) ist

exp(—Hi(7))
oremn eXp(—H{ (o))’

P(ry' (o) | myd (1)) = 5

Die Menge der GibbsmaBe beziiglich J bezeichnen wir mit G(.J).

7.14 Bemerkungen 1. Wieder wurde Einfachheitshalber die inverse Tempe-
ratur 5 in J absorbiert.

2. Da A¢ = Zd\A aus unendlich vielen Gitterpunkten besteht, wird im Allge-
meinen die Wahrscheinlichkeit P(7,! (7)) der Hypothese Null sein, sodass
wir fiir gegebenes WahrscheinlichkeitsmalB P die bedingten Wahrscheinlich-
keiten nicht mehr wie in Def. 7.8 definieren kdnnen. Es ist aber trotzdem
moglich, bedingte Wahrscheinlichkeiten IP " fast sicher” zu definieren.

Die mathematische Definition ist im Prinzip nicht kompliziert, aber lang-
wierig. Man kann sie z. B. in BAUER [Ba], § 15 nachlesen.

Wir werden uns in den Anwendungen nur auf Potentiale endlicher Reich-
weite beschranken. In diesem Fall hangt H} in Wirklichkeit nur von endlich
vielen Spins im AuBengebiet A¢ ab. Daher konnen wir uns bei der Bildung
der bedingten Wahrscheinlichkeiten auch auf Hypothesen beschranken, in
denen wir nur diese endlich vielen Spins fixieren, sodass die Wahrscheinlich-
keit dieser Hypothese groBer als Null werden wird, falls IP der definierenden
Gleichung genligt.

3. G(0) besteht nur aus dem ProduktmaB ® 7 i des Laplace-Wahrscheinlich-
keitsmaBes i auf E, denn in diesem Fall sind die bedingten Wahrscheinlich-
keiten |E| =Ml der Spinkonfigurationen o € E unabhingig von der durch
die Randbedingungen gegebenen Hypothese, also gleich den Wahrschein-
lichkeiten der o.
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4. G(J) kann jetzt im Prinzip leer sein (es existiert kein GibbsmaB) oder auch
aus mehr als einem Element bestehen.

Wir werden im nachsten Kapitel zunachst zeigen, dass fiir translationsinva-
riante Potentiale auf Z< endlicher Reichweite G(.J) # 0 ist und dann Fille
diskutieren, wo genau ein oder auch mehrere GibbsmaBe existieren.

7.4 Existenz und Struktur asymptotischer GibbsmaBe

Unsere Hauptaufgabe wird im Weiteren die Analyse der Menge G(J) der Gibbs-
maBe fiir Potential J sein (dabei werden wir ab jetzt immer voraussetzen, dass
J translationsinvariant und von endlicher Reichweite ist).

Es liegt nun nahe, fiir endliche, aber gegen Z¢ wachsende Bereiche A C Z¢
GibbsmaBe mit Randbedingungen zu konstruieren und danach GibbsmaBe auf
ganz Z% durch einen geeigneten Limes zu finden.

Wenn wir mit M (£2) die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe auf 2 bezeich-
nen, dann suchen wir Limespunkte P € M(£2). Dazu miissen wir aber zunachst
einmal eine Topologie auf M (€2) definieren.

Die Wahl dieser Topologie ist physikalisch motiviert. Wir wollen ja die Gibbs-
maBe dazu benutzen, die Erwartungswerte von Observablen zu berechnen.

Fiir klassische Spins betrachten wir

Q:=F° mit |E|<oo, zB. E={-11},

wobei S zunichst eine beliebige abzdhlbare Menge sein kann, in den spateren
Anwendungen aber S := Z¢.

Wir wahlen auf F die diskrete Topologie (in der alle Teilmengen von E offen
sind). Dann wahlen wir (da wir alle Spins gleichbehandeln wollen) auf © die
Produkttopologie (also die grobste Topologie unter der die Projektion auf die
einzelnen Faktoren stetig ist, siehe Seite 50).

Eine Basis dieser Topologie bilden die "offenen Kistchen” 7, '(U), wobei
AeS={ACS|0<|Al <oo}und U C E* ist. Wir sagen also nur etwas
iber die Spinwerte in A aus.

Nun betrachten wir die Observablenalgebra , also den C-Vektorraum C(2)
der stetigen Funktionen auf 2 mit punktweiser Addition und Multiplikation.

7.15 Definition Die schwach-*-Topologie oder auch vage Topologie auf
M (Q) ist die grobste Topologie auf M(S2), fiir die die Abbildungen ju— [, fdp
fiir alle f € C(Q) stetig sind.

7.16 Satz In der schwach-*-Topologie ist M () kompakt.
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Bew.: Zunichst ist nach dem Satz von Tychonoff € als Produkt kompakter
Hausdorffraume kompakt und ein Hausdorffraum, siehe die Bemerkungen 5.7.2
und 5.7.3.

Die positiven linearen identitatserhaltenden Funktionale auf C(€2) kénnen
also nach dem Satz von Riesz-Markov'* mit den WahrscheinlichkeitsmaBen iden-
tifiziert werden'®. M (Q) lasst sich damit als Teilmenge des Dualraums C'(Q)* von
C'(2) auffassen. Sie ist eine abgeschlossene konvexe Teilmenge der Einheitskugel

von C'(2)*.
Da letztere nach dem Satz von Banach-Alaoglu'® schwach-*-kompakt ist,
folgt gleiches fiir M (). O

Wir wollen jetzt die Kompaktheit von M () ausnutzen, um die Existenz von
GibbsmaBen auf €2 zu zeigen, genauer gesagt, um GibbsmaBe auf 2 zu konstru-
ieren. Wir gehen dabei von MaBen P; € M(2) aus, die zwar selbst noch keine
GibbsmaBe sind, deren bedingte Wahrscheinlichkeiten aber auf mit ¢ wachsenden
Gebieten die gewiinschte Form besitzen.

Wir wahlen dazu eine im folgenden Sinn gegen die ganze Menge S gehende
Folge {A;}ien von endlichen Teilmengen A; € S:

1. Ajp1 DA (1 € N)
2. Fiir alle A € S existiert ein A; D A.

Weder erfiillen van—Hove—Folgen i.A. diese Bedingungen noch umgekehrt.

Ein jedes solches Gebiet A; induziert eine Aufspaltung von €2 in das kartesische
Produkt 2 = EA x BAL

Wir wihlen jetzt pro Gebiet eine Randbedingung p; € E* und setzen fiir
w=(0,7) € BN x BN

exp(—H{: (o))
> repn exp(—HY' (o))

Pi({w}) = -0(7, pi)

mit
_ 1 y T =i
o pi) = { 0 , sonst.

Diese Definition ist so gemacht, dass P; € M ().

4Satz von Riesz-Markov: Es sei 2 ein kompakter Hausdorffraum. Dann gibt es fiir jedes
positive lineare Funktional £ : C(Q2) — C ein eindeutiges BairemaB p auf Q mit £(f) = [, f dp.

51n unserem Fall kommt die Topologie auf M () von einer Metrik; Bairemengen sind damit
Borelmengen und umgekehrt.
Eine ausfiihrlichere Diskussion findet man in Kap. IV.4 von REED und SIMON [RS].

16Satz von Banach-Alaoglu: Die Einheitskugel des Dualraumes X* eines Banachraumes
X ist schwach-*-kompakt. Einen Beweis findet man z.B. [RS], p. 115.
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Da es sich bei den IP; um WahrscheinlichkeitsmaBe auf €2 handelt und M ()
schwach-*-kompakt ist, muss die Folge der P; einen Haufungspunkt PP besitzen'’
Durch Auswahl einer Teilfolge kdnnen wir erreichen, dass

11— 00

(hierbei steht w fiir weak).

7.17 Satz P ist ein GibbsmaB beziiglich des Potentials .J.

Bew.: Wir haben vorausgesetzt, dass das Potential J eine endliche Reichweite
R hat. Betrachten wir, wie in Def. 7.13 gefordert, Spins in einem Gebiet A € S,
dann wechselwirken diese héchstens mit Spinsin = := {¢ € Z¢ | d(¢,A) < R}.Es
geniigt also, Randbedingungen in © := = — A festzulegen und zu kontrollieren,

( )

Pi

. J

Abbildung 7.5: Konfiguration o € E* mit Randbedingungen 7 € E®; GibbsmaB
P; auf A; mit Randbedingungen p; € B

dass die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten die gewiinschte Form
besitzen, dass also fiir 7 € E®

Lo) =P (13 (0) | 76'(7) = 5= I:zf(e;gf(%)(g,)) (0 € BY)

gilt.

Nun finden wir, da die Folge der A; nach unendlich strebt, bei jeder Wahl
von A (und damit Z) ein iy mit = C A; fiir alle ¢ > i, (siehe Abb. 7.5).

Fiir diese Indices ist

P, (7‘(‘—1(0,7'))
Pi(o' (1)

1"Da die vage Topologie auf M () von einer Metrik erzeugt wird (siehe WALTER [Wa],
Thm. 6.4) sind fiir M (€2) Kompaktheit und Folgenkompaktheit dquivalente Begriffe

Li(o) =P (3! (0) | 16! (7)) =
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Der Zahler ist von der Form

ZX’GEAFE eXp(_Hﬁi <U> 7, XI))

Pi(nz'(0,7)) = ~ . (74)
- ZO’IEEA ZT’EE@ ZX’EEAZI75 eXp(—HKZZ (0'/, T/, X/))
der Nenner
/ ’ ;-2 €X _Hﬂi. OJ,T: !
Pi(re' (1)) = Loresr Loyepnoz DL REARS ),) —. (15)
ZO’GEA ZT’EE@ Zx’GEAi_E eXp(_HAi (U T X ))
Damit wird wegen der Gleichheit der Zustandssummen in (7.4) und (7.5)
Li(o) = ZXIGEAFE exp(—Hﬁi(g, .T, X))
ZU’EEA ZX’GEAZ'75 eXp<_HXZ (O'/, T, X/>>
 Teme=o (Twna JW)0.m X 0y
Zx’eEAz'—E ZU’EEA exXp (ZA’mAi;«é(B J(N) (o', 7, X/, Pz‘)A’>
eXp <ZA’I"IA7§@ J(A/)(U, T)A/) e_HX(U)
- - “H (o)

2 grepn EXP (ZA'mA;é@ J(N)(o, T)A/) D oremn @

Die vorletzte ldentitat folgt durch Betrachtung derjenigen in den Argumenten
der Exponentialfunktionen auftretenden Summanden, fiir die A’ N A; # (), aber
A N A = () ist. Diese kommen in jedem Term von Zahler und Nenner vor und
lassen sich daher herauskiirzen.

Insbesondere ist L; von i unabhangig, sodass der Limes L existiert. Damit ist
aber IP ein GibbsmaB. O

Es gilt iibrigens auch, dass sich alle GibbsmaBe so konstruieren lassen (siehe z.
B. PrRuM und Forr [PF])!

7.18 Korollar G(J) # 0.

7.19 Bemerkung Dass fiir Spinmodelle immer ein GibbsmaB existiert, ist kei-
neswegs a priori selbstverstandlich. Es gibt namlich andere Modelle der Statisti-
schen Mechanik, fur die kein Gibbsmal existiert.

Das diskrete gauBsche Modell auf dem Gitter Z¢ ist ein solches Beispiel. Hier
kann der einzelne Spin Werte in E/ := 7Z annehmen, wir setzen also €2 := E@.
Die Energiefunktion ist damit (als formale Summe aufgefasst)

Hw) =13 Z (wi — wp)? (we).

i,kezd
[li—kll1=1
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Es stellt sich heraus, dass fiir d = 1 kein GibbsmaB existiert, wahrend fiir d > 2
und tiefe Temperaturen sogar unendlich viele extremale GibbsmaBe existieren.

Der anschauliche Grund fiir dieses Verhalten ist die Tatsache, dass die Boltz-
mannfaktoren fiir Konfigurationen w der Art

a a a a+1 a+1 a+1

positiv sind (a € Z beliebig), wahrend sie in héheren Dimensionen fiir Konfigu-
rationen der Form

a+1 a+1 a+1

a a a
a a a a+1l a+1 a+1
a a a a+1l a+1 a+1
a a a

a+1 a+1 a+1

Null sind.

Natiirlich funktioniert fiir das diskrete gauBsche Modell unser Beweis der
Existenz eines GibbsmaBes nicht mehr, denn schon der Wertebereich £ = 7Z
eines einzelnen Spins ist (bez. der diskreten Topologie) keine kompakte Menge
mehr.

Die Struktur der Menge G(.J) der GibbsmaBe fiir Potentiale J auf Z? wird in
folgendem Satz beschrieben.

7.20 Satz G(J) ist eine kompakte konvexe Menge.

Bew.: e Offenbar sind Haufungspunkte von GibbsmaBen wieder GibbsmaBe, G(.J)
also abgeschlossen und damit als Teilmenge der kompakten Menge M (€2) kom-
pakt.

e Die Konvexitat soll fiir den Fall eines Potentials J endlicher Reichweite R
bewiesen werden. Der Fall unendlicher Reichweite ergibt sich dann mit einem
Approximationsargument. Seien also Py und P; € G(J) und

Py := (1 — )\)PO + APy ()\ S [0, 1])
Damit ist P, € M(Q). Fiir A € S hat die endliche Teilmenge A¢ C A€,
Ac:={0eA°|d(l,A) <R}

die Eigenschaft J(A’) = 0 fiir alle A’ € S mit A’NA # @ und A’N(A°—A°) # 0.
Denn solche Mengen A’ besitzen Durchmesser diam(A’) > R. Daher geniigt es,
Randbedingungen 7 € EA° festzulegen.
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Ist nun P, ( T, (1 )) >0 und Py ( Nr )> > 0, so folgt daraus

Py (71’;:3(7’)) > 0.

Ist 0 € E*, so gilt mit A :=m,'(0), B := wAcl(T)

B (') 1700)) = PpEr
(L= Ny(ANB) + XB\(AN B)
(1- ) o(B) + APy (B)
_ eXp( (U)) =:x,

2 orepn eXp(—H{(0"))

denn nach Voraussetzung gilt fiir i =0 und ¢ = 1

7.21 Beispiel Fiir das Isingmodell ohne duBeres Magnetfeld auf Z? stellt sich
heraus, dass fiir § > ., d. h. niedrige Temperaturen

G(BT) = {APf 4+ (1 = NP5 | A € [0,1]}

die Form einer Strecke hat, deren Endpunkte ]P’jgr und ]P’g translationsinvariante
MaBe mit Erwartungswerten

<sé>ﬂmg == <S£>]P’E >0 (tez?

sind; dabei ist s, : Q@ — {—1,1}, w +— wy der Wert des Spins an der Stelle
¢ € 7Z*. Der (f—unabhingige) Erwartungswert ist damit der Wert der spontanen
Magnetisierung

Das MaB 3(P% + ;) ist zwar ein GibbsmaB, aber kein reines.

Das obige Beispiel suggeriert, dass die Menge
Ex(G(J)) :={P € G(J) | P extremal in G(J)}

der reinen GibbsmaBe zum Potential J besonders wichtig ist.
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M ExM M ExM

Abbildung 7.6: Simplex (links) und allgemeine kompakte konvexe Menge (rechts)

Von kompakten konvexen Mengen K C R" sind wir ja gewohnt, dass sie die
abgeschlossene konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte Ex(K) sind, sich die Menge
also aus ihren Extremalpunkten rekonstruieren lasst.

Wegen des Satzes von Krein-Milman!® gilt entsprechendes auch fiir unse-
ren Fall. G(J) ist sogar ein Simplex, sodass sich jedes GibbsmaB eindeutig als
Konvexkombination reiner GibbsmaBe darstellen lasst, siehe z. B. SIMON [Sim].

Es ist natiirlich 6konomischer einen Simplex nur durch seine Eckpunkte zu
charakterisieren.

Aber auch vom physikalischen Blickwinkel aus interessieren uns zunachst nur
die reinen GibbsmaBe. Es lasst sich namlich zeigen, dass genau fiir die reinen
GibbsmaBe alle makroskopischen GréBen (wie die mittlere Magnetisierung M aus
Bsp. 7.21) schwankungsfrei sind, also die Varianz Null aufweisen (siehe RUELLE
[Ru], Chapter 6).

Die Erfahrung zeigt aber, dass alle makroskopischen MaBgroBen schwan-
kungsfrei sind. Im Experiment hat man es also nur mit extremalen = reinen
GibbsmaBen zu tun. Physikalisch werden diese als Phasen bezeichnet. Werden
in der theoretischen Physik auch nicht extremale GibbsmaBe behandelt, so be-
schreiben sie die Unkenntnis iiber den wirklichen Zustand.

7.22 Beispiel 1. Isingmodell auf Z?2, siehe Bsp. 7.21.
Wir betrachten als makroskopische Observable die mittlere Magnetisierung

1
M:E®) 5 [-1,1 , M(w)=limsup — Z Wg-

n—00 ’An| kEA,

Der Erwartungswert (s@wg ist unabhingig von ¢ € 72, fiir groBe (3 ist

m = <M>]P’§ = <SZ>P[J§ > 0, (76)

18Satz von Krein-Milman: Eine nicht leere kompakte konvexe Teilmenge K eines lokal-
konvexen Raumes ist die abgeschlossene konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte Ex(K) (d. h. die
kleinste abgeschlossene konvexe Menge, die Ex(K) enthilt).
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und die Varianz eines beliebigen GibbsmaBes
Py :=(1- /\)IF);r + APy € G(BJ)
ist
Ve, (M) = (M2), — (M), (7.7)

Fiir die reinen Phasen ]P’§ |aBt sich zeigen, dass weit entfernte Spins un-
korreliert sind, d. h.

. T . 2 2
Bim (syso)ps = i {si)ps (so)ps = (s0)fs = m?.

Daher gilt (unter Benutzung der Translationsinvarianz)

1
2 . B _ 2
(M%)ps = Alg{}OWZEZAWSo)pg =m,

sodass wegen (7.7)

Ve (M)= (1= X) (M) + A (M), ~((1=X) (Mg + A (M), )
= m®— ((1 = XNm—2Im)* =4\1 - \)m?* > 0.

Wegen (7.6) verschwindet damit genau fiir die reinen GibbsmaBe P} die
Varianz der mittleren Magnetisierung.

. Fiir Wasser am Gefrierpunkt existieren die extremalen GibbsmaBe = Phasen
Wasser und Eis. Eine Mischung zwischen diesen extremalen GibbsmaBen
entspricht der Unkenntnis, ob Wasser oder Eis vorliegt und beschreibt nicht
Wasser, auf dem Eis schwimmt. Letztere Zustande konnen sehr wohl durch
weitere extremale, aber nicht translationsinvariante GibbsmaBe beschrieben
sein, siehe Kap. 8.3.

Existenz von Phaseniibergdangen

8.1 Das Peierls-Argument . . . . ... ... ... L. 94
8.2 Korrelationsungleichungen . . ... ... ... ...... 102
8.3 3-D Isingmodell: Nicht translationsinvariante Phasen . . . 107
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8.1 Das Peierls-Argument

Schon vor der Berechnung der Freien Energie des zweidimensionalen Isingmodells
durch Onsager (veroffentlicht 1944) bewies Peierls (1936) die Existenz zweier
Phasen fiir tiefe Temperaturen. Es erwies sich, dass die von ihm verwendete
Methode auch auf viele andere Modelle der Statistischen Mechanik anwendbar ist.
In der Literatur wird die zugrundeliegende Idee das " Peierls-Argument” genannt.
Wir wollen es zunichst fiir das zweidimensionale Isingmodell betrachten und
danach klaren, welche Verallgemeinerungen moglich sind.

Das zweidimensionale Isingmodell ohne duBeres Magnetfeld und mit ferroma-
gnetischer Nachste-Nachbar-Wechselwirkung der Starke 7 > 0 wird durch das
Potential J auf Z? mit

J(A)::{j CA={i k) mit i k=1

0 , sonst

definiert. Zur Abwechslung absorbieren wir die Wechselwirkungskonstante j in der
inversen Temperatur [3, setzen also j := 1. Bezeichnen wir die beiden " Grund-
zustandskonfigurationen” der Wechselwirkung mit w® € Q := E(Z*),

wi=1, w, =-1 (L ez,

so ist klar, dass alle anderen Konfigurationen w € Q \ {w™,w™} energiereicher
sind, w' und w™ aber aus Symmetriegriinden die gleiche Energie besitzen (wir
vergleichen dabei jeweils auf endlichen Gebieten A € S). Es liegt also nahe
anzunehmen, dass fiir groBe 3 zwei verschiedene extremale GibbsmalBe IP%: auf
Z* existieren, wobei limg o IP’; =P mit

1 , w=w'oderw=w"

Poo({w}) = { 0, we\{w,w}

Die beiden WahrscheinlichkeitsmaBe PZ sind also auf den Grundzustandskonfi-
gurationen w™ bzw. w™ konzentriert und beschreiben das Isingmodell bei Tem-
peratur Null.

Wir wissen allerdings, dass eine entsprechende Aussage fiir das eindimensio-
nale Isingmodell nicht gilt, denn dieses besitzt keinen Phaseniibergang. Was ist
also der Unterschied? Zunachst ist klar, dass fiir tiefe Temperaturen diejenigen
Konfigurationen o € E* ein relativ groBes Gewicht exp(—3H, (o)) besitzen,
bei denen nur wenige benachbarte Spins o;, 0%, ||i — k|1 = 1 unterschiedlich
orientiert sind.

Es ist daher 6konomischer, nur diese Spinpaare zu notieren. Wir betrachten
der Einfachheit halber quadratische Gebiete A = A(a) = {0,...,a — 1} X
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{0,...,a — 1} C Z? der Kantenlinge a und setzen auBerhalb von A positive
Randbedingungen voraus. Fiir k = (ky, ky) € Z?* betrachten wir nun das Quadrat

Q(kl,kg) = {(371,1'2) < R2 | |ZUZ — k’l| S %,Z = 1,2} (81)

mit Kantenldnge 1 um k. Den Rand einer Konfiguration w = (o,7) € Q =
EM x EA mit positiven Randbedingungen 7, = 1, £ € A° setzen wir an als

A(w) =9 U @ |cr (8.2)

keZ?:wp=—1

+ 4+ ++ + ++ A+

I E
A+ + 4
o+ o+ ]+

+l+ [+

++ + +
+ 4+ + +
+ 4+ + +
++ + +

+
+

Abbildung 8.1: Kontur d(w) von w = (o, 7) fiir eine Konfiguration o € A(8) mit
positiven Randbedingungen 7

Es ist leicht zu sehen, dass von jedem Eckpunkt in
22 :={(z1,20) ER* |2, — 2 €Z , i=12}

eine gerade Zahl von Verbindungsstrecken zu nachsten Nachbarn in diesem ver-
schobenen Gitter ausgehen. Wir miissen uns dazu nur iiberlegen, welche Spin-
konfigurationen bei den der betrachteten Ecke benachbarten vier Spins wy, i)
mit |k; — x| = % vorkommen konnen, namlich die in Abb. 8.2 dargestellten, und

Abbildung 8.2: Konfigurationen der vier dem Punkt 2 € Z2 benachbarten Spins,
und deren Konturen

durch Symmetrieoperationen aus diesen hervorgehende.
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Da andererseits d(w) nur eine endliche Zahl von solchen Strecken enthilt,
konnen wir O(w) in eindeutiger Weise als disjunkte Vereinigung von Kontu-
ren zerlegen, wobei wir unter Konturen selbstiiberschneidungsfreie, geschlosse-
ne Streckenziige verstehen. In Abb. 8.1 besteht O(w) aus vier solchen Kontu-
ren. Konturen sollen auch als disjunkt angesehen werden, wenn sie gemeinsame
Eckpunkte besitzen!

Bezeichnen wir mit |0(w)| die Zahl der in O(w) enthaltenen Verbindungs-
strecken zwischen nichsten Nachbarn im dualen Gitter 72, so folgt

Hf (o) =2[0w)| = 2(a+1)a fir w=(o,7).

Der Volumenterm 2(a + 1)a ist unabhéngig von der Konfiguration und be-
einflusst daher das GibbsmaB nicht. Die Gesamtlange |0(w)| des Randes der
Konturen ist dagegen der entscheidende Term der Boltzmannfaktoren. Er wird
mit der inversen Temperatur 3 multipliziert, sodass fiir tiefe Temperaturen lange
Konturen sehr unwahrscheinlich sind.

Damit sollten aber auch (bei +—Randbedingungen) groBe von Konturen um-
schlossene Gebiete mit (potentiell) negativen Spinausrichtungen unwahrschein-
lich werden.

Es gilt fiir das GibbsmaB P} (a) auf A(a) mit +—Randbedingungen:

8.1 Lemma (Peierls-Ungleichung) Fiir jede Kontur ~y ist

),

P (a)({w | v € d(w)}) < exp(=28]y

wobei || die Lange der Kontur bezeichnet.

Bew.: Da wir positive Randbedingungen vorausgesetzt haben, brauchen wir nur
w € Q der Form w = (0,7) mit 0 € EM® und 7 € B, 7; = 1 betrachten.
Wir bezeichnen mit @, die Menge der Konfigurationen, deren Rand die Kontur
~ enthalt, also

®,:={ocec E*|yC 1)}

Die linke Seite der Peierls-Ungleichung ist

L=Fi(a)({w]7Cow)}) =

Nach dem Jordanschen Kurvensatz'® der Topologie besteht R? \ v aus einem

19 Jordanscher Kurvensatz Jeder Homdomorphismus S' — v C R? zerlegt die Ebene in
eine beschrinkte und eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von R? \ 7.
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beschranktes Innengebiet und einem unbeschrankten AuBengebiet. Sei nun
- . A _
o7 ={oc B |yNd(o,7) =0}
Die Bijektion

Xy Py = OO

(s (0)), o; , {im AuBengebiet
2l ¢ —oy , £ im Innengebiet

klappt alle Spins o von Gitterpunkten ¢ € Z? im von der Kontur v umschlossenen
Innengebiet um. X, entfernt damit die Kontur :

0(0,7) = s (0),7) Uy

und
|0(0,7)| = [0(x1(0), 7) | + -
Damit ist
Y oea, Xp(=2810(0, 7)) X, cq, exp(—28]0(0,7)|)
I = v ol — exp(—
> K210, 7)) = Topee exp(—2BI0(, 7)) P2
was die Ungleichung beweist. O

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens langer Konturen vorgegebener Form sinkt
also exponentiell mit deren Lange, unabhangig von der den thermodynamischen
Limes regulierenden Kantenlange a von A(a).

Wir wollen diese Information dazu benutzen, auf die Wahrscheinlichkeit der
Spinkonfigurationen mit o; = —1 fiir +—Randbedingungen zu schlieBen. Dazu
bemerken wir, dass jeder solche Spin von mindestens einer Kontur umschlossen
sein muss (wie in Abb. 8.3 dargestellt, konnen es auch mehrere sein):

+++++++ 4+

+

+ 4+ + + + + o+
R

+ 4+ ++ + +

+
+

++++++++

Abbildung 8.3: Ineinandergeschachtelte Konturen

8.2 Lemma Die Lange |y| € N einer Kontur ist gerade. Die Anzahl A(l) der
einen Punkt i € 72 umschlieBenden Konturen der Linge | ist

A(l) < 52301

2
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Bew.: Dass || gerade ist, sieht man beispielsweise durch folgende Beobachtung:
Da die Kontur geschlossen ist, muss sowohl die Zahl der horizontalen als auch
die Zahl der vertikalen Teilstiicke gerade sein.

Zur Abschdtzung von A(l) iiberlegen wir uns zunachst, dass der von ¢ =
(i1,12) ausgehende Strahl {i 4+ (\,0) | A > 0} ~ mindestens einmal schneidet.
Wir betrachten das (vertikale) Bond von v mit dem groBten A-Wert. Dieses kann

++ 4+ +++ 4+
- - 4+ - - - -

+++++F+++

++++++++
1

++++++++
Abbildung 8.4: Kontur um den Punkt i € Z?

nur A-Werte der Form —1 +n mit n € {1,... 52} besitzen, wobei der groBte
vorkommende Wert fiir das Rechteck der Hohe 1 und Lange I*TQ realisiert wird.
Jedes der [ — 1 anderen Bonds kann beziiglich seines Vorgangers hochstens
drei Richtungen einschlagen: links, geradeaus, rechts.
Durch Multiplikation der kombinatorischen Faktoren erhalten wir die Schran-

ke fiir A(1). O

Die Zahl der i € Z* umschlieBenden Konturen wichst also exponentiell mit der
Lange. Aus der Peierls-Ungleichung und dem obigen Lemma folgt durch Vergleich
der Exponenten, dass fiir inverse Temperaturen [ > %ln?) ~ 0.55 das Auftreten
sehr langer, den Spin bei 7 umschlieBenden Konturen unwahrscheinlich ist.

Wir konnen sogar noch mehr sagen:

8.3 Satz Fiir 3 > 0.7 existieren zwei verschiedene GibbsmaBe P, Py € G(5.J)
fiir das Isingmodell auf 72, wobei fiir alle ¢ € 7>

<Sg>P§ >0 und <S£>P/; < 0.

8.4 Bemerkung Fiir tiefe Temperaturen tritt also spontane Magnetisierung auf.
Aus der Losung des zweidimensionalen Isingmodells ist bekannt, dass sogar schon
fir B > B mit der kritischen inversen Temperatur (.. = %ln(l + \/5) ~ 0.44
spontane Magnetisierung auftritt, siehe Kap. 10.
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Bew.: Wir interessieren uns fir

z =P} (a) ({w € ﬂ'X(la)C(T) | o; = —1})

1

und suchen [S-Werte, fiir die diese Wahrscheinlichkeit kleiner als 3

abhingig von i € Z? und a, bleibt.
Es gilt, unter Verwendung von Lemma 8.2, fiir 5 > %1113

— g, € un-

e <Y Bi@{w]yCow))

Konturen -,
die i einschlieflen

< YA -exp(=261) = Y A(2m) exp(—45m)
leN meN

< D olm =)= gy m = D
meN meN

mit y:=e* ,also ye(0,1).

Dieser Ausdruck muss kleiner als £ sein, also y < 3—+/6 bzw. @ > —In(3—/6).
Fiir 8 = 1a + £ 1n3 bedeutet das 8 > 1 In(3(3 + v/6)) ~ 0.6986.

Die Abschatzung ist unabhangig von der Kantenlange a und dem Gitterplatz
i des betrachteten Spins.

Wir konnen nun aus den GibbsmaBen P} (a) mit Randbedingungen 7 auf
A(a) durch Translation GibbsmaBe mit Randbedingungen auf einem um Null
zentrierten Gitter machen. Der Limes a — oo liefert dann ein GibbsmaB IP’;;r auf
Z? und entsprechend P; wegen Symmetrie. O

Es ist klar, dass unsere Abschatzungen relativ grob waren und mit mehr Aufwand

verfeinert werden konnen. Das Ergebnis ist aber gar nicht so schlecht (0.7 statt

0.44 fiir die kritische inverse Temperatur). Ohnehin geht es uns weniger um das

zweidimensionale Isingmodell, dessen freie Energiedichte wir explizit ausrechnen

konnen und werden. Stattdessen werden wir iiberlegen, inwieweit sich das Peierls-

Argument auch auf andere Systeme der Statistischen Mechanik anwenden [&sst.
Der erste entscheidende Begriff ist der der Grundzustandskonfiguration.

8.5 Definition Sei J : S(d) — R ein translationsinvariantes Potential endlicher
Reichweite auf 7.
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e Dann heift w € Q = E? Grundzustandskonfiguration, wenn fiir alle
A € S(d)

Hi (o) > Hi(o) mit w=(0,7)€ E*xE" und o € E*\ {o}.
e w € () heiBt isolierte Grundzustandskonfiguration, wenn fiir alle o' # o
die strikte Ungleichung H}(c') > H} (o) gilt.

Mit anderen Worten, alle Konfigurationen der Form o’ = (¢/, 7) € (2, die sich
von w nur in endlich vielen Spinwerten unterscheiden, sollen eine héhere Energie
als w besitzen. Man beachte aber, dass nur die Differenz

HW)-Hw)= Y JWN)(wy—wh)

Aes
A'NAED

der formalen Reihen H(w) = — )" ,/.s J(A")wa tatsachlich endlich ist.

8.6 Beispiel Isingmodell auf Z? mit ferromagnetischer Nichste-Nachbar-Wech-
selwirkung. Hier ist das Potential .J : S(d) — R gleich

(1 A={i k) mit|li— K|l =1
J(A) '_{ 0 , sonst. (83)
e Die Konfigurationen w® € Q mit w, = +1, w, = —1, £ € Z? sind sicher

Grundzustandskonfigurationen und sogar isoliert.

e Satz 8.3 lasst sich wortlich auf den Fall d > 2 verallgemeinern. Ersetzt
man namlich die Quadrate in (8.1) durch d-dimensionale Wiirfel, dann
ergeben sich analog zu (8.2) (d — 1)-dimensionale Konturen v C R?, deren
Energiebeitrag auf der rechten Seite der zu Lemma 8.1 analogen Peierls—
Ungleichung gleich ihrem doppelten Flacheninhalt |v| ist.

e Auch die Abzdhlung aus Lemma 8.2 Iasst sich iibertragen. So zdhlt man in
d = 3 Dimensionen die Konturen vorgegebener Flache |y| = [ ab, indem
man alle Kanten in A(a) nummeriert und jeweils an die erste Kante mit nur
einem anliegenden Quadrat der aufzubauenden Kontur v ein zweites Qua-
drat in einer der (hochstens) drei verbleibenden Ausrichtungen hinzufiigt.

e Aber auch die Konfigurationen
~ (k) ~ (k) _ +1 ,fk >0 _
o e | W {_1 4 <0 (k=1,...,d)

sind ebenso wie die aus ihnen durch Translation oder Spinumklapp hervor-
gehenden Grundzustandskonfigurationen.

Fiir d > 2 ist &%) isoliert, fiir d = 1 nicht. Die @) sind im Gegensatz zu
w™ und w™ nicht translationsinvariant.
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Da bei niedrigen Temperaturen energiearme Konfigurationen von den Gibbsma-
Ben bevorzugt werden, ist es natiirlich zu fragen, ob es fiir diese Temperaturen
GibbsmaBe gibt, deren Abstand zu den auf den (isolierten) Grundzustandskonfi-
gurationen klein ist. Dies kann, muss aber nicht der Fall sein.

8.7 Beispiel 1. w*, d = 1. Wir wissen schon, dass das eindimensionale Ising-
modell keinen Phaseniibergang besitzt. Das GibbsmaB ist also zu jeder
Temperatur eindeutig und symmetrisch gegeniiber Spinumklapp. Die w™
und w™ konnen also keine GibbsmaBe tragen, erst recht nicht oM,

2. Fiir d = 2 haben wir gerade die spontane Brechung der Spinumklappsym-
metrie des Isingmodells bei tiefen Temperaturen gezeigt. Es stellt sich aber
heraus, dass alle GibbsmaBe in G(3 - J) translationsinvariant sind.

3. Fir d > 3 ist dies nicht mehr der Fall. Es gibt dann fiir groBe inverse
Temperaturen 3 GibbsmaBe, deren Abstand zu dem auf &*) konzentrier-
ten 0—MaB klein ist. Es bildet sich also eine Grenzflache zwischen zwei
Halbrdumen in Z? heraus, auf deren einer Seite die Spins iiberwiegend
nach oben und auf deren anderer Seite die Spins iiberwiegend nach unten
zeigen.

Der anschauliche Grund dafiir ist, dass im Gegensatz zu d = 2 endliche
Anderungen w von &®) zu einer Energieerhohung fiihrt, die mit fiir groBe
Anderungen divergiert, siehe Abb. 8.5.

R R I I R S it S S S Sy
+++++++++++ A+ +

A A - - - - - - oo [+ ++
++++FFFFFF A+ +
+tt++++FF A+ o+
+t++++HE A+ o+

d=2

+
+
+
+
+
+
o
+
+
+
+
+

tH++++ A+ +

+
+

Abbildung 8.5: Anderung der Halbraumkonturen &. VergréBerung der Grenzfliche
um 2 in d =2 bzw. um 56 in d = 3 Dimensionen

Neben dem Begriff der Grundzustandskonfiguration ist der Begriff der Kon-
tur fiir das Peierls-Argument wesentlich. Entscheidend war fiir den Fall des
Isingmodells die Peierls-Ungleichung, die den Energiezuwachs einer Konfi-
guration von unten durch die Lange der Kontur (multipliziert mit einer
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Konstante) abgeschatzt hat. Konturen lassen sich verallgemeinernd als
" Grenzflachen" auffassen, der Energiezuwachs kommt von einer " Ober-
flachenspannung” dieser Grenzflachen.

In Kapitel 1l des Buches [Sin] von SINAI kann man eine Diskussion der
Peierls-Methode finden. In der aus ihr hervorgegangenen Pirogov-Sinai-
Theorie kann man sogar auf Symmetrievoraussetzungen verzichten, siehe
ZAHARADNIK [Za].

8.2 Korrelationsungleichungen

Im letzten Kapitel haben wir die Erwartungswerte (o;) von Spins dazu benutzt,
um verschiedene Phasen voneinander zu unterscheiden. Jetzt wollen wir uns die
allgemeine Frage stellen, wie wir GibbsmaBe durch Erwartungswerte von Obser-
vablen charakterisieren konnen.

Betrachten wir den Fall einer Menge S von Spins, zundchst fiir |S| < co. Der
Konfigurationsraum ist also Q = E* und alle Funktionen sind stetig: C'(Q) =
{f : Q — C}. Der 2°/—dimensionale Vektorraum C(2) lasst als Basis die Funk-

tionen der Form
SA = H Sy (A g S)

ten
zu (dabei sei das leere Produkt gleich 1 und s/(w) := wy). Auch das GibbsmaB P,
P({w}) := = etf’(’:ﬁg{ 7y zur Energiefunktion H : € — R ldsst sich in diesem
w'e ex w

Fall als Funktion auf © (mit Werten in [0, 1]) auffassen.
Die Korrelationsfunktionen, d. h. die Erwartungswerte

(sa) = D P({w}) - sa(w)

weN

lassen sich, bis auf den fehlenden Normierungsfaktor 2731, als die Fourierkoeffi-
zienten dieser durch P definierten Funktion interpretieren. Da P ein Wahrschein-
lichkeitsmaB ist, gilt natiirlich (sg) = 1. Es gilt

P({w}) =271 ) " (s1) - sa(w),

ACS

[P l3sst sich also aus der Kenntnis der Korrelationsfunktionen rekonstruieren.

Ist nun S eine unendliche Menge, z. B. S = Z<, so ist es im Allgemeinen
am praktischsten, ein GibbsmaB durch seine Korrelationsfunktionen zu beschrei-
ben (diese werden dann natiirlich nicht durch Summation iiber die iiberzahlbar
vielen Elementarereignisse w € (), sondern iiber die beiden Ereignisse s, '(+£1)
definiert).
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Ist die betrachtete Menge A n—elementig, so spricht man bei (s,) auch von
einer n—Punkt-Korrelation. Besonders wichtig sind die Zwei-Punkt-Korrelationen
<Si . 8j>, Z,j €s.

8.8 Beispiel (Ising-Spinkette) Wir haben in Kapitel 6.5 die Freie Energie F'(/3)
der Ising-Spinkette mit " freien Randbedingungen” errechnet.

Jetzt wollen wir die periodische Ising-Spinkette mit S := Z/NZ, Qy := E°
betrachten. Die Energiefunktion Hy : 2y — R hat hier die Form

N-1 N-1
Hyw):=—J Z Wiwir1 — h Z w;,
i=0 i=0
wobei wy = wy. Damit ist die Zustandssumme

Zn(B) =) e PN = tr(AN)

weN

AU S 2
mit der aus Kapitel 6.5 bekannten Transfermatrix A = A A YR
e e

und den Abkiirzungen J' = 5.J, b’/ = Bh. Die Matrix W diagonalisiere A, d. h.
- A
WAW™ = (4 \),)

mit den Eigenwerten

Ay = e’ <cosh(h’) + \/coshQ(h/) —(1— €4J/)) _

Damit ist
Zn(B) = tr (WAW V) = tr (A(;N AON) =AY (1 + <AH/AI)N) .

Da |Ar7| < A7, ist im Limes N — oo die Zustandsumme Zx(3) ~ A\Y.
Es sollen jetzt die Zwei-Punkt-Korrelationen fiir den Spezialfall h = 0 be-
rechnet werden. In diesem Fall ist \; = 2cosh J’, \;; = 2sinh J’ und als dia-

gonalisierende Matrix W konnen wir die orthogonale Matrix W := \/g(% )

wihlen, sodass W1 = W.
Nunistfir0 <i<j< Nundn:=j—1

— § —BHN (w)
< ]>N ZN(/B)w J

1 , o ,
= tr(A"TSATTIS AN
Ze™ )

= ! r PSANTYY = (g0 - s
- ZN(B)t(SASA ) = (S0 Su)n
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mit S:= (% ). Da W=ISW = (9}), ist
tr (WLSW (W AW )"W—LSW (W L AW )N =)

Si - Si =
{55 sl Zn(B)
01 A0 01 AN-m o
_ tr ((10) ( 0 /\7[) (14) < " ,\ﬁ—"))
Zn(p)
A" 0 AN=n ¢
() ()
Zn ()
N TN AN
AN+ AV
Damit ist
N
AT Arr AT
<Si . Sj> = ]\}lm <Sz‘ . 8-7>N = ]\llm A i < ! > NA?LI
—00 —00 A
v ()

= (Arr/A7)" = (tanh J)".

Fiihrt man allgemein die Korrelationslange L bei Spinketten als

1
Lil = lim —| In <5i3i+n> |
n—,oo 1,

ein (soweit der Limes existiert und i—unabhangig ist), so ergibt sich in unserem
Fall

L =1/In(coth(8J)) und (s;-s;) = e IIl/E, (8.4)
Die Zwei-Punkt-Korrelationen der Ising-Spinkette ohne duBeres Magnetfeld fallen
also im Abstand exponentiell ab, wobei die Korrelationslange fiir Temperatur
T 0 divergiert.

Wenn wir fiir die (periodische) Ising-Spinkette nach der gleichen Methode die
Korrelationsfunktion (s,) fiir h = 0 ausrechnen, stellen wir fest, dass (sp) > 0
gilt, unabhangig von A € S. Wiirden wir die h—Abhangigkeit einbeziehen (was
fiir die Zwei-Punkt-Funktionen als Ubungsaufgabe zu berechnen ist), wiirden wir
feststellen, dass die (s,) in A monoton wachsen. Ist dies ein Zufall oder nicht?
Dariiber gibt der folgende Satz von Griffiths, Kelly und Sherman Auskunft:

8.9 Satz (GKS-Ungleichungen) Sei |S| < oo, Q = E° und die Energiefunk-
tion H : ) — R sei ferromagnetisch, d. h.

H(w)=—>_ J(Mwy mit J(A)>0.

ACS
Dann gilt fiir A,B C S
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2.| Sl = (sasp) — (s4) - (s5) > 0

wel weN

e (Zacs J@M)wa)”
PR

(sa) = %ZMA exp(—H(w)) = %ZMA exp (Z J(A)wA>

weN n=0
1 — J(Ay) - .. J(A)

= 7> X W e,
n=0 Ay,...,AnCS WEN

Wegen wawp, ... wy, = wp mit A := AAN A ... AA,, sind die Summanden
von der Form 5 g
C-2 SN =
¢ ZWA, N { 0 , sonst

mit C := J(Ay) -...- J(A,)/n! > 0.
2.) Mit C := AAB gilt

7% ({sasg) — (sa) (sB))

= Z (Wi — wh - wh) - exp (ZJ : wA+wf))

wl wlle) ACS
— Z wh(1 —wi ) exp (ZJ —|—w/I\H)>

wl wlleQ ACS

mit w!=wl . Wl

= Z wHh Z W - exp ZlJ(A) (1 —|—wln)l wh

wllleQ >0 wleQ ACS ;'0

>0 wegen Teil 1. des Satzes 8.9

> 0 a

Diese Ungleichungen besagen also, dass bei ferromagnetischer Wechselwir-
kung die Spins die Tendenz besitzen, sich in gleicher Richtung zu orientieren und
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zwar umso starker, je starker diese Wechselwirkung ist. Damit sind ferromagneti-
sche Wechselwirkungen besser verstanden als solche, bei denen J(A) auch kleiner
als Null sein kann, also Krafte in entgegengesetzte Richtungen wirken konnen.

Wir konnen die GKS-Ungleichungen dazu benutzen, um etwas iiber die Ab-
hangigkeit gewisser Erwartungswerte von Parametern zu erfahren.

8.10 Beispiel Die mittlere Magnetisierung M = Zf\il (s;) eines ferromagne-
tischen Systems von N Spins nimmt monoton mit der Temperatur ab.

Bew.: Ubung

Wir konnen aber auch verschiedene Modelle der Statistischen Mechanik mitein-
ander vergleichen.

8.11 Beispiel Es ist bekannt, dass das ferromagnetische Isingmodell auf Z? mit

My
/—

\J

—/

Abbildung 8.6: Mittlere Magnetisierung M des zweidimensionalen Isingmodells
als Funktion des duBeren Magnetfeldes h

auBerem Magnetfeld h qualitativ die in Abb. 8.6 dargestellte Abhangigkeit des
Erwartungswertes

der mittleren Magnetisierung zeigt, wenn die Temperatur 7" < T, ist.

Addieren wir nun ferromagnetische Wechselwirkungen zwischen iibernachsten
Nachbarn, d. h.

b A= {3}
Jl ) A:{Zak}unz_kHQ:l
JZ ) A= {Z7k}a ||Z - k”? - \/§

0 sonst

J(A) =

mit Jo > 0, so vergroBert sich damit die Magnetisierung fiir positive h (aus
Symmetriegriinden gilt m(—h) = —m(h)):
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M Jy >0

Wir konnen auch die Existenz des thermodynamischen Limes von Korrela-
tionsfunktionen ferromagnetischer Systeme mit freien Randbedingungen zeigen
(siehe Ubung).

Dass Korrelationsfunktionen iiberhaupt einen thermodynamischen Limes be-
sitzen, ist keineswegs trivial und nicht so allgemein zu beweisen wie der Limes
der Freien Energie. Im Allgemeinen wird der thermodynamische Limes der Kor-
relationsfunktionen auch von der Wahl der Randbedingungen abhangen.

8.3 3-D Isingmodell: Nicht translationsinvariante Phasen

Fiir d > 2 besitzt das d—dimensionale Isingmodell bei niedrigen Temperaturen
eine von Null verschiedene spontane Magnetisierung, d. h. es existieren zwei
translationsinvariante GibbsmaBe IP% mit Erwartungswerten <51>P§ > 0 bzw.
<SZ>P/§ < 0 der mittleren Magnetisierung (Satz 8.3).

Dies ist ein Beispiel fiir das Phdnomen der spontanen Symmetriebrechung,
bei dem die Phasen (extremale GibbsmaBe) weniger Symmetrien besitzen als das
Potential .J, mit dessen Hilfe sie definiert sind. Dabei verstehen wir unter einer
Symmetrie des MeBraumes (€2, F) eine Bijektion

B:Q—=Q mit BYA)eF (AcF).

Das Potential J bzw. das GibbsmaB P besitzt die Symmetrie B, falls Jo B = J
bzw. B(P) = P gilt. Fiir jede Symmetrie des Potentials ist zwar mit P € G(J)
auch B(PP) € G(J), aber diese GibbsmaBe kdnnen voneinander verschieden sein.

Wahrend im Fall des zweidimensionalen Isingmodells die gebrochene Symme-
trie die Spinumklappsymmetrie

I:Q—-Q , I(w),:=-uw (1ez%
war, blieb die Translationssymmetrie

T.:Q—=Q Tk(w)l = Wik (l c Zd)
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fiir Verschiebungen um k € Z¢ ungebrochen.

Im Fall des dreidimensionalen Isingmodells werden wir nun sehen, dass auch
diese Symmetrie gebrochen sein kann. Der folgende, von VAN BELJEREN [Be]
stammende Satz setzt dieses in Bezug zum zweidimensionalen Isingmodell.

Es sei also wie in (8.3) die Starke der Paarwechselwirkung gleich Eins, und 65?)
die inverse kritische Temperatur des zweidimensionalen Isingmodells, oberhalb
derer die spontane Magnetisierung m®(3) = (sﬁpg strikt positiv ist.

8.12 Satz Fiir alle inversen Temperaturen 3 > ﬁc(f) besitzt das dreidimensionale
Isingmodell ein extremales GibbsmaB P®)(33), fiir das

<SZ>P(3)(5) 2 m(Q)(ﬁ) (l = (ll, lg, l3> c Z3 mit l3 2 O)
und

<SZ>P(3)(5) S —m(2)(ﬂ) (l = (ll, lQ, l3) S Z3 mit lg < O) .

8.13 Bemerkung P®)(3) ist also nicht translationsinvariant unter Verschie-
bungen in der 3—Richtung, wohl aber unter Verschiebungen in den 1- und 2-
Richtungen. Der Erwartungswert (s;)p(s) (5, wéchst monoton in I3 € Z.

Bew.: Die Beweisstrategie besteht darin, die Spins in einer Ebene mit konstantem
Wert von I3 mit den Spins des zweidimensionalen Isingmodells zu vergleichen, und
die GKS-Ungleichungen anzuwenden. Es sei dazu fir n € N

AD = {—n, .. n}Czd
Q@D = PN (mit B ={-1,1}),
und
HP:0W R, HOw) == Y ww— Y huw (8.5)
{i,k}CA@ ieA@D

die Energiefunktionen, wobei das Symbol >~* Summation nur iiber nichste Nach-
barn bezeichnet. Dabei dienen die Terme h;w; dazu, die Randbedingungen zu
fixieren:

e Fiir d = 2 soll h; = 0 sein, auBer fiir die Randspins mit d(l, Z¢ — A@) = 1.
Deren
N(l) = [{k € Z* = AD | d(l, k) = 1}|

Nachbarspins aus Z? — A@ sollen gleich +1 sein, sodass h; := N(I) gilt.
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e Fiir d = 3 soll
P71 =N() , —n<ly3<—1

gelten, entsprechend Randbedingungen, die fiir I3 > 0 positiv und fiir
3 < 0 negativ sind.

Wir setzen nun

Ap:={1eA®|13=0} , A :={1cA®|l3>0} und As:= A UA,.

Damit ist
H®(w) =
* * *
-3 Z (wiwr +w_jw_g) + 1 Z w; Wi + Z (Wi + w_;)wg
i kEAS i,k€No i€As k€A
— Z hl(wl — w_i) — Z hl Wi .
i€EAS i€Ao

Da wir am Vergleich der Isingmodelle in Dimension 2 und 3 interessiert sind,
betrachten wir jetzt auf dem Produktraum die Energiefunktion

H: 9P %x0® 3R | H(o,w):= H? (o) + H®(w).

Das GibbsmaB von H ist das Produkt der GibbsmaBe von H® und H®), denn
es tauchen keine in o und w gemischten Glieder in H (o, w) auf.
Setzen wir nun

(witw) , di:= %(wl - w_;) (1€ As)

N [ =

S; =

und
S; = l(wi + O'Z') , dz = %(wz — O'i) (’L S A()),

(mlt O = O(iy i) fur i = (il,iz,O) € AO), dann ist

H(O’,w) = — [ Z*(sisk —|—dldk) + Z*(Sisk +dldk)

INISVISS i,k€Ng
i€As k€Ng 1€ENS i€M\g

Wir wollen nun iiber die s; und d; statt die o; und w; summieren. Allerdings ist
d; = 0 fiir s; # 0 und umgekehrt. Wir setzen daher mit F3 := {—1,0, 1}

Q::{(s,d)€E§2xE§2|si:O<:> dﬁéo}.
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Notieren wir nur die von Null verschiedenen Spinwerte, dann ist
= Qu mit Qy:=EO>—4 x pA,
LJAQAZ A A

Wir wollen nun zeigen, dass die (bez. H auf {2 definierten) Erwartungswerte
(di) gy > 0 (I € Ay)

erfullen, denn dies bedeutet, dass

(W) grres = {wWi) g (I € Ao) (8.7)

gilt, die Spins in der Grenzschicht A, also starker nach oben gerichtet sind als
die des zweidimensionalen Isingmodells mit +—Randbedingungen.
Dazu schreiben wir beziiglich des GibbsmaBes Pz von SH

) gr = > Poul(Qa) - {d) gy, » (8-8)
ACAS :l€A

wobei Hy : Q4 — R durch Restriktion von (8.6) auf Q4 gegeben ist. Die
Wechselwirkung von H, ist aber ferromagnetisch, sodass (8.7) aus der ersten
GKS-Ungleichung folgt.

H®) hat eine eingebaute Asymmetrie, denn die Randbedingungen sind in den
n+ 1 Schichten mit I3 € {0,...,n} positiv, wahrend sie in den n Schichten I3 €
{—n,..., =1} negativ sind. Man kdnnte also meinen, dass die Ungleichung (8.7)
dieser Asymmetrie geschuldet ist. Dies ist aber nicht der Fall. Wir betrachten dazu
die Energiefunktion H\” : Q) — R mit Parameter A € R, die die gleiche Form
(8.5) wie H®) besitzt, wobei aber die Randbedingungen redefiniert werden:

N(l) + A y lg =N
hy =< N(I) , 0<l3<n—-1
—N(1) , —n<l3 < —1.
Es ist also Hé?’) = H®) wihrend im Limes \ — oo mit
(W) oo = Jim (cr)

die Spins in der obersten Schicht Erwartungswert
(W) =1 (ls=n)
besitzen. Weiter gilt
(W1 2,-1-15) Yoy = = (W12 o
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fur alle (I1,102,13) € {-n,...,n} x{-n,...,n} x{-n+1,...,n— 1}. Ande-
rerseits ist nach der zweiten GKS-Ungleichung

d
a <CU[>/\ Z 07

sodass insbesondere fiir die nullte Schicht gilt

(W) oo = (Wi) g (I € Ao).

Da fir g > 5&2) die rechte Seite dieser Ungleichung im Limes n — oo gegen
m®(B) > 0 konvergiert, ist die Behauptung bewiesen. O

Durch Anwendung der Translations- und Spinumklappsymmetrie sowie der durch
Permutation der Koordinaten (I, 5, 13) von [ € Z? entstehenden Symmetrien auf
P®) () erhalten wir so fiir das dreidimensionale Isingmodell abzahlbar unendlich
viele reine, nicht translationsinvariante Phasen. Es gilt also |Ex(G(5.J))| = .

9 Abwesenheit von Phaseniibergdangen

9.1 Analytizitat der Freien Energie . . . .. .. ... ... .. 112
9.2 Eindeutiges Gibbsmal3 bei hohen Temperaturen . . . . . 122
9.3 Die Hochtemperaturentwicklung . . . .. ... ... ... 126

Wir haben zwei Aspekte von Phaseniibergangen kennen gelernt. Zum einen
kann man sich fragen, ob fiir feste Parameter (Temperatur, duBeres Magnetfeld,
...) mehr als ein GibbsmaB in G(.J) existiert. Zum anderen kann man untersuchen,
ob die Dichte der Freien Energie reell-analytisch von den Parametern abhangt
oder nicht.

In Bezug auf die erste Frage wird man erwarten, dass fiir Potentiale .J kleiner
Norm die Menge G(J) der GibbsmaBe auf Q2 = E(%) einelementig ist, denn G(0)
besteht ja nur aus dem ProduktmaB ®,czq ;v des Laplace-Wahrscheinlichkeits-
maBes o auf E (siehe Bem. 7.14). Das kann man tatsichlich durch ein Kon-
traktionsargument auf dem Raum A/(2) der WahrscheinlichkeitsmaBe zeigen.
Insbesondere folgt daraus, dass fiir hohe Temperaturen nur ein GibbsmaB exi-
stiert, denn man betrachtet ja dann die Familie G(5.J) fiir kleine 8 > 0.

Man erfahrt auf diese Weise auch, dass dieses eindeutige GibbsmaB beinahe
ein ProduktmaB ist, dass die Spins auf dem Gitter also nur schwach korreliert
sind.
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9.1 Analytizitat der Freien Energie

In diesem Kapitel soll zunachst die zweite Frage nach der reell-analytischen Ab-
hangigkeit der Freien Energie von den Parametern untersucht werden und zwar
fiir Isingmodelle.

Die Zustandssumme hangt also in diesem Fall von der inversen Tempera-
tur 8 und dem duBeren Magnetfeld parametrisch ab. Fiir endliche Gitterbereiche
A ist die Zustandssumme Z, reell-analytisch in diesen Parametern. Die einzige
Moglichkeit fiir eine Nichtanalytizitat der Freien Energie Fy (die ja bis auf Nor-
mierung der Logarithmus von Z, ist), besteht im Auftreten von Nullstellen von
Z. Fir reelle Parameter h ist aber (nach Voraussetzung) die Energiefunktion
reell und damit fiir 5 € R die Zustandssumme positiv, sodass Phaseniiberginge
fiir solche endlichen Systeme nicht auftreten konnen.

Nun konnen sich aber im thermodynamischen Limes groBer A Nullstellen
vom Komplexen aus an reelle Parameterwerte heranmachen und fiir einen Pha-
seniibergang des Limessystems sorgen, siehe etwa Beispiel 7.6.

Um umgekehrt auszuschlieBen, dass an einem Punkt p € R™ des Parameter-
raums das unendliche System einen Phaseniibergang besitzt, reicht es typischer-
weise aus, eine A—unabhangige Umgebung U C C" von p zu finden, in der keine
Nullstellen der endlichen Zustandssummen Z, liegen. Dann ist auch (Z,)Y*!in
U analytisch. Kann man zusatzlich noch gleichmaBige Konvergenz dieser Funk-
tionenfolge auf Kompakta im komplexifizierten Parameterraum zeigen, so folgt
nach dem Satz von WeierstraB, dass auch die Grenzfunktion auf U analytisch
ist. Wegen des spater zu behandelnden Satzes von Hurwitz ist die Grenzfunkti-
on dann ebenfalls nullstellenfrei, sodass auch die Dichte der Freien Energie eine
reell-analytische Funktion ist.

Entscheidend ist also die Existenz des nullstellenfreien Gebietes U. Der Kreis-
satz von Lee und Yang (und seine Verallgemeinerungen durch Ruelle und andere)
ermdglichen fiir Isingmodelle die Uberpriifung dieser Bedingung.

Wir kénnen allgemein annehmen, dass J : S(d) — R ein translationsinva-
riantes, ferromagnetisches Paarpotential endlicher Reichweite R auf 7% ist (wir
miissen uns also nicht auf Wechselwirkungen zwischen nachsten Nachbarn be-
schranken). Fiir A € S(d) hat damit die Zustandssumme Z, die Form

Zy(B) =) exp(—BH,(0))

ocEA

mit Energiefunktion

Hy:E* =R , Hp(o):=-1 Z j(i—k)aiak—Zhiai (9.1)
i#keA ieA
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und j(¢) > 0, j(¢) = 0 fiir ||¢]] > R. Wir werden den translationsinvarianten
ferromagnetischen Fall h; = h fiir h > 0 untersuchen. Bei dieser Analyse ist es
aber hilfreich, zwischenzeitlich die h; unabhangig wahlen zu konnen.

Wir schreiben Z, als Polynom in einem in der Thermodynamik beliebten
Parameter, der Aktivitdt z; := e~ Dazu gehen wir zunichst von H, zu der
nichtnegativen Energiefunktion H, mit

Hy(o) = =1 Y jli—k)(oiop —1) =Y hi(o; — 1)

i#kEA [ISHN
= HA(@)+Cx mit Cyo=3 > jli—k)+ > b
i#FkeEA i€
tiber. Damit ist ~
ZN(B) = "N - Zu(B), (9.2)

wobei Z, () := 3", cpr exp(—BHa(c)) die Zustandssumme von H, ist.
Unter Benutzung des Isomorphismus E* — P(A), 0 — {i € A | o; = —1}
lasst sich Zx () in der Form

m—zn(%- I )

ACA €A keA—A

mit a; x := exp(—25j(i — k)) schreiben, denn

oPhi(oi=1) :{ L, o=1
zi o, o;=-—1

und
QBili—k)(oion—1) _ { 1 oi=or
Qi , O; 7£ Ok

Wir setzen wie iiblich das Produkt iiber eine leere Menge = 1. Die Zustandssum-
me ist also ein Polynom in den Aktivitdten z; mit Koeffizienten, die Produkte
von Zahlen 0 < a;; < 1 sind. In jeder der Variablen z; ist dieses Polynom affin.
Ab jetzt notieren wir als Argumente der Zustandssumme nicht mehr 3 sondern
die Aktivitaten z;.

Ist das betrachtete Teilgitter A klein, so ist die Nullstellenfreiheit der komple-
xifizierten Zustandssumme relativ leicht nachzupriifen, denn Za ist ja ein Polynom
vom Grad |A|. Die Kunst besteht darin, diese Information auf groBe Gebiete (und
damit Polynome hohen Grades) zu iibertragen.

9.1 Beispiel Schauen wir uns zunichst den einfachsten nichttrivialen Fall an,
den eines zweielementigen Gebietes A = {i, k}. Dann ist

Za(ziy ) = 14 aig(zi + 21) + 2i 2.
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Es ist leicht, Gebiete fiir z; und z; zu finden, auf denen 2, — ZA(zA) nicht Null
wird. Dies gilt z. B., wenn |z;| und |2z| > 1ist oder wenn |z;| und |z;| < 1, siehe
(9.6). Dies wiederum ist fiir 5 > 0 gewahrleistet, wenn die duBeren Magnetfelder
h; und h;, beide echt kleiner Null bzw. echt gréBer Null sind.

Diese Teilinformation ist zwar vertraglich mit unserem Ziel, Phaseniibergangs-
freiheit fiir nicht verschwindendes duBeres Magnetfeld zu beweisen. Fiir sich ge-
nommen ist sie aber noch wertlos.

Um nun einen Induktionsbeweis in der GroBe |A| des betrachteten Gebiets zu
fiihren, stellen wir zunachst Folgendes fest. Ist Ay, Ay € S(d) und Ay N Ay =0,
SO ist Za,un, = ZA, - Za,, falls keine Wechselwirkung zwischen den Gebieten A
und Ay besteht, d. h. a;, =1 fiir i € Ay, k € Ay. In diesem Fall verwenden wir
also das Produktpolynom. Es ist also naheliegend Z{l nt1y Mit dem Produkt

-----

Z{l ..... n} 21, HZ {i,n+1} Zzazn-‘rl) (93)

zu vergleichen, denn in diesem Produkt sind alle Wechselwirkungen zwischen den
n+1 betrachteten Spins enthalten (zur Vereinfachung der Notation wurden diese
mit den Indizes 1,...,n + 1 nummeriert).

Offenbar sind die beiden Ausdriicke ungleich, denn das Produkt (9.3) ist
nicht mehr affin in den z;. Andererseits kann Z{l 77777 nt+1y aus den Faktoren in
(9.3) gewonnen werden, wenn man die Produktbildung durch die so genannte
Asano-Kontraktion ersetzt. Ausgangspunkt ist die Feststellung, dass sich ein in
den Variablen z, := (2;);ca affines Polynom P, in der Form

Pp(2p) = ZAQA C(A) - e 2

schreiben lasst, wobei die Koeffizientenfunktion C' : P(A) — C eindeutig fest-
gelegt ist.

9.2 Definition Seien A1, Ay € S und Py, Polynome in den z,, von der Form
)= CA)]][a (i=12).
ACA; keA

Dann ist die Asano-Kontraktion Py, ® 4 Py, das Polynom in den Variablen
ZA:[UAQ

Pry @4 Pay(2000,) = D aca,un, C1{ANAL) - Co(AN Ag) [Trea 25

9.3 Bemerkung Das entstehende Polynom ist wieder affin und offensichtlich
ist die Asano-Kontraktion kommutativ und assoziativ.
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9.4 Beispiel Es seien

Ay = {1,2} , Pa(z1,22) =14 aa(z1 + 22) + 2129,
A2 = {2, 3} ) PAQ(ZQ, Zg) =1 + a23(22 + 23) + 29%23.
Dann ist die Asano-Kontraktion der beiden Polynome gleich
Py, @4 Pay (21,22, 23) = (14 a1221)(1 + ags2s) + (a12 + 21)(azs + 23)22

9.5 Lemma Fiir A € S sei Zn(2a) = Y- aca [lica 2 - [lien_a @it
Dann gilt -

Z{1 ..... n+l} = Z{l ..... n} XA ® Z{z n+1}- (9-4)

= 1

Bew.: Wir bestimmen zunachst die Koeffizienten fiir die Paarwechselwirkungen
mit dem (n + 1)-ten Spin:

Z{i,nJrl}(ziv Znt1) = 14 (2 + 2n41) i1 + 2i - Zna

= Y GA@]] =

AC{in+1} keA

mit C;(0) := 1, C;({i}) := Ci({n + 1}) := a;n+1 und Ci({i,n + 1}) :=
Damit ist

(@A Z{i,n+1}> (21, 2Zns1)
- (HC (Andi, n+1}>) I

AC{1,..., n+1} i keA
= > (ﬁoﬁm{z )sz—i—
AC{1,...n} \i=1 keA
Z Znal (1_[0Z (An{i}) U{n+1})> sz
AC{1,...n} i=1 keA

n

= H (1 -+ ai7n+1zi) + Zn41 - H(zz + ai,nJrl)
=1

= Y DAN]]=

AC{1,....n+1} keA
mit D(A) := HieA Qjn+1 , n+1¢A '
er{1 ,,,,, n\A An+1k > T +1e€ A
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Die rechte Seite der zu beweisenden Identitit (9.4) lautet also

= E H H ik | * Qipt12i T+

AC{1,...n}i€cA \ke{l,..n}\A

DR U N R §

AC{L,....;n} i€AU{n+1} ke{l,..n}\A
= Z H Z; H air | =2, nr13 (21,5 Zng1). O
AC{1,..,n+1}i€A ked{l,...,n+1H\A

Das Besondere an der Asano-Kontraktion ist nun, dass das Nullstellenverhal-
ten des kontrahierten Polynoms kontrolliert werden kann:

9.6 Satz Seien A1, Ay € S und Py, Polynome in den z,, von der Form

Py(za) =Y Ci(A) -]z (=12)

ACA,; keA

Seien fiir k € A; die 'verbotenen Gebiete’ M} C C\ {0} abgeschlossene Mengen
mit
Py (20,) #0  falls 2z & M, k€N, i=1,2.

Dann gilt mit A := Ay U Ay

(Pay ®4 Pay)(28) # 0

fiir
M,% , kGA\AQ
o M2 . EeA\A
—MéMg , ke A NAsy

Bew.: Asano-Kontraktion von Py, und P,, bedeutet Ersetzen von Termen der
Form
a-+ bz, + ¢z, + dz, 2 (k? cAN A2>

im Produktpolynom Py, (Z4,) - Pa,(Za,) durch den Term a+ dz; (dabei sind die
affinen Polynome a,b,¢,d in zy vom Grad 0 in z;). Der Satz folgt damit aus
dem folgenden Lemma. O
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9.7 Lemma Es seien () # My, My C C\ {0} abgeschlossen, und es gelte
a+b21—|—022—|—dz1227é0 (Zl €M1, Z9 gMQ)

Dann folgt
a+dz#0 (z & —M; - My).

Bew.: e Aus der (wegen 0 ¢ M; moglichen) Wahl z; := 2z, := 0 folgt a # 0.
e Falls d = 0 ist, verschwindet a+ dz nie und wir sind fertig. Sei also auch d # 0.
e Falls ad — bec = 0, gilt

a—f‘bzl—f—CZQ—i-leZQ:d(zl—{—g) (Zg—f—g),
C

also —5 € My, —% € My und —5 € —M; - M.

—% ist aber die Nullstelle von a — dz, sodass fiir diesen Fall das Lemma auch
bewiesen ist.
e Wir nehmen also an, dass ad — be # 0 ist und betrachten die Abbildungen
©,1 : P — P der Riemannschen Zahlenkugel P = C U {oco}, wobei

a—+ bz a

o(z) = s und  P(z) = o

Fir 2y € P 16st 2z := (21) die Gleichung a + bz; + c2z5 + dz;29 = 0. Beide
Mébiustransformationen sind Isomorphismen, also auch w := o1 ~t. Wir wollen
zeigen, dass w? = Id, w also eine Involution ist (es wird gleich klar werden, warum
wir das zeigen wollen). Das folgt aber direkt durch Ausrechnen des " Quadrats”
von

+ ba
w(z) = _IET g .
cz+a
Wir schlieBen, dass
w(My) N MS # 0, (9.5)

denn liage w(M>) im Inneren von M,, so wire w? # Id.

Wir haben angenommen, dass M$ C ¢(M;), oder dquivalent, dass MS N
©(Mf§) =0, denn aus a + bzy + czp + dz129 = 0 folgt 20 = p(21).

Da mit M; auch ¢(M;) abgeschlossen ist, folgt sogar MS C (M) oder mit
(9.5)

w(Ma) N p(My) # 0.

Diese letzte Relation ist aber zu

My p(My) # 0
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dquivalent, denn w™!(= w) = 1 o ¢!, Daraus folgt aber die Existenz von
Punkten my € My und my € M, mit

a a
=" oder —=-€—MM
mo dml oqaer d 14Vl9,

was zu beweisen war. O

Der folgende Kreissatz von Lee und Yang ist neben seiner Anwendung in der sta-
tistischen Mechanik auch innermathematisch interessant, siehe RUELLE [Ru2].

9.8 Satz (Lee-Yang) Esseia;, = ax;, € C (i,k € {1,...,n}) mit |a; x| <1,
und P € C|z| das Polynom n-ten Grades

P(z) = Z H 2. H i

AC{1,..,n}i€A ke{l,...n}—A
Dann ist P(z) # 0 falls |z| # 1.

Bew.: Wir setzen M; := M = {c € C | |¢| > 1}, (I € {1,...,n}). Wenn
]ai,k| S 1, ist fur Zi g Mi, 2l g Mk

14 aip(zi + 21) + zizp # 0. (9.6)

e Denn fiir a;p = —zp, ist 1 + a; (2 + 2¢) + zi2z, = 1 — 2z # 0, da nach
Voraussetzung |z;| < 1. Also gilt (9.6).

e Fiir a; ), # —z; dagegen ist 1+ a; (2 + 21) + zi2, = 1 — 2z} = 0 dquivalent

ZUu

1+ Qi KRk
2= -0
i)+ 2k

bzw. fir |z <1

1+ 2Re(a; 1 2x) + ‘ai,ksz >1

2
Zilm =
| Z| ]ai7k|2 + QRQ(CLZ”].CZ]{;) + |Zk‘2 B

Denn dann ist der Nenner |a; x|* + 2Re(a; x2x) + |2k|* = |aix + 2x|* po-
sitiv und die Differenz (1 — |a; x|*)(1 — |21|?) zwischen Z3hler und Nenner
nichtnegativ. Wieder gilt (9.6).

M, ist [-unabhangig und —M - M = M. Daher folgt aus Satz 9.6, dass

Z H Zi " H Qg 7&07

AC{1,...,n}icA ke{l,..n}—A



falls z; & M, fiir alle i € {1,...,n}.
Das Analogon fiir M :={c € C | |¢| < 1} erhdlt man durch Spinumklapp. O

Fiir den Lee-Yang-Satz in der Form 9.8 gibt es einen wesentlich kiirzeren
Beweis in [Ne], Kap. 3.

Nach dieser langen mathematischen Durststrecke wollen wir schauen, was
aus dem bewiesenen Satz beziiglich der Phaseniibergange der Isingmodelle folgt
(Isingmodell im erweiterten Sinn, nicht notwendigerweise nur Nichste-Nachbar-
Wechselwirkung).

9.9 Satz Die Dichte F' = F(f,h) der Freien Energie eines translationsinva-
rianten ferromagnetischen Paarpotentials endlicher Reichweite auf 7% ist fiir
(B,h) € RT x (R\ {0}) reell-analytisch.

9.10 Bemerkung Fiir diese Parameterwerte treten also keine Phaseniibergangs-
punkte auf. Wir wissen schon (Satz 8.3 und seine hoherdimensionalen Verallge-
meinerungen), dass fiir Dimension d > 2 des Gitters bei h = 0 fiir groBe [
Phaseniibergdange vorkommen kdnnen.

Bew.: e In Lemma 9.5 haben wir gesehen, dass wir Zustandssummen Z, durch
Asano-Kontraktion aus den Zustandssummen

Zgixy (B, h) = 14 ain(B) - (2:(8h) + 21(8h)) + z(Bh) - zr(Bh)

mit a; x(8) = exp(—23j(i — k)) und z(x) = e, i, k, 1l € Z¢, zusammensetzen
kdnnen.

Wegen Satz 9.8 ist Zy(zy) # 0, falls kein i € A im (i—unabhingigen) verbo-
tenen Gebiet M; = {z € C | |z| > 1} liegt. Wir betrachten nun die in C? offene,
zusammenhingende und den physikalischen Parameterbereich D’ := R™ x R*
enthaltende Menge

D :={(B,h) € C*| [Im(B)| < Re(B), Im(h)| < Re(h)}.
e Die analogen Aussagen fiir den von R™ x (R \ {0}) noch fehlenden Parame-
terbereich R™ x (—o0, 0) folgen aus denen fiir D durch Spinumklapp.
e Fiir (5,h) € D ist Re(Bh) > 0, also |z(Bh)| < 1. Damit kdénnen wir fiir
z; = e 2" die |A|-te Wurzel der Zustandssumme als stetige Funktion

far D= C\{0}  (B.h) = (Za(aa)) ™

definieren. Dies fiihrt zu den stetig auf D fortgesetzten Freien Energieen

~ log(ZA(zA)) 1 ~

Fr:D—=C , (B h) = —2B2AEN) .2, ( )

e Diese Funktionen haben die folgenden Eigenschaften:
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1. Fir Kompakta K C D existiert eine A—unabhangige Konstante cx > 0
mit

f H
sup ‘fA(ﬁ7h>’ < ’E’ Sup sup exp M < k.
(BR)eK (Bh)EK oeEN IA]

2. Nach Satz 6.11 existiert fiir (5,h) € D’ = RT x R* und jede van-Hove-
Folge (A,)nen der thermodynamische Limes F'(3, h) = lim,, o, Fa, (5, h)
der Dichte F) der Freien Energie von (9.1). Also existiert auch

F(B,h) := lim Fy,(8,h),

denn nach (9.2) ist in D’

Fy(B,h) = Fx(B, 1) + Cy/[A],
und

T Ch BRRT Zi,keAj(i_k)_"ZieAh _ .
O._Alggom_ggo A =h+> j).

ez
Daher existiert auch lim,, fAn(ﬂ, h) auf D'

Nach dem Satz von Vitali?® aus der Funktionentheorie existiert daher der Limes
limy, oo fa,, (B, h) auf ganz D und ist eine reell-analytische Funktion f:D—C.
e Diese Funktion besitzt in ganz D keine Nullstelle. Es ist zunachst klar, dass
sie keine Nullstelle im physikalischen Bereich D’ C D besitzt, denn sonst ware
ja die Freie Energie

F(8,h) = —log(f(B,h))/B

unendlich. Wir wenden fiir alle , € D, := {c € C | Im(c)| < Re(c)} einen
funktionentheoretischen Satz von Hurwitz*! auf die Folge h — fa, (5, h) von
Funktionen D; — C an. Die erste Alternative, dass namlich f auf {5y} x D;

20Satz von Vitali: Es sei D C C? offen und zusammenhangend und (f,,)nen eine Folge auf
D analytischer Funktionen mit 1) sup,,cysup,cg | fn(2)| < 0o auf Kompakta K C D und
2) es existiert eine Menge D’ C D, sodass lim,,_,« f(2) fiir z € D’ existiert, wobei jede auf
D’ verschwindende analytische Funktion g : D — C auf ganz D verschwinde.
Dann konvergieren die f,, gleichmaBig auf Kompakta K C D gegen eine analytische Funktion
f:D—C.

21Satz von Hurwitz: Konvergiert eine Folge f, : D — C von auf der offenen und zu-
sammenhingenden Menge D C C analytischen nullstellenfreien Funktionen gleichmaBig auf
Kompakta gegen f : D — C, dann verschwindet f entweder, oder f besitzt gar keine Null-
stellen.
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identisch verschwindet, kann nicht eintreten. Dass diese Funktion nicht konstant
ist, kann man z.B. durch Auswertung der Ableitung sehen:

S e (Sien 76) exp(— G a(7)
S e eD(—Fof1r(0))

ist fiir relle 5y proportional zum Erwartungswert der mittleren Magnetisierung,
und dieser verschwindet im thermodynamischen Limes fiir A > 0 nicht. Gleiches
gilt fiir By € D;. Als Konsequenz kann f tiberhaupt keine Nullstelle in D besitzen.
e Also sind £ : D — C und damit die Freie Energie F = F — C auf D reell-
analytisch. O

d - _
%fz\(ﬁoah) = Bofa(Bo, h)

9.11 Bemerkung Analog lasst sich beweisen, dass fiir kleine g < S, die Freie
Energie fiir beliebige h in beiden Variablen reell-analytisch ist. Es lasst sich
namlich zeigen, dass die Zustandssumme Z{i,k} ungleich Null ist, wenn z; und
21, sich beide nicht in einer kleinen Kreisscheibe M um z = —1 befinden. Der
Radius dieser Kreisscheibe kann fiir 5 ™\ 0 beliebig klein gewahlt werden.
Bezeichnen wir die Kreisscheibe fiir den Spin am Gitterpunkt ¢ € A mit M;.
Bei Asano-Kontraktion werden mengentheoretischen Potenzen —(—M;)® gebil-
det. Fiir jeden Gitterpunkt ¢ € A ist die Anzahl a der vorkommenden Faktoren
gleich der Zahl der k € A C Z% mit j(i — k) # 0, also endlich fiir ein Poten-
tial endlicher Reichweite. Das Produktgebiet hat damit fiir kleine 5 die links in

| m[z ] | m[z ]

2

Abbildung 9.1: Links: Kreisscheibe M vom Radius 1/3 in der Aktivitdtsebene
um z = —1, und ihre mengentheoretischen Potenzen —(—M ), fiir k = 2,3, 4.
Rechts: Kreisscheibe M vom Radius 4/5, und —(—M)*.

Abb. 9.1 dargestellte Form, wahrend fiir groBe 5 (Abb. 9.1, rechts) die positive
z—Halbachse beriihrt wird.
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Da h = —%lnz, ist damit die Freie Energie fiir kleine 3 > 0 in h € R
reell-analytisch.

9.2 Eindeutiges GibbsmalB bei hohen Temperaturen

Fiir fehlende Wechselwirkung, d. h. J = 0, ist das einzige GibbsmaB auf ) =
E™) das ProduktmaB ®cza i (wobei p({—1}) = pu({+1}) = 1). Fiir be-
tragsmaBig kleine Wechselwirkung J : S(d) — R wird man immer noch Eindeu-
tigkeit des GibbsmaBes, d. h. G(J) = {P}, erwarten, mit P nahe beim Produkt-
maB. Dies soll jetzt bewiesen werden.

Eine Beweisstrategie konnte darin bestehen, von einem beliebigen MaB auf 2
ausgehend, nacheinander fiir die Gitterpunkte ¢ € Z¢ das MaB so zu verindern,
dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir o, = +1 unter der Hypothese einer
vorgegebenen Konfiguration aller mit o, wechselwirkenden Spins die durch J
festgelegten Werte besitzen.

Es reicht allerdings nicht aus, dies fiir jedes ¢ € Z? einmal zu tun, denn durch
die Modifikation bei ¢ werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die mit ¢
wechselwirkenden Spins wieder verfalscht.

Ziel ware also die Konstruktion einer kontrahierende Abbildung auf dem Raum
M () der WahrscheinlichkeitsmaBe von €2, deren Fixpunkt das gesuchte Gibbs-
mal P ist.

Im vorliegenden, von Dobrushin stammenden, Eindeutigkeitsbeweis wird dual
zur obigen Argumentation eine von der Wechselwirkung abhangige Abbildung
T : C(Q2) — C(Q) auf der Observablenalgebra konstruiert, die fiir kleine .J
die Variation der Funktionen f vermindert, und deren Grenzwert lim,, ., 7" (f)
konstant ist. Dieser Grenzwert ist dann gleich dem Erwartungswert von f.

Wir wissen schon, dass fiir d > 2 das GibbsmaB fiir starke Wechselwirkungen
i.A. nicht mehr eindeutig zu sein braucht. Das beschriebene Verfahren wird also
nur fiir betragsmaBig kleines J funktionieren. Um zu sehen, wo seine Grenzen
liegen, betrachten wir zunichst das Isingmodell auf Z<.

9.12 Beispiel (Isingmodell auf Z?) Das Potential soll eine translations- und
rotationsinvariante Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn sein, d. h. fiir
ein j € Rsei J(A) =jfalls A= {i,k} mit ||i — k[ =1 und J(A) = 0 sonst.
Fiir £ € Z% ist also Hip(0) = —jo - (Zkznk—élllzl Tk>. Wie in Anhang D iiber
die Mean-Field-Theorie gezeigt wird, ist eine stabile selbstkonsistente Ldsung
mit Erwartungswert s = (o;), () = 0 fiir das ProduktmaB nur moglich, wenn
By < % ist, denn die Zahl der Nachbarn des /-ten Spins ist 2d.

Im folgenden setzen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 3 = 1. Es 1aBt
sich zeigen, daB im Limes groBer Dimension 2d - j..(d) gegen Eins konvergiert,
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wobei j,.(d) > 0 die kritische GréBe der Wechselwirkung des d-dimensionalen
Isingmodells ist, unterhalb derer kein Phaseniibergang auftritt.

Die obige Bedingung 2dj < 1 fiir die Eindeutigkeit der Phase im Mean-Field-
genaherten Isingmodell entspricht asymptotisch (fiir groBe d) der Voraussetzung
des folgenden Eindeutigkeitssatzes. Eine diesem Satz noch dhnlichere Bedingung
liefert die sog. Bethe-Naherung, siehe z.B. [TKS].

9.13 Satz Gilt fiir ein translationsinvariantes Potential J : S(d) — R auf Z2
die Abschatzung

ZAeS(d);OGA(M’ — L) tanh (|/a]) <1,

dann existiert nur eine Phase, d.h. |G(J)| = 1.

Bew.: Die Argumentation folgt der in [Sim].

e PP wird durch Angabe der Erwartungswerte (f), beliebiger stetiger Funktionen
f € C(Q) fixiert. Dabei ist zwar Q = EY) mit E = {—1,1}, aber wir benutzen
konkret eine Abzihlung der Gitterpunkte von Z¢ durch die natiirlichen Zahlen,
sodass (2 isomorph zu E™ wird. Die Erwartungswerte gewinnen wir dabei durch
Konstruktion einer linearen Abbildung

T:C(Q) = C(Q),

fir die mit
fo=inf flw) o fi= sggf(W) (f € C())
gilt:
f-<T()-<T(f)+ < f+ (feCQ) (9.7)
und sogar
Tim (T7(f); —T"(f)-) =0. (9.8)

Aus (9.7) und (9.8) folgt nicht nur die Existenz der Limesfunktion

lim,, o 7™(f), sondern auch, dass diese konstant ist, und wir zeigen, dass die-
ser konstante Wert gleich dem Erwartungswert (f), beziiglich eines beliebigen
GibbsmaBes P € G(.J) ist. Dies impliziert dann die Eindeutigkeit von P.

e Die Idee bei der Konstruktion von T ist, beziiglich jedes Spins w, mit ¢ aus
N = Z4 die Funktion f so zu mitteln, wie dies dem Boltzmanngewicht von w
beziiglich aller anderen Spins entspricht. Wir benutzen dafiir die linearen Abbil-
dungen

0 C(Q) = CQ) , Pu(f)w) = p (1) flwg) + g (1) - o),
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wobei fiir w €

wy € Q  die Konfigurationen  (wj)y, := { ikl ’ Ziﬁ
sind. Das Gewicht iy : E — [0, 1] ist durch
" etJe(w) )
py (£1) == L pp——y mit  Jy(w) == ; J(A) kelA_\[{g} W (9.9)

A3t

definiert und beschreibt die Wahrscheinlichkeiten der beiden Einstellungen des
/—ten Spins bei Fixierung der anderen Spins.
Firr die GibbsmaBe P € G(J) gilt

(@(fe=(flp (fECQ),LeZ),

und es gilt das Analogon f_ < ®y(f)_ < ®(f)+ < fi von (9.7).

Nach Mittelung mit @, ist der Funktionswert unabhdngig vom ¢—ten Spin,
d-h. Do(f)(w;) = Pelf)(w; ).
e Wir setzen beziiglich der Abzihlung von Z¢

T .= TLILH;O(I)lo(I)Qo...CI)n_loCI)n. (910)

Der Limes lim, ,,, ®; o ... o ®,(f) existiert zunichst fir f € L, mit dem
Unterraum L C C(€2) der lokalen Funktionen (siehe Seite 59). L ist aber nach
Aufgabe 5.15 in C'(€2) dicht, und die linearen Operatoren ®;0...0®, haben alle
Operatornorm 1. Nach den BLT-Satz * existiert der Limes 7' : C(Q2) — C(Q)
in (9.10) und besitzt Operatornorm ||T'|| = 1.
e Wir konnen zwar nicht erwarten, dass 7'(f) eine konstante Funktion ist, denn
auch falls f € C(Q) von einem Gitterpunkt k € Z? unabhingig ist (f(w;) =
f(w;h) fiir alle w € ), folgt daraus nicht @,(f)(wy ) = Po(f)(wi).

Mit der Fluktuations-Halbnorm A auf F := {f € C(Q) | A(f) < oo}

Af) = "6.(F) mit 8(f) = sup|f(w]) — flwy)] (9.11)

we

22Satz iiber beschrinkte lineare Transformationen, BLT
Es seien (V.| - ||57) und (W, | - ||w) Banachrdume (iiber R oder C) und V C V ein dichter
Unterraum. Dann kann jede beschrdnkte lineare Abbildung 7" : V' — W eindeutig zu einer
beschrankten linearen Abbildung 7' : V' — W mit der gleichen Operatornorm

IT|l= sup  [|To]w =T
vV |[7]lp=1

fortgesetzt werden.

124



verkleinert T" die Fluktuation von f, es gibt ndmlich nach den diesem Beweis
folgenden Lemmata 9.14 und 9.15 ein e € [0,1) mit

A(T(f)) <aA(f)  (feF), (9.12)
also
Tim A(T"(f)) = 0.
e Nun ist

0< fi —f-<A(f) (fer), (9.13)

denn dies folgt auf £, wenn es fiir die lokalen Funktionen f € L C F gilt, die nur
von endlich vielen Spins abhingen. Fiir letztere gibt es aber Paare w*) w(~) €
2 von Konfigurationen mit f, = f(w(+)), fo = f(w(_)), die nur auf einer
endlichen Menge

AN = {k‘ cZ%| w,(:r) + w,(c_)}

von Gitterpunkten voneinander abweichen. Durch Umklapp der Spins in A’ kénnen
wir also w* in w™ verwandeln, und (9.13) folgt aus der Dreiecksungleichung.
(9.13) und (9.12) implizieren aber (9.8). O

Zur Definition der Konstante « in (9.12) setzen wir nun

W

w+
pre = gsup | (k # ¢ € 77
we

mit der in (9.9) definierten Wahrscheinlichkeitsverteilung 1 auf E, und der 1-

Norm
= vl =Y |u(o) = v(o)].

cel

Die folgenden Lemmata sollen als Ubungsaufgaben bewiesen werden:

9.14 Lemma Ist f € F, besitzt f also eine endliche Fluktuation A(f) mit A
aus (9.11), und ist o := sup { D ke (o) Pht ‘ le N} < 1, dann gilt

T(F)CF und A(T(f)) < aA(f).

9.15 Lemma Fiir o aus Lemma 9.14 gilt die Abschitzung

a <Y (JA[ = 1) tanh (| Jx]) .

A30

125



9.3 Die Hochtemperaturentwicklung

Diese Technik gestattet es, fiir hohe Temperaturen den exponentiellen Abfall von
Korrelationen zu beweisen. Wir wenden sie exemplarisch auf das d—dimensionale
Isingmodell und Zweipunktkorrelationen an. Die Methode lasst sich aber leicht
auf andere Gittermodelle und Korrelationsfunktionen, ja sogar auf quantenme-
chanische Spins verallgemeinern.

Grundidee ist eine Potenzreihenentwicklung in der inversen Temperatur j3,
genauer gesagt im kleinen Parameter tanh(/3), unter Anwendung der Identitat

exp(£4) = cosh(f) - (1 £ tanh(f)). (9.14)

In diesem Fall ist der Term tanh(8) ~ /5 in (9.14) gegeniiber 1 eine kleine
Storung.

9.16 Satz /st fiir das d-dimensionale Isingmodell ohne duBeres Magnetfeld die
nidchste—Nachbarwechselwirkung von der Stirke |j| < 1, dann gilt fiir inverse
Temperaturen 3 € [0,arctanh(1/(2d))) und ein geeignetes C(j3) > 1

a—>b
(s @ < c@) e (-100) @oezy a9
L(p)
mit der oberen Schranke L([3) := Ly an die Korrelationslange.
M 2a—1

9.17 Bemerkungen 1. Da nach Satz 9.13 fiir die betrachteten inversen
Temperaturen 3 das GibbsmaB eindeutig ist, ist auch (s,s) () wohldefi-
niert.

2. Fir 8 > 0 und ferromagnetische Wechselwirkung (j = 1) ist nach der
1. GKS-Ungleichung (Satz 8.9) (sasp) (8) > 0. Wie aus dem Beweis von
Satz 9.16 folgen wird, gilt sogar die strikte Ungleichung.

Fiir antiferromagnetische Wechselwirkung (j = —1) ist sign (s,sp) () =
(—1)lle=tll:  Dies folgt aus der durch Spinumklapp (5.9) gegebenen Bezie-
hung zum ferromagnetischen Fall.

3. Fir d = 1, also die Spinkette, ist die Schranke L(/3) an die Korrelati-
onsliange exakt, vergleiche mit (8.4).

Aus dem Beweis des Satzes werden wir sehen, dass (da fiir d = 1 immer
|G(BJ)| = 1 ist) die Abschatzung (9.15) fiir beliebige 5 > 0 gilt.

Bew.: e Aus Bemerkung 9.17.2 folgt, dass wir uns auf den ferromagnetischen
Fall mit j = 1 beschranken konnen.
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e Wir betrachten das Isingmodell mit freien Randbedingungen auf A = A, =
{—1,...,1}¢ € 8(d). Wir bemerken, dass aus der Giiltigkeit des Eindeutigkeits-
satzes 9.13 folgt, dass (s,sp) () = limy_o (s45p), (5) gilt.

e Zur Vereinfachung der Schreibweise machen wir A zur Vertexmenge eines Gra-
phen mit Kantenmenge

E={{i,k} SA|i—kl=1}.

Die Zustandssumme des Isingmodells ist gleich

ZA(ﬁ):Zexp o) Z 00} :Z H exp(Bo;oy). (9.16)

oceA {i,k}e€ o€l {ik}e€

Unter Verwendung von (9.14) schreiben wir (9.16) in der Form

Zp(B) = (cosh(B)¥ Y ] (1 + oioxtanh(B))

o€EM {i,k}e€

= (cosh(8))1 “(tanh(B)" Y [] oiow.  (9.17)

yCE oeEA {i,k}ey

Nach Summation iiber o € E* fallen im ausmultiplizierten Produkt von (9.17)
genau diejenigen Terme weg, die mindestens ein o; in ungerader Potenz enthalten.

Mit Ng(v) := {w € V | {v,w} € E} bezeichnen wir die Menge aller
Nachbarn des Knotens v € V' eines Graphen (V, E). Damit ist fiir

[''={yC&|VieA:|N,(t)| ist gerade}

also die Menge der Graphen (A, ), bei denen alle Gitterpunkte ¢ € A eine gerade
Anzahl von Nachbarn k& € A besitzen,

Za(B) = |E*| (cosh(B)) 1 Y (tanh(5))". (9.18)

el

e Der formal fiihrende Term in der Potenzreihe (9.18) ist der zu v = (). Danach
ist (fir d > 2) die kleinste in (9.18) auftauchende Potenz |y| = 4, aber die
Anzahl dieser Terme wachst asymptotisch proportional zu |A|. Es ist also we-
nig sinnvoll, fiir die Zustandssumme selbst die Koeffizienten der Potenzreihe in
tanh(3) abzuschatzen.

Statt dessen sollen die Koeffizienten der Zweipunktkorrelationsfunktion

(8q50), (B) = %@ Z oaopexp | B Z 00k (a#beA)

oceBA {i,k}e&
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in Abhangigkeit vom Abstand ||a — b||; abgeschatzt werden. Es ergibt sich

Y ekt Talb H{i,k}eg(l + ;0% tanh(3))

(Sasp); (B) = > e H{i,k}e€(1 + 0;03 tanh(3))

Mit der Graphenmenge
Loy = {7 C &[N, (a)], |N,(b)| ungerade, Vi € A\ {a,b} : | N, (3)| gerade}

ist

Zyera,b (tanh(ﬁ))w

2 er(tanh(B)h -

Die Formel fiir den Zahler in (9.19) wird analog zur Formel (9.18) abgeleitet.

e Da die Kantenmenge £ endlich ist, miissen fiir alle Graphen mit Kantenmenge
v € Iy die Punkte a und b durch einen in v liegenden Weg verbunden sein.
Ein solcher Weg der Lange L hat die Form (vg,...,vr) mit v; € A, {v;,v;41} €
E, vg = a und vy, = b. Wir kénnen ihn statt durch die Ecken v; ebenso gut
durch die Kanten beschreiben. Damit beschreibt

(sa58), (B) =

(9.19)

W(fb = {({Uo,m}, {01,02}, R {UL—laUL}) | vy = a,vp =D,
v # v flir i # k, {vi_1, v} € 5}

die Menge dieser (eckendisjunkten) Wege. Wir schitzen ab:

< 220:1 ZW'EWaL,b Zv”er (tanh(ﬂ))‘7/‘+|‘7'/|
ol = > cr(tanh(5))D]

= > ) (tanh(8)".

L=1 'yGW(ﬁb

(9.20)

Im Allgemeinen wird die Ungleichung in (9.20) strikt sein, denn

1. die meisten v € Iy, aus (9.19) lassen sich auf mehr als eine Weise in der
Form ~ = 4'Uy" mit o/ € W), und 7" € T zerlegen.

2. In der Summe (9.20) besitzen 4" und 7" evtl. gemeinsame Kanten.

Nun ist fiir L < ||a —bl|; die Menge W, leer. Fiir gréBere L schitzen wir [IW),|
analog zur Menge der geschlossenen Wege in Lemma 8.2 des Peierlsargumentes
ab.
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Fiir v; kommen alle 2d nachsten Nachbarn von vy = a in Frage, wahrend we-
gen der Forderung v; # v;_o fiiri = 2,... L hochstens 2d—1 Wahlmoglichkeiten
existieren. Somit ist

L < 2d — 1)F
und fir
(B) :==(2d —1)tanh(B) <1 und C(p):= 2d ! > 1
)= t T 2—-11-2x
folgt aus (9.20)
| (Sasp), | < 2d i gl = ¢ glle-bh (9.21)
' l_2d_1L|| bl |
—lla—bll1

e Die Abschitzung (9.21) ist unabhingig von der GroBe von A und gilt auch fiir
a = b. Es ergibt sich die Aussage. O

10 Das zweidimensionale Isingmodell

10.1 Die Stern-Dreiecks-Relation . . . . . . . . ... ... ... 129
10.2 Die kombinatorische Losung . . . . .. .. .. ... ... 131

Das zweidimensionale Isingmodell war das erste Modell der Statistischen Me-
chanik, das einen Phaseniibergang besitzt und dessen Freie Energie im thermo-
dynamischen Limes exakt berechnet wurde (Onsager 1944). Dabei wurde ein ver-
schwindendes duBeres Magnetfeld vorausgesetzt. Damit hangt die Freie Energie
des Isingmodells nur vom Parameter 3.J ab. Da wir ferromagnetische Wechsel-
wirkung annehmen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass J = 1 ist.

10.1 Die Stern-Dreiecks-Relation

In den letzten Jahrzehnten wurden noch weitere klassische und quantenmecha-
nische Gittermodelle "exakt gelost” (d. h. die Dichte der Freien Energie berech-
net). Manche dieser Modelle (wie das 6-Vertexmodell und das 8-Vertexmodell)
hdangen dabei von mehr als einem Parameter ab. Zwar wurden verschiedenartige
Losungsmethoden entwickelt, aber es wurde auch klar, dass alle gelésten Modelle
sich mit einer einheitlichen Methode angehen lassen, deren Kern die so genann-
te Stern-Dreiecksrelation darstellt. Man spricht in diesem Zusammenhang von
losbaren oder integrablen Modellen.
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Diese Relation und die Grundidee ihrer Anwendung soll hier kurz vorge-
stellt werden. Wir gehen von vier Spins 0, 01, 09,03 € E aus, die in der Form
— Zle J;o; - 0 energetisch miteinander verkoppelt seien.

Graphisch konnen wir diese durch einen Stern mit Mittelpunkt oy und End-

punkten o0;,7 = 1,2, 3 darstellen:
g1

Ji

00

J3 Ja

g3 02

Wird in der Zustandssumme (iber den Spin oy summiert, so ergibt sich

3
Z et i Ji0io0 — 9 . cosh (Z Jiai) )
i—1

oo==%1

Diesen Term wollen wir nun als Boltzmannfaktor fiir eine Energiefunktion in-
terpretieren, die von o1, 09 und o3 abhangt. Da der cosh eine gerade Funktion
seines Argumentes ist, setzen wir eine Energiefunktion an, die gerade bez. der
Transformation (01, 09, 03) — (—01, —09, —03) ist.

H(01702,U3) = —ko — k10303 — kaoso1 — k3o109.

Wir wollen nun die Gleichungen

3
2 cosh (Z Jiai> = ¢ Hlovo208) o; € F,

i=1

nach kg, k1, ks und k3 auflésen. Tatsachlich miissen wir wegen der Invarianz unter
Spinumklapp nur vier Gleichungen betrachten. Diese kdnnen unter Benutzung
von hyperbolischen Identitdten in die Form

smh(QJl) : Slnh(2]€,) = f(Jl, J27 Jg) 1= ]., 2, 3
und
ko = g(Jb Ja, Js)

gebracht werden, wobei f und ¢ konkrete, in allen Argumenten symmetrische
Funktionen sind.

Diese Gleichungen sind nach den k; auflésbar (auch fiir verschwindende J; bei
leichter Umstellung). Damit haben wir eine neue Zustandssumme erhalten, in der
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der nullte Spin nicht mehr vorkommt. Graphisch entspricht dieser ein Dreieck:
o1

ko k3

ki1
o3 o2
Entscheidend fiir die Anwendbarkeit der Stern-Dreiecksrelation ist nun, dass ubli-
cherweise in der Statistischen Mechanik betrachtete zweidimensionale Gitter (wie
Z?, Honigwabengitter) bipartit sind, d. h. in zwei Teilgitter A und B zerfallen,
sodass je zwei nachste Nachbarn sich in verschiedenen Teilgittern befinden, z. B.

A= {(ki,ky) € Z* | ky + ko gerade} , B =7\ A.
A

B
A

B

In der Zustandssumme fiir Isingmodelle auf diesen Gittern kann damit die
Summation iiber die Spins des B—-Gitters ausgefiihrt werden. Es stellt sich heraus,
dass dies ein entscheidender Schritt bei der Diagonalisierung der Transfermatrix

ist. Eine gute Referenz zu integrablen Systemen der Statistischen Mechanik ist
BAXTER [Bax].

10.2 Die kombinatorische Losung

Im folgenden werde ich eine iltere, auf Vdovichenko (1964) zuriickgehende Los-
ungsmethode darstellen, die im Buch von LANDAU und LirFscHITZ [Lali] vor-
gefiihrt wird.?

Durch Benutzung komplexer Zahlen vereinfacht sich die Notation. Wir ver-
wenden daher statt dem Gitter Z? den Ring

V=Z2Z&iZ={veC|Re(w) €Z,Im(v) € Z}
der GauBschen ganzen Zahlen. Nur die Elemente aus
U:={l,i,—1,—i} CV

sind invertierbar.

2 Allerdings ist die Darstellung an mehreren Stellen fehlerhaft, wie auch in der Mehrzahl der
Originalarbeiten zu diesem Thema.
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Fir Kantenlange L € N ist
Vi =V/LV

das periodische Gitter der Kongruenzklassen modulo L, also ein 'diskreter Torus'.
Wir werden immer L > 3 voraussetzen, denn dann werden keine Elemente von
U bei der Bildung von Aquivalenzklassen identifiziert. Das Bild von U in V,
bezeichnen wir der Einfachheit halber wieder mit U.

Nun bildet G, := (V, EL) mit Kantenmenge

Ep={{u,v} CV, |u—veU}

einen Graphen mit |V| = L? Knoten und |EL| = 2L? Kanten, den Nichste-
Nachbar-Graphen von V. Da wir wie in Kapitel 8.1 eine Tieftemperaturentwick-
lung des Isingmodelles vornehmen wollen, benutzen wir das verschobene periodi-

sche Gitter

Lo
Vi=Vy+k mit k:= —QH.

Auf die Gitterpunkte setzen wir Spins, wahlen also den Konfigurationsraum €2, :=
{—1,1}% und die Ising-Energiefunktion

Hy: Q=R , Hyo):=-> o) (o(v+1)+0(v+i)).

veVy
Wir fassen fiir o € €27, und Kantenmenge
E(o) ={{u,v} € By |o(u+kK-(v—u)) #o(u+F-(v—u))}

(V1, E(0)) als denjenigen Graphen auf, der der Spinkonfiguration o in der Tief-
temperaturentwicklung zugeordnet ist.?*

Die Kantenmenge FE(o) andert sich beim Umklapp aller Spins (o(l)
—o(l)) nicht. Bezeichnen wir daher mit

FL = {E(O') | o€ QL}
die Menge der erlaubten Graphen (genauer: Kantenmengen), dann ist
Ty = Q1/2 = 271,

Fiir die Graphen (V,~) mit Kantenmenge v € 'y, gilt:

24Man beachte dazu, dass fiir {u,v} € E; die Punkte w; := u + & - (v — u) und wy :=
u + % - (v — u) ndchste Nachbarn in V;* sind, und sich die Kante {w;, w2} unter Austausch
von u und v nicht dndert.
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e Der Grad® deg, (v) aller Knoten v € V ist gerade.

e Nennt man Kanten {u,v} € E horizontal, wenn u — v € {1} und
vertikal, wenn u — v € {+i} gilt, dann sind in jeder Spalte von (V,~)
eine gerade Zahl horizontaler Kanten, und in jeder Zeile von (V7, ) eine
gerade Zahl vertikaler Kanten enthalten.

Dabei verstehen wir unter der k € 7Z/LZ-ten Spalte von E;, die Menge

der (horizontalen) Kanten der Form {k +il,k + 1 +il}, (I € Z/LZ); die
k—te Zeile wird analog definiert.

Umgekehrt ist jedes v C £ mit diesen beiden Eigenschaften in ', denn wir
konnen durch Vorzeichenwechsel des Spins bei Ubertreten von Kanten aus
konsistent die beiden Konfigurationen o mit E(o) = -y zuriickgewinnen.

Fiir die Zustandssumme

Z1(B) = Z e BHL()

o€y,

des Isingmodells auf V7, bei inverser Temperatur 3 gilt daher mit z := ¢=2°

Zr(B) =20 " 20l (10.1)
velL
Die néachste Aufgabe besteht darin, die in (10.1) auftretende Summe iiber Gra-
phen in eine Summe iiber sog. Schleifenfamilien umzuwandeln.

Unter einer einzelnen Schleife stellen wir uns dabei einen Weg im Graphen
G = (V, EL) vor, der zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, bei dem aber nie auf
einen Schritt direkt der Schritt in umgekehrter Richtung erfolgt. Eine Schleifen-
familie ist ein k-Tupel solcher Schleifen:

10.1 Definition e Eine Schleife der Lange |s| := N € N ist eine Abbil-
dung s : Z/NZ — Vi, mit

s(n—1)—s(n) € U und s(n+1)# s(n—1) (n € Z/NZ). (10.2)

Die Menge aller Schleifen (beliebiger Lange) bezeichnen wir mit St,.

o S7° := Upen, Si bezeichnet die Menge aller Schleifenfamilien, wobei
S9 .= {0} gesetzt wird.
Fiir s = (s1,...,sx) € SE ist |s| :== [[._, |s:| die Produktlénge von s,
und |0] := 1.

Eine Schleifenfamilie s € S¥ besteht aus N(s) := k Schleifen.

25Def.: Knoten v; und vy aus einem Graphen (V, E) heiBen benachbart, wenn {vy,v5} € E.
N@w) :={w € V | {v,w} € E} heiBt die Nachbarschaft von v. deg(v) := |N(v)| heiBt der
Grad von v.
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10.2

2.

Die Aktivitit von s € S¥ ist z(s) := e Al

Das Vorzeichen U(s) € {—1, 1} einer Schleife s € Sy, ist

(n —I— 1) — s(n)
= 11 — S(n i (10.3)
nez/|s|Z
das Vorzeichen von s = (sy,...,s;) € S¥ ist
k
U(s) :== H U(s;) und U(():=
i=1

Die horizontale bzw. vertikale Windungszahl einer Schleife s € S}, ist

Z Re(s(n+1) —s(n)) € Z

neL/|s|Z

bzw.
1

V(s) := 17 Z Im(s(n+1)—s(n)) € Z

n€eZ/|s|Z

(hier wird s(n + 1) — s(n) als Element von U C V' angesehen).

Fiir s = (sy1,...,s,) € Sk ist
H(s):=Y H(s;) und V(s) ZV(SZ),

und H(D) := V(D) :=0.

Fiir s € S7° ist

L+ (=D)HE) 14 (=1)Ve
2 ' 2

Beispiel 1. N =4, s(1) :=s(0) +1, s(2) := s(0) + 1414, s(3) :=

s(0) + 4. Es wird also ein Quadrat der Kantenlange 1 umlaufen. s ist eine
Schleife mit Vorzeichen U(s) = —1.

F(s):=

€ {0,1}.

N =8, U(s) = 1: Siehe Abb. 10.1.

Offensichtlich kénnen Schleifen Uberkreuzungspunkte und doppelt durchlaufe-
ne Kanten besitzen. Wie die linke und mittlere Abbildung in 10.1 zeigen, ist
das Vorzeichen U(s) nicht einfach aus dem Bild s(Z/|s|Z) C Vi, der Schleife
ablesbar.

Die entscheidende Identitat ist nun:
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Abbildung 10.1: N = 8. Links: U(s) = 1, Mitte: U(s) = —1, Rechts: U(s) =

10.3 Satz Fiir alle L > 3 gilt
Z 2N = Z Q(s) - z(s) (10.4)
vel'y seSge
" (1) Fls) - U(s)
—1)" - F(s)-Ul(s
Q)= N ave
(also insbesondere Q(() = 1).

(s € S1)

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir ihn benutzen, um die Freie Energie

F(9) = Jim Fi(B) mit FL(3) =~ (Zu(8))

zu berechnen. Wir wissen schon aus Kapitel 6, dass dieser thermodynamische
Limes fiir § > 0 existiert.

10.4 Satz Fiir 3 > 0 ist mit = = e~ 2% die Freie Energie des zweidimensionalen
Isingmodells

F(B)=—= ln2 (10.5)

dwy d,
/ / ﬂﬂl [(1+2%)* = 22(1 — 2°)(cosw; + cosws)] .
2 2w

Bew.: Wir beweisen zunachst die Identitat

Zi(B) =271 N \/Pr(h,v) (10.6)

h,ve{0,1}
fir die Zustandssumme, mit
Pr(h,v) = (10.7)
L
[T [@+2%7 =22 (1= 2%) - (cos (5 (p1 = 5)) +cos (5 (p2—5)))]-
p1,p2=1
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Wegen (10.1) und Satz 10.3 ist (10.6) dquivalent zur Identitat
d o Qs)s) =1 Y VPubv). (10.8)
seS® h,we{0,1}

Nun ist die formale Reihe

3 Q) -=(s) =

seSge
_ 3 O B (DO
B N(s)12NE)|s]

seSTe

. > 1 k hH(sZ)+vV(sZ)U<SZ)
= ZZEE Z H( 2si] Z<Si))

SRR 3 ST

hvE{O 1} k=0 |S€‘SL
- %1 Z \/ PL(hv U)
h,ve{0,1}

mit

Pp(h,v) := exp Z Z DEHE+TVE) 7 (g) | (10.9)

s€S],
|s|=r
Da in der zweiten Summe maximal 4L - 3" Vorzeichen summiert werden, kon-
vergiert der Ausdruck sicher fiir || < 3.
Die in der letzten Formel vorkommende Summe iiber Schleifen der Lange r
wird nun in die Spur einer Matrix umgewandelt. Dazu betrachten wir fiir h,v €

{0,1} die (4L?) x (4L*)-Matrix A" € M(Vy x U,C) mit
14 . /
Ah’v(q, V;q,, V/> — 5(q’q/ + V/) . (1 . 5(% —l/,)) . ; . fyRe((h—i-w).u ).

Dabei ist 7y := exp(im/L). Wir interpretieren nun ¢,q" € V7, als aufeinanderfol-
gende Punkte einer Schleife. Dann
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e stellt der Faktor §(q, ¢’ + V') sicher, dass ¢ Nachbar von ¢’ in v/-Richtung
ist;
e garantiert der Faktor 1 — §(v, —1/) bei lteration von A™?, dass die zweite

Bedingung in (10.2) erfiillt ist;

e entspricht der Faktor \/v/v" dem in der Definition (10.3) des Vorzeichens
U(s),

e wihrend die Potenz der Einheitswurzel v zum Vorzeichen (—1)"H()+v-V(s)

beitragt.

Es ist daher die Vorzeichensumme fiir die Schleifen der Lange r

Z(_1>h-H(s)+v-V(s) . U(S) —— ((Ah,v)T) )

|s|=r

Daraus ergibt sich aber durch Einsetzen in (10.9)

Pp(h,v) = exp( Z—tr ((Amy > Hdet <eXp (——(Ah”)>)

r=1

= det (exp (_ wr>> = det (exp(ln(]l - zAh,v)))

r

= det(1 — zA™).

Zur Berechnung dieser Determinante konjugieren wir mit der Fouriertransforma-
tion (siehe Anhang B)

Fich QL (PN =7 3 fae

qeVL

Unter Ausnutzung der Translationsinvarianz

AP (q,viq V) = A0, v:d — q,V)
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erhalten wir die Matrix A" := (F x 1) A" (F~! x 1) € M(V, x U,C) mit
V)=

2mi I Ah,v RV
eXp — pa=p-q)) A vid,V)

2m R » R
( cq—p - Q]> AM(0,v5, 1)

27 N\ e
= d(p,v) Z exp (Tp’ : q) AP0, 154, 1)

qevy,

“(p,v; 1,

b‘|>—l :]>>

I
b‘|»—
QM M

-
= 0(p.p)exp (—%p . I/’) A0, v; =1 V).

Daher ist .
det(1 — zA"") = J] det(1— zA%")

PEVL

mit der 4 x 4—Matrix AZ’“ e M(U,C)

n 271
A;L’U(Vv 7/) = exXp (_%p ’ 7/) Ah’v(oa v, _Vla I/)‘

Die Indizes v,/ € U nehmen die Werte 1,4, —1 und —i an. Setzen wir daher
o= e/t =" und = 402 fiir p = (g;) €V, so ist

n al 0 af
Ahov _ an ¢ an 0
Ap _<0a§na§>

an 0 of ¢
und
det(1 - zA") = R (z, 2~ 3), (- gu))
fir

R(z,wy,ws) = (14 2%)? — 22(1 — 2*)(cos w; + coswy).
Wir haben daher die Identitét Pp(h,v) = Py(h,v) fir P,(h,v) aus (10.7) und
Ppr(h,v) aus (10.9) gezeigt, woraus (10.8) folgt.
Es ist nun R(2,0,0) = (2% +2z—1)> >0 und
R(z,w1,ws) — R(2,0,0) = 22(1 — 2*)(2 — cosw; — coswy) > 0,

da z € (0,1). Nur fiir (z,w;,ws) = (v/2 —1,0,0) ist daher R(z,w;,wsy) = 0.
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Fir z € (0,1), 2 # V2 -1 folgt der _t_hermodynamische Limes L — oo
fir die Freie Energie (10.5) daher durch Ubergang von der Summe zum Integral
in

1
Fr(8) = 1% In(Zr(8)).
Der Fall z = v/2—1, also 8 = B := %ln(\/ﬁ—l— 1) ergibt sich aus der Stetigkeit
der Freien Energie. O

e Allgemein wirkt die Gruppe O := {—1, 1} x Z mit dem semidirekten Pro-
dukt?®

(a,b) o (a',V) := (ad',b+ ab’) ((a,b), (d',b') € O)

durch
[(a,b)s](n) := s(an + b) (s € Sp), (10.10)

und dies verallgemeinert sich zu einer Gruppenwirkung des kartesischen
Produktes O* auf S%. Mit dieser Gruppenwirkung veridndern wir unab-
hangig voneinander die Durchlaufrichtungen und Anfangspunkte der Schlei-
fen.

e Andererseits wirkt auf der Menge S% der Familien von k Schleifen auch
die Symmetrische Gruppe Py von k Objekten durch Permutation. Mit die-
ser Gruppenwirkung verdndern wir die Nummerierung der Schleifen in der
Familie.

e Insgesamt erhalten wir damit fiir £ € N eine Gruppenwirkung
Uyt (P x OF) x S} — S

des semidirekten Produktes P, x OF auf der Menge von Schleifenfamilien
der GroBe k.

Dann gilt U(Vk(g,s)) = U(s), d. h. das Vorzeichen ist weder vom Start-
punkt noch von dem Umlaufsinn abhéngig. Ebenso sind Produktlange |s| (und
daher auch die Aktivitdt z(s)), Anzahl N(s) und F(s) invariant unter der Grup-
penwirkung. Alle Schleifenfamilien aus dem Orbit

{Wi(g,5) | g € P x OF} (10.11)

26Def.: Es seien G und H Gruppen und ¢ : G — Aut(H) ein Homomorphismus der ersten
Gruppe in die Gruppe der Automorphismen der zweiten Gruppe. Dann heiBt die Menge G' x H
mit der Gruppenverkniipfung (g, h)o (¢', 1) := (gog’,hop(g)(h')) semidirektes Produkt von
G und H.
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sind in diesem Sinn dquivalent und wir werden sie bei Bedarf miteinander iden-
tifizieren, wenn wir in (10.4) die Summe iiber S¢° fiihren.

Bew. von Satz 10.3: Wir beginnen damit, die Multiplizitit der Kanten e € E,
beziiglich einer Schleifenfamilie s € S7° zu definieren, also eine Funktion

M : Sp° — Ng*

mit M (D). :=0 (e € E) und

k
M(s). = Z ‘{n € Z/|si|Z | {si(n), si(n+1)} = e}‘ (s = (s1,...,5,) € SF).

Gezeigt werden muss nun dreierlei:

1. Fiir alle erlaubten Graphen v € I', und

1 ,eexw

0 ,6%’7 (GGEL)

N eNE mit N = {
ist
> Q) =1 (10.12)

s€SF: M(s)=M"

2. Fiir alle nicht erlaubten Graphen v C Ep mit v ¢ ', ist

> Q(s) = 0.

seSPe: M (s)=M"
3. Fiir alle M € NOEL mit maxeMe > 1 ist ebenfalls

Y Q) =0 (10.13)

s€S%: M(s)=M

Am einfachsten ist es, Behauptung 2 zu zeigen. Denn

e besitzt ein Knoten v € V7, eines nicht erlaubten Graphen (V7,~) ungeraden
Grad, dann gibt es keine Schleifenfamilie s mit M(s) = M7, da jede Schleife
eine gerade Zahl von Kanten besitzt, die am Knoten v anliegen.

e Besitzt (V,~) in einer Spalte eine ungerade Zahl von horizontalen Kanten,
und existiert eine Schleifenfamilie s mit M(s) = M?, dann ist die horizontale
Windungszahl H(s) ungerade. Daher ist F'(s) = 0, also Q(s) = 0. Analoges gilt
fir die Zeilen von (V7).

140



Abbildung 10.2: Zwei Graphen ~ und die Mengen V()

Um nun Behauptung 1 zu beweisen, betrachten wir fiir einen erlaubten Graphen
v € I'p, die Menge
Vi(7) == {v € Vi | deg, (v) = 4}

der Knoten von (Vy,y), von denen vier Kanten ausgehen, siehe Abb. 10.2.

Eine Abbildung ¢ : Vi(y) = W mit W := {-~,4-, 4} induziert nun in na-

heliegender Weise eine ¢ zugeordnete W—Aquivalenzklasse von Schleifenfamilien:
Ausgehend von einem Vertex von ~ verfolgen wir solange die aufeinanderfolgen-
den Kanten, bis wir einen Vertex v € V() treffen. Dann schlagen wir den durch
©(v) symbolisierten Weg ein, sieche Abb. 10.3.

e
5l e

L
B

Abbildung 10.3: Unterschiedliche Zerlegungen eines Graphen in Schleifen

Da die Anzahl solcher Abbildungen ¢ gleich 3"l ist, gibt es 31"+l verschie-
dene Zerlegungen von 7y in Aquivalenzklassen von Schleifenfamilien. Natiirlich ist
fiir jede Wahl von ¢ die Gesamtlange der resultierenden Schleifen gleich der Zahl

der Kanten von 7.
Die Aquivalenzklasse (10.11) der Schleifenfamilie s enthilt N(s)!- 2V() . |s|
Elemente, entsprechend dem Nenner von Q(s).

1. Existieren keine solchen Vierer-Vertices, d. h. V() = 0, so sind wir fertig,
denn dann ist sind alle Schleifen s; der Familie selbstiiberkreuzungsfrei, und
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haben

o fiir H(s;) = V(s;) = 0 Vorzeichen U(s;) = —1. Dieses Vorzeichen kann
man durch Schrumpfen der Schleife aus dem des Quadrates (Bsp. 10.2.1)
herleiten.

e Ist dagegen (H(s;),V(s;)) # (0,0), dann ist U(s;) = 1. Wegen der
Voraussetzung Vy(v) = () gibt es gar keine solche Schleifen in der Familie,
oder eine gerade Zahl, mit (betragsmaBig) gleichen horizontalen bzw. ver-
tikalen Umlaufzahlen.

Insgesamt ist also F'(s) = 1 und (—1)N®)U(s) = 1, woraus sich Behaup-
tung 1 ergibt.

. Fiir Vi(y) # 0 ist die linke Seite in (10.12) gleich

k(p)
Y= > T]n-Ues), (10.14)

SE€SF: M (s)=M" e Va(y)—=W i=1

wobei (51 ... S(,)) eine beliebig gewihlte Schleifenfamilie aus der Aquiva-
lenzklasse ist.

Es sei und Vi(v) = {v1,...,u} eine Nummerierung der | := |V,(v)]
Vierer-Vertices, (10.14) also gleich

k()
> 2 1=
p(v1)eW p(v)ew i=1

Wir wollen diese Summe auf den Fall 1. einer iiberschneidungsfreien Schlei-
fenfamilie zuriickfiihren, indem wir zeigen, daBs bei fester Wahl von

p(v1), .-, o(vi-1), e(vin), - o(w) €W (10.15)
die Terme ¢(v;) = <~ und @(v;) =+ sich gegenseitig aufheben. Dann
namlich bleibt nur der Term mit p(vy) = ... = p(v;) = I~ lbrig, und

dieser liefert wegen Uberschneidungsfreiheit wieder Vorzeichen +1.

Nun legt die Wahl (10.15) fest, wie die 4 Nachbarknoten von v; durch Wege
miteinander verbunden sind. Diese Verbindung 1Bt sich durch ein Symbol
we W ={-, -, 4} beschreiben. Es konnen zwei Fille auftreten:

e w = “r. Dann sind fiir p(v;) = 4~ und ¢p(v;) =+ die Zahlen N(s)

einander gleich, aber das Vorzeichen U(s) unterscheidet sich.
e w € {4, +}. Dann sind fiir p(v;) = 4~ und p(v;) =+ die Zahlen
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N(s) um eins verschieden, aber die Vorzeichen U(s) sind gleich.

In beiden Fillen sind damit wie behauptet die Vorzeichen von Q(s) fiir
©(vj) = 4= und ¢(v;) =+ unterschiedlich.

Behauptung 3 soll zunachst an einem Beispiel illustriert werden:

10.5 Beispiel Die linke Schleifenfamilie in Abb. 10.4 besteht nur aus einer
Schleife s der Lange |s| = 8, und des Vorzeichens U(s) = 1 (siehe auch Abb.
10.1, rechts). Es ist also Q)(s) = —1/16. Andererseits liefert die Gruppenaktion
(10.10) 2N = 16 voneinander verschiedene zu s dquivalente Schleifen, sodass
der Beitrag dieser Aquivalenzklasse —1 ist.

Die mittlere Schleifenfamilie s = (s1, s2) in Abb. 10.4 besteht aus zwei Schlei-
fen der Langen 4 (also je 8 WahImdglichkeiten fiir Startpunkt und Umlaufsinn)
und mit den Vorzeichen U(sy) = U(sy) = —1. Damit ist Q(s) = +1/(2x 8 x8).
Andererseits liefert die Permutation von s; und s, zusammen mit den Gruppen-
aktionen (10.10) auf s; und s insgesamt 2 x 8 x 8 = 128 Schleifenfamilien.
Diese Aquivalenzklasse tragt damit +1 bei. Die beiden Aquivalenzklassen sind
also betragsmaBig gleich, besitzen aber unterschiedliche Vorzeichen, heben sich

also in der Summe auf.
>0 T
Al , e
@ Kante mit Multiplizitat 2

Abbildung 10.4: Zwei sich aufhebende Aquivalenzklassen von Schleifenfamilien

I
o
I

Wie in diesem Beispiel beruht der allgemeine Beweis der Behauptung 3 auf
einer Permutation der zu (10.13) beitragenden Schleifenfamilien an einer mehr-
fach durchlaufenen Kante. Das Signum der Permutation iibertragt sich dabei auf
das relative Vorzeichen der Familien.

Eine ausfiihrlichere mathematisch rigorose Darstellung findet man in der un-
verdffentlichten Diplomarbeit von P. Wolz 7. O

Das Argument des Logarithmus in der Formel (10.5) fiir die Freie Energie ist
nichtnegativ. denn wegen z € (0,1) und cos(x) < 1 ist es groBer als

(14222 —22(1 = 2%) = (=1 + 22+ 2%)* > 0.

27 P. Wolz: Das zweidimensionale Ising-Modell nach Vdovichenko. Diplomarbeit, Freie Uni-
versitdt Berlin, FB Physik 1996

143



Die Nullstelle tritt bei zo := v/2 — 1, also S = —%111(\/5— 1) = %ln(\/ﬁ—k 1)
auf.

Mit anderen Worten besitzt das zweidimensionale Isingmodell fiir 3 # [,
keinen Phaseniibergang, wahrend die Analytizitat der Freien Energie bei (., da-
durch gebrochen wird, dass fiir w; = wy = 0 das Argument des Logarithmus Null
wird.

Um die Natur dieses Phaseniibergangs zu verstehen, entwickeln wir das Argu-
ment des Logarithmus bis zur zweiten Ordnung in den Variablen Af = — (.., w1
und wo.

Wir erhalten

c1AB% + co(w? + w3)
und schlieBen aus der Symmetrie in A5 — —Af[, dass die erste Ableitung von
F(3) noch stetig ist.

Damit ist aber auch der Erwartungswert der inneren Energie am kritischen
Punkt stetig. Das System besitzt keine latente Warme und der Phaseniibergang
ist nicht erster Ordnung. Er ist aber zweiter Ordnung, denn die zweite Ableitung
von I (und damit die Warmekapazitat) divergiert wie ¢ - | In(|AS])].

In dhnlicher Weise lasst sich die spontane Magnetisierung m(/3) errechnen
und es ergibt sich mit der Abkiirzung x := tanh

O 1/8 Y B<BCI“
"I (- (=) ez

siehe Abb. 10.5.

0.5 1 1.5 2 [2.5 3 T

Abbildung 10.5: Spontane Magnetisierung des zweidimensionalen Isingmodells

11 Der thermodynamische Limes in der Quan-
tenmechanik

Im Kapitel 6 hatten wir gesehen, dass der thermodynamische Limes der Freien
Energie nicht nur fiir klassische, sondern auch fiir quantenmechanische Spin-
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systeme mit einer translationsinvarianten Wechselwirkung endlicher Reichweite
existiert.

Daher kdénnen wir auch in der Quantenmechanik untersuchen, ob die Freie
Energie analytisch von Parametern wie der Temperatur abhangt oder nicht. Die
Punkte der Nichtanalytizitat im Parameterraum heien Phaseniibergangspunkte,
wie im klassischen Fall.

Fiir klassische Spinsysteme hatten wir aber noch einen zweiten Aspekt von
Phaseniibergangen kennen gelernt, namlich die Existenz verschiedener asympto-
tischer GibbsmaBe fiir einen Parameterwert. Nun entsprechen die Zustande der
klassischen Statistischen Mechanik WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Raum der
Konfigurationen.

Es liegt daher nahe, in der Quantenmechanik Phaseniibergange mit der Exi-
stenz verschiedener Zustidnde zu gegebenem Parameter in Verbindung zu brin-
gen. Allerdings ist nicht klar, welche Bedingungen diese Zustande des unendlichen
quantenmechanischen Spinsystems erfiillen sollen.

Im klassischen Fall hatten wir asymptotische GibbsmaBe dadurch definiert,
dass wir ihre bedingten Wahrscheinlichkeiten (bez. Randbedingungen) festgelegt
hatten.

Diese Moglichkeit besteht in der Quantenmechanik nicht mehr, da diese (im
Fall nicht kommutierender Operatoren) keine wahrscheinlichkeitstheoretische In-
terpretation erlaubt.

Interessanterweise konnen wir uns aber eine andere Struktur zunutze machen,
die bei quantenmechanischen im Gegensatz zu klassischen Spinsystemen existiert:
Die Zeitevolution.

Betrachten wir zunachst endliche Spinsysteme mit N Spins. Klassisch ist der
Konfigurationsraum © = EV und die Energiefunktion H : € — R definiert keine
Bewegung der Spins (deswegen hatten wir sie ja auch nicht Hamiltonfunktion
genannt).

Quantenmechanisch betrachten wir den Hilbertraum ‘H = ®f\i1 C? und einen
selbstadjungierten Operator H € B(#), den Hamiltonoperator. Dieser erzeugt
die einparametrige Familie

U(t) :==exp(—iHt) , teR

unitdrer Operatoren, die Zeitevolution auf H.
Auffallend ist die Ahnlichkeit dieser Definition mit der des Temperaturzustan-
des ®5 : B(H) — C zur inversen Temperatur 8 > 0 mit Dichtematrix

_ exp(—fH)
PB) = lop(—BH))

aus Kapitel 3. Dies fiihrt zur so genannten KMS-Eigenschaft des Temperaturzu-
standes. KMS steht dabei fiir Kubo, Martin und Schwinger, siche SEWELL [Se]

05(0) = tr(p(B) - O)
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und THIRRING [Th].

Die Zeitevolution U(—t)AU (t) eines Operators A € B(H) sei mit A; be-
zeichnet, wobei auch komplexe ¢ zugelassen sind. Damit fiir den zeitevolvierten
Zustand @' mit ®Y(A) := tr(o,A) gilt: ®'(A) = ®Y(A;), muss sich die Dichte-
matrix o gemaB o := U(t)oU(—t) entwickeln.

11.1 Satz Der Temperaturzustand ®g ist der einzige Zustand auf B(H), fiir
den die KMS-Eigenschaft

(I)g(AtB) = q)ﬂ(BAtJ,-iB) fiir alle A, B e B(H) , teR

gilt.

Bew.:
e Zunichst ist jeder Zustand ® auf dem endlich-dimensionalen Hilbertraum nor-
mal, besitzt also eine Dichtematrix o. Allgemein gilt daher

CI)(AtB) = tr(aAtB) = tr(o-—iﬁAt-i-iﬁBiﬁ) = tl"(BiﬁO'_wAt_Hﬁ), (111)

denn wir kénnen zwischen die Operatoren Terme der Form U (i) - U(—if3) ein-
schlieBen und unter der Spur zyklisch vertauschen.

e Speziell fiir o := p = p(p) = %U(—Zﬂ) (mit Z = tr(e_BH)) gilt aber
tr(Bigo_igAitip)
= tr (U(—zﬂ)BU (iB) <U (—ip)
U(—iB)
tr ( 7

2 05)) A

BAt—i—iﬁ) = (I)B(BAtJrzﬂ) )

sodass der Temperaturzustand die KMS-Bedingung erfiillt.

e Erfiillt umgekehrt ein Zustand ® mit Dichtematrix ¢ die KMS-Bedingung, so
muss zunachst o mit p = p(f3) vertauschen. Setzen wir niamlich B := 1 und
t := 0, so ergibt sich

tr(cA) = tr(cA;z) firalle A€ B(H),
tr(cA) = tr(U(iB)oU(—iB)A)

bzw.
tr([o, U(=iB)] - A') = 0
mit A’ := AU (if3) folgt. Da A (und damit A’) frei wahlbar ist, muss [, U(—if)] =

0 sein, also wegen p = @ auch [o, p] = 0.
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AuBerdem folgt aus (11.1) mit [0, U(—if3)] =0

tr(cAB) = tr(Bigo_igAig) = tr(BigoAp)
= tr(U(—iB)BU(iB)oAis)
— tr(0BAg) + tr([U(—iB)B, U(iB)o) Ag),

sodass der zweite Summand verschwindet, wenn die KMS-Bedingung fiir o erfiillt
ist. Da wir A (und damit A;3!) frei wahlen konnen, muss also

[U(=iB)B,U(if)o] = 0

sein. Aquivalent muss fiir alle C' € B(H) gelten, dass [C, U(if)o] = 0 ist.
Daherist U(if)o = Al mit A € C geeignet bzw. 0 = \U(—i8) = X\-Z-p(B).
Mit tr(c) = 1 folgt o = p(8). O

11.2 Bemerkung Analoges lasst sich fiir ein quantenmechanisches System von
N Teilchen zeigen, wenn e ## ein Spurklasseoperator ist. Physikalisch bedeutet
die letzte Bedingung in etwa, dass die Teilchen nicht nach unendlich entweichen
kdnnen.

Wahrend aber im Fall quantenmechanischer Spins die Funktion ¢ — ®5(A,B)
eine in t € C ganz-analytische Funktion ist, gilt dies im allgemeinen Fall von N
Teilchen nicht mehr. Dort ist H immer noch von unten beschrankt, d. h. H >
C-1mit C € R geeignet (denn sonst kdnnte e kein Spurklasseoperator sein).
Im Allgemeinen ist aber H nicht nach oben beschrankt (Beispiel: Harmonischer
Oszillator). Daher ist die Abbildung

1
t— (I)B(AtB) = Etr (e—(ﬁ-‘rlm(t))H . ARe(t)elm(t)HB)

nur noch im Streifen —f < Im(¢) < 0 analytisch.
Entsprechend ist die Abbildung

1
t— ®g(BA) = Etr (Be—lm(t)-HARe(Z)e—(,B—Im(t)).H)

nur im Streifen 0 < Im(¢) < /8 analytisch.

Unser Ziel war die Charakterisierung von quantenmechanischen Temperatur-
zustanden im thermodynamischen Limes. Dort verliert die Dichtematrix %
ihren Sinn, aber (unter giinstigen Umstanden) ist immer noch die Zeitevolu-
tion ¢ — a;, t € R einer Observablen a definiert. Wir fordern nun auch fir
die unendlichen Temperaturzustande die oben gezeigten Eigenschaften der N—
Teilchenzustande:
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11.3 Definition Sei eine C*—Algebra A von Observablen und ein stetiger Zeit-
automorphismus A — A; fir A € A, t € R gegeben. Ein Zustand ® : A —
C heiBt KMS-Zustand bez. der inversen Temperatur 5 > 0, wenn sich fiir
A,B € A die Abbildungen t — ®(A.B) bzw. t — ®(BA;) in den Streifen
—f8 < Im(t) < 0 bzw. 0 < Im(t) < [ analytisch fortsetzen lassen, in den
abgeschlossenen Streifen stetig sind und dort der Bedingung

(A B) = ®(BAis) (=6 <Im(t) <0),
gentigen.

11.4 Bemerkungen 1. Wahlen wir als C*—Algebra A := B(H) fiir den Hil-
bertraum H des N-Spin-Systems, so muss, wie wir gezeigt haben, ® = ®g
sein.

Im Fall unendlich vieler Spins charakterisiert aber, dhnlich wie im klassi-
schen Fall, die KMS-Bedingung den Zustand im Allgemeinen nicht ein-
deutig. Es konnen also zu gegebenem 3 > 0 verschiedene KMS-Zustande
existieren. Das ist dann eine Phasenkoexistenz.

2. Im klassischen Fall konnten wir die asymptotischen GibbsmaBe auf dem
ganzen Gitter durch Limesbildung liber MaBe erhalten, die jeweils nur end-
lich viele Spins einbezogen. Das ist natiirlich fiir Anwendungen sehr wichtig
und wir haben diese Tatsache z. B. im Kapitel 8.1 iiber das Peierlsargument
benutzt. Ahnliches ist auch im Fall der KMS-Zustinde maglich.

Die Konstruktionen sind in BRATTELI und ROBINSON [BR], Band Il be-
schrieben, gehen aber liber den mathematischen Rahmen dieser Vorlesung hin-
aus.

Der Zusammenhang von KMS- und DLR-Bedingung wird in [Is] diskutiert;
siehe auch [Ar].

AbschlieBend mochte ich kurz einiges iiber in quantenmechanischen Modellen
auftretende Phaseniibergange sagen.

In Kapitel 4 war gezeigt worden, dass klassische Spinsysteme als Spezial-
fall quantenmechanischer Spinsysteme aufgefasst werden kdnnen. Dies ist auch
konzeptionell niitzlich, erklart es doch die Diskretheit der Spin-Konfiguration.

In der Konstruktion von Kapitel 4 war eine Energiefunktion

Hw)=- Y JWMwy (weE")
AC{1,..,N}
von N klassischen Spins durch den Hamiltonoperator

Hp=— Y JN)-[]ef (11.2)

AC{L,...N} ieA
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mtol =10...01® 0° ®I1®...®1und c®=(} %) ersetzt worden.

i—te Stelle
Insbesondere konnen wir die Ising-Modelle auch als quantenmechanische Spin-

systeme auffassen, sodass wir Beispiele quantenmechanischer Systeme mit (d >
2) bzw. ohne (d = 1) Phaseniibergang gratis bekommen.

Allerdings sind diese Systeme nicht sehr typisch, denn alle Summanden des
Operators (11.2) vertauschen.

Typischer ist das isotrope Heisenberg-Modell mit Hamiltonoperator

3

R k k
HHeisenberg =—J E E a; - Uju

Néichste“l{])achbarn r=t

bei denen iiber alle Paulischen Spinmatrizen summiert wird. Da diese nicht ver-
tauschen, treten quantenmechanische Effekte auf. Wie in einer Ubungsaufgabe
gezeigt werden sollte, ist der Raum der reinen Zustdnde eines einzelnen Spins
isomorph zur Kugeloberfliche S? (entsprechend den Raumrichtungen). Die Spin-
ausrichtungen konnen sich kontinuierlich andern, sodass auch das zweidimensio-
nale Heisenbergmodell bei tiefen Temperaturen keine spontane Magnetisierung
zeigt (Mermin-Wagner-Theorem).

Allerdings tritt fiir Z¢, d > 3 spontane Magnetisierung auf (siehe RUELLE
[Ru], Kap. 5.5).

12 Andere Anwendungen des
Thermodynamischen Formalismus

12.1 lterierte Abbildungen . . . . . .. .. .. ... . L. 150
12.2 Streuung an drei Scheiben . . . .. ... ... ...... 154

In dieser Vorlesung wurde der Formalismus von Gleichgewichtszustdnden der
Statistischen Mechanik vorgestellt. Physikalisch ging es um die Beschreibung sta-
tistischer Eigenschaften einer groBen Zahl von Teilchen. Mathematisch gesehen
ist die klassische Statistische Mechanik ein Teilgebiet der Wahrscheinlichkeits-
theorie, dessen Entwicklung jedoch durch auBermathematische Fragestellungen -
wie die nach der Natur der Phaseniibergange - vorangetrieben wurde.

Es hat sich herausgestellt, dass der Formalismus der Statistischen Mechanik
(GibbsmaB, Freie Energie, Wechselwirkungspotential etc.) in ganz anderen ma-
thematischen Disziplinen, wie z. B. den Dynamischen Systemen oder der Zah-
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lentheorie?®, angewandt werden kann.
12.1 Definition Ein Dynamisches System ist eine stetige Abbildung
O:GxP—>P

wobei G die (topologische) Gruppe R oder 7 bzw. das Monoid Rt oder Ny
bezeichnet und P ein topologischer Raum ist, und fiir die Familie von Zeit t—
Abbildungen

O, :P— P , P(m):=D(t,m) (teG)

@0 == IdP und ®t2 O ¢t1 == ¢t1+t2 (t]_7 t2 € G)
gilt. P heiBt Phasenraum. Im Fall G = R heit ® auch Fluss.

Das erste der beiden nachfolgenden Beispiele entstammt der Theorie iterierter
Abbildungen, das zweite der klassischen Streutheorie.

Empfehlenswerte Biicher zu Anwendungen des Thermodynamischen Forma-
lismus sind FALCONER [Fa] und KELLER [Ke].

12.1 Iterierte Abbildungen

Es seien X und X; zwei disjunkte Intervalle in X := [0, 1] und
f : X(] UuX; - X

glatt mit Ableitung inf, | f’(x)| > 1 und der Eigenschaft, dass X, und X jeweils
bijektiv auf X abgebildet werden.

12.2 Beispiel Wir konnen etwa fiir a > 2 die Intervalle
Xo:=[0,1/a] , Xi:=[1-1/a,1]
und die Abbildung

ax , LUGXO

fa() ::{a(l_x) L re X,

benutzen. Diese besitzt also die Ableitung |f.(x)| = a.

28Fiir eine Anwendung des Thermodynamischen Formalismus in der Theorie der Primzahlen,
genauer gesagt der Riemannschen Zetafunktion, siehe: A. Knauf: Number Theory, Dynamical
Systems and Statistical Mechanics. Reviews in Mathematical Physics 11, 1027-1060 (1999)
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f3

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Betrachten wir die Umkehrabbildungen
9 X=X, , gl)=fz)nX; (i=0,1),

dann sind go und ¢, bijektiv.
Wir setzen fiir i = (iy,...,i) € I := {0, 1}F

Gi:=¢i,o...0g;, und X;:= g(X). (12.1)
Dann ist auch g; injektiv, und
X;D Xi,O UXiJ (l € ]lc) (122)

Nach k Riickwirtsiterationen haben wir also 2 disjunkte Intervalle und wir be-
zeichnen ihre disjunkte Vereinigung mit

Ek = UXI (kEN),
iely
Ey := X. Wegen (12.2) gilt Ex,; C Ej. Uns interessiert die Limesmenge
E:= () Ex
keN

Im Fall der Abbildung f, und a = 3 ist das die klassische Cantormenge, die
im Limes entsteht, wenn man das mittlere Drittel aus dem Intervall [0, 1] entfernt
und gleiches immer wieder fiir die Teilintervalle tut.

In jedem Fall erhalten wir mit

Oy :=Idg , Py :=fod
ein dynamisches System auf dem Phasenraum E mit Monoid Nj.
Wir setzen nun fiir eine beliebige Lipschitz-stetige Funktion ¢ : XoUX; — R

k—

Skp(x) ==Y ¢(f'(z)) (keNxz e Ep,y).

=0

—_

Dann lasst sich zeigen (siehe [Fa] und WALTERS [Wa]):
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12.3 Satz /st fiir alle k und i € I, x; € X;, dann existiert der sog. topologi-
sche Druck

P(¢) := lim %ln (Z eXp(Sk¢(l'i)))

k—o00
i€l
und ist unabhangig von der Wahl der Punkte x;.

P(¢) besitzt eine formale Ahnlichkeit mit der Freien Energie in der statistischen
Mechanik, wenn man den Limes k& — oo als thermodynamischen Limes versteht,
und Sy¢(;) als Energie der Konfiguration i € {0, 1}*.

Wir wollen nun den topologischen Druck benutzen, um die Hausdorff-Dimen-
sion von E bestimmen. Zunachst die Definition dieser fraktalen Dimension:

12.4 Definition e FEine endliche oder abzihlbare Familie {Uj} e s von Teil-
mengen U; C R" heiBBt 6—Uberdeckung einer Menge & C R", wenn die
Durchmesser |U;| < & sind und £ C |, ; U;.

e Fiirs> 0 sei

H3(E) = inf{z U, |*

jedJ

{U;};e ist 6 — Uberdeckung von E} :

e Dann heifSt
HY(E) = (lsi{r(l)?-[f;(E)

das 6—dimensionale HausdorffmalB3 von E.

e Die Hausdorff-Dimension von F ist

dimy (F) = inf{s > 0 | H*(E) = 0}.

Dazu setzen wir ¢(x) := —sln |f'(x)].

12.5 Lemma s — P(—sln(|f’|)) ist stetig, streng monoton fallend, P(0) =
In2 und lim,_,, P(s) = —oc.

Bew.:
Setze m; := inf e x,ux, In|f'(x)| und m, := sup,cx,ux, In|f'(z)]. Dann ist fiir
alle 6 >0

P(~(s+6)In|f') = P(=sn|f'])

| Sier, exp (—(s +6) S |( (@) )
= lim —In =

kN S e (= X 1P (@)

1
< lim Z In (exp(—dkm;)) = —dm; <0

T k—oo
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und analog P(—(s + ) In|f'|) — P(=sIn|f’|) > —dms > —oo. Daraus ergibt
sich Stetigkeit, strenge Monotonie und Limesverhalten. O

12.6 Satz Sei s die eindeutige Zahl mit
P(=sln|f']) =
Dann ist dimy(E) = s.

Bew.: Die Eindeutigkeit von s ergibt sich aus Lemma 12.5. Wir konnen E durch
die Intervalle X; von Ej iiberdecken. Deren Linge ist nach (12.1) und dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir ein geeignetes (i—abhangiges) y € X

gleich
1

| Xi| = 1g:(X)] = g§(2)d2 = g

Wir schreiben y = f*(x;) mit z; € X Dann ist g;,,,,...(y) = f'(z;) Da die
Ableitung der k—ten iterierten

k k
X = |gi(y Hg” Gier i @) = [T 19, (! |—H|f Fa)|™

die Kontraktionsrate ist, gilt

d%gi(y)D = exp <—$§1n|f/(fl(5’7i))|> :

| Xi|® = exp (s -In

Wir erhalten so

E) <) Xl =) exp (Spo(w)).

iely iely

Vergleich mit P(—sIn(|f’])) liefert dim(E) < s. Eine weitergehende Uberle-
gung (siehe [Fa], Theorem 5.3) ergibt die umgekehrte Ungleichung. O

Bsp.: Fiir f, ist —sIn(|f.|) = —sln(a), also Sx¢ = —ksIn(a), also

%ln (Z eXp(Skgzﬁ(xi))) = %ln (2" **) =In2 — slna.

i€ly
Damit wird 02
n
di E 1.
imy(E) = na <
Speziell fiir die Cantormenge, also a = 3 erhalten wir die Hausdorff-Dimension
In2
di E)=—~0.63.
i (B) =15
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12.2 Streuung an drei Scheiben

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens mit Geschwindigkeit 1 in der Ebene.
Das Punktteilchen bewegt sich geradlinig. Wenn es auf eine der drei Kreisscheiben
By, By, B3 € R? vom Radius 1 trifft, die auf den Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks der Kantenlange d > 2 liegen, wird es nach dem Gesetz " Ausfallswinkel
= — Einfallswinkel" reflektiert. Der Phasenraum P des Teilchens ist damit von

der Form
P:=MxS' mit M::RQ\(BluBQUBg,).

By

Der Winkel ¢ € S* parametrisiert die Geschwindigkeitsrichtung des Teilchens
gegen eine feste Vorzugsrichtung.

Wir bezeichnen mit &, : P — P, t € R die Lésung der Bewegungsgleichung
fiir die Zeit t. Ist Ort und Richtung des Teilchens also zum Zeitpunkt 0 durch
xo = (qo, o) € P gegeben, so befindet sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ bei

Dy (x0) = (q(t, x0), @(t,x0)) € P.

Typischerweise wird das Teilchen nach wenigen StoBen das Wechselwirkungs-
gebiet verlassen und geradlinig nach unendlich laufen. Entsprechendes gilt fiir
negative Zeiten.

Andererseits gibt es offensichtlich Bahnen, die immer im Endlichen bleiben,
beispielsweise die angedeuteten periodischen Bahnen:
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Verlasst das Teilchen erst einmal die Kreisscheibe vom Radius R, z. B. R :=
2d, so kann es in Zukunft nicht mehr gestreut werden.

Frage: Was ist die Struktur der Menge
A={zge P|VteR |q(t,x0)| < R}

der gebundenen Bahnen?

Das physikalische Interesse an dieser Frage wird dadurch verstarkt, dass auch
wichtige qualitative Fragen iiber Streubahnen nur durch Analyse von A beant-
wortet werden konnen.

Als entscheidend fiir das Verstandnis von A stellt sich nun folgende Bemer-
kung heraus: Alle Bahnen in A sind instabil (hyperbolisch), benachbarte Bahnen
laufen typischerweise exponentiell in der Zeit auseinander:

Da jede Bahn in A immer wieder mit den Kreisscheiben kollidiert, die Be-
wegung zwischen den Kollisionen aber einfach ist, lohnt es sich, nicht ®; zu
untersuchen, sondern die diskrete Abbildung, die die Daten aufeinander folgen-
der Kollisionen aufeinander abbildet. Diese Daten lassen sich durch zwei Winkel
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(fiir jede Kreisscheibe) parametrisieren. Aus Symmetriegriinden brauchen wir nur
die Kreisscheibe B; zu betrachten.

Wir bezeichnen die Bogenliange (gleich dem Winkel, da Radius 1) des Auf-
treffortes ¢, gesehen vom Mittelpunkt von By, mit [ und den Sinus des Winkel
der Auftreffrichtung, relativ zur Normalenrichtung bei ¢ mit w.

Es gilt also (l,u) € @ := {(l,u) € [-m, 7[x[-1, 1]}

Wie sieht die Teilmenge W3, C @) der Punkte in ) aus, die zuletzt an B3
gestreut wurden? Ist der Abstand d zwischen den Streuscheiben groB, so gilt fiir

1

U

u

Waq 1,2

—m/3 —7/6 0 x/6 1 /3

Abbildung 12.1: Poincaréschnitt fiir die 1. Scheibe

™

(I,u) € W5 ndherungsweise [ — arcsin(u) ~ . Entsprechend gilt fiir die von
B, kommende Teilmenge W51 niherungsweise [ — arcsin(u) ~ —%, siehe Abb.
12.1.

Andererseits gilt wegen des Reflexionsgesetzes " Ausfallswinkel = — Einfalls-
winkel” fiir die Mengen V)5 bzw. V) 3 der in Richtung B, bzw. B3 gestreuten
Punkte aus Q: [ + arcsin(u) ~ —% bzw. [ + arcsin(u) ~ .

Die Bahnen, die von B3 kommend an B; in Richtung B, gestreut werden,
befinden sich folglich in der Menge W3, NV} 5 etc. Diese vier Mengen haben

156



naherungsweise die Form von Rauten.

Wir kénnen diese Konstruktion iterieren, indem wir auch die Kreisscheibe der
vorletzten Streuung und der iiberndchsten Streuung betrachten. Es gibt dann
insgesamt 2* = 16 Kombinationen und die entstehenden Schnittmengen sehen
ungefahr wie in Abb. 12.2 aus.

Abbildung 12.2: Iterierte Poincaréabbildung

Der Schnitt Ag von A mit der Menge {(q,) € P | § € 9B;} der Kollisi-
onspunkte mit der ersten Scheibe besitzt die Form einer Cantormenge, ist also
eine kompakte nicht leere Menge, die total unzusammenhangend ist (d. h. das
Innere von A, ist leer) und bei der jeder Punkt ein Haufungspunkt ist.

Solche Mengen sind homdomorph zu der im letzten Abschnitt betrachteten
1/3-Menge von Cantor.

Andererseits ist Ag homdomorph zu dem Konfigurationsraum Q = EZ ei-
ner Spinkette, und wir konnen den Homoomorphismus auch einfach angeben.
Ein Punkt aus A entspricht einem Schnittpunkt einer gebundenen Bahn mit
(. Einen solchen Punkt kénnen wir nun eindeutig durch die zweifach unendli-
che Folge von Elementen (iy)rez der Menge {1, 2,3} charakterisieren, indem wir
angeben, in welcher Reihenfolge die Kreisscheiben besucht werden. Nach Vor-
aussetzung ist 7o = 1. Es kann keine direkt aufeinanderfolgenden Kollisionen mit
der gleichen Kreisscheibe geben, i), # ix1 (k € Z).

Daher kdnnen wir auch eine einfachere Kodierung der Orbits vornehmen,
indem wir einen Orbit durch ein Element w € E? charakterisieren. wj, sei dabei
= +1, wenn die (k + 1)—te besuchte Kreisscheibe die der k—ten Kreisscheibe im
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Gegenuhrzeigersinn benachbarte ist, sonst = —1.

Im Sinne der Statistischen Mechanik entspricht damit jeder Punkt aus Ag
eineindeutig einer Konfiguration der Spinkette und es lasst sich zeigen, dass die
so definierte Abbildung Ag — €2 umkehrbar stetig ist.

Jeder Funktion auf Ag entspricht damit eine Funktion auf €2, z. B. kénnen
wir die Lange des Bahnstiicks zwischen A und der nichsten Kollision betrach-
ten. Wir erhalten damit relativ leicht statistische Aussagen iiber die Verteilungen
dieser Langen. Das betrachtete Problem enthalt den Abstand d der Kreisscheiben
als Parameter. Wir kdnnen uns fragen, ob Erwartungswerte von GroBen wie z.
B. der Lange analytisch von d abhangen oder nicht. Zur Beantwortung dieser
Fragen konnen wir die Methoden der Statistischen Mechanik benutzen 2°.

13 Numerik

13.1 Monte—Carlo—Simulation von Markovketten . . . . . . .. 159
13.2 Der Metropolis—Algorithmus . . . . . . ... ... ... .. 161
13.3 Nicht lokale Methoden . . . . . .. .. .. ... ...... 164

Zwar lassen sich mit numerischen Mitteln in den meisten Fallen keine mathe-
matischen Aussagen ableiten. Trotzdem hat die Numerik in der Mathematik, und
auch speziell in der mathematischen Statistischen Mechanik, ihren Stellenwert.
Sie dient hier hauptsachlich dazu, Hypothesen zu formulieren bzw. empirisch
zu testen. Wer schon einmal iiber einige Wochen vergeblich versucht hat, eine
falsche Vermutung zu beweisen, ist sich liber den Wert empirischer Kenntnis in
der Mathematik im Klaren. Natiirlich besteht die Hauptarbeit weiterhin in dem
Beweis aufgestellter Hypothesen.

Betrachten wir zunachst Spinsysteme, so ist eine Hauptfrage die nach der
Temperaturabhangigkeit von observablen GroBen. Diese sind fiir endliche Spin-
systeme durch endliche Summen gegeben:

Es liegt daher zundchst nahe, diese endlichen Summen durch einen Computer
errechnen zu lassen. Dies stellt sich aber als nicht sehr sinnvoll heraus, denn die

2Sjehe z. B. fiir Beweise und weitere Referenzen Kapitel 3 von
A. Knauf, Ya. Sinai: Classical Nonintegrability, Quantum Chaos. DMV-Seminar Band 27. Basel:
Birkhauser 1997
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Zahl der Konfigurationen ist 2%V, Betrachten wir beispielsweise das zweidimen-
sionale Isingmodell, so ist fiir 10 x 10 Spins 2V = 2190 ~ 10%° und damit viel zu
groB fiir bestehende wie zukiinftige Rechner.

Andererseits sind wir mit Kantenlange 10 doch noch recht weit vom ther-
modynamischen Limes N — oo entfernt in dem Sinn, dass wir z. B. den Pha-
seniibergang nur schlecht sehen.

Obwohl die explizite Berechnung von Erwartungswerten im Allgemeinen nicht
moglich ist, gibt es recht effektive Methoden zu ihrer ndherungsweisen Berech-
nung.

Der Schliissel zu dieser Tatsache liegt in der Beobachtung, dass fiir gegebene
Temperatur der Hauptbeitrag zur Zustandssumme von Konfigurationen herriihrt,
deren Energie nahe beim Energieerwartungswert liegt. Mit anderen Worten, die
Observable "Energie” besitzt eine geringe (relative) Streuung. Andererseits sind
in der Zustandssumme die meisten Summanden Boltzmannfaktoren zu vom Mit-
telwert stark abweichenden Energien.

Sie liefern einen kleinen Beitrag, entweder weil ihre Anzahl fiir zu kleine Ener-
gien klein ist oder weil ihre Boltzmannfaktoren fiir zu groBe Energien zu klein
sind. Ihre Berechnung verschwendet damit nur Rechenzeit.

Stattdessen verschafft man sich eine reprasentative Stichprobe von Konfigu-
rationen und berechnet fiir diese Erwartungswerte von Observablen.

13.1 Monte—-Carlo—-Simulation von Markovketten

Der typische Ausgangspunkt bei der numerischen Simulation von Spinsystemen
ist ein Konfigurationsraum von der Form S := E* fiir eine endliche Teilmenge
A C Z% und eine Energiefunktion H : S — R. Diese kann, muss aber nicht
Randbedingungen enthalten. Jedenfalls definiert sie fiir inverse Temperatur 5 > 0
das GibbsmaB, d.h. den Wahrscheinlichkeitsvektor p € RS mit den Komponenten

e BH(w)
Po = "7
e Gesucht wird nun zunachst eine irreduzible stochastische Matrix P =
(Pww )wwes mit Eigenvektor p (siehe Anhang E). Solche Matrizen gibt
es viele, und wir werden sehen, welche praktischen Kriterien man zusatz-
lich an sie anlegt.

e Die Monte—Carlo—Simulation beginnt mit der Wahl von wy € S. Diese
Konfiguration kann — mit Hilfe sog. Pseudozufallszahlen — zufallig gewahlt
werden. Manchmal benutzt man aber auch eine Grundzustandskonfigura-
tion der Energiefunktion H, etc.

e Fiir eine vorgegebene Zahl T" von Schritten wird entsprechend den Wahr-
scheinlichkeiten p,, ,», w € & firt = 1,...,T — 1 die Konfiguration
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wy € Q) gewahlt.
Es stellen sich hier folgende Fragen:

1. Inwieweit ist das Ensemble (wy,...,wr_1) von Konfigurationen eine re-
prasentative Stichprobe?
2. Warum wahlt man nicht einfach entsprechend den Gibbswahrscheinlichkei-

ten p, = e?{g‘)) zufallig die Konfigurationen w?

Die Antwort auf Frage 2. ist einfach: Wahrend sich der Zahlerausdruck in p,,, d.h.
der Boltzmannfaktor e A7) im Allgemeinen leicht berechnen lasst, ist dies fiir
die Zustandssumme Z(3) = Y .o e PH) im Nenner wegen der iibergroBen
Zahl von Summanden nicht der Fall.

Eine allgemeine Antwort auf Frage 1. kann man nur fiir den Limes T" — oo
einer groBen Stichprobe erwarten:

13.1 Satz Fiir eine irreduzible Markovkette (p, P) konvergiert das so genannte
empirische MaB
=
15
My "t wt
=
(T) _

auf S fiirP—fast allew = (wo, ..., wr_1,...) € Q= SV gegenp. limp o uwT =
p fiir P—fast alle w € Q).

Bew.: GemaB Satz E.8 aus Anhang E ist die Shiftabbildung
c:Q—=Q |, olw)=w1 auf Q

ergodisch beziiglich des WahrscheinlichkeitsmaBes IP. Nach dem Ergodensatz von
Birkhoff existiert daher das Zeitmittel von L'~Funktionen f: Q) — R

T-1

fir P—fast alle w € Q2 und ist gleich E( f). Insbesondere gilt dies fiir die Funktionen
fi (e S)

1, Q=1
filw) = { 0 , S(;)IlSt,
und E(f;) = P(Xo =1) = p;.
Andererseits ist
= =
pDG) = 2 38 (0) = 2 3 0" (w)),
t=0 t=0



woraus die Behauptung folgt. O

Dieser Satz sagt uns, dass wir bei Anwendung der Monte—Carlo—-Simulation gute
Chancen haben, das GibbsmaB gut anzunadhern, wenn der Raum S der Konfigu-
rationen nicht zu groB ist, insbesondere wenn |S| = N < T Dies ist jedoch in
der Praxis gerade nicht der Fall, denn fiir Spinsysteme ist |S| = |EA| = 2Al,
Allerdings sind wir oft daran interessiert, Erwartungswerte von makroskopischen
Observablen (wie Energiedichte, mittlere Magnetisierung etc.) zu gewinnen, die
selbst schon Mittelwerte iiber Translationen im A umfassenden Gitter Z? darstel-
len. Diese besitzen daher geringere Varianz und sind entsprechend unempfindli-
cher gegen numerische Schwankungen.

Natiirlich ist der obige Konvergenzsatz kein Freibrief fiir die unkontrollierte
Verwendung numerischer Methoden. Insbesondere ist zu achten auf

e die Verwendung eines guten Generators von Pseudozufallszahlen (siehe z.B.
MADRAS [Ma], Kapitel 2).

e die Verwendung einer stochastischen Matrix P, die eine schnelle Konver-
genz gegen den Wahrscheinlichkeitsvektor p garantiert.

Der zweiten Problematik wenden wir uns im folgenden Abschnitt zu.

13.2 Der Metropolis—Algorithmus

Wir haben im Anhang E bemerkt, dass jede symmetrische stochastische Ma-
trix Q € M(N,R) den Wahrscheinlichkeitsvektor (1/N,...,1/N) € R" als
Perron—Frobenius—-Eigenvektor hat. Im Metropolis—Algorithmus wird nun eine
solche irreduzible Matrix ) = (g; ;)i jes modifiziert, sodass sie stattdessen den
Wabhrscheinlichkeitsvektor p als Perron—Frobenius—Eigenvektor besitzt. Die mo-
difizierte Matrix P = (p; ;)i jes hat die Eintrage

¢ F(p;/pi) . J A
EA o 13.1
P { 1= hesv Grl (oe/pi) o J =i (13.1)

mit F'(x) := min(z, 1).

Man iberpriift, dass p;; > 0 und >, gpi; = 1 gilt, also auch P eine
stochastische Matrix ist. Wie (@) ist sie irreduzibel, und auBerdem gilt p;p; ; =
p;pji, denn fiir j # ¢ ist p;p; ; = ¢; j min(p;, p;) in i und j symmetrisch. Damit
ist p Perron—Frobenius Eigenvektor von P.

Der Vorteil dieser Definition liegt darin, dass die Komponenten des Wahr-
scheinlichkeitsvektors nur in Form des Quotienten p;/p; vorkommen, sodass sich
die unbekannte Zustandssumme Z(3) herauskiirzt:

pi/pi = exp(B(H (i) — H(j)). (13.2)
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Kurz gesagt sorgt die Matrix () fiir die Irreduzibilitat von P, wahrend der Faktor
F(x), angewandt auf x = p,/p;, garantiert, dass p Perron—Frobenius—Eigenvektor
ist. Man kann F'(z) € [0,1] als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, dass der
Vorschlag des Ubergangs vom i—ten zum j—ten Zustand akzeptiert wird; an-
sonsten wird der Zustand nicht verandert. Die Matrix () heit daher proposal
matrix. Bei der obigen Wahl von F wird also der Vorschlag des Ubergangs zu
einem energiedrmeren Zustand gemaB (13.2) immer akzeptiert.

13.2 Beispiel (Glauber—Dynamik fiir das Isingmodell) Fir A € S(d) ist
S := E" der Konfigurationsraum. Wir setzen fiir den Gitterpunkt [ € A die
proposal matrix Q) auf R wie folgt an:

Qv - 1, oj=—0y, 0, =0 (m e A\{l})
o0’ 0 , sonst.

Es wird also mit Wahrscheinlichkeit 1 genau der Spin an Gitterpunkt [ invertiert.
Damit ist fiir die Energiefunktion

1
Hy:S—R , HA(O'):§ Z UkUz—hZUk
n,leEA

keA
[lk—1[]=1

die Wahrscheinlichkeit

F(po'/po) = min (1,exp (—201 (ZkeA:Hk—lH:lak + h))) :

Da die Matrix Q' symmetrisch ist, ist die Matrix P mit Eintrigen p'”, =

q((jg,, F(po,//ps) reversibel. Allerdings ist sie (fiir [A| > 1) nicht irreduzibel,
denn es wird ja hochstens der Spin bei [ € A invertiert. Daher werden alle
Spins in A abgearbeitet. Dies kann entweder in einer vorgegebenen Reihenfolge
geschehen, d.h. fiir eine Nummerierung {/;} der Gitterpunkte unter Verwendung
der stochastischen Matrix

p .= ptpl  pla) (13.3)

Oder der Gitterpunkt wird auf A gleich verteilt ausgewiirfelt, was der stochasti-
schen Matrix

1
P .= 0 > po (13.4)

leA

entspricht.
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Abbildung 13.1: Zweidimensionales Isingmodell mit 250 x 250 Spins und periodi-
schen Randbedingungen (Kritische Temperatur T,; Schwarz: Spin = 1, WeiB:
Spin = —1 ). Links: %Tcr, Mitte: T.., Rechts: chr

Allerdings ist in obigem Beispiel die stochastische Matrix P im Allgemeinen nicht
irreduzibel. Das liegt daran, dass jeder Spin—Flip akzeptiert wird, wenn er die
Energie nicht andert.
Daher benutzt man statt (13.1) oft die Funktion
x

F(x):= T2

Diese besitzt wie F'(x) = min(l,z) die Eigenschaften 0 < F(z) < 1 und
die fiir die Reversibilitdt der Matrix P wichtige Bedingung F'(1/z) = F(x)/x.
Andererseits sind fiir z € (0, 0o) sowohl die Akzeptanzwahrscheinlichkeit F'(x) >
0 als auch 1 — F'(x) > 0.

(x € [0, 00]). (13.5)

13.3 Beispiel Warmebad—-Dynamik fiir das Isingmodell
Mit den Bezeichnungen des letzten Beispiels ist fiir die Wahl (13.5)

o)
Dy

Fp,/ps) = ——
(P /o) Po + Po

exp (—501 (an—l\\:l Tk + h))

exp (801 (Syeager o+ 0) ) +exp (=Bor (Sppggron + 1))

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist also gleich dem GibbsmaB des [-ten Spins

bei inverser Temperatur 5, im Feld >  .ca oy + h der fixierten Nachbarspins
[k—1]=1
o1, vermehrt um h.

Sowohl die stochastische Matrix (13.3) des sequentiellen Verfahrens als auch
(13.4) ist fiir das Warmebadverfahren irreduzibel, denn jeder Spin oy, [ € A wird
mit positiver Wahrscheinlichkeit invertiert oder auch nicht.
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13.3 Nicht lokale Methoden

Die zuletzt vorgestellten Monte—Carlo—\Verfahren (Glauber— und Warmebaddy-
namik) basieren auf der Modifikation je eines Spins. Daher funktionieren sie
gut, solange im Gitter Z? weit voneinander entfernte Spins wenig voneinander
abhéngen, also die trunkierten Korrelationsfunktionen (sis;) — (si) (s;) fiir groBe
||k — || betragsmaBig klein sind.

Dies ist dann der Fall, wenn das asymptotische GibbsmaB eindeutig ist.

Ausgerechnet fiir den interessanten Fall der Phasenkoexistenz dagegen wird
ein solches lokales Verfahren nur langsam konvergieren, denn es treten langreich-
weitige Korrelationen auf (critical slowing down).*

Beispielsweise besitzt fiir das ferromagnetische Isingmodell in A C Z%, d > 2
fiir inverse Temperaturen 5 < . die Verteilung der mittleren Magnetisierung
zwei ausgepragte Maxima, und der Ubergang zwischen diesen Werten der spon-
tanen Magnetisierung dauert bei Verwendung lokaler Methoden sehr lange. Dies
ist nicht nur nachteilig, denn auch die natiirliche Dynamik ist lokal, und bei lo-
kalen Verfahren werden so genannte metastabile Zustande sichtbar, die streng
genommen keine Phasen sind, aber trotzdem Langzeitstabilitdt besitzen, siehe
Abb. 13.2, im Vergleich mit Abb. 13.1.

Abbildung 13.2: Metastabiler Zustand bei der Simulation des zweidimensionalen
Isingmodells mit periodischen Randbedingungen bei Temperatur %Tcr

So besitzt das ferromagnetische Isingmodell auf Z< fiir duBeres Magnetfeld
h < 0 nur eine Phase (negative Magnetisierung) aber fiir § < (. und be-
tragsmaBig kleine h tritt ein metastabiler Zustand positiver Magnetisierung auf.
Tatsachlich existieren alternative, nicht lokale Monte—Carlo—Methoden, bei
denen das Phianomen des critical slowing down kaum auftritt. Diese sind aber

3Djeses Phanomen wird im Ubersichtsartikel [So] von SOKAL iiber Monte—Carlo—Methoden
diskutiert.
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noch in dem Sinn lokal, dass die zum Auffrischen eines Spinwertes notwendige
Rechenzeit nahezu unabhingig von der GroBe |A| des simulierten Gebietes ist.
Eine solche Methode ist der von SWENDSEN und WANG in [Sw\Va] vorge-
stellte Algorithmus. Er erlaubt die Simulation von Pottsmodellen auf beliebigen
Graphen.
Es sei (V, E) ein Graph mit Knoten aus der endlichen Knotenmenge V' und
Kanten {v,w} € E zwischen Knoten v # w € V.

13.4 Definition Das (ferromagnetische) Pottsmodell mit s—Spins auf (V, E)
besitzt Konfigurationsraum Qp := {1,...,s}V und Energiefunktion

H:Qp—>R , o — Z (0py,00 — 1).

{v,w}eFk

Der Fall von s = 2 Spinwerten entspricht (nach einer affinen Transformation von
H) dem ferromagnetischen Isingmodell auf (V, E).

Ublicherweise werden endliche V' C Z? mit Kantenmenge F := {{v,w} C
V| ||v — w|| = 1} betrachtet.

Fiir inverse Temperatur 8 > 0 induziert H auf {2p das GibbsmaB Pp mit

IEDP(O-) = ZI;1 H (q +p60v,aw> (0 € QP)

{vw}eE

Dabei ist ¢ := ¢ ?, p:=1—¢q € [0,1] (und wie iiblich ist die Zustandssumme
Zp so gewiahlt, dass Pp ein WahrscheinlichkeitsmaB ist).

Entsprechend einer auf Fortuin und Kasteleyn zuriickgehenden Idee wird nun
auf QFK = Qp X QRC mit QRC = 2F das MaB ]PFK mit

]PFK(O', A) = Z;lpM'q‘EiA' H 50-1”010 (O’ S QP, A g E)
{v,w}eA

betrachtet.

Die Teilmenge A C E von Kanten induziert auf der Knotenmenge V' die
Aquivalenzrelation bei der v genau dann zu w &quivalent ist, wenn ein Kan-
tenzug in A existiert, der bei v beginnt und bei w endet. Damit wird V' in die
Aquivalenzklassen v;, i € I(A) zerlegt:

v=JV (13.6)
icI(A)

und Prk (o, A) ist genau dann positiv, wenn in den Zusammenhangskomponenten
v; die Spinwerte einander gleich sind.
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Andererseits induziert o € ()p die Kantenmenge

E(o) = {{v,w} € E |0, = 0y}

13.5 Satz 1. Prg ist ein WahrscheinlichkeitsmalB mit dem GibbsmaB Pp des
Pottsmodells als )p—Marginal, d.h.

> Prx(o.A) =Pp(a) (0 €Qp).

AEQRrce

2. Das Q) rc—Marginal Pre von Pry ist gegeben durch
Pro(A) = Zp! plAl gl E=Al gl (ACE).

3. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

S_lj(A)‘ , A g E(O')

]P)FK(O' | A) = { 0 sonst (0' € Qp, A C E)

und

Pe(a] o) = { b

13.6 Bemerkung RC' steht fiir random cluster. Dieses Modell der Statistischen
Mechanik (siehe GRIMMETT [Gri2] ist eine Verallgemeinerung des Spezialfalls
s =1, der sog. Kanten—Perkolation auf (V, E). Bei Letzterer werden unabhangig
gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit p Kanten aus F ausgewahlt, und man in-
teressiert sich fiir die Struktur der Zusammenhangskomponenten. Der fiir s > 1
hinzukommende Gewichtsfaktor s!/(MI begiinstigt eine groBe Zahl von Zusam-
menhangskomponenten (siehe GRIMMETT [Gril]).

IA\qlE(o)—AI , A C E(o)
, sonst

(O’EQP, AQE)

Bew.: Aus der Definition von Prg schlieBen wir

_ [ ZptpMgEN A C B(o)
]PFK(Ua A) - { 0 , sonst. (137)
1. Daraus ergibt sich

Z Prx(o,A) = Zz! Z plAlglE=Al
AeEQRrc ACE 0')

— 1 glF-Fl Z plMglE@)=Al

ACE(o)
= Z'qF POl (13.8)
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Dies ist aber gleich P,(c), denn

II G+pdoon)= ] @+» 1] «

{v,w}eFE ecE(o) ecE—E(o)
Da IP, ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, folgt dies auch fiir Ppy.

2. Solange E(0) D A gilt, erhalten wir fiir Ppg (o, A) in (13.7) den o-
unabhingigen Ausdruck Z 'pl*l¢l”~Al. Die Bedingung ist genau fiir die
auf den Zusammenhangskomponenten V; in (13.6) konstanten o erfiillt.
Deren Anzahl ist sl/(M)I.

3. Ppx(o | A) = Prg(o,A)/Prc(A). Daraus ergibt sich mit (13.7) und
(13.6) die Formel. Analog ergibt sich Prx(A | 0) = Prg(0,A)/Prk (o)
aus (13.7) und (13.8). O

Die Formeln fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten legen die Verwendung der
folgenden Markovkette zur Approximation von Prx nahe:

e Bei gegebener Konfiguration A C FE von Kanten wird unabhangig fir
jede Zusammenhangskomponente V; mit Wahrscheinlichkeit 1/s ein auf V;
konstanter Spinwert gewahlt.

e Fiir diese Spinkonfiguration o € Qp wird A’ C E gewahlt, wobei ¢ =
{v,w} € E mit Wahrscheinlichkeit ¢ Element von A’ ist, falls o, = o,
und sonst e & A'.

13.7 Korollar Fiir 5 > 0 ist die Markovkette irreduzibel-aperiodisch auf Q) :=
{(O’, A) € QFK ‘ A g E(O’)}

Bew.: Von allen A C E ausgehend kdnnen wir mit positiver Wahrscheinlichkeit

s~ @I die konstante Spinkonfiguration o, = 1 erreichen, von dieser ausgehend
AN =10.

In einem zweiten Doppelschritt konnen wir, ausgehend von (1,0) € Q, jedes
Element von ) erreichen. O

Da jeweils ganze Zusammenhangskomponenten V; einen neuen Spinwert zuge-
wiesen bekommen, konvergiert diese Markovkette auch fiir inverse Temperaturen
B > Be schnell.

In [ES] wurde von EDWARDS und SOKAL gezeigt, wie die obige Methode
(Einfiihrung des vergroBerten Konfigurationsraumes Qpx, und Definition einer
Markovkette auf diesem) auf nahezu beliebige Modelle verallgemeinert werden
kann. Allerdings ist i. Allg. kein dem Swendsen—Wang—Algorithmus vergleichbarer
Effizienzgewinn zu erwarten.
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Es gibt verschiedene Wege, statistisch-mechanische Systeme numerisch zu
behandeln.

Ein solcher Weg lauft unter dem Stichwort “Molekulardynamik”. Betrachten
wir z. B. das System von n harten Kugeln in einem Behalter, ein einfaches Modell
eines Gases.

Abbildung 13.3: Kugelférmige Gasatome in einem Container

Statt die kanonische Zustandssumme, die in diesem Fall ein Integral ist, direkt
zu berechnen, kann man auch die Bewegungsgleichungen der Kugeln numerisch
integrieren. Statt (Phasen-) Raummitteln von Observablen werden dann Zeitmit-
tel berechnet.

Natiirlich bleibt hier die Gesamtenergie entlang einer Bahn konstant. Wenn
wir die Ergodizitat des betrachteten Systems voraussetzen, also annehmen, dass
eine typische Trajektorie die Energieschale dicht umspinnt, sollte das Zeitmittel
tiber eine lange Trajektorie nahe dem Raummittel iiber die Energieschale sein.

Tatsachlich braucht man bei den iiblichen Observablen oft gar nicht so lange
zu warten, bis die Trajektorie die Energieschale einigermaBen dicht umsponnen
hat.

Allerdings ist es naheliegend, dass bei einer Dichte, die nahe bei der Ma-
ximaldichte liegt, diese typischen Zeiten sehr gross werden. Man spricht von
metastabilen Zustanden.

Bei den klassischen Spinsystemen steht uns eine natiirliche Dynamik zunachst
nicht zur Verfligung. Wir kdnnen statt dessen eine stochastische, zufallige Dy-
namik einfuhren, die sich durch eine Markovkette beschreiben 13Bt.

Stichworte sind hier: Monte-Carlo-Methoden, insbesondere der Metropolis-
Algorithmus, die Glauber-Dynamik, und der Swendson-Wang-Algorithmus (letz-
terer Algorithmus ist fiir Ising- und Pottsmodell besonders effektiv in der Nadhe
von Phaseniibergangen). Eine kurze Einfiihrung bietet das Kapitel 8 von IT-
ZYKSON und DROUFFE [|D]; die praktischen Aspekte werden in LANDAU und
BINDER [LaBi] diskutiert.
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14 Dynamik und Statistische Mechanik
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Die Statistische Mechanik bildet einen Rahmen fiir die prazise Beschreibung
von Vielteilchensystemen. Trotzdem ist sie in einem gewissen Sinn keine funda-
mentale Theorie, sondern sie bezieht sich auf die (in der Klassischen Mechanik
bzw. Quantenmechanik beschriebenen) Gesetze der Teilchendynamik.

In diesem Kapitel wird die Frage verfolgt, inwieweit sich die Voraussagen der
Statistischen Mechanik dynamisch begriinden lassen.

14.1 Zeitinvarianz des Kanonischen GibbsmaBes

Am offensichtlichsten ist die Beziehung im Auftauchen der Energiefunktion H :
2 — R in der Definition des GibbsmaBes eines Systems endlich vieler Teilchen
(bzw. des Hamiltonoperators im quantenmechanischen Fall).

Wahrend die in dieser Vorlesung vorzugsweise betrachteten klassischen Spin-
systeme keine Dynamik besitzen, ist dies der Fall, wenn wir beispielsweise eine
glatte Funktion H : 2 — R auf einer offenen Teilmenge 2 C ]Rév X Rflv betrach-
ten. Diese Funktion definiert dann die Hamiltonschen Differentialgleichungen

_8H . oH
dq; = Ip;

pi = (i=1,...,N) (14.1)

auf dem Phasenraum U. Wir nehmen im Folgenden an, dass diese Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir alle Anfangswerte 2(0) = (p(0),¢(0)) := xy €
und alle Zeiten t € R eindeutig l6sbar sind, und schreiben die Losung in der Form

D, Q0 — Q (t € R) , oderauch (p(t, zo),q(t,z0)) := P4(0).

Wie man durch Einsetzen von (14.1) sieht, ist die Hamiltonfunktion H eine
Konstante der Bewegung fiir den von ihr erzeugten FluB &,:

14.1 Lemma Fiir alle Zeitent € R gilt H o &, = H.
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Bew.: e Zunichst verschwindet fiir t = 0 die Zeitableitung:

d Y (0H. OH Y (0HOH OHOH
S Ho® o= (5—di+5pi) = - N
7t o t’t—O Z (3% q; + apz pz) ; (aqz 8pz 3]?@ a%) 0

i=1
(14.2)
e Fiir beliebige Zeiten t € R und x € Q gilt mit y := ®,(x)
d d
%H o dy(x) = %H o Dy(y) |s=0= 0. O

14.2 Beispiel Wir betrachten n klassische Teilchen der Masse m > 0 in d

Dimensionen unter dem Einfluss eines (z.B. gravitativen oder elektrostatischen)
Potentials. Es ist also N :=nd, Q:=]]" R? x R? = RN x RY und

n 2
Di
H@A%=§:%%}+V@)
i=1

Setzen wir voraus, dass fiir das glatte Potential V' : Rf]\] — Rgilt: limjg—00 V(q) =
oo, dann ist fiir jede Energie £ € R die Niveaufliche H'(E) C Q kompakt.
Da die Hamiltonschen Gleichungen (14.1)

. . Pi .
pi=—-Va,Vig) Qi:E (t=1,...,n)

fiir Anfangswerte 7o € H'(F) auf dieser kompakten Menge verbleiben, existiert
nach einem Satz aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen die
Losung &, fiir alle t € R.

Fassen wir die rechte Seite von (14.1) in Form des Vektorfeldes
Xp: Q=R xRY | Xpg(z):=JVH(z)

mit der schiefsymmetrischen Matrix .J := () ~¢V) € M(2N,R) zusammen,
dann schreibt sich diese Differentialgleichung in der Kurzform & = Xy (z), und

es gilt L£®,(x) |s—o= Xp(x), der Fluss ist also tangential an das Hamiltonsche
Vektorfeld X ;. Daher gilt:

14.3 Satz (Liouville) Das LebesguemalB auf dem Phasenraum € ist invariant
unter dem Fluss ®;, d.h. fiir alle Borelmengen A € B(£2) ist

/ dr = / dx (t € R).
A Dy (A)
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Bew.: Wir benutzen die Transformationsformel der Integrationstheorie.

e Entsprechend muss gezeigt werden, dass fiir alle x € 2 und t € R gilt:

d
- det(Dy(x)) = 0, (14.3)

denn mit det(D®y(z)) = det(lyny) = 1 folgt dann auch det(D®y(z)) = 1.

e (14.3) gilt zunachst fiir t = 0, da

d d
. det (D®y(2)) =0 = 7 det(lyy + tD Xy (2)) |e-o

= tr(DXg(x)) = tr(DJ(DH(2))") = tr(JA),
denn die Hessematrix A := Hess H (z) ist symmetrisch, und es gilt

tr(JA) = tr((JA)") = tr(A'J") = —tr(AJ) = —tr(JA).

e Wegen der Gruppeneigenschaft ®,,; = ®,0®, des Flusses ist fiir beliebige
t € Rund y:= &(x)

d d
pr det (D@t(m)) = o det (D(‘Ps o q%)@)) |s=0

= %det (D®,)(y) - DP4(x)) |s=0

= %det (D®4(y)) |s=o - det (DPy(z)) = 0. O

Um nun auf die Statistische Mechanik zurlickzukommen, suchen wir nach einer
Rechtfertigung fiir die Wahl des kanonischen GibbsmaBes

_ [ exp(—BH (z))dx
’ erXp(—BH(x))dx

ps(A) (A e B(Q) (14.4)

fir inverse Temperaturen $ > 0. Wir nehmen hier an, dass V' (q) mit ||¢|| so
schnell gegen Unendlich strebt, dass das Integral [, exp(—8H (z))dz endlich
ist.

14.4 Satz Das kanonische GibbsmaB ji5 ist ®;~invariant:

ns(®:(A)) = ps(A) (A€ B(Q), t € R).
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Bew.: Da @, ein Diffeomorphismus ist, gilt wegen Satz 14.3 und Lemma 14.1:

/ exp(—BH (x)) di = / exp(—BH o y(y)) | det DD(y)|dy
Dy(A) A

— /Aexp(—ﬂHo@t(y))dy—/exp(—ﬁH(y))dy-

A

Daraus ergibt sich die Invarianz von 3. 0

14.5 Bemerkung Bezeichnet E,(f) := [, f du den Erwartungswert einer Zu-
fallsgroBe f : €2 — R beziiglich eines WahrscheinlichkeitsmaBes 1 auf dem
Phasenraum, dann folgt aus Satz 14.4 (falls E,(|f|) < oo) fiir die GibbsmaBe

Euﬁ(foq)t):Eu;a(f) , (tER)'

Diese Aussage ist das klassische Analogon zu Satz 3.5 iiber die zeitlich Invarianz
der quantenmechanischen Gibbszustande.

14.2 Kanonisches und Mikrokanonisches Ensemble

Nun 138t sich fiir jede stetige Funktion f : R — R mit [, f o H(z)dx < oo
analog zu (14.4) (mit fz(x) := exp(—pfz)) ein ®,—invariantes Wahrscheinlich-
keitsmaB definieren.

Zwar haben wir in Kapitel 4.3 gesehen, dass die Wahl f3 die Entropie unter der
Nebenbedingung eines vorgegebenen Erwartungswertes der Energie maximiert.
Dies motiviert die Wahl der 5 durch ein Variationsprinzip.

Allerdings liegt im Kontext der Dynamik ®; auf €2 die Wahl einer anderen
einparametrigen Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen, namlich der mikrokano-
nischen MaBe vg fiir Energien E nahe: Diese sind fiir Energiewerte £ € H(f2)
durch

Jp(A) = [ 0(H(z) — E)dx
Jo0(H(x) — E)dx
definiert. Ist E ein reguliarer Wert von H und die Niveaufliche H~1(E) C Q
kompakt, dann ist 0 < [, d(H(z) — E) dz < 0o und damit vz wohldefiniert.
Die mikrokanonischen MaBe v sind wie die kanonischen MaBe ®;—invariant.
Gegeniiber letzteren besitzen sie den konzeptionellen Vorteil, dass die Energie H,
als Observable aufgefasst, verschwindende Varianz (2.13) besitzt:

E,, (H?) = (B, (H))*=E? ,balso V, (H)=0.

Dies ist eine giinstige Eigenschaft, denn nach Lemma 14.1 wird ja die Energie
fiir alle Zeiten durch die Energie der Anfangsbedingung fixiert.
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Allerdings verschwindet im thermodynamischen Limes n — oo groBer Teil-
chenzahl typischerweise auch fiir ;15 die Varianz der Energie pro Teilchen H/n.

14.6 Beispiel Wihlt man in Beispiel 14.2 als Potential V(¢) := 1||¢||?, be-

trachtet also den Fall von n = NN eindimensionalen harmonischen Oszillatoren

mit Masse m := 1 und Energiefunktion H(x) = 5||z|?, so ergibt sich wegen der
Formel [* exp(—r?/2)r?*~! dr = 25~'T'(k) die Varianz der Energie pro Teilchen
1
Vﬂﬁ (H/n) == n_ﬁz

Sind weitere Konstanten der Bewegung bekannt, dann bietet sich an, das Wahr-
scheinlichkeitsmaB so zu modifizieren, dass sein Trager im Phasenraum eine ge-
meinsame Niveaumenge dieser Funktionen ist.

14.7 Beispiel Das Potential aus Beispiel 14.2 sei von der Form

Vig) = ZVC(%) + Z Viv (g — 4;).

1<i<j<n

wobei das " Containerpotential” Vi : R? — R die Eigenschaft limyjg 00 Ve (q) =
oo habe, wihrend das " Wechselwirkungspotential” Vi : R? — R im Gegenteil
fiir groBe Abstande gegen Null gehe. Solche Potentiale V' modellieren fiir d = 3
ein Gas in einem Behalter. Typischerweise ist dann die Wechselwirkung invariant
unter Drehungen, d.h. Viy(q) = Viz (||q|)).

Nimmt man auch eine entsprechende Kugelform Ve (q) = Vi(||¢||) des Con-
tainers an, dann sind die Komponenten L; des Gesamtdrehimpulses

L:Q—=R | Lipq) =Y qXpi (14.5)
=1
Konstanten der Bewegung:
d — . . - Pi
EL o ®4(q,p)li=0 = ;(Qz X pi+ G X Pi) = Zl (E X pi — ¢ X tiV(Q))
= - Z% x VVol(q) — Z (¢ X Vo Viv(ai — ¢5) + ¢; X Vo, Viv (g — ¢;))
i=1 I<i<j<n

= 0.

Es bietet sich die Betrachtung invarianter MaBe mit Trager auf Untermannigfal-
tigkeiten der Form
{r€eQ|H(x)=F, Lx)=1}

an, parametrisiert durch Energie £/ und Wert [ € R? des Drehimpulses.
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14.3 Die Ergodenhypothese

Die physikalische Messung einer Observablen f : {2 — R liefert im Allgemeinen
zeitabhangige Ergebnissse. Dies liegt (im Rahmen unserer klassischen Modellie-
rung daran, dass die zu Beginn der Messung vorliegende Konfiguration x € )
i.Allg. keine Ruhelage ist, und daher das Messergebnis f o ®,(x) von der Zeit t
abhangt. Allerdings bedingt die Tragheit der Messinstrumente eine gewisse zeitli-
che Mittelung mit Zeitkonstante T' > 0, die wir z.B. dadurch modellieren kénnen,
dass wir die stetige Funktion f durch

_ 1 [T
fr ::T/o fod_,dt

ersetzen. Wir erwarten, dass die Funktion ¢+ f, o ®,(x) weniger fluktuiert als
die urspriingliche Funktion ¢ — f o ®,(x). Daher interessieren wir uns fiir den
Limes 7" — oo. Dessen Existenz wird durch den folgenden Satz sichergestellt.

14.8 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz) Es sei M ein kompakter metrischer
Raum, ®, : M — M (t € R) ein messbarer Fluss und v : B(M) — [0, 1] ein
®,—invariantes WahrscheinlichkeitsmaB.

Dann existiert fiir f € L'(M,v) und v—fast alle v € M der Limes

f(z) = limp_ 00 % fOT fo®_(x)dt ,und feL'(M,v).

Weiter ist B, (f) = E,(f) und fo ®, = f (t € R).

Der Beweis findet sich (fiir den zeitdiskreten Fall ¢ € Z) im Skript " Mathemati-
sche Physik |: Klassische Mechanik™.

Wir konnen (durch Restriktion von f auf M := H~'(FE)) den Satz auf die
mikrokanonischen MaBe vg anwenden.

Im physikalischen Kontext wird f oft als Zeitmittel, E,(f) als Raummittel
von f verstanden. Dabei identifiziert man Letzteres mit der konstanten Funktion
]Ey(f> : ]l]v[ auf M.

Ergodenhypothese: Raummittel ist gleich Zeitmittel.

Diese auf Boltzmann zuriickgehende Arbeitshypothese stellt eine teilweise Recht-
fertigung der Verwendung mikrokanonischer MaBe in der statistischen Mechanik
dar. Ist namlich fiir ein dynamisches System die Ergodenhypothese erfiillt, dann
stimmen die gemessenen Daten f(z) (v—fast sicher) mit den berechneten Daten
E,(f) tberein.

14.9 Definition Das messbare dynamische System (M,B(M),v,®,) heit er-
godisch, wenn alle ®,—invarianten Funktionen f € L*(M,v) fast iiberall kon-
stant (namlich gleich E,(f)) sind.
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Die Frage ist nun, ob das jeweils untersuchte Vielteilchensystem der klassischen
Mechanik eine beziiglich des mikrokanonischen MaBes vy ergodische Dynamik
besitzt.

14.10 Beispiel Wie wir am Beispiel 14.7 sehen, muss dies nicht der Fall sein.

e Denn aus Symmetriegriinden ist das Raummittel E,, (L) des Gesamtdreh-
impulses 14.5 gleich Null, die Zeitumkehrabbildung

T:Q—=9 , T(pq):=(-pq)
besitzt namlich die Eigenschaften H oT'= H und Lo T = —L.

e Fiir kugelférmige Container ist aber L # ( Konstante der Bewegung, also
gleich seinem Zeitmittel L.

Zwar gibt es Vielteilchensysteme, von denen man vermutet, dass sie ergodisch
sind. Allerdings sind Beweise auBerordentlich schwierig zu fiihren.

14.11 Beispiel Ein Beispiel bildet das System von n Kugeln vom gleichen Radi-
us, die sich in einem (z.B. wiirfelformigen) Gebiet bewegen und an dessen Rand
und aneinander nach dem Gesetz " Ausfallswinkel = — Einfallswinkel” reflektiert
werden. Dies ist ein einfaches Modell eines realen Gases; siche SIMANYI, SZASZ
[Si, Sz, Sz2].

Die obige Definition von Ergodizitat beschreibt diese dynamische Eigenschaft nur
indirekt, tiber ihre Auswirkung auf die Mittelungseigenschaft von Phasenraum-
funktionen. Anschaulicher ist vielleicht das folgende Kriterium:

14.12 Satz Ein messbares dynamisches System (M, B(M), v, ®;) ist genau dann
ergodisch, wenn fiir alle messbaren Teilmengen A € B(M) des Phasenraums M
gilt:

A st ®y-invariant — v(A) € {0,1}.

Im Teil | der Vorlesung wird Ergodizitat sogar durch diese Eigenschaft definiert,
und dann die Aquivalenz zur Konstanz aller (L>-) Funktionen nachgewiesen.

Falls nun Ergodizitat vielleicht keine typische Eigenschaft von n—Teilchen-
systemen ist, kdnnte man hoffen, dass diese vielleicht eine groBe ergodische Kom-
ponente, d.h. eine fluss—invariante messbare Teilmenge A,, C M,, mit v,(A,) >
0, auf der der Fluss beziiglich des restringierten WahrscheinlichkeitsmaBes %
ergodisch ist. Man konnte beispielsweise hoffen nachzuweisen, dass im thermody-
namischen Limes n — oo eine solche Komponente A,, mit v,,(A4,) 1 existiert.

Aber selbst diese abgeschwachte Forderung ist, wie Beispiel 14.10 zeigt, nicht
immer erfiillt.
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Ob sie fiir typische Systeme der statistischen Mechanik erfiillt ist, ldsst sich
schon daher nicht beantworten, weil man dazu erst einmal die Klasse aller solcher
Systeme definieren miisste. Dies ist nur unter extrem vereinfachenden und wenig
realistischen Bedingungen moglich:

14.13 Beispiel Fiir n € N betrachten wir auf dem "Phasenraum” M = M,, :=
{1,2,...,n} durch eine beliebige Permutation 7 € S,, gegebene Dynamik

(1) = 7'(x) (re M,teZ).

Das einzige fiir alle Permutationen 7 invariante WahrscheinlichkeitsmaB v = v,
auf M ist das normierte zdhlende MaB, d.h. v(A) := |A|/n.

Die Orbits von ®; sind die Zykel in der Zykeldarstellung von 7. Beispielsweise
besitzt ®, fur die Transposition 7 € S3, 7(1) = 2, w(2) = 1, 7(3) = 3 die
beiden Orbits {1,2} und {3}.

Also sind die ®;-invarianten Teilmengen von M beliebige Vereinigungen von
Orbits.

1. Daaus A C M und v(A) =0, A=0, aus v(A) = 1 aber A = M folgt,
ist &, genau dann ergodisch, wenn 7 aus nur einem Zykel besteht. Dies ist
fir genau (n—1)! der n! Permutationen 7 € S,, der Fall, lasst man namlich
den Zykel willkiirlich bei 1 € M beginnen, kann man die Reihenfolge der
n — 1 Nachfolger frei wahlen.

Wir sehen also, dass nur ein Anteil 1/n der durch die Wahl von 7 € S,
fixierten Dynamiken ergodisch ist. Diese speziellen Permutationen wurden
tibrigens von Boltzmann zum Modell fiir das Verhalten von Vielteilchensy-
stemen erhoben.

2. Da nun die ergodischen Komponenten von ®; gerade die Zykeln von 7 sind,
ist eine natiirliche Frage die nach der typischen GroBe dieser Komponenten
— gemittelt iiber alle durch die m € S, erzeugten Dynamiken ®;.

Dazu fragen wir zunachst nach der Wahrscheinlichkeit W}, dass ein vorgegebenes
x € M zu einem Zykel der GroBe k € {1,...,n} gehort:

_ {m € Sy|l(z,m) =k}

Wk :
Sl

mit der Zykellange [(z,7) := [{n'(x)|t € Z}|. Offensichtlich hangt W} nicht
von der Wahl von x ab, und wir wahlen x = 1. Die restlichen £ — 1 Elemente
des Zykels Z C M von x sind aus der Menge M\{x} frei wahlbar, es gibt also
(Zj) Wahlen. Die Reihenfolge der Elemente von Z\{1} im Zykel ist ebenfalls
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frei wahlbar, was (k — 1)! Moglichkeiten ergibt. Auf der Menge M\ Z gibt es
(n — k)! Permutationen. Es ergibt sich:

o G —nll)!(n—k)! _(n ;!1)! _ %

Die Wahrscheinlichkeit der Zugehorigkeit zu einem Zykel der GroBe k ist also
unabhangig von k. Der Erwartungswert der ZykelgroBe ist damit

- 1 « +1
E, ;:kak=52k=n2 ,
k=1 k=1

im "thermodynamischen Limes” n — oo ist x also im Mittel in einem Zykel der
halben PhasenraumgroBe enthalten.

Dies ist inkompatibel mit der typischen Existenz einer " groBen m-ergodischen
Komponente” A, € M, mit lim,_, v,(A,) = 1. Dabei wird bei der Defini-
tion der Begriffes "typische Dynamik” die Gleichverteilung auf dem Raum S,
zugrundegelegt.

14.4 Zeitskalen von Vielteilchensystemen

Im letzten Abschnitt haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, dass in physika-
lischen Messungen statt der Observablen f die liber eine Zeitspanne der Lange
T > 0 gemittelte Observable f, beobachtet wird, und dass T so groB ist, dass
fiir typische Phasenraumpunkte z € M dieser Mittelwert f,(z) seinem Limes
f(x) nahe kommt.

Wir fragen uns jetzt, ob diese Annahme gerechtfertigt ist und orientieren uns
zunachst an unserem Permutationsbeispiel:

14.14 Beispiel Fiir eine zyklische Permutation 7 € S,, und eine Observable
f:M—=Rist f(x) = %zyeM f(y), also unabhangig von x € M.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass 7w von der Form 7(z) = x +
1 (mod n) ist (dies kdnnen wir immer durch Umnummerieren des Phasenraums
mit der Permutation o € S,,, o(t) := w'~(1) erreichen). Als Nichstes setzen

wir m := |T'/n], sodass T' = mn + r mit Rest r € {0,...,n — 1}. Damit ist

n—1 r—1 r—1
f(z+i) = % > f(:v+z')+% > flati) = %ﬁ% > flati),
i=0 i=0 1=0
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also mit ||| max := maxyenr|g(y)|

r—1
o) =T = |77 =g 3 s+
B 1=0 ) _—
— Z (z+1) ):f Z(f(m—H) f)'
=0 i=r
< %Hf = Fllawe < min (1,577 17 = Tl

Diese Abschatzung ist im wesentlichen optimal. Das sieht man am Beispiel ge-
rader n € Nund T' = (m + 3)n,

flx)=1firze{0,...,n/2—-1} , f(z)=—-1firze{n/2,...,n—1},

(also || f||max = 1 und f = 0), wenn man z := 0 einsetzt.

Wir miissen also i.Allg. iiber eine Zeitspanne T" mitteln, die groB gegeniiber
der Kardinalitdt n = | M| des Phasenraumes ist, wenn wir eine gute Approxima-
tion des Zeitmittels f erreichen wollen.

In physikalischen Vielteilchensystemen ist der Phasenraum nicht diskret, sodass
sich die obige Argumentation nicht direkt libertragen lasst. Allerdings lasst sich
zeigen, dass ein Zustand von n quantenmechanischen Teilchen fiir d Raumdi-
mensionen (z.B. d = 3) ein Phasenraumvolumen von asymptotisch (274)" ein-
nimmt. Diskretisiert man den Phasenraum entsprechend, dann kommt man durch
analoge Uberlegungen zu erforderlichen Mittelungszeiten T', die das bisherige Al-
ter des Universums um ein Vielfaches iibersteigen (und das fiir weit weniger als
n = 10% Teilchen).

Zwischenbilanz: Weder Ergodenhypothese noch Zeitlimes scheinen zur Be-
griindung unserer Argumentationskette

fr(@) = f(z) B, (f) (v € HY(E))

zugunsten der Statistischen Mechanik zur Verfiigung zu stehen.
Andererseits stimmen ihre Voraussagen i.Allg. ausgezeichnet mit dem Expe-
riment lberein.

Um die Ursachen dieser scheinbaren Diskrepanz besser zu verstehen, wenden wir
uns nun den Observablen f zu. Mathematisch gesehen kénnen wir alle (z.B. ste-
tigen) f messen. In der Realitat sind aber nur wenige Observablen von Interesse,
insbesondere solche, deren Wert unabhangig von der Nummerierung der n Teil-
chen ist, die also invariant unter der Wirkung der symmetrischen Gruppe S,, auf
dem Phasenraum sind.
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Beispiele sind etwa die Energie H,, oder die Komponenten des Gesamtdreh-
impulses L,,.

Bei diesen Beispielen fallt weiter auf, dass sie im Fall von L,, als Summe von
Termen geschrieben werden kénnen, die nur von den Koordinaten eines Teilchens
abhangen: L,,(p,q) = > ., ¢; X p;, wihrend im Fall von H,, die einzelnen Terme
hochstens von den Koordinaten zweier Teilchen abhangen: Solche Phasenraum-
funktionen f sind von sehr spezieller Struktur, und es verwundert nicht, wenn
bei ihnen die fiir eine gute Approximation von f durch f, bendtigte Zeit T nicht
mit n divergiert.

Im nachsten Abschnitt werden wir auch Observablen f kennen lernen, fiir die
(vp—fast liberall) Zeitmittel gleich Raummittel ist, obwohl der zugrunde liegende
Fluss keineswegs ergodisch ist.

14.5 Beispiel: Das Ideale Gas

Das in Beispiel 14.7 beschriebene n—Teilchensystem wird Ideales Gas genannt,
wenn das Wechselwirkungspotential Vy gleich Null ist. Damit ist die Hamilton-
funktion von der Form

Hn(p.q) = ZHl(Pu%‘) mit  Hi(p;, ;) =
=1

die Gasatome bewegen sich also unabhdngig voneinander. Insbesondere ist fiir
n > 2 Teilchen die Bewegung auf H~!(F) nicht ergodisch beziiglich vz, denn
die Energie H;(p;, ¢;) des i—ten Teilchens ist eine von der Gesamtenergie H,,(p, q)
unabhangige Konstante der Bewegung.

Um nun die Diskussion weiter zu vereinfachen, ersetzen wir das Containerpo-
tential Vi durch den wiirfelférmigen Container C' := [0,2]¢ C R?, und nehmen
an, dass die Gasatome am Rand OC' nach dem Gesetz " Ausfallswinkel = — Ein-
fallswinkel” reflektiert werden.!

Wir interessieren uns nun fiir die Gleichverteilungseigenschaften des Gases
auf den Container, z.B. die Zahl der Gasatome in der linken Containerhalfte

Cp:=1[0,1] x [0,2]""  bzw. der rechten Hilfte Cp:=C — Cf.

Intuitiv wiirde man vielleicht erwarten, dass sich die meiste Zeit in C} etwa
n/2 Atome befinden, mit einer Schwankung der GréBenordnung \/n. Ganz un-
abhangig von den Anfangsbedingungen kann das aber nicht gelten:

31Diese Vorschrift lasst sich auch auf die Reflektion an den Kanten und Ecken von OC stetig
fortsetzen!
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14.15 Beispiel Zum Zeitpunkt 0 sollen sich alle n Teilchen in C, befinden und
mit Geschwindigkeit 1 nach rechts bewegen. Dann stellt sich dieser Zustand nach
4,8,12,... Zeiteinheiten wieder her.

Immerhin kénnen wir die folgende Aussage beweisen. Es sei C' C C' eine jordan-
messbare Teilmenge des Containers und

. Vol(C) N
p= Vol(C') ' 1= p

(fiir C := Oy, ist also p = 1/2). Ferner sei

d 1
o =TI
k=1

der Einteilchenphasenraum in d Dimensionen mit Q" := (R x [0,2])/ ~. Dabei
werden an den Randpunkten gespiegelte Impulse identifiziert: (p,z) ~ (—p, z),
falls z € {0, 2}.

QP = | di) ist der n—Teilchenphasenraum.

14.16 Satz Fiir Energie E > 0 ist fiir vg—fast alle Anfangswerte der Zeitanteil,

AT AN —1M

fiir den sich in C' genau m der n Teilchen aufhalten, gleich (::L) g

Bemerkung: Damit halten sich in der linken Containerhalfte die meiste Zeit

zwischen § — y/n und § + \/n Teilchen auf.

Bew.: Die Form der Bewegung wird einfacher, wenn man zunachst die Anfangs-
bedingungen in der Form = = (p,q) € R™ x [0,2]" notiert, das heiBt, alle
Impuls— bzw. Ortskomponenten aller Teilchen hintereinander schreibt, und dann
fiir p die bedingt periodische Bewegung

v T T |, U () =q+tp (tER)
auf dem nd-dimensionalen Torus
T := (R/4Z)" = [0,4]"/ ~

betrachtet. Hierbei ist der Torus mit dem Wiirfel [0, 4]"? zu identifizieren, wenn
die Aquivalenzrelation gegeniiberliegende Randpunkte identifiziert:

(q17 o 7qi—1707Qi+17 ce 7qnd) ~ (Q17 cee aqi—1747qi+17 oo aQnd) (2 = 1’ S 7nd>

Denn es gilt fiir den Fluss auf Q.

u(pq) = (P(r. 9"(2), Q¥ (@) ) (14.6)
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mit [0,2]
. % 5 ¢G€lY
Qilq) = { 4—q , ¢ €24

und

Pz(pa Q) T { —pi ., ¢ € [274]

Geometrisch wird also ein Spiegelungsprinzip benutzt, was fiir n = 1 Teilchen in
d = 2 Dimensionen veranschaulicht werden kann:

q C

O(p,q)  ? P (q)

Nun ist die bedingt—periodische Bewegung \Ilgp) auf dem Torus T genau dann

ergodisch (beziiglich des invarianten MaBes dq auf T), wenn der konstante Rich-
tungsvektor p € R™ rational unabhingig ist, d.h.

(pm) #0  (m € Z"\{0}) (14.7)

gilt. Dies ist fiir Energie £ > 0 fiir fast alle®* Impulse p € R" vom Betrag

|lp|l = V2E der Fall, und damit fiir vg—fast alle Anfangsbedingungen.?
Vol(C)
Vol(C)'

Ist nun der Volumenanteil von C' C C' gleich p = dann ist der Volu-

menanteil von

Com = {(q1,...,qn) €C™|ITC{1,... .0} mit [I|=m,q; € C=icl}

gleich

VOI(Omm) _ n AN AN—M
vol(cmy — \m)P T
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Abbildung 14.1: I_~inks: C‘Q,l C C? firn = 2 Teilchen in d = 1 Dimensionen
und ein Intervall C' C C'. Rechts: Urbild von C5; in T beziiglich der Projektion
(14.6).

Den gleichen Volumenanteil besitzt aber das Urbild von C”mm beziiglich der
Projektion @ : T — [0, 2], O

Von dieser Diskussion konnen wir nun mehrerlei lernen:

1. Fiir unsere speziellen Observablen (lokale Dichte des Idealen Gases im Ge-
biet C') ist das Zeitmittel gleich dem Raummittel, ohne dass die Dynamik
®, ergodisch ware.

2. Ebenso zeigt eine genauere Analyse, dass die Zeit, die wir etwa warten
miissen, bis sich ein ungefdhres Zeitmittel eingestellt hat, in diesem Fall
unabhangig von der Teilchenzahl n ist.

3. Fiir typische Anfangsbedingungen wird es zwar immer wieder vorkommen,
dass sich alle Teilchen gleichzeitig in der linken Containerhalfte befinden,
aber dies nur kurzfristig, und die Zeiten zwischen solchen Ereignissen wach-
sen exponentiell in n. Fiir makroskopische Situationen (n ~ 10%3) wird die
Riickkehrzeit in die linke Containerhilfte langer als das Alter des Univer-
sums, und daher wurde ein derartiger Vorgang noch nie beobachtet.

4. Reversibel nennt man eine Dynamik ®; im Phasenraum §2, wenn beziiglich
der Abbildung
T:Q=9 ., (pg)—(=pq)

$beziiglich des drehinvarianten WahrscheinlichkeitsmaBes auf der Sphire
3Beweis: Siehe Kapitel 34 der Vorlesung "Mathematische Physik I". Bedingung (14.7)
impliziert, dass die n Atome sich unsynchronisiert durch den Container bewegen.
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gilt: ® , =T o ®, 0T (man nennt T oft die Zeitumkehrabbildung). Die
Hamiltonsche Bewegung im Potential ist (im Gegensatz zur Bewegung im
Magnetfeld) reversibel.

Dass man zwar beobachten kann, wie ein sich urspriinglich in C', befind-
liches Gas auf den ganzen Container ausbreitet, jedoch nicht auf den um-
gekehrten Prozess, liegt nicht an einer makroskopischen Irreversibilitat der
Dynamik, sondern am Problem der Anfangsbedingungen. Denn wahrend
man das Gas (etwa durch einen Kolben) leicht in die linke Containerhilfte
pressen kann, ist es praktisch unmdglich, Anfangsbedingungen zu prapa-
rieren, die z.B. nach einer Sekunde zu einer spontanen Zusammenziehung
des Gases in 'y fiihren wiirden. Dazu miisste man namlich ortsabhangig
die Geschwindigkeit der Gasatome fixieren.

Abbildung 14.2: Phasenraumdichte des idealen Gases im Container (Zeit ¢ = 0).
Links: Phasenraum R x (R/47Z). Rechts: Phasenraum R x [0, 2]

\

/

Abbildung 14.3: Phasenraumdichte des idealen Gases im Container (Zeit t = 4.8).
Links: Phasenraum R x (R/47Z). Rechts: Phasenraum R x [0, 2]
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15 Quantenmechanische ideale Gase

15.1 Zweitquantisierung . . . . . . ... 184
152 DasidealeGas . . . . ... .. ... .. 188
153 Dasideale Fermigas . . . . . .. .. ... ... .. ... 191
154 DasidealeBosegas . . . .. .. .. .. ... .. ..., 193

Heuristisch nennen wir ein (klassisches oder quantenmechanisches) Vielteil-
chensystem ideal, wenn seine Gesamtenergie die Summe der Energien der einzel-
nen Teilchen ist, es also keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen gibt.

Allerdings gibt es neben einer solchen energetischen noch eine subtilere zweite
— durch die Symmetrieeigenschaften unter Permutationen der Teilchen bestimm-
te — Form der Wechselwirkung zwischen den quantenmechanischen Teilchen.
Wie wir sehen werden, fiihrt diese im Fall eines idealen Gases von so genannten
Bosonen zu einem Phaseniibergang.

15.1 Zweitquantisierung

“First quantization is a mystery, but second quantization is a functor!”
(Edward Nelson)

Wir wissen aus Kapitel 3, dass die Angabe eines selbstadjungierten Operators
H = H* auf einem C-Hilbertraum (h, (-,-)) auf der Observablenalgebra B(h)
eine durch

t— O :=exp(iHt) O exp(—iHt) (teR,0 € B(h)) (15.1)

beschriebene Zeitevolution fixiert. Unter Voraussetzung der Endlichkeit der Zu-
standssumme Z () := tr(exp(—SH)) wird fiir inverse Temperatur 5 > 0 durch
die Dichtematrix

_ exp(=pH)

SAV)

ein Zustand auf B(h) definiert. Es soll entsprechend zunachst ein Hilbertraum
(hn, (-,-),)) von n Teilchen definiert werden, und auf diesem Hilbertraum ein
Operator H,,, der fiir jedes dieser Teilchen eine H entsprechende Dynamik der
Form (15.1) auf h,, ergibt.

Es liegt nahe, diesen n-Teilchen-Hilbertraum als n-faches Tensorprodukt

hp=h"=h®...Qh (n € N)
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anzusetzen, mit durch

n

(e ®fhao . g, =[[fuw)  (fuaeh) (152
k=1

gegebenem Skalarprodukt. Ist dabei h = L?(M, 1), also der Raum der beziiglich
des MaBes i auf M quadratintegrablen Funktionen f : M — C, dann ist

hp=L*(Mx ... x M,pu®...Qpu),

mit ProduktmaB y ® ... ® pu.

Nun l3sst sich nicht jede Funktion F': M x...x M — C als F(z1,...,x,) =
[1,_, fu(zy) darstellen, aber immerhin als konvergente Reihe solcher Produkt-
funktionen. Deshalb reicht die Angabe von (15.2) aus, das Skalarprodukt auf A,
zu fixieren, wenn man es bilinear (genauer: sesquilinear!) fortsetzt.

Ebenso konnen wir den n-Teilchenoperator H,, auf h,, durch

Hy(fi®...® f) 3:Zf1®~-®fk—1®(ka)®fk+1®...®fn
k=1

definieren.

Dieser Ansatz fiihrt in der Quantenmechanik dann zum Erfolg, wenn die n
Teilchen an voneinander verschiedenen Orten lokalisiert sind, wie z.B. die Spins
an Gitterpunkten.

Ist dies aber nicht der Fall, muss man, wie durch Vergleich mit Experimenten
festgestellt wurde, den n-Teilchen-Hilbertraum modifizieren, und zwar je nach-
dem, ob der Spin der n gleichartigen Teilchen ein ganzzahliges oder halbzahliges
Vielfaches des Planckschen Wirkungsquantums A ist3*.

Im ersten Fall nennt man die Teilchen Bosonen (Beispiel: die Photonen), im
zweiten Fall Fermionen (Beispiel: die Elektronen, Protonen und Neutronen). Die
modifizierten n-Teilchen-Hilbertraume hff sind dann Unterrdaume von h,,, und
zwar

e fiir Bosonen A := P (h,) mit der durch
1
Pr(fre...efu)=— Y f)® .. ® fram
TES,

gegebenen Projektion auf A,

34Eine mathematische Begriindung dieses Zusammenhangs zwischen Spin und Statistik fin-
det man in Kapitel 4 des Buches [St\Wi] von STREATER und WIGHTMAN.

Dieser Zusammenhang ergibt sich fiir relativistische Theorien in drei Raumdimensionen. Es
fiihrt also nicht zu Widerspriichen, wenn wir im Folgenden den gleichen Ein-Teilchen-Operator
bosonisch und fermionisch zweitquantisieren.
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e fiir Fermionen h,  := P, (h,), mit der Projektion

Pn_<f1 ®fﬂ = ' ZSlgn f7r ®f7r(n)

7'('€Sn

15.1 Aufgabe Zeigen Sie:
1. PE: h, — h, sind (orthogonale) Projektionen.
2. Ist £ := dim(h) < oo, dann ist

{+n—1
i )

dim(h,) = " dim(h;)_(i) und dim(hj{)_(

Die Operatoren HE auf ht werden durch lineare Fortsetzung von
HyPE(fi®...© fo) = PyHo(fL® ... ® fo)

definiert.

Im Sinne der statistischen Mechanik ist es bequemer, mit dem groBkanoni-
schen Ensemble, also variabler Teilchenzahl zu arbeiten, siehe Seite 43. Daher
definiert man als Mehrteilchen-Hilbertraum den Fock-Raum

:@hn . mit hg:=C.

neNp

Ein Vektor v € F(h) ist also eine Folge v = (v, )nen, von Vektoren v, € hy,
und das Skalarprodukt ist durch

= Z Up, Wy, (v,w e F(h))

definiert.
Die bosonischen bzw. fermionischen Fock-Raume sind die durch die Projek-
toren P* = @, .y, P (mit Py :=1) auf F(h) gegebenen Unterraume

F*=(h) := P*F(h).
e Die durch P* vermittelte Symmetrie heiBt Bose-Einstein-Statistik,
e die von P~ auf F~(h) heiBt Fermi-Dirac-Statistik,

e wihrend dem Fock-Raum F(h) die Boltzmann-Statistik unterscheidbarer
Teilchen entspricht.
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Einem selbstadjungierten Operator H auf dem Ein-Teilchen-Hilbertraum h ordnet
man den selbstadjungierten Operator

dl(H):= P H,  (mit Hy:=0)

n&eNp

auf F(H) zu®. Dabei wendet man diesen zunichst auf den in F(h) dichten
Unterraum der Vektoren

{v = (vp)nen, € F(h) | ImoVm > myg : v, = 0}

an und schlieBt danach den Definitionsbereich D(dI'(H)) ab.
Wir beachten, dass wir bei Bedarf h als Unterraum von F(h) auffassen

konnen, und dass dann gilt:
dl'(H)|, = H. (15.3)

15.2 Beispiel Es sei H := 1. Dann ist N := dI'(1) der auf dem Definitionsbe-
reich

D(N) := {v = (vn)nero € F(h) | Y nllunlls < OO}

neNy

definierte selbstadjungierte Operator mit Spektrum

spec(N) = Ny

n

und Eigenvektoren v € (@k;(l) 0> ® v ® (B yi10), ve € he\{0} zum
Eigenwert k£ € Ny. Daher heiBt der Operator Teilchenzahloperator.

15.3 Aufgabe Zeigen Sie: Ist ¢ := dim(h) € N, dann ist

1. fiir die bosonischen bzw. fermionischen Teilchenzahloperatoren N* :=
N|]::l:(h)

spec(N7) ={0,...,¢} aber spec(N')=Np.

3Diese gebrauchliche Notation wird erginzt durch die Zuordnung eines unitiren Operators

TU):=> Uy mit Upihy—=hy, Un(f1®...® f):i=Uf)®...0 (Ufn)
neNg

auf F(h) zum unitdren Operator U auf h. Es gilt dann fiir selbstadjungierte H auf h:

exp (1dl'(H)) =T (exp(iH)).
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2. fiir die bosonische bzw. fermionische Zweitquantisierung P* := dI'(P)|zx )
einer Projektion P : h — h vom Rang 1

spec(P~) = {0,1} aber spec(P") = Nj.

Die Interpretation dieser Aussage ist, dass sich unendlich viele Bosonen aber
hochstens ein Fermion im gleichen Zustand befinden konnen. Letzteres nennt
man das Pauli-Prinzip.

Die Zuordnung
(h,H) — (F(h),dT'(H))

nennt man auch Zweitquantisierung. Im Gegensatz zur Erstquantisierung (also
der Zuordnung eines selbstadjungierten Operators H auf h zu einer die klassische
Dynamik festlegenden Hamiltonfunktion) ist dies eine mathematisch definierte
Operation®®

15.2 Das ideale Gas

Wir wollen, ausgehend von einem Einteilchen-Hamiltonoperator H auf dem Hil-
bertraum h, die groBkanonischen Ensembles untersuchen, wahlweise mit Bolz-
mann-, fermionischer bzw. bosonischer Statistik. Wir betrachten also den zweit-
quantisierten Operator

K, :=dl(H — pl) = dl'(H) — uN  (u € R).

und seine Restriktionen Kff auf die bosonischen bzw. fermionischen Fock-Riaume
]-"i(h). Der Parameter 1, das chemische Potential, soll dabei den Erwartungswert
der Teilchenzahl steuern. Fiir inverse Temperatur 5 > 0 wiirden wir gern durch

trr(n) (A exp(—fK,))
trr(n) (exp(—BK,))

durch 8 und p parametrisierte Zustinde auf einer F(h) zugeordneten Obser-
vablenalgebra A definieren. Dazu miissen wir verlangen, dass exp(—(K,) ein
Spurklasseoperator ist, denn sonst ware die Zustandssumme unendlich.

Analog wird F*(h) die CAR-Algebra A~ (CAR fiir kanonische Antikom-
mutator-Relation) bzw. die CCR-Algebra A™ zugeordnet, sowie restringierte Ope-
ratoren und ihre Zustande

wgpu: A—=C | wgu(A) = (15.4)

th:i(m(A@XP(-ﬁKi))
tT 7+ () (exp( ﬁKi))’

36Genauer ist sie ein Funktor auf der durch die Paare (Hilbertraum,selbstadjungierter Ope-
rator) als Objekte und die unitdren Abbildungen als Morphismen gegebenen Kategorie.

Kf = Kulr=m) wéﬁu AT - C, wéfu(A) =
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siehe [BR], Vol. 2. Wir diskutieren hier nicht diese C*-Algebren, sondern betrach-
ten die Zustande nur auf gewissen zweitquantisierten Observablen A.

Wir beginnen mit den Gibbs-Zustanden wg ,. Hier sind die Teilchen unter-
scheidbar. Wie wir gleich sehen werden, ist (15.4) hochstens dann definiert, wenn
exp(—(GH) ist ein Spurklasseoperator auf h ist. Dann existiert aber eine ONB
{b;}ic1 von Eigenvektoren b; € h von H mit Eigenwerten e; € R, ¢; < ;..

Wir wollen die mittlere Haufigkeit der Teilchen berechnen, die sich im durch
den Eigenvektor v; von H gegebenen Einteilchen-Zustand befindet. Diese ist
gleich der mittleren Besetzungszahl

(P) == wg,(FP;) fir P:=dl'(m),

wenn 7; € B(h) die Projektion auf span(b;) bezeichnet.

Begrifflich von dieser Besetzungszahl zu unterscheiden ist der Erwartungswert
der Anzahl der Teilchen mit Energie e,, denn es kdnnen Degenerationen von
Eigenwerten vorkommen.

15.4 Satz Essei H ein selbstadjungierter Operator auf dem Einteilchen-Hilbert-
raum h und 8 > 0. Dann sind dquivalent:

1. exp(—BH) ist ein Spurklasseoperator auf h, 5 > 0 und p < F(f3), mit
der Freien Energie F([3) := —% log (try(exp(—SH))).
2. exp(—pK,) ist ein Spurklasseoperator auf F(h).
Unter diesen Bedingungen ist der Erwartungswert der mittleren Besetzungszahl!
oxp (= Ble; — )

=TS e (C5¢)

(i e ). (15.5)

Bew.:

e Gilt 1., dann existiert eine ONB {b,};c; von Eigenvektoren b; € h von H
mit Eigenwerten ¢; € R, ¢; < e;,1. Mit der Abkiirzung ¢’ 1= e; — p ist

nter )= 3 en(534) = (St
(i15enin )EIT k=1 iel

Daraus folgt mit >, ,exp (—=fe;) = exp(Bpu) trp(exp(—=SH)) < 1 die
Formel der geometrischen Reihe:

tr;(h)(exp(—ﬁKu)) = Ztrhn(exp(—ﬁf(u))

n€Np
_ ! (15.6)
1- Zie] exp (—f¢€;) '
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e Gilt Aussage 2., dann zeigt die Form (15.6) von trz(,)(exp(—(K),)), dass
B nicht Null sein kann und p < F(8) gelten muss. Dann folgt 1. mit

(15.3): trp(exp(—BH)) = e try (exp(—8 K,l,)).
e Mit der Formel (15.6) fiir den Nenner ergibt sich mit z := . exp (-5¢€)

(P) — trrn) (P exp(—BK,)) _ exp(Be!)
Z trr(n (exp(—8K,,)) 1—z

denn aus try, (P; exp(—BK,)) =0 und

k=1 (j1,eeyjin) €I =i

(n € N) leiten wir die Formel

trrn) (P exp(—6K,)) = Ztrhn(PieXp(_ﬁKﬂ))

n€eNg

= exp(—B¢) Yy na"!
neNg
d exp(—fBe;)

_ / n o __ 7

= exp(=fe) o > "= NOEEN

n€Ny
fiir den Zahler ab. O

15.5 Bemerkung Der Erwartungswert (15.5) Iasst sich in der Form

N exp ( —p ei) ;
B = B - e (—fey €D (18D

schreiben.
Der Nenner in (15.5) ist unabhéngig von i und nimmt bei Variation von p €
(— 00, F(ﬁ)) beliebige positive Werte an. Wir kénnen also den Erwartungswert

der Teilchenzahl
(N) = wgu(N) =) ()
iel

jeden vorgegebenen positiven Wert annehmen lassen, ohne die Anteile

P, —Be |

(P) _ _ew(-fe) g

(N)  Djerexp(=Be;)
der Besetzungszahlen zu verandern. Dies unterscheidet die Boltzmann-Statistik
von den zu besprechenden Statistiken.
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15.3 Das ideale Fermigas

Fiir die fermionischen Zustdnde w, , wollen wir wieder die mittlere Haufigkeit
der Teilchen berechnen, die sich im durch den Eigenvektor v; von H gegebenen
Einteilchen-Zustand befindet. Diese ist gleich der mittleren Besetzungszahl

(P7) =wsu(P7) fir BT =dl(m)|r- (tel),

)

wenn 7; € B(h) die Projektion auf span(b;) bezeichnet.

15.6 Satz Essei H ein selbstadjungierter Operator auf dem Einteilchen-Hilbert-
raum h und 8 > 0. Dann sind aquivalent:

1. exp(—fH) ist ein Spurklasseoperator auf h.
2. Fiir alle pn € R ist exp(—BK,) ein Spurklasseoperator auf F~(h).

Unter diesen Bedingungen ist der Erwartungswert der mittleren Besetzungszahl

1 )
= oBle—myr1 @Y Gel)

Bew.: (Vergleiche auch mit [BR], Kap. 5.2.4)

e Gilt 1., dann gibt es fiir die Indexmenge [ := {1,...,dim(h)} bzw. I := N,
falls dim(h) = oo eine ONB {b,, },c; von Eigenvektoren b,, € h von H mit
Eigenwerten ¢, € R, e, < e,41, und

e (exp(=BK;)) = 3 . (exp(~6K;).
n€eNy

Nun ist mit der Abkiirzung ¢’ :=e; — 1

tr, - (exp(—=BK,)) = Z exp (—6269) = Z Hexp(—ﬁe;),

JCI|T|=n jeJ JCIL|J|=n jEJ

also

trr- o (exp(—fK,)) = H (14 exp(—p¢))) (15.8)

jel
< Hexp (e‘B69> = exp (eﬁﬂ Ze_ﬁeﬂ')
jel jel
= exp (e tr(exp(—BH))) < oo.
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e Gilt umgekehrt Aussage 2., dann ist fiir u =0
try, (exp(—BH)) =trz— ) (I exp(—BK ) <trr—m) (exp(—LK, ) < oo,

wenn man unter II; die Projektion auf den Einteilchen-Unterraum A von
F~(h) bezeichnet.

e Nach Aufgabe 15.3 ist spec(P;") = {0,1}, die selbstadjungierten Opera-
toren P sind also PrOJektlonen Daher muB fiir die fermionischen Beset-

(2

zungszahlen 0 < (P ) <1 (n € I) gelten.
Mit (15.8) ergibt sich konkret

(pry = (P eR(OK,) exp(—e)) [T (1 + exp(=Be)))
trr- ) (exp(—=BK,)) Hje[( + exp(—pe; ))
1
exp(B(e; — p)) + 1

O

Wir kénnen also, falls exp(—(3H ) ein Spurklasseoperator ist, fiir beliebige € R
die Gibbszustinde wy , definieren.

(Pn) (Pn)

0.8

0.8
0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

1234567891012343671820 n 1234567891012343671820 n

Abbildung 15.1: Besetzungszahlen der Fermi-Dirac-Verteilung fiir den 1D har-
monischen Oszillator, mit Eigenwerten e,, = n — % (n € N) und chemischem
Potential 1 = 10.

Inverse Temperaturen: Links: § = % rechts: g =2

15.7 Beispiel Betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator,
dh. h=L*R) H=1 ( i Ta > sieche Kapitel 3.3. GemaB (3.1) ist

2
spec(H) = {n—1|neN}.
Also ist, siehe Abb. 15.1




Fiir niedrige Temperaturen, d.h. im Limes 5 — oo gilt fiir 1 & spec(H)
— 1 , e < W
<PZ > ~ { 0 ,e>p
1 heiBt daher Fermikante®'. In diesem Limes nennt man das ideale Fermigas ent-
artet, da hier quantenmechanische Effekte besonders stark zur Geltung kommen.

15.8 Bemerkung Dass man fiir wechselwirkende Fermionen unter Umstanden
immer noch von einer Fermikante sprechen kann, wurde in einer Folge von zehn
Artikeln kiirzlich von FELDMANN, KNORRER und TRUBOWITZ bewiesen. In
Teil | von [FKT] findet man eine Ubersicht.

15.4 Das ideale Bosegas

Im Fall des idealen Fermigases gab es fiir das chemische Potential 11 keine Re-
striktionen (Satz 15.6). Im Fall des Bosegases ist dies anders:
Wir schauen uns wieder die mittleren Besetzungszahlen

(P") =wsu(P) fir PTi=dl(m)|pegy  (1€1)
an, wobei 7; € B(h) die Projektion auf span(b;) bezeichnet.

15.9 Satz Essei H ein selbstadjungierter Operator auf dem Einteilchen-Hilbert-
raum h und 8 > 0. Dann sind aquivalent:

1. exp(—fH) ist ein Spurklasseoperator, f > 0 und p < inf spec(H ).
2. exp(—BK,) ist ein Spurklasseoperator auf F*(h).

Unter diesen Bedingungen ist der Erwartungswert der mittleren Besetzungszahl

o 1
P = ey =1

(iel).

Bew.:

e Gilt 1., dann existiert eine ONB {b,},c; von Eigenvektoren b; € h von H
mit Eigenwerten ¢; € R, ¢; < e;41. Mit den Multiplizitaten m; und der
Abkiirzung ¢’ 1= e; — ju ist

tr,+ (exp (—GK})) = Z exp (—ﬂij 69) .

m:I[—No:||m|1=n Jjel

3"Man spricht auch von der Fermienergie. Genauer ist in physikalischen Situationen y eine
Funktion von 3. In diesem Sinn ist limr_,o ;1(1/T") die Fermienergie.
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Daraus folgt mit ¢’ > 0 die Abschétzung
tT 7+ () (exp( BK+ = Z trhz(exp(—ﬁK:))

neNp
= Z exp (—627@ e;) Z Hexp —fBm;e})  (15.9)
m:I—No jel m:[—Ng jeI
1 exp (—6 e;)
= = 1
311 1 —exp (—56’-) E ( * 1 —exp (—Be&))
exp ( exp (—5 e})
= Eexp (1—exp > <g (1—exp(—ﬁe{)))

oy [ R OXP (—B(H — uﬂ)) . ettry, exp (—SH) o
e = &X .
P\ 1= exp (—8ep) P\ T e (—8e)

e Die Form (15.9) von trr+ @ (exp(—BK,)) zeigt, dass  nicht Null sein

kann und €’ > 0 gelten muss, also 3 > 0 und p < infspec(H). Dann
folgt 1. mit tr(exp(—SH)) = e " try,(exp(—BK,,)).

e Mit (15.9) ergibt sich konkret
tr e (B exp(=BK;))
trr+ ) (exp(=BK)))
exp(-pe)  ILel-ep(-5g) 1
(1 — exp(—Be}))? I1;.(1 — exp(=B¢)))  exp(Be;) —

(P =

O

Gegenliber der Boltzmannverteilung sind also die energiearmen Niveaus starker
besetzt, siehe Abb. 15.2.

Wachst aber die Dichte der Eigenwerte e; stark mit 7, dann kann die Vertei-
lung der Besetzungszahlen neben dem Energieminimum eine weitere Maximal-
stelle bei hoheren Energien aufweisen. Dies ist typischerweise in drei Raumdi-
mensionen der Fall. Dass bei positiven Temperaturen ein solches Maximum bei
hoheren Energien auftritt, ist aus der Boltzmann-Statistik bekannt.

Das ungewohnte physikalische Phianomen der Besetzung des Ein-Teilchen-
Grundzustandes bei positiven Temperaturen wird Bose-Einstein-Kondensation
genannt.

15.10 Beispiel Betrachten wir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator,
dh. H :=1(=A+ ||¢||?) auf dem Hilbertraum h := L*(R?). GemaB (3.1) ist

1
spec(H) ={n+1|neN} mitMultiplizitit g, := (n—21— )
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(Pn) (Pn)

P N WM OO N

12345678910n 12_3_45678910n

Abbildung 15.2: Besetzungszahlen der Bose-Einstein-Verteilung (linke Balken)
und Boltzmann-Verteilung (rechte Balken) fiir den 1D harmonischen Oszillator,
mit Eigenwerten e, =n — 1 (n € N).

Inverse Temperaturen: Links: § = % rechts: § = 2.

Die chemischen Potentiale wurden so gewahlt, dass fiir die drei Ensembles die

Gesamtzahl (N) der Teilchen gleich ist.

Also ist die Besetzungszahl des Energieniveaus n + % gleich

1 n(n+ 1)
o (3 (n— 5 —) ~ T

sieche Abb. 15.3.

‘n

Abbildung 15.3: Bose-Einstein-Kondensation fiir den 3D harmonischen Oszillator.

15.11 Bemerkungen 1. Das bei Temperaturen unterhalb 2.17 Kelvin auf-
tretende suprafluide Helium-4 ist ein Beispiel fiir ein Bose-Einstein-Kondensat.
Der mit vielen Atomen besetzte Grundzustand verhilt sich wie ein makro-
skopisches Quanten-Teilchen.
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2. In [BR], Vol. 2. wird die Bose-Einstein-Kondensation des dreidimensionalen
idealen Elektronengases im thermodynamischen Limes unendlicher Contai-
nergroBe berechnet.

Im Buch [LSSY] von LIEB, SEIRINGER, SOLOVEJ und YNGVASON wird
die Bose-Einstein-Kondensation fiir wechselwirkende Bosonen untersucht.
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Anhange
A Topologie und Metrik

A.1 Definition Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, ), bestehend aus
einer Menge M und einer Menge O von Teilmengen (genannt offene Mengen)
von M derart, dass gilt

1. O und M sind offen.
2. beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen

3. der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen

O heisst Topologie von M.
Sind Oy und Oy Topologien auf M und Oy C O,, dann heisst O; grober
als Oy und O, feiner als O;.

A.2 Beispiel 1. Die diskrete Topologie 2" (Potenzmenge) bzw. die triviale
Topologie { M, ()} sind die feinste bzw. grobste Topologie einer Menge M.

2. Ist N C M Teilmenge eines topologischen Raumes (M, ), dann ist
Oy :={UNN | U € O} eine Topologie auf N, die so genannte Teil-
raumtopologie oder induzierte Topologie.

A.3 Satz Es sei F eine beliebige Familie von Teilmengen einer Menge M. Dann
existiert eine eindeutige grébste Topologie O(F) von M mit F C O(F).
O(F) heiBt die von F erzeugte Topologie.

In vielen Fallen wird die Topologie von einer Metrik erzeugt.

A.4 Definition e Ein metrischer Raum ist ein Paar (M,d), bestehend aus
einer Menge M und einer Funktion d : M x M — [0, 00), derart, dass fiir alle
x,y,z € M gilt

1. d(z,y) = 0 <= x =y (Positivitat)
2. d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
3. d(z,z) <d(x,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung)

e d heiBt Metrik, d(z,y) Abstand von z und y.
o Fiirx € M und ¢ > 0 heiBit

Ue(z) :={y € M [d(y,x) <&}
(offene) e=Umgebung von z in M.
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A.5 Definition Fiir einen metrischen Raum (M, d) heiBt
Od)={VCM|Ve eV 3>0:U(x) CV} (A1)
die (metrische) Topologie von (M, d).

A.6 Satz (M,O(d)) ist ein topologischer Raum, und die U.(x) sind offen.

Oft erzeugen verschiedene Metriken die gleiche Topologie. Insbesondere gilt dies
fiir Metriken auf Vektorraumen, die von dquivalenten Normen abstammen.

Wir erweitern unseren topologischen Sprachschatz, indem wir die uns vom
Raum R bekannten Begriffsbildungen verallgemeinern:

A.7 Definition e A C M heiBt abgeschlossen, wenn M \ A € O.

e U C M heiBt Umgebung von x € M, wenn es eine offene Menge V' mit
x eV CU gibt.

e Fiir AC M und x € M heiBt x innerer bzw. auBerer bzw. Randpunkt
von A, je nachdem, ob A oder M \ A oder keines von beiden Umgebung
von x ist.

— A:={x € M | x ist innerer Punkt von A} heiBt das Innere von A.

— A:={x € M | x nicht uBerer Punkt von A} heiBt abgeschlossene
Hiille von A.

— 0A :={x € M | x Randpunkt von A} heiBt Rand von A.

e v € M heiBt Haufungspunkt der Teilmenge A C M, wenn fiir keine
Umgebung U von x die Menge U N (A \ {x}) leer ist.

A.8 Beispiel Fiir A:= (0,1] C Rist A= (0,1), A = [0,1] und 94 = {0, 1}.

Nun ist durch d(x,y) := ||z — y|| eine Metrik auf einem normierten Vektor-
raum (V|| - ||) gegeben, also auch eine Topologie O(d).

Aquivalente Normen auf einem Vektorraum erzeugen die gleiche Topologie,
denn in diesem Fall findet man zu jeder e=Kugel um x beziiglich der einen Norm
eine ganz in dieser enthaltene ¢’~Kugel um x beziiglich der anderen Norm.

Daher gibt es auf endlich-dimensionalen Vektorraumen nur eine Topologie,
die von einer Norm erzeugt wurde. In unendlich-dimensionalen Vektorraumen gilt
dies aber nicht mehr.

A.9 Definition Es sei (M, Q) ein topologischer Raum.
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e FEine Familie (U;);cr von U; € O heisst offene Uberdeckung von M,
senn | J,.; Ui = M gilt.

el 7t

e (M,O) heisst kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung, d.h. offene Uberdeckung (U;);c; mit J C I endlich,
besitzt.

e (M, Q) heisst lokalkompakt, wenn alle m € M eine kompakte Umgebung
besitzen.

A.10 Definition Es sei (M, O) ein topologischer Raum.
e A C M heiBt abgeschlossen, wenn M \ A € O.

e A C M heiBt Umgebung von = € M, wenn eine offene Menge U € O
mit x € U C A existiert.

e x € M heiBt innerer Punkt bzw. auBerer Punkt bzw. Randpunkt von
A C M, wenn A bzw. M \ A bzw. keine dieser Mengen Umgebung von x
ISt.

Die Menge A := {x € M | x ist nicht duBerer Punkt von A} heiBt der
Abschluss von A.

(M, O) heiBt Hausdorffraum, wenn fiir alle © # y € M disjunkte Umge-
bungen U, von x und U, von y existieren.

Da in einem metrischen Raum (M, d) alle Punkte « # y € M positiven Abstand
besitzen, ist der topologische Raum (M, O(d)) hausdorffsch.

A.11 Definition Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (M, d) heisst
Cauchyfolge, wenn fiir alle ¢ > 0 eine Schranke ny = ng() existiert, sodass

A(Tpm, xn) < € (m,n > nyg).
(M, d) heisst vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

A.12 Satz Jeder kompakte metrische Raum ist vollstandig.
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B Fouriertransformation auf abelschen Gruppen

e Im Kapitel 5 (klassische Spinsysteme) wurde die Fouriertransformation auf der
abelschen Gruppe E* (mit E = Z/27 und A C Z<) benutzt, um die Energie-
funktion H, : E* — R auf dem Gebiet A mithilfe des Wechselwirkungspotentials
J auszudriicken.

e In Kapitel 8.2 (Korrelationsungleichungen) wurde der durch die Fouriertrans-
formation gegebene Zusammenhang zwischen der Multiplikation von Funktionen
und der Faltung ihrer Fouriertransformierten zur Ableitung der so genannten
GKS-Ungleichungen verwandt.

e Bei der in Kapitel 10 erfolgten Ableitung der Freien Energie des Isingmodells
benutzten wir " periodische Randbedingungen”, d. h. den Konfigurationssraum
EVr bez. der abelschen Gruppe V;, := (Z/LZ)?, und die Fouriertransformation
beziiglich dieser Gruppe.

Warum spricht man in diesen Situationen von Fouriertransformation? Dies, d.
h. der allgemeine Begriff von Fouriertransformation, soll jetzt ohne Beweise kurz
dargestellt werden. Eine detaillierte Darstellung findet man z. B. in RupIn [Rud)].

1. Die Fouriertransformation bildet Funktionen f : G — C auf einer abel-
schen Gruppe G auf Funktionen f : G* — C auf der zu G dualen Grup-
pe G* ab. Genauer betrachtet man topologische abelsche Gruppen, die
gleichzeitig ein topologischer Hausdorffraum sind, fiir den die Abbildung
G x G — G, (v,y) — = — y stetig ist. Zusatzlich verlangt man, dass
G lokalkompakt ist, also jeder Punkt x € GG eine kompakte Umgebung
besitzt.

B.1 Beispiel (a) (R,+) mit der iblichen, durch die offenen Intervalle
erzeugten Topologie.

(b) (Z,+) mit der diskreten Topologie, in der alle A C Z offen sind.

(c) (S, ) mit St := {c¢ € C | |¢| = 1}. Mittels der Exponentialabbil-
dung (R, +) — (S*,-), x — exp(2miz), kénnen wir die Gruppenver-
kniipfung additiv schreiben, und R/Z wird isomorph zu S*.

(d) (Z/nZ,+) mit diskreter Topologie.

Die Lokalkompaktheit bleibt bei endlichen Produkten x?_,G; erhalten, die
Kompaktheit nach dem Satz von Tychonov sogar bei beliebigen Produkten.
Somit kénnen wir analog die Gruppen (R*, +), (Z*,+), (T*, +) mit T* :=
(R/Z)*, (Z/nZ)* etc. betrachten.
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2. Die Lokalkompaktheit der abelschen Gruppe G ermdglicht es, geeignete
Funktionen f : G — C zu integrieren, wobei das Integral von f und der
um y verschobenen Funktion L, f : G — C, (L, f)(x) := f(z +y) fir alle
y € G gleich ist.

Es existiert namlich auf der Sigma-Algebra F der Borelmengen B C G ein
translationsinvariantes MaR3

m: F —[0,00) U{oo}

mit m(B) > 0 fir B # () offen. Dieses so genannte Haarsche MaB m ist bis
auf eine positive multiplikative Konstante eindeutig. Ist G kompakt, dann
wahlt man oft das Haarsche WahrscheinlichkeitsmaB, mit fG dm = 1.

B.2 Beispiel (a) Das LebesguemaB auf (R, +).

(b) Das zdhlende MaB m auf (Z,+), mit m(A) :=|A| .

(c) Das auf (R/Z,+) vom LebesguemaB induzierte MaB m
(mit m([a,b]) = b — a fiir Intervalle [a,b] C [0,1]).

(d) Das durch m(A) := |A|/n definierte WahrscheinlichkeitsmaB m auf
(Z/nZ,+).

3. Fir 1 < p < oo betrachten wir den Vektorraum der Borelfunktionen

1/p
f:G—=C mit [f],:= (/G\f\pdm) < 0.

Nach Identifikation von Funktionen, die nur auf einer Menge £ vom MaB
m(E) = 0 differieren, erhalten wir den Banachraum L?(G) mit Norm ||-||,,.

e Fir f € L'(G) und g € L*>°(G) ist die Faltung f*g: G — C von f
und g

(f % g)(x) = / f(z — y)g(y) dmiy)

eine L*°—Funktion.

e Ist auch g € L'(G), dann existiert f * g(z) fiir m-fast alle z € G,
und es ist

1 * glle < [[f1lx - llgll-
e Sind f,g,h € L'(G), dann ist
fxg=g*[f und (fxg)xh=Ffx(gxh),

d. h. die Faltung * : L'(G) x L'(G) — L'(G) ist kommutativ und
assoziativ.
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4. Eine Funktion x : G — S heiBt Charakter von G, wenn  ein Gruppen-
homomorphismus ist, d. h.

x(r+y)=x() - -xy) (r,yeq)

gilt. Die Menge G* der stetigen Charaktere von G bildet beziiglich der
Verkniipfung

(X + X)) =x(2) - X(r) (X €Gzeq)

eine abelsche Gruppe (G*,+), die duale Gruppe von (G,+). Ist G eine
lokalkompakte abelsche Gruppe, so auch G* 38, und es gilt G** = G.

B.3 Beispiel (a) (R",+)* = (R",+), Charaktere z + ¢** | k €
(R™)*

(b) (Z,+)* = (R/Z,+) , Charaktere z +— e*™** k€ [0,1)

(c) (Z/nZ)* = (Z/nZ) , Charaktere z + ™ /" | c {0,...,n—1}.

Statt der Charaktere x; benutzt man in diesen Féllen den Parameter k zur
Kennzeichnung der Elemente der dualen Gruppe.

5. Die Fouriertransformierte einer Funktion f € L'(G) ist durch

fer=@ . fk) = /G F(@)xu(—) dm(z)
definiert. Es gilt:

Il <NfIh und f-g=Fxg.

Da der Unterraum {f € L*(@) | f € L'(G)} dicht ist, kann die Fou-
riertransformation eindeutig auf den Hilbertraum L?*(G) der quadratin-
tegrablen Funktionen fortgesetzt werden, und es gilt (fiir eine geeignete
Normierung von m*) die Parseval-Formel

/G f@g@ dm(x) = [ FRGE dm* (k) (f.g € L3(G)).

G*

38|n der so genannten kompakt-offenen Topologie, das ist die grobste Topologie auf G*,
beziiglich derer die Paarung G* x G — S!, (x,z) — x(z) stetig ist.
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C Ordnung der Zustdnde

Wir haben schon eine Methode kennen gelernt, verschiedene Zustande nach dem
Grad ihrer Ordnung zu vergleichen. Ein Zustand ist danach umso geordneter, je
kleiner seine Entropie ist. Natiirlich ist eine einzige Zahl nur eine grobe Kenn-
groBe, und genauere Vergleichskriterien waren wiinschenswert. Wir wollen nun
zwei Dichtematrizen p’ und p’! eines Hilbertraumes H vergleichen. Wir miissen
dazu nicht voraussetzen, dass H endlichdimensional ist.

Zunachst sind zwar Dichtematrizen p positive Operatoren: p > 0, d. h.

(x,pr) >0 (r € H).

Andererseits lassen sie sich beziiglich dieser natiirlichen Ordnungsrelation her-
mitischer Operatoren nicht verleichen. Denn aus p! > p!!, also p! — p'f > 0
folgt mit tr(p! — p') = tr(p?) — tr(p’!) = 0 schon p! = p'’.

Seien M/, A\ 1 < i < dimH die Eigenwerte von p’ bzw. p’. Wir ordnen
sie nach absteigender GroBe, sodass A} < ¥ fiir i > j.

Mit diesen Eigenwerten betrachten wir deren Partialsummen

Es gilt also insbesondere

A< <ph <1 fir i<y

C.1 Definition p! heiBt gemischter als p'! (p! > p'!), falls

pl <plt (e {l,...,dimH}).

1 100

I 200 3

C.2 Beispiel 1. 0%0 Jdlogzo
000 00%

2. Nicht alle Dichtematrizen sind vergleichbar:

3 3
boo)  (Hee oo\ (100
olo yd 030 und ol ¢ 030
2 1 2 1
000 003 000 003

Diese Relation definiert eine Praordnung auf dem Raum der Zustiande, denn sie
ist
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a)

reflexiv: p > p

b) transitiv: p! > plf, pll > plll — pl > pliL,

Sie ist aber nicht antisymmetrisch, d. h. es gilt nicht

(pI > pII und pII > pl) S pI :pII'

Es handelt sich damit auch nicht um eine Teilordnung.

Aquivalente Elemente p! und p'!, also solche mit p! > p!! und p!! > p!
haben gleiche Partialsummen p/ = p/?, und damit sind auch die Eigenwerte
M= \H,

Damit konnen wir fir dimH < oo eine unitére Abbildung U € B(H) (fiir
dim H = oo immerhin noch eine isometrische Abbildung auf den orthogonalen
Komplementen der Kerne der p*) finden mit

pII — UpIU*

C.3 Beispiel Fiir

-

S win

W= o
O Wi

> und p'! = ( ) ist U :=(9}) eine solche Matrix.
Fassen wir die dquivalenten Zustande zu Klassen zusammen, so existiert
eine durch p; = 1 charakterisierte Klasse am wenigsten gemischter =
reinster Zustande, ndmlich die extremalen Zustande.

who O

Fir dimH < oo existiert genau ein gemischtester Zustand, der Spurzu-
stand.

Fiir dim H = oo kann so etwas nicht vorkommen. Denn sei pg ein Zustand
mit pg > p Vp und \; die Eigenwerte von p. Durch Einfiihren einer Basis
von Eigenvektoren kénnen wir pg durch die unendliche Matrix
A
PG = Az

darstellen. Wir definieren nun p¢ durch

AL
2

>

A1
2

14
>
o

[\Dlé/
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Offensichtlich gilt tr (pg) = > ;o A\i = 1, p¢ ist aber echt gemischter als
PG-

Wir erinnern uns, dass wir fir H = C? die Zustande p = 1(1+ ¢ &) als Punkte
¢ € B der Vollkugel ansehen konnten, wobei die extremalen bzw. reinsten Punkte
auf der Oberflache saBen, wahrend der gemischteste Zustand p = % -1 die Mitte
der Kugel bildete, siehe Abb. reffig:ordnung. Allgemein bildeten die Zustande
eine konvexe Menge. Fiir p!/1 < p! und p!'? < p!! gilt auch

177

Abbildung C.1: Ordnung konvex-kombinierter Zustande

p <dp=vp' + (1 -v)p!  (0<v <,

denn
M = sup trHl(z/pI +(1- y)p”)
w CH
dim H;=I
< wsuptrm (p') + (1 —v)suptrg (o) = vy + (1 — )" < ™.
HI HI

Konvexkombinationen machen Dichtematrizen also gemischter.

In der Schrodingerdarstellung der Quantenmechanik ist die Zeitentwicklung
durch die Abbildung p — p; := U(t)pU*(t) mit U(t) := e *H* gegeben. Unitare
Transformationen 4ndern die Eigenwerte nicht, fithren also nicht aus den Aqui-
valenzklassen heraus. Insbesondere wird durch die Zeitenwicklung die Entropie
eines Zustandes nicht verdndert, denn die Entropie S(p) = —tr(pln p) ist ja eine
Funktion der Eigenwerte \; von p.

Das mag zunachst verwundern, denn der zweite Hauptsatz der Thermody-
namik besagt ja nur, dass die Entropie mit der Zeit wachst. Andererseits ist die
Frage, ob wir durch die Art und Weise unserer Messungen nicht statt p; eventuell
den starken Limes s — lim,;_,o, p; (falls existent) oder ein Zeitmittel %fUT dtp,
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des Zustandes messen. In beiden Fallen wird aber die Entropie erhoht, denn In-
tegration wird ja durch Konvexkombination und Limesbildung erreicht, was den
Zustand chaotischer macht.

Die Bedeutung der durch > gegebenen Praordnung fiir die Thermodynamik
wird durch folgenden Satz klar:

C.4 Satz p' > p'! genau dann, wenn fiir jede konvexe Funktion
k:R—R gilt: tr(k(p") <tr(k(p™)).

Bew.: Siehe THIRRING [Th], Kapitel 2.1. O

D Mean-Field-Theorie

Da man nur wenige statistisch-mechanische Modelle explizit berechnen kann,
ist man auf Naherungslosungen angewiesen. Eine solche liefert die Mean-Field-
Theorie. Sie basiert auf dem Ansatz, dass das gesuchte GibbsmaB translations-
invariant ist, also insbesondere der Erwartungswert (o;) jedes Spins o; gleich ist.
Es wird dann angenommen, dass jeder Spin nur mit dem Magnetfeld der anderen
Spins o), wechselwirkt, das entsteht, wenn man die o, durch ihren Erwartungs-
wert s = (0y) ersetzt. Als Selbstkonsistenzbedingung wird dann verlangt, dass
auch (o;) = s ist.

D.1 Beispiel Isingmodell auf Z?. Wir ersetzen
Hy(o)=—j Z 005 — hZO‘i
(0’2'0'.7'> €A

durch
Hy (o) :=—(2djs+h) ) o
icA
Die Zustandssumme ist damit

Zn,s(B) = (2cosh(5(2djs + h)))|‘\|7

und der Erwartungswert des i—ten Spins

(0i), (B) = tanh(5(2djs + h)).

Die Selbstkonsistenzforderung ergibt damit

!

s = (03), (B),
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also die Mean Field-Gleichung

s = tanh(B(2djs + h)). (D.1)

Betrachten wir zundchst den Spezialfall h = 0 eines verschwindenden duBeren
Magnetfeldes, so ergeben sich fiir die linke und rechte Seite der Gleichung die in
Abb. D.1 gezeigten Graphen.

t anh (2dj 3s) t anh (2dj 3s)
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
E T 5 s e S E TG % 5115 S
0.5 5
1 1

Abbildung D.1: Mean Field-Gleichung (D.1) fiir h = 0 und 3 < ¥ (links) bzw.
B> BM (rechts)

Im Fall 3 < BM :=1/(2dj) hat die Gleichung (D.1) also die einzige Lésung Null.
Im Fall 3 > BM gibt es zwei weitere Lésungen, die sich nur durch ihr Vorzeichen
unterscheiden. Fiir kleine Werte von A3 := 3 — BM > 0 gewinnen wir diese
durch Taylorentwicklung:

3.
tanh(206djs) = tanh(%s) = %5 -3 (%) s+ 0 ((%s)ﬂ :
Die drei Lésungen der Gleichung (D.1) sind also durch

v
Cr 3

AfS s3
s

gegeben. Die positive Losung erfiillt dann s ~ /3A3/5M.

Eine genauere Uberlegung zeigt, dass die Losung s = 0 fiir 3 > BM eine
groBere Freie Energie als die beiden anderen Losungen besitzt (mit F' = (H) —
T'S), sodass sie instabil wird.
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=wn

0.5

Abbildung D.2: Lésungen der Mean Field-Gleichung als Funktion der inversen
Temperatur, fiir dusseres Magnetfeld h = 0 und Y =1

tanh (B (s+h)) S
1.5 1
1
0.5
0.5
1.5 1 0.5 0.5 1 l.SS 0.5 1
0.5 -0.5
-1

Abbildung D.3: Fiir dusseres Magnetfeld 4 = 1/20 und BM = 1: Links: Mean
Field-Gleichung (fiir 5 = 1.2). Rechts: lhre stabile Losung (fett) bzw. instabilen
Lésungen (diinn) als Funktion der inversen Temperatur 5.

Fiir 8 < BM 1aBt sich die so genannte Suszeptibilitat

X(ﬁ) = D23(670)7

die Ableitung der mittleren Magnetisierung nach dem dusseren Magnetfeld h,
durch partielle Ableitung der Mean-Field-Gleichung

tanh (B(s(8,h) /B +h)) = s(8,h)
nach h, dem 2. Argument von s, berechnen. Es ergibt sich
B(Dss(8,0)/B8 +1)
cosh (W 5(6,0))2
also wegen s(f3,0) = 0 die Identitat 3(x(8)/8Y + 1) = x(8) oder

WUT)= gy (7> T3 =1/8),

- DQS(ﬁ? 0)
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das so genannte Curie-Weiss-Gesetz. Dieses beschreibt die paramagnetischen Ei-
genschaften ferromagnetischer Stoffe oberhalb der Curie-Temperatur und wird
also durch die mean-field-Theorie vorausgesagt.

In diesem Beispiel sagt die Mean Field-Approximation fiir alle Dimensionen einen
Phaseniibergang voraus, obwohl wir wissen, dass fiir d = 1 das Isingmodell keinen
Phaseniibergang besitzt.

Andererseits ist bekannt, dass die kritische Temperatur 7, der Mean-Field-
Theorie die wirkliche kritische Temperatur des d-dimensionalen Isingmodells (un-
terhalb derer spontane Magnetisierung auftritt) majorisiert und im Limes d — oo
approximiert. Siehe SIMON [Sim], Kapitel Il fiir eine weiterfiihrende Diskussion.

E Markov—Ketten

Wir beschranken uns hier auf endliche Markov—Ketten, mit einer nicht leeren
endlichen Menge S als Zustandsraum. Wann immer nétig, setzen wir

S=A{1,...,N}.
Damit konnen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
piS =01 . S opl)=1
i€s

als Zeilenvektor p = (p1,...,pn) der Lange N auffassen, genannt Wahrschein-
lichkeitsvektor.

Eine reelle Matrix P = (p;;)i jes heiBt stochastische Matrix, wenn ihre Zeilen
Wahrscheinlichkeitsvektoren sind, d.h.

pij =0 . Y py=1 (G€S) (E.1)

jeSs

Damit ist das Produkt pP eines Wahrscheinlichkeitsvektors und einer stochasti-
schen Matrix wieder ein Wahrscheinlichkeitsvektor:

S0P =Y o = Y (zpm) St
jes jes ics icS jes ;
Also ist auch das Produkt stochastische Matrizen stochastisch.

E.1 Definition Es sei (Q, F,P) der Wahrscheinlichkeitsraum Q2 := S™o mit
Produkt-o-Algebra F der c—Algebren 2°, und Zufallsvariablen

Xt Q=S , Xt((U) = Wt (t < NQ)
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Gilt dann fiir alle Zeitent € N und sg,...,S;11 € S
P(Xis1=st01 | Xo=50,..., Xy =5;) =P(Xpp1 = 5041 | Xe = 51), (E.2)

dann heiBt der stochastische Prozess (2, F,P, (X})ien,) Markov—Kette (mit
Zustandsraum S).

E.2 Bemerkungen 1. Die Bedingung (E.2) bedeutet anschaulich, dass die
Zukunft (X;i1, Xiy9,...) von der Vergangenheit (Xo,...,X;) nur iber
die Gegenwart X; abhangt.

2. Jede Markov—Kette liefert uns die Wahrscheinlichkeitsvektoren p® und
stochastische Matrizen P® (¢ € N) mit Eintrigen®

p=P(X,=i) , PO =P(X,=j|Xi1=i) (i,jeS). (E3)

Es ergibt sich in Matrixschreibweise

und durch lteration

pD =p@Opm. . pO (e N).

3. Umgekehrt kénnen wir aus dem Satz von Kolmogorov (siehe z. B. BAUER
[Ba], §35) schlieBen, dass fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsvektoren p(®)
und stochastische Matrizen P} (¢ € N) eine Markovkette mit

P(Xo=i)=p" , P(Xpy=3|X,=i)=P? (i,jeS)

17]

existiert.
4. Durch lIteration ergibt sich die niitzliche Formel

P(Xo = s0,..., X, = s) =p0PD ... .pY

S0 T 80,51 T St—1,8t)

Die Markov—Kette heiBt homogen, wenn die stochastischen Matrizen P® vom
Zeitparameter ¢t € N unabhangig sind. Wir lassen ihn dann weg. In diesem Fall
ist die Markov—Kette durch das Paar

(p, P),

bestehend aus Startwahrscheinlichkeit und stochastischer Matrix, festgelegt.

39Zumindest wenn fiir die Bedingung von (E.3) gilt: P(X;_; =4) > 0. Sonst kann man die
Matrixeintrdge von P ohne Gefahr so wahlen, dass die Bedingung (E.1) erfiillt ist.
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E.3 Beispiel (Zyklische Irrfahrt) Essei S die N—elementige Restklassengrup-
pe S := Z/NZ. Dies wird als Eckenmenge eines Graphen mit Kantenmenge
E = {{i,i+1} | i € S} aufgefasst, was geometrisch einem N-eckigen Polygon
entspricht.

Ein Teilchen befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Wahrscheinlichkeit p,(co)
am Punkt k € S.

Zu jedem Zeitpunkt t springe das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 um
eine Position im Uhrzeigersinn bzw. im Gegenuhrzeigersinn. Dies wird durch die
Ubergangsmatrix P mit Eintragen

. {1/2 , {i,j}eE
Pij =

0o sonst

modelliert.
Durch Fouriertransformation auf S mit unitarer Matrix

F € M(N,C) , (F)jx:=N""?exp(—2mijk/N)
(siehe Anhang A) wird die Matrix P diagonalisiert:
FPF~' = D := diag(\,, ..., \y)

mit den Eigenwerten \;, = cos(27k/N) von P. Damit ist nach ¢ Iterationen die
Wahrscheinlichkeitsverteilung p® = p@ Pt mit P* = F~1D'F. Es gilt \y =
Ao =1 und A\, = Ay_r = A_;. Die Vektoren

o :  A7—1_2mikl/N
Uk = (g1, Un) Mt v i=NCe /N

sind die Eigenvektoren von P zu den Eigenwerten )\, und es gilt die Normierung
|lug]|1 = 1. Damit ist mit der Orthogonalprojektion 7, € M(N,C) auf v die
symmetrische Matrix P von der Form

P = Z >\k77k7
keS

und
P'=)"MNm  (teN). (E.4)
kesS

e Ist nun NV ungerade, dann besitzt fiir k& # 0 der Eigenwert A\, = cos(27k/N)
einen Betrag < 1, und aus (E.4) folgt

lim Pt = To-
t—o0

Fiir jede Anfangsverteilung p(© strebt also p() = p(® P gegen die Gleich-
verteilung, siehe Abb. E.1 fiir N = 31 und pO) = §y5.
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e Dagegen ist fiir N = 2m der Eigenwert \,, = —1, und gemaB (E.4)

lim (P! — (7o + (—1)'7,,)) = 0.

t—o00

Ist daher die Startverteilung auf einem Punkt & € S konzentriert, also
von der Form p(® = §,, dann gilt p@r,, = (—1)*v;. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung p*) = p(@ P! ~ vy + (—1)"**v,, springt also asymptotisch
zwischen der Gleichverteilung auf den geraden und der auf den ungeraden
kes.

t=0 t =10 t =100 t =1000
1 0. 25, 0. 08, 0.03

0.8 0.2 0.06 2,025
0.6 0.15 0.02
0.04 2.015

0. 01}

2. 005

0. 02

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

Abbildung E.1: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Markovkette fiir ungerades N
zu verschiedenen Zeiten t

Allgemein konnen wir einer stochastischen Matrix P auf dem Zustandsraum S
einen Graphen (S, E') mit der Menge E := {(i, k) € SxS | p;. > 0} (gerichteter
Kanten) zuordnen.

Eine Folge (ig, . ..,4,) € S™ von Vertices i;, € S wird also genau dann eine
positive Wahrscheinlichkeit

piopi07i1 . 'pin—lyin > O

zugeordnet, wenn p;, > 0 gilt und die Folge ein Kantenzug (der Linge n) im
Graph ist, d.h. (ig_1,1;) € E firk=1,...,n.

E.4 Definition Die stochastische Matrix P heiBt
e irreduzibel, wenn fiir alle i,k € S ein n € N existiert mit (P"); > 0,
e irreduzibel-aperiodisch, wenn fiireinn € N gilt: (P");;, >0 (i,k € S).

Letzteres bedeutet fiir den Graphen (.S, E'), dass man je zwei Vertices mit einem
Kantenzug der Lange n verbinden kann. Dies ist fiir das Beispiel der zyklischen
Irrfahrt genau dann der Fall, wenn N ungerade ist (und fir n > N — 1).

E.5 Satz (Ergodensatz fiir Markov—Ketten) Fiir eine irreduzibel-aperiodische
stochastische Matrix P existiert ein eindeutiger Wahrscheinlichkeitsvektor p mit

pP = p.



Dieser besitzt nur Eintrage p;, > 0, und fiir jeden Wahrscheinlichkeitsvektor p(©)
gilt

lim p® Pt = p.

t—o00
Bew.: Nach dem Satz von Perron—Frobenius (Anhang F) existiert fiir die sto-
chastische Matrix Q := P" € M(N,C) ein eindeutiger Eigenwert A > 0
maximalen Betrages. Da dieser gleich dem Spektralradius von @, also gleich
limy_,o [|Q%||1/* = 1 ist, folgt A = 1. Der zugehdrige Eigenvektor kann nach
dem Satz von Perron—Frobenius so gewahlt werden, dass p, > 0 gilt. Nach
Normierung auf ||p||; = 1 ist er damit eindeutig. Damit ist p aber auch Eigen-
vektor von P zum Eigenwert 1, und alle anderen Eigenwerte von P besitzen echt
kleineren Betrag.

Ist J € M(N,C) eine Jordansche Normalform von P, also P = WJW !
und J = Drespece(p)Jrn Mit Jordanblécken Jy = Al + N und der nilpotenten
Matrix N € M(d(N),C), dann ist die Dimension d(1) des Eigenraumes zum
Eigenwert 1 gleich 1. Wegen

d(\)

t
¢ ot ptr—1 ¢ E\ Vbt nfl \t—d(N) b\ \d(n)—1 A
P =WJW™ und = (ZA A= NIy ()N

=0 =0

ist fiir alle von 1 verschiedenen Eigenwerte ), also |A| < 1:
lim J§ = 0.
t—ro0

Die Matrix P> projiziert also jeden Zeilenvektor auf den von p aufgespannten

lip

Unterraum und ist damit von der Form P> = ( : ) mit reellen Koeffizienten
InNp

.. Da P> als Limes stochastischer Matrizen stochastisch ist, gilt [, = 1. O

Manchmal kann man den Perron—Frobenius—Eigenvektor p der stochastischen
Matrix P ansehen.

E.6 Definition Existiert ein Wahrscheinlichkeitsvektor ¢ € RN mit
4iPi,j = 4iDj,i (4,5 €9),
dann heiBt die Markovkette (q, P) reversibel*® .

E.7 Lemma Fiir eine reversible Markovkette (q, P) ist q Linkseigenvektor von
P zum Eigenwert 1.

4Oln der englischsprachigen Literatur nennt man die Bedingung auch equation of detailed
balance.
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Bew.: Fiir alle j € S gilt (¢P); = ZieS qipij = ZieS 4;iDji = qj- O

Ist beispielsweise jeder Eintrag von P positiv, dann ergibt sich fiir den Perron—
Frobenius—Eigenvektor p = ¢ der reversiblen Markovkette (¢, P) die Formel

Pi,i .
pi=pi— (i €5),
Pia
aus der man den Eigenvektor (bis auf seine Normierung) erhilt.
Insbesondere ist jede symmetrische stochastische Matrix reversibel beziiglich
des Eigenvektors mit konstanten Eintragen p; = 1/N.

Auf dem Messraum 2 = S™ der Folgen w = (wy, ws, . ..) betrachten wir die
(einseitige) Shift—Abbildung

o:0—=0Q , J(w)t:th (tGN)

Diese ist messbar, und das WahrscheinlichkeitsmaB P der irreduziblen Markov-
kette (p, P) ist invariant unter dem Shift, d.h. P(¢7'(A)) = P(A) fiir alle Ereig-
nisse A € F. Dies kann man iiberpriifen, indem man fiir A die Zylindermengen

Ay o ={weQ|w =m, i=1,... k} einsetzt, denn diese erzeugen die o—
Algebra F. Wegen oY (A,, ) = U~ Airy.ory ist
N
]P)(Ofl(ATl ,,,,, Tk)) = Z]P)(Ai,ﬁ ~~~~~ Tk)
=1

N
== § PiPirPriro - - - Prig_1my
=1

= PrnDPrm- - Prgm = IED(A‘H ----- Tk)?

wobei benutzt wurde, dass pP = p gilt.

E.8 Satz Falls die stochastische Matrix P irreduzibel-aperiodisch mit Perron—
Frobenius—Eigenvektor p ist, dann ist die homogene Markovkette mischend be-
zliglich o, d.h.
tlim P(c~"(A) N B) = P(A)P(B) (A,B € F). (E.5)
— 00

Bew.: Wieder konnen wir die Behauptung fiir Zylindermengen iiberpriifen, d.h.
ansetzen



also

P(c"(A)NB) = Z PuiPus,ps - - - Puasin + - - Pigyry - Py 1

Lyeeey iy

p#lp#h#Z T 'pﬂl—1H1<Pr+1)ul7T1p‘rl,TQ T ‘kaflTk' (E6)

Es ist aber lim; oo (P®)mn = pn. Einsetzen in (E.6) ergibt wegen

P(A) = PuiPpypz -+ - P, und P(B) = PrnPrir- - Prpoam

die Formel (E.5). O

F Der Satz von Frobenius und Perron

Es sei P = (pi;);j—; eine N x N-reelle Matrix mit Eintrdgen p;; > 0 und der
Eigenschaft, dass fiir ein geeignetes & € N die Matrix P* nur positive Eintrige
besitzt.

F.1 Satz (Perron-Frobenius) Fiir die Menge spec(P) C C der komplexen
Eigenwerte von P gilt:

1. Es existiert ein ausgezeichneter Eigenwert Apr > 0 (genannt Perron-
Frobenius-Eigenwert mit algebraischer Multiplizitit 1 und Eigenvektor
vpr € RY, dessen Eintrige positiv sind.

2. Alle Eigenwerte \ € spec(P)\{\pr} haben Betrag |\| < |\pr|.
3. Es gl/t Il’liIli Zjvzl Dij S /\PF S max; Zjvzl Pij-

Bew.: e Wir betrachten zunachst den Fall positiver Eintrage (p; ; > 0).
Die durch P auf RY definierte lineare Abbildung bildet den positiven Kegel

K = {v e R"\{0} | Vi € {1,...,n} :v; > 0}
in sich ab. Im Gegensatz zu K ist der Simplex
S:={veK||v|h=1}

kompakt. Er hat die Eigenschaft K = {\v | A > 0,v € S}. Die stetige Funktion

f:K—(0,00) , f(v):= min (Pv):

:v; >0 V;
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ist homogen vom Grad 0, nimmt also auf S ihr Maximum App an.
e Sei vpp € S eine Maximalstelle von f. Dann ist vpr Eigenvektor von P zum
Eigenwert Apr: Nach Definition von f ist namlich

(Pupr); > Apr(vpr); (i=1,...,N),

Ware vpy kein Eigenvektor, dann géabe es einen Index j mit (Pupr); > Apr(vpr);.
Dann wiirde (wegen Positivitat der j-ten Spalte von P) fiir den Vektor w :=
Pupp € K gelten:

(P(w - )\ppvpp)> >0 (i=1,...,N),

also (Pw); > Appw; >0 (i =1,...,N) oder f(w) > App, im Widerspruch
zur Definition von App. Dass die algebraische Multiplizitat Eins ist, kann man
z.B. in [Ga] nachlesen.

e Es seien min, max € {1,..., N} so gewahlt, dass fir v = vpp gilt: vy =
min; v; und vy = Max;v;.
Damit ist

N N N
)\PFUmin - E Pmin,;Uj 2 Umin E Pmin,j 2 Umin min § Dij,
i
Jj=1 Jj=1 Jj=1

also App > min; Zjvzl pi.; und (unter Verwendung von vpax) App < max; Zjvzl Dij-
Dies zeigt 3.

e Es sei nun A € spec(P) mit Eigenvektor v € C¥\{0}. Fiir den minimalen
Diagonaleintrag dy,i, > 0 von P gilt (p — dpmin)v = (A — dpin)v, also

N
D (pig = dwindi)|vj] = [A = duin|vi]  (i=1,...,N),

j=1
also Zjvzl Pij|lvj] = (|A = dmin| + dwmin)|vi| und damit nach Definition von f

’)\ - dmin’ + dmin < )\PF-

Andererseits ist nach der Dreiecksungleichung |\ < |A — duin| + dumin, also
|A| < Apg. Fiir nichtpositive A ist die Dreiecksungleichung strikt, sodass entwe-
der A = App oder |A| < Apr gilt. Dies zeigt 2.

e Sind nun die Eintrage von P nichtnegativ (pm- > 0), aber die von P* posi-
tiv, dann findet man ein Apr > 0 und ein vpp mit positiven Eintragen, sodass
P*vpp = Aiovpp. Eine k-te Einheitswurzel von A\E. muss Eigenwert von P
sein. Da )\’E)F algebraische Multiplizitat eins besitzt, muss auch P vpp = App vpp
gelten. Da alle anderen Eigenwerte von P* echt kleineren Betrag als A\Ep haben,
gilt auch fiir alle A € spec(P)\{\pr}, dass |A| < Apr. O
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F.2 Bemerkungen 1. Der obige Beweis lehnt sich an den in Kapitel 3.A
von [Ge] an. Einen anderen Ansatz findet man z.B. im Buch [Ga] von
GANTMACHER.

2. Offensichtlich besitzt die Matrix P auch einen positiven Links-Eigenvektor
v, zum Eigenwert A\pp. Unter der Normierungsbedingung ||vz||; = 1 ist
dieser eindeutig. Ist P eine stochastische Matrix, dann gilt nach Teil 3 des
Satzes Apr = 1, und vy, kann als die eindeutige invariante Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P interpretiert
werden, siehe Anhang E.

3. Im Kontext der Statistischen Mechanik kann der Satz von Perron-Frobenius
auf Transfermatrizen angewandt werden.
In der Quantenmechanik benutzt man eine Verallgemeinerung des Satzes
um zu zeigen, dass unter bestimmten Umstanden der Grundzustand eindeu-
tig ist, d.h. fiir den Hamiltonoperator H gilt: inf spec(H) ist ein Eigenwert
der Multiplizitat 1 (siehe [RS4], Kapitel XI11.12).
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