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Zusammenfassung
Vorlesungsbegleitendes Skript. Anregungen und Kritik sind willkom-

men! Dieses Skript lehnt sich inhaltlich vor Allem an das Buch "MaB-
und Integrationstheorie” von Jiirgen Elstrodt an. Allen Hérerinnen und
Horern der Vorlesung wird die viel ausfiihrlichere Darstellung in diesem

Buch empfohlen.
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1 Ubersicht

Ein MaB p auf einer Menge M ist eine spezielle Mengenfunktion, sie ordnet also
gewissen Teilmengen A C M Zahlen p(A) € [0, 00] := [0, 00) U {o0} zu.

1.1 Beispiele 1. Das Lebesgue-MaB 1 = \¢ auf M := R% mit Wiirfel-MaB
1([0,1]%) := 1 und u(A +a) = u(A) (a € R?). Dies entspricht fiir d = 1
einer Gesamtlange, fiir d = 2 einem Flacheninhalt und fiir d = 3 einem
Volumen. Es ist u(R?) = oo.

2. Auf einer Menge M existieren noch weitere interessante MaBe. Sei etwa = €

M. Dann ist p := 6, mit §,(A) = { (1) ’ zoisf ein MaB, das Dirac-

MaB. Aber auch fiir Punktfolgen (x,), in M und positive Zahlen ¢,, ist p :=
> Cnly, ein MaB (mit p(A) := > ¢, 04, (A)). Esist (M) =3, cn.

3. Betrachten wir eine symmetrische Irrfahrt auf Z, den ganzen Zahlen. Zum
Zeitpunkt t € Ny befinde sich das Teilchen am Punkt ;. Dann soll es sich
zum Zeitpunkt ¢ + 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 bei z; — 1 bzw. bei x; + 1
befinden, und die Zufallsvariablen sollen unabhangig sein. Das Teilchen soll
bei xy = 0 starten, sieche Abb. 1. Setzen wir y; := ©y — 2,1 € {—1,+1}
und betrachten wir das Teilchen bis zur Zeit T' € N, dann erhalten wir ein
MaB MT . {—1,1}5 — [0, 1] mit MT({(yla R 7yT)}) = 2_N fiir alle Yy €
{-1,1}7.

Betrachten wir das Teilchen fiir alle Zukunft, dann wollen wir es durch ein MaB3
auf der Menge M := {—1, 1} der {—1, 1}-wertigen Folgen beschreiben. &

Nimmt man den MaBbegriff von der praktischen Seite, dann besteht die Aufgabe
darin, MaBe konkreter Mengen A C M zu berechnen, etwa das Volumen \¢(B,)
einer d-dimensionalen Vollkugel.

So wurde die MaBtheorie bis ins 19. Jahrhundert aufgefasst. Bei komplizier-
teren Mengen wie dem unter 3. betrachteten Raum der Folgen geht es aber
offensichtlich auch um die Konstruktion des MaBes.

Eine weitere Frage ist die nach Konvergenz einer Folge von MaBen:

1.2 Beispiel 4. Fiir die symmetrische Irrfahrt aus Beispiel 3. gilt, dass die Va-
rianz von z; gleich ¢ ist, also die Streuung gleich v/t. Falls wir fiir m € N
die Zeit mittels t = ms, also s € Ng/m und den Ort mit Y, := \/Lmes
reskalieren, dann ist die Varianz von Y gleich s, unabhangig von m. Fiir den
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Abbildung 1: Symmetrische Irrfahrt (links) und Brownsche Bewegung (rechts)

so genannten Diffusionslimes m — oo erhalten wir in natiirlicher Weise die
sog. brownsche Bewegung auf R, mit einem WahrscheinlichkeitsmaB auf dem
Raum der stetigen bei Null beginnenden Wege. &

2 Mengenfamilien

Schauen wir uns an, welche Eigenschaften ein MaB haben muss.

2.1 o-Algebren und MaBe

Zunachst miissen wir festlegen, welche Teilmengen der Grundmenge M iiber-
haupt messbar sein sollen. Wir wahlen also eine Mengenfamilie (auch Mengen-
system genannt) A C 2M = P(M) in der Potenzmenge von M aus.

Am bequemsten wire es, alles messen zu kénnen, also A = 2, aber das ist
nicht immer moglich. Wir fordern, dass A eine o—Algebra ist.

2.1 Definition A C 2" heiit o-Algebra (von M), wenn
IL. McA
2 Aed = A =M\Ae A

3 A, e AneN)=J, A4 € A

neN

Die kleinste o—Algebra von M ist damit {(), M}, die groBte 2. In der Praxis wird
man etwa fiir M = R eine von diesen beiden verschiedene c—Algebra wahlen.



2.2 Definition e Eine Abbildung p : A — [0, 00| auf einer c—Algebra A heiBt
MaB, wenn

1 w(0)=0
2. Fiir disjunkte (das heiBt A,, N A, =0 (m #n)) A, € A (n € N) gilt:

1 (Upen An) = X, cn i(Ay) - (o-Additivitét oder abzshlbare Addit.) .

e Das MaB . heiBt endlich, wenn (M) < oo, und WahrscheinlichkeitsmaB,
wenn p(M) = 1.

2.3 Beispiele 1. Fiir eine Menge M mit c—Algebra 2™ wird durch pu(A) := |A|
falls A endlich, und sonst 1i(A) := oo ein MaB definiert, das ZdhImaB.

2. Vom Lebesgue-MaB wissen wir zunachst nur, dass die abgeschlossenen ach-
senparallelen Wiirfel der Kantenlange 1 in der Mengenfamilie A C 2R Jie-
gen. Nun folgt aus den Axiomen einer o—Algebra, dass mit A, B € A auch
ANB € Aist, denn mit D¢ := M\D ist AN B = (A°U B°)*. Daraus folgern
wir, dass alle Quader messbar sind. Diese konnen sogar durch endlich viele
mengentheoretische Operationen aus den Einheitswiirfeln gewonnen werden.

Aber z.B. auch die offene Kreisscheibe K := {x € R? | ||z|| < 1} ist messbar.
Denn wir konnen sie als abzahlbare Vereinigung von Quadraten darstellen. &

Wie weit kommen wir mit dieser Konstruktion?

2.4 Definition Ist eine Mengenfamilie £ C 2M gegeben, dann wird die kleinste
o-Algebra, die £ enthilt, die von £ erzeugte o—Algebra genannt und mit o(E)
bezeichnet. £ heiBt ein Erzeuger von o(&).

Vorsicht: Warum gibt es eine kleinste solche o—Algebra? Zunachst enthalt die
o—Algebra 2™ nach Voraussetzung £. Der Schnitt A4, N A, zweier c—Algebren
A; C 2M st wieder eine o—Algebra, und das gleiche gilt auch fiir den Schnitt
beliebig vieler o—Algebren. Damit ist o(£) C 2M als dieser Schnitt wohldefiniert.

2.2 Ringe, Algebren und Halbringe

Aus der Algebra kennen wir die Definition eines Rings.



Abbildung 2: Symmetrische Differenz der Mengen A und B (links), und A, B
und C' (rechts)

2.5 Definition e Eine Menge R mit zwei Operationen + : R x R — R und
-1 R X R — R heiBt Ring, wenn (R, +) eine abelsche Gruppe ist,

— das Assoziativitatsgesetz a(bc) = (ab)c und

— die Distributivgesetze a(b+ ¢) = ab + ac, (a + b)c = ac + be gelten.

e Ein Ring heiBt kommutativ, wenn ab = ba gilt.

In der Potenzmenge R := 2™ einer beliebigen Menge M gibt es zwei Opera-
tionen, die diese zum kommutativen Ring machen: die symmetrische Differenz
A:RXR—=>R , (AB)— (A\B)U(B\A)

und der Schnitt N. Das neutrale Element der als Addition aufgefassten Ver-
kniipfung A\ ist (). Auch der als Multiplikation aufgefasste Schnitt besitzt hier
ein neutrales Element, namlich M selbst.

2.6 Definition Ein (Mengen-) Ring R fiir M ist eine Mengenfamilie ) # R C
2M mit
A BER — AUBE€ER und A\BE€eTR.

Ein solcher Ring R enthalt wenigstens die leere Menge. In einem Mengenring R
sind auch alle Schnitte AN B von A, B € R enthalten!, denn

ANB=AUB\((A\B) U (B\A)).

!Man kann aber Ringe nicht durch die Bedingung A, B € R = ANDB € R und
A\B € R an ein Mengensystem R charakterisieren. Ein Gegenbeispiel ist R := {0, {a}, {b}}.



2.7 Lemma Fiir R C 2™ ist (R,U,\ ) genau dann ein Mengenring, wenn R
im algebraischen Sinn ein Unterring von (2M /A, N) ist.

Beweis: O

Der Grund, Mengenringe einzufiihren ist, dass man mit ihnen leicht MaBe fest-
legen kann. Der in diesem Zusammenhang ebenfalls wichtige maBtheoretische
Begriff der Mengenalgebra ist analog zum (algebraischen) Begriff der Algebra
gebildet:

2.8 Definition e Eine Algebra iiber einem Korper K ist ein Ring A mit der
Eigenschaft, gleichzeitig K-Vektorraum zu sein mit

k(ab) = (ka)b = a(kb) (a,b € A, k e€K).
e Ein Mengenring A C 2™ heiBt (Mengen-) Algebra, wenn auch M € A ist.

2.9 Satz A C 2M st genau dann Mengen—Algebra, wenn (A, A,N) eine uni-
tale (also 1 = M € A) Algebra iiber dem Kérper Fy = ({0,1},+,-) ist.

Beweis: Eine Teilmenge A € 2™ von M ist durch ihre charakteristische Funktion

1 ,meA
0 ,mgA

charakterisiert, und es gilt (wegen der Rechenregel 1 +1 =0 in [Fy)

Iy: M —F,y | IlA(m):{

Tapp =14+ 1 , Tanp=141p (A, B €2M).

Der Raum {14 | A € A} der charakteristischen Funktionen bildet also nach
Lemma 2.7 genau dann einen zu (A, A, N) isomorphen Fy-Vektorraum, wenn A
ein Ring ist. Dieser Ring enthalt ein Einselement genau dann, wenn M € A,
denn 1,,-15 = 15. U

Wie erhalten wir nun praktisch Mengenringe? Dies schauen wir uns in unserem
wichtigsten Beispiel, dem von M = R? an.

2.10 Definition Fiir a,b € R? ist a < b genau dann, wenn a;, < by (k =
1,...,d) und a <b, wenn a, < by (k=1,...,d).

Dies definiert eine Halbordnung (= partielle Ordnung) a < b, also eine transitive,
reflexive und antisymmetrische Relation auf R?. Fiir d > 1 ist das keine Ordnung,
denn () und (;) lassen sich so in R? nicht vergleichen.

7
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2.11 Definition Fiir alle a,b € R? sind folgende Intervalle definiert:
o [a,b] ={reR|a<x<b}
o (a,b):={reR?|a<z<b}
e [a,b) ={reR|a<x<b}
o (a,b] :={reR|a<x<b}
Betrachten wir nun das Mengensystem
7¢:= {(a,b] | a,b € R, a < b}

oder auch Z¢ := {(a,b] | a,b € Q, a < b}. Das sind zwar keine Ringe (denn
(a,b]\(c, d] ist kein Intervall mehr, wenn a < ¢ < d < b), aber es sind Halbringe.

2.12 Definition Ein Mengensystem H C 2M heiBt Halbring iiber M, wenn
1. 0eH
2 ABeH=ANBecH (durchschnittsstabil )
3. A, B € H = Es gibt disjunkte C1,...,C,, € H mit A\B = J,_, Ck.

Es wird also nicht gefordert, dass die Differenz zweier Elemente eines Halbringes
wieder im Halbring ist. Das ist auch im Allgemeinen nicht der Fall:

2.13 Lemma I' und I} sind Halbringe iiber R.
Beweis: Fiir alle a,b,c,d in R beziehungsweise in Q gilt
1. (a,a] =10
2. (a,b] N (e, d] = (max(a, c), min(b, d)]
3. (a,b)\(¢,d] = (a, min(b, ¢)] U (max(a,d),b]. O

Versteht man min und max im R% komponentenweise, dann stimmt auch fiir Z¢
die Gleichung (a,b] N (¢, d] = (max(a, c), min(b, d)].

Die Gleichung (a,b]\(c,d] = (a, min(b,c)] U (max(a,d), b] ldsst sich zwar
nicht so leicht auf mehrere Dimensionen iibertragen. Wegen des folgenden Lem-
mas gilt aber eine zu Lemma 2.13 analoge Aussage auch im R
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Abbildung 3: (A x B)\(C x D) (links), dargestellt als disjunkte Vereinigung

(rechts)

2.14 Lemma Sind H, und Ho Halbringe (iiber My und M), dann ist
Hl*%Q::{AxB|AE%1,BEH2} (1)

Halbring (iiber My x M).

Beweis:
1. Q):@X@EHl*HQ
2. Firalle A,C' € Hy, B, D € H, gilt wegen der Durchschnittsstabilitat der H;:

(AxB)N(Cx D)= (ANC)x (BND) & Hy*Hs.

3. (Ax B)\(C x D) = ((A\C) x B) U ((AnC) x (B\D)), und die bei-
den disjunkten Mengen der rechten Seite sind jeweils disjunkte Vereinigungen
endlich vieler Elemente des Mengensystems H; * Hs. a

2.15 Korollar Also sind in beliebiger Dimension 1% und I Halbringe iiber R”.

Beweis: Denn ZF*1 = 7F « 7 und I&“ = I(S * Tg. O

Wir erhalten allgemein aus einem Mengensystem S C 2 den von S erzeugten
Ring (also den kleinsten S enthaltenden Ring in 2M) durch Schnittbildung.

9



2.16 Lemma Fiir Elemente A, By, ..., B,, € H eines Halbringes H C 2™ gibt
es disjunkte Cy,...,C, € H mit

A\(Un) = Uee @)

2.17 Beispiel (Intervalle) Es ist niitzlich, sich zu iiberlegen, wie man etwa im
Fall des Halbringes Z¢ der halboffenen Intervalle die Intervalle C; konstruiert.
Dort wird (wegen der Ordnung von R) durch jedes By, = (¢, d] eine Zerlegung
von A = (a,b] in héchstens 3¢ disjunkte Intervalle definiert, deren Intervallgren-
zen beziiglich der j—ten Koordinate aufeinanderfolgende Zahlen in der Menge
{aj,b;,c;,d;} sind. Schnitt dieser zu verschiedenen B), gehdrenden Intervalle
liefert die CY. &

Beweis: o Fiir m = 1 ist das wie bemerkt Teil der Definition eines Halbringes.
e Fiir den Induktionsschritt m +— m + 1 sei die disjunkte Zerlegung (2) gegeben,

und wir wollen A \( et Bk) als disjunkte Vereinigung von Elementen des

Halbrings H darstellen. Dazu stellen wir die disjunkten Mengen C/\ B, 1 jeweils
als disjunkte Vereinigungen

Ry
Cg\Bm_H = U égﬂf mit égyr eH (E =1,... ,n)

r=1

dar. Das ist wegen der dritten Eigenschaften von Halbringen moglich. Damit ist

(U -00e m

f=1r=1

2.18 Satz Der von einem Halbring H C 2M erzeugte Ring ist von der Form
R :={Uj, Ax | meN, Ay,..., A, € H disjunkt} .

Beweis: @ R ist im von H erzeugten Ring enthalten.
e Um zu beweisen, dass R ein Ring ist, benutzen wir:

1. P R, denn ) € H.

2. Fir A=, Ay und B = |J,_, B, mit jeweils disjunkten Ay, B, € H ist
AN B = i<kem Ax N By endliche Vereinigung disjunkter Elemente von #H,

1<i<n

also ANB e R.
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Abbildung 4: Ausschopfung einer Kreisscheibe durch Elemente von F?
3. A\B = J;~, (A, \ U,_, Be) ist nach Lemma 2.16 disjunkte Vereinigung von
Elementen aus #, also A\B € R.

4. Also ist auch die symmetrische Differenz als disjunkte Vereinigung
AAB =(A\B)U(B\ A) in R. O

2.19 Definition e Der von I erzeugte Ring {{J,-, It | m € N, I; € Z% disjunkt}
d-dimensionaler Intervallsummen heit F¢.
e Analog definiert man den von I& erzeugten Ring .7:6.

2.3 Inhalte, PramaBe und Male

Wir wissen schon, dass ein MaB auf der o—Algebra A C 2™ eine Abbildung
o A— [0, 00] ist mit

L u(@) =0
2. A, € Adisjunkt (n € N) = pu(U;Z, An) = 2207, 1(An).

Wie kommen wir zur o—Algebra und dem MaB, wenn wir nur einen Halbring
H C 2™ und eine " verniinftige” Volumenmessung auf H haben?

2.20 Definition e v :H — [0, 00| heiBit Inhalt, wenn

1. v(@) =0
2. Fir Ay, ..., A, € H disjunkt mit Ay U...UA, € H gilt:

v(Ui Ax) = S0 v(Ay)  (endliche Additivitit).

11



e Ein Inhalt v heiBt oc—additiv, wenn fiir disjunkte A, € H (k € N) gilt:

14 (UkEN Ak) = ZkEN V(Ak) , falls UkGN Ak € H.
Ein o—additiver Inhalt v : H — [0, oc] heiBt PramaB.

e Ein Inhalt v heiBt endlich? , wenn v(A) € [0, 00) (AeH).

o A € M heiBt Nullmenge, wenn v(A) = 0 ist.

Durch die Forderung der endlichen Additivitat wird z.B. ausgeschlossen, dass es
Mengen A, B € H mit A C B gibt mit v(A) > v(B).

Es liegt nahe, den Inhalt v3 : H — [0,00] auf dem Halbring H zu einem
Inhalt vz : R — [0, 00] auf dem vom Halbring erzeugten Ring R zu erweitern.
Fiir disjunkte A;, € H miissen wir dabei

vr (Uney Ar) = D00, v Ax) (3)

setzen, damit v endlich additiv ist. Wir wissen aber noch nicht, ob v da-
mit wohldefiniert ist (also vg existiert), denn die Menge A := (JJ_, A, € R
kann eventuell auch in anderer Form | J,_, B, mit disjunkten B, € H dargestellt
werden, und es fragt sich, ob dann Y, vy (Ax) = >, vu(By) gilt.

2.21 Satz e Es gibt genau eine Fortsetzung vy von vy zu einem Inhalt auf
R, und diese ist durch (3) gegeben.

e vy ist genau dann ein PramaB, wenn vy eines ist.
Beweis:

e Fiir die beiden Darstellungen von A setzen wir C, ¢ := AN B, € H. Diese sind

disjunkt. Da vy ein Inhalt ist, gilt > )" v (Ag) = D0 > vu(Cryp) =
> 1 vu(By). Also ist vg darstellungsunabhingig definiert, und

Vy = VR r”H (4)

e Um zu liberpriifen, ob v ein Inhalt auf R ist, betrachten wir nun disjunkte
Mengen A, B € R. Fiir diese gibt es disjunkte Ay, By € ‘H mit

AZOAk und B:OBK
k=1

(=1

2Das harmoniert mit der Definition der Endlichkeit von MaBen auf Seite 5.

12



Also ist vg (A U B) gleich
vr ((Ukzy Ak) U (Ui Be) = 205 v (Aw)+ 3000, vu(By) = vr(A)+vr(B).

e Ist vz ein PramaB, dann ist wegen (4) auch vy eines.

e Ist dagegen vy ein PramaB, dann ist fiir disjunkte A, € R (k € N) und
A :=,2, Ar € R zu zeigen, dass gilt:

=D vr(Ay). ()

keN

Diese Ringelemente besitzen disjunkte Zerlegungen

A

m my
U Bj . A= U Ckyg mit Bj, Ck,z e H.

j=1 (=1

Also ist vr(A) = Y00, vy(B;) und vr(Ar) = 3 )% v3(Cy ). Wir erhalten
mit D0 := B; N Cyr € H wegen der PramaBeigenschaft von 14

vr(A) — ijH ZV% <U (UDJM>>

j=1 keN
m oo Mmg

= E E vu(Dj k) g E v (Cry) = E vr(Ag).
=1 k=1 (=1 kEN (=1 keN

O

2.22 Beispiel (Inhalt und PramaB) Sie haben schon bewiesen, dass fiir eine Blatt 2,
abzahlbar unendliche Menge M und den Ring Aufg. P3

A:={ACM]||A| < oo oder |[M\A| < oo}

0o, |A
pi A= 0,00 “(A>::{oo : {AIEOO

einen Inhalt auf A definiert. Dieser ist aber kein PramaB.
Letzteres folgt auch aus der mangelnden Stetigkeit der Mengenfunktion p
von unten. Dieser Begriff soll zunachst geklart werden. <&

13



Sei allgemein Aj (k € N) eine Familie von Teilmengen A eines Raumes M.
Dann definieren wir lim sup und lim inf durch

limsup Ay = limy_ oAy = ﬁGAg

koo k=1 0=k

und

k—o0
k=1/4=k

Falls also = € limy_ oA, dann kommt z in unendlich vielen A vor, falls = €
lim, , Ay, dann liegt x in allen Ay auBer endlich vielen. Es gilt insbesondere

limsup A, O liminf Ag.

m
k—o0 k=00
Falls limsup,,_, ., Ax = liminfy_, . Ay gilt, sprechen wir vom Limes

lim Ay := limsup A; = liminf A,.
k—o0 k—00 k—o0

Diese Definitionen stimmen insofern mit denen aus der " Analysis 1" {iberein, als
die charakteristischen Funktionen die Beziehung

I (z) = limy_,o0 N4, (2) (x € M)

limp o0 Ag

erfiillen, und analog fiir lim inf. Daraus ergibt sich insbesondere, dass (monoton)
wachsende (A1 2 Ax) und (monoton) fallende (Axi1 C Ay) Folgen konver-
gieren. Schreibweise: A, T A bzw. A; | A. Damit kdnnen wir die Eigenschaft,
ein PramaB zu sein, folgendermaBen charakterisieren:

2.23 Satz Ein Inhalt n : R — [0,00| auf dem Ring R ist genau dann ein
PramaB, wenn ;1 von unten stetig ist, d.h.

A, e Rund Ayt AeR = klim w(Ag) = p(A).
—00

[Bemerkung: Das ist in Beispiel 2.22 nicht erfiillt.]

Beweis:
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e Ist ;o PramaB, und ist die wachsende Folge Ay € R (k € N)und Ay, T A€ R,
dann gilt mit Ag := () € R: A ist die disjunkte Vereinigung der A, \ Ax_1 € R,
also

ZM AN\AR—1) = hm ZM ANAp—1) = hm 1(An).
=1

Eventuell handelt es sich um einen uneigentlichen Limes mit Wert oo.

e Sei umgekehrt ein Inhalt 1 auf dem Ring R von unten stetig. Sind die B, € R
disjunkt und ist B := [J,.y B € R, dann gilt A, 1 B fiir Ay := U;_, Bs €
R, also ,U(B) = hmk—)oo N(Ak) = hmk—)oo 21221 M<B€> = 221 /L(BK)- O

Wir haben in Korollar 2.15 festgestellt, dass die Mengenfamilien
7%= {(a,b] | a,b € R?, a < b} und I& = {(a,b] | a,b € Q%, a < b}

Halbringe auf R? sind. Wir setzen nun

d

M T [0,00), Af((a,b]) = [[be —ax) und Mg = Mg,
k=1

also anschaulich das Produkt der Kantenldangen des Quaders (a, b].

2.24 Satz X\ und N}, sind PrimaBe auf den Halbringen ¢ und T¢. Sie de-
finieren damit PrimaBe A} und %o auf den Ringen F% und F§ (Def. 2.19).
Man nennt A% das Lebesgue—PramaB auf dem R?.

Beweis:

e Zuniachst sind A und \{ , Inhalte, denn A}(0) = A} ((a,a]) = 0, und fiir
endliche disjunkte Zerlegungen des Quaders stimmt die Summenformel.

e Seid = 1und (ax,bx] (k € N) eine abzahlbare disjunkte Zerlegung eines Inter-
valls (a, b], a < b. Man kénnte nun denken, dass dann nach Umnummerierung
gelten muss: ai1 = by, aber so einfach ist es nicht, denn die Intervallgrenzen
kénnen sich ja im Inneren von (a, b] haufen.

Stattdessen benutzen wir den Uberdeckungssatz von Heine-Borel. Dazu finden
wir fiir alle e > 0 ein « € (a,b) mit a—a < e und £, > by, mit B, — by < 27,
Damit ist [a, b] C UZO:1<ak>bk] C Uiozl(almﬁk)-
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Nach Heine-Borel wird das kompakte Intervall [« b] durch endlich viele der
offenen Intervalle (ay, 5x) Uberdeckt. Es gibt also nach Umnummerierung ein

N e N mit [o, 0] € Un_, (ax, Br) € Un_ (ax, Bx), also

AL((,0]) < M (Ui (ans Be]) < sy M ((ak, B])-
(siehe Elstrodt [El], Satz I1.1.7). Daher ist

A ((a,0]) < e+ M ((a,0]) < e+ o0, M ((ar, B))

< e+ Z (/\%((ak, bk]) + 82_k) <2+ Z /\%((ak, bk])

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt eine Ungleichung der fiir PramaBe geforderten
Gleichung. Die umgekehrte Ungleichung gilt nach dem folgenden Satz 2.25
allgemein fiir Inhalte.

e Die PramaB-Eigenschaft von Az g folgt durch Restriktion.
e Der Fall d > 1 ist dhnlich, und wir schauen ihn uns spater an.

e Sind aber A\ und )\%Q PramaBe, dann nach Satz 2.21 auch A% und )\%Q. O

2.25 Satz Ist v : R — [0,00] Inhalt auf einem Ring R, dann gilt fiir disjunkte
Ay € R mit A= J,on Ak € R:

Yope v(Ag) < v(A) (c—Superadditivitit).

Beweis: Die Ungleichung S v(A;) = v (UN_Ag) < v(A) gilt dann fiir alle
N € N. Also ist auch 37°  v(Ag) = lim, 500 Son, v(Ar) < v(A). O

Bis jetzt wissen wir noch nicht, ob wir das lebesguesche PrimaB A% zu einem
MaB machen kénnen. Die von Carathéodory stammende Technik dafiir ist aber
sehr allgemein. Bevor ich sie behandle, werde ich noch mehr PramaBe auf R
beschreiben, damit wir mehr Anschauungsmaterial haben. Die Konstruktion wird
sogar alle endlichen PramaBe auf R liefern und ermoglichen, den Unterschied
zwischen Inhalten und PramaBen praziser zu verstehen.

16

Blatt 2,
Auf. 6.4



2.4 Stieltjes-Inhalte auf R
Wir benutzen den Halbring Z = 7' = {(a,b] | a,b € R,a < b} iiber R

2.26 Satz 1. Sei F': R — R monoton wachsend und ist
pp L —[0,00) , pr((a,b]) = F(b)— F(a),
dann ist pi ein endlicher Inhalt, genannt der Stieltjes-Inhalt zu F'.
2. Esist up = pe genau dann, wenn F' — G : R — R konstant ist.

3. Ist pn: T — [0,00) ein endlicher Inhalt, dann ist 1 = pp mit

o) ((0,3:]) , x>0
F”'—{ u((@,0) <.

Beweis:
1. o jup(0) = i ((a.0]) = F(a) — F(a) = 0

e Sei (a, b] disjunkte Vereinigung der Intervalle (ag, bx] (K =1,...,N). Dann
muss nach Umnummerierung gelten: a; = a, b, = agy1 und by = b, also

pe((a,0]) = F(b) = Fa) = Y30, (F(bk) = Flay)) = S ie((ax, bi]).
2. Sei pup = pg und C := G(0) — F(0). Dann ist fiir alle x > 0
G(z) = F(z) = (1c((0,2]) + G(0)) — (kr((0,2]) + F(0)) = C.
Analog fiir x < 0.

3. Wir zeigen die Gleichheit der Inhalte von (a,b] fir 0 < a < b. Die anderen
Falle sind analog. Fiir das angegebene F' ist

ur((@.b]) = F(b) — F(a) = u((0.5)) = u((0.a]) = u((ab]). O

2.27 Beispiele 1. Das Lebesgue—PramaB Al ist fiir alle ¢ € R gleich ur.,
mit
F(z)=c+x (x € R).

2. Das Dirac-MaB 6,, a € R ist der zur (rechtsseitig stetigen) Funktion

F(z) = { (1) "% gehdrende Stieltjes-nhalt.
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3. Wie in einer Aufgabe zu zeigen ist, gibt es stetige monotone Funktionen
F', deren Ableitung auBerhalb der Cantor-Menge C' C |0, 1] existiert und
Null ist, mit F'(0) =0, F(1) = 1. Das Stieltjes-PramaB dieses F' ist nicht
auf einen Punkt, sondern auf der Cantor-Menge "konzentriert”. Letztere
hat aber Lebesgue-MaB Null. &

Ich spreche die ganze Zeit von PramaBen, obwohl ich nach Satz 2.26 nur
Inhalte bekomme. Warum darf ich das?

1 ,2>0
0 ,2<0
ist 11r((0,1]) = F(1) = F(0) =1, und (0,1] = Ugen (525, 7] (disjunke).
Aber >,y 1iF ((k—}rl, 1]) = > pen(1 — 1) = 0, also ist der Stieltjes-Inhalt kein
PramaB auf Z.

F ist linkssseitig stetig (d.h. lim, », F(x) = F(a) fiir alle @ € R), aber un-
stetig. Das passt nicht zur Wahl unseres Halbrings linksseitig offener Intervalle. &

2.28 Beispiel (Inhalt, aber kein PramaB) Sei F'(z) := { . Dann

Die letzte Beobachtung verallgemeinert sich zu folgendem Satz:

2.29 Satz Der Stieltjes-Inhalt i von F' : R — R ist genau dann ein PrimaB
aufZ, wenn F rechtsseitig stetig ist (d.h. lim,~, F'(z) = F'(a) fiir alle a € R).

Beweis:

e Sei F' rechtsseitig stetig. Dann argumentiert man mit Heine-Borel analog zum
Beweis der PramaB-Eigenschaft fiir den Fall F(x) = x (Lebesgue) in Satz 2.24.
Die Bedingung ), — by, < £27* verallgemeinert sich zu F'(8;) — F(by) < e27F,
etc. Dass man ein solches 8, > b finden kann, liegt an der rechtsseitigen
Stetigkeit von F.

e Sei umgekehrt ppr ein PramaB auf Z, also nach Satz 2.21 auch auf F. Sei
weiter (z1)ren eine monoton gegen a fallende Folge reeller Zahlen. Dann ist
limy o0 F(2x) = F(a)4+1limg_,o0 pr((a, zx]). Die Behauptung folgt damit aus
folgendem Lemma. u

Man nennt dann pp ein Lebesgue—Stieltjes—PramalB. Eine analoge Konstruktion
ist auch im R méglich, siehe [EI] I1,§3.

2.30 Lemma Sei pi : R — [0, 00] ein PramaB auf dem Ring R und (A,)nen,
A,, € R eine monoton gegen A € R fallende Folge (also A,, | A). Falls j1(A;) <

n—oo

oo, gilt u(A,) — u(A) (Stetigkeit von oben).
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Beweis: Wegen A\ A4,, T A;\A folgt dies aus der in Satz 2.23 bewiesenen Stetig- Blatt 4,
keit eines PramaBes von unten, denn p(A;) — u(A,) = w(A1\A,) T u(A\A) = Aufg. 8
(A1) — u(A). In der ersten Gleichung wurde dabei (A1) < oo verwandt! O

2.31 Beispiel Ist f : R — R* Riemann-integrabel, dannist F'(z) := [ f(y) dy
stetig und monoton wachsend. Also ist pr ein PramaB. Wir stellen uns f als
Dichte von pr im Vergleich zum Lebesgue-PramaB A\l vor. O

3 Vom PramaBB zum MaB

PramaBe unterscheiden sich von MaBen dadurch, dass sie auf Halbringen H statt
auf o-Algebren definiert sind. Wir haben schon gesehen (Satz 2.21), dass wir sie
problemlos auf den von H erzeugten Ring R fortsetzen kdnnen.

Warum gehen wir nicht direkt einen Schritt weiter und setzen das PramaB von R
auf die von R erzeugte o—Algebra o(R) fort? Das hat mindestens zwei Griinde:

1. Es ist nicht so leicht nachzupriifen, dass diese Fortsetzung existiert und
eindeutig ist.

2. Manchmal ist o(R) gar nicht die angemessene o—Algebra. Beispielsweise
kann man die Dirac—MaBe J, mit a € R problemlos auf ganz P(R?) statt
auf der Borel-o—Algebra definieren, die vom Halbring Z¢ erzeugt wird.

Man geht daher (und diese mathematische Idee war wirklich gut!) iiber das
sogenannte duBere MaB (was aber selbst meist gar kein MaB ist).

3.1 Die Carathéodory—Konstruktion

3.1 Definition Ein duBeres MaB auf M ist eine Abbildung n : 2™ — [0, o0]
mit

1. n®) =0
2 ACBCM = n(A) Cn(B) (Monotonie)
3 A, CM(neN) = n(U_, A) <> n(A,) (c—Subadditivitdt).

Es wird also auch fiir disjunkte A,, nicht die oc—Additivitat gefordert. Aus dieser
zusatzlichen Forderung gewinnt man aber die angemessene o—Algebra, auf der
anschlieBend das von 7 induzierte MaB durch Restriktion definiert wird.
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3.2 Definition /st : 2M — [0, 00] ein duBeres MaB, dann heiBt A n—messbar,
wenn

Q) Zn@QNA)+n(@NAY)  (QCM).
Achtung:

1. Die Menge @ ist dabei im Allgemeinen nicht n—messbar.

2. Diese Definition erlaubt auch von —Messbarkeit von Mengen A mit n(A) =
00 zu sprechen.

3. Wegen der Subadditivitat ist A genau dann n—messbar, wenn
n(Q) =n(@NA) +n(@NA°)  (QC M)
gilt.
3.3 Satz (Carathéodory) Ist i : 2 — [0, cc] ein duBeres MaB, dann ist
A, :={AC M| A ist n— messbar}
eine c—-Algebra und die Restriktion 1| 4, ein MaB.
Beweis:
1. Die leere Menge ist n—messbar, denn n(0)) = 0, also 7(Q) = n(0) + n(Q).

2. Ist A € A,, dann auch A° € A,, da die Definition der n—Messbarkeit sym-
metrisch in A und A¢ ist. Insbesondere ist M € A,,.

3. Wenn wir noch die Implikation A, B € A, = AU B € A, gezeigt haben,
wissen wir immerhin, dass A, eine Algebra ist. Es ist also

n(Q@N(AUB)) +n(@NANB) =n@Q) (QcM) (6)

zu beweisen, denn (AU B)¢ = A°N B¢. Wendet man die fiir A und B giiltigen
|dentitaten nacheinander auf die rechte Seite von (6) an, erhalt man

n(Q) = n(QNANB)+n(QNANB*)+n(QNA°NB)+n(QNANB). (7)

Wahrend der letzte Term schon in dieser Form auf der linken Seite von (6)
auftaucht, konnen wir fiir die anderen drei Terme benutzen, dass die disjunkte
Vereinigung

(ANB)UANB)YU(A°NB)=AUB
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ist. Daraus folgt mit Q:=Qn (AU B) fiir den letzten Term in (6) wie in
(7), dass 1(Q) gleich

nQNANB)+n(QNANB) +n(QNANB)+n(QN AN B
= nQNANB)+nQ@NANB)+n(@NA°NB)+0 (8)

ist — also, in die linke Seite von (6) eingesetzt, der Beweis von (6).
Fiir disjunkte A, B € A, ist A= AN B°und B = A°N B, also nach (8)

n(QN(AUB)) =n(QNA) +n(QnNB). (9)

. Um nun zu zeigen, dass A, nicht nur eine Algebra, sondern eine o—Algebra
ist, betrachten wir eine Folge von A,, € A, und wir wollen zeigen, dass dann
auch A := [J,cn An in A, liegt. Seien dazu die A, zunichst disjunkt (wie
auch in der Formel fiir die c—Additivitat eines MaBes vorausgesetzt). Dann ist
B, :=U,_,; Ax € A,, denn A, ist ja eine Algebra. AuBerdem folgt aus der
Regel (9) durch Induktion

n@NB.) =Y n@NA) (neN). (10)

Nun gilt B, 1 A, also wegen der Monotonieeigenschaft 2) des duBeren Ma-
Bes n

n(Q) =n(@NBn) +n(@NBy) Z2n(QNB,) +n(@QNA°)  (neN).

Durch Einsetzen von (10) und Bildung des Limes n — oo ergibt sich damit

§Q) > S 0@N A +0(@NA) > 0@ A) £ 0@ A),  (11)

Letzteres wegen der o—Subadditivitat des duBeren MaBes 7. Damit ist also A
n—messbar, und gleichzeitig die Formel

n(A) = 3202, n(Ax)

der o—Additivitdt bewiesen (man setze () := A in (11)).
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. Trotzdem sind wir mit dem Beweis noch nicht ganz fertig. Wir haben die
Implikation

Ap €Ay (neN) = A:=|]JA, €A,
n=1
bis jetzt nur fiir disjunkte A, bewiesen. Solche Mengensysteme tragen den

Namen Dynkin-Systeme, und wir zeigen als Nachstes, dass schnittsstabile
Dynkin—Systeme schon o—Algebren sind. a

3.4 Definition Ein Mengensystem D C 2 heiBt Dynkin—System, wenn
1. M eD,
2. mit A € D auch A° € D ist,

3. fiir eine Folge (A )nen disjunkter A,, € D auch |, .y An € D ist.

neN

3.5 Beispiele (Dynkin—Systeme) 1. Jede o—Algebra ist ein Dynkin—System,
denn die Definitionen unterscheiden sich nur in der Forderung der Disjunktheit.

. Nicht jedes Dynkin—System ist eine c—Algebra. Fiir alle Mengen M mit |M| =
2n, n € N bildet D := {A C M | |A| € 2Ny} ein Dynkin—System mit 2/I-1
Teilmengen A.

Aber fiir n > 1 und etwa M := {1,2,...,2n} ist zwar A := {1,2} und
B :={2,3} in D, nicht aber AU B. D ist also nicht einmal eine Algebra.

. Im Beweis von Satz 3.3 wurde gezeigt, dass .4, ein Dynkin-System ist, sogar
ein durchschnittsstabiles (denn A, ist ja auch eine Algebra). &

3.6 Satz Ein Dynkin—-System D C 2M st genau dann eine c—Algebra, wenn aus

A, B €D folgt: AN B € D.

Beweis:

e Es ist nur noch zu zeigen, dass aus der Durchschnittsstabilitdat von D folgt,

dass die Eigenschaft

A,eD (neN) = UAneD

neN

einer o—Algebra erfiillt ist.
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e Zunachst ist mit A, B € D auch A\B = AN B° in D. Setzen wir daher
B, = U,_, Ak, dann ist (mit By := ()

U Ay = U (Bn\Bnﬂ)

neN neN

als disjunkte Vereinigung der B, \B,,_1 € D dargestellt, also nach der dritten
definierenden Eigenschaft eines Dynkin-Systems J, .y An € D. O

Damit ist auch Satz 3.3 vollstandig bewiesen.
Wie erhalten wir nun ein duBeres MaB? Schonerweise durch Riickgriff auf die am
einfachsten zu kontrollierende Mengenfunktion, den Inhalt auf einem Halbring:

3.7 Satz (Fortsetzungssatz) Es sei n : H — [0,00] ein Inhalt auf einem
Halbring H C 2M, dann gilt:

1.n:2M — [0,00], n(A) = inf {307 u(An) | An € H, AC U,en An}
(mit inf ) = 0o ) ist ein GuBeres MaB, und alle A € H sind n—messbar.

2. Ist p sogar ein PramaB, dann ist n[, = .

3. Sonst gibt es ein A € H mit n(A) < u(A).
Beweis:

1. Wir iiberpriifen zunachst die Eigenschaften eines duBeren MaBes:

o 1(0) = 1(0) = 0. __
e Monotonie: 7(B) > n(A) fir B 2 A, weil eine Uberdeckung von B auch
eine Uberdeckung von A ist.

e o—Subadditivitdt: Fiir Folgen A, C M (n € N) von Teilmengen ist zu
zeigen: 1 (U,en An) < e 1(An). Wir kdnnen 0.B.d.A. n(A,) < oo vor-
aussetzen, denn sonst ist die Ungleichung erfiillt (da co < o0).

Wir wissen damit, dass es liberhaupt eine Uberdeckung von A,, durch Elemen-
te des Halbrings gibt. Wegen der Eigenschaft des Infimums einer Teilmenge
von R finden wir fiir alle € > 0 auch eine solche Familie von B, ;, € H mit

Ay €U Bk und > u(Bug) <n(An) +27" (neEN).
keN keN
Da die Doppelindizierung immer noch abzahlbar ist, folgt

n(A4) < Z M(Bn,k) <e+ Zn(An)v

n,keN neN
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woraus fiir ¢ \, 0 die o—Subadditivitat folgt. Damit ist 1 ein duBeres MaB.

Die Elemente A € H des Halbrings erfiillen die Messbarkeitseigenschaft A €
A,, also?

(@) =n@NA)+n(@NAY)  (QCM).
Denn fiir den von H erzeugten Ring R und eine Uberdeckung Unen Bn 2 @
mit B, € R sind die B, N A eine Uberdeckung von Q N A und analog
B,, N A° eine Uberdeckung fiir @ N A. Da ux ein Inhalt ist, folgt ur(By) =
pr(Bn N A) 4+ ugr(B, N A°), also

D ir(Bn) =) pr(BaNA)+ > pr(B,n A°).

neN neN neN

Rechts hat man noch mehr Méglichkeiten zur Infimumsbildung.

2. Wie man aus der dritten Behauptung ablesen kann, muss man zum Nachweis
der Gleichheit von duBerem und PramaB auf H mehr Struktur benutzen.

e Trivial ist die Ungleichung n(A) < u(A) fir A € H, denn A iiberdeckt sich
selbst.

o Umgekehrt wiirde bei Verletzung der Gleichheit eine Uberdeckung Unen 4n 2
A mit A, € H und > u(A,) < p(A) existieren. Das wiirde der PramaB-
eigenschaft widersprechen. Denn aus den A, konstruieren wir die disjunkte
Uberdeckung von A mit B, := AN (A,\ UrZ, Ay) € H, also u(B,) <
w(Ay,), aber

p(A)=> u(B,)  (o-Additivitat).

3. Ist dagegen p nur ein Inhalt, kein PramaB, finden wir A, € H und A =
Unen An € H mit

u(A) > Y u(An) = n(A). =
neN
3.8 Bemerkung (Hausdorff-MaBe) Es sei (M, d) ein metrischer Raum, Blatt 5,

Aufg. 11
diam(@) :=0 und diam(U) := sup{d(z,y) | x,y € U} fir U C M, U # 0.

3Die umgekehrte Ungleichung gilt nach dem eben Bewiesenen.
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1. Fir D,d € (0,00) ist
HP(A) = inf { Y diam(U;)” | A € | J Ui, diam(U) < 5} (A C M)

1€N 1€N

ein duBeres MaB. Denn

(a) HP(0) =0, denn diam(U;)P = 0 fiir U; := 0.

(b) Ist AC B C M und B C J;.yUi, dann auch A C (J, Ui, also
HY(A) < HP(DB).

(c) Fir A, € M (n € N), A = (J,enA4n und A, C U;en Ui mit
> ien diam (Ui )P < HP (An)+2 e ist A C U, ey Ui, also HY'(A) <
> en HE(A,) + £, Mit £ \, 0 folgt die o—-Subadditivitét.

2. Der Limes HP(A) := lims o HE (A) existiert und definiert ein duBeres MaB
HP. Denn fiir 0 < 0; < &, ist Hf (A) > HJ(A), sodass der (eventuell
uneigentliche) Limes H”(A) existiert. Es ist

(a) HP (D) = limg o HP (0) = limg o0 = 0,
(b) fir AC B C M gilt nach 1.b)

HP(A) = lim HP (A) < lim HP (B) = HP(B),
N0 N0

(c) und fiir A, € M (n € N) und A := (], An ist nach 1.c)
HP (A) =limsn 0 HP (A) Slimsn0 Epen HE (An) = Lpen limano HF (An) = X pen HP (An)-

Das durch HP induzierte MaB heiBt das D-dimensionale Hausdorf~MaB auf
(M, d). Man definiert als 0—dimensionales Hausdorf-MaB das ZahimaB auf M.
Es 148t sich zeigen, dass alle Borel-Mengen #”—messbar sind, denn das duBere
MaB ist metrisch: Fiir alle nichtleeren Mengen A, B C M mit positivem Mini-
malabstand ist HP (AU B) = HP(A) + HP(B).

Wihrend fiir M = R? mit euklidischer Metrik d(z,y) = ||z — y|| das d-
dimensionale Hausdorf~MaB bis auf eine Konstante gleich \? ist, sind fiir D # d
die Hausdorff-MaBe davon verschieden. Insbesondere sind die MaBe von Vollku-
geln fiir D < d unendlich. Sie fallen also nicht in die Klasse der Stieltjes—MaBe
aus Abschnitt 2.4.

Die Hausdorf~MaBe konnen dazu benutzt werden, Teilmengen A C R? eine
reelle Zahl zwischen 0 und d, ihre Hausdorff-Dimension, zuzuordnen:

dimy (A) :=inf{D > 0| H”(4) = 0}. &
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3.2 Das Lebesgue—MaB )\’ und seine Translationsinvarianz

Wir hatten auf dem Halbring Z% := {(a,b] | a,b € R¢, a < b} der achsenparalle-
len halboffenen Quader durch A% ([a,b]) = [T4_, (bx — ax) einen Inhalt definiert,
der sich als PramaB herausstellte (Satz 2.24).

Nach dem Satz von Carathéodory induziert A4 nun ein duBeres MaB 7, das
duBere Lebesguesche MabB. Gleichzeitig erhalten wir nun eine Fortsetzung des
PramaBes A% zu einem MaB

A=l L7 —[0,00]  auf der o-Algebra £ := A, (12)
dem Lebesgue—MaB. Es gilt also insbesondere

A ((a,0]) =n((a,b]) = A¢((a,b])  (a <b).

Wegen der Wichtigkeit des Lebesgue-MaBes erhielt die c—Algebra der Lebesgue-
messbaren Teilmengen ein eigenes Symbol £¢. Wie groB ist diese o—Algebra?

Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass £ nicht die gesamte Potenzmenge P(RR¢)
ist (siehe Abschnitt 3.6). Andererseits ist immerhin o(Z%) C £¢.

3.9 Lemma Die Borel-o—Algebra B¢ := o(O) der Topologie O offener Teil-
mengen von RY und die von den offenen Intervallen (a,b) C R? erzeugte o—
Algebra sind gleich.

Da halboffene Intervalle durch Komplementbildung auch die offenen Intervalle
erzeugen, ist
o(I%) = B,
also die 0—Algebra der Borel-Mengen.
Tatsichlich ist auch die Inklusion B¢ C L% echt, denn £ umfasst alle Teil-
mengen von A € B?, falls A4(A) = 0 ist. Fiir geeignete solche A sind letztere
nicht alle selbst Borel-Mengen. Die Einschrankung des Lebesgue—MaBes

B = XN pa - B = [0, oc]

wird Lebesgue—Borel-MaB genannt. Praktisch fillt der Unterschied zwischen 3¢
und \? aber oft nicht auf, da man meistens durch stetige Funktionen definierte
Teilmengen des R? misst, die damit in B¢ liegen.

Eine zentrale Eigenschaft des Lebesgue—MaBes ist seine Translationsinvarianz,
also

M(A+a)=2(4) (AeL? aecRY).
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Diese folgt aus der Translationsinvarianz des Halbrings Z¢ und der Translations-
invarianz von \? auf Z¢. Sie verkniipft die Struktur der Gruppe (R¢, +), die eine
topologische Gruppe* ist, mit der MaBtheorie.

3.10 Bemerkung (Haar—-MaB) Im Begriff des Haar—MaBes erfahrt diese Kon-
struktion eine wichtige Verallgemeinerung. Fiir viele topologische Gruppen G
kdnnen wir ein solches unter den Links—Translationen

L,:G—G , Lyh)=goh (g € G)

invariantes, bis auf Normierung eindeutiges MaB finden. &

Spiter, in Satz 3.20 werden wir sehen, dass das Lebesgue—MaB A% auch unter
Drehungen und Spiegelungen invariant ist. Dazu miissen wir aber erst BildmaBe
untersuchen.

3.3 Messbare Abbildungen und BildmaBe

Eine Drehung des R? ist zunichst einmal eine stetige Abbildung. Wie wir gleich
sehen werden, bedeutet das nicht nur, dass Urbilder offener Mengen offen sind,
sondern allgemeiner, dass Urbilder von Borelmengen Borelmengen sind. Das
macht so eine Drehung zu einer messbaren Abbildung.

3.11 Definition e Eine Menge A mit einer c—Algebra A C 24 heiBt Mess-
raum,

o (A, A 1) mit einem MaB i : A — [0, 00] MaBraum.

e Eine Abbildung f : A — B zwischen Messrdumen (A, A) und (B, B) heift
messbar, wenn f~1(B) C A gilt, mit dem Mengensystem

fYB) = {f(C)|CeB} C 2%

o Ist f: A— B messbar und i : A — [0, 00| ein MaB, dann heiBt
f(): B—[0,00], M p(f~'(M)) das BildmaB von y beziiglich f.

Tatsachlich ist f(u) ein MaB, denn

*Definition. Eine Gruppe (G, o) heiBt topologische Gruppe, wenn G mit einer Topologie
versehen ist, sodass gilt: Die Gruppenverkniipfung o : G x G — G und die Inversenbildung
G — G sind stetig (dabei wird G x G mit der Produkttopologie versehen).
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o £71(0) = 0 und
o fiir disjunkte My € B (k € N) ist

f () (UkeN Mk) = K (f_l (UkeN Mk)) =K (UkeN f_l(Mk))
= Zﬂ(f_l(Mk)) = > flpu) (M),

keN
denn auch die (f~'(Mp)), . sind disjunkt.

3.12 Lemma Fiir Messrdume (A, A), (B,B), (C,C), messbare Abbildungen
f:A—= B, g: B— C undein MaB yn: A — [0, 0] erfiillen die BildmaBe

(go f)(w) =g(f(n))  (Transitivitat).

Beweis: Fiir alle M € C gilt: (go f)(u)(M) = p((go /)" (M)) = pu(f'o
g (M) = f(w) (g7 (M) = g(f(p))(M). O
So etwas beweist sich ohne Zuhilfenahme des Gehirns. Wie zeigt man nun, dass

eine Abbildung messbar ist? Dazu geniigt es, die Eigenschaft f~1(C) € A fiir
eine kleinere Familie von Teilmengen C' C B als die 0—Algebra B zu kontrollieren:

3.13 Satz Sind (A, A) und (B, B) Messrdume, dann ist f : A — B genau dann
messbar, wenn fiir einen Erzeuger £ C 28 der c-Algebra B gilt: f~1(€) C A.

Beweis: Wir betrachten also das Mengensystem f~1(&£) = {f~}(C) | C € &}.
e Daco(€) D&, folgt f71(E) C Aaus f1(B) C A, also der Messbarkeit von f.
o Ist umgekehrt f~1(€) C A, dann folgt f~}(B) C A wegen B = o(€) aus

[7Ho(&) =a(f7(€)).

Von letzterer Identitat miissen wir nur noch f~!(o(€)) C o(f~1(£)) beweisen.
Nun ist

C:={CCB|fH0)eca(f ()}

eine o—Unteralgebra von B, denn

e BeC (dafY(B) = A),

28



e CcC = B\CeClC(da f7YB\C)=fYB)\fHC)=A\fH0O)),

o CheC(keN) = Upn Cr €C (da f (Upen C) = Upen F~1(CR)).

C enthélt &, also auch B =c(&).
Wegen f~1(C) = o(f(€)) folgt die Aussage. O

3.14 Bemerkung (Stetigkeit und Messbarkeit) Sind (A, O4) und (B, Op)
topologische Raume, und f : A — B stetig, dann ist nach Satz 3.13 f messbar
beziiglich der Borel-o—Algebren A := 0(O,4) und 0(Og). Denn o(Op) wird ja
durch Op erzeugt, und wegen der Stetigkeit von fist f~1(Op) C O4.

Aber auch die meisten praktisch vorkommenden unstetigen Funktionen sind
messbar, beispielsweise die charakteristischen Funktionen 1,, : A — {0,1}
messbarer Teilmengen M € A des Messraumes (A, A). <&

3.4 Eindeutigkeitssatze

Wir werden gleich feststellen, dass das BildmaB des Lebesgue—MaBes unter einer
invertierbaren affinen Abbildung ein Vielfaches des Lebesgue—MaBes ist. Dazu
verwenden wir die Tatsache, dass das Lebesgue—MaB A\ das einzige translations-
invariante MaB auf R? ist, das dem Standardwiirfel MaB 1 gibt.

3.15 Satz (Eindeutigkeitssatz) Es seien pi,v MaBe auf der c—Algebra A C
2M " und es gebe einen durchschnittsstabilen Erzeuger £ von A mit

a) ple =vle
b) Es gibt E, € £ mit u(E,) = v(£,) < oo (n € N) und |J,,cn En = M.

Dann ist 1 = v.

3.16 Bemerkung (Voraussetzungen der Eindeutigkeit)  Ohne die Forde-
rung b) muss 1 = v nicht gelten. Ein Beispiel ist A := {0, M} und £ := {0}.
Dann gilt immer a) unabhéngig davon, ob (M) = v(M) ist oder nicht. <&

Beweis:

e Wir setzen F} := E; und F,41 = E,11\ (U,_, Ex) (n € N). Dann ist die
Folge der F), disjunkt mit

k=1 k=1
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AuBerdem sind die F}, € A, aus der o—Additivitit der MaBe p,v : A — [0, o0
folgt also wegen Bedingung b) fiir alle A € A:

p(A) = u(FNA) und v(A) =) v(FNA).

Es geniigt also zu zeigen, dass u(FrNA) = v(FyNA) gilt. Nunist FyNA C E.
Wir wollen also beweisen, dass Fj, N A € Dy, gilt, mit

Dy = {B cA ‘ /J(Ek N B) = I/(Ek N B)}

(a) Wegen [L(Ek) = I/(Ek) ist M € Dy.
(b) Mit B € Dy ist auch B¢ € Dy, denn wegen pu(Ey) = v(Ey) < oo ist

u(ExNBY) = p(E,N(E\B)) = u(Ex) — p(Ex N B)
= V(Ek) - V(Ek N B) = V(Ek N BC)

(c) Fiir disjunkte B, € Dy, (n € N) gilt mit B := |J,,cy Bn:

w(ExNB)=> wExNB,) =Y v(ExNB,) =v(E,NB).

neN neN

Also ist Dy ein Dynkin—System.

Da der Erzeuger £ nach Voraussetzung durchschnittsstabil ist, also mit B € £
auch Ey N B € & gilt, folgt £ C Dy, also auch §(E) C Dy, wobei §(E) das
von & erzeugte Dynkin—System bezeichnet. Andererseits ist wegen Satz 3.6 die
von & erzeugte o-Algebra o(€) = §(&), denn & ist ja durchschnittsstabil, also
auch 0(F) (siehe auch Satz 5.4 von Bauer [Ba]). Andererseits ist o(€) = A.
Also ist Fj, N A € Dy, womit der Eindeutigkeitssatz gezeigt ist. a

3.17 Definition Ein Inhalt yi : H — [0, 00] auf einem Halbring H C 2™ heiBt

o—endlich, wenn es eine Folge von A, € H gibt mit

UAn:M und p(A,) <oo (neN).

neN

Da Halbringe durchschnittsstabil sind, folgt fiir diese aus dem Eindeutigkeits-

satz 3.15 zusammen mit dem Fortsetzungssatz 3.7:
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3.18 Korollar Jedes o—endliche PramaB 1 : H +— [0, 00] auf einem Halbring H
liber M kann auf genau eine Weise fortgesetzt werden zu einem MaB auf o(M).

3.19 Satz (Eindeutigkeit des Lebesgue—MaBes) /st . ein translationsinva-
riantes MaB auf L% mit 11 (]0,1]%) =1, dann ist pn = X

Beweis:

e Zunichst folgt fiir nq,...,ng € N:

1 L) — 1
M(}O’E} X, X]O,n—d:|> — ni.omg

indem man den Standardwiirfel aus den disjunkten Translaten dieser kleinen
Wiirfel zusammensetzt.

e Ein weiterer Schritt zeigt Gleichheit von z und A auch auf Z¢.

e Da o(Z3) = L ist, folgt die Aussage mit dem Fortsetzungssatz 3.7. O

3.5 Transformation von \¢ mit Affinititen

Eine affine Abbildung f : R? — R? lisst sich eindeutig in der Form
f(z)=a+ Ar mit a€R? Ac Mat(d,R)

schreiben. Wir setzen dann det(f) := det(A). Ist A € GL(d,R), also invertier-
bar, heiBt sie Affinitit. Affine Abbildungen sind insbesondere stetig, also Borel-
messbar. Damit ist eine Affinitit f auch bez. der o—Algebra £¢ auf R? messbar,
denn diese ist die Vervollstindigung von B¢, und A (f~(C)) =0, falls C € B*
eine Nullmenge ist.

3.20 Satz Fiir Affinititen f : R® — R? ist das BildmaB des Lebesgue—MaBes

1
f(A?) = det 7] A (13)

Beweis:

e Da A\ translationsinvarant ist, kdnnen wir uns auf den Fall f(z) = Az mit
A € GL(d,R) beschranken. Bezeichnet namlich

t,: RIS RY | e x+a
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die Translation um a € R?, dann ist auch das BildmaB f()\?) des Lebesgue—
MaBes translationsinvariant, denn fiir alle B € £% ist wegen t;' =1t _,

ta(fOAD)(B) = FOAN)(t-a(B)) = M(f(t-a(B)))
= X(fUB) = () = M(f71(B)) = F(X)(B).
Also ist nach dem Eindeutigkeitssatz 3.19 des Lebesgue-MaBes f(\4) = C'\4
mit einem C' > 0, das von f abhangt.

Ist die lineare Abbildung f orthogonal, dann lasst f die Einheits-Vollkugel im
R invariant, also ist C' = 1.

Ist f dagegen diagonal, dann stimmt die Determinantenformel (13). Denn
dann ist det(f) Produkt der Streckungsfaktoren in den Achsenrichtungen,
und Volumina von Quadern transformieren sich unter f wie gewiinscht.

Man kann jedes A € GL(d,R) in der Form A = O,dO; schreiben mit ortho-
gonalen Oy, Oy und diagonalem d. Transitivitdt von BildmaBen (Lemma 3.12)
und die Determinanten-Produktformel liefern die Behauptung. O

Insbesondere ist damit das Lebesgue—MaB unter Drehspiegelungen invariant.

3.6 Die Unlésbarkeit des MaBproblems
Das von Lebesgue 1902 formulierte MaBproblem besteht in folgender Aufgabe:

Finde ein MaB p : P(R?) — [0, 00], das translationsinvariant ist,
und fiir das 4 ([0,1]%) =1 ist.

Wir zeigen, dass dieses Problem unlosbar ist, indem wir einen Beweis von Vitali
aufgreifen.

3.21 Satz (Vitali, 1905) Die Familie L der Lebesgue-messbaren Mengen in
R? st eine echte Teilmenge von P(R%).

Beweis:

Die Relation ~ auf R? mit z ~ y, falls z —y € Q¢, ist eine Aquivalenzrelation.

Nach dem Auswahlaxiom® der Mengenlehre gibt es eine Teilmenge M C R
von Vertretern der Aquivalenzklassen, d.h. fiir alle z € R? gibt es genau ein
y € M mit x ~ y. Eine solche Menge M wird Vitali-Menge genannt.

5Auswahlaxiom: Zu jeder Menge A von nicht leeren Mengen X € A gibt es eine Auswahl-

funktion: F: A — (x4 X mit F(X) € X.
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e Falls M € £¢ dann ist entweder \XY(M) = 0 oder \(M) € (0, 00]. Beides
fiihrt zum Widerspruch.

e Wire namlich A\%(M) = 0, dann wire wegen der Abzihlbarkeit von Q¢ auch

MRY =X JM+2) | =Y MM+z)=>Y MM) =

z€Qd z€Q? 2€Qd
im Widerspruch zu A%([0,1]?) = 1 und zur Monotonie von MaBen.

e Wire dagegen \Y(M) > 0, dann wiirde die Menge M — M nach dem folgenden
Satz von Steinhaus eine Umgebung der Null enthalten, also auch eine weitere
rationale Zahl z. Es gdbe damit voneinander verschiedene y;,y, € M mit
y1 — Yo € QF, M wire also kein Vertretersystem. O

3.22 Satz (Steinhaus, 1920 (1)) /st A € L% und M\(A) > 0, so gibt es ein
5> 0 mit Us(0) C A — A.

Dieser Satz ist wichtig. Ich bitte Sie, seinen Beweis nachzulesen, z.B. in Elstrodt
[El], Kapitel 11.7.

Es ist auch so (und das ist der Maximalitit der o—Algebra £¢ der Ca-
rathéodory—Konstruktion geschuldet), dass keine Fortsetzung des Lebesgue—Ma-
Bes auf die Potenzmenge 2(%*) maglich ist (siehe Satz Il 3.2 in [El]). Das MaB-
problem ist eben unlosbar.

Allerdings ist die Verwendung des Auswahlaxioms (wie von Solovay 1970
gezeigt) im Beweis dieser Tatsache unverzichtbar. Ohne die Annahme des Aus-
wahlaxioms wire also die Behauptung £¢ = P(R?) konsistent.

So beriihrt die MaBtheorie die Grundfesten der Mathematik.

3.23 Beispiel (Die Cantor-Menge) Analog zur Dezimalentwicklung reeller
Zahlen kann jede Zahl x € [0,1] in der Form = = Y 77 37% mit ¢, €
{0,1,2} dargestellt werden. Diese Darstellung ist nicht ganz eindeutig, denn
S oo, 2:37F = 377! Diese Uneindeutigkeit betrifft aber nur die Darstellung
von abzahlbar vielen x. Setzen wir

Cn = {Zzozl Ckg_k | Cr € {07 172} Ck 7é 1 fir k S n} (n € No),

damn it Cy — 0,1, ¢y = [0,1]U[2.1], Gy = [,g}u[g JU ST U 1]

1
3 ’3 L L909 9>
c., also Cpyy C C,, C, abgeschlossen und A'(C,,) = (%)". Damit ist das
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Lebesgue—MaB der Cantor-Menge

C’::ﬂCn

neN

definiert und A (C) = limy,_00 A1(Cy) = lim,, o0 (2)" = 0.
Andererseits ist C' ein Beispiel fiir eine Menge, die zwar nicht die Vorausset-
zung, wohl aber die Folgerung des zitierten Satzes von Steinhaus erfiillt. Denn

C={>r a3%|c €{0,2}},

also 2(C+C) ={4(z+y) |,y € C} = {302, (s + c&)37F | by, cx € {0,1}}
= [0,1]. Analog ist C'— C' = [—1, 1]. Siehe auch Falconer [Fa]. <&

4 Das Lebesgue—Integral

Da das Integral iiber eine nicht negative stetige Funktion f : R? — R* das
Volumen unter ihren Graphen ist, ist Integrationstheorie wesentlich MaBtheorie.
Fir Funktionen, bei denen das Riemann—Integral und das jetzt zu definierende
Lebesgue—Integral existieren, stimmen beide iiberein. Mit dem Lebesgue—Integral
ist aber einfacher zu rechnen, was Vertauschen von Limiten und Integration etc.
betrifft. Da Reihen nicht negativer Zahlen aber nach +oo divergieren konnen,
betrachten wir einleitend

4.1 Numerische Funktionen

4.1 Definition Die erweiterte Zahlengerade R := R U {00, +o0},
mit Ordnungsstruktur von R, erweitert um —oco < x < 400 (z € R),
besitze die folgenden Rechenregeln

e r+0o0:=00+1T:=00 (x € RU{+o0})
e I —00:=—00+T:=—00 (x e RN{—o0})
+oo , a>0
o a-(fo0):=(+o0)-a=< Foo , a<0
0 , a=0

e 00o—00:=0

Die Topologie ist die der Metrik d : RxR — [0,00), d(z,y) = | tanh z—tanhy|,

mit tanh(4oo) := &1. R ist also ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist die
Borel-o—Algebra B(R) von der Form
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B(R)={BUA|BeBR), AC{toc}}.

4.2 Definition e Abbildungen F : M — R heiBen numerische Funktionen.

o Ist (M, A) ein Messraum, dann heiBt f : M — R messbar, wenn f (A, B(R))-
messbar ist.

4.3 Satz Fiir jede numerische Funktion f : M — R sind dquivalent:
a) f ist messbar
b) f((a,00]) €A (a€R)
o) f!(la,0]) €A (a€ER)
d) f([-o0.a)) €A (a€R)
e) ['([~oc.a]) €A (a€R)

Beweis: Dies folgt daraus, dass die durch a € R parametrisierten Mengenfamilien
Erzeuger von B(R) sind.
Wir zeigen zunichst, dass b) — e) dquivalent sind. b) ist zu d) &quivalent und Aufg.P16,
c) zu e), weil die 0—Algebra unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Weiter Blatt 7
folgt aus c) b) und analog aus d) €), denn (c, 00] = |, oy [c + L, ].

Nun wird die Aquivalenz von a) und c) bewiesen. Betrachte dazu die vom
Mengensystem M := {[c,o0] | ¢ € R} erzeugte o—Algebra. Wegen M C B(R)
ist o(M) C B(R).
Umgekehrt sind auch alle halboffenen endlichen Intervalle der Form [c, d) mit
¢,d € R in 0(M) enthalten, denn [c,d) = [c,o0]\[d, c0]. Damit ist B(R)
o(M) und wegen {+oo} = [,cn[n, 0] und {—oo} = (,cn[—00, —n)
Nyen R\ [, 0] sogar B(R) C a(M).
In der Schreibweise fiir das Supremum und Infimum von Mengen reeller Zahlen

wurde schon implizit R verwendet. Ein Vorteil numerischer Funktionen ist, dass
bei Supremums— und Infimumsbildung diese Klasse nicht verlassen wird.

-
O

4.4 Satz Sind die numerischen Funktionen f, : M — R messbar (n € N), dann

sind auch sup,, f,,, inf, f,, limsup, f, und liminf, f, messbar.
Aufg.15,

Beweis: Blatt 7
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1. Fiir f := sup, fo und A4 € Rist f7'((—00,a]) = Nyen fn*((—00,4a])
als Schnitt messbarer Mengen messbar. Nach Satz 4.3 ist damit f messbar.
Analog ist auch inf, f, messbar.

2. limsup,, f = My 00 SUP, >y fn = INfN 00 SUP,> v fr ist nach Teil 1. Infi-
mum der Folge (sup,>y fn)nen messbarer Funktionen. Wieder nach Teil 1.
ist dieses Infimum messbar. Der Fall liminf,, f,, ist wieder analog. a

4.5 Satz Sind f, fi, fo: (M, A) — (RB(@)) messbar und a, oy, a0 € R, so
sind auch of, fi + fo, fif2, max(fi, fo), min(fi, fo) und |f| messbar.

Beweis: Wir benutzen die Messbarkeitskriterien aus Satz 4.3.
1. af ist messbar, denn fiir a € (0, 00) ist
(af)_l ([_OO, C)) = (af)_l ([_OO, C/CY)),
und die anderen Fille sind analog.

2. Es sei f := fi + fo. Wir zeigen fiir alle ¢ € R, dass M. := f~'([-o0,¢))
messbar ist. Es

Mc = U ffl([—OO, S)) N f;l([—OO,C - S))?

seQ

also eine abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen.
3. Jetztist f := fifo, und fiir c >0
M. = U,eqr [(F71(10,8) N fa " ([=00,9)) U ST ((=s,00) 0 7 (55, 00]) ] -

Also ist M, als abzadhlbare Vereinigung messbarer Mengen messbar. Die Fille
¢ < 0 folgen analog.

4. Die Messbarkeit von max( f1, f2) folgt aus Satz 4.4 (mit f,, = —oo fiirn > 2).

5. Die Messbarkeit von min(fi, f2) folgt aus min(f1, fo) = max(—fi, — f2).

6. Die Messbarkeit von |f| folgt aus 4. und 1., denn |f| = max(f, —f). O Aufg.15,
; Blatt 7
4.6 Satz Fiir einen Messraum (M, A) ist f = ( : > : M — R? genau dann
fa

(A, BY)—messbar, wenn die f,, : M — R (A, B)—messbar sind.

36



Beweis:

1
e Die Projektionen 7, : R - R, =z = | : ) — xp sind stetig, also (B, B)-
messbar. Daher ist mit f auch f, = 7y oj‘ messbar.

e Da der Halbring Z¢ der halboffenen Intervalle des R die o—Algebra B¢ erzeugt,
reicht es, die Messbarkeit von f‘l((a, b}) C M fir alle a < b € R? zu
konstatieren. Diese folgt aber aus

£ ((as00) = () £ ((ar, b)) m

Komplexwertige Funktionen sind also genau dann messbar, wenn Re(f) und
Im(f) messbar sind.

4.2 Treppenfunktionen und ihre Integrale

So wie die Theorie der Lebesgue-MaBe mit Quadern als messbare Menge begann,
fangen wir bei der Behandlung der Lebesgue—Integrale mit den Treppenfunktio-
nen an. Da wir aber mehr Mengen messen konnen als in der Mehrdimensionalen
Integration, ist auch deren Definition allgemeiner:

4.7 Definition Eine messbare Funktion f : (M, A) — (R, B(R)), die nur end-
lich viele Werte annimmt, heil8t Treppenfunktion.

4.8 Bemerkungen a) Die Menge 7 = T (M, A) der Treppenfunktionen auf
(M, A) ist ein Unterraum des Vektorraums Abb(M,R).

b) Wir werden zunichst Integrale nicht negativer messbarer Funktionen defi-
nieren, indem wir sie von unten durch Treppenfunktionen aus

Tr=T"(M,A):={feT(MA)|f>0}
approximieren. ©

Ist f € T und f(M) = {a1,...,an}, dann ist A; = f~'(a;) € A, und
f= Z;”:l a;jlls;. Diese Darstellung der Treppenfunktion hat den Vorteil, dass
die A; disjunkt sind.

Aber auch fiir nicht notwendig verschiedene a; und nicht notwendig disjunkte
messbare A; ist > 7", a;1l4; eine Treppenfunktion.
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4.9 Satz f: M — [0,00] ist genau dann messbar, wenn es eine Folge () nen
von u, € T+ gibt mit u, 1 f.

Beweis:

Das Supremum messbarer Funktionen ist nach Satz 4.4 messbar.

Ist umgekehrt f : M — [0, co] messbar, dann konstruieren wir eine monotone
Folge von u,, € T wie folgt. Wir quantisieren f, bei Wegschneiden groBer
Werte, indem wir fiir den Feinheitsparameter n € N und die Indexmenge
I, = {O, o ,n2"} die folgenden Mengen definieren:

4 L Grnzm)) o, jedo,. . n2n =1}
e Apon = f7([n, o0]) , J=mn2"
- Wegen der Messbarkeit von f sind die A;,, € A, d.h. messbar,
- Als Urbilder disjunkter Intervalle sind die (A;,,) e, disjunkt,
- und UjEIn Ajm =M.

Wir setzen u, 1= ., 14, , ersetzen also jeweils durch den unteren Inter-
vallwert. Damit ist u, € 71 und u,, < f.

Die Partition {A;,+1 | j € Ln11} verfeinert {A,,, | j € L.}, es ist also

Uy = Uy (n € N).
Fir f(z) < oo und n > f(z) ist u,(x) > f(z) — 27", fir f(x) = oo ist
un(z) = n. Also folgt u, T f. O

Es sei jetzt (M, A, ;1) ein MaBraum, z.B. fiir das Lebesgue-Borel-MaB (R?, BY, 37).

4.10 Definition Fiir eine Treppenfunktion f = > 77" a;lla; € TH(M,A) mit
f(M) =A{on,..., o} und Aj = f~(a;) heiBt

/M fdup:= ;0@' (A )

das (1—) Integral von f.
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Das Praktische an dieser Definition ist, dass sie auch fiir andere Darstellungen
[ =>"r_, Brlp, mit nicht notwendig disjunkten, messbaren By, funktioniert.

4.11 Lemma /", B pu(By) = D70, aj pu(Ay).
Beweis: Bj, ist die disjunkte Vereinigung der By, ; := B, N A;, also

D Bew(Br) =Y > BrilBiy).

j=1 k=1
Fiir alle 5 = 1,...,m zerlegen die messbaren Mengen
CjJ = ﬂBk,j N m M\Bk’j (Ig {1,,%})
kel ke{l,...,n}\I

die Menge A;, und fiir C;; # 0 ist 3, ., B = ;. Also ist

ZZﬁkM(Bk,j) = Z Z (Zﬁk)ﬂ(cj,f)

j=1 k=1 j=1 IC{1,...;n} \kel

= Zaj ZM(CJJ) = ZajN<Aj)~ B

Zwar ist 71 im Gegensatz zu T kein Vektorraum. Wir kdnnen also noch nicht
sagen, dass diese Integral eine lineare Abbildung sei, aber jedenfalls verletzt unsere
Abbildung [,,-dp : T — [0, 00] bis auf die Mdglichkeit des Wertes Unendlich
keine der Desiderata eines Integrals, also Reproduktion des MaBes, Linearitat und
Monotonie:

o [yladu=pn(4) (A€ A
o [ylaf+Bg)du=af,, fdu+p8 [,9dp  (,8>0, f,geTT)
o [yfdu< [, gdn  (f<geT™)

Bis jetzt haben wir nur die endliche Additivitdt von p genutzt. Um messbare
Funktionen zu integrieren, brauchen wir die c—Additivitat:
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4.3 Integration messbarer Funktionen

Fiir den Messraum (M, A) bezeichnen wir mit M = M(M, A) die Menge der
messbaren numerischen Funktionen f : M — R und setzen

MF=MT(M,A) :={f e M(M,A) | f>0}.

Ist pu: A — [0, 00] ein MaB, dann definieren wir fiir f € M*

/fdu = lim/ Uy, df, (14)
M n—oo M

fiir eine Folge von u, € T mit u, 1 f.

Nach Satz 4.9 gibt es iiberhaupt so eine Folge von u,,, und wegen der Mono-
tonie des Integrals [,, : 7 — R existiert auch der Limes in [0, oc]. Wir miissen
noch iiberpriifen, ob dieser Limes von der Wahl der Folge abhangt.

4.12 Satz Fiir jede monoton wachsende Folge von u, € T und v € T+ mit
v <= lim, o u, gilt vad/L < lim,, oo fM Uy, dpt.

Beweis: Sei v =" | a;ll4; mit A; € A disjunkt. Fiir 3 > 1 setze
B, :={x e M| Bu,(z) >v(zx)} (n € N).

Diese Mengen sind messbar, und B,, 1 M. Da das MaB ;. von unten stetig ist,
gilt

/ vdp = Y ajp(A)) = lim Y a;u(4;NB,)
M ey n OOj:l
= lim [ vlg, dp<pBlim [ w,du (B>1).
n—oo

Im Limes 8 1 ergibt sich die Behauptung. a

4.13 Bemerkungen 1. Dieser Satz impliziert, dass das Integral von f €
M™ wohldefiniert ist, denn fiir eine zweite f monoton approximieren-
de Folge von Treppenfunktionen v, € T ist v, < lim,_o u,, also

2. Monotonie und Linearitat (bei Multiplikation mit positiven Zahlen) iiber-
tragen sich von 71 auf M™. O
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4.14 Satz Fiir f € M gilt [,, f du =0 genau dann, wenn

n(f71((0,00])) = 0.
Beweis:
o Fir A:= ffl((O,oo]), A, = f1! ((%,oo}) gilt A, 1 A.

e Ist [, fdu =0, denn wegen 11,4, < f auch [, 14,dp =0 (n € N). Die
Stetigkeit des MaBes von unten impliziert dann p(A) = 0.

e Ist u(A) =0, dann ist wegen co 4 > f
Og/fd,ugoo/ 14dp =oop(A) =0. O
M M

Unter bestimmten Bedingungen kann man den Limes in das Integral hineinzie-
hen. Das haben wir schon bei der Definition von fodu von f € M™ mit
u, T f gesehen, also unter Monotonievoraussetzung. Die Monotonievorausset-
zung ist tatsachlich verallgemeinerbar, weshalb der folgende Satz auch Satz von
der monotonen Konvergenz heift.

4.15 Satz (Beppo Levi) Fir f, € M*, f, 1 f gilt

[ gt [ fan (15)

Beweis:
e Der Limes f liegt nach Satz 4.4 in M™, denn lim,, oo f,, = SUp,,_, fn-

o Wegen der Monotonie des Integrals ist [, fdu > [, fndp, also gilt die
Ungleichung ">" in (15).

o Istue Tt u<f dannsind fir 8 > 1die B, :={x € M | Bfn(x) > u(x)}
messbar, mit B,, + M und 8f, > ulg, € T und ulpg, 1 u. Es folgt

/ uwdp < lim u]and,ugﬁlim/ fndu
M n—oo M

n—oo M

also [, udp <lim, . [, fn dp. Daraus folgt wegen der Definition (14) von
[y [ dp die umgekehrte Ungleichung in (15). O
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Gegenbeispiel bei Verletzung der Monotoniebedingung:
Fir f, € MT(R,LY), f, := 21 gilt limy, o0 fr = 0, aber [ f, dA'(2z) = 1.

4.16 Definition Sei i : A — [0, 00] ein MaB auf (M, A) und f € M™. Dann
heiBt

fu: A—10,00 A+—>/ fladu
M
das MaB mit Dichte f in Bezug auf .

4.17 Lemma Die Mengenfunktion f ist tatsdchlich ein MaB.
Beweis: Fiir disjunkte A, € A und A := |J, o Ak ist nach Satz 4.15

ful) = [ fadi= [ S puadn= 30 [ Fuadn=3 utan)

keN keN keN

denn g, :=> 7, fl4, € M, und g, T f 14. O

Bis jetzt kdnnen wir nur nicht negative messbare Funktionen integrieren.
Da wir aber messbare Funktionen f : M — R eindeutig als Differenz ihrer
Positiv— und Negativteile

fe:M —[0,00] , fi(z):=max(=* f(z),0) (16)

darstellen kdnnen, setzen wir

/Mfduzz/Mf+du—/Mf_du,

falls beide Integrale endlich sind.

Ist also f genau dann integrierbar, wenn |f| = f. + f_ integrierbar ist?
Nicht ganz. Denn wie das Beispiel von f = Ty, — 1p,;)\iy mit einer Vitali-Menge
V C [0, 1] zeigt, kann | f| messbar sein, ohne dass das fiir f gilt. Also:

4.18 Satz f : M — R ist genau dann integrierbar, wenn f messbar und |f|
integrierbar.

In dhnlicher Weise definieren wir das Integral von f: M — C als

/M Fp = /M Re(f)du-+i [ Tm(f)du (17)

M
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soweit beide Summanden definiert sind. Wir nennen f dann integrierbar. Damit
wird der Raum

L) =LY M, A, ) = {f: M — C| f integrierbar} (18)

zu einem Vektorraum tber C, und
L
M

eine lineare Abbildung. Die Idee bei der Kurzschreibweise .Z! (1) ist, dass zur
Definition von y sowieso der MaBraum (M, A) angegeben werden muss.

1l = /M flde  (fe2' W)

ist eine Halbnorm auf Z*(p), d.h. fiir alle f,g € £ (u) ist
L lf]l €10,00)
2. [|kfIl = [E[IA fir ke C

3. M F +gll < A1+ llgll

(da|f+g] <|f|+]g| und das Integral linear ist). Eine solche Halbnorm definiert
eine Topologie des Vektorraums £ (1).
Will man explizit nur reelle Funktionen integrieren, dann schreibt man

L) ={f M =R feL(n}

Dies ist dann ein R—Vektorraum.

Natiirlich sind nicht alle stetigen Funktionen integrierbar. Ein Gegenbeispiel
ist die charakteristische Funktion 1,,, falls i kein endliches MaB ist. Immerhin
gilt fiir den Fall des Lebesgue—MaBes:

4.19 Satz Fiir den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager gilt:
C. (RY) € .2" (RY, £, \).

Beweis: Nach Definition von C, (R?) ist fiir f € C.(R?) supp(f) kompakt. Mit

f ist auch |f]| stetig, und supp(f) = supp(|f]). Also ist ¢ := sup |f| < oo, f
ist messbar, und |f] ist eine integrierbare Majorante, denn |f| hat ¢ gupp(p) zur
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integrierbaren Majorante. a

Man konnte nun denken, dass diese stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager sehr untypisch fiir Lebesgue—integrierbare Funktionen sind. Wenn wir sie
als Funktionen auffassen, dann ist das wohl der Fall, denn typischerweise ist etwa
f € 21 (\%) an keinem Punkt stetig. Allerdings gilt:

4.20 Satz C.(R?Y) C LYR% L4, \?) ist ein dichter Teilraum, d.h. fiir alle f €
L1(\9) gibt es eine Folge von f,, € C.(RY) mit

lim || f, — f]| = 0.
n—00

Beweis: Elstrodt [El], Satz 3.12. O

4.4 Konvergenzsatze

Mit dem Satz 4.15 iiber monotone Konvergenz (Beppo Levi) haben wir einen
Konvergenzsatz der MaB— und Integrationstheorie kennen gelernt. Die Vorausset-
zung dieses Satzes, das monotone Wachstum der f,, : M — [0, c0) ist allerdings
oft nicht erfiillt. Einen noch haufiger anwendbaren Satz, den von Lebesgue iiber
dominierte Konvergenz, werden wir jetzt kennen lernen. Wie das folgende Lemma
von Fatou benutzt sein Beweis den Satz von Beppo Levi.

4.21 Satz (Lemma von Fatou) Fiir f,, € M (n € N) gilt:

/ liminf f, du < liminf/ fndu
M - UM

n—oo n

Beweis: Wir benutzen die monoton wachsende Folge der ¢,, := infy>, fr € M™.
Fir diese ist g, T f := liminf,_,., fr € M™, also nach Beppo Levi

/ fdp = lim gndp < lim inf /fk dp = liminf/ fndu. a
M n—00 Jar n—oo0 k>n n—00 M

Intuitiv erwartet man auch, dass die linke Seite im Fatou-Lemma 4.21 eher kleiner
ist als die rechte, weil dort iiber alle Punkte einzeln optimiert wird.

Beim folgenden Satz von Lebesgue ist bemerkenswert, dass wir auf die Posi-
tivitat der f,, verzichten konnen.
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4.22 Satz iiber majorisierte Konvergenz (Lebesgue, 1910) Fiir die f, €
L (u) gebe es ein F € LY (u) mit |f,| < F (n € N). Weiter existiere der
punktweise Limes f der f,. Dann ist f € £ (u) und

n—0o0

lim fn dp = / fdu .
M

Beweis:

e Man wiirde gern das Lemma von Fatou (Satz 4.21) anwenden. Setzt man
versuchsweise g, := |f — f,.|, dann kommt allerdings die triviale Ungleichung
liminfnfgn dp > 0 heraus. Umdrehen des Vorzeichens von g, hilft auch
nicht, denn dann wire g,, nicht in M™.

e Statt dessen setzt man g, := |f| + F — |f — f.|, womit g, € M ist.

e Fatou liefert mit liminf, ,., g, = |f| + F"

F)d Fd—l nl du
/M(|f|+ )ué/(|f|+ ” lmsup/ i fuldu

n—oo

also .#1-Konvergenz der f, gegen f. O

4.23 Beispiel (Ungleichung im Lemma von Fatou) Fiir die Funktionenfol-
ge fn:R—1[0,00], f, = n]l[_;g] ist [ fndA' =2 (ne€N), aber

. oo ,z=0
f .-hgg}ffn von der Form  f(x) = { 0 x40
also die linke Seite der Fatou-Ungleichung [ fdA' = 0. Der Satz von Lebesgue
ist hier nicht anwendbar. Denn falls g eine Majorante ist, muss diese gréBer sein
als sup,, fn, und diese Funktion ist ihrerseits groBer als die nicht integrierbare
Funktion g(z) := 1/|z| — 1 fir 0 < || < 1 und Null sonst. &

Statt Werten in C kénnten die f,, auch Werte in R annehmen. Denn wir wissen
schon, dass dann f,!(400) u—Nullmengen sind.
Anwendungen des Satzes von Lebesgue gibt es wie Sand am Meer.
Insbesondere konnen wir diverse Grenzprozesse mit der Integration vertau-
schen:
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Eine natiirliche Art, Stetigkeit von parameterabhangigen Funktionen im Para-
meter zu diskutieren, ist, den Parameterraum als metrischen Raum (P, d) anzu-
setzen und Familien von Abbildungen f, € Z*(u) zu betrachten, die fiir u—fast
alle m € M stetige Abbildungen

P—-C , p~ fp(m)
ergeben. Dann gilt folgende Aussage:

4.24 Satz (Parameterabhdngige Integrale) Falls auf einer Umgebung U C
P von py € P fiir eine geeignete integrierbare Funktion g € M™*, g € £ (u)
gilt

hl<g (pel),

dann ist das parameterabhiangige Integral
F:P—>C , p— [ fydu (19)
M

stetig in pg.

Beweis: Fiir alle gegen p, konvergierenden Folgen p : N — P muss gezeigt wer-
den: lim,, o F'(p,) = F(po). Wir haben die p—fast iiberall geltende punktweise
Konvergenz der f,, gegen f,, vorausgesetzt. Die f, werden durch g dominiert;
also liefert der Satz von Lebesgue die Aussage. O

Dieser Satz lasst sich in mehrere Richtungen verallgemeinern. Z.B. ist auch die
Abbildung
P— 2y P Jp

stetig beziiglich der ||-||;—Halbnorm. Voraussetzungslos gilt er jedoch nicht:
4.25 Beispiel Parameterraum P := R, MaBraum (M, 1) := (R, A\!) mit Inte-

granden
0 ,p=20

fo(@) = { exp (_ (x — %)2) ,pe R\ {0}.

Hier ist zwar fiir alle z € R p — f,(z) stetig und f, € L' (\!), aber es gibt
kein dominierendes g € .Z*(\!), und die Abbildung (19) ist unstetig bei p = 0,
denn: F'(0) = 0, aber F(p) = /7 fiir alle p € R\ {0}. <&
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4.26 Beispiel (Fourier—Transformation) Durch

~

fiRE=C , f(k)= Rdf(x)exp(—i(k;,x))dx

ist die Fourier—Transformierte von f € Z*(\?) definiert. Da x — exp(—i (k, z))
stetig ist und Betrag Eins hat, existiert das Integral, und | f(k)| < [ f|| (k € R?).

Dariiber hinaus ist f sogar stetig, weil die Bedingungen von Satz 4.24 erfiillt
sind. <&

Ahnlich leicht stellt man fest, dass man unter Umstinden die Ableitung nach
dem Parameter mit der Integration vertauschen kann: Wir nehmen dabei ein-
fachheitshalber an, dass wir nur einen reellen Parameter haben, P also ein reelles
Intervall ist.

Wieder gelte fiir die f, : M — C : f, € £*(n) (p € P), und die partielle
Ableitung %2 (m) existiere bei pg € P fiir alle m € M.

4.27 Satz (Differentiation unter dem Integral) Falls eine Umgebung U C
P von py und ein g € £ () existiert, sodass die g, := % auf U\{po} durch
g dominiert werden (|g,| < g), dann ist die Abbildung (19) bei py differenzierbar

mit of
Flp) = | 22
= [ 2

Beweis: Fiir eine beliebige gegen po konvergierende Folge p : N — P mit
Pn # Po Muss gezeigt werden:

(m) dp(m).

Pp=Ppo

Tim. b dp = /M lim gy, du, (20)
denn lim, o gp, = %—J;’|p:p0, und F’(po) = limy o0 [3; Gp. dit, falls der Limes
existiert. Gleichung (20) ist aber die Aussage des Satzes von Lebesgue. a

5 ProduktmaBe und Mehrfachintegrale

5.1 Produkt—o—Algebren und Produktmale

5.1 Definition Es seien (X;, A;);c; Messrdume, X = Hiel X, das kartesische
Produkt und ; : X — X, (2;)ier — x; (j € I) die Projektionen auf dessen

Faktoren. Dann ist
®ie[ Ai=0o (Uiel 7Ti_1(“4i)) (21)
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die Produkt—o—Algebra auf X.

Die Produkt—o—Algebra ist damit die kleinste o—Algebra auf X, beziiglich derer
alle Projektionsabbildungen messbar sind.

Da o—Algebren oft unhandlicher als sie erzeugende Mengensysteme (wie etwa
der Halbring Z? der Intervalle statt der Borel-o—Algebra B? = o(Z%)) sind, ist
der folgende Satz niitzlich:

5.2 Satz Sind &; Erzeuger der o—-Algebren A;, dann wird o ({J,; 7; ' (A;)) von
Uies 77 ' (&) erzeugt.

Beweis: e Dass die Produkt-o—Algebra (21) die o—-Algebra o (., m; ' (&)
enthilt, folgt aus & C A,.

e Umgekehrt besagt Satz 3.13, angewendet auf die Projektion 7; : X — X,
dass diese messbar beziiglich o (U, m; ' (&;)) ist (also 7; ' (A;) Teilmenge dieser
o—Algebra ist), weil 7rj_1(€j) Co (U, m (&) gilt. O

ier T
Das Produkt endlich vieler o—Algebren A;,..., A, schreibt man auch in der
Form

A @ @A, =) A
i=1
Wegen Satz 5.2 ist das Produkt assoziativ. Zum Beispiel ist

(A @A) @ A3 = A ® (A ® Ay),

und wir kénnen statt endlicher Produkte ohne Verlust das Produkt nur zweier
o—Algebren diskutieren. Mit dem in (1) eingefiihrten Produkt % von Halbringen
ist dann

.A1 ®A2 = U(.Al *AQ)

5.3 Bemerkung (c—Algebren des R?) Produkte tauchen im Zusammenhang
des Lebesgue—MaBes \? : £ — [0, oc] (siehe (12)) und Lebesgue—Borel-MaBes
B4 = Aga : BE — [0,00] auf dem R? auf. Dieser lsst sich ja fiir alle p =
1,...,d —1 als Produktraum R? x R?P auffassen, und es stellt sich die Frage,
ob die o—Algebren diese Produktstuktur respektieren. Tatsachlich gilt fiir die
Borel-o—Algebren B¢ = BF ® B?P (siehe [El], 111,§5), aber LT D LP @ LP. O
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Abbildung 5: Schnitt von einer Kreisscheibe

5.4 Definition Ein MaB i : Ay ® Ay — [0, 00| heiBt ProduktmaB der MaBe
wi » A; — [0, 00|, wenn gilt

WAL % Ag) = pn(A) pa(As) (A1 € Ay, As € Ay). (22)

5.5 Satz Es gibt ein solches ProduktmaB. Falls die MaBe 11; o—endlich sind, ist
dieses eindeutig. Es wird dann mit piy, ® po bezeichnet.

Beweis: e Wir zeigen, dass die rechte Seite von (22) ein PramaB [ auf dem
Halbring A; * A, definiert.

e Nach dem Fortsetzungssatz 3.7 gibt es dann ein ji fortsetzendes MaB auf der
von diesem Halbring erzeugten o—Algebra A; ® A,.

e Sind die MaBe p; o—endlich, dann auch das PramaB fi. Nach Korollar 3.18 ist
dann das ProduktmaB eindeutig. a

Man mochte aber nicht nur die eindeutige Existenz des ProduktmaBes zur Kennt-
nis nehmen, sondern mit ihm auch messen. Dafiir ist die Technik der Schnitte
praktisch.

5.6 Definition Fiir zwei Mengen X1, X5, A C X X X5 und x; € X, heilt
A(xl) = {1'2 € X, ’ (l’l,ZL'z) € A} C X,

x1-Schnitt von A (siehe Abbildung 5).

49



Damit kann das ProduktmaB von A € A; ® A, mittels der Cavalieri—-Formel
i@ pa(A) = [ pa(AG) dunfan) (23)
X1

bestimmt werden. Diese ist zunachst fiir messbare Mengen A der Form A; x A, €
A; * Ay richtig, denn dann ist A(z1) = A, falls x; € Ay und A(z1) = () sonst,
also
@ pa(A) = pa(A2) [ (o) (o) = (A1) palde). (24)
X1
Allgemein gilt:

5.7 Satz Fiir c—endliche MaBe yi; stimmt die Cavalieri-Formel (23).

Beweis: e Es muss zunichst gezeigt werden, dass die Schnitte A(x;) messbar
sind, also Elemente der o—Algebra A; von X sind. Das folgt daraus, dass die
Familie derjenigen A € A; ® As, fiir die das immer gilt, selbst eine o—Algebra
bildet. Denn diese enthilt ja nach (24) A; * As, ist dann also gleich A; ® As.
e Der nachste Schritt besteht darin, die MeBbarkeit der Abbildungen

fA : X1 — [O, OO] , X1 = Mg (A(ili'l)) (A c Al & AQ)

nachzuweisen. Jedenfalls gilt dies wieder fiir A € A; * A,. Es reicht also wieder
zu zeigen, dass diese A eine o—Algebra bilden. Hier geht die o—Endlichkeit von
p2 ein (siehe Lemma 23.2 in [Ba]).

e Die Cavalieri-Formel folgt dann mit dem Eindeutigkeitssatz 3.15, angewandt
auf den durchschnittsstabilen Erzeuger A; x Ay von A; ® As. O

5.8 Beispiel (MaB der Kreisscheibe) Wir betrachten (X;, A4;, 11;) := (R, B, )
und die Kreisscheibe A := {x € R? | ||z|]| < 1} C X, x X,. Deren Lebesgue—
Borel-MaB ist nach der Cavalieri-Formel (siehe Abbildung 5)

B2 (A) = /Rﬂ(A(:Ul)) dr, = /_112\/1—7$C%d1’1 = . &

5.9 Bemerkung (ProduktmaBe und Wahrscheinlichkeitstheorie) Unend-
liche ProduktmaBe konnen im Allgemeinen nicht sinnvoll definiert werden, da ja
schon fiir eine Folge (a,)nen positiver Zahlen das Produkt [~ | a, nicht ein-
mal uneigentlich konvergieren muss. Das ist aber fiir Folgen mit a,, € [0, 1] der
Fall. Entsprechend existieren ProduktmaBe von WahrscheinlichkeitsmaBen, und
sie sind wichtig fiir so genannte stochastische Prozesse (siehe Klenke [KI]). <
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5.2 Der Satz von Fubini

Der folgende Satz wird oft auch nach Tonelli benannt:

5.10 Satz (Fubini) Es seien (X, A, ) und (Y,B,v) o—endliche MaBriume.
Dann gilt:

a) Fiir alle f € M*(X xY, A® B) sind die numerischen Funktionen
v [y fley)dv(y) und y— [ f(x,y)du(z)

messbar, und [, . fdp@dv = [ ([, f(z,y)dv(y)) du(z).
b) Ist f: X xY — C A® B-messbar und eines der drei Intgrale

Sy | fldp@dy, [ (fy 1f @@, y)ldv(y))du(@), [, ([ 1f (@ y)ldp))dvy)
endlich, dann sind alle drei gleich, und das gilt dann auch fiir f statt |f|.

Beweis: e Der Satz reduziert sich fiir charakteristische Funktionen f = 14
messbarer Mengen A € A ® B auf die Cavalieri—-Formel, also auf Satz 5.7.

e Damit gilt er auch fiir alle Treppenfunktionen f € TH(X x Y, A® B).

e f e MT(X xY, A® B) kann man durch eine monotone Folge von Treppen-
funktionen approximieren, weshalb a) gilt.

e Aussage b) beweist man durch Zerlegung von f in Real- und Imaginarteil und
weiter in Positiv— und Negativteile. O

Die Endlichkeitsvoraussetzung in b) kann man nicht wegfallen lassen:

5. 11 Beispiel (Cauchy) Die Ableitung des Arcustangens ist® L arctanz =
1+z2 Damit gilt fiir x,y > 0:

) _ el - 92 _ 22 —(a4y?) 2Py
B arctan (f) = Tt T foyQ und 527y arctan (5) = T = (xgwg)g
Also ist

1 1,2 _ .2 o _ z=1 9

T Y T

——dr | dy = —_ dy = d
/0 </0 (22 +y?)? ) y /on‘HJQ =0’ /0 [

= arctan(0) — arctan(1) = ——.

bdenn er ist Umkehrfunktion des Tangens mit Ableitung tan’(u) = 5 =1+ tan?(u).

0052(
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und analog fol <f01 % dy) dx = %, denn der Integrand wechselt beim Aus-
tausch von x und y sein Vorzeichen. Das Ergebnis des Doppelintegrals hangt
also von der Integrationsreihenfolge ab. Woran liegt das? Wir wiirden vielleicht

erwarten, dass das Doppelintegral gleich dem Lebesgue—Integral
2 =y 2 . 2
———d\*(z,y) mit dem Quadrat @ := [0, 1]
Q

ist. Aber dieses existiert nicht, denn der Integrand ist nicht in £ (Q, X*|,).
Mit dem Satz von Fubini hatten wir nicht argumentieren konnen, denn das
Doppelintegral (in beliebiger Reihenfolge) des Betrags von f divergiert:

[l ey - . [ (/ylﬂx,y)dx) =2 {;y]dy
- [ () me :

Jetzt werden wir die praktischen Konsequenzen des Satzes 5.10 von Fubini
betrachten. Oft handelt es sich bei den Integralen um Lebesgue—Integrale, und
da (im wesentlichen, sieche Bemerkung 5.3)

M o= NP firalle p=1,...,d—1,

gibt er uns eine Vorschrift an die Hand, wie wir mehr— auf eindimensionale Inte-
grale zuriickfiihren und damit berechnen konnen.

5.12 Beispiele 1. Auf dem Wiirfel W®) mit W™ .= [—%,%]n C R” soll

f(z) = cos(xy + x9 + x3) integriert werden. Wegen der Stetigkeit von f und
der Kompaktheit von W ist Fubini anwendbar und liefert nach Iteration

I:= fdX? :/ / ( f(ZEh.I'Q,Ig)d)\l(l'g)) dM\(z9) AN (21).
wm Jwm \Jwm

w(3)

Wegen sin(p + 7/2) — sin(p — 7/2) = 2 cos ¢ ist das gleich

I - /W ) ( /W | 2eos(ar a3 dx(;@)) N (1)
= /W(l)élcos(:vl)d)\l(xl) = 8cos(0) = 8.
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2. Der GroBe Umordnungssatz fiir Doppelreihen besagt: Falls fiir (@, )m.nen
mit a,,, € C die Reihe Z(m,n)eNxN |@m.n| konvergiert, dann gilt

0o 00 0o 0
E § Amn = § E Amn = § Ay -
m=1 n=1 n=1 m=1 (m,n)eNxN

Dies ist der Satz von Fubini fiir den MaBraum (N, 2V, ZshimaB).

3. Beweis der Formel >>° n=? = %2: Siehe Elstrodt, Seite 184. <&

5.3 Die Transformationsformel

Wihrend durch den Satz von Fubini viele Integrale einer analytischen Berech-
nung zuganglich gemacht werden, lasst die sogenannte Transformationsformel
die Benutzung von Symmetrien und angepassten Koordinaten im R? zu. Im Fall
d = 1 ist sie unter dem Namen 'Integration durch Substitution’ aus der Schule
bekannt und das Gegenstiick der Kettenregel der Differentialrechnung.

5.13 Satz (Jacobi, 1841) Es seien X,Y C R offen und t : X — Y ein C'—
Diffeomorphismus. Dann gilt: f : Y — C ist genau dann [3%—integrabel, wenn
fot:|det Dt|: X — C B?-integrabel ist, und dann gilt:

/fdﬁd:/foﬂdetDt]dﬁd.
Y X

Beweis: Es geniigt, die Ungleichung
/ fdp* < / fot|det Dt|dp* (25)
Y b's

fir f € M™ zu zeigen. Denn

e jede reelle Funktion f : Y — R ist die Differenz ihrer Positiv— und Nega-
tivteile (16), und ihr Integral ist entsprechend definiert;

e das Integal (17) einer komplexen Funktionen f : Y — C ist durch die
Integrale ihres Real- und Imaginarteils definiert;

e die Umkehrung der Ungleichung (25) erreicht man durch Benutzung der
Umkehrabbildung ¢t~ : Y — X. Denn nach Definition von C'-Diffeomor-
phismen ist ¢ nicht nur stetig differenzierbar und bijektiv, sondern auch ¢*
ist stetig differenzierbar, und det D(t™!) det(Dt)ot™t = 1.
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Die Aussage der Transformationsformel stimmt fiir affine Abbildungen, wie in
Abschnitt 3.5 gezeigt wurde.

Nach dem Satz von Taylor lasst sich f in der Nahe von yo € Y durch die
affine Abbildung v — f(yo) + Df(yo) (¥ — yo) approximieren, mit einem Fehler
der Ordnung o(]|(y — wo||). Das reicht aus zum Beweis von (25). Man zerlegt
dabei das Integrationsgebiet in Wiirfel, approximiert in den Wiirfeln affin und
verfeinert diese Zerlegung. Die Details findet man in [El], V.4. O

Tatsachlich gilt diese Transformationsformel nicht nur fiir das Lebesgue—
Borel-MaB 3¢, sondern auch fiir das Lebesgue—MaB \?.

5.14 Beispiel (Integral der GauB-Funktion) Es ist nach Fubini

(/Rexp(—xz)d)\l(x))z :/RQ exp(—2]?) dN2(2).

Das letztere Integral besitzt in Polarkoordinaten ¢(r, ) := T(“ﬁ’“’) eine besonders

einfache Gestalt. Wahle also als deren Definitions— bzw. Werteberelch
X :=(0,00) x (—m,7) , Y :=R*(—00,0) x {0}.

t: X —Y ist ein C''-Diffeomorphismus mit det(Dt)(r, ) =det (558 75 # ) =y,

singp rcosy

Da die Halbachse R? \ Y = (—00,0) x {0} eine A>-Nullmenge ist, gilt

/]R2 exp(—[la]") dX*(z) = 2”/ exp(—r?)rdr =,

(0,00)

also [*°_exp(—a?)dx = /7. O

6 Konvergenzbegriffe der MaB— und Integrati-
onstheorie

Typisch fiir die Analysis ist die Betrachtung von Limiten. Im Kontext der Integra-
tionstheorie werden wir Limiten von Funktionenfolgen (fi)reny mit fr € L1 (1)
untersuchen, aber gleich eine gréBere Klasse von Raumen betrachten:
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6.1 Definition e Fiir eine messbare Funktion f : M — C auf dem MaBraum
(M, A, ) und p € [1,00) heiBt f € LP(M, p) = LP(n), falls | f|P € L ().

Dann ist
1/p 1/p
171l = || 1£7] :(/ |f|pdu> |
M

o Fiirp = oo heibt f € L>®°(M,pn) = £>(n), falls es ein ¢ > 0 gibt mit
p({x € M | |f(z)| > ¢}) = 0. Dann ist das wesentliche Supremum von f

| flloc = inf {e= 0 u({z € M| |f() > c}) =0}

Die Abbildungen || - ||, : £P(1) — [0, 00) sind Halbnormen, wie jetzt gezeigt
wird.

6.1 Ungleichungen in .Z’—R3aumen

Die folgende Ungleichung ist oft niitzlich:

6.2 Satz (Jensen) Essei p : I — R eine konvexe Funktion auf dem Intervall
I und (M, A, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt fir f € £ (u) mit
f(M) CI:

e(fy fdu) < [0 fdu,

und das rechte Integral existiert (ist aber méglicherweise gleich o).

Den Beweis der Jensen—Ungleichung kann man z.B. in Kap. VI, § 1 von Elstrodt
nachlesen.

6.3 Beispiel (Geometrisch—arithmetische Ungleichung) Fiir ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB o auf M := {1,...,n} seien die oy, := p({k}) € (0,1]. Es

Y1
gilt dann fiir Vektoren y = ( :

Yn

) mit Eintragen y; > 0

n n
ITve <> ony.
fm1 h=1

Das ist klar, wenn ein Eintrag y, = 0 ist. Sonst ist wegen der Konvexitat der
Exponentialfunktion mit f(k) := log(yx)

[T vt =exp (3, anf (k) =exp (fy, fdu) < [ exp(f)dp = >0 arye.
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Im Spezialfall der Gleichverteilung, also ay, = % (k=1,...,n) ergibt sich

(i yn)n <20
<

Fiir n = 2 ist damit 4,9 %(yl + y2)?, also y1y2 < 3(yi + v3). &

6.4 Satz (Hoélder-Ungleichung) Fiir ein konjugiertes Paar p,q € [1,00],
d.h. %—l— % =1ist mit f € LP(M,u) und g € LM, )

/ Fald < 1l lglls. (26)
M

Beweis:

o Ist f € Z>*(M,pu), also g € L' (M, 1) (oder umgekehrt), dann kdnnen wir
|| < ||f]| annehmen, und die Schranke aus dem Integral herausziehen.

e Fiir p,q € (1,00) kénnen wir f >0, g > 0 voraussetzen, denn mit f ist auch
|f| € ZP(M,p), und der Ubergang zum Betrag dndert die linke und rechte
Seite von (26) nicht.

Wenn wir f, g und das MaB y auf die messbare Menge M := g1 ((0,00]) € M
restringieren, dann andert sich die linke Seite von (26) nicht, wahrend sich die
rechte Seite hochstens verkleinern kann. Daher konnen wir von Anfang an
annehmen, dass g > 0 gilt, der Kehrwert von g also existiert und ||g||, > O ist.

e Die Funktion f g ist in Z1(M, i), denn wegen der Konkavitit der Funktion
exp : R — R* gilt fiir alle z € M mit f(z)g(z) >0 und

a:=p(f(z)) . b:=qln(g(x))
f(z)g(z) = exp G)a + %b) < %exp(a) + %exp(b) = %f(g:)l’ + %g(l’)q’
woraus die Integrabilitdt von fg folgt.

e Dann ist der Erwartungswert von F := f¢~9/? beziiglich des durch
_ Jp9'du
Jor 9% dp

definierten WahrscheinlichkeitsmaBes v gleich

S feT g dp [y, fdp

Fy = /Fdl/ = .
" M Jor 9% dp Jar 9% dp
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Setzen wir nun C(t) := |t|P, dann ist C' konvex, also nach Satz 6.2

Jo P dp S

o 2 CURY),

(CoF) :/ fPg %dv =
M
Durch Bildung der p-ten Wurzel folgt

1
11l (fM fpdu) " Jufadn _|If gl
lol?? ~ \Jyotdi) = Jygrdu — gl

Multiplikation dieser Ungleichung mit ||g||¢ ergibt (26).

Spezialfall ist die Cauchy—Schwarz—-Ungleichung fiir f, g € £L*(M, 11):

[ 1soldn < 151zl
M

Eine wichtige Folgerung ist, dass die Dreiecksungleichung gilt. Diese wird auch

Minkowski-Ungleichung genannt.

6.5 Satz Fiirp € [1,00] und f,g € L7(M, ) gilt || f + gll, < [[f]l, + [lgllp-
Beweis:

e p = 1 oder p = oco: Hier folgt die Ungleichung aus der Dreiecksungleichung

[f(2) + g(2)| < [f(2)] +[g(x)]. Also

e p€(1,00) und 0.B.d.A. [, |f + g|P dpu > 0. Wir miissen zunachst ausschlie-
Ben, dass [, |f + g|P du = oo ist, also zeigen, dass auch f + g € Z7(u):

/M gl du < /M (2max(|f],1g]))" du < 27 /N (71 + |gl?) dp.

Dann ist mit dem zu p dualen Exponenten ¢ = € (1,00)

1
1—1
P

/|f+g!”du < /\f\\f+9|p1du+/ lg||f + g|P~" dp
M M M

Holder -1
< (Il + gl + glP Mg

= (1l gl ( / |f+g|pdu) ”

_1
Division durch ([, |f + g|? du)1 » € (0,00) ist mdglich und ergibt || f+gl|, =

(fur 1f + glP )" <11 F 1o+ Nlgll,-

57

O



6.6 Korollar Fiir p € [1,00] ist £? () ein C=Vektorraum mit Halbnorm || - ||,

Beweis: Die messbaren Funktionen f : M — C bilden einen C—Vektorraum. Die
Teilmenge £7() enthalt die Nullfunktion, mit f, g € ZP(p) ist || f + ]|, < oo,
also f + g € £P(u), und ||kf], = ||| fl, fir k € C. O

1 , =20
sin ||z|| ¢

E A

stetig, also messbar. f. € ZP(\9), falls ¢ > d/p, fiir ¢ € [0,d/p] aber nicht. <

6.7 Beispiel (Lebesgue-MaB) f.:R? - R, z +—>{ ( ist

In vielen mathematischen Gebieten, etwa in der Theorie partieller Differentialglei-
chungen, ist die Anwendung von .Z’P—Ungleichungen wie der Holder-Ungleichung
tagliches Brot.

6.8 Beispiel Fiir (M, p) = (N, ZahimaB) ist

| fllse = sup{|f(m)| | n € N} und |I£]l, = (3, [F0)) 7 (p € [1,00)).

Hier gilt also || f||, = 0 genau dann, wenn f = 0.

Etwa fir f : N = R, n — m ist f & ZY(u), denn die Reihe

Yo m divergiert. Aber f € £P(u) fir alle p € (1, 00]. <&

In welchem Verhiltnis stehen die Raume £7(M, ) fiir verschiedene p?

e Allgemein ist fiir das Zdh/imaB 1 auf einer Menge M und p € [1,00) hdchstens
dann f € ZP(u), wenn [{m € M | |f(m)| > 1}| < oo ist. Daher gilt hier

LP(p) € L) L falls 1<p<g<oo

e Ist stattdessen (M, A, 1) ein endlicher MaBraum, also (M) < oo, dann folgt
mit Holder fiir f € £9(p):

£l = 1l < p(M)» =3[ £y,

— 1
§:i= {7 Ist
T

denn mit r := 4,
p

I8l = [ (11207 d < ( [ du)T - ( | v du>s

7
TV
I1£11g

-~

M(M)”(%‘%)

58



Insbesondere ist
LY p) C L% (p) L falls 1<p<g<oo,,
entgegen dem Fall eines ZahlmaBes.

e Fiir ein endliches Z&dhlmaB  sind die C—Vektorrdume .Z?(u) also alle einander
gleich und isomorph zu C" mit n := | M| < oc.

e Fiir (M, ) = (R% \9) ist die Skala der .#P—Riaume in keiner Richtung inein-
ander enthalten. Das ergibt sich aus Beispiel 6.7, zusammen mit der folgenden

lz]7 0 < [lafl <1
0 , sonst

sind messbar und fiir ¢ € (0,d/p) in £P()\9), sonst aber nicht.

Feststellung: Die Funktionen f. : R? — R, x r—>{

6.2 Die Raume LP(M, )

Bis jetzt hat unsere Theorie der Raume ZP(M, 1) noch einen Schonheitsfehler:
Falls es eine nicht leere y—Nullmenge gibt, ist || - ||, : M — [0, 00) keine Norm,
sondern nur eine Halbnorm, und die durch sie erzeugte Topologie auf M ist nicht
hausdorffsch. Andererseits ist

N :={f: M — C| f messbar, f(x) =0 p-fast iiberall}

eine Teilmenge aller £?(M, ), und ||f|l, = O genau dann, wenn f € N.
AuBerdem ist AV sogar ein Untervektorraum von .£?(M, 1). Daher benutzen wir
die Quotientenraume

LM, p) = ZP(M, ) /N (p € [1, 09)). (27)

Wir identifizieren also Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterschei-
den.

Da wegen der Dreiecksungleichung || f|l, = ||g]|, fir alle f € g+ N gilt, wird
durch [|[g][l} := |lgll, fiir g € ZP(M, 1) und die Aquivalenzklasse [g] := g + N
eine Norm || - ||*: LP(M, j1) — [0, 00) definiert. Der Stern unterscheidet sie von
der Halbnorm. Wir lassen diesen aber gleich wieder weg. Es ist auch eine iibliche
Schlamperei, die Elemente von L? als Funktionen zu bezeichnen, wahrend sie ja
nur Aquivalenzklassen von solchen sind.

Wir zeigen abschlieBend, dass die normierten C—Vektorraume (LP(M, p), ||-||)
vollstandig sind, in ihnen also jede Cauchy—Folge konvergiert. Dabei ist es wichtig,
schon im ZP(M, 1) zwei Konvergenzbegriffe zu unterscheiden. Weder erzwingt
namlich punktweise Konvergenz die Konvergenz im .£P—Sinn noch umgekehrt:
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6.9 Beispiele 1. Punktweise, aber nicht im #?-Sinn konvergente Folge:
Die Folge skalierter charakteristischer Funktionen von Intervallen

fo=Klppany  (KEN)

liegt fiir alle p > 1 in ZP(R,\!), und konvergiert punktweise gegen die
Nullfunktion:

lim fi(x) =0 (x € R).

k—o0

Die Folge ist aber keine Cauchy-Folge in .ZP. Denn || fi|, = K > 1,
und fiir ¢ > 2k sind die Intervalle [1/k,2/k] und [1/¢,2/¢] disjunkt, also

[ = fellp = Lfelly + N felly = 1.

2. Im ZP=Sinn (p € [1,00)), aber nicht punktweise konvergente Folge:
Fir k € N seien v, q € Ny durch v := [log, k| und ¢ := k — 2" definiert, also
0 < g < 2”. Wir wahlen die Funktionenfolge

fo:=1;, € LPR,\Y mit den Intervallen I :=[¢27", (¢ + 1)27"].
Es ist ||fxll, = 27/7 £ 0, aber fiir kein 2 € [0, 1] existiert der punkt-
weise Limes limy_,, fx(x), denn x ist in mindestens einem, hochstens zwei
Intervallen [}, der Lange 27" enthalten. &

Diese zweite Feststellung macht den folgenden Satz erstaunlich (man rat nicht
so leicht, was f sein konnte):

6.10 Satz (Riesz—Fischer, 1907) Die Riume ZP(M,u) (p € [1,00]) sind
vollstindig. Das heiBt, zu jeder Cauchy—Folge (f,)nen in ZP(M, 1) gibt es ein

feLr(My) mit lim £~ f], = 0.

Beweis:
e Betrachte zunichst fiir p € [1,00) eine Teilfolge (f,, )ren der Cauchy—Folge
mit
1 fn = fuilly <275 (m > my,). (28)

Wir zeigen zuerst, dass diese punktweise fast iiberall gegen ein f : M — C
konvergiert. Fiir g, := f, — fn,., ist mit (28)

132z 1gelll, < 225y lgwlly < 205 278 < 1.
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Der Satz 4.15 iiber monotone Konvergenz besagt fir G := >, |gxl:

|Gl = /M lim (;ng|>pdu= Tim /M (;w)pdu: Tim H;w

Damit ist G~*(oc) eine u—Nullmenge, die Reihe Y77, g konvergiert also -
fast lberall absolut. Entsprechend gibt es ein f : M — C mit

P
<1
P

lim fo, () = fu, (2) = lim > gilx) = f(zx)  (p—fast iiberall).

Der Limes messbarer Funktionen ist messbar, also ist f messbar. Ist er aber in
ZLP(M, p)? Das wiirde natiirlich folgern, wenn man sogar zeigen konnte, dass
fiir m — oo das Integral

/ f — fulPdu € [0,00]
M

gegen Null geht, also sogar Konvergenz im p—ten Mittel vorliegt.

Nun ist nach Definition von f und dem Satz 4.21 von Fatou

/If—fm\pdu _ /h_mkm\fnk—fmwdu
M x
< h_mk%o/ o= fulPdi<e  (m> M),
M

denn (fi)ken ist ja eine Cauchy—Folge im Vektorraum £7(M, ).

Fiir p = oo, also die durch das wesentliche Supremum gegebene Halbnorm, ist

N =z @] > 1fille} U U {2 1f@) = fi@)] > [1fo— fillo}

keN ELeN

als abzahlbare Vereinigung von pi—Nullmengen eine p—Nullmenge in M. Damit
existiert der Limes f(x) := limg_,oo fr(x) fir x € M \ N, und wir setzen
f(z) =0 firx e N.

f ist messbar, und || f||s < supgey || frlloo < 00, alsoist f € Z°(M,p). O
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6.11 Korollar Damit sind die normierten C—Vektorrdume LP(M, 1) fiir alle p €
[1, 00| Banach-Riume. L*(M, 1) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(. 1g]) = /M fadn (f.g€ LM, ).

Beweis: e Durch die Bildung von Aquivalenzklassen beim Ubergang von LP(M, 1)
zu LP(M, p) wird die Eindeutigkeit des Limes der Cauchy—Folge erzwungen.
e Fiir f,g € Z*(M,pu) ist das Produkt fg : M — C messbar. Nach der
Cauchy-Schwarz—-Ungleichung (6.1) ist (|fg]) < ||fll2llgll2, also die Abbildung
(f.9) — [,; fgdu eine positiv semidefinite Sesquilinearform 7.

Wegen (F,F) = ||[F||3 > 0 fir F € L*(M, u) \ {0} ist die auf L*(M, p)
induzierte Sesquilinearform positiv definit, also ein Skalarprodukt. a

"d.h. linear im ersten, konjugiert linear im zweiten Argument; in der Physik wird die umge-
kehrte Konvention benutzt.
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