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Kugelpackung: Anordnung nicht iiberlappender Kugeln im Raum

1. Volumen von Kugeln
Kugel mit Radius R > O und Mittelpunkt z = (%) c R3:

K={yeR’||ly -zl <R}
Abstand von z und y im R3:

ly — x| = \/(yl —1)% + (y2 — 22)° + (y3 — 23)°

T

Kugel K¢ mit Radius R > 0 um x = ( : ) c R<:

Kf = {y e R?||ly — | < R},
Abstand von = und y im R%:

||y—-f’3||=\/(y1—$1)2+-.-+(yd—$d)2

e d = 1 : Kugeln sind Intervalle [t — R, + R] C R
e d = 2 : Kugeln sind Kreisscheiben

d—dimensionales Volumen Vol (M) von M C R¢
Vol (K%) = R¥WVol (K%)

ed=1:Vol(K}) = [' dz =2

e d = 2 : Substitution 1 = Sin «

Vol (K2) =2 [, /1 — 22 da;

=2 f:/iQ(COS a)’da=m



e d > 2 : Substitution x = sin «

Vol (K¢) = Vol (K{™1) /1 (V1 —22)¥ e
—~1

_ /2
Fy:= / V1 — 22 Ve = (cosa)? ! cosada
—7/2

= (cosa)®" 1S|noz\7r/2 —

/2
/ (d — 1)(cos a)??(sin a)?de.

—7/2

Wegen cos(+n/2) = 0 und (sina)? = 1 — (cos a)?
ergibt sich F; = (d — 1) (Fy_» — Fy) oder

d—1

Fy = Fy_».
d d d—2
(k) = Vol (ki) i
Vol(K¢) = Vol K{ " )F;= = :
r(s+1)
mit Gamma—Funktion . Diese setzt die Fakultat fort:
fn4+1)=n''=n-(n—-1)- (n—2)-...-2-1 und

F(n+1/2) =3Vm[[Zi (i +1/2).

dj2

Endergebnis: | VoI(K$) = R® - r(7;-|-1)‘




2. Dichte von Kugelpackungen

2.1 Endliche Packungen

Annahme: Radius 1.

Packung von n solchen Kugeln im R? durch Angabe ihrer Mittelpunkte
D 2 e RY fixiert.

2 — 20| > 2 firalle i< 7,

Links: Minkowskisumme A+ B :={a+b|a € A, b€ B}
zweier Teilmengen A, B des R¢
Rechts: konvexe Hiille konv(A) einer Teilmenge A

Menge M := {z(1), ... (™} C R? der Kugelmittelpunkte
Kugeln: Minkowskisumme M + K¢
e genutztes Volumen
Vol (M + K¢) = nVol (K%)
® benutztes Volumen
Vol (konv (M + K{)).
e Packungsdichte

. Vol (M+K?
o(M) := Vol (konv (M+K%))




Immer gilt 0 < 6(M) < 1.
Ziel: Dichteste Packungen von n Kugeln im R?

o Wurstpackung: Kugelmittelpunkte auf einer Geraden.
Benutztes Volumen gleich Vol (K¢{) + 2(n — 1)Vol (Kf_l).

Frage: Gibt es dichtere Packungen von n Kugeln als die Wurstpackungen?

Antwort:
e d = 1: Nein (5max == 1)
e d = 2: Ja, fiir alle n > 3:

K ... kleine Flache
g ... grofe Flache

00000




e d = 3:

— n = 3 (Dreieckspackung versus Wurstpackung):

— n = 4 (Tetraederpackung versus Wurstpackung):

— n < 55: Wurstpackung siegt!

— n groB: Wurstkatastrophe!



od—=4:
— Kleine n: Wurstpackung siegt
— n > 375 370: Wurstkatastrophe!

Wurstvermutung. Fiir d > 5 Dimensionen ist die Wurstpackung von n
Kugeln immer am dichtesten.

Diese Vermutung wurde fiir d > 42 Dimensionen bewiesen.
2.2 Gitterpackungen

Gitter M im R? : Basis (1, ... NFES R4,

M :={mil1+ ... +myl; | m; € Z},

T
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Annahmen:

e Vektoren £1,...,¢, linear unabhangig, d.h. kein
Vektor /; besitzt eine Darstellung

b =x1l1+. . Azl 1tz b1+ gl

e Mindestabstand 2 der Gitterpunkte



Beispiele:
o (einfach) kubisches Gitter im R3:

n=(§) = (3). 5= (§)
ra—

Y S

o kubisch—flichenzentriertes Gitter im R3:

V2 \6 0
/1 = o ,e_\@

‘
fcc:

TTTS9NT0

RAdd =
hep: fTstete




e Elementarzelle : Parallelepiped

E:={z101+...+z4y]|0<z; <1} CcR%

Vol (E) = |det(41,...,4y)|

Beispiel:

o d =2: Fiir {1 = (}) und £p = (), ist
det(¢1,05) = det (Z ;) — ad — be.

Der Betrag dieser Zahl ist gleich dem Flacheninhalt

des Parallelogramms mit den Eckpunkten

0,61,52 und €1+€2.



e Wir kdonnen in d = 2 Dimensionen leicht die Git-

terpackung mit der groBten Dichte finden:
- Kreisscheiben beriihren sich. Setze also /1 = (g)

- Auch benachbarte horizontale Reihen von Kreis-

scheiben beriihren sich. Damit ¢ = 2(3?59;).

- Alle Kreisscheiben disjunkt, also | sin | < 1/2.
0.B.d.A. || < 309.

- Damit wird det(41,4>) = 4 cos . Der mini-
male Wert 2+/3 wird fiir COSp = \/§/2 ange-

nommen, also fiir die hexagonale Gitterpackung.



Die maximale Dichte dmax = QL\@ ~ 0.907 wird

also nur fir dieses Gitter erreicht.

e In d = 3 Dimensionen ist das kubisch flachenzen-

trierte Gitter optimal, mit einer Packungsdichte

o

Omax = V
e Nur bis einschlieBlich d = 8 und fiir d = 24 sind

~ 0.7405.

die dichtesten Kugelgitterpackungen bekannt, Letzte-

res erst seit diesem Jahr.



2.3 Die Keplervermutung
Frage: Sind die dichtesten Gitterpackungen auch un-

ter allen unendlichen Packungen optimal?

WeLe(Sitare concurrente cumyi

Johannes Kepler: De nive sexangula

1998 Thomas Hales: Ja!

2003 MacPherson an Hales: " Die Nachrichten der
Referees sind schlecht. Sie waren nicht in der Lage,
die Richtigkeit des Beweises festzustellen, und werden
auch in Zukunft nicht dazu in der Lage sein. Sie sind

mit ihrer Energie am Ende.”



2003 Thomas Hales: Flyspeck-Projekt

(automatisierter Beweis der Keplervermutung,

erwartete Laufzeit 20 Jahre)

Frage: Warum ist die Keplervermutung so schwierig

zu beweisen?

Definition: Es sei M C R< eine Punktmenge und

x € M. Dann ist die Voronoizelle von x gleich

V(z) = {y e R |ly—2'|| > |ly—z| V' € M}.
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e Die Voronoizelle der hexagonalen Packung besitzt

minimales Volumen:

e Das Volumen der Voronoizelle der kubisch-flachen-

zentrierten Packung ist nicht minimal:




3 Anwendungen
3.1 Kiristalle

N

Frage: Was sind Kristalle?

Antwort: Festkorper mit langreichweitiger, gitterformi-

ger Atomordnung.

Beispiel: Edelmetalle und Edelgase kristallisieren kubisch-

flachenzentriert.

Frage: Warum existieren Kristalle?

Antwort Dichteste Packung garantiert geringste Ener-

gie. Diese wird bei niedrigen Temperaturen bevorzugt.



Problem: Es gibt viele Kugelpackungen maximaler

Dichte, deren Atome nicht alle langreichweitig geord-

net sind, z.B. Korngrenzen:
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Theorie der Defekte

e Disklinationen

Figure 5 A dislocation in a two-dimensional bubble raft. The dislocation is
most easily seen by turning the page by 30°in its plane and sighting at a low
angle. (Courtesy of W. M. Lomer, after Bragg and Nye.)
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Dichte des Scheibenmodells als Funktion der Drucks zeigt Phaseniibergang




3.2 Codierungstheorie

e Ein Bit B=4{0,1}
e Menge aller O — 1-Folgen der Lange d

B :={(b1,...,by) | b; € B}

e Teilmenge C C B% von Codewértern

Beispiel: Wiederholungscode
C ={(0,0,0),(1,1,1)} C B’
Decodierung erfolgt duch Mehrheitsentscheid, z.B.

(07 170) — (07070) — 0.

011 » o 111

110
010 e B3

001

P 101

000 100



e Hammingabstand zweier Bitfolgen

b= (b1,...,by) und b = (bY,...,b)) € BY:

16— || := #{i | b; # bj}.
e Kugel vom Radius R, um die Bitfolge b € B%:

Kp(b) :={V € B*| |/ — b|| < R}.

Beispiel (Wiederholungscode):
K1((0,0,0)) = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
Ki1((1,1,1)) ={(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

Definition: Eine Code C C B heiBt perfekt, wenn
alle Bitfolgen b € B? in genau einer Kugel um ein

Codewort aus C' liegen.

Beispiele: e Wiederholungscode
e Hammingcode, C' C B’ aufgespannt durch

{(1101001), (0101010), (1001100), (1110000)}.



Der Hyperkubus B’
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