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Vorwort

Bei diesem Skript handelt es sich um eine zweistiindige Vorlesung ohne Ubungen, die ich im Som-
mersemester 2007 an der Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-Niirnberg gehalten habe, und die
sich im wesentlichen an Studenten der Diplomstudienginge Mathematik und Technomathematik im
Hauptstudium richtete. Das vorliegende Skript orientiert sich stark am Tafelanschrieb.

Thema dieser Vorlesung ist die Feinberg’sche Theorie der reaktiven chemischen Netzwerken. Che-
mische reaktive Systeme werden zunéchst einmal beschrieben durch chemische Reaktionsgleichungen.
Kennt man die Reaktionsraten (diese sind i.a. nichtlineare Funktionen der chemischen Konzentratio-
nen), so kann man das chemische System durch ein (nichtlineares) System von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen beschreiben. Die zentrale Frage der Feinberg’schen Theorie ist die nach Existenz
und Eindeutigkeit von stationéren Loésungen solcher Systeme. Feinberg ordnet den reaktiven Syste-
men mathematische Graphen zu, und interessanterweise kann man weitgehend graphentheoretische
Bedingungen angeben fiir die (Nicht-)Existenz von Gleichgewichtslosungen. Die Herleitung dieser Be-
dingungen verwendet hauptséchlich lineare Algebra.

Das vorliegende Skript zerfillt in zwei Teile: In den Kapiteln 1 und 3-5 wird die ’klassiche’
Feinberg’sche Theorie dargestellt, die auf der Berechnung des sog. 'Defekts’ eines Netzwerks beruht.
In Kap. 6 wird ein vollig anderer Zugang, der auf einem vollig anderen Konstruktionsprinzip der Netz-
werkgraphen beruht, vorgestellt. In Kapitel 2 wird eingeschoben die Untersuchung grundlegenderer
Eigenschaften der Losung der gewohnlichen Differentialgleichungssysteme, die man bei systematischer
Vorgehensweise kldren sollte, bevor man sich auf die Suche nach stationdren Lésungen macht; diese
sind die Nichtnegativitit und die Beschranktheit von Losungen, sowie, damit eng zusammenhéngend,
die globale Existenz (d.h. die Existenz auf beliebig langen Zeitintervallen) der Losung.

Mein Dank gilt Frau A. Bigott und Frau C. Klo8, die den mafigeblichen Anteil an der Entstehung
der ge-TEX-ten Version dieses Skripts hatten. Sicher ist das Skript in der vorliegenden Form noch
nicht perfekt und auch nicht fehlerfrei. Uber *Fehlermeldungen’ an kraeutle@am.uni-erlangen.de
bin ich allen Lesern dankbar.

Serge Kriautle,
FErlangen, 11.03.2010
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1 Chemische Reaktionsnetzwerke

1.1 Definition eines chemischen Reaktiven Netzwerks

Wir betrachten einen Tank/, Reaktor® (gut umgeriihrt) mit einer Mischung von chemischen Substan-
zen, genannt Spezies, (i.a. gelost in einer Fliissigkeit) Ay,..., Ay. Zwischen diesen finden chemische
Reaktionen statt. Zu jeder Spezies A; gehort eine Konzentration ¢;(t) > 0;t = Zeit,i = 1,... N. (Spéter
werden wir als Modellerweiterung auch Einfluss/Ausfluss in/aus dem Tank zulassen.)

Hauptziel der Feinberg’schen Netzwerktheorie: Aussagen iiber Existenz/Eindeutigkeit von
Gleichgewichtszusténden

BSP. 1.1
Ai+Ay =2 Az
A3 - A4 + A5
Ag 2 Ay+ As
2A2 - A2 + A7
Ag g 2142
Ag 2 A+ Ar N =8 Spezies

Das, was auf einer Seite eines chemischen Reaktionspfeiles steht, bezeichnen wir als Komplez, z.B.
Ao+ A7, Ein Komplex hat keine Konzentration. Komplexe werden nur als mathematisches Hilfsmittel
eingefiihrt; sie entsprechen keiner physikalischen Substanz.

Die ,,Rate“, mit der eine Reaktion ablauft, ist i.a. eine Funktion des Konzentrationsvektors

c(t) = (c1(s)...en(t)); dazu spéter mehr (Kap. 1.5).

Darstellung des reaktiven Systems als gerichteter Graph:

Komplexe = Knoten
Reaktionen = Kanten

im Beispiel:

Ai1+Ay 2 Ag—> Ay+ As 2 Ag
2A2 - A2+A7
AN v 7
As

Auch wenn in den Reaktionen ein Komplex mehrfach vorkommt, so wird er im Graphen mit einem
Knoten reprisentiert. Hier: n = 7 Knoten/Komplexe und 9 Kanten/Reaktionen (dabei ”2” als zwei
Kanten gezéhlt).

Zur Notation: N
ok
RJr

{zeRY|z;>0Vi=1...N}
{weRN|[z; 20V i=1...N}

Wir kénnen den Graphen als ,,Gebilde“ im R® (8 = # Spezies) auffassen:

z.B. Ay + AsZe; +es = (1,1,0,0,0,0,0,0)T, wobei ey, ..., ey die Standardbasis-Vektoren des R® = RV
sind.



Knoten des Graphen=Komplexe=Punkte im R, genauer: € RY (noch genauer: € Név )
Kanten des Graphen = Reaktionen= Richtungsvektoren im R”Y = Differenz der beiden Endpunkte,
z.B. die Reaktion ,,2A2 —> A2 + A7W562 +e;—2e9=€e7—-eg€ RS

Definition 1.1 Ein chemisches Reaktionsnetzwerk (RNW) ist ein Tripel (Ms,C,R), wobei

Ms ={1,2... N} ,N €N, die Menge der Spezies ist,

CcRY mit |C| = neN die (endliche) Menge der Komplexe ist,

und wobei R c CxC, die Menge der Reaktionen, eine Relation auf C ist mit den Figenschaften (y,y) ¢
R Y yeC; (i.a. ist die Relation nicht symmetrisch, d.h. der Graph ist gerichtet ).

Erkliarung: Im Bsp. ist Spezieszahl N = 8, Komplexezahl n = 7. Jede Spezies A; wird mit dem i-ten
Einheitsvektor e; € RY identifiziert, also z.B. Ay = (0,1,0,0,0,0,0,0)7; jeder Komplez y € C wird als
ein Punkt im RY aufgefasst, z.B. A;+4, = (1,1,0,0,0,0,0,0)" .

Neben der 2-dimensionalen grafischen Darstellung kénnen wir uns die Knotenmenge des Graphen
also als Punktemenge im R™ (genauer: im RY) vorstellen. Die Relation R c C x C beschreibt die
Kantenmenge = Menge der Relationen. Fiir (y1,y2) € R schreiben wir kurz: y; — yo.

Neben dieser Interpretation einer Reaktion R = (y1,y2) € R als Element von C x C gibt es noch die
Deutung als ys — y1, also als Element von R,

Also: Wir stellen uns den Graphen (Knoten und Kanten) als Objekt im RY vor.

Bemerkung: Reaktionen vom Typus A; - 2A4; oder 0 - A; oder A; — 0, die den Massenerhalt zu
verletzen scheinen, sind nicht per se ausgeschlossen (siehe Kapitel 1.6).

1.2 Zusammenhangskomponenten und Reversibilitéit

Jedem gerichteten Graphen kann man in offensichtlicher Art und Weise einen ungerichteten Graphen
zuordnen (der die gleichen Knoten hat, und bei dem man die Kanten unter Weglassen ihrer Orientie-
rung beibehélt). Betrachte den zu einem RWN zugehorigen ungerichteten Graphen. Wir definieren auf
der Knotenmenge C die Relation y; ~ y9 :<> Es gibt im ungerichteten Graphen einen (ungerichteten)
Pfad, der y; und ys verbindet, (der Léinge > 0).

BSP. 1.2 fiir das RNW

Y17>Y2< Y3
Y4 S Ys
ist z.B. y1 ~y3 und y1 ~ y1, aber y1 £ ys )
,~“ ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Knotenmenge C. Die zug. Aquivalenzklassen
heiflen Zusammenhangskomponenten (ZHKs) (,linkage classes“). Im Bsp. gibt es 2 ZHKs {y1,y2,y3}
und {y4,y5}. Die ZHKSs bilden eine Partition des Graphen.

Fiir die Bestimmung der ZHKSs spielen die Richtungen der Kanten also keine Rolle.

Wir definieren nun noch die Relation
y1 < y3: < Es gibt im Graphen einen gerichteten Pfad von

y1 nach yo und einen gerichteten Pfad von
y2 nach y;.(der Lénge > 0)



»<r“ist ebenfalls Aquivalenzrelation auf der Knotenmenge C.
Die zugehorigen Aquivalenzklassen heifien starke ZHKs (strong linkage classes).

Aus yp < yo folgt immer y; ~ yo, d.h. sind y1,y2 in der gleichen starken ZHK, so auch in der gleichen
ZHK.
= eine starke ZHK ist immer Teilmenge einer ZHK. Jede ZHK ist Vereinigung von starken ZHKs.

BSP. 1.3

Al 2 Ay+A3 - Ay - Aj
N v
2Aq
Ay+As 2 Ay

hat [ =2 ZHKs {Al,AQ + A3,A4,A5,2A6}, {A4 + A5,A7}
und l_: 3 starke ZHKSs {Al,AQ + Ag} s {A4, A5, 2A6} s {A4 + A5,A7}.
Es ist immer [ <.

Definition 1.2 Fine starke ZHK L heifit terminale starke ZHK, wenn es kein (y1,y2) € R gibt mit
y1 € L und ys ¢ L.' Die Bezeichnung fiir Anzahl der terminalen starken ZHK seit. Es ist trivialerweise
immer t <.

Im Bsp.: {A1, A2+ A3} ist nicht terminal; die anderen beiden sind terminal.

Definition 1.3 FEin chemisches RNW heifit reversibel, wenn

Vy,y2€C: (y1,92) € R = (y2,y1) € R,

d.h. ein RNW ist genau dann reversibel, falls alle Pfeile als Doppelpfeile 2 auftreten.
Ein RNW heifst schwach reversibel, wenn fiir alle y1,y3 € C mit der Eigenschaft, dass es einen gerich-
teten Pfad von y1 nach ys gibt, es einen gerichteten Pfad von yo nach yy gibt.

Es gilt: RNW reversibel < RNW schwach reversibel.

[13

Beweis: Richtung ,, = * ist trivial.

<1 Gegenbeispiel

@ —>®
N Y

ist schwach reversibel, aber nicht reversibel.

'also wenn es ’keinen Weg hinaus’ gibt aus der starken ZHK



Hier ein Beispiel fiir ein reversibles Netzwerk:

Schwache Reversibilitéit ist, wie wir spéter sehen werden, wichtig fiir die Existenz von Gleichgewichts-
Zusténden.

Lemma 1.4 Jede ZHK enthdlt mindestens eine terminale starke ZHK, es ist insbesondere also t > [.
Beweis: Sei Z eine ZHK und Z = G L; die Zerlegung in starke ZHKs.
=1

Angenommen alle L; sind nicht-terminal (s. Skizze).

L1 nicht terminal = Es gibt Pfeil aus L heraus. O.E. Pfeil von L; nach L.

Lo nicht terminal = 3 Pfeil aus Ly heraus. Kann nicht auf L; zeigen, da sonst L U Lo starke ZHK
wére. Also, o.E. Pfeil von Lo nach Ls.

L3 nicht-terminal = Pfeil von L3 (nach L4 0.E.) (andernfalls L3 U Ly oder Ly U Ly U Lg, starke ZHK)
und so weiter. Da nur endlich viele L; in Z liegen: Widerspruch zur Annahme. Wir wissen bereits

Lq st. ZHK, nicht term. Lo st. ZHK, nicht term.

ZHK Z

L3 st. ZHK, nicht term.

L —

Ly st. ZHK ___

(siehe Definitionen und Lemma 1.4): [ <[,t <[, 1 <t, dh. [ <t<I.



Bemerkung 1.5 ILA. istt+1] undl+#t:

BSP. 1.4

A7 A3+ Ay = A5

I

24— A6\<: 2A7
Ag
hat [(=1ZHK
[ = 3 starke ZHKs

z = 2 terminale starke ZHKSs
ist nicht schwach reversibel, nicht reversibel

Lemma 1.6 (Charakterisierung der schwachen Reversibilitiit)

a) Ein RNW ist genau dann schwach reversibel, wenn die drei Begriﬂe ZHK, starke ZHK, terminale
starke ZHK zusammenfallen, insbesondere gilt dann also [ =t =1.

b) Es gibt RNWs mit t =1, die nicht schwach reversibel sind.

Beweis.

zu a): Es reicht zu zeigen, dass das RNW genau dann schwach reversibel ist, wenn jede ZHK stark
und terminal ist.

, = “: Sei das RNW schwach reversibel. Betrachte eine ZHK Z.

z.z.: Diese ZHK ist stark und terminal.

Lemma 1.4 = Z enthilt eine terminale starke ZHK L.

z.z. also: Es gibt keine weitere starke ZHK in Z.

Angenommen es gibt eine weitere starke ZHK L’ in Z.

Da L und L’ eine gemeinsame ZHK Z haben, gibt es eine Kante zwischen L und L’. Diese Kante ist
auf L gerichtet, da L terminal. Es gibt also einen Weg von einem Knoten aus L’ zu einem Knoten
aus L. Da L terminal, gibt es keinen Riickweg. Widerspruch zur schwachen Reversibilitét.

, < “: Es gelte, dass jede ZHK gleich einer terminalen starken ZHK ist. Seien y und 3’ Knoten,
so dass es einen Weg von y nach 3’ gibt. (z.z.: es gibt einen Riickweg von 3’ nach y) = y und ¢’
gehoren der gleichen ZHK an; diese ist nach Voraussetzung starke ZHK = es gibt Riickweg = RNW
ist reversibel.

zu b):
Ail=—Ay+ A3— A, — A;
2A¢
Ag+ As =4z “term. st. ZHKs
hat
=2 ZHKs

[ = 3 starke ZHKs
t = 2 terminale starke ZHKs
also hier istt = [, aber RNW ist nicht schwach reversibel, z.B. gibt es Pfad vonAs + A5 nach Ay, aber

nicht zuriick.
O



Als Folgerung des Lemmas haben wir folgende echte Inklusionen:

RNWs mit t =1

schw. rev. RNWs

1.3 Rang und Defekt von reaktiven Netzwerken
Definition 1.7

a) DerRang s eines RNWs ist die Dimension des Vektorraums, der von den Reaktionen aufgespannt
wird:
s:=dimspan{y; - v |(vi,y;) € R} .
Offensichtlich ist immer s < |R|, sowie s < N, da die y; —y; im RN liegen.
b) Die Matriz bestehend aus den Spalten y; —y;, wobei (y;,y;) € R, heifit stochiometrische Matrix

S des RNW. Diese ist nur bis auf die Reihenfolge der Spalten festgelegt. Es ist offensichtlich
s = Rang(S5).

Offensichtlich ist der Rang invariant gegeniiber:
- Umkehren der Richtung einer Kante (= Multiplikation einer Spalte aus S mit (-1))

- Einfiigen/Weglassen von Kanten, sofern sich die ZHKs dabei nicht d&ndern.
(= Einfiigen/Weglassen von linear abhéngigen Spalten in S)

BSP. 1.5 Zum RNW

A+ Ay 2A1 - Ay + Ag
) N
Ag — A4 + A5 A?

gehort die stochiometrische Matrix

_ o o o O
_ o O O O O N

1 -1 -

Erste und zweite sowie fiinfte und sechste Spalte entsprechen ,, 2 “-Reaktionen.

Prinzip des , Ausdiinnens“ des Graphen/der Matrix (ohne Anderung des Rangs):



Al +A2 2A1—> A2+A6

i }
A3 id A4 + A5 A7
-1 0 -2 0
-1 0 1 -1
1 -1 0 0
S = 0O 1 0 o0 Spalten sind nun L.u. =>s=4.
0O 1 0 0
O o0 1 -1
0O o0 0 1

Je ausgediinnter der Graph, desto weniger Spalten S, desto leichter ist s zu berechnen!

,Auffiillen“: ohne Anderung des Rangs ist ebenfalls moglich:

A+ Ay 2A1 5 As+ Ag
N T 1
Ag 2 Ay + As Az

Die zugehérige stéchiometrische Matrix S hat nun 12 Spalten, aber Rang s = 4 nach wie vor.

Der Rang eines RNWs hingt nur insoweit von den Kanten ab, als diese die ZHKSs
definieren. Es reicht die Knoten und die ZHKs zu kennen, um den Rang des RNWs zu bestimmen;
jede dariiber hinausgehende Kenntnis der Kanten ist irrelevant.

Obere Schranke fiir Rang s:
In jeder ZHK L; mit |L;| Knoten braucht man genau |L;| - 1 Kanten (maximal ausgediinnter Graph).

n
Summation iiber alle ZHKs im ausgediinnten Graphen und Verwendung von Y |L;| = |C|:
i=1

|Rausgeduennt| = Zé:l (|L2| - 1) = |C| -l=n-1

= 5 < |Rausgeduennt| =n—-1= | n-1-5s>0.

Definition 1.8 Die Zahl § :=n—1- s € Ny heifst Defekt (,deficiency®) des RNWs.

Wieder gilt: Der Defekt eines RNWs héngt nur insoweit von den Kanten des Graphen ab, als diese
die ZHKSs definieren. Es reicht, die Knoten und die ZHKs zu kennen, um ¢ zu berechnen.

Im Beispiel: n =6 Knoten, [ =2 ZHKs, Rang s = 4.

=0=6-2-4=0

10



Weiteres Beispiel:?

BSP. 1.6

n=>510=2,
-1 0 -1
S = 1 -1 -1 |=s=2,0=n-1-s=5-2-2=1.
0o 1 2

Ein zentrales Anliegen der Feinberg’schen Netzwerk-Theorie:

Uber RNWs mit § = 0 kann man sehr klare Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von
Gleichgewichts-Zustanden machen (,,Defekt—0—Theorem*). Einige Aussagen lassen sich auf andere
RNWs iibertragen (,,Defekt—1-Theorem*®).

Rang und Defekt von ZHKs:

Jede ZHK eines RNWs lasst sich offenbar wieder als RNW auffassen. In diesem Sinne kann man
l

Rang und Defekt fiir jede ZHK definieren. Fiir eine Zerlegung C = U L; eines RNWs in ZHKs ist
i=1

offensichtlich S = (S4]...]S).

l
Fiir die Rénge folgt offensichtlich: s < Y. s;; s>s; Vi=1,...,L.
i=1

l
Ferner gilt trivialerweise fiir die Zahl der Knoten: n; <n Vi=1,...,lund n= Y n,.
i=1

Fiir den Defekt §; :=n; — 1 —s; € Ny der ZHKSs folgt:

l
0; = an —Z—ZSZ-Sn—l—s:(S;
=1 —— ——
=n 28

insbesondere folgt: §; <dVi=1,... 1.

-1 0 -1
Im Beispiel: 57 = 1 -1, So=] -1
0 1 2
S1 = 2 SS9 = 1
n1:3 :>51=0 n2:2 =>52=0
lh=1 lo =

!
Hier ist § =1 > 61 + 62 =0, also gilt i.a. § £ Y d;.
i=1

20b hier Riickpfeile vorhanden sind oder nicht, ist irrelevant fiir die Defektberechnung.
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1.4 Eine geometrische Deutung des Defektes

Bisher: Geometrische Interpretation des Graphen eines RNWs:

Knoten: Punkte im R”Y, Kanten=Richtungsvektoren im RY (N =Spezieszahl)

Selbst in einem maximal ausgediinnten Graphen kénnen Kanten linear abhéingig sein:
Zu Bsp. 1.6:

1 0 -1
RNw A1 Az As e [ g oo,
A1+A2—>2A3 0 1 9

Es ist s die Dimension des von den Kanten aufgespannten Unterraumes {y; — y; | (yi,¥y;) € R} des RV .

Eine weitere geometrische Darstellung ist die Folgende:
Ordne jedem der n Komplexe/Knoten einen Standardbasis-Vektor ey, ..., e, des R" zu.

= RNW wird als Gebilde im R" interpretiert!

Welche Dimension hat nun der von den Kanten aufgespannte Graph?
dim span{e;-e; | (y;-y;) e R} =7

O.E. betrachten wir maximal ausgediinnte Graphen, bei denen die Knoten innerhalb jeder ZHK li-
near“ miteinander verbunden sind:
Z.B. ein RNW mit zwei ZHK:

€1 > €9 > €3 > €4 €5 > € —> €7
-1
1 -1
1 -1
= spanfe; —e; | (yi - y;) € R} = rang 1
-1
1 -1
1
1. ZHK 2. ZHK

Fiir jede ZHK Z; mit |Z;| Knoten erhélt man |Z;|-1 Kanten=Spalten, insgesamt Z (1Zi]-1) = n—1 viele;

alle sind linear unabhéngig. Es ist n—1[ die Dimension des von den Kanten aufgespannten Unterraums
des R". Es folgt die Deutung des Defektes:

§ = (n—1) - s ist Differenz der Dimensionen der beiden von den Kanten im R” bzw. im RY
aufgespannte Raume.

1.5 Kinetiken, Beschreibung des Systems durch gewo6hnliche Differentialgleichun-
gen

Modell des Reaktors: (,isothermal stirred tank reactor)

- homogene Materieverteilung
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- homogene, zeitlich konstante Temperatur

- Zu jeder Spezies A;,i=1,...,N, gehort eine Konzentration ¢; = ¢;(t) > 0,t =Zeit
also ¢ = ¢(t) e RY (,Konzentrationsvektor®).

Konzentrationen werden in Mol pro Liter (also gewissermafien: Teilchen pro Liter) gemessen; nicht in
Gramm pro Liter.?

Definition 1.9 Ein Komplex/Knoten y = (y',... M) € C zu einem vorgegebenen Konzentrations-
vektor c € RY heifst aktiv, falls

Vk=1,...,N:(yf>0=¢,>0).
Anderenfalls heifit y inaktiv.

D.h.: Die Konzentration jeder Spezies, die im Komplex y ,,vorkommt“, muss echt positiv sein. [z.B.
der Knotenkomplex 2A4; + 4 A3 ist genau dann aktiv, wenn ¢; >0 A c3 > 0]

Definition 1.10 (Rate, reaktives System)

a) Sei (yi,y;) € R eine Reaktion (Kante). Eine stetig differenzierbare Abbildung R;.; : RY — R,
heifst Rate (Ratenfunktion), falls

Ri-j(c) =0 < y; inaktiv
(also: Ri~j(c) >0 < y; aktiv) .

b) Ein Netzwerk zusammen mit Raten, die obige Bedingung erfiillen, heif$t reaktives System (RS).

Hintergrund: Eine Reaktion y; — y;, also y;141 + ... + yin AN = yj141 + ... + y;nAn l8uft dann und
nur dann ab, wenn alle ,Edukte“ (alle Ay mit y;; > 0) wirklich vorhanden sind (cis0)-

Um leichter mit Aktivitdt/Inaktivitdt von Komplexen/Knoten und Kanten/Raten umgehen zu
konnen, fithren wir die folgende Bezeichnung ein:

Definition 1.11 (Tréger eines Vektors)
Der Trager supp « eines Vektors x e R" sei die Indexmenge

supp ¢ :={ie{l,...,n} | z; >0} .

0.1
0
Also z.B. fiir den Konzentrationsvektor ¢ =| 107 | ist supp ¢ = {1,3,4}.
1072
0
Fiir den Knoten/Komplex y =5A4; + 2A3 ist supp y = {1,3}.

3Dies ist sinnvoll, da aus chemischen Rektionsgleichungen (stochiometrische Koeffizienten) unmittelbar hervorgeht,
wie viele Teilchen eines Stoffes in wie viele Teilchen eines anderen Stoffes umgesetzt werden; wie viele Gramm das sind,
jedoch nur indirekt.
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Die Definition 1.9 kann nun knapp ausgedriickt werden:

y aktiv < supp y Ssupp ¢

Nach Definition 1.10 folgt insbesondere

R;.;(c) >0 < y; aktiv < supp y; Ssupp ¢

Definition 1.12 Fiir
N
Ri_,j(c) = ki—>j H CZM, ki—»j € R+ (1.1)
k=1

ist offenbar die Def. 1.10 einer Rate erfillt. Erfillen alle Raten eines RS (1.1), so heifit das RS
Massenwirkungssystem (MWS). Die Ratenfunktion (1.1) heifst Massenwirkungsgesetz (MWG, ,law
of mass action®).

Beispiel: A;+443 » 2A3 hat, falls (1.1) gilt, die Rate R;_;(c) = kcics, ke R,.
— ——
Yi Y
Hintergrund /Motivation: Ein einfaches Modell von chemischen Reaktionen: Um reagieren zu konnen,
miissen sich 1 Aj-Molekiil und 4 As-Molekiile begegnen. Die Reaktionsgeschwindigkeit wird als pro-
portional zur Begegnungswahrscheinlichkeit angenommen, und die Begegnungswahrscheinlichkeit wird

als proportional zum Produkt der Konzentrationen der beteiligten Stoffe angenommen.

Definition 1.13 Fine Reaktion/Kante y; - y; heifit aktiv, falls die zugehorige Rate R;_,; = R;j(c) > 0
ist, anderenfalls inaktiv. Nach Definition 1.10 ist also eine Reaktion/Kante genau dann aktiv, wenn

thr ,, Vaterknoten® y; aktiv ist:
R
Yi — Y

Ri.; aktiv <= y; aktiv

<= Ssupp ¥y; Ssupp c

Aufstellen des ODE*-Systems:

Eine Reaktionsrate enspricht/bedeutet: Anzahl der Mol, die von einer Seite der chemischen Reakti-
onsgleichung zur anderen Seite der Reaktionsgleichung {iberwechseln pro Zeiteinheit.

Anhand einfacher Beispiele:

R,
Das Netzwerk A; — A,
d

)
iy
|

4 “Ri.,
hat das ODE-System Cg 1-2(€)
%CQ = +R192(C)

Das Netzwerk A; + 345 g 2A3 im Fall des MWG:

allgemein: im Fall des MWG:
C’l = —Rl_,g(c) C'l = —kl_,gclcg
6,2 = —3R192(C) Cé = —3]{3192616%
¢ = +Risa(c) ¢y = +2kjocics  wobei ko € R, .

‘ordinary differential equation, gewdhnliche Differentialgleichung
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Die hier auftretenden Koeffizienten (~1,-3,1)7 sind die selben wie in der chemischen Rekationsglei-
chung.

Das Netzwerk yilAl +...+ yiNAN - ylel +...+ yjNAN
hat C;g = Riﬁj(c)(yﬂC -yx) VEk=1,...,N,
kurz
' = Rinj(c) (yj - vi) -
—_—— —— ——
Ry eRN

ODE-System fiir allgemeines Netzwerk mit mehreren Reaktionen:

= (Z_%:eRRi%j(c)(yj - Yi) (1.2)

Definition 1.14 c € R, heifit stationiirer Zustand (,steady-state”, Gleichgewichts-Zustand, GG )
falls

>, Rinj(e)(y;-wyi)=0.
(4,5)eR

Falls insbesondere ¢ € RY, so sprechen wir von einem positiven stationdren Zustand.

+ 9
Wichtige Fragen (werden spiter behandelt):

e Existenz und Eindeutigkeit von (globalen) Losungen des ODE-Systems
(’global” bedeutet: Vt € [tg,0) )

e Nichtnegativitit der Losung?
e Beschranktheit der Losung?
Spéter, im Zentrum der Feinberg’schen Netzwerk-Theorie:

e Existenz/Eindeutigkeit von GG-Zustédnden

1.6 Der Kinetische Unterraum

Seien t; < ty zwei Zeitpunkte. Aufintegrieren des DGL-Systems und herausziehen des konstanten

Faktors liefert .
2

ctz)-e(t) = ¥ [ Rijle®)dt  (y;-9:) eBild(S) (1.3)
(B.4)eR —
Spalte der
eRy stoch. Matrix S
= Kante im
Graphen

Definition 1.15 Der Unterraum von RY | der von den Spalten von S aufgespannt wird, heifit stochio-
metrischer Raum S.
Der affine Raum c+ S mit ¢ € RN heift stochiometrische Klasse von c.

Darstellung (1.3) zeigt:
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Fine Losung des DGL-System verbleibt immer in der stochiometrische Klasse
des Anfangswertes:
c(t)yec(0)+S V20

BSP. 1.7 Das RNW

Ri.2
A1 + A2 —> A3

Ay B o4

-1 2
hat N=3,5=| -1 0 |, 2 Spalten = 2 Reaktionen
1 -1
-1 2
Der stochiometrische Raum S = span -1 1, 0 ist 2-dimensionaler Unterraum des R3.
1 -1
Um eine bessere geometrische Vorstellung zu bekommen, berechnen wir einen Normalenvektor
1
st =51 xs2 =| 1 |. Dieser hat nur positive Eintriige. (Ist das Zufall? Nein! Dazu spéiter mehr in
2
Kap. 2.3.1.)
0
Z.B. mit dem Anfangswert ¢(0) := | 1 |[ist die stéchiometrische Klasse, die die Losung nicht verlassen
0
kann,
0 1 2
c(tye| 1 [+spani| 1 0 |} =UVt
0 2 -1
bzw
1
c(ty—-c(0)L| 1 |Vt
2

Um die stochiometrische Klasse skizzieren zu kdnnen, stellen wir fest, dass offensichtlich z.B. die drei
Punkte

-1 1 1 0

c(0) +s1 = 0 c(0)+s1+s2=| 0 c(0) +s9 + g52= 0
1 0 1

2

die stochiometrische Klasse U (hier: eine Ebene) aufspannen. Da der Normalenvektor hier nur positive
Eintriige hat, ist der Schnitt mit dem positiven Kegel (¢(0) + U) nR% beschrinkt! Da die Losung in
U liegt, muss also auch die Losung dieses Systems beschrinkt sein!® Dazu mehr in Kapitel 2.3.1.

5Dabei setzen wir stillschweigend voraus, dass die Lésung immer nichtnegativ ist, was wir noch zu beweisen haben.
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o)+ €. stock Klasse vew ((0)
(Elo{t,,e)
bew, pos. stock, Siwplex
(C(O)Jr $)n jR':
rd ('Z

c(o)

4
<
Zu Ubungszwecken stellen wir hier noch das zugehorige ODE-System auf:
1 0 2
Die Komplexe sind y; =] 1 |,y2=| 0 |,ys=| O
0 1 0

c' = Ri2(c)(y2 —y1) + Rans(c) - (Y3 — y2)

ch -1 2
6’2 = Rl_,g(c) -1 + RQ_,g(C) 0
ch 1 -1

mit Ry2(c) >0« ¢1 >0 A ¢3>0und Ry,3(c) >0« c3>0
im MWG-Fall: Rl_,g(c) = kl_,gclcg, RQ_,;J,(C) = /{?2_,303

¢ = —kisac1c0 + 2ka3c3
cy = —kisacico

!
¢y = +kio2c1c — kas3c3

1.7 Offene Systeme

Inm diesem Abschnitt geht es um eine Modellerweiterung:

Wir wollen Zufluss (,feed“) in und Abfluss (,outflow”) von Material (d.h. des Losungsmittels) aus

dem Reaktor zulassen, mit

Zuflussrate=Abflussrate=: K [Vol/Zeiteinheit] .

Nach wie vor wird rdumliche Homogenitéit angenommen.

Im Zufluss seien die Spezies A7 ... Ay mit den Konzentrationen c{ e ,c{v > 0 vorhanden, im Abfluss

sind sie mit ¢ (), ...,cn(t) vorhanden.
Die Dgl. fiir ¢; enthélt also zusétzliche Quellterme K - cf bzw. -Kc¢;(t).

Beobachtung: Fiigt man in das RNW eine Kante 0 - A; bzw. A; — 0 ein und fiigt die Rate gemaf
MWG Ry A; = K bzw. R A;—0 = K -c;j ein, so konnen wir den Formalismus fiir geschlossene Reaktoren

auch auf offene anwenden!
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Bemerkung: Es ist klar, dass nicht immer alle Stoffe einflieen miissen, d.h. ol =0 ist moglich.
Aber auch nicht immer miissen alle Spezies ausflieffen; Beispiele: Katalysatoren auf der Oberflache
eines Gitters (ortsfest montiert), oder eine biologische Zelle, als chemischer Reaktor betrachtet, mit
Makromolekiilen, die die Zellwand nicht durchdringen kénnen, d.h. die ortsfest sind.

Wir nennen Reaktionen 0 - A;, A; — 0 Pseudoreaktionen, alle anderen echte Reaktionen Recht-

Bemerkung: Bei Hinzunahme von Pseudoreaktionen vergréflert sich der Defekt oft; dazu ein Bei-
spiel:

BSP. 1.8 | Zunichst ohne Ein-/Ausfluss:

A1 +A2 - A3
A2+A4 - A5
N =5 Spezies, n = 4 Komplexe
1 =2 7HKs
-1 0
-1 -1
S = 1 01, s =rang(S) =2
0 -1

=d=n-1l-s=4-2-2=0
Nun A, As, A3 als ein-/ausflieBende Spezies:

>0
AQ/H
A1+A2—>A3
A2+A4—>A5
N=5n="7
=2
-1 01 00 -1 0 O
-1 -1 010 0 -1 O
S = 1 0001 0 0 -1
0O -1 000 O 0 O
0O 1000 O 0 O
rang(S) =s=4

=0=7-2-4=1

Sind auch noch A4 und As ausflieBend, d.h. zusitzlicher Knoten Ay; A4 und As werden mit dem
Null-Knoten verbunden werden, so bekommt man N =5n=81=1,
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-1
0
0
0
0

010000
-1 01 000

-1
-1
1
0
0

=0=8-1-5

0 00100
-1 00010

10 0001

2
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2 Grundlegende Eigenschaften der Losung

Wir wissen bereits: Die Losung (falls sie existiert) kann die stochiometrische Klasse ¢ +S (Kap. 1.6)
des Anfangswertes ¢y nicht verlassen.

Folgende grundlegende Fragen stellen sich:

Existenz und Eindeutigkeit der Losung?

Nichtnegativitét?

Beschranktheit der Losung
(Dazu reicht nach Kap. 1.6 Beschriinktheit des positiven stochiometrischen Simplex (cg+S)nRY
Zu zeigen.

Existenz der Losung fiir beliebig lange Zeitintervalle ("globale Existenz’) ?

Nach Klédrung dieser Fragen kénnen wir uns dem Kern der Feinberg’schen Theorie zuwenden, ndmlich
der Frage nach Kriterien fiir Existenz und Eindeutigkeit von stationdren Losungen.

Bei der Beantwortung der o.g. Fragen stort es, dass die Raten nur fiir nichtnegative Konzentrationen
definiert sind.

Wir setzen daher die Raten ins Negative stetig fort:

Wir setzen
C+
1
. A .
¢; ==max{c;,0}, ¢ :=

N
Fiir ¢ e RV\RY setzen wir R, (c) = Ry_y(c™) V (y,7') € R.
Die fortgesetzten Raten erfiillen auf jeder kompakten Teilmenge des RY eine Lipschitz-Bedingung

(Verkettung von Lipschitz-stetigigen Abbildungen ¢ - ¢*, ¢* - R(c")). Wir betrachten im Folgenden
das ,,modifizierte Problem*

d(t)= % Ry (")) -y), c(0) eRY (2.1)
(y,y')eR

mit den oben definierten fortgesetzten Raten. Wenn wir zeigen, dass (2.1) eine nichtnegative Losung
hat, dann ist diese offensichtlich ebenfalls Losung des nicht-modifizierten Problems (1.2).

Bemerkung: La. ist nicht R(c*) = 0 fiir ¢ € RYN\RY | Beispiel: ¢ = (0.1,0.2,-0.3), R(¢) = ¢;ca,
dann ist R(c") = c1c2 > 0.

2.1 Existenz lokaler Losungen

Satz 2.1 Satz von Picard-Lindelof
Sei f : D — R* stetig auf D := {(t,y) eRxRF |t —to| < a,|y - yol Sb} mit M := (mf;x f(t,y) und
t,y)e0

geniige dort einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y mit Lipschitz- Konstante L > 0. Dann existiert auf
dem Intervall [to — 6,to + 0], wobei & eine beliebige Zahl mit 0 < § < min {a, %, %} ist, eine eindeutig
bestimmte Losung y € Ct(tg - 8,tg + ) des Anfangswertproblems y'(t) = £(t,y(t)), y(to) = yo.

20



Beweis: z.B. Heuser, Band 2

Dieser Satz liefert offensichtlich:

Zum beliebigen Startwert ¢(0) = cg € RV, o € R gibt es ein Zeitintervall [0,6], auf den das modifizierte
Problem eine eindeutig bestimmte Losung ¢ € C! hat ("lokale Losung’).

Beachte: MW-Systeme erfiillen auf obigem D zwar eine Lipschitz-Bedingung, jedoch keine globale
Lipschitz-Bedingung auf [a, 3] x RV,

2.2 Nichtnegativitidt der Losung

Lemma 2.2 Sei [tg,t1] ein Intervall, auf dem eine eindeutig bestimmte Losung c(t) € C([to,t1]) mit
nichtnegativem Anfangswert c(to) € RY. Dann ist die Losung nichtnegativ:

c(t) e RN V te[ty,t1] .
Beweis: Angenommen es gibt ein ty € (tg, 1] mit c(t3) e RV N RY.
=3Jie{l,...,N}:¢i(t2) <0
Betrachte die (abgeschlossene) Menge M := {t € [to,t1] | ¢;(t) > 0}.
Es ist tg € M + @, M ist abgeschlossen und to ¢ M.

C,
pA

\ :
. NV X

VAR A

€4
Sei t3 :=sup M, also ¢;(t) <0 V ¢ >t3, und, da ¢; stetig, ¢i(ts) = 0, insbesondere t3 < ta, da ¢;(t2) < 0.

Nach dem MWS existiert £ € (t3,t2) mit

ci(ta) —ci(ts) = ci() - (ta—t3) = ¢i(€) <0,¢:(€) <0 .

—_——— —\ — N—
<0 =0 >0
| —

<0

Fiir jedes (y,5 € R):
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Aber: -0
ci(€) = Y. Ry.y(e(€)-(Fi—vi)

——  (y,9¢R)
<0

>07?

Wir wollen einen Widerspruch herleiten, indem wir zeigen, dass die rechte Seite > 0 ist:
Fiir jeden Summanden (y,y) € R gilt:
Falls i ¢ supp(y), so ist y; = 0 nach Definition von ’supp’, und da ferner g; > 0, ist der gesamte
Summand nichtnegativ.
Falls i € supp(y), so ist nach Definition der Raten Ry.;(c(£)) = Ry-3(c™(£)) = 0 und somit der
gesamte Summand gleich null.

O

2.3 Beschrinktheit der Losungen

Problematik: Schon einfache nichtlineare Differentialgleichungen haben oft Lésungen, die in endlicher
Zeit ,explodieren*:

BSP. 2.1

y' =y y(0) =1 mit >0 :
hat Losung y(t) = [1 - a(t)]’é.
Fiir >0 und ¢t > 1 geht y(t) — 0. ('Blow Up’, d.h. unbeschréinkte Werte in endlichen Zeiten)

Anders fiir y' = -y, y(0) = 1,a > 0:
1
Losung: y(t) = [1+a(t)] .
Existiert V t > to, und es ist y(t) — 0 fiir t - oo.

Solche Blow Ups konnen also bei nichtlinearen ODEs (Exponent> 1 reicht schon) auftreten, jedoch
auch Vorzeichen von Termen kénnen bedeutsam sein.

7

@ | e

f‘f\\
i~
<
~N
A~

S (>

Unser kinetisches System enthélt i.a. Exponenten > 1.

Konnen wir ,,Explosionen® ausschlielen?

Unter welchen Voraussetzungen?

Dazu das folgende Kapitel 2.3.1; auch Kap. 2.6 wird, unter anderen Annahmen als in Kap. 2.3.1, auch
noch einmal die Beschrinktheit von Losungen gezeigt.
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2.3.1 Ausnutzung des Aufbaus der Spezies aus Atomen

In ,real existierenden“ stochiometrischen System sind die Spezies (Molekiile, Ionen,...) meist aus
Atomen aufgebaut. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass sich die Gesamtzahl der Atome durch eine
(echte!) Reaktion nicht &ndert. Dies duBlert sich in den chemischen Gleichungen dadurch, dass auf
beiden Seiten des Reaktionspfeiles gleich viele Atome stehen.

z.B. Fe3* + 4H,0 — Fe(OH); + 4H*: links 13 Atome, rechts 13 Atome (fiir die Anzahl der Molekiile
gilt eine solche Gleichheit i.a. nicht).

Wie spiegelt sich diese Erhaltungseigenschaft in unseren Differentialgleichungssystemen wider?

Wir definieren einen Vektor s' € R derart, dass die i-te Komponente s; die Anzahl der Atome
angibt, aus der ein Molekiil der i-ten Spezies besteht.

Insbesondere also s* e RY.

In unserer Schreibweise fiir Reaktionen y — ¥y’ bezeichnen die Komplexe (Vektoren) y,y’ € RV die
stochiometrischen Koeffizienten auf den beiden Seiten der chemischen Reaktion.

N N
Die Anzahl der Atome links und rechts ist also Y s;y; L Y sy
i=1 i=1

Also:
s*-(y-vy')=0 (,Erhaltung der Anzahl der Atome*)

Im Bsp.:
1-1+3-4=9-1+1-4.

Es ist also plausibel, Systeme zu betrachten, die die Bedingung

Ist eRY: V(y,y') €Recnt: s*-(y-y')=0 (2.2)

erfiillen. Beachte: Pseudoreaktionen y — 0 oder 0 — y erfiillen die Atomerhaltungsbedingung nicht.

In folgendem Lemma betrachten wir daher echte und Pseudoreaktionen separat:

Lemma 2.3 Sei (Mgs,C,R) ein RNW (ggf. offen), welches die Atomerhaltungsbedingung (2.2) erfillt.
Sei A eine Diagonalmatriz mit nichinegativen Eintrdgen, f : [to,00) — RY stetig, und [0,T) ein
Ezistenzintervall der Lésung. Dann gibt es eine Funktion F : [tg,00) — R, so dass die Ldosung des
Systems

Zufluss Abfluss

—_——

> Ryy(e®)@ -y)+ f(t) - Ae(t) Vte[0,T)
(¥,y')eRecnt

c(0) = coeRY.

c'(t)

die Eigenschaft c;i(t) < F(t) Y t € [to,t1),i = 1,...,N hat. Dabei hingt F nur von den Parametern
f,S und dem Anfangswert ¢y ab, aber nicht von T' oder der Lisung c(t).

Beweis: Multiplikation der Differentialgleichung mit s* und Ausnutzen der Nichtnegativitit von s*,
c liefert

D st oe(t)) = st F(1) = 55 Ae(t) < s*- F(1)

dt _, N
=n(t) *
= # Atome
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(Bemerkung: Falls kein Zu-/Abfluss vorhanden ist, also f = 0 und A = 0, so ist %(sl -c(t)) = 0.
Bedeutung: Anzahl Atome ist konstant, ,,Massenerhalt®)

Mit
n(t) := s -c(t) (2.3)
erfiillt n
n'(t) <st- f(1), tn(to) =s'-co
:>77(t)Ssl-co+tfsl-f(T)dT =: &

fi[to,00)—R stetig

Da alle s; >0 V ¢ kénnen wir (2.3) auflosen:

1 1 1 - 1] - .
ci(t):—l(n(t)—Zsj c;(t) )S—l-n(t)g—l-f(t)élmax — - f)=F(@)vi=1,...,N .
Si G~ N Si Si 7j=1,....N Sj
>0 2 0
nach L.2.2

Bemerkung: Fiir geschlossene Systeme ist f =0 = F(t) = const = F(t) = const.

F(¢)

i i
ta t tv
ohwme 2‘4¥;USS vvﬁf”}‘ Eu‘):fusj

2.4 Globale Existenz

Aus der Beschrénktheit der lokalen Losung (Lemma 2.3 und Lemma 2.2) kann man die Existenz der
Losung auf [tg, 00) beweisen. Dazu folgendes Lemma:

Lemma 2.4 (Existenz maximaler Lésungen)

Sei f stetig auf einer offenen Menge E € R xRN und sei y € C*[to,t1); eine Lisung (t,y(t)) c E der
Differentialgleichung y' = f(t,y) auf einem Intervall [to,t1). Dann kann man diese Lisung fortsetzen
zu einer Funktion y € CY([ty,T)), t1 < T < o0, so dass die fortgesetzte Funktion ebenfalls Losung der
Differentialgleichung ist, und wobei [to,T) ein rechts-maximales Existenzintervall ist. Der Graph der
Lésung ,geht bis zum Rand“ von E.

Ein Intervall [ty,T), auf dem eine Lisung existiert, heift rechts-maximal, falls es kein Intervall [to,T)
mit T > T gibt, auf dem eine Losung existiert. Das ,geht bis zum Rand von R x RN “ und bedeutet:
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Fiir jede kompakte Teilmenge Ey cc E ist, fir t hinreichend nahe bei T, (t,y(t)) ¢ Eo; d.h. fir jede
kompakte Teilmenge von E gibt es ein Stiick der Ldsung, die auferhalb liegt.

Beweis: z.B. Hartman, Ordinary Differential Equations, 1964, S. 12 f.

Korollar: Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.3 erfiillt. Dann existiert die Lésung des modifi-
zierten Problems (2.1) auf [tg,00) (,,globale Losung“) und ist dort eindeutig bestimmt.

Sie ist, falls der Anfangswert ¢y nichtnegativ ist, nach Lemma 2.2 fiir alle ¢ € [(, 00) nichtnegativ, also
Losung des nicht-modifizierten Problems (1.2).

Beweis: Die lokale Losung lisst sich nach Lemma 2.4 (mit E = R x RY) zu einer Losung auf einem
maximalen Existenzintervall [tg,T"), T < oo, fortsetzen. Diese Losung geht ,,bis zum Rand* von E. Da
die Losung nach Lemma 2.3 durch ein F': [tp, c0) - R nach oben und nach Lemma 2.2 durch null nach
unten beschrinkt ist, folgt 7" = co, denn: Wihlen wir nacheinander Fy := {(T,y) | to-1<t < K,-1<
y<F(t)+1}cc E;K =1,2,3,..., s0 bleibt nur T > K fiir K =1,2,3..., also K = oo.

Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus der L-Stetigkeit der Raten auf jeder kompakten Teilmenge. O

2

Ktq ki

Lbf) wmuss im Beps d 0 ¢ C.th £ Fra) "‘5’4\ Teol o L;)\J’NMJJ Ko vr
Naug s 6\*—«()*1 L F = EUCPC) f.—aé,e», \71‘1/\‘ é]}\/ ~> Em"y/{,\,“;‘,\i&,vﬂ Il :[{V}W)

2.5 Echte Positivitidt von Losungen

Wir wissen bereits, dass fiir nicht-negative Anfangswerte die Losung von Problem (2.1) bzw. (1.2)
nicht-negativ ist. Nun:

Lemma 2.5 Falls der Anfangswert strikt positiv ist, so ist die Lisung von Problem (2.1) bzw. (1.2)
mit MW-Kinetik auf ihrem gesamten Existenzintervall strikt positiv.

Beweis: Sei [0,T") ein Existenzintervall der Losung:
Bsist ()= 5 Ryy()y'-9)2- % Ryoy(e)y.

Yy'eR (yy')eR
Angenommen, es gibt ein ig € {1,..., N} und ein t € (0,7] so dass ¢;,(t) = 0. Es sei dann T := min{t €
[0,T][3i: ¢;(t) = 0}. Wegen der Wahl des Anfangswertes und der Stetigkeit der ¢; ist dann T >0, und
nach Konstruktion von T sind alle ¢; strikt positiv auf [0,T"), sowie ¢;,(T') = 0.
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Aus der Ungleichung fiir ¢/(¢) extrahieren wir die Ungleichung fiir cgoz

ci(t)2= ) Ryy(c)yi=- > Ryy (c)yi,
(y:y")eR (y,y)eR
1 €supp y

denn i ¢ supp y < y; = 0.

Wie héngt die rechte Seite von ¢;, ab, bei vorgegebenen ¢;, ¢ =1,..., N, i #ip?

Die rechte Seite ist, da wir MW-Kinetik angenommen haben, ein polynomieller Ausdruck in ¢;, (t) mit
Koeffizienten f,,(t), wir kénnen also schreiben

ciy () 2 - %/[: fm(t)ci,(0)™  mit f,,(t) >0, da alle ¢;(t) >0 .
m=1

Dabei ist M der grofite auftretende stochiometrische Koeffizient. Beachte, dass m bei eins anfangt zu
laufen, denn nach MW-Kinetik hat die rechte Seite keine absolutes Glied (da ig € supp y).

Wir wissen: Die stetige Funktion ¢;, ist beschréankt auf dem kompakten Intervall [0,T]; sei R eine
Schranke fiir ¢;, auf [0,7].

= 0< Cig (1) <1 = 0< (CiO(t)) < Cio (1) = iy ()™ < R™ iy (1)

- R R - R
M
= ¢, (t)>- ( Z_jl lefm(t)) cio (t)

~ M
Auf dem kompakten Intervall [0,7] haben ferner die f,,,, und somit die Funktion ¢ = Y R™!f,.(1),
m=1
ein Maximum C > 0, also, per Division durch das strikt positive ¢;, (),

Zig_gz—CSO v te[0,T).

Integration liefert
In(c,(t)) —In(c;, (0)) 2 -Ct  Vte[0,T),
somit _
Cio (1) > ¢, (0) ™€ vt e[0,T),

was ein Widerspruch zur Annahme ¢;, (7)) = 0 und der Stetigkeit von ¢;, ist. O

2.6 Reversible Netzwerke: Beschrianktheit und globale Existenz von Ldsungen
mittels Lyapunov-Technik

In Kapitel 2.4 wurde die Existenz von s* € RY mit s*-(y-1vy') =0V (y,y') € R vorausgesetzt. Fiir
alle ,echten“ Reaktionen. Es ist wiinschenswert, die Existenz einer globalen Losung auch ohne diese
Voraussetzung (ggf. unter anderen Voraussetzungen) zu zeigen.

Griinde:
In der Praxis werden oft Stoffe, die ,,in hinreichendem Mafle“ vorhanden sind, d.h. dessen Konzen-

trationen von den Reaktionen kaum beeinflusst werden, z.B. fiir Reaktion HoO <> H* + OH™ nimmt
—— | ——
Yy Y
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man ¢(Hy0) := const. und setzt die Raten R, (c) = ky_y - ¢(HoO) =: k,_,; dies entspricht dann
der chemischen Reaktionsgleichung 0 <> OH™ stattdessen. Hier gilt die Erhaltung der Atomzahl nicht
mehr. Da die NW oft sehr grof§ (N »~ 100 7), spricht man oft auch von Spezies, die man fiir unwichtig
hilt; z.B. A - B statt A > B+ C, wenn C 'unwichtig’ ist (nicht weiter reagiert oder zumindest nicht
weiter mit den ’interessanten’ Spezies reagiert. Zumindest fiir reversible NW kann man die globale
Existenz der Losung auch ohne die Voraussetzung der Atomerhaltung zeigen.

Idee: Finde ein Funktional ¢ : RY — R mit:

(1) Die Abb. t - ¢(c(t)) ist beschrinkt oder sogar monoton fallend, wobei ¢(¢) Losung ist.

(2) ¢ muss so beschaffen sein, dass aus der Beschrinktheit von ¢ anschliefend die Beschrénktheit
von ¢(t) folgt.

¢ heiBt Lyapunov-Funktional. Fiir die Beschrinktheit von poy fiir das ODE-System y'(t) = f(¢,y(t))
reicht es z.B. wenn gilt:

vy(t)- f(t,y) <0
fiir alle (t,y) aus einer Umgebung der Losung y(¢). Denn dann ist

d /
5 PW() =vely(®) ¥ (1) = vely(t) - F(t.y(1) <0,
d.h. ¢ oy ist monoton fallend, und somit ¢(y(0)) eine obere Schranke von ¢(y(t)):

e(y(t)) <p(y(0)) Vt<O.

Um daraus dann noch die Beschrinktheit von y(t) zu folgern, reicht es, dass die Niveaumenge My oy =
{y|e(y) = ¢(y(0)} beschrinkt ist.

Bemerkung;:

a) Die Lyapunov-Technik ist vielseitig verwendbar (z.B. beim Lorenz-Attraktor). I.a. ist es schwie-
rig, geeignete ¢ zu finden (machmal sind physikalische Groflen wie Energie oder Entropie als ¢
geeignet).

b) Der Beweis von Lemma 2.3 kann als Lyapunov-Technik mit ¢(c) := s* - ¢ interpretiert werden.
Wichtige Beweistechnik!

Betrachte Massenwirkungssytem.
Sei unser Netzwerk reversibel, d.h. alle Reaktionen (y,y’) €«» treten paarweise y — y’, y' — y, auf.
Fiir jedes dieser Paare gilt:

N N
Ky*y’(c) H Czih (y, -y)+ Ky H C?Z(y - y,)
=1 i=1

= (Ky%y’ H ' = Kyoy H C?i)(y’ -y)
(2 7

=R

Ry .y (c)(y' —y) + Ryy(c)(y-y)

yey'(c)

Wir setzen nun noch voraus, dass alle (y,y’) e« linear unabhiingig (in RY) sind.
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Ky,

Definiere R'yeyr =R € R;; IA(yey/ heifit Gleichgewichts-(GG-)-Konstante des Reaktionspaares
yoy.

Es ist K € RY, wobei J := 1R

Sei nun S die ‘zusammengezogene’ N x J-stéchiometrische Matrix (jedes Paar aus Vorwirts- und
Riickwirts-Reaktion entspricht einer Spalte; d.h. dort wo S eine Spalte s und eine Spalte —s hat, hat
S nur eine Spalte s). Das ODE-System kann dann geschrieben werden als

c'(t) = Z Ryﬁy’(c)(y’ -y)= SR(C)7
(y,y")eer

wobei der Vektor R(c) € R’ die Eintrige Ry, (c) = Ry_y(c) - Ryoy(c) hat ("Vorwérts- minus
Riickwirtsrate’).
Sei pu? € RY eine Losung des linearen Gleichungssystems

Sty = -In K

wobei die Anwednung des Logarithmus komponentenweise gemeint ist. (Die Losung des LGS ist i.a.
nicht eindeutig bestimmt.) Existenz von u°: Nach Voraussetzung besteht S aus J linear unabhéingigen
Spalten

= rang(S*) = rang(S) = J.

= Bild (S*) =R’ = - In K ¢ Bild(5"?).

N
Setze p(c) = ¥ (1§ —1+1Inc)e; + el=h
=1
= 22(c)= Lo+ (ug-1+Ine;) 1= pd +Inc;

= vp(c)=p’+Inc

Ve(e(t)) - (t) = (u” +Ine(t)) - SR(c(t))
= (S't(,uo +1Ine(t))) ‘R(c(t) = (—an +5tn c(t)) -R(c(t))

d
= —op(c(t
ale(t))
Wir wollen zeigen, dass dieses Skalarprodukt immer nicht-positiv ist. Wir schauen dazu in die
einzelnen Komponenten des Skalarproduktes:

—lnkyﬁyr + (y-v) e
—_——

Zeile von St
1 2 / ol Yi-y; Yi
= [3 i i
= = ,<eXP(1nC'(’y—i‘/)):nlci ’ | -Tl¢)", —Kyoy
Y-y =
Ny 2 LA T v
< Kyoy Il et <Ky >y [T e |~ Eyy I ¢
i= i= =

2 N N
< 0 < Kyoy ]'Ilcil — Ky _chiz = Ryey(c)
7= 1=

Also gilt
%gp(c) - (- K + §'Ine(t)) - R(e(t) <0
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Also haben wir eine Schranke fiir ¢ o ¢:

p(c(t)) < p(e(0)) V<0

Wir zeigen nun noch, dass daraus die Beschrinktheit der ¢;(t) folgt:

Betrachte o;(7) = (10 — 1 +Inz)z + ol1

N
(Es ist ¢(c) = ¥ pi(c;) unsere Lyapunov-Funktion.) Wir suchen das Minimum:
i=1

ol(z) = pd +Inz l0e = eH gpi(e*“g) = —eH 4 el = e*“?(e -1)
Dies ist das Minimum mg&n @i(z), denn ;(x) — oo fiir - oo und ¢;(x) - e # fiir x - 0.
zeRg

Also gi(z) 2 e - (e=1)>0Y x>0

}. A
g T
'

e’"/"' e/l /4,1‘v"

gf/l/\’?wm%“sc)d DM‘H—{“\M\? Vo Y‘
BB Wenvee 4> k0 Y ElR,

Wir suchen nun noch das Minimum der Funktion ¢;(x) -z :
%(gpi(az) —-x) :,u?—1+lnx;0©x=el_“?
Es ist ¢;(e!™#i) — e!=# = 0 das Minimum der Funktion, also

pi(z)-2z20VY 2>0:

r<pi(z)Va=0

Nun kénnen wir aus der Beschranktheit von ¢ die Beschrénktheit von ¢ folgern:

N
() < pila(D) < 3 9i(e(0) = ole(®)) < p(e(0)) ¥ 120,
j=1
= ¢(t) ist beschrinkt. o
Wir haben also gezeigt (ohne Verwendung des ’Atomerhalts’ 3s* € RY nS*):

Lemma 2.6 Wir betrachten ein reversibles RNW mit MW-Kinetik. Die Spalten der stéchiometrischen
Matriz S € RN seien linear unabhingig. Dann existiert die Lésung von (1.2) mit Anfangswert
c(0) e RY quf ganz [0,00) und ist beschrinkt (und zwar komponentenweise durch ¢(c(0))).
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Cq
‘ Niveaulimien v f(c)u
(CF R s veschrimict Falls s+ ooy Lage ven (e t8) " eip
Ry | : o¢ ven (G SN R £ Kein stelp!
E;h,}rm-x hat Ry Fiack (uhbeg(/&fﬁ‘niﬂ)‘

kT}a*l dene Vet L95| c ) LGSJYAU{}
Nk bewme 2.6, €ally Rvw reversibe

2.7 Gleichgewichtszustinde bei reversiblen Systemen

Im Zentrum der Feinberg’schen Netzwerk-Theorie steht die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von
Gleichgewichtszustéinden. In diesem Kapitel werden wir, noch ohne Verwendung von graphentheoreti-
schen (”Feinberg’schen”) Argumenten zeigen, dass fiir reversible Systeme mit Massenwirkungs-Kinetik
die Existenz und Eindeutigkeit von Gleichgewichtszusténden gesichert ist; wesentliche Methode ist hier
die Verwendung der Theorie konvexer Optimierungsprobleme. Wesentliches Anliegen der Feinberg-
Theorie in den nachfolgenden Kapiteln wird dann sein, Aussagen zu den GG-Punkten von reversiblen
auf schwach reversible Systeme zu iibertragen.

Lemma 2.7 Betrachte ein reversibles RNW mit MW-Kinetik und linear unabhdngigen Spalten der
zusammengezogen’ stochiometrischen Matriz S e RN (s. Kap. 2.6), J = 1|R|.

Dann gibt es in jeder stochiometrischen Klasse &® + S mit € RY genauen einen echt positiven
GG-Punkt ¢* e RY n () + &

Lﬁge a“ﬁ
Y G6 - Fuakht
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Beweis:
Idee: Wiederverwertung des Lyapunov-Funktionals ¢! Zeige, dass das Minimierungsproblem

o(c) »min, ceRY n(L+8),

eine eindeutig bestimmte Losung hat. Diese ist GG-Zustand.
Technische Schwierigkeit: Wir minimieren auf einer Mannigfaltigkeit c € c* + S (und haben auBerdem
noch Restriktionen ¢; > 0V3).

Dazu: Zerlege ¢ € RY in die direkte Summe aus Projektion auf S und aus Projektion auf S*:
c=Psco® Ps:c.
Fiir die beiden Projektionsoperatoren (lineare Abbildungen/Matrizen) gelten die Darstellungen:
Ps=S5(S5t8)71St,  Psi = SH((S1)18H)7H(SY)Y,

wobei S+ eine Matrix mit linear unabhéngigen Spalten ist, die den Raum S* aufspannen. (Man zeigt
leicht: P§ = Ps und Psc 1 ¢— Psc, d.h. Ps ist tatséchlich die Orthogonalprojektion auf S; analog Ps..)

Setze

¢ =(5'9) 1St eR’

n = ((SL)tS‘L)—l(S‘L)tC c RN-J
= 5S¢+ 8% = Psc+ Psic=c

Mit dieser Transformation lautet unser Dgl.-System ¢/(t) = SR(¢e(t)) mit Anfangswert ¢(0) = ¢® (per
Multiplikation mit (S*5)~15%, sowie mit (S”Sl)_lgﬁ):

¢t) = R(SE+S'm)  mit AW £(0) = €0 = (59)71S%e(0)

n'(t) = 0 mit AW 7(0) = 7" = 5*((5*)"$*)7(5%)"¢(0)

Es wird 7 auch als 'reaction invariant’ bezeichnet (da sich 1 durch die Reaktionen nicht &ndert und
alleine durch den Anfangswert ¢(0) festgelegt ist), und £ als 'reaction extent’.
Wir haben also 7(t) = 7° = const, was in die £&-Gleichung eingesetzt werden kann:

§'(t) = R(S¢+5™n")
Die Gleichgewichtsbedingung ¢’(¢) = 0 kann also daquivalent ausgedriickt werden als
R(S(&)+ S ") =0.

| S —

=c(&(1))

N o
Nun unser altbekanntes Lyapunov-Funktional: ¢(c) = ¥ (uf —1+In¢;)c; + el i, mit Vp(e) = u® +1ne
i=1

Wir driicken ¢ iiber & aus: 3(€) := ¢(c(€)) = p(S€ + SL;yO)vg € Do ={¢eR’|c(€) e RYY

= V= AV = St + lnc(A{)) = jlnIA( + 5t ne(€)VeE € Do
dh. VeZ=0< S'Inc(€) =In K < R(c(§)) =0
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dh. ¢(t)=0 < VeF=0,
d.h. die echt positiven GG-Punkte sind charakterisiert durch

Ved(£) = 0.

Wir rechnen noch die Hesse-Matrix von ¢ aus:
H:p = %tdiag (ci) S ist positiv definit, da ci > 0 und da die Spalten von S linear unabhéngig sind.

%

= @ ist strikt konvex [Eine Funktion f heifit strikt konvex, falls
flaz+ (1 -a)y) > af(z) + (1 -a)f(y)Vae(0,1)]

= Das Minimierungsproblem hat hdchstens eine Losung. (Die Annahme, dass es zwei Losungen gibt,
fithrt sofort zu einem Widerspruch zur strikten Konvexitét.)

Die FExistenz ist fiir strikt konvexe Minimierungsproblem nicht immer klar, siehe Skizze; was man
noch zusétzlich braucht ist eine Art Wachstum der Funktionswerte zum Rand hin; dazu reicht es,
dass man eine nichtleere kompakte Levelmenge von ¢ finden kann:

e

g{‘!(’k*’ Kowveu, FW—“*""V’- Kowveiy F%Wh”b\«n,
D'f? A\/\‘"l\"\w Vow 2Lwey 1\'1;\6._"34'1110\ A\*t

V\e(m Mius W awm \’\CA"’
Foe sefard 70 \widoe e

Wir zeigen: Die Levelmengen von ¢,
Mg :={(eDyo | <K}, KeR,

sind kompakt:
Abgeschlossenheit:
RY ist abgeschlossen = Do = {¢ = (S'S)71S5%c|c e RY} ist abgeschlossen, @ stetig = My abgeschlos-

Def.-Bereich von @
sen

Beschrianktheit von Mg (unter Verwendung des vorherigen Kapitels):
B = [p(e(€))] 2 [e(€)] > const. €] = M beschrinkt

Also ist Mg kompakt. Da RY n(c® +S8)" # @ (denn ¢? liegt in dieser Menge), sind die Levelmengen
My fiir hinreichend grofies K nichtleer. Somit hat das Minimierungsproblem eine Losung, da jede
stetige Funktion auf einer kompakten nichtleeren Menge ein Minimum annimmt.
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Man muss noch zeigen, dass das Minimum nicht am Rand des Definitionsbereichs angenommen wird
(technisch!; Funktion ist am Rande nicht differenzierbar, s. Skizze auf S. 29; ggf. verwendet man dazu
sog. 'Subdifferentiale’); dann hat man:

¢ Min-Stelle von & < Vg§(£) =0 ) R(¢(e)) =0

Literaturhinweis zum Thema Konvexe Optimierungsprobleme: O
Geiger und Kanzow, Theorie und Numerik restringierter Optimierungsaufgaben (etwa S. 346).
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3 Das Defekt-Null-Theorem

Das folgende Theorem ist die zentrale Aussage der Feinberg’schen Netzwerktheorie:

Satz 3.1 (Defekt-0-Theorem)
Fiir jedes RNW mit Defekt 6 =0 (nicht notwendigerweise MW-Kinetik!) gilt:

(i) Wenn das RNW nicht schwach reversibel ist, dann hat das System keine positive stationdre
Lésung, und es gibt keine periodische positive Liosung.

(ii) Ist das RNW schwach reversibel und wird MW-Kinetik angenommen, dann gibt es in jeder
nichtleeren stochiometrischen Kompatibilititsklasse genau eine stationdre Ldsung, und diese ist
asymptotisch stabil (bzgl. der zugehdrigen stéchiometrischen Klasse, s.u.)

Beachte: In MW-Systemen sind die genauen Reaktionsraten bzw. beim MWG die Ratenkoeffizienten
in der Praxis hdufig nicht genau bekannt. Die Aussage des obigen Satzes gilt jedoch fiir beliebige
Raten (Teil(i)) bzw. fir MW-Kin. mit beliebigen Ratenparametern (Teil(ii)), es handelt sich also in
diesem Sinne um eine sehr 'méchtige’ Aussage!

Definition 3.2
Eine Losung yo einer Dgl. heifit stabil, falls es fiir beliebiges € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle
Losungen mit
ly(to) —yo(to)| <0
folgt
ly(t) —yo(t)| <& Vte(to,00) .

(kurz: Losung héngt stetig vom Anfangswert ab)

£
Aas \/W-P“fv‘h'i Loda Vile Loy Ly Y,

Sie heifit asymptotisch stabil, falls zusétzlich
y(t) —yo(t) >0 fir t— oo.

Im Rahmen der NW-Theorie (und obigem Satz) fassen wir die Bedingungen stabil/asymptotisch
stabil bzgl. einer festen stochiometrischem Kompatibilitdtsklasse auf; das heifit, wir schwéchen obige
Bedingung ab, indem wir nur solche Losungen y zulassen, die in der gleichen Kompatibilitéitsklasse
liegen wie die Losung yo; dazu reicht bekanntermaflen, dass die Anfangswerte von yg und von y in
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der kleichen Klasse liegen:
Eine Losung heifit stabil bzgl. der Kompatibilitéitsklasse von ¢”, wenn fiir alle Losungen y mit
Anfangswert y(to) € yo(to) +S und |y(to) — yo(to)| < d gilt |y(t) — yo(t)| <€ Vt € (tg,0).

0

Ein beziiglich der Kompatibilititsklasse von ¢ asymptotisch stabiler Gleichgewichtszustand (vgl.
obiges Theorem) ist also ein ¢* € RY derart, dass es fiir alle € > 0 ein §(¢) > 0 gibt, so dass fiir alle
Losungen ¢(t) mit e(tp) € ¢* +S (!) und |e(tg) — ¢*| < 6 gilt: |e(t) — ¢*| < € und ¢(t) - ¢* fiir t — oo.

v 1S

A
CotS

X e,

Asywmpt. Skab . yim Stune dey shoeh. Kluse
Maw Kaww wickd &{vftu"‘rml cr{ugg
LL" E: g}u—/*«v’a’i\n'{#

e L&u%\sﬂm
GGt ab den, Raum
e (nd somit A (o, dic on v € vt #l)
Leliabiy wi ok

Anwendungsbeispiel:

(a) Das RNW
Ar 224,
B

A+ Ay = Az 2 24,
€

(n =5 Komplexe, [ =2 ZHKs) mit MW-Kinetik hat als zugehoriges ODE-System

¢l = acy - Bt —veien +ecs
ch = —qycica+ecy +20c3 — 2nck
¢y = +yeica —ecs —fcs +nc

Das zugehorige Gleichgewichts-Problem ist ein nichtlineares Gleichungssystem. mit 3 Unbe-
kannten und 6 Parametern!

So etwas ist (insbes. durch die Abhéngigkeit von Parametern) extrem schwierig zu lsen!!

Dies soll verdeutlichen, dass das Theorem wichtig ist und hochgradig nichttriviale Aussagen
iiber GG-Losungen ermoglicht. Wir wollen das Theorem anwenden. Dazu berechnen wir .S, und

1 1 0
dann den Defekt: S=| 0 1 2 Die Spalten sind linear unabhéngig, also s = 3;
0 -1 -1

= Defekt 6=n-1-5=5-2-3=0.
Das RNW ist aulerdem schwach reversibel (sogar stark reversibel).
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Es gibt genau einen positiven GG-Zustand
=| in jeder Komptatibilitdtsklasse, dieser ist
asymptotisch stabil.

Bemerkung: Hier ist S = R? d. h. es gibt nur eine stochiometrische Kompatibilititsklasse.

(b) Das sog. Edelstein-NW
Ay 224,

(hier getindert im Vergleich zu (a),”~
) mit beliebigen Raten (d.h. nicht notwendigerweise MW-Kinetik) hat n = 5, [ = 2

1 1 0
S=1 0 1 1 |=>s=2=6=1
0 -1 -1

= Satz macht keine Aussage iiber Anzahl der GG-Zustinde

Man kann zeigen: Fiir MW-Kinetik und gewisse Parametersitze («, 3,7,¢,0,m) gibt es 3 GG-
Zusténde, von denen einer instabil ist; also: Die Voraussetzung 6 = 0 kann nicht ersatzlos gestri-

chen werden.

3.1 Beweis des (i)-Teils des Defekt-Null-Theorems

Wir erinnern uns an die zwei verschiedenen Interpretationen des Graphen (Kapitel 1.4. Jedem Knoten

y € RY (N =Spezienzahl) wird ein Vektor der Standartbasis e, € R" (n =Knotenzahl) zugeordnet.

BSp. RNW 2141 <~ A1 +A2 > 2A2

hat Komplexe y; = ( 3 ) Yo = ( 1 ) Y3 = ( g ) € RV (hier kénnen Komplexe linear abhingig sein)
1 0 0

Disen zugeordnet: ey, =| 0 |,ey, =| 1 |,ey; =| 0 | €R" (dienatiirlich alle linear unabhéngig sind)
0 0 1

Wir definieren die lineare Abbildung Y : R™ — R durch Ye, =y VKomplexe y
210

Y als Matrix: ¥ = ( 0 1 2 ) (Spalten = Knotenvektoren in RY) (,stéchiometrische Abbildung®)

Sei r € RLR‘ ein ,,Ratenvektor® (spiter r:= R(c))
Wir definieren die lineare Abbildung A, : R" > R", A,z:= Y ryoyzy(ey —ey)

(y=y")eR
Interpretation: = (y)yee ist ein Vektor von Gewichten, mit denen die Knoten y € C (und alle
von ihnen abgehenden Kanten/Reaktionen) gewichtet werden. Wir betrachten diese Gewichte nur
temporir; letztendlich interessieren wir uns (nur) fiir den Fall = (1,...,1)! € R", » = R(c). Wir
bekommen die folgende Interpretation eines GG-Zustands:

1

YA i = Y ey (Yey-Ye)= 3 ryuy (¥ -y)
1] wy)er (y=y)eR
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Also:

1 1
ceRY ist GG-Zustand < YA, | : |=0<| : |eKemn (YA,) fiir r = R(c)
1 1

Falls (1,...,1)! ¢ Kern (Y A,)Vr € R‘f{', so gibt es keinen positiven GG-Zustand.

Wir definieren nun noch das sogenannte Komplez-Gleichgewicht:
Wir sagen, fiir einen Ratenvektor r € ]R‘fz' befindet sich das RNW im Komplez-GG, falls

0 = L Ty T L T((y-y)Cy
(y=y")eR (y—=y")eR
(*)
= L Ty X Ty-y)Cy (3.1)
(y'—>y)eR (y—=y')eR
=L X Tyeyly— L X Tysyty
yeCy'eR Ly yeCy'eRy -

wobei in (*) ein Variablentausch stattgefunden hat, und wobei wir fiir alle y € C definieren

Ry = {y eC|(y¥ »y)eR} iny hineinlaufende Kanten (3.2)
Ry-» = {y' eCl(y—>y')eR} ausy herauslaufende Kanten; ’
offensichtlich ist R = UR~y= URy- .
yeC yeC
Da die e, linear unabhéngig sind, gilt
,KKomplexbildungsrate* fiir Komplex y
RNW ist mit r im Komplex-GG < Y Tysy— 2 Tyoy =0VyelC
y'eR ., y'eRy
~a
/7
(Balance der ein- und auslaufenden Reaktionen an jedem Knoten y; s. Skizze)
Auch hiervon gibt es Matrix-Schreibweise:
1 1
RNW ist mit 7 im Komplex-GG < Y ryoy(ey—ey) =0 A, | : |=0e| : |eKern (4,)
(y=y")eR 1 1

Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir die bisher betrachteten GG-Zusténde als Spezies-GG.

Anschaulich leuchtet ein:
Wenn alle Knoten im GG sind, so sind auch die Spezies im GG.
Formal:

()
1 1 1 1
Knoten-GG < | : |eKen (4,) < A | : |=0 YA | : |=0<| ! |eKern (YA4,) < Spezies-GG,

4

wobei an der Stelle (*) die Matrix Y (die jedoch i.a. nicht invertierbar ist) angewendet wurde. Die
Umkehrung ist i.a. falsch: Selbst wenn alle Spezies im GG sind (i.a. kommt jede Spezies in mehreren
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Komplexen vor!), so kann es sein, dass einige Knoten eine positive, andere eine negative Bilanz haben.
Jedoch: Fiir RNW mit § = 0 gilt:

Lemma 3.3 Fiir RNW mit § = 0 gilt: Kern (Y A,) = Kern (A,)Vr e RE . d.h. das RNW befindet sich
genau dann im Spezies-GG, wenn es sich im Komplex-GG befindet.

Beweis:
Es reicht z.z.: Kern(Y' 4,) € Kern(A4,)
Sei also z € R™” mit YA,x =0, z.z. A,x =0.
= A,z e Kern(Y') und A,z € Bild(A,)
= A,z € Kern(Y') nBild(A4,)
Ferner: Bild (A,) ¢ span{ey, —e,|(y = ¢') e R} = A; es ist dimA =n -1 (Kap. 1.3)
Also: Kern(Y) nBild(4,) cKern(Y)n A
[N —

Ze\lge: 50
Zeige: Kern(Y)nA =0 NN
Vo
NN
Betrachte dazu die Restriktion Y := Yla. \
Es ist Kern (Y) = Kern (Y)n A | \
|
|
\FO?_,/
Dimensionsformel fiir Y dim(KeI;n(Y) nA) +dim(Bild(Y)) = dim(A) = n -1, wobei
_f_/ \
Kern(v) /

Bild(Y) = Y(A) =span{y’ -y|(y > y) e R} = S stodnometrlscher Raum,
also dim(Bild(Y)) = dim(S) = s_ _ _ —I- -="

= dim(Kern(Y)nA)=n-1-s=¢§
= dim(Kern(Y) nBild (A;)) < 5 !
Fiir 0 =0 folgt: A, =0 - O

Fir RNW mit 6 = 0 reicht es also, nach Komplex-Gleichgewichten zu suchen, also zu kldren, ob
(1,...,1)" e Kern(A,) fiir ein 7 = R(c).

Zur Notation:
Fiir Vektoren x € R™ sei |-| € R} der Vektor, der durch komponentenweise Anwendung des Betrags
entsteht, d.h. fir c e R sei |z|; := |z;|Vi = 1,...,n. (Also: |z| steht nicht fiir die/eine Norm!)

Lemma 3.4 Fiir belicbige RNW (auch § € Ny beliebig) gilt:
(i) = € Kern(A,) = |z| € Kern(A,)

(ii) Sei x € Kern(A,) mit Komponente x, =0, und es gebe einen Pfad y' — ... > y; y,y" €C.
Dann ist x, = 0.

1i) Sei A eine starke ZHK. Falls x € Kern(A,) und x, =0 fiir ein y € A,
Y
dann ist x,y =0 fir alle y' € A.

(iv) Sei L die Menge aller Knoten, die in einer terminalen starken ZHK liegen. Sei x € Kern(A,).
Dann ist supp(z) € L. (D.h. fir alle Knoten y e C\ L gilt z,, =0.)
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Als Folge von Lemma 3.4, Teil (iv), ergibt sich sofort der Beweis von Teil (i) des Defekt-0-Theorems:

Beweis von Satz 3.1, Teil (i):

Wegen der Voraussetzung des Defekt-0-Theorems, Teil (i), dass das RNW nicht schwach reversibel
ist, folgt mit Lemma 1.6, Teil (a), dass es eine ZHK gibt, die in mehrere (d.h. mehr als eine) starke
ZHKs zerfillt. Offensichtlich kénnen diese starken ZHKSs nicht alle terminal sein (denn dann wére ihre
Vereinigung keine ZHK). Es folgt, dass £ eine echte Teilmenge von C ist. Wenn wir also annehmen,
dass (1,...,1)! e Kern(4,) wire, r := R(c),® dann bekommen wir wegen supp(1,...,1)! =C und C & £
einen Widerspruch zu Lemma 3.4, Teil (iv). Nach dem Kriterium unten auf S. 37 gibt es also keinen
positiven Gleichgewichtszustand.

Indem man
ta

r o= f S Ry (e(t)) dt
i (Woy)eR

setzt, ergibt sich analog, dass es keine positive zyklische Lésung geben kann. O

Beweis von Lemma 3.4:

(i) Unter  Verwendung  der  Notation  (3.2)  schreiben  wir, wie in  (3.1):

DefA, . .
A = Y rysyxy(ey —ey) (Summe iiber Kanten, je 2 Terme pro Kante)
(y=y")eR
= Y| X TyeyTyey— X TyLyTyey (Summe iiber Knoten)
yeC Ly'eR-y y'eRy_
= | X TyeyTy = | X Ty | Ty fey
yee | y'eR .y y'eRy,

Sei x € Kern(A;). Wegen der Linearen Unabhéngigkeit der e, folgt aus obiger Darstellung

Z Tyl sy Ly — Z Tysy |2y =0 VyeC
y’eRﬁy y’GRyﬁ N——
>0

Es folgt

Z Ty —yTy’

y'eR .y

< Z Ty/_)y|1'y1| vy € C (33)
y'eRoy

( Z 7ny—>y’)|ﬂlcy| =
y'eRy-

Summation iiber alle y € C liefert

D 2 ryeylrly <Y Y ryylry] (3.4)
yeC y'eRy yeCy’eR_y
mit Gleichheit in (3.4) genau dann wenn Gleichheit in (3.3) fiir alle y € C gilt. Wir wissen aber,

dass in (3.4) Gleichheit gilt, da beide Seiten von (3.4) jeweils ,, Y 7yy|X]|, “ entsprechen
(y=y')eR

SHier geht die geforderte Struktur der Raten ein, die sicherstellt, dass der Ratenvektor r = R(c) strikt positive
Komponenten hat, wenn alle Konzentrationen strikt positiv sind.

39



(= Summe iiber alle Kanten).
Also gilt Gleichheit in (3.3) Yy € C; wir halten also fest:

( 2 7qy—>y’)|95y|: ,% Ty ylTy| YyeC (3.5)

y'eRy- y'eRoy

Bilden wir in dieser Gleichung die Summe iiber alle y € C, und verfolgen obige Rechnung
riickwérts, so erhalten wir A,|z| =0

Sei z € Kern(A,), z, = 0. Es gebe Pfad von y' nach y. Falls y’ = y folgt s = 0 trivialerweise. Falls
y" — y: Die linke Seite von (3.5) ist = 0. Also auch die rechte Seite. Da die r,_,, strikt positiv
sind, folgt |z,/| = 0 und somit z,, = 0.

Falls y' - ... - y: Per Induktion folgt z,, = 0.

Da z € Kern(A,) und y,y’ € A, A starke ZHK, existiert ein Pfad ¢y’ — ... > y. Wegen x € Kern(A4,)
und z, = 0 ist dann nach (ii) =,/ = 0.

Falls £ =C, so gilt die Aussage trivialerweise.
Sei also L& C. Fiir jedes y € £
zerlege R_,, = RT; J Rt wobei

=Y

Ry = {y »y“eR|y L}
RS, = {y »y“eR|y eCN L}

Summation von (3.5) iiber y € £ liefert

Z Z Ty%y’|9”y|:z Z Ty’%y|$y’|+z Z Ty >yl Ty |

yeL y'eRy yeL y'eRint yeL y'eRex!

Aus L geht kein Pfeil nach auBlerhalb von £ (also: ye L A y' e Ry, = y' € L).

Die Doppelsumme der linken Seite stellt somit ,, Y.  “ dar. Der erste Term der rechten Seite
y,y'eL,
(y'—y)eR
stellt ebenfalls ” > 7 dar. Beide Doppelsummen sind somit gleich und es folgt
yy'eL,
(y'—y)eR
Y X Tyoylry|=0
yeLy'eRert

Mit der strikten Positivitédt der ry_, folgt, dass
zy=0 Vy'e{y el C|IyeLl:y —»y}= M.

Alle y", die mit einem y’ € M in einer gemeinsam starken ZHK liegen, erfiillen nach (iii) ebenfalls

Ty = 0.

Da es (auBerhalb von £) nur endlich viele Knoten und endlich viele starke ZHKSs gibt, von denen
keine terminal ist, ist jedes y'” € C \ £ mit einem dieser y” durch einen Pfad vy - ... - ¢”
verbunden, also @, = 0Vy" e C\ L. 7 i

"Vgl. Beweistechnik von Lemma, 1.4.
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3.2 Elemente des Beweises von Teil (ii) des Defekt-Null-Theorems

Wie die Uberschrift angibt, machen wir also in diesem Abschnitt die Voraussetzungen: Das RNW hat
Defekt § = 0, ist schwach reversibel, und hat MW-Kinetik.

Es ist zu zeigen: Dann existiert in jeder stéchiometrischen Klasse ¢+, ¢? € RY, genau ein stationiirer
Punkt (und dieser ist asymptotisch stabil bzgl. der Klasse).

Der Beweis erfolgt in drei groflen Schritten:

(I) Zeige: Es gibt einen positiven GG-Punkt ¢* € RY (nicht notwendigerweise in jeder stéchiometri-
schen Klasse!)
Beweis: Feinberg ’95, Kap. 8, X. 352 ff; verwendet die Theorie aus Kap. 3.1; keine Lyapunov-
Technik wie in Kap. 2.6!
d.h. es wird das Kriterium ” (1,...,1)! € Kern A, ” fiir GG-Punkte verwendet.

(IT) Zeige: Die Menge {c € RY |c ist pos. GG-Punkt} ist gleich der Menge Es := {c ¢ RY |Inc - Inc* €
St}

(ITT) Zeige: Die Menge Eq« n (c® + S) enthélt genau ein Element (¢ € RY) beliebig vorgegeben)

Erlduterung: In (I) hat man also einen GG-Punkt ¢* gefunden. In (II) charakterisiert man dann
die Menge aller GG-Punkte. In (III) zeigt man, dass aus dieser Menge aller GG-Punkte jeweils genau
einer in jeder stéchiometrischen Klasse liegt (vgl. Skizze).

[
L.A

Co

o

¥

z.2,!
Sgenan en, Sehnittpunikct

Bemerkung 3.5

Speziell reversible RNWs ist (II) trivial:

c* ist GG-Punkt, bedeutet nach Kap. 2.7 StInc* =In K.

c ebenfalls GG-Punkt, bedeutet S'Inc = 0.

Also S'(Ine-Inc*) = 0. Dies ist gleichbedeutend mit Inc—Inc* € St also c € E,».

Schritt (II) fiir allgemeine schwach reversible RNW (mit § = 0, mit MW-Kin.) erfolgt durch folgendes
Lemma:

Lemma 3.6 Betrachte ein RNW und einen Ratenvektor r € RT mit

>, Tysyley —ey) =0. (3.6)
(y—y')eR
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(also insbes. Y. ryy(y' -y)=0)
y—y'€R
Sei € RY beliebig. Dann sind dquivalent:

(i) ¥ rysy exp(y-p)(y -y) - p=0
(y—=y')eR

(ii) 1L S* (2ceB)

(iii) Y rysy exp(y-p)(y' -y)=0
(y=y')eR

Aus diesem Lemma folgt direkt Aussage (II):

Beweis von (II):

N
Sei ¢* ein positiver Spezies-GG-Punkt. Setze r := R(c"), also 1y, (c*) = Ky, ]'[ +

Z
Wegen § = 0 ist ¢* aulerdem Komplex-GG-Punkt (s. Lemma 3.3), es wird also (3.6) erfiillt. Setze
1= Inc — Inc*.
Es ist ein ¢ € RY genau dann GG-Punkt, wenn

N Yi / N *Yi N c; Yi /
0 = > Ky—>y’ H G (y _y) = > Ky—»y’ H G H (c_*) (y _y)
(y=y')eR i=1 (y=y')eR i=1 i=1 "t
N )
= X Ky ITe" exp(y- (Inc—Inc))(y' - )
(y=y")eR =1 —
N =p
Ty—y/
< (iii).
Nach Lemma 3.6 ist (iii) dquivalent zu (ii), und
(ii) <> Inc—-Inc* € St < ce Eq
also gilt (II). o

Es bleibt Lemma 3.6 zu beweisen; zu Schritt (III) kommen wir spater. Den Beweis von Schritt (I)
lassen wir aus Zeitgriinden weg; siche die oben angegebene Literatur fiir (I).

Beweis von Lemma 3.6:

(iii) = (i): trivial per Multiplikation mit .

(i) < (ii): Fiir strikt konvexes differenzierbares f : R - R verldufen Tangenten unterhalb des Graphen,
also

fla)+ f'(a)(b-a) < f(b) Ya,b e R, mit Gleichheit genau dann wenn a = b.

Insbesondere also fiir f = exp:

e®(b-a) < e’ —e® Ya,b e R mit Gleichheit genau dann wenn a = b.

Da alle 7y, >0, folgt mit a:=y-p, b:=y" - p Vy >y € R:

. /. .
> Ty%y’ey “(y, - y) S > Ty»y’(ey H—e¥ “)
y—y'eR y—y'€R

(2) (3)
(mit , =% < (y-¢y ) pu=0Vy—-y eR
< peS(daS=spanfy-y'[(y~>y')eR})
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Schreibe

(3) = Z Z V“y»y'ey"“—Z Z Tyy e/t

y'eC y—-y'eR yeC y—y'eR
(alle in 3y’ (alle aus
hineinlauf.) y’ heraus-
lauf.)
1", ",
. X syt M= X Y gyt (3.7)
Umbennung y7eC y—y€R y"eCy" —y'eR

= ( >, Ty (ey - ey)) : ( )y 6yﬂ'uey”) (3.8)

y—y'eR y'’eC

Um das letzte Gleichheitszeichen einzusehen, beachte man, dass das Skalarprodukt (3.8) nur fiir solche
y,y',y" Beitrige liefert, fiir die y” = ¢ oder y” = y ist. Fiir " = y findet man die Terme der rechten
Summe von (3.7); fiir y” =y’ findet man die Terme der linken Summe von (3.7).

Der linke Faktor des Skalarprodukts (3.8) ist nach Voraussetzung des Lemmas null, also ist (3) = 0,
also (2) <0, mit Gleichheit genau dann wenn p € S*, d.h.

> Ty et (Y —y) p=0e peSt
y—y'eR

Dies liefert die Aquivalenz der Aussagen (i) und (i).

(i) = (iii):

Sei also p € S*. Betrachte Zerlegung von C in ZHKs C;, j=1...1. Sei y; €C ,fest“ Vj=1...1.
Es ist zu zeigen, dass der folgende Term verschwindet:

S ryeyexp(y-p)(y - y)
y—>y'eR

=1

l
S ryaygexp((y-y;) - 1) exp(y; )y - y)
J=ly—y'eR; Az—‘s ;’S_J/-

€

l
- Zlexp(yj'ﬂ) > ey (Y -y) (3.9)
f

Y=y’ €R;

Ferner kann man (3.6) unter Verwendung, dass zwischen verschiedenen ZHKs keine Verbindungen
existieren, zerlegen zu

Y rysyley —e) =0V j=1...1 ("Komplex-GG in den einzelnen ZHKs")
y—y'€R;

und per Multiplikation mit Matrix Y folgt

Y gy (Y —y)=0Vi=1...1 ("Spezies-GG in den einzelnen ZHKs”)
Yy=y'€R;

Dies in (3.9) eingesetzt ergibt die Behauptung. O

Bemerkung 3.7
Es wurde im Beweis von (II) (S. 42) verwendet, dass das Spezies-GG ¢* auch Komplex-GG ist, also

43



(3.6) gilt, was i.a. nur fiir § = 0 sicher ist. (Hier geht also die Voraussetzung ¢ = 0 ein!)
Vergleiche auch, wie man fiir das Defekt-1-Theorem an dieser Stelle mit schwécherer Voraussetzung
als ,0 = 0“ auskommt.

Nun zu Schritt (III):

Beweis von (III):

Wir wissen nach (II): {c € RY |c ist pos. GG-Punkt} = E := {c € R |Inc-Inc* € S*}, wobei ¢*
GG-Punkt.

Wir wollen zeigen, dass die Menge E.+ n (c? +S) genau ein Element enthélt.

Dies geht durch Einfiithrung eines Minimierungsproblems, welches eine eindeutige Losung, ganz analog
zum Beweis von Lemma 2.7 in Kap. 2.7 (dort: reversibler Fall), hat

N —
Wir definieren ¢(c¢) := ¥ (~Inc; - 1+1n¢;) ¢; auf Riv n(+38)
i=1

Wir fiithren wieder eine Parametrisierung des Raumes ¢? + S mittels ¢ durch:
c=c(§) =8¢+ Sty (vgl. Kap. 2.7)
P(€) = @(5§ + 5 o)
Man zeigt wie in Kap. 2.7: ¢ ist strikt konvex, hat nichleere kompakte Levelmenge, Minimum wird
nicht am Rand des zuldssigen Bereichs angenommen.
= Minimierungsproblem hat eindeutig bestimmte Losung & mit ¢(€) € RN n(c?+8); dort gilt v@(€) = 0,
also
0=va(&) =S5"(vp)(c) =S (Inc-Inc*) < Inc-Inc* € S* = ce B

Also existiert eindeutig bestimmtes ¢ € E« N (¢® +S). O
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4 Gleichgewichtszustinde am Rande von RY

Das Defekt-Null-Theorem sagt (nur) etwas iiber Existenz und Eindeutigkeit von strikt positiven GG-
Zusténden c¢* € RY aus.

Die Existenz von GG-Zustinden ¢* € 9RY, also bei denen alle Konzentrationen nicht-negativ, aber
nicht alle strikt positiv sind, bleibt offen.

Wir wollen uns (zumindest) klar machen, dass die Betrachtung des Graphen viele Bereiche von R
als GG-Punkte ausschliefit.

Satz 4.1 (Feinberg-Publikation '87, S. 2264)

Sei c* € RY ein GG-Zustand eines RNW mit Ratenvektor R (nicht notwendigerweise MW-Kinetik;
0 € Ny beliebig).

Falls ein Knoten y; € C aktiv ist und es einen Pfad y; — ... — y; gibt, so ist auch y; aktiv, also:

supp y; S supp c* = supp y; € supp c*.

Beweis: siehe unten.

Folgerung 4.2 Bei einem GG-Zustand ¢* € RY sind in jeder starken ZHK entweder alle Knoten aktiv
oder alle Knoten inaktiv.

Bemerkung: Der Null-Knoten ist immer aktiv. (Da supp 0=@ < supp ¢ V ceRY.) Also: Alle
Spezies, die im Zustrom sind (,,0 - A4; “) sind aktiv, d.h. haben ¢ > 0 (egal ob sie auflerdem abgebaut
werden, im Abstrom sind...).

BSP. 4.1

Frage: Gibt es fiir das rechts aufgemalte RNW GG-Zusstand ¢* € ORY
mit ¢ >0 A ¢c3>07

* * Ya=2A2+As5
Cl > 0 N C2 > 0 @
y1 aktiv
|| Satz 4.1
Yy2,ys3 aktiv _ _ _
y3=A1+Ay ys=Az+Ay y7=0

U
G0 A ¢ >0 ®®H O O
I y2=As

ys aktiv
Satz 4.1 |

ye aktiv @

! ®»  O—O

*
c5 >0 y1=A1+As ye=As yo=Ar ys=As
Ferner: 0 aktiv = yg, yg aktiv

=c}>0,c5>0=c*eR]
Die Antwort lautet also: nein

Bemerkung zum Beweis von Satz 4.1:
Im speziellen Fall § = 0 ist der Beweis von Satz 4.1 leicht.
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Fiir § = 0 ist Spezies-GG < Komplex-GG.

Sei y; aktiver Knoten und sei (y; - y2) € R = die Kante ys — y» ist aktiv, also "Ry, ., (¢*) > 0.

Da ¢* Komplex-GG, muss es (vgl. Kompl.-GG in Kap. 3.1) mindestens eine aktive Reaktion yo — y3
von yo weg geben, d.h. die Kante (y2 — y3) € R ist aktiv = Knoten ys ist aktiv.

Dies wird iteriert. O

N

® — ® — ®
aktiv  aktiv

Beweis von Satz 4.1 (allgemeiner Fall): n Yo Ys

aktiv

Sei Ryt = {vi = y; € R|Ri~j(c*) >0} die Menge der aktiven Reaktionen.

>
>0
Die GG-Bedingung Y  Ri-;(¢") (yj-vi) =0
(yi—y;j)eR

ist dquivalent zu

20 0 20

PN
> Rinj(e)(yj~vi) =0 (4.1)

vy Rakt

Wir wissen: Alle Knoten y; in (4.1) sind aktiv (denn Vater-Knoten von aktiven Reaktionen sind aktiv)
z.z.:Alle Sohn-Knoten y; in (4.1) sind aktiv.

Angenommmen, einer der Sohn-Knoten y; in (4.1) ist inaktiv.

= 3 Spezies k € {1,---, N} mit ¢; =0 und k € supp y;, d.h. y;; > 0.

Da alle y; in (4.1) aktiv sind, ist k ¢ supp y;, d.h. y;, =0  fiir alle 7 in (4.1).

Die k-te Komponente von (4.1) lautet also:

Imindestens einer > 0
>0

L 0
Y R () (yjk—vik)=0 7
Vi~ Rakt
Per Induktion folgt die Aussage fiir Pfade y; — --- — y;. O

Bemerkung 4.3 Wie beim Defekt-0-Theorem lGfst sich auch die Aussage von Satz 4.1, 4.2 von GG-
Zustdanden auf periodische Ldsungen tibertragen:

Ist ¢(t) eine periodische, nicht-negative Lésung mit von t unabhdingigem Trdiger supp c(t) = const, so
ist mit jedem Knoten y; auch jeder Knoten y; mit y; — --- — y; aktiv.

Satz 4.4 Sei 6 = 0 (!). Alle Komplexe, die in einer nicht-terminalen starken ZHK liegen, sind bei
einem GG-Zustand inaktiv.

Beweis: Zuniichst {iberlegt man sich:
Sofern es {iberhaupt eine nicht-terminale starke ZHK gibt, gibt es eine nicht-terminante starke ZHK,
in die kein Pfeil hineinfiihrt:

« ”
_\_) R
starle Z
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Dazu Skizze des ,,Meta-Graphen“der starken ZHKs. Sei § eine nicht-terminale starke ZHK.

o.E. @_,@

Angenommen, in jede nicht-terminante starke ZHK (also ) fithrt ein Pfad hinein. Der kann nicht aus
a kommen (Zyklen nicht erlaubt, dann wire awu 8 eine starke ZHK), Pfad kommt o.E. aus . Damit
ist 7 nicht-terminal. Nach Annahme gibt es einen Pfad nach +, der nicht aus «, 5 kommen kann; o.E.
aus 0, usw.

Da die Anzahl der starken ZHKs endlich ist: Widerspruch, Zwischenbehauptung bewiesen.

nicht terminal — @ @

_//,/

Sei also RNW mit § =0 im Spezies-GG gegeben, mit einer nicht-terminalen starken ZHK.
= RNW ist im Komplex-GG; es gibt eine nicht-terminale starke ZHK C; c C, in die kein Pfad
hineinfiihrt.

A

Summation iiber die Komplex-GGs der Knoten y € C; liefert, dass die Reaktion(en), die aus C;
hinausfiihren, inaktiv sind.

Damit sind auch die zugehorigen Vaterknoten y € C; inaktiv. Damit sind alle Knoten in C; inaktiv
(Folg. 4.2).

Man kann also C; (d.h. alle Knoten y € C;) und alle von ihnen ausgehenden Kanten , streichen®(dies
hat keinerlei Auswirkung auf die Eigenschaft ,terminal/nicht-terminal“der verbleibenden starken
ZHKs. Falls es im verkleinerten Graphen immer noch eine nicht-terminale starke ZHK gibt; Wieder-
hole Vorgang. Usw.)

1 C;

|

Zusammenhang zwischen Satz 4.4 und Defekt-Null-Theorem:

RNWs mit nicht-terminalen starken ZHKs sind nach Kap. 1.2 nicht schwach reversibel.

Das Defekt-0-Theorem besagt fiir diese RNWs, falls § = 0, dass es keine strikt positiven GG-Zustédnde
gibt.

Satz 4.4 besagt (ebenfalls): RNWs mit ¢ = 0 und mit nicht-terminalen starken ZHK(s) haben im GG
inaktive Knoten, also Spezies, deren Konzentrationen = 0 sind; also haben diese RNWSs keine strikt
positiven GG-Zusténde.

(Satz 4.4 sagt im Gegensatz zum Defekt-0-Theorem konkret dariiber etwas aus, welche Spezieskon-
zentrationen = 0 sein miissen im GG.)
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BSP. 4.2 Ci | Csy |

oy A=Ay > A=A

nicht term.

3 starke ZHKs
2 davon terminal (Cs,Cj3)
Man rechnet nach: 6 =0
Satz 4.4 = Alle Knoten in C; sind inaktiv
= Fiir GG-Zustinde c e RY gilt:
63:0 A (61:0 \Y 62:0)
= Knoten 24, oder Knoten As+ A7 inaktiv
= alle Knoten in Cj inaktiv (Folg. 4.2)
2>08:O Ac=0 A (CQZO \% 0720)
Ferner: ¢ =0<c4 =0 A ¢5 =0 (Folg. 4.2)
Folgende 12 Moglichkeiten fiir supp ¢ fiir GG-Zustand ¢ bleiben (von potenziell 2V = 28 = 256).
{2} {7} @
24y {14 (4
{2,5} {7,5} {5}
{2,4,5,6} {7,4,5,6} {4,5,6}

Bemerkung 4.5 supp c = {1,...,8} ist also nicht méglich nach Satz 4.4. Dies allerdings besagt auch
schon das Defekt-0-Theorem!

Lemma 4.6 (Spezialfille)

a) Bei RNWs mit 6 = 0, bei denen alle terminalen starken ZHKs aus nur jeweils einem Knoten
bestehen, sind im GG-Zustand alle Kanten inaktiv.

b) Bei RNWs mit § =0, bei denen der Null-Komplex in einer nichi-terminanten starken ZHK liegt,
gibt es keinen GG-Zustand c* e RY.
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Beweis:

2)

Gemifl Voraussetzung enthélt
das RNW nur Kanten, die
in nicht-terminalen starken
ZHKSs starten. Die Vaterkno-
ten aller Kanten sind also nach
Satz 4.4 inaktiv, damit auch
die Kanten.

Der Null-Komplex ist im-
mer aktiv. Knoten in nicht-
terminanten starken ZHKs
sind nach Satz 4.4 im GG im-
mer inaktiv. Widerspruch zur
Existenz eines GG-Zustands.
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5 Das Defekt-Eins-Theorem

Das folgende Theorem stellt eine Erweiterung der Aussagen des Defekt-0-Theorems dar. Es wurde von
Feinberg 1987 publiziert.

Satz 5.1 Sei (M;,C,R) ein RNW mit MW-Kinetik und Defekt § € Ny.
Seien C4,...,C; die ZHKs mit Defekten 6y, ...,0. € Ng.
Es gelte

(V1) 6;<1 YV j=1,..1
l

(V2) ¥ 6;=0
j=1

(V3) Jede ZHK C; enthilt genau eine terminale starke ZHK.
Dann gilt:
(a) Jede stochiometrische Klasse enthdlt hochstens einen positiven GG-Zustand.

(b) Falls das System einen positiven GG-Zustand hat, so enthdlt jede stochiometrische Klasse
A +8, ?eRY, genau einen positiven GG-Zustand.

(c¢) Falls zusdtzlich das RNW
(V8’) schwach reversibel ist, 8
so hat das System einen positiven GG-Zustand; es tritt also (b) in Kraft.

Bemerkung 5.2

Trotz des Names wird nicht verlangt, dass § = 1.

Gilt fiir beliebige MW-Parametersdtze,

- macht keine Aussagen iber Stabilitit der GG-Punkte,

Weglassen/Abschwdchen von jeweils (V1),(V2),(V3) nicht mdoglich (Gegenbeispiele existieren
jeweils mit mehreren GG-Punkten in einer stochiometrischen Klasse);
Auch reichen (V1) - (V3) nicht fir (c),

- bendtigt schwichere Voraussetzungen als das Defekt-0-Theorem:

S 5=0= (V1) & (V2)

Kap.1.2
- schwach reversibel < jede ZHK ist gleich einer terminalen starken ZHK.

= (V3)
<

8(V3) ist Verschirfung von (V3): aus (V3’) folgt (V3); sieche Lemma 1.6.
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5.1 Anmerkungen zum Beweis

Das folgende beruht auf der Darstellung in einer Publikation von Feinberg 1995. Dieser verlduft iiber
weite Strecken analog zum Beweis des Defekt-0-Theorems:

- Der Schritt (IIT) aus Kap.3.2 (d.h., dass E := {c e RY | Inc—Inc* € S*} genau ein Element hat,)
wird genau so hier benutzt, um (b) zu zeigen.

- In den Schritten (I) und (IT) hatten wir “§ = 0” vorausgesetzt, um die Aquivalenz von Spezies-GG
und Komplex-GG benutzen zu diirfen. Wie die Voraussetzung “0 = 0” durch die schwécheren
Annahmen (V1), (V2) ersetzt werden kénnen, soll hier exemplarisch am Fall des Lemmas 3.6,
Teil “(ii)=(iii)”, und seiner Anwendung zur Herleitung von (II), erldutert werden:

In Lemma 3.6, Teil “(ii)=-(iii)”, und seiner anschlieBenden Verwendung mit p := Inc —Inc* (dies
entspricht ¢ € Eq+) und r := R(c*) zur Herleitung von (II) wurde vorausgesetzt, dass ¢* ein positives

Spezies-GG ist, dass also Y, Ry, (c*)(¢y —¢y) =0 gilt, und dass Inc—Inc* € S*, und es wurde
yay’GR
gezeigt, dass dann
1)

> Byey(c)exp(y- (nc-Inc")) = (4 -y) =0 (5.1)
y=y'eR

=Ryﬁy/(c*) wg. MW-Kinetik

folgt. Dazu wurde dort argumentiert, dass wegen ” § = 0 ” der Punkt ¢* insbesondere ein Kompler-GG

ist, dass also Y, Ry_,(c*)(ey —ey) =0 gilt. Wir wollen hier zeigen, wie wir ohne diese Vorausset-
y—y'eR
zung, unter Verwendung von (V2) stattdessen, zu diesem Schluss kommen:

Zunichst folgen wir der bekannten Argumentation: Es wurde in jeder ZHK Cj, j =1, ...,1, ein Knoten
y; € C; fixiert und umgeformt:

=1
!
(1) = > > Ryy()exp((y-yy)- p)exp(y; m)(y -y)
Jj=ly—y'eR;

—_——
S eSt

l
= ZleXp(yj'M) > Rysy ()W -y). (5.2)
b=

y—y'eR;

=07
Soweit okay. Wir wollen zeigen, dass dies null ist, d.h. dass die innere Summe immer null ist. Statt

nun mit dem Argument zu kommen, dass wegen § = 0 der Punkt ¢* ein Komplex-GG ist, somit also

auch innerhalb jeder ZHK die entsprechende Summe Y Ry, (c*)(ey —ey) =0nullist ¥V j = 1...1,
y—y'€R;
(R; :=Kantenmenge in der ZHK C}), und dies mit Matrix ¥ zu multiplizieren, dann iiber die ZHKSs

summieren, woraus Y, Ry, (c*)(y' —y) =0 V j=1,...,1 und somit zu folgern, dass der gesamte
y—=y'eR

Term (5.2) null ist, womit die Behauptung (5.1) gezeigt wurde, nun die folgende Argumentation:

Wir verwenden nun nur die Annahme des Spezies-GG in ¢* und (V2):

Das Spezies-GG, gesplittet nach ZHKs, lautet

l
; > Ryy ()Y -y) =0, (5.3)

y—=y'€R;

€S;
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1 1
und die Defektbedingung (V2) Y. 6; = J ist dquivalent zur Rangbedingung Y s; = s
j=1 j=1

[wg.0 =n—-1-s,d; =nj;—1-s;], und zusammen mit S = S; + ... + §; ist aus dimensionsgriinden
S=59o..85,

also folgt aus (5.3): ¥ Ryoyy(c)(y' —y) =0 V j=1..1 Diesin (5.2) eingesetzt ergibt (1)=0,
y=y'eR;
also (5.1). O

BSP. 5.1 (Anwendungsbeispiel des Defekt-1-Theorems)
Wir betrachten das folgende, aus 3 Komplexen C1,Cs, C3 bestehende RNW:

OZAl 22A1 Cl

A1 +As Z2A3 —— Ay —— 245

1

A3 +A5 Cy
Ag

A2 +A3
Az Cs

(Bemerkung: GG-Zustand wird durch nichtlineares Gleichungssystem mit 7 Gleichungen/Unbekannten

und 15 (Raten-)Parametern beschrieben

— schwer zu l6sen!)

Wir haben
N =7 Spezies, n = 11 Komplexe; als n1 = 3,n9 = 5,n3 = 3 verteilt auf die [ =3 ZHKSs

Jede ZHK ist termimale starke ZHK, (V3) ist also erfiillt (sogar (V3’)= schwache Reversibilitit)
Rang/Defekt der ZHKs berechnen:

11
0 0
Sl: 0 0 :>Sl=1=>51:3—1—1=1
0 0
0 0
1 0 0 O
1 0 0 O
So=1 -2 2 0 1 =5=3=>0=5-3-1=1
o -1 1 -1 = (V1)
0 0 -2 1
0 0 O
1 0 1
1 0 1
S3=1 0 0 O =>53=2=>03=3-2-1=0
0 0 O
-1 1 0
0o -1 -1
(die lin. Abh. der Spalten von S3 war schon grafisch klar)
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$<S1+82+83=06; sogar s=6=>0=11-3-6=2=0; +dy+ I3 = (V2)

Das Defekt-1-Theorem sagt: Jede stochiometrische Kompatibilitdatsklasse enthélt genau einen positi-
ven GG-Zustand.

Variante: dndere C3 ab zu

A2 +A\ AG

\ "
Dies &ndert nichts an den Rédngen und Defekten s, s;, 9, d;; ferner enthélt Cs weiterhin genau eine termi-
nant starke ZHK (nun allerdings kleiner), d.h. (V3) gilt weiter; das NW ist nicht mehr schwach rever-

sibel. Nun besagt das Defekt-1-Theorem, dass jede stochiometrische Kompatibilitéitsklasse hdchstens
einen positiven GG-Zustand hat.

5.2 Unabhingige Subnetzwerke

Ziel ist es, Informationen iiber positive GG-Punkte auch fiir Netzwerke zu bekommen, die die Voraus-
setzungen des Defekt-0-/Defekt-1-Theorems nicht erfiillen.

Wir definieren:

Definition 5.3 (Subnetzwerke)

Die RNW'’s

Ny = (Mg,C1,R1) und Ny = (Mg, Ca,R2) bilden eine Zerlegung des RNW N = (Mg,C,R) in Sub-
netzwerke, falls

R=Ri1URg, und C;={yeC|Iy eC:y—>y' eR; odery - yeR;}, i=1,2.

Es ist also C; die Menge der Anfangs-/Endpunkte der Kanten R;. Es gilt C = C7 u Cy, aber i.a.
CinCy +@.

BSP. 5.2

Y1 Y3 Y1 @ Y3 @ Y3
-1 1 -
v2 ) v e w vz
N Ny No
Also: Bei der Zerlegung in Subnetzwerke wird die Kantenmenge disjunkt zerlegt, die Knotenmenge
wird nicht disjunkt zerlegt, sondern es wird darauf geachtet, dass jedes Subnetzwerk tatsdchlich

wieder ein Graph ist, also jede Kante einen Vater- und einen Sohn-Knoten hat. Es braucht keine
Riicksicht auf ZHKs von N genommen werden!

Wir wissen: Fiir die zughtrigen stéchiometrischen Rdume und deren Dimensionen gilt:

S=851+8, s<s1+89

Falls S = S; @ S (also s = s1 + s2), so nennen wir die Zerlegung eine Zerlegung in unabhingige
Subnetzwerke (analog auch fiir mehr als 2 Subnetzwerke).
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Es ist

C,(t): Z Ry%y’(c)(y,_y): Z Ry%y’(c)(y,_y)@ Z Ry%y’(c)(y,_y)

y—=y'eR y—y'€R1 y—=y'€R2

eS €Sy €S2

Fiir Zerlegungen in unabhingige Subnetzwerke gilt also offensichtlich:
¢” ist GG fir N < ¢” ist GG fiir N7 und fiir N, (5.4)

(Die Richtung von rechts nach links gilt auch ohne Unabhéngigkeit der Subnetzwerke.)

Dies kann folgendermafien genutzt werden (Einbettung von Netzwerken):
Betrachte das RNW N;

A1 —24,
A+ Ay ZT A3 Z Ay Ny
1] -1 0
Eshatn=5,1=2,5=| 0] -1 -1 |, =s=2=§=5-2-2=1
o] 1 1

01=2-1-1=0,00=3-1-2=0
1

= Bedingung (V2) ¥ ¢; = ¢ ist nicht erfiillt, Defekt-1-Theorem nicht anwendbar.
i=1

Idee: Durch Hinzufiigen von Kanten kann man s vergréfern und somit § verkleinern, so dass dann
Hoffnung auf Anwendung der Theoreme besteht:
Betrachte daher das RNW Ny

Ay == 24

A1+Ay = A3 = Ay N2
-1
Eshat n=5,1=1, 0 |JeS,s=3,0=1
1

(V2) ¥ 0; =6 und (V1) §; < 1Vi sind trivialerweise erfiillt (da nur 1 ZHK); (V3), (V3’) sind ebenfalls
erfillt.

Defekt-1-Theorem => Ny hat in jeder nichtleeren stéchiometrischen Klasse genau einen GG-Punkt.
Nun: Fiir N3 definiert durch A1 = A3 gilt:

N1, N3 ist Zerlegung von Ns.

Die Subnetzwerke sind unabhdngig, denn

1 1 0
Sy=span| 0 r],Sy=spani| 0 [|,|] -1 , Spn 83 ={0}.
-1 0 1

Daraus, dass Ny genau einen GG-Punkt hat folgt, also mit (5.4):

N; (und auch N3) hat in jeder nichleeren stéchiometrischen Klasse (minde-
stens) einen positiven GG-Punkt.
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Zusammenhang von unabhingigen Zerlegungen und Defekt-1-Theorem:
l

Im Defekt-1-Theorem dient die Voraussetzung (V2) ¥ §; = 0 dazu, um S = @ S; (S; = stéchiometrischer
i=1

Raum der ZHK C;) zu bekommen (s. Kapitel 5.1).

D.h. (V2) wurde benutzt um sicherzustellen, dass die Zerlegung der RNW in seine ZHKs eine Zerlegung
in unabhdngige Subnetzwerke darstellt!

Das Konzept der unabhéngigen Subnetzwerke erfordert nicht unbedingt die Zerlegung geméafi der ZHKs
(s. Bsp. oben), d.h. es ist moglich, eine Verallgemeinerung des Defekt-1-Theorems zu bekommen:

Satz 5.4 (Verallgemeinerung des Defekt-1-Theorems)
Sei ein RNW mit MW-Kinetik zerlegt in unabhdngige Subnetzwerke.
Es gelte

- Jedes Subnetzwerk hat einen Defekt §; < 1 (=(W))

Jedes Subnetzwerk besteht aus genau einer ZHK v
und enthdlt hdchstens eine terminale starke ZHK -8

Dann hat jede stéchiometrische Klasse hochstens einen positiven GG-Punkt.
Falls das NW auflerdem schwach reversibel ist, gibt es in jeder nichtleeren stéchiometrischen Klasse
genau einen positiven stationdren Punkt.

5.3 Zur Klassifizierung stationirer Losungen
Fragen:

1) Defekt-0- und Defrkt-1-Theorem machen Aussagen iiber stationdre Losungen gleichmdfig
beziiglich der Ratenparameter und gleichmdf$ig beziiglich der stochiometrischen Klassen. Gibt
es RNW, bei dem diese GleichmiéBigkeit nicht gilt?

2) Nur das Defekt-0-Theorem macht Aussagen iiber asymptotische Stabilitit der GG-Losung. Wie
kann man diese anderweitig priifen (Falls Voraussetzungen nicht erfiillt sind z.B.)?

Satz 5.5 (Charakterisierung der (asymptotischen) Stabilitit)

Sei y(t) eine Lisung des Dgl-Systems y' = Ay + f(t,y) mit konstanter reeler Matriz A und f(t,y) =
o(ly|) firy — 0 gleichmdfig in t [d.h. % - 0 gleichmdpig in t fir y — 0], und sei f stetig. ° Dann
qgilt:

a) Falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben, so ist die Lisung yo = 0 asymptotisch
stabil.

b) Falls es einen Eigenwert von A mit positivem Realteil gibt, so ist die Losung yo = 0 nicht stabil.

¢) Im linearen Fall f =0 gilt: Falls alle EW Realteil <0 haben und die EW mit Realteil
=0 einfach sind, so ist yg =0 stabil.

Beweise dieser oder dhnlicher Aussagen:
— Caddington & Levinson: Theorie of ODEs, Kap. 13
— Coppel: Stability and Asymptotic Behaviour of Diff. Equ., Kap. 3, Theoreme 8 und 1

Insbesondere ist dann f(-,0) = 0, also yo = 0 eine Lésung der Dgl.
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— Braun: Differentialgleichungen, Kap. 4, Satz 2 (fiir autonome Systeme)

Anschaulich: Fiir das lineare System y’ = Ay kann man Losungen in Abhéingigkeit der Eigenwerte von
A explizit ausrechnen und direkt sehen, inwiefern positive Realteile von Eigenwerten die Stabilitétsei-
genschaften bestimmen; beim Ubergang zum gegebenen nichtlinearen Problem ist zu verwenden, dass
f lediglich eine kleine Stérung darstellt.

Evy(2,)
\> j \ TP //\”‘& Eiy(2,)

1

E e - -
w‘xd»e €, ReN)) oWy (shab) VA LR, NE Do (nshat)

Wir fiihren unsere Situation auf diesen Satz durch Taylor-Entwicklung zuriick:
Sei ¢* eine stationiire Losung von ¢’ = f(c(t))7 f € C?; sei ¢ eine Losung ,,in der Nihe von ¢*“.

d (c(t)-c*)=c'(t) = fet)) = f(c*) +Df(c*)(e(t) = c*) + o(|e(t) - c*|).

E A,—/
=0

Die Kriterien aus dem obigen Satz, angewendet auf die Matrix A := Df(c*), geben also Auskunft
iiber die Stabilitit einer GG-Losung c*.

BSP. 5.3
Wir untersuchen das folgende RNW auf GG-Losungen und deren Stabilitét:

o B
A2—>A1 A1 + 2A2—>3A2
hat 6 =1, 61 =0, d3 =0 = Defekt-1-Theorem nicht anwendbar.

Da das RNW sehr klein ist, gibt es hier die Chance, ,von Hand“GG-Losungen des ODE-Systems
auszurechnen:

ODE-System ¢;’ = ey — fercy? a,B>0
co’ = —acy + fer e
(c1+¢2)" =0=c1+co=const

=8t = Span(}); damit kennen wir die Lage der stéchiometrischen Klassen

GG < co(a—-fc1ea) =0« | =0V cre0 =

®IQ
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K(}(r'iowakh
t — -
. ) ; >
S - Y\@ S/ €1
n 7)<‘( 5"“‘7&,“"1&;9\
BN
I
3

= Eine GG-Losung bei ¢ =0 in jeder stéchiometrischen Klasse.
Und:
Falls ¢1(0) + ¢2(0) = 2\/%: genau ein positiver GG-Punkt bei ¢; = ¢3 = \/E

B
Falls ¢1(0) +¢2(0) < 2\/%: kein positiver GG-Punkt.

Falls ¢1(0) + c2(0) > 2\/%: zwei positive GG-Punkte.
Die Anzahl der GG-Punkte héngt hier also von der stichiometrischen Klasse und von den Raten-
parametern «, 3 ab! (Anders als bei RNW, die die Voraussetzung des Defekt-0-, Defekt-1-Theorems

erfiillen!) = Anwort auf obige Frage 1).
Asymptotische Stabilitat der GG-Punkte:

* _5052 04—2501*02* : : * % %2
D = h 1T htlich EW = = - 2 - .
f(e®) ( Bey®  —a+2Ber*ey |’ at offensichtlic A1 =0und Ay = —a+28c1 e - e

FﬁI‘CQ*ZOI)\QZ—OZ<O

Auf der Hyperbel ¢;*co™ = % gilt: o= - 5052, also Ao P c* N \/%

Was aber mit \; =07 Der Satz ldasst anscheinend keine Aussage iiber asymptotische Stabilitit zu?!
Zur Erinnerung: Im Rahmen der NW-Theorie definiert man (s. Kap. 3) asymptotische Stabilitét bzgl.
der Komplementarititsklasse!

In der Tat: Eig(\2) = Span(_ll) =8, Eig(A\1) ¢S ( fiir (¢1,c2) # (\/E, \/%))

DF(c*) (bzw. die zugehorige lineare Abbildung) eingeschrinkt auf S hat als einzigen EW 9. Somit
ist EW \; irrelevant.

Also: GG-Punkte bei ¢ = 0 sind asymptotisch stabil (A2 <0).
GG-Punkte auf dem oberen Hyperbelast sind asymptotisch stabil (A2 <0).
GG-Punkte auf dem rechten Hyperbelast sind instabil (A2 >0).
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6 Injektivitit, SR-Graphen und multiple Gleichgewichtszustéinde

6.1 Injektivitat multipler Gleichgewichtszustinde

Die bisherige Theorie beruht auf dem Defekt 6.

Sie sagt nur dann etwas aus, wenn ¢ klein bzw. wenn ¢; fiir jede ZHK [ klein ist. Viele RNW erfiillen
dies nicht. Insbesondere RNW, bei denen viele Inflow/Outflow-Reaktionen vorkommen, haben oft
grofle ZHK’s mit groflen ¢, J;:

BSP. 6.1

Das chemische System A+ B<-P A< P<(
B+C~—@Q B=0 Q=0
C~—2A (C=0

hat den Grafen: A+ B« P A
N
B - - -
+C Q/O B
2A<—C

hat [=1,n=9,s<N=5=0=n-01-5>9-1-5-=4

= Defekt-0- und Defekt-1-Theorem nicht anwendbar.

(Heuristik: Die Anzahl der ZHKs [ ist klein, da Inflow/Outflow-Reaktionen die Tendenz haben, Kom-
plexe untereinander zu vernetzen; ein kleines [ hat tendenziell oft ein grofies ¢ zur Folge.)

Wir suchen nun eine neue Theorie (die ohne § auskommt, die fiir Inflow/Outflow besser geeignet
ist), die ein Ausschlusskriterium fiir die Existenz von multiplen positiven GG-Zusténden liefert. Die
folgende Darstellung beruht auf

G. Cracium & M. Feinberg [2005, 2006]

Modell: CFSTR mit MW-Kinetik:

¢= ) Ryy(@y' -y), mit Ry.y(c)=Kyy[]a”
Zerlege die Menge der Reaktionen in echte (true), Feed!? (0 - A;) und Outflow (4; — 0):
R=R' v Rf v R°

= C= Z Ry_,yl(c)(y, -y ) + Z Ryey’(c)(y, - y)
iR e R
=Koy

Charakterisierung von GG-Zusténden:

t
—F(c,k), keRIR VR

cist GG < ¢=0 & - > Ryoy ()" —y)= >  kosyy' =const.
(y,y")eERPUR® (y.y)eRS

Multiple positive GG-Zustinde bedeutet: Es gibt ¢ # ¢é € RY mit F(c,k) = F(¢,k) fiir einen Vektor

t
ke R'Zz YRl von Ratenparametern.

0 _Tnflow
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Definition 6.1 Wir sagen: Ein RNW “hat das Potenzial zu einem multiplen positiven GG-Zustand”,
t i
falls es c,é e RN, c# ¢, k ER‘F UR'l gibt mit F(c, k) = F(¢,k).

[Bemerkung: Grund: Raten k sind im Allgemeinen nicht bekannt, daher sucht man ein Ausschlusskri-
terium, das als gleichméfig beziiglich der Raten k gilt.]

Definition 6.2 Wir sagen, das RNW ist injektiv, falls fiir alle Ratenkonstanten k € R[R YR die
Abbildung

ce F(c,k), RY -RY (6.1)

injektiv ist.

Offensichtlich gilt:

Falls ein RNW injektiv ist, so hat es nicht das Potenzial zu multiplen positiven GG-Zustédnden, d.h.

. R .. R
diese kénnen ausgeschlossen werden, egal wie die Ratenkonstanten k € ]R‘Jr | aussehen.

Es bleibt also, ein hinreichendes Kriterium fiir die Injektivitét von Abbildungen (6.1) anzugeben (um
RNW zu charakterisieren, die nicht mehrfache GG haben koénnen).

Wir wissen aus der Grundvorlesung Analysis: ,, detJf(z) # 0 Va € Dy “ist hinreichend fiir die
Existenz einer lokalen Umkehrfunktion, also fiir jedes zg € Dy gibt es eine Umgebung U(x), auf
der f:U(x,) — f(U(xp)) injektiv ist. Im Allgemeinen ist dies im mehrdimensionalen Raum nicht
hinreichend fiir globale Injektivitét.

Gegenbeispiel [Heuser Bd. 2, S. 301]:

e*cosy —-esiny
esiny  e”cos

[ e*cosy _
f(x7y) - ( emsiny )7 Jf(l',y) - (
d.h. lokal um jeden Punkt gibt es eine Umkehrfunktion,

aber f(z,0) = f(z,27), d.h. f:R? - R? ist nicht injektiv und nicht umkehrbar.

), det Jf(z,y) = €** 0V (x,y) € R?,

Wie kommen wir weiter? Nutze die Problemstruktur, d.h. Eigenschaften von F, aus!
Wir wissen z.B., dass F'(-, k) sowie auch F(-,-) ein Polynom ist.

Es gibt die
Jacobi-Vermutung (O. Keller, 1939):

Falls f:R™ - R™ ein Polynom mit (a) det J f(z) # 0Vz e R™
[bzw. (b) det J f(x) = 1] ist, so ist f injektiv.

Sergey Pinchuk (Math. Zeitschrift 217, 1994): Die Vermutung im Fall (a) ist falsch. Er konstruiert
ein Gegenbeispiel f = (f1, f2) : R? - R? mit Polynomgraden 10/40.
Aber es gilt [G. Cracium & M. Feinberg 2005]:

Satz 6.3 Fir unsere oben definierte Funktion F' gilt:

OF o
(Vk e RE oo P k), RY > RY dnjektin) = (det (k) # 0 Ve e RY ke RF™)
C

=) ~(2)
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Weshalb gelingt der Beweis?
Unterschiede zur Jacobi-Vermutung:

1) spezielle Stuktur des Polynoms F’
2) Eingeschrinkter Definitions-Bereich RY statt RV
3) Struktur der Aussage ist ,Vk... < Vk...* statt ,VE(... & ...)" u

Beweis des Theorems: .
Es gelte die Negation von (2). Sei also k € RLR VR und c e RY so dass det %—Ij(c, k) =0,

<~ 7 A RN, Y +0 Struktur von F

. N l Ni{.,, N
mit 0 = %_l:(c’/g)fy =3 g—g(c’k)fyj = » kyoy 2 (wcfj 1 ci%) (y—y')
J=1 (y,y")eRtURC j=1 i=1

~ N . ~ t o
— 0= > kysy ¥ 2y;(y—y') fiir ein ceRfy,/E:e]R‘ZZ R ‘,’)/ERN\{O}
Fyyrimky oy 113’[ Vi (y,y')eRtUR® j=1"
=1
~ N p .7 mlRURe| ~ N
= 0= ¥ kysy X yj(y-y) firein ke R, 5 e RM\{0}
Fj=aL  (yy')eR'URO j=1
€ ———
=y

— 0= Y hyay - (7Y =1)(y-y) fir ein k e RFER 5 e RN\ {0}
i Ry i falls 7oy # 0 (yy")eRIUR® t

vyt kyoyr1 falls 5 -y =0 beachte: VZ von Ky,

= VZ von ky_,yr
= N \Yj =

— 3 ky_,y,( (%)J—l)(y—y’) fﬁreinkeR'ﬁtURo‘,a,beRfy mit a #b (< v #0)
il (yy)eRIURe g=1"

123

E N ) N ) P . . |RtURo‘ N .
— i Fysy | T1 0% = T1 0% | (y —y') fiir ein k e Ry , a,beRY mita+b
E Fy syt (y,y')eRIUR® J=1 J=1
kyoyr=7x v
a;°J
j=1 7
: N ) : N ,
— kysy T1 0% (y-y') = 2 kysy 1 a;¥ (y-y')
(y,y")eRIUR J=1 (y,y")eRPUR? J=1

IRTUR®|
L

fiir ein k € R , a,beRY mit a#b

<= (1) ist falsch
Wie kann man das Kriterium (2) (mit dem Computer) iiberpriifen?
Offensichtlich: p(c, k) := det %—f(c, k) ist ein Polynom beziiglich ¢ und k.

Die Koeffizienten lassen sich recht elementar berechnen, dann: Nullstellen suchen (das kann sehr
schwierig sein)!

Zuvor schauen wir uns ein Beispiel an:

111 . . . . . Pl b
Dies wird im folgenden Beweis beim Wechsel zwischen k., ky_y/, ky_y verwendet.
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BSP. 6.2 (Ein Beispiel zur Injektivitétseigenschaft)

(aus: Craciun & Feinberg, Siam Journal on Applied Mathematics, Vol. 65, Issue 5, 2005)

System von Reaktionen:
(1.1) A+ B=C, X=2A+D=Y, D=C+W, B+D=1727

zugehoriges Differentialgleichungs-System:

(1.4) Cf:; =ca+karpoccacs —ko_arpco + 2kaarpxcicp

—2kx_2a+pCx + 2kaatpoychcp — 2ky 24t Dy,
ch =cp+karp_ccace — kc—arBcc —kz—BipCz
+kpypzCBCD,
Cé =cc —kayp-ccacs +kc_aypcc — kp—cywcep
+ kctrw—pcocw,
C£ =cp — kx—2a1pcx + koaypxcicp — ky aaipey
+koayp—ychep + kp—ciwep — korw—peocw

+kp+p—zcpcp —kz_.BypC2Z,
f

¢y =cw — kpcywcep + kcrw_pcoew,

Cﬁ( =cx +kx_oarpcx — kaarp—xcicp,

c{, =cy — kaarp_ycicp + ky a4t pey,

Cé =cz —kpyp—zcpcp +kz_.p+DCZ.
(1.5) det (2L

= 10kc— a4 Bkp—ctwkaatp—xcachkw—okpip—zkx—oky —okz—o

+ dkc— atBkp—ok2a+D—xCACHRW —0kB+D—2ZkX —0ky —244DkZ—0

+ 4kc_ayBkD—o0k2a1D—ycacpkw okB_okx —oky—okz_o

+ kc—atBkaatpoxchkaokw ok p—zcpkx —oky 244+ pkz—0

+ 4kc— ay+Bkp—0k2a1Dvcacpkw okB—okx 24+ Dky —0kz 0

+ 6kc—arBkp—c+wkaayp—ycacpkwokp—okx—24+pky 0kz—B+D

+ 9kc—okoatp—ycicpkatp_ckorw—pcckprp—zcpkz—okx—oky o

+ 9%c—okaatpoychepkarp—ckeswpeckpipzepkz_okx—2atpky 0
Jr N

Wir listen nun nochmal sdmtliche Koeffizienten dieses polynomiellen Ausdrucks auf:
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TABLE 1.2
The list of all nonzero coefficients in the expansion of the determinant of the Jacobian of the
function ¢ — p(c, k) for the reaction network (1.1). Note that they are all positive.

100 4 4 1 4 6 9 9 4 4 4 1 4 1 4 4 4 4 9 4 4
1 4 4 1 1 4 4 1 1 1 4 4 4 4 4 4 6 4 4 4 4
1 1 4 1 1 4 1 1 1 4 4 1 1 15 4 1 4 4 4 1 1
9 1 4 9 4 4 4 1 1 4 15 4 1 9 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 4 1 4 4 4 1 1 4 4 9 1 1 4 4 4 4 15 1
1 4 4 1 1 4 1 6 4 4 4 4 1 1 4 4 4 4 10 1 4
4 4 4 4 6 1 1 4 4 4 6 4 2 1 2 1 1 1 4 10 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 3 1 3 1 1 4
4 4 1 1 1 1 1 4 4 1 1 6 4 4 1 4 1 1 9 1 1
1 4 1 1 1 1 4 1 4 4 4 2 1 10 4 4 4 4 1 4 1
1 1 4 1 1 1 1 4 1 4 2 1 1 6 4 4 4 15 1 1 6
2 4 1 1 4 4 1 4 1 4 4 1 4 4 4 4 1 4 1 1 2
4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 1 1 1 1 4 4 1 4 1 1 1
1 4 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 3 1 1 1 1 3 1 1 1 1 4 4 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 11 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 1 1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

Wir machen die tiberaschende Beobachtung: Alle Koffizienten sind nicht-negativ! (Ist das Zufall?)
Es ist offensichtlich: Falls

alle Koeffizienten des Polynoms sind > 0 und mindestens einer ist > 0 (6.2)
so ist, da ¢; > 0,k; > 0,
oF
p(c, k) =det —(c, k) > 0,
Oc

insbesondere # 0, und somit das Kriterium (2) erfiillt!
Um zu kldren, ob/wann das Kriterium (6.2) erfiillt ist, muss eine genaue Charakterisierung der
Koeffizienten des Polynoms p(c, k) = det %f(c, k) erfolgen:

Satz 6.4 Alle Koeffizienten des Polynoms p(c,k) = det %—f(c, k) haben die Form:

detl:yla--"yN]'detl:yl_ylla---’yN_yN’] } (6 3)
wobei (y1,y1"), -, (yn,yn") € R' URY; '

umgekehrt kommen alle Terme der Form (6.3) als Koeffiezient in p(c,k) vor.

Der Nutzen dieses Satzes ist: Die Terme (6.3) lassen sich per Computer berechnen und iiberpriifen,
ob > bzw. > 0! Diese Berechnung ist sogar leicht parallelisierbar!

Beweis des Satzes:
B N
Wissen: 2 %—f(c, k)~ = > kyoy 2 Z—J yej(y-y')
(y,y")eRPUR? j=1"

2Die 4,4’ in der Summe haben nichts mit den yi, ..., yn aus dem Theorem zu tun
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Indem wir nacheinander v := ey, €9, .., ey einsetzen, bekommen wir (in der inneren Summe bleibt immer
nur ein Summand {ibrig):

p(C,]C) = det g_i, ) (985‘\; = det(( 2 )E(yay’)%(y - y,)’ E) Z) k(y—»y’)y.eN (y _y,)
vy’ .y’

cN

Wir multiplizieren das Polynom mit [T, ¢; durch; dies hat keinen Einfluss auf die Koeffizienten des
Polynoms. Wir erhalten, die Multilinearitét der Determinante ausnutzend:

Skalar  Vektor Vektor
N :_/%f—’% ~ —_——
plek) - Tles=det( T Fymyy-et (=9 T Fymyy-en(y-y'))-
i=1 (y:y") (v,9")

| —

Erneut die Multilinearitit der Determinante ausnutzend (alle Summen herausziehen) ergibt eine riesige
Summe. Solche Summanden, bei denen die N Spaltenvektoren y — 3 linear abhéingig sind, fiihren zu
Null-Termen, d.h. obige Summe kann geschrieben werden als

> D det (ky, oy ) Yo(1) €1 (Ua(1) = Y1) Ky =1t gy Yo V) " EN Wo(n) = Yo()))-
McRURe oeSn
M| =N

Dabei sei Sy; die Menge der bijektiven Abbildungen von {1,..., N} nach M.
Wir ziehen alle Skalare heraus und erhalten

1. 7. 1 N / !
Z Z kyg(n—’y(',(l) Tt kycr(N)_)y;(N) Yo1) Yo (V) -det (yo(l) “Yo1) o Yo(N) T yU(N))’
McRURC oeSy
M| = N

dabei sind mit yi die Komponenten des Vektors y; bezeichnet. Wir sortieren die Spalten der Determi-
nante um:

Z (H ’;’yﬁy; ‘ Z yia)'---'?/ffv(zv)' sgn(o) - det (yr(l) _?/;(1)a---’?/T(N) _y;(N)))
McRtURe \ieM oeSnr
|M|=N

()
Dabei soll 7: {1,..., N} - M eine Umordnung der N Indizes {o(1),...,0(N)} = M in eine feste, z.B.
in aufsteigende Reihenfolge, 7(1) < 7(2) < ... < 7(NN) sein; also: 7 héngt nur von M ab und dariiber
hinaus nicht von o.
Mit der Leibniz-Formel fiir Determinanten (‘riickwérts’ angewandt) fiir (*) bekommen wir

> ( [T kyinyy et (yrays s Yr(ny) - det (Y1) = Yoy oo Yr() —yi(m))
McRtURe \ieM
|M| =N gesuchter Koeffizient

- N
wobei /{?yi%y{ = kyi%y’r . H iji O
1 1 le
Wir haben bisher gezeigt:
1) p(e, k) = det %(c, k) #0Ve, k < RNW hat nicht das Potenzial zu multiplen GG.
2) Alle Koeffizienten des Polynoms (¢, k) — p(c, k) haben die Form

T :=det[y1,...,yn]-det[y1 —y1,...,yn —yn ],

wobei (y1,91),--.,(yn,yl) N paarweise verschiedene Reaktionen aus R' uR° sind, und alle
Terme der Form T kommen in p(c, k) als Koeffizienten vor.
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Wir haben also hinreichendes Kriterium

det[...]det[...] 20 fiir alle Tupel (y1,9}),-..,(yn,yy) € REUR® (# 1)

det[...]det[...] >0 fiir ein Tupel (y1,91),---,(yn,yy) € RFUR? (# 2) (64)

dafiir, dass das RNW nicht das Potenzial zu multiplen GG hat.
Dieses Kriterium (6.4) ist sogar notwendig: Beweisidee:

Angenommen, einer der Koeffizienten (6.4) wiire < 0. Dann kénnte man ¢ € RY, k ¢ R‘F%RO‘ SO
konstruieren, dass p(c, k) < 0.

Eine andere Wahl von ¢, k liefert jedoch p(c, k) > 0. Aus Griinden der Stetigkeit gibt es dann ¢, k mit
p(c, k) =0. i
Die Bedingung (#1) kann vom Computer iiberpriift werden (parallelisierbar).

trotzdem: Rechenaufwand!

Alternativ dazu: Graphentheorie, siehe folgendes Kapitel!

6.2 Der SR-(Spezies-Reaktions-) Graph eines reaktiven Netzwerkes

Anders als bei der defekt-basierten Netzwerk-Theorie konstruieren wir nun (ungerichtete) bipartite
Graphen. Ein Graph heifit bipartit, wenn seine Knotenmenge sich aufteilt in zwei disjunkte Teilmengen
derart, dass jede Kante als Endpunkte einen Knoten aus der einen und einen Knoten aus der anderen
Knotenteilmenge hat.

Definition 6.5 (Spezies-Reaktions-(SR-)Graph)
Der SR-Graph eines RNW sei wie folgt definiert:

Knotenmenge: Fir jede Spezies gibt es genau einen Knoten. (S-Knoten).
Fiir jede reversible echte Reaktion € R' gibt es einen Knoten. (R-Knoten).
Fiir jede nicht-reversible echte Reaktion € R' gibt es einen Knoten. (R-Knoten).

Kantenmenge: Jede Kante verbindet einen S- mit einem R-Knoten (,bipartiter Graph).

S-Knoten s und R-Knoten y — y' sind genau dann durch eine Kante verbunden,
wenn s € supp y Usupp y. (Falls s € supp y nsupp ', so werden der Knoten s und

der Knoten y — y' durch zwei Kanten verbunden.)

Falls s € supp vy, so wird die Kante mit ,y“ gekennzeichnet, andernfalls mit ' “.
(Falls s € supp ynsupp y', so gibt es ja zwei Kanten zwischen s und y — y'; eine

wird mit ,y*, die andere mit .y’ “gekennzeichnet.)

BSP. 6.3
Chemische Reaktionen:
A+B=2C, A-2B:
zugehoriger SR-Graph (die eingeklammerten Zahlen an den Kanten werden spéter erlédutert):
A+B=2C o ) A—-2B

(1) M)
4 4 5 A/A
&

o
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Definition 6.6

e Hat ein R-Knoten zwei gleichbezeichnete Kanten, so heifit das Kanten-Paar C-Paar (Komplez-
Paar). (Im Bsp.: die Kanten ,A+B¥)

o Ein Zyklus mit gerader Anzahl von C-Paaren heifst e-Zyklus (,even®),
ein Zyklus mit ungerader Anzahl von C-Paaren heifit o-Zyklus (,0odd“). (Der (einzige) Zyklus
im obigen Beispiel ist o-Zyklus.)

e Der stochiometrische Koeffizient einer Kante, die S-Knoten s mit R-Knoten y — y' verbindet,

ist der stochiometrische Koeffizient, mit dem Spezies s in y bzw. y' vorkommt. (was ist, wenn
in beiden?)

o Abwechselnd multipliziere und dividiere die stochiometrischen Koeffizienten aller Kanten eines
Zyklus. Ist das Ergebnis=1, so heifit der Zyklus s-Zyklus (,stéchiometrisch®).

e Fine S-nach-R-Kette ist ein Pfad von einem S- zu einem R-Knoten.

o Zwei Zyklen haben einen S-nach-R-Schnitt, falls ihre gemeinsamen Kanten (=,Schnitt“) eine
S-nach-R-Kette oder eine Vereinigung von disjunkten S-nach-R-Ketten bilden.

Im Beispiel: Es gibt nur einen Zyklus. Dieser enthilt genau ein c-Paar.
= ist o-Zyklus, nicht e-Zyklus. Esist 2:1-1:1=2=%1.
= ist kein s-Zyklus.

Nun der zentrale Satz dieses Kapitels:

Satz 6.7 Der SR-Graph eines RNW habe folgende Figenschaften:
(i) Jeder Zyklus ist o-Zyklus oder s-Zyklus.
(ii) Keine zwei e-Zyklen haben eine S-nach-R-Schnitt.

Dann ist jeder der Koeffizienten aus Satz 6.4 nicht-negativ, d.h. das RNW (mit MW-Kinetik) ist
injektiv, d.h. es hat nicht die Mdéglichkeit multipler positiver GG-Zstinde.

Nutzen: Man spart sich explizite Berechnung von det|[...] (Satz 6.4), hat ,iibersichtliche* Darstellung,
iiberblickt leichter ob Anderungen am RNW die Injektivitit beeinflussen.

Bemerkung 6.8

e Bedingung (i) ist z.B. immer erfillt, wenn alle stochiometrischen Koeffizienten=1 sind. Zyklen,
insbes. e-Zyklen sind ’gefihrlich’, d.h. konnen zu Verlust des Ggleichgewichtspunktes fiihren.

e Bedingung (ii) ist z.B. immer erfillt, wenn es nur einen oder keinen Zyklus gibt.
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Beispiele 6.9
(i)
A+B—=P A
N\ Z

B+C=—=Q=—=0==B1HB

2A—=C

Versuch mit den Defekt-Theoremen:

n=9,1=1, s<N=5
=423

n=12, 1=1, s<N=T=4§>4

— Defekt-Theoreme liefern keine Aussage.

SR-Graphen:
P
A+B <« P —P
P’XQ (l)éA+B
® Wisrc g
A B+(C o Q —Q
Nl M T B+C
C
2 [ONRe
2A < C

nur 1 Zyklus = (ii) erfiillt

2 c-Paare = e-Zyklus, kein s-

ZyKklus.

= (i) nicht erfiillt

= Satz 6.7 nicht anwendbar

Berechnung der Koeff.

det[y1,...,yn] - det[y1 — i,
., YN —yn ] ergibt (Satz 6.4)

einen neg. Koeffizienten

= RNW hat Potenzial zu

multiplen GG

(d.h. es gibt Ratenkoeff. K e

Rlzzl, so dass es mehrere GG’s

gibt)

A C

A+B< P —P

[ A+B
B
X% | B+C

B+C+Q —Q

I B+C

| C+D

C+D«< R—R

2 [ c+D
“ D
| D

2A < D

nur 1 Zykl. = (ii) erfiill

3 c-Paare im Zykl. = o-Zykl.
= (i) erfiillt

= (Satz 6.7) RNW injektiv
keine mehrf. GG-Punkte
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(iii)
A+B<—=P A
B+C=—Q B

4

C+D=—=R~ " 0—C
AN
D

D+E—S

2A—F

n=151=1, s<N=9=6§2>5

A+B < P —P

[ A+B

B
| B+C

| B+CoQ1—Q

I B+C

C
| C+D

C+D«< R—R

[ C+D
D
| D+FE

2 2 & S —S

[ D+E
E
| E

24~ F

(ii) erfiillt

4 c-Paare im Zykl.

= e-Zyklus, nicht s-Zyklus

= (i) nicht erfiillt

Satz 6.4 liefert: Potenzial zu
mehrf. GG



BSP. 6.4 (Lineare Abbaukette eines Schadstoffs)

A+B-C, C+D—-E, E+F - C,(...)

(A Schadstoff, z.B. Perchlorethen CyCly, C=Trichlorethen HC,Cls, E = HoC5Cls,...;

Nebenprodukte sind aus den chemischen Rekationsgleichungen herausgestrichen, da sie als nicht
wichtig erachtet werden)

,L Keine Zyklen = (i) und (ii) erfiillt = RNW injektiv
Berweisskizze/-Idee zu Satz 6.7:
Es soll gezeigt werden, dass

det[y1,...,yn]-det[ys =91, ...,yn —yN] 20 fiir alle Tupel (y1,%}),...,(yn,yy) e RFURC

=T

sofern die graphentheoretischen Bedingungen aus Satz 6.7 erfiillt sind.

1. Schritt:

Sei das Tupel (y1,}),. .., (yn,y)) aus R* UR? "fest’ gewihlt.

O.E. betrachte nur solche Tupel mit T # 0. O.E. kénnen wir jedem Komplex y;, ¢ = 1,..., N eine
Spezies i € RV bijektiv zuordnen, so dass i € suppy;, d.h. y; # 0 (ggf. Umnummerierung der Komplexe
oder Spezies)

BSP. 6.5 gegeben ein RNW mit N =5 Spezies, ausgewihlt die 5 Reaktionen:

2A->B, A+B-C,C+D->B+F, D->2C, E- 0;
Y1 Y Y2 A Y3 A Y4 Yy Y5 YL
man identifiziert AZe;, B=Ze,,...
hier ist: i € suppy; (siehe fett hervorgehobene Spezies)
Falls dies nicht geht, d. h. es keine Permutation o € Sy gibt, so dass y; 5(;) # 0Vi = 1,..., N, so wére
det[y1,...,yn] =0 (Widerspruch).

2. Schritt:

»Entwickle“ jedes y;,y; nach der Standardbasis y; = Y yjxex und somit y; — ) als
keSUpp y

Yi-Yi= Y. YikCk— Y. YirCk
keSUpp v kesupp ¢/
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Mit der Multilinearitit der Determinante kénnen wir det[y; — i, ...,yn — yj | entwickeln als riesige
Summe von Termen der Form

det(a gy €hys- - > ON k€l )

mit

Yiki» falls k; € supp (y;)\supp (y;)

ks = | ~Yiks falls k; € supp (y;)\supp (¥:)

Yik, od. —yjy, falls k; € supp (i) nsupp (y;)

(analog fiir det[yy, ...,y ]:) Einer der Summanden ist immer det(yiie1,...,ynven) == A >0
>T0 >T0 wegen Schritt 1
&K, = YiK,, falls K; € supp(y;), sonst &; i, =0
Im Bsp. 6.5:
det[y1 — 91, .-, ys — y5] = det(2e1 — ez, e1 + ez — e3,e3 + €4 — €2 — €5, 64 — 2€3,€5)

=det(2e1,e2,€3,€4,65) +det(—ea, €1, €3,€4,€5) + det(2e1, —€3, —€2, €4, €5)

=A>0
+det(2e1, ea,e4,—2€3,e5) — det(—ea, 1,4, —2€3, €5)

(Alle hier nicht aufgefiithrten Terme sind= 0 wegen linearer Abhéngigkeit.) Ziel ist nun zu zeigen: Jeder
der Summanden ist nicht-negativ, falls die graphentheoretischen Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind.

Dazu: Fhre bzgl. eines (festen) N-Tupels von Reaktionen den OSR (oriented species-reaction-) Graph
ein:

Nehme SR-Graphen, lasse alle R-Knoten weg, die nicht in y; - y1,...,yn — ¥ vorkommen, lasse die
zugehorigen Kanten weg.

Versehe jede verbleibende Kante mit einer Richtung:

ei — |y > y; |, falls i =7,

. . ! ] 3
ej <Y ~>Y; sonst.

Der OSR-Graph ist also ein orientierter Subgraph des SR-Graphen. Die Begriffe o-,e-,s-Zyklus lassen
sich in offensichtlicher Weise auf OSR-Graphen iibertragen.
Im Beispiel 6.5:

J.

E

1 2 3. | B+E
B — B+ E - C+D

2A- B B C+D—-B+FE D

7 7, Zs
24,y | AYB L C+D |, _Z. D

~

A+B c 2C
A A+B->C C D —2C

1. 2. 3. 4.

Lemma 6.10 (ohne Beweis)
Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der Terme# 0 in der Entwicklung von det[y1—yi,...,yn—yy]
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von S. 68 und der Menge Z, wobei Z = {Z|Z ist gerichteter Zyklus oder Vereinigung von disjunkten
gerichteten Zyklen im OSR-Graph (ggf. leer)}.

In Bsp. (6.5):
Term in T Z im Graphen VZ des Terms | Typ von Z
0<A= det(2eq,e9,€3,e4,6€5) %) >0
det(-e2,e1,e3,€4,€5) Z1 (A, B) >0 o-Zyklus
det(2e1,—e3,—e2,€4,€5) Zy (B,C) <0 e-Zyklus
det(2e1,ea,e4,—2€3,€5) Z3 (C,D) >0 o-Zyklus
det(-e2,e1,e4,-2e3,¢5) | Z1U Zs (A, B,C,D) >0 0-Z. U o-Z.
Hintergrund:

Betrachte A = det(yi1e1,...,ynnven) > 0. Fiir eine Kante | y; >y} | > ex im OSR-Graph fiihre

Ersetzung von y;;e; durch y;e; durch — neue det ist null. Fithrt man aber alle Ersetzungen diese Art,

die allen Kanten | y; > y. |> ex eines gesamten Zyklusses des OSR-Graphen entsprechen, so erhilt

man einen der nicht-null-Terme der Tabelle. Ob die Anzahl dieser Ersetzungen gerade oder ungerade
ist (e- oder o-Zyklus), hat Einfluss auf das Vorzeichen des Terms.

4. Schritt:
Interpretation/Ubertragen dieser graphentheoretischen Beschreibung vom OSR-Graph auf den
SR-Graph liefert den Satz 6.7.

Details siehe: Craciun & Feinberg 2006
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Denkbare Erweiterungen der hier dargestellten Theorie:

e Biochemie, biologische Zellen als 'Reaktor’, also Darstellung des Metabolismus (Stoffwechsel)
einer Zelle als RNW (Enzymreaktionen); die Anzahl der relevanten Reaktionen geht in die Hun-
derte

e Riumlich heterogene Verteilungen der Spezies im Reaktor,
= ¢;(t,x) statt ¢;(t), Transporteffekte (Advektion, Diffusion), System von partiellen Differenti-
algleichungen statt gewohnlichen
(siehe auch meine Habilitationsschrift http://wwwl.am.uni-erlangen.de/ kraeutle/habil.pdf
z.B. fiir einen Beweis der Existenz einer Losung des PDE-Systems mit Lyapunov-Technik)
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Die Darstellung in dieser Vorlesung / in diesem Skript beruht auf den folgenden Arbeiten:
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Die Arbeiten 1.-6. gehoren zum ersten Teil, also der ’klassischen’ Feinberg-Theorie, die Arbeiten 7.
und 8. zum zweiten Teil. Arbeit [4] gibt eine leicht verstindliche Ubersicht, die als Einstieg in die
klassische Theorie gut geeignet ist, und verzichtet vollstéindig auf Beweise. Beweise des Teil (i) des
Defekt-0-Theorems findet man in [2]; Beweise des Defekt-1-Theorems (inkl. Defekt-0-Theorem) kann
man in [5] nachlesen; auch [3, 2, 1] sind dabei hilfreich (in [1] kommt die stéchiometrische Abbildung
Y vor; die speziellen Aussagen dort wurden aber nicht fiir die Vorlesung verwendet). In [10] kann man
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u.a. alles zum Thema maximaler Existenzintervalle von ODE-Losungen nachlesen; in [11] , Kap. 13,
geht es um asymptotische Stabilitét.

Weiteres Material, u.a. ein Vorlesungsskript von Martin Feinberg aus dem Jahr 1979, findet man auf
der Internet-Seite

http://www.chbmeng.ohio-state.edu/ " feinberg/research/

Siehe auflerdem

http://www.chbmeng.ohio-state.edu/people/feinberg.html

Dieses Skript im Internet unter
www.mso.math.fau.de/index.php?id=4502

72



