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Kapitel 1

Der Korper C als metrischer
Raum

1.1 Der Korper C

Definition (nach Hamilton)

C = Menge aller geordneten, reellen Zahlenpaare (a,b), versehen mit den beiden Opera-
tionen

+ : (a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+4d)
(a,b) - (¢,d) := (ac—bd, bc+ ad)

C ist kommutativer Korper, genannt Korper der komplexen Zahlen.

Abb:

¢: R —» C
r — (z,0) ist injektiv, Endomorphismus.

= IR 148t sich in C einbetten. Wir identifizieren x € IR mit (x,0).
IR C C ist Unterkorper von C.

Was ging verloren?
Die Anordnung : C kann nicht angeordnet werden!

Setze i := (0,1) imaginire Einheit.

Dann gilt : z = (x,y) = x(1,0) + (0,1)y =x + iy , wobei .

Also
z=x+1Yy, x = Realteil von z , x = Re z
y = Imaginérteil von z , y = Im z

Bem.: Multiplikation in C ist durch 2 = —1 eindeutig festgelegt. Denn



(a+ib)(c+id) = ac+iad+ibc+i2bd
= (ac —bd) +i(bc + ad)

Darstellung in Gaufischer Ebene

imaginédre Achse

z=x+ iy = (x,y), als Punkt in IR? aufgefafit.

Ly

reelle Achse

Naheliegend

Definition
Absoluter Betrag von z = x + iy ist per Definition

4l = Va2 5 i

Eigenschaften:
e |ab| = |a| - || ,VabeC
e |a+b| < |a| + |b| ,VabeC

allg.: | [af - |b | < [a+b]| < |a] +[b]
Konjugation

Definition
Die Zahl Z := x - iy heifit die zu z = x + ¢y konjugiert komplexe Zahl.

Beachte: X:Z—"éi , y:z2—i5

Eigenschaften: Abb. z — Z definiert Ringhomomorphismus :

Ferner gilt

°
ell

=a (Involution)



Wichtig:

a-a=|a*| , firalleaeC

Damit elegante Art die Division darzustellen: V a,b € C , b# 0:

a-b a-b 7
_ = = —— = —F= A :
bbb BE P
insbes.
a_lzi , VaeC,a#0.
|al?
Polardarstellung
imagindre Achse
Z=X+1y
Polarkoordinaten einfiithren:
; z X =T -COS
4 |z o I wobei r = |z
y=r-sing
® reelle Achse
X

also z = |z|(cos ¢ + i sinp)

Die reelle Zahl ¢ , das Argument von z, ist dabei nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 bestimmt.

Einschrinkung (héufig) : (sog. Hauptwert von ¢)

Multiplikation in Polarkoordinaten

z = |z| (cos p + i singp)
w = |w| (cos ¢ + i sinp)

zw = |z|-|w|[cospcost — sinpsini + i(cos gsiny + cos Y sin )] =
= |z |lw] - [cos(p + ) +i-sin(p + )]
Interpretation: 2 komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre absoluten Betréige

multipliziert und ihre Argumente addiert.
(Geometrisch: Drehstreckung)

speziell (DE MOIVRE):

‘z” = |2|"(cos ny + isin nyp) ‘




Anwendung:

Losen der Gleichung , weC, w#0,n € IN. Setze
z = |z| (cos ¢ + i siny)

w = |w| (cos ¢ + i siny).
Dann |w| = [ 2" = |2|" = [z] = {/|w]|
Mit DE MOIVRE: cosny + isinng = cos ) + isiny

sinng = siny

@{ cosny = cosy
genau dann erfiillt, wenn:
ny = ¢ + 2km (ke Z)
2
dh o o=Y ). 20

Aber nur fiir k = 0,1,... ,n-1 erhélt man verschiedene Wurzeln der Gleichung z"= w. Die
Gleichung z"= w besitzt genau n Lésungen, ndmlich

2 2
ae= Tl feos(Y k- Dy pitein Y4k 200 k=00

n n

1.2 C als metrischer Raum

C ist “Metrischer Raum” beziiglich der Metrik d(z1, 22) := |21 — 22
Axiome

1. d(zl,ZQ) =0& 21 =2
2. d(zl, 22) = d(ZQ, Zl)
3. d(z1,23) < d(z1,22) + d(z2,23) (Dreiecksungleichung)

Séamtliche Begriffe des Metrischen Raums stehen zur Verfiigung!

1.2.1 Offene, abgeschlossene Mengen

Setze B(zy) ={ (e C:|z-(|<r}
offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt z und Radius r

o speziell: IE := B(0,1) (gebréduchliche Abkiirzung)
e Menge U C C heift offen, wenn zu jedem z € U exist. r > 0, sodal B(z,r) C U.
e Menge A C C heifit abgeschlossen, wenn das Komplement C'A offen ist.

e Sei X C C beliebig. Wir setzen

X = Inneres von X (groBite offene Teilmenge von X = Vereinigung aller offenen
Teilmengen von X )



e X = AbschluB von X ( kleinste abgeschlossene Menge die X enthiilt = Durchschnitt
aller abgeschlossenen Obermengen von X)

o@XzY\)O(:RandvonX

e Induzierte Metrik : Einschréankung der Metrik auf eine Teilmenge X.

1.2.2 Konvergenz

Definition
Folge (z,) konvergiert gegen z € C,
in Zeichen:

z= lim z,/|,
n—oo

oder z, — z flir n — oo, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 exist. N = N(¢) € IN mit |z — z,| < ¢, fiir alle n > N.
Klar:

Rez, — Rez

fir n — oo
Imz, — Imz

zn—>zf1'irn—>oo<:>{

Cauchy-Folge
(zn) heift Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N € IN exist., sodafl

|zn — zm| <e , VYn,m>N,;
dquivalent:
(zn) ist Cauchy-Folge < { ((ﬁ; j”; sind Cauchy-Folgen
n

C ist vollsténdig, da IR vollstandig ist.

(Beispiel eines nicht vollsténdigen M.R.:
Q mit induzierter Metrik von IR versehen. Denn:
(1+ %)" ist Cauchy-Folge in Q, aber(1 + %)" —ed¢ Q)

Konvergenz von Reihen

Reihe )7, ai konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen (s,) , mit s, 1= Y ,_,ax
konvergiert.
Die Reihe konvergiert absolut, wenn .~ |ax| konvergiert.

Klar: absolute Konvergenz Konvergenz.

=
va

1.2.3 Zusammenhang

Metrischer Raum X heifit zusammenhéngend, falls gilt:
A,B nichtleer, offen in X, mit AUB=X=ANB#0 ;




dquivalent:

Y C X, Y offen und abgeschlossen = Y = () oder Y = X.

Beliebige Teilmenge Z C C heifit zusammenhéngend, falls Z als Metrischer Raum, mit der
induzierten Metrik versehen, zusammenhéngend ist.

Charakterisierung der zusammenhéngenden Mengen in C

Verbindungsstrecke zweier Punkte z,w € C :

[z,w] :={tw+ (1 —t)z: 0<t<1}.

Streckenzug von a nach b (a,b € C):
n
S = U[zk,wk] mit 21 = a, zp41 = Wi, wp, =b,1 <k <n-—-1.
k=1

In Funktionentheorie wird benotigt:

Satz

Sei G offen in C. Dann gilt:
G ist zusammenhéngend < V a,b € G exist. Streckenzug S C G, der a mit b verbindet.

Beweis. Siehe z.B. H. BAUER: Differential- und Integralrechnung

Definition
Eine nichtleere, offene und zusammenhéngende Teilmenge G in C heifit ein Gebiet.

Zusammenhangskomponenten

Teilmenge D eines Metrischen Raumes X heifit Zusammenhangskomponente von X, falls
gilt:

1. D ist zusammenhéngend

2. D ¢ B C X, B zusammenhéngend = D = B
(d.h. D ist maximal)

Es gilt:
a) jeder Punkt x € X liegt in einer Zusammenhangskomponente.
b) Verschiedene Zusammenhangskomponenten sind disjunkt.

Folgerung;:
Metrischer Raum zerfillt in Zusammenhangskomponenten.
In C gilt: Ist U C C offen, so sind die Komponenten von U auch offen in C.

In R gilt mehr: Ist U C IR offen, so sind die Komponenten von U offene Intervalle;
U zerfillt also in hochstens abzéhlbar viele, paarweise disjunkte, offene Intervalle.



1.2.4 Kompaktheit

Definition
Menge K C C (allg. Metrischer Raum) heifit kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung
(Ui)ier von K eine endliche Teilitberdeckung (Uj) ey (J C I endl.) existiert.

Satz von HEINE BOREL

‘K C C (allg. R™) ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist.

Achtung: Gilt nicht in beliebigen Metrischen Rdumen ! !
Hingegen gilt folgende Charakterisierung der kompakten Mengen in beliebigen Metrischen
R&umen:

Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS

K c C ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (z,) in K eine in K konvergente Teilfolge
besitzt.

Beweis: siehe z.B. H. BAUER: Differential- und Integralrechnung.

1.3 Stetigkeit

Sei D C C bel., f: D — C komplex-wertige Funktion, zy € D.

Definition

f heifit stetig in zg , falls zu jedem € > 0 ein § > 0 exist. , derart, dafl

If(z) = f(z0)| <&, VzeDmit|z—2]<9.

f: D — C ist stetig, wenn f in allen Punkten von D stetig ist.

Grenzwerte von Funktionen
SeiD cC Chbel.,zge C

Definition

zg ist Haufungspunkt von D, falls in jeder Umgebung V von zy mindestens ein von zg
verschiedener Punkt aus D liegt, d.h. falls gilt:

Vi (D\{z0}) #0 .

Wihlt man insbes. V,, = B(zg , %), so sieht man, dafl in jeder Umgebung V von zy sogar
abzahlbar viele von zy verschiedene Punkte aus D enthalten sind.
Es gibt also stets eine Folge (z,) von Punkten aus D mit z, — 7y fiir n — oo.

Sei f: D — C geg., zg € C ein Haufungspunkt von D.
Definition

f besitzt in zg einen Grenzwert A € C, falls gilt:
Zu jedem ¢ > 0 exist. ein § >0 sodafl

|f(2) —A| <e, firalleze Dmit 0 < |z — 29| <0 .

10



In Zeichen:

A = lim f(2)

Z2—20

Beachte: 1) f braucht in zy nicht definiert zu sein !!
2) A ist eindeutig bestimmt.

Zusammenhang mit Stetigkeit

Sei f: D — C , z9 € D sei kein isolierter Punkt von D (d.h. es existiert keine Umgebung
V von zp mit VN D = {z} )
Charakterisierung: f ist genau dann stetig in zg, wenn gilt:

lim f(z) = f(z0) -

z2—20

Wie in der reellen Analysis verifiziert man die folgenden Regeln:
d hmzazo(f(z) + g(z)) = hmzazo f(Z) + limZHzo g(Z)

o lim. ., (f(2) - 9(2)) = lim. ., f(2) - lim. .., g(2)

vorausgesetzt, dafl die Grenzwerte der Funktionen f,g : D — C im H#ufungspunkt zg von
D existieren.
Ist zudem g(z) #0 in einer Umgebung von z, sowie lim,_,,, g(z) # 0, so gilt auch

£(2) lim f(z)

z—20
lim g(z)
z—20

5
¢ z1—>Hzlo 9(z)

Daraus folgt z.B.:
Summe und Produkt zweier stetiger Funktionen f,g : D — C sind stetig.

Der Quotient z ist auch stetig, sofern g nirgends verschwindet.

Wir erwdhnen noch: Sei D C C , f: D — C stetig. Ist D zusammenhéngend, so
auch f(D).

GleichméafBige Stetigkeit

Seibc C,f:D— C

Definition

f heiit gleichméBig stetig, wenn zu jedem € >0 ein § >0 existiert, mit der Eigenschaft, dafl
fir alle z1, z9 € D:

|f(z1) — f(22)| < e, sobald |z; — 22| <9 .

Satz

Sei D C C kompakt und f: D — C stetig. Dann ist f gleichméfig stetig.

Beweis: siehe z.B. H. BAUER: Differential- und Integralrechnung.

11



1.4 Lokal gleichmiflige Konvergenz

Definition

Folge (fn) , fn: D — C konvergiert gleichméBig gegen die Funktion f: D — C, wenn zu
jedem € >0 exist. N € IN mit

|fu(2) — f(2)] <&, Vn>N,VzeD.

Gleichméflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz,aber nicht umgekehrt.

Cauchy-Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz

Notwendig + hinreichend fiir gleichméfiige Konvergenz einer Folge (f,,) gegen die Funktion
f ist die Bedingung:
Zu jedem e > 0 existiert N € IN, sodaf}

|fn(2) = fm(2)] < e, Vmmn>NundallezeD.
In Funktionentheorie wichtig: lokal gleichméfige Konvergenz, auch kompakte Konvergenz
genannt.
Definition

Sei U offen in C , (fy) , fa: U — C, bel. Folge. (fn), .y konvergiert lokal gleichmifig
(= kompakt) gegen die Funktion f: U — C, falls die Folge (f,) auf jeder kompakten
Teilmenge K C U gleichméfig konvergiert.

Satz

Die Grenzfunktion f einer lokal gleichmiflig konvergenten Folge (f,,) stetiger Funktionen
f: U — C ist stetig.

Denn f ist wegen der gleichméfligen Konvergenz auf jeder kompakten Menge K C U stetig
und damit auch auf U.

Lokal gleichméflige Konvergenz bei Reihen

Definition

Reihe Y 72 fr , f : D — C, konvergiert gleichméBig (lokal gleichméBig), wenn die zu-
gehorige Folge (sy,) der Partialsummen s,, = Y, _, fx gleichméBig (bzw. lokal gleichméflig)
konvergiert.

Wichtiges Kriterium fiir Funktionentheorie:

Majorantenkriterium von WEIERSTRASS

FEigenschaft:
[fe(2)| <M, VzeD,VkeNN.

Konvergiert die Reihe ).~ ) My, so konvergiert die Reihe Y.~ fx absolut und gleich—
mafig.

Sei (fx) , fx: D — C, eine Funktionenfolge, (Mjy) eine Folge positiver Zahlen mit folgender

12



Beweis:
e Absolute Konvergenz: klar

e gleichmifBlige Konvergenz: Fiir alle n > m > 0, alle z € D gilt:

> RIS DD IRGEIS DY My

k=m+1 k=m+1 k=m-+1

wegen » 2o My, < oo gibt es zu jedem € > 0 ein N € IN mit > ) M, < e, fiir
allen > m > N.
Somit ist:

| Z fe(z)| <e, VzeDund allen>m >N .

k=m+1
—————

=Sn—Sm

Nach dem Cauchy-Kriterium, angewandt auf die Partialsummenfolge s,,, ist die Rei-
he Y22, fx gleichméfig konvergent.

Normale Konvergenz

In der neueren Literatur zu findende Verschirfung der kompakten Konvergenz:
Definition

Eine Reihe )7, fx von Funktionen f: U — C ( U offen in C) heifit normal konvergent,
wenn die Reihe auf jeder kompakten Teilmenge K C U eine konvergente Majorante besitzt.

Kriterium von WEIERSTRASS:
=
4+
Wichtigstes Beispiel: Geometrische Reihe in C.
Bekannt: Die geometrische Reihe

Normale Konvergenz kompakte (d.h. lokal gleichméBige) Konvergenz.

[e.e]
Z q" (g € R)  konvergiert fiir [¢| < 1
n=0
und es gilt:
- 1
So'=r—  (d<D (1.1)
—dq
n=0
Beweis:
Betrachte:

A+g+@+.. . +d"A—g)=14+q+..+¢" - g+ +.. .+ +)=1-¢"".

1_ n+1
:>1+q+...+q”:qu (q#l)

Da fiir |q| < 1 gilt |¢"| = |g|™ — 0, folgt (1.1)

13



Analog fiir Y2 ;2" , z € C: Zunichst gilt

1— Z?’H-l

Fiir |z] < 1 gilt, wegen |z|" — 0 fiir n— oo: Reihe konvergiert und es gilt:

S 1
D A= (J2] <1) .
n=0

Beh.: Die geometrische Reihe > ° 2" konvergiert auf dem Einheitskreis IE normal, also
insbesondere lokal gleichméfig (aber nicht gleichméfig). Ferner gilt:

= 1
Zz": (z € E)
= 1—2z

Beweis:

Nur noch normale Konvergenz nachzuweisen:

Sei K C IE kompakt.

Kreisscheiben (B(0,r))g<y<1 bilden offene Uberdeckung von K.

K kompakt = es existieren endlich viele, in unserem Falle eine einzige Kreisscheibe B(0,p)
(0 < p < 1), welche K enthiilt.

Da auf B(0,p) — und damit auch auf K — die Reihe )2 ;2" die konvergente Majorante
Y o p™ besitzt, ist die normale Konvergenz gezeigt.

Bem.:
Auflerhalb von IE divergiert die geometrische Reihe. Fiir |z| > 1 gilt:

k
S = =B
vt 1—=2 11— z|
k—i—l_l
> |Z|7—>oo fir £k — oo
11— 2|

Auf 0 IE divergiert die Reihe auch (spéter).

14



Kapitel 2

Holomorphe Funktionen

2.1 Differentiation im Komplexen

Sei U C C offene Menge, f: U — C komplexwertige Funktion, zg € U bel. Punkt.
Analog zur reellen Analysis betrachten wir auch im Komplexen den Differenzenquotienten

IOENIC)
zZ — 20 ’

definiert fiir alle z € U \ {z}.

Da zp Héufungspunkt von U \ {zp} ist, ist die Frage nach der Existenz des Limes dieser
Funktion fiir z — zg sinnvoll.

Definition
f:U — C, U offen in C, heifit in zg (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert
f/(ZO) — lim f(Z) B f(ZO)
z>20  Z — 2
existiert.

Statt f’(zo) schreibt man oft auch %(zo) .

Ist f: U — C in jedem Punkt der offenen Menge U C C (komplex) differenzierbar, so
heilt f holomorphe Funktion.

Beispiele

1. f:C— C:z+— 2%
f ist holomorphe Funktion auf C und es gilt: f'(z) = 2z.
Denn es gilt:

B 2 .2
lim 1(z) ~ £(z0) = lim Z—%0 — Jim (z + 20) = 220, Vzoe C.
zZ—20 zZ— 20 2720 2 — 20 220

15



2. f:C—C,z~ |z
Beh.: f ist komplex differenzierbar in 0:

— 2 —
PR ) R0
z—0 z—0 z—0 z
= lim =2 =limz=0.
z—0 Zz z—0

Aber sonst nirgends = f ist nirgends holomorph.

Anmerkung

Man sagt: f ist holomorph in einem Punkt zg € U, falls f in einer Umgebung von zg
komplex differenzierbar ist.

Beispiel 2) ist in 0 komplex differenzierbar, aber nicht holomorph.

Komplex differenzierbare Funktionen sind stetig, wie aus
tim £(2) = tim PEZIEO) i 2 ) 4 0) = £:0) - 04 Flaa) = £

ersichtlich ist.

Wie im Reellen zeigt man: Summe und Produkt holomorpher Funktionen f,g : U — C
sind holomorph.

Ferner gilt:

(f+9" = f'+4
(f-9) = flg+fd (Produktregel)
(Af) = Af A e Q) ;

gilt g(z) # 0, Vz € U, so ist auch g holomorph, und es gilt:

/ / /
(i) = M (Quotientenregel).
g g
Beispiele
1. Fiir bel. n € IN gilt: (z") = nz"t (mit Induktion).
2. Jedes Polynom n-ten Grades P, (z) = ag +aiz + ... + ayz",
ag, ..., ap € C, a, # 0 ,ist holomorph auf C und besitzt die Ableitung
P'o(z) = a1 + 2a9z + ... + n - a,z" L.

3. Jede rationale Funktion f(z) = %

ist holomorph auf C \ {Nullstellen von Q } .

P,Q Polynome in z,

Aquivalente Formulierung der komplexen Differenzierbarkeit

SeiUcC C,zye U.

Jp: U — C,stetig in zg, mit:

f:U — Cist in zg differenzierbar < { F(2) = F(z0) = (= — 20)0(2) , Vae U,
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Beweis:

“=". Wir setzen

f(z) = f(=0)
2) = Z— 2 ’ 2 F %
o { fleo) . e=a
Dann gilt f(z) — f(z0) = (z — 20)p(2) , Vze U,
und
f(z) — f(20)

lim ¢(z) = lim

z—20 z—20 zZ— 2
also ist ¢ in zg stetig.
‘e

lim FE) = =) = lim ¢(2) = ¢(20)

z—20 Z— 20 z—20

= f ist in zo (komplex) differenzierbar (und f’(zg) = ¥(z0)).

Kettenregel

Seien f: U — C, g: V— C, holomorph, U,V offen in C und ¢g(V) C U. Dann ist auch

fog:V—C: z— f(g(2))

holomorph und es gilt:
(fog) =(f"o9)d"

Beweis:
Ublicherweise so:
flg(=) = f(g(z0)) _ [flg9(2)) = f(g(20)) . g(z) —g(20)
Z= 20 9(2) — g(20 Z =20
! ! !
(fo9)(20) f(9(20)) g'(20)

Nicht ganz stichhaltig, da Nullstellen von ¢(z) - g(zp) auftreten konnen !!!

Deshalb Beweis mit dquivalenter Definition der komplexen Differenzierbarkeit:

Sei zg € V, wo := g(z0) -

f in wo komplex differenzierbar = 3¢ : U — C, stetig in wy mit
fw) - f(wo) = (w-wo)p (w) , Vwe U

Ferner gilt : o(wg) = f/(wp) .

Somit

f9(z) = flglz=)) _ 9z) =9(z0) oy vae vife)

Z — 20 zZ — 20
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Es folgt:

(Fog)(a): = Jim HIZ_S0R00 -
= |2 )|
~—_——

p(wo)

= ¢'(20) - ¢(wo)
= ¢'(20) - f'(wo) = ¢'(20) - f'(9(20)) -

2.2 Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Sei U C C offen, zg € U, f: U — C in zy komplex differenzierbar.
Sei z =129 + h, h € C hinreichend klein.
(|h| <d,s0daBzy+he U)

Dann existiert

flzo+h) = flz0)

! = 1i 2.1
(z0) o= tim TEOE) (2.1)
Setze f=u+iv,u=Re f,v=1Im f, 29 =x¢9 +iyp,h =t + is
Da der Limes in (2.1) fiir beliebige h € C (hinr. klein) existiert, gilt insbesondere
(fiir s = 0):
fz) = lim (u(zo +t) +iv(zo + 1)) — (u(z0) + iv(20))
0 t—0 t
— lim u(zo + t,90) — u(zo, yo) w v(zo +t,90) — v(z0,%0)
t—0 t t
— lim u(zo +t,90) — u(zo,%0) i lim v(zo +t,90) — v(z0,%0)
t—0 t t—0 t
ou .
= %(ﬂfoayo) + 9 (w0, 90)
ou L Ov
= %(ZO) +1 %(ZO)
ou ov
! = — ) — . 2.2
= f'(20) 8x<z0)+2 8x(20) (2.2)

Wiéhlt man h = is (t = 0) so folgt:

f(z) = lim (u(zo + is) +iv(zo —i-.zs)) — (u(z0) +iv(20))
s=0 is
— lir% u(7o, Yo + 8) — u(zo, yo) Iy v(zo,90 + 8) — v(z0,%0)
S— s o
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_ [lim u(zo, yo + s) — u(o, Yo) 4 lim v(zo, Y0 + 5) — v(Zo,Y0)
5—0 S s—0 S

= i [ P, 0) + i 2 (20, 00)
= ? By Z0o, Yo Z@y Zo, Yo

. oOu ov
= — 8—y(2’0) + a—y(z())

0 0
= f(20) = 8—;@0) —’08—2(20) . (2.3)
Setzt man
of _ou_ ,ov of ._ ou ov
or " Ox Oz Oy oy Oy

so besagen (2.2) und (2.3), da$ fiir jede holomorphe Funktion f: U — C und jeden Punkt
z € U gilt:

_9f
 Ox

()| und |f'(z) = —zg—g(z) .

f'(z)

Aus (2.2) und (2.3) folgt ferner:

Folgerung;:

Isf f komplex differenzierbar in z € U, so existieren auch die partiellen Ableitungen von
u = Re f und v =Im f im Punkte z und es gilt:

M) = )

gx aya Cauchy-Riemannsche-Gleichungen .
8—5(2) = —8_;(5)

Beispiel:

f(z)=2"1= %, definiert auf U = C \{0}, ist holomorph.
Setze z =x + iy, f =u+iv .

Dann gilt:
. T — 1y _z—y

r+uy  (x+iy)(x —iy) 2 +4°
= u = £ ; vV = _y

:c2—|—y2 x2+y2

ou _ 2y’ —a2e _ y’ —a’ v _ Pyt g2y 2ty
ox (.’E2+y2)2 (.’E2+y2)2 ) ay (CC2 +y2)2 (.’E2+y2)2 ’
ou _ .. __ 2y ov _ . __ 2z
oy 2+ )7 oxr Y @+ )7

also sind die C.R. erfiillt.
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Ferner ist

2 2
— . 2x
/z — 811 +28V7 y x +'L y
f( ) or ox (:c2—y2)2 (.’E2+ 2)2
_ y2—x2+2xyi: 2 —y —Qxyz_
(@? +y%)” (a? + %)
— 9
) 2

T @) 2

wie man auch leicht mit Hilfe der Quotientenregel einsieht.

Allgemeiner gilt: | (27") = —nz~" 1| (mit Induktion).

Aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen folgt, sofern u = Re f und v = Im f stetige
partielle Ableitungen 2. Ordung besitzen (was spéter gezeigt wird):

Pt - R HB)-£B)-HB)-

— 82’0 82’1) =0.

Oxdy Oydr
Also gilt fiir den Realteil u einer holomorphen Funktion f = u + iv :
ou
oz oyt
Analog gilt fiir den Imaginérteil v :
9% N 9% _0
ox? oy

2 2
Mit Hilfe des Laplace-Operators A = % + % lassen sich die beiden Gleichungen wie
x Y

folgt zusammenfassen:

u und v erfiillen die Laplace-Gleichung )
d.h. u und v sind harmonisch.

Ferner folgt aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen:
Sei U C C offen und zusammenhéngend (=Gebiet), f: U — C holomorph.
Dann ist

‘f’zO@f:const.‘

~0r 8
ou ov
é%—()unda—
OV _ o und 00 — Oy
C'R':}ay Ounday 0= o oy .
oz’ Jy

= u = const. , v = const.
= f = const. Umkehrung ist trivial.
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2.3 Unterschied zwischen reeller und komplexer
Differenzierbarkeit

Vorbemerkung;:
IR-lineare und C-lineare Abb. in C.
Identifiziert man C mit IR? |, z = x + iy = (

:):) , so 18t sich jede IR-lineare

Y
a b

Abb: L : C — C mit Hilfe einer Matrix A = < e d ) a,b,c,d, € IR darstellen,

L:(g)H(Z Z) x) .
Insbesondere: L(1) = L(é) = (CCL) =a+ic ,
L) =L(%) = () =b+id .

Ist nun L : C — C C-linear, so muf} gelten:
L(z) =Lz-1)=1i- L(1) =ia-c

~— —~~

b+1id a+ic

<:>‘c:—b, d=a

?

sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so ist L. C-linear.

Damit gezeigt:

Lemma:

Folgende Aussagen iiber eine reelle Matrix A = ( CCL Z > sind dquivalent:
(1) die von A induzierte Abb.: L : C — C ist C-linear.
(2) Es gilt:

‘c:—b,d:a‘. (2.4)

Bem.:
Ist (2.4) erfullt, so gilt:

L(z)

()G -0 0)-(a20) -

= (ax —cy) +i(cx + ay) = (a +ic)(x + iy)

=|L(z) = (a+ic)z

, d.h. Multiplikation mit komplexer Zahl a + ic .

Aus Analysis II bekannt:
Sei U ¢ IR? offen, f: U — IR?, 29 € U.

f= (%) ist in zg = (58) reell (total) differenzierbar, wenn es eine IR-lineare Abb.:

L: IR? — IR? gibt mit

G+ B) — f(0) ~ L) |

=0.
h—0 Il Al
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Komplex geschrieben
i [ Go 1) = F) = L) _
h—0 ’h‘

dquivalent dazu
lim f(z0+h) — f(z0) — L(h)
h—0 h

Charakterisierung der komplexen Ableitung

Satz

Sei U c Coffen, f: U — C, 2, € U.
Aquivalent sind

(1) f ist komplex differenzierbar in zg

(2) f ist reell differenzierbar in zy und es gelten die Cauchy-Riemannschen Gleichungen

ou ov ou ov

%(ZO) = 8_y(Z0) ) 8—y(20) = —%(20)

Korollar:
Sei U C C offen, f: U — C reell differenzierbar, f = u + iv.

Ju _ Ov

. ox dy d.h. die Cauchy-Riemannschen Gleichungen auf U,

Gilt .

du _ _0v so ist f holomorph, und umgekehrt.

Jdy — Oz
Beweis:

1) = 2):Ist f in zp komplex differenzierbar, so gilt

lim f(z0+h— f(z0) = f'(20)h

=0.
h—0 h

Also ist (2.5) erfiillt, sofern wir L(h) := f’(z9)h definieren.
= f ist in zg reell differenzierbar und die zugehorige lineare Abbildung L ist C-linear.
Da L gegeben ist durch die Jacobi-Matrix

Ga(z0) Ga(=0)

Tela) Gutzo)

A:

folgt aus der C-Linearitéit von L (aufgrund des Lemmas)

0 ou 0 ou
(0 == 5,0 wd D) = S (z0)
—— —_—
C b d a

d.h. die Cauchy-Riemannschen Gleichungen.
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2) = 1): Nach Voraussetzung gilt (2.5) mit einer IR-linearen Abb.: L : C — C, die aufgrund
unseres Lemmas (und der Vor.(2)) C-linear ist.
L hat somit die Gestalt:

0 ov
L(h) = (5 (z0) +i 5 (20) )h
a c
folglich gilt, wegen (2.5):
L ou Ov b

o)~ 1o - (G g
h—0 h
f(zo+h)— f(z0) Ou Ov

Also existiert lim
h—0 h

d.h. f ist in zg komplex differenzierbar.

= %(ZO) + Z%(ZO),

Wirtinger-Ableitungen (fiir Mathematiker).

Sei f=u+iv:U— Creell differenzierbar in zy € U.
Wir wissen: Falls f in zg komplex differenzierbar ist gilt:

of _df und g df

Or  dz dy "1
Setze (fiir bel. in 7y differenzierbare Funktion f):
0 0 0
G = S -igheo
9 5 9 Wirtinger-Ableitungen
e = JGL+ighe
Dann gilt, falls f = u + iv ,
0 0 0
T =0 & =i
o DO ey e O
Ooxr Oz dy 0Oy Oy Oy
20 20

0
also 6—£(z0) =0 < %(z )= gz(ZO) und gZ(zo) %(zo)

(Cauchy-Riemannsche Gleichungen)

Damit insbesondere:

f: U — C ist holomorph < f ist reell differenzierbar und % = 0.
Ferner: Ist f holomorph, so gilt 8f ﬁ .

Beachte: Ist f: U — C komplexwertlg, so ist f eine Funktion von z und Z,

_Z2+Z _ 22—z
f(z,Z) ,denn x = =5= |y = o

Beispiel:
f) =1 =2-2
0

VA 0 < z=0,d.h. fist nur in 0 komplex differenzierbar, f ist somit nirgends

holomorph.
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2.4 Die Exponentialfunktion

Merkmale der reellen Exponentialfunktion exp:x — e : IR — IR

(e=limy, (1 + %)") sind:

1) exp ist die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

2) exp geniigt der Funktionalgleichung;:

(@1 +22) = f(a1) - [ ()

Ve, 20 € R

3) exp besitzt die auf IR konvergente Taylor-Entwicklung

x  _k

efczz% (x €R).

k=0

Ubertragung ins Komplexe:
Wir starten mit 1): Gesucht ist eine holomorphe Funktion
f:C— Cmit f'(z) = f(2), V2€ C ,undf(0) =1.

Sei f = u + iv. Falls f holomorph ist, ist f' = % + ’L%
Bedingung: f' = f < 9u =u und 9v =v
oz Oz
~—— ~——
Losung: u(z,y) = Ay) - €* v(z,y) = B(y) - €*
Cauchy-Riemann:
811 _ @ . T __ !, — /
or = oy : Ae* =Be* < A=1DB
8u _ _@ . I, r . x I
oy = O : Ae* =—-Be* < A =—-B

somit: A=B'=-A"= A"+ A=0,A00) =1 (da u(0,0) =1 ), und A’'(0) = —B(0) =0
(da v(0,0) =0)
= A(y) = cosy = B(y) = —A'(y) =siny .

Als Losung kommt nur in Frage die Funktion f(z) = e®*(cosy + isiny)

f ist aber holomorph auf C (Cauchy-Riemann nachpriifen).

Herleitung zeigt: f ist die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems:
ff=r . fo=1.

Wir definieren die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C somit durch

e = e“”(cosy—l—isiny)‘ , Z=X+1y.

Eigenschaften:

z — €7 ist holomorph auf C
(0) e” stimmt auf IR mit der reellen Exponentialfunktion iiberein.
le?| = eft* > 0 = ¢7 besitzt in C keine Nullstelle.
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(1) %ez =e?,e’ =1 (16st Anfangswertproblem)

(2) e1t#2 = ¢*1 . e*2 Yz, 29 € C (Funktionalgleichung)

k
(3) =310 % konvergiert fiir alle z € C absolut, gleichméflig auf allen kompakten

Teilmengen.

Beweis:
(0) klar

(1) klar nach Herleitung, aber auch so:

d z X . T
— = —e"cos —e's
dze 8:06 y+18xe my

= e’cosy+ie”siny =e“(cosy+isiny) =e° .
(2) Betrachte Hilfsfunktion: g(z) := e*11?27% . ¢* | holomorph auf C .
g (2) = —eF1t?27% o2 pefitR22 02 = (V2 € C
= g(z) = const = g(0) = 1122 = eF1T227% . ¥ = 5122 Y 2 € C.
Setze z = z9 dann ist e* - e?2 = 71122 |
k
(3) f(2) = rtp % hat konvergente Majorante auf C, ndmlich >~ 72 % = el?l

= Reihe konvergiert absolut und lokal gleichméBig (nach Weierstra8).
Spéter wird gezeigt: Dann ist f holomorph und darf gliedweise differenziert werden:

— [e.o]

= d 2P Nz e z
=2 G =2k _;(k—l)!_zoﬁ_f(z)'

k=1 k=1

Wegen Eindeutigkeit des Anfanswertproblems folgt f(z) = e*,Vz € C.

Uberraschung

Komplexe Exponentialfunktion hat Periode.

Dennesgiltm , Vze CVkeZ.

Ferner gilt: e*! = e*2 = e*17%2 = 1. Setze 2y = 21 — 29. Dann e*° =1 .
Aus 1 = €™ (cosyp + isinyg) folgt sinyg =0, also yo=nnw ,n € Z .

Aus 1 = €™ cos gy folgt cosyg > 0, also mufl n gerade sein: n = 2k (k € Z) und somit

Yo = 2km . Wegen cos 2km = 1 folgt schliellich g = 0 .

:>20:27Tk:i:z1222+k:2m:>

Mit Hilfe der e-Funktion definiert man

(eiz + efiz)

(eiz _ efiz)

cosz =
,2z€ C

gl’—‘ D=

sinz =

cos z,sin z sind holomorph auf C und stimmen im Reellen mit cos z und sin z iiberein.
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Achtung:
cos-Funktion (und sin-Funktion) sind im Komplexen nicht mehr beschrinkt, denn es gilt:

cosiy = z(e¥V+e¥) = coshy

|>~ DO[—=

unbeschrankt .
isin hy

siniy = o(e¥V—e¥) = —isinhy =

N
<

Euler: | e** = cosz +4sin 2

, insbesondere | " = cosp +isinp |, Vo € R .

Additionstheoreme:

Fiir alle z,w € C gilt:

cos(w+z) = coswcosz —sinwsinz
sin(fw + z) = sinwcosz + coswsin z
Denn
i(w+z) _ iwtiz _ _dw iz .. ..
e = e =" - e = (cosw + isinw)(cos z + isin z)
= cosw cos z — sinwsin z 4 i(sin w cos z + cos w sin z)
e~ Hwt2) cos w cos z — sinw sin z — i(sin w cos z 4+ cos wsin z) .

Behauptung folgt durch Addition bzw. Subtraktion.

Ableitungen
di,lz cosz = —sinz
di,lz sinz = cosz
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Kapitel 3

Komplexe Integration

3.1 Das komplexe Integral

Sei I C R ein Intervall, I = [a,b], f: I— C eine stetige, komplexwertige Funktion.
Wir setzen

/If(t)dt = /IRef(t)dt—l—i/IImf(t)dt.

Ausdehnung auf beliebige differenzierbare Wege in C :

Unter einem parametrisierten Weg versteht man eine stetige Abbildung

v: [a,b] — C , hdufig kurz mit z = z(t), a<t<b bezeichnet.

v heifit stetig differenzierbarer, parametrisierter Weg, falls Re z(t) und Im z(t) stetig dif-
ferenzierbar sind.

Zwei stetig differenzierbare, parametrisierte Wege v, : [a,0] — C, 72 : [¢,d] — C heilen
dquivalent, falls eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion ¢ : [¢,d] — |a, b] existiert

mit ¢’ > 0 und v, = 1 0 ¢ (Aquivalenzrelation).

Ein stetig differenzierbarer Weg ist dann eine Aquivalenzklasse stetig differenzierbarer, pa-
rametrisierter Wege.

Sei W ein solcher Weg, parametrisiert durch z = z(t), a <t<b.

z(a) heifit Anfangspunkt von W, z(b) Endpunkt von W.

[W| = { z(t) : a<t<b } heiit Triger von W.

W heifit geschlossen, falls Anfangspunkt = Endpunkt.

Unter einem stiickweise stetig differenzierbaren Weg W verstehen wir ein n-Tupel ste-
tig differenzierbarer Wege Wy (k = 1,...,n) mit Endpunkt Wj = Anfangspunkt Wy,
(k=1,..,n—1).

Beispiel:

Die Funktion z(t) = 2 +rett 0 < t < 27 parametrisiert die Kreislinie um 2o mit Radius r.
Integral lings Weg W .

Sei W ein stetig differenzierbarer Weg, parametrisiert durch z(t)=x(t) + iy(t) ,
f:|W|— C eine stetige Funktion.

Wir setzen: g(t) = f(2(t)) - (t),a < t < b, 5(t) = & = 4L ¢

. . . dt ’
g ist stetig auf [a,b], also ist

b
I :/ f(z(t)) 2(t)dt wohl definiert.
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Behauptung:

I ist unabhéingig von der Wahl der Parametrisierung von W.

Sei 2(7),c < 7 < d eine zweite, dquivalente Parametrisierung.
= J¢:[c,d] — [a,b] mit z(p(1)) =2(7) ,Ve<71<d.

Aus fLz(p(7)) = 2(p(7)) - p(7) folgt

Sy £@) 2@0)dt = [ f(2(0(7) - 2(p(7)) - p(r)dr = [ F(E(7)) - E(r)dr .
Dies berechtigt zur folgenden

Definition:

Sei W ein Weg in  C. Unter dem Integral der stetigen Funktion f : |[W| — C lings W
verstehen wir die komplexe Zahl

| = [ " pe) 20

wobei z = z(t) , a <t < b, irgendeine Parametrisierung des stetig differenzierbaren Weges
W bezeichnet.

Beispiele:
1) Sei f(z) = 22, W) = Weg parametrisiert durch z(t) =¢, —1<t<1.
le Pdz = f—ll t2dt = %1—1 = %
Sei Wy parametrisiert durch z(t) = ™t g<t<nr
fW2 2dz = —i [ e2im=t) . pi(m=t) gt — _j Iy 3T ig — 2.

2) Sei f(z) = (z — 20)*, k € Z, 20 € C (fiir negative k nur auf C\{z} definiert).
Als Weg wihlen wir die Kreislinie C mit Mittelpunkt zg und Radius r > 0.

0 L k#£-1
. _ k —_ )
Beh.: [.(z — 20)"dz { omi ke —1

Wihle Parametrisierung z(t) = 2z +ret , 0 <t < 27 .
Es gilt 2(t) = r ie', also

27 ) ) 2
/ (z—2)fdz = / rketFtrieitdt = irh+! / B0 g —
c 0 0

27
irktl / [cos(k + 1)t + isin(k + 1)t]dt =
0

2m 2m
. . . 0 fallsk # -1
— k+1 —
= ir [/0 cos(k + 1)tdt + Z/O sin(k + 1)t dt] = { i falls b — —1
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Eigenschaften des Integrals

1) C-Linearitét: Fiir bel. ab € C, f,g: |W| — C stetig gilt:
/ (af(z) +bg(z))dz = a/ f(z)dz + b/ g(z)dz
w W W

2) Sei W = (W1, W) mit Endpunkt W; = Anfangspunkt Wo.
Wir schreiben: W = W7 4+ Ws. Dann gilt :

/ fdz = fdz+ fdz
W1+Ws wh Wa

3) Bezeichnet —WW den entgegengesetzt durchlaufenen Weg von W (d.h. ist W para-
metrisiert durch z(t),a <t < b, so ist t — z((a — t) + b) die Parametrisierung von

~W), so gilt
[ rt== ], 0

Fiir stiickweise setig differenzierbare Wege W = (W1,...,W,,) setzen wir

Erweiterung

/Wf(z)dz = ; ” f(z)dz

Reelles Kurvenintegral

Sei W ein stetig differenzierbarer Weg, parametrisiert durch z(t), a <t < b,
z(t) = x(t) +iy(t) , und u : |W| — IR eine stetige reelle Funktion. Wir setzen

b
/W w(2)|dz| = / (=) |2 ()|t

(Integral ist unabhéngig von Parametrisierung.)

Firu=1ist )
/ |dz| = / V&2(t) + §%(t)dt = Lénge von W.
w a

Beh.: Fiir f: |W| — C stetig gilt:

]/W f(z)dz| < /W |f(2)]|dz|| (wichtige Abschétzung)

Beweis:

Sei z(t),a <t < b, eine Parametrisierung von W.
Setze I := [;, fdz und g(t) = f(2(t)) 2(t) ,a <t <b.
Dann gilt:

29



I = |I| € fiir ein ® € [0,27) und somit
. . b
Il = I-e7= e@/ g(t)dt =
a
b .
= / e~ g(t)dt
a

_ / Rele ™ g(t)]dt + i / Tmle g (1)) dt .

Letztes Integral verschwindet, da |I| (auf linker Seite) reell ist.
Aus Re(e™™g(t)) < |e@g(t)| = |g(t)| folgt somit

< o= o= [ i

Anwendung

Satz

Sei U C C offen, f, : U — C eine Folge stetiger Funktionen die lokal gleichméflig gegen eine
(stetige) Funktion f konvergiert, und W ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in U. Dann
gilt

n—oo

lim fndz—/ fdz
w

Beweis:

OBdA sei W stetig differenzierbar; z(t),a < t < b, eine Parametrisierung von W. Da
|W| kompakt ist, konvergiert nach Voraussetzung (f,,) auf |W| gleichméfig, d.h. zu jedem
e > 0 existiert N € IN sodaf

|fn(z) — f(2)] <e€ fir allen > N | Vz € |[W]|

Also gilt fiir alle n > N:

\/andz—/wfdz] _ y/ £)dz|

/ Fal2) — £(2)] 1
w

/5|dz|:5-/ |dz| = € - Ldnge von W.
w W

IN

IN
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3.2 Stammfunktionen

Zur Erinnerung: Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt:

1) Jede stetige, reelle Funktion f : [a,b] — IR besitzt eine Stammfunktion F', d.h. es
gilt F : [a,b] — IR ist differenzierbar und F’ = f.

2) Ist F' Stammfunktion der stetigen Funktion f, so gilt
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Frage: Inwiefern iibertrigt sich der Hauptsatz ins Komplexe ?
Wir beginnen mit der

Definition

Sei U C C offen. Die Funktion f: U — C besitzt eine Stammfunktion F': U — C, falls
F in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar ist (also F' holomorph ist) und

F'(z) = f(z) | fiir alle z € U.

Beispiele:

1) Beh.: f(2) = 2™ (n € INg) besitzt Stammfunktion auf C
n+1
Denn F(z) = 'g——l—l erfiillt F'(z) = f(z),Vz € C.
2) f(z) =2z"",n €N, ist definiert auf G = C \{0} .
1-n
Fiir n # 1 besitzt f Stammfunktion , da F(z) = ZTn die Eigenschaft F' = f

] 1
besitzt.
Frage: Wie ist es fiir n = 1 7 Wir zeigen: f(z) = % besitzt auf C\{0} keine Stamm-
funktion.

(im Gegensatz zum Reellen)

Dazu zunéichst:
Satz

Sei U offen in C, f: U — C stetig und W ein beliebiger, stiickweise stetig differenzierbarer
Weg in U mit Anfangspunkt zy und Endpunkt z;.
Besitzt f eine Stammfunktion F': U — C | so gilt

| £ = ) - Feo)
w
Insbesondere gilt

/ f(z)dz=0 , fiir jeden geschlossenen Weg in U.
w
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Beweis:

Sei I = u + iv holomorph auf U mit F’ = f , d.h.

f() — d_F—a_F—@_F‘@f
= dz Oxr Ox Zax_
oF__ou v,
oy Z@y Z@y'

Sei z(t),a <t < b, eine Parametrisierung von W, oBdA stetig differenzierbar.
Kettenregel:

FE) = o lu((t),y() +iv(e(t), y(t)] =
Oou . Ou ) ov

= a—x$+8—yy+l|:a— +8—yy =
ou 0Ov| . ou .0Ov

[ o)
f(=(t)) if(2(t))

= fz®))(@ +iy) = f(2(1)2(t) -

Somit
i = [ pewpa= [ Lrem) -
[ gz = [reoza= [ e -

- F(z(t))‘_ — F(z1) — F(z) .

t=a

Zuriick zu Beispiel 2) : f(2) = 27! besitzt keine Stammfunktion auf G = C \{0} .
Denn falls Stammfunktion existiert, folgt fiir jede Kreislinie C um 0 :

/f(z)dz:O, imWSzu/%:%'i;éO.
C c %

Wir wollen jetzt aber zeigen: Lokal, d.h. auf jeder Kreisscheibe, besitzt jede holomorphe

Funktion eine Stammfunktion.
Dazu folgendes Resultat: Sei A das Dreieck mit den Eckpunkten z1, 29,23 € C:

A={tiz1+taza+t3zz : ti+ta+tz=1 0<t; <1}

zugehoriger Dreiecksweg T (Rand parametrisiert):
T = (51,52, 53), wobei Strecken \S; parametrisiert durch
t— zj + t(zj+1 - Zj) : [0, 1] — C (2’4 = Zl) , 5 =1,2,3.
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Hilfssatz:

Sei f: B(zp,r) — C stetig auf der offenen Kreisscheibe B(zg,r) mit Mittelpunkt zp und
Radius r. Aquivalent sind

1) f besitzt Stammfunktion F.

2) Fiir jedes in B enthaltene Dreieck A mit Dreiecksweg T gilt:

/T f(2)dz=0.

Beweis:

1) = 2) Spezialfall obigen Satzes

2) = 1): Sei z € B(zp,r) beliebig und S;,, die Strecke von 2y nach z.

Setze F(z) := szOz f(Ode¢.

Beh.: F ist Stammfunktion von f.

Sei z € B(zg,r). Da B offen ist, existiert B(z,p) mit B(z, p) C B(zp,r).

Fir h € Cmit |h| < p liegt S, .45 in B(zg,7), also auch das Dreieck mit den Eckpunkten
20,2+ h und z .

Sei T' der zugehorige Dreiecksweg. Nach Voraussetzung gilt:

0= /T F(O)dC = F(z + h) /S BRGERE

N F(z+h})L_F(Z)—f(z) _

/ fd¢ — f(z) =
S, 24+h
/S (F(O) — F(2))dC .

S = =

Stetigkeit: Zu e > 0 exist. 6 > 0 mit |f({) — f(z)|<e , V(€ Cmit|z—¢| <.
Folglich
‘F(z—i—h)—F(z)
h

1
-1El < g /S LGRS
1

A

< —-e-lhl=¢,
|l

und damit F'(z2) = f(z) .

Bemerkung:

Beweis zeigt, daB das Lemma auch fiir sternférmige Gebiete gilt. (G heifit sternférmig
bzgl. zy €G, falls mit jedem Punkt z € G auch die Verbindungsstrecke S,,. in G liegt.)
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Satz von CAUCHY-GOURSAT

Sei f: U — C holomorph auf der offenen Menge U C C. Dann gilt fiir jedes in U enthaltene
Dreieck A mit zugehorigem Dreiecksweg T

/Tf(z)dz =0.

Beweis:

Unterteile A in 4 kongruente Dreiecke, durch Halbieren der Seiten. Ergibt Dreieckswege
T1,T5,T3,Ty. Strecken im Innern von A werden zweimal durchlaufen, aber in entgegenge-
setzter Richtung.

= Integrale heben sich auf. Also

/ fdz = fdz+ fdz+ fdz + fdz .
T T1 T2 T3 T4

Idee: Wihle dasjenige Dreieck A; aus, dessen Randintegral maximalen Betrag hat.
Dann gilt:

| / fdz| < 4] / fdz|, wobei T den zu A; gehérigen Dreiecksweg bezeichnet.
T T

Néachster Schritt: Unterteile A; in 4 kongruente Dreiecke und wéhle Ay C Aq so aus, dafl
dessen Randintegral maximalen Betrag hat. Dann gilt, falls () der zugehérige Dreiecks-

weg von As ist
[ fe<al [ gl
T T7(2)

\/fdz]§42\/ fdz| .
T T(2)

Sodann induktiv dieses Verfahren fortsetzen!
Es existiert eine absteigende Folge von Dreiecken (A,,)pev mit

Also

|/ fdz] < 4”|/ fdz| ,wobei T = Dreiecksweg von A,,.
T T7(n)
Sei u,, der Umfang des Dreiecks A,,. Dann gilt nach Konstruktion
1
Unt1 = 5Un, also  u, =27 "ug , wobei ug = Umfang von A.

Da A, kompakt ist, und die Folge absteigend, gilt nach dem Durchschnittsatz

ﬁAnﬂ)

n=1

Es gibt also einen (sogar genau einen) Punkt zp € A, der in allen Dreiecken A,, ent-
halten ist. Da f in zg komplex differenzierbar ist , existiert zu € > 0 eine Kreisscheibe
B(zp,r) C U sodafl

f(z) — f(20)

P — f(20)| < &, sobald z € B(z9,7)\{z0} -
— 20
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Setze R(z) := f(2) — f(20) — (2 — 20) f'(20) -
Dann gilt
|R(2)| <elz— 20| , YzeB(z,r).
Aus u, = 27" ug folgt die Existenz eines ny € IN sodafl u,, < r fiir alle n > n;.

Da Hypothenuse von A,,, < u,, <7 ,und zy € A,, folgt:
A,, C B(z,r) .
Somit gilt fiir alle z € Ay, :
|R(2)| <elz— 20| <e-up, .

Ferner gilt

/ [ f(z0) + (2 — 20)f'(20) ]dz=0
T(n1)

Polynom in z — hat

Stammfunktion
Also
[ gl = 1[G+ - 20)f o) + R
T(n1) T(n1)
— | [ rGsl< [ ) e <
T(n1) T(n1) N~ —
Ss'unl
< s-um'/ dz| =e-u2, .
T(n1)
Es folgt
[ gad < ey [ g san e,
T T(n1)

= 4" .g(2™™ -u0)2 =c- ug .
Da € > 0 beliebig, folgt
]/fdz\—O,alsoauch/de—O.
T T

Cauchy-Goursat + Lemma ergibt:
Satz:

Jede auf einer Kreisscheibe (allg. sternformigem Gebiet) holomorphe Funktion besitzt eine
Stammfunktion.

Mit anderen Worten: "lokal” besitzt jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion, aber
nicht global.
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Aus der Analysis III -Vorlesung ist bekannt;:
Satz von GAuss (in IR? = C)

Sei U C C offen , & = (u,v) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U und G ein glatt (bzw.
stiickweise glatt) berandetes Gebiet mit G C U . Dann gilt

// div W dxdy = / (W, i)ds ,
G oG

wobel 7 = dufleres Normalen-Einheitsfeld.

Wir geben nun eine

Funktionentheoretische Fassung des Satzes von Gaufl

Definition: Gebiet G heifit positiv berandet, falls G stets ”links” von I' = 0G liegt.
Dies besagt, daf fiir jede Randkomponente I';(j = 1,...,n) von I' gilt:
Ist z;(t) , (0 <t < 1), eine Parametrisierung des geschlossenen Weges I'; , so existiert zu
jedem ty € [0, 1] ein &y > 0 mit folgender Eigenschaft:
Sei 7(to) :=1 - 2;(to) (Normalenvektor, nicht normiert)
Dann gilt fiir alle 0 < A < &g
Zj(to) + A ﬁj(to) eqG
Zj(to) — )\’ﬁj(to) Q G .

Sei zunédchst f: U — C nur reell stetig differenzierbar, f = u + iv.

Setze W = (u, —v) = f; 0 ist stetig differenzierbar (reell).

Sei G mit G C U ein positiv berandetes Gebiet mit Rand T' = (T'y,...,T},).
AuBeres Normalen-Einheitsfeld ist gegeben durch

i) 1

’ﬁ:(t) = —ZW = g(y - 211?) = (?7,1,’)?,2) s
obei ny = () no = — a(t)
wobel M=) 0 T )

Betrachte

/Fl(i i)ds = /Ol(unl — vng)|Z|dt

/1(uy+vx)dt—lm/ u+w)(w)d

z
= Im / flz
Ferner gilt:

divf = ag av =2 Reaf wobei a]_c = 2(8f f) ; also

8

div Fdzdy = Re2 | | Ldzdy = tm2i || LLdzdy .
// /.7 /%
/ /G div Fdwdy = /F (7, 7)ds
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Eingesetzt:

Iin//G %dmdy :Im/rf(z)dz.

Im(—2) //G %dxdyzfmi/rf(z)dz:ReAfdz.
Re 2Z/L %dmdy

‘ of B Gaufl (Stokes)
22//G gdxdy—/rf(z)dz

in komplexer Form

f—if:

Total

Cauchy-Riemann:

f holomorph < % = 0. Wir erhalten somit das

Resultat

Sei U C C offen, G C G C U ein positiv berandetes Gebiet mit stiickweise glattem
Rand I', f : U — C eine holomorphe Funktion mit stetiger Ableitung. Dann gilt:

/Ff(z)dz =0.

Bemerkung:

Auf die Stetigkeit der Ableitung von f kann — wie etwas spéter gezeigt wird — verzichtet
werden. Dieses Resultat ist deshalb nur eine vorldufige Fassung des sog. Cauchy’schen
Integralsatzes.

Cauchy’sche Integralformel

Voraussetzungen wie im Resultat. Sei zp € G. Betrachte g(z) = zf—(zz)'o auf U \{z0}.
g ist holomorph und besitzt eine stetige Ableitung. Sei B(zp,p) eine Kreisscheibe mit
B(Zo, ,0) C G.

Setze G’ = G\ B(zq, p).

G’ ist positiv berandet, sofern B negativ orientiert wird. Auf g und G’ wenden wir den
GauB}, bzw. das obige Resultat an (I'' = 9G”):

C
0 = /F,g(z)dz— dz =

I’ 2= 20
= A fozzo_dz — . fozzo.dz (Cp = 83(207p)) (31)
Aber
JRCET P CRRY
Cp =20 Cp, Z — 0 C, 220
= 27
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Ferner

/ f(z) = f(x0) ;.
Cp Z %0

Cp

|z — 20|

=p

1
sup [£(:) ~ Flao)| - [ 1az

ZGCp Cp

IN

=2mp

= 2msup|f(z) = f(z0)| = 0,

P

fir p — 0 aufgrund der
Stetigkeit von f.

Aus (3.1) folgt somit fiir p — 0:

27 f(z0) :/F /(z) dz

Z — 20

Umbenennung: zp — z und z — ¢ .
Dann

1

f(z)=— / &dc ,  Cauchy’sche Integralformel.
2w Jp (— 2

Um die vorausgesetzte Stetigkeit der Ableitung von f loszuwerden, verwenden wir nun

einen

Trick.

Sei f: U — C, U offen in C, eine bel. holomorphe Funktion. Auf jeder in U enthalte-
nen Kreisscheibe B = B(zp,r) besitzt f eine Stammfunktion F. Wende Cauchy-Formel
zundchst auf diese Stammfunktion F' an.

Nach Voraussetzung gilt: F' = f

Es ist somit F” stetig, weil f als komplex differenzierbare Funktion stetig ist.

Also darf man F' in obige Formel einsetzen. Es folgt

_ 1 F(¢)
F(z)_Q—m‘/CpC—zdg’ Vz € Bl(zo,p),

wobei C), eine Kreislinie mit M.P. zp und Radius 0 < p < r bezeichnet.
1
—z
Integral differenzieren diirfen, folgt:

F ist auf B(zg,p) und damit, da B(zp,7) und 0 < p < r beliebig wihlbar waren, auf
ganz U beliebig oft komplex differenzierbar. Insbesondere ist f = F’ beliebig oft komplex

differenzierbar, also f’ stetig.

Da der Kern z — auf C\{C} beliebig oft differenzierbar ist und wir unter dem

Folgerung

Aus der Holomorphie von f: U — C folgt die Stetigkeit der Ableitung f’.

Also diirfen wir die Stetigkeitsvoraussetzung von f’ im obigen Resultat wie auch in der
anschlieBenden Integralformel streichen.

Wir erhalten somit
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Satz (Cauchy’scher Integralsatz fiir positiv berandete Gebiete).

Sei U ¢ C offen, f: U — C holomorph und G mit G C U ein positiv berandetes Gebiet mit
(orientiertem) stiickweise glattem Rand I'. Dann gilt:

(Lﬂ@w—

Ferner gilt:
Satz (Cauchy’sche Integralformel)

Unter den Voraussetzungen des Cauchy’schen Integralsatzes gilt:

f(z)—i/ f(C)dC, VzeQG.

2mi Jr (— 2

Durch differenzieren nach z folgt fiir die n-te Ableitung der folgende

Zusatz

FO(2) = 2 Cf(f)anc Vzed.

Anwendungen:

Satz von MORERA

Sei U € C offen, f: U — C stetig. Aquivalent sind:
(i) f ist holomorph

(ii) fiir alle in U liegenden Dreiecke A mit Dreiecksweg T gilt:

(Lﬂ@w—

Beweis
(i) = (ii) Cauchy-Goursat.

(ii) = (i) Es geniigt, die Holomorphie von f auf jeder in U liegenden Kreisscheibe nach-
zZuweisen.

Sei also 0.E. U = B = Kreisscheibe.

Wir haben frither gezeigt (Hilfssatz):
Aus Bedingung (ii) folgt die Existenz einer Stammfunktion F' : B — C von f. Nach obiger
Uberlegung ist aber mit F' auch dessen Ableitung F’ = f holomorph = Beh.
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Satz (Cauchy’sche Abschétzung)

fn),

n!

WM wobei dist(z,0U) = mf ¢ — 2| .

)<

Ist f auf U holomorph und beschriankt, d.h. |f(z)] < M ,Vz € U , so gilt fiir die n-te Ableitung

Beweis

Sei 0 = dist(z,0U). Dann gilt B(z,0) C U.
Auf B(z,06) wenden wir die Cauchy-Formel an:
Sei C' = C(z,r) die Kreislinie mit Mittelpunkt z und Radius r , 0 < r < 4.

Es folgt
@ = & / L nﬂ

n:
< — [ R g
< %/C,C_Z,nﬂwcr

n! Y, J
2yl /C| ==

Da 0 < r < 6 beliebig wihlbar ist, folgt die Behauptung.

<

Satz von LIOUVILLE

‘Jede auf ganz C definierte, holomorphe und beschrénkte Funktion ist konstant.

Beweis

Sei f: C — C holomorph und beschrénkt, |f(z)| < M ,Vze C.
Sei z € C beliebig. Betrachte B(z,r) mit r > 0 beliebig.

Nach Cauchy’s Abschiitzung gilt: | f/(z)| < %M
Da r > 0 beliebig, folgt |f/(z)] =0, d.h. f'(z) =0 = f const .
Anwendung:

Fundamentalsatz der Algebra

Koeffizienten ag, ..., a, , besitzt eine komplexe Nullstelle.

Jedes Polynom n-ten Grades (n>1), P(z) = ag+aiz+az2?+...+anz", a, # 0, mit komplexen

Beweis (indirekt)

Annahme: P besitzt keine Nullstelle in C. Dann ist f = % auf ganz C holomorph.
z.z.: [ ist beschrinkt.
Dann folgt aus LIOUVILLE: f = const, ein Widerspruch!

Sei zunéchst r = |z| > 1. Dann gilt

[P(2)|

2"

-1

= lan+an—127 + ... +apz""|

> an| — |an_127 4 ... Fagz™"

<lan—1] 2|71 +...+ao| |27
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1 _
2 |an| = = (lan-1] + ... +aolr ")
1
> an| — ;(|an,1| + ...+ aol) -
Wihle r» > 1 sodaf
200l .+ lan )

|an|
P(2)
|2]

é\f(z)\gmgm—%,sofern\z]2r>1.

Dann Z\an\—|a—2"|:l]an], fir alle z € Cmit |z| >r>1.

Auf B(0,r) ist jedoch f beschrinkt, da f stetig ist und B kompakt.
= f ist beschréankt auf C.

Lit.:

Ein elementarer Beweis des Fundamentalsatzes findet sich z.B. in
EBBINGHAUS et al. : ZAHLEN.

Korollar

Jedes Polynom n-ter Ordnung (n> 1), P(z) = ap + a1z + ... + ap2"
(ag,ai,...,an € C,a, # 0) besitzt in C genau n Nullstellen (mit Vielfachheit), d.h. es la8t
sich wie folgt faktorisieren:

wobei z1,...,2, € C.
Beweis mit Induktion nach n

n=1 klar

Schritt n-1 — n

Sei P(z) =ap+aiz+...+apnz" (an # 0) ein Polynom von Grad n.

Fundamentalsatz: P hat Nullstelle zg € C, d.h. P(z) = 0.

Also gilt P(z) = P(z) — P(20) = a1(z — 20) + ... an(2" — ) = (2 — 20)Q(2) , wobei Q ein
Polynom vom Grad n-1 ist.

Nach Voraussetzung ist Q faktorisierbar und damit auch P.

Satz von WEIERSTRASS

Sei (fi) eine Folge holomorpher Funktionen auf der offenen Menge U, welche lokal gleichméBig
(kompakt) gegen eine Grenzfunktion f : U — C konvergiert.

Dann ist auch f holomorph.

Ferner gilt: Die Folge ( f,in)) der n-ten Ableitungen konvergiert lokal gleichmifiig (kompakt)

gegen ("),

Beweis mit MORERA

a) f ist als lokal gleichméfBiger Limes von (fx) stetig.
Sei A ein Dreieck in U mit Dreiecksweg T. |T| ist kompakt, also ist die Konvergenz der
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(fx) auf |T'| gleichméBig. Es folgt

k—o0

lim /fk.dz = / fdz = / fdz=0 = (MORERA) f holomorph.
T T T

=0, da f;, holomorph

b) z.z.: ( fk(:")) konvergiert auf beliebigem Kompaktum K C U gleichméBig gegen f(™.
Zu jedem z € K existiert B(z,r,) C U (da U offen).

Familie { B(z, ),z € K} iiberdeckt K.

K kompakt = K C B(z1,p1) U...UB(zn, pn), Wobei pj = 21, .

Auf Kreisscheibe B(z;,7,) wende Cauchy-Formel an:

Sei C; die Kreislinie mit Mittelpunkt z; und Radius 2p;. Fiir alle z € B(zj, p;) gilt

| [ RO = £(O)
o /c -2 dc‘
ol [ 1RO — FQ)

2T o) |C o Z|n+1

n! 1
g MLGENIGITSE

1F () = FP()| =

<

[q

Nach Voraussetzung konvergiert (fi) gleichméBig auf der kompakten Menge C; gegen die
1

Funktion f, d.h. zu bel. € > 0 existiert N; € IN mit |fx(¢) — f(C)] < 770 - €,
Vk>N;,VCeC,;. '
(n) (n) b1 1,
= ) - @ < B L e iar g = e Vae Bl

Setze N:= max(Ny,...,Ny). Dann gilt

H@ - M@l <e . VieKVE2N.
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Kapitel 4

Analytische Funktionen

4.1 Potenzreihen

Reihe der Form: -
Z ar(z — 2)* (4.1)
k=0

heifit Potenzreihe.

ar € C Koeffizienten, 29 € C Mittelpunkt der Reihe
Potenzreihen haben einfaches Konvergenzverhalten.

Lemma

Konvergiert (4.1) in einem Punkt z; € C mit z; # zp, so konvergiert die Potenzreihe
absolut auf B(z, |21 — 20]).

Auf jeder Kreisscheibe B(zp, ) mit 0 < r < |21 — 2¢| ist die Konvergenz sogar
gleichméBig (insbesondere auf jeder kompakten Teilmenge K von B(zg, |21 — 20])).

Beweis
o

Nach Voraussetzung konvergiert Z ar(z1 — z0)".
k=0

Also ist ay(z1 — 20)* eine Nullfolge. Es gibt also ein N €IN mit
k(21 —20)f| <1, VE>N;
somit Vk > N :

k k
Z— 20 Z— 20
lax(z — Zo)k| = |ag(z1 — Zo)k| DN D

<1

21—20| |21 — %0
Sei 0 < g < 1 beliebig.

Dann gilt V z € C mit |z — 29| < g|z1 — 20| und ¥ k& > N die Abschétzung

lax(z — 20)%| < ¢*, d.h. die geometrische Reihe > 72 ¢* ist konvergente Majorante, und
damit die Reihe absolut und gleichméBig konvergent auf B(zp, ¢|z1 — 20])-

Da 0 < ¢ < 1 beliebig, folgt die Aussage des Lemmas.
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Anmerkung

Beweis zeigt: Ist fiir ein z; € C die Folge ay,(21 — 20 )" beschrinkt, so gilt bereits die Aussage
des Lemmas (wird spéter benotigt).

Damit

Satz

Fiir jede Potenzreihe
o
Z ar(z — Zo)k
k=0

gilt entweder
a) sie konvergiert auf ganz C absolut und gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen
oder

b) es gibt Kreisscheibe B(zp, R) mit 0 < R < oo sodaf gilt:
Die Potenzreihe konvergiert auf B(zg, R) absolut und lokal gleichmifig, und divergiert auf

dem Komplement C'B(zp, R)
oder

c¢) die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 2.

Beweis

Liegt weder a) noch c¢) vor, so gibt es Punkte 21,20 € C\{zp} mit der Eigenschaft, dal
die Reihe in 27 konvergiert, in 29 divergiert.

Lemma = Menge A = {p > 0: Y22, ar(z — 20)* konvergiert in B(zg, p)} ist nicht leer,
beschrénkt

Also existiert R :=supA

B(zp, R) hat die gewiinschte Eigenschaft.

Definition

R heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe. Im Fall a) R := 400, in¢c) R :=0.

Beispiele

S 1

N (: - _Z> hat Radius R = 1.
k=0

2) Z i (= €®) konvergiert fiir alle z € C = R = o0.
k=0
=1, konvergiert fiir z = —1 (LEIBNIZ) = R >1 B

3) ; k- { divergiert fiir z = 1 (harmonische Reihe) = R <1 - k=1

4) Z k! zF konvergiert nur fiir z =0 (siche unten) = R =0 .
k=0
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Formel fiir R (CAUCHY-HADAMARD)

Fiir den Konvergenzradius R gilt

R =[lim sup \ak\%]_l
k—o0

(wobei R = oo falls limsup = 0 und R = 0 falls lim sup = o0).

Zur Erinnerung: lim sup by, := limy, o SUpy >, by existiert stets,

sofern +o0o zugelassen wird.
lim inf by, := lim, o infy>,, by, existiert, falls oo zugelassen wird.
lim b, existiert < lim sup b, = lim inf b und beide endlich sind.

Beweis

Setze T := kllrgosup|ak|% ;sel 0 <7 < o00.

Wihle p < % beliebig, sodafl 7 < % .

Nach Definition von 7 existiert N € IN soda8 \ak\% < % fir alle k > N .
Betrachte Y 3 v ax(z — 20)".

Diese Reihe besitzt die Majorante Z;‘;N(%)k\z — 2|F = 3002 u( |2 = 7|

)"
—_—

und diese konvergiert fiir [¢| < 1, d.h. fiir |z — 29| < p . !

Die Reihe Y32 ax(z — 20)* konvergiert somit auf B(z, p), wobei p < 1 beliebig.

= > o0 ar(z — 20)* konvergiert auf B(z, 1)

=R>1.

Wihle jetzt p > 1, d.h. £ < 7.

Nach Definition von 7 gibt es unendlich viele Indizes k£ € IN mit ]ak]% > % .

Fiir diese k gilt dann |ag(z — 20)¥| > 1, sofern |z — 29| > p .

Die Potelnzreihe kann somit auf CB(zg, p) nicht konvergieren. Es folgt R < %

= R==.

Quotientenkriterium

Sei Y22, ax(z — 20)F Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Nach Voraussetzung sei ay, # 0
fiir fast alle kK € IN. Dann gilt

lim inf ] < R < lim sup ]

koo [apy1] k=00 |1
Insbesondere gilt:

I (Y . L
R = lim , sofern der Limes existiert.
% Tagn]
Zu Beispiel 4) : R = lim ke fim L=
’ (k+1)! k+1 '
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Beweis
Sei oBdA 2z =0.

Sei S = hm inf ] T = lim sup 2| .
k—oo k4] k=00 |1

Wihle s < S beliebig. Nach Definition von S existiert N € IN, sodafl

%l S firalle k> N
|ak+1]
Also gilt:
lagy1|-s <lag| , VE>N.

Setze A = |ayn|- sV

Mit Induktion:
lan1m| sV < A Vm € INy

Fall m=0 Kklar.
m — m+1: Aus (4.2) und der Induktionsvoraussetzung folgt:

N+m+1 _

laN +m+1] s =la(nN 4 m) .1 8l8 sV < \aN+m]sN+m<A
(N +m)+
——

k
k

Es folgt |ag|s* (k € IN) ist beschrinkt. Nach fritherer Bemerkung folgt daraus:

Potenzreihe konvergiert in B(0, s). Somit ist R > s .

Da s < S beliebig, folgt R > S .

Sei t > T'. Dann existiert N € IN sodaf |C|sz| | <t, firalle k> N .
+1

Also |agy1|t > lag] , VE>N.

Setze B := |ay| ¥
Induktiv folgt: |ayim|tNT™ > B,V m € Ny.
Also kann |ay| t* keine Nullfolge sein == R<t= R<T.

Weiteres Beispiel:

=1
—sz hat Radius 1. Denn
k=1
1 2
7 k41 k*+2k+1
R = lim —£E— =1 (2)—hm s
k—o00 =Sy k—o00 k k—o0 k
1
= 1 1 1
dm A+ g+ =
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Konvergenz in den Randpunkten

Keine generelle Aussage moglich!
Beispiele, die den Radius 1 haben:
o >0, 2k : konvergiert nirgends auf |z| = 1, da keine Nullfolge
* >, %zk : divergiert in 1 (harmonische Reihe), konvergiert in -1 (Leibniz)
1
2

o0
° > 2, #zk : konvergiert in allen Randpunkten, da konvergente Majorante Z 72 < 00.
1

Potenzreihe und Holomorphie

Hilfssatz

o0
Hat die Potenzreihe Z ar(z—2p)¥ den Radius R, so hat auch die durch gliedweise Differentiation

k=0
00

entstandene Reihe Z kap(z — 20)""! den Konvergenzradius R.
k=1

Beweis:

OBdA sei zg = 0. Sei R der Radius von 3~ agz*. Sei R’ der Radius von 3 kay 2871 .
Aus 52 lan] 4] < 2 352, Flagl |21 folgt R > R.

zz.:. R <R

Sei r < R. Wéhle ferner s > 0 so, dafl r < s < R. Nach Voraussetzung konvergiert
> |ax|s*, also ist |ax|s* eine Nullfolge.

Setze ¢ = L (< 1). Da limg oo % = 0 fiir a > 1, so folgt:

k
kgt = TNF ist Nullfolge.

q

Also ist auch k - |ag|r* =" = 7' (Jag|s®) (k¢*) eine Nullfolge, und damit ist die Fol-
—— =

Nullfolge Nullfolge
ge insbesondere beschrankt. Nach fritherer Bemerkung folgt somit die Konvergenz von

> kap 2" in B(0,r). Also ist auch R’ > 1. Dar < R beliebig, folgt R’ > R= R' =R .

Korollar

o0
Hat Zak(z - zo)k den Radius R, so auch die durch gliedweise Integration entstandene

0
Reihe ; k:cf 1(2 — z9)F L.

)k+1

Denn falls R den Konvergenzradius von ) ka—_"fl(z — 2 bezeichnet, hat nach obigem

47



Hilfssatz auch die abgeleitete Reihe S az(z — 29)* den Radius R. Also gilt R = R .

Satz

Besitzt die Reihe Zak(z — 29)* einen positiven Konvergenzradius R, so definiert sie auf dem
k=0
Konvergenzkreis B(zp, R) eine holomorphe Funktion f; zudem gilt:

a) die n-te Ableitung f(") wird dargestellt durch die Potenzreihe
o
> k(k—1)...(k—n+1ap(z — 20)"";
ihr Radius ist ebenfalls gleich R.

b)

+ 1 — 29)"!, welche ebenfalls den Radius R besitzt, stellt auf B(z, R)

eine Stammfunktlon von f dar.

Kurz: Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert und integriert werden.

Beweis:

OBdA sei zg =0, n =1 (sodann mit Induktion). Sei f Z ay 2 und

g9(2) =Y 5 kay 2#=1. g hat wie gezeigt auch den Konvergenzradlus R und ist somit auf
B(0, R) wohldefiniert.

Behauptung: g = f/
Sei b € B(0, R). Wir setzen q(z) := 2"t + 28204+ .. 4 2052 1 pF— 1.
Dann zF — b* = (2 — b)¢*(z) . Also ist

fz)=fb) = Zakzk - Zakbk = Zak(zk —bh) =
k=0 k=0 k=0
= (-0 ara(2) ,

N
=f1(2)

d.h. f(z) = f(b) = (z = b) f1(2) ,
wobei  fi(D) = argr(d) = > kbl = g(b) .
k=0 k=0

z.z.: f1ist in b stetig.

Dann ist f in b komplex differenzierbar und es gilt f/(b) = f1(b) = g(b) .
Kriterium von WEIERSTRASS anwenden: Suche konvergente Majorante.
Sei r € IR so, daB |b| < r < R. Auf B(0,r) gilt dann

lan(2)] < |25FY) 4+ 12572 o 4.+ R <Rt R R = R
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daher

o o
D largr(2)] < klaglrt! < oo
k=1 k=1

da Konvergenzradius von g auch gleich R.
Somit ist Konvergenz der Reihe ) arqx auf B(0, R) lokal gleichméiBig, also ist insbesondere
die Reihe eine stetige Funktion.

Beispiel (logarithmische Reihe)

2 3 Sk

4 o0
Sei f(2) =2 -5 +% — 5 :Z(—l)kil?.
1

f ist Potenzreihe mit Radius 1.
Denn f/ =1—2+22—23+... =32, (-1)kzk = 372° (—2)" ist geometrische Reihe,
also hat diese den Konvergenzradius 1. Also auch die obige. Ferner gilt:

1
f'(z) = T332 auf IE .

Betrachte B(1,1) und darauf die Funktion f(z) = f(z — 1); dann gilt
R R Nk
f(z) = % . Daraus folgt f(z) = Z,;”;l(—l)kfl% definiert auf B(1,1) eine holo-

morphe Funktion mit der Eigensschaft, daff f(z) = %, d.h. f definiert auf B(1,1) eine
” Logarithmus-Funktion”.

4.2 Die Logarithmus-Funktion

Fiir reelle, positive Zahlen a ist loga wohldefiniert. (In der Funktionentheorie bedeutet
log a stets Ina !)

Logarithmus einer komplexen Zahl a € C\{0},
b=loga

ist nur eindeutig definiert bis auf die Periode 273.
Denn aus b = |b| - €¥ folgt némlich , daf} fiir

log b :=log |b| +ip + k - 2mi (keZ)

gilt:

elogb — 6log;|b|—|—i<,a-i—2k:7ri — |b| . eigo . 62k7ri _ |b|eigo —b.
~—
=1
Definition

Sei G C C\{0} ein Gebiet. Die Funktion g : G — C heifit ein Zweig des Logarithmus
(bzw. Logarithmusfunktion) wenn gilt :

1) g ist stetig

2) fiir alle z € G gilt : e9(3) = 2,
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Satz

Sei G C C\{0} ein Gebiet, g : G — C ein Zweig des Logarithmus. Dann ist g holomorph und
es gilt

1
g’(z):;, Vze G.

Mit ¢ ist auch ¢ := g + 27ki(k € Z) ein Zweig des Logarithmus. Zwei beliebige Zweige des
Logarithmus unterscheiden sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 2mi.

Zunichst allgemeines Lemma iiber inverse Funktionen

Lemma

Sei U,V € C offen, f : U — C holomorph, g : V. — C stetig mit g(V) C U. Ferner sei
f(g(w)) =w,Yw € V und f'(z) # 0,V z € U. Dann ist auch g (die inverse Funktion) holomorph
und es gilt

Jd(w) = ——— Vwe V.

Beweis
Sei w € V beliebig. Fiir h € C\{0} mit w+h € V gilt

A = g(w+h) - glw) £0.

Denn :

flglw+h)) =w+h=flgw)) +h, (4.3)

also kann nicht g(w + h) = g(w) sein.
Stetigkeit von ¢ impliziert: A — 0 fiir h — 0. Aus (4.3) folgt

flglw+ 1) = flg(w)) _ flglw+h)) - flg(w)) g(w+h)—g(w)

1= h = A h
Somit existiert

/ _ g Yt h) —g(w) 1 _
o T T T ) T

A—0 A

— 1 = = 1 s T e V.
o T T &)= Flgw)) ~ Fgfw)
A—0 A

Beweis des Satzes
Wihle U =C, f(z) =€*, V = G, g wie im Satz
Lemma = ¢ ist holomorph und es gilt

g (w) = ! *1, VweGQG.

T oetw) Ty

Seien g1 und go Zweige des Logarithmus auf G. Dann gilt fiir die Differenz h := g1 — ¢o
die Bedingung

1
W(z)=g1(z) —gh(z) == —==0, Vzed.



g2(2) + .
Aus z = e91(?) = ¢92(%) folgt dann

ed2(2)+e _ o92(2)
egQ(Z) . ec

und somit e = 1. Damit c=2mi -k, k € Z .

Charakterisierung

Fiir holomorphe Funktion g : G — C, G ein Gebiet in C\{0}, sind dquivalent
(i) g ist Zweig des Logarithmus

(i) ¢'(2) = % , ¥z € G und es gibt wenigstens einen Punkt a € G mit e9(%) =q .

(i) = (ii) schon bewiesen.
(i) = () Sei f(z) := 2¢79%) 2z € G. Dann ist auch f holomorph und es gilt

Fl2)=e93) 4 2.e790) (—¢d(2)=0, Vzed.

= f = const = ¢, also fiir alle z € G :

z=c- 9 zg=c- 9D =¢c.a=zc=1=e9) =2 Vze @
= ¢ ist Zweig des Logarithmus.

Beispiel

Auf B(1,1) definiert die Potenzreihe

00 avk—1
o2 =Y E e -1
k=1

einen Zweig des Logarithmus. Denn ¢ ist holomorph und ¢'(z) = % , Vz e B(1,1) , wie
gezeigt. Zudem ist e9) =0 =1 .

In Ubungsaufgabe wurde ferner gezeigt: Auf C~ = C\IR_ definiert

, —m < arg(z) < 7 (Hauptwert) ,

‘logz = log |z| +iarg(z)

einen Zweig des Logarithmus. Denn die Funktion ist holomorph und hat % als Ableitung.
Eingeschrénkt auf B(1, 1) haben wir somit 2 Zweige des Logarithmus. Da die beiden Zweige
fiir z = 1 iibereinstimmen, stimmen sie auch auf ganz B(1,1) iiberein, d.h. es gilt

logz:iﬂ(z—l)k Wz e B(1,1)
k:1 k: b b .
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Logarithmus einer Funktion

Sei f: U — C holomorph und nullstellenfrei, U offen in C .

Definition
FEine holomorphe Funktion g : U — C heifit Zweig des Logarithmus von f; in Zeichen

g=logf,

wenn gilt

eI?) = f(2)], VzelU.

Bereits behandelt : Spezialfall f(z) = z .
Durch Differentiation folgt

&9 g(2) = f(2)
i)

=1d'(z) = (sog. logarithmische Ableitung von f).

Zur Existenzfrage:

Beh.: log f existiert auf einem Gebiet G C C, sofern f : G — C holomorph und nullstel-
/

lenfrei ist, und die logarithmische Ableitung f? auf G eine Stammfunktion besitzt.
/ !
Denn sei g eine Stammfunktion von fT, d.h. ¢ = fT .
Setze F(z) :=e 9% . f(2) , Vze G .
Es gilt
Fl(z) = =99 . g/(2) - f(2) +e9%) . fl(2) =0, Vzed.
= F =const=c
= f=c-e9;setze c = e* (fiir ein a € C)
Dann f = e%-e9 = %19

g := g + a definiert Zweig des Logarithmus von f.

Anwendung

log f existiert fiir nullstellenfreie, holomorphe Funktionen f auf Kreisscheiben, allg. sternférmi-
gen Gebieten (insb. konvexen Gebieten !)

Wurzelfunktionen

Definition

Eine holomorphe Funktion g : U — C heif3t Zweig der n-ten Wurzel von f,
in Zeichen /f , wenn gilt:

(g(z))" — f(z),VzeU.

Beachte:  Existenz von log f impliziert Existenz von {/f (Setze g(z) = en 108 f(2) ).

Beispiel
V/z existiert auf C\ negative reelle Achse.
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4.3 Taylorentwicklung

Frage: Welche holomorphen Funktionen kénnen lokal durch Potenzreihen dargestellt wer-
den ?

Definition

Sei U C C offen; Funktion f : U — C heifit analytisch, sofern zu jedem Punkt zy € U ei-
ne Potenzreihe 72 jap(z — 20)* mit positivem Konvergenzradius existiert, soda$ in einer
Umgebung von zy die Potenzreihe mit der Funktion f iibereinstimmt.

Wir wissen: f analytisch = f holomorph (Denn Potenzreihen definieren holomorphe Funk-
tionen)
Um die Umkehrung zu beweisen , entwickeln wir den Cauchy-Kern

1
Ay (z € C\{¢})
um zp € C\{¢} in eine Potenzreihe, und wenden dann die Cauchy-Formel an!
Entwicklung

1 . 1 C_ZO .
C—=z C—20 ¢—20 —(z—20)
1 1
C (e 1o
Mit ¢ = S gilt also
Co 1 1 1

(—2 ¢—= 1-q’
Betrachte Kreisscheibe B = B(zp, |¢ — 20])-
Fiir alle z € B gilt dann |z — zp| < [ — 20/, d.h. |¢| < 1 und somit

I 1 = 1 Sl O 1 Y
C—Z_C—Zokzzoq _C_ZOI;)(C—Zo)k_kgo(C—ZO)kJrl(z )"

Mit der Cauchy-Formel folgt nun, wie wir sogleich zeigen werden, der

Satz (Taylor-Entwicklung)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei zy € U beliebig und p := dist(zp,0U) der Abstand
von zg zum Rand OU.
Dann konvergiert die Potenzreihe

©_ r(k)
Z / k(lZO) (z — )" (Taylorreihe)
k=0 '

in jedem Punkt z € B(zg, p) und stellt dort die Funktion f dar, d.h. es gilt

0 £
fe) =3 LBy e B
k=0
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Korollar

‘Eine Funktion f: U — C, U offen in C, ist genau dann holomorph, wenn sie analytisch ist.

Beweis des Satzes von Taylor

Nach Definition ist p = dist(zg,0U) = inf{|z — zo| : z € OU}

(p = o0, falls OU leer ist.)

Wihle 0 < r < p. Da f auf B(z, p) holomorph ist, gilt die Cauchy-Formel:
Fiir alle z € B(zp, ) gilt

1
f(z)—%/gf(_ozd(, wobei C, :={(€C:|(—2|=r}.
Cr

Obige Entwicklung einsetzen ergibt:

f(Q)

— 2 e(@)fz = 20)"  wobel gu(0) i= e

Beh.: Reihe 3 g (¢)(z — 20)* konvergiert, gleichméfig in ¢, auf C, .
Dazu: Um WEIERSTRASS anzuwenden, konstuiere man eine konvergente Majorante.

Z—2
Setze M, := sup.cc, |f(C)], q:= w

Dann gilt fiir ¢ € C, :

|Z—ZO|k7% k
rk+1 ’

k(O) (2 — o) = —LEI

¢ =z R
N——

=T

|z — 20" < M,

Da z € B(zo,7) gilt [g] < 1, also >3, ¢* < 0o, und somit liefert die geometrische Reihe
eine konvergente Majorante.

Wegen gleichméfliger Konvergenz sind Integration und Summation im Cauchy-Integral
vertauschbar, d.h. es gilt

10 = o | Hac—om [ S o) - aota -

2mi c.C—z 2mi

> (k)
— ZfT(!ZO)(Z_ZO)k s vZGB(Z(])T)?

und da 0 < 7 < p beliebig , Vz € B(zp,p) .
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Beispiele

1) Exponentialreihe
f(z) = e* hat folgende Taylorentwicklung in zy € C :

> f(k)
flz) = &€= Z AEY (z — zo)k , also wegen f(k)(z) =e*,

—~ k!
[e%¢) 00 . [ee] 1
e Zﬂ(z—ZO)kZGOZH(z—Zo)k:
k=0 k=0

= €

Sef=e®.e"0 = e =et.eb (a=2, b=2—2)
(neuer Beweis der Funktionalgleichung von exp.)

2) arctan-Funktion : R — IR : 2 — arctanz
Aus Analysis bekannt:
Entwickelt man f um zg € IR in eine reelle Potenzreihe, so konvergiert diese auf dem

Intervall
I=(zg—\/1+a, zo++/1+23).

Wie kann man das verstehen 7

Betrachte komplexe arctan-Funktion (siehe Ubungsaufgabe). Es zeigt sich: reelle

arctan-Funktion hat Ableitung x —

1+2%’
komplexe arctan-Funktion hat Ableitung z +— 522 :
z
komplexe Ableitung hat Singularitdten in z =4 und z = —i

= Konvergenzradius R = /1 +25 = [=(zg—/1+23, z0++/1+23).

Folgerungen aus der Taylor-Entwicklung

Hilfssatz

Fiir f holomorph auf einem Gebiet GG sind dquivalent:
(i) f ist konstant
(i) f'=0
(iif) Es gibt einen Punkt zg € G mit f(™)(29) =0, Vn e IN.

Beweis

(i) = (ii) = (iid) trivial

nur z.z.: (i4i) = (i) :

Sei £ (z) = 0 fiir alle n € IN. OBdA gilt sogar () (z)) =0,V z € INy
(Subtrahiere f(zg) von f).

Betrachte N = {z € G : f("(2) =0,Yn € INyg = IN U {0}}.

N ist nicht leer, da zg € N.
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Beh.: N ist offen:
Sei z; € N und p = dist(z1, 0G)
Nach TAYLOR ist

> r(k)(4

f(z)zzf k(‘ 1)(2—21)k:0,Vz€B(zl,p).
k=0

= N = offen.

Sei N ={z ¢ G:f(”)(z) # 0 fiir ein n € INo}

Esgit G=NUN, NNN=90.

Aber N ist Vereinigung aller offenen Mengen
Up,={2€G:fM™(z2)#£0} (wegen Stetigkeit von f).

Also ist auch N offen. .
Da G ein Gebiet ist, mufl N = ) sein, d.h. G = N und damit f =0.

Korollar

Ist f: G — C auf einem Gebiet G holomorph und besitzt f eine Nullstelle in zy € G, so
gilt folgende Alternative: Entweder ist f = 0 oder es gibt ein n €IN sodafl

= 0 , firk=0,1,...,n—1
f™(z0) # 0

Definition

Die Zahl n mit der Eigenschaft (x) heifit die Ordnung der Nullstelle zy von f (# 0). Die
Nullstelle zy heifit einfach, wenn die Ordnung n =1 ist.

Satz

Hat f : G — C, holomorph, (f # 0) in zy eine Nullstelle n—ter Ordnung, so gibt es eine
holomorphe Funktion f, : G — C mit

f(z)=(z—20)"fu(z) , VzEQG,

wobei fy,(z9) #0 .

Beweis

Entwicklungssatz: In B(z, p), p =dist(z0, 0G), gilt:

> r(k)(, < fR) (4
f2) = kzo—f ! 0)<z—zo>k—kZ—f o), =

> £(k)
= (z—20)" ) fT(!ZO)(z — 20)F 7" (4.4)
k=n
Setze "
Zozn f k(lZO) (Z - ZO)kin ) KAS 3(207p)
IWE=Y g
2_72071 ;2 € G\B(20,p)
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Beh.: f,, ist holomorph auf G und f,(29) # 0 (letzteres ist klar, da f,,(z0) = % #0)
Zur Holomorphie von fi,:

Klar auf B(zo, p) und auf G\B(zo, p)

Fiir 21 € 0B(z0,p) NG gilt wegen (4.4) fiir alle z € B(z1,p) NG :

fn(2) = f(2)(z —20)™"
also ist f, auch in einer Umgebung von z; holomorph.

Korollar (Isoliertheit der Nullstellen)

Sei f holomorph in einem Gebiet G C C, f # 0 mit Nullstelle in zy € G. Dann existiert
Umgebung V C G von zg, welche aufler zg keine Nullstelle von f enthélt.

Beweis

Da f # 0, besitzt f Nullstelle n-ter Ordnung in zy. Es gibt also eine holomorphe Funktion
frn mit

f(2)=(z=2)"fu(2) ,  fal20) #0.
Da f, stetig ist, existiert Umgebung V' von zp in G mit f,(z) # 0,V z € V. Also gilt auch
f(z)#0,VzeV\{z}.

Anwendung (Identitéitssatz)

Seien f, g auf einem Gebiet G C C holomorph. Gilt f(zx) = g(zx) , fiir alle Punkte einer
Folge {z} mit Hiufungspunkt in G, so mufl f = g sein.

Beweis

Nach Voraussetzung existiert Teilfolge {zy;} von {2z} mit lim; .oz, = 20 € G und
F(er,) = 9(z1,), ¥ j € IN.

Setze h := f — g. Dann gilt h(z;,) =0, Vj € IN.

Stetigkeit von h impliziert: h(20) = lim;j_oo h(2g;) =0,

d.h. zp ist Nullstelle von h, die nicht isoliert ist. Also ist nach obigem Korollar h = 0.
Damit gilt f = g.

Beispiele

1) Funktion: z — sini ist holomorph auf C\{0} und verschwindet in z; = % ,
ke IN.
Dies ist kein Widerspruch zum Identitétssatz, da zwar limg_,o 2 = 0,
aber 0 ¢ C\{0}.
Das Beispiel zeigt ferner, dafl auf die Bedingung “Haufungspunkt in G” nicht ver-
zichtet werden kann.

2) Die reellen Funktionen e®, sinz, cosz, etc. lassen sich in eindeutiger Weise nach C
holomorph fortsetzen. Denn aus Fy, F5 : C — C holomorph mit Fy |r= F> | folgt
F = F.
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Kapitel 5

Isolierte Singularititen und
Laurent-Reihen

5.1 Riemanscher Fortsetzungssatz

Sei U offen in C, A eine Teilmenge von U.
Definitionen

1) Ein Punkt a € A heifit isolierter Punkt von A (in U), wenn es eine Umgebung V- C U
von a gibt mit VN A = {a}.

2) Eine Menge A heifit diskret in U, wenn alle Punkte von A isoliert sind.

3) Eine holomorphe Funktion f: U\A — C, A C U abgeschlossen, heifit holomorph
nach A fortsetzbar, falls holomorphe Funktion f : U — C existiert mit f lona= f-

Fortsetzungssatz von Riemann:

Sei U C C offen, A C U diskret und abgeschlossen. Sei f : U\A — C holomorph. Aquivalent
sind

(i) f
(i) f
)
)

f ist holomorph nach A fortsetzbar.
f ist stetig nach A fortsetzbar.
(iii) Zu jedem a € A existiert eine Umgebung V' C U von a, soda$ f auf V'\{a} beschrankt ist.

(iv) lim,—4(2z —a) f(2) =0, VaeA.

Beweis (i) = (ii) = (iii) trivial

(iii) = (iv): folgt aus

|(z—a) () =lz—allf(z)| <|z—a| M , VzeV ,sofern
=sup{[f(z)] : z€V\{a}}.

(1V) = (i):

OBdA sei A = {a} (da A isoliert ist),ja sogar a = 0 . Setze

{ 2f(z) , zeU\{0}

h =
(2) 0 C2=0
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h ist in 0 komplex differenzierbar. Denn
Vor

2
h'(0) = lim h(z) = 1) = lim Z ) =0 =limzf(z) = 0.
z—0 z z—0 z z—0
Also ist h holomorph auf U und es gilt: h(0) = h’'(0) = 0.
Also hat h in 0 eine Nullstelle der Ordnung n > 2. Somit existiert holomorphe Funktion
f:U — C mit
h(z) =22 f(2) .

Aus h(z) = 2* f(2) , vV z € U\{0}, folgt

dann f(2) = f(2) , VzeU\{0}.

Also ist f die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f.

Beispiel:

f(z) =382 (z € C\{0}) ist holomorph nach 0 fortsetzbar, da

lim, oz f(z) =lim,02 Sl% = lim,_gsinz =0 ..

Aus ] 0
. _osinz—=0_ d . _ _
ilir(l)f(z) = ilir(l) ——0 — 3,50 |;=0=cos0 =1

folgt ferner: Die holomorphe Fortsetzung f von f wird definiert durch

fo={" 0

Definition

Ist f: U\{a} — C (a € U) in keiner Umgebung von a beschriankt (also nicht nach a
holomorph fortsetzbar), so nennen wir a eine isolierte Singularitit von f.

5.2 Kilassifikationen der isolierten Singularitiaten

Einfachster Fall: f(z) = ﬁ
f hat in a “Polstelle”.

Definition

Sei f: U \{a} — C holomorph (U offen in C, a € U).
1) a heifit hebbare Stelle von f, wenn f nach a holomorph fortsetzbar ist.

2) a heifit Polstelle von f, wenn gilt:
lim |f(z)] = o0,
zZ—a
d.h. zu bel. n > 0 existiert eine Umgebung V C U von a derart, dafl

f(2)|>n, VzeV\{a}.

3) a heifit wesentliche Singularitdt von f, wenn a weder hebbare Stelle noch Polstelle
ist.
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bereits gezeigt: (RIEMANN)
a ist hebbare Stelle von f < f ist beschrénkt in Umgebung von a.

Zur Charakterisierung von 2) und 3) bendtigen wir das folgende (eher technische)
Lemma

Sei U offen, a € U und f : U\{a} — C holomorph.
Ann.: Es gibt eine Kreisscheibe B(a,r) C U und Zahlen oo € C,n > 0, sodafl

lf(z) —al >n Vz € B(a,r)\{a} (5.1)

(d.h. Kreisscheibe B(a,7) liegt nicht im Wertebereich von f|p(q)\{a})
Dann existiert n € IN mit der Eigenschaft, daf3

(z—a)" f(2)
nach a holomorph fortsetzbar ist.
Beweis
Nach (5.1) ist f(z) —a # 0, Vz € B(a,r)\{a}. Also ist h(z) = f(z)%a auf B(a,r)\{a}
holomorph.

Ferner gilt |(2)| < 3 fiir alle 2 € B(a,r)\{a}.
RIEMANN: h ist nach a holomorph fortsetzbar. Fortsetzung sei wieder mit h bezeichnet.
1. Moglichkeit: h(a) # 0. Dann ist f(z) = a + ﬁ nach a holomorph fortsetzbar.
Damit ist Behauptung richtig fiir jedes n € IN.
2. Moglichkeit: h(a) = 0. Dann existiert h,, : B(a,r) — C holomorph mit den Eigen-
schaften
hz)=(z—a)"hn(z) , Yz€ B(a,r) , hpla)#0.
Dann ist hy,(z) # 0 fiir alle z € B(a,r). Somit gilt fiir z € B(a,r)\{a} :

n — - (a S
(Z—CL) f(Z) - ( ) ( + (z—a)"hn(z))

1 n
h(z)):(z—a) (a +

= alz—a)"+

hn(2)

also ist (z — a)"™ f(z) nach a holomorph fortsetzbar.

Satz (Charakterisierung der Polstellen)

Sei U offen in C,a € U, f : U\{a} — C holomorph. Aquivalent sind
(i) a ist Polstelle von f

(ii) Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl n € IN | sowie eine holomorphe Funktion g : U — C
mit g(a) # 0 derart, dafl

fz) = % . VzeU\{a}.
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Beweis

(i) = (ii): Nach Voraussetzung gilt: lim,_., | f(z)| = co

= Annahme im Lemma fiir o = 0 erfiillt.

Es existiert somit k € IN soda8 h(z) := (¢ — a)* f(2) nach a holomorph fortsetzbar ist.
Die Fortsetzung sei wieder mit h bezeichnet.

1. Fall: h(a) # 0 : fertig (wihle g = h).

2. Fall: h(a) =0:
Es existiert [ € IN sowie holomorphe Funktion g : U — C mit

h(z)=(z—a)g(z), YzeU, gla)#0.
Aus

—a)l g(z) folgt
) *k=Dg(z) ; setze n:=k—1, dannn € Z und

9
)" 9(z) -
Aus lim |f(z)| = co und lim g(z) = g(a) # 0 folgt schlielich n € IN .

(z—a)* f(z) = h(z) =

zZ—

/—\

@

~
~~
N
S—
I
—~~

zZ —

@

Zur Eindeutigkeit von n:

Sei (z—a)™g(z) = (2 —a) ™" h(z), Vz € U\{a}, mit g(a) # 0 und h(a) # 0
Sei m < n. Dann folgt aus ¢g(z) = (z — a)" "™ h(z):

g(a) =0, im Widerspruch zu g(a) # 0 .

Analog fithrt n < m zum Widerspruch.

Bleibt n =m
(i) = (0: Sei £(2) = 2% | gla) £ 0
Aus g(a) # 0 folgt: |g(2)| > & > 0 fiir alle z € V (= Umgebung von a)
Also gilt:
5 S\ "
|f(2)] > > (n > 0 bel.), sofern |z —a| < | — ,
|z —a|® n

also lim |f(z)| = oo .
zZ—a
Definition

Die eindeutig bestimmte Zahl n in (ii) heiBt die Ordnung des Pols.
n = 1: einfache Polstelle.

Charakterisierung der wesentlichen Singularitéten

Satz (CASORATI-WEIERSTRASS)

Die holomorphe Funktion f : U\{a} — C,a € U, besitzt in a genau dann eine wesentliche
Singularitiat, wenn fiir jede Umgebung V C U von a gilt:
Die Bildmenge

W ={f(2): z € V\{a}}

liegt dicht in C, d.h. W = C.
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Beweis

Sei a eine wesentliche Stelle von f, d.h. a ist weder hebbar noch eine Polstelle.

Beh.: Es existiert zu jeder Umgebung V' von a, zu jeder Zahl a € C und jeder Zahl € > 0
ein z € V mit |f(z) —a] <e.

Denn falls nicht, existieren Zahlen a € C,e > 0, sowie eine Umgebung V von a mit

lf(z) —a| >¢e, Vze V\{a}.

D.h. die Voraussetzungen des obigen Lemmas sind erfiillt.

Nach dem Lemma wire somit (z — a)” f(z) fiir ein n € IN holomorph nach a fortsetzbar,
d.h. a ist entweder eine Polstelle oder eine hebbare Stelle, also keine wesentliche Stelle, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Ist umgekehrt die Bildmenge W dicht in C, so kann f weder in einer Umgebung von a
beschriankt sein, noch der Beziehung lim,_,, | f(2)| = oo geniigen.

Anmerkung

CASORATI-WEIERSTRASS kann noch wesentlich verschérft werden.
Nach P1cCARD stimmt die Bildmenge W mit eventueller Ausnahme eines einzigen Wertes
- fiir jede Umgebung - mit C iiberein.

Beispiel
f(z)=e:, ze C\{0}.

z = 0 ist wesentliche Singularitét. X
Denn f ist nicht beschriankt in Umgebung von 0, da ez — oo fiir z — 0 (x € R);
# hat auch keinen Pol in z = 0, da |f(it)| = |ewt| = [e"t7| =1, Vt € R\{0} .
Also ist z = 0 wesentliche Singularitat.
Ausnahme-Wert im Satz von PICCARD: w = 0, d.h. W = C\{0} .
2
Entwicklung: Aus e* = l—i-z—l-%r—i—...—l—%nr—l—... folgt
ex :1+%+%~%+...+%'zln+... konvergiert fiir alle z # 0 .

Diese Entwicklung fithrt zum Begriff der Laurent-Reihe.

5.3 Laurent-Reihe

Definition

Reihe der Form

o] -1

Z ap(z — zo)k’ = Z ap(z — zo)k + i ar(z — zo)k

k=—o00 k=—o00 k=0
(e 9] o0
= Z a_n(z —20) "+ Z ap(z — )"
k=1 k=0

heif3t Laurent-Reihe.
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k
Die Reihe Z,;:l_oo ar(z—20)F =302 a g (ﬁ) heifit der Hauptteil, die Potenzreihe

S22 g ax(z — 20)* der Nebenteil der Laurent-Reihe.

Die Laurent-Reihe heifit konvergent (absolut konvergent), sofern Haupt- und Nebenteil
konvergent (absolut konvergent) sind.

Beachte: Der Hauptteil ist eine Komposition der holomorphen Abb. z — z——lzo ,
C\{z0} — C mit der Potenzreihe

o

S asdt

k=1

Besitzt diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1 , (0 < r

7 o0), so konvergiert der

S A

k
Hauptteil Y 77, a_j (ﬁ) fiir alle z € C mit \z+ < #,dh. [z — 2] >r, und

Zo’
divergiert fiir |z — 2zo| < 7.

Besitzt der Nebenteil Y72 ax(z —20)* den Konvergenzradius R > r, so konvergieren beide
Reihen im Kreisring A, r(20) := {z € C: 7 < |z — 29| < R}. Dabei gilt:

R = ( lim sup {/|ag|)™?
k—o0

o= klim sup v/]a_g| -
— 00

Die Laurent-Reihe stellt somit in A, r(zo) eine holomorphe Funktion dar.

Merke: Nebenteil konvergiert auf B(zp, R), Hauptteil konvergiert auf CB(zg, ).

Gilt a_ = 0, fiir alle k € IN, so stellt die Laurent-Reihe eine Potenzreihe dar. Wie fiir
diese gilt auch fiir die Laurent-Reihe:

Lemma

Konvergiert die Laurent-Reihe > 50 ax(z — 20)F =: f(2) auf dem Kreisring A, r(z),
0<r<R<o,so gilt:

_ 1 f(©)
ak—% Cﬂmd(, ke,

wobei C,,(r < p < R) eine beliebige Kreislinie mit Mittelpunkt zyp und Radius p ist.

Korollar

Gilt in einem Kreisring

oo

Z ak(z—zo)kz Z bk:(Z_ZO)k7

k=—o0 k=—o0

soistap, =b,, VkeZ.

Gilt natiirlich insbesondere fiir Potenzreihen!
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Beweis des Lemmas

Aus der gleichméfligen Konvergenz des Haupt- und Nebenteils auf der kompakten Menge
C, folgt:
Zu jedem e > 0 existiert ein N € IV, soda8 fiir alle ( € C):

1Y k(¢ —=0)* — f(Q)l <e , sobaldn > N.
Somit gilt fiir alle n > N und ein bel. m € INy:

1 €

ap(¢ — 20)F —
27”/ Zk*—n k:( )T:ll f(<) ac

_ZO

Bekanntlich ist

/{ eeme

Somit gilt fiir alle n > m:

Zk —n@ k: m—1
— — d¢ = .
27 / —20) m+1 = om /C Z a(C = 20) ¢ =am

Also lautet (5.2) fiir alle n > max(N,m):

1
e [ IO
2mi Jo, (€ — zo)™+?
Da € > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt
1 f(Q)

" 2mi o, (C— 20)™

9
< —.
_pm

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Taylor’schen Satzes.

Entwicklungssatz von LAURENT:

Jede im Kreisring A, r(20) (0 < r < R < o00) holomorphe Funktion f ist in A, g(20) in eine
Laurent-Reihe entwickelbar:

f(z) = Z ak(z—zo)k , 2z € Arr(20) -

Die Koeffizienten ay (k € Z) sind eindeutig bestimmt und durch die Formel

Y B (Y
= o /c,, (€= 21

gegeben. Dabei bezeichnet C, eine Kreislinie mit M.P. zp und Radius p (r < p < R) .
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Beweis

Sei z € A = A, r(20). Wir betrachten die Hilfsfunktion

f(Q) — f(2) ¢ e A\{z}

F.(Q) = (-2 ’
f'(2) , (=2
Da
lim F+(¢) = lim Lf(z) = f'(2)

ist F, stetigin ( = z .

RIEMANN: F, kann holomorph nach { = z fortgesetzt werden.

Mit anderen Worten: F, ist holomorph auf dem ganzen Kreisring A.

Seien C), und C,, zwei Kreise um 2o mit Radien pq, p2, r < p1 < po < R. Ferner sei
vorausgesetzt, dafl z € B(zg, p2),z € B(z0, p1)-

Sei G := A, ,,(20) mit positiv orientiertem Rand I'.

Cauchy’scher Integralsatz:

0= [F©ic= [ o~ [ o
r Cpy Cpy

Somit gilt:
Q) 1 - f© . 1
L/ L 1) 5/4‘“dc -—d/g_%dc f@)d/g_zdc,
p2 P1 Pl
=2mi,da z€ B(20,p2) =0, da z¢ B(20,p1)
- L [ Q)
o | g [
Chpy Co
=:g(2) =:h(z)
Bekanntlich:

g ist holomorph auf B(zg, p2).

h ist holomorph auf CB(zo, p1).

Also sind beide holomorph auf A, ,,(z0) und es gilt dort f =g — h.
Sei M :=sup;cc, |f(C)]. Dann gilt fiir alle z € C'B(z0, p1)

1
¢ ==l | M- |2 = 20| —
Cpy
da | —z[ = [z = (| > |2 = 20| — |20 = (| = |z = 20| —
Setze h(t) := h(zp + + 1),t € B(0, p%)\{()} h ist holomorph auf B(0, %)\{0}
Ferner gilt

h(e) < 5

- 1 Mpl M- py 1
()] = h(zo + ~)| < - . Vite B0, —)\{0}.
[(®)] = |h(z0 + 2)I < I 1—]t]p1|| ( p1)\{}
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Somit ist limy_q h(t) = 0. Also 1i8t sich durch die Festsetzung h(0) := 0 h stetig in die
Null fortsetzen.

RIEMANN: h liBt sich holomorph fortsetzen durch h(0) = 0. Also ist i nach Fortsetzung
holomorph auf B(0, p—ll) .
Potenzreihenentwicklung:

o
= Z ext” konvergiert auf B(0, p—ll) i

Setze m (k€ N)und t = (z — 2z) "t .

Dann konvergiert die Rethe — > 7% a_x(z — 29)7F fiir alle z € CB(20,p1) und stellt die
Funktion h dar.

Entwickeln wir nun noch ¢ in eine Potenzreihe um zj,
2) =Y arlz—2)" . z€ B(x,p)

so folgt:

o0

f(2)=g(z) =hz) = Y arl(z—=)*

k=—0c0
konvergiert fiir alle z € A,, ,,(20).
Da p1, p2 mit r < p1 < pa < R beliebig wéhlbar waren, folgt, da f in A, g(20) durch die
Laurent-Reihe darstellbar ist.

Beispiel

*#is olomorph au .
f(z)_(z—l)(z—2) t hol ph auf C\{1,2}

a) Entwicklung in IF = B(0,1)
Benutze Partialbruchzerlegung : f(z) = 2 1 5= 3 1 T

(S
21-2)  1—2

_ _%i() izk—i —okhy kv e B
k=0

b) Laurent-Entwicklung im Kreisring A; 2(0) .

flz) =

1 1 1 1
/() - 2—2_2—1:_2(1—5)_2( —%):
[e'e} [e’e) k [e’e)
- SRR () o p g
k=0 k=0 k'=0

k=k'+1
_l —k 9 (k+1) Jk _
= — E z V= E z" =
k=1 k=0
k<0

oo -1
R k i = ’
_ } : ap z° , wobei a; = { _o—(k+1) . k>0

k=—o00
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c) Ring Ay »c(0) = {2z € C:|z] >2}.

1 1 1 1 1
/() N 2—2_2—1_;.1—%_2(1—%)_
k k
_ li <2> Iy (l) _ i ok’ —(k+1) _ i (K1) _
z z z z
k=0 k=0 k'=0 k'=0

! © > .
TET Y SR 0 (1>
k=1 k=1 k=1

(“Entwicklung um den Punkt 0o”)

Charakterisierung der isolierten Singularitdten mit Hilfe der Laurentreihen

Satz

Sei U offen, a € U und f : U\{a} — C holomorph. Sei p := dist(a,0U) und
S22 ar(z — a)¥ die Laurent-Reihe von f im Kreisring B(a, p)\{a} = Ao (a).
Dann gilt:

(1) a ist hebbare Stelle < a_j =0, VkelN.
(2) a ist Polstelle n-ter Ordnung < a_j = 0 fiir alle £ > n,a_, #0 .

(3) a ist wesentliche Singularitit < a_j # 0 fiir unendlich viele k € IN .

Beweis
(1) Klar, da die Laurent-Koeffizienten eindeutig bestimmt sind.

(2) a ist Polstelle n-ter Ordnung von f <
Jg:U — C holomorph mit f(z) = % ,9(a) #0.

=@
Ist
[e.e]
9(z) = Y alz—a)f , mitey£0,
k=0
o
= ¢tc(z—a)+...+cp1(z—a)" L+ ch(z —a)¥,
k=n
so ist
€0 Cn—1 = k—n
f(Z)—m"‘-Fz_a"‘ ;Ck(z—a) .

Potenzreihe = Nebenteil
(3) trivial

Bem.: Wichtiger Unterschied zwischen Potenzreihe und Laurent-Reihe:
Letztere besitzt i.A. keine Stammfunktion. Hinderungsgrund: Term a_1 (z —a)~! .
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Kapitel 6

Der Residuensatz

6.1 Das Residuum

Sei U C C offen, a € U und f : U\{a} — C holomorph. Sei f(z) = 3 ax(z — a)* die
keZ
Laurent-Entwicklung von f in a.

Definition

Der Koeffizient a_1 = - pr f(2)dz , wobei C, eine Kreislinie um a mit B(a, p) C U ist,
heifit das Residuum von f in a.In Zeichen

1= Ren]

Rechenregeln
Klar ist:

Reso(f +9) = Resq.f + Resag
Resqa(Af) = AResqf AeQ).
Regel 1: Ist a ein einfacher Pol von f, so gilt:

‘ Resq(f) =lim,_4(z —a) f(2) ‘ .

Denn aus f(z) = % mit g(a) # 0, g holomorph, folgt
1) = 2 (g(a) + : ~a)g'(@) ) = 2D )+ 0[]

d.h. Res,f = g(a) . Aber g(a) = lim,_4 g(z) = lim,_,(z — a) f(z) .
Regel 2: Hat f: U\{a} — C in a eine Polstelle m-ter Ordnung (m € IN), d.h. gilt
f(z) = _9(2) g : U — C holomorph, g(a) # 0, so gilt

(z—a)™’

g™V (a)

Res,f = m
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Denn sei g(z) = ap+ai(z—a)+...+an(z—a)™+... die Potenzreihenentwicklung
von g um a. Dann ist

a A

flo) = —2— . 4ot

(z—a)m z—a

+am+(z—a)..].

Also

Anwendung von Regel 1:

Seien g und h holomorph in U, g(a) # 0, h(a) =0 und h'(a) # 0 fiir ein a € U ..
Dann gilt fiir f := % , definiert auf U \{Nullstellen von h} :

_ 9(a)
Resqf = W(a)
e ) () _ g
o vg(x) o glz) g(a
Resaf - ;Eg(z a)h(Z) - ;E}r}l h(z):h(a) - h/(a) .
Beispiele:
(1) f(») = 222_ 1 ,2 € C\{—1,1}, hat einfache Pole in 1 und -1.
Regel 1 . z 1
gett 1y _
Resif G- e~ 2
z 1
— - 1 1 e _— = —
Res_1 f zin—l1(z+ ) EEEES
(2) f(z):% ,ze(C\{O},g(z):eZ,m:k(a:0):
2\(k—1) z|
RGSOf ReéelQ (6 ) (O) ¢ |z—0 . 1

k-1  (G-1! (k-1

(3) f(z):% , z€ C\{1}, g(z) =cosmz, ¢'(z) = —7msinmz, m=2 (a=1) :

11 _ :
R€81f—gl(,)— Wilnﬂ':o.

Existenz einer Stammfunktion

Satz

Sei f holomorph im Ring A, r(2p). Dann gilt:

Laurent-Entwicklung von f in zy) verschwindet.

f besitzt genau dann eine Stammfunktion F' in A, p(20), wenn der Koeffizient a_; (in der
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Beweis

o0

Sei f(2) = Y22 ar(z — 20)* die Laurent-Entwicklung von f. Gilt a_; = 0, dann kann
man die Reihe formal integrieren

)k+1

- (z — 20
F(z) = ap L
k:z_ k+1

oo
k#t—1

Da diese Reihe wegen {/k +1 — 1 fiir & — oo die selben Konvergenzradien besitzt wie
die urspriingliche Reihe, folgt, dafl F' auf A, r(a) holomorph ist. Da

oo

Fl(z)= ) arlz—a)* = f(2),

k#—1

ist F' eine Stammfunktion von f.
Besitzt umgekehrt f eine Stammfunktion F, so gilt

/f(g)dg_o C sa, =0,
C

P
~————

=2Ti-a_1

6.2 Die Umlaufzahl (Indexfunktion)

Sei v : [0,1] — C ein geschlossener (stiickweise stetig differenzierbarer) Weg in C,
I =~(0,1]), z€ C\]|.

Definition

4 1 dg
indy(z) == =—
,Y/

heifit die Umlaufzahl (bzw. Index) von 7 bzgl. z.

Ferner: Die Menge

Int~y :={z € C\|v|:indy(z) # 0} heifit Inneres von v,
Exty :={z € C\|y|: ind,(z) = 0} heiBt AuBeres von 1.
Offensichtlich: C = Inty U |y| U Exty .

Beispiel

v = Kreislinie, parametrisiert durch z(t) = e , 0 <t < 27 .
Es gilt

nd(2) 1 , falls ze€ B(0,1)
TOEEY 0 falls 2 e CBO,1)
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Satz

Sei v ein beliebiger geschlossener Weg in C. Dann gilt:
(1) Fiir jedes z € C\|v| ist ind,(z) € Z.

(2) Die Funktion ind,(z) ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von C\|v|
und verschwindet auf der unbeschrénkten Komponente von C\|v| .

(3) ind—y(2) = —indy(z) , Yze C\|v|.

Zuerst:
Hilfssatz:

Sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph und nullstellenfrei. Sei v ein Weg in G mit
Anfangspunkt zg und Endpunkt z;. Dann gilt

f(z1) = f(z)el 7O

Beweis des Hilfssatzes

Sei~y : [0,1] — G. Da der Triiger |y| von y kompakt ist, existieren Kreisscheiben By, ..., B,
welche || tiberdecken.

Sei 0 =ty < t1 < ... < t, = 1 eine Unterteilung von [0,1] derart, dal jeder Bogen
Yk = .t 0 einer Kreisscheibe B; , j € {1,...,n} verlduft. Da f auf B; keine
Nullstelle besitzt, existiert ein Zweig des Logarithmus von f auf B;. Es folgt

/ f’((g dg _/ dil( (log f) d¢ = log f(~(tk)) — log f(7(tk-1)) -

f
Somit ist ,
o T ac _ F((t))
f(y(te-1))
Daraus
ef"/ J;/((CC)) d¢ — ezgnf"/k J;/((CC)) d¢ — ﬁ ef"/k J}l((é)) d¢ —
k=1
_ ﬁ frt))  fy(m)  fl=)
i f(v(t=1))  f(2(0)  F(z0)

Korollar

Ist f holomorph und nullstellenfrei auf dem Gebiet G und ~ ein geschlossener Weg in G,
so gilt

/ ];/((g)) d¢ =2kmi , fireink e€Z.
5

. 9 g
Denn nach dem Hilfssatz ist e’ 7O =1.
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Beweis des Satzes

(1)

(2)

3)

Sei z € C\|y| beliebig. Wéhle G := C\{z} und f({)=(—2, V(€ G.
f ist holomorph und nullstellenfrei.

1

Korollar = / c d¢ =2kmi , mitkeZ.
—z

v

Wir wissen z — 2%” J C%Z d( ist stetig, ja sogar holomorph auf C\|vy| .

Darauf Ubungsaufgabe Nr. xy aus Analysis Vorlesung verwenden, welche besagt,
daf eine stetige Funktion, die nur ganze Zahlen als Werte annimmt, auf jeder Zu-
sammenhangskomponente konstant ist.

Um zu zeigen, daf der Index auf der unbeschréinkten Komponente von C\|vy| gleich
Null ist, beachte man, daf

‘i/ d¢ ‘ < 1 |dC| < Lénge von |7y
2 ) (—zl 7 21 ) |C—z| T 2w -dist(z,7)
v v

— 0 firz —o0.

trivial

Ausdehnung der Umlaufszahl auf Zyklen

(1)

Begriff der Kette:

Seien 71, ...,vm Wege in U (offen in C), d.h. stetige Abbildungen von [0, 1] nach U.
Wir versehen jeden Weg mit einer ganzen Zahl (die besagt, wie oft der Weg durch-
laufen wird, — bezeichne dabei den im gegengesetzten Sinne durchlaufenen Weg).

Das System
F=nivi+neve+...+nmym (np € 2)

nennen wir Kette.

(genaue Definition: Eine Kette (in U) ist eine Abbildung I' der Menge aller Wege
in U in die Menge Z der ganzen Zahlen, die nur endlich vielen Wegen eine von Null
verschiedene ganze Zahl zuordnet. Identifiziert man den Weg ~ mit der Kette, die
v den Wert 1, allen {ibrigen Wegen den Wert Null zuordnet, so ist jede Kette als
endliche lineare Kombination von Wegen darstellbar:

F=nmy+noyva+...+0m%m )

Begriff des Zyklus
Definition

Eine Kette I' = ) ;" | npy, heit Zyklus (bzw. geschlossene Kette), wenn jeder Punkt
(unter Beriicksichtigung der Vielfachheit ny) ebensooft als Anfangspunkt eines v
wie als Endpunkt eines v auftritt.
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Beispiele

(1) Jeder geschlossene Weg ist ein Zyklus.
Allgemein ist jede Kette I' = ;" | ngy, von geschlossenen Wegen ~y;, ein Zyklus.
Insbesondere ist die Randkette eines positiv berandeten Gebietes ein Zyklus.

(2) Sind 71, ...,7m Wege mit Endpunkt v, = Anfangspunkt 41 (k= 1,...,m —1)
und Endpunkt ~,, = Anfangspunkt ~;, so definiert die Kette I' =y + 2+ ... +m
einen Zyklus.

Integrale léngs Ketten und Zyklen

Ist I' = > " | ngyg eine Kette in U und f : U — C eine stetige Funktion, so setzen wir

F/ ey ds = Y / f(2)dz

Insbesondere koénnen wir die Umlaufzahl auf Zyklen ausdehnen. Ist I' = ;" | ngy, ein

Zyklus, so setzen wir
1

. 1
r

6.3 Der allgemeine Cauchy’sche Integralsatz

Definition

Ein Zyklus I' in einer offenen Menge U C C heifit nullhomolog in U, wenn fiir jeden
Punkt z € CU (Komplement von U) gilt

indr(z) =0.
Zwei Zyklen I'1 und I'y heiflen homolog in U, falls I'y — I'y; nullhomolog in U ist.

Cauchy’scher Integralsatz (allgemeine Form)

Sei U C C offen, f:U — C holomorph, I' ein in U nullhomologer Zyklus. Dann gilt

F/f(z)dz:o.

Analog gilt

Allgemeine Cauchy-Formel

Unter den Voraussetzungen des allg. Cauchy’schen Integralsatzes gilt fiir jeden Punkt
z € U\Il'| und alle k € IN U {0}

inde ()7 9() = 5o [ o
r
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Beweis der beiden Sétze

Wir beweisen zunéchst die Cauchy-Formel im Falle £ =0 .
7.7.

2m/( . :2—7ri (—=z
r

[HO=10)
o |
T

— f(z
Setze ¢((,z) == { f(cé)—g( :  CF2
f/(Z) , (=2
g ist auf U x U definiert; wir zeigen die Stetigkeit in beiden Variablen. Ist (g, z0) € U x U
mit zg # (o, so wird g in der Néhe von ((p, 29) durch die obere Formel gegeben und ist
trivialerweise stetig.
Es sei z9 = (o . Wir wihlen eine 6-Umgebung B(zg,d) C B(zp,0) C U und untersuchen
9(¢,2) — g(z0,20) auf B(zp,0) x B(z,9)

d.h. z.z.

a) im Falle z = ( :

b) im Falle z # ( :

9(¢.%) — (20, %0) = / (' (w) — f'(z0)) dw

[2:C]
wobei [z, (] die orientierte Strecke von z nach ¢ bezeichnet.

Nun ist die Ableitung f” stetig in 2¢. Zu gegebenem ¢ > 0 kénnen wir also § > 0 so wihlen,
daf

[/ (w) = f'(20)| <&
fiir alle w € Us(zp) wird. Damit folgt im Fall a):
l9(2,2) — (20, 20)| < €

im Fall b)

¢ =2l sup [f'(w)— f'(z0)l <e.

| (<7 ) (ZO7ZO)| | | clcA]

Wir betrachten nun die Hilfsfunktion

ho(z) :/ 9(¢,2)d¢ , zeU.

r

hg ist stetig auf U.
Beh.: hg ist sogar holomorph auf U.
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Mit MORERA:
Sei A ein beliebiges Dreieck, in U enthalten, mit Dreiecksweg T';
7.7.

/ho(z) dz=0.
T
Aber

ho(z)dz =

(
(

9(¢, 2) dc) dz =

ﬂ\

Fubini

9(¢.2) dz) d¢ =0

H— Y~
S— T —

Thatomotasi)
(Anwendung von Fubinis Theorem ist gestattet wegen Stetigkeit von g auf U x U).
Sei Uy := {z € C\|I'| : indr(z) = 0}
Nach Voraussetzung gilt : CU C Uy (denn I' ist nullhomolog).
Folglich gilt: U UUy= C.
Auf U NUy gilt :

me) = [P ac [ 1O ey [ Loac-
I

—z (—=z
r r

————

2mi-indp (z)=0

=:h1(z)

ho ist holomorph auf U, h; ist holomorph auf Uy. Auf U N Uy gilt: ho(z) = hi(2)

Definiere
h , ceU
hzy—{ )
h1 (Z) , ZE UO

Dann ist A holomorph auf U U Uy = C, d.h. h ist holomorph auf C.
Auf Uy gilt aber

h@) = ) < [ L g < max

c | - Lénge von I' .
—z
r

1
' dist(z,T")

= h ist beschrinkt auf dem Komplement einer hinreichend grofien Kreisscheibe und damit
auf C.

LIOUVILLE: h = const = c¢. Aber ¢ =0, da |h(z)| — 0 fiir z — oo

=h=0 = hg=0aufU

= Cauchy-Formel fiir k=0 .

Mit Differentiation folgt dann die Cauchy-Formel fiir bel. k € IN.
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Also bleibt nur noch der Cauchy’sche Integralsatz zu zeigen.

Sei a € U\|I'| beliebig.

Betrachte Hilfsfunktion: F(z) = (z — a) f(2) .

F ist holomorph auf U. Ferner gilt: F'(a) = 0. Wende die Cauchy-Formel an auf F
(fiir k£ = 0):

: _ _ 1L [=a)-f(¢)
mdp(z)-i(/al B 27r2/§—a 2m/ (—a d

=0 T

- 27r2/f

Korollar

Seien I',T" homologe Zyklen in U. Dann gilt fiir jede holomorphe Funktion f: U — C
[t = [ 1)
r I

6.4 Der Residuensatz

Residuensatz

Sei U offen in C , z1,..., 2, endlich viele Punkte in U und I' ein nullhomologer Zyklus in U,
dessen Tréiger |I'| keinen Punkt z; (i = 1,...,n) enthélt. Dann gilt fir jede in U\{z1,...,2,}
holomorphe Funktion f:

n

2mi /f Jdz = Zmdr(zz)Reszlf.

=1

Beweis

Sei f; der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f um den Punkt z; (i =1,...,n).
Wir wissen: fZ ist holomorph auf C\{z;}.
Sei fz = -+ fz , A = Reszzf 5

f} ist Laurent Relhe in der der Koeffizient a_; verschwindet. = f} hat Stammfunktion auf

C\{z:}. Es folgt
/fi(z)dz: =0
r

1
/fidz'—ai/ dz=2-m-i-a;-indpr(z)
zZ— Z
r
Nach Konstruktion ist f — (f1 + fo + ...+ f») holomorph auf U.
Da nach Voraussetzung I' nullhomolog ist, gilt nach dem allgemeinen Cauchy-Satz:

/[f—(f1+f2+---+fn)]d27:0,

r

und damit
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d.h.
1 1
r =1 r

= Zai -indr(z;) = Res,, f - indr(z;) .
i=1

Beispiel

_ z _ z _ _ _
f(z)_ZQ—l_(Z—l)(z-i-l)’ U=C,»n=12n=-1.

Sei I Kreis um 0 mit Radius > 1.

1 Z : _1,.1_
Tm!m = ’L?’Ld[‘(l) 'R@Slf"‘lndr‘(—l) 'Res,lf =3 + 5 = 1

1 1

NI
N[

= 2 _dz=2mi.
1[22_12 i

Anwendung: Berechnung bestimmter Integrale

Der Residuensatz erlaubt die Berechnung gewisser “bestimmter Integrale” ohne Kenntnis
der Stammfunktion.

Typ I: (trigonometrische Funktionen)

2m
/R(cos w,sin@)dyp |
0

wobei R = rationale Funktion in zwei Variablen, die auf der Einheits-Kreislinie C endlich
ist.

Rezept:

Setze: z = € |, 0 < ¢ < 27 (Parametrisierung der Einheits-Kreislinie C) und beachte,
daf

cosp = (e +e %) = L(2+ 1)

sing = 5:(e — e %) = L(2 - 1)

[— ol

<

g—;:ewi:iz:dgp:g—j
Somit

i 1 1 1 1 1 1

/R(cos @, sinp)dp = z / Z R (5(2’ + ;) , 2—@(2’ - ;)) dz = QWZ’mdc(zi) Res.. R .

0 C ~ =1V z,€EE

:R(z) sonst 0
Resultat:
2w

/R(cos p,sin p)dp = 27 Z Res.. R,
0 i=1
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wobei
Re) = R(5(+ 1) 5= 1)) -

und z; (i = 1,...,n) die Pole von R in IE bezeichnet.
Beispiel

2
_do_
Ofl—asirup 0<a<1)

2 .
1—asin¢:1—%(z_l):w

Z 21z
5 —2iz 1 —21
R == = = .
(2) az’> —2z—a * az’—2iz—a
Nullstellen von az?2 — 2iz —a =0 :
14++v1—a? .
212 =13
a

21, 72 sind einfache Pole , |z1] > 1, |z2| < 1. Nur z2 muf beriicksichtigt werden!

- ~ -2
P — 1 — — 1 — —
Res,, R ZLHZlQ(z 22)R(z) 21_{212(2 ZQ)G(Z =)
I
S W) i@
27
dp s
= [—% 2T
gl—a81n¢ /1 a2

Typ IIL (uneigentliche Integrale)
b

/ flx)dx = Jim f(x)dx .

b—oo a

Bezeichnung: Sei IH die obere Halbebene, IH = {z € C : Im z > 0} .
Satz

Sei U D H offen, z; € H (i = 1,...,m), f : U\{#1,...2mn} eine holomorphe Funktion, derart,
o
daB [ f(z)dx existiert und lim=—e 2 f(z) = 0. Dann gilt
—0o0

/ flx)de = 27riiReszif ) (6.1)
% i=1

Beweis

Sei 7, : 10, [ — IH : ¢ — 7€' der orientierte Halbkreis mit Radius r.
OBdA sei r > 0 so grofl gewéhlt, da8 alle Punkte z; (¢ = 1,...,m) in B(0,r) N IH liegen.
Residuensatz:

/f(x)dx + /f(z)dz = 27TiiReszif .
7 2 i=1
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Abschéatzung:

[zl < 171 < max ) [ 1] =

Yr
——

mr

= 7-max|z- f(z)] — 0 fiirr — oo
ZEYr

= (6.1).

Typ III:
Satz

Es sei g holomorph auf C, mit evtl. Ausnahme von endlich vielen Punkten, von denen keiner
auf der reellen Achse liegt. Ferner sei lim,_, g(z) = 0 vorausgesetzt. Dann gilt

oo 2mi > Resylg(2)e'®*] , a>0
/ g(x)e“dz = e -
—2mi Y, Resylg(z)e'**] , a<0

T weCH

wobei CIH = untere Halbebene.

Beweis

Sei a > 0 . Wihle Quadrat so grof}, daf3 alle Singularitdten von ¢ in IH im Quadrat mit
den Eckpunkten s, s +iq, —r +iq, —r (r, s >0, ¢ =r + s) liegen.

Sei I, == [, g(2)e"**dz , wobei die 7, (v = 1, 2, 3) die Strecken

1 =[s, s +1iq|, v2 = [s + iq, —r +1iq], v3 = [-7 + iq, —r] bezeichnen.

Beh.: I, — 0 falls r, s — o0 .

Dann folgt aus dem Residuensatz

S

/g(:):)ei‘m de+ I + Iy + I3 =2mi Z Resy(g(z)e")
weld

—r —0 —0 —0

r,s—o00 : [ gx)edr =2mi Y. Resy (9(2)e").
—00 weld

Beweis der Beh.:
Bl = | [ a0 dc | < maxlg(¢) ™[] - (7 +5)
Y2

< max|g(()|-e - g <max|g(()|, wenn e > ¢, was Vq > qo der Fall ist.
Ce2 ¢ev2
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q
nl = 1 o ac < [lgs-+it)] -1 |
et

e—at

0
7 1
max | g(¢)] - / e~ dt < max | g(C) | -
0

S _
CeEM Cem a
N——
%(l—e*“q)
1
analog: || < max|g(C)] .
CEY3 a

Wegen lim g(z) = 0 gilt: Iy, I, I3 — 0 fiir r, s — oc.
Zz— 00
Analog im Fall @ < 0 (Hier Quadrat in unterer Halbebene wéhlen.)

Bemerkung

Wir kénnen jetzt auch Integrale der Form

o0 [e. 9]
/g(x) gosag, dr /g(x) sinaz,  dx
S emmren) S f(emee

16sen.
Falls g gerade ist, g(—x) = g(z):

o0 [e. 9]

1
/g(ac) cos ax dx = 3 / g(x) cos ax dx

0 —00

Fiir weitere Typen siehe z.B. die Funktionentheorie-Biicher von REMMERT,
FISCHER-LIEB, etc.

6.5 Das Prinzip vom Argument und der Satz von Rouché

Es folgen nun einige theoretische Anwendungen des Residuensatzes.
Sei U offen in C
Definition

FEine Funktion f heifft meromorph in U, wenn es eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge
P = P(f) von U gibt, sodafl f in U\ P(f) holomorph ist und in jedem Punkt von P(f)
eine Polstelle hat.
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Beispiele
(1) Rationale Funktionen
P(z) ap+arz+...4+a,z™

fz) = Q(2) - bo+ ...+ by 2" (b #.0)

sind meromorph.

(2) Sind f, g holomorph auf Gebiet U C C , g # 0, so definiert F' = g eine meromorphe
Funktion.

M(U) = Menge der meromorphen Funktionen auf dem Gebiet U bildet eine C-Algebra.
Ferner ist M (U) ein Korper.

Sei f meromorph in U. Wir wissen:
Hat f in 2y einen Pol n-ter Ordnung, so gilt

f(z) = (z—20)""g(2) ,
wobei g holomorph in Umgebung V' C U von zj ist und g(zp) # 0.

Daher gilt:

fl(z) = —n(z=20)""g(2) + (2 = 20) "¢ (2) ,

f'(z) 1 gz) .

= —-n + , in V\{z,}.

) = g Vo)

Folglich:
/
ReszO? =-n.
Hat f in zy eine Nullstelle n-ter Ordnung, so gilt
f(z) = (:—20)"g(2) , g bolomorph in V(2), g(20) # 0.
Aus f'(z) = n(z—2)""tg(z)+ (2 — 20)"g (z) folgt daher

O (C /o

fe) T Tem e T

f

Also folgt aus dem Residuensatz, sofern wir einfach geschlossene Wege betrachten,
d.h. Wege mit

indy(z) =1, Vzelnty:

Satz (Prinzip vom Argument)

Sei f meromorph in der offenen Menge U, mit nur endlich vielen Null- und Polstellen. Es sei v ein
einfach geschlossener Weg, der nullhomolog ist und sdmtliche Null- und Polstellen umschlief3t.
Dann gilt

1 '(2)

2mi f(z)
¥ N~
logarithmische
Ableitung

dz = Anzahl der Nullstellen — Anzahl der Polstellen von f

(jeweils mit entsprechender Vielfachheit gezéhlt).
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Anwendungen

1.) f holomorph in U, v einfach geschlossener Weg, der nullhomolog ist und endlich
viele Nullstellen von f umschlief3t.
Dann ist

NG
21 ) f(z)

Y

dz = Anzahl der Nullstellen von f innerhalb

(mit Vielfachheit gezahlt).

2.) Satz von ROUCHE

Seien f, g holomorphe Funktionen in U mit nur endlich vielen Nullstellen. Sei v ein
einfach geschlossener, nullhomologer Weg in U mit folgender Eigenschaft

1f(2) —g(2)| <lg9(z)| , Vzel.

Dann besitzen fund g gleich viele Nullstellen im Inneren von 7 (mit Vielfachheit
gez#hlt).

Beweis

Setze h = g h ist meromorph in U.

Wegen g(z) #0, Vz € |y| gilt:

h ist holomorph in einer Umgebung von |7/|.

Ferner gilt nach Voraussetzung: |h(z) — 1| <1 Vz € ||,

d.h. h(z) e B(1,1) ={w:|lw—-1 <1}, Vzel|y|.

Da |y| kompakt ist, existiert sogar eine Umgebung V von || mit A(V) C B(1,1) .
/!

Auf V ist deshalb log h wohldefiniert. Da (logh) = % gilt:

}}LL, besitzt eine Stammfunktion auf V.

/ / /
Aber % = fT — % , also folgt

weil h Stamm—

R [ [og e

~
27i-Anz.d.NS 27i-Anz.d.NS
von finnerh.y von ginnerh.y
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6.6 Gebietstreue, Maximum-Prinzip und das Lemma
von Schwarz

Wir beginnen mit einer weiteren Anwendung des Argumentenprinzips.
Dazu zunéchst

Definition

Eine holomorphe Funktion f : U — C nimmt in zg € U den Wert wg mit der Vielfachheit
n an, wenn die Funktion f — wg in 2y eine Nullstelle der Ordnung n hat.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber das “lokale Verhalten” einer holomorphen Funktion.
Satz

Die auf einem Gebiet G C C holomorphe Funktion f # const nehme in zg € G den Wert
wo mit der Vielfachheit n € IV an. Dann gibt es Umgebungen V' C G von zy und W von
wp, so dal W C f(V) und daB zu jedem w € W | w # wy , genau n verschiedene Punkte
von V existieren, in denen f den Wert w annimmt, und zwar jeweils mit der
Vielfachheit 1.

Beweis
Wiéhle eine Kreisscheibe B(zy,d) C B(zp,d) C G so klein, dafi f — wy (wo = f(z0)) und

f" auf B(zp,0)\{z0} keine Nullstellen besitzen. Dies ist méglich, da die Nullstellen jeder
nicht-konstanten holomorphen Funktion isoliert sind.

Setze V := B(zp,0) und Cs := 0B(z0,9) . Wir wissen

1 /
N(w) = 37 / f(‘;%dz = Anzahl der Nullstellen von f —w in B(zp,0).
Cs

Nach Voraussetzung ist N(wg) = n (da f —wp in B(z0,0)\{z0} keine weiteren Nullstellen
besitzt).

Aus
1

1 f'(z) dg ,
Cs foCs
folgt ferner:
N(w) ist konstant auf den Zusammenhangskomponenten von C\Triger von f o Cs, also
gleich n auf derjenigen, welche den Punkt wg enthélt; diese sei mit W bezeichnet. Wegen
f'(z) # 0, fiir alle z € B(20,0)\{z0}, mu} somit jeder Punkt w € W \{wp} in V n ver-
schiedene Urbildpunkte besitzen, die den Wert w mit der Vielfachheit 1 annehmen.

Korollar (Gebietstreue)

Es sei f eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf einem Gebiet G C C . Dann ist die
Bildmenge f(G) wieder ein Gebiet.

Beweis

Da f stetig und G zusammenhéngend ist, ist auch f(G) zusammenhéngend. Ferner exi-
stiert nach obigem Satz zu jedem wy € f(G) eine Umgebung W von wy mit W C f(G) .
Also ist f(G) auch offen.
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Als Anwendung des Korollars ergibt sich

Satz (Maximum-Prinzip)

Sei f holomorph auf einem Gebiet G C C . Gibt es einen Punkt zp € G mit
|f(2)] < |f(20)] Vz€ G, soist f konstant.

Beweis

Aus [f(2)] < [f(20)] , V2 € G, folgt f(G) C B(0, [f(20)]) -

Also kann keine Umgebung W von wg = f(zp) existieren, die in f(G) enthalten ist,
d.h. f(G) ist nicht offen.

Korollar = f = const .

Korollar

Sei G ein beschriinktes Gebiet in C und f eine auf G stetige, auf G holomorphe Funktion.
Dann nimmt | f| sein Maximum auf dem Rand 0G an.

Denn

|f| ist stetig auf G = kompakt. Also nimmt |f| sein Maximum in einem Punkt zg € G an.
Ist zg € G, so ist f = const und die Aussage des Korollars stimmt.
Bleibt nur zy € 9G.

Achtung: |f| nimmt i.A. sein Minimum nicht auf dem Rand an, wie das Beispiel der Funk-
tion f(z) = z auf IE zeigt.

Anwendung des Maximum-Prinzips

Schwarz’sches Lemma

Sei f holomorph in IF und es sei
) [f()| <1, VieR
2) f(0)=0

Dann gilt: | f(2)]| < | z]
Falls Gleichheit in einem Punkt z # 0 aus IF gilt, so ist f eine Drehung um 0, d.h. f hat
die Form: f(z) =c-z, fireinc€ C, mit |[¢|=1.

Zusatz: Unter den Voraussetzungen des Schwarz’schen Lemmas gilt:

[FO) <1,

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir Drehungen gilt.
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Beweis

Betrachte Hilfsfunktion

gz) =49 *
1) , z=
g ist holomorph auf I/, da
— f(0
i 2~ 1y Z2I0 0

(Wende den Riemann’schen Fortsetzungssatz an).

Sei 0 < r < 1. Fir z € IF mit |z| = r gilt:

d.h.Vz e [F mit |z| =r gilt:

Maximum-Prinzip (Korollar):

S|

lg(z)| <=, VzeEmit|z] <r.

r—1:]g(z)] <1, V]z|<1.
—_—
£ (2)] <]zl
Gilt |f(20)| = |z0| fiir ein 29 # 0, so ist |g(z0)| = 1 . Da |g(z)| < 1, nimmt |g| in 2 sein
Maximum an.

Maximum-Prinzip = g = const = ¢, wobei |c| = 1 wegen |g(z9)] =1 .
Alsoist f(z) =cz, VzelE.

Zum Zusatz: Da ¢(0) = f'(0) und |g(z)| < 1 folgt

o<1

Gilt |f(0)] =1, so ist |g(0)] = 1 und somit nimmt wegen |g(z)| < 1 die Funktion |g| ihr
Maximum in 0 an.

Maximum-Prinzip = ¢(2) = ¢, Yz € IE, wobei |c| = [g(0)| =1 .

Also ist wiederum f(z) =cz .
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Kapitel 7

Konforme Abbildungen

7.1 Definitionen

Sei U offen in C, f: U — C reell differenzierbar, f = u + iv.

Definitionen

(1) f heit orientierungstreu in z € U, falls

ou Ju
det J¢(z) = g% gg (2) >0
Jr  Jy

(2) f heiBt winkeltreu in z € U, falls fiir die Jacobi-Matrix Jy gilt:

o o
= 95 % ) ()= r=)00)
e dy

wobei A(z) reelle, positive Zahl, O(z) = orthogonale Matrix (O7 = O~1).

Lemma

Folgende Aussagen iiber eine reell, stetig differenzierbare Funktion f: U — C, U offen in
C, sind dquivalent.

(i) f ist winkeltreu und orientierungstreu in jedem Punkt z € U .

(ii) f ist holomorph in U und es gilt: f'(z) 20 , VzeU.

Bemerkung

f(z) = 22 ist im Nullpunkt nicht winkeltreu (Winkel wird verdoppelt). Kein Widerspruch,
da f'(0)=0.
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Beweis

(i) = (ii): Nach Voraussetzung ist Jy(z) winkeltreu und orientierungstreu, also von der
Form:

o= (o )= 5005 )= (0 ) e

= Uy = vy und —v; = u, , d.h. die Cauchy-Riemannschen-Gleichungen sind erfiillt
= f ist holomorph.

Ferner: f/(z) = %(z) + Zg—g(z) = Uy + v, , also

Uy —Vg

f'(2)fF =i + 0} = (2) = detJs(z) >0 .

Vg Uy

(ii) = (i): f holomorph = f erfiillt Cauchy-Riemannschen-Gleichungen =

Uy — Uy
Uz —Uz u2 402 u2 402
Jf(z)—<v u><z>—\/u3+v% Vit Ve
v —(2) Va2t \fu2

=:0(z)
= f ist winkeltreu und orientierungstreu.

Verkniipft man die soeben fiir holomorphe Funktionen F': U — C bewiesene Behauptung

det Jp (z) = |f'(2)* | (z€U)

mit der aus Analysis II bekannten Tatsache, wonach fiir eine (reell) stetig differenzierbare
Abbildung f : U — IR? 2 C gilt:

det J¢ (20) #0 < Abb. f ist in einer Umgebung von zy € U umkehrbar,

so folgt
Lemma (lokale Umkehrbarkeit)

Sei U C C offen, zp € U und f : U — C holomorph. Genau dann existiert eine Umgebung
V C U von zp auf der die Abbildung f umkehrbar ist, wenn f’(zg) # 0 ist.

Dieses Resultat ist selbstverstandlich auch aus dem Satz {iber das “lokale Verhalten” von
holomorphen Funktionen aus 6.6 (Fall n = 1) zu gewinnen.
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Definition
Seien U, U’ offen in C, f:U — U’ Abb.
a) f heifit konforme Abbildung, falls gilt:

(1) f ist bijektiv und reell stetig differenzierbar

(2) f ist winkeltreu und orientierungstreu

b) f heifit biholomorph, falls f bijektiv und holomorph ist.

Korollar

| f konform < f biholomorph |

Beweis

7= klar (obiges Lemma)
“<”: f biholomorph = f holomorph und es ist f'(z) # 0, da |f(2)|* = detJ;(z) # 0.

FRAGE: Welche offenen Mengen U, U’ in C kann man konform (=biholomorph) aufein-
ander abbilden?

speziell: Welche Gebiete U in C lassen sich konform auf IE abbilden?

Damit werden wir uns in den folgenden Paragraphen befassen.

7.2 Mobius Transformation

a b

Jeder Matrix A € GL(2, C), d.h. A = ( . > , a,b,e,d, € C,detA # 0 , wird eine

rationale Funktion wie folgt zugeordnet

fa heifit Mobius Transformation.

Im Falle ¢ = 0 ist f4 auf ganz C definiert.
Im Falle ¢ # 0 nur auf C\{—%}

Mobius-Transformationen definieren biholomorphe Abbildungen, im Falle ¢ = 0 von C
auf C, im Falle ¢ # 0 von C\{—%Z} auf C\{%}

Wir setzen fA(—%) =00, fa(co) = % ;

dann bildet f4 die Menge C := C U {oo} bijektiv auf sich ab.

Ableitung
p ad — bc detA
7 (cz+d)?  (cz+d)? 7

Mobius-Tranformationen bilden Gruppe, es gilt

fao fe=fap .
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Behauptung:
Jede Mobius-Transformation 148t sich zusammensetzen aus folgenden elementaren Abbil-
dungen:

(1) z+—az, ac C(a+#0) (Dilatation)

(2) z— 240, be C (Translation)

(3) z—1 (Inversion)
Folgerung:

Mobius-Transformationen sind kreistreu, d.h. sie bilden Kreise und Geraden auf Kreise
bzw. Geraden ab (Denn die Abb. (1),(2) und (3) haben diese Eigenschaft).

Achtung: Gerade kann in Kreis tibergehen, und umgekehrt.
Beispiel
1+2

flz)= 1 bildet Kreislinie |z| = 1 auf die imaginére Achse (incl. co) ab.
—z

Fixpunkte: Beachte

az+b
=z
cz+d

& 22+ (d—a)z —b=0 (quadratische Gleichung)

falz) =2z <

d.h. Mobius-Transformationen haben hochstens 2 Fixpunkte, sofern nicht ¢ = 0, a = d
und b=0, d.h. f4 =1id.

Satz

Zu je 3 verschiedenen Punkten zq,zo,z3 bzw. wi,ws, w3 aus C gibt es genau eine Mo6bius-
Transformation, welche z; in w;  (i=1,2,3) iiberfiihrt.

Beweis

Betrachte
Z— 21 k9 — X3

S(z) :=

Z— 23 Z9 — X1

S ist Mobius-Transformation, welche z1, 29, z3 in 0,1,00 {iberfiihrt. Ebenso bildet

T(w):w—wl.wg—wg

w— w3y w2 — Wi

w1, we, ws nach 0,1,00 ab.
Daher liefert T-1(S(z)) =: w die gewiinschte Mébius-Transformation. = Existenz.
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Zur Eindeutigkeit:
Gibt es zwei solche Abbildungen T4, Tb, so definiert T3 o (T{l) eine Mobius-Transformation
mit 3 Fixpunkten. = T} o T2_1 =id=T="15.

Setze z = z4 und w = wy fiir den Bildpunkt von z;. Dann folgt aus wy = T~1(S(24)) die
Gleichung T'(w4) = S(z4), d.h.

Wy — W1 W2 — W3 Z4 — R R2 — Z3

Wy — W3 W2 — W1 24 — 23 22_21’

vertauschen wir nun z; mit 23 , z3 mit z4 und z4 mit zq, so folgt:

Resultat:
Das sogenannte Doppelverhéltnis

21— k3 k2 Z3

DV (z1, 22, 23, 24) := :
21 — R4 R2— 24

ist invariant unter Mobius-Transformationen.

7.3 Automorphismengruppen

Sei G ein Gebiet in C, I'(G) = Menge aller biholomorphen Abbildungen von G auf sich.
I'(G) ist Gruppe bzgl. Komposition, genannt Automorphismengruppe.
Wir wollen nun in 2 Féllen I' bestimmen.

1) T(C) =7
Beh: = —
eh: T(C)={z+—az+b,a#0,a,beC}
lin. Abb.

Klar ist: z — az+b (a # 0) gehort zu I'(C).
Sei nun f € I'(C) beliebig. Wir entwickeln f in eine Potenzreihe:

f(z):Zakzk ,2€C.
k=0

Die Funktion g(z) = f(2) = Z ar 2%, z € C\{0} , hat im Nullpunkt eine isolierte
k=0

Stelle.
3 Moglichkeiten :

a) 0 ist hebbare Stelle; dann ist g in Umgebung von 0 beschrinkt, also f in Um-
gebung von oo beschrankt und damit auf ganz C
LIOUVILLE: f = const , ein Widerspruch zur Injektivitit.

b) g hat Pol der Ordnung n im Nullpunkt: g(z) = Z ar 2% (an #0).
k=0

n

Dann ist f(z) = g(%) = Z ay, Z¥ ein Polynom vom Grad n. f hat somit genau

k=0
n Nullstellen. = Widerspruch zur Bijektivitéit, sofern n > 2 . Also muf} f linear
sein.
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c) g hat wesentliche Singularitét in 0.

CASORATI - WEIERSTRASS: ¢(E \{0}) = C , dquivalent f(C \E) = C . Da
nach dem Satz von der Gebietstreue f(E) offen ist, folgt f(E)N f(C\E) # 0,
~  —

_ offen dicht in C
d.h. es existieren z; € C, zo € C \E mit f(z1) = f(z2) , ein Widerspruch zur
Injektivitét.

2) Satz

Fiir die Automorphismengruppe I' der Einheitskreisscheibe E gilt:

N———
Mobius-Transf.

F(E):{zHeief;a ca€C,lal<1,0eR,0<0<2r}
—az

Beweis: Die Mobius-Transformation
b Z—a
fya:z»—>e“97_ ol <1,0<6<2rm
1—az

bildet E biholomorph auf sich ab und 0E auf JE.
Denn fiir z = €% gilt

e —a

e — al B ¥ —a B —
1 —a@e' A

e —a)e| e —al |eé¥—a

Also ist v, € I'(E).
Sei nun f € I'(E). Setze a := f(0). Dann ist |a| < 1.

Betrachte M.T. ~,(z) = 1% .

Die Komposition F' = ~y, o f bildet E biholomorph auf sich ab. Ferner gilt

F(0) = v4(a) = 0. = F erfiillt Voraussetzungen des Lemma von SCHWARZ: Nach
dem Zusatz gilt: |F'(0)] < 1.

Da F : E — E biholomorph ist und F(0) = 0, erfiillt auch die inverse Abb. F~1 die
Vor. des Schwarz’schen Lemmas. Also gilt auch

(P <1.
Aber aus F(F71(2)) =2 folgt F/'(F1(2)) - (F Y (2)=1,
insbes. F/(0) - (F~1)'(0) = 1

und somit |F'(0)| = —————>1.

(71 (0)]
Insgesamt: [F’'(0)] = 1. Nach dem Zusatz des Lemmas impliziert dies jedoch,
daB F(z) = cz fiir ein ¢ € C mit |c| = 1, d.h. ¢ = €?, 0 < § < 27. Somit ist

ez +a g Z2—0b
_ — e

F(2) = v(f(2)) = € z und daher f(z) =~; (¥ 2) = —=——— —
(2) =7a(f(2)) F@) = (¢72) = T—7 _—

sofern b = —e~" q gesetzt wird. Da |b| = |a| < 1 sind wir fertig.
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Korollar

Fiir die Automorphismengruppe I' der oberen Halbebene IH gilt

az+f B
- o, fB,7,0 € R, ad—py=1}

Beweis:
Transformiere das Problem von IH auf E mit Hilfe der Cayley-Abb.

zZ—1
z4+1

Yz :H—-E;

denn aus f € I'(IH) folgt, da yo f oyt € T'(E) ist.

7.4 Der Satz von Montel

U C C offen. Wir betrachten zunichst den VR
Cc(U)={f : U — C stetig }

aller auf U stetigen, komplexwertigen Funktionen und versehen C(U) mit der sog.
kompakten Konvergenz:

frn — f lokal gleichméfig, d.h. glm. auf allen kompak-
ten Teilmengen von U.

fn — f flir n — oo bedeute:

Zugehorige Topologie:

Da C(U) ein VR ist, geniigt es, ein Umgebungssystem der 0 (Nullfunktion) anzugeben.
Zudem kann man sich auf ein sog. fundamentales Umgebungssystem (= Umgebungsbasis)
beschréinken. Dabei heifit ein Umgebungssystem (V;), .1 fundamental, falls zu jeder Umg.
U ein V; existiert mit V; C U.

Sei € > 0 und K C U kompakt. Wir setzen

VoK :={feCclU) : |f(z)|<e,Vze K}

(Vz K)¢ i definiert ein fundamentales Umgebungssystem der Nullfunktion.

Bem.: Die zugehorige Topologie T — die sog. kompakt-offene Topologie — ist metrisierbar.
Bezeichnet ndmlich (K,,) eine Ausschopfung von U durch kompakte Mengen (z.B. durch
endl. Vereinigung abgeschl. Kreisscheiben mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und
rationalen Radien), so definiert

[e.o]

1 dulf9)
a(f,9) =27 T dn(f.g) (< 1)
<1

mit
dn(f,9) == sup{ |f(2) —g(2)| : z € Ky }

eine Metrik, deren Topologie mit 7 iibereinstimmt.
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Kompakte Mengen in C¢(U) :

Menge A C Cc(U) heifit bekanntlich kompakt (bzgl. 7), wenn gilt:

Aus jeder Uberdeckung von A durch 7-offene Mengen 148t sich eine endliche Teiliiber-
deckung auswéhlen.

Aus der Metrisierbarkeit von 7 folgt, daf folgende Figenschaft dquivalent zur Kom-
paktheit von A ist (Analysis-Vorlesung):

Jede Folge (f,) von Elementen aus A hat eine in A (bzgl. 7) konvergente Teilfolge.

Die Charakterisierung von kompakten Mengen in Cc(U) beruht auf folgendem Be-
griff:

Definition

1) Sei K C U kompakt. Eine Familie A C Cc(U) heifit gleichgradig stetig auf K,
wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, sodafl

|f(z1) = f(22)] <&, V21,20 € K mit |27 — 23] < dund alle f € A.

kurz: § hingt weder vom Punkt noch von der Fu. f € A ab (Verscharfung von
gleichméBiger Stetigkeit).

2) Familie A C C¢(U) heilt lokal gleichgradig stetig, wenn A auf allen kompakten
Teilmengen K C U gleichgradig stetig ist.

Satz (Arzela-Ascoli)

Menge A C Cc(U) ist genau dann relativ kompakt (d.h. A ist kompakt), wenn gilt:

(1) A ist lokal gleichgradig stetig.

(2) sup |f(2)] < o0, VzeU.
reA

Beweis: — Topologie-Vorlesung.

Der Raum H(U)

Wir interessieren uns im Folgenden hauptséchlich fiir den Teilraum

H(U)={f : U—C, holomorph } C Cc(U),

versehen mit der Relativtopologie von Cc(U).

H(U) ist ein abgeschlossener UR von C¢(U), da aus f, € H(U) und

o 222 £ € Co(U) folgt: f € H(U) (WEIERSTRASS).
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Kompakte Mengen in H(U)
Wir benotigen einen weiteren Begrift:

Definition

Eine Familie F C C¢(U) heiit lokal beschriankt, wenn es zu jedem Kompaktum
K C U eine Zahl Mg > 0 gibt, sodafl

If(z)| <Mk ,VzeK,VfeF.
Beh.: Jede kompakte Menge A C Cc(U) ist lokal beschrankt.
Bew.: Betrachte das Funktional F : Cc(U) — R : f— |f|x :=sup|f(2)]
zeK

(K = kompakt).
Fk ist stetig, daaus f,, — f , Fx(fn) — Fx(f) folgt. Somit ist — aufgrund der Kom-
paktheit von A — die Menge Fi(A) beschrinkt, d.h. 3 Mg mit sup |f(2)] < M,

zeK
VfeA

Satz von Montel

Sei U C C offen. Eine Teilmenge A C H(U) ist genau dann kompakt, wenn gilt:
(1) A ist lokal beschrinkt.
(2) A ist abgeschlossen.

Bem.: Fast wie im IR™ : Menge A C R” ist kompakt < A ist beschréinkt und ab-
geschlossen.

Korollar

Teilmenge A C H(U) ist genau dann relativ kompakt, wenn sie lokal beschrankt ist.

Klar, da A rel. komp. = A komp. = A lokal beschr. = A lokal beschr;
anderseits A lokal beschr. = A lokal beschr. = A komp. = A rel. komp.

n , fn €A
denn aus { ]ffn(—;)\fg 1J\C/IK, Ve K folgt | f(2)] < Mg, Vze K .

Altere Bezeichnung

Eine Familie F € H(U) heiit normal, wenn jede Folge (f,,) aus F in H(U) eine kon-
gruente Teilfolge hat (deren Grenzwert aber nicht zu F gehoren muf}). Das Korollar
zum Satz von Montel besagt dann:

JF ist normal < F ist lokal beschrankt.

Beweis des Satzes von Montel:

Die Notwendigkeit der Bedingung (1) wurde bereits gezeigt, Bed. (2) ist generell
wahr. Um zu zeigen, da8 (1) und (2) auch hinreichend sind, beniitzen wir den Satz
von ARZELA-ASCOLI, d.h. wir zeigen:
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(a) A ist lokal gleichgradig stetig.
(b) sup|f(z)| < o0, Vze U.
feA

(b) ist trivialerweise erfiillt, da nach Vor. A lokal beschrénkt ist (wihle K einpunk-
tig).

Zum Beweis von (a): Wihle 2 beliebige konzentrische Kreise B, B’ mit Radien r
und 2r, sodal B’ C U.

OBdA sei 0 der Mittelpunkt von B und B’.

Setze M= sup{|[fllp : f € A} (< oo wegen (1)), [If][p == sup [f(2)] -
z€B’
Fiir ( € OB’ und 21, 20 € B gilt:

| —z1| >, |¢ — 22| > r. Somit folgt aus der Cauchy-Formel:

fed =t =0 [ 10 |2 - ]ae- 222 [ LN

—z (— 2 271 —21)(¢ — 22)
I¢|=2r I¢|=2r
die Abschétzung
|a—@\/ M |d¢| |21 — 2| /\M\
O e = e
I¢|=2r I¢|=2r
N—
T%-Zlm“
2M
r

Wihle § := ﬁ . Dann gilt
|f(z1) = f(z2)| <e,Vzi,20 € Bmit |z — 20| <0, VfeEA.

ARZELA-ASCOLI = A = A ist kompakt.

7.5 Schlichte Funktionen, Satz von Hurwitz

Definition
Eine Funktion f : U — C , U offen in C, heifit schlicht (englisch: univalent), falls f
holomorph und injektiv ist, d.h. insbes. falls

f(z1) = f(z0) = 21 =25

Satz (Hurwitz)

Sei G ein Gebiet in C, f, : G — C eine Folge von schlichten Funktionen, die in
U kompakt gegen eine (holomorphe) Funktion f : G — C konvergiert. Dann ist f
entweder konstant oder schlicht.
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Beweis:

Sei f nicht konstant, zg, ( € G beliebig, 2o # ¢ , und B(zp, R) eine Kreisscheibe mit

B(z, R) € G\{¢}.

Setze gn ‘= fn fn(C) :
gn ist nullstellenfrei in G \{(}, da f,, schlicht ist.
/

“Argumentenprinzip” : (*) g”—(z)dz = 0 fur alle 0 < r < R (da keine
gn\Z

|z—z0|=r
Nullstelle von g,, in B(zg, ) liegt).
Wihle 0 < 7 < R so , daB8 f(z) — f(¢) # 0, fiir alle z mit |z — 29| = r (dies ist
moglich, da Nullstellen von f — f(() isoliert liegen wegen f # const).
———

holom.
Aus (*) folgt nun fiir n — oo wegen der vorausgesetzten glm. Stetigkeit:

O
|_/ [EENGR

also ist f(z) — f(¢) # 0 fiir alle z € B(zp, ) (nach dem Argumentenprinzip).
Insbesondere ist f(zp) # f(¢). Da zo € G \{(} beliebig, muf} f schlicht sein in G.

Anwendung:

Wir betrachten die wichtige Klasse von schlichten Funktionen
S={f:E— C, schlicht, f(0) =0, f'(0)=1}

Satz von HuRwITZ: S C H(E) ist abgeschlossen.
f € S hat als holomorphe Funktion in 0 eine Taylorentwicklung;:

f2)=z+a+.. +apz"+...,0,€C,i=23,...

Bieberbach’sche Vermutung :

bewiesen 1985 von Louis de Branges.

< . .
n| <2 |, (Pommerenke hat auch einen Beweis.)

Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Drehung der sog. Koebe-Funktion

o(z) = =2 ( Zn z) ist.

Letztere bildet E auf das Schlitzgebiet C \negative reelle Achse von —oo bis —i ab.

Bem.:

laz| < 2 hat bereits BIEBERBACH 1905 gezeigt. Er folgert daraus den folgenden
“Verzerrungssatz” fiir Funktionen f in S:

VzeE.
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Dieser ist leicht zu beweisen, wenn die Bieberbach’sche Vermutung bewiesen ist.

<Z\auz\”<z 2" = 1_’" 72 fiir alle z € I .

Daraus folgt: S ist lokal beschrénkt, also ergeben HURWITZ (S abgeschl.) und MON-
TEL:
S ist kompakt.

Denn |f(z

7.6 Der Riemann’sche Abbildungssatz

1) Einfach zusammenhéngende Mengen

Sei U C C offen, I" = an Y&, (7 1 [0,1] — U stiickweise stetig diffbar, ny € Z)
k=1
ein Zyklus in U (= geschlossene Kette).

Erinnerung;:

I" heift nullhomolog in U, wenn fiir jeden Punkt z € CU gilt:
indr(z) =0.

Dabei ist der Index von I' wie folgt definiert

indr(z

27m C " omi /C

Definition

Ein Gebiet (= offen und zusammenhéngend) G' C C heifit einfach zusammenhéngend,
falls jeder Zyklus I' in G nullhomolog ist.

Beispiele

1) Kreisscheiben, allgemeiner sog. sternférmige Gebiete sind einfach zusammen-
héngend. Denn hier verschwindet das Integral in der Definition von indp(z) fir
jeden Zyklus I', vorausgesetzt, da z € CU.

2) Punktierte Kreisscheibe, allg. Kreisring ist nicht einfach zusammenhéngend,

da:
m QZ/C

fiir jede positiv orientierte Kreislinie mit Radius zwischen r und R.
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Nun sind wir in der Lage, den folgenden Satz zu formulieren:

Riemann’scher Abbildungssatz

Jedes einfach zusammenhéngende Gebiet G # C ist biholomorph auf den Einheits-
kreis [E abbildbar.

Dabei gibt es zu einem vorgegebenen Punkt a € G genau eine biholomorphe Abb.
f:G—E mit f(a) =0 und f'(a) reell und >0 .

Bem.:

Die Voraussetzung G' # C darf nicht weggelassen werden, da es keine biholomorphe
Abb. f: C — E gibt. Denn eine solche wére holomorph auf ganz C und beschrankt:
|f(2)] <1, VzeC. Nach LIOUVILLE miifite daher f = const im Widerspruch zur
Biholomorphie sein.

Zur Eindeutigkeit:

Seien f; und fy : G — E zwei biholom. Abb. mit fi(a) = fa(a) = 0 und f{(a), fi(a)
reell und > 0.

Betrachte g:=fao fit.

g bildet E biholomorph auf sich ab, ist also ein Automorphismus von E. Ferner gilt:

1) 9(0) =0

2) ¢'(0) = £5(£(0) - (F71)(0) = f3(a) - 577y = %5
a N~

reell und >0

Aus 1) folgt: g ist eine Drehung, g(z) = €¥ 2 fiir ein 0 € [0, 27] ;
aus 2) folgt: ¢’(0) = e =reellund >0 = 6=0;
also ist g(z) = 2z, Vz € E und damit f; = f.

Den Existenzbeweis zerlegen wir in zwei Teile. Wir zeigen zuerst

Lemma 1

Ist das Gebiet G C C einfach zusammenhéngend, so besitzt jede holom. Funktion
f G — C eine Stammfunktion.

Beweis
Nach Def. des einfachen Zusammenhangs von G ist jeder Zyklus I' nullhomolog in
G. Nach dem Satz von CAUCHY gilt somit fiir jede holom. Funktion f: G — C :

/f(z)dz:O.

Wir definieren nun eine Stammfunktion F' von f wie folgt:
Sei zp € G fest. Zu jedem z € G existiert (da G zushg.!) ein Streckenzug S, in G,
der zy mit z verbindet.

Sei F(z) :/f(g)dg
S-
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Beh.:
F(z) ist unabhéngig von der Wahl von S..

Denn ist S, ein zweiter Streckenzug in G, der zy mit z verbindet, so definiert
[':=S, — S/ einen Zyklus.

G einfach zushg. = /fdz:O = /fdz:/fdz.
r S. S

noch z.z.: F ist komplex diffbar und F'(z) = f(z).
Sei e > 0. Stetigkeit von f impliziert: 3 Kreisscheibe B(z,r) C G (r > 0) mit

Q)= f(2)l <e, Y(eBlzr).

Sei nun 2’ € B(z,r), 2/ # z, und S die Strecke von z nach 2/, parametrisiert durch

z

0,1]] 5 C:t—z+t(z' —2).

/dC:z’—z.

S
S. + S stellt Streckenzug S./ von zy nach 2z’ dar. Daher gilt

P -Fe) = [ sdc- [gac= [ rac.

Dann gilt offensichtlich

S. S. S

Also ist

F(Z)—-F d 1

EEEO | - |52 - |- | [ 00 - s dc

S
1
= ]z’—z\/M’dq < ,Z,_Z,ffgrdd = .
S <€ m/

Korollare

Sei GG ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.

a) Dann existiert zu jeder in G holomorphen, nullstellenfreien Funktion f ein
“Zweig des Logarithmus”, d.h. eine holomorphe Funktion g : G — C mit

ed=f.

b) Ferner besitzt jede holomorphe, nullstellenfreie Funktion f : G — C eine
“Wurzel”, d.h. es gibt eine holomorphe Funktion ¢ : G — C mit ¢*> = f .
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Bewels
/

a) Setze h := f? (logarithmische Ableitung von f).

h ist holom. auf GG, da f nullstellenfrei ist. Gemé&fl Lemma 1 besitzt A eine Stamm-

!
funktion H: H' =h = i

7
Folglich gilt
d

E(fe_H):f'-e_H—fe_H- H =0.

N~
_

7

Gzushg. = fe ¥ =const = f=c-e fiireinceC.

Wihle b € C so daBl ¢ = ¢ . Dann gilt f = "™, also definiert g := b + H einen
Zweig des Log. von f.
b) Nach Teil a) existiert g holom. mit e? = f .
Setze ¢ := €29 . Dann ist 2 = ¢9 = f .
Der Kern des Existenzbeweises zum Riemann’schen Abbildungssatz ist das folgende
Lemma, das dann den Beweis des Satzes abschliefit.

Lemma 2

Sei G C C ein Gebiet, G # C . Zu jeder nullstellenfreien Funktion f € H(G)
existiere ein g € H(G) mit g? = f (f hat “Wurzel”). Dann L}t sich G biholomorph
auf E abbilden.

Bewels

Fixiere a € G’ und betrachte

A = {f € H(G) : f ist schlicht, f(a) =0, f'(a) reell und > 0, f(G) C E} .

Beh. 1: A # 0.

Da G # C existiert b € C\G. Da z — z — b auf G nullstellenfrei ist, existiert nach
Voraussetzung h € H(G) mit h?(2) =2 —b, Vz € G .

h ist schlicht, denn aus h(z;) = h(zs) folgt h?(z1) = 21 — b= 23 — b (= h?*(22)),

also z; = 2.

Satz von der Gebietstreue: h(G) ist offen, denn h ist nicht konstant.

Es existiert also eine Kreisscheibe B(h(a),r) um h(a) mit B(h(a),r) C h(G).

Beh: [ B(—h(a),r) Nh(G) = 0
Indirekt: Annahme: 3z € G mit h(z) € B(—h(a),r) ={w € C: |w+ h(a)| < r}.
Dann gilt:

r > |h(z) + h(a)| = |h(a) — (—=h(2))|, d.h. —h(z) € B(h(a),r).
Wegen B(h(a),r) C h(G) existiert somit ein 2’ € G mit h(z') = —h(z) .
Aber h%(2') = h*(z) impliziert 2/ — b =z — b, d.h. 2/ = 2, und somit —h(z) = h(z),
d.h. h(z) = 0, im Widerspruch zur Nullstellenfreiheit von h.
Betrachte nun die Mobius-Transformation

T032'—>

r

z+h(a)
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To bildet C\B(—h(a),r) schlicht auf E \{0} ab.

Setze hy := Ty o h. Wegen h(G) C C\B(—h(a),r) bildet h; die Menge G schlicht
auf eine Teilmenge von E ab.

Um die richtige Normierung zu erreichen, betrachten wir eine weitere Mobius-Transf.

o 2~ hi(a)
1—hi(a)z
Ty bildet E schlicht auf sich ab und es gilt 7 (h(a)) =0 .

Die Komposition hy := T} o hy liefert somit — bei geeigneter Wahl von 6 — die
gewiinschte Funktion hy € A. Also ist A # ().

Beh.2: ACAcCAU{0}.

Sei (f,) eine Folge von Funktionen aus A mit f, — f € H(G) .
Aus f,(a) =0 und f/(a) reell und > 0 folgt:

f(a) =0, f'(a) reell und > 0.

Satz von HURWITZ: f, schlicht = f schlicht oder konstant.
Falls f schlicht ist, so ist f'(a) # 0, also f'(a) > 0 und somit f € A. Falls f konstant
ist, muf} f =0 sein (da f(a) = 0).

Beh. 3: A ist kompakt.

Denn A U{0} ist beschriinkt (da f(G) CE, V f € A), also nach Beh. 2 auch A.
Satz von MONTEL: A abgeschl. und beschr. = A ist kompakt.

Beh. 4:  Es existiert ein (extremales) fo € A mit fj(a) > f'(a), V f € A.
—_——

reell reell

Denn das Funktional F': H(G) — C : f — f'(a) ist stetig auf H(G), insbesondere
also auf A.
(Stetigkeit von f ist klar, da aus f, —> f nach WEIERSTRASS f. — f’, also
insbesondere f!(a) — f’(a) konvergiert.)
Da A kompakt ist (Beh. 3) und F stetig ist, nimmt F sein Maximum in einem
fo € A an, es gibt sogar ein f, € A wegen Beh. 2 und der Tatsache, da8 f; # 0 ist.
Es gilt also: fi(a) > f'(a), V f € A.
Beh. 5:  fy bildet G auf E ab, d.h. fy: G — E ist surjektiv.
Sei w € E\ fo(G). Wegen fo(a) =0 ist w # 0.
Wir betrachten die Mobius-Transformation

P

T, :z—¢€

% welche E biholomorph auf sich abbildet,
— wz

T:z—

und bilden die Komposition

(7o) () = U

Diese ist — wegen w ¢ fo(G) — nullstellenfrei, also existiert g € H(G) mit
(*) ¢*(z) =T(fo(2)), Vz €G.
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Aus fo(G) C E folgt ¢(G) C E.
Ferner ist |g°(a)| = |T(fo(a)| = | = w] , also |g(a)| = |w]>
Die Kettenregel, unter Beriicksichtigung von T"(z) = % , auf (%) angewandst,
ergibt
29(0)9'(0) = T'(fola)) - () = (1~ ) fy(o)
also L
o] =g (0
Betrachte nun (@) 9(2) (@)
o) = 9@l g(2) —g(a
) gla) 1-y¢ a)g(z)
Dann ist h(a) = 0 und
1) R 1 PN 1 () R V1)
S O R R P A R I L e
(=P _ el
2fult (1 —ful) 2ol 1 0

Ferner ist h schlicht und h(G) C E , wegen ¢(G) C E. Somit ist h € A.

Aber
1+ \w[

2|w|?

>1

h(a) = o(a) > fola) ,

im Widerspruch zur Maximalitit von fj.
Folglich gilt fo(G) = E, d.h. f; ist die gesuchte biholomorphe Abbildung.

Mit dem Korollar zu Lemma 1 und dem Lemma 2 ist der Riemann’sche Abbildungs-
satz vollstandig bewiesen.
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7.7 Charakterisierung einfach zusammenhingender Mengen

Aus Lemma 1 und 2 ergibt sich
Satz

Sei G ein Gebiet in C. Aquivalent sind:
(i) Gebiet G ist einfach zusammenhéngend.
(ii) Jede holomorphe Funktion f : G — C besitzt eine Stammfunktion F': G — C .

(iii) Zu jeder nullstellenfreien, holomorphen Funktion f : G — C existiert eine
holomorphe Funktion g : G — C mit ¢9 = f (d.h. f besitzt Zweig des Loga-
rithmus).

(iv) Zu jeder nullstellenfreien Funktion f : G — C existiert eine holomorphe Funk-
tion ¢ : G — C mit ¢* = f (d.h. f hat “Wurzel”).

(v) Fiir jede holomorphe Funktion f: G — C und jeden Zyklus I' in G gilt

[ri=0.

T

Beweis
(i) = (ii) : Lemma 1

(ii) = (v) : Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir jeden Zyklus I" = Z Nk Vi

k=1
(ar, = Anfangspunkt von 7, by = Endpunkt von ;)

/fdz:i;:nk/\]:/dz:ij:nk(F(bk)—F(ak)):O.

Ve =F

(v) = (i) : Sei z € CG . Dann ist die Funktion ¢ +

auf G holomorph, also

gilt nach (v) fiir jeden Zyklus I™:

1
indp(z) = Q—M/C
T

d.h. I" ist nullhomolog und G damit einfach zusammenhéngend

= gezeigt: (1) & (i) & (v)

(i) = (iii) : Korollar zu Lemma 1 von Paragraph 7.6

(i) = (iv) : Nach Voraussetzung existiert g holomorph mit ¥ = f . Setze ¢ = e39.
Dann ¢> =¢e9 = f .

d
¢ —0,
—z
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(iv) = (ii) : Sei G # C . Nach Lemma 2 aus 7.6 existiert eine biholomorphe Abb.
¢ : E — G . Auf E besitzt jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion (da E
sternformig). Folglich gilt dasselbe fiir G.

Denn : Sei f : G — C holomorph und H : E — C eine Stammfunktion von

fle(2)) - ¢'(2) 1 E — C, dh. H'(2) = flp(2)) - ¢'(2) .
Beh.: F = H o ! ist Stammfunktion von f.
Denn F' ist holomorph und

F'(Q) = H(e ) (™)) =FO ¢ (0)) (¢71)(C)
—_——
F(©)-¢'(¢71(Q)
= f(Q) (o )(¢) = f(¢)-
id
Ist G = C, so ist (ii) klar, da dann G sternformig ist.
Damit gezeigt: (i) = (iii) = (iv) = (ii) < (i) (oben).

Zusammenhang mit der Fundamentalgruppe

Sei U eine offene Menge in C, allgemeiner ein topologischer Raum (Hausdorff’sch).
Unter einem Weg 7 verstehen wir eine stetige Abbildung von [0, 1] nach U.
Seien go, g1 : [0,1] — U zwei Wege mit gleichen Anfangs- und Endpunkten:

%(0) = 7(0) , 70(1) =7 (1) .

Definition

7o und 7, heien homotop, falls es eine stetige Abb. d: [0, 1] x [0,1] — U gibt mit
(2) d(0,u) =7(0) =7(0) , d(1,u) =7(1) =n(1), VO<u<1.

d heifit Deformationsabbildung, =, : [0, 1] — d(t, u) heiBt “Zwischenweg”.

Aquivalenz-Relation:
Yo X 71 & 7o ist homotop zu 7, .
Dann:
1) 70 =~ 70
2) RN = RN
3) RN, MR = WY

Menge aller Wege mit gleichen Anfangs- und Endpunkten zerfillt in Aquivalenz-
klassen.

Es gilt auch: Ist 7:[0,1] — [0, 1] eine Parametertransf. des Weges « : [0,1] — U

(T stetig, isoton, 7(0) =0, 7(1) = 1), so ist yoT ~ v

(wéhle d(t,u) =~v( (1 —w)t+u7(t)) ).
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Beispiel

Sei U C R™ konvex (d.h. z1, 9 € U= Strecke [z, z5] C U).

Dann sind zwei beliebige Wege in U mit gleichen Anfangs- und Endpunkten stets
homotop zueinander. Denn d(t,u) := (1 — u)vo(t) + w1 (t) ist Deformationsabbil-
dung.

Produkt zweier Wege

Seien 7g, v1 Wege in U mit vo(1) = 71(0) . Der Weg

R ’70(2t) te [07 %]
(’70’71)@) = { 71(215 _ 1) — [% 1]
heilt der Produktweg von vy und ~; .

Die Rolle des Neutralelementes spielt dabei der sog. “Punktweg” ¢, definiert durch
go(t)=a, firalle0 <t <1.

Denn es gilt e, ~ 7 wenn a = 7(0) (Betrachte Transformation 7(t) = (2t — 1),
EaYy=7YOT).

Der “inverse Weg” ~~1

von  ist definiert durch
7y t) =~(1—1t) , t€[0,1] (Durchlaufsinn geindert).

vyt &€, , mit a =7(0)

Ubungsaufgabe: vy ey, mit b= (1).

Fundamentalgruppe
Sei a € U fix. Sei

Lo :={~]v:10,1] — U stetig, 7(0) =~(1) = a }

Menge aller geschlossenen Wege mit a als Anfangs- und Endpunkt. I', zerfillt in
Aquivalenzklassen bzgl. “~”, sog. Homotopieklassen (bzgl. a).

Multiplikation in Homotopieklassen: Zwei Homotopieklassen werden multipliziert,
indem man 2 beliebige Reprasentanten multipliziert.
Dies ist erlaubt, da aus yo &~ 7( , 71 =~ 71 folgt vov1 =~ Y71 -

Homotopieklassen T',/~ bilden Gruppe, sog. Fundamentalgruppe F,(U).

Definition

Ein topologischer Raum U heifit wegzusammenhéngend, falls je zwei Punkte von U
durch einen Weg verbindbar sind.

Topologie-Vorlesung: U wegzusammenhéingend = U zusammenhingend ().

In C, allgemein in R™ gilt jedoch: U wegzushg. <= U zushg.
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Beh.: In jedem wegzushg. topologischen Raum U gilt fiir beliebige a, b € U:
Gruppe F,(U) ist isomorph zu Fy(U).

Isomorphismus ® wird induziert durch Abb.

I,—Ty:y—oyo !,

Definition

Ist U ein wegzushg. topologischer Raum, so schreibt man fiir 7, (U) kurz F(U)
(bzw. II;(U) ) und nennt F(U) die Fundamentalgruppe von U.

Beachte: Sind U, V wegzushg. top. Rdume, die zueinander homéomorph sind, so
sind die Gruppen F(U) und F(V) isomorph.

Fundamentalgruppe sternformiger Gebiete

Sei G C C ein Gebiet, das bzgl. a € G sternformig ist (mit jedem z € G ist auch
die Strecke [az] in G enthalten).

Beh.: F(G)= F.(G) ={e} : Einheitsgruppe, d.h. F(G) ist trivial.

Beweis

Sei v € I', . Dann ist v =~ ¢, , da d(t,u) = (1 — u)y(t) + va eine Deformationsab-
bildung definiert.

Wir zeigen nun

Satz

Fiir ein beliebiges Gebiet G C C gilt:

G ist einfach zusammenhéngend < Fundamentalgruppe F(G) ist trivial.

In C kann somit die Trivialitdt der Fundamentalgruppe als Definition des einfachen
Zusammenhangs genommen werden.

Es zeigt sich nun, dafl dies die beste Definition ist, um allgemein einfach zushg.
Réaume zu definieren.

Definition

Ein topologischer Raum U, der wegzushg. ist, heifit einfach zusammenhéngend, wenn
F(U) ={e}, d.h. die Fundamentalgruppe trivial ist.

Beweis des Satzes

“<": z.2. jeder Zyklus I' in G ist nullhomolog, d.h. indr(z) =0, Vz € CG .
OBdA sei I' = v ein geschlossener Weg in G.

, 1
2.2. ind,(z) = %/C
o

=0,vVzeCaq.

dg
-z
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Sei a € v beliebig und d : [0, 1] x [0,1] — G eine Homotopie zwischen v und ¢,.
Sei v, (t) :=d(t,u), fir 0 <t <1.
Wir betrachten die Hilfsfunktion

1 d¢

_ i <u<l.

0. (u) 27T¢/C—Z , fiir z € CG fest, 0 <u<1
Yu

Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von d folgt:
u — @, (u) ist stetig auf [0,1] .
Aber: ¢, nimmt nur ganzzahlige Werte an! Also ist ¢, = const und somit

d
¢ =0.
-z

ind () = .00 = () = 5= [ 2

“=": Sei G einfach zushg.

Fall 1: G = C . Dann ist G sternférmig bzgl. 0, also F(G) trivial.

Fall 2: G # C . Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz ist G biholomorph auf
[E abbildbar. Es gilt also insbesondere:

G ist homdomorph auf E abbildbar.

Folglich ist F(G) = F(E) = {e} , also F(G) trivial.

In C ist auch folgende — sehr anschauliche — Definition der einfach zushg. Menge
hilfreich:

Satz

Fiir ein Gebiet G C C sind &dquivalent:
(i) G ist einfach zusammenhéngend.

(ii) Ist A = A; U Ay eine Zerlegung der abgeschlossenen Menge A = CG in punkt-
fremde abgeschlossene Teile A; und A, so ist ein A, (v = 1, 2) genau dann
kompakt, wenn es leer ist.

Anschaulich gesprochen: Einfach zushg. Mengen haben keine Locher.

Beweis (Skizze)

(i) = (ii) : Sei G einfach zushg. und A; aus A = A; U A, nichtleer und kompakt.
Dann ist U := G U A; offen, da CU = A, abgeschlossen ist.

Da A; kompakt ist und A; C U existiert ein Zyklus T in U\A; = G mit

indr(z) =1, Vz € Ay (siehe z.B. FISCHER - LIEB, S. 112).

Da nach Voraussetzung I' nullhomolog ist ergibt dies einen Widerspruch.

Also ist A; = 0.

107



(ii) = (i) (durch Kontraposition): Sei G nicht einfach zushg.
Dann existiert ein in G nicht nullhomologer Zyklus I" .
Wir definieren

Ay = {2eCG:indr(2) #0}
Ay = {2€CG:indr(z)=0}.

Dann ist CG = A =AU Ay, A1 NAy =0, A; # () und beschrénkt.

z.z. Ay ist abgeschlossen (und damit kompakt und nichtleer).

Es sei (a,) eine Folge in A; mit a, — ag fiir n — oo . Aus indr(a,) # 0 und der
Tatsache, daB indr auf jeder Zusammenhangskomponente in CG konstant ist, folgt
dann auch indr(a) # 0 , also a € Ay .

Achtung: In IR" (n > 3) ist die gelochte Kugel B(xg, R) \{zo} sehr wohl einfach
zushg., da die Fundamentalgruppe trivial ist.
Obige Charakterisierung mit Hilfe der “Locher” gilt also hier nicht.
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Kapitel 8

Produktentwicklung holomorpher
Funktionen

8.1 Unendliche Produkte

Sei (ag)ken eine Folge komplexer Zahlen.
Wir wollen das undendliche Produkt

o0

o

k=1
definieren. Naheliegend ist, dies als Grenzwert

n
lim H ag
n—od
k=1

zu definieren.

Aber:

1) Wenn ein a; = 0 ist, so ist jedes Partialprodukt Hak fiir n > 4 gleich Null,

k=1
unabhéngig davon, ob der Rest konvergiert oder nicht.

2) Unendliches Produkt kénnte Null sein, ohne dafl einer der Faktoren Null ist
=
z.B. bei —).
( g )

Diese beiden Félle sollen ausgeschlossen werden. Wir definieren daher
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Definition

Das unendliche Produkt Hak der komplexen Zahlen (ay) heit konvergent, falls
k=1
gilt
(1) ag # 0 fur fast alle k € IN, d.h. 3¢ € IN sodaf a; # 0 fiir alle k > .

n

(2) A; := lim H ay, existiert und ist von Null verschieden.

n—oo

k=1

Ist das unendliche Produkt [];” ax in diesem Sinne konvergent, so bezeichnen wir
auch seinen Wert mit [[{” ax und setzen

o0

||(lkZ:CL1'CL2"'CLZ‘_1'AZ‘ .

k=1
Dieser ist offensichtlich unabhéngig von der speziellen Wahl von .
Eigenschaften:

(1) H@k =0 < a; =0 fiir wenigstens ein k € IN .
1

2 ki t li =1.
(2) Hak onvergent = lim ay

Letzteres folgt aus

HZ—z’ak‘ A; .
= = — — =1 fir n— .

G,
n—1
k=i Q. Az

Setzt man ap = 1 + by , so folgt also

H(l + b;) konvergiert = klim by =0.
1 o

Bem.: Fiir Produkte mit positiven Zahlen [ gilt:

o0

H(l—i—ﬁk) konvergiert <« Zﬁk konvergiert.
1

1

(benutze: B+ ...+ B, < (1 +B1) (14 F2) ... (1 +3,) <efr.. .ef)
Definition

H(l + by) heiBBt absolut konvergent, falls H(l + |bk|) konvergent ist
1 1

(bzw. nach Bem. Z |bg| < 00 ).
1
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Man zeige: absolute Konvergenz = Konvergenz.

o0 o
Achtung: Absolute Konvergenz von H ay, heifit nicht Konvergenz von H lag| !
1 1

(Denn sonst wiirde H(—l)k absolut konvergieren, aber nicht konvergieren.)
1

Lemma

Sei ap # 0, a € C | fiir alle k € IN. Dann gilt

oo oo
H@k konvergiert < Zlog aj konvergiert.
k=1 k=1

Dabei verstehen wir hier unter log den Hauptwert:
logz=log|z| +iargz , —m<argz<m

Beweis

n n
Sei py, = Hak y Sn = Zlogak , sodaf} e’ =p,, .
k=1

= k=1
Ist nun (s,) konvergent mit Grenzwert s, so konvergiert auch (p,) und zwar gegen

e #0.

Sei umgekehrt (p,) konvergent mit Grenzwert p # 0.

Wegen p # 0 existiert eine Kreisscheibe B(p, R) auf der ein Zweig g des Logarithmus
existiert. Fiir fast alle n € IN gilt p,, € B(p, R) und damit

e9(Pn) — D, = €%
Za jedem dieser n existiert demnach ein k,, € Z mit
(%) Sp=g(pn) + 2k, mi .
Folglich ist
log a1 = Snt1 = $n = 9(Pnt1) — 9(Pn) + 27 (knpr — ki) -
Wegen log a,+1 — log1 =0 und g(p,+1) — g(pn) — 0 fiir n — oo folgt:

kpni1 — k, — 0 fiirn — oo .

Da k,, € Z existiert ein np € N mit k, = k,,, Yn >ng .
Aus (x) folgt somit die Konvergenz von s,.
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Unendliche Produkte von Funktionen

Sei U C C, fr: U — C eine Folge von Funktionen. Wir setzen

(H fk> (2) =[] f(2) . (z€ 1),

vorausgesetzt dafl die rechte Seite fiir alle z € U existiert.
Definition
Das Produkt H fr heiBt kompakt konvergent in U, wenn zu jedem Kompaktum

k=1
K C U ein Index m = m(K) € N existiert, soda$ die Folge

fm foat oo fo (n>m)

auf K gleichméflig gegen eine nullstellenfreie Funktion konvergiert.
Sodann ist klar:

1) Konvergiert [[}° fr mit stetigen f, kompakt gegen die Funktion f, so ist auch
f stetig.

2) Konvergiert [[}° fx , fx holomorph auf U, kompakt gegen f, so ist f holomorph
auf U.

3) Mit [[}° fr und [];° gx kompakt konvergent, konvergiert auch [;°(fx gx) kom-
pakt und es gilt [T;°(fr gx) = (II7° fi) (I g%) -

Aus obigem Lemma folgt ferner:

Hinreichendes Konvergenzkriterium

Sei (fx) eine Folge stetiger, komplexer Funktionen auf U. Es gebe ein m € IN sodaf§
log f. fur alle k > m existiere. Konvergiert dann ), log fi auf U kompakt gegen
die Funktion s, so konvergiert -

[ fx kompakt gegen f1- fo- ... fruo1-€°.

Normale Konvergenz

Héufig ist es notwendig, neben der kompakten (lokal glm.) Konvergenz noch die
(stéarkere) normale Konvergenz zu betrachten.

Definition

Sei (fx), fr: U— C eine Folge von Funktionen, f, =1+ gi .

H fr = H( 1+ gy) heiit normal konvergent in U, wenn die Reihe Z gi in U normal
1

1 1
konvergiert.

Lemma

o0
Konvergiert H fr normal in U, so auch kompakt.
k=1
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Daher stellt auch bei normaler Konvergenz das unendliche Produkt []° fx eine
holomorphe Funktion dar.

Beweis des Lemmas
Fir w € E gilt

|log(1 +w) | =

e —1)k1
N

Also gilt fir |w| <

o |w ik 1 |w]
< =< — 1= ,
—21: k —21:‘“” 1— |w| 1— |w|

1.
5 -

(*) [log(1+w)| < = 2wl

Sei nun K ein Kompaktum in U, g := fi, — 1, und )" &4 eine konvergente Majo-
rante von » ;g auf K.

EsgibteinmeleitakS%,VkZm.

Aus |gi| < ep < 5 fiir k> m und (x) folgt daher:

| 1og fi| = [log(1 + gr) | < 2[gk| < 2e

und somit die normale Konvergenz von ) °log fx . Aus normaler Konvergenz ei-
ner Reihe folgt aber die kompakte Konvergenz derselben und deshalb die Beh. des
Lemmas aus obigem “hinreichenden Konvergenzkriterium”.

8.2 Der Weierstraf3’sche Produktsatz

Problem:
Geg.: Punkte z,..., z; in C, sowie natiirliche Zahlen nq,..., ny € IN.

Ges.: Holomorphe Funktion f in C, diein z; (j = 1,...,k) eine Nullstelle der Ord-
nung n; hat, aber sonst nirgends verschwindet.

Losung: f(z)=(z—2z1)" - (2 — 29)"™2 -+ (2 — 2z;)™
bzw., allgemeiner, F'(z) = ¢9*) . f(2) mit einer beliebigen holomorphen Funktion g.

Frage: Wie steht es mit einer vorgegebenen abzéhlbaren Folge von Punkten z; mit
2 — 00 7

Unendliches Produkt [[,-,(z — z¢)™ wird i.A. nicht konvergieren.

Eine Antwort liefert der folgende Satz.
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Satz (Weierstraf})

Zu jeder Folge voneinander verschiedener komplexer Zahlen (zy)gen, mit zo = 0 und
lim |zx| = oo und zu jeder Folge natiirlicher Zahlen (ng)ren, gibt es Polynome P,

k—oo

(n € IN) derart daf das Produkt

_ Mo = _F % (%) "
f(z) =2 k[(l Zk) o7 }

auf C normal konvergiert.

Beweis
Beh. 1:  Es gibt Zahlen v, € IN derart daf

[o¢] vip+1
(%) Z ng <i> fiir alle z € C absolut konvergiert.
k=1 “k

Wir zeigen, dafl z.B. v, := n; + k diese Eigenschaft besitzt.
Aus klim |2| = oo folgt, daBl zu beliebigem z € C ein kg = ko(z) € IN existiert mit

1
ﬂ<— fiir alle k > ky .

2] 2
Folglich gilt fiir £ > Ky :

5 n+k+1 1 np+k+1 i 1 k+1 1 k+1
ne | — <ng | = = | = < (= ,
2 2 2k \ 2 2

d.h. die Reihe (x) besitzt eine konvergente Majorante.

1 /2\° 1 2\
Setze Py(z) := — + ) (z_) +...+ — (z_) )
k k &\ %k

0 ng
Beh. 2: H l (1 — i) el (?) } ist normal konvergent auf C .
k=1 k

Setze gi(z) := [ (1 - i) eP’“(Z)] —1.

2k

7.7 Z g, konvergiert normal auf C.
1

Sei K C C kompakt, oBdA K = B(0, R) .

0 R vi+1
Nach Definition der v}, gilt: Z un (ﬁ) konvergiert.
2k
1

Es existiert also ein kg € IN mit

vi+1
we () <l ik
| 2| 2
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Durch eventuelles Vergrossern von kg kann erreicht werden, dafl auch

R
T =

kS k.
EA

| —

Abkiirzungen: ( := V=V, =Ty
Wir miissen abschétzen: ) [(1 — <) e“%@*"'*%@} -1 ’

unter der Voraussetzung, daB [¢| < 1 und n|¢|"*! < $ (da |z| < R).
Fiir |¢| < £ gilt jedoch:

X i oo ¢J
log(l—g):—Z% = 1—(C=¢ 2 T
j=1

Nun gilt aber allgemein:

o k
FETED L vl
T

Also gilt
’ [(1 —0) €C+%C2+---+%C”]n 1 ’ _ e—nzrﬁl% —1 ’ < €n|zgo+1%\ 1
< 6”2ﬁ1%_1§6"2ﬁ1\4\j_1
_ en|<|u+1 (1+|<|+) . 1 _ €n|<|v+1.171‘<‘ . 1
v 1
S n || Jrl.q - 62n|<|y+1 1
< on ¢t e T (dae”—1<ze®, Vo >0)
< 2n|¢)rttet = 2en ¢Vt

Damit gezeigt, daB fir alle z € B(0, R) und k > ko :

() = H(l——) epk(z)]nk—l‘

= l/k-i-l R l/k-i-l
< 2e-ny .

< 2e-ng |— —
Zke ‘Zk‘

o] oo R vi+1
d.h. Z gi besitzt die konvergente Majorante 2e - Z Ny ( ) (siche Beh. 1).

k=ko k=ko 2]
[e.e]
= Z gk ist normal konvergent auf C = Beh. 2.

1
Damit ist der Satz von WEIERSTRASS gezeigt.
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8.3 Produktdarstellung von sin 7wz

Die Funktion z — sin 7z hat Nullstellen der Ordnung 1 in Z und sonst keine.
Denn aus

1 . .
0=sinmz = — (™ — e ™
5 ( )
folgt
=" & =1 & z€Z.
Sei 20=0, 21=1, z0=—-1,23=2, z4=-2, ..., zop_1 =k, 20, = —k

und n, =1, Vk € INg.
Gemal WEIERSTRASS existiert eine holomorphe Funktion auf C der Form

F(z) =2 ﬁ (1 - Zik) ePe(@)

k=1

mit denselben Nullstellen z; und derselben Ordnung, ndmlich 1.
Da fiir v, := 1 die Reihe

> 1 =1 > 1
— |42 }:7 Ej =2 2§ — <
. [1 ‘221971’2_‘_ ] \Z2k!2] = — k? >

konvergiert, kann fiir P, das Polynom P, (z) = £ gewdhlt werden.
Die Funktion

=TI (1-2) & == I (1-2) e (14 2) et =TT (1- )

k=1 k=1

00 1
> Vi+

2|
=1

1 k

besitzt somit dasselbe Nullstellenverhalten wie die Funktion sin7z .
Es folgt: Es gibt eine ganze Funktion h mit

Bestimmung von h

Wir stiitzen uns auf folgende Tatsachen:

1. Ist f = H fr normal konvergent, mit f; : u — C holomorph, dann ist auch
1

fl

normal konvergent und hat als Summe die
k

die logarithmische Ableitung Z 7

!/

1
Funktion f7 . (Ubungsaufgabe)

2. Es gilt die Partialbruchzerlegung

<sin7r7rz)2 - Z (2 —1p)2 '
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Denn die Differenz beider holomorphen Funktionen ist periodisch (Periode 1)
und auf 0 < Rez < 1 beschrankt. Damit ist die Differenz auf ganz C be-
schréankt und deshalb nach LIOUVILLE konstant.

Ferner gilt const = 0, da die Differenz fiir 2 — oo (lings y-Achse) gegen Null
strebt.

Logarithmische Ableitung von (%) ergibt:

1 ~— —22 1 — 2z
J— / _ — ! — e —
7Tcot7T2—h(z)+z+gl ERpe _h(2)+2’+,§1 gz

Nochmalige Differentiation unter Beachtung von

22\ [ 1 Lt T 1 1
2—k2)  \z+k 2-k)  (2+k)?2 (2—k)?

ergibt
w2 1 T \2
I h// _ - h// _
(sinmz)? (2) Z (z — p)? <sin 7TZ>
PEZL
d.h. =0, Vze C\Z und damit »” = 0 auf C (da h ganz).
Es folgt: h(z)=c (ceC).
Aber aus

1 ~— 2z
(k) 7Tcot7rz—<;+;m>:c

und der Tatsache, daf die linke Seite ungerade ist, folgt ¢ =0 .
Also ist ' =0, d.h. h = const und ebenso " =: A = const .

Aus (%) folgt somit
oo 2
sin7rz=Az-H(1—%) :
1

In Umgebung von 0 : sin 72 = — H (1 — —) = A=m7.

—1

—1

Resultat (Euler)

sm7rz-7rzH(1——) , VzeC.

Bem.:  Aus (*x) und der Tatsache dafl ¢ = 0 ist erhalten wir ferner die “Partial-
bruchzerlegung” von cot(mz) , ndmlich

7 cot(mz) :_+222 k22222%p2

PEZL
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Spezieller Wert in sin 7z - Entwicklung:

oo

1 s 1 Trr 4k -1 7o (2k—1)(2k+1)
=—: 1=— l—— =5 =3
T 2H< 4/@) 21:[ 472 21:[ ok - 2k

k=1

oo

N I_H 2k 2k 2:2:4-4-6-6-...
2 L2k -1 2%k+1 1-3-3-5-5-7-...

(WALLIS)

Weitere Anwendung der sinus-Darstellung:

Setze fn(Z):klo_O[l(l__) =1- (Z k2) 2+,
S0 —22 - Da f(: H (1 _ —) - Sir;jz —: f(2)

folgt

3

0 2
FO-ro=-F = |X5=F
E—1

Anwendung: Die I'-Funktion

Das Weierstra’sche Produkt []7 (1 + %) e~ w konvergiert — wie gezeigt — normal
auf C und stellt dort somit eine holomorphe Funktion dar, die in den Punkten
z = —n , n € IN Nullstellen erster Ordnung hat. Folglich besitzt die meromorphe
Funktion

-z X -1,
[(z) := ‘ H (1 + %) en Gamma-Funktion

n—

in den Punkten z =0, —1,—2,... Pole erster Ordnung.
Die Konstante v ist dabei so zu wihlen, da§ |T'(1) = 1|.
Durch Umformung zeigt man: Fiir z # 0, —1,... gilt

' z
'(z) = 7’L11—>I£lo Gt Sn ) (GauB’sche Formel).

Daraus folgt:
n! nz—f—l

(z+1)(z+2)...(z+n+1)

| W2
= z-lim il : " =z-I'(2),
z(z+1)...(z4+n) z+n+1
< N ——

~ =1
—T(2)

I'(z+1) = lim

d.h. die Funktionalgleichung

IFz+1)=2-T(2)
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und daraus insbesondere

'n+1)=n!|, neN

(induktivin —1—n: I'(n+1)=nT(n)=n-(n—1)=n!)

Darstellung von I' durch Integral

Betrachte
n t n
['(z,n) ::/ =1 (1 - —) dt (neIN).
0 n

(Integral existiert fiir Re z > 0 ).
Substitution s =% liefert

1
[(z,n) = nz/ 11— s)"ds .
0

Mit Induktion zeigt man:

Gauss: I'(z) = lim I'(z,n) .

n—oo

Anderseits gilt

n t n 0o
[(z,n) = / =t (1 - —) dt — / t*"te tdt fiirn — oo.
0 n 0

et

Resultat

I'(z) = / t“le7tdt | firRez>0,.
0

(wird haufig als Definition von I' fiir Re z > 0 genommen).
Die oben angefiihrte Funktion stellt dann eine analytische (= holomorphe) Fortset-
zung von I" auf C\{0,—1,—-2,...} dar.

8.4 Satz von Mittag-Leffler

Analog zur Frage nach den Nullstellen einer holomorphen Funktion kann man auch
nach den Polstellen einer meromorphen Funktion fragen:

Frage: Kann man die Polstellenmenge P beliebig vorschreiben?

1. Im Fall P endlich, ja. Denn seien P = {z1, 25, ..., 2,} sowie die zugehorigen
“Hauptteile”
QA ny, Ak ny—1 Q1
z— qi(z) = + ot
a(2) (z—zp)™ (2 — z)m ! z — z
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vorgegeben. Dann liefert die Summe

die gewiinschte meromorphe Funktion.

2. Im Fall P unendlich, P = {2, 29,...} , notwendige Bedingung:
Punkte aus P diirfen sich im Endlichen nicht haufen.

o0
Betrachte Reihe Z qr - Sie konvergiert i.A. nicht.
k=1
Wir benotigen “Konvergenzerzeugende Summanden”; z.B. Polynome.

Doch zuerst: Was bedeutet normale Konvergenz bei meromorphen Funktionen?

Definition

Eine Rehe Z fr meromorpher Funktionen f; : U — C konvergiert normal in U,
k=1
wenn gilt: Zu jedem Kompaktum K C U existiert ein N € IN sodafl

(1) fir alle K > N gilt: f; besitzt keinen Pol in K.

(2) Z /& hat konvergente Majorant auf K.
k>N
Das Gegenstiick zum Satz von WEIERSTRASS ist nun der folgende
Satz von Mittag-Leffler

Gegeben sei eine Folge voneinander verschiedener Punkte (2x)ren,
mit klim |z1] = 00 . Zu jedem zj existiere ein “Hauptteil”
—00

A ny, Qg1
: =—"k 4. eC,n,eIN).
Gk 2 — qx(2) AL + . (g ny N )

Dann gibt es eine in C meromorphe Funktion f, welche
(1) P ={z : k € INo} als Polstellenmenge und

(2) in jedem Punkt z; € P die Funktion g, als Hauptteil besitzt.

Beweis

OBdA sei zg = 0, 21, 22, ... so daBl |zo] < |21| < |22| < ... und lim |z;| = 0o .

Sei Z ¢k, eine beliebige konvergente Reihe positiver Zahlen, z.B. ¢ = 2% .
1

Fiir alle £ > 1 gilt dann:

qx ist holomorph auf B(0, |z;|) , da g Pol in z; hat und 2 # 0 .
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Somit 1aft sich ¢, auf B(0,|2x|) in Potenzreihe entwickeln:
qr(2) = Zbklzl , 2 € B(0,|z]) .
1=0

Da die Potenzreihe auf der kompakten Menge {z : 2] < 3 |z| } gleichmé&Big konver-
giert, existiert ein N, € IN mit

N

ar(2) = > brr

=0

1
<egp , fur alle z mit 2] < 3 ER

Ng,
Setze pi(z) := Z b 2
li

=0
Die Polynome p;, dienen als konvergenzerzeugende Summanden, denn es gilt:
o0

Beh.: f:= Z(qk —pk) , (po := 0) konvergiert normal auf C und stellt somit eine
k=0
meromorphe Funktion mit den verlangten Eigenschaften dar.

Beweis der Beh.

Sei K C C ein Kompaktum. Wegen lim |z;| = oo existiert ein N € IN

mit K C B(0, 3|z fiir alle k > N.

Da fiir k > N : |zx| > |2n| > L|2n] , besitzt die Funktion g, — py fiir £ > N keinen
Pol in K.

Ferner gilt nach Konstruktion der py:

1
lge(2) — pr(2)| <er, Vz € K, sofern k > N (denn z € K = |z| < Q‘Z’“D :

Folglich besitzt die Reihe Z(qk — pi) auf K die konvergente Majorante Z €k ,
k>N k>N
womit die normale Konvergenz nachgewiesen ist.

Ein Beispiel zum Satz von Mittag-Leffler: Die Weierstraf3’sche p-Funktion

Seien wy und wy € C linear unabhéngig iiber IR und w = myw; +mows , my,my € Z
das zugehorige Gitter in C.

1
Sei qu(z) = o der zugehorige “Hauptteil”.
‘ 1 1 1 . .
Beh.: |p(z) := = + Z [m ~ 3 konvergiert bereits normal auf C .
wA0 L~
quw(2) Pw(2)

Beweis:  Selbst ist der Mann, bzw. die Frau!
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Differentiation:

p’ ist doppelt periodisch:

Pz+w) = p(?)
Pz+w) = p(z).

Aus p'(z + wy) = p/(2) folgt durch Integration:
p(z+wy) =pz)+C .

Daraus, wegen p(—z) = p(z) :

= C=0.
Damit gezeigt:

(1) p ist meromorph auf C mit Polen zweiter Ordnung in den Gitterpunkten w =
miwy + mows .

(2) p ist gerade.

(3) p ist doppelt periodisch: p(z) = p(z + wy) = p(z + ws) .

Laurent-Entwicklung von p in 0:
1 2 | 4

Gliedweise Differentiation und quadrieren ergibt

Aus s 1 3
az

<p(2)) =;+?+3a4+...
folgt somit:

2

<p'(z)) —4p3(2) = —20% —28ay + 2% [..].

Folglich ist die Funktion g(z) = p”? — 4p® + 20ap + 28a4 in Umgebung von 0 holo-
morph und in 0 gleich Null.

Da g doppelt periodisch ist, ist ¢ holomorph auf C und daher beschréankt.
LIOUVILLE: g = const , wobei const = 0 wegen ¢g(0) = 0.
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Resultat: p geniigt der Differentialgleichung

(%) |p* — 4p® + 20asp + 28a4 = 0

Zusammenhang mit elliptischern Integral

Sei F(z / <51, by € C so daB 4¢3 —b,¢ — by drei verschiedene)
3— 61C — by Wurzeln hat

und f(z ) die inverse Funktion von F' (welche lokal existiert, mit Ausnah-
me endhch Vleler Punkte)
Aus
, 1
F'(z) =

vV 423 — blz - b2

o1 1 B
f(Z)_F/(f(z)) o <\/4f3—blf—b2> )
d.h.
(xx) f2(2) =4f%(2) +bif(2) +b2=0.

Bestimmt man nun wy,wy € C so, daBl by = 20ay und by = 28ay (dies ist moglich),
so stimmt (%) mit (%) iiberein.

Resultat (Sensation):

Die inverse Funktion des elliptischen Integrals F' (die meromorph auf ganz C fort-
setzbar ist) ist doppelt periodisch.

Konsequenz:

kann nicht elementar losbar sein!

T
/\/41[’3—191{['—()2

Ende der Vorlesung.
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