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KAPITEL 1

Einfiihrung

Aus der Vorlesungsankiindigung: Mit der Erfindung der kartesischen Koordinaten durch Descartes und
Fermat in der ersten Hilfte des 17. Jahrhunderts wurde es moglich, geometrische Fragestellungen alge-
braisch zu formulieren und mit den Methoden der Algebra zu behandeln. Heutzutage lernt man bereits
in der Schule, wie man einfache geometrische Gebilde wie Geraden, Parabeln, Ebenen und Kugeln durch
Gleichungen beschreibt.

In der Algebraischen Geometrie studiert man nun allgemein Lésungsmengen polynomialer Gleichungen.
Dazu gehoren geometrische Objekte, aber auch diophantische Gleichungen.

Ausgangspunkt der algebraischen Geometrie sind folgende Situationen:

e Geometrische Probleme in algebraische Gleichungen iibersetzen und zu l6sen versuchen.
e Algebraische Gleichungen geometrisch deuten und verstehen.

Bevor wir richtig beginnen, wollen wir zwei einfache Beispiele fiir das fruchtbare Zusammenwirken von
Geometrie und Algebra geben.

Beispiel 1: Gegeben seien die drei Geraden
y=ax—2, y=—-2x+1, y=1.
Bestimmt werden sollen alle Kreise, die alle drei Geraden beriihren.
1. Ein Kreis mit Mittelpunkt (u, v) und Radius r wird beschrieben durch eine Gleichung
flz,y) = (r —u)’ + (y—v)! —w =0,
wo w = r? ist. Wann beriihrt der Kreis f(z,y) = 0 die Gerade y = # — 27 Genau dann, wenn sich
Kreis und Gerade in genau einem Punkt schneiden. Dazu setzen wir y = —2 in die Kreisgleichung
ein:
fle, e —2) =20 + (—2u—2v — Dx + (W +v* +4v —w+ 4).
Beziiglich  1st dies eine Parabel, die keine, eine oder zwei Nullstellen haben kann. Die Bedingung,
dafl es genau eine Nullstelle gibt, ist dquivalent dazu, dafl die Diskriminante verschwindet, also

di = (2u—2v—4)?—4-2- (W + v +4v—w+4) =
—4u? 4 8uv — 4v? 4 16u — 16v 4+ 8w — 16 = 0.
Ahnlich liefern die zwei anderen Geraden die Bedingungen
dy = —16u* — 16uv — 4v* 4+ 16u + 8v + 20w — 4 = 0,
ds = —4v? + 8v 4+ 4w — 4= 0.

Wir haben jetzt also drei Bedingungen fiir unsere gesuchten Kreise: di = d» = ds = 0. Wir suchen
die Lésungen dieser drei Gleichungen in u, v, w.
2. Aus der dritten Gleichung berechnen wir w:

w=1v>—2 +1.

Setzt man dies jetzt ein, so bleiben die beiden Gleichungen

dy 2 2
Vi 4+ 2uv+ v  +4u—8v—2=0,
ds 9

E:—u —ww4vi+u—20+1=0.
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3. Die zweite Gleichung 148t sich ersetzen durch

1.dy dy
dgzg(E—Z):—uv—u—i—Qv—l—l:O.
Aus d3 = 0 berechnet man jetzt v zu
ou—1
T ou—2

sodaBl die letzte Gleichung d; = 0 jetzt zu

dy u4—6u3—|—7u2—|—6u—9_0

4 (u—2)2

wird. Wir erhalten also eine Gleichung 4. Grades fiir u. Numerisch findet man dann:

w | -1.03]1.20 | 1.80 | 4.03
v | -0.67 ] 0.26 | 3.91 | -1.49 %
w| 2.79 [ 0.55 [ 8.45 | 6.21 i e
r | 1.67 | 0.74 | 2.91 | 2.49 2 e
Wir haben also ein geometrisches Problem R SNV
in die Algebra iibersetzt, die entsprechenden S ‘/7 N T
Gleichungen manipuliert und gelést. Als Er- \;f’?’ \\\
gebnis erhalten wir vier Kreise. e

4. Wir wollen die beiden friitheren Gleichungen

0 = —uw’+2uww+v?+4u—8v—2 \
0 = —w—w+vP+u—2v+1 | N\ —
geometrisch untersuchen. Versucht man sie zu R =a\ ) 3

zeichnen, kommt man auf die Vermutung, dafl —
es sich bei beiden Gleichungen um Geraden-
paare handelt.

Durch Probieren findet man die Zerlegungen

0 = —uw'+2uw+v? +4u—8v—2=(v+u—4+vV2u—3))(v+u—4—v2(u-3))
0 = —uz—uv—l—vz—l—u—Qv—l—l:(v—%u—l—l—%\/ﬁu)(v—%u—l—%\/ﬁu)
Die Schnittpunkte lassen sich hier natiirlich sofort direkt ausrechnen:

w= VI VA v Vi VB VI VB w= ) 4 VE- V5

und natiirlich die konjugierten Losungen. (Man sieht hieran auch, daff Kérpererweiterungen ins
Spiel kommen.)

Beispiel 2:
1. Bestimme die Losungen der Gleichung
a4+ b*=¢?

in natiirlichen Zahlen a,b,c. Z.B. 3% + 4% = 52, Teilen wir die Gleichung durch ¢?, so erhalten wir
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wir kénnen also die Aufgabe auch so formulieren: Bestimme alle rationalen Zahlen z,y, die 22 +
y®> =1 erfiillen.

2. Die Gleichung % + y? = 1 definiert geometrisch einen Kreis in der affinen Ebene. Wir wollen
die Kreispunkte parametrisieren. Dazu betrachten wir die Geraden durch den Punkt (—1,0) mit
Steigung t:

y=t(r+1).
Wir schneiden den Kreis mit der Geraden:
1—1¢2
O=a?+t%(x+ 1) —1=04+tH)e? + 2%+ P - 1) =1 +t)(x +1)(z — 1—1——152)

Der interessante Schnittpunkt ist also

1—¢? 2t

r = —7:- = —
1+ YTy

Wir haben jetzt also eine Parametrisierung unserer Kreispunkte erhalten. Z.B. gehért der Kreis-
punkt (%, %) zum t-Wert % Setzt man ein t = 7+, so erhdlt man
_ n? —m? _ 2mn
v n? 4+ m2’ v= n? 4+ m?2’
Daher
(n? —m?)? + (2mn)? = (n* + m?)%.
So erhdlt man also Pythagoreische Tripel. Zeige, dafl man so bis auf Vertauschung von a und &
alle erhilt. (Das Ergebnis ist natiirlich auch elementar zu erhalten.)

3. Wir wollen die gewonnene Kreisparametrisierung ausnutzen, um das Integral
dx
| 7=
zu berechnen. Es ist

1 —¢2 4t 2t
de = —————=dt, V1—z22=y=

T (14 1¢2)? 142’

/dx :/idt:/l(l_l)dt
V1— 22 1412 it t—1
= 1logtiizllogiy—i—i(r—i—l):
1 t—1 1 y—i(z+1)

(Was hat dies mit arcsin(z) zu tun?)

also

o] =

Die algebraische Geometrie ist ein aktuelles Forschungsgebiet; einen Eindruck davon gewinnt man, wenn
man die Liste der neu erscheinenden Preprints unter http://xxx.lanl.gov/archive/alg-geom ansieht. In
Erlangen ist die algebraische Geometrie durch W. Barth, Ch. Birkenhake, W.-D. Geyer, J. Kéhn, H.
Lange, G. Martens vertreten. Von S. Endrafl stammt das Programm SURF zum Zeichnen algebraischer
Flichen.
Beispielhaft sei als Lehrbuchliteratur genannt:

e R. Hartshorne, Algebraic Geometry (1977): Ein Standardwerk zur Einfiihrung in die moderne

algebraische Geometrie.

e J. Harris, Algebraic Geometry (1992): Eine Einfiihrung an Hand vieler Beispiele.
Die Vorlesung will mit einer Einfiithrung in die algebraische Geometrie beginnen im Umfang von Harts-
horne, Kapitel I. In den Ubungen sollen die zugehérigen Aufgaben aus Hartshorne besprochen werden.
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KAPITEL 2

Affine Varietiaten

Wir legen einen algebraisch abgeschlossenen Kérper k zugrunde, z.B. C, Q, Fp. Der n-dimensionale affine
Raum ist

A" =k" ={(a1,...,an) : a; € k},

die Elemente heiflen Punkte: P = (aq,...,ay), die a;’s Koordinaten des Punktes P.
Sei A = k[x1,...,a,] der Polynomring iiber %k in den Unbestimmten z1,..., 2,. Die Elemente aus A
liefern Funktionen auf A”™: Fiir f € Aund P = (a1,...,a,) ist f(P) = fla1,...,an).

Nullstellenmengen von Polynomen: Ist T eine Menge von Polynomen, so kann man dieser als geometrisches
Objekt die gemeinsame Nullstellenmenge zuordnen:

Z(T)={P € A" : f(P)=0firalle f € T}.
Ist T" endlich, so schreibt man auch

Z(f1a~~~afr):{P€An:fl(P):"':fr(P):O}'

Beispiele:
1. Z(2? — 2) C A! besteht aus zwei Punkten.
2?4+ y* — 1) deuten wir als Kreis in der Ebene.

2. Z(
3. Z(ey) ={x =0} U{y=0}.
4. Z(zy—1,z—y) ={(-1,-1),(1,DH}.

Bemerkungen:

1. Sei T eine Menge von Polynomen und X = Z(T). Sind f und g Polynome in T, h ein beliebiges
Polynom, so verschwinden f und g auf X, also auch f 4+ ¢ und h - f, d.h. auch alle Polynome aus
dem von T erzeugten Ideal verschwinden auf X, d.h.

2(T) = Z((T)).

2. In der Algebra lernt man, dafl Polynomringe iiber Kérpern noethersch sind, d.h. alle Ideale sind
endlich erzeugt. Ist also 7" eine Menge von Polynomen, so gibt es immer Polynome fi, ..., f, mit

2(T) = Z(frs- o fr).

DEFINITION 1. Fine Teilmenge X C A”™ heifit algebraische Menge, wenn sie Nullstellenmenge von Poly-
nomen st, d.h. wenn es Polynome fi, ..., f. gibt mit

X :Z(fla"'afT)~
Die algebraischen Mengen sind die geometrischen Objekte, mit denen sich die Vorlesung befafit.

LEMMA 1. Fliir die algebraischen Mengen von A™ gilt:
o () und A" sind algebraisch,
e der Durchschnitt beliebig vieler algebraischer Mengen ist wieder algebraisch,
o die Vereinigung von endlich vielen algebraischen Mengen ist algebraisch.
Beweis:

1. Esist = Z(1) und A™ = Z(0).
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2. Sind Z(T;),¢ € I algebraische Mengen in A”™, so ist auch
Nier Z(T;) = Z(UierTh)

algebraisch.
3. Sind Z(f1,..., fr) und Z(g1,...,9s) gegeben, so zeigen wir

Z(fla"'afT)UZ(gla"'ags) == Z(flgla"'aflgsa"'angla"'angs)a
Cist klar. D: Sei P € Z(fig; :i=1,...,r,j=1,...,5) und P &€ Z(f1,..., f-). Dann gibt es ein
fm mit fr(P) # 0. Da alle f,9; auf P verschwinden, folgt P € Z(g1,...,9;). B

DEFINITION 2. Das Lemma zeigt, daff die algebraischen Tetlmengen von A™ die Eigenschaften der abge-
schlossenen Mengen einer Topologie definieren. Man nennt die zugehérige Topologie die Zariski- Topologie
auf A™. Nochmals anders ausgedriickt: Fine Teilmenge U C A" heifit (Zariski- Joffen, wenn es Polynome

Fiooo o frogibt mit U= A"\ Z(f1, ..., f).

Beispiel: Die algebraischen Teilmengen von A'.
e Der Ring k[z] ist ein Hauptidealring, d.h. jede algebraische Menge von Al hat die Form Z(f) mit
einem Polynom f.
e Natiirlich ist Z(0) = A und Z(1) = 0.
e Ein nichtkonstantes Polynom f 148t sich schreiben
f=clz—ay)...(v—ay),
also ist
Z(f) ={a1,...,an}
eine endliche Menge von Punkten. Umgekehrt hat natiirlich jede endliche Menge von Punkten die
Form Z(f).
o Die abgeschlossenen Mengen sind also #}, A! und jede endliche Menge von Punkten.
o Jede nichtleere offene Menge hat die Form

A'N\{P, ... P,}.

Bemerkung: Die Zariski-Topologie auf A” induziert natiirlich auch auf jeder Teilmenge von A”™ eine
Topologie. Man nennt sie wieder Zariski-Topologie.

DEFINITION 3. Ein topologischer Raum X heifit irreduzibel, wenn sich X nicht zerlegen ldfit, d.h. aus
X = X7 U X mat abgeschlossenen Mengen Xy, X, folgt bereits X = X1 oder X = Xy. Ist X nicht
wreduzibel, so nennen wir X reduzibel. Die leere Menge bezeichnen wir nicht als irreduzibel.

Beispiele:
1. A ist irreduzibel.
2. Z(xy) C A? ist nicht irreduzibel.
3. Z(2? —yz, 2z —x) C A3 ist reduzibel, da es sich in Z(z,y), Z(x,z), Z(2? —y, z — 1) zerlegen 14Bt.
4. Z(xy — 1) ist irreduzibel.

Beispiel: Sei X irreduzibel und U nichtleere offene Teilmenge von X. Dann ist auch U irreduzibel und
liegt dicht in X.

DEFINITION 4. Eine affine Varietdit st eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge eines affinen Raumes
A", Eine quasi-affine Varietdt ist eine offene Teilmenge ewmner affinen Varietdt.

Beispiel: X = Z(x — y) C A? ist eine affine Varietit, X \ {(0,0)} ist eine quasi-affine Varietét.

Nun wollen wir von der Geometrie zuriick zur Algebra: Ist Y eine Teilmenge von A", so betrachten wir
alle Polynome, die auf Y verschwinden:

IY)y={feA: f(P)=0firalle PeY}.
I(Y) ist ein Ideal im Polynomring A. Es gilt der Satz:
SATzZ 1. 1. 173 gngAjZ(Tl)QZ(Tz)
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3. I(Yy UYs) = (Y1) N I(Ya).
4. Z(I(Y)) =Y, der Zariski-Abschluff von Y.

Bewets: Klar. B

Wir hatten am Anfang vorausgesetzt, dafl der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist. Geometrisch
1488t sich das so charakterisieren: Ein Korper & ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht konstante Polynom in k[z] eine Nullstelle in & hat. Dies verallgemeinert sich auf den Polynomring

A=kley, ...z,

SaTz 2 (Hilbertscher Nullstellensatz, 1. Version). Ist k algebraisch abgeschlossen und a ein Ideal in A =
klz1,...,xn] mit a# A, so ist Z(a) # 0.

Der der Beweis hier etwas aus dem Rahmen fallen wiirde, verzichten wir darauf. Einen Beweis findet man
in Biichern der Kommutativen Algebra oder Langs Algebra.

Fiir ein Ideal a in A wollen wir jetzt I(Z(a)) betrachten. Ist f € a, so verschwindet f auf Z(a), also gilt
a C I(Z(a)). Das 148t sich erweitern: Ist f ein Polynom, m € N mit f™ € a, so verschwindet f™ auf
Z(a), also auch f, d.h. f € I(Z(a)). Das Polynom f gehért zum Radikalideal v/a von a:

Va={f € A: f™cafiir ein m € N}.

Damit gilt also v/a C I(Z(a)).

SaTz 3 (Hilbertscher Nullstellensatz). Ist k algebraisch abgeschlossen und a ein Ideal in k[zq, ..., 2], so
qilt

I(Z(a)) = V.

Beweis: D haben wir bereits gesehen. C: Sei f € I(Z(a)),f # 0 und a = (f1,..., fr). Wir betrachten
das Ideal b = (a, fy — 1) = (f1,..., fr, fy — 1) im Polynomring B = k[z1,..., &y, y] mit einer neuen
Variablen y. Ist (p1,...,pn,q) € Z(b), so ist (p1,...,pn) € Z(a), also f(p1,...,pn) = 0, andererseits

aber f(p1,...,pn)g = 1, was nicht sein kann. Damit ist Z(b) = @, nach der 1. Version des Hilbert-
schen Nullstellensatzes also b = k[z1,...,z,,y]. Also gibt es wegen 1 € b Polynome g(z1,...,2,,y) und

gi(xla .. 'axnay) mit
1:g(x1aaxnay)(fy_ 1) +g1(x1a"'axnay)f1 + "'+gr(x1a"'axnay)f7‘~
i und rechnen in Quot(A)):

Wir setzen ein y =

1 1
1:g1(x1a"'axna_)fl + "'+gr(x1a"'axna_)f7‘~
f f
Also Nenner tritt eine Potenz f™ auf. Multipliziert man also mit f, so erhalt man f™ € (f1,...,f) =a

wie behauptet. B

Beispiele:
1. Betrachte a = (22, y?). Dann ist Z(a) = {(0,0)} und I(Z(a)) = (=, y).
2. Die Voraussetzung k algebraisch abgeschlossen im Hilbertschen Nullstellensatz ist wichtig. Denn

wihlen wir z.B. k = R, so ist I[(Z(z? 4+ 1)) = I(0) = R[z].

Eine unmittelbare Folgerung ist:

FOLGERUNG 1. Die algebraischen Teilmengen von A™ stehen in Bijektion zu den Radikalidealen (a = \/a)
von A = k[z1,...,x,] vermége den Zuordnungen
X I(X) und aw Z(a).

Wir wollen jetzt algebraisch charakterisieren, wann eine algebraische Menge irreduzibel ist.

Erinnerung an Primideale:

e Ein Ideal p # R eines kommutativen Rings R heifit Primideal, wenn gilt: fg € p impliziert f € p
oder ¢ € p. Das kann auch so formuliert werden: ab C p impliziert a C p oder b C p.
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e p ist genau dann ein Primideal, wenn R/p ein Integritatsring ist.
e Primideale in Z: 0 und (p), wo p eine Primzahl ist.
e Beispiele fiir Primideale fiir R = k[z1, ..., z,]:

— Ist f ein irreduzibles Polynom, so ist (f) ein Primideal.

— 0 ist ein Primideal.

— (#1 —c1,..., &y — ¢y) ist ein Primideal, ja sogar maximal.

o Ist p ein Primideal, so folgt aus f" € p sofort f €p, d.h. p=/p.
SATZ 4. Fine algebraische Menge X C A" ist genau dann irreduzibel, wenn I(X) ein Primideal ist.

Bewets:

e Sei X irreduzibel und a = I(X). Dann ist a # A. Sind f und ¢ Polynome mit fg € a, dann
ist X C Z(fg) = Z(f) UZ(g), also X = (X N Z(f)) U(X N Z(g)). Da X irreduzibel ist, gilt
X =XnZ(f) oder X = X NZ(g), d.h. X C Z(f) oder X C Z(g) und damit f € a oder ¢ € a.
Dies zeigt, dafl a ein Primideal ist.

e Sei p ein Primideal. Angenommen Z(p) C Z(a) U Z(b). Nun ist Z(a) U Z(b) = Z(ab), also dann
ab C p. Da p Primideal ist, folgt a C p oder b C p, also Z(p) C Z(a) oder Z(p) C Z(b). Also ist
Z(a) irreduzibel. m

Beispiele:
1. A" ist irreduzibel, da I(A™) = 0 ein Primideal in A = k[, ..., z,] ist.
2. Ist f € k[x1, ..., z,] ein irreduzibles Polynom, so ist also Z(f) irreduzibel, definiert also eine affine

Varietédt. Fir n = 2 spricht man von Kurve, fiir n = 3 von Flache, fiir n > 3 von Hyperflache.

Wir wollen jetzt Funktionen auf einer algebraischen Menge X C A”™ betrachten. Ganz natiirlich liefert
jedes Polynom f € k[x1,...,®,] eine Funktion auf X. Ist f € I(X), so ist (f + ¢)(P) = f(P) fir alle
P € X, d.h. man kann f um Polynome aus I(X) abédndern ohne die Funktion zu &ndern. Umgekehrt
liefern zwei Polynome f und g gleiche Funktion auf X, wenn gilt:

f(P)=g(P)firalle Pe X < (f—g)(P)=0firalle Pe X < f-ge€l(X) < f=gmodI(X).
Also definieren die Elemente aus k[, ..., #,]/I(X) Funktionen auf X.

DEFINITION 5. Der affine Koordinatenring A(X) einer algebraischen Menge X C A" ist der Ring
k[$1a .. a$n]/I(X)
Beispiele:
o A(A™) = k[x1,...,2y], A(Punkt) = &.
o Ist f € k[xy,...,2y,] ein irreduzibles Polynom, so ist A(Z(f)) = k[x1, ..., za]/(f).
e X ={-1,1} C Al. Dann ist I(X) = (2% — 1) und A(X) = k[z]/(2? — 1). Mit dem chinesischen
Restsatz gilt: A(X) ~ k@ k mit der Abbildung f — ((f(1), f(=1)).

SATZ b. Fine algebraische Menge X C A" ist genau dann irreduzibel, wenn A(X) ein Integritdtsring ist.

Beweis: Dies folgt aus den Aquivalenzen

X irreduzibel <= I(X) Primideal <= A(X) = k[x1,...,2,]/1(X) Integritdtsring. W

Beispiel: Sei f € k[zy,...,2,] ein nichtkonstantes Polynom. Der Ring k[z1, ..., ,] ist faktoriell, also
gibt es irreduzible Polynome py, .. ., py, natiirliche Zahlen ey, ..., e,, so dafl gilt f = p{* ... p¢ . Dann hat
man durch

Z(f) = 2Z(p1) U---U Z(p,)
die algebraische Menge Z(f) in eine Vereinigung von irreduziblen Hyperflichen Z(p;) zerlegt. Dieses
Beispiel wird durch den folgenden Satz verallgemeinert.
SATZ 6. Jede algebraische Teilmenge X von A" besitzt eine Zerlequng
X=XjU---UX,,

wo die X; wrreduzibel, d.h. Varietditen sind. Setzt man noch voraus, daff kein X; in einem anderen X;
enthalten 1st, so ist die Zerleqgung eindeutig. Die X; heiffen die wrreduziblen Komponenten von X.
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Bewets:

e Wir wollen zuerst die Existenz einer Zerlegung zeigen. Wir nehmen an, X ist nicht endliche
Vereinigung irreduzibler algebraischer Mengen. Insbesondere ist X selbst nicht irreduzibel, d.h. es
gibt eine echte Zerlegung X = X; U Xj4. Nicht alle beide X3, X7, konnen sich in endlich viele
irreduzible Bestandteile zerlegen lassen, sonst wiren wir fertig. O.E. erfiillt auch X; nicht den
Satz. Insbesondere ist X; zerlegbar: X7 = X5 U Xs,. Und wieder kénnen wir annehmen, dafl
X5 den Satz nicht erfiillt. Wir kénnen uns so eine Folge abgeschlossenerer Teilmengen von A"
konstruieren:

XDODX1DXeDX3...,

wo die Inklusionen echt sind. Nun gehort dazu nach unserer Korrespondenz eine Folge von Radi-
kalidealen

g Cay CaxCasz...,

wo die Inklusionen auch echt sind. Das gibt es aber nicht, denn: |Jo; ist ein Ideal der Form
(f1,..., fm). Es gibt dann ein N mit f; € ay, also

ay = adN41 = aN42 = ...,

was obiger Aussage widerspricht. Damit erhalten wir einen Widerspruch, die erste Aussage ist also
falsch.
e Nun zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Sei

X=X3U---UuX,=Y1U---UY,

wie 1m Satz. Dann ist
YVi=VnX)u---u¥inX,)

eine Zerlegung von Y;. Da Y; irreduzibel ist, gibt es ein o(¢) mit Y; C X, (;y. Aus Symmetriegriinden
gibt es ein 7(j) mit X; C Y;(;). Damit:

Yi C Xo@y C Yo(o(i)

und aus unseren Voraussetzungen folgt Y; = X,(;y. Damit folgt schnell die Eindeutigkeit der
Zerlegung. W

Eine algebraische Menge in ihre irreduziblen Komponenten zu zerlegen ist i.a. ein nichttriviales Problem.
Beispiel: Eine algebraische Menge X C A' ist entweder A! selbst oder eine endliche Menge von Punkten.

Beispiel: Sei X = Z(f1,..., f4a) C A? eine algebraische Menge und o.E. X # AZ.

1. Sei f; = fg; mit f =ged(f1,..., fa). Dannist X = Z(f) U Z(g1,. .-, 94)-
2. Ist f nicht konstant und f = p{* ...p¢" die Primfaktorzerlegung von f, so ist

Z(f)=Z({p1)U---UZ(p).

3. Ist d = 1, so sind wir bereits fertig. Andernfalls konnen wir annehmen, dafl g; und g» teilerfremd
sind. Wir bilden dann die Resultanten

hy = resultant(g1,g2,y), hy = resultant(gi, g2, ),

wo jetzt h, ein Polynom in z, hy ein Polynom in y ist. Bekanntlich liegen h; und Ay in dem von
g1 und g» erzeugten Ideal. Sei hy = co(x — 1) ... (¢ — ;) und hy = cy(y —v1) ... (¥ — ¥:). Wegen

Z(g1, .- 94) € Z(g1,92) C Z(ho,hy) ={(zi,y;) :i=1...5,j=1...1}

ist dann X eine Vereinigung endlich vieler Punkte und endlicher vieler Kurven.

Erinnerung an die Resultante:
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e Sei R ein faktorieller Ring und
f=wvx" + +uv,, g=wex™ +.. . wy.

Die Resultante von f und ¢ beziiglich # 148t sich dann iiber folgende Determinante definieren:

Vo U1 N Un
Vo U1 N Un
Vo U1 N v
R(f,g) = resultant(f,g,2) = n
Wy W1 N Wm—1 Wi
Wo w1 N Wm—1 Wi
Wo w1 N Wm—1 Wi

e Es gibt Polynome ¢, ¢ € Z[v, w][] mit

of +1g = R(f.9).
Insbesondere ist R(f,g) € (f, g). Hier hat man also x eliminiert.
o Es gilt:
R(f,9) #0 <= [, g sind teilerfremd.
e Es gibt eine MAPLE-Funktion, die genau so funktioniert.

Beispiel: Gegeben seien
f=—2224zy—y?+22—-2y+1, g=2>—azy+2°—zx+v.
Reell gibt es keine Punkte in A% die f =g =0

erfiillen. Bildet man die Resultanten, so erhélt
man osf - T
resultant(f,g,y) = 8at— 1423 — 52?4+ 82 +7, T O e 2\q
resultant(f, g, ) = 8y* — 2y + 5y* —y + 1, / 1
wobei die Nullstellen von h, / /"
x = —0.54+ 0.364, 1.42 4 0.154, ( L s
die von hy AN ) -
y=—0.1040.634,0.23 £ 0.50¢ T
sind.
Andere Moglichkeit
g1 = 2f4+g=(-32"4+3x4+2)+ (r -3y
i = (x=3)f+gy=(—2¢>+ 8z —b5x — 3) + (—22? — 2z + 8)y
g = (2=3)fi —(—22? =2z +8)g; = —8z* + 142° + 527 — 8z — 7

Wir erhalten also fiir die Lésungen auch noch die Gleichung y = %, woraus sofort folgt, dal Z(f, ¢)

aus den vier Punkten (—0.54—0.36¢, —0.10—0.637), (1.42—0.157,0.23+0.507), (—0.54+0.367, —0.1040.637)
und (1.42 + 0.15¢,0.23 — 0.50¢) besteht.

SchlieBlich wollen wir noch den fiir die algebraische Geometrie relevanten Dimensionsbegriff einfithren.

DEFINITION 6. Setr X ein topologischer Raum. Sei n die mazimale Linge einer Kette abgeschlossener
nichtleerer irreduzibler Teilmengen von X :

P A£XoCX;C---CX, =X.

Dann heifit n die Dimension von X.

Beispiele:
e A' hat Dimension 1, denn die einzigen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen sind Punke und
A'. Jede maximale Kette hat also die Form {Punkt} C A'.
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o A? hat Dimension 2, denn als irreduzible abgeschlossene Teilmengen haben wir kennengelernt:
Punkte Z(z — a,y — b), Kurven Z(f) (mit f irreduzibel) und AZ.

Wie iibersetzt sich der Dimensionsbegriff in die Algebra? Eine algebraische Menge X C A™ ist genau
dann irreduzibel, wenn 7(X) ein Primideal ist.
DEFINITION 7. Set R ein Ring und p C R ein Primideal. Dann heifit
h(p) =sup{n:po Cp1 C - - C pp =9, p; Primideal fiir i =0,...,n}
die Héhe von p. Die (Krull-)Dimension von R ist
dim R = sup{h(p) : p Primideal}.

Beispiele:
1. In einem Kérper & gibt es aufler 0 keine Primideale, also ist dim &k = 0.
2. In Z gilt ~A(0) =0 und A((p)) =1, also dimZ = 1.
3. Ist k[z] algebraisch abgeschlossen, so sind die Primideale 0 und # — ¢ mit ¢ € k. Also folgt
dimk[z] = 1.
4. Jeder Hauptidealring hat Dimension 1. (Ubung)

Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an:

SaTZ 7. Sei p ein Primideal in A = k[x1, ..., 2,] und B = A/p. Dann gilt:

1. dim B ist der Transzendenzgrad des Quotientenkdrpers von B diber k.
2. Ist q ein Primideal in B, so gilt

h(g) + dim B/q = dim B.

Damit kann man oft die Dimension eines Ringes ausrechnen.

Beispiele:
1. k[#y,...,2,] hat Dimension n.
2. Ist f(x1,...,2,) ein irreduzibles Polynom und kommt x,, explizit in f vor, so ist Quot(k[x1, ..., 2,]/(f))
algebraisch iiber k(z1,...,®,_1), also hat k[x1, ..., 2,]/(f) Dimension n — 1.

SaTz 8. Ist X C A" eine algebraische Menge, so gilt
dim X = dim A(X).

Beweis: Die abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X stehen in Bijektion zu den Primidealen von
A =k[z1,...,z,], die I(X) enthalten, diese wiederum in Bijektion zu den Primidealen von A(X). Daraus
ergibt sich die Behauptung. B

Wir geben ohne Beweis noch einen Satz aus der kommutativen Algebra an.

Satz 9 (Krullscher Hauptidealsatz). Ist R ein noetherscher Ring und f € R weder Nullteiler noch Ein-
heit, so hat jedes minimale Primideal p, das f enthdlt, Hohe 1.

SAaTz 10. Ein noetherscher Integrititsring R ist genau dann ein faktorieller Ring, wenn jedes Primideal
der Héhe 1 ein Hauptideal ist.

Bewets:

e Sei R faktoriell und p ein Primideal der Hohe 1. Wihle f € p mit f # 0. Das Element f hat eine
Primfaktorzerlegung f = p1...p,. Aus py...p, € p folgt, daB es einen Index s gibt mit ps; € p.
Nun haben wir die Kette von Primidealen 0 C (p;) C p. Da p Hohe 1 hat, folgt p = (ps).

o Wir zeigen jetzt die Umkehrung. Da R noethersch ist, ist jedes Element f € R, das keine Einheit
und nicht 0 ist, Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen. Es geniigt dann zu zeigen,
daf} jedes irreduzible Element prim ist. Sei also f irreduzibel. Sei p ein minimales Primoberideal
von (f). Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ist h(p) = 1 und nach Voraussetzung gibt es ein
Primelement p mit p = (p). Also ist (f) C (p), es gibt daher ein ¢ € R mit f = pg. Da f irreduzibel
ist, mufl ¢ eine Einheit sein, also ist f auch prim. ®
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Dieser Satz hat jetzt eine unmittelbare geometrische Anwendung.

SATZ 11. Eine Varietdt X C A" hat genau dann Dimension n — 1, wenn es ein irreduzibles Polynom f
gibt mit X = Z(f).

Beweis:Ist f ein irreduzibles Polynom, so haben wir bereits gesehen, dafl Z(f) eine Varietat der Dimension
n — 1 ist. Sei umgekehrt X C A" eine Varietdt der Dimension n — 1. Dann ist p = I(X) ein Primideal.
Aus h(p) + dim A/p = dim A folgt h(p) = 1, da A = k[x1, ..., z,] faktoriell ist, gibt es nach dem letzten
Satz also ein irreduzibles Polynom f mit p = (f), was die Behauptung beweist. B



KAPITEL 3

Projektive Varietiten

DEFINITION 8. Der n-dimensionale projektive Raum P™ ist (k"+t1\ {0})/ ~, wo
(ap,a1,...,an) ~ (bo,b1,...,by) <= b; = Aa; fiir ein A € k, A # 0.

Fiir einen Punkt P € P" schreiben wir P = (ag : ay : -+ : an) und nennen die a; homogene Koordinaten
von P. Also

(ap:ay: - ian)=(bp:by: - :by) < b =Aa;,i=0,...n.

Die Punkte des P” entsprechen also den Geraden des A", die durch 0 gehen.

Erste Deutung:

e Sei(ag:aj) € PlIstag # 0,s0ist (ag : a1) = (1: Z—;),ist ap = 0,s0a; #0,also (ag :a1) = (0: 1).
Damit:

P! = {(ao:a1) : (ag,a1) # (0,0)} ={(1:a):a €k} U{(0: 1)} ~ A' U {Punkt} = A' UA".
e Analog wie eben

P ={(1:a:b):a,b€k}uU{(0:1:a):ack}uU{(0:0:1)}=A*UATUA".

Wir wollen wieder Nullstellenmengen von Polynomen betrachten. Dazu braucht man homogene Polynome.
DEFINITION 9. Ein Polynom f € k[xo, 21, ..., 2] heifft homogen vom Grad d, wenn gilt:
ftao, tay, .. tey) =t f(xo, 21, .., 2n).
Aquivalent dazu ist, daf alle in f auftretenden Monome Grad d haben, d.h. f hat die Form
f= Z aiuminxé”...xf{‘.
Got-+in=d

Sei jetzt P =(ag :---:an) € P und f € k[xy, ..., #,] homogen vom Grad d. Die homogenen Koordina-
ten von P sind nicht eindeutig bestimmt, nur bis auf ein Vielfaches A. Nun ist

fQhao, ..., Aan) = X flao, ... an).

Also kann man nicht vom Wert von f in P sprechen. Aber man kann sagen, ob f in P den Wert 0
annimmt oder nicht.

DEFINITION 10. Sei T eine Menge homogener Polynome in k[xy, ..., 2,]. Dann set
Z(T)={PeP": f(P)=0 fir ale f € T}.
Mengen dieser Bauart nennen wir algebraisch.

Beispiel: Wir betrachten in P? ein paar einfache algebraische Mengen:

o Z(zg) ={(0:ay:as)} ~P! analog Z(x1) und Z(x2).
o Z(xg,21) ={(0:0:1)}, etec.

17
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e Man skizziert dies oft wie folgt:

/

Wie zuvor zeigt man:

LEMMA 2. Fliir die algebraischen Mengen wn P™ gilt:

o () und P" sind algebraisch,
e der Durchschnitt beliebig vieler algebraischer Mengen ist algebraisch,
o die Vereinigung endlich vieler algebraischer Mengen st algebraisch.

DEFINITION 11. Die algebraischen Mengen in P" definieren also die abgeschlossenen Mengen einer To-
pologie. Wir nennen dies die Zariski- Topologie auf P™.

Sei H; = Z(x;). Dann ist U; = P"™ \ H; offen. Wir definieren ¢; : U; — A" durch

ap s a) = (8 diz1 Qi1 Gn

éi(ag : Sdp) (ai,..., i ,...,ai).
@; ist bijektiv, die Umkehrabbildung ist ¢ : A® — U; mit

(b, oy by) = (b by L byt by).

Wir erhalten durch die U; eine affine Uberdeckung von P™.
Beispiel: X = Z(xoxy — 27) C P? ist eine abgeschlossene Teilmenge des P?. Dann ist
XNHy={(1:2:y):y=2"} = Z(y—2*) C A%
XNH ={(x:1:y):ay=1}~ Z(zy—1) C A?,
XNHy={(x:y:1): 2 =9y}~ Z(x —y*) C A%
2

Hyperbel und Parabel sind also nur verschiedene affine Ansichten der projektiven Quadrik zozs = 27.

.
It

Wir wollen nun die Beziehung projektiv - affin an Hand der Polynome studieren. Sei f(xq,..., x,) ein
g proj y ) )
Polynom vom Grad d, d.h.
f= Z a;, i, Ty x;"
i Fin<d
Dann heifit x x
1 in o d 1 n
Fleo, x1,...,2n) = | Z Wiy i,y .. L = %f(x_o’ ce l‘_o)
to+-+in=d

die Homogenisierung von f. Natiirlich erhdlt man f aus F zuriick: f = F(1,2,...,2,).
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Seien nun F; homogene Polynome und fi(zy,...,2,) = F;(1,21,...,2,). Dann ist sofort klar
éo(Z(Fy) NUy) = Z(fi) C A”.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 12. Die byektiven Abbildungen ¢; sind Homéomorphismen, d.h. stellen eine Bijektion zwischen den
abgeschlossenen Mengen von U; und den abgeschlossenen Mengen von A™ her. (¢; und ¢; sind stetig.)

Is:p X ein topologischer Raum, sind U; offene Teilmengen mit X = U;U;, so gilt dim X = sup; dim U;
(Ubungsaufgabe), woraus man sofort erhélt:

FoLgERUNG 2. dim P" = n.

Wegen A" ~ Uy C P™ konnen wir A™ als offene Teilmenge von P” auffassen, d.h.
At ={(1:2y: - :z,) €P"}.

Ist X C A" eine algebraische Menge, dann nennen wir den topologischen Abschluff von X C A™ C P"
in P? den projektiven Abschlufl X von X. Natiirlich gilt X N A” = X.

Beispiele:
1. Ist f ein Polynom und F' seine Homogenisierung, so ist der projektive Abschlufi von Z(f) C A”
die Menge Z(F) C P".
2. Der projektive Abschluff der Parabel y = 22 ist xgzs = z2.
3.Ist X = Z(fi,...,f) C A", ist F; die Homogenisierung von f;, so muf nicht gelten X =
Z(Fy,..., F.). Beispielsweise ist {(0,0)} = Z(z,y — %), aber Z(zy,zox2 — 27) = {(1:0:0),(0:
0:1)}.

Geraden 1n der Ebene:

o In der affinen Ebene A? hat eine Gerade die Gestalt y = ax + b oder = ¢. Daraus wird projektiv:
xo = axy + bzy und z1 = cxg.

e Die Geraden z = 1 und « = 2 schneiden sich affin nicht. Die projektiven Abschliisse 1 = 29 und
21 = 22y schneiden sich aber im Punkt (0:0: 1).

o Eine Gerade G, in P? ist die Nullstellenmenge eines linearen Polynoms apzg + a121 + aszs = 0,
wo (ag, a1, az) # 0.

o Ist ay #£0,s0ist G, NUy ={y = —Z—;x— Z—‘;}, ist as =0,a; #0,s0ist G, NUy = {o = —Z—‘IJ} Ist
a; =a2=0,s0ist G, NUy =0, G, = Z(zg) ist die sogenannte unendlich ferne Gerade.

e Seien a = (ag, a1, as),b = (bo,b1,b2) € k3 \ {0}. Sind a und b linear abhiingig, so ist Gy = Gp.
Sind @ und b linear unabhangig, so hat das lineare Gleichungssystem agzg + a121 + aszs =
bozg + byxzy 4 baxs = 0 einen eindimensionalen Losungsraum, also besteht G, N G aus einem
Punkt. Projektiv schneiden sich also zwei verschiedene Geraden immer in einem Punkt.

DEFINITION 12. Eine projektive Varietit ist eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge eines projektiven
Raums P". Eine quasi-projektive Varietdt ist eine offene Teilmenge ewner projektiven Varietdt.

Aus obiger Definition folgt dann schnell folgender Satz:

SATZ 13. Ist X C A" eine affine Varietit, so ist X C P" eine projektive Varietit und X N A" = X,
Ist Y C P" eine projektive Varietit, so ist entweder Y N A™ = () oder Y N A" eine affine Varietit und
Y=Y NA".

Vieles iibertrdgt sich vom Affinen auf das Projektive. Wir wollen hier hauptsichlich Unterschiedliches
erwahnen.

Ideale: Jedes f € k[zo, ..., x,] zerlegt sich in homogene Bestandteile:
f=lfotfi+ -+ fa

f ist also genau dann homogen vom Grad d, wenn f = f;. Ein homogenes Ideal ist ein Ideal, das von
homogenen Elementen erzeugt wird. So definiert man fiir eine Teilmenge Y C P™:

I(Y) = ({f homogen, f verschwindet auf Y'}).
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Ist Y eine abgeschlossene Teilmenge des P™, so heifit
S(Y) = klxo, ..., 2]/ 1Y)

der homogene Koordinatenring von Y. (Achtung: Wir interpretieren die Elemente aus S(Y') nicht als
Funktionen auf Y'!)

Bemerkung:

e Z(zo,...,xy) =0 = Z(1), wir haben also hier nicht die gleiche Eindeutigkeit wie im affinen.
e Sonst gilt aber: Z(a) # 0, dann ist I(Z(a)) = /a.

Koordinatenwechsel: Manchmal ist es niitzlich, Koordinaten zu wechseln. Sei T' € G L, 41 (k) und
(zi) =T ().
Geht man dann von den z;’s zu den y;’s iiber, so nennt man dies einen projektiven Koordinatenwechsel.

Zwei Teilmengen X und Y des P™ heiflen projektiv dquivalent, wenn sie durch einen Koordinatenwechsel
auseinander hervorgehen. Die Gruppe, die auf den Punkten operiert, ist die PG L, 41 (k).

Beispiel: Wir identifizieren P! mit kU{oo}. Die Gruppe PG La(k) operiert dann auf P! mit 7'(z) = gj_l'l_'s

(Mobiustransformation). Es gilt

a a+b

Sind A, B,C' € P! drei verschiedene Punkte, so gibt es genau eine Transformation 7" mit 7'(0) =
A, T(c0) = B, T(1) = C. Ist D ein weiterer Punkt, so gibt es genau ein ¢t mit D = T'(t). Durch Nachrech-
nen findet man:

7(0)

(A-D)(B-0C)

(A-C)B-D)’

t(A, B,C, D) wird auch Doppelverhéltnis der 4 Punkte A, B,C, D genannt. Nun kann man zeigen: 4
verschiedene Punkte auf P! sind genau dann projektiv dquivalent, wenn sie das gleiche Doppelverhiltnis
besitzen.

t=1t(A,B,C,D) =

Lineare Teilrdume: Eine algebraische Menge X C P” heifit linearer Teilraum, wenn sich X durch
lineare Gleichungen beschreiben 148t:
X = Z(aoxo+ -+ ainen =0,i=1,...,m).

Ist A = (a;;), # der aus den «;’s gebildete Spaltenvektor, so ist X = {(zp: - :2,) €P” : Az = 0}.
Natiirlich kann man statt A auch eine Matrix SA verwenden, wenn S eine invertierbare Matrix ist. Ist r
der Rang von A, so gibt es invertierbare Matrizen S und 7" mit

SAT = diag(0,...,0,1,...,1),

wo in der Diagonalmatrix » Einser stehen. Machen wir in P” Koordinatenwechsel mit 7" y = Tz, so wird
X zu

XeTX)={(yo: - 9) €EP" typypp1 = =yn =0} ={(yo: - 1 Yn—rp:0:---:0)} = P"7".
Also gilt dim X = n — Rang(A).
Natiirlich ist der Durchschnitt linearer Teilrdume wieder ein linearer Teilraum. Ein erster fiir das Projek-

tive charakteristischer Satz ist der folgende:

SATZ 14. Fiir lineare Teilrdume Xy und X5 von P" gilt:

Beweis: X; wird beschrieben durch eine Matrix A; mit Rang(A;) = n—dim X;. Der Durchschnitt X; N X5
wird dann durch die Matrix A = ((ﬁ;)) beschrieben. Nun ist
Rang(A) < Rang(A1) + Rang(Az) = 2n —dim X; —dim X2 <n
und damit
dim X; N X2 = n— Rang(A) > 0,

was die Behauptung beweist. B
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Als Losung linearer Gleichungssysteme lassen sich lineare Teilrdume natiirlich auch parametrisiert be-
schreiben: Ist X C P” ein linearer Teilraum der Dimension r, so gibt es Punkte (ajo @ -+ : @3,),i = 0,... 7
mit

X ={(agouo + -+ agrtty -+ @potio + - F dpptiy) : (ug i up) €EPTH
Im Fall dim X = 1 spricht man auch von Geraden, im Fall dim X = 2 von Ebenen, im Fall dim X =n—1
von Hyperebenen.
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KAPITEL 4

Geraden im P?

Geraden im P?: Eine Gerade im P? hat die Gestalt Z(agxo + a121 + azrs), wobei (ag, a1, as) bis auf
einen Skalarfaktor eindeutig bestimmt ist. Die Abbildung (ag : @1 : a2) = Z(aozo + a121 + azz) liefert
also eine Bijektion

{ Geraden im P? } ~ P2

Wir sagen: Die Geraden im P? bilden einen P2.

Ist £ eine Gerade im P3| sind (ag : a1 : a2 : a3), (bo : by : by : b3) zwei verschiedene Punkte von ¢, so ist
= {(agu+ bov : ayu 4 b1v : agu + bav : agu + bzv) : (u:v) € P'}.

Natiirlich sind die @;’s und b;’s durch £ nicht eindeutig bestimmt. Sind auch (¢q : -~ : e3), (dg : -+ : d3)
zwel verschiedene Punkte von £, so gibt es eine invertierbare 2 x 2-Matrix 7' mit

co do ag  bo
c | ™ by -T,  insbesondere ¢ di (% bi T,
C2 dz as bz Cj dj aj bj
C3 d3 as b3
woraus durch Determinantenbildung folgt
Cidj — dei = (aibj — ajbi) ~det(T).
Definieren wir also p;; = a;b; — a;b;, so ist pj; = —ps;, pis = 0 und
W(E) = (P01 “Po2 P Pos P12 - P13 3P23)
ist unabhéngig von (ag : ---: as) und (bg : - - - : b3) definiert. Man nennt die p;;’s die Pliickerkoordinaten
der Geraden £. Wir erhalten so eine Abbildung
7 :{ Geraden im P?} — P®.
Satz 15. Sei £ eine Gerade im P3 und w(€) = (po1 : -+ - : pas). Dann gilt
0 P23 —P13 P12 o
—paz 0 Pos  —Po2 T
{= : : : : =0}.
(@ ar 0z 2s) p1i3  —pos O Po1 T3 !
—p12 Poz  —Po1 0 T3

Insbesondere st eine Gerade durch thre Pliickerkoordinaten eindeutig bestimmt, d.h. w ist ingektiv.

23
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Beweis: Seien (ag : ---: as), (bo : - - - : b3) zwel verschiedene Punkte auf £ und p;; = a;b; — a;b;. Es gilt

ap bo o
(zg:ay @ 23) EL <= @ b hat Rang < 3
as by x -

az bz x3

ap by oz ap by xo

p— as bz 9 = as bz 9 =0
az bz x3 az bz x3
ap by xo ap by xo
ay bl 1 = aj bl 1 =0
az bz x3 as by x

<= p23r1 — p13®2 +prox3z =0, pas¥o — posx2 + poars =0

P13%0 — po3®1 + po1x3 = 0, p1a¥o — poa®1 + po1xa = 0

0 P23 —Pp13 P12 o
_ 0 _
P23 Pos Po2 1 0 m
P13 —Po3 0 Po1 T3
—p12 Po2  —Ppoi 0 zs3
Ist w(£) = (po1 : - - : pas), so muf natiirlich die Determinante der im Satz vorkommenden Matrix 0 sein.

Die Determinante berechnet sich zu (pg1p2s — poapis + p03p12)2, also folgt

Bild(w) C Z(po1pas — po2pi3 + pospiz) C PP,
wobei wir auf P® die Koordinaten po1, poa, pos, P12, Pia, Pas verwenden.

SATZ 16. Es gilt
Bild(m) = Z(po1p2s — poapis + Poapi2) C P’,
d.h. die Geraden im P? bilden eine Quadrik im P®, die sogenannte Pliickerquadrik Q.

Beweis: Wir miissen nur noch zeigen, dafl alle Punkte auf der Quadrik von Geraden herkommen. Sei also
(po1 @ -+ : p23) € Z(po1pas — Po2Pis + Pospiz). Wir unterscheiden Falle:

e po1 # 0,0.E. ppy = 1. Dann haben wir die Gleichung p2s = poap1s — pospiz. Durch Probieren findet
man, daf die von den Punkten (1 :0: —p12 : —p13) und (0 : 1 : po2 : pos) aufgespannte Gerade die
gewiinschten Pliickerkoordinaten hat.

e po1 = 0, po2 # 0, 0.E. pgz = 1. Dann ist p13 = pozp12. Die von den Punkten (1 : py2 : 0 : —pas)
und (0:0:1: pg3) aufgespannte Gerade hat dann die gewiinschten Pliickerkoordinaten.

® po1 = poz2 =0, pos # 0, 0.E. pp3 = 1. Dann ist p12 = 0. Die Gerade durch (1: —p13 : —pa3 : 0) und
(0:0:0:1) tuts.

® pg1 = poz = pos = 0. Hier bleibt keine Einschréankung. Daf3 diese Fille von Geraden herkommen,
folgt aus den folgenden Beispielen: Die Gerade durch (0 : 1 :0: —b) und (0 : 0 : 1 : a) hat
Pliickerkoordinaten (0 : 0: 0 : 1 :a : b). Die Gerade durch ( a:0)und (0:0:0:1) hat
Pliickerkoordinaten (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : a). Die Gerade durch ( 1:0)und (0:0:0:1) hat
Pliickerkoordinaten (0:0:0:0:0: 1).

Da jetzt alle Félle behandelt sind, folgt die Behauptung. ®

0:1
0:0

Wir wollen jetzt untersuchen, wann sich Geraden im P3 schneiden bzw. wann sie windschief sind.

SATZ 17. Fiir zwei (verschiedene) Geraden £ und €' im P3 mit w(€) = (po1 : - : p23) und w(€') = (qo1 :
-+ 1 qa3) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. £ und ¢ schneiden sich.

2. po1923 — po2913 + Posqi2 + P12903 — P13go2 + p23qo1 = 0.
3. Die Verbindungsgerade von n({£) und w(€') im P® liegt auf Q.
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Beweis: ¢ werde aufgespannt von (ag : ---:ag) und (bg : - :b3), ¢ von (co:---:cg)und (do : ---: d3).
Sei
ap bo Cp do
ap by e dy
as bz C2 d2
as b3 C3 d3
Dann gilt:
(N #0 <= M hat Rang <3

< detM =0

<= po1¢23 — Po2913 + Po3q12 + P129o3 — P13Go2 + P23qor = 0,
wobei man bei der letzten Umformung die Determinante nach 2 4 2 Spalten entwickeln mufl. Damit ist
die Aquivalenz von 1. und 2. gezeigt. Die Verbindungsgerade von 7 (¢) und m(¢') ist

9= {(poru+ qorv : - : pasu + qosv) : (u:v) € P}
Nun gilt:
9CQ <= (poru+ qo1v)(p23u + g23v) — (pozt + qo2v)(P13u + q13v) + (posu + qo3v)(pr2u + q12v) = 0
fir alle u, v
<= po1¢23 — Po2913 + Po3qi2 + P129o3 — P13Go2 + p23qor = 0,

was schlieBlich die Aquivalenz von 2. und 3. beweist. m

Fiir einen Punkt P € P3, eine Ebene H C P3 mit P € H sei
Ypm = {{ Gerade mit P { C H}.

SATZ 18. m(Xp m) ist eine Gerade in P5, die auf Q liegt. Umgekehrt hat jede auf Q) liegende Gerade die
Gestalt 7(Xp H).

Beweis: Sei P = (ag :---:ag), (bp:---:b3),(co: -+ :cg) weitere Punkte, die zusammen H aufspannen.
Ist £ € Zp m, so gibt es u, v, w, so daf £ von (ag : - -+ : ag) und (agu + bov + cow : - - - : azu + bav + czw)
aufgespannt wird. Die Pliickerkoordinaten von ¢ sind dann:

pij = ailaju+bv + cjw) — a;(au + biv + c;w) = (a;b; — ajby)v + (aie; — aje)w.
Durchléauft also £ alle Geraden aus Xp g, so die Bildpunkte alle Punkte einer Geraden. Dies beweist den
ersten Teil der Aussage. Sei umgekehrt ¢ C ) eine Gerade. Wihle zwei verschiedene Punkte 7 (¢), 7(¢') €
g. Dann schneiden sich £ und ¢ in einem Punkt P und liegen in einer Ebene H. Offensichtlich mufl dann
7(Xp pr) mit g iibereinstimmen, woraus sofort die Behauptung folgt. m

Wir definieren weiter fiir einen Punkt P € P

Yp = {¢ Gerade mit P € ¢}

und fiir eine Ebene H
Y = {¢ Gerade mit £ C H}.

Satz 19. n(Xp) und n(Xg) sind Ebenen im P°. Ist umgekehrt E eine in Q) enthaltene Ebene im P5, so
qilt E = n(Xp) oder E = n(Xy) fiir einen Punkt P oder eine Ebene H im P3.

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir: Ein Koordinatenwechsel im P? induziert auch einen Koor-
dinatenwechsel im P°.
Beweis:
e Nach Koordinatenwechsel kénnen wir P = (1:0:0:0) annehmen. Die zu Xp gehorigen Geraden
werden von den Spalten folgender Matrizen aufgespannt:

10 10

Q=
o O o
o = O
o OO =
_— o O O

0
0
0
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mit den Pliickerkoordinaten
(1:a:6:0:0:0), (0:1:¢:0:0:0), (0:0:1:0:0:0),
was sofort
m(Xp) = Z(p12, P13, p23)
liefert, also eine Ebene.

e Nach Koordinatenwechsel kénnen wir i = Z(x3) annehmen. Die zu X5 gehdrigen Geraden werden
von den Spalten folgender Matrizen aufgespannt:

10 10 0 0
0 1 c 0 10
a b |’ 0 1|’ 0 1|’
0 0 0 0 0 0

mit den Pliickerkoordinaten
(1:6:0:—a:0:0), (0:1:0:¢:0:0), (0:0:0:1:0:0),
was sofort
m(Xm) = Z(po3, P13, p23)
liefert, also eine Ebene.
e Sei nun umgekehrt E eine in @ enthaltene Ebene, 7(£1), m(¢2) und m(¢3) drei Punkte von FE, die
E aufspannen. Dann schneiden sich 1, £y, f5 paarweise, wofiir es zwei Moglichkeiten gibt:
— 01,45, 05 gehen durch einen Punkt P. Dann gilt ¢; € ¥p, also £ C n(X) und damit F =
F(Ep).
— {1,405, 03 schneiden sich in drei Punkten. Dann miissen die #; in einer Ebene H liegen, also
{; € X, was sofort = m(Xp) liefert. m

Es gibt also zwei Typen von Ebenen, die in der Pliickerquadrik enthalten sind. Wir bemerken noch
folgendes Schnittverhalten:

Yp, NYXp, = Gerade durch P, und Ps,

Y, MYy, = Schnittgerade von H; und Ha,
YXpN¥g = XppimFall PeH,
YpNYy = @GimFall P ¢ H,

isbesondere

7(Xp)N7(Ep, )= Punkt , 7«(Xg,)N7(Xy,)= Punkt, #(Xp)Nna(Xy)= Gerade oder .
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Quadriken

Wir setzen jetzt char(k) # 2 voraus. Eine Quadrik @ C P” ist die Nullstellenmenge eines quadratischen
Polynoms:

Q=7(f), wof= Zazjl‘il‘j = xtAx,

wo 0.E. A eine symmetrische (n + 1) x (n + 1)-Matrix ist. Gilt auch @ = Z(g), wo g ein homogenes
quadratisches Polynom ist, so folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, dafl sich f und ¢ nur um
eine Konstante unterscheiden, insbesondere ist die Matrix A bis auf eine Konstante durch ¢ eindeutig
bestimmt. Bei Koordinatenwechsel mit einer Matrix 7" geht die Matrix A iiber in 7% AT, wobei natiirlich
der Rang von A gleich bleibt. Wir nennen dies den Rang von @ bzw. den Rang von f. Es gilt 1 <
Rang(f) < n+ 1. Eine Quadrik vom Rang n + 1 heifit nichtausgeartet.

LEMMA 3. Eine Quadrik QQ CP"™ vom Rang r st projektiv dquivalent zur Quadrik
Z(xg +xi 4+ -+ wl_y).
Insbesondere sind alle Quadriken vom Rang r projektiv dquivalent.

Beweis: Sei f(xg,...,%,) ein homogenes quadratisches Polynom. Wir geben ein konstruktives Verfahren
an, wie man f rekursiv diagonalisieren kann.
Fall 1: Es gibt einen Index 4, so daB 27 explizit in f vorkommt. Durch Vertauschen von zq und z; erreicht
man
f(xo, ..., xn) = cal+xol(xy,...,x0) +q(21,...,2,)
mit ¢ # 0. Durch Koordinatenwechsel v/czg = #}, kann man 0.E. ¢ = 1 annehmen. Dann gilt:
1 1
f=(zo+ §€(1‘1, conm)) gy, ) — Zﬁ(l‘l, o wn)d

/ 1 :
setzt man also x(, = xo + 50(21,...,2,), so ist 0.E.

f:a:g—i—g(xl,...,xn).

Ist ¢ # 0, so beginne man mit ¢ von vorne.
Fall 2: Kein z7 in f vor. Ist f # 0, so gibt es aber Indizes i # j, so daff z;z; in f vorkommt. Substituiert
man z; = x"y + x;, so enthilt f einen Term z?, so dafl man in Fall 1 ist. m

Beispiele: Die ebenen Quadriken
Z(wors — &), Z(af—ai—a3), Z(ef+ai+ i)

sind alle projektiv dquivalent.

Bei der Betrachtung der (nichtausgearteten) Pliickerquadrik @) im P® hatten wir gesehen, dafl ) Ebenen
enthilt. Dies verallgemeinert sich:

SATZ 20. Sei @) eine nichtausgeartete Quadrik in P”. Dann qult:
1. Ist U emn in @ enthaltener linearer Unterraum, so ist dimU < ["T_l]
u]

2. Es gibt in Q enthaltene lineare Teilrdume der Dimension [

Bewets:

27
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1. Die nichtausgeartete Quadrik @ = Z(f) enthalte einen ¢-dimensionalen linearen Unterraum U.

Nach Koordinatenwechsel kénnen wir U = {(zg : 1 : -+ 2 : 0 : -+ : 0)} und f = 2'Ax
annehmen. Da f auf U identisch verschwindet, ist die (¢ 4+ 1) x (£ 4+ 1)-Hauptuntermatrix von A
identisch 0. Der Rang von A ist hochstens die Summe der Rénge der ersten £ 4 1 Zeilen und der
letzten n — £ Zeilen, woraus folgt

n+1=Rang(A) < (n—0)+(n—19

und damit

. Ist n = 2m + 1, so ist nach Koordinatenwechsel

Q= Z(xgr1 + xaz+ -+ TomTom41)-

Q) enthalt z.B. die linearen Unterrdume Z(xo, #2, £4,...,%2m) und Z(x1, 23, &5,..., Tam41), die
Dimension m = ”2;1 haben.

. Ist n = 2m, so ist nach Koordinatenwechsel

Q= Z(x3 4+ 2109 + 23244 -+ Tom_1Tom).

Q) enthilt z.B. die linearen Unterrdume Z(xg,®1,3,...,22m—1) und Z(zg, £a,..., ¥2m), die Di-

mension m — 1 = % — % haben. ®

LEMMA 4. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper zerfillt jedes homogene Polynom in zwei Va-
riablen in Linearfaktoren.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus folgender Rechnung:

fle,y) = Clol‘d-l-awd_ly-i' . ~~+adyd =

y'[ao <§)d+a1 <§)d_1 +ootag =
v (b (2) —e1)...(ba (2) Ceq) =

= (hix—cry)...(bgr — cqy).M

Quadriken im P!

Die Quadriken im P! werden vermége (ag : a1 : as) = Z(apx3 + a12or1 +asz?) von einem P? parametri-
siert. Es gibt nur zwei Typen, niamlich Quadriken vom Rang 1, d.h. projektiv dquivalent zu Z(x3), einem
(Doppel-)Punkt, und Quadriken vom Rang 2, d.h. projektiv dquivalent zu Z (2% + 27), zwei Punkten.
Z(aoxg + ayzox1 + azx%) hat genau dann Rang 1, wenn a% —4agas = 0 ist. Die Rang-1-Quadriken bilden
also einen Kegelschnitt im P? aller Quadriken (im P1).

Quadriken im P?: Ebene Kegelschnitte

Bis auf projektive Aquivalenz gibt es genau drei Typen:

Rang 3: Nichtausgearteter Kegel- Rang 2: Geradenpaar, z.B. Rang 1: Doppelgerade, z.B.
schnitt, z.B. Z (22 + 2% + 23) Z(x129) ACH)
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Eine allgemeine Quadrik schreibt sich
2 2 2
[ = aoxy + arzory + aswors + azxi + aar1xs + asas.

In Matrizenschreibweise ergibt dies

1 2&0 ay as o
f = 5(1‘01‘11‘2) ay 2&3 aa sl
as aa 2&5 9

Das Polynom f ist durch die Quadrik Z(f) nur bis auf einen Skalar bestimmt. Dann ist (ag :ay : - - :

ein Punkt eines neuen P°. Die Zuordnung ist eineindeutig, d.h. wir haben eine Bijektion

Quadriken C P? <= Punkte € P°.

Algebraische Mengen in P°:

o Wir wissen
Z(f) zerfillt in 2 Geraden <= rg(M) <2 <= det(M) =0.
Nun ist
det(M) = 8agasas + 2aasaq — 2a‘;’ — 2a0ai — 2&%&5.
Ist nun R die Menge der reduziblen Kegelschnitte in P2, so ist also
R = Z(4agazas + ajazay — a%ag — aoag1 — a%ag,).

Insbesondere ist R abgeschlossen.
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e Z(f) ist eine Doppelgerade, d.h. f = (boxo + byz1 + bax2)?, genau dann wenn rg(M) = 1. Dies

148t sich dadurch ausdriicken, dafl alle 2 x 2-Unterdeterminanten verschwinden. Also bleibt

D = { Doppelgeraden } =
= Z(4apas — a%, 4agas — a%, 4asas — ai, 2apay — a1az, 2a1a5 — A2ayq, 20203 — A104).

D ist also auch eine abgeschlossene Teilmenge von P°.

e Rist eine Hyperfliche vom Grad 3, also von Dimension 4. Spater werden wir sehen, da3 D isomorph

zu P? ist, insbesondere hat D Dimension 2.

Geometrische Bedingungen:

e Fiir einen Punkt P € P? sei op die Menge aller Quadriken (im P?), die P enthalten. Wir inter-

pretieren op als Teilmenge des P®. Durch Einsetzen folgt mit P = (pg : p1 : pa):

op={(ao:ai:as:as:as:as) € P :agpl + aipopr + aspops + aspi + aspip2 + asps = 0},

d.h. op bildet eine Hyperfliche im P?.
e Folgerung: Durch 5 vorgegebene Punkte des P? geht (mindestens) eine Quadrik.

e Fiir eine Gerade ¢ C P? sei 7, die Menge aller Quadriken, die g beriihren. Wir betrachten o.E.
g = Z(xg). Einschrianken einer Quadrik aoxg + arxoxy + - + a5x§ auf xqg = 0 liefert Clgl‘% +
asx1rs + asr?. Die Quadrik beriihrt die Gerade, wenn es genau einen Schnittpunkt gibt, d.h.

wenn gilt ai — 4dazas = 0. Also
T{zo=0} = {(@0 1 a1 1 az :az:ayq:as) € P?: a} — dazas = 0},

d.h. 7, bildet eine quadratische Hyperflache im P®.
e Beispiel:

Hat man die 5 Geraden
x=0, =2, y=0, y=2, y=z+1

gegeben, so ist die Menge der Quadriken, die diese Geraden
beriithren

{1 — 4z — 4y +42* —dzy + 4* YU D.
Die Doppelgeraden kommen ins Spiel, weil D C 7, gilt.

— e ——
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Wir wollen jetzt ein paar Bedingungen auferlegen. Dazu bendtigen wir ein Lemma.
LEMMA 5. Set G eine Gerade in einem P™ und F eine Hyperfliche vom Grad d in P"™. Dann gilt
GCFoderl<#GNF <d.
Beweis: Sei F'= {f(xg,...,2, =0}, f homogen vom Grad d und
G={(apu+bov :aju+brv:- - :apu+byv): (u:v) e Pl
Dann ist
GNF={(agu+bov:agu+bv:-:apu+byv): (u:v) EPl,f(aou—l—bov,...,anu—i—bnv) =0}.

Nun gibt es zwe1 Moglichkeiten:

e f(agu+bov,...,apu+ byv) =0: Dann ist G C F.
e f(agu+bou, ..., anu+byv) # 0: Da das Polynom homogen vom Grad d ist, gibt es (nicht notwendig
verschiedene) Nullstellen (uy : v1), ..., (ug : vq). Durch Einsetzen folgt #GNF < d. W

Quadriken durch 3 Punkte:

e Die 3 Punkte liegen auf einer Geraden G. Alle Quadriken, die durch die 3 Punkte gehen, enthalten
nach dem Lemma die Gerade (G. Dies ist nicht interessant.

e Die 3 Punkte sind nicht kollinear. O.E. sind die 3 Punkte (1:0:0), (0:1:0) und (0:0:1). Die
Quadriken hierdurch sind

box1xo + b1z + bamoxy,

sie bilden also einen P?. So etwas nennt man ein Netz N von Quadriken. Es ist

NNR= Z(boblbz) und NND= @

Quadriken durch 4 Punkte, von denen keine
3 kollinear sind: Den Fall von kollinearen Punkten
haben wir bereits diskutiert. O.E. (projektive Aqui-
valenz) kénnen wir die Punkte annehmen als

(0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Dies liefert
to(l‘ol‘l — l‘%) + tl(l‘ol‘z — l‘g)

Dies ist eine Gerade im P?. So etwas nennt man ein
Kegelschnittbiischel. Schnittpunkte mit R gibt es fiir
t=10,00,—1.

SATZ 21. Zwei Quadriken Q1,Q> C P? ohne gemeinsame Komponente schneiden sich héchstens in 4
Punkten.

Beweis: Betrachte das Biischel {Qo+%1 (1. Es schneidet R mindestens einmal. Sei G1 G5 ein Schnittpunkt.
Dann ist G1G2 € (Qo, @1). Nun ist

Z(Qo, Q1) = Z(G1G2,Q) = Z(G1,Q) U Z(G2,Q),

woraus sofort die Behauptung folgt. B

Wir haben gesehen, dafl ein Biischel, das nicht nur aus reduziblen Quadriken besteht, hochstens 3 reduzible
Quadriken enthalten kann. Welche Méglichkeiten kommen vor?
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Quadriken im P3

Projektiv gibt es 4 Typen:

Rang 4: Nichtausgeartete Quadrik, z.B. zpz3 — 122 =0
Rang 3: Quadratischer Kegel, z.B. 2% 4+ 23 = 23

Rang 2: Zwei Ebenen, z.B. z122, =0

Rang 1: Doppelebene, z.B. 2 = 0

Geometrie auf der Quadrik zox3 = z129:
Sei @ = Z(xpxs — x122). Dann ist

Q={(1:2:y:2y)fU{(0:0: 22 : 23 U{(0:21:0:23)}.
Die letzten beiden Mengen sind Geraden.
Satz 22. Die Abbildung
¢ : Pt x P! 5 P3, ((ug 1), (vo : v1)) = (uoug : UL : UgVy : UVT)
ist injektiv und hat als Bild die Quadrik @ = Z(zoxs — 122).
Beweis: Offensichtlich ist ¢(P1 x P1) C . Wir betrachten die Abbildung ¢ noch etwas genauer:
H((1:w),(1:v)) = (l:u:v:uw)
$((0: 1), (vg : 1)) (0:vp:0:v1)
d((ug s up),(0:1)) = (0:0:ug:uy)

Damit sieht man sofort, dafl ¢ eine Bijektion von P! x P! mit @ liefert. Spiter werden wir sehen, dafl ¢
ein Isomorphismus ist. W

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Geraden auf @) liegen.
SaTz 23. Fiir u,v € P' sind
Gy = ¢({u} x Pl) = {(uoto : urto s ugty s uity), (to : t1) € Pl} = Z(upg — w1, U1 T — Ugls),
H, = (;S(P1 x {v}) = {(tovy : trvg : tovy s tvy), (to 1 t1) € P'} = Z(v1xg — vora, V121 — Vols)
Geraden auf Q = Z(woxs — x122) mit
GuNGy =0, H,NHy, =0, Gy,NH,={¢(u,v)},
firu#£ v und v #v'. Jede Gerade auf @ hat die Gestalt G, oder H,,.

Beweis: Alle Aussagen bis auf die letzte folgen sofort aus der angegebene Darstellung. Sei nun L eine
Gerade auf (). L wird parametrisiert durch 4 Linearformen g;(to,¢1). Dann gilt also fiir die Polynome
9093 = 94192-

Fall 1: go = 0. Dann ist gi1go = 0. Ist g1 = 0, so ist L = Z(wo,71) = Ho1), ist g2 = 0, so ist
L= Z(xo0,%2) = Go.1y.-

Fall 2: go # 0. Dann teilt go das Produkt g1¢2. Ist g1 = cgo, so folgt g3 = cg2 und damit L = Z(z; —
cxo, vz — crz) = G(1.0). Ist g2 = cgo, so ist g3 = cgy und damit L = Z (s — cxo, 23 — cx1) = H(1..). B

Wir wollen noch sehen, auf was die Geraden unter der Pliickerabbildung © abgebildet werden.
Die Gerade Gy, wird von den Punkten (0:0 : wug : 1) und (ug : uy : 0 : 0) aufgespannt, also gilt
m(Gy) = (0 : —ug D —UgUp I —UgUq : —uf :0),
also ist
T({Gu : w € P'}) = Z(po1, p23, Pos — P12, Pz — Po2p13)

eine ebene Quadrik.
Die Gerade H, wird von den Punkten (0:wvp:0: 1) und (v : 0 : 1 : 0) aufgespannt, also ist

n(Hy) = (—vg :0: —wvguy twguy 10 —v%),
und damit

m({H, : v € P'}) = Z(po2, p13, Pos + P12, Pos — Po1p23)
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eine ebene Quadrik.
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Morphismen

Wir haben bereits naiv Abbildungen zwischen algebraischen Mengen betrachtet. Die meisten davon waren
polynomial. In der Einfiilhrung hatten wir den Kreis aber auch mit anderen Funktionen parametrisiert:
2t !
e+ YT ey

r =
fiir ¢ = 47 1st das nicht definiert.

DEFINITION 13. Ser X C A" quasi-affine Varieldl. Fine Funktion f : X — k heifit requldr in P € X,
wenn es eine offene Umgebung U von P gibt und Polynome g, h € k[zy, ..., 2,], so daff h auf U nicht O
wird und gilt f = & auf U. Die Funktion f heifit requlir auf X, falls sie in jedem Punkt von X reguldr
ist.

Beispiel: Ist X C A" eine quasi-affine Varietat, so definiert jedes Polynom f € k[z1, ..., ,] eine regulire

Funktion auf X. Fiir ¢ € k[zy,...,2,] st U ={P € X : g(P) £ 0} = (A" \ Z(g)) N X offen in X. TIst
also U # (), so definiert 5 eine regulére Funktion auf U.
Beispiel: Wir betrachten X = Z (2% +y? — 1) C A%, Die Funktion f = 1_Tx ist regular fiir y # 0, d.h. in

allen Punkten P # (1,0), (—1,0). Nun gilt aber aufierhalb dieser Punkte
le—x (1—2)y (1—2)y Yy

y v (-0t 1t
definiert man also f durch diese Formel, so ist f auch in (1,0) definiert mit Wert 0.

Beispiel: Wir betrachten die affine Varietdt X = Z(y*—2?) € A% Sei f = £. Setzen wir U = X\{(0,0)},
so ist klar, daf f eine regulire Funktion auf U ist. Sei jetzt g = f2. Natiirlich ist g reguldr auf /. Nun
ist aber auch
v
Setzen wir also ¢((0,0)) = 0, so ist g reguldr auf ganz X. f 148t sich nicht regular auf (0,0) fortsetzen,
denn sonst gabe es Polynome u(z, y), v(x, y) mit
y _ u(z,y)

z  v(x,y)
fiir alle Punkte einer offenen Umgebung von (0, 0), insbesondere v(0,0) # 0. O.E. ist

u(z,y) = uo(x) +ur(2)y, v(z,y) = vo(z) + vi(2)y.
Ausmultiplizieren ergibt auf X:
uo(@)x + up(x)ey = vo(x)y + vl(x)x?’

auf einer offenen nichtleeren Menge, also auf ganz X . Die Gleichheit muff dann modulo des Ideals (y? —23)
gelten, also auch modulo des gréBeren Ideals (2%, zy, y?), was

uo(0)y = vo(0)2 mod (2%, zy, y?)

liefert, also vg(0) = 0, einen Widerspruch zu vg(0) # 0. Also 148t sich f nicht zu einer reguldren Funktion
auf X fortsetzen, wohl aber f2.

LEMMA 6. Eine regulire Funktion f : X — k st stetig, wenn k mit Al (mit der Zariski-Topologie)
wdentifiziert wird.
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Beweis: Es ist zu zeigen, daBl das Urbild abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Die einzigen abge-

schlossenen Teilmengen von k sind @, k und {aj,...,a,}. Also geniigt es zu zeigen, daf} fiir a € k die
Menge f~!(a) abgeschlossen ist. Sei f auf einer offenen Menge U gegeben durch f = %(ii’—’i"% Dann ist

U a)nU ={PcU: f(P)=ag(P)} = Z(g(x1,...,2,) —ah(z1,...,2,)) N,

d.h. f=1(a) N U ist abgeschlossen in U/. Da X von solchen offenen Mengen U iiberdeckt wird, folgt, daf}
J~1(a) abgeschlossen ist. m

Die Umkehrung des Lemmas gilt nicht, dazu ist die Zariski-Topologie zu schwach:

Beispiel: Eine nichtkonstante Funktion f : A' — k ist genau dann stetig, wenn fiir jedes ¢ € k die
Menge f~1(c) endlich ist. So ist f mit f(t) =t fiir t # 0, f(0) = 1 stetig. Wire f regulir in 0, so gibe
es Polynome g(¢), h(t) mit 2(0) # 0 und f(¢) = % fiir unendlich viele Werte von ¢t. Dann wiirde folgen
g(t) =th(t) und damit g(0) = 0, also f(0) = 0, ein Widerspruch. Also ist f stetig, aber nicht regulir.
DEFINITION 14. Ser X C P” eine quasi-projektive Varietdt. Eine Funktion [ : X — k heifit requldr im
Punkt P € X, falls eine offene Menge U mit P € U C X existiert, homogene Polynome gleichen Grades
g(zo, ..., 2n), h(zo,...,2,), so daff h auf U nicht verschwindet und f = & auf U gilt. f heifit reguldr auf
X, falls f in jedem Punkt von X requldr ist.

Bemerkungen:

1. Reguldr zu sein ist also eine lokale Eigenschaft. Man sieht sofort, dafl die zweite Definition unmit-
telbar aus der ersten folgt.
2. Man zeigt auch im zweiten Fall die Stetigkeit einer reguldren Funktion.

DEFINITION 15. Fliir eine quasi-affine bzw. quasi-projektive Varietdt X set
OX)={f:X =k regulir}.
LEMMA 7. O(X) ist ein Ring und O(X) D k.

Beweis: Zu zeigen bleibt: Sind f und g regulidr auf X, so auch f + ¢ und fg. Das ist aber eine lokale
Eigenschaft. Sei also P € X. Um P gilt dann

Fe Fxy,...,2n) and g = G(xl,...,xn).
U(xy,...,2p) Ve, ..., 2n)
Dann 1st dort
FV +GU rG
= d = —
f+y oy und f9 =

also wieder reguldr in P. &

SaTz 24 (Identitatssatz). Sind f und g reguldr auf X und stimmen sie auf einer offenen Teilmenge U # 0
tberein, so qilt bereits f = g auf ganz X.

Beweis: Auch f — g ist regulir, also stetig, also (f — ¢)~!(0) abgeschlossen. Da nichtleere offene Mengen
dicht liegen folgt aus U C (f — ¢)~1(0) sofort (f — ¢)~1(0) = X, also die Behauptung. m

Warnung: Die stetigen Funktionen auf einer Menge miissen keinen Ring bilden.
Beispiel: Sei f. : Al — k gegeben durch f.(t) =t fiir ¢ # 0 und f.(0) = c. Dann ist f. stetig, nicht jedoch
fa=f

Ist X eine affine Varietdt im A", so sind natiirlich alle Polynomfunktionen regular auf X. Gibt es noch
andere?

SATZ 25. Die reguliren Funktionen auf einer affinen Varietdt X sind genau die Polynomfunktionen, d.h.
die Elemente des affinen Koordinatenrings A(X).
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Beweis: Sei f eine reguldre Funktion auf X. Dann wird X iiberdeckt von offenen nichtleeren Mengen
Uj,t € I, so da f auf U; durch den Quotienten von Polynomen gegeben ist: f = g—’. Auf U; NU; gilt

g—: = g—j, also fig; = fjg; auf U; NU; und damit auf ganz X. Ist X = Z(p;,j € J), so ist Z(p1,j €
J,gi,1 € I) =0, da in jedem Punkt von X mindestens ein g; nicht verschwindet. Nach dem Hilbertschen

Nullstellensatz gibt es Polynome ¢;,¢ € I, k;,j € J mit

1= higi+ > ksp;.

Auf X gilt also 1 = 3" h;g; und weiterhin
g (O hifi) = 5O hagi) = 1,
auf Uj also f =3, hifi, d.h. f wird auf ganz X durch die Polynomfunktion ). h; f; darstellt. m

Welche reguldren Funktionen gibt es auf projektiven Varietdten? Natiirlich sind die Elemente aus k
reguldr.

SATZ 26. Set X C P eine projektive Varieldt. Jede requlire Funktion auf X ist konstant.

Beweis: Wir konnen 0.E. X & {z; = 0} fiir alle ¢ annehmen. Sei U; = {#; # 0} und f: X — k regulér.
Dann ist X NU; eine affine Varietdt mit affinen Koordinaten £2,..., 7. Da f auf U; N X regulér ist, gibt
es nach dem letzten Satz ein N € N und eine homogenes Polynom F;(xg,...,#,) vom Grad N, so daf

auf U; N X gilt f =

foFj = ijFZ auf U; NU; N X, also auf ganz X und damit in S(X), dem projektiven Koordinatenring
von X. Im Quotientenkdrper Quot(S(X)) gilt also g := xFN = :—fv Sei jetzt M > (n+ 1)(N — 1) und Vs
der k-Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad M FﬁI’J Sy = Var/Var N I(X) gilt dann

Su1 C S(X) € Quot(S(X).

Nun wird Sys erzeugt von Monomen xé” .. x;" mit ¢g + -+ + i, = M. Dann gibt es einen Index ¢ mit
£> N und somit wird (in Quot(S(X)))

xr

L. (N kann unabhingig von i gewihlt werden.) Auf U; NU; N X gilt sz’v = f—]§, also

z

g ~x6” cxin = galV J:é” . .xﬁ_N Lxlr € Sy
Also g - Sy C Spr, d.h. g liefert einen Endomorphismus des endlich dimensionalen k-Vektorraums Spy.

Daher erfiillt g ein charakteristisches Polynom
g F g 4 e, =0 mit ep,...,em €K
Da k algebraisch abgeschlossen ist, folgt g € £ und damit f € k, was zu zeigen war. &

DEFINITION 16. o Unter etner Varietdt tber k verstehen wir eine affine, quasi-affine, projektive oder
quasi-projektive Varietdt iber k.
o Seien X undY Varietiten und ¢ : X — Y ewne Abbildung. ¢ heifit Morphismus, falls ¢ stetig ist
und fiir jede o offene Menge V CY und jede regulire Funktion f auf V auch f¢ : ¢=1(V) = k
requldr ist.
o Zwer Varietiten heiffen isomorph, falls es Morphismen ¢ : X = Y und ¢ :' Y — X gibt mat

o = idy und ¢ = idx.
Beispiel: Wir hatten die Bijektion
¢i 2 Ui = A",
wo U; = P"\ Z(x;). ¢; war ein Homoomorphismus. War hatten uns schon iiberlegt, wie Polynome
transformiert werden. Also ist ¢; ein Isomorphismus.

Beispiel: Koordinatenwechsel sind Isomorphismen.

Beispiel: Bei der Parametrisierung des Kreises 22 4+ y* = 1 haben wir (z,y) zugeordnet ¢ = xy? Wir
wollen daraus eine Abbildung ¢ von X = Z(z2 — 27 — 2%) C P? in P! machen.
Fiir x5 # 0 gilt:

(o421 :22) = ((wo 4+ 21)22 2 (2o + 1) (20 — 1)) = (w2 : 20 — 21).
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Die linke Seite ist definiert auBer fiir (1 : —1 : 0), die rechte Seite aufer fiir (1 : 1 : 0). Also liefern die
Formeln einen Morphismus ¢ : X — P!. (Daf regulire Funktionen in regulire zuriickgezogen werden, ist
triviall)

Wir definieren jetzt ¢ : P! — X durch

W((to 1)) = (2413 12 — 17 < 20ty).
Man sieht sofort, dal ¢ regulér ist. Zeige, dafl ¢ ein Isomorphismus ist.
Beispiel: Sei X = A'\ {0} und Y = Z(zy — 1) C A%. Wir definieren
1
d):X—)Y,ti—)(t,;),
und
Y =5 X, (x,y) = .

Zeige, dafl ¢ ein Isomorphismus ist. Eine quasi-affine Varietdt kann also zu einer affinen isomorph sein.

Beispiel: Sei X = Z(y? — 23) C A%,

1. Definiert man ¢ : A — X durch ¢ — (¢2,¢3), so ist ¢ ein Morphismus.

2. Sei ¢ : X — Al definiert durch: ¢((z,y)) = 4 fiir (x,y) # 0 und ¥((0,0)) = 0. Trivialerweise ist
¥ stetig. ¢ ist kein Morphismus, sonst wére ¢ reguldr auf X, eine Fortsetzung von £, was nach
einem fritheren Beispiel nicht geht.

3. ¢ ist also kein Isomorphismus.

Satz 27. Seien X und Y Varietiten. Jeder Morphismus ¢ © X — Y induziert dann emmen k-Algebra-
homomorphismus ¢* : O(Y) = O(X), f = fo¢. Ist 1Y — 7 ein Morphismus, so gilt (¢)* = ¢*¢*
und td* = id. Ist ¢ ewn Isomorphismus, so auch ¢*.

Der Beweis ist klar.
FOLGERUNG 3. Ist eine Varietdt X projektiv und gleichzeitig affin, so ist X ein Punkt.

Beweis: Da X affin ist, gilt O(X) = A(X) = k[z1,...,2,]/1(X). Da X projektiv ist, gilt O(X) = k. Also
A(X) =k, d.h. X ist ein Punkt. m

FOLGERUNG 4. Ist X C P" eine projektive Varietdt, aber kein Punkt, und H C P" eine Hyperebene, so
gilt XN H # 0.

Beweis: O.E. H = {zg = 0}. Ware X N H = §), so wire X = X N Uy auch affin, also X ein Punkt, was
nicht sein sollte. B

SATZ 28. Set X eine Varietdt, Y C A" ewne affine Varieldt. Eine Abbildung ¢ : X — Y st genau dann
ewn Morphismus, wenn ¢; : X — k reguldr ist, wo ¢; = x;¢ die i-te Koordinate von ¢ ist.

Bewets:

e Ist ¢ = (¢1,...,¢n) ein Morphismus, so liefern nach Definition die regulidren Funktionen #; auf YV’
reguldre Funktionen ¢; = ;¢ auf X.

e Seien jetzt alle ¢; = #;¢ regulir auf X. Dann ist auch fiir jedes Polynom f(z1, ..., #,) die Funktion
fé = f(d1,...,¢n) reguldr. Sei 7 C Y abgeschlossen, also Z = Y N Z(f1,..., fa). Dann ist
¢~ Z) ={f16 = = fa¢ = 0}. Diese Menge ist aber auch abgeschlossen, da die f;¢ stetig sind.
Also ist ¢ stetig. Sei schlieBlich f eine reguldre Funktion auf U C Y'; wir miissen sehen, dafl fo ¢
regulir auf ¢=1(U) ist. Ist @ € ¢~1(U), so P = ¢(Q) € U. Auf einer offenen Umgebung Uy mit
P €Uy CU gibt es Polynome g(x1,...,2,), h(x1,...,2,) mit f = Z. Auf der offenen Umgebung

¢~1(Up) von Q in U gilt f¢ = % Da aber die ¢;’s lokal Quotient von Polynomen sind,

ist es auch f¢, was noch zu zeigen war. B
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SAaTz 29. Ist X eine Varietdt und Y C A™ eine affine Varieldl, so ist
A Mor(X,Y) — HOmk-Algebm(A(Y)’ 0(X)), ¢ ¢
eine Bijektion.
Beweis: A ist ingektiv: Seien ¢1 und ¢ zwel verschiedene Morphismen von X in Y. Dann gibt es ein

P € X mit ¢1(P) # ¢2(P), also eine Koordinatenfunktion z; mit @;¢1(P) # z;¢2(P). Insbesondere ist
¢7(2:) = x;¢1 # xid2 = ¢5(x;), also @7 # ¢5.
A ist surjektiv: Sei £ @ A(Y) — O(X) ein k-Algebra-Homomorphismus. Dann sind ¢; = £(x;) regulire
Funktionen auf X. Wir betrachten den Morphismus ¢ = (¢1,...,¢,) : X — A". Fir f € I(V) ist
flz1,...,2) =0in A(Y) und damit
also ¢(P) € Z(I(Y)) =Y, d.h. ¢ ist ein Morphismus von X in Y. Nun ist

o™ (2i) = ;¢ = ¢; = L(x:).

Da A(Y) von den #; erzeugt wird (liber k) folgt £ = ¢*, was wir zeigen wollten.

SaTZ 30. Zwei affine Varietiten X und Y sind genau dann isomorph, wenn thre Koordinatenringe A(X)
und A(Y') als k-Algebren isomorph sind.

Beweis: Die eine Richtung ist klar. Sei umgekehrt o : A(X) — A(Y) ein Isomorphismus mit Umkehr-
abbildung 8. Nach dem letzten Satz gibt es Morphismen ¢ : Y — X und ¢ : X — Y mit @ = ¢* und
8 =¢*. Aus

()" = fa = id und (¥6)" = af = id
folgt ¢ = id und ¢ = id, was zu zeigen war. B

Bemerkung: Eine affine Varietét ist also durch O(X) eindeutig bestimmt. Ist X C P” eine projektive
Varietat, so ist X; = X N U; eine affine Varietat (oder @), also durch O(X;) eindeutig bestimmt, und
weiter X = U; X;. Dies wird spater zum Begriff eines Schemas entwickelt.

Wir wollen schliefSlich noch eine wichtige geometrische Konstruktionsmethode fiir Abbildungen kennen-
lernen:

Projektionen: Sei () € P” ein Punkt und H eine Hyperebene in P”, die () nicht enthilt. Wir definieren

dann 7 : P\ {Q} — H ~ P"~! wie folgt: fiir P € P\ {Q} sei L die Verbindungsgerade von P und Q.

Sie schneidet H in genau einem Punkt, den wir m(P) nennen.

Algebraisch driickt sich das wie folgt aus: O.E. @ = (1:0:---:0) und H = {2y = 0}. Dann gilt
Glrgmy - raxn) =02y - xy).

An Hand der algebraischen Darstellung kann man schnell ablesen, dafl 7 ein Morphismus 1st.

Beispiel: Sei jetzt @ = (1 : —1 : 0) € P? und H = {x; = 0}. Wir betrachten die Projektion @ auf

H ~ P! Sei X = {2 + 2% = z2}. Wir schrinken die Projektion ein auf X \ {Q}. Zeige, daB sich der

Morphismus forsetzt zu einem Morphismus auf ganz X. Er stimmt mit dem im zuvor gegebenen {iberein.

Beispiel: Wir wihlen @ = (0:0:0:1) € P? und H = {3 = 0}. Dann induziert die Projektion von @
auf H einen Morphismus
¢ : X \{Q} = P? wo X = Z(wors — x122).
Wir haben die Geraden
Gy = {Ull‘o = UpZ1, U1 L2 = Uol‘S}, o, = {011‘0 = VpZ&2,V1L1 = Uo$3}~
Durch den Punkt ) gehen die beiden Geraden
G=Gx={20=22=0}und H=H, = {zg =2, =0}.

Sie werden abgebildet auf zwei Punkte:

o(GAN{Q}) =(0:1:0), ¢(H\{Q@})=1(0:0:1).
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Sei Gy # G. Dann schneidet G, die Gerade H, also liefert ¢(G,, \ {®}) eine Gerade durch (0 : 0 : 1).
Analog ergibt ein H, # H eine Gerade durch (0 : 1 : 0). Ein Punkt P, der weder auf G noch auf H
liegt, ist Durchschnitt zweier Geraden Gy N H,. Also ist ¢(P) der entsprechende Durchschnitt von zwei
Geraden im P?. (Skizze!) Rechne zur Ubung alles mit Gleichungen nach.

Die Veronese-Abbildung: Seien My, ..., My die Monome vom Grad d in den Variablen xg, ..., z,.
Esist N = (”:d) — 1. Wir definieren die Veronese-Abbildung

Vng:P" — | o2l

durch P — (My(P) : --- : My(P)). Man zeigt schnell, dafi dies ein injektiver Morphismus ist. Spéter
werden wir sehen, dafl v, 4 sogar einen Isomorphismus von P™ auf eine projektive Varietédt in PV liefert.

Beispiel: n = 1,d = 2: Wir haben die Monome z2, zgx1, 2%. Dann ist

via(zo:21) = (J:g DLk x%)

Man sieht schnell, daf§ dies einen Isomorphismus zwischen P! und der Quadrik yoys = y7 in P? liefert.
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Produkte von Varietaten

Bemerkung: Wir hatten frither gesehen, dafl die Abbildung
6:P'xPl5 Q= Z(wows — w1w2),  ((ug:u1), (vo:v1)) = (uovg : ugvy : U1vg : Uv1)
eine Bijektion ist. Wir hdtten gerne, dafl ¢ ein Isomorphismus ist.

Die abgeschlossenen Mengen bzgl. der Produkttopologie auf P! x P! sind endliche Vereinigungen von
Mengen des Typs

f, endliche Teilmengen , P! x {q1,...,¢n},{p1, ..., pm} x P, P x PL.
Andererseits ist z.B. das Urbild der abgeschlossenen Menge Q N Z(xy — x3) die Menge

P — wrer) = 1((1 ), (1 1), 0}UL((0 1), (1: 0]} UL((1:0), (0= 1)},

die aber nicht abgeschlossen in der Produkttopologie ist.
Welche Topologie muff man auf P! x P! wihlen, damit ¢ ein Isomorphismus ist?

DEFINITION 17. e Fin Polynom f € k[zo, ..., Zm, Yo, .., Yn] heift bihomogen vom Grad (d,e), falls

gilt:
f: Z Z aiu...z’mju...jnl‘ﬁu~~~$iﬁ”y60~.yfl"~
fot++im=djot+ -+in=¢

o Auf P™ x P™ nennen wir eine Menge algebraisch oder abgeschlossen, falls sie Nullstellenmenge
bihomogener Polynome f;(x,y) ist. Dies induziert eine Topologie, die wir wieder Zariski- Topologie
nennen. Damit haben wir auch eine Topologie auf allen Teilmengen von P™ x P™,

o Fine Funktion f: X — k, die auf einer Teilmenge X C P™ x P" definiert ist, heifit requldr, wenn
ste sich lokal als Quotient bthomogener Polynome gleichen Grades schreiben ldfit. Damit lqfit sich
der Morphismusbegriff natirlich erweitern.

Satz 31. Auf P™ seien die Koordinaten g, . . ., ., auf P" die Koordinaten vy, . . ., yn, und auf Pmntmtn
die Koordinaten z;;,1=0...m,7=0...n gewdhlt. Weiter sex
X = Z(zijzkl — Z{lZkj - 0 S i,k’ S m,O S _],l S n)
Dann st die Abbildung
¢ P" X P = X, ((2i), (y;) = (215 = @iy;)
ewn Isomorphismus. ¢ heifit Segre-Einbettung.

Beweisskizze:

e Zunichst iiberlegt man sich, dal ¢ auf ganz P™ x P” definiert ist. Offensichtlich ist auch das Bild
von ¢ in X enthalten.

e Sei (zg0 @ -+t Zmn) € X. Ist (zotys .-+, 2miy) # 0 und (zory, ..., 2mi,) # 0, so sind die zwei
Vektoren linear abhéngig, denn: ist zg,;, 7 0 und zg,;, # 0, so auch zj,;, # 0 und zi,;, 7 0 wegen
Zhkyly Zhialy = ZkylsZkols, und es gilt dann

Genauso zeigt man: sind zwei Vektoren (zx,0,. .., Z5,n) und (g0, - - -, Zkn) von 0 verschieden, so
sind sie linear abhingig. Definiert man also ¢ : X — P™ x P” durch

(oot Zmn) > (2ot 210 0+ Zmt), (Zh0 = 281 -+ 2 ZEn)),

falls es Elemente zg,; # 0 und zz;, # 0 gibt, so ist dies wohldefiniert. Durch Einsetzen unter
Benutzung der Relationen sieht man auch sofort ¢ o ¢ = ¢d und ¢ o ¢y = id.

39
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e ¢ ist stetig: Jede abgeschlossene Menge auf X ist endlicher Durchschnitt von Mengen X N Z(f),
wo f(z00,. .., Zmn) homogen vom Grad d ist. Nun ist

¢_1(Z(f)) = {f(xoy()a ey xmyn) — 0}
Nullstellenmenge eines bihomogenen Polynoms vom Grad (d, d), also abgeschlossen. Daraus folgt
die Behauptung.
e ) ist stetig: Sei f(zo,...,%m;¥o,...,Yn) bihomogen vom Grad (d,e). Es geniigt zu zeigen, dafl
Y=H(Z(f)) abgeschlossen ist. Sei

Tri(zo0, -, Zmn) = F(201, - - s Zmi; 280, - - -, Zkn)-
frr 1st homogen vom Grad d 4+ e. Dann iiberlegt man sich schnell, da§
VNI =Z(fru i k=0,...,mI=0,....n)NX

gilt, was die Behauptung beweist.
e Dafl sowohl ¢ als auch ¥ Morphismen sind, ist sofort klar, da die Abbildungen durch Polynome
gegeben werden. B

Beispiel: Die Rang-4-Quadrik Z(zqzs — z122) C P3 ist also isomorph zu P! x P1L.
LEMMA 8. Die Projektion m : P™ x P? — P™ st ein Morphismus.

Sind X C P™ und Y C P™ algebraische Mengen, so erhélt X x Y eine algebraische Struktur, wenn man
X x Y als Teilmenge von P™ x P™ betrachtet.

LeMMA 9. Sind X CP™ und Y C P” wrreduzibel, so auch X x Y.

Beweis: Sei
X xY g Z(fla"'afT) UZ(gla"'ags) == Z(flgla"'angs) g Z(flg])a
wo f; and g; bihomogene Polynome sind. Wir schreiben f = f; und g = g;. Sei P € Y. Dann ist

XC{zeP”: f(x,P)g(x,P)=0}={zeP™: f(z,P)=0}U{z € P" : g(x, P) = 0}.
Da X irreduzibel ist, gilt
X C{f(e.P)=0} oder X C {g(x,P)=0}.
d.h.
X x{P}C Z(f) oder X x{P}C Z(g).
Nun ist
YVi={yeY : Xx{y}CZ(f)} ={yeY : f(x,y) =0firallex € X} =Myex{y €Y : f(z,y) =0}

abgeschlossen in YV, analog Y, = {y € Y : X x {y} C Z(g)}. Nach dem Vorangegangenen ist Y1 UY, =Y,
da VY irreduzibel ist, folgt also Y = Y] oder Y = VY5, d.h. X x Y C Z(f) oder X x Y C Z(g). Daraus folgt
schnell die Behauptung. B

LEMMA 10. Sind X und Y projektive Varietiten, so auch X X Y.

Beweis: Wir haben eben gesehen, dafl auch X x Y irreduzibel ist. Ist
X =Z(fi(xo,...,xmn) :i=1,...,7) CP™ und Y =Z(g;(yo,...,4n):j=1,...,s) CP",

S0 1st
X xY :Z(fla"'afTagla"'ags) g P™ x Pna
also abgeschlossen. Unter Verwendung der Segre-Einbettung folgt die Behauptung. B

Genauso sieht man, dafl das Produkt quasi-projektiver Varietaten wieder quasi-projektiv ist.

LEMMA 11. Es gilt A™ x A™ ~ A™+" Das Produkt affiner Varietiten ist wieder affin.

Sind X C P™ und Y C P” quasiprojektive Varietiten, so ist auch X xY C P™ x P” quasiprojektiv. Sind
X und Y projektiv, so auch X x Y. Man sieht auch schnell, dal A™ x A™ ~ A™*" gilt. Die Projektion
m: P x P" = P™ ist ein Morphismus.
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LEMMA 12. Die Diagonale A = {(z,z) : ® € P™} C P™ x P™ ist abgeschlossen und A : P™ — Ajx —
(z,z) ein Isomorphismus.

Beweis: Die Abgeschlossenheit der Diagonale folgt aus der Darstellung
A=Z(ziy; —x;y 00 <4, j <m),
der Rest ergibt sich dann sofort. m

Daraus ergibt sich leicht:

LEMMA 13. Fir eine (quasi-projektive) Varietdt X ist die Diagonale Ax = {(z,z) 12 € X} C X x X
abgeschlossen in X x X.

Bewets: Wir schreiben X C P™. Dann ist
Ax = Apn ﬂ(X X X),
woraus die Behauptung folgt. B

Damit beweisen wir jetzt folgenden Satz:

SaTz 32 (Identitédtssatz fiir Morphismen). Sind X und Y Varietiten und ¢,v : X — Y Morphismen,
die auf einer nichtleeren offenen Menge U tibereinstimmen, dann gilt bereits ¢ = 1.

Beweis: Wir betrachten den Morphismus ¢ x ¢ : X — Y X Y. Da die Diagonale Ay abgeschlossen ist, ist
auch (¢ x /)71 (Ay) abgeschlossen. Andererseits gilt U C (¢ x ¢) "1 (Ay ), was sofort X = (¢ x ¢)"1(Ay)
und damit ¢ = ¢ liefert. B

LEMMA 14. Ist ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen Varietiten, so ist der Graph T'y = {(z, ¢(z)) : z €
X} abgeschlossen in X xY.

Beweis: Fiir den Morphismus ¢ : X x Y =V x Y mit (z,y) = (¢(2),y) gilt:
v Ay) =Ty,

woraus die Behauptung mit dem letzten Lemma folgt. B
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KAPITEL 8

Bilder von Morphismen

Seien X und Y Varietiten und ¢ : X — Y ein Morphismus. Was kann man dann iiber das Bild von ¢,
d.h. tiber ¢(X) CY sagen?

Beispiel: Sei ¢ : A? — A? gegeben durch ¢((z,y)) = (z,zy). Dann ist
$(A%) = {z # 0} U{(0,0)}.

Das Bild ist keine algebraische Menge in A2, auch nicht quasiaffin.

Wir wollen sehen, dafl bei projektiven Varietdten so etwas nicht vorkommt.
Ist ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen Varietiten, I'y = {(z,¢(2)) : # € X} C X XY der Graph von
¢ound 7 : X XY — Y die Projektion auf die zweite Komponente, so ist das Bild von ¢:

6(X) = m(Iy) C V.

Aus diesem Grund werden wir zunéchst Eigenschaften von Projektionen 7 : X XY — Y studieren.
Eine stetige Abbildung ¢ : X — Y zwischen topologischen Raumen heifit abgeschlossen, wenn fiir jede
abgeschlossene Menge A C X das Bild ¢(A4) abgeschlossen in Y ist.

LEMMA 15. Die Projektion m: P” X P® — P" auf den zweiten Faktor ist eine abgeschlossene Abbildung.

Bewets:

1. Auf P™ wihlen wir die Koordinaten g, ..., zmy, auf P? die Koordinaten yo,...,y,. Set X C
P™ x P" abgeschlossen. Wir miissen sehen, dafi auch m(X) abgeschlossen ist. Es gibt bihomogene
Polynome f;(z,y) mit X = Z(f1,..., fr). Wir kdnnen annehmen, daf§ alle Polynome f;(x,y) den
gleichen Grad (d, e) haben.

2. Sei V; der k-Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad £ in zg, . .., 2,,. Wir definieren eine

k-lineare Abbildung (fiir y € k" +1)
Ge(y) :Vica x - x Vg = Vi, (91(2)s -, 90(2) = filz,y)ga(2) + -+ fr(2,9) 90 (7).

Sei my die Dimension von (V4_4)" und n; die Dimension von V;. Beziiglich fest gewihlter Basen
wird dann ¢¢(y) : &™* — k"¢ durch eine ny x mg-Matrix M;(y) beschrieben, wo die Eintrige
homogene Polynome in yg, ..., ¥, (vom Grad e) sind.

3. Nun gilt fiir b = (bg : - - - : b,) € P™, wobei wir uns die Koordinaten bg, . . ., by, fest gewahlt denken,
und den Hilbertschen Nullstellensatz (in der projektiven Version) benutzen:

b m(X) {lz eP™: fi(z, )= = fr(z,0) =0} =10

\/(fl(xab)a < 'afT(xab)) 2 (an .. 'axn)

es gibt £ > 1 mit (zo,...,2,)" C (fi(x,0),..., fr(x,b))

es gibt ein £ > 1 mit V; C (f1(x,b),..., fr(z,b))

es gibt ein £ > 1, so dafl ¢,(b) surjektiv ist

es gibt £ > 1: Rang(M,(b)) = n,

es gibt £ > 1 und eine n; X ny-Unterdeterminante von M, (b) # 0.

rreroon

Damit gilt umgekehrt:
bem(X) <= fiir alle £ verschwinden alle n; x n,-Unterdeterminanten von M;(b).
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Also gilt:
m(X) = ﬂ Z({ alle ng x ng-Unterdeterminanten von Mq(y)}),
d>1

insbesondere ist 7(X) abgeschlossen. ®

FOLGERUNG 5. Flir alle Varietiten Y st die Projektion m : P XY — Y auf die zweite Komponente
eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: Wir kénnen schreiben ¥ C P”. Die Projektion 7 kommt dann her von der Projektion 7 :
P™ x P*" — P". Sei jetzt A C P™ x Y abgeschlossen. Dann gibt es eine abgeschlossene Teilmenge
BCP" xP"mit A= (P™ xY)NB, da P™ x Y die induzierte Topologie tragt. Nach dem Lemma ist
das Bild m(B) C P" abgeschlossen. Nun ist aber 7(A) =Y Nx(B), also m(A) abgeschlossen in V. B

SATZ 33. Fiir eine projektive Varietdt X und eine Varietdt Y ist die Projektion m: X xY — Y auf die
zwette Komponente eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: X ist eine abgeschlossene Teilmenge eines P™. Ist A C X x Y abgeschlossen, so ist A auch in
P™ x Y abgeschlossen. Nach der Folgerung ist dann 7(A) C Y abgeschlossen. B

Bemerkung: Die Aussage des letzten Satzes formuliert man auch so: Fiir eine projektive Varietét ist
die Abbildung X — {Punkt} universell abgeschlossen.

FOLGERUNG 6. Ist ¢ : X — Y ein Morphismus zwischen Varietdten und X projektiv, so ist das Bild
#(X) CY abgeschlossen.

Beweis: Wir wissen, dafl der Graph T'y = {(z, ¢(z)) : z € X} abgeschlossen in X XY ist. Ist ¢ : X XY = Y
die Projektion, so ist nach unserem Satz ¢(X) = n(I'y) abgeschlossen in Y. B

Bemerkung: Was bedeutet der Satz? Ist ¢ : X — P” ein Morphismus, so ist also ¢(X) abgeschlossen
in P? d.h. es gibt homogene Polynome fi, ..., f, mit

o(X) ={fi(zo,..,2n) = = fr(20,..., %) = 0},
das Bild von ¢ 148t sich also durch Gleichungen beschreiben.
Beispiel: Ist X eine projektive Varietdt und ¢ : X — k eine regulare Funktion, so kann man ¢ auch als
Morphismus X — P! auffassen. Dann ist ¢(.X) C P! abgeschlossen, wegen ¢(X) # P! ist ¢(X) endlich,

da es auch irreduzibel ist, besteht also ¢(X) aus einem Punkt, d.h. ¢ ist konstant. Dies liefert einen
alternativen Beweis eines fritheren Satzes.

Beispiel: Wir betrachten die Projektion 7 : A’ x A’ — A! auf die zweite Komponente. Die Menge
X = {xy = 1} C A! x Al ist abgeschlossen, aber ¢(X) = A'\ {0} ist nicht abgeschlossen. Also ist
A' — {Punkt} nicht universell abgeschlossen.

Das Beispiel verallgemeinert sich wie folgt:

SATZ 34. Ist X eine (quasi-projektive) Varietdt, so daf fir alle Varietdten'Y die Projektionnm : X XY —
Y abgeschlossen ist, so ist X projektiv.

Beweis: Ist X C P, so betrachten wir den Morphismus ¢ : X — P” mit ¢(z) = «. Wir wissen, daf} der
Graph I'y abgeschlossen in X x P” ist. Also ist

X =9¢(X)=r(l'y) CP”
abgeschlossen in P” d.h. X eine projektive Varietit. B
Wir wollen noch eine (von vielen) Anwendungen aufzeigen:
Die ebenen Kurven vom Grad d bilden einen projektiven Raum der Dimension M, den wir jetzt mit

P)
E(d) abkiirzen wollen:
E(d) = {agzl+ -+ @ a(as) 23 =0} ={(ag: --: ad(d;ra))}.
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Multipliziert man ein homogenes Polynom vom Grad d; zusammen mit einem homogenen Polynom vom
Grad ds, so erhélt man ein homogenes Polynom vom Grad d; 4+ d». Also erhélt man einen Morphismus:

¢d1,d2 . E(dl) X E(dz) — E(dl + dz)
Zerfallt umgekehrt eine Kurve vom Grad d in zwei Kurven vom Grad e und d — e, so liegt die Kurve im
Bild von
bed—c : E(e) x E(d—€) — E(d).
Damit ist unmittelbar klar: Die reduziblen Kurven sind genau die Kurven in
Uiceca e a-e(E(e) x E(d = ¢)).
Nach unserem Hauptsatz dieses Abschnitts 1st diese Menge abgeschlossen. Also erhélt man:

FOLGERUNG 7. Die reduziblen Kurven in FE(d) bilden eine abgeschlossene Menge, d.h. lassen sich durch
Gleichungen charakterisieren.
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KAPITEL 9

Rationale Abbildungen

Wir haben gesehen, daf fiir eine projektive Varietdt O(X) = k ist. Geht man aber zu einer offenen
Teilmenge {iber, so wird es im allgemeinen viele reguldre Funktionen darauf geben. Dies wollen wir jetzt
néher betrachten.

DEFINITION 18. Ser X eine Varietdt. Wir nennen zwei requldre Funktionen fiy : Uy — k, fo : Us — k, wo
Uy, Uy offene nichtleere Teilmengen von X sind, dquivalent, wenn es eine offene Menge § #V C Uy, U
gtbt, so daf f1|V = f2|V. Durch diese Definition erhdll man tatsdchlich eine Aquivalenzrelation. Eine
Aquivalenzklasse nennen wir auch rationale Funktion auf X. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit

k(X) bezeichnet.
Bemerkungen:

1. Sind f1 : Uy — k, fo : Uz — k zwel reguldre Funktionen, die auf einer offenen nichtleeren Menge
iibereinstimmen, so auch auf U; N Uz wegen des Identitétssatzes fiir regulére Funktionen.
2. Im eigentlichen Sinn sind rationale Funktionen keine Funktionen auf X.

Beispiel: Wir betrachten auf X = Z(x—y) C A? die Funktion f = .- Sie ist regulér auf U = X\ {(0,0)}.
Nun ist aber f|U = 1|U, also ist eigentlich f = 1, nur ist die Darstellung nicht optimal.

LEMMA 16. Es gibt eine grofite offene Menge, auf der eine rationale Funktion definiert (und reguldr) ist.

Beweis: Seien (f;, U;),i € I die Reprisentanten einer rationalen Funktion. Sei U = |J, U;. Wir wollen eine
reguldre Funktionen auf der offenen Menge U definieren: Sei P € U. Dann gibt es ein ¢ mit P € U; C U.
Wir definieren f(P) = f;(P). Die Funktion f ist wohldefiniert: Ist P € U;, so gilt ja: f;|U;NU; = f;|U;NU;,
also f;(P) = fi(P). Die Funktion f ist regulér wegen f|U; = f;. Nach Definition von U kann f auf keiner
grofleren Menge definiert werden. B

Das Lemma bedeutet, daffl wir uns rationale Funktionen doch wieder als Funktionen vorstellen kénnen.
Wir sprechen dann auch vom maximalen Definitionsbereich Uvon f. Wir sagen f ist definiert in P, falls

PeU.
LEMMA 17. k(X) ist ein Korper. Er wird Funktionenkorper von X genannt.

Bewets:

e Seien rationale Funktionen gegeben, reprisentiert durch (f,U) und (g, V). Dann liefern (f+¢,UN
V) und (fg,U NV) rationale Funktionen. Man sieht leicht, dafi dies mit der Aquivalenzrelation
vertraglich ist.

e Reprisentiere (f, U) eine rationale Funktion # 0. Dann ist Z = f~1(0) eine abgeschlossene Menge
in U, also V = U\ Z eine offene nichtleere Menge. Auf V ist % reguldr. Damit folgt die Behauptung.
|

Beispiel: Natiirlich sind auf ganz X regulire Funktionen auch rationale Funktionen, d.h. O(X) C k(X).
LEMMA 18. Fiir eine affine Varietdt ist

k(X) = Quot(O(X)) = Quot(A(X)).
Beweis: Wir wissen, dafl A(X) = O(X) gilt, und daB O(X) C k(X) gilt. Da k(X) Korper ist, erhalt
man Quot(A(X)) C k(X). Andererseits ist jede rationale Funktion Quotient von Polynomen, also gilt
Quot(A(X)) = k(X). m
Beispiele:
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k(A™) = k(zy, ..., 2n).
K = k(Z(y? —«3)). Wir koénnen alle rationalen Funktionen in z und y betrachten mit der Relation

y? = 2°. Setzt man t = £, so wird t* = z,1*> =y, also K = k(t).

LEMMA 19. Sei X eine Varietit und U eine offene nichtleere Teilmenge. Dann ist k(X) = k(U).
Beweis:

e k(U) — k(X): Ein (f,V) wird auf (f, V) abgebildet.
e k(X) — k(U): Ein (f,V) wird auf f|U NV abgebildet.

Beispiel: k&(P") = k(A") = k(z1,...,2p).

Fiir spatere Zwecke definieren wir noch:

DEFINITION 19. Se: X eine Varietdt. Ist P € X, so heifit
Oxp={f€k(X):[ definiert in P}

der lokale Ring von X in P.

Es ist klar, dal Ox p ein Ring ist. Aber es gilt noch mehr:

LEMMA 20. Ox p st ewn lokaler Ring, d.h. besitzt genau ein mazimales Ideal, ndmlich

mp = {f € Oxyp : f(P) = 0}.
Beweis: Dafl mp ein Ideal ist, ist klar. Sei jetzt f € Ox p \ mp. Auf einer offenen Umgebung U von P
sei f definiert. Wegen ¢(P) # 0ist V =UnN{g # 0} eine offene Umgebung von P, wo % reguldr ist. Also
ist f eine Einheit und damit

Ox p = mp U { Einheiten },
woraus sofort die Behauptung folgt. B

Beispiel: Sei X C A" eine affine Varietat und P = (p1,...,pn) € X. Dann ist O(X) = A(X) und mit
m= (21— p1,...,%n — Pn)

Ox p = A(X)m,
denn Ox p = {5 € k(X):f,9g€ A(X),g(P) # 0}, dies ist aber die Lokalisierung.

Wir haben also Inklusionen:

O(X) C Ox,p C k(X)

Beispiel: Sei X = Z(y* — 2®) € A?. Wir haben bereits gesehen k(X) = k(t) mit ¢ = £. Es gilt
1?13 ¢ Ox o, nicht jedoch t € Ox . Wie sieht der lokale Ring aus?

Wir kommen nun zu rationalen Abbildungen zwischen Varietdten. Wir haben bereits gesehen, daf} es eine
Abbildung gibt von der Quadrik in P?3 in den P?, die aber in einem Punkt nicht definiert war. Dadurch
erhalten wir Beziehungen zwischen geometrischen Objekten, die aber keine Morphismen mehr sind.

DEFINITION 20. Seten X und Y Varietdten. Zwer Morphismen ¢ : U — Y und ¢ : V. = Y heiflen
dquivalent, wo U,V nichtleere offene Teilmengen von X sind, wenn es eine nichtleere offene Menge
W C U,V gibt mit §|W = |W. Wegen des Identititssatzes gilt dann bereits $|U NV = |U NV . Eine

Aquivalenzklassen nennen wir eine rationale Abbildung ¢ : X — Y.

Wie bei rationalen Funktionen zeigt man, daf} es eine groBite offene Menge U gibt, auf der eine rationale
Funktion ein Morphismus ist. Wir sagen, die rationale Funktion ¢ ist in den Punkten von U definiert.

Bemerkung: Wie kann man eine rationale Abbildung X — Y angeben? O.E. Y C P”. Dann gibt es
rationale Funktionen fo, ..., f, mit ¢ = (fo : --- : fu). Ist X C P™, so gibt es homogene Polynome
gleichen Grades g;(zo, ..., ¥m) mit

¢ = (go(mo,...,xm) - gn(To,..., Tm)).

Wo ist ¢ bei dieser Darstellung trivialerweise nicht definiert?
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Beispiel: Jede rationale Funktion f € k(X) definiert eine rationale Abbildung X — A’ und damit auch
eine rationale Abbildung X — P!

Beispiel: ¢ : A? — P! mit ¢(z,y) = (z : y). Dann ist ¢ definiert auBer im Punkt (0, 0).
Behauptung: ¢ ist nicht definiert in (0, 0).
Beweis: Zunichst gilt
¢~ 0:1)D{r=0}und ¢~ 1(1:0) D {y =0}.
Wiire ¢ auch in (0, 0) definiert, so wiirde aus der Stetigkeit von ¢ sofort (0,0) € ¢=(0 : 1) und (0,0) €
¢~1(1:0) folgen, was Unsinn ist.

Wann 148t sich das Kompositum rationaler Abbildungen definieren? Seien ¢ : X — Y und ¢ : YV — 7
rationale Abbildungen. ¢ sei auf U definiert, ¢ auf V.

e Ist ¢(U) NV =0, so kann man das Kompositum offensichtlich nicht definieren.

e Seinun ¢(U)NV # ) vorausgesetzt. Dann ist W = ¢~1(V) eine offene nichtleere Teilmenge von U.
Dann liefert ¢¢ : W — Z einen Morphismus, also definiert dies eine rationale Abbildung. (Zeige,
dafl die Komposition wohldefiniert ist.)

Wir nennen eine rationale Abbildung ¢ : X — Y dominant, wenn ¢ auf einer offenen Menge U definiert
ist und ¢(U) dicht in Y liegt. Dann kann man das Kompositum ¢ o ¢ immer bilden. Insbesondere ist fiir
jede rationale Funktion f € k(Y) das Kompositum f o ¢ eine rationale Funktion auf X. Dies ergibt sofort
das folgende Lemma:

LEMMA 21. Sei ¢ : X — Y ewmne dominante rationale Abbildung zwischen Varietiten. Dann ist
¢" k(YY) =2 k(X), frrfod
ein k-Algebrahomomorphismus.
Bemerkung: Da Funktionenkdrper Korper sind, ist jeder k-Algebrahomomorphismus K (V) — K(X)
injektiv.
SATZ 35. Seien X und Y Varietiten. Dann ist die Zuordnung
{ dominanter Morphismus ¢ : X =Y} — { k-Algebrahomomorphismus o : k(Y) = k(X)}, ¢ — ¢*

eine Bijektion.

Beweis: Da es bei rationalen Abbildungen nur auf das Verhalten auf einer nichtleeren offenen Menge
ankommt, kénnen wir voraussetzen, dafl X quasi-affin und Y affin ist. Sei also X C A™ mit Koordinaten
Z1,...,Zm und Y C A" mit Koordinaten yi,...,y,. Wir beweisen die Behauptung, indem wir die
Umkehrabbildung konstruieren.
Sei a : k(Y) = k(X) ein k-Algebrahomomorphismus. Dann sind f; = «(y;) rationale Funktionen auf
X, also gibt es eine nichtleere offene Menge U C X | so daB} alle f; regular auf U sind. Dies liefert einen
Morphismus
WU —= A", P (fi(P),..., fa(P)).
Ist jetzt F(y1,...,¥n) €in Polynom mit F(¢(U)) = 0, so gilt in k(X):
0=F(f1,..., fn) =a(F(y1,---,9n)),
also F(y1,...,yn) = 0in k(YY) = Quot(A(Y)) und damit F' € I(Y). Dies zeigt, dafl ¢/(U) C Y gilt und
auferdem, dafl ¢ : U — Y dominant ist. Schlieffilich gilt noch
V(i) =vio ¥ = fi = o),
d.h. ¥* = a. Damit folgt die Behauptung. &

DEFINITION 21. Eine birationale Abbildung ¢ : X — Y st eine rationale Abbildung, die eine inverse ra-
tionale Abbildung ¢ : Y — X besitzt: ¢1p = tdy, ¢ = idx, wo = die Gleichheit als rationale Abbildungen
bezeichnet.

SATZ 36. Seien X und Y Varietiten. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X st birational zu Y .
2. Es gibt offene Tedmengen U C X und V C Y, so daff U zu V isomorph ist.
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3. k(X) = k(Y).

Beweis: Dafl 1. und 3. dquivalent sind, folgt aus dem vorangehenden Satz. Dafl 2. 1. impliziert, ist klar.
Es bleibt zu zeigen, da aus 1. 2. folgt. Sei also X birational zu Y. Dann gibt es offene Teilmengen U C X
und W C Y und Morphismen ¢ : U — Y, ¥ : W — X, so dafBl als rationale Abbildungen ¢¢ = idx
und ¢y = idy. Durch Verkleinern von U kénnen wir ¢(U) C W annehmen. Dann ist ¢¢ : U — X
ein Morphismus und natiirlich ¢¢ = idy. Sei V = ¢=1(U). Dann gilt natiirlich (V) C U und wegen
¥¢ = idy insbesondere ¥(¢(U)) C U, also ¢(U) C ¢y=1(U) = V. Damit haben wir Morphismen ¢ : U — V
und ¢ : V — U. Wegen des Identitédtssatzes fiir Morphismen, sind ¢ und ¢ Isomorphismen. B

Bemerkung: Ein Grundproblem der algebraischen Geometrie ist die Aufgabe: Klassifiziere alle Va-
rietdten bis auf birationale Aquivalenz.

DEFINITION 22. Eine Varietdt X heifit rational, wenn ste birational zu P™ ist.

Beispiele: Rationale Kurven sind
e y> = 2% in A% Wir sahen, daf der Funktionenkdrper ~ k(t) ist.
e y* = #?+2” in A?. Der Funktionenkorper ist k(z,y) modulo der Relation y* = z? 4+ 2>, Sei t = £,
Dann ist # =¢ — 1 und y = t(¢t — 1), also der Funktionenkdérper gleich k(t), also wieder rational.

Beispiel: Quadriken sind rationale Varietiten.
Denn: Sei ) eine Quadrik im P”, 0.E. vom Rang > 3. Nach Koordinatenwechsel 148t sich dann @ in der
Form
rory — x5 —-—x2 =0
schreiben. Affin (zg = 1) ist @ gegeben durch

2 2
$1:$2+"'+xr~

Der Koordinatenring ist also

K[y, ... en]/(zy — 22— — 22) ~ k[xa, ..., %0,
also k(Q) ~ k(za,...,xp).
SATZ 37. Jede Varietdt ist birational zu einer Hyperfliche.

Beweis: Sei K = k(X) der Funktionenkérper von X. Der Kérper K ist eine endlich erzeugte Erweiterung
von k. Es gibt dann algebraisch unabhéngige Elemente z1, ..., 2, € K, so dafi K iber k(zy,...,2,) (end-
lich) algebraisch ist. Nach dem Satz {iber die Existenz separabler Transzendenzbasen koénnen zy, ..., z,
so gewahlt werden, dafl K iiber k(z1,...,x,) separabel (endlich) algebraisch ist. Also gibt es ein & € K,
so dafl
K=k(ry,...,2n,)

gilt. Es gibt dann Polynome g;(#1, ..., z,) mit

go(xla"'axn)ad+ "'+gd(x0a"'a$n) == 0
Also ist K der Funktionenkorper der Hyperflache

go(xl,...,xn)xfl_l_l—i—~~~—|—gd(a:1,...,xn) =0
im A"t m

Aufblasen

Dies ist ein wichtiges Beispiel eines birationalen Morphismus.

Aufblasen von A" in O = (0,...,0): Der A" habe Koordinaten z1,...,z,. Wir wihlen einen P"~1!
mit Koordinaten 1, ...,y,. Auf A” x P?~! sind die abgeschlossen Mengen die Nullstellenmengen von
Polynomen in ¢1,...,&,,Y1,- -, Yn, die homogen in y1, ..., y, sind. Wir definieren

X = {l‘iy]’ = l‘jyi} - A" x Pn_l,

die Projektion auf den ersten Faktor heifle ¢. Wir wollen ¢ untersuchen.
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e Sei P = (p1,...,pn) # O gegeben. O.E. (Symmetrie in den Indizes) sei p; # 0. Was ist ¢~1(P)?

Sei ((p1,---,pn), (q1: 1 qn)) € ¢~ 1(P). Wir haben die Bedingungen p1¢; = q1p;, also ¢; = z%pi’
d.h.
(Po(qr: - 1qn)) = ((pr, - pn)s (P pn)).
Es gibt also genau einen Urbildpunkt. Definiert man
Y A"\ {0} = X\ ¢7HO) durch (p1,...,pn) = ((P1,-- -, pn), (P1 - Pa)),

so erhilt man einen inversen Morphismus zu ¢|X \ ¢=1(0) — A" \ {O}. Also:
X\¢71(0) = A"\ {0}
Insbesondere ist ¢ ein birationaler Morphismus.
e Was ist ¢71(0)? Die Gleichungen fiir X liefern keine Bedingungen mehr, also ist
6=1(0) = {0} x P,

e Wir wollen jetzt zeigen, dafl es eine natiirliche Bijektion zwischen den Geraden in A™ durch O
und den Punkten von ¢=(0) ~ P"~! gibt.
— Sel (G eine Gerade durch O. Sie 148t sich parametrisiert schreiben als x; = ¢;t mit ¢ € k.
— Wir berechnen ¢=1(G \ {O}: Nach der vorangegangenen Diskussion ist dies

$~HGN{OY) ={((ert, o eat), (er o -1 en)) st € K\ {0}).
— Der Zariski-Abschlufi ist offensichtlich

=L GN\{O}) ={((cat, ... ent), (c1: -1 cn)) L € k.
— Der Schnitt mit ¢=(O) ist der Punkt O x (c1 : -+ : ¢p).
Es ist klar, dafl wir mit dieser Konstruktion eine Bijektion zwischen den Geraden durch O
und den Punkten von P"~! erhalten.

e X ist irreduzibel: ¢=1(O) liegt im AbschluBl von X \ ¢=1(0) ~ A" \ {O}, welches irreduzibel ist.
e Vorstellung: Die Aufblasung zieht die Geraden durch O auseinander.

DEFINITION 23. Set Y eine abgeschlossene Untervarietdt von A" mit O € Y. Sei ¢ : X — A" die
Aufblasung von eben. Dann heifit

Y =61V \ {0})
die Aufblasung von'Y in O. Die eingeschrinkte Abbildung bezeichnen wir wieder mat
o Y 5.
¢~1(0) heifit exzeptionelle Faser oder exzeptioneller Divisor. Durch Koordinatenwechsel kénnen wir jeden
Punkt auf P aufblasen.
¢ induziert einen Isomorphismus }
Y\¢™H0) =Y \ {0},

also 1st dies ein birationaler Morphismus.

Wir bldst man P” in einem Punkt auf? Sei P = (1:0:---:0). Wir sind dann eigentlich in einer affinen
Situation um P. Wir definieren
X={((wo: :@n),(yr: :yn)) EP* x P" L inyy; = zjy; fiiv i, j=1,...,n}.

Beispiel: Wir blasen die ebene Kurve y? = z?(x + 1) in (0,0) auf. Es ist
A2 = {((x,y), (u:v)) € A? x P! zv = yu}.

u =1 Dann ist y = zv. Die Gleichung z = 0 beschreibt ¢~1(0). Einsetzen liefert 22v? = 2?(x + 1), also

fiir # # 0 die Gleichung x + 1 = v?. Schnitt mit x = 0 liefert die Punkte

((0’ 0)’ (1 : 1))’ ((0’ 0)’ (1 : _1))'
Es ist dann R ~
X = {u(z+1) =v?} C A2

v =1 Dann ist z = yu. Einsetzen liefert y* = y?u®(yu + 1), also 1 = v?(yu + 1).
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Nach unseren vorangegangenen Uberlegungen ist dies verstiandlich, wenn wir auch noch keinen Tangen-
tenbegriff entwickelt haben.

Beispiel: Wir haben die Projektion ¢ : P? — P! mit (zq : 1 : @2) = (21 : 22) studiert, die in (1:0:0)
nicht definiert war. Wir blasen den P? in (1:0 : 0) auf:
P2 = {((zo: 211 22), (1 : 91)) € PT X Pl iayys = waun ).
Es gilt
(l‘l : l‘z) = (l‘lyz : l‘zyz) = (96‘23/1 : l‘zyz) = (yl : yz)

auf einer offenen Menge in X. Das rechte ist aber ein Morphismus. Die Projektion wird also nach Auf-
blasung zu einem Morphismus. Die Fasern entsprechen genau den Geraden durch (1:0:0).

Beispiel: Sei ) = {xor3—2122} die Rang-4-Quadrik im P3. Wir hatten die Projektion 7 = (g : z1 : 2)
betrachtet. Wir blasen @ im Punkt (0:0:0: 1) auf. Sei

P3 = {((xo i@yt 22 23), (o 1 y1 : y2)) € PP x P? i zgy) = 2190, Toy2 = Tayo.T1Y2 = Ty ).
Wir wollen damit Q berechnen.

e yo = 1: Dann ist @1 = xoy1,#2 = #oy2 und zoxs — 122 = xo(xs — Toy1y2). Es bleibt also die
Gleichung z3 — zgy1y2 = 0, also 3 — z1ys = 0 bzw. z3yg — 1y = 0.

e y; = l:Dannist g = #ayo, £1 = ®2y; und zorz—x122 = 21 (T3yo—21y2). Es bleibt 5yo—z1y2 = 0.

e y» = 1:Dannist #g = #ayo, #1 = ®2y; und zorz—r122 = T2(Yoxs—x2y1). Es bleibt zsyo—zay; = 0.

Damit ist
Q= {((xo 1122 23), (Yo 1 31 1 y2)) € PP x P? : 2oy1 = 21y, Toyz2 = TaYo.T1Y2 = T2y1, T3Yo = T1Ya2 ).
Die rationale Abbildung = wir zu

(l‘o Xyl l‘z) = (yol‘o Yoy o yol‘z) = (l‘oyo S ToYl - l‘oyz) = (yo B yz),

ist also ein Morphismus.
Sei 0 : Q — @ die Aufblasung. Dann ist

cTH0:0:0: 1) ={((0:0:0:1),(0:91:90))} =P
also isomorph zu einer Geraden. Wir wollen die Fasern des Morphismus betrachten.
e yy # 0. Dann ist

oY1 LolY2 T1Y2 ToYi1Y2
r1 = y Lo = y L3 = = G
Yo Yo Yo Yo

bl

also
((l‘o HEGE I I l‘s), (yo B yz)) = ((y% SYoYr - Yol - ylyz), (yo B yz))~

Es gibt also genau ein Urbild.
e y1y2 7 0. Genauso leitet man in diesem Fall her, daf es genau ein Urbild gibt, ndmlich

((yg SYoY1 f Yoy - ylyz), (yo U yz))~

e Was bleibt iibrig? yo = 0 und y1y2 = 0, also die zwei Punkte Py = (0:1:0) und P, = (0:0:1).
Aus den vorgegangenen Betrachtungen folgt, dafl 7 ein Isomorphismus ist auflerhalb der Punkte
P1 und Pz.

e Man sieht sofort

7T_1(P1) ={((0:21:0:23),P1)}, 7T_1(P2) ={((zg:0:0:23), Pa)},

d.h. die Urbilder sind jeweils isomorph zu P*'.

o Ergebnis: 7 ist die Aufblasung von P? in den zwei Punkten P, und Ps.

e 7(c=1((0:0:0:1)) ist die Verbindungsgerade von P; und Ps.

e Blist man den P? in zwei Punkten auf, blist dann die Verbindungsgerade zusammen, so erhélt
man .
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Beispiel: Wir betrachten die rationale Abbildung
r: P25 P2, (zg 11t @2) > (2129 wor2 @ Toky).

Auf der offenen Menge U = P2\ {zqz122 = 0} gilt
11 1
T(xo.xl.xz)—(x—o.x—1~x—2)a
insbesondere 7o1 = id. T ist also birational. 7 ist nicht definiert in den drei Punkten (1:0:0), (0:1:0)

und (0 : 0 : 1). Die Punkte der Geraden x¢ = 0 (ohne (0 : 1 :0),(0: 0 : 1)) werden auf den Punkt
(1:0:0) abgebildet, analog fiir die anderen beiden Geraden.
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KAPITEL 10

Tangentialriume, Tangentialkegel und Singularititen

Tangentialraum = lineare Approximation von X in P.

Hyperflachen: Sei X C A" eine Hyperflache, gegeben durch eine Gleichung f(x1,...,2,) = 0. Wir
nehmen an, da§ P = (0,...,0) auf X liegt. Wir betrachten die Taylorreihenentwicklung von f in P:

f=h+fa++fa
wo fi(21,...,2,) homogen vom Grad 7 ist. Der lineare Teil fi(x1,...,#,) definiert dann den Tangenti-
alraum 7p(X) von X in P:
filwy, ... 2n) = 0.
Ist f1 = a121 4+ azxa + - -+ any, O ist
of
Ow;

a;+ ..., also a; = gg{;(P)

Damit

Tp(X)=1{> g—i(P)xi = 0}.

Beispiel: X = {y?+y =23+2} C A% Esist
F=y+y—o’—ux,

der lineare Teil ist y— x, die Tangente in (0, 0)
also y = x. 4\

Was macht man, wenn man den Tangentialraum in einem anderen Punkt P = (p1,...,pn) berechnen
will? Substituiere x; = p; + y;:
Sl ooen) = fr+ v, Patyn) = 91U, 0) + 0+ g4y, Un)

Der Tangentialraum ist gegeben durch ¢1(y1,...,4n) = 0. Ist g1 = @191 + - - + anyn, s0 ist a; = (,?1{ (P),
und damit der Tangentialraum:

0= ailei —p) = Y 5L (P) i — )

DEFINITION 24. Der Tangentialraum einer Hyperfliche X = {f = 0} C A" in einem Punkt P =
(p1,---,0n) € X wird definiert durch

NI

i=1

Tp(X) = {(x1,...,2pn) (P)(x; —p;) =0},
Beispiel: Berechne die Tangente in (1, 1) bei obigem Beispiel:

die Tangente also

—4(z—1)4+3(y—1) =0, oder —4z+3y+1=0.

55
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Beispiel: Sowohl fiir y? = 3 als auch fiir y?> = 23 + 2? gibt es keine linearen Terme in der Taylorreihen-
entwicklung um (0, 0), also ist Tp(X) = AZ.

Definition: Ein Punkt P der Hyperfliche X = {f = 0} C A" heif}t singuldr, wenn Tp(X) = A" bzw.
af af
L py=...= P)=0
e, D) e )

gilt. Sonst heiffit der Punkt reguldr. X heifit singuldr, wenn X einen singuldren Punkt besitzt, anderfalls
nichtsingular.

Aufgabe: Skizziere die Kurven 3% = 23, y? = 2?2 + 23, ¢ = 2% — 2, 22 = 2* + ¢*, 2y = 26 + 45,
22 =y’ + 2% + ¢ und 2%y + 2y® = 2t + ¢t

e |
A |

~__

Wir wollen dies jetzt auf Hyperflichen im P” verallgemeinern. Dazu miissen wir obige Gleichungen nur
homogenisieren. Sei also F(zg, 1,...,#,) homogen vom Grad d mit f(z1,...,2,) = F(l,21,...,2p).
Der Punkt P wird zu P = (1 : p1,---: pn). Die Gleichung fiir 7p(X) wird zu

0 = ¥ L - =

i>1
OF
= Zax'(P)(%’_pil’O):
i>1 7t
OF OF
= Z@am (P)w; xoz&m (P)p;
i>1 i>1

Nun gilt aber nach Euler
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also 5
> (P =d-F(P) =0,
120
daher wegen pg =1
oF oF

DEFINITION 25. Der Tangentialraum an eine Hyperfliche X = {F = 0} C P™ in einem Punkt P € X

wird definiert durch
"~ OF
X)={>_ 5o (P)ri =0}
i=0 ¢

LEMMA 22 (Euler). Ist F(xq,...,#,) ein homogenes Polynom vom Grad d, so gilt:
oF
Z@ zp =dF(zg,..., ).
i>0 UM

Beweis: durch explizites Anschreiben des Polynoms. B

Als Verallgemeinerung des affinen Falles nennen wir einen Punkt P € {F =0} C P” singulir, wenn gilt

OF OF
—~— (P\=...= P)=0.
axo( ) . (P)
Der Menge der Singulériten bezeichnen wir mit X,;,,. Also:
OF OF
g { z0 8l‘n 0}

Beispiel: Die Quadrik @ = {zoxs = @122} ist nichtsingular.
LEMMA 23. Set X C P” eine Hyperfliche. Dann ist die Menge Xging der Singuldrititen von X eine

echte und abgeschlossene Teilmenge von X. Insbesondere liegen die nichtsinguldren Punkte dicht in X.

Bewets: Es 1st

Xeing = {P €P": f(P) = gg'(P)zo,i:o,...,n},

also ist X,in, abgeschlossen. Angenommen, es wire X = X,in,. Da X = Z(f), wiirde f alle partiellen
Ableltungen —f teilen. Aus Gradgriinden bedeutet dies aber % = 0. Dies zeigt, daB f ein Polynom in
# ist. Da dles Tiir alle g gilt und der Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist, folgt, daBl f eine p-te

Potenz ist, was der Irreduzibilitiat von f widerspricht. ®

Beispiel: Quadriken im P?. Sei eine Quadrik gegeben durch

2 2 2
f=aoxy+ a120x1 + a2x0T2 + azx] + @a®122 + asT5.

Dannist fy =...,fi =...,f2 =.... Fiir Singularitdten erhilt man also die Bedingung
2&0 ay as o
ay 2&3 aq 1 =0.
as aa 2&5 9

Damit sieht man sofort: f = 0 ist genau dann singulér, wenn der Rang < 2 ist. Aulerdem sieht man: die
singuliren Quadriken bilden im P® aller Quadriken eine Hyperfliche.

Beispiel: (Char K # 3) Gegeben sei die Kubik
fo= (w0 + 21 4 22)° + (2] + 27 + 23).

Fiir welche ¢ ist C singulér?
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o Es ist
0 0 0

—f =3(xo+ a1+ xz)z + 3tad, —f =3(xo+ a1+ xz)z + 3ta?, —f =3(xo+ a1+ xz)z + 3ta3.
Oxg oz O

o Fiir t = 0 ist (| eine dreifache Gerade.

e Sei jetzt t # 0. Dann muf gelten 7 = 27 = 23 also 0.E. 2y = 1 und #; = a,z2 = b mit a,b = £1.

Als weitere Bedingung hat man dann ¢t = —(1 + a + b)%.
e Fiir £ = —1 haben wir die singuldren Punkte
(T:1:=1),(1:=1:1),(1:=1:-1)
und man findet schnell
F=3(xo+ z1)(wo + z2) (21 + 22).
e Fiirt = —9ist (1 :1:1) ein singuldren Punkt. Die Taylorreihenentwicklung in affinen Koordinaten
lautet:

f=—18x—1)+18(z—1)(y—1)—18(y—1)* =8(z —1)> +3(z - 1)*(y— 1)+ 3(z — 1) (y — 1)* = 8(y — 1)*.

Reell ist die Singularitét ein isolierter Punkt.
e Sonst gibt es keine weiteren Singularititen.

Affine Varietaten Wir wollen jetzt allgemein affine Varietdten betrachten. Gegeben sei X C A” durch
die Gleichungen f; = --- = f,, = 0. Ist P ein Punkt auf X, so definieren

afi .
—3f (P)(zj—pj) =0,i=1,...,m
T

einen affinen Teilraum, den Zariski-Tangentialraum Tp(X). Sei J die Jacobi-Matrix. Dann ist also
Tp(X) = {J - (; — pi) = 0}. Ein Punkt heifit nichtsinguldr, wenn dimTp(X) = dimX ist, andern-
falls singuldr. Spater werden wir zeigen: dimTp(X) > dimX. Ein Punkt P ist genau dann nichtsingulér,
wenn rang(J) = n — dim(X) ist.

Wie fiir Hyperflichen, kann man jetzt auch alles fiir quasiprojektive Varietdten machen: Sei X C P”
quasiprojektiv. Der Zariski-Abschlufl sei gegeben durch Gleichungen f; = --- = f,, = 0. Ist P ein Punkt
auf X, so heif3t

dfi

Tp(X) ={> 5 (P)a; =0,i=1,...,m}
der Tangentialraum in P an X. Ist J die Jacobi-Matrix, so ist also Tp(X) = {J - # = 0}. Die Definition
der Singularitit tibertragt sich ohne Probleme:

P ist nichtsingular <= dimTp(X) = dimX <= rangJp =n —dimX.

Beispiel: Durchschnitt zweier Quadriken im P*.
X:{x%—i—x%—l—x%—i—xzm:x2x4—x§—|—3xi:0},

Die Jacobi-Matrix ist

0 0 T4 —2l‘3 ro + 61‘4

e Falls die erste Zeile von J gleich Null ist: g = 1 = 9 = x4 = 0 wiirde aber auch x; = 0 liefern,
also keinen Punkt auf X.

e Falls die zweite Zeile von J gleich Null ist: 25 = 23 = z4 = 0. Dies liefert die zwei Punkte
(1:+4:0:0:0) auf X. Sie sind singulér.

e Beide Zeilen # 0. Dann muf sein: zg = 21 = 23 = 0, was wiederum xs(xa+24) = z4(x2+324) =0
liefert, das aber schnell auf einen Widerspruch fiihrt.

e Also hat die Flache genau 2 Singularitéten.

e Setzt man zg =1,y =i+ ¢, =y, o3 = 2,24 = ¢, so wird

f=2c+z2+y° +yt,g =yt — 2>+ 3%,

der Tangentialraum also = 0.

J— ( 21‘0 2l‘1 21‘2—|—l‘4 0 9 )
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Wir wollen jetzt die Frage nach den Singularitéten in die Algebra iibersetzen. Sei X eine Varietdt und
P € X ein Punkt. Dann haben wir den Iokalen Ring Ox p mit dem maximalen Ideal mp.

1. O.E. sei X C A" affine Varietdt mit 7(X) = (f1,..., fm) und P = (0,...,0). Dann haben wir den
affinen Koordinatenring

A = k[l‘l, .. .,l‘n]/(fl, .. ,fm)
Sei X; das Bild von x; in A. Der Funktionenkérper von X ist
F(X1, .., Xn)
g(Xl, .. ,Xn)
Der lokale Ring von X in P ist

k(X)=A{ : f, 9 Polynome, g(X1,..., X,) # 0}.

mit dem maximalen Ideal

mp = (X1,..., Xn) = {

2. Sel nun

filze, o an) = Zaijl‘j +gi(21, ... 20),

wo in ¢g; nur Monome vom Grad > 2 vorkommen. Dann ist J = (a;;) die Jacobi-Matrix und
Tp(X) = {J -« = 0} der Tangentialraum von X im Punkt P. Setzt man statt z; jetzt X; in f;
ein, so erhilt man

0=f(X1,...,Xp) :Zainj +9i (X1, ..., Xn),

also

Zainj = 0 mod mz,

J
d.h. eine Beziehung zwischen den X;’s im k-Vektorraum m/m?.

3. Wir wollen dimg m/m? bestimmen und betrachten dazu die k-lineare Abbildung
A k" — m/m? (c1, .. en) Xy 4+ +en Xy mod m?.
4. Tst ¢ ein Polynom mit ¢(0,...,0) = 0, so gilt
K- l—l—g(Xf(,Z...,Xn) - figg((x)(ll’,......’,))((n;) € m?, also X; = l—l—g(Xf(,Z...,Xn)
der k-Vektorraum m/m? wird also erzeugt von den X;’s. D.h. X ist surjektiv.

5. Was ist der Kern von A7 Aus 2. wissen wir, dafl die Zeilen der Jacobimatrix J im Kern von A
liegen. Sei jetzt (c1,...,¢,) € Kern()), also > ¢;X; = 0 mod m?. In Ox p gilt dann

Xi,...,Xn
ZCiXi: f( 1, 3 ) ’
14+ 9(X1,..., Xy)

wo [ ein Polynom ist, das nur Monome vom Grad > 2 enthélt. Auflerdem ¢(0,...,0) = 0. In A
gilt dann

mod m?,

doaXi= (X1, X)) = O aXi)g(Xy, ., Xn) = h(Xq, ., X,

wo h ein Polynom ist, das nur Monome vom Grad > 2 enthilt. Im Polynomring k[x1, ..., @,)
bedeutet dies, dafl es Polynome h; gibt mit

STcjrg—hrr,w) =Y fihi = > (O aijzg) + gi)hi.

Vergleich der linearen Anteile liefert

> ewi =3 0O aijai)hi(0,...,0), dh. (e, en) = (h1(0,..,0),. . Ay (0,...,0)) - J.

i
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Also ist Kern(A) der von den Zeilen von J aufgespannte k-Vektorraum. Dies liefert die Formel
dimm/m? = n — rang(J) = dimTp(X).
Damit haben wir insbesondere gezeigt:

Satz 38. Sei X eine Varietdt und P ein Punkt auf X. Sei mp das mazrimale Ideal des lokalen Rings
Ox p. Dann qilt:
lelTp(X) = dlmmp/m%
FOoLGERUNG 8. Ewn Punkt P einer Varietit X st genau dann nichtsinguldr, wenn
dimm/m* = dimX.
Beispiele: Wir betrachten die Kurve y? = z? + z3.

e P =(0,0). Dann ist mp/m% von Dimension 2.
e P =(—1,0). Es gilt auf der Kurve y* = 2?(z + 1). In Op ist x eine Einheit, also in diesem Ring

r+1 = Z—z Das Ideal mp wird von #+1 und y erzeugt, also alleine von y: mp = yOp. Insbesondere
ist dann dimmp/m% = 2.

Bemerkung: Sei ¢ : X — Y eine birationale Abbildung definiert in P und @ = ¢(P). Dann gibt es
nichtleere offene Mengen U C X und V C Y, sodaBl ¢ : U — V einen Isomorphismus liefert. Insbesondere
ist Ox p >~ Oy,qg, also P genau dann singulédr, wenn es () ist.

FoLGERUNG 9. Set X eine Varietdt. Dann gilt fiir jeden Punkt P € X :
dimmp/m% > dimX.
P st genau dann nichtsinguldr, wenn die Gleichheit gilt.

Beweis: Die zweite Aussage folgt aus dem Lemma und der Definition von singuldr. X ist birational zu
einer Hyperfliche im P4+!  also gibt es eine nichtleere offene Menge U C X, wo dimm/m? = d gilt.
Weiter gilt:
{Pe X dimmp/m% >d} = {P€X:dimlp(X)>d}
= {PeX:rangJp <n-—d}.
Die letzte Menge ist aber eine abgeschlossene Menge, da sie sich durch Unterdeterminanten ausdriicken
laB3t. Die Menge enthilt eine nichtleere offene Menge, also mufl sie schon ganz X sein. B

Ahnlich zeigt man folgende Aussage:

FoLGERUNG 10. Flir eine Varietdt X st die Menge Xging der singuldren Punkte von X eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X und Xying # X.

Tangentialkegel

Tangentialrdume erhielten wir durch den Versuch eine Varietdt X in einem Punkt P linear zu approxi-
mieren. In singuldren Punkten funktionierte dies aber nicht besonders gut. Wir wollen jetzt den Appro-
ximationsversuch verallgemeinern.

Sei X eine Varietdt und P € X ein Punkt. Da wir die Situation lokal studieren wollen, kénnen wir
annehmen, daff X C A" eine affine Varietat ist und P = (0,...,0).

Sei f € I(X). Wir betrachten die Taylorreihenentwicklung von f:
f=fm+fnpr+..,

wo fr homogen vom Grad £ in z1, ...,y ist. Sei f,, # 0. Wir nennen f,,, den Leitterm von f und bezeich-
nen ihn mit L(f). Er liefert die nachstbeste Approximation von f. Wir definieren jetzt den Tangentialkegel
von X im Punkt P:

TCp = Z(L(f) : f € I(X)).

Beispiele:
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y? = 2% + 23 hat in (0,0) den Tangentialkegel y* = 2.

y? = 23 hat den Tangentialkegel y? = 0, also y = 0.

zy = % + 3® hat den Tangentialkegel zy = 0.

22y + zy? = 2% + y* hat den Tangentialkegel zy(z + y) = 0.

Ist X in P nichtsingulér, so ist natiirlich der Tangentialkegel gleich dem Tangentialraum.

Bemerkung: Sei C' C A? eine ebene Kurve, gegeben durch eine Gleichung f = 0 und o.E. P = (0,0).
Dann ist L(f) ein homogenes Polynom in zwei Verdnderlichen, zerfillt also in Linearfaktoren, d.h. der
Tangentialkegel ist eine Vereinigung von Geraden.
Beispiel: Wir hatten gesehen, dafl

X :{x%—i—x%—l—x%—i—xzm:x2x4—x§—|—3xi:0} cp?

genau in den Punkten (1:44:0:0:0) singulér ist. Setzt man xg = 1,21 = i + &, 29 = y, 23 = 2,84 = 1,
so erhilt man die Entwicklungen

f=2c+z2+y° +yt,g =yt — 2>+ 3%,
der Tangentialkegel ist also gegeben durch die Gleichungen
=0yt —z2+3t2=0.
Achtung: Wird I(X) von fi,..., fr erzeugt, so TCp nicht notwendig von L(f1), ..., L(fr).
Beispiel: Wihle f = 22 — 33 und ¢ = zu — v3. Dann ist Z(f, g) eine Fliche im A*. Es ist
Z(L(f), L(g9)) = Z(2*, xu) = {z = 0}.
Andererseits ist aber uf — zg = v — y?u. Dieses Element liegt aber nicht im Ideal (2%, zu).

Ohne Beweis zitieren wir den Satz
SATZ 39. dimX = dimTCp.

Der Tangentialkegel wurde durch ein homogenes Ideal definiert:

(L(f) : f e (X)) = (L(f1), .-, L(f+)),
(mit I(X) = (f1,..., fr)), also liegt es nahe, dies als Definitionsgleichungen fiir eine algebraische Menge

im P?~! zu betrachten, wo wir die homogenen Koordinaten (21 : -+ : @) benutzen. Wir definieren den
projektiven Tangentialkegel von X in P durch

PTCp(X)={(x1:--:2,) € prt. L(fi)(z1,...,2n) = 0 fiir alle ¢}.
Beispiele:

e Ist X C A? eine Kurve und P € X, so besteht TC'p(X) aus endlich vielen Geraden durch P, also
besteht PTCp(X) aus endlich vielen Punkten.

e Sei P ein nichtsinguldren Punkt einer Varietdt X der Dimension d. Dann ist TCp(X) = Tp(X) ~
A also PTCp(X) ~ P41

e Wir hatten fiir

X ={e2 + 2l 423+ 20wy = voxy —r3+ 323 =0} CP*
den Tangentialkegel in P = (1:4:0:0:0) als
TCp(X) ={x =0yt — 22 +3t> =0} C A*
bestimmt. Also ist
PICp(X) = {(y:z:t) €P?:yt — 22 +3t2 =0}

isomorph zu einer ebenen Quadrik.

Zusammenhang mit Aufblasungen: Sei X eine Varietdt und P € X. Sei 7 : X — X die Aufblasung
in P.
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e O.E. X C A" affin und P =(0,...,0). Sei ¢ : A" — A" die Aufblasung in P, wo
A" = {((x1, o wn), (gt yn)  iyy = 2w}

Dann ist

X = 1 (X\{P}).
Wir wollen X N ¢~1(P) berechnen.
e Auf der offenen Menge U = {y; = 1} von A" gilt

T2 = Z1Y2,..,Ln = L1Yn,
also 1st U isomorph zu A” mit den neuen Koordinaten x1,ys, ..., yn. Wir wollen nur betrachten,
was in U passiert. Es gilt

UNn¢ Y (P)={x, =0}.

e Sei feI(X) und
f=Fm+ g+
die Taylorreihenentwicklung. Dann gilt
Sy, xn) =2 (v, Ym) F 1 fmi1 (U1, ) +-20),
also verschwindet
Sy, ym) @S (Y1, oyn) +

auf X NU. (Durch diese Gleichungen wird natiirlich auch X definiert.) Schneiden wir jetzt mit

¢~1(P), d.h. setzen wir z; = 0, so folgt: fim(y1,- ., Ym) verschwindet auf X NU N¢~1(P).
e Damit folgt jetzt sofort:

X N~ (P)={((0,...,0), (y1:-:wun)): L(H) (W1, yn) = 0 fiir alle f € I(X)}.
Wir haben also folgenden Satz bewiesen:
SATZ 40. Sei X eine Varietit, P ein Punkt auf X und 7 : X — X die Aufblasung von X in P. Dann ist
T HP) ~ PTCp(X).
D.h. betm Aufblasen von X in P wird P durch den projektiven Tangentialkegel von X in P ersetzt.

Damit konnen wir frithere Beispiele besser verstehen.

Beispiele:
e X sei eine Varietit der Dimension d und P ein nichtsinguldrer Punkt von X. Dann ist PTCp(X) ~
P21 also wird beim Aufblasen P durch einen P%~! ersetzt.
— Bei Kurven passiert nichts.
— Nichtsinguldre Punkte von Fldchen werden durch projektive Geraden ersetzt.

e Blist man y? = 2% + 23 in P = (0,0) auf, so wird also P durch 2 Punkte ersetzt.

Als Ubung beweise man den Satz:

Satz 41. Ist die Varietdt X nichtsinguldr im Punkt P, so ist die Aufblasung 7 : X5 X nichtsinguldr
in allen Punkten von n=1(P).
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Nichtsingulidre Kurven

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften nichtsinguldrer projektiver Kurven kennenlernen.
Von fundamentaler Bedeutung ist folgender Satz:

SATZ 42. Sei C eine irreduzible Kurve (Varietdt der Dimension 1) und P ein nichtsinguldrer Punkt auf
C'. Dann st der lokale Ring Oc p ein Hauptidealring mit genau einem Primelement (bis auf Einheiten).
Genauer: Ist t eine Funktion mit mp/m% = kt, so hat jedes f € Oc,p eine eindeutige Zerlegung

f =u- tma
wo u € O¢,p eine Einheit ist, d.h. w(P) # 0, und m > 0. Die Ideale von Oc¢ p sind
0oCc---c)yc@)c@®) CcOcp.

Ringe mit dieser Eigenschaft nennt man auch diskrele Bewertungsringe.

Beweis:
e Beh.:m= (t)
Bew.: m = (x1,...,2,) und m/m? = ki, also gibt es ¢; € k mit x; = ¢;t mod m?, also gibt es
Ji; € m mit

r; = cit + Zgijl‘j.
In Matrizenschreibweise liefert dies (1 — (gi;))(x;) = (¢;t). Nun ist det(1 — (gi;)) eine Einheit in
Oc,p, (da P eingesetzt die Zahl 1 sich ergibt), also hat (1 — (g;;))~" Koeffizienten in O¢ p, also
ist #1,...,2, € (), woraus die erste Behauptung folgt.
o Beh.:Zu f € Ocp, f# 0 gibt es eine Einheit v und eine Zahl m > 0 mit f = w™.
Bew.:Sei f, = L € K(C). Dann ist fo = f und f; = fs41t. Auferdem f = f;¢°.

¢
Angenommen, alle f; wiren in O¢ p. Dann hitte man eine echt aufsteigende Folge von Idealen

(fo)C(A)C(f)C ..,

was nicht sein kann, da Oc¢ p noethersch ist. Also gibt es ein m > 0 mit f,, € O¢p, aber
fmt+1 € Oc p. Wire f,, keine Einheit, so wire f,, € m = (¢), also fr41 € Oc p, was nicht sein
sollte. Also folgt die Behauptung mit v = f,,.

e Beh.: ut™ = vt" mit Einheiten u, v, dann ist v = v und m = n.
Bew.: O.E. m > n. Dann ist 7 = ¢"7". Dies ist eine Einheit, also gilt m = n und damit auch
U= .

o Aus dem Bewiesenen folgt bereits, dafi O¢ p ein faktorieller Ring ist.

e Beh.: Jedes Ideal ist Hauptideal.
Bew.: Sei a ein Ideal. Dieses ist endlich erzeugt, also von der Form a = (ugt™, ... ut"7). Ist
m = min(my,...,my), so ist a = (#™). Damit ist schlieBlich alles gezeigt. m

Bemerkung: Ein ¢ wie im Satz wird Ortsuniformisierende genannt. Ist C' C A", so kann man fiir ¢ die
Gleichung einer Hyperebene durch P wahlen, die die Tangente an C' durch P nicht enthilt, denn dann
gilt m/m? ~ kt, wie wir im Beweis gesehen haben.

FOLGERUNG 11. Jede Funktion f € k(C), f # 0 hat eine eindeutige Darstellung f = u -1, wo u(P) £ 0
und m € Z ist. m heifit die Ordnung von f in P und wird mit vp(f) bezeichnet. Ist m > 0, so sagt man,

[ hat eine Nullstelle der Ordnung m in P. Ist m < 0, so sagt man, f hat einen Pol der Ordnung |m| in
P.

63



64 11. NICHTSINGULARE KURVEN

Beweis: Da K(C) = Quot(O¢,p) folgt die Behauptung sofort aus dem Satz und der Beziehung

NS SLLEE
w ™ W,

Uy - M2 Us
|

Beispiel: Wir betrachten die Kurve P'. Dann ist

Pl = {(zo: )} ={(1: ) U{(0: 1} = {(1: )} U{(u: 1)},
wo u = 1 gilt. Der Funktionenkorper ist k(P') = k(t). Jede rationale Funktion f # 0 hat eine eindeutige
Zerlegung

f = CH(t — Cli)m’,
wo m; € Z ist. Ist P = (1 : a) ~ a im Endlichen, so ist also t — a Ortsuniformisierende in P.
Was passiert im Unendlichen. Dort ist u = % uniformisierend. Sei

agt™ + altm_l + ...

f: botn—|—b1tn_1—|—...
mit ag, by # 0. Dann ist
f_un_m.ao—l—alu—l—...
o b0—|—blu—|—...’

also ist veo (f) = n — m. (Anschaulich: n > m liefert lim:, oo f = 0, n < m liefert limi, oo f = 00.) Wir

bemerken noch:
> we(f) =0.
pPepP?

Dies ist eine sehr wichtige Relation.

Beispiel: Wir betrachten die ebene Kurve y? = 2% + 1, die projektiv zu zoz? = 23 + 23 wird. Im
Unendlichen zg = 0 liegt der Punkt (0 : 0 : 1). Wir erhalten affine Koordinaten, wenn wir 22 = 1,29 =
u, 1 = v setzen. Dann wird die Kurvengleichung zu u = u® + v>. Die Tangente ist u = 0, also ist v eine
Ortsuniformisierende in oo. Wegen u(1 — u?) = v3 hat u die Ordnung 3. Wir kénnen schreiben

Ty T2 Lo Ty
Y= = V=
Lo Lo T2 T2

xr =

woraus sofort

v
x=—und y = —
u u

folgt. Daher v(z) = —2 und v(y) = —3.

2
/ o
'

I

Die obige algebraische Erorterung hat unmittelbare geometrische Folgerungen:

SaTz 43. Sei C' eine irreduzible Kurve, die in P nichtsinguldr ist. Dann ist jede rationale Abbildung
¢ : C = P" im Punkt P definiert.
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Beweis: Wir kénnen schreiben ¢ = (fo : -+ : fo), wo fi € k(C') ist. Ist ¢ eine Ortsuniformisierende in P,
so gibt es Einheiten u; in P und m; € Z mit f; = u;¢™*. O.E. kénnen wir my < m; fiir alle 7 annehmen.
Damit gilt

d = (upt™ ot unt™) = (up w0 Lt T,

Also ist ¢ in P definiert. B

Bemerkungen:
e Fiir Flichen gilt das nicht mehr, wie das Beispiel A? — P! mit (z,y) — 5 zeigt.
o Daf als Bildbereich affin nicht funktioniert, zeigt das Beispiel P! — Al: z — «.

FoLGERUNG 12. Sei C eine irreduzible Kurve, nichtsinguldr in P und ¢ : C — X eine rationale Abbildung
i eine projektive Varietdt X. Dann ist ¢ definiert in P.

Bewets: Wir kénnen X C P" annchmen und ¢ als rationale Abbildung nach P" betrachten. Dann ist
¢ definiert in P. Zu zeigen bleibt: ¢(P) € X. Sei U die offenen Menge, auf der ¢ definiert ist. Dann
ist ¢71(X) eine abgeschlossene Menge in U, die aber eine nichtleere offene Teilmenge enthilt. Also ist
U = ¢~1(X), was zu zeigen war. B

FoLGERUNG 13. Sind Cy und Cs zwei nichtsinguldre 1rreduzible projektive Kurven, die birational dqui-
valent sind, so sind sie bereits isomorph.

Frage: Ist jede irreduzible Kurve birational dquivalent zu einer nichtsinguldren projektiven irreduziblen
Kurve?

Wir werden zeigen, dafl dies in der Tat der Fall ist, und sogar ein Verfahren angeben, wie man aus einer
singuldren Kurve eine nichtsingulédre konstruieren kann.

Idee: Durch Aufblasen sollte die Singularitit einfacher werden.

Wir wissen bereits, dafl jede irreduzible Kurve birational zu einer ebenen Kurve C' C P? ist. Wir betrach-
ten einen singuldren Punkt. Fiir die lokale Untersuchung kénnen wir C' N A? = {f(z,y) = 0} annehmen
und P = (0,0). Dann ist

f=fm+fmsr+. fm#0.

Wir nennen m die Multiplizitdt oder Vielfachheit von ¢ in P. Das homogene Polynom f,, zerfillt in
Linearfaktoren:

Im(z,y) = ca™ H(y — Aiz)™i) alle A; verschieden.

Wir sagen, P ist ein gewohnlicher vielfacher Punkt von C| falls alle n; < 1 sind, d.h. TCp(C) besteht
aus m (verschiedenen) Geraden (PTCp(C') besteht aus m Punkten).

o Wir betrachten jetzt den Fall, dal P ein gew&hnlicher m-facher Punkt auf C' ist - wie eben. O.E.
fm(z,y) = (y — A1x) ... (y — Ama).
e Wir blasen A? in P auf:
A? = {((x,y), (u:v)) € A? x P 20 = yu}.
e Was passiert im affinen Teil {u = 1} ~ A?? Wir haben y = zv. Einsetzen in f(x,y) ergibt:
2o =A) . (v=An)+ xm+1fm+1(1,v) + ...,
also wird die Aufblasung von C' hier gegeben durch die Gleichung
(v=A)...(v=Am) + @ fmer(L,0) +....

e Die Punkte iiber P sind die Punkte P; = ((0,0), (1 : A;)). Dies sind einfache Punkte auf C, wie
man sofort an der Taylorreihenentwicklung sieht.

e Weitere Punkte kénnen in der Aufblasung nicht dazukommen. Also haben wir die Singularitét in
P durch Aufblasen aufgelost.

Damit haben wir den Satz bewilesen:
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SATZ 44. Ser C' eine wrreduzible ebene projektive Kurve mit nur gewshnlichen vielfachen Punkten. Blist
man C' in diesen Punkten auf, so erhdlt man eine nichtsinguldre Kurve C' und einen birationalen Mor-
phismus C' — C'.

Mit Hilfe von quadratischen Transformationen der Gestalt (zg : 21 : 22) = (2122 : Zox2 : Tox1) kann
man erreichen, dafl jede ebene Kurve in eine ebene Kurve mit nur gewohnlichen vielfachen Punkten
transformiert werden kann. Damit folgt dann der Satz:

SATZ 45. Jede irreduzible Kurve ist birational dquivalent zu einer irreduziblen nichtsinguldren projektiven
Kurve.

Bemerkung: Ist X eine projektive Varietét, X eine nichtsinguldre projektive Varietdt und = : X >
X ein birationaler Morphismus, so sagt man, X ist eine Singularitdtenauflésung von X. Hironaka hat
gezeigt, daBl in Charakteristik 0 X immer eine Singularitdtenauflésung besitzt; in Charakteristik p ist
dies allgemein nur fiir Kurven und Flachen bekannt.

Wir wollen jetzt die Funktionen auf nichtsinguldren Kurven noch etwas genauer anschauen.

LEMMA 24. Sei C' nichtsinguldr irreduzibel und projektiw. Dann definiert jede nichtkonstante rationale
Funktion g € k(C) einen surjektiven Morphismus C' — P*.

Beweis: Wir wissen bereits, daf ¢ einen Morphismus 7 : C' — P! induziert. y(C) C P! ist abgeschlossen
und irreduzibel, also ein Punkt oder P!. Alternativ: Angenommen, v ist nicht surjektiv. Nach Koordi-
natenwechsel kann man also v(C') C A! annehmen. Dann wiirden aber alle Polynomfunktionen auf A!
reguldre Funktionen auf C' liefern, was nicht sein kann, da O(C) = k gilt. ®

Divisoren

Sei C' eine nichtsingulére irreduzible projektive Kurve. FEine Divisor ist eine endliche formale Summe

D= Zn:nlpl
i=1
D= npP,

PeC
wo alle bis auf endlich viele np = 0 sind. Die Divisoren auf C' bilden eine abelsche Gruppe, die Diviso-
rengruppe Div(C). Ist D = > npP ein Divisor, so heifit > np der Grad deg(D) des Divisors D. Der
Divisor D heifit effektiv, falls alle np > 0 sind. Ist f € k(C), f # 0, so heifit

() =Y vr(f)P

der Divisor von f. Der Divisor einer Funktion gibt also die Null- und Polstellen einer Funktion an.

Wir schreiben auch

Beispiel: C' = P!. Was ist der Divisor der Funktion f = ¢3>—¢27 Die Faktorzerlegung lautet f = ¢?(¢t —1).
Ist P, =0, Py =1, s0ist also vp, (f) = 2,vp,(f) = 1. Im Unendlichen ist « = % uniformisierend, also
11 s
also mit Ps = (0: 1): vp,(f) = —3. Damit wird der Divisor von f:
(f) = 2P, + Py — 3P5.

Es ist deg((f)) = 0.

Beispiel: Die Kurve y? = 23 4+ 1 hatte einen Punkt im Unendlichen Py = (0 : 0 : 1). Dort war v = 5
uniformisierend. « = + hatte Ordnung 3. Wir wollen jetzt den Divisor von f = 5 bestimmen. Im
Unendlichen gilt vp,(f) = 1. Im Endlichen haben # und y keine Polstellen.

Nullstellen von « fiir Py = (0,1) und P» = (0, —1). Die Funktion z ist dort uniformisierend, also vp, (z) =
vp,(x) = 1.

Nullstellen von y fiir P3 = (—1,0), Py = (—(3,0) und Ps = (—(3,0). Die Funktion y ist dort jeweils
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uniformisierend, also vp, (y) = vp, (y) = vp, (y) = 1.
Damit erhalten wir

(2) = 2Py + P+ Py, (y)=-3Py+ Ps+ Ps+ Ps,

it
(;):P0+P1+P2—P3—P4—P5.

Wir bemerken, dafl alle berechneten Hauptdivisoren Grad 0 haben.

Allgemein gilt folgender wichtiger Satz, den wir aber im Augenblick nicht beweisen wollen:

SATZ 46. Der Divisor einer rationalen Funktion # 0 auf einer nichtsinguldren irreduziblen projektiven
Kurve hat Grad 0.

Bemerkung: Wir kénnen also konkret zu einer Funktion ihren Divisor bestimmen. Umgekehrt stellt sich
daher die Frage: Welche Divisoren vom Grad 0 sind Divisoren von Funktionen? D.h. was fiir Null- und
Polstellenbedingungen kann man stellen, sodafl es dazu eine rationale Funktion gibt?

Fiir rationale Kurven ist die Antwort leicht:

SATZ 47. Jeder Divisor D vom Grad 0 auf P’ ist Divisor einer Funktion f.

Beweis: Sei
D=noPo+) niP;
ein Divisor vom Grad 0 mit Py = (0 : 1) und fiir ¢ > 1 sei P; = a; = (1 : @;). Definiere

F=1J¢—a).

i>1
Dann 1st
(f) :anpz_(zni)POZanPZ =D,
i>1 i>1 >0

D also Divisor einer Funktion. ®
Daf} der Satz im allgemeinen nicht mehr stimmt, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel: Wir betrachten wieder die Kurve y?> = 23 4+ 1. Der unendlich ferne Punkt sei @ = (0: 0 : 1).
Set PeC, P#£Q.
Behauptung: P — @) ist nicht Divisor einer Funktion.

Beweis: Wir suchen also eine Funktion f, die regular im Endlichen ist, dann ist sie aber ein Element des

affinen Koordinatenrings k[x, y]/(y* — 23 — 1), 148t sich also als Polynom in z und y anschreiben. Wegen

y? = 23 + 1 kénnen wir sagen: Jede im endlichen regulidre Funktion f 148t sich schreiben
f=a(x) +b(x)y,
mit Polynomen a(z) und b(x). Was passiert im Unendlichen, d.h. im Punkt Q7
e Falls a(x), b(x) # 0 mit Graden m und n. Dann ist
vo(a) = —2m,vg(b) = —2n,vg(by) = —2n — 3,
also
vg(a + by) = min(—2m, —2n — 3).
v (a + by) ist also niemals —1.
e Genau die gleichen Uberlegungen gelten, falls @ = 0 oder b = 0 ist.

Damit ist die Aussage bewiesen.
Insbesondere folgt: C' % P!,
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Ausblick

Sei C' eine nichtsingulére irreduzible projektive Kurve. Hat man Punkte Py,..., P, € C gegeben und
Zahlen ny,...,n,, so kann man nach den Funktionen f € k(C') fragen, die in P; hdchstens einen Pol
der Ordnung n; haben fiir ¢ = 1,... 7 und sonst regulér sind, d.h. vp,(f) > —n; fir ¢ = 1,...,r und
vp(f) > 0fiir P# Py, ..., Pr.

Definiert man fiir D = Y mpP und D' =) m/p P eine Ordnungsrelation durch

D<D < mp<mpfiralle PeC,
so kann man obige Beziehung auch schreiben
(fi>-mP+-—nP oder (f)+mPi+---+n.P >0.
Man definiert nun allgemein fiir einen Divisor D
L(D) = {F € K(C): [ £0,(f) + D > 0} U {0},
Man sieht sofort, dal £(D) ein k-Vektorraum ist. Auflerdem kann man ohne grofie Miihe zeigen, daf

L(D) ein endlich dimensionaler k-Vektorraum ist. Von zentraler Bedeutung ist dann folgender Satz:

SaTz 48 (Riemann-Roch). Fir eine nichtsinguldre irreduzible projektive Kurve C' gibt es einen Divisor
Ko auf C, eine ganze Zahl gc > 0, so daf fiir alle Diwvisoren D gilt:

dim£(D) =deg(D) + 1 — g¢ + dim L(K¢ — D),
insbesondere dim L(D) > deg(D) + 1 — g¢. K¢ heifit kanonischer Divisor, gc das Geschlecht von C'.

Definiert man
Divg(C) = {D € Div(C) : deg(D) = 0},

so bilden die Hauptdivisoren eine Untergruppe von Divg(C). Es ist also natiirlich folgende Gruppe zu
betrachten:

Jac(C) = Dive(C)/{(f) : f € k(C), f # 0}.
(Jacobische von (', Divisorklassengruppe vom Grad 0) Man kann zeigen, daf sich Jac(C) als nicht-
singulére projektive Varietdt betrachten 1aft. Jac(C) ist damit eine abelsche Varietit: eine projektive
Varietat mit Gruppenstruktur. Die Dimension von Jac(C') ist das im Satz von Riemann-Roch erwédhnte
Geschlecht g¢ von C'.
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Schnitttheorie ebener Kurven

Seien C' und D Kurven in P2 vom Grad m bzw. n ohne gemeinsame Komponente. Dann ist C'N D endlich.

Wie grof3 ist #C'N D?

Beispiel: Sei f(z) ein Polynom vom Grad d in . Dann besteht {f = 0} C A! hichstens aus n Punkten.
Zahlt man mit Vielfachheiten, so kann man sagen, f hat genau n Nullstellen.

Beispiel: Wir haben bereits frither gesehen: Sei X C P” eine Hyperfliche vom Grad d und L eine Gerade,
die nicht in X enthalten ist. Dann gilt: 1 < #LNX <d.

Seien jetzt C' und D ebene Kurven vom Grad m und n ohne gemeinsame Komponente. Um eine erste
Abschétzung zu erhalten, kénnen wir annehmen, daf§ alle Punkte aus C' N D im Endlichen liegen, und
daher die Situation affin studieren.

CND={p,q1),--.,(pa,qq)}-

AufBlerdem koénnen wir nach Koordinatenwechsel annehmen, dafl alle p; verschieden sind. C' seil gegeben

durch f(z,y) =0, D durch g(z,y) = 0. Wir suchen also Z(f,g). Nun gilt
Ry(f,9), Re(f,9) € (£, 9)-
Also Ry (f,9)(pi) = 0. Nach unseren Annahmen folgt also:
#CND < grad(Ry(f, g)).
LEmMA 25. grad(Ry(f,g)) < mn.
Beweis: Wir schreiben
flay) =ay™ +ary” 4t am,  glz,y) =boy" + b1y + o+ by,

wo a; ein Polynom in z vom Grad < 7, b; ein Polynom in z vom Grad < j ist. Es ist vorteilhaft, die
Polynome a; und b; zu homogenisieren: a;(u, z), b;(u, 2), so daf jetzt a; Grad ¢ und b; Grad j hat. Wir
bilden die Resultante:

apg dai as
0 apg ap
U 0
Am—-1  Gm
R(u,z) = bo by by
0 by b
by, 0
bn—l bn
Nun ist
ap ta1 t2a2
0 ap ta1
t"a,, 0
" a1 t"am,
R(tu,tz) = bo b (%bs
0 by th
t"by, 0
" th,_y by
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Jetzt multipliziere man die i-te Zeile, die die a’s enthilt mit ¢~ die j-te Zeile, die die b’s enthilt mit
t/~1. Da es n Zeilen mit a’s und m Zeilen mit b’s gibt, folgt:

ap ta1 t2a2
0 tao t2a1
tm+n—2am 0
Rl samet B tm+n—2am_1 tm+n—1am
pmm R Rt ) = by thy 12y
0 thy b
tm+n—2bn 0
tm+n—2bn_1 tm+n—1bn

Nun sieht man sofort, dal man aus der j-ten Spalte wieder /=1 herausziehen kann. Also bleibt:

USSPl te) = (25

t 1‘7'R(u,ar:).

Damit also
(m+n—12)(m+n) _ (n—21)n _ (m—21)m

R(u,z) =1 R(u, ) =t"" R(u, z),
d.h. R(u,z) ist homogen vom Grad mn. Macht dies inhomogen, indem man u = 1 setzt, so folgt die
Behauptung. ®

Damit ergibt sich sofort die
FoLGERUNG 14. Haben C und D keine gemeinsame Komponente, so gilt
#CN D < (gradC)(gradD).

Wir wollen jetzt noch etwas genauer hinsehen.

Beispiel: y = z? und z = y?. Dies sind verschiedene irreduzible Kurven vom Grad 2, also sollte es
hochstens 4 Schnittpunkte geben. Und in der Tat: die Schnittpunkte sind

(0,0), (1,1), (€.€%), (€%, 0),
—1+2¢—_3.

wo ( =

Beispiel: y = 2% und y = (z — 1)?. Wieder sollte es héchstens 4 Schnittpunkte geben.

e Im Endlichen muB gelten z? = (x — 1)?, also 2z = 1, d.h. es gibt genau den einen Schnittpunkt
(5.3)-
e Im Unendlichen zy = 0. Wir schreiben die Kurven zuerst projektiv an:
Toro = x% und zgze = (21 — xo)z.
Beide Kurven schneiden 2y = 0 jeweils nur in (0 : 0 : 1). Also gibt es nur zwei Schnittpunkte.
e Wir fithren um (0 : 0 : 1) affine Koordinaten ein: #g = u, #; = v, 22 = 1. Dann werden die Kurven
u=1v?und u = (v—u)’
(Parabel und gedrehte Parabel!) Die Tangenten sind die gleichen, die Schnittvielfachheit sollte
also > 1 sein.
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e Man mufl also schneiden:

u=1v?und v = v? — 2uv + u’.

Das ist das gleiche, wie wenn man u = v? mit u? — 2uv = 0 schneidet. Oder nochmals anders
u = v? mit ¥ = 0 und v = v? mit u = 2v. Die erste Situation kann man auch so deuten: Schneide
u = 0 mit v = 0, d.h. eigentlich zweimal u = v = 0.

e So gerechnet sollte die Schnittvielfachheit im Punkt (w,v) = (0,0) drei betragen. Z&hlt man so,
erhélt man wieder 4 Schnittpunkte.

Ziel: Fiihre eine Schnittvielfachheit ein.
Beispiel: Wir betrachten das vorangegangene Beispiel nochmals algebraisch. Sei P der Punkt (u,v) =
(0,0). Das Ideal der Gleichungen lautet
a=(u—vu—(v—u)?) = (u—2%ulu—20)) = (u—-12?(v—2)v%.

Im lokalen Ring Op ist v — 2 Einheit, also

a=(u—v?v?).
Damit ist

Op/a~k + kv + kv?.

Insbesondere ist

dim(Op/a) = 3.
Diese Zahl entspricht also den vorausgegangenen geometrischen Uberlegungen.
Bemerkung: Die vorherigen Beispiele deuten darauf hin, dafl es sinnvoll sein kann, bei einer Kurve
die Gleichung mehr zu betonen als die Nullstellenmenge. Eine ebene Kurve ist also gegeben durch ein

Polynom f(xg,z1,%2) bzw. affin f(x,y). (Schnitttheorie macht man mit Divisoren auf Flidchen.) Ist F
durch das Polynom f gegeben, G durch das Polynom g, so werde F' + (G durch das Polynom fg definiert.

Wir definieren jetzt eine Schnittmultiplizitét fiir ebene Kurven:

DEFINITION 26. Seien F und G ebene Kurven, gegeben durch Polynome f und g. Sei P € P2, Dann
heifit

i(P, F-G)=dim; Op2p/(f,9)
die Schnittmultiplizitidt von F' und G wm Punkt P.

Bevor wir wichtige Eigenschaften der Schnittmultiplizitdt vorstellen wollen noch ein Lemma beweisen,
das hilft mit lokalen Ringen zu rechnen. Zur Erinnerung: Ist P € P? gewihlt mit P € A?, so ist

Opsp = Ops p = {§ - f.9 € k.o, g(P) # 0},

LEMMA 26. Sind fi1,..., fn € k[z,y] mit Z(f1,..., fn) = {P}, so gilt
kle, yl/(f1, - fn) = Oazp/(f1,-- - fn).
Beweis: Die natiirliche Inklusion k[z,y] = Oaz p induziert

A k’[l‘,y]/(fl, .. ,fn) — OAQ,P/(fla .. ,fn)
A ist injektiv: Sei f ein Polynom mit f € Kern(A). Dann gibt es Polynome g¢,¢1,...,9n € k[x,y] mit

f= Z%’fi und g(P) # 0. Wegen Z(f1,...,fn) = {P} folgt Z(f1,..., fn,9) = 0, also gibt es nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz Polynome h, hy, ... h, mit 1 = hg 4+ > h; f;. Damit folgt
F=hgf+> hiffi=> hgifi+ > hiffi = (hgi +hif)f:,

also f = 0mod (f1,..., fn), d.h. X ist injektiv.
A ist surjektiv: Es gentigt zu zeigen: Ist g ein Polynom mit g(P) # 0, so ist g im Bild von A. Wie eben
sieht man die Existenz von Polynomen A, hq, ... h, mit hg + > h;fi = 1. Dann ist aber A(h) = é. [ ]

Der folgende Satz bringt einige grundlegende Eigenschaften der Schnittmultiplizitat:
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SaTz 49. 1. i(P,G-F)=i(P,F-G).

2.

i(P,(F1+ F2)-G) =P,y -G)+i(P, Fa-G), wo Fy + Fa eine Abkiirzung fir die durch fifs
definterte Kurve sein soll.

i(P,F'-G)=1i(P,F-G), wenn F' durch f + gh definiert wird.

(P F-G)=0, falls P FNG, i(P,F-G) = o0, falls F' und G eine gemeinsame Komponente
haben, die durch P geht; andernfalls ist i(P, F' - G) endlich und > 1.

i(P,F-G) =1 genau dann, wenn P nichtsinguldrer Punkt auf F und G ist und die Tangenten in
P verschieden sind.

Genauer gilt: i(P,F - G) > mp(F) - mp(G). Die Gleichheit gilt genau dann, wenn die Geraden
aus den Tangentialkegeln von F' und G verschieden sind.

Bewers: Mit O kiirzen wir den Ring Oa- p ab.
1. Klar!
2. Zu zeigen ist:

6.

dimO/(f1fz,9) =dim O/ (f1,g) + dimO/(f2,9).
Nach der Aussage in 4. kénnen wir annehmen, daf§ F; + F» und g keine gemeinsame Komponente
haben, die durch P geht, d.h. fi f> und ¢ sind teilerfremd in O.
Nun haben wir eine surjektive Abbildung ¢ : O/(f1f2,9) = O/(f1,9). Der Kern ist f1O/(f1f2,9)-
Die Multiplikation mit f; liefert eine surjektive Abbildung ¢ : O — f1O/(f1f2,9). Ist h €
Kern(y), so gibt es ki, ko € O mit hfy = kififo + kag. Dann gilt fi]|kog, also folgt aus der
Teilerfremdheit fi|ks, d.h. ko = fiks und damit h = k1 fo + kzg € (f2,¢). Somit

O/(f2,9) = LO/(f1f2,9).

Der Rest folgt aus der Dimensionsformel fiir k-Vektorrdume. Wir konnen das Gezeigt auch anders
ausdriicken: Die folgende Sequenz von k-Vektorrdumen ist exakt:

0= 0/(f2,9) B O(1f2,9) > O/ (1, 9) > 0.
Klar wegen (£,9) = (f + gh,9).
e Ist P¢ FNG,2B. P¢ F,dann ist f Einheit in O, also (f,¢)0 = O, also O/(f,g) = 0.
e Sei f = ah, ¢ = bh und h(P) = 0. Dann gibt es eine surjektive Abbildung O/(f,g9) =
O/(ah,bh) — O/(h). Als Vektorraum ist O/(h) aber unendlich dimensional (0.E. & irredu-
zibel und h # x. Dann sind 1,2, 2% 23 ... linear unabhingig iiber k.)
e Durch Resultantenbildung haben wir bereits frither gesehen:

2,y € (f,9)0.

Also ist O/(z4,y°) — O/(f,g) surjektiv. Das erste ist aber ein endlich dimensionaler k-

Vektorraum. Da 1 € (f, ¢)O, ist dimOQ/(f,g) > 1.
Sei zunéchst dimQ/(f,g) = 1. Dann ist (f,9)0 = m, modulo m? liefert dies, daf§ die linearen
Anteile von f und g einen zweidimensionalen Vektorraum aufspannen. Daraus folgt die eine Rich-
tung.
Die andere Richtung folgt aus dem Lemma von Nakayama: O.E. f =z + f/ und g =y +¢’, wo f’
und ¢’ jeweils nur Monome vom Grad > 1 enthalten. Dann gilt

m=0f+ Og+m?,

also folgt schon (f,¢)0 = m, also ist die Schnittzahl wirklich 1.
Diese Aussage wird in den Ubungen bewiesen. B

Beispiel: Schnittzahlen ebener Quadriken in einem Punkt. Wir betrachten zwei nichtsinguldre Quadriken
F=2Z(f) und G = Z(g) und einen Punkt P im Durchschnitt.

1.

Haben die Quadriken verschiedene Tangenten, so ist die Schnittzahl 1.

2. Nun o.E. P = (0,0), f = y+ p(x,y) und ¢ = y+ ¢q(z,y), wo p,¢q homogen quadratisch sind. Es

geniigt die Schnittzahl von f = 0 mit ¢(x, y)—p(z, y) = 0 zu berechnen. Nun zerfallt ¢(z, y)—p(z, y)
aber: q(z,y) — p(x,y) = l1(x,y)l2(2, y). Es gilt:
(P F-G)=i(P,f 0)+i(P,f ).
(a) Tst y # by, soist i(P, f - 4;) = 1.
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(b) Ist y = cb;, soist i(P, f - 4;) = 2.
3. Damit sieht man sofort, daf§ alle Zahlen < 4 als Schnittzahlen vorkommen kénnen.

Die folgenden Beispiele skizzieren den Schnitt von y = 2% mit den Kurven y = 2z? — y?, y = 2% — zy und
y = x% — y?, wobei als Schnittzahlen 2, 3 und 4 auftreten.

FOLGERUNG 15. Sei P € F nichtsinguldr und G eine Gerade durch P. Dann ist i(P,F - G) > 2 genau
dann, wenn G die Tangente an F in P ist.

DEFINITION 27. Sei P ein nichtsinguldrer Punkt der ebenen Kurve F und G die Tangente. Isti(P, F-G) >
3, so heifit P Wendepunkt der Kurve und G eine Wendetangente.

Beispiel: Sei C' gegeben durch y = 23 und
P = (0,0). Dann ist P ein Wendepunkt mit
Wendetangente y = 0.

Wir kénnen nun den folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 50 (Bézout). Seien I und G Kurven in P? ohne gemeinsame Komponente. Dann ist
Z i(P,F-G) = (gradF)(gradG).
PeP?

Der Satz besitzt zahlreiche Anwendungen. Der Beweis wird in zwel Lemmata aufgeteilt. Wir kénnen
dabei annehmen, dafl alle Schnittpunkte ' N G im Endlichen liegen.

LEMMA 27. Seien f,g € k[, y] Polynome ohne gemeinsame Komponente und

{f=9g=0}={P,..., Py}
Dann qilt
k[l’,y]/(f,g) ~ OA2,P1/(fag) @ - '@OAQ,Pd/(fag)'

Insbesondere gilt
Beweis:

1. Sei P; = (ps, ¢i). Nach Koordinatenwechsel kénnen wir wieder annehmen, dafi die p; und ¢; paar-
weise verschieden sind. Die Resultanten Ry (f,¢), Ro(f, ¢) liegen in (f, g) und haben die Gestalt

c(z —p1) ... (x — pa)®® bzw. (y — ql)f1 oy - qd)fd,
also gibt es ein e mit

(x—p)°. . (x—pa) (y—q1) - (y—qa)° €(f 9)
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2. Sei
a; = (faga (l‘ _pi)e’ (y_ qi)e)'

Offensichtlich ist Z(a;) = {(pi, ¢;)}. Damit gilt Z(a; +a;) = @ fiir ¢ # j, also nach dem Hilbertschen
Nullstellensatz a; 4+ a; = 1. Der chinesische Restsatz liefert dann einen Isomorphismus

klz,y]l/ Nia; = klz,yl/a1 & - & k[, y]/aq

Wir miissen jetzt nur noch die einzelnen Terme identifizieren.
3. Sei O; = Oa= p,. Dann gilt

($ - pi)ea (y - Qi)e S (fag)ola
also nach einem fritheren Lemma
klz,yl/a; kle, y]/(f, 9, (x —pi)°, (y — 4:)°) ~
Oz/(faga ($ - pi)ea (y - (]i)e) — Ol/(fag)

Damit hatten wir die Ausdriicke auf der rechten Seite erledigt.
4. Offensichtlich ist (f, g) C N;a;. Sei nun F'(xz,y) € N;a;. Definiert man

wi = [ =p)* (v = 0)",

J#

12

so gilt w;a; C (f,9) und damit w; F' € (f,g). Nun ist weiter Z(f, g,u1,...,uq) = 0, also gibt es
nach dem Hilbertschen Nullstellensatz Polynome v;, w;, wy mit 1 = wyvy +- - -+ ugvg+ws f +wgg.
Damit gilt

F=viuiF+ - +vguaF +wiFf+wsFg e (f,g).
Daraus folgt sofort N;a; = (f, ¢) und damit schliefllich der Rest der Behauptung. B

LEMMA 28. Schneiden sich F' und G nur vm Endlichen, dann ist

dimk[z,yl/(f,9) = grad(f) - grad(g).

Bewets:

e f habe Grad m, ¢ habe Grad n. Dann kénnen wir f und g in homogene Bestandteile zerlegen:
J=fmtfmaat+.y 9=gn+gn1+t....
Homogenisiert lauten die Gleichungen
Jm(xr,22) + xofmo1(®1,22) + ..., gnl®1, 22) + xogn_1(x1,22) + .. ..
Fiir die Schnittpunkte im Unendlichen lautet also die Gleichung
2o = (21, 22) = gn(21,22) = 0.
Soll es keine geben, so 1st dies Aquivalent damit, da f,, und g, teilerfremd sind.
o Sei Vy der k-Vektorraum der Polynome in z,y vom Grad < d. Eine Basis ist
l,x,y,xz,xy,yz,...,xd,x Y, Yo,
also 1st die Dimension

d+1)(d+2
dide:1+2+~~~+(d+1):%.

e Da kl[z,y]/(f,g) endlich dimensional ist, ist fiir groBe d die natiirliche Abbildung ¢ : V; —
klz,y]/(f,g) surjektiv. Also gilt

dim k[z, y]/(f, g) = dim Vg — dim Kern(¢).
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e Wir berechnen Kern(¢). Es ist

Kern(¢) ={af +bg € Vg :a,b e klz,y]}.
Beh.: Ist af +bg € Vg, so gibtes @’ € Vy_p, und &' € Vy_,, mit af +bg=a' f +V'g.
Bew.: Angenommen

G =0e_m+...,0=be_,, +... mit e >d.
Dann ist

le + bg = (ae—mfm + be—ngn) +--- € Vda
also ae—p frn +be—ngn = 0. Da f,, und g, teilerfremd sind, gibt es ein homogenes Polynom A mit
Ge—m = hgn,be—n = —hfp. Danun gilt

af +bg=(a—hg)f+(b+hf)g
und
a— hg = (ae—m + +) - (hgn +hgn—1 + ) € Ve—m—l

und analog b+ hf € V._,_1 kénnen wir auf diese Weise die Grade von a und b erniedrigen, bis

wir die Behauptung erreicht haben.
e Wir kénnen jetzt schreiben

Kern(¢) ={af +bg:a € Va_m,b € Vy_pn}.
Wir betrachten jetzt die natiirliche Abbildung
¥ Viem X Vaop = Kern(¢), (a,b) — af + bg.
¥ 1st surjektiv, also
dim(Kern(¢)) = dim Vy_p, + dim Vy_p, — dim Kern(¢).
e Was ist Kern(¢)? Da f und g teilerfremd sind, folgt aus af +bg = 0, dafl es ein h gibt mit a = hyg
und b = —hf. Also ist
Kern(y) = {(hg,—hf) :h € Vim_n}.
Speziell: dim Kern(¢) = dim Vy_m_pn.
e Nun konnen wir zusammenfassen:
dim(k[z,y]/(f,9) = dimVy—dim Kern(¢) =
= dimV;—-dmVy_,, —dimV;_,, +dimVy_,,_, =
d+1)(d+2) (d=m+1)(d—m+2)

2 2
(d=n+1)(d—n+2) (d—m—n—l—l)(d—m—n—l—?):

2 2

= mn.
e Bemerkung: Wir haben gerade folgende exakte Sequenz hergeleitet (fiir d grof genug):

hes(hg,—h
> (hg, -hf)

0= Vi Ve X Vaen 024 ¥9 1y s fle ]/ (F, 9) — 0.

Folgender Satz spielt eine grofie Rolle:

FOLGERUNG 16. Liegen mit Vielfachheiten gezdhlt mindestens (gradlF)(gradG) + 1 Punkte im Durch-
schnitt F NG, so haben F und GG eine Komponente gemeinsam.

FOLGERUNG 17. Sind F und G Kurven im P?, so gilt FNG # 0.

Bemerkung: Ist S eine glatte projektive Flache, so kann man auch fiir S eine Schnitttheorie fiir Kurven
(bzw. Divisoren) entwickeln.



76 12. SCHNITTTHEORIE EBENER KURVEN

Schnitttheorie auf P! x P!

Die Kurven auf P! x P! werden definiert durch bihomogene Polynome f(zq, 21, yo,y1). Hat f Grad m
in zg, 1, Grad n in yg, y1, so sagen wir f hat den Bigrad (m,n).
P! x P! wird iiberdeckt durch die affinen Mengen (~ A?)

{(Lr2), (Lry) : (ey) € A7}, {((1:1), (12 y) : (t,y) € A},

{(1:x), (u:1)): (x,u) € A%}, {((t:1),(u:1)):(t,u) € A%},
also kann man genauso wie im P? die Schnittmultiplizitit zweier Kurven F, GG in einem Punkt P definieren:
i(P,F-G).

Der Satz von Bézout fiir P! x P! lautet nun:

SATZ 51. Sind F,G zwei Kurven auf P! x P! ohne gemeinsame Komponente, bihomogen vom Grad
(my,n1) bzw. (ma, ng), so gilt
Z Z(P,F . G) = mins +maony.
PEFNG

Da P! x P! birational #quivalent zu P? ist, werden wir versuchen, diesen Satz auf den gewshnlichen Satz
von Bézout zuriickfiihren.

Beweis:
1. Wir kénnen nach Koordinatenwechsel annehmen, daf§ sich die Kurven f(zg,#1,90,41) = 0 und
g(zo,21,y0,y1) = 0 nur im affinen Teil {((1 : z),(1:y)) : (z,y) € A?} schneiden. Sei N die Anzahl
der Schnittpunkte, d.h. N =% 5 pqg i(P, I - G). Wir schreiben

1

= ao(zo,z1)y;” +'a1($0,$1)ygl_1y1'+ o+ ap, (zo, 7)Yy}t und

g = bo(zo,x0)ys* +bi(zo, 20)yp> "y 4 o+ by (zo, 21y,
wo a;(xg, 1) homogen vom Grad my und b;(zg, 1) homogen vom Grad mg ist.

2. Die affinen ebenen Kurven f(1,2,1,y) = 0 und g(1, z, 1, y) = 0 schneiden sich also mit Vielfachheit
gezihlt in N Punkten. Die projektiven Abschliisse dieser Kurven im P2 seien F und G. Sie werden
durch die Gleichungen f(zg,#1, 20, 22) = 0 und g(zo, 21, 2o, #2) = 0 gegeben; sie sind homogen
vom Grad my +ny bzw. ma+ ns. Nach Bézout erhalten wir also (m1 +n1)(mse+n2) Schnittpunkte.
Die Zahl N erhalten wir, wenn wir von dieser Zahl die Anzahl der Schnittpunkte im Unendlichen
abziehen.

3. Die Schnittpunkte von F' und G im Unendlichen erhilt man aus den Gleichungen

0= g = f(oa T, Oa l‘z) = g(oa T, Oa xZ)a
also fiir

0= Lo = anl(O’ xl)xgl = bn2(0a l‘l)l’g2,
d.h. nur die zwei Punkte (0:0:1) und (0:1:0) sind moglich.

4. Wir berechnen die Schnittzahl im Punkt (0 : 0 : 1). Wir wihlen affine Koordinaten (u,v) mit
(w:v:1)= (2o : &1 : x2) und miissen jetzt die Schnittzahl von f(u,v,u,1) = Ound g(u,v,u,1) =0
im Punkt (u,v) = (0,0) berechnen. Nun ist

Fu, v, u, 1) = ao(w, v)u™ + ap (w, v)u™ "1 4 - 4 a,, (u, v)
und

g(u, v, u, 1) = bo(uw, v)u™ + by (u, v)u™> "  + - 4 by, (u, v).
F hat also Multiplizitit nq in (0,0) und den Tangentialkegel a,, (u,v) = 0, G hat Multiplizitit no
in (0,0) und den Tangentialkegel b,,,(u, v) = 0. Aus den Gleichungen

f(zo,21,0,1) = a,, (zo, 1) und g(xo,21,0,1) = by, (w0, 1)

und der Tatsache, dafl sich die Ausgangskurven F' und G nur im oben angegebenen affinen Teil
schneiden sollen, folgt sofort, dafl a,, (g, #1) und by, (2o, 21) teilerfremd sind. Also schneiden sich
F und G in (0:0: 1) mit Multiplizitat mqma.

5. Genauso zeigt man, daff im Punkt (0 : 1 : 0) die Schnittzahl von F und G gleich myms ist.
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6. Es folgt damit

N = (m1 + n1)(m2 + n2) — mama — ning = ming + mong.

K
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KAPITEL 13

Ebene Kurven

In diesem Abschnitt soll es darum geben, etwas von den vielfaltigen Anwendungen des Satzes von Bézout
zu skizzieren.

Eine ebene Kurve vom Grad d ist gegeben durch ein Polynom

d—1 d—1 d—2
f= aoxg—i—alxo x1 4+ aszy " ®o 4 asxg x% + "'+ad£d2+3) xg,
. . d(d+3) . .
man kann ihr also den Punkt (ag : @y : - : @a@rs) im P~ 2z zuordnen. Umgekehrt liefert so jeder Punkt
d(d43) 2

im P~z eine ebene Kurve vom Grad d. Die ebenen Kurven vom Grad d werden also parametrisiert von
einem @—dimensionalen projektiven Raum. Man spricht auch vom Linearsystem der ebenen Kurven
vom Grad d. (Wenn auch nicht explizit erwdhnt, wird doch oft vorausgesetzt, dafi char(k) > d ist.)

Ist P ein Punkt in P2, so liefert f(P) = 0 eine lineare Gleichung in aq, ..., @ awts) , d.h. die Kurven vom
Grad d, die P enthalten, bilden eine Hyperfliche in P Auf gleiche Weise folgt:

LEMMA 29. Sind Py, ..., P, € P? gegeben mit n < @, so gibt es eine Kurve vom Grad d, die durch

Py, ..., P, geht.

Eine Kurve f(xg, 21, 22) = 0 vom Grad d hat eine Singularitit in P = (po : p1 : p2), falls gilt.
aof aof aof
f(po, p1,p2) 6x0(poapl,p2) 6x1(poapl,p2) 6x2(P0,P1,p2)
(Gilt d # char(k), so kann man wegen der Eulerschen Relation die Bedingung f(po, p1, p2) = 0 weglassen.)
Wihlt man auf P55

man f = agzl + - + @ awss) v¢, definiert man
2

die homogenen Koordinaten aq, ..., ¢aw+s , auf P? wie iiblich zg, 21, x2, setzt
2

_ . de oo OF _OF _ OF _
X—{((ao. .aﬂéi),(l‘o.l‘l.l‘z))ep x P .f—ﬁxo—axl_axz—()},

so hat die Projektion = : X — P52 auf die erste Komponente als Bild die Menge der singulidren

Kurven vom Grad d. Also ist die Menge der singuldren Kurven (als Bild einer projektiven algebraischen

Menge) abgeschlossen in P“F Genauer gilt der Satz:

SATZ 52. Die singuliren ebenen Kurven vom Grad d bilden eine Hyperfliche vom Grad 3(d — 1)? im
P Db es gibt ein homogenes Polynom D(f) = D(aq,...,aawss)) vom Grad 3(d —1)?, so daff

f =0 genau dann singuldr ist, wenn D(f) = 0 ist. D wird auch Diskriminante genannt.
In diesem Sinn sind die meisten ebenen Kurven also nichtsingular.
Satz 53. Sei C' C P? eine nichtsinguldre Kurve. Dann ist C' irreduzibel.

Beweis: Wir beweisen umgekehrt: Ist C' reduzibel, so ist C' singulér. Sei C' die Vereinigung der Kurven F
und G, wo F und G keine gemeinsame Komponente haben mogen. Sei P € F' N G. Wir betrachten die
Situation affin und o.E. P = (0,0). Die Kurve F' wird beschrieben durch ein Polynom f(x,y), die Kurve
G durch ein Polynom g(z,y). Die Kurve C' wird dann durch fg beschrieben. Nun ist

f=ar+by+..., g=cx+dy+...,
also

fg=(ax +by)(cx +dy) + ...,

79
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d.h. C' ist singuldr in P. W

Bemerkungen:

1. Definiert f(zg,®1,22) = 0 eine ebene Kurve C, so findet man die Singularitaten im Durchschnitt
f=fo=hHh=Ff=0}
Mitunter kann man so einfach auf die Irreduzibilitdt schlieflen.
2. Der Satz gilt aber nicht allgemein. Ist C' die Vereinigung windschiefer Geraden im P3, so ist C
nichtsinguldr, aber reduzibel.

3. Wir haben im Beweis gezeigt: Ist C' die Vereinigung der Kurven C und C', so sind alle Schnitt-
punkte von C7 und C5 Singularitdten von C.

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden: Wieviele Singularitdten kann eine ebene Kurve vom Grad d
besitzen?

Sei C' eine irreduzible Kurve gegeben durch ein irreduzibles Polynom f(xg, 21, z2). Da C nur endlich viele
Singularitdten hat, konnen nicht alle drei Ableitungen fy, fi1, fo verschwinden, wo f; = M .OE. fo £0.
Sei G die durch fy definierte Kurve. GG hat Grad d — 1, wenn C' Grad d hat. Fiir eine Slngularltat P von
C gilt: mp (C) > 2, also

i(P,C-G)>2
Sind Py, ..., Ps die singuldren Punkte von C', so gilt also nach dem Satz von Bézout:
25< > i(P,C-G)=d(d-1).
PECNG

Damit erhalten wir:

SATZ 54. Eine irreduzible Kurve vom Grad d hat héchstens ﬂ%l singuldre Punkte.

Bemerkungen:
1. Zeige, dafl die Folgerung auch gilt, wenn C' reduzibel ist, aber reduziert ist.
2. Seien £; =0, ..., Ly = 0 verschiedene Geraden in P2. Es gibt maximal ( L) Schnittpunkte. Sind
£y, ..., Lq geeignet allgemein gewdhlt, so gibt es 42—1 Schnittpunke, d.h. die Kurve £1...£4 =10
ha t ( D) Singularititen. (Skizzen fiir d = 3,4, 5)

/ \ D

7 IR

Um obigen Satz fiir irreduzible Kurven zu verschirfen, betrachten wir zunéchst die Falle d = 3 und d = 4.

Wieviele Singularitdten kann eine ebene irreduzible Kubik C' besitzen?
Angenommen, es gidbe 2 singuldre Punkte P und Q. Sei G die Gerade durch P und . Dann ist
i(P,C-G)>mp(C)>2 und (Q,C-G)>2,
also
> i(R,C-G)> 4> 3= (gradC)(gradG),
RECNG

also mufl G eine Komponente von C' sein. Damit haben wir gezeigt:
Ergebnis: Eine irreduzible Kubik hat hochstens eine Singularitét.

Wir kennen zwei irreduzible Kubiken mit genau einer Singularitit, nimlich y* = z3 (Spitze) und y* =
z? + 2% (Knoten). Dies sind im wesentlichen die einzigen:
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SATZ 55. Eine singuldre irreduzible Kubik ist projektiv dquivalent zu y* = 23 (Tangentialkegel in der
Singularitit besteht aus einer Geraden) oder zu y? = x? + 23 (Tangentialkegel in der Singularitit besteht
aus zwei Geraden).

Beweis: Sei C' eine singulére irreduzible Kubik mit einem singularen Punkt P. O.E. P = (1 :0:0) ~ (0,0).

1. Falls der Tangentialkegel in P nur aus einer Geraden besteht, kann man o.E. schreiben
f =9+ aoe® + 12’y + asay® + asy’.
Es mufl ag # 0 sein, also 0.E. ag = 1. Indem man statt z den Term z — %y einsetzt, kann
man den Term bei z? zum Verschwinden bringen, also 0.E. a; = 0. Nun ersetzen wir xy durch
Lo — as®) — asxa, dann bleibt ¥? 4+ 23 = 0, und nach Vorzeichenwechsel y? = «3.
2. Falls der Tangentialkegel in P aus zwei Geraden besteht, o.E.

f =2y +aor® + a1x’y + asey® + asy’.
Es muf} gelten: ag,as # 0, also 0.E. ag = az = 1. Ersetze nun ¢ durch zg — a12; — asz2, dann
bleibt zy + 23 + y> = 0 iibrig, nach Vorzeichenwechsel also
Ty = 3+ y3.
Jede irreduzible Kubik mit Knoten ist also zu dieser Kurve projektiv dquivalent, also auch y? =
22 + 3. Also kann man auch letztere Kurve als Reprisentant nehmen. B

Wieviele Singularitdten kann eine ebene irreduzible Quartik C' haben?
Angenommen, es giabe 4 singuldre Punkte Py, Ps, P5, Py. Sei1 Py ein weiterer Punkt auf C'. Lege nun eine

Quadrik ¢ durch die 5 Punkte. Dann ist
(gradC)(grad@) = 8,

aber

DR, CQ)>1+4-2>8,
also konnen die Voraussetzungen des Satzes von Bézout nicht erfiillt sein, also ist C' nicht irreduzibel.
Ergebnis: Eine irreduzible Quartik besitzt hochstens 3 Singularitéten.

Hat eine Quartik C' drei Singularitdten Py, P2, P35, so konnen diese nicht auf einer Geraden liegen, da
sonst die Schnittzahl mit der Geraden mindestens 6 wire, aber nach Bézout nur 4 in Frage kommt. Nach
Koordinatenwechsel kann man also als die 3 Singularitaten (1:0:0),(0:1:0),(0:0: 1) wihlen. Damit
folgt schnell folgender Satz:

SATZ 56. 1. Eine irreduzible ebene Quartik besitzt hochstens 3 Singularititen.
2. Eine wrreduzible ebene Quartik mait 3 Singularititen ist projektiv dquivalent zu einer Quartik Cl
der Gestalt

f= b5x3x% + b4x3x1x2 + b3x§x§ + bzxox%xz + b1x0x1x§ + box%xg,
die singuldr in (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1) ist.
3. Vermdge der rationalen Abbildung (xg : 21 : 2) — (x122 @ koxa : xou1) ist Cy birational dquivalent
zu der Quadrik boxg + brxoxy + boxgrs + ng% + byxixs + b5x§ =0.
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Beispiele: fiir Quartiken mit genau 3 singuldren Punkten erhélt sofort aus dem obigen Satz. Weitere
Beispiele liefern die Zykloiden; dies sind durch

¢(R —a)

x:(R—a)coS(ﬁ—l—bCOST, y:(R_a)sinqj)—bSiH@

parametrisierte Kurven.

a=1,b=1,R=3. Dann erhilt man
r=12cosd+2cos’¢p—1, y=2sin¢— 2cos¢ -sin ¢.
Durch Elimination erhélt man die Gleichung

et 4+ 207y 4+ ot — 823 + 24wy 4+ 1827 + 18y* — 27 = 0.

a=2,b=3, R= 6. Dann erhilt man
r=4cos¢p+6cos?’p—3, y=4sing —6cos¢-sing.
Durch Elimination erhélt man die Gleichung

924+ 1822y +9y* — 962> +288zy* +23822+238y* — 343 = 0.

Wir wollen die bei Kubien und Quartiken verwendete Konstruktion jetzt verallgemeinern.

Sei C' eine irreduzible Kurve vom Grad d. Die Kurven vom Grad d — 2 bilden einen projektiven Raum
der Dimension

(d—2)(d+1) d>—d—2
2 o 2 ’
C habe Singularitdten in den Punkten Py, ..., Ps, wo wir 0.E. s < ﬁﬁ%ﬂl annehmen koénnen - sonst
betrachte man nur so viele Singularititen. Wahle r = % — s weitere Punkte @1,...,Q, auf C.
Dann gibt es eine Kurve D vom Grad d — 2, die durch die Punkte Py,..., Py, @Q1,...,Q, geht. Da C
irreduzibel ist, kénnen C' und D keine gemeinsame Komponente haben, also folgt nach dem Satz von
Bézout:

(d—2)(d+1)
2

ist, kann es nicht mehr als s Singularitdten geben.

d—1)(d—2
<d(d—2) und damit sgw.

2s+r<d(d-2), dh.s+ 5

d—1)(d—2 d—2)(d+1
( )2( )S( )2( )

Da nun

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 57. Eine irreduzible Kurve vom Grad d besitzt hichstens (d_l)zﬂ Singularititen.

Die irreduziblen Kubiken mit einer Singularitit sind rational, die irreduziblen Quartiken mit 3 Singula-
ritdten sind birational zu ebenen Quadriken, also auch rational. Dieses Phinmomen gilt allgemein:

SATZ 58. FEine irreduzible ebene Kurve C vom Grad d mit (d_l)zﬂ

birational dquivalent zu PL.

Beweisidee: (0.E. d > 3.)

Singularitditen ist rational, d.h.
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1. Seien Py, ..., Pa—y@-2 die singuldren Punkte von C'. Man wihle weitere Punkte @1, ..., Q4—_3.

2
Die Kurven vom Grad d — 2 bilden einen projektiven Raum der Dimension

(d=2)(d+1) (d—1)(d—-2)
5 = ; +(d—3)+1.

Also gibt es durch Py,..., Pa-n@-2,Q1,..., Q43 eine (mindestens) eindimensionale Familie von
2

Kurven vom Grad d — 2, d.h. es gibt linear unabhéngige Polynome g(zg, 1, 22), h(zo, 21, £2) vom
Grad d — 2, die auf diesen Punkten verschwinden. Die Kurven

Dy = Dtyit,) = {tog(®o, &1, ®2) +t1h(x0, 21, 22) = 0}

gehen alle durch diese Punkte.
2. Wir definieren eine rationale Abbildung ¢ : C' — P! wie folgt: Ein Punkt P € C, der verschieden
ist von F; und @); liegt genau auf einer Kurve D;. Setze

¢(P) = (to : 1a) = (h(P) - —g(P))-

3. Wir definieren eine Abbildung v : P* — C wie folgt: Die Kurve D; schneidet C' richtig gezihlt in
genau

(d—1)(d-2)

2

Punkten, alsoin Py, ..., Pu-1@-2,Q1, ..., Q43 und einem weiteren Punkt P,. Wir setzen ¢ (¢) =
P;. (Warum ist ¢ ein Morphismus?)

4. ¢ und ¢ sind invers zueinander, was die Behauptung beweist. B

d(d—2) =2 +d—2

Bemerkungen:
1. Eine ganz natiirliche Frage ist nun: Gibt es irreduzible ebene Kurven vom Grad d mit (d_l)zﬂ

Singularitdten? Ein Ansatz ist folgender: Man wihlt sich Lﬂ%ﬁl Punkte und verlangt, daf} eine
Kurve f = apzd + - - + @a@+s £4 = 0 dort singulér ist, d.h. daf die 3 Ableitungen verschwinden.

So erhilt man 3(d — 1)(d — 2) lineare Bedingungen, d.h. den Durchschnitt von 2(d — 1)(d — 2)

Hyperebenen im P 2 Man sieht, dal dies hochstens fiir d <5 gut geht.
d 31415 |6 |7
%(d—l)(d—?) 319 |18(30]45
At 914202735

2. Auf andere Weise kann man sehen: Wahlt man allgemeine Polynome fy(t), f1(t), f2(t) vom Grad
d, so ist das Bild des Morphismus P! — P? ¢ — (fo(t) : f1(t) : f2(t)) eine Kurve vom Grad d mit
Lﬂ%ﬁl Singularitaten.

SchlieBlich wollen wir noch Wendepunkte betrachten. Das wichtige Hilfsmittel ist dabei die Hessesche
Kurve.

DEFINITION 28. Sei eine ebene Kurve C' gegeben durch die Gleichung f(xo, ®1,22) = 0. Dann ist

82
H(f) = det(( 5 g1

ein homogenes Polynom vom Grad 3(d — 2). Die zugehdrige Kurve heifft die Hessesche (Kurve) H(C)
von C.

Bemerkungen:

1. Die Hessesche H(C) von C hiingt nicht von den gewihlten Koordinaten ab. (Beweis als Ubung.)

2. Hat f(xo, %1, 22) = 0 einen Punkt P der Multiplizitit grad(f), so kann man nach Koordinaten-
wechsel P = (1 : 0 :0) und damit f(zg,z1,22) = g(x1,x2) erreichen, also ist H(f) = 0. (f =0
besteht aus Geraden, die alle durch P gehen.) Man zeige die Umkehrung dieser Aussage.

Der zentrale Satz lautet nun:
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Satz 59. Sei C'C P? eine Kurve und H(C') die Hessesche zu C'. Dann gilt:
C' N H(C) = {Wendepunkte} U { Singularitditen}.
Beweis: Sei C'= {f = 0}, d der Grad von f und P ein Punkt auf C'. Nach Koordinatenwechsel kénnen
wir P = (1:0:0) annechmen bzw. affin P = (0,0) und
f=ay+ (box?® + by + boy?) + .. .,

(wobei eventuell @ = 0 gilt). Um die Hessesche in P auszurechnen, d.h. den Wert H(f)(P), homogenisieren
wir f:

F= aa:g_lxz + xg_z(box% +bixzixs + bzxg) + ...
Nun gilt mit F; = g_f,

Fo = (d- l)axg_zxz +(d— 2)1‘3_3(1909:% +bixixe + bzxg) + ...
= xg_z(Qboxl +biao)+ ...
F— aa:g_l + a:g_z(blxl + 2baaa) + .. ..
Damit wird die Hessesche Matrix im Punkt P:
0 0 (d=1a

0 20 by
(d — 1)& bl 2b2

Berechnung der Determinante liefert H(f)(P) = 2a%bo(d — 1)?. Wir unterscheiden nun ein paar Fille:

1. Ist C singulér in P, soist @ = 0, also geht auch die Hessesche Kurve durch P, d.h. P € CNH(C).
2. Sei nun C' nichtsinguldr in P, also 0.E. @ = 1. Die Tangente ist y = 0. Die Schnittzahl von
Kurve und Tangente i(P,C - {y = 0}) ist die Schnittzahl von y = 0 mit der Kurve f —y =
(box? + bray + bay®) + .. ..
(a) Tst by # 0, so ist die Schnittmultiplizitdt von C' mit H(C) in P genau 2, P also kein
Wendepunkt.
(b) Ist bg = 0, so ist die Schnittmultiplizitidt > 3, P also Wendepunkt. Damit folgt die Behaup-
tung des Satzes. ®

Fiir eine irreduzible Kurve C' vom Grad d > 3 ist H(C') eine Kurve vom Grad 3(d — 2). Da sich zwei
Kurven im P? immer schneiden, folgt sofort:

FOLGERUNG 18. Jede irreduzible Kurve im P2 vom Grad d > 3 besitzt Wendepunkte oder Singularititen.

Beispiele: Wir betrachten kubische Kurven der Gestalt y*> = 2% + ax? + bz + ¢. Die Homogenisierung

ist zoxd = x? + awox? + brixy + cxd. Sie haben im Unendlichen (zg = 0) nur einen Punkt, nimlich

(0:0:1). Im Endlichen haben wir die Koordinaten #¢y = 1,21 = #, 23 = y, im Unendlichen wahlen wir
die Koordinaten zg = u, 21 = v, x5 = 1.

1. y? = 23: Die Hessesche ist dann zy?> = 0 im Endlichen. Im Unendlichen ist die Kurve u = v3,

die Hessesche v = 0. Der einzige Wendepunkt ist in (0 : 0 : 1), dort ist die Schnittmultiplizitit

von Kurve und Hessescher 1. In der Singularitit schneiden sich die Kurve und die Hessesche mit

Multiplizitat 8.
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2. y? = 23 + z?: Die Hessesche ist y? — z? + 3zy? = 0. Im Unendlichen ist die Kurve u = uv? + v3,
die Hessesche u + 3v — uv? = 0. Ein Wendepunkt ist im Unendlichen (Schnittmultiplizitit 1). Im
Endlichen:

(yZ _ 1,2 _ xS’yZ _ 1,2 —|—3xy2) — (yZ _ 1,2 _ l‘S,l‘(l‘z—l— 3y2)).
In der Singularitat ist die Schnittmultiplizitdt 6. Dann gibt es noch zwei (komplexe) Wendepunkte:

(2.) = (=345 =)

mit Schnittmultiplizitdt 1. Insgesamt haben wir 3 Wendepunkte, die auf einer Geraden liegen.

3. y? = 23 — 2% Die Hessesche Kurve ist 22 +4? = 3zy?, im Unendlichen ist die Kurve u« = v — uv?,

die Hessesche u — 3v 4+ uv? = 0. Eigentlich passiert das gleiche wie beim letzten Beispiel. Die 2
endlichen Wendepunkte sind

Die Singularitét ist reell ein isolierter Punkt.
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4. y?> = 2% — z: Die Hessesche ist 3zy®> — 322 = 1, im Unendlichen die Kurve u = v3 — vu?, die

Hessesche 3v = 3uv® + u®.

5. y> = 23 + z: Die Hessesche ist 3z? 4+ 3zy® = 1, im Unendlichen die Kurve u = v3 4 vu?, die
Hessesche 3v + 3uv? — u® = 0.

6. y* = 23 + 1. Die Hessesche wird im Endlichen z(y* + 3) = 0. Im Unendlichen ist die Kurve
u = u® 4 v3, die Hessesche v(3u? +1) = 0.

™ |

Wir wollen nun die Wendepunkte irreduzibler Kubiken noch etwas naher anschauen. O.E sei (x,y) = (0,0)
ein Wendepunkt mit Wendetangente y = 0. Also

f=y+ (azy+ asy®) + (boa® + b’y + boxy® + bsy”).
Die Taylorreihenentwicklung der Hesseschen um (0, 0) lautet:
h=—12bgz + (a% —4b)y+ .. ..

Da die Kurve irreduzibel sein sollte, ist by # 0, also folgt:
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LEMMA 30. Ist C eine irreduzible Kubik, Hc die Hessesche und P ein Wendepunkt (insbesondere nicht-
singuldr), dann gilt
i(P,C-Hg)=1.

Mit Bézout folgt sofort:
FoLGERUNG 19. Eine nichtsinguldre ebene Kubik hat genau 9 Wendepunkte.

Wir wollen nun eine Normalform fiir nichtsinguldre Kubiken herleiten:
e O.E. Sei g = 0 Wendetangente und (0: 0 : 1) Wendepunkt. Dann muf} gelten
f= Clol‘g + Clll‘gld + Clzl‘gl‘z + 0390090% + aqzori22 + Clsl‘ol‘g + Cl6l‘:1)’

mit ag # 0.
e Wire az = 0, so ware in (0: 0 : 1) eine Singularitdt, was nicht sein sollte. Also a5 # 0. Also affin:

f=ao+ a1z + asy + azz? + aszy + asy® + asz’.

Durch quadratische Ergédnzung kénnen wir erreichen as = a4 = 0, also bleibt:

f=ap+ax+ asz? + y2 + agz®.

Durch kubische Ergdnzung kann man jetzt erreichen, dafl die Kurve die Gestalt hat
vy =22 +ax+0b.

Rechne nach, da8 die Kurve genau dann nichtsingulér ist, wenn 4a® + 27b% # 0 ist.

Damit haben wir bewiesen:
SAaTz 60. Eine nichtsingulire Kubik ist projektiv dquivalent zu einer Kurve

v = 2% + ax +0.
(Weierstrafische Normalform) Genauer: Ist C' eine nichtsinguldre Kubik, P € C ein Wendepunkt und T
die Wendetangente, so gibt es einen Koordinatenwechsel, so daff dann gilt

C:y*=a4ar+b P=(0:0:1), T:xo=0.
Bemerkung: Die Hessesche der Kurve y? = 23 + azx + b ist
3xy? + 3ax? + 9bx — a® = 0.
Eliminiert man y?, so sieht man: Die Wendepunkte im Endlichen ergeben sich daher aus den Gleichungen
v =24+ar+b und 3zt4 6ax?+ 12bz —a® = 0.

Mit (z,y) ist also auch (2, —y) ein Wendepunkt.

FoLGERUNG 20. Sei C ewne nichtsinguldre Kubik. Sind Py, Ps zwei verschiedene Wendepunkte, G die
Gerade durch Py und Ps, so ist auch der dritte Schnittpunkt von G mit C' ein Wendepunkt.

Beweis: Nach der vorigen Bemerkung kénnen wir annehmen Py = (0 : 0 : 1), C : y* = 23 + ax + b,
Py = (2w, yw) =~ (1 : @y : Yu). Dann ist G gegeben durch #1 = zy2¢ bzw. affin © = z,,. Der dritte
Schnittpunkt ist also (24, —yw). Aus Symmetriegriinden ist dies natiirlich auch ein Wendepunkt. Daraus
folgt die Behauptung. B

Bemerkung: Sei (' eine nichtsinguldre Kubik und seinen Py, ..., Py die 9 Wendepunkte. Seien Gy, ..., G,
die Verbindungsgeraden. Auf jeder Geraden G liegen 3 Wendepunkte. Durch jeden Wendepunkt gehen
also 4 Verbindungsgeraden. Also gibt es 93;4 = 12 Verbindungsgeraden, d.h. n = 12. Dies ist eine beriihmte
Punkt-Geraden-Konfiguration.

Punkt-Geraden-Konfigurationen: Hat man in der Ebene m Punkte und n Geraden, so dafl durch
jeden Punkt p der Geraden gehen und auf jeder der Geraden ¢ der Punkte liegen, so spricht man von
einer (mp,ng)-Konfiguration. Die Wendepunkte einer nichtsinguldren Kubik bilden also eine (94, 123)-
Konfiguration. Geenauso bilden die Punkte und Geraden in A%(F3) eine (94, 123)-Konfiguration. (Ubung.)
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Beispiel: Wir betrachten die 9 Punkte (mit { = _1%\/__3, d.h. ¢ ist primitive dritte Einheitswurzel)

(1:0:=1) (1:=1:0) (0:1:-1)

(1:0:=¢) (1:=¢:0) (0:1:=¢)

(1:0:=¢%) (1:=¢%:0) (0:1:-=¢?).
Man sieht sofort, dal jede Kubik

Cy J:S’ + l‘? + x‘;’ +trgries =0
durch die Punkte geht. Nun rechnet man nach, dafl
H(Ct) = C_ t33t1208

gilt. Da sich C¢ und H(C}) in den Wendepunkten von Cy schneiden, sind also obige 9 Punkte die Wende-
punkte von Cy, sie bilden also eine (94, 123)-Konfiguration. (Man kann auch zeigen, daf§ jede nichtsingulére
ebene Kubik zu einer der Kurven Cy projektiv dquivalent ist.)

Frage: Wieviele der 9 Wendepunkte einer Kubik mit reellen Koeffizienten koénnen reell sein?

Sei C' gegeben durch y? = 3 + ax + b mit 4a® + 2762 # 0. Uns interessieren jetzt nur die Wendepunkte
im Endlichen. Die Hessesche lautet h = 3zy? + 3ax? + 9bx — a®.

1. Sei ¢ eine reelle Nullstelle von 23 4 ax + b, d.h. die Kurvengleichung lautet
y? = (x —c)(x? 4 cx + d).
Nun ist
g(x) = h—3z(y’ —2® —ax —b) =
= 3(x — ) 4+ 12¢(x — ¢)® + (12¢* 4 6d) (x — ¢)? — (2¢* 4 d)*.
Da C' nichtsingulir ist, gilt 2¢? + d # 0, also ist g(c) < 0. Fiir die Ableitung von g beziiglich
findet man:
g(x) = 12(x — ¢)(2? 4 cx + d).

2. Sei jetzt ¢ die gréBte reelle Nullstelle von #® + ax + b. Fiir # > ¢ ist also g(x) streng monoton
steigend, besitzt also wegen g(c) < 0 in diesem Bereich genau eine Nullstelle. Dies liefert zwei
Wendepunkte.

3. Hat x®+ax+b 3 reelle Nullstellen, ¢; < ¢ < 3, so gilt nach dem Vorangegangenen g(c;) < 0 und
g(c2) < 0. AuBerdem gilt fiir ¢; < # < ¢q natiirlich ¢’(z) > 0. Demzufolge hat g(x) keine reelle
Nullstelle im Intervall ¢; < « < ¢s, also auch keinen Wendepunkt.

Dies ergibt einen Teil des folgenden Satzes. Den Rest zeige man als Ubung.

SATZ 61. Sei C eine kubische Kurve gegeben durch y? = 23 + ax + b mit a,b € R. Dann gibt es folgende
Fille:

1. C st nichtsinguldr: dann gibt es genau 3 reelle Wendepunkte.

2. C hat eine Spitze als Singularitit: diese ist reell sichtbar. Auflerdem gibt es noch emnen Wende-
punkt, der reell sichtbar ist.

3. C hat einen Knoten, der reell sichtbar ist. Dann gibt es noch 3 Wendepunkte, von denen aber nur
ewner reell sichtbar ist.

4. C hat einen Knoten, wovon man aber reell nur einen isolierten Punkt sieht. Dann gibt es noch 3
Wendepunkte, die alle reell sichtbar sind.
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Kubische Flichen im P?

Erinnerung: an die quadratischen Flichen im P3. Quadriken im P? werden beschrieben durch eine
Gleichung
boz2 4 byzozy + -+ 4 bgzazs + bozi =0,
werden also durch (.bo : -+ 1 bg) € P? parametisiert.
Bis auf projektive Aquivalenz gab es aber nur 4 Typen:

1. @ nichtsinguldr, irreduzibel: es gibt zwel Familien von Geraden darauf. Beispiel: zgz3 = z122.

2. @ irreduzibel, singuldr: dann ist Q ein quadratischer Kegel, z.B. zpz2 = 27. Es gibt wieder unendlich
viele Geraden.

3. @ zerfdllt in 2 verschiedene Ebenen.

4. @ 1st eine Doppelebene.

Wir interessieren uns nun fiir kubische Flachen' im P3, d.h. Flichen, die durch ein homogenes Polynom
in zp, 21, 22, z3 vom Grad 3 definiert werden:

3 2 2 3
f=cozg+cizgzr + - -+ cigzaz3 + cr945.

Also entspricht eine Kubik einem Punkt (co : - : ¢19) in einem P!, (Sei char(k) = 0.) Welche Geraden
gibt es auf einer kubischen Fléache?

Beispiel Sei F' gegeben durch die Gleichung 3 = zjxo23. Ist f = 23 — z1x023, so ist
fo= 3903, fi = —xax3, fo=—x1x3, [fz=—xr1%2,
also sind genau die Punkte
(0:1:0:0), (0:0:1:0), (0:0:0:1)

singulér.

Der Schnitt von F' mit zg = 0 besteht aus 3 Geraden: 1 =0, x5 =0, 23 = 0.

Gibt es weitere Geraden?

Sei (G eine Gerade auf F parametrisiert durch z; = £y(u, v) = a;u + b;v. Dann gilt also

03 = 010505,

Ist £y # 0, so sind £y, £2, f3 konstante Vielfache von £y, was aber nicht sein kann, da hierdurch nur ein
Punkt beschrieben wiirde. Also ist £5 = 0 und wir sind wieder in dem bereits diskutierten Fall.
Ergebnis: Auf der Flache F gibt es genau 3 Geraden. Sie liegen in einer Ebene.

Betrachtet man die Flache affin, so hat man: xyz = 1. Also 148t sich die Flache parametrisieren: z = %
Oder wieder projektiv:

1
(1:x:y:z):(l:x:y:x—y):(xy:xzy:xyz:1):(1‘01‘11‘2:x%xzlexgzxg),
also entsteht F' aus einer rationalen Abbildung von P? in P3 mit kubischen Polynomen.

Ist eine kubische Flidche F' allgemein gegeben, so ist es nicht so einfach, die auf F' liegenden Geraden zu
finden. Wir werden jetzt eine Konstruktionsmethode fiir kubische Flachen angeben, bei der das einfach
ist.

IDieses Kapitel wurde nicht mehr in der Vorlesung behandelt.
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Idee: Wir wollen eine rationale Abbildung von P? in P3 konstruieren durch

(o ey s wo) = (folxo, x1,22) : fi(xo, 1, 22) 1 folwo, 21, 29) ¢ f3(®o, 21, 22)),

wo die f;(zo, %1, £2) homogene Polynome sind. Die homogenen Polynome vom Grad 3 in zg, 21, #2 bilden
einen 10-dimensionalen Vektorraum. Da wir 4 Polynome haben wollen, wihlen wir 6 Punkte Py, ..., Ps
Punkte im P2. Sei dann

V = {f kubisches Polynom, f(P,) = ---= f(FPs) = 0}.

Hat V die Dimension 4, so kénnen wir eine Basis fy, f1, f2, f3 von V wiahlen und erhalten so eine rationale
Abbildung ¢ : P? — P3, indem wir setzen

d(xo t w1 w2) = (folzo, 1, 22) + -+ ¢ fa(xo, 1, 22)).
¢ ist zundchst nicht definiert in den Punkten Py, ..., Ps. Wie frither kénnen wir hoffen, dafi ¢ definiert
ist, wenn wir P2 in den Punkten P, ..., Ps aufblasen.

Hoffnung: Die Geometrie auf der Fliache im P?3 148t sich wiederfinden in der Geometrie auf dem P2.
Konstruktion:

Voraussetzung: Seien Py, ..., P; Punkte in P? mit der Eigenschaft, daf keine 3 der Punkte auf einer
Geraden liegen, und dafl die 6 Punkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen.

Sei L;; die Verbindungsgerade durch P; und P; (15 Stiick) und ¢;; ein zugehdriges lineares Polynom.
(1<)

Durch {P1,..., Ps} \ {P;} geht genau eine Quadrik Q;, definiert durch ein quadratisches Polynom g¢;.
(Andernfalls gébe es eine Quadrik durch alle 6 Punkte, im Widerspruch zur Voraussetzung.) Weiter folgt
daraus sofort, dafi alle @); irreduzibel sind.

Sei jetzt
V = {f homogenes kubisches Polynom mit f(P;) =---= f(Ps) = 0}.

V' hat mindestens Dimension 4.

Behauptung: dimV = 4.

Beweis: Wir nehmen an, dafl dim V' > 5 ist. Wihle weitere Punkte Ri, Ra, Rs3, die zusammen mit P; auf
einer Geraden L liegen. Dann gibt es viele Kubiken, die durch P, ..., Ps und Ry, R2, R3 gehen. Sei '
eine solche. Dann liegen P, Ry, Ro, Rs im Durchschnitt C' N L, also ist L eine Komponente von C' und
damit C' = L + (1. Damit ist C' eindeutig bestimmt, im Widerspruch zu obiger Aussage. B

Wir wihlen jetzt eine Basis fy, f1, f2, f3 von V. Wir erhalten eine rationale Abbildung ¢ : P? — P3
gegeben durch

(ot xy t o) = (folmo, 21, 29) -+ fa(xo, 21, 22)).

In der gemeinsamen Nullstellenmenge von fy, ..., f3 1st ¢ zunéchst nicht definiert.

Behauptung: 7 (fo, f1, f2, f3) = {P1,..., Ps}.
Beweis: Dall Py, ..., Psin {fo = --- = f3 = 0} liegen, ist klar. Sei umgekehrt P € {fo = --- = f3 = 0}
und P # P; fiir alle ¢.
o Falls P & Q; fiir ein i: Wahle eine Gerade L durch P;, die nicht durch P geht. Dann ist @; + L
eine Kubik, die durch P, ..., Ps geht, also zu V gehort, aber P nicht enthilt.
e Falls P in allen (); enthalten ist: )1 schneidet )2 in den 4 Punkten Ps, Py, Ps, Ps, also mufi P
einer dieser Punkt sein. (Da @1 und Q2 irreduzibel sind, kénnen sie keine gemeinsame Komponente
besitzen.) m

Also ist ¢ in allen Punkten P # P, ..., Ps definiert. Was passiert in Py, ..., Ps?

Sei 7 : X — P? die Aufblasung von P? in den Punkten Pi, ..., Ps. Die Urbilder E; = 7T_1(PZ') sind dann
zu P! isomorphe Kurven. Wir untersuchen, ob sich ¢ auf I; definieren l:i8t.
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e Da dies eine lokale Betrachtung ist, kénnen wir annehmen, da wir A? im Punkt P = (0,0)
aufblasen. Die Aufblasung ist dann

A?={((z,y), (u:v)) € A’ x P' 1 2o = yu}.
Die f;’s sehen um P wie folgt aus:

file,y) = aje + biy + gi (v, y) + hi(x, ),
wo ¢; homogen quadratisch und h; homogen kubisch ist. Die Linearform a;xz + b;y ist also die
Tangente von f; in P.
e Iiir v # 0 ist y = Zx und man erhélt durch Einsetzen

Filw,y) = Sla + b+ Sgi(v,u) + (5)hi (v, u)],
und analog fiir v # 0: = 2y und damit
file,y) = %[aiv + bju + %gi(v, u) + (%)Zhi(v, u)].
Auf E, d.h. fiir (#,y) = (0,0) ist dann ¢ gegeben durch
(fo:- i f3) = (apv+bou: - agv+ bgu).
Die Linearformen a;u + b;v sind aber die Tangenten der f;‘s. Davon gibt es aber genug, denn in
V liegen Kubiken der Form z¢(z,y) und yq(x,y), wo ¢(0,0) #£ 0 ist. Also ist ¢ auf F definiert.

e Man sieht dann sofort noch: ¢ bildet F; auf die Gerade ab, auf der die Punkte (ag : ---: a3) und
(bo : -+ b3) liegen.

Wir erhalten also einen Morphismus ¢ : X — P3. Dann ist F' = ¢(X) eine abgeschlossene Teilmenge des
P3.

Behauptung: F ist eine irreduzible Flache.
Beweis: Da X irreduzibel ist, ist es auch F', und da F' die Geraden ¢(FE;) enthilt, mufl F' eine Fliche sein
oder eine Gerade. Angenommen, F wire in einer Hyperebene enthalten, d.h. F' C {agzo+- -+ aszz3 = 0}.
Dann gilt natiirlich auch

agfo+ - +asfs =0,
was aber der linaren Unabhingigkeit der f;’s widerspricht. Also liegt F' nicht in einer Hyperebene, kann
insbesondere keine Gerade sein, muf} also eine Flache sein. B

Hyperebenenschnitte: Eine Hyperebene im P? ist gegeben durch eine Gleichung apzo + - - + azzs =
0. Den Schnitt mit F' erhélt man, indem man z; = f; einsetzt: agfo + - + aszfs = 0. Nun ist aber
aofo+---+asfs € V. Dadie f;’s linear unabhingig sind, sind die Koeffizienten a; bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt. Es gibt also eine Bijektion zwischen den Hyperebenen(schnitten) und den kubischen
Kurven durch Py, ..., Ps.

Behauptung: ¢ st injektiv.

Beweis: Seien P, @ € X zwel verschiedene Punkte. Wir wollen zeigen, dafl ¢(P) # ¢(Q) gilt. Es geniigt
dann zu zeigen, daf es eine Hyperebene H gibt mit ¢(P) € H, aber ¢(Q) ¢ H. Nach unserer vorange-
gangenen Interpretation heifit das: wir finden eine Kurve C' = {f =0} mit f e Vund P C, Q ¢ C.
Wir unterscheiden ein paar Félle:

e PQ¢ F;firallei=1,...,6,dh. P und @ sind Punkte in P? verschieden von Py,..., Ps. Der
Punkt @) kann héchstens auf einem @Q; liegen. O.E. @ € Q2, ..., Qs. Sei L die Verbindungsgerade
von P und Q). Hochstens 2 der F;’s liegen darauf. O.E. Py & L. Sei jetzt M die Verbindungsgerade
von P und Ps. Dann liegt ¢ nicht auf M und auch nicht auf Q3 + M. Aber P € (2 + M. Damit
haben wir die gewiinschte Kubik.

e (QE Fy,aber P& Fy, ..., Fs. Der Punkt @ kann hochstens auf einem Kegelschnitt @; liegen, o.E.
Q& Qs,...,Qs. Sei L; die Verbindungsgerade von P und P; fiir ¢ = 3,...,6. Die Kubik @; + L;
liegt dann in |V| fiir ¢ = 3,4,5,6. Sie enthalt den Punkt P. Annahme @ € L;. Dann liegt P; auf
der Verbindungsgeraden von Py und P. Dies kann aber nur fiir ein P; gelten. Also gibt es jedenfalls
Kubiken mit der gewiinschten Eigenschaft.
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e PeFy, Q€ FE,.
— Falls ein ¢ existiert mit P € @; und @ € @; oder umgekehrt: Lege eine beliebige Gerade
durch 7.
— Falls ein ¢ existiert mi P, @ € @;. Dann ist Q)1 # ;. Sei L die Gerade durch P;. Dann tut
es Q1+ L.
— Falls fiir alle ¢ gilt: P,@ & Q;. Sei L die Gerade durch P. Ist @ ¢ L, so wihle @1 + L.
Jetzt bleibt also der Fall Li5 enthédlt P und @. Die Kubiken, die in P; und P; zu P bzw.
@ gehorige Tangenten haben, spalten Lis ab. Es bleibt eine 1-dimensionale Familie iibrig.
Die Kubiken, die durch P gehen, bilden aber mindestens eine 2-dimensionale Familie. Also
gibt es darunter sicher welche, die nicht durch ) gehen.
e P Q€ F. Lokal haben wir (ax + by)q(z,y) € V, woraus schnell die Behauptung folgt. m

Man kann noch mehr zeigen:

Behauptung: ¢ : X — F ist ein Isomorphismus, insbesondere st F' nichtsingular.
Beweis: ohne.

Behauptung: F hat Grad 3.
Beweis: Wir nehmen eine (beliebige) Gerade in P3| die aber keine der Geraden ¢(F;) treffen sollte, und
schneiden sie mit F'. Die Anzahl der Schnittpunkte (i.a.) wird den Grad der Fliche geben. Sei die Gerade
gegeben durch

apzo + - -+ azzz = bozo + - -+ b3zz3 = 0.
Wir setzen fiir z; einfach f; ein und erhalten:

aofo(xo, x1,2) + - -+ asfa(wo, 21, 29) = 0,bofo(xo, 1, 22) + - - - + bafa(wo, 21, 22) = 0.

Dies sind zwei Kubiken aus unserem Vektorraum V. In P2 schneiden sie sich in 9 Punkten, aber davon
miissen fiir P, ..., Ps abziehen, wenn sie in diesen Punkten verschiedene Tangenten haben. Also bleiben
drei Schnittpunkte. D.h. F" hat Grad 3, ist also eine kubische Flache. B

Geraden auf I C P3

Welche Geraden gibt es auf F'?

e Die 6 Geraden ¢(FE;) kennen wir bereits.

e Die 15 Verbindungsgeraden L;; liefern Geraden ¢(L;;) auf F.
Beweis: O.E. ¢ = 1,5 = 2. Dann gibt es durch Ps, Py, Ps, Ps zwel linear unabhéingige Quadriken
g1 = 0 und g = 0. Offensichtlich gilt dann #1291, {1292 € V, also gibt es a; und b; mit

lisgr = aofo+---+asfs, fLiaga="0bo+---+b3fs.

#(L12) liegt dann im Durchschnitt der beiden (verschiedenen) Hyperebenen agzg + - - -+ azzz = 0
und bpzg + - - - + bzzz = 0, ist also eine Gerade.

e Die 6 Quadriken @; liefern Geraden ¢(Q;) auf F'. Beweis: O.E. i = 1. Wahle zwei verschiedene
Geraden h; = 0 und hyo = 0 durch P;. Dann ist hyqq, haqr € V| also gibt es a;, b; mit

higi =aofo+ -+ asfs, hagr =bo+ -+ bsfs.

#(Q1) liegt dann im Durchschnitt der beiden (verschiedenen) Hyperebenen agzg + - -+ + azzz = 0
und bpzg + - - - + bzzz = 0, ist also eine Gerade.

Gibt es noch mehr Geraden auf F'? Sei G eine Gerade auf F', 0.E. G # ¢(E;). Sei €' = ¢71(G). O.E. ist
C irreduzibel. Wir nehmen fiir die Uberlegung an, dal G = {2y = z; = 0} ist. Dann gilt

CC{fo=fi=0}
Wird C' beschrieben durch das Polynom g, so teilt also ¢ die Polynome f; und f;.

e Falls g linear ist, so ist fy = ghg, f1 = gh1 und hg und h; sind quadratisch. Wiirde ¢ = 0 héchstens
durch einen der Punkte P; gehen, so wiirden hg und hy durch mindestens 5 dieser Punkte gehen.
Sie wiren dann linear abhéngig, was nicht sein kann. Also mufl ¢ = 0 durch 2 der Punkte P; gehen,
ist also eine der Geraden L;;.
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e Falls g quadratisch ist, so ist fo = gho, f1 = gh1 und hy und h; sind linear. Wiirde ¢ = 0 durch
hochstens 4 der Punkte P; gehen, so miifiten hg und Ay durch die anderen Punkte gehen, wiren
also linear abhéngig, was nicht sein kann. Daher mufl ¢ durch 5 Punkte gehen, ist also eine der

Quadriken @;.

Also gibt es keine weiteren Geraden auf F'.
Ergebnis: Auf der Fliche gibt es genau 27 Geraden.
Wie das Konstruktionsverfahren ganz praktisch aussieht, kann man an den Beispielen im Anhang sehen.

Nun kann man umgekehrt fragen, ob jede nichtsingulire kubische Fliche im P? durch Aufblasen von 6
Punkten entsteht. In der Tat gilt:

SATZ 62. Jede nichtsinguldre kubische Fldche im P> entsteht durch Aufblasen von 6 Punkten im P? wie
zuvor konstruiert. Insbesondere besitzt jede nichtsinguldre kubische Fldche im P genau 27 Geraden.

Wir wollen dies nicht beweisen, aber eine heuristische Uberlegung anstellen, die die Verniinfigkeit der
Behauptung zeigt. Wir z&hlen die Parameter.

o Die Wahl von 6 Punkten im P? liefert 12 Parameter.

e Im Vektorraum V mufl man dann eine Basis auswahlen. Ist fy, ..., f3 eine, so sind die anderen g; =
> ai;f;, die Matrix a;; interessiert nur bis auf einen Skalar, also hat man weitere 15 Parameter.
Damit erhdlt man jetzt eine kubische Flache.

e Macht man im P? Koordinatenwechsel, so dndert sich die Flichengleichung natiirlich nicht, d.h.
man muf} 8 Parameter abziehen.

e Es bleiben also 19 Parameter iibrig, das ist aber genau die Dimension der Kubiken im P3.

Bemerkungen zur Konfiguration der 27 Geraden: (ohne Beweis)

e Sei M die Menge der 27 Geraden. Die Maximalzahl paarweise disjunkter Geraden aus M betrigt
6. Zum Beispiel sind die 6 Geraden ¢(F1), ..., ¢(FEs) sind paarweise disjunkt.

e Seim={N C M : N besteht aus 6 disjunkten Geraden}.

e Man kann (kombinatorisch) zeigen: ##m =27-16-10-6 -2 = 51840.

o Jede Auswahl aus m fiihrt zu einem Automorphismus der Konfiguration, der sich zu einem Auto-
morphismus der Fliache fortsetzt.

e Die Gruppe der projektiven Transformationen, die F' in sich iiberfithren, hat also Ordnung 51840.

Galoistheoretische Deutung: Dafi die Automorphismengruppe der 27 Geraden Ordnung 51840 hat,
148t sich auch galoistheoretisch deuten.

e Sel f= cozS’ + -4 c19z§ allgemein vorgegeben mit rationalen Koeffizienten.
e Um die Geraden zu finden, kann man ansetzen

23 = az1 + bzg, 29 = cz1 + dzp.
Setzt man dies in f ein, so erhilt man:
f(ZOa z1,c21 + dZOa az + bZO) = go(aa ba ¢, d)Zg + 91 (Cl, ba ¢, d)zgzl + gZ(aa ba ¢, d)ZOZ% + g3(aa ba ¢, d)Z?

Soll die Gerade auf f = 0 liegen, mufl das Polynom identisch in zg, z; verschwinden, d.h. man
erhilt fiir die Bestimmung der Geraden die Gleichungen

go(aa ba c, d) = gl(aa ba c, d) = gZ(aa ba c, d) = g3(aa ba C, d) = 0

e Ist die Situation allgemein, so wird es 27 (komplexe) Losungen geben. Dann kann man die Bedin-
gungsgleichungen umformen und erhilt Gleichungen:

H(a) =0,b=hy(a),c = he(a),d = hy(a),

wo H, hy, he, hqg Polynome mit rationalen Koeffizienten sind und H Grad 27 hat. Die Galoisgruppe
von H wird dann Ordnung 51840 haben.
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Wir wollen noch ein paar Beispiele singulédrer kubischer Flichen anschauen und die Geraden darauf
bestimmen.

Beispiel: f = 23 + 23 + 23 liefert einen Kegel, die Fliiche besitzt also unendlich viele Geraden.

Beispiel: Die Fliche F' = {z323 + 2025 + 22 = 0} hat die einzige Singularitidt (0 : 0 : 0 : 1) und besitzt
genau eine Gerade, namlich {z; = z; = 0}.

Beispiel: Wir betrachten die durch das Polynom
J = 202122 + 202123 + 202223 + 212223
definierte Flache. Man findet die folgenden Geraden:
z3 = az1 + bzg, 22 = ¢z + dzo: (a,b,¢,d) = (0,0,0,0), (0,—1,—1,0),(-1,0,0,—1).
z3 = azg + bzg, 21 = czo: (a,b,¢) = (0,0,0),(—1,0,—1).
z3 = azg + bzy, 20 = 0: (a,b) = (0,0).
za = azp, 21 = bzg: (a,b) = (0,0).
zo = az1,29 = 0:a = 0.
z1 = 0, zg = 0: liegt auf der Fléche.
Also gibt es 9 Geraden auf der Flache.

Zu Beginn dieses Paragraphen hatten wir ein Beispiel mit 3 Geraden kennengelernt.

Zum Schluf} wollen wir ohne Beweis noch die Mdglichkeiten fiir die Anzahlen angeben. (J. W. Bruce, C.
T. C. Wall, On the classification of cubic surfaces, J. London Math. Soc. (2) 19 (1979), 245-256)

SATZ 63. Fiir eine irreduzible kubische Fliche ' C P3 bezeichne ((F) die Anzahl der Geraden auf F.
Dann qilt

LF)e{l1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,16,21,27, 00}
und alle Méglichkeiten werden realisiert. Auflerdem gilt ¢(F) = 27 genau dann, wenn F nichtsinguldr ist.

Beispiel einer nichtsinguliren kubischen Fliche im P3
Gegeben seien die folgenden Punkte im P?:

P=(1:0:0),P,=(0:1:0),Ps=(0:0:1),P4=(1:1:1),Ps=(1:2:3),Ps=(1:3:4).

Eine Basis des Vektorraums der kubischen Polynome f = aoxg’ + alxgxl + -+ agx‘;’, diein Py,..., Ps
verschwinden, bilden zum Beispiel:

fo = 71‘%1‘1 - Gxgxz - 51‘01‘% + dxqrias

fi = 91‘%1‘1 - ngxz - 31‘01‘% + onxg

fo = 131‘%1‘1 + 61‘%362 - 231‘01‘% + 41‘%1‘2

fs = 311‘%1‘1 - Gxgxz - 291‘01‘% + 41‘11‘%.

Damit erhélt man eine rationale Abbildung
¢o:P?P =P (zo:izi:x) = (fo:fi:fo: fa)

Bliast man P? in den 6 Punkten P, ..., P auf: 7 : X — P2, so induziert ¢y einen Morphismus ¢ : X —
P3. Das Bild F = ¢(X) ist eine nichsinguliire kubische Fliche, die folgender Gleichung geniigt:

35,28 — 23z§z1 + 18z§z2 — 16zg,Z3 + 12z0zf — 14zp2129 — 3z0z§ + 2z0z?2) + 12z%z2 + 5z1z§ —4z129253 = 0.

Die Geraden ¢(L;;)

Ist L;; die Verbindungsgerade von P; und P; (i < j), so ist ¢(L;;) eine Gerade auf F' C P?. Man findet:
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L12 = {1‘2 = 0} ¢(L12) = {23 = —221 —|— 720, 9 = —421 —|— 720}
Lizs = {x, =0} #(L13) = H{z3=20,20=—20}

Ly = {x1=w2} $(L1a) = {23 =22+ 620,20 = —20}

Lis = {3x1 =2z} ¢(L1s) = {23 =322+ Yz, 20 = 220}

Lie = {4x1 = 3xs} #(L1g) = Hz3= %Zz + 520,21 = %zO}

L23 = {l‘o = 0} ¢(L23) = {Zl = 0, A 0}

L24 = {l‘o = 1‘2} ¢(L24) = {23 = —1221 + 1320, Z2 = —1121 + 1120}
L25 = {3l‘0 = 1‘2} ¢(L25) = {23 = 1821 - 520, Z2 = 1221 - 520}
Lys = {4dwo= a2} #(Las) = {23 =8z 420,20 =42 — 20}

L34 = {l‘o = 1‘1} ¢(L34) = {23 = 221 - 520, 2 = —520}

L35 = {2l‘0 = 1‘1} ¢(L35) = {23 = 421 + 1320, Z2 = 1120}

Lss = {3wo=a1} #(Lzs) = {z3=621+Tz0,22="Tz0}

Lis = {z0—2x1+22 =0} ¢(Las) = {23 =220 +320,21 = 220}

Lis = {zo0—3w1+ 22, =0} ¢(Las) = {z3= 32+ 220,21 = 320}

Lsg = {zo+ 21— ax2=0} #(Lss) = {z3=22+4220,21 = 20}.

Die Geraden ¢(Q;)

Bezeichnet @; den Kegelschnitt durch die Punkte {Py, ..

auf ' C P3. Man erhélt:

Q1 = {pxl — Teory + 2022 + 2122 =0}

Qo = {Txox) — 6202y — 527 + 42125 =0}
Qg = {121‘0l‘1 — 11l‘ol‘2 — 61‘1l‘2 + 51‘% = 0}
Q4 = {121‘0l‘1 - 6l‘ol‘2 — T1xy = 0}

Q5 = {8l‘ol‘1 - 9l‘ol‘2 + xriXo = 0}

Qs = {3xox) —4xors + 2122 =0}

Die Geraden ¢(F;)

. Pst\ {Pi}, so ist das Bild ¢(Q;) eine Gerade

1) ={20+ 22 = =720 + 221 + 23 = 0}

{ZO = —1221 - 522 + 423 = 0}

{320 —Bz1 = —bHbzy — 1829 + 1b23 = 0}
{520 + 20 = —1320 + 1221 + z3 = 0}
{
{

5) = —1120+22:5ZQ—1821—|—Z3:0}
6) — —7ZQ—|—22:—ZQ—821+23:0}.

Ist By = 7= Y(P), so ist ¢(F;) eine Gerade auf F' C P3. Um diese zu bestimmen braucht man die
Taylorrethenentwicklungen der f;’s in den Punkten Py, Po, P, Pa, Ps, Ps:

P fo=Te—6y+....i=9% —8y+...,fo=13z+6y+...,fs=31le—06y+...
Py fo=-bu+...,fi=-3u+....fo=—23ut+4dv+... f5=-29u+4v+...
P31 f0:0—|—,f1:2u—|—,f2:0—|—,f3:4v—|—
Py: fo=(@-1)-2y—-D+...A=3-1)—-4y-1)+...,
fa==25( -1+ 10y—1)+...,fs==23x—-1)+2(y—1)+...
Ps: fo=—(=-2)+2(y=3)+...,.L=-3x-2)+4y—-3)+...,
fo==31(z—-2)+22(y—3)+ ..., f3=—49(x —2) +42(y — 3) + ...
P6Z f0:—7(a:—3)—|—6(y—4)—|—,f1:—9(a:—3)—|—8(y—4)—|—,

9 =

—29(x —3)+42(y—4) + ...

3= —T9(x —3) +90(y—4) + ...

wobei fiir Py, Py, Ps und Ps die affinen Koordinaten xyp = 1,21 = x, x5 = y, fiir Ps die affinen Koordinaten
zp =u,x1 = 1,29 = v und fir Ps die affinen Koordinaten xg = u, 1 = v, s = 1 gewihlt wurden. Dann

erhalt man:

{#z3 =2+

Beispiel 11

{23 = =7221 4+ 9720, 20 = —60z1 + 7920}
{23 = —2221 —|— 4320, 9 = —2021 —|— 3520}
{23 = 2821 - 3520, 2 = 2021 - 2920}
{23 = 7821 — 8920, Z9 = 6021 — 7320}
%ZO, Rl = %ZO}

{22 = 0, Zn = 0}
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Wir wahlen die Punkte
P=(1:0:0),P,=(0:1:0),Ps=(0:0:1),P4=(1:1:1),Ps=(1:2:3),Ps=(1:3:5).

Eine k-Basis des Vektorraums der Kubiken durch Py, ..., Fs ist

fo = x%xl — 21‘01‘% + zox129

fi = 21‘%1‘1 + x%xz — 41‘01‘% + xoxg

fo = —21‘%1‘1 + 121‘%362 — llxox% + x%xz
fs = —51‘%1‘1 + 241‘%1‘2 - 201‘01‘% + xlxg

Damit erhélt man eine rationale Abbildung
¢ P2 P3 (xo:xy:xa) = (fo:fiifo: fa)
Indem man ansetzt f = coz3 + -+ 1922 und dann z; = f; einsetzt, erhilt man, dafl das Bild unter ¢
der Gleichung
42,28 — 50z§z1 + 24z§z2 — 92823 + 12z0zf — 2202129 — 4z0z§ + zozg + 2z1z§ — 212923 =0

geniigt.
Singularitidten: Die Flache hat genau eine Singularitat, ndmlich in (0:0:1:2).

Geraden auf der Flache:
1. Typ z3 = az1 + bzg, 25 = cz1 + dzp:
(a,bye,d) = (1,23,0,13),(2,11,0,8),(3,7,0,7),(4,2,0,7),(4,2,2,—1),
= (6,-2,0,8),(6,—2,3,—-2),(12,—14,0,13),(12,—14,6,—7), (24, —53,12, —26).

2. Typ 23 = azs + bzg, 21 = czp:

(a,bc) = (0,10,2),(1,9,3),(2,—1,2),(2,0,3),(2,2,Z

2)’
1.5 11, 3 _ 7

= (24,3).(3.53)(5:735)

3. Typ 23 = azs + bz, 20 = 0:
(a,b) = (2,0).
4. Typ z9 = azg, 21 = bzg: kommt nicht vor.
5. Typ z2 = azy, 20 = O:
a=0.
6. Typ 21 = 0,20 = 0:
kommt vor.

Insgesamt gibt es also 21 Geraden auf der Fliche.

Die Verbindungsgeraden und die Kegelschnitte durch die P;’s:

by = T2 ls = Ty la = ] — &2
£15 = 3l‘1 — 21‘2 £16 = 5l‘1 — 31‘2 £23 = o
log = g — T los = Jxg — 2 log = dDxg — T2
l3a = g — Ty l3s = 2z9 — 1 l3 = Jrg — a1
lis = xo—2x14+x2 fag = xo—2x1+22 fos = xg— 221 + 22

1 = xo(wo— 201+ 22)

g2 = x1(xo— 201+ 22)

g3 = wxa(wo— 201+ 22)

qqs = 15l‘ol‘1 - 12l‘01‘2 + x1x9

g5 = Dxpri — bxoTs + T1T2

g6 = 3Jxor —4dxors+ 21X
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Vorlesungsankiindigung

MATHEMATISCHES INSTITUT Bismarckstrafie 1 1/2, 10. Juli 1996
UNIVERSITAT ERLANGEN-NURNBERG D-91054 Erlangen
Priv.-Doz. Dr. W. Ruppert Telefon: 09131 /852466

Email: ruppert@mi.uni-erlangen.de

Vorlesungsankiindigung
fiir das Wintersemester 1996/97

Algebraische Geometrie

Mit der Erfindung der kartesischen Koordinaten durch Descartes und Fermat in der ersten Héilfte des
17. Jahrhunderts wurde es moglich, geometrische Fragestellungen algebraisch zu formulieren und mit
den Methoden der Algebra zu behandeln. Heutzutage lernt man bereits in der Schule, wie man einfache
geometrische Gebilde wie Geraden, Parabeln, Ebenen und Kugeln durch Gleichungen beschreibt.

In der Algebraischen Geometrie studiert man nun allgemein Lésungsmengen polynomialer Gleichungen.
Dazu gehoren geometrische Objekte, aber auch diophantische Gleichungen.

Die vierstiindige Vorlesung will eine Einfithrung in die Algebraische Geometrie geben und richtet sich
an Studenten des Hauptstudiums; Grundkenntnisse der Algebra werden vorausgesetzt. Erganzt wird die
Vorlesung durch zweistiindige Ubungen.

Zeit und Ort der Vorlesung: Di, Do 8-10, Ubungsraum 3
Beginn: 5. November 1996

Zeit und Ort der Ubungen: nach Vereinbarung
Nummer im Vorlesungsverzeichnis: 06141 und 06142

gez. W. Ruppert
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ANHANG B
Ubungen

1. Aufgabe 1.11

Sei X = {(t3,¢*,t°) € A% :t € k} und p = I(X). Zeige, dafBl p ein Primideal der Hohe 2 ist, das nicht von
2 Elementen erzeugt werden kann.

Betrachte den Ringhomorphismus ¢ : k[z,y, 2] — k[t], der durch ¢(z) = 3, ¢(y) = %, ¢(2) = °
definiert wird. Offensichtlich gilt p = Kern(¢). Da Bild(¢) C k[t] ein Integritdtsring ist, ist damit
p ein Primideal.

Durch Probieren findet man p’ = (23 —yz, y? —zz, 22 —2%y) C p. Seinun f(z,y, z) € p. Wir rechnen
modulo p’. Unter Benutzung von 2% — %y € p’ kann man héhere Potenzen von z eliminieren,
also findet man f(z,y,2) = g(z,y) + h(z,y)z mod p’. Nun kann man wegen zz = y? mod p’,
yz = 2 mod p’ auch Monome, die 2z oder yz enthalten, eliminieren, also

flz,y,2) = g(z,y) + cz mod p’
mit ¢ € k. Einsetzen liefert g(t3,t*) + ct® = 0. Da g£t3,t4) kein Monom t° enthalten kann, folgt
¢ =0, also g(t3,t*) = 0. Nun folgt mit nachfolgender Uberlegung g(z,y) = k(z, y)(z*—y?), woraus
wegen rt — y? = x(2® — yz) — y(y? — rz) € p’ sofort f(z,y,z) € p folgt. Damit folgt

2

p=(2° —yz,y° — 2,27 — 2%y).

Sei m = (x,y, z). Dann ist p/pm ein k-Vektorraum.
Behauptung: ©3 — yz,y* — vz, 2% — 2%y sind k-linear unabhingig in p/pm.
Beweis: Angenommen, die 3 Funktionen wéren linear abhingig. Dann gibt es a1, as, as € k, nicht
alle 0, by(z,y, z), ba(2,y, z), bs(x,y, z) € k[, y, z] ohne konstanten Term mit
ay (22 — yz) + as(y® — x2) + az(2? — 2%y) =
= by(x,y, 2) (23 —yz) + ba(x,y, 2) (v — x2) 4 bs(x,y, 2) (27 — 2%y).
Die Terme vom Grad 2 sind:

—a1yz — asxz + azzs = 0,

also a3 = as = az = 0, woraus die lineare Unabhéngigkeit folgt.

e Damit folgt natiirlich dimg p/pm = 3, also kann p nicht von 2 Elementen erzeugt werden.
e Wire h(p) = 1, so wire p Hauptideal, wire h(p) = 3, so wire p maximal, beide Fille treten nicht

ein, also folgt h(p) = 2.

2. Ubung

f(z,y) und g(z,y) seien Polynome mit pu(f) = m und p(g) = n, wo p die Multiplizitat eines Polynoms
bezeichnet. Also

f=fmt+ o1+, 9=gn+ g1 +...

mit f;, g; homogen vom Grad .

LEMMA 31. fn, und g, seien teilerfremd. Ist h € (f,g) mit u(h) = t, so kann man eine Darstellung
h =af 4+ bg finden mit pu(a) >t —m und p(b) >t —n.

Bewets:

1.

Wir haben eine Darstellung h = af + bg. Ist @ = 0 oder b = 0, so sind wir bereits fertig. Also
konnen wir @ # 0,6 # 0 annehmen. Sei pu(a) = s — m.
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2. Wir nehmen jetzt an, dafi s < ¢ gilt. Dann ist p(af) = s < ¢, also auch p(bg) = s und damit
p#(b) = s — n. Wir haben also
0=hs =as—mfm +bs—ngn.
Wege der Teilerfremdheit von f,, und g, gibt es also ein homogenes Polynom ¢;_,_,, vom Grad
s —m —n mit
As—m = Cs—m-nfn, bsen = —Cs—m—nfm.
Damit gilt
(@ —csomng)f+ (bt csomnflg=af +bg=h
und
pla — cs—m_ng) > s.
Wir haben also eine neue Darstellung von h gefunden. Man kann den Prozefl wiederholen, solange
pla) <t —m gilt.
3. Mit dem beschriebenen Verfahren kénnen wir o.E. pu(a) > t — m erreichen. Dann gilt natiirlich
auch p(b) >t—n. M

Sei Vy der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d in z,y. Dann gilt dimVy =d+ 1 fiir d > 0
und dimV,; = 0 fiir d < 0.

LEMMA 32. f,, und g, seien homogene teilerfremde Polynome vom Grad m und n. Sei
U Viamm @ Vacn = Vi, (dd=m, ba—n) — @d—m fm + bi—ngn.

Y ist genau dann surjekliv, wenn d > m+n—1 qlt.
Beweis: Sei (ag—m, ba—n) € Kern(y). Wegen der Teilerfremdheit von f,, und g, gibt es ein homogenes
Polynom ¢g4_,_,, mit

Ad—m = Cd—m-nfn, Od—n = _Cd—m—nfm)~
Also gilt

](67“77,(1/)) = Vd—m—n(gna _fm) ~Vi—m—n-
Nun ist

d+1=dimVy > dim Bild(y) = dim Vy_p, + dim Vy_y,, — dim Vg_pp—pn.

Fird>m+nist dmBild(¢) = (d—m+ 1)+ (d—n+1)—(d—m—n+1) =d+ 1, also ¢ surjektiv.
Fird=m+n— 1ist dimVj,4n—1 = m+ n und dim Bild(¢) = n 4+ m, insbesondere ist ¢ surjektiv.
Fir max(m,n) <d<m+n—1giltdimBid(¢) =d—m+1+d—n+1=2d—m—n+2. Alsoist ¢
genau dann surjektiv, wenn d+ 1 =2d —m—n+ 2 gilt, d.h. nur fird =m+n — 1.
Fir d < max(m, n) kann ¢ natiirlich nicht surjektiv sein. ®

LEMMA 33. Seien f,g Polynome mit pu(f) = m,u(g) = n, so daff fm und gy, teilerfremd sind. Sei
t>m+n—1. Gilt dann m'*L C (f,9), so gilt auch m* C (f,g).

Beweis: Sei h € m’. Wir schreiben h = h; + A’ mit A’ € m’t!. Nach Lemma gibt es a;_,,, bs_, mit
ht = at—m frmn + bi—ngn. Nun ist

ﬂ(h - (at—mf + bt—ng)) Z [ + 1a

also gibt es nach Voraussetzung o', b’ mit
h—(amf+bi_ng) = af+by,
also h € (f,g). m

Sei m das von @,y erzeugte Ideal in k[z, y] und m das von z,y erzeugte Ideal in @. Dann gilt
O/w™ " + (f,g) = kle,y]/m™ " + (£, 9).

Wir haben eine exakte Sequenz

K, gl /o™ & k[, gl /m™ S Ko, gl /o™ = k[, ) /m™ " + (£,9) = 0,
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mit ¢((a,b)) = af + bg. Es folgt

(m+n)(m+n+1) m(m+1) nn+1)

dim k[z, y]/m™ " 4 (f,g) = 5 + dim Kern(¢) — 5 — 5 -
2 2 — (2 — (n?
_ (m” +2mn+n +m+7;) (m” +m) — (n" +n) +dim Kern(¢) =

= mn+dim Kern(¢).
LEMMA 34. ¢ ist genau dann injektiv, wenn f,, und g, teilerfremd sind.

Beweis: Sind fy, und g, teilfremd, so folgt wie oben die Injektivitat von ¢. Sei jetzt f, = hif/,_; und
9n = h1gl,_, mit einer Linearform hq. Dann gilt

((gn-1,—Fn=1)) = 9n_1fm — fra19n =0,
also 1st ¢ nicht injektiv. B
Wir haben jetzt
i(P,F-G)=dimO/(f,g) > dim O/m™*™ + (f, g) = mn + dim Kern(¢).

Sind fn, und g, nicht teilerfremd, so folgt i(P, F - G) > mn. Sind f,, und g, teilerfremd, so folgt
i(P,F-G)=mn.



