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KAPITEL 1

Einfiihrung

Die algebraische Zahlentheorie hat ihren Ursprung in konkreten Fragestellungen, die mit ganzen Zahlen
zu tun haben. Als Beispiel betrachten wir eine Aufgabe, die schon auf Diophant (um 250) zuriickgeht.

Aufgabe: Bestimme alle ganzzahligen Losungen der Gleichung

Dazu
1

y? =2 —2.
ein paar Anmerkungen:
. Fermat (1601-1655) stellt englischen Mathematikern die Aufgabe, zu zeigen, daff es aufler x =
3,y = 5 keine weiteren Losungen gibt. Er schreibt!:

Ob sich jedoch aufer 25 noch ein anderes Quadrat in ganzen Zahlen finden lifit, das, um 2
vermehrt, einen Kubus ergibt, das zu untersuchen scheint auf den ersten Blick sehr schwierig. Ich
kann aber demnoch einen ganz sicheren Beweis dafiir erbringen...

Leider fehlt eine Ausfithrung der Behauptung.

. In Eulers Algebra wird so argumentiert?: Man faktorisiert die Gleichung y? + 2 = 2 und erhilt:

(y+V=-2)(y —vV-2)=2".
Da rechts eine dritte Potenz steht, mufl auch (y + +/—2) eine sein, d.h.
y+v=2=(a+b/-2)

mit ganzen Zahlen a und b. Nun ist (a + by/=2)% = a® + 3a®bv/=2 + 3ab*(-2) + bv*(—2)v/—2 und
durch Koeffizientenvergleich erhélt man

y = a®—6ab’ = a(a® — 6b%)

1 = 3a°b—2b° =b(3a” — 2b%)
Aus der letzten Gleichung folgt b = 4+1. Der Fall b = —1 fiihrt auf 3a®> = 1, was nicht geht, der
Fall b = 1 auf a? = 1 und damit schlieBlich auf die zwei Lésungen z = 3 und y = +5.

. Ist Eulers Argument richtig? FEulers Beweis léifit sich rechtfertigen, wenn man weif, dafl der Ring

Z[v/-2] = {u+ vv/-2 : u,v € Z} faktoriell ist, nur die Einheiten +1 hat, und daf y + +/—2 und

y—+/—2 teilerfremd sind. (Diese (nichttrivialen) Aussagen werden in folgendem Lemma bewiesen.)
Denn dann hat man Primfaktorzerlegungen

y+v-2=emt ...}, y—vV-2=e_p"...p0,

und wegen der Teilerfremdheit sind die n; und m; durch 3 teilbar, und da auch die €’s dritte
Potenzen sind, ist es auch y + v/—2. Wir bemerken noch, dafl y ungerade sein mu8.

LEMMA. Sei A der Ring Z[v/—2] und N(a + by/—=2) = (a + by/=2)(a — b\/—2) = a® + 2b>. Dann gilt:

1
2
3
4

5

. N bildet A in Z ab und ist multiplikativ.

. Die FEinheiten von A sind die Elemente mit Norm 1, also £1.

. A ist euklidisch beziiglich der Funktion N .

. v/—2 ist ein Primelement.

. Fiir jede ungerade Zahl y sind y + /—2 und y — /=2 teilerfremd in A.

Beweis:

1

. Klar!

L Pierre de Fermat, Bemerkungen zu Diophant, Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 234, Akademische
Verlagsanstalt, Leipzig, 1932, S. 30 und S. 47
2 Leonhard Euler, Algebra, ...; Euler: 1707-1783
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2. Ist « eine Einheit, so gibt es 8 mit a8 = 1, also N(a)N(8) = 1. In Z folgt daraus aber sofort
N(a) = 1. Ist umgekehrt N(a + by/—2) = 1, so ist natiirlich a — by/—2 das Inverse zu a + by/—2.
Daf} die Gleichung N (a) = 1 nur %1 zuliflt, ist trivial.

3. Seien a und b aus A mit b # 0. Wir miissen zeigen, dafl es ¢,r € A gibt mit a = ¢b + r und
N(r) < N(b). Wir denken uns nun alle Zahlen als komplexe Zahlen in der komplexen Zahlenebene.
Wegen N(a) = |o|”> miissen wir zeigen, da es zu a und b ein ¢ € A gibt mit [¢ — ¢|> < 1. Nun
ist aber Z[\/—=2] ein Gitter in der komplexen Ebene und zu jeder komplexen Zahl gibt es einen
Gitterpunkt, der Abstand < \/(1/2)2 + (v/2/2)% < 1 hat. Damit findet man auch zu a und b ein
entsprechendes ¢, w.z.z.w.

4. \/—2 ist unzerlegbar, da aus v/—2 = ab durch Normbildung sofort 2 = NaNb folgt, also muf} a
oder b £1 sein.

5. Angenommen, es gibt ein Primelement 7 mit 7|y 4+ +/—2 und 7|y — v/—2. Dann gilt natiirlich auch
7|2¢/=2 und es folgt m ~ v/—2. Also teilt v/—2 auch y, d.h. es gibt ganze Zahlen u,v mit

Y= \/—_2(u-|-vx/—_2) = —20 4+ uv/-2,

woraus durch Koeffizientenvergleich folgt, daf y gerade sein muf}, ein Widerspruch!

Daf} die Eulersche Methode nicht immer zum Ziel fiithrt, kann man an den folgenden Beispielen sehen.

Ubung: Betrachte die Gleichungen y? = 23 — 11 und y? = 2® — 26. Suche jeweils 4 Losungen. Lassen
sich diese mit dem obigem Ansatz erkliren? Was geht schief??

Im Anhang sind noch ein paar Biicher zur algebraischen Zahlentheorie angegeben.

3Die Gleichung y? = 3 — 26 hat mindestens die Lésungen (3,41) und (35, 4207). Nun ist 14 +/—26 nur als Ideal dritte
Potenz, nicht jedoch als Element. Der Ring Z[v/—26] hat Klassenzahl 6. Die Gleichung y?> = 2% — 11 muf man im Ring
Z[H'—‘é_ill} studieren, der wieder euklidisch ist. Losungen sind (3,+4) und (15, £58). Literatur: London, H., Finkelstein,
R.,, On Mordell’s Equation, 1973.



KAPITEL 2

Ganzheit

Ein algebraischer Zahlkorper K ist eine endliche Korpererweiterung von Q. Die Rolle von Z in Q iiber-
nehmen in K die ganzen algebraischen Zahlen von K.

Sei A ein Ring und L ein Koérper mit A C L. (Insbesondere ist also A ein Integritétsring, speziell
kommutativ mit Eins.)

DEFINITION. Ein 2 € L heifit ganz {iber A, wenn eine der folgenden &quivalenten Bedingungen erfiillt
ist:
1. z geniigt einer Ganzheitsgleichung iiber A, d.h. es gibt a4,...,a, € A mit
"+ a2 P+ +a, =0.

(Der hochste Koeffizient ist also 1.)
2. Der Unterring A[z] von L ist ein endlich erzeugter A-Modul.
3. Es gibt einen endlich erzeugten A-Modul M C L mit M # 0 und

xM C M.
Ein Ring B mit A C B C L heifit ganz {iber A, wenn jedes Element von B ganz iiber A ist.

Beispiel:
1. Ist L eine endliche Koérpererweiterung von K, so ist L ganz iiber K, d.h. ist A ein Korper, so
bedeutet ’ganz’ einfach ’algebraisch’.
2. Der Unterring A = Z[v/—2] des Korpers Q(v/—2) ist ganz iiber Z: Wihle im dritten Teil der
Definition M = A.

3. # ist ganz iiber Z, da es der Gleichung 2> —  — 1 = 0 geniigt.

Beweis der Aquivalenz:
e Aus 1. folgt 2.: Mit der definierenden Gleichung fiir  folgt sofort A[z] = A+ Azx+Az?+---+Az" L.
e Aus 2. folgt 3.: Wihle einfach M = A[x].
e Aus 3. folgt 1.: Schreibe M = Amy + -+ + Am,. Dann gibt es a;; € A mit am; = Zj a;;m;. Als
Matrix geschrieben:

my my
T =A ,
my m,
also
mi
(xE — A) E =0.
my

Die Matrix zF — A mit Koeffizienten im Korper L kann nicht invertierbar sein, sonst wéren alle
m; = 0. Also gilt det(zE — A) = 0, dies liefert also eine Ganzheitsgleichung fiir = iiber A. B

Satz. Sind A C B C C Unterringe von L, und ist B ganz iiber A, C' ganz iber B, so ist auch C ganz
iiber A.
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Beweis: Sei x € C' beliebig. Da = ganz iiber B ist, gibt es eine Gleichung
"+ b 4 4 b, =0

mit b; € B. Da die b;’s ganz iiber A sind, gibt es endlich erzeugte A-Untermoduln M; # 0 von L mit
b;M; C M;. Dann erfiillt auch M = M ... M,, die Bedingung b; M C M und ist endlich erzeugt iiber A.
Schliefllich ist N = M + Mz + --- + Mx" ! ein endlich erzeugter A-Modul # 0 mit zN C N, d.h. x ist
auch ganz iiber A, was zu zeigen war. B

SATZ. Sei A ein Ring in einem Korper L. Dann ist
B ={z € L:x ganz iiber A}
ein Ring. B wird der ganze Abschlufi von A in L genannt.

Beweis: Seien x und y aus B. Dann gibt es dazu endlich erzeugte A-Moduln M und N # 0 mit xM C M
und yN C N. Der Modul M N ist dann auch endlich erzeugt, # 0 und erfiillt (z + y)MN C M N und
xyM N C M N, woraus die Behauptung folgt.

DEFINITION. Sei K ein Zahlkorper, d.h. eine endliche Korpererweiterung von Q. Dann heifit der gan-
ze Abschlufl von Z in K der Ring der ganzen Zahlen von K oder der Ganzheitsring von K oder die
Maximalordnung von K und wird mit ox bezeichnet.

Fiir uns wird im folgenden der Ring ok eine zentrale Rolle spielen. Grundprobleme sind:
o Welche Eigenschaften hat o x? Wie sehen die Einheiten aus? Ist ox Hauptidealring oder faktorieller
Ring, etc.?
o Wie lifit sich ox bestimmen bei vorgegebenem K?

DEFINITION. Ein Ring A heifit ganz abgeschlossen in einem Koérper L, wenn jedes Element von L, das
ganz iiber A ist, schon in A selbst liegt. A heifit ganz abgeschlossen, wenn A ganz abgeschlossen in seinem
Quotientenkorper liegt.

Beispiele:
1. Die Ganzheitsringe ox sind wegen der Transitivitdt der Ganzheit ganz abgeschlossen.

2. Jeder faktorielle Ring A ist ganz abgeschlossen, denn: Sei ¢ € K = Quot(A) ganz iiber A (0.E. a
und b teilerfremd); dann gibt es aq,...,a, € A mit

n n—1

() sn(3) 4o
woraus durch Hochmultiplizieren von b™ folgt: b|a™. Da a und b teilerfremd waren, folgt 0.E. b =1,
dh. 7 € A4, qed.

3. Wir sahen, daf Z[v/—2] faktoriell ist, also ist der Ring ganz abgeschlossen, also 0g,/~3) = Z[v/-2].

4. Der Ring Z[v/5] ist nicht ganz abgeschlossen, da z.B. % in Quot(A) liegt, nicht aber in A und
der Ganzheitsgleichung #? —z — 1 = 0 geniigt.

Erinnerung an Spur und Norm:

e L|K eine endliche separable Koérpererweiterung. Dann kann man L als endlich dimensionalen
K-Vektorraum betrachten. Durch Multiplikation liefert jedes o € L einen K-Endomorphismus
von L. Die Spur diesen Endomorphismus heifit die Spur Spy|x (), seine Determinante die Norm
Nrjx (). B

e Seien 01,...,0, : L — K die K-Einbettungen von L in einen algebraischen Abschlufl von K.
Dann gilt:

Sprik(a) = Zgi(a),
Npjx(@) = [J oi(a).

e Die Spur ist eine K-lineare Abbildung, die Norm ist multiplikativ. Wegen Sp(z) = o1 (z) + -+ +
on(z) ist Sp als Summe von verschiedenen Charakteren auf der Gruppe L* nicht identisch 0 (nach
dem Dedekindschen Unabhiingigkeitssatz fiir Charaktere).
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SATZ. Sei A ein ganz abgeschlossener Ring mit Quotientenkorper K und L eine endliche separable
Kérpererweiterung von K. Sei x € L ganz iiber A. Dann gilt:

Sprik (), Npjk () € A.

Ebenso liegen die Koeffizienten des Minimalpolynoms von x in A.

Beweis: Mit z ist auch o(z) ganz iiber A. Da Spur und Norm Summe bzw. Produkt ganzer Elemente sind,
sind sie in K und ganz iiber A. Da A ganz abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. Das Minimalpolynom
von x ist

m=(X—o01(x))...(X —on(z))
mit geeigneten Isomorphismen ;. Dann folgt die Behauptung wie eben. m

Beispiel: Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkérper. O.E. ist also d € Z quadratfrei und # 1. Wir
wollen o, den ganzen AbschluB von Z in K, berechnen. Sei @ = a + bv/d € Q(V/d). Ist a ganz iiber Z,
so sind nach dem vorhergehenden Satz auch Spur und Norm ganz iiber Z, also Sp(a), N(«) € Z. Sind
umgekehrt Sp(a) und N(a) in Z, so geniigt o der Gleichung a? — Sp(a)a + N(a) = 0, d.h. « ist ganz
iiber Z. Also gilt:

a ganz iiber Z <= Sp(a) = 2a € Z und N(a) = a® — db* € Z.

Wegen 2a € Z konnen wir schreiben a = % mit u € Z. Wegen a? — db®> = L(u? — d(2b)?) ist auch
u?—d(2b)* € Z, also auch 2b € Z, d.h. b = % mit einem v € Z. Es bleibt jetzt die Bedingung u® —dv® € 4Z.
Wir unterscheiden 3 Fille:

e d =1mod 4: Also muB gelten u? = v2 mod 4, was aber #quivalent ist mit © = v mod 2, also

d
0K={%:u,vez,uzvmod2}.

Wegen “+§*/3 = U=t 4 v1+2‘/3 ist dies dquivalent zu
1+ \/c_l]
5
e d =2 mod 4: Dann muf} u gerade sein, also auch v, d.h.
ox = Z[Vd).

e d = 3 mod 4: Dies liefert die Bedingung u? + v?> = 0 mod 4, was nur durch u = v = 0 mod 2 zu
erfiillen ist. Also:

OKZZ[

ox = Z[Vd).

Zusammenfassung: o g = Z[H'Q‘/E] fiir d = 1 mod 4 und ox = Z[V/d] fiir d = 2,3 mod 4.

Ubung: Lise die Gleichung y? = 2° — 11 durch Faktorisierung in Z[**="], nachdem die Euklidizitt
dieses Ringes gezeigt wurde. (Ergebnis: (3, +4) und (15, £58))

LEMMA. Sei L|K eine endliche separable Kdrpererweiterung vom Grad n. Dann liefert

(z,y) = Spr k(zy)
eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem K - Vektorraum L. Insbesondere gilt: oy, - ..,y €
L bilden eine K-Basis von L genau dann, wenn det((Sp(a;a;)ij) # 0 ist.

Beweis: Dal Sp(zy) eine symmetrische Bilinearform liefert, ist klar. Wire Sp(zy) ausgeartet, so gibe es
u € L, u # 0 mit Sp(uy) = 0 fiir alle y. Da aber L ein Kérper ist, wire Sp identisch 0, was nicht der Fall
ist. m

DEFINITION. Bei den Bezeichnungen des Lemmas heifit
D(ay,...,ap) = det((Sp(a;a;))

die Diskriminante von aq, ..., ay,.
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SATZ. Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K und L eine endliche separable Korpererweiterung
von K vom Gradn. Dann ist der ganze Abschluff B von A in L ein freier A-Modul vom Rang n. Genauer:
Ist ay,...,a, eine in B gelegene K -Basis von L, so gilt:

Aoy +---+ Aa,, CB C [Aag + - -+ Aay,].

Dlar, - am)

(%

Bemerkung: Jedes = € L 1afit sich schreiben als z = ¢ mit @ € B und a € A. Denn: da z algebraisch
iiber K ist, gibt es eine Gleichung:

az™ +a ™ P44 ay, =0

mit a,a1,...,an € A. Multipliziert man die Gleichung mit a™~!, so sieht man, daf az ganz iiber A ist,
woraus mit « := azx die Behauptung folgt.

Insbesondere kann man jede K-Basis von L elementweise mit Elementen aus A multiplizieren, so daf die
neue Basis in B liegt.

Beweis: Sei x = Y x;a; mit x; € K und z ganz iiber A. Dann ist auch za; € B, also Sp(za;) € A. Aber
Sp(zai) = 32 ; Sp(asay)w;. Sei M = (Sp(a;ay)). Dann gilt:

T
M| € A",
Tp
also
T
€ ! MA™
D(ala"'aan) .
Tn

Da M Koeffizienten in A hat, ist M A™ C A, also folgt schon
1
Aoy + -+ Aa,, CB C B[Aal + -+ Aay]
Da A als Hauptidealring vorausgesetzt war, muf} jetzt B ein freier A-Modul vom Rang n sein. B

Der folgende Satz gibt weitere Moglichkeiten der Determinantenberechnung an:

Satz. Sei L|K endlich separabel vom Grad n und seien o1,...,0, die verschiedenen K -Einbettungen
von L in einen algebraischen Abschlufy K. Seien aq,...,a, € L. Dann gilt:
D(ai,...,ap) = det((o;05))%.
Ist L = K(«), so ist
D(1,a,a?, ...,a" ") = H(ai —a;)? = Diskriminante des Minimalpolynoms von a.
i<j
Beweis: Wegen Sp(ajar) = >, o050y gilt:

Splaray) ... Splaray) o1 ... OpOq ol ... O10p

Splapar) ... Splapan) 010, ... OpQp OnQl ... OpnQp
Daraus ersieht man
(oicj) (oi0j) = (Sp(eviy))
woraus die Behauptung folgt.

Im Fall 1,0,a?,...,a™ " hat man die Vandermondsche Determinante zu berechnen, woraus auch die
zweite Behauptung folgt. B

Bemerkung: Die Diskriminante eines Polynoms f = apx™ + - - - + a,, 148t sich wie folgt mit der Resultante
berechnen:

D(f) = —(-1) 2_1)resultantx(f, .
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Unmittelbar aus der linearen Algebra kennt man:
LEMMA. Seien (o;) und (8;) K-Basen von L mit Ubergangsmatrix tij: Bi = Y. tijoy. Dann gilt:
D(Bi,...,Bs) = det((tij))? - D(ay,...,ap).
Damit kénnen wir jetzt definieren:
DEFINITION. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n iiber Q.
e Ist a ein freier Z-Modul vom Rang n in K und ay, ..., a, eine Z-Basis von a, so heif}t
D(a) :== D(ay,...,ap)

die Diskriminante von a.
e Die Diskriminante D(ox) wird die Diskriminante Dy des Zahlkdrpers genannt.

Beweis der Wohldefiniertheit: Ist 31, ..., 3, eine weitere Z-Basis von a, so gibt es eine Transformations-
matrix 7' mit Koeffizienten in Z, also in GI(Z). Die Determinante davon ist eine Einheit in Z, also %1,
woraus durch Quadrieren die Invarianz folgt. ®

Beispiel: Die Diskriminante von Z[v/d] ist die Diskriminante des quadratischen Polynoms 2> — d, also
4d. Die Diskriminante von Z[H'Q—‘/E] ist die Diskriminante des Polynoms z2 — z + 1%‘1, also d. Damit gilt:
die Diskriminante des quadratischen Zahlkorpers Q(\/E) ist d fiir d = 1 mod 4 und 4d fiir d = 2, 3 mod 4.

Anmerkungen:
e Sei K ein Zahlkorper vom Grad n iiber Q und seien a und b zwei freie Z-Moduln in K vom Rang
n mit b C a. Dann gibt es eine Z-Basis ay, ..., a, von a und natiirliche Zahlen dy, ..., d,, so dafl
diagq, ..., d,a, eine Z-Basis von b ist.

e Der Index [a: b] von b in a ist die Ordnung der Gruppe a/b, also hier d; ...d,.
o Fiir die Diskriminanten erh&lt man sofort

D(b) = [a: b]* - D(a).
e Als Anwendung erhilt man sofort: Ist a C ok, so gilt D(a) = [0k : a]?D(ok), also
[ox : a]?|D(a).
Dadurch erhélt man eine Abschitzung, wie weit man von dem eventuell unbekannten Ganzheits-

ring ox entfernt ist.

Ubung: Zeige, da8 Q(v/2) den Ganzheitsring Z[/2] hat, und berechne die Diskriminante.
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KAPITEL 3

Ideale

Im letzten Abschnitt haben wir die Ringe o eingefiihrt. Sie sind ganz abgeschlossen. Welche Eigenschaf-
ten haben sie? Schon sind faktorielle Ringe. Folgendes Beispiel zeigt aber, daff man das i.a. nicht erwarten
kann.

Beispiel: Der Ring A = Z[v/—5] ist der Ganzheitsring von Q(v/—5). A ist aber nicht faktoriell, wie man
an der Zerlegung

6=2-3=(14+vV-5)-(1-vV-5)
sehen kann (Beweis als Ubung!) Wie 148t sich diese Vieldeutigkeit deuten? Kummer hatte die Idee, dies

durch Einfiihrung von idealen Zahlen zu erkléren:

2=pip2, 3=p3ps, 1+V-5=pips, 1—vV—=5=paps.

Fiir uns sind dies Ideale:
p1:(271+\/—5)7 132:(2,1_\/_5), }33:(3,1+V_5), p4:(371_\/—5)'

(Zeige dann die Giiltigkeit obiger Zerlegung!) Wir werden zeigen, dafl in ox Ideale sich eindeutig in ein
Produkt von Primidealen zerlegen lassen.

Erinnerung: Ein Primideal p eines Ringes A ist ein Ideal # A, das eine der folgenden #Hquivalenten
Bedingungen erfiillt:

e A/p ist ein Integritéitsring.
e zy € p impliziert € p oder y € p.

Ein Ideal m C A heiflt maximal, wenn A/m ein Kérper ist. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

Bemerkungen:

1. alb <= (b) C (a)

2. Wir schreiben auch fiir Ideale a|b, wenn b C a gilt.

3. Ein Primelement ist ein 7, das keine Einheit ist, und die Bedingung erfiillt: 7|ab impliziert 7|a
oder w|b, d.h. ab € (w) impliziert a € (w) oder b € (w), d.h. () ist Primideal. Primideale sind
Verallgemeinerungen von Primelementen.

4. Tst p Primideal und gilt ab C p, so folgt a C p oder b C p. Anders geschrieben: p|ab impliziert p|a
oder p|b.

5. Fiir o-Moduln M und N in K definiert man Produkt M N und Summe M + N.

MN ={> xy;:x; € M,y; € N}.

Beispiel: In 4 = Z[\/-5] ist p = (2,1 + v/=5) ein Primideal, denn: 4 = Z[z]/(2? + 5) und damit:
Alp = Z[z)/(2* +5,2,1+ 7) = F3[2]/(¢* + L,z + 1) = F

Also ist A/p ein Korper und damit p maximales Ideal, insbesondere Primideal.

LEMMA. Sei K ein Zahlkdorper vom Grad n (iber Q). Dann ist jedes Ideal a # 0 von ok ein freier
Z-Modul vom Rang n, insbesondere also endlich erzeugt.

13
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Beweis: Sei aq, ... ,a, eine Z-Basis von og und b € a mit b # 0. Dann gilt:
Zbay +---+Zba, Ca C Za +---+ Za, = ok,

also folgt die Behauptung, da a zwischen zwei freien Z-Moduln vom Rang n liegt. B

Erinnerung: Ein noetherscher Ring A ist ein kommutativer Ring, in dem eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen gilt:

e Jedes Ideal a von A ist endlich erzeugt, d.h. es gibt ay,...,a, € A mit a = (ay,...,an).

o Jede aufsteigende Folge von Idealen wird stationdr: a3 C ay C ..., dann gibt es ein m mit

Oy = Om41 = - .-
e Jede nicht leere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element beziiglich der Inklusion.

Beispiele:
1. Korper, Hauptidealringe
2. Der Basissatz von Hilbert besagt, daf fiir einen noetherschen Ring A auch der Polynomring A[z]
noethersch ist. Insbesondere ist K[z1,...,z,] noethersch.
3. Nicht noethersch ist K[z, za,...].

SATZ. Der Ganzheitsring o eines Zahlkdrpers K ist ganz abgeschlossen, noethersch und jedes Primideal
# 0 ist mazimal.

DEFINITION. Ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritétsring, in dem jedes Primideal # 0 maximal
ist, heiflit Dedekindring.

Also ist 0k ein Dedekindring.

Beweis des Satzes:

e 0 ist ganz abgeschlossen, wie wir schon friiher feststellten.
e Da jedes Ideal von ok ein freier Z-Modul vom Rang n ist, ist jedes Ideal insbesondere endlich
erzeugt. Also ist ox noethersch.
e Seip # 0 ein Primideal in ox. Wir miissen zeigen, dal ok /p ein Korper ist. ZNp ist ein Primideal
#01in Z, denn sei = € p, x # 0, dann sieht das Minimalpolynom so aus:
™4+ a2 P+ +a, =0

mit a,, # 0. Wegen a,,, € pNogk ist also pN ok ein Primideal # 0 in Z, also von der Form (p) mit
einer Primzahl p. Nun ist also ox /p endlich erzeugt iiber Z/(p) und daher mufl ox /p bereits ein
Korper sein (K[a] = K(«)). Daraus folgt die Behauptung.

Im Folgenden steht o fiir einen beliebigen Dedekindring.

SATz. Jedes von 0 und o verschiedene Ideal von o besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige Zerlegung
a=pi...pr
in Primideale p;.
Bevor wir dies beweisen zeigen wir zwei Lemmata.
LEMMA. Zu jedem Ideal a # 0 von o gibt es Primideale p; mit
alpr...pr
oder anders geschrieben:
alpr ... ps

Beweis: Sei M = {a Ideal, das das Lemma nicht erfiillt}. Angenommen: M # (). Sei a € M ein maximales
Element. Dann ist a kein Primideal, also gibt es a,b mit ab € a, aber a,b ¢ a. Die Ideale (a) + a und
(b) + a liegen dann nicht in M, erfiillen also das Lemma. Nun ist aber a C ((a) + a)((b) + a), also erfiillt
auch a das Lemma, ein Widerspruch. Mithin ist M = (). m
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LEMMA. Ist p ein Primideal # 0 von o und
pti={reK:apCo},
so gilt:
1.p~t#o
2. ap~! #a, wo a ein Ideal # 0 ist.
3.pp =0

Beweis:

1. Wihle 0 # a € p und nach dem vorhergehenden Lemma p;...p, C (a) C p, o.E. r minimal.
Weiter ist 0.E. p1 = p und damit ps...p, € (a), also gibt es b € ps...p, mit b ¢ (a). Damit ist
zunéichst £ ¢ o, aber bp C (a), also 2p Co, dh. 2 € p~'.

2. Wiirde gelten ap~! = a, so wiire p ganz iiber o, also p~! C o, ein Widerspruch zu 1.

3. p Cpp~' Co, und da p maximal ist, folgt sofort pp~' = 0. W

Beweis des Satzes:

e Existenz: Sei M = {a Ideal ohne Primidealzerlegung}. Wir wollen zeigen, dafl M leer ist. Ange-
nommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es maximales Element in M: a. a ist kein maximales
Ideal, also gibt es ein Primideal p mit a C p. Dann ist aber a C ap™' C pp~' = o, also ist ap™'
ein Ideal, das nicht in M liegt, hat also eine Primidealzerlegung. Multiplikation mit p liefert eine
Primidealzerlegung fiir a, ein Widerspruch zur Annahme.

¢ Eindeutigkeit: Sei p;...p, = q1...qs. Dann gilt p1|q;...qs, also mul es mindestens einen der
Faktoren teilen, o.E. q1. Wegen der Maximalitdt der Primideale ist aber dann schon p; = q;.
Multiplikation der Gleichung mit p; * liefert eine Gleichung mit einem Faktor weniger. Betrachte
nun ps, etc. W

Bemerkungen:

1. Sind p;, i € I die von 0 verschiedenen Primideale von o, so haben die Ideale # 0 von o die Gestalt:
I v,

wobei nur endlich viele n; # 0 sind.

2. Wie findet man die Primideale von ox? Sei p ein von 0 verschiedenes Primideal. Dann ist ox /p
endlich und ein Korper, also von endlicher Charakteristik p. D.h. p = 0in ox /p, also p € p. Damit
gilt: p|(p). Ist also (p) = pi*...p¢ die Primidealzerlegung von (p), so ist p eines der p;. Um die
Primideale in og zu finden, mufl man also 'nur’ die Primzahlen von Z in og zerlegen.

Beispiel: Wie sehen die nichttrivialen Primideale von Z[/—5] aus? Wir bemerken: ox = Z[z]/(z* + 5),
also

or/(p) = Fylz]/(a® +5)

e p=75: ps = (v/=5) ist Primideal und p? = (5).

e Falls 2 + 5 irreduzibel in F[z] ist, so ist ok /(p) ein Kérper, also (p) auch Primideal in ox. Dies
ist genau dann der Fall, wenn —5 kein Quadrat modulo p ist, d.h. wenn (_75) = —1 mit dem
Legendre-Symbol.

e Falls —5 ein Quadrat modulo p ist: —5 = a® + bp, (0.E. |b| < p), dann ist p = (p,a ++/=5) ein
Primideal wegen

ox/(p,a+v=5) =Z[z]/(2* + 5,p,a+x) ~ F,,.
Weiter gilt:
(p,a+V=5)(p,a —V=5) = (p?,pla = V=5),pa+ v=5),a> +5) = p(p,a + V=5,b) = (p)

da b und p teilerfremd sind. Wann gilt:p = q? Angenommen: Es gilt die Gleichheit. Dann ist
a —+/—5 in p, also auch 2a. Da a teilerfremd zu p ist, liegt also 2 in p. Dies ist aber nur moglich
fiir p = 2.

e p=2 21+ = (2.
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e Das quadratische Reziprozitéitsgesetz besagt nun gerade, dafl das Zerlegungsverhalten von (p) in
ox nur von der Kongruenzklasse von p modulo 20 abhéngt.

DEFINITION. Ein gebrochenes Ideal (fractional ideal) von K ist ein endlich erzeugter o-Untermodul von
K.

Bemerkungen:
1. Sei a ein gebrochenes Ideal # 0. Wegen der endlichen Erzeugtheit gibt es einen gemeinsamen
Nenner, d.h. ein ¢ € 0 mit ca C 0. Dann ist b := ca ein Ideal von o, also a = 1b.
2. Sei a ein Ideal von K. Dann ist
ol :={r e K:zaCo}
ein gebrochenes Ideal von K, denn ist a; ..., eine Z-Basis von a, so gilt:

1
Vs zaj €0 <= z € —o,
o

2

rT€Ea

alsoo Ca™' =M;-o0 C —1

— X1...Qp

0.

SATZ. Die gebrochenen Ideale bilden eine abelsche Gruppe, die Idealgruppe Ix wvon K. Das neutrale
Element ist o, das Inverse zu a ist
al={reK:z2aCol.

Beweis:
o Da Ik beziiglich Multiplikation abgeschlossen ist, ist klar. Auch dafl o neutrales Element ist. Bleibt
noch die Existenz von Inversen zu zeigen.
o Ist a = %pl ...p, ein gebrochenes Ideal von o, so gilt mit b = cp; ' ...p ! die Beziechung ab = o,
d.h. b ist invers zu a.
o Wir zeigen: b = a 1. Ist € b, so gilt za C o, also x € a~!. Ist umgekehrt x € a~
also zab C b, also = € b, woraus alles folgt.

1 so gilt za C o,

KOROLLAR. Jedes gebrochene Ideal a besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a=[]p",

nur endliche viele v, verschieden von 0 sind. Also ist Ix die von den Primidealen # 0 erzeugte freie
abelsche Gruppe.

Die Hauptideale (f) = fo mit f € K, f # 0 bilden eine Untergruppe von Ik, die Gruppe Px der
Hauptideale.

DEFINITION. Die Faktorgruppe Hx = Ik / Pr heifit Klassengruppe oder auch Idealklassengruppe von K.

Die Klassengruppe spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie. Sie mifit die Abweichung von ox von
einem Hauptidealring.

Zum Schluf} dieses Paragraphen wollen wir noch die Norm fiir Ideale eines Zahlkérpers einfiihren. Fiir
ein ganzes Ideal a von ox setzen wir:

N(a) :=[ox : a] = #ox/a.
LEMMA. Ist a = py"...pP", so gilt:

N(a) = N(p1)™ ... N(py)"
Ist o € 0, so ist N((a)) = |Ng|q(a)l-
Beweis:

e Nach dem chinesischen Restsatz gilt:
ox/a=ox/pyt © - Dor/p",
also
N(a) = N(p}") ... N(p).

r
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e Wir miissen nun noch N(p?) ausrechnen. Sei a € p™, aber a ¢ p™*!. Dann ist p™*! C pm+! +
(a) C p™. Wegen der eindeutigen Primidealzerlegung ist p™*! + (a) = p™, also ist p™/p™+! ein
eindimensionaler o /p-Vektorraum, insbesondere:

ok :p] =[p™ : p™ "],
Und schlieBlich:
N@p") =lo:p"]=[o:p]lp:p’] =" =N(p"
Daraus folgt die Behautpung.

e N(a) ist die Determinante einer Ubergangsmatrix von ox nach aog. Daraus folgt die andere
Behauptung.

Trivialerweise setzt sich die Idealnorm dann auf Ix multiplikativ fort.



18

3. IDEALE



KAPITEL 4

Gitter

Schon beim Nachweis der Euklidizitét des Ringes Z[v/—2] haben wir gesehen, wie hilfreich es war, den
Ring als Gitter in C ~ R? zu betrachten. Der allgemeine Formalismus geht auf Minkowski zuriick und
wird als Geometrie der Zahlen bezeichnet.

DEFINITION. Eine Untergruppe I' des R™ heifit Gitter, wenn es eine Basis vy, ..., v, des R™ gibt mit
I'=Zvi + -+ Zv,.
Die Menge
{z1v1 + ... 2,0, : 0 < z; < 1}

heiflit eine Grundmasche des Gitters I' - was natiirlich von der Basiswahl abhéngt -, den Inhalt der
Grundmasche bezeichnen wir mit vol(T"), also:

vol(T) = | det(vy,...,v,)|-

Bemerkung: vol(T") ist wohldefiniert, denn ist wy, ..., w, eine andere Gitterbasis, so gibt es eine Trans-
formationsmatrix T' € GL,(Z) mit v; = Tw;. Wegen det(T') = £1 ist dann vol(I') basisunabhingig.

Beispiele:
1. Z" ist ein Gitter im R™.
2. Z + Z+/2 ist kein Gitter in R.
SATZ. Eine Untergruppe I' C R"™ ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret ist und den R™ aufspannt.

Dabei heifit eine Untergruppe I' diskret, wenn 0 eine e-Umgebung U besitzt, sodal U NT = {0} ist. Das
gleiche gilt dann auch fiir jeden anderen Punkt von I'. Aulerdem gilt dann: In jeder kompakten Menge
des R™ gibt es nur endlich viele Punkte von T'.

Beweis:

1. Die eine Richtung ist trivial.

2. Sei I' diskret und spanne I den R™ auf. Dann enthilt T' eine R-Basis des R™: uy,...,u,. Also
ist [o = Zuy + - - - + Zu, ein Gitter. Jedes Element von I'/Ty hat einen Représentanten in der
Grundmasche von T'y. Da diese beschréinkt ist, ist also auch I'/Ty endlich. Sei m = #I'/T'y. Dann
ist

rc Zlul +. ..Zlun,

m m

also muf} T selbst auch frei sein. B
Zur Erinnerung: Eine Teilmenge X € R™ nennt man zentralsymmetrisch (bzgl. des Nullpunkts), wenn
gilt: z € X = —z € X. Eine Teilmenge X nennt man konvex, wenn mit zwei Punkten z, y aus X auch

deren Verbindungsstrecke in X liegt, d.h. z,y € X = tx + (1 —t)y € X fiir alle 0 < ¢ < 1.
Der entscheidende Satz ist der nun folgende Gitterpunktsatz von Minkowski.

SATZ. Ist T ein Gitter des R™ und X eine symmetrische, konvezre Teilmenge mit
vol(X) > 2"wol(T),

so enthdlt X einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt von I'.

Beweis:

19
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o Es geniigt zu zeigen, dafl es zwei verschiedene Gitterpunkte 71,2 gibt mit
1 1
(iX +71)N (§X +72) # 0.
Denn dann gibt es 1,22 € X mit
Lot Leat
—x =_zx
5™ 71 572 Y2,

also liegt
1
YL — 72 = §$1 - 5302
im Durchschnitt von I' mit X.
e Wir nehmen an, die Mengen %X + ~ wiren paarweise disjunkt. Sei M eine Grundmasche des

Gitters. Dann ist:
1
(M) > I(MnN(=zX =
vol(M) > Y wol(M A (5X +7)
1
= ) wol(M-7)n 5%) =
1 1
= UOl(iX) = 2—nvol(X).
Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. B

Ubung: Zeige, daB der Koeffizient 2" im Minkowskischen Gitterpunktsatz bestmoglich ist.
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Die Endlichkeit der Klassenzahl

Ziel: Wir wollen zeigen, daf} die Klassenzahl hx = # Hg endlich ist. Dazu werden wir zeigen, daf in jeder
Idealklasse ein ganzes Ideal mit Norm < Ck existiert, wo Cx eine nur von K abhingige Konstante ist.

Sei K ein Zahlkérper vom Grad n iiber Q. Dann gibt es n Einbettungen von K in C: oq,...,0,.

Ein o; heifit reell, wenn o(K) C R, ansonsten komplex. Ist o; komplex, so ist &; eine weitere komplexe
Einbettung, die von o; verschieden ist.

Seien o1,...,0,, die reellen Einbettungen und o, 4+1,0r,41,- -+, 0r 41y, Or +r, die komplexen. Dann gilt
also rq + 2rs = n.

Anders ausgedriickt: Sei K = Q(«) und f(z) das Minimalpolynom von «. Dann hat f komplexe Null-
stellen: reelle, ...

Wir definieren ¢ : K — R"™ durch:
o(z) = (o1z,...,0m %, ReOr 1%, ..., REOr 17T, IMOp 11T, ... ).
LEMMA. Ist a ein gebrochenes Ideal von K mit Diskriminante D(a), so ist ¢(a) ein Gitter in R™ mit

Volumen
1

wol(§(a) = 52 VD]
Beweis: Sei ai, . . ., a, eine Z-Basis von a. Wir berechnen die Determinante der Matrix (¢(a1), - . ., ¢(a,))t.
Es ist
lovaj,. .., o065, Reor, 1165, .., Imor, 1105 = (i/2)"|o1a;,. .., 00 Frajl,
woraus sofort folgt, dafl die Vektoren ¢(a;) eine R-Basis des R™ bilden, d.h. ¢(a) ist Gitter mit Volumen
1

vol($(@) = 51 v/TD@]
Beachte: (a,b) = (a +ib,b) = 5 (a + ib, 2ib) = 5-(a + ib, —a + ib) = 4(a + ib,a — ib). W

LEMMA. Die Menge

r1 ritrs
Mt:{2|x,|+2 Z 1/1‘?+I%+T2St}
i=1 i=ri+1
st konvez, zentralsymmetrisch und hat Volumen
m\"2 t"
vol (M) = 2™ (—) —.
(M) 2 n!

Beweis: Die Eigenschaft zentralsymmetrisch ist klar, die Eigenschaft konvex folgt aus der Dreiecksunglei-
chung fiir Absolutbetrige unter Beachtung von y/x2 + y? = |z + iy|. Nun zur Volumenberechnung:
e Wir fithren Polarkoordinaten ein fiir z,, y; = y; cos p; und &y, 4 py i = y; sin ;. Dann ist dzp, ;dxy, 1rotri =
yidy;dp;, und damit

vol (M) = dey ... dey, =2"(2m)" / Y1« Ypody ... dxp, dyy ... dyp,.
M, Sai+2>y; <t
e Zu zeigen ist also
1 tn
Y1 Yrodxy .o dTe dyy .. dyr, = ol
Ywi23 y;<t n:

Wir machen Induktion nach rs.

21
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e ry = 0: Es ist zu zeigen:
tn
i<t n:

e Allgemein:

t/2
/ dey ...dx, = 2"(27)" / / Y1+ Yro—1dxy .. dep dyy ... AYpy—1|Yry dyr, =
M, Yro Sz +2Zy]<t 2yr2
. —2y)"~
= 2" (27m)" /0 4@ o2 ydy:

= on(Iyr L/% dz _
2 0 n—2
™
2

= 2" (=) (n—2)!/0(t_z)n zdz

Nun ist aber

t t t
/ (t—2)"22dz = — / (t—2)""tdz + t/ (t—2)"2dz =
0 0 0

t t
—/ 2"z +t/ 2" 2z =
0 0

tm g1 1
= ——+t = tna

woraus dann die Behauptung unmittelbar folgt.

SATZ. Ist a ein gebrochenes Ideal von K, so gibt es a # 0 in a mit

V@< (2) 2 vDave

™
Beweis: Wir betrachten die Bedingung

vol (M) > 2™vol(¢(a)
Dies bedeutet:

A\ n!
"> <—> :—n\/|DK|Na.

™

Wihle

4\"™ n!
t" = <—> n—n\/|DK|NCl+6

™
Dann gibt es ein a # 0 in a mit (unter Benutzung der Ungleichung zwischen geometrischem und arith-

metischem Mittel):
t n
n nm

Da e > 0 beliebig gewdhlt werden kann, folgt die Behauptung. B

SATZ. In jeder Idealklasse von K gibt es ein ganzes Ideal a mit
4\" n!
Na< () 2]
™

Beweis: Sei b ein Reprisentant einer Idealklasse C. Dann gibt es ein a # 0 in b™! mit N(a) <
|Dr|Nb~!. Faktorisieren wir: () = ab™", so liegt a in der Klasse C' und hat Norm

N
Na= W(fl < Cx/|Dxl,

wie behauptet. ®

Wie findet man nun Représentanten fiir Hg?
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o Wegen der eindeutigen Primidealzerlegung, geniigt es, also Primideale mit Norm < ¢ zu finden.
Ist p ein Primideal, dann gibt es eine Primzahl p mit p € p, also p|p. Faktorisieren von (p) ergibt:

() =pp5* -7,
wegen Np = p” ist also Np eine p-Potenz.

e Um die Primideale mit Norm < ¢ zu finden, mufl man also nur die Primzahlen p < ¢ in og
faktorisieren und die zugehorigen Primideale betrachten.

FOLGERUNG. Die Klassengruppe Hg ist endlich.

Beispiel: K = Q(+v/2) hat Ganzheitsring Z[v/2] mit Diskriminante —108. Jede Idealklasse enthilt ein
ganzes Ideal mit Norm < %3!33\/ 108 =2.94.... Nun ist aber

(2) = (V2)?
die Primidealzerlegung von 2 und (v/2) ist ein Hauptideal. Also ist Hx = 1, d.h. Z[{/2] ist ein Haupt-
idealring.

Beispiel: K = Q(v/—23) hat Ganzheitsring Z[**%—22] mit Diskriminante. Jede Idealklasse enthilt ein
ganzes Ideal mit Norm < %\/2_ = 3.05.... Die Ideale mit Norm < 3 sind

1+4++/-23 1++v/-23
T T

(1)7p2 = (2 9

Man findet leicht die Relationen:

)7p_27p3:(3 )7p_3

1+v=23. __ _
#)7132)32 =2,p3p3 = 3.

Priift man noch, dal p» und p3 keine Hauptideale sind, so findet man schnell Hx = {(1),p2,p3} hat
Ordnung 3.

paps = (

Beispiel: K = Q(v/—163) hat Ganzheitsring Z[1*=1%3] mit Diskriminante —163. Jede Idealklasse
enthilt ein ganzes Ideal mit Norm < 8.1278.... Nun ist ox = Z[z]/(z* — # + 41) und das Polynom
z? — x + 41 ist irreduzibel modulo p = 2,3,5,7. Also bleiben (2), (3), (5), (7) Primideale in o, also ist
Hy trivial, d.h. Z[2Y=18%) ist Hauptidealring.
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KAPITEL 6

Einheiten

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur der Einheitengruppe von ox bestimmen. Wir wissen:
« € ok ist Einheit <= N(a) = £1.

Sei Uk die Einheitengruppe von og.

Beispiel: Einheiten imaginirquadratischer Zahlkérper Q(v/—d), wo d quadratfrei und < 0 ist.

e Falls d = 2,3 mod 4 ist, so ist o = Z[v/—d], also N(z + yv/—d) = 2* + dy> = £1 genau dann,
wenn 22 = 1,dy? = 0 oder 22 = 0,dy® = 1. Im ersten Fall gibt es die Losung +1, der zweite Fall
kommt nur fiir d = 1 vor, dann ist auch ++v/—1 Einheit.

e Falls d = 3 mod 4 ist, so ist og = Z[%ﬂ] und N(m+yl+)ﬂ =22 +ay+3y? = (z4y/2)° +
dy?/4 = 1. Fiir y = 0 gibt es die triviale Losung +1. Sonst ist dy? < 4, woraus sofort d = 3 folgt.

In diesem Fall ergeben sich vier zusétzliche Lésungen: %

Ergebnis: Q(i) hat die Einheiten {£1,+i}, Q(v/—3) hat die Einheiten {%1, %} Fiir die anderen
imagindrquadratischen Zahlkorper ist immer Ugx = {£1}.

Geometrische Deutung:

e Ist K imagindrquadratisch, so ist die Frage nach Einheiten gleichwertig mit: Wie schneidet ¢(ox ) C
R? den Kreis 22 + y? = 1?7 (Bild)

e Ist K reellquadratisch, so ist die Frage nach Einheiten gleichwertig mit: Wie schneidet ¢(ox) C R?
die Hyperbeln zy = £17

Den Minkowskischen Gitterpunktsatz kann man auf das Einheitenproblem nicht direkt anwenden. Der
Trick besteht darin, dafl wir viele Elemente mit beschrinkter Norm konstruieren, dann mufl es dabei
welche geben, die sich nur um eine Einheit voneinander unterscheiden.

Die logarithmische Abbildung: Wir definieren £ : Ux — R "2 durch:
E(U) = (log |01u|7 R log |O’T1U|, 2 lOg |0T1+1u|7 s )

LEMMA. 1. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.
2. U(Uk) ist eine diskrete Untergruppe.
3. L(Uk) C{> z; =0}.
4. Der Kern von ¢ ist die Gruppe der in K enthaltenen Einheitswurzeln p(K).

Beweis:
1. Klar.
2. Es geniigt zu zeigen, dafl es nur endlich viele Elemente u € ox gibt mit |o;u| < M. Fiir die
Koeffizienten des zugehorigen charakteristischen Polynoms z™ + ajz™ ' + ... gilt dann aber:

la;| < (’;) N, Da man also nur endlich viele Polynome hat, kann es auch nur endlich viele Elemente
mit entsprechender Eigenschaft geben.

3. Klar.

4. Ist v im Kern, so gilt |oyu| = 1 fiir alle Einbettungen. Die Potenzen von w erfiillen natiirlich die
gleiche Bedingung. Da es aber nur endlich viele Elemente in K mit beschrinkten Absolutbetrigen
gibt, gibt es r # s mit u” = u®. Wegen v"~® =1 ist dann u eine Einheitswurzel. Die Umkehrung
ist klar. m
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LEMMA. Es gibt Finheiten u; mit

Lui))=(— ..., — 4+, — ey —)
Beweis:
e Wir wollen den Minkowskischen Gitterpunktsatz anwenden. Als Gitter nehmen wir ox selbst. Wir
definieren:
M(er, .oy Crpgr) ={lz1] < €1y vy |Tr 41 + %0 brgt1]| < Gty
Dann ist vol(M) = 2¢; ...wc} . Ein Element in M hat Norm < ¢;...¢2 |, .... Wir kénnen jetzt

c2 bis ¢y, 4p, sehr klein machen, ¢; entsprechend groff und erhalten nach dem Gitterpunktsatz ein
a # 01in og. Also konnen wir eine Folge von Elementen aus ox konstruieren mit Norm < N und:

o] < |orata]
und
|ojail > |ojoita|
fiir alle j mit 2 < j <ry +ra.
e Indem wir uns auf eine Teilfolge beschrinken, kénnen wir annehmen, dafl alle a; gleiche Norm

haben und auflerdem die gleiche Restklasse modulo N.
e a = 3+ Ny liefert, da 8 auch N teilt: & € ok, analog ist B ¢ ok, also 2 eine Einheit mit

B a B
Z(’U/) = (+5_a---a_)' n
LEMMA. Streicht man aus der Matriz L(u1), ..., L(tUr 1r,) die letzte Spalte und letzte Zeile, so ist sie
requldr.
Beweis: Angenommen, sie wére nicht reguldr, dann liegt im Kern ein Vektor (aq,...), 0.E. a; > 0 und
a; > aj. Wir wihlen in der Matrix die entsprechende Zeile der Form: (¢1,%2,...) = (+,—, —,...). Also:

a1t1 + (12t2 + - Z al(tl -|-t2 + .. ) = al(—tr1+r2) >0
ein Widerspruch! m

FoLGERUNG. ((Ug) ist ein Gitter in y_ z; = 0.

Beweis: Wir haben gesehen, dafl £(Uy) diskret ist und eine R-Basis enthélt nach dem vorangegangenen
Lemma. &

Uber die Struktur der Einheitengruppe gibt der folgende Satz von Dirichlet Auskunft:

SATzZ. Uk ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang ri+1r2—1. Genauer: Sind €1,...,€r 4ry—1
Einheiten, so daf8 l(€;) eine Gitterbasis von £(Uk) ist, so hat jede Einheit in K eine eindeutige Darstellung
Cepr et

wo ¢ € u(K) und n; € Z ist.
Beweis: Ist u eine Einheit, so gibt es n; mit

L) = " nil(e;).

Da wir den Kern von ¢ kennen, folgt obige Darstellung. Die Eindeutigkeit ist analog trivial. B

DEFINITION. Ein System von Einheiten ¢; wie im Satz heifit ein System von Grundeinheiten. Die Deter-
minante
10g|01€1| 210g|0r1+7«2,161|
R = | det : : |
10g|0167“1+7“2*1| 210g|0'7“1+7‘2*167‘1+7‘2*1|
heifit der Regulator von K.
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Beispiel: Fiir K = Q(v11) ist r; = 2,r2 = 0, der Ganzheitsring ist Z[+/11]. Die in K gelegenen
Einheitswurzeln sind +1. Die Einheitengleichung lautet:
N(z +yV11) = 22 — 11y* = +1.

Durch Probieren findet man, dal 10 + 3v/11 eine Einheit ist. Ist dies schon eine Grundeinheit? Sei € eine
Grundeinheit und o.E. 10 + 3v/11 = +€™ mit m > 2. Dann gilt fiir die zwei Einbettungen:

ler] = /110 + 3V11| = ¥/19.95 < 4.5, |ex| = V/[10 — 3v/11| = ¥/0.05 < 1.

Also geniigt € einer Gleichung 2> — Az 4+ 1 = 0 mit
|A| < |€1| + |€2| < 5.5.
O.E. ist A > 0. Also
A+ VA2 +4
5 .
Durch Probieren von A = 0,1,2,3,4,5 sieht man, dafl man nie ein Element des Kérpers Q(v/11) erhilt,
d.h. m > 2 geht nicht. Also ist 10 + 34/11 eine Grundeinheit.

€ =

Bemerkung: Fiir reellquadratische Zahlkoérper haben die Einheiten die Form +€™, m € Z, wo € eine
Grundeinheit ist. Wir werden spiter einen Kettenbruchalgorithmus kennenlernen, mit dem man ein e
effektiv berechnen kann.

Ubung: Zeige, daBl die Einheitengruppe von Z[+/2] ist
{(+(1 = V2)™ :m € Z}.



28

6. EINHEITEN



KAPITEL 7

Erweiterungen von Dedekindringen

SATZ. Sei o ein Dedekindring mit Quotientenkdrper K, L|K eine endliche separable Kdrpererweiterung
und O der ganze Abschluff von o in L. Dann ist auch O ein Dedekindring.

Beweis als Ubung. Wir haben alles schon gezeigt fiir die Situation Q C K und Z C o. Ubertrage den
Beweis. Aulerdem benétigen wir die Aussage im folgenden nur fiir den Zahlkorperfall, wo wir das Ergebnis
schon kennen. m

Wir setzen im folgenden die Situation des Satzes voraus. Wir wollen untersuchen, wie sich die Ideale aus
o in O verhalten.

Sei p ein Primideal von 0. Dann ist pO ein Ideal in O mit pO # O (andernfalls wire O = p~19O, also da
O ein endlicher 0-Modul ist, p~! ganz iiber o, also p~* C o, ein Widerspruch). Wir kénnen das Ideal in
£ in Primideale faktorisieren:

pO =P ... P
Es ist PB;No = p und O/P; ist eine endliche Kérpererweiterung von o/p. Der Grad der Korpererweiterung
heifit der Trigheitsgrad f; von ; iiber p. Der Exponent e; heiflit der Verzweigungsindex von 3; iiber p.

SATZ.
-
Z eifi =n.
i=1

Beweis:

e Mit dem chinesischen Restsatz erhalten wir aus pO = PB7* ... PBer
OO ~O/P & ---&O/Pr.

Die einzelnen Teile sind Vektorrdume iiber o/p. Wir vergleichen die Dimensionen der linken und
rechten Seite:

e rechte Seite: Wir haben bereits frither gesehen: P¢/Pit!t ~ O/P. Aus O D PO P2 D --- D P°
folgt dann, dal O /93¢ Dimension e iiber O/ hat. Da O/ ein f-dimensionaler o/p-Vektorraum
ist, hat © /93¢ Dimension ef als o/p-Vektorraum. Damit ergibt sich: 9 /93¢ hat Dimension ) e; f;

iiber o/p.

e linke Seite: Seien wy,...,wy € O, so dal @y,..., W, eine Basis von O/pO iiber o/p bilden. Zu
zeigen ist m = n, d.h. wy,...,wy,, ist eine Basis von L {iber K.
Annahme: wy, . ..,wn sind linear abhingig {iber K. Dann gibt es a; € o, nicht alle 0, mit > a;w; =

0. Wir betrachten das Ideal a = (a1,...,a,) C o. Wir haben a~!lp 7C¢ al. Wihle a € a1,
a € a'p. Dann ist aa; € o, aber nicht fiir alle i gilt aa; € p. Nun folgt aus Y (aa;)w; = 0 durch
Reduktion modulo p die Beziehung 3 (aa;)w; = 0, da ©; eine Basis bilden, folgt aa; = 0 und
damit aa; € p fiir alle 7, ein Widerspruch!

Behauptung: wy, .. .,wn, erzeugt L iiber K. Sei ay,...,as ein Erzeugendensystem von O {iber o.
Mit 9t = 5" ow; gilt © = M + Op. Dann ist

a; = Z:L”ijwj + Zyikak mit Tij € D,yik €p.
Wir schreiben dies als Matrizengleichung:
a=Xw+Ya

29



30 7. ERWEITERUNGEN VON DEDEKINDRINGEN

und erhalten (F —Y)a = Xw. Nun ist modulo p: det(E —Y) = det(E) = 1, also det(E —Y') # 0,
so daf folgt

a=(E-Y)'Xuw.
Also erzeugen auch wy,...,w, den K-Vektorraum L, was wir zeigen wollten.
Damit haben wir gezeigt: w1, ..., wn, ist eine K-Basis von L, d.h. m = n und damit dim,/, O/pO =
n, was zu zeigen war. il

In der Praxis ist es nicht immer ganz leicht, © zu berechnen. Leicht ist es aber, ein {iber o ganzes « zu
finden mit L = K (o). Also o[a] C O. Wir nennen § = {A € O : AD C o[a]} den Fiihrer von o[a] in O.
Aufgrund der endlichen Erzeugtheit ist klar, dafl § ein Ideal # 0 in O ist.

SATZ. Sei § der Fiihrer von ola] in O, ¢ das Minimalpolynom von « iber K. Ist p C o teilerfremd zu
FNo und ¢(z) = [[;_, ¢i(x)® mod p die irreduzible Zerlegung modulo p, so sind P; = pO + ¢;(a)O
verschiedene Primideale mit f(B;|p) = deg ¢; und pO = [[P;*.

Beweis:

1. Aus §No+ p = o erhilt man eine Darstellung 1 = f + pmit f € FNo und p € p.

2. Die natiirliche Abbildung o[a] = O/(p, ¢:(a)) ist surjektiv wegen A = Af + Ap mit Af € o] und
Ap € pO. Was ist der Kern? Sei A € o[a] im Kern, also A = 7 + ¢;(a)w mit 7 € pO und w € O.
Dann ist

A=A+ XAp = fr+ di(a) fw + Ap € pola] + ¢i(a)ola].
Also folgt
o[a]/(p, ¢i(@)) ~ O/ (p, ¢i()).

3. Da ¢;(x) modulo p irreduzibel ist, ist o[a]/(p, p:(a)) ~ o/p[x]/(di(x)) ein Korper vom Grad deg ¢;
iiber o/p. Also ist B; ein Primideal mit f(;|p) = deg ¢;.

4. Fiir i # j ist ¢;(@)A + ¢;(a)pp = 1 + w mit w € 09, also P; +P; = O.

5. Aus [ C pO folgt p = H‘,Bf mit e} <e;. Nunist n =Y el fi <> e;fi =n, also e; = e}, was
die Behauptung liefert. m

Bezeichnungen: Das Primideal p C o habe die Primidealzerlegung p©O = P7* ... P in O.
e p heift voll zerlegt, falls p = Py ... P, gilt, d.h. f(Pilp) =1 und e; = 1.
e p heifdt trige oder unzerlegt, falls pO = B Primideal in £ ist.
o P, heifdit verzweigt iiber o, falls e; > 1 ist, sonst unverzweigt.
e B, heifit rein verzweigt iiber o, falls f(B;|p) = 1 ist und e; > 1.
o p heifdt verzweigt, falls ein i existiert mit e; > 1.

Beispiel: K = Q(v/2). Der Ganzheitsring ist o = Z[/2]. Wir untersuchen, wie sich die Primideale
(p) von Z in o verhalten. Das Minimalpolynom von o = /2 ist ¢(x) = x® — 2. Wir miissen also die
Primfaktorzerlegung von ¢(x) = 2> — 2 modulo p bestimmen. Wir geben zuniichst ein paar Beispiele:
e p = 2: Hier ist ¢(x) = 2° mod 2, also (2) = p> mit p = (2,a) = (a).
e p=>5: Aus ¢(z) = (2% + 32 + 4)(z + 2) mod 5 ergibt sich
(5) = p1p2 mit p; = (5,0% + 3 +4) und py = (5, + 2).

e p = T: Das Polynom ¢(z) ist irreduzibel modulo 7, also ist (7) ein Primideal in o.
e p =31: Hier ist ¢(z) = (x + 11)(z + 24)(z + 27) mod 31, also

(31) = p1p2ps mit p1 = (31,a + 11), P2 = (31, o+ 24) und p3 = (31, o+ 27)
Wir betrachten jetzt die ersten 100 Primzahlen und erhalten folgende kleine Statistik:

51% zerfallen in der Form (p) = p1pa (¢(z) = (z +...)(2*> +...) mod p).
32% sind trige, d.h. (p) = p, (¢p(z) = 2> + ...
15% zerfallen voll, d.h. (p) = p1pa2ps, (é(z)
2% verzweigen in der Form (p) = p?, (¢(z)

@+ )@+ )@+
(z +...)* mod p).
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Es scheint also wenig verzweigte Primideale zu geben.

Beispiel: K = Q(a) mit a® —3a—1 = 0. Man kann zeigen, daf} der Ganzheitsring Z[«] ist und Dy = 81.
Um das Zerlegungsverhalten der rationalen Primzahlen zu untersuchen, miissen wir f = z*—3z—1 modulo
p faktorisieren.

e Die Primzahlen p < 20: f ist irreduzibel modulo 2, 5, 7, 11, 13. Modulo 3: f = (z + 2)>. Modulo
17: (z + 7)(z + 13)(z + 14). Modulo 19: (z + 3)(z + 7)(z + 9).
e FEine kleine Statistik der auftretenden Fille fiir die ersten 100 Primzahlen:
— (p) = p? verzweigt: 1 Fall (1%)
— (p) trige: 67 Fille (67%)
— (p) = p1p2ps zerfillt voll: 32 Fille (32%)

Was ist der Unterschied zu dem vorhergehenden Fall?
SATZ. o[a] habe Fiihrer § in O. Dann gilt fiir zu § N o teilerfremde Primideale p C o:
p verzweigt <= Dp k(o) =0 mod p.

Beweis: p ist genau dann verzweigt, wenn das definierende Polynom ¢ mehrfache Nullstellen iiber o/p
hat, d.h. wenn es inseparabel ist. Dies testet aber genau die Diskriminante. B

KOROLLAR. FEs gibt nur endlich viele verzweigte Primideale in K, die in L verzweigen.

Beweis: Die zu § und D(«) teilerfremden Primideale sind sicher unverzweigt, also sind die verzweigten
unter den restlichen endlich vielen. m

Was kann man {iber den Fiihrer im Zahlkorperfall sagen?
LEMMA. Sei § der Fiihrer von o[a] in O. Dann gilt
§|D(a).

Beweis: Sicher ist der Index [O : o[a]] in §, also F|[O : o[a]]. Wegen [O : o[a]]?|D(a) folgt dann die
Behauptung. m

Es driangt sich nun die Frage auf: Gibt es immer eine Potenzganzheitsbasis, d.h. kann man ein « finden
mit 0 = o = Z[a]?

Beispiel: Sei K = Q(a) mit a® + a? — 2a+ 8 = 0 und o = ok der Ganzheitsring von K.

e Wegen D(a) = —4-503 und [o : Z[a]]?|D() ist [0 : Z[a]] entweder 1 oder 2.

o 3= %“2 erfiillt 3 — 232 + 38 — 10 = 0, also 8 € o, aber 3 ¢ Z[a]. Damit ist [0 : Z[a]] = 2 und
folglich

0o=Z+Za+Zo® +ZF=7+Za+17Zp

und Dg = —503.

e Eine kleine Multiplikationstabelle: a?> = —a + 28, a8 = -4+, 8> = -2 — 2a + 3.

e Wir wollen die Zerlegung von (2) in o bestimmen. Es ist 0 = o® + a? —2a + 8 = a?(a + 1) mod 2
und 0 = 3 —28%2 + 33— 10 = B(B + 1)2 mod 2. Wir versuchen den Ansatz: p; = (2,a,f3),
p2=(2,a,8+1), p3 = (2,a + 1,3 + 1). Man findet:

b= Z-24Z-a+7Z-B,
pp = Z-24+Z-a+Z (B+1),
ps = Z-2+4Z-(a+1)+Z-(B+1).

Damit folgt #o/p; = 2, d.h. die p; sind Primideale und f(p;|(2)) = 1. Natiirlich sind die p;’s
paarweise verschieden. Damit folgt (2) = p1paps.
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e Angenommen, es giibe eine Potenzganzheitsbasis: 0 = Z[f] = Z + Z6 + Z6?. Wegen o/p; = {0,1}
gibt es p; # p;, so daBl entweder
f =0mod p;,§ =0modp; oder 6 =1modp; 0 =1modyp;

gilt. Ist A € p;, so gibt es ein Polynom g mit ganzzahligen Koeffizienten mit A = g¢(#). Aus
0 = XA = ¢g(#) mod p; folgt dann ¢g(f) = 0mod p;, d.h. A € p;. Dies liefert p; C p; und damit
p; = p;, einen Widerspruch. Also kann es keine Potenzganzheitsbasis geben.



KAPITEL 8

Galoissche Erweiterungen

Sei L|K eine Galoissche Erweiterung von Zahlkérpern mit Galoisgruppe G und |G| = n. Seien o C O die
zugehorigen Ganzheitsringe, insbesondere ist O der ganze Abschlufl von o in L.

Vorbemerkungen:

1. Fiir o € G gilt 0O = 9.
2. Fiir 0 € G und Pp gilt oP|p, d.h. mit P liegt auch P iiber p.

LEMMA. G operiert transitiv auf den iiber p liegenden Primidealen von O.

Beweis: Angenommen, es gibt Primideale 1, o iiber p mit Po # oP; fiir alle ¢ € G. Nach dem
chinesischen Restsatz gibt es ein z € O mit x = 0mod Po, aber x = 1 mod 0P, fiir alle ¢ € G.
Wegen z = 0 mod Bs folgt Nz € PrNo = p. Aus © = 1 mod o*P; folgt ox = 1 mod Py und damit
Nz = []oz = 1 mod Py, was Nz = 1 mod p im Widerspruch zu Nz € p liefert. Die Annahme ist also
falsch, die Behauptung also richtig. m

FOLGERUNG. Istp =PB7' ... B, so sind alle f; und alle e; gleich.

. ros

Beweis: o liefert einen Isomorphismus O /P — O /0P, also f(Blp) = f(oBp), d.h. alle f; sind gleich. Sei
nun ¢ € G mit oy = P;. Dann ist

LR = pO = o(p0) = (6P .. (B =B ..,

was e; = ¢; und damit die Gleichheit aller e; liefert. ®

DEFINITION. Sei ‘B ein Primideal von 9. Dann heif}t
Gy ={ocG:oP =)
die Zerlegungsgruppe von ‘B.
Zpg ={a€L:oa=afiralleoceGyp}=Fiz(Gy)

heiflt der Zerlegungskoérper von ‘B.

Bemerkung: Da die Galoisgruppe transitiv auf den iiber p liegenden Primidealen By, ..., B, operiert,
folgt r = % Insbesondere ist p genau dann voll zerlegt, wenn Gp = 1 gilt. p ist unzerlegt, wenn
G= qu gilt.

Bezeichnung: Ist F ein Korper zwischen K und L, d.h. K C E C L, so bezeichnet PBp = PN E das
unter B liegende Primideal von E.

SATzZ. Wir betrachten die Filtration K C Zy C L und schreiben kurz Z = Zgyp.

1. P ist unzerlegt in L.
- e(BIB2z) = e(Blp) und f(B[Bz) = f(Blp).

2
3. Verzweigungsindex und Restklassengrad von Bz diber p sind 1.
4. 7 ist der kleinste Teilkorper E von L, so daf iiber Rg nur P liegt, d.h. Vg ist unzerlegt in O.
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Beweis: pO = BePS ... P2, efr = |G|, r = HG—C;“, alsoef = |Gyl Seipoy = P ... mit Restklassengrad f’

10

und PO =P ... mit Restklassengrad f”’. Dann ist e” f" = |G| = ef. Aus pO = (poz)O =P ...
folgt e'e” = eund f'f" = f. Damit ist " f" =ef =€"f"-€e'f',alsoe' = f'=1und e’ =e, f'" = f.

Zu 1.: Die Galoisgruppe von L|Z ist G, sie operiert auf den tiber 7 liegenden Primidealen transitiv,
also liegt nur 3 iiber P .

Zu 4.: Uber Pg liege nur $B. Dann ist G(L|E)P = R, also G(L|E) C Gy und damit Zpy C E. W

Bezeichnung: Der Restklassenkorper O/ werde mit () bezeichnet. In unserem Fall ist dies ein end-
licher Korper. ()|«(p) ist also eine Kérpererweiterung vom Grad f(B|p). Die Erweiterung ist natiirlich
galoissch.

SATZ. 1. Jedes o € Gy liefert vermdge a mod P — oa mod P einen Automorphismus & von k(P)
iber k(p).
2. Gyp = Gal(k(P)|k(p)) ist surjektiv.

Beweis:

1. Wegen o3 =B fiir ¢ € G induziert o einen Automorphismus O /P — O/, also folgt 1.

2. Da k(p) = k(Pz) ist, konnen wir uns auf den Schritt von Zg nach L beschrianken. Sei § € O,
so daB8 @ die Erweiterung x(P)|k(Pz) erzeugt. Sei f(x) das Minimalpolynom von 6 iiber 0z. Gy
operiert transitiv auf den Nullstellen 61,...,6,, da L|Zy galoissch ist. Sei 7 € G(k(P)|&(P2)).
Dann gibt es ein ¢ mit 76 = §,. Nun gibt es ein 0, € Gy mit 0,0 = ;. Da G(k(P)|x(Pz)) durch
die Wirkung auf 6 bestimmt ist, folgt # = 5, d.h. Gy — G(k(P)|k(Pz)) ist surjektiv. m

DEFINITION. Der Kern Iy C Gy der Homomorphismus Gy — G((B)|k(p)) heifit die Trégheitsgruppe
von ‘B tiber K, anders ausgedriickt:

Ip = {0 € Gy : oz = x mod P fiir alle z € O}.
Der Fixkorper von Iy heifit der Trégheitskorper Ty von B iiber K.

SATZ. 1. Tg|Zy ist normal und G(Tp|Zy) ~ G(k(P)|k(p)), Gal(L|Ty) = Iyp.
2. #qu = €= [L : qu], (qu : Igp) = [qu : qu] = f
3. BV hat Verzweigungsindex e und Trigheitsindex 1, Br|Pz hat Verzweigungsindex 1 und Trigheits-
index f.
Beweis: f = #Gal(k(P)|k(p)) = #Gyp /Iy, also f = [Ty : Zy]. In L|Ty passiert keine Restklassen-
erweiterung, d.h. k() = &(Pr) und damit f = f(Pr|PBz), e(Pr|Pz) = 1, was dann f(P|Pr) = 1,
e(PBIPr) = e, #Ip = e liefert. W

Im Bild:
e=f=1 Restklassenerweiterung Verzweigung
K C ng C qu C

FOLGERUNG. Ist p unverzweigt, so ist Gy ~ Gal(k(P)|k(p)) eine zyklische Gruppe der Ordnung f.
FOLGERUNG. Ist L|K galoissch, aber nicht zyklisch, so gibt es keine trigen Primideale.

Beweis: Wire p trige, so wirde Gal(k(P)|k(p)) ~ Gy = G folgen, was nach Voraussetzung nicht der
Fall sein sollte, da Gal(x(B)|x(p)) zyklisch ist. m

Anwendung: Wie findet man irreduzible normierte Polynome f(z) € Z[z], die beziiglich jeder Primzahl
reduzibel sind?

Antwort: Wihle L|Q galoissch, aber nicht zyklisch, o ganz mit L = Q(«), f = minpol(«|Q). Dieses f
liefert dann ein gesuchtes Polynom.

Beispiel: K = Q(/2, ().
e Die Galoisgruppe von K iiber Q ist G ~ S3. Die Zwischenkérper sind

Q(V2), Q(V23), Q(V23). Q&)
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e K|Q ist nur verzweigt in 2 und 3. Fiir p = 2 ist Zg = Q und Ty = Q((3), fiir p = 3 ist (3) = p©
und Tip = Q.
e a = V2 + (3 hat das Minimalpolynom f = z% + 3z° 4+ 6z* + 32 + 92 + 9 und Diskriminante
D(a) =2*-3'7.
e Sei p # 2,3 eine Primzahl. Es gibt verschiedene Moglichkeiten:
— pist trige in Q((3). Dann ist (p) = P1PoPs in K und o.E. (p) = pipos in Q(¥/2) mit
p1 = P1 und paz = PoPs.
— pist zerlegt in Q((3): (p) = p1p2.
* p ist voll zerlegt: (p) = P ... Pe.
¥ Pp1,po sind trige: (p) = P1Po. Dann ist (p) trige in Q(3/2).



36

8. GALOISSCHE ERWEITERUNGEN



KAPITEL 9
Quadratische Zahlkorper

Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkorper (d quadratfrei). Dann ist fiir d = 1 mod 4 die Diskriminante
D =dund ox = Z[2Y2) fiir d = 2,3 mod 4 die Diskriminante D = 4d und ox = Z[V/d).

Wir wollen untersuchen, wie sich rationale Primzahlen p in K zerlegen. Aus der Formel Z: eifi =2
wissen wir, dafl es nur drei Moglichkeiten gibt:

e (p) = p?, Verzweigung. Dies liegt genau dann vor, wenn p|Df.
o (p) = p1p2: das Primideal (p) zerfillt voll.
e (p) = p: das Primideal (p) ist triige.

Um ein Beispiel eines Fiihrers zu sehen, berechnen wir:

LEMMA. Fiir d=1mod 4 ist der Fiihrer § von Z[/d)] in Z[HT*/E] das Ideal f = (2) und fNZ = (2).

Beweis:

1 d 1 d
+\f] ozt Vd
2 2

1 d
ez 2 e zpvay
1+d

2
Nun ist (z + y\/a) 1“‘2‘/3 = %’v’d + “”T"'?’\/E, also muf gelten: z = y mod 2, also

1+d
2

fo= {reZ] ] C Z[Vd}

= {AeZ[Vd: € Z[Vd]}

x-l-y\/az(x—y)-l-Qy

€ (2).
Daraus folgt die Behauptung. B

Wie verhilt sich jetzt 2 in og?
SATZ. Fiir d = 2,3 mod 4 verzweigt (2), fir d =1 mod 8 zerfdillt (2), fir d =5 mod 8 bleibt (2) prim in
0K.

Beweis: Fiir konnen uns auf den Fall d = 1 mod 4 beschriinken. Dann ist ox = Z[z]/¢(z) mit ¢(x) =
—d
r? —z+ 152
e Fiir d =1 mod 8 ist ¢(z) = z(x — 1) mod 2, also zerfillt (2):

@ =@ 1Y) o 12V

e Fiir d = 5mod 8 ist ¢(z) = 22 + = + 1 mod 2 irreduzibel, d.h. (2) bleibt triige in ox. ®

Wir kénnen uns also jetzt auf Primzahlen p > 2, die d nicht teilen beschrinken. Dann gilt:

e (p) zerfillt voll genau dann, wenn x? — d reduzibel modulo p ist; dies ist gleichwertig mit: d ist
Quadrat modulo p.

e (p) bleibt prim in ok genau dann, falls 22 — d ist irreduzibel modulo p. Dies ist dquivalent mit: d
ist kein Quadrat modulo p.

Wir definieren jetzt das Legendre-Symbol:
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DEFINITION. Sei p eine ungerade Primzahl und a eine ganze Zahl, teilerfremd zu p. Dann ist (%) =1,

falls a ein Quadrat modulo p ist, sonst —1.
Natiirlich kénnen wir das Legendre-Symbol auch als Funktion auf F S betrachten.

LEMMA. Das Legendre-Symbol ist multiplikativ, d.h.

)=G)G)

Beweis: Da F ) zyklisch von gerader Ordnung ist, ist F /F;2 isomorph zu Z/2Z. Daraus folgt, daff das
Produkt zweier Nichtquadrate wieder ein Quadrat ist, und daraus folgt dann die Behauptung. B

Wir konnen jetzt das Zerlegungsgesetz umformulieren: Sei p eine ungerade Primzahl, die nicht Dg teilt.
Dann gilt: p zerfillt <= (%) = 1 und p bleibt trige <= %) = —1. Doch ist dies mehr als eine
Umformulierung? Kann man die Bedingungen schén in Abhéngigkeit von d ausdriicken? Wir beginnen
mit den einfachsten Féllen:

SATZ. Fiir ungerade Primzahlen p gilt:
. (_71) =1 < p=1modd4.

. (%) =1 < p=1,7mod 8.

Beweis: Im algebraischen Abschlufi F,, von F, haben wir den Frobenius-Automorphismus o mit o(a) =
oP. Ein Element « liegt genau dann in Fj,, wenn es unter o fest bleibt.

° (%1) =1 < i€ F,, woi fiir eine primitive 4-te Einheitswurzel steht. Fiir p = 1 mod 4 gilt:

o(i) = i? =i, also i € F,,. Fiir p = 3 mod 4 gilt: o (i) = i* =4 = —i, also i ¢ F,. Daraus folgt die
erste Behauptung. ‘
e Fiir eine primitive 8-te Einheitswurzel gilt: (s = 1—\};, also V2 = (8 + ¢ ¢! = ¢ — ¢ Also:

(2) =1 < V2€F, < (- (®€F,. Nun unterscheiden wir 4 Fille:

p
o= Lo 14 14
p_lmOd&afj»_fs»' »
— = . ire 11— 19
p_3mod8.aCS =T T T w

— p = 5 mod 8: nicht invariant.
— p = 7 mod 8: invariant, da Quotient reell.
Daraus ergibt sich die Behauptung. ®

Bemerkung: Fiir ungerade Primzahlen p gilt:

()= m ()=

Um dies zu sehen, betrachten wir jeweils die rechten Seiten:
. (—l)b;z1 héngt nur von b mod 4 ab, und fiir b =1 und b = 3 nimmt es die richtigen Werte an.

2_
. (—I)Z’T1 hingt nur von b mod 8 ab, und fiir b = 1, 3,5, 7 nimmt es die richtigen Werte an.

Der vorausgehende Satz wird verallgemeinert durch das sogenannte Gaufische quadratische Reziprozitéts-
gesetz.

Aus dem vorhergehenden Beweis erhalten wir folgende Idee: Schreibe v/d als Linearkombination in Ein-
heitswurzeln. Dann ist leicht ¢,(v/d) zu berechnen und damit auch (%). Dies geschieht in folgendem
Lemma.

LEMMA. Seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Setzt man

L ()e

a€Fy
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)

wobei es keine Rolle spielt, ob wir die Beziehung in C oder F_p betrachten.

so gilt:

Beweis: In den Summationen wird jeweils iiber die Elemente aus F summiert:

b c
2= (a_) atb _ <_> ble+1)
2\g) =)
wo wir ¢ = ab gesetzt haben. Fiir ¢ Z —1 mod ¢ gilt:

Z bt — _q

fiir c = —1 mod q gilt:

Also erhalten wir:

Nun ist (%) = 0, denn wihlt man ein z mit (%) =—1,s0 gilt: Y (g) =>. (%) =->. (g) Also

gilt schliefflich:
=)
T = — |49,
q

Bemerkung: Das Lemma zeigt, daB fiir eine ungerade Primzahl ¢ gilt:

Q(v£q) € Q(¢y),

wo £q so gewédhlt werden muf}, dafl ¢ = 1 mod 4 ist.

was wir zeigen wollten. B

Wir kénnen nun das quadratische Reziprozitéitsgesetz formulieren:

SATZ. Sind p und q verschiedene ungerade Primzahlen, so gilt:

q p=ta=1 (P
— ) =(=1)2 2 =].
3) -7 ()
Anders ausgedriickt:
Ist p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4, so ist (%) = (’E’), sind p = 3mod 4 und ¢ = 3 mod 4, so gilt:
() --)
2 a

Beweis: Es gilt: (_Tl) q ist Quadrat modulo p genau dann, wenn (_71) g € Fp. Daher geniigt es die

Wirkung von o), auszurechnen:

W@ @e-OzE)e -0

Also gilt:

Da nun

=
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ergibt sich sofort obiger Satz. B

Beispiele:

e Ist 5 ein Quadrat modulo 23?7 Wir rechnen mit dem Legendre-Symbol:

5)-(3)-()-

also ist 5 kein Quadrat modulo 23.
e Ist 323 modulo 10097 1009 ist prim, 323 jedoch nicht: 323 = 17 - 19, also:

(o) = () () = (%) (55) = () () 0= (5) o=

also ist 323 ein Quadrat modulo 1009.

Um das Legendre-Symbol einfacher berechnen zu kénnen, fiithren wir das Jacobi-Symbol ein:

DEFINITION. Fiir teilerfremde ganze Zahlen a und b mit b > 0 und b ungerade wird das Jacobi-Symbol

durch (%> o <§>

definiert, wo b = [] p; die Primfaktorzerlegung ist. Es hingt nur von der Restklasse von a modulo b ab.

SATZ. Fiir ungerade natiirliche Zahlen a und b gilt das Reziprozititsgesetz

(B (3)-co==

Weiter gelten die Erginzungssdtze:

Beweis:

e Seien a = [[p; und b =[] g; jeweils die Primfaktorzerlegungen. Dann gilt:

G)(2) = (%) (%)-

i,
_ H(_1)“T’”"T_1 = (—1)Zes BT
4,
Andererseits ist
a—1b_1 HP2i—1 Maj—1

also gentigt es zu zeigen:

pi—1lqgi—1 _[Ipi—1][q; -1
ZJ 5 5 = > 5 mod 2.

e Fiir ungerade Zahlen u und v gilt:

uv — 1 u—1 wv-—1
= 2
5 5 —+ 5 mod 2,

denn dies ist #quivalent mit: % = 0 mod 2, was das nach Voraussetzung gilt.
e Also gilt:

[Ipi—1]]q; -1 pi—1 g —1, pi—1lg;—1
2 2 > 2 Y 2 )_ZTT’

was zu zeigen war.
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e Mit den gleichen Bezeichnungen gilt:

() - ()T

= ((DTE = ()T =
o Weiter gilt:
2 2 G-t
— f— R o — 8 e
() = T(G) -
- ()T E = (T = (S

wenn wir gezeigt haben:

Dies ist aber gleichwertig mit

(W -1 -1) (u—1)(u+1)@w-1)(w+1)
3 = 3 mod 2,

0

was richtig ist. B

Beispiel: Wir schauen nochmals obiges Beispiel an:
328 ) _(1000\ _ (40\ (2 (5 _ (828
1009/ \323) \323) \323)\323) 5 )
Anwendung auf das Zerlegungsverhalten der Primzahlen.

SATZ. Das Zerlegungsverhalten von p in Q(\/d) hingt nur von der Restklasse von p modulo D ab.
Genauer: Zerlegt man d = 2%em, mit m > 0 ungerade, e = £1, a = 0 oder 1 und definiert man

Xy (@) = (~1)7 5 (1) (L)

m

fiir zu D teilerfremde Zahlen x, so gilt:

e Fiir p|Dg verzweigt p.
e Fiir p teilerfremd zu Dy zerfillt p in K genau dann, wenn xp, (p) = 1 ist.
o XDy (%) hingt nur von der Restklasse von x mod |Dg| ab.

Beweis: Wir schreiben d = 2%m, wo m eine ungerade Zahl > 0 ist, e = &1 und a € {o,1}. Wir brauchen
nur noch die Primzahlen p zu betrachten, die teilerfremd zu Dg sind.

) - 5)-0) 6 5)-
(-1 ()T - (L)
= (e T (2

m

Damit haben wir eine Formel gefunden. Wir wollen noch sehen, daf} sie nur von p mod |Dg| abhingt. Es
ist klar, dafl (%) nur von p mod |em| abhiingt. Also miissen wir nur noch die anderen Anteile anschauen.

2_

e Fiir a = 1 hingt (—1)% von pmod 8 ab. Andererseits ist auch |Dg| = 8 - m, woraus die
Behauptung folgt.

e Fiir d =3 mod 4 ist d = em und (—1)%, wir haben also eine Abhiingigkeit modulo 4d = D.

e Fiir d = 1 mod 4 ist das Symbol (ﬁ), es hingt nur von p mod |d| ab und Dg = d.
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Damit ist alles gezeigt. B

Bemerkung: yp, ist ein Gruppenhomomorphismus von Z/|Dg| in {+1}. Man nennt xp, den zu K
gehorigen Charakter.

Beispiele:
1. K = Q(i), also Dg = —4. Dann sieht man sofort:
x(z) =1 fiir x = 1 mod 4 und x(z) = —1 fir z = —1 mod 4.
2. K = Q(v/3). Dann ist Dg = 12. Unsere Formel lautet:

X (@) = (D)7 ().

was liefert

Anwendung: Welche Primzahlen haben die Gestalt p = z2 + y>?

e Wir rechnen im Ring Z[i] wegen z? + y?> = N(z + yi). Wir betrachten nur ungerade Primzahlen,
die also dann nicht verzweigen.

e p =22 +y? bedeutet p = N(x + yi), also ist p = (z + yi)(z — yi) die Primidealzerlegung von p,
d.h. p zertfillt, also p = 1 mod 4.

e Ist umgekehrt p = 1 mod 4, so zerfiillt p in Q(i), d.h. p = pp. Da die Klassenzahl 1 ist, ist
p = (z + yi) Hauptideal, also (p) = (z + yi)(z + yi) = (2% + y?), woraus sofort p = 2 + y? folgt.

o Ergebnis: Eine ungerade Primzahl p 148t sich genau dann als Summe von zwei Quadraten schreiben,
wenn p = 1 mod 4 ist.
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Die Fermatsche Gleichung und Kreisteilungskorper

Das Fermatsche Problem: Fiir eine natiirliche Zahl n > 2 bestimme man alle ganzen Zahlen z,y, 2,
die der Gleichung
geniigen.
¢ O.E. kann man g¢T'(z,y,z) = 1 annehmen, ansonsten dividiert man durch diesen ggT.
e Triviale Losungen sind (z,y,2) = (1,0,1),(0,1,1).
e Man kann sich leicht auf z,y,z > 0 beschrinken.

Wir wollen zuerst den Fall n = 2 betrachten:
LEMMA. Die Ringe Z[H‘Tm], Z[i], Z[@] und Z[v/—2] sind Hauptidealringe.

Beweis: Fiir einen imaginirquadratischen Zahlkérper mit Diskriminante D gilt: Jedes Idealklasse enthélt
ein ganzes Ideal mit Norm

42! 2
<2 /ID] = ;,/|D| = 0.636619773/|D].

Dieser Ausdruck ist < 2, falls |[D| < TI? ist, d.h. |D| < 8. Die entsprechenden imaginirquadratischen
Zahlkorper haben dann Klassenzahl 1, sind also Hauptidealringe. B

Satz. Alle Lésungen in natiirlichen Zahlen der Gleichung x* + y? = 22 haben die Form

z=u’?—v>y =2uv,z =u®+voder

z=2uv,y =u’—v%,z=u’+0°

mit natirlichen Zahlen u und v.

Beweis: Sei x,y, z eine Losung.

e Sind 2 und y beide ungerade, so ist 22 + y? = 2 mod 4, was nicht geht. O.E. nehmen wir an: z
ungerade, y gerade.

e Wir faktorisieren in Z[i]:

(z + yi)(z — yi) = 2°

e 1+ yi und x — yi sind teilerfremd, denn wire m ein gemeinsamer Primteiler, so wiirde dieser auch
22 und 2yi teilen, also auch 2. Dann wire m = 1 + 4, also miifite z gerade sein, ein Widerspruch.
e Folglich ist jetzt auch x + yi bis auf Einheiten ein Quadrat, d.h.

z+yi = e(u+iv)? = e((u? — v?) + 2uwi)

mit e = 1 oder i. e = i geht nicht, da 2 ungerade sein sollte. Also bleibt e = 1 und damit
z=u?—vly=2uv,z=u’+0°
|

Die Fermatvermutung: Fiir n > 3 besitzt die Gleichung z™ + y™ = 2" eine Losung in natiirlichen
Zahlen.

Es geniigt, die Vermutung fiir n = 4 und ungerade Primzahlen n = p zu zeigen. Vom ersten Fall spricht
man, falls ggT (zyz,p) = 1 ist.
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Wir wollen den Fall einer ungeraden Primzahl p betrachten. Was hat das mit Kreisteilungskorper zu tun?
Sei ( = (, eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann gilt:

p—1

v -1=Jle-¢)

Setzt man ¢ = = und multipliziert mit (—y)?, so erhiilt man

p—1

o +y? = [[ (= +Cy),

=0
d.h. wir haben die Gleichung in Q(¢) faktorisiert.

Dies motiviert die Beschiftigung mit den Kreisteilungskorpern.

Erinnerung: Die Definitionsgleichung von ¢ = ¢, ist 2P "' +2?72+- - -4+2+1 = 0. Der Kreisteilungskérper
Q(¢) hat Grad p—1 und ist galoissch, ja sogar zyklisch. Die Automorphismen sind gegeben durch o;¢ = (7,
wo j € Z/p*.

Sei o der Ganzheitsring von Q((¢). Wir wollen die Arithmetik von o studieren. Natiirlich gilt Z[¢] C o.

LEMMA. Sind r,s ganze Zahlen mit ggT (p,rs) =1, so ist

¢r-1
¢ -1

eine Finheit.

Beweis: Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ mit r = st mod p, also gilt:

Cr -1 _ CSt -1
¢-1 ¢-1
i € o0, also folgt die Behauptung. B

:Cs(t—1)+...+<2+1€0_

Ebenso so ist E“:

LEMMA. (1 — () ist Primideal ist o und
(n=01-0""
Beweis:
o Esist 2P~' + - 4+ +1=T]""(z — ¢*). Setzt man z = 1, so erhiilt man:

p—1

p=]la-¢).
i=1
Nun ist ]
S
1-¢ ==~ 1-¢
also
p~(1=0"

Aus efr = n folgt, dal (1 — {) schon Primideal ist, und daraus folgt dann die Behauptung. B

LEMMA. Die Diskriminante von Z[(] ist £pP~2.

Beweis: Die Diskriminante ist

[I @-r~ JI 0-07=a-r e ~p,

1<i<j<p—1 1<i<j<p—1

woraus sofort die Behauptung folgt.

SATZ. Es ist o = Z[(].
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Beweis: Wir wissen

PP?0 CZ[(] Co.
Sei m = 1 — (. Dann ist o/7 = Z/p, also sicher auch o = Z + 7o und o = Z[(] + mo. Daraus ergibt sich
durch Iteration o = Z[¢] + m%0, und wenn man so fortfihrt:

0= Z[(] + 7P~V P26 = Z[¢] + pP20 = Z[(],

was wir zeigen wollten. B

FOLGERUNG. Die Diskriminante von Q((p) ist £pP~2, insbesondere ist p die einzige verzweigte Primzahl
in K.

Wir brauchen im folgenden noch Aussagen iiber Einheiten:

LEMMA. Die in Q((,) enthaltenen Finheitswurzeln sind :I:g; mit i € Z. Auferdem hat jede Einheit € die
Form e = C;;el mit €; € R.

Beweis:

1. Da in Q(7) die 2 verzweigt, ist i &€ Q((p). Ist ¢ eine andere ungerade Primzahl, so verzweigt ¢ in
Q(¢y), also kann ¢, nicht in Q((,) liegen. Schliellich hat (,» Grad p(p—1) iiber Q, liegt also auch
nicht in Q((,). Daraus folgt die erste Behauptung.

2. e/e hat bei allen Einbettungen in C Absolutbetrag 1, muf} also eine Einheitswurzel sein. Sei
e =ag+a(+--+a, 2?2 Modulo 1 — ¢ gilt dann e/e = 1. Wire e/eé = —(?, so wiirde
2 =0 mod 1 — ¢ folgen, was nicht geht. Also ist e/é = (*. W&hle b mit a = 2b mod p. Dann ist

("= e,
also e¢ " reell, woraus die Behauptung folgt.
LEMMA. Zu a € Z[(,] gibt es ein m € Z mit
o = m mod p.

Beweis: Fir a = Zf;g a;¢* mit a; € Z gilt modulo p

p—2 p—2
al = Zaf({p)’ = Zai mod p,
i=0 i=0
was sofort die Behauptung zeigt. B

SATZ. Sei p > 5 eine ungerade Primzahl, so daff p die Klassenzahl von Q((p) nicht teilt. Dann gibt es
keine ganzzahligen Lisungen der Gleichung

P + yP = 2P unter der Bedingung ggT (zyz,p) = 1.

Beweis:
e Wir nehmen an, es gibt eine solche Losung. O.E. ist ggT(x,y, z) = 1. Statt 2P + y? = 2P konnen
wir auch z? 4+ (—2)? = (—y)? betrachten. Angenommen, es gilt £ = y = —z mod p. Dann ist
22P = —xP mod p, also p = 3, was nicht sein sollte. Wir kénnen also x Z y mod p voraussetzen.

e Wir zeigen, daf8 die Ideale (z + y(?) fiir i = 0,...,p — 1 paarweise teilerfremd sind. Sonst gilt
p|(z+ C'y), pl(z + (Py), also p|(1 — ¢)y. Gilt ply, so folgt p|z und damit p|z, ein Widerspruch. Also
bleibt p = (1 — (). Dann gilt p|z + y und somit p|z?, also p|zP, was ausgeschlossen war.

e Wir kénnen jetzt schreiben (z + (y) = aP. Da die Klassenzahl zu p teilerfremd ist, ist a ein
Hauptideal, d.h. z + (y = ("e;aP. Dann ist (T"(x + Cy) = ;P und modulo p

(Te+Q) =aa=aa=("(z+("y)
mit a € Z. Dies liefert z+ (y = 2¢* +y¢* ! mod (p) und z +y¢ —y? = 2(?" = 0 mod p. Also
hat man eine Darstellung = + y¢{ — y¢27 1 — 2(?" = 25;02 pa;¢t. Wir unterscheiden einige Fille:
1. 1, ¢, ¢?"~1, (?" sind verschieden: Dann folgt der Widerspruch p|z und pl|y.
2. 1=¢*"1. Dann folgt * + y( —y — x( = (x — y)(1 — ¢) = 0 mod p, also z = y mod p, was
ausgeschlossen war.
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3. 1 =(?". Dies ergibt z + y( —y(! — 2 =y(1(¢? — 1), also den Widerspruch ply.
4. ¢ =71 Mit 2 + y¢ — y¢ — 2¢% = z(1 — ¢?) ergibt sich p|z, was ausgeschlossen war.
Damit folgt die Behauptung. B

Anmerkungen:
e Man kann allgemein zeigen: Teilt p die Klassenzahl von Q((,) nicht, so gilt fiir p die Fermatsche
Vermutung.
e Definiert man die Bernoulli-Zahlen durch die Formel
t =t
el —1 Z Bn n!’
n=0
(also:
1 1 1 1 1 5 691
0 y D1 27 2 6: 4 30a 6 42a 8 30a 10 66: 12 27307 )

so gilt:
plhp <= p teilt den Nenner einer der Zahlen Bo, By, ... B,_s.
e Allerdings gibt es unendlich viele p mit p|h(Q((p))-
e Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele regulére Primzahlen gibt.
e Die Giiltigkeit der Fermat-Vermutung wurde im ersten Fall fiir alle p < 6 x 10°, im zweiten Fall
fiir alle p < 125000 gezeigt.

SATzZ. In Q((p) ist p total verzweigt. Eine Primzahl q # p zerlegt sich wie folgt: Ist f minimal mit
¢/ =1 mod p, so gilt
(@=q1...9

mit f(q|q) = f und r = p—}l.

Beweis: Es ist Fy[(] ~ o/q = F,;. Dann ist aber f das minimale f mit pl¢/ — 1, und das war die
Behauptung. ®

Beispiel: K = Q({7). Dann gilt:
e g=1mod7:q=gq1...96-
qg=2,4mod 7: ¢ = q192. f = 3.
q=3,5mod 7: f =6, q bleibt prim.
g=6mod7: f =2, ¢ =q19295.
Anwendung: Jede Idealklasse in Q((p) enthilt ein ganzes Ideal mit Norm

4 -1y (=1 —2)/2
< (;)(p )/ Wp(p )/
Es ist
£(3) < L11, f£(5) < 1.70, £(7) < 4.13, f(11) < 58.97, £(13) < 306.42, . ..
Also haben Q(¢3) und Q(¢5) Klassenzahl 1. Aus dem vorhergehenden Beispiel ersieht man auch, daf es
in Q(¢7) kein ganzes nichttriviales Ideal mit Norm < 4 gibt, d.h. auch dieser Koérper hat Klassenzahl 1.

Erinnerung: Ist ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist Q((,) galoissch iiber Q mit Gruppe (Z/n)*.
Ist n = pi*...pl* die Primfaktorzerlegung, so ist Q((,) das Kompositum der Kérper Q(gp:i) entsprechend
der Zerlegung der Galoisgruppe (Z/n)* ~ (Z/p*)* x --- x (Z/pL=)*.
Ahnlich wie oben kann man fiir ( = (- zeigen:

e Der Ganzheitsring von K = Q(() ist Z[(].

e Die Diskriminante von K ist £p?" (Pr—r=1),

e Die Primzahl p ist total verzweigt in K.

Wir wollen spiiter den Satz von Kronecker-Weber beweisen: Ist L|Q eine abelsche Korpererweiterung, so
gibt es ein n mit L C Q((,)-
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Lokalisierung

Idee: Sei K ein Korper und A ein Ring in K mit Quot(A) = K. Sei S eine multiplikative Teilmenge von
A (also 1 € S und mit a und b liegt auch ab in S). Dann ist

SflAz{geK:aeA,seS}

ein Ring mit A C S~'A C K. In S~ 'A sind alle Elemente aus S Einheiten.
Ist p ein Primideal in A, so ist S = A — p eine multiplikative Menge. 4, = S~! 4 heifit die Lokalisierung
von A in p. Also:

Apz{geK:aeA,s¢p}.

Beispiele:

1. Betrachte den Ring der reellen Polynome R[z]. Dann ist (z —1) ein Primideal. Fiir ein Polynom f
gilt: f ¢ (z—1) < f(1) #0. Also besteht die Lokalisierung in (z — 1) genau aus den rationalen
Funktionen, die in 1 definiert sind, d.h.

f(z)

R[w](m—l) = {ﬁ 1 g(1) # 0}

~

2. Fiir eine Primzahl p gilt:
Z, = {g € Q:a,s € Z,p teilt nicht s}.

3. Ist Z C R C Q ein Ring, so gibt es eine Menge M von Primzahlen, sodafl mit S = {HpeMp”P :
n, > 0, fast alle 0} gilt:
a

R=S"Z={—"—
HpEMpnp

tnp >0,a € Z}
(Ubung).
Ist a ein Ideal in A, so ist S~ 'a ein Ideal in S~'A. Ist SNa # 0, so ist natiirlich S~'a = S~'A. Fiir

Primideale hat man zudem:

SATZ. Die Zuordnungen

p—= S tpundqg— ANy
liefern zueinander inverse Bijektionen zwischen den Primidealen in A\S und den Primidealen von S™1A.
Beweis: Sei p C A — S ein Primideal. Dann ist auch S~!p ein Primideal. Auflerdem ist A NS~ 1p = p.

Ist umgekehrt q ein Primideal in S™'A, so ist natiirlich g N A ein Primideal in A und trivialerweise
S=1(ANq) = q. Damit folgt die Behauptung. m

KOROLLAR. Ist p ein Primideal, so ist A, ein lokaler Ring, d.h. besitzt ein einziges mazimales Ideal,
ndmlich m = pA,. Der Restklassenring A/p liegt kanonisch in A, /m und hat den letzteren als Quotien-
tenkdrper. Im Fall, daf8 p mazimales Ideal ist, sind die beiden Restklassenringe gleich.

DEFINITION. Ein diskreter Bewertungsring ist ein Hauptidealring A mit einem einzigen maximalen Ideal
m # 0.

Bemerkungen:
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1. Das maximale Ideal m hat die Form m = (7) mit einem Primelement 7. Jedes von 0 verschiedene
Element a € A hat die Form

a=cer"

mit einer Einheit € und n > 0. Diese Darstellung hat man dann auch im Quotientenkorper von A,
wobei nun allerdings nur noch n € Z gilt. Der Exponent n heifit die Bewertung v(a) von a.
2. Setzt man v(0) = oo, so hat v die Eigenschaften:

v(ab) = v(a) + v(b),v(a + b) > min(v(a),v(b)),v(a) < v(b) = v(a + b) = v(a).
3. v(z) >0 < =z € A, z ist Einheit < v(z)=0.
SaTZ. Ist o ein Dedekindring, S eine multiplikative Teilmenge, so ist auch S™'o ein Dedekindring.

Beweis:

e Jedes Ideal von S~1o ist endlich erzeugt: klar.
e S0 ist ganz abgeschlossen.
o Jedes Primideal # 0 ist maximal.

FOLGERUNG. Ist o ein Dedekindring, p # 0 ein Primideal, so ist o, ein diskreter Bewertungsring.

Beweis: o, ist Dedekindring mit einem einzigen maximalen Ideal m. Wihlt man also 7 € m — m?, so
gilt: () = m (betrachte die Primidealzerlegung von (7)). Aufler 0 gibt es nun nur die Ideale m", die
Hauptideale sind. Daraus folgt die Behauptung. m

Bemerkung: Ist a ein Ideal mit der Primidealzerlegung a = [ p}"*, so gilt natiirlich
A0p, = Po° Opo;

die Ideale sind also durch die Lokalisierungen bestimmt.

Als Anwendungsbeispiel wollen wir folgenden Satz beweisen, den wir spéter noch brauchen werden.

LEMMA. Sei A ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K, L eine endliche Erweiterung von
K, B der ganze Abschlufl von A in L. Wir setzen voraus, dafl iber p nur ein Primideal B liegt, d.h.
auch B ist diskreter Bewertungsring, aufer sei die Restklassenerweiterung separabel. Ist nun P = ()
und x € B mit B/ = A/p(z), so ist B = Alx,n].

Beweis: Als A/p-Modul wird B/ erzeugt von den Potenzen von z. Als B/B-Modul wird B/p = B/J3¢
erzeugt von den Potenzen von w. Also wir B/pB iiber A/p erzeugt von den Potenzen von z mit .
Insbesondere:

B = Alz, 7] + pB.
Nach dem Lemma von Nakayama folgt hieraus die Behauptung. B

SATZ. Voraussetzung wie im Lemma. Dann besitzt B eine Potenzganzheitsbasis iiber A.

Beweis: Nach dem Lemma ist B = Afz,n]. Sei f € A[X], so daB} f mod p das Minimalpolynom von z
iiber A/p ist. Dann ist f(z) = 0 mod =.
1. Fall:: f(z) #Z 0 mod 2. Dann ist f(z) Primelement und die Behauptung folgt mit B = Alx, f(x)] =
Alx].
2. Fall:: f(z) = 0mod P2. Da f'(x) #Z 0 mod P ist, folgt mit

flz+7) = f(z)+ f'(z)r = f'(x)7 mod P>

dafl f(z + 7) ein Primelement ist. Natiirlich erzeugt = + = auch B/ iiber A/p, also folgt mit dem
Lemma sofort B = Az + 7, f(x + )] = Alx + 7]. B
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(v/-=5) iiber Q. Die Diskriminante von K ist —20, also ist 2 voll

verzweigt: (2) = p2. Sei 4 = Z3). Wir wollen den ganzen Abschluf} B von A in K bestimmen. Sei v die

zu B gehorige Bewertung, also v(2) = 2. Nun ist (1 ++/—5)(1 —+/=5) = 6. D.h. v(1 ++/=5) = 1, also ist

7 =1+ /=5 ein Primelement. Damit ist B = Zy[l + v/=5]. Das Primelement geniigt der Gleichung
2 -2 +6=0,

dies ist eine Eisensteingleichung.

Wir geben noch eine Folgerung aus dem Satz:
FOLGERUNG. Sei L total verzweigt iber K, dann ist B = A[r] und 7 geniigt einer Eisensteingleichung.
Beweis: Wir wissen schon, da§ B = A[r] gilt. Sei

T+ a4 ap=0

Angenommen 7 teilt ag,aq,...,a;_1, aber nicht a; fiir ein i < n. Dann teilt auch 7™ die Zahlen
ag, . ..,a;—1. Insbesondere teilt 7'+ alle Zahlen auBler a;n. Dies ist aber ein Widerspruch. Also haben
wir 77|a; fiir alle . Wére 71 |ag, so wiirde genau 7™ die Gleichung teilen, das ist aber ein Widerspruch.
| |

In diesem Fall gibt es also immer eine Potenzganzheitsbasis. Dafl man aber das i.a. auch lokal nicht
erwarten kann, zeigt nochmals unser altes Beispiel.

Beispiel: Sei A = Z(5) und K = Q, L ein kubische Erweiterung von K, in der 2 voll zerféllt: (2) = p1p2p3.
Sei B der ganze Abschlufl von A in L. Dann ist B/(2) ~ Fa @& Fy & Fs. Angenommen, es giibe ein
Potenzganzheitsbasis: B = A[a]. Sei f(z) das Minimalpolynom von « iiber A. Dann wéire

B/(2) = Fa[z]/(f)-

f miifite drei verschiedene Nullstellen in F» haben, was natiirlich nicht geht.
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Verzweigung

Zur Motivation

Beispiel: Wir betrachten quadratische Zahlkérper Q(y/m). Dann ist Dg = m fiir m = 1 mod 4 und
sonst Dg = 4m. Ein p verzweigt in K genau dann, wenn p|Dg.

Welche K sind genau in 13 verzweigt? Q(v/13).
Welche K sind genau in 3 und 13 verzweigt? Q(v/—39).
Welche K sind genau in 2 und 5 verzweigt? Q(v/—5).
e Welche K sind genau in 2 verzweigt? Q(i), Q(v/2) und Q(v/—=2).
Die Verzweigung scheint also den Zahlkorper schon recht genau zu bestimmen. Dabei scheint 2 eine

Sonderrolle zu spielen. Auflerdem stellt man fest, dafl ungerade Primzahlen Dg hdochstens zur ersten
Potenz teilen, wihrend fiir die 2 eine der Fille gilt: 2 teilt nicht Dg, 22||Dg oder 2%||Dk.

Wir betrachten jetzt folgende Situation: A sei Hauptidealring mit Quotientenkérper K, L eine endliche
separable Korpererweiterung von K und B der ganze Abschlul von A in L. Wir nehmen an, daf} die
Restklassenkorper endlich sind. Da A ein Hauptidealring ist, kénnen wir die Diskriminante Dpg|4 wie
iiblich bilden.

SATZ. Ein Primideal p von A verzweigt genau dann in L, wenn p die Diskriminante Dp|, teill.

Beweis: Sei x1, ..., 7, eine Ganzheitsbasis von B. Dann ist die Diskriminante Dg|4 = det(Sp(z;;)).

e p verzweigt: Also p = P7'... und 0.E. ey > 1. Dann ist B/p = B/PP{* @ .... Es gibt ein
x € B/p, das nilpotent aber nicht 0 ist. Fiir alle y € B/p ist dann auch zy nilpotent. Die zugehorige
Matrix ist also auch nilpotent, d.h. sie hat Spur 0. Dann ist aber die Spurform ausgeartet, d.h.
Dpgja =0 mod p.

e p unverzweigt: Dann ist B/p eine direkte Summe von Kérpern, die Spurform ist also nicht ausge-
artet, d.h. Dg #Z 0 mod p.

Damit folgt die Behauptung. B

Ist A kein Hauptidealring, so kénnen wir die Diskriminante Dp|4 nicht in der angegebenen Form defi-
nieren.

Diskriminantenabschitzung

SATZ. Fir die Diskriminante Dy eines Zahlkirpers K vom Grad n iber Q gilt:
7r)4 n2n

|Dg| > (Z e

Dies laft sich durch
|Dg| > 0.156 - 3.976"

abschdatzen.
Beweis: Jede Idealklasse enthélt ein ganzes Ideal a mit Norm
Na < (4/7)"n!/n"\/|Dg]|.
Nun ist Na > 1, also folgt fiir die Diskriminante
|Dxc| > (m/4)2"2n2" /n1? > (m/4)"n?" /n!%.
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Sei a,, = (7/4)"n*"/n!?. Dann ist
Uni1/an = /41 4+ 1/n)*".
Nun weifl man, dafl (14 1/n)™ > 9/4 ist, also folgt
apt1/an > 817/64
Direkt sieht man ay > 7%/4, woraus dann folgt:
an > (817/64)" 21 /4 = 1024/6561 - (817/64)™ > 0.156 - 3.976™
|

FOLGERUNG. Q besitzt keine unverzweigten Erweiterungen (Ist K ein Zahlkirper # Q, so gibt es immer
verzweigte Primzahlen.)

Beweis: Fiir n = 2 liefert die Formel 2.466 und wiichst dann streng monoton, also ist |[Dg| > 1. Die Teiler
von Dy sind verzweigt. B

Unverzweigte Erweiterungen

Beispiel: Sei K = Q(i,\/g). Dies ist eine biquadratische Erweiterung von Q mit den quadratischen
Teilkorpern Q(i), Q(v/—3), Q(V/3). Die Zahl a = i 4+ v/3 hat das Minimalpolynom z* — 422 + 16 = 0.
Die Diskriminante davon ist 2'¢ - 32, also ist K hochstens in 2 und 3 verzweigt. Betrachtet man die
Verzweigungsindizes von 2 und 3, so sieht man sofort, daf$ K|Q(v/3) unverzweigt ist.

Es gibt also Zahlkérper mit unverzweigten Erweiterungen.
SATZ. Das Kompositum unverzweigter Erweiterungen ist unverzweigt.

Beispiel: Sind K und K, zwei Zahlkérper mit Diskriminanten Dy und D5, so sind genau die Primzahlen
p mit p|Dy Dy im Kompositum K Ko verzweigt.

Die Differente

Wir definieren

E)T(B‘A = {:E €L: SpL|K(£L”B) - A}
Sei z1,...,%, eine in B enthaltene K-Basis von L. Da die Spurform nicht ausgeartet ist, gibt es dazu
eine duale Basis y1,...,y, mit der Eigenschaft: Sp(z;y;) = 0;;. Wir setzen an z = ) a;y;. Dann ist
Sp(zz;) = a;, woraus folgt:

z €M = a; = Sp(zz;) € A,

d.h. 9 C > Ay;. Also ist auch 9 endlich erzeugt, also ein gebrochenes B-Ideal. Offensichtlich ist auch
B C M.

DEFINITION. Das Ideal m1§|1,4

heifit die Differente D p 4 von B iiber A.
Eigenschaften:

e Obige Bildung ist mit Lokalisieren vertriglich, d.h.
S'Dpia =Ds-1pj5-14,

wo S eine multiplikative Teilmenge von A ist.
o Ist B =Y Aux;, soist Dg‘lA = Y Ay; mit der Dualbasis y;, wie aus obiger Rechnung folgt. Dies
gilt insbesondere, wenn A Hauptidealring ist.

SATZ. Die Norm der Differente ist die Diskriminante.
Beweis: Nach Lokalisieren kénnen wir annehmen, dal A ein Hauptidealring ist, also B = ) Ax;.
Dann ist Dg‘lA = > Ay;. Seien t;; € K mit y; = Y s;;x; und x; = > s;;y;. Dann ist Sp(z;z;) =

sij, also Diskriminante = det(S). Andererseits ist die Norm Norm(9) = det(T), also Norm(®) =
Diskriminante. &
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Satz. Ist B = Ala] und f das Minimalpolynom von «a, so gilt
Dpa = (f'(a)).

Beweis: Sei f(z) = 2™ + ap—12"" ' + -+ 4+ ap und

f@) bo + b1z + -+ bp_rz" !
e
Seien ¢y, ..., ¢, die Nullstellen von f. Nun gilt:
Z f(iL”) C: ="
x —c; f(c;) ’
fiir 0 <r <n —1, weil die Differenz ein Polynom vom Grad < n — 1 ist, aber die n Nullstellen ¢y, ..., ¢,
hat. Das bedeutet: )
x)c
Sp =xa"
T—ar@
und durch Koeffizientenvergleich:
b
S i J — (5
ey =00
Also ist f,b("a) die Dualbasis von 1, ¢, ...,a™ L.

Aus f(z)/(z — a) = 3 bz’ folgt durch Koeffizientenvergleich
a; = bi—l — Oébi.

Also ergibt sich leicht durch Induktion
2

bnfl = ]-7 bn72 =a+ap_1, sy bnfi =a"! + anflal_ + -+ An—i41-
Genauer:
bn_1 1 1
bn72 Qp—1 1
bo ai as ... Qp—1 1 a1

Daraus ergibt sich sofort folgende Transformationsmatrix:
(bp1,...,00) =T -(1,a,...,a"" 1)t

Da det T = 1 ist, erzeugen die b; und die Potenzen von « den gleichen A-Modul, woraus dann sofort die
Behauptung folgt. B

Beispiel: Sei B|A voll verzweigt, A und damit auch B diskreter Bewertungsring. Dann ist B = A[r].
Sei f =ag + ---+ 2™ das Minimalpolynom von 7. f ist also ein Eisensteinpolynom. Die Differente wird
erzeugt von
fl(m)=er® " +(e— Va7 2+ - +a, 1.

Dann gibt es zwei Félle:

7 teilt nicht e: Dann ist v(f'(7)) =e— 1, also ® = 71,

7 teilt e: Dann ist v(f'(7)) > e, also D = B=°.
w|e bedeutet e € B, d.h. e =0 € B/, d.h. die Restklassencharakteristik p teilt e.

DEFINITION. ‘B heiflit zahm verzweigt, falls p den Verzweigungsindex nicht teilt, andernfalls wild ver-
zweigt.

Damit erhalten wir

LEMMA. Sei A diskreter Bewertungsring und L|K total verzweigt. Ist B zahm verzweigt, so ist
D =P" " und Dpja =p" "

Liegt wilde Verzweigung vor, so ist
D =P"° und D4 = p" .

Beispiele:
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1. Wir wissen, da Q((,) iiber Q voll verzweigt ist. Da der Korpergrad p — 1 ist, liegt zahme Ver-
zweigung vor. Also

D =p”? und D = +pP~2,

was wir bereits wissen.

2. Bei den quadratischen Zahlkérpern wissen wir: Geht eine ungerade Primzahl p in der Diskriminante
auf, so genau zur ersten Potenz: zahme Verzweigung. Verzweigt die 2, so liegt wilde Verzweigung
vor, die Diskriminante wird mindestens von 4 geteilt.

SATZ. Schachtelungsformel fiir die Differente: Hat man drei Erweiterungen K C L C M mit den Ganz-
heitsringen A C B C C, so gilt:

Dcoia =Dc|1BDB|a-

Beweis:
T € 98|1A < Sprk(Spump(z0)) € A <= Spyr(zC) C ®]§|1A

= SpM‘L(l‘@B‘AC) CB <— xDB‘A gi)g,‘lB

= 1 CDg D5,

A

woraus sofort die Behauptung folgt. B

FOLGERUNG. Schachtelungsformel fiir die Diskriminante:
Dcia = Nrjx(Deyg) - Dja

Beweis:
Deja = Nijr N (D¢ 189 ja) = Nijx (De1p®g)4) = Nrjx (Deip) - D4 M

Ho6here Verzweigungsgruppen

Wir hatten schon friither Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe definiert (Diagramm). Jetzt wollen wir
die Verzweigung ndher studieren.

Situation: L|K galoissch mit Gruppe G, A und B jeweils diskrete Bewertungsringe. O.E. B = A[x].
Wir definieren

G; = {0 € G, : o operiert trivial auf B/P""}
Wir definieren:
Go — (B/%B)* durch o — T mod B
T

e Die Definition hingt nicht von der Wahl von 7 ab. Denn: Ist u eine Einheit, so ist ou = u, also
2 =1in B/B.

e Daher ist dies ein Gruppenhomomorphismus.

e Der Kern ist G.

e Man hat also eine Einbettung Go/G1 — (B/P)*.

G operiert durch Konjugation auf Go. Wie wirkt sich dies auf obige Abbildung aus?
e Sei 0 € Gy und o = ar. Sei 7 € Gy und 777 = br. Dann wird o7~ abgebildet auf

ror~'r  1o(br) 71o(b) - T(a)T(m)

T T 7(b)7(7) =)

da o trivial auf a operiert.
FOLGERUNG. Ist Gy abelsch, so ist Go/Gy C (A/p)*.

Was passiert mit den hoheren Verzweigungsgruppen?
Sei jetzt i > 1. Sei 0 € G;. Dann ist om = 7 + an’*!. Wir bilden jetzt o ab auf a € B/B.
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e Homomorphismus: Sei o = 7 + ar*! und 77 = 7 + br+!. Dann gilt:
ot = on + oblom)t =71 + an't! 4 ob(r + an'tL)HL
Nun miissen wir nur modulo 7¢*2 rechnen. Also gilt weiter:
ot =7+ (a+ b)n'T! + (ob — b)x* T

woraus dann die Behauptung folgt.
Der Kern ist trivialerweise G;41. Also haben wir

Gi/Giv1 C B/B.

Gy normalisiert G;. Operiert 7 durch Konjugation auf G, so durch 7(a) auf B/g.
Ist insbesondere Gz abelsch, so hat man also

Gi/Giy1 CAlp

FOLGERUNG. Istp die Charakteristik des Restklassenkorpers, so ist Go/G1 zyklisch von zu p teilerfremder
Ordnung. Gy ist eine p-Gruppe.

SATZ. Fiir die Diskriminante gilt:

or(@) = 316 - 1)

>0
Beweis: Wir miissen den Wert von f'(7) ausrechnen, also von
H (m —om)
o#1
Nun impliziert v(7 — on) =m, daB 0 € G,—1, aber 0 ¢ G,,. Also
v(r —om) = #{i: 0 € G;}

Nun ist
v@) = vr—om) =) #{i:oeG}=> (G|-1)m
o#l o#l i>0
Beispiel:
e Q(i). Sei o die komplexe Konjugation, p = 2, 7 = 1 + . Dann gilt
0EG; & ogizimod T = 1ItH2 = j+1<2 <= j<1,
also
G0=G1={1,0'}, G2=G3=---={1}.
e Q(v/2). Sei o der nichttriviale Automorphismus, p = 2, 7 = /2. Dann gilt
ceG; = oV2=V2mod ! = T 2V/2 = j+1<3 = j<2

also

G0:G1:G2:{1,U}, G3:G4:---:{]_}_
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KAPITEL 13

Der Satz von Kronecker-Weber

Satz. Ist K abelsch iiber Q, so gibt es eine Finheitswurzel ¢ mit K C Q(().

Beweis nach A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, Crelle J. 149 (1919), 174-188.
1. Schritt: Es gibt verzweigte Primzahlen, da |Dg| # 1

2. Schritt: Reduktion auf den Fall [K : Q] = p™.

Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppe ist jede endliche abelsche Gruppe G ein direktes
Produkt von abelschen Gruppen G; von Primzahlpotenzordnung p;: G = G1 X -+ X Gy,. Sei K; =
Fiz([];4; Gj)- Dann ist K; galoissch {iber Q mit Gruppe G; und K =[] K;. Es geniigt die Behauptung
fiir K; zu zeigen. K; hat Grad p;* iiber Q.

3. Schritt: Reduktion auf den Fall, dafl nur p in K verzweigt

e Sei | # pin K verzweigt. [ ist zahm verzweigt. In L = K ({;) ist [ auch zahm verzweigt von der
Verzweigungsordnung [ — 1, da Go /Gy C F/.

e Sei T die Triigheitsgruppe von [ in L. Sie hat die Ordnung ! — 1. Sei Ky = Fiz(T). Dann ist [ in
K, unverzweigt, insbesondere ist K1 N Q(¢) = Q.

e Aus Gradgriinden ist L = K;((;). Also K C K1(¢;). Und [K; : Q]|[K : Q).

¢ Da das Kompositum unverzweigter Erweiterungen unverzweigt ist, verzweigen in K; nur Prim-
zahlen, die auch in K verzweigen, bis auf [.

e Rekursiv zeigt man also: K C Ko({,,---,(,.), wenn [; in K verzweigen, wo nun in Ky nur noch
p verzweigt mit Ky von p-Potenzgrad.

4. Schritt: p =2
Sei also K von 2-Potenzgrad, so daf§ in K nur die 2 verzweigt. Ist [K : Q] = 2, so ist offensichtlich K
einer der Korper Q(i), Q(v/2) oder Q(v/—2). O.E. kénnen wir Q(i) C K und K # Q(i) annehmen.

LeEMMA. K|Q(i) besitzt nur einen Zwischenkdrper Ko vom Grad 2 iber Q(i).

Beweis: Sei Ky ein solcher Zwischenkérper. Da K iiber Q abelsch ist, ist die komplexe Konjugation ein
nichttrivialer Automorphismus. Der Fixkorper ist ein nur in 2 verzweigter reellquadratischer Kérper, also

Q(v/?2). Damit ist Ky = Q(i,v/2). m

Betrachte nun L = K ((3m+1). Dies ist ein abelscher Kérper mit 2-Potenzgrad, in dem nur 2 verzweigt.
Da L|Q(7) nur einen Zwischenkorper vom Grad 2 iiber Q(7) besitzt, ist L|Q(4) zyklisch. Wire K # Q((),
so wire L iiber Q(¢) nicht zyklisch, ein Widerspruch. Daraus folgt die Behauptung.

5. Schritt: p > 2

LEMMA. Ist K|Q abelsch vom Grad p, so ist Dg = +p2(P=1)

Beweis:

e Sei (p) = pP. Wegen wilder Verzweigung gilt fiir die Differente ® = pP+9 mit § > 0.
e Sei v = vy,. Sind G; die Verzweigungsgruppen, so gilt |G;| € {1,p}. Mit v(®) = > (|G;| — 1) folgt
v(®) = A(p — 1). Nach dem letzten Punkt gilt A > 2.
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e Sei 7 ein Element mit v(7) = 1 und f = 2P + ap_ 1271 + -+ a17 + ap das Minimalpolynom von
m. Dann ist
o(f/(m) = min(o(pr? 1), v((p — Va, 177), ..., v(a)) < 2p— 1
wegen des ersten Terms. Damit erhalten wir A(p — 1) < 2p — 1, was wegen p > 3 sofort A < 2
liefert. Also folgt A = 2 und damit ® = p2(*~1) was die Behauptung zeigt. B

LEMMA. Es gibt nur einen abelschen Kérper K|Q vom Grad p, in dem nur p verzweigt. (K ist der
Teilkorper von Q((p2) vom Grad p.)

Beweis:

e Angenommen, es gibe zwei solcher Korper. Dann gibt es eine Erweiterung K|Q mit Gruppe
Z/p x Z/p, in der p total verzweigt. Seien K; die p + 1 Zwischenkérper und H; die zugehorigen
Untergruppen der Galoisgruppe.

e Fiir die Verzweigungsgruppen gilt: G = Go = G1. Und G;/G;4+1 CF,,. Also

G=Go=GCGi= =G #Gp1 = =Gy # Gy = - = {1}.

e Fiir H; = G, ist fiir die Situation K|K; die Verzweigungsgruppenreihe s + 1 mal die Gruppe H;,
dann die Gruppe {1}, also hitte K; eine andere Diskriminante als die anderen K;’s, was nicht
sein kann wegen des letzten Lemmas. B

LEMMA. Ist K|Q abelsch vom Grad p™, so ist K|Q zyklisch.

Beweis: Wire K|Q nicht zyklisch, so giibe es zwei verschiedene Teilkérper vom Grad p, was nach dem
letzten Lemma unmoglich ist. B

LEMMA. Ist K|Q abelsch vom Grad p", so gilt K C Q((pn+1).

Beweis: Nach dem letzten Lemma mufl K mit dem Teilkérper von Q((,»+1) vom Grad p" iibereinstimmen.
|
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Diskret bewertete Korper

DEFINITION. Ein diskret bewerteter Korper ist ein Korper K zusammen mit einer Bewertung v : K* —
Z, die also folgende Eigenschaften erfiillt:

o v(zy) = v(z) +v(y)
e v(z +y) > min(v(z),v(y))
e v ist 0.E. surjektiv und v(0) = 0o

Bemerkungen:
e v(£l) =0, denn: v(z) = v(1) + v(z), also v(1) =0 und 0 = v(1) = v(—1) + v(—1) = 2v(—1), also
v(—=1) =0.

e Es gilt fiir v(z) # v(y): v(z + y) = min(v(z),v(y)), denn sei 0.E. v(z) < v(y). Dann ist v(z) =
v((x +y) —y) > min(v(z + y),v(y)), woraus sofort v(z) > v(xz + y) folgt. Andererseits ist aber
v(z +y) > v(z). Daraus folgt nun die Gleichheit.

e Durch A = {z € K : v(z) > 0} erhilt man einen diskreten Bewertungsring mit maximalem Ideal
m = {z € K : v(z) > 0}. Die Einheiten sind die Elemente z mit v(z) = 0.

e Umgekehrt haben wir bereits gesehen, daf diskrete Bewertungsringe diskrete Bewertungen liefern.

Beispiele:
e Sei K ein Zahlkdrper und p ein Primideal in og. Fiir x € K, x # 0 hat dann das gebrochene Ideal
(z) eine eindeutige Primidealzerlegung: (z) = p?»(*).... Der Exponent v, (z) liefert eine diskrete
Bewertung auf K. Der Bewertungsring ist die Lokalisierung von og in p.
e Speziell fiir K = Q haben wir die p-adischen Bewertungen v,,.

Zu einer Bewertung definieren wir den zugehorigen Absolutbetrag:

|z| = e7?(®).

Statt e kann man auch irgendeine andere reelle Zahl > 1 wihlen. Man hat die Eigenschaften:
2] =0 <= =0

|zy| = |z]ly]

|z + y| < max(|z|, |y|) und Gleichheit, falls |z| # |y|.

Natiirlich gilt insbesondere die gewohnliche Dreiecksungleichung |z + y| < |2| + |y|.
[=]-1=1

Beispiel: K = Q. Fiir die p-adische Bewertung v, setzen wir |z, = p~"(*). Also |p| = 1/p und
" =1/p"

Hat man einen Ko6rper mit einem Absolutbetrag, hat man auch sofort eine Metrik und Topologie:

d(z,y) = |z —y|
beziiglich der dann Addition, Multiplikation, Division stetig sind.

Beispiele:
e Beziiglich der p-adischen Bewertung ||, von Q ist die Folge (p™),, eine Nullfolge.
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o Wegen
n+1 1

i 1 b
D e e e e

gilt

o0
. 1
T __

Zp C1l-p

=0

LEMMA. Sei K ein Kdrper mit einer diskreten Bewertung. Dann gilt:
o (z,) ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn (x,11 — x,,) eine Nullfolge ist.

e Die Partialsummen der Reihe Y ay bilden eine Cauchy-Folge genau dann, wenn (a,) eine Null-
folge ist.

Beweis:

e Die eine Richtung ist klar. Sei also (zn11 — 2,) eine Nullfolge. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein
N mit: n > N impliziert |z,4+1 — 2| < €. Daher:

|Tnsm — Tnl = [(Tnsm = Tngm—1) + -+ (Tng1 — T5)| < e

e Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten.

Beispiel: Wir betrachten Q mit der 5-adischen Bewertung. Wir wollen eine Folge x, definieren durch
die Bedingungen
ro=2, z2+1=0mod5""" =z, =2,. mod5"".
Wir konstruieren die Folge rekursiv. Angenommen wir haben bereits z,,_;. Dann ist xi_l +1=vy,_1-5™
Wir setzen an
Ty =Tp-1+ Gy - 5"
Dann gilt modulo 57+!:
x% +1=yp_1-5" 42z, _1a, - 5" = 0 mod 5"
Dies ist dquivalent mit a,, = y,—1 mod 5. Damit 148t sich a,, berechnen. O.E. 0 < a,, < 4. Mit ag = 2 gilt

auch:
n
T, = E anp-5".
i=0

Offensichtlich ist (x,) eine Cauchy-Folge. Sie kann aber nicht konvergieren in Q, da der Grenzwert die
Gleichung 2% 4+ 1 = 0 erfiillen wiirde. Also ist Q beziiglich der 5-adischen Bewertung nicht vollstéindig.

DEFINITION. Ein Koérper mit einer diskreten Bewertung heifit vollstindig beziiglich der Bewertung, falls
jede Cauchy-Folge in K konvergiert.

Beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrages ist Q nicht vollstédndig. Dazu konstruierte man sich eine
Komplettierung: die reellen Zahlen. Ahnlich gehen wir jetzt vor.

Komplettierung
e Sei K ein diskret bewerteter Korper. Dann bilden die Cauchy-Folgen einen Ring R = {(c,)}.

Wegen ||cp| — |enl] < lem — cn| bildet (|ey]) eine Cauchy-Folge in R, konvergiert also gegen ein
r € R.

— r =0. Dann ist (¢,) eine Nullfolge.

— r > 0. Wir kénnen mit einer eindeutigen reellen Zahl b schreiben 7 = e~*. Dann konvergiert

in R die Folge v(c,) gegen b. Also ist b eine ganze Zahl.

Es hat also Sinn zu definieren: v((¢,)) = limv(ey,).
Die Nullfolgen bilden ein maximales Ideal. Denn ist (¢,,) keine Nullfolge, so ist auch (i) € Rund
das von (¢,) erzeugte Ideal enthélt die 1.
Wir definieren K = R/m. Dazu hat man eine Bewertung 0.
Man erhélt eine Einbettung von K in K durch ¢ — (¢,c,c,...). Jede Cauchyfolge aus K konver-
giert in K: Ist (¢,) Cauchfolge in K, so ist (¢,) € K der Grenzwert.
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e K liegt dicht in K.

e Daher ist K vollstiindig.

e Man nennt K die Komplettierung von K. Man kann zeigen, daf} sie bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist.

e Sei A der Bewertungsring mit maximalem Ideal 7.

DEFINITION. Die Komplettierung von Q beziiglich der p-adischen Bewertung heifit der Kérper Q, der
p-adischen Zahlen. Der Bewertungsring von Q, sind die ganzen p-adischen Zahlen Z,,.

Bemerkungen:
1. Sei z € Q,z # 0. Dann ist z = &+ [[ p™». Fiir eine Primzahl ¢ gilt:
1
|lz|g = o
also
T, - 11
q — — 1.
Ll = = 1l
also

| - I Il = 1.
P

Dies nennt man auch Produktformel fiir die Absolutbetrige auf Q.
2. Man schreibt auch manchmal Qe = R und |z| = |2|eo-

LEMMA. Es ist A/m™ ~ A/in™. Insbesondere sind die Restklassenkirper gleich.

Beuweis: Natiirlich hat man eine Einbettung A/m” — A/m™. Wie steht es mit der Surjektivitit? Sei z € A
vorgegeben. Dann gibt es ein 2o € A mit v(z — xg) > n, also * = o mod Mm"™, woraus die Behauptung
folgt. m

SATZ. Sei M ein Reprdsentantensystem von A/m in A mit 0 € M und = ein Primelement von A. Dann
hat jedes x € K, x # 0 eine eindeutige Darstellung

r=7"-(ap + a7+ asm +...)
mit a; € M und ag # 0. Auferdem ist m = v(z).

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit. B
Beispiel: K = C(z) mit der Bewertung v, liefert die formalen Potenzreihen.

Beispiele: Wir rechnen in Q,.
e Als Repriisentantensystem wihlen wir M = {0,1,2,...,p — 1}, als Primelement p. Dann ist Z,
die Menge der Zahlen
a0+a1p+a2p2+...
mit 0 <a; <p-—1.

—1=37,p-1)-p"
Die Reihe ) n! konvergiert in Q. Grenzwert?

>n-nl=-1

Was ist 2 in Qs?

14> 5"+ 2.5

Ein wichtiges Hilfsmittel ist das folgende Henselsche Lemma.
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LEMMA. Sei K wvollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung mit Bewertungsring A. Hat f € Alz] eine
Zerlegung

f(z) = g(z)h mod 7
in teilerfremde Polynome § und h aus A/m]x], so gibt es eine Zerlegung

f(z) = g(x)h(z)
in Alz] mit g(z) = g(x) mod 7, h(z) = h(z) mod 7 und grad(g) = grad(g).
Beweis: Wihle Polynome go und hg in A[z] mit grad(gy) = grad(g), go = § mod 7, hg = h mod 7. Wir
machen den Ansatz
gn=gotarm+ -+ a, " hy=ho+ b1+ - +b,7"

und wollen die Eigenschaften a;,b; € A[z] und grad(a;) < grad(go). Auflerdem natiirlich f = g,h, mod
7"+t Wir konstruieren die Polynome induktiv. Fiir n = 0 ist alles klar.
Der Schritt von n — 1 nach n. Sei f = gn—1hn—1 + cr”. Wir rechnen modulo 77*!:

gnhn = f —cr" + (gnflbn + hnflan)ﬂ'n
was sofort die Bedingung

¢ = gobn + hoa,, mod 7

ergibt. Die Teilerfremdheit von gg und hg modulo 7 liefert, dafl wir die Gleichung l6sen kénnen und o.E.

grad(ay) < grad(go) (sonst wende Division mit Rest an.)
Nun setze g(z) = lim g, (z) und h(z) = lim h,,(z). Damit folgt die Behauptung. B

FOLGERUNG. Hat f(x) eine einfache Nullstelle &y modulo 7, so gibt es ein xy € A mit f(xo) = 0 und
To = To mod 7.

Beweis: Wir haben modulo 7: f(z) = (x — Zg) - h(z). Setzt man (g) = x — xo, so folgt die Behauptung
aus dem Lemma. B

Wir ziehen sofort eine Folgerung:

SATZ. Q, enthdlt die (p — 1)-ten Einheitswurzeln (,_1. Schreibt man Uy = {x € Z, : £ = 1 mod p}, so
hat man fir die multiplikative Gruppe die folgende Zerlequng:

Q, = (p) X (Gp-1) x Uh
Beweis: Uber dem endlichen Korper F,, gilt:
Pl 1= H (x —1)
i€F, ,i70
also zerfillt das Polynom zP~! — 1 in Q, in Linearfaktoren, d.h. (,—1 € Q. Ist nun z € Q,, = # 0, so

schreibt man =z = p"y mit v(y) = 0. Sel y = C;]f—l mod p. Dann ist z = y/CIIf_l € U; und die Zerlegung
folgt. m

Sei a € U; C Q. Dann ist a = 1 mod p, also modulo p:

2> —a=(z—1)(z+1) modp

Fiir p > 2 gibt es also ein b € U; mit b2 = a. D.h. U} = U;.
FOLGERUNG. Fiir p > 2 gilt

Q,/Q;% = (p) x (Gp-1),

insbesondere besitzt Q, nur drei quadratische Erweiterungen, ndmlich

Qp (v p—1), Qu(v/P), Qp(v/Cp—-1P)

Ubung: Ist f = 2" +a12™ ' +---4a, € K[z] mit a,, € A, aber nicht alle Koeffizienten in A, so ist f
reduzibel.

LEMMA. Ist f € Alx] und a € A mit f(a) = 0 mod 7", v(f'(a)) = k und 2k < n, so gibt es ein b € A
mit
b=amod 7" % f(b) = 0 mod 7" v(f' (b)) = k
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Beweis: Wir setzen an b = a + 7" *¢. Dann gilt:

F(b) = f(a) + f'(@)7"*c+ 7*"=F) . Rest
Wihle ¢ nun entsprechend. Weiter

') = f'(a) + f"(a)7 *c mod 7>(»—*)

woraus auch die andere Behauptung folgt. B

Daraus ergibt sich sofort folgender Satz

Satz. Sei K wollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung, f € Alz] ein Polynom und a € A mit
f(a) = 0mod 7™, v(f'(a)) = k,n > 2k.
Dann gibt es ein ag € A mit ag = a mod 7 F, v(f'(ag)) = k und f(ao) = 0.
Beispiel: Wir betrachten Qs. Welche Elemente aus U; sind Quadrate? Sei b€ U; und f =22 —b. Ist a
eine approximative Nullstelle, so ist a € U;. Weiter gilt: v(f'(a)) = 2. Wir brauchen also n = 3 um das
Lemma anwenden zu kénnen, d.h. > = b mod 8. Hier kennen wir aber bereits die Losung: nur die b mit
b =1 mod 8 sind Quadrate modulo 8. Dies gilt nun auch global. Also gilt:
Ul =Uz und U, /U ~ (—1,5)
Damit erhilt man das Ergebnis:
;/Q;Q = (27_175>
Es gibt also 7 quadratische Erweiterungen von Q-.

Beispiel: Wir wollen das Polynom f = 2? + 22 — 22 + 8 iiber Q» betrachten. Die Ableitung ist f’' =
3z2 + 2z — 2. Daher gilt: fiir a = 0 mod 2 ist v(f'(a)) = 1, fiir a = 1 mod 2 ist v(f’(a)) = 0. Nach dem
Lemma brauchen wir also nur nach Nullstellen modulo 8 zu suchen. Modulo 8 findet man als Nullstellen:
0,1,2,4,6.

e a = 1 liftet zu einer Nullstelle a;, mit a; =amod 8, d.h.a; =14+0-24+0-4+....

e a = 0 liftet zu einer Nullstelle as, mit as = a mod 4, d.h. a2 =0+0-2+....

e a = 2 liftet zu einer Nullstelle ag, mit a3 = amod 4, d.h. a2 =0+1-2+....

e Die anderen beiden Nullstellen fithren wieder auf as und as.

Wir wollen die Nullstellen auf 10 Stellen genau bestimmen. Dazu berechnen wir die Nullstellen modulo
212,
556 = (001101000100), 1066 = (010101000010), 2473 = (100101011001),
2604 = (001101000101),3114 = (010101000011)
Also sind die drei Nullstellen:

a; = (100101011001 ...), a5 = (00110100010...),as = (01010100001 ...)
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KAPITEL 15

Erweiterungen diskret bewerteter Korper

Wir wollen uns jetzt endlichen Erweiterungen zuwenden. Sei also K diskret bewertet mit Bewertungsring
A und Primelement 7 und L eine endliche separable Korpererweiterung von K. Dann ist der ganze
Abschlufl B von A in L ein Dedekindring und

7B =P P

r

Wir haben Bewertungen v und vy, . Es gilt:
v(m) =1 und vy, (1) =¢;
Normalisieren wir w; = Luv,, so gilt also

1
wi(m) =1 und w;(P;) = —
e
d.h. die Einschrénkung von w; auf K ist v. Wir denken uns im folgenden alle Bewertungen so normalisiert
(bei fest gegebenem Grundkorper).
Was 148t sich sagen, wenn K vollstindig ist. Da wir L auch als K-Vektorraum auffassen kénnen, definieren

wir allgemeiner:

DEFINITION. Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Funktion ||z|| mit den Eigenschaften:
e ||z]| >0,und ||z]| =0 <= =0
o |lz+yll < [lzl] +[lyl|
o [las]| = [al - |l2ll, fir o € K.

SATz. Ist K wvollstindig und V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, so sind je zwei Normen auf V
daquivalent, d.h. es gibt o, beta > 0 mit

alzli < |zl2 < Bz
Insbesondere hingt der Konvergenzbegriff nicht von der gewdhlten Metrik ab.

Beweis:

e Sei vy,...,v, eine K-Basis von V. Definiert man fiir x = zyv1 + ... 2,0,
|lz]] = maz(|z]),

so erhilt man eine Norm auf V. Es geniigt andere Normen mit dieser zu vergleichen.
e Sei |z|p irgendeine Norm auf V. Dann gilt

zlo < za[lorlo + - [2nlvalo < max(forlo, ..., [onfo) - [l2]],

d.h. die eine Ungleichung ist trivial.

e Wir zeigen die andere Ungleichung durch Induktion nach der Dimension von V. (Die Einschrinkung
einer Norm auf einen Unterraum ist wieder eine Norm.)

e n = 1: trivial, da |z1v1]o = |z1] - |v1]o-

e Wir nehmen an, die Behauptung gilt bereits fiir Vektorrdume der Dimension < n — 1. Sei V; der
von vi,...,0;,...,U, aufgespannte Unterraum.

e Nach Induktionsvoraussetzung ist V; auch topologisch isomorph zu K™ !, also konvergiert jede
Cauchy-Folge aus V; in V;. Dies impliziert, da3 V; in V' abgeschlossen ist.

e Also sind auch die V; 4+ v; abgeschlossen. Daher auch W = U;(V; + v;). Wegen 0 ¢ W, gibt es ein
p > 0 mit

{lzlo <p}n W =10.
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e Sei nun = = z1v; + --- + T, gegeben und # 0. O.E. ||z|| = |z1|. Dann ist z/x; € W, also
|z/z1]o > p, also
|zlo = plz1| = ||2|]-
Damit folgt die Behauptung. ®

FOLGERUNG. V ist vollstindig.

Beweis: Dies ist klar fiir die Maximumsnorm. B

Wir wenden dies jetzt an auf unsere Situation der Korpererweiterung.

SATZ. Ist K wvollstindig diskret bewertet und L eine endliche separable Kdrpererweiterung von K, so auch
L. Insbesondere ist der ganze Abschluf$ von A in L ein vollstindiger diskreter Bewertungsring.

Beweis: Wir haben die Zerlegung () = PB7' ... P mit r > 2. Seien w; die zugehorigen Bewertungen
und ||; die zugehérigen Absolutbetriige. Sei z € 3. Dann ist (z™),,en eine Nullfolge beziiglich wy, also
auch eine Nullfolge beziiglich w;, da es nur eine Konvergenz gibt. Das bedeutet aber, dafy ™ € ; ist fiir
grofle m, also auch z € ;. Folglich: P, C B;, was aber nur im trivialen Fall geht, d.h. » = 1. Damit ist
B ein diskreter Bewertungsring. Die Vollstandigkeit folgt aus obiger Beobachtung. m

FOLGERUNG. Ist K vollstindig, so lifst sich die Bewertung eindeutig auf den separablen Abschluff Kgp
fortsetzen durch
1

v(r) = ———=v
[K(2) : K]
Beweis: Da konjugierte Elemente den gleichen Wert haben, ist die Behauptung klar. m

(Nk(a) |k () bzw. |2| = sqrt[[K (z) : K||Ng () k()

FOLGERUNG. Es gibt ein a« € L mit B = Ala].

Beweis: Dies hatten wir schon friither gezeigt unter der Annahme, daf} iiber dem Primideal unten nur ein
Primideal oben liegt. Diese Bedingung ist hier erfiillt. B

In der lokalen Situation ist nun ein Ergebnis einfach zu zeigen, das wir frither schon benétigt hatten.

SATZ. Sei K wollstindig mit endlichem Restklassenkiorper. L und M seien unverzweigte endliche separable
Erweiterungen von K. Dann ist auch das Kompositum LM unverzweigt iiber K.

Beweis:

e Da L|K unverzweigt ist, findet nur eine Restklassenerweiterung statt. a € L erzeuge die Restklas-
senerweiterung und habe das Minimalpolynom f. Dann ist auch L = K («). Sei g das Minimalpoly-
nom von « iiber M. Dies ist ein Teiler von f, also separabel. Nach dem Henselschen Lemma bleibt
also g auch bei Reduktion irreduzibel, d.h. auch bei LM|M findet nur eine Restklassenerweiterung
statt.

e Da auch M|K unverzweigt ist, ist natiirlich auch LM |K unverzweigt. B

Wir wollen jetzt die globale Situation mit der lokalen vergleichen.
e Sei K ein diskret bewerteter Kérper mit Bewertungsring A, L eine endliche separable Erweiterung
von K. Wir schreiben L = K (a) mit Minimalpolynom f € K[z].
e Dann ist
B =P+ P
o Sei Ly, die Komplettierung von L beziiglich vy, . Dann ist natiirlich K, der topologische Abschluf3
von K in Lgy,.
o Es gilt jetzt
7By, = p; By,
Da die Restklassenkorper erhalten bleiben, gilt

eifi =n; = [Lgpi : Kp].
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e Sei f; € K,[z] das Minimalpolynom von a iiber K,. Fiir i # j gilt: f; # f;. Andernfalls gébe es
einen Isomorphismus von Ly, — Lg,, der auf L die Identitét ist. Da die Bewertungen wohlbe-
stimmt sind, miifite der Isomorphismus auch die Konvergenz erhalten. Nun argumentiert man wie
frither: b € P; liefert die Nullfolge (b™), also wére das auch eine Nullfolge in Ly, also b € ;.
SchlieBlich erhilt man einen Widerspruch.

o Alle f; teilen f. Da alle f; teilerfremd sind, gilt jetzt aus Gradgriinden:

f@) = fi(e) .. fr(2)

Dies beweist den Satz:

SATZ. Sei L eine endliche separable Erweiterung von K. K habe den diskreten Bewertungsring A und B
sei der ganze Abschluff von A in L. Ist L = K(«) mit Minimalpolynom f und ist

f=h-fr
die Faktorisierung von f iber K, ist weiter L; = K [z]/(f;) von der Verzweigungsordnung e; und vom
Restklassengrad f;, so gibt es eine Zerlegung

(m) = P51 ... P

Beispiel: Sei a eine Wurzel der Gleichung z® + 22 — 2z + 8 = 0. Wie verhilt sich (2) im Zahlkdrper
Q(a)? Wir haben bereits gesehen, dafl iiber Qs das Polynom z* + 22 — 2z + 8 in drei Linearfaktoren
zerfillt. Also gilt in Q(«):

(2) = p1p2ps.
(Wir hatten diese Aussage friither auf komplizierterem Weg hergeleitet, und dann benutzt um zu zeigen,
daf} es keine Potenzganzheitsbasis gibt.)

Bemerkung: Man kann auch zeigen, dal Diskriminante und Resultante lokale Begriffe sind, d.h. man
kann sie lokal berechnen und dann global zusammensetzen.

Das Newton-Polygon: Sei K vollstindig diskret bewertet und die Bewertung fortgesetzt auf den alge-
braischen Abschlufl von K. Zu einem Polynom
f=a+aiz+--+ax"

mit aga, 7 0 definieren wir das Newton-Polygon wie folgt: Die konvexe Hiille von

{(07 ’U(ao)), (17 U(al))a B (na U(an))}
wird von einem Polygon berandet, das wir das Newton-Polygon nennen. Das Polygon besteht aus einer

Folge von Strecken mit streng monoton wachsenden Steigungen.
Dann gilt der Satz:

SaTz. Ist (r,v(a;)) — (s,v(as)) eine Strecke des Newton-Polygons mit Steigung —m, so besitzt f genau
s —r Wurzeln mit Wert m.
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KAPITEL 16

Ausblick auf analytische Methoden

Motivation: (Existenz von unendlich vielen Primzahlen nach Euler) Fiir jede Primzahl p hat man

1 1
Zﬁzl_

i>0

==

Gébe es nur endlich viele Primzahlen, so erhielte man aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung sofort

1 =1
II- _nz_‘;ﬁ

T =
p p =

was der Divergenz der harmonischen Reihe widersprechen wiirde. Also gibt es unendlich viele Primzahlen.

DEFINITION. Fiir einen Zahlkérper K heif3t

1
Cr(s) = Z Nriqo

a ganz

die (Dedekindsche) Zeta-Funktion von K.

Fiir K = Q ergibt sich die Riemannsche Zeta-Funktion. Ohne Beweis geben wir ein paar Eigenschaften
an:

Eigenschaften:
e Obige Reihe fiir (x (s) konvergiert fiir Re(s) > 1. Dort gilt wegen der eindeutigen Primidealzerle-

gung
1
w6 ===
p Nps

(i 148t sich meromorph auf ganz C fortsetzen.
e Nur in s = 1 hat (i einen Pol, und zwar von ersten Ordnung mit Residuum

2" (27) " hi R

wy/[Dk|

wo w die Anzahl der in K enthaltenen Einheitswurzeln, R den Regulator bezeichnet.

e Setzt man
B(s) = ( V1D K') DY ()" Cr (),

oragn/2

so gilt die Funktionalgleichung
D(s) =d(1—s)

e Aus der Funktionalgleichung sieht man, dafl (x in den negativen ganzen Zahlen bzw. den negativen
geraden ganzen Zahlen Nullstellen hat. Diese werden triviale Nullstellen von (x genannt. Die
grofle Riemannsche Vermutung (GRH) lautet: Die nichttrivialen Nullstellen von (x liegen auf der
Geraden Re(s) = 3.

Mit analytischen Methoden und der Klassenkdrpertheorie kann man nachfolgenden Dichtigkeitssatz von
Cebotarev herleiten. (Effektive Versionen finden sich bei Serre.)

e Sei K ein Zahlkorper, galoissch iiber Q mit Gruppe G.
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o Ist p eine Primzahl, die nicht die Diskriminante Dy teilt, so gibt es eine Zerlegung

(P)=p1-.-pr
e Die Restklassenerweiterung o/p; iiber Z/(p) ist galoissch, und die Galoisgruppe wird von dem
Frobeniusautomorphismus erzeugt. Die Galoisgruppe ist isomorph zur Zerlegungsgruppe Gy, . Also
gibt es ein wohlbestimmtes oy, € G' mit
op,x = 2P mod p;
Daraus sieht man sofort
T0p, 7'z = 2P mod Tp;
d.h.
TUPiT_l = Orp;
e Die gy,,...,0,, bilden also eine Konjugationsklasse in G. Sie werde mit [o},] bezeichnet.
Dann gilt der Cebortarevsche Dichtigkeitssatz:

SATZ. Ist K ein iiber Q galoisscher Zahlkérper mit Gruppe G und C' eine Konjugationsklasse in G, so
qilt:
o #Hp<ail]=C) [0
im = —.
@00 #{p <z} |G|

Beispiel: K = Q(a), wo a Nullstelle des Polynoms f = 2® —3z — 1 ist, ist galoissch iiber Q mit zyklischer
Galoisgruppe G = {1,0,0?}. Die Konjugationsklassen in G sind einelementig. o, = 1 bedeutet, da$} keine
Restklassenerweiterung stattfindet, d.h. f zerfillt modulo p in drei Linearfaktoren. o, = o oder o, = o>
bedeutet, daf p trige bleibt, d.h. f ist modulo p irreduzibel. Damit liefert obiger Satz

#{p <z : f zerféllt in drei Linearfaktoren modulo p} 1

i
500 #{p <z} 3
lim #{p < x : f ist irreduzibel modulo p} 2
T—00 #{p <z} 3

Das hatten wir bereits frither aufgrund einer kleinen Statistik vermutet.

Beispiel: Sei K = Q(({,). Die Galoisgruppe ist G = (Z/(n))*. Das Element a € Z) liefert den Auto-
morphismus ¢ — (. Also bedeutet ¢, = a einfach (¥ = (*, d.h. p = a mod n. Also liefert unser Satz fiir
a €Z/(n)*:

i #{p<z:p=amodn} 1

1m = R

=00 #{p <z} p(n)

die Primzahlen sind auf die zu n primen Restklassen also gleichmiflig verteilt, was insbesondere den
Dirichletschen Primzahlsatz impliziert: Sind a und n teilerfremd, so gibt es unendlich viele Primzahlen p
mit p = a mod n.

Beispiel: Die galoissche Hiille von K = Q(v/32) ist L = Q(v/32, (3) mit der Galoisgruppe
Sz ={(1),(12), (13),(23), (123), (132)}
mit den Konjugationsklassen
G ={(1)}, C2 = {(12),(13),(23)}, Cs = {(123), (132) }.

e [0,] = Ci bedeutet, dal p voll zerféllt, insbesondere zerfillt f modulo p in drei Linearfaktoren.

e [0,] = C bedeutet, dal p = p1paps in L, in K zerfillt p also in ein Primideal vom Grad 1 und
ein Primideal vom Grad 2, d.h. f modulo p spaltet in einen Linearfaktor und einen quadratischen
Faktor.

e [0,] = C3 bedeutet, dafl p in 2 Primideale in L zerfillt mit Zerlegungskorper Q(¢3). Insbesondere
bleibt p trige in K, d.h. f bleibt modulo p irreduzibel.

Der Cebotarevsche Dichtigkeitssatz liefert also fiir das Zerfallsverhalten von f modulo p:

o f zerfillt in drei Linearfaktoren: 1/6

e f zerfillt in einen Linearfaktoren und einen irreduziblen quadratischen Faktor: 1/2
e f bleibt irreduzibel: 1/2.



16. AUSBLICK AUF ANALYTISCHE METHODEN

Auch diese Verteilung hatten wir bereits frither vermutet aufgrund einer statistischen Untersuchung.
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ANHANG A

Zusammenschau

Globale Theorie.

Ganzheitsringe
Dedekindringe

Geometrie der Zahlen
Endlichkeit der Klassenzahl
Dirichletscher Einheitensatz

Lokale Theorie.

o Verzweigung
e Lokalisierung
¢ Komplettierung

Spezielle Koérper.

e Quadratische Zahlkérper

o Kreisteilungskorper

Abelsche Erweiterungen.

e Der Satz von Kronecker-Weber
o Klassenkorpertheorie
Analytische Methoden.

e Zetafunktionen, mit analytischer Fortsetzung auf C ohne 1
e Dirichletscher Primzahlsatz
e Cebotarev (Neukirch, S. 569)
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