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KAPITEL 1

Kettenbriiche

Ein Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form
1
ag+ —

a; + 7(124_#
Man schreibt dafiir auch
11 1
ag + Cl1—+a2—+a3—+ ...
oder
[ao, a1, as,as,...].
Eine Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl kann man durch Tteration der Bildung o = |« +
gewinnen.
Beispiele:
* 7 1
3_1+2+§
[ J
EL 1+ !
13 1+ 1+1+1 -
1+3
* 1
1+ \/5 =2+ m,
woraus sich ergibt
I+vV2=2+ L
24+ 53—
und daher auch
V2=1+ o ! -
2+ 53
o V/2=1[1;3,1,5,1,1,4,1,1,8,...]
e m=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,...]
e c=1[2;1,21,1,4,1,1,6,1,1,8,...]

bl

Wir denken uns zunéchst die @;’s als Unbestimmte. Es gilt:

1
[ag,...,an] = [ao, ..., ann,an_1 +—] und [ap,a1,...,an] = ag + ———.
Ap [ala"'aan]

SATZ 1. Defintert man
Po = ao,p1 = ai1ao + 1, pp = @npp_1 + pn-2(n > 2),

go=1,¢1 = a1,qn = angn_1+ gn-2(n > 2),

so gilt
Pn
— = [ap, a1, ..., an].

qn

|



6 1. KETTENBRUCHE
Die a;’s heiflen Teilquotienten, die Z—" Néherungsbriiche.

Beweis: durch Induktion, etc.

[ ] [ + 1 ] (an—l + i)pn—Z +pn—3 Pn
apg,...,Q = A0, .. -y Apn—-2,0n—1 —| = — ... = —
! ! ! an (an—l + i)QH—Z'i'QH—S n

SATZ 2. FEs qult:

_ -1 n—1
Pnin—-1 — Pn—-19n = (_1)n_1 d.h. Pn _ Pn-i = ( )
In In—-1 In—-19n

und

Pndn—2 — Pn-24n = (_1)nan dh. — =
In In—2 In—29n

Beweis: mit obiger Formel und Induktion. B

FOLGERUNG 1. Sind die a;’s reell und a; > 0 fir i > 1, so halt man

Beweis: Durch Induktion sieht man ¢, > 0, der Rest folgt unmittelbar. B

Wir betrachten jetzt die Kettenbruchentwicklungen reeller Zahlen. Sei « reell. Ist o nicht ganz, so kénnen
wir schreiben
a=ay+ —
aq
mit ag € Z und a; > 1 reell. So kann man induktiv weitermachen: Ist «,, keine ganze Zahl, so kann man
schreiben

Qp = an +
Qp41

mit ap, = [y ].

Kettenbruchentwicklungen rationaler Zahlen: Bricht der Kettenbruchalgorithmus ab, so ist natiirlich
« eine rationale Zahl. Sei umgekehrt o eine rationale Zahl. Ist ay, = ¢, soist ay —ap, = g mit 0 < c < b,
also ap 41 = %. Insbesondere ist

Nenner(ap41) < Nenner(ay,),

also muf} irgendein oy, Nenner 1 haben, d.h. es ist ganzzahlig und damit bricht das Verfahren ab. Die
endlichen Kettenbriiche gehéren also genau zu den rationalen Zahlen.

Wir nehmen jetzt an, « ist eine irationale reelle Zahl. Dann haben wir dazu die Folge der Teilquotienten
a; € Z mit a; > 1 fiir ¢ > 1. AuBerdem ist a,, < oy < ap + 1.

SATZ 3. Fir eine irrationale reelle Zahl o gelten die Eigenschaften:
Ll=¢g<q1<q¢p<gg<...undq,>n.

2. Die Ndiherungsbriiche Z—" sind gekfirzt.
3.
R
qo q2 43 q1
4.
1 1 1
< < ‘Oz D <
2%1Qn+1 Qn(Qn+1 + Qn) In Indn+1
5.
‘ pa| 1
o- 2
dn qn
6.
o = lim 22 = [ag, a1, as, . ..]

qn



1. KETTENBRUCHE 7

Beweis:
1. Esist o =1, g1 = a1 > 1 und fiir n > 2

n = Apdn—-1+ Gn-2 2 qn-1+ qn—2> qn-1.
2. Klar!
3. Wir haben die Darstellung
a =lag,ay,...,a,, Qyt1]

und damit
_ On41Pn + Pn_1

Xy y1qn + qn-1 '
Daraus folgt
_ P (S
4 n(n418n + ¢n—1
Daraus folgt die Eigenschaft 3. Nun ist

Ong1fn + qn-1 > Ung1qn + gn-1 = Gn41
und
Unt1qn + -1 < (@nt1 + )00 + ¢n-1 = ¢nt1 + 40
Daraus folgt die Eigenschaft 4. Der Rest ist klar.

Mit dem Kettenbruchalgorithmus erhdlt man also gute Approximationen an Irrationalzahlen.

FOLGERUNG 2. Ist a irrational reell, so gibt es unendlich viele Briiche 2—’ mat

1
o =P < .
q q
Bemerkung: Ist « reell und ¢ eine natiirliche Zahl, so gibt es eine ganze Zahl m mit
1
m <a< mt .
q q
Setzt man dann p = m bzw. p = m + 1, so erhélt man
p 1
o — =] < —.
¢ 2

Ist ¢ eine 10-er Potenz, so hat man die Approximation durch Dezimalbriiche. Die Kettenbruchapproxi-
mation ist aber wesentlich besser.

Bemerkung: Ist o = ¢ rational, so folgt aus

1
¢
sofort ¢ < b, d.h. obige Folgerung gilt nicht: rationale Zahlen lassen sich nicht besonders gut approximie-

remn.

0<|a—£|<
q

Beispiel: 7 =[3,7,15,1,292,...] hat die Naherungsbriiche

PO _ 3 = 3.0000000000...
q0
PL_ 22 g 498571498
q1 7
pa 333
—_— = — = 141 4
== 156 3.1415094339
b3 355
P3 _ 299 _ 31415929203 ...
o =103 3.1415929203
ps 103993
— = = 141592
= 3702 3.1415926530

m = 3.1415926535 ...



8 1. KETTENBRUCHE

Satz 4. Von zwei aufeinanderfolgenden Ndherungsbriichen an die irrationale reelle Zahl o geniigt zu-
mindest eine der Ungleichung

o=ty
a—Ll« —
¢ 2
Beweis: Wir nehmen an, |a — £2=2| > 1 und |a — 22| > L. Dann gilt:
gn—1 ! = 2q7_, gn ' — 4q;
LT S NS Y F G

In—10n Q-1 40 2054 243
was sofort ¢,_1 = ¢, impliziert, also notwendig n = 1 und q9 = ¢; = a; = 1, also g» = 2 und damit
1 1 1
o- B Lo L

q1 192 2q1°

ein Widerspruch zu unserer Annahme. B

Der folgende Satz gibt eine Umkehrung dieser Aussage:

SATZ 5. Ist o irrational mit |o — $| < 7=, so gibt es ein n mut
a_

b g’
d.h. § st ein Niherungsbruch.

Beweis: Wir nehmen an, ¢ liegt zwischen Z"—‘i und z"ﬁ und ist von beiden Zahlen verschieden. Dann
e w

gilt zunéchst:

1 a - - 1
<lg-Prlica - P2t < ,
bQH—l b In—-1 In—-1 In—19n
also ¢, < b. Andererseits ist
1 a  Pntl a 1
< |- - <la—+| < =,
b(JH+1 o | b In+41 | | b | 262
also ﬁ < 21—6. Damit gilt:
1 Pn a Pn a 1 1 1 1
— <=7 <Lljla-—|t+|loa—7|<—+ < — + 75,
b(Jn - |(Jn b| - | (Jn| | b| Indn+1 2b2 Qb(]n 2b?

woraus sofort b < ¢, folgt, ein Widerspruch zu oben hergeleiteter Aussage.
Zwei Fille haben wir noch nicht behandelt: ¢ < Z—g und % < ¢

e Der Fall ¢ < Z—g = ag. Der Abstand von ¢ zu Z—g ist mindestens 3, aber
a  po a 1
-2 <a— 2| < =5,
b qo <l b | 2h2
was einen Widerspruch gibt.
o a < B <& Alsoist
q1 b
1 < 1
bql 2[)2’
dh. £ < 2—16. Damit erhilt man
q1
1 a 1 1 1 1
o2 <o+

b V0 T S T S T
was sofort b < 1, also einen Widerspruch liefert.

SATZ 6. Ist « irrational reell, so erfillt mindestens einer von drei aufeinanderfolgenden Ndiherungs-

Pr—1 pPn Prt1 : :
i die Ungleichung

briichen

1
|a—£|<

g 52




1. KETTENBRUCHE 9

Beweis: Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gilt:

1
Indn+1

pn+1| 1 + 1
In+1 \/5(]721 \/5(]7214.1’

da die beiden Ndherungsbriiche auf verschiedenen Seiten von a liegen, und dies liefert sofort

=lo— 2o
n

V5 1
n - a5 4n <= 7
|4n+1 = <l < 54
also
dn+1 1‘1‘\/5
— < .
am — 2
Genauso findet man
n 1 5
n —I-\/_.
qn-1 — 2
Nun ist
1_|_q 1:(]-1-(] 1§a+1q+q 1:(]+1S +\/_’
dn dn In qn 2
also
QH—1<\/5_1
¢ — 2

Natiirlich hat man hier ein striktes Ungleichheitszeichen, also

n n— 1 -1
Gn_ gn-1 _ VEHIVE-1

1= ,
In—-1 dn 2 2

ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch und die Behauptung folgt. m

Wir wollen jetzt an einem Beispiel zeigen, dafl obiger Satz optimal ist, wenn man alle irrationalen reellen
Zahlen betrachtet.

Beispiel: Sei o = \/32_1. a geniigt der Gleichung f = z? + 2 — 1= 0. Sei g—" eine Folge rationaler Zahlen

mit

| bn| < 1
v e —
Cn Ac2

fiir alle n. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein &, zwischen o und i—" mit

fla) = f(&)

o
- S_Z = (&),
also
1 b, 1
2 <o — ;H?& +1] < A—CTQL|25n + 1],
d.h.

A <26, +1].

Wegen lim¢§,, = o folgt
A< V5,
d.h. die Zahl /5 in obigem Satz ist wirklich optimal.

Beispiele: In den folgenden Beispielen vergleichen wir numerisch fiir die ersten Naherungsbriiche Z—" die

Zahlen ¢2|a — £2] mit % =0.447....
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e Y =T
= Rl
3 0.141...
=z 0.061...
333
o
101319393 0633
13034130428 036 5
230382.31451 05 3 8
36162361879 02 8 8
89393573129 0613
265381 . o

1. KETTENBRUCHE

e Die Folge der entsprechenden Zahlen fiir o = e:
0.718,0.282,0.465,0.507,0.196,0.479, 0.507,
0.141,0.488,0.504,0.110,0.493,0.502,0.091, 0.495



KAPITEL 2

Die Pellsche Gleichung und quadratische Irrationalititen

Zur Motivation betrachten wir folgendes

Beispiel: Bestimme die ganzzahligen Losungen z,y € Z der Pellschen Gleichung
2 — 13y = 1.

e Auf den ersten Blick sieht man die trivialen Losungen £(1,0). Wir beschranken uns im folgenden
also auf den Fall y # 0.

o Geometrisch hat man eine Hyperbel vor sich. Die Frage ist, wo diese das Gitter Z? schneidet. Es
gibt zwei Asymptoten:
r = +V13y.

e Eine Losung (x,y) mit y # 0 liefert also eine Naherung 5 fiir v/13. Hat das etwas mit Ketten-
briichen zu tun?
e Sei (z,y) eine Losung und 0.E. z,y > 0. Dann gilt:

1 1 1
Viz— 2= < <
| Y y(z +V13y)  V13y* 27

also ist 5 ein Naherungsbruch fiir /13.
e Wir berechnen numerisch die Kettenbruchentwicklung von v/13 und dazu p? — 13¢2:

An | Pn dn pTZL - 13(]721
3 3 1 -4
1 4 1 3
1 7 2 -3
1 11 3 4
1 18 5 -1
6 | 119 33 4
1] 137 | 38 -3
1 | 256 71 3
11393 | 109 -4
1] 649 | 180 1
6 | 4287 | 1189 -4

e Also haben wir zumindest eine nichttriviale Losung gefunden: (649, 180).
e Wie findet man nun die weiteren Lésungen der Pellschen Gleichung. Kann man von vorneherein
etwas iiber die Kettenbruchentwicklung von /13 sagen? Ist sie periodisch?

Im folgenden verstehen wir unter einer reellquadratischen Zahl a eine reelle Zahl «, die einer quadratischen
Gleichung
Aa? 4+ Ba+C =0
geniigt mit A, B, C' € Z, nicht alle gleich 0.
SATZ 7. Ist
a=[ag,a1,...,0r—1,T, -, Gryk_1],
so ist a reellquadratisch.

Bewets:

11



12 2. DIE PELLSCHE GLEICHUNG UND QUADRATISCHE IRRATIONALITATEN

o Wir betrachten zunichst den Fall, dafi die Kettenbruchentwicklung rein periodisch ist:

a = [ag, .-, ap_1]-
Dann i1st
_ apg—1+ pr—2
aqr—1+ qr—2’
also

Gr—10” + (gh—2 — Pr—1) — Pz = 0,
woraus sofort die Behauptung folgt.
e Im allgemeinen ist

o = [Clo, A1y ey Qp—1,CQpy ...y a7‘+k—1]a
also ist
6 = [aTa B a7‘+k—1]
reellquadratisch und wegen
_ Bpr_1+pros
o= 2Er=l =2
Bar-1+ qr—2
ist & € Q(f), also auch reellquadratisch, da es nicht rational sein kann. B

Beispiel: Der einfachste Fall einer periodischen Kettenbruchentwicklung ist der Fall
a=[m,mm,...]
mit einer natiirlichen Zahl m. Dann ist also « = m + é Aufgelost also

m+vm2+4
5 )

Fir m =1,2,3,4,5,6 erhélt man explizit

1 5 3 13 5 29
+2f,1+ﬂ,+Tv,z+¢5,+Tf,3+m

Wir wollen uns jetzt mit der Umkehrung des Satzes beschéftigen.

LEMMA 1. Jede reelle quadratische Zahl o ldfit sich schreiben in der Form

b+d

C

mit c|b® — d.

Beweis: a geniigt einer Gleichung Aa? + Ba 4+ C = 0 mit A, B,C € Z. Dann ist
—B++vB?—-4AC q B+ +vB?2—-4AC
a = oder a =
2A —2A
und offensichtlich teilt 24 die Zahl (£B)? — (B? — 4AC). m

LEMMA 2. Ista = b+c\/d
rekursiv aus

eine reellquadratische Zahl mit c|b?>—d, so ergibt sich die Kettenbruchentwicklung

2
d— bn+1 bn+1 + \/E
Ap = LanJa bn+1 = ApCpn — bna Cn4+1 = 5 QOp41 =

Cn Cn+1

und man hat wieder ¢, 11|02, — d.

Beweis: Natiirlich muff man setzen a, = |y, ]. Da nun o, = a, + T folgt

QAp41
o _ 1 _ Cn _ Cn (bn+1 + \/E) _ bn+1 + \/E
n Qp — Qn (bn - ancn) + \/E d— b721+1 —‘i'—d_:i 1
A=y

Nun ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl, die wir ¢, 41 setzen; natiirlich gilt ¢, 1162, —d. m

Cn
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Wir wissen nun
_ UpPn—1 +pn—2

Opdn-1 + qn—2
Losen wir dies nach a,, auf, so erhalten wir

P =
n-1®— ="
Ubergang zu den Konjugierten ergibt
ail — _n—2 Oz: o gg—z§
n—1 Q" — =
Fir hinreichend grofles n ist also
al, < 0.

n

Weiter rechnet man nach
/ _ (_1)n
gn-1(a), + 1) = (gr=1 — gn_2) = —O/qn—1 P

also
1 (="
! 1= ne1— Qn— .
R =) n—1(0 — pq—ZIi)]

Daraus sieht man, daB fUr grofie n gilt: o}, > —1, also haben wir insgesamt fiir grofle n:

—1<a, <0<1<ay,.
DEFINITION 1. Ein reellquadratisches o heifit reduziert, falls gilt

—1<a <0 unda>1.
LEMMA 3. Set a = % mit c|b? — d. Dann ist a genau dann reduziert, wenn gilt:

1<b<Vdund Vd—b<c<Vd+b.

Insbesonder st 1 < e < 2V/d.
Beweis: Wir nehmen an, daf§ « reduziert ist, d.h.

—l<a' <0<l<a.
Aus o < a folgt zunéchst ¢ > 1. Aus 1 < v — o/ = # folgt ¢ < 2¢/d. Aus 0 < a4+ o' = 2 folgt b > 1

c
und aus 0 > o/ = # dann b < v/d. Unter diesen Bedingungen sieht man nun sofort das Kriterium fiir

Reduziertheit. ®

Ist

c¢|b? — d und o reduziert},
so haben wir gerade gesehen:

FoLGERUNG 3. R(d) ist endlich.

LEMMA 4. 1. Der Nachfolger einer reduzierten Zahl in der Kettenbruchentwicklung ist wieder redu-
ziert.
2. Es qibt nur einen méglichen reduzierten Vorginger in der Kettenbruchentwicklung einer reduzier-
ten Zahl.
Beweis:

1. Wir haben a« = a + % mit 7 > 1. Auflerdem § = ﬁ und daher & =
sofort —1 < @ < 0, also ist 3 reduziert.

a,l_a. Daraus ersieht man
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2. Seil « reduziert und v ein Vorgénger in der Kettenbruchentwicklung, d.h. v = ¢ + % ~ ist genau
dann reduziert, wenn ¢ > 1 und ¢ so, daf§

1
—1<C+—/<0,
(0%
d.h. )

Also ist v eindeutig bestimmt. B

SATZ 8. Genau die reduzierten a haben eine rein periodische Kettenbruchentwicklung.

Bewets:

o Ist die Kettenbruchentwicklung von « rein periodisch, so ist fiir grofie n «,, reduziert. Da auch «
dabei vorkommt, folgt die Behauptung.

e Sei « reduziert. Da die Menge R(d) endlich ist, mufl die Kettenbruchentwicklung irgendwann rein
periodisch werden. Sei [ die minimale Periode und m minimal mit oy, = apmyr. Wir sind fertig,
falls mm = 0 ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall: Dann hétte oy, die zwei verschiedenen
reduzierten Vorgénger a,,—1 und ap,yi—1, was aber nicht sein kann. Daher folgt die Behauptung.
|

Ist « reellquadratisch, so haben wir gesehen, daf fiir grofle n die Zahl «,, reduziert ist, also hat a,, eine
rein periodische Kettenbruchentwicklung. Damit folgt insgesamt:

FoLGERUNG 4. Genau die reellquadratischen Zahlen haben eine periodische Kettenbruchentwicklung.
Beispiel: d = 79. Dann besteht R(79) aus den 16 Zahlen
(3,7),(3,10),(4,7),(4,9),(5,6),(5,9),(7,2),(7,3),
(7,5),(7,6),(7,10),(7,15),(8,1),(8,3),(8,5), (8, 15),

wobei (b, ¢) fiir die Zahl @ steht. Betrachtet man die Kettenbruchentwicklung entstehen 3 Zykel:

(3,7 = (4,9) = (5,6) = (7,5) = (8,3) = (7,10) = (3,7) ...,

(3,10) = (7,3) = (8,5) = (7,6) = (5,9) = (4,7) = (3,10) .. .,

(7,2) = (7,15) = (8,1) = (8,15) = (7,2) .. ..

Nun ein einfaches Beispiel: Fangen wir mit o = an, so erhalten wir

(—47,71) = (=24, -7) — (10,3) = (8,5),

und die letzte Zahl ist bereits reduziert.

Fragen:
o Wie grof} ist R(d)?
e In wieviele Zykel zerfallt R(d)?
o Wie lang 1st die Kettenbruchentwicklung?
o Zeige, daf gilt
Vd = [ag, a1, 2a]
mit a; = ap_; firi=1,...,k— 1.

Bemerkung: Wir wollen nun nochmals die Pellsche Gleichung betrachten. Sei d eine natiirliche Zahl,
aber kein Quadrat. Sind z, y natiirliche Zahlen mit 2? — dy? = 1, so gilt:

a 1 1 1
|\/E__|: < <573
vooyle+Vdy) y-2dy 2
— Pn

also ist 5 ein Naherungsbruch, d.h. es gibt ein n mit 5 =1 Dies motiviert das Folgende:

n
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Wir wollen nun die Kettenbruchentwicklung von v/d niher untersuchen. Ist o = g = \/E, soist ag = L\/EJ
und oy = m. Man sieht sofort, daff ay reduziert ist. Der reduzierte Vorgidnger von «; ist dann

&o = [Vd]| +Vd.
Wir wollen nun die Gleichung p2 — dgq? =7 untersuchen. Es ist
\/E _ Ay 1Pn + Pn-1 .

Xnt1Gn + gn-1
bupr+Vd

Cn41

Pn = bn+1Qn + Cn4+1qn—1 und dQH = bn+1pn + Cn4+1Pn—-1,

Setzt man hier ap4q = ein und macht dann Koeffizientenvergleich, so erhélt man:

also

przl - dqrzl == Cn+1(ann—1 - pn—IQH) == Cn+1(_1)n+1
Nun ist apq1 reduziert, also ist die Frage, wann c¢,41 = 1 gilt. Die Reduziertheitsbedingung liefert
0<Vd-— bpy1 < cpg1 = 1, also ist by yy = L\/EJ und damit a,41 = ég. Die Umkehrung ist klar. n 4+ 1

1st also ein Vielfaches der Periode k. Dann haben wir:

p2 —dg: = (-1)"" <= n+1="»>kmit > 1.

Ergebnis: Sie Losungen z,y € N der Pellschen Gleichung sind die Paare

o (pos—1,9-1), £ =1,2,..., falls die Periode k gerade ist,
o (pack—1,q20-1), £ = 1,2,. .., falls die Periode k ungerade ist.

Ein theoretisches Verstédndnis der Losungen liefert der Satz:
SATZ 9. Set d > 1 kein Quadrat. Dann ist
P(d)= {x—i—\/ay 2t —dy* =12,y € Z}
ewne Gruppe beziighich der Multiplikation, und zwar
Pd) = {1 + VA" n € 2,
wo (x1,y1) die kleinste Losung der Pellschen Gleichung in natirlichen Zahlen ist. (P(d) ist eine Unter-
gruppe der Einheitengruppe von Z[\/E])

Bewets:

e Die Gruppeneigenschaft ist sofort zu sehen.

e Die logarithmische Abbildung ¢ : P(d) — R?, die durch
¢(@) = (Inal,Infa’])

gegeben ist, hat als Bild eine diskrete Untergruppe von {(z,y) € R? : # + y = 0} und als Kern
{+£1}, wie man leicht sieht. Daraus folgt dann auch die zweite Behauptung. ®

Was passiert, wenn man nach rationalen Lésungen fragt?

Beispiel: Die kleinste nichttriviale ganzzahlige Losung von

2 — 109y =1
war
(158070671986249, 15140424455100).
Wir suchen jetzt nach Losungen (£, 2) mit |al, [b], |e| < 100 und finden

55 1, 59 3, 67 5, 79 7. 95 9
(1,0), (54’ 54)’ (50’ 50)’ (42’ 42)’ (30’ 30)’ (14’ 14)'
Es scheint also auch einfache Lésungen zu geben.
Geometrische Idee: Lege Gerade durch (1,0) mit Steigung ¢ und berechne den anderen Schnittpunkt mit
der Hyperbel. Wir machen also den Ansatz y = t(x — 1) und setzen ein:

0=2’—109y"—1 = &*—109t*(z—1)*—1 = (1-109¢*)2* +-218t* 2+ (—1-109t*) = (z—1)(z—109t*z+109t*+1)
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Neben der Losung (#,y) = (1,0) gibt es also noch die Losung

1097 +1 2t

(9 = (g — 1 Toee =1

Man erhélt so fast eine Bijektion zwischen den Punkten der Kurve und den Punkten der affinen Geraden
der der Koordinate ¢.
Bemerkung: Man kann jetzt versuchen, die ¢ € Q herauszufinden, die zu einer ganzzahligen Losung der
Pellschen Gleichung fithren. Dabei stellt man aber fest, dafl man wieder Gleichungen vom Pellschen Typ
zu 16sen hat. Wir machen den Ansatz ¢t = 7. Dann ist

_ 109u? 4 v? _ 2uv
T 100w =2 YT 09w — o2
die Bedingung lautet also 109u? — v?|109u? + v? und 109u? — v?|2uv.
e Falls ein p existiert mit p|109u? — v?: Man sieht sofort, dal dann p|2 - 109u? gilt. Da aber p die
Zahl u nicht teilen kann, gilt p = 2 oder p = 109.
— Falls p = 2 ist, so ist ¥ = v = 1 mod 2. Wegen 109u? — v = 0 mod 4 und 2uv = 2 mod 4
wére dann aber y nicht ganz, ein Widerspruch.
— Falls p = 109, so gilt 109]v, d.h. v = 109w. Also 109u? — v? = 109(u? — 109w?). Da nun 109
die Zahl u? — 109w? nicht mehr teilen kann, mufl gelten u? — 109w? = 41, was wieder eine
Pellsche Gleichung ist.
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Die Kettenbruchentwicklung von v/d und die kleinste Losung der Pellschen Gleichung

2 —dy? =1.
d Kettenbruchentwicklung von Vd X y
2 [1,2] 3 2
3 [1,1,2] 2 1
5 [2,4 9 4
6 (2,2, 4] 5 2
7 [2,1,1,1,4] 8 3
8 [2,1,4] 3 1
10 [3, 6] 19 6
11 3,3,6 10 3
12 3,2, 6] 7 2
13 [3,1,1,1,1,6] 649 180
14 [3,1,2,1,6] 15 4
15 [3,1,6] 4 1
17 [4,8] 33 8
18 [4,4,8] 17 4
19 [4,2,1,3,1,2,8] 170 39
20 [4,2,8] 9 2
21 [4,1,1,2,1,1,8 55 12
22 [4,1,2,4,2,1,8] 197 42
23 [4,1,3,1,8] 24 5
24 [4,1,8 5 1
26 [5, 10] 51 10
27 [5,5,10] 26 5
28 [5,3,2,3,10] 127 24
29 [5,2,1,1,2,10] 9801 1820
30 [5,2,10] 11 2
31 [5,1,1,3,5,3,1,1, 10 1520 273
32 [5,1,1,1,10] 17 3
33 51,2,1,10 23 4
34 51,4,1,10 35 6
35 [5,1,10] 6 1
37 [6,12] 73 12
38 [6,6,12] 37 6
39 [6,4,12] 25 4
40 [6,3,12] 19 3
41 [6,2,2,17 2049 320
42 [6,2,12] 13 2
43 [6,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12] 3482 531
44 [6,1,1,1,2,1,1,1,17 199 30
45 [6,1,2,2,2,1,12] 161 24
46 [6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12] 24335 3588
47 [6,1,5,1,12] 48 7
48 [6,1,12] 7 1
50 [7,14] 99 14
51 [7,7,14] 50 7
52 [7,4,1,2,1,4,14] 649 90
53 [7,3,1,1,3,14] 66249 9100
54 [7,2,1,6,1,2,14] 485 66
55 [7,2,2,2,14] 89 12
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56 [7,2, 1] 15 2
57 [7.1,1,4,1,1,1 151 20
58 [T LLL1LLL 14 19603 2574
59 [7.1,2,7,2,1, 1 530 69
60 [7.1,2,1, 14 31 1
61 [7.1,4,3,1,2,2,1,3 4,1, 11 1766319049 226153980
62 [7,1,6,1, 14 63 8
63 [7,1, 1] 8 1
65 8, 16] 129 16
66 8,8, 10] 65 8
67 [85,2,1,1,7,1,1,2,5, 10 18842 5967
68 8,1, 10] 33 1
69 [8,3,3,1,4,1,3,3,10] 7775 936
70 [8,2,1,2,1,2,10] 251 30
71 [8,2,2,1,7,1,2,2,10] 3430 113
72 8,2, 10] 17 2
73 [8,1,1,5,5,1,1,10] 2281249 267000
74 [8,T,1,1,1,10] 3699 130
75 [8,T,L, 1,16 26 3
76 [8,1,2,1,1,5,4,5,1,1,2,1,10] 57799 6630
7 [8,1,3,2,3,1,10] 351 10
78 [8,1,4,1,16] 53 6
79 [8,1,7,1,16] 80 9
80 8,1, 10] 9 1
82 [9, 18] 163 18
83 9,9,18 82 9
84 9,6,18 55 6
85 [9,4,1,1,4,18 285769 30996
86 [0.3,L1,1,8 L1,1,3, 1§ 10405 1122
87 [9,3, 18] 28 3
88 [9,2,1,1,1,2,18 197 21
89 [9,2,3,3,2,18] 500001 53000
90 [9,2, 18] 19 2
91 [9,1,1,5,1,5, L1, 18] 1574 165
92 [9.1,1,2,4,2,1,1, 18] 1151 120
93 [0,1,1,1,4,6,4,1,1,1, I3 12151 1260
94 |9,1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2, L, 1§ 2143295 221064
95 9,1,2,1,18 39 1
96 9,1,3,1,18 19 5
97 0,55, L1, 01,15 118 62809633 6377352
98 [9,1,8, 1,18 99 10
99 [0,T, 18] 10 1
101 [10, 20] 201 20
102 [10, 10, 20] 101 10
103 [10,6,1,2,1,1,9,1,1,2, 1,6, 20] 227528 22419
104 10,5, 20] 51 5
105 [10, 7, 20] 41 1
106 [10,3,2,1,1,1,1,2,3,20] 32080051 3115890
107 [10,2,1,9,1,2,20] 962 93
108 [10,2,1,1,4,1, 1,2, 20] 1351 130
109 | [10,2,3,1,2,4,1,6,6,1,4,2,1,3,2,20] | 158070671986249 | 15140424455100
110 [10, 2, 20] 21 2
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KAPITEL 3
Approximation algebraischer Zahlen

Beispiel: Suche alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung
23— 2y = 1.
Auf den ersten Blick sieht man die Losungen (1,0) und (—1,1). Gibt es weitere? Wie sieht die Kurve
geometrisch aus? Sie hat die Asymptote = ay, wo o3 = 2 ist. Wir kénnen o.E. z,y > 1 annehmen,
wenn wir die Gleichung 3 — 2y = £1 betrachten. Dann gilt:
1 < 1
y(2? + ary + o?y?)  a?yd

Es gilt sicher fiir y > 2: O{%ya < zy%, weshalb 5 als Naherungbruch in der Kettenbruchentwicklung von «

o= )=
y

auftaucht.
Als betrachten wir die Kettenbruchentwicklung von «. In nachfolgender Tabelle steht
N, ny Prs Gns o~ 24,
0,1,1,1,-1
1,3,4,3,10
2,1,5,4,-3
3,5,29,23,55
4,1,34,27,—62
5,1,63,50,47
6,4,286,227, -510
7,1,349,277,683
8,1,635,504, —253
9,8,5429,4309, 17331
10,1, 6064, 4813, —1450
11,14,90325,71691, 293383
12,1, 96389, 76504, —32259

13,10,1054215, 836731, 1376593

21
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14,2,2204819, 1749966, —4836133
15,1, 3259034, 2586697, 2589558
16, 4,15240955, 12096754, —4554253
17,12,186150494, 147747745, 295716534
18,2, 387541943, 307592244, —381236761
19,3, 1348776323, 1070524477, 1671371601

20, 2, 3085094589, 2448641198, —6671050315
Vermutungen:
o Es gibt keine weitere Losung fiir 23 — 23 = 1.
e Die Gleichung z® — 2y® = m fiir festes m mit 1 < m < 100 hat nur fiir
m € {1,3,10,47,55,62}
eine Losung, und zwar die oben sichtbaren.

Die Zahl « 148t sich also anscheinend nicht zu gut durch rationale Zahlen approximieren.

Eine algebraische Zahl « ist eine komplexe Zahl, die einer polynomialen Gleichung {iber Q@ geniigt, d.h.
es gibt ag,...,aq € Z mit

aoad—|—~~~—|—ad_1a—|—ad:0.
Das minimale d mit dieser Eigenschaft nennt man den Grad d der algebraischen Zahl a. Also d = [Q(«) :
Ql.

Algebraische Zahlen lassen sich nicht zu gut durch rationale Zahlen approximieren. Es gilt folgender Satz
von Liouville.

SaTz 10. Ist « eine algebraische Zahl vom Grad d > 1, so gibt es eine Konstante c(a) > 0 mit der
FEigenschaft, daf fiir jeden rationalen Bruch f]—’ qilt:

P cla)
|a - _| Z i
q q
Ist f € Z[z] ein Minimalpolynom von «, so kann man wdhlen
1

Zi:l !

Beweis: Sei f(x) € Z[x] ein Minimalpolynom von «. Dann hat man die Taylorreihenentwicklung

4 E) (g .
= Iy

Sei nun 2—’ eine rationale Zahl und |o — f]—’| < 1. Dann ist
p p
)<

1
g Sl =127y

woraus die Behauptung folgt. Im Falle |o — f]—’| > 1 folgt damit die Behauptung trivialerweise.

Den Satz von Liouville kann man nun umgekehrt zur Konstruktion transzendenter Zahlen benutzen. Wir
nennen eine reelle Zahl o eine Liouvillesche Zahl, wenn fiir jedes N € N die Ungleichung

p 1
lo— = | < —
g gV
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unendlich viele Losungen besitzt.
SATZ 11. Eine Liouvillesche Zahl o 1st transzendent.
Beweis: Angenommen, o wire algebraisch vom Grad d. Dann hétten wir eine Ungleichung

1
cla <

fiir unendlich viele ¢. Das kann aber nicht sein, wenn N > d ist. Also ist « nicht algebraisch. B

Beispiel: Die reelle Zahl

1
Cnw
ist eine Liouville-Zahl, also transzendent.

o Qe — 1qn! _ 1 :
Bewets: Sei n > N und ¢ = 10™ und f]—’ =>7", Tgwr- Dann ist

n oQ

1 1 1 10 1 1
0<a_210i!: Z 10i!< Z 10k:§qn+1<qN'
i=1 i=nt1 k> (n+1)!

Da dies fiir alle n > N gilt, ist « Liouvillesch. B

Wie ist nun das Verhéltnis zwischen algebraischen und transzendenten Zahlen?

SATZ 12. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzdhlbar.
Beweis: Sei fiir N € N
Av={a€C:apa+ - +as=0,(ao,..., aq) € ZH! —{0},Z|ai| < N}

Dann ist Anx eine endliche Menge. Also ist UAy abzéhlbar. UAw 1st aber genau die Menge der algebrai-
schen Zahlen. m

Bemerkungen:

e Da R und C iiberabzdhlbar sind, gibt es also transzendente Zahlen.

e Ein sehr einfaches Beispiel einer transzendenten Zahl erhélt man mit dem Satz von Liouville.

e Eine abzdhlbare Menge hat Lebesgue-Mafl 0. Im Sinne des Lebesgueschen Mafles sind also fast
alle Zahlen transzendent.

Wie gut 148t sich nun eine allgemeine Zahl approximieren? Wir definieren fiir § > 0:
1
S(@0) ={a€l0,1]: |a— B| < — hat unendlich viele Lésungen}
q q
Wir wissen bereits S(2) = [0, 1]. Sei also jetzt § > 2 vorausgesetzt. Sei weiter
1
S(0,q) ={a€]0,1]:|a— §| < i fiir ein p € Z}.

S(d, q) ist enthalten in der Vereinigung von Intervallen und

2
A(S(8,9)) > =
Nun ist
S(0) = N5y Uig (0.4,
Wegen
(o] = 2
MUgZoS(,q)) < PR

q=Q
)

ist klar, dal limg_, oo A(Ug>@S(d, q)) = 0 ist, also A(S(d) 0. Also ist S(d) eine Nullmenge.

Damit haben wir folgendes Ergebnis von Khintchine bewiesen:
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SATZ 13. Sei § > 2. Fiir fast alle reellen o hat die Ungleichung
p 1
a—=|< =
| ql 7
nur endlich viele Losungen.

FoLGERUNG b. Die Liouville-Zahlen bilden eine Nullmenge.

Frage: Welche Zahlen gehoren zu fast allen aus obigem Satz?

Bemerkung: Erfiillt 7 die Bedingung im Satz? Mahler (1953) konnte zeigen: Die Ungleichung
1

42

|7T—£|<
q q

hat nur endlich viele Lésungen.
Was kann man iiber algebraische Zahlen sagen, die uns eigentlich interessieren?
Vorausschau - Ergebnisse: Sei a algebraisch vom Grad d. Dann hat die Ungleichung
p 1
a— =< —
| q | i
nur endlich viele Lésungen fiir
e 1> d (Liouville 1844)
o 1> %—1—1 (Thue 1908/1909)
1> 2V/d (Siegel 1921)

w > V2d (Dyson 1947)
p# > 2 (Roth 1955). Fiir dieses Ergebnis erhielt Roth die Fields Medal.

Der Wichtigkeit halber nochmals:

SATZ 14. (Thue-Siegel-Roth) Fiir algebraisches o und p > 2 hat die Ungleichung
1
o= 2] < =
q g
nur endlich viele Lésungen in rationalen Zahlen ’q—’.

Anders formuliert:

SATZ 15. Zu einer irrationalen algebraischen Zahl oo und jedem € > 0 gibt es eine Konstante C(«, €) mit
der Fhigenschaft: Fiir jede rationale Zahl f]—’ qilt:

p, . Claye)

_| p .

Leider ist der Satz nicht effektiv, d.h. man kann nicht einfach C'(«, €) anschreiben. Fiir spezielle Zahlen
und spezielle Werte von e gibt es allerdings konkrete Ergebnisse.

o == >

Beispiel: Baker konnte zeigen, daf gilt

5 p 1
|\/§_ E| > qu.%s'

Verbesserungen gibt es von Chudnovsky, Baker, Stewart.



KAPITEL 4

Zwischenspiel: Die abc-Vermutung

Vorbemerkung: Ganze Zahlen und Polynome haben manches gemeinsam. So lassen sich auch Frage-
stellungen oder Einsichten oft transportieren und kénnen helfen, das Verstandnis zu vertiefen.

Sowohl Z als auch C[t] sind faktorielle Ringe, d.h. haben eindeutige Primfaktorzerlegung.

In Z hat man die Primzahlen, in C[t] sind die Polynome ¢ — @ die Primelemente.

In Z sind die Einheiten £1, in C[t] alle Konstanten # 0.

Die eindeutige Primfaktorzerlegung lautet dann jeweils

:I:Hp;“ und cH(t—ai)"’.

7

Die Grofle einer ganzen Zahl kann man durch den Absolutbetrag messen, die Gréfie eines Polynoms
durch seinen Grad.

Fiir ein Polynom f bezeichne ng(f) die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f. Dann hat Mason den
folgenden Satz gezeigt:
SATZ 16. Sind a,b, ¢ teilerfremde Polynome, nicht alle konstant, mit a+ b+ ¢ =0, so ist

max(grad(a), grad(b), grad(c)) < ng(abe) — 1.
Bevor wir den Beweis anschauen, wollen wir ein Beispiel betrachten, das die Niitzlichkeit des Satzes zeigt:
Beispiel: Fiir n > 3 gibt es keine Polynome (1), y(t), z(t) mit x(¢)” + y(t)” = z(t)" aufer sie sind
konstant.
Beweis: Wir nehmen an, es gébe solche Polynome. O.E. sind die Polynome teilerfremd. Sei d der maximale
Grad. Dann sagt unsere Ungleichung

nd < 3d — 1,

was nicht sein kann. m

Wir n = 2 gibt es bekanntlich solche Polynome, wie die Identitét
= 1)+ (20)* = (2 + 1)?
zeigt.

Beweis des Satzes: O.E. sind a und b nicht konstant. Wir miissen dann nur die Grade von a« und b

abschatzen. Sei
a=Tlt—a™, b=Tl-8)", =Lt

Das Polynom N = [[(¢ —a;) [1(t — 3;) [ I(t — &) hat dann Grad ng(abc). Sei f = £ und g = %. Dann ist
f+g=1und f = —g'. Weiter gilt:

I m; T 9 _ n; T
T_Zt—ai_zt—%’ ;_Zt—]ﬁj -2

t—
Dann ist der Grad von NTfI und NTgI sicher < grad(N) — 1. Nun haben wir ag = bf, woraus sofort
Nf’ Ng'
a - =—b-
f g
folgt und daraus wegen der Teilerfremdheit von a und b, daf3
Ng' Nf’
al I und bl ff ,

25
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woraus fiir die Grade sofort grad(a) < ng(abe) — 1 folgt und das gleiche fiir 6. Daraus ergibt sich die
Behauptung. ®

Wie iibersetzt sich nun der Satz von Mason in die Zahlentheorie? — Inspiriert durch Arbeiten von Mason,
Frey, Szpiro entstand folgende auf Masser und Oesterlé zuriickgehende Vermutung:

abe-Vermutung: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Konstante C(€) > 0 mit der Eigenschaft: Sind a,b, ¢ ganze
Zahlen mat

a+b+c=0 und ged(a, b, c) =1,
so gilt

max(Jal, |b], le]) < C(e) - (T »)***.

plabe

Auf der rechten Seite steht also nur das Produkt der auftretenden Primzahlen, héhere Potenzen werden
nicht berticksichtigt. Wir schreiben auch P(a) = lea p. DaB in der Vermutung auf das € im Exponenten
nicht verzichtet werden kann, werden wir weiter unten sehen.

Beispiel: Wir betrachten 2™ 4+ 1 = £ als Testfall.

Gleichung Maximum | P(2k)
254+ 1 =32 9 6
2°41=33-19 513 114
210 411 =5%.41 1025 410
227 41 =3%.19- 87211 | 134217729 | 9942054

Die Michtigkeit der abe-Vermutung soll nun an einigen Beispielen erldutert werden.

Die Fermatsche Vermutung. Sie besagt, dafi fiir n > 3 die Gleichung

n

" + yn — -
keine Losungen in natiirlichen Zahlen z, y, z besitzt. Sie ist bewiesen fiir n < 125000 (7). Ein von Faltings
bewiesener Satz impliziert, daf obige Gleichung fiir n > 4 nur endlich viele teilerfremde Losungen besitzt.
Was 148t sich nun mit der abe-Vermutung machen? Wir wenden sie fiir ¢ = 0.1 an und schreiben einfach
C' = C(0.1). Dann ist
s S C. (xyz)l.l S C. 23.3.
Sei 0.E. n > 4. Dann ist also
Zn—3.3 S C.

Wegen z > 2 sind dann nur endlich viele n’s moglich, damit auch nur endlich viele z’s etc. D.h. die
Fermatsche Vermutung gilt fiir grofie n. Man kann Genaueres sagen, wenn man C' kennt.

Die Catalansche Vermutung. Wir betrachten die Gleichung
" — ym -1

in natiirlichen Zahlen x,y,m,n > 2. Durch Probieren findet man, dafl 32 — 23 = 1 eine Losung ist. Die
Catalansche Vermutung ist, daf dies die einzige Losung ist.

1976 bewies Tijdeman mit Methoden von Baker (Linearformen in Logarithmen), daff es nur endlich viele
Lésungen der Catalanschen Gleichung gibt.

Was sagt die abe-Vermutung? Sicher gilt:
ym < " S C(l‘y)l'l

Wir unterscheiden der Einfachkeit halber ein paar Félle:
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e n > 3. Dann ist y? < y™ < 2", also y < 2" womit man erhilt:
< Cx(1+n/2)~1.1
oder umgeformt:
0511 <
Wegen n > 3 ist damit # beschrénkt und natiirlich auch n. Damit sind auch y und m beschrankt.
e m > 3. Man hat 2% < 2" < 2y < 4y™, also # < 2y™/?. Damit:
ym < 4Cy(1+m/2)~1.1.
Analog wie vorher erhélt man
yOA5m=11 < 4

Damit folgt sofort wieder die Beschranktheit von z,y, m,n.
e m=n=2. Aus (x — y)(2 + y) = 1 sieht man sofort, daf keine Losungen x,y > 1 existieren.

Am Beispiel der Fermatschen und der Catalanschen Vermutung sieht man, wie méchtig die abe-Vermutung
ist.

Das folgende Beispiel zeigt, daBl man auf das ¢ im Exponenten nicht verzichten kann.

Beispiel: Wir zeigen zunéchst, daf fiir n > 1 gilt
32n 1= 2n+2 Can

mit einer ungeraden natiirlichen Zahl «a,,.
Beweis durch Induktion: Fiir n = 1 hat man 32 — 1 = 23 . 1. Sei die Behauptung bereits fiir n bewiesen.

Dann i1st
g+l

37 1= -1+ 1) =2"a, 2 by,
wobei b, ungerade sein muf}. Damit folgt die Behauptung. B

Wir betrachten nun
32" 32" 2n+1

> — =
P(3-2-a,) —3.9.3% 3

gn+2

und sehen sofort, dafl der Quotient mit n — oo gegen oo konvergiert, also kann man auf das € im
Exponenten der abe-Vermutung nicht verzichten.

Aufgabe: Untersuche dieses Beispiel, um eine Abschitzung fiir C'(¢) zu erhalten.

Beispiele:
1. Esist 57-7=2-37 + 1, also muf} gelten
5. T<C(e) - (2-3-5-7)1¢ also 4375 < C(e) - 210

Also erhélt man

4375
€ 2 gipre-
2. Es ist
221 .93 =32.55.73 4 112
und damit hat man
22123 <C(e)-(2-3-5-7-11-23)17¢ oder 48234496 < C(¢) - 53130 <.
Also 48234496
Cle) > ——
() 2 531301+

Damit erhalt man durch Einsetzen:

C(0) > 907, C(0.1) > 305, (C(0.2)> 103, (C(0.3)> 34.
3. Aufgabe: Finde weitere solcher Gleichungen.
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Beispiel: Bei Betrachtung der Gleichung 3 — 2y = 1 hatten wir die Niherungsbriiche Z—" aus der

Kettenbruchentwicklung zu v/2 genommen und p3 — 2¢3 = =£t,, angeschaut (¢, > 0). Durch Einsetzen
hatten wir den Eindruck, daB ¢, grof wird. Kann man das mit der abe-Vermutung sehen?
Wir nehmen der Einfachkeit halber an, dafl 2 das p, nicht teilt. Da Z—;‘ ~ /2 ist g, < p,, also folgt mit
abc und € < 1:

P < C(E)(pn  20n - tn)H < 2HC()pr P4,

und damit

1 11—_'—26
1, > ———— €
" /O

Das zeigt, dafl ¢, mindestens so wie p, wichst, was gut mit der Beobachtung tibereinstimmt. (Aufgabe:
Leite eine analoge Aussage mit dem Satz von Thue-Siegel-Roth her.)

Zum Schluf wollen wir noch die Frage streifen, wie groff die Lésungen der Mordell-Gleichung y? = 23+ k
in Abhéngigkeit von k sein kénnen.

Beispiel: Wir nehmen teilerfremde Polynome f und g und wollen sie so konstruieren, dal f3 — g2
méoglichst kleinen Grad hat. Also f3 — g2 = h. Was ist mdglich? Damit sich der héchste Koeffizient
herausheben kann, wihlen wir 3grad(f) = 2grad(g). Dann sagt uns der Satz:

3grad(f) < grad(f) + grad(g) + grad(k) —1 = ggrad(f) + grad(h) — 1,

also )
grad(h) > igrad(f) + 1.

Gibt es dazu Beispiele? Eines erhélt man mit

1
F=t+4* 4106246, ¢g=1t"+6t" 4215 4+ 35¢3 + 62—315, h=27t" + %tz + 216.
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Der Satz von Thue-Siegel-Roth

Der Satz von Thue-Siegel-Roth, fiir dessen Beweis Roth 1958 die Fields medal erhielt, lautet:

SATZ 17. Ist a eine algebraische Zahl und p > 2, so gibt es nur endlich viele rationale Zahlen 2—’ mat

1
o= 1< —.
¢ g
Bemerkung: Wir haben den Satz bereits gezeigt fiir p = d, wenn d der Grad der algebraischen Zahl ist.
(Satz von Liouville.)

1. Beweisversuch:

1. Wihle f € Z[z] vom Grad r mit Multiplizitit m in o, d.h. f(a) = - = f®=Y(a) = 0.
2. Erfillt f]—’ obige Ungleichung fiir p, so ist entweder f(’ql) = 0 oder f(’ql) # 0 und damit

1

S <=1y f(”(“)dg — )i <ea- P o

3. Ist > - so kann es also nur endlich viele Lésungen geben.

4. Die Frage ist also: Wie klein kann -
Grad d, so gilt

f(x) = g(x)"h(z)

mit einem weiteren Polynom h(z) € Q[z]. Gradvergleich liefert

gemacht werden? Ist g(x) das Minimalpolynom von « vom

r = md + grad(h),

also
r

—:d—l—...,

m
also kénnen wir so nur u > d erhalten, was wir aber bereits bewiesen haben.
5. Ein Polynom in einer Verdnderlichen reicht also nicht aus.

2. Beweisversuch:

1. Wéhle ein Polynom in zwei Veranderlichen f(z,y) € Z[x, y] mit f(a, o) = 0, d.h. eine ebene Kurve
f(z,y) =0, die den Punkt (o, ) enthilt.

2. Ist 2—’ eine gute Approximation an «, so kann man versuchen f(%, ’q—’) anzuschauen. Aber es wird
sofort klar, dafl das nicht weiterfiihrt, da die eigentlich nur Eigenschaften des Polynoms f(z, #) in
einer Verdnderlichen ausnutzt, was wir bereits vorher abgehandelt haben.

3. Wir kénnen nun zwel verschiedene Approximationen betrachten:

1

75

1
|a—1£|<—uund |a—]£|<
q1 q q2 2

1

4. Ist f(%, (;Lj) = 0, so kénnen wir nichts sagen. 1. Schwierigkeit.
5. Falls f(&, B2} £ 0, so gilt:

q_l’qz)
1 1 1
i < Y el < e
41 42 i+j>m 1 9 gl

falls go > ¢ ist. Aber hieraus kann man auch nichts ableiten, wenn man nicht die Beziehung
zwischen ¢ und ¢ im Gniff hat.

29
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Folgendes Beispiel soll einen Eindruck geben, dafl man bei Polynomen in mehreren Verdnderlichen mehr
Freiheiten hat, als bei Polynomen in einer Verdnderlichen.

Beispiel: Wir wollen die Polynome f(z,y) € Z[x,y] vom Totalgrad < 3 bestimmen, die in (o, ) ver-
schwinden. Dabei o® = 2. Wir machen den Ansatz
f=ao+ a1z + agy + azx® + asry + asy’ + asx® + are’y + agey? + agy®.
Nun setzen wir ein
fla,a) = (ag + 2as + 2a7 + 2ag + 2ag) + (a1 + as)o + (a3 + a4 + as)a?
und erhalten also drei lineare Gleichungen. Losen wir diese, so erhalten wir
f=a1(v—y) +as(x® = y*) + aa(zy — v*) + as(e® — 2) + azr(x®y — 2) + as(xy® — 2) + ao (y* — 2),
wobei die Koeffizienten beliebig in Z gewihlt werden koénnen. Will man haben, dal f in (o, o) mit
Vielfachheit 2 verschwindet, so mufi man noch die Bedingungen f,(a,«) = fy(o,a) = 0 erfiillen. Tut
man das, so erhdlt man
f=(x—y)*(as + az + (2a6 + az)y),
was nicht mehr sehr interessant ist.

Wir werden im weiteren Polynome in mehreren Verdnderlichen konstruieren, dhnlich wie im Beispiel.
Dabei muf3 auch die Grole der Koeffizienten abgeschétzt werden. Wie wir sahen, fithrt dies auf ein
lineares Gleichungssystem.

Es gilt folgendes Lemma von Siegel:

LEMMA b. Sei A = (ai;) eine ganzzahlige Matriz mit m Zeilen und n Spalten und n > m. Sei weiter
H = max(|a;;]). Dann gibt es ein x € Z", ¢ #£ 0 mit Ax =0, d.h.
n

E agr; =0 fire=1,...,m,

j=1
und
|#]|co = max(|z1],...,|za]) < (nH)#
Beweis: Sei
b, = — Z a;; und ¢; = Z ;.

a;;<0 a;;>0
Wahlt man eine natiirliche Zahl M und als Definitionsbereich

D=A{(z1,...,20) €Z" : 0 < z; < M},
so bildet die Matrix A die Menge D ab in die Menge
W={(y1,...,ym) €Z": =b;M < yi <c; M}
Fiir die Gréflen von D und W gilt:
#D=(M+1)", #W=T[b:M+eaM+1) < (nHM +1)™.

Sei nun
M = |(nH)"=m].
Dann 1st
M+1> (nH)7 = also (M +1)" > (nH)™(M + 1) = (nHM 4+ nH)™ > (nHM + 1)™,

insbesondere # D > #W. Also werden zwei verschiedene Punkte z’, " durch A auf den gleichen Punkt
in W abgebildet. Setzt man jetzt @ = &' — 2", so erfillt « die Bedingungen des Lemmas. B

Bemerkungen:

1. Da es mehr Unbekannte als Gleichungen gibt, ist klar, daB8 es nichttriviale Losungen in Q" und
damit in Z" gibt. Das Lemma behandelt die Frage nach der Existenz von kleinen Losungen.
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2. Der Exponent —=— fillt monoton in n. Fiir n = m + 1 hat man den Wert m, fiir n = 2m den
Wert 1, etc.

Wir nennen eine algebraische Zahl o ganzalgebraisch, wenn « einem ganzzahligen Polynom f(z) geniigt,
wo der hochste Koeffizient ganz ist. Dies ist damit dquivalent, dafl das normierte Minimalpolynom von

o Koeffizienten in Z hat. (Beispiele: v/2, /2, izg, nicht jedoch #)

Bemerkungen:
1. Sei « eine algebraische Zahl mit Minimalpolynom f(z) = 2% + ajz?~! + .-+ a4. Ist N € N, so
ilt:
¢ (Na)* 4+ (Nay)(Na)?=t + -+ (Nay) = 0.
Wihlt man N so, daB Nia; € Z ist, fiir alle ¢, so ist # := Na ganzalgebraisch, d.h. jede algebraische
Zahl o hat die Form % mit einer ganzalgebraischen Zahl 7 und einer natiirlichen Zahl N.
2. Ist der Satz von Thue-Siegel-Roth fiir alle ganzalgebraischen Zahlen gezeigt, so gilt er auch fiir alle

algebraischen Zahlen. Denn: Sei oo = % wie eben gegeben. Sei p > 2. Wiahle € > 0 mit p — e > 2.

Sei nun |o—Lf < q%. Ist ¢ > N <, so gilt
N 1

N
B-F<=<—.
q gt T ghE

Fiir diese Ungleichung gibt es nun aber nach Voraussetzung nur endlich viele Méglichkeiten. Also
folgt auch die Aussage fiir «.

Wie wir schon bei obigem Beispiel sahen, fiihrt die Verschwindungsbedingung in (o, o) auf ein lineares
Gleichungssystem. Um die Koeffizienten dabei abschétzen zu kénnen, beweisen wir folgendes Lemma:

LEMMA 6. Set a etne ganzalgebraische Zahl vom Grad d mait Minimalpolynom f. Dann gibt es fiir jedes
n € N Zahlen a,; € 7 mat

wober wir abschdtzen konnen
lani| < ([f]+1)"

d -1 _

Beweis: Wir schreiben f in der Form f = 2% —ag_12x -+« —ap. Dann gilt

d—1
at = Z a;a’.
=0
Die Behauptung gilt dann sicher fiir alle n < d. Wir beweisen sie insgesamt durch Induktion:

d—1 d—1
) . .
o™ = (D ania’) o = aotn a1 + Y (aiana-1 + anio1)at,
=0 i=1

Das liefert sofort
Un4+1,0 = A0ln d—1, CQntl,i = Ailn d—1F Cni-1,
also sicher
Jan1il < (114 1) - max]an i,

woraus die Behauptung folgt. B

Fiir ein Polynom f(x1, ..., &) bezeichne | f| das Maximum der Koeffizienten von f. Auflerdem betrachten
wir die modifizierten Ableitungen

1 gt tim

Jivoim =

il ! St

f.
Dann ist die Taylorreihenentwicklung im Punkt (a1, ..., am):

f= Z fivim o, .o o) (21 — al)il v, — ozm)i"‘.
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LEMMA 7. Sei f € Z[aq, ..., &m] vom Grad < v; in x;. Dann ist auch f;, ;, € Z[xy, ..., 2m] und
|fir i | <27 H P,

Bewets: Sel

. J
= E E Q. Gl

J1=0 Jm=0

Dann ist
Jir i = Z Z ( ) . ( )a]1 jmx‘il “ pdm i
Ji1=t1 Jm=tm tm
Nun ist
(J.) <2<
i
woraus dann die Abschétzung folgt. B
Wir brauchen nun noch einen Verschwindungsbegriff. Sei f € Z[z1,..., 2] ein Polynom, (a1,...,an) €

R™ und (rq,...,rm) € N™. Dann wird der Index index(f) von f beziiglich (r1,...,rm) in (a1,...,qm)
definiert durch

index(f) = min{:&—1 +- ;ﬂ Civeim (@1, o) £ O}
1 m

Ist ry = -+« = ry, = 1, 80 spricht man auch von der Verschwindungsordnung von f im Punkt (aq, ..., am).

Beispiel: f = 4> — 23. Dann ist
fio=-32" fao=-32, fao=-1, fo1=2y, foo=1.

Die einzigen in (0,0) nichtverschwindenden Ableitungen sind also f30(0,0) = —1 und f,2(0,0) =1
Damit ist der Index von f in (0,0) beziiglich (r, s):

index(f) = mm{§ g}

Bemerkung: Mit ¢;, ;. = fi, .. (a1,...,an) lautet die Taylorreihenentwicklung von f:
f = Zci1~~~im(x1 — Ozl)il A (l‘m — Ozm)im.
a1
Substituiert man nun x; = «a; + y;t ", so erhdlt man:

1
f= ch Zmyl th A )

also ist der Exponent des ersten nichtverschwindenden Terms der Index von f.

LEMMA 8. Fiir den Index in (ay,...,am) beziiglich (r1,... ) gilt:
e index(fi, i) > index(f) — Zf«—’;
o index(f + g) > min(index(f), index(g)).
e index(fg) = mdex(f) +index(g).
e index(f) = 0 genau dann, wenn f(ay,...,an) #£0.
Beweis:
e Seig=fi, i, undindex(g) = ‘Z—i—l—. e mlt Gir. gm (@1, ..., ) # 0. Dannist auch f;, 45, i (21, ...
0, also

index(f) < Z It In index(g) + Z Z—h,
Th Th

woraus die erste Behauptung folgt.
e Die zweite und dritte Behauptung folgen leicht mit obiger Bemerkung. Die vierte Behauptung ist
trivial. m

aam)7£
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SATZ 18 (A). Sei « eine ganze algebraische Zahl vom Grad d > 2. Sei € > 0 beliebig und m € N so, daff
16 log 4d
. 16logdd.
€

Seien weiter ry, ..., ry natirliche Zahlen. Dann gibt es ein Polynom f(x1,...,2m) € Zlz1, ..., 2m],
f # 0 mit den Figenschaften:

o grad,, f<ry firh=1...,m.

o index(f) > T (1 —¢) in (a,...,a) beziglich (r1,...,7m).

o |f| < Bt trm wo B = B(a) = 4(|Q| + 1) gewdhlt werden kann mit Q@ dem Minimalpolynom
von a.

Beweis: Wir machen den Ansatz
f= Z Z cjlmjmx{l .. .x%’”‘,
71=0 T =0
und wollen ¢;, ;. € 7Z so bestimmen, dafi die Aussagen des Satzes erfiillt sind. Von den ¢’s gibt es
N=(r+1)...(rm+1)
Stiick, d.h. soviele unbekannte Grolen haben wir. Die zweite Bedingung lautet nun
Im m
i1 e =0 fu P T LS (1 —e).
fir i @) ir et < 5(1—=¢)

Um die Anzahl dieser Bedingungen abzuschétzen, benutzen wir folgendes kombinatorische Lemma:

LEMMA 9.

2

. . . ? m m _e2m
#{(21,...,zm):nghSrh,|2£—5|265}§(r1+1)...(rm+1)...26 o,

Den Beweis des Lemmas stellen wir zuriick. (Siehe W. M. Schmidt, Diophantine Approximation, LN 785,
S.121.)

Fortsetzung des Beweises: Ist ) f«—’; < (1 =€), so 1aBt sich dies auch schreiben % < 2t — 3~ f;—’;, so daf3
man das Lemma anwenden kann. Also sind hochstens

2m N
(7“1+1)...(7°m+1)~26_T<ﬁ

Ausdriicke fi, . (o,...,a) = 0 zu betrachten. Wir betrachten eine Gleichung:
fiv imla, o a) = Z g Jm ciy ool tim—in — )
1. 0m ) ) il lm F1--Jm
Hier hat man jetzt nach 1,a,...,a% ! zu entwickeln. Nach einem fritheren Lemma ist der Koeffizient bei
Cjy...jm 10 dieser Gleichung nach oben durch

j im e e
(1) (2 )@ it sinin < i+ 2y

beschrankt. Also gibt es < % Gleichungen. Nach dem Lemma von Siegel gibt es also eine nichttriviale
Lésung mit

£ = max(|ej,. ;1) < (V- (21Q] + 2)"+ + =) T2 < N - (2]Q] 4+ 2)FH < (4(]Q] + 1)

womit alles gezeigt wére. B

Wir wollen nun zeigen, dafl solch ein Polynom f auch in (%, cey Z—m) entsprechend verschwinden muf,

wenn die % gute Approximationen an « sind. Dies geht ganz in Analogie zum Satz von Liouville.
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SaTz 19 (B). Sei f wie im vorigen Satz gegeben und 0 < & < 1 und 0 < € < 53. Sind ,Z— rationale
Approzimationen an « mit
Ph 1 s
a——| < und ¢y > D
| n | /21+6 h

firalle h=1,...,m, wo D = D(a) = (16 B(a) max(1, ||))*. Wir nehmen weiter an, dafs
rilng <rplngy < (14 6)m lnq1

fiir alle h =1, ..., m. Dann gilt fiir den Index von f in (%, e q B beziiglich (r1,...,7m):

index(f) > em.
Beweis: Zu zeigen ist: Ist

—1—|—~~~—|—jﬂ<€m und g:fj1...jma
1 m
so gilt
3! p
g(—,...,—=)=0.
q1 dm
Nun ist |f| < B"++"m und damit nacheinander durch Anwendung eines Lemmas:

lgl < @B) g | < (AB) T

Daher ist
lgiy in (o, 0)] < (ri4+1) .. (rm + 1) - (4B) T T (max(1, |af)) Tt
< (8Bmax(l,[al)rt 4 = crobebn,
wenn wir ' = C'(a) = 8 Bmax(1, |a|) setzen. Der Index von g in (c,...,a) ist nun nach Lemma
index(g)zg(l—e)— 7{_];:25(1_6)_67%:%(1_36)'
Wir betrachten nun die Taylorreihenentwicklung von ¢ in Punkt («, ..., «):
g = Z Girinla, .. ) (e — )t (2 — a)im,
ot > 2 (1-3e)
und daher
1 Pm Pit A (i1 im =26 _
" T > 2 (1-30)
= Z C’T1+"'+7‘m(q71‘1; q:nm r:LL)—Z—é S
T B> 2 (1-3¢)
1
< CT1+'“+7‘m <
— Z 7‘1(2+6)(%+"'+:~_2) —
T B> 5(1-3¢) 91
1
Tt rm —
< (20) (159

1

.
- - 7‘1 1+e 2-{-2zS(H1_6)3e =

Th

m
S || T2+ (1—3¢)

2(1+e)

Nun ist @M >1 —|— £ Aquivalent zu € <

5010 Wir hatten aber § < 1 und € < ﬁ vorausgesetzt,

16+76
also gilt
%) %)

<S6+7 1647
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und damit

m Th m
P Pm 2C 1
|g<—,...,—>|<H(—M/4) <1

q1 Im

da nach Voraussetzung (2C)* < g5, gilt.
Nun ist aber nach altbekanntem Schluf3

P1 Pm - 1
g(—,...,—)EH — - Z,

q1 Im el qp
woraus mit obiger Abschitzung aber sofort g(%, ce (;M) = 0 folgt. Damit ist der Beweis beendet. B
Der wichtige Schritt kommt nun: f kann in (%, ey Z—) doch nicht zu stark verschwinden. Diese Aussage

liefert das sogenannte Rothsche Lemma:

SaTz 20 (C). Sei 0 < e < 11—2 und m € N. Setze w = w(m,¢€) = ;—i(f—z)zm_l. Seien 1y, ...,y natiirliche
Pm

Zahlen mit wry, > rp41. Seien weiter %, . rationale Zahlen (gekiirzt, qn > 0) mit
gy" > qi" und g > 27"
Ist f € Zzy,...,xm], [ # 0, vom Grad < vy in x, mit |f| < ¢, dann ist der Index von f in
(%, . Z—Z) beziiglich (r1,...,7m)
index(f) < e.
Bemerkungen zum Beweis stellen wir zunéchst zuriick. Wir wollen nun erst den Satz von Thue-Siegel-Roth

beweisen. Sei « eine algebraische Zahl vom Grad d > 2 und § > 0. Wir nehmen an, die Ungleichung
1

p
o— =< 5=
o= L)< o

besitzt unendlich viele Losungen.
1. O.E.sei 0 < d < 1. Wir wihlen € mit 0 < ¢ < 25—3. Dann ist auch 0 < e < 11—2
2. Wihle m € N mit m > ngid und definiere w = w(m, €) wie zuvor.
3. Wihle eine Approximation %, die obige Ungleichung erfiillt und ¢¢ > B(a)™, sowie ¢} > D(a).
Wegen B > 8 ist ¢y > 23™.

4. Wihle sukzessiv Z—z, ce Z—m, die die Ungleichung erfiillen und mit wlog ¢p+1 > 2logqy.
5. Sei rq eine natiirliche Zahl mit ery log g1 > log ¢, .
6. Setze fir h=2,...,m:r = L%?]%J + 1. Dann gilt fir h=2,...,m:
rlogqr < rplogan < rilogqr + logqn < (14 €)rylogqr.
Weiter folgt:
rilogqy
Th41 < log gn+41 +1 _
- = rilogq: -
log qn
_ logqn rilogqr +logqnyn <
log gp41 r1 log ¢q
< loggqn rilogqi(1+e€) <
= loggnt r1log ¢1
< g(l +¢) <w.
7. Die Voraussetzungen von Satz A sind nun erfillt und es gibt dazu ein Polynom f € Z[z1, ..., @)
mit den entsprechenden Eigenschaften.
8. Nach Satz B ist der Index von f in (%, Cel Z—’") beziiglich (r1,...,7y) > em.

9. Die Voraussetzungen von Satz C sind erfiillt, denn es gilt die Abschitzung
[fl < BT BT < gfh
also gilt der Satz und liefert fiir den Index: index(f) < e. Dies ist aber ein Widerspruch zur

vorhergehenden Aussage iiber den Index. Also i1st die Annahme falsch, dal man beliebig gute
Approximationen an « finden kann, d.h. der Satz von Thue-Siegel-Roth ist bewiesen. B
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Bemerkung:
1. Sei 6 > 0 und « algebraisch vom Grad d > 2. Dann gibt es eine natiirliche Zahl Q(«,d) mit der

Eigenschaft:
1

q2+6
Der Beweis beruht auf Annahme und Widerspruch. Er liefert leider keine Moglichkeit Q(«, ) zu
berechnen.

2. Fiir d = 2 ist natiirlich der Satz von Liouville schirfer und auflerdem konstruktiv. D.h. der Satz
von Thue-Siegel-Roth ist erst fiir algebraische Zahlen vom Grad > 3 interessant.

3. Ist a € C ¢ R, so gilt natiirlich

|a—§|2 fir ¢ > Q(«,d).

o = £J > Jimal,
q
und damit kann es nur endlich viele 2—’ geben mit
p 1
|OZ - _| < )
q q2+6

d.h. in diesem Fall ist der Satz von Thue-Siegel-Roth trivialerweise erfiillt.
Beweis von Satz C fiir m = 1: In diesem Fall ist w = €. Sei also f € Z[#] gegeben vom Grad < r. Wir
wollen den Index von f in f]—’ abschétzen. Sei ¢ die Nullstellenordnung von f in ’q—’. Dann gibt es ein g € Z[z]
mit '
f=(qx—p) g

Da g ganze Koeffizienten hat, teilt ¢* den hochsten Koeffizienten von f, also

¢ <Ifl.
Damit gilt fiir den Index von f in f]—’ beziiglich 7:

log | /]
logg
Wird nun |f| < ¢*" vorausgesetzt, so folgt sofort index(f) < ¢, was wir zeigen wollten. B

index(f) = - <

S| -

Der Beweis des Lemmas von Roth im Fall m > 2 ist deutlich aufwendiger. Er soll hier nicht behandelt
werden. Vielleicht kommen wir beim Produktsatz von Faltings darauf zuriick.
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Thue-Gleichungen

Thue hat 1908 Gleichungen untersucht, die jetzt nach ihm benannt werden:

fle,y) =m,
wo f(z,y) = Zfzo a; %y ein homogenes Polynom vom Grad d mit ganzen Koeffizienten ist.
Bemerkung: Wir haben bereits gesehen, dafl fiir eine quadratfreie natiirliche Zahl n > die Pellsche
Gleichung 22 — ny? = 1 unendlich viele ganzzahlige Losungen hat.

Uberlegung:

e Sei f(x,y) = Zg:O a;x? %yt ein irreduzibles homogenes Polynom in Z[z, y] vom Grad d > 3.
o Ist

fle,1) = ag H(a: — o),

so sind die «; konjugierte algebraische Zahlen vom Grad d. Es gilt

flz,y) = ag H(a: — oY) = agq H(O%x —y).

o Sei
. . . 1
2r = min(min |a; — o, min| — — —|).
2] E R TR T
e Sei weiter ¢ = c(€) > 0 so, daf§
p c p c
|Oéi_§ Z—qz_l_ﬁa |5—E|Zq2+ﬁ.

e Wir wollen jetzt f(x,y) abschitzen fiir (z,y) € Z%. Wir betrachten zunichst den Fall y # 0. Die
Zahl £ kann nicht von zwei verschiedenen «; einen Abstand < r haben, o.E. |a; — 5| > r fiir
i # ig. Damit kénnen wir abschétzen:

xr xr
@)l = lyl"aol [T i = = Jevig — =] >
oy ) )
i#%o
C

|y|d|a0|rd_1 |y|2_|_E =

v

= aglert=t -yl

e Ist x # 0, so studiert man die Approximation von £ an O% und erhilt analog:

(@ )] > lagler®™" - |27
e Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SatTz 21. Ist f(x,y) € Z[z,y] homogen und irreduzibel vom Grad d > 3, so gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein
C(€) > 0 mit der Eigenschaft, daf fiir alle (z,y) € Z* gilt:

[F(.9)| > () max(fa, Ju) >~

Bemerkungen: Sei f(z,y) € Z[x, y] wie im Satz.

1. Trivalerweise haben wir die Abschétzung
|f(x, )| < (d+1)|f] - max(|], [y])".

37
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2. Wie gut ist die Abschétzung in obigem Satz? Wir nehmen an, dal o = a; reell ist. Ist dann 2—’ ein
Néherungsbruch an «;, so gilt

1
)

|a—£|<
q q

und » »
|ai—5|§ |ai—a|+|a—5|§ i — |+ 1.
Ist k = |ao| [T, (i — af + 1), so gilt
()] < k- g% < kmax(]pl, ¢)7*.
Daraus erfolgt sich als Folgerung unmittelbar der auf Thue zuriickgehende Satz:

SATZ 22. Sei f(z,y) ein irreduzibles homogenes Polynom vom Grad d > 3 mit ganzen Koeffizienten und
m € N. Dann besitzt die Gleichung

fl,y) =m

nur endlich viele ganzzahlige Lésungen.
Zur Ubung beweise man folgenden Satz:

SATz 23. Ist f(x,y) € Z[x,y] ein irreduzibles homogenes Polynom vom Grad d > 3 und g(x,y) € Z[x, y]
mit Totalgrad < d — 3, so hat die Gleichung

f(x,y) = g(x,y)

nur endlich viele Lésungen (z,y) € Z°.

Bemerkung: Da Thue-Siegel-Roth nicht in einer effektiven Version vorhanden ist, liefert der Beweis
leider auch nur eine Endlichkeitsaussage.

Beispiel: Der Satz liefert, dal 23 — 23> = 1 nur endlich viele Lésungen hat. Zwei davon sieht man sofort,
namlich (1,0) und (=1, —1). Gibt es weitere? Wie bereits erwihnt, hat Baker die Abschitzung

5 p 1
|\/§_ E| > 106 - 2955

bewiesen. Sei o = /2. Dann ist
z . 1 -,
|§ — Gal > lim(Ga)| = 5\/3\/5,

und das gleiche gilt fiir das komplex Konjugierte. Also haben wir
1

lyl?

(3VEVI) =

xr xr xr
= Ja= 2 1Ga = 2] (Ga - 21>
) ) )
1
106 ,|y|2.955
34

4. 106|y|2.955

4. 106) oo .

<\ — <4.5-107.
o ( 3V4

Leider ist dies auch noch eine sehr grofie Zahl, aber im Prinzip kann man durchprobieren, ob es weitere

Lésungen gibt.

Damit

Mit den Methoden der diophantischen Approximation lassen sich aber Abschatzungen fiir die Anzahl der
Lésungen einer Thue-Gleichung herleiten. Dafiir wollen wir ohne Beweis ein Beispiel geben. Folgender

Satz findet sich bet W. M. Schmidt, LN 1467, S. 75:

SATZ 24. Es gibt eine absolute Konstante ¢ mit der Figenschaft: Ist | € Z[x, y] irreduzibel homogen vom
Grad d > 3, so qilt:

#{(w,y) €Z” < [f(z,y)] <m} <e-d-mi - (1+logmi).



6. THUE-GLEICHUNGEN 39

Bemerkung: Fiir m = 1 sagt der Satz:

#{(r,y) €27 flw,y) =1} <c-d.
Betrachte nun

f=a'+ Az —y)(2z—y)...(de—y) = 1.
Diese Gleichung hat mindestens d Losungen, ndmlich
(L,1), (1,2),...,(1,d).

Ist d gerade, so gibt es aulerdem noch die Lésungen

(-1,-1), (-1,-2), ... (=1,—d),
dann hat man insgesamt also mindestens 2d Losungen. Mit diesemn Beispiel sieht man, dafl die Abschétzung
fiir m = 1 bis auf die Konstante gut 1ist.
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KAPITEL 7
Die Gleichung 2 — dy* =1

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, etwas mehr {iber die ganzzahligen Lésungen der Gleichung
3 — dy® = 1 auszusagen. O.E. kénnen wir d > 0 annehmen. Ist die Form x> — dy® € Z[x, y] irreduzibel,
so gibt es nach dem Satz von Thue nur endlich viele ganzzahlige Losungen.

Andererseits ist fiir d = 0 die Bedingung einfach x = 1, es gibt also unendlich viele ganzzahlige Losungen.
Im folgenden kénnen wir also d > 0 annehmen.

Eine ganzzahlige Losung hat man immer, ndmlich (1, 0).

Geometrie: Wie sehen die Kurven aus? Es ist mit o =
— 1
_ofe L A
o
dy 1 x ?
de o \/#3-1)

y(x) ist also monoton, die Steigung in # = 1 ist unendlich, die Steigung in # = 0 ist 0. Damit kann man
ein Bild zeichnen.

Wetter:

Der Fall d = m® > 0: O.E.y # 0. In diesem Fall faktorisiert die Gleichung:
(x — my)(x? + mry + m?y?) = 1.
Also muf} gelten
r—my =z +mry +m’y’ = +1.
m > 2: Nun ist

m 3m?
2?4 mry +m’y? = (z + Ey)2 + T@/Z >3,
es gibt also keine Losungen mit y # 0.
m = 1: Es ist
3
o +ay+yt = (v + %)ZJFZyz'

Fiir |y| > 2 gilt daher

2’y 4yt >3,
d.h. wir erhalten keine Losung. Bleibt also nur noch der Fall y = £1 zu behandeln. Wir setzen
einfach ein: y = 1 geht nicht, y = —1 liefert + = 0.

Zusammenfassung: Die Lésungsmenge der Gleichung z3 —m3y® = 1 sieht wie folgt aus: {(1,y) : y € Z}
fiir m =0, {(1,0),(0,=1)} fir m =1 und {(1,0)} fir m > 2.

Wir kénnen uns jetzt also auf den Fall, dafl d kubikfrei ist beschrianken. Was kann man mit diophantischer
Approximation erreichen? Sei o = v/d. Wir nehmen an, (z,y) ist eine Lésung von 2% —dy® = 1 mit y # 0.
Dann gilt:

x 1
o= =

v (5P +alg)+ae?)lyl-yl*
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o Fiir |y| > 2 gilt:
x x 3 3.,
(G +a(0) + o)l 2 o?lvl > 3V4 2> 2.38,

also

2.38y?

lo— 5| <
Yy

e Firy=1ist e = /d+ 1, fiir y=—11ist = —+/d — 1, wir miissen also abschatzen
|V/d — /d+ 1| baw. |Vd — V/d— 1.
Fiir z = 23 ist 2/ = 3x+/3’ nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung sind also obige

Ausdriicke fiir d > 2 sicher < %

Wir haben also sicher die Approximation
o= 2l< o
a— 2]« —
y o 2y%

falls (#,y) eine ganzzahlige Losung mit y # 0 ist. Daher erhalten wir:

Ergebnis: Fiir kubikfreies d > 0 kommt :I:g als Naherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von v/d
vor. (Vom trivialen Fall (1,0) abgesehen.)

Beispiele: Berechne die Kettenbruchentwicklung von a = v/d und betrachte fiir die Naherungsbriiche
Z—", ob p3 —d¢3 = £1 ist.
1. d = 3: Dann ist

V3=101,2,3,1,4,1,5,1,1,6,2,...]
und damit
p3 —3¢2 =—2,3,-29,10,—193,51, —928,1103, —587, 11435, —10351, . . .,

die Gleichung #® — 3y® = 1 scheint also keine weitere Losung zu besitzen.
2. d = 20: Man findet
V20 =1[2,1,2,1,1,154,6,1,1,1,6,...]

und damit
p3 —20¢3 = —12,7,-28,51, —1,3593, —84259,61732, . . .;

der zu —1 gehorige Naherungsbruch ist %, also gibt es noch die Losung (—19, —7).

3. Betrachtet man fiir die kubikfreien Zahlen 2 > d > 100 die Kettenbruchentwicklungen auf 10
Stellen genau, so findet man fiir die nachfolgenden d noch als zusétzliche Lésung:

d | weitere Loésung
2 (—1,-1)
7 (2,1)

9 (—2,-1)
17 (18,7)
19 (—8,-3)
20 (—19,-7)
26 (3,1)
28 (—3,-1)
37 (10,3)
43 (=7,-2)
63 (4,1)
65 (—4,-1)
91 (9,2)
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Wir wollen jetzt versuchen, auf algebraischem Weg etwas iiber die Gleichung z3 — dy® = 1 auszusagen.
Dazu bemerken wir, dafl mit o = Id gilt:

3 —dy® = (v — ya)(x? + zya + y?a?),
d.h.  — ya ist eine Einheit im Ring Z[a] = Z + Za + Za?. Als Endergebnis wollen wir zeigen:
SATZ 25. Sei d eine kubenfreie natiirliche Zahl d > 1. Dann besitzt die Gleichung &3 — dy® = 1 aufler

(z,y) = (1,0) hochstens noch eine weitere Lisung in ganzen Zahlen. In diesem Fall ist ¥ — yo eine
Grundeinheit in Z]a].

Der Beweis wird etwas Raum beanspruchen. Deshalb zunéchst einige Voriiberlegungen zu den Einheiten
von Z[a].
o Die Konjugierten von z + ya + za? sind z + yCa + 2(%a? und = + y¢%a + 2¢a?, ihr Produkt ist
die Norm:
N(z 4+ ya + za?) = 2® + dy® + d?2° — 3dxyz,
die multiplikativ ist.
e Sei U die Gruppe der Einheiten von Z[a]. Wegen der Multiplikativitit der Norm gilt:
r+ya+za? €U — 22 +dy® + d°2° — 3deyz = £1.
In diesem Fall gilt:
(x +ya + za?) 7t = £(2? — dyz) + (d2? — ry)a + (y* — x2)a?).

e Ahnlich wie bei der Pellschen Gleichung fiir die Einheiten von Z[v/d] kann man auch hier folgende
logarithmische Abbildung betrachten:

¢ U — R* x +ya+ za” = (log|e + ya + za?|, log |z + yCa + 2¢%a?)).
Wegen der Normbedingung ist ¢(U) C {# + 2y = 0} und man iberzeigt sich, dal ¢(U) eine
diskrete Untergruppe ist. Also hat U die Form
U={+p":neZ}
oder U = {+1}. Der letzte Fall kann aber nicht eintreten. y heifit dann eine Grundeinheit.

e Die Frage, die wir untersuchen miissen, lautet also: Fiir welche n € Z ist der Koeffizient von p”
bei a? identisch 0?7 Der Einfachkeit halber nennen wir eine solche Einheit eine binomiale Einheit.

LEmMa 10. 1. Eine binomuale Einheit hat Betrag < 1.
2. Keine Finheit der Form

(x +ya)",n =42, 43 dots, (v + za®)*,n = +1, 42, ...

st binomaal.

Das Quadrat einer Einheit ist nicht binomial.

Die dritte Potenz ewner Einheit 1st nicht binomial.

5. Ist p = x + ya + za? eine Einheit mit xyz # 0, so ist firn € N und n = 1 mod 2, n = 1 mod 3
die Potenz p” nicht binomial.

6. Ist p = x + ya + za? eine Einheit mit xyz # 0, so ist firn € N und n = 1 mod 2, n = 2 mod 3
die Potenz p” nicht binomial.

i

Ist das Lemma bewiesen, so folgt daraus sofort der Satz. Es gibt dann also zwei Moglichkeiten: Sei
g =z + ya + za? Grundeinheit mit || < 1. Ist z = 0, so ist 3 + dy® = &1, wir haben also eine weitere
Lésung unserer Gleichung, wenn nicht, gibt es keine weitere Lésung. Um wirkliche Konstruktivitit zu
erreichen, miifite jetzt noch ein Algorithmus angegeben werden, der die Grundeinheit g bestimmt. Darauf
wollen wir aber verzichten.

Wir wollen hier den Beweis des Lemmas nicht ganz vorfithren. Der Beweis findet sich bei Mordell, S.
220-225. Hier nur ein paar triviale Anmerkungen:

Zu 1.: Ist ® — ya eine Einheit mit y # 0 und 23 — dy® = 1, so haben wir gesehen, daf8 |o — 5| < % ist,

also

x 1
le —ya| = |ylla — —[ < 5 < 1,
y 20yl
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was in 1. behauptet war.

Zu 3.:Sei pp = x + ya + za? eine Einheit mit zyz # 0 und Norm 1. Dann ist
p? = (2 + 2dyz) 4+ 22y 4+ dzH)a + (222 + yH)a?.
1% ist binomial, wenn 2zz + y* = 0 ist. Wir miissen also das Gleichungssystem
23+ dy® + d?2® — 3deyz =1 und 222 +y? =0

ganzen Zahlen 18sen. Dies ist zunéchst nicht trivial. Man kann zeigen, dafl nur die Lésungen (1,0,0) und
fiir d = 1 aulerdem (0,0, 1) existieren. Diese sind aber in unserem Fall uninteressant.

Zu 6.: Wir schreiben 1 = x + ya + 2a? und nehmen an, daf gilt:

n

Ho=u+ va.
Sind g1 und po die Konjugierten von p, so gilt:
P+ Py == 0.
Wegen n = 2 mod 3 148t sich dies aber auch so schreiben:
1A ()" A+ (Cpz)" = 0.

Da n ungerade ist, teilt (?p; 4+ Cpo die Zahl g, mufl also selbst Einheit sein. Nun ist

iy + (e = —2 4 2ya — za”.

Die Normbedingungen liefern daher:
23+ dy® + d?2% — 3deyz = 1 und — 23 + 8dy® — d?2% — 6deyz = 1
oder
23+ dy® + d?2 — 3deyz = 1 und — 2° + 8dy® — d*2® — 6deyz = —1.

Das erste Gleichungssytem fiihrt auf 9dy® — 9dzzy = 2, was nicht geht. Also bleibt das zweite. Hier erhilt
man durch Addition

y(y? —xz) = 0.
Da y # 0 vorausgesetzt war, bleibt y? = zz. Dann ist aber nach unseren Voriiberlegungen
pot = (2 = dyz) + (d2° — ry)a

eine binomiale Einheit, also miifite nach 1. |u| > 1 gelten. Andererseits gilt aber wieder nach 1. |p™| < 1,
was einen Widerspruch ergibt. Also ist damit 6. gezeigt.

Ahnliche Methoden kann man natiirlich auch fiir Gleichungen héheren Grades verwenden. Wir wollen
zum Abschlufl nur noch kurz die Gleichung z* — dy* = 1 streifen. O.E. sei d € N kein Quadrat. Dann ist
natiirlich

1= (22 + y*Vd)(z* — y*Vd),
d.h. 2% + y*\/d ist Einheit in Z[/d]. Es gilt der Satz (Mordell, S. 275):

SATZ 26. Die Gleichung x*—dy* = 1 hat héchstens eine Lésung x,y € N. Ist dies der Fall und d # 7140,
so ist ©2 + y>/d Grundeinheit in Z[\/E], die sich ja mit dem Kettenbruchalgorithmus leicht bestimmen
lapt. (Also kann man sehen, ob die Gleichung l5sbar ist). Fiir d = 7140 ist (239, 26) eine Lisung, aber

2397 + 2677140 = (169 4 23/7140)*

1st Quadrat der Grundeinheit.
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Beispiele: In folgender Tabelle sind die d mit 2 < d < 10000, d kein Quadrat, d ohne vierte Potenz,
aufgelistet, fiir die wir durch einfaches Suchen eine nichttriviale Losung gefunden haben. Ob es mehr

Lésungen gibt, folgt damit noch nicht.

5 3 2
15 2 1
39 5 2
150 | 7 | 2
256 | 4 1
410 | 9 2
915 | 11 | 2
1295 | 6 1
1785 | 13 | 2
3164 | 25 | 2
4095 | 8 1
5220 | 17 | 2
7140 | 239 | 26
8145 | 19 | 2
9999 | 10 | 1
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KAPITEL 8

fQ)Nnz

Sei fe€Q(t), dh. f(t) = %(%, wo g und h Polynome mit ganzen Koeffizienten sind. Ist {5 € Q, so ist ¢
eine Polstelle von f oder f(¢y) € Q. Uns interessiert:

{tO EQf(tO) € Z}a

d.h. die Frage, fiir welche rationalen Zahlen die rationale Funktion f ganzzahlige Werte annimmt.

Beispiel:
e f=>5t—7: Das ist trivial!
o [= tfj_—;_l_zl Wie sieht die rationale Funktion f aus? Kurvendiskussion liefert, dafi es nur endlich
viele Moglichkeiten fir ¢ gibt. Die Ableitung ist f/ = %.

brad o,

o [ = % Die rationale Funktion f hat jetzt Polstellen in £v/2, es konnte also viele ¢ € Q mit
f(t) € Z geben. Wie weiter?

Motivierendes Beispiel: Bestimme die ganzzahligen Losungen der Gleichung
P — 22 =2 4y + 4.

(Gibt es unendlich viele Losungen?)
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e Eine Lésung sieht man sofort: (z,y) = (0,0). Sei jetzt & # 0. Mit a = /2 gilt:
Y 2+ Y+ y2
T

r(y? + azy + a?2?)’

e Nun gibt es ¢1,¢2 > 0 mit
xz—i—xy—l—yz
<62a
— y: 4+ azry+aie? —

C1

also
1

= <la- < 2
|z v = |zl
(Man kann wihlen ¢y = 0.6, o = 1.1.) Damit ist zwar y = ax die Asymptote unserer Kurve, aber
¥ ist keine besonders gute Approximation an «. Ist unsere bisherige Theorie in diesem Fall also
sinnlos?
e Betrachte die Skizze! Beachte, daf es einen isolierten Punkt gibt.
e Wir machen einen neuen Ansatz: y = tx, dann hat man die Formeln:
I (S e ) [
T VT T sy Ty
Die rationalen Kurvenpunkte stehen also fast in Bijektion zu den ¢ € QQ. Unsere Aufgabe reduziert
sich also darauf, zu bestimmen, fiir welche ¢t € Q die Zahlen z(¢) und y(¢) wieder in Z sind. Das

aber ist genau das Grundproblem dieses Paragraphen.

Bemerkung: Sei '
aitl

() = &
> bt

und n das Maximum von Zahlergrad und Nennergrad. Setzt man jetzt ¢ = 7, so erhélt man

g) B Saguton Tt _ G(u,v)

f(v > but v H(u,v)’

wo G(u,v) und H(u,v) homogene teilerfremde Polynome gleichen Grades sind.

Beispiele:
1. f= Stt——Z Dann 1st
u u
f(;) C 3u—2v
Setzt man ein u = 1+ 2A, v = 1 + 3, so erhélt man
1422

=1+42A
I = 12

und man erhélt fiir A € Z unendlich viele Losungen.

2. f= t23_t2. Dann ist

f(g): 3uv

v u? — 202’
Es gibt unendlich viele u,v € Z mit u? — 2v? = 1, also erfiillen diese f(%) € Z.

LEMMA 11. Seien G(u,v), H(u,v) teilerfremde homogene Polynome gleichen Grades mit ganzen Koeffi-
zienten. Dann gibt es homogene Polynome A, B,C, D € Zu,v], M,m € N mil

AG + BH = Mu™, CG+ DH = Mv™.
Beweis: Sei G = Y giu'v" ™" und H = 3 h;i*+" 1. Dann sind auch die Polynome G(¢,1) und H(t,1)
teilerfremd in Q[t], (denn wire T'(¢) ein gemeinsamer Teiler vom Grad d, so wére vdT(%) ein gemeinsamer
Teiler von G und ). Also gibt es a;,b; € Z, M € N mit:

Zaiti Zbﬁl
=Gt 1 =—H(t,1)=1.

k+n

Setzt man ¢ = ¢ ein und multipliziert die ganze Gleichung mit Mv**", so erhédlt man:

Z a;uivF T G (u, v) + Z biw'vF T H (u,v) = MR,
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Aus Symmetriegriinden erhdlt man eine analoge Gleichung auch fiir u statt v und damit folgt die Be-
hauptung. ®

SATZ 27. Sei f(t) € Q(t) und

u G(u,v)

f(;) - H(u,v)’

mit teilerfremden homogenen G und H. Dann qibt es ein M € N mit der Eigenschaft: Ist f]—’ € Q
(teilerfremd dargestellt) und f(’q—’) €7, so gt

H(p.q)| M.
Beweis: Nach dem Lemma haben wir zwei Darstellungen

A(u, v)G(u,v) + B(u, v)H (u,v) = Mu™ und C(u, v)G(u,v) + D(u,v)H(u,v) = Mv™.

Sei jetzt f(’ql) € 7. Dann folgt mit

Alp, ) f(=) + B(p,q) = und C'(p, q) f(=) + D(p,q) = ;
#:0)f(;) + Blpa) H(p,q) &7 () + Dleg) H(p,q)
daf auch é‘{f)’:) und ;I‘{g;;) € 7 sind, also
M
€ Z,
H(p,q)

woraus sofort die Behauptung folgt. B
Beispiele:

1. Fiir welche t € Q ist f(t) = % € 77 Wir haben

u,  (u?+uv+ v
il v )= ud — 203

Nun ist
resultant(G, H,u) = v und resultant(G, H,v) = u’,
also kann man hier M = 1 wihlen. Unsere Lésungen erfiillen also u® —2v3 = £1, 0.E. v —2v3 = 1.
Es gibt also nach dem letzten Paragraphen nur zwei Losungen (u, v) = (1,0) und (u,v) = (=1, —1).
Die erste geht nicht, die zweite liefert ¢ = 1.
2. Nun zu f(t) = ti;"%zl Es ist
U ut + uvd + ot

f(;) Cov2(u? — 202
Die Resultantenbildung liefert 23, d.h. v?(u? — 20?) muf 23 teilen. Da v o.E. positiv ist, bleibt nur
der Fall v = 1. Dann bleibt als Bedingung u? — 2|23. Dies wird von u = 1 und u = £5 erfiillt.
Man findet nun f(1) = 3, f(-1) = =1, f(5) = % und f(—5) = 27. Man sieht also auch, daf die

Bedingung des Satzes zwar notwendig, nicht jedoch hinreichend ist.

Bemerkung: Unsere Fragestellung fiihrt uns also wieder auf eine Thue-Gleichung: H(u,v) = m, mit
m € Z, m|M. Damit sollte es moglich sein eine Endlichkeitsaussage zu erhalten.

Wir wollen jetzt nochmals die Thue-Gleichung betrachten und auch reduzible Formen f(z,y) zulassen.
SaTz 28. Sei f(x,y) € Z[x,y] homogen m € Z,m # 0. Sei

f($a y) = kfl(xa y)nl .. ~f7‘(xa y)nr
die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in Z[x,y]. Besilzt die Gleichung

fl,y) =m

unendlich viele ganzzahlige Lisungen, so ist v = 1 und fi linear oder quadratisch (mit zwei reellen
Nullstellen). Explizit:

fle,y) = k(ax + by)",



50 8 F(Q)NZ

oder
fle,y) = l{f(aab2 + bry + cyz)"
mit b2 — dac > 0 und kein Quadrat.

Bewets:

o Ist eines der f; vom Grad > 3, so liefert unser fritherer Satz von Thue, dafl es nur endlich viele
ganze Zahlen x,y gibt mit | f;(z, y)| < m.
e Falls
fle,y) = ki@, 9)" fole, )"
ist, mit f; linear und fo quadratisch und mit unendlich vielen ganzzahligen Losungen, so gibt es
unendlich viele z, y mit
filz,y) = my und fa(z,y) = mao.
Man tiberlegt sich aber sofort, dafl es hochstens zwei gemeinsame Losungen gibt. Also kann auch
dieser Fall nicht vorkommen.

e Wir haben noch den Fall
f(x,y) = k(az? + bry + cy*)"
auszuschlieBen, falls b? — 4ac < 0 ist. Das geht aber wie friiher.
e Damit ist alles gezeigt. B

Wir wollen dies noch etwas umformulieren:

FOLGERUNG 6. Sei f(t) eine rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten, die fir unendlich viele
rationale Zahlen ganze Werte annimmt. Dann liegt einer der folgenden Fille vor:

e f(t) ist ein Polynom.

e s gibt ein Polynom g(t) € Q[t] vom Grad < n und ein tg € Q mit
9(t)

(t—to)™

e s gibt ein Polynom ¢(t) € Q[t] vom Grad < 2n und ein irreduzibles Polynom t* + rt + s € Q[t]
mat zwet reellen Nullstellen, so daf qilt

f(t) =

F(t) =

g(t)
(t2+rt+s)n°
Der Beweis ist klar.
Bemerkung: Wir haben Beispiele gesehen, in denen die Ausnahmefille auch tatséchlich auftreten. Bei

der Umkehrung des Satzes konnen allerdings Hindernisse auftreten. Wir betrachten zum Beispiel f) =
12 + %. Fiir kein ¢ € Q ist hier f(¢) € Z. (Ubung!)
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Rationale Kurven

Zwei Grundprobleme bei den diophantischen Gleichungen lauten: Gegeben sei ein Polynom f(z,y) €
Z[xz,y]. Bestimme die ganzzahligen und rationalen Losungen der Gleichung

[z, y) =0.

Davon haben wir bereits einige Beispiele gesehen. Wir wollen nun ein paar Vereinfachungen vornehmen.

Wir zerlegen f(z,y) in irreduzible Faktoren iiber Z:
f($a y) = kfl(xa y)nl .. ~f7‘(xa y)nr

Da dann
Uz, y) =0} ={fi(z,y) =0t U - U{fr(z,y) = 0}

gilt, konnen wir uns auf irreduzible Polynome beschranken.

Beispiel: Die Gleichung y? = z* zerlegt sich in die zwei Gleichungen y = z? und y = —22.

Es kann passieren, dafi f(z,y) tiber Q irreduzibel ist, nicht jedoch iiber Q oder C.

Beispiel: Das Polynom
f=d — 42y +yt — 1207 — 6> + 9
zerfallt in vier konjugierte Faktoren:

f=(y+sqrt2z + \/g)(y + sqrt2e — \/g)(y — sqri2z + \/g)(y — sqrt2r — \/g)

Ist F(z,y) also irreduzibel iiber Q, aber reduzibel iiber Q, so zerfillt f in ein Produkt konju-
gierter Faktoren:
fle,y) = kgi(z,y) .. 9 (2,9),
wo die g;(x,y) jetzt algebraische Koeffizienten haben. Ist (zg,yo) eine rationale Loésung von
flz,y) = 0, so ist (zg,yo) Nullstelle von allen g;(x,y) = 0, d.h. die rationalen Lésungen und
damit erst recht die ganzzahligen Lésungen von f(#,y) = 0 liegen im Durchschnitt

{($a y) : g1($a y) == gT(xa y) = 0}
Diese Menge aber ist endlich und kann berechnet werden (Elimination, Resultante). Damit ist in
diesemn Fall unser Ausgangsproblem leicht zu 16sen.
Jetzt kénnen wir uns also auf den Fall beschrinken, dafl f(x, y) ganze Koeffizienten hat und iiber
C irreduzibel ist. Solche Polynome nennt man absolut irreduzibel.

Sei f € Z[x,y] absolut irreduzibel. Die Kurve f(z,y) = 0 heifit rational, wenn es rationale Funktionen
z(t),y(t) € Q(t) gibt, nicht beide konstant, mit

Fa(t),y(t) = 0.

Mit anderen Worten: f = 0 besitzt eine Parametrisierung.

Beispiele:

1.

Die Kurve x? — dy? = 1 besitzt die Parametrisierung

dt? +1 2t
w0 = g v =

51
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2. Jede absolut irreduzible Kurve f(z,y) = 0 vom Grad < 2 mit einem rationalen Punkt (zo,y0) € Q?
ist eine rationale Kurve. (Betrachte die Geraden durch (zg, yo) mit Steigung ¢; sie werden durch
die Gleichung y = yo + t(x# — o) gegeben. Setzt man dies ein in f(z,y) = 0, so erhdlt man ein
quadratisches Polynom in @ mit einer Nullstelle zy. Lost man den Rest auf, so erhdlt man z als
Funktion von ¢t und dann schlielich auch y als Funktion von ¢.)

3. Die Neilsche Parabel y* = x> hat die Parametrisierung

r=ty =17,
1st also rational.

4. Die Kurve 3® — 223 = 22 + zy + 4 ist rational, da sie die Parametrisierung

4+t +1 2+t +1)
= —  yty = ——
z(?) 3 —2 y(t) 13— 2

besitzt.

Unmittelbar aus der Definition folgt die Bemerkung:
Bemerkung: Eine rationale Kurve hat unendlich viele rationale Punkte.

Bevor wir uns den ganzzahligen Punkten zuwenden, noch ein Beispiel dariir, dafl nicht jede Kurve rational
sein muf.

Beispiele:

1. Fir n > 3 und d # 0 ist die Kurve 2" — dy” = 1 nicht rational.
Beweis: Wir nehmen an, die Kurve wére rational. Dann gibe es X, Y, Z € Q[t], nicht alle konstant,
teilerfremd, mit

Xt —dY"r =2".
Die abe-Vermutung fiir Polynome war bewiesen und liefert hier:

max(grad(X™), grad(dY™), grad(Z")) < #(verschiedene Nullstellen von X*dY"Z") — 1,

also
nmax(grad(X), grad(Y), grad(7)) < grad(X) + grad(Y) + grad(7) — 1,

was aber offensichtlich nicht geht. Also ist unsere Kurve nicht rational. B

2. Die Kurve z? 4+ y? = 3 ist nicht rational.
Beweis: Durch Betrachtung modulo 4 findet man, daff #% 4+ y?> = 3 keinen rationalen Punkt
besitzt, die Kurve kann also nicht rational sein. B

Manchmal hat man auch eine Parametrisierung vorgegeben und such dazu eine Kurvengleichung:

LEMMA 12. Seien u(t) = )Zﬂ(%l und v(t) = }Zj(% rationale Funktionen mit X, Y, 7 € Z[t], so daf u(t) und
v(t) nicht beide konstant sind. Dann gibt es ein absolut irreduzibles f(x,y) € Zx,y] mit
SRV,
Z(t)" Z(t)
Praktisch ist f(x,y) bis auf eine Konstante:
flz,y) = Resultante, (X (t) — Z(t)=, Y (1) — Z(1)y).

Idee: Mit # = X/Y,y = Y/Z hat man zwei Gleichungen und drei Unbestimmte «, y, ¢, man kann also ¢
eliminieren.

Erinnerung an die Resultante:
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e Sei A ein Integrititsring und
f=aot" 4+ +an,g=">bt"™ + -+ by, € A[t].
Die Resultante von f und g beziiglich ¢ ist dann
Ri(f,9) = resultant:(f,g9) = .. ..
e Es gibt Polynome ¢, € A[t] mit
o) f(t) +v(t)g(t) = Re(f,9).
o Ist
f@) =aot—a1)...(t —ap)und g(t) = bo(t — B1) ... (t = Bm),

Ry( _aobgn

e Die Resultante R:(f,g) ist genau dann 0, wenn ag = 0 oder by = 0 oder f und ¢ in Quot(R)[t]
einen gemeinsamen Faktor haben.
e Auflerdem haben wir fiir die Diskriminante von f:

Re(f, 1)) = (=1) T aeD()).

so gilt

Beweis des Lemmas: Als Ring wihlen wir A = Z[z, y], weiter
Fit) = X(2) - Z{0), 9(t) = Y (1) — 92 (0).
Die Resultante R ist dann € Z[z, y] und es gibt ¢, ¢ € Z[z, y,] mit
¢z, y, )(X (1) — Z()x) + d(z,y, ) (Y () — Z(t)y) = R(z,y).
Setzt man jetzt @ = X(t)/Z(t),y = Y(t)/Z(t) ein, so erhilt man R(X/Z,Y/Z) = 0. Wieso ist R(x,y)

absolut irreduzibel? Dies ergibt sich leicht mit nachfolgenden Bemerkungen. B

Bemerkungen:

1. Sei f(x,y) € Z[x, y] ein irreduzibles Polynom vom Grad n. Schneidet man f = 0 mit einer Geraden
y = ax + [, so erhilt man durch Einsetzen die Gleichung in z:

fle,ax 4+ 3) =0.

Von endlich vielen Werten von x abgesehen ist dies eine Gleichung n-ten Grades fiir . Man wird
also im allgemeinen n Schnittpunkte erhalten (eventuell Schnittpunkte in C?).
2. Sei eine Kurve parametrisiert gegeben durch

X(t) Y()
Tzw Tz
mit moglichst gekiirzter Darstellung. Sei
m = max(grad(X), grad(Y), grad(2)).
Wie oft schneidet eine Gerade ax+by+e¢ = 0 die Kurve? Wir setzen ein und erhalten die Gleichung
X(t) +bY (t) 4+ eZ(t) = 0.

Im allgemeinen gibt es dann m Losungen, also auch Schnittpunkte.
3. Aus den vorigen Bemerkungen folgt: Wird die rationale Kurve f(z,y) = 0 durch Polynome
X (4),Y(t), Z(t) mit maximalem Grad n beschrieben, so hat auch f Grad n.

Beispiele:
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1. Wir wahlen
X=t"—t* 42 -1,V =—t*—13-2,7=(1*-2)*
und erhalten
f o= 11419Txx+ 156 %y + 1292 %y« & + 709 % y? + 1456 * 22 4+ 2580 % y? * «
+2680 %y« 22 4 650 % y> — 800 * 2> + 49 % y* + T84 % 2* + 56 ¢ x
—376 % y? % 2% — 224 % y « 23

\
\
\
\
\
\

2.
X=t'—t? 4 2%t -1,V =t =3 -2, 7 = (t* = 2)* + 1,
und erhalten
f o= 114243 %2+ 1T4%y+ 1838« y s & + 956 % y? + 1883 % 22 + 4523 % y? x x
44696 * y * 22 + 1290 % y> — 415 % 2% 4+ 305 % y* + 890« a? + 1112 y® x 2
41022 % 4% « 22 + 308 x y * 2°;
3.

X=t'—t?4 2%t -1,V =t -3 -2, 7 = (t* —2)* - 1,

f o= 11+ 151%a+138%y+ 858 xy s + 500 % y° + 1141 x 2” + 1303 % y° x x
+1356 %y« 22 +222% 4> — 1027 % 2® —39 % y* + 752 % 2 — 352 % ¢y° x
—918 % y? % 2? — 348 x y x z°;

N\

Bemerkung: Fiir eine rationale Kurve f(x,y) = 0 148t sich eine Parametrisierung x(¢), y(¢) immer so
finden, daf} ¢ wieder eine rationale Funktion in x und y ist. Das impliziert, daf} die rationalen Punkte auf
f(z,y) = 0 bis auf endlich viele Ausnahmen in Bijektion sehen zu den ¢t € Q. Die Ausnahmen kommen
durch die Polstellenn zustande. (Der Beweis ergibt sich mit dem Satz von Liiroth.)

Wir kommen nun zu den ganzzahligen Punkten auf rationalen Kurven. Es gilt folgender Satz:



9. RATIONALE KURVEN 55

SATZ 29. Sei eine rationale Kurve f(x,y) =0 mit der Parametrisierung

X(t) Y (1)

T2 70
gegeben, wo X, Y, 7 € Qt] teilerfremd sind und Z(t) héchsten Koeffizienten 1 hat. f(x,y) = 0 habe
unendlich viele ganzzahlige Punkte. Dann liegt einer der folgenden Fille vor:

e Z(t)=1.

e Z()=({t—7r)" mitr € Q und X(t) und Y (t) haben Grad < m.
o Z(t) = (t2+rt+s)" mit r,s € Q, t? + rt + s irreduzibel iiber Q mit zwei reellen Nullstellen und
X (t) und Y (t) haben Grad < 2n.
Beweis: Sind % und % bereits gekiirzte Darstellungen, so folgt die Aussage des Satzes bereits aus

den Ergebnissen des letzten Paragraphen. Es bleibt der Fall, dal dies nicht so ist. Da Z(¢) nur endlich
viele komplexe Nullstellen hat, gibt es sicher unendlich viele [ € Z, so daf} ﬂi;giufﬁ schon gekiirzt ist.
Da auch fiir diese Funktion an unendlich vielen Stellen ganze Zahlen als Werte angenommen werden,
folgt die Behauptung fiir Z(¢) und dann auch fiir X(¢) und Y (¢) wegen

Y() = L, und X (¢) = L1

Ohne Beweis zitieren wir noch folgenden Satz von Siegel, der allerdings die Methoden der Vorlesung weit
iibersteigt:

SaTz 30. Sei f(x,y) € Zlx,y] absolut irreduzibel und f(x,y) = 0 besitze unendlich viele ganzzahlige
Lésungen. Dann ist die Kurve f = 0 rational und
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KAPITEL 10

Elliptische Kurven

Wir werden rationale Punkte auf Kurven der Form y? = 23 4+ ax + b studieren.

Beispiele: (Konstruktion neuer rationaler Punkte aus vorgegebenen mit der Methode von Bachet)

1. Die Kurve y? = % — 2 werde betrachtet. Durch etwas Probieren findet man, da$§ (3,5) ein Punkt
auf der Kurve ist. Wir bestimmen die Tangente in diesem Punkt: Die Taylorreihenentwicklung
lautet

f=27(x=3)—10(y—5) + 9(x — 3)* = (y — 5)* + (z — 3)°,

die Tangente ist also
27z - 31
RRETIR
Man erhilt

27 — 31 129
f(z, T) = (z —3)*(z - m)~

Daraus errechnet man: die Tangente schneidet unsere Kurve in dem weiteren Punkt (za2,y2) =

(1223833 Nimmt man nun die Tangente in (z2,ys) und schneidet sie mit der Kurve, so erhilt

100’ 1000
_ (2340922881 113259286337279
man den neuen Punkt (3, ys) = (S55575500 » ~ 419455066000 )

2. Bei der Kurve y* = 23 +1 sicht man schnell die Punkte (0,41) und (—1,0). Die Verbindungsgerade
zwischen den Punkten (—1,0) und (1,0) ist y = @ + 1. Der dritte Schnittpunkt ist (2,3). Die
Tangente in (2,3) ist y = 22 — 1. Dann ist der dritte Schnittpunkt (0, —1). Welche Punkte gibt
es?

Tangenten und singulire Punkte:

e Was ist die Tangente einer ebenen Kurve f(x,y) = 0 im Kurvenpunkt (zg, yo)? Dies ist der lineare
Anteil in der Taylorreihenentwicklung von f um den Punkt (2o, yo). Allgemein ist

(i,3) i :
Jfle,y) = ”ZZ:O%M@ —x0)' (y — yo) = %(l‘o,yo(l‘ — o) + 3—2(%&0)@ —yo)+ ...

57
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Die Tangente ist also .... Sind die beiden Ableitungen = 0, so existiert die Tangente nicht, wir
nennen den Kurvenpunkt singulér.

o Aussehen: Wir wollen f(x,y) = 0 in einem Punkt (zg, yo) betrachten. Nach Koordinatenwechsel
konnen wir (#q,y0) = (0,0) annehmen. Wir betrachten die Taylorreihenentwicklung von f:

fle,y) = ...
— Falls f = 0 nicht singuldr ist:

fle,y) =ax+by+ ..., (a,b)#0.
Dann kann man reell die Gleichung nach dem Satz iiber implizite Funktionen lokal nach x
oder y auflosen.
— Falls f = 0 singulér ist und
f=ax? +bry+ecy’ +... mit (a,b,c)#£0.

Dann gibt es zwei Félle:
* ar? + bry + cy? ist positiv oder negativ definit. Dann ist lokal um 0: f(z,y) # 0 fiir
(z,y) # (0,0), d.h. lokal hat f = 0 einen isolierten Punkt.
% ax? + bxy + cy® ist indefinit mit zwei verschiedenen reellen Nullstellen: nach Koordi-
natenwechsel ist

f=xy+...,
also schaut f = 0 lokal wie ein Achsenkreuz aus.
* ax’? 4+ bry + cy?® ist indefinit mit zwei gleichen Nullstellen, o.E.

f:y2+....

Beispiele: y? = 23 und y? = z* + 2°.
e Wann ist f = 23 +ax +b—y? singulér? Die folgenden Gleichungen miissen gleichzeitig erfiillt sein:

v =22 +ar+b,322+a=0,-2y=0.

Dies ist gleichwertig mit

Dies kann man aufldsen:

4a® + 2762 =0,y = 0,2 = —;’—b bzw. 0.
a

Der folgende Satz zeigt, dafl singulire Kurven vom Typ y? = 23 + ax + b nichts Neues ergeben:

SATZ 31. Sei die Kurve y?> = 23 4+ ax + b mit a,b € Q gegeben. Sie ist genau dann singuldr, wenn
4a3427b% = 0 ist. Ist dies der Fall, dann ist die Kurve rational. Genauer, es gibt ein ¢ € Q mit a = —3¢?
und b = 2¢3. Ein Parametrisierung wird gegeben durch

v=1t%—2, y=t(t*—3e).

Beweis: R

Aufgabe: Betrachte y? = (x — ¢)?(z + 2¢) bei variierendem ¢ € R.. Unterscheide die Fille ¢ > 0, ¢ = 0,
c < 0.

SATZ 32. Ist 4a® 4 27b% £ 0, so ist die Kurve y* = 2> + ax + b nicht rational.
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Beweisidee: Wir nehmen an, es gibe ein Parametrisierung #(t), y(t) € Q(t). Der Grad von Zahler und
Nenner von z(¢) und y(t) wire dann < 3. Sei

()= ———— und y(t) = ————.

®) ®) pr(t)™ ...
Dann gilt 2m; = 3ny, also my = 3k, ny = 2k;. Aus Gradgriinden gibt es dann nur ein p;(t), dieses ist
linear und k; = 1. Nach Koordinatenwechsel in ¢: 0.E. p1(¢) = t. Also kénnen wir ansetzen:

t t? bo + b1t + bat? + bst® |
x(t):%undy(t): 0o+ +t32 + b3 mit ao, by % 0.

Dies liefert ein grofies Gleichungssystem. Nach Elimination findet man 4a® 4+ 276% = 0, ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist unsere Kurve nicht rational. B

Kurvendiskussion: Uber R gibt es nur zwei Méglichkeiten:

e 2 +ax+b=(x—e1)(xr— e3)(x — e3) mit drei reellen Zahlen e;.
o 13+ ar + b hat genau eine reelle Nullstelle e.

Schnitte mit Geraden: Sei die Kurve y?> = 23 + ax + b gegeben. Wie oft schneidet eine Gerade die
Kurve?

e y = cx + d. Einsetzen liefert ein kubisches Polynom in z. Man erhilt also richtig gezdhlt immer
drei Schnittpunkte.
e & = c. In diesem Fall gibt es nur zwei Schnittpunkte: (g, +yo).

Vermutung von Poincare(?): Fiir eine nichtsingulire Kurve y? = x® + ax = b gibt es endlich viele
rationale Punkte, so dafl sich alle anderen rationalen Punkte durch die Tangenten- und Sekantenmethode
aus den vorgegebenen Punkten gewinnen lassen.

Hat man zwei Punkte, so kann man also im allgemeinen noch einen weiteren dritten dazu findet. Kann
man also eine Verkniipfung auf der Kurve definieren? Ein Problem ist, dafl die Geraden z = ¢ die Kurve
nur zweimal schneiden. Doch das 148t sich beheben.

Der unendlich ferne Punkt O:

e Zunichst wollen wir versuchen zu verstehen, wie sich die Kurve verhilt fiir y — co. Dazu machen
wir einen Koordinatenwechsel:

U 1

r=—, y=—.

v v

Umgekehrt ist dann v = zy und v = ir wollen also sehen, was passiert fiir v — 0. Einsetzen

liefert:

1
o
v =u® + auv? + 0P,

Fir v = 0 erhalten wir sofort © = 0, d.h. einen Punkt. Diesen Punkt nennen wir O.
e Was passiert mit den Geraden x = ¢7 Einsetzen liefert

U = cv.

Fir v = 0 erhalten wir also v = 0, d.h. wieder den Punkt O.

e Fiir v = 0 gehen also die Kurven y? = 2% +ax+b und die Geraden = ¢ durch einen gemeinsamen
Punkt u=0,v=0.

o Wir betrachten spafleshalber noch das Verhalten der Geraden y = cz +d. Man erhilt 1 = cu + dv:
Diese Geraden gehen nie durch den Punkt O.

e Um die Kurve zu vervollstindigen, nehmen wir noch einen unendlich fernen Punkt O hinzu.
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e Bild im Unendlichen.

o All diese Probleme umgeht man, wenn man die Situation in der projektiven Ebene betrachtet.

Wir wollen jetzt eine Addition auf der Kurve y? = 23 4 ax + b einfiihren. Fiir einen Kérper K sei
E(K)={(z,y) € K* :y* =23+ ax + b} U{O}.

e Fiir P,Q € E(K) sei g(P, Q) die Verbindungsgerade zwischen P und @ bzw. die Tangente, falls
P = @ ist. Neben P und @ liegt dann bei richtiger Zahlung noch ein weiterer Punkt R auf der
Geraden ¢(P, Q). Dieser werde mit h(P, @) bezeichnet.

e Fir P, € F(K) definieren wir jetzt:

P+Q = h(h(P,Q),0).

Geometrisch: ...
e Wir erhalten die Eigenschaften:
- P+Q=Q+7P
- P+0O=PFP

— P+h(PO)=0

— Mit einigem Aufwand kann man auch zeigen: P+ (Q 4+ R) = (P + Q) + R.
Also ist F(K) versehen mit + eine abelsche Gruppe. Wir nennen die Kurve eine elliptische Kurve.
Eine elliptische Kurve E ist fiir uns also eine Kurve y? = 22+ ax+b zusammen mit einem unendlich
fernen Punkt O und dem eben beschriebenen Additionsgesetz.

Da der Punkt O eine Sonderrolle spielt, kénnen wir das Additionsgesetz auch noch etwas einfacher
anschreiben: Seien P = (x1,y1) und @ = (z2,y2) vorgegeben. (Also # O.) Dann lassen sich fiir die
Addition folgende Félle unterscheiden:

1. @1 # xa: Lege die Gerade durch P; und Ps. Der dritte Schnittpunkt mit F sei (23, y3). Definiere
dann

(1, y1) + (22, y2) = (73, —ys3).
2. x1 = x5 und y; = —yo. Setze dann
(z1,01) + (21, —y1) = O.

3. 1 =z und y; = y2 # 0. Ist (23, ys3) der dritte Schnittpunkt der Tangenten in (z1,y,) mit F, so
setze

(1, 1) + (22, y2) = (x3, —y3).
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Beispiel: Fiir F : y? = 23+ 1 haben wir

E(Q) 2 {O’ (_1’ 0)’ (Oa 1)a (Oa _1)a (2a 3)a (2a _3)}
Wie sieht die Gruppenstruktur aus?

Indem man nun die Geradengleichungen explizit aufstellt, gewinnt man folgenden Satz:
SATZ 33. Sei E:y? = 2% + ax + b gegeben mit 4a® + 27b% £ 0. Fiir (x1,v1), (22, y2) € E(K) gilt dann

L4 —(1‘1,3/1) = (l‘l,—y1)~
o Fiirxy # w2 und (w3,y3) = (21, 41) + (22, y2) gilt:

2
Y2 — Y1 _ Y2 T2Y1 — T1Y2
— ], —yz= T3+

L2 — &1 L2 — &1 L2 — &1

Tz =—r1 — T2+ (
o Fiirxy = &g und y1 = ya2 # 0 und (z3,y3) = 2(x1,41) gilt:
x‘ll — an% — 8bxq + a® 31‘% +a —l‘? + axq + 2b
) —Ys = T3 .
4(23 + axy + D) 2y, 2y,

xr3 =
Beweisskizze: R
Bemerkung: Mit obigen Formeln kann man auch versuchen, das Assoziativgesetz explizit nachzurechnen.

Obwohl die Bilder dann nicht mehr stimmen, kann man obige Konstruktionen auch iiber endlichen
Koérpern machen.

Beispiele:
1. Wir betrachten die Kurve E : y? = 23 4 3z + 2 iiber dem Kérper K = F5. Dann ist 4a® + 276% =
1#0. Es ist

x 0112314
2+3x+22]1]1]13]3

Quadrate in F5 sind die Zahlen 0, 1, 4, also ist
E(F;5) =40,(1,1),(1,4),(2,1),(2,4)}.

Was ist 2(1,1)7 Die Tangente ind (1, 1) ist ¥y = 3z 4+ 3. Der andere Schnittpunkt ist dann (2,4),
also 2(1,1) = (2, 1). Etc. Trivial ist die Bemerkung F(Fs) ~ Z/57Z.
2. Auch die Kurve y? = 23 + x + 2 ist iiber Fj elliptisch wegen 4a® + 276% = 2 # 0.

x 011234
Brr+2(214]2[2]0

Quadrate in F5 sind die Zahlen 0, 1, 4, also ist
E(Fs5) ={0,(1,2),(1,3),(4,0) }.
Welche Gruppenstruktur liegt vor?

Bemerkung: Elliptische Kurven iiber endlichen Koérpern spielen auch in der Kryptographie eine Rolle.
Wir wollen der Vollstandigkeit halber noch eine Tatsache erwidhnen:

Bemerkungen:

e Sei nun a,b € R vorausgesetzt. Ist 4a® + 2706 # 0, so ist F(R) eine Gruppe und eine reelle
kompakte Kurve. Was kann die Gruppenstruktur sein? An kompakten Gruppen gibt es den Kreis
S1. Fiir 4a® 4+ 2767 <> 0 ist

E(R)~R/Z bzw. R/Z & Z/2Z.
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e Sind a,b € C mit 4a® + 27b? # 0 und E : y* = 2> + ar + b. Was ist dann E(C)? Es gilt: Es gibt
ein Gitter I' C C mit
E(C)~C/T.
Der Isomorphismus kann durch sogenannte elliptische oder doppeltperiodische Funktionen be-
schrieben werden.

Aufgabe: Untersuche das geometrische Additionsgesetz fiir die singuliren Kurven y? = x> 4 azx + b mit

4a3 4+ 2762 = 0.

Isomorphie: Wir wollen ein paar Bemerkungen zum Isomorphiebegriff elliptischer Kurven machen. Wir
nennen zwei elliptische Kurven E : y? = 23 + az + b und E' : y/> = 2> + a’2' + b/ isomorph iiber einem
Koérper K, wenn es eine Koordinatentransformation
v =ax,y =Py
gibt, so dafl dadurch E’ in F iibergeht und o, 8 € K.
o Das liefert sofort 42 = a?, also ein v € K mit
a=9"0=7"
e Damit erhalten wir
P2 /.3
r=94YY =7Y
und damit nach einigen Umformungen:
a' =~%a, b’ =~%.
e Was passiert mit der Diskriminante?
4’ + 2707 = 412 (4d® + 27b7).
e Der Ausdruck
da3
4a® + 27b%
héngt nicht von der Basiswahl ab: isomorphe elliptische Kurven haben gleiche j-Invariante.
e Umgekehrt kann man (leicht) zeigen: Haben E und E’ gleiche j-Invariante, so sind sie iiber dem
algebraischen Abschluf} isomorph.

o Beispiel: Die Kurven F : y?> = 23 — z und E’' : y?> = 2® — 2z haben beide die j-Invariante 1728.
Man muB ein 5 finden mit 2 = 4*. Also sind £ und E’ isomorph iiber K, sofern v/2 € K ist.

j=1728

Wir interessieren uns aber zunéchst fiir die rationalen Punkte auf elliptischen Kurven, die tiber Q definiert
sind.

LEMMA 13. Sei E die elliptische Kurve y* = 23 + ax +b mit a,b € Z. Ein Punkt P € E(Q) mit P # O
hat dann die Form

r s

P = (ﬁa ﬁa
mit w € N, r,s € Z und ggT(r,u) = ggT(s,u) = 1.
Beweis: Zur Ubung. ®

Beispiel: Wir wollen fiir £ : y> = 2% — z + 4 die rationalen Lésungen bestimmen. Setzt man ein

—10 <7 <10,1 <wu < 10, so findet man die Punkte
T 5.9 29 1 127

1,42 2), (1,42), (4 LA 245 (=, 20,
(-1,2),(0,%2), (1,£2), (4,28), (1 %), (5,22, (1o +2])
Nutzt man jetzt die Gruppenstruktur aus, so findet man mit P, = (—1,2) und P, = (0, 2):
75 9 29 1127
1,2)=—-P, — P>, (4 =2Pi+ P, (—,=)=2P, + 2P, (-, —) = -2P,(—,—) = —2P>.
(a) 1 2,(a8) 1+ 2,( 4’8) 1+ 2’(4’8) 1’(16’64) 2

Die angegebenen Punkte sind also Linearkombinationen von P; und Ps. Ein weiteres Beispiel ist
(_3682249 _4280578234)
2301289 3491055413"

3P — 2P, =
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Die Frage stellt sich: Ist
E(Q) = ZP + ZPy?

Ist die Summe sogar direkt?

Wir wollen spéter folgenden Satz von Mordell skizzieren:

SATZ 34. Sei E eine elliptische Kurve diber Q. Dann ist die Gruppe E(Q) eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe. D.h. die Torsionsuntergruppe E(Q)or der Elemente endlicher Ordnung ist endlich und es gibt
P Pomat

E(Q) = E(Q)tor S ZPl S @ZPT

r heifit daber der Rang der elliptischen Kurve.
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KAPITEL 11

Torsionspunkte auf elliptischen Kurven

Sei E eine elliptische Kurve iiber einem Kérper K gegeben durch eine Gleichung y? = 23 + ax + b, mit
a,b € K und 4a® +27b% # 0. (AuBerdem haben wir irgendwann char(K) # 2,3 benutzt.) Uns interessiert

Fiors(K) = {P € E(K) : es gibt ein n € N mit nP = O}.

En(K)=...

Punkte der Ordnung 2: Sei P = (z,y). Wann ist 2P = 07 Es gilt:
2P=0 < P=-P < (2,y) = —(2,y) = (z,—y) < y=0.
Die Punkte der Ordnung 2 sind also die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse und O.

Beispiele iiber Q:
1. y? = 2% — x. Wegen 2% — 2 = x(x — 1)(x + 1) gibt es vier 2-Teilungspunkte:

{0,(-1,0),(0,0),(1,0)}.
2. y? = 2% — 1. Wegen 2 — 1 = (z — 1)(z? + = + 1) gibt es zwei 2-Teilungspunkte:
{0,(1,0)} ~ Z/2.

3 — z — 1 1ist irreduzibel iiber Q, also gibt es nur den trivialen

3. y? = 2% — 2z — 1. Das Polynom =z
2-Teilungspunkt O.

4. Da alle drei kubischen Polynome drei Nullstellen in C haben, ist klar, dafl in diesem Fall E2(C) ~
Z/2 x Z/2 gilt.

3

3-Teilungspunkte: Sei P = (z,y). Wann gilt 3P = 07 Dies ist gleichwertig mit 2P = —P. Nun ist
zt — 2ax? — 8bx + a? )

2P =
( Az 4+ ax +b)

die Bedingung lautet also
zt — 2ax? — 8bx + a?

Az 4+ ax +b)
denn 2P = P kommt hier nicht vor. Umgeformt gibt dies die Bedingung
3z% 4 6az? + 120z — a® = 0.

Da mit P = (z,y) auch —P = (z,—y) ein 3-Teilungspunkt ist, kann es also maximal 8 nichttriviale
3-Teilungspunkte geben, d.h.

:Jj’

E3(K) = {0} oder Z/3 oder Z/3 x Z/3.

Beispiele iiber Q:
1. y? = 22+ r + 1. Das obige Polynom ist irreduzibel iiber Q, also ist F5(Q) = {O}.
2. y?> = 23 + 1. Dann ist das obige Polynom 3z (x> + 4), also ist

15(Q) = {0, (0, £1)}.
3. Kann der Fall F53(Q) = Z/3 x Z/3 vorkommen? Dazu muf} das Polynom
32t + 6ax? + 12bx — a*
iber Q in Linearfaktoren zerfallen.

65



66 11. TORSIONSPUNKTE AUF ELLIPTISCHEN KURVEN

Wir wollen uns jetzt allgemein Fiors (Q) zuwenden. Dazu noch ein Beispiel:

Beispiel: Auf der elliptischen Kurve y? = 23 4 42 — 1 liegt der Punkt P = (1 1). Dann ist

48
9p — (4481 299967 = ( 22443265 270195523967
16 64 CON22.11%.3727 23.116.373

Die Vermutung liegt also nahe, dafl die Nenner immer grofler werden, und da8 P also kein Torsionspunkt
ist.

Sei E eine vorgegebene elliptische Kurve {iber Q und p eine Primzahl. Wir betrachten die Menge

Ep) ={(

r S
mz—p%, m3—p3€) € E(Q) :e>en,g9T(p,rsm) =1} U{0},

d.h. p?¢° bzw. p3¢° kommt tatsichlich im Nenner vor.
Es ist klar, dafl wir folgende Inklusionen haben:

E(p) 2 E(p*) 2 E(p) 2 --- 2 {0},
(p-adische Umgebungen der O.)

Wir hatten frither schon zur Einfiihrung von O ein anderes Koordinatensystem benutzt. Ist P = (z,y),
so war u(P) = 5 In unserem Fall ist also
( r s ) = ms
u m2p2e’ mdpie’ ~ g r-
Es gilt dann das folgende Lemma:
LEMMA 14. E(p®°) ist eine Untergruppe von E(Q) und fir P1, P, € E(p®°) gilt:
u(Py 4+ P2) = u(Py) + u(P2) mod poee.

Das Beweis ist nicht schwierig, benutzt aber geschickte Umformungen. Wir verzichten hier darauf.

Wir nutzen aber das Lemma sofort aus:
LEMMA 15. E(p) enthdlt keinen Teilungspunkt # 0.

Beweis: Angenommen, es gébe einen Teilungspunkt P # O mit P € E(p). Indem wir zu einem vielfachen
von P iibergehen. kénnen wir annehmen, daf§ P ein ¢-Teilungspunkt ist fiir eine Primzahl q. Sei P € E(p®),
aber P ¢ E(p°*t!). Dann ist nach dem vorausgegangenen Lemma modulo p°¢:

0 =u(0) = u(q - P) = qu(P) mod p°*,
also auf jeden Fall
u(P) = 0 mod p°*~

aber nach Voraussetzung war u(P) #Z 0 mod p®*!. Dies ist ein Widerspruch, also war die Annahme falsch.
|

FOLGERUNG 7. Ist P = (x,y) ein Torsionspunkt der elliptischen Kurve y? = 23 + ax +b mit a,b € Z,
soqilt x,y € 7.

Beweis: Angenommen, z oder y wiren nicht ganze Zahlen. Dann gibt es eine Primzahl p, die im Nenner
vorkommt, also P € E(p). Das geht aber nach dem eben gezeigten Lemma nicht. B

Wir kénnen nun den folgenden Satz von Lutz-Nagell zeigen:

SaTz 35. Ist P = (x,y) # O ein Teilungspunkt der elliptischen Kurve y> = x> + ax +b mit a,b € Z, so
qilt:

e I,y S Z7

e y =0 oder yl4a® + 27b%.
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Beweis: Den ersten Teil haben wir bereits gesehen. Ist nun P Torsionspunkt, so auch 2P. Ist 2P = 0, so

ist ¥y = 0 und wir sind fertig. Andernfalls ist

zt — 2ax? — 8bx + a?
Az 4+ ax +b)

2P = ( o)

also muf} auch
z* — 2ax? — 8bx + a?
4234 ax +b)
gelten. Weiter findet man mit der Resultante
zt — 2ax? — 8bx + o
4234 ax +b)
Da die linke Seite der Gleichung in Z ist, muf} es auch die rechte sein, woraus dann sofort die Behauptung
folgt. m

€z

4a3 + 272
o

-4(32% 4 4a) — 32* 4 Sax + 27b =

Bemerkung: Der Satz von Lutz-Nagell liefert fiir eine konkret gegebene elliptische Kurve eine effektive
Methode, die rationalen Teilungspunkte zu bestimmen.

Beispiele:
1. y? = 23 — 432 4+ 166. Dann ist 4a* + 276% = 215 . 13. Ist (2, y) € Etors(Q) und y # 0, so gilt also
y?|2'° - 13, also y|27. Durch Ausprobieren findet man:
Eiors(Q) = {0, (3, £8), (=5, £16), (11,+32)} ~ Z/7.
2. y? = 3 — 432z + 8208. Dann ist
4a® 4+ 27b* = 2% - 317 . 11.
Fiir (z,y) € Eiors(Q) mit y # 0 muB also gelten y|2% - 3°. Durch Ausprobieren findet man
Fiors(Q) = {0, (—12,+108), (24, £108) } ~ Z/5.

Nun kann man sich fragen, welche endliche Gruppen iiberhaupt auftreten als Eiors (Q). Wir haben oben
bereits gesehen, dal wir auf einfache Weise keine Untergruppe Z/3 x Z/3 konstruieren konnten. Das
schwierige Problem wurde von Mazur gelést. Das Ergebnis ist der folgende Satz, dessen Beweis die
Vorlesung weit iibersteigt.

SATZ 36. Ist E eine elliptische Kurve diber Q, dann ist Eors(Q) eine der folgenden Gruppen:
e Z/m firl <m < 10 oder m = 12,
e Z/2xZ/n firn=2468.

Reduktion modulo p Sei E eine elliptische Kurve iiber Q gegeben durch die Gleichung y* = 234+ az +b
mit a,b € Z. Ist p eine Primzahl mit 2(4a® + 276?) Z 0 mod p, so erhilt man durch Betrachtung der
Gleichung modulo p eine elliptische Kurve iiber F,,. Wir erhalten dann eine Abbildung

P EtOTS(Q) - E(Fp)~

p ist ein Gruppenhomomorphismus, da die Addition geometrisch definiert war. Natiirlich ist p dann auch
injektiv, da ein Punkt (z,y) € Z x Z modulo p betrachtet in F, x F, liegt, also von O verschieden ist.
Also ist

Erors(Q) = E(Fy),

Ergebnis: Sei 2(4a® 4 27b%) Z 0 mod p.
® FEiors(Q) ist eine Untergruppe von E(F,).
o Speziell gilt deshalb

#Etors (Q)[#E(Fp).

Dies kann praktisch sehr hilfreich sein, um Fi,rs(Q) zu bestimmen.

Beispiele:
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1. y? = 2% — 432 + 166 hatten wir bereits betrachtet.

p [3]5]7][11]17]19
#E(F,) |77 |7 |14 21|14

Also gilt: Frors(Q) € {1,7}.
2. y? = 23 — 432z 4 8202 haben wir auch schon betrachtet.

p |57 [13[17]19]2329
#E(F,) | 5|10 | 10 |20 |20 | 25 | 30

Also gilt: Frors(Q) € {1,5}.




KAPITEL 12

Elliptischen Kurven iiber Q

1. Rationale Punkte — Der Satz von Mordell-Weil

Wir betrachten elliptische Kurven E iiber Q gegeben durch eine Gleichung y? = 23 4+ ax + b mit a,b € Z.
Wir wissen bereits, daf} die rationalen Punkte zusammen mit dem unendlich fernen Punkt O eine abelsche
Gruppe bilden. Es gilt der Satz von Mordell:

SaTz 37 (Mordell-Weil). E(Q) ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, d.h.

E(Q) >~ Etors(Q) X Zra
mit einer ganzen Zahl v > 0. (r heifit der Rang der elliptischen Kurve E.)

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

e Zuerst zeigen wir, dafi F(Q)/[2]EZ(Q) endlich ist. (Das reicht aber fiir die Endlicherzeugtheit noch
nicht aus, wie Q/2Q = 0 zeigt.)

e Dann werden wir versuchen mit der Methode des Abstiegs - Descente ‘grofie’ Lésungen auf kleinere
zuriickzufithren, um so ein endliches Erzeugendensystem zu erhalten. Dazu ist es wichtig, die Grofie
- Hohe - von Punkten zu messen.

Dieser Satz soll im folgenden Fall bewiesen werden fiir den Spezialfall, dafl die 2-Teilungspunkte bereits
iiber Q definiert sind, d.h. ® + ax +b = (x — e1)(z — e2)(z — e3) mit ¢; € Q.

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.
e Zuerst zeigen wir, dafi F(Q)/[2]EZ(Q) endlich ist. (Das reicht aber fiir die Endlicherzeugtheit noch
nicht aus, wie Q/2Q = 0 zeigt.)
e Dann werden wir versuchen mit der Methode des Abstiegs - Descente ‘grofie’ Lésungen auf kleinere
zuriickzufithren, um so ein endliches Erzeugendensystem zu erhalten. Dazu ist es wichtig, die Grofie
- Hohe - von Punkten zu messen.

1.1. Der schwache Satz von Mordell-Weil. Sei K ein Kérper der Charakteristik # 2,3. Wir
betrachten elliptische Kurven E, gegeben durch
vV=+ar+b= (x —e1)(w — e2)(x —e3),

wo alle e; in K liegen.
Sind z,y € K mit y* = (r—e1)(x —e2)(x —e3), so 1Bt sich fragen, wieweit sich z —e; von einem Quadrat
unterscheidet.

Wir definieren daher:

Definition: ¢ : F(K) — K*/(K*)? x K*/(K*)? werde wie folgt definiert:

' (xiel,x—)ez) ) (x,y)(;é (()31,0(),(6(2),)0),0
_ €1 —€z)lé1 —€3),€61 — €2 L, Y) = (€1,
S ~enlea = ) (2:9) = fe2,0)

wobei jeweils die Klassen in KX /(K*)? x K*/(K*)? zu nehmen sind.

Bemerkung: Da i.a.
2

== e = e ()
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gilt, kann man auf die Betrachtung von z — e3 verzichten.

Gilt auf E: (z1,y1) + (#2,y2) = (23,ys), dann rechnet man nach, daf§ gilt:

ei(yh — y2) + 1y2 — 22tn ’
(21 —e)(xa—e) (w3 —€;5) = .
] — T2

Eine unmittelbare Folgerung ist:
LEMMA 16. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beispiel: Wir nehmen F : y? = 23 — 25z. Wir haben bereits vier nichttriviale Punkte. Wir definieren:
é((z,y)) = Klasse von (z,z — 5).

(0—=5)(0+5),0—-5) ~ (—1,-5)

0,0)) (
¢((5,0)) = 6-0,6-00>+5)~(5,2)
#((=5,0)) = (=5—-0,-5—-5) ~ (=5,—10)
¢((—4,6)) (=4-0,-4-5)~(-1,-1)

Beispiele:
1. Alle Elemente in C sind Quadrate, also CX/(C*)? =1
2. In R sind genau die positiven Elemente Quadrate, also R*/(R*)? = {£1}
3. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z ist jedes & € Q, # # 0 modulo Quadraten von
der Form « ~ £p; ...p,, wo die p; Primzahlen sind.

Da KX /(K*)? x K*/(K*)? Exponent 2 hat, sollte [2]E(K) im Kern von ¢ liegen, und in der Tat gilt:

Ist (22, y2) = [2](x, y), so folgt:
zt — 2ax? — 8bx 4 a’

ro —

4y?
und man rechnet aus:
(xz — 2e1x — e% +ejes + e%)z
o — €1 =
2y
(xz — 2es1 + e% +ejeg — e%)z
g — €y =
2y

woraus unmittelbar die Bemerkung folgt.

Was ist der Kern von ¢7 (2, y) ein Element daraus, also

2
L —€ =4a;, Y=Aayadas

Dann hat man natiirlich e; + a% =e9+ a% =e3+ a%. Da auflerdem es = —e; — es erhélt man schnell:
1
er = g(—?d% + a2 4 a3)
o= -2+
1
6 = S+ ai—2d

Wir betrachten nun die Geraden durch (z, —y) = (3(a + a3 + a3), —a1azas):
1
Yg = (xg — g(a% + a5 + a3)) — ajazaz

und untersuchen wann sie auch Tangente sind. Wir setzen in f = l‘g +ary+b— yé ein und erhalten nach
Abspaltung des trivialen Faktors ein quadratisches Polynom in x4, dessen Diskriminante

81(&1 —|—Clz + as —t)(a1 — a2 — A3 —t)(—a1 — a9 —|—Clg —t)(—a1 + as — a3 —t)
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ist. Wir erhalten also 4 Tangenten. Eine davon erhilt man fiir ¢t = a1 + a2 + a3. Man rechnet dann sofort
nach:

1 1
[2](§(a% + a% + a%) + ajas + ajaz + azas, (a1 + a2)(ay + asz)(az + az)) = (g(a% + a% + a%), ajasas).
Also erhélt man schliefSlich den Satz:

SATZ 38. ¢ induziert eine Einbettung
E(K)/[21E(K) « K*/(K*)? x K*/(K*)%.
Wir betrachten nun den Fall K = Q genauer. Sei (z,y) = (&, %) € £(Q). Dann gilt:

ITER]

s = (r— uzel)(r — uzez)(r — U263).

Wir schreiben

r—u261 =4p1...pr v?
mit verschiedenen Primteilern p;. Da links ein Quadrat steht, muB p; noch in einem weiteren r — uZe;
vorkommen, 0.E. in r—u?es. Dann teilt p; auch die Differenz u?(e; —e?), ist aber fremd zu u, weil p; sonst
auch r teilen wiirde. Also: pile; — e3. Analoges gilt fiir die anderen p;, d.h. alle p; treten als Teiler von

(e1 —ea)(e1 —e3)(ea —e3) auf. Das gleiche gilt fiir r —u?es und r —u?es. Und wegen x —e; = (r —u’e;) - u%
gilt fiir die Quadratklassen:

SATZ 39. Seien p; die Primteiler von (e1 — ea)(e1 — e3)(e2 — e3). Dann ist das Bild von ¢ enthalten in
der von

(£pi, £pj)
erzeugten Untergruppe von KX [(K*)? x KX /(K*)2.

Also liegt ¢(F(Q)) in einer endlichen Untergruppe von K*/(K*)? x KX /(K*)?, woraus unmittelbar
der schwache Satz von Mordell-Weil folgt:

Satz 40. E(Q)/[21E(Q) ist endlich.

1.2. Hohen. Wir wollen nun die Grofie von Zahlen messen. Dazu definieren wir:

Definition: Sei © = (rg : -+ : 1) € §7(Q) dargestellt mit »; € Z und ggT(rg,...,r,) = 1. Dann heifit
H(x) = max(|r;]) die Héhe von x. Desweiteren heifit h(z) = log H(z) die logarithmische Hohe von x.

Beispiel: Seien 7, s ganze teilerfremde Zahlen mit s # 0. Dann entspricht = dem Punkt (1: %) = (s :7),
also

H (=) = max(|r], |s|).
ZB.H(2)=T1.

Wir definieren nun auch analog eine Héhe auf E(Q). Da die y-Koordinate im wesentlichen durch die
z-Koordinate bis aufs Vorzeichen festgelegt ist, beschrinken wir uns auf die z-Koordinate und definieren

fir (2,9) = (&, 5) € E(Q):
H(P) = H(x) = max(|r|,u?).

Welche Eigenschaften hat nun die Héhe auf F(Q)?

SATZ 41. Seien @y, i = 1,...,s Punkte in E(Q). Dann gibt es Konstanten ¢y = c1(a,b,Q;) und e3 =
ca(a, b) mit der Eigenschaft:

1. h(P + Qz) < Qh(P) +

2. h([2]P) > 4h(P) — ¢z

3. Fiiralle c € R ist {P € F(Q) : h(P) < ¢} endlich.

Zum Beweis beniitzt man folgendes Lemma:

LEMMA 17. Sei E : y? + ax +b. Dann gilt:
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L Ist (25, 28) 4+ (55, 25) = (%4, Ya), s0 gilt:

ary uput — 2sp sup u + 2buptut + aruptu® + roZru + rirp up?

2

(rup? — g u2)2
2. Ist 2](Z, 35) = (w2,y2), so gilt:

= 2r2au® + a?u® — 8 rbu

vz 4u? (r3 + arut 4 bub)
Set xy = % mit
7 =r* = 2arut — 8bru® + a*u®, N = 4u’(r® 4+ aru® + bu®).
Dann qilt:
Z(=12r*u® — 16u’a) + N (37 — baru® — 27bu’) = —4u'*(4a® + 27b%)

und

Z-Ny+ N -7y = —4r" (4a® 4 27b%)
mat

Ny = —12ruta* — 126300’ — 16 373 + 4 72bau” — 88 rbu*a — 96 b3u® — 108 352
71 = 3uba® — 5riulat — 26 rbuta® + 24 a®ubb? — rPba® — 32 r%u?b%a — 192 rb3ut
Das Lemma beweist man einfach durch Nachrechnen.

Beweisskizze fir den Satz:
e Sei H; die Hohe von @; etc. Nun gilt: s? = |3 + aru® + bu®| < H3 + |a|H? + |b|H3, also (su)? <
(14 |a| 4+ b)) H?, also |su| < (1+ |a|+ |b|)2 H2. Damit kann man abschitzen:
|Zahler von x,| < 4HZH?
[Nenner von x,| < 4(1+ |a| + |b|)H?H?

woraus sofort H(z,) < 4(1 4+ |a| + [b])HZH? folgt.
e Zunichst sieht man ggT(Z, N)|A, woraus folgt:

[Z] < |AlHy, N[ < |A[H,
Setzt man dies ein, so erhélt man:
u'4|A| < Hy|A|(15 + 21]a| + 27]b]) H>.
Aus der anderen Formel erhélt man analog:
77| |A] < Ha|Ale(a, b) H?.
Daraus folgt sofort:
H*< Hyea(a, b)

Anwendung auf die Bestimmung von F(Q): Seien @Q1,...Q; Reprisentanten von F(Q)/[2]F(Q).
Sei P = Py gegeben. Wir konstruieren rekursiv Punkte P; wie folgt:
Bestimme Q) mit ¢(F;) = ¢(Qy()). Dann ist also

Pi= Qi+ [2]Piya

mit einem neuen Punkt P;;q. Wir kénnen jetzt abschitzen:

1
h(Pry) < Z[([2]P) + c2]
1 C2
= Zh(pi = Qu) +
1P = Qr) + 5
1 c1+ ¢z
< =h(P;
< ghtpy+ 20
Daraus erhalt man: )
WP < h(P)+ 222
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und als unmittelbare Folgerung:

Ergebnis: Die Menge
{PeE(Q):h(P) <er o}
erzeugt F(Q).

Damit ist der Satz von Mordell bewiesen.
Bemerkung: Wir kénnen F(Q) bestimmen, falls wir F(Q)/[2]E(Q) kennen. Der Rest ist konstruktiv.

Bemerkungen:

1. Es gibt verschiedene Methoden, um die Bestimmung von E(Q) anzugehen, es ist aber kein allge-
meiner Algorithmus bekannt.
2. Wie grofi kann » (der Rang der elliptischen Kurve) werden, wo

E(Q) >~ Etors(Q) @ ZT

3. Die Kurve
y2 = 2% — 101596938352z + 12361366202306320

hat Rang > 12.
Die Kurve

y? + 357573631y = 23 + 259705522 — 549082z — 19608054

hat Rang > 14.

4. Ist der Rang grof}, so hat E also viele rationale Punkte, sollte also auch viele Punkte modulo p
haben. Dies haben Birch und Swinnerton-Dyer untersucht. Eine ihrer Vermutungen 1&8t sich so
formulieren:

Sei f(P) = HPSP%' Dann gilt asymptotisch fir P — oo:

f(P) ~ C(log P)"
mit einer Konstanten . Die Vermutungen von Birch und Swinnerton-Dyer erstrecken sich auch
auf F zugeordnete L-Reihen und sind bis heute noch nicht allgemein bewiesen.
5. Sei p; die Folge der Primzahlen. Betrachte dann die Folge
#E(F,,
Zign log %

loglog py,

Frage: Was hat a, mit dem Rang r zu tun?
6. Beispiele

ap —

Kurve Rang | a100 | @200

v =z3+1 0 0.75 | 0.70
y? =2 — 25z 1 1.58 | 1.44
Y =x—x+4 2 2.40 | 2.40

L-Reihen: Ist E iiber F, nichtsingulér, so definieren wir
ap =p+1—#E(F,).

Damit

Lp(s) = H : 1-2s H

a1 e
gute p rP b schlechte p
Birch und Swinnerton-Dyer haben dann unter anderem Folgendes vermutet:

e Lg(s) hat eine analytische Fortsetzung auf ganz C.
e Die Nullstellenordnung von Lg(s) im Punkt s = 1 ist der Rang der elliptischen Kurve.
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2. Ganzzahlige Punkte — Der Satz von Siegel
Es gilt der Satz

SATZ 42 (Siegel). Auf der elliptischen Kurve y* = 23 + ax + b mit a,b € Z gibt es nur endlich viele
Punkte mit ganzen Koeffizienten.

Genauer gilt: Ist P, die Folge der rationalen Punkte mit H(FP,) < H(P,41) und P, = (3=,...), so gilt

log |a,|
m =
n—oo log|by,|

D.h. die Anzahl der Dezimalstellen von Z&hler und Nenner ist ungeféhr gleich. (7)

Beispiel: 4> = 23 — ¢



KAPITEL 13

Ubersicht iiber rationale und ganzzahlige Lésungen

Gegeben sei eine Kurve €' durch ein absolut irreduzibles Polynom f(z,y) € Z[z,y] vom Grad d. Wir
fragen nach den rationalen und ganzzahligen Punkten auf C'.

Wir wollen eine Invariante von C' einfithren, das Geschlecht.

Die Riemannsche Fliache von C: Zerlegt man
f(z1 +ize, 23+ ixs) = g(21, 22, 23, 24) +ih(21, 22, 23, 24),

wo g und h Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten sind, so lassen sich die komplexen Losungen von
f(z,y) = 0 reell wie folgt beschreiben:

Co = {(x1,...,24) ER*: f(m) +ixg, 23 +124) =0} =
= {(z1,...,74) € R*: g(21, 22, 23, 74) = h(21, 20, 73, 24) = 0}.

Co ist dann eine reelle Flache im R*. Nach Desingularisierung und Kompaktifizierung erhélt man dann
aus Cj eine reelle glatte kompakte Flache C, die automatische orientierbar ist. (Riemannsche Fliche von

)

Topologische Klassifikation der reellen kompakten orientierbaren Flichen: Jede reelle kom-
pakte orientierbare Flache ist topologisch isomorph zu einer Kugel mit ¢ angehdngten Henkeln. ¢ heifit
das Geschlecht der Flache.

Skizze:

So kann man also ¢(C') als das Geschlecht der zugeordneten Riemannschen Fléche C definieren. Berechnen
kann man so aber ¢(C') nicht. Es gibt eine algebraische Berechnungsmethode. Der einfachste Fall davon
ist:
Satz 43. Ist C vom Grad d und hat C' keine Singularitdten, weder im Endlichen noch vm Unendlichen,
so gilt

(d—1)(d-2)

9(0) = —F—"

Nun kénnen wir eine Ubersicht geben. Sei R bzw. Z die Anzahl der rationalen bzw. ganzzahligen Punkte
auf C'. Dann gibt es folgende Fille:

g =0 Uber dem Grundkérper C ist die Kurve rational, d.h. besitzt eine Parametrisierung.
R = oo Dies ist genau dann der Fall, wenn C' rational ist, d.h. es gibt eine Parametrisierung

_X@ _Y(@)
T w2
7 = oo Dann ist Z(t) von spezieller Bauart.

7 < oo
R < oo Dann ist bereits R = 0, also auch Z = 0. Beispiel: 2 + y? = 3.
g =1 Uber dem Grundkérper C ist die Kurve elliptisch.
R > 0 Dann ist C' isomorph zu einer elliptischen Kurve tiber Q. Der Satz von Siegel sagt, dafl
7 < oo gilt. Genau dann ist R = co, wenn der Rang r der elliptischen Kurve > 0 ist. Die
rationalen Punkte bilden eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.
R = 0 Beispiel 32 + 4y = 5.
g > 1 Nach dem Satz von Siegel ist 7 < oo, nach dem Satz von Mordell-Faltings ist R < oo. Beispiel:

Fiir d > 4 hat die Kurve 2% 4+ y¢ = 1 Geschlecht (d_l)zﬂ > 1.
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ANHANG A

Vorlesungsankiindigung

MATHEMATISCHES INSTITUT Bismarckstrafie 1 1/2, 15. Februar 1993
UNIVERSITAT ERLANGEN-NURNBERG D-8520 Erlangen
PriV.—DOZ. ]:)r W Ruppert Tel (09131) 85 2466 (Durchwahl)
SS 1993

Ausgewdhlte Kapitel aus der Zahlentheorie:

Diophantische Approximationen und
Diophantische Gleichungen

Ausgangspunkt der diophantischen Approximationen ist die Fragestellung: Wie gut 148t sich eine re-
elle Zahl a durch rationale Zahlen f]—’ approximieren? Bei diophantischen Gleichungen sucht man nach
ganzzahligen oder rationalen Losungen polynomialer Gleichungen.

Beispiel: Hat man eine Losung z,y € N der Pellschen Gleichung z? — dy? = 1, so findet man |\/E — 5| <
\/—d;yw d.h. man hat v/d durch die rationale Zahl 5 gut approximiert. Umgekehrt kann man mit dem
Kettenbruchalgorithmus gute Approximationen an v/d gewinnen und damit die Pellsche Gleichung l6sen.

In der Vorlesung soll es um das Wechselspiel zwischen beiden Themenbereichen gehen.

Ein paar Themen im Einzelnen:

Kettenbriiche, quadratische Irrationalitdten und die Pellsche Gleichung
Transzendente Zahlen

Der Approximationssatz von Thue-Siegel-Roth

Der Satz von Siegel iiber ganzzahlige Punkte auf ebenen Kurven
Linearformen in Logarithmen

Die abe-Vermutung

Die vierstiindige Vorlesung richtet sich an Studenten des Hauptstudiums, gehért zum Gebiet Algebra,
Zahlentheorie und kann im Anschlufl an die Vorlesung Algebra und Zahlentheorie I geh6rt werden.

Zeit und Ort: Di, Do 10-12, Ubungsraum 1
Beginn: 4. Mai 1993

Nummer im Vorlesungsverzeichnis:

gez. W. Ruppert
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ANHANG B

Formeln fiir elliptische Kurven

1. Normalform

Wir betrachten elliptische Kurven £ der Form
vV=z>+ar+b
tiber einem Korper K (mit Charakteristik # 2, 3). Die Diskriminante ist
A = —16(4a® + 27b7)

und die j-Invariante:
da3
| = 1728————.
I= s o

;2

Die Isomorphismen zwischen E und E : y* = 2/° + o'z’ 4+ b’ werden durch ein u € K* gegeben mit:

2.1

r=u3ux 4

. y=u%, a=u'd, b=uoV.
Ist j € K und j # 0,1728, so liefert fiir jedes u € K* und ¢ = #é_j
v’ = 2% + 3eu’e + 2cu’

eine elliptische Kurve mit j-Invariante j.

2. Addition

—(l‘, y) = ($’ _y)
2. (ey) = (x4 —2ax? — 8bx + a® % 4 5ax? + 20623 — 5a%x? — 4abx — a® — 862
’ 4(z3 +ax+0b) 8y(x3 + ax + b)
ur? + (u? + a)x — 2vy + au + 2b

)

(x,y) + (w,v) = ( (x — u)? )
vad + 3uve? — (3u? + a)xy — 3ave — (u® + 3au + 4b)y + auv + 4bv)
(x —u)?
3. ¢-Entwicklungen
Fiir ¢ = ™7 gilt:
4 - 448 5
g2 = §7T4+3207T4HZ::103(71)(]” 93 = %71-6—?8#6;(75(71)(]”
wobei o (n) = Zd|n dF ist. Es ist
3
. 92
j=1728
93 — 2743

und man hat die g-Entwicklung:
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1
jo= 196881+ 21493760 4> + 864299970 ¢° + 20245856256 ¢*

+333202640600 ¢° + 4252023300096 ¢° + 44656994071935 ¢°
+401490886656000 ¢® + 3176440229784420 ¢° 4+ 22567393309593600 ¢'°
+146211911499519294 ¢ + 874313719685775360 ¢'2
+4872010111798142520 ¢*3 4 25497827389410525184 ¢4
+126142916465781843075 ¢'° 4+ 593121772421445058560 ¢*°
+2662842413150775245160 ¢*7 + 11459912788444786513920 ¢*8
+47438786801234168813250 ¢1° + 189449976248893390028800 ¢2°

4. n-Teilungspunkte

4.1. Rekursionsformeln.

1/)2 _ 1/)71 (1/)n+21/)721—1 - 1/)71—21/)7214-1)

3 3
1/)2n+1 = 1/)n+21/)n_1/)n—11/)n+1

4.2. Einzelne ,’s.

U1
(2
V3
Cn
Us

vs

(e

1
2y

3x* + 6ax® + 12bx — o’

4y(x° + bax® 4 20b2° — 5a’x? — dabx — 8b* — a*)

52 + 62ax'0 + 380b2° — 105a%2® + 240abz” — 300a®2° — 2406%2° — 6964 ba®
—1920ab?x* — 125a*x* — 80a3ba® — 16006323 — 50a’2? — 240426222 — 100a*be — 640ab>x
+a® — 256b* — 32b%a3

2 (32* + 6ax” + 12bx — o) y(a'? + 22 ax'® + 220 ba” — 165 a’2® — 528 aba”
—92a32° — 1776 6225 + 264 ba’z® — 960 ab’z* — 185 a*z* — 80 a®bx® — 320 323
—90a’z? — 624 b%a’x? — 132ba’s — 896 ab®x — 3 a® — 512b* — 96 b%a®)

722 + 308 ax?? + 3944 ba?' — 2954 a?22° — 112 aba!® — 19852 a321® — 42896 218
—92568 aZba'” — 571872 ab?x® — 35231 a*2'® — 31808 a®ba'® — 829696 b3x1°
—615360 a?b?z'* — 82264 a®z'* — 2132480 ab3z'® — 161840 a*bz'®

—928256 b2 — 297472 a3b%2'? — 111916 a®2'? — 608160 a®bx'! — 2603776 b3a? 2!
—42168 a" 2% — 1192800 b%a*2'° — 3293696 biax'C

—425712 ba®z° — 1555456 b°x” — 3727360 a®b>2°

+15673 a®z® — 831936 a®b?2® — 7069440 b*a’2®

—1314560 b3a*x” — 53824 a"bx™ — 7127040 ab®z”

—190400 a®b%2° + 14756 a®z2° — 2293760 a®b*z® — 2809856 b°x°

—168448 a®b3 x> — 3698688 b%a’x” + 57288 a®ba®

+134400 a“b%2* + 394240 b*a*2* — 3039232 0%az* + 1302 a' 02

+152320 %6323 — 802816 72> + 1680 a’bz® + 831488 b°a>z>

+96768 b’z + 196 a''z? + 3696 a®b*x? + 544768 b%a’z?

+392 a0z + 64512 6%a x4+ 7168 b3a” & + 229376 b ax

+1606%a” — a'? 4+ 65536 b% 4 24576 a>b° + 3328 b*a®



7. KOMPLEXE MULTIPLIKATION

5. Isogenien I

6. Isogenien I1

¢y = x4 y° — 2y’ 4 1488 (xy + xy?) — 162000 (x2 + y*) + 40773375 zy
+8748000000 (z + y) — 157464000000000
¢z = x4yt — 2%y 4+ 2232(2%y + 2%y?) — 1069956 (x3y 4 xy®) + 36864000(=> + )

+25879180862%y* + 8900222976000 (x%y + xy*) + 452984832000000 (=~ + y*)
—770845966336000000xy + 1855425871872000000000( 4 )

7. Komplexe Multiplikation

Tabelle der singuléren rationalen j-Invarianten

Ring j Beispiel

e 2.5 y=et -
Z[2v/=T] 93 .33 . 113 =22 —1lx— 14

Z[/=2] 26 . 53 y> = 22 — 302 — 56
2] 0 el

Z[/ 3] 94.33 .53 y? =22 — 152 — 22
Z[%] _915 .3 .53 y> = 23 — 1202 — 506
Z[@] _33 .53 y? = 2% — 352 — 98

Z[/ =] 33 .53 . 173 y> = 22 — 5952 — 5586
Z[1+/T0) _915 y? = 23 — 264z — 1694
Z[Lt 2_19] _915 .33 y? = 2% — 1522 — 722
Z[H' 2—43] _918 .33 53 y? = 23 — 3440z — 77658
Z[ L E _915 .33 53113 y? = 23 — 294802 — 1948226
Z[1+\/2—1W] —218.33.53.23%.293 | y? = 23 — 86976802 — 9873093538
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ANHANG C

Approximation von /2

Literatur
1977: Baker
1979: G. V. Chudnovsky, Formules d’Hermite pour les approximants de Padé de logarithmes et des
fonctions bingmes, et mesures d’irrationalité, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. A 288 (1979), 965-967.

1982: G. V. Chudnovsky, Approx..., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser T 295 (1982), 219-221.
1988: Baker, Stewart, in: New Advances... 1986

Invertieren. Man findet leicht folgende Formel

1 x% — 2x1%9 —Xoxy + 21‘% —Xoxo + x% 9

o+ r1a + zoa? J:S’ — 6xgxrixe + 21‘:1)’ + 49:‘;’—1—9:8’ — 6xgxrixe + 21‘:1)’ + 41“;’ ot J:S’ — b6xoxixs + 21‘:1)’ + 4x§’a ’

Die Kettenbruchentwicklung von 2.
(1,3, 1,5, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 14, 1, 10, 2, 1, 4, 12, 2, 3, 2, 1, 3, 4, 1,

1, 2, 14, 3, 12, 1, 15, 3, 1, 4, 534, 1, 1, 5, 1, 1, 121, 1, 2, 2, 4, 10,
3, 2,2, 41,1, 1,1,3,7,2,2,9, 4,1,3,7,6,1,1,2,2,9, 3,1,
1, 69, 4, 4, 5, 12, 1, 1, 5, 15, 1, 4, 1, 1, 1, 1, 1, 89, 1, 22, 186, 6,
2,3,1,3,2,1,1,5,1,3,1,8,9, 1,2, 1,7, 1, 18, 6, 1, 372, 3,
13, 1, 1, 14, 2, 2, 2, 1, 1, 4, 3, 2, 2, 1, 1, 9, 1, 6, 1, 38, 1, 2, 25,
1, 4, 2, 44, 1, 22, 2, 12, 11, 1, 1, 49, 2, 6, 8, 2, 3, 2, 1, 3, 5, 1, 1,
1, 3,1,2,1,2,4,1,1,3,2,1,9, 4,1, 4,1, 2,1, 27,1, 1,5, 5,

1, 3, 2,1, 2,2,3,1, 4,2,2,8, 4,1, 6, ...]
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