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KAPITEL 1

Einfiihrung
Gegeben seien Polynome fi,..., f. € Z[x1,...,x,]. Ist R ein kommutativer Ring (mit Eins), so kann
man die f;’s als Elemente von R[z1,...,z,] betrachten und definieren
X(R) = {PeR": fi(P)=---=f(P)=0}=
= {(a1,...,an) € R": fi(a1,...,an) =+ = fr(a1,...,an) =0}
In der Zahlentheorie ist ein Grundproblem die Bestimmung von X (Z) bzw. X(Q), d.h. das Losen des
diophantischen Gleichungssystems f; = --- = f, = 0 in ganzen bzw. rationalen Zahlen.

X (C) ist eine algebraische Varietét iiber C und wird in der algebraischen Geometrie studiert. Es gilt:
X(Z) C X(Q) C X(R) C X(C).

In der diophantischen Geometrie werden qualitative Aussagen iiber X (Z) und X (Q) in Abhéngigkeit von

der Geometrie von X (C) gemacht.

Beispiel: f = 2z + 3y + 5. Die Bestimmung von X (Q) ist trivial, denn man kann die Gleichung f = 0
nach y auflésen:

—2r -5
X(Q) =, 22) e q).
Wann ist (z, =22=2) in X (Z)? Genau dann, wenn 2 € Z und 3|2z + 5, was dquivalent zu z = 2 mod 3
ist. Man kann also schreiben = 3n + 2 und damit y = =2£=5 = =62=9 — _9, _ 3 d.h.

X(Z)={(3n+2,—2n—-3) :n € Z}.

Geometrisch beschreibt f = 0 eine Gerade in der Ebene.

Beispiel: f = 222 + 3y? + 5. Man sieht sofort, da8 f = 0 keine reellen, also erst recht keine rationalen
Losungen besitzt.

Beispiel: Sei f = 2z% +3y? — 1 und X = {f = 0}. Offensichtlich ist X(R) # 0; X (R) ist eine Ellipse im
R?. Man sieht weiter: . .
2,
X(R) C{(z,y) eR : [z] < ﬁ,lyl < \/g}’
woraus man sofort X (Z) = () sieht. Wir wollen nun X (Q) bestimmen. Wir setzen an z = &,y = & und
erhalten die Gleichung g = 2X2 4 3Y?2 — Z2 = 0. Hier miissen wir die ganzzahligen Lésungen bestimmen.
Wir kénnen ggT'(X,Y, Z) = 1 annehmen, da die Gleichung homogen ist. Betrachtung modulo 3 liefert
X =7 =0mod 3,d.h. X =3X;,Z = 3Z;. Setzt man dies in g = 0 ein, so erhilt man sofort ¥ = 0 mod 3,
also Y = 3Y7, ein Widerspruch zu g¢gT'(X,Y, Z) = 1. Also erhalten wir X (Q) = 0.

Wir wollen das Phénomen etwas abstrakter formulieren: Ist X = {f; = --+ = f,, = 0} mit ganzzahligen
Polynomen fi,..., f. und N > 2 ein natiirliche Zahl, so erhiilt man durch Reduktion modulo N eine
Abbildung X (Z) — X (Z/NZ). Durch geschickte Wahl von N kann man manchmal Aussagen iiber X (Z)
erhalten. X (Z/NZ) ist eine endliche Menge. Ist X (Z/NZ) = (), so auch X (Z) = (). Doch auch in anderen
Féllen kann man manchmal Riickschliisse ziehen aus obiger Abbildung. (Siehe voriges Beispiel.)

Beispiel: Sei f = 222 + 3y> — 5 und X = {f = 0}. Man sieht schnell X(Z) = {(£1,+1)}. Um die
rationalen Punkte zu berechnen, legen wir eine Gerade mit Steigung ¢ durch den bereits bekannten
Punkt (1,1) (Geradengleichung ’;’j =t) und schneiden mit der Kurve f =0, indem wir y = 1 +#(z — 1)
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6 1. EINFUHRUNG

in f = 0 einsetzen: 222 4+ 3(1 + t(z — 1)) — 5 = 0. Dies ist eine quadratische Gleichung in z, wobei wir
eine Losung & = 1 bereits kennen, also sollte sich die zweite auch leicht bestimmen lassen:
222 + 3(1 4+ t(x —1))? =5 = (x — 1)[(3t* + 2)x — (3t> — 6t — 2)].
Die zwei Schnittpunkte der Geraden mit f = 0 sind also z = 1,y = 1 und
3t? — 6t — 2 =3t — 4t +2
r= ——=——— e
2 +2 7 3t2 +2
Damit hat man alle rationalen Losungen parametrisiert gegeben:
2 —6t—2 —3t — 4t +2
3t24+2 7 3242

x(Q) = {(° )it e QYU{(1,1),(1,-1)}.

Bemerkung: Hat man eine quadratische Gleichung f(x,y) = 0 und einen Punkt P = (z9,10) € Q? mit
f(P) =0, so kann man obiges Verfahren immer anwenden.

Beispiel: f = 222 — 3y2 + 1. Man sieht sofort (1,1) € X (Z). Wie eben findet man eine Parametrisierung

32 —6t+2 —3t2+4t—2
Y= ——g o —

TT T3 32—-2

womit man direkt X (Q) angeben kann. X (R) ist eine Hyperbel im R?, woraus man noch keine Abschéitzung
fiir die ganzzahligen Losungen erhélt. Im Bereich |z| < 10% erhiilt man durch Computersuche folgende
ganzzahlige Losungen:

(+z,+y) = (1,1), (11,9), (109, 89), (1079, 881), (10681, 8721), (105731, 86329).

Wir formen die Gleichung etwas um: (2x)% —6y? = —2. In Z[/6] suchen wir Elemente der Norm —2. Nun
ist der Ring Hauptidealring mit 5 4+ 2v/6 Grundeinheit. Die gesuchten Elemente sind (2 4+ v/6)(5 4+ 2v/6)"
mit n > 0. D.h.

22 + yuv/6 = (2 + VB)(5 + 2V6)".
Anders ausgedriickt:
1

2\/6[(2+\/6)(5+2\/6)n—(2—\/6)(5—2\/6)n].

7 = 112+VE)6+2V8)" + 2~ VOG-2V0)"), va=

Beispiel: Sei f = 1+22—42%y+2y®>—52° und X = {f = 0}. Durch Probieren findet man (1,—1) € X(Z).
Wie findet man weitere Punkte? Tangentenverfahren: Schneide die Tangente in einem bekannten Punkt
mit der Kurve. Die Tangente in (1,—1) ist f,(1,-1)(z — 1) + f,(1,-1)(y + 1) = 0, d.h. y = 3z — L.
Eingesetzt in f liefert dies

1(a: —1)%(65z — 339),

4
woraus sich ein weiterer Schnittpunkt der Tangente mit der Kurve berechnet, nimlich (z1,y;) = (232, 124).

651
Tteriert man dies, so erhilt man eine Folge rationaler Punkte auf der Kurve:

(950,%) = (]-a_]-)
(339 124,
65’ 13
27392369757513  53999274824480

(x1,51) =

(2,0) = (= 66208265164861° 66208265164861)
_ 1755852844380080587778263490921608378084579839377633951289
Tao= 2439197458949859721276210357280069140609885262036890179059
742663701556435033389327381268353861281266237661957409512
Yys =

2439197458949859721276210357280069140609885262036890179059
Ist h,, der Logarithmus des Z#hlers von z,, so findet man

ho = 0,hy = 4.17, hy = 31.82, hy = 132.14, hy = 534.55, hs = 2139.84,
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und h h h h
2 3 4 5
2 = 7.624, -2 =4.152, -2 = 4.045, >

h1 ’ hz h3 h4
Eine weitere Methode ist die Sekantenmethode: Man schneidet die Verbindungsgerade zweier bekannter
Punkte mit der Kurve und erhélt einen weiteren Punkt. Tut man dies mit (o, yo) und (x2,y2), so erhilt

man den Punkt

= 4.003.

1833818017092291890605 9627179655154488135001

( 10796207230980715887733 10796207230980715887733)'
Transformiert man die Kurve nach einem bei Cassels, S.34/35 beschriebenen Verfahren, so erhiilt man
eine Kurve y2 = 2> — 20000z — 6046875. APECS transformiert die Kurve in

y? = 2° — 32z — 387

und bestimmt den Rang zu 1 unter Annahme einiger Vermutungen.

Beispiel: Sei f = —3 + 3z — 522 + 52y — 52y? und X = {f = 0}. Man sieht schnell X (Z/2Z) = 0, also
auch X (Z) = . Was ist mit X (Q)?

Beispiel: Sei f = —5+z+22%+2y* +4y? und X = {f = 0}. Man findet (1, —1) € X (Z). Die Menge X (R)
ist beschriinkt im R?, woraus sich dann X (Z) = {(1,—1)} ergibt. Was ist X (Q)? Das Tangentenverfahren

funktioniert hier nicht mehr: die Tangente in (1, —1) ist y = %az — %, einsetzen in f liefert

—(z —1)%(11561z2 — 2 26).
2500(3: )2(11561 8637z + 83526)

Ziele bzw. Ergebnisse: Sei f(z,y) € Z[z,y] ein schines Polynom vom Grad d und X = {f(z,y) = 0}.
Dann gilt:
d=3: #X(Z) < co (Siegel 1929). Ist X (Q) # 0, so besitzt X (Q) die Struktur einer endlich erzeugten
abelschen Gruppe (Mordell 1922).
d>4: #X(Z) < oo (Siegel 1929). #X(Q) < oo (Mordell-Vermutung, Faltings 1983).
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KAPITEL 2
Algebraische Varietéiten

Wir legen im folgenden einen Korper K zugrunde. Sei K ein algebraischer Abschlufl von K. Wir setzen
voraus, da3 K iiber K separaﬂel ist. (Ein solcher Kérper heifit perfekt.) Dann ist K iiber K galoissch.
Sei G die Galoisgruppe von K iiber K. Es gilt:

K={a€ K :0a=afiralle c € Gg}.
Algebraisch abgeschlossene Korper, Korper der Charakteristik 0 und endliche Koérper sind perfekt.

Affine Varietiten
DEFINITION 1. Der n-dimensionale affine Raum ist
A" ={P=(ay,...,a,):a; € K}.
Die Menge der K -rationalen Punkte von A™ ist
A"(K)={P =(ay,...,an) € A" :a; € K}.
Die Galoisgruppe G operiert auf A™ durch o(aq,...,a,) = (ca1,...,0a,). Dann gilt
A"(K)={P € A" :oP = P fiir alle 0 € Gx}.

DEFINITION 2. Eine Teilmenge V' C A™ heifit algebraische Menge in A™, falls es Polynome fy,..., f, €
Klxy,...,x,] gibt mit

V={PeA": fi(P)=---=[.(P)=0}.
Man sagt, eine algebraische Menge V ist iber K definiert, falls es Polynome g1,...,g9s € K[z1,..., 2]
gibt mit

V={PecA":¢q(P)=---=gs(P) =0}.
Man schreibt dann auch V/K. In diesem Fall heifit
VIK)=VNA"={PeK":¢(P) =---=gs(P) =0}

die Menge der K -rationalen Punkte von V.

Beispiele: Sei K = Q.

1. Die Beispiele aus dem letzten Abschnitt sind Beispiele fiir algebraische Mengen in A2. Sie sind
alle iiber Q definiert.

2. V. ={(z,y) € A% : 22 — 2y = 0} eine eine iiber Q definierte algebraische Menge. Die Menge der
Q-rationalen Punkte von V ist V(Q) = {(0,0)}.

3. Die algebraische Menge V = {(z,y) € A% :  — /2y = 0} ist nicht iiber Q definiert, wohl aber
iiber Q(v/2).

4. Sei Fy = {z¢ +y? = 1} und d > 3. Fy ist iiber Q definiert. Die jetzt von Wiles bewiesene
Fermatsche Vermutung besagt

Fi(Q) ={(1,0),(0,1)} fiir d ungerade , F3(Q) = {(£1,0),(0,£1)} fiir d gerade.

Ist X C A" iiber K definiert, d.h. X = {f; = --- = f.} mit Polynomen fi,..., f. € K[z1,...,2y], sO
operiert Gi auf V, denn fiir o € G gilt:

PeV= fi(P)=0=0=0(fi(P)) = fi(c(P)) = o(P) e V.

Beispiele:
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1. Sei f = =3y + 22y + 3y? und g = 4z + 5y + 2% + 2y. Dann ist
X = {f = 9= 0} = {(0,0), (4,0, (ZEY SV (5 VB BV,
Die Galoisgruppe Gq operiert offensichtlich auf X.
2. Sei f = -3+ 3y +42% — 52y und g = —3 — 32 + 2y — 5y>. Dann ist
X={f=9=0}={(-2,-1)}U{(a,40® + a — 3) : 200" — 11a* — 18a + 12 = 0}.
(Die Galoisgruppe des Polynoms 20x® — 1122 — 18x + 12 ist die S3.)

DEFINITION 3. Sei V. C A™ eine algebraische Menge. Dann heifst
I(V)={f € K[z1,...,x,]: f(P) =0 fiir alle P € V'}
das Ideal von V. Weiter setzt man
IV/IK)=1I(V)NK[x1,...,2Zp]
Bemerkungen:

1. Ist V. = {fi = --- = f. = 0}, so verschwinden natiirlich auch alle Polynome aus dem Ideal
(f1,-.., fr) auf V. Gibt es noch mehr Polynome? Der Hilbertsche Nullstellensatz besagt, dafl

I(V): (fla"'afr)
gilt. Dies setzt die Betrachtung iiber K voraus.
2. Im Polynomring Klz1,...,z,] gilt
Gleichheit gilt genau dann, wenn V iiber K definiert ist.
DEFINITION 4. FEine algebraische Menge V. C A™ heifit (absolut) irreduzibel, falls sie nicht als echte
Vereinigung weiterer algebraischer Mengen Vi,Vo C A™ geschrieben werden kann, d.h. V = V3 UV,

impliziert V.= Vi oder V. = V,. Fordert man, daff V,Vy,Vs diber K definiert sind, so nennt man V
irreduzibel iber K.

Bemerkung: Sei f € K[z1,...,7,] und V = {f =0} C A". Ist f iiber K irreduzibel, so ist V' tiber K
irreduzibel. Ist f iiber K irreduzibel, so ist V' absolut irreduzibel.

Beispiel: X = {z? = 2y?} ist iiber Q irreduzibel, nicht aber absolut irreduzibel.
SATZ 1. Jede algebraische Menge V ist Vereinigung von endlich vielen irreduziblen:
V=Wu---UV,.

Fordert man noch V; € V; fir i # j, so ist diese Darstellung bis auf die Reihenfolge eindeutig. Die V;’s
heifen irreduzible Komponenten von V.

Beispiel: Sei V = {f = 0} mit f € K[zy,...,2,]. Da K[z1,...,z,] ein faktorieller Ring ist, hat man
eine (bis auf Konstanten eindeutige) Zerlegung
N A
wo die f;’s irreduzible Polynome sind und e; > 1. Dann gilt:
V={f=0t={fi=0u---U{f, =0}

Die algebraischen Mengen {f; = 0} sind die irreduziblen Komponenten von V.

Bemerkung: Sei X iiber K definiert, iiber K irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel. Sei V = {f1 =
.-+ = f, = 0} eine irreduzible Komponente von X iiber K und fiir o0 € Gg
Vo={ofi="=0f =0}
Dann gilt
X=Vy U---UV,,.
W =V, N---NV,, ist iiber K definiert und X (K) C W(K).
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Beispiel: V = {3 — 3y + 22 + 2y + y?® = 0} ist iiber Q definiert und iiber Q irreduzibel. Uber Q(v/—3)
erhilt man die Zerlegung

V={y=
Man sieht dann V(Q) = {(-1,2)}.

—1+2\/—_3x+3+\/—_ N

. S}U{y:—l—\/—_3x+3—;/—_3

2

SATz 2. Sei V.C A" eine algebraische Menge. V ist genau dann (absolut) irreduzibel, wenn I(V') ein
Primideal in K[zy,...,xy] ist.

DEFINITION 5. Eine (absolut) irreduzible Teilmenge von A™ heifit eine affine Varietit.
DEFINITION 6. Sei X eine iiber K definierte affine Varietdt in A™. Dann heifit
K[X] = Kl[z1,...,2,]/I(V/K)

der affine Koordinatenring von V' (iber K ). K[X] ist ein Integritdtsring. Sein Quotientenkirper K(X)
heifsit der Funktionenkérper von V/K.

Interpretation als Funktionen: Sei V eine affine Varietdit in A". Die Polynome aus K[z1,...,Tp)
kénnen wir als Funktionen V' — K betrachten. Fiir zwei Polynome f, g gilt: f und g¢ liefern genau dann
die gleiche Funktion auf V', wenn f—g auf V' verschwindet, d.h. wenn f—g € I(V') gilt, anders ausgedriickt:
f = gmod I(V). Die Elemente aus K[V] konnen also als Funktionen auf V betrachtet werden.

DEFINITION 7. Sei V. C A"™ eine Varietit. Dann wird die Dimension von V definiert als
dimV =max{n: Vo C Vi C--- CV, =V, V; irreduzibel}.

Bemerkung: Die Dimension von V' berechnet sich auch als Transzendenzgrad von K (V') iiber K.

Beispiele:
1. K[A"] :_F[xl, ey Ty
2. Sei f € K[x1,...,x,] ein irreduzibles Polynom. Dann ist V' = {f = 0} eine Varietiit der Dimension
n — 1. Auflerdem gilt
K[V]=Kl[zy,...,z.]/(f).

DEFINITION 8. Sei V' C A™ eine Varietit, I(V) = (f1,..., fr) und P € V. Man sagt V ist nichtsinguldr
(oder glatt) in P, falls gilt

oF:
dimV =n — Rang((T;z)i7j).
Ist 'V in jedem Punkt nichtsingulir, so heiffit V' nichtsinguldr.

Beispiel: Sei f(z,y) € K[z,y] ein irreduzibles Polynom. Dann ist V = {f = 0} eine 1-dimensionale
affine Varietét, eine Kurve. V' ist genau dann nichtsinguldr in P € V| wenn

(fe(P), fy(P)) #0.
Dann ist f,(P)(z —xp) + fy(P)(y —yp) = 0 die Tangente in P = (zp,yp).

Beispiel: 32 = 22 + 2° und y? = z? sind jeweils singulér in (0,0).
DEFINITION 9. Sei V' eine affine Varietit und P € V. Dann heifit

_ o _

K[V]p = {5 € K(V): f,g € K[V],g(P) # 0}
der lokale Ring von V in P.

Der lokale Ring von V in P besteht also aus den Funktionen des Funktionenkorpers, die in P definiert
sind. Offensichtlich gilt:
K[V]C K[Vl CK(V).

Beispiele:
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1. Wir wissen bereits K[A?] = K[z, y] und

f(z,y
9(z,y)

~—

K(A?) = K(z,y) = { 2 fr9 € K[z, y]}.

Fiir P = (2, -1) gilt dann
2 _ f(may) . T _
K[A?]p = {—g(x’y) : f,9 € K[z,y],9(2,—1) # 0}.

2. Sei X = {y? = 3} C A% Dann ist K[X] = KJz,y]/(y* — 2*). Jedes Element aus K[X] hat
die Gestalt a(z) + b(x)y mit Polynomen a,b € K[z]. Wir betrachten die Funktion f = £. Sie ist
definiert fiir alle P # (0,0). Fiir f2 gilt im Funktionenkoérper:

2 2 3
+
=L -2 14,

2 2

also ist f? in allen Punkten definiert, auch in (0, 0).

Projektive Varietiten

Vorbemerkung: Um die rationalen Losungen der Gleichung f = 222 + 3y?> — 1 = 0 zu bestimmen,
hatten wir substituiert = 2,y = = und die Gleichung g = 2X? + 3Y? — Z? erhalten. Mit (Xo, Y5, Zo)
erfiillt auch (AXy, A\Yp, AZy) die Gleichung g = 0 fiir jedes . Dies entspricht dem Ubergang vom Affinen
zum Projektiven.

DEFINITION 10. Auf A"\ {(0,...,0)} wird durch

(o, .-, 2n) ~ (Yo,---,Yn) < m; = Ay; fir ein \ € K und alle i

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von (xo, . .., zy) wird mit (zo : --- : x,) bezeichnet.
Die x;’s heifilen homogene Koordinaten von (xg : -+ : x,). Die Menge der Aquivalenzklassen heifst n-
dimensionaler projektiver Raum (iber K ):
P"=P"K)={(zo: - :2n) 7 € K,(20,-.-,2n) #0}.
Die Menge der K -rationalen Punkte von P™ ist
PK)={(zo:---:2,) € P":2; € K}.

Beispiel: Wie stellt man sich projektive Rdume vor?
P'={(1:2):2€ K}uU{(0:1)}
sieht aus wie eine affine Gerade mit einem (unendlich fernen) Punkt.
P’={(l:2:y): 2,y € K}U{(0:2:2)}

sieht aus wie eine affine Ebene mit einer (unendlich fernen) projektiven Geraden.

Beispiel: Es gilt

P*(Q)={(ao: - :ap):a; € Z,ggT(ao,...,an) =1}.
Bemerkung: Aus P = (zg : --- : x,) € P?(K) folgt noch nicht z; € K, wie das Beispiel (0 : v/2) =
(0:1) € PY(Q) zeigt. Dies &ndert sich, wenn man eine der homogenen Koordinaten zu 1 normiert. Ist
P=(xg: - :xz,) € P"(K) und z; # 0, so nennt man
o In —
K(P)=K(—,...,—)(CK
(P)= K., 2 (CF)

den minimalen Definitionskérper von P iiber K. Die Galoisgruppe operiert natiirlich auch auf P"(K)
und man sieht schnell

P*(K)={PeP":0P =Pfirallec € Gk}
und

K(P) = Fixkorper von {0 € Gk : 0P = P}.
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Vorbemerkung: Wir wollen nun algebraische Teilmengen im P™ definieren als Nullstellenmenge von

Polynomen. Ist f ein Polynom und P = (ag : --- : a,) € P", so wollen wir haben
flag,...;a,) =0 <= f(Aaop,...,Aa,) =0
fiir alle A € K. Diese Bedingung wird von homogenen Polynomen erfiillt: f(zo,...,,) heiit homogen

vom Grad d, falls gilt
f()\fo, RN Axn) = /\df(x()a s 7-Tn)‘
Aquivalent dazu ist, daf in f nur Monome vom Grad d auftreten, d.h. f hat die Form
f= Z aio___inl‘éo l‘:z"
fot+in=d

DEFINITION 11. Fine Teilmenge V. C P" heifit algebraische Teilmenge in P", falls es homogene Polyno-
me fi,..., fr € K[xg,...,2z,] gibt mit

V={PEP s fi(P)= = f,(P) =0} = {fi == f, = 0}.
Man sagt, die algebraische Menge V' C P™ ist iiber K definiert, falls es Polynome g1,...,g9s € K[zo,...,zy]
gibt mit V.={g1 = --- = gs = 0}. In diesem Fall heifit

V(K) =V nP"K)
die Menge der K -rationalen Punkte von V.
Genau wie im affinen Fall definiert man, wann eine algebraische Teilmenge irreduzibel heifit.
DEFINITION 12. Eine projektive Varietdt ist eine irreduzible algebraische Menge in einem P™.

Das Ideal I(V) einer algebraischen Menge V' C P™ ist das Ideal, das von allen homogenen Polynomen
f € Klxo,...,x,] erzeugt wird, die auf V' verschwinden. Dann gilt:

V C P" ist projektive Varietit <= I(V) ist Primideal.

Wieder kann man jede algebraische Teilmenge des P™ in eine endliche Vereinigung von irreduziblen
Komponenten zerlegen.

Zariski-Topologie:

e SindV={fi=-=f=0}und W={g1 =--- = gs = 0} algebraische Mengen, so auch
VuWw ={fig=--=figs=-=frq1=--= frg; =0}.
e Seien V; = {fi1 = --- = fir, = 0}, i € I algebraische Mengen. Nach dem Hilbertschen Basissatz

ist das Ideal (fi; : @ € I,1 < j < r;) endlich erzeugt, d.h. es gibt Polynome g,...,gs mit

(fijriel,L1<j<r;)=(g1,...,9s) und damit

NiertVi={Pe€P": f;;(P)=0fiirallei € Tund alle j=1,...,r} ={g1 =--- = gs = 0}.

Also ist auch N;erV; eine algebraische Menge.

e Weiter sind ) = {1 = 0} und P" = {0 = 0} algebraische Mengen.

Die algebraischen Teilmengen des P™ erfiillen damit die Aximome fiir die abgeschlossenen Teilmengen
einer Topologie. Man nennt diese Topologie die Zariski-Topologie auf dem P™. (Das gleiche gilt natiirlich
auch auf dem A™.) Damit kénnen wir jetzt topologische Begriffe verwenden. Teilmengen des P™ denken
wir uns mit der induzierten Topologie versehen. Dafl diese Topologie etwas ungewdohnlich ist, zeigen
folgende Beispiele:

Beispiel: Sei X C P" eine projektive Varietéit und U,V C X zwei offene nichtleere Teilmengen von X.
Dann gilt UNV # 0.
Beweis: Wiare U NV = (), so hiitte man

X =(X\U)U(X\V).

X\ U und X \V sind abgeschlossene Mengen von X, also algebraische Mengen des P™. Da X irreduzibel
ist, folgt X = X \ U oder X = X \V, d.h. U = 0 oder V' = (), ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Beispiel: Die abgeschlossenen Teilmengen des P! sind (), P! und alle endlichen Teilmengen.
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Wir wollen nun den P” betrachten. Sei 0 < i < n gegeben. Dann ist H; = {x; = 0} abgeschlossen und

U; =P"\ H; = {x; # 0} offen in P™. Fiir (zg :---: x,,) € U; gilt:
g
x Ti— x; z
(:UO:---::Ei_l:a:i:mi_,_l:---::vn):(x—j:---: ;ilzl: ;tlx—?)

Definiert man also

¢t A" = Ui, (yr,-ouyn) = (Y1t tyim L yig 1o 1 yn)
und
T Tii1 T T
Y Uy - A", (xg:---:xi,l:af;i:af;Hl:---:xn)l—>(—0:---: L Hl:---:—n),

so sind ¢; und %); invers zueinander. Wir kénnen also A™ als offene Teilmenge des P™ betrachten. Oft
wéhlen wir i = 0, d.h. wir denken uns A™ C P™ mit (21,...,2,) >~ (121 -+ 1 2p).

Ist V. C P™ eine projektive algebraische Menge, gegeben durch

V= {fl(iL”o,...,:En) == fr(aso,...,:vn) = 0},
wo die f;’s homogene Polynome sind, so ist V' N A™ eine affine algebraische Menge, gegeben durch die
Gleichungen
VNnA"={fi(l,z1,...,2n) == fr(l,z1,...,2,) = 0}.
Wichtiger ist die Umkehrung:

DEFINITION 13. Ist V. C A" eine affine algebraische Menge, so denken wir uns V mitV C A" C P" als
Teilmenge des P™. Der topologische Abschlufs V von V in P™ heifit der projektive Abschluff von V.

Wie berechnet man den projektiven Abschlu3? Dazu brauchen wir das Homogenisieren von Polynomen.

Sei f(z1,...,2y) € K[z1,...,z,] ein Polynom vom Grad d. Das homogenisierte Polynom ist dann
* — gl In
L

Man kann dies auch explizit ausschreiben: Ist

i144in <d
so ist
fr= Z ai, .., acf)oac’f .. ac;"
ioti1+-Fin=d
Damit gilt nun: Ist die affine algebraische Menge V' gegeben durch die Gleichungen V= {f; =--- = f, =
0}, so ist der projektive Abschlufl von V' gegeben durch

V={fi==f=0}
Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an:

SATZ 3. 1. Ist V eine affine Varietit, so ist V eine projektive Varietit und V =V N A"™. Ist V idiber
K definiert, so auch V.
2. Ist W eine projektive Varietit, so ist entweder W NA™ = () oder W N A™ eine affine Varietit und
W =W nNA"”. Ist W iiber K definiert, so auch W N A™.

Auf diese Weise definiert jede affine Varietéit eindeutig eine projektive Varietit. Oft werden wir projektive
Varietdten V' durch affine Gleichungen angeben, weil dies etwas einfacher aussieht. Die Punkte V N Hy
heiflen auch unendlich ferne Punkte der Varietiit.

Beispiel: Sei X C P? gegeben durch y = 2. Homogenisieren liefert zozs = 2. Es gibt einen unendlich
fernen Punkt, ndmlich (0 : 0 : 1). Betrachtet man X im affinen Teil z; # 0, so kann man setzen
(o : x1 : ®2) = (u : 1:v) und man erhilt die Gleichung uv = 1. Parabel und Hyperbel sind also nur
verschiedene affine Ansichten der gleichen projektiven Kurve.

Beispiel: Eine Gerade im A2 wird gegeben durch eine Gleichung az + by + ¢ = 0 mit a,b,c € K,
(a,b) # (0,0). Der projektive Abschluf§ davon ist az; + bx2 + czg = 0. Dies ist eine Gerade in P2. Ist
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a = b =0, so erhilt man die unendlich ferne Gerade zy = 0. Zwei Geraden im P? schneiden sich immer.
Wo schneiden sich y = az + b; und y = azx + by, falls by # bs ist? Homogen lauten die Gleichungen

To = ar1 + bixg und x5 = axy + baxy,

woraus sich als Schnittpunkt (0 : 1 : a) berechnet. Er liegt auf der unendlich fernen Geraden.

Die Dimension einer projektiven Varietit wird definiert wie im affinen Fall.

DEFINITION 14. Sei V/K eine projektive Varietit. Wihle A" C P™ mit V. N A™ # (. Der Funktio-
nenkdrper von V. wird definiert als

K({V)=KVNnA").
(Eine andere Wahl von A™ C P" liefert kanonisch isomorphe Korper.)

Bemerkung: Man kann den Funktionenkérper K (V') einer projektiven Varietiit auch noch etwas anders

definieren, ndmlich als Menge aller Quotienten % homogener Polynome gleichen Grades mit
g € I(V) und der Relation L= L2 genau dann, wenn figs — fog1 € (V).

g1 g2

Beispiel: Wie sieht der Funktionenkérper des P! aus? Setzt man (zg : z1) = (1 : ¢) = (u : 1), so ist ein
¢ € K(P') eine rationale Funktion ¢ = % mit Polynomen f,g € K[t]. Wegen u = 1 hat ¢ auch die
Darstellung

Oder homogen:

DEFINITION 15. Sei V' eine projektive Varietit und P € V. Wihle A™ C P™ mit P € A™. (Dann ist
VN A™ eine offene Umgebung von P in V.)

1. P heifit singuldrer Punkt von V', falls P singuldrer Punkt von V NA™ ist; andernfalls nichtsinguldr
oder glatt.

2. Der lokale Ring von V in P € V ist der lokale Ring von V N A™ in P. Er besteht aus allen
Funktionen aus K(V'), die in P definiert sind.

Bemerkung: Ist X = {f(zo,...,z,) = 0} C P™, wo f ein irreduzibles homogenes Polynom ist, so ist
die Menge der Singularititen von X gegeben durch
of of
g {f 81'0 amn }

Fiir homogene Polynome gilt die Eulersche Relation

n

of
d-f= ,
f ; :EZ 6332 ’

wenn d der Grad von f ist. Hat also d nichts mit der Charakteristik von K zu tun, so kann man auf die
Gleichung f in Xy, verzichten.

Der folgende Satz gibt einen fundamentalen Unterschied zwischen affinen und projektiven Varietiten an:

SATZ 4. 1. Ist V. .C A™ eine affine Varietit und f € K (V) eine Funktion, die in allen Punkten
P €V definiert ist, dann ist f € K[V].
2. Ist W C P" eine projektive Varietit und g € K(V) eine Funktion, die in allen Punkten P € W
definiert ist, dann gilt g € K.
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Produkte von Varietiten
Was sind die algebraischen Teilmengen von P™ x P"?

DEFINITION 16. Ein Polynom f € K[xo,-..,Tm,Yo,- - - ,Yn] heift bihomogen vom Grad (d.e) bzgl. o, - . ., Tm
und Yo, . - ., Yn, wenn es die Gestalt

f= Z Z aio,,_imjo_“jn:vé‘) ___mf;:yg)o y%"
i+ Him=d jottin=e
hat. D.h. f ist homogen vom Grad d in den Variablen x; und homogen vom Grad e in den Variablen y;.
DEFINITION 17. Auf P™ xP™ nennen wir eine Menge abgeschlossen oder algebraisch, falls sie Nullstellen-

menge bihomogener Polynome fo(x,y) ist. Dies induziert eine Topologie, die wir wieder Zariski- Topologie
nennen.

Bemerkungen:

1. Analog werden Produkte zwischen projektiven und affinen Varietéiten definiert.
2. Die Zariski-Topologie auf P™ x P ist nicht die Produkttopologie.

Abbildungen zwischen Varietéiten

DEFINITION 18. Seien V und W projektive Varietiten, W C P™. Eine rationale Abbildung ¢ :' V — W
wird gegeben durch Funktionen f; € K(V), nicht alle 0, durch ¢ = (fo : --- : fn) mit der Eigenschaft
F(fo,...,fn) =0 fiir alle F € I(W). ¢ heift definiert in P € V, falls es eine Funktion g € K gibt mit
der Eigenschaft:

o Alle gf; sind definiert in P,
e fiir mindestens ein i ist (gf;)(P) # 0.
e Dann setzt man

¢(P) = ((9fo)(P) : -+ : (9fn)(P)).
Sind V und W iiber K definiert, so heifit ¢ definiert iber K, falls die f; € K (V') gewdihlt werden kinnen.
Beispiel: Wir betrachten X C P2 gegeben durch die Gleichung 222 + 3y? — 5 = 0, d.h.
X = {227 + 323 = 523 }.
Affine Koordinaten fithren wir ein durch
(o:xr:x2)=N:z:y)=(u:1:0).
Dann sind z,y,u,v € K(X) und ¢ = 1,y = 2. Wir definieren die rationale Abbildung ¢ : X — P! durch
y—1
=(1: .

s=0:122
Wegen ¢ = (x — 1 :y — 1) ist ¢ sicher definiert in der offenen Menge {zo # 0} \ {(1 : 1 : 1)}. Wegen
¢»=(1—wu:v—u)ist ¢ auch in der offenen Menge {1 # 0} \ {(1:1:1)} definiert. Es bleibt jetzt nur

noch das Verhalten im Punkt (1:1: 1) zu untersuchen. Im Funktionenkérper K (X) gilt 222 + 3y> = 5
und damit 3(y? — 1) = —2(z% — 1), was sofort

y—1  2z+1

z—1  3y+1
liefert. Damit ist ¢ auch in (1:1: 1) definiert mit Wert (1: —2).

Beispiel: Sei X C P? definiert durch y? = z*, d.h. X = {zo23 = x3}. Wir definieren eine rationale
Abbildung ¢ : X — P* durch ¢ = (1: £). Schreibt man

o=(1:2) = (e:y) = (&1 : 22),

dann sieht man, dafl ¢ auBerhalb des Punktes (0,0 definiert ist. Wir wollen untersuchen, was in diesem
Punkt passiert.

e Zunéichst ist schnell klar, dal gilt, dafl sich jedes Element des Funktionenkérpers als W

schreiben 1488t. Wihlt man a, b, ¢ teilerfremd, so ist diese Darstellung eindeutig.
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e Sei f = @ gekiirzt dargestellt. f ist genau dann in P definiert, falls ¢(0) # 0 ist.
e Angenommen, ¢ wire auch in (0, 0) definiert. Dann gibe es ein g im Funktionenkérper, so dafl g
und gZ in (0,0) definiert sind und dort nicht beide den Wert 0 haben. Wir kénnen also schreiben

g= ibe mit ¢(0) # 0. Dann hat man

y ay+by? z3b+ay
9= = = :

T zC zC
Da dies in (0,0) definiert sein soll, ist a(0) = 0, d.h. a = xd mit einem Polynom d. Dann gilt:

xd + by Y ’b+y

y = .

c z c
Beide sind in (0, 0) definiert, aber beide nehmen den Wert 0 an, ein Widerspruch.
Also ist ¢ in (0,0) nicht definiert.

Bemerkung: Seien V,W projektive Varietiten, die iiber K definiert, und ¢ : V' — W eine rationale
Abbildung gegeben durch ¢ = (fo : -+ : f). Dann operiert Gg auf ¢ durch o¢p = (ofo : -+ : ofpn).
Genau dann ist ¢ {iber K definiert, falls c¢ = ¢ fiir alle 0 € Gk gilt.

Bemerkung: Da wir uns die Elemente des Funktionenkorpers auch als Quotienten homogener Polynome
gleichen Grades vorstellen konnen, kénnen wir auch schreiben

¢ =(go(zo, -, Tm) :+++ : gn(To,s- -+, Tm)),

wo g; homogene Polynome gleichen Grades sind, aber nicht alle in I(V) liegen.

Beispiel: Wir betrachten die rationale Abbildung ¢ : P? — P!, die durch ¢ = (z : y) gegeben ist.
Schreiben wir z = 2L,y = 22, so wird ¢ = (21 : 2). ¢ ist in allen Punkten von P2 aufler in (1:0 :0)
definiert. Was passiert geometrisch? Die Geraden durch (1 : 0 : 0) haben die Gestalt z2 = Az; oder
1 = 0. Was macht ¢ mit den Punkten? Ein Punkt auf zo = Az; wird abgebildet auf (1 : A), ein Punkt
auf £y = 0 auf (0:1). Es ist klar, daBl ¢ in (1 : 0 : 0) nicht definiert werden kann.

Beispiel: (Projektionen) Eine rationale Abbildung der Form
P" 5 P" 1 (zg:---:xp) (To:err: Tpot)
nennt man Projektion.

LEMMA 1. Sei¢: V — W eine rationale Abbildung zwischen projektiven Varietiten. Dann ist U = {P €
V . ¢ definiert in P} eine offene Teilmenge von V.

Beweis: Seit P € U und ¢ = (fo : -+- : fn), wo f; homogene Polynome sind, mit f;(P) # 0. Dann ist
¢ dadurch auch in der offenen Umgebung {f; # 0} NV von P definiert, woraus sofort die Behauptung
folgt. m

DEFINITION 19. 1. FEine rationale Abbildung ¢ : V — W zwischen projektiven Varietiten heifst Mor-
phismus, wenn ¢ in allen Punkten von V definiert ist.
2. Ein Morphismus ¢ : V. — W heifit Isomorphismus, falls es einen Morphismus ¢ : W — V gibt,
so daf ¢ und ¢ jeweils die Identitit sind.
3. Sind V und W diber K definiert, so heiffen V und W iiber K isomorph, falls iber K definierte
Morphismen ¢ : V. — W und ¢ : W — V ezistieren, so daff o1 und ¢ jeweils die Identitdt sind.

Bemerkung: Da wir affine Varietiten projektiv abschliefen konnen, ist klar, wie man rationale Abbil-
dungen und Morphismen auch fiir affine Varietéten definiert.

Projektiver Koordinatenwechsel: Sei T € GL,;1(K). Dann induziert T eine lineare Abbildung

—n+1
des B , die einen Automorphismus des P™ liefert. Man nennt dies einen Koordinatenwechsel. Zwei
Teilmengen des P™ heiflen projektive dquivalent, wenn sie durch einen Koordinatenwechsel auseinander
hervorgehen.

Fiir die diophantische Geometrie ist folgender Satz wichtig:
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SATZ 5. Sind V und W iiber K definierte projektive Varietiten und ¢ : V. — W ein diber K definierter
Isomorphismus, so induziert ¢ eine Bijektion V (K) ~ W(K).

Beweis: ¢ und ¢! kénnen also durch Polynome beschrieben werden, die Koeffizienten in K haben.
Natiirlich werden dann Punkte von V(K) und W (K) ineinander abgebildet. Da aber ¢ bijektiv ist, folgt
die Behauptung. ®

Bemerkungen:

1. Man konnte also eine Aufgabe der diophantischen Geometrie so formulieren: Klassifiziere iiber
K-definierte projektive Varietdten bis auf K-Isomorphie und bestimme jeweils die K-rationalen
Punkte.

2. Ein erster Schritt dazu ist ein Ziel der algebraischen Geometrie: Klassifiziere projektive Varietédten
bis auf Isomorphie, wobei hier alles iiber algebraisch abgeschlossenem Korper zu sehen ist. Aller-
dings ist auch diese Aufgabe noch zu schwierig.

Beispiel: Sei X,, C P? definiert durch die affine Gleichung 2z2 + 3y* = n. Also X,, = {22? + 323 = n23}.
Offensichtlich gilt

X,(Q)={(1:2:y):22> +3y> =n und =,y € Q}.
Wir haben gesehen: X;(Q) = 0 und #X5(Q) = oo, also sind X; und Xj nicht iiber Q isomorph.
Andererseits induziert der Koordinatenwechsel

(2o : 21 = 22)) = (VBxg : 21 : 22)

einen Isomorphismus von X; mit X5, der iiber Q(v/5) definiert ist.
Folgendes Beispiel rechne man als Ubungsaufgabe:

Beispiel: Im P? sei eine Quadrik @ gegeben durch die affine Gleichung y + az? + bxy + cy®> = 0 mit
a # 0. Man zeige:

1. @ ist irreduzibel.
2. Die rationale Abbildung ¢ : X — P! mit

ist ein Morphismus.
3. Die rationale Abbildung ¢’ : P! — P2 mit

t _ 2

"'=(1:- T =
V= a + bt + ct? a + bt + ct?

)

ist ein Morphismus und induziert einen Morphismus v : P! — X.
4. ¢ und ¢ sind invers zueinander, d.h. X ~ P!,

Von fundamentaler Bedeutung ist folgender Satz, den wir nicht beweisen werden:

SATZ 6. Ist X eine projektive Varietit und ¢ : X — P™ ein Morphismus, so ist $(X) abgeschlossen, d.h.
d(X) laft sich in P™ durch Gleichungen beschreiben.

Daf} dies Aussage i.a. fiir affine Varietéiten nicht gilt, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel:
1. Wir betrachten die affine Varietiit X = {(z,y) € A? : zy = 1} und den Morphismus ¢ : X — A'
mit ¢((x,y)) = z. Offensichtlich ist ¢(X) = A' \ {0} keine abgeschlossenen Teilmenge von A'.
2. Dies wird auch nicht anders, wenn man ¢ : X — P! mit ¢((z,y)) = (1 : ) betrachtet. Dann ist
#(X) =P\ {(1:0),(0:1)}, auch keine abgeschlossene Teilmenge von P!.



ABBILDUNGEN ZWISCHEN VARIETATEN 19

3. Wir betrachten jetzt den projektiven Abschlufl von X im P2 Y = {(zg : x1 : @) € P2:zy20 =
z3}. Wir haben die 2 Punkte (0 : 1:0) und (0: 0 : 1) dazu bekommen. Die rationale Abbildung
¢:Y — P! mit

p=(1:2)=(1:

ist ein Morphismus, wie man an den verschiedenen Darstellungen sieht und ¢((0:1:0)) = (0: 1),
#((0:0:1)) = (1:0). Damit folgt sofort ¢(Y) = P!, insbesondere ist ¢(Y) abgeschlossen.

ﬂ) =(zg:x1) = (x% t201) = (T2 1 T0)
Zo

Wie obiges Ergebnis angewendet werden kann, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel: Ebene Quadriken werden definiert durch eine Gleichung
f(ag,...,as) = aoa:% + a1x9T1 + a2Tox2 + aga:% + asxr1 + a5m§ =0.

Natiirlich kann man die Koeffizienten ay, ..., a; um einen Skalar abindern ohne die Quadrik zu dndern,
d.h. eine Quadrik wird gegeben durch einen Punkt (ag : a1 : --- : a5) € P5. Wir kdnnen die Menge aller
ebenen Quadriken also betrachten als eine projektiven Raum der Dimension 5. Sei nun

X ={(ap:--:a5) €P5: f(ao,...,a5) ist reduzibel}.
Was kann man iiber X sagen? Eine Quadrik f(,,,....a5) ist genau dann reduzibel, wenn es bo, b1, b2, co, c1, 2 €
K gibt mit
= (boxo + biz1 + baza)(coxo + 121 + C222) =
boCo:U(Q) + (b001 + blco)moﬂh + (boCQ + bQCO)iE():EQ + blcla:% + (b102 + bQCl)iL”l:EQ + bQCQCL'g,

also
ag = bocy, a1 =bgcy +bicy, as =bocy + bacy, az =bicy, a4 =bicy + bacy, as = bacs.
Definieren wir also ¢ : P! x P — P® durch
((bo : by :b2),(co :c1:c2)) = (boco : bocy + bico = boca + baco : biey = bica + bacy : baca),

so ist ¢ ein Morphismus mit Bild X. Daher ist X abgeschlossen, d.h. X 148t sich durch Gleichungen
beschreiben. Man findet

X = {4apazas + ajazay — apa? — alas — aiaz = 0}.

Bevor wir weitermachen, geben wir noch zwei einfache Lemmats an:
LEMMA 2. Jeder Morphismus ist stetig in der Zariski- Topologie.

Beweis: Ein Morphismus ¢ : X — Y wird lokal gegeben durch ¢ = (fo : --- : f,,) mit homogenen Poly-
nomen gleichen Grades f;. Eine abgeschlossene Menge in Y wird gegeben durch homogene Gleichungen
F, =---=F, =0. Das Urbild ist dann

Fl(an---:fn):"':Fr(fO:---afn):Oa

also wieder abgeschlossen. B

LEMMA 3. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus und X irreduzibel. Dann ist auch ¢(X) irreduzibel.

Beweis: Sei ¢(X) = Z; U Zy mit (in ¢(X)) abgeschlossenen Mengen Z;, Z. Dann ist X = ¢~'(Z;) U
#~1(Z,), also gilt wegen der Irreduzibilitit von X fiir ein i: X = ¢~1(Z;) und damit ¢(X) = Z;. m
Trivialerweise folgt damit:

FOLGERUNG 1. Ist X eine projektive Varietit und ¢ : X — P™ ein Morphismus, so ist ¢(X) eine
projektive Varietdt.

Wir beweisen jetzt noch einen Satz, den wir schon zitiert haben.

SATZ 7. Sei X eine projektive Varietit und f € K(X) eine Funktion, die auf ganz X definiert ist. Dann
ist f € K.
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Beweis: f liefert eine Funktion X — A! C P!, also einen Morphismus f : X — P!, Das Bild ist
abgeschlossen, # P!, besteht also aus endlich vielen Punkten, also aus genau einem Punkt a € P!,
a € A'. Also ist f konstant. B

Eine etwas allgemeinere Formulierung obiger Aussage ist folgende:

SATZ 8. Sei ¢ : V — W ein Morphismus zwischen projektiven Varietiten. Dann ist ¢ eine abgeschlossene
Abbildung, d.h. abgeschlossene Mengen werden in abgeschlossene abgebildet.

Beweis: O.E. V. C P™ und W C P”. Sei Z C V abgeschlossen. Dann gibt es eine Zerlegung Z =
Z1U---UZ,., wo die Z; abgeschlossen und irreduzibel sind. Also sind die Z; C P™ projektive Varietiten.
¢ induziert natiirlich auch Morphismen ¢ : Z; — P". Also ist ¢(Z;) abgeschlossen und damit auch

¢(Z)=¢(Z1)U---Up(Z,) m

DEFINITION 20. Ein Morphismus ¢ : V. — W zwischen projektiven Varietdten heifst eine FEinbettung,
falls ¢ einen Isomorphismus zwischen V' und (der projektiven Varietit) (V') liefert.

Beispiel: Wir definieren

¢ : P' xP' Pg, ((zo : 1), (yo,y1)) = (zoyo : Toy1 : T1Yo : T1Y1)-

¢ ist ein Morphismus und ¢(P! x P') C Q = {2023 = 2122}. Wir wollen eine Umkehrabbildung finden.
Dazu iiberlegen wir zunéchst: Ist zg = 1, s0 0.E. zg = yo = 1 und z; = 22, y1 = z1- Wegen

(ZO . 21) = (2023 . 2123) = (2122 . 2123) = (22 . 23)
und

(ZO : 22) = (2023 : 2223) = (2122 : 2223) = (Zl : 23)
setzen wir an: ¢ : Q — P! x P! mit

Y = ((20 : 22), (20 : 21)) = ((20 : 22), (22 : 23)) = ((21 : 23), (20 : 21)) = ((21 : 23), (22 : 23)).

Offensichtlich ist auch % ein Morphismus und man rechnet schnell nach, dafl ¢ und ¢ jeweils die
Identitit sind. Also ist P! x P! isomorph zur Quadrik @ im P3.

Dieses Beispiel verallgemeinert sich wie folgt:
SAT7 9. Definiert man ¢ : P™ x P — PMHMAR qyrep

(ot t@m), (Yo i+ yn)) = (ToYo t+ 1 TYn 1+ * 1 TmYo "+ TmYn),

so ist ¢ eine Finbettung, die sogenannte Segre-FEinbettung. Insbesondere ist P™ x P™ eine projektive
Varietdt.

Wir wollen nochmals rationale Abbildungen betrachten. Da rationale Abbildungen nicht {iberall definiert
sein miissen, kann man nicht allgemein eine Komposition definieren.

DEFINITION 21. Sei ¢ : V — W eine rationale Abbildung mit mazimaler Definitionsmenge U. Wir sagen,
¢ ist generisch surjektiv, falls ¢(U) dicht in W liegt.

Beispiel: Wir betrachten die rationale Abbildung ¢ : P? — P? mit
1 1 1
QS = (;U_O : ;U_l : ;U_Q) = ($1$2 S XoT2 - 1‘0$1).
¢ ist eine sogenannte quadratische Transformation der Ebene. ¢ ist generisch surjektiv und ¢ o ¢ = id.
Was passiert geometrisch? ¢ ist nicht definiert in den 3 Punkten (1 :0:0),(0:1:0),(0:0: 1). Die
Gerade 29 = 0 wird auf (1:0:0) zusammengezogen, 1 =0 auf (0:1:0), z =0auf (0:0: 1).

Der folgende Satz Identitétssatz fiir rationale Abbildungen wird oft benutzt.

SATZ 10. Seien ¢1,¢po : X — Y zwei rationale Abbildungen zwischen projektiven Varietiten mit mazi-
maler Definitionsmenge Uy und Us. Stimmen ¢1 und ¢o auf einer offenen Teilmenge U # 0 iiberein, so
gilt schon ¢1 = ¢o.
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Beweisidee: Uy N Uz N {$1 # ¢2} ist eine offene Menge, U C Uy N Uz N {p1 = ¢2} ebenso. Wir wissen,
daB je zwei offene nichtleere Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. Wegen U # 0, folgt also
UiNUsN{d1 # d2} =0, d.h. ¢1 und ¢ stimmen auf U; N Us iiberein. Dann kann man aber ¢y auch auf
U, U Us fortsetzen. Also folgt Uy = Us und damit die Behauptung. B

Man hitte diesen Satz auch mit folgenden Lemma beweisen kénnen.

LEMMA 4. Ist X eine projektive Varietit und f,g € K zwei Funktionen, die auf einer offenen nichtleeren
Menge U iibereinstimmen, dann gilt schon f = g (im Funktionenkérper).

Beweis: Es geniigt, U C X N A" zu betrachten. Wir schreiben f = % und g = % als
Quotient von Polynomen. Dann gilt auf U auch figs — fog1 = 0. Nun definiert figo — fog91 # 0 eine
offene Menge in X N A™. Da je zwei offene nichtleere Mengen einen nichttrivialen Durchschnitt haben,
muB} figs — fog1 # 0 die leere Menge sein. Also gilt f = ¢ im Funktionenkorper. B

DEFINITION 22. Zwei projektive Varietiten heiffen birational dquivalent iber K, falls es generisch sur-
jektive rationale Abbildungen ¢ 'V — W und ¢ : W — V' gibt, so daf§ die rationalen Abbildungen ¢
und V¢ jeweils die Identitdt sind.

Natiirlich sind isomorphe projektive Varietéiten auch birational fquivalent. Die birationale Aquivalenz
ist aber i.a. eine grobere Klassifizierung. Eine wesentliche Aufgabe der algebraischen Geometrie ist die
Klassifizierung projektiver Varietéiten bis auf birationale Aquivalenz.

Beispiel: Natiirlich sind A2 und A' x A! isomorph. Wie steht dies mit P? und P' x P'? Wir definieren
rationale Abbildungen

T
QS : ].:)1 X ].:)1 — P2, ((1‘0 : $1), (y() :yl)) — (]. : ;U_(l) : %) = ($0y0 1Yoy Cfoyl)

und

P2 5P P, (z:zim) e (1:2),(1:2

)) = ((20 : 21), (20 : 22))-
20 20

Dann gilt ¢ = id und ¢tp = id, also sind P x P! und P? birational dquivalent. Man kann zeigen, daf3
P! x P! und P? nicht isomorph sind: Auf P! x P! gibt es Kurven, die sich nicht schneiden, z.B. {0} x P!
und {1} x P!, auf P? schneiden sich dagegen je zwei Kurven in mindestens einem Punkt.

Beispiel: X C P2 werde definiert durch y? = 2%, d.h. X = {z¢z3 = z}}. Dann haben wir gesehen, daf}
¢: X — P! mit ¢ = (1: £) eine rationale Abbildung ist, die im Punkt (1 : 0 : 0) nicht definiert ist. Sei
¢ : P — X mit ¢ = (1:¢% : t3). Man rechnet nach, da8 ¢ ein Morphismus ist. Aulerdem gilt: ¢ = id,
¢ = id, d.h. X ist birational #quivalent zu P'. Allerdings ist X nicht isomorph zu P!. (X hat eine
Singularitit.)

Die Beispiele deuten schon einen Sachverhalt an, den wir ohne Beweis angeben:

SATz 11. Seien X und Y birational dquivalente projektive Varietdten. Dann gibt es nichtleere offene
Teilmengen Ux C X, Uy CY, die isomorph sind.
Wir stellen nun noch eine Verbindung zur Algebra her: Seien X C P™ und Y C P projektive Varietéten.

e Haben wir auf P™ die Koordinaten z;, auf P die Koordinaten y;, so kénnen wir uns die Funktio-
nenkorper denken als K (X) = K(z1,...,2y) und K(Y) = K(y1,- .., yn) mit Relationen zwischen
den z;’s und den y;’s.

e Sei ¢ : X — Y eine generisch surjektive (rationale) Abbildung. Dann liefert

¢": K(Y) > K(X), frfog

einen Koérperhomomorphismus, der K festlafit. Er ist dadurch festgelegt, dafl man die ¢*(y;)’s
kennt. ¢* ist (als Kérperhomomorphismus) injektiv.
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e Davon gilt nun auch die Umkehrung: Sei
a:K(Y)— K(X)

ein Kérperhomomorphismus, der K in sich iiberfiihrt. Sei a(y;) = fi(z1,...,2,) mit f; € K(X).
Dann gibt es eine rationale Abbildung ¢ : X — Y mit

dp=(1:fr:-:fn)

e Wieso ist ¢ generisch surjektiv? Sei F' ein Polynom mit F(fy,..., fn) =0, also a(F(y1,...,yn)) =
0 und damit F(yi,...,yn) = 0. Dies liefert F' € I(Y"), also eine Relation, die trivialerweise erfiillt
sein muf}. Daher ist ¢ generisch surjektiv.

e Was ist ¢*? Dazu bestimmen wir die Urbilder der Koordinatenfunktionen y;. Wegen ¢ = (1 : fi :

1 fn) st ¢*(y;) = fj. Also ¢*(y;) = a(y;). Da die y;’s den Funktionenkdrper erzeugen, folgt
o = a.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 12. Fliir projektive Varietiten X und Y gibt es eine Bijektion
{¢: X =Y generisch surjektiv } ~ {a: K(Y) — K(X) Kérperhomomorphismus mit a|z = id|z}
vermoge o = ¢*.

Beispiel: Sei C eine irreduzible projektive Kurve. Jede rationale Abbildung ¢ : C — P! ist gegeben
durch ¢ = (fo : f1) mit fo, fi € K(C). O.E. ist fo # 0. Mit f = % kann man dann auch ¢ = (1 : f)
schreiben. Es gibt zwei Moglichkeiten:
e ¢ ist konstant, d.h. f € K.
e ¢ ist nicht konstant, d.h. f € K(C)\ K. Dann ist ¢ generisch surjektiv. Hat man auf P! die
Koordinaten (1 : t), so ist ¢* gegeben durch

K(t) = K(C), twf.

Umgekehrt schaut hat natiirlich auch jeder Kérperhomomorphismus K (t) — K (C), der K festlift,
SO aus.

Beispiel: Sei F,, C P? gegeben durch 2™ + 3™ = 1. Der Funktionenkérper von F), ist

K(F,) = K(z,y) mit 2™ +y" = 1.
Auf P! wihlen wir Koordinaten (1 : ¢). Dann ist der Funktionenkérper von P! einfach K (t). Wir suchen
eine nichtkonstante (also generisch surjektive) rationale Abbildung ¢ : P! - F,.
Algebraische Interpretation: Wir suchen einen K festlassenden Kérperhomomorphismus

a: K(z,y) = K(t) (mit )z" +y™ = 1.

a(z) und a(y) sind dann rationale Funktionen in ¢ mit (a(z))” + (a(y))” = 1. Da K fest bleibt, sind
a(x) und a(y) nicht konstant. Wir setzen an a(x) = f,a(y) = ¥ und erhalten dann die Bedingung
f™+g¢™ = h™, wobei wir also f, g, h als paarweise teilerfremde Polynome in ¢ annehmen konnen, die nicht
alle konstant sind.

Geometrische Interpretation: Wir suchen Polynome f,g,h in ¢t mit ¢ = (h : f : g). Da das Bild von ¢ in
C liegen soll, muf} gelten f™ + g™ = h™. Wir kénnen annehmen, dafl f, g, h paarweise teilerfremd sind.
Da ¢ nicht konstant sein soll, sollen f, g, h nicht alle konstant sein.

Behauptung: Fiir n > 3 und char(K) = 0 gibt es keine solchen Polynome.

Beweis: Wir nehmen an, wir haben eine nichttriviale Relation f™ + g™ = h". Insbesondere sind alle
f,g,h # 0. Differenzieren liefert nf"~! . f' + ng"~!.g' = nh"~! - h'. Wir schreiben dies in Matrizenform:

fn—l
( ffl gg/ iiL/ ) g =0.
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Das Gleichungssytem M - X = 0 hat immer die Losung
< g h||h fl]f 4

gl hl hl fl fl gl > .
1. Fall: Der Rang von M ist 1. Dann miissen obige Unterdeterminanten 0 sein. Also fg' = f'g etc. Da
f und g teilerfremd sind, folgt f|f', was aus Gradgriinden sofort f' = 0 impliziert, also f € K. Genauso
folgt f,g,h € K, ein Widerspruch.

2. Fall: M hat Rang 2. Dann hat das Gleichungssystem M - X = 0 einen 1-dimensionalen Lésungsraum,
also gibt es teilerfremde Polynome r(t), s(t) mit

g h h f f g
gl hl hl fl fl gl
Bringt man s auf die andere Seite, so sieht man sofort 7|f*~', g"~', h"~", und da f, g, h teilerfremd sind:
r € K, also 0.E. r = 1. Jetzt folgt

" Hgh' = g'h), g" (b =B f), K H(Fg' — f'g).
Wir wollen jetzt die Grade vergleichen. Setzt man a, b, ¢ fiir den Grad von f, g, h, so folgt
n—Da<b+ec—-1, n—Db<c+a—-1, (n—1Dec<a+b-1,

) )

r

fn—l —

S

r r
n—1 n—1 __
) ) —h -

S

S

oder auch
na,nb,nc<a+b+c—1.
Setzt man d = max(a,b,c), so ist d > 1 und nd < 3d — 1, also n < 2, ein Widerspruch zu unserer
Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen. B
Bemerkung: Fiir n = 1 kann man f =¢,g =1 —t¢,h = 1 wihlen, fiir n = 2:

f=2t g=t*—1, h=t>+1.
Damit folgt sofort:

SATZ 13. Zwei projektive Varietiten V und W sind genau dann birational dquivalent iber K, falls die
Funktionenkdrper K(V') und K(W) diber K isomorph sind.

FOLGERUNG 2. Jede projektive Varietit V' der Dimension d ist birational dquivalent zu einer Hyperfliche
f=0imP4 IstV iiber K definiert, so kann auch f = 0 und die birationale Aquivalenz iiber K definiert
werden.

Beweis: Der Funktionenkérper K (V') hat Transzendenzgrad d iiber K. Dann gibt es algebraisch un-
abhiingige Elemente t1,...,ty € K(V), so da K(V) eine endliche (algebraische) Erweiterung von
K(ty,...,tq) ist. Man kann es so einrichten, dal K (V) iiber K(t1,...,ts) separabel ist. Also gibt es ein
u€ K(V)mit K(V) = K(ti,...,tq,u). AuBerdem besteht eine algebraische Relation f(¢1,...,t5,u) =0
(Polynom mit Koeffizienten aus K), wobei das Polynom f irreduzibel gewihlt werden kann. Der Funk-
tionenkorper der Hyperfliche
f(acl, . ,xd,de) =0

im P! ist Quot(K|[x1,...,7411]/(f)), also K (V). Nach unserem Satz ist also V birational dquivalent
zu der Hyperfliche f = 0. 1

FOLGERUNG 3. Jede irreduzible projektive Kurve ist birational dquivalent zu einer ebenen Kurve { f(xo, x1,x2) =
0} C P2
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KAPITEL 3

Algebraische Kurven

Unter einer Kurve verstehen wir im folgenden eine irreduzible projektive Kurve C, die wir uns als C' C P"
denken.

Sei also C' eine Kurve. Wir haben dann den Funktionenkorper K (C) definiert. Fiir P € C haben wir den
lokalen Ring von C in P definiert:
K[Clp = {f € K(C) : f ist definiert in P}.
Darin gibt es die Einheiten
K[C)E ={f € Op: f(P)#0} = {% € K(C) : g, h Polynome mit g(P), h(P) # 0}
und das maximale Ideal
mp = {f € Op: f(P) =0}.
Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:
Beispiel: Wir betrachten P! und den Punkt (1 : 1) ~ 1. Der Funktionenk&rper ist K(x). Jedes f €

K (z), f # 0 hat eine eindeutige Darstellung f = u(z) - (z — 1)™ mit n € Z, wo u in 1 definiert ist und
u(1) # 0. n ist dann die Null- bzw. Polstellenordnung von f im Punkt 1.

Dieses Beispiel ist typisch fiir nichtsinguldre Punkte auf Kurven, wie folgender wichtige Satz besagt:

SATZ 14. Sei C' eine Kurve und P ein nichtsinguldrer Punkt auf C'. Dann ist der lokale Ring von C in
P ein diskreter Bewertungsring, d.h. es gibt eine Funktion t, die in P definiert ist, so daf8 sich jedes
Element f # 0 des lokalen Rings eindeutig schreiben lafit als f = ut™ mit einer Finheit u und n > 0. t
heift Ortsuniformisierende in P. Jedes Element f # 0 aus K(C) hat eine eindeutige Darstellung

f=ut" mit u(P) #0 undn € Z.

Der Exponent n wird auch mit vp(f) bezeichnet. Ist vp(f) > 0, so sagt man, f hat in P eine Nullstelle,
ist vp(f) <0, so sagt man, f hat in P eine Polstelle.

Beweisidee:

e Der Einfachkeit halber beschrinken wir uns auf den Fall C C P2. Nach Koordinatenwechsel
kénnen wir P = (0,0) € A2 C P? und C N A% = {F(z,y) = 0} annehmen. Wir betrachten die
Taylorreihenentwicklung von F in P = (0, 0):

F = ax + by + Terme mit Monomen vom Grad > 2.

Da C in P nichtsingulir sein soll, ist a oder b # 0. Nach einem weiteren Koordinatenwechsel
konnen wir 0.E. b # 0, auch b = 1 annehmen und dann

F =y + axr + Terme mit Monomen vom Grad > 2

annehmen.
e Wir klammern jetzt y iiberall aus und erhalten eine Darstellung

F=y(l+a(z,y) - b(z)z
mit Polynomen a und b und a(0,0) = 0. Im Funktionenkorper gilt also
_ b(z)z
YTIF a(z,y)’

25
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e Nun ist K[C] = K[z,y]/(F), das maximale Ideal des lokalen Rings wird also von z und y erzeugt.
Mit unserer Relation folgt: mp = (z).

e Seinun f € K[C]p. Ist f(P) # 0, so ist f Einheit und wir sind fertig. Ist f(P) =0, so ist f € mp,
also gibt es fi € K[C]p mit f = f; - #. Nun kann man das gleiche Spiel mit f; machen, u.s.w.
Man erhilt f; = fiy1 -z, solange f;(P) = 0 ist. Damit gilt

f:f1$=f2x2 = "'Zfiﬂli-
e Warum muf} dieser Prozef} authéren? Es ist f; = fir12, also (f;) C (fi+1) und somit

(Y c(fi)yc(f)C....

Der Hilbertsche Basissatz besagt nun, daf3 es keine unendlich echt aufsteigende Idealkette geben
kann. Also bricht der Prozef} ab.

e Jedes Element hat also die Form f = uz™ mit u(P) # 0 und n > 0.

e Zur Eindeutigkeit: uz™ = vx™ mit Einheiten u,v und m > n > 0. Dann ist uz™~" = v Einheit,
alsom =n und u = v.

e Jedes Element f # 0 im Funktionenkorper 1d8t sich als Quotient von Polynomen, insbesondere
als Quotient von Elementen aus K[C]p darstellen. Daraus folgt die letzte Behauptung. B

Bemerkungen:
1. Ist CNA? = {F(x,y) =0} und P = (a,b) ein nichtsingulirer Punkt auf C, so ist
OF oF
L (P)x—a)+ 2 (P)(y —b) =
5o (P)a =)+ 5-(P)y =) =0

die Tangente. Als Uniformisierende kann man irgendeine Linearform ¢t = A(z —a) + B(y — a)
wihlen, die nicht die Tangente definiert.

2. Ist 2E(P) #0, so ist y — b uniformisierend, ist %(P) # 0, so ist  — a uniformisierend.

3. Ist C C P" und P € C N A", so kann man als Uniformisierende jede Hyperebene ¢ durch P
wéhlen, die nicht die Tangente von C in P enthilt.

Bemerkung: Sei P ein nichtsingulidrer Punkt auf der Kurve C. Die Funktion vp kann man dann als
Funktion

vp : K(C) = ZU {0}
betrachten, wenn man noch vp(0) = oo setzt. Man hat die folgenden Eigenschaften:

* vp(fg) =vr(f) +vr(y),

* vp(f +g) > min(vp(f),vr(g)),

e ist vp(f) # vp(g), so gilt ve(f +g) = min(vp(f),vr(9)),

e vp ist surjektiv.
Beispiel: Sei C C P? definiert durch y? = 2* — 1, d.h. C = {zgz3 = =} — z}}.
Im Endlichen: Sei (a,b) € C. Die Tangente ist —3a*(z —a) + 2b(y —b) = 0. Ist b # 0, so ist z — a
uniformisierend, ist b = 0, so ist y uniformisierend.
Im Unendlichen: Es gibt nur den Punkt (0:0: 1). Wir erhalten affine Koordinaten durch (u : v : 1). Die
Gleichung lautet hier u = v® — 4. Im Punkt P = (0: 0 : 1) ist u = 0 Tangente, also v uniformisierend.
Mit

liz:y)=(w:v:1)=(1:

e

v
i)
erhilt man r = 7 und y = %

Wir wollen jetzt die Null- und Polstellen der Funktion f = y bestimmen.

Im Endlichen: Hier hat y keine Polstelle. Es gibt 3 Nullstellen: P, = (1,0), P, = ({,0),P; = ((?,0),
wo ( = _1%‘/__3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist. In allen 3 Punkten ist y uniformisierend, also
vp,(y) = 1, d.h. in allen 3 Punkten hat y eine einfache Nullstelle.

Im Unendlichen: Ist ist i = u. Wir haben v = v® — u?3, v ist uniformisierend. Auch u hat eine Nullstelle.

Wegen u(1 4 u®) = v® gilt u = =Hzv°, also folgt sofort vp(u) = 3 und daher vp(y) = —3.

Beispiel: In P! haben wir den offenen endlichen Teil A! = {(1 : ¢) : t € A'} mit Koordinate ¢ und
den unendlich fernen Punkt oo = (0 : 1). Eine offene affine Umgebung von oo ist {(u: 1) : u € A'} mit
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Koordinate t. Es gilt u = %
In a € A! ist ¢t — a uniformisierend, in oo die Funktion v = %
Jedes f € K(t), f # 0 hat eine eindeutige Zerlegung

f= cH(t —a;)%,
i=1

wobei ay,...,an,c € K und e; € Z sind. Natiirlich kann man annehmen, daf alle a; verschieden sind.
Dann gilt
Va, (.f) = €.
Was ist vs? Wir schreiben
_apt™+ - +anp

= b
mit ag, by # 0. Dann gilt
ap t+aru+ -+ an
bo + biu + - -+ + byun’
Der Bruch ist in co definiert und hat den Wert 32. Also gilt voo(f) = n — m. Dies pafit auch mit der
natiirlichen Vorstellung zusammen, was passiert, wenn lim;_,, f(¢) gebildet wird — was aber bei uns
nicht definiert wird.

f — .

FOLGERUNG 4. Sei C eine Kurve, Y eine projektive Varietit ¢ : C — Y eine rationale Abbildung. Ist
P € C ein nichtsinguldrer Punkt von C, so ist ¢ in P definiert.

Beweis: Sei ¢ = (fo : -+ : fn) mit f; € K(C). Sei t uniformisierend in P. Wir koénnen o.E. f; # 0
annehmen, sonst lassen wir die entsprechende Koordinate weg. Dann ist f; = u; - ¢, wo u; Einheit in P
ist. Sei 0.E. ey = min(ey, ..., e,). Dann gilt

&= (up : urt 0 eyt 0)

und man sieht an dieser Darstellung, dafl ¢ in P definiert ist.

Damit folgt unmittelbar:

FOLGERUNG 5. Ist C eine nichtsingulire Kurve, Y eine projektive Varietit und ¢ : C — Y eine rationale
Abbildung, so ist ¢ schon ein Morphismus.

FOLGERUNG 6. Zwei birational dquivalente Kurven sind schon isomorph.

Was bedeutet das? In einer Aquivalenzklasse birational fiquivalenter Kurven gibt es bis auf Isomorphie
hochstens eine nichtsinguldre Kurve. Es stellt sich dann sofort die Frage: Ist jede Kurve birational dqui-
valent zu einer nichtsingulidren Kurve? Wie findet man eine solche? Wir wissen bereits, daf} jede Kurve
zu einer ebenen Kurve birational dquivalent ist. Wir werden jetzt Singularititen ebener Kurven durch
Aufblasen auflésen.

Vorbemerkung: Da Singularitdten ein lokales Phinomen sind, werden wir uns im folgenden auf die
zweidimensionale affine Darstellung beschrinken.

Aufblasen von A? in (0,0):
1. Sei
X ={(z,9), (u:v)) € A> x P! : 2v = yu}
und 7 : X — A? die Projektion auf die erste Komponente. Man nennt 7 die Aufblasung von A2
in P = (0,0).
2. Wir betrachten einen Punkt ((z,y), (u : v)) € X:
e Fall 2 # 0: Dann ist v = Yu und

(@), (u:0)) = (@), (u: L) = (@), (@ : ).

e Fall y # 0: Dann ist v = £v und

z
Yy

((z,y), (u:v)) = ((z,y), (gv 2v) = ((2,9), (= : 9)).
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e Fall x = y = 0: Dann hat man keine Bedingung:

((0,0), (u : v)).
Also gilt
T (( y)) ={((z,y), (z : y))} falls (z,y) # (0,0),
~1((0,0)) = {((0,0), (u:v)) : (u:v) € P'}.

Definiert man jetzt E = {((0, 0),(u:v)) € X : (u:v) € P}, so ist offensichtlich

E=710,0)) ~ P'.
Man nennt E den exzeptionellen Divisor oder die exzeptionelle Faser.

3. Definiert man weiter ¢ : A?> — X durch (z,y) = ((z,y), (z : y)), so ist ¢ definiert auf A2\ {(0,0)}

und induziert einen Isomorphismus

X\E =A%\ {0,0)}

Was ist also passiert? Man ersetzt in A2 den Punkt (0, 0) durch eine projektive Gerade, man bldist
auf.
4. Wie rechnet man mit der Aufblasung? Wir betrachten die offene Uberdeckung X = {u # 0}U{v #

0}:
o Ist u#0,s00.E. u=1und
X0 {u# 0} = {((e,y), (1:0)) w0 = y} = {((@,20), (1: 0))} = {(z,v) € A’} = A”.
In diesem affinen Teil bilden also x und v affine Koordinaten, E ist hier gegeben durch die
einzige Gleichung z = 0.
e Ist v#0, 80 0.E. v =1 und
X 0o # 0} = {((@,y), (u: 1) s = yu} = {((yuy), (w: 1)} = {(y,u) € A%} = A,
In diesem affinen Teil bilden also y und u affine Koordinaten, E ist hier gegeben durch die
einzige Gleichung y = 0.

Wir konnen also Phénomene in den affinen Teilen {u # 0} und {v # 0} studieren. Oft kommt
man mit einem Teil aus, denn

{u=0} ={((0,9),(0:1))} und {v = 0} = {((,0), (1: 0))}.
5. Ist C' C A? eine Kurve, so enthilt 7—1(C) natiirlich immer E, falls (0,0) € C' ist. Daher definiert
man das eigentliche Urbild von C' als

C=71(C\{(0,0}),
wo Uberstreichen den Zariski-Abschlu3 bedeutet. Klar ist:
C\ E ~C\{(0,0},

d.h. €' und C sind birational #quivalent. C' und C unterscheiden sich also nur in den Punkten von
C' N E. D.h. wenn man wissen will, wie Aufblasen C' veréndert, muff man nur die endlich vielen
Punkte auf C'N E betrachten.

Beispiele:
1. Was passiert mit Geraden durch (0,0)? Betrachte y = cz. Dann ist das eigentliche Urbild {((z, cx), (1 :

c¢)) : ¢ € K}, der Schnitt mit der exzeptionellen Faser FE ist also ((0,0), (1 : ¢)), entspricht also

genau der Steigung der Geraden. Verschiedene Geraden durch (0,0) werden also beim Aufblasen

auseinandergezogen. )
2. Sei C = {y? = z3}. Wir berechnen das eigentliche Urbild durch Betrachtung der affinen Uber-
deckung:

{u # 0}: Wir haben die affinen Koordinaten x,v mit y = xv. Einsetzen liefert 2%v> = z3. Wir
kénnen durch 22 dividieren, da wir zunichst die Situation auBerhalb von E, d.h. von 2 = 0 stu-
dieren. Also folgt z = v2. Damit ist C N {n # 0} = {z = v?}, also nichtsingulir. E N C N {u #
0} = {((0,0), (1: 0))}.

{v # 0}: Wir haben die affinen Koordinaten y,u mit z = yu. Einsetzen liefert y*> = y3u3. Wieder
kénnen wir durch y? dividieren, da wir zunéchst alles auBlerhalb von E, d.h. von y = 0 betrachten,
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und erhalten: 1 = yu?. Damit gilt C' N {v # 0} = {1 = yu?}. Dies ist aber nicht interessant, da
CNEN{v#0}=0 ist.
Ergebnis: C' ist nichtsingulir und £N C = {((0,0), (1 : 0))}. Wir haben also C' durch Aufblasen
desingularisiert.

3. Sei C = {y? = x? + z*}. Wir berechnen wieder das eigentliche Urbild durch Betrachtung der
affinen Uberdeckung:
{u # 0}: Wir haben die affinen Koordinaten z,v mit y = zv. Einsetzen liefert z%v? = 2% + z°.
Wir kénnen durch 22 dividieren, da wir zunichst die Situation auferhalb von E, d.h. von z = 0
studieren. Also folgt v = 1 + 2. Damit ist C' N {n # 0} = {1 + 2 = v?}, also nichtsingulir.
Encdn {u 7& 0} = {((070)7 (1 : 1))7 ((070)7 (1 : _1))}
{v # 0}: Wir haben die affinen Koordinaten y,u mit x = yu. Einsetzen liefert y?> = y?u? + y3u?.
Wieder koénnen wir durch y? dividieren, da wir zunichst alles aulerhalb von E, d.h. von y = 0
betrachten, und erhalten: 1 = u? 4 yu?. Damit gilt C' N {v # 0} = {1 = u> + yu?}, also

CN’ﬂ En {U 7é 0} = {((070)7 (1 : 1))7 ((070)7 (_1 : 1))}
Dies kennen wir bereits.

Ergebnis: C' ist nichtsingulir und ENC = {((0,0), (1 : 1)), ((0,0), (1 : —1))}. Wir haben also C
durch Aufblasen desingularisiert.

Aufgabe: Lose die Singularitéten folgender ebener Kurven durch Aufblasen auf.
1. 22 =2 +y*
2. zy =28 + 40
3.8 =y + a2t + ot
4. 2%y +zy? =zt + ¢

Sei C' eine ebene Kurve. Wie 16st man die Singularitidten von C' auf? Sei Cy die Aufblasung von C' in einem
singuldren Punkt. Dann ist mg : Cy — C ein birationaler Morphismus. Ist Cy noch singuldr, so blase man
einen singuldren Punkt von Cj auf. Man kann dies lokal, also affin machen. Man erhélt m; : C7 — Cy,
etc.

50y B0 S O O B G B 0,
wobei die 7; birationale Morphismen sind. Die entscheidende Tatsache ist nun, dafl man durch diesen

Prozef irgendwann bei einer nichtsinguldren Kurve ankommt. (Ohne Beweis) Durch Aufblasen kann man
also eine ebene Kurve desingularisieren. Damit erhélt man schliefflich:

SATZ 15. Zu jeder irreduziblen projektiven Kurve C gibt es eine nichtsinguldre irreduzible projektive Kurve
C und einen birationalen Morphismus m : C' — C. Die Kurve C ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Man sagt, C ist ein nichtsingulires Modell von C'.

Bemerkung: Wir haben den Aufblasproze bisher nur affin 2-dimensional betrachtet. Man kann man
auch allgemein einen Punkt im P™ aufblasen: Man nennt

X={(wo:a1:-:2y),(yr s -~ :1yn)) EP" x P" i myy; = mjy; fiiri,j =1,...,n}
zusammen mit der Projektion 7 : X — P die Aufblasung von P™ im Punkt (1:0:---:0).

Wir wollen nochmals Morphismen zwischen glatten projektiven Kurven betrachten.

Beispiel: Sei C C P? definiert durch y> = 2* — 1 und ¢ : C — P! durch ¢ = (1:y). Fiir ¢ € K gilt
pH(1:e)={(1:2:¢)€C:2°=c*+1}.
Fiir ¢ # +1 gibt es also genau 3 Urbilder von ¢. Aulerdem gilt:
[R(C): K(y)] = [K(w,y) : K(y)] = 3.
Dies ist nun ein ganz allgemeines Phinomen.

Sei ¢ : C1 — Cy ein Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven. Wir wissen: ist ¢ nicht konstant,
so ist ¢ surjektiv. Auflerdem ist dann K (Cp) eine endliche algebraische Kérpererweiterung von ¢* K (Cs).
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DEFINITION 23. Sei ¢ : Cy — Co ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven.
Dann heifst o o

deg ¢ = [K(C1) : 9K (C2)]
der Grad von ¢. Man sagt, ¢ ist separabel, wenn die Korpererweiterung K (C1)|¢*K(Cy) separabel ist.
Um die Urbilder ¢—!(P) eines Punktes P richtig zu ziihlen, brauchen wir noch folgende Definition:

DEFINITION 24. Sei ¢ : C; — Cs ein nichtkonstanter Morphismus glatter projektiver Kurven und P € C.
Ist ty py eine Uniformisierende im Punkt ¢(P), so heifit

eo(P) = vp(d7ty(p))
der Verzweigungsindex von ¢ im Punkt P. (Wegen (¢*typy)(P) = tgp)(¢(P)) = 0 gilt immer eys(P) >
1.) ¢ heifit verzweigt in P, falls eg(P) > 2 gilt. ¢ heifSt unverzweigt, falls e4(P) =1 fir alle p € Cy gilt.

es(P) zéhlt also, wie oft der Punkt P unter ¢ auf den Punkt ¢(P) abgebildet wird. Dies wird noch
deutlicher durch folgendes

Beispiel: Sei C eine glatte projektive Kurve und f € K(C), f € K. Wir betrachten den Morphismus
¢:C — P mit = (1: f) und einen Punkt P € C mit ¢(P) = Q.
Fall @ = (1:a): In @ ist t — a uniformisierend, genauer (1 : t) — ¢t — a, also ist ¢*(t —a) = f — a und
daher

eo(P) = vp(f —a).
Ist a = 0, so ist ey (P) = vp(f) die Nullstellenordnung von f.
Fall @ = (0:1): In Q ist 1 uniformisierend, genauer (1 :¢) — 1, mit ¢*(3) = % gilt dann

es(P) =vp(+) = —vp(f)-

Nun gilt der wichtige Satz, den wir ohne Beweis angeben:
SATZ 16. Sei ¢ : C; — Cs ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven. Dann
gilt:

1. Fiir alle Q € Cy ist

Y es(P) =degg.
Peop=1(Q)
2. Ist ¢ separabel, so gibt es nur endlich viele Verzweigungspunkte, insbesondere gilt fiir alle Punkte
Q von Cs mit nur endlich vielen Ausnahmen:

#¢71(Q) = deg ¢

Jede nichtkonstante Funktion f € K(C) liefert durch ¢ = (1 : f) einen Morphismus ¢ : C' — P!, mit
unserem letzten Beispiel folgt sofort:

FOLGERUNG 7. Ist C eine glatte Kurve und f € K(C)\ K, so nimmt f jeden Wert gleich oft an, wenn
man mit Vielfachheiten zdhlt.

Es gibt also genauso viele Null- wie Polstellen, womit wir haben:

FOLGERUNG 8. Ist C eine glatte Kurve und f € K(C), so gilt
> vp(f) =0.
pPeC

Zum Schluf dieses Abschnittes wollen wir noch eine Klasse von Kurven einfiihren.

DEFINITION 25. FEine nichtsinguldre Kurve C' heifit hyperelliptisch, falls es einen nichtkonstanten Mor-
phismus ¢ : C — P! vom Grad 2 gibt.
Wie kann man hyperelliptische Kurven beschreiben?

e Sei C eine hyperelliptische Kurve und ¢ = (1 : g) ein Morphismus vom Grad 2 auf P*. Auerdem
seil die Charakteristik des Grundkorpers # 2.
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K(C) iiber ¢* K(t) ist eine Kérpererweiterung vom Grad 2, also gibt es ein 2 € K(C), so da K(C)
Grad 2 iiber K () hat. Mithin gibt es ein quadratfreies Polynom f(z) mit K (C) = K (z)[\/f(z)].
Schreibt man y = /f(z), so erhiilt man schlieflich

R(C) = R(x,y) mit y* = ().
Damit ist C' birational dquivalent zu der ebenen Kurve Cy C P2 mit y? = f(x). Man zeige, daf
Cp im Endlichen nichtsingular ist.
e Im Unendlichen gibt es nur den Punkt (0: 0 : 1). Dieser ist singulér, falls grad(f(z)) > 4 ist.

e Der Morphismus hat jetzt die einfache Form (z,y) — z. Bei dem birationalen Morphismus C' — Cj
liegen tiber (0: 0 : 1) also einer oder zwei Punkte.
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KAPITEL 4

Divisoren auf nichtsinguliren Kurven

Im folgenden sei C' eine nichtsingulére (irreduzible) projektive Kurve iiber dem Kérper K.

DEFINITION 26. 1. Die Divisorengruppe Div(C) von C ist die freie abelsche Gruppe, die von den
Punkten auf C erzeugt wird. Ein Divisor D € Div(C) ist also eine formale Linearkombination

D= npP
PeC
mit np € Z und np # 0 fiir nur endlich viele Punkte von C.
2. Der Grad deg(D) eines Divisors D = npP ist deg(D) = np.
3. Die Divisoren vom Grad 0 bilden eine Untergruppe:
Div°(C) = {D € Div(C) : deg(D) = 0}.
4. Die Galoisgruppe G operiert auf Div(C) und Div°(C) durch

U(Z npP) = an(aP).

5. Man sagt, D € Div(C) ist iber K definiert, falls cD = D fiir alle 0 € Gk gilt. Sei Divg (C) bzw.
Div.(C) die Gruppe der Divisoren bzw. Divisoren vom Grad 0, die iber K definiert sind.
6. Ist f € K(C)*, so heifit
(f) = div(f) =Y vr(f)P
der zu f gehérige Hauptdivisor.

Beispiel: Wir betrachten P! mit ¢ als Koordinate im Endlichen und u = % im Unendlichen. Ein f €
K(P'), f # 0 hat eine eindeutige Zerlegung

= c(x —a)™ ... (x— a,,)m*,
(x —b1)™ ... (x —bg)™s

mit m;,n; > 1, alle a;, b; verschieden. Im Unendlichen ist veo (f) = (32;n;) — (32, m;) und damit folgt

(f)= Zmi[ai] - Z”j[bj] + (Z n;j — Zmi)oo.

Insbesondere sieht man hier auch sofort deg((f)) = 0.

Beispiel: Wir betrachten die Kurve C' C P2, die durch y = 22 gegeben wird. Dann ist
(V2,2) + (-Vv2,2)
ein {iber Q definierter Divisor. Ist &® =2 und ¢ = _1%*/?3 eine primitive dritte Einheitswurzel, so ist
(a,0%) + (Ca, *a?) + (P, Ca?)
ebenfalls iiber Q definiert.

LEMMA 5. Seien f,g € K(C)*. Dann gilt:
1. (fg) = (f) + (g9), die Hauptdivisoren bilden also eine Untergruppe.
2. (f)=0 < feK".
3. (f)=(g) < f=cygfireince K.
4. deg((f)) =0, d.h. Hauptdivisoren haben Grad 0.
Beweis:
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1. Dies folgt sofort aus vp(fg) = vp(f) + ve(g)-

2. (f) = 0 heiBt, f hat weder Pol- noch Nullstellen. Da ein nichtkonstantes f € K(C) aber einen
surjektiven Morphismus ¢ : C — P2 mit ¢ = (1 : f) liefert, ist klar, daB (f) = 0 mit f € K(O)
dquivalent ist.

3. Es gilt (f) = (9) genau dann, wenn 0 = (f) — (g9) = (%), woraus mit der letzten Aussage die
Behauptung folgt.

4. Aus dem letzten Abschnitt wissen wir: Y ,(f) = 0, also deg((f)) =0.

Beispiel: Seien e;,es,e3 € K paarweise verschieden, char(K) # 2. Dann definiert y> = (z — e1)(z —
e2)(x — e3) eine nichtsingulidre Kurve C' C P? mit einem unendlich fernen Punkt Py, = (0 : 0 : 1). Sei
P; = (e;,0). In P, ist z — e; = 0 Tangente, also y uniformisierend, aulerdem (z — es)(z — e3) Einheit.
Daher

2=vp (%) = v ((z —e1)(z — e2) (7 — €3)) = vp, (z — e1).
Da = — e; hochstens in Py eine Nullstelle hat, héchstens in Py, eine Polstelle hat, folgt
((.’E — 61)) = 2P1 — QPOO
Analog
(x —e3) = 2P> — 2P, und (z —e3) = 2P — 2P.
Daraus ergibt sich (y2?) = 2P, + 2P, + 2P; — 6P, also
(y):P1 +P2+P3—3P00
DEFINITION 27. Zwei Divisoren D1, Dy € Div(C) heifien linear dquivalent, Dy ~ Ds, wenn es einen
Hauptdivisor (f) gibt mit
Dy = Dy + (f)-
Die Picardgruppe oder Divisorenklassengruppe Pic(C) ist der Quotient von Div(C) modulo den Haupt-
divisoren. Entsprechend definiert man

Pic®(C) = { Divisoren vom Grad 0}/{ Hauptdivisoren }.

Sei weiter
Picg(C) = {c € Pic(C) : oc = ¢ fiir alle 0 € Gi}
und analog Pic%(C).

Bemerkungen:

1. Pic®(C) = 0 heiBt, da8 jeder Divisor vom Grad 0 Hauptdivisor ist. Pic®(C') miit also, wieweit
Divisoren vom Grad 0 von Hauptdivisoren abweichen. Man vergleiche die Funktion der Klassen-
gruppe von Zahlkorpern.

2. Da Hauptdivisoren Grad 0 haben, erhalten wir durch die Gradfunktion eine induzierte Abbildung
deg : Pic(C) — Z. Der Kern ist Pic’(C). Man kann dies auch mit der exakten Sequenz schreiben:

0 — Pic’(C) — Pic(C) - Z — 0.
Ist Py € C, so definiert (Dg,n) — Do + nPy einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Pic®(C) & Z ~ Pic(C),
der von der Auswahl des Punktes P, abhingt.
Der folgende Satz gibt einen ersten Hinweis, wie wichtig Pic(C) fiir die Klassifikation von Kurven ist:

SATZ 17. Fiir eine Kurve C sind dquivalent:
1. C ~P',
2. Pic®(C) =0,
3. Es gibt ein f € K(C) mit (f) = Py — P> und P, # Ps.
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Beweis:
1 = 2: Jeder Divisor D vom Grad 0 kann geschrieben werden

D = Zm,[al] - an[bj] + (Z nj — Zml)[oo]

mit m;,n; > 0. Offensichtlich gilt nun fir
(x—ap)™...(x—a.)™

/= (x —b1)™ ... (% — bg)"s
(f) = D, also ist D Hauptdivisor und damit Pic®(C') = 0.
2 = 3: Wiihle zwei verschiedene Punkte P, P, € C. Dann hat P, — P, Grad 0, also gibt es eine Funktion
f mit (f) = Pl — Pg.
3 = 1: f induziert einen Morphismus C' — P! vom Grad
deg(f)= Y we(f) =1,
f(P)=0
also ist K(C) = K(f) ~ K(P') und damit C ~ P'. m

Wir wollen jetzt wichtige Beispiele von Divisoren kennenlernen.

Hyperebenenschnitte: Sei C C P™ und C nicht in einem echten Teilraum von P™ enthalten. Sei
= apzo + -+ + apz, = 0 die Gleichung einer Hyperebene. Wir wollen den Divisor (¢) definieren: den
Hyperebenenschnitt {¢ =0} N C.

Sei Pe C.Ist P € U; = {z; # 0}, s0 sei np = vp(xi Ist P auch in Uj, so ist

i

UP(m—i) = UP(:v_j)

wegen vp(;—j_) =0, d.h. np ist wohldefiniert. Nun setzt man

()= > npP.

pPeC
Ist ¢’ = 0 eine andere Hyperebene, so ist EL, eine rationale Funktion auf C, und man sieht sofort, dafl die
Hyperebenenschnitte (£) und (¢') linear dquivalent sind. Man nennt deg((¢)) den Grad der Kurve C' im
P™.
Beispiele:
1. Sei C = {zoz2 = 27} C P2 Je zwei Punkte auf C bilden einen Hyperebenenschnitt.

2. Fiir die Kurve C in affiner Darstellung y> = 2> — z bestehen die Hyperebenenschnitte aus 3
Punkten, die auf einer Geraden liegen.

Sei nun ¢ : C; — Cs ein nichtkonstanter Morphismus glatter projektiver Kurven. Wir definieren
¢* : Div(C3) — Div(C1), Q — Z es(P) und lineare Fortsetzung,
Pep~1(P)
¢« : Div(Cy) = Div(C2), P — ¢(P) und lineare Fortsetzung.

Beispiel: Interpretieren wir eine nichtkonstantes f € K(C) als f : C — P!, so gilt
(f) = f7((0) = (00)).
SATz 18. Sei ¢ : Cy — Cs ein Morphismus glatter projektiver Kurven. Dann gilt
1. deg(¢*D) = deg ¢ - degD
2. ¢*(div(f)) = div(¢*(f))
3. deg(.D) = deg(D)
4. ¢, o ¢* = deg(¢), d.h. Multiplikation mit deg(¢p) auf Div(Cs).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen und frither erwidhnten Eigenschaften.
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KAPITEL 5

Differentialformen auf nichtsingulidren Kurven

Sei wieder C' eine nichtsingulére irreduzible projektive Kurve.
DEFINITION 28. Der Raum Slc der meromorphen Differentialformen auf C' ist der K(C)-Vektorraum,
der von Symbolen df mit f € K(C) erzeugt wird, zusammen mit den Relationen
d(f +9) =df +dg, d(fg) = fdg+ gdf, dc=0 fir alle c € K.

Jedes w € Q¢ hat also eine Darstellung

n

w=Y_ fidg; mit figi € K(C).

i=1

Wir iiben etwas den Umgang mit den Differentialen: Seien f,g € K (C).
e d(f?) = fdf + fdf = 2fdf und induktiv dann
d(f™) = nf" 'df fiir alle natiirlichen Zahlen n.

o Ist f #0, so gilt:
1 1 1

0=d(1) =d(f f) = fd(f) + 5,
woraus sofort ) )
d(?) = _Fdf
folgt. Wie {iblich erhélt man dann
[y _ 9df — fdg
d(=) = —=——=.
(g) e

o Ist F = apz™ +ap_12" "' 4+ +ag ein Polynom mit a; € K, so kénnen wir die formale Ableitung
F' =Y ia;z" ! bilden. Setzt man f ein, so erhilt man

dF(f) =d()_aif') = iaif'~"df = F'(f)df.
Ist G ein weiteres Polynom mit G(f) # 0, so ist

F(f), _ F'(G(f) - F(/)G'(f)
d(G(f)) = e df.
Beispiel: Wegen K (P') = K (t) folgt aus den obigen Betrachtungen sofort, daf8 jedes w € Qp1 die Form
_ p(®)
=™

hat, mit Polynomen p und gq.
SATZ 19. Q¢ ist ein 1-dimensionaler K (C)- Vektorraum.

Beweisidee: Der Funktionenkdrper K (C) kann erzeugt werden von Elementen z und y mit einer Relation
f(z,y) = 0. Wie oben iiberlegt man sich

Qc = K(C)dz + K(C)dy.
Wir differenzieren jetzt die Relation f(z,y) = 0:

0=d0=d(f(z,y)) = %dx + g—:];dy.

37



38 5. DIFFERENTIALFORMEN AUF NICHTSINGULAREN KURVEN

Sei 0.E. g—f; # 0. Dann ist
of
dy = —g—?daz,
By
also Q¢ = K(C)dz. Zu zeigen bliebe noch, dal Q¢ # 0 gilt, worauf wir aber verzichten. m

Bemerkung: Fiir ¢ € K gilt dc = 0. In Charakteristik p gilt auerdem d(f?) = 0 fiir jede Funktion f.

Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an, der die von uns bendtigten Aussagen enthilt:
Satz 20. 1. Ist char(K) =0, so gilt fir f € K(C):
df =0 < fecK.
2. Ist P € C und t uniformisierend in P, so ist dt # 0, insbesondere Q¢ = K(C)dt.

Ist also ¢ uniformisierend in P € C' und f € K(C), so gibt es eine Funktion g € K(C) mit df = gdt. Wir
schreiben dann auch manchmal g = %. Ohne Beweis geben wir folgendes Lemma an:

LEMMA 6. Ist t uniformisierend in P € C und f € K(C) definiert in P, so ist % auch definiert in P.

DEFINITION 29. 1. Istw € Q¢,w #0, P € C und t uniformisierend in P, so gibt es eine Funktion
g mit w = gdt. Man definiert

vp(w) = vp(g).
Man sagt, w ist holomorph oder regulir in P, falls vp(w) > 0 ist.
2. Der Divisor eines Differentials w € Q¢ wird wie folgt definiert:

(W)= vp(w)P.

pPeC

Den Divisor eines Differentials nennt man auch einen kanonischen Divisor.

Bemerkung: Man kann jetzt leicht zeigen, dafl die Definition von vp(w) nicht von der Auswahl der
Uniformisierenden in P abhéngt.

Beispiel: C = P! und w = dt. Was ist (dt)? Im Endlichen: In einem Punkt a ist ¢ — a uniformisierend,
wegen dt = d(t —a) = 1-d(t — a) gilt also v,)(dt) = 0. Im unendlich fernen Punkt oo ist u = 1
uniformisierend, mit

1 1 5
gilt also ve (dt) = —2, womit man schlieilich erhilt:

(dt) = =200 und deg((dt)) = —2.

Sind w; und wy zwei von 0 verschiedene Differentiale, so gibt es eine Funktion f mit ws = fw;. Ist ¢
uniformisierend in P und g; mit w; = g;dt, so gilt go = fg1 und damit

vp(w2) = vp(g2) = ve(f) +vp(g1) = vp(f) +vp(wi),

was fiir die Divisoren sofort
(w2) = (f) + (w1)

liefert. Die Divisoren zweier Differentialformen sind also linear dquivalent. Umgekehrt sieht man sofort;:
Ist ein Divisor linear dquivalent zu einem kanonischen Divisor, so ist er selbst schon ein kanonischer
Divisor. Die Aquivalenzklasse der kanonischen Divisoren in Pic(C) nennt man die kanonische Klasse k¢
von C.

Beispiel: Wir betrachten die (nichtsingulire) Kurve C C P2, die durch die Gleichung y?> = 2° — z
definiert wird. Also C' = {zoz3 = =} — 2%z, }. Wir wollen den Divisor des Differentials w = dz berechnen.
Im Endlichen: Sei P, = (—1,0), P, = (0,0),P; = (1,0). Sei P = (a,b) € C. Ist P # P;, so ist x — a
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uniformisierend, wegen dx = d(xz — a) also vp(w) = 0. In P; ist y uniformisierend. Wir differenzieren
y? = 2% — 2 und erhalten

2y

2udy = (32 — 1)dz  und w=dz= 322 — 1

dy.

In P; ist 3z — 1 Einheit, also gilt vp, (w) = 1.
Im Unendlichen: Es gibt nur den einen Punkt Py, = (0:0: 1). Wir wéhlen affine Koordinaten u, v mit

(u:v:1) = (zo:z1:22) = (1 :2:y) und haben dann die Gleichung u = v — u?v. In Py, ist v

uniformisierend und vp_ (u) = 3. Zunéichst gilt nun w = dz = d(%) = 1dv — % du. Durch Differenzieren

der Gleichung u = v* — u?v erhilt man (1 + 2uv)du = (3v> — u?)dv und damit

w=dr = ﬂdv,
u(1 4 2uv)
woraus man sofort vp_ (w) = —3 ablesen kann. Also gilt

(W)Zpl +P2+P3—3Poo
Den gleichen Divisor hat die Funktion y: (dz) = (y) und damit

1
—dz) = 0.
( , )
Damit gilt k¢ = 0.
Zur Ubung rechne man in gleicher Weise folgendes Beispiel:

Beispiel: Seien e, ey, e3 € K paarweise verschieden und C' C P? gegeben durch die affine Gleichung
y?=(z—e1)(z —ex)(z —e3). Mit A =e; +es+e3, B=ejes+eje3+ esez und C = ejeses kénnen wir
auch y? = 23 — Az? + Bx — C schreiben bzw. projektiv zox3 = 23 — Aroz? + Baiz, — Cxy. Wir wollen
den kanonischen Divisor (dz) berechnen. Sei P; = (e;,0) und Py, = (0:0: 1).
Im Endlichen: Ist P = (a,b) # P;, so ist & — a uniformisierend, wegen dz = d(z — a) also vp(dz) = 0. In
P; ist y uniformisierend. Wir differenzieren die Definitionsgleichung y? = 23 — Az? + Bz — C-
2ydy = (32% — 2Az + B)dz.

In P; ist (322 — 24z + B)(P;) = (e; — e;)(ei —ex) # 0 (4, j, k paarweise verschieden), 3z — 2Az + B also
Einheit und damit vp, (dz) = 1.
Im Unendlichen: Wir verwenden affine Koordinaten u,vmit (u:v:1) = (1:z:y),alsoz = £,y = L Die
Gleichung lautet v = v®— Auv?+Bu?v—Cu?. Die Tangente in P, ist also u = 0, mithin v uniformisierend.
Aus der Gleichung sieht man dann sofort v, (4) = 3. Durch Differenzieren der Gleichung erhilt man

(14 3Cu? — 2Buv + Av*)du = (Bu® — 2Auv + 3v?)dw,
und daher mit dz = d(%) = Ldv — %du

dr — 3Auv?® — 3Bu?v + 3Cu® + u — 3v°
- u2(Av? — 2Buv + 3Cu? + 1)

Nun gilt veo (u — 3v%) = 3, so daB sich v, (dz) = —3 ergibt.
Insgesamt haben wir also

dv.

(dl‘) :P1 +P2+P3—3POO
Diesen Divisor kennen wir bereits: (dz) = (y) und damit (%z) = 0. Das Differential %’” hat also weder
Pol- noch Nullstellen. Auflerdem gilt ko = 0.
Die folgende Definition fiihrt eine zentrale Invariante ein:
DEFINITION 30. Das Geschlecht g (oder g(C) oder gc) einer Kurve C wird definiert durch die Formel
29 —-2= deg(kC’)a
wo ko die kanonische Klasse bezeichnet.

Beispiele:

1. Wegen kp1 = —2 hat P! Geschlecht 0.
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2. Die vorhin betrachteten Kurven y? = (z —e1)(z —e2)(z —e3) (alle e;’s verschieden) haben k¢ = 0,
also Geschlecht 1.

Adjunktionsformel fiir glatte ebene Kurven:

e Sei C' C P? eine nichtsingulire Kurve vom Grad d, d.h. gegeben durch ein Polynom f(z,y) = 0

bzw. homogen a:(d)f(i—;, ﬁ—i) =0.

e Im Funktionenkorper gilt f(z,y) = 0, woraus folgt %dx + g—g’jdy = 0 und daher

_dr  dy
YT er T Tar
oy ox

e Wir betrachten w im Endlichen, in einem Punkt P = (a,b).
Ist g—g’;(P) # 0, so ist  — a uniformisierend und mit d(z — a) = dz folgt vp(w) = 0.
Ist %(P) # 0, so ist y — b uniformisierend und mit d(y — b) = dy ergibt sich vp(w) = 0.

e Im Unendlichen: Wir nehmen an, (0 : 1 : 0) liegt nicht auf der Kurve, dann liegen alle unendlich
fernen Punkte von C' im affinen Teil {(u: v : 1)} und zwar auf u = 0. Wegen (1:z:y) = (u:v:

1) = (1: 2 : 1) gilt im Funktionenkdrper z = £ und y = 1. Die Ableitung % hat Grad d — 1,
also ist g(u,v) = udil%(%, 1) ein Polynom in u und v. Mit dy = d(+) = —Zzdu erhalten wir
dy u?3du
w = _B_f = .
57 = gluv)

e Nun kann man erreichen, dafl der Geradenschnitt (x¢) aus d verschiedenen Punkten besteht:
(:Uo) =P +---+ Py

Dann ist % uniformisierend in P; und vp, (w) =d — 3.
e Man erhilt also

(W)y=Wd=3)Pi+--+ (d—3)P; = (d — 3)(x).
Insbesondere ist deg(kc) = d(d — 3).
o Aufgabe: Verifiziere die fiirs Unendliche gemachten Aussagen durch explizites Ausrechnen.

Damit erhalten wir folgenden Satz:

SATz 21. Sei C C P2 eine nichtsingulire Kurve vom Grad d. Ist h die Klasse eines Hyperebenenschnitts,
so gilt fiir die kanonische Klasse

ke = (d— 3)h,

also degkc = d(d — 3) und damit gc = W.

Was passiert, wenn eine ebene Kurve C Singularitiiten hat? Durch Aufblasen erhalten wir eine nicht-
singuléire birational dquivalente Kurve C. Welches Geschlecht hat C'? Natiirlich kann man dies bei einer
konkret gegebenen Kurve ausrechnen, indem man den Divisor eines Differentials bestimmt. In vielen
Fillen kann man aber auch obige Betrachtung modifizieren und erhélt eine Aussage iiber das Geschlecht.

DEFINITION 31. Ein Punkt P = (xg,y0) einer ebenen Kurve f(x,y) = 0 heifit einfacher Knoten oder
gewdhnlicher Doppelpunkt, falls die Taylorreihenentwicklung in P folgende Gestalt hat:

f=alzx—x0)® +bx —20)(y —yo) +cly —yo)> + ... mitb® —3ac #0.
Nach Koordinatenwechsel sieht also die Taylorreihenentwicklung in einem einfachen Knoten wie folgt aus:
f=zy+...
Damit gilt jetzt folgender Satz:

SATZ 22. Sei C C P? eine irreduzible projektive Kurve vom Grad d mit nur einfachen Knoten als Sin-
gularititen, und zwar § Stiick. Ist C eine glattes Modell von C, so gilt

o [d=1)(d—2)

g9(C) = 5 — 9.
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Beweisskizze: Wir konnen annehmen, daf alle Singularititen im Endlichen liegen. C' werde durch Auf-
blasung in den Singularititen erhalten. Wir betrachten wieder das Differential

dx dy
w = E = _E-
oy ox

Wir miissen nur sehen, was in den singuliren Punkten passiert. O.E. sei P = (0,0) ein einfacher Knoten
von C.

o Sei f=xzy+ ,>39i(z,y), wo gi(z,y) homogen vom Grad i ist.

e Wir blasen A2 auf in (0,0) und erhalten X = {((z,y),(u : v)) € A2 x P! : zv = yu}. Die
exzeptionelle Faser sei E, das eigentliche Urbild von C sei C. Uns interessiert also, was in den
Punkten E N C von C passiert. Dazu betrachten wir zwei affine Teile von X:

e y = 1: Dann hat man y = zv und die Koordinaten z,v. Einsetzen liefert

f=2zv+ Zgi(m,mv) =z%v + Zazigi(l,v),
i>3 i>3
so da hier das eigentliche Urbild C' gegeben wird durch
v+ Zmi_Qgi(l,v) =0.
i>3

ENC N {u=1} besteht nur aus dem Punkt P; = ((0,0), (1 : 0)).
e Der Punkt P; ist nichtsinguldr auf C' und z ist uniformisierend. Was passiert mit w = dz/ g—i? Wir

haben o7 5 5
ay—m—l—zay(m,y) :E—l—zay(:v,:w),

i>3 i>3

woraus sofort vp, (g—i) = 1 folgt, also

vp, (w) = —1.

e Im affinen Teil v = 1 findet man den Punkt P> = ((0,0), (0 : 1)) und analog vp, (w) = —1.
e Die Singularitit erniedrigt also den Grad des kanonischen Divisors um 2, das Geschlecht erniedrigt
sich also um 1, was wir zeigen wollten. B

DEFINITION 32. Sei ¢ : Cy — C5 ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven.
Dann definieren wir

¢* : Qoy = Qo, durch ¢ (Y fidg) = > (6" f;)d(6" g)-

Da Q¢ ein 1-dimensionaler K (C)-Vektorraum ist, ist ¢* : Qc, — Q¢, entweder injektiv oder identisch 0.
Der folgende Satz gibt die wesentliche Charakterisierung.

SATZ 23. ¢* : Qc, = Q¢, ist genauw dann injektiv, wenn ¢ : Cy — Cy separabel ist.
Wir werden diesen Satz nicht beweisen, geben aber ein Beispiel fiir das wesentliche Phiinomen:
Beispiel: Hat K Charakteristik p und ist ¢ : P! — P! gegeben durch ¢ +— t? oder ¢ = (1 : tP), so gilt
fiir das Differential w = f(¢)dt:
¢*w = f(P)d(t") = f(t)pt*~"dt =0,
also ist ¢* : wp1 — wp: in diesem Fall die 0-Abbildung.
Riemann-Hurwitz-Formel: Sei ¢ : C; — C5 ein separabler Morphismus und w eine Differentialform
auf Cy. Wir wollen
div(¢*w) und ¢* (div(w))

vergleichen.

e Sei P € C; und @ = ¢(P). Sei s uniformisierend in @, also w = us™ds mit m = vg(w).

e Sei t uniformisierend in P, e = e4(P) der Verzweigungsindex, also ¢*s = vt® mit einer Einheit v.
Dann gibt es auch eine in P definierte Funktion g mit dv = gdt.
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e Wir betrachten ¢*w in P:
d*w o (us™)d(¢p*s) = ¢*u - v™ -t - d(vt®) =
= d*u-v™ -t (tdv + vd(t°)) = ¢Fu - 0™ -t - (t°gdt + evt® T dt) =
= ¢u-v™ -t (t°9 + evt®)dt

Wir haben jetzt zwei Félle:
1. Fall: e # 0 in K: Dann gilt

vp(p*w) =me+e—1=ey(Plvg(w) + (ee(P) — 1).
2. Fall: e = 0 in K: Dann ist
vp(6°w) > eo(Pug(w) + (eo(P) = 1).
e Seien jetzt alle Verzweigungsindizes e4(P) # 0 in K. Dann gilt:

div(p*w) = va(gb*w)P:

PeCq
= ) eg(P)ug(w)P + (es(P) — )P =
PeCq
= > > es(Pgw)P+ Y (eg(P)—1)P =
Qel2 PeC1,¢6(P)=Q PeCy
= Y v @+ Y (es(P) —1)P =
QeC> PeCy
= ¢"( ) veWQ) + > (es(P)—1)P =
QeC: PeCy
= ¢"(div(w)) + Y (es(P) = 1)P.

PeC,
e In der letzten Formel berechnen wir noch die Grade und erhalten
29(C1) — 2 = deg(¢)(29(C2) —2) + Y (es(P) — 1).
PeC,
Damit erhalten wir folgenden Satz, der auch als Riemann-Hurwitz-Formel bezeichnet wird:

SATZ 24. Sei ¢ : C1 — Cy separabler Morphismus und alle Verzweigungsindizes ey(P) # 0 in K. Ist w
ein Differential in Cs, so gilt

div(¢*w) = ¢ (div(w)) + »_ (es(P) — 1),
PeCy
woraus sich fiir die Geschlechter der Kurven ergibt:
29(C1) — 2 = deg(9)(29(C2) = 2) + Y (e4(P) = 1).
PeCy
Der Divisor ) pce, (€(3(P) — 1) heifit auch der Verzweigungsdivisor von ¢.
Beispiel: Sei C eine hyperelliptische Kurve in Charakteristik # 2. D.h. es gibt einen Morphismus ¢ :

C — P! vom Grad 2. ¢ sei in den Punkten P, ..., P, verzweigt. Dann ist e4(P;) = 2. Bezeichnet C das

Geschlecht von C, so liefert die Riemann-Hurwitz-Formel 2g — 2 =2 - (—2) + n oder
n—2
9= 5 -
(Wir werden spiter sehen, dafl das Geschlecht immer eine ganze Zahl > 0 ist, was hier liefert, daf die

Zahl der Verzweigungspunkte n gerade ist.)

Aufgabe: Konstruiere fiir kleines g Beispiele fiir Kurven vom Geschlecht g.



KAPITEL 6

Der Satz von Riemann-Roch

Sei im folgenden C' eine nichtsingulére irreduzible projektive Kurve tiber K.

DEFINITION 33. Fiir zwei Divisoren D1 =Y mpP und Dy =Y ,npP auf C definiert man:
D, >Dy, <= mp>np firallePeC.

FEin Divisor D =Y npP € Div(C) heifst effektiv, falls D > 0 gilt, d.h. np > 0 fiir alle P € C.

Beispiel: Wie kann man ausdriicken, daf eine Funktion f € K(C)* hochstens in P, eine Polstelle hat,
und zwar hochstens von der Ordnung n? — Die Bedingungen lauten: vp, (f) > —n und vp(f) > 0 fiir
alle P # Py. Dies ist offensichtlich gleichwertig mit (f) = > vp(f)P > —nPFy oder auch: (f) + nPy > 0.

DEFINITION 34. Fiir D € Div(C) sei
L(D)={f € K(C)* : (f)+D >0}uU{0}.

L(ni1 Py + -+ n.P.) enthilt also genau die Funktionen, die héchstens in den P;’s Pole haben, und zwar
hochstens von der Ordnung n;.

LEMMA 7. L(D) ist ein K -Vektorraum.
Beweis: Sei D =5 npP, f,g € L(D) und ¢ € K,c # 0. Dann gilt vp(f),vp(g9) > —np und damit

vp(f +9) > min(vp(f),vp(g)) > —n und vp(cf) = vp(f) > —n,
also f+g € L(D) und ¢f € L(D). m

DEFINITION 35. Wir setzen ((D) = dimz L(D).

Eine fundamentale Aufgabe ist die Bestimmung von £(D) und die von ¢(D).

Beispiel: Sei C = P! und n > 0. Was ist dann £(n-o0)? Jedes f € K (t)* hat eine eindeutige Darstellung
_ (t=ay)™ .. . (t—a,)"
f=e (t—=b1)"t ... (x —bs)ns

mit m;,n; > 1. Ist s > 1, so hat f eine Polstelle im Endlichen. Ist also f € £(D), so mu$ f ein Polynom
sein: f = Y ¢;tt. Ist d der Grad von f, so ist ve (f) = —d, was sofort

L(n - 00) = { Polynome vom Grad < n}
liefert. Eine Basis dieses Vektorraums ist 1,¢,¢2,...,t", also ergibt sich aufierdem
£(n-o00) =n+1=deg(n-oco)+1.

Satz 25. Seien D und D' Divisoren auf C. Dann gilt:
1. Ist deg(D) < 0, so ist L(D) =0 und £(D) = 0.
2. Sind D und D' linear dquivalent, so gilt L(D) ~ L(D') und insbesondere {(D) = ¢(D").
3. Ist D < D', so L(D) C L(D") und £(D) < £(D").
4. Sei P € C und D € Div(C). Ist f € L(D + P)\ L(D), so gilt bereits L(D + P) = L(D) + Kf.
Insbesondere ist £(D + P) < (D) + 1.
5. Es ist {(D) < co. Genauer: Gilt deg(D) > 0, so ist £(D) < deg(D) + 1.

Beweis:

43
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1. Wire £(D) # 0, so gibe es ein f € £(D) \ {0}. Dann ist D + (f) > 0, also folgt
deg(D) = deg(D) + deg((f)) = deg(D + (f)) =2 0,

ein Widerspruch zur Annahme.

2. Sei D' = D + (f). Dann gilt fiir g € K(C)*:
geLD') <= D'+(9) 20 < D+(f)+(9) 20 <= D+ (fg) >0 < fge L(D),
also f - L(D'") = L(D), woraus die Behauptung folgt.

3.S8i D < D'"und f € £(D)\ {0}. Dann gilt D' + (f) > D + (f) > 0, also f € £(D'). D.h.
L(D) C L(D").

4. Sei D = nP + ..., d.h. n ist die Multiplizitit von D in P. Sei ¢ uniformisierend in P. Dann
ist vp(ft"t) = 0, also (ft"TH)(P) # 0. Ist jetzt g € L(D + P), so gilt vp(gt"*t!) > 0, also
gibt es eine Konstante ¢ mit (gt"*t1)(P) = c(ft"+!)(P), was vp(gt"t — cft"*t!) > 1 und somit
vp(g — cf) > —n liefert. Also gilt g — cf € £(D) und damit g € £(D) 4+ K f wie behauptet.

5. Wir kénnen deg(D) > 0 und £(D) # 0 voraussetzen. Dann gibt es ein f mit D + (f) > 0. Also ist
D' = D +(f) effektiv und £(D') = £(D). Wir kénnen uns also auf effektive Divisoren beschrinken:
D' =P, +---+ P,. Mit Hilfe der letzten Aussage ergibt sich

(P +- -+ Py) <UPL+ + Ppq) +1 < <L0)+n=n+1,

was zu zeigen war. B

Ohne Beweis geben wir jetzt folgenden fundamentalen Satz an:
SATZ 26 (Riemann-Roch). Ist C eine Kurve vom Geschlecht g, so gilt fiir alle Divisoren D € Div(C'):
D) =deg(D)+1—g+{(K - D).

Beispiel: Wir wissen bereits £(0) = K, also £(0) = 1. Setzen wir dies in Riemann-Roch ein, so erhalten
wir1l=04+1-g+ell(K), also £(K) = g. Insbesondere bedeutet dies, da} das Geschlecht g eine ganze
Zahl > 0 ist. Setzen wir jetzt D = K in Riemann-Roch ein, so erhalten wir: g = deg(K) + 1 — g + £(0),
also deg(K) = 2g — 2, was unsere Definition von Geschlecht war. Damit haben wir bewiesen:

FOLGERUNG 9.
(K)=9g wund deg(K)=2g9-2.
Bemerkung: Sei K = w mit einer Differentialform w. Dann gilt fiir f € K(C), f # 0:
feLlK) <= (f)+ (@) 20 < (fw) 20,

also
L(K) ~ { holomorphe Differentialformen auf C'}.

Man deutet daher £(K) oft auch als Vektorraum der holomorphen Differentialformen auf C.
Beispiel: C = P'. Hier ist K = —200. C hat Geschlecht 0. Sei D ein Divisor auf C' vom Grad n. Dann
ist D ~ noo. Also 0.E. D = noo. Riemann-Roch lautet dann
l(noc) =n+1—£(—(n+ 2)c0).
Ist n < 0, so ist £(noo) = 0. Ist n > 0, so ist £(—(n + 2)oc) = 0, also £(noo) = n + 1. Dies haben wir aber

bereits explizit ausgerechnet.

Der Satz von Riemann-Roch berechnet zunéchst nicht (D) in Abhéngigkeit von deg(D), denn ein Kor-
rekturterm (K — D) ist erforderlich. Gilt aber deg(K — D) < 0, d.h. deg(D) > 2g—2,so0ist {(K—D) =0
und Riemann-Roch ergibt £(D) = deg(D) + 1 — g. Damit haben wir gezeigt:

FOLGERUNG 10. Fiir einen Divisor D € Div(C) gilt
deg(D) >29—2 = {(D)=deg(D)+1—g.
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Beispiel: Sei p € C. Fiir hinreichend grofles n gilt dann ¢(nP) =n 4+ 1 — g, d.h. es gibt Funktionen, die
nur in P eine Polstelle haben.

Beispiel: Sei C' C P? definiert durch y> = (z — e1)(z — e2)(z — e3) mit drei verschiedenen Zahlen
ei,es,es € K. C hat K = 0, Geschlecht 1 und einen Punkt im Unendlichen: P = oo = (0 : 0 : 1). Es
gilt: vp(xz) = —2,vp(y) = —3. Sei nun n > 1. Was ist L(nP)? Wegen ¢((K — nP) = {(—nP) = 0 liefert
Riemann-Roch £(nP) = n. Damit folgt

L(P) = K

L(2P) = K+Kz

L(3P) = K+Kz+Ky

L(4P) = K+Kz+Ky+ Ka?

L(5P) = K+Kz+Ky+K2*+ Kaxy
L(6P) = K+ Kz+Ky+ K2+ Koy + Ka?

Induktiv sieht man schnell, daf
l,x,xQ,,xQ,...,x[
eine Basis von £(nP) ist.

Bemerkung: Es gibt Verfahren, wie man explizit eine Basis von £(D) bestimmen kann.

Fiir uns ist folgende Aussage von Bedeutung:
SATz 27. Ist D € Divi (C) ein diber K definierter Divisor, so besitzt L(D) eine Basis aus K(C).

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Jedes Element aus £(D) ist Linearkombination von Elementen von £(D) N
K(C). Seialso f € L(D). Dann gibt es eine endliche galoissche Kérpererweiterung L von K mit f € L(C).
Sei G = Gal(L|K) = {o1,...,0n,} und a1, ...,a, eine K-Basis von L. Wir definieren

gi = o1(aif) + -+ on(aif).
Da g; invariant unter G ist, folgt g; € K(C), also g; € L(D) N K(C). Nun haben wir

g ol o ... Opon o1 f

gn OnQ1  OpQz ... OnQn Un.f
Die Matrix werde mit M bezeichnet. Dann ist det(M)? die Diskriminante von L iiber K, also # 0. Mithin
ist f = o1 f K-Linearkombination von g1, ..., g,, was wir zeigen wollten. B

Beispiel: Wir betrachten die Quadrik Q C P2, die affin durch die Gleichung
y+az® +bry +cy’> =0

mit a # 0 definiert wird. Der Grad ist 2, also hat ( Geschlecht 0. Wir haben den K-rationalen Punkt
P =(0,0) und wollen £(P) bestimmen. Nach Riemann-Roch ist £(P) = 2. Natiirlich ist K C L(P).
Im Endlichen: Tm Funktionenkérper gilt ax®> = —y(1 + bz + cy), also

T 114+bx+cy

f = — =
Yy a x
f hat hochstens fiir z = y = 0 eine Polstelle, also in P. Andererseits ist x uniformisierend in P, also sieht
man aus der zweiten Darstellung vp(f) = —1.

Im Unendlichen: Wir haben projektiv zgzs + a:v% + brixe + cm% = 0, also im Unendlichen die Punkte
mit zop = 0 und az? + bzaxs + cx3 = 0. Fiir sie gilt 75 # 0. Wir fithren also affine Koordinaten u,v mit
(wivil)=(zo:a1 @) =(l:z:y)=(L: % :1) ein. Also ist f = v, insbesondere hat f keine Polstelle
im Unendlichen.

Also hat f genau eine Polstelle, némlich in P, woraus sofort

L(P) :F+f§
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folgt.

Konstruktion von rationalen Abbildungen: Sei D ein Divisor auf C mit ¢(D) > 2. Sei fo,..., fr
eine K-Basis von £(D). Dann definieren wir ¢p : C' — P" durch

¢op=(fo: - fr)
(W&hlt man eine andere Basis von £(D), so bedeutet dies einen Basiswechsel in P".)
Gilt £(D) = L(D — P) fiir einen Punkt P, so kénnen wir D — P statt D betrachten. Wir setzen also
voraus

L(D—-P)+#L(D), dh. {(D—-P)=¥¢D)—-1

fiir alle Punkte P. (Man nennt ein solches D basispunktfrei.)
Sei P € C' und tp uniformisierend in P. Sei np die Multiplizitit des Divisors D in P, also D =npP+....
Dann ist vp(fith”) > 0, = 0 fiir mindestens einen Index i und

¢p(P) = ((fotp")(P) : -+ = (frtp")(P))-
Wir untersuchen, wann ¢p injektiv ist. Es gilt:
on(P) # ép(Q) es gibt eine Hyperebene H = {apzo + - + a,z, = 0} mit ¢p(P) € H,¢pp(Q) ¢ H
es gibt ag, ..., a, nicht alle 0 mit (Z a; fitp")(P) =0, (Z a; fit,?)(Q) #0
es gibt ag,...,a, nicht alle 0 mit Zaifi € L(D - P),Zaifi ¢L(D—-P-Q)
L(D-P-Q)#L(D-P)
(D—P-Q)=¢D-P)—1=4(D)-2

Damit haben wir folgenden Satz zumindest teilweise bewiesen

11111

SATZ 28. Genau dann ist ¢p eine Einbettung, wenn fir alle P,Q € C gilt:

{D—-P—Q)=¢D)-2.
In diesem Fall ist deg(D) der Grad von C in P" mit r = £(D) — 1. Man nennt D dann auch sehr ampel.
Noch eine Bemerkung zum Grad von ¢p(C): Ist D = n1P; 4+ --- + n,.P,, so kann man nach Koordina-
tenwechsel vp, (fo) = —n; annehmen. Damit hat fy ny + -+ + n, = deg(D) Polstellen, also ebensoviele

Nullstellen. Die Nullstellen liefern den Schnitt von ¢p(C) mit der Hyperebene zg = 0, woraus sich die
Behauptung ergibt.

SATZ 29. Gilt deg(D) > 2g+ 1, so ist D sehr ampel, d.h. ¢p liefert eine Einbettung C ~ ¢p(C) C P".

Beweis: Wegen deg(K) = 2g—2 gilt deg(K — D) < 0, also /(K —D) = 0 und somit ¢(D) = deg(D)+1—g.
Seien jetzt P, @Q € C beliebig. Dann gilt deg(D—P—Q) > 2g—2 > deg(K), also deg(K—(D—P—-Q)) <0
und somit /(K — (D — P — @Q)) = 0. Riemann-Roch liefert (D — P — Q) =deg(D—P —Q)+1—g =
deg(D) +1— g —2={(D) — 2. Mit dem vorangegangenen Satz folgt die Behauptung. B

Beispiele:
1. C =P!: Fiir n > 1 hat £(noo) als Basis 1,¢,#2,...,t". Also ist
Gnoo = (L2t : -+ E™).
Das Bid ist die sogenannte rationale Normkurve vom Grad n im P™:
Groo(PY) = {(t7 427ty 12 t7) : (to : t1) € P' ).

2. Die Kurve C mit y?> = 2° — x hat Geschlecht 1 und den unendlich fernen Punkt P = (0:0: 1). Es
ist vp(z) = —2, vp(y) = —3. Wie sieht, ¢4p aus? £(4P) hat als Basis 1, z,y, 22, also: ¢4p : C — P?
mit

pap = (1:2:y:2°%).
Das Bild ist eine Kurve vom Grad 4 in P?. Verwendet man in P? die homogenen Koordinaten
20, 21, 22, 23, SO gelten folgende Gleichungen fiir das Bild:

Z%ZCEQZZ()Z:;, Z%ZyQZCU':UQ—:U:ZlZg—ZlZO_

Man kann zeigen, dafl diese Gleichungen das Bild beschreiben.
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3. Ist C eine Kurve vom Geschlecht 2 und wihlt man 5 Punkte P;,...,Ps,soist D =P, +---+ P5
sehr ampel. Wegen deg(D) = 5 und /(D) = 4 liefert ¢p eine Einbettung von C in P? als Kurve
vom Grad 5.
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KAPITEL 7

Kurven vom Geschlecht 0

Wenn nichts anderes erwihnt wird, bezeichnet C' eine irreduzible nichtsingulire projektive Kurve, die
iiber K definiert ist.

SaTz 30. Hat C' Geschlecht 0 und gibt es einen iiber K -definierten Divisor D vom Grad 1, so ist C (iber
K ) isomorph zu PL. D.h. C besitzt eine iiber K -definierte Parametrisierung:

C = {(folto, t1) = fi(to,t1) ===~ : fr(to,11)) : (o : 1) € P},
wo die f; homogene Polynome gleichen Grades mit Koeffizienten in K sind.

Beweis: Da C' Geschlecht 0 hat, gilt deg(K) = —2, also deg(K — D) = —3 und somit /(K — D) = 0.
Riemann-Roch liefert /(D) =14+ 1—0 = 2. Da D iiber K definiert ist, gibt es Funktionen fo, fi € K(C)
mit £(D) = K fo+ K f1. Der Morphismus ¢p : C — P! mit ¢p = (fo : f1) ist dann iiber K definiert. Nun
ist deg(D) =1 > 2g + 1. Aus dem letzten Abschnitt wissen, dafl dann ¢p eine Einbettung liefert, d.h.
einen Isomorphismus aufs Bild. Also ist ¢p ein iiber K-definierter Isomorphismus und damit C' ~ P!,
was wir zeigen wollten. B

FOLGERUNG 11. Hat C Geschlecht 0 und besitzt C einen K -rationalen Punkt, so ist C ~g P! und
insbesondere #C(K) = oo.

Beweis: Ist P ein K-rationaler Punkt, so ist P natiirlich auch ein K-rationaler Divisor vom Grad 1,
woraus die Behauptung mit dem Satz folgt.
Uber dem algebraischen Abschluf gibt es natiirlich immer Punkte, also folgt (mit K = K):

FOLGERUNG 12. Jede Kurve C' vom Geschlecht 0 ist iiber K isomorph zu P'. Uber algebraisch abge-
schlossenem Kdrper gibt es also bis auf Isomorphie genau eine Kurve vom Geschlecht 0, nimlich P'.

Da die Picardgruppe tiber dem algebraischen Abschlufl berechnet wird, folgt unmittelbar
FOLGERUNG 13. Hat C' Geschlecht 0, so gilt
Pic(C)~Z und Pic®(C) = 0.
Nicht jede Kurve vom Geschlecht 0 ist (iiber K) isomorph zu P!, wie folgendes Beispiel zeigt:
Beispiel: Sei C' = {223 + 3z} + 523 = 0} C P2 Die Kurve C ist iiber Q definiert, hat als glatte

Quadrik Geschlecht 0, hat keine reellen Punkte, insbesondere C'(Q) = (). Damit kann C' auch nicht {iber
Q isomorph zu P! sein.

Die folgenden Sétze geben Situationen an, wo man sofort weif, dafl eine Kurve vom Geschlecht 0 isomorph
zu P! ist.

SATZ 31. Ist C C P™ eine Kurve ungeraden Grades vom Geschlecht 0, so ist C' isomorph zu Pt (iiber

Beweis: Sei H der Divisor eines Hyperebenenschnitts. Er ist iber K definiert und deg(H) = 2m + 1. Sei
K ein iiber K definierter kanonischer Divisor. Es gilt deg(K) = —2. Dann ist H — mK iiber K definiert
mit deg(H — mK) = 1, also folgt nach unserem Satz C' ~ P!. m

Beispiel: Ist C C P” eine {iber K definierte Gerade, so ist C' ~ P!, es gibt also eine Parametrisierung
C = {(apu +bov : - : apu +by) : (u:v) € P'}
mit ag, bo, ..., 0,0, € K.
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SATZ 32. Ist C C P"™ eine irreduzible iiber K definierte Kurve ungeraden Grades mit nur endlich vielen
Singularititen, so daf die Desingularisierung C Geschlecht 0 hat, so ist C ~ P!, also gibt es eine
Parametrisierung

C ={(folto,t1) : fi(to, t1) -+« folto,t1)) : (to 1 t1) € P},

wo die f; homogene Polynome gleichen Grades mit Koeffizienten in K sind.

Beweis: Man wihle einen iiber K definierten Hyperebenenschnitt, der keine Singularitit enthilt. (K
unendlich?) Dies liefert auf C' einen Divisor H, der iiber K definiert ist und ungeraden Grad hat. Die
Behauptung folgt mit dem letzten Satz. B

Beispiel: Ist f(zg,z1,22) = 0 eine irreduzible ebene Kubik mit einer Singularitét, so ist die Desingula-
risierung isomorph zu P!. Wihlt man z.B. die Kurve
C = {=27z2x) + 15223 — T5x2xy + 423 + 423 = 0},

so stellt man fest, daf sie genauin (2 : 3 : 5) eine Singularitét hat. Substituiert man zo = 1,21 =z, 22 = y
und y = 5 + t(z — 2) (Geraden durch die Singularitit), so spaltet der Faktor (2z — 3)? ab und aus dem
Rest erhélt man eine Parametrisierung:

2o =22 4+2, 1z =32 —15t2 -6, x5 =—10t> -9t +5.

Frage: Wie kann man sich Kurven vom Geschlecht 0 vorstellen?

Diese Frage beantwortet folgender Satz:

SaTz 33. Jede Kurve C vom Geschlecht 0 ist iber K isomorph zu einem (glatten) ebenen Kegelschnitt,
d.h. zu einer (glatten) Kurve

{aoxg + a1 2071 + axToTs + azr? + ayr1 75 + asri = 0}
mit ag, a1, as,as, as,as in K.
Beweis: Wihle f € K(C) mit df # 0. Dann ist der kanonische Divisor K = (df) iiber K definiert. Es gilt
deg(—K)=2und {(-K)=2+1-0+{¢(2K) =3,

es gibt also fo, f1, f2 € K(C), die eine Basis von £(—K) bilden. Wegen deg(—K) > 2g + 1 ist —K sehr
ampel, d.h. ¢p_g : C — P2 mit ¢_x = (fo : f1 : f2) ist eine Einbettung. Also C' ~k ¢_x(C) C P? und
¢_k(C) hat Grad 2. AuBlerdem ist ¢_k iiber K definiert. Damit folgt die Behauptung. B

Eine kleine Anmerkung zur Glattheit von Kegelschnitten:
SATZ 34. Fiir einen ebenen Kegelschnitt C' mit der Gleichung
f = aoacg + a1xo9r1 + a9y + agx% + asxr122 + a5x§ =0

sind dquivalent:

1. C ist absolut irreduzibel,
2. C ist glatt,
3. dapazas + ajasay — azas — apas — alas # 0.

Beweisskizze: Zunichst zeigt man, dafl Glattheit und Irreduzibilitét fiir ebene Quadriken das gleiche ist.
Weiter gilt

of

B 2a0 a1 a2 To
% = a1 2&3 ayq I
of as ayq 20,5 T2

Mit
D = 4agazas + a1asa4 — a%ag — aoai — a%a5
ist die Determinante der 3 x 3-Matrix 2D.
char(K) # 2: Folgt unmittelbar.
char(K) = 2: Ist ay = az = a4 = 0, so ist f Quadrat und D = 0. Sei also (aj,as,a4) # 0. Dann gilt
{fo=fi=fo} ={(as : a2 : a1)} und f(a4,as,a;) = D, woraus sofort die Behauptung folgt. B
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Die néichste Frage, die sich stellt, ist:
Frage: Wann sind zwei {iber K definierte ebene Kegelschnitte {iber K isomorph?

Eine Antwort gibt der folgende Satz:

SATZ 35. Zwei tber K definierte (nichtsingulire) Kegelschnitte sind genau dann isomorph iber K, wenn
sie iber K projektiv dquivalent sind, d.h. durch Koordinatenwechsel iiber K auseinanderhervorgehen.

Beweis: Projektiv dquivalente Kegelschnitte sind natiirlich auch isomorph, also miissen wir nur die Um-
kehrung zeigen. Seien C'; und Cs zwei ebene Kegelschnitte und @ : C; — Cs ein iiber K definierter
Isomorphismus.

e H; = (z9) ist ein tiber K definierter Geradenschnitt von C;. Er hat Grad 2, also ¢(H;) = 3. Nach
Riemann-Roch gilt
LH)=RK+F2L +E2,
Zo To
also ¢p, = (L: 31 22) = (zo 1 1 1 22), d.h. ¢p, = idc,.
e )*H, ist ein iiber K definierter Divisor vom Grad 2, wegen Pic?(C}) = 0 sind ¢* H, und H; linear
dquivalent, es gibt also eine Funktion f € K(C) mit ¢*Hy = Hy + (f).
o Es gilt
« Li * w Li % i
Hy+ (fy*—) =¢"Hy + ¢*(—) =" (H2 + () 2 0,
o o o
also fy* 2t € L(Hy). Wegen fip* 7t € K(C1) gibt es also a;; € K mit fy* 3t =3 aiji_é-
e Nun gilt fir P € C; mit Wahl einer geeigneten Funktion g € K(C>):

Vo i piip) = G(P) = (wo(b(P)) : 1 ($(P)) : z2((P))) =
= (g((P)): (gi—;xww)) : (gi—jxw(m» =

= (@ (g)(P)) : (w*(gz—;xP) : (w*(gz—jxp» =
ez

= ') | v | ()=
ez

= ¢g)-f-(ay) | 35 | (P)=

T
= (ay) | © | (P)=
T2
= (ai)(po : p1:p2),
WO (a;j) die entsprechend angegebene Operation bedeutet. B
Die Klassifikation der Kegelschnitte ist ein eigenes Thema, das stark vom Grundkoérper abhéngt. Wir

wollen uns zunéchst auf endliche Kérper und Q beschrinken und dann nur untersuchen, wann ein Ke-
gelschnitt isomorph zu P! ist, d.h. einen K-rationalen Punkt besitzt.

Bemerkung: Ist die Charakteristik von K # 2, so lernt man schon in der Linearen Algebra, daffl man
jeden Kegelschnitt durch quadratische Ergéinzungen diagonalisieren kann, d.h. agz2 + a170z1 + aszows +
azz? + asz172 + asz2 = 0 148t sich immer auf die Gestalt

bo.’E% + bll'% + b2$§ =0
transformieren.
Beispiel: Wir betrachten iiber Q die Quadrik
g= 43130(2) + 865021 + 2162072 + 43130% + 2162125 + 3630% =0.
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Macht man den Ansatz zo = yo + ayy + bys, 1 = Y1 + ¢y, Lo = Yo, setzt ein, bestimmt a, b, ¢ so, daf} die
Koeffizienten bei yoy1, yoy2, y1y2 verschwinden, so erhilt man

o = Yo — 865/862]/1 — 216/1727]/2,1‘1 =Y — 216/1727y2,1'2 = Y2

und 5181 15516
g =431y3 7 5

0~ T7g¥1 T a7 V2

Quadriken iiber endlichen Kérpern

Sei F; der Koérper mit ¢ Elementen, ¢ = p™. Die Polynome 2? und 2 sind als Funktionen auf F, identisch,
nicht jedoch als Polynome.

LeEMMA 8. Sind f,g € Fylz1,...,2,] Polynome mit grady, f,grad,,g < q—1 firi=1,...,n, so gilt:
flep =gler = f=y.

Beweis: Indem wir f — g betrachten, reicht es, folgendes zu zeigen: f |F3 = 0= f = 0. Wir beweisen dies
durch Induktion nach n.

n = 1: Das Polynom f = ag + ajz + - -+ + a4—129~" hat mindestens ¢ Nullstellen, was nur fiir f = 0
passieren kann.

n > 2: Wir schreiben

f(wla N 71’.77,) = go(wla N ,CUn_l) +g1($1, N ,CUn_l)CUn +-e +gq—1($1:- . '71’.77,—1)1’.'27,_1
Ist (a1,...,an—1) € Fg’l, so ist f(a1,...,an—_1,%y,) als Funktion 0 auf F,. Nach dem Fall n = 1 folgt
gi(at,...,an—1) =0fiiri=0,...,q— 1.

Da (a,...,an—1) beliebig war, folgt nach Induktionsannahme sofort g; = 0, also f = 0 als Polynom. B

SATZ 36. Ist f(x1,...,2n) € Fylz1, ..., 2] vom Grad d < n und f(ay,...,a,) =0 fir ein (a1,...,a,) €

Fy, so hat f mindestens noch eine zweite Nullstelle.
Beweis: Wir nehmen an, (ai,...,a,) ist die einzige Nullstelle von f in F}. Dann gilt fiir das Polynom
auf F7:

a

1 fiir (z1,...,2,) = (a1,...,ap)

9(9:1,...,xn)Zl—f(m,...,xn)q_l:{ 0 fiir (o, 2n) £ a1, an) },

da fiir a € Fy \ {0} gilt a?~" = 1. Die gleiche Polynomfunktion auf F? liefert auch

n

h(xla . 'axn) = H(]' - ($2 - ai)q_l)‘

i=1
Es gilt grad,,h = ¢ — 1. Sei § das Polynom, das aus g(z1, ..., 2,) entsteht, wenn man soweit moglich =]
durch z; ersetzt. Dann gilt auch grad,;§ < ¢ — 1 und natiirlich weiterhin §|F3 = th. Nach dem Lemma
gilt also § = h. Nun gilt fiir den Totalgrad

n(q —1) = grad(h) = grad(g) < grad(g) < d(q —1),
was n < d, also einen Widerspruch zur Voraussetzung liefert. Damit folgt die Behauptung. m
Da ein homogenes Polynom natiirlich immer die triviale Nullstelle hat, folgt sofort

SATZ 37 (Chevalley). Ist f(x1,...,2,) € Fy[z1,...,2,] ein homogenes Polynom vom Grad d < n, so
besitzt f =0 eine nichttriviale Nullstelle in Fy.

FOLGERUNG 14. Ist f(zo,x1,22) € Fylro, 21, 22] ein homogenes quadratisches Polynom, so besitzt f =0
eine nichttriviale Nullstelle in Fg.

Jede iiber F, definierte Quadrik in P? besitzt also einen F,-rationalen Punkt, woraus sich sofort ergibt:

SaTz 38. Ist C eine Kurve vom Geschlecht 0, die iiber ¥, definiert ist, so ist C iiber F, isomorph zu P1.
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Wir wollen noch sehen, daf} sich der Satz von Chevalley nicht verschiirfen 148t:

Beispiel: Sei d > n gegeben. F 4 ist eine galoissche Korpererweiterung vom F,. Sei aq,...,aq eine
F,-Basis von F,a und G = {01,...,04} die Galoisgruppe von F, iiber F;. Wegen n < d kann man

definieren
d

floe,. . zn) = H(Uz’aliﬁl + 4 o Ty).
i=1
f ist homogen vom Grad d in n Verénderlichen. Zunéchst hat f Koeffizienten in F 4. Es gilt aber o f = f
fiir alle 0 € G, also hat f schon Koeffizienten in F,.
Ist (a1,-..,an) € Fy \ {0}, so ist ajaq + -+ + apay, # 0, also auch f(ai,...,a,) # 0. D.h. f hat nur die
triviale Nullstelle in Fj. Damit sehen wir, daf} sich der Satz von Chevalley nicht verschirfen 1a8t.

Ebene Quadriken iiber Q
Wir betrachten eine nichtsingulire ebene Quadrik
f = aoacg + a1x9x1 + a9y + agx% + a4xr122 + asacg =0
mit a; € Q und wollen untersuchen, wann f = 0 rationale Punkte besitzt.
Reduktionsschritte:
1. Zunéichst bringen wir die Quadrik durch quadratische Ergdnzungen auf die Diagonalgestalt
f =boxh + 123 + bez3 = 0.

2. Damit rationale Punkte existieren kénnen, miissen by, b1, by unterschiedliches Vorzeichen haben.
Indem wir Koordinaten vertauschen und eventuell mit —1 multiplizieren, kénnen wir die Gleichung
in der Form
f=az?+by? —cz> =0 mit a,b,c € N

schreiben.
Nach Division durch ggT'(a,b, ¢) kénnen wir ggT(a,b,c) = 1 annehmen.
4. Tst a nicht quadratfrei, d.h. a = d?-a, so ist ax? = a(dz)?, nach Koordinatenwechsel # = dx knnen

wir also erreichen, dafl a quadratfrei ist. Analog kénnen wir b und ¢ als quadratfrei voraussetzen.
5. Gibt es eine Primzahl p mit a = pa;,b = pby, so ist

w

plaz® + by® — c2*) = a1 (pr)® + by (py)* — pez’.
Nach Koordinatenwechsel 1 = pz,y1 = py teilt p weder a; noch ay. Wendet man diesen Re-

duktionsprozefl an, auch auf a,c und b, ¢, so kann man erreichen, daf} a, b, ¢ paarweise teilerfremd
sind.

Wir kénnen uns also auf Gleichungen der Form f = az? + by? — ¢z = 0 mit a,b,c € N, a, b, c paarweise
teilerfremd und a, b, ¢ quadratfrei beschrinken.

Notwendige Bedingung fiir die Existenz einer rationalen L&sung: Sei (zo,yo, 20) eine Losung.
O.E. kénnen wir zg, yo, 20 € Z mit ggT (xo,yo,20) = 1 annehmen.

Ist p eine ungerade Primzahl mit ple, dann teilt p weder a noch b. Aulerdem teilt p auch nicht xy und
yo. (Wiirde gelten p|zg, so folgte p|yo, also p*|az? + by? und somit p?|cz3, was p|zo lieferte. Analog fiir
p|yo.) Damit gilt modulo p:

b
azg +bys = 0= —abxd = (byo)? = —ab= (%)2 mod p,
0
d.h. —ab ist ein Quadrat modulo p, das Legendresymbol gilt daher (’T‘”’) =1.
Auf die gleiche Weise erhilt man noch folgende zwei Bedingungen:

b
pla, p ungerade Primzahl = <_c> =1,
p

p|b, p ungerade Primzahl = <%> =1.
p

Damit konnen wir jetzt folgenden Satz beweisen, der auf Legendre zuriickgeht;:
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SATZ 39. Seien a,b,c € N paarweise teilerfremd und quadratfrei. Dann hat die Quadrik C = {az® +
by? — cz? = 0} genau dann Q-rationale Punkte, wenn gilt:

—ab
<_a> =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p mit p|c,
p

<%> =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p mit p|b,
p

b
(_c) =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p mit p|a.
p

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung haben wir bereits gesehen. Wir setzen jetzt umgekehrt die
Bedingungen voraus und wollen eine rationale Losung konstruieren.

1. Ist p eine ungerade Primzahl mit plc, so ist (77‘”’) =1, also gibt es u € Z mit —ab = u? mod p
und somit

2 2 2 o u? u u
ax® + by® —cz® = a(x L ):a(ac—gy)(ac+gy)modp.

Es gibt also Linearformen g,(z,y, 2), hp(z,y, z) (mit Koeffizienten in Z) mit
az® + by* — cz* = g,(z,y, 2)hy(z,y, z) mod p.

2. In gleicher Weise findet man fiir jede ungerade Primzahl p mit p|abe Linearformen g, (z,y, 2), hp(x,y, 2)
(mit Koeffizienten in Z) mit

az® + by? — cz® = g,(2,y, 2)hy(2,y, 2) mod p.

3. Gilt 2|abe, so setze man go(z,y,z) = ha(z,y,2) = ax + by + cz. Man hat schlieBlich fiir jede
Primzahl p mit p|abe die Beziehung

az® + by® — cz* = g,(z,y, 2)hy(x,y, z) mod p.

4. Mit dem chinesischen Restsatz findet man Linearformen g(z,y, z), h(z,y, 2) (mit Koeffizienten in
Z) mit
g(:v, ya Z) = gp(ma ya Z) HlOd pa h(iE, ya Z) = hp(wv ya Z) mOd pa
fiir jede Primzahl p mit p|abe.
5. Es folgt jetzt sofort

az® + by? — ¢z = g(x,y, 2)h(z,y, z) mod abe.
6. Wir betrachten jetzt die Menge
M ={(z,y,2) € Z®: 0 <z < Vbe,0 < y < Vac,0 < z < Vab}.

Ist v/be eine natiirliche Zahl, so ist b = ¢ = 1 und wir sind fertig. Also kénnen wir v/be irrational
annehmen, es gilt dann

#M > (1+ [\/E])\/%\/% > Vbey/acvab = abe.
g mod abc : M — Z/(abe)

ist daher nicht injektiv, es gibt also zwei verschiedene (z1,y1, 21), (X2, y2, 22) € M mit g(z1,y1,21)
9(x2,y2,22) mod abe. Setzt man g = 1 — x2,¥0 = Y1 — Y2,20 = 21 — 22, S0 ist g(Zo, Yo, 20)
0 mod abe, (zo, Yo, 20) # 0 und

o] < Vbe, |yol < Vae, |zo| < Vab.
7. Es folgt sofort f(zo,yo,20) = 0 mod abe. Wegen

0 < ax3,byd,czy < abe
folgt
—abe < axd + byd — cz5 < 2abe.

Daher ist
azgy + bys — cz3 € {0,abc}.



EBENE QUADRIKEN UBER Q 55

Ist az? + byg — c22 = 0 sind wir fertig, ist azd + by? — cz§ = abe, so gilt mit dem nachfolgenden
Lemma

a(zozo + byo)? + b(yozo — axg)® — c(z5 + ab)® =0,
also haben wir auch eine Lésung. B

LEMMA 9. Die Gleichung az3 + by? — cz2 = abe liefert die Gleichungen
a(ro20+byo)? +b(yozo —axo)* —c(zi +ab)®? =0  und  a(zozo—byo)? +b(yozo +axo)® — (23 +ab)? = 0.
Beweis: Dies kann man natiirlich einfach nachrechnen. Wie kommt dies zustande? f = az? +by? —c2? =0
ist ein ebener Kegelschnitt. Vom Punkt (zg : yo : 20) aus wird es i.a. zwei Tangenten an f = 0 geben. Die
Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt sind obige Punkte. B
Beispiel: Wir betrachten f = az? + by? — cz? mit

a=0595=5-7-17, b=2929, ¢=129=3 43.
Dann erfiillt f die notwendigen Bedingungen. Man erhélt

f = (z+y)(z+2y)mod3

f = (ly+2)(y+2)mod5

f = (y+42)by+2) mod 7

f = (12y+72)(8y + z) mod 17

f = (36z+ 15y)(z + 39y) mod 43

f = (582 +8002)(699z + z) mod 929

Die linken Faktoren seien g,(z,y, z), die rechten hy(z,y, ), der chinesische Restsatz liefert dann
g = 1535695z + 6141619y + 71305266z, h = 37025065z + 69609041y + 71858162.

Sucht man im Bereich |z| < 346, |y| < 277,|z| < 743, so erhilt man viele Losungen der Kongruenz
g9(z,y,z) = 0 mod abe.

Wir beschrénken uns auf Lésungen mit ggT'(z,y,2) =1 und > 0. f kann den Wert 0 oder abc haben.
Nur fiir (4,—1,9) war f = 0.

Daneben gab es 74 Fille mit f = abe, z.B. (53,277, —113).

Beispiel: Wir betrachten f = az? + by? — cz? mit @ = 43,b= 131,¢ =462 = 2-3-7- 11. Wir berechnen

—ab\ _ (—43-131\ _ (-2 _ 1 —43-131\ _ /2)\ _ 1 —43-131\ _ /10 _ /—-1\ _ 1
3 ) 3 - \3) 7 7 \7) 7 11 S\ \1r) 7
also besitzt f = 0 keine rationalen Punkte.

Beispiel: Wir betrachten nochmals unser Beispiel
g= 43130(2) + 865021 + 2162072 + 43130% + 2162125 + 3630% =0.
Durch die Transformation
To = Yo — 865/862y; — 216/172Ty2, 1 = y1 — 216/1727ys, x2 = Yo

erhalt man
5181 , 15516 ,

= 4312 - 2202 g 22900 0
g 3190 = a1 T a7 2
= Sgrapg 1283236988y] + 26749584y3 — 8947587y} =
1
= mp? S11-157-431%2 + 2% -32.431%2 — 3. 117 - 157%%] =
1
= Sorrggelll 197(2- 431y0)” + (27 3+ 431y2) — 3+ (11 157y1)?]
Substituieren wir
_ 1 1 1
Yo = 2. 43120’ Y2 = 4.3. 43121’ = 1. 15_7Z2a
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so ist also bis auf eine Konstante
g~ 1115723 + 27 — 323,
Wir haben also
a=11-157, b=1, c=23.

Wir haben nur drei Lésungsbedingungen:

(=57) () (%)

miissen 1 sein. Sie sind es auch. Also existiert eine Losung. In der folgenden Tabelle sind jeweils die
kleinsten Losungen in z- und z-Koordinaten aufgefiihrt.

| ($0 Y 5 .’Bz) | (20 i Z1 Zl) |
(114414 : —123912 : —1727) (1:1:24)
(66:—72:1) (1:-1:24)
(66 : —72:35) (181 : 15085 : —9732)
(72 —66 : —35) (1:70:47)
(72: —66: —1) (793 : —862 : —19033)

Wir koénnen jetzt also effektiv entscheiden, ob eine ebene Quadrik, die iiber Q definiert ist, rationale
Punkte besitzt.

Frage: Gibt es einen guten Algorithmus um Punkte explizit zu finden, falls welche existieren?

Immerhin gibt es Abschéitzungen fiir die kleinste Losung, die wir ohne Beweis angeben:

SATZ 40. Ist az? + by — cz% = 0 mit a,b,c € N nichttrivial l6sbar, so gibt es eine Lisung (zo : yo : 20)
mit

o] < Vbe, |yol < Vac, 20| < Vab.

Wir wollen allgemein einen Grofenbegriff fiir Punkte des P"(Q) einfiihren: Ist P € P"(Q), so kann man
schreiben P = (ag : -+ : ap) mit a; € Q. Da die a;’s nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt
sind, kann man a; € Z und ggT (ao,...,a,) = 1 erreichen. Mit dieser Bedingung sind die a;’s bis aufs
Vorzeichen bestimmt. Wir definieren

DEFINITION 36. Die Hohe eines Punktes P € P™(Q) wird definiert durch

H(P) = max(|ag), . - .,|an]),
falls P = (agp : -+ : apn) mit a; € Z und ggT (ao, - . .,a,) = 1.
Eine ebene Quadrik {iber Q hat die Gestalt C = {agz? + -+ + asz3 = 0} mit a; € Q. Die Kurve C ist
eindeutig bestimmt durch (ag : --- : a5) € P?(Q). Daher kann man definieren

H(C)=H((ag:---:as)).

Damit kénnen wir in der zweiten Abschiitzung noch weiter wie folgt abschitzen:

SATZ 41. Ist C C P? eine iiber Q definierte Quadrik mit C(Q) # 0, so gibt es einen Punkt P € C(Q)
mit
H(P) < TH(C).

Zum Beweis brauchen wir einen Satz aus der diophantischen Approximation, den wir ohne Beweis ange-
ben:

SATz 42 (Minkowski’s Linearformensatz). Sei (a;); j=1...n eine reelle Matriz mit Determinante £1. Sei-
en Ai,..., A, positive reelle Zahlen mit Ay ... A, = 1. Dann gibt es einen nichttrivialen Gitterpunkt
(®1,...,2n) € Z™ \ {0} mit

|y + -+ ainen| < A4; firl <i<n—1und |apz + -+ apnen| < Ap.

Beispiele:
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1. Wiahlt man («;;) die Einheitsmatrix und 4; = 1, so hat man die Ungleichungen
|$1| < 1:' . -a|$n—1| < 15 |:Un| S 1.

Nichttriviale Gitterpunkte sind (0,...,0,£1). Man sieht hieran auch, daf} nicht lauter <-Zeichen

moglich sind.
2. Seien a1, as reelle Zahlen, m € N, m > 2. Wir betrachten die Ungleichungen

1 1
|zo| <m, |1 —aizo| < Jm’ |T2 — azxo| < T

Die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt, also gibt es einen nichttrivialen Gitterpunkt (zg, 21, z2),

der die Ungleichungen erfiillt.
3. Zur Ubung beweise man eine Aussage wie in 2. mit dem Dirichletschen Schubfachprinzip; die

Abschétzungen kénnen etwas schlechter sein.
Beweis des Satzes:
1. Wir schreiben C' = {f = 0} mit
f = aoacg + a1xox1 + asxoTs + agacf + aqr122 + a5x§,
ap,.-.,as € Z und ggT(ag,...,a5) = 1. Sei P = (po : p1 : p2) € C(Q) ein Punkt minimaler Hohe,
wo 0.E. po,p1,p2 € Z, ggT (po, p1,p2) = 1 und po = max(|po|, |p1], [p2|) ist.

2. Wir withlen einen Punkt Q = (o : ¢1 : ¢2) € P?(Q) mit Q ¢ C und o.E. qo,q1,q2 € Z. Die Punkte
der Verbindungsgeraden zwischen P und @) lassen sich wie folgt parametrisieren:

ZTo = upo +vqo, T1 =upr+vq1, T2 =ups+vqe.
Es gilt dann
f(upo + vqo, up1 +vq1, up2 +vge) = v(Vu — Uv)
mit
U = aoqy + a1qoq + a2qoqe + asq; + asqige + asqs,
=V = ag-2pogo + a1(poq1 + p1qo) + a2(poqz + p2qo) + az - 2p1q1 + as(p1g2 + P2q1) + as - 2p2q.

Wegen Q € C ist U # 0.
3. Definieren wir jetzt

ro=Upo+Vaqy, 71 =Upi+Vq, r2=Ups+ Vg,

dann gilt r; € Z, (rg,71,72) 0 wegen P # Q und R = (rg : 1 : r2) € C(Q).
4. Wir versuchen @ so zu finden, dafi R moglichst kleine Hohe hat. Wir machen den Ansatz

g0 = Apo + 0o, q1 =Ap1 +01, G2 =Ap1 + 2.
Dann erhiilt man mit U = U — A2 f(po,p1,p2) und V =V + 2\ f(po, p1,D2):

U = aoég +a10001 + ...

+A(ao - 2podo + a1(podi + p1do) + ...
=V = aop-2podo + ai(pod1 + p1do) + ...
und

ro = (—aods + azd? + asd10s + asd3)po +
(—a162 — 2a36061 — as6062)p1 +
(—asd2 — a4dod1 — 2a56062)p2

ri = (—2a00061 — a16; — a2d182)po +
(aoég + a20p0s — a35% + a55§)p1 +
(—a20061 — asdi — 2a56102)pe

ry = (—2apdods — a18162 — azd3)po +
(—a1600> — 2a301 05 — agd3)py +
(apdi + a16001 + azd? — as03)ps
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5. Wir machen den Ansatz dg = 0. Dann ist A = Z—E und

b1 D2
i=q - (=)0, 6=q¢—-()p.
Po Po

Der Satz {iber diophantische Approximationen sagt, daf es (qo,q1,q2) € Z* \ {0} gibt mit

1
lgo] < po, 161] < \/ﬁ’ |02

1
<~
v/ Po
Dann gilt fiir i = 1,2:
Di
gl = |=qo0 + &i| < lao| + 1,
Po

also |¢;| < |go] < po und damit H(Q) < H(P). Insbesondere ist dann nach Wahl von P der Punkt
QéC(Q).

6. Wir betrachten jetzt nochmals die r;’s mit §g = 0:

ro = (a3d] + asd10s + as03)po

ri = (—a167 — a28102)po + (—asd; + a503)p1 + (—asdi — 2a56162)ps

ro = (—a10182 — a203)po + (—2a3016> — a403)p1 + (asd; — az63)ps
Wir schétzen jetzt mit der Dreiecksungleichung unter Beachtung von

1 1

la;| < H(C), |psl <H(P), H(P)<H(R), [d; < (ﬁ)2 = HP)

ab:
H(P) < H(R) < max([rol, [r1], ra]) < 7H(0>H<P>ﬁ,

woraus sofort H(P) < TH(C) folgt. ®

Wie gut ist diese Abschéitzung. Dazu geben wir folgendes Beispiel:

Beispiel: Sei f = 22 — (1 — awo)? — (22 —az1)? mit a € Z und @ > 2 und C = {f = 0}. Es ist
f=(=a®+ 1)zl + 2azoz; + (-1 — a®)2? + 20z, 25 — 23,
also
H(C)=a*+1.
Wir wollen Punkte in C(Q) bestimmen:
e Sei P = (pg:p1:p2) € C(Q) mit p; € Z. Dann gilt

P2 =u® + v mit p; —apy = v und py — ap; = v,
also

pL=apo+u, py=a’po+au+tv
und

P = (po:apo +u:a’py + au+v).

e Wiire pg = 0, so auch u = v = 0, was nicht sein kann. Also 0.E. pg > 1.
e Wir geben zuniichst nur ein paar Beispiele, indem wir zu pg Losungen fiir v und v bestimmen.
O.E. ggT (po,u) = 1, sonst 1aBt sich kiirzen. Die kleinsten Losungen fiir py sind

(po, +u, +v) = (1,0,1),(1,1,0), (5,3,4), (5,4, 3), (13,5,12), (13,12,5),
was auf die Losungen
(1:a:a>+1),(1:a+1:a®+a),
(5:5a+3:5a>+3+4),(5:5a+4:5a%>+4+3),
(13:13a+5:13a®> £5+12),(13: 13a £+ 12: 13a* £ 12 £ 5),

fithrt.
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e Untersucht man jetzt bei festem py und a die reelle Funktion ps(u,v) = a®py + au + v unter der
Nebenbedingung p2 = u? 4+ v?, so findet man

(a®> — Va2 + 1)py < py < (a® + Va2 + 1)po.
(Man setzt an g = (apo +au +v) — t(pd — u® —v?). Dann ist 32 = a+2tu und 22 = 1+ 2tv. Diese
Ableitungen miissen 0 sein, woraus man ¢ = —% und u = av berechnet. Einsetzen in p§ = u? + v?
2
Po

oy, was die zwei Punkte

liefert v? =

apo Po )

a2 +1 Va2 +1
liefert. In diesen zwei Punkten wird ps extremal, nimmt dort die Werte (a? & v/a2 + 1)pg an, was
die Behauptung liefert.)

e Man sieht jetzt leicht, dal Ppin = (1: a—1: a®?—a) die kleinste Losung ist. Es ist H(Pyin) = a’—a,
also

(u,v) = +(

H(Prin) a’>—a
H(C) — a2+1’

was fiir a — oo gegen 1 geht.
Dies bedeutet, dafl bei unserer Abschitzung héchstens noch die Konstante 7 verbessert werden kann.
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KAPITEL 8

Kurven vom Geschlecht 1 — elliptische Kurven

Sofern nichts anderes gesagt, verstehen wir unter einer Kurve immer eine iiber dem Grundkoérper K
definierte absolut irreduzible nichtsingulédre projektive Kurve.
Beispiel: Ist C C P? eine nichtsingulire Kubik,

C = {aozy + 17571 + 23372 + - - - + agrs = 0},

so hat C Geschlecht g = W =1.

Was koénnen wir allgemein iiber eine Kurve C' vom Geschlecht g = 1 sagen?

1. Fiir kanonische Divisoren gilt: deg(K¢) =29 —2=0und {(K¢) =g = 1. Sei f € L(K¢) \ {0}.
Dann gilt K¢ + (f) > 0. Wegen deg(K¢c + (f)) = deg(K¢) = 0 gilt bereits K¢ + (f) = 0, also ist
auch der triviale Divisor 0 kanonisch. Wir kénnen also stets K- = 0 annehmen.

2. Der Satz von Riemann-Roch wird dann zu

(D) = deg(D) + £(—D).
Insbesondere folgt
(D) =deg(D) fiir deg(D) > 1.

3. Wie kann man C als projektive Kurve realisieren? Im Fall g(C) = 0 war C' ~ ¢_(C) C P? eine
ebene Quadrik. Im Fall g(C) = 1 haben wir leider keinen natiirlichen {iber K definierten Divisor
zur Verfiigung. (Ich weifl keine Antwort auf diese Frage.)

Es gibt Kurven vom Geschlecht 0 iiber Q, die keine Q-rationalen Punkt besitzen, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel: Sei a € Fg mit a® + a + 1 = 0. Es ist Fg = Fy(a). Wir betrachten iiber Fy (z +— z? ist der
Frobeniusautomorphismus, 2 — 22 und = ~ z* also die nichttrivialen Elemente der Galoisgruppe):
f = (20 + axy + a®z)(xo + &’x1 + a4x2)(ac0 + otz + o®ry).
Ausmultiplizieren liefert
f= x% + xgacf + xox122 + 1’0$§ + aczf + aclx% + x%

{f = 0} C P2 hat also keinen Fs-rationalen Punkt, zerfillt iiber Fg in 3 Geraden.
Wir definieren jetzt iiber Q:

F = acg + xox% + Tor129 + xgxg + x? + aclac% + acg
und C' = {F = 0} C P2. Man rechnet nach, da} C nichtsinguléir ist. Da F' modulo 2 keine nichttrivialen
Nullstellen hat, hat C' keine Q-rationalen Punkte, wie man durch Reduktion modulo 2 sieht.
Wir betrachten jetzt Kurven vom Geschlecht 1 mit einem K-rationalen Punkt.

DEFINITION 37. Eine elliptische Kurve E iiber K ist eine Kurve vom Geschlecht 1 zusammen mit einem
Punkt O € E(K).

Da wir jetzt bei elliptischen Kurven nichttrivaiale iiber K definierte Divisoren kennen, konnen wir sie als
projektive Kurven realisieren:
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SaTz 43. Sei (E,O) eine elliptische Kurve iber K. Dann ist E iiber K isomorph zu einer ebenen Kubik
der Gestalt

y2 + a2y + azy = z3 + a2x2 + a4 + ag
mit a; € K, wobei O dem Punkt (0 : 0 : 1) entspricht. Eine solche Gleichung nennt man auch eine
Weierstrafigleichung fiir E.

Beweis:

1. Wir wissen, daf ein ¢p mit deg(D) > 2g + 1 = 3 eine Einbettung als Kurve vom Grad deg(D)
in PYP)~1 liefert. Wir wiihlen den iiber K definierten Divisor D = 3 - O. Riemann-Roch liefert
£(3-0) = 3, also erhalten wir

E ~ ¢30(E) C P?
als Kurve vom Grad 3 im P2.

2. Wie sieht ¢30 aus? Riemann-Roch liefert £(nO) = n fiir n > 1. Sei ¢ uniformisierend in O und
v = vo die zugehorige Bewertung. Wir beschreiben jetzt diese £(nO)’s:

Natiirlich ist £(O) = [1], wo die Klammern den iiber K aufgespannten Vektorraum bezeichnen.
Wegen £(20) = 2 gibt es ein 2 € K(F) mit £(20) = [1,z]. Wegen z ¢ L£(0) ist v(z) = —2 und
wir kénnen nach Multiplikation mit einer Konstanten (t2z)(0) = 1 erreichen.
Analog erhilt man ein y € K(E) mit £(30) = [1,z,y]. Die Funktion y erfiillt v(y) = —3, also
kénnen wir wieder o.E. (#*y)(0) = 1 annehmen. z und y haben aufler in O keine Polstelle. Wir
definieren jetzt ¢ = ¢30 = (1 : = : y). Was ist ¢(0)? Es ist ¢ = (#3 : t(t?z) : t3y), also wegen
t(0) =0:

$(0)=(0:0:1).
¢(E) ist eine zu E isomorphe ebene Kurve vom Grad 3. Wir brauchen jetzt nur noch eine nicht-
triviale Relation zwischen 1, z,y um die Kurvengleichung zu erhalten.

3. Es gilt weiter

L£(40) = [1,z,y,2%], L(50) = [1,z,y,2*, zy], L(60) = [1, 2,5y, 2%, zy, z°].
Nun ist y? € £(60) \ L(50), also gibt es a1, as, a3, as,ag,c € K, ¢ # 0 mit
y? = cr® + asa® + asx + ag — a1y — azy.
Multipliziert man mit ¢® und setzt dann O ein, so erhilt man
(t°)*(0) = c(t*z)*(0) +0,
also ¢ = 1. Damit haben wir
y2 + a2y + azy = z° + a2x2 + aqx + ag.

Dieser Gleichung geniigt dann auch ¢(FE) in P2, was wir noch zeigen wollten. B

Aufgabe: Sei C = {f = 0} iiber Q definiert durch

2 2 2 2
f =3zkz) + 2027 + 3x0x122 + TOT3 — T3 + 2270 — T

C hat den Q rationalen Punkt O = (1:0:0) und ist nichtsingulér. Bestimme den durch ¢s30 definierten
Morphismus sowie die Gleichung des Bildes.

FOLGERUNG 15. Ist char(K) # 2,3 und (E, O) eine elliptische Kurve iber K, so ist E isomorph zu einer
ebenen Kurve
v =2 +ar+b
mit a,b € K, wo O dem Punkt (0:0: 1) entspricht.
Beweis: Wir kénnen mit einer Gleichung
y2 + a2y + azy = z° + a2x2 + a4 + ag

starten. Das Ziel erreichen wir durch quadratische und kubische Ergénzung. Wir konnen auch einen
Koordinatenwechsel ansetzen:

y=y +Ax' + B, z=12z2"+C.
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Waihlt man ) ) ) ) ) )
A= —501, B = —50 + 5102 + ﬂa?, C= —302 Ea%,

so erhiilt man eine Gleichung y'> = #'* + a2’ + b der gewiinschten Form. m

Wihrend fiir Kurven vom Geschlecht 0 die Picardgruppe Pic® trivial ist, gilt fiir Kurven vom Geschlecht
1 folgender Satz:

SATz 44. Sei (E,O) eine elliptische Kurve. Dann ist die Abbildung
¢ : E = Pic®(E), P~ Klasse von P — O

eine Bijektion.

Beweis: 1) ist surjektiv: Sei D ein Divisor vom Grad 0. Dann hat D 4+ O Grad 1, nach Riemann-Roch ist
{(D + 0) = 1, also gibt es eine Funktion f € K(E) mit D + O + (f) > 0. Der Divisor D + O + (f) ist
effektiv vom Grad 1, also ein Punkt: D+ O+ (f) = P. Damit gilt D ~ P—0, also Klasse von D = 3(P).
1 ist injektiv: Sei (P) = ¢(Q). D.h. P—0 ~ Q —0, es gibt also eine Funktion f mit P—0 = Q-0+ (f)
und damit (f) = P — Q. Also ist f € £(Q) = K und damit P = Q. m

Diese Bijektion erlaubt uns jetzt eine Gruppenstruktur auf (E, Q) einzufiihren:

DEFINITION 38. Sei (E,O) eine elliptische Kurve und ¢p : E — Pic’(E),P ~ P — O. Fiir P, P,
definieren wir
Pro Py =y (Y(P) +¢(R).

Dadurch wird E zu einer abelschen Gruppe mit O als neutralem Element.

Bemerkungen:

e Wir werden spiter einfach P, + P, statt P; & P, schreiben, wenn klar ist, daf3 nicht der Divisor
Py + P, vom Grad 2 gemeint ist.
e Fiir P,Q,R € E gilt:

PoQ=R < (P)+4(Q)=1v¢(R)
<~ P-04+Q-0~R-0
<— P+@@~0O+R << R~P+Q—-0.

Wie findet man also R? Der Divisor P+ @ — O hat Grad 1, also ist L(P + @ — O) 1-dimensional.
Sei L(P+Q —0) = Kf. Dann ist P+ Q — O + (f) effektiv vom Grad 1, also ein Punkt, nimlich
R.
e Aus der Uberlegung eben folgt sofort, dal E(K) abgeschlossen bzgl. @ ist, also eine Untergruppe.
e Das inverse Element zu P ist durch die Gleichung P + P’ ~ 20 bestimmt.

Wir wollen fiir ebene Kubiken die Gruppenstruktur geometrisch deuten, wozu wir ein paar Aussagen
iiber Geradenschnitte brauchen:

LEMMA 10. Sei E C P? eine nichtsingulire Kurve vom Grad 3 und H = (h) ein Geradenschnitt, ins-
besondere deg(H) = 3. Dann gilt: Ist D ein effektiver Divisor, der linear dquivalent zu H ist, so ist D
selbst schon ein Geradenschnitt, d.h. es gibt eine Gerade g = boxg + b1x1 + boxo = 0 mit D = (g).
Beweis: Nach Riemann-Roch gilt /(H) = deg(H) = 3, also ist
g L1 T2
LH)=[—,—,—]
(=2, 2. %
Wegen D ~ H gibt es eine Funktion f mit D = H + (f). Wegen D > 0 ist f € L(H), also gibt es
bo,bl,b2 € K mit
bo.’Eo + bll'l + bgl‘g
h )

f=

woraus sofort D = (boxo + b1x1 + baxo) folgt. B

Aufgabe: Zeige die analoge Aussage fiir alle nichtsinguliren ebenen Kurven. Die entsprechende Eigen-
schaft wird auch lineare Normalitit genannt.
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Geometrische Deutung der Addition fiir nichtsingulire ebene Kubiken: Sei E = {f = 0} C P2
eine nichtsinguldre Kurve vom Grad 3 und O € E(K). Wie kann man die oben definierte Addition
beschreiben?

1. Seien P und @ Punkte auf E. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Gerade g = 0 und einen
weiteren Punkt R’ € F mit

P+Q+ R =(g).

g = 0 ist die Gerade durch P und @ bzw. die Tangente in P an E im Fall P = Q.
2. Analog gibt es eine eindeutig bestimmte Gerade h = 0 durch O und R’ und einen weiteren Punkt
R € E mit

O+ R' + R = (h).
Im Fall O = R’ ist h = 0 die Tangente in O an E.
3. Nun wollen wir P ® @ bestimmen. Es gilt fiir S € E:
PpR=S << P-04+Q-0~5-0 <<= S+0~P+Q
— S+O0+R ~P+Q+R ~(g)
< S+ O + R'ist Geradenschnitt nach dem Lemma
<~ S+O0+R =(Mh)=R+0+R
< S=R.
Damit gilt also R =P & Q.
4. Wir wollen noch das Inverse zu P € E bestimmen. Sei dazu g = 0 die Tangente in O an E und
(9) =20+0'".
PpP =0 < P-0+P -0~0-0
< P+P ~20
< P+P +0'~20+0"=(g)
< P+ 0"+ P'ist Geradenschnitt
Ist h = 0 die Gerade durch P und O', so ist also P’ eindeutig bestimmt durch P+ O’ 4+ P’ = (h).
Wir fassen zusammen:

SATz 45. Sei E eine nichtsingulire ebene Kubik und O € E(K).

1. Die Addition zweier Punkte P,(Q) € E ergibt sich geometrisch wie folgt:
e Bestimme die Gerade g = 0 durch P und Q und damit den 3. Schnittpunkt R' mit (g) =
P+Q+R.
e Bestimme die Gerade h = 0 durch R' und O und damit den 3. Schnittpunkt R mit (h) =
R'+0+R.
Dann gilt P® @ = R.
2. Bestimme die Tangente t =0 in O an E und damit den 3. Schnittpunkt O’ mit (t) = 20 + O'.
Bestimme fiir P € E die Gerade s = 0 durch P und O' und damit den 3. Schnittpunkt P' mit
(s)=P+O'+ P'. Dann ist P = P'.

Beispiel: Wir betrachten wieder E = {f = 0} iiber Q mit
f=3xdz + 2ox] + 3x0T122 + ToT5 — 5 + 20TW0 — T3
und O =(1:0:0).
1. Die Tangente in O ist z; = 0, woraus man schnell O’ = (1: 0 : 1) errechnet.

2. Wir wollen 2 - 0" = O' ® O' berechnen. Die Tangente in O’ ist x¢ + 621 — z2 = 0, einsetzen in f
liefert,

f(zo,x1,x0 + 6x1) = —x2 (20521 + 5lao),
woraus sich als 3. Schnittpunkt mit der Tangente R’ = (205 : —51 : —101) ergibt. Die Gerade

zwischen O und R’ hat die Gleichung z, = %Lz, mit
f(zo,z Ex )= #x (520 + 20521 ) (78039 — 31102,)
0,71, =1 71) = 13500 71(570 1 0 1
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erhiilt man als 3. Schnittpunkt R = (3110 : 7803 : 15453), also
2-(1:0:1)=(3110: 7803 : 15453).
(Uber Rist (205 : —51: —101) ~ (1 : —0.25 : —0.49) und (3110 : 7803 : 15453) ~ (1 : 2.51 : 4.97).)
3. Wir berechnen jetzt (1:0:1) & (3110 : 7803 : 15453): Die Gerade durch die beiden Punkte ist
e, 12883
T2 = To 7803 T1,
einsetzen in f liefert

1
mx1(269008425x0 + 27411566621) (78039 — 311021 ),

so dal man fiir den 3. Schnittpunkt
(274115666 : —269887425 : —151409259)

erhilt. Die Gerade durch diesen Punkt und O ist
S 989603 .
27 17582257
sie schneidet F in dem 3. Punkt
3-(1:0:1)=1(1043360347 : 60614806875 : 34116563425).

4. So kann man weitermachen. Allerdings werden die Hohen der auftretenden Punkte schnell sehr
groB. Die folgenden Zahlen geben 'z In H(m - (1:0:1)) an firm=1,...:

0, 241, 276, 3.05, 3.15, 3.27, 3.32, 3.38, 3.41, 3.44,...

Steckt dahinter eine GesetzméBigkeit?

5. Die Addition kann man natiirlich auch einfach programmieren, was wir auch fiir die folgenden
Rechnungen gemacht haben.

6. Welche Q-rationalen Punkte hat E? Mit UBASIC haben wir bis Hohe 340 gesucht und die Punkte
gefunden, die in beigefiigter Tabelle stehen. Dabei steht Pn fiir einen Punkt der Hohe n. Gibt es
mehrere, haben wir sie mit a, b, ¢,... durchnumeriert.

7. Da E(Q) eine Gruppe bildet, kann man natiirlich fragen, welche Struktur diese Gruppe hat. Wir
haben O =(1:0:0) = Pla und O' = (1:0: 1) = P1b. Nach einem mifllungenen Versuch haben

wir
Ay =(1:0:1)=P1b, Ay=(1:1:-1)=Pld, A3=(3:-4:2)=P4

gewéihlt, womit sich alle gefundenen Punkte der Tabelle linear kombinieren lieflen. (In der Tabelle
stehen bei jedem Punkt die Koeffizienten ni,ns,n3 von P = niA; + noAs + n3zAs.) Die Frage
stellt sich jetzt: Gilt

EQ)=7ZA,+7ZA, +7ZAs;,
bzw. E(Q) ~ Z3?

Geometrische Addition fiir y2 = 23 + az + b:

e E sei also affin gegeben durch f = 0 mit f = 2 + az + b — y? bzw. projektiv durch F = 0 mit
F =2} +azkr +bxd —zo23 und O = (0: 0 : 1). Wir setzen weiter voraus, dafl die Charakteristik

# 2,3 ist.
e Wann ist E singulér? Es gilt
oF oF
B = 2azoz1 + 3bxy — T3, FrN = 327 + ax}, oy = —2z0Z>.

Wiire zg = 0, so wiirde z1 = x5 = 0 folgen, was nicht geht. Also 0.E. 2o =1 und z1 = z, 2 = y.
Es folgt y = 0 und 2az 4+ 3b = 0, 322 + a = 0. Fiir ¢ = 0 erhiilt man b =0 und z = 0, fiir a # 0
durch Elimination z = —% und die Bedingung 4a3 + 27b? = 0. Definiert man

A = 4a® 4 27b%,
so kann man dies zusammenfassen:

E ist singulir <= A =0.
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| P | Punkt | P = 7’L1A1 + 712142 + 713143 |

Pla (1:0:0) 0,0,0

P1b (1:0:1) 1,0,0

Plc 0:1:1) 0,2, 1
Pld (1:1:-1) 0,1,0

P3a 1:1:3) 1,-2,0
P3b (2:-3:3) 1,-1,0
P4 (3:-4:2) 0,0,1

P5a 4 5:-1) 0,—2.1
P5b (5:-3:-3) 1,-2,1
Phe G:—4:-3) ~1,2,0
P6 (5:6:-3) 1,0,-1
P9 1:6:9) 0,—1,1
Pl 11:—4:-6) 1,1,-1
P12 7:12:-2) 1,31
P13 (3:8:-13) 0,-1,0
P21 | (19: —21:-9) 0,1, -1
P22 22:-3:-9) 0,2,0

P46 (19: —36: 46) 1,31
P48 | (1:—48:-36) 2,-2,0
P19 (4:49:21) 1,-1,1
P51 (7:—33:51) —1,0,1
P54 (41: —54:9) 0,3, 1
P57 22:57:3) ~1,1,0
P75 (19:75: 15) 1,2, -1
P92 (11:92:34) 0,0, —1
PI01|  (101:-3:69) 1,4, 1
P120 (120 : —1:23) 2,—4,1
P135 | (47:-100:135) 1,-4,2
P147 (109 : —147:91) 1,2,-2
P152| (152:—3:53) 11,1
P159 (79 : 30 : 159) -1,2,-1
PI87T | (76:121: —187) 2,0, 1
PI189 | (170:189: —117) 0,-2,2
P205 | (205: —51: —101) ~1,0,0
P209 | (209 : —196 : —119) 2,-3,0
P236 | (236: —9: —61) 1,1, -1
P311 (311: —4:79) 0,3,-2
P312| (—7:-192:312) 1,1,0

P319 | (319:—-42:-129) 1,—-4,1
P324 | (—211: —240 : 324) 0,4, -2
P336 (1:336:204) -1,3,0

Q-rationale Punkte der Hohe < 340 auf

E = {3271 + z02; + 3z07172 + ToT3 — T3 + 22772 — T3 = 0}.

e Der einzige unendlich ferne Punkt, d.h. Punkt auf der Geraden 2o = 0 ist O. Damit folgt auch
sofort O' = O. Die Geraden durch O haben die Form cyzg + c1z; = 0, auler z; sind dies also die
Geraden z = ¢ mit ¢ € K.

e Was ist ©P fiir P = (x9,y0)? Die Gerade durch P und O’ hat die affine Gleichung =z = xo,
einsetzen in f liefert

f(@o,y) =af+azo+b—y*> =y5 —y* = —(y — y0) (¥ + %o).
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Also ist der 3. Punkt auf der Geraden (zo, —yo) und es folgt

S(z0,Y0) = (70, —Yo)-

e Seien P, = (z1,y1) und P> = (z,y2) Punkte auf E. Wir wollen P, & P, berechnen. Gilt z1 =
und y2 = —y1, so ist Py & P, = O, also kdnnen wir voraussetzen, dafl dieser Fall nicht vorliegt. Im
Fall z; = x5 ist also y; = ys # 0.

e Sei y = Az + p die Gerade und P; und P,. Zunichst ist immer p = y; — Azy. Ist Py # P, so ist

e
1 — T2

Ist P, = P,, so miissen wir die Tangente berechnen, also

S (P~ 20) + (PO =) =0,

bzw.
32 +a
Yy—uy = )
Y1

(1‘ - xl)a
woraus sofort
\ = 322 +a
2y1
folgt.
e Wir berechen den 3. Schnittpunkt (Z, ) mit der Geraden und setzen dazu y = Az + p in f ein:
f@ A z+p) =2 +ar+b— Az +p)? =2° — X22? + (a — 22p)z + (b — p?).

Dies muf} gleich dem Polynom

P (x4 + 2+

(z—z)(z—22)(x— ) =2
sein, woraus durch Koeffizientenvergleich bei 22 sofort
F=X -2y — 25 und damit § = AT + p

folgt. Der 3. Schnittpunkt auf der Verbindungsgeraden von (Z,3) und O ist (Z,—7), also folgt
schlieBlich fiir (z3,y3) = (1,y1) ® (22, y2):
x5 = A% — 21 — 25 und Ys = —AT3 — UL.
e Damit sieht man jetzt auch: P, & P> & P3 = O genau dann, wenn Py, P», P3 auf einer Geraden
liegen.
Wir fassen das Ergebnis zusammen:
SATzZ 46. In Charakteristik # 2,3 ist die Kurve y> = 23 + ax + b genau dann nichtsinguldr, wenn

A = 4a® + 276 £ 0 gilt. In diesem Fall ist E mit dem Punkt O = (0:0: 1) eine elliptische Kurve, fiir
die das Additionsgesetz wie folgt aussieht, wenn (x;,y;) Punkte auf E sind.

S(z,y1) = (z1,—y1)
(x1,91) ® (z1,-y1) = O
(x1,91) ® (22,92) = (23,y3) mit
z3 =M —x — T2, Y3 =—Az3—y +\r; und
/\:{ ﬁ " fiir x1 # x2 }
ST fiir x1 = x2 und y1 = y2 # 0.

Auflerdem gilt: Py ® P, ® P3 = O genau dann, wenn P, + P> + P3 ein Geradenschnitt ist.

Beispiel: Sei E gegeben durch y? = 2% + 17. Man findet P = (—2,3) € E und rechnet mit den Formeln

dann nach
19 522

25 125
Man suche mit dem Computer weitere Punkte und versuche die Gruppenstruktur von E(Q) zu erraten.

P& P=(8-23), PoPaP=(
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Allgemeine Additionstheoreme: Ist E eine elliptische Kurve in Charakteristik # 2, 3, gegeben durch
eine Gleichung y? = 23 + ax + b (mit A = 4a® + 27b # 0), so geben folgende Formeln die Addition an:

(Zio 21 + Zi2) = (o : 21 : 22) B (Yo : Y1 : Y2).

(Fiir jeden Punkt P € E gibt es mindestens ein 7 mit (z;0(P), zi1 (P), 2:2(P)) # 0.)

z10 := a*x072xy0xyl-a*xx0*x1*xy0~2-x0"2%y2"2+x2"2%y0 " 2+3*x0*x1*y1~2
-3*x172%y0*y1;

z11 := -3%bxx0"2xy0*y1+3*xb*xx0*x1*y0~2-a*x0" 2%yl 2+a*x1"2xy0~2
—x0*x1%y272+x27 2% y0*xy1+2%x0*x2%y 1 *xy2-2%x1*x2%y0*y2;

z12 := 3%b*x0"2%y0*y2-3*b*x0*x2%y0~2+a*x0”2%xyl*y2-a*x1*xx2xy0~2
+2%a*xx0*x1*y0*xy2-2%a*x0*x2*xy0*yl-x0*x2%y2~2+x27 2% y0*y2
+3%x172%y1ky2-3*kx1*x2%y172;

z20 := 3%b*x072%y0*yl-3*b*x0*x1*xy0~2+a*x0"2%yl~2-a*x1"2xy0~2
+x0%x1%y272-x2" 2% y0xy1+2*%x0%x2%y 1 ¥y2-2%x1%xx2%y0*y2;

z21 := a"2*%x072%y0*yl-a”2*x0*x1*xy0~2-3*b*x0"2%y1~2+3*b*x1"2%y0~2
—a*x0*x1*y1~2+a*x1 " 2xy0xyl+x1~2%xy2"2-x2"2%y172;

z22 := -a"2xx072xy0xy2+a~2%xx0*x2*y0~2+3*b*xx0" 2%y 1*y2-3*b*xx1*x2%y0~2
+6xb*x0*x1*y0*y2-6xb*x0*x2%yO*yl+2*a*x0*x1xyl*xy2
—2%axx1*x2*xy0*yl-axx0xx2%yl~2+a*xx]l " 2xy0*y2+x1*x2%y2~2-x2"2%y1*y2;

z30 := 6xbxx0*x2%xy0~2+6xb*xx0”2%y0*xy2+2*xa*x1*x2*%y0 " 2+2%a*xx0" 2%y 1l*xy2
+4*xaxx0*x2*%y0*xyl+4*a*x0*x1xy0xy2+2%x27 2% y0*xy2+2%xx0%*x2%y2~2
+6xx1*x2%y1~2+6%x 1" 2%y1%y2;

z31 := 2%a”2xx0%x2%y0~2+2%a”2%x0"2%y0*y2-6xb*x1*x2%y0~2-6*b*x0" 2%y 1*y2
—12xbxx0*x2*y0*y1-12%b*xx0*x1*y0*ky2-4*a*x1*x2*xy0*y1l
—4*a*xx0*x1*yl*xy2-2%axx1~2%xy0*xy2-2%a*xx0*xx2%yl~2+2*xx2" 2%y 1xy2
+2xx1*x2%y272;

z32 := -2xx072xy0"2%a”3-18*%x0"2%y0~2%b~2-6*a*xb*xx0*x1*y0~2
—6*%axb*x0"2xy0*yl-2%a~2%x1"2%y0"2-2%a " 2*x0" 2%y1"2
-8%a”2*x0*x1*xy0*y1+18%b*x1"2%y0*yl+18*b*x0*x1*yl~2+6%a*xx1"2%y1~2
+2xx272%y272;

AuBlerdem gilt:

@(1‘0 ] :1‘2) = (1‘0 1 —$2).

Damit erhilt man:

FOLGERUNG 16. Auf einer elliptischen Kurve E sind die Addition E x E — E und die Inversenbildung
E — E Morphismen.

Indem man einen Punkt fest einsetzt, folgt:

FOLGERUNG 17. Ist (E,O) eine elliptische Kurve und Py € E, so ist die Translation
T E—+E, P—P&PF

ein Isomorphismus. Es ist 7';01 =Tonp,-

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wieweit die Weierstrafigleichung einer elliptischen Kurve ein-
deutig bestimmt ist.

1. Seien (E,0) und (E',0') zwei elliptische Kurven in Weierstragleichung: y?> = z + ax + b und

y'? =2 +a'2’+b und ¢ : E — E' ein Isomorphismus. Indem wir ¢ eventuell um eine Translation
abiéndern, kénnen wir ¢(0) = O’ annehmen.
2. Esist

L£(20) =[1,z] und L(30") =[1,2']
und

L(30) =[1,z,y] und L(30") = [1,2,¢/].
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Da ¢ ein Isomorphismus ist, hat ¢*(0") Grad 1, also ¢*(O') = O. Daher gilt fir n € N und
feK(E):
FeLMO) = (f)+n0" >0=0<(¢*f) +n0 = ¢*f € L(nO).
Wendet man dies fiir n = 2,3 an, so sieht man, dafl es v, v, w, w1, ws € K gibt mit v, w # 0 und
o'z =2" =vx +v; und ¢*y = y" = wy + w1z + ws.

Natiirlich gilt 4> = 2"® +a'z" +b". Andererseits ist y> = 2° +az +b die kleinste Relation zwischen
2 und y. Durch Einsetzen sieht man sofort, daf§ keine Terme zy und y auftreten, was w; = ws =0
ergibt. Da auch kein Term 22 auftritt, folgt auch v; = 0. Also bleibt 2" = vz und 3" = wy. Wir
setzten jetzt ein:

2
" =P dve + 0 — wiy? =

0 = 2 +d2"+b —y
= 2% +advr + b0 —w (2 +ax+0) =
(v* —w?)z® + (a'v —w?a)x + (b — w?b),
was durch Koeffizientenvergleich sofort
v¥=w?, dv=w?a, b =w?b
ergibt. Setzt man u = 77, so ergibt sich

u? =v, u®=wundd =u'a, b =uSb.

3. Gilt umgekehrt fiir ein v € K, u # 0:

2

so fiihrt der Koordinatenwechsel (z,y) — (u?z,uy) die Kurve E in E' iiber.

Damit haben wir bewiesen:

SATZ 47. Zwei elliptische Kurven E : y> = 2°> +az+b und E' : y> = 23 +a'z + b sind genau dann (iber
K) isomorph, wenn es ein u € K* gibt mit

a' = u*a und b = uSb.

2

In diesem Fall liefert (z,y) — (u?z,u’y) einen Isomorphismus E — E'.

Wir werden nun eine wichtige Invariante einfiihren: Ist F eine elliptische Kurve und sind y? = 2 + az +b
und y? = 2% + @’z + b’ zwei WeierstraBgleichungen fiir E, so gibt es also ein v € K mit o’ = u*a und
b' = u®b. Fiir die Diskriminanten gilt:

A =40 + 270 = u'2A £ 0

und damit
4q" _ 4q3

40’ + 2707 4ad + 276>
Daher ist dieser Ausdruck unabhiingig von der Auswahl der Weierstragleichung und man definiert:

DEFINITION 39. Ist E eine elliptische Kurve in Charakteristik # 2,3 und y*> = x® + ax + b eine beschrei-
bende Weierstrafigleichung, so definiert man die j-Invariante von E durch

—i(E) = 172820

JE = e o

Aus obiger Uberlegung folgt auch sofort:

FOLGERUNG 18. Sind E und E' zwei iiber K isomorphe elliptische Kurven, so gilt: j(E) = j(E').

Elliptische Kurven zu vorgebener j-Invariante: Sei also j € K gegeben. Wir wollen sehen, ob es
dazu elliptische Kurven gibt, und wie diese aussehen.

4a

3 .
Ta5 o757 - Lunéchst ist klar:

1. Wir gehen aus von j = 1728
j=0 <<= a=0 und j=1728 <+ ©b=0.
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2. Wir setzen also jetzt j # 0,1728 voraus. Dann haben wir die Umformungen:

4q®

j = 1728—————— 4ja® + 27jb> = 1728 - 4a®
J preann RN A !
= 271 = 4(1728 — j)a®
b, 1728 1728 — j
= &r- L(gﬁ und nach Multiplikation mit (w)2
J
<~

1728 — 5
(b
2j

Also gibt es wie tiblich ein ¢t € K mit
1728 — 5 1728 — 5
ST oy, T

1728 — j
—a

P = (g

oder anders geschrieben

“T i’ 1728 —

. Wann liefern #; und ¢ eine isomorphe Kurve? Genau dann, wenn es ein u € K* gibt mit

t b t
u4=&=(—1)2 und  ub = = (L)3
Qg t2 th t2
was nach Divison mit
2 131
ut = —
12
dquivalent ist.
Damit erhalten wir folgenden Satz:
SATZ 48. 1. Ist j € K und j # 0,1728, so haben genau die Kurven E; mit y?> = x® + ayx + b; und

3, 2%
— T eao Y t — oo -

1728 — j 1728 — 5
j-Invariante j. Weiterhin sind Ey, und E;, genau dann isomorph iber K, wenn es ein u € K gibt
mit to = u’ty. Ist t,,a € A ein Reprisentantensystem der Gruppe K> /K2, so reprisentieren
die Kurven E;_ alle Isomorphieklassen elliptischer Kurven tdber K mit j-Invariante j.

a 3, te KX

. Ist j = 0, so haben genau die Kurven Ey mit y?> = z3 +b j-Invariante 0. Zwei Kurven Ey, und Ej,

sind genau dann isomorph iber K, wenn es ein v € K,u # 0 gibt mit by = ubb,. Reprdsentieren
bs, B € B die Klassen K* /K>, so die Kurven Eg die Isomorphieklassen elliptischer Kurven iiber
K mit j-Invariante 0.

. Ist j = 1728, so haben genau die Kurven E, mit y> = 2 4+ ax j-Invariante 1728. Zwei Kurven
E,, und E,, sind genau dann isomorph iiber K, wenn es einu € K,u # 0 gibt mit ay = uSa;. Re-
prisentieren ay,a € A die Klassen K* /K**, so die Kurven E, die Isomorphieklassen elliptischer
Kurven iber K mit j-Invariante 1728.

FOLGERUNG 19. Fiir elliptische Kurven E und E' gilt:

E~eE < j(B)=jE).

Beispiel: Fiir K = R gilt

R?=R*“=R**={reR:r>0},

modulo zweiten, vierten und sechsten Potenzen bilden +1 ein Reprisentantensystem. Also erhilt man
folgendes Reprisentantensystem fiir die elliptischen Kurven iiber R, wo j alle reellen Zahlen durchl&uft:

37 2j

3j 2j o
1728 — ;1728

1728 — ;" T T2
j=0: Y =z +1und y?> =2 -1

J=1728: =2 +zundy?=2% -2

Jj#£0,1728 : y? =2+ und y? = 2% +
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Beispiel: Fiir K = F; gilt
Fi?={1,4}, F*={1}, F°={1,4},
also
FX/FX?={1,2}, FY/FX*'={1,2,3,4}), F/F;°={12}.
Damit erhilt man folgende Tabelle:

| j | Kurven E mit Anzahl von Punkten #E(F5) |
0 y =2 +1(N=6), y>=2°+2(N=56)
1 v =a3+42+1(N =8), y>’=2°+2+3(N=4)
2 V=23 +zx+4(N=9), y’=2°+4x+2(N =3)
1728=3| 2= +t2(N=4,8), 4y = £2z(N =2,10)
4 Y =2+3z+2(N=5), y’=2>+2x+1(N=7)

(Beachte die symmetrische Verteilung der Anzahlen um 6.)

Aufgabe: Gib fiir F53 ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen elliptischer Kurven an und be-
stimme jeweils #E(Fs3).

Beispiel: K = F,, ein endlicher Kérper mit p > 5. Bezeichnet A die Anzahl der Isomorphieklassen
elliptischer Kurven tiber F,,, so gilt offensichtlich

— 2 4 6
A= (p—2)#F ) [F "+ #F ) [F " +#F ) |F O

Der Kern der Abbildung F v2g” F hat ggT(p — 1,n) Elemente, da F zyklisch ist. Daher gilt auch
#F ) /F " = ggT(p—1,n). Damit erhdlt man
10 fir p=1mod12
6 fir p=>5mod12
8
4

A=2p-2)+ fir p=7mod 12

fir p=11mod 12

Wir wollen jetzt Morphismen zwischen elliptischen Kurven betrachten. Es gilt der wichtige Satz:

SATz 49. Seien (E1,01) und (E2,Os) elliptische Kurven und ¢ : Ey — Es ein nichtkonstanter Morphis-
mus. Gilt $(O1) = Os, dann ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Man nennt ¢ eine Isogenie und die
Kurven E; und Es isogen.

FOLGERUNG 20. Sind (Ey,01) und (Es,O5) elliptische Kurven und ¢ : Ey — Ey ein nichtkonstanter
Morphismus, dann gibt es eine Isogenie ¢ und eine Translation T mit ¢ = T o).

Zum Beweis des Satzes brauchen wir ein Lemma:
LEMMA 11. Sei ¢ : Cy — Cy ein nichtkonstanter Morphismus zwischen Kurven. Dann gilt
¢« (Hauptdivisor) = Hauptdivisor.

Beweisskizze: Wir beschréinken uns auf den Fall, da§ K (C) iiber K(C5) galoissch ist mit Galoisgruppe
G. Dann operiert G auch auf C;. Insbesondere gilt fiir jeden Punkt P € C4:

¢*¢.P = oP.
el
Sei f € K(C1) und (f) = Y, n;P;. Dann gilt

O6u(div(f) = ¢"6.(3_ miP) =3 6" 0Pi=3 > oPi=3 o} miP)=

i o€eG c€G i
= Y olf) = (ef) =di(]] of).
c€G c€G c€G

Nun ist aber g = [[, e o.f € K(C), also folgt ¢* ¢ (div(f)) = ¢*(div(g)) und damit ¢, (div(f)) = div(g),
also die Behauptung. B



72 8. KURVEN VOM GESCHLECHT 1 — ELLIPTISCHE KURVEN

Beweis des Satzes: Zu zeigen ist fiir Py, Py, P3 € Ey:
PioP,=P = ¢(P)Do(P)=¢(P3).

Sei also P, & P, = P3. Dies bedeutet P, + P, ~ P3 + O; und damit P, + P, — P; — O ~ 0, d.h.
P, + P, — P; — O ist Hauptdivisor. Nach dem Lemma gilt dann

0~ ¢u(PL+ P — Py = 01) = ¢(P1) + ¢(P2) — ¢(P3) — Oz,
was auf die gleiche Weise wieder ¢(Py) ® ¢(Ps) = ¢(P3) liefert, also die Behauptung. B

Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Endomorphismen ¢ : A — A einen Ring durch die Definitionen

0(a) = 0,
1(a) = ida(a)=a,
(01 +¢2)(a) = ¢1(a) + d2(a),
(p142)(a) = ¢1(ga(a)).

Dies iibertrigt sich sofort auf elliptische Kurven:

DEFINITION 40. Ist (E,O) eine elliptische Kurve, so ist
End(E) = {¢: E — E iiber K definierter Morphismus mit $(O) = O}
ein Ring, der sogenannte Endomorphismenring von E. Betrachtet man nur iber K definierte Morphis-
men, so schreibt man Endy (E). Die Einheitengruppe von End(E)
Aut(E) = {¢: E — E Isomorphismus mit ¢(O) = O}
heifit die Automorphismengruppe von E.

Wir haben oben fiir Charakteristik # 2,3 gesehen, dafl jeder Isomorphismus ¢ : E — E' zwischen

elliptischen Kurven mit ¢(O) = O’ durch einen Koordinatenwechsel = — vz, y — udy, u € K gegeben
ist. Wann liefert nun eine solche Transformation einen Automorphismus von E? Genau dann, wenn

(z,y) — (u?z,u3y) die Kurve E in sich iiberfiihrt, d.h. die transformierte Gleichung muf} identisch erfiillt
sein, also:
b
uSy? = u®2® + au’z + b baw. y® = 23 + %x +
u u

was sofort die Bedingung a = u*a, b = u%b liefert. Damit ergibt sich sofort folgender Satz:
SATZ 50. In Charakteristik # 2,3 gilt fiir eine elliptische Kurve E:

1. Ist j(E) # 0,1728, so ist

Aut(E) ={Pw— P,P— —P} ~7Z/(2).
2. Ist j(E) = 1728, so ist
Aut(E) = {(z,y) = (z,y), (z,y) = (=z,iy), (x,y) = (-2, —iy), (z,y) = (x,—y)} = Z/(4).
3. j(E)=0, so ist
Aut(B) = {(z,y) = (2, £y), (z,9) = (G2, £y), (2,9) = (Gz, £y)} = Z/(6).

Aufgabe:

1. Zeige, dal die Kurve y? = 2
12 besitzt.
2. Zeige, da8 y2 4+ y = 2® in Charakteristik 2 eine Automorphismengruppe der Ordnung 24 besitzt.

3 — z in Charakteristik 3 eine Automorphismengruppe der Ordnung

Die Bestimmung von End(E) ist nicht so einfach. Ist E eine elliptische Kurve und n € Z,n > 0, so ist
die Multiplikation mit n
E—E PonP=P4--. 4P

eine Endomorpmismus, der manchmal mit [n] bezeichnet wird. Entsprechend definiert man [—n]:
ESE Pon(-P)=-P—.- —P.

Diese Endomorphismen hat man bei jeder elliptischen Kurve.
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SaTz 51. Sei (E,O) eine elliptische Kurve. Dann gilt:
1. End(E) ist nullteilerfrei, d.h. ¢1p = 0 impliziert ¢ = 0 oder ¢ = 0.
2. Die Abbildung
Z — End(E), nw—[n]
ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Also kann man immer Z C End(E) schreiben.

Beweis:

1. Sei ¢tp = 0. Ein Morphismus £ — FE ist surjektiv oder konstant. Ist ¢ surjektiv, so folgt 0 =
d(Y(E)) = ¢(E), also ¢ = 0. Ist ¢ konstant, so ¢ = 0 wegen ¢(0) = O.

2. Wir beschrinken uns auf elliptische Kurven der Form y? = 23 + az + b in Charakteristik # 2, 3.
Dafl [| : Z — End(E) ein Ringhomomorphismus ist, ist klar. Wir zeigen fiir jede Primzahl p, daf
[p] # 0 gilt. Dann folgt nach 1. auch [n] # 0 fiir jede ganze Zahl n > 0.

1. Fall: p=2: Sei P = (x,y) € E mit y # 0. Dann gilt P # —P, also 2P # 0.
2. Fall: p > 2. Sei e € K eine Nullstelle von z* + az + b. Dann ist P = (e,0) € E mit P = —P,
also 2P = 0. Es folgt mit p = 2m + 1:

pP=m(2P)+ P =P #0,

also die Behauptung. ®

Frage: Was kann man iiber die Struktur von E(K) und E(K) sagen?

DEFINITION 41. Ist A eine abelsche Gruppe, so heif$t fir n € N
A[n] ={a € A:na =0}
die n-Torsionsuntergruppe von A. Die Torsionselemente zusammen bilden die Torsionsuntergruppe von
A:
Aor = Un>1 A[?’L]
Ist E eine elliptische Kurve, so heiffit E[n] auch die Untergruppe der n-Teilungspunkte von E.
Beispiel: P = (g, o) auf E mit y?> = 2° + ax +b hat genau dann Ordnung 2, wenn (zg, o) = P = —P =

(w0, —yo), d.h. wenn yo = 0 gilt. Ist 2° +ax+b = (r—e1)(z—e1)(x —e3), so sind also (e1,0), (ea,0), (e3,0)
genau die Punkte der Ordnung 2 und damit

E[2] = {07 (ela 0)7 (627 0)7 (637 0)} = Z/2 D Z/2
Elliptische Kurven iiber R

Wir betrachten E mit y> = 2° + az + b, a,b € R und A = 4a® + 276 # 0. Es gibt zwei Fille:
1. 2% 4+ ax + b hat genau eine reelle Nullstelle, die andern beiden sind komplex konjugiert, also

a:3+aa:+b=(m—a)(:v—i—%a—l—ﬁi)(a:—i—%a—ﬁi)

mit o, 8 € R, 8 # 0, was durch Koeffizientenvergleich
_ 3 2 _ 1 2
a=-—,a +p3°, b= 1 af

und damit L
A= Zﬁ2(9a2 +43%)% >0
liefert. F(R) ist zusammenhiingend und es gilt E(R) ~ R/Z.
2. 23 + ax + b hat 3 reelle Nullstellen, also
#* +ar+b=(z—a)(z—Pf)(z+a+p),

was sofort

a=—a®—afB—F% b=a’p+af?
und damit

A=—(a+28)’2a+B)*(a—B)> <0
liefert. F(R) hat zwei Zusammenhangskomponenten. Es gilt E(R) ~Z/(2) @ R/Z.
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SATz 52. Ist E mit y? = 2° 4+ ax + b eine elliptische Kurve iiber R, so gilt
R/Z fiir A >0
E(R) ~ { 7)(2) & R/Z fiir A < 0
Aufgabe: Bestimme die Struktur von E(R)[n] fiir elliptische Kurven iiber R.

Elliptische Kurven iiber C werden wir im néchsten Abschnitt behandeln.

Singulire Weierstrafigleichungen

Was passiert mit unseren Additionsformeln, wenn E mit y? = 23 + ax + b singulér ist?

Ist A =4a®+27b? = 0, s0 ist (2)? = (—2)?, also gibt es wie iiblich ein ¢ € K mit a = —3¢?,b = 2¢*, d.h.
die Kurve wird
E.:y* =2 -3¢z + 265
Wegen z° — 3c?z + 2¢® = (z — ¢)?(z + 2¢) ist die Singularitét in S = (1: ¢ :0).
Geometrische Uberlegung: Eine Gerade durch S schneidet E. hochstens noch in einem weiteren

Punkt. Setzt man also Ef = E, \ {S}, so liefert Tangenten- und Sekantenbildung fiir Punkte aus E?*
wieder Punkte aus E?, d.h. E7 ist abgeschlossen bzgl. der geometrischen Addition.

Algebraische Betrachtung: Setzt man (yo : y1 : y2) = (1: ¢: 0) in die Additionsformeln ein, so erhilt
man

(3c3x3 — 6c2momt + 322 — 23 : ¢(3c3 2] — 6cwoxy + 327 — 23) 1 0),
was fiir (g : 21 : 22) # (1 : ¢ : 0) die Singularitét ergibt, in der Singularitit nicht definiert ist. (Also hat
man auf E. keine Gruppenstruktur mehr.) Wir betrachten jetzt zwei Fille:

Die Gleichung ist y? = 23, die Zuordnung (z,y) — % = s liefert, dann eine Parametrisierung;:
¢: P! = Fy,(so:51) > (55 : 8251 1 55).

Die Umkehrabbildung ist rational und durch (zg : z; : 2) = (z2 : 21) gegeben. Setzt man jetzt in die
Formeln ein, so erhilt man

H(1:8)+o((1:1)=((s+1)>:5+1):1) =¢((1:5+1)).
Man erhilt also einen Gruppenisomorphismus mit der additiven Gruppe des Grundkorpers:
Ey ~ (K, +).

Der Isomorphismus ist iiber K definiert.
Die Tangenten in der Singularitit sind y = ++/3c(z — ¢). Wir wihlen d € K(v/3¢) mit 3¢ = d>.

Durch den Ansatz
_y+V3e(z—c)

t=2 Y- 7
y —V3e(z — o)
erhalten wir eine Parametrisierung
(2 + 10t +1) o 4d3t(t + 1)
3(t—1)2 7T t=1)3

die wir mit ¢ bezeichnen. Fiir s,t # 0 findet man

(L) +P((L:1)) = ¢((1:st)).
Dies liefert also einen Isomorphismus von
=X

E:~K
Der Isomorphismus ist iiber K (v/3¢) definiert.
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Elliptische Kurven iiber C

Ist E eine iiber C definierte elliptische Kurve, so ist E auch eine Riemannsche Fliche, d.h. eine 1-
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Es gibt auch einen wichtigen analytischen Aspekt elliptischer
Kurven, der manchmal in der Funktionentheorie behandelt wird. Wir wollen hier ohne Beweise nur einige
Grundtatsachen erwéhnen.

Ein Gitter in C ist ein Z-Modul
AN=7Zrm + 715,

wo 71, T» eine R-Basis von C ist.
Eine Funktion f heif}t periodisch bzgl. A, falls gilt

fz4+ 1) = f(2) fir alle T € A,
was gleichwertig ist mit f(z + 1) = f(z + 1) = f(2).
Welche A-periodischen Funktionen gibt es?

Der Satz von Liouville liefert sofort, daB nur die Konstanten holomorph und A-periodisch sind. Die
wichtigste A-periodische Funktion ist die Weierstraﬁsche p—F‘unktion

1
wGA\{O}

p(2z) hat in allen w € A einen Pol zweiter Ordnung und ist sonst holomorph. Die Ableitung ist

, 1
p'(z) = Z m

weA\{0}
Definiert man .
m= D om’
weA\{0}
so erhilt man fiir die Laurentreihenentwicklungen in z = 0:
() = R I TN SIS i2 +1)
plz) = = 842 862 = n 4 1)s2,4 222"

n=1
2
9'(2) = —= +6s42” +20862° + ...
z

Da es keine nichtkonstanten holomorphen A-periodischen Funktionen gibt, erhéilt man daraus schnell die
Relation

0 =40% — g2p— g3 mit  go = 60s4 und g3 = 140sg.
Definiert man Fy C P2 durch y? = 42° — gox — g3, so induziert die Abbildung
2z (1:p(2):p'(2)) undwr (0:0:1) firw e A
einen Isomorphismus
C/A ~ Ep
von komplexen Mannigfaltigkeiten, der auch ein Gruppenisomorphismus ist. Es gilt der wichtige Satz:

SATZ 53. Jede elliptische Kurve diber C ist als kompleze Mannigfaltigkeit und Gruppe (auf die eben
beschriebene Weise) isomorph zu einer Riemannschen Fliche C/A, wo A ein Gitter in C ist.

75
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Bemerkung: Ist A = Z7, +Z1; und 7 = 72, so kann man durch Basiswechsel immer Im(7) > 0 erreichen.
Definiert man nun

q= 627”:7-7 Uk(n) = dea X = Z 0-3(n)qn7 Y = Z 0-5(n)qn7
d|n n=1 n=1

so gilt
12(1 + 240X)3

7= 5X + 1200X? + 96000X° + 7V — 176472
woraus man sofort die ¢g-Entwicklung von j berechnen kann:

1
j= p + 744 + 196884q + 21493760¢> + 8642999704 + . ..
Die Koeffizienten dieser Entwicklung sind ganzzahlig.
Wir wollen jetzt die analytische Darstellung elliptischer Kurven anwenden.

Gruppenstruktur: Ist A = Zr + Zm», so gilt als Gruppe
E = C/A = (RTl + RT2)/(ZT1 + ZT2) ~ R/Z X R/Z

Fiir die n-Torsionspunkte folgt damit
1 1 1 1
Enl=(Z-—1+Z—1)/(Z1 +Z1s) ~ -Z|Z X —Z]Z ~Z/n x Z/n.
n n n n
Eine andere Deutung ist folgende: Jeder Punkt von C/A wird durch einen Punkt aus
F={arn +yn:z,y e R,0< 2,y < 1}

reprisentiert. Wann liefert z = 1 + ym» € F einen n-Torsionspunkt? Genau dann, wenn nz € A gilt,
d.h. fiir nz, ny € Z. Also werden die n-Teilungspunkte durch die Punkte

(3
Y+ lni0<ij<n
n n

repriisentiert. Das sind n? und man sieht auch schnell
En] ~ Z, X Zp.

Bemerkung: Dieses Ergebnis gilt dhnlich auch fiir einen beliebigen Koérper: Ist E eine elliptische Kurve
iiber K und gg¢T (n,char(K)) =1, so ist

Eln)~Z/n xZ/n.

Holomorphe Abbildungen: Sei

(;5 : C/A1 — C/A2
eine holomorphe Abbidung. Dies kann zu einer holomorphen Abbildung f : C — C geliftet werden, da
C die universelle Uberlagerung von C/A, ist. Als Bedingung erhilt man:

z1—22 €A1 = f(z1) — f(22) € As.
Fiir 7 € Ay ist also f(z + 7) — f(2) € A, fiir alle z € C, daher gibt es ein ¢, € A> mit
flz+71) = f(2) =cr.
Differenzieren liefert f'(t + 7) = f'(z). Also ist f' periodisch bzgl. Ay, also konstant. Daher ist
f(z) =z + B,
wozu man noch die Bedingung aA; C A, hat. Daher folgt folgender Satz:

SATZ 54. Die holomorphen Abbildungen C/A1 — C/Ay werden durch lineare Abbildungen C — C : z —
az + (B induziert, fir die aA; C Ay gilt.

Man sieht hieran auch sofort, dafl die Abbildungen, die 0 in 0 iiberfiihren, Gruppenhomomorphismen
sind.

FOLGERUNG 21. Fiir elliptische Kurven C/A, CA’ gili:
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1. C/A~C/N <<= aA=AN\ firenacC.

2. C/A ist isogen zu C/A' genau dann, wenn es ein o € C,a # 0 gibt mit aA C A’. Insbesondere
ist Isogenie auch eine Aquivalenzrelation.

3. End(E) ={a € C:alA C A}. (Insbesondere gilt Z C End(E).)

Ist E eine elliptische Kurve iiber C, so gibt es also ein Gitter A mit £ ~ C/A. Wir wollen jetzt eine
Normalform fiir A herleiten.

Wir nennen Gitter Ay und A, dhnlich und schreiben A; ~ Ay, wenn C/A; ~ C/A, gilt, was nach dem
Satz gleichwertig ist mit: es gibt ein a € C mit aA; = As.

Ist A = Zm + Zms, so gilt
_

2),

also kénnen wir A = Z + Z7 mit Im(7) > 0 erreichen, d.h. 7 € $) = {z € C : Im(z) > 0} der oberen
Halbebene von C.

A=Zn+Zr~Z+Z2 =7 +Z(
1

SATZ 55. Fiir 7,7 € §) gilt:
aTy -|-b
CT2 -|-d

Z+7Zr ~7Z+7Znm =i es gibt a,b,c,d € Z mit ad —bc =1 und 75 =

a b

Die Bedingung an a,b, c,d kann man auch als ( e d ) € SL2(Z) formulieren.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir noch eine Formel, die man schnell nachrechnet:

LeEMmMA 12. Figr 7 € C\ R und a,b,c,d € R gilt:

at + b) _ (ad —bc)Im(T)
er+d ler + dJ?

Im(

Beweis des Satzes:
e Die Gitter Z + Z7; und Z + Z1> seien dhnlich. Dann gibt es ein a € C mit

Za+Zar =a(Z+7Zr) =Z +Zm.

) € GLs(Z), d.h.

SR~

a,ats und 1,7, sind nun Z-Basen des gleichen Gitters, also gibt es (

a,b,c,d € Z mit ad — bc = £1 und

a
Cc

a = d+en
ATy = b +ar.
Division ergibt
o aTy —+ b
cn +d’

Fiir den Imaginirteil gilt
(ad — be)Im(m)
ler + d|?
also folgt wegen I'm(), Im(m2) > 0 sofort ad — be > 0 und damit ad — bc = 1.
e Die Umkehrung ist auch klar: Man wahlt o = d + ¢m; und liest alles riickwérts. B

Im(m) =

)

Bemerkung und Definition: Die Gruppe G = SLy(Z)/{%1} operiert auf §) durch

SLy(Z) x $ = 9, (( ‘ 2 ),T) s Z::s

(Die Eigenschaften einer Gruppenoperation (g192)7 = ¢1(g27) und 17 = 7 rechnet man einfach nach.)
Die G-Bahn von 7 ist
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Zwei Gitter Ay = Z + Z7m und Ay = Z + Z7y sind also genau dann #hnlich, wenn 7 und 75 in der
gleichen G-Bahn liegen. Wir wollen nun gewisse Elemente der Bahnen als Représentanten auszeichnen.
Wir definieren

T = {Teﬁ:—%<Re(7)<%,|T|>1}u
U{TEﬁ:Re(T):%,|T| >1}uU

1
U{r € H:0< Re(r) < §,|T| =1}.
Dann gilt der

SATZ 56. Zu jedem Gitter A gibt es genau ein dazu dhnliches Gitter Z+Zt mit T € §. Anders formuliert:
Zu jeder ellipitschen Kurve E ¢ibt es genau ein T € § mit

E~CJ/Z+1Zr.

Beweis:

1. Wir geben zunichst ein konstruktives Verfahren an, wie man zu 7 € §) einen Repriisentanten in

§ findet.
(a) In G gibt es die Elemente

1
TT+nfirneZund 71— ——.
T

T +— T + n translatiert um n € Z, der Imaginirteil bleibt gleich. 7 — —% ist in Polarko-
ordinaten re®  Lei(™=%) st also eine Spiegelung am Einheitskreis und an der Geraden
Re(r) =0.

(b) Es gilt

Im(r+n)=Im(r) und Im(—=)=

(c) Sei jetzt T € 9.
1. Schritt: Translatiere 7, so dafl —3 < Re(r) < £ gilt.
2. Schritt: Ist |7| > 1, sind wir (fast) fertig. Sonst gehe iiber zu —21, das einen groferen
Imaginérteil hat. Gehe dann zum 1. Schritt.
2. Wir wollen nun den Satz beweisen.

(a) Sei 7 € $. Gilt fiir A = < Z 2 > € SL2(Z) die Ungleichung Im(Ar) > Im(7), so folgt
wegen Im(AT)%

1> |er +d|? = |(cx + d) +icy|]® = (cx + d)* + P>,

Man sieht, daf} es nur endlich viele ganze Zahlen ¢, d mit Im(A7) > Im(7) gibt. O.E. hat 7

selbst schon maximalen Imaginérteil in der Bahn G7. Durch Translation kénnen wir auch
1

—1 < Re(r) < 1 erreichen.

(b) Wegen —1 € Gr folgt also

und daher auch |7|? > 1.

(c) In den meisten Féllen gilt jetzt schon 7 € §. Der einzige Ausnahmefall ist |7| = 1 und
—3 < Re(r) < 0. Dann ist aber —1 € §.

(d) Wir wollen nun zeigen, da8 jede Bahn G'7 die Menge § nur einmal schneidet. Sei 7,97 € §
fiir ein g = < Z 2 > € SLy(Z). Indem wir eventuell statt 7 und g7 das Paar g7 und 7

betrachten, konnen wir 0.E. Im(g7) > Im(7) annehmen. Dies liefert |er + d| < 1.
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(e) Sei T =z + iy. Dann gilt wegen |z| < 1 und 2% +y*> > 1
1 > Je(z+iy) +d? = 22?4+ 2zcd + d? + 2y? = 2 (2 +9°) + 2xcd + d* >
1 3
> e el + & = (el = 31d)? + Slap

bzw. (2|c| — |d])? + 3|d])? < 4. Es gibt also wegen ggT(c,d) = 1 nur die Félle ((c,d) und
(—c, —d) liefern das gleiche)

(e,d) € {(1,0),(0,1),(1,1),(1,-1)}.
Fall (c,d) = (1,0): Dann folgt || = 1 und b = —1, d.h. g7 = a — L. Dies liefert weiter a =0
und nach Wahl von F dann 7 =4 = —1.
Fall (¢,d) = (0,1): Dann ist a = 1, g7 =7 + b, also b = 0.
Fall (c,d) = (1,1): Aus obiger Abschétzung sieht man sofort, daff 2> + y> =1 und z = —1

gelten muf}, was aber bei uns ausgeschlossen war.
Fall (c,d) = (1,—1): Genau wie oben sieht man, daB z? + y*> = 1 und = = 3 gilt, also
T= @ Fiir b folgt b = —a — 1 und damit
at —a—1 1 n
T=———=a- =a——=a+T
I T—1 T—1 (3 ’

was wieder a = 0, also nichts Neues ergibt. B

Komplexe Multiplikation
Wir haben fiir E = C/A gezeigt, dafl
End(E) ={a € C:aA CA}

gilt. An dieser Darstellung sieht man sofort, dafl Z C End(E) gilt. Gilt Z # End(E), so sagt man, E hat

komplexe Multiplikation.
Sei jetzt E ~ C/A gegeben mit A = Z + Z7, so dall Z # End(E) gilt.

1. Sei o € C\ Z mit A C A. Dann gibt es 4, B,C,D € Z mit
a=A+Br und ar=C+Dr.
2. Es folgt C + D = ar = (A + B1)T, also
B’ +(A-D)T—C=0.

Daher ist 7 quadratisch {iber Q. Da 7 nicht reell ist, ist 7 imagindrquadratisch, d.h. es gibt ein

d > 2 quadratfrei mit
T € Q(W—d).
3. Wegen a = A + Br folgt sofort
a € Q(V—d).
Nun kann man das aber fiir jedes a € End(E) machen. Also hat man
End(E) C Q(vV=d).
4. Schreiben wir obige Gleichung in Matrizenform
()= ) () v (2t ) (1) =0
T C D T -C a-D T ’
so ist die Determinante der Matrix 0, d.h.
a? — (A+ D)a+ (AD — BC) = 0.

a geniigt also einer Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten mit hichstem Koeffizienten 1, man
sagt, a ist ganz iiber Z.

Wir fassen dies zusammen:
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LEMMA 13. Ist A =Z + Z7, E = C/A und End(E) # Z, so gibt es eine quadratfreie ganze Zahl d > 2
mit

A CQ(W-d)
und
End(E) C {a € Q(vV—d) : a ganz iiber Z}.
Die in Q(v/—d) iiber Z ganzen Zahlen lassen sich nun leicht bestimmen:
LeMMA 14. Ist d > 1 quadratfrei und
V—d  fird=1,2mod 4,
w:wd:{%ﬂ fiir d = 3 mod 4, }’

so gilt:

1. {a € Q(vV=d) : a ganz diber Z} = Z[w] = Z + Zw.

2. Ist R # 7Z ein Ring mit R C Z[w], so gibt es (genaw) ein f € N mit

R=Z[fw]|=Z+Zfw.
f heifit der Fiihrer von R.

Beweis:

1. (a) Wir zeigen zunidchst C: Sei @ € Q(v/—d) ganz iiber Z, d.h. Nullstelle eines Polynoms
22 — Pr 4+ Q = 0mit P,Q € Z. Ist a € Q, so iiberlegt man sich schnell, dal dann r € Z
gelten muf}. Sei also a € Z. Schreiben wir

a=r+svV—-d, o =r—s/—-dmitr,secQ,
so geniigen sowohl « als auch o' der Gleichung 2> — Pz + Q = 0, also ist
> —Pr+Q=(r—a)(r—a)
und somit
a+a =PcZund ad' =Q € Z.

Die erste Bedingung liefert 2r € Z, also gibt es ein k € Z mit r = % Die zweite Bedingung

liefert dann '“4—2 + s2d € Z, also insbesondere 4s52d = (2s)%d € Z. Da d quadratfrei ist, folgt
2s € 7, also gibt es £ € Z mit s = é, d.h.

k+6/—d

a:% mit k,f € Z.

In dieser Form gilt
, k2 +de?
N 4

Nun sind nur 0 und 1 Quadrate modulo 4.
1. Fall: d = 1,2 mod 4: Dann ist £ = ¢ = 0 mod 2 und somit

a€Z+7ZV—-d=2Z[V-d.
2. Fall: d = 3 mod 4: Dann ist k = ¢ = 0 mod 2 oder £k = ¢ =1 mod 2, also

1+\/—_d_Z1+\/—_d
R

(Daﬁ die entsprechenden Gleichheiten gelten, mufl man natiirlich noch iiberpriifen.)
(b) D: Ubung.
2. Setzt man

aq € Z, also k? + df*> = 0 mod 4.

a€Z+7Z

f=99T(bEZ:a+bw € R),
so zeigt man leicht R = Z[fw]. B

Uberlegung: Sei d > 2 quadratfrei und 7 = %*/Td mit ggT'(a,b,¢) =1 und b,c > 1. Sei A = Z + Zr.
Wir wollen End(C/A) bestimmen.
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e |d=1,2mod 4| Wir iiberlegen, wann Z[f+v/—d] C End(E) gilt, was dquivalent ist mit fv/—dA C
A.

1. Es gibt A,B,C,D € Q mit
fv—-d=A+Br und fVv—-dr=C+ Dr.
Durch Koeffizientenvergleich findet man

af cf (a® + db?) f af
A= b’ B_b’ ¢= be ’ D_b'
2. Wir nehmen jetzt an, es gilt A, B, C, D € Z. Dann folgt b|af und b|cf, also b| f. Wir schreiben
f = bk mit k € Z. Es bleibt nur eine Bedingung, némlich bc|(a? + db?)f, was sich jetzt in
c|(a® + db®)k iibersetzt. Dies ist aber dquivalent mit

¢ c
99T (c, a2 + db?) |k, d.h. k g Tea?t db2)€ iir ein £ €
Also hat man

fo be
99T (c,a? + db?)

Diese Form von f ist auch hinreichend fiir A, B,C, D € Z.
4. Daher folgt

L.

w

be —
99T (c,a? + db?) —d

. Wir iiberlegen, wann Z[f H'Qﬂ] C End(E) gilt, was dquivalent ist mit fH'T\/TdA C
A.

1. Wir haben die Gleichungen

End(E) = Z|

fl% V_d:A_|_BT, fl% v_dTZC-i-DT
mit
_(b—a)f _cf _ (a® + db?) f _(a+b)f
A= 20 B_Qb’ ¢= 2bc ' b= 20
woraus sich zusétzlich
A-I-D:fundA—D:—%

ergibt.
2. Wir nehmen jetzt an, dal A,B,C,D € Z gilt. Dann gilt blaf und blcf, also b|f. Wir
schreiben f = bk fiir ein k € Z. Es gilt dann

_ 2 2
(b a)k’ B:ﬁ, C:_(a + db )k, D:(a+b)k.
2 2 2c 2
3. Aus C erhilt man

A=

2c
99T (2¢,a? + db?)

2c|(a® + db*)k, also |k,

so daf es ein £ € Z gibt mit
2c
k= L
99T (2¢c,a? + db2)

was wiederum sofort
2bc

= l
99T (2¢,a? + db?)

f

liefert.
4. Die verbleibenden Bedingungen lauten jetzt

2c 2c
b— ¢ =0 mod 2 und ¢ =0 mod 2.
(b-a) 99T (2¢, a® + db?) fod 21 cggT(?c, a? + db?) o
5. Man zeige jetzt: Gilt a = bmod 2 und ¢ = 1 mod 2, so braucht man noch ¢ = 0 mod 2, in
den anderen Fillen sind die Bedingungen erfiillt.
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6. Damit erhilt man jetzt

End(E) = 211 Y

mit
f:WZa%-i—db?) fiir a = bmod 2 und ¢ = 1 mod 2,
— 2
f = greearam sonst.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

SATZ 57. Seid > 1 quadratfrei. Sind a,b,c € Z mit ggT (a,b,c) =1,b,c>1, 7= %‘/Td und setzt man
be

f = m im Fall d =1 oder 2 mod 4,
2b

f = aT e, ai a9 im Fall d = 3 mod 4 und a Z b mod 2 oder ¢ = 0 mod 2,
4b

f = ¢ im Fall d = 3 mod 4 und a = b mod 2 und ¢ = 1 mod 2,

99T (2¢, a® + db?)

so gilt

End(C/Z + Z7) = Z[fwd).
Haben wir also eine elliptische Kurve in der Form E = C/Z + Z1 gegeben, so kénnen wir End(E)
berechnen. Wir interessieren uns jetzt fiir die Umkehrung.

Frage: Welche elliptischen Kurven haben den Endomorphismenring Ring Z[ fwq]?
e Sei E = C/Z+Zt mit End(E) = Z[fwa] und 7 € §. Wir schreiben 7 = Lg/jd mit ggT(a,b,c) =
1 und b,c¢ > 1 und erhalten aus 7 € § insbesondere |a| < %c und ¢ < Va2 + db?. Schreibt man dies
4a? < ¢? und 2 < a? +db?, so folgt sofort 3a? < db?, also |a| < \/gb. Aus den Formeln des gerade
bewiesenen Satzes sieht man sofort b|f. Wir fassen diese Ungleichungen nochmals zusammen:

d
blf, lal < \/;b, 2lal < e < Va?+db?.

Man sieht sofort, dafl bei vorgegebenem d und f nur endlich viele M6glichkeiten fiir a, b, c existieren.
e Ist || = 1, also ¢® = a® + db?, so muB auch a > 0 gelten. Ist |a| = 1c, so muB a > 0 gelten.
e Man iiberlegt sich sofort, daf ein 7, das diesen Ungleichungen geniigt, auch wirklich in § liegt.
e Jetzt mufl man nur noch testen, ob 7 wirklich Fiihrer f hat.

Damit haben wir bewiesen:
SaTz 58. Sei d > 1 quadratfrei und f > 1. Sei C(d, f) die Menge aller Tripel (a,b,c) mit folgenden
Eigenschaften:

ea€cZ, bceN,ggT(a,b,c)=1

[ ]
db?
blf, lal < \/T, 2lal < e < Va?+ db?

e Gilt ® = a®> +db® oder 2|a| = ¢, so gilt a > 0.

e a,b,c,d, f erfillen die entsprechende Formel des letzten Satzes.
Dann sind C/(Z—l—ZL;/*_d), (a,b,c) € C(d, f), genau die elliptischen Kurven mit Endomorphismenring
Z[fwg]. Insbesondere gibt es nur endlich viele davon. Die Zahl #C(d, f) heifit auch die Klassenzahl von
Z[fwd].
Wir haben damit praktisch einen Algorithmus beschrieben, wie man alle elliptischen Kurven mit vorge-
gebenem Endomorphismenring (# Z) findet.

Algorithmus: d und f seien gegeben.
e b > 1 durchlaufe alle Teiler von f.
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a laufe von 0 bis \/%”2.

¢ durchlaufe den Bereich 2a < ¢ < va? + db2.

Teste, ob ggT'(a,b,c) =1 gilt.

Teste, ob 7 den Fiihrer f hat. Wenn ja, drucke (a,b,c) aus. Ist 2a < ¢, ¢ < a® + db® und a > 0,
so drucke auch (—a, b, ¢) aus.

e Nichstes ¢, nichstes a, nichtes b.

Beispiel: d =1, f = 3. Wir finden C(1,3) = {(0, 3,1),(1,3,2)}, der Ring Z[37] hat also Klassenzahl 2.

Bemerkung: Es ist (seit Gauf}) ein bekanntes (nichttriviales) Problem in der Zahlentheorie, alle Ringe
mit vorgegebener Klassenzahl zu finden. Es gibt 13 Ringe mit Klassenzahl 1.

Hat E komplexe Multiplikation, so ist also End(E) = Z[fws] und E = C/Z + Zr fiir ein 7 € Q(v/ —d).
Was kann man iiber die j-Invariante bzw. die Gleichung von FE sagen? Hier gilt der wichtige

SATZ 59. Sei Z[fwq] gegeben und E; = CJZ + Zt;, i = 1,...,h die elliptischen Kurven mit Endomor-

phismenring Z[fw4]. Dann ist
h

Ha (@) = [ —i(m)
i=1
ein irreduzibles Polynom in Z[z]. Die j(E;)’s sind also (ganz) algebraisch vom Grad h und konjugiert
zueinander.

Beweisansatz: Wir kénnen den Satz nicht vollstéindig beweisen. Sei j; = j(E;) = j(r;). Wir wihlen
eine Gleichung y2 = 23 + a;z + b; fiir E;. Sei o ein Kérperautomorphismus von C. Dann hat auch
o(E;) : y* = 2 + o(a;)z + o(b;) Endomorphismenring Z[f/—d]. Also ist o(j;) € {j1,-..,jn}- D.h. die
Menge

{gvs- - an}
ist invariant unter allen Automorphismen von C. Folglich hat
h
[I—-3)
i=1

Koeffizienten in Q. ®

Ist 42 = 23 + ax + b eine Gleichung fiir £ mit j-Invariante j, so ist Q(j) C Q(a,b). AuBerdem kénnen
wir @ und b so wihlen, daf} gilt Q(a,b) = Q(j). Damit folgt dann:

FOLGERUNG 22. Hat E Endomorphismenring Z]fwq] und Z[fw4) Klassenzahl h, so kann E iiber einem
Korper vom Grad h definiert werden, aber nicht iiber einem Kérper kleineren Grades.
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Ist die Klassenzahl 1, so ist also j € Z. Die Tabelle gibt alle Ringe Z[fw] mit Klassenzahl 1 an und listet
zugehorige j-Invarianten und Beispiele fiir zugehorige Kurven auf.

Tabelle der singulidren rationalen j-Invarianten

Ring j Beispiel
Z[V=T] 2°-3° yooo
Z[2v/=1] 23.33.113 y?=2%—1lz— 14
Z[V=2] 26 .53 y? = 23 — 30z — 56
Z[ ) 0 y=a
Z[V/=3) 24.33 .53 y? =23 — 152 — 22
Z[%] _915.3.53 y? = 2° — 120z — 506
7] LY/ _33.53 y?> = 23 — 352 — 98
Z[V/ =T 33.5%.173 y? = 23 — 5952 — 5586
7Ly 915 y? =z — 264z — 1694
Z[%_ilg] _915 .33 y? = 2% — 152z — 722
Z[@] _918 33 53 y? = 23 — 34402 — 77658
Z[%—_e?] _ 915,33 .53.113 y? = 2 — 29480z — 1948226
Z[@] —218.33.53.233.293 | 2 = 2% — 8697680z — 9873093538

Ist die Klassenzahl von Z[fw,] gleich 2, so sind die zugehorigen j-Invarianten quadratisch iiber Q.

Beispiel: Wir betrachten Z[3¢] mit der Klassenzahl 2. Die elliptischen Kurven mit Endomorphismenring
Z[3i] sind Ey, = C/Z + ZTy,, wo

14 3¢
=3 und = +2 ’
ist. Dann ist
G = e27ri7'1 — e—67r ~ 0.65 - 10—8’ ¢ = e27ri7'2 — _6—371' ~ —0.81- 10—4

und
j1 ~0.15-10° + 744 4 0.0013 4+ 0.91- 1072 +0.24 - 10715,

j2 2 —1.24-10° + 744 — 15.89 4+ 0.14 — 0.00045 + 0.86 - 1075 — 0.11- 10~® + 0.12- 102
Daraus schliefit man dann,
j1 + o = 153542016 und 7, jo = —1790957481984,

woraus sich sofort
jij2 = T6TT10008 + 44330496v/3

ergibt.



Die folgende Tabelle gibt sémtliche Ringe mit Klassenzahl 2 an und die zugehorigen j-Invarianten.
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Ringe mit Klassenzahl 2 und zugehorige j-Invariante

U

J

76771008 + 44330496+/3

41113158120 + 29071392966+/2

22015749613248 + 9845745509376+/5

26125000 + 18473000+/2

188837384000 + 77092288000+/6

1417905000 + 818626500/3

—327201914880 + 1463291412485

—17424252776448000 + 3802283679744000/21

632000 + 282880+/5

2417472 + 1707264+/2

N | O || W W W (NN ===

137458661985000 + 51954490735875+/7

—
jen)

212846400 + 95178240+/5

[y
—_

—18808030478336 + 3274057859072v/33

—
w

3448440000 + 956448000+/13

—
(@3¢

—191025/2 4+ 85995/2v/5

—
ot

37018076625/2 + 16554983445 /2+/5

[\
[\}

3147421320000 + 2225561184000+/2

wo
ot

—58982400 + 26378240+/5

w
-3

19830091900536000 + 3260047059360000+/37

[S2¢
—

—2770550784 + 671956992+/17

ot
oo

302364978924945672000 + 56147767009798464000+/29

Nej
—_

—5179536506880 + 14365449584641/13

115

—213932305612800 + 95673435586560+/5

123

—677073420288000 + 105741103104000/41

187

—2272668190894080000 + 551203000178688000+/17

235

—411588709724712960000 + 184068066743177379840+/5

267

—9841545927039744000000 + 1043201781864732672000/39

403

—1226405694614665695989760000 + 340143739727246741938176000+/13

427

=== |~k R |=|FR[R|[F|R|ND|R|[FR[|W[=]|®&]F|FR]|T[C & ]W|DND|[C & W]~

—7805727756261891959906304000 + 9994210275173773485957120001/61
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Das MAPLE-Programm cl

Das Programm C berechnet zu vorgegebenem d und f alle elliptischen
Kurven mit Endomorphismenring Z[f*omega_d], gegeben durch [a,b,c]
tau=(a+b*sqrt (-d))c.

Das Programm h berechnet die Klassenzahl.

Das Programm F berechnet f"ur tau=(a+b*sqrt(-d))c den F"uhrer f
des Ringes End(C/(Z+Z*tau)).

H OH O O O K HH

F:=proc(a,b,c,d)
ff:=0;
if d mod 4=1 or d mod 4=2 then ff:=b*c/igcd(c,a”2+d*b~2);fi;
if d mod 4=3 then ff:=2xb*c/igcd(2*c,a”2+d*b"2);
if (a-b) mod 2=0 and c mod 2=1 then ff:=ffx2;fi;
fi;
ff;
end;

C:=proc(d,f)
for b from 1 to f do
if £ mod b=0 then
for a from O to trunc(sqrt(d/3)*b) do
for ¢ from 2*a to trunc(sqrt(a“2+d*b~2)) do
if igecd(a,b,c)=1 then
if f=F(a,b,c,d) then print([a,b,c]);
if 2*a<c and c~2<a”2+d*b"2 and a>0 then print([-a,b,c]);fi;
fi;
fi;
od;
od;
fi;
od;
end;

h:=proc(d,f)
H:=0;
for b from 1 to f do
if £ mod b=0 then
for a from O to trunc(sqrt(d/3)*b) do
for ¢ from 2*a to trunc(sqrt(a“2+d*b~2)) do
if igecd(a,b,c)=1 then
if f=F(a,b,c,d) then H:=H+1;
if 2%a<c and c"2<a”2+d*b”"2 and a>0 then H:=H+1;fi;
fi;
fi;
od;
od;
fi;
od;
H;
end;

UBASIC-Programme cl.ub und clh.ub
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input "d,f=";D,F
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for B=1 to F:if FO@B<>0 then goto 90
for A=0 to isqrt(D*B~2/3)

for C=2%A to isqrt(A~2+D*B"2):if gcd(A,B,C)>1 then goto 70

if fnF(A,B,C)=F then print A;B;C

if fnF(A,B,C)=F and 2%A<C and C"2<A~2+D*B"2 and A>0 then print -A;B;C

next C
next A
next B
goto 10

fnF (Aa,Bb,Cc)

Ff£=0

if D@4=1 or D@4=2 then Ff=Bb*Cc\gcd(Cc,Aa~2+D*Bb"2)

if D@4=3 then Ff=2xBb*Cc\gcd(2*Cc,Aa"~2+D*Bb"2)
if D@4=3 and (A-B)@2=0 and C02=1 then Ff=Ff*2

return(Ff)

input "d,f=";D,F:H=0

for B=1 to F:if FOB<>0 then goto 90
for A=0 to isqrt(D*B~2/3)

for C=2%A to isqrt(A"2+D*B~2):if gcd(A,B,C)>1 then goto 70

if fnF(A,B,C)=F then H=H+1

if fnF(A,B,C)=F and 2*A<C and C"2<A"2+D*B~2 and A>0 then H=H+1

next C
next A
next B

print "h=";H:goto 10
fnF (Aa,Bb,Cc)

Ff=0

if D@4=1 or D@4=2 then Ff=Bb*Cc\gcd(Cc,Aa~2+D*Bb"2)

if D@4=3 then Ff=2*Bb*Cc\gcd(2*Cc,Aa"2+D*xBb~2)
if D@4=3 and (A-B)@2=0 and C@2=1 then Ff=Ff*2

return(Ff)

Klassenzahlen h =3 fiir 1 <d <200 und 1 < f <10
d= 3 f= 6 h= 3

d= 3 f= 9 h= 3

d= 11 f= 2 h= 3
d= 19 f= 2 h= 3
d= 23 f=1 h= 3
d= 23 f= 2 h= 3
d= 31 f=1 h= 3
d= 31 f= 2 h= 3
d= 43 f= 2 h= 3
d= 59 f=1 h= 3
d= 67 f= 2 h= 3
d= 83 f=1 h=3
d= 107 f= 1 h= 3
d= 139 f=1 h= 3
d= 163 f= 2 h= 3

Klassenzahl 2 und 1 <d <500,1< f <10

87
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Vergleich von hy s und hg

Es gilt der Satz
SATZ 60.

ha,; =
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Nej
—_

(1,1,2),(3,1,10)

115

(1,1,2),(5,1,10)

123

(1,1,2),(3,1,6)

187

(1,1,2),(3,1,14)

235

(1,1,2),(5,1,10)

267

(1,1,2),(3,1,6)

403

(1,1,2),(9,1,22)

d | f|(a1,b1,c1), (az,ba,ca)
1 3] (0,3,1),(1,3,2)
1 4] (1,2,2),00,4,1)
15| (0,51),(1,52)
2 (2] (0,2,1),(1,2,3)
2 13| (0,3,1),(0,3,2)
3 14| (0,2,1),(0,2,3)
3 (5] (1,52),0,5,6)
3 (7] (1,7,2),03,7,6)
5 (1] (0,1,1),(1,1,2)
6 [1]| (0,1,1),(0,1,2)
7 4] (0,1,2),0,2,1)
101] (0,1,1),(0,1,2)
11 3] (1,3,2),(1,3,10)
13 1] (0,1,1),(1,1,2)
15 1] (1,1,2),(1,1,4)
52| (0,1,1),(0,1,3)
2 1] (0,1,1),(0,1,2)
35 (1] (1,1,2),(1,1,6)
37 1] (0,1,1),(1,1,2)
51 (1] (1,1,2),(3,1,6)
53 (1] (0,1,1),(0,1,2)

1

1

1

1

1

1

1

1

427

(1,1,2),(7,1,14)

ha

2] s 2 fo]




wo D die Diskriminante und (

D
p
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) das Kroneckersymbol bezeichnet.
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KAPITEL 10

Elliptische Kurven iiber Q

Uns interessiert vor allem die Gruppe der Q-rationalen Punkte E(Q) auf einer iiber Q definierten ellip-
tischen Kurve E.

Als Beispiel werden wir folgendes betrachten:
Beispiel: Sei F definiert durch y? = 2%—25z. Alle 2-Teilungspunkte sind iiber Q definiert: (0, 0), (5,0), (—5,0).
Mit dem Computer findet man folgende Punkte mit Héhe < 100:

(0:0:1)=0, (1:0:0)=(0,0), (1:5:0)=(5,0), (1:-5:0)=(=5,0),

2
(1:—4:+6) = (—4,£6), (8:50:£75) = (;,i%),
5 100

Ohne Beweis erwidhnen wir folgenden wichtigen Satz:

SaTZ 61 (Siegel). Ist y*> = 2° + az + b mit a,b € Z eine elliptische Kurve, so gibt es nur endlich viele
Lisungen z,y € Z.

Aus dem Beispiel kann man noch etwas iiber die Nenner rationaler Punkte erahnen:

LEMMA 15. Sei y? = 23 + ax + b mit a,b € Z eine elliptische Kurve E. Jeder Punkt P € E(Q), P # O
hat dann die Gestalt

P = mitm € N,r,s € Z, ggT(r,m)=ggT(s,m)=1.

s

e

Beweis: Wir setzen an P = (7, 5) mit gg7'(r, k) = ggT'(s,() = 1. Einsetzen ergibt:
s2 -k = (r® + ark® + bE3) (2,

Aus der Teilerfremdheit folgt k% = £2, also ist k = m? und £ = m?> fiir ein m € N. B

Ho6henabschitzungen
Zunichst wollen wir abschiitzen, wie sich die Hohe beim Addieren von rationalen Punkten verhilt.

SATZ 62. Sei E eine diber Q definierte elliptische Kurve mit der Gleichung y> = x® + ax + b. Dann gibt
es eine Konstante ¢1(E), so daf fiir alle Py, Py € E(Q) gilt:

H(P 4+ Py) < ci(E)- H(P)?H(Py)>.

Man kann wdhlen
c1(E) = 88H(E)3.

Beweis: Dies folgt sofort, wenn wir unsere Additionstheoreme nehmen und ganz grob mit der Dreiecks-
ungleichung abschétzen. B

Wie gut ist diese Abschiitzung? Setzt man P, = —P;, so ist H(Py + P») = H(O) = 1.

FoLGERUNG 23.
H(2P) < ci(E) - H(P)*.

Wir wollen nun zeigen, dafl auch eine Ungleichung in der anderen Richtung gilt.
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SATZ 63. Es gibt eine Konstante co = c2(E), so daff gilt

lH(P)4 < H(2P).

Man kann wdihlen
c2(E) = 237367H(E)°.

Beweis:

e Wir schreiben f = z§ + azdz; + bzl — xor3 mit a,b € Z und betrachten jetzt die Multiplikation
mit 2. Die beiden ersten unserer Additionsformeln verschwinden identisch, die dritte wird

2-(xo:m1:m2) = (fo:f1:[2)

mit

fo = 2x2(3bx3 + 3axizi + 370 + 327) -
fi = 2xa(a’zy — xiz) — 3axext + r3w1) :
fo = —zga® —9xgb® — 6abzizr, — 6a ik + 18bxixg + 3az] + 25

e Da (fo: fi : f2) einen Morphismus von E — P? liefert, ist

{PeP: f(P)= fo(P) = fi(P) = fo(P) =0} = 0.

Nach der projektiven Version des Hilbertschen Nullstellensatzes gilt dann im Polynomring Q[xzg, 21, 22]:

(fo, f1, fas f) = (z0, 71, 22).

Daher gibt es einen Exponenten m mit

wg’t’m;n’wg’t € (anflan:f)‘

D.h. es gibt Formen g;; vom Grad m — 3 und g; vom Grad m — 2 mit

giofo +gu fi + giofo + i f = "

fir i = 0,1, 2.
e Wir probieren und finden fiir m = 7 Losungen. Sie sind nicht eindeutig bestimmt. Im folgenden
geben wir Beispiell6sungen an:
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e Definiert man

goo
go1
o2

go

dio

g11
gi2

g1

920
921
922

g2

T5(—36x071ab — 56z5a® + 60a’z] + 40525b%)

622 (—28z0z1a” + 69z5ab + 973D)

—12823a® — 324x3b* — 10825b + 108axjz1 b — 144a’zox?

252z5ba® + 2916x4b° — 360a’rizs + 4862323b — 240x2r3a” + 12960’z x2b
—912a*x3 21 + 324axib — 3888azxiz b® + 1944x023b” + 432z027 a®
+864abaz0w1mg

—x2(78x3a263 —dxozia® + 2a4x%b + 18x3a5b — 121202, b%a® — 648z9z, b*
+36az7b®)

—29(—252azx01b° — 28a Tox1 b + 51xia’b? — 87T23b%a® — 432220* + 82%a°)
30b%z5a® — 216ab>zox] — 40a*baox] + 1623a” — 26237, b%a® + 10225ab?
—2163:(2@1 b*

—126b%a*z2x3 — 36ba’rirs — 1188b3 x5 x0a® — 168brizoa® + 8zozi 750"
+390x0z; 230%a® + 19442071 23b* — 129602230t — 120 22 27h>
—540b%z3 210 — 56briria® + 16 x52T + 80xa® + 5832z7b* + 270z5ab*
—1944b% 31 + 12a*brizs + 216abczixl + 142227b%a® + 30z5a’b?
z0(36azoz1b + 12a%x] — 8a®x3 — 27x3b%)(4a® + 27b7)?

—620(—325ab — 4a’zox, + 927b)(4a® + 27b7%)?

—4z5(9bz] + 610710 — 273)(4a® + 27b%)?

—622(270% x5 + 4xja® + 6a3x0b + 41 750) (40 + 2707)?

so gilt fiir s = 0,1, 2:

giofi + ginfi + giafo + gifi = 80°z].

Durch ganz naives Abschiitzen erhilt man fiir ¢ = 0,1, 2:

|gio| + |gi1] + |giz| < 237367H(C)°H(P)3.

e Seien jetzt xg,x1,x2 € Z paarweise teilerfremd mit P = (zg : #1 : 22) € E(Q). Wir setzen in die
Formeln ein. Dann gilt 2- P = (fo : f1 : f2). Aus obigen Formeln sieht man dann, daf

gilt. D.h.

ggT(anflaf2)|8A2

max(|fol, [/1],[f2) maX(Ifo|,|f1|,|f2|)‘

H(2P) = 99T (fo, f1, f2)  — 8A?

Man beachte jetzt, dal f(zo,z1,22) = 0 gilt. Sei |zx| = H(P). Einsetzen liefert

L(ngol +lgr1] + lgrzl) max(lfol, | 1], |f2]) < 23736TH(C)’H(P)*H(2P),

woraus sofort

folgt. m

1 4
H2P) 2 sessrmp 1)

Beispiel: Wir betrachten wieder unsere Kurve y? = 23 — 252. Schitzt man nach dem gleichen Verfahren

ab, so erhélt man

und

H(P, + P,) < 19451H(P,)*H(P;)?

H(2P) > H(P)* ~ 043 10" H(P)*.

1
24 .58.61-607

Wihlt man jetzt P = (1 : 45 : 300) und setzt P, = 2" P, so wird fiir n = 0,1,2,... die Folge AP,

H(Pn)*

0.7688765432 % 107, 1.111119336, 199.7703833, 0.9999841825, 0.9997468485, 0.9959311040
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Ohne Beweis geben wir noch folgendes Parallelogrammgesetz an:

SATZ 64. Es gibt Konstanten c3(E),cs(E) > 0, so daf$ fir alle Punkte Py, P, € E(Q) gilt
1
cs(E)

Bemerkung: Der folgende Grenzwert exisitiert

H(P)'H(P,)* < H(P, + P,)H(P, — P») < c3(E)H(P,)*H(P,)*.

In H(2"P)
n—oo 4n

und definiert eine quadratische Form, die sogenannte Neron-Tate-H6he.
Torsionspunkte

Aus den Hohenabschitzungen erhilt man sofort den

SATZ 65. Die Gruppe E(Q)ior ist endlich. Fiir P € E(Q)tor gilt:
H(P) < ey(E)'/3.

Beweis: Sei P € E(Q) ein Torsionspunkt. Sei G die von P erzeugte Gruppe in E(Q). Natiirlich ist G
endlich. Sei P,, € G ein Punkt maximaler Héhe in G. Dann gilt H(2P,,) < H(P,,). Wenden wir jetzt
unsere Abschiitzung an, so erhalten wir

Cllﬁr(Pm)‘1 < H(2P») < H(Pn)

und damit
H(P) < H(P,,) < eo(E)'/°.

Da es nur endlich viele Punkte mit Hohe < cé/ ’ gibt, folgt sofort die Behauptung. m

Man kann allerdings noch wesentlich mehr sagen. Wir zitieren hier nur als Beispiel einen Satz:

SaTZ 66 (Lutz—Nagell). Ist E eine elliptische Kurve mit der Gleichung y*> = x3 + ax + b, a,b € Z und
P = (z,y) € E(Q)tor, S0 gilt x,y € Z und

y=0 oder y|4a® 4 27b°.

Beispiel: Wir betrachten wieder E mit y?> = 2 — 25z. Die 2-Teilungspunkte kennen wir schon. Wire
P = (z,y) € E(Q)tor, aber kein 2-Teilungspunkt, so wiirde z,y € Z und y%|4(—25)® = (2 - 5%)2, also
y|2 - 5% folgen. Durch Ausprobieren findet man, daf} es keinen solchen Punkt gibt. Also

E(Q)tor = {07 (Oa 0)7 (5a 0)7 (_57 0)} = Z/2 X Z/2

Descente — Abstieg
Unser Hauptziel ist der Beweis des folgendes Satzes:

SATz 67 (Mordell-Weil). Fiir eine iiber Q definierte elliptische Kurve ist die Gruppe E(Q) der Q-
rationalen Punkte endlich erzeugt.

Das bedeutet: alle rationalen Punkte auf E lassen sich durch Tangenten- und Sekantenbildung aus endlich
vielen Punkten herleiten.
Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, so ist natiirlich auch A/2A endlich erzeugt, also ein endlich

dimensionaler F»-Vektorraum, also endlich. In unserem Fall gilt davon auch die Umkehrung:

LEMMA 16. Sei y?> = 23 + ax + b eine elliptische Kurve E iber Q mit a,b € Z. Wir setzen vor-
aus, daff E(Q)/2E(Q) endlich ist. Seien dann Ry,...,R,, € E(Q) Reprdisentanten aller Klassen von
E(Q)/2E(Q). Setzt man cp = max(H (Ry),..., H(Rn)), so enthdilt die Menge

U={PeE(Q):HP) < Va(B)es(B)er}

ein Erzeugendensystem von E(Q). Insbesondere ist E(Q) dann endlich erzeugt.
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Beweis: Wir wollen sehen, daf$ alle Punkte P € E(Q) Linearkombination von Punkten aus U sind. Wir
machen Induktion nach H(P):

Gilt H(P) < \/cicacr, so ist P € U und wir sind fertig.

Sei also H(P) > \/cicacg. Es gibt einen Index ¢ mit P = R; mod 2E(Q). Also gibt es ein @ € E(Q) mit

P—R; =2Q.
Mit unseren Abschétzungen folgt
CH(@Q' < HQQ) = H(P - R) < el H(PPH(R)? < erchH(PP
und damit
H(Q)* < ecieach H(P)? < H(P)*H(P)? = H(P)*

also H(Q) < H(P). Nach Induktionsvoraussetzung ist @) Linearkombination von Punkten aus U und
damit auch P wegen P=R; +2Q und R; € U. 1

Schwacher Satz von Mordell-Weil
Wir miissen jetzt nur noch folgenden Satz zeigen:

SATZ 68 (Schwacher Mordell-Weil). Ist E eine iiber Q definierte elliptische Kurve, so ist E(Q)/2E(Q)
endlich.

Sei im folgenden E eine iiber Q definierte elliptische Kurve. Der Einfachkeit halber setzen wir voraus,
daf} alle 2-Torsionspunkte schon iiber Q definiert sind, d.h. E wird durch eine Gleichung

v =(z—e)(x —ex)(x —e3) miter,ere3€Z
beschrieben. Ist dies nicht der Fall, mufl man die Situation iiber einem Zahlkérper statt iiber Q studieren.
Vorbereitungen: Im folgenden rechnen wir viel mit der Gruppe Q*/Q*2. Das Bild eines Elements
a € Q* in dieser Gruppe bezeichnen wir mit @. Fiir a,b € Q* gilt also
G=b <= b=ac fiir ein c € Q*.
Jedes Element dieser Gruppe hat eine eindeutige Darstellung
Epip2. .. pr,

WO p1,...,py verschiedene Primzahlen sind. Es gilt auch @2 = 1 und
moglich, lassen wir das Uberstreichen auch manchmal weg.
Weiter brauchen wir die Gruppe

N = {(a1,a2,a3) € Q*/Q* x Q*/Q** x Q*/Q*? : ajazaz = 1}.
Sei jetzt P = (z,y) € E(Q) mit y # 0. Dann gilt also

= @. Sind keine Verwechslungen

=

y? = (x —e1)(z — ex)(x — e3),

und daher in Q*/Q*?:

(z—e1)(z —es)(z—e3) =1

Also ist (z — e,z — ea,x — e3) € N und folgende Definition ist sinnvoll:

DEFINITION 42. Wir definieren ¢ : E(Q) — N durch

( (1,1,1) falsP=0 |
(x—e1,z —ex,x —e3) falls P = (z,y),y #0
P(P) = ((e1 —e2)(er —e3),e1 —ez,e1 — e€3) falls P = (e1,0)

(e2 —e1,(e2 —e1)(e2 —e3),ea —e3) falls P = (e, 0)

{ (e3 —e1,e3 —ea, (e3 —e1)(e3 — e2)) falls P = (e3,0)
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Im Prinzip kann man auf die dritte Komponente bei der Definition verzichten, da sie durch die ersten
beiden bestimmt ist. Bevor wir die grundlegenden Eigenschaften von ¢ angeben, wollen wir ein Beispiel
zeigen:

Beispiel: Sei E mit y?> = 23 — 252. Wir wiihlen e; = 0,e3 = 5,e3 = —5 und erhalten dann ¢ : E(Q) — N
mit

fiir y # 0 und entsprechend modifiziert fiir y = 0. Wir kennen bereits einige Punkte aus F(Q) und
berechnen dafiir ¢:

40) = (1,1,1),
4(0,0) = (-1,-5,5)
H(5.0) = (5,210,
B(=5,0) = (-5,-10,9),
H(46) = (-1,-1D),

M D) = W59)

M350 = (=5,-2,10)

Es folgen einige Lemmatas:
LEMMA 17. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Gilt (z1,y1) + (z2,y2) = (x3,¥3), so rechnet man auf dem bekannten Weg aus, daf}

Y1 — Y2 )2
1 — T2

T3 = —x1 — T2+ e +ex+e3

gilt. Dann findet man

(1y2 — 22y1 + €1 (y1 — y2))?
(z1 — 22)?

(1 —e1)(z2 —e1)(z3 —e1) = ,

analog fiir e5 und ez, woraus der allgemeine Teil der Behauptung folgt. Die paar Ausnahmefille kann
man gesondert behandeln. B

LeEMMA 18. Kern(¢) = 2E(Q). Also erhalten wir
E(Q)/2E(Q) = N.

Beweis: Ist P € E(Q), so ist ¢(2P) = ¢(P)? = 1, also folgt 2E(Q) C kern(¢). Explizit: Ist P = (z,y)
und 2P = (x2,y2), so erhilt man

— A2 =2+ e +eg+es mit A= 3z2 — 2(e; + ez +e3)x + (erea + erez + exes)
2y :

Damit wird

22 —2e1x +ejeq + e1e3 — 6263)2
4y ’

Also folgt 2E(Q) C Kern(¢). Zur Umkehrung: Sei P = (z,y) € Kern(¢). Dann gibt es a; € Q mit

T —e; = a}. Dann ist 0.E. y = ajaza3. Indem man obige Gleichung nach z aufzuldsen versucht, findet

man 4 Losungen. Es gilt z.B.

352—61=(

2(e1 + ai + araz + araz + azas, (a1 + a2)(a1 + as)(az + az)) = (z,y).
Damit folgt dann die Behauptung. B

Wir wollen jetzt sehen, daf§ das Bild von ¢ endlich ist. Dazu definieren wir in Abhingigkeit von E
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DEFINITION 43. Fiir by, by, b3 € Q mit (by,bs,b3) € N sei als Teilmenge des P* definiert
Clor bahs) = {e12g + b1z} = €2z + bazy = e32g + bzz3 =0} =
= {(e1 —e2)zg + b1z} —by23 =0,
(e2 — €3)28 + bozs — byzi = 0,
(e3 —e1)z8 + bgza — by 2} =0},
LEMMA 19. Fiir (by,by,b3) € N gilt:
(b1,b2,b3) € Bild(¢) <= Chybs05(Q) # 0.
Beweis: =: Ist (b, b2, b3) das Bild von (z,y), so gibt es ¢; € Q mit x — e; = b;q?. Es folgt
e1 +big; = e2 + bagh = e3 + bsq;,
also ist
(1:q1:q2:03) € Clhy ,55) (Q)-
<: Es gibt ein ¢ € Q* mit bybobs = ¢>.
1. Fall: (1:q1 : q2 : q3) € C(p, y,5)(Q). Dann ist
T =e;+bgq;
unabhéngig von ¢ definiert und es gilt
(z —e1)(z —e2)(z — e3) = bigi bags b3 = (¢014203)°,
woraus sofort
P = (ei+big},qq19293) € E(Q)  und ¢(P) = (b1, b, bs)
folgt.
2. Fall: (0:q1:q2: q3) € Cpp, y5)(Q). Dann ist
bigi = bags = bsq

2
3

also by = by = b3, woraus wegen b babg = 1 sofort by = by = by = 1 folgt. Dies ist aber das Urbild von O.

||

Unser Ziel ist es jetzt zu sehen, dal C(y, p,,0,)(Q) fast immer leer ist.

LeEMMA 20. Definiert man
No = {(by,b2,b3) € N : by, by, b3 € Z quadratfrei, bibybs Quadrat,
plb1, plb2 = pler — ea,
plb1, plbs = pler — es,
plb2, plbs = ples — es},
so gilt fiir (by,babs) € N:
Cloy bobg) 70 = (b1, b2,b3) € Np.
Damit folgt
Bild(¢) C N.
Beweis: Sei by, by,bs € Z quadratfrei und (z0 : 21 : 22 : 23) € Chipops(Q), 20,21,22,23 € Z und
99T (20, 21, 22, 23) = 1. Dann ist bybabs Quadrat in Z.
e Gilt p|by, so folgt entweder p|bs oder pl|bs.
e Wir betrachten den Fall p|by, p|b2 und p }bs. Modulo p folgt
e125 = exzs = e3z3 + bzz mod p,
also auch z2(e; — ez) = 0 mod p.
Fall: zo = 0 mod p. Dann folgt z3 = 0 mod p. Wir betrachten jetzt die Gleichung
€128 + b127 = ezl + ba22 = e3zd + b3zl
modulo p? und erhalten
b12? = byz2 = 0 mod p?,
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was 21 = 2o = 0 mod p liefert, einen Widerspruch zu ggT (2o, 21, 22, 23) = 1.
Also kann dieser Fall nicht eintreten und es bleibt nur noch ple; — ey iibrig.
e Analog gehen die anderen Fille. Also gilt:

plbi, by = pler — es,
plb1, b3 = ple; — es,
plb2, b3 = ples — es,

was wir zeigen wollten. B

Nun ist aber Ny endlich, womit schlieflich der schwache Satz von Mordell-Weil bewiesen ist.

FOLGERUNG 24 (Schwacher Satz von Mordell-Weil). Fiir eine elliptische Kurve E diber Q ist E(Q)/2E(Q)
endlich.

Hiermit ist dann auch der Satz von Mordell-Weil (zumindest unter unseren Voraussetzungen) bewiesen,
den wir nochmals angeben unter Verwendung des Hauptsatzes {iber endlich erzeugte abelsche Gruppen:

SATz 69 (Mordell-Weil). Ist E eine diber Q definierte elliptische Kurve, so ist E(Q) endlich erzeugt, d.h.

EQ) ~E(Q)tor®Z".
Dabei ist E(Q)tor endlich. v heifit der Rang der elliptischen Kurve.

Beispiel: Wir betrachten wieder y? = 23 — 252.
1. Bei Wahl von e; = 0,e5 = 5,e3 = —5 ist die Abbildung ¢ : E(Q) — Q*/Q*? x Q*/Q*? x
Q*/Q*? durch
¢((a:,y) = (Ea 1‘——5,$—+5)
gegeben. Man beachte, dal Bild(¢) eine Untergruppe ist.
2. Wir hatten bereits gesehen:

{(17 1a 1)7 (_17 _57 5)5 (57 25 10)7 (_57 _105 2)5 (_17 _17 1)7 (15 55 5)7 (_57 _27 10)} g Blld(¢)
Als Untergruppe gilt dann auch noch (5,10, 2) € Bild(¢), also
8|#Bild(p).
3. Was kann man iiber die Vorzeichen der b;’s mit (by,bs,b3) € Bild(¢) sagen? Wegen ¢((x,y)) =
(x,z — 5,2+ 5) gibt es nur zwei Moglichkeiten:
(+a+a+) oder (_7_7+)'
4. Nun ist e; —ey = =5, e;1 —e3 =5, es — e3 = 10, woraus sich fiir Ny ergibt:
No = {(bi,b2,b3) € N : (|bu], |ba], [ba]) =
(1,1,1),(1,2,2),(1,5,5),(1,10,10), (5,1,5), (5,2, 10), (5,5,1), (5, 10,2) }.
5. Unter Beachtung der moglichen Vorzeichen erhélt man damit, dafl das Bild von ¢ in folgender
Gruppe liegt:
Ni = {(£1,%1,1),(£1,42,2), (£1,+5,5), (£1,+10,10),
(£5,41,5), (£5, £2, 10), (£5, £5, 1), (£5, £10,2)}.
6. Da Bild(¢) eine Gruppe ist, bleiben nur zwei Moglichkeiten: # Bild(¢) € {8,16}. Wir betrachten
zum Beispiel
Cli,2,2) = {52 — 21 + 225 = 0 und 52§ + 27 — 225 = 0}.
Wir nehmen an: (20 : 21 @ 22 : 23) € C(1,22)(Q) mit z; € Z und ggT (20, 21,22,23) = 1. Nun
folgt modulo 5 sofort zf = 22%, also z; = 29 = 0 mod 5 und damit nacheinander zy = 0 mod 5
und z3 = 0 mod 5, was schlie3lich einen Widerspruch liefert. Also ist C(;22)(Q) = ¢ und damit
(1,2.2) ¢ Bild(¢).
7. Bild(¢) hat also 8 Elemente, ndmlich:

(17 1a 1)7 (_17 _57 5)5 (57 25 10)7 (_57 _105 2)5 (_17 _17 1)7 (15 57 5)7 (_57 _25 10)7 (57 107 2)
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8. Wegen
EQ) ~EQ)®Z =Z/20Z/20Z"
ist also nun
(Z/2)* =~ E(Q)/2E(Q) = (Z/2)* & (2/2)",
also der Rang r = 1.
9. Wie erhélt man daraus ein Erzeugendensystem fiir E(Q)? Wé&hlt man
R, =0,Ry;,=(1:0:0),R3=(1:5:0),R4=(1:-5:0),Rs =(1:—-4:6),
Rs =Rz + R5 =(8:50:75),R; = Rs + Rs = (27 : —15: —100), Rs = R4 + R5 = (1 : 45 : —300),
so sind die R;’s Représentanten von E(Q)/2E(Q).
10. Es gilt nun
c1 = 19451, ¢y =2.5%.61-607, cgr =300,
sodafl gilt
Veicacr < 2.0128 10",
also enthalt
U={PcEQ): H(P)<20128-10'%}

ein Erzeugendensystem von E(Q). Das ist aber zum Ausprobieren zu grofi.
11. Es wird wohl gelten:
E(Q) = Z(0,0) + Z(5,0) + Z(—4, 6).

Bemerkungen:

1. Der Satz von Mordell-Weil besagt fiir eine iiber Q definierte elliptische Kurve E, dal E(Q) eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen
erhélt man also eine Zerlegung

E(Q) ~E(Q)ir ®Z".

r heifit der Rang der elliptischen Kurve E.
2. Lingere Zeit vermutet, von Mazur 1977 bewiesen wurde folgende Aussage, deren Beweis die Vor-
lesung weit iibersteigen wiirde: E(Q)¢o ist eine der folgenden Gruppen:

Z/n firl<n <10 odern =12,
Z/2xZ/2n firl <n<d4.
3. Wie grofl der Rang r werden kann, ist nicht bekannt. Die Kurve
y? = 2* — 101596938352z + 12361366202306320
hat Rang > 12. Die Kurve
y® + 357573631y = x> + 25970552 — 5490822 — 19608054

hat Rang > 14.

4. TIst der Rang grof}, so hat E also viele rationale Punkte, sollte also auch viele Punkte modulo p
haben. Dies haben Birch und Swinnerton-Dyer untersucht. Eine ihrer Vermutungen 148t sich so
formulieren:

Sei f(P) = Hpgp%. Dann gibt es Konstanten €y und Cy mit

Ci(In P)" < f(P) < Cy(In P)".

Dabei ist r der Rang. Bei der Betrachtung elliptischer Kurven {iber endlichen Ké&rpern treten
gewissen Faktoren auf:

0,(s) :

= 1— app—s _|_pl—23

mit a, =p+ 1 — #E(F)).

Es gilt




100

10. ELLIPTISCHE KURVEN UBER. Q

Definiert man

1
Lg(s) = - o
1;[ 1— app s _|_pl 2s

so sollte gelten Lg(1) = 0 falls » > 0 und Lg(1) # 0, falls r = 0. Durch die Formel fiir Lg(s)
ist die Funktion noch nicht sinnvoll definiert. Als Dirichletreihe ist sie definiert fiir Re(s) > 2. Es
wird vermutet, da3 Lg sich analytisch auf ganz C fortsetzen 148t und dal Ly eine Nullstelle der
Ordnung r fiir s = 1 hat. Diese Vermutungen gehen auf Birch und Swinnerton-Dyer zuriick und
sind bis jetzt noch nicht allgemein bewiesen.

5. Es gibt keinen allgemeinen Algorithmus um E(Q) bzw. den Rang oder ein Erzeugendensystem zu
bestimmen. Das liegt hauptséchlich daran, dafl man nicht allgemein testen kann, ob

Clby,b2.02)(Q)
leer ist oder nicht.
6. Fiir die Arithmetik elliptischer Kurven iiber Q gibt es APECS.



ANHANG A

Additionstheoreme fiir elliptische Kurven

In H. Lange, W. Ruppert, Addition Laws on Elliptic Curves in Arbitrary Characteristics, J. Algebra 107,
106-116 sind fiir allgemeine elliptische Kurven

y2 +ai1zy +azy = 3 + asx® + agz + ag
Additionstheoreme angegeben in der Form
(o w1 :m2) + (Yo : y1 1 y2) = (zio : 21 : 2i2)-

Dabei ist allerdings ein Fehler in der Formel z3; passiert. Die richtigen Formeln ergeben sich aus:

b2:=al1"2+a2;

b3:=al*a2-3*a3;

b4 :=al*a3+a4;

bb5:=al*ad-a2*a3;

b6:=a3"2+3*ab;
b7:=3%al*a6-a3*a4;
b8:=a2*b6-ad*b4+ab*b2;
b9:=al1*b8-a3%*b6;

b10:=(a2+b2) *b8-a3"2*b4-2*ad*b6;
b12:=b4*b8-b6"2;

S0:=x0"2; S2:=x0%x1; S3:=x0%x2; S4:=x1"2; Sb5:=x1%x2; S6:=x2"2;
TO:=y072; T2:=y0*yl; T3:=y0*y2; T4d:=y172; Th:=ylxy2; T6:=y272;
for i from 0 to 6 do

for j from 0 to 6 do

P.i.j:=S.ixT.j;

Q.i.j:=P.i.j-P.j.i;

R.i.j:=P.i.j+P.j.1i;

od;od;

# Z(1)

z10:=a4*xQ02-a3*xQ03+a2*Q04-a1*Q05-Q06+3*Q24 ;
z11:=-3*%a6*Q02-a4*Q04+a3*xQ05-2*a3*x(Q23-a2*Q24-Q26+al1*xQ34+2*Q35;
z12:=b7*Q02+b6*Q03+b5*Q04+a4*Q05+2*xb4d*xQ23+b3*Q24+2*xa2*Q25-b2*xQ34
-2*%al1*xQ35-Q36+3*Q45;

# 72(2)

z20:=b6*Q02+b4*Q04+a3*xQ05+b2%x(24+2*al*xQ25+Q26+a1x(34+2%Q35;
z21:=-b8*Q02-b6*Q04-b4*(24-a3*(34+a1*xQ45+0Q46;
z22:=b9*Q02+b8*(03+b7*Q04+3*a6*005+2*¥b6*(23+b5*(24+2*%ad*Q25-b4*(34
-2%a3*(Q35+a2*Q45+Q56;

# 2(3)

z30:=a3%b6*xR00+3* (al*a3~2+al*xab+a3*ad)*R02+3* (a3~ 2+2%a6) *R03
+(al*xb4+a2*a3) * (R04+2xR22) +2*xb4d* (RO5+2%R23) +a3* (R06+2*R33)
+(al"3+3*al*xa2+3*a3)*R24+(al”2+2*a2) * (2*xR25+R34) +al* (R26+2*xR35)
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102 A. ADDITIONSTHEOREME FUR ELLIPTISCHE KURVEN

+3*xal1*R44+2*¥R36+6*R45;

z31:=-a3*b8*R00- (b9+3*a3* (ab+b6) ) *R02-2xb8*R03- (3*al*ab+al3*b4d) *x (R04+2%R22)
-(a3"2+6%*a6) * (RO5+2xR23) - (3*al*ad+a3*b2) *R24-2*ad* (2xR25+R34)

+a3* (R26+2%R35) ~al*a2*xR44+(al1~2-2*a2) *R45+al1*R46+2%al*R55+2*R56;
z32:=b12*R00+b10*R02+b9*R03+(2*xb8+ab*b2-a2*b6) * (R04+2*R22)

+b7* (R05+2%R23) + (al~2*xad-2*a2*b4+3*b6+9*ab) *R24+b5* (2¥R25+R34)
-(a272-3*a4)*R44+a3*R36+ (al*a2-3*a3) *R45+al1*R56+R66;

Erlduterung: Wir beginnen mit
y2 +arzy +azy = z° + a2m2 + a4 + ag.-

Dies 1483t sich auch schreiben

1 1 1 1 1
(y + ST + §a3)2 =2+ (az + Za%)ﬁ + (a4 + §a103)93 + (ag + Zag)-

Wir setzen jetzt
1 1 1
A=as+ Za%, B=aqa4+ §a1a3, C=ag+ Zag.
Wir benutzen die Transformationsformeln

1 1
Xo=z9, Xi=z1, Xp= 503300 + 5012101 + 2

1 1
Yo=wo, Yi=uy1, Yo=casyo+ oy +ue

2 2
Dann berechnen wir die Additionsformeln Z;y, Z;1, Z;» fiir i = 1,2, 3 und transformieren mit
. - . 1 1
Zio = Zio, Za = Zn, Zip = _§a3Zi0 - ialzil + Zio

wieder zuriick.

Fast immer gilt 2;; = z;;, wo 2;; die in der Arbeit angebene Formel ist. Nur fiir ¢ = 3, j = 1 ist ein Fehler
passiert. Hier ist
Z31 = 231 + ara3(zoy; + T1Yg + 4ToT1y0y1)
a1a3(x3yi + 21y + dxomiyoyr) = a1a3(SoTy + SiTp + 45:Ts) =
= a103(Poy + Pyo + 4Ps) =
= alag(R(M + 2R29)
Angegeben ist
z31 = -+ — (a1bg + azby)(Ros + 2R22) + .. .,

richtig ist aber
Z31 = — (3&1&6 + a3b4)(R04 + 2R22) +...



ANHANG B

Der Algorithmus von Vélu

SATZ 70. Sei E eine elliptische Kurve mit der Gleichung y*> = 3 + ax +b und U C E eine Untergruppe
mit n. Elementen. Definiert man firi =1,2,3

pi = Z u'
(u,v)€U\{(0:0:1)}

und
A=—(5n—6)a — 15py und B = —(14n — 15)b — 21ap, — 35ps,

so hat E/U die Gleichung y? = z° + Az + B.
Beispiel: Wir betrachten E mit der Gleichung 3> = 2® +  + 2 iiber Q. Man rechnet nach, daf
U= {07 (17 2)7 (17 _2)7 (_17 0)}

eine Untergruppe ist. Hier ist also n = 4,a = 1,b = 2,p; = 1,p2 = 3,p3 = 1, woraus sich sofort
A=-14—45=—-59 und B = —82 — 21 — 35 = —138 ergibt, d.h. y? = 2® — 59z — 138 ist eine Gleichung
fir E/U.
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ANHANG C

Bemerkungen zu Torsionspunkten elliptischer Kurven iiber Q

1. y? = 2® — 24300 — Torsion iiber Q und iiber F,
Wir betrachten die iiber Q definierte elliptische Kurve
E:y?=2%-2%.3°.5% =23 — 24300.
Die Kurve FE ist nichtsingulir modulo p fiir p > 7, also gilt
E(Q)7orsion = E(F,).
Durch Abzéhlen findet man schnell #E(F7) = 3, also hat man
E(Q)Torsion ~ 0 oder Z/3Z.

(Durch weiteres Probieren findet man fiir alle p mit 7 < p < 47 die Aussage #E(F,) = 0 mod 37 Gilt
dies fiir alle p > 7 Warum?) Ist also E(Q)7orsion nichttrivial, so kann es nur 3-Teilungspunkte geben. Ist
nun (z,y) € E(Q), so gilt

_ 2% +23328002% + 283435200002 — 918330048000000

Wiire (z,y) ein 3-Teilungspunkt, so miifite z Nullstelle von 9z%(z* —97200)% = 92%(2* — 24 -3° - 52)? sein,
also z = 0; es gibt aber keinen rationalen Punkt mit = 0. Daher ist 3 - (z,y) # 0 und damit

E(Q)Torsion =0.

Wir wollen jetzt die 3-Torsion in E(F,) untersuchen. Sei p > 7 eine Primzahl; die Kurve E ist dann
nichtsingulér iiber F,,. Ein nichttrivialer 3-Teilungspunkt existiert in F(F,) genau dann, wennes z,y € F,
gibt mit

y? =2 —22.3°.5% und z(2® — 2% -3°-5%) = 0.
1. Fall: p = 1 mod 3: Mit dem Gauflschen quadratischen Reziprozititsgesetz folgt fiir das Legendre-
Symbol

-3 P
—_— )= (=) = 1

) =E=1
d.h. =3 ist Quadrat modulo p, also gibt es a € F), mit a> = —3. Dann ist (0,2-3%-a-5) ein nichttrivialer
3-Teilungspunkt in E(F,).

2. Fall: p = —1 mod 3: Dann teilt 3 nicht p — 1 = #F, also ist z — 2> ein injektiver und damit auch
surjektiver Gruppenautomorphismus von FX. Deswegen gibt es ein b € F, mit b* = 2 - 3 - 5. Nun ist

b —21.35 .52 =21.35.5% —21.35.52 =22.36.52 = (2.3%.5)2,
also ist (b,2- 3% - 5) ein nichttrivialer 3-Teilungspunkt in E(F,).

Damit erhalten wir also fiir alle Primzahlen p > 7:

3|#E(F,).
Die Kurve F liefert also ein Beispiel einer Kurve mit

#E(Q)Torsion < 99T (#E(F,) : E ist nichtsingulidr modulo p).
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2. Torsionpunkte auf y2 =23 +az? + bz +¢

SATZ T1. Ist y? = 2° + ax® + bx + c eine elliptische Kurve iiber Q mit a,b,c € Z und P = (z,y) ein tber
Q definierter Torsionspunkt mity # 0, so gilt

v’ D, wo D = —4a’c+ a’b® + 18abc — 4% — 27¢?
die Diskriminante (des kubischen Polynoms) ist.

Beweis: Ist P = (z,y) und 2P = (z2,y2) # O, so gilt

Z
T2 = o
mit,
Z = z*—2bz? —8cx — dac + V*
N = z¥4a2®>+br+c=y>

Setzt man jetzt g = usz® + usx? + w1z + ug und h = vox? + v1 & + vo mit unbestimmten Koeffizienten an
und versucht die Koeffizienten so zu bestimmen, dal Ng + Zh konstant ist, so findet man

g = 32°—ax® — 5bx + 2ab — 27c
h = 32° —2ax+a®>—4b
und die Beziehung
Ng+ Zh=D.
Division durch N = y?2 liefert
D
)

Ist nun P ein Torsionspunkt, so auch 2P. Wir wissen bereits, dal dann z,y, z2, y> ganze Zahlen sind,
also gilt auch z, x2, g(z), h(z) € Z. Damit folgt y% € Z, also

y?|D,

was wir zeigen wollten. B
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Diophantische Geometrie
Rationale Punkte auf algebraischen Kurven

Ein Grundproblem der Zahlentheorie ist das Lésen diophantischer Gleichungen; behandelt man diese
Fragestellung mit geometrischen Methoden, so betreibt man Diophantische Geometrie. In der Vorlesung
soll es um rationale Losungen von Gleichungen der Form f(z,y) = 0 gehen, wo f ein Polynom mit
rationalen Koeffizienten ist. Betrachtet man f(z,y) = 0 geometrisch, so erhilt man eine algebraische
Kurve C. Unsere Ausgangsfrage {ibersetzt sich dann in die Frage nach den rationalen Punkten auf der
Kurve C. Einer algebraischen Kurve 1afit sich nun (auf verschiedene Weisen) eine ganze Zahl g > 0, das
sogenannte Geschlecht von C zuordnen. (Ist f(z,y) vom Grad d und f(z,y) = 0 ohne Singularitéten, so

ist g = W.) In Abhingigkeit vom Geschlecht g einer Kurve C' hat man folgende Aussagen iiber
rationale Punkte auf C:

Hat eine Kurve C' vom Geschlecht 0 einen rationalen Punkt, so gleich unendlich viele, die sich durch
rationale Funktionen z = «(t) und y = ((t) parametrisieren lassen. Z.B. erhiilt man alle rationalen
t2—4t—1 2t +2¢—2

t2+1 t2+1

Hat eine Kurve C vom Geschlecht 1 einen rationalen Punkt, so 148t sich geometrisch eine Verkniipfung
definieren, wodurch die Menge der rationalen Punkte auf C eine abelsche Gruppe wird. (Man spricht von
einer elliptischen Kurve.) Mordell hat 1922 gezeigt, dafl diese Gruppe endlich erzeugt ist. Z.B. bilden die
rationalen Punkte auf 2® + y* = 19 eine zu Z x Z isomorphe Gruppe, die Verkniipfung entsteht durch

Sekanten- und Tangentenbildung.

Losungen von z2 + y? = 5 durch die Parametrisierung = = und y =

Mordell hat 1922 vermutet, dafl jede Kurve vom Geschlecht g > 2 nur endlich viele rationale Punkte
besitzt. Den ersten Beweis dafiir gab Faltings 1983; ein elementarer Beweis stammt von Bombieri aus
dem Jahr 1990, der in der Vorlesung behandelt werden soll.

Die 4-stiindige Vorlesung will in den Problemkreis der Diophantischen Geometrie an Hand der Frage
nach rationalen Punkten auf algebraischen Kurven einfiihren. Es ist eine Spezialvorlesung aus dem Be-
reich Zahlentheorie/Algebraische Geometrie. Hérer sollten Kenntnisse der Algebra und Funktionentheorie
besitzen. Im Vorgehen wird sich die Vorlesung den Vorkenntnissen der Hoérer anpassen und gegebenenfalls
bendtigte weitere Hilfsmittel bereitstellen.

Zeit und Ort: Di, Do 810, Ubungsraum 3
Beginn: 2. November 1995
Nummer im Vorlesungsverzeichnis:

gez. W. Ruppert
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