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KAPITEL 1

Kommutative Ringe

Die Grundobjekte der kommutativen Algebra bilden die kommutativen Ringe.

Definition: Ein Ring besteht aus einer Menge R, zwei Operationen + : R X R — R (Addition), - :
R x R — R (Multiplikation), einer Null 0 € R und einer Eins 1 € R, so daf} gilt:
e Addition: (R, +,0) ist eine abelsche Gruppe, d.h. explizit
— Assoziativitit: a+ (b+¢) = (a+b) + ¢
— Nul:0+a=a+0=0
— Negatives: Zu jedem a € R gibt es ein wohlbestimmtes Element —a € R mit der Eigenschaft
a+ (—a) =0.
— Kommutativitdt: a +b=b+a
e Multiplikation: assoziativ mit Eins, explizit:
— Assoziativitit: a(bc) = (ab)c
— Eins:1-a=a-1=a
e Addition und Multiplikation
— Distributivitét: a(b+ ¢) = ab+ ac und (a + b)c = ac + be
Der Ring heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist, d.h. ab = ba fiir alle a,b € R.

Bemerkungen:

1. Es gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B. 0a = 0 (¢ = 1la = (0 + 1)a = 0a + la = O0a + a, also
0a = 0), (—a)b = —(ab), (—a)(—b) = ab.
2. Fiir uns hat ein Ring immer eine 1.

Es ist wichtig, eine Sammlung von Beispielen fiir Ringe zu haben.
Beispiel: Die ganzen Zahlen Z sind das grundlegende Beispiel eines kommutativen Rings.
Beispiel: Korper sind insbesondere kommutative Ringe. Z.B. Q, R, C.

Beispiel: Der triviale Ring R = {0} besteht nur aus einem Element mit den offensichtlichen Operationen.
Hier ist 0 = 1. Nur in diesem Fall ist 1 = 0.

Ist S ein Ring und R C S eine Teilmenge, die abgeschlossen ist bzgl. Addition und Multiplikation mit
0,1 € R, so ist natiirlich auch R ein Ring: ein Unterring oder Teilring von S.

Beispiel: Sei d € Z und R = {z 4+ yv/d € C : z,y € Z}. Man rechnet schnell nach, da R ein Teilring
von C ist. Ringe dieser Bauart spielen in der Zahlentheorie eine grofle Rolle.

Sei S ein Ring und R; C S,i € I eine Menge von Teilringen. Dann ist natiirlich auch N;e; R; ein Teilring
von S.

Sind jetzt R C S Ringe und ist M C S eine Teilmenge von S, so bezeichne R[M] den kleinsten Teilring
von S, der R und M enthilt. Offensichtlich ist

RIM]=n{R' CS:R Ring, M CR',RC R'}.

Beispiele:
1. Sei d € Z. Dann ist Z[V/d] = {z + yvVd € C : z,y € Z}. Weshalb?
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6 1. KOMMUTATIVE RINGE

2. Was ist Z[1](C Q)? Es gilt:

Z[%]z{%GQ:aEZ,nZO}.

3. Sei R ein Ring mit Z C R C Q. Dann gibt es eine Menge von Primzahlen {p; : i € I} mit
1
R=Z[— :i€].
pi
Beweis als Ubung.
4. Allgemein gilt
R[M] = { Z Til...inmil m:{‘ tTiy i, ER, M, . ,my € M}

i1,.0in

Polynomring iiber R: Sei R ein Ring. Der Polynomring R[z] in einer Unbestimmten z iiber R besteht
dann aus den formalen Ausdriicken

> ai',

=0

mit a; € R, n > 0. Wichtig ist: Y a;x; = Y bjz; genau dann, wenn fiir alle i > 0 gilt a; = b;. Addition
und Multiplikation werden wie folgt erklirt:

(Z a;x’) + (Z bix') = Z(ai + b))z, (Z a;x’) - (Z bix') = Z(Z ajb;_j)z'.
i>0 j=0
Damit wird R[z] wieder ein kommutativer Ring.
Durch Adjunktion weiterer Unbestimmter erhélt man allgemein Polynomringe iiber R: R[z1,...,zp].
Dies geht noch allgemeiner: R[x; : i € I].
Beispiel: Sind A und B Ringe, so wird A & B ein Ring durch die Vorschriften
(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + az,b1 +b2), (a1,b1) - (a2,b2) = (a1a2,b1b>).

Ist A;,i € I eine Familie von Ringen, so ist auch das Produkt [
und 0 = (0)ier, 1 = (1)ier- ]

ser Ai ein Ring. Die Elemente sind (a;)ier

Beispiel: Sei M eine Menge, R ein Ring und F(M, R) die Menge aller Funktionen von M in R. Dann
wird dies ein Ring durch die Vorschrift

(f +9)(m) = f(m) + g(m), (f-g)(m) = f(m)g(m).

0 und 1 werden durch die konstanten Funktionen 0 und 1 gegeben. Durch Auswahl spezieller Funktionen
erhilt man manchmal Unterringe.

Beispiele:

1. Die Menge C(R) aller stetigen Funktionen von R in R bilden einen Ring. Die Teilmenge Co(R)
aller stetigen Funktionen auf R mit kompaktem Triger bilden allerdings keinen Ring, da die Eins
fehlt.

2. Sei U C C eine offene Teilmenge von C. Die holomorphen Funktionen auf U bilden dann einen

Ring O(U).
Das wichtigste Beispiel eines nichtkommutativen Ringes bilden die Matrizenringe:

Matrizenringe: Sei R ein kommutativer Ring und n € N. Die n x n-Matrizen mit Eintrigen aus R
bilden dann einen Ring M, (R). Fiir n > 2 (und 0 # 1) ist dieser nicht kommutativ.

Wir wollen noch ein weiteres wichtiges Beispiel kennenlernen:



1. KOMMUTATIVE RINGE 7

Formale Potenzreihen: Sei R ein kommutativer Ring. Wir betrachten dann die formalen Potenzreihen
mit der Unbestimmten x
D aia’
a;r

i>0
wo a; € R. Die Menge aller dieser Ausdriicke bezeichnen wir mit R[[z]]. Wieder sind zwei Potenzreihen
per definitionen genau dann gleich, wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen. Addition und Multiplikation
werden wie folgt definiert

Z aiz’ + Z bix' = Z(ai + b))z, Z a;xt - Z biz' = Z(Z ajbi_j)z".
7j=0

Man rechnet leicht nach, daf§ damit R[[z]] ein kommutativer Ring wird. Man hat die Inklusionen R C
R[z] C RI[x]].

In analoger Weise kann man auch den Ring der formalen Potenzreihen R[[z1,...,zy]] in n Unbestimmten
T1,...,T, definieren.

Beispiel: Wir rechnen in R[[z]] mit
a:in:1+x+x2+x3+....

i>0

(l—x)in:in—ij =1.

i>0 i>0 i>1

Es gilt

Einheiten: Ein Element a € R eines Ringes R heifit Einheit, falls es ein b € R gibt mit ab =ba = 1. In
diesem Fall ist b durch a eindeutig bestimmt. (Ist ab = ba = 1 und ab’ = b'a = 1, so gilt b = bab’ = V'.)
Man schreibt b = a~'. Die Einheiten eines Ringes bilden beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die
mit R* oder R* bezeichnet wird.

Wir wollen wieder ein paar Beispiele betrachten.

Beispiele:
1. Fiir die ganzen Zahlen ist Z* = {£1}.
2. Fiir einen Korper k ist k* =k \ {0}.
3. Sei jetzt d € Z keine Quadratzahl, d.h. vd ¢ Q. Wir wollen die Einheiten von Z[\/E] bestimmen.
Behauptung: © + yv/d ist genau dann Einheit, wenn 22 — dy? = +1 ist.
Beweis: Tst x + yv/d Einheit, so gibt es u + vv/d mit (z 4+ yvd)(u +vVd) =1, d.h.

(zu + yod) + (zv + yu)Vd = 1.

Dann ist zv + yu = 0 (sonst wire vVd € Q!) und zu + yvd = 1. Da z und y teilerfremd sind, gibt
es ein m € Z mit u = mx,v = —my. Einsetzen liefert m(z? — y?d) = 1, also 2> — dy? = +1.
Gilt umgekehrt 2% — dy? = +1, so ist

(z +yVd)(z —yVd) = £1,

also z 4+ y/d eine Einheit.

Wir betrachten konkret ein paar Félle:

(a) d = —1: Die Gleichung z? + y?> = #+1 hat dann 4 Losungen, was die 4 Einheiten +1, 4
liefert, also Z[i]* = {1, +i}.

(b) d < —2: Die Gleichung z? + |d|y? = 1 hat dann nur die Losungen x = +1,y = 0, also
Z[Vd] = {£1}.

(c) d > 2. In diesem Fall mufl man Losungen der Pellschen Gleichung x* — dy? = +1 suchen.
Dies ist nicht trivial. Man kann zeigen, dafl es immer nicht triviale Losungen gibt. Wir geben
nur zwei Beispiele:

(d) Z[v2]* = {£(1£v2)" : n > 0}.

(e) Z[V61]* = {£(29718 + 3805\/61)" : n € Z}.



8 1. KOMMUTATIVE RINGE

4. Was ist Z[3]*? Wir wissen, wie die Elemente in Z[$] aussehen und wir setzen einfach an:

b
Qim gn = 1, also ab=2"""in Z.
Daraus sieht man sofort Z[$]* = {+2" : n € Z}.
5. Was ist R[[z]]*? Sei a = ag + a1x + asx® + ... gegeben. a ist genau dann Einheit, wenn es
b=bg+ bix + byx® + ... gibt mit
1 +0$+01‘2 +---=1= ab = agbo + (a0b1 +a1b0)ac+ (aobg +a161 +a2b0)x2 + ey
d.h. wenn wir by, by, b2, --- € R finden mit
aobp =1, agby + ar1by =0, ...,aobn+a1bn_1+---—|—anb0ZO,(’nZ1).

Behauptung: a € R[[z]]* <= ap € R*.
Beweis: Die eine Richtung ist klar. Sei jetzt umgekehrt ag Einheit in R. Dann kdnnen wir obiges
Gleichungssystem rekursiv nach by, by, b, ... auflosen, d.h. wir finden b mit ab=1. H

Sei R ein Ring. Ein Element a € R heif}t Nullteiler, falls a # 0 und ein b € R, b # 0 existiert mit ab = 0.
Beispiel: In R =7 x Z gilt (1,0) - (0,1) = 0.

Ein Integrititsring ist ein kommutativer Ring R mit 0 # 1 ohne Nullteiler, d.h. a # 0, b # 0 impliziert
ab # 0.

Ein Unterring eines Integritétsrings ist wieder ein Integritatsring. Unterringe von Kérpern sind Integritéts-
ringe. Wir werden spéter sehen, dal auch das Umgekehrte gilt, d.h. jeder Integritéitsring ist Unterring
eines Korpers.

SATZ. Ist R ein Integrititsring, so auch R[x] und R[[z]].

Beweis: Es geniigt die Aussage fiir R[[z]] zu zeigen. Sind a,b € R[[z]] mit a,b # 0, so kann man schreiben
a4 = amx™ + Q2™ 4 b= bpa™ 4 by 4

mit a,,, b, # 0. Dann ist aber a,,b,, # 0, also auch

ab = ambnmern + (ambn+1 + am+lbn)xm+n+1 + - 75 0.m

Sei R ein kommutativer Ring. Fiir ein Polynom f = ap + a1z + - - + a,2™ € R[z] mit a,, # 0 heifit n der
Grad von f: grad(f). Man setzt manchmal grad(0) = —oco. Damit gilt:
LEMMA. Fir die Gradfunktion gilt:

L. grad(f + g) < max(grad(f), grad(g)),

2. grad(fg) < grad(f) + grad(g).
3. Ist R Integrititsring, so gilt sogar: grad(fg) = grad(f) + grad(g).

Beweis: Wir betrachten nur die zweite Formel. Sei
f=ay+az+ - +anpz™, g=by+bix+--+bya"

mit a,,, b, # 0. Dann ist
fg = aObO + -+ ambnxm+n7
also grad(fg) < m + n. Ist R Integritéitsring, so ist anb, # 0, also grad(fg) =m +n. A

FOLGERUNG. Ist R Integrititsring, so gilt

Rlzy,...,z,]" = R*.
Beweis: Wir konnen dies induktiv nach der Anzahl der Unbestimmten beweisen. Also konnen wir uns
auf den Beweis von R* = R[z]* beschriinken. Sei f € R[z], f = ap + -+ - + amaz™ mit a,, # 0. Dann gilt:

f ist Einheit genau dann, wenn es ein g = by + - - - + b, z™ gibt mit b, # 0 und fg = 1. Da wir in einem
Integritétsring sind, ist dies gleichwertig mit m = n = 0 und agby = 1, woraus die Behauptung folgt. m

DafB diese Aussage i.a. nicht gelten muB, ist Inhalt einer Ubungsaufgabe.



KAPITEL 2

Homomorphismen und Ideale

Ein Homomorphismus zwischen zwei Ringen R und S ist eine Abbildung f : R — S mit f(a +b) =
fa) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) und f(1) = 1. (Dann ist auch f(0) = 0.) Ein Isomorphismus ist ein
Homomorphismus, zu dem es einen Homomorphismus g : S — R gibt mit fg = idg und gf = idg.

Beispiel: Eine Unterringbeziehung R C S 146t sich immer als Homomorphismus R — S deuten.

Beispiel: Ist R irgendein Ring, so gibt es einen kanonischen Ringhomomorphismus « : Z — R, der durch
a(l) = 1 bestimmt ist.

Beispiel: (Auswertungsabbildung) Ist M eine Menge, R ein Ring und m € M, so ist
F(M,R) = R, [+ f(m)

ein Ringhomomorphismus.

Beispiel: Die fundamentale Eigenschaft von Polynomen ist, dafl man einsetzen darf. Seien R und S
kommutative Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Sind by,...,b, € S so gibt es einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

&:R[xl,...,azn] — S,
der ¢ fortsetzt, d.h. ¢(r) = ¢~5(r) fiir r € R und qz(xl) =b; fiir i = 1,...,n. Explizit:

53 i) = 3 bl

Beispiel: Sind M und N zwei Mengen, R ein Ring und ¢ : M — N eine Abbildung, so liefert dies einen
Ringhomomorphismus

¢* : F(N,R) > F(M,R) : f— fo.

Bemerkungen: Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus.

1. Dann ist das Bild von f ein Unterring von S, denn: f(1) = 1, f(0) = 0, f(a) + f(b) = f(a +
b), f(ab) = f(@)f(b).

2. Es gilt f(R*) C S*, denn aus ab =1 folgt f(a)f(b) =1.

3. Die Menge {a € R : f(a) = 0} heifit der Kern von f: kern(f). Der Kern ist i.a. kein Unterring
von R, denn: 1 € kern(f) impliziert 1 = f(1) = 0, d.h. S ist der Nullring. Es gelten aber
die Eigenschaften: a,b € Kern(f) impliziert a + b € kern(f), a € kern(f), r € R impliziert
ra,ar € kern(f) und 0 € kern(f). So etwas nennt man ein Ideal. f ist genau dann injektiv, wenn
kern(f) = 0 ist. In diesem Fall nennt man f auch eine Einbettung: f: R — S.

4. Man sieht leicht: Ein Ringhomomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv
ist.

Definition: Eine Teilmenge I eines Rings R heifit Ideal, wenn gilt: 0 € I, a,b € I impliziert a +b € [
und a € I,r € R impliziert ra,ar € I. Ein Ideal ist also ein additive Untergruppe von R, die beziiglich
Multiplikation mit Ringelementen abgeschlossen ist: TR C I, RI C I.

Folgendes Beispiel zeigt, dafl Ideale in natiirlicher Weise auftreten:

Beispiel: Es seien folgende Polynome aus R[z, y] gegeben:
f=-2+4+y+2>+ay+9°, g=3-3x+y— 32>+ 32y +9°

9



10 2. HOMOMORPHISMEN UND IDEALE

Bestimme alle Losungen von f = g = 0, d.h. die Menge
X = {(a,b) € R?: f(a,b) = g(a,b) = 0}.
Wir wird man dies tun? Man wird die Gleichungen umformen, man wird f und g geeignet zu kombinieren
versuchen, so daf man etwas iiber die Losungen sagen kann. Sei
a={Af+ Bg: A, B Polynome}.
Dann ist dies ein Ideal in R[z,y] und jedes Element von a verschwindet auf X. Wir versuchen, einfache
Elemente in a zu konstruieren. Wir versuchen, y zu eliminieren, ganz naiv:

f = (—2+2°)+ 1 +2)y+9?
g = (3—32-32%) +(1+3z)y+y?
g=9—f = (5—3z—42%) + 2y
fi=2xf—ygy = (—4z+22%) + (52 462> —5)y

282" + 387% — 4327 — 40z + 25 =
= (42® + 2z — 5)(72% + 62 — 5)
Nun ist offensichtlich {fo = g1 =0} C {f = ¢ = 0} = X. Die Losungsmenge der Gleichungen fo = g; =0
lassen sich leicht bestimmen, da es sich um quadratische Gleichungen handelt:
-3+2V11 —6-3V11, ,—3-2V11 —6+3V11
{fo=91=0} = {( ; ) ( :
7 7 7 7
(—1 +21 1) (—1 -21 1)}
4 727 4 727
Durch Einsetzen sieht man schnell, daf diese Menge gleich X ist. Reell ergeben sich ungefihr die Punkte
{(0.52, —2.28), (—1.38,0.56), (0.90, 0.50), (—1.40, 0.50)}.

fo =2xf1 — (5 + 62 — 5)g

),

Nun folgt eine Serie von abstrakten Beispielen.
Beispiel: In jedem Ring R sind 0 = {0} und R (die trivialen) Ideale.

Beispiel: Sei K ein Korper und I ein Ideal in K mit I # 0. Wihle a € T mit a # 0. Ist z € K, so gilt
also * = (ra ')a € I, also R = I. D.h. ein Korper besitzt nur die trivialen Ideale 0 und K.

Ist f: K — R ein Ringhomomorphismus mit R # 0, so besteht wegen f(1) = 1 der Kern von f nur aus
0, d.h. f ist injektiv.

Wir wollen jetzt annehmen, da§ Ring immer kommutativer Ring bedeutet, sofern nichts anderes gesagt
wird.
Ist M = {a; : i € I} Teilmenge eines Ringes R, so sei

(a; :1€ M) = {Z ria; : 7 € M, bis auf endlich viele = 0}.
ieM
(a; 1 i € M) ist ein Ideal und heifit das von {a; : i € M} erzeugte Ideal. Ist M endlich, so schreibt man
(a1,.-.,an).

SATZ. FEin kommutativer Ring R # 0 ist genau dann ein Kérper, wenn er nur die trivialen Ideale 0 und
R besitzt.

Beweis: Sei R # 0 ein kommutativer Ring, der nur 0 und R als Ideale besitzt. Sei a € R, a # 0. Wir miissen
zeigen, daf a invertierbar ist. Wir betrachten das von a erzeugte Ideal (a). Nach unserer Voraussetzung
gilt (a) = R, insbesondere 1 € (a), d.h. es gibt ein b € R mit 1 = ba, d.h. a ist Einheit, was wir zeigen
wollten. B

Beispiel: Wir bestimmen die Ideale in Z. Sei I ein Ideal, I # 0. Ist n € I, so auch —n € I. Sei
d =min{n € T : n > 1}. Sei jetzt n € I. Nach dem euklidischen Algorithmus gibt es ein ¢ € Z und ein
reZmit0)<r<d-—1undn=qd+r. Wegen n,d € [ ist auch r € I, also nach minimaler Wahl von d
offensichtlich r = 0, d.h. n = ¢d. Damit ist I = (d).
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Ideale der Form (a) nennt man Hauptideale. Ein Integritéitsring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist, heif3t
Hauptidealring. Der Ring der ganzen Zahlen Z ist also ein Hauptidealring. Noch ein paar Bemerkungen
zu Hauptidealen in einem Integrititsring R:

e Es gilt (a) C (b) genau dann, wenn a € (b), was gleichwertig ist mit @ = ¢b mit einem ¢ € R, d.h.
bla.

e Es gilt (a) = (b) genau dann, wenn b = ua mit einem v € R*, d.h. a ~ b, a und b sind assoziiert.
Beweis: O.E. a # 0. Aus (a) = (b) folgt a = ¢b und b = da mit ¢,d € R, also a = cda, was
a(cd —1) = 0, also c¢d = 1 liefert, woraus der eine Teil der Behauptung folgt. Der andere Teil folgt
genauso einfach.

SATZ. Ist k ein Korper, so ist k[z] ein Hauptidealring.
Zum Beweis des Satzes erinnern wir zuvor etwas allgemeiner an die Polynomdivison:

LEMMA. Sei R ein kommutativer Ring, f,g € R[z], so daff der hichste Koeffizient von g eine Einheit
ist. Dann gibt es (eindeutig bestimmte) Polynome q,r € R[z] mit

f=qg+r und grad(r) < grad(g).
Beweis des Lemmas: Sei
f=amz™ +am1z™ ..., g=bur" + bz ...,

wo b, Einheit ist. Fzistenz: Wir machen Induktion nach grad(f). Ist grad(f) < grad(g), so setze ¢ = 0
und r = f. Wir kénnen jetzt annehmen, dal m = grad(f) > n = grad(g) ist. Betrachte

f:f_am'bgl'xmin'g-

< grad(f), nach Induktionsvoraussetzung gibt es also Polynome §,7 mit
qg + 7. Damit erhilt man:
f=

fHamby'z™ g = (amby'z™ " + G)g + 7,

Offensichtlich gilt grad(; )
grad(7) < grad(g) und f =

woraus alles folgt.
Eindeutigkeit: als Ubung. B

Beweis des Satzes: Sei a ein Ideal in k[z] und 0.E. a # 0. Wihle ein Polynom a # 0 minimalen Grades in
a. Ist dann f € a, so gibt es mit Polynomdivision Polynome ¢, r mit f = qa + r und grad(r) < grad(a).
Da auch r € a,ist r =0, also f € (a), d.h. a=(a). W

Beispiel: Der Ring Z[/—2] ist Hauptidealring, nicht jedoch der Ring Z[/=5] (Ubung). Die Hauptidea-
leigenschaft ist also nicht immer so offensichtlich.

Beispiel: Ist k ein Koérper, so ist (z,y) kein Hauptideal im Polynomring k[z,y], d.h. k[z,y] ist kein
Hauptidealring.
Beweis: Angenommen, es giibe ein Polynom f(z,y) mit (z,y) = (f(z,y)). Dann gibe es Polynome g und
h mit z = gf und y = hf. Fiir konnen nun die Gradfunktionen grad, und grad, benutzen:

0 = grady(z) = grady(g) + grad,(f), 0= grad,(y) = grad;(h) + grad,(f),

d.h. f muB} konstant sein. Dann wire aber (f) = k[z,y], wihrend (z,y) nur Polynome enthélt, die
x = 0,y = 0 eingesetzt, verschwinden. Also ist (z,y) kein Hauptideal. B

Beispiel: Ist k ein Korper, so hat jedes Ideal in R = k[[z]] die Gestalt (z™) mit n > 0 oder 0, insbesondere
ist R Hauptidealring.
Beweis: Sei f € k[[z]], f # 0. Dann 148t sich f schreiben

f=apz" + a2+ =2"an + appiz+...)

mit a, # 0. Nun ist aber a,, + ap+12 + ... eine Einheit. Sei jetzt I = (f; : ¢ € L) ein Ideal, o.E. f; # 0.
Jedes f; hat die Gestalt f; = u;z™ mit einer Einheit u; und n; > 0. Dann gilt aber offensichtlich

I=(fizi€L)=(z" :i€L)= (gminineiclh)
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woraus unsere Behauptung sofort folgt.

Beispiel: Sei X eine Menge, R ein Integritétsring und S ein Teilring von F(X,R). Ist ¥ C X eine
Teilmenge, so ist

IV)={feS:f(v¥)=0}
ein Ideal in S. Umgekehrt kann man die Nullstellenmengen von Funktionen betrachten: Ist F' C S eine
Menge von Funktionen, so sei

N(F)={z e X : f(z) =0fiir alle f € F} =NsecrN(f).

Sei jetzt R ein kommutativer Ring. Sind a und b Ideale, so auch anbund a4+ b ={a+b:a € a,b € b}.
Das Produkt von a und b wird definiert durch

ab=(ab:a€a,beb)={aby +---+ayb,:a; €a,b; € b,n >0}.

(TLa. ist ab # {ab : a € a,b € b}.) Man rechnet schnell folgende Eigenschaften nach: ab C a N b und
a(b+c) =ab + ac.

Obige Bildungen verallgemeinern sich sofort zu endlichen Summen und Produkten. Ist a;,i € I eine
Familie von Idealen, so ist auch N;cra; ein Ideal.

Bemerkungen: Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus.
1. TIst b ein Ideal in S, so ist f~!(b) ein Ideal in R.
2. Ist a Ideal in R, so mufl f(a) kein Ideal in S sein. Z.B. f : Z — Q bildet das Ideal (2) =
{0,£2,+4,...} in kein Ideal von Q ab.

LEMMA. Sei f: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gilt:

1. Ist a ein Ideal in R, so ist f(a) ein Ideal in S.

2. Fiir ein Ideal b in S gilt: f(f~1(b)) = b.

3. Fiir ein Ideal a in R gilt: f~*(f(a)) = a + kern(f). Gilt insbesondere kern(f) C a, so ist
fHf () =

4. Die Abbildung a — f(a) liefert eine Bijektion zwischen den Idealen von R, die kern(f) enthalten,
und den Idealen von S.

Beweis:
1. Dies folgt sofort aus der Tatsache, daB jedes s € S die Form f(r) mit r € R hat.
2. Natiirlich gilt f(f~!(b)) C b. Da aber f surjektiv ist, gilt sogar f(f~!(b)) = b.
3. Die Richtung D ist klar. Sei also € f~1(f(a)). Dann ist f(z) € f(a), d.h. es gibt a € a mit
f(z) = f(a). Also ist x — a € kern(f), also = € a + kern(f), was wir zeigen wollten.
4. Die Surjektivitit und Injektivitéit folgt sofort aus 2. und 3. ®

Faktorringe - Restklassenringe: Sei R ein kommutativer Ring und a ein Ideal in R. Wir definieren
eine Relation auf R durch

r=ymoda <<= zx—yEaun
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf R. Die Aquivalenzklassen haben die Form z + a = {z 4+ a : a € a}.
Wir schreiben auch 7 fiir die Klassen von z. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit R/a bezeichnet.
Wir wollen R/a 7u einem Ring machen. Dazu geniigt es zu zeigen, daf Addition und Multiplikation mit
der Aquivalenzrelation vertriglich sind.
e Seien £1 = y; mod a, d.h. ;1 = y; + a; mit a; € a und z2 = y; mod a, d.h. z2 = ys + as mit
as € a.
e Nun ist
(1 +22) — (y1 +y2) = a1 + a2 € a, d.h. 1 + 22 = y1 + y2 mod a.

e Weiter
T1T2 — Y1Y2 = a1y2 +azy; € a, d.h. z122 = Y12 mod a.
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Also ist die Addition und Multiplikation durch
Z+y=2z+yundZT-§=7y
wohldefiniert. Man sieht auch sofort, d.h. 0 das Nullelement und 1 das Einselement ist. Also ist R/a ein
kommutativer Ring.
Wir haben einen natiirlichen Ringhomomorphismus
f:R—= R/a,x—T,

der surjektiv ist und den Kern a hat. (Jedes Ideal tritt also als Kern eines Ringhomomorphismus auf.)
Fiir konnen jetzt viele neue Ringe konstruieren.

Beispiel: Die Ideale in Z haben die Form (n). Der Restklassenring 148t sich fiir n > 1 schreiben
Z/(n)={0,1,...,n— 1},
hat also n Elemente. Fiir n = 0 ist Z/(0) = Z.

Bemerkung: Fiir das praktische Rechnen ist es gut, wenn man ein geeignetes Reprisentantensystem fiir
die Restklassen hat, wie bei Z/(n).

Beispiel: Sei R ein Ring und f(z) ein normiertes Polynom vom Grad n. Wie rechnet man dann in dem
Ring § = R[z]/(f(x))?
e Ist a(z) € R[z], so gibt es eindeutig bestimmte b(z), c(x) mit
a(z) = b(z)f(z) + ¢(z) und grad(c) < n,
d.h. a(z) = ¢(z) mod (f(x)), in jeder Aquivalenzklasse liegt also ein Polynom vom Grad < n.
¢ Sind a(z),b(z) Polynome vom Grad < n mit a(z) = b(z) mod (f(x)), so gilt a(z) —b(x) € (f(z)),
also a(z) = b(z). D.h.

2 -1
{ap + a1z + asz” + - -+ + ap_12"

tag,...,Qp_1 ER}

ist ein Représentantensystem fiir R[z]/(f(x)).

e Wie rechnet man mit dem Reprisentantensystem? Die Addition ist klar. Um a(z) und b(z) zu
multiplizieren, teilt man a(z)b(z) durch f(z): a(z)b(z) = q(x)f(z) + ¢(z) mit grad(c) < n. Dann
ist ¢ = abmod f.

Beispiel: Sei k ein Koérper. Die Polynome aus k[zi,...,x,] kann man dann als Funktionen auf dem
Vektorraum k™ auffassen. Ist X eine Teilmenge von k", so ist

a={f€klry,...,zy): f(P)=0fiir alle P € X}

ein Ideal. Wann liefern zwei Polynome f, g € k[z1,...,z,] die gleiche Funktion auf X? Genau dann, wenn
f(P) = g(P) fiir alle P € X, d.h. f = g mod a. Also kénnen wir die Elemente aus k[z1,...,2,]/a als
Funktionen auf X auffassen.

Idealbeziehung: Sei a Ideal in R. Nach unserem Lemma iiber surjektive Ringhomomorphismen, ist klar,
daB die Ideale von R/a in Bijektion zu den Idealen von R stehen, die a enthalten. Insbesondere kommt
jedes Ideal von R/a von R her.

SATz (Homomorphiesatz). Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus und a ein Ideal in R mit a C
kern(f). Dann faktorisiert f in der Form

f:R— R/a—S.
Der Homomorphismus g : R/a — S hat den Kern kern(f)/a.

Beweis: Wir miissen definieren: g(a) = f(a). Dies ist wohldefiniert: @y = a3 liefert a; — a2 € a C kern(f),
also f(a1) = f(az). Dafl g ein Ringhomorphismus ist, ist dann klar. B
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FOLGERUNG. Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt
R/kern(f) = f(R),
ist insbesondere f surjektiv, so ist S ~ R/kern(f).
Beispiel: Sei d € Z kein Quadrat. Dann ist
Z(z]/(z? — d) ~ Z[Vd).

Beweis: Betrachte den Ringhomomorphismus ¢ : Z[z] — Z[v/d] mit ¢(x) = v/d, der offensichtlich surjektiv
ist. Wir bestimmen den Kern von ¢. Natiirlich ist 2 — d € kern(@). Sei jetzt f € Z[z], f € kern(¢). Wir
machen Polynomdivision durch 22 — d und erhalten

f(z) = (2* = d)g(z) + (az +)
mit a,b € Z und g(z) € Z[z]. Nun gilt:
0=¢(f(x)) = aVd+b,
alsoa =b=0, d.h. f € (2 —d), also kern(¢) = (z*
Z[z))(z? —d) ~ Z[Vd]m

—d). Nach dem Homomorphiesatz gilt dann

Beispiel: Sei R ein Ring und a € R. Dann sieht man wie eben, daf§ der Einsetzungshomomorphismus
¢ : R[z] - R,z — a einen Isomorphismus

Rlz]/(z —a) ~ R
induziert. Daraus folgt induktiv sofort:

Rlzy,...,z0)/(®mt1y .- Tn) = Rz, ..y T

Wir geben jetzt zwei sehr wichtige Definitionen, die spéter ausfiihrlich ertrtert werden:

Definition: Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal p heifit prim bzw. Primideal, wenn R/p ein Inte-
grititsring ist. Ein Ideal m heifft maximal, wenn R/m ein Korper ist.

Bemerkungen:
1. Jedes maximale Ideal ist prim.
2. Ein Ideal m ist genau dann maximal, wenn m # R und fiir jedes Ideal a mit m C a C R folgt
a =m oder a = R.
3. Jedes Ideal a # R ist in einem maximalen Ideal enthalten.
4. Ein Ideal p ist genau dann prim, wenn p # R und aus ab € p folgt a € p oder b € p.
5. Genau dann ist ein Ring Integrititsring, wenn 0 Primideal ist.

Beispiel: Sei k Korper und R = k[zy,...,z,]. Wegen R/(Zmi1,...,%n) = k[z1,..., 2] sind alle Ideale
(:Ul) g (:El,CUQ) g ...(:El,...,mn) g R

Primideale. Davon ist (z1, ..., zy) allein maximal.

Bemerkung: Seien a,b € Z. Das von a und b erzeugte Ideal ist ein Hauptideal, d.h. (a,b) = (d) mit
einer ganzen Zahl d. Es gilt dann (a) C (d), also d|a und analog d|b, also ist d ein gemeinsamer Teiler
von ¢ und b. Nun gibt es z,y € Z mit d = xza + yb. Ist e ein gemeinsamer Teiler von a und b, so teilt also
e auch d, d.h. d ist der groBite gemeinsame Teiler von a und b. Also

(a) + (b) = (a,b) = (997 (a,b))-
Analog zeigt man (a) N (b) = (kgV (a,b)). a und b sind genau dann teilerfremd, wenn (a) + (b) = Z ist.

Man definiert nun allgemein: Zwei Ideale a und b eines Ringes R heiflen teilerfremd, wenn a+ b = R gilt.
Damit kénnen wir den chinesischen Restsatz formulieren:

SATZ (Chinesischer Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring und ay, ..., a, paarweise teilerfremde Ideale.
Sind x1,...,x, € R, so gibt es ein x € R mit x = z; mod a; fir alle i.
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Beweis:

1. Behauptung: Es gibt a; € R mit der Eigenschaft a; = 1 mod a; und a; = 0 mod a; fiir 7 # 1.
Beweis: Fiir i # 1 sind a; und qa; teilerfremd, d.h. es gibt b; € a1, ¢; € a; mit b; + ¢; = 1. Setze
nun a; = C€3 . ..cC,. Dann ist a; = 0 mod a; fiir 7 # 1 und

a; =(1—by)...(1—0,) =1mod a;.

2. Genauso gibt es allgemein a; € R mit a; = 1 mod a; und a; = 0 mod a; fiir ¢ # j.
3. Setze jetzt

r=x101 +---+Tpan,.

Dann ist © = x; mod qa; fiir alle ¢, was zu zeigen war. B

Im ersten Beweisschritt haben wir gesehen: a; € as ... a,, also
1= (1—0,1)-}—&1 €a+as...ay,

d.h. die Ideale a; und as ... a, sind teilerfremd. Damit haben wir den ersten Teil des folgenden Lemmas
bewiesen:

LEMMA. Sind ay,...,a, paarweise teilerfremde Ideale, so gilt:

1. ay und as...a, teilerfremd.
2. alﬂ---ﬂanzal...an.

Beweis: Zunichst ist klar: a; ...a, C a;, also auch a; ...a, C a;N---Na,. Wir miissen also nur noch die
Umkehrung zeigen. Wir machen dies durch Induktion nach n:

n = 2:a; +as = R liefert a1 € a; und ay € az mit a; + a2 = 1. Ist jetzt © € ay Nasy, so ist = xay + Tas
und zay,zas € a;as, also x € ajas.

Sei jetzt n > 3. Nach dem ersten Teil des Lemmas gilt

ap ... .0, =01 -02...0, =01 N(A2...0,) = a3 NazN---Nay,

was wir zeigen wollten. B

FOLGERUNG. Sei R ein kommutativer Ring und aq,...,a, paarweise teilerfremde Ideale. Dann ist der
natirliche Ringhomomorphismus

f:R— ﬁR/ai =(R/ay) X --- x (R/ay)

surjektiv mit kern(f) = N a;, d.h. f induziert
R/[J e = R/ Ny ai ~ [ R/
i=1 =1

Beweis: Die Surjektivitit von f ist der chinesische Restsatz. Weiter gilt x € kern(f) < z € a1,...,x €
ap, <= x €a;N---Nay, woraus alles folgt. M

Beispiel: Die natiirliche Zahl n habe die Primfaktorzerlegung

n=p"...pr.
Dann gilt
Z/(n) ~Z[(p"") x -+ X Z/(p;™").
Daf die Teilerfremdheit beim chinesischen Restsatz wesentlich ist, zeigt das Beispiel Z/(p?) # Z/(p) x
Z/(p). Tn Z/(p*) ist p # 0, in Z/(p) x Z/(p) ist (p,P) = 0.

Beispiel:
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1. Was ist Q[z]/(2? — 1)? Wegen

lzé(x-l-l)—%(x—l)€(x+1)+(a:—1)

sind (z + 1) und (z — 1) teilerfremde Ideale in Q[z]. Also

Qlz]/(2* = 1) = Qlz]/(z +1) x Qlz]/(z — 1) ~ Q x Q,
wobei wir Q[z]/(z — a) ~ Q benutzt haben. Der Isomorphismus wird dabei durch die Abbildung
f@) = (f(-1), f(1)) induziert.
2. Was ist Z[z]/(z? — 1)? Hier sind (z — 1) und (z + 1) keine teilerfremden Ideale wegen
(x+1,z-1)=(2,z—1) und Z[z]/(z + 1,2 — 1) ~ Z/(2).
Die Abbildung ¢ : Z[z] — Z x Z, f + (f(1), f(=1)) hat den Kern (22 — 1), induziert also
Z[z]/(2* —=1) = Z x Z,

ist aber nicht surjektiv wegen f(1) = f(—1) mod 2. Das Bild ist {(a,b) € Z X Z : a = b mod 2}.

Anhang: Faktorielle Ringe

Ein Element o eines Ringes R heifit irreduzibel, wenn es keine Einheit ist und wenn aus a = be folgt, dafl
b oder c eine Einheit ist.

Ein Integritdtsring R heifit faktoriell, wenn sich jedes a # 0 modulo Einheiten eindeutig als Produkt
von irreduziblen Elementen schreiben 148t. Man kann dann ein Représentantensystem von irreduziblen
Elementen P wihlen, so daf} jedes a # 0 eine eindeutige Darstellung

a=u- H p”p(a)
peP

hat. Daraus folgt auch sofort: Ist p irreduzibel, so ist (p) ein Primideal.

Folgende Ergebnisse sind aus der Algebra-Vorlesung bekannt;:

1. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
2. Ist R faktoriell, so auch R[x].
3. Der Polynomring k[z1,...,z,] iiber einem Kérper & ist faktoriell.

Da#f sich faktoriell nicht auf Faktorringe vererbt, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel: Der Ring Z[z] ist faktoriell, das Ideal (z” + 5) ist prim. Der Ring Z[z]/(2* + 5) ~ Z[V/—5] ist
aber nicht faktoriell. (Ubung: 2-3 = (1 ++/-5)(1 — v/—5).)

Beispiel: Es gibt auch faktorielle Ringe R, so dafl R[[z]] nicht faktoriell ist.

LEMMA. Sei R faktoriell und p ein Primideal # 0. Dann gibt es ein irreduzibles Element p mit (p) C p.
D.h. die minimalen Primideale # 0 sind Hauptideale und werden von irreduziblen Elementen erzeugt.

Beweis: Wahle a = up; ...p, € p. Nach der Primidealeigenschaft gibt es ein p = p; mit p € p, woraus
die Behauptung folgt. Es ist sofort klar, daf} fiir zwei irreduzible Elemente pq,ps mit (p1) C (p2) sofort
(p1) = (p2) folgt. m
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Anhang: Noethersche Ringe

Ein kommutativer Ring R heif}t noethersch, falls jedes Ideal in R endlich erzeugt ist, d.h. die Gestalt
(f1,---, fn) mit endlich vielen f1,..., f, € R hat. Gleichwertig damit: Jede aufsteigende Folge von Idealen
ap CaxCaz C...

wird stationér, d.h. es gibt ein n mit a,, = a,41 = .... Oder: Jede nichtleere Menge von Idealen enthilt
ein maximales Element (bzgl. Inklusion).

Folgendes ist aus der Algebra-Vorlesung bekannt:

1. Korper und Hauptidealringe sind noethersch.

2. Ist R noethersch, so auch R[z].

3. Der Polynomring k[x1, ..., z,] iiber einem Korper & ist noethersch.
4. Ist R noethersch, so auch R/a fiir jedes Ideal a.

Beispiel: Der Ring Z[/—5] ~ Z[z]/(2® + 5) zeigt, daB ein noetherscher Ring nicht faktoriell sein muf.

Beispiel: Fiir einen Korper k ist R = k[z1, 22, 23, . . .| faktoriell, nicht jedoch noethersch. ((z1, 2, z3,...)
ist nicht endlich erzeugt.

LEMMA. In einem noetherschen Ring R ist jedes a € R,a # 0 Produkt von irreduziblen FElementen:
a= fife...fn mit f; irreduzibel.

Beweis: Sei M = {(a) : a # 0, a ist nicht Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen}. Angenom-
men, M ist nicht leer. Dann wihlen wir ein maximales Element in M: (a). Dies kann nicht irreduzibel
sein, also a = be und (a) C (b), (a) C (¢). Gleichheit kann nicht gelten. Also sind b und ¢ Produkt von
irreduziblen Elementen, mithin auch a: ein Widerspruch. B

SATz. Ist R noethersch, so auch R][z]].
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KAPITEL 3

Polynomideale — Grébner-Basen
In diesem Abschnitt sei k ein Kérper und R = k[z1, ..., z,] der Polynomring iiber k¥ in n Unbestimmten.

Nach dem Hilbertschen Basissatz sind alle Ideale endlich erzeugt, d.h. haben die Gestalt a = (fi,..., f.).

Probleme:

1. Seien fi,..., fr € R gegeben. Bestimme die Lisungen von

fi=r=f =0,

Wir haben bereits an einem Beispiel gesehen, dafl dazu die Betrachtung des Ideals a = (fy,..., f)
sinnvoll ist. Es erhebt sich die Frage: Gibt es einfache Polynome in a.

Sei jetzt a = (f1,..., fr)-

3. Kann man iiberpriifen, ob ein f € R in a liegt, d.h. obes g; ..., g, € R gibt mit

f=afi+ - +gfr

4. Damit in Zusammenhang steht die Frage: Kann man ein schénes Repriisentantensystem fiir R/a
finden.

5. Fiir n = 1 sind alle diese Fragen einfache zu beantworten, da wir den euklidischen Algorithmus,
d.h. Polynomdivision haben.

6. Gibt es eine gute Polynomdivision auch fiir mehrere Verdnderliche?

[\

Fiir das Monom z{*...xz% schreiben wir abkiirzend auch z®. Dabei ist a = (a1,...,ay). Wir nennen

auch a den Grad von z®. Um Polynome verniinftig vergleichen zu koénnen, wihlen wir eine Totalordnung
> auf der Menge der Monome {2}, die multiplikativ sein soll, d.h. 2 > z® impliziert 2%z¢ > 2°z°¢. Dies
entspricht einer Totalordung auf N™ mit der Eigenschaft: ¢ > b impliziert a + ¢ > b+ c.

Lexikographische Ordnung: 2% > z’ genau dann, wenn der erste Koeffizient # 0 in a — b positiv ist.
D.h. es gibt ein ¢ mit 1 <i < n und
a; =by,...,a;_1 =bj_q1,a; > b;.
Fiir zwei Variable z und y mit = > y heifit das z.B.
z” > aby% > 2%y > 2%y >0 > 1.

Natiirliche gibt es auch andere multiplikative Totalordnungen auf der Menge der Monome. (Vgl. die
Ubungen.)

Wir fixieren eine solche Ordnung auf den Monomen, wobei wir hier bei den Beispielen immer die lexiko-
graphische Ordnung gewihlt haben. Ist nun f € R mit f # 0, so kénnen wir schreiben

f=cz™ + - -+ cpx® mit 2% > - > ™.
Wir definieren L(f) = ¢;2%* als den Leitterm von f und grad(f) = a; als den Grad von f.

Wir wollen nun einen Divisionsalgorithmus konstruieren: Sind fi,...,f- € R und f € R gegeben, so
suchen wir ¢1,...,9,,h € R mit

f=agfi+ - +gfrt+h,
wo h moglichst klein sein soll, was auch immer das heifit.

19
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Beispiel: Wir wollen f = 2y?+2+1 durch f; = zy+1und fo = y+1 teilen. Wir legen die lexikographische
Ordnung zugrunde mit = > y. Zunéchst ist

L(f) =xy*, L(fi) ==y, L(f)=vy.
Wegen L(f1)|L(f), also L(f) = yL(f1), ziehen wir yf; ab:
f=yfi+0-fot+(x—y+1).
Der Rest hat L(z —y + 1) = z, was kein Vielfaches von L(f;) oder L(fz) ist. Sollen wir aufhéren?

In z — y + 1 kommt das Monom —y vor, das —y = —L(fs) erfiillt. Damit kénnen wir den Rest noch
kleiner machen:

f=yfi—fot(z+2).
Kein Monom in z + 2 ist durch L(f;) oder L(f2) teilbar. Wir horen auf.

Divisionsalgorithmus: Sei eine Liste F' = [fi, ..., f,] von Polynomene gegeben.
1. Setze
g=f, 9g1:=0,...,9.:=0, h:=0.
(Dann ist f = g1f1 + -+ grfr + h + g. Man versucht g auf die anderen Terme aufzuteilen.)
2. Such den minimalen Index i mit L(f;)|L(g).
(a) Gibt es kein i, so setze

h:=h+L(g), g:=g- L(g).
Gehe nach 3.
(b) Gibt es ein ¢, d.h. L(g) = qL(f;), so setze
g=9—afi, gi:=gi+aq
Dadurch wird g bzgl. der Ordnung der Monome kleiner. Gehe jetzt nach 3.
3. Ist g # 0 so gehe nach 2. Ist g = 0, so haben wir eine Zerlegung

f=ah+ -+agfr+h

Wir schreiben auch Rp(f) = g fiir den Rest. Aus dem Algorithmus folgt auerdem noch grad(g; f;) <
grad(f).

FOLGERUNG. Durch den beschriebenen Divisionsalgorithmus erreichen wir eine Darstellung
f=afi+ - +agfrt+h,
wo h =0 oder kein Monom aus h ist durch eines der L(f;) teilbar. Auferdem: grad(g;f;) < grad(f).

Bemerkung: Im Computeralgebrasystem MAPLE ist dieser Divisionsalgorithmus implementiert:

o with(grobner); ruft das entsprechende Packet auf.
e Die Funktion

normalf(f, [.fh RN fr]a ['Tla s ,l'n],ple.’E)
gibt dann den Divisionsrest an.

Beispiel: Wir nehmen unser erstes Beispiel, aber mit verschiedener Reihenfolge der f;:
fizy+l, fo=ay+l, f=ay’+z+l.
Zunichst ist also g = 2y + x4+ 1 und g1 = go = h = 0. Wegen L(f)|L(g) wird
g=g—wzyfr =—zy+z+1, g =uy.
Weiter ist L(g) = —zL(f1), also
g=9—(2)fi=22+1, g =g+ (-2)=2y—2.
Da jetzt kein Monom von g durch L(f1) oder L(f5) teilbar ist, sind wir fertig:
f=(y—-2)fi+0-fr+ 2z +1).

Ein Vergleich mit unserer ersten Rechnung zeigt, dafl die Reihenfolge der f;’s eine Rolle spielt. Daraus
ziehen wir eine einfache Folgerung: Wir haben
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aber kein Monom von —z + 1 ist durch L(f1) oder L(f>) teilbar. Folglich kann man am Divisionsalgo-
rithmus i.a. nicht ablesen, ob f zum Ideal (f;, f2) gehért oder nicht.

Wir wollen nun die Leitterme etwas ndher betrachten.

Definition: Ist a € R ein Ideal, so heifit
L(a) = (L(f) : f € a,f #0)
das Leittermideal von a.

Warnung: Aus a = (fi,..., fr) folgt noch nicht L(a) = (L(f1),..., L(fr))-

Beispiel: Mit f =xy+ 1, fo =y + 1 gilt
(L(f1)7L(f2)) = ('Tyay)a

aber
=Lz —-1) € L((f1, f2)), =& (xy,y).

Also (x,y) C L((f1, f2)). Zeige zur Ubung (z,y) = L((f1, f2)).

Das Leittermideal ist ein spezielles Beispiel eines Monomialideals:

Definition: Ein Ideal a in R heifit Monomialideal, wenn es von Monomen erzeugt wird.

LEMMA. Seien z%,...,x% Monome und a = (z,...,z%) das davon erzeugte Monomialideal. Dann
gilt fiir ein f € R: f ist genau dann in a, wenn jedes Monom aus f durch eines der Monome x% teilbar
18t.

Beweis: Ist g; ein Polynom, so ist jedes Monom aus g;x% durch x% teilbar. Also ist jedes Monom aus
Gz + -t gzt

durch eines der Monome z% teilbar. Da jedes f € a obige Gestalt hat, folgt die eine Richtung der
Behauptung. Die andere Richtung ist aber trivial. m

DEFINITION. Sei a ein Ideal in R. Polynome fi,..., f. € a heilen eine Grobner-Basis von a, wenn gilt
L(Cl) = (L(fl)a v 7L(f7“))

Da R noethersch ist, existieren natiirlich immer Grébner-Basen. Allerdings ist die Definition nicht kon-
struktiv.

Eine einfache Bemerkung ist
SATZ. Ist f1,-.., fr eine Grobner-Basis von a, so gilt
a=(fi, o, fr)
D.h. f1,..., fr erzeugen auch das Ideal.
Beweis: Sei f € a. Wir miissen zeigen, dal f € (fi1,..., f-) gilt. Wir machen unseren Divisionsalgorithmus:

f:gr+"'+grfr+h7

wo dann kein Monom von h durch eines der Monome L(f;) teilbar ist. Nun ist aber h € a, also L(h) €

L(a) = (L(f1),---,L(fr)), also ist h =0, was wir zeigen wollten. B

Grobner-Basen besitzen eine Reihe wichtiger Eigenschaften.

SaTz. Sei F = [f1,..., f] Grobner-Basis des Ideals a. Sei f € R. Dann gibt es eine Darstellung
f=afi+--+gf+h,

wo kein Monom aus h durch eines der L(f;) teilbar ist. h ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt.
Insbesondere h = Rp(f).
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Beweis: Die Existenz der Darstellung folgt aus dem Divisionsalgorithmus. Zur Eindeutigkeit: Sei

f=gh+ - tofrth=gifi+-+gf+N

wo jeweils kein Monom aus h und h' durch eines der Monome L(f;) teilbar ist. Nun ist h — b’ € a, also
L(h—n') € (L(f1),-..,L(fr)), was aber sofort L(h — h') = 0, also h = b’ impliziert. ®

FOLGERUNG. Sei fi,..., fr eine Grébner-Basis von a. Dann gilt fiir ein Polynom f:
fea <= Rr(f)=0.

Beweis: Ist Rp(f) = 0, so ist natiirlich f € a. Ist umgekehrt f € a, so schreibt man f = g, fi +- - -+¢, f+0,
wegen der Eindeutigkeit des Restes ist also Rp(f) =0. 1

Genauso einfach folgt:

FOLGERUNG. Ist fi,..., f. eine Grébner-Basis, so hingt der Rest beim Divisionsalgorithmus nicht von
der Reihenfolge der f;’s ab.

Wie kann man nun erkennen, wann f, ..., f, eine Grobner-Basis bilden?

Seien f,g € R, f,g # 0. Wihle a,b minimal mit
az®L(f) = B2"L(g) = z°
und definiere
S(f,9) = az"f - pa’g.
Da sich die Leitterme herausheben, ist klar, dafl grad(S(f,g)) < a + grad(f) = b+ grad(g).

Beispiel: Sei fi = zy + 1, fo = y> + 1. Dann ist L(f;) = zy, L(f2) = y2, also
S(fi,fo)=yfi —xfao=y—x.

Ist F' = [f1,..., fr] eine Grobner-Basis von (f1,..., fr), soist Rr(S(fi, f;)) = 0 fiir alle i < j. Von dieser
Aussage gilt auch die Umkehrung;:

Satz. F =[fi,..., fr] ist genau dann eine Gribner-Basis, wenn fir alle i < j gilt:
Rp(S(fi, f;)) = 0.
Beweis: Wir nehmen an, daf§ die Bedingung gilt. Sei jetzt f € (f1,...,fr),f # 0. Wir wollen zeigen:
L(f) € (L(f1), .-, L(fr)). Wir kénnen schreiben
f=afi+ - +gfr

Sei a = max(grad(g;fi),i=1...7) und £ = #{i : a = grad(g;f;)}. Wir nehmen an, in obiger Darstellung
von f ist zunédchst @ minimal gew#hlt und dann ¢.

e Ist grad(f) = a, so gibt es ein ¢ mit grad(f) = grad(g;f;), also unterscheiden sich L(f) und L(g; f;)
nur um eine Konstante, also L(f) € (L(f;)) € (L(f1),...,L(fr))-

e Jetzt nehmen wir an grad(f) < a. Dann miissen sich beim Aufsummieren von gif; + --- +
grfr Leitterme herausheben. Also ist £ > 2. Wir werden zeigen, daf} ¢ verkleinert werden kann
und erhalten dann einen Widerspruch zur Minimalitétsvoraussetzung. O.E. a = grad(g:f1) =
grad(gaf).

— Wihle wieder minimal aq,as mit
O[liEalL(fl) = O[2£Ba2L(f2) = z°.

Dann ist S(f1, f2) = a12% fi — @222 f5. Mit dem Divisionsalgorithmus und der Eigenschaft
Rr(S(f1, f2)) =0 finden wir eine Darstellung

S(fi, f2) =hifi+---+he fr
mit grad(h; f;) < c.
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— Nun ist L(gs) = Bz22® und as + b+ grad(f2) = a. Damit wird

g2fo = L(g2)fo+ (g2 — L(92)) fo
= Ba®z’fr+ (92 — L(g2)) f2
= o%a: (1™ fy — Zh fi)+ L(g2)) fa-

Hier gilt nun
grad(azbhifi) <b+c=a, grad((gs— L(g2)f2) < a, grad(a:b:valfl) =b+c=a.

Ersetzt man also gsfo durch obige Summe, so erniedrigt sich ¢ mindestens um 1. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Minimalitidtsvoraussetzung. B

Beispiel: Wir nehmen wieder fi = zy + 1, fo = y + 1. Dann ist S(f1,f2) = fi —zfo = —z + 1 und
Rp(S(f1,f2)) = —z+1#0. Also ist [f1, f2] keine Grobner-Basis. Da f3 =z — 1 € (f1, f2) testen wir, ob
F =[f1, fo, f3] eine Grobner-Basis ist:

S(fl,f2)2—$+1, S(flaf3):y+1’ S(f?af3):w+y

Man sieht schnell, dal immer Rr(S(f;, f;)) = 0 ist, d.h. wir haben jetzt eine Grobner-Basis.

Algorithmus zur Berechnung der Grébner-Basis: Sei a = (f1, ..., f.) gegeben. Wir betrachten die
Liste F = [f1,..., fr]-

Berechne fiir alle i < j den Rest Rr(S(fi, f;))- Ist Rr(S(fi, fj)) = 0, so gehe zum néchsten Paar (i, j).
Ist Rr(S(fi, fj)) #0, so setze fr11 = Rr(S(fi, fj)), erweitere F' um f,41 und fange von vorne an.
(Klar ist f,.4+1 € a, aber

(L(f1), -, L(fr)) C# (L(f1), -, L(fr), L(fr41)) € L(a).-

Da R noethersch ist, hort der Prozefl irgendwann auf.)
Bemerkung: In MAPLE gibt es die Funktion gbasis(F, X, plex) zur Berechnung einer Grobner-Basis.

Beispiel: Wir betrachten wieder ein Beispiel aus dem zweiten Paragraphen:
f==24+y+2>+zy+vy>, g=3-3x+y—32°+3zy+y°
Legt man lexikographische Ordnung zugrunde mit z > y, so ist
f=a4ay+y>+y—2, g=-32>+3zy—3c+y>+y+3.
Man rechnet, wo sich F' erweitert:

4 4 7. 17T, 3 1
fsZR[fth](S(fl,ﬁ)):2xy—x+§y2+§y—1, f4:R[f17f2,f3]( (flaf?)))__y +1_8y 3y+§'

Dann stellt man fest, dafl dies eine Grobner-Basis ist. Nun ist

Lf) =, Lif)= 32 L(fs) =200, L(fi) = oo

also L(a) = (22, zy,y?). Also bildet auch fi, f3, f4 eine Grébner-Basis von a. Oder auch fs, f3, f4. Eine
Eindeutigkeit gibt es also so nicht.

Wir hatten schon bemerkt, dal man mit Grébner-Basen feststellen kann, ob ein Polynom zu einem Ideal
gehort: Ist F' Grobner-Basis von a, so gilt: f € a <= Rp(f) =0.
Dafiir jetzt ein Beispiel:

Beispiel: Sei fi = 2z — 9%, fo = 2% — 2% und a = (f1, f2). Liegt das Polynom f = —4z2y222 + 9% + 32°
in a?

Zunéchst rechnet man aus, dafl Rz, 1,)(f) = —3y% 4+ 32°, woraus also noch nichts folgt.

Wir berechnen eine Grébner-Basis mit MAPLE (2 > y > 2). Man erhilt:

_ 3 2 2,2 3 4 4 2 .6 5
F—[l‘ — 25,y —zZ,rYy —2,r2=Y,Y _2]7
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woraus man sofort sieht, dal Ry, 1(f) € a ist, also auch f € a. Es ist
L(a) = (2°,2°y%, ay*, 22,4°).

Daraus sieht man z.B. schon, daf g = 2y + 2 — 522 nicht in a liegt, wegen L(g) = zy & L(a).
Manchmal wirkt eine Anderung der Ordnung der Monome Wunder: Wihlt man y > z > z, so ist
Ry, 1,)(f) = 0 und [f1, f2] bereits Grobner-Basis.

Bemerkung: Ist F' = [f1,..., f;] Grobner-Basis eines Ideals a und L(f;) Vielfaches von einem L(f;) mit

i# 7,80 ist

L(a) = ({L(f1), - L(fr)}) = ({L(f1), - L(fe) F \AL(f0) ),
also ist auch {fi,..., fr} \ {fi} eine Grobner-Basis von a. Diesen Prozeff kann man fortsetzen, bis man
eine sogenannte minimale Grobner-Basis erhilt:

DEFINITION. Eine Grobner-Basis fi,..., f. eines Ideals a heifft minimal, wenn fiir alle i gilt: L(f;) ist
kein Vielfaches von L(f;) fiir alle j # i.

Jedes Ideal hat minimale Grobner-Basen, aber eindeutig sind sie nicht, wie obiges Beispiel zeigt. Es wire
schon, wenn wir Eindeutigkeit irgendwie erzielen konnten.

Wir wollen zwei minimale Grobner-Basen F = [f1,..., f;] und G = [g1, ..., gs] miteinander vergleichen:
Wegen L(f;) € (L(g1),-.-,L(gs)) gibt es ein j mit L(g;)|L(f;). Wegen L(g;) € (L(f1),--.,L(fr)) gibt es
ein £ mit L(f;)|L(g;). Also L(f¢)|L(f;), was wegen der Minimalitét von F' zur Folge hat, dafl £ = i ist,
also unterscheiden sich L(f;) und L(g;) nur um eine Konstante, d.h. jedem f; 148t sich ein g;;, zuordnen,
so daf3 sich L(f;) und L(g;;) nur um eine Konstante unterscheiden. Da auch eine umgekehrte Zuordnung
existiert, folgt insbesondere:

FOLGERUNG. Minimale Grdobner-Basen eines Ideals a haben gleich viele Elemente.

Wir wollen versuchen, eine minimale Grobner-Basis F' = [fi,..., f.] von a noch weiter zu vereinfachen.
Nach Normierung kénnen wir annehmen:

e Alle L(f;) haben Koeffizienten 1, d.h. L(f;) = 2%.

o L(fi) > L(f2) > L(f3) > --- > L(fy).
Schreibt man f; = % + g;, so kénnen wir Polynomdivision mit g; machen und erhalten

gi = Zhijfj + 7,
j>i

wo kein Monom von r; in L(a) = (L(f1), ..., L(f.)) liegt. Wegen r; — g; € a und L(f;) = L((f; +ri — gi)
bilden auch die f; — g; + r; = x® + r; eine Grobner-Basis von a. So etwas nennt man eine reduzierte
Basis.
DEFINITION. Eine Grébner-Basis fi, ..., fr heifit reduziert, wenn gilt:

e Alle L(f;) haben Koeffizienten 1.

e Fiir alle ¢ liegt kein Monom von f; in ({L(f1),...,L(f:)} \ {L(f)}).
Eine reduzierte Grobner-Basis ist also insbesondere minimal.
SATZ. Jedes Ideal a # 0 hat eine (bis auf Reihenfolge) eindeutig bestimmte reduzierte Grébner-Basis.

Beweis: Die Existenz haben wir oben schon konstruktiv gezeigt. Seien jetzt f; = x® +r; und g; + % +s;,
i = 1,...,r reduzierte Grobner-Basen von a. Dann ist r; — s; € a, also L(r; — s;) € (z,...,z2%), was
aber sofort r; = s; impliziert, also die Behauptung. B

Bemerkung: Damit kann man jetzt die Gleichheit zweier Ideale testen: Die Ideale a und b sind gleich,
wenn ihre reduzierten Grobner-Basen gleich sind.

Elimination: Wir betrachten jetzt die lexikographische Ordnung auf den Monomen von R = k[z1, ..., z,].
Fiir f € R gilt dann trivialerweise:

fek[xiaxi+17"'7xn] — L(f)ek[l'i,l'i+1,...,l'n]-

Wir wenden dies jetzt an:
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SaTz. Sei F' = {fi,..., fr} Grobner-Basis eines Ideals a C R. Sei k[z1,...,z,] mit der lexikographischen
Ordnung versehen. Sei S = k[x;,...,zy]. Dann ist anS ein Ideal in S und FNS ist eine Grobner-Basis
von anS.

Beweis: Wegen f € S <= L(f) € S gilt die erste Gleichheit in der folgenden Gleichung

L(an$) = L(a) NS = (L(f1),---, L(fr)) NS = ({L(f1),-- -, L(f1)} N S).
Damit folgt die Behauptung.
Andere Moglichkeit:
Sei f € an S. Dann ist L(f) € L(a) = (L(f1),-..,L(fr)), also gibt es ein j mit L(f;)|L(f). Wegen
L(f) € Sist auch L(f;) € S, also

L(f) € {L(f1),..-, L(fr)} N S).
Wegen L(f) € S < fe€ Sist {fi,...,fr} NS eine Grobner-Basis von aNS. W

Bei der lexikographischen Ordnung kann man also leicht Variablen eliminieren.

Beispiel: Sei f = 2® 4+ az + b und g = 322 + a. Das Polynom f hat bzgl.  mehrfache Nullstellen, wenn
f und g gleichzeitig 0 werden. Wir fithren die Ordnung z > a > b ein und berechnen die Grébner-Basis
von f und g:

322 +a, 2azx+3b, 9bx—2d®, 4a®+ 27b%

Beispiel: Welche Gleichungen erfiillt die Kurve {(¢,t%,#3) € k* : t € k}? Wir haben die Gleichungen
x =ty =12,z = t3 und wollen ¢ eliminieren. Wir berechnen die Grébner-Basis von z — ¢,y — t2, 2 — t°
bzgl. der Anordnung ¢t > x >y > z und erhalten:

t—u, a:Q—y, Ty — 2, :Uz—yQ, y3—z2.

Beispiel: Durch folgende Gleichungen werden 2 Geraden in k% parametrisiert:

1 -1 -2 2
pty=1| 2 |+t 4« |, oQv=[ 3 |+t| -1
3 2 1 1

Bildet man die Verbindungsgerade P(t) 4+ u[Q(t) — P(t)] und 148t ¢ variieren, so entsteht eine Regelflache.
Ausgeschrieben lauten die Gleichungen
f=1—-t—-3u+4+3ut—x=0, g=2+4t+u—>sut—y=0, h=3+4+2t—2u—ut—2z=0.

Wihlt man jetzt die lexikographische Ordnung mit ¢ > u > = > y > 2z und berechnet die Grébner-Basis,
so erhilt man

t— 11z — 74122 — 9y,

-5+ u+ 7z — 5y — 6z,

28 + 87z — 982 + T2y + 8427 — 123yz — 14922 + 45y> + 109y + 6627

Das letzte Polynom liefert die Gleichung der Regelfléiche.

Beispiel: Berechne eine Grobner-Basis fiir das Ideal (f, g) bzgl. der lexikographischen Ordnung x > y,
WO

f = —b52° + 542>y + 6622y + 77, g = —622%y% — 262y — 18z + 31y°.

Wie grofl werden die Koeffizienten? Warum?

Sei a ein Ideal. Fiir die Anwendung wichtige Fragen sind folgende:

e Wie grofy kann die Grobner-Basis von a werden?
e Kann man Schranken fiir die auftretenden Grade angeben?
e Wie grof konnen die Koeffizienten werden?
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Meines Wissens gibt es noch keine verniinftigen Antworten auf diese Fragen.

Beispiel: Wir legen x > y > z zugrunde und berechnen die Grébner-Basis von

f=a"—y",  g=ay" -2~

Man erhélt:
2 —yzT,  —yBT 4B, a0 15T 0,20 22,7
G523 29,7 g0 36,7 43,48 43T 42,56 50,7
wyT — 28, w20 g PTLT T2 84T

Zum Abschlufl geben wir noch eine alte Abschiitzung von G. Hermann an: Der Totalgrad deg(z®) eines
Monoms z{* ...z ist die Summe a; +- - - +ay,. Der Totalgrad deg(f) eines Polynoms f ist das Maximum
der Totalgrade der auftretenden Monome.

SATZ. Seien f1,..., fr» Polynome in den Unbestimmten x1, ..., x, vom Totalgrad < d. Ist f € (f1,-.-, fr),
so gibt es eine Darstellung

f=gfi +- -+ g fr mit deg(g;) < deg(f) + 2(rd)
Beispiel: Fiir » = 2,n = 2 lautet die Schranke
deg(g:) < deg(f) + 8%,

271.—1

firr=2,n=3
deg(g;) < deg(f) + 32d".



KAPITEL 4

Bruchrechnung — Lokalisierung

Wir wollen jetzt die bekannte Bruchrechnung etwas verallgemeinern. Sei A ein kommutativer Ring. Wir
wollen dann Briiche ¢ einfiihren mit
ay n az _ 152 +a2851 az _ a1ap

3]
= und —_— — =
S1 52 5152 S1 52 5182

als Addition und Multiplikation. Als Nennermenge brauchen wir eine Menge S, die multiplikativ ist:
DEFINITION. Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ, wenn 1 € S und mit z,y € S auch zy € S gilt.
Sei nun S eine multiplikative Teilmenge von A. Auf A x S fithren wir Aquivalenzrelation ein durch
(a,s) ~ (b,t) <= (at —bs)u =0 fiir ein u € S.

Wir zeigen die Transitivitét: Sei (a1,s1) ~ (az2,s2) und (asz, s2) ~ (a3, s3), d.h. es gibt u,v € S mit

(a182 —ass1)u =0, (azs3 —azsz)v =0.
Daraus folgt:

0 = (a182 —azs1)ussv + (azs3 — azs)vsiu =
= a18283UV — a3S1S2uv = (G183 — A3S1)UVSs,

also (a1, s1) ~ (as,s3). B

Bemerkung: Dal man die etwas umstéindliche Definition von ~ braucht, zeigt eine Ubungsaufgabe.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit S—' A4 oder A[S~!] bezeichnet. Die Aquivalenzklasse von (a, s)
schreiben wir auch ¢. Durch obige Addition und Multiplikation wird S 1 A zu einem kommutativen Ring.
(Zur Ubung zeige man, daB alles wohldefiniert ist.) Die Null ist %, die Eins % Wir haben einen natiirlichen
Ringhomomorphismus

bs: A — STUA, al—)%.

SATZ. Sei S eine multiplikative Teilmenge von A und ¢s:a — S™'A die natirliche Abbildung.

1. kern(¢s) ={a € A:as =0 fir ein s € S}.

2. ¢g ist gemau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler enthdlt. In diesem Fall kann man A als
Unterring von S™'A auffassen.

3. ST!A=0 < 0€S.

Beweis:
1.

0
a € kern(¢s) < %:I < as=0fiirein s € S.
2. Folgt trivialerweise. )
3. Ist 0 € S, so gibt es nur eine Aquivalenzklasse. Ist umgekehrt S='4 = 0, so ist (0,1) ~ (1,1), also

gibt esein s € Smit 1-s=0,alsos=0.1

27
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Beispiel: Ist A ein Integrititsring, so ist S = A\ {0} eine multiplikative Teilmenge. Die Aquivalenzrelation
reduziert sich auf: (a,s) ~ (b, t) genau dann, wenn at = bs. S~' 4 ist der Quotientenkorper Quot(A) von
A. Da ¢g injektiv ist, kann man A als Teilring von Quot(A) auffassen.

Beispiel: Fiir den Quotientenkdrper von k[z1,...,x,] schreibt man auch k(z1,...,z,): den Kérper der
rationalen Funktionen in n Unbestimmten mit Koeffizienten in k.

Es folgen nun die zwei wichtigsten Beispiele:

Beispiel: Sei f € A. Dann ist S = {1, f, f2, f,...} eine multiplikative Teilmenge von A. Fiir S~™1A
schreibt man auch Ay:

Af:{%:aeA,nZO}.

Lokalisierung in einem Primideal p: Sei p ein Primideal in A. Dann ist S = A\ p eine multiplikative
Teilmenge. S~' A heifit in diesem Fall auch die Lokalisierung von A in p und man schreibt dafiir A,:

Ay ={Z:ae A s¢p}

Motivation: Sei A = R[z]. Die Elemente kann man auch als Funktionen auf R auffassen. Die Elemente
des Quotientenkorpers R(z) sind nicht iiberall definiert. Was ist in 1 definiert? Die Elemente von

(0 Fo € Rlal (1) #0}.

Das ist aber nichts anderes als die Lokalisierung von R[z] im Primideal (z — 1).

Bemerkungen:

1. Fiir s,t € S gilt die Kiirzungsregel:
sa a

st ot
2. Sind S und T multiplikative Teilmengen von A mit S C T, so faktorisiert ¢ in natiirlicher Weise:
A= STAST A,

wo die letzte Abbildung S™'A — T~' A einfach durch £ — £ gegeben ist.
3. Ist A ein Integrititsring und S eine multiplikative Teilmenge mit 0 ¢ S, so ist S C A\ {0}, also
erhilt man:
A— S 1A = Quot(A).
Da die gesamte Abbildung injektiv ist, kann man auch schreiben

AC S A C Quot(A).

Sei jetzt S eine multiplikative Teilmenge von A. Fiir s € S gilt dann £ -1 =1 =1 d.h. ¢5(s) = £ ist

1°s = 1 1
Einheit in S7*A. Also
¢s(S) C (STHA)*.
Dadurch wird der Ring S~!'A auch ausgezeichnet:

SATz. Sei S multiplikative Teilmenge von A. Ist f : A — B ein Ringhomomorphismus mit f(S) C B>,
so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus g : S™'A — B mit

f=gops=(A—S'4A - B).
Beweis: Findeutigkeit: Wie mufl g aussehen, wenn es existiert? Sei a € A und s € S:

f@) =g(}) f(&)=g(D), alsog(3)=Fs)7 f(a).

Egistenz: Wir miissen definieren g(2) = f(s)~" f(a). Zu zeigen bleibt nur, daf dies wohldefiniert ist: Sei
also & = ‘SL—,’, d.h. es gibt ein ¢t € S mit (as’ —a's)t = 0. Wir wenden f an: (f(a)f(s") — f(a’)f(s))f(t) = 0.
Da f(t) Einheit ist, folgt f(a)f(s’) = f(a')f(s) und daraus sofort die Behauptung. B
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Faktorielle Ringe: Sei A ein faktorieller Ring und P ein Reprisentantensystem fiir die irreduziblen
Elemente (modulo Einheiten). Jedes a € A, a # 0 hat also eine eindeutige Darstellung

a=u Hp”p(a),

pEP

wo u Einheit und v, (a) > 0 ist. Jedes a € Quot(A),a # 0 hat eine eindeutige Darstellung
a=u H pvr(a)

wo u € A* und vy(a) € Z ist.

Sei jetzt S eine multiplikative Teilmenge von A mit 0 &€ S.

Sei p € P.

Behauptung: p wird Einheit in S~'A genau dann, wenn (p) N S # 0.

Beweis: Gilt (p) NS # 0, so wird p Einheit in S™'A. Ist umgekehrt p Einheit in S™'A, so gibt es
2e S Amit 1 =2 Alsoist s € SN (p). MDamit folgt jetzt schnell, da auch S~'A faktoriell ist und

Ps={peP:(p)nS =0} ein Reprasentantensystem fiir die irreduziblen Elemente.

Wir wollen nun die Ideale in S—'A betrachten. Ist a Ideal in A, so ist
S ta:= {g ta€a,s€S}
ein Ideal in S~!A.

SATz. Jedes Ideal in S~'A hat die Gestalt S~'a mit einem Ideal a in A. Auflerdem gelten die Rechenre-
geln:
Sta+b)=S"ta+S 6,5 '(ab) =S taS b, S '(anb) =S tanS tb.

Beweis: Sei b ein Ideal in S~'A. Dann ist a := ¢g"(b) ein Ideal in A. Offensichtlich ist ¢s(a) C b, also
auch S~'a C b. Sei jetzt £ € b. Dann ist auch { € b, also a € a, also ¢ € S~la. Damit folgt die erste
Behauptung. Die Rechenregeln lassen wir als Ubungsaufgabe. m

FOLGERUNG. Ist A Hauptidealring, so auch S™'A, wenn 0 &€ S. Ist A noethersch, so auch S™'A.
Wir wollen jetzt noch die Primideale genauer untersuchen. Dazu eine wichtige Bemerkung:

LEMMA. Ist f : A — B ein Ringhomomorphismus und p ein Primideal in B, so ist f(p) ein Primideal
in A.

Beweis: f induziert einen Homomorphismus A — B — B/p. Der Kern ist f~!p, also haben wir eine
Einbettung

A/f~'p = Blp.
Da eine Unterring eines Integritéitsrings wieder ein Integritétsring ist, folgt die Behauptung. B

SATz. Die Zuordnung p — S~ 'y liefert eine Bijektion zwischen
{p C A:p Primideal mit pN S =0} — {Primideale von S—'A}.

Beweis:
e Ist q ein Primideal ist S™'4, so ist p := ¢5'(q) ein Primideal in A und wie zuvor q = S~'p.
Natiirlich ist SN p = @, denn sonst wiirde S~'p die 1 enthalten, was nicht geht.
e Sei p ein Primideal mit S Np = 0.
Behauptung: ¢ = S~ 'p ist ein Primideal.
Beweis: Angenommen q = S~'A. Dann giibe es p € p,s € S mit b= %, also gibe es ein t € S
mit (p —s)t =0, was st € SNp, also einen Widerspruch lieferte. Sei nun {42 € ¢. Dann ist auch

422 ¢ g, also gibt es p € p,s € S mit “4#2 = £ und demnach ¢ € S mit (a;ass — p)t = 0. Also ist
aijas € p wegen s ¢ p, also [;—i oder ‘s’—j in g.
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e Sei p Primideal in A mit S Np = . Klar ist p C ¢5"(S~'p). Sei umgekehrt a € ¢5'(S~'p). Dann

ist ¢ = £ mit einem p € p und einem s € S. Wie zuvor folgt a € p. Also haben wir

p=05"(5"p).
Damit folgt alles. m

Bemerkung: Im allgemeinen gilt nicht: a = ¢5*(S~'a), auch wenn an S = ) gilt.
Beispiel: Sei A =7 und S = {1,2,4,8,16,...} und a = (6). Dann ist S~ 'a = g—,ﬁ :n € Z,m € N}, also
65 (S1a) = (3).

Beispiel: Wir betrachten die Lokalisierung von A im Primideal p. Sei S = A \ p. Die Primideale q mit
gN S = 0 sind genau die in p enthaltenen Primideale. Also stehen die Primideale von A, in Bijektion zu
den in p enthaltenen Primidealen von A. Offensichtlich ist dann pA, das gréfite Primideal von A,. Dies
ist ein Beispiel fiir einen lokalen Ring.

DEFINITION. Ein Ring R heifit lokaler Ring, wenn er genau ein maximales Ideal m besitzt. R/m heifit
der Restklassenkérper von R.

Bemerkung: Sei (R, m) ein lokaler Ring. Ist ¢ m, so ist (z) € m, also muf} (z) = R gelten, d.h. z ist
Einheit: R =mU R*.

Durch Lokalisierung wird ein Ring i.a. einfacher. Daher kann man hoffen, Eigenschaften der Lokalisierun-
gen leichter zu iiberpriifen. Dann sollte man von der lokalen Situation auf die globale schlieflen kénnen.
Wir geben ein paar Anwendungen.

Wir wollen jetzt noch Vorteile lokaler Ringe betrachten.

SATZ. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Integrititsring, aber kein Kdrper. Wird m von einem Element
w erzeugt, so ist R Hauptidealring.
Beweis:

1. Behauptung: Jedes a # 0 hat eine Zerlegung a = u - 7™, wo u Einheit ist.
Beweis: Ist a durch 7" teilbar, so schreibe a = a, ™. Wegen a = a,m™ = a,_ 17" " gilt ap_1 =
Ty, also (ap—1) C (an). Also

(ap) C (a1) C (a2) C ....

Da R noethersch ist, kann dies nicht beliebig weitergehen. Sei m maximal mit a = a,,7"™. Wire
am € m € (), so kdnnte man nochmals 7 ausklammern. Also ist a,, Einheit.

2. Die Zerlegung ist eindeutig: Sei ur™ = vr™. Ist m = n, so sind wir fertig. Sei 0.E. n > m. Dann
ist w = v7™ ™ € m, ein Widerspruch.
3. Fiir zwei Elemente a = un™ und b = vr™ (u,v Einheiten) gilt:

b)C(a) <= alb <<= m<n.
4. Wegen (7™, ..., 7") = (7™in") folgt sofort, daB die einzigen Ideale
0c--c(x®)c(m)c(p)CR
sind. Also ist hier Hauptidealring. B

DEFINITION. Ein faktorieller Ring R mit (bis auf Einheiten) genau einem irreduziblen Element 7 heifit
diskreter Bewertungsring. Jedes a # in R hat eine eindeutige Darstellung

a=u- ",
wo u Einheit und v(a) > 0 ist. Die Funktion v heifit auch Bewertung.
Aus obigem Beweis folgt unmittelbar:

SATZ. Fiir einen Ring R sind dquivalent:

o R ist diskreter Bewertungsring.
e R ist lokaler noetherscher Ring, dessen mazimales Ideal von einem Element # 0 erzeugt wird.



4. BRUCHRECHNUNG - LOKALISIERUNG 31

Beispiel: Sei 0 der Ring der auf ganz C holomorphen Funktionen. Der Quotientenktrper von o ist dann
der Korper m der auf C meromorphen Funktionen. (Produktsatz) Sei a € C. Die Menge p = {f € 0 :
f(a) =0} ist ein Ideal in o. Jedes f € o hat in z = a eine Taylorreihenentwicklung:

f=c+ci(z—a)+elz—a)’+...,
woraus man sofort sieht: p = (z — a). Dann ist die Lokalisierung von o in p:
op = {f € m: f in a definiert}.
Da jedes f € o, f # 0 sich eindeutig in der Form
f=u(z—a)" mit u(a) #0,n >0
schreiben 148t, ist 0, ein diskreter Bewertungsring. Die Bewertung ist die Nullstellenordnung.
Beispiel: Wir betrachten den Ring R = Z[/—5] = Z[z]/(2* +5), der kein Hauptidealring und auch nicht
faktoriell ist (2-3 = (1 + v/=5)(1 —v/=5)). Das Ideal (2) ist kein Primideal, denn
R/(2) ~ Zla]/ (2,2 + 5) ~ Fa[a]/((x + 1)?).
Aber p = (2,1 + +/=5) ist Primideal, sogar maximal, denn
R/p ~ Z[z]/(2,x + 1,2% + 5) = Z[z]/(2,x + 1) ~ F».

Zeige, dafi p kein Hauptideal ist. Wir wollen aber zeigen, daf} R, ein diskreter Bewertungsring ist. Nun

ist in Quot(R):
2 2(1-v=5) 1-v=5
1+v=5 6 3
also 2 € (1 ++/—5)R, und damit pR,, = (1 + +/—5)R,. Nach unserem Satz ist damit R, diskreter
Bewertungsring. Fiir die Bewertung v gilt: v(1 + +/—5) = 1. Wegen
1—v-5 —2—+/-5
1+v—5 3
gilt v(1 — /—=5) = 1 und damit v(2) = 2.

€ R,,

€ (Ry)™

Beispiel: Wir betrachten den Ring 4 = Q[X,Y]/(X +Y + X? + Y?). Die Bilder von X und Y in 4
bezeichnen wir mit z und y. Da X +Y + X2 + Y2 irreduzibel ist, ist A ein Integrititsring. Wegen

(X+Y +X2+Y?) C(X,Y)

ist m = (z,y) ein maximales Ideal in A. Ist Ay, ein diskreter Bewertungsring? Es ist

fz,y)
An = :9(0,0) # 0}.
" {g(ﬂc,y) (0,0) 70}
Wird m von einem Element erzeugt? Wegen z +y + 22 + 4> =0 gilt y(1+y) = —v — 22, alsoy = — zlfj

in Ay, also (z,y) = (x). Also ist Ay, ein diskreter Bewertungsring.

Sei p Primideal in A. Sei f: A — A/p C Quot(A/p) die nach Quot(A/p) fortgesetzte Restklassenabbil-
dung. Ist s & p, dann ist f(s) # 0, also Einheit in Quot(A/p). Also induziert f die Abbildung

f(a)

f(s)

Offensichtlich ist die Abbildung surjektiv und hat Kern pA,, woraus sofort folgt:

Ay — Quot(A/p), g s

LEMMA. Fiir ein Primideal p in A gilt:

App/pApp =~ Quot(A/p).
Wir wollen noch ein Beispiel geben.
SATZ. Sei A ein Integritdtsring. Dann gilt:

A =0y magimalAm-
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Beweis: Ist K der Quotientenkdrper, so liegen alle A, in K, also macht obiger Durchschnitt Sinn. Klar ist
A C NAp. Sei umgekehrt r € NAy. Betrachte a = {a € A : ar € A}. Dies ist ein Ideal in A (Nennerideal).
Ist 1 € a, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein maximales Ideal m mit a C m. Dies widerspricht aber
re Ay 1



KAPITEL 5

Moduln

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M ist besteht aus einer abelschen Gruppe (M, +) und einer
Operation R x N — M mit den Eigenschaften

alr+y)=ar+ay, (a+bz=ax+br, (ab)z=a(bz), lz==
fiir alle a,b € R,x,y € M.

Beispiele:
1. Ist R = k ein Korper, so sind die k-Moduln die k-Vektorrdume.
2. Jedes R-Ideal a ist ein R-Modul.
3. Die Z-Moduln sind genau die abelschen Gruppen.
4. Ist k ein Korper, V ein k-Vektorraum und ¢ : V' — V ein Endomorphismus, so wird V' zu einem
k[z]-Modul durch

f(@) v = f(¢)(v).
5. Ist M ein R-Modul, a ein Ideal in R, so ist auch
aM = {Zaimi ta; €a,m; € M}
ein R-Modul.

Ein R-Modulhomomorphismus f : M — N ist eine R-lineare Abbildung. In der iiblichen Weise bilden
die Homomorphismen wieder einen R-Modul:

Homgp(M,N)={f: M — N : f linear}.

Auch Kern und Bild eines Homomorphismus werden wie iibliche definiert. Im Fall M = N spricht man
auch von Endomorphismen. Man setzt Endr(M) = Homg(M, M). Durch Verkniipfung wird Endg(M)
sogar zu einem (i.a. nicht kommutativen) Ring.

Ist N C M ein Untermodul von M, so definiert man fir z,y € M: x =ymod N <= x —y € N. Dies
ist eine Aquivalenzrelation, die Menge der Aquivalenzklassen wird mit M /N bezeichnet und hat wieder
die Struktur eines R-Moduls. Sind M;,i € I Untermoduln von M, so kann man die Summe X;c;M; C M
betrachten.

Ist f : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so heifit N/Bild(f) der Kokern von f. Man hat wieder
eine Isomorphie:

M/kern(f) ~ Bild(f).
AuBlerdem hat man noch folgenden
SATZ. 1. Sind L C M C N R-Moduln, so gilt

N/M = (N/L)/(M/L).

2. Sind M und N Untermoduln eines Moduls L, so gilt:
(M +N)/M ~N/(MNN).

Beweis:

1. Betrachte den natiirlichen Homomorphismus f : N — (N/L)/(M/L), der offensichtlich surjektiv
ist und den Kern M hat. Daraus folgt sofort die Behauptung.

33
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2. Betrachte den natiirlichen Homomorphismus f : N — (M + N)/M. Er ist surjektiv. Der Kern ist
M N N, also folgt die Behauptung. B

Ist M;,i € I eine Familie von R-Moduln, so kann man die direkte Summe $;crM; und das direkte
Produkt [],.; M; betrachten.
Ein R-Modul M heift frei, wenn M =~ ®;cr R gilt. Man kann dies auch so formulieren: M ist genau dann
frei, wenn es eine Teilmenge {e; : i € I} C M gibt, so daf} sich jedes Element aus M eindeutig in der
Form ZiEI x;e; schreiben 1aft, mit z; € R, alle bis auf endlich viele = 0.
Beispiele:
1. Ist k ein Korper, so sind alle k-Moduln= k-Vektorrdume frei.
2. Ist R ein Integritdtsring und a ein Ideal, so ist a genau dann ein freier R-Modul, wenn a ein
Hauptideal ist.
Beweis: Ist a = (f) ein Hauptideal und a # 0, so ldBt sich jedes a € a eindeutig als a = zf
darstellen, also a ~ R. Sei umgekehrt a ein freier R-Modul und e;,i € I eine Basis von a. Wire
#I > 1,50 gébees i,j € I,i # 7, also 0 = e;je; — e;ej, und 0 hétte mehrere Darstellungen. Also
bleibt nur #I = 1, d.h. a = Re, d.h. a ist Hauptideal.

Ein R-Modul M heiBt endlich erzeugt, wenn es endlich viele my,...,m, € M gibt mit M = 3" | Rm,.
Dafiir kann man auch sagen: M ist Bild eines freien Moduls R".

Die endlich erzeugten Moduln spielen eine wesentliche Rolle.

Erinnerung an Determinanten: Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist auch auf dem Matrizenring
M, (R) die Determinante det definiert. Es gilt der Entwicklungssatz.

Sei A = (a;;) € My(R) und A;; die Untermatrix von A, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht. Dann ist auch b;; := (—1)""/det(A;;) € R und es gilt:

det(A) = Z(—l)”jaijdet(Aij) = Zaijbji.
J
Ersetzt man die i-te Zeile durch die k-te Zeile, so wird natiirlich die Determinante 0, aber die vorigen
Untermatrizen bleiben gleich, also

0="> (=1)aydet(Ai;) = > ar;bj;.
J J

Dies liefert sofort AB = det(A)E, wo E die Einheitsmatrix bezeichnet. Analog zeigt man AB = det(A)E.

B heifit die zu A adjungierte Matrix.

SATZ. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, a ein Ideal in R, ¢ € Endr(M) mit ¢(M) C aM. Dann
geniigt ¢ einer Gleichung

"+ a1+ +a, =0
mit a; € a.

Beweis: Sei x1,...,z, ein Erzeugendensystem von M. Dann gilt ¢(x;) € aM, also gibt es a;; € a mit
¢(z;) = >°;aijzj. Wir rechnen jetzt mit Matrizen iiber dem Ring R[¢] C M,(R). Sei A die Matrix
(¢di; — a;5). Dann gilt A-2 = 0, wo = den Spaltenvektor bezeichnet, der von den z; gebildet wird.
Multipliziert man mit der adjungierten Matrix von A, so erhilt man det(A)z; = 0 fiir alle 4, also ist
det(A) =0 in Endgr(M). In der iiblichen Weise folgt die Behauptung. m

FOLGERUNG. Ist M ein endliche erzeugter R-Modul und a ein Ideal in R mit aM = M, dann gibt es ein
z =1mod a mit M = 0.

Beweis: Wihle im Satz ¢ = 1, dann gibt es a1,...,a, € amit E+ a1 E + - -+ a,E =0 in Endgr(M),
dhmitez=14+a1+---+a, € Rist zM =0. 1

FOLGERUNG (Lemma von Nakayama). Ist (R,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter Modul
mit M = mM, so folgt M = 0.
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Beweis: Nach der letzten Folgerung gibt es ein = 1 mod m mit M = 0. Hier ist aber 2 Einheit, also
folgt M =0.m

FOLGERUNG. Sei wieder (R, m) ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter Modul und N ein Teilmodul
mit M = N +mM. Dann folgt M = N.

Wir wollen dies anwenden: Der Modul M/mM wird von m annuliert, also konnen wir M/mM auch
als k = R/m-Vektorraum auffassen. Wir bezeichen das Bild von x € M in M/mM mit . Mit diesen
Bezeichnungen gilt:

LEMMA. Seien z1,...,2, € M. Dann sind dquivalent:
® T1,...,x, erzeugen M als R-Modul,
e T1,...,T, erzeugen M /mM als k- Vektorraum.

Beweis: Die eine Richtung ist klar. Seien jetzt z1, ..., 2z, € M so, dafl ihre Bilder M /mM als k-Vektorraum
erzeugen. Sei N = Y7 | Rz;. Dann gilt M = N + mM und nach dem letzten Lemma folgt M = N.

Exakte Sequenzen: Eine Folge von R-Moduln
o= My = My — My
mit f; : M;—1 — M; heifit exakt an der Stelle M;, wenn Bild(f;) = Kern(fi+1). Die Sequenz heifit exakt,
wenn sie an jeder Stelle exakt ist. Insbesondere:
0— M' — M ist exakt <= M' — M ist injektiv,

M — M" — 0 ist exakt <= M — M" ist surjektiv.

Eine exakte Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 heifit auch kurze exakte Sequenz. Ist f : M’ — M und
g: M — M" soist die Exaktheit dquivalent mit f injektiv, g surjektiv und Bild(f) = Kern(g).

Beispiel: Ist N ein Untermodul von M, so ist
0>N->M-—M/N—-0

exakt.

Tensorprodukt: Seien M, N, P drei R-Moduln. Eine Abbildung f : M x N — P heif3t bilinear, wenn
gilt:

f@+20,y) = f21,y) + f(22,),  flaz,y) = af(z,y),
f(xayl + y2) = f(xayl) + f(x7y2)a f(x,ay) = af(x,y)
Folgender Satz definiert das Tensorprodukt:

SATZ. Sind M und N zwei R-Moduln, so gibt es einen R-Modul T und eine bilineare Abbildung g :
M x N — T mit der Figenschaft: Ist f : M x N — P bilinear, so gibt es genau eine lineare Abbildung
T — P mit f=f"og. (f faktorisiert also diber T.) Das Paar (T, g) ist bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt und heiffit das Tensorprodukt von M und N.

Beweis:
FEindeutigkeit: Angenommen, wir haben noch ein Paar (T, g'), das obige Eigenschaften erfiillt. Wegen der
universellen Eigenschaft von (T, g) gibt es ein j : T — T’ mit ¢’ = j o g. Analog gibt es ein j' : T' — T
mit g = j'og’. Es folgt g = j'0jog und aus der Eigenschaft von (T, g) folgt, j'oj = id. Analog joj' = id.
Also ist j ein Isomorphismus und ¢’ = j o g.
Existenz:
1. Sei F' der freie R-Modul mit der Basis {(z,y) : ¢ € M,y € N}. Die Elemente in F' haben also die
Gestalt
Zai(xi,yi) mit a; € R,xz; € M,y; € N.
Sei G der Untermodul von F, der von allen Ausdriicken der Form

($1 + 1'2,y) - ('Tlay) - (1'2,y), (axay) - a(f,y), (l',yl + y2) - (xayl) - (l',y2), (x,ay) - a(x,y)
erzeugt wird.
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2. Sei T' = F/G. Mit z ® y bezeichnen wir das Bild des Basiselements (z,y) in T. Die Elemente aus
T haben dann die Form ) a;2; ® y;. Es gelten die Rechenregeln:

(1 +22)®yYy = 21QY+T20Y,
TR +y2) = TRY +2OYs,
(az) @y = alz®y) =7 (ay).

Definiert man jetzt g : M x N — T' durch g(z,y) = x X y, so ist g bilinear.
3. Sei jetzt f: M x N — P eine bilinear Abbildung. Definiere f : F' — P durch

?(Z a;(z,y:)) = Z a; f(%i,y:)-

Da f bilinear ist, verschwindet f auf allen Erzeugern von G, also auf ganz G. D.h. wir erhalten
eine lineare Abbildung f' : T — P mit f'(z ® y) = f(z,y). Es ist klar, da f’ dadurch eindeutig
bestimmt ist. W

Bemerkung: Fiir das Tensorprodukt von M und N schreiben wir M ® N oder M ®r N. Es wird als
R-Modul erzeugt von den Tensoren z ® y. Sind M und N endlich erzeugt, so auch M ® N.

Bemerkung: Analog wie eben erhiilt man auch ein Tensorprodukt M; ® My ® -+ ® M,,, wenn man
multilineare Abbildungen f : M; x --- x M, — P studiert.

Beispiel: Sei k ein Korper und seien V und W zwei Vektorriume mit Basen vy, ..., v, und wy, ..., wy,.
Dann wird V' @ W offensichtlich erzeugt von den mn Elementen v; ® w;. Da es mn linear unabhéngige
bilineare Abbildungen V' x W — k gibt, bilden die v; ® w; auch eine Basis. Insbesondere: dim(V @ W) =
(dim V) (dimW).

Beispiel: Was ist Z/(2) ®z Z/(3)? Sei a € Z/(2),b € Z/(3). Dann gilt:
a®b=3a)®b=a®(3b) =a®0=0,
also Z/(2) ® Z/(3) = 0.
Beispiel: Ist M’ C M ein Untermodul, so kann man i.a. M’ ® N nicht als Untermodul von M @ N
auffassen, d.h. die kanonische Abbildung M' ® N — M ® N ist i.a. nicht injektiv.
Wéhle R=Z und M' =2Z,M =7Z,N =7/(2).
eInZ®Z/(2)gilt201=12=0.

eIn (2Z2)®Z/(2) gilt 2®1 #0.

Beweis: Definiere f : (2Z x Z/(2) — Z/(2) durch f(z,y) = £ -y. Die Abbildung f ist bilinear,

also faktorisiert sie iiber das Tensorprodukt: f(z,y) = f'(z ® y). Damit
F221)=f(2,1) =140, also 2® 1 # 0.

Da das Tensorprodukt manchmal zusammen brechen kann, ist es niitzlich zu wissen, wann so etwas nicht
passiert.

LEMMA. Ist F ein freier R-Modul mit Basis e;,i € I, so laf$t sich jedes x € M ® F eindeutig in der Form
T = Z m; &K e;
schreiben.

Beweis:

1. Seim € M und a € F. Dann gibt es eine Darstellung
a= Zriei mit r; € R.
Also gilt
mea= Z(mm) ® e;.
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2. Da jedes Element aus M ® F die Form ) m; ® a; hat, folgt mit 1., daB sich jedes Element als

Smse
schreiben 148t.

3. Wir miissen noch zeigen, dafl die Darstellung eindeutig ist. Dazu geniigt es zu zeigen: Ist x =
> m; ®e; =0, so alle m;.
4. Definiere eine bilineare Abbildung f; : M x F — M durch

fi(m, erej) =r;m.
J
Diese faktorisiert iiber M ® F', d.h. es gibt eine lineare Abbildung ¢; : M ® F — M mit
gilm ® (D_rje;)) =rim,

j
also wegen z = 0:

0=gi(z) =) gi(m; ®e;) = my,
J
woraus die Behauptung folgt. ®

SATZ. Seien M,N,P R-Moduln. Fiir das Tensorprodukt gelten folgende Rechenregeln, wobei die Abbil-
dungen kanonisch sind.

1. MN~N®M.

2. (M@N)@ P~M® (N ®P).
3. M@ (®icrN;) ~ ®icr(M @ N;).
4. ROM ~ M.

Beweis: Wir iiberlassen die Regeln als Ubungsaufgabe. Teil 4 folgt auch aus obigem Lemma: Jedes €
R ® M hat eine eindeutige Darstellung z =1 ®@ m. B

Basiswechsel: Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann wird B zu einem A-Modul durch die
Vorschrift a - b := f(a)b. Da B gleichzeitig A-Modul und Ring ist, sagt man auch, B ist eine A-Algebra.

1. Ist N ein B-Modul, so wird durch die Vorschrift
Ax N —= N, (a,n)— f(a)n

N zu einem A-Modul. Man spricht von Einschrédnkung von Skalaren.
2. Ist M ein A-Modul, so sei Mg := B ®4 M. Durch

Bx Mg — Mg, (b} @m)— (bb) @m

wird Mp zu einem B-Modul. Man spricht von Erweiterung von Skalaren.

Beispiel: Ist a ein Ideal in R, so hat man einen Ringhomomorphismus f : R — R/a. Ist M ein R-Modul,
so R/a® M ein R/a-Modul. Wie sieht er aus?

LEMMA. Sei M ein R-Modul und a ein Ideal in R. Dann gilt:
R/a®@r M ~ M/aM.

Beweis: Die Abbildung f : R/a x M — M/aM, (F,m) — rm ist wohldefiniert und bilinear, faktorisiert
also iibers Tensorprodukt: ¢ : R/a ® M — M/aM mit g(F ® m) = 7m. Natiirlich ist g surjektiv. Sei

r =) ,T; ®@m; € kern(g). Wegen
T = ZT@)TW% =1® (Zrimi)
i i
konnen wir z = 1 ® m anschreiben. Wegen g(z) = 0 ist m € aM, also m = Y a;jn; mit a; € a und
n; € M, also
T = Za_j ®nj =0,
J

was wir zeigen wollten. B
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Wir geben eine einfache Anwendung:

SATz. Fiir natirliche Zahlen m,n gilt:
R"~R" <= m=n.

Beweis: < ist klar. Sei R™ ~ R™. Wihle ein maximales Ideal min R. Dann gilt natiirlich auch R/m@R™ ~
R/m ® R™, und mit den Eigenschaften des Tensorprodukts: (R/m)™ ~ (R/m)™. Nun ist aber R/m ein
Korper, also folgt fiir Vektorrdume iiber Kérpern: m =n. l

Bei Basiswechsel ist noch folgender Satz wichtig:
SATZ. Sei B eine A-Algebra und M und N A-Moduln. Dann gilt:
B®a(M®aN)~(B®sM)op(B®aN).

Beweis: &

Bruchrechnung fiir Moduln: Sei M ein R-Modul und S eine multiplikative Teilmenge von R. Wir
definieren auf M x S eine Aquivalenzrelation durch

(m,s) ~(m',s") <= (s'm—sm')t =0 fiirein t € S.

Die Aquivalenzklasse von (m,s) wird mit 7 bezeichnet, die Menge der Aquivalenzklassen mit S~ M.
Durch

a m am m m  sm4+sm’

t s st’ s s !

wird ST M zu einem S~ M-Modul.
Ist p ein Primideal und S = R\ p, so schreibt man M, statt S—'M und nennt dies die Lokalisierung von
M in p.

SATZ. Ist S ein multiplikative Teilmenge von R und M ein R-Modul, so gilt (als S™' R-Moduln)
ST'Ror M ~ S M.

Beweis: Die R-bilineare Abbildung S™'R x M — S~™'M mit (£,m) — 22 ist wohldefiniert und faktori-
siert iibers Tensorprodukt:

Ss

F:STTReM = S M, f(g ® m) = %
(Natiirlich ist f auch S—!R-linear.) f ist surjektiv. Sei

n
A ,
T = Z s, ® m; € kern(f).
i=1
Ist s = s182...5p, so laBt sich in der iiblichen Weise = auch schreiben als z = % ®m. Nun gilt in S~ M:
= =0, d.h. es gibt £ € S mit mt = 0. Damit wird
1 t 1
r=—-90m=—0m=—®tm =0,
s st st
also ist f auch injektiv. ®

SATz. Die Operation S~' ist exakt, d.h. ist M' — M — M" ezakt in M, so ist S~'M' — S~'M —
STIM" exakt in S—'M.

Beweis: Sei f: M' — M und g : M — M". Fiir 7 € S~ M gilt dann:

% € Kern(S7'g) _g(;n) =0
< tg(m)=0fireinte S
< g({tm)=0fiireinteS
< tm= f(m') firein t € S und ein m' € M’
!
= % = % € Bild(S™'f).m
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FOLGERUNG. Ist M C N Untermodul von N, so S~ M Untermodul von S~'N.

Beweis: M C N induziert die exakte Sequenz 0 — M — N. Nach dem Satz ist auch 0 — S~'M — S~IN
exakt, also kann S™!M als Untermodul von S™'N aufgefafit werden. m

SATZ. Sei S multiplikative Teilmenge eines Ringes R.
1. Sind N und P Untermoduln von M, so gilt
SYYN+P)=S'N+S'P S YNNnP)=S'NnS'pP S 'M/N)~S'M/S™'N.

2. Sind M und N R-Moduln, so liefert f(%* ® %) = mg—? einen Isomorphismus

SM ®g-15 ST'N ~S (M ®gN).
Beweis: als Ubung. B

Exakte Sequenzen und Tensorprodukt: Wir haben bereits in einem Beispiel gesehen, dafl M’ C M
noch nicht M' ® N C M ® N impliziert. Anders ausgedriickt: Aus der Exaktheit von 0 - M' — M folgt
nicht die Exaktheit von 0 -+ M' ® N — M ® N. Dagegen gilt aber:

SATZ. Ist M' — M — M" — 0 exakt und N ein R-Modul, so ist auch M'QN - M QN — M"@N — 0
exakt. (Das Tensorprodukt ist rechtsexakt.)

Beweis: Sei f: M' — M und g : M — M" gegeben mit M' - M — M" — 0 exakt. Man erhilt dann
induzierte Abbildungen fi : M'® N — M ®N und g1 : M ® N — M" ® N. Offensichtlich ist g1 surjektiv
und g1 o fi = 0. Wir miissen also nur noch Bild(fi) = Kern(g1) zeigen. Aquivalent dazu ist, dafl die
induzierte Abbildung
g2 MON/filM' 9 N)—- M"o N
injektiv ist. Wir definieren nun h : M"” x N — M ® N/Bild(f1) wie folgt: Sei m" € M und n € N
gegeben. Wihle m € M mit g(m) = m/. Setze h(m",n) = m ® n mod Bild(f1). Dies ist wohldefiniert,
denn gilt g(mg) = m", so ist g(mg —m) = 0, also mg —m € Kern(g) = Bild(f), d.h. es gibt m' € M’
mit mo = m + f(m'). Damit gilt:
mo®n=m®®n+ f(m')®n=m®nmod Bild(f).
Damit folgt sofort die Bilinearitéit von h, denn mit g(m;) = m{, g(ma) = m} gilt auch g(mq +mo) =
mY + mY. Also erhilt man eine induzierte Abbildung
hi: M" @ N — M ® N/Bild(f,).
Die zusammengesetzte Abbildung
goohy: M"®N — M@ N/Bild(f,) - M" @ N

ist offensichtlich die Identitét, also ist g» injektiv, was noch zu zeigen war. B

DEFINITION. Ein R-Modul F heifit flach, wenn fiir alle R-Moduln M’ und M gilt:
0O->M ->M—-0->M@F—>M®F.

Zusammen mit dem vorangeganenen Satz folgt, dal Tensorieren einer kurzen exakten Sequenz mit einem
flachen Modul F' wieder eine exakte Sequenz liefert. Es gilt aber sogar mehr:

SATz. Ist F' ein flacher Modul und M' — M — M" exakt, so ist auch M' @ F - M Q@ F - M" @ F
exakt.

Beweis: Sei f: M'" — M und g : M — M". Die Exaktheit liefert drei exakte Sequenzen:
M' — Bild(f) -0, 0— Bild(f) - M — Bild(g) — 0, 0— Bild(g) — M".

Tensorieren mit F' erhilt die Exaktheit. Dann setzt man wieder zusammen und erhilt die Behauptung. B

SATZ. Sei R ein Ring.

1. Jeder freie R-Modul F ist flach.
2. Ist S eine multiplikative Teilmenge von R, so ist S™'R ein flacher R-Modul.
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Beweis: Sei F' = @®ierR. Ist 0 - M' — M exakt, so auch 0 - M'® R - M ® R, woraus man durch
Aufaddieren erhélt 0 = @jefM' @ R — ®ierM Q@ R, also 0 - M'® F — M ® F. Die zweite Behauptung
kennen wir bereits. B

Ein m € M heifit Torsionselement, wenn es a € R gibt mit am = 0 aber a # 0,m # 0. Ein Modul hat
Torsion, wenn er Torsionselemente besitzt.

Gegenbeispiel: Sei R ein Integritédtsring und M ein R-Modul mit Torsion. Dann ist M nicht flach.
Denn ist m € M mit m # 0 und am = 0 mit a # 0, so ist f : R — R,z — ax injektiv, nicht jedoch die
induzierte Abbildung M — M,n +— an.

Fiir einen Hauptidealring ist das auch das einzige Hindernis.

SATZ. Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt fiir einen R-Modul M :
M flach < M torsionsfrei.

Wir geben dafiir im Augenblick keinen Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist der Beweis einfach. (Ubungs-
aufgabe.)
Im allgemeinen reicht aber auch torsionsfrei nicht aus, um Flachheit zu haben.

Beispiel: Sei k ein Korper und R = k[z,y]. Das Ideal m = (z, y) ist ein torsionsfreier R-Modul, aber nicht
flach. Dazu betrachten wir die Inklusion f : m — R. Durch Tensorieren mit m entsteht g : m ® m — m.
Nunista=z®y —y®2x € m®m mit g(a) = 0. Wir zeigen, dafl a # 0 gilt.

Definiere eine R-bilineare Abbildung ¢ : m x m — R/m = k durch

$(f(z,y), 9(z,y)) = f<f; 2 g(t,t—t)

(Bilinearitit als Ubungsaufgabe.) Dies induziert eine Abbildung des Tensorprodukts: ¢ : m@zm — R/m.
Nun ist

le=0 - |e=0-

Pzoy)=—-1ud)(y®z) =1,
also ¢¥(a) = —2 # 0 und damit a # 0, was wir zeigen wollten.

Zum Abschlufl noch ein Satz fiir die lokale Situation:

SATZ. Sei (R,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:
M flach < M frei.

Beweis: Sei M ein endlich erzeugter flacher R-Modul.

1. Wir zeigen zunéchst: Sind z1,...,x, € M linear unabhingig modulo mM, dann auch in M.
Beweis: durch Induktion nach n. Da der Induktionsanfang n = 1 implizit in den weiteren Uber-
legungen enthalten ist, fithren wir ihn nicht explizit aus. Seien jetzt zi,...,z, € M linear un-
abhingig modulo mM. Sei a;zy + --- + a2, = 0. Betrachte die lineare Abbildung f : R™ — R
mit f(ry,...,mn) = Y. a;r;. Sei L C R™ der Kern von f. Die exakte Sequenz 0 - L — R™ — R
bleibt nach Tensorieren mit M exakt: 0 - L® M — M™ — M, wegen > a;z; = 0 gibt es also

bij € R,y; € M mit
Z aibij = 0, Tr; = Z bijyj.
i J

Wegen z1 ¢ mM sind nicht alle by; in m. O.E. by; ¢ m. Also ist by € R*. Aus ), a;b; = 0 folgt
dann eine Darstellung a; = caas + - - - + ¢pa,- Damit gilt:

0=ax(xs+ caz1) + -+ + an(xy + cpz1) = 0.

Da natiirlich auch z2 + cax1, - . .,y + ¢y linear unabhéngig modulo mM sind, folgt nach Induk-
tionsannahme: ay = --- = a, = 0, also auch a; = 0. Dies war behauptet.

2. Wihle jetzt x1,...,z, € M so, daf} sie eine Basis modulo mAM bilden. Nach Nakayama gilt dann
M = Rxy + --- + Rz, und nach dem eben gezeigten sind z1,...,2, linear unabhingig. Also ist
M ein freier Modul. B
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Anhang: Noethersche Moduln
Es kann sein, dafl ein A-Modul M endlich erzeugt ist, M aber einen Untermodul M’ enthilt, der nicht

endlich erzeugt ist.
Beispiel: A = k[z1,22,23,... und M = A, M' = (z1,22,23,...).

DEFINITION. Ein A-Modul M heifit noethersch, wenn eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

2. Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein maximales Element.

3. Jede Kette M; C My C M3 C ... von Untermoduln von M wird stationér, d.h. es gibt ein n mit
Mn:MnJrl — e

Die Aquivalenz ist einfach zu zeigen.

SATZ. Untermoduln und Faktormoduln eines noetherschen Moduls sind noethersch. Anders ausgedriickt:
Ist M ein noetherscher Modul und N ein Untermodul, so sind auch N und M /N noethersch.

Beweis: klar. B

SATz. Ist M ein Modul und N ein Untermodul derart, daff N und M /N noethersch sind, dann ist auch
M noethersch.

Beweis: Sei ¢ : M — M /N die kanonische Abbildung. Sei U ein Untermodul von M. Da M /N noethersch
ist, gibt es uy, ..., Uy € M mit ¢(U) = Ad(ur) +-- - + Ad(urm ). Da N noethersch ist, gibt es vy,...,v, €
UNN mit UNN = Avy + - -- + Av,. Dann folgt schnell U = Auy + - - + Auy, + Avy + - - - + Av,,, doh.
auch U ist endlich erzeugt. m

Die letzten beiden Sitze lassen sich auch so zusammenfassen: Fiir eine exakte Sequenz von A-Moduln
0> M —-M— M"— 0 gilt:

M noethersch <= M' und M" noethersch.
FOLGERUNG. Sind My, ..., M, endlich viele noethersche Moduln, so ist auch My @ - - - ® M, noethersch.

Beweis: Es geniigt den Fall n = 2 zu zeigen. Dieser folgt aber nach der letzten Bemerkung aus der exakten
Sequenz 0 — My — My & Ms — Ms — 0. 1

SATZ. Ist A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist auch M noethersch.

Beweis: Ist M = Azy +---+ Az, soist ¢ : A™ = M, (aq,...,a,) — a121 + - - - + a,x, surjektiv, M also
Faktormodul des noetherschen Moduls A" = A & --- $ A, also selbst noethersch. B
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KAPITEL 6

Das Spektrum eines Ringes

Wir fangen gleich mit der Definition an:
DEFINITION. Fiir einen kommutativen Ring R heift
Spec(R) = {p : p Primideal in R}

das Spektrum von R. Die Elemente des Spektrums werden auch als Punkte bezeichnet.
Beispiele:

1. Sei k ein Korper. Dann gilt Spec(k) = {(0)}.

2. Was ist Spec(k[z]) fiir einen Korper k? Jedes Ideal in k[z] ist Hauptideal, also gilt:

Spec(k[z]) = {0} U {(p(z)) : p(z) normiert und irreduzibel}.
3. Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt:
Spec(k|z]) = {0} U {(x —a) : a € k},

die Punkte des Spektrums stehen also bis auf (0) in Bijektion zu den Punkten der affinen Geraden
k.

Beispiel: Sei k algebraisch abgeschlossener Korper und R = k[z,y]. Wir wollen Spec(R) bestimmen.

e Natiirlich ist (0) ein Primideal.

o Ist f#0,f € R, soist (f) genau dann Primideal, wenn f irreduzibel ist.

e Sei p ein Primideal, das sich nicht von einem Element erzeugen 148t. Durch Elimination sieht man,
daf3 es Polynome f(z),g(y) # 0 in p gibt. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es a,b € k mit
(x —a,y —b) € p. Nun ist aber (r — a,y — b) maximales Ideal. Also folgt schon p = (z —a,y —b).

e Wir haben also

Spec(R) = {(0)} U {(f) : f irreduzibel} U {(z — a,y — b) : a,b € k}.

Die maximalen Ideale (z — a,y — b) stehen in Bijektion zu den Punkten der affinen Ebene k2,
die Primideale (f) liefern irreduzible Kurven f = 0 in der affinen Ebene k?. Aufierdem gilt:
(f) C(x—a,y—0b) < f(a,b) =0, d.h. (a,b) liegt auf der Kurve f = 0.

Hier bietet sich gleich eine neue Definition an:
DEFINITION. Die Hohe h(p) eines Primideals p € Spec(R) ist das Supremum aller n, so daf es eine
Primidealkette
P=pPoDOP1 D DPn
gibt. Die Krulldimension dim(R) von R ist sup{h(p) : p € Spec(R)}.

Beispiele: Sei k algebraisch abgeschlossener Korper.

1. Fiir R = k[z] hat (0) Hohe 0, die Ideale (z — a) Hohe 1. Der Ring k[z] hat Krulldimension 1.
2. Fir R = k[z,y] hat (0) Hohe 0, die Primideale (f) Hohe 1, die maximalen Ideale (z — a,y — b)
Hohe 2. Der Ring hat Krulldimension 2.

Sei nun R ein Hauptidealring. (0) ist ein Primideal. (f) ist ein Primideal, wenn f irreduzibel ist. Sind f
und g irreduzibel mit (f) C (g), so gilt g|f, also f ~ g, d.h. (f) = (g). Daraus erhiilt man sofort:

43
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SATZ. Ist R Hauptidealring, so gilt
Spec(R) = {0} U {(f) : f irreduzibel}.
R hat Krulldimension 1.
Beispiel: Spec(Z) = {(0), (2), (3), (5),(7), (11), (13),...}.
DEFINITION. Fiir p € Spec(R) sei k(p) = Quot(R/p) der Restklassenkorper im Punkt p. Fiir f € R sei
f(p) (der Wert von f im Punkt p) das Bild von f unter der kanonischen Abbildung
R — R/p — k(p).

Durch diese Definition kann man f € R als Funktion auf Spec(R) auffassen. Die Funktionswerte liegen
allerdings im allgemeinen in verschiedenen Kérpern.

Beispiel: Sei R = CJz]. Fiir p = (z — a) ist k(p) = C. Ist f € R und schreibt man
f=co+eci(z—a)+ex(z—a)+...,

s0 ist f = ¢p mod p, also ¢y das Bild von f in k(p): f(p) = co = f(a). In diesem Fall stimmt also obige
Definition mit dem {iblichen Gebrauch iiberein.

Wir wollen nun eine Topologie auf Spec(R) einfithren. Dazu definieren wir:
DEFINITION. Fiir eine Teilmenge S C R sei
V(S) ={p € Spec(R) : S C p}.

LEMMA. FEs gelten folgende FEigenschaften:

Ist (S) das von S C R erzeugte Ideal, so ist V((S)) = V(S).
S1 C Sy impliziert V(S1) D V(S2).

V(S)=0 < (S)=R.

V(UierSi) = NierV(S;) fiir jede Familie von Teilmengen S;.
V(X icrai) = NierV(a;) fiir jede Familie von Idealen a;.

6. V(anb) =V (a)UV(b) fir Ideale a und b.

Cus Lo =

Beweis: Bis auf die letzte Eigenschaft ist alles unmittelbar klar.

D: Wegen a D anb gilt nach 2. V(a) C V(anb), analog V(b) C V(anb), also auch V(a)UV(b) C V(anb).
C: Angenommen, diese Aussage wiire falsch. Dann gébe es ein Primideal p mit anb C p, aber a € p und
b Zp. Wihle a € a\pund b € b\ p. Dann ist ab € aNb C p, also miiBte a € p oder b € p gelten: ein
Widerspruch zur Annahme. B

Was wir eben bewiesen haben, kann man auch eigensténdig formulieren:
FOLGERUNG. Ist p ein Primideal und a,b Ideale, so gilt:

aNbCp=aCyp oderbCp.

Analog:
abCp=>aCyp oderbCp.

Obige Eigenschaften von V zeigen, daf§ die Teilmengen V (S) die Axiome der abgeschlossenen Teilmen-
gen einer Topologie erfiillen. Wir denken uns Spec(R) mit dieser Topologie versehen. Sie heifit Zariski-
Topologie.

Beispiel: Sei R ein Hauptidealring und P ein Repriisentantensystem der irreduziblen Elemente, also
Spec(R) = {0} U{(p) : p € P}.

Sei a ein Ideal in R. Ist a = 0, so gilt V(a) = Spec(R).Ist a # 0, a = (f) mit f # 0,s0sei f = u-pi* ... ptr

mit u Einheit und n; > 1. Dann ist

V(a)={(m),.-., (o)}

Man sieht so schnell: X C Spec(R) mit 0 ¢ X ist genau dann abgeschlossen, wenn X endlich ist.
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Beispiel: Sei R = CJz,y]. Sind a,b € C, so ist (x — a,y — b) maximales Ideal, also
Viw=a,y—b)={(z—a,y-b)}
Ist f(z,y) ein irreduzibles Polynom, so ist

V() ={Ntu{lz—-ay—-0b): f(a,b) =0}

Wir wollen nun untersuchen, wann V' (a) = V(b) gilt. Dazu brauchen wir noch eine Idealkonstruktion:
DEFINITION. Fiir ein Ideal a heifit
Va={f€R: f*€afireinn > 1}

das Radikalideal von a. Fiir a = 0 besteht /0 aus den nilpotenten Elementen und heifit Nilradikal von
R. Bezeichnung nil(R).

Wir miissen noch zeigen, dafl v/a wirklich ein Ideal ist. Seien f, g € v/a, 0.E. f™, ¢g" € a. Dann gilt

2n

(f+9™ =) <22n> flg" e,

i=1

also f + g € v/a, was die Behauptung zeigt.

Natiirlich gilt a C v/a, also

V(Va) CV(a).
Ist nun p ein Primideal mit a C p, so gilt auch /a C p, denn ist f € v/a, so gilt fiir ein n die Aussage
f™ € aCp,also auch f € p. Folglich:

V(a) CV(Va).

Damit haben wir bewiesen:
FOLGERUNG. V(a) = V(a).
Wir wollen nun noch /a genauer bestimmen.

LEMMA. Sei S eine multiplikative Teilmenge in R, a ein Ideal mit SNa = (). Dann gibt es ein Primideal
pmitaCypundSNp=>0_.

Beweis: Sei M = {b:a C b,bNS = 0}. Dann ist M nicht leer und durch Inklusion geordnet. Jede Kette
{b; :i € I} in M besitzt ein maximales Element in M, ndmlich U;cb;. Nach dem Zornschen Lemma gibt
es maximale Elemente in M. Sei p ein solches. Seien f,g € R mit f,g ¢ p. Dann gilt p+ (f),p+ (9) & M,
also gibt es s,t € S und a,b € R, p,q € p mit

p+af=s, q+bg=t,

und somit st = pg + pbg + afq+ abfg € S. Dann ist abfg € p, also auch fg & p, woraus folgt, dal p ein
Primideal ist. B

FOLGERUNG. Fiir ein Ideal a gilt:
Va=n{p € Spec(R) : a C p} = Npev (a)p-

Beweis: C: Klar wegen V(a) = V(y/a).

D:Sei f € NV (a), aber f & \/a. Definiere S = {1, f, 2, f3,...}. Dann ist S eine multiplikative Teilmenge
mit S Na = (. Also gibt es ein Primideal p mit SNp = @ und a C p. Dann wire aber f ¢ p: ein
Widerspruch. ®

FOLGERUNG. V(a) = V(b) <= /a=b.

FOLGERUNG. Es gibt eine Bijektion zwischen den Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R) und
den Radikalidealen von R, d.h. den Idealen a mit \/a = a.
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Beweis: Jede abgeschlossene Menge Y hat die Gestalt Y = V(a) = V(y/a) und aulerdem gilt
Va=n{pev}im

Wir wollen nun spezielle offene Teilmengen von X = Spec(R) betrachten. Fiir ein f € R gilt:
V(f) =A{p € Spec(R) : f € p} = {p € Spec(R) : f(p) = 0}.

Wir definieren die offenen Menge

D(f) = X\V(f) ={p: f(p) # 0}

Eigenschaften:
1. Sei U C X offen, dh. U = X \ V(a) mit einem Ideal a = (f; : i € I). Nun gilt: V(a) =
(Zzel Rfi) = mzeIV(fz) also
U= X\NierV(fi) = YierD(fs).
Also bilden die D(f)’s eine Basis fiir die offenen Mengen der Topologie.

2.D(f)=X < V(f)=0 < feR*.
3. D(f) =0 < V(f) = Spec(R) < f € nil(R).
4. D(f) = D(g) <= V(f) =V(g) J_=F
5. D(f)N D(g) = X \ (V()) UV(9)) = X \V(fg) = D(fg).
6. Spec(R) ist (quasi)kompakt.
Beweis: Sei X = U;cU; eine Uberdeckung durch offene Mengen. Nach 1. kénnen wir (nach

Verfeinerung) annehmen X = U;erD(f;). Also gilt § = NV (f;) = V(URS;), d.h. (fi:i € I) = R.
Nun ist 1 € R, also gibt es eine endliche Summe 1 = 2?21 gi; fi;- Damit ist
X = X\V(].) = X\V(f“,,fln) = D(f,l) UUD(fln)

Daraus folgt die Behauptung.
Fiir eine Teilmenge S C Spec(R) sei S der Zariski-Abschlu von S, d.h. die kleinste abgeschlossene
Menge, die S umfafit, und

I(S)y={f€R: f(p) =0 fiir alle p € S}.
Das ist das Ideal, der auf S verschwindenden Funktionen. Dann zeigt man leicht folgenden Satz:
SATZ. Fiir ein Ideal a und eine Teilmenge S C Spec(R) gelten:
I(V(a))=+va und V(I(S))=S.
Beweis: Es gilt:
feIV(a) < f(p)=0firallep Da <= f € Npev(ap =Va.

Fiir den zweiten Teil sei V (a) eine abgeschlossene Menge mit S C V(a). Dann folgt v/a = I(V(a)) C I(S)
und damit V(I(S)) C V(v/a) = V(a), d.h. V(I(S)) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die S umfafit.
|

Sei nun p ein Punkt von Spec(R). Dann gilt:
peEV(a) < aClp,
also ist die kleinste abgeschlossene Menge, die p enthilt V(p):
{r} =V

Im allgemeinen sind also die Punkte von Spec(R) nicht abgeschlossen. Ein Punkt p ist genau dann
abgeschlossen, wenn p ein maximales Ideal ist.

Beispiel: In Spec(Z) gilt: {(0)} = Spec(Z).

DEFINITION. Sei X ein topologischer Raum. Eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge S C X heift
irreduzibel, wenn S sich nicht als Vereinigung von echt kleineren abgeschlossenen Teilmengen schreiben
1iBt. Ein Punkt x einer abgeschlossenen Teilmenge heifit generischer Punkt von S, wenn {z} = S gilt.
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Hat eine abgeschlossene Teilmenge S C X einen generischen Punkt z, so ist natiirlich S irreduzibel. Fiir
Spec(R) gilt auch die Umkehrung:

SAaTZ. Sei S C Spec(R) eine abgeschlossene und irreduzible Teilmenge. Dann hat S einen generischen
Punkt.

Beweis: Sei a = I(S). Wir wollen zuniichst zeigen, dafl a ein Primideal ist. Wegen S # 0 ist a # R. Sei
nun fg € a. Dann gilt
S=V(a) CV(fg) =V(f)UV(g), also S = (SNV(f)) U(SNV(g)).

Aus der Irreduzibilitit von S folgt S C V(f) oder S C V(g), d.h. f € a oder g € a. Also ist a ein
Primideal. Damit ist aber L

S =V(a) = {a},
woraus die Behauptung folgt.

FOLGERUNG. Die abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von Spec(R) sind genau die Mengen V (p) mit
p € Spec(R).

Fiir noethersche Ringe erhalten wir folgenden Zerlegungssatz:
SATZ. Ist R noethersch, so lifit sich jede abgeschlossene Teilmenge Y C Spec(R) zerlegen
Y=Y1U---UY,,

wo die Y; irreduzible abgeschlossene Mengen sind. Lafst man Y;’s weg, wenn es ein i # j gibt mitY; CY;,
so wird die Zerlegung eindeutig. Anders geschrieben: Es gibt Primideale pi,...,p, mit p; € p; firi # j
mit

Y =V(p)u--uV(p) ={p}uU---Uip}.
Beweis: Eristenz einer Zerlegung: Jede abgeschlossene Menge hat die Gestalt V (a). Sei
M = {a Ideal: V (a) ist nicht endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Mengen}.

Wire M # (), so giibe es ein maximales Element a € M. Speziell ist dann V (a) = V(y/a) nicht irreduzibel,
d.h. V(a) = V(b) UV (c) mit b = vb, ¢ = /c und V(b) C V(a),V(c) C V(a), also a C b und a C «.
Wegen der Maximalitidt von a liegen b und ¢ nicht in M, also sind V(b) und V(c) endliche Vereinigung
von irreduziblen abgeschlossenen Mengen, also auch V(a): ein Widerspruch. Damit ist M = () und jedes
V(a) hat die Form
Via) =V(p)U---UV(py).

Durch Weglassen von V(p;)’s, die in einem anderen V' (p;) enthalten sind, erhalten man die gewiinschte
Darstellung.
Eindeutigkeit: Sei

V(pl) Uu---u V(pr) = V(ql) U---u V(qs)
mit p; € p; fiir i # j und q; Z q; fiir ¢ # j. Betrachte p;. Es ist in der linken Seite enthalten, also auch in
der rechten, also gibt es einen Index f(i) mit p; € V(qs(;), d-h. qz¢;) C p;. Aus Symmetriegriinden gibt
es auch zu jedem j = 1,..., s einen Index g(j) mit p,;) C q;. Damit gilt

Pi 2 dri) 2 Pe(ri))

woraus sofort go f = id und p; = qy(;) folgt. Analog fog = id. Also gilt » = s und die zweite Darstellung
entsteht durch Permutation der Indizes. B

FOLGERUNG. In einem noetherschen Ring R gibt es nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis: Es ist Spec(R) =V (p1)U--- UV (p,), wobei die p1,...,p, genau die minimalen Primideale sind.
|

Morphismen: Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus und q € Spec(S), so ist f~'q € Spec(R). Also
erhalten wir eine Abbildung
f*: Spec(S) — Spec(R),q = f~H(q).
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Beispiele:
1. Z C Q induziert Spec(Q) — Spec(Z), (0) — (0).
2. Fiir eine Primzahl p liefert Z — Z/(p) den Morphismus Spec(Z/(p)) — Spec(Z), (0) — (p).
3. Betrachte ¢ : C[z] — C[z] mit ¢(x) = 22. Dies liefert ¢*(z — a) = (z — a?).

LEMMA. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt
¢* "' D(f) = D(¢(f))-
Insbesondere zeigt dies, daf$ ¢* stetig ist.
Beweis: Wir haben
1€ D(f) = ¢a=¢"qeD(f) =
= [¢oTa = d(f) ¢ =
<~ qED(4(f)) m
Folgender Satz ist fast klar:
SATZ. 1. Ist a ein Ideal in R, so induziert R — R/a einen Homdomorphismus
Spec(R/a) ~ V(a) C Spec(R).
2. Sei S C R multiplikativ. Dann induziert R — S~™'R einen Homdéomorphismus aufs Bild:
Spec(ST'R) = {p:SNp =0} C Spec(R).

Das Nilradikal nil(R) eines Ringes R war die Menge der nilpotenten Elemente. Wir haben gezeigt, daf§
auch gilt: nil(R) = N{p : p € Spec(R)}. Ein Ring R heifit reduziert, falls nil(R) = 0 ist. Fiir einen Ring
R sei Ryeq = R/nil(R). Dann ist R,.q reduziert. Da alle Primideale von R das Nilradikal enthalten folgt
auch sofort

Spec(R) ~ Spec(Ryeq)-

Beispiel: Der Ring R = k[z,y]/(z?,y?) ist nicht reduziert, da x und y nilpotent sind. Offensichtlich ist
dann nil(R) = (z,y), also Ryeq = k[z,y]/(z,y) ~ k. Das Spektrum von R besteht nur aus einem Punkt.
Moduln: Sei M ein R-Modul. Dann heifit das Ideal

ann(M) ={r € R:rm =0 fiir alle m € M}

das Annulator von M. Entsprechend heifit fiir z € M das Ideal ann(z) = {r € R : rz = 0} der Annulator
von z. Fiir jedes p € Spec(R) ist M, ein Ry,-Modul. Wir nennen

supp(M) = {p € Spec(R) : My # 0}
den Trager von M.
Beispiel: Sei a ein Ideal in R und M = R/a.
e Ist a Z p, so gibt es ein a € a mit a ¢ p, also gilt in My: 1 =2 =0, also M, = 0.

o Ist a C p, soist % # 0 in My, denn andernfalls géibe es s & p mit s1 = 0in R/a, was aber s € a C p,
also einen Widerspruch lieferte. Damit: A/, # 0.

=1

Damit haben wir bewiesen:
supp(R/a) =V (a).
SATzZ. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:
1. M =0,
2. My =0 fir alle p € Spec(R), d.h. supp(M) =0,
3. My = 0 fiir alle maximalen Ideale m.

Beweis: 1 = 2 = 3 ist klar. Es gelte nun 3. Angenommen M # 0. Dann gibt es x € M, z # 0. Der
Annulator ann(z) ist in einem maximalen Ideal m enthalten: ann(z) C m. Nun ist $ =0 in My, d.h. es
gibt s € m mit sz = 0, also s € ann(z) C m, ein Widerspruch. Also ist doch M =0. ®

SATZ. Sei ¢p: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. ¢ ist injektiv (surjektiv),
2. ¢p : My = N, ist injektiv (surjektiv) fir alle p € Spec(R),
3. ¢m : My — Ny ist injektiv (surjektiv) fiir alle mazimalen Ideale m.

Beweis: Wir zeigen nur die Aussagen fiir injektiv. Fiir surjektiv geht alles analog.

1= 2:Ist 0 = M — N exakt, so auch 0 = M, = Ny, d.h. ¢, ist injektiv.

2 = 3: klar.

3 = 1: Sei M’ = kern(¢), also ist 0 - M' — M — N exakt. Dann ist auch 0 - M} — My — Np
exakt, wegen der vorausgesetzten Injektivitit von ¢y, ist also M) = 0 fiir alle maximalen Ideale m und
damit nach dem vorangegangenen Satz M' = 0, was wir zeigen wollten. B

Ganz analog ist auch Flachheit eine lokale Eigenschaft:

SATZ. Fiir einen R-Modul F sind dquivalent:

1. M ist flach,
2. M, ist flacher Ry-Modul fiir alle Primideale p.
3. My, ist flacher Ry -Modul fiir alle mazximalen Ideale m.

Beweis: 1 = 2 = 3 ist wieder einfach. Wir zeigen nur 3 = 1. Sei also M — N injektiv. Wir miissen zeigen,
daB auch M ® F — N ® F injektiv ist. Wir wissen, dafl M, — N, injektiv ist, da F}, flacher R,,-Modul
ist, ist also auch My, ®g,, Fn = Nm®Rg,, Fn injektiv. Dies ist aber das gleiche wie (M QR F)m = (NQF) .
Nach dem letzten Satz folgt die Injektivitidt von M @ F - N @ F. &

LEMMA. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Gilt dann M ® k(m) = M ® R/m = 0 fiir alle mazimalen
Ideale m, so gilt auch M = 0.

Beweis: Es gilt 0 = M ® R/m = M/mM, d.h. M = mM fiir alle maximalen Ideale m. Lokalisieren in m
liefert My = (mRw)My. Nach dem Nakayama-Lemma folgt M, = 0, da auch M, endlich erzeugt ist.
Nach einem Satz von eben folgt M = 0. m

Bemerkung: Der Satz stimmt nicht mehr, wenn man endlich ereugt weglaft:

Beispiel: Sei R = Z und M = Q. Fiir eine Primzahl p ist dann Q®zZ/(p) = 0, denn § ®c = 1% ®pc = 0.
Aber Q # 0.
Wir geben noch eine Eigenschaft von supp(M) an:
SATZ. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gilt
supp(M) =V (ann(M)),
insbesondere ist supp(M) in Spec(R) abgeschlossen.

Beweis: Sei M = Rmy + - -- + Rm,. Dann gilt: p € supp(M) genau dann, wenn M, # 0, d.h. es gibt ein
i mit 24 # 0 in My, d.h. es gibt ein ¢ mit ann(m;) N (R \ p) = 0, also ann(m;) C p. Damit

supp(M) = U;V(ann(m;)) = V(Nann(m;)) = V(ann(M)).R

Beispiel: Obiger Satz wird falsch, wenn man endlich erzeugt weglifit. Man nehme R = Z und
M = ®,>2Z/(n).

Ist p eine Primzahl, so ist Z,) ® Z/(p) = Z/(p) # 0, also M,y # 0, d.h. (p) € supp(M). Andererseits
ist Zioy ® M = Q® M = 0, also (0) ¢ supp(M). Damit gilt supp(M) = Spec(Z) \ {(0)}. Der Tréger
supp(M) ist also weder offen noch abgeschlossen.
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KAPITEL 7

Ganze Ringerweiterungen und normale Ringe

Sei A ein Unterring des Rings B. Wir sagen auch, B ist eine Ringerweiterung von A. Ein 2 € B heif}t
ganz iiber A, wenn z eine Gleichung

2" a4+ ta, 1 +a, =0

mit a; € A erfiillt. (" + a12"~! + -+ + a, ist also ein normiertes Polynom.)
Beispiel: Sei A = Z und B = C. Dann ist /2 ganz iiber Z, denn /2 erfiillt die Gleichung 2> — 2 = 0.

Beispiel: Sind K und L Koérper mit K C L, so ist x € L genau dann ganz iiber K, wenn x algebraisch
iiber K ist.
SATZ. Sei B eine Ringerweiterung von A und x € B. Dann sind dquivalent:

1. = ist ganz iiber A,

2. Alzx] ist ein endlich erzeugter A-Modul,

3. Es gibt einen Ring C mit A C C C B, so daff C' als A-Modul endlich erzeugt ist und x € C ist.
Beweis: 1 = 2: Sei 2™ + a12" ' + --- 4+ a,, = 0. Dann ist

"= —ap — - —a 2" €A+ A -+ Az"h

Induktiv sieht man schnell: 2™ € A+ Az+- -+ Az"~! fiir allem > 1. Also gilt A[z] = A+Az+-- -+ Az,
d.h. Afz] ist ein endlich erzeugter A-Modul.
2 = 3: Wihle C = A[z].
3= 1:Sei C = Acy +--- + Acy, und 0.E. ¢; = 1. Dann ist z¢; = ) a;5¢;. Wie frither sieht man
det(zd;; — a;j) - ¢ = 0, woraus man sofort eine normierte Gleichung von x tiber A erhilt. m

FOLGERUNG. Sind x1,...,z, € B ganz iber A, so ist der Ring Alxy,...,x,] ein endlich erzeugter A-
Modul.

Beweis: durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 steht im Satz. Wir nehmen nun an, da der Ring
A" = Alzy,...,xp—_1] ein endlich erzeugter A-Modul ist, also A" = Ay, + --- + Ay,. Da z,, ganz iiber A
ist, ist x,, auch ganz iiber A’ also nach dem Satz A'[z,] = A'zy + -+ + A’z;. Damit folgt

Alzy,. .o ap) = Allzn] =) Ayiz;,
die Behauptung. ®

FOLGERUNG. Die Menge
C ={z € B : x ist ganz iiber A}

ist ein Teilring von B.

Beweis: Zunéchst ist A C C. Seien z,y € C. Nach der letzten Folgerung ist A[z,y] ein endlich erzeugter
A-Modul. Wegen = + y,z -y € A[z,y] sind dann auch z + y und z - y ganz iiber A, d.h. x +y,zy € C. A

Der Ring C heifit der ganze Abschlufl von A in B. Gilt C' = A, so sagt man, A ist ganz abgeschlossen in
B. Ist C' = B, so sagt man, B ist ganz iiber A, oder B ist eine ganze Ringerweiterung von A.

Bemerkung: Ist A C B eine Ringerweiterung und B endlich erzeugter A-Modul, so ist B insbesondere
ganz iiber A. Man sagt, Spec(B) — Spec(A) ist ein endlicher Morphismus.
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Beispiel: Sei d € Z, d # 1, d quadratfrei und K = Q(v/d). Der ganze Abschluff von Z in K ist dann
Z[Vd| fiir d = 2,3 mod 4 und Z[25Y?] fiir d = 1 mod 4.

SATZ. Ist B ganz iiber A, C' ganz iiber B, so ist C' ganz iiber A.

Beweis: Sei z € C. Dann gibt es by, ...,b, € B mit 2" +b;2" 1 +---+b, = 0. Der Ring B’ = A[by,...,b,]
ist endlich erzeugter A-Modul. Da z ganz iiber B’ ist, ist B'[z] endlich erzeugter B’-Modul. Wie zuvor
folgt, dal B'[z] endlich erzeugter A-Modul ist. Also ist « ganz iiber A. W

FOLGERUNG. Ist A C B eine Ringerweiterung und ist C der ganze Abschluff von A in B, so ist C' ganz
abgeschlossen in B.

SATZ. Sei B ganz iiber A.

1. Ist b ein Ideal in B und a = AN b, so ist B/b ganz iber A/a.
2. Ist S eine multiplikative Teilmenge von A, so ist S™'B ganz tiber S~'A.

Beweis: 1. Klar.
2. Sei % € S7'B. Da b ganz iiber A ist, gibt es a1, ...,a, € A mit

V" +arb” P4+ a, =0,

was sofort
b, a b, an,
(s) + S (s) + + s

liefert, d.h. £ ist ganz {iber S~' 4. m

=0

SATZ. Sei A C B eine ganze Erweiterung von Integrititsringen. Genau dann ist B ein Korper, wenn A
ein Korper ist.

Beweis: Sei A ein Korper und b € B, b # 0. Dann gibt es aq,...,a, € A mit
b +a b+ +a, =0,
wobei wir 0.E. a, # 0 voraussetzen kénnen. Damit gilt
b 4 a2 44 ap_y1) = —a, € AX C B,

also ist auch b € B*. Da b € B beliebig war, mufl B ein Korper sein.
Sei nun B ein Kérper und a € A, a # 0. Dann ist a~! € B, also ganz iiber A, d.h. es gibt a,...,a, € A
mit
™"+ a0 4+ ta, =0,
also

a''=—a; —aza— - —aa® ' € A.

Also ist A ein Koérper. B

Bemerkung: Die Voraussetzung, daf3 B ein Integrititsring ist, ist wichtig. So ist z.B. Q C Q x Q,z —
(z,z) eine ganze Ringerweiterung, denn (a,b) geniigt der Gleichung 2% — (a + b)z + ab = 0, aber Q x Q
ist kein Integritétsring.

FOLGERUNG. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung, ¢ C B ein Primideal und p = qN A. Dann ist q
genau dann mazimales Ideal in B, wenn p mazimales Ideal in A ist.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus dem vorangegangenen Satz, wenn man beachtet, dafl auch
A/p C B/q eine ganze Ringerweiterung ist. B

FoLGERUNG. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Sind q C q' Primideale in B mit qNA = q'NA = p,
soistq=¢.
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Beweis: Wir lokalisieren in p, d.h. withle S = A\ p. Dann ist S~!B ganz iiber A,. Nun ist pA, maximales
Ideal. Die Ideale qS~'B und q'S~'B miissen nach der letzten Aussage also auch maximal sein. Also
qS~!B = ¢'S~!B. Damit folgt schon q = ¢', da die Primideale von S~™!B in Bijektion zu den zu S
disjunkten Primidealen von B stehen. B

SATZ. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Zu jedem Primideal p von A gibt es ein Primideal q von
B mit qN A =p. D.h. Spec(B) — Spec(A) ist surjektiv.

Beweis: Wir lokalisieren in S = A\p und erhalten A, C By, wo B, = S! B bedeutet. Sei m ein maximales
Ideal in By. Dann ist m N A, = pA, nach unseren Sitzen. Sei nun q das Primideal in B mit S~'q = m.
Dann gilt

STHqnA)=S"qnS'A=mn A, = S (p),
alsogNA=p. 1

Beispiel: Sei A = Z und B = Z[i]. Dann gilt (Beweis als Ubung):

Uber (0) liegt (0).

Uber (2) liegt (1 + ).

Ist p = 3 mod 4, so liegt iiber (p) nur (p).

Ist p = 1 mod 4, so ist p Summe von 2 Quadraten: p = a2 +b?. Uber (p) liegen die 2 verschiedenen
Primideale (a + bi) und (a — bi).

FOLGERUNG. Ist A C B eine ganze Ringerweiterung, so ist Spec(B) — Spec(A) eine abgeschlossene
Abbildung, d.h. abgeschlossene Mengen werden in abgeschlossene Mengen abgebildet.

Beweis: Sei b ein Ideal in B und ¢ : A — B die Inklusion. Dann gilt ¢*V (b) C V(bNA). Seip € V(bN A).
Wir betrachten die Ringerweiterung A/(b N A) C B/b. Zu p gibt es ein Primideal §, das iiber p liegt.
Liften nach B liefert ein Primideal ¢ mit ¢ D b und qN A =p. Also ist ¢*V(b) =V (6N A). B

SaTz (Going-up). Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Sind p C p' Primideale in A und ist q ein
Primideal in B mit qN A = p, so gibt es ein Primideal ' in B mit ¢ C q' und ¢ N A =1p'.

Beweis: Sei A = A/p und B = B/q. Dann ist B ganz iiber A. Zu p’ gibt es nach dem vorangegangenen
Satz ein Primideal q’ in B mit q'N B = p’. Sei q' das Urbild von q’ unter B — B/q. Dann gilt q C g’ und
gNA=p. 1

Induktiv erhélt man daraus sofort die folgende Version:

SaTz (Going-up). Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Sind p1 C --- C p, Primideale in A und
q1 C -+ C qm Primideale in B mit ; N A =yp; fiiri =1,...,m, so existieren Primideale qum11,-..,qn in
B mitqm Cqm+1 C---Caqnundq;NA=p; firi=1,...,n.

ForaerRUNG. Sind A C B Ringe und ist B ganz iber A, so gilt dim(A) = dim(B).
Beweis: Gibt es eine Primidealkette po C p1 C --- C p, in A, so laBt sich dazu eine in B finden:

qo C -+ - C q,. Ist umgekehrt qo C --- C g, eine Primidealkette in B, so ist (ANgqo) C--- C (ANg,) eine
Primidealkette in A. Hieraus folgt sofort die Behauptung. B

Ein Integritétsring A heifit ganz abgeschlossen, wenn er ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper
ist. In diesem Fall nennt man den Integritéitsring A auch normal.

Beispiel: Sei a € C algebraisch iiber Q und K = Q(«). (So etwas nennt man einen algebraischen
Zahlkorper.) Der ganze Abschlufl von Z in K wird dann mit o bezeichnet und heifit der Ring der ganzen
Zahlen von K. Eigenschaften von ox werden in der Algebraischen Zahlentheorie studiert. Insbesondere
gilt dim(og) = 1.

Beispiel: Der Ring A = k[z,y]/(y? — x?) ist nicht ganz abgeschlossen.
Beweis: Betrachte t = £ € Quot(A). Offensichtlich ist ¢+ ¢ A, sonst hitte man eine Relation ¥ =

f(z,y) + g(x,y)(y? — %) iiber k[z,y]. Andererseits ist t? = g—z =2, d.h. t ist ganz iiber A. W
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SATZ. Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen.

a

Beweis: Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkdérper K. Sei § € K ganz iiber A, d.h. es gibt
aiy...,a, € A mit

a\n a\n—1

()" +a(3) T e an =0,

O.E. kénnen wir annehmen, dal a und b teilerfremd sind. Durch Multiplikation mit 5™ folgt
a® +a1a” b+ -+ ab” = 0,

insbesondere bja™. Da a und b teilerfremd sind, muf3 b eine Einheit sein, d.h. § € A. Also ist A ganz
abgeschlossen. B

Genauso einfach geht der Beweis des folgenden Satzes:

SATZ. Seien A C B Ringe und C der ganze Abschiuf$ von A in B. Ist S eine multiplikative Teilmenge
von A, so ist ST'C der ganze Abschlufl von S™'A in ST'B.

Ganz abgeschlossen zu sein ist eine lokale Eigenschaft:

SATZ. Fiir einen Integrititsring A sind dquivalent:

1. A ist ganz abgeschlossen,
2. A, ist ganz abgeschlossen fir alle Primideale p,
3. A, ist ganz abgeschlossen fiir alle maximalen Ideale m.

Beweis: 1 = 2: zuvor. 2 = 3: klar.
3 = 1: Sei z € Quot(A) ganz iiber A. Dann ist z auch ganz iiber A, also nach Voraussetzung z € Ay,.
Wir hatten aber bereits gesehen A = NA.,, woraus € A folgt. B

Zur Ubung zeige man folgenden Satz:

SATZ. Ist A ganz abgeschlossener Integrititsring, so ist auch der Polynomring Alxy,...,xz,] ganz abge-
schlossen.

Von praktischer Bedeutung ist folgender Satz:

SATZ. Sei A ein ganz abschlossener Integrititsring mit Quotientenkorper K und L eine algebraische
Korpererweiterung von K. Ein a € L ist genau dann ganz iber A, wenn das Minimalpolynom von « iiber
K Koeffizienten in A hat.

Beweis: Sei f(z) = 2" + a;z"~ ! + - -+ + a,, das Minimalpolynom von « iiber K. Gilt a; € A fiir alle i, so
ist natiirlich o ganz iiber A. Sei jetzt umgekehrt a ganz iiber A. Sei K ein algebraischer Abschlu von
K mit L C K. Das Polynom f(z) zerfillt als f(z) = (z — 1) ... (z — ay), wo alle a; € K und konjugiert
iiber K sind. Also sind alle «; ganz iiber A. Daher ist Aoy, ..., a,] ein endlich erzeugter A-Modul. Nun
sind aber aq, . .., a, elementarsymmetrische Ausdriicke in den a;’s, also a1, . ..,a, € Alay,...,ay]. Daher
sind die a;’s ganz iiber A und in K. Da A ganz abgeschlossen ist, folgt a1,...,a, € A. R

SATZ. Sei A C B eine ganze Ringerweiterungen von Integrititsringen, K der Quotientenkorper von A,
L der Quotientenkdrper von B. Auflerdem sei A ganz abgeschlossen und L|K eine normale Korperer-
weiterung. Sind dann q und ' Primideale in B, die iiber dem gleichen Primideal p von A liegen, d.h.
p=qNA=q NA, dann gibt es einen Kirperautomorphismus o von L iber K mit o(q) = q'.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir folgendes Lemma:
LEMMA. Ist a ein Ideal und sind p1,...,p, Primideale mit a C py U---Up,, so gibt es ein i mit a C p;.

Beweis des Lemmas: (Vergleiche dies mit der Aussage fiir Untervektorrdume eines Vektorraums.) Wir
machen einen Induktionsbeweis. Im Fall n = 1 ist alles klar. Die Aussage gelte fiir n — 1 Primideale. Sei
nun a C p; U---Up, vorausgesetzt.
e Wir kénnen annehmen, dafl a € p; U --- U p,—1, sonst sind wir nach Induktionsvoraussetzung
bereits fertig. Wahle a € a mit a € p1,...,a & pno—1. Nach Voraussetzung ist dann a € p,,.
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e Wir kénnen annehmen, daf ap; ...p,—1 € pn, denn andernfalls ist a C p,, (fertig) oder p; C p,, fiir
ein 7 < n und wir konnen wieder die Induktionsvoraussetzung anwenden. Wahle b € apy...pn_1
mit b & p,. Dann gilt auch b € a und b € p1,...,b € pp—1.

Betrachte jetzt a + b. Offensichtlich ist a + b € a, aber a + b & p1, ..., pn, €in Widerspruch. Also war die
Annahme a € p,, falsch. Damit folgt die Behauptung.

Beweis des Satzes: Wir beweisen den Satz nur im Fall, da L|K endlich algebraisch ist. Sei G =
{o1,...,0,} die Gruppe die Kérperautomorphismen von L iiber K.

Behauptung: ' Co1qU---Uopq.

Beweis: Angenommen, dies wire falsch. Dann gibt es ein « € ¢’ mit « ¢ 0;q. Da L|K normal ist, ist [[ o,z
rein inseparabel iiber K, d.h. es gibt eine Potenz y = ([J o;z)Y € K. Mit z sind auch alle o;x ganz {iber
A, also ist auch y € K ganz iiber A. Da A ganz abgeschlossen ist, gilt y € A. Nunist y € ANg=p Cq'.
Also gibt es ein o mit ox € q und damit * € o 'q, ein Widerspruch zur Annahme. Daher ist die Be-
hauptung richtig.

Es gibt also ein ¢ mit q' C ;9. Da beide Primideale iiber p liegen, folgt schon ¢ = ;q, was wir zeigen
wollten. ®

Beispiele:

1. Im Fall Z C Z[i] ist die Aussage des Satzes schon zu sehen.

2. Die Aussage kann nicht mehr so stimmen, wenn L|K nicht normal ist. Sei A = Z und B = Z[o]
mit o = /2. Dann sind q = (5, + 2) und q' = (5,0 — 2a + 1) Primideale in B, die iiber dem
Primideal (5) von Z liegen. Wegen B/q ~ F5 und B/q’ ~ Fo5 konnen q und ¢’ nicht durch einen
Isomorphismus ineinander iiberfiihrt werden.

SaTz (Going-down). Sei A C B eine ganze Ringerweiterung von Integrititsringen und A sei ganz ab-
geschlossen. Sind p D p' Primideale in A und ist q ein Primideal in B mit qN A = p, so gibt es ein
Primideal q' in B mit ¢ NA=q und q2 ¢’

Beweis: Sei K = Quot(A) und L die normale Hiille von Quot(B). Sei C' der ganze Abschlufl von A
(oder B) in L. Sei qo ein Primideal in C, das iiber q liegt. Nach going-up gibt es Primideale po D py
in C, die iiber p D p’ liegen. Da sowohl pg als auch qo iiber p von A liegen, lassen sie sich durch einen
Automorphismus ineinander iiberfithren. O.E. qo = po. Dann gilt aber BN po O B Np{ und B N p liegt
iiber p’, woraus die Behauptung folgt. m

Geometrische Interpretation von Going-down: Die Voraussetzungen seien wie im letzten Satz. Was
heiflt dies fiir ¢* : Spec(B) — Spec(A)? (Wir nehmen noch an, daf3 B noethersch ist.) Sei p € Spec(A).
Dann gilt

¢V (p) = V(a)U---UV(qy),

wo die V(q;) die irreduziblen Komponenten sind.

Behauptung: ¢*q; = p

Beweis: Wére ¢*q; D p, so gibe es ¢’ mit q; D ¢ und ¢*q' = p, also ¢’ € V(q1) U---UV(q,), ein
Widerspruch.

Dies kann man auch anders ausdriicken: Ist X C Spec(A) irreduzibel und Y C Spec(B) eine irreduzible
Komponente von ¢*~'X, dann wird der generische Punkt von Y auf den generischen Punkt von X
abgebildet. (Vgl. Aufgabe 38, wo in einem Beispiel geometrisch gezeigt wird, dafl Going down nicht gilt.)

Wir kommen nun zu einer wichtigen Eigenschaft ganz abgeschlossener Ringe im eindimensionalen Fall:

SATZ. Sei (R,m) ein lokaler noetherscher Integrititsring der Dimension 1. Dann gilt:

R ist ganz abgeschlossen <= R ist diskreter Bewertungsring.

Beweis: Die eine Richtung ist einfach: Ein diskreter Bewertungsring ist faktoriell, insbesondere also ganz
abgeschlossen. Sei jetzt R ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper K. Wir haben friither bereits
gesehen, daf es geniigt zu zeigen, dafl m ein Hauptideal ist. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

Sei a € mya # 0 und m = (xy,...,2,), 0.E. z; #0. Da in R nur die 2 Primideale 0 und m existieren und
{2 :n > 0} Nm # O gilt, enthiilt R,, nur ein Primideal, ndmlich 0, ist also ein Kérper, also R;, = K.
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Dann gibt es n; > 0 und y; € R mit % = zyn, woraus sofort 2" = y;a € (a) folgt. Damit sieht man

leicht, daf} es ein n gibt mit m™ C (a). Wihle 7 mit dieser Eigenschaft minimal, d.h. m"~! ¢ (a). Wihle
bem™ ', b¢ (a). Dann ist £ ¢ R, aber wegen bm C m™ C (a) gilt 2m C R.

Wire %m C m, so wire g ganz iiber R, also % € R, da R ganz abgeschlossen ist: ein Widerspruch. Also
bleibt nur der Fall gm = R. Dies liefert sofort m = ¢ R, also ist m Hauptideal, was zu zeigen war. B

Bemerkung: Geometrisch 148t sich dies so interpretieren: Kurvensingularititen 16st man durch Norma-
lisierung auf.

Beispiel: Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper und A = k[X,Y]/(Y? — X2 — X?). Die Bilder von X
und Y in A werden mit x und y bezeichnet. Dann gilt also ¥ = 22 + 2. Sei K = Quot(A). Es gilt:

Spec(A) = {(y* —2* —2*)} U {(z —a,y — b) : a,b € k,b* = a® + a*}.
Sei t = £. Dann gilt t2 = 1+ x. Also ist ¢t ganz iiber A. Da t ¢ A, ist A nicht ganz abgeschlossen. Nun
gilt aber # = #> — 1 und y = tr = t(t> — 1), also A C k[t]. Da k[t] faktoriell ist, ist k[t] ganz abgeschlossen.

D.h. der ganze Abschlufl von A ist k[t]. Die induzierte Abbildung Spec(k[t]) — Spec(A) bildet die Punkte
(t — 1) und (¢ + 1) auf den singuliren Punkt (z,y) ab. (Geometrische Interpretation!)

Wir kommen nun zu einem weiteren wichtigen Satz:

SaTz (Noetherscher Normalisierungssatz). Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra iiber einem Korper k.
Dann gibt es iiber k algebraisch unabhingige x1,...,z, € A, so dafi A iiber k[z1,...,x,] ganz ist. (Insbe-
sondere ist A dann ein endlich erzeugter k[z1, ..., z.]-Modul und dim(A) =r.)

Zur Erinnerung: x1, ..., z, € A heiflen algebraisch abhiingig iiber k, wenn es ein Polynom f(X3,..., X,) #
0 mit Koeflizienten in k gibt mit f(z,...,z,) = 0.

Beweis: Wir beweisen den Satz nur fiir den Fall, da8 & unendlich ist.

1. Sei Avonuy,...,u, iiber k als Ring erzeugt, d.h. A = k[us, . .., u,]. Nach Umbenennung kann man
annehmen, daf uq,...,u, algebraisch unabhéngig tiber k sind, und daf w,41,...,u, algebraisch
von ui,...,u, abhingen.

2. Wir machen jetzt Induktion nach n. Im Fall n = r sind wir fertig. Sei also n > r vorausge-
setzt. u, ist algebraisch iiber k[uq,...,u,—1]. Also gibt es ein Polynom f(zy,...,2,) # 0 mit
f(ula"'aun) =0.

3. Zerlege f in homogene Bestandteile: f = fo + fi + -+ + f4, wo f; homogen vom Grad ¢ ist und
fa # 0. Da k als unendlich vorausgesetzt war, gibt es c1,...,cp—1 € k mit f(c1,...,¢cp-1,1) # 0.

Wir definieren v; = u; — c;u, fiir i = 1,...,n — 1 und ersetzen jetzt die uq,...,u,_1 durch
V1y...,Up_1. Dann gilt
0 = f(Ul +CiUn, ..., V-1 + Cnflunaun) =

= fd(vl +Cluna"'avn71 +cn71un7un)+"' =

= faler,. .y enor, Dul ...,
d.h. u, ist ganz iiber kfvi,...,vp—1].

4. Wendet man jetzt die Induktionsvoraussetzung auf k[v,...,v,—1] an, so findet man Elemente

Zi,...,% € Kk[v1,...,v,_1], die algebraisch unabhiingig sind und die Eigenschaft haben, daf§
k[vi,...,vp—1] ganz iiber k[zy,...,x,] ist. Dann ist natiirlich auch A ganz iiber k[z1,...,x,],

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und A = k[z,y]/(zy — 1). Es ist

Spec(A) = {(0)}u{(x —a,y — %) ra € k,a#0}.
A ist nicht ganz tiber k[z], sonst wiire Spec(A) — Spec(k[z]) surjektiv, was nicht der Fall ist. Wir setzen
an: £ = u + cy und erhalten
O=zy—1=(u+cyy—1=cy’ +uy—1.
Wihlt man also ¢ = 1, d.h. u = x — y, so gilt y> +uy — 1 =0, d.h. A ist ganz iiber k[u].
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Wir wenden jetzt diesen Normalisierungssatz an, um verschiedene Versionen des Hilbertschen Nullstel-
lensatzes zu zeigen.

Sei R = k[z1,...,xy] der Polynomring iiber einem Kérper k£ und m ein maximales Ideal in R. Wie sieht
m aus?

1. Wir wenden den Normalisierungssatz auf die endlich erzeugte k-Algebra R/m an: R/m ist also
ganz iiber einem Polynomring k[y1, . ..,y,]. Da aber R/m ein Korper ist, ist es auch k[yi,...,y.],
also k[y1,...,yr] = k. Damit ist /m endlich {iber &, d.h. eine endliche Kérpererweiterung von k.
Also kK C R/m C k.

2. Ist k algebraisch abgeschlossen, so folgt R/m = k. Schreibt man ¢ : R — k fiir die Abbildung
R - R/m — k und a; = ¢(z;), so ist ¢(z; — a;) = 0, also z; — a; € kern(¢p) = m. Aus
(r1 —ay,...,o, — a,) C m folgt aber wegen R/(z1 — a1,...,Z, — a,) =~ k sofort

m = (2131 —al,...,a:n—an).
Damit haben wir bewiesen:

SATZ. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Kdérper, so haben alle maximalen Ideale des Polynomrings
klz1,...,z,] die Gestalt (x1 —ay,...,x, —ay), mit a1, ...,a, € k.

Sei jetzt k algebraisch abgeschlossen und fi,..., fr € k[z1,...,2,]. Geometrisch ist die Nullstellenmenge
X :N(fl,...,fr) = {(al,...,an) € k" fl(al,...,an) =--- :fr(al,...,an) :0}
interessant. Sei a = (f1,..., fr) das von den f;’s erzeugte Ideal. Klar ist N(a) = N(f1,..., fr).

o Ist a = k[z1,...,,], so gibt es Polynome g; mit 1 =g, f1 + -+ + g, f und es folgt X = .
e Ist a # k[z1,...,x,], so gibt es ein maximales Ideal m = (21 — a1,...,2y, — a,) mit a C m und
man sieht sofort (ay,...,a,) € X, insbesondere X # 0.

Wir formulieren dies:

FOLGERUNG. Istk algebraisch abgeschlossen und sind f1, ..., f. Polynome mit (f1,..., fr) # k[z1,..., 5],
so haben fq,..., f. eine gemeinsame Nullstelle in k™.
Teilmengen von k™ der Gestalt N(fi,..., f.) nennt man auch algebraische Teilmengen von k™. Ist Y C k™

irgendeine Teilmenge, so sei
IY)={f €klz1,...,zp]: f(P)=0fiiralle P €Y}

das Ideal der Funktionen, die auf ganz Y verschwinden.

Nun fragen wir: Welche Polynome verschwinden auf X = N(fi,..., f-), d.h. was ist I[(X)? Sei a =
(fi,-.., fr). Natiirlich verschwinden alle Polynome aus a auf X. Genauso klar ist: Alle Polynome aus /a
verschwinden auf X, denn ist f € v/a, so gibt es ein n > 1 mit f™ € a, also verschwindet f™ auf X, also
auch f. Dies ist nun auch die einzige Moglichkeit:

SaTz (Hilbertscher Nullstellensatz). Ist k algebraisch abgeschlossen und sind f1, ..., f, Polynome in k[z1, ..., xy],

so gilt:

I(N(frses fr)) =V (f1seos o)
Beweis: Die Inklusion D ist klar. Sei f € k[z1,...,2,] = 0mit f(P) =0, falls f;(P) = --- = f.(P) = 0ist.
Wir nehmen zu 21, ..., z, noch eine weitere Unbestimmte y hinzu. Die Polynome fi,.-y fr,1—2zf konnen
keine gemeinsame Nullstelle haben, also gibt es nach obiger Uberlegung ¢1,...,9:, g € k[x1,..., 2y, y] mit

l=gifi+ - +gfr+9(1—yf).
Setzt man nun y = % ein und multipliziert mit einer geniigend hohen Potenz von f durch, so erhélt man

in klz1,...,z5]: f™ € (f1,-.., fr), was wir zeigen wollten. B

Die Voraussetzung, dal k algebraisch abgeschlossen ist, ist wichtig fiir den Satz, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Beispiel: Sei k = R und f = 2> + y? € R|[x,y]. Dann ist N(f) = {(0,0)} und I(N(f)) = (z,y), also
(£) = VD) # IIN(f).
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Eine nichtleere algebraische Teilmenge von £™ heifit irreduzibel, wenn sie sich nicht als echte Vereinigung
zweler algebraischer Teilmengen von k™ schreiben 148t. Als Ubung zeige man fiir eine algebraische Menge
X C k™

X irreduzibel <= I(X) Primideal.
Eine irreduzible algebraische Teilmenge von k™ heifit auch Untervarietét. Ist p ein Primideal, so ist also
I(N(p)) = p, d.h. p ist durch N(p) C k™ bestimmt. (Hilbertscher Nullstellensatz)

Geometrische Interpretation von Spec(k[zy,...,2z,]/a): Sei k algebraisch abgeschlossener Korper
und a = (fi,..., fr) ein Ideal in k[zy,...,z,]. Wir wissen bereits, daf wir A = k[z1,...,2,]/a als Ring
von Funktionen auf N(a) auffassen konnen. Wie kénnen wir Spec(A) deuten?
Ein Punkt P € Spec(A4) kann als Primideal p C k[z1,...,2,] angesehen werden mit a C p. Dann ist
N(p) C N(a) also eine Untervarietét von N (a).
Ist umgekehrt X eine Untervarietéit von N(a), so gibt es ein Primideal p mit X = N(p). Wegen N (p) C
N(a) folgt I(N(a)) C I(N(p)), was mit dem Hilbertschen Nullstellensatz a C /a C p ergibt. p liefert
wieder einen Punkt in Spec(k[zy,...,zy]/a).
Ergebnis:

Spec(A) ~ {Untervarietiten von N(a)}.



KAPITEL 8

Assoziierte Primideale und Primérzerlegung

DEFINITION. Sei A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Ein p € Spec(A) heifit assoziiertes
Primideal zu M, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Es gibt ein € M mit ann(z) = p.

2. M enthilt einen zu A/p isomorphen Untermodul.
Die Menge der assoziierten Primideale von M wird mit Ass(M) = Assa(M) bezeichnet.

(Zur Aquivalenz: Gibt es £ € M mit ann(z) = p, so induziert A — M,a — ax eine Injektion A/p < M.

Ist umgekehrt ¢ : A/p — M injektiv, so ist ann(¢(1)) = p.)
Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daf alle Ringe noethersch sind.

Beispiele:

1. Ist A ein Integritétsring, M = A, so ist ann(0) = A und ann(a) = (0) fiir a # 0. Also Ass(A) =
{(0)}. Insbesondere Assz(Z) = {0}.

2. Ist A ein Ring, p € Spec(A) und M = A/p, so gilt fiir a € p: ann(a) = A, fir a & p: ann(a) = p.
Also Assa(A/p) = {p}. Insbesondere Assz(Z/(p)) = {(p)}. Man beachte auch, daf fiir z € M,z #
0 gilt: ann(z) = p.

3. Sei A faktoriell und {p; : i € I} ein Repriisentantensystem der irreduziblen Elemente. Sei f = [[ p}*
und M = A/(f). Was ist Assa(M)? Wir berechnen zuniichst anna(a) fir a = w[][pf*. Sei
b =[] pl. Dann gilt:

bcanna(@) <= flab < fi<a;+b; < b; > max(f; —a;,0) <
= be (J[provimen),

1
Damit:
ann(a) = ( p;nax(fiiai’o))a

woraus schnell folgt:

Assa(A/([[pI) = {(ps) : fi > 0} oder Assa(A/(f)) = {(p) : p|f}-
4. Insbesondere hat man also

Assz(Z2/(12)) = {(2), (3)}-

Assila,y (klz,y]/(z°y)) = {(2), (y)}-
Geometrische Interpretation: Ass besteht aus den irreduziblen Komponenten des Spektrums.

5. Ebenso erhilt man

Bemerkung: Sei A noetherscher Ring und M ein A-Modul.
1. Fir z € M gilt: ann(z) = A < z=0.
2. Fiir b € A und z € M gilt: ann(z) C ann(bx).
SATZ. Sei M ein A-Modul. Ist p € {ann(z) : x € M,z # 0} mazimal, dann ist p € Ass(M).

Beweis: Sei p = ann(x) maximal wie im Satz. Wir miissen nur noch zeigen, da§ p Primideal ist. Nach
Voraussetzung ist p # A. Sei ab € p. Dann ist abx = 0. Ist bz = 0, so b € p. Ist bz # 0, so ist
ann(z) C ann(bz) # A, also ann(z) = ann(bz) und wegen abx = 0 folgt a € ann(bx) = ann(z) = p,
woraus folgt, dal p ein Primideal ist. B

FOLGERUNG. Fiir einen A-Modul M gilt: M # 0 <= Assa(M) # 0.

59
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Bemerkung: Es gibt nicht noethersche Ringe und Moduln M # 0 mit Ass(M) = .

a € A heifit Nullteiler von M, wenn es ein x € M, x # 0 gibt mit ax = 0, d.h. a € ann(z). Damit gilt:
{Nullteiler von M} = Uzenrzz0ann(z) = Upec ass(ar)b-

Damit haben wir:

FOLGERUNG. Die Menge der Nullteiler von M ist die Vereinigung der assoziierten Primideale fiir M.

SATZ. Ist S eine multiplikative Teilmenge von A und M ein A-Modul, so gilt
Assa(STTM) = Assg-14(S M) = Asss(M) N {p € Spec(A): SNp =0}
Dabei interpretieren wir Spec(S™1A) = {p € Spec(4) : pN S = 0}.

Beweis:
1. Assa(S™'M) = Assg-14(S7'M):
C: Ist p = ann($), so gilt
az

e (%4:»——04:» €
1 ann1 = acy,

also S7lp € Assg-14(S 1 M).
D: Sei S™'p = ann(%), insbesondere also pN S = . Dann gilt:
aEann(%) = %:0 = %eSflp,
also p = ann(7).
2. Assg-14(STIM) ~ Asso(M) N {p € Spec(A) : pN S = 0}.
D:Sei pNS =0 und p = ann(z). Dann gilt
ax

%Eann(%) = TZO < sar =0

fiir ein s € S, was mit sa € p fiir ein s € S gleichwertig ist, d.h. a € p. Also ann(%) = S~ 'p.
C: Sei S™'p = ann(%), insbesondere pN S = (). Ist p € p, so gilt & = 0, also gibt es ein s € S mit

spr = 0. Nun ist p endlich erzeugt: p = (p1,...,p,). Daher gibt es s; € S mit s;p;x = 0. Wihlt

man s = 81 ...5, € S, so ist sp;x =0, also p C ann(sz).
Ist a € ann(sz), so gilt asz = 0, also % € S~'p, also ¢ € S~'p, also a € p. Damit haben wir

p = ann(sz), woraus die Behauptung folgt. (Nur bei diesem Schritt haben wir benutzt, daf3 A

noethersch ist.) W

FoOLGERUNG. Sei M ein A-Modul. Dann gilt fiir p € Spec(A):
p € Assa(M) < pA, € Assy, (M,).
Dies erhilt man sofort, wenn man im Satz S = A \ p wihlt.

SATZ. Sei M ein A-Modul. Dann gilt:
1. Ass(M) C supp(M).

2. Jedes minimale Primideal in supp(M) liegt in Ass(M). D.h. Die minimalen Elemente von supp(M)

und Ass(M) stimmen iiberein.

Beweis:

1. Sei p € Ass(M). Dann ist pA, € Assa, (M), also My, # 0, also p € supp(M).
2. Sei p minimal in supp(M). Dann gilt

0 # Assa(My) = Ass(M)N{q:q Cp} C supp(M)N{q:qCp}={p}
also p € Ass(M). m

DEFINITION. Fiir einen A-Modul M heiflen die minimalen Elemente von Ass(M) die isolierten assoziier-

ten Primideale von M, die anderen heiflen eingebettete Primideale.
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Beispiel: Sei a ein Ideal in A. Wir wissen: supp(A/a) = V(a). Nun ist V(a) = V(py) U---U V(p,). Die
p;’s sind dann genau die minimalen Primoberideale von a und genau die isolierten assoziierten Primideale
zu A/a.

Beispiel: Sei A = k[z,y] und M = A/(2?, zy). Dann ist ann(z) = (x,y) und ann(y) = (z). Man {iberlegt
sich: Ass(M) ={(y), (z,y)}. Also ist (x,y) eingebettetes Primideal.

LEMMA. Ist0 — M' — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln, so gilt Ass(M') C Ass(M) C
Ass(M")y U Ass(M").

Beweis: Die erste Inklusion ist klar, denn p € Ass(M') liefert A/p C M' C M, also p € Ass(M). Sei
p € Ass(M). Dann gibt es einen Untermodul N in M mit N ~ A/p. Beachte, daB fiir z € N,z # 0 gilt
ann(z) = p. Ist M'N N # 0, dann gibt es ein x € M' NN, x # 0, also ist p = ann(z) € Ass(M'). Ist
NNM' =0, soist N isomorph zu seinem Bild in M", also hat M" einen zu A/p isomorphen Untermodul,
d.h.p e Ass(M"). m

FOLGERUNG. FEs gilt
Assa(My @ --- @ M,) = Ass(My) U ---U Ass(My).

Beweis: Es geniigt den Fall n = 2 zu zeigen. Wegen 0 — M, — My & My — M, — 0 folgt
Ass(My) C Ass(M, @ Ms) C Ass(My) U Ass(Ma)

und durch Vertauschen von M; und M,
Ass(My) C Ass(My @ Mz) C Ass(My) U Ass(Ms),

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel: Ein endlich erzeugter Z-Modul hat die Gestalt
M=17"oZ/(p")® ... Z/(p5),

mit n; > 0, wo aber die p; nicht verschieden sein miissen. Dann ist Ass(M) = {(0), (p1),. .., (ps)}, falls
r >0 und Ass(M) = {(p1),...,(ps)}, falls r = 0 ist.

LEMMA. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und M # 0. Dann gibt es Untermoduln M; mit
O=MyCM,C---CM,=M,
so daf8 M;/M;_y ~ A/p; fiir ein p; € Spec(A) gilt.

Beweis: Da M # 0 ist Ass(M) # 0, d.h. es gibt einen Untermodul M; C M mit M; ~ A/p; fiir
p1 € Ass(M). Ist M # M, so betrachten wir M/M; und erhalten M, mit My; C M, C M mit
My /My ~ A/ps mit ps € Ass(M/M;y). So fihrt man fort und erhilt eine Kette von Untermoduln

OCM,CcMsCMz;---CM

mit M;/M; 1 ~ A/p; mit p; € Spec(A). Da A noethersch ist und M endlich erzeugt, ist auch M
noethersch, d.h. es gibt ein n mit M,, = M, woraus die Behauptung folgt. B

SATZ. Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist Ass(M) endlich.

Beweis: Es gibt eine Kette
O0=MoyC M C---CM,=M
mit Mi/Mi—l ~ A/pz: pi € Spec(A) Nun ist
0> M;_1 > M; — Mi/Mi—l -0,

also nach dem letzten Satz:
ASS(MZ) - ASS(Mi_l) U {pz}:
woraus durch Induktion folgt:
Ass(M) C{p1,...,pn} A

Wir kommen nun zu Primérzerlegungen. Ziel ist es, die Ideale eines Rings strukturell besser verstehen.

Vorbemerkungen und Beispiele:
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1. Sei a € Z ein Ideal, a # 0,Z. Dann gibt es verschiedenen Primzahlen py,...,p, und natiirlichen
Zahlen ny,...,n, > 1 mit a = (pi* ...p""). Wir konnen dies auch anders schreiben:

a=(p)" NN (p)™ = (Py") NN (PE7).

2. Kann man die Zerlegung von eben auf allgemeine noethersche Ringe verallgemeinern? a = ¢q; N
-+ N q, mit speziellen bzw. geeigneten Idealen q;?
3. Die Durchschnittsdarstellung hat folgenden Vorteil:

f€a=qN---Ng, <= fE€q; firallei.

Bei einer Produktdarstellung ist dies i.a. nicht der Fall.

4. Daf} sich nicht jedes Ideal als Durchschnitt von Primidealen darstellen 148t, zeigt schon obiges
Beispiel A = Z.

5. Fiir das Ideal a = (22,y) in A = k[z,y] gilt: m = (z,y) ist das einzige Primideal, das a enthilt,
aber m?> C a. Das Ideal ist also nicht Durchschnitt von Potenzen von Primidealen. D.h. man kann
i.a. nicht hoffen, dafl ein Ideal Durchschnitt von Potenzen von Primidealen ist wie in Z.

6. Im Fall A =Z und a = (p{"*)N---N(p}~) hatten die einfachen Bausteine die Form (p;*). Fiir diese
gilt Assz(Z/(p;")) = {(p:;)}. Dies wird verallgemeinert.

Statt fiir Ideale in A entwickeln wir die Theorie gleich fiir Untermoduln eines (endlich erzeugten) Moduls
M.

DEFINITION. Ein Untermodul N eines A-Moduls M heifit p-primér, wenn Ass(M/N) = {p}. Im Fall
M = Aund N = q, q ein Ideal in A, nennt man q auch ein Primérideal und p zu q assoziiert.

Wir wollen jetzt iiberlegen, wann ein Ideal q C A ein p-priméres Ideal ist. Sei zunéchst q ein p-priméres
Ideal. Da die minimalen Primideale von Ass(A4/q) und supp(4/q) = V(q) iibereinstimmen, ist V(q) =
V(p), also p = /4. Da jedes Annullatorideal # A in einem assoziierten Primideal enthalten ist, gilt weiter
firz € A,z € q: ann(Z) C p. Anders ausgedriickt: Sind z,y € A mit 2y € qund z € q, soist y € p = /4,
d.h. es gibt n > 1 mit y™ € q. Damit haben wir die erste Hilfte des folgenden Satzes bewiesen:

SATZ. FEin Ideal q C A, q # A ist genau dann p-primdr, wenn gilt:
Yy € q,x € q=y" €q fireinn > 1.
In diesem Fall ist p = \/q.

Obige Charakterisierung dient auch oft zur Definition von priméren Idealen.

Beweis: Der eine Richtung wurde bereits gezeigt. Sei umgekehrt obige Charakterisierung fiir q giiltig. Sei
p = /q. Dann ist nach Voraussetzung p # A. Sei xy € p, also fiir ein n: z"y" € q. Ist 2™ € q, so z € p,
andernfalls gibt es ein m mit y™™ € q, d.h. y € p. Also ist p ein Primideal. Nun folgt aus

0 # Ass(A/q) € supp(4/q) = V(&) = V(@) = V(p)

und der Tatsache, daf die minimalen Ideale in supp und Ass iibereinstimmen: p € Ass(q). Nach Definition
liegen aber nun alle Annulatoren # A von A/q in p, also folgt Ass(A/q) = p, da p das einzige Primideal
zwischen q und p ist. B

Beispiele:
1. Ist m ein maximales Ideal und q ein Ideal mit /g = m, so gilt @ # Ass(A4/q) C supp(A/q) =
V(q) = V(m) = {m}, also ist q primir mit m als assoziiertem Primideal.
2. Sperziell sind alle Potenzen m™, n. > 1 eines maximalen Ideals m-primér. Aber nicht alle m-priméren
Ideale sind Potenzen von m, z.B. in A = k[z, y] gilt fiir m = (z,y):
m? C (2%,y) C m.

Also ist (z2,y) primiir, aber keine Potenz von m.
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3. Im allgemeinen folgt aber aus v/a = p € Spec(A4) noch nicht, daf a primér ist. Selbst Potenzen
von p miissen nicht primir sein. Beide Aussagen zeigt folgendes Beispiel:
Sei A = k[z,vy,2]/(zy — 2%) und p = (x,z). Wegen A/p ~ k[y] ist p € Spec(A). Wir betrachten
a=p>2 Esist zy € a, z € a, aber auch y & p, also ist p? nicht primér. Natiirlich kann man dies
auch anders sehen:

Ap? = Klz,y, 2]/ (2*, 2y, 22, 2°).
Dann gilt in A/p?: ann(T) = (z,v,2), d-h. (z,y,2) € Ass(A/p?).
SATZ. Sind N1 und Ns p-primdre Untermoduln von M, so auch N1 N Ns.

Beweis: Wir haben die exakte Sequenz
0— M/N(N1 ﬂNz) — M/N1 EBM/NQ,

also gilt
0 # Ass(M/N) C Ass(M/Ny & M/Ny) = Ass(M/Ny) U Ass(M/N>) = {p},
wie behauptet. ®

Unser Ziel ist es jetzt einen Untermodul N von M als Durchschnitt priméren Untermoduln zu schreiben.
Um die Existenz zu sichern, gehen wir einen kleinen Umweg.

Ein Untermodul N C M, N # M heif}t irreduzibel, wenn aus N = N; N N; folgt N; = N oder No = N.
Andernfalls heifit N reduzibel.

SATZ. Jeder Untermodul N eines endlich erzeugten Moduls M ist Durchschnitt von endlich vielen irre-
duziblen Untermoduln Nj:
N=N;N---NN,.

Im Fall N = M ist r = 0.

Beweis: Sei S die Menge der Untermoduln von M, die sich nicht als endlicher Durchschnitt von irredu-
ziblen Untermoduln schreiben lassen. Ist S = (), so sind wir fertig. Ist S # ), so enthiilt S ein maximales
Element N, da M noethersch ist. Natiirlich ist N # M. Wegen N € S ist IV insbesondere reduzibel, d.h.
N =N;i NNy mit NC Ny und N C Ns. Also N1, N5 ¢ S, d.h. Ny und N, sind endliche Durchschnitte
von irreduziblen Untermoduln, und damit auch N: ein Widerspruch. Also tritt der Fall S # () nicht ein.
|

Beispiel: Sei k ein Korper und V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum der Dimension n > 1. Die
irreduziblen Untervektordume sind genau die der Dimension n — 1. Jeder Untervektorraum ist Durch-
schnitt von endlich vielen Unterrdumen der Dimension n — 1, die Darstellung ist aber i.a. nicht eindeutig.
Andererseits ist jeder Unterraum U # V primiir, da Spec(k) einelementig ist.

Wir miissen jetzt die irreduziblen Untermoduln von M untersuchen.

LEMMA. Ist N ein irreduzibler Untermodul von M, so besteht Ass(M/N) aus genau einem Primideal,
d.h. N ist primdr.

Beweis: Wegen M /N # 0 ist Ass(M/N) # . Angenommen, es gibt zwei Primideale p;,ps € Ass(M/N),
p1 # po. Dann gibt es Untermoduln Uy, Us € M /N mit U; ~ A/p;, insbesondere U; # 0. Fiir z € U;,z # 0
ist ass(z) = p;. Damit folgt sofort U3 NUz = 0. Ist V; das Urbild von U; unter der Abbildung M — M /N,
so gilt ViNVy = N, Vi,Va # N, also ist N reduzibel, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
Ass(M/N) einelementig. B

Bemerkung: Daf} nicht jeder primire Untermodul irreduzibel sein mufl; haben wir bereits gesehen im
Fall, dafl A = k ein Korper ist und M ein endlich dimensionaler k-Vektorraum. Ein weiterer Hinweis ist
das Lemma: @1, Q> p-primér impliziert Q1 N Q2 p-primér.

DEFINITION. Sei jetzt M ein endlich erzeugter Modul eines noetherschen Rings A und N ein Untermodul.
Eine Darstellung

N=@in--NQr
mit primiren Moduln @; heifit Primirzerlegung von N.
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Sei N Untermodul eines endlich erzeugten Moduls M. Dann kénnen wir schreiben
N=NNn---NN,

mit irreduziblen Untermoduln N;. Wir haben gesehen, daf} die N; primér sind.
Folglich: Jeder Untermodul eines endlich erzeugten A-Moduls besitzt eine Primé#rzerlegung.

Sei nun N = @1 N---N Q, eine Primérzerlegung von N mit Ass(M/Q;) = {p;}. Indem wir Q;’s zusam-
menfassen bzw. zusammenschneiden, die zum gleichen Primideal assoziiert sind, kénnen wir annehmen
p; # p; fiir i # j. Weiter konnen wir auf iiberfliissige @;’s verzichten, die nichts an der Zerlegung &ndern,
d.h. wir kénnen annehmen N # Q1 N---NQ;—1 N Qi1 N---NQ, fiir alle 7.

DEFINITION. Eine Primérzerlegung N = Q1 N ---N Q, mit Ass(M/Q;) = {p;} heifit irredundant, wenn
alle assoziierten Primideale verschieden sind und auf keines der @); verzichtet werden kann. @); heifit
p;-primére Komponente von N.

Wir haben bereits iiberlegt:

FOLGERUNG. In einem endlich erzeugten A-Modul besitzt jeder Untermodul eine irredundante Primdrzer-
lequng.

Beispiel: Wir betrachten das Ideal a = (z2,zy) in k[z,y]. Wir haben bereits gesehen, dal A/a zwei
assoziierte Primideale besitzt, ndmlich (z) und (z,y). Man rechnet nach, daf} gilt

(2%, 2y) = (z) N (2%,y).

Also hat man eine irredundante Primérzerlegung. Allerdings ist (z2,zy) = (z) N (22, zy,y?) auch eine
irredundante Primérzerlegung. Also ist die Primirzerlegung nicht eindeutig.

Wir wollen aber doch noch sehen, welche Eindeutigkeitsaussagen man bei der Primérzerlegung machen
kann.

SATZ. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, N ein Untermodul und
N=@Q:n---NQ,
eine irredundante Primdrzerlequng von N mit Ass(M/Q;) = {p;}. Dann gili:

ASS(M/N) = {pla s 7p7”}7
d.h. die p;’s sind eindeutig bestimmt durch N.

Beweis: Zunichst induziert M — M/Q1®---® M/Q, eine Injektion M/(Q:N---NQ,) = M/Q1®---®
M/Q,, woraus folgt

Ass(M/N) C Ass(M/Q1)U---U Ass(M/Qy) = {p1,...,9r}-
Wir betrachten nun ¢ : Q2N ---NQ, — M/Q1. Dann ist kern(¢) = Q1 NQ2N---NQ, = N, also haben

wir
Q2N---NQr/N—= M/Q1,

also Ass(Q2N---NQ,/N) C Ass(M/Q1) = {p1}, also Ass(Q2N---NQr/N) = {p1}. Nun ist Q2 N
N Qy/N — M/N, also folgt p1 € Ass(M/N). Durch Permutieren der Indizes erhiilt man auch p; €
Ass(M/N), woraus dann die Behauptung folgt. B

LEMMA. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, Q ein p-primdrer Untermodul, ¢ € Spec(A) und ¢ : M —
M, die natirliche Abbildung, insbesondere Ny = ¢(N). Dann gilt:

1. Istp Z q, so ist My = Q.

2. Istp C q, soist Q = ¢ 1(Qy).
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Beweis: Zunichst ist (M/Q); ~ M;/Q3, also
Assay (M5/Q5) = Assa,(M/Q)s) = Assa(M/Q) N {p' € Spec(A) : p' Cp} =
= {pIn{p' Cp}
Ist p Z p, so ist also Assa, (M;/Q5) = 0, also M = Qj.
Sei nun p C p. Wir betrachten p : M/Q — (M/Q)s. Angenommen, g ist nicht injektiv; dann gibt

esx € M/Q,z # 0 mit pu(x) = 0, d.h. es gibt ein s ¢ p mit sz = 0. Dann ist s aber ein Nullteiler
von M/Q, also s € p C p, was einen Widerspruch liefert. Also ist p injektiv. Wegen @ C ¢_1Q,~, und

1(6~1Q;5/Q) = 0 folgt damit sofort Q = ¢~ (Q;). m
Wir wollen das Lemma jetzt anwenden: Sei

N=@Qin-nQ
eine irredundante Primérzerlegung von N mit Ass(M/Q;) = {pi}. Sei p € Ass(M/Q). Wir lokalisieren
in p:

Ny =n{(Qi)p : pi Cp}-
Ist p minimales Primideal in Ass(M/N) und p; = p, so wird
Np = (Q])pa
also
Bp; (Np) =y, ((Q5)p) = Qj-

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:
SATZ. Sei N = Q1 N ---NQ, eine irredundante Primdrzerlegung von N, Ass(M/Q;) = {p;}. Die zu

den isolierten zu M/Q assoziierten Primidealen gehirigen Primdrkomponenten sind eindeutig bestimmt.
Geauer: Ist p; isoliert und ¢; : M — My, die kanonische Abbildung, so ist Q; = ¢; *(N,,) = ¢; *(¢:(N)).

Beispiel: Wir betrachten nochmals A = k[z,y] und a = (22, zy). Wir kennen die assoziierten Primideale,
némlich (z) und (z,y). Wahlt man m = (z,y — 1) und lokalisiert in m: ¢ : A — Ay, so ist ¢~ (aAy,) die
(z)-primére Komponente von a. Nun ist y Einheit in Ay, also:

(x2,xy)Am = zAmn, also ¢71(aAm) = (),
da sowohl (z) als auch ¢~'(aA,) (z)-primér sind. Dies kannten wir natiirlich schon: (z%,zy) = (z) N
(22, zy,y?) ist eine Primérzerlegung von (22, zy).

Problem: Wie findet man konstruktiv die Primérzerlegung eines Ideals?

Wir wollen kurz zeigen, wie man mit Hilfe von Grobner-Basen den Durchschnitt zweier Ideale in einem
Polynomring berechnen kann. Eigentlich gehort dies zum Paragraphen iiber Grébner-Basen.

SATZ. Sei A = k[z1,...,z,] Polynomring iber einem Kérper und a = (f1,...,f.) und b = (g1,...,9s)
zwei Ideale in A. Dann gilt:

anb=(tfi,...,tfr, (L =)g1,..., (1 —t)gs) Nk[z1,...,25],

wo t eine weitere Unbestimmte ist.

Beweis: Sei ¢ die rechte Seite der behaupteten Gleichung.
C:Sei h =3 aifi =) bjg; € anb, mit a;,b; € A. Dann gilt
h=th+(1—th=> Aitf;)+>_ B;((1-1t)g) €.
D:Sei h € ¢, d.h.
h=> Aitfi+> Bj(l-t)g;
mit A;, B; € k[z1,..., %y, t]. Setzt man jetzt ¢t = 0 ein, so folgt h € b, setzt man ¢ = 1 ein, so folgt h € a,
alsoh€anb. m

Bemerkung: Berechnet man die Grobner-Basis von [tf1,...,tfr, (1 —t)g1,..., (1 —t)gs] bzgl. der lexi-
kographischen Ordnung ¢ > x; > --- > x,, so erhalten wir sofort eine Grébner-Basis fiir aN b, indem wir
alle Polynome der Basis nehmen, die kein ¢ enthalten.
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Beispiel: Sei A = Clz,y,2] und p; = (z,y),p2 = (x, 2). Geometrisch entsprechen den Primidealen p;
und p, zwei Geraden. Wir wollen die Primérzerlegung von a = p1p, finden.

1. Die Nullstellenmenge N (p1p2) ist die Vereinigung der beiden Geraden N (p1) und N(ps). Es gilt:
p1p2 = (12, TY, Tz, yZ)

2. Wegen supp(A/a) =V (a) = V(p1) U V(p2) sind p; und p, assoziierte Primideale zu A/a.

3. p1 Np2 = (z,yz) ist leicht zu iiberlegen. (Eine Grobner-Basis von [tz, ty, (1 — t)z, (1 — t)y] bzgl.
lexikographischer Ordnung mit ¢t > x > y > z ist [ty, tz — z,z,yz].)

4. Esist p1p2 C p1 Npa Cm, wo m = (z,y,2). Mit m? = (22, zy, z2,y?, yz, %) sieht man p;ps C m>.
Wir berechnen p; N pa N'm?: Eine Grébner-Basis von [tz, tyz, (1 — t)z2, (1 — t)zy, (1 — t)zz, (1 —
ty?, (1—t)yz, (1—t)2?] ist [tx, ty? —y?,t22 — 22, 2%, 2y, v2,y2], also haben wir die Primérzerlegung
von pipo:

pipz = p1 Np2 Nm*,

Wir geben noch ein Beispiel um zu zeigen, wie eingebettete Punkte natiirlich auftreten:

Beispiel: Sei a; = () N (z — t,y) C Clz,y]. Dann ist X; = N(a;) = {& = 0} U {(¢,0)}, d.h. X ist
mengentheoretisch die y-Achse und ein Punkt. Fiir ¢ = 0 bleibt nur die y-Achse iibrig. Was passiert
algebraisch?

a0 = ()N (z —t,y) = (a( — t),2y) = (2* — tz, 2y).
Setzt man jetzt t = 0 ein, so hat man (22, zy), also die y-Achse und einen eingebetteten Punkt.

Zum Schluf} wollen wir noch zwei Anwendungen von Primérzerlegungen geben.

Symbolische Potenzen: Sei A ein noetherscher Ring und p € Spec(A). Wir haben bereits ein Beispiel
gesehen, wo p? nicht primér war. Sei n > 1. Es ist

0 # Assa(A/p") C supp(A/p™) =V (p") =V (p),
also ist p minimales assoziiertes Primideal zu p™, d.h. die p-primire Komponente von p™ ist eindeutig
bestimmt. Wir nennen sie p(™ (symbolische Potenz):

pn:p(n)ﬂqlﬂﬂqr,

wo ¢; zu Primidealen p; D p assoziiert sind. Ist ¢ : A — A, die Lokalisierung in p, so haben wir gesehen

p(n) = ¢_1(pnAp)7
was man auch p(®) = AN p™ A, schreibt und richtig zu verstehen ist. Genauso gilt natiirlich: Ist m ein
(maximales) Primideal, das p als einziges assoziiertes Primideal enthiilt, so ist p(» = ¢! (p" Aw).

Geometrische Interpretation der symbolischen Potenzen:

SATZ. Sei k algebraisch abgeschlossen, p ein Primideal in A = k[zy,...,z,]. Dann gilt:
ai1+~~~+inf
pNM ={fed: ——— €y firalei +-+i, <N -1}
ozt ...0xy
Mit anderen Worten: Ist X = N(p) C k™ die durch die Polynome aus p definierte Varietit, so besteht
p™) qus den Polynomen, deren Ableitungen bis zur Ordnung N — 1 auf X verschwinden.

Beweisanfang: (Beweis bei Eisenbud.) Wir skizzieren nur den Fall N = 2. Sei

of

89@'

e Man sieht sofort: p? C g C p. Insbesondere ist \/q = p.

e Wir wollen zeigen, dafl q ein Primérideal ist. Sei fg € q aber f & q. Ist f & p, so gilt natiirlich
g € p, was zu zeigen ist. Ist f € p, so gibt es ein i mit f; &€ p, wo f; die partielle Ableitung nach
x; bezeichnet. Nun ist (fg); € p, also (fg): = fgi + fig € p, also g € p, was zu zeigen war.

e Damit sind q und p® p-primiire Ideale. Kénnen wir ein maximales Ideal m finden, das p als
einziges assoziiertes Primideal enthilt, mit qn, = p2, so folgt schon q = p® und wir sind fertig.
Fiir die weitere lokale Untersuchung fehlen uns noch die Hilfsmittel. B

q={fé€p: € p fiir alle 7}.
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Anhang: Dedekindringe

DEFINITION. Ein Dedekindring ist ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritétsring der Dimension
1.

Typische Beispiele:
1. (Zahlentheorie) Ist K eine endliche Koérpererweiterung von Q und A der ganze Abschlufl von Z
in K, so ist A ein Dedekindring. (Nur da3 A noethersch ist, mufl man sich noch iiberlegen.) A ist
der Ring der ganzen Zahlen von K.

2. (Algebraische Geometrie) Sind a1, . . ., a, € C alle verschieden, so ist der Ring A = Clz,\/(z — a1) . ..

ein Dedekindring. Spec(A) ist der affine Teil einer elliptischen (n = 3,4) bzw. hyperelliptischen
(n > 4) Kurve.

Sei A ein Dedekindring.

1. Ist p ein maximales Ideal in A, so ist A, lokaler noetherscher ganz abgeschlossener Integritétsring,
also ein diskreter Bewertungsring, wie wir schon gesehen haben. Jedes Ideal # 0 in A, hat die
Gestalt 7" A, = p"A,, wo 7 das Ideal pA, erzeugt.

2. Sei q ein p-priméres Ideal. Dann gibt es ein n > 1, so daB gilt:

(@)p = (p)y-

Da auch p™ p-primir ist, folgt nach einem Lemma sofort q = p™, d.h. die p-primiren Ideale in A
sind genau die Potenzen von p.

3. Sei jetzt a C A ein Ideal, 0.E. a # 0, A. Dann lautet die Primirzerlegung also (unter Benutzung
des chinesischen Restsatzes)

a=py' N NP =pit .. prT,
wo alle p; verschieden sind. Die Primé&rzerlegung ist eindeutig, da es aus Dimensionsgriinden keine
eingebetteten Komponenten geben kann.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ. In einem Dedekindring ist jedes von 0 verschiedene Ideal ein Produkt von Primidealen. Die Dar-
stellung ist eindeutiq.

Eine wichtige Rolle spielt dieser Satz in der Zahlentheorie: In den Ganzheitsringen von Zahlkérpern hat
man i.a. nicht mehr eindeutige Primfaktorzerlegung, aber immerhin noch eindeutige Primidealzerlegung.

Beispiel: Der Ring A = Z[v/—5] ist Dedekindring, aber nicht faktoriell. Man hat z.B. 2-3 = (14++/—5)(1—
v—5). Wie erklidrt man das? Kummer versucht dies durch Einfiihrung idealer Zahlen zu erklidren: Hitte
man

23 = (PQ3)(PQ3) = (P2P3)(Q2Q3) = (1+vV=5)(1 — v-5),
so wire die obige Beziehung versténdlich. Dedekind fiihrt Ideale ein:
po=(2,14+v-5), q2=(2,1—-v-5), p3=3,1++v-5), q3=(3,1—+v-5).
Man zeigt schnell, dafl dies Primideale sind. (Z.B.
Z[V=5]/ps ~ Z[z]/(x* +5,3,1 + z) = Z[z]/(2* — 1,3,z + 1) = Z[z]/(z + 1,3) ~ F3.)
Nun gilt
pago = (4,2 + 2V=5,2 — 2v/=5,6) = (2),
analog p3qs = (3), und
paps = (6,2 +2v/=5,3 + 3V=5, (1 + V=5)%) = (1 + V-5),
analog q2q3 = (1 — v/—5). Damit lautet obige Beziehung fiir Ideale:
(2-3) = p2q2 - p3ds = P2ps - 4293 = (L + V=5)(1 = vV=5).
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KAPITEL 9

Artinsche Moduln und Ringe

Sei nun wieder A ein beliebiger kommutativer Ring. Wir wollen zunichst die Linge eines A-Moduls
definieren. Dazu brauchen wir ein paar Vorbereitungen.

DEFINITION. Ein Modul M # 0 heif3t einfach, wenn 0 und M die einzigen Untermoduls von M sind.
Ist M einfacher A-Modul und =z € M,z # 0, so ist M = Az ~ A/ann(x). Damit folgt sofort:

LEMMA. FEin Ring A ist genau dann einfach, wenn A ein Kdrper ist. Ein A-Modul M ist einfach, wenn
M ~ A/m fiir ein mazimales Ideal von A gilt.

Sei M # 0 ein A-Modul. Eine Folge von Untermoduln
M=My>M; D---DM,=0,

wo alle M;/M;;, einfach sind, heifit Kompositionsreihe von M. Die Zahl n heifit die Linge der Kom-
positionsreihe. Die Einfachkeit der Quotienten M;/M;; bedeutet, dal es keine Moduln zwischen M;
und M;4q gibt, d.h. die Kompositionsreihe 1d8t sich nicht mehr verfeinern. Wir definieren nun fiir einen
A-Modul M:

L4(M) = inf{n : M besitzt eine Kompositionsreihe der Linge n}.

Ist £4(M) < o0, so sagt man, M hat endliche Linge. £4(M) = oo bedeutet, dafl es keine Kompositions-
reihe gibt.

LEMMA. Sei M wvon endlicher Linge. Ist dann N C M, so gilt L4(N) < £4(M).

Beweis: Wir wihlen eine Kompositionsreihe M = My D -+ D M,, = 0 von M mit n = ¢(M). Sei
Ni = NﬂMZ Dann gllt Ni/Ni+1 — Mz/MH-l Da Mi/Mi+1 einfach iSt, glbt es nur zwei Falle: Nz = Ni+1
oder N;/N;;; ist ebenfalls einfach. Durch Herausstreichen mehrfacher N;’s kénnen wir also die Folge
N =Ny 2 Ny D--- D N, =0 zu einer Kompositionsreihe verkiirzen. Dann folgt sofort £(N) < £(M).
Wiirde gelten £(N) = (M), so gilt auch N;/N;11 = M;/M;, woraus zunichst N,_; = M,,_; und dann
durch Induktion N; = M; fiir alle i folgt, also N = M, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt
UN)< (M) m

FOLGERUNG. Sei M von endlicher Linge. Dann sind alle Kompositionsreihen von M gleich lang.

Beweis: Ist M = Mg D> M{ D --- D M = 0 irgendeine Kompositionsreihe von M, so folgt mit dem
Lemma

(M) = 6(Mp) > £(My) > --- > £( M} 1) > 1,
also £(M) > k. Da aber £(M) die Linge einer minimalen Kompositionsreihe war, folgt daraus sofort
k = £(M) und damit die Behauptung. ®

Beispiel: Sei V ein k-Vektorraum. V' hat genau dann endliche Liange, wenn V' endlich dimensional ist.
Offensichtlich gilt dim(V') = £;,(V).

Bemerkung: Ist m ein maximales Ideal in A und M ein A-Modul mit mM = 0, so ist M in natiirlicher
Weise auch ein A/m-Vektorraum. Die A-Untermoduln und die A/m-Untervektorrdume von M sind gleich.
Daher ist £4(M) = la/m(M) = dim g /m(M). Wir werden dies spéter ein paar mal anwenden.
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FoLGERUNG. Sei 0 - M' — M — M" — 0 eine exakte Folge von A-Moduln. Dann gilt
Ca(M) = La(M') + £4(M").

Anders ausgedriickt: Ist N Untermodul von M, so gilt
La(M) =LA(N)+Ls(M/N).

Insbesondere folgt damit: M hat genau dann endliche Linge, wenn sowohl N als auch M /N von endlicher
Linge sind.

Beweis: Wir beweisen den Satz in der zweiten Formulierung. Wir kénnen annehmen, dal N und M/N
von endlicher Lange sind. Wihle eine Kompositionsreihe von N:

N=NyDN;D:-+DN,=0.
Lifte eine Kompositionsreihe von M /N nach M:
M=My,>M D---D> M, =N.
Dann ist
M=MyD>DM D>---ODMy,=NyoDN;D---DN,=0
eine Kompositionsreihe fiir M der Lange m + n, woraus mit der letzten Folgerung die Behauptung folgt.

Wir geben noch eine Variante an:

FOLGERUNG. Ist M ein A-Modul und
M=MyDM 2>:---2>DM,=0

eine Folge von Untermoduln, so gilt:

Wir kommen nun zu artinschen Moduln. Sie werden analog zu noetherschen Moduln definiert.
DEFINITION. Ein A-Modul M heifit artinsch, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

1. Jede absteigende Folge von Untermoduln wird stationér, d.h. ist

My DMy, 2 MsD...,
so gibt es ein n mit M,, = M1 = Mpj2 =....

2. Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein minimales Element.

Ein Ring A heifit artinsch, wenn A als A-Modul artinsch ist.

Die Aquivalenz in der Definition zeigt man wie bei noetherschen Moduln.

Beispiele:

1. Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum. Dann ist V' genau dann artinisch, wenn V' endlich
dimensional ist.
Beweis: Ist V endlich dimensional und sind U; D U, Unterrdume, so gilt dim(Uy) > dim(Us), wor-
aus schnell die Behauptung folgt. Ist V' unendlich dimensional, so w&hle man linear unabhingige
en fiir n € N und definiere Uy als das Erzeugnis von {e,, : n > N}. Dann gilt Uy D Un41 und
man erhilt eine unendlich absteigende Kette von Untervektorrdumen.

2. Z ist kein artinscher Ring, denn

(2)>4)>(@®)>((16)D....
3. Fiir n > 1 ist der Z-Modul Z/(n) endlich, trivialerweise also artinsch.

Wie fiir noethersche Moduln zeigt man folgenden Satz mit Folgerungen:
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SATZ. Sei 0 - M' — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist M genau dann
artinsch, wenn M' und M" artinsch sind.

FOLGERUNG. Sind M,..., M, artinsche Moduln, so auch M, & --- ® M,.
FOLGERUNG. Ist A artinsch und M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist auch M artinsch.
FOLGERUNG. Ist A artinsch und a ein Ideal in A, so ist auch A/a artinsch.
SATZ. Fiir einen A-Modul M gilt:
la(M) < oo <= M ist noethersch und artinsch.

Beweis: =: Klar!

<: Wir definieren induktiv eine absteigende Folge M = My D My D ... wie folgt: My = M. Ist M; #0
bereits konstruiert, so enthiilt M; einen maximalen Untermodul M;, # M;, da M; noethersch ist, d.h.
M;/M;4 ist einfach. Da M artinsch ist, bricht die Folge ab und wir erhalten eine Kompositionsreihe. B

Beispiel: Fiir einen k-Vektorraum V gilt also offensichtlich:

V noethersch <= V artinsch <= £, (V) = dim; (V) < 0.

Beispiele: Wir betrachten Z-Moduln.
1. M = Z ist noethersch, aber nicht artinsch.
2. Sei M = Zy/Z, wobei Zy = {5 : n > 1,a € Z}. Wir wollen zeigen, dafl M artinsch, aber nicht
noethersch ist.
(a) Fiir jedes n > 0 ist M,, = ;~Z/Z ein Untermodul von M. Offensichtlich gilt

0=MyCM,CMyCMsC...,

insbesondere ist M nicht noethersch.
(b) Jedes z € M, = # 0 hat die Form z = 5+ mit n > 1 und a € Z, a ungerade. Dann ist
3w = M,.
Beweis: C: klar. D: Da a ungerade ist, gibt es r,s € Z mit 2"r + as = 1, also gilt in M:
a 1-2" 1
fon T Ton T oaw
woraus die Behauptung folgt.

(c) Damit folgt sofort, dafl die nichttrivialen Untermoduln von M genau die M,’s sind mit
n > 1.
(d) Dies impliziert, dafl M artinsch ist.

Wir wollen jetzt artinsche Ringe untersuchen.

LEMMA. Sei A ein Integrititsring. Genau dann ist A artinsch, wenn A ein Kdorper ist.

Beweis: Ein Korper ist natiirlich trivialerweise artinsch, da er keine trivialen Untermoduln hat. Sei um-
gekehrt A als artinsch vorausgesetzt. Sei f € A, f # 0. Dann gilt

H2H20H2...,

also gibt es ein n mit () = (f™*!). Erzeugen nun in einem Integritéitsring Elemente das gleiche Haupt-
ideal, so unterscheiden sie sich nur um eine Einheit, also ist f eine Einheit. Da f # 0 beliebig war, folgt,
daf3 A ein Korper ist. B

LEMMA. Sei A artinsch. Dann ist jedes p € Spec(A) mazimales Ideal. Insbesondere hat A Dimension 0.

Beweis: Sei p € Spec(A). Dann ist A/p artinscher Integritiitsring, also Kérper. B

LEMMA. Ist A artinsch, so enthdilt A nur endlich viele mazimale Ideale.
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Beweis: Sind my, my, ..., m; verschiedene maximale Ideale, so gilt
mOmNmeOmNmeNmg D ...,

denn wire my N---Nmy; =my N---Nm;j_y, somy N---Nmj_; Cmy, also fiir ein £ < j: m; C my, was
nicht sein kann. Da A artinsch ist, bricht obige Folge ab, es folgt die Behauptung. ®

LEMMA. Sei A artinsch mit Spec(A) = {my,...,m,}. Dann ist das Nilradikal n = myN---Nm, nilpotent,
d.h. es gibt ein n mit n™ = 0.

Beweis: Da A artinsch ist, gibt es ein n > 1 mit n® = n"*t! = ... Ist n” = 0, sind wir fertig. Wir nehmen
also an, dafl n™ # 0 ist. Sei J = {a : an™ # 0}. Wegen n € J, ist J nicht leer, also gibt es ein minimales
Element. Sei ¢ ein solches. Wihle = € ¢ mit 2n™ # 0. Wegen (z) C ¢ gilt dann bereits () = ¢. Nun ist
(zn)n™ = zn™ #£ 0, also folgt auch zn = (z). D.h. es gibt ein y € n mit = zy. Nun ist y nilpotent und

was ein Widerspruch zu z # 0 ist. Also ist doch n” = 0. B

SATZ. Ein Ring A ist genau dann artinsch, wenn £4(A) < oo gilt. Insbesondere ist jeder artinsche Ring
auch noethersch.

Beweis: Gilt £(A) < oo, so haben wir gesehen, dal A artinsch (und noethersch) ist. Sei umgekehrt
vorausgesetzt, dal A artinsch ist. Sei Spec(A) = {my,...,m,} und n = my...m,. Nach dem letzten
Lemma gibt es ein n mit n™ = 0. Wir betrachten nun die Folge

A DO mOmmeD---Omy...mp_g D
n D) nm; D 0nmy... Mg O

nn—1 D n”_ltm D---D n=0.

Je zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder haben die Form M D Mm;. Nun ist M/Mm; ein A/m;-

Vektorraum, der artinsch ist, also endlich dimensional. Also £(M/Mm;) < oo. Damit folgt aber sofort
((A) < 00, also die Behauptung. ®

FOLGERUNG. Ein Ring A ist genau dann artinsch, wenn A ein 0-dimensionaler noetherscher Ring ist.

Beweis: Dafl ein artinscher Ring noethersch ist und Dimension 0 hat, haben wir bereits gesehen. Sei
nun umgekehrt vorausgesetzt, dal A noethersch ist mit Dimension 0. Dann ist Spec(A) endlich, also
Spec(A) = {my,...,m,}. Das Nilradikal n = m; N---Nm, = my...m, ist nilpotent, da A noethersch
ist, d.h. es gibt ein n > 1 mit n” = 0. Nun kann man obige Folge von Untermoduln von A anschreiben.
Zwei aufeinanderfolgende Untermoduln haben wieder die Gestalt M O Mm;. Also ist M/Mm; ein A/m;-
Vektorraum, und zwar ein endlich dimensionaler, da M noethersch ist. Also £(M/Mm;) < co und damit
0(A) < o0, was mit dem Satz die Behauptung liefert. B

Beispiel: Sei k algebraisch abgeschlossen, f,g € K[z, y] nicht konstante Polynome ohne gemeinsamen
Faktor. Dann ist A = k[z,y]/(f, g) ein artinscher Ring. Ist Spec(A) = {(x — a;,y — b;) :i=1,...,r}, so
gilt
{f=9=0}={(a;,b;):i=1,...,r}

Beweis: Der Ring A ist noethersch, also bleibt zu zeigen, dafl A Dimension 0 hat. Wire dim(A) > 1, so
gibe es eine Primidealkette in k[z,y] mit (f,¢g) C p C m, wobei m = (x —a,y —b) und p = (h) mit einem
irreduziblen Polynom h. Dann folgte aber h|f und h|g, ein Widerspruch. Also gilt dim(A) = 0 und damit
ist A artinsch. Die maximalen Ideale in A entsprechen den maximalen Idealen (z — a,y — b) € k[x, y] mit
(f,9) C (x — a,y — b), was aber gleichwertig mit f(a,b) = g(a,b) =0 ist. ®

Wir wollen nun noch etwas genauer artinsche Ringe anschauen.
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1. Sei A ein artinscher Ring mit Spec(4) = {my,...,m,}. Dann gilt auch supp(A) = Spec(A), und

da hierin alle Ideale minimal sind, folgt

Ass(A/(0)) = Ass(A) = Spec(4) = {my,...,m,}.
2. Da A noethersch ist, hat 0 eine irredundante Prim#rzerlegung
O=qmnN---Ngr,

wo ; m;-primér ist. Insbesondere gilt /q; = m

3. Die g;’s sind paarweise teilerfremd, also liefert der chinesische Restsatz
A~ Alqr x---x A/q,.

A/q; enthilt als einziges Primideal m;/q;, also ist A/q; ein lokaler artinscher Ring.

4. Da A noethersch ist folgt aus /q; = m;, daf es ein n gibt mit m? C g;.
Behauptung: Gilt m? C q;, so gilt schon m? = q;, (und damit q; = m? = m}
Beweis: Natiirlich smd auch m?,q1,...,9i—1,9i+1,. .., qr paarweise tellerfremd Also gibt es nach
dem chinesischen Restsatz ein s € A mit

o)

s=1modmy, s=0mod q; fiir alle j # s.

Ist x € g4, s0ist sz € q1N---Nq, =0, also sz =0, aber z = sz = 0 mod m?, d.h. z € m}, woraus
die Behauptung folgt. B

5. Behauptung: Am, ~ A/q;.
Beweis: Wir zeigen zunéchst, daf die natiirliche Abbildung A — A, surjektiv ist. Dazu geniigt
es zu zeigen, dafl fiir t € A,t € m; der Bruch % im Bild liegt. Da A/q; lokal mit maximalem Ideal
m;/q; ist, gibt es ein u € A mit tu = 1 mod q;. Wihle s € A mit s = 1 mod ¢; und s = 0 mod q;
fiir j # ¢. Dann ist

stu—1)€eqN---Ng =0,

alsoin Ap;: + =2
Wir zeigen noch q; = Kern(A — An,), woraus dann unsere Behauptung folgt:
C: Ist x € q; und s wie eben, so ist sz € g N---Nq, =0, also sz =0. D.h.  =0in Ay,.
D:Ist z € Amit § = 0, so existiert ein v € A, v ¢ m; mit v = 0. Nunist vz € q;. Dav € m; = /q;
muf gelten = € q;, was zu zeigen war.

Wir fassen nochmals zusammen:

SATZ. Ein artinscher Ring ist isomorph zu einem endlichen Produkt lokaler artinscher Ringe. Genauer:
Ist Spec(A) = {my,...,m.}, so gilt

A~ Ay, X X An,.
Auferdem gilt fiir alle hinreichend groffen n: Ay, ~ A/ml.

Bemerkungen:
1. Natiirlich ist umgekehrt ein endliches Produkt von artinschen Ringen wieder artinsch.
2. Ist A ein lokaler artinscher Ring mit maximalem Ideal m, so gilt Spec(A) = {m}. Das maximale
Ideal ist dann gleichzeitig das Nilradikal.

Beispiele:
1. Z/(p™) ist ein lokaler artinscher Ring.
2. k[z,y]/(z™,y") ist ein lokaler artinscher Ring.

Bemerkung: Sei wieder k algebraisch abgeschlossen und f, g zwei nichtkonstante Polynome aus k[z, y]
ohne gemeinsamen Teiler. Sei A = k[z,y]/(f, g). Die einfachen A-Moduln sind A/m ~ k. Ist m € Spec(A),
s0 heifit £4(An) = dimy Ay, die Schnittmultiplizitit von f und g im Punkt m. Man kann auch zeigen,
daB3 £4(A) = dimy A < grad(f) - grad(g). (Gleichheit gilt, wenn sich f und g im Unendlichen nicht mehr
schneiden.) Die Beziehung

K(A) = K(Anu) +oe K(Amr)

ist dann eine erste Version des Satzes von Bézout.
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Bemerkung: Aus #Spec(A) = 1 folgt noch nicht, dal A artinsch ist.

Beispiel: Sei A = k[z1, 72, 23,...]/(21,23,23,...). Offensichtlich hat A nur das Primideal m = (z1, 2, 73, . . .

das aber nicht endlich erzeugt ist. m besteht aus lauter nilpotenten Elementen, ist aber selbst nicht nil-
potent. Also ist A nicht noethersch, also auch nicht artinsch. Aber Spec(A) ist einpunktig.
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Dimensionstheorie 1

Erinnerung: Ist A und Ring und p € Spec(A), so ist die Héhe von p definiert durch
h(p) = supq{n : es gibt eine Primidealkette pg C p1 C --- C p, = p}.
Die Dimension von A ist
dim(A) = sup{h(p) : p € Spec(A)}.
Beispiel: Ist A ein Hauptidealring, so ist
Spec(A) = {0} U {(p) : p irreduzibel}.
Also ist h(0) = 0 und h((p)) = 1. Insbesondere dim(A) = 1.

Bemerkung: Sei p € Spec(A) ein Primideal der Héhe n. Dann gibt es eine Primidealkette
PoCp1 € Cpn=p,
woraus man in Spec(A) erhilt
Spec(A) 2 V(po) DV (p1) D --- D V(pn) =V(p).
Hier ist V(po) eine irreduzible Komponente von Spec(A), die V (p;)’s eine Folge abgeschlossener irredu-
zibler Teilmengen. Man nennt daher n = h(p) auch Kodimension von p: codim(p) = h(p).
Beispiel: Wir betrachten in k* die Vereinigung der z, y-Ebene mit der z-Achse, d.h. die Nullstellenmenge
von (z,y) N (z) = (xz,yz). Algebraisch: Sei A = k[x,y, z]/(zz,yz). Es gilt
Spec(4) =V ((2)) UV ((z,y))-
Wir betrachten die beiden Punkte my = (z — 1,y — 1,2) und ms = (z,y,2 — 1). Wir finden die Primide-
alketten
(2) C(x—1,2) Cmy und (z,y) C (z,y,2 — 1)

und zugehorig

V((z) 2 V(& -12)dV(z—-1y-12), V(ay)>DV(xyz-1)).
Man iiberlege sich zur Ubung, da8 die Primidealketten maximal sind. Dann ist also h(m;) = codim (m;) =
2 und h(msy) = codim(mz) = 1, wie auch die geometrische Vorstellung nahelegt.

Wir bestimmen nun zun#chst die Dimension des Polynomrings iiber einem Korper.
SATzZ. dim(k[z1,...,2,]) = n.

Beweis: durch Induktion nach n. Die Fille n = 0 und n = 1 kennen wir bereits. Sei nun n > 2 und
m = dim(k[z1,...,zy,]). Es ist naheliegend, die Primidealkette

0C (z1) C(x1,22) C--+ C(21,...,2p)
zu betrachten. Sie hat Lénge n, also gilt m > n.
1. Es gibt eine Primidealkette in k[z1,...,zy]:
0CP C- - CPm-

Da die Kette maximal ist, ist p; ein minimales Primideal # 0. Wir haben bereits friither gesehen,
daB in einem faktoriellen Ring diese Ideale Hauptideale sind: p; = (f). f ist also ein irreduzibles
Polynom.
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2. Wie man Beweis des Noetherschen Normalisierungssatzes konnen wir einen linearen Koordinaten-
wechsel (z1 = 2}, 20 = 2, — co2},..., 2, = 2!, — c¢pz}) durchfiihren und dann o.E. annehmen, daf}
f folgende Gestalt hat:

f=2d4ai(xe,...,2.)2" 4 an(x2,...,20).
3. Der Ring k[z1,...,z,] ist also ganz iiber dem Ring A = k[f,z2,...,2,]. Wir wissen daher
dim(A) = dim(k[z1,...,z,]), auerdem
0CANPL C...ANPm.
4. Die letzte Primidealkette reduzieren wir modulo (f) und erhalten in A/(f) ~ k[za,...,z,]:
0=0CANpsC--CANpp.

Nach Induktionsannahme folgt m — 1 < n — 1 = dim(A/(f)) = dim(k[za, ..., z,]), also m < n,
was wir zeigen wollten. B

Wir kommen nun zu einem wichtigen Satz, dem Krullschen Hauptidealsatz.

SATZ. Sei A ein noetherscher Ring und f € A. Dann hat jedes minimale Primoberideal p von (f) Héhe
< 1. Ist f kein Nullteiler, so gilt h(p) = 1.

Beweis: Sei also p minimales Primoberideal von (f). Durch Lokalisieren kénnen wir o.E. annehmen, daf
A lokal ist mit maximalem Ideal p. Dann gibt es in A/(f) nur ein Primideal, nimlich das Bild von p, also
hat A/(f) Dimension 0 und damit ist A/(f) artinsch. Wir kénnen annehmen, daf} es ein Primideal q C p
gibt. Dann ist f ¢ q. Wir betrachten die symbolischen Potenzen (™) = gi)q*l(q”Aq). Die Folge

@+ ()29 +(H 2P +(F)D...

wird modulo (f) stationir, da A/(f) artinsch ist, und damit auch die Folge selbst (, da die Untermoduln
von A/(f) in Bijektion stehen zu den Untermoduln von A, die (f) enthalten), d.h. es gibt ein n mit

™+ ()= ()=

Fiir a € q(™ gibt es also ein b € ") und ein ¢ € A mit a = b+ ¢f. Dann ist ¢f € q™). Nun ist q("
g-primir und f ¢ q. Also folgt ¢ € (). Damit haben wir () C q(»*") + fq() und daher

Da f € p konnen wir das Lemma von Nakayama anwenden und erhalten
g™ = gt h,

Jetzt lokalisieren wir in q und erhalten

q"Aq = q" A,
Das Lemma von Nakayama liefert nun in diesem Ring q"A; = 0. Daher sind alle Elemente aus qA,
nilpotent, also hat A, Dimension 0. Und damit folgt h(p) =1.m

Bemerkungen:

1. LaBt man noethersch in der Voraussetzung des Krullschen Hauptidealsatzes weg, so stimmt die
Folgerung im allgemeinen nicht mehr. (Siehe Ubungsaufgabe 49.)

2. Wir geben eine geometrische Interpretation des Satzes im Fall, dafl A ein Integrititsring ist. Sei
feA f#0,f¢ A*. Dann hat man in Spec(A) eine Zerlegung in irreduzible Komponenten:

V(f)=V(p)U---UV(py).

Die p;’s sind dabei genau die minimalen Primoberideale von (f). Der Krullsche Hauptidealsatz be-
sagt nun, dafl codim(p;) = h(p;) = 1ist, d.h. die V(p;) sind abgeschlossene irreduzible Teilmengen
der Kodimension 1, man nennt so etwas auch Hyperflichen.

3. Umgekehrt gilt natiirlich nicht, daf jedes Primideal der Héhe < 1 von einem Element erzeugt
wird.
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Beispiel: Der Ring A = Z[v/—5] ist ein Dedekindring, hat Dimension 1, p = (2, 14++/—5) ist ein Primideal
der Hohe 1, aber kein Hauptideal.

Wir kénnen aber die Ringe charakterisieren, in denen jedes Primideal der Hohe 1 ein Hauptideal ist:

SATZ. FEin noetherscher Integrititsring A ist genau dann faktoriell, wenn jedes Primideal der Héhe 1 ein
Hauptideal ist.

Beweis: Zunéchst ist 0 das einzige Primideal der Hohe 0.

=: Sei A faktoriell und {p; : i € I'} ein Repriisentantensystem der irreduziblen Elemente. Jedes (p;) ist
Primideal. Ist p # 0 ein Primideal der Hohe 1, so gibt es ein Element [[p;* € p, also gibt es ein j mit
pj € p, d.h. 0 C (p;) C p. Daraus folgt p = (p;).

&: Jedes Primideal der Hohe 1 sei jetzt Hauptideal. Es geniigt zu zeigen: Jedes irreduzible Element a
erzeugt ein Primideal. Sei p ein minimales Primoberideal von (a). Nach dem Krullschen Hauptidealsatz
hat p Hohe 1. Also ist p Hauptideal: p = (p). Es folgt (a) C (p), d.-h. a = bp mit b € A. Da a irreduzibel
ist, p keine Einheit, muf} b Einheit sein, d.h. (a) = (p) = p, was wir zeigen wollten. B

Wir geben jetzt eine Verallgemeinerung des Krullschen Hauptidealsatzes an:

SATZ. Ist A ein noetherscher Ring, fi,...,fn € A und p ein minimales Primoberideal von (f1,..., fn),
so gilt h(p) < n.
Beweis:

1. Sei p ein minimales Primoberideal von (fi,..., f,). Nach Lokalisieren kénnen wir annehmen, daf}

A lokaler Ring mit maximalem Ideal p ist.
2. Da \/(f1,..., fn) der Durchschnitt aller Primoberideale ist, folgt

\/(.flv"'af'n):p'

3. Sei p; ein maximales Primideal p; C p. Nicht alle f;’s liegen in p1, da sonst p nicht mehr minimal
iiber (fl, Cey fn) wire. O.E. f1 g 1.

4. Also ist p minimales Primoberideal von (f1) + p;. Also folgt wie eben /(f1) + p1 = p.

5. Wegen fi,..., fn € p gibt es ein n; > 1 mit f* € (f1) + p1, d.-h. es gibt a; € A und g; € p1 mit

i =aifi + gi.
6. Wegen (fla'-'afn) g V (f17927"'7gn) fOlgt mit V (fl:'-'af'n) =p sofort
V(f17927"'7gn):p'

Hieraus folgt sofort, da§ p minimales Primoberideal von (f1,ga, ..., gn) ist.

7. Das Ideal (g2,...,9n) ist in den Idealen (fi,..., fn), p1, p enthalten. Wir betrachten jetzt alles
in A = A/(gs,...,9n). Das Ideal p ist minimales Primoberideal von (f;), also folgt nach dem
Krullschen Hauptidealsatz, dafl h(p) < 1 gilt. Dann gilt aber wegen p; C p die Gleichheit h(p71) = 0,
d.h. py ist minimales Primideal in A.

8. Im Ring A heift dies: p; ist minimales Primoberideal von (gs,...,gn), also nach Induktionsvor-
aussetzung h(p;) <n — 1.

9. Nun war p; C p beliebig, woraus mit der letzten Ungleichung sofort h(p) < n folgt. B

Bemerkungen:

1. In einem noetherschen Ring ist jedes Primideal endlich erzeugt, hat also endliche Hohe. Daher gilt
die absteigende Kettenbedingung fiir Primideale.

2. Ein noetherscher lokaler Ring hat also endliche Dimension.

3. Es gibt noethersche Ringe unendlicher Dimension. (Vgl. Aufgabe 50.)

4. Gilt fiir ein Primideal p in einem noetherschen Ring h(p) = n und p = (f1, ..., fin), so folgt m > n.

Da wir ab jetzt den Krullschen Hauptidealsatz anwenden, setzen wir voraus, dafl die betrachteten Ringe
noethersch sind.
Wir geben folgende partielle Umkehrung des letzten Satzes an:
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SATZ. Jedes Primideal p C A der Héhe n ist minimales Primoberideal eines Ideals (f1,..., fn), das von
n Elementen erzeugt wird.

Beweis: Wir konstruieren rekursiv fi,..., f; € p, so dal die minimalen Primoberideale von (fi,..., fi)
Hohe ¢ haben. Der Induktionsanfang ¢ = 0 ist trivial. Seien py, ..., p, die minimalen Primoberideale von
(f1,-..,fi), die also Hohe i haben. Natiirlich kénnen wir ¢ < n annehmen.

Behauptung: p  (p1 U---Up,).

Beweis: Andernfalls gibt es ein j mit p C p;, ein Widerspruch zu h(p) = n > i = h(p;).

Also gibt es ein fiy1 € p\ (p1U---Up,). Dann haben alle minimalen Primoberideale von (fi,..., fi, fi+1)
Hohei+1.m

SATZ. Ist A lokal mit mazimalem Ideal m und sind fi,..., f, € m, so gilt
dim(A/(f1,..., fn)) > dim(A) — n.

Beweis: Sei m = dim(A/(f1,..., fn)). Dann hat m die Héhe m in A/(f1,..., fa), also gibt es nach dem
letzten Satz g1, ...,gm € A, so dal m minimales Primoberideal von (g7, ..., gm) ist. Also ist in A das ma-
ximale Ideal m minimales Primoberideal von (f1,..., fn,91,---,9m), also folgt mit dem verallgemeinerten
Krullschen Hauptidealsatz

dim(A) = h(m) <n+m=n+dim(A/(f1,..., fn)),
woraus die Behauptung folgt.

LafBt man in der Voraussetzung lokal weg, so mufl der Satz aus trivialen Griinden nicht mehr gelten, wie
folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei A = k[z,y,2]/(xz,yz). Spec(A) entspricht dann der Vereinigung der x — y-Ebene und der
z-Achse. Nun ist

Al(z = 1) = k[z,y,2]/(zz,yz,2 — 1) = k[z,y]/(z,y) ~ k,
also dim(A/(z — 1)) = 0, wihrend dim(A) = 2 gilt.

Sei A ein lokaler Ring der Dimension n mit maximalem Ideal m. Ist m = (z1,...,2,,), so folgt aus dem
verallgemeinerten Krullschen Hauptidealsatz n < m, d.h. um das maximale Ideal zu erzeugen, braucht
man mindestens dim(A) Elemente.

DEFINITION. Ein lokaler (noetherscher) Ring A mit maximalem Ideal m heifit regulér, wenn sich m von
dim(A) Elementen erzeugen laft.

SATZ. Fiir einen lokalen Ring A mit maximalem Ideal m gelten die Aussagen:

dim(A) < dim 4/ (m/m?).

dim(A) = dimA/m(m/m2) < A ist requldr
Beweis: Wihle 21, ..., Zn, € m,so daB sie eine Basis des Vektorraums m/m? bilden. (Also m = dim 4/ (m/m?).)
Dann gilt m = Az + --- + Az, + m?, woraus nach Nakayama sofort
m= (T1,...,Tm)
folgt. Nach dem verallgemeinerten Krullschen Hauptidealsatz gilt
dim(A) = h(m) <m = dim 4/ (m/m?),

also die erste Aussage. Gilt Gleichheit, so haben wir ein Erzeugendensystem von m aus dim(A) Elementen,
d.h. A ist regulér. Die Umkehrung ist dann trivial. m

SATZ. Ist A requlirer lokaler Ring, dann ist A Integritdtsring.

Zum Beweis benéttigen wir ein Lemma, das wir etwas weniger allgemein schon bewiesen haben:

LEMMA. Sind in einem Ring A Ideale a,b,c und Primideale p1, ..., p, gegeben mit
aCbUcUpy U---Up,,

so gilt a C b oder a C ¢ oder a Cp; fireini=1,...,r.
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Beweis als Ubung.

Beweis des Satzes: Wir machen Induktion nach n = dim(A) = h(m). Im Fall n = 0 ist m = 0, A4 also ein
Korper. Sei nun n > 1 vorausgesetzt. Seien p1, ..., p, die minimalen Primideale von A. Wegen m # 0 gilt
nach Nakayama auch m?> C m. Mit dem letzten Lemma weil man dann:

mgZm?>Up U---Up,.

Wihle z € m, ¢ € m?, o & p; fiir 4 = 1,...,r. Wir ergéinzen jetzt z zu einer Basis modulo m?: ¢ =
T1,...,T,. Wir wissen dann m = (z, zs, . .., z,). Wir betrachten jetzt den Ring A/(z). Das maximale Ideal
wird von n — 1 Elementen erzeugt, auflerdem gilt dim(A/(x)) > n —1, also gilt sogar dim(A/(z)) =n—1.
Also ist A/(z) regulir und nach Induktionsvoraussetzung demnach Integritéitsring. D.h. (x) ist Primideal
in A. Da z nicht in einem minimalen Primideal liegt, gibt es ein minimales Primideal mit p; C (z). Ist
Yy € pi, so gibt es a € A mit y = ax. Nun ist ax € p;,x & p;, also a € p;. Also p; C p;(z) C mp;. Nach
Nakayama folgt p; = 0. Daher ist 0 Primideal, A also Integritétsring. B

Damit erhalten wir in Dimension 0 und 1 folgenden Satz:

SATZ. Sei A ein lokaler noetherscher Ring. Dann gilt:
dim(A) = 0: A regulir <= A ist Korper.
dim(A) = 1: A requlir <= A ist diskreter Bewertungsring.

Beweis: Die Richtung < ist jeweils sofort klar. Zur Umkehrung: Ist A reguldr, so ist A Integritétsring.
Bei dim(A) = 0 ist dann A ein Korper. Sei jetzt dim(A) = 1. Dann ist A ein lokaler noetherscher Inte-
gritdtsring, dessen maximales Ideal von einem Element erzeugt wird. Wir haben bereits friither gesehen,
dafl dann A ein diskreter Bewertungsring ist. B

Regulére lokale Ringe treten ganz natiirlich auf als die lokalen nichtsingulérer Punkte auf algebraischen
Varietiten.

LEMMA. Sei k algebraisch abgeschlossener Kirper, a = (fi,..., fr) C k[z1,...,z,]. Wir betrachten A =
klz1,...,z0)/(f1y. s fr). Seim=(x; —p1,...,Tn — Pn) € Spec(A) ein maximales Ideal. Dann gilt:

dimpm/m? = n — Rang((%(P))i,j)-
J

Beweis: Nach Koordinatenwechsel kénnen wir p; = --- = p, = 0 annehmen. Wir haben einen Isomor-
phismus

m/m? ~ (z1, ..., 2.)/ (T, 20)? + (fry ey fr)
Gilt jetzt f; = 3, ajjz; mod (21, ..., 2,)%, so gilt:
dim(m/m?) = dimp(kzy + - -+ + kx,) — dimy(k(aniz1 + - + @1p@n) + - + k(apz + - + appzy)),

was offensichtlich genau die Formel ist. B

Primideale der Hoéhe 2 in k[z,y, 2]
Die folgenden Bemerkungen geben wir als eine Art Vorschau ohne Beweis an. Siehe [Gey77, Kun80].
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir betrachten A = k[z,y, z]. Dies ist ein 3-dimensionaler
noetherscher faktorieller Integritétsring. Fiir p € Spec(A) gilt:

h(p) =0 <= p=(0),

hp)=1 <= p=(f), wo f ein irreduzibles Polynom ist,

hip)=3 <= p=(zr—a,y—>b,z—c) mita,b,c€k.

Wie sehen Primideale der Hohe 2 aus? V(p) C Spec(A) definiert eine irreduzible Kurve. Nach dem
verallgemeinerten Krullschen Hauptidealsatz mufl p von mindestens 2 Elementen erzeugt werden.

DEFINITION. Ein Primideal p der Hohe 2 in k[z, y, 2] heifit
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1. vollstindiger Durchschnitt, falls es f,g € k[z,y, 2] gibt mit
p=1(f9),
(dann ist V(p) = V/(f) NV (g))
2. mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt, falls es f, g € k[z,y, 2] gibt mit
p=(f9),
(dann ist V(p) = V(f) NV (g))
3. lokal vollstéindiger Durchschnitt, falls fiir jedes maximale Ideal m C k[, y, z] mit p C m Funktionen
fsg € k[z,y, 2] existieren mit
k[, y, 2lm = (f, 9)k[2, Y, 2]
Bemerkungen:
1. Ist p vollstdndiger Durchschnitt, so auch mengentheoretisch und lokal vollstdndiger Durchschnitt.
2. Es gibt Beispiele, die nicht lokal vollstindige Durchschnitte sind, aber mengentheoretisch schon.
(Siehe Aufgabe 51.)
3. Szpiro hat gezeigt, dafl lokal vollstéindige Durchschnitte auch mengentheoretisch vollstindige
Durchschnitte sind.
4. Es gibt die Vermutung, daf} jedes Primideal der Héhe 2 mengentheoretisch vollstindiger Durch-
schnitt ist.
5. Auf Macaulay geht ein Beispiel zuriick, wo fiir gegebenes r ein Primideal p der Hohe 2 angegeben

wird, das sich nicht von r Elementen erzeugen 1aft.

Definiert p eine glatte Kurve, d.h. ist A/p ein Dedekindring, so ist p lokal vollstindiger Durch-
schnitt. Ist das Geschlecht der Kurve < 1, so ist p sogar vollstéandiger Durchschnitt, bei Geschlecht
> 2 braucht man im allgemeinen 3 Polynome um p zu beschreiben.
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12.

13.
14.

15.

16.

ANHANG A

Ubungen

. Jeder Ring R mit Z C R C Q hat die Form

R= Z[l 2i e,
pi
wo {p; : i € I'} eine Menge von Primzahlen ist.
Zeige, daB gilt
ZV2)* = {£(1£V2)" : n >0}
Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dai A € M,,(R) genau dann eine Einheit ist, wenn det(A)
eine Einheit in R ist.
Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, daf ein Polynom f = ag + a;x + asz? + ... genau dann
Einheit in R[z] ist, wenn ao Einheit in R ist und alle a; fiir ¢ > 1 nilpotent sind, d.h. a]"* = 0
erfiillen fiir eine natiirliche Zahl m;.
Charakterisiere die Nullteiler im Matrizenring M, (k) iiber einem Korper k.
Bestimme alle Ideale des Matrizenrings M,, (k) iiber einem Korper k.
Der Ring Z[\/—2] ist Hauptidealring.
Der Ring Z[\/—5] ist kein Hauptidealring. ((2,1 + v/—5) ist kein Hauptideal.)
Gib ein Beispiel mit zwei Idealen a und b an, so daf

ab # {ab:a € a,b € b}.

. Bestimme alle Ideale der Restklassenringe Z/(15), Z/(16) und Z/(17).
11.

Sei X eine Menge, R ein Integritéitsring und S ein Teilring von F (X, R). Ist Y C X eine Teilmenge,
soist I(Y) ={f € S: f(Y) =0} ein Ideal in S. Umgekehrt kann man die Nullstellenmengen von
Funktionen betrachten: Ist ' C S eine Menge von Funktionen, so sei

N(F)={z € X : f(z) =0 fiir alle f € F}.

(a) Fiir eine Teilmenge F' C S gilt N(F) = N((F)).
(b) Ist F; C S eine Familie von Teilmengen von S, so gilt

NN (F;) = N(UEF;)

(c) Es gilt auch
N(F1)UN(Fz) = N((F1)(F)).

(d) Die Mengen N(F) mit F C S bilden die abgeschlossenen Teilmengen einer Topologie auf
X.
(e) Wie sieht diese Topologie im Fall X = R und S = R[z] bzw. S = C(R) aus?
Bestimme séimtliche Ideale in den Ringen Q[z]/(2? — 1), Q[z]/(2?) und Q[z]/(x® + 1). Welche der
Ideale sind prim, welche maximal?
In einem Hauptidealring ist jedes Primideal # 0 schon maximal.
(a) Bestimme {z € M>(Z) : 2> = 1}.
(b) Fiir jede Zahl n > 0 gibt es einen kommutativen Ring R mit #{z € R : 2> = 1} = 2".
(a) Der Ring R[z,y]/(z? 4+ y* — 1) ist nicht faktoriell.
(b) Der Ring C[z,y]/(22+y>—1) ist faktoriell. Zeige dazu Clz,y]/(z*>+y%*—1) ~ C[z,y]/(zy—1).
Sei o der Ring der auf ganz C holomorphen Funktionen.
(a) o ist nicht faktoriell.
(b) o ist nicht noethersch.

81
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17.  (a) (Umgekehrte lexikographische Ordnung) Definiere auf der Menge der Monome in n Unbe-
stimmten zy,..., 2, eine Ordnung durch:

">z’ = der letzte Eintrag in a — b ist negativ.

Zeige, dafl dadurch eine multiplikative Totalordnung definiert wird, die die zusitzliche Ei-
genschaft erfiillt fiir f € k[xo,...,x;]:

ilf = x|L(f).

(b) (Graduierte umgekehrte lexikographische Ordnung) Zeige, dafl durch folgende Vorschrift
eine multiplikative Totalordnung auf der Menge der Monome in n Unbestimmten definiert
wird: Sei 2% > 2°, wenn gilt: entweder ist ay +---+a, > by +---+ b, 0odera; +---+a, =
b1 + -+ + by und gleichzeitig ist der letzte Eintrag in a — b negativ.

18. Bestimme die Losungen des Gleichungssystems

2 +yi+22=4, 22+20°=5, zz=1.

19. Berechne jeweils eine Grobner-Basis bzgl. der lexikographischen Ordnung mit =z > y > z fiir
folgende Ideale a und b:

a=(@ +y'+2 - 1,22+ + 22— 1) b= +y* +22 - 1,23 +93 +22 - 1).
20. Betrachte die Polynome

f _ anrl _ yznfl, g= $yn71 _ Zn, h=zx"z— yn
Zeige, dafl das Polynom y”2 — 2"°+1 in der reduzierten Grobner-Basis von (f,g,h) bzgl. der lexi-
kographischen Ordnung mit z > y > z enthalten ist.

21. Gib ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring A und eine multiplikative Teilmenge S an, so daf
durch

((11,81) ~ (a2,32) <~ 182 = Q2851
keine Aquivalenzrelation auf A x S definiert wird.

22. Fiir einen Ring R sei A die Menge aller multiplikativen Teilmengen S von R mit 0 € S. Zeige, dafl
A maximale Elemente hat. S € A ist genau dann maximal, wenn R \ S ein minimales Primideal
in R ist.

23. Eine multiplikative Teilmenge S eines Ringes R heifit saturiert, wenn gilt: xzy € § <= =z €
S und y € S. Zeige:

(a) S ist genau dann saturiert, wenn R \ S Vereinigung von Primidealen ist.
(b) Zu einer multiplikativen Teilmenge S von R gibt es eine kleinste saturierte multiplikative
Menge S C R mit S C S. Es gilt:

S=R\ U{p : p Primideal mit pN S = (}.

24. Sei R = Z[/=7]. Ist p eine Primzahl in Z, so ist (p) nicht notwendig Primideal in R. Sei p, das
kleinste Primideal in R, das p enthélt.
(a) Wann ist p, = (p)?
(b) Zeige, da8 Ry, genau dann ein diskreter Bewertungsring ist, wenn p # 2 ist.
25.  (a) Sei R ein lokaler Ring und seien M und N zwei endlich erzeugte R-Moduln. Ist dann
M ®r N =0, so folgt M =0 oder N = 0.
(b) Ist R nicht lokal, so gibt es endlich erzeugte R-Moduln M und N mit M ® g N = 0, aber
M #0und N # 0.
26. Fiir einen R-Modul M sei

Mior ={m € M : am = 0 fiir ein a € R,a # 0}.

Zeige, daB fiir einen Integrititsring My, ein Untermodul von M ist. Gib ein Beispiel dafiir, dafl
diese Ausage im allgemeinen nicht stimmt.
27. Sei K C L eine Korpererweiterung und f(z) € K[xz]. Zeige, daf} gilt:

K[z]/(f(z)) ®x L ~ Llz]/(f(2)).
Was ist Q(v/—5) ®q R bzw. Q(v/—5) ®q C?
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Sei a € R,a # 0 kein Nullteiler und M ein flacher R-Modul. Gilt am = 0 fiir ein m € M, so ist
m = 0.
Sei B eine A-Algebra, M ein A-Modul, N ein B-Modul. Beweise oder gib ein Gegenbeispiel fiir
folgende Aussagen:

(a) Ist M flacher bzw. freier A-Modul, so ist Mp = B ® 4 M flacher bzw. freier B-Modul.

(b) Ist N flacher bzw. freier B-Modul, so ist N als A-Modul flach bzw. frei.
Sei Z(;,) die Lokalisierung von Z in (p). Zeige, daf Q ein flacher, aber kein freier Z,)-Modul ist.
Sei R ein Hauptidealring. Zeige, daf} ein endlich erzeugter R-Modul M genau dann flach ist, wenn
M torsionsfrei ist.
Welche Dimension hat der Ring Z[v/—5]?
Beschreibe Spec(R][z]).
Bestimme Spec(Z]i]).
Sei d € Z,d # 1 quadratfrei und K = Q(v/d). Zeige, daB der ganze AbschluB von Z in K

1+Vd
+2‘f] fiir d = 1 mod und Z[Vd] fiir d = 2,3 mod ist.

Sei R faktoriell mit 2 € R*. Ist f € R quadratfrei, dann ist R[\/f] ein ganz abgeschlossener
Integritétsring.

Bestimme den ganzen Abschlufl von A = k[z,y]/(y? — 23) in Quot(A).

Sei B = k[t,z], u = t(t — 1),v = t>(t — 1) und A = k[u,v,2] C B. Zeige:

(a) A kfz,y,z2]/(y* — 2y —2®).

(b) Going-up gilt fiir A C B.

(c) Seiq=(t—2z) € Spec(B) und «a : Spec(B) — Spec(A) die kanonische Abbildung. Bestimme
die irreduziblen Komponenten von a1V (aq) und folgere, dal Going-down nicht fiir A C B
gilt.

Ist A ganz abgeschlossener Integritétsring, so auch Alz].

Spec(Clz,y]) = Spec(Clz]) ist nicht abgeschlossen.

Gib ein Beispiel fiir einen Ring A und einen A-Modul M, so daBl M # 0 aber Assa(M) = ( gilt.
Gib ein Beispiel fiir einen Ring A und einen A-Modul M, eine multiplikative Teilmenge S in A,
so daf}

z]

S~'p = ann(%), aber p C ann(x).

Sei A ein noetherscher ganz abgeschlossener Integrititsring und f € A, f ¢ A*. Dann hat A/(f)
keine eingebetteten Primideale. (Hinweis: O.E. ist f # 0. Wihle p € Assa(A/(f)). Lokalisiere
in p. Zeige, dafl pA, Hauptideal ist. Dann ist A, diskreter Bewertungsring, also pA, minimales
Primoberideal von fA,.)

Zeige, dafl im Polynomring k[z,y] gilt (22, zy,y?) = (22,y) N (z,y?), daB alle drei Ideale (x,y)-
primér sind, da (z2,y) und (x,y?) irreduzibel sind.

Ist a ein Radikalideal im noetherschen Ring A, so hat A/a keine eingebetteten assoziierten Prim-
ideale.

Zeige, dal im Polynomring k[z,y] fiir jedes a € k

(%, zy) = (z) N (y — azx,2?)

eine Primérzerlegung von (z2, zy) liefert.
Sei A = k[x,y,2]/(zy — 2%) und p = (=, 2). Bestimme die Primérzerlegung von p>.
Sei A ein eindimensionaler noetherscher Ring.
(a) Ist A ein Integritéitsring, so sind die Primirkomponenten eines Ideals eindeutig bestimmt,
d.h. die (irredundante) Primirzerlegung ist eindeutig.
(b) Zeige, daBl die Aussage in a. im eindimensionalen Ring k[z,y]/(y?) nicht gilt.
Betrachte den folgenden Unterring von Z[z]:

A= Z[2:U,2:U2,23:3,...] = {ap + 2a1z + 2a222 + 2a32> + -+ + 2a,2" : ag, ..., an € Z}.

(a) Das Primideal p = (2x,2z%,22°,...) ist nicht endlich erzeugt, insbesondere ist A nicht
noethersch.
(b) m = (2,2z,222,223,...) ist maximales Ideal der Hohe 2.
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(c) m ist minimales Primoberideal von (2), also kann der Krullsche Hauptidealsatz nicht ganz
allgemein gelten.
50. Sei k ein Korper, A = k[x11, %21, %22, -, Tn1, Tn2y -« Tony - - - | UDd P = (Tp1, ..., Tpp)- Sei S das
Komplement von p; Upa U ... in A und Ay = Ag.
(a) Ag ist noethersch.
(b) Die Primideale p,, A¢ sind maximal, und dies sind die einzigen maximalen Ideale von Ajy.
(c) h(pndo) =n.
(d) dim(Ap) = oo.
51. Sei p der Kern der Abbildung

Elz,y, 2] = k[t],z = 3,y t* 2 5 15
(a) p ist Primideal der Héhe 2 und
p = (22 —yz, 2%y — 2%, 22 — 7).
(b) Sei m = (x,y, z). Zeige, dal dimy(p/mp) = 3 ist, und folgere daraus, daB p im Punkt m

nicht vollstdndiger Durchschnitt ist.
(c) Zeige, daf} gilt

p =/ (a2 — 22, 2% + y® — 2wy2),
d.h. p ist mengentheoretisch vollstandiger Durchschnitt.
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Kommutative Algebra

Die kommutative Algebra ist ein eigensténdiges Teilgebiet der Algebra, das sich dem Studium der kom-
mutativen Ringe widmet. Die historischen Wurzeln der kommutativen Algebra liegen in der Zahlentheorie
und der algebraischen Geometrie:

Der Grundbereich der Zahlentheorie ist zunéchst der Ring Z der ganzen Zahlen. Doch schon bei einfachen
Fragestellungen mit ganzen Zahlen ist es oft hilfreich, den Bereich der ganzen Zahlen etwas zu erweitern.
So hat zum Beispiel Euler zur Untersuchung der diophantischen Gleichung 23 + 3®> = z® Zahlen der
Bauart a + by/—3 herangezogen und Eigenschaften benutzt, die der Ring {a+bv/—3 : a,b € Z} aber nicht
besitzt. Dies und &hnliche Fragestellungen in der Zahlentheorie fithrten im Weiteren zur Untersuchung
von allgemeinen kommutativen Ringen.

Der zweite Ursprung der kommutativen Algebra liegt in der algebraischen Geometrie, wo man sich mit
algebraischen Varietiten beschiftigt, also Mengen, die sich durch Polynomgleichungen beschreiben lassen.
Geometrische Fragestellungen fiihrten zu einer intensiven Entwicklung in der Algebra - ausgehend vom
Studium der Polynomringe. Heute ist die kommutative Algebra wesentliche Grundlage der algebraischen
Geometrie.

Die 4-stiindige Vorlesung will an Hand konkreter Fragestellungen und Beispiele die abstrakten algebrai-
schen Begriffe motivieren und entwickeln. Dabei soll auch auf konstuktive Verfahren im Umgang mit
Polynomidealen eingegangen werden.

Die Vorlesung wendet sich an Horer, die etwas tiefer in die Algebra eindringen wollen, oder die sich die
algebraischen Grundlagen fiir die algebraische Geometrie aneignen wollen.

Zeit und Ort: Di, Do 8-10, Seminarraum
Beginn: 3. November 1994
Nummer im Vorlesungsverzeichnis: 06220

gez. W. Ruppert
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