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KAPITEL 1

Projektive Moduln

Im folgenden sei A ein kommutativer Ring. Sind M und N zwei A-Moduln, so ist
Homa(M,N)={f: M — N A-linear}

in natiirlicher Weise wieder ein A-Modul.

Bemerkungen:

1. Es gilt Hom(A, M) ~ M, wobei der Isomorphismus durch f + f(1) induziert wird.
2. Fiir natiirliche Zahlen m und n gilt:

Hom(A™,A™) ~ M(n x m, A) ~ A™".

Sei M ein A-Modul und a: N — N’ A-linear. Dann induziert dies eine A-lineare Abbildung
a.: Hom(M,N) — Hom(M,N'), fw a.(f)=aof.
Sind a: N’ — N und 8: N — N" linear, so gilt (80 a). = B4« 0 a..

Ist «: M — M' A-linear und N ein A-Modul, so erhilt man eine A-linear Abbildung
a* : Hom(M',N) — Hom(M,N), f—a*=foa.
Sind a: M' — M und 3 : M — M" linear, so gilt (8 o a)* = a* o 5*.
SaTz (Linksexaktheit von Hom). 1. Ist 0 > N' - N — N" exakt, so auch
0 — Hom(M,N') - Hom(M,N) — Hom(M,N).
2. Ist M' — M — M" — 0 exakt, so auch
0— Hom(M",N) — Hom(M,N) — Hom(M',N).
Beweis:
1. Seia: N' - Nund 3: N — N'".
(a) ay ist injektiv: Sei f : M — N’ mit a.(f) = 0, d.h. o f = 0. Da « injektiv ist, folgt f =0,
also die Behauptung.
(b) Seinun f: M — N. Da « injektiv ist, fassen wir N’ als Untermodul von N auf. Dann gilt
f € Kern(B«) genau dann, wenn S o f = 0, d.h. fiir alle m € M gilt 8(f(m)) = 0 bzw.

f(m) € Kern(3) = N'. Dies ist dquivalent mit f(M) C N’, was zu zeigen war.
2. Dies zeigt man analog zum ersten Teil. B

Bemerkung: Die Bezeichnung linksezakt wird deutlicher in folgender Formulierung;:

0N —-N-—>N"=s0exakt = 0— Hom(M,N')— Hom(M,N) — Hom(M,N") exakt
0=+ M —- M- M"—=0exakt = 00— Hom(M",N)— Hom(M,N)— Hom(M', N) exakt.

Wir zeigen jetzt in einem Beispiel, dal Hom nicht rechtsexakt ist:
Beispiel:
1. Die Sequenz 0 - Z — Z — Z /27 — 0 ist exakt, aber
0— Hom(Z/2Z,Z) - Hom(Z/2Z,Z) - Hom(Z/2Z,Z/2Z) — 0
ist rechts nicht exakt wegen Hom(Z/2Z,Z) = 0 und Hom(Z/2Z,Z/2Z) ~ Z/2Z.
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6 1. PROJEKTIVE MODULN

2. Ebenso ist die Sequenz
0 — Hom(Z/2Z,Z/2Z) — Hom(Z,Z/2Z) — Hom(Z,Z/2Z) — 0
nicht rechtsexakt wegen Hom(Z,Z/27Z) ~ 7 /2Z.

Die Sequenzen, fiir die die entsprechenden Hom-Sequenzen doch rechtsexakt sind, haben einen eigenen
Namen:

DEFINITION. 1. Ein A-Modul P heifit projektiv, falls fiir jede exakte Sequenz N — N" — 0 auch
Hom(P,N) - Hom(P,N") = 0

exakt ist.
2. Ein A-Modul I heift injektiv, falls fiir jede exakte Sequenz 0 — M’ — M auch

Hom(M,I) - Hom(M',I) = 0
exakt ist.

Wir betrachten im folgenden zunéchst die projektiven Moduln niher. Eine triviale Umformulierung der
Definition ist:

LEMMA. Ein A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn es fir alle f : M — N — 0, g : P — N eine
Liftung h : P — M gibt mit g = f o h.

Z+— 9

4
M —
SATz. Jeder freie Modul ist projektiv.

Beweis: Sei F' frei mit Basis e;,i € T und f : M - N — O und g : F — N. Wihle m; € M mit
f(m;) = g(e;). Durch h(e;) = m; erhilt man dann eine lineare Abbildung h : F' — M, die offensichtlich
f o h = g erfiillt. Also ist F' projektiv. B

Bevor wir die nichste Aussage zeigen, erinnern wir noch an eine Aussage aus der linearen Algebra:

LEMMA.
Hom(®ie/M;i, N) ~ [[ Hom(M;, N).
icl
Beweis: Wir denken uns M; C ®;c1M;, weswegen f : @M; — N durch Einschrankung f; = f|M; : M; —
N liefert. Wir erhalten also eine Abbildung

Hom(&M;, N) = [[ Hom(M;, N).
Da jedes f : ®M; — N durch (f;);cr eindeutig bestimmt ist, und umgekehrt jede Vorgabe (f;)icr ein f
liefert durch
F((mai)ier) =Y films)
icl
ist obige Abbildung ein Isomorphismus. B
LEMMA. FEine direkte Summe ®;c1P; ist genau dann projektiv, wenn jedes P; projektiv ist.
Beweis: Sei M — N — 0 exakt. Dann gilt:
Hom(®P;, M) - Hom(®P;, N) — 0 exakt
= [[Hom(P;, M)~ [[ Hom(P;,N) - 0 exakt
< Hom(P;, M) — HHom(Pi, N) — 0 exakt fiir alle 4,

woraus sofort die Behauptung folgt. B
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Wir sagen, eine kurze exakte Sequenz 0 - K — M — N — 0 spaltet, wenn es h : N — M gibt mit
goh =ridy, wo g: M — N ist. Was heifit das?

Behauptung: Spaltet die Sequenz, so gilt M = f(K) @ h(N).

Beweis: Ist m € f(K)N h(N), so ist m = h(n) und g(m) = 0, also n = g(h(n)) = 0, also auch m = 0,
d.h. f(K)NA(N)=0.

Sei m € M. Dann ist h(g(m)) € h(N) und

g(m —h(g(m))) = g(m) — g(m) = 0, also m — h(g(m)) € Kern(g) = f(K),
und somit M = f(K) + h(N), woraus schlieflich die Behauptung folgt. B

Weiterhin sind f : K — f(K) und h : N — h(N) Isomorphismen. Daf} die Sequenz 0 - K —+ M — N —
0 spaltet, heifit also, dal M ~ K & N mit f(k) = (k,0) und g((k,n)) = n.

Ist einfach eine Surjektion g : M — N — 0 gegeben, so erhélt man dazu sofort die exakte Sequenz
0 — Kern(g) - M — N — 0, und man kann wieder vom Spalten der Abbildung M — N — 0 sprechen.

Damit kénnen wir jetzt weitere Charakterisierungen projektiver Moduln geben.

SATZ. FEin A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn er direkter Summand eines freien Moduls F' ist:
F=P®P. (Ist P auferdem endlich erzeugt, so kann auch F endlich erzeugt gewdhlt werden.)

Beweis: <: Ist F'= P @ P’ frei, so ist F projektiv, also auch P.

=: Wihle ein Erzeugendensystem e;,i € I von P, sei F ein freier Modul mit Basis f;,i € I, definiere
f: F — P durch f(f;) = e;. Dann ist f surjektiv. Da P projektiv sein soll, faktorisiert die Identitit
id : P — Piiber F:esgibt g : P — F mit idp = fog. D.h. F — P — 0 spaltet, also ist F' ~ P® Kern(f),
also P direkter Summand eines freien Moduls. B

Wir geben noch eine weitere Charakterisierung projektiver Moduln:

SATZ. FEin Modul P ist genau dann projektiv, wenn jeder Homomorphismus f : M — P — 0 spaltet, d.h.
wenn es g: P — M gibt mit f og =idp. Dann ist M = P & Kern(f).

Beweis: =: Dies geht genau wie im letzten Beweis.
<: Wihle einen freien Modul F und F' — P — 0. Da die Sequenz spaltet, ist P direkter Summand von
F, also projektiv.

Wir fassen nochmals die verschiedenen Charakterisierungen projektiver Moduln zusammen: P ist pro-
jektiv, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
1. Ist M - N — 0 exakt, so auch Hom (P, M) — Hom(P,N) — 0.
2. Ist f: M — N surjektiv und g : P — N, so faktorisiert g iiber M, d.h. es gibt h : P — M mit
g=/foh.
3. P ist direkter Summand eines freien Moduls.
4. Jede exakte Sequenz M — P — 0 spaltet.

Wir wollen jetzt einige Beispiele betrachten:
SATZ. Jeder projektive Modul iiber einem Hauptidealring A ist frei.

Beweisidee:

1. Man kann zeigen, dafl jeder Untermodul eines freien Moduls {iber einem Hauptidealring frei ist;
dann folgt die Behauptung, da jeder projektive Modul sogar direkter Summand eines freien Moduls
ist.

2. Ist der projektive Modul P endlich erzeugt, so gilt nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte
Moduln iiber Hauptidealringen: P ~ A/(dy) x --- x A/(d,) x A%, wo A/(dy) x --- x A/(d,) der
Torsionsanteil ist. Da. P Untermodul eines freien Moduls ist, ein freier Modul keine Torsion hat,
folgt P~ A*. m

SATZ. Uber einem lokalen Ring (A, m) ist jeder projektive Modul P frei.
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Beweis: Wir zeigen den Satz nur im Fall, dal P endlich erzeugt ist. Dann ist P/mP ein endlich dimen-
sionaler A/m-Vektorraum. Sei €7, ..., €, eine Basis von P/mP. Dann gilt P = Ae; +---+ Ae, + mP und
nach dem Lemma von Nakayama folgt P = Aey +-- -+ Ae,. Sei F ein freier A-Modul mit Basis fi,..., fn
und ¢ : F — P mit ¢(f;) = e;. Dann ist ¢ surjektiv. Sei K = Kern(¢). Ist > a;f; € K = Kern(¢), so ist
> aje; = 0, also auch Y a;e; = 0, und somit @; = 0, d.h. a; € m fiir alle i. Also > a;f; € mF und damit
K C mF. Nun ist P projektiv, also spaltet F' — P — 0, d.h. wir konnen o.E. schreiben F' = P & K.
Wegen K C mF = (mP) ® (mK) ist K C mK, also K = mK. Nach Nakayama folgt K = 0. Also ist ¢
ein Isomorphismus, P also freier Modul. &

Als niichstes fragen wir, ob sich die Projektivitit eines Moduls lokal charakterisieren 1i8t. Zunéchst ein
triviales Lemma:

LEMMA. Ist S eine multiplikative Teilmenge von A und P ein projektiver A-Modul, so ist S™'P ein
projektiver S—! A-Modul.

Beweis: Ist P projektiv, so gibt es einen freien Modul F' und einen weiteren Modul P’ mit F' = P & P'.
Dann gilt: 7! = S~1P®S 1P als S~ A-Moduln. Da S~ F freier S~ A-Modul ist, ist S~ P als direkter
Summand eines freien Moduls projektiv. B

FOLGERUNG. Sei P ein A-Modul. Dann gilt:
P projektiv = P, freier A,-Modul fiir alle p € Spec(A).

Gilt davon auch die Umkehrung?
Aufgabe: Zeige die Umkehrung oder gib ein Gegenbeispiel zur Umkehrung an.

Wir werden die Umkehrung unter zusétzlichen Voraussetzungen zeigen. Zunéchst aber noch eine einfache
Folgerung aus der Folgerung;:

FOLGERUNG. Jeder projektive Modul P ist flach.

Erinnerung:

1. Das Tensorprodukt ® ist rechtsexakt, d.h. aus der Exaktheit von 0 — M’ — M — M" — 0 folgt
die Exaktheit von
M'&@N—->MeoN - M"®N —0.

2. Ein Modul F ist flach, wenn aus der Exaktheit von 0 — M’ — M die Exaktheit von 0 - M'@F —
M ® F folgt.
3. Ein A-Modul F ist genau dann flach, wenn F}, ein flacher A,-Modul ist fiir alle p € Spec(A).

Beweis der Folgerung: Ist P projektiv, so ist P, projektiv, also frei, also auch flach. Daher ist auch P
flach. m

Ein A-Modul M ist endlich erzeugt, wenn es eine exakte Sequenz A™ — M — 0 mit m € N gibt.
DEFINITION. Ein A-Modul M heifit endlich darstellbar, wenn es eine exakte Sequenz
A" 5 A" > M -0
mit m,n € N gibt.
Dafl M endlich darstellbar ist, bedeutet also, dafl M endlich erzeugt ist, und dafl endlich viele Relationen

zwischen den Erzeugern geniigen um M zu beschreiben.

Bemerkungen:

1. Ist A ein noetherscher Ring und M endlich erzeugt, so ist M auch endlich darstellbar, denn:
Hat man ¢ : A" - M — 0, so ist Kern(¢) als Untermodul des noetherschen Moduls A™ auch
wieder endlich erzeugt, d.h. man erhilt eine Surjektion A™ — Kern(¢) — 0, woraus durch
Zusammensetzen die exakte Sequenz A™ — A™ — M — 0 entsteht.
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2. Ist A ein Ring, der nicht noethersch ist, und a ein nicht endlich erzeugtes Ideal, so ist M = A/a
endlich erzeugt: A — A/a — 0, aber offensichtlich nicht endlich darstellbar. D.h. es gibt Moduln,
die endlich erzeugt, aber nicht endlich darstellbar sind.

LEMMA. Ist P ein endlich erzeugter projektiver Modul, so ist P auch endlich darstellbar.

Beweis: Wir konnen schreiben A" = P ® Q. Sei ¢ : A™ — P definiert durch ¢((p,q)) = p. Dann ist ¢
surjektiv und Kern(¢) = Q. Definiert man ¢ : A™ — @ durch ¥((p,q)) = ¢, so ist ¢ surjektiv. Durch
Zusammensetzen erhilt man die exakte Sequenz A™ — A™ — P — 0, d.h. P ist endlich darstellbar. B

Wir wollen jetzt Hom bzgl. Lokalisieren studieren. Sei S eine multiplikative Teilmenge von A und M, N
zwel A-Moduln. Dann gibt es eine natiirliche Abbildung
Y S 'Homs(M,N) = Homg-1,(S 1M,S7IN).

Im allgemeinen ist ¢ weder injektiv noch surjektiv.

Beispiele: Sei A =Z und S = Z\ {0}. Dann ist S~'4 = Q.
1. Fir M =Qund N =Z ist Homz(Q,Z) =0 und Homq(Q, Q) = Q, % ist also nicht surjektiv.
2. Fir M = N = Q/Z ist S~'(Q/Z) = 0, also Homg-1,4(S7'M,S™'N) = 0, wihrend 0 # id €
S~ Hom (M, M), also ist 9 nicht injektiv.

Es gibt aber doch Fille, in denen % ein Isomorphismus ist. Wir betrachten zun#chst

m
ST 'Homs(A™,N) ~ S~! HHomA(A,N) ~ STIN™

i=1

und .
Homg-14(STA™, S7T'N) = [[ Homs-1 4(ST A, 87 N) ~ (ST N)™.
i=1
Alle Tsomorphismen sind natiirlich, also folgt
ST Homs(A™,N) ~ Homg-14(S™'A™ ST N).
SATZ. Ist M ein endlich darstellbarer Modul, S eine multiplikative Teilmenge von A, so gilt:
S~'Hom(M,N) ~ Homg-14(S™'M,S™'N).

Beweis: Es gibt eine exakte Sequenz A™ — A™ — M — 0, die natiirlich auch beim Lokalisieren exakt
bleibt: (S71A)™ — (S~1A)" — S~'M — 0. Da der Hom-Funktor linksexakt ist, erhilt man folgendes
kommutative Diagramm:
0 — S~1Hom (M, N) — S~ Hom (A", N) — S~'Hom(A™,N)
L \J \
0 - Homg-1(S™'M,S™'N) — Homg-1(S 'A",S"'N) — Homg-1(S1A™ S7IN)

Dann muf} auch der erste Pfeil ein Isomorphismus sein. B

Damit kénnen wir jetzt folgenden Satz beweisen:

SATZ. Fiir einen endlich darstellbaren Modul P gilt:
P projektiv <= Py, frei fiir alle mazimalen Ideale m C A.

Beweis: = haben wir bereits gesehen.
&: Sei M - N — 0 exakt. Dann ist auch

Hom(P,M) - Hom(P,N) - C =0
exakt, wenn man C' geeignet definiert: C = Hom/(P, N)/Bild(Hom(P, M)). Nun ist P endlich darstellbar,
also gilt bei Lokalisieren in dem maximalen Ideal m:

Hom(P,M)wn = Homu,, (Pn, Nn).

Damit erhilt man
Homa, (Pyw,Mw) = Homa,, (Pyn, Nu) = C — 0.
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Da P, frei, also auch projektiv ist, folgt Cy,, = 0. Dies gilt fiir alle maximalen Ideale m, woraus dann
C' = 0 folgt. Damit folgt die Behauptung. ®

Bemerkungen:
1. Fiir noethersche Ringe und endlich erzeugte Moduln bedeutet also projektiv nichts anderes als
lokal frei.
2. In der algebraischen Geometrie entsprechen die projektiven Moduln den Vektorbiindeln.

Wir wollen jetzt noch Beispiele fiir projektive, aber nicht freie Moduln betrachten.
SATZ. Jedes Ideal eines Dedekindrings A ist ein projektiver A-Modul.

Beweis: Ein Dedekindring ist ein 1-dimensionaler noetherscher Integritétsring, wo alle Lokalisierungen
Ay, diskrete Bewertungringe sind. Ist a C A ein Ideal, so ist a,, ein Hauptideal, also freier A,,-Modul.
Dann ist a also lokal frei und damit projektiv. B

Beispiel: A = Z[/—5] ist ein Dedekindring, aber kein Hauptidealring. a = (2,1 4+ +1/—5) ist kein Haupt-
ideal, also ist a ein nichtfreier projektiver A-Modul.

Schliefilich noch ein Resultat, das von Serre vermutet, von Quillen und Suslin bewiesen wurde:
SATZ. Jeder endlich erzeugte projektive Modul iiber einem Polynomring k[x1,...,x,] ist frei.
(Jedes Vektorbiindel auf A™ ist trivial.)

Injektive Moduln. Ein A-Modul 7 ist genau dann injektiv, wenn fiir jede exakte Sequenz 0 —
M — N auch Hom(N,I) - Hom(M,I) — 0 exakt ist, d.h. jeder Homomorphismus M — I 148t sich
fortsetzen zu einem Homomorphismus N — I. Im Diagramm:

LEMMA. Ein Modul I ist genau dann injektiv, wenn fiir jedes Ideal a C R sich jeder Homomorphismus
a — I sich fortsetzen lafit zu einem Homomorphismus R — I.

Beweis: Die eine Richtung ist trivial. Sei umgekehrt M C N gegeben und ein Homomorphismus f : M —
I. Wir betrachten

S={M,f):MCM CN,f:M —N,f|M=f}
und setzen (M', f') < (M", f"), falls M' C M" und f"|M' = f'. Dann ist S induktiv geordnet, denn ist
S' = {(Mj, f;) : j € J} eine total geordnete Teilmenge von S, so ist (Mo, fo) eine obere Schranke von S’,
wo My = UjesM; und fo(z) = f;(z), falls € M;. Nach dem Zornschen Lemma besitzt S ein maximales
Element, das wir (M, f') nennen.
Ist M' = N, so sind wir fertig.
Wir nehmen an, dafl M’ # N. Sei x € N\ M’'. Dann ist a = {a € A : ax € M'} ein Ideal A. Durch
a — f'(ax) wird ein Homomorphismus a — I definiert. Sei g : A — I die Fortsetzung auf ganz A. Wir
definieren jetzt:

h: M+ Ax — I,m +ax — f'(m) + g(a).

Wir miissen zeigen, daff h wohldefiniert ist: Sei m + ax = m' + a’x, also m — m' = (a’ — a)z. Dann ist
a—a' €a,alsogla—a)=f'((a—ad)z) = f'(m' —m), woraus dann f'(m) + g(a) = f'(m’) + g(a’) folgt.
Damit haben wir (M’ + Az, h) € S, ein Widerspruch zur Maximalitét von (M’, f'), also kann dieser Fall
nicht eintreten und wir sind fertig.

Wir geben noch eine Charakterisierung injektiver Moduln im Fall A = Z:

SATZ. FEin Z-Modul I ist genauw dann injektiv, wenn er dividierbar ist, d.h. fir jedes x € I, jedes n > 1
gibt es einy € I mit x = ny.

Beweis: =: Sei x € I und n > 1. Definiere Z — I durch 1 — . Definiere Z — Z durch 1 — n. Dann
erhilt man eine Abbildung Z — I mit n — z, also gibt es y € I mit z = ny.

<: Sei (n) € Z und (n) — I vorgegeben. Ist das Bild von n z € I, und gilt = ny, so definiert 1 — y
einen Homomorphismus Z — I. Nach unserem Kriterium ist I injektiv. B

Beispiele: Q, Q/Z.



KAPITEL 2

Einfiihrung in die Homologische Algebra
Sei wieder A ein kommutativer Ring.

1. Komplexe

Ein Komplex (von A-Moduln) F' besteht aus A-Moduln F; (i € Z) und Homomorphismen f; : F; — F;_q,
geschrieben

"'—>Fi+1 - F, = F_1— ...
mit der Eigenschaft f; o f;1; = 0. (Die Sequenz muf} also nicht exakt sein!)
Beispiel: Wir nehmen ein Dreieck A mit Seiten a,b,c und Ecken A, B,C. (a = BC,b = CA,c = AB).
Wir definieren freie Z Moduln
F=ZA, Fi=7Za+7Zb+Zec, Fy=7A+7ZB+7ZC,
alle anderen F;’s sollen 0 sein. Wir definieren Randabbildungen durch
0(A)=a+b+c, 6(a)=C—-B,6(b)=A—-C,0(c)=B—-A4A, §A) =4§1B)=46C)=0.
Man sieht schnell, dafl F' = (F}, ) ein Komplex ist.
Ein Homomorphismus « : F' — G zwischen zwei Komplexen F' = (F}, f;) und G = (G;, g;) besteht aus

Homomorphismen «; : F; — G; mit der Eigenschaft, dafl a;—1 o f; = g; o a; gilt, d.h. folgendes Diagramm
ist kommutativ:

r 4 B,
la; la;
a; 4 aq

Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen
0-F—-G—>H—=0

besteht aus Homomorphismen o : F — G und 8 : G — H, so daf} fiir alle i die Sequenz 0 — F; — G; —
H; — 0 exakt ist.

Bemerkungen:

1. Manchmal ist die Indexmenge eines Komplexes nicht ganz Z; gegebenenfalls erginzt man den
Komplex durch 0.
2. Es treten auch Komplexe auf, bei denen die Pfeile in die umgekehrte Richtung gehen:

s Fig —)Fi—)Fi+1 - ...
Man spricht dann auch von einem Kokomplex.

11
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2. Homologie
Sei F' = (F;, f;) ein Komplex von A-Moduln.
o Fy o Fp > Fq — ..

Dann heiit Z;(F) = Kern(f;) der Modul der i-Zyklen, B;(F) = Bild(fi+1) der Modul der i-Rénder.
Wegen f; o fiy1 =0 gilt Bild(f;+1) C Kern(f;), d.h. B;(F) C Z;(F). Der Quotient

Hi(F) = Zi(F)/Bi(F) = Kern(fi)/Bild(fi+1)
heiflt die i-te Homologie von F. Der Komplex F ist genau dann exakt an der Stelle ¢, wenn H;(F) = 0
ist.
Beispiel: Wir nehmen unser Beispiel von oben. Man rechnet nach:
Z5(F)=0,B2(F) =0,Z,(F) =Z(a + b+ ¢) = By (F),
Zo(F) = ZA + ZB + ZC, Bo(F) = Z(B — A) + Z(C — A),

woraus schnell folgt

Ho(F) ~ Z, H,(F) = Hy(F) = 0.
Bemerkung: Ist F' = (F}, f;) ein Kokomplex:

o Fy 5 F, > Fip — ..
so heilt H'(F) = Kern(f;)/Bild(f;—1) die i-te Kohomologie von F.

Sei o : F — G ein Homomorphismus zwischen den Komplexen F' und G. Dann sieht man sofort
a;(Kern(f;)) C Kern(g;) und «;(Bild(fiy+1)) C Bild(git1),
also induziert a; einen Homomorphismus zwischen der Homologie, der wie folgt bezeichnet wird:
Hi(a) : Hi(F) = H;(G).

3. Die lange exakte Kohomologiesequenz

SATZ. Sei 0 > E — F — G — 0 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann gibt es Homomor-
phismen §; : H;(G) — H;—1(E), so daf$ die lange Kohomologiesequenz

exakt ist. §; heiffit Verbindungshomomorphismus.

Wir betrachten die kurze exakte Sequenz der Komplexe:

b €iyo 1 fite b Givo

0 = Ey 3 Fyy =3 Giyi — 0
beitt d fira b git1

0 » B % K 4 G 5o

le; Lfi L gi

0 — E; o F; 1 ﬁi—_)l Gi,1 — 0
lei1 L fica gi

0 - E 5 F., "3 G_, = 0
leis L fie2 lgio

Wir definieren zunichst die Abbildung 6;:
e Sei z € Z;(G). Da B; surjektiv ist, gibt es ein y € F; mit z = S;(y).
e Nun ist 3;_1(fi(y)) = 9:(B:(y)) = gi(x) = 0, also gibt es wegen der Exaktheit von 0 - E;_; —
F;_1 — G;—1 — 0 dazu genau ein z € E; 1 mit a;_1(z) = fi(y).
o Es gilt
ai—z(ei-1(2)) = fi—1(i-1(2)) = fi-1(fi(2)) =0,
da F ein Komplex ist. Aus der Injektivitdt von a;_o folgt dann e;_1(2) =0, d.h. z € Z;,_1(E).
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e Wie eindeutig ist obige Zuordnung? Gilt auch z = 3;(y'), so ist ¢y’ —y € Kern(8;) = Bild(«;),
d.h. es gibt ein u € E; mit ¥’ = y + «;(u). Dann gilt
fiy") = fiy) + filai(u) = ai—1(2) + iz (ei(u)) = @iz (2 + ei(u)).

Also ist obiges z nur modulo Bild(e;) = B;_1(E) bestimmt.

e Wir erhalten also eine Abbildung Z;(G) — H;_1(E) durch z — z.

e Sei nun z € B;(G). Wohin wird es abgebildet? Es gibt s € G;+1 mit z = g;41(s). Weiter gibt es
ein t € Fj11 mit s = B;41(t) und somit:

z = giv1(Bir1(t)) = Bi(fix1(2)).

Wir kénnen jetzt also y = f;y1(f) wihlen (mit obigen Bezeichnungen). Dann ist f;(y) = fi(fix1(t)) =
0, also gilt fiir unsere Abbildung = — 0 € H;_;(E). Dies induziert dann die Abbildung

e Zur Ubung iiberlege man sich, daB dies ein Homomorphismus ist.

Nun haben wir §; definiert. Jetzt mufl noch die Exaktheit der langen Sequenz gezeigt werden.

Wir zeigen die Exaktheit in H;(G), d.h. Kern(d;) = Bild(H;(5)).

e C: Sei z € Z;(G) mit T € Kern(d;). Wir wihlen nach Konstruktion y € F; und z € E;_; mit
x = Bi(y) und f;(y) = aj—1(2z). Wegen 0 = §;(T) = Z ist z € B;—1(E) = Bild(e;), d.h. es gibt ein
u € F; mit z = e;(u).

e Nun ist fi(y) = aj—1(e;(u)) = fi(ai(u)), also fi(y — a;(u)) = 0, d.h. es gibt ein v € Z;(F) mit
y = a;(u) + v. Dann gilt aber

z = Bi(y) = Bilai(u) + Bi(v) = Bi(v) € Bi(Zi(F)),
also T € H;(8)(H;(F)), d.h.
Kern(0;) C Bild(H;(3)).

: Sei umgekehrt T € Bild(H;(8)), d.h. wir kénnen schreiben = = 8;(y), fi(y) = 0. Dann ist aber
(Z) =0, also

2
d;
Bild(H;(B)) C Kern(6;).

Den Rest zeigt man analog. (Ubung!) m

4. Homotopie

Zwei Homomorphismen « : F — G und 8 : F — G heiflen homotop, wenn es Homomorphismen p; : F; —
Gi+1 glbt mit

Bi — a; = pi—1 0 fi + git1 0 i
Fa 8 Fm 40 F

o b S
Gis1i '3 @ 8 G

Ist z € Z;(F), so gilt:
Bi(z) — ai(z) = pi—1(fi(®)) + giv1(1i(2)) = giv1(pi(z)) € Bi(G),

Ergebnis: Sind « und 8 homotop, so gilt H;(«) = H;(5).
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5. Projektive Auflésungen
Ist M ein A-Modul und
o3P =3P+ P —+M—=0

eine exakte Sequenz von A-Moduln, wo alle P; projektiv sind, so heifit dies eine projektive Auflésung von
M. Sind alle P; freie A-Moduln, so spricht man von einer freien Auflésung von M.

Das folgende Beispiel soll zeigen, wie freie Auflésungen natiirliche auftreten:

Beispiele:
1. Wir betrachten den Polynomring A = k[a, b, ¢]. Wir wollen die Gleichung azx + by + cz = 0 16sen
in A. Betrachte
PRLRGLY
Obige Gleichung zu l6sen bedeutet jetzt, den Kern von ¢ zu bestimmen. Man findet (Ubung!):

0 —c b 0 —c b
Kern(¢) = {d c +e 0 +f| —a | :de feA}= c 0 —a |-A3
—b a 0 -b a O
Allerdings bilden obige Vektoren keine Basis von Kern(¢) wegen
0 —c b
a c +b 0 +c| —a | =0.
—b a 0

Also ist folgende Abbildung exakt
a 0 —c b
b c 0 -a
c b a O
0— A — A2 — A3 (@09 4.
Zur Ubung zeige man, daB Kern(¢) kein freier A-Modul ist.
2. Ist A = Z und wollen wir die Gleichung 2z + 3y + 5z = 0 16sen, so kénnen wir wie eben vorgehen.
Nun ist aber Kern(¢) als Untermodul eines freien Z-Moduls frei, wir kénnen also den Kern
einfacher beschreiben und erhalten folgende exakte Sequenz:

1 0
-1 -3 2 3 5
ZS( )

LEMMA. Jeder Modul M besitzt eine freie, also auch eine projektive Auflésung.

0— 72 Z — 0.

Beweis: Wihle einen freien Modul Fy und eine Surjektion ¢ : Fy — M. Wihle einen freien Modul F; und
eine Surjektion f; : F; — Kern(¢). Wihle einen freien Modul F5 und eine Surjektion f> : F» — Kern(f1).
Etc. Durch Zusammensetzen erhéilt man eine exakte Sequenz

e By Fy 5 Fp - M =0,

also eine freie Auflésung von M. R

Bemerkung: Sei P = (P;,p;) eine projektive Auflssung von M und 7 : Py — M. Man denkt sich P, =0
fiir 4 < 0. Dann gilt fiir ¢ > 1 natiirlich H;(P) = 0 und fiir i = 0:

Hy(P) = Kern(po)/Bild(p1) = Py/Kern(n) ~ M.
SATZ. Ist « : M — N ein A-Homomorphismus, P = (P;,p;) eine projektive Auflisung von M mit

m: Py — M und Q = (Q;,qi) eine projektive Auflosung von N mit p : Qo — N, so gibt es einen
Homomorphismus o : P — Q, so daf$ das folgende Diagramm kommutativ ist:

e PR - P - P - FB - M - 0

{ { { { {

e Qs 2 Q2 = Q1 2> Qo > N = 0
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Beweis: Wir konstruieren rekursiv ayg, aq, .. ..

e Wir haben Q9 -+ N — 0 und Py, —» M — N. Da P, projektiv ist, faktorisiert die letzte Abbildung
iiber Qoi ag: Py — Qo.

e Wir haben eine Surjektion Q1 — Bild(q;) — 0. Die Abbildung P, — Py — Qo — N ist die
gleiche wie P, - Py —» M — N, also 0, daher hat man P, — Py — Bild(q,). Da P, projektiv ist,
faktorisiert die Abbildung iiber Q1: ay : P| — Q1.

e Sei bereits ag, . ..,ap—1 konstruiert. Es gilt

Gn—100p_19Pp = Qp_—290Pp_190pPp = 0:
also induziert a,_1 o p, eine Abbildung P, — Bild(g,). Wir haben eine Surjektion ¢, : @, —
Bild(g,) — 0, wegen der Projektivitit von P, gibt es also ein «,, mit

Qp—10Pn = (n O Qn.

Damit folgt dann die Behauptung. B

SATZ. Ist ¢ : M — N gegeben, sind P und Q projektive Auflosungen von M und N und o, zwei
Fortsetzungen von v zu Homomorphismen der Kompleze, so sind a und 3 homotop.

Beweis: Indem wir zu v = a — 3 iibergehen, kénnen wir ¢ = 0 annehmen.

[ ]
P1 — PO - M
I v 40
Q1 — Qo — N
Wir haben eine Surjektion @)1 — Bild(q1). Da Py — Qo — N die gleiche Abbildung ist wie
Py - M — N, also 0, gilt Bild(vy) C Bild(q1). Nun ist Py projektiv, also faktorisiert diese
Abbildung iiber @1, d.h. es gibt ug : Py = @1 mit der Eigenschaft vy = ¢1 o pp. Damit haben pg
konstruiert.
e Angenommen, wir haben jetzt bereits ug, .- ., un—1 konstruiert mit der Eigenschaft v; = p;—1 o
Di + Qit1 O [hi-
Pn+1 — Pn — Pn,1 — Pn,2
1 I v 1 v |
Qn—l—l — Qn — Qn—l — Qn—Q
Es gilt:

qn(')/n - ,Un—lpn) = Yn—1Pn — qnitn—1Pn = (,Un—Qpn—l + Qn,un—l)pn — gnln—1Pn = Un—2Pn—1Pn = 0,
also Bild(vn — pn—1pn) C Bild(gn+1). Wir haben die Surjektion Q,+1 — Bild(gy+1 — 0. Da P,
projektiv ist, gibt es ein py : Py = Qpy1 Mit gni1ftn = Yn — Un—1Pn, also

Yn = Qn+1Mn + n—1Pn,

was wir zeigen wollten. B

Wir brauchen spéter noch folgendes Lemma:

LEMMA. Sei0 — E — F — G — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gibt es projektive Auflésun-
gen P,Q, R von E,F,G, so daff 0 = P — Q — R — 0 eine exakte Sequenz von Komplexen ist.

Beweis: Wir iiberlegen zunichst: Hat man das Ziel erreicht, so ist 0 = P; = @; — R; — 0 exakt. Da R;
projektiv sein soll, spaltet die Sequenz, d.h. Q; ~ P; ® R;. So fangen wir auch an: Wir wihlen projektive
Auflésungen P und R von E und F und setzen Q; = P; ® R;. Wir miissen jetzt nur noch die Abbildungen
q; definieren.
e Wir erhalten Py — F durch Py - E — F. Nun ist F — G — 0 surjektiv, Ry — G mit G
projektiv, also erhalten wir Ry — F', so daf} das folgende Diagramm kommutativ ist:

Py - F
Voo
Ph®&Ry — F
e S
Ry - G
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e Der Rest geht analog. (Ubung!) m

Beispiele:

1. Der A-Modul A hat eine projektive Auflésung -+ —-+0—-0— A - A — 0.
2. Ist f € A kein Nullteiler, so hat A/(f) die Auflésung

---—>0—>0—>A'—f>A—>A/(f)—>0.
3. Das Ideal m = (z,y) hat in A = k[xz,y] eine projektive Auflssung

( ! )
_r i
04—/ 22%%0 0

4. In A = k[z,y, 2] hat m = (z,y, z) die projektive Auflsung

x 0 —z wy
y z 0 —=z
— T 0 cyz
v 2 42 o,

z
04 —
5. Wir betrachten das Ideal a = (yz,zz,zy) in A = k[z,y, z]. Man rechnet aus:

1 0
0 1
-1 -1
— A3

6. Sei A = k[z]/(z™) mit m > 1. Wir suchen eine projektive Auflosung des A-Moduls (z™) fiir

1 < n < m — 1. Die Abbildung A z (z") hat als Kern (™~ "), die Abbildung A Lt (zm)
hat als Kern (z"), daher erhilt man als projektive Auflosung:

A2

(yz 2z ay)

0— A2 a—0.

m—n

e AT AT A AT 2" 50
Fragen: Wie eindeutig sind projektive Auflésungen? Wie findet man projektive Auflésungen?

6. Ext
Vorbemerkung: Ist 0 - M' — M — M" — 0 exakt, so folgt nur
0— Hom(M",N) — Hom(M,N) — Hom(M',N).

Der kontravariante Funktor Hom(, N) ist linksexakt. Kann man obige Sequenz fortsetzen, so daf} eine
exakte Sequenz entsteht? (Natiirliche ist das immer auf triviale Art moglich.)

Sei M ein A-Modul und P = (P;, p;) eine projektive Aufldsung von M:
o= Phb=a P = Py M —0.
Ist V ein anderer A-Modul, so induziert dies die Sequenz
-« Hom(Ps,N) & Hom(P,,N) & Hom(Py, N).
Dies ist ein Kokomplex, denn p},, o pf = (p; o piy1)* = 0. Wir definieren
Ext"(M,N) = H"(Hom(P,N)).
LEMMA. Ezt™(M,N) ist wohldefiniert, d.h. hingt nicht von der projektiven Auflésung von M ab.

Bemerkungen:
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e Sei zunichst ¢ : M — N eine Abbildung und P, Q projektive Auflésungen und o : P — @ ein
induzierter Homomorphismus. Anwendung von Hom(, Q) liefert:

<+« Hom(P,G) <+ Hom(P,,G) <+ Hom(P,Q)

) ) )
RV Hom(Q2,G) — Hom(Ql,G) — HOTTL(QO,G)

Also erhalten wir eine induzierte Abbildung H"(Hom(P,G)) + H"(Hom(Q,Q)).
e Sind a und B zwei Homomorphismen der Komplexe P und @, die ¢ fortsetzen, so sind sie homotop,
d.h. es gibt pup : Py = Qpa1 mit By — @p = Gn1 fin + pn—1Pn- Anwendung von Hom(,G) liefert

By = Qp = [ Gyiy + Ppbty -

B* und a* sind also homotop, induzieren also die gleiche Abbildung auf der Kohomologie.

e Wir wollen das Lemma beweisen: Seien P und () projektive Auflésungen von M. Die Identitit
M — M setzt sich dann fort zu Komplexhomomorphismen o : P — @ und 3 : @ — P. Daher ist
Ba : P — P homotop zur Identitit, ebenso af : Q — Q. Wie zuvor folgt, dafl dann a*3* homotop
zur Identitit auf Hom(P,G) und 8*a* homotop zur Identitidt auf Hom(Q,G) ist. Daher folgt

H™ (") H"(8*) = H™ (") = id, H"(6*)H"(a*) = H"(8*a") = id.

Also ist H™(a*) ein Isomorphismus, d.h. H"(Hom/(P,G)) ~ H"(Hom(Q,G)), also ist Ext" (M, G)
wohldefiniert. m

Bemerkung: Eine Abbildung M' — M induziert also in natiirlicher Weise eine Abbildung Ext™(M', N) <
Ezt™(M,N).

Zur Berechnung von Ext kdnnen wir also beliebige projektive Auflésungen wihlen.

SATz. Es gilt Ext°(M,N) ~ Hom(M, N).

Beweis: Sei -+ — P, - P — Py — M — 0 eine projektive Auflésung von M. Speziell ist P, — Py —
M — 0 exakt. Da Hom linksexakt ist, ist auch

0 = Hom(M,N) % Hom(Py,N) 3 Hom(P,, N)
exakt. Nun ist
Ext’(M,N) = H°(Hom(P, N)) = Kern(p}) = Bild(¢*) ~ Hom(M, N),

was wir zeigen wollten. B

Beispiel: Was ist Ext'(Z/(3),Z)? Wir wiihlen eine projektive Auflésung 0 — Z 3 7 von Z/(3) und
wenden Hom(,Z) an. Mit Hom(Z,Z) ~ Z erhilt man die Sequenz

---<—0<—0<—Z<3Z,
woraus sofort
Ext' (Z/(3),Z) ~Z/(3), Ext'(Z/(3),Z) = 0 fiir i # 1
folgt.

SATZ. FEine kurze exakte Sequenz von A-Moduln 0 — E — F — G — 0 induziert die lange ezxakte
Kohomologiesequenz:
0 — Hom(G,N) - Hom(F,N) - Hom(E,N) —
— Ext'(G,N) — Ext' (F,N) — Ext'(E,N) =
— Ext*(G,N) — Ext*(F,N) — Ext*(E,N) — ...
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Beweis: Wihle projektive Auflésungen P, Q, R von E, F,G,sodal 0 - P — @ — R — 0 eine kurze exak-
te Sequenz von Komplexen ist. Wegen der Exaktheit von 0 - P; - @; — R; — 0 und der Projektivitét
von R; spaltet die Sequenz, d.h. Q; ~ P; ® R;, also gilt auch

Hom(Q;,N) = Hom(P; ® R;, N) = Hom(P;, N) x Hom(R;, N),
also ist auch die Sequenz
0 — Hom(R;,N) - Hom(Q;, N) - Hom(P;,N) = 0

exakt, d.h. 0 - Hom(R,N) = Hom(Q, N) — Hom(P, N) — 0 ist eine exakte Sequenz von Komplexen,
induziert also eine lange exakte Kohomologiesequenz, die wie behauptet aussieht. B

Beispiel: Wir betrachten 0 —» Z -3 Z — Z/(3) — 0. Anwendung von Hom/(,Z) liefert
0 — Hom(Z/(3),Z) — Hom(Z,Z) > Hom(Z,Z) — Ext"(Z/(3),Z) — Ext'(Z,Z) — ...,

was nun
0502327 Ext'(Z/(3),Z) = 0
liefert. Dies paft zusammen mit Ext'(Z/(3),Z) ~ Z/(3), was wir bereits gesehen haben.

Wir wollen nun die Abh#ngigkeit vom zweiten Argument studieren. Sei P eine projektive Auflosung
von M und ¢ : F — G. Dann induziert dies natiirlich einen Komplexhomomorphismus Hom (P, F) —
Hom/(P,QR), auf Kohomologieebene also eine Abbildung

Ext"(M,F) — Ext"(M,G).
Sei weiter 0 - F — F — G — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dies induziert eine Sequenz
0 - Hom(P;, E) - Hom(P;, F) = Hom/(P;,G) — 0,
die exakt ist, weil P; projektiv ist. Also ist 0 — Hom/(P,E) — Hom(P,F) — Hom(P,G) — 0 eine
exakte Sequenz von Kokomplexen. Dies induziert eine lange exakte Kohomologiesequenz:
SATZ. FEine kurze exakte Sequenz von A-Moduln 0 — E — F — G — 0 induziert die lange exakte
Kohomologiesequenz
0 — Hom(M,E) - Hom(M,F) - Hom(M,G) —
— Ext'(M,E) - Ext*(M,F) - Ext'(M,G) —
— Ext*(M,E) — Ext*(M,F) — Ext*(M,G) —

SATz. Fiir einen A-Modul P sind dquivalent:
1. P ist projektiv,
2. Ext™(P,N) =0 fiir alle n > 1 und alle A-Moduln N,
3. Ext'(P,N) =0 fiir alle A-Moduln N.

Beweis:

1=2:---—>0—0— 0— P ist eine projektive Auflésung von P, d.h. Py =P und P, = P, = --- =0,
also folgt sofort Exzt™(P, N) = 0 fiir n > 1.

2 = 3: Klar.

3=1:5¢0—~ F — F — G — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln. Die lange exakte Kohomologiese-
quenz liefert dann:

0 — Hom(P,E) — Hom(P,F) = Hom(P,G) — Ext'(P,E) — ...
Nun ist Ext!(P, E) = 0, also ist
0 — Hom(P,E) - Hom(P,F) - Hom(P,G) — 0
exakt. Dies liefert, da3 P projektiv ist. B

Analog kann man injektive Moduln charakterisieren:

SATZ. Fiir einen A-Modul I sind dquivalent:
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1. T ist injektiv,
2. Ext™"(M,I) =0 fir alle n > 1 und alle A-Moduln M,
3. Ext'(M,I) =0 fiir alle A-Moduln M.

Beweis:
1 = 2: Sei P eine projektive Auflssung von M. Da [ injektiv ist, ist der induzierte Kokomplex

0— Hom(M,I) - Hom(Py,I) - Hom(Py,I) - Hom(P,I) — ...

exakt, d.h. Ext"(M,I) =0 fiir n > 1.

2 = 3: Klar.

3=1:5¢ 0—~ F — F — G — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln. Die lange exakte Kohomologiese-
quenz liefert dann:

0 — Hom(G,I) = Hom(F,I) — Hom(E,I) = Ext"(G,I) — ...,
also wegen Ext!'(G,I) = 0 die Exaktheit von
0 — Hom(G,I) » Hom(F,I) - Hom(E,I) = 0,

was die Injektivitdt von I impliziert. B

Folgendes Lemma ist niitzlich fiir die Berechnung:
LEMMA.
Ext"(®2,M;,N) = &>, Ext"(M;,N), Ext"(M,®",N;) =&, Ext"(M,N;).

Beweis:

1. Seien P und @ projektive Auflésungen von M; und Ms. Dann ist P & @ eine projektive Auflésung
von My & Ms. Wegen

Hom(P; ® Q;,N) ~ Hom(P;, N) ® Hom(Q;, N)

folgt Ext™(My ® My, N) ~ Ext"(M;,N) ® Ext" (M2, N).
2. Sei P eine projektive Auflésung von M. Dann gilt:

Hom(Pi, Ny & NQ) ~ Hom(Pi,Nl) D Hom(Pi, NQ),
woraus auch sofort Ext" (M, Ny & Ny) ~ Ext™(M,Ny) ® Ext"(M, N») folgt. B

Beispiel: Sei f € A ein Nichtnullteiler, d.h.
0oAL A4/ =0
ist exakt. Wir berechnen damit Ext™(A/(f), N). Anwendung von Hom(,N) ergibt:
<400+ Hom(A,N) r Hom(A,N).
Nun ist Hom(A, N) ~ N. Wir erhalten damit
e 0enNd N,

woraus sofort folgt:

Hom(A/(f),N)~{n € N: fn=0}, Exzt'(A/(f),N)~N/fN, Ext'(A/(f),N)=0 fiiri> 2.

Wir geben noch eine Anwendung, eine Charakterisierung injektiver Moduln:
SATZ. FEin A-Modul I ist genau dann injektiv, wenn fir alle Ideale a C A gilt:
Ext'(A/a,T) = 0.
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Beweis: 1 = 2: Dies wissen wir bereits.

2 = 1: Es geniigt zu zeigen: Fiir jedes Ideal a C A 148}t sich jeder Homomorphismus f : a — [ zu
einem Homomorphismus g : A — T fortsetzen, d.h. Hom(A,I) — Hom(a,I) ist surjektiv. Nun ist
0—>a— A— A/a — 0 exakt, Anwendung von Hom/(,I) liefert die lange exakte Kohomologiesequenz

0 — Hom(A/a,I) = Hom(A,I) — Hom(a,I) — Ext'(A/a,I) — ....
Da Ext'(A/a,I) = 0 nach Voraussetzung, ist Hom(A,I) — Hom(a,I) surjektiv. B

Beispiel: Wann ist ein Z-Modul I injektiv? Genau dann, wenn fiir alle n > 1 gilt Ext'(Z/(n),I) = 0.
Nun ist aber Ext!(Z/(n),I) ~ I/nl. Also ist I genau dann injektiv, wenn fiir alle n > 1 gilt I = nl, d.h.
I ist dividierbar.

7. Ext! und Erweiterungen

Seien M und N A-Moduln. Eine Erweiterung von M mit N besteht aus einem A-Modul E und einer
exakten Sequenz 0 - N — E — M — 0. Zwei Erweiterungen 0 > N - F - M - 0und 0 - N —
F — M — 0 heiflen isomorph, wenn es einen Homomorphismus ¢ : £ — F gibt, so dafl das folgende
Diagramm kommutativ ist:

0O = N - E =+ M = 0

I 1o I
0O - N - F = M — 0

Man sieht schnell, dal dann ¢ ein Isomorphismus ist. Wir wollen folgenden Satz skizzieren:

SATZ.
{Isomorphieklassen von Erweiterungen von M mit N 0 - N — E — M — 0} ~ Ext'(M, N).

Wir werden den Satz nicht ganz beweisen, skizzieren aber die Bijektion: Sei --+ — P, - P| — Py —
M — 0 eine projektive Auflésung von M.

e Ist 0 > N - E — M — 0 eine exakte Sequenz, so induziert dies, wie wir bereits gesehen haben
folgendes kommutative Diagramm:

P - P - P - M — 0
R v [
0O - N = E = M —= 0
Es gilt: ¢ € Hom(P;, N) und p3(¢)) = 0, wir kénnen also definieren:
(0 N—=E—M-=0)—1¢cH (Hom(P,N)) = Ext' (M, N).

e Sei jetzt umgekehrt ¢» € Ext!(M,N) gegeben. Wir denken es uns als ¢» € Hom(P;, N) mit
p5 (1) = 0. Definiert man jetzt E = (N @ Py)/U mit U = {(Yx,—p1z) : © € P}, so kommutiert
das folgende Diagramm und die untere Zeile ist exakt:

P - P - B - M — 0
3 1y \ [
0O - N - E =+ M —= 0

Damit ist 0 + N -+ E — M — 0 eine Erweiterung von M mit N.

Beispiel: Natiirlich gibt es immer die triviale Erweiterung 0 - N — N & M — M — 0. Was entspricht
dem in Ext! (M, N)? Wir betrachten wieder unser Diagramm nach Wahl einer projektiven Auflssung von
M:

2 5 B 5 M -0

) o L@p) [

0O - N —- NeM —- M —= 0

Fiir z € P, gilt dann: a(p; (z)) = (), d.h. ¢ = p;(a) € Bild(p}), also gilt » = 0 in H'(Hom(P, N)) =
)

Ezt' (M, N). Der 0 in Ext'(M, N) entspricht also die triviale Erweiterung 0 — N — N & M — M — 0.

Beispiele:
1. Esist Ext'(Z,Z/(3)) = 0, also ist die einzige Erweiterung 0 — Z/(3) = Z/(3) ® Z — Z — 0.
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2. Esist Ext'(Z/(3),Z) ~ Z/(3), also sollte es 3 Erweiterungen von Z/(3) mit Z geben. Diese sind:
02Z—->Za®Z/3)—>2Z/(3) =0
05Z—oZ3Z/(3) =0
0—>Z—>Z:>1Z/(3)—>0

8. Ext und injektive Auflésungen
Eine injektive Auflosung eines A-Moduls N besteht aus einer exakten Sequenz
O>N->IlIhy—-1L —-1—...,

wo alle I,, injektive Moduln sind. Ohne Beweis zitieren wir folgenden Satz:
SATZ. Jeder A-Modul besitzt eine injektive Auflésung.
Beispiele: Fiir A = Z sind Q und Q/Z injektive Moduln.

1. Z hat die injektive Auflosung

0-Z—-Q—->Q/Z—0.
2. Fiir n > 2 hat Z/(n) die injektive Auflosung

0 Z/n) " QIZBQIZ—>0-0-0....

Folgender Satz zeigt, dafl man Ext auch {iber injektive Auflésungen definieren kann:
SATz. Seien M und N zwei A-Moduln und I = (I,,1,) eine injektive Auflisung von N. Dann gilt:
Ext"(M,N) ~ H*(Hom(M,I)) = H"(--- = Hom(M,I,) — ...).
Beweis:
1. Wir haben die exakte Sequenz

O=+N—=Iy—-5L =1, —
Sei By, = Bild(ip—1) fiir n > 1. Dann liefert die Exaktheit von

RN S L S
durch Aufspalten sofort
0— B, —I,—Bnpt1 =0

fiir m > 1. Fiir m = 0 gilt dies nach Definition, wenn man By = N setzt.
2. Was ist H*(Hom(M,I))? Wir brauchen die Kohomologie an der Stelle n des Komplexes

3

Hom(M,I,) =

ln 1%

"-)HO’ITL(M,In_l) HO’ITL(M,In+1)—>...,

also
Kern(in«)/Bild(in—14).

H"(Hom(M,I)) =
C Hom(M, I,).
» Bn).

3. Wegen By, C I, gilt Hom(M, B,,)
Behauptung: Kern(in.) = Hom(M
Beweis: Fiir f € Hom(M, I,,) gilt:

feKern(ine) <= inof=0 <= iy(f(m)) =0 fiir alle m € M
< f(m) € Kern(in) = Bild(in—1) = By, fiir alle m € M
< f € Hom(M,B,).

4. Fiir n > 1 induziert die Sequenz 0 — B,, 1 — I, 1 i"—_>1 B,, — 0 die lange exakte Sequenz

fn—1x

0 — Hom(M,Bp_1) = Hom(M,I,,_1) = Hom(M, B,)
—  Ext'(M,B, ) = Ext'(M,I, 1) =0,
das I,,— injektiv ist. Dies liefert sofort
H"(Hom(M,I)) = Hom(M, B,,)/Bild(in_1.) ~ Ext' (M, B,_1).
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5.0— By 2 — I, 5 = B, 1 — 0 liefert wegen Ext'(M, I, 5) = Ext*(M,I, 2) =0 nun
0 = Ext' (M, B,,_1) = Ext*(M, B,_3) = 0.
6. Fir 1 <m <n — 1 folgt analog
Ext™(M, B, _p) ~ Ext™ (M, By_p_1).
7. Dadurch erhilt man nun
H"(Hom(M,I)) ~ Ext'(M,B,_1) ~ Ext*(M, B,_3) ~ - -- ~ Ext"(M, By) = Ext"(M, N),

was wir zeigen wollten. B

9. Tor
Sei P = (P;, p;) eine projektive Auflésung von M. Dann ist
PRN:--- 3PN ->P QN —>P,N

ein Komplex. Man definiert:
Tor,(M,N)=H,(P®N).

Wie bei Ext zeigt man, dal Tor, (M, N) wohldefiniert ist, da} Homomorphismen M' — M und N' — N
Homomorphismen

Tor,(M',N) — Tor,(M,N), Tor,(M,N') — Tor,(M,N)
induzieren.
LEMMA. Torg(M,N)~ M ® N.

Beweis: Sei --+ — P, —» P| — Py -+ M — 0 eine projektive Auflosung von M. Dann ist P, — Py —
M — 0 exakt. Da Tensorieren rechtsexakt ist, ist auch

PPN —>FPhbON —-M®N — 0
exakt. Also folgt:
Torg(M,N) = Kern(po ® 1)/Bild(p1 ® 1) = (Py ® N)/Bildijp1 ® 1) > M @ N.&

SATZ. Fine exakte Sequenz 0 — M' — M — M" — 0 von A-Moduln induziert die lange exakte Koho-
mologiesequenz
0 «M'ON+M®N+ M N+
< Tory(M",N) < Tori(M,N) < Tori(M',N) «
< Tory(M",N) < Tory(M,N) < Tory(M',N) «

Beweis:

e Wir wihlen projektive Auflosungen P,Q, R von M', M, M", so dal 0 - P - Q — R — 0 eine
exakte Sequenz von Komplexen ist etc.

e Da R; projektiv ist, spaltet die Sequenz 0 - P; — @; -+ R; — 0, d.h. 0.E. Q; = P; & R;. Dann
ist aber @Q; ® N = (P, ® N) ® (R; ® N), d.h. auch

0PN ->Q;dN >R, N =0

ist exakt.
e Dies induziert die lange exakte Homologiesequenz

-+ = Tor,(M',N) = Tor,(M,N) = Tor,(M",N) = Tor, {(M',N) — ...,

was zU zeigen war.
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SATZ. Fine exakte Sequenz 0 — N' — N — N" — 0 von A-Moduln induziert die lange exakte Homolo-
giesequenz

0 « MIN'+MeN+—MeN' «+
< Tory(M,N") < Tori{(M,N) + Tori(M,N') <
< Tors(M,N") < Tors(M,N) < Tory(M,N'") <

Beweis: Sei --- — P, - P, — Py — M — 0 eine projektive Auflésung von M. Da P; projektiv ist, ist P;
auch flach, also ist auch

0—>Pi®NI—)PZ'®N—>Pi®NII—>O

exakt. Man erhilt wieder eine lange exakte Homologiesequenz, wie behauptet. B

SATz. Fiir einen A-Modul F sind dquivalent:

1. F ist flach,
2. Torn,(M,F) =0 fiir alle n > 1 und alle A-Moduln M,
3. Tori(M,F) =0 fir alle A-Moduln M.

Beweis: 1 = 2: Sei --- = P, - P, - Py = M — 0 eine projektive Auflésung von M. Da F flach ist,
bleibt auch

e PBF P QF > P ®F

exakt, also hat der Komplex keine Homologie fiir n > 1.
2 = 3: Klar.
3=1:5¢i0—> M — M — M" — 0 exakt. Dann liefert die Homologiesequenz

oo Tory(M" F) - M@F +M@F - M"'"®F —0,
wegen Tory (M', F) = 0 folgt die Exaktheit von
0 Me®F 3 MoF - M'®F -0,

woraus die Flachheit von F' folgt. m

Beispiel: Sei f € A ein Nichtnullteiler und N ein A-Modul. Wir haben die freie Auflésung

0—>Ai>A—>A/(f)—>0,

Tensorieren mit N liefert den Komplex

---—>0—>0—>N1€>N,
also

A/(fy@ N=N/fN, Tori(A/(f),N)={neN: fn=0}, Tor;(A/(f),N)=0 fiir i > 2.

Beispiel: Ist F ein freier A-Modul, so gilt natiirlich T'or,,(F, N) = 0 fiir alle n > 1.

Beispiel: Sei A = kf[z,y] und m = (z,y).
1. Wir wollen Tor,,(A/m, N) berechnen. Eine freie Auflésung von A/m ist

(%)

0+ A" — 7 4 (E}I)A—>A/m—>0,
also erhilt man fiir den Komplex P ® N:

()
3 N2 N

=3 0—->N " =
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Damit erhilt man

Toro(A/m, N

N/mN,

n n
(5) mom-on( ) e
Tory(A/m,N) = {ne€ N:zn=yn=0},
Tor,(A/m,N) = 0 firn > 3.

2. Wihlen wir jetzt N = m, so erhalten wir:

)
Tori(A/m, N)
)

A/m@m=m/m? Tor (A/m,m) = ( _ym ) -A/m,Tor,(A/m,m) =0 fiir n > 2.

Denn:
Tori(A/m,m) = {(m1,mz):zmy +yms =0,my,my € m}/{(ym,—zm):m € m} =
= {wf,—2f): f € AY/{(ym,—om) :m € m}.
3. Wir nehmen jetzt die kurze exakte Sequenz
0-m—o>A—->A/m—>0
und tensorieren mit m. Wegen Tor; (A, m) = 0 erhilt man:
0— Tori(A/m,m) > m®@m —m— m/m? = 0.

Um den Kern der Abbildung ¢ : m ® m — m genau angeben zu konnen, miifite man den Verbin-
dungshomomorphismus explizit studieren. Man tue dies zur Ubung. Man findet:

Kern(¢p)=k-(z®y —y ).

4. Wir haben die exakte Sequenz 0 - m — A — A/m — 0 und wollen dazu projektive Auflésungen
konstruieren. Man findet z.B.

0 0 0 0 0
l 1 1 1 1
0 = 0 — a4 I @ m = 0
l $ LBy L E> $
0 - A 5 4 Mooy Gmb4
{ { L E3 1 Ey {
00— 4 Y a2 W4 4 Am o0
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
1 1 0 01 0 1
DabeiistE1: 0 ,EQZ 0 1 ,E3: ,E4:(0 0 1),’0: Y s =
0 0 0 0 1 o

0
y -1 0
—z 0 =1 ] . Den Verbindungshomomorphismus § : Tor;(A/m,m) - m ® m erhilt man
0 T y

dann wie folgt: ein Element aus Torq (A/m, m) wird reprisentiert durch Z > € m?2 mit az+by =
0 —a

0. Ein Urbild unter Ej3 ist a € m3, das durch M auf [ —b € m? abgebildet wird, das
b 0

wiederum das Element —a ® x — b ® y in m ® m liefert.

Ahnlich wie bei Ext zeigt man:
LEMMA.
Tor,(®jg;M;, N) = @t ;Tor,(M;, N), Torn(M,®je;N;) = @it Tor,(M,N;).
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Wir wissen, dal M @ N ~ N ® M gilt. Diese Symmetrie setzt sich auf Tor fort:
Satz. Es gilt Tor,(M,N) ~ Tor,(N,M).
Beweis:
e Wir wihlen projektive Auflésungen von M und N:
BB AR S M0
BB BQQAENSD

Der Einfachkeit halber werden wir oft p statt p; und ¢ statt ¢; schreiben.
e Da P; und @; projektiv, also flach sind, sind folgende Sequenzen exakt:

"'pgpg(g)@jEP1®Q]'5P0®Q]'I)M®Q]'—>O
- BPe@BPeU BPRRQQ 5PN 50
e Wir bilden jetzt einen Doppelkomplex:

d d d d

0 + MRQ@Ey « PRQ: + PIRQ: «— PRQYs <+
d d I I

0 <« M®Q1 — P0®Q1 — P1®Q1 — P2®Q1 —
d d d d

0 <« M®Q0 — P0®Q0 — P1®Q0 — P2®Q0 —
I I I I

0 «+ M®®N ¢+ P ON <+ PN <+ PN <+
I I I I
0 0 0 0

Bis auf die erste Spalte und die erste Zeile sind alle Zeilen und Spalten exakt. Wir wollen die
Homologie der ersten Zeile und Spalte vergleichen.
o Wir definieren R,, := &} P; ® @Qpn—;. Aulerdem definieren wir r : R, = R,,_1 durch
ra = pa+ (—1)'qa fir a € P, ® Q.
Wir zeigen, dafl (R,,,r) ein Komplex ist, d.h. r> = 0: Fiir a € P;® Q,,_; ist pa € P;_; ® Q,,_; und
qa € Pz ® anifla also
r(ra) = r(pa+(=1)'qa) = (p’a+ (1) 'gpa) + (=1)'(pga + (—1)'qqa) =
= (=1)" (gpa+ (~1)pga) = 0.
e Wir zeigen nun: ¢ : R, - M ® Q,, mit ¢(ag + a1 + --- + a,) = 7(ap) ist ein Komplexhomomor-
phismus. Denn:

(gog)(ap + a1 +---+an) = q(m(ag)) = 7(q(ao)) =
= 7(pay + qap) = ¢(Zpai + (=1)'qa;) =

= ¢(r(ag+--+an)) = (por)(ap+ - +ay).

e Wir wollen nun schrittweise zeigen, dal ¢ einen Isomorphismus auf der Homologie induziert.
e Wann ist ag + - - + a, € Ry, ein Zykel, d.h. in Z,(R)? Es gilt:

Mo+ an) = 3 (e +(—1)iga) = 3 (parss + (~1)iga) =
i=0 i=0

(pai + qao) + (pas — qa1) + (pas + qaz) + -+ + (pan + (—1)" 'qan_1).

Also gilt:

ap+ -+ +ay € Zp(R) < pay = —qag,pax = qai,paz = —qas, . . ..



26 2. EINFUHRUNG IN DIE HOMOLOGISCHE ALGEBRA

e Seibe Z,(M®Q),dh.be M®Q, mit gp =0.Dan: P, > M®Q, surjektiv ist,
gibt es ein ag € Py ® @, mit 7(ag) = b. Nun gilt: 0 = ¢gb = gmag = wqap, also gibt es wegen der
Exaktheit ein a1 € Py ® Q1 mit qag = —pa;. Nun haben wir aber 0 = —qgqag = qpa; = pqaq,
also gibt es as € P» ® Q—2 mit gqa; = pas. So machen wir induktiv weiter: Haben wir fiir
j =1,...,k die Eigenschaft pa; = (—1)7qa;_1, so gilt 0 = gpa, = p(gay), d.h. es gibt ax; mit
qar = (=1)**1pay, 1. Als Ergebnis erhalten wir ag + « -+ + a, € Z,(R) mit ¢(ap + - + an) = b.
Folglich ist H,(¢) surjektiv.

e Wir wollen jetzt zeigen, dafl H,(¢) injektiv ist. Sei ag + - - + a, € Z,(R) gegeben mit

¢(GO + o+ a'n) = 77-(010) € Bn(M ® Q)

Was ist zu zeigen: Es gibt dg + -+ + dp41 € Rpy1 mit

n
ag+ - +a, = T’(bo + -+ bn+1) = Z(pdi-i-l -+ (—1)iqdi),
i=0
also }
a; = pdit1 + (—1)"qd;.
Wegen 7(ag) € By, gibt es ein ¢ mit g¢c = wag. Da 7 surjektiv ist, gibt es ein dy € Py ® Qp11 mit
¢ = wdp. Nun folgt m(ag) = qc = gndy = mwqdy, also w(ag — qdy) = 0. Daher gibt es ein d; mit
ao — qdy = pdy, d.h. ag = pdy + qdy. So machen wir weiter:
pai = —qag = —qpdi = p(—qdy), also p(ai +gdi) = 0.
Somit gibt es ein dy mit a1 + qdy = pds, also
a1 = pds — qdy.
Jetzt machen wir induktiv weiter: Es gelte bereits a; = pd;+1 + (—1)i+1qdi. Dann folgt
pair1 = (—1)"qa; = (=1)"*'pgd;,
also p(aH_l — (—1)i+1qdi+1) = 0, somit gibt es di+2 mit Qi1 — (—1)i+1qdi+1 = de_Q, also
aiv1 = pdiys + (—1)Fqdiy.
Damit ist auch ag + - - - + a,, ein Rand, d.h. H, (¢) ist injektiv.

e Wir haben gezeigt: H,(R) ~ H,(M ® Q). Aus Symmetriegriinden gilt nun ebenso H,(R) ~
H,(P ® N), woraus nun sofort unsere Behauptung folgt.

Bemerkung: Gilt fiir ein a € A: aN = 0, so werden natiirlich auch alle Moduln P; ® N von a annulliert.
Dabher folgt auch a - Tor, (M, N) = 0. Aufgrund der Symmetrie von Tor erhélt man also:

FOLGERUNG. Gilt fiir ein a € A aM =0 oder aN =0, so gilt a - Tor,(M,N) =0 fiir alle n > 0.

Beispiel: Seien a und b Ideale in A. Was ist Tor;(A/a, A/b)? Wir tensorieren die exakte Sequenz 0 —
a—A— A/a— 0 mit A/b und erhalten:

-+ = Tori(A,A/b) — Tor1(A/a, A/b) > a® A/b - A® A/b - A/a® A/b — 0.
Wegen M ® A/b ~ M/bM und Tori (A, A/b) = 0 folgt
0— Tori(A/a,A,b) > a/ab— A/b - A/a® A/b — 0.
Also folgt
Tori(A/a, A/b) = Kern(a/ab — A/b) = (a N b)/(ab).
Wir geben jetzt noch eine weitere Charakterisierung flacher Moduln an:

SATZ. Fiir einen A-Modul F sind dquivalent:
1. F ist flach,
2. fiir jedes (endlich erzeugte) Ideal a C A ist 0 > a® F — F exakt,
3. fiir jedes (endlich erzeugte) Ideal a C A gilt Tor,(A/a, F) = 0.

Beweis: 2 <= 3 zeigt man wie frither; 1 = 3 kennen wir auch bereits. Es bleibt 3 = 1 zu zeigen; wir
setzen die Aussage aus 3. zunéchst fiir beliebige Ideale voraus.
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1. Zu zeigen ist: Aus N C M folgt N ® F — M ® F. Anders ausgedriickt: Sind z1,...,2, € N
und fi,...,f, € F gegeben mit > 1" 2; ® f; = 0in M @ F, so gilt bereits > 2; ® f; = 0
in N ® F. Bei der Relation 2?21 z; ® fi = 0in M ® F sind nur endlich viele Elemente aus M
beteiligt. Daher kann man annehmen, daf3 M endlich erzeugt ist. D.h. wir brauchen nur den Fall
M =N + Azy + - - + Az, zu behandeln.

2. Setze nun N; = N+ Axy +-- -+ Az;; dann ist N = Ng und M = N,,,. Weiter gilt N; = N;_1 + Ax;.
Definiert man a = {a € A : ax; € N;_1}, so ist

¢:Ni_1+Az; > Ala, z+4+az;—a
wohldefiniert (z +az = 2’ + a'z <= (a—a')z = 2’ — z impliziert a —a’ € a), surjektiv, mit Kern
N;_1, d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz
0— N;—1 —>Nl—>A/a—>0
Tensorieren mit F' liefert nun unter Verwendung der Voraussetzung
0=Tori(A/a,F) > Ni-1 QF - N;®F - A/a® F — 0,
insbesondere N;_1 ® F — N; ® F.

3. Damit erhélt man:

NRF=NgQF N QF < -+ >N, QF =MQF,

was wir zeigen wollten.
4. Die Reduktion von beliebigen Idealen auf endlich erzeugte funktioniert nun genauso wie in 1. B

FOLGERUNG. Ist A ein Hauptidealring, F ein beliebiger A-Modul, so gilt:
F flach < F torsionsfrei.

Beweis: Wir haben frither gesehen: Tor;(A/(0), F) = 0 und fiir f # 0: Tori (A/(f),F) ={x € F: fo =
0}. Damit gilt:

F flach < Tori(A/(f),F)=0firalle f #0 < fz #0, falls f,x # 0 <= F torsionsfrei.ll

FOLGERUNG. Fliir Moduln iber einem Hauptidealring A gilt:
Torn,(M,N) ~ Torp,(Myor, Nior) fiir alle n > 1.
Beweis: Man iiberlegt sich schnell, dafl M /My, torsionsfrei ist. Also ist M /My, flach. Tensoriert man
die exakte Sequenz 0 — My, — M — M /Mo, — 0 mit N, so erhélt man fiir n > 1:
o= Torpg1 (M/Mior, N) = Tory(Mior, N) = Torp(M,N) = Torp(M/Mior, N) = ...,

woraus sofort Torp,(M,N) ~ Tor,(Msr, N) folgt. Symmetrisch gilt natiirlich auch Tor, (M, N) ~
Torn,(Mtor, Ntor), woraus dann die Behauptung folgt. B

Beispiel: Wir betrachten nun speziell abelsche Gruppen, also A = Z.

1. Sei S = {n > 1}. Dann ist S~'Z = Q. Wir wissen, dafl S™1M ~ M ® Q ist.

2. Fiir z € M gilt: . € Kern(M - M ®Q) < £2=0€ S 'M <= sz =0 fiireins € S. D.h.
Kern(M — M ® Q) = My,,.

3. Wir tensorieren 0 - Z - Q — Q/Z — 0 mit der abelschen Gruppe M und erhalten wegen
Tori(M,Q) =0:

0= Tor (M,Q/Z) > M - M®Q— M®Q/Z — 0.
Damit folgt sofort
TO’I‘l (M, Q/Z) ~ Mtor-

Wir wollen noch einige Anwendungen fiir lokale Ringe geben.

Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, K = A/m und M ein endlich erzeugter A-Modul.

1. Wibhle eine k-Basis my,...,my, von M/mM. Dann ist M = Amy + --- + Amy + mM, nach dem
Lemma von Nakayama gilt also M = Amy + --- + Amy,.
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2. Definiert man nun ¢ : A> — M durch ¢(e;) = my, so ist ¢ surjektiv. Ist (a1, ...,a;)" € Kern(¢),
so gilt aymy + - -+ + apymy = 0, insbesondere
aimi + -+ aymy =0,
woraus wegen der Wahl der m;’s sofort a; € m folgt. Also gilt Kern(¢) C mA®.

3. Wihlt man nun statt M Kern(¢), so kann man eine freie Auflésung von M konstruieren mit der
im folgenden Lemma beschriebenen Eigenschaft:

LEMMA. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann g¢ibt es
eine freie Auflosung
AP B g 2y gho Ty ar
mit der Eigenschaft Bild(¢;) C mA® . Eine solche Auflésung heifit auch minimal.
FOLGERUNG. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter Modul. Ist
R W LUy LIy / Y

eine minimale freie Auflésung von M, so ist

Tor;(M,k) = kb fiir alle i.
Beweis: Wegen Bild(¢;) C mAY-1 ist ¢;®idy, : Ab @k — A1 ®F die Nullabbildung, d.h. zur Berechnung
von Tor brauchen wir die Homologie des Komplexes

v k2 B B kb 0,
also Tor;(M,k) = kb . m

SATZ. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring, k = A/m und F ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
sind dquivalent:

1. M ist frei,

2. M ist projektiv,

3. M ist flach,

4. Tor (M, k) =0.

Beweis: 1 = 2 = 3 = 4: bekannt.
4 = 1: Wihle eine minimale freie Auflésung

L Ab s Ab oy Abe s M0
von M. Dann ist 0 = Tor; (M, k) = kb, also b; = 0, d.h. AP ~ M, M also frei. m

Bemerkung: Lifit man in obigem Satz endlich erzeugt weg, so gilt zwar noch M projektiv = M flach,
die Umkehrung muf} aber nicht gelten, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei A ein Integritétsring, aber kein Korper, S = A\ {0}, K = S7'A = Quot(A) der Quotien-
tenkorper von A. Wegen S—*M ~ M ® K und der Flachheit des Lokalisierens ist K ein flacher A-Modul.
Behauptung: K ist kein projektiver A-Modul.
Beweis: Angenommen, K wire ein projektiver A-Modul. Dann wire K direkter Summand, speziell Un-
termodul eines freien Moduls:

K CF = ®icrAfi
Wir betrachten die Darstellung der 1: 1 = ). a;f;. Mindestens fiir einen Index i € I gilt a; # 0, o.E.
1 =0, d.h. ap # 0. Weiter gibt es b; € A mit

@ i

also 1 =) a;fi = Zi(a%bi)fi und insbesondere ag = a3bg, also 1 = agbg, d.h. ag ist Einheit. Sei nun
c € A, c # 0 beliebig. Dann gibt es d; € A mit

1
E = ;difia

ow| =
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woraus wieder 1 = 3. a;f; = >,(cd;) f;, also insbesondere ag = cdy folgt. Mit ag ist dann auch ¢ Einheit,
also A = K, ein Widerspruch zur Voraussetzung. B

10. Anhang: Abgeleitete Funktoren

Wir wollen unsere Konstruktion von Exzt und Tor noch in einen etwas weiteren Rahmen einordnen.
Zugrunde legen wir (die Kategorie der) A-Moduln, wo A ein fester kommutativer Ring ist.

Ein kovarianter Funktor F' von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der A-Moduln ordnet jedem
A-Modul M einen A-Modul F(M) und jeder A-linearen Abbildung f: M — N eine A-lineare Abbildung
F(f): F(M) — F(N) zu, wobei noch folgende Eigenschaften erfiillt sein sollen:

Flidy) = idpary, F(fog)=F(f)e F(g).

Beispiele: Sei M ein vorgegebener A-Modul. Dann liefern folgende Zuordnungen kovariante Funktoren:

1.

N MeN, (NiLNo)= MeN 5 MeN,.

N & Hom(M,N), (Ni 5 No) s (Hom(M, Ny) L5 Hom(M, Ny)).

Bei einem kontravarianten Funktor G dreht sich die Richtung der Pfeile um, d.h. M Iy N liefert G (M) W

G(N).
Beispiel: Sei N ein fester A-Modul. Dann liefert die Zuordnung

M v Hom(M,N), (M % M) s (Hom(M;,N) £ Hom(Ms, N))

einen kontravarianten Funktor.

Wir werden uns im folgenden aber auf kovariante Funktoren beschréinken.
Auflerdem setzen wir noch voraus, dafl unsere Funktoren additiv sind, d.h. es gilt F'(f+g) = F(f)+ F(g)
fiir alle f,g: M — N.

Sei F' ein kovarianter Funktor. Er heifit linksexakt, wenn die Exaktheit von 0 — M' — M — M" die
Exaktheit von 0 — F(M') - F(M) — F(M") impliziert, er heifit rechtsexakt, wenn die Exaktheit von
M'"— M — M" — 0 die Exaktheit von F(M') - F(M) — F(M'") — 0 impliziert.

Beispiel: M ® — ist rechtsexakt, Hom (M, —) ist linksexakt.

Sei F ein rechtsexakter kovarianter additiver Funktor. Wir definieren die von F' linksabgeleiteten Funk-
toren L, F' wie folgt: Fiir einen A-Modul M sei P = (P, p,) eine projektive Auflosung;:

o= Phb=a P =Py M—0.
Dann ist F(P):
s () "8 pp) T8 PRy 0
ein Komplex. Wir definieren L, F (M) als die n-te Homologie dieses Komplexes: L, F(M) = H,(F(P)).
Dann gilt der Satz

SATZ. Die linksabgeleiteten Funktoren sind unabhdngig von der Wahl der projektiven Auflosungen. Au-
Berdem gilt:

1. LoF =F.

2. Jede kurze exakte Sequenz induziert eine lange exakte Homologiesequenz

cor 3 LyF(M') = LyF(M) = LyF(M") = Ly F(M') — ...
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Der Beweis geht genauso wie wir ihn fiir Ext gefiihrt haben.

Ist F' ein linksexakter kovarianter additiver Funktor, so definieren wir die Rechtsableitungen R™F von F
wie folgt: Fiir einen A-Modul N sei I = (I,,14,) eine injektive Auflosung:
O0—-N—->Iy—~1I; —....
Dann ist } } }
F(I):0— FI) "% ) "% per,) 7%

ein Komplex, dessen n-Kohomologie wir als R"F (M) definieren: R"F (M) = H"(F(I)). Analog wie eben
erhilt man den Satz:
SATZ. Die rechtsabgeleiteten Funktoren R™F sind unabhdngig von der Wahl der injektiven Auflésungen.
Auflerdem gilt:

1. ROF =F.

2. Jede kurze exakte Sequenz induziert eine lange exakte Kohomologiesequenz

..+ = R"F(M') - R"F(M) - R"F(M") = R""'F(M') — ...



KAPITEL 3

Graduierte Ringe, Hilbertpolynome und Syzygiensatz

Ein graduierter Ring ist ein Ring A, der eine Zerlegung als abelsche Gruppe besitzt:
A=4pA10A ...,
so daf} fiir die Multiplikation gilt:
AiA; C A,
Die Elemente aus A; werden auch homogene Elemente vom Grad d genannt. Jedes f € A hat eine
eindeutige Zerlegung f = fo+ fi + fo + ..., wo fq homogen vom Grad d ist. Aus der Definition folgt,

daB3 Ay ein Unterring von A ist. Ein Homomorphismus graduierter Ringe ist ein Ringhomomorphismus,
der die Graduierung erhilt.

Beispiel: S = k[zy,...,x,] mit
Sa = {cor! +crz{ two + coaf rwz + -0 e € K}

ist ein graduierter Ring. Die homogenen Elemente vom Grad d sind genau die homogenen Polynome vom
Grad d.

Sei A ein graduierter Ring. Ein graduierter A-Modul ist ein A-Modul M, der als abelsche Gruppe eine
Zerlegung
MzéBieZ :"'EBM_1EBMO€BM1€BMQEB...

besitzt, so daf} fiir die Multiplikation gilt:
AiMj - Mi+j‘

Jedes € M hat also eine eindeutige Darstellung = ), z; mit z; homogen vom Grad i. Wenn wir
von einem graduierten Modul sprechen, setzt dies einen graduierten Ring voraus, auch wenn dieser nicht
explizit erwahnt wird.

Beispiel: Sei A = k[z] mit der iiblichen Graduierung und M = k[z, 1]. Jedes f € M hat eine eindeutige
Darstellung f = 3,5 a;x*, also
M = @iezkmi,

wodurch M ein graduierter A-Modul wird.

Bemerkung: Ist der graduierte A-Modul M endlich erzeugt, so gilt M; = 0 fiir alle hinreichend negativen
i, denn ist © homogen vom Grad d, so gilt Az C @®;>qM,;.

DEFINITION. Ist M ein graduierter A-Modul, so sei M(d) definiert durch M (d); = Mgy, also ist M (d)
wieder ein graduierter A-Modul, die Verschiebung von M um d.

Ein A-Homomorphismus ¢ : M — N graduierter A-Moduln heiflit homogen oder graduiert vom Grad d,
falls gﬂt qf)(Ml) Q Nd+i-

Beispiele:
1. Sei M ein graduierter A-Modul und f € A homogen vom Grad d. Dann ist ¢ : M — M mit
¢(z) = fz homogen vom Grad d.
2. Die natiirliche Abbildung ¢ : M — M (d) geht also von M; nach M; = M (d)_4+i, ist also homogen
vom Grad —d.

31
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3. Sei ¢ : M — N homogen vom Grad d. Dies bedeutet ¢(M;) C Ngy;. Nun ist Ngq; = N(d); und
M; = M(_g)4(a+i) = M (—d)ayi, also induziert ¢ kanonisch Homomorphismen
¢ M — N(d), ¢":M(—d)— N
homogen vom Grad 0.

LEMMA. Sei M ein graduierter Modul und N C M ein Untermodul. Dann sind dquivalent:

1. N wird von homogenen Elementen erzeugt.
2. Istxz =Y, z; € N mit x; € M;, so gilt auch z; € N.
3. N=Y(NNM,).

In diesem Fall heifst N graduierter oder homogener Untermodul von M.

Beweis:
1 = 2: Sei {y; : i € I'} ein Erzeugendensystem von N, wo y; homogen vom Grad d; sei. Ist z € N, so
haben wir z = )~ a;y; mit a; € A. Wir zerlegen nun a; in homogenen Bestandteile: a; = Zj aij, WO a;j
homogen vom Grad j ist. Dann gilt:
r= 3 oo
i

Die homogene Komponente von 2 vom Grad d ist offensichtlich
Td =Y Gid—d:Yis
i

die also offensichtlich wieder in NV liegt.

2 = 3: folgt sofort.

3 = 1: Wihle als Erzeugendensystem U;(N N A;). &

Ist N C M ein graduierter Untermodul des graduierten Moduls M und setzt man N; = N N M;, so gilt

wodurch M /N ein graduierter Modul ist. Ein graduiertes Ideal ist ein graduierter Untermodul des Ringes
selbst.

Beispiele:
1. Fiir jedes n > 0 ist ®;>,A; ein graduiertes Ideal in A. Man setzt Ay = ) .., A;. Dann ist
AJA, ~ A,. -
2. Sind fy,..., fr homogene Elemente von A, so ist (f1,..., fr) ein homogenes Ideal.
3. Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus graduierter Ringe, so ist Kern(¢) ein homogenes Ideal.

4. Ist f € A, f #0, so hat f eine homogene Zerlegung f = f4+ f4+1+ ... mit fy # 0. Dann nennen
wir £(f) = f4 den Leitterm von f.
5. Ist a ein beliebiges Ideal in A, so heifit
l(a) = (£(f): f €a)

das Leittermideal von a. Natiirlich ist £(a) ein homogenes Ideal.

SATZ. Fiir einen graduierten Ring A sind dquivalent:

1. A ist noethersch,
2. Ag ist noethersch und A ist als Ay-Algebra endlich erzeugt.

Beweis:

1= 2: Wegen A/A, ~ A ist mit A auch Ag noethersch. Ay ist ein graduiertes Ideal in A, wird also von
homogenen Elementen z1,...,z, € A erzeugt: Ay = (x1,...,x,). Wir wollen zeigen A = Ag[z1,...,x,].
Dazu geniigt es zu zeigen A, C A[zy,...,z,] fiir alle m > 0. Wir beweisen dies durch Induktion:

m = 0: klar. Sei jetzt m > 1; sei d; der Grad von z;,0.E. d; > 1. Dann gilt A,, = 21 Apm—gq, + - +TnAm—q,,
denn ist z € A, € Ay = (x1,...,Ty), S0 gibt es fi,...,f mit x = z1f1 + -+ + z,fn- Ist g; der
homogene Anteil von f; vom Grad m — d;, so gilt © = x191 + --- + Tpgm—a,, Wie behauptet. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt nun A,,_4, C Ao[x1,...,x,], woraus dann die Behauptung folgt.
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2 = 1: A ist Bild eine Polynomrings Ag[z1,...,2,] iiber Ap, nach dem Hilbertschen Basissatz also
noethersch. B

Bemerkung: Graduierte Ringe treten in der algebraischen Geometrie als homogene Koordinatenringe
projektiver Varietdten auf, graduierte (endlich erzeugte) Moduln entsprechen kohérente Garben.

Die folgenden Konstruktionen spielen ebenfalls eine wichtige Rolle in der algebraischen Geometrie:

DEFINITION. Sei A ein kommutativer Ring, a ein Ideal in A.
1. Dann definiert
greA =AJada/a’* da?/a* @ ...
einen graduierten Ring, den zu a assoziierten graduierten Ring.
2. Auch
BA=A®addad’a...
definiert einen graduierten Ring, die Aufblasung von A in a.
Beispiel: Seia = (fi,..., f-) ein Ideal im Polynomring k[z1, ..., x,] mit f1(0,...,0) =---= f.(0,...,0) =
0. Dh.a Cm = (z1,...,2,). Wir betrachten den Ring A = k[z;,...,x,]/a und das maximale Ideal
m = m mod a. Was ist grg(A)?
Fiir ¢ > 0 gilt:

m' mt

Mt T anmi 4+ mitl’
Wir definieren einen graduierten Ringhomomorphismus

o: k‘[:l?l, .. .,iEn] — g’l”ﬁ(A) = @izoﬁi/ﬁﬂ_l

durch ¢(x;) = 7; € m/m>. Natiirlich ist ¢ surjektiv. Der Kern von ¢ ist ein graduiertes Ideal.
Welches?

Sei f(x1,...,x,) ein homogenes Polynom vom Grad d. Dann ist ¢(f) € m?/m?*'. Es gilt: f €
Kern(¢) < f € anm?+ mé*t! also genau dann wenn gilt f = g + h mit ¢ € anm? und
h € m?*!. Die homogene Zerlegung von g lautet g = g4 + gg+1 + ..., woraus sofort f = gy folgt.
Also ist f Leitterm eines Polynoms aus a. Damit folgt Kern(¢) = {(a).

Wir erhalten also

grﬁ(k[xla tee 7-Tn]/a) = k[xla . axn]/é(a)

Beispiel: Fiir 4 = k[z,y]/(z? — y* + 2*) erhilt man als assoziierten graduierten Ring k[z,y]/(z? — y?).
Der assoziierte graduierte Ring liefert den Tangentialkegel.

Beispiel: Fiir A =Z und a = (p), wo p eine Primzahl ist, erhiilt man

gr(p»Z ~ Fy [x].

Beispiel: Wir wollen A = k[z1,...,z,] in a = (f1,..., fr) aufblasen.

e Wir betrachten den graduierten Ring B = Alyi,...,y,] und definieren einen graduierten Ringho-

momorphismus
b Ay, .., ye] = Bizod’

durch (y;) = f; € a'. Natiirlich ist ¢ surjektiv. Der Kern ist ein homogenes Ideal. Welches?
Natiirlich gilt: fjy; — fiy; € Kern(y).

e Im Fall r =n, fi = 21,..., fn = 2, kann man zeigen, dafl Kern(y) = (z;y; — z;v; : 1 <4,j <n)
ist. Also

B(xl,...7xn)k[xla s 7xn] ~ k[xla oy Ty Y1,y .. ayn]/(xzyj - %yz 1 S Za.] S TL)

Dies liefert die Aufblasung von &™ im Punkt (0,...,0).

Wir wollen noch eine Anwendung geben:
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SATZ (Lemma von Artin-Rees). Sei A ein noetherscher Ring, a ein Ideal, E ein endlich erzeugter Modul,
F C E ein Untermodul. Dann gibt es ein s > 1, so daf fiir alle n > s gilt:

a"ENF =a""°(@ENF).

Beweis:
1. Sei Ay = A[t] und A} = A[at] = ®at™. Erzeugen aq, . .., a, das Ideal a, so a1, .. ., a,t die A-Algebra
A}, die daher auch noethersch ist.
2. Sei By = ®t"FE in natiirlicher Weise als A;-Modul betrachtet und analog auch F; = ®t"F. Sei
E! = A\E, = ®a"t"E.
3. Ej ist endlich erzeugter A}-Modul, also ist auch E} N F; = @,>0t"(a"E N F) endlich erzeugter
Aj-Modul. Haben die Erzeuger Grad < s, so gilt

Pr>ot"(a"ENF)=E,NF, = Aj(&5,-ot" («"ENF)),
also erhélt man durch Koeffizientenvergleich fiir n > s:
s
a"ENF = Z a” "™ (@mENF).

m=0
Nun gilt:
a"(ENF)Ca" YaENF)Ca" *(®>ENF)C---Ca" *(a*ENF).
Damit folgt
aA"ENF =a""°@ENF)R

Wir wenden dies an: Sei (4, m) ein lokaler noetherscher Ring, E = A und F = N;>om’. Dann gilt fiir
n=s+1:
Nisom! =m* T ENF =m(m*ENF) =m-N;>om’.
Nach dem Lemma von Nakayama folgt ﬂizomi = 0. Damit haben wir bewiesen:
SATZ (Krullscher Durchschnittssatz). Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann gilt
ﬂizomi =0.
FOLGERUNG. Ist A ein noetherscher Integrititsring und a ein Ideal # A, dann gilt N;>oa® = 0.

Beweis: Sei m C A ein maximales Ideal mit a C m. Dann gilt A C A, C Quot(A). In Ay, gilt nach dem
letzten Satz N;>o(mAw)? = 0, also gilt natiirlich erst recht N;>pa’ = 0. W

Hilbertpolynome. Wir beschrinken uns im folgenden auf den Polynomring S = k[z1,...,z,] mit
der natiirlichen Graduierung. S ist ein noetherscher Ring.

Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Sei d € Z. Dann ist N = ®;>¢M, ein Untermodul
von M, also auch endlich erzeugt. Ist myq, ..., ms ein homogenenes Erzeugendensystem von N und haben
my,...,m, Grad d, so gilt Ny = My = kmq + --- + km,., also ist My ein endlich dimensionaler k-
Vektorraum. Daher ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION. Sei M ein endlich erzeugter graduierter S = k[z1, ..., 2,]-Modul. Dann heift
HM(t) = dimk Mt
die Hilbertfunktion von M.

Beispiele:
1. Das wichtigste Beispiel ist der Ring S = k[z1,...,z,] (n > 1) selbst. Hier gilt (Ubung!)

Hs(d):<d+n—1

) fiir d > 0 und Hg(d) = 0 fiir d < 0.
n—
2. Bei Verschiebung gilt:
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3. Sei S = k[z,y] und M = k[z,y]/(z* — y*). Fiir d > 4 hat jedes f € My die Gestalt f =
a123y43 4 ap 2yt + azxyt™ + agy?, also gilt
Hpy(s) =0 fiir s <0,Hp(0) =1, Hpy (1) =2, Hy(2) = 3, Hyr(s) = 4 fiir s > 3.

SATZ. Ist M ein endlich erzeugter graduierter S = klxy,...,x,]-Modul, so gibt es ein Polynom Phs(t)
vom Grad < n — 1, so daf fiir alle hinreichend grofen t gilt: Hpy(t) = Pas(t). Das Polynom Pas(t) heifit
das Hilbertpolynom von M.

Den Beweis verschieben wir noch etwas.

Beispiele: Aus den obigen Beispielen folgt sofort:

t+n—-1
Pk[x1,...7xn](t) = <

n_1 > und Pk[x,y]/(x4—y4) (t) = 4.

Wir nennen ein Polynom f(t) € Qt] numerisch, wenn fiir alle hinreichend grofien n € Z gilt: f(n) € Z.

. Fu(ri allen > 0ist () = Mﬂ ein numerisches Polynom. Wegen (/) = 0fir 0 <t <n-—1
un
) (Ot (tmnt ) (DM D (=)
n) n! o n! o n

gilt fiir alle t € Z: (!) € Z.
e Wir schreiben (Af)(t) = f(t + 1) — f(¢). Dann gilt

A(t) <t+1> 3 (t) __ t+t...t—n+2) tt—-1)...(t—n+1)

n n B
e Wegen (') = L#" + Terme vom Grad < n—1list auch {(’) : n > 0} eine Q-Basis von Q[t], also

_ t(t—1)...(t—n+2)((t+1)_(t_n+1))::( t )

n! n—1

n! n!
n!

1Bt sich jedes f € Q[t] schreiben
t t
f(@) —cn<n> +cn_1<n_ 1) +:--4oco

LEMMA. Die numerischen Polynome sind genau die Polynome der Form

f(t)=cn<7:> +cn_1<nf1) e

mit ¢y, ...,co € Z. Ist f(t) ein numerisches Polynom, so gilt fiir alle m € Z: f(m) € Z.

mit ¢,,...,c0 € Q.

Beweis: Die eine Richtung ist klar nach unseren Voriiberlegungen. Sei umgekehrt f(¢) ein numerisches
Polynom. Dann gibt es ¢,,...,co € Q mit f(t) = cn( ) +cn1 (nfl) +--- 4 ¢o. Nun ist aber auch

t
n

t
Af:cn< >+---—|—01
n—1
ein numerisches Polynom, also folgt mit Induktion cy,...,c; € Z. Wegen co = f(t) — (¢ (1) + -+ + c1t)

n

¢
folgt auch ¢y € Z und damit die Behauptung. Die letzte Aussage folgt aus den Eigenschaften von Z) ]

Beweis der Existenz des Hilbertpolynoms: Wir beweisen dies durch Induktion nach der Anzahl der Varia-
blen n. Im Fall n = 0 ist S = k, M also ein endlich dimensionaler k-Vektorraum, inshesondere M; = 0
fiir alle hinreichend grofen ¢t. D.h. Py (t) = 0.

Sei nun n > 1 und M ein endlich erzeugter graduierter S = k[zy,...,2,]-Modul. Sei N = Kern(M %%
M). Dann erhalten wir eine exakte Sequenz graduierer S-Moduln

0=-N—-MZ M- M/z,M 0.
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Die Multiplikation schiftet den Grad um 1, also kénnen wir auch schreiben
0->N—->M-—>MQ1)—> M/z,M(1) >0,

dabei sind jetzt alle Homomorphismen homogen vom Grad 0. Daher gilt auch

0= Ny —» My — MQ)y = (M/z,M)(1): — 0,
also durch Dimensionsberechnung

0= Hn(t) — Hy(t) + Har1)(t) — Hagya, m(1) (1),
und damit

Hy(t+1) — Hy(t) = Hyppoo o (t+1) — Hy(2).

Nun gilt aber z,N = z,(M/z,M) = 0, also fiir ein homogenenes Polynom f(z1,...,z,) und m € N
oderm € M/x,M: f(z1,...,25)m = f(z1,...,2y—1,0)m. Daher kénnen wir N und M/z, M als endlich

erzeugte k[z1, ..., z,_1]-Moduln auffassen, also ist nach Induktionsvoraussetzung H s/, v (t+1) — Hy(t)
fiir grofle t ein numerisches Polynom vom Grad < n—2. Also gibt es nach unserem Lemma ¢y, ...,¢, 1 € Z
mit
t
Hyrjpom(t+1) — Hn(t) = cna (n B 2) +--4a

fiir alle hinreichend grofien t € Z. Sei P(t) = ¢, (,’;) + -+ + ¢1t. Dann gilt fiir alle grofien ¢:
Hu(t+1) — Hy () = Hyjo,m(t+1) — Hy () = (AP)(t) = P(t + 1) — P(?)

bzw. Hp(t+1)—P(t+1) = Har(t)— P(t) fiir alle grofien t € Z. Also gibt es ein ¢g € Z mit Hy(t) —P(t) =
co fiir alle hinreichend grofien ¢ € Z, wodurch jetzt die Behauptung folgt. m

Bemerkung: Ist X eine projektive Varietét in P und S' = k[zo,. .., z,]/I(X) der homogene Koordi-
natenring, so gilt also
t t
PS’(t):Cm< >+cm1< >++CO
m m—1

m = dim(X) und ¢,, = deg(X).

mit ¢, # 0. Dann gilt:

Syzygien. Beispiel: Sei S = k[z,y] und a = (22y?, 2%y?) mit d > 2. Wir wollen die Hilbertfunktion
und das Hilbertpolynom von a berechnen. Dazu konstruieren wir die freie Auflésung

2d—2
0— S ( _y—d>_2 ) S? ( nyd_)xdyQ ) a— 0.
Durch Verschieben machen wir die Homomorphismen noch homogen vom Grad 0 und erhalten:
0— S(—2d) = S(—d—2)> = a—0.
Jetzt kann man die Hilbertfunktion direkt berechnen:
Hy(t) = Hg(—q-—2)2(t) — Hs(—2a)(t).
Damit folgt fiir das Hilbertpolynom:
Py(t)y=2(t+1—-d-2)—(t+1-2d)=t-3.

Zum Namen Syzygie: Wir betrachten nochmals die Abbildung ¢ : S? — a. Ist e1, es eine Basis von S2, so
ist ¢(e1) = 22y?, ¢(e2) = x%y%. Nun sind aber ¢(e;) und ¢(es) nicht unabhingig voneinander, sie stehen
in Beziehung. Das nennt man eine Syzygie. (Der Name kommt auch in der Astronomie vor.)

Wir wollen das Beispiel verallgemeinern: Sei M ein endlich erzeugter graduierter S = k[zy, ..., z,]-Modul.
Wir wihlen ein homogenes Erzeugendensystem my, ..., m, € M, wo m; homogen vom Grad d; ist. Dann
ist

¢:S(_d1)@“'@s(_dr)_)M7 (ala---aar) = aimy + -+ apmy
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surjektiv und homogen vom Grad 0. ((1,0,...,0) € (S(—di) @ ...)q, wird auf m; € My, abgebildet,
etc.) So kann man weitermachen, indem man fiir M nun Kern(¢) wihlt, u.s.w. Man erhélt eine freie
graduierte Auflésung von M:

<= @72, S(az;) = @ S(ar;) = @52, S(ao;) - M — 0,
wo alle Homomorphismen homogen vom Grad 0 sind. Hier gilt nun der Syzygiensatz von Hilbert:
SATZ. Jeder endlich erzeugte graduierte S = k[x1,...,x,]-Modul M hat eine graduierte freie Auflisung
O—-F,-F_1—> = F > F—>M-=0,
wo alle Homomorphismen homogen vom Grad 0 sind und
Fy = @}, S(aij)
18t.
Wir werden den Satz in der folgenden Version beweisen:

SATz. Ist M ein endlich erzeugter graduierter S = klz1,...,z,]-Modul, sind Fy,...,F,_1 endlich er-
zeugte freie S-Moduln, und ist

O>E—->F, 1> —=F—>F—>M=0

exakt, so ist auch E ein endlich erzeugter freier S-Modul.

Konstruiert man also eine graduierte freie Auflésung eines endlich erzeugten Moduls M, so bricht diese
automatisch ab. Der Beweis des Syzygiensatzes wird etwas dauern. Wir werden in diesem Abschnitt die
erste wesentliche Arbeit leisten. Wir geben eine Anwendung:
Anwendung: Hilbertfunktion und Hilbertpolynom eines endlich erzeugten graduierten S-Moduls M: Sei
0O—-F,—-F,1— - —>F—>F—>M-=0

eine freie graduierte Auflésung, wo alle Homomorphismen Grad 0 haben und gilt

Fy = @51, S(aij)-
Damit kann man jetzt sofort die Hilbertfunktion und das Hilbertpolynom von M ausrechnen:

n

Hy(t) = ) (-)'Hp(t)=

=0
= ZZ HS(a”) ZZ HS t+al])
i=0 j=1 i=0 j=1

Wegen Hs(t + a;;) = ("7%97"71) lautet das Hilbertpolynom also
n ri
L ft4as+n—1
S S (),
— n—1
=0 j=1

(Dies gibt also einen weiteren Beweis fiir die Existenz des Hilbertpolynoms.)

Beispiel: Sei S = k[z,y,2] und M = S/(z,yz(y — z). Wir erhalten dann folgende freie Auflosung

( yz(zi; 2) )

0—S - s> @ %(y_z)SeM—)O,
und durch richtiges Verschieben der Graduierung schlielich
0—S(-4) > S(-1)®S(-3) >SS —> M —0.

Beispiele: Sei S = k[z1,...,x,]. Wir wollen freie graduierte Auflésungen fiir k = S/(z1,...,zy) finden.
1. Fiir n = 1 haben wir
0 — k[z] 3 k[z] = k — 0.
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2. Fiir n = 2 haben wir

Y

0 — klz,y] — klz,y] (z—>y) klz,y] = k — 0.

0 -z y

z 0 -—=x

- z 0 Tyz
N 53 7v3)

Wir haben dabei jeweils auf die Angabe der Graduierung verzichtet. Allgemein wird sich spéter ergeben
(Koszul-Komplex):

3. Fiir n = 3 gilt mit S = k[z,y, 2]

1)

05 — 52 S > k—0.

SATZ. Sei S = k[z1,...,x,]. Dann hat k eine graduierte freie Auflisung
0—>F,—>F,q1—>-—>F—>F—>k—>0.
Aus der Definition von Tor erhélt man damit sofort:
FOLGERUNG. Fiir jeden k[x1,...,z,]-Modul M gilt:
Tor;j(M,k) =0 firj>n.

Wir wollen jetzt damit den Hilbertschen Syzygiensatz beweisen. Zuvor formulieren wir noch zwei Lem-
matas. Das erste gibt eine graduierte Version des Lemmas von Nakayama.

LEMMA. Ist C ein endlich erzeugter graduierter S = k[z1, ..., z,]-Modul mit der Eigenschaft, daff CQk =
C/(x1,...,2,)C =0, so gilt schon C' = 0.

Beweis: Angenommen, es wire C' # 0. Da C endlich erzeugt ist, gibt es ein d € Z mit Cy # 0, aber
Cyq—; =0 fiir “ alle 7 > 1. Es gilt

((a:l, .. ,acn)C')d = ((Sl‘l + -+ an)c)d = (a:lC + -+ ach’)d =21Cg_ 1+ - +2,C4_1 = 0,
also (C/(x1,...,2,)C)q = Cq # 0, ein Widerspruch. Daher ist C = 0. B

LEMMA. Ist
O-E—->F,1—>F,s—-->F —>F—->M=0
eine exakte Sequenz, wo alle F; freie A-Moduln sind, so gilt
Tor;(E,N) ~Torjt,(M,N) firj>1.

Beweis: Sei f; : F; — F;_1, aulerdem f,, : E — F,_1 und fy : Fop — M. Wir spalten die lange exakte
Sequenz auf und erhalten

0 — Bild(fi+1) = F; = Bild(f;) > 0fir 0 <i<n-—1.
Die Tor-Sequenz liefert
- > Torjy1(F;, N) = Torj (Bild(f;), N) = Tor;(Bild(fit1), N) = Tor;(F;, N) = ....

Fiir j > 1 gilt Tor;(F;, N) = 0, da F; frei, insbesondere flach ist, also folgt

Tor;y1(Bildf;, N) ~ Tor;(Bildfiy1,N) fir j >1und 0<i<n-—-1.
Damit folgt fiir j > 1:

Torj(E,N) = Torj(Bild(fn),N)~Torji1(Bild(fn-1),N)>~...
Torpt;(Bild(fo), N) = Torps;(M,N),

1

was gezeigt werden sollte. B

Beweis des Syzygiensatzes:
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. Seialso M ein graduierter S = k[z1, ..., z,]-Modul. Wir konstruieren eine freie graduierte Auflésung
wie oben angegeben und stoppen an der Stelle n:

OE—F,1—>--—F—>F—>M-=Q0,

wo also die F}’s frei sind und E ein graduierter S-Modul ist.
. Nun gilt nach dem letzten Lemma und der Folgerung

Tori(E,k) =Torp1 (M, k) = 0.

. Esgit E®k=E®S/(x1,...,2,) ~ E/(x1,...,2,)E. Wihle homogene Elemente ey, ...,e, € E,
so daf} €q,...,€, eine k-Basis von EF ® k bilden. Hat e; Grad d;, so ist

Y:F=S(—-d)®---®S(—d.) > E, (a1,-..,a;) > aje; +---+ ape,

homogen vom Grad 0. Nach Konstruktion ist ¢y : F ® k — E ® k ein Isomorphismus.
. Sei C' der Kokern von 9. Dann haben wir eine exakte Sequenz von graduierten S-Moduln:

F—-E—-C-—O0.
Da Tensorieren rechtsexakt ist, ist auch
FEk—-Ek—>C®k—0

exakt, also folgt C'® k = 0 und damit C' = 0.
. Sei jetzt D = Kern(t). Dann gilt

0—+D—=F—=FE—=DQ.
Tensorieren mit & liefert wegen Tory (E, k) =0
0=-DR®k—=Fk—-E®k—0.

Also ist auch D ® k = 0 und wie zuvor folgt D = 0. Damit haben wir E ~ F', also ist E frei, wie
behauptet. B
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KAPITEL 4

Der Koszul-Komplex

1. Die duflere Algebra

Sei A ein kommutativer Ring und M ein A-Modul. Wir kennen bereits das Tensorprodukt M®? =
M®---@M.Ist f: M x---x M — N eine multilineare Abbildung in einen Modul N, so faktorisiert f
in eindeutiger Weise iiber das Tensorprodukt:

FiMx-xM—osMo---oMLN.

Eine multilineare Abbildung f : M? — N heifit alternierend, falls f(z1,...,2,) = 0 wenn z; = =; fiir
zwei Indizes i # j gilt. Dann gilt auch

f(...,:vi,...,a:j,...):—f(...,:vj,...,a:i,...),
denn (0.E.i=1,j =2)
0=fla+ba+b,...)= f(a,a,...)+ f(a,b,...) + f(b,a,...) + f(b,b,...) = f(a,b,...) + f(b,a,...).

Sei U der A-Untermodul von M®?, der von allen Ausdriicken der Form 1 ® - -- ® x4 mit x; = x; fir
zwei Indizes i # j erzeugt wird. Wir definieren AYM = M®? /U, fiir das Bild von 1 ® - - ® x4 in A M
schreiben wir 1 A --- A 4.

In AYM gilt also 1 A -++ A xq = 0 wenn fiir zwei verschiedene Indizes i # j gilt z; = ;. Wie oben zeigt
man dann
TN AT A ATj A ATg=—T1 A=~ ATj A Az A= A zg,
d.h. Vertauschen zweier Eintrdge &ndert das Vorzeichen. Dies verallgemeinert sich leicht wie folgt:
LEMMA. Fiirzi,...,xq € M gilt in A*M:
Try N NTr(q) = signum(m)ey A+ A g
fiir jede Permutation m der Indizes 1,...,d.

Beweis: Dies folgt sofort daraus, dafl jede Permutation 7 Produkt von Transpositionen 7; ist: m = 7. o
-0y, und dafl signum(n) = (=1)" ist. B

LEMMA. Ist {e1,...,e,} ein Erzeugendensystem des Moduls M, so wird A*M wvon
{eil/\---/\eid i < e <id}
erzeugt. Insbesondere gilt fiir d > n dann A?M = 0.

Beweis: Der A-Modul AYM wird von Ausdriicken der Form 1 A - - - A 4 erzeugt. Sei z; = 2?21 a;;je; fir
i=1,...,d. Dann ist

n n
2151/\"'/\£L”d= E E aljl...adjdejl/\---/\ejd.
J1=1 Jja=1

Also ist

fes Ao Nejy
ein Erzeugendensystem von A?M. Gilt j, = js fiir r # s, so ist ej, A -+ Aej, =0, also kann man darauf
verzichten. Durch Permutation der Indizes erhilt man dann die Behauptung. ®

41
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LEMMA. Sind z1,...,2q4 € M und y; = Z;.l:l ai;x; firi=1,...,d, so gilt

y1 A= Ayg = det(ag;) -z A -+ - Ay

Beweis: Dies rechnet man direkt aus:

B A Ay = O ai) A AN agums,) =
J1 Ja
= Z Q1jy - -QdjgTjy N -+ NTj, =
J1seensdd
= Z A17(1) -+ - Cdr(d)Tr(1) N - N Tr(d) =
TESy

= Z signum(T)air(1) -+ Agr(@)yT1 N NTg =
TESy

= det((a;j)) - z1 A---ANxg. W

Ahnlich wie das Tensorprodukt ist nun A?M universell fiir alternierende d-lineare Abbildungen: Ist f :
M? — N multilinear und alternierend, so faktorisiert f iiber AYM:

f:M? =AM — N.
(Beweis als Ubung.)

Ist f: M — N linear, so induziert dies eine lineare Abbildung
AL ANTM — AN
durch die Vorschrift z1 A--- Azg — f(z1) A--- A f(xq). (Beweis iiber die universelle Eigenschaft.)

Man kann auch eine Multiplikation definieren:
ANM x A°M — A M, (a,b) — aAb,
die offensichtlich A-bilinear und assoziativ ist. Zur Ubung zeige man:
aAb=(=1)%bAa.

Definiert man AM = &5, A4 M, so wird dadurch A zu einer graduierten A-Algebra, der sogenannten
alternierenden oder suferen Algebra von M. Man schreibt auch A°M = A.

SATZ. Sei F' ein freier A-Modul mit Basis ey, ..., e,. Dann gilt
1. fir 1 < d <mn:A*F ist freier Modul mit Basis
{ei, Ao Nejy 1<y < -+ <igl,
2. fird>n+1: NF = 0.
Beweis:

1. Wir wissen bereits, dafl die angegebenen Systeme Erzeugendensysteme sind.

2. Es gilt also A"F = Aey A --- A e,. Wir betrachten die Determinante det : F' = A™ — A. Sie ist
alternierend und multilinear, faktorisiert also iiber A" F': det : A — A" A™ — A. Das haben wir
bereits ausgerechnet:

(ai]') — det((aij))el N ANep = det((aij)).

Hieraus folgt aber sofort Ae; A---Ae, ~ A, d.h. die Behauptung im Fall d = n.
3. Sei nun 2 < d < n — 1. Wir betrachten zuerst dann Fall d = 2. Wir miissen zeigen, daf}

ep Nes,egr Nes,...,en—1 Nep
linear unabhingig sind. Seien a;; € A mit

Z a;je; N ej = 0.

i<j
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Sei ig < jo. Dann folgt

0=61/\---/\e}o/\---/\e}o/\---/\en/\Zaijei/\ej = ta;,j,e1 A Aep,
i<j
also nach der letzten Aussage a;,j, = 0. Damit folgt die Behauptung.
4. Fiir 3 <d <n —1 geht man genauso vor. B

Da wir folgenden Satz nicht benutzen werden, geben wir ihn ohne Beweis an:
SATZ. Sind E und F endlich erzeugte freie A-Moduln, so gilt fir alle n > 0:
AN(E®F) >~ ®prg=n N\’ E R NF.

Beweisidee: Sei ey, . .., e, eine Basis von F und fi, ..., f, eine Basis von F. Dannist ey, ... ,em, f1,.-., fn
eine Basis von E @ F, also

{61'1/\---/\eip/\fj1/\---/\qu v < - <ldp,j1 <o <jp,p+q=n}

eine Basis von A"(E @ F'). Hieran erkennt man nun bereits die gewiinschte Zerlegung. B

2. Koszul-Komplexe
Sei M ein A-Modul und € M. Dann wird durch
K(z):0— A3 M AM S APM - ..
der Koszul-Komplex K (z) definiert. (Die Komplexeigenschaft folgt aus z A z = 0.) Die Numerierung sei

K(z); = A'M, also haben wir eigentlich einen Kokomplex vor uns.

Ist M = A" und = = (x1,...,2y), so schreibt man auch K(z1,...,zy,) fir K(z). Wir wollen diesen
Komplex etwas niher betrachten. Sei eq, ..., e, die kanonische Basis von A™ und damit x = z1e; +---+
Tnen. Der Komplex ist also mit F' = A"

0 A3 F 3 ANF—-- 3 A" IF 5 A"F 50,
wo {ej, A== Aej, 1 j1 <-++ < jq} eine Basis von AYF ist.
Beispiele:
1. Fiir z € A ist der Komplex K(z):
0—-A5 A0
2. Sei 2,y € Aund F = Ae; + Aey. Wegen A2F = Ae; A ey und
(ze1 + yea) A (aer + bea) = (zb — ya)er A ey

(3)

Y
—

sieht der Komplex wie folgt aus:

0= A 4208 4 0.

3. Seien z,y,2 € A und F = Ae; + Aey + Aes. Als Basis von A2F wihlen wir fi = es Aes, fo =
es\er, f3 = e1 Aea. Wegen (zeq +yes +ze3)Aer = zfa—yfs, (zer +yes +ze3)Nes = —2f1 + 2 f3,
(ze1 +yes + ze3) ANes = —xfy + yfi und

(we1 +yes + ze3) A fi =z, (ver + yes + ze3) A fa =y, (zer +yes + ze3) A fs =z
erhilt man den Komplex K(z,y, z):

T 0 —z y
y z 0 —=x
— x 0

A3 A

z
04 —
den wir schon fiiher gesehen haben.

(v y =)

A—0,
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Wir betrachten nun wieder allgemein K(z1,...,z,) mit x;,...,2, € A. Sei F' = Ae; + --- + Aey,,
r==z1€1 + -+ + xpe,. Wir studieren zwei Homomorphismen.

e A — F wird offensichtlich durch a — (z1aq,...,z,a) gegeben.
e Wasist A" 1F = A"F? Sei fi=e A---Aé;A---Aey. Dann ist fi,..., f, eine Basis von A" 1F.
Es gilt:

T Afi=(zier+ -+ Tnen) A fi = e A fi = (1) wier Ao Aep.

Wir betrachten jetzt den Komplex M ® K(x1,...,2,), wo M ein A-Modul ist. Er sieht wie folgt aus:
0-M->M'">MINF—--- 5> MOIA"'F - M®A"F - 0.
Wir betrachten wieder zwei Randabbildungen n&her:

e M®A°F - M ®A'F, d.h. M — M™, ist gegeben durch m + (z1m,...,z,m).
e MOA"'F 5 M®A"F,dh. M* ~ M @ A" 'F — M ® A"F ~ M, ist bei entsprechender

Identifizierung:
(mla"'amn) :m1®fl++mn®fn
= (z1my —zamo + —--- £ x,mp)er Ao Aey
>~ LMy — oMo + — ... My,

Damit erhalten wir sofort fiir die Homologiegruppen:

Ergebnis:
e H'M @ K(z1,...,2p)) ={m €M :zym =---=z,m =0} und
e H*"(M @ K(z1,...,2pn)) = M/(z1,...,2,)M.
Bemerkung: Im folgenden wird es darum gehen, die Komplexe M ® K (z1,...,%,) auf Exaktheit zu

untersuchen. Hat man z.B. H (K (z,...,z,)) = 0 fiir i < n, so liefert der Koszul-Komplex eine freie
Auflssung von A/(zy,...,2z,):

0= A— A" 5 A2A" — o S AVTEAT S ATA™ 5 A)(24,. .., 2,) — 0.
Beispiele:

1. n=1. Dann ist M ® K(z) fiir x € A:
0—- M3 M0,

also
H Mo K(z)) ={m e M :2m =0} und H'(M ® K(z)) = M/zM.
H°(M ® K(x)) = 0 genau dann, wenn z kein Nullteiler in M ist.
2. n=2. Dann ist M ® K(z,y) mit z,y € A

(3)
0o M V57 a2 ar o,
Also gilt fiir die Homologie:

H' M ® K(z,y)) = {mé€ M :zm=ym =0},

H' (M @ K(z,y)) {(m1,ms) € M? : ymy = xms}/{(xm,ym) : m € M},

H*(M @ K(z,y)) = M/(z,y)M.
Wir wollen noch untersuchen, wann der Komplex bis auf die rechte Seite exakt ist, d.h. wann
H°(M ® K(x,y)) = H' (M ® K(z,y)) = 0 gilt.
Behauptung: Ist x kein Nullteiler in M, so gilt

H(M @ K(z,y)) =0 und H' (M ® K (z,y)) = Kern(M/zM % M/zM).

Beweis: Natiirlich ist HO(M ® K (z,y)) = 0. Bs ist m € Kern(M/zM % M/zM) genau dann,
wenn es m' € M gibt mit ym = zm'. Also ist

{(m,m") :ym = zm'} 4 M/xzM % M/zM
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exakt, wenn ¢ die Projektion auf den ersten Faktor ist. Weiter ist (m,m') € Kern(¢) genau
dann, wenn m = xm/’. Dann ist z(m' —ym/) = ym —ym = 0, also m' = ym”, d.h. Kern(¢) =
{(zm",ym')}, woraus dann sofort die Behauptung folgt. m

Bemerkung: Ist f: M — M' ein A-Homomorphismus, € M, so induziert f einen Komplexhomomor-
phismus K (z) — K(f(z)):

ANM AL mi A Amg = TAmL A Am;
{ { { {
aip &N pi Fm)i A A f(m)i = (@) A fm) A--- A f(m);

Ist f ein Isomorphismus, so ist auch K (z) ~ K(f(z)), insbesondere haben die Komplexe gleiche Homo-
logie. Dies zeigt, daB H'(M ® K (z1,...,2,)) = H'(M @ K(Zx(1),---,2Zx(n))) fiir alle Permutationen
und alle 7 gilt.

3. Produkte von Komplexen
Sind G = (G}, g;) und H = (H;, h;) zwei Komplexe, so definieren wir G ® H wie folgt:
(GeH),= Y Gi®H,
i+j=n
mit ky : (G® H)yy = (G ® H)pyy durch
kin(a; @ bni) = gi(a;) ® bp—i + (=1)'a; @ hn—;(bp—;)
fiir a; ® b,—; € G; ® Hy,—;. Man zeigt dann, dafl G ® H wirklich ein (Ko-)Komplex ist.

Beispiel: Sei y € A, K = K(y) und @ irgendein Komplex.

e Esist Ko = K; = A und Ko % K.

o Es gilt
(GOK),=Gn1 K1 +G, 0 Ky~ Gp1 @Gy

Sei (a,b) € Gp—1 ® G, ~ (G ® K),,. Dann gilt fiir die Ableitung &:
kn(a,b) = kp(a®@1+b®1) =

= gro1(@) @1+ (-1)"a®0+g,(b) @1+ (-1)" bRy =
= go1(a)®@14+g,(b) @1+ (-1)"yb®1=
= (gn-1(@) + ()" yh) ® 1+ gn(b) ® 1 =~
~  (gn-1(a) + (—=1)"""yd, gu (D))

e Wir definieren jetzt G[—1] durch G[—1], = Gp—1. Dann liefert

0-G[-1]12G®K—-G—0

durch 0 - Gp_1 = Gpn_1 ®G,, = G, — 0 eine exakte Sequenz von Komplexen. Die Kommutati-
vitdt der Diagramme priift man schnell nach.

0 - Gnoy = GpaaodG, - G, — 0

\: \: \:
0 - G, —=» G dGu1 — Gpyr — 0
e Wir erhalten also eine lange exakte Kohomologiesequenz:
- = HY(G[-1])) = H(G® K) = H(G) - HT(G[-1]) = ...

Dabei ist H*1(G[-1]) = H(G).

e Wie sieht der Verbindungshomomorphismus H"(G) — H"*!(G[-1]) aus? Wihle b € Z*(G). Ein
Urbild in G,,—1 ® G, ist (0,b), dann k,(0,b) = ((—1)"yb, gn(b)) = ((—1)"yb,0), ein Urbild in
G[-1]nt1 = G, also (—1)"yb. Also ist der Verbindungshomomorphismus einfach Multiplikation
mit (—1)"y:

n (_gny n+1 _ n
H™(G) H"(G[-1]) = H*(G).
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e Wir rechnen noch etwas mit der Homologie: Sei (a,b) € Z"(G® K) = Gp,—1 ® Gy, also 0 =
(9n1(a) + (—1)"yb, gu(b)). Dann gilt
y-(a,b) = (ya,yb) = (ya,(-1)""gn_1(a)) =
= (D" (=D tya,gn-1(a) = (=1)" kn1(0,a) =
= ko, 1(0,(-1)""'a) € B"(G ® K),
also y - (a,b) =0 in H*(G ® K), d.h.
y-H' (G K)=0.
Wir formulieren Teil der Ergebnisse als Satz:
SaTz. Sei G = (G, g:) ein Komplex und y € A. Dann gilt fiir den Komplex G @ K (y):
1. (G K(y))n = Gno1 ® Gy, wobei die Randabbildung wie folgt aussieht ((a,b) € Gn_1 ® Gp):
(a,0) = (gn—1(a) + (=1)"""yb, ga(b)).
2. Man erhdlt eine lange exakte Kohomologiesequenz
S HI(GeK) - HG) N H@G) - HY G oK) — ...
3. Fiir alle i gilt y- H(G ® K(y)) = 0.
Wir wollen dies jetzt in einem Spezialfall anwenden:

SATZ. Es gilt
K(z1,...,Zn-1,2n) ~ K(21,...,2n-1) ® K(x,).
Beweis:
1. Wir betrachten zuerst H = K (z1,...,2n—1) ® K(zy) wie zuvor. Sei &' = z1e1 + -+ + Tp_1€p_1.
Dann gilt
H,=K(z1,...,8n-1)i-1 ® K(x1,...,20-1);
und h; : H; = H;q1 wird
hi(a,b) = (z' Aa+ (=1)'b,z' A D).
2. Wir betrachten jetzt K(z1,...,z,) mit x = z1eq + - - - + z,e,. Offensichtlich gilt
K(zy,...,zn)i = K(z1,...,2n_1)i-1 New @ K(z1,...,Zn_1)i.
Sei (a,b) € K(x1,-.-,%n-1)i—1 ® K(x1,...,Zn-1)i, alsoaAe, +b € K(x1,...,2,);. Dann wird
die Ableitung
rA(ahNe,+b) = (2 +zpen) A(aAhe,+b) =
= z2'Aarhe,+2' Ab+zep Ab=
= 2'ANahe, +2 Ab+ (=) 'z, bAe, =
= (' Aa+ (=1)z.b)Ae, +2 Ab,
entspricht also (z' A a + (—=1)%xz,b, 2" A b). Daher sind die Komplexe gleich. m

Natiirlich folgt damit auch sofort K(zi,...,z,) = K(z;) ® --- ® K(z,). Ahnlich sieht man M ®
K(z1,...,zn) 2~ (M @ K(x1,...,2n-1)) ® K(zp).
FOLGERUNG. Fiiry € (z1,...,2,) gilty - H (M @ K(x1,...,2,)) = 0 fiir alle i. Anders ausgedriickt:
(x1,... 2n) - H(M @ K(x1,...,7,)) = 0.
Beweis: Es gilt
M®K('Tla"'axn) = (M ®K(l‘1,...,.’£n,1)) ®K(xn)

Nach einem vorangegangenen Satz folgt x,, - H (M @ K (z1, ..., x,)) = 0 fiir alle i. Aus Symmetriegriinden
folgt ebenso z; - H'(M ® K(z1,...,%,)) = 0 fiir alle i und alle j. Daraus folgt sofort die Behauptung. m
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FOLGERUNG. Ist M endlich erzeugt, so gilt mit I = (z1,...,2zy):
HY (M @ K(21,...,7,)) =0 fiir alle i <= IM = M.
Beweis: =: Unter der Voraussetzung gilt insbesondere
0=H"(M @ K(z1,...,25)) = M/(z1,...,2,) = M/IM,

also M =1IM.

<: Da M endlich erzeugt ist und M = I'M gilt, gibt es ein y € I mit (1 — y)M = 0. Dann gilt natiirlich
auch (1—y)-H{(M ® K (z1,...,7,)) = 0, nach unserer letzten Folgerung y - H{(M ® K (z1,...,2,)) = 0,
und somit H*(M ® K(z1,...,7,)) =0.1

Bemerkung: Ist M endlich erzeugt, M = Am; + --- + Am,, und M = IM, so gibt es ¢;; € I mit
m; = . c;ymj. Wie iiblich folgt det(1l — (¢;;)) - M = 0. Wahlt man y = 1 — det(1 — (¢45)), so folgt
(1—y)M =0und y € I, wie in obigem Beweis verwendet.

4. Regulire Folgen
Ein grundlegender Begriff ist der Begriff der reguldren Folge:

DEFINITION. Sei M ein A-Modul. Eine Folge z1,...,2, € A heifit eine M-regulére Folge oder eine
M -Folge, wenn gilt:

® (wla"'amn)M;’éM:

e z; ist kein Nullteiler in M/(z1,...,z;—1)M firi=1,...,n.
Ist M = A, spricht man von einer reguliren Folge. Ist I C A ein Ideal mit IM # M und z1,...,z, € I,
so sagt man z1,...,z, ist eine M-Folge in I.

Beispiele:

1. Sei A = k[z1, ..., z,] Polynomring iiber einem Koérper und M = A. Dann gilt: A/(x1,...,2;-1) =
klx;, ..., 2], ®; ist kein Nullteiler in A/(z1,...,2;—1) und A/(x1,...,2,) = k # 0, also ist
Z1,...,T, eine regulidre Folge.

2. Sei A = k[z,y] und 21 = z,22 = y(1 + x). Dann ist z; kein Nullteiler in A und z» operiert wie y
auf A/(z1) ~ k[y], ist also auch kein Nullteiler. Wegen (21, z2) = (z,y) # A ist 21, 22 eine regulére
Folge.

3. Sei A = k[z,y] und 1 = z, 23 = xy. Auf A/(x1) ~ k[y] operiert x5 wie 0, also ist x1,z> keine
regulére Folge.

4. Wir betrachten regulire Folgen in Z. Sei 21 € Z, 1 # 0. Dann ist x; kein Nullteiler. In Z/(z;) sind

alle Elemente Z3 Nullteiler oder Einheiten, d.h. entweder hat Z /(1) 23 Z/(z1) einen nichttrivialen
Kern oder es gilt Z/(z1,22) = 0. Daher bestehen alle reguléren Folgen nur aus einem Element.

Den ersten Zusammenhang zwischen der Exaktheit von M ® K (z1,...,%,) und der M-Regularitit von
x1,...,T, zeigt folgender Satz:

SATZ. Ist x1,...,x, eine M-Folge, so gilt
H{(M ® K(x1,...,2,)) =0 fiiri <n.
Esist H*(M @ K(z1,...,xp)) = M/(21,...,2,)M #0.

Beweis:
1. Mit #q,...,x, ist auch x,...,z; eine M-Folge. Wir beweisen jetzt durch Induktion nach j, dafl
fiir alle 7 < j gilt:
HY (M @ K(z1,...,7;)) = 0.
2. j =1. Der Komplex M ® K (z;) lautet
0—-M3 M0,

also H*(M ® K (x1)) = {m : zym = 0}. Da z; kein Nullteiler sein sollte, folgt H°(M ® K (x1)) = 0.
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3. Sei jetzt j > 2 vorausgesetzt. Wir haben die lange exakte Kohomologiesequenz
s H Y M @ K(,. . 250) 5 H Y M@K (21, 2j1))
— H(M @ K(zy,...,7;)) > H(M @ K(z1,...,7;-1))
BHM e K(z1,...,15-1)) — ...
4. Ist © < j — 1, so gilt nach Induktionsvoraussetzung
H™' (M ® K(z1,...,7j-1)) = H(M @ K(z1,...,2j_1)) =0,
woraus sofort H{(M ® K (z1,...,z;)) = 0 folgt.
5. Es bleibt der Fall i = j — 1. Dann reduziert sich die obige Sequenz auf
0= H ' (M & K(x1,...,2;)) = M/(z1,...,2;00)M 5 M/(z1,...,2;00)M — ...
Aus der Injektivitdt von x; : M/(x1,...,z;-1)M — M/(z1,...,2;—1)M folgt jetzt auch
H7Y(M @ K(x1,...,z;)) = 0.
Damit folgt jetzt die Behauptung. m

Da zi,...,x, eine regulire Folge im Polynomring k[z1,...,z,] ist, folgt sofort:

FOLGERUNG. Ist A = k[xy,...,2z,] Polynomring iber dem Korper k, so liefert der Koszul-Komplex
K(zy,...,x,) eine freie (graduierte) Auflosung des A-Moduls k der Linge n:

0= A= A" 5 AZA™ = - 5 AVTIA™ S A"AT 5 k0.
(Damit ist jetzt der Hilbertsche Syzygiensatz vollstindig bewiesen.)

Wir wollen jetzt sehen, ob man obigen Satz umkehren kann.

Beispiel: Sei A = k[z,y, z]/((x — 1)y). Wir betrachten die Folge 1 = x,22 = (z — 1)z.

e 7 ist kein Nullteiler in A; A/(z1) = k[z,y, 2]/(zy — y,x) = k[z,y, 2]/(z,y) ~ k[z]. Das Element
xo operiert auf A/(xz;) ~ k[z] wie —z, ist also kein Nullteiler. Da auflerdem A/(z1,x2) ~ k gilt,
ist x1,xo eine regulire Folge.

e Es gilt yzs = 0, also ist x2 Nullteiler in A, d.h. zs, 2 ist keine reguléire Folge.

e Wir sehen also, daf die Eigenschaft regulér zu sein, von der Reihenfolge der Elemente abhingt.

e Aus unserem Satz folgt

HY(K(x1,25)) =0 fiir i < 2 und H*(K (1, 22)) # 0,
also auch
HY (K (z,21)) =0 fiir i <2 und H*(K (2, 1)) # 0,

demzufolge 148t sich die Regularitét einer Folge nicht durch das Verschwinden der Homologie des
Koszul-Komplexes charakterisieren.

Wir formulieren dies nochmals gesondert:

Bemerkungen:

1. Ist x1,. .., m, eine regulére Folge, so folgt i.a. nicht, dafl auch xr(y),...,7x(,) eine regulédre Folge
ist, wo 7 eine Permutation ist.

2. Aus HY(K(zy,...,2,)) =0 fiir i < n und H"(K(zy,...,2,)) # 0 folgt i.a. nicht, daBl zy,...,z,
eine regulire Folge ist.

Betrachtung: Wir wollen aber dennoch versuchen, wieweit man obgen Satz umkehren kann. Gegeben
sei ein A-Modul M, Elemente z1,...,2, € A mit der Eigenschaft
H" ' (M @ K(x1,...,2,)) = 0.

Was kann man daraus folgern?
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o Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz
- H'" 2 (M @ K(z1,...,7,)) = H" 2 (M @ K(21,...,%Tn_1)) H
S H Y M@K (z1,...,70) = H" (M@ K(21,...,00-1)) =5 H" Y (M@ K(21,...,20-1)) =
S H' (M@ K(21,...,70) = H' (M @ K(21,...,70_1)) = H"(M @ K(21,...,20-1)) =
e Wegen H" ' (M @ K(x1,...,Zn-1)) = M/(z1,...,2n—1)M folgt, daB
Tyt M/(x1,...,2p—1)M = M/(21,...,2n-1)M
injektiv ist, d.h. z,, ist ein Nichtnullteiler in M/(zy,...,z,—1)M.
o Weiter ist
Tp : H" (M@K (x1,...,2, 1)) = H" 2(M @ K(1,...,%, 1))
surjektiv, also
H" (M @ K(z1,...,%n_1)) = 2, H" 2(M @ K(x1,...,2n_1)).

e Ist A ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und z,, € m, so folgt mit dem Lemma
von Nakayama H"2(M ® K (x1,...,Zn—1)) = 0 und man kann Induktion machen.

o Ist A ein graduierter noetherscher Ring, x, homogen vom Grad > 1 und M ein endlich erzeugter
graduierter Modul, so folgt ebenso H" ?(M ® K(x1,...,Z,-1)) = 0 und man kann induktiv
vorgehen und erhélt folgenden Satz:

SATZ. Sei A ein noetherscher Ring, x1,...,x, € A, M # 0 ein endlich erzeugter Modul und

o A lokal mit mazimalem Ideal m und x1,...,z, € m, oder
o A graduiert, M graduiert mit x; homogen vom Grad > 1.

Gilt nun H" Y(M ® K (z1,...,7,)) =0, s0 ist z1,...,x, eine M-Folge.

FOLGERUNG. In den angebenen Fillen ist mit x1, ..., Ty auch Ty, ..., Tx(n) eine M-requlire Folge.

5. Charakterisierung maximaler regulirer Folgen — Tiefe

Wir setzen ab jetzt voraus, dafl alle Ringe A noethersch sind.

Eine M-Folge y1,...,y, in I = (z1,...,z,) heilt maximal, wenn fiir alle y € I die Folge y1,...,9r,y
keine M-Folge mehr ist.

Bemerkung: Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Wie erhélt man eine maximale M-Folge?

Wihle y; € A, so dafl y; kein Nullteiler von M ist und dafl y; M # M ist.
Wiéhle yy € A, so daB yo kein Nullteiler von M/y; M ist und (y1,y2) M # M gilt.
So fahrt man fort und erhélt eine M-Folge y1,...,y;.

Es gilt natiirlich

M C (yi,y2)M C - C (y1,---,yj—1)M C (y1,...,y;)M C M.

Die Inklusionen sind echt, denn wire (y1,...,yi—1)M = (y1,-..,y;)M, so wiirde y; als 0 auf
M/(y1,-..,yi—1) operieren. Da M noethersch ist, muf} also obige Folge abbrechen. Also erhélt
man nach endlich vielen Schritten eine maximale reguldre Folge y1,...,ym.

SATz. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, I = (z1,...,x,) und IM # M. Seir > 0 mit der Eigen-
schaft

=0 firi<r,
H{(M @ K(x1,...,2, {#Ofurz—r }
Dann hat jede maximale M -Folge in I = (x1,...,2,) Li nge r. Diese mazimale Linge r heiffit die Tiefe

t(I, M) von I auf M. Im Fall IM = M setzt man t(I,M) =
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Beweis: Sei y1,. ..,ys eine maximale M-Folge in I = (z1,...,z,). Wir machen Induktion nach s.
s = 0: Dann sind alle Elemente aus (z1,...,2,) Nullteiler von M, d.h. (z1,...,2,) C UAssa(M). Also
gibt es ein Primideal p = ann(m) mit (z1,...,2,) Cp =ann(m). Dannist 0 #m € {m' :xym' =-.. =

rpm' =0} = H(M ® K(z1,...,7,)), also stimmt die Behauptung,.
s>1: Dannist M & M injektiv, also
0->MEB M- M/y,M -0
exakt. Sei M' = M/y; M. Damit ist auch
05 MOK(®@1,...,20) B MK (21,...,2) > M @ K(x1,...,2,) = 0

exakte Sequenz von Komplexen. (Jedes K (z1,...,xy,); ist freier, also auch flacher A-Modul.) Dies liefert
eine lange exakte Kohomologiesequenz

s H(M @ K(x1,...,2,) B H(M @ K(z1,...,2,)) = H(M' @ K(z1,...,2,)) = HY (M @ K(z1,. ..

Wegen y; € (z1,...,2,) ist y1 H(M ® K (z1,...,2,)) = 0, also bleibt die exakte Sequenz
0= H(MQK(x1,...,2,)) = H(M' @ K(z1,...,2,)) = HT (M @ K(x1,...,%,)) = 0.
Nun ist ¥2,...,ys eine maximale M’-Folge, als folgt nach Induktionsvoraussetzung

=0firi<s—1, }

i '

Damit folgt aus unserer Kohomologiesequenz sofort

Hi(M®K(m1,...,xn)){ =0 firi <s, }

# 0 fiir i = s.
Damit folgt die Behauptung. B

Ist I = (x1,...,2,), so hat man also folgende Formel:
t(I, M) =inf{i : H(M ® K(z1,...,2,)) # 0}.

,Tn)) = ..



KAPITEL 5

Cohen-Macaulay-Ringe

Alle Ringe seien als noethersch vorausgesetzt. Fiir Primideale p kennen wir bereits den Begriff der Hohe:
h(p) =sup{n :po C --- C p,, = p Primidealkette}.
Fiir ein beliebiges Ideal I setzen wir
h(I) = inf{h(p) : I C p,p Primideal},
wobei dann formal h(A) = oo gesetzt wird. Sind py,...,p, die minimalen Primoberideale von I, so ist

also h(I) = min(h(p1),...,h(pr)). (Geometrisch: V(I) = V(p1) U--- U V(p,) ist die Zerlegung von V(I)
in irreduzible Komponenten.)

Im letzten Kapitel hatten wir den Begriff der Tiefe eingefiihrt, wobei wir jetzt ¢(I) fiir ¢(I, A) schreiben.
Es galt die Formel mit I = (z1,...,z,):

#(I) = inf{i : H{(K(z1,...,2,)) # 0},

wobei wieder t(A) = oo gesetzt war.

Bemerkung: Gilt I = (z1,...,2,) # A, so folgt aus der Formel fiir die Tiefe sofort ¢(I) < n. Der
Krullsche Hauptidealsatz besagt nun fiir die Hohe h(I) < n.

Sowohl die Hohe als auch die Tiefe messen ein Ideal. Wir wollen beide Begriffe vergleichen:

SATZ. Fiir jedes Ideal I gilt:
t(I) < h(I).

Beweis: Sei I # A ein Ideal mit ¢(I) = n. Wir machen Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist trivial. Sei
nun n > 1 und z,...,x, eine maximale reguldre Folge in I und p ein Primideal mit I C p. Dann liefert
T3,...,Z, eine maximale reguldre Folge in A/(z;). Nach Induktionsvoraussetzung gilt also ¢(I) — 1 =
n—1=¢t() < h(p) =m. Sei pg C -+ C P eine maximale Primidealkette. Nun ist aber po C --- C py,
keine maximale Primidealkette, denn sonst wére pp minimales Primideal, insbesondere pg € Ass(A) und
damit x; € po Nullteiler, ein Widerspruch. Also ist h(p,,) > m — 1, woraus aber sofort t(I) < h(p,,) folgt,

was zu zeigen war. Bl

Beispiele:
1. Sei A = k[z,y]/(xy) und m = (z,y). Geometrisch besteht Spec(A) aus zwei sich schneidenden
Geraden. 0 = (xy) C (z,y) ist eine maximale Primidealkette, also h(m) = 1. Das Element = + y
ist kein Nullteiler, also ¢(m) > 1 und damit ¢(m) = h(m) = 1.
2. Sei A = k[z,y]/(2?,zy) und m = (z,y). Geometrisch ist Spec(A) eine Gerade mit einem einge-
betteten Punkt. Wieder ist h(m) = 1. Wegen (z,y) = Ann(z) sind alle Elemente aus m Nullteiler,
also t(m) = 0, d.h. wir haben #(m) < h(m).

Wir wollen zunéchst betrachten, was mit der Tiefe eines Ideals I beim Lokalisieren in einem Primideal p
passiert.

o Ist I Z p, soist I, = Ay, also ¢(I,) = co. Wir konnen also jetzt I C p voraussetzen.
e Sei z1,...,x, eine regulédre Folge in I.
e Da Lokalisieren exakt ist, folgt aus 0 = (x1,...,2;) > A = A/(x1,...,2;) — 0 sofort

(A/(:El,...,mi))p = Ap/(azl,...,mi)p.

51
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e Esistmit 0 — A/(z1,...,2;) 3" A/(x1,...,x;) dann auch die lokalisierte Sequenz 0 — (A/(z1, ...

(A/(x1,...,x;))p exakt.
e Alsoist x1,...,x, auch eine regulire Folge in A,.
e Daher gilt auch t(I) < ().

Wir konnen iiber die Tiefe allerdings noch mehr sagen:

e Sei I ein Ideal und I C p mit einem Primideal p. Sei I = (z1,...,2z,). Da im Koszul-Komplex
alles mit Lokalisieren vertriiglich ist (Tensorprodukte, dulere Produkte, exakte Sequenzen), gilt:
; ; x x
H{(K(z1,...,%n))p = H’(K(Tl,...,T”)),

wo jetzt <= als Elemente von A, betrachtet werden. Mit unserer Formel fiir die Tiefe folgt dann

trivialerweise wieder t(I) < t(I,).

o Ist r = t(I) und p € supp(H" (K (z1,...,2,))), so ist also t(I,) = ¢(I), fiir alle anderen p gilt:
t(I,) > t(I). Ist p € supp(H"(K(x1,...,%y))), so ist natiirlich auch jedes Primideal q O p im
Trager. Daher erhalten wir folgendes Lemma:

LEMMA. Ist x1,...,x, eine requldre Folge in I, p ein Primideal mit I C p, so ist auch x1,...,T, eine
regulire Folge in I, C Ay,. Auflerdem gilt:

t(I) = inf{t(I,) : p € Spec(A)} = inf{t(1,) : I C p}.

Es gibt also ein Primideal p O I mit t(I) = t(I,). Insbesondere gilt fiir jedes mazimale Ideal m natiirlich
t(m) = t(mAn).

DaB beim Lokalisieren die Tiefe grofler werden kann, zeigen folgende Beispiele:

Beispiel: Sei A = k[z,y, 2] und I = (zz,yz). Der Koszul-Komplex K (zz,yz) ist

(3)
Yy A2 (yz

0> A Y S A0
Es ist H'(K(zz,y2)) = 0 und
HY(K(zz,y2)) = {(zf,y)}/{(z29,y29)} # 0.

Daher t(I) = 1. Fiir m = (x,y,2z — 1) ist z Einheit in Ay, also H*(K(22,y2))m = 0, also t(I,) = 2.

Beispiel: Sei A = k[zy,...,2,,y]und I = (219, ..., z,y). Wir betrachten den Koszul-Komplex K (z;y, ...
Sei ey, ..., e, die kanonische Basis des A™ und = = ziye; + - - - + z,ye,. Die Abbildung A°A™ — Al A7
ist dann A — A", f — > fasye;. Natiirlich ist HO(K (z1y, ..., 2,y)) = 0. Die Abbildung A’ A" — A% A"

ist,
Zajej =z A Zajej = Z(xiyaj —xjya;)e; Aej,
i<j
der Kern ist also 4 - > x;e;. Also ist

alsot(I) = 1. Sei jetzt m = (z1,...,2n,y—1). In Ay, ist y Einheit, also ist mit z1, ..., z, auch z1y, ..., 2,y

regulédre Folge. Also #(I,) > n. Da auch t(I,) < n gilt - I wird von n Elementen erzeugt, gilt ¢(I,) = n.

Bemerkung: Die Regularitit einer Folge 148t sich nicht lokal {iberpriifen, da lokal die Reihenfolge keine
Rolle spielt, global aber schon.

Wir geben eine Anwendung;:
SATZ. Ist x1,...,7, eine requlire Folge, so auch zt,... xt fir alle t > 1.

Beweis:

735i))p zil

,TnY).
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1. Wir beweisen den Satz zunéchst im Fall, daf A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m ist. Wegen
(x1,...,2n) # Aist (z1,...,2,) C m. Die Abbildung A/(z1,...,2n 1) 3 A/(21,...,7n_1) ist

injektiv, also auch A/(z1,...,Zp_1) o A/(z1,...,n_1), d.h. auch z1,..., 2, 1,z ist eine A-
Folge. Da wir im Lokalen sind, ist auch z1,...,2z,_2, xt ,Zn—1 eine A-Folge, daher wie eben auch
Ty, Tpo,xt 2t . So fahrt man fort und erhalt schheﬁhch die Behauptung.

2. Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Wir machen Induktion nach n.
n = 1: Ist z; kein Nullteiler von A, so natiirlich auch z! nicht.
n > 2: Sei z1,...,7, eine A-Folge. Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir, daf$ zf,... =% _,

eine A-Folge ist. Sei N so gewéhlt, dafl die Sequenz
0o N = AJ(h, .. 2t )3 A/, .. 2l )

exakt ist. Wenn wir N = 0 zeigen konnen, sind wir fertig. Sei m C A ein maximales Ideal. Wir
betrachten Np:

Ist (A/(zt,..., 2t _|))m = 0, so natiirlich auch N, = 0.

Wir kénnen also (z1,...,2,—1) € m annehmen.

Ist x,, € m, so ist x,, Einheit in Ay, also N, = 0.

Ist x,, € m, so ist nach der vorangegangenen Uberlegung 1, ..., z, eine Ay,-Folge und damit
nach dem ersten Teil auch z{,...,z! . Dann ist wieder Ny = 0

In allen Fillen ist also Ny = 0 und damit N = 0. &

Ist I C I, so gilt natiirlich ¢(I) C #(I"). Wir geben weitere einfache Eigenschaften an:
Satz. t(I) = t(T), wo /T das Radikalideal von T ist.

Beweis: Sei x,, ..., 1, eine A-Folge in v/I. Dann gibt es ein # mit z%,..., 2! € I. AuBerdem ist 2%, ..., 2!
eine A-Folge. Damlt folgt t(v/T) < t(I). Da t(I) < t(\/I) trivial ist, folgt die Behauptung. m

SaTz. Sei (A,m) lokal, I = (x1,...,2,) C m ein Ideal und y € m, so gilt

HI) < I+ (y)) < t(I) + 1.

Beweis: Sei r = t(I). Dann ist H" (K (21, ...,%,)) # 0. Wir schreiben unsere lange exakte Kohomologie-
sequenz an:

HY(K(z1,...,20)) X H (K (21,...,25)) = H (K (21, ..., 20,1)).

Nach dem Lemma von Nakayama ist die Multiplikation mit y nicht surjektiv, also der Modul H" 1 (K (z1, . ..

0 und damit ¢((z1,...,Zn,y)) <r+ 1, was wir zeigen wollten. B
Daf} die Aussage des Lemmas im allgemeinen nicht stimmt, zeigt folgendes Beispiel von friiher:

Beispiel: Sei A = k[z,y, 2]/((z—1)y). Dann ist 1 = x, 22 = (r—1)z eine regulire Folge, also t((z2, 1)) =
2, aber t((z2)) = 0, da x» Nullteiler ist.

Nach diesen Vorbereitungen geben wir die

DEFINITION. Ein Ring A heifit ein Cohen-Macaulay-Ring, falls fiir alle maximalen Ideale m gilt: t(m) =
h(m).

Beispiele:

1. Jeder Korper ist ein Cohen-Macaulay-Ring.

2. Z ist ein Cohen-Macaulay-Ring.

3. Sei A = k[zy,...,z,] Polynomring iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k. Jedes ma-
ximale Ideal hat die Form m = (z1 — ¢1,...,%, — ¢p) mit ¢; € k. Dann gilt ¢(m) = h(m). Also ist
A ein Cohen-Macaulay-Ring.

4. Sei A = k[z,y]/(zy). Betrachte m = (z,y). Dann ist h(m) = 1. Weiter ist 4+ y eine regulire Folge
in m, also ist t(m) = 1. Etc. Es folgt, da8 A ein Cohen-Macaulay-Ring ist.

5. Sei A = k[z,y]/(z*,7y) und m = (z,y). Wieder gilt h(m) = 1. Nun ist aber m - z = 0, also ist
t(m) = 0, also ist A kein Cohen-Macaulay-Ring.

yTn,Y)) 7
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SATZ. Ist A ein Cohen-Macaulay-Ring, so gilt fiir alle Ideale I:
t(I) = h(I).
Vorbemerkung: Sei A ein Cohen-Macaulay-Ring und m ein maximales Ideal. Dann gilt:
t(mw) = t(m) = h(m) = h(mn),

also ist auch Ay, ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis:

1. Wir betrachten zunéchst den Fall, dal A ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring mit maximalem Ideal
mist. Sei £ = {I Ideal in A mit t(I) < h(I)}. Ist E # (), so besitzt E maximale Elemente. Sei I
ein solches. Jede echte Oberideal von I erfiillt also die behauptete Gleichung. Seien py, ..., p, die
minimalen Primoberideale von I.

1. Fall: m ist minimales Primoberideal von I. Dann ist m das einzige Primoberideal von I, also

VI =m und damit ¢(I) = t(m) und h(I) = h(m), woraus die Behauptung folgt.

2. Fall: m ist nicht minimales Primoberideal von I. Dann haben wir eine echte Inklusion p; U---U

pn, C m, denn sonst hitte man m C p; U --- U p,, also wire m in einem der p; enthalten, also

p; = m, was nicht sein sollte. Wihle nun z € m, z € p; fiir alle . Ist q ein minimales Primoberideal

von I + (z), so ist q D I, also gibt es ein 4 mit q D p;. Wegen = ¢ p; gilt q # p;, also h(q) > h(p;).

Wegen h(I) = inf(h(p1),...,h(ps)) gilt dann h(I + (z)) > h(I). Damit erhalten wir jetzt:
MI)+1<h(I+(x) =t(I+ (z)) <tI)+1<h({I)+1,

woraus sofort ¢(I) = h(I) folgt, ein Widerspruch zu I € E. Also muf} F leer sein, d.h. es gilt die

Behauptung.

2. Sei nun A ein beliebiger Cohen-Macaulay-Ring und I ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal
m mit [ C m und #(Iy) = t(I). Da h(I) < h(Iw) klar ist, folgt

h(I) < h(Iw) = H(Im) = H(I) < h(1),

woraus die Behauptung folgt. B

Wir wenden dies an um eine erste wichtige Eigenschaft von Cohen-Ringen kennenzulernen:
SATZ. FEin Cohen-Macaulay-Ring hat keine eingebetteten Primideale.

Beweis: Sei p € Ass(A), also p = Ann(a) fiir ein @ € A. Da alle Elemente von p Nullteiler sind, gilt
t(p) = 0, also auch h(p) = 0, d.h. p ist minimales Primideal. Also gibt es keine nichtminimalen assoziierten
Primideale, d.h. A hat keine eingebetteten Primideale. B

Im eindimensionalen Fall charakterisiert dies auch die Cohen-Macaulay-Ringe:

SATZ. FEin eindimensionaler Ring A ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn er keine eingebetteten Prim-
ideale besitzt.

Beweis: Die eine Richtung kennen wir bereits. Sei also A ohne eingebettete Primideale. Sei m ein maxi-
males Ideal. Wir miissen zeigen: t(m) = h(m). Ist h(m) = 0, so natiirlich auch #(m) = 0. Sei also h(m) = 1.
Wire t(m) = 0, so wire jedes Element von m Nullteiler, also m C UAss(A). Dann gébe es ein p € Ass(A)
mit m C p, also m = p. Also wire m ein eingebettetes Primideal, ein Widerspruch zur Voraussetzung. B

Fiir Cohen-Macaulay-Ringe gilt ein Lokal-Global-Prinzip:

SATz. Ist A ein Cohen-Macaulay-Ring, so auch A, fir alle p € Spec(A). Ist fir alle mazimalen Ideale
m der lokale Ring Ay ein Cohen-Macaulay-Ring, so auch A selbst.

Beweis:

1. Sei A Cohen-Macaulay und p ein Primideal. Dann gilt:

h(pp) = hip) = t(p) <t(py) < h(pp),
also t(pp) = h(py), d.h. A, ist Cohen-Macaulay.
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2. Sei fiir alle maximalen Ideale m der Ring A, Cohen-Macaulay. Sei m ein maximales Ideal in A.
Dann gilt:
t(m) = t(my) = h(my) = h(m).

Hieraus folgt, dafl A ein Cohen-Macaulay-Ring ist. B

SATZ. Ist A ein Cohen-Macaulay-Ring und x4, ... ,x, eine requlire Folge in A, so ist auch A/(z1,...,2y)
ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis: Da T3, ...,T, eine regulire Folge in A/(x1) ist, geniigt es offensichtlich, denn Fall n = 1 zu
behandeln. Sei = z; reguliire Folge. Sei m ein maximales Ideal in A/(z). Sei n = h(m) und py C p1 C
-+ C pp = m eine Primidealkette in A, die als Urbilder einer maximalen Primidealkette

poC---Chpp=m

in A/(x) entstehen. Wire po minimales Primideal, so wire po € Ass(A) und wegen z € po das Element
x Nullteiler, was nicht sein soll. Also gilt h(m) > h(m) +1 = n + 1. Ergéinze = zu einer reguliren Folge in
m: x=y,...,Y, mit m = h(m). (Dies benutzt, daf = zu einer maximalen reguliren Folge in m ergiinzt
werden kann und daf alle maximalen reguliren Folgen gleiche Linge #(m) haben, was hier gleich h(m)
ist.) Dann ist 3 . .., U, eine regulire Folge in m, also

t(m) =2 m —1=h(m) -1 2> h(m),

woraus wegen der trivalen Ungleichung ¢(m) < h(m) folgt ¢(m) = h(m). Also ist auch A/(z) Cohen-
Macaulay. ®

SATZ. Ist A ein Cohen-Macaulay-Ring, so auch Alx], der Polynomring iber A.

Beweis:

1. Sei m ein maximales Ideal in A[z]. Wir wollen #(m) = h(m) zeigen. Schon frither haben wir gesehen,
daB t(mA[z]y) = t(m) und h(mA[z],) = h(m), also geniigt es, die Aussage in der Lokalisierung zu
zeigen. Nun ist p = AN m ein Primideal in A, also A, auch ein Cohen-Macaulay-Ring. Auflerdem
ist die multiplikative Teilmenge A \ p enthalten in der multiplikativen Teilmenge A[z]\ m, also
koénnen wir schrittweise zuerst A \ p und dann A[z] \ m in den Nenner nehmen. D.h. es gilt
Alz]m = Ap[T]ma, o). Wir konnen uns also auf den Fall zuriickziehen, da§ A N m ein maximales
Ideal ist.

2. Sei also m ein maximales Ideal in A[z] mit der Eigenschaft, dafl auch p = A N'm ein maximales
Ideal in A ist.

(a) Wir haben einem Homomorphismus A[z] — A[z]/m, aus dem wir p herausfaktorisieren
kénnen, also A/plx] = Alz]/(p) — Alz]/m. Da A/p ein Korper ist, wird der Kern von
einem normierten Polynom (f(z)) erzeugt, wo wir f € Alx] annehmen konnen. Also ist

m = (p, f(z))-
(b) Sei t(p) = h(p) = n und a4,...,a, eine regulire Folge in p. Wegen Alz]/(ai,...,a;) =~
A/(ar,...,a)[x] = ®j>04/(a1,...,a;) 27 ist ai,...,a, auch eine regulire Folge in A[z].

(c) Nun miissen wir

Af(ar,...,an)2) ™S 4/ (ay,... a,)[e)

betrachten. Da f normiert ist, ist die Abbildung injektiv, sicher nicht surjektiv, d.h. a1, ..., an, f(x)
ist eine reguldre Folge in m, also t(m) > n + 1.

(d) Sei ¢ minimales Primoberideal von ay,...,a, in A. Wegen n < t(q) = h(q) < h(p) = n gilt
schon q = p.

(e) Seinun g’ minimales Primoberideal von ay, ..., an, f(z) in A[z]. Nach der letzten Bemerkung
gilt p C ¢', mit m = (p, f(z)) also ¢ = m. Das Ideal m ist also minimales Primoberideal
von (a1, as, - ..,an, f(z)), also gilt nach dem Hauptidealsatz h(m) < n+1, also h(m) < t(m)
und damit ¢(m) = h(m), was wir zeigen wollten. B
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Bemerkung: Daf} ein maximales Ideal m C Afz] ‘nur’ ein Primideal p = ANm C A liefern kann, zeigt
das Beispiel A = Zy), m = (22 — 1). Dann ist Z(y)[2]/(22 — 1) ~ Q und Z(3 N (22 — 1) = 0.

Die beiden letzten Sitze liefern viele Beispiele fiir Cohen-Macaulay-Ringe.

Beispiel: Ist k£ ein Koérper, so ist k& Cohen-Macaulay, also auch der Polynomring k[zq,...,x,]. Ist
fi,-.., fr eine reguldre Folge von Polynomen in k[z1,...,x,], so ist k[z1,...,2,]/(f1,..., fr) ein Cohen-
Macaulay-Ring. Speziell ist fiir jedes f # 0 der Ring k[z1,...,2z,]/(f) Cohen-Macaulay.

Fiir die anderen Eigenschaften benttigen wir folgendes Lemma:

LEMMA. Seip ein Primideal und
PoC -~ Chp=p

eine mazimale Primidealkette. Dann gilt t(p) < n.

Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion nach n.

n = 0: Hier ist p = po minimales Primideal, also assoziiertes Primideal, also alle Elemente Nullteiler und
damit #(p) = 0.

n > 1: Wegen t(p) < t(pA,) ist es klar, daBl es geniigt, die Aussage im lokalen Fall zu zeigen, d.h. o.E.
(A, p) lokaler Ring. Nach Induktionsvoraussetzung gilt t(p,—1) < n — 1. Sei nun = € p, z & p,,—1. Dann
ist p das einzige Primoberideal von p,,—; + (), also \/pn—1 + () = p. Damit erhalten wir:

t(p) = tpn—1 + (2)) <t(pp—1) +1 < (n—1)+1=n,

was gezeigt werden sollte. B

FOLGERUNG. Ist A ein Cohen-Macaulay-Ring, p ein Primideal und
PoC - CPpm=pundpy C--- Cp,=p
mazimale Primidealketten, so gilt m = n.

Beweis: Es gilt:
max(m,n) < h(p) = t(p) < min(m,n),

woraus sofort m = n folgt. B

DEFINITION. Ein Ring A heifit Kettenring, wenn fiir je zwei Primideale p C q gilt: Sind
p=poC---Cpmn=qundp=p; C---Cp, =g

maximale Primidealketten, so gilt m = n, d.h. die maximalen Primidealketten zwischen p und ¢ haben
gleiche Lénge.

Beispiel: In Z[z] sind 0 C (z) C (2,z) und 0 C (2) C (2,2) maximale Primidealketten gleicher Lénge.

SATZ. Jeder Cohen-Macaulay-Ring ist ein Kettenring. Genauer: Sind p C q Primideale, so hat jede
mazimale Primidealkette zwischen p und q die Linge h(q) — h(p).

Beweis: Sind p C q Primideale und
pP=poC--Cpm=qundp=p, C---Cp, =4
maximale Primidealketten, so wihle man eine maximale Primidealkette
Po C - Cp=p

Dann folgt m = n mit unserem Satz und m = h(q) — h(p). B

FOLGERUNG. Jede endlich erzeugte Algebra iiber einem Cohen-Macaulay-Ring ist ein Kettenring.
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Beweis: Eine endlich erzeugte Algebra iiber einem Cohen-Macaulay-Ring A hat die Form B = A[zy,...,z,]/a,
wo a ein Ideal im Polynomring A[xy,...,x,] ist. Nun ist auch A[zy,...,z,] Cohen-Macaulay. Primide-
alketten in B stehen in Bijektion zu Primidealketten in A[z,...,x,], wo alle Primideale a enthalten.
Damit folgt die Behauptung. B

Wir geben eine weitere Folgerung an:
SATZ. Sei (A, m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Dann gilt fir jedes Ideal I:
h(I) +dim A/I = dim A.

Beweis: Seien pq, .. ., p, die minimalen Primoberideale von I. Diese liefern genau die minimalen Primideale
von A/I. Dann gilt

dimA/T = sup{h(m) = h(p),...,h(m) — h(p,)} =
h(m) —inf{h(p1),-.., h(ps)} = h(m)
dim A — h(I),

was gezeigt werden sollte. B

Wir folgern daraus jetzt eine wichtige geometrische Eigenschaft von Cohen-Macaulay-Ringen: Sei (A, m)
ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring und p ein minimales Primideal. Wir nennen dim A/p auch dim p. Dies
entspricht der Dimension von V(p) in Spec(A4). Wegen h(p) = 0 gilt nach dem letzten Satz dimp = dim A
und damit:

SATZ. In einem lokalen Cohen-Macaulay-Ring haben alle minimalen Primideale die gleiche Dimension.

Geometrische Interpretation: Sei (A, m) lokaler Cohen-Macaulay-Ring und
Spec(A) =V(p1)U---UV(p;)

die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Die p; sind genau die minimalen Primideale von A. Dann
haben alle Komponenten V (p;) gleiche Dimension.

Beispiel: Sei A = k[z,y,2]/(zz,yz) und m = (z,y,2). Dann gilt
Spec(4) =V (z,y) UV (2),

d.h. Spec(A) ist die Vereingung einer Geraden und einer Ebene. Der Punkt m liegt in Komponenten
unterschiedlicher Dimension, also ist Ay, nicht Cohen-Macaulay.

Bevor wir eine weitere geometrische Eigenschaft von Cohen-Macaulay-Ringen betrachten, brauchen wir
ein Lemma:

LEMMA. Sei (A,m) ein lokaler Ring.
1. Sind I, I Ideale mit 0 # I, I Cm und I, - I, = 0. Dann gilt t(I, + I) < 1.
2. Sind Jy,Jy Ideale mit Jy,Jo C m und der FEigenschaft, dafi J, N Jy nilpotent ist, J, und Jy aber
nicht, dann gilt t(Jy + J2) < 1.

Beweis:
1. Ist ¢(I; + I2) = 0, sind wir fertig. Sei also ¢(I; + I2) > 1 und a = a; + ay ein Nichtnullteiler mit
a; € I;. Wir wollen a zu einer maximalen reguldren Folge fortsetzen.
Behauptung: a; Z 0 mod a.
Beweis: Wire a; = 0 mod a, so giibe es ein ¢ mit a; = ca = ¢(a1 + a2), also (1 — ¢)a; = cas.
1. Fall: ¢ € m. Dann ist 1 — ¢ Einheit, also

a=a; +ay = as und damit I; - a = 0,

ein Widerspruch.

2. Fall: ¢ € m. Dann ist ¢ Einheit und a = %al, also I - a = 0, ebenfalls ein Widerspruch.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei nun b = by + by mit b; € I;. Dann gilt modulo a:

ap - b= a161 + a162 = a161 = —(12[)1 = 0,
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d.h. A/(a) LA A/(a) ist nicht injektiv, also ist a, b keine reguldre Folge in I} + I5. Damit folgt
t(L + 1) = 1.
2. Wegen J1.J> C Ji N Jo ist mit J; N Jo auch JyJo nilpotent. Also gibt es ein n > 1 mit J*JJ' = 0.
Setze nun I; = J*. Dann laf}t sich der erste Teil anwenden und man erhélt:
L>t(J7 + T3 = t( /TP + J3) = t(V/ T + ) = t(Jy + J2),

was wir zeigen wollten. B

Der folgende Satz ist eine Version des Zusammenhangssatzes von Hartshorne.

SaTz. Sei (A,m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring. Ist Spec(A) = V (J1) UV (J2) eine nichttriviale Zer-
legung, d-h. § # V(J;) # Spec(A), dann hat der Durchschnitt V(J1) NV (Jy) = V(Ji + J2) hochstens
Kodimension 1, d.h. h(Jy + J2) < 1.

Beweis: Wir iibersetzen die geometrischen Aussagen in die Algebra: Spec(A4) = V (J1)UV (J2) = V(JiNJ3)
bedeutet, dal J; N Jy nilpotent ist. B # V(J;) # Spec(A) bedeutet, dafl J; nicht nilpotent ist und J; C m
gilt. Nach dem letzten Lemma folgt #(J; + Jz) < 1. Da A Cohen-Macaulay ist, folgt h(Jy + J3) < 1. Mit
V(Ji + Jo) =V (J1) NV (J2) folgt die Behauptung. B

Beispiele:

1. Sei (A,m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring mit der geometrischen Eigenschaft, dal Spec(A4) in
zwei irreduzible Komponenten zerfillt: Spec(A4) = V(p1) U V(p2), die sich in einem Punkt schnei-
den: V(p1)NV (p2) = {m}. Der Satz besagt dann, dafl h(m) < 1 gilt, d.h. (4, m) ist eindimensional.

2. Sei A = k[z,y,u,v]/(z,y) N (u,v) = k[z,y,u,v]/(zu, zv,yu, yv). Spec(A) besteht aus den zwei
Ebenen {z =y = 0} und {u = v = 0}, die sich nur in dem Punkt m = (z,y, v, v) schneiden. Also
ist Ay, nicht Cohen-Macaulay.

3. Der Durchschnitt der drei Ebenen {z =y =0}, {u = v =0} und {y = v = 0} wird in k[z,y, u,v]
definiert durch

(z,9) N (u,v) N (y,v) = (zu, 20, yu,yv) N (y,v) = (20, yu, yv).
Wir betrachten A = k[z,y, u,v]/(zv, yu, yv). Was ist t(m), wo m = (z,y,u,v) ist? y + v ist kein
Nullteiler, ist also eine regulére Folge. Nun ist
Ay +v) = klz,y,u]/(zy, yu, y*),

worin alles von y annulliert wird. Also ist y +v eine maximale reguliire Folge, d.h. ¢(m) = 1. Daher
ist A und damit auch Ay, nicht Cohen-Macaulay.

Frage: Sei (A, m) Cohen-Macaulay und
Spec(A) =V (p1) U---UV(p,)
die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Hat dann jede irreduzible Komponente von V (p;) NV (p;) fiir
i # 7 Kodimension 17
Wir wollen jetzt Ideale I = (x4, ..., %,) untersuchen mit h(I) = n. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz
hat dann jedes minimale Primoberideal von I die Hohe n. Sei
I:qlﬁ...ﬁqr+s

eine reduzierte Primirzerlegung von I, wo q; ein p;- primires Ideal ist; also ist Ass(A4/q;) = {p;} und
Ass(AJ/T) ={p1,-- -y PrsProts---rPrist, wo die p1,...,p, die minimalen Primoberideale von I sind. Der
Rest sind eingebettete Komponenten.

Bemerkung: Im allgemeinen folgt aus h(xy,...,x,) = n nicht, daB8 z,...,z, eine regulire Folge ist,
wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Der Ring A = k[z,y, z]/((z—1)y) ist Cohen-Macaulay. Mit 21 = z, 25 = (x —1)z ist 21, 22 eine
regulédre Folge, also t(z1,22) = h(z1,z2) = 2. Das Ideal I = (z2,z1) hat Hohe 2, wird von 2 Elementen
erzeugt, aber zs,z; ist keine regulire Folge.
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LEMMA. Sei A Cohen-Macaulay und I = (z1,...,2,) mit h(I) = n. Dann ist auch A/I Cohen-Macaulay.

Beweis:

e Da Cohen-Macaulay eine lokale Eigenschaft ist, geniigt es die Aussage fiir den lokalen Fall zu
zeigen. Sei m das maximale Ideal von A.

e Wegen n = h(I) = t(I) ist H (K (z1,...,2,)) = 0 fiir i < n und H*(K(21,...,7,)) # 0. Da
wir im Lokalen sind, ist nun auch 1, ..., z, eine regulire Folge, und damit auch A/(z1,...,z,)
Cohen-Macaulay. m

FOLGERUNG (Ungemischtheitssatz). Sei A Cohen-Macaulay und I = (x1,...,2,) mit h(I) = n. Dann
gibt es keine eingebetteten Komponenten bei der Primdrzerlequng von I.

Beweis: Da A/I Cohen-Macaulay ist, hat A/I keine eingebetteten Primideale, woraus sofort die Behaup-
tung folgt. m

Der Ungemischtheitssatz wurde 1916 von Macaulay fiir Polynomringe bewiesen, 1946 von Cohen fiir
reguldre lokale Ringe. Er charakterisiert auch die Cohen-Macaulay-Ringe:

SATZ. Ist A ein Ring mit der Figenschaft, daf8 jedes Ideal I, das von n Elementen erzeugt wird und Hohe
n hat, keine eingebetteten Primdrkomponenten hat, so ist A ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis: Sei m ein maximales Ideal. Wir miissen ¢(m) = h(m) zeigen. Sei n = t(m) und z1,...,2, eine
maximale regulire Folge in m. Sei I = (z1,...,z,) und py,...,p, die minimalen Primoberideale von I.
Wegen des Hauptidealsatzes und n = #(I) < h(I) < h(p;) < n ist h(p;) = n. Die Ungemischtheitsbedin-
gung liefert fiir die Primérzerlegung von I:

I:qlﬁ...ﬂqr,

wo q; p;-primér ist, d.h. Ass(A/q;) = {p:}-
Annahme: m # p; fiir alle 4. Dann gibt es ein € m mit 2 ¢ p; fiir alle ¢. Nun ist aber

T g UASS(A/I) = {pla s apr}a
also z kein Nullteiler in A/I. Damit ist auch z1,...,z,,  eine regulire Folge in m: ein Widerspruch zur
vorausgesetzten Maximalitit.
Dabher gilt jetzt m = p; fiir ein j und deshalb h(m) = n, was gezeigt werden sollte. B

Weitere Beispiele. Beispiel: Der Ring A = k[z,y, z]/(zz,yz) ist nicht Cohen-Macaulay. Sei m =
(7,y,7). Dann ist h(m) = 2. Das Element y+z ist kein Nullteiler in m, aber fiir A/(y+2) ~ k[z,y]/(zy, y?)
gilt m € Ass(A/(y + z)), also ist y + z eine maximale regulére Folge in m, d.h. t(m) = 1. Sei I = (y + 2).
Wir wollen die Primirzerlegung von I finden. Man sieht schnell, dafl p = (y,z) das einzige minimale
Primoberideal von I ist. Wir betrachten A/I ~ k[z,y]/(zy,y?); man sieht, dal Ass(A/I) = {p,m} gilt.
Also hat I eine eingebettete Primiirkomponente. Offensichtlich ist (z,y + z) ein m-priméres Ideal.
Behauptung: (y + z) = (y,2) N (z,y + z) ist eine Primérzerlegung.

Beweis: C ist klar. D: Sei f € (y,2)N(z,y+2),also f = a(z,y,2)y+b(z,y,2)z = c(z,y,2)z+d(z,y, 2) (y+
2). Wir rechnen gleich modulo (y + 2). Dann ist z = —y und zy = y? = 0. Also erhiilt man:

f = a’(may7_y)y_b(may7_y)y Ec(may7_y)m =
= a(0,0,0)y — b(0,0,0)y = ¢(x,0,0)x,
was offensichtlich f = 0 liefert, also f € (y + 2), wie behauptet.

Im folgenden Beispiel wird ein Integritdtsring angegeben, der nicht Cohen-Macaulay ist.

Beispiel: Sei A = k[2?, vy, 9, 2%, 2%y, 2y%, y°] C k[z,y]. Die Elemente aus A sind also genau die Poly-
nome der Form f = fo + fo+ fa + fa+ ..., wo fi(z,y) homogen vom Grad ¢ ist. A ist Integritéitsring.
Sei m = AN (z,y). 22 € A ist kein Nullteiler. 2* ¢ (22). Aber f € m impliziert 23 f € (2?), d.h. jedes f
ist Nullteiler modulo (x?) und damit #(m) = 1. Also ist A nicht Cohen-Macaulay.
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KAPITEL 6

Regulire lokale Ringe

Alle Ringe seien in diesem Kapitel als noethersch vorausgesetzt. Wir wiederholen zunéchst einige bekannte
Tatsachen:

Sei (A,m) ein lokaler Ring mit Restklassenkorper &k = A/m, n = dim A = h(m) und d = dimj m/m?.

Sind x1,...,7. € m mit m/m? = k&1 +--- + kT, so ist m = Axy + -+ Az, + m-m, nach dem Lemma
von Nakayama also m = (z1,...,7.). Wihlt man also z1,...,74 € m, die linear unhingig modulo m?
sind, so ist z1,...,24 ein minimales Erzeugendensystem von m. Sind z1,...,2, € m linear unabhingig

modulo m2, so kénnen sie zu einem minimalen Erzeugendensystem von m ergénzt werden. Der Krullsche
Hauptidealsatz liefert sofort n < d, d.h.

dim A < dimy, m/m?.
Man definiert nun:
DEFINITION. Ein lokaler Ring (A, m) heifit regulir, falls dim A = h(m) = dimy m/m? gilt, d.h. m kann
von dim A Elementen erzeugt werden.
Beispiele:
1. Die 0-dimensionalen reguléren lokalen Ringe sind genau die Korper.
2. Die 1-dimensionalen reguliren lokalen Ringe sind genau die diskreten Bewertungsringe. (Warum?)
3. Der lokale Ring k[71,...,%n](a,,....2,) ist regulér mit Dimension n.
4. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper, a = (fi1,..., fr) C k[z1,...,2z,]. Wir betrachten A =

klz1, e sl [(fryeo oy fr). Seim = (z1 — p1,...,%n — pn) € Spec(A) ein maximales Ideal. Dann
gilt (Ubung):

dimpm/m? = n — Rang((%(P))m).

69:]-
Hat der lokale Ring A, Dimension d, so ist also Ay genau dann regulér, wenn
Ofi
n—d= Rang((awj (P))ij)
gilt. In der algebraischen Geometrie sagt man dann, daf8 (pi,...,p,) ein nichtsinguldrer Punkt
von {f1 =--- = f, =0} ist.

Zum Herleitung einiger wichtiger Eigenschaften regulérer lokaler Ringe bendttigen wir noch einige Aussa-
gen:
LEMMA. Ist (A,m) ein lokaler Ring und x € m, so gilt
dimA/(z) > dim A — 1.
Ist x in keinem minimalen Primideal enthalten, so gilt sogar Gleichheit:
dimA/(z) =dim A — 1.
Beweis:

1. Sei m = dim A/(z) = h(m). Nach der Umkehrung des Krullschen Hauptidealsatzes gibt es
T1,...,Tm € m,so dafl m minimales Primoberideal von Z7, . .., Ty, ist. Also ist m minimales Primo-
berideal von z, 21, . .., Zy,. Nach dem Hauptidealsatz folgt dim A = h(m) < m+1=dim A/(z)+1,
die Behauptung.
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2. Seipg C -+ C P, eine maximale Primidealkette in A/(z). Die Urbilder liefern eine Primidealkette
po C -+ C Ppm in A mit (z) C po. Da z nach Voraussetzung in keinem minimalem Primideal
enthalten ist, ist pg nicht minimal, d.h. es gibt ein Primideal p mit p C pg. Dann gilt aber

dimA=~h(m)>m+1=dimA/(z)+ 1.
Aus 1. folgt dim A < dim A/(z) + 1 und damit dim A =dim A/(z) + 1. ®

LEMMA. Ist (A,m) regulirer lokaler Ring und x € m \ m?, so ist auch A/(z) regulir. Auferdem gilt
dimA/(z) = dim A — 1.

Beweis: Ergéinze x zu einem minimalen Erzeugendensystem xz,zs,...,2, von m mit n = dim A. In
A= A/(z) ist m = (Ta,...,Tp)- Also gilt nach dem Krullschen Hauptidealsatz dim A/(z) < dim A — 1.
Nach dem letzten Lemma ist dim A/(z) > n —1, also folgt dim A/(z) = n—1. Da m von n — 1 Elementen
erzeugt wird, ist also A/(x) regulédr. m

SATz. Ist (A, m) requlirer lokaler Ring, so ist A Integrititsring.

Beweis des Satzes: Wir machen Induktion nach n = dim A:

n = 0: Dann ist m = 0, A also Korper.

n > 1: Ist # € m\ m?, so ist A/(z) regulédr, dim A/(x) = n — 1, nach Induktionsvoraussetzung also
Integritétsring, also (z) Primideal. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ist h(z) < 1.

1. Fall: Es gibt ein x € m \ m? mit h(z) = 1. Dann gibt es ein (minimales) Primideal p mit p C (). Ist
pEP,sop€ (x),alsop=armitac A Wegen axr =p € pund x & p ist a € p, also p € zp. Damit folgt
p = xp, nach Nakayama also p = 0. Da 0 Primideal ist, ist A Integritétsring, wie behauptet.

2. Fall: Fiir alle z € m \ m? ist (z) minimales Primideal. Wihle z € m \ m? und y € m \ (z). Fiir jedes
n > 2 ist dann (z + y™) ein minimales Primideal. Da es nur endlich viele minimalen Primideale gibt,
existieren natiirliche Zahlen 2 < m < n mit (z +y™) = (z +y"). Sei p = (z — y™). Dann gilt:

A=y My™ =y" —y" = (@ +y") — (= +y™) €,
da 1 — y™ ™ Einheit ist, folgt y € p und somit € p. Wegen (z) C p und h(p) = 0 ist p = (z). Die
Aussage y € p = (z) widerspricht aber nun der Wahl von y. Also kann dieser Fall nicht eintreten. B
Aus dem letzten Satz ergibt sich zusammen mit dem Lemma sofort:
FOLGERUNG. Ist (A,m) ein regulirer lokaler Ring und x € m,z ¢ m>, dann ist (x) ein Primideal.
Das folgende Lemma stellt eine Verbindung zu den letzten Kapitels her:

LEMMA. Ist (A,m) ein regulirer lokaler Ring der Dimension n und m = (z1,...,%y,), $0 ist T1,...,2Tp
eine requlire Folge.

Beweis: Wir machen Induktion nach n = dim A. Der Fall n = 0 ist klar. Sei n > 1. Da Zp,..., %, eine
A/m-Basis von m/m? bilden, gilt 21 € m\ m?, also ist zunéchst 21 # 0, also kein Nullteiler, und dann
A/(x1) reguldr mit m = (T3, ..., T, ). Nach Induktionsvoraussetzung bilden T3, . . ., T, eine regulire Folge
in A/(z,), woraus folgt, da} x1,...,x, eine regulire Folge ist. B

In einem reguliirer lokalen Ring (A, m) mit einem minimalen Erzeugendensystem zi,...,z, von m ist
also t(m) > n, nach dem Krullschen Hauptidealsatz h(m) < n, und damit ¢(m) = h(m), woraus folgt:

FOLGERUNG. Jeder regulire lokale Ring ist Cohen-Macaulay.

Bemerkung: Ist A ein reguldrer lokaler Ring und fi,..., f, eine regulire Folge in A, so ist also auch
A/(f1,..., fn) ein Cohen-Macaulay-Ring. Ringe dieser Bauart heifien vollstindige Durchschnitte.

Um die reguliren lokalen Ringe genauer zu studieren, werden wir projektive und freie Auflésungen be-
trachten.

FOLGERUNG. Ist (A, m) ein regulirer lokaler Ring der Dimension n und m = (x1,...,%,), so liefert der
Koszul-Komplexr K (z1,...,2,) eine freie Auflosung des A-Moduls k = A/m der Linge n:

05 A— A" S AZA™ 5 .- S APTTAT S A”A” 5k — 0.
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Beweis: Da z1,...,z, eine regulire Folge ist, ist der Koszul-Komplex K(z1,...,z,) exakt bis auf die
0-te Stelle; dort ist die Kohomologie A/(xy,...,z,) = k. W

Erinnerung: Sei (4, m) ein lokaler Ring mit &k = A/m.

e Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist M /mM ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.
Seien my,...,m, € M so gewihlt, dafl sie eine k-Basis von M/mM liefern. Nach dem Lemma
von Nakayama gilt M = Am, + --- + Am,.. Definiere ¢ : A — M durch ¢(e;) = m;, wo e; den
i-ten kanonischen Basisvektor bezeichnet. ¢ ist surjektiv. Ist aje; + -+ - + a.e, € Kern(¢), so ist
armi + -+ + apm, = 0. Modulo mM betrachtet folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit der m;
nun @; = 0, d.h. a; € m und damit aje; + -+ + are, € mA”".

e Iteriert man nun diesen Prozef, indem man fiir M den endlich erzeugten A-Modul Kern(¢) nimmt,
so kommt man zu einer sogenannten minimalen freien Auflésung von M:

sy AP AP 5 AP 5 A 0,

mit Bild(¢;y1) C mAP fiir i > 0. Anders ausgedriickt: die Matrix, die die Abbildung A%+t — Abi
beschreibt, hat Koeffizienten in m.

e Tensoriert man die minimale freie Auflosung von M mit k = A/m, so sind alle Abbildungen 0,
also folgt:

Tor;(M,k) = kb.

e Ist b1 = 0, so kdnnen wir die Auflésung ab dieser Stelle durch 0 ersetzen, also folgt by, 4+; = 0
fiir alle 4 > 1. Insbesondere hat dann M eine freie Auflésung der Linge < m. Wir formulieren dies
nochmals:

FOLGERUNG. Ist (A,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul, so gilt:
Tor,(M,k) =0 = Torp+i(M,k) =0 fiir alle i > 0.
DEFINITION. Sei A ein Ring.
1. Fiir einen A-Modul M heifit
pd(M) = inf{n : M besitzt eine projektive Auflssung der Lénge n}
die projektive Dimension von M. Besitzt M keine projektive Auflésung endlicher Linge, so setzen
wir pd(M) = cc.
2. Wir nennen
gd(A) = sup{pd(M) : M ist endlich erzeugter A-Modul}

die globale Dimension von A. (Auslander hat gezeigt, dafl man die gleiche Zahl erhiilt, wenn man
alle Moduln zuléft.)

Bemerkung: Ein A-Modul M hat genau dann projektive Dimension 0, wenn er projektiv ist.

Beispiel: Sei A = Z und M ein endlich erzeugter Modul, also M ~ Z/(d,)®---®Z/(d,) ®Z® mit d; > 2
und 7, s > 0. Dann ist

0 — Zr Pt grs ar
eine freie Auflésung von M, also pd(M) < 1. Ist r > 1, so ist M nicht projektiv, also pd(M) = 1. Damit
folgt gd(Z) = 1.
LEMMA. Sei (A,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter Modul. Dann gilt:

pd(M) =inf{i : Tor;11 (M, k) = 0}.
Insbesondere ist pd(M) die Linge einer minimalen freien Auflosung von M.
Beweis: <: Ist Tory1(M, k) = 0, so wissen wir nach den vorangegangenen Uberlegungen, da8 by, = 0
ist, daf} also M eine freie Auflosung der Linge < i besitzt.

>:Sein =pdM)und 0 - P, —» --- = Py = M — 0 eine projektive Auflésung von M. Dann folgt
Tor,1(M,k)=0.1
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FOLGERUNG. Sei (A, m) ein lokaler Ring. Dann gilt:
gd(A) = pd(k).

Beweis: > ist klar. Wir kénnen annehmen, daf pd(k) = n endlich ist. Also gibt es eine projektive Auflosung
0— P, —---—= Py = k — 0. Dann folgt aber Tor,1(M, k) = 0 fiir jeden endlich erzeugten A-Modul
M, also pd(M) < n, woraus die Behauptung folgt.

Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an (Beweis als Ubung):
SATZ. Fiir einen endlich erzeugten A-Modul M gilt:

pd(M) = sup{pd(My) : p € Spec(A)}
und fiir die globale Dimension von A:

g9d(A) = sup{gd(Ay) : p € Spec(A)}.

Fiir einen regulidren Ring (4, m) mit m = (zy,...,z,) und dim A = n lieferte der Koszul-Komplex
K(zy,...,x,) eine freie Auflosung von k. Damit ist Tor,, (k, k) = k, Tor,y;(k, k) = 0 fiir alle s > 1. Also
ist pd(k) = n. Wir formulieren dies als Satz:

SATZ. Fiir einen reguliren lokalen Ring (A,m) gilt:
dim A = pd(k) = gd(A) < 0.

Konstruktion einer minimalen freien Auflésung des Restklassenkérpers:

e Sei (A, m) ein lokaler Ring und k¥ = A/m. Wir wollen eine minimale freie Auflésung von & kon-
struieren. Der Anfang ist klar: A — k£ — 0. Als Kern tritt m auf, wir brauchen also ein minimales

Erzeugendensystem zi,...,z, von m und kénnen dann mit A™ - A — k — 0 weitermachen. So
endet auch der Koszul-Komplex K (z1,...,%y)-

e Der Koszul-Komplex ist im allgemeinen nicht exakt. Er ist genau dann exakt, wenn zq, ..., z, eine
regulére Folge ist, was dann dquivalent damit ist, da8 A regulér ist, wegen n = t(z1,...,2,) <
h(zy,...,z,) = h(m) < n. Wir versuchen, den Koszul-Komplex durch freie Moduln zu erginzen,
daB er exakt wird.

e Sei eq,...,e, die kanonische Basis von A", z = z1eq + -+ - + zne, und K; = A" A" Wir wollen

freie Moduln E;, Abbildungen
¢oi : KioE; - K, 1®FE; 1, (y,Z) H(x/\y"'ai(z)aﬂi(z))

konstruieren, so dafl der Komplex (K; ® E;, ¢;) eine minimale freie Auflésung von k liefert. Wir
machen dies induktiv. Dabei miissen wir Fy = F; = 0 wihlen, wie wir bereits bemerkt haben.
e Sei der Komplex bereits bis m konstruiert mit den gewiinschten Eigenschaften. Wir wissen auch
Kern(¢m) C mK,,, ®mE,,. Wir brauchen jetzt ein minimales Erzeugendensystem von Kern(¢y,).
e Wir bemerken zunichst, daf3 die Elemente

($/\€i1 /\---/\einim71,0),i1 < <lpeme1

wegen ¢ A z = 0 im Kern von ¢,, liegen.
e Wir wollen nun zeigen: Obige Elemente sind linear unabhiingig modulo mKern (¢, ). Wir machen
den Ansatz:

0=( > Ghein @ Aey Ao Aei, . ,0) € mEKern(ém)

11 < <ln—m—1

Wir miissen zeigen: a;, i, _,,_, € m. Sei fi =3, ;G i . TANE; A Nei, .
e Alle Terme aus f; liegen in mK,,. Natiirlich ist 0 = f; € m2K,,. Wir studieren also f; = 0 in
mK, /m?Kp,.

¢ Eine Basis von mK,,/ m?2K,, liefern die Bilder von
zieg N Aei,_,, 1<i<ni < - <ip_m,

wie man sich schnell iiberlegt.



6. REGULARE LOKALE RINGE 65
e Nun gilt in mK,,/m?K,, die Gleichung f; = 0, also

0 = E Qiy iy T NEG N NE =

1< <ln—m—1
Z Z Ay iy 1 Li€4 A €i1 VANRERWAN Cirmm—1
i i< <fn—m-—1
Seiip < --- < ip_m—1. Wahle ein i # i1,...,in_m—1. Der Koeffizient in f; bei z;e; Aej, A--- A
€, oy ist @z 4. ., muf} also O sein. Damit haben wir unsere Zwischenbehauptung bewiesen.
e Ergiinze nun obige Elemente durch (y;,2;),4 = 1,...,r zu einem minimalen Erzeugendensystem
von Kern(¢m). Sei Epiq1 mit Basis by, . .., b.. Definiere ¢pyp1 : K1 ® By — Ky ® By, durch
¢m+1 (eil ARERNA einfmfl’o) =zANey N--Nej, 4 0) und ¢m+1 (07 bl) = (yia zl)

Damit haben wir das Gewiinschte erreicht und bewiesen:

LEMMA. Sei (A,m) ein lokaler Ring, x1,...,T, ein minimales Erzeugendensystem von m. Dann kann
der Koszul-Komplex K(x1,...,2,) zu einer minimalen freien Auflosung von k erginzt werden:

s NPAM D By s AVTAM O By —» A"A"© Ey — k — 0.
Da mit den Bezeichnungen des Lemmas der Koszul-Komplex K(z1,...,x,) an der n-ten Stelle # 0 ist,
und n = dim m/m? gilt, folgt:
FOLGERUNG. Fiir einen lokalen Ring (A, m) gilt:
pd(k) > dimy m/m?.
Im folgenden wollen wir Tiefe und projektive Dimension vergleichen.
Sei (A, m) ein lokaler Ring und M # 0 ein endlich erzeugter A-Modul. Wir wollen die Beziehung zwischen

Tiefe t(m, M) und projektiver Dimension pd(M) von M betrachten. Sei dazu m = (z1,...,2,) mit
minimalem n gewé&hlt.

e Ist pd(M) = 0, so ist M ~ A mit b > 1. Fiir den Koszul-Komplex gilt:
MK (x1,...,00) =A@ K(x1,...,2p) ~ K(x1,...,2,)® - D K(21,...,2Tn),
woraus sofort » .
HY(A*® K(z1,...,2,)) = (H(K(21,...,2,)))°
folgt. Also gilt
t(m, A%) = t(m, A).
e Sei pd(M) = 1. Wihle eine minimale freie Auflésung von M:
0— A 5 Ab — M 0.

Dabei hat die Matrix C' Eintrige in m. Wir tensorieren mit K (x1,...,z,) und erhalten wie eben:
0— K(z1,...,2,)" g)K(azl,...,mn)bo - Me K(z1,...,2,) — 0.
Wir erhalten eine lange exakte Kohomologiesequenz:
i < i i
= (H(K(z1,...,20))" = (H(K(z1,...,2,))"° = H (M ® K(z1,...,7,)) =
- (HTY K (z1,...,2))" = ...

Da C Koeffizienten in m hat und m - H (K (z1,...,2,)) = 0 gilt, spaltet die lange exakte exakte
Sequenz in kurze exakte Sequenzen auf:

0— H{(K(z1,...,2,))%° = H(M @ K(z1,...,2,)) = H (K (z1,...,2,))" = 0.

Fiir i = —1 erhélt man H°(K (x1,...,2,)) = 0, also ¢t(m, A) > 0. Dann sieht man schnell aus der
Formel fiir die Tiefe t(m, M) = t(m, A) — 1.

Was wir hier angefangen haben, verallgemeinert sich zur sogenannten Auslander-Buchsbaum-Formel:
SATZ. Sei (A, m) ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul mit pd(M) < co. Dann gilt:
t(m, A) = t(m, M) + pd(M).
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Beweis: Wir machen Induktion nach pd(M). Die Félle pd(M) = 0 und pd(M) = 1 haben wir bereits
behandelt. Sei jetzt pd(M) > 2. Wir fangen an, eine minimale freie Aufldsung von M zu konstruieren
und stoppen nach dem ersten Schritt:

0= N4 A" 55 M — 0.

Dabei gilt ¢(N) C mA® und N # 0. Ist --- — A - A — AP — N — 0 eine minimale freie
Auflésung von N, so ist --- — APt — Abo — AP — M — 0 eine minimale freie Auflssung von M
und damit Tor;(N,k) = b; = Tor;p1 (M, k) fiir ¢ > 0, woraus sofort pd(N) = pd(M) — 1 folgt. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt t(m, N) 4+ pd(N) = t(m, A) und wegen pd(M) = pd(N) + 1 miissen wir also
t(m, M) = t(m, N) — 1 zeigen. Ist r = t(m, N), so gilt nach Induktionsvoraussetzung auch r < t(m, A4).
Zu zeigen ist t(m, M) =r + 1.

Sei m = (z1,...,2,). Da alle Moduln des Koszul-Komplexes K (z1,...,z,) frei sind, erhilt man durch
Tensorieren des Komplexes mit 0 — N — A? — M — 0 eine exakte Sequenz von Komplexen:

03 NOK(xy,...,2,) > A@ K (x1,...,2,) > M@ K(x1,...,2,) =0,
was eine lange exakte Kohomologiesequenz induziert:
S H Y N K(z,...,2,) = H Y (A" @ K(21,...,2,) = H Y (M @ K(z1,...,2,)) =
— H(N® K(x1,...,2,)) = H(A* @ K(z1,...,2,)) = H(M @ K(x1,...,2,)) =

Fiiri < r—1list H{(N®K(z1,...,2,)) = H(A*®K (z1,...,7,)) = 0, also folgt HI (MK (zy,...,2,)) =
0 fiir j < r — 2. Wir setzen jetzt ¢ = r ein und erhalten mit H" (K (z1,...,2,)) = 0 sofort:

0 H ' (M®K(x1,...,2,)) = H(N® K(zy,...,2,)) = 0,
also t(m, M) =r — 1 =t(m, N) — 1, wie behauptet. B
Bemerkung: Aus der Auslander-Buchsbaum-Formel folgt auch, daf3 #(m, M) < ¢(m,A) gilt fiir alle

endlich erzeugten Moduln M mit pd(M) < oo. Dies gilt aber allgemein nicht, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Beispiel: Seien x, 91, . . .,y, Unbestimmte, A = k[z,y1,-.-,yn]/ (2%, 2y1, ..., 2yn) und m = (2,91, .., yn)-
Dann ist m assoziiertes Primideal wegen m = ann(z), also t(m, A) = 0. Andererseits ist in A/(z) die Folge
Y1,-.-,Yn €ine maximale regulidre Folge, also ist t(m, A/(z)) = n.

Beispiel: Ist (4, m) lokaler Ring mit m € Ass(A), so sind alle endlich erzeugten Moduln mit einer
endlichen projektiven Auflssung bereits frei, denn keine Abbildung A+ S Ab mit b,y > 1, wo die

Matrix C' Eintrage in m hat, ist injektiv.

Jetzt sind wir in der Lage, folgenden wichtigen Satz zu beweisen:

SATZ (Auslander-Buchsbaum-Serre). Fir einen lokalen Ring (A, m) gilt:
A ist requlir <= gd(A) < cc.

Beweis: Die Richtung = wurde bereits bewiesen. Sei nun gd(A) < oo. Dann ist pd(k) = gd(A) < 0.
Wegen t(m, k) = 0 liefert die Auslander-Buchsbaum-Formel: ¢(m, A) = pd(k) und damit

dimg m/m? < pd(k) = t(m, A) < h(m) = dim A < dim; m/m?.
Also ist dim A = dimj m/m?, d.h. A ist reguléir. m

FOLGERUNG. Ist (A, m) regulirer lokaler Ring, so ist auch A, reguldrer lokaler Ring fir alle p € Spec(A).
Beweis: Sei p € Spec(A). Dann gibt es eine endliche freie Auflésung von A/p:
0> Fp—-—=F—>A/p—0.
Da Lokalisieren exakt ist, erhilt man aus
0= (Fn)p = - — (Fo)p = 4p/pAp, — 0

eine endliche freie Auflosung des A,-Moduls Ay /p Ay, also pda, (Ap/pAy) = gd(Ay) < 0o, weswegen auch
A, ein reguldrer lokaler Ring ist. ®
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Bemerkung: Ist (4, m) ein reguldrer lokaler Ring und p ein Primideal der Hohe 1, so ist also A, ein
diskreter Bewertungsring.

Unser letztes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes von Auslander-Buchsbaum:
SATz. Jeder regulire lokale Ring ist faktoriell.

Wir wollen diesen Satz durch Induktion nach dim A beweisen. Zur Dimensionsreduzierung dient folgendes
erste Lemma:

LeEmMMA (Nagata). Sei A ein (noetherscher) Integrititsring, x prim. Ist A, faktoriell, so auch A.

Beweis:

1. A, ist die Lokalisierung von A nach der multiplikativen Teilmenge {1,z,22,23,...}. Also ist
a
A, = {a:_” € Quot(A) :a € A,n > 0}.

2. Wir wissen, daf} ein noetherscher Ring genau dann faktoriell ist, wenn jedes Primideal der Hohe
1 Hauptideal ist.

3. Sei also jetzt p € Spec(A) mit h(p) = 1. Der Fall p = (z) ist klar. Sei jetzt p # (z). Dann ist
pN{l,z,2% ...} =0, also ist pA, Primideal der Héhe 1 in A,, weswegen es nach Voraussetzung
ein p € p,n >0 mit pA, = LA, gibt.

4. B ist natiirlich nur bis auf Einheiten in A, bestimmt. Klar ist pA, = pA,.

5. Gilt z|p in A, so ist pA, = LA,, wir konnen also 0.E. p durch £ ersetzen. Nach endlich vielen
Schritten haben wir dann z fp in A, da A noethersch ist.

6. Wir wissen p D (p) in A. Sei umgekehrt a € p. Dann ist ¢ € pA,, also gibt es b € A,n > 0 mit
a= i’—f. Dann ist z"a = bp. Ist n > 1, so gilt z|bp, also wegen = [p dann z|b. Induktiv folgt =™|b
und damit a € (p). Es folgt p = (p), was zu zeigen war. B

Mit dem folgenden Lemma kann man schliefen, wann ein projektiver Moduln schon fast frei ist.

LEMMA. Ist P ein endlich erzeugter projektiver A-Modul mit einer endlichen freien Auflisung (bestehend
aus freien Moduln endlichen Rangs), so ist P stabil frei, d.h. es gibt m,n >0 mit P ® A™ ~ A",
Beweis: Sei also
O—-F,-F_ 1> —F > —>P—=>0
eine endliche freie Auflésung von P, wo alle F; endlichen Rang haben. Da P projektiv ist, spaltet die
letzte Abbildung, d.h. Fy = P @ Py, wo Fy — P die Projektion auf die erste Komponente ist; es ist
Kern(Fy — P) = Py; auch P, ist projektiv, da direkter Summand eines freien Moduls. Die Abbildung
F, — Fp induziert eine Surjektion F; — Py — 0. Da P, surjektiv ist, spaltet die Sequenz, d.h. F} ~
Py @ Py, wo jetzt auch Py projektiv ist und Kern(F; — Fy) = P;. Induktiv erhalten wir projektive
Moduln P; mit F; ~ P;_; & P; und Kern(F; — F;_1) = P;. Damit gilt jetzt:
POFoFRBdFs®d... = PO(PRoP)o(PRoR) o (PioP)d =
= (PEBPo)EB(PlEBPQ)EB(P3@P4)@P5@"‘:
= Ry PF,®....

Istnun Fi @3 S F5® -~ A" und Fp @ Fy ®F, & -+ ~ A", so hat man P ® A™ ~ A", wie behauptet.
| ]

Bemerkung: Es gibt Beispiele fiir stabil freie Moduln, die nicht frei sind.

Das niichste Lemma zeigt, wann ein fast freier Modul auch frei ist.

LEMMA. Ist M ein A-Modul mit M ® A1 ~ A", so ist M ~ A.
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Beweis: Zunichst ist M als direkter Summand eines freien endlich erzeugten Moduls projektiv und endlich
erzeugt, also lokal frei, d.h. M, ~ A, fiir alle p € Spec(A). Damit gilt fiir i > 2: (A'M), = A'M, ~
A4, = 0, also auch A’M = 0. Mit A"A"~! = 0 folgt

A = AMAT =AM @A) > @iy (NM @ N AMT) =
(AA"A" N (MOA" TA" Y~ Mo A~ M,

was wir zeigen wollten. B

Beweis des Satzes:

e Sei (A, m) reguliir. Wir wollen sehen, dafl A faktoriell ist. Dazu machen wir Induktion nach dim A.
Der Induktionsanfang dim A = 0 ist klar, denn in diesem Fall ist A ein Korper. Sei nun dim A > 1.

e Wiihle z € m\ m?. Dann ist (z) ein Primideal. Nach Nagata geniigt es zu zeigen, daf} A, faktoriell
ist. Wegen mA, = A, gilt dim A, < dim A. (Im allgemeinen ist aber A, kein lokaler Ring mehr.)

e Sei q ein Primideal der H6he 1 in A,. Zu zeigen ist: q ist Hauptideal bzw. q ~ A,. Wir werden
zuniichst zeigen, daf q ein projektiver A-Modul ist, und dann, daf q ein freier A-Modul ist. Da g
endlich erzeugt ist, bedeutet projektiv einfach lokal frei.

e Sei p ein maximales Ideal in A,. Dann gibt es ein Primideal p’ in A mit p’A, = p und z ¢ p’. Dann
ist aber (im Quotientenkorper von A) (A;), = A, also Lokalisierung eines reguliren lokalen Ring,
und damit selbst regulér. Nach Induktionsvoraussetzung ist also (A4,), faktoriell. Damit wird g,
Hauptideal, also q, ~ (A4;),. Da dies fiir alle maximalen Ideale p von A, gilt, ist q ein projektiver
A,-Modul (vom Rang 1).

e Nun ist q Lokalisierung eines Primideals q’ von A. Da A regulir ist, ist pd(q') < oo, also besitzt g’
eine endliche freie Auflésung. Durch Lokalisieren erhilt man eine endliche freie Auflésung von g.
Nach unserem Lemma gibt es dann m,n mit q & A" ~ A?. Durch Lokalisieren sieht man sofort
m = n — 1. Mit dem anderen Lemma folgt q ~ A,, d.h. q ist Hauptideal, was zu zeigen war. i
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