
Schemata

Algebraische Geometrie II

Wolfgang M. Ruppert

Sommersemester 1997

29. Juli 1997

1

1

Im Sommersemester 1997 am Mathematischen Institut der Universit

�

at Erlangen-N

�

urnberg abgehaltene Vorlesung

1



2



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 1. Das Spektrum eines Ringes 5

Kapitel 2. Garben 13

Kapitel 3. Schemata 23

Kapitel 4. Morphismen 33

Kapitel 5. Produkte 49

Fasern eines Morphismus 53

Basiswechsel 55

Kapitel 6. Gruppenschemata 57

Endliche 
ache Gruppenschemata der Ordnung 2

�

uber Z 60

Beispiele f

�

ur endliche nicht
ache Gruppenschemata

�

uber Z 62

Anhang A. Vorlesungsank

�

undigung 63

Literaturverzeichnis 65

3



4 INHALTSVERZEICHNIS



KAPITEL 1

Das Spektrum eines Ringes

Im folgenden meint Ring meist einen kommutativen Ring mit 1. Wichtige Beispiele sind K

�

orper und

Integrit

�

atsringe (1 6= 0 in A und xy = 0 in A impliziert x = 0 oder y = 0).

Ein Ideal p � A hei�t Primideal, wenn der Faktorring A=p ein Integrit

�

atsring ist, d.h. p 6= A und xy 2 p

impliziert x 2 p oder y 2 p.

Ein Ideal m � A hei�t maximales Ideal, wenn A=m ein K

�

orper ist, d.h. in der Menge fa � A : a Ideal ; a 6=

Ag ist m bez

�

uglich � ein maximales Element. Mit dem Zornschen Lemma folgt sofort, da� jeder Ring

A 6= 0 maximale Ideale besitzt. Au�erdem ist klar, da� jedes maximale Ideal ein Primideal ist.

Definition 1. F

�

ur einen Ring A wird das Spektrum von A als Menge de�niert durch

Spec(A) = fp � A : p Primideal g:

Die Elemente des Spektrums werden auch als Punkte bezeichnet.

Nach obigen Bemerkungen ist klar: Spec(A) = ; () A = 0.

Beispiel: F

�

ur einen K

�

orper k gilt Spec(k) = f(0)g.

Beispiele:

1. Sei A ein Hauptidealring, d.h.A ist Integrit

�

atsring und jedes Ideal wird von einem Element erzeugt,

d.h. hat die Form (a) = Aa. Nat

�

urlich ist (0) ein Primideal. F

�

ur a 6= 0 ist (a) genau dann ein

Primideal, wenn a irreduzibel ist. Also hat man

Spec(A) = f(0)g [ f(a) : a irreduzibel g:

Bemerken kann man hier noch: (a) = (b) gilt genau dann, wenn b = au, wo u ein Einheit in A ist.

2. Damit folgt f

�

ur den Ring Z der ganzen Zahlen

Spec(Z) = f(0)g [ f(2); (3); (5); (7); (11); (13); (17); : : :g:

3. Ist k ein K

�

orper, so ist der Polynomring in einer Ver

�

anderlichen A = k[x] ein Hauptidealring.

Wegen A

�

= k

�

gilt:

Spec(k[x]) = f(0)g [ f(f(x)) : f(x) ist normiertes irreduzibles Polynomg:

4. Ist k ein algebraisch abgeschlossener K

�

orper, so sind die irreduziblen normierten Polynome genau

die Polynome der Gestalt x� a mit a 2 k, so da� man erh

�

alt:

Spec(k[x]) = f(0)g [ f(x� a) : x 2 kg:

Abgesehen von einem Punkt stehen die Punkte von Spec(k[x]) also in Bijektion zu den Elementen

von k.

5. Die normierten irreduziblen Polynome mit reellen Koe�zienten haben die Gestalt x�a mit a 2 R

oder (x� (b + ic))(x � (b� ic)) mit b; c 2 R und c > 0. Also gilt

Spec(R[x]) = f(0)g [ f(x� a) : a 2 Rg [ f(x� (b+ ic))(x � (b� ic)) : b; c 2 R; c > 0g:

Beispiel: Wir betrachten den Polynomring A = C[x; y] in zwei Ver

�

anderlichen. A ist ein faktorieller

Ring. Sei p ein Primideal. Dann gibt es mehrere M

�

oglichkeiten:

� p = (0).

� p ist von 0 verschiedenes Hauptideal, d.h. p = (f(x; y)), wo f(x; y) ein irreduzibles Polynom ist.
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6 1. DAS SPEKTRUM EINES RINGES

� p ist kein Hauptideal. Mit f; g 2 p gilt auch f

�

ur die Resultanten resultant

x

(f; g); resultant

y

(f; g) 2

p. Man

�

uberlegt sich dann, da� es Polynome gibt mit

(x� x

1

)(x� x

2

) : : : (x� x

m

); (y � y

1

)(y � y

2

) : : : (y � y

n

) 2 p:

Da p Primideal ist, gibt es also x

0

; y

0

2 C mit x� x

0

; y� y

0

2 p. Nun ist aber (x� x

0

; y� y

0

) ein

maximales Ideal, also folgt p = (x� x

0

; y � y

0

).

Damit haben wir:

Spec(C[x; y]) = f(0)g [ f(f) : f irreduzibelg [ f(x� x

0

; y � y

0

) : x

0

; y

0

2 Cg:

Die Punkte von Spec(C[x; y]) stehen also in Bijektion zu den Punkten von C

2

, den irreduziblen Kurven

ff = 0g in C

2

und einem weiteren Punkt (0).

Dieses Beispiel verallgemeinert sich mit entsprechenden Kenntnissen aus der algebraischen Geometrie wie

folgt:

Beispiel: Ist X � C

n

eine a�ne Untervariet

�

at, so ist I(X) = ff 2 C[x

1

; : : : ; x

n

] : f(X) = 0g ein

Primideal. Man erh

�

alt so eine Bijektion

fUntervariet

�

aten von C

n

g

X 7!I(X)

! Spec(C[x

1

; : : : ; x

n

]):

Ein Punkt P = (p

1

; : : : ; p

n

) 2 C

n

liefert dabei das maximale Ideal (x

1

� p

1

; : : : ; x

n

� p

n

).

Beispiel:Mit A und B ist auch das direkte Produkt A�B = f(a; b) : a 2 A; b 2 Bg (durch koordinaten-

weises Rechnen) ein Ring. Die Primideale von A�B haben die Gestalt p�B oder A�q mit p 2 Spec(A)

und q 2 Spec(B). Also kann man schreiben

Spec(A �B) = Spec(A) [ Spec(B):

Wir betrachten jetzt Ringhomomorphismen. Ist � : A ! B ein Ringhomomorphismus, b ein Ideal in B,

so liefert der Homomorphiesatz eine Inklusion der Faktorringe

A=�

�1

(b) ,! B=b:

Ist b ein Primideal, so mit B=b auch A=�

�1

(b) ein Integrit

�

atsring, also auch �

�1

(b) ein Primideal. Damit

ist folgende De�nition sinnvoll:

Definition 2. F

�

ur einen Ringhomomorphismus � : A! B sei

�

�

: Spec(B) ! Spec(A); q 7! �

�1

(q):

Beispiel: Die Inklusion � : Z! Q liefert

�

�

: Spec(Q)! Spec(Z); (0) 7! (0):

Beispiel: Der Ring Z=(4) hat nur ein Primideal, n

�

amlich (2). Die Reduktion modulo 2 liefert einen

Ringhomomorphismus � : Z=(4)! Z=(2). Dies induziert

�

�

: Spec(Z=(2))! Spec(Z=(4)); (0) 7! (2);

also eine Bijektion.

Beispiel:Wir wollen Spec(Z[i]) betrachten (mit i

2

= �1). Bekanntlich ist auch Z[i] ein Hauptidealring,

insbesondere faktoriell. Die Einheiten sind �1;�i. Die Primelemente von Z[i] erh

�

alt man durch Zerlegung

der Primzahlen p 2 Z. Es gibt drei F

�

alle:

� 2 = (1 + i)(1 � i) = (�i)(1 + i)

2

;

� ist p 2 Z prim und p � 1 mod 4, so ist p ein Produkt p = (a + bi)(a � bi) = a

2

+ b

2

; dabei sind

a + bi und a� bi nicht assoziiert, d.h. (a + bi) und (a � bi) sind verschiedene Primideale;

� ist p 2 Z prim und p � 1 mod 4, so ist p auch prim in Z[i].
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Damit erh

�

alt man

Spec(Z[i]) = f(0)g [ f(1 + i)g [ f(a+ bi); (a� bi) : p = a

2

+ b

2

; p � 1 mod 4g [ f(p) : p � 3 mod 4g:

Der Ringhomomorphismus � : Z ! Z[i] induziert eine Abbildung �

�

: Spec(Z[i]) ! Spec(Z), die wie

folgt aussieht:

�

�

((0)) = (0);

�

�

((1 + i)) = (2);

�

�

((a+ bi)) = �

�

((a � bi)) = (p); p = a

2

+ b

2

; p � 1 mod 4

�

�

((p)) = (p); p � 3 mod 4:

Eine wichtige Rolle spielt die Bruchrechnung: Ist A ein Ring und S � A eine multiplikative Teilmenge

(1 2 S und x; y 2 S impliziert xy 2 S), so de�niert man

S

�1

A = f

a

s

: a 2 A; s 2 Sg

mit der Relation

a

1

s

1

=

a

2

s

2

() s(s

2

a

1

� s

1

a

2

) = 0 f

�

ur ein s 2 S:

S

�1

A ist ein Ring und die Abbildung �

S

: A ! S

�1

A; a 7!

a

1

ein Ringhomomorphismus. Eine zentrale

Eigenschaft ist:

Lemma 1. Ist  : A ! B ein Ringhomomorphismus, S eine multiplikative Teilmenge von A, so da�

 (S) � B

�

, d.h. die Elemente aus S werden zu Einheiten in B, dann faktorisiert  eindeutig

�

uber

S

�1

A:

 : A

�

S

! S

�1

A

~

 

! B:

Die wichtigsten Beispiele f

�

ur S

�1

A:

1. Ist A ein Integrit

�

atsring, so ist S = A n f0g multiplikativ. S

�1

A ist dann einfach der Quotien-

tenk

�

orper Quot(A) von A.

2. Die Bruchrechnung wird einfacher, wenn A ein Integrit

�

atsring (mit Quotientenk

�

orper K) ist: Ist

S eine multiplikative Teilmenge von A mit 0 62 S, so ist

S

�1

A = f

a

s

2 K : a 2 A; s 2 Sg:

3. Ist p ein Primideal von A, so ist S = A n p multiplikativ. S

�1

A wird dann als Lokalisierung A

p

von A in p bezeichnet:

A

p

= f

a

s

: a; s 2 A; s 62 pg:

A

p

ist ein lokaler Ring, d.h. hat genau ein maximales Ideal, n

�

amlich pA

p

.

4. Ist f 2 A, so ist S = f1; f; f

2

; f

3

; f

4

; : : :g eine multiplikative Teilmenge von A. S

�1

A wird auch

als A

f

geschrieben:

A

f

= f

a

f

n

: n � 0g:

Sei jetzt wieder A ein Ring und S eine multiplikative Teilmenge. F

�

ur die Primideale hat man folgende

Aussagen:

� Ist p ein Primideal in A mit p \ S = ;, so ist

S

�1

p = f

a

s

: a 2 p; s 2 Sg

ein Primideal in S

�1

A. Au�erdem gilt dann

�

�1

S

(S

�1

p) = p:

� Ist q ein Primideal in S

�1

A, so ist �

�1

S

q ein Primideal in A mit �

�1

S

q \ S = ;.

Damit erh

�

alt man den Satz:
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Satz 1. Ist S � A eine multiplikative Teilmenge des Rings A, so ist

Spec(S

�1

A)! fp 2 Spec(A) : p \ S = ;g; q 7! �

�1

q

eine Bijektion. Die Umkehrabbildung ist p 7! S

�1

p.

Ist p ein Primideal von A, so gilt f

�

ur ein Primideal q:

q \ (A n p) = ; () q � p;

woraus sich als Folgerung ergibt:

Folgerung 1. F

�

ur p 2 Spec(A) hat man eine Bijektion

Spec(A

p

)$ fq 2 Spec(A) : q � pg:

Beispiel: Sei A = C[x; y] und p = (x � x

0

; y � y

0

). Ein Primideal q = (x � x

1

; y � y

1

) ist nur dann in

p enthalten, wenn bereits p = q gilt. Ein Primideal q = (f(x; y)) ist genau dann in p enthalten, wenn

f(x

0

; y

0

) = 0 gilt. Also haben wir in diesem Fall

Spec(A

p

)$ f(0)g [ f(f(x; y)) : f(x; y) irreduzibel und f(x

0

; y

0

) = 0g [ f(x� x

0

; y � y

0

)g:

Beim Lokalisieren bleiben also im wesentlichen nur die Kurven durch (x

0

; y

0

)

�

ubrig.

Ist f 2 A und p ein Primideal, so gilt f1; f; f

2

; : : :g \ p = ; genau dann, wenn f 62 p, d.h. f 6� 0 mod p.

Damit ergibt sich:

Folgerung 2. F

�

ur f 2 A haben wir eine Bijektion

Spec(A

f

)$ fp 2 Spec(A) : f 62 pg:

Beispiel: Sei A = C[x; y] und f(x; y) ein Polynom. Dann erh

�

alt man eine Bijektion

Spec(A

f

)! f(0)g [ fg(x; y) irreduzibel mit f 6� 0 mod gg [ f(x� x

0

; y � y

0

) : f(x

0

; y

0

) 6= 0g:

Wir wollen jetzt die Elemente von A als Funktionen auf Spec(A) interpretieren. Was soll f(p) sein, f

�

ur

f 2 A und p 2 Spec(A)? F

�

ur p 2 Spec(A) ist A=p ein Integrit

�

atsring. Der Quotientenk

�

orper Quot(A=p)

hei�t der Restklassenk

�

orper in p und wird auch mit k(p) bezeichnet. Man hat also A=p � k(p). F

�

ur f 2 A

bezeichnet man die Restklasse von f modulo p mit f(p), d.h. A! A=p � k(p); f 7! f(p). Dadurch kann

man die Elemente von A als Funktionen auf Spec(A) au�assen. Allerdings variiert der Wertebereich mit

p 2 Spec(A).

f : p 7! f(p) 2 k(p):

Beispiel: Im Fall A = Z ist k((0)) = Q und k((p)) = Z=(p) = F

p

.

Beispiel: A = C[x]. Zun

�

achst ist k((0)) = C(x), der rationale Funktionenk

�

orper. F

�

ur p = (x � x

0

) ist

A=p ' C verm

�

oge f(x) 7! f(x

0

). Also ist hier k(p) = C.

Ist a ein Ideal in A, so hei�t

p

a = ff 2 A : f

n

2 a f

�

ur ein n � 1g

das Radikalideal von a. F

�

ur ein Primideal p gilt nat

�

urlich

p

p = p. Das Radikalideal

p

(0) besteht genau

aus den nilpotenten Elementen von A und hei�t das Nilradikal von A. Wir erinnern an folgenden Satz:

Satz 2. F

�

ur ein Ideal a von A hat man:

p

a = \

p2Spec(A);a�p

p;

insbesondere ist das Nilradikal der Durchschnitt aller Elemente von Spec(A).

Wir wenden dies an: Sei f 2 A. f liefert auf Spec(A) genau dann die Nullfunktion, wenn f 2 p f

�

ur alle

p 2 Spec(A) gilt. Das ist nach dem letzten Satz gleichwertig damit, da� f nilpotent ist.

Wir wollen nun eine Topologie auf Spec(A) einf

�

uhren. F

�

ur eine TeilmengeM � A de�nieren wir

V (M ) = fp 2 Spec(A) :M � pg;

d.h. V (M ) besteht aus allen Primidealen, dieM enthalten. F

�

ur ein Primideal p giltM � p () (M ) � p,

wo (M ) das von M erzeugte Ideal bezeichnet. Also ist V (M ) = V ((M )).
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Lemma 2. 1. V (f1g) = ; und V (f0g) = Spec(A).

2. F

�

ur beliebige Teilmengen M

i

� A; i 2 I gilt:

\

i2I

V (M

i

) = V ([

i2I

M

i

):

3. F

�

ur Ideale a und b gilt:

V (a) [ V (b) = V (ab);

wo ab das Produkt der Ideale a und b bezeichnet.

Beweis:

1. Klar.

2. Klar.

3. �: Ist p 2 V (a), so p � a � ab, also p 2 V (ab) und analog f

�

ur p 2 V (b).

�: Sei p 2 V (ab). Ist p 2 V (a), so sind f

�

ur fertig. Sei also p 62 V (a), d.h. a 6� p. Also gibt es ein

a 2 a mit a 62 p. Sei b 2 b beliebig. Dann ist ab 2 ab � p, also nach der Primidealeigenschaft von

p dann b 2 p. Somit b � p, d.h. p 2 V (b).

Daher erf

�

ullt

fV (M ) � Spec(A) :M � Ag

das Axiomensystem f

�

ur die Menge der abgeschlossenen Teilmengen einer Topologie auf Spec(A).

Definition 3. Die Topologie auf Spec(A), so da� genau die Mengen der Gestalt V (M ) f

�

ur M � A abge-

schlossen sind, hei�t Zariski-Topologie auf Spec(A). Wir denken uns fortan Spec(A) mit dieser Topologie

versehen.

Beispiel: Sei A ein Hauptidealring und fp

i

: i 2 Ig ein Repr

�

asentantensystem der Primelemente. Was

sind die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A)? Jedes Ideal von A ist Hauptideal, also hat jede abge-

schlossene Menge von Spec(A) die Gestalt V (f) f

�

ur ein f 2 A.

� Ist f = 0, so ist V (f) = Spec(A).

� Ist f 6= 0, so hat f eine Primfaktorzerlegung f = u �

Q

i2I

p

e

i

i

, wobei nur endlich viele e

i

von 0

verschieden sind und u eine Einheit ist. Es gilt:

V (f) = V (

Y

i2I

p

e

i

i

) = [

e

i

�1

f(p

i

)g:

Neben Spec(A) bestehen die abgeschlossenen Mengen also aus endlich vielen Punkten der Gestalt (p

i

).

Lemma 3. 1. F

�

ur Teilmengen M;N � A gilt

M � N ) V (N ) � V (M ):

2. F

�

ur ein Ideal a � A gilt:

p

a = \V (a) und V (a) = V (

p

a):

3. F

�

ur Ideale a; b � A gilt:

V (a) � V (b) ()

p

b �

p

a:

Beweis:

1. Klar.

2. Dies ist nur eine Umformulierung eines fr

�

uheren Satzes.

3. ): Dies folgt aus 2., ( folgt aus 1.

F

�

ur f 2 A schreiben wir V (f) = V (ffg). Wegen (f) � p () f 2 p () f(p) = 0 k

�

onnen wir auch

schreiben:

V (f) = ff 2 Spec(A) : f(p) = 0g;

d.h. V (f) ist die Nullstellenmenge von f .

F

�

ur eine TeilmengeM � A gilt also:

V (M ) = \

f2M

V (f) = fp 2 Spec(A) : f(p) = 0 f

�

ur alle f 2Mg:
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Ist U � Spec(A) o�en, so gibt es M mit

U = Spec(A) n V (M ) = Spec(A) n \

f2M

V (f) = [

f2M

(Spec(A) n V (f)):

F

�

ur f 2 A hei�t D(f) = Spec(A) n V (f) eine basiso�ene Menge. Jede o�ene Menge ist also Vereinigung

von basiso�enen Mengen. Wir k

�

onnen noch anders schreiben:

D(f) = fp 2 Spec(A) : f(p) 6= 0g:

D(f) ist also die Menge der Punkten, wo f nicht 0 wird.

Satz 3. Spec(A) ist kompakt.

Beweis: Sei [

i2I

U

i

= Spec(A) eine o�ene

�

Uberdeckung von Spec(A). Wir m

�

ussen zeigen, da� schon

endlich viele U

i

zur

�

Uberdeckung gen

�

ugen. Da jedes U

i

Vereinigung basiso�ener Mengen D(f) ist, k

�

onnen

wir o.E. mit einer

�

Uberdeckung Spec(A) = [

j2J

D(f

j

) starten. Damit wird

V ((f

j

: j 2 J)) = \

j2J

V (f

j

) = \

j2J

(Spec(A) nD(f

j

)) = ;:

Das Ideal (f

j

: j 2 J) ist also in keinem maximalen Ideal enthalten, d.h. (f

j

: j 2 J) = A. Wegen 1 2 A

erh

�

alt man also eine endliche Linearkombination

1 = f

i

1

g

1

+ � � �+ f

i

r

g

r

:

Damit folgt wiederum (f

i

1

; : : : ; f

i

r

) = A und damit schlie�lich wie eben

Spec(A) = D(f

i

1

) [ � � � [D(f

i

r

);

d.h. wir haben eine endliche

�

Uberdeckung.

Wir wollen jetzt den (topologischen) Abschlu� eines Punktes p 2 Spec(A) bestimmen. fpg ist der Durch-

schnitt aller abgeschlossener Mengen V (M ), die p enthalten. Es gilt: p 2 V (M ) () M � p, insbesondere

V (p) � V (M ). Daraus ergibt sich sofort:

Lemma 4.

fpg = V (p) = fq 2 Spec(A) : p � qg;

d.h. der Abschlu� von p besteht aus allen Primidealen, die p enthalten.

Folgerung 3. Ein Punkt p 2 Spec(A) ist genau dann abgeschlossen, wenn p ein maximales Ideal in A

ist.

Damit ist sofort klar, da� Spec(A) fast nie ein Hausdor�raum ist, da in einem Hausdor�raum die Punkte

abgeschlossen sind.

Definition 4. Ein Punkt P eines topologischen Raums X hei�t ein generischer Punkt von X, falls der

Abschlu� von P ganz X ist, d.h. fPg = X.

Beispiel: Ist A ein Integrit

�

atsring, so enth

�

alt jedes Primideal p das Primideal (0), d.h. V ((0)) = Spec(A),

also ist (0) ein generischer Punkt von Spec(A). Insbesondere ist Spec(A) kein Hausdor�raum.

Beispiel:Wir betrachten Spec(C[x; y]=(xy)). Die Primideale von C[x; y]=(xy) stehen in Bijektion zu den

Primidealen von C[x; y], die das Element xy enthalten. Daher k

�

onnen wir schreiben:

Spec(C[x; y]=(xy))$ f(x); (y)g [ f(x� a; y); (x; y � b) : a; b 2 Cg:

Dann ist

f(x)g = f(x)g [ f(x; y � b) : b 2 Cg und f(y)g = f(y)g [ f(x� a; y) : a 2 Cg;

insbesondere besitzt Spec(C[x; y]=(xy)) keinen generischen Punkt. Es gilt aber Spec(C[x; y]=(xy)) =

V (x) [ V (y), d.h. Spec(C[x; y]=(xy)) ist reduzibel.

Zur Erinnerung:

Definition 5. Ein topologischer Raum X hei�t reduzibel, wenn es abgeschlossene Mengen X

1

; X

2

� X

gibt mit

X = X

1

[X

2

und ; 6= X

1

; X

2

6= X:

Es gilt das folgende Lemma:
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Lemma 5. 1. F

�

ur p 2 Spec(A) ist fpg = V (p) irreduzibel und p ist generischer Punkt von V (p).

2. Ist X � Spec(A) abgeschlossen und irreduzibel, so besitzt X einen generischen Punkt, d.h. es gibt

p mit X = V (p). Der generische Punkt von X ist eindeutig bestimmt.

Durch p 7! V (p) erh

�

alt man also eine Bijektion von Spec(A) mit den abgeschlossenen und irreduziblen

Teilmengen von Spec(A).

Beweis:

1. Wir wissen bereits: fpg = V (p). Au�erdem ist V (p) abgeschlossen in Spec(A). Gibt es eine Zer-

legung V (p) = X

1

[X

2

, wo X

1

; X

2

abgeschlossen in V (p) und damit in Spec(A) sind, so ist o.E.

p 2 X

1

und damit fpg � X

1

, was sofort V (p) = X

1

liefert, d.h. V (p) ist irreduzibel.

2. Sei X � Spec(A) abgeschlossen und irreduzibel. Da X abgeschlossen ist, gibt es ein Ideal a � A

mit X = V (a). Wegen V (a) = V (

p

a) k

�

onnen wir annehmen, da� a ein Radikalideal ist, d.h.

a =

p

a. Wir wollen zeigen, da� a ein Primideal ist. Seien f; g 2 A mit fg 2 a. Dann gilt X =

V (a) � V (fg) = V (f)[V (g). DaX irreduzibel ist, gilt o.E.X � V (f) und damit

p

(f) �

p

a = a,

insbesondere f 2 a. Da X nicht leer ist, ist a 6= A, also ist a tats

�

achlich ein Primideal. Wegen

X = V (a) = fag ist a generischer Punkt von X. Ist p ein weiterer generischer Punkt von X, so

gilt V (p) = X = V (a), also p � a und a � p, d.h. a = p, der generische Punkt ist also eindeutig

bestimmt.

Da der Durchschnitt aller Primideale von A das Nilradikal

p

(0) von A ist, erh

�

alt man sofort:

Lemma 6. Spec(A) hat genau dann einen generischen Punkt, wenn das Nilradikal prim ist.

Bemerkung: Ist A ein noetherischer Ring, so hat A endlich viele minimale Primideale p

1

; : : : ; p

r

. Es gilt

dann

Spec(A) = V (p

1

) [ � � � [ V (p

r

);

wobei diese Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Menge im wesentlichen eindeutig ist. (Zerlegung in

irreduzible Komponenten)

Wir erinnern an einen weiteren topologischen Begri�:

Definition 6. Sei X ein topologischer Raum. Dann hei�t

supfn : es gibt eine Kette X

0

� X

1

� � � � � X

n

von irreduziblen abgeschlossenen Mengen X

i

g

die Dimension von X.

Da die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A) genau die Teilmengen der Gestalt V (p) sind

mit p 2 Spec(A), gilt

dimSpec(A) = dimA;

wobei wir wieder erinnern an folgende De�nition:

Definition 7. Die Zahl

supfn : es gibt eine Kette p

0

� p

1

� � � � � p

n

von Primidealen p

i

g

hei�t die Dimension dimA von A.

Beispiel: Ist AHauptidealring, so gilt dimSpec(A) = 1. Insbesondere dimSpec(Z) = 1 und dimSpec(k[x]) =

1, wo k ein K

�

orper ist.

Beispiel: (Ohne Beweis) Ist A noetherscher Ring, so gilt f

�

ur den Polynomring

dimA[x

1

; : : : ; x

n

] = dimA+ n:

Wir wollen schlie�lich noch Ringhomomorphismen anschauen.

Lemma 7. Ist � : A! B ein Ringhomomorphismus, so ist

�

�

: Spec(B)! Spec(A)

stetig.
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Beweis: Sei V (M ) � Spec(A) eine abgeschlossene Menge. Dann gilt:

p 2 �

��1

V (M ) () �

�

(p) 2 V (M ) () �

�1

(p) 2 V (M ) ()

() M � �

�1

(p) () �(M ) � p ()

() p 2 V (�(M ));

und damit

�

��1

(V (M )) = V (�(M ));

d.h. das Urbild einer abgeschlossenen Menge ist wieder abgeschlossen. Also ist �

�

stetig.

Wir betrachten ein paar Beispiele.

Lemma 8. Ist a ein Ideal in A, so liefert � : A ! A=a einen Hom

�

oomorphismus von Spec(A=a) mit

V (a).

Beweis: Da die Ideale von A=a in Bijektion stehen zu den Idealen von A, die a enthalten, liefert die

Abbildung �

�

: Spec(A=a) ! Spec(A) zun

�

achst eine Bijektion von Spec(A=a) mit V (a). Da sich die

abgeschlossenen Teilmengen von V (a) als V (b) schreiben lassen, wo b � a ein Ideal ist, entsprechen sich

auch die abgeschlossenen Teilmengen, d.h. wir erhalten einen Hom

�

oomorphismus.

Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) hat die Gestalt V (a) mit einem Ideal a. Daher folgt sofort:

Folgerung 4. Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) ist hom

�

oomorph zum Spektrum eines Ringes

Spec(A=a).

Lemma 9. Ist S eine multiplikative Teilmenge von A, so induziert �

S

: A ! S

�1

A einen Hom

�

oomor-

phismus von Spec(S

�1

A) mit U

S

= fp 2 Spec(A) : p \ S = ;g.

Beweis: Wir haben die beiden Abbildungen

� : Spec(S

�1

A)! U

S

; q 7! �

�1

S

q und � : U

S

! Spec(S

�1

A); p 7! S

�1

p;

wobei wir bereits wissen, da� � und � invers zueinander sind. Au�erdem wissen wir, da� � stetig ist. Es

bleibt zu zeigen, da� auch � stetig ist. Sei b ein Ideal in S

�1

A. Es gilt dann f

�

ur p 2 U

S

:

p 2 �

�1

(V (b)) () S

�1

p 2 V (b) () b � S

�1

p () �

�1

S

b � p;

also �

�1

(V (b)) = V (�

�1

S

(b)) \U

S

, woraus alles folgt.

F

�

ur f 2 A ist S = f1; f; f

2

; f

3

; : : :g multiplikativ und mit den Bezeichnungen von eben U

S

= fp 2

Spec(A) : f 62 pg = D(f). Damit folgt:

Folgerung 5. Die basiso�ene Menge D(f) ist hom

�

oomorph zu Spec(A

f

).
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Garben

Wir haben Spec(A) de�niert und mit einer Topologie versehen. Zur Einf

�

uhrung einer weiteren Struktur

brauchen wir den Garbenbegri�.

Definition 8. Sei X ein topologischer Raum. Eine Pr

�

agarbe F (von abelschen Gruppen) auf X besteht

aus folgenden Dingen:

� F

�

ur jede o�ene Menge U � X hat man eine abelsche Gruppe F(U ).

� F

�

ur je zwei o�ene Mengen U; V mit V � U gibt es einen Gruppenhomomorphismus �

UV

: F(U )!

F(V ).

� F(;) = 0, die triviale abelsche Gruppe.

� �

UU

ist die Identit

�

at auf U .

� F

�

ur drei o�ene Mengen W � V � U gilt �

UW

= �

VW

� �

UV

:

Analog de�niert man auch eine Pr

�

agarbe von Ringen, Pr

�

agarbe von Mengen, etc.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. F

�

ur eine o�ene Menge U � X sei

F(U ) die Menge der Abbildungen von U in A. Durch punktweise Addition wird F(U ) zu einer abelschen

Gruppe. F

�

ur V � U sei �

UV

die Einschr

�

ankungsabbildung, d.h. f

�

ur f 2 F(U ) ist �

UV

(f) = f j

V

. Setzt

man noch F(;) = f0g, dann ist klar, da� F eine Pr

�

agarbe von abelschen Gruppen auf X ist.

Im Allgemeinfall spricht man auch bei �

UV

von Einschr

�

ankungsabbildung. Ebenso schreibt man f

�

ur

f 2 F(U ) und V � U auch manchmal f j

V

= �

UV

(f). Die Elemente von F(U ) werden auch als Schnitte

von F

�

uber U bezeichnet. Desweiteren �ndet man die Schreibweise �(F ; U ) = F(U ).

Beispiel: Ist X ein topologischer Raum,F(U ) die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf U , wo

U � X o�en ist, �

UV

die gew

�

ohnliche Einschr

�

ankungsabbildung, so ist F eine Pr

�

agarbe, die sogenannte

Pr

�

agarbe der stetigen (reellwertigen) Funktionen auf X.

Beispiel: Ist X eine Riemannsche Fl

�

ache, z.B. C, C

�

, P

1

, so erh

�

alt man die Pr

�

agarbe der holomorphen

Funktionen auf X, wenn man f

�

ur F(U ) die Menge der auf U holomorphen Funktionen nimmt.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Setzt man F(U ) = A (f

�

ur U 6= ;)

und �

UV

= id

A

, so erh

�

alt man die sogenannte konstante Pr

�

agarbe.

Beispiel: Sei X = fP;Qg, so da� P und Q abgeschlossene Punkte sind. Eine Pr

�

agarbe F auf X erhalten

wir dann durch Angabe von F(fP;Qg), F(fPg) und F(fQg) sowie zwei Homomorphismen F(fP;Qg)!

F(fPg) F(fP;Qg)! F(fQg). Z.B. F(fP;Qg) = Z, F(fPg) = Q, F(fQg) = Z=(2).

Beispiel: Sei X eine algebraische Variet

�

at

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper k. F

�

ur eine

o�ene Menge U � X ist eine Funktion f : U ! k regul

�

ar auf U , wenn sie sich lokal als Quotient

von Polynomen schreiben l

�

a�t. Ist O(U ) die Menge der auf U regul

�

aren Funktionen, so erh

�

alt man die

Pr

�

agarbe der regul

�

aren Funktionen auf X. Dies ist eine Pr

�

agarbe von Ringen auf X. Wir wissen: Ist

X eine a�ne Variet

�

at, d.h. eine abgeschlossene Teilmenge eines a�nen Raums, so ist O(X) = k[X] =

k[x

1

; : : : ; x

n

]=I(X), der a�ne Koordinatenring; ist X eine projektive Variet

�

at, d.h. eine abgeschlossene

Teilmenge eines projektiven Raums, so ist O(X) = k.

F

�

ur einen Integrit

�

atsring A wollen wir jetzt eine Pr

�

agarbe

~

O von Ringen auf Spec(A) de�nieren. Sei K

der Quotientenk

�

orper von A. Ein f 2 K hei�t de�niert in p 2 Spec(A), wenn es a; b 2 A gibt mit f =

a

b

13
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und b(p) 6= 0, d.h. b 62 p. De�niert man jetzt

~

O(U ) = ff 2 K : f ist de�niert in p f

�

ur alle p 2 Ug;

nimmt man f

�

ur �

UV

die Einschr

�

ankung, so ist klar, da�

~

O(U ) eine Pr

�

agarbe von Ringen auf Spec(A) ist.

Wir haben hier A �

~

O(U ) � K f

�

ur U 6= ;. Was ist

~

O(Spec(A))?

Sei f 2

~

O(Spec(A)) � K. Wir betrachten das Nennerideal von f , n

�

amlich a = fs 2 A : sf 2 Ag.

Angenommen, es w

�

are a 6= A. Dann g

�

abe es ein p 2 Spec(A), sogar ein maximales Ideal, mit a � p. Da f

in p de�niert ist, gibt es a; s 2 A mit f =

a

s

und s(p) 6= 0, also s 2 a und s 62 p, ein Widerspruch. Folglich

ist a = A, damit 1 2 a, also f 2 A. Damit haben wir bewiesen:

Lemma 10. F

�

ur einen Integrit

�

atsring A gilt:

~

O(Spec(A)) = A:

Bemerkung: Sei F eine Pr

�

agarbe auf X. Mitunter hat man lokal Daten gegeben, z.B. s

i

2 F(U

i

), wo

[

i2I

U

i

= X eine o�ene

�

Uberdeckung von X ist, und sucht dazu einen globalen Schnitt s 2 F(X) mit

sj

U

i

= s

i

. Eine notwendige Bedingung ist dann:

s

i

j

U

i

\U

j

= sj

U

i

\U

j

= s

j

j

U

i

\U

j

:

Pr

�

agarben, die unter dieser Voraussetzung ein eindeutig bestimmtes s liefern, sind besonders wichtig:

Definition 9. Eine Pr

�

agarbe F auf einem topologischen Raum X ist eine Garbe, falls gilt:

1. Ist U eine o�ene Menge und U = [

i2I

eine o�ene

�

Uberdeckung von U , ist s 2 F(U ) und sj

U

i

= 0

f

�

ur alle i 2 I, so gilt s = 0.

2. Ist U eine o�ene Menge und U = [

i2I

eine o�ene

�

Uberdeckung von U , sind s

i

2 F(U

i

) mit

s

i

j

U

i

\U

j

= s

j

j

U

i

\U

j

f

�

ur alle i; j 2 I, so gibt es ein s 2 F(U ) mit s

i

= sj

U

i

f

�

ur alle i 2 I.

Beispiele:

1. Die Pr

�

agarbe F auf X, wo F(U ) die Menge der Abbildungen von X in eine abelsche Gruppe A

ist, ist eine Garbe.

2. Die Pr

�

agarbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem topologischen Raum ist eine Garbe.

3. Die Pr

�

agarbe der holomorphen Funktionen auf einer Riemannschen Fl

�

ache X ist eine Garbe.

4. Die Pr

�

agarbe der regul

�

aren Funktionen auf einer algebraischen Variet

�

at X ist eine Garbe; sie hei�t

die Garbe O

X

der regul

�

aren Funktionen auf X.

Gegenbeispiele:

1. Sei X ein topologischer Raum, der zwei o�ene nichtleere disjunkte Teilmengen U und V besitzt.

Dann ist die konstante Pr

�

agarbe F mit Werten in einer abelschen Gruppe A 6= 0 keine Garbe.

2. Sei X = fP;Qg, wobei beide Punkte abgeschlossen sind. Setzt man F(X) = Z und F(fPg) =

F(fQg) = Z=(2), so sind beide Garbenaxiome verletzt.

Beide Gegenbeispiele fallen unter folgendes Lemma:

Lemma 11. Ist F eine Garbe auf X, sind U und V o�ene disjunkte Teilmengen von X, so gilt

F(U [ V ) ' F(U )� F(V ):

Beweis: Wir betrachten die Abbildung

F(U [ V )! F(U )� F(V ); f 7! (f j

U

; f j

V

):

Die beiden Garbenaxiome liefern wegen U \ V = ; sofort, da� diese Abbildung ein Isomorphismus ist.

Lemma 12. F

�

ur einen Integrit

�

atsring A ist die Pr

�

agarbe

~

O auf Spec(A) eine Garbe.

Beweis: F

�

ur jede o�ene Menge ; 6= U � Spec(A) gilt: A �

~

O(U ) � K. Liegt ein f 2 K in

~

O(U ), d.h.

es ist in allen Punkten von U de�niert, so gilt auch f 2

~

O(V ) � K f

�

ur ; 6= V � U ; ist f = 0 in

~

O(V ),

so gilt schon f = 0 in K, also auch in

~

O(U ). Daraus folgt insbesondere die erste Garbeneigenschaft. Sei

nun eine

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

gegeben mit U

i

6= ; und f

i

2

~

O(U

i

) mit f

i

j

U

i

\U

j

= f

j

j

U

i

\U

j

. Alle

f

i

's k

�

onnen wir als Elemente von K au�assen. Da Spec(A) irreduzibel ist, schneiden sich zwei o�ene
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nichtleere Mengen immer, d.h. f

i

= f

j

2 K f

�

ur alle i; j 2 I. Damit hat man sofort ein globales Element,

das die zweite Garbeneigenschaft liefert.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Wir versehen A mit der diskreten

Topologie, d.h. alle Elemente von A sind o�en und abgeschlossen, und setzen

G(U ) = ff : X ! A stetigg:

Dann erh

�

alt man eine Garbe G, die sogenannte konstante Garbe auf X mit Werten in A. Die Funktionen

auf G(U ) sind lokal konstant.

Wir wollen nun den Halm F

P

einer Pr

�

agarbe F in einem Punkt P 2 X de�nieren. Wir geben eine

explizite Konstruktion:

1. Wir betrachten folgende Menge von Paaren:

M = f(s; U ) : U ist o�ene Umgebung von P und s 2 F(U )g

und f

�

uhren eine Relation auf M ein:

(s

1

; U

1

) � (s

2

; U

2

) () s

1

j

V

= s

2

j

V

f

�

ur eine o�ene Umgebung V von P mit V � U

1

\ U

2

:

Man sieht schnell, da� dies eine

�

Aquivalenzrelation ist. Die Menge der

�

Aquivalenzklassen ist der

Halm F

P

von F in P . Das Bild von s 2 F(U ) in F

P

hei�t der Keim in s in P und wird mit �

UP

(s)

bezeichnet.

2. Wie addiert man zwei Elemente s

P

; t

P

2 F

P

? Man w

�

ahlt sich Repr

�

asentanten (s; U ) und (t; V ),

schr

�

ankt diese auf eine o�ene Umgebung W � U \ V von P ein und de�niert s

P

+ t

P

als die

�

Aquivalenzklasse von (sj

W

+ tj

W

;W ). Nat

�

urlich mu� man noch zeigen, da� dies wohlde�niert ist.

Dadurch wird F

P

zu einer abelschen Gruppe (bzw. zu einem Ring etc.) und �

UP

: F(U ) ! F

P

zu einem Homomorphismus.

Die universelle Eigenschaft des direkten Limes ist Inhalt des folgendes Lemmas:

Lemma 13. Sei F eine Pr

�

agarbe auf X und P 2 X ein Punkt.

1. F

�

ur o�ene Umgebungen U und V von P mit V � U gilt:

�

UP

= �

V P

� �

UV

:

2. Ist A eine abelsche Gruppe und hat man Homomorphismen f

U

: F(U ) ! A f

�

ur alle o�enen

Umgebungen von P , so da� gilt

f

U

= f

V

� �

UV

f

�

ur o�ene Umgebungen V � U;

so gibt es genau einen Homomorphismus f : F

P

! A, so da� gilt:

f

U

= f � �

UP

f

�

ur alle o�enen Umgebungen U:

(Hat man also Homomorphismen F(U ) ! A, die mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich

sind, so faktorisiert dies eindeutig

�

uber F

P

: F(U )! F

P

! A.)

Beweis:

1. F

�

ur s 2 F(U ) sind (s; U ) und (�

UV

(s); V )

�

aquivalent, haben also den gleichen Keim in P , d.h.

�

UP

(s) = �

V P

(�

UV

(s)).

2. Eindeutigkeit: Sei f : F

P

! A ein Homomorphismus mit den entsprechenden Eigenschaften. Sei

s

P

2 F

P

. Dann gibt es eine o�ene Umgebung U von P und ein s 2 F(U ) mit s

P

= �

UP

(s). Wir

haben

f(s

P

) = f(�

UP

(s)) = f

U

(s);

also ist f durch die f

U

's eindeutig bestimmt.

Existenz: Nach dem eben Gezeigten ist klar, wie wir f de�nieren m

�

ussen: f(s

P

) = f

U

(s), wo

s 2 F(U ) den Keim s

P

hat. Wir m

�

ussen nur noch zeigen, da� dies wohlde�niert ist. Hat auch

t 2 F(V ) den Keim s

P

, so gibt es eine o�ene UmgebungW � U \V von P mit sj

W

= tj

W

. Damit

gilt aber:

f

U

(s) = f

W

(sj

W

) = f

W

(tj

W

) = f

V

(t);

was die Wohlde�niertheit zeigt.
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Bemerkung: In der Sprache der direkten Limites sagt man auch so: Die o�enen Umgebungen von P

bilden bez

�

uglich � eine gerichtete Menge, d.h. zu zwei o�enen Umgebungen U und V gibt es eine weitere

o�ene Umgebung W mit U � W und V � W . Die Einschr

�

ankungsabbildungen �

UV

: F(U ) ! F(V )

erf

�

ullen �

UW

= �

UV

� �

VW

und �

UU

= id. Der direkte Limes von (F(U ); �

UV

) hei�t der Halm F

P

in P .

Beispiele:

1. Ist X eine Riemannsche Fl

�

ache, O die Garbe der regul

�

aren Funktionen auf X, so ist O

P

der Ring

der konvergenten Potenzreihen.

2. Ist F die konstante Pr

�

agarbe auf X mit Werten in einer abelschen Gruppe A, so ist F

P

= A.

3. Ist G die konstante Garbe auf X mit Werten in einer abelschen Gruppe A, so ist G

P

= A.

4. Ist F eine Pr

�

agarbe auf X = fP;Qg, wo beide Punkte abgeschlossen sind, so ist F

P

= F(fPg)

und F

Q

= F(fQg).

Lemma 14. F

�

ur einen Integrit

�

atsring A und p 2 Spec(A) gilt:

~

O

p

= A

p

:

Beweis: F

�

ur p 2 U ist jedes f 2

~

O(U ) in p de�niert, also erhalten wir

~

O(U ) � A

p

bzw.

~

O(U )! A

p

, was

nat

�

urlich mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich ist. Dies liefert einen Homomorphismus � :

~

O

p

!

A

p

.

� ist injektiv: Sei s

0

2 Kern(�). W

�

ahle einen Repr

�

asentanten (s; U ) f

�

ur s

0

. Dann ist s = 0 in

~

O(U ) �

A

p

� K, also auch s

0

= 0.

� ist surjektiv: Jedes Element aus A

p

hat eine Darstellung f =

a

s

mit a; s 2 A und s(p) 6= 0. Dann liefert

die

�

Aquivalenzklasse von (f;D(s)) ein Urbild von f in

~

O

p

.

Genauso sieht man: Ist X eine algebraische Variet

�

at, so ist der Halm O

X;P

der Strukturgarbe O

X

der

lokale Ring von X im Punkt P .

Lemma 15. Sei F eine Garbe auf X, U � X o�en und s 2 F(U ). Dann gilt:

s = 0 () �

UP

(s) = 0 f

�

ur alle P 2 U;

d.h. s ist genau dann 0, wenn alle Keime von s in den Punkten von U verschwinden.

Beweis: Da �

UP

ein Homomorphismus ist, ist ) trivial. Wir beweisen (: f

�

ur P 2 U ist �

UP

(s) = 0,

d.h. (s; U ) und (0; U ) sind

�

aquivalent, also gibt es eine o�ene Umgebung U

P

� U von P , wo s und 0

�

ubereinstimmen, d.h. sj

U

P

= 0. Aus U = [

P2X

U

P

und der ersten Garbeneigenschaft folgt s = 0, was zu

zeigen war.

Da� die Aussage des Lemmas f

�

ur Pr

�

agarben nicht gelten mu�, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel:Wir w

�

ahlen wie fr

�

uher X = fP;Qg und F(X) = Z, F(fPg) = F(fQg) = Z=(2). Das Element

2 2 F(X) verschwindet dann in F

P

= Z=(2) und in F

Q

= Z=(2), ist aber von 0 verschieden.

Definition 10. Ein Morphismus � : F ! G zweier Pr

�

agarben auf X besteht aus Morphismen (abelscher

Gruppen etc.) �(U ) : F(U )! G(U ), die mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich sind, d.h. f

�

ur o�ene

Mengen V � U gilt

�(V ) � �

F

UV

= �

G

UV

� �(U );

Ein Isomorphismus ist ein Morphismus � : F ! G, so da� ein Morphismus  : G ! F existiert mit

�(U ) �  (U ) = id,  (U ) � �(U ) = id.

Bemerkung: Ist � : F ! G ein Morphismus von Pr

�

agarben und P 2 X, so erh

�

alt man f

�

ur alle

o�enen Umgebungen von P Abbildungen F(U ) ! G(U ) ! G

P

, die

�

uber F

P

faktorisieren, also einen

Homomorphismus �

P

: F

P

! G

P

liefern. Es gilt dann:

�

P

� �

F

UP

= �

G

UP

� �(U ):

Beispiele:
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1. Sei X = C

�

, O die Garbe der holomorphen Funktionen (mit der Addition) und O

�

die Garbe der

nirgends verschwindenen holomorphen Funktionen (mit der Multiplikation). Dann ist

�(U ) : f 7! e

f

ein Morphismus von Garben abelscher Gruppen.

2. Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Wir hatten die konstante Pr

�

agarbe

F de�niert mit F(U ) = A und die konstante Garbe G mit G(U ) = ff : X ! A stetigg. Durch

�(U ) : F(U )! G(U ); a 7! (x 7! a)

erh

�

alt man einen Morphismus � von Pr

�

agarben. Hier ist f

�

ur alle Punkte P die Abbildung �

P

auf

den Halmen ein Isomorphismus, obwohl nat

�

urlich � i.a. kein Isomorphismus ist. Dies zeigt, da�

bei folgendem Satz Garben als Voraussetzung notwendig sind.

Satz 4. Sei � : F ! G ein Morphismus von Garben. � ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f

�

ur alle

P der induzierte Morphismus �

P

: F

P

! G

P

ein Isomorphismus ist.

Beweis: Ist � ein Isomorphismus, so gibt es einen Morphismus  : G ! F mit �(U ) �  (U ) = id und

 (U ) � �(U ) = id, was sofort �

P

� 

P

= id und  

P

��

P

= id liefert, d.h. auch �

P

ist ein Isomorphismus.

Sei nun �

P

ein Isomorphismus f

�

ur alle Punkte P 2 X. Wir gehen schrittweise vor:

1. �(U ) ist injektiv: Sei s 2 F(U ) mit �(U )(s) = 0. Dann gilt f

�

ur alle P 2 U :

0 = �

UP

(�(U )(s)) = �

P

(�

UP

(s));

was wegen der Injektivit

�

at von �

P

dann �

UP

(s) = 0 liefert. Da F eine Garbe ist, folgt daraus

sofort s = 0, was wir zeigen wollten.

2. �(U ) ist surjektiv: Sei t 2 G(U ). F

�

ur P 2 U ist �

P

surjektiv, also liegt �

UP

(t) im Bild von �

P

,

d.h. es gibt einen Keim eines s

P

2 F(U

P

) einer o�enen Umgebung U

P

� U von P mit

�

P

(�

U

P

P

(s

P

)) = �

UP

(t):

Anders geschrieben:

�

U

P

P

(�(U

P

)(s

P

)) = �

UP

(t):

Die Elemente (�(U

P

)(s

P

); U

P

) und (t; U ) sind also

�

aquivalent, d.h. nach eventuellem Verkleinern

von U

P

haben wir �(U

P

)(s

P

) = tj

U

P

. F

�

ur zwei Punkte P und Q gilt:

�(U

P

\ U

Q

)(s

P

j

U

P

\U

Q

� s

Q

j

U

P

\U

Q

) = 0;

was wegen der in 1. gezeigten Injektivit

�

at sofort

s

P

j

U

P

\U

Q

= s

Q

j

U

P

\U

Q

liefert. Nach der Garbeneigenschaft gibt es dann s 2 F(U ) mit s

P

= sj

U

P

. Nun gilt:

�(U )(s)jU

P

= �(U

P

)(sj

U

P

) = �(U

P

)(s

P

) = tj

U

P

;

mit der ersten Garbeneigenschaft folgt sofort �(U )(s) = t, was wir zeigen wollten.

3. Wir de�nieren  (U ) = �(U )

�1

. Es ist klar, da�  mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich

ist. Daher ist  ein Morphismus G ! F , somit � ein Isomorphismus.

Lemma 16. Sei � : F ! G ein Morphismus von Pr

�

agarben. Dann sind U 7! Kern(�(U )) und U 7!

Bild(�(U )) mit den induzierten Einschr

�

ankungsabbildungen Pr

�

agarben, der Pr

�

agarbenkern und das Pr

�

agar-

benbild von �.

Beweis: Dies folgt sofort aus �(V ) � �

F

UV

= �

G

UV

� �(U ).

Definition 11. Ist F und G Pr

�

agarben, so da� f

�

ur alle U � X gilt G(U ) � F(U ) und die Ein-

schr

�

ankungsabbildung f

�

ur G einfach die von F ist, so nennt man G eine Unterpr

�

agarbe von F . Ist G

eine Garbe, so spricht man von einer Untergarbe von F .

Bemerkungen:

1. Ist G eine Unterpr

�

agarbe der Pr

�

agarbe F und P 2 X, so gilt G

P

� F

P

.

2. Ist � : F ! G ein Morphismus, so ist also der Pr

�

agarbenkern eine Unterpr

�

agarbe von F , das

Pr

�

agarbenbild eine Unterpr

�

agarbe von G.
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Lemma 17. Sei � : F ! G ein Morphismus von Garben. Dann ist der Pr

�

agarbenkern von � sogar eine

Garbe Kern(�), der Kern von �.

Beweis: Die erste Garbeneigenschaft ist trivialerweise erf

�

ullt, da F eine Garbe ist. Sei jetzt U = [

i2I

U

i

und s

i

2 F(U

i

) mit �(U

i

)(s

i

) = 0 und s

i

j

U

i

\U

j

= s

j

j

U

i

\U

j

. Da F eine Garbe ist, gibt es ein s 2 F(U )

mit s

i

= sj

U

i

. Wegen

�(U )(s)j

U

i

= �(U

i

)(s

i

) = 0

und der Garbeneigenschaft von G folgt �(U )(s) = 0, was zu zeigen war.

Das Pr

�

agarbenbild eines Garbenmorphismus mu� i.a. keine Garbe sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei � : O

�

! O

�

der durch �(U )(f) = f

2

induzierte Garbenmorphismus auf X = C

�

. Wir

betrachten die Funktion f 2 O

�

(X) mit f(z) = z. Sei c 2 X und U

c

= fz 2 C : jz � cj < jcjg � X die

o�ene Kreisscheibe um c vom Radius jcj. Dann liefert die Formel

p

z =

p

c �

r

1 +

z � c

c

=

p

c

1

X

n=1

��

1

2

n

���

z � c

c

�

n

ein Element in O

�

(U

c

), dessen Bild unter �(U

c

) das Element f j

U

c

ist; also f j

U

c

2 Bild�(U

c

). W

�

are

U 7! Bild�(U ) eine Garbe auf X, so m

�

u�te demnach auch f 2 Bild�(X) gelten, was aber nicht der Fall

ist. Also ist U 7! Bild�(U ) keine Garbe auf X.

Kann man eine Pr

�

agarbe zu einer Garbe machen? Sei F eine Pr

�

agarbe auf einem topologischen Raum

X. Wir setzen

F

+

(U ) = ff : U ! [

P2X

F

P

mit f(P ) 2 F

P

, so da� es eine o�ene

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

und

f

i

2 F(U

i

) gibt mit f(P ) = �

U

i

P

(f

i

) f

�

ur alle P 2 U

i

und alle i 2 Ig;

wo [

P2X

F

P

die disjunkte Vereinigung der Halme meint. Mit der gew

�

ohnlichen Einschr

�

ankungsabbildung

f

�

ur Funktionen wird F

+

zu einer Pr

�

agarbe auf X. Die Garbeneigenschaften sind sofort klar, da es bei den

Elementen von F

+

(U ) um Funktionen handelt, die lokal gewissen Eigenschaften gen

�

ugen. Zudem haben

wir auch einen Morphismus � : F ! F

+

, der einem s 2 F(U ) die Funktion P 7! �

UP

(s) zuordnet. F

+

hei�t die zu F assoziierte Garbe.

Satz 5. Sei F eine Pr

�

agarbe auf X und � : F ! F

+

wie eben konstruiert.

1. F

�

ur alle P 2 X gilt F

+

P

= F

P

.

2. Ist G eine Garbe und � : F ! G ein Morphismus, so faktorisiert � eindeutig

�

uber �:

F ! F

+

! G:

3. Ist F eine Garbe, so ist � ein Isomorphismus, d.h. F

+

' F .

Beweis:

1. Sei P 2 X und U eine o�ene Umgebung von P . Die Abbildungen

F

+

(U )! F

P

; f 7! f(P )

sind mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich und faktorisieren daher

�

uber F

+

P

. Man sieht

schnell, da� F

+

P

! F

P

injektiv und surjektiv ist.

2. Sei U � X o�en. Wir wollen eine Abbildung  (U ) : F

+

(U )! G(U ) konstruieren.

Eindeutigkeit: Sei f 2 F

+

(U ). Dann gibt es eine o�ene

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

und f

i

2 F(U

i

)

mit �

U

i

P

(f

i

) = f(P ). Es ist �(U

i

)(f

i

) = f j

U

i

. F

�

ur  (U ) gilt:

 (U )(f)j

U

i

=  (U

i

)(f j

U

i

) =  (U

i

)(�(U

i

)(f

i

)) = �(U

i

)(f

i

):

Wegen der Garbeneigenschaft von G ist damit  (U ) durch � eindeutig bestimmt.

Existenz: Man zeigt jetzt umgekehrt, da� durch obige Formel  (U ) wohlde�niert ist: die Bilder

�(U

i

)(f

i

) erf

�

ullen die Voraussetzung der zweiten Garbeneigenschaft, also gibt es dazu ein g 2 G(U )

mit gj

U

i

= �(U

i

)(f

i

). Wir setzen  (f) = g. Nun mu� man nat

�

urlich noch die entsprechenden

Eigenschaften nachpr

�

ufen.

3. Dies folgt aus 1. und einem fr

�

uheren Satz.
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Bemerkung: Durch die 2. Eigenschaft des Satzes ist die einer Pr

�

agarbe F zugeordnete Garbe F

+

eindeutig charakterisiert.

Beispiele:

1. Sei F die konstante Pr

�

agarbe und G die konstante Garbe auf X mit Werten in A. Der Homomor-

phismus � : F ! G mit �(U )(a) = (x 7! a) faktorisiert

�

uber F

+

und F

+

P

= F

P

= G

P

= A, also

ist G die zu F assoziierte Garbe.

2. Sei X = fP;Qg wie zuvor und F die Pr

�

agarbe mitF(X) = Z, F(fPg) = F(fQg) = Z=(2). Setzen

wir G(fPg) = G(fQg) = Z=(2) und G(X) = G(fPg)� G(fQg), so erhalten wir einen Morphismus

� : F ! G und man sieht schnell, da� G die zu F assoziierte Garbe ist.

Das letzte Beispiel zeigt auch, da� F keine Untergarbe von F

+

sein mu�. Im folgenden Satz geben wir

ein Beispiel, wo dies der Fall ist.

Satz 6. Sei F eine Garbe und G eine Unterpr

�

agarbe. De�niert man f

�

ur eine o�ene Menge U

G

?

(U ) = ff 2 F(U ), so da� es eine

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

gibt und g

i

2 G(U

i

)

mit f j

U

i

= g

i

g;

so ist G

?

eine Untergarbe von F und G

?

' G

+

.

Beweis: Zun

�

achst gilt G(U ) � G

?

(U ) � F(U ), daher ist die erste Garbeneigenschaft f

�

ur G

?

klar, da sie

f

�

ur F gilt. Die zweite ist klar, da sie f

�

ur F gilt und G

?

durch lokale Bedingungen de�niert ist. Ausgehend

von der De�nition von G

?

P

sieht man schnell, da� G

?

P

= G

P

gilt, also folgt G

?

' G

+

.

Wir haben bereits den Kern eines Garbenmorphismus de�niert.

Definition 12. Sei � : F ! G ein Garbenmorphismus. Dann hei�t die dem Pr

�

agarbenbild zugeordnete

Garbe das Bild von �: Bild(�). � hei�t injektiv, wenn Kern(�) = 0 ist, � hei�t surjektiv, wenn Bild(�) =

G gilt. Analog wird die Exaktheit einer Garbensequenz de�niert.

Sei � : F ! G ein Garbenmorphismus. Dann gilt also

(Kern�)(U ) = Kern(�(U )):

Da Bild� die zu U 7! Bild(�(U )) � G(U ) assoziierte Garbe ist, erhalten wir mit obiger Konstruktion

(Bild(�))(U ) = fg 2 G(U ) : es gibt

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

; f

i

2 F(U

i

)

mit f j

U

i

= �(U

i

)(f

i

)g:

Damit erhalten wir das Lemma:

Lemma 18. Sei � : F ! G ein Morphismus von Garben.

1. � ist genau dann injektiv, wenn f

�

ur alle o�enen U � X die Abbildung �(U ) injektiv ist.

2. � ist genau dann surjektiv, wenn f

�

ur alle o�enen Mengen U und alle g 2 G(U ) eine

�

Uberdeckung

U = [

i2I

U

i

und f

i

2 F(U

i

) existiert mit gj

U

i

= �(U

i

)(f

i

).

Beispiel: Auf X = C

�

betrachten wir den durch f 7! f

2

de�nierten Garbenmorphismus O

�

! O

�

. Da

sich aus jeder nichtverschwindenden holomorphen Funktion lokal die Wurzel ziehen l

�

a�t, folgt mit dem

letzten Lemma, da� der Garbenmorphismus surjektiv ist. Wir haben aber schon gesehen, da� dies nicht

die Surjektivit

�

at von O�(U )!O

�

(U ) implizieren mu�.

Wir wollen jetzt Injektivit

�

at und Surjektivit

�

at noch auf den Halmen charakterisieren.

Lemma 19. Sei � : F ! G ein Garbenmorphismus. Dann gilt

(Kern�)

P

= Kern(�

P

) und (Bild�)

P

= Bild(�

P

):

Beweis:
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1. Kern� ist eine Untergarbe von F , also ist (Kern�)

P

� F

P

und nat

�

urlich ebenso Kern(�

P

) � F

P

.

�: Sei s

P

2 (Kern�)

P

. Dann gibt es s 2 (Kern�)(U ) mit s

P

= �

UP

(s). Es folgt

�

P

(s

P

) = �

P

(�

UP

(s)) = �

UP

(�(U )(s)) = �

UP

(0) = 0;

also s

P

2 Kern(�

P

).

�: Sei s

P

2 Kern(�

P

). Wir schreiben s

P

= �

UP

(s) mit s 2 F(U ). Dann ist

0 = �

P

(s

P

) = �

P

(�

UP

(s)) = �

UP

(�(U )(s));

also sind (0; X) und (�(U )(s); U )

�

aquivalent, es gibt also eine Umgebung V � U mit �(U )(s)j

V

= 0,

d.h. �(V )(sj

V

) = 0 und damit sj

V

2 (Kern�)(V ) und damit

s

P

= �

V P

(sj

V

) 2 (Kern�)

P

:

2. Bild� ist eine Untergarbe von G, also gilt (Bild�)

P

� G

P

; ebenso gilt Bild(�

P

) � G

P

. Der Halm

(Bild�)

P

ist auch der Halm der Bildpr

�

agarbe U 7! Bild�(U ).

�: Sei t

P

2 (Bild�)

P

. Dann gibt es eine Umgebung U und s 2 F(U ) mit t

P

= �

UP

(�(U )(s)). Es

folgt sofort

t

P

= �

P

(�

UP

(s)) 2 Bild(�

P

):

�: Sei t

P

2 Bild(�

P

). Dann gibt es s

P

2 F

P

mit t

P

= �

P

(s

P

). Weiter gibt es eine o�ene

Umgebung U und s 2 F(U ) mit s

P

= �

UP

(s). Es folgt

t

P

= �

P

(�

UP

(s)) = �

UP

(�(U )(s)) 2 �

UP

(Bild�(U ));

also t

P

2 (Bild�)

P

.

Damit erhalten wir:

Lemma 20. F

�

ur einen Garbenmorphismus � : F ! G gilt:

1. � ist genau dann injektiv, wenn f

�

ur alle P 2 X die Abbildung �

P

: F

P

! G

P

injektiv ist.

2. � ist genau dann surjektiv, wenn f

�

ur alle P 2 X die Abbildung �

P

: F

P

! G

P

surjektiv ist.

Beweis: Wir haben die

�

Aquivalenzen

� injektiv () Kern� = 0 () (Kern�)

P

= 0 f

�

ur alle P

() Kern(�

P

) = 0 f

�

ur alle P

() �

P

injektiv f

�

ur alle P:

Genauso:

� surjektiv () Bild� = G () (Bild�)

P

= G

P

f

�

ur alle P

() Bild(�

P

) = G

P

f

�

ur alle P

() �

P

surjektiv f

�

ur alle P:

Bemerkung: Eine Garbensequenz

F

0

�

�! F

 

�! F

00

hei�t exakt, wenn gilt Bild� = Kern . Nach dem Lemma ist dies gleichwertig damit, da� die Sequenz

exakt auf den Halmen ist, d.h. da� f

�

ur alle P 2 X die Sequenz

F

0

P

�

P

�! F

P

 

P

�! F

00

P

exakt ist. Haben wir eine exakte Garbensequenz

0! F

0

�

�! F

 

�! F

00

! 0;

so kann man zeigen, da� f

�

ur alle o�enen Mengen U � X die Sequenz

0! F

0

(U )

�(U)

�! F(U )

 (U)

�! F

00

(U )

exakt ist,  (U ) mu� allerdings nicht surjektiv sein, wie wir schon im Beispiel gesehen haben.

Der folgende Satz ist unmittelbar klar.
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Satz 7. Ist F eine Pr

�

agarbe auf X, U � X eine o�ene Teilmenge, so ist Fj

U

mit Fj

U

(V ) = F(V )

eine Pr

�

agarbe auf U , die Einschr

�

ankung von F auf U . Ist F eine Garbe, so auch Fj

U

. F

�

ur P 2 U gilt

(Fj

U

)

P

= F

P

.

Definition 13. Sei f : X ! Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen R

�

aumen. Sei F eine Garbe

auf X. Dann wird durch

V 7! F(f

�1

(V ))

eine Garbe auf Y de�niert, die sogenannte Bildgarbe f

�

F von F .

Beispiel: SeiX ein topologischer Raum und P 2 X ein Punkt. Wir betrachten die Inklusion i : fPg ! X.

Eine Garbe F auf fPg wird durch eine abelsche Gruppe A gegeben mit F(fPg) = A. Dann gilt:

(i

�

F)(U ) = A, falls P 2 U;= 0 sonst.

Man sieht auch schnell, da� f

�

ur einen Punkt Q 2 X gilt:

(i

�

F)

Q

= A, falls Q 2 fPg und = 0 sonst.

Beispiel: Sei X eine algebraische Variet

�

at und Y � X eine abgeschlossene Untervariet

�

at. F

�

ur Y � X

schreiben wir i : Y ! X. Die Garben der regul

�

aren Funktionen werden mit O

X

und O

Y

bezeichnet. Sei

U � X o�en. Dann ist (i

�

O

Y

)(U ) = O

Y

(U \ Y ). Wir erhalten eine Einschr

�

ankungsabbildung

O

X

(U )!O

Y

(U \ Y ); f 7! f j

U\Y

;

also einen Garbenmorphismus O

X

! i

�

O

Y

. Dieser ist surjektiv. Dazu gen

�

ugt es zu zeigen, da� O

X;P

!

(i

�

O

Y

)

P

surjektiv ist. Dies folgt aber daraus, da� jedes Element aus (i

�

O

Y

)

P

durch einen Quotienten

von Polynomen repr

�

asentiert wird, was auch ein Element in O

X;P

liefert. Der Kern ist o�ensichtlich die

Garbe I

Y

mit

I

Y

(U ) = ff 2 O

X

(U ) : f j

Y

= 0g:

Also haben wir eine exakte Garbensequenz

0! I

Y

!O

X

! i

�

O

Y

! 0:
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KAPITEL 3

Schemata

F

�

ur einen Ring A (kommutativ mit Eins) haben wir das Spektrum Spec(A) = fp : p Primideal in Ag

betrachtet. Spec(A) wurde mit einer Topologie versehen, soda� eine Teilmenge von Spec(A) genau dann

abgeschlossen ist, wenn sie die Gestalt

V (M ) = fp 2 Spec(A) :M � pg = fp : f(p) = 0 f

�

ur alle f 2Mg

hat, f

�

ur eine TeilmengeM � A. Jede o�ene Menge ist Vereinigung von Mengen der Form

D(f) = fp 2 Spec(A) : f(p) 6= 0g;

wo f 2 A ist.

F

�

ur einen Integrit

�

atsring A mit Quotientenk

�

orper K hatten wir eine Garbe

~

O von Ringen auf Spec(A)

de�niert durch

~

O(U ) = ff 2 K : f ist de�niert in p f

�

ur alle p 2 Ug (U 6= ;):

Dabei ist f 2 K de�niert in p, wenn es a; s 2 A gibt mit f =

a

s

und s 62 p, d.h. s(p) 6= 0. Man kann also

auch sagen: f 2 K ist genau dann de�niert in p, wenn f 2 A

p

gilt. Wegen A � A

p

� K k

�

onnen wir also

auch schreiben (U 6= ;)

~

O(U ) = \

p2U

A

p

:

F

�

ur die Halme galt:

~

O

p

= A

p

.

Ist A kein Integrit

�

atsring, so k

�

onnen wir auf diese Weise keine Garbe de�nieren, da kein Quotientenk

�

orper

existiert. Wir imitieren jetzt die Konstruktion der Garbe F

+

aus einer Pr

�

agarbe F .

Definition 14. Sei A ein Ring und f

�

ur U � Spec(A)

O(U ) = f' : U ! [

p2U

A

p

, so da� '(p) 2 A

p

gilt und eine o�ene

�

Uberdeckung U = [

i2I

U

i

existiert und a

i

; s

i

2 A mit '(p) =

a

i

s

i

in A

p

f

�

ur p 2 U

i

g

Dann ist O eine Garbe von Ringen, die sogenannte Strukturgarbe auf Spec(A).

Bemerkungen:

1. Da O(U ) aus Funktionen auf U besteht, die lokalen Bedingungen gen

�

ugen, ist klar, da� O eine

Garbe ist. Diese Funktionen kann man addieren und multiplizieren, also ist O eine Garbe von

Ringen.

2. Sind a; s 2 A und p 2 Spec(A) mit s(p) 6= 0, so kann man

a

s

als Element von A

p

au�assen. Dabei

ist

A

p

= f

a

s

: a; s 2 A; s(p) 6= 0g= �

p

mit

a

1

s

1

�

p

a

2

s

2

() s(s

2

a

1

� s

1

a

2

) = 0 f

�

ur ein s 2 A mit s(p) 6= 0:

Ist A kein Integrit

�

atsring, so h

�

angt diese

�

Aquivalenzrelation nat

�

urlich von p ab. Es kann passieren,

da�

a

1

s

1

=

a

2

s

2

in A

p

gilt, aber gleichzeitig

a

1

s

1

6=

a

2

s

2

in A

q

, wie in nachfolgendem Beispiel sichtbar

wird.

Wir betrachten zwei Beispiele:

Beispiel: F

�

ur A = C[x]=(x

3

� x

2

) = C[x]=(x

2

(x � 1)) besteht Spec(A) aus den zwei Punkten p = (x)

und q = (x � 1), die gleichzeitig o�en und abgeschlossen sind. Jedes Element aus A hat die Gestalt

a+ bx+ cx

2

, man rechnet in A mit der Relation x

3

� x

2

.

23
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In A

p

ist x � 1 Einheit, so da� aus x

2

(x� 1) = x

3

� x

2

= 0 folgt x

2

= 0. Jedes Element in A

p

hat also

die Gestalt (a

2

6= 0)

a

1

+ b

1

x

a

2

+ b

2

x

=

(a

1

+ b

1

x)(a

2

� b

2

x)

(a

2

+ b

2

x)(a

2

� b

2

x)

=

a

1

a

2

+ (b

1

a

2

� a

1

b

2

)x

a

2

2

;

was wieder als a + bx geschrieben werden kann. So ist also

A

p

= fa+ bx : a; b 2 Cg = C +Cx mit x

2

= 0 in A

p

:

In A

q

ist x Einheit, also folgt aus x

2

(x� 1)� x

3

� x

2

= 0 sofort x = 1 in A

q

. Also ist

A

q

= C mit x = 1 in A

q

:

Insbesondere sieht man hier, da� das Element x

2

2 A sich ganz verschieden verh

�

alt, je nachdem, wo man

es betrachtet: In A

p

gilt x

2

= 0, in A

q

gilt x

2

= 1. Aus der De�nition folgt jetzt

O(fpg) = A

p

= C +Cx mit x

2

= 0 und O(fqg) = C mit x = 1:

Was ist O(Spec(A))? Sei ' : Spec(A) ! A

p

[A

q

eine beliebige Funktion mit '(p) 2 A

p

und '(q) 2 A

q

,

also '(p) = a + bx und '(q) = c. F

�

ur f = a + bx + (c � a � b)x

2

2 A gilt dann f = '(p) in A

p

und

f = '(q) in A

q

. Also ist ' 2 O(Spec(A)). Daher ist O(Spec(A)) ' A

p

� A

q

, was nat

�

urlich auch aus der

Garbeneigenschaft O(fp; qg) = O(fppg)� O(fqg) folgt.

Beispiel: Sei A = C[x; y]=(xy). Jedes Element in A hat die Gestalt a+xb(x)+yc(y), wo b und c Polynome

sind. Es ist

Spec(A) = f(x); (y)g [ f(x� a; y); (x; y � b) : a; b 2 C; a; b 6= 0g [ f(x; y)g:

In A

(x)

ist y Einheit, also folgt aus xy = 0 sofort x = 0. Damit hat jedes Element in A

(x)

die Gestalt

a(y)

b(y)

, also gilt

A

(x)

= C(y) mit x = 0:

Genauso sieht man

A

(y)

= C(x) mit y = 0:

In A

(x;y�b)

mit b 6= 0 ist y Einheit, also folgt wie eben x = 0. Daher hat man

A

(x;y�b)

= C[y]

(y�b)

= f

f(y)

g(y)

: g(b) 6= 0g und x = 0:

Analog ist f

�

ur a 6= 0

A

(x�a;y)

= C[x]

(x�a)

= f

f(x)

g(x)

: g(a) 6= 0g mit y = 0:

Schlie�lich ist

A

(x;y)

= f

a+ xb

1

(x) + yc

1

(y)

1 + xb

2

(x) + yc

2

(y)

g mit der Relation xy = 0:

Wir betrachten das Element f =

x

1+y

. Es ist sinnvoll in allen Ringen A

p

au�er f

�

ur p = (x; y+ 1). In A

(x)

und A

(x;y�b)

(b 6= �1; 0) gilt f = 0, in A

(y)

und A

(x�a;y)

(a 6= 0) wird f = x 6= 0. Auch in A

(x;y)

ist

f 6= 0. Wir werden sp

�

ater noch einige der Ringe O(U ) bestimmen.

Satz 8. F

�

ur den Halm der Strukturgarbe O eines Ringes A gilt:

O

p

' A

p

:

Beweis:Wir betrachten o�ene Umgebungen U eines Punktes p 2 Spec(A) und Abbildungen �

U

: O(U )!

A

p

mit �

U

(f) = f(p). Es ist klar, da� die �

U

mit den Einschr

�

ankungsabbildungen vertr

�

aglich sind, also

gibt es eine Abbildung � : O

p

! A

p

, wor

�

uber sie faktorisieren:

�

U

= � � �

Up

:

� ist injektiv: Jedes Element aus O

p

hat die Gestalt �

Up

(f) f

�

ur eine Umgebung U und ein f 2 O(U ).

Gilt nun �(�

Up

(f)) = 0, so folgt �

U

(f) = 0, d.h. f(p) = 0. Wird f um p in einer Umgebung U

1

durch

a

s

dargestellt, so gibt es also ein t 62 p mit ta = 0 in A. In der Umgebung U

1

\D(t) wird f durch

a

s

=

ta

ts

= 0

dargestellt, d.h. es ist f j

U

1

\D(t)

= 0. Also folgt �

Up

(f) = �

U

1

\D(t);p

(f j

U

1

\D(t)

= 0, was zu zeigen war.
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� ist surjektiv: Sei

a

s

2 A

p

gegeben mit a; s 2 A und s 62 p. Setzen wir U = D(s) und f 2 O(U ) durch

f(q) =

a

s

2 A

q

, so gilt �(�

Up

(f)) =

a

s

, also ist � surjektiv.

Folgerung 6. F

�

ur einen Integrit

�

atsring A gilt

~

O ' O.

Beweis: Wir wissen A �

~

O(U ) � K, genauer

~

O(U ) = \

p2U

A

p

. Wir de�nieren �(U ) :

~

O(U )! O(U ) wie

folgt: f 2

~

O(U ) ist in allen Punkten aus U de�niert, also gibt es eine

�

Uberdeckung U = [U

i

und a

i

; s

i

mit f =

a

i

s

i

und s

i

(p) 6= 0 f

�

ur alle p 2 U

i

; daher liefert p 7! f ein Element von O(U ) und wir setzen

�(U )(f) = (p 7! f). Also erhalten wir einen Garbenmorphismus � :

~

O ! O. Da die Halme in beiden

F

�

allen jeweils A

p

sind, sieht man schnell, da� �

p

Isomorphismen sind, also ist auch � ein Isomorphismus.

Sei jetzt A ein beliebiger Ring. Wir wollen versuchen, eine etwas konkretere Vorstellung von O(U ) zu be-

kommen. Sind a; s 2 A, so gilt s(p) 6= 0 f

�

ur alle p 2 D(s), also ist (p 7!

a

s

) 2 O(D(s)). Wir verallgemeinern

dies etwas: F

�

ur f 2 A de�nieren wir

�

f

: A

f

!O(D(f));

a

f

n

7! (p 7!

a

f

n

2 A

p

):

Wir zeigen, da� �

f

wohlde�niert ist: Ist

a

f

n

=

b

f

m

in A

f

, so gibt es k 2 N mit f

k

(f

m

a � f

n

b) = 0. F

�

ur

p 2 D(f) ist f(p) 6= 0, also gilt auch in A

p

die Beziehung

a

f

n

=

b

f

m

. Also ist �

f

wohlde�niert. Nat

�

urlich

ist �

f

ein Ringhomomorphismus. Wir zeigen zun

�

achst:

Lemma 21. �

f

: A

f

!O(D(f)) ist injektiv.

Beweis: Sei

a

f

n

2 Kern(�

f

). Dann ist

a

f

n

= 0 in A

p

f

�

ur alle p 2 D(f), also gibt es s

p

2 A n p mit s

p

a = 0.

Wir betrachten das Annullatorideal a = fs 2 A : sa = 0g von a. F

�

ur p 2 D(f) ist s

p

62 p aber s

p

2 a, also

ist a 6� p, d.h. p 62 V (a). Dies zeigt V (a) \D(f) = ;. Wegen D(f) = Spec(A) n V (f) folgt V (a) � V (f),

was gleichwertig mit f 2

p

(f) �

p

a ist, d.h. es gibt ein m 2 N mit f

m

2 a, also f

m

a = 0 und damit

a

f

n

= 0 in A

f

, was wir zeigen wollten.

Wir wollen uns nun noch etwas allgemeiner

�

uberlegen, wie die Elemente von O(U ) aussehen. Sei also

' 2 O(U ).

1. Es gibt eine

�

Uberdeckung U = [

i

U

i

und a

i

; g

i

2 A, so da� f

�

ur p 2 U

i

gilt '(p) =

a

i

g

i

2 A

p

.

Da jede o�ene Menge Vereinigung von Mengen der Form D(h) ist, k

�

onnen wir o.E. U

i

= D(h

i

)

annehmen. F

�

ur alle p 2 D(h

i

) gilt also g

i

(p) 6= 0, d.h. D(h

i

) � D(g

i

), was V (g

i

) � V (h

i

) und

damit h

i

2

p

(h

i

) �

p

(g

i

) impliziert. Es gibt also n

i

2 N und b

i

2 A mit h

n

i

i

= b

i

g

i

. F

�

ur

p 2 D(h

i

) ist g

i

(p) 6= 0; b

i

(p) 6= 0 und es gilt in A

p

:

'(p) =

a

i

g

i

=

a

i

b

i

b

i

g

i

=

a

i

b

i

h

n

i

i

:

Wegen D(h

i

) = D(h

n

i

i

) k

�

onnen wir nach Umbenennung also annehmen, da� ' auf D(h

i

) durch

einen Bruch

a

i

h

i

de�niert wird.

2. Wir k

�

onnen also folgende Situation annehmen: Zu ' 2 O(U ) gibt es a

i

; h

i

2 A, (i 2 I), so da� gilt

U = [

i2I

D(h

i

) und '(p) =

a

i

h

i

f

�

ur p 2 D(h

i

):

Was passiert im Durchschnitt D(h

i

) \D(h

j

)? F

�

ur p 2 D(h

i

) \D(h

j

) = D(h

i

h

j

) gilt '(p) =

a

i

h

i

=

a

j

h

j

, wegen

a

i

h

i

=

h

j

a

i

h

i

h

j

und

a

j

h

j

=

h

i

a

j

h

i

h

j

gilt also

�

h

i

h

j

(

h

j

a

i

h

i

h

j

) = �

h

i

h

j

(

h

i

a

j

h

i

h

j

);

wegen der gezeigten Injektivit

�

at von �

h

i

h

j

also

h

j

a

i

h

i

h

j

=

h

i

a

j

h

i

h

j

in A

h

i

h

j

, d.h. es gibt n

ij

2N mit

(h

i

h

j

)

n

ij

(h

j

a

i

� h

i

a

j

) = 0 in A:

Nat

�

urlich kann man n

ij

auch beliebig vergr

�

o�ern.
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3. Ist U kompakt, so gen

�

ugen endlich viele D(h

i

) zur

�

Uberdeckung, d.h. wir k

�

onnen schreiben U =

D(h

1

)[ � � �[D(h

r

). Das Element ' 2 O(U ) wird auf D(h

i

) beschrieben durch

a

i

h

i

. Au�erdem gibt

es n 2 N mit (h

i

h

j

)

n

(h

j

a

i

� h

i

a

j

) = 0. Anders geschrieben:

h

n+1

j

� h

n

i

a

i

= h

n+1

i

� h

n

j

a

j

:

Setzen wir ~a

i

= h

n

i

a

i

und

~

h

i

= h

n+1

i

, so gilt

~

h

j

~a

i

=

~

h

i

~a

j

f

�

ur alle i; j. Auf D(h

i

) = D(

~

h

i

), d.h.

in A

h

i

und A

p

f

�

ur p 2 D(h

i

), gilt

a

i

h

i

=

~a

i

~

h

i

. Nach Umbenennung k

�

onnen wir also sagen: Ist U

kompakt und ' 2 O(U ), so gibt es a

1

; : : : ; a

r

; h

1

; : : : ; h

r

2 A mit U = D(h

1

) [ � � � [D(h

r

) und

'(p) =

a

i

h

i

in A

p

f

�

ur p 2 D(h

i

). Au�erdem gilt h

j

a

i

= h

i

a

j

.

4. Wir wenden das eben Gezeigte auf einen speziellen Fall an: Sei f 2 A. Wir wissen, da� D(f)

hom

�

oomorph zu Spec(A

f

) ist, also ist D(f) kompakt, d.h. wir sind in der vorangegangenen Situa-

tion. F

�

ur ' 2 O(D(f)) gibt es also a

1

; : : : ; a

r

; h

1

; : : : ; h

r

2 A mit h

j

a

i

= h

i

a

j

und '(p) =

a

i

h

i

2 A

p

f

�

ur p 2 D(h

i

). Nun folgt V (f) = V (h

1

) \ � � � \ V (h

r

) = V ((h

1

; : : : ; h

r

)), was gleichwertig ist mit

p

(f) =

p

(h

1

; : : : ; h

r

):

Also gibt es n 2 N mit f

n

2 (h

1

; : : : ; h

r

), d.h. es gibt b

1

; : : : ; b

r

2 A mit

f

n

= b

1

h

1

+ � � �+ b

r

h

r

:

Wir de�nieren a = b

1

a

1

+ � � �+ b

r

a

r

und haben dann

h

i

a =

X

j

h

i

b

j

a

j

=

X

j

h

j

b

j

a

i

= f

n

a

i

:

Damit gilt f

�

ur alle p 2 D(h

i

) jetzt '(p) =

a

i

h

i

=

a

f

n

, womit sofort folgt �

f

(

a

f

n

) = '. Damit haben

wir gezeigt, da� �

f

surjektiv ist, und es ergibt sich der folgende Satz:

Satz 9. F

�

ur f 2 A ist

�

f

: A

f

!O(D(f));

a

f

n

7! (p 7!

a

f

n

2 A

p

)

ein Isomorphismus. Mittels �

f

k

�

onnen wir also O(D(f)) mit A

f

identi�zieren.

Setzt man im Satz f = 1, so erh

�

alt man sofort:

Folgerung 7. O(Spec(A)) ' A.

Beispiel:Wir betrachten nochmals A = C[x; y]=(xy) mit

Spec(A) = f(x); (y)g [ f(x� a; y); (x; y � b) : a; b 2 C; a; b 6= 0g [ f(x; y)g:

Es ist

D(x) = f(y)g [ f(x� a; y) : a 2 C; a 6= 0g:

In A

x

ist x Einheit, also liefert xy = 0 sofort y = 0, was dann

O(D(x)) ' A

x

= f

f(x)

x

n

: f(x) 2 C[x]; n 2 Ng = C[x]

x

mit y = 0

ergibt. Analog ist

D(y) = f(x)g [ f(x; y � b) : b 2 C; b 6= 0g

und

O(D(y)) = A

y

= f

g(y)

y

m

: g(y) 2 C[y];m 2Ng = C[y]

y

mit x = 0:

Aus der Garbeneigenschaft von O folgt dann sofort

O(Spec(A) n f(x; y)g) = O(D(x) [D(y)) = O(D(x)) �O(D(y)) ' A

x

�A

y

:

Beispiel: F

�

ur A = C[x; y] ist

Spec(A) = f(0)g [ f(f(x; y)) : f(x; y) irreduzibelg [ f(x� a; y � b) : a; b 2 Cg:

F

�

ur die o�ene Menge U = Spec(A) n f(x; y)g wollen wir O(U ) bestimmen. Wir k

�

onnen schreiben U =

D(x) [ D(y). Da A eine Integrit

�

atsring ist, k

�

onnen wir uns alle Funktionen als Elemente von C(x; y)

denken. Sei f 2 O(U ). Dann ist f = f j

D(x)

2 O(D(x)) = A

x

, also gibt es eine Darstellung f =

g(x;y)

x

m

.
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Ebenso ist f = f j

D(y)

2 O(D(y)) = A

y

, also hat man f =

h(x;y)

y

n

. In O(D(x)\D(y)) � C(x; y) und damit

in C(x; y) gilt f =

g(x;y)

x

m

=

h(x;y)

y

n

. Also hat man im PolynomringA die Beziehung y

n

g(x; y) = x

m

h(x; y).

Da A faktoriell ist, gibt es ein Polynom k(x; y) mit g(x; y) = x

m

k(x; y) und h(x; y) = y

n

k(x; y), was

sofort f = k(x; y) liefert. Damit haben wir gezeigt, da� O(U ) = A gilt.

Definition 15. Ein geringter Raum besteht aus einem topologischen Raum X und einer Garbe O

X

von

Ringen auf X. Wir schreiben daf

�

ur auch (X;O

X

). Ein Isomorphismus geringter R

�

aume (X;O

X

) und

(Y;O

Y

) besteht aus einem Hom

�

oomorphismus f : X ! Y und einem Garbenisomorphismus � : O

Y

!

f

�

O

X

, d.h. man hat f

�

ur jede o�ene Menge U � Y Ringisomorphismen �(U ) : O

Y

(U ) ! O

X

(f

�1

(U )),

die mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich sind.

Beispiel: Eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit X zusammen mit der Garbe O der di�erenzierbaren

Funktionen auf X bildet einen geringten Raum.

Wir kommen nun zur grundlegenden De�nition:

Definition 16. 1. Unter dem Spektrum Spec(A) eines Ringes A verstehen wir von nun an den den

geringten Raum (Spec(A);O), wo O die Strukturgarbe auf Spec(A) ist. Um den Ring bei der Garbe

anzudeuten, schreiben wir auch O = O

A

.

2. Ein Schema ist ein geringter Raum (X;O

X

), wo jeder Punkt P 2 X eine o�ene Umgebung

U � X besitzt, so da� (U;O

X

j

U

) isomorph zum Spektrum eines Ringes (Spec(A);O

A

) ist. Die

Garbe O

X

hei�t auch die Strukturgarbe von X. Mitunter schreibt man auch einfach X f

�

ur das

Schema (X;O

X

).

3. Ein a�nes Schema ist ein Schema, das isomorph ist zum Spektrum eines Ringes.

4. Ist X ein Schema und P 2 X, so hei�t eine o�ene Umgebung U von P in X eine a�ne Umgebung,

wenn (U;O

X

j

U

) ein a�nes Schema ist, d.h. (U;O

X

j

U

) ist isomorph zum Spektrum eines Ringes.

(Jeder Punkt eines Schemas hat also eine a�ne Umgebung.)

Wir geben eine Reihe von Beispielen an:

Beispiel: Sei k algebraisch abgeschlossener K

�

orper und X � A

n

eine a�ne Variet

�

at, d.h. X ist Null-

stellenmenge von Polynomen f

1

; : : : ; f

r

2 k[x

1

; : : : ; x

n

], wo (f

1

; : : : ; f

r

) ein Primideal ist. Die regul

�

aren

Funktionen auf X sind die Polynomfunktionen, d.h. die Elemente des a�nen Koordinatenrings A =

k[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

). F

�

ur jeden Punkt (p

1

; : : : ; p

n

) 2 X ist (x

1

� p

1

; : : : ; x

n

� p

n

) 2 Spec(A) ein

abgeschlossener Punkt und umgekehrt haben auch alle abgeschlossenen Punkte von Spec(A) diese Ge-

stalt. D.h. die Punkte von X entsprechen genau den abgeschlossenen Punkten des a�nen Schemas

Spec(A). Allerdings hat Spec(A) im allgemeinen noch mehr Punkte. Sei p 2 Spec(A), p = (g

1

; : : : ; g

s

)

mit Polynomen g

1

; : : : ; g

s

. Dann gilt (f

1

; : : : ; f

r

) � (g

1

; : : : ; g

s

) � k[x

1

; : : : ; x

r

]. Die Nullstellenmenge

fg

1

= � � � = g

s

= 0g � A

n

ist dann eine (irreduzible) a�ne Untervariet

�

at von X. Alle a�nen (irredu-

ziblen) Untervariet

�

aten von X haben auch diese Gestalt. Daher entsprechen die a�nen (irreduziblen)

Untervariet

�

aten von X genau den Punkten des a�nen Schemas Spec(A). Wenn wir Morphismen von

Schemata de�niert haben, werden wir allgemeiner die Beziehung zwischen quasi-projektiven Variet

�

aten

�

uber k und Schematas noch n

�

aher behandeln.

Beispiel: Sei f(x; y) 2 Q[x; y] ein Polynom und X das a�ne Schema X = Spec(Q[x; y]=(f(x; y)). Sind

a; b 2 Q eine L

�

osung der diophantischen Gleichung f(x; y) = 0, d.h. gilt f(a; b) = 0, so ist (x�a; y�y) ein

abgeschlossener Punkt von X. So ist (x�

3

5

; y�

4

5

) ein abgeschlossener Punkt von Y = Spec(Q[x; y]=(x

2

+

y

2

� 1). Nat

�

urlich besitzt Y noch mehr abgeschlossene Punkte, z.B. (x

2

+ 1; y

2

� 2).

Beispiele: Sei k ein K

�

orper.

1. Das a�ne Schema Spec(k) besteht aus einem Punkt mit Strukturgarbe k.

2. Das a�ne Schema Spec(k[x]=(x

2

)) = f(x)g besteht aus einemPunkt mit Strukturgarbe k[x]=(x

2

) =

k + kx.

Beispiel: Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenk

�

orper K, d.h. R ist ein Hauptidealring

mit genau einem maximalen Ideal m. Ist � ein Erzeuger von m, so hat jedes Element von R n f0g eine
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eindeutige Darstellung u�

n

, wo u eine Einheit und n 2N

0

ist. Beispiele sind

Z

(p)

= f

m

n

2 Q : m;n 2 Z; ggT=n; p) = 1g; C[x]

(x�c)

= f

f(x)

g(x)

: g(c) 6= 0g

oder die lokalen Ringe von nichtsingul

�

aren Punkten von Kurven. Das a�ne Schema Spec(R) besteht aus

den zwei Punkten (0) und m, wobei nur m abgeschlossen ist. Die o�enen Mengen sind also ;; f(0)g; Spec(R).

Es ist R

(0)

= K und R

m

= R. Ist m 2 m mit m 6= 0, so folgt D(m) = f(0)g und damit

O(f(0)g) = O(D(m)) = R

m

= K und O(Spec(R)) = R:

Beispiel: Die Menge S = fn 2N : ggT (6; n) = 1g ist eine multiplikative Teilmenge von Z. Der Ring

Z

S

= f

m

n

2 Q : m;n 2 Z; ggT (6; n) = 1g

hat genau drei Primideale, n

�

amlich (0), (2) und (3). Im a�nen Schema Spec(Z

S

) sind genau die Punkte

(2) und (3) abgeschlossen, (0) ist o�en. Die o�enen Mengen sind also

;; f(0)g; f(0); (2)g; f(0); (3)g; f(0); (2); (3)g:

Wegen D(3) = f(0); (2)g ist

O(f(0); (2)g = D(3) = (Z

S

)

3

= Z

(2)

; analog O(f(0); (3)g = D(2) = (Z

S

)

2

= Z

(3)

und schlie�lich

O(f(0)g = D(6) = (Z

S

)

6

= Q und O(Spec(Z

S

)) = Z

S

:

Beispiel: Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenk

�

orper K. Dann ist Spec(R) = f(0);mg

und O

R

(f(0)g) = K und O(f(0);mg) = R. Wir betrachten einen topologischen Raum X = fP;Q

1

; Q

2

g

mit drei Punkten, wobei nur Q

1

und Q

2

abgeschlossen sein sollen, d.h. wir haben die o�enen Mengen

X; fP;Q

1

g; fP;Q

2

g; fPg; ;. Wir de�nieren eine Garbe von Ringen auf X durch

O

X

(X) = O

X

(fP;Q

1

g) = O

X

(fP;Q

2

g) = R und O(fPg) = K

mit den o�ensichtlichen Einschr

�

ankungsabbildungen. Da f

�

ur U 6= ; immer O

X

(U ) � K gilt, ist O

X

o�ensichtlich eine Garbe. Man sieht jetzt sofort, da� (fP;Q

1

g;O

X

j

fP;Q

1

g

) isomorph zu (Spec(R);O

R

)

ist, analog f

�

ur fP;Q

2

g. Daher ist X ein Schema. W

�

are X ein a�nes Schema, so g

�

abe es einen Ring A mit

X ' Spec(A) und damit A ' O

A

(Spec(A)) ' O

X

(X) = R, was wiederum X ' Spec(R) liefern w

�

urde,

was aber wegen jXj = 3 und jSpec(R)j = 2 nicht geht. (X ist in gewissem Sinn das kleinste nicht a�ne

Schema.)

Beispiele: Sei k ein K

�

orper. Das a�ne Schema Spec(k[x]) bezeichnen wir mit A

1

k

, das a�ne Schema

Spec(k[x; y]) mit A

2

k

.

Beispiel: Die Punkte des a�nen Schemas Spec(C[x; y]

(x;y)

) sind neben dem generischen Punkt (0) und

dem (einzigen) abgeschlossenen Punkt (x; y) die Punkte (f(x; y)), wo f(x; y) ein irreduzibles Polynom

ist mit f(0; 0) = 0, d.h. sie entsprechen den irreduziblen ebenen Kurven, die durch den Nullpunkt gehen.

Ist A ein Ring und f 2 A, so ist D(f) = fp 2 Spec(A) : f(p) 6= 0g hom

�

oomorph zu Spec(A

f

). Wir

k

�

onnen auch schreiben

Spec(A

f

) = fpA

f

: p 2 D(f)g = fpA

f

: f(p) 6= 0; p 2 Spec(A)g:

Wir wollen die geringten R

�

aume (D(f);O

A

j

D(f)

) und (Spec(A

f

);O

A

f

) vergleichen. Dazu m

�

ussen wir f

�

ur

p 2 D(f) den Ring (A

f

)

pA

f

betrachten. Die Elemente von A

f

haben die Gestalt

a

f

m

, die des Primideals

pA

f

die Form

p

f

n

mit p 2 p. Die Elemente von (A

f

)

pA

f

kann man also schreiben als

a

f

m

=

s

f

n

; s 62 p;
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wobei die Bruchstriche in den richtigen Ringen zu lesen sind. F

�

ur a; b 2 A und s; t 62 p gilt nun:

a

f

k

=

s

f

l

=

b

f

m

=

t

f

n

in (A

f

)

pA

f

()

c

f

r

(

ta

f

k+n

�

sb

f

l+m

) = 0 in A

f

f

�

ur ein c 62 p

() d(f

l+m+r

cta� f

k+n+r

csb) = 0 in A mit d 62 p

()

a

f

k

=

s

f

l

=

b

f

m

=

t

f

n

in A

p

:

Damit folgt sofort, da� die Abbildung

(A

f

)

pA

f

! A

p

;

a

f

k

=

s

f

l

7!

a

f

k

=

s

f

l

=

f

l

a

f

k

s

wohlde�niert und injektiv ist. Da die Surjektivit

�

at klar ist, folgt (A

f

)

pA

f

' A

p

.

Wie sieht O

A

f

(U ) aus? F

�

ur U k

�

onnen wir o�ene Teilmengen von D(f) w

�

ahlen. Formal besteht O

A

f

(U )

aus Funktionen ' : U ! [

p2U

(A

f

)

pA

f

, die sich lokal als Quotienten von Elementen aus A

f

schreiben

lassen. Nach dem gerade bewiesenen Isomorphismus kann man diese Funktionen aber sofort mit den

Elementen von O

A

(U ) identi�zieren, womit wir folgendes Lemma bewiesen haben:

Lemma 22. F

�

ur f 2 A ist (D(f);O

A

j

D(f)

) ' (Spec(A

f

);O

A

f

), d.h. D(f) ist ein a�nes Schema.

Satz 10. Ist (X;O

X

) ein Schema und U � X o�en, so ist auch (U;O

X

j

U

) ein Schema. Man nennt dies

ein o�enes Unterschema von (X;O

X

).

Beweis: Sei P 2 U ein Punkt. Nach De�nition gibt es eine o�ene Umgebung V von P , die isomorph

zum Spektrum eines Ringes ist, d.h. V ' Spec(A). Da jede o�ene Menge von Spec(A) Vereinigung von

Mengen der Gestalt D(f) ist, gibt es ein f mit P 2 D(f) � V \ U � U . Dann ist aber (D(f);O

X

j

D(f)

)

eine a�ne Umgebung von P in U , woraus die Behauptung folgt.

Aus dem Satz und der De�nition eines Schemas folgt unmittelbar:

Folgerung 8. Die a�nen o�enen Mengen eines Schemas bilden eine Basis der Topologie.

Im folgenden werden wir noch zwei Konstruktionsverfahren angeben, wie man zu nichta�nen Schematas

kommen kann.

Verkleben zweier Schemata: Seien (X

1

;O

X

1

) und (X

2

;O

X

2

) zwei Schemata, die isomorphe o�ene

Teilmengen besitzen, d.h. es gibt U

1

� X

1

und U

2

� X

2

mit (U

1

;O

X

1

j

U

1

) ' (U

2

;O

X

2

j

U

2

). Wir wollen

X

1

und X

2

l

�

angs U

1

' U

2

verkleben.

1. Wir haben einen Hom

�

oomorphismus � : U

1

! U

2

und f

�

ur U � U

2

Ringisomorphismen  (U ) :

O

X

2

(U )!O

X

1

(�

�1

(U )), die mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich sind.

2. Wir setzen X = (X

1

[ X

2

)= �, wo � durch x

1

� �(x

1

) f

�

ur x

1

2 U

1

de�niert wird. Wir haben

dann die nat

�

urlichen Abbildungen i

1

: X

1

! X und i

2

: X

2

! X und damit mengentheoretisch

X = fi

1

(x

1

) : x

1

2 X

1

nU

1

g [ fi

1

(x

1

) : x

1

2 U

1

g [ fi

2

(x

2

) : x

2

2 X

2

n U

2

g:

Au�erdem gilt f

�

ur x

1

2 U

1

: i

2

(�(x

1

)) = i

1

(x

1

). Nat

�

urlich sind i

1

und i

2

jeweils bijektiv aufs Bild.

3. Wir f

�

uhren aufX die Quotiententopologie ein, d.h. V � X ist genau dann o�en, wenn i

�1

1

(V ) � X

1

und i

�1

2

(V ) � X

2

o�en sind. Sei W

1

� X

1

. Dann ist

i

�1

1

(i

1

(W

1

)) =W

1

und i

�1

2

(i

1

(W

1

)) = �(W

1

\U

1

):

Daraus ersieht man, da� W

1

genau dann o�en ist, wenn i

1

(W

1

) o�en ist. Insbesondere ist i

1

(X

1

)

o�en in X. Also induziert i

1

einen Hom

�

oomorphismus von X

1

und i

1

(X

1

). Analoges gilt f

�

ur X

2

.

4. Sei V � X o�en. Dann liefert � einen Hom

�

oomorphismus i

�1

1

(V )\U

1

! i

�1

2

(V )\U

2

, insbesondere

ist �

�1

(i

�1

2

(V ) \ U

2

) = i

�1

1

(V ) \ U

1

. Wir haben dann einen Ringisomorphismus

 (i

�1

2

(V ) \ U

2

) : O

X

2

(i

�1

2

(V ) \ U

2

)! O

X

1

(i

�1

1

(V ) \ U

1

):

F

�

ur o�ene Teilmengen V � X de�nieren wir

O

X

(V ) = f(s

1

; s

2

) : s

1

2 O

X

1

(i

�1

1

(V )); s

2

2 O

X

2

(i

�1

2

(V )); und

 (i

�1

2

(V ) \U

2

)(s

2

j

i

�1

2

(V )\U

2

) = s

1

j

i

�1

1

(V )\U

1

g:
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Man

�

uberzeugt sich schnell davon, da� O

X

eine Garbe von Ringen auf X ist. Also ist (X;O

X

) ein

geringter Raum.

5. Sei V

1

� i

1

(X

1

) o�en. Dann gibt es W

1

� X

1

o�en mit V

1

= i

1

(W

1

). Es ist i

�1

1

(V

1

) = W

1

und

i

�1

2

(V

1

) = �(W

1

\ U

1

). F

�

ur (s

1

; s

2

) 2 O

X

(V

1

) gilt s

1

2 O

X

1

(W

1

), s

2

2 O

X

2

(�(W

1

\ U

1

)) mit der

Bedingung

 (�(W

1

\ U

1

))(s

2

) =  (�(W

1

\ U

1

))(s

2

j

�(W

1

\U

1

)

) = s

1

j

W

1

\U

1

;

was sich auch als

s

2

=  (�(W

1

\ U

1

)

�1

(s

1

j

W

1

\U

1

)

schreiben l

�

a�t, d.h. s

2

ist durch s

1

bereits eindeutig bestimmt. Damit liefert die Zuordnung

O

X

(V

1

)!O

X

1

(i

�1

1

(V

1

)); (s

1

; s

2

) 7! s

1

einen Garbenisomorphismus O

X

j

i

1

(X

1

)

' i

1�

O

X

1

, die geringten R

�

aume (i

1

(X

1

);O

X

j

i

1

(X

1

)

) und

(X

1

;O

X

1

) sind also isomorph. Analoges gilt f

�

ur i

2

(X

2

). Jeder Punkt aus i

1

(X

1

) und aus i

2

(X

2

)

besitzt also eine a�ne Umgebung. Wegen X = i

1

(X

1

) [ i

2

(X

2

) hat also jeder Punkt von X eine

a�ne Umgebung, womit klar ist, da� X ein Schema ist. X

1

und X

2

sind o�ene Unterschemata

von X.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener K

�

orper,

X

1

= Spec(k[u]) = f(0)g [ f(u� c) : c 2 kg und X

2

= Spec(k[v]) = f(0)g [ f(v � c) : c 2 kg:

IstW

1

� X

1

o�en und nichtleer, so gibt es c

1

; : : : ; c

r

2 k mitW

1

= X

1

nf(u�c

1

); : : : ; (u�c

r

)g; verwenden

wir O

X

1

(W

1

) � k(u), so ist

O

X

1

(W

1

) = fg(u) 2 k(u) : g de�niert au�erhalb c

1

; : : : ; c

r

g:

Analoges gilt O

W

2

(W

2

) � k(v) f

�

ur W

2

� X

2

o�en und nichtleer. Wir haben die Nullpunkte (u) 2 X

1

und

(v) 2 X

2

. Die o�enen Mengen

U

1

= X

1

n f(u)g = f(0)g [ f(u� c) : c 6= 0g und U

2

= X

2

n f(v)g = f(0)g [ f(v � c) : c 6= 0g

sind dann als geringte R

�

aume isomorph verm

�

oge der durch u 7! v gegebenen Abbildung, man schreibt ja

nur v statt u. Sei X die Verklebung von X

1

und X

2

l

�

angs U

1

' U

2

. Ist P

1

= i

1

((u)) und P

2

= i

2

((v)), so

ist

X = i

1

(U

1

) [ fP

1

; P

2

g:

Sei V � X o�en und nichtleer und (s

1

; s

2

) 2 O

X

(V ). Wir haben s

1

2 O

X

1

(i

�1

1

(V )) � k(u) und s

2

2

O

X

2

(i

�1

2

(V )) � k(v), d.h. es gibt rationale Funktionen g(u) und h(v) mit s

1

= g(u) und s

2

= h(v). Da

i

�1

2

(V ) \ U

2

6= ;, mu� gelten g(v) = h(v), also k

�

onnen wir schreiben

O

X

(U ) = ff(x) 2 k(x) : f(u) de�niert auf i

�1

1

(V ); f(v) de�niert auf i

�1

2

(V )g:

Aus O

X

1

(X

1

) = k[u] und O

X

2

(X

2

) = k[v] erhalten wir O

X

(X) ' k[x]. Die Restklassenk

�

orper sind

k(P

1

) = k(P

2

) = k. Allerdings passiert etwas Eigenartiges: F

�

ur jedes f 2 k[x] = O

X

(X) gilt f(P

1

) =

f(P

2

). Die Punkte k

�

onnen also durch Funktionen nicht getrennt werden. (Daher ist X kein a�nes Sche-

ma.) Man nennt X die a�ne Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener K

�

orper, X

1

= Spec(k[u]) und X

2

= Spec(k[v]). Wir

nehmen wieder die o�enen Mengen

U

1

= X

1

n f(u)g = f(0)g [ f(u� c) : c 6= 0g und U

2

= X

2

n f(v)g = f(0)g [ f(v � c) : c 6= 0g;

wir wollen aber jetzt den durch die Abbildung u 7!

1

v

induzierten Isomorphismus geringter R

�

aume

zwischen (U

1

;O

X

1

j

U

1

) und (U

2

;O

X

2

j

U

2

) zum Verkleben benutzen, wobei eine Funktion h(v) 2 k(v) in

h(

1

u

) 2 k(u)

�

ubergeht. Genauer: Wir de�nieren

� : U

1

! U

2

durch �((0)) = (0) und �((u� c)) = (v �

1

c

) f

�

ur c 6= 0:

Ist U � U

2

o�en und nichtleer, so hat es die Gestalt

U = X

2

n f(v); (v � d

1

); : : : ; (v � d

r

)g mit d

1

; : : : ; d

r

6= 0:
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Dann ist

�

�1

(U ) = X

1

n f(u); (u�

1

d

1

); : : : ; (u�

1

d

r

)g:

Wegen

O

X

2

(U ) = fh(v) 2 k(v) : h de�niert au�erhalb 0; d

1

; : : : ; d

r

g und

O

X

1

(�

�1

(U )) = fg(u) 2 k(u) : g de�niert au�erhalb 0;

1

d

1

; : : : ;

1

d

r

g

ist klar, da�

 (U ) : O

X

2

(U )!O

X

1

(�

�1

(U )); h(v) 7! h(

1

u

)

ein Ringisomorphismus ist, was schlie�lich den Isomorphismus (U

1

;O

X

1

j

U

1

) ' (U

2

;O

X

2

j

U

2

) geringter

R

�

aume liefert. Wir verkleben jetzt X

1

und X

2

l

�

angs U

1

' U

2

und erhalten X. Mit P

1

= i

1

((u)) und

P

2

= i

2

((v)) wird

X = i

1

(X

1

) [ fP

1

; P

2

g:

Sei V � X o�en und nichtleer. F

�

ur (s

1

; s

2

) 2 O

X

(V ) ist s

1

2 O

X

1

(i

�1

1

(V )) � k(u), s

2

2 O

X

2

(i

�1

2

(V )) �

k(v), mit der Bedingung  (i

�1

2

(V ) \ U

2

)(s

2

j

i

�1

2

(V )\U

2

) = s

1

j

i

�1

1

(V )\U

1

, was sich hier auf

s

1

(u) = s

1

j

i

�1

1

(V )\U

1

=  (i

�1

2

(V ) \ U

2

)(s

2

j

i

�1

2

(V )\U

2

) =  (i

�1

2

(V ) \ U

2

)(s

2

(v)) = s

2

(

1

u

)

reduziert; also ist s

2

(v) = s

1

(

1

v

).

�

Ahnlich wie oben k

�

onnen wir dann schreiben

O

X

(V ) = ff(x) 2 k(x) : f(u) ist de�niert auf i

�1

1

(V ); f(

1

v

) ist de�niert auf i

�1

2

(V )g:

Was ist O

X

(X)? Ist f 2 O

X

(X) � k(x), so ist f(u) auf ganz X

1

de�niert, also ein Polynom. Da aber

auch f(

1

v

) auf ganz X

2

de�niert sein mu�, ist f konstant. Damit folgt O

X

(X) = k. Wir werden sp

�

ater

sehen, da� X isomorph zur projektiven Geraden ist.

Das projektive Spektrum graduierter Ringe: Analog zu den projektiven Variet

�

aten in der klassi-

schen algebraischen Geometrie konstruieren wir aus graduierten Ringen eine neue Klasse von Schemata.

1. Ein graduierter Ring S ist ein Ring, der eine Zerlegung S = �

d�0

S

d

in eine direkte Summe

abelscher Gruppen bzgl. der Addition besitzt. F

�

ur die Multiplikation gilt S

d

� S

e

� S

d+e

. Ein

Element von S

d

hei�t homogen vom Grad d. Jedes f 2 S hat eine eindeutige Zerlegung f =

f

0

+ f

1

+ f

2

+ : : : , wo f

d

homogen vom Grad d ist. Ein Ideal a � S hei�t homogen, wenn es sich

von homogenen Elementen erzeugen l

�

a�t; gleichwertig damit ist, da� f

�

ur f = f

0

+f

1

+f

2

+ � � � 2 S

gilt: f 2 a () f

0

; f

1

; f

2

; � � � 2 a. Weitere Eigenschaften gelten, die wir bei Bedarf erw

�

ahnen.

Eine besondere Rolle spielt das Ideal S

+

= �

d>0

S

d

.

2. Wir de�nieren das projektive Spektrum des graduierten Ringes S als Menge durch

Proj(S) = fp homogenes Primideal mit S

+

6� pg:

3. De�niert man f

�

ur ein homogenes Ideal a � S

V (a) = fp 2 Proj(S) : a � pg;

so erf

�

ullen die Mengen dieser Gestalt das Axiomensystem f

�

ur die abgeschlossenen Mengen einer

Topologie, die von jetzt an zugrunde gelegt wird. F

�

ur ein homogenes f 2 S de�niert man

D

+

(f) = fp 2 Proj(S) : f 62 pg:

Wie fr

�

uher sieht man, da� jede o�ene Menge von Proj(S) eine Vereinigung von Mengen der Gestalt

D

+

(f) ist.

4. Wir wollen jetzt eine Garbe von Ringen auf Proj(S) einf

�

uhren. Sei p 2 Proj(S). Dann ist

T = ff 2 S : f homogen, f 62 pg

eine multiplikative Teilmenge, wir k

�

onnen also den Ring T

�1

S betrachten. Wir de�nieren

S

(p)

= f

a

f

2 T

�1

S : a und f sind homogen von gleichem Gradg:
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O�ensichtlich ist S

(p)

ein Ring. Wir de�nieren jetzt f

�

ur U � Proj(S) o�en:

O(U ) = f' : U ! [

p2U

S

(p)

; '(p) 2 S

(p)

; es gibt o�ene

�

Uberdeckung U = [U

i

;

a

i

; f

i

2 S; wo a

i

und f

i

homogen vom gleichen Grad sind mit

'(p) =

a

i

f

i

f

�

ur p 2 U

i

g:

Dann ist O eine Garbe von Ringen auf Proj(S). Von nun an denken wir uns Proj(S) als den

geringten Raum (Proj(S);O). Wie fr

�

uher sieht man, da� f

�

ur den Halm in p 2 Proj(S) gilt: O

p

'

S

(p)

.

5. F

�

ur ein homogenes f 2 S sei

S

(f)

= f

a

f

n

2 S

f

: a; f

n

homogen von gleichem Gradg:

Dann gibt es einen Isomorphismus geringter R

�

aume

(D

+

(f);Oj

D

+

(f)

) ' Spec(S

(f)

):

Da die D

+

(f) ganz Proj(S)

�

uberdecken, hat also jeder Punkt eine a�ne Umgebung. Damit ist

Proj(S) ein Schema.

Bemerkung:Wie im Fall von Spec(A) wird es einfacher, wenn der graduierte Ring S ein Integrit

�

atsring

mit Quotientenk

�

orper K ist. Dann ist

K

0

= f

f

g

2 K : f; g homogen vom gleichen Gradg

ein Teilk

�

orper von K, der Unterk

�

orper der Elemente vom Grad 0. Der Ring

S

(p)

= f

f

g

2 K

0

: f; g homogen vom gleichen Grad; g 62 pg

besteht aus den Elementen von K

0

, die in p de�niert sind. Wir o�enes U � Proj(S) kann man schreiben

O(U ) = ff 2 K

0

; f ist de�niert in allen p 2 Ug = \

p2U

S

(p)

:

Beispiel: Sei A ein Ring und S = A[x

0

; : : : ; x

n

] der Polynomring

�

uber A mit der

�

ublichen Graduierung.

Es ist D

+

(x

i

) = fp 2 Proj(S) : x

i

62 pg und

S

(x

i

)

= f

a(x

0

; : : : ; x

n

)

x

d

i

2 S

x

i

: a(x

0

; : : : ; x

n

) 2 S

d

g ' A[

x

0

x

i

; : : : ;

x

n

x

i

];

also

(D

+

(x

i

);Oj

D

+

(x

i

)

) ' Spec(A[y

1

; : : : ; y

n

]) ' A

n

A

:

Da f

�

ur p 2 Proj(S) gilt S

1

6� p, gibt es ein i mit x

i

62 p, d.h. p 2 D

+

(x

i

). Also wird Proj(A[x

0

; : : : ; x

n

])

von den a�nen Schemata D

+

(x

i

) ' A

n

A

�

uberdeckt.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener K

�

orper und S = k[x

0

; x

1

]. Jedes homogene Polynom

f(x

0

; x

1

) zerf

�

allt in Linearfaktoren. Ist also p 2 Proj(S) und p 6= (0), so gibt es ` = ax

0

+ bx

1

2 p, d.h.

(`) � p. W

�

are f(x

0

; x

1

) 2 p, aber f(x

0

; x

1

) 62 (`), so g

�

abe es einen weiteren Linearfaktor `

0

= cx

0

+dx

1

2 p,

der wesentlich von ` verschieden ist, was aber sofort (x

0

; x

1

) � p liefern w

�

urde. Also ist p = (ax

0

+ bx

1

).

Damit ist

Proj(k[x

0

; x

1

]) = f(0)g [ f(ax

0

+ bx

1

) : a; b 2 k; (a; b) 6= (0; 0g:

Man sieht sofort

D

+

(x

0

) = f(0)g [ f(x

1

� cx

0

) : c 2 kg;

D

+

(x

1

) = f(0)g [ f(x

0

� cx

1

) : c 2 kg;

und damit

Proj(k[x

0

; x

1

]) = D

+

(x

0

) [ f(x

0

)g = D

+

(x

1

) [ f(x

1

)g:
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Morphismen

Wir haben Schemata de�niert als geringte R

�

aume, die lokal wie Spektren von Ringen aussehen. Wir

m

�

ussen nun de�nieren, was die richtigen Abbildungen zwischen Schemata sind. Zur Motivation betrachten

wir zwei wichtige Beispiele:

Beispiele:

1. Sei � : X ! Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen R

�

aumen. O

X

und O

Y

bezeichne

die Garbe der reellwertigen stetigen Funktionen auf X bzw. Y . Ist U � Y o�en und f : U ! R

stetig, so ist auch f � � : �

�1

(U )! R stetig, d.h. wir erhalten eine Abbildung

O

Y

(U )!O

X

(�

�1

(U )) = (�

�

O

X

)(U ); f 7! f � �;

die o�ensichtlich mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich ist, d.h. wir haben einen Garben-

morphismus O

Y

! �

�

O

X

.

2. Seien X und Y algebraische Variet

�

aten

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper k. Ein

Morphismus � : X ! Y ist eine stetige Abbildung, so da� f

�

ur jede o�ene Menge U � Y und jede

regul

�

are Funktion f : U ! k auch f � � : �

�1

(U ) ! k regul

�

ar ist. Bezeichnet jetzt O

X

bzw. O

Y

die Garbe der regul

�

aren Funktionen auf X bzw. Y , so erhalten wir wieder f

�

ur jede o�ene Menge

U � Y einen Ringhomomorphismus

O

Y

(U )!O

X

(�

�1

(U )) = (�

�

O

X

)(U ); f 7! f � �;

der mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich ist, damit also einen Garbenmorphismus O

Y

!

�

�

O

X

.

Was soll jetzt ein Morphismus zwischen beliebigen geringten R

�

aumen (X;O

X

) und (Y;O

Y

) sein? Nat

�

urlich

sollte es eine stetige Abbildung � : X ! Y geben, da aber O

X

und O

Y

keine Garben von Funktionen sein

m

�

ussen, kann man nicht die Komposition mit � benutzen um einen Garbenmorphismus O

Y

! �

�

O

X

zu

de�nieren. Daher lassen wir zun

�

achst beliebige Garbenmorphismen O

Y

! �

�

O

X

zu und gelangen damit

zu folgender De�nition:

Definition 17. Ein Morphismus geringter R

�

aume (X;O

X

)! (Y;O

Y

) besteht aus einer stetiger Abbil-

dung � : X ! Y und einem Garbenmorphismus �

]

: O

Y

! �

�

O

X

, d.h. man hat f

�

ur jede o�ene Menge

U � Y Ringhomomorphismen

�

]

(U ) : O

Y

(U )!O

X

(�

�1

(U ));

die mit der Einschr

�

ankungsabbildung vertr

�

aglich sind. Wir schreiben statt (�; �

]

) auch manchmal einfach

�.

Unsere obigen Beispiele sind also Morphismen geringter R

�

aume.

Beispiel:Wir de�nieren einen Morphismus geringter R

�

aume zwischen Spec(Q) = f(0)g und Spec(Z) =

f(0)g [ f(p) : p primg: Wir setzen zun

�

achst �((0)) = (5). Ist U � SpecZ o�en und nichtleer, so gibt es

Primzahlen p

1

; : : : ; p

r

mit U = SpecZ n f(p

1

); : : : ; (p

r

)g. Es ist

O

Z

(U ) = fx 2 Q : x de�niert au�erhalb p

1

; : : : ; p

r

g = Z

p

1

:::p

r

� Q:

Ist (5) 62 U , so ist �

�1

(U ) = ;, also ist �

�

(U ) = 0, ist (5) 2 U , so ist �

�1

(U ) = SpecQ und wir de�nieren

�

]

(U ) : O

Z

(U ) ! O

Q

(Spec(Q)) = Q durch die Inklusion. Hier ist also (�

�

O

Q

)(U ) = 0 f

�

ur (5) 62 U und

(�

�

O

Q

)(U ) = Q f

�

ur (5) 2 U .

33
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Bemerkung: Seien X und Y a�ne Variet

�

aten

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper k und

den a�nen Koordinatenringen k[X] und k[Y ]. Wir hatten dann gesehen, da� es eine Bijektion gibt

Morphismen X ! Y $ Ringhomomorphismen k[Y ]! k[X]:

Etwas

�

Ahnliches wollen wir f

�

ur a�ne Schemata erreichen.

Konstruktion des assoziierten Morphismus ~' : Spec(B) ! Spec(A) zu einem Ringhomomor-

phismus ' : A! B:

1. Wir wissen bereits, da� ein Ringhomomorphismus ' : A! B eine stetige Abbildung

~' : Spec(B)! Spec(A); q 7! '

�1

(q)

liefert. F

�

ur q 2 Spec(B) ist also ~'(q) = '

�1

(q). Alle Elemente aus A n '

�1

q werden unter der

Abbildung A! B ! B

q

zu Einheiten, also erhalten wir eine induzierte Abbildung

'

q

: A

~'(q)

! B

q

;

a

s

7!

'(a)

'(s)

:

2. Wir wollen jetzt einen GarbenmorphismusO

A

! ~'

�

O

B

konstruieren, d.h. mit der Einschr

�

ankungs-

abbildung vertr

�

agliche Ringhomomorphismen O

A

(U ) ! O

B

( ~'

�1

(U )) f

�

ur alle o�enen Mengen

U � Spec(A). Nun ist

O

A

(U ) = f� : U ! [

p2U

A

p

; es gibt a

i

; s

i

mit U = [D(s

i

) und

�(p) =

a

i

s

i

2 A

p

f

�

ur p 2 D(s

i

)g;

O

B

( ~'

�1

(U )) = f� : ~'

�1

(U )! [

q2 ~'

�1

(U)

B

q

; es gibt b

i

; t

i

mit ~'

�1

(U ) = [D(t

i

) und

�(q) =

b

i

t

i

2 B

q

f

�

ur q 2 D(t

i

)g:

Sei jetzt � 2 O

A

(U ). Ist q 2 ~'

�1

(U ), so ist ~'(q) 2 U , darauf kann man � anwenden, erh

�

alt

�( ~'(q)) 2 A

~'(q)

, worauf man wiederum '

q

anwenden kann und '

q

(�( ~'(q))) 2 B

q

erh

�

alt. Wir

de�nieren also

� : ~'

�1

(U )! [

q2~'

�1

(U)

B

q

; q 7! '

q

(�( ~'(q))) 2 B

q

:

3. Seien jetzt a

i

; s

i

2 A mit U = [D(s

i

) und �(q) =

a

i

s

i

2 A

p

f

�

ur p 2 D(s

i

). F

�

ur q 2 Spec(B) gilt

q 2 ~'

�1

(D(s

i

)) () ~'(q) 2 D(s

i

) () s

i

62 ~'(q) = '

�1

(q) () '(s

i

) 62 q

() q 2 D('(s

i

));

d.h. ~'

�1

(D(s

i

)) = D('(s

i

)), und damit

~'

�1

(U ) = ~'

�1

([D(s

i

)) = [ ~'

�1

(D(s

i

)) = [D('(s

i

)):

F

�

ur q 2 D('(s

i

)) ist ~'(q) 2 D(s

i

) und damit gilt in B

q

:

�(q) = '

q

(�( ~'(q))) = '

q

(

a

i

s

i

) =

'(a

i

)

'(s

i

)

:

Also ist � 2 O

B

( ~'

�1

(U )). Damit ist klar, da�

~'

]

: O

A

(U )!O

B

( ~'

�1

(U )); � 7! (q 7! '

q

(�( ~'(q))) )

sinnvoll de�niert ist und einen Ringhomomorphismus liefert, der mit Einschr

�

ankung vertr

�

aglich

ist. Somit liefert ( ~'; ~'

]

) einen Morphismus geringter R

�

aume zwischen Spec(B) und Spec(A).

Wir wissen, da� f

�

ur f 2 A gilt O

A

(D(f)) ' A

f

. Damit liefert obige Konstruktion das folgende Lemma:

Lemma 23. Sei ' : A ! B ein Ringhomomorphismus und ( ~'; ~'

]

) : Spec(B) ! Spec(A)) der zugeord-

nete Morphismus zwischen den Spektrum. F

�

ur f 2 A ist dann ~'

�1

(D(f)) = D('(f)) und der Ring-

homomorphismus ~'

]

(D(f)) : O

A

(D(f)) ! O

B

(D('(f)) wird mit der Isomorphie O

A

(D(f)) ' A

f

und

O

B

(D('(f)) ' B

'(f)

gegeben durch

A

f

! B

'(f)

;

a

f

n

7!

'(a)

'(f)

n

:
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Bemerkung: Ist A ein Integrit

�

atsring mit Quotientenk

�

orper K, so giltA � A

p

� K f

�

ur alle p 2 Spec(A).

Der Ring A

p

besteht genau aus den Elementen von K, die in p de�niert sind. Ist U � Spec(A) o�en und

nichtleer, so ist

O

A

(U ) ' fx 2 K : x de�niert in allen Punkten p 2 Ug = \

p2U

A

p

;

wobei eine Funktion � 2 O

A

(U ), � : U ! [

p2U

A

p

durch ein Element x 2 K, genauer x 2 \

p2U

A

p

und

�(p) = x gegeben wird. Wenn A ein Integrit

�

atsring ist, benutzen wir oft diese Identi�kation f

�

ur O

A

(U ).

Beispiel: Sei A ein Integrit

�

atsring mit Quotientenk

�

orper K und ' : A! K die Inklusion. Dann ist

~' : Spec(K)! Spec(A); (0) 7! (0):

(0) ist generischer Punkt von Spec(A), d.h. die kleinste abgeschlossene Menge, die (0) enth

�

alt, ist Spec(A).

Also ist (0) in jeder o�enen nichtleeren Menge enthalten. Sei jetzt U � Spec(A) o�en und nichtleer. Dann

ist ~'

�1

(U ) = Spec(K). Die Abbildung ~'

]

: O

A

(U )!O

K

(Spec(K)) ist dann wegen

O

A

(U ) = \

p2U

A

p

� K und O

K

(Spec(K)) = K

einfach die Inklusion.

Beispiel: Sei ' : A ! B ein Ringhomomorphismus zwischen Integrit

�

atsringen. Bezeichnet K den Quo-

tientenk

�

orper von A und L den von B, so k

�

onnen wir schreiben

O

A

(U ) = fx 2 K : x de�niert in allen p 2 Ug = \

p2U

A

p

;

O

B

(V ) = fy 2 L : y de�niert in allen q 2 V g = \

q2V

B

q

f

�

ur nichtleere o�ene Mengen U � Spec(A) und V � Spec(B). Nach unserer De�nition wird ~'

]

: O

A

!

~'

�

O

B

durch eine Abbildung der Art

a

s

7!

'(a)

'(s)

de�niert. Wir wollen dies noch genauer betrachten.

Da B Integrit

�

atsring ist, ist (0) 2 Spec(B). Dann ist p

0

:= Kern(') = ~'((0)). In nat

�

urlichen Weise setzt

sich ' : A! B fort zu einem Ringhomomorphismus

' : A

p

0

! L;

a

s

7!

'(a)

'(s)

;

mit Kern p

0

A

p

0

.

Sei jetzt U � Spec(A) o�en. Wir unterscheiden zwei M

�

oglichkeiten:

1. Ist ~'

�1

(U ) = ;, so ist O

B

( ~'

�1

(U )) = 0, also ~'

]

(U ) = 0.

2. Ist ~'

�1

(U ) 6= ;, so gibt es ein q 2 ~'

�1

(U ), also ist '

�1

q 2 U . Nat

�

urlich hat man p

0

� '

�1

q und

damit A

'

�1

q

� A

p

0

� K, woraus sofort folgt

O

A

(U ) = \

p2U

A

p

� A

'

�1

q

� A

p

0

und damit ~'

]

(U ) = '.

Beispiel:Wir betrachten den Ringhomomorphismus ' : Z! Z=(6). Man hat dann

~' : Spec(Z=(6))! Spec(Z); (2) 7! (2); (3) 7! (3):

Auf Spec(Z=(6)) haben wir mit der Abk

�

urzung O = O

Z=(6)

:

O(f(2)g) = Z=(2); O(f(3)g) = Z=(3); O(f(2); (3)g) = Z=(6):

Ist U � Spec(Z) o�en und nichtleer, so gibt es Primzahlen p

1

; : : : ; p

r

mit U = Spec(Z) n f(p

1

); : : : ; (p

r

)g;

es ist dann

O

Z

(U ) = fx 2 Q : x de�niert auf Ug = Z

p

1

:::p

r

:

Es gibt nun 4 F

�

alle f

�

ur o�enes U � Spec(Z):

� Ist (2) 62 U; (3) 62 U , so ist ~'

�1

(U ) = ;, also ~'

]

(U ) = 0.

� Ist (2) 2 U; (3) 62 U , so ist O

Z

(U ) � Z

(2)

, ~'

�1

(U ) = f(2)g und ~'

]

(U ) die Reduktion modulo 2.

� Ist (3) 2 U; (2) 62 U , so ist O

Z

(U ) � Z

(3)

, ~'

�1

(U ) = f(3)g und ~'

]

(U ) die Reduktion modulo 3.

� Ist (2) 2 U; (3) 2 U , so ist O

Z

(U ) � Z

(2)

\ Z

(3)

, ~'

�1

(U ) = f(2); (3)g und ~'

]

(U ) die Reduktion

modulo 6.
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Hat jeder Morphismus geringter R

�

aume zwischen Spec(B) und Spec(A) die Gestalt ~' f

�

ur einen Ringho-

momorphismus ' : A! B?

Beispiel: Wir betrachten das fr

�

uhere Beispiel: � : Spec(Q) ! Spec(Z) mit �((0)) = (5) etc. Da es nur

einen Ringhomomorphismus ' : Z ! Q gibt, n

�

amlich die Inklusion, und f

�

ur diesen gilt ~'((0)) = (0),

kommt � nicht von einem Ringhomomorphismus her. So etwas wollten wir eigentlich nicht haben.

Bemerkung: Sei (�; �

]

) : (X;O

X

)! (Y;O

Y

) ein Morphismus geringter R

�

aume, P 2 X und Q = �(P ).

Ist U eine o�ene Umgebung von Q, so �

�1

(U ) eine o�ene Umgebung von P , woraus sich eine Abbildung

O

Y

(U )

 (U)

! O

X

(�

�1

(U ))

�

�

�1

(U);P

! O

X;P

ergibt, die o�ensichtlich mit Einschr

�

ankung vertr

�

aglich ist, so da� wir eine induzierte Abbildung

�

]

P

: O

Y;�(P )

!O

X;P

erhalten.

Beispiel: Sei ' : A! B ein Ringhomomorphismus und ~' : Spec(B)! Spec(A) der assoziierte Morphis-

mus geringter R

�

aume. Ist q 2 Spec(B), dann ist O

B;q

= B

q

, O

A;~'(q)

= A

~'(q)

und nach Konstruktion

~'

]

q

= '

q

: A

~'(q)

! B

q

:

Beispiel: Wir betrachten das fr

�

uhere Beispiel (�; �

]

) : Spec(Q) ! Spec(Z) mit �((0)) = (5). Dann ist

O

Z;(5)

= Z

(5)

, O

Q;(0)

= Q und �

]

(0)

: Z

(5)

! Q die Inklusion.

Beispiel: Wir betrachten nochmals die geometrische Situation: Sei � : X ! Y stetig, O

X

und O

Y

die

Garbe der stetigen Funktionen auf X und Y und  der durch O

Y

(U )!O

X

(�

�1

(U )); f 7! f �� de�nierte

Morphismus geringter R

�

aume. F

�

ur P 2 X besteht O

X;P

aus den Keimen der in P stetigen Funktionen,

analog f

�

ur O

Y;Q

. Der Ring O

X;P

ist ein lokaler Ring, d.h. er hat genau ein maximales Ideal m

X;P

, das

aus den Funktionen besteht, die in P eine Nullstelle haben. Ist nun f eine um �(P ) de�nierte stetige

Funktion mit f(�(P )) = 0, so ist f � � um P de�niert und hat eine Nullstelle in P , d.h. wir haben

�

]

P

(m

Y;�(P )

) � m

X;P

:

Diese in der geometrischen Situation nat

�

urliche Aussage mu� man im allgemeinen zus

�

atzlich fordern.

Definition 18. Ein Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen ' : (A;m

A

) ! (B;m

B

) hei�t lokal,

wenn gilt

'(m

A

) � m

B

:

Bemerkungen:

1. Ein Ringhomomorphismus ' : A ! B zwischen lokalen Ringen ist also lokal, wenn aus f �

0 mod m

A

folgt '(f) � 0 mod m

B

. D.h. hat f eine Nullstelle in m

A

2 Spec(A), so '(f) eine

Nullstelle in m

B

2 Spec(B).

2. Sei ' : A! B ein Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen. Wir haben disjunkte Zerlegun-

gen

A = A

�

[m

A

und B = B

�

[m

B

:

Nat

�

urlich werden Einheiten auf Einheiten abgebildet, d.h.

'(A

�

) � B

�

;

was man auch in der Form '

�1

(m

B

) � m

A

schreiben kann. Im allgemeinen kann es passieren, da�

Nichteinheiten auf Einheiten abgebildet werden. Ist ' lokal, d.h. '(m

A

) � m

B

, so ist dies nicht

der Fall. Man kann dann auch sagen: F

�

ur a 2 A gilt:

a ist Einheit in A () '(a) ist Einheit in B:

Au�erdem gilt dann '

�1

(m

B

) = m

A

.

Beispiele: Der Ring Z

(p)

= f

a

b

2 Q : a; b 2 Z : b 6� 0 mod pg ist lokal mit maximalem Ideal pZ

(p)

.
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1. Wir betrachten die Reduktion modulo p

' : Z

(p)

! F

p

:

die alle Elemente aus pZ

(p)

auf 0 abgebildet werden, ist ' lokal.

2. Wir betrachten die Inklusion

' : Z

(p)

! Q:

O�ensichtlich gehen hier Nichteinheiten in Einheiten

�

uber, d.h. ' ist nicht lokal.

3. Ist ' : A ! B ein Ringhomomorphismus und q 2 Spec(B), so erhalten wir einen induzierten

Ringhomomorphismus lokaler Ringe

'

q

: A

'

�1

(q)

! B

q

:

Da da maximale Ideal von A einfach '

�1

(q)A

'

�1

(q)

ist, ist klar, da� '

q

lokal ist.

4. F

�

ur unseren fr

�

uheren Morphismus geringter R

�

aume (�; �

]

) : Spec(Q)! Spec(Z) mit �((0)) = (5)

war

�

]

(0)

: Z

(5)

! Q:

�

]

(0)

ist also Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen, der nicht lokal ist. Dies verursacht

genau unser fr

�

uheres Problem.

Wir kommen jetzt zur entscheidenden De�nition f

�

ur Morphismen:

Definition 19. 1. Ein lokal geringter Raum ist ein geringter Raum (X;O

X

), so da� f

�

ur alle Punkte

P 2 X der Halm O

X;P

ein lokaler Ring ist. Das maximale Ideal von O

X;P

schreiben wir auch als

m

X;P

.

2. Ein Morphismus lokal geringter R

�

aume zwischen (X;O

X

) und (Y;O

Y

) ist ein Morphismus gering-

ter R

�

aume (�; �

]

) : (X;O

X

)! (Y;O

Y

), so da� f

�

ur alle P 2 X die induzierten Ringhomorphismen

�

]

P

: O

Y;�(P )

!O

X;P

lokal sind.

Lemma 24. Schemata sind lokal geringte R

�

aume.

Beweis:Ein Schema schaut lokal wie ein a�nes Schema, also wie Spec(A) aus. Der Halmder Strukturgarbe

O

A

in einem Punkt p 2 Spec(A) ist aber O

A;p

' A

p

, also ein lokaler Ring.

Definition 20. Ein Morphismus von Schemata ist ein Morphismus lokal geringter R

�

aume zwischen

Schemata. Wenn wir Schemata haben, meinen wir mit Morphismus immer einen Morphismus von Sche-

mata.

Gegenbeispiel: Unser fr

�

uher betrachteter Morphismus (�; �

]

) : Spec(Q) ! Spec(Z) mit �((0)) = (5)

ist also kein Morphismus von Schemata, da �

]

(0)

nicht lokal ist.

Bemerkung: Ein Morphismus zwischen Schemata (X;O

X

) und (Y;O

Y

) setzt sich also wie folgt zusam-

men:

1. Es gibt eine stetige Abbildung � : X ! Y .

2. F

�

ur jede o�ene Menge U � Y hat man einen Ringhomomorphismus�

]

(U ) : O

Y

(U )!O

X

(�

�1

(U ));

diese Ringhomomorphismen sind mit den Einschr

�

ankungsabbildungen vertr

�

aglich, d.h. f

�

ur zwei

o�ene Mengen V � U � Y gilt: �

�

�1

(U);�

�1

(V )

� �

]

(U ) = �

]

(V ) � �

UV

. (Anders ausgedr

�

uckt:

�

]

: O

Y

! �

�

O

X

ist ein Garbenmorphismus.)

3. F

�

ur jeden Punkt P 2 X ist der induzierte Ringhomomorphismus

�

]

P

: O

Y;�(P )

!O

X;P

lokal, d.h. �

]

P

(m

Y;�(P )

) � m

X;P

. Man kann dies auch so ausdr

�

ucken: Ist U eine o�ene Umgebung

von �(P ), f 2 O

Y

(U ) mit �

UP

(f) 2 m

Y;�(P )

, so gilt auch �

�

�1

(U);P

(�

]

(f)) 2 m

X;P

.
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Beispiel: Sei k ein K

�

orper und X ein Schema. Was ist dann ein Morphismus � : X ! Spec(k)? Da

Spec(k) nur einen Punkt hat, ist klar, da� �(P ) = (0) f

�

ur alle P 2 X gelten mu�. Dann braucht man

einen Ringhomomorphismus

�

]

(Spec(k)) : k = O

k

(Spec(k))!O

X

(X);

d.h. O

X

(X) ist ein k-Vektorraum bzw. eine k-Algebra.

�

Uber die Einschr

�

ankungsabbildungen �

XU

und

�

XP

sind dann auch alle O

X

(U ) und O

X;P

k-Algebren. Nat

�

urlich ist die induzierte Abbildung �

]

P

: k !

O

X;P

lokal. Es gibt also genau dann einen Morphismus X ! Spec(k), wenn O

X

(X) eine k-Algebra ist.

Beispiel: Sei K ein K

�

orper. Wie sieht ein Morphismus Spec(K)! X aus?

1. Sei (�; �

]

) : Spec(K) ! X ein Morphismus und P = �((0)). Sei U � X o�en. Ist P 62 U , so ist

�

]

(U ) = 0. Ist P 2 U , so haben wir einen Ringhomomorphismus �

]

(U ) : O

X

(U )! K. Au�erdem

ist �

]

P

: O

X;P

! K lokal, d.h. m

X;P

geht auf 0 oder anders ausgedr

�

uckt: O

X;P

=m

X;P

,! K. Man

nennt O

X;P

=m

X;P

auch den Restklassenk

�

orper �(P ) von P .

2. Sei umgekehrt � : �(P ) ! K gegeben. Wir de�nieren � : Spec(K) ! X durch �((0)) = P ; f

�

ur

jede o�ene Umgebung U von P de�nieren wir

�

]

(U ) : O

X

(U )! K durch die Komposition O

X

(U )!O

X;P

! �(P )! K:

So erhalten wir einen Schemamorphismus Spec(K)! X.

Die Morphismen Spec(K)! X entsprechen also den Punkten P 2 X mit einer Einbettung �(P ) ,!K.

Wir fassen die Ergebnisse der letzten beiden Beispiele nochmals zusammen:

Lemma 25. Sei K ein K

�

orper und X ein Schema.

1. Die Morphismen X ! Spec(K) entsprechen den Ringhomomorphismen K !O

X

(X).

2. Die Morphismen Spec(K)! X entsprechen den Punkten P 2 X zusammen mit einer Einbettung

�(P ) ,! K.

Bemerkung: Ist X = Spec(A), p 2 X, so ist O

X;p

= A

p

, m

X;p

= pA

p

, also

�(p) = A

p

=pA

p

' Quot(A=p):

Beispiel: Es ist

Spec(Q[x]) = f(0)g [ f(f(x)) : f(x) normiert und irreduzibelg;

also gilt f

�

ur die Restklassenk

�

orper

�((0)) = Q(x) und �((f(x)) = Q[x]=(f(x)):

Daher haben die Morphismen Spec(Q)! Spec(Q[x]) die Gestalt (0) 7! (x� c) f

�

ur ein c 2 Q.

Lemma 26. Ist ' : A ! B ein Ringhomomorphismus, so ist der assoziierte Morphismus ( ~'; ~'

]

) :

Spec(B)! Spec(A) ein Morphismus von Schemata.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, da� f

�

ur q 2 Spec(B) gilt ~'

]

q

= '

q

: A

'

�1

q

! B

q

, was nat

�

urlich ein

lokaler Ringhomomorphismus ist.

Lemma 27. Ist (�; �

]

) : Spec(B) ! Spec(A) ein Schemamorphismus, so gibt es einen Ringhomomor-

phismus ~' : A! B mit � = ~', �

]

= ~'

]

.

Beweis:

1. Aus dem Ringhomomorphismus �

]

(Spec(A)) : A ' O

A

(Spec(A)) ! O

B

(Spec(B)) erhalten wir

�

uber die Isomorphismen O

A

(Spec(A)) ' A und O

B

(Spec(B)) ' B einen Ringhomomorphismus

' : A! B. Dazu gibt es dann nat

�

urlich wieder den assoziierten Morphismus ( ~'; ~'

]

) : Spec(B) !

Spec(A)) zwischen den a�nen Schemata. Wir wollen � und ~' vergleichen.
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2. Sei q 2 Spec(B). Durch die Einschr

�

ankungsabbildung ist klar, da� �

]

q

: A

�(q)

! B

q

gegeben ist

durch

�

]

q

(

a

s

) =

'(a)

'(s)

:

Nun gilt f

�

ur x 2 A, da �

]

q

lokal ist:

x 2 �(q) ()

x

1

keine Einheit in A

�(q)

()

'(x)

'(1)

= �

]

q

(

x

1

) keine Einheit in B

q

() '(x) 2 q () x 2 '

�1

q;

d.h. �(q) = '

�1

(q) = ~'(q). Also stimmen die Abbildungen � und ~' auf Spec(B)

�

uberein.

3. Wir m

�

ussen nun nur noch �

]

und ~'

]

vergleichen. Da es sich um Garbenabbildungen handelt,

k

�

onnen wir uns auf o�ene Mengen der Gestalt U = D(f) beschr

�

anken. Es ist aber klar, da�

sowohl �

]

(D(f)) als auch ~'

]

(D(f)) die Gestalt A

f

! B

D(f)

;

a

f

n

7!

'(a)

'(f)

n

haben, da beide von der

gleichen Abbildung ' : A! B herkommen.

Satz 11. F

�

ur Ringe A und B ist

fRinghomomorphismen A! Bg ! fSchemamorphismen Spec(B)! Spec(A)g; ' 7! ( ~'; ~'

]

)

bijektiv. Die Umkehrabbildung ist (�; �

]

) 7! �

]

(Spec(A)), wenn man die Isomorphien A ' O

A

(Spec(A))

und B ' O

B

(Spec(B)) benutzt.

Beweis: Die Surjektivit

�

at haben wir im letzten Lemma gezeigt, die Injektivit

�

at ist klar, da gilt ' =

~'

]

(Spec(A)).

Bemerkung: Wir wissen, da� Morphismen zwischen a�nen Variet

�

aten X ! Y immer durch einen

Ringhomomorphismus k[Y ] ! k[X] der a�nen Koordinatenringe gegeben wird. Obiger Satz liefert die

gleiche Aussage jetzt f

�

ur a�ne Schematas. Der Satz l

�

a�t sich auch so formulieren: Die Kategorie der

a�nen Schematas ist (im wesentlichen) isomorph zur Kategorie der kommutativen Ringe mit 1.

Bemerkung: Ein Morphismus (�; �

]

) : (X;O

X

) ! (Y;O

Y

) von Schemata l

�

a�t sich mit dem Satz also

auch folgenderma�en beschreiben: Y besitzt eine

�

Uberdeckung aus o�enen a�nen Mengen U

i

' Spec(A

i

);

�

�1

(U

i

) ist o�en in X, also ein Schema, besitzt also eine

�

Uberdeckung durch o�ene a�ne Mengen W

ij

'

Spec(B

ij

; der eingeschr

�

ankte Morphismus W

ij

! U

i

wird durch einen Ringhomomorphismus A

i

! B

ij

eindeutig beschrieben.

Bemerkung: Sei � : X ! Y ein Morphismus von Schemata, seien U � X, V � Y o�en mit �(U ) � V .

Dann sind auch U und V Schemata. � liefert eine stetige Abbildung U ! V . Ist W � V o�en, so ist

W auch o�en in X, also hat man eine Abbildung O

Y

(W ) ! O

X

(�

�1

(W )), was man nat

�

urlich weiter

einschr

�

anken kann mit O

X

(�

�1

(W ))!O

X

(�

�1

(W )\U ). Die lokale Abbildung bleibt gleich, also erh

�

alt

man einen Morphismus von Schemata U ! V . In gleicher expliziter Weise zeigt man, da� die Komposition

von Schemamorphismen wieder ein Schemamorphismus ist.

Der letzte Satz l

�

a�t sich wie folgt verallgemeinern:

Satz 12. Sei A ein Ring und (X;O

X

) ein Schema. Dann ist

fSchemamorphismen X ! Spec(A)g ! fRinghomomorphismen A!O

X

(X)g; (�; �

]

) 7! �

]

(Spec(A))

bijektiv.

Beweisansatz: Wir wollen diesen Satz nicht beweisen, aber doch skizzieren, wie man von einem Ringho-

momorphismus ' : A!O

X

(X) zu einer Abbildung � : X ! Spec(A) kommt.

Ist zun

�

achst (�; �

]

) : X ! Spec(A) ein Schemamorphismus, so ist f

�

ur P 2 X die Abbildung �

]

P

: A

�(P )

!

O

X;P

lokal, d.h. �(P )A

�(P )

= (�

]

P

)

�1

(m

X;P

). Daraus folgt sofort, da� f

�

ur A

�

]

(Spec(A))

! O

X

(X)

�

X;P

! O

X;P

gilt

�(P ) = (�

X;P

� �

]

(Spec(A)))

�1

(m

X;P

):
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Haben wir umgekehrt ' : A!O

X

(X), so m

�

ussen wir also � : X ! Spec(A) de�nieren durch

�(P ) = (�

X;P

� ')

�1

(m

X;P

):

Definition 21. Sei S ein Schema. Ein S-Schema X ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus

X ! S. Ein S-Morphismus zwischen zwei S-Schemata X und Y ist ein Morphismus X ! Y , so da�

X ! Y ! S identisch mit X ! S ist. Ist S = Spec(A), so spricht man statt von S-Schema auch von

A-Schema, von A-Morphismus statt von S-Morphismus. Mit Mor

S

(X;Y ) bezeichnen wir die Menge der

S-Morphismen zwischen zwei S-Schematas X und Y .

Beispiel: Sei X ein Schema. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus Z! O

X

(X), also gibt es

genau einen Morphismus X ! Spec(Z). Damit ist jedes Schema auf genau eine Weise ein Z-Schema.

Beispiel: Sei K ein K

�

orper. Ein K-Schema X ist dann gegeben durch einen Morphismus X ! Spec(K),

d.h. durch einen Ringhomomorphismus K !O

X

(X). Durch Einschr

�

ankung erh

�

alt man

K !O

X

(X)!O

X

(U )!O

X;P

!O

X;P

=m

X;P

= �(P );

insbesondere ist also der Restklassenk

�

orper �(P ) eine K

�

orpererweiterung von K. Ist Y ein weiteres K-

Schema, so ist ein K-Morphismus X ! Y ein Morphismus � : X ! Y , so da� K !O

Y

(Y )

�

]

(Y )

! O

X

(X)

mit K !O

X

(X)

�

ubereinstimmt.

Beispiel: SeiK ein K

�

orper, a = (f

1

; : : : ; f

r

) ein Ideal inK[x

1

; : : : ; x

n

]. Dann istX = Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

]=a)

ein K-Schema verm

�

oge K ! K[x

1

; : : : ; x

n

]. Sei L ein Erweiterungsk

�

orper von K. Die Inklusion K ! L

liefert Spec(L) ! Spec(K), insbesondere ist Spec(L) auch ein K-Schema. Was ist ein K-Morphismus

� : Spec(L) ! X? Er ist gegeben durch einen K-Algebrahomomorphismus ' : K[x

1

; : : : ; x

n

]=a ! L.

Er ist bestimmt durch die Bilder '(x

1

) = p

1

; : : : ; '(x

n

) = p

n

2 L, die nat

�

urlich die Bedingungen

f

i

(p

1

; : : : ; p

n

) = 0 erf

�

ullen. Umgekehrt liefert jede L

�

osung

f

1

(p

1

; : : : ; p

n

) = � � � = f

r

(p

1

; : : : ; p

n

) = 0 mit p

1

; : : : ; p

n

2 L

einen K-Morphismus Spec(K)! X. Wir haben also eine Bijektion

Mor

K

(Spec(L); X) $ f(p

1

; : : : ; p

n

) 2 L

n

: f

1

(p

1

; : : : ; p

n

) = � � � = f

r

(p

1

; : : : ; p

n

) = 0g:

Mor

K

(Spec(L); X) sind also genau die L

�

osungen des Gleichungssystems f

1

= � � � = f

r

= 0 im K

�

orper L.

Das letzte Beispiel motiviert folgende De�nition:

Definition 22. Seien X und T S-Schemata. Dann hei�t

X(T ) = Mor

S

(T;X)

die Menge der T -wertigen Punkte von X. Ist T = Spec(L), L ein K

�

orper, so hei�t X(L) = X(Spec(L))

auch die Menge der L-rationalen Punkte von X.

Beispiel: F

�

ur eine Primzahl p > 2 sei X

p

= Spec(Q[x; y]=(x

p

+ y

p

� 1). Nach Wiles wei� man jetzt, da�

X

p

(Q) genau zwei Elemente enth

�

alt, was den Punkten (x; y � 1) und (x� 1; y) von X

p

entspricht. Nach

Faltings wei� man, da� f

�

ur jeden Zahlk

�

orper K die Menge X

p

(K) endlich ist.

Wir kommen nun zu Unterschematas eines Schemas X.

Definition 23. Ist (X;O

X

) ein Schema, U � X o�en, so ist auch (U;O

X

j

U

) ein Schema. Man nennt

dies ein o�enes Unterschema von X. Eine Morphismus � : X ! Y hei�t eine o�ene Immersion, wenn

� einen Isomorphismus von X mit einem o�enen Unterschema von Y liefert.

Beispiel: Der Ringhomomorphismus ' : Z

(5)

! Q liefert eine o�ene Immersion ~' : Spec(Q) !

Spec(Z

(5)

).

Bei Variet

�

aten

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper k sind die abgeschlossenen Untervariet

�

aten

interessante Objekte. IstX ein Schema, Y eine abgeschlossene Teilmenge vonX, so ist zun

�

achst

�

uberhaupt

nicht klar, wie man Y mit einer Schemastruktur versehen kann. Wir beginnen mit einem Beispiel:



4. MORPHISMEN 41

Beispiel: Sei X eine algebraische Variet

�

at

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper und Y eine

abgeschlossene Untervariet

�

at von X. Bezeichnet O

X

und O

Y

jeweils die Garbe der regul

�

aren Funktionen,

so hatten wir eine exakte Garbensequenz

0! I ! O

X

! i

�

O

Y

! 0:

Wir betrachten jetzt ein Beispiel bei a�nen Schemata:

Satz 13. Sei a ein Ideal in A, X = Spec(A), Y = Spec(A=a) und (�; �

]

) : Y ! X der durch ' : A! A=a

gegebene Schemamorphismus. Dann gilt:

1. �(Y ) = V (a) ist abgeschlossen.

2. � liefert einen Hom

�

oomorphismus Y ! V (a).

3. �

]

: O

X

! �

�

O

Y

ist surjektiv.

Beweis: Die Aussagen 1. und 2. kennen wir bereits. Wir zeigen die 3. Behauptung: Die Punkte aus Y

haben die Gestalt p=a mit p 2 V (a). Sei p 2 X. Dann ist O

X;p

= A

p

. Wir unterscheiden zwei F

�

alle:

p =2 V (a): Dann ist U = XnV (a) eine o�ene Umgebung von p und (�

�

O

Y

)(U ) = O

Y

(�

�1

U ) = O

Y

(;) = 0,

also (�

�

O

Y

)

p

= 0 und damit O

X;p

! (�

�

O

Y

)

p

surjektiv.

p 2 V (a): Da jede o�ene Menge in Y die Gestalt �

�1

U mit einer o�enen Menge U � X hat, da U genau

dann Umgebung von p ist, wenn �

�1

U Umgebung von p=a ist, folgt aus (�

�

O

Y

)(U ) = O

Y

(�

�1

U ) sofort

(�

�

O

Y

)

p

' O

Y;p=a

:

Damit ist (O

X

)

p

! (�

�

O

Y

)

p

die Abbildung A

p

! (A=a)

p=a

, die nat

�

urlich surjektiv ist.

Da nun O

X

! �

�

O

Y

auf allen Halmen surjektiv ist, ist die Garbenabbildung selbst surjektiv.

Dies motiviert folgende De�nition:

Definition 24. Eine abgeschlossene Immersion ist ein Morphismus � : Y ! X, so da� � einen Hom

�

oomor-

phismus von Y auf eine abgeschlossene Teilmenge von X liefert und �

]

: O

X

! �

�

O

Y

surjektiv ist. Ein

abgeschlossenes Unterschema Y � X besteht aus einer abgeschlossenen Teilmenge Y � X, einer Garbe

O

Y

von Ringen auf Y , so da� (Y;O

Y

) ein Schema und O

X

! i

�

O

Y

surjektiv ist, wo i : Y ! X die

Inklusion ist.

Beispiele:

1. Ist a ein Ideal in A, so wird Spec(A=a) ! Spec(A) eine abgeschlossene Immersion. Versieht man

V (a) mit der Struktur von Spec(A=a), so ist V (a) dadurch ein abgeschlossenes Unterschema. Mit

dieser Identi�kation nennen wir auch Spec(A=a) ein abgeschlossenes Unterschema von Spec(A).

2. Sei k ein K

�

orper und X = Spec(k[x]). F

�

ur jedes n 2 N erhalten wir ein abgeschlossenes Unter-

schema Y

n

= Spec(k[x]=(x

n

)) von X. Als Menge besteht Y

n

nur aus einem Punkt, als Schemata

sind aber die Y

n

's alle verschieden.

Bemerkung: Bei den abgeschlossenen Unterschemata bzw. abgeschlossenen Untervariet

�

aten weichen

also klassische algebraische Geometrie und Schematheorie stark voneinander ab. Ist f(x; y) ein Polynom

in k[x; y], so liefern f und f

2

die gleiche Kurve ff = 0g � A

2

, die Unterschemata Spec(k[x; y]=(f)) und

Spec(k[x; y]=(f

2

) von Spec(k[x; y]) sind aber verschieden. Einen Vorgeschmack gibt es allerdings auch

klassisch: Betrachtet man z.B. alle Quadriken im P

2

, so hat man auch die Doppelgeraden (a

0

x

0

+a

1

x

1

+

a

2

x

2

)

2

= 0, die eigentlich ja nur eine Gerade sind.

Ein wichtiger Satz, dessen Beweis wir verschieben, ist folgender:

Satz 14. Ist Y ein abgeschlossenes Unterschema eines a�nen Schemas X, so ist auch Y a�n. Genauer:

Die abgeschlossenen Unterschemata von Spec(A) haben die Gestalt Spec(A=a), wo a ein Ideal in A ist.

Wir kommen nun zu einigen weiteren Grundbegri�en:

Definition 25. Sei X ein Schema.

1. X hei�t zusammenh

�

angend, wenn X als topologischer Raum zusammenh

�

angend ist.

2. X hei�t irreduzibel, wenn X als topologischer Raum irreduzibel ist.
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Bemerkung: Ein topologischer Raum X 6= ; ist genau dann irreduzibel, wenn je zwei o�ene nichtleere

Teilmengen von X einen nichtleeren Schnitt haben. Damit ist klar, da� auch jede nichtleere o�ene Teil-

menge eines irreduziblen Raumes X irreduzibel ist.

Sei Z � X eine abgeschlossene Teilmenge eines Schemas X. Ein Punkt P 2 Z hei�t generischer Punkt

von Z, falls der Abschlu� von fPg ganz Z ist. Wir haben bereits fr

�

uher gesehen: Hat Z einen generischen

Punkt, so ist Z irreduzibel. F

�

ur Schemata gilt auch die Umkehrung:

Satz 15. Sei X ein Schema und Z � X abgeschlossen und irreduzibel. Dann hat Z einen eindeutig

bestimmten generischen Punkt P .

Beweis: Wir haben die Aussage bereits fr

�

uher bewiesen im Fall, da� X ein a�nes Schema ist.

1. Sei U � X o�en a�n mit U \ Z 6= ;. Dann ist auch U \ Z in U abgeschlossen und irreduzibel,

besitzt also einen generischen Punkt P , d.h. fPg

U

= U \ Z, und damit fPg \ U = Z \ U . Da Z

abgeschlossen ist, gilt auch fPg � Z. Wir haben die Zerlegung

Z = (Z \ U ) [ (Z n U ) = fPg [ (Z n U ):

Mit Z n U 6= Z und der Irreduzibilit

�

at von Z folgt Z = fPg. D.h. P ist auch generischer Punkt

von Z.

2. Ist Q ein weiterer generischer Punkt von Z, d.h. fQg, so ist Q 62 Z n U , da dies eine echte

abgeschlossene Teilmenge von Z ist, also ist Q 2 Z \ U . Es folgt fQg

U

= fQg \ U = Z \ U , also

ist Q auch generischer Punkt von Z \ U in U . Da bei a�nen Schemata die generischen Punkte

eindeutig bestimmt sind, folgt P = Q.

Definition 26. Ein Schema (X;O

X

) hei�t reduziert, wenn f

�

ur jede o�ene Menge U � X der Ring

O

X

(U ) reduziert ist, d.h. keine nilpotenten Elemente besitzt.

Lemma 28. Das a�ne Schema Spec(A) ist genau dann reduziert, wenn der Ring A reduziert ist.

Beweis: Ist Spec(A) reduziert, so auch A ' O

A

(Spec(A)). Sei umgekehrtA reduziert. Wir zeigen zun

�

achst,

da� dann auch A

p

f

�

ur p 2 Spec(A) reduziert ist. Sei also

a

s

2 A

p

nilpotent, d.h. (

a

s

)

n

= 0. Dann gibt es

ein t 2 A n p mit ta

n

= 0, insbesondere (ta)

n

= 0. Da A reduziert ist, folgt ta = 0 und damit

a

s

= 0 in

A

p

, was die Reduziertheit von A

p

liefert. Da die Elemente von O

A

(U ) Funktionen � : U ! [

p2U

A

p

sind,

folgt sofort, da� auch O

A

(U ) reduziert ist. Also ist Spec(A) reduziert.

Beispiel: Spec(C[x; y]=(xy)) ist reduziert, Spec(C[x; y]=(x

2

)) ist nicht reduziert.

F

�

ur einen Ring A bezeiche A

red

= A=

p

(0). Der Ring A

red

ist dann reduziert. Der Ringhomomorphismus

A ! A

red

liefert eine abgeschlossene Immersion Spec(A

red

) ! Spec(A), die ein Hom

�

oomorphismus der

zugrundeliegenden R

�

aume ist wegen V (

p

(0)) = Spec(A). Das reduzierte Schema Spec(A

red

) ist also ein

abgeschlossenes Unterschema von Spec(A).

Ist (X;O

X

) ein beliebiges Schema, so ist U 7! (O

X

(U ))

red

eine Pr

�

agarbe. Sei (O

X

)

red

die assoziierte

Garbe. Dann ist (X; (O

X

)

red

) ein reduziertes Schema, das mit X

red

bezeichnet wird. Der Garbenmor-

phismus O

X

(U ) ! (O

X

(U ))

red

! (O

X

)

red

(U ) liefert eine abgeschlossene Immersion X

red

! X, die ein

Hom

�

omorphismus der zugrundeliegenden R

�

aume ist. Damit erhalten wir folgenden Satz:

Satz 16. Sei (X;O

X

) ein Schema. Ist (O

X

)

red

die zur Pr

�

agarbe U 7! (O

X

(U ))

red

assoziierte Garbe, so

ist X

red

= (X; (O

X

)

r

ed) ein abgeschlossenes Unterschema von X und reduziert.

Beispiel: F

�

ur X = Spec(C[x; y]=(x

2

)) ist X

red

= Spec(C[x; y]=(x)).

Definition 27. Ein Schema (X;O

X

) hei�t integer (franz

�

osisch: int�egre, englisch: integral), wenn f

�

ur

jede o�ene Menge U � X, U 6= ; der Ring O

X

(U ) ein Integrit

�

atsring ist.

Beispiel: Ein a�nes Schema Spec(A) ist genau dann integer, wenn A ein Integrit

�

atsring ist. In diesem

Fall ist ja

O

A

(U ) = fx 2 K : x de�niert auf Ug = \

p2U

A

p

;

wo K den Quotientenk

�

orper von A bezeichnet. Wir bemerken noch: Ist f 2 A mit f j

U

= 0, so ist schon

f = 0, wenn U eine nichtleere o�ene Menge ist.
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Satz 17. Ein Schema ist genau dann integer, wenn es reduziert und irreduzibel ist.

Beweis: Sei zun

�

achst X ein integres Schema. Nat

�

urlich ist dann X reduziert. Seien U

1

; U

2

� X zwei

o�ene nichtleere Teilmengen von X. W

�

are U

1

\ U

2

= ;, so mit der Garbeneigenschaft O

X

(U

1

[ U

2

) =

O

X

(U

1

) � O

X

(U

2

) sicher kein Integrit

�

atsring, was nicht sein soll, also ist U

1

\ U

2

6= ; und damit ist X

irreduzibel.

Wir nehmen jetzt an, da� X reduziert und irreduzibel ist. Dann ist auch jedes o�ene Unterschema von X

reduziert und irreduzibel. Sei U ' Spec(A) eine o�ene nichtleere a�ne Teilmenge von X. Sind f; g 2 A

mit fg = 0, so folgt Spec(A) = V (f) [ V (g), wegen der Irreduzibilit

�

at also o.E. V (f) = Spec(A); also

ist f 2 \

p2Spec(A)

p =

p

(0), dem Nilradikal von A, das 0 sein sollte, also f = 0. Damit ist A ein

Integrit

�

atsring. Sei nun U � X eine beliebige o�ene nichtleere Teilmenge von X und U = [

i

U

i

eine a�ne

o�ene

�

Uberdeckung von U mit U

i

6= ;. Wir wissen bereits, da� die Ringe O

X

(U

i

) Integrit

�

atsringe sind.

Seien f; g 2 O

X

(U ) mit fg = 0. Dann gilt auch (fg)j

U

i

= 0, also ist f j

U

i

= 0 oder gj

U

i

= 0. Sei j ein

fester Index und o.E. f

U

j

= 0. Da X irreduzibel ist, gilt U

i

\ U

j

6= ;. Dann gilt f j

U

i

\U

j

= 0, also folgt

sofort f j

U

i

= 0, da O

X

(U

i

) Integrit

�

atsring ist, und mit der Garbenbedingung f = 0, was zu zeigen war.

Satz 18. Sei X ein integres Schema, P der generische Punkt von X. Der lokale Ring O

X;P

ist ein

K

�

orper, der sogenannte Funktionenk

�

orper K(X) von X. F

�

ur jede o�ene nichtleere Menge U ist die

Einschr

�

ankungsabbildung O

X

(U ) ! K(X) injektiv, insbesondere sind alle Einschr

�

ankungsabbildungen

O

X

(U )!O

X

(V ) injektiv. Ist U a�n o�en, so ist K(X) der Quotientenk

�

orper von O

X

(U ).

Beweis: Ist X ein integres a�nes Schema, X ' Spec(A), so ist A Integrit

�

atsring und

O

A

(U ) = fx 2 K : x de�niert auf ganz Ug = \

p2U

A

p

� K;

wo K den Quotientenk

�

orper von A bezeichnet. Der generische Punkt ist (0) und O

A;(0)

= A

(0)

= K. Dies

ergibt sofort die Behauptung f

�

ur a�ne Schemata.

Sei jetzt X ein beliebiges integres Schema. Ist U o�en a�n, so ist P 2 U und damit O

X;P

= O

U;P

ein K

�

orper. Wir m

�

ussen nur noch zeigen, da� die Einschr

�

ankungsabbildungen injektiv sind. Seien also

W � V zwei o�ene nichtleere Teilmengen und f 2 O

X

(V ) mit f j

W

= 0. Sei U eine beliebige o�ene a�ne

Teilmenge von V . Dann ist U \W 6= ;. Aus f j

U\W

= 0 folgt mit unserem Wissen

�

uber a�ne Schemata

f j

U

= 0. Da die o�enen a�nen Mengen U die Menge V

�

uberdecken, folgt mit der Garbenbedingung

sofort f = 0, was wir zeigen wollten.

Bemerkung:Da� ein Schema lokal wie Spec(A) aussieht, geht in den letzten Satz wesentlich ein. De�niert

man X = fP;Qg, wo ;, fPg und X die o�enen Mengen sind, setzt man

O(;) = 0; O(fPg) = F

7

; O(X) = Z

(7)

mit den o�ensichtlichen Einschr

�

ankungsabbildungen, so ist (X;O) ein lokal geringter Raum, wo alle O(U )

f

�

ur U 6= ; Integrit

�

atsringe sind, die wesentliche Einschr

�

ankungsabbildung ist aber nicht injektiv.

Definition 28. Ein Schema hei�t noethersch, wenn es von endlich vielen o�enen a�nen Schemata

Spec(A

i

)

�

uberdeckt wird, wo jeder Ring A

i

noethersch ist.

Beispiel: Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist

A

n

A

= SpecA[x

1

; : : : ; x

n

]

ein noethersches Schema, da A[x

1

; : : : ; x

n

] ein noetherscher Ring ist. Au�erdem ist

P

n

A

= ProjA[x

0

; : : : ; x

n

]

ein noethersches Schema, da es von o�enen Mengen

D

+

(x

i

) ' SpecA[

x

0

x

i

; : : : ;

x

n

x

i

]

�

uberdeckt wird und A[

x

0

x

i

; : : : ;

x

n

x

i

] noethersch ist.

Satz 19. Ein a�nes Schema X = Spec(A) ist genau dann noethersch, wenn der Ring A noethersch ist.
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Beweis: Ist A noethersch, so nat

�

urlich auch Spec(A). Sei also jetzt Spec(A) noethersch, Spec(A) = [

i

U

i

mit U

i

' Spec(B

i

) o�en und B

i

noethersch. U

i

� X ist gegeben durch einen Ringhomomorphismus

'

i

: A ! B

i

. Die Eigenschaft X = [

i

U

i

besagt, da� zu jedem p 2 Spec(A) ein Index i und ein q 2 B

i

existiert mit p = '

�1

i

q. Da U

i

ein o�enes Unterschema von X ist, sind die lokalen Ringe f

�

ur U

i

und X

gleich, d.h. A

p

' (B

i

)

q

. Sei jetzt a ein Ideal in A. Da es nur endlich viele Ringe B

i

gibt, da B

i

noethersch

ist, k

�

onnen wir endlich viele f

1

; : : : ; f

n

2 a w

�

ahlen, so da� f

�

ur alle i gilt

'

i

(a)B

i

= '

i

(f

1

; : : : ; f

n

)B

i

:

Sei b = (f

1

; : : : ; f

n

) � a. Sei p 2 Spec(A) und p = '

�1

i

q mit q 2 SpecB

i

. Dann gilt in B

i

, also auch

in (B

i

)

q

die Beziehung '

i

(a)(B

i

)

q

= '

i

(b)(B

i

)

q

, was gleichwertig ist mit aA

p

= bA

p

. Da dies f

�

ur alle

p 2 Spec(A) gilt, folgt a = b, d.h. a ist endlich erzeugt.

Bemerkung: Ist ' : A ! B ein Ringhomomorphismus, so operiert A auf B durch (a; b) 7! '(a)b. Man

kann dann B als A-Modul oder als A-Algebra au�assen. B ist eine endlich erzeugte A-Algebra, wenn es

b

1

; : : : ; b

n

2 B gibt mit B = '(A)[b

1

; : : : ; b

n

], d.h. jedes Element aus B l

�

a�t sich als Polynom in b

1

; : : : ; b

n

mit Koe�zienten aus '(A) darstellen. B ist ein endlich erzeugter A-Modul, wenn es b

1

; : : : ; b

n

2 B gibt

mit B = '(A)b

1

+ � � � + '(A)b

n

, d.h. jedes Element aus B ist Linearkombination von b

1

; : : : ; b

n

mit

Koe�zienten aus '(A).

Definition 29. Ein Morphismus � : X ! Y von Schemata hei�t von endlichem Typ, wenn es eine

o�ene a�ne

�

Uberdeckung

Y = [

i2I

V

i

mit V

i

' Spec(A

i

)

gibt, so da� f

�

ur jedes i 2 I eine endliche o�ene a�ne

�

Uberdeckung

�

�1

V

i

= [

n

i

j=1

U

ij

mit U

ij

' Spec(B

ij

) und n

i

2 N

existiert, so da� f

�

ur alle i; j der Ring B

ij

eine endlich erzeugte A

i

-Algebra ist. Dabei ergibt sich der Ring-

homomorphismus A

i

! B

ij

aus dem eingeschr

�

ankten Morphismus Spec(B

ij

) ' U

ij

! V

i

' Spec(A

i

).

Ist X ein S-Schema und X ! S von endlichem Typ, so sagt man auch: X ist ein Schema von endlichem

Typ

�

uber S.

Beispiele:

1. SeiK ein K

�

orper, a ein Ideal im PolynomringK[x

1

; : : : ; x

n

]. Der RingK[x

1

; : : : ; x

n

] ist eine endlich

erzeugte K-Algebra, also ist X = Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

]=a) ein K-Schema und X ! Spec(K) von

endlichem Typ, d.h. X ist ein Schema von endlichem Typ

�

uber K.

2. Das Schema Y = Proj(K[x

0

; : : : ; x

n

]) wird von endlich vielen MengenD

+

(x

i

) ' Spec(K[y

1

; : : : ; y

n

])

�

uberdeckt, also ist Y von endlichem Typ

�

uber K.

3. Ist A ! B ein Ringhomomorphismus und B eine endlich erzeugte A-Algebra, so ist nat

�

urlich

Spec(B) ! Spec(A) von endlichem Typ. Ist g 2 B, so hat man B ! B

g

und B

g

wird

�

uber B

erzeugt von

1

g

. Daher ist

�

uber A ! B ! B

g

auch B

g

eine endlich erzeugte A-Algebra, d.h. auch

Spec(B

g

) ! Spec(A) ist von endlichem Typ. Dabei ist Spec(B

g

) hom

�

oomorph zu o�ener Menge

D(g) � Spec(B).

Satz 20. Sei K ein K

�

orper und X ein K-Schema, d.h. man hat einen Morphismus X ! Spec(K).

Dann ist X genau dann von endlichem Typ

�

uber K, d.h. X ! Spec(K) von endlichem Typ, wenn es

eine endliche o�ene a�ne

�

Uberdeckung X = [

r

i=1

gibt mit

U

i

' Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

i

]=a

i

);

wo a

i

ein Ideal im Polynomring K[x

1

; : : : ; x

n

i

] ist.

Beweis: Gibt es eine

�

Uberdeckung obiger Art, so ist X ! Spec(K) von endlichem Typ. Sei umgekehrt

X ! Spec(K) von endlichem Typ. Dann ist V = Spec(K) = f(0)g, wozu es endlich viele o�ene a�ne

U

i

' Spec(A

i

) gibt mit X = [

i

U

i

. Nun ist A

i

eine endlich erzeugte K-Algebra, also von der im Satz

behaupteten Form.

Der Satz macht deutlich, da� die f

�

ur die klassische algebraische Geometrie interessanten Schemata von

endlichem Typ

�

uber einem algebraisch abgeschlossenen K

�

orper sind.
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Gegenbeispiel:� : Spec(Q)! Spec(Z) ist nicht von endlichem Typ. (Ist V � SpecZ o�en und nichtleer,

so gibt es endlich viele Primzahlen p

1

; : : : ; p

r

mit V = SpecZ n f(p

1

); : : : ; (p

r

)g. Es ist O

Z

(V ) = Z

p

1

:::p

r

.

Es ist �

�1

V = Spec(Q) = f(0)g und O

Q

(�

�1

V ) = Q. W

�

are Spec(Q)! Spec(Z) von endlichem Typ, so

m

�

u�te Q

�

uber einem Ring der Gestalt Z

p

1

;:::;p

r

endlich erzeugt sein, was nicht der Fall ist.)

Satz 21. Ein Morphismus � : X ! Y ist genau dann von endlichem Typ, wenn sich f

�

ur jede o�ene a�ne

Menge V = Spec(A) � Y das Urbild �

�1

(V ) von endlich vielen a�nen o�enen Mengen U

i

= Spec(B

i

)

�

uberdecken l

�

a�t, so da� B

i

eine endlich erzeugte A-Algebra ist.

Beweis: Wir m

�

ussen ersichtlich nur eine Richtung beweisen.

1. Sei nach De�nition Y = [

i

V

i

, V

i

= Spec(A

i

), �

�1

V

i

= [

il

U

il

, U

il

= Spec(B

il

), wo nur endlich

viele Indizes l vorkommen und B

il

endlich erzeugte A

i

-Algebra verm

�

oge des Ringhomomorphismus

'

il

: A

i

! B

il

, der vom eingeschr

�

ankten Morphismus U

il

! V

i

kommt.

2. Sei jetzt V � Y o�en a�n, V = Spec(A). Da V \ V

i

o�en in V = Spec(A) ist, gibt es f

ij

2 A mit

V \ V

i

= [

j

D

A

(f

ij

):

Wegen V = [

i

(V \ V

i

) = [

i;j

D

A

(f

ij

) und der Kompaktheit von V als Spektrum eines Ringes

gen

�

ugen endlich viele Indizes i und j.

3. In V

i

= Spec(A

i

) istD

A

(f

ij

) o�en und (als Spektrum des Ringes A

f

ij

) kompakt, also gibt g

ijk

2 A

i

mit

D

A

(f

ij

) = [

k

D

A

i

(g

ijk

);

wo endlich viele Indizes k gen

�

ugen.

4. Nun gilt

�

�1

D

A

i

(g

ijk

) = [

l

(U

il

\ �

�1

D

A

i

(g

ijk

)) = [

l

D

B

l

('

il

(g

ijk

)):

und damit

�

�1

V = [

i

�

�1

(V \ V

i

) = [

i;j

�

�1

D

A

(f

ij

) = [

i;j;k

�

�1

D

A

i

(g

ijk

) = [

i;j;k;l

D

B

l

('

il

(g

ijk

)):

Da nur endlich viele Indizes i; j; k; l auftreten, wird also �

�1

V von endlich vielen a�nen o�enen

Mengen

�

uberdeckt.

5. Die a�ne Menge D

B

l

('

il

(g

ijk

)) ist das Spektrum des Ringes (B

l

)

'

il

(g

ijk

)

. Die Menge V ist das

Spektrum des Ringes A. Wir m

�

ussen zeigen, da� der nat

�

urliche Ringhomomorphismus A !

(B

l

)

'

il

(g

ijk

)

endlich erzeugt ist.

6. Aus den Inklusionen D

A

i

(g

ijk

) � D

A

(f

ij

) � V

i

ergeben sich die Ringhomomorphismen

A

i

! A

f

ij

! (A

i

)

g

ijk

;

woraus folgt, da� (A

i

)

g

ijk

�

uber A

f

ij

erzeugt ist. Die Inklusionen von a�nen Schemata

D

A

i

(g

ijk

) � D

A

(f

ij

) � V

entsprechen den Ringhomomorphismen

A! A

f

ij

! (A

i

)

g

ijk

:

Der Ringhomomorphismus A! (B

l

)

'

il

(g

ijk

)

faktorisiert

�

uber

A! A

f

ij

! (A

i

)

g

ijk

! (B

l

)

'

il

(g

ijk

)

:

Da jeder Einzelschritt endlich erzeugt ist, ist alles endlich erzeugt, woraus die Behauptung folgt.

Satz 22. Ist � : Y ! X eine abgeschlossene Immersion, so ist � von endlichem Typ.

Beweis: Dies ergibt sich aus der nachfolgenden Aussage, da� abgeschlossene Immersionen endlich und

endliche Morphismen von endlichem Typ sind.

Frage: Unter welchen Bedingungen ist eine o�ene Immersion von endlichem Typ?

Definition 30. Ein Morphismus � : X ! Y von Schemata hei�t endlich, wenn Y durch o�ene a�ne

Mengen V

i

' Spec(A

i

)

�

uberdeckt wird, so da� �

�1

V

i

a�n ist, d.h. �

�1

V

i

' Spec(B

i

) und B

i

bzgl. des

Ringhomomorphismus A

i

! B

i

ein endlich erzeugter A

i

-Modul ist. (Dabei kommt A

i

! B

i

von dem

eingeschr

�

ankten Morphismus �

�1

V

i

! V

i

her.)
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Beispiele:

1. Spec(Z[i])! Spec(Z) ist ein endlicher Morphismus.

2. Spec(k[x; y]=(y

2

� f(x))! Spec(k[x]) ist ein endlicher Morphismus. Dies ist eine Projektion.

3. Sei f(x; y) 2 K[x; y]. Dann ist K[x; y]=(f) ein endlich erzeugter K[x; y]-Modul, also ist die abge-

schlossene Immersion Spec(K[x; y]=(f))! Spec(K[x; y]) endlich.

Analog wie bei den Morphismen von endlichem Typ gilt folgender Satz:

Satz 23. Ein Morphismus � : X ! Y ist genau dann endlich, wenn f

�

ur jede o�ene a�ne Menge V =

Spec(A) das Urbild �

�1

V a�n ist, d.h. �

�1

V = Spec(B) und B ein endlich erzeugter A-Modul ist.

Wir beweisen diesen Satz hier nicht. In [EGAII, Proposition (6.1.4), p.110] �ndet sich ein Beweis,

Hartshorne stellt ihn als

�

Ubungsaufgabe [H, Ex. II, 3.4].

Satz 24. Ist � : X ! Y ein endlicher Morphismus, so ist f

�

ur alle P 2 Y die Menge �

�1

(P ) endlich.

Beweis:

1. Sei P 2 Y und U ' Spec(A) eine o�ene a�ne Umgebung von P in Y . Dann ist �

�1

U o�en a�n,

also �

�1

U ' Spec(B). Der Ring B ist

�

uber den Ringhomomorphismus ' : A ! B ein endlich

erzeugter A-Modul, d.h. B = '(A)b

1

+ � � �+ '(A)b

n

mit geeigneten endlich vielen b

1

; : : : ; b

n

2 B.

Wegen �

�1

P � �

�1

U k

�

onnen wir uns auf den Morphismus Spec(B)! Spec(A) beschr

�

anken.

2. Der Punkt P ist ein Primideal p inA. Die Punkte aus �

�1

P sind Primideale q

i

; i 2 I mit p = '

�1

q

i

.

Wir m

�

ussen sehen, da� die Indexmenge I endlich ist.

3. Die Menge S = Anp ist multiplikativ in A, die Menge '(S) multiplikativ in B. Wir erhalten einen

Ringhomomorphismus S

�1

A! '(S)

�1

B. Dabei sind nun die q

i

'(S)

�1

B verschiedene Primideale,

die alle wieder pS

�1

A liefern. O.E. k

�

onnen wir also annehmen, da� p ein maximales Ideal ist.

4. Nun ist A=p ein K

�

orper, B=q

i

ein Integrit

�

atsring und A=p ,! B=q

i

. B=q

i

ist also endlich dimensio-

naler A=p-Vektorraum. Jedes Element x 2 B=q

i

gen

�

ugt dann einer charakteristischen Gleichung

x

m

+ a

1

x

m�1

+ � � �+ a

m

= 0 mit a

i

2 A=p. Ist X 6= 0, so kann man nach eventueller Division

durch x o.E. a

m

6= 0 annehmen. Dann ist aber x(x

m�1

+ � � �+ a

m�1

) = �a

m

, also x Einheit und

damit B=q

i

K

�

orper. Also ist auch q

i

ein maximales Ideal.

5. Sind q

i

, q

j

verschieden, so ist q

i

+ q

i

= B wegen der Maximalit

�

at der Ideale, wir k

�

onnen also

den chinesischen Restsatz anwenden: Sind q

1

; : : : ; q

r

endlich viele der q

i

's, so erhalten wir eine

Surjektion

B ! B=q

1

� � � � � B=q

r

:

B=q

1

� � � � � B=q

r

kann also

�

uber A von n Elementen erzeugt werden. Da p trivial operiert, ist

also B=q

1

� � � � � B=q

r

ein A=p-Vektorraum der Dimension � n. Insbesondere folgt r � n und

damit die Behauptung.

Bemerkung: Einen Morphismus � : X ! Y , so da� f

�

ur alle P 2 Y die Menge �

�1

P endlich ist, nennt

man auch quasiendlich. Die Umkehrung dieses Satzes mu� nicht gelten, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei � : Spec(k[x; y]=(xy � 1))! Spec(k[x]) und k algebraisch abgeschlossen. Dann gilt

�

�1

(0) = f(0)g; �

�1

(x) = ;; �

�1

(x� c) = f(x� c; y �

1

c

)g f

�

ur c 6= 0;

also hat � endliche Fasern. Andererseits ist k[x; y]=(xy� 1) ' k[x]

x

nicht endlich erzeugt als k[x]-Modul.

Satz 25. Ist � : Y ! X eine abgeschlossene Immersion, so ist � endlich.

Beweis: Sei U � X o�en a�n, U ' Spec(A). Dann induziert � auch eine abgeschlossene Immersion

�

�1

U ! U . Wir haben den Satz erw

�

ahnt, da� dann �

�1

U die Gestalt Spec(A=a) hat. Da A=a ein endlich

erzeugter A-Modul ist, folgt die Behauptung.

O�ene Immersionen sind i.a. nicht endlich, wie folgende Beispiele zeigen:

Beispiele:
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1. Sei X = Spec(k[x; y]) und Y = X n f(x; y)g. Dann ist Y o�enes Unterschema von X, aber nicht

a�n. W

�

are Y ! X endlich, so m

�

u�te mit X selbst auch Y = X \ Y a�n sein, was nicht der Fall

ist.

2. Der Ringhomomorphismus Z ! Z

5

= f

a

5

n

2 Q : a 2 Z; n 2 Ng liefert die o�ene Immersion

Spec(Z

5

)! Spec(Z), die nat

�

urlich nicht endlich ist.

Bemerkung:Aus der De�nition ist sofort klar, da� endliche Morphismen von endlichem Typ sind. Daher

folgt aus dem letzten Satz, da� abgeschlossene Immersionen von endlichem Typ sind.

Satz 26. Ist � : X ! Y ein endlicher Morphismus, so ist � abgeschlossen, d.h. ist Z � X abgeschlossen,

so ist �(Z) � Y abgeschlossen.

Wir beweisen zun

�

achst ein Lemma:

Lemma 29. Sei ' : A! B ein Ringhomomorphismus und B endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

'

�1

V (b) = V ('

�1

b);

wenn b ein Ideal in B ist. Also ist ~' : Spec(B)! Spec(A) eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: �: Ist p 2 '

�1

V (b), so gibt es ein q 2 Spec(B) mit b � q und p = '

�1

q, was wegen '

�1

b �

'

�1

q = p sofort p 2 V ('

�1

b) liefert.

�: Sei p 2 Spec(A) mit '

�1

b � p. Der induzierte RinghomomorphismusA='

�1

b ,! B=b ist auch endlich,

somit ist der Ring B=b ganz

�

uber dem Unterring A='

�1

b, also gibt es ein Primideal, das

�

uber p='

�1

b

liegt [AM, Theorem 5.10], d.h. ein q 2 Spec(B) mit b � q und p = '

�1

q. Dann ist aber p 2 '

�1

V (b).

Wir beweisen jetzt den Satz:

Beweis: Sei � : X ! Y endlich, Y = [

i

U

i

eine o�ene a�ne

�

Uberdeckung und Z � X abgeschlossen. Der

induzierte Morphismus �

�1

U

i

! U

i

ist ein endlicher Morphismus a�ner Schemata, nach dem Lemma

also abgeschlossen. Daher ist �(Z) \ U

i

= �(�

�1

U

i

\ Z) abgeschlossen in U

i

, woraus folgt, da� �(Z)

abgeschlossen in Y ist.
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KAPITEL 5

Produkte

Unser Ziel ist es, f

�

ur zwei Schemata X und Y das Produkt X � Y zu de�nieren bzw. etwas allgemeiner

f

�

ur zwei S-Schemata X und Y das Faserprodukt X �

S

Y .

Bemerkungen:

1. In der klassischen algebraischen Geometrie ist das Produkt zweier Variet

�

aten X und Y mengen-

theoretisch f(x; y) : x 2 X; y 2 Y g, aber die Topologie war nicht die Produkttopologie. Es gilt f

�

ur

einen algebraisch abgeschlossenen K

�

orper k die Beziehung A

1

k

�A

1

k

' A

2

k

.

2. Ist k ein algebraisch abgeschlossener K

�

orper, so haben wir

A

1

k

= Spec(k[x]) = f(0)g [ f(x� c) : c 2 kg und

A

2

k

= Spec(k[x; y]) = f(0)g [ f(f(x; y)) : f(x; y) irreduzibel g [ f(x� a; y � b) : a; b 2 kg;

also kann man f(p; q) : p 2 A

1

k

; q 2 A

1

k

g sicher nicht nat

�

urlich mit A

2

k

identi�zieren.

3. Seien X und Y Schemata

�

uber S, d.h. man hat Morphismen X ! S und Y ! S. Welche

Eigenschaften sollte das Produkt X �

S

Y haben? Nat

�

urlich sollte es Projektionen X �

S

Y ! X

und X �

S

Y ! Y geben. Durch die Kompositionen X �

S

Y ! X ! S und X �

S

Y ! Y ! S

wird X �

S

Y ein S-Schema; damit dies eindeutig ist, sollte X �

S

Y ! X ! S identisch mit

X �

S

Y ! Y ! S sein, d.h. es sollte ein kommutatives Diagramm geben

X �

S

Y

. &

X Y

& .

S

Durch diese Bedingungen ist X �

S

Y nat

�

urlich i.a. noch nicht eindeutig bestimmt, d.h. es kann

weitere Schemata Z geben mit der Eigenschaft, da� nachfolgendes Diagramm kommutativ ist:

Z

. &

X Y

& .

S

Das Produkt sollte nun entsprechende universelle Eigenschaften haben.

Definition 31. Seien X und Y Schemata

�

uber S. Ein Schema Z

0

hei�t Produkt von X und Y

�

uber S,

wenn folgendes gilt:

1. Es gibt Morphismen, die nachfolgendes Diagramm kommutativ machen:

Z

0

. &

X Y

& .

S

49
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2. Ist Z ein Schema, so da� das Diagramm

Z

. &

X Y

& .

S

kommutiert, so gibt es genau einen Morphismus Z ! Z

0

, so da� die Diagramme

Z ! Z

0

& .

X

Z ! Z

0

& .

Y

kommutativ sind.

Durch die universelle Eigenschaft ist Z

0

nat

�

urlich eindeutig bestimmt und wird dann mit X�

S

Y bezeich-

net.

Bemerkungen:

1. Aus der De�nition folgt nat

�

urlich noch nicht, da� das Produkt X �

S

Y zweier S-Schemata X und

Y auch existiert.

2. In jeder Kategorie kann man ein Produkt wie oben durch universelle Eigenschaften de�nieren. Wir

wollen die Bedeutung zun

�

achst im Fall von Mengen klarmachen.

Produkte bei Mengen: Seien X, Y und S Mengen, � : X ! S und  : Y ! S Abbildungen. Wir

de�nieren

X �

S

Y = f(x; y) 2 X � Y : �(x) =  (y)g:

Dann ist konstruktionsgem

�

a� das Diagramm

X �

S

Y

. &

X Y

& .

S

kommutativ, wo wir die nat

�

urlichen Projektionen zugrundelegen. Ist Z eine Menge, sind � : Z ! X und

� : Z ! Y Abbildungen, so da�

Z

. &

X Y

& .

S

kommutiert, so gibt es genau eine Abbildung � : Z ! X �

S

Y , die

Z ! X �

S

Y

& .

X

Z ! X �

S

Y

& .

Y

kommutativ macht, n

�

amlich �(z) = (�(z); �(z)). Also ist X �

S

Y wirklich das Produkt von X und Y

�

uber S in der Kategorie der Mengen.

Beispiele:Wir geben Beispiele f

�

ur Produkte bei Mengen.

1. Besteht S nur aus einem Element, so gilt nat

�

urlich X �

S

Y = X � Y .

2. Sind X und Y Teilmengen von S, � und  die Inklusionen, so ist

X �

S

Y = f(x; y) 2 X � Y : x = yg = f(x; x) 2 X � Y : x 2 X \ Y g ' X \ Y;

d.h. wir erhalten den Schnitt von X und Y .
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3. Sei jetzt Y � S und  die Inklusion. Dann ist

X �

S

Y = f(x; y) 2 X � Y : �(x) = yg = f(x; �(x)) 2 X � Y : �(x) 2 Y g

= f(x; �(x)) 2 X � Y : x 2 �

�1

Y g ' �

�1

Y

also das Urbild von Y in X.

Satz 27. F

�

ur S-Schemata X und Y existiert das Produkt X �

S

Y . Dabei gilt im a�nen Fall

Spec(A) �

Spec(R)

Spec(B) = Spec(A 


R

B):

Beweis: Ein Beweis �ndet sich bei Hartshorne [H, p.87-88].Wir skizzieren den Beweis f

�

ur a�ne Schemata.

Sei also

X = Spec(A); Y = Spec(B); S = Spec(R):

Den Morphismen X ! S und Y ! S entsprechen Ringhomomorphismen R ! A und R ! B. Wir

betrachten die R-Algebra

C = A 


R

B:

Wir erhalten Ringhomomorphismen

A! A


R

B; a 7! a
 1 und B ! A 


R

B; b 7! 1
 b:

Die Eigenschaft des Tensorprodukts liefert sofort, da� R ! A ! C und R ! B ! C gleich sind. Also

haben wir ein kommutatives Diagramm

Spec(A


R

B)

. &

Spec(A) Spec(B)

& .

Spec(R)

Sei Z ein Schema, das folgendes Diagramm kommutativ macht:

Z

. &

Spec(A) Spec(B)

& .

Spec(R)

Dies entspricht Ringhomomorphismen A

'

�! O

Z

(Z) und B

 

�! O

Z

(Z), so da� R ! A ! O

Z

(Z) gleich

R ! B ! O

Z

(Z) ist. Dann ist aber A � B ! O

Z

(Z); (a; b) 7! '(a) (b) eine R-bilineare Abbildung,

die somit eindeutig

�

uber das Tensorprodukt faktorisiert: A 


R

B ! O

Z

(Z). Dies liefert somit einen

eindeutigen Morphismus Z ! Spec(A


R

B), wobei die Diagramme

Z ! Spec(A


R

B)

& .

Spec(A)

Z ! Spec(A


R

B)

& .

Spec(B)

nach Konstruktion kommutativ sind. Damit haben wir gezeigt, da� Spec(A 


R

B) das Produkt von

Spec(A) und Spec(B)

�

uber Spec(R) ist. Den Allgemeinfall leitet man hieraus durch Zusammenkleben ab.

Beispiele:

1. Ist A

n

A

= Spec(A[x

1

; : : : ; x

n

]), so gilt

A

m

A

�

Spec(A)

A

n

A

= Spec(A[x

1

; : : : ; x

m

])�

Spec(A)

Spec(A[y

1

; : : : ; y

n

]) =

= Spec(A[x

1

; : : : ; x

m

]


A

A[y

1

; : : : ; y

n

])

' Spec(A[x

1

; : : : ; x

m

; y

1

; : : : ; y

n

]) = A

m+n

A

;

wie wir es haben wollten.
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2. Was ist Spec(C) �

Spec(R)

Spec(C)? Es ist

C 


R

C = C


R

R[x]=(x

2

+ 1) ' C[x]=(x

2

+ 1) ' C �C;

und damit

Spec(C) �

Spec(R)

Spec(C) = Spec(C 


R

C) ' Spec(C �C) ' Spec(C) [ Spec(C);

besteht also aus zwei Punkten. Das Produkt zweier Punkte kann also aus zwei Punkten bestehen.

Satz 28. F

�

ur Ideale a und b in A gilt:

Spec(A=a)�

Spec(A)

Spec(A=b) ' Spec(A=a+ b):

D.h. das Produkt der abgeschlossenen Unterschemata Spec(A=a) und Spec(A=b) in Spec(A) ist das ab-

geschlossene Unterschema Spec(A=a+ b).

Beweis: Wir m

�

ussen nur A=a 


A

A=b ausrechnen. Die A-bilineare Abbildung A=a � A=b ! A=a +

b; (a; b) 7! ab ist surjektiv und faktorisiert

�

ubers Tensorprodukt: A=a


A

A=b! A=a+ b. Jedes Element

aus A=a


A

A=b l

�

a�t sich schreiben als a 
 1. Ist a
 1 im Kern obiger Abbildung, so ist a 2 a+ b, also

a = a

1

+a

2

mit a

1

2 a, a

2

2 b, und damit gilt inA=a


A

A=b dann a
1 = a

1


1+a

2


1 = a

1


1+1
a

2

= 0.

Also ist A=a


A

=b ' A=a+ b, woraus sofort die Behauptung folgt.

Beispiel: Sei K ein K

�

orper und f

1

; : : : ; f

r

; g

1

; : : : ; g

s

2 K[x

1

; : : : ; x

n

]. Dann gilt also

Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

))


A

n

K

Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

]=(g

1

; : : : ; g

s

))

' Spec(K[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

; g

1

; : : : ; g

s

));

das Tensorprodukt entspricht also anschaulich dem Durchschnitt der abgeschlossenen Unterschemata.

Bemerkung: Wir betrachten S-Schemata X;Y; Z; T . Es ist X(T ) = Mor

S

(T;X) die Menge der T -

wertigen Punkte von X. Ist X ! Z ein Morphismus, so liefert (T ! X) 2 X(T ) das Element (T ! X !

Z) 2 Z(T ), d.h. wir haben eine Abbildung von Mengen X(T ) ! Z(T ). Damit gilt jetzt folgender Satz:

Satz 29. Wir betrachten S-Schemata. Hat man Morphismen X ! Z und Y ! Z, so gilt

(X �

Z

Y )(T ) = X(T ) �

Z(T )

Y (T );

wobei das zweite Faserprodukt in der Kategorie der Mengen zu bilden ist.

Beweis: Ein Element von (X �

Z

Y )(T ) ist ein Morphismus T ! X �

Z

Y , also eindeutig gegeben durch

Morphismen T ! X und T ! Y , so da� T ! X ! Z und T ! Y ! Z gleich sind. Dies ist aber

gleichwertig mit ((T ! X); (T ! Y )) 2 X(T ) �

Z(T )

Y (T ).

Beispiel: Seien X und Y Schemata

�

uber C. Dann gilt nach obiger Formel

(X �

Spec(C)

Y )(C) = X(C) �

(Spec(C))(C)

Y (C) = X(C) � Y (C):

Dies ist eine Aussage, wie sie auch in der klassischen algebraischen Geometrie gilt.

Wir zeigen noch eine Vertr

�

aglichkeitseigenschaft des Produkts:

Lemma 30. Seien X und Y zwei S-Schemata verm

�

oge X

�

�! S und Y

 

�! S, U � X, V � Y und

W � S o�ene Unterschemata mit �(U ) � W und  (V ) � W . Dann haben wir einen Isomorphismus von

S-Schemata:

p

�1

(U ) \ q

�1

(V ) ' U �

W

V = U �

S

V;

wo p : X �

S

Y ! X und q : X �

S

Y ! Y die Projektionen sind.

Beweis: Sei Z ein Schema, so da�

Z

. &

U V

& .

W
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kommutiert. Dies liefert sofort das kommutative Diagramm

Z

. &

X Y

& .

S

und damit einen eindeutig bestimmten Morphismus Z ! X �

S

Y , wobei klar, ist, da� das Bild in

p

�1

U \ q

�1

V liegt. Damit folgt U �

W

V ' p

�1

U \ q

�1

V . Da W irgendein o�enes Unterschema von S

war, kann man auch W = S w

�

ahlen und erh

�

alt die zweite Formel, da p

�1

U \ q

�1

V nicht vonW abh

�

angt.

Fasern eines Morphismus

Bemerkung: Sei X ein Schema, x 2 X ein Punkt und K ein K

�

orper. Genau dann gibt es einen Mor-

phismus � : Spec(K) ! X mit �((0)) = x, wenn sich der Restklassenk

�

orper �(x) in K einbetten l

�

a�t:

�(x) ,! K. Insbesondere erhalten wir so in kanonischer Weise einen Morphismus Spec(�(x)) ! X, der

(0) auf x abbildet.

Ist � : X ! Y ein Morphismus von Schemata, y 2 Y ein Punkt, so tr

�

agt die Faser �

�1

(y) � X eine

nat

�

urliche Struktur als topologischer Raum. Wir wollen eine Schemastruktur auf �

�1

(y) einf

�

uhren und

beginnen mit einem Satz:

Satz 30. Sei � : X ! Y ein Morphismus und y 2 Y . Ist p : X �

Y

Spec(�(y)) ! X die Projektion, so

gilt

p(X �

Y

Spec(�(y))) = �

�1

(y):

Genauer: Die eingeschr

�

ankte Abbildung

X �

Y

Spec(�(y)) ! �

�1

(y)

ist ein Hom

�

oomorphismus.

Beweis:

1. Aus dem Diagramm

X �

Y

Spec(�(y))

. &

X Spec(�(y))

& .

Y

folgt sofort p(X �

Y

Spec(�(y)) � �

�1

(y).

2. Sei jetzt x 2 �

�1

(y). � induziert dann einen Morphismus Spec(�(x)) ! Spec(�(y)), zusammen

mit Spec(�(x))! X faktorisiert dies

�

uber Spec(�(x))

�

�! X �

Y

Spec(�(y)), also ist p(�((0)) = x.

Sei z = �((0)), also p(z) = x. Insbesondere liefert dies p(X�

Y

Spec(�(y))) = �

�1

. Au�erdem folgt

sofort �(x) = �(z).

3. Sei ~z 2 X �

Y

Spec(�(y)) ein weiterer Punkt mit p(~z) = x. Dann ist �(x) ,! �(~z). Wir erhalten

nat

�

urliche Abbildungen

Spec(�(~z))! X und Spec(�(~z))! Spec(�(y));

die wir aber auf zwei Weisen nach Spec(�(~z))

 

�! X �

Y

Spec(�(y)) liften k

�

onnen, n

�

amlich durch

 ((0)) = z oder  ((0)) = ~z. Wegen der Eindeutigkeit der Liftung folgt z = ~z, d.h. p ist injektiv.

4. Es w

�

are sch

�

on, k

�

onnte man zeigen auf

�

ahnliche Weise zeigen, da� p einen Hom

�

oomorphismusX�

Y

Spec(�(y)) ! �

�1

(y) liefert. Ich wei� aber nicht wie. Daher m

�

ussen wir die zweite Behauptung

durch lokale Betrachtungen beweisen.
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5. Sei V � Y eine o�ene a�ne Umgebung von y. Dann ist �

�1

(y) � �

�1

(V ). Wir

�

uberdecken

�

�1

(V ) durch o�ene a�ne Mengen U

i

� X: �

�1

(V ) = [

i

U

i

. Es gen

�

ugt jetzt, zu zeigen, da� die

eingeschr

�

ankten Abbildungen

p

�1

(U

i

)! �

�1

(y) \ U

i

Hom

�

oomorphismen sind. Nun gilt aber nach dem vorangegangenen Lemma:

p

�1

U

i

' U

i

�

V

Spec(�(y)):

Im nachfolgenden Lemma wird die Behauptung f

�

ur a�ne Schemata gezeigt, also gilt damit U

i

�

V

Spec(�(y)) ' �

�1

(y) \ U

i

und daher p

�1

U

i

' �

�1

(y) \ U

i

, was wir zeigen wollten.

Es bleibt noch folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 31. Sei ' : A ! B ein Ringhomomorphismus und � : Spec(B) ! Spec(A) der assoziierte

Schemamorphismus. F

�

ur p 2 Spec(A) haben wir einen Hom

�

oomorphismus

�

�1

(p) ' Spec(B) �

Spec(A)

�(p);

wo �(p) = A

p

=pA

p

der Restklassenk

�

orper von p ist.

Beweis:

1. Wir wollen die Menge �

�1

(p) = fq 2 Spec(B) : '

�1

q = pg untersuchen, die die induzierte

Topologie tr

�

agt. Die Mengen S = A n p � A und '(S) � B sind multiplikativ. ' induziert einen

eindeutigen Ringhomomorphismus S

�1

A! '(S)

�1

B, den wir wieder mit ' bezeichnen; schreibt

man B

0

= '(S)

�1

B, so hat man also ' : A

p

! B

0

. Damit erh

�

alt man

�

�1

(p) = fq 2 Spec(B) : '

�1

q = pg ' fq 2 Spec(B

0

) : '

�1

q = pA

p

g =

= fq 2 Spec(B

0

) : '

�1

q � pA

p

g = fq 2 Spec(B

0

) : '(pA

p

) � qg =

= fq 2 Spec(B

0

) : '(pA

p

)B

0

� qg ' Spec(B

0

='(pA

p

)B

0

):

Dabei sind die Isomorphismen Hom

�

oomorphismen.

2. Wir haben einen Ringhomomorphismus A

p

=pA

p

! B

0

='(pA

p

)B

0

. Dann erh

�

alt man durch Mul-

tiplikation eine A-bilineare Abbildung

B �A

p

=pA

p

! B

0

='(pA

p

)B

0

:

Diese ist surjektiv, da alle Nenner von B

0

schon von A

p

stammen. Also haben wir eine Surjektion

B 


A

A

p

=pA

p

! B

0

='(pA

p

)B

0

:

Jedes Element aus B 


A

A

p

=pA

p

kann in der Form b 


1

s

geschrieben werden. Liegt es im Kern

der Abbildung, so gibt es a

i

2 p; b

i

2 B; s

i

2 S mit

b

'(s)

=

X

i

'(a

i

)b

i

'(s

i

)

:

O.E. k

�

onnen wir s

i

= s annehmen. Dann gibt es t 2 S mit

'(t)(b �

X

i

'(a

i

)b

i

) = 0

und somit

b


1

s

= '(t)b 


1

st

=

X

i

'(ta

i

)b

i




1

st

=

X

i

b

i




a

i

s

= 0:

also haben wir einen Isomorphismus

B 


A

A

p

=pA

p

' B

0

='(pA

p

)B

0

;

woraus mit obigen

�

Uberlegungen folgt

�

�1

p ' Spec(B

0

='(pA

p

)B

0

) ' Spec(B 


A

�(p)) = Spec(B) �

Spec(A)

Spec(�(p));

was die Behauptung liefert.

Mit diesen Vorbereitungen ist folgende De�nition sinnvoll:
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Definition 32. Sei � : X ! Y ein Morphismus und y 2 Y . Dann haben wir einen nat

�

urlichen Mor-

phismus Spec(�(y)) ! Y , wo �(y) der Restklassenk

�

orper von y ist. (Der einzige Punkt von Spec(�(y))

wird auf y 2 Y abgebildet.) Die Faser von �

�

uber dem Punkt y wird de�niert durch

X

y

= X �

Y

Spec(�(y)):

X

y

ist ein Schema

�

uber �(y).

Beispiele:

1. Sei X ein Schema

�

uber Z. Dann ist X

p

= X

(p)

ein Schema

�

uber F

p

und X

Q

= X

(0)

ein Schema

�

uber Q. Explizit: Ist X = Spec(Z[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

)), so ist

X

p

= Spec(F

p

[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

)) und X

Q

= Spec(Q[x

1

; : : : ; x

n

]=(f

1

; : : : ; f

r

)):

2. Sei K algebraisch abgeschlossener K

�

orper und � : Spec(K[x; y]=(x � y

2

)) ! Spec(K[x]). Der

Restklassenk

�

orper von (x � c) 2 Spec(K[x]) ist K[x]=(x� c) ' K, wegen

K[x; y]=(x� y

2

) 


K[x]

K[x]=(x� c) ' K[x; y]=(x� c; x� y

2

) ' K[y]=(y

2

� c)

ist die Faser von �

�

uber (x� c) das Schema Spec(K[y]=(y

2

� c)). F

�

ur c 6= 0 besteht aus aus zwei

Punkten, f

�

ur c = 0 besteht es aus einem Punkt und ist nicht reduziert. Der generische Punkt

(0) 2 Spec(K[x]) hat Restklassenk

�

orper K(x). Wegen

K[x; y]=(x� y

2

)


K[x]

K(x) ' K(x)


K[x]

K[x][y]=(y

2

� x) ' K(x)[y]=(y

2

� x)

ist die Faser

�

uber (0) das Schema Spec(K(x)[y]=(y

2

� x)). Es ist das Spektrum eines K

�

orpers.

Bemerkung: Ist � : X ! Y ein Morphismus, so ist f

�

ur jeden Punkt y 2 Y die Faser X

y

' �

�1

(y) ein

Schema

�

uber Spec(�(y)). Man kann daher � : X ! Y auch als Familie von Schemata X

y

! Spec(�(y))

au�assen, wo y 2 Y l

�

auft.

Basiswechsel

Ist X ein S-Schema, so hat man einen Morphismus X ! S. Hat man einen Morphismus S

0

! S, so

ist X

0

= X �

S

S

0

ein Schema

�

uber S

0

. Man sagt, X

0

ist aus X durch Basiswechsel von S nach S

0

hervorgegangen.

Beispiele:

1. X = Spec(Z[x]=(x

2

+ 1)) ist ein integres Z-Schema. Nach Basiswechsel Spec(Z=(2)) ! Spec(Z)

erh

�

alt man das Schema X

0

= Spec(F

2

[x]=(x+ 1)

2

)

�

uber F

2

, das nicht mehr reduziert ist.

Satz 31. Sei S

0

! S ein Morphismus, X ein S-Schema und X

0

= X �

S

S

0

das durch Basiswechsel

erhaltene S

0

-Schema. Dann gilt:

1. Ist X von endlichem Typ

�

uber S, so X

0

von endlichem Typ

�

uber S

0

.

2. Ist X ! S eine abgeschlossene Immersion, so auch X

0

! S

0

.

3. Ist X ! S endlich, so auch X

0

! S

0

.

Man sagt, da� diese Eigenschaften stabil unter Basiswechsel sind.

Beweis: Seien � : X ! S, �

0

: X

0

! S

0

, � : S

0

! S und � : X

0

! X die Morphismen, also

X

�

 � X

0

� # # �

0

S

�

 � S

0

1. Sei V � S o�en a�n, V ' Spec(A). Dann ist �

�1

V � S

0

o�en. Sei V

0

� �

�1

V o�en a�n,

V

0

' Spec(A

0

). Variiert man V und V

0

, dann wird S

0

von o�enen a�nen Mengen der Gestalt

V

0

�

uberdeckt. Da X ! S von endlichem Typ ist, gibt es endlich viele o�ene a�ne Mengen

U

i

' Spec(B

i

), i = 1; : : : ; n mit �

�1

V = [

n

i=1

U

i

, so da� B

i

endlich erzeugte A-Algebra ist. Nun

ist

(� � �)�

0

�1

V

0

= (� � �

0

)�

0

�1

V

0

� �V

0

� V;

also

�

0

�1

V

0

� �

�1

�

�1

V = [

n

i=1

�

�1

U

i
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und damit

�

0

�1

V

0

= [

n

i=1

(�

0

�1

V

0

\ �

�1

U

i

):

Nun gilt:

�

0

�1

V

0

\ �

�1

U

i

= U

i

�

V

V

0

= Spec(B

i

) �

Spec(A)

Spec(A

0

) = Spec(B

i




A

A

0

);

da B

i

endlich erzeugte A-Algebra ist, ist B

i




A

A

0

endlich erzeugte A

0

-Algebra. Daraus folgt, da�

X

0

! S

0

von endlichem Typ ist.

2. Sei � : X ! S eine abgeschlossene Immersion. Ist V � S o�en a�n, V ' Spec(A), so induziert

� auch eine abgeschlossene Immersion �

�1

V ! V , also ist �

�1

V ' Spec(A=a). Sei jetzt V

0

� S

0

o�en a�n mit V

0

� �

�1

V , V

0

' Spec(A

0

). Wegen

�

0

�1

V

0

� �

0

�1

�

�1

V = �

�1

(�

�1

V )

gilt

�

0

�1

V

0

= �

0

�1

V

0

\ �

�1

(�

�1

V ) = �

�1

V �

V

V

0

=

= Spec(A=a)�

Spec(A)

Spec(A

0

) = Spec(A=a


A

A

0

) =

= Spec(A

0

=aA

0

);

also ist �

0

�1

V

0

! V

0

einfach Spec(A

0

=aA

0

) ! Spec(A), also eine abgeschlossene Immersion und

damit auch �

0

.

3. Sei � : X ! S endlich. Sei V � S o�en a�n, V ' Spec(A). Dann ist auch �

�1

V � X o�en

a�n, �

�1

V ' Spec(B), und B endlich erzeugter A-Modul. Sei V

0

� �

�1

V � S

0

o�en a�n,

V

0

' Spec(A

0

). Wegen

�

0

�1

V

0

� �

0

�1

�

�1

V = �

�1

�

�1

V

gilt

�

0

�1

V

0

= �

�1

�

�1

V \ �

0

�1

V

0

= �

�1

V �

V

�

0

�1

V

0

=

' Spec(B) �

Spec(A)

Spec(A

0

) = Spec(B 


A

A

0

):

Da B endlich erzeugter A-Modul ist, ist B 


A

A

0

endlich erzeugter A

0

-Modul. Da durch Mengen

der Gestalt V

0

ganz S

0

�

uberdeckt wird, ist X

0

! S

0

endlich.



KAPITEL 6

Gruppenschemata

Eine Gruppe G lebt davon, da� es eine Verkn

�

upfung G� G! G gibt. Nun haben wir f

�

ur ein S-Schema

G zwar ein Produkt G�

S

G, das aber i.a. nicht das mengentheoretische Produkt von G mit sich selbst

ist. Durch einen Morphismus G�

S

G! G erh

�

alt man also i.a. keine Verkn

�

upfung auf G. Man mu� also

anders vorgehen.

Beispiel: F

�

ur ein Schema X ist O

X

(X)

�

eine Gruppe bzgl. der Multiplikation. (F

�

ur einen Ring R ist

O

R

(Spec(R)) = R

�

die Gruppe der Einheiten von R.) Ist � : X ! Y ein Schemamorphismus, so induziert

�

]

(Y ) : O

Y

(Y ) ! O

X

(X) einen Gruppenhomomorphismus O

Y

(Y )

�

! O

X

(X)

�

. Die Zuordnung X 7!

O

X

(X)

�

ist also ein sogenannter Gruppenfunktor nach folgender De�nition:

Definition 33. Sei S ein Schema. Ein Gruppenfunktor

�

uber S ist ein kontravarianter Funktor von der

Kategorie der S-Schemata in die Kategorie der Gruppen. D.h. f

�

ur jedes S-Schema X hat man eine Gruppe

F (X) und f

�

ur jeden S-Morphismus X

�

�! Y einen Gruppenhomomorphismus F (Y )

F (�)

���! F (X), so da�

F (� �  ) = F ( ) � F (�) und F (id) = id gilt.

Beispiele:

1. F

�

ur ein SchemaX ist O

X

(X) bzgl. der Addition eine Gruppe.X 7! O

X

(X) ist ein Gruppenfunktor

�

uber Z.

2. Sei n eine nat

�

urliche Zahl. Dann ist f

�

ur jedes Schema X die Menge E

n

(X) = f� 2 O

X

(X)

�

: �

n

=

1g eine Gruppe bzgl. der Multiplikation und damit E

n

ein Gruppenfunktor.

3. Sei p eine Primzahl. Ist X ein Z=pZ-Schema, so hat man einen Ringhomomorphismus Z=pZ !

O

X

(X), also ist p = 0 in O

X

(X) und damit (� + �)

p

n

= �

p

n

+ �

p

n

. Daher ist A

p

n

(X) = f� 2

O

X

(X) : �

p

n

= 0g eine Gruppe bzgl. Addition und damit A

p

n

ein Gruppenfunktor

�

uber Z=pZ.

4. Ist G eine feste Gruppe, so ist X 7! G der konstante Gruppenfunktor.

Bemerkung: Kontravariante Funktoren treten auf nat

�

urliche Weise auch folgenderma�en auf: Wir be-

trachten S-Schemata. Sei G ein festes S-Schema. F

�

ur jedes S-Schema X ist die Menge der X-wertigen

Punkte von G eine Menge: G(X) = Mor

S

(X;G). Ist � : X ! Y ein S-Morphismus, so ist

G(�) : G(Y )! G(X); (Y

�

�! G) 7! (X

�

�! Y

�

�! G)

eine Abbildung zwischen Mengen. Also ist X 7! G(X) ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der

S-Schemata in die Kategorie der Mengen.

Definition 34. Ein Funktor F

�

uber S hei�t darstellbar, wenn es ein S-Schema G gibt mit

F (X) = G(X) = Mor

S

(X;G) und F (�) = G(�)

f

�

ur alle S-Schemata X und alle S-Morphismen �.

Beispiel:Wir betrachten das Z-Schema G

m

= Spec(Z[x;

1

x

]). F

�

ur einen Ring R ist ein

~' 2G

m

(R) = G

m

(Spec(R)) = Mor(Spec(R); Spec(Z[x;

1

x

]))

gegeben durch einen Ringhomomorphismus ' : Z[x;

1

x

] ! R. Dann ist 1 = '(1) = '(x)'(

1

x

), also

'(x) 2 R

�

. Ist umgekehrt u 2 R

�

gegeben, so erh

�

alt man durch '

u

: Z[x;

1

x

] ! R, '(x) = u einen

Ringhomomorphismus und damit ~' 2 G

m

(R). Also haben wir eine Bijektion G

m

(R) ' R

�

, ~' 7! '(x).

�

Ahnlich sieht man, da� f

�

ur eine beliebiges Schema X giltG

m

(X) ' O

X

(X)

�

. Das SchemaG

m

stellt also

den Funktor unseres ersten Beispiels dar.

57
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Frage: Sei F ein Gruppenfunktor

�

uber S und G ein S-Schema mit F (X) = G(X), d.h. G stellt F dar. F

�

ur

jedes S-Schema X ist F (X) eine Gruppe, also gibt es eine Verkn

�

upfung �(X) : F (X)� F (X) ! F (X).

Kann man dies auf G zur

�

uckf

�

uhren?

�

Uberlegungen:Wir betrachten nur Schemata

�

uber S. Sei G ein festes S-Schema und X ein S-Schema,

X

�

�! S der Strukturmorphismus.

1. Da wir nur S-Morphismen betrachten, mu� jedes Element aus Mor

S

(X;S) mit den Strukturmor-

phismen X

�

�! S und S

id

�! S vertr

�

aglich sein, also ist nur � : X ! S m

�

oglich, d.h.

S(X) = Mor

S

(X;S) = f�g;

S(X) besteht also nur aus einem Punkt.

2. Da S(X) nur aus einem Element besteht, erh

�

alt man

(G�

S

G)(X) ' G(X) �

S(X)

G(X) = G(X) �G(X):

Explizit: Sind (�

1

; �

2

) 2 G(X) � G(X) gegeben, d.h. X

�

1

�! G und X

�

2

�! G, so hat man ein

kommutatives Diagramm

X

�

1

. & �

2

G G

& .

S

Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus X

�

�! G �

S

G, so da� �

1

= p � � und

�

2

= q��, wo p und q die beiden Projektionen G�

S

G! G sind. Also (�

1

; �

2

) 7! � 2 (G�

S

G)(X).

3. Hat man einen Morphismus G�

S

G

�

�! G, so liefert dieser eine Abbildung

(G�

S

G)(X)

�(X)

���! G(X); (X

�

�! G�

S

G) 7! (X

�

�! G�

S

G

�

�! G);

was wir auch also Verkn

�

upfung

G(X) �G(X)

�(X)

���! G(X)

interpretieren k

�

onnen. Durch eine Morphismus � erhalten wir also viele Verkn

�

upfungen �(X).

4. Wie kann man durch G ein neutrales Element in allen G(X) auszeichnen? Ist S

�

�! G ein

S-Morphismus, so hat man S(X)

�(X)

���! G(X). Da S(X) aus nur einem Element besteht, ist

�(X)(S(X)) einelementig, also erh

�

alt man so ein ausgezeichnetes Element in G(X).

5. Die Inversenbildung kann man so beschreiben: F

�

ur jedes S-Schema X ist die Inversenbildung in

G(X) eine Abbildung G(X) ! G(X). Hat man einen Morphismus G

i

�! G, so hat man f

�

ur jedes

X eine Abbildung G(X)

i(X)

���! G(X).

6. Formuliert man nun noch die Eigenschaften, die �(X), �(X) und i(X) f

�

ur G(X) als Gruppe erf

�

ullen

m

�

ussen, mit �, � und i allein, so kommt man zu folgender De�nition:

Definition 35. Eine Gruppenschema

�

uber S besteht aus einem S-Schema G, d.h. G

�

�! S, aus Morphis-

men � : G�

S

G! G (Multiplikation), � : S ! G (neutrales Element) und i : G! G (Inversenbildung),

so da� folgende Diagramme kommutativ sind:

1. (Assoziativgesetz)

G�

S

G�

S

G

id��

���! G�

S

G

# � � id # �

G�

S

G

�

�! G

2. (Eigenschaften des neutralen Elements)

G�

S

G

�

�! G

" �� id " id

S �

S

G

id

�! G

G�

S

G

�

�! G

" id� � " id

G�

S

S

id

�! G
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3. (Eigenschaften der Inversenbildung)

G

�

�! G�

S

G

id�i

���! G�

S

G

# � # �

S

�

�! G

G

�

�! G�

S

G

i�id

���! G�

S

G

# � # �

S

�

�! G

In der De�nition wurden noch einige Bezeichungen verwendet, die noch kurz erkl

�

art werden m

�

ussen:

1. Wenn man S-Schemata betrachtet, ist nat

�

urlich S ! S die Identit

�

at, daher folgt sofort

X �

S

S ' S:

�

Ahnlich gilt

(X �

S

Y )�

S

Z ' X �

S

(Y �

S

Z);

wof

�

ur man dann auch X �

S

Y �

S

Z schreibt.

2. Wir betrachten S-Schemata X;X

0

; Y; Y

0

und S-Morphismen � : X ! X

0

und  : Y ! Y

0

.

Wir haben die Projektionen p : X �

S

Y ! X, q : X �

S

Y ! Y und p

0

: X

0

�

S

Y

0

! X

0

,

q

0

: X

0

�

S

Y

0

! Y

0

. Die S-Morphismen

� � p : X �

S

Y ! X ! X

0

und  � q : X �

S

Y ! Y ! Y

0

faktorisieren also

�

uber X

0

�

S

Y

0

, was wir mit ��  bezeichnen:

X �

S

Y

�� 

���! X

0

�

S

Y

0

:

3. Ist � : X ! S ein Morphismus, so faktorisieren die zwei Morphismen X

id

�! X und X

id

�! X

�

uber

X �

S

X, d.h. man erh

�

alt einen Morphismus

X

�

�! X �

S

X;

wobei p � � = q � � = id, wo p und q die beiden Projektionen X �

S

X

p;q

��! X sind. � hei�t

Diagonalabbildung.

Bemerkung: Ein Gruppenschema ist also kein Schema mit einer Gruppenstruktur, sondern als Schema,

wo es Morphismen gibt, die die Eigenschaften einer Gruppe widerspiegeln. Die De�nition wurde genau

so gemacht, da� jetzt folgender Satz gilt:

Satz 32. Sei G ein S-Gruppenschema mit den Morphismen G�

S

G

�

�! G, S

�

�! G und G

i

�! G. Dann ist

f

�

ur jedes S-Schema X die Menge G(X) der X-wertigen Punkte von G eine Gruppe bzgl. der Verkn

�

upfung

�(X), dem neutralen Element �(X)(X ! S) und der Inversenbildung i(X).

Bemerkung: Ist G ein a�nes Gruppenschema

�

uber Z, d.h. G = Spec(A), so sind die Strukturabbildun-

gen G�

Z

G

�

�! G, Spec(Z)

�

�! G und G

i

�! G gegeben durch Ringhomomorphismen

A

�

�

�! A


Z

A; A

�

�

�! Z; A

i

�

�! A

mit entsprechenden Eigenschaften. Ist X = Spec(R), so sind die Elemente von G(X) = Mor(X;G) =

Mor(Spec(R); Spec(A)) von der Gestalt ~', wo ' : A! R ein Ringhomomorphismus ist. Sind ( ~'

1

; ~'

2

) 2

G(T ) � G(T ) gegeben, so ist A � A ! R, (y; z) 7! '

1

(y)'

2

(z) Z-bilinear, faktorisiert also

�

uber A 


Z

A

'

1


'

2

����! R mit ('

1


 '

2

)(y 
 z) = '

1

(y)'

2

(z). Dann ist �(X)( ~'

1

; ~'

2

) gegeben durch den Ringhomo-

morphismus A

('

1


'

2

)��

�

��������! R.

Beispiel:Das SchemaG

m

= Spec(A) mitA = Z[x;

1

x

] wird mit den RinghomomorphismenA

�

�

�! A


Z

A,

A

�

�

�! Z und A

i

�

�! A, die durch

�

�

(x) = x
 x; �

�

(x) = 1; i

�

(x) =

1

x

gegeben werden, zu einem Gruppenschema

�

uber Z. (Nat

�

urlich m

�

u�te man die entsprechenden Eigenschaf-

ten nachrechnen.) Wir wollen nur sehen, da� wir f

�

ur einen RingR die richtige Gruppenstruktur aufG

m

(R)

erhalten. Die Zuordnung G

m

(R)! R

�

, ~' 7! '(x) ist bijektiv. Seien u; v 2 R

�

und ~'

1

; ~'

2

2 G

m

(R) mit
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'

1

(x) = u und '

2

(x) = v. Dann ist �(X)( ~'

1

; ~'

2

) gegeben durch den Ringhomomorphismus ('

1


'

2

)��

�

,

das entsprechende Element in R

�

also

(('

1


 '

2

) � �

�

)(x) = ('

1


 '

2

)(x
 x) = '

1

(x)'

2

(x) = uv;

wie es sein sollte.

Beispiel: Sei G

a

= Spec(Z[x]) und �

�

(x) = 1 
 x + x 
 1, �

�

(x) = 0 und i

�

(x) = �x. Dann ist

G

a

(X) ' O

X

(X) mit der Addition.

Beispiel: �

n

= Spec(Z[x]=(x

n

� 1)), die Strukturmorphismen wie bei G

m

, d.h.

�

�

(x) = x
 x; �

�

(x) = 1; i

�

(x) = x

n�1

:

F

�

ur einen Ring R ist �

n

(R) ' f� 2 R : �

n

= 1g. Der Strukturmorphismus �

n

! Spec(Z) ist endlich.

Bemerkung: Ein S-Gruppenschema G hei�t endlich, wenn der Morphismus G ! S endlich ist. Es ist

ein schwieriges Problem, die endlichen Gruppenschemata

�

uber Z zu klassi�zieren. Vgl. [OT], [F] und die

anschlie�enden Beispiele.

Endliche 
ache Gruppenschemata der Ordnung 2

�

uber Z

Sei G ein endliches 
aches Gruppenschema

�

uber Z mit den Strukturmorphismen �, � und i von der

Ordnung 2. Wir wollen sehen, welche M

�

oglichkeiten es gibt.

� Da G ! Spec(Z) endlich ist, ist auch G a�n, also G = Spec(A). Da� G 
ach

�

uber Spec(Z) ist,

hei�t, da� A 
acher Z-Modul ist, also torsionsfreier Z-Modul. Als endlich erzeugter torsionsfreier

Z-Modul ist A ' Z

r

. Wir setzen nun noch voraus, da� r = 2 ist, also A ' Z

2

, als Z-Modul. Die

Strukturmorphismen liefern Ringhomomorphismen

A

�

�

�! A


Z

A; A

�

�

�! Z; A

i

�

�! A:

� Wegen �

�

(1) = 1 k

�

onnen wir Z � A annehmen. Da �

�

j

Z

injektiv ist, ist Z \ Kern(�

�

) = 0. Ist

z 2 A, so ist �

�

(z � �

�

(z)) = 0, also z = �

�

(z) + (z � �

�

(z)) 2 Z+Kern(�

�

) und damit

A = Z�Kern(�

�

):

Kern(�

�

) ist ein freier Z-Modul vom Rang 1, d.h. es gibt ein x 2 A mit Kern(�

�

) = Zx. Damit

haben wir:

A = Z+ Zx; �

�

(m+ nx) = m f

�

ur m;n 2 Z:

Aus �

�

(x

2

) = �

�

(x)

2

= 0 und �

�

(m + nx) = m folgt, da� es ein a 2 Z gibt mit

x

2

= ax:

Also k

�

onnen wir auch schreiben

A = Z[x]=(x

2

� ax):

� Der Ringhomomorphismus A

�

�

�! A


Z

A ist bestimmt durch �

�

(x). Es gibt b

1

; b

2

; b

3

; b

4

2 Z mit

�

�

(x) = b

1

(1
 1) + b

2

(1
 x) + b

3

(x
 1) + b

4

(x
 x):

Das erste Diagramm f

�

ur die Inversenbildung bedeutet, da�

A

�

�

�! A


Z

A

�

�


id

���! Z 


Z

A! A

die Identit

�

at sein mu�, d.h.

x = ((�

�


 id) � �

�

)(x) = (�

�


 id)(b

1

(1
 1) + b

2

(1
 x) + b

3

(x
 1) + b

4

(x
 x) =

= b

1

+ b

2

x;

also ist b

1

= 0, b

2

= 1. Das zweite Diagramm liefert analog b

2

= 1. Schreiben wir b

4

= b, so ist

also

�

�

(x) = 1
 x+ x
 1 + bx
 x:
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Nun ist

0 = �

�

(x

2

� ax) =

= (1
 x

2

+ x

2


 1 + b

2

x

2


 x

2

+ 2x
 x+ 2bx
 x

2

+ 2bx

2


 x)�

�a(1
 x+ x
 1 + bx
 x) =

= (a

2

b

2

+ 3ab+ 2)(x
 x) = (ab+ 1)(ab+ 2)(x
 x)

Damit erhalten wir die Bedingung

(ab+ 1)(ab+ 2) = 0:

� Nat

�

urlich ist i

�

(1) = 1. Sei i

�

(x) = cx+ c

0

. Das eine Diagramm f

�

ur Inversenbildung zeigt, da� die

beiden Ringhomomorphismen

A

�

�

�! A


Z

A

id
i

�

���! A


Z

�

�

��! A

und

A

�

�

�! Z! A

gleich sind. Insbesondere ist dann

0 = �

�

(x) = (�

�

� (id 
 i

�

) � �

�

)(x) =

= (�

�

� (id
 i

�

)(1 
 x+ x
 1 + bx
 x) =

= �

�

(1
 (cx + c

0

) + x
 1 + bx
 (cx+ c

0

)) =

= (cx+ c

0

) + x+ bx(cx+ c

0

) = cx+ c

0

+ x+ abcx+ bc

0

x =

= c

0

+ (c+ 1 + abc+ bc

0

)x;

was sofort c

0

= 0 und damit 0 = c + 1 + abc, also c(ab + 1) = �1 liefert. Nun wissen wir bereits

(ab+ 1)(ab+ 2) = 0, also folgt ab = �2 und c = 1. Damit ist i

�

(x) = x und daher i

�

= id.

� Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zusammen:

ab = �2; x

2

= ax; �

�

(x) = 1
 x+ x
 1 + bx
 x; i

�

= id; �

�

(x) = 0:

Nat

�

urlich h

�

atten wir statt x auch �x w

�

ahlen k

�

onnen. Daf

�

ur gilt:

(�x)

2

= (�a)(�x); �

�

(�x) = 1
 (�x) + (�x) 
 1 + (�b)(�x) 
 (�x); �

�

(�x) = 0:

Geht man also von x zu �x

�

uber, so geht a in �a und b in �b

�

uber. Wir k

�

onnen also o.E. a > 0

und b < 0 annehmen und erhalten so nur zwei M

�

oglichkeiten: (a; b) = (1;�2) oder (a; b) = (2;�1).

Das Assoziativgesetz pr

�

uft man leicht nach. Also ist

G ' Spec(Z[x]=(x

2

� x)) oder G ' Spec(Z[x]=(x

2

� 2x)):

Basiswechsel nach Z=2Z ergibt das reduzierte Schema Spec(F

2

[x]=(x

2

� x)) und das nicht redu-

zierte Schema Spec(F

2

[x](x

2

)), daher sind die zwei Gruppenschemata nicht isomorph. Wir fassen

zusammen:

Satz 33. Es gibt genau zwei endliche 
ache Gruppenschemata der Ordnung 2

�

uber Z, n

�

amlich

1. G = Spec(Z[x]=(x

2

� x)) mit

�

�

(x) = 1
 x+ x
 1� 2x
 x; i

�

= id; �

�

(x) = 0:

2. G = Spec(Z[x]=(x

2

� 2x)) mit

�

�

(x) = 1
 x+ x
 1� x
 x; i

�

= id; �

�

(x) = 0:

Wir wollen jetzt die zwei Gruppenschemata noch genauer anschauen:

Beispiel:Wir betrachten das zweite Gruppenschema

G = Spec(Z[x]=(x

2

� 2x)); �

�

(x) = 1
 x+ x
 1� x
 x; i

�

= id; �

�

(x) = 0:

F

�

ur y = 1� x gilt y

2

= 1� 2x+ x

2

= 1, �

�

(y) = 1 und

�

�

(y) = 1
 1� 1
 x� x
 1 + x
 x = (1� x)
 (1� x) = y 
 y:
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Wir k

�

onnen also genauso schreiben:

G = Spec(Z[y]=(y

2

� 1)); �

�

(y) = y 
 y; i

�

= id; �

�

(y) = 1:

Dies ist aber das Gruppenschema �

2

, das den Gruppenfunktor

X 7! f� 2 O

X

(X)

�

: �

2

= 1g

darstellt.

Beispiel:Wir betrachten jetzt das erste Gruppenschema mit

G = Spec(Z[x]=(x

2

� x)); �

�

(x) = 1
 x+ x
 1� 2x
 x; i

�

= id; �

�

(x) = 0:

Ein Element ~' 2 G(R) ist gegeben durch einen Ringhomomorphismus ' : Z[x]=(x

2

�x)! R, also erf

�

ullt

u = '(x) die Gleichung u

2

= u. Umgekehrt liefert jedes u 2 R mit u

2

= u einen Ringhomomorphismus

'

u

: Z[x]=(x

2

� x) ! R mit '

u

(x) = u und damit ein Element ~'

u

2 G(R). Wir k

�

onnen also schreiben

G(R) ' fu 2 R : u

2

= ug. Wie sieht die Verknpfung auf dieser Menge aus? Seien u; v 2 R wie oben

gegeben. Die Verkn

�

upfung wird gegeben durch den Ringhomomorphismus A

�

�

�! A


Z

A

'

u


'

v

����! R, das

Element x wird also auf

('

u


 '

v

� �

�

)(x) = ('

u


 '

v

)(1
 x+ x
 1� 2x
 x) = u+ v � 2uv

abgebildet. Setzt man H(R) = fu 2 R : u

2

= ug, so de�niert (u; v) 7! u+ v � 2uv eine Gruppenstruktur

auf H(R), wobei 0 das neutrale Element und u invers zu u ist. Die Menge der Idempotenten von R ist

so ein F

2

-Vektorraum.

Beispiele f

�

ur endliche nicht
ache Gruppenschemata

�

uber Z

F

�

ur n 2 N betrachten wir den Ring A = Z[x]=(x

2

� x; nx). Wir de�nieren A

�

�

�! A 


Z

A, A

�

�

�! Z und

A

i

�

�! A durch

�

�

(x) = 1
 x+ x
 1� 2x
 x; �

�

(x) = 0; i

�

= id:

Dann ist G = Spec(A) ein nicht
aches endliches Gruppenschema

�

uber Z. De�niert man H(R) = fu 2

R : u

2

= u; nu = 0g mit (u; v) 7! u + v � 2uv, so sieht man genau wie beim vorangegangenen Beispiel,

da� H(R) eine abelsche Gruppe ist und G(R) ' H(R).
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Schemata

(Algebraische Geometrie II)

Der in den 50er Jahren von Grothendieck eingef

�

uhrte Begri� eines Schemas und die daran anschlie�ende

Entwicklung haben die algebraische Geometrie und die Zahlentheorie grundlegend ver

�

andert. Zu den

Fr

�

uchten dieser Entwicklung sind sicher auch der Beweis der Mordell-Vermutung durch Faltings 1983

sowie der Beweis der Fermat-Vermutung durch Wiles 1994 zu z

�

ahlen.

Ist A ein kommutativer Ring mit Eins, so bezeichnet man die Menge der Primideale von A als Spektrum

Spec(A) von A, f

�

uhrt darauf eine Topologie ein, betrachtet die Elemente von A als Funktionen auf

Spec(A) und erh

�

alt damit ein sogenanntes a�nes Schema. Ein Schema ist ein Raum, der lokal wie ein

a�nes Schema aussieht. Ein Zusammenhang mit der klassischen algebraischen Geometrie ergibt sich wie

folgt: die Untervariet

�

aten vonC

n

stehen in Bijektion zu den Primidealen des PolynomringsC[x

1

; : : : ; x

n

],

d.h. zu den Elementen von Spec(C[x

1

; : : : ; x

n

]), indem man jeder Untervariet

�

at X � C

n

das Ideal I(X)

der auf X verschwindenden Polynome zuordnet.

In der klassischen algebraischen Geometrie studiert man die a�nen Untervariet

�

aten des n-dimensionalen

a�nen Raums C

n

; ordnet man einer Untervariet

�

at X � C

n

die Menge I(X) der auf X verschwindenden

Polynome zu, so erh

�

alt man eine Bijektion zwischen den Untervariet

�

aten von C

n

und den Primidealen

des PolynomringsC[x

1

; : : : ; x

n

]. Die Verallgemeinerung entsteht nun wie folgt: statt C[x

1

; : : : ; x

n

] nimmt

einen beliebigen kommutativen Ring A (mit Eins) und betrachtet die Menge der Primideale von A, das

sogenannte Spektrum Spec(A) von A. Auf Spec(A) f

�

uhrt man eine Topologie ein und erh

�

alt dann ein

sogenanntes a�nes Schema. Ein Schema ist ein Raum, der lokal wie ein das Spektrum eines Ringes

aussieht.

In der vierst

�

undigen Vorlesung sollen die Grundlagen der algebraischen Geometrie in der Sprache der

Schemata entwickelt werden. Zum Verst

�

andnis ist der erste Teil der Vorlesung nicht notwendig, ein

Grundwissen in klassischer algebraischer Geometrie ist aber sicher hilfreich. Algebra-Kenntnisse werden

vorausgesetzt.
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