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KAPITEL 1

Das Spektrum eines Ringes

Im folgenden meint Ring meist einen kommutativen Ring mit 1. Wichtige Beispiele sind Kérper und
Integritatsringe (1 # 0 in A und zy = 0 in A impliziert # = 0 oder y = 0).

Ein Ideal p C A heifit Primideal, wenn der Faktorring A/p ein Integritatsring ist, d.h. p # A und zy € p
impliziert & € p oder y € .

Ein Ideal m C A heifit maximales Ideal, wenn A/m ein Korper ist, d.h. in der Menge {a C A : a Ideal ,a #
A} ist m beziiglich C ein maximales Element. Mit dem Zornschen Lemma folgt sofort, daff jeder Ring
A # 0 maximale Ideale besitzt. Auflerdem ist klar, daf} jedes maximale Ideal ein Primideal ist.

DEFINITION 1. Fiir einen Ring A wird das Spektrum von A als Menge definiert durch
Spec(A) = {p C A : p Primideal }.
Die Elemente des Spektrums werden auch als Punkte bezeichnet.

Nach obigen Bemerkungen ist klar: Spec(A) = <— A =0.
Beispiel: Fiir einen Korper k gilt Spec(k) = {(0)}.

Beispiele:
1. Sei A ein Hauptidealring, d.h. A ist Integritatsring und jedes Ideal wird von einem Element erzeugt,
d.h. hat die Form (a) = Aa. Natiirlich ist (0) ein Primideal. Fiir a # 0 ist (a) genau dann ein
Primideal, wenn «a irreduzibel ist. Also hat man

Spec(A4) = {(0)} U{(a) : a irreduzibel }.

Bemerken kann man hier noch: (a) = (b) gilt genau dann, wenn b = au, wo u ein Einheit in A ist.
2. Damit folgt fiir den Ring Z der ganzen Zahlen

Spec(Z) = {(0)} U{(2),(3), (5),(7), (11),(13), (17),... }.
3. Ist k ein Korper, so ist der Polynomring in einer Verinderlichen A = k[z] ein Hauptidealring.
Wegen AX = kX gilt:
Spec(k[z]) = {(0)}U {(f(»)) : f(x) ist normiertes irreduzibles Polynom}.

4. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so sind die irreduziblen normierten Polynome genau
die Polynome der Gestalt # —a mit a € k, so daBl man erhalt:

Spec(k[z]) = {(0)} U{(z —a) : 2 € k}.

Abgesehen von einem Punkt stehen die Punkte von Spec(k[x]) also in Bijektion zu den Elementen
von k.

5. Die normierten irreduziblen Polynome mit reellen Koeffizienten haben die Gestalt z—a mita € R
oder (z — (b +ic))(x — (b—ic)) mit b,c € R und ¢ > 0. Also gilt

Spec(R[z]) ={(0)}U{(zr —a) :a e R}U{(x — (b+ic))(x — (b—1ic)) : b,c € R,c > 0}.

Beispiel: Wir betrachten den Polynomring A = Clx,y] in zwei Veranderlichen. A ist ein faktorieller
Ring. Sei p ein Primideal. Dann gibt es mehrere Moglichkeiten:

o p=(0)
e p ist von 0 verschiedenes Hauptideal, d.h. p = (f(z,y)), wo f(x,y) ein irreduzibles Polynom ist.
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6 1. DAS SPEKTRUM EINES RINGES

o p ist kein Hauptideal. Mit f, g € p gilt auch fiir die Resultanten resultant,(f, g), resultant, (f, g) €
p. Man iiberlegt sich dann, dafl es Polynome gibt mit
(x—z)(w—w2) ... (x—am),(y—1) [y —y2) ... (Y —yn) Ep.

Da p Primideal ist, gibt es also g, yo € C mit & — g,y — yo € p. Nun ist aber (¢ — 2o,y — yo) ein
maximales Ideal, also folgt p = (¢ — xo,y — ¥o).

Damit haben wir:

Spec(Clz, y]) ={(0)} U{(f) : f irreduzibel } U {(z — zo, ¥y — yo) : %0, 4o € C}.

Die Punkte von Spec(C[z, y]) stehen also in Bijektion zu den Punkten von C?, den irreduziblen Kurven
{f =0} in C? und einem weiteren Punkt (0).

Dieses Beispiel verallgemeinert sich mit entsprechenden Kenntnissen aus der algebraischen Geometrie wie

folgt:

Beispiel: Ist X C C” eine affine Untervarietit, so ist I[(X) = {f € Clxy,...,2,] : f(X) = 0} ein
Primideal. Man erhélt so eine Bijektion

X»—>_I>(X)

{Untervarietaten von C"} Spec(Clxy, ..., zn]).

Ein Punkt P = (p1,...,pn) € C” liefert dabei das maximale Ideal (21 —p1,..., 20 — pn).

Beispiel: Mit A und B ist auch das direkte Produkt A x B = {(a,b) : a € A,b € B} (durch koordinaten-
weises Rechnen) ein Ring. Die Primideale von A x B haben die Gestalt p x B oder A X g mit p € Spec(A)
und q € Spec(B). Also kann man schreiben

Spec(A x B) = Spec(A) U Spec(B).

Wir betrachten jetzt Ringhomomorphismen. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, b ein Ideal in B,
so liefert der Homomorphiesatz eine Inklusion der Faktorringe

A/é1(b) < B/b.

Ist b ein Primideal, so mit B/b auch A/¢~1(b) ein Integritétsring, also auch ¢~*(b) ein Primideal. Damit
ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION 2. Fliir emnen Ringhomomorphismus ¢ : A — B sei

¢" : Spec(B) — Spec(4), g+ ¢~ (q).
Beispiel: Die Inklusion ¢ : Z — Q liefert

¢™ : Spec(Q) — Spec(Z), (0) — (0).

Beispiel: Der Ring Z/(4) hat nur ein Primideal, nadmlich (2). Die Reduktion modulo 2 liefert einen
Ringhomomorphismus ¢ : Z/(4) — Z/(2). Dies induziert

¢" : Spec(Z/(2)) — Spec(Z/(4)),  (0) = (2),

also eine Bijektion.

Beispiel: Wir wollen Spec(Z[i]) betrachten (mit > = —1). Bekanntlich ist auch Z[¢] ein Hauptidealring,
insbesondere faktoriell. Die Einheiten sind £1, 4. Die Primelemente von Z[{] erhilt man durch Zerlegung
der Primzahlen p € Z. Es gibt drei Félle:
e 2=(1414)(1—1) = (=) (L + )%
e ist p € Z prim und p = 1 mod 4, so ist p ein Produkt p = (a + bi)(a — bi) = a® + b?; dabei sind
a + bi und a — b¢ nicht assoziiert, d.h. (a 4+ b¢) und (a — b7) sind verschiedene Primideale;
e ist p € Z prim und p = 1 mod 4, so ist p auch prim in Z[7].
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Damit erhélt man
Spec(Z[i]) = {(0)}U{(1 + )} U{(a +bi),(a — bi) : p=a® 4+ b* p=1mod 4} U{(p) : p = 3 mod 4}.

Der Ringhomomorphismus ¢ : Z — Z[i] induziert eine Abbildung ¢* : Spec(Z[i{]) — Spec(Z), die wie
folgt aussieht:

¢*((0)) = (0),
S+ = @)
¢*((a+bi)) =¢"((a—bi)) = (p), p=d*+b*p=1mod4
o*((p)) = (p), p=3mod4.

Eine wichtige Rolle spielt die Bruchrechnung: Ist A ein Ring und S C A eine multiplikative Teilmenge
(1 € S und z,y € S impliziert zy € S), so definiert man

S_lA:{g:aEA,SES}

mit der Relation
a a
12 e s(s2a; — s1a2) = 0 fiir ein s € S.
51 S9
S™1A ist ein Ring und die Abbildung ¢s : A = S 14, a — 7 ein Ringhomomorphismus. Eine zentrale

Eigenschaft ist:

LEMMA 1. Ist ¢b : A — B ein Ringhomomorphismus, S eine multiplikative Teillmenge von A, so daf
$(S) C B*, d.h. die Elemente aus S werden zu Einheiten in B, dann faktorisiert i eindeutig dber
STLA: i

vi:ABSIAY B
Die wichtigsten Beispiele fiir S™1A:

1. Ist A ein Integrititsring, so ist S = A\ {0} multiplikativ. S~1A ist dann einfach der Quotien-
tenkorper Quot(A) von A.

2. Die Bruchrechnung wird einfacher, wenn A ein Integritdtsring (mit Quotientenkorper K) ist: Ist
S eine multiplikative Teilmenge von A mit 0 € S, so ist

STA={ cK:acAscS).
S

3. Ist p ein Primideal von A, so ist S = A\ p multiplikativ. S™' A wird dann als Lokalisierung A,
von A in p bezeichnet:

Ap:{gza,seA,sgp}.

Ay ist ein lokaler Ring, d.h. hat genau ein maximales Ideal, ndmlich pA,.
4. Ist f € A, soist S={1,f, % 3 f* ...} eine multiplikative Teilmenge von A. S A wird auch
als Ay geschrieben:
A = {f_” :n > 0}.

Sei jetzt wieder A ein Ring und S eine multiplikative Teilmenge. Fiir die Primideale hat man folgende
Aussagen:

e Ist p ein Primideal in A mit pN S = @, so ist
S_lp:{g:aep,SES}
ein Primideal in S™'A. AuBerdem gilt dann
65 (S7'p) =»p.

o Ist q ein Primideal in S™' A, so ist (bglq ein Primideal in A mit ¢§1q ns=4g.

Damit erhalt man den Satz:
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SaTz 1. Ist S C A eine multiplikative Tellmenge des Rings A, so ist
Spec(S™'A) — {p € Spec(A) : pNS =0}, g ¢ g
eine Bijektion. Die Umkehrabbildung ist p — S™1p.
Ist p ein Primideal von A, so gilt fiir ein Primideal g:
an(A\p)=0 <= qCp,

woraus sich als Folgerung ergibt:
FOLGERUNG 1. Fiir p € Spec(A) hat man eine Bijektion

Spec(Ay) < {q € Spec(4) : q C p}.

Beispiel: Sei A = C[z,y] und p = (¢ — 2o,y — yo). Ein Primideal g = (¥ — 21,y — y1) ist nur dann in
p enthalten, wenn bereits p = g gilt. Ein Primideal q = (f(x,y)) ist genau dann in p enthalten, wenn
f(zo,y0) = 0 gilt. Also haben wir in diesem Fall

Spec(Ap) & {(0)}U{(f(z,y)) : f(z,y) irreduzibel und f(zo,y0) =0} U {(x — 2o,y — y0)}-
Beim Lokalisieren bleiben also im wesentlichen nur die Kurven durch (zg, yo) ibrig.

Ist f € A und p ein Primideal, so gilt {1, f, f%,...} Np = O genau dann, wenn f &€ p, d.h. f Z 0 mod p.
Damit ergibt sich:

FOLGERUNG 2. Fiir f € A haben wir eine Bijektion
Spec(Ar) <> {p € Spec(4) : f € p}.
Beispiel: Sei A = C[z,y] und f(z,y) ein Polynom. Dann erhilt man eine Bijektion
Spec(Ay) = {(0)} U {g(x, y) irreduzibel mit f Z 0 mod ¢} U {(x — =0,y — %o) : f(z0,y0) # 0}.

Wir wollen jetzt die Elemente von A als Funktionen auf Spec(A) interpretieren. Was soll f(p) sein, fiir
f € A und p € Spec(A)? Fiir p € Spec(A) ist A/p ein Integritdtsring. Der Quotientenkorper Quot(A/p)
heifit der Restklassenkorper in p und wird auch mit k(p) bezeichnet. Man hat also A/p C k(p). Fiir f € A
bezeichnet man die Restklasse von f modulo p mit f(p), d.h. A — A/p C k(p), f — f(p). Dadurch kann

man die Elemente von A als Funktionen auf Spec(A) auffassen. Allerdings variiert der Wertebereich mit
p € Spec(A4).
Jipe [(p) € klp).

Beispiel: Im Fall A = Z ist k((0)) = Q und k((p)) = Z/(p) = F,.

Beispiel: A = C[z]. Zunéchst ist k((0)) = C(«), der rationale Funktionenkérper. Fiir p = (z — ) ist
A/p ~ C vermége f(x) — f(zg). Also ist hier k(p) = C.

Ist a ein Ideal in A, so heifit
Va={f€A: f* cafiireinn>1}
das Radikalideal von a. Fiir ein Primideal p gilt natiirlich \/p = p. Das Radikalideal 1/(0) besteht genau

aus den nilpotenten Elementen von A und heifit das Nilradikal von A. Wir erinnern an folgenden Satz:
SATZ 2. Fir ein Ideal a von A hat man:

\/a = mDESpec(A),agppa
insbesondere ist das Nilradikal der Durchschnitt aller Elemente von Spec(A).

Wir wenden dies an: Sei f € A. f liefert auf Spec(A) genau dann die Nullfunktion, wenn f € p fiir alle
p € Spec(A) gilt. Das ist nach dem letzten Satz gleichwertig damit, dafl f nilpotent ist.

Wir wollen nun eine Topologie auf Spec(A) einfiihren. Fiir eine Teilmenge M C A definieren wir
V(M) = {p € Spec(4) : M C p},

d.h. V(M) besteht aus allen Primidealen, die M enthalten. Fiir ein Primideal p gilt M Cp <— (M) C p,
wo (M) das von M erzeugte Ideal bezeichnet. Also ist V(M) =V ((M)).
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LEMMA 2. 1. V({1}) = 0§ und V({0}) = Spec(A).
2. Fiir beliebige Teilmengen M; C Ajv € I gqill:
NierV(M;) = V(Uier M;).
3. Fiir Ideale a und b gilt:
V{(a) UV (b) = V(ab),
wo ab das Produkt der Ideale a und b bezeichnet.

Bewets:

1. Klar.

2. Klar.

3. C:Ist p e V(a), so p D aDab, also p € V(ab) und analog fiir p € V(b).
D: Sei p € V(ab). Ist p € V(a), so sind fiir fertig. Sei also p & V(a), d.h. a € p. Also gibt es ein
a € a mit a ¢ p. Sei b € b beliebig. Dann ist ab € ab C p, also nach der Primidealeigenschaft von
p dann b € p. Somit b C p, d.h. pe V(b). m

Daher erfiillt

{V(M) C Spec(4) : M C 4}
das Axiomensystem fiir die Menge der abgeschlossenen Teilmengen einer Topologie auf Spec(A).
DEFINITION 3. Die Topologie auf Spec(A), so daf genau die Mengen der Gestalt V(M) fiir M C A abge-

schlossen sind, heifit Zariski- Topologie auf Spec(A). Wir denken uns fortan Spec(A) mit dieser Topologie
versehen.

Beispiel: Sei A ein Hauptidealring und {p; : i € I} ein Reprisentantensystem der Primelemente. Was
sind die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A)? Jedes Ideal von A ist Hauptideal, also hat jede abge-
schlossene Menge von Spec(A) die Gestalt V (f) fiir ein f € A.
e Ist f=0,s0ist V(f) = Spec(4).
e Ist f £ 0, so hat f eine Primfaktorzerlegung f = w - Hiejpf’, wobei nur endlich viele e; von 0
verschieden sind und u eine Einheit ist. Es gilt:

V() =V([Ir) = Yemi{lp)}
i€l
Neben Spec(A) bestehen die abgeschlossenen Mengen also aus endlich vielen Punkten der Gestalt (p;).

LEMMaA 3. 1. Fiir Tedmengen M, N C A qilt
MCN = V(N)CV(M).
2. Fir ewn Ideal a C A gult:
Va=nV(a) und V(a)=V(Va).
3. Fir Ideale a,b C A gqill:
V() C V() <= VbCVa

Bewets:

1. Klar.
2. Dies ist nur eine Umformulierung eines fritheren Satzes.
3. =: Dies folgt aus 2., < folgt aus 1. ®

Fir f € A schreiben wir VI(f) = V({f}). Wegen (f) Cp < fep < f(p) = 0 kénnen wir auch
schreiben:
V() ={f € Spec(4) : f(p) =0},
d.h. V(f) ist die Nullstellenmenge von f.
Fiir eine Teilmenge M C A gilt also:

V(M) =NsemrV(f) = {p € Spec(A) : f(p) =0 fiir alle f € M}.
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Ist U C Spec(A) offen, so gibt es M mit
U = Spec(A)\ V(M) = Spec(A) \ Nrem V(f) = Upear (Spec(A) \ V().
Fir f € A heifit D(f) = Spec(A) \ V(f) eine basisoffene Menge. Jede offene Menge ist also Vereinigung
von basisoffenen Mengen. Wir kénnen noch anders schreiben:
D(f) = {p € Spec(A) : f(p) # 0}.
D(f) ist also die Menge der Punkten, wo f nicht 0 wird.

SATZ 3. Spec(A) ist kompakt.

Beweis: Sei UjerlU; = Spec(A) eine offene Uberdeckung von Spec(A). Wir miissen zeigen, daB schon
endlich viele U; zur Uberdeckung gentigen. Da jedes U; Vereinigung basisoffener Mengen D(f) ist, konnen
wir 0.E. mit einer Uberdeckung Spec(A4) = U;esD(f;) starten. Damit wird

V((fi 25 € 7)) =NjesV(f;) = Njes(Spec(4) \ D(f;)) = 0.
Das Ideal (f; : j € J) ist also in keinem maximalen Ideal enthalten, d.h. (f; :j€ J) = A Wegen 1 € A
erhélt man also eine endliche Linearkombination
1= fig1 4+ fi,gr
Damit folgt wiederum (f;,, ..., fi.) = A und damit schlielich wie eben
Spec(4) = D(fi,)U---UD(fi,),
d.h. wir haben eine endliche Uberdeckung. m

Wir wollen jetzt den (topologischen) Abschlufl eines Punktes p € Spec(A) bestimmen. {p} ist der Durch-
schnitt aller abgeschlossener Mengen V(M ), die p enthalten. Es gilt: p € V(M) <= M C p, insbesondere
V(p) C V(M). Daraus ergibt sich sofort:

LEMMA 4. L
{p} = V(p) = {a € Spec(4) 1 p C q},
d.h. der Abschluff von p besteht aus allen Primidealen, die p enthalten.

FOLGERUNG 3. Fin Punkt p € Spec(A) ist genau dann abgeschlossen, wenn p ein mazimales Ideal in A
ist.

Damit ist sofort klar, dafl Spec(A) fast nie ein Hausdorffraum ist, da in einem Hausdorffraum die Punkte
abgeschlossen sind.

DEFINITION 4. Ein Punkt P eines topologischen Raums X heifit ein generischer Punkt von X, falls der
Abschluff von P ganz X ist, d.h. {P} = X.

Beispiel: Ist A ein Integritatsring, so enthalt jedes Primideal p das Primideal (0), d.h. V((0)) = Spec(A),
also ist (0) ein generischer Punkt von Spec(A). Insbesondere ist Spec(A) kein Hausdorffraum.

Beispiel: Wir betrachten Spec(Clz, y]/(2y)). Die Primideale von C[z, y]/(xy) stehen in Bijektion zu den
Primidealen von Clz,y], die das Element 2y enthalten. Daher kénnen wir schreiben:

Spec(Clz, yl/(zy)) & {(x), (v)} U{(z — ¢, y), (x,y = b) 1 a,b € C}.

Dann i1st

{(e)} ={@)}U{(x,y—b):b € C}und {(y)} = {(y)} U{(z — a,y) - a € C},
insbesondere besitzt Spec(Clz,y]/(zy)) keinen generischen Punkt. Es gilt aber Spec(Clz,y]/(zy)) =
V(x) UV (y), d.h. Spec(C[z, y]/(xy)) ist reduzibel.

Zur Erinnerung:

DEFINITION 5. FEin topologischer Raum X heifit reduzibel, wenn es abgeschlossene Mengen X1, X2 C X
gibt mat
X :X1 UX2 und@yﬁXl,Xz #X

Es gilt das folgende Lemma:
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LEMMA 5. 1. Firp € Spec(A) ist {p} = V(p) irreduzibel und p ist generischer Punkt von V (p).
2. Ist X C Spec(A) abgeschlossen und irreduzibel, so besitzt X einen generischen Punkt, d.h. es gibt
p mit X = V(p). Der generische Punkt von X ist eindeutig bestimmd.

Durch p — V(p) erhalt man also eine Bijektion von Spec(A) mit den abgeschlossenen und irreduziblen
Teilmengen von Spec(A).

Bewets:

1. Wir wissen bereits: {p} = V (p). AuBerdem ist V(p) abgeschlossen in Spec(A). Gibt es eine Zer-
legung V(p) = X1 U X3, wo X1, Xo abgeschlossen in V(p) und damit in Spec(A4) sind, so ist o.E.
p € X; und damit {p} C X, was sofort V (p) = X liefert, d.h. V(p) ist irreduzibel.

2. Sei X C Spec(A) abgeschlossen und irreduzibel. Da X abgeschlossen ist, gibt es ein Ideal a C A
mit X = V(a). Wegen V(a) = V(v/a) kénnen wir annehmen, dafl a ein Radikalideal ist, d.h.
a = /a. Wir wollen zeigen, dafl a ein Primideal ist. Seien f,g € A mit fg € a. Dann gilt X =
V(a) C V(fg) = V(f)UV(g). Da X irreduzibel ist, gilt 0.E. X C V(f) und damit \/(f) C a = g,
insbesondere f € a. Da X nicht leer ist, ist a # A, also ist a tatsichlich ein Primideal. Wegen

X = V(a) = {a} ist a generischer Punkt von X. Ist p ein weiterer generischer Punkt von X, so
gilt V(p) = X = V(a), also p C a und a C p, d.h. a = p, der generische Punkt ist also eindeutig
bestimmt. m

Da der Durchschnitt aller Primideale von A das Nilradikal 1/(0) von A ist, erhilt man sofort:
LEMMA 6. Spec(A) hat genau dann einen generischen Punkt, wenn das Nilradikal prim ist.

Bemerkung: Ist A ein noetherischer Ring, so hat A endlich viele minimale Primideale p1, ..., p,.. Es gilt
dann

Spec(A) =V(p)U---UV(p,),
wobei diese Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Menge im wesentlichen eindeutig ist. (Zerlegung in
irreduzible Komponenten)

Wir erinnern an einen weiteren topologischen Begriff:
DEFINITION 6. Sei X ewn topologischer Raum. Dann heif§it

sup{n : es gibl eine Kette Xy C X; C --- C X, von irreduziblen abgeschlossenen Mengen X;}
die Dimension von X.

Da die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Spec(A) genau die Teilmengen der Gestalt V(p) sind
mit p € Spec(4), gilt
dim Spec(A) = dim A,
wobei wir wieder erinnern an folgende Definition:
DEFINITION 7. Die Zahl
sup{n : es gibl eine Kette pg C p1 C -+ C pn von Primidealen p;}
heifit die Dimension dim A von A.
Beispiel: Ist A Hauptidealring, so gilt dim Spec(A) = 1. Insbesondere dim Spec(Z) = 1 und dim Spec(k[z]) =
1, wo k ein Koérper ist.
Beispiel: (Ohne Beweis) Ist A noetherscher Ring, so gilt fiir den Polynomring
dimAfzy, ..., 2,] = dim A + n.
Wir wollen schliefllich noch Ringhomomorphismen anschauen.
LEMMA 7. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so ist
¢™ : Spec(B) — Spec(A)
stetig.
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Beweis: Sei V(M) C Spec(A) eine abgeschlossene Menge. Dann gilt:
pPECTIV(M) = ¢'(p) EV(M) = ¢ (p) EV(M) =

= MCo¢'(p) < ¢(M)Cp

= peVie(M)),
und damit

¢ V(M) = V(g(M)),

d.h. das Urbild einer abgeschlossenen Menge ist wieder abgeschlossen. Also ist ¢* stetig. B
Wir betrachten ein paar Beispiele.
LEMMA 8. Ist a ein Ideal in A, so liefert ¢ : A — AJa einen Homdomorphismus von Spec(A/a) mit
V(a).

Beweis: Da die Ideale von A/a in Bijektion stehen zu den Idealen von A, die a enthalten, liefert die
Abbildung ¢* : Spec(A/a) — Spec(A) zunichst eine Bijektion von Spec(A/a) mit V(a). Da sich die
abgeschlossenen Teilmengen von V(a) als V(b) schreiben lassen, wo b D a ein Ideal ist, entsprechen sich
auch die abgeschlossenen Teilmengen, d.h. wir erhalten einen Hom&omorphismus. B

Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) hat die Gestalt V' (a) mit einem Ideal a. Daher folgt sofort:

FOLGERUNG 4. Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec(A) ist homdomorph zum Spektrum eines Ringes
Spec(A/a).

LEMMA 9. Ist S eine multiplikative Teilmenge von A, so induziert ¢g : A — S™'A einen Homdomor-
phismus von Spec(S™YA) mit Us = {p € Spec(A) :pN S =10}.

Beweis: Wir haben die beiden Abbildungen
a:Spec(ST'A) = Us, qré5'q und  B:Us — Spec(S7tA), prr Sy,

wobel wir bereits wissen, dafl o und 3 invers zueinander sind. Auflerdem wissen wir, dafl « stetig ist. Es
bleibt zu zeigen, daff auch 3 stetig ist. Sei b ein Ideal in ST!A. Es gilt dann fiir p € Us:

peBHV(D) < STlpeV(b) < bC S 'p < ¢5'bCy,
also #=1(V (b)) = V((bgl(b)) N Us, woraus alles folgt. B
Fir f € Aist S = {1,f, f% f3,...} multiplikativ und mit den Bezeichnungen von eben Us = {p €
Spec(A4) : f & p} = D(f). Damit folgt:
FOLGERUNG b. Die basisoffene Menge D(f) ist homdomorph zu Spec(Ay).



KAPITEL 2

Garben

Wir haben Spec(A) definiert und mit einer Topologie versehen. Zur Einfiihrung einer weiteren Struktur
brauchen wir den Garbenbegriff.

DEFINITION 8. Sei X ein topologischer Raum. Eine Prdgarbe F (von abelschen Gruppen) auf X besteht
aus folgenden Dingen:

e Fiir jede offene Menge U C X hat man eine abelsche Gruppe F(U).

o Fiir je zwei offene Mengen U,V mit V- C U gibt es einen Gruppenhomomorphismus pyy = F(U) —
F(V).

e F () =0, die triviale abelsche Gruppe.

o pyu st die Identitdt auf U.

o Fir drei offene Mengen W CV C U qilt puw = pvw o puv.

Analog definiert man auch eine Prdgarbe von Ringen, Prdgarbe von Mengen, etc.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Fiir eine offene Menge U C X sei
F(U) die Menge der Abbildungen von U in A. Durch punktweise Addition wird F(U) zu einer abelschen
Gruppe. Fiir V C U sei pyy die Einschrankungsabbildung, d.h. fir f € F(U) ist puv (f) = flv. Setzt
man noch F(#) = {0}, dann ist klar, dafl F eine Priagarbe von abelschen Gruppen auf X ist.

Im Allgemeinfall spricht man auch bei pyy von Einschrankungsabbildung. Ebenso schreibt man fiir
fFeFU)und V C U auch manchmal f|y = pyyv (f). Die Elemente von F(U) werden auch als Schnitte
von F iber U bezeichnet. Desweiteren findet man die Schreibweise T'(F,U) = F(U).

Beispiel: Ist X ein topologischer Raum, F(U) die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf U, wo
U C X offen ist, pyy die gewShnliche Einschrankungsabbildung, so ist F eine Pragarbe, die sogenannte
Pragarbe der stetigen (reellwertigen) Funktionen auf X.

Beispiel: Ist X eine Riemannsche Fliche, z.B. C, C*, P!, so erhilt man die Priagarbe der holomorphen
Funktionen auf X, wenn man fiir Z(U) die Menge der auf U holomorphen Funktionen nimmt.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Setzt man F(U) = A (fiir U # 0)
und pyy = tda, so erhédlt man die sogenannte konstante Pragarbe.

Beispiel: Sei X = {P, @}, so daBl P und @ abgeschlossene Punkte sind. Eine Priagarbe F auf X erhalten
wir dann durch Angabe von F({P,Q}), F({P}) und F({Q}) sowie zwei Homomorphismen F({P,Q}) —

FPYH) F({PQY) = F({Q}). Z2B. F({P,Q}) =Z, F{P}) = Q, F({Q}) = Z/(2).

Beispiel: Sei X eine algebraische Varietit tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k. Fiir eine
offene Menge U C X ist eine Funktion f : U — k regular auf U, wenn sie sich lokal als Quotient
von Polynomen schreiben 1a8t. Ist O(U) die Menge der auf U reguldren Funktionen, so erhilt man die
Pragarbe der reguldren Funktionen auf X. Dies ist eine Prdgarbe von Ringen auf X. Wir wissen: Ist
X eine affine Varietdt, d.h. eine abgeschlossene Teilmenge eines affinen Raums, so ist O(X) = k[X] =
k1, ...,2,]/1(X), der affine Koordinatenring; ist X eine projektive Varietit, d.h. eine abgeschlossene
Teilmenge eines projektiven Raums, so ist O(X) = k.

Fiir einen Integritatsring A wollen wir jetzt eine Prigarbe O von Ringen auf Spec(A) definieren. Sei K
der Quotientenkérper von A. Ein f € K heifit definiert in p € Spec(A), wenn es a,b € A gibt mit f = ¢

13
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und b(p) # 0, d.h. b & p. Definiert man jetzt
@(U) ={f € K : f ist definiert in p fiir alle p € U},

nimmt man fiir pyry die Einschrinkung, so ist klar, daB O(U7) eine Prigarbe von Ringen auf Spec(A) ist.
Wir haben hier A C O(U) C K fiir U # §. Was ist O(Spec(A))?

Sei f € @(Spec(A)) C K. Wir betrachten das Nennerideal von f, namlich ¢« = {s € A : sf € A}.
Angenommen, es wire a # A. Dann gébe es ein p € Spec(A), sogar ein maximales Ideal, mit a C p. Da f
in p definiert ist, gibt es a,s € A mit f = 2 und s(p) # 0, also s € a und s ¢ p, ein Widerspruch. Folglich
ist a = A, damit 1 € a, also f € A. Damit haben wir bewiesen:

LEMMA 10. Fiir einen Integrititsring A gult:

O(Spec(A)) = A.
Bemerkung: Sei 7 eine Prigarbe auf X. Mitunter hat man lokal Daten gegeben, z.B. s; € F(U;), wo
UierU; = X eine offene Uberdeckung von X ist, und sucht dazu einen globalen Schnitt s € F(X) mit
s|lu, = si. Eine notwendige Bedingung ist dann:

SilUnU; = SlUunU; = Sj|Uinu;-

Préagarben, die unter dieser Voraussetzung ein eindeutig bestimmtes s liefern, sind besonders wichtig:

DEFINITION 9. Eine Prdgarbe F auf einem topologischen Raum X ist eine Garbe, falls gilt:
1. Ist U eine offene Menge und U = Ujey eine offene Uberdeckung von U, ist s € F(U) und s|ly, =0
fiir alle v € 1, so qilt s = 0.
2. Ist U eine offene Menge und U = U;er eine offene Uberdeckung von U, sind s; € F(U;) mit
vinu; fir alle i,j € 1, so gibt es ein s € F(U) mit s; = s|y, fir alle i € 1.

silunu; = 85
Beispiele:
1. Die Pragarbe F auf X, wo F(U) die Menge der Abbildungen von X in eine abelsche Gruppe A
ist, ist eine Garbe.
2. Die Priagarbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem topologischen Raum ist eine Garbe.
3. Die Préagarbe der holomorphen Funktionen auf einer Riemannschen Flache X ist eine Garbe.
4. Die Pragarbe der reguldren Funktionen auf einer algebraischen Varietdt X ist eine Garbe; sie heif3t
die Garbe Ox der reguldren Funktionen auf X.

Gegenbeispiele:
1. Sei X ein topologischer Raum, der zwei offene nichtleere disjunkte Teilmengen U und V' besitzt.
Dann ist die konstante Pragarbe F mit Werten in einer abelschen Gruppe A # 0 keine Garbe.
2. Sei X = {P, @}, wobei beide Punkte abgeschlossen sind. Setzt man F(X) = Z und F({P}) =
F({Q}) =Z/(2), so sind beide Garbenaxiome verletzt.

Beide Gegenbeispiele fallen unter folgendes Lemma:
LEMMA 11. Ist F eine Garbe auf X, sind U und V offene disjunkte Teilmengen von X, so gilt
FUOUV)~FU)® F(V).
Beweis: Wir betrachten die Abbildung
FUOUV)=FU)aFV), f=(flv, flv)

Die beiden Garbenaxiome liefern wegen U NV = {} sofort, da diese Abbildung ein Isomorphismus ist. B

LEMMA 12. Fiir einen Integrititsring A ist die Prdagarbe O auf Spec(A) eine Garbe.

Beweis: Fiir jede offene Menge § # U C Spec(A) gilt: A C O(U) C K. Liegt ein f € K in O(U), d.h.
es ist in allen Punkten von U definiert, so gilt auch f € @(V) CKfir£V CU;ist f =0in @(V),
so gilt schon f = 0in K, also auch in @(U) Daraus folgt insbesondere die erste Garbeneigenschaft. Sei
nun eine Uberdeckung U = UierU; gegeben mit U; # @ und f; € @(UZ) mit filv,nu;, = filvinu,. Alle

fi’s konnen wir als Elemente von K auffassen. Da Spec(A) irreduzibel ist, schneiden sich zwei offene
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nichtleere Mengen immer, d.h. f; = f; € K fiir alle 4, j € I. Damit hat man sofort ein globales Element,
das die zweite Garbeneigenschaft liefert. B

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Wir versehen A mit der diskreten
Topologie, d.h. alle Elemente von A sind offen und abgeschlossen, und setzen

GU) ={f: X — A stetig}.

Dann erhilt man eine Garbe G, die sogenannte konstante Garbe auf X mit Werten in A. Die Funktionen

auf G(U) sind lokal konstant.

Wir wollen nun den Halm Fp einer Prigarbe F in einem Punkt P € X definieren. Wir geben eine
explizite Konstruktion:

1. Wir betrachten folgende Menge von Paaren:
M ={(s,U) : U ist offene Umgebung von P und s € F(U)}
und fithren eine Relation auf M ein:
(s1,U1) ~ (s2,U3) <= s1|v = s2|v fiir eine offene Umgebung V von P mit V C Uy N Us.

Man sieht schnell, daf dies eine Aquivalenzrelation ist. Die Menge der Aquivalenzklassen ist der
Halm Fp von F in P. Das Bild von s € F(U) in Fp heifit der Keim in s in P und wird mit pyp(s)
bezeichnet.

2. Wie addiert man zwei Elemente sp,tp € Fp? Man wihlt sich Représentanten (s,U) und (¢, V),
schrankt diese auf eine offene Umgebung W C U NV von P ein und definiert sp 4+ tp als die
Aquivalenzklasse von (s|lw + tlw, W). Natiirlich mufi man noch zeigen, daf§ dies wohldefiniert ist.
Dadurch wird Fp zu einer abelschen Gruppe (bzw. zu einem Ring etc.) und pyp : F(U) — Fp
zu einem Homomorphismus.

Die universelle Eigenschaft des direkten Limes ist Inhalt des folgendes Lemmas:

LEMMA 13. Sei F eine Prdgarbe auf X und P € X ewmn Punkt.
1. Fiir offene Umgebungen U und V von P mit V. C U gill:

pUP = pPVPOPUV-

2. Ist A eine abelsche Gruppe und hat man Homomorphismen fu : F(U) = A fir alle offenen
Umgebungen von P, so daf gilt

fu = fv opuv fir offene Umgebungen V C U,
so gibt es genau einen Homomorphismus f : Fp — A, so daff qult:
fu = fopup fir alle offenen Umgebungen U.

(Hat man also Homomorphismen F(U) — A, die mit der Einschrinkungsabbildung vertrdglich
sind, so faktorisiert dies eindeutig iber Fp: F(U) - Fp = A.)

Beweis:

1. Fiir s € F(U) sind (s,U) und (prv(s),V) dquivalent, haben also den gleichen Keim in P, d.h.
poup(s) = pvr(puv(s)).

2. Eindeutigkeit: Ser f : Fp — A ein Homomorphismus mit den entsprechenden FEigenschaften. Sei
sp € Fp. Dann gibt es eine offene Umgebung U von P und ein s € F(U) mit sp = pyp(s). Wir
haben

f(sp) = flpup(s)) = fu(s),

also 1st f durch die fy’s eindeutig bestimmt.
Ezistenz: Nach dem eben Gezeigten ist klar, wie wir f definieren miissen: f(sp) = fu(s), wo
s € F(U) den Keim sp hat. Wir miissen nur noch zeigen, dafi dies wohldefiniert ist. Hat auch
t € F(V) den Keim sp, so gibt es eine offene Umgebung W C UNV von P mit s|w = t|w. Damit
gilt aber:

fo(s) = fw (slw) = fw (tlw) = fv (1),
was die Wohldefiniertheit zeigt. m
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Bemerkung: In der Sprache der direkten Limites sagt man auch so: Die offenen Umgebungen von P
bilden beziiglich D eine gerichtete Menge, d.h. zu zwei offenen Umgebungen U und V gibt es eine weitere
offene Umgebung W mit U O W und V D W. Die Einschrinkungsabbildungen pyyv @ F(U) — F(V)
erfilllen prw = puv o pyw und pyy = id. Der direkte Limes von (F(U), puv) heiit der Halm Fp in P.

Beispiele:
1. Ist X eine Riemannsche Flache, O die Garbe der reguldren Funktionen auf X so ist Op der Ring
der konvergenten Potenzreihen.
2. Ist F die konstante Pragarbe auf X mit Werten in einer abelschen Gruppe A, so ist Fp = A.
3. Ist G die konstante Garbe auf X mit Werten in einer abelschen Gruppe A, so ist Gp = A.
4. Tst F eine Priagarbe auf X = {P, @}, wo beide Punkte abgeschlossen sind, so ist Fp = F({P})

und g = F({Q}).
LEMMA 14. Fir einen Integrititsring A und p € Spec(A) gilt:
Oy = Ay.
Beweis: Fiir p € U ist jedes f € @(U) in p definiert, also erhalten wir @(U) C A, bzw. @(U) — Apl was

natiirlich mit der Einschrankungsabbildung vertraglich ist. Dies liefert einen Homomorphismus A : O, —
A,.

A st injektiv: Sei sg € Kern(A). Wihle einen Reprasentanten (s, U) fiir so. Dann ist s = 0 in (’j(U) C
Ap C K, also auch s = 0.

A ist surjektiv: Jedes Element aus A, hat eine Darstellung f = 2 mit a,s € A und s(p) # 0. Dann liefert
die Aquivalenzklasse von (f, D(s)) ein Urbild von f in @p. ]

Genauso sieht man: Ist X eine algebraische Varietét, so ist der Halm Ox p der Strukturgarbe Ox der
lokale Ring von X im Punkt P.

LEMMA 15. Sei F eine Garbe auf X, U C X offen und s € F(U). Dann gilt:
s=0 <= pup(s)=0 firalePel,
d.h. s ist genau dann 0, wenn alle Keime von s in den Punkten von U verschwinden.

Beweis: Da pyp ein Homomorphismus ist, ist = trivial. Wir beweisen «: fiir P € U ist pyp(s) = 0,
d.h. (s,U) und (0,U) sind aquivalent, also gibt es eine offene Umgebung Up C U von P, wo s und 0
ibereinstimmen, d.h. s|y, = 0. Aus U = Upex Up und der ersten Garbeneigenschaft folgt s = 0, was zu
zeigen war. B

Dafl die Aussage des Lemmas fiir Pragarben nicht gelten muf}, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel: Wir wihlen wie frither X = {P,@} und F(X) =Z, F{P}) = F{Q}) = Z/(2). Das Element
2 € F(X) verschwindet dann in Fp = Z/(2) und in Fg = Z/(2), ist aber von 0 verschieden.

DEFINITION 10. Ein Morphismus ¢ : F — G zweier Prdgarben auf X besteht aus Morphismen (abelscher
Gruppen ete.) ¢(U) : F(U) — G(U), die mit der Einschrinkungsabbildung vertrdglich sind, d.h. fiir offene
Mengen V. C U gill

¢(V) o plry = Prgfv o ¢(U),
Ein Isomorphismus ist esn Morphismus ¢ @ F — G, so daff ein Morphismus ¥ : G — F existiert mat

¢(U) o p(U) =1d, $(U) o ¢(U) = 1d.

Bemerkung: Ist ¢ : F — G ein Morphismus von Prigarben und P € X, so erhilt man fiir alle
offenen Umgebungen von P Abbildungen F(U) — G(U) — Gp, die iiber Fp faktorisieren, also einen
Homomorphismus ¢p : Fp — Gp liefern. Es gilt dann:

op o plrp = pip 0 S(U).

Beispiele:
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1. Sei X = C*, O die Garbe der holomorphen Funktionen (mit der Addition) und O* die Garbe der
nirgends verschwindenen holomorphen Funktionen (mit der Multiplikation). Dann ist

o(U): frrel
ein Morphismus von Garben abelscher Gruppen.
2. Sei X ein topologischer Raum und A eine abelsche Gruppe. Wir hatten die konstante Pragarbe
F definiert mit F(U) = A und die konstante Garbe G mit G(U) = {f : X — A stetig}. Durch
$(U): FU)=GU), aw—(z—a)

erhélt man einen Morphismus ¢ von Préagarben. Hier ist fiir alle Punkte P die Abbildung ¢p auf
den Halmen ein Isomorphismus, obwohl natiirlich ¢ i.a. kein Isomorphismus ist. Dies zeigt, dafl
bei folgendem Satz Garben als Voraussetzung notwendig sind.

SATZ 4. Set ¢ : F — G ewn Morphismus von Garben. ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fir alle
P der induzierte Morphismus ¢p : Fp — Gp ein Isomorphismus ist.

Beweis: Ist ¢ ein Isomorphismus, so gibt es einen Morphismus ¢ : G — F mit ¢(U) o (U) = id und
P(U)o ¢(U) = id, was sofort ¢p opp = id und ¥p o ¢p = id liefert, d.h. auch ¢p ist ein Isomorphismus.
Sei nun ¢p ein Isomorphismus fiir alle Punkte P € X. Wir gehen schrittweise vor:

1. ¢(U) ist injektiv: Sei s € F(U) mit ¢(U)(s) = 0. Dann gilt fiir alle P € U:

0=pup(¢(U)(s)) = ér(pup(s)),
was wegen der Injektivitat von ¢p dann pyp(s) = 0 liefert. Da F eine Garbe ist, folgt daraus

sofort s = 0, was wir zeigen wollten.
2. ¢(U) ist surjektiv: Sei t € G(U). Fiir P € U ist ¢p surjektiv, also liegt prp(t) im Bild von ¢p,
d.h. es gibt einen Keim eines sp € F(Up) einer offenen Umgebung Up C U von P mit
¢p(pupp(sp)) = pup(t).
Anders geschrieben:
pupp(®(Up)(sp)) = pup(t).
Die Elemente (¢(Up)(sp),Up) und (¢,U) sind also dquivalent, d.h. nach eventuellem Verkleinern
von Up haben wir ¢(Up)(sp) = t|u,. Fiir zwei Punkte P und Q gilt:
o(Up NUQ)(splupnug — s@lupnug) =0,

was wegen der in 1. gezeigten Injektivitiat sofort

5P|UpﬂUQ == 5Q|UpﬂUQ

liefert. Nach der Garbeneigenschaft gibt es dann s € F(U) mit sp = s|y,. Nun gilt:
o(U)(s)|Up = ¢(Up)(slur) = 6(Up)(sp) = tlvs,

mit der ersten Garbeneigenschaft folgt sofort ¢(U)(s) = ¢, was wir zeigen wollten.
3. Wir definieren ¢(U) = ¢(U)~!. Es ist klar, daB8 ¢ mit der Einschrinkungsabbildung vertriglich
ist. Daher 1st ¢ ein Morphismus G — F, somit ¢ ein Isomorphismus. B

LEMMA 16. Sei ¢ : F — G ein Morphismus von Prdgarben. Dann sind U — Kern(¢(U)) und U —
Bild(¢(U)) mit den induzierten Einschrdankungsabbildungen Prdgarben, der Prdgarbenkern und das Prdgar-
benbild von ¢.

Beweis: Dies folgt sofort aus ¢(V) o pZy, = pfy 0 ¢(U). B

DEFINITION 11. Ist F und G Prdgarben, so daf fir alle U C X gqilt G(U) C F(U) und die Fin-
schrinkungsabbildung fir G einfach die von F ist, so nennt man G eine Unterprdigarbe von F. Ist G
etne Garbe, so spricht man von einer Untergarbe von F.

Bemerkungen:
1. Ist G eine Unterprigarbe der Pragarbe F und P € X, so gilt Gp C Fp.
2. Ist ¢ : F — G ein Morphismus, so ist also der Pragarbenkern eine Unterpridgarbe von F, das
Préagarbenbild eine Unterpriagarbe von G.
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LEMMA 17. Sei ¢ : F — G ein Morphismus von Garben. Dann st der Prdgarbenkern von ¢ sogar eine
Garbe Kern(¢), der Kern von ¢.

Beweis: Die erste Garbeneigenschaft ist trivialerweise erfiillt, da F eine Garbe ist Sei jetzt U = UerU;
und s; € F(U;) mit ¢(U;)(s;) = 0 und s; (U)
mit s; = s|y,. Wegen

und der Garbeneigenschaft von G folgt ¢(U)(s) = 0, was zu zeigen war. B

Das Préagarbenbild eines Garbenmorphismus muf i.a. keine Garbe sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei ¢ : O* — O* der durch ¢(U)(f) = f? induzierte Garbenmorphismus auf X = C*. Wir
betrachten die Funktion f € O*(X) mit f(z) = 2. Seic € X und U, = {z € C: |z —¢| < |¢|} C X die
offene Kreisscheibe um ¢ vom Radius |¢|. Dann liefert die Formel

e e a5 () (5

ein Element in O*(U,), dessen Bild unter ¢(U.) das Element f|y, ist; also fly, € Bild¢(U;). Wére
U — Bildg(U) eine Garbe auf X, so miifite demnach auch f € Bild¢(X) gelten, was aber nicht der Fall
ist. Also ist U +— Bild¢(U) keine Garbe auf X.

Kann man eine Prigarbe zu einer Garbe machen? Sei F eine Prigarbe auf einem topologischen Raum
X. Wir setzen

FHU) = {f:U — UpexFp mit f(P) € Fp, so daB es eine offene Uberdeckung U = U;¢;U; und
fi € F(U;) gibt mit f(P) = pu,p(fi) fur alle P € U; und alle ¢ € T},
wo Upex Fp die disjunkte Vereinigung der Halme meint. Mit der gewhnlichen Einschriankungsabbildung
fiir Funktionen wird F* zu einer Prigarbe auf X. Die Garbeneigenschaften sind sofort klar, da es bei den
Elementen von F*(U) um Funktionen handelt, die lokal gewissen Eigenschaften geniigen. Zudem haben

wir auch einen Morphismus § : F — F ¥, der einem s € F(U) die Funktion P + pyp(s) zuordnet. F+
heifit die zu F assoziierte Garbe.

Satz 5. Sei F eine Prigarbe auf X und 0 : F — FT wie eben konstruiert.
1. Fir alle P € X gilt T}t = Fp.
2. Ist G eine Garbe und ¢ : F — G ein Morphismus, so faktorisiert ¢ eindeutig dber 6:
F—=TFt g
3. Ist F eine Garbe, so ist & ein Isomorphismus, d.h. Ft ~ F.

Beweis:
1. Sei P € X und U eine offene Umgebung von P. Die Abbildungen
FHU) = Fp, [ [(P)
sind mit der Einschrdnkungsabbildung vertridglich und faktorisieren daher iiber .7-";';. Man sieht
schnell, daf3 .7-"11' — Fp injektiv und surjektiv ist.
2. Sei U C X offen. Wir wollen eine Abbildung #(U) : .7-""'( ) = G(U) konstruieren.
FEindeutigkeit: Sei f € F+(U). Dann gibt es eine offene Uberdeckung U = UjerU; und f; € F(Uy)
mit py,p(fi) = f(P). Es ist 0(Ui)(fi) = flv,. Fir ¢(U) gilt:
H(U)() U) (o) = »(U)(O(U:)(fi) = ¢(U:)(fi)-
Wegen der Garbeneigenschaft von G ist damit ¢(U) durch ¢ eindeutig bestimmt.
Ezistenz: Man zeigt jetzt umgekehrt, dafi durch obige Formel ¢(U) wohldefiniert ist: die Bilder
(/)( )(fl) erfiillen die Voraussetzung der zweiten Garbeneigenschaft, also gibt es dazu ein g € G(U)
(U:)(fi). Wir setzen ¢(f) = g. Nun mufi man natiirlich noch die entsprechenden
Elgenschaften nachpriifen.
3. Dies folgt aus 1. und einem friitheren Satz. m
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Bemerkung: Durch die 2. Eigenschaft des Satzes ist die einer Prigarbe F zugeordnete Garbe FT
eindeutig charakterisiert.

Beispiele:

1. Sei F die konstante Pragarbe und G die konstante Garbe auf X mit Werten in A. Der Homomor-
phismus ¢ : F — G mit ¢(U)(a) = (z ~ a) faktorisiert iiber F* und F} = Fp = Gp = A, also
1st G die zu F assozilerte Garbe.

2. Sei X = {P,Q} wie zuvor und F die Priagarbe mit F(X) = Z, F({P}) = F({Q}) = Z/(2). Setzen

wir G{P}) =G({Q}) =Z/(2) und G(X) = G({P}) & G({Q}), so erhalten wir einen Morphismus
¢ : F — G und man sieht schnell, dafl G die zu F assoziierte Garbe ist.

Das letzte Beispiel zeigt auch, dal F keine Untergarbe von Ft sein muB. Im folgenden Satz geben wir
ein Beispiel, wo dies der Fall ist.

SATZ 6. Ser F ewne Garbe und G eine Unlerprdgarbe. Definiert man fir eine offene Menge U
G(U) = {feFU), sodap es eine Uberdeckung U = Ui Us gibt und g; € G(U;)
mit flu, = gi},
s0 ist G* eine Untergarbe von F und G* ~ G7.

Beweis: Zunichst gilt G(U) C G*(U) C F(U), daher ist die erste Garbeneigenschaft fiir G* klar, da sie
fiir F gilt. Die zweite ist klar, da sie fiir F gilt und G* durch lokale Bedingungen definiert ist. Ausgehend
von der Definition von G% sieht man schnell, daBl G5 = Gp gilt, also folgt G* ~ Gt. m

Wir haben bereits den Kern eines Garbenmorphismus definiert.

DEFINITION 12. Set ¢ : F — G ein Garbenmorphismus. Dann heifit die dem Prdgarbenbild zugeordnete
Garbe das Bild von ¢: Bild(¢). ¢ heifit injektiv, wenn Kern(¢) = 0 ist, ¢ heifit surjektiv, wenn Bild(¢) =
G qilt. Analog wird die Exaktheit einer Garbensequenz definiert.

Sei ¢ : F — G ein Garbenmorphismus. Dann gilt also
(Kerng)(U) = Kern(¢(U)).
Da Bild¢ die zu U — Bild(¢(U)) C G(U) assoziierte Garbe ist, erhalten wir mit obiger Konstruktion
(Bild(¢))(U) = {g€G(U): es gibt Uberdeckung U = U;e U, fi € F(U;)
mit flo, = ¢(Ui)(fi)}-

Damit erhalten wir das Lemma:

LEMMA 18. Sei ¢ : F — G ein Morphismus von Garben.
1. ¢ ist genau dann injektiv, wenn fir alle offenen U C X die Abbildung ¢(U) injektiv ist.

2. ¢ ist genau dann surjektiv, wenn fir alle offenen Mengen U und alle g € G(U) eine Uberdeckung
U =UierU; und f; € F(U;) existiert mit glu, = ¢(U;)([fi).

Beispiel: Auf X = C* betrachten wir den durch f — f? definierten Garbenmorphismus @* — O*. Da
sich aus jeder nichtverschwindenden holomorphen Funktion lokal die Wurzel ziehen 148t, folgt mit dem
letzten Lemma, dafi der Garbenmorphismus surjektiv ist. Wir haben aber schon gesehen, dafl dies nicht
die Surjektivitdt von Ox(U) — O*(U) implizieren muf.

Wir wollen jetzt Injektivitdt und Surjektivitdt noch auf den Halmen charakterisieren.
LEMMA 19. Sei ¢ : F — G ewn Garbenmorphismus. Dann gilt
(Kerng)p = Kern(¢p) und (Bildg)p = Bild(¢p).

Bewets:
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1. Kerng ist eine Untergarbe von F, also ist (Kern¢)p C Fp und natiirlich ebenso Kern(¢p) C Fp.
C: Sei sp € (Kerng)p. Dann gibt es s € (Kerng)(U) mit sp = pyp(s). Es folgt
¢p(sp) = ¢p(pup(s)) = pur(e(U)(s)) = pup(0) =0,

also sp € Kern(¢p).
D: Sei sp € Kern(¢p). Wir schreiben sp = pyp(s) mit s € F(U). Dann ist

0=¢p(sp) = ¢p(pup(s) = pur(d(U)(s)),

alsosind (0, X) und (¢(U)(s), U) dquivalent, es gibt also eine Umgebung V- C U mit ¢(U)(s)|v = 0,
d.h. ¢(V)(s]y) = 0 und damit s|y € (Kerng)(V) und damit

sp=pvp(slv) € (Kerng)p.

2. Bild¢ ist eine Untergarbe von G, also gilt (Bild¢)p C Gp; ebenso gilt Bild(¢p) C Gp. Der Halm

(Bildg)p ist auch der Halm der Bildpragarbe U — Bild¢(U).
C: Sei tp € (Bild¢)p. Dann gibt es eine Umgebung U und s € F(U) mit tp = prp(¢(U)(s)). Es
folgt sofort

tp = ép(pup(s)) € Bild(ép).
D: Sei tp € Bild(¢p). Dann gibt es sp € Fp mit tp = ¢p(sp). Weiter gibt es eine offene
Umgebung U und s € F(U) mit sp = pyp(s). Es folgt

tp = ¢p(pup(s)) = pur(6(U)(s)) € pup(Bildg(U)),

also tp € (Bildg)p. B

Damit erhalten wir:

LEMMA 20. Fiir einen Garbenmorphismus ¢ : F — G qult:

1. ¢ ist genau dann injektiv, wenn fiir alle P € X die Abbildung ¢p : Fp — Gp injektiv ist.

2. ¢ st genau dann surjektiv, wenn fir alle P € X die Abbildung ¢p : Fp — Gp surjektiv ist.
Beweis: Wir haben die Aquivalenzen

¢ injektiv. <= Kerng =0 <= (Kern¢)p = 0 fiir alle P
< Kern(¢p) =0 fiir alle P
<= ¢p injektiv fiir alle P.
Genauso:
¢ surjektiv. = <= Bild¢ =G <= (Bild¢)p = Gp fiir alle P
<= Bild(¢p) = Gp fiir alle P
<= ¢p surjektiv fiir alle P. &
Bemerkung: Eine Garbensequenz
Flr L
heifit exakt, wenn gilt Bild¢ = Kerniy. Nach dem Lemma ist dies gleichwertig damit, dafy die Sequenz
exakt auf den Halmen ist, d.h. daf fiir alle P € X die Sequenz
Fp L5 Fp 25
exakt ist. Haben wir eine exakte Garbensequenz
0 F L Fr L Fr o,

so kann man zeigen, daf fiir alle offenen Mengen U C X die Sequenz
) 49

0 — 7 ) 29 Fny Y Fw)

exakt ist, ¢(U) muB allerdings nicht surjektiv sein, wie wir schon im Beispiel gesehen haben.

Der folgende Satz ist unmittelbar klar.
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SATZ 7. Ist F eine Prdgarbe auf X, U C X eine offene Teilmenge, so ist Fly mit Flp(V) = F(V)
eine Prdgarbe auf U, die Finschrinkung von F auf U. Ist F eine Garbe, so auch Fly. Fir P € U gilt
(Flu)p = Fp.
DEFINITION 13. Set f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Sei F eine Garbe
auf X. Dann wird durch

Vi F(STHV))
ewne Garbe auf Y definiert, die sogenannte Bildgarbe f.F von F.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum und P € X ein Punkt. Wir betrachten die Inklusioni : {P} — X.
Eine Garbe F auf { P} wird durch eine abelsche Gruppe A gegeben mit F({P}) = A. Dann gilt:
(i.F)(U) = A, falls P € U, = 0 sonst.
Man sieht auch schnell, daf fiir einen Punkt @ € X gilt:
(ixF)g = A, falls Q € {P} und = 0 sonst.

Beispiel: Sei X eine algebraische Varietdt und Y C X eine abgeschlossene Untervarietat. Fir ¥ C X
schreiben wir ¢ : Y — X. Die Garben der reguldren Funktionen werden mit Ox und Oy bezeichnet. Sei
U C X offen. Dann ist (¢.0y)(U) = Oy (U NY). Wir erhalten eine Einschrankungsabbildung

Ox(U)%Oy(UﬂY), fl—>f|Uny,

also einen Garbenmorphismus Ox — 7.Oy . Dieser ist surjektiv. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl Ox p —
(i+Oy)p surjektiv ist. Dies folgt aber daraus, daff jedes Element aus (i.Oy)p durch einen Quotienten
von Polynomen représentiert wird, was auch ein Element in Ox p liefert. Der Kern ist offensichtlich die
Garbe Zy mit

Iy(U)={f € Ox(U): fly =0}.

Also haben wir eine exakte Garbensequenz

0—=Zy - O0Ox — 1.0y — 0.
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KAPITEL 3

Schemata

Fiir einen Ring A (kommutativ mit Eins) haben wir das Spektrum Spec(A) = {p : p Primideal in A}
betrachtet. Spec(A) wurde mit einer Topologie versehen, sodafl eine Teilmenge von Spec(A) genau dann
abgeschlossen ist, wenn sie die Gestalt

V(M) ={peSpec(A) : M Cp}t={p: f(p) =0 fiir alle f € M}
hat, fiir eine Teilmenge M C A. Jede offene Menge ist Vereinigung von Mengen der Form

D(f) = {p € Spec(4) : f(p) # 0},
wo f € A ist.

Fiir einen Integrititsring A mit Quotientenkérper K hatten wir eine Garbe @ von Ringen auf Spec(A)
definiert durch

O) ={f € K : f ist definiert in p fiir alle p € U} (U #0).
Dabei ist f € K definiert in p, wenn es a,s € A gibt mit f = ¢ und s € p, d.h. s(p) # 0. Man kann also
auch sagen: f € K ist genau dann definiert in p, wenn f € A, gilt. Wegen A C A, C K kénnen wir also
auch schreiben (U # §)

OU) =Npev 4y
Fiir die Halme galt: (’jp = A;.
Ist A kein Integrititsring, so kénnen wir auf diese Weise keine Garbe definieren, da kein Quotientenk&rper
existiert. Wir imitieren jetzt die Konstruktion der Garbe F* aus einer Prigarbe F.

DEFINITION 14. Sei A ein Ring und fir U C Spec(A)
OU) = {p:U = Uper Ay, so daf p(p) € A, gilt und eine offene Uberdeckung U = U;e Us
existiert und a;,s; € A mit p(p) = & in A, firp e U}
<

K3

Dann ist O eine Garbe von Ringen, die sogenannte Strukturgarbe auf Spec(A).

Bemerkungen:

1. Da O(U) aus Funktionen auf U besteht, die lokalen Bedingungen geniigen, ist klar, daf§ O eine
Garbe 1st. Diese Funktionen kann man addieren und multiplizieren, also ist O eine Garbe von

Ringen.
2. Sind a,s € A und p € Spec(A) mit s(p) # 0, so kann man £ als Element von A, auffassen. Dabei
ist
a
AD = {g S, EA,S(p) 7& 0}/ ~p

mit

ay as . .

piat T <= s(s2a1 — s1a2) = 0 fiir ein s € A mit s(p) #£ 0.

S1 2

Ist A kein Integrititsring, so hangt diese Aquivalenzrelation natiirlich von p ab. Es kann passieren,
az

dafl j—i = {* in Ay gilt, aber gleichzeitig j—i + j—z in Aq, wie in nachfolgendem Beispiel sichtbar
wird.

Wir betrachten zwei Beispiele:

Beispiel: Fiir A = C[z]/(23 — 2?) = C[z]/(2*(x — 1)) besteht Spec(A) aus den zwei Punkten p = (z)
und g = (& — 1), die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. Jedes Element aus A hat die Gestalt

a + bx + cx?, man rechnet in A mit der Relation 23 — 2.

23
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In A, ist  — 1 Einheit, so daf§ aus %(z — 1) = 2% — 2% = 0 folgt #? = 0. Jedes Element in A, hat also
die Gestalt (az #0)

ar+bix (a1 +bix)(az — bax)  araz + (bras — arbs)x
as+box  (ag + baz)(az — bax) a’
was wieder als a 4 bx geschrieben werden kann. So ist also
Ap={a+br:a,beC}=C+Cxmitz?=0in A.
In A, ist « Einheit, also folgt aus z?(z — 1) — #® — x? = 0 sofort # = 1 in A,. Also ist

Aqg=Cmitz =1in A,.

bl

Insbesondere sieht man hier, daff das Element 2% € A sich ganz verschieden verhilt, je nachdem, wo man
es betrachtet: In A, gilt ? = 0, in A, gilt #* = 1. Aus der Definition folgt jetzt

O({p}) = Ap = C + Cz mit z* = 0 und O({q}) = C mit z = 1.
Was ist O(Spec(A))7? Sei ¢ : Spec(A4) — A, U A4 eine beliebige Funktion mit ¢(p) € A, und ¢(q) € A,,
also ¢(p) = a + br und ¢(q) = c. Fir f = a+ bz + (¢ —a — b)x? € A gilt dann f = ¢(p) in A, und
F=(q) in Ay. Also ist ¢ € O(Spec(A)). Daher ist O(Spec(A4)) ~ A, & A,, was natiirlich auch aus der
Garbeneigenschaft O({p,q}) = O({ppr}) ® O({q}) folgt.

Beispiel: Sei A = Clz, y]/(zy). Jedes Element in A hat die Gestalt a+xb(x)+yc(y), wo b und ¢ Polynome
sind. Es ist

Spec(A) = {(2), (¥} U{(z —a,y), (x,y —b) a,b € C,a,b# 0} U{(z,9)}.

n Ay ist y Einheit, also folgt aus zy = 0 sofort z = 0. Damit hat jedes Element in A(,) die Gestalt

aly)
b(y)

—

, also gilt
Ay = C(y) mit z = 0.
Genauso sieht man
Ay = C(z) mit y = 0.
In Az y—p) mit b # 0 ist y Einheit, also folgt wie eben z = 0. Daher hat man

Aey—b) = Clyly—v) = {% :9(b) #0} und z = 0.

Analog ist fiir ¢ £ 0

Aw—ay) = Clr]z—a) =1 :g(a) #£ 0} mit y = 0.

SchlieBlich ist

a+ xzby(x) + ye1(y)
14 2zba(z) + yea(y)
Wir betrachten das Element f = ﬁ Es ist sinnvoll in allen Ringen A, aufier fiir p = (z,y+1). In A,
und A y_py (b # —1,0) gilt f=0,in Ag) und A_yy) (@ # 0) wird f = 2 # 0. Auch in Ay ist
f # 0. Wir werden spéter noch einige der Ringe O(U) bestimmen.

Ay =1 } mit der Relation zy = 0.

SATZ 8. Fliir den Halm der Strukturgarbe O eines Ringes A gilt:
O, ~ Ay,

Beweis: Wir betrachten offene Umgebungen U eines Punktes p € Spec(A) und Abbildungen ag : O(U) —
Ay mit ap(f) = f(p). Es ist klar, daf die oy mit den Einschrankungsabbildungen vertraglich sind, also
gibt es eine Abbildung o : O, = A, woriiber sie faktorisieren:

Q= @0 prp.

« ist injektiv: Jedes Element aus O hat die Gestalt pyy(f) fiir eine Umgebung U und ein f € O(U).

Gilt nun o(pyp(f)) =0, so folgt ay(f) =0, d.h. f(p) =0. Wird f um p in einer Umgebung U; durch £
0

dargestellt, so gibt es also ein ¢ € p mit ta = 0 in A. In der Umgebung Uy N D(t) wird f durch ¢ = % =
dargestellt, d.h. es ist fly,np() = 0. Also folgt prrp(f) = pu,np(e),p (floinpe) = 0, was zu zeigen war.
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o ist surjektiv: Sei & € A, gegeben mit a,5s € A und s ¢ p. Setzen wir U = D(s) und f € O(U) durch
fla) = & € Aq, so gilt a(pyp(f)) = 4, also ist a surjektiv. B

FOLGERUNG 6. Fliir emnen Integrititsring A gilt 0~0.

Beweis: Wir wissen A C O(U) C K, genauer O(U) = Npep Ap. Wir definieren ¢(U) : O(U) — O(U) wie
folgt: f € @(U) ist in allen Punkten aus U definiert, also gibt es eine Uberdeckung U = UU; und a;, s;
mit f = 2 und s;(p) # 0 fiir alle p € Uy; daher liefert p — f ein Element von O(U) und wir setzen
S(UYSf) = (p = f). Also erhalten wir einen Garbenmorphismus ¢ : O — O. Da die Halme in beiden
Féllen jeweils Ay, sind, sieht man schnell, dafl ¢, Isomorphismen sind, also ist auch ¢ ein Isomorphismus.
|

Sei jetzt A ein beliebiger Ring. Wir wollen versuchen, eine etwas konkretere Vorstellung von O(U) zu be-
kommen. Sind a, s € A, so gilt s(p) # 0 fiir alle p € D(s), alsoist (p = &) € O(D(s)). Wir verallgemeinern
dies etwas: Fiir f € A definieren wir
a a
Af Af%O(D(f)), f—nH(p'—)f—HEAp)

Wir zeigen, daB A; wohldefiniert ist: Ist fin = fLm in Ay, so gibt es k € N mit f*(f™a — f*b) = 0. Fiir
p € D(f) ist f(p) # 0, also gilt auch in A, die Beziehung = = fLm. Also ist Ay wohldefiniert. Natiirlich
ist Ay ein Ringhomomorphismus. Wir zeigen zunéchst:

LEMMA 21. A; : Ay — O(D(f)) ist injektiv.

Bewers: Sei 7 € Kern(Ay). Dann ist = = 0in Ay fiir alle p € D(f), also gibt es s, € A\ p mit spa = 0.
Wir betrachten das Annullatorideal a = {s € A : sa = 0} von a. Fiir p € D(f) ist s, € p aber s, € a, also
ist a € p, d.h. p & V(a). Dies zeigt V(a) N D(f) = 0. Wegen D(f) = Spec(A) \ V(f) folgt V(a) C V(f),
was gleichwertig mit f € \/m C /a ist, d.h. es gibt ein m € N mit f™ € a, also f™a = 0 und damit
2 0in Ay, was wir zeigen wollten. B

n T

—,

Wir wollen uns nun noch etwas allgemeiner iiberlegen, wie die Elemente von OQ(U) aussehen. Sei also
pe o).
1. Es gibt eine Uberdeckung U/ = U;U; und a;,g; € A, so daB fiir p € U; gilt o(p) = e A
Da jede offene Menge Vereinigung von Mengen der Form D(h) ist, kénnen wir o.E. U; = D(h;)
annehmen. Fiir alle p € D(h;) gilt also ¢g;(p) # 0, d.h. D(h;) C D(g;), was V(g;) C V(h;) und
damit h; € /(h;) C \/@ impliziert. Es gibt also n; € N und b; € A mit h]* = b;g;. Fiir
p € D(h;) ist gi(p) # 0,b;(p) # 0 und es gilt in A,:
ai _ ab; _ aib;
P = g bigi AT
Wegen D(h;) = D(h}*) konnen wir nach Umbenennung also annehmen, dafi ¢ auf D(h;) durch
einen Bruch Z—z definiert wird.
2. Wir kénnen also folgende Situation annehmen: Zu ¢ € O(U) gibt es a;, h; € A, (i € I), so daB gilt

U = UserD(hs) und (p) = Z_ fiir p € D(hy).

Was passiert im Durchschnitt D(h;) N D(h;)? Fiir p € D(h;) N D(h;) = D(h;h;) gilt o(p) = &+ =

hy
a5 a; _ hja a5 _ hiag
Ry Wegen jb = g und = R gilt also
/\ (hjai) (hiaj)
hih; = Ah;h;
?“hih; N hihi”
wegen der gezeigten Injektivitat von Ag,p; also hJZV = Z? in Ap;p;, d.h. es gibt n;; € N mit
ih; ihj

(hihj)n’j (hjai — hia]’) =0in A.

Natiirlich kann man n;; auch beliebig vergréfiern.
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Ist U kompakt, so geniigen endlich viele D(h;) zur Uberdeckung, d.h. wir kénnen schreiben U =
D(h1)U---UD(h,). Das Element ¢ € O(U) wird auf D(h;) beschrieben durch 7+. Auflerdem gibt
es n € N mit (hih;)"(hja; — hsa;) = 0. Anders geschrieben:

n+1 n_, . _ pn+l n._ .

hj ~hia; = R ~hja].

Setzen wir @; = h}'a; und h; = h?"’l, so gilt /Nljdi = 77,Z'C~lj fiir alle ¢,7. Auf D(h;) = D(/Nzi), d.h.
in Ap, und A, fiir p € D(h;), gilt Z—: = % Nach Umbenennung kénnen wir also sagen: Ist U
kompakt und ¢ € O(U), so gibt es ay,..., a7, h1,..., oy € A mit U = D(hy)U---U D(h,) und
@(p) = 3 in Ay fiir p € D(h;). AuBerdem gilt hja; = hia;.
Wir wenden das eben Gezeigte auf einen speziellen Fall an: Sei f € A. Wir wissen, dafl D(f)
homé&omorph zu Spec(Ay) ist, also ist D(f) kompakt, d.h. wir sind in der vorangegangenen Situa-
tion. Fiir ¢ € O(D(f)) gibt es also ay,...,a,, h1,..., hy € A mit hja; = hya; und p(p) = i €Ay
fiir p € D(hy). Nun folgt V(f) = V(hy) N - -0V (k) = V((h1,..., hr)), was gleichwertig ist mit

V) = (ha,.o o by
Also gibt es n € N mit f™ € (hy,..., k), d.h. es gibt by, ... b, € A mit

[P =bihi+ -+ bohy.
Wir definieren ¢ = byay + - - - + b,a, und haben dann

hia = Zhib]’a]’ = Zhjbjai = fnaz’~
J J

Damit gilt fiir alle p € D(h;) jetzt @(p) = 3+ = =, womit sofort folgt /\f(f%) = . Damit haben
wir gezeigt, dafi Ay surjektiv ist, und es ergibt sich der folgende Satz:

SATZ 9. Fir f € A st

A A — O(D(S)), ffin o (p e ffin € Ap)

ein Isomorphismus. Mittels Ay kénnen wir also O(D(f)) mit Ay identifizieren.

Setzt man im Satz f = 1, so erhilt man sofort:

FoLGERUNG 7. O(Spec(4)) ~ A.

Beispiel: Wir betrachten nochmals A = Clz, y]/(zy) mit

Es 1st

Spec(A) = {(2), (¥} U{(z —a,y), (x,y —b) a,b € C,a,b# 0} U{(z,9)}.

D(a) = {(W)} U{(x —a,y) :a € C,a £ 0}.

In A, ist z Einheit, also liefert zy = 0 sofort y = 0, was dann

f(x)

:LG

O(D(x)) ~ Ay = :f(x) € Cla],n € N} = Clz], mity =0

ergibt. Analog ist

und

D(y) = {(x)} U{(w,y—b) : b€ C,b#0}

O(D(y)) = Ay = {gy(—z) 1 g(y) € Cly],m € N} = C[y], mit z = 0.

Aus der Garbeneigenschaft von O folgt dann sofort

O(Spec(A) \ {(2,4)}) = O(D(x) U D(y)) = O(D(x)) & O(D(y)) = As & Ay

Beispiel: Fiir A = C[a, y] ist

Spec(A) = {(0)}U{(f(z,v)) : f(x,y) irreduzibel} U{(z — a,y —b) : a,b € C}.

Fiir die offene Menge U = Spec(A) \ {(#,y)} wollen wir O(U) bestimmen. Wir kénnen schreiben U =
D(z) U D(y). Da A eine Integrititsring ist, konnen wir uns alle Funktionen als Elemente von C(z,y)

denken. Sei f € O(U). Dann ist f = f[p) € O(D(x)) = A, also gibt es eine Darstellung f = g(z.y)

rm
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Ebenso ist f = f|p(,) € O(D(y)) = Ay, also hat man f = ﬂ;‘%l In O(D(x)ND(y)) C C(x,y) und damit
in C(z,y) gilt f = ﬂffyl = ﬂyx,%yl Also hat man im Polynomring A die Beziehung y"g(z,y) = ™ h(x, y).

Da A faktoriell ist, gibt es ein Polynom k(z,y) mit g(z,y) = 2™k(z,y) und h(z,y) = ¥ k(z,y), was
sofort f = k(x,y) liefert. Damit haben wir gezeigt, daf O(U) = A gilt.

DEFINITION 15. Ein geringter Raum besteht aus einem topologischen Raum X und einer Garbe Ox wvon
Ringen auf X. Wir schreiben dafiir auch (X,0x). Ein Isomorphismus geringter Riume (X,Ox) und
(Y, Oy) besteht aus einem Homdomorphismus f : X — Y und einem Garbenisomorphismus ¢ : Oy —
J+Ox, d.-h. man hat fiir jede offene Menge U C Y Ringisomorphismen ¢(U) : Oy (U) — Ox(f~H(U)),

die mit der Einschrinkungsabbildung vertrdglich sind.

Beispiel: Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit X zusammen mit der Garbe O der differenzierbaren
Funktionen auf X bildet einen geringten Raum.

Wir kommen nun zur grundlegenden Definition:

DEFINITION 16. 1. Unter dem Spektrum Spec(A) eines Ringes A verstehen wir von nun an den den
geringten Raum (Spec(A), O), wo O die Strukturgarbe auf Spec(A) ist. Um den Ring bei der Garbe
anzudeuten, schreiben wir auch O = Q4.

2. Fin Schema ist ein geringter Raum (X,0x), wo jeder Punkt P € X eine offene Umgebung

U C X besitzt, so daff (U,Ox|v) isomorph zum Spektrum eines Ringes (Spec(A), O4) ist. Die

Garbe Ox heifit auch die Strukturgarbe von X. Mitunter schreibt man auch einfach X fir das

Schema (X,0x).

Ein affines Schema ist ein Schema, das isomorph ist zum Spektrum eines Ringes.

4. Ist X ein Schema und P € X, so heifit eine offene Umgebung U von P in X eine affine Umgebung,

wenn (U, Ox|v) ein affines Schema ist, d.h. (U,Ox|v) ist isomorph zum Spektrum eines Ringes.
(Jeder Punkt eines Schemas hat also eine affine Umgebung.)

wo

Wir geben eine Reihe von Beispielen an:

Beispiel: Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper und X C A™ eine affine Varietdt, d.h. X ist Null-
stellenmenge von Polynomen fi,..., fy € k[z1,...,2,], wo (f1,..., fr) ein Primideal ist. Die reguliren
Funktionen auf X sind die Polynomfunktionen, d.h. die Elemente des affinen Koordinatenrings A =
klx1,...,20]/(f1,..., fr). Fir jeden Punkt (p1,...,pn) € X ist (1 — p1,...,%n — Dn) € Spec(A) ein
abgeschlossener Punkt und umgekehrt haben auch alle abgeschlossenen Punkte von Spec(A) diese Ge-
stalt. D.h. die Punkte von X entsprechen genau den abgeschlossenen Punkten des affinen Schemas
Spec(A4). Allerdings hat Spec(A) im allgemeinen noch mehr Punkte. Sei p € Spec(A4), p = (91,.--,9s)
mit Polynomen gi,...,¢s. Dann gilt (f1,...,f) C (¢91,..-,9s) C k[1,...,2,]. Die Nullstellenmenge
{91 = -+ = gs = 0} C A™ ist dann eine (irreduzible) affine Untervarietit von X. Alle affinen (irredu-
ziblen) Untervarietdten von X haben auch diese Gestalt. Daher entsprechen die affinen (irreduziblen)
Untervarietiten von X genau den Punkten des affinen Schemas Spec(A4). Wenn wir Morphismen von
Schemata definiert haben, werden wir allgemeiner die Beziehung zwischen quasi-projektiven Varietéten
iiber k& und Schematas noch nidher behandeln.

Beispiel: Sei f(x,y) € Q[x,y] ein Polynom und X das affine Schema X = Spec(Q[z, y]/(f(z,y)). Sind
a,b € Q eine Losung der diophantischen Gleichung f(z,y) = 0, d.h. gilt f(a,b) = 0,s0ist (x —a,y—y) ein
abgeschlossener Punkt von X. Soist (z— %, y— %) ein abgeschlossener Punkt von Y = Spec(Q[z, y]/(z*+
y? — 1). Natiirlich besitzt Y noch mehr abgeschlossene Punkte, z.B. (2% + 1,y — 2).

Beispiele: Sei k ein Korper.
1. Das affine Schema Spec(k) besteht aus einem Punkt mit Strukturgarbe k.

2. Das affine Schema Spec(k[z]/(z?)) = {(x)} besteht aus einem Punkt mit Strukturgarbe k[z]/(z?) =
k+kx.

Beispiel: Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K, d.h. R ist ein Hauptidealring
mit genau einem maximalen Ideal m. Ist 7 ein Erzeuger von m, so hat jedes Element von R\ {0} eine



28 3. SCHEMATA

eindeutige Darstellung un™, wo u eine Einheit und n € Ny ist. Beispiele sind

f(x)
9()
oder die lokalen Ringe von nichtsinguldren Punkten von Kurven. Das affine Schema Spec(R) besteht aus

den zwei Punkten (0) und m, wobei nur m abgeschlossen ist. Die offenen Mengen sind also #, {(0) }, Spec(R).
Esist Ry = K und Ry = R. Ist m € m mit m # 0, so folgt D(m) = {(0)} und damit

O{(0)}) = O(D(m)) = Ry, = K und O(Spec(R)) = R.

Zp) = {% €Q:mne€Z,ggl/np)=1}, Clr]p-c)=1 2g(e) # 0}

Beispiel: Die Menge S = {n € N : ggT(6,n) = 1} ist eine multiplikative Teilmenge von Z. Der Ring
Zs = {% €Q:mneZ,ggT(6,n)=1}

hat genau drei Primideale, ndmlich (0), (2) und (3). Im affinen Schema Spec(Zs) sind genau die Punkte
(2) und (3) abgeschlossen, (0) ist offen. Die offenen Mengen sind also

b, {0}, {00),@)} {0),3)} {0),(2),3)}
Wegen D(3) = {(0), (2)} ist
0({(0),(2)} = D(3) = (Zs)s = Z(z), analog  O({(0),(3)} = D(2) = (Zs)2 = L)
und schlieflich
O({(0)} = D(6) = (Zs)s = Q und O(Spec(Zs)) = Zs.

Beispiel: Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K. Dann ist Spec(R) = {(0), m}
und Or({(0)}) = K und O({(0), m}) = R. Wir betrachten einen topologischen Raum X = {P, Q1, @2}
mit drei Punkten, wobei nur 1 und @3 abgeschlossen sein sollen, d.h. wir haben die offenen Mengen

X, {P,Q1},{P,Q2},{P},B. Wir definieren eine Garbe von Ringen auf X durch
Ox(X) =O0x({P,Q1}) = Ox({P,@2}) = Rund O({P}) = K

mit den offensichtlichen Einschrankungsabbildungen. Da fir U # §§ immer Ox(U) C K gilt, ist Ox
offensichtlich eine Garbe. Man sieht jetzt sofort, dal ({P,Q1}, Ox|{p,qQ,}) isomorph zu (Spec(R), Or)
ist, analog fiir { P, @Q2}. Daher ist X ein Schema. Ware X ein affines Schema, so gibe es einen Ring A mit
X ~ Spec(A) und damit A ~ O4(Spec(A4)) ~ Ox(X) = R, was wiederum X ~ Spec(R) liefern wiirde,
was aber wegen |X| = 3 und |Spec(R)| = 2 nicht geht. (X ist in gewissem Sinn das kleinste nicht affine
Schema.)

Beispiele: Sei k ein Kérper. Das affine Schema Spec(k[z]) bezeichnen wir mit A}, das affine Schema
Spec(k[z, y]) mit AZ.

Beispiel: Die Punkte des affinen Schemas Spec(C[z, y](v,y)) sind neben dem generischen Punkt (0) und
dem (einzigen) abgeschlossenen Punkt (x,y) die Punkte (f(z,y)), wo f(z,y) ein irreduzibles Polynom
ist mit f(0,0) = 0, d.h. sie entsprechen den irreduziblen ebenen Kurven, die durch den Nullpunkt gehen.

Ist A ein Ring und f € A, so ist D(f) = {p € Spec(4) : f(p) # 0} homéomorph zu Spec(A;). Wir

kdénnen auch schreiben

Spec(Ay) = {pAs :p € D(f)} = {pAs : f(p) # 0,p € Spec(A)}.

Wir wollen die geringten Raume (D(f), Oa|ps)) und (Spec(Ay), O4,) vergleichen. Dazu miissen wir fiir
p € D(f) den Ring (Ay)ya, betrachten. Die Elemente von Ay haben die Gestalt i, die des Primideals
pA; die Form an mit p € p. Die Elemente von (Ay)y4, kann man also schreiben als

a s

f_m/f_n’ Sgpa
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wobei die Bruchstriche in den richtigen Ringen zu lesen sind. Fiir a,b € A und s,t ¢ p gilt nun:
a s bt . ¢, la sb
f_k/ﬁzf—m/f—n mn (Af)pAf <~ F(W—W)
= d(fT eta — T esk) = 0 in A mit d ¢ p
bt

a S
= wEsElE

=01in Ay fiir ein c ¢ p

in Ayp.
Damit folgt sofort, dafl die Abbildung

_Jla

(Apdeas = Ao 5= 5 = ey

wohldefiniert und injektiv ist. Da die Surjektivitét klar ist, folgt (Af)pa, ~ Ajp.

Wie sieht O 4, (U) aus? Fiir U konnen wir offene Teilmengen von D(f) wahlen. Formal besteht O 4, (U)
aus Funktionen ¢ : U — Upev (Af)pa,, die sich lokal als Quotienten von Elementen aus Ay schreiben
lassen. Nach dem gerade bewiesenen Isomorphismus kann man diese Funktionen aber sofort mit den
Elementen von Q4 (U) identifizieren, womit wir folgendes Lemma bewiesen haben:

LEmMMA 22. Fir f € A st (D(f),Oalp(s)) = (Spec(Ay),0a,), d-h. D(f) ist ein affines Schema.

Satz 10. Ist (X,0x) ein Schema und U C X offen, so ist auch (U, Ox|y) ein Schema. Man nennt dies
ein offenes Unterschema von (X,0x).

Beweis: Sei P € U ein Punkt. Nach Definition gibt es eine offene Umgebung V' von P, die isomorph
zum Spektrum eines Ringes ist, d.h. V' ~ Spec(A4). Da jede offene Menge von Spec(A) Vereinigung von
Mengen der Gestalt D(f) ist, gibt es ein f mit P € D(f) CV NU C U. Dann ist aber (D(f), Ox|p(s))
eine affine Umgebung von P in U, woraus die Behauptung folgt. m

Aus dem Satz und der Definition eines Schemas folgt unmittelbar:
FoLGERUNG 8. Die affinen offenen Mengen eines Schemas bilden eine Basis der Topologie.

Im folgenden werden wir noch zwei Konstruktionsverfahren angeben, wie man zu nichtaffinen Schematas
kommen kann.

Verkleben zweier Schemata: Seien (X1,0x,) und (X2, Ox,) zwei Schemata, die isomorphe offene
Teilmengen besitzen, d.h. es gibt U; C X3 und Uz C X5 mit (U1, Ox,|v,) = (Uz, Ox,|u,). Wir wollen
X7 und X, ldngs Uy ~ Us verkleben.

1. Wir haben einen Homdomorphismus ¢ : U; — Uz und fiir U C Us Ringisomorphismen ¢(U) :
Ox,(U) = Ox,(¢~1(U)), die mit der Einschrinkungsabbildung vertriglich sind.
2. Wir setzen X = (X3 U X3)/ ~, wo ~ durch #; ~ ¢(x1) fiir #; € Uy definiert wird. Wir haben
dann die natiirlichen Abbildungen ¢; : X7 — X und ¢5 : Xo — X und damit mengentheoretisch
X = {21(1‘1) txp € Xy \Ul} U {Zl(l‘l) LT € Ul} U {22(1‘2) T € X9 \ Uz}

Auflerdem gilt fiir 1 € Uy: da(¢(x1)) = ¢1(21). Natiirlich sind ¢; und 45 jeweils bijektiv aufs Bild.
3. Wir fithren auf X die Quotiententopologie ein, d.h. V C X ist genau dann offen, wenn il_l (V) C Xy
und iz_l(V) C X, offen sind. Sei W7 C X;. Dann ist

it (@ (W) = Whund i3 (6 (W) = (Wi N T,

Daraus ersicht man, dal W; genau dann offen ist, wenn ¢; (WW7) offen ist. Insbesondere ist 3 (X7)
offen in X. Also induziert ¢; einen Hom&omorphismus von X7 und ¢ (X7). Analoges gilt fir Xs.

4. Sei V C X offen. Dann liefert ¢ einen Homomorphismus ;' (V)NU; — i3 1 (V)NUs, insbesondere
ist ¢~ (i3 (V) NUs) =71 (V) N U;. Wir haben dann einen Ringisomorphismus

U(iz ' (V) NU3) : Ox, (i3 (V) N U2) = Ox, (iTH(V) N Uy).
Fiir offene Teilmengen V' C X definieren wir
Ox (V) = {(s1,82) : 51 € Ox, (i1 (V)), 52 € Ox,(i5(V)), und
Wiy (V) NU2) (52l v)ne,) = stlizivyne, 1
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Man {iberzeugt sich schnell davon, dafi Ox eine Garbe von Ringen auf X ist. Also ist (X, Ox) ein
geringter Raum.

5. Sei Vi C 41(X1) offen. Dann gibt es Wy C X offen mit Vi = i3 (W3). Es ist il_l(Vl) = Wi und
zz_l(Vl) = ¢)(W1 N Ul) Fir (81,82) c Ox(vl) gllt s1 € OXl(Wl)a Sy € OX2(¢(W1 N Ul)) mit der
Bedingung

Y(¢(W1 N U1))(s2) = ¥(¢(Whr N Uw))(s2lewin)) = s1lwinuy,
was sich auch als
59 = (W1 NUL) " (s1|winu, )

schreiben 148t, d.h. sy ist durch s; bereits eindeutig bestimmt. Damit liefert die Zuordnung
Ox (V1) — Ox, (il‘l(Vl)), (s1,82) = s1

einen Garbenisomorphismus Ox|;,(x,) ~ 1+0x,, die geringten Rédume (i1 (X1), Ox|i,(x,)) und
(X1,0x,) sind also isomorph. Analoges gilt fiir é2(X32). Jeder Punkt aus 4;(X;) und aus i3(X2)
besitzt also eine affine Umgebung. Wegen X = i1(X1) Uiz(X2) hat also jeder Punkt von X eine
affine Umgebung, womit klar ist, daBl X ein Schema ist. X; und X2 sind offene Unterschemata
von X.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper,
X1 = Spec(ku]) = {(0)} U {(u—c) : ¢ € k} und X5 = Spec(k[v]) = {(0)}U{(v—12c) : c € k}.
Ist W1 C X; offen und nichtleer, so gibt es ¢1,... ¢, € kmit W, = X1\ {(u—c1), ..., (u—c,)}; verwenden
wir Ox, (W1) C k(u), so ist
Ox, (W1) = {g(u) € k(u) : g definiert auBerhalb ¢, ... ¢ }.

Analoges gilt Ow, (Ws) C k(v) fiir Wy C X offen und nichtleer. Wir haben die Nullpunkte («) € X; und
(v) € Xa. Die offenen Mengen

Ur =X\ {(w)} ={(0)}U{(u—c):c# 0} und Uz = X \ {(v)} = {(0)} U{(v —c) : c # 0}
sind dann als geringte Radume isomorph vermoge der durch u +— v gegebenen Abbildung, man schreibt ja
nur v statt u. Sei X die Verklebung von X; und X5 langs Uy ~ Us. Ist P = i1((¢)) und P2 = i2((v)), so
ist
X =4 (Uy) U{Py, Pa}.
Sei V' C X offen und nichtleer und (s1,s2) € Ox (V). Wir haben s; € (’)Xl(il_l(V)) C k(u) und s €
Ox, (i35 (V) C k(v), d.h. es gibt rationale Funktionen g(u) und h(v) mit s; = g(u) und sy = h(v). Da
i (V)N Uy # B, muB gelten g(v) = h(v), also kénnen wir schreiben
Ox(U) = {f(x) € k(x) : f(u) definiert auf i7*(V), f(v) definiert auf i3 (V)}.
Aus Ox,(X1) = k[u] und Ox,(X2) = k[v] erhalten wir Ox(X) ~ k[z]. Die Restklassenkorper sind
k(Py) = k(P3) = k. Allerdings passiert etwas Eigenartiges: Fiir jedes f € k[z] = Ox(X) gilt f(P1) =
f(P=2). Die Punkte kénnen also durch Funktionen nicht getrennt werden. (Daher ist X kein affines Sche-
ma.) Man nennt X die affine Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, X7 = Spec(k[u]) und X2 = Spec(k[v]). Wir
nehmen wieder die offenen Mengen

Ur =X\ {(u)} = {0} U{(u—¢)re# 0} und Uz = Xo\ {(0)} = {(0)} U {(v—¢): ¢ #0},

wir wollen aber jetzt den durch die Abbildung u +— % induzierten Isomorphismus geringter Raume

zwischen (U1, Ox, |v,) und (Us, Ox,|v,) zum Verkleben benutzen, wobei eine Funktion A(v) € k(v) in
h(L1) € k(u) iibergeht. Genauer: Wir definieren

1
¢ : Uy — Uz durch ¢((0)) = (0) und ¢((u—¢)) = (v — E) fiir ¢ # 0.
Ist U C Uy offen und nichtleer, so hat es die Gestalt
U=X\{(v),(v=di),...,(v=4dy)} mit dy,...,d #£0.
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Dann ist . .
¢_1(U) =Xy \ {(U)a (U - _)a c (U - _)}
dy d,
Wegen
Ox,(U) = {h(v) € k(v) : h definiert auBerhalb 0,dy,...,d,} und
Ox, (671 (U)) = {g(u) € k(u) : g definiert auBerhalb 0, 1 ! 1

dl gee ey d—r
1st klar, daf3
B{U)  Ox, (1) = Ox, (67 (U)), h(v) = ()

ein Ringisomorphismus ist, was schlieBlich den Isomorphismus (U1, Ox,|v,) =~ (U2, Ox,|v,) geringter
Réaume liefert. Wir verkleben jetzt X7 und X5 ldngs U; ~ Us und erhalten X. Mit P; = 41((u)) und
Py = iz((v)) wird

X =i (X)) U{P, P},
Sei V C X offen und nichtleer. Fiir (s1,s2) € Ox (V) ist s, € (’)Xl(il_l(V)) C k(u), s2 € (’)XQ(iz_l(V)) C
k(v), mit der Bedingung (i3 (V) N UZ)(52|i;1(V)nU2) = 81|i1_1(V)ﬂU1’ was sich hier auf

s1(0) = silizrvyno, = U0z (V)N Ua)(s2]iz1v)a0,) = $(iz (V) N U2)(52(v)) = sa(=)

reduziert; also ist s3(v) = 51(%). Ahnlich wie oben kénnen wir dann schreiben

1
Ox (V) = {f(x) € k(x) : f(u) ist definiert auf i7*(V), f(=) ist definiert auf i5*(V)}.
v
Was ist Ox (X)? Ist f € Ox(X) C k(z), so ist f(u) auf ganz X; definiert, also ein Polynom. Da aber

auch f(%) auf ganz X definiert sein muf, ist f konstant. Damit folgt Ox (X) = k. Wir werden spéter
sehen, dafl X isomorph zur projektiven Geraden ist.

Das projektive Spektrum graduierter Ringe: Analog zu den projektiven Varietdten in der klassi-
schen algebraischen Geometrie konstruieren wir aus graduierten Ringen eine neue Klasse von Schemata.

1. Ein graduierter Ring S ist ein Ring, der eine Zerlegung S = @4>05¢ in eine direkte Summe
abelscher Gruppen bzgl. der Addition besitzt. Fiir die Multiplikat_ion gilt Sq - Se C Sgqe. Ein
Element von Sy heifit homogen vom Grad d. Jedes f € S hat eine eindeutige Zerlegung f =
fo+fi+ o+ ..., wo fg homogen vom Grad d ist. Ein Ideal a C S heifit homogen, wenn es sich
von homogenen Elementen erzeugen 148t; gleichwertig damit ist, daB fiir f = fo+fi+fo+--- €S
gilt: f € a < fo,f1,f2, - € a. Weitere Eigenschaften gelten, die wir bei Bedarf erwdhnen.
Eine besondere Rolle spielt das Ideal Sy = G45054.

2. Wir definieren das projektive Spektrum des graduierten Ringes S als Menge durch

Proj(S) = {p homogenes Primideal mit S; € p}.
3. Definiert man fiir ein homogenes Ideal a C .5
V(a) = {p € Proj(5) 1 a C p},

so erfiillen die Mengen dieser Gestalt das Axiomensystem fiir die abgeschlossenen Mengen einer
Topologie, die von jetzt an zugrunde gelegt wird. Fiir ein homogenes f € S definiert man

Dy (f) = {p € Proj(5) : | ¢ p}.
Wie frither sieht man, daf jede offene Menge von Proj(.S) eine Vereinigung von Mengen der Gestalt

D_|_ (f) 1st.
4. Wir wollen jetzt eine Garbe von Ringen auf Proj(S) einfiihren. Sei p € Proj(S). Dann ist

T={f€S:f homogen, f ¢ p}

eine multiplikative Teilmenge, wir kénnen also den Ring 7~1S betrachten. Wir definieren

Sy = {% €T7'S :aund f sind homogen von gleichem Grad}.
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Offensichtlich ist S(;) ein Ring. Wir definieren jetzt fiir U C Proj(S) offen:
OWU) = {p:U = UpeuSp), ¢p) € S(p), es gibt offene Uberdeckung U = UU;,
a;, fi € S, wo a; und f; homogen vom gleichen Grad sind mit

o(p) = % fiir p € U; }.

Dann ist O eine Garbe von Ringen auf Proj(S). Von nun an denken wir uns Proj(S) als den
geringten Raum (Proj(S5), O). Wie frither sieht man, daB fiir den Halm in p € Proj(S) gilt: O, ~
Sp)-

5. Fiir ein homogenes f € S sei
Sy = {;—n € St a, f* homogen von gleichem Grad}.

Dann gibt es einen Isomorphismus geringter Raume

(D4(f), Olp,(r)y) = Spec(S(s))-
Da die D4 (f) ganz Proj(S) iiberdecken, hat also jeder Punkt eine affine Umgebung. Damit ist
Proj(S) ein Schema.

Bemerkung: Wie im Fall von Spec(A) wird es einfacher, wenn der graduierte Ring S ein Integritdtsring
mit Quotientenkorper K ist. Dann ist

Ko = {§ € K : f, g homogen vom gleichen Grad}
ein Teilkorper von K, der Unterkérper der Elemente vom Grad 0. Der Ring
Spy = {§ € Ky : f, 9 homogen vom gleichen Grad, g & p}
besteht aus den Elementen von Ky, die in p definiert sind. Wir offenes U C Proj(S) kann man schreiben

O(U) = {f € Ko, [ ist definiert in allen p € U} = Nyerr S(p)-

Beispiel: Sei A ein Ring und S = Alzg, ..., 2,] der Polynomring tiber A mit der iiblichen Graduierung.
Es ist Dy (2;) = {p € Proj(S) : #; € p} und
(Tgy ..., &p)

a
Ste = 7

K3

€ Sy, s alro, ... xn) € Sat ~ A[Z2, .. 7,

T Ty Ty

also

(D4 (%), Olpy(e)) = Spec(Alyr, ..., ya]) = AL
Da fiir p € Proj(S) gilt S1 &€ p, gibt es ein ¢ mit @; & p, d.h. p € Dy (x;). Also wird Proj(Alzo, ..., z])
von den affinen Schemata Dy (#;) ~ A" iiberdeckt.

Beispiel: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und S = k[zo, 21]. Jedes homogene Polynom
f(zo, 1) zerféllt in Linearfaktoren. Ist also p € Proj(S) und p # (0), so gibt es £ = azg + bxy € p, d.h.
(£) C p. Wire f(xg, 1) € p, aber f(xg, z1) & (£), so gibe es einen weiteren Linearfaktor £/ = cxg+dz, € p,
der wesentlich von £ verschieden ist, was aber sofort (zg,#1) C p liefern wiirde. Also ist p = (axg + bxq).
Damit ist

Proj(k[xo, z1]) = {(0)} U {(azo + bz1) 1 a,b € k, (a,b) # (0,0}.
Man sieht sofort

Di(eo) = {(0))U{(xs—cxo) :c € k),
Di(er) = {(0))U{(xo—car) :c€ k),

und damit

Proj(k[zo, #1]) = Dy (o) U{(xo)} = Dy (x1) U {(21)}.



KAPITEL 4

Morphismen

Wir haben Schemata definiert als geringte Raume, die lokal wie Spektren von Ringen aussehen. Wir
miissen nun definieren, was die richtigen Abbildungen zwischen Schemata sind. Zur Motivation betrachten
wir zwel wichtige Beispiele:

Beispiele:
1. Sei ¢ : X = Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Ox und Oy bezeichne

die Garbe der reellwertigen stetigen Funktionen auf X bzw. Y. Ist U C Y offen und f : U - R
stetig, so ist auch fo ¢ : ¢~ 1(U) — R stetig, d.h. wir erhalten eine Abbildung

Oy (U) = Ox(¢71(U)) = (6.0x)(U), fr> foo,

die offensichtlich mit der Einschrankungsabbildung vertriglich ist, d.h. wir haben einen Garben-
morphismus Oy — ¢.Ox.

2. Seien X und Y algebraische Varietdten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k. Ein
Morphismus ¢ : X — Y ist eine stetige Abbildung, so daB fiir jede offene Menge U C Y und jede
regulire Funktion f: U — k auch fo¢ : ¢~ (U) — k reguliir ist. Bezeichnet jetzt Ox bzw. Oy
die Garbe der reguldren Funktionen auf X bzw. Y, so erhalten wir wieder fiir jede offene Menge
U CY einen Ringhomomorphismus

Oy (U) = Ox (¢7H(U)) = (¢-0x)(U), [+ oo,

der mit der Einschrankungsabbildung vertréglich ist, damit also einen Garbenmorphismus Oy —

¢*OX~

Was soll jetzt ein Morphismus zwischen beliebigen geringten Rdumen (X, Ox ) und (Y, Oy ) sein? Natiirlich
sollte es eine stetige Abbildung ¢ : X — Y geben, da aber Ox und Oy keine Garben von Funktionen sein
miissen, kann man nicht die Komposition mit ¢ benutzen um einen Garbenmorphismus Oy — ¢,.0x zu
definieren. Daher lassen wir zunéchst beliebige Garbenmorphismen Oy — ¢.Ox zu und gelangen damit
zu folgender Definition:

DEFINITION 17. Ein Morphismus geringter Riume (X,0x) — (Y, Oy) besteht aus einer stetiger Abbil-
dung ¢ : X = Y und einem Garbenmorphismus ¢! : Oy — ¢.Ox, d.h. man hat fir jede offene Menge
U CY Ringhomomorphismen

¢H(U) : Oy (U) = Ox (671 (1)),
die mit der Einschrinkungsabbildung vertrdglich sind. Wir schreiben statt (¢, ¢') auch manchmal einfach
0.

Unsere obigen Beispiele sind also Morphismen geringter Rdume.

Beispiel: Wir definieren einen Morphismus geringter Raume zwischen Spec(Q) = {(0)} und Spec(Z) =
{(0)}U{(p) : p prim}: Wir setzen zunichst ¢((0)) = (5). Ist U C SpecZ offen und nichtleer, so gibt es
Primzahlen py, ..., p, mit U = SpecZ\ {(p1), ..., (pr)}. Es ist

Oz(U) = {z € Q : x definiert auBerhalb p1,...,p,} =Z,, ,, C Q.

Ist (5) ¢ U, soist ¢=H(U) =@, also ist ¢*(U) =0, ist (5) € U, so ist ¢~1(U) = SpecQ und wir definieren
¢'(U) : Oz(U) — Oq(Spec(Q)) = Q durch die Inklusion. Hier ist also (¢.0q)(U) = 0 fiir (5) ¢ U und
(¢:0q)(U) = Q fiir (5) € U.

33
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Bemerkung: Seien X und Y affine Varietdten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper & und
den affinen Koordinatenringen k[X] und k[Y]. Wir hatten dann gesehen, daf§ es eine Bijektion gibt

Morphismen X - Y +  Ringhomomorphismen k[Y] — k[X].
Etwas Ahnliches wollen wir fiir affine Schemata erreichen.
Konstruktion des assoziierten Morphismus ¢ : Spec(B) — Spec(A4) zu einem Ringhomomor-
phismus ¢ : A — B:
1. Wir wissen bereits, dafl ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B eine stetige Abbildung
@ : Spec(B) — Spec(4), q+— ¢ '(q)

liefert. Fiir g € Spec(B) ist also ¢(q) = ¢~ 1(q). Alle Elemente aus A \ ¢~'q werden unter der

Abbildung A — B — B, zu Einheiten, also erhalten wir eine induzierte Abbildung
a , pla)
s o(s)
2. Wir wollen jetzt einen Garbenmorphismus Q4 — ¢.0Op konstruieren, d.h. mit der Einschrankungs-

abbildung vertrigliche Ringhomomorphismen Q4 (U) — Og($~1(U)) fiir alle offenen Mengen
U C Spec(A). Nun ist

Oa(U) = {a:U = UpevAp, es gibt a;, s mit U = UD(s;) und

©q : Ag(q) = Bg,

Op(@~'(U)) = {B:¢7"(U) = Usep-1(1) By, es gibt bj,t; mit g~ (U) = UD(¢;) und
b; .
pla) =+ € By fiir g € D(ti)}.

K3

Sei jetzt o € O4(U). Ist q € ¢~1(U), so ist $(q) € U, darauf kann man o anwenden, erhilt
a(@(q)) € Ap(q), worauf man wiederum @, anwenden kann und pq(a(@(q))) € By erhalt. Wir
definieren also

B N U) = Ugeg-1(v)Ba,  a+> pqla(p(a))) € By.
3. Seien jetzt a;,s; € A mit U = UD(s;) und a(q) = {+ € A, fiir p € D(s;). Fiir q € Spec(B) gilt
€SP (D(s1)) = ¢a) € D(si) == si ¢ o) =¢ ' (a) = o(si) ¢
= a€ D(p(si)),
d.h. ¢7Y(D(si)) = D(e(s;)), und damit

¢ (U) = ¢7H(UD(s1)) = Ug™ (D(s1)) = UD((s1))-
Fiir g € D(¢(s;)) ist ¢(q) € D(s;) und damit gilt in By:
o (B = o (% = Plai)
Bla) = palal(P(a)) = #a() o)

Also ist 3 € Og(¢~1(U)). Damit ist klar, daf
#:0a(U) = Op(p~'(U)),  arm (g eq(a(@(a) )

sinnvoll definiert ist und einen Ringhomomorphismus liefert, der mit Einschrankung vertrdglich
ist. Somit liefert (3, @') einen Morphismus geringter Rdume zwischen Spec(B) und Spec(A).

Wir wissen, daf fiir f € A gilt O4(D(f)) ~ A;. Damit liefert obige Konstruktion das folgende Lemma:

LEMMA 23. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und (¢, ¢*) : Spec(B) — Spec(A)) der zugeord-
nete Morphismus zwischen den Spektrum. Fir f € A ist dann ¢=Y(D(f)) = D(e(f)) und der Ring-
homomorphismus @' (D(f)) : Oa(D(f)) = Op(D(p(f)) wird mit der Isomorphie Oa(D(f)) ~ A und
Op(D(p(f)) = By(s) gegeben durch

Ap = Bopy,
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Bemerkung: Ist A ein Integritdtsring mit Quotientenkdrper K, so gilt A C A, C K fiir alle p € Spec(A4).
Der Ring A, besteht genau aus den Elementen von K, die in p definiert sind. Ist U C Spec(A) offen und
nichtleer, so 1st

04(U) ~{z € K : = definiert in allen Punkten p € U} = Npev 4y,

wobel eine Funktion o € O4(U), a : U — Uper A, durch ein Element @ € K, genauer & € Nyep A4, und
a(p) = x gegeben wird. Wenn A ein Integritédtsring ist, benutzen wir oft diese Identifikation fiir Q4 (U).

Beispiel: Sei A ein Integritatsring mit Quotientenkdrper K und ¢ : A — K die Inklusion. Dann ist
@ : Spec(K) — Spec(A), (0) — (0).
(0) ist generischer Punkt von Spec(A), d.h. die kleinste abgeschlossene Menge, die (0) enthilt, ist Spec(A).
Also ist (0) in jeder offenen nichtleeren Menge enthalten. Sei jetzt U C Spec(A) offen und nichtleer. Dann
ist 71(U) = Spec(K). Die Abbildung @* : O4(U) — Ok (Spec(K)) ist dann wegen
04(U) =Npev 4y C K und Ok (Spec(K)) = K

einfach die Inklusion.

Beispiel: Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus zwischen Integritdtsringen. Bezeichnet K den Quo-
tientenkorper von A und L den von B, so kénnen wir schreiben

04(U) = {x€ K :zdefiniert in allen p € U} = Nyev 4y,

Ogp(V) = {y€ L:y definiert in allen g € V} = Nyev By
fiir nichtleere offene Mengen U C Spec(A) und V' C Spec(B). Nach unserer Definition wird ¢* : Q4 —
©«Op durch eine Abbildung der Art & — %(%)l definiert. Wir wollen dies noch genauer betrachten.

Da B Integritétsring ist, ist (0) € Spec(B). Dann ist pg := Kern(yp) = $¢((0)). In natiirlichen Weise setzt
sich ¢ : A — B fort zu einem Ringhomomorphismus

w:Apy, = L, a4 — Ld
s
mit Kern poA,,.
Sei jetzt U C Spec(A) offen. Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten:
L. Ist ~HU) = 0, so ist Og(¢~H(U)) =0, also @*(U) = 0.
2. Ist =H(U) # 0, so gibt es ein q € ¢~1(U), also ist ¢~ 'q € U. Natiirlich hat man pg C ¢»~1q und
damit A,-1, C Ay, C K, woraus sofort folgt
O4(U) = MpevrAp C Ag-1q C Ay,
und damit @'(U) = ¢.

Beispiel: Wir betrachten den Ringhomomorphismus ¢ : Z — Z/(6). Man hat dann
1 Spec(Z/(6)) — Spec(Z), (2) = (2), (3) = (3).
Auf Spec(Z/(6)) haben wir mit der Abkiirzung O = Ogz(s):
O{(2)}) =2/(2), O({(3)})=12/3), O{(2),(3)})=1Z/(6).

Ist U C Spec(Z) offen und nichtleer, so gibt es Primzahlen p1,...,p, mit U = Spec(Z)\ {(p1), .-, (pr) };
es ist dann

Oz(U)={z € Q: x definiert auf U} =Z,, ,,.
Es gibt nun 4 Falle fiir offenes U C Spec(Z):

o Ist (2) €U, (3) ¢ U, soist p~H(U) =10, also }(U) = 0.

o Ist (2) €U, (3) ¢ U, soist Oz(U) C Zsy, ¢ (U) = {(2)} und ¢*(U) die Reduktion modulo 2.

e Ist (3) €U, (2) ¢ U, soist Oz(U) C Z(z), ¢~ (U) ={(3)} und ¢*(U) die Reduktion modulo 3.

o Ist (2) € U,(3) € U, soist Oz(U) C Z(sy NZz)y, 1 (U) = {(2),(3)} und &*(U) die Reduktion

modulo 6.
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Hat jeder Morphismus geringter Rdume zwischen Spec(B) und Spec(A) die Gestalt ¢ fiir einen Ringho-
momorphismus ¢ : A — B?

Beispiel: Wir betrachten das frithere Beispiel: ¢ : Spec(Q) — Spec(Z) mit ¢((0)) = (5) etc. Da es nur
einen Ringhomomorphismus ¢ : Z — Q gibt, ndmlich die Inklusion, und fiir diesen gilt $((0)) = (0),
kommt ¢ nicht von einem Ringhomomorphismus her. So etwas wollten wir eigentlich nicht haben.

Bemerkung: Sei (¢, ¢!) : (X,0x) — (Y, Oy) ein Morphismus geringter Riume, P € X und Q = ¢(P).
Ist U eine offene Umgebung von @, so ¢~1(U) eine offene Umgebung von P, woraus sich eine Abbildung

U Pe—1(U),P
0y () "5 ox(6~1 () T 0x p

ergibt, die offensichtlich mit Einschrankung vertriglich ist, so dafl wir eine induzierte Abbildung

¢% : Oy, sp) = Ox.p

erhalten.

Beispiel: Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und ¢ : Spec(B) — Spec(A) der assoziierte Morphis-
mus geringter Raume. Ist q € Spec(B), dann ist Op q = By, O4 3(q) = As(q) und nach Konstruktion

35& = ¢q : Ag(q) = Ba-

Beispiel: Wir betrachten das friihere Beispiel (¢, ¢*) : Spec(Q) — Spec(Z) mit ¢((0)) = (5). Dann ist
O0z,5y = Zs), Oq,(0y = Q und qb%o) : Z(5y — Q die Inklusion.

Beispiel: Wir betrachten nochmals die geometrische Situation: Sei ¢ : X — Y stetig, Ox und Oy die
Garbe der stetigen Funktionen auf X und Y und ¢ der durch Oy (U) — Ox (¢~ (U)), f — fo¢ definierte
Morphismus geringter Rdume. Fiir P € X besteht Ox p aus den Keimen der in P stetigen Funktionen,
analog fiir Oy g. Der Ring Ox p ist ein lokaler Ring, d.h. er hat genau ein maximales Ideal mx p, das
aus den Funktionen besteht, die in P eine Nullstelle haben. Ist nun f eine um ¢(P) definierte stetige
Funktion mit f(¢(P)) = 0, so ist f o ¢ um P definiert und hat eine Nullstelle in P, d.h. wir haben

dp(my 5(p)) C mx.p.
Diese in der geometrischen Situation natiirliche Aussage mufl man im allgemeinen zusétzlich fordern.
DEFINITION 18. Ein Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen ¢ : (A, mus) — (B, mp) heifit lokal,
wenn qilt
p(my) C mp.
Bemerkungen:
1. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B zwischen lokalen Ringen ist also lokal, wenn aus f =
0 mod my folgt ¢(f) = 0 mod mp. D.h. hat f eine Nullstelle in my € Spec(A), so ¢(f) eine
Nullstelle in mp € Spec(B).
2. Sei ¢ : A = B ein Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen. Wir haben disjunkte Zerlegun-
gen
A=A*Umy und B=B*Umg.
Natiirlich werden Einheiten auf Einheiten abgebildet, d.h.
p(A%) € B,

was man auch in der Form ¢~!(mp) C ma schreiben kann. Im allgemeinen kann es passieren, daf
Nichteinheiten auf Einheiten abgebildet werden. Ist ¢ lokal, d.h. ¢(m4) C mp, so ist dies nicht
der Fall. Man kann dann auch sagen: Fiir a € A gilt:

a ist Einheit in A <= ¢(a) ist Einheit in B.

AuBerdem gilt dann ¢~ !(mp) = ma.

Beispiele: Der Ring Z(,) = {$ € Q:a,b € Z : b Z 0 mod p} ist lokal mit maximalem Ideal pZ,).
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1. Wir betrachten die Reduktion modulo p
@ Z(p) — Fp.
die alle Elemente aus pZ,) auf 0 abgebildet werden, ist ¢ lokal.
2. Wir betrachten die Inklusion
@ Z(p) — Q
Offensichtlich gehen hier Nichteinheiten in Einheiten iiber, d.h. ¢ ist nicht lokal.

3. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und q € Spec(B), so erhalten wir einen induzierten
Ringhomomorphismus lokaler Ringe

Pq - Aw—l(q) — Bq.

Da da maximale Ideal von A einfach go_l(q)Aw_l(q) ist, ist klar, dal ¢, lokal ist.
4. Fiir unseren fritheren Morphismus geringter Raume (¢, ¢') : Spec(Q) — Spec(Z) mit ¢((0)) = (5)
war

QSEO) : Z(5) — Q
qb%o) st also Ringhomomorphismus zwischen lokalen Ringen, der nicht lokal ist. Dies verursacht

genau unser fritheres Problem.

Wir kommen jetzt zur entscheidenden Definition fiir Morphismen:

DEFINITION 19. 1. Ein lokal geringter Raum ist ein geringter Raum (X, Ox), so daf fir alle Punkte
P € X der Halm Ox p ein lokaler Ring ist. Das marnimale Ideal von Ox p schreiben wir auch als
mx p.

2. Ein Morphismus lokal geringter Riume zwischen (X, Ox) und (Y, Oy) ist ein Morphismus gering-
ter Riaume (¢, ") : (X, Ox) — (Y, Oy ), so dap fiir alle P € X die induzierten Ringhomorphismen

¢§: :Oy,gpy = Ox,p
lokal sind.

LEMMA 24. Schemata sind lokal geringte Rdume.

Beweis: Ein Schema schaut lokal wie ein affines Schema, also wie Spec(A) aus. Der Halm der Strukturgarbe
04 in einem Punkt p € Spec(A) ist aber 04, ~ A, also ein lokaler Ring. B

DEFINITION 20. Ein Morphismus von Schemata ist ein Morphismus lokal geringter Rdume zwischen
Schemata. Wenn wir Schemata haben, meinen wir mit Morphismus immer einen Morphismus von Sche-
mata.

Gegenbeispiel: Unser frither betrachteter Morphismus (¢, ¢*) : Spec(Q) — Spec(Z) mit #((0)) = (5)
ist also kein Morphismus von Schemata, da qb%o) nicht lokal 1st.

Bemerkung: Ein Morphismus zwischen Schemata (X, Ox) und (Y, Oy ) setzt sich also wie folgt zusam-
men:

1. Es gibt eine stetige Abbildung ¢ : X — Y.

2. Fiir jede offene Menge U C Y hat man einen Ringhomomorphismus ¢*(U) : Oy (U) — Ox (¢~ (U));
diese Ringhomomorphismen sind mit den Einschrankungsabbildungen vertriglich, d.h. fiir zwei
offene Mengen V. C U C YV gilt: py-1() g-1(v) © " (U) = ¢*(V) o puv. (Anders ausgedriickt:
¢' : Oy — ¢.Ox ist ein Garbenmorphismus.)

3. Fiir jeden Punkt P € X ist der induzierte Ringhomomorphismus

¢§: :Oy,gpy = Ox,p

lokal, d.h. ¢)§_—,(myy¢(13)) C mx,p. Man kann dies auch so ausdriicken: Ist U eine offene Umgebung
von ¢(P), f € Oy (U) mit pyp(f) € my g(p), so gilt auch py—1 (1) p(¢!(f)) € mx p.
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Beispiel: Sei & ein Kérper und X ein Schema. Was ist dann ein Morphismus ¢ : X — Spec(k)? Da
Spec(k) nur einen Punkt hat, ist klar, dal ¢(P) = (0) fiir alle P € X gelten muf}. Dann braucht man
einen Ringhomomorphismus

o"(Spec(k)) : k = Ok (Spec(k)) = Ox(X),

d.h. Ox(X) ist ein k-Vektorraum bzw. eine k-Algebra. Uber die Einschrinkungsabbildungen pxy und
pxp sind dann auch alle Ox (U) und Ox p k-Algebren. Natiirlich ist die induzierte Abbildung qbgg k—
Ox p lokal. Es gibt also genau dann einen Morphismus X — Spec(k), wenn Ox (X) eine k-Algebra ist.

Beispiel: Sei K ein Korper. Wie sieht ein Morphismus Spec(K) — X aus?

1. Sei (¢, ¢") : Spec(K) — X ein Morphismus und P = ¢((0)). Sei U C X offen. Ist P ¢ U, so ist
¢"(U) = 0.Ist P € U, so haben wir einen Ringhomomorphismus ¢!(U) : Ox (U) — K. Auflerdem
ist qbgg :Ox p — K lokal, d.h. mx p geht auf 0 oder anders ausgedriickt: Ox p/mx p — K. Man
nennt Ox p/mx p auch den Restklassenkdrper «(P) von P.

2. Sei umgekehrt A : kK(P) — K gegeben. Wir definieren ¢ : Spec(K) — X durch ¢((0)) = P; fiir

jede offene Umgebung U von P definieren wir
qSu(U) :O0x(U) — K durch die Komposition Ox (U) — Ox p — &(P) = K.

So erhalten wir einen Schemamorphismus Spec(K) — X.

Die Morphismen Spec(K) — X entsprechen also den Punkten P € X mit einer Einbettung «(P) — K.

Wir fassen die Ergebnisse der letzten beiden Beispiele nochmals zusammen:

LEMMA 25. Sei K ein Kérper und X ein Schema.

1. Die Morphismen X — Spec(K) entsprechen den Ringhomomorphismen K — Ox (X).
2. Die Morphismen Spec(K) — X entsprechen den Punkten P € X zusammen mit einer Einbettung
k(P) = K.

Bemerkung: Ist X = Spec(A4), p € X, soist Ox, = A,, mx, = pA,, also
K(p) = Ap/pAp = Quot(Afp).

Beispiel: Es ist
Spec(Q[x]) = {(0)} U{(f(x)) : f(x) normiert und irreduzibel},
also gilt fiir die Restklassenkorper

#((0)) = Q(x) und x((f(x)) = Q[z]/(f(=)).
Daher haben die Morphismen Spec(Q) — Spec(Q[z]) die Gestalt (0) — (x — ¢) fiir ein ¢ € Q.

LEMMA 26. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so ist der assoziierte Morphismus ($,@4) :
Spec(B) — Spec(A) ein Morphismus von Schemata.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, daf§ fiir g € Spec(B) gilt gﬁg = q : Ay—1q = By, was natiirlich ein
lokaler Ringhomomorphismus ist. B

LEMMA 27. Ist (¢,¢") : Spec(B) — Spec(A) ein Schemamorphismus, so gibt es einen Ringhomomor-
phismus ¢ : A — B mit ¢ = @, ¢t = @t

Beweis:

1. Aus dem Ringhomomorphismus ¢f(Spec(A)) : A ~ Q4 (Spec(A)) — Op(Spec(B)) erhalten wir
tiber die Isomorphismen O, (Spec(A)) ~ A und Op(Spec(B)) ~ B einen Ringhomomorphismus
¢ : A — B. Dazu gibt es dann natiirlich wieder den assoziierten Morphismus (3, ¢') : Spec(B) —
Spec(A)) zwischen den affinen Schemata. Wir wollen ¢ und ¢ vergleichen.
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2. Sei q € Spec(B). Durch die Einschriankungsabbildung ist klar, daf (bg t Ag(q) — Bq gegeben ist
durch

a, _ pla)
¢h(=) = :
i(5) o(s)
Nun gilt fiir € A, da ¢k lokal ist:

5]

r € ¢(q) <= — keine Einheit in Ag(q)

G =

—

() §ox . .
= (/>q( 1) keine Einheit in B,

= p(r)€q = r €y iy,
d.h. ¢(q) = ¢=(q) = ¢(q). Also stimmen die Abbildungen ¢ und @ auf Spec(B) iiberein.
3. Wir miissen nun nur noch ¢! und @' vergleichen. Da es sich um Garbenabbildungen handelt,
konnen wir uns auf offene Mengen der Gestalt U = D(f) beschrinken. Es ist aber klar, daf

sowohl ¢# (D(f)) als auch @#(D(f)) die Gestalt A; — Bp(s), fin — wﬂ(fﬂ)% haben, da beide von der
gleichen Abbildung ¢ : A — B herkommen. B

B

Satz 11. Fiir Ringe A und B st
{Ringhomomorphismen A — B} — {Schemamorphismen Spec(B) — Spec(A)}, ¢ — (3, 7Y

bijektiv. Die Umkehrabbildung ist (¢, ¢') — ¢*(Spec(A)), wenn man die Isomorphien A ~ O 4(Spec(A))
und B ~ Op(Spec(B)) benutzt.

Beweis: Die Surjektivitdt haben wir im letzten Lemma gezeigt, die Injektivitat ist klar, da gilt ¢ =
¢! (Spec(4)). m

Bemerkung: Wir wissen, dafl Morphismen zwischen affinen Varietdten X — Y immer durch einen
Ringhomomorphismus k[Y] — k[X] der affinen Koordinatenringe gegeben wird. Obiger Satz liefert die
gleiche Aussage jetzt fiir affine Schematas. Der Satz 148t sich auch so formulieren: Die Kategorie der
affinen Schematas ist (im wesentlichen) isomorph zur Kategorie der kommutativen Ringe mit 1.
Bemerkung: Ein Morphismus (¢, #") : (X,0x) — (Y, Oy) von Schemata lifit sich mit dem Satz also
auch folgendermaBen beschreiben: Y besitzt eine Uberdeckung aus offenen affinen Mengen U; ~ Spec(A;);
¢~1(U;) ist offen in X, also ein Schema, besitzt also eine Uberdeckung durch offene affine Mengen W;; ~
Spec(Bi;; der eingeschrankte Morphismus W;; — U; wird durch einen Ringhomomorphismus 4; — B;
eindeutig beschrieben.

Bemerkung: Sei ¢ : X = Y ein Morphismus von Schemata, seien U C X, V C Y offen mit ¢(U) C V.
Dann sind auch U und V Schemata. ¢ liefert eine stetige Abbildung U — V. Ist W C V offen, so ist
W auch offen in X, also hat man eine Abbildung Oy (W) — Ox(¢~1(W)), was man natiirlich weiter
einschrinken kann mit Ox (¢~ (W)) — Ox (¢~ (W)NU). Die lokale Abbildung bleibt gleich, also erhilt
man einen Morphismus von Schemata U — V. In gleicher expliziter Weise zeigt man, dafy die Komposition
von Schemamorphismen wieder ein Schemamorphismus ist.

Der letzte Satz 148t sich wie folgt verallgemeinern:

SATZ 12. Sei A ein Ring und (X,Ox) ein Schema. Dann ist

{Schemamorphismen X — Spec(A)} — {Ringhomomorphismen A — Ox(X)}, (¢, ¢") — ¢*(Spec(A))
bijektiv.

Beweisansatz: Wir wollen diesen Satz nicht beweisen, aber doch skizzieren, wie man von einem Ringho-
momorphismus ¢ : A = Ox(X) zu einer Abbildung ¢ : X — Spec(A) kommt.

Ist zuniichst (4, ¢') : X — Spec(A) ein Schemamorphismus, so ist fiir P € X die Abbildung qbgg tAgpy —

PX.P

# eC
Ox p lokal, d.h. ¢(P)Ay(py = (6h)} (mx p). Daraus folgt sofort, daB fir 4 * “25) 0 (X) "2 05 p
gilt
$(P) = (px.p o ¢*(Spec(4))) ™! (mx p).
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Haben wir umgekehrt ¢ : A — Ox (X), so miissen wir also ¢ : X — Spec(A) definieren durch
¢(P) = (px,pop) '(mxp) ™

DEFINITION 21. Se: S ein Schema. Ein S-Schema X ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus
X — S. Ein S-Morphismus zwischen zwer S-Schemata X und Y st ein Morphismus X — Y, so daff
X =Y = S identisch mit X — S ist. Ist S = Spec(A), so spricht man statt von S-Schema auch von
A-Schema, von A-Morphismus statt von S-Morphismus. Mit Morg(X,Y) bezeichnen wir die Menge der
S-Morphismen zwischen zwei S-Schematas X und Y.

Beispiel: Sei X ein Schema. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus Z — Ox (X), also gibt es
genau einen Morphismus X — Spec(Z). Damit ist jedes Schema auf genau eine Weise ein Z-Schema.

Beispiel: Sei K ein Korper. Ein K-Schema X ist dann gegeben durch einen Morphismus X — Spec(K),
d.h. durch einen Ringhomomorphismus K — Ox (X). Durch Einschrankung erhilt man

K — Ox(X) — Ox(U) — Oxyp — Oxyp/mxyp = IQ(P),

insbesondere ist also der Restklassenkorper x(P) eine Korpererweiterung von K. Ist YV ein weiteres K-

1
Schema, so ist ein K-Morphismus X — Y ein Morphismus ¢ : X =V, so dal K — Oy (Y) ¢E>/) Ox(X)

mit K — Ox (X) iibereinstimmt.

Beispiel: Sei K ein Korper, a = (f1,..., fr) ein Ideal in K[x1, ..., z,]. Dannist X = Spec(K[x1,...,2,]/a)
ein K-Schema vermoge K — Klaq,...,2,]. Sei L ein Erweiterungskorper von K. Die Inklusion K — L
liefert Spec(L) — Spec(K), insbesondere ist Spec(L) auch ein K-Schema. Was ist ein K-Morphismus
¢ : Spec(L) — X7 Er ist gegeben durch einen K-Algebrahomomorphismus ¢ : K[z1,...,2,]/a = L.
Er ist bestimmt durch die Bilder ¢(z1) = p1,...,¢(2,) = pn € L, die natiirlich die Bedingungen
fi(p1,...,pn) = 0 erfiillen. Umgekehrt liefert jede Losung

fl(pla"'apn) == "':fT(pla"'apn) :Omltplaapn EL
einen K-Morphismus Spec(K) — X. Wir haben also eine Bijektion
Morg (Spec(L), X) & {(p1,.--son) €L" : filpr, .- spn) = = fr(p1,-.-,pn) =0}
Morg (Spec(L), X) sind also genau die Lésungen des Gleichungssystems f1 = -+ = f, = 0 im Korper L.

Das letzte Beispiel motiviert folgende Definition:

DEFINITION 22. Seien X und T S-Schemata. Dann heif§it

X(T) = Mors(T, X)
die Menge der T-wertigen Punkte von X. Ist T = Spec(L), L ein Kérper, so heifit X(L) = X (Spec(L))
auch die Menge der L-rationalen Punkte von X.

Beispiel: Fiir eine Primzahl p > 2 sei X, = Spec(Q[z, y]/ (2P + y* — 1). Nach Wiles weiff man jetzt, daB
X,(Q) genau zwei Elemente enthélt, was den Punkten (z,y — 1) und (z — 1,y) von X, entspricht. Nach
Faltings weifl man, daf fiir jeden Zahlkérper K die Menge X, (K) endlich ist.

Wir kommen nun zu Unterschematas eines Schemas X.

DEFINITION 23. Ist (X,0x) ein Schema, U C X offen, so ist auch (U,Ox|v) ein Schema. Man nennt
dies ein offenes Unterschema von X. Eine Morphismus ¢ : X — Y heifit eine offene Immersion, wenn
¢ ewnen Isomorphismus von X mit einem offenen Unterschema von Y liefert.

Beispiel: Der Ringhomomorphismus ¢ : Zg;) — Q liefert eine offene Immersion ¢ : Spec(Q) —
Spec(Zs)).

Bei Varietéten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k sind die abgeschlossenen Untervarietéten
interessante Objekte. Ist X ein Schema, Y eine abgeschlossene Teilmenge von X, so ist zunéchst tiberhaupt
nicht klar, wie man Y mit einer Schemastruktur versehen kann. Wir beginnen mit einem Beispiel:
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Beispiel: Sei X eine algebraische Varietdt iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper und Y eine
abgeschlossene Untervarietit von X. Bezeichnet Ox und Oy jeweils die Garbe der reguldren Funktionen,
so hatten wir eine exakte Garbensequenz

0—=-7Z—0x =0y = 0.
Wir betrachten jetzt ein Beispiel bei affinen Schemata:
SATZ 13. Sei a ein Ideal in A, X = Spec(A), Y = Spec(A/a) und (¢,¢%) : Y — X der durchp : A — AJa

gegebene Schemamorphismus. Dann gilt:
1. ¢(Y) = V(a) ist abgeschlossen.
2. ¢ liefert einen Homdoomorphismus Y — V(a).
3. o' : Ox = ¢.Oy ist surjektiv.

Beweis: Die Aussagen 1. und 2. kennen wir bereits. Wir zeigen die 3. Behauptung: Die Punkte aus Y
haben die Gestalt p/a mit p € V(a). Sel p € X. Dann ist Ox , = A,. Wir unterscheiden zwei Falle:

p ¢ V(a): Dann ist U = X\ V(a) eine offene Umgebung von p und (¢.Oy )(U) = Oy (¢71U) = Oy (#) = 0,
also (¢«Oy)p = 0 und damit Ox , — (¢+0y ), surjektiv.

p € V(a): Da jede offene Menge in Y die Gestalt ¢~1U mit einer offenen Menge U C X hat, da U genau
dann Umgebung von p ist, wenn ¢~ Umgebung von p/a ist, folgt aus (¢.Oy )(U) = Oy (¢~1U) sofort

(¢*OY)p ~ OY,p/w

Damit ist (Ox)p, = (¢«Oy ), die Abbildung A, — (A/a)y,q, die natiirlich surjektiv ist.
Da nun Ox — ¢.0y auf allen Halmen surjektiv ist, ist die Garbenabbildung selbst surjektiv. B

Dies motiviert folgende Definition:

DEFINITION 24. Eine abgeschlossene Immersion ist ein Morphismus ¢ 1 Y — X, so daff ¢ einen Homéomor-
phismus von Y auf eine abgeschlossene Teilmenge von X liefert und ¢' : Ox — ¢.Oy surjektiv ist. Ein
abgeschlossenes Unterschema Y C X bestehl aus einer abgeschlossenen Teilmenge Y C X, einer Garbe
Oy von Ringen auf Y, so daff (Y,0y) ein Schema und Ox — i,.Oy surjektiv ist, wo i : Y — X die
Inklusion 1st.

Beispiele:

1. Ist a ein Ideal in A, so wird Spec(A/a) — Spec(A) eine abgeschlossene Immersion. Versieht man
V(a) mit der Struktur von Spec(A/a), so ist V(a) dadurch ein abgeschlossenes Unterschema. Mit
dieser Identifikation nennen wir auch Spec(A/a) ein abgeschlossenes Unterschema von Spec(A).

2. Sei k ein Kérper und X = Spec(k[z]). Fiir jedes n € N erhalten wir ein abgeschlossenes Unter-
schema Y, = Spec(k[x]/(z")) von X. Als Menge besteht Y,, nur aus einem Punkt, als Schemata
sind aber die Y},’s alle verschieden.

Bemerkung: Bei den abgeschlossenen Unterschemata bzw. abgeschlossenen Untervarietiten weichen
also klassische algebraische Geometrie und Schematheorie stark voneinander ab. Ist f(z,y) ein Polynom
in k[z,y], so liefern f und f? die gleiche Kurve {f = 0} C A? die Unterschemata Spec(k[z,y]/(f)) und
Spec(k[z,y]/(f?) von Spec(k[z,y]) sind aber verschieden. Einen Vorgeschmack gibt es allerdings auch
klassisch: Betrachtet man z.B. alle Quadriken im P?, so hat man auch die Doppelgeraden (agzo +ayz1 +
asx2)? = 0, die eigentlich ja nur eine Gerade sind.

Ein wichtiger Satz, dessen Beweis wir verschieben, ist folgender:

SATZ 14. Ist Y ein abgeschlossenes Unterschema eines affinen Schemas X, so ist auch Y affin. Genauer:
Die abgeschlossenen Unterschemata von Spec(A) haben die Gestalt Spec(A/a), wo a ein Ideal in A ist.

Wir kommen nun zu einigen weiteren Grundbegriffen:

DEFINITION 25. Sei1 X ein Schema.

1. X heifit zusammenhdngend, wenn X als topologischer Raum zusammenhdngend ist.
2. X heifit irreduzibel, wenn X als topologischer Raum irreduzibel ist.
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Bemerkung: Ein topologischer Raum X # § ist genau dann irreduzibel, wenn je zwei offene nichtleere
Teilmengen von X einen nichtleeren Schnitt haben. Damit ist klar, daff auch jede nichtleere offene Teil-
menge eines irreduziblen Raumes X irreduzibel ist.

Sei Z C X eine abgeschlossene Teilmenge eines Schemas X. Ein Punkt P € 7 heifit generischer Punkt
von Z, falls der Abschlufl von {P} ganz Z ist. Wir haben bereits friither gesehen: Hat Z einen generischen
Punkt, so ist 7 irreduzibel. Fiir Schemata gilt auch die Umkehrung:

SATzZ 15. Set X ein Schema und 7 C X abgeschlossen und irreduzibel. Dann hat 7 einen eindeutiy
bestimmten generischen Punkt P.

Beweis: Wir haben die Aussage bereits frither bewiesen im Fall, dal X ein affines Schema ist.
1. Sei U C X offen affin mit U N Z # §. Dann ist auch U N 7 in U abgeschlossen und irreduzibel,

besitzt also einen generischen Punkt P, d.h. {P}U =UnZ,und damit {P}NU =ZNU.Da 7
abgeschlossen ist, gilt auch {P} C Z. Wir haben die Zerlegung

Z=(ZnU)U(Z\U)={P}U(Z\U).

Mit Z\ U # Z und der Irreduzibilitit von 7 folgt 7 = {P}. D.h. P ist auch generischer Punkt
von /.
2. Ist @ ein weiterer generischer Punkt von Z, d.h. {@Q}, so ist Q ¢ Z \ U, da dies eine echte

abgeschlossene Teilmenge von 7 ist, also ist Q € Z NU. Es folgt {Q}U ={Q}NU =2nU, also
ist @ auch generischer Punkt von Z N U in U. Da bei affinen Schemata die generischen Punkte
eindeutig bestimmt sind, folgt P = Q. &

DEFINITION 26. FEin Schema (X,0x) heifit reduziert, wenn fiir jede offene Menge U C X der Ring
Ox (U) reduziert ist, d.h. keine nilpotenten Flemente besitzt.

LEMMA 28. Das affine Schema Spec(A) ist genau dann reduziert, wenn der Ring A reduziert ist.

Beweis: Ist Spec(A) reduziert, so auch A ~ O 4(Spec(A)). Sei umgekehrt A reduziert. Wir zeigen zunéchst,
daff dann auch A, fiir p € Spec(A) reduziert ist. Sei also ¢ € Ay nilpotent, d.h. ($)" = 0. Dann gibt es
ein t € A\ p mit ta” = 0, insbesondere (ta)" = 0. Da A reduziert ist, folgt ta = 0 und damit £ = 0 in
A,, was die Reduziertheit von A, liefert. Da die Elemente von O4(U) Funktionen « : U — Uperr 4, sind,
folgt sofort, dafl auch Q4 (U) reduziert ist. Also ist Spec(A) reduziert. W

Beispiel: Spec(Clz, y]/(zy)) ist reduziert, Spec(C[z, y]/(x?)) ist nicht reduziert.

Fiir einen Ring A bezeiche A, .4 = A/\/@ Der Ring A,.q4 ist dann reduziert. Der Ringhomomorphismus
A = Apeq liefert eine abgeschlossene Immersion Spec(Ayeq) — Spec(A), die ein Homéomorphismus der
zugrundeliegenden Riume ist wegen V(1/(0)) = Spec(A). Das reduzierte Schema Spec(A, ) ist also ein
abgeschlossenes Unterschema von Spec(A).

Ist (X,0Ox) ein beliebiges Schema, so ist U +— (Ox(U))req eine Priagarbe. Sei (Ox)req die assoziierte
Garbe. Dann ist (X, (Ox)req) ein reduziertes Schema, das mit X,.4 bezeichnet wird. Der Garbenmor-
phismus Ox (U) = (Ox(U))red = (Ox )rea(U) liefert eine abgeschlossene Immersion X,.q — X, die ein
Hom&morphismus der zugrundeliegenden Raume ist. Damit erhalten wir folgenden Satz:

SaTz 16. Sei (X,Ox) ein Schema. Ist (Ox)yeq die zur Prigarbe U — (Ox (U))req assoziierte Garbe, so
ist Xreq = (X, (Ox)red) ein abgeschlossenes Unterschema von X und reduziert.

Beispiel: Fiir X = Spec(C[z,y]/(2?)) ist X,cq = Spec(Clz, y]/()).
DEFINITION 27. Ein Schema (X,Ox) heifit integer (franzdsisch: intégre, englisch: integral), wenn fir
jede offene Menge U C X, U # 0 der Ring Ox (U) ein Integrititsring ist.

Beispiel: Ein affines Schema Spec(A) ist genau dann integer, wenn A ein Integrititsring ist. In diesem
Fall ist ja

04(U) ={z € K : 2 definiert auf U} = Nyev 4,,
wo K den Quotientenkdrper von A bezeichnet. Wir bemerken noch: Ist f € A mit f|y = 0, so ist schon
f =0, wenn U eine nichtleere offene Menge ist.
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SATZ 17. Ein Schema ist genau dann integer, wenn es reduziert und wrreduzibel ist.

Beweis: Sei zunichst X ein integres Schema. Natiirlich ist dann X reduziert. Seien U;,Us C X zweil
offene nichtleere Teilmengen von X. Wire U; N Uz = @, so mit der Garbeneigenschaft Ox (U; U Us) =
Ox (U1) & Ox(Us) sicher kein Integritatsring, was nicht sein soll, also ist U1 N Uz # § und damit ist X
irreduzibel.

Wir nehmen jetzt an, dafl X reduziert und irreduzibel ist. Dann ist auch jedes offene Unterschema von X
reduziert und irreduzibel. Sei U ~ Spec(A) eine offene nichtleere affine Teilmenge von X. Sind f, ¢ € A
mit fg = 0, so folgt Spec(A) = V(f) UV (g), wegen der Irreduzibilitit also o.E. V(f) = Spec(A4); also
ist [ € Npespec(a)p = \/@, dem Nilradikal von A, das 0 sein sollte, also f = 0. Damit ist A ein
Integritatsring. Sei nun U C X eine beliebige offene nichtleere Teilmenge von X und U = U;U; eine affine
offene Uberdeckung von U mit U; # §). Wir wissen bereits, daf die Ringe Ox (U;) Integritétsringe sind.
Seien f,¢ € Ox(U) mit fg = 0. Dann gilt auch (fg)|y, = 0, also ist f|y, = 0 oder g|y, = 0. Sei j ein
fester Index und o.E. fy; = 0. Da X irreduzibel ist, gilt U; N Uj; # (. Dann gilt f vinu; = 0, also folgt
sofort flu, = 0, da Ox (U;) Integritétsring ist, und mit der Garbenbedingung f = 0, was zu zeigen war.
|

SATZ 18. Ser X ein integres Schema, P der generische Punkt von X. Der lokale Ring Ox p st emn
Koérper, der sogenannte Funktionenkérper K(X) von X. Fir jede offene nichtleere Menge U ist die
Einschrinkungsabbildung Ox(U) — K(X) injektiv, insbesondere sind alle Einschrdinkungsabbildungen
Ox(U) = Ox (V) injektiv. Ist U affin offen, so ist K(X) der Quotientenkérper von Ox (U).

Beweis: Ist X ein integres affines Schema, X ~ Spec(A), so ist A Integritiatsring und
04(U) ={z € K : z definiert auf ganz U} = Nper 4, C K,

wo K den Quotientenkérper von A bezeichnet. Der generische Punkt ist (0) und Oa,0) = Aqo)y = K. Dies
ergibt sofort die Behauptung fiir affine Schemata.

Sei jetzt X ein beliebiges integres Schema. Ist U offen affin, so ist P € U und damit Ox p = Opp
ein Korper. Wir miissen nur noch zeigen, dafl die Einschriankungsabbildungen injektiv sind. Seien also
W C V zwei offene nichtleere Teilmengen und f € Ox (V) mit flw = 0. Sei U eine beliebige offene affine
Teilmenge von V. Dann ist U N W # @. Aus flyaw = 0 folgt mit unserem Wissen iiber affine Schemata
flo = 0. Da die offenen affinen Mengen U die Menge V iiberdecken, folgt mit der Garbenbedingung
sofort f = 0, was wir zeigen wollten. B

Bemerkung: Daf} ein Schema lokal wie Spec(A) aussieht, geht in den letzten Satz wesentlich ein. Definiert
man X = {P,Q}, wo §, {P} und X die offenen Mengen sind, setzt man
o) =0, O({r}=Fr, OX)=2n

mit den offensichtlichen Einschrankungsabbildungen, so ist (X, Q) ein lokal geringter Raum, wo alle O(U)
fiir U # @ Integritatsringe sind, die wesentliche Einschrankungsabbildung ist aber nicht injektiv.

DEFINITION 28. Ein Schema heifit noethersch, wenn es von endlich vielen offenen affinen Schemata
Spec(4;) diberdeckt wird, wo jeder Ring A; noethersch ist.

Beispiel: Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist
" = SpecA[xq, ..., 2]
ein noethersches Schema, da Afx1, ..., 2,] ein noetherscher Ring ist. AuBerdem ist
P’y = ProjA[zg, ..., 2]
ein noethersches Schema, da es von offenen Mengen

Dy(x;) ~ SpecA[x—?, cey—]

€Ly Ty

iiberdeckt wird und A[T%, ..., Z=] noethersch ist.

SaTz 19. Fin affines Schema X = Spec(A) ist genau dann noethersch, wenn der Ring A noethersch ist.
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Beweis: Ist A noethersch, so natiirlich auch Spec(A). Sei also jetzt Spec(A) noethersch, Spec(A) = U;U;
mit U; ~ Spec(B;) offen und B; noethersch. U; C X ist gegeben durch einen Ringhomomorphismus
¢; + A = B;. Die Eigenschaft X = U;U; besagt, daf zu jedem p € Spec(A) ein Index ¢ und ein q € B;
existiert mit p = goi_lq. Da U; ein offenes Unterschema von X ist, sind die lokalen Ringe fiir U; und X
gleich, d.h. Ay ~ (B;)4. Sei jetzt a ein Ideal in A. Da es nur endlich viele Ringe B; gibt, da B; noethersch
ist, konnen wir endlich viele fi, ..., f, € a wéhlen, so daf fiir alle ¢ gilt

wi(a)B; = @i (f1,..., fa)Bs.

Sei b = (fi,..-,/x) C a Sei p € Spec(A4) und p = ¢ 'q mit q € SpecB;. Dann gilt in B;, also auch
in (B;), die Beziehung ;(a)(B;)q = ¢i(b)(B;)q, was gleichwertig ist mit ad, = bA,. Da dies fiir alle
p € Spec(A) gilt, folgt a = b, d.h. a ist endlich erzeugt. m

Bemerkung: Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so operiert A auf B durch (a,b) — ¢(a)b. Man
kann dann B als A-Modul oder als A-Algebra auffassen. B ist eine endlich erzeugte A-Algebra, wenn es
bi,...,by € B gibt mit B = ¢(A)[b1,...,by], d.h. jedes Element aus B lafit sich als Polynom in by, ... b,
mit Koeffizienten aus ¢(A) darstellen. B ist ein endlich erzeugter A-Modul, wenn es b1,...,b, € B gibt
mit B = ¢(A)by + - + ¢(A)b,, d.h. jedes Element aus B ist Linearkombination von by, ..., b, mit
Koeffizienten aus ¢(A).

DEFINITION 29. Ein Morphismus ¢ : X — Y won Schemata heifit von endlichem Typ, wenn es eine
offene affine Uberdeckung
Y = UserVi mit V; ~ Spec(4;)
gibt, so dap fiir jedes i € I eine endliche offene affine Uberdeckung
o7V = U?;lUij mit U;; ~ Spec(B;;) und n; € N

extstiert, so daf fir alle i, j der Ring B;; eine endlich erzeugte A;-Algebra ist. Daber ergibt sich der Ring-
homomorphismus A; — B;; aus dem eingeschrinkten Morphismus Spec(B;;) ~ U;; — Vi ~ Spec(4;).
Ist X ein S-Schema und X — S von endlichem Typ, so sagt man auch: X ist ein Schema von endlichem
Typ diber S.

Beispiele:

1. Sei K ein Kérper, a ein Ideal im Polynomring K[z, ..., ¢,]. Der Ring K[z1, ..., 2,] ist eine endlich
erzeugte K-Algebra, also ist X = Spec(K[z1,...,2,]/a) ein K-Schema und X — Spec(K) von
endlichem Typ, d.h. X ist ein Schema von endlichem Typ iiber K.

2. Das SchemaY = Proj(K [z, ..., 2,]) wird von endlich vielen Mengen D (#;) ~ Spec(K[y1, ..., yn])
iiberdeckt, also ist Y von endlichem Typ iiber K.

3. Ist A — B ein Ringhomomorphismus und B eine endlich erzeugte A-Algebra, so ist natiirlich
Spec(B) — Spec(A) von endlichem Typ. Ist ¢ € B, so hat man B — B, und B, wird iiber B
erzeugt von é. Daher ist iiber A =+ B — B, auch B, eine endlich erzeugte A-Algebra, d.h. auch
Spec(By) — Spec(A) ist von endlichem Typ. Dabei ist Spec(B,;) homoomorph zu offener Menge
D(g) C Spec(B).

SATZ 20. Sei K ein Kérper und X ein K-Schema, d.h. man hat einen Morphismus X — Spec(K).
Dann st X genau dann von endlichem Typ dber K, d.h. X — Spec(K) von endlichem Typ, wenn es
ewne endliche offene affine Uberdeckung X = U[_, gibt mit

U; ~ Spec(K[z1, ..., 2n0,]/0),
wo a; ein Ideal im Polynomring Klxy, ..., x,,] ist.

Beweis: Gibt es eine Uberdeckung obiger Art, so ist X — Spec(K) von endlichem Typ. Sei umgekehrt
X — Spec(K) von endlichem Typ. Dann ist V' = Spec(K) = {(0)}, wozu es endlich viele offene affine
U; ~ Spec(A;) gibt mit X = U;U;. Nun ist A; eine endlich erzeugte K-Algebra, also von der im Satz
behaupteten Form. B

Der Satz macht deutlich, dafl die fiir die klassische algebraische Geometrie interessanten Schemata von
endlichem Typ iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper sind.
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Gegenbeispiel: ¢ : Spec(Q) — Spec(Z) ist nicht von endlichem Typ. (Ist V' C SpecZ offen und nichtleer,
so gibt es endlich viele Primzahlen pq,...,p, mit V = SpecZ\ {(p1),...,(pr)}. Esist Oz(V) = Zp, ;..
Es ist 7'V = Spec(Q) = {(0)} und Oq(¢~'V) = Q. Wire Spec(Q) — Spec(Z) von endlichem Typ, so

miifite Q iber einem Ring der Gestalt Z,,  , endlich erzeugt sein, was nicht der Fall ist.)

Satz 21. Ein Morphismus ¢ : X — Y st genau dann von endlichem Typ, wenn sich fir jede offene affine
Menge V = Spec(A) C Y das Urbild $=(V) von endlich vielen affinen offenen Mengen U; = Spec(B;)
tberdecken ldfit, so dafy B; eine endlich erzeugte A-Algebra ist.

Beweis: Wir miissen ersichtlich nur eine Richtung beweisen.

1. Sei nach Definition Y = U;V;, V; = Spec(4;), ¢=*V; = UyUy, Uy = Spec(By), wo nur endlich
viele Indizes [ vorkommen und B;; endlich erzeugte A;-Algebra vermoge des Ringhomomorphismus
wi + Ai — By, der vom eingeschriankten Morphismus Uy — V; kommt.

2. Sei jetzt V CY offen affin, V = Spec(A4). Da VNV, offen in V' = Spec(A4) ist, gibt es fi; € A mit

Vn VZ = UjDA(fij).
Wegen V = U;(V NV;) = U; ;Da(fi;) und der Kompaktheit von V' als Spektrum eines Ringes
geniigen endlich viele Indizes ¢ und j.

3. In Vi = Spec(A;) ist D (fi;) offen und (als Spektrum des Ringes Ay, ;) kompakt, also gibt g;;, € A;

mit
Da(fij) = UsDa,(gijx),
wo endlich viele Indizes k& geniigen.

4. Nun gilt

¢ Da(gijr) = WU N ¢~ Da,(gijr)) = UiDp, (pir(gijr))-
und damit
o~ WV =UigT (VNVy) = U067 ' Dalfij) = Ui jkd™ " Da,(9ijr) = Ui j ki D, (0it(9ijr)-
Da nur endlich viele Indizes 1, j, k,! auftreten, wird also ¢~'V von endlich vielen affinen offenen
Mengen iiberdeckt.

5. Die affine Menge Dp, (¢ii(gijr)) ist das Spektrum des Ringes (Bi)y, (g,;x)- Die Menge V' ist das
Spektrum des Ringes A. Wir miissen zeigen, dafl der natiirliche Ringhomomorphismus A —
(Bt)gui(gise) endlich erzeugt ist.

6. Aus den Inklusionen Dy, (gijx) C Da(fij;) CV; ergeben sich die Ringhomomorphismen

Ai — Afzj — (Az)
woraus folgt, da8 (A;)g,,, iiber Ay, . erzeugt ist. Die Inklusionen von affinen Schemata
Da,(gijk) € Da(fij) CV
entsprechen den Ringhomomorphismen
A— Afzj — (Az)
Der Ringhomomorphismus A — (B;),

Gijk»

Jijk

a(giin) faktorisiert iiber

A= Ay — (Ai)gzjk - (Bl)Wzl(gljk)'

Da jeder Einzelschritt endlich erzeugt ist, ist alles endlich erzeugt, woraus die Behauptung folgt.
|

SATZ 22. Ist ¢ : Y — X eine abgeschlossene Immersion, so ist ¢ von endlichem Typ.

Beweis: Dies ergibt sich aus der nachfolgenden Aussage, daff abgeschlossene Immersionen endlich und
endliche Morphismen von endlichem Typ sind. &

Frage: Unter welchen Bedingungen ist eine offene Immersion von endlichem Typ?

DEeFINITION 30. Ein Morphismus ¢ : X — Y von Schemata heifit endlich, wenn Y durch offene affine
Mengen V; ~ Spec(A;) tiberdeckt wird, so daff ¢=1V; affin ist, d.h. $~1V; ~ Spec(B;) und B; bzgl. des
Ringhomomorphismus A; — B; ein endlich erzeugter A;-Modul ist. (Dabei kommt A; — B; von dem
eingeschrinkten Morphismus ¢~'V; — V; her.)
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Beispiele:
1. Spec(Z[i]) — Spec(Z) ist ein endlicher Morphismus.
2. Spec(k[z, y]/(y* — f(z)) — Spec(k[z]) ist ein endlicher Morphismus. Dies ist eine Projektion.
3. Sei f(z,y) € K[x,y]. Dann ist K[z, y]/(f) ein endlich erzeugter K[z, y]-Modul, also ist die abge-
schlossene Tmmersion Spec(K [z, y]/(f)) — Spec(K [z, y]) endlich.

Analog wie bel den Morphismen von endlichem Typ gilt folgender Satz:

SATZ 23. Ein Morphismus ¢ : X — Y st genau dann endlich, wenn fiir jede offene affine Menge V =
Spec(A) das Urbild ¢~V affin ist, d.h. ¢~V = Spec(B) und B ein endlich erzeugter A-Modul ist.

Wir beweisen diesen Satz hier nicht. In [EGAII, Proposition (6.1.4), p.110] findet sich ein Beweis,
Hartshorne stellt ihn als Ubungsaufgabe [H, Ex. IT, 3.4].

SATZ 24. Ist ¢ : X — Y ein endlicher Morphismus, so ist fiir alle P € Y die Menge ¢~1(P) endlich.

Bewets:

1. Sei P €Y und U ~ Spec(A) eine offene affine Umgebung von P in Y. Dann ist ¢~1U offen affin,
also ¢~1U ~ Spec(B). Der Ring B ist iiber den Ringhomomorphismus ¢ : A — B ein endlich
erzeugter A-Modul, d.h. B = ¢(A)by + - - -+ ¢(A)b, mit geeigneten endlich vielen by,... b, € B.
Wegen ¢~1P C ¢~1U kénnen wir uns auf den Morphismus Spec(B) — Spec(A) beschrinken.

2. Der Punkt P ist ein Primideal p in A. Die Punkte aus ¢~' P sind Primideale g;,¢ € I mitp = ¢~ 'q;.
Wir miissen sehen, dafl die Indexmenge I endlich ist.

3. Die Menge S = A\ p ist multiplikativin A, die Menge ¢(.S) multiplikativin B. Wir erhalten einen
Ringhomomorphismus S=1 A — ¢(5)~! B. Dabei sind nun die g;(S) ™! B verschiedene Primideale,
die alle wieder pS=!A liefern. O.E. kénnen wir also annehmen, daf p ein maximales Ideal ist.

4. Nun ist A/p ein Korper, B/g; ein Integritatsring und A/p < B/q;. B/q; ist also endlich dimensio-
naler A/p-Vektorraum. Jedes Element # € B/q; genligt dann einer charakteristischen Gleichung
™+ a ™+ +a, =0mit ag; € A/p. Ist X # 0, so kann man nach eventueller Division
durch z 0.E. a;, # 0 annehmen. Dann ist aber l‘(l‘m_l + -+ am_1) = —am, also « Einheit und
damit B/q; Korper. Also ist auch g; ein maximales Ideal.

5. Sind g;, gq; verschieden, so ist q; + q; = B wegen der Maximalitdt der Ideale, wir kénnen also
den chinesischen Restsatz anwenden: Sind qq,...,q, endlich viele der g;’s, so erhalten wir eine
Surjektion

B—>B/qi®- - B/qg,.

B/q1 @ ---® B/q, kann also iiber A von n Elementen erzeugt werden. Da p trivial operiert, ist
also B/q1 @ --- @& B/q, ein A/p-Vektorraum der Dimension < n. Insbesondere folgt r < n und
damit die Behauptung. B

Bemerkung: Einen Morphismus ¢ : X — Y, so daf fiir alle P € Y die Menge ¢~ ' P endlich ist, nennt
man auch quasiendlich. Die Umkehrung dieses Satzes mufl nicht gelten, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei ¢ : Spec(k[z, y]/(xy — 1)) — Spec(k[#]) und k algebraisch abgeschlossen. Dann gilt

- - - Loy e
670 ={(0)}, ¢ (@) =0, ¢ (z—c)={(z—cy— )} fire#0,
also hat ¢ endliche Fasern. Andererseits ist k[z, y]/(xy — 1) ~ k[#], nicht endlich erzeugt als k[z]-Modul.
SATZ 25. Ist ¢ Y — X eine abgeschlossene Immersion, so ist ¢ endlich.

Beweis: Sei U C X offen affin, U ~ Spec(A). Dann induziert ¢ auch eine abgeschlossene Immersion
¢~1U — U. Wir haben den Satz erwihnt, dal dann ¢~1U die Gestalt Spec(A/a) hat. Da A/a ein endlich
erzeugter A-Modul ist, folgt die Behauptung. B

Offene Immersionen sind i.a. nicht endlich, wie folgende Beispiele zeigen:

Beispiele:
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1. Sei X = Spec(k[z,y]) und Y = X \ {(x,y)}. Dann ist ¥ offenes Unterschema von X, aber nicht
affin. Ware Y — X endlich, so miifite mit X selbst auch Y = X NY affin sein, was nicht der Fall
ist.

2. Der Ringhomomorphismus Z — Zs = {% € Q : a € Z,n € N} liefert die offene Immersion
Spec(Zs) — Spec(Z), die natiirlich nicht endlich ist.

Bemerkung: Aus der Definition ist sofort klar, dal endliche Morphismen von endlichem Typ sind. Daher
folgt aus dem letzten Satz, daff abgeschlossene Immersionen von endlichem Typ sind.

SATZ 26. Ist ¢ : X = Y ein endlicher Morphismus, so ist ¢ abgeschlossen, d.h. ist 7 C X abgeschlossen,
so ist ¢(Z) CY abgeschlossen.

Wir beweisen zunachst ein Lemmas:

LEMMA 29. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und B endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt
P~V (b) = V(')

wenn b ein Ideal in B ist. Also ist ¢ : Spec(B) — Spec(A) eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: C: Ist p € ¢~ 1V(b), so gibt es ein q € Spec(B) mit b C g und p = p~1g, was wegen p~1b C

o~ tq = p sofort p € V(¢~1b) liefert.

D: Sei p € Spec(A) mit ¢~1b C p. Der induzierte Ringhomomorphismus A/p~1b < B/b ist auch endlich,

somit ist der Ring B/b ganz iiber dem Unterring A/¢~1b, also gibt es ein Primideal, das iiber p/p~1b
liegt [AM, Theorem 5.10], d.h. ein q € Spec(B) mit b C q und p = ¢~1q. Dann ist aber p € =1V (b). W

Wir beweisen jetzt den Satz:

Beweis: Sei ¢ : X — Y endlich, Y = U;U; eine offene affine Uberdeckung und Z C X abgeschlossen. Der
induzierte Morphismus ¢~ 'U; — U; ist ein endlicher Morphismus affiner Schemata, nach dem Lemma
also abgeschlossen. Daher ist ¢(Z2) NU; = ¢(¢~U; N Z) abgeschlossen in U;, woraus folgt, dal ¢(Z)
abgeschlossen in Y ist. B
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KAPITEL 5

Produkte

Unser Ziel ist es, fiir zwei Schemata X und Y das Produkt X X Y zu definieren bzw. etwas allgemeiner
fiir zwei S-Schemata X und Y das Faserprodukt X xg Y.

Bemerkungen:

1.

In der klassischen algebraischen Geometrie ist das Produkt zweier Varietdten X und Y mengen-
theoretisch {(z,y) : # € X,y € Y}, aber die Topologie war nicht die Produkttopologie. Es gilt fiir
einen algebraisch abgeschlossenen Korper k die Beziehung Al x A} ~ AZ.

Ist % ein algebraisch abgeschlossener Korper, so haben wir

A} = Spec(k[z]) = {(0)}U{(x —¢):c €k} und
A? = Spec(k[z,y]) = {(0)}U{(f(=,y)) : f(z,y) irreduzibel } U {(z —a,y —b) : a,b € k},

also kann man {(p,q) : p € A}, q € A}} sicher nicht natiirlich mit A7 identifizieren.

Seien X und Y Schemata iiber S, d.h. man hat Morphismen X — S und Y — S. Welche
Eigenschaften sollte das Produkt X X g Y haben? Natiirlich sollte es Projektionen X xg VY — X
und X xg Y — Y geben. Durch die Kompositionen X XxgV - X - Sund X xg Y =Y — S
wird X Xg Y ein S-Schema; damit dies eindeutig ist, sollte X xs Y — X — S identisch mit
X xsY =Y — S sein, d.h. es sollte ein kommutatives Diagramm geben

XXSY

v p
X Y

pN e
S

Durch diese Bedingungen ist X xg Y natiirlich i.a. noch nicht eindeutig bestimmt, d.h. es kann
weitere Schemata Z geben mit der Eigenschaft, dal nachfolgendes Diagramm kommutativ ist:

Das Produkt sollte nun entsprechende universelle Eigenschaften haben.

DEFINITION 31. Seten X und Y Schemata iiber S. Ein Schema Zy heifit Produkt von X und Y dber S,
wenn folgendes gilt:

1. Es gibt Morphismen, die nachfolgendes Diagramm kommutativ machen:

Zq

49
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2. Ist Z ein Schema, so daff das Diagramm

A

e N\

X Y

N\ e

S
kommutiert, so gibt es genau emnen Morphismus Z — Zy, so dafi die Diagramme
7 — Zo A4 — ZO
N\ e N\ e
X Y

kommutativ sind.

Durch die universelle Eigenschaft ist Zy nattirlich eindeutig bestimmt und wird dann mit X xgY bezeich-
net.

Bemerkungen:
1. Aus der Definition folgt natiirlich noch nicht, da§ das Produkt X x g Y zweier S-Schemata X und
Y auch existiert.
2. In jeder Kategorie kann man ein Produkt wie oben durch universelle Eigenschaften definieren. Wir
wollen die Bedeutung zunéchst im Fall von Mengen klarmachen.

Produkte bei Mengen: Seien X, Y und S Mengen, ¢ : X — S und ¢ : Y — S Abbildungen. Wir
definieren

X xs Y = {(r,0) €X x Y : 6(2) = b(y)}.

Dann ist konstruktionsgem&fl das Diagramm

XXSY
v p
X Y

pN e
S

kommutativ, wo wir die natiirlichen Projektionen zugrundelegen. Ist 7 eine Menge, sind o : 7 — X und

0 : 7 — Y Abbildungen, so daf}

Z

v p

X Y

p v

S
kommutiert, so gibt es genau eine Abbildung A : 7 — X x5 Y, die
Z — X xgY Z — X xsY
p v p v
X Y

kommutativ macht, ndmlich A(z) = («(z), 8(2)). Also ist X x5 Y wirklich das Produkt von X und YV
iiber S in der Kategorie der Mengen.

Beispiele: Wir geben Beispiele fiir Produkte bei Mengen.

1. Besteht S nur aus einem Element, so gilt natiirlich X xg ¥V = X x Y.
2. Sind X und Y Teilmengen von S, ¢ und ¢ die Inklusionen, so ist

XxsgY={(z,y) e XxY :z=yl={(r,0) eXxY:2eXNY}~XnNY,
d.h. wir erhalten den Schnitt von X und Y.
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3. Sei jetzt Y C S und 9 die Inklusion. Dann ist
Xxs¥ = {(2.0) €X Y :0(2) =y} = {(.0(x)) € X x V : 6(x) € V)
= {(#,0(x)EX XY 2 €¢ 'V}~ YV
also das Urbild von Y in X.
SATZ 27. Fiir S-Schemata X und Y existiert das Produkt X XgY . Daber gilt im affinen Fall
Spec(A) Xspee(r) Spec(B) = Spec(A @r B).

Beweis: Ein Beweis findet sich bei Hartshorne [H, p.87-88]. Wir skizzieren den Beweis fiir affine Schemata.
Sei also

X = Spec(A4), Y =Spec(B), S =Spec(R).

Den Morphismen X — S und Y — S entsprechen Ringhomomorphismen R — A und R — B. Wir
betrachten die R-Algebra

C=A®grB.
Wir erhalten Ringhomomorphismen
A—-A®grB,a—a®lund B—- A®r B, b~ 1®50.

Die Eigenschaft des Tensorprodukts liefert sofort, dal R -+ A — ' und R — B — C gleich sind. Also
haben wir ein kommutatives Diagramm

Spec(A ®@g B)

e N\
Spec(A) Spec(B)
e
Spec(R)
Sei Z ein Schema, das folgendes Diagramm kommutativ macht:
Z
e N\
Spec(A) Spec(B)
N\ e
Spec(R)

Dies entspricht Ringhomomorphismen A -2 0Oz(Z) und B Yy 0z(Z),s0odal R = A — Oz(7) gleich
R = B — Oz(Z) ist. Dann ist aber A x B = Oz(7),(a,b) — ¢(a)(b) eine R-bilineare Abbildung,
die somit eindeutig tiber das Tensorprodukt faktorisiert: A @ B — Oz(Z). Dies liefert somit einen
eindeutigen Morphismus Z — Spec(A @pg B), wobei die Diagramme

Z — Spec(A @& B) — Spec(A ®@g B)
N\ e N\ e
Spec(A) Spec(B)

nach Konstruktion kommutativ sind. Damit haben wir gezeigt, daf Spec(A ®r B) das Produkt von
Spec(A) und Spec(B) iiber Spec(R) ist. Den Allgemeinfall leitet man hieraus durch Zusammenkleben ab.
|

Beispiele:
1. TIst A% = Spec(Afxy, ..., 2,]), so gilt

A’} Xspec(a) Al = Spec(A[z1, ..., Tm]) Xspec(a) SPec(Aly1, ..., yn]) =
= Spec(Alz1, ..., 2m] ®a Aly1, ..., Un])
~ Spec(A[a:l,...,xm,yl,...,yn]):AZH'",

wie wir es haben wollten.
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2. Was ist Spec(C) Xgpec(r) Spec(C)? Es ist
Cor C=CaorR[z]/(z?+1) ~ C[z]/(z*+ 1)~ CaC,
und damit
Spec(C) Xspec(r) Spec(C) = Spec(C @r C) = Spec(C @ C) =~ Spec(C) U Spec(C),
besteht also aus zwei Punkten. Das Produkt zweier Punkte kann also aus zwei Punkten bestehen.
SATZ 28. Fiir Ideale a und b in A gilt:
Spec(A/a) Xgpec(a) Spec(A/b) > Spec(A/a+ b).

D.h. das Produkt der abgeschlossenen Unterschemata Spec(A/a) und Spec(A/b) in Spec(A) ist das ab-
geschlossene Unterschema Spec(Afa+ b).

Beweis: Wir miissen nur A/a ®4 A/b ausrechnen. Die A-bilineare Abbildung A/a x A/b — A/a +
b, (a,b) — ab ist surjektiv und faktorisiert iibers Tensorprodukt: A/a®4 A/b — A/a+ b. Jedes Element
aus A/a®4 A/b 1aBt sich schreiben als ¢ ® 1. Ist ¢ ® 1 im Kern obiger Abbildung, so ist ¢ € a+ b, also
a = aj+as mitay € a,as € b, und damit gilt in A/a®4 A/b dann a®1 = a1 @14+a2®1 = a1 @1+1RQaz = 0.
Also ist A/a®a /b~ AJa+ b, woraus sofort die Behauptung folgt. m

Beispiel: Sei K ein Korper und fi,..., fr,91,...,9s € K[z1,...,2,]. Dann gilt also

Spec(K[l‘l, . 'a$n]/(f1a . 'afT)) ®A}L{ SpeC([([l’l, c "$n]/(g1a . ~,gs))
~ Spec(K[x1,...,2n)/(f1,- s fryg1, -+, 85)),

das Tensorprodukt entspricht also anschaulich dem Durchschnitt der abgeschlossenen Unterschemata.

Bemerkung: Wir betrachten S-Schemata XY, 7, T. Es ist X(T) = Mors(T,X) die Menge der T-
wertigen Punkte von X. Ist X — Z ein Morphismus, so liefert (7' — X) € X(T) das Element (T = X —
7Z) € Z(T), d.h. wir haben eine Abbildung von Mengen X (7') — Z(T). Damit gilt jetzt folgender Satz:

SATZ 29. War betrachten S-Schemata. Hat man Morphismen X — Z undY — Z, so gilt
(X xz Y)T) = X(T) xz(r) Y(T,
wobet das zweite Faserprodukt in der Kategorie der Mengen zu bilden ist.

Beweis: Ein Element von (X xz Y)(T') ist ein Morphismus T'— X Xz Y, also eindeutig gegeben durch
Morphismen 7" = X und 7' = YV, sodaB T — X — Z und T' —» Y — Z gleich sind. Dies 1st aber
gleichwertig mit (7' — X),(T' = Y)) € X(T) xz(7y Y(T). m
Beispiel: Seien X und Y Schemata iiber C. Dann gilt nach obiger Formel

(X Xspee(c) Y)(C) = X(C) X(spec(c))(c) Y(C) = X(C) x Y(C).

Dies ist eine Aussage, wie sie auch in der klassischen algebraischen Geometrie gilt.
Wir zeigen noch eine Vertraglichkeitseigenschaft des Produkts:

LEMMA 30. Seien X und Y zwei S-Schemata vermdége X i) S und Y i) S, UCX,VCY und
W C S offene Unterschemata mit ¢(U) C W und (V) C W. Dann haben wir einen Isomorphismus von
S-Schemata:

p HU)Ng (V)= Uxw V=UxsgV,
wop: X xgY =X undqg: X xgY =Y die Projektionen sind.

Beweis: Sei Z ein Schema, so daf3
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kommutiert. Dies liefert sofort das kommutative Diagramm

Z

v p
X Y

pN e
S

und damit einen eindeutig bestimmten Morphismus Z — X Xg Y, wobei klar, ist, daB} das Bild in
p~ U N ¢~ 'V liegt. Damit folgt U xw V ~ p~'U N¢~'V. Da W irgendein offenes Unterschema von S
war, kann man auch W = S wihlen und erhilt die zweite Formel, da p~'U N¢~'V nicht von W abhingt.
|

Fasern eines Morphismus

Bemerkung: Sei X ein Schema, # € X ein Punkt und K ein Koérper. Genau dann gibt es einen Mor-
phismus ¢ : Spec(K) — X mit ¢((0)) = #, wenn sich der Restklassenkorper &(x) in K einbetten 148t:
k(z) < K. Insbesondere erhalten wir so in kanonischer Weise einen Morphismus Spec(x(z)) — X, der

(0) auf x abbildet.

Ist ¢ : X — Y ein Morphismus von Schemata, y € Y ein Punkt, so trigt die Faser ¢=1(y) C X eine
natiirliche Struktur als topologischer Raum. Wir wollen eine Schemastruktur auf ¢~!(y) einfiihren und
beginnen mit einem Satz:

SaTz 30. Sei ¢ : X = Y ein Morphismus und y € Y. Ist p : X xy Spec(x(y)) = X die Projektion, so
qilt

P(X xy Spec(r(y))) = 67 (y).
Genauer: Die eingeschrinkte Abbildung

X xy Spec(k(y)) = 67 (y)
st etn Homéomorphismus.

Bewets:

1. Aus dem Diagramm

X xy Spec(s(y))
v ¢
X Spec(k(y))

p v
Y

folgt sofort p(X xy Spec(k(y)) C 6~ 1(y).

2. Sei jetzt * € ¢71(y). ¢ induziert dann einen Morphismus Spec(k(x)) — Spec(x(y)), zusammen
mit Spec(k(z)) = X faktorisiert dies iiber Spec(x(z)) N e Xy Spec(k(y)), also ist p(A((0)) = «.
Sei z = A((0)), also p(z) = x. Insbesondere liefert dies p(X xy Spec(k(y))) = ¢~1. Aulerdem folgt
sofort k(z) = k(z).

3. Sei £ € X xy Spec(s(y)) ein weiterer Punkt mit p(Z) = . Dann ist x(z) < «(Z). Wir erhalten
natiirliche Abbildungen

Spec(k(%)) = X und Spec(k(%)) = Spec(k(y)),

die wir aber auf zwei Weisen nach Spec(x(%)) X Xy Spec(x(y)) liften konnen, ndmlich durch
¥((0)) = z oder ¥((0)) = Z. Wegen der Eindeutigkeit der Liftung folgt z = Z, d.h. p ist injektiv.

4. Es ware schon, konnte man zeigen auf dhnliche Weise zeigen, dafl p einen Homéomorphismus X xy
Spec(k(y)) — ¢~ 1(y) liefert. Ich weifl aber nicht wie. Daher miissen wir die zweite Behauptung
durch lokale Betrachtungen beweisen.
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5. Sei V. C Y eine offene affine Umgebung von y. Dann ist ¢=(y) C ¢~1(V). Wir iiberdecken
¢~1(V) durch offene affine Mengen U; C X: ¢=1(V) = U;U;. Es geniigt jetzt, zu zeigen, dafl die
eingeschréankten Abbildungen

P~ H(U:) = ¢~ Hy) N U;
Homoéomorphismen sind. Nun gilt aber nach dem vorangegangenen Lemma:
p~ U = U; xv Spec(k(y)).
Im nachfolgenden Lemma wird die Behauptung fiir affine Schemata gezeigt, also gilt damit U; Xy
Spec(k(y)) ~ ¢~ (y) N U; und daher p=1U; ~ ¢~ 1(y) N U;, was wir zeigen wollten. B

Es bleibt noch folgendes Lemma zu beweisen:

LEMMA 31. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und ¢ : Spec(B) — Spec(A) der assoziierte
Schemamorphismus. Fir p € Spec(A) haben wir einen Homdomorphismus

¢_1(p) = SpeC(B) XSpec(A) K(p)a
wo k(p) = Ap/pA, der Restklassenkérper von p ist.

Bewets:

1. Wir wollen die Menge ¢~1(p) = {q € Spec(B) : ¢~'q = p} untersuchen, die die induzierte
Topologie tragt. Die Mengen S = A\ p C A und ¢(S) C B sind multiplikativ. ¢ induziert einen
eindeutigen Ringhomomorphismus S™'A — ¢(S)~1 B, den wir wieder mit ¢ bezeichnen; schreibt
man By = ¢(5)~! B, so hat man also ¢ : A, — Bg. Damit erhilt man

¢~ (p) {q.€ Spec(B) 1 9™ q=p} = {q € Spec(Bo) : ¢~ q = pAy} =
= {a€Spec(Bo): ¢~ 'q D pAy} = {q € Spec(By) : p(p4y) C a} =
= {q € Spec(Bo) : p(pAy)Bo C q} =~ Spec(Bo/@(pAy)Bo).
Dabei sind die Isomorphismen Homéomorphismen.

2. Wir haben einen Ringhomomorphismus A, /pA, — Bo/¢(pA,)Bo. Dann erhdlt man durch Mul-
tiplikation eine A-bilineare Abbildung

B x Ay /pAy = Bo/e(pAp)Bo.
Diese ist surjektiv, da alle Nenner von By schon von A, stammen. Also haben wir eine Surjektion
B @4 Ap/pAy — Bo/p(pAy)Bo.

Jedes Element aus B @4 A,/pA, kann in der Form b ® % geschrieben werden. Liegt es im Kern
der Abbildung, so gibt es a; € p,b; € B, s; € .S mit

b o Sﬁ(az’)bi
=2 o
O.E. kénnen wir s; = s annehmen. Dann gibt es { € S mit

b= plah

und somit
bo L b® Z (t ® -~ Yhiod
- = — a; — = i — =
s ol st - s
also haben wir einen Isomorphismus
B @i Ap[pAy = Bo/e(pAy)Bo,

woraus mit obigen Uberlegungen folgt

¢7lp ~ Spec(Bo/e(pAy)Bo) = Spec(B @4 £(p)) = Spec(B) Xspec(a) Spec(x(p)),
was die Behauptung liefert. B

Mit diesen Vorbereitungen ist folgende Definition sinnvoll:
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DEFINITION 32. Set ¢ : X — Y ein Morphismus und y € Y. Dann haben wir einen natiirlichen Mor-
phismus Spec(k(y)) = Y, wo k(y) der Restklassenkérper von y ist. (Der einzige Punkt von Spec(k(y))
wird auf y € Y abgebildet.) Die Faser von ¢ tber dem Punkt y wird definiert durch

Xy = X xy Spec(x(y)).
Xy ist ein Schema tber k(y).

Beispiele:
1. Sei X ein Schema iiber Z. Dann ist X, = X(;) ein Schema iiber F;, und Xq = X(o) ein Schema
tiber Q. Explizit: Ist X = Spec(Z[z1,...,zn]/(f1,. .., fr)), so ist

X, = Spec(Fpla1, ..., 2]/ (f1,- ., fr)) und Xq = Spec(Q[z1, ..., 2]/ (f1, ..., ).
2. Sei K algebraisch abgeschlossener Kérper und ¢ : Spec(K[r,y]/(z — y*)) — Spec(K[z]). Der
Restklassenkorper von (z — ¢) € Spec(K[x]) ist K[x]/(xz —¢) =~ K, wegen

Klz, 9}/ (2 — y*) Oxpp) K]/ (2 — ¢) = Kl g/ (x — ¢,2 —y*) =~ K[}/ (y* — )

ist die Faser von ¢ iiber (z — ¢) das Schema Spec(K[y]/(y* — ¢)). Fiir ¢ # 0 besteht aus aus zwei

Punkten, fiir ¢ = 0 besteht es aus einem Punkt und ist nicht reduziert. Der generische Punkt
(0) € Spec(K[x]) hat Restklassenkérper K (z). Wegen

Kz, y)/(x = v*) Ok K(2) = K(2) Orp) Kl2lyl/ (v — ) = K(2)[y)/ (y* — @)
ist die Faser iiber (0) das Schema Spec(K (z)[y]/(y? — z)). Es ist das Spektrum eines Kérpers.

Bemerkung: Ist ¢ : X — Y ein Morphismus, so ist fiir jeden Punkt y € Y die Faser X, ~ ¢~ '(y) ein
Schema iiber Spec(x(y)). Man kann daher ¢ : X — Y auch als Familie von Schemata X, — Spec(x(y))
auffassen, wo y € Y lauft.

Basiswechsel

Ist X ein S-Schema, so hat man einen Morphismus X — S. Hat man einen Morphismus S’ — S| so
ist X’ = X xg 5 ein Schema iiber S’. Man sagt, X’ ist aus X durch Basiswechsel von S nach 5’
hervorgegangen.

Beispiele:
1. X = Spec(Z[r]/(z? 4 1)) ist ein integres Z-Schema. Nach Basiswechsel Spec(Z/(2)) — Spec(Z)
erhilt man das Schema X’ = Spec(Fa[z]/(z + 1)?) iiber Fy, das nicht mehr reduziert ist.

SAaTZ 31. Sei S — S ein Morphismus, X ein S-Schema und X' = X x5 S das durch Basiswechsel
erhaltene S'-Schema. Dann gilt:

1. Ist X von endlichem Typ idiber S, so X’ von endlichem Typ tber S’.
2. Ist X — S eine abgeschlossene Immersion, so auch X' — S’.
3. Ist X — S endlich, so auch X' — 5'.

Man sagt, daff diese Eigenschaften stabil unter Basiswechsel sind.
Beweis: Selen ¢ : X — S, ¢’ : X' =5, A:58 — Sund p: X - X die Morphismen, also

X £oXx
¢l ¢
s & g

1. Sei V C S offen affin, V ~ Spec(A). Dann ist A=V C S’ offen. Sei V/ C A~V offen affin,
V' ~ Spec(A’). Variiert man V und V’/, dann wird S’ von offenen affinen Mengen der Gestalt
V' iiberdeckt. Da X — S von endlichem Typ ist, gibt es endlich viele offene affine Mengen
U; ~ Spec(B;), i = 1,...,n mit ¢~V = U, U;, so daBl B; endlich erzeugte A-Algebra ist. Nun
ist

(dop)d' 'V = (Nod )~V CAV CV,
also
(b'_lV’ C u_qu_lV _ U?:m_le’
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und damit
¢TIV = U (6 TV Nt ).
Nun gilt:
(b/_lV/ Np~tU; = U; xv V' = Spec(B;) X Spec(A) Spec(A’) = Spec(B; @4 A'),

da B; endlich erzeugte A-Algebra ist, ist B; 4 A’ endlich erzeugte A’-Algebra. Daraus folgt, daf3
X’ — 5" von endlichem Typ ist.

. Sei ¢ : X — S eine abgeschlossene Immersion. Ist V' C S offen affin, V' ~ Spec(A), so induziert

¢ auch eine abgeschlossene Immersion ¢~V — V| also ist ¢~V ~ Spec(A/a). Sei jetzt V' C S
offen affin mit V/ C A=V V'’ ~ Spec(A’). Wegen

OV COTINTY = (971Y)

gilt
GV = TV TV =0T Xy VY =
= Spec(A/a) Xspec(a) Spec(A’) = Spec(A/a@a A') =
= Spec(A’'/aA’),

also ist ¢/ 7'V’ — V/ einfach Spec(A’/aA’) — Spec(A), also eine abgeschlossene Immersion und
damit auch ¢'.

. Sei ¢ : X — S endlich. Sei V' C S offen affin, V ~ Spec(A). Dann ist auch ¢~V C X offen

affin, ¢71V =~ Spec(B), und B endlich erzeugter A-Modul. Sei V! C A7V C $' offen affin,
V' ~ Spec(A’). Wegen

qS’_lV’ C q/)/—l/\—lv — ﬂ—1¢—1v
gilt

ﬂ—1¢—1v N ¢/_1V/ — ¢—1V Xy ¢/—1V/ —
Spec(B) Xspec(4) Spec(A’) = Spec(B @4 A').

Da B endlich erzeugter A-Modul ist, ist B ®4 A’ endlich erzeugter A’-Modul. Da durch Mengen
der Gestalt V’ ganz S liberdeckt wird, ist X’ — S’ endlich. B

¢>’_1V’

12



KAPITEL 6

Gruppenschemata

Eine Gruppe G lebt davon, dafl es eine Verkniipfung GG x GG — G gibt. Nun haben wir fiir ein S-Schema
G zwar ein Produkt G x g (G, das aber i.a. nicht das mengentheoretische Produkt von G mit sich selbst
ist. Durch einen Morphismus GG X ¢ G — G erhilt man also i.a. keine Verkniipfung auf G. Man muf also
anders vorgehen.

Beispiel: Fiir ein Schema X ist Ox(X)* eine Gruppe bzgl. der Multiplikation. (Fiir einen Ring R ist
Or(Spec(R)) = R* die Gruppe der Einheiten von R.) Ist ¢ : X — Y ein Schemamorphismus, so induziert
'(Y) : Oy (Y) — Ox(X) einen Gruppenhomomorphismus Oy (Y)* — Ox (X)*. Die Zuordnung X +
Ox (X)* ist also ein sogenannter Gruppenfunktor nach folgender Definition:

DEFINITION 33. Seir S ein Schema. Ein Gruppenfunktor diber S ist ein kontravarianter Funktor von der
Kategorie der S-Schemata in die Kategorie der Gruppen. D.h. fiir jedes S-Schema X hat man eine Gruppe
F(X) und fiir jeden S-Morphismus X %Y einen Gruppenhomomorphismus F(Y) M) F(X), so daf

Féo) = F() o F(6) und F(id) = id gilt.
Beispiele:
1. Fiir ein Schema X ist Ox (X) bzgl. der Addition eine Gruppe. X — Ox (X) ist ein Gruppenfunktor
iiber Z.
2. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist fiir jedes Schema X die Menge F,(X) = {a € Ox (X)* : o™ =
1} eine Gruppe bzgl. der Multiplikation und damit E,, ein Gruppenfunktor.
3. Sei p eine Primzahl. Ist X ein Z/pZ-Schema, so hat man einen Ringhomomorphismus Z/pZ —
Ox (X), also ist p = 0 in Ox (X) und damit (o + B)?" = o?” + 7" . Daher ist Aqn(X) ={a €
Ox(X) :a?" =0} eine Gruppe bzgl. Addition und damit A, ein Gruppenfunktor iiber Z/pZ.
4. Ist G eine feste Gruppe, so ist X — G der konstante Gruppenfunktor.

Bemerkung: Kontravariante Funktoren treten auf natiirliche Weise auch folgendermaflen auf: Wir be-
trachten S-Schemata. Sei GG ein festes S-Schema. Fiir jedes S-Schema X ist die Menge der X-wertigen
Punkte von G eine Menge: G(X) = Morg(X,G). Ist ¢ : X — Y ein S-Morphismus, so ist

G): GY) = G(X), (Y Ba)m (X 5Y 506

eine Abbildung zwischen Mengen. Also ist X — G(X) ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der
S-Schemata in die Kategorie der Mengen.

DEFINITION 34. Ein Funktor F tber S heifit darstellbar, wenn es ein S-Schema G gibt mat
F(X)=G(X) =Mors(X,G) und F(¢)=CG(¢)

fiir alle S-Schemata X und alle S-Morphismen ¢.

Beispiel: Wir betrachten das Z-Schema G,,, = Spec(Z][z, %]) Fiir einen Ring R ist ein

@ € Gy (R) = Gy (Spec(R)) = Mor(Spec(R), Spec(Z[x, é]))

gegeben durch einen Ringhomomorphismus ¢ : Z[z,1] — R. Dann ist 1 = ¢(1) = ¢(z)p(1), also
¢(x) € R*. Ist umgekehrt u € R* gegeben, so erhilt man durch ¢, : Z[z,1] = R, ¢(z) = u cinen
Ringhomomorphismus und damit ¢ € G, (R). Also haben wir eine Bijektion G, (R) ~ R*, ¢ — ¢(z).
Ahnlich sicht man, da8 fiir eine beliebiges Schema X gilt G, (X) ~ Ox (X)*. Das Schema G, stellt also

den Funktor unseres ersten Beispiels dar.
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Frage: Sei F' ein Gruppenfunktor {iber S und G ein S-Schema mit F'(X) = G(X), d.h. G stellt F' dar. Fiir
jedes S-Schema X ist F(X) eine Gruppe, also gibt es eine Verkniipfung p(X) : F(X) x F(X) = F(X).
Kann man dies auf G zuriickfithren?

Uberlegungen: Wir betrachten nur Schemata iiber S. Sei G ein festes S-Schema und X ein S-Schema,
X 5 S der Strukturmorphismus.
1. Da wir nur S-Morphismen betrachten, muf} jedes Element aus Morg(X,.S) mit den Strukturmor-

phismen X 5 S und S RENYS vertraglich sein, also ist nur 7 : X — S moglich, d.h.
S(X) = Mors(X,5) ={r},

S(X) besteht also nur aus einem Punkt.
2. Da S(X) nur aus einem Element besteht, erhélt man

(G X5 G)(X) ~ G(X) XS(X) G(X) = G(X) X G(X)

Explizit: Sind (¢1, ¢2) € G(X) x G(X) gegeben, d.h. X 24 G ound X 22 G, so hat man ein
kommutatives Diagramm
X

1 \¢ @2
G G

pN e
S

Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus X i) G xg G, s0odaBl ¢1 = po ¢ und
$2 = qo¢, wo p und ¢ die beiden Projektionen G'x sG — G sind. Also (¢1, ¢2) — ¢ € (GxgG)(X).

3. Hat man einen Morphismus G xg G %5 G, so liefert dieser eine Abbildung

(G xs )X) XL G(x), (X B Gxs @) (X3 Gxs G5 Q)

was wir auch also Verkniipfung

G(X) x G(X) 2 G(x)
interpretieren kénnen. Durch eine Morphismus g erhalten wir also viele Verkniipfungen p(X).

4. Wie kann man durch G ein neutrales Element in allen G(X) auszeichnen? Ist S 5 @ ein
S-Morphismus, so hat man S(X) ﬂ) G(X). Da S(X) aus nur einem Element besteht, ist

e(X)(S(X)) einelementig, also erhalt man so ein ausgezeichnetes Element in G(X).
5. Die Inversenbildung kann man so beschreiben: Fiir jedes S-Schema X ist die Inversenbildung in

G(X) eine Abbildung G(X) — G(X). Hat man einen Morphismus G > G, so hat man fiir jedes

X eine Abbildung G(X) %% ¢(x).

6. Formuliert man nun noch die Eigenschaften, die p(X), e(X) und #(X) fiir G(X) als Gruppe erfiillen
miissen, mit g, € und ¢ allein, so kommt man zu folgender Definition:

DEFINITION 35. Eine Gruppenschema tiber S besteht aus einem S-Schema G, d.h. G = S, aus Morphis-
men ji: G xg G = G (Multiplikation), € : S — G (neutrales Element) und i : G — G (Inversenbildung),
so daf folgende Diagramme kommutativ sind:

1. (Assoziativgesetz)

GxsGxsG 2% Gxsd
b xid A7
Gxs G £ G
2. (Figenschaften des neutralen Elements)
GxsG 5 G GxsG 5 G
texid tid tidx e tid

SxsG 4 @ GxsS 4% ¢
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3. (Figenschaften der Inversenbildung)

G A axsGi Gy G BGxsG2Y Gxsa
b Lp b bp
S N G s — G

In der Definition wurden noch einige Bezeichungen verwendet, die noch kurz erklédrt werden miissen:
1. Wenn man S-Schemata betrachtet, ist natiirlich S — S die Identitat, daher folgt sofort
X XgS~8.
Ahnlich gilt
(X XSY) XSZ:XXS (Y XSZ),

woflir man dann auch X xgY xg Z schreibt.

2. Wir betrachten S-Schemata X, X’ Y)Y’ und S-Morphismen ¢ : X — X’ und ¢ : ¥V — Y.
Wir haben die Projektionen p : X x5V — X, ¢: X x5 Y = Y und p/ : X/ x5V’ — X/,
¢ : X' x5 Y’ —= Y’ Die S-Morphismen

pop: X xsgY X X undyoqg: X xsY Y =Y/

faktorisieren also iiber X’ x¢ Y’ was wir mit ¢ X ¥ bezeichnen:
X xsV 2% X/ %oy,

3. Ist ¢ : X — S ein Morphismus, so faktorisieren die zwei Morphismen X 24 X und X % X iiber
X xg X, d.h. man erhilt einen Morphismus

X 2 X x5 X,

wobel po A = go A = id, wo p und ¢ die beiden Projektionen X xg X 29 X sind. A heift
Diagonalabbildung.

Bemerkung: Ein Gruppenschema ist also kein Schema mit einer Gruppenstruktur, sondern als Schema,
wo es Morphismen gibt, die die Eigenschaften einer Gruppe widerspiegeln. Die Definition wurde genau
so gemacht, daB jetzt folgender Satz gilt:

SATZ 32. Sei G ein S-Gruppenschema mit den Morphismen GxsG 5 G, S 5 G und G % G. Dann ist
fir jedes S-Schema X die Menge G(X) der X -wertigen Punkte von G eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung
u(X), dem neutralen Flement ¢(X)(X — S) und der Inversenbildung i(X).

Bemerkung: Ist ¢ ein affines Gruppenschema iiber Z, d.h. G = Spec(A4), so sind die Strukturabbildun-
gen G xz G 5 G, Spec(Z) < G und G = G gegeben durch Ringhomomorphismen

A Ao, A7 A4

mit entsprechenden Eigenschaften. Ist X = Spec(R), so sind die Elemente von G(X) = Mor(X,G) =
Mor(Spec(R), Spec(A)) von der Gestalt ¢, wo ¢ : A = R ein Ringhomomorphismus ist. Sind (41, $2) €
G(T) x G(T) gegeben, soist A x A = R, (y,2) = ¢1(y)p2(z) Z-bilinear, faktorisiert also tiber A @z

A 2892 pomit (p1 @ @2)(y ® 2) = v1(y)p2(z). Dann ist u(X) (41, $2) gegeben durch den Ringhomo-

morphismus A M) R.
Beispiel: Das Schema G, = Spec(A) mit A = Z[x, %] wird mit den Ringhomomorphismen A u_*> ARz A,
A7 und A A, die durch
1
pre)=zx, &@)=1, &) =-
x

gegeben werden, zu einem Gruppenschema iiber Z. (Natiirlich miiite man die entsprechenden Eigenschaf-
ten nachrechnen.) Wir wollen nur sehen, daf§ wir fiir einen Ring R die richtige Gruppenstruktur auf G, (R)
erhalten. Die Zuordnung G, (R) = R*, ¢ — ¢(z) ist bijektiv. Seien u,v € R™ und ¢, @3 € G, (R) mit
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¢1(z) = wund pq(x) = v. Dann ist u(X) (41, ¥2) gegeben durch den Ringhomomorphismus (p1 ®p2)op*,
das entsprechende Element in R* also

(1 @ ) o ™) (7) = (1 @ @2)(x @ &) = p1(a)pa(x) = uv,
wie es sein sollte.
Beispiel: Sei G, = Spec(Z[z]) und p*(z) = 1@z + 2 ® 1, ¢€(z) = 0 und ¢*(x) = —z. Dann ist
Go(X) ~ Ox(X) mit der Addition.
Beispiel: p, = Spec(Z[x]/(«™ — 1)), die Strukturmorphismen wie bei Gy, d.h.

prr)=czor, &@)=1 i"(z)=2a"""

Fiir einen Ring R ist p,(R) ~ {a € R: o™ = 1}. Der Strukturmorphismus p, — Spec(Z) ist endlich.
Bemerkung: Ein S-Gruppenschema G heifit endlich, wenn der Morphismus G — S endlich ist. Es ist

ein schwieriges Problem, die endlichen Gruppenschemata iiber Z zu klassifizieren. Vgl. [OT], [F] und die
anschliefenden Beispiele.

Endliche flache Gruppenschemata der Ordnung 2 iiber Z

Sei & ein endliches flaches Gruppenschema iiber Z mit den Strukturmorphismen g, € und ¢ von der
Ordnung 2. Wir wollen sehen, welche Méglichkeiten es gibt.

e Da G — Spec(Z) endlich ist, ist auch G affin, also G = Spec(A4). Dafl G flach iiber Spec(Z) ist,
heifit, dafl A flacher Z-Modul ist, also torsionsfreier Z-Modul. Als endlich erzeugter torsionsfreier
Z-Modul ist A ~ Z". Wir setzen nun noch voraus, dafl » = 2 ist, also A ~ Z?, als Z-Modul. Die
Strukturmorphismen liefern Ringhomomorphismen

AL Aog A, Az, Al A

e Wegen ¢*(1) = 1 konnen wir Z C A annehmen. Da €*|z injektiv ist, ist Z N Kern(e*) = 0. Ist
z €A, s0ist € (z — €*(2)) =0, also z = €*(2) + (2 — €*(2)) € Z + Kern(e*) und damit

A=7Z@ Kern(e).

Kern(e*) ist ein freier Z-Modul vom Rang 1, d.h. es gibt ein # € A mit Kern(e*) = Zz. Damit
haben wir:
A=Z+4+7Zz, (m+ne)=mfirmnelZ.
Aus €*(2?) = ¢*(2)? = 0 und ¢*(m + nz) = m folgt, daB es ein a € Z gibt mit
¥ =ax.
Also kénnen wir auch schreiben

A= Zx]/(x* — ax).
e Der Ringhomomorphismus A u_*> A @z A ist bestimmt durch p*(z). Es gibt by, b2, b3, b4 € Z mit
() =012 1)+ b(1 @)+ b3(x @ 1) + ba(z ® ).
Das erste Diagramm fiir die Inversenbildung bedeutet, dafl
AL Ao A L8 2.0, 4 A
die Identitat sein muf3, d.h.
r = (@id)op™)(z)=("@id)(b1(1@ 1) +b2(1 @ 2) +bz(z @ 1)+ by(z @ x) =
= by + bz,

also ist by = 0, bo = 1. Das zweite Diagramm liefert analog b5 = 1. Schreiben wir by = b, so ist
also

pE)=1@zs+z@1+br e
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Nun ist
0 = p(z?—ax)=
1oz +201+b2" 0’ +2x @ x + 2be @ 2 + 2b2” @ ) —
—a(l@r+z@l+bror)=
= (a®? 4 3ab+2)(z @ x) = (ab+ 1)(ab+ 2)(z @ )
Damit erhalten wir die Bedingung
(ab+ 1)(ab+2) = 0.
e Natiirlich ist i*(1) = 1. Sei *(z) = c& + ¢’. Das eine Diagramm fiir Inversenbildung zeigt, dafl die
beiden Ringhomomorphismen
AL Aoy A28 Ag, 24 4
und
A5 754
gleich sind. Insbesondere ist dann
0 = €(z)=(A"o(id@i")opu™)(z) =
= (A'o(idoi)(l®z+2z0l+bror)=
= A(1@(cz+d)+rx21+bx®@ (cx+)) =
= (cx+)+a+br(cx+c)=crx+ +x+abex+ bz =
= 4+ (c+1+abe+bd)e,

was sofort ¢/ = 0 und damit 0 = ¢ 4+ 1 + abe, also c¢(ab+ 1) = —1 liefert. Nun wissen wir bereits
(ab+ 1)(ab+2) = 0, also folgt ab = —2 und ¢ = 1. Damit ist ¢*(#) = « und daher ¢* = id.
e Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zusammen:

ab=-2, ¥ =ar, p)=l0rt+zl+beror, *=id, (z)=0.
Natiirlich hatten wir statt « auch —z wahlen kénnen. Dafiir gilt:
(=2)* = (=a)(=2), p(=2) =10 (=2) + (=) @1+ (=b)(=2) @ (~z), € (=x)=0.

Geht man also von z zu —z iiber, so geht « in —a und b in —b iiber. Wir kénnen also o.E. a > 0
und b < 0 annehmen und erhalten so nur zwei Moglichkeiten: (a,b) = (1,—2) oder (a,b) = (2, —1).
Das Assoziativgesetz priift man leicht nach. Also ist

G =~ Spec(Z[x]/(x* — x)) oder G ~ Spec(Z[z]/(x* — 2x)).

Basiswechsel nach Z/2Z ergibt das reduzierte Schema Spec(Fz[z]/(2? — 2)) und das nicht redu-
zierte Schema Spec(Fs[z](2?)), daher sind die zwei Gruppenschemata nicht isomorph. Wir fassen
zusammen:

SATZ 33. Es qibt genau zwei endliche flache Gruppenschemata der Ordnung 2 diber Z, ndmlich
1. G = Spec(Z[z]/(2? — x)) mit
pre)=1lor+rol-2z0x, i"=id, (x)=0.
2. G = Spec(Z[z]/(z* — 2z)) mit
pre)=1oz+ezel-z0x, "=id, (x)=0.

Wir wollen jetzt die zwei Gruppenschemata noch genauer anschauen:

Beispiel: Wir betrachten das zweite Gruppenschema
G = Spec(Z[z]/(z* — 22)), p*(z)=1@z+20l-2z@2, i"=id, (z)=0.
Firy=1-zgilty?’=1—-22+2> =1, ¢*(y) = 1 und
Ky =lol-lez—z@l+zer=1-2)0o(l-2)=yoy.
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Wir kénnen also genauso schreiben:
G =Spec(Zy/(y* = 1)), p'(y) =yoy F=id, (y) =1
Dies ist aber das Gruppenschema g, das den Gruppenfunktor
X {acOx(X) :a?=1}
darstellt.

Beispiel: Wir betrachten jetzt das erste Gruppenschema mit

G = Spec(Z[z]/(z* —2)), p(r)=1@zt+rol-2z0x, " =id, (r)=0.

Ein Element ¢ € G(R) ist gegeben durch einen Ringhomomorphismus ¢ : Z[z]/(2* — ) — R, also erfiillt

u = p(r) die Gleichung u? = u. Umgekehrt liefert jedes v € R mit u? = u einen Ringhomomorphismus
ou : Z[z]/(2? — ) — R mit ¢, (z) = u und damit ein Element ¢, € G(R). Wir kénnen also schreiben
G(R) ~ {u € R : u? = u}. Wie sieht die Verknpfung auf dieser Menge aus? Seien u,v € R wie oben
gegeben. Die Verkniipfung wird gegeben durch den Ringhomomorphismus A £+ A @z A SuBu, R, das
Element « wird also auf

(P @prop™)(@)=(pu @)1 @z +2@1—-20Qz)=u+v—2uv

abgebildet. Setzt man H(R) = {u € R : u? = u}, so definiert (u,v) — u+ v — 2uv eine Gruppenstruktur
auf I (R), wobei 0 das neutrale Element und « invers zu u ist. Die Menge der Idempotenten von R ist
so ein Fy-Vektorraum.

Beispiele fiir endliche nichtflache Gruppenschemata liber Z

Fiir n € N betrachten wir den Ring A = Z[z]/(z? — z, na). Wir definieren A A ®z A, A < Z und
A 25 A durch

pre)=1oc+e@1l -2z, (x)=0, F=id
Dann ist ¢ = Spec(A) ein nichtflaches endliches Gruppenschema tiber Z. Definiert man H(R) = {u €
R:u? = u,nu = 0} mit (u,v) = u+ v — 2uv, so siecht man genau wie beim vorangegangenen Beispiel,

daBl H(R) eine abelsche Gruppe ist und G(R) ~ H(R).
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Schemata

(Algebraische Geometrie 1I)

Der in den 50er Jahren von Grothendieck eingefiihrte Begriff eines Schemas und die daran anschlielende
Entwicklung haben die algebraische Geometrie und die Zahlentheorie grundlegend verdndert. Zu den
Friichten dieser Entwicklung sind sicher auch der Beweis der Mordell-Vermutung durch Faltings 1983
sowie der Beweis der Fermat-Vermutung durch Wiles 1994 zu z#hlen.

Ist A ein kommutativer Ring mit Eins, so bezeichnet man die Menge der Primideale von A als Spektrum
Spec(A) von A, fiilhrt darauf eine Topologie ein, betrachtet die Elemente von A als Funktionen auf
Spec(A) und erhalt damit ein sogenanntes affines Schema. Ein Schema ist ein Raum, der lokal wie ein
affines Schema aussieht. Ein Zusammenhang mit der klassischen algebraischen Geometrie ergibt sich wie
folgt: die Untervarietaten von C” stehen in Bijektion zu den Primidealen des Polynomrings Clz1, . . ., ,],
d.h. zu den Elementen von Spec(C[z1, ..., z,]), indem man jeder Untervarietdt X C C" das Ideal 7(X)
der auf X verschwindenden Polynome zuordnet.

In der klassischen algebraischen Geometrie studiert man die affinen Untervarietdten des n-dimensionalen
affinen Raums C”; ordnet man einer Untervarietat X C C™ die Menge I(X) der auf X verschwindenden
Polynome zu, so erhélt man eine Bijektion zwischen den Untervarietdten von C” und den Primidealen
des Polynomrings C[a1, . . ., #,]. Die Verallgemeinerung entsteht nun wie folgt: statt Cla, ..., z,] nimmt
einen beliebigen kommutativen Ring A (mit Eins) und betrachtet die Menge der Primideale von A, das
sogenannte Spektrum Spec(A) von A. Auf Spec(A) fithrt man eine Topologie ein und erhilt dann ein
sogenanntes affines Schema. Ein Schema ist ein Raum, der lokal wie ein das Spektrum eines Ringes
aussieht.

In der vierstiindigen Vorlesung sollen die Grundlagen der algebraischen Geometrie in der Sprache der
Schemata entwickelt werden. Zum Verstdndnis ist der erste Teil der Vorlesung nicht notwendig, ein
Grundwissen in klassischer algebraischer Geometrie ist aber sicher hilfreich. Algebra-Kenntnisse werden
vorausgesetzt.

Literatur:

e R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer 1977.

e D. Eisenbud, J. Harris, Schemes: The Language of Modern Algebraic Geometry, Wadsworth &
Brooks/Cole 1992.

e [. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry 2, second, revised and expanded edition, Springer 1994.

63



64 A. VORLESUNGSANKUNDIGUNG

Zeit und Ort der Vorlesung: Di, Do 8-10, Ubungsraum 3
Beginn: 6. Mai 1997

Nummer im Vorlesungsverzeichnis:

gez. W. Ruppert



Literaturverzeichnis

[AM] M.F. Atiyah, I.G. MacDonald, Introduction to Commutative Algebra, Addison-Wesley 1969.

[EGA] A. Grothendieck, J. Dieudonné, Eléments de Géométrie Algébrique EGA I-IV, Publ. Math. THES, ab 1960.

[EGAII] A. Grothendieck, J. Dieudonné, Eléments de Géométrie Algébrique, Etude Globale Elémentaire de quelques classes
de Morphismes, Publ. Math. IHES 8 1961.

[EH] D. Eisenbud, J. Harris, Schemes: The Language of Modern Algebraic Geometry, Wadsworth & Brooks/Cole 1992.

[F] J.-M. Fontaine, Il n’y a pas de variété abélienne sur Z, Invent. Math. 81(1985), 515-538.

[G] F. Grunewald, Some facts from the theory of group schemes, in G. Faltings, G. Wiistholz (eds.), Rational points, 3.
Auflage, Vieweg 1992, S.53-113.

H] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer 1977. Achtung: Spétere Ausgaben unterscheiden sich teilweise. Z.B. closed

subschemes.
[1] S. TLitaka, Algebraic Geometry, Springer 1932.
[M] D. Mumford, The red book of varieties and schemes, Springer 1988.
[OT] F. Oort, J. Tate, Group schemes of finite order, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 3(1970), 1-21.
[S] I. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry 2, second, revised and expanded edition, Springer 1994.
[Sh] S. S. Shatz, Group schemes, formal groups, and p-divisible groups, in G. Cornell, J. H. Silverman (eds.), Arithmetic

Geometry, Springer 1986, S.29-78.

65



