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6 INHALTSVERZEICHNIS

Vorwort

Die Algebraische Zahlentheorie beschiftigt sich mit algebraischen Zahlen, das sind komplexe Zahlen «,
die einer Gleichung o” + ¢,_10" ! +--- 4+ g1a + ¢g = 0 mit rationalen Zahlen ¢, _1, ..., q1, qo geniigen.
Man versucht dabei, zahlentheoretische Eigenschaften der natiirlichen Zahlen auf algebraische Zahlen zu
iibertragen, wie z.B. die eindeutige Zerlegung von natiirlichen Zahlen in ein Produkt von Primzahlen. Dies
fihrt zur Entwicklung vieler Begriffe, wie sie in einer Algebra-Vorlesung behandelt werden, wie ‘Ring’,
‘Ideal’, ‘Einheit’, ‘Modul’.

Das vorliegende Skript ist zu Vorlesungen im Sommersemester 2000 und im Wintersemester 2002/2003
entstanden. Es versucht, in die grundlegenden Begriffe einzufiithren und zwar moglichst konstruktiv.
So sollten zur Vorlesung Beispiele gerechnet werden, was zur Entwicklung einiger einfacher Maple-
Programme fithrte. Allerdings ist die Vorlesung von einer ‘Algorithmischen Algebraischen Zahlentheorie’
bzw. ‘Computational Algebraic Number Theory’ noch deutlich entfernt.

Es gibt schone abstrakte Darstellungen der Algebraischen Zahlentheorie, wie das Buch von J. Neukirch,
Algebraische Zahlentheorie, oder S. Lang, Algebraic Number Theory. Bereits mehr konstruktive Ausrich-
tung findet sich dann bei S. I. Borewics, I. R. Safarevic, Zahlentheorie. Will man allerdings ersthafter
rechnen, muss man zu Darstellungen der ‘Computational Algebraic Number Theory’ greifen, wie H. Co-
hen, A Course in Computational Algebraic Number Theory, oder M. E. Pohst, Computational Algebraic
Number Theory.

Das vorliegende Skript versuchte hier, eine gewisse Briicke zu schlagen, was die Gesamtdarstellung noch
etwas unausgereift bzw. unvollendet macht.

Historisch tauchten algebraische Zahlen beim Ldsen diophantischer Gleichungen auf. Will man z.B. die
ganzzahligen Losungen der Gleichung y? 4+ 2 = 23 bestimmen, so kommt man schnell zum Ziel, wenn
man zerlegt (y++/—2)(y — v—2) = 2% und dann den Ansatz y++/—2 = (u+ v\/—2)3 macht. Das Skript
behandelt als Anwendung die diophantischen Gleichungen 23 + 3y + d2® = 0 und 23 + ¢® = 23,

An aktuellen Anwendungen der Algebraischen Zahlentheorie sei noch das Zahlkorpersieb (number field
sieve) genannt, eine Faktorisierungsmethode, mit der man zur Zeit grofie natiirliche Zahlen am schnellsten
faktorisieren kann. Diese wird in einem Kapitel vorgestellt.

Fiir die Beispiele wurden kleine Programme in Maple 6 geschrieben. Zur Behandlung der diophantischen
Gleichung 23+ 3y>+d>3 = 0 wurden das Computeralgebrasystem KANT/KASH 2.2 und das Maple-Paket
APECS 6.1 benutzt.



KAPITEL 1

Einfiihrung

1. Rationale und irrationale Zahlen

In der Schule lernt man zunichst die rationalen Zahlen kennen, dann die reellen, spater vielleicht noch
die komplexen. Man hat die Inklusionen von Kérpern

QCRCC.

Die rationalen Zahlen ergeben sich durch eine einfache algebraische Konstruktion aus den natiirlichen
Zahlen N. Eine komplexe Zahl o € C\ Q wird auch als irrational bezeichnet.

Als erstes Beispiel einer irrationalen Zahl lernt man /2 kennen.

Die Irrationalitdt von e und 7 1st schon nicht mehr offensichtlich.

SATZ. e = 2.71828 ... 1ist irrational.

Beweis: Angenommen, e ist rational, d.h. e = ¢ mit natiirlichen Zahlen @ und 6. Wir betrachten
B (D s (=)
ale™ = a!Z = Z . + Z -
n=0 n=0 n=a+1
Offensichtlich ist > . _, L_—ZQ eine ganze Zahl. Nun ist
= (=1D)"a! 1 1 1
(=1) n:za;-l n! a+1 (a+1D(a+2) (a+1)(a+2)(a+3)

eine alternierende Reihe mit streng monoton fallenden Folgengliedern, so dass bekanntlich gilt

1 1 > al 1
0 - —1)e+t )= < —x<1
<a—|—1 (a—i—l)(a—|—2)<( ) n:za;r1( ) n!<a—|—1< ’

insbesondere ist a! ZZO:aH(_l)n % keine ganze Zahl. Dies miifite aber wegen der Annahme der Fall sein.
Wir haben einen Widerspruch: e kann nicht rational sein. B

Bemerkungen:

1. Ein Beweis fiir die Irrationalitdt von 7 ist in Aufgabe 1 skizziert.
2. Es gibt (viele) Zahlen, von denen man bis jetzt nicht weif3, ob sie rational oder irrational sind, z.B.
2¢,  =w°, v,
3. Es ist nicht bekannt, ob e + 7 oder er irrational sind. (Vergleiche Aufgabe 7.) Nesterenko bewies
1996 einen Satz, aus dem die Irrationalitdt von = + ™ folgt.
4. Untersucht werden auch die Werte der {-Funktion
— 1
Cs) =2 —
n=1

fiir s € N. Fiir gerade natiirliche Zahlen s sind die Werte irrational:

Version vom 17.2.2003



8 1. EINFUHRUNG

Fiir ungerade natiirliche Zahlen s ist wenig bekannt. 1978 wurde von Apéry bewiesen, dass (3) =
S nl—a irrational ist. 2001 bewies Rivoal, dass mindestens eine der Zahlen {(5), ( ), ..., ¢(21)

£n=1 .
irrational ist.

2. Algebraische und transzendente Zahlen

Eine komplexe Zahl a € C heifit algebraisch, wenn sie einer polynomialen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten geniigt, d.h. wenn
o™ +ajat dasa" 4+ ap_jata, =0

gilt mitay, ..., a, € Q. Ist n minimal gewihlt, so heifit n der Grad der algebraischen Zahl «. (Multipliziert
man mit dem gemeinsamen Nenner aller a;’s durch, so kann man auch

"TPhtapmiata, =0

mit a; € Z, ggT(ag,ay,...,an) =1, ag > 0 erreichen.)

apa” + a1 + asor

Beispiele:
1. Jede rationale Zahl ¢ ist algebraisch, denn ¢ — ¢ = 0.
2. /2 ist algebraisch, denn (\/5)2 —2=0.
3. Die Nullstellen des Polynoms 3 + # + 1 = 0 sind algebraische Zahlen (Niherungswerte: —0.6823,
0.3412 £+ 1.16154)

SATZ. Die Menge A C C der algebraischen Zahlen ist abzdhlbar.
Eine komplexe Zahl o € C, die nicht algebraisch ist, heifit transzendent.
Da die Menge der komplexen Zahlen tiberabzdhlbar ist, die algebraischen Zahlen aber abzdhlbar sind, ist

klar, dass die ‘'meisten’ komplexen Zahlen transzendent sind. Man kann im allgemeinen einer komplexen
Zahl aber nicht gleich ansehen, ob sie algebraisch oder transzendent ist.

SATZ. 1. (Hermite 1873) e ist transzendent.
2. (Lindemann 1882) m ist transzendent.

Die Ergebnisse von Hermite und Lindemann lassen sich wie folgt verallgemeinern:
SATZ (Hermite-Lindemann). Ist o« € C\ {0} algebraisch, so ist e* transzendent.
Eine weitere Verallgemeinerung ist:

SaTZ (Gelfond-Schneider (1934)). Seien b,c € C mit b € Q, ¢ # 0. Dann ist wenigstens eine der drei
Zahlen

transzendent.

Beispiele:
1. 2V2 ist transzendent.
2. €7 ist transzendent (Gelfond 1929), iiber die Zahl 7° weifi man aber nichts.

3. 1999 bewies Nesterenko, daB fiir d € Z \ {0} die Zahl e™? transzendent ist.

3. Approximationseigenschaften algebraischer Zahlen

SaTz (Dirichlet (1842)). Sei a eine reelle Zahl. Zu @ € N lassen sich dann p,q € Z finden mit
1
9Q

Beweis: Bestimme fiir 0 < < Q ein a; € Z mit 0 < i — al < 1. Sei b; = iav — a;. Von den Q + 1 Zahlen
bi muf es mindestens zwei geben, die einen Abstand < & L haben: |(ioc — a;) — (joa — a;)] < <5 OE. >

1<9<Q wd Jo-Pl< o

Mit ¢ = ¢ — j und p = a; — a; folgt die Behauptung. I



3. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN ALGEBRAISCHER ZAHLEN 9

FOLGERUNG. Ist a reell und wrrational, so gibt es unendlich viele Lésungen der Ungleichung
1

P
o — =] < =.
¢ ¢
Beweis: Man starte mit ¢ = 1 und z.B. @ = 1.

1. Nach Dirichlet findet man bei gegebenem @Q; > 1 ganze Zahlen p;,¢; mit 1 < ¢; < ; und
lgice — pi| < QL Es folgt

2. Nun wihle man ein Q;41 mit

1
Qi1

< |gia — pil
und beginne mit ;41 statt @Q;.

3. Man erhilt so eine Folge £& £2

g rationaler Zahlen, die nach Konstruktion alle verschieden sind.
|

Bemerkung: Durch Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl erhdlt man Approximationen wie in der
Folgerung beschrieben.

Beispiel: Die Paare ganzer Zahlen (p,¢) mit 1 < ¢ < 100 und |7 — ’q—’| < q% sind
(p,q) = (3,1), (6,2), (19,6), (22,7), (44,14), (66,21), (88,28).
Es ist 19 9
7—3=0.141593, w— e —0.02507, = — - = —0.00126

und zum Vergleich

1 1 1
— =0.2 — =0.02 — = 0.00128.
52 0.25, 62 0.02778, FE 0.00128
Man sieht, dass die Approximation % in diesem Bereich eine herausragende Rolle spielt.

Roth konnte 1955 nach langem Bemiihen zeigen, dass der Approximationssatz von Dirichlet fiir algebrai-
sche Zahlen nicht wesentlich verscharft werden kann. Roth erhielt dafiir 1958 die Fields Medal.

SaTz (Roth (1955)). Sei a eine reelle algebraische Zahl vom Grad > 2. Dann hat fir jedes ¢ > 0 die

Ungleichung
1

q2+a

low — £| <
nur endlich viele Lésungen f]—’ € Q.
In den Ubungen findet man auch eine Anwendung des Satzes fiir diophantische Gleichungen.

Die Approximation algebraischer Zahlen begann mit folgendem Satz von Liouville:

Satz (Liouville (1844)). Sei « eine irrationale algebraische reelle Zahl vom Grad n. Dann gibt es eine
Konstante c¢(«) > 0, so dass fir alle rationalen Zahlen 2—’ gilt (p,q€Z,q>0):

o 2> 2)

q q"

Beweis:
1. Sei f(z) = aga™ + a12" "1 4+ -+ + a, € Z[z] ein Polynom minimalen Grades mit f(a) = 0.
Insbesondere ist f(z) irreduzibel, n > 2 und f’(«) # 0. Definiere
1
L, == ).
> k=1 %|f(k)(a)|

c(er) = min(

Dann gilt

n

1 . :
< d Ly < L
S eI P

c(a)



10 1. EINFUHRUNG

Wegen c(a) < 1 folgt die Behauptung sofort im Fall | — ’q—’| > 1. Wir kénnen im folgenden also
la — £ < 1 voraussetzen.
2. Die Taylorreihenentwicklung von f um « ist

f@ =Y (¢ - )

und ergibt wegen |o — f]—’| <1

n

1
PN <Y S @llf —aft <

i ‘ o) 0

3. Da f(x) irreduzibel vom Grad > 2 ist, gilt f(’ql) # 0. Nun ist

2y = aop” + a1p""lq 4+ asp""2¢  + -+ ang”
q q
Da app” + - - - + anq” eine ganze Zahl # 0 ist, folgt

laop”™ + a1p" g+ a2 T+ ang? > 1
und damit
L) = |aop” +aip" g+ ap” P + -+ and” > 1
q 7" o
was verbunden mit obiger Ungleichung
1 P 1 P
<D< a2
¢ = (q) = c(a) q

ergibt, was zu zeigen war. B

Algebraische Zahlen lassen sich also nicht zu gut approximieren. Das kann man zur Konstruktion tran-
szendenter Zahlen benutzen:

Beispiel: Die Zahl 5,7, 2% ist transzendent.

4. Beispiele zur Motivation

Die Algebraische Zahlentheorie hat ihren Ursprung in konkreten Fragestellungen, die mit ganzen Zahlen
zu tun haben. Im folgenden sollen dafiir ein paar Beispiele gegeben werden.

Aufgabe: Bestimme alle ganzzahligen Losungen der Gleichung
v =2 - 2.

(Diese Aufgabe geht bereits auf Diophant (um 250) zuriick.)

Dazu ein paar Anmerkungen:

1. Fermat (1601-1655) stellt englischen Mathematikern die Aufgabe, zu zeigen, dafi es aufler z =
3,y = &5 keine weiteren Losungen gibt. Er schreibt!:
Ob sich jedoch aufler 25 noch ein anderes Quadrat in ganzen Zahlen finden ldfit, das, um 2 ver-
mehrt, einen Kubus ergibt, das zu untersuchen scheint auf den ersten Blick sehr schwierig. Ich
kann aber dennoch einen ganz sicheren Beweis dafiir erbringen...
Leider fehlt eine Ausfithrung der Behauptung.

‘Pierre de Fermat, Bemerkungen zu Diophant, Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 234, Akademische
Verlagsanstalt, Leipzig, 1932, S. 30 und S. 47
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2. Euler (1707-1783) geht in seinem Algebra-Buch?’ wie folgt vor: Man faktorisiert die Gleichung

y> + 2 = 23 und erhilt:
v+ VD) y— V=2) = .
Da rechts eine dritte Potenz steht, mufl auch (y + +/—2) eine sein, d.h.
y+V-2=(a+b/=2)°

mit ganzen Zahlen @ und b. Nun ist (a 4+ b/=2)% = a® + 3a?b\/=2 + 3ab?(—2) + »3(—2)/—2 und
durch Koeffizientenvergleich erhilt man

y = a —6ab® = a(a® - 6b?)

1 = 3a%—2b° = b(3a” — 2b%)
Aus der letzten Gleichung folgt b = #1. Der Fall b = —1 fiihrt auf 3a? = 1, was nicht geht, der

Fall b = 1 auf a? = 1 und damit schlielich auf die zwei Losungen x = 3 und y = %5.
3. Ist Eulers Argument richtig? Eulers Vorgehensweise setzt voraus, dass der Ring

R={u+vvV-2:uveZ}
dhnliche Eigenschaften hat wie der Ring der ganzen Zahlen Z. In Z gilt die Aussage: Sind a,b,c € N

mit a® = be und ggT(b, ¢) = 1, so gibt es natiirliche Zahlen bund ¢ mit b= b3, ¢ = &3. Eine analoge
Aussage im Ring R wird von Euler benutzt. Aber ist klar, dass man das so ohne weiteres darf?

Aufgabe: Bestimme alle ganzzahligen Losungen der Gleichung

y? =2 — 26.

1. Wir gehen wie bei der letzten Aufgabe wie Euler vor: Wir faktorisieren
#® =y + 26 = (y + V=26)(y — V26).
Wir setzen an
Y+ /=26 = (a+ bv/—26)> = (¢® — 78ab?) + b(3a” — 26b?)\/—26,
was durch Koeffizientenvergleich
y=a(a® —78b%) und 1=b(3a*— 26b%)

liefert. Also folgt sofort b = 41. Der Fall b = —1 fiihrt auf 3a? = 25, was nicht geht, der Fall b =1
fithrt auf a = £3, und damit auf die Lésunge y = +£207, x = 35.
2. Sieht man sich die Gleichung kurz an, so erkennt man, dass auch # = 3, y = £1 eine Losung ist.
3. Mit dem Eulerschen Ansatz haben wir also nicht alle Lésungen gefunden. Dies zeigt, dass sich
Eigenschaften des Ringes Z nicht so ohne weiteres auf den Ring

R={u+vvV-26:u,veZ}
iibertragen.

4. In der Algebraischen Zahlentheorie wird untersucht, welche Eigenschaften Ringe des Typs {u +
vvd :u,v € Z} haben.

Aufgabe: Man bestimme alle ganzzahligen Losungen der Gleichung

3 — 20y — xy® + 2y = 720.

Es gilt
3 — 22 %y —xy? 4 2y° = (x + y) (2 — y)(x — 2y),
also haben wir die Gleichung

( + y)(z —y)(z —2y) = 720

“Teonhard Euler, Algebra, Reclam 1959



12 1. EINFUHRUNG

zu 16sen. Losen z,y € Z die Gleichung, so sind # + y, £ — y und & — 2y ganzzahlige Teiler der Zahl 720,
deren Produkt 720 ergibt. Da in Z die Faktorzerlegung eindeutig ist, kann man leicht alle ganzen Zahlen
t1,1a,13 angeben, deren Produkt 720 ergibt. Es gibt 1080 Moglichkeiten:

(t1,t,t3) = (=720,—1,1),(=720,1,—1), (—360,—2,1), (—360,—1,2), (—360,1,—2),...,(720,1, 1).
Setzt man jetzt an
$+y:t1a $_y:t2a $_2y:t3a
so erhalt man
1 1
T = 5(151 +12), y= 5(151 —13)
mit der Bedingung t3 = ¢ — 2y = %(tl +12)—2- %(tl —t3) bzw.
t1 — 3ty + 2t3 = 0.

Man kann jetzt alle Losungen der Gleichung auflisten:

xr Yy tl tz t3
19 | -11 (|-30 | -8 | 3
-16 | -14 || -30 | -2 | 12
207 5 | -91-16
-1y T 6 | -81-15
8 | -2 6 | 10| 12
11 1 13 || 24 | -2 | -15
17| 7 24 110 3

Aufgabe: Bestimme alle ganzahligen Losungen der Gleichung

3 = 3xy? — P =17,

Definiert man eine algebraische Zahl a durch a® — 3a — 1 = 0, so faktorisiert die Gleichung wie folgt:
(x — ay)(z — 2y + o*y)(x + 2y + ay — a’y) = 17.

Wir finden Lésungen durch Probieren:

x Y t—ay |z—2y+oy |+ 2y+ay—a’y
-15 | -8 || =15 + 8« 1 —8a? —31 — 8a + 8a?
-8 |23 || -8 —23a | —54+ 23a? 38 4+ 23 — 23a?
-4 3 —4 — 3a —10+4 302 2+ 3a — 3a?

-3 | -2 -3+ 2a 1—2a? —7 — 20+ 207
-2 5 -2 —ba —12+4 502 8 4+ 5a — Ha?

1 -4 1+ 4« 9 — 4a? —7 — 4o + 4a?
3 1 33—« 1+a? 54+ a—a?

5 -3 5+ 3« 11 — 3a? —1—3a+3a?
23 |-15 || 23 4+ 15« 53 — 15a? —7 — 15 + 15a?

Allerdings ist nicht klar, dass wir alle Lésungen gefunden haben.
Wie kénnte man weiter vorgehen? Die Menge

R=7+Za+ Za’
bildet einen kommutativen Ring (mit Eins). Hatte man jetzt Aussagen dariiber, welche Faktorisierungen
1T=mmm mit 7,mmeER

moglich sind, kénnte man wie bei der letzten Aufgabe versuchen, damit alle Losungen der Ausgangsglei-
chung zu bestimmen. Mit solchen Fragestellungen beschéftigt sich die Algebraische Zahlentheorie.



KAPITEL 2

Algebraische Zahlkorper

1. Definition

Ein algebraischer Zahlkorper K ist eine endliche Koérpererweiterung von Q. Der Grad der Korperer-
weiterung [K : Q], d.h. die Dimension von K als Q-Vektorraum, wird auch als Grad des Zahlkorpers
bezeichnet.

Satz. Ser K ein Zahlkérper vom Grad n.
1. Es gibt ein o« € K mit K = Q(«).

2. 1,a,0%,...,a" ! bilden eine Q-Basis von K, insbesondere
Q(a) =Q+Qa+Qa”+ -+ Qa",
und es qibt ap,a1,...,an_1 € Q mit
A" = —ag —aja — - — ay_q1a L.

3. Das Polynom f(x) = 2"+ ap_12" "1+ + a1z + ag € Q[z] ist irreduzibel iiber Q, und der durch
Q] = Qo) =K, z-«
definierte Ringhomomorphismus liefert eine Isomorphismus

Q[z]/(f(x)) ~ Q(a) = K
von Korpern.

Bewets:

1. Dies folgt aus zwei Satzen der Algebra: i) In Charakteristik 0 ist jede Korpererweiterung separabel.
ii) Eine endliche separable Korpererweiterung wird von einem Element (wie oben) erzeugt.

2. Sei f(z) € Q[z] das Minimalpolynom von «. In der Algebra lernt man: f(z) ist irreduzibel, und
der durch Q[z] = Q(a), © — « definierte Ringhomomorphismus induziert einen Isomorphismus

Q[«]/(f (=) =~ Q(e).
Ist f(r) = 2" 4+ ap_12" "1+ -+ ag, so folgt durch Einsetzen
0=fla) ="+ An_1a" "t 4+ ara + ap,
was die Behauptungen 2 und 3 zeigt. B

Bemerkungen:
1. Sei K ein Zahlkérper und o € K| nicht notwendig K = Q(«). Das Minimalpolynom von « (iiber
Q) ist ein Polynom f(z) € Q[z] kleinsten Grades mit f(a) = 0. Ist g(x) € Q[x] ein Polynom mit
g(a) = 0, so teilt f das Polynom g, d.h. es gibt ein Polynom h(z) € Q[z] mit f(x) = g(x)h(z).
2. Es gibt mehrere Moglichkeiten, das Minimalpolynom zu normieren. Die in der Algebra gingige
Methode ist es zu verlangen, dass der hochste Koeffizient 1 ist. In der Zahlentheorie verwendet
man auch die Normierung

flx) = ana”™ + ap_12"”

mit a; € Z und ggT(ag,a1,...,a,) = 1.

Yt az+ao
- 1 2_ 3 2
3. Das Minimalpolynom von 5\/3 kann man so als z* — 5 oder als 4x° — 3 nehmen.

Version vom 18.2.2003
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Rechnen in Q(o) ~ Q[x]/(f(x)): Sei f(x) das Minimalpolynom von a.
1. Tst g(x) € Q[x], so liefert Division durch f(#) in Q[z] die (eindeutige) Zerlegung

g(x) = h(a)f(x) +G(x) mit  gradg < grad.

(Maple hat dafiir die Funktionen § = rem(yg, f,#) und kA = quo(g, f,z).) Wegen f(«) = 0 folgt
sofort g(a) = §(«), also werden die Elemente von K durch Polynome ¢ € Q[z] mit gradg < n =
grad f reprisentiert, d.h.

K ={g(a) : g(x) € Q[z],gradg < gradf}.

2. Die Summe von g1 (o) und ga(o) mit gradg; < gradf, gradgs < gradf wird durch das Polyom
g1 + g2 reprisentiert, da grad(g; + g2) < gradf gilt.
3. Wie multipliziert man zwei Elemente g;(a)g2(a)? Wir dividieren g1 (z)g2(2) in Q[z] durch f(z):

g1(x)g2(x) = q(x)f(x) + g(x) mit gradg < gradf.
Dann ist g1(«)g2(a) = g(«), da f(a) = 0 gilt.
4. Wie findet man ﬁ, wenn g(z) ein Polynom # 0 und mit gradg < gradf ist? Eine Moglichkeit
ergibt sich mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus: zu den Polynomen f(z) und g(z) findet

man (konstruktiv) Polynome A(z),r(z) € Q[z] mit

g(@)h(z) + f(x)r(z) = ggT(g(z), f(x)).
(Praktisch liefert dies die Maple-Funktion gedex(g, f, z,” A, ').) Da f(x) irreduzibel iiber Q ist,
ist ggT(g, f) (bis auf eine Konstante) 1 oder f. Wegen gradg < gradf, g # 0 bleibt nur der Fall
ggT(g, f) = 1 und damit
g(x)h(x) + f(z)r(z) = 1.
1

Dann ist g(a)h(a) =1, also 7y = (a).

Beispiel: Das Polynom f(z) = 223+ 322452 + 7 ist irreduzibel iiber Q. Wir betrachten den Zahlkérper
K = Q(a) ~ Q[z]/(f) mit f(a) = 0. Wir wéhlen
gi(z) =11+ 132+ 172%  ga(x) = 19+ 23z + 2927
und 8 = g1(e), v = g2(«). Wir dividieren g2 durch f und finden
493 57 437 5187 1337
g192 = 209+ 500z 4+ 94127 4+ 768z 4 4932 = (Tx + I)f + (T -t sz),

woraus sich sofort

437 5187 1337
= a— —o

=57 4
ergibt. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus findet man eine Darstellung
10009 6341 97 629 373
F@) 30 ~ 7 Y 0 s ~ Tt Y amsest ) = b

woraus sich sofort

197 629 o+ 373 o2
g 71130 71130 35565

ergibt.

Bemerkung: Fiir einen Zahlkérper K ist die Darstellung als K = Q(«) ~ Q[#]/(f) nicht eindeutig.
Daher ergeben sich ganz natiirlich ein paar Fragen:

1. Wann definieren zwei (irreduzible) Polynome f, g € Q[z] (gleichen Grades) den gleichen Zahlkorper,
d.h. wann gilt

Q[z]/(f) ~ Qlz]/(9)?

2. Kann man bestimmte Elemente eines Zahlkorpers auszeichnen oder gibt es eine Normalform fiir
Zahlkorper, die eine Identifikation erleichtern?
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Ein Zahlkorper K heifit quadratisch, falls [K : Q] = 2 gilt, kubisch, falls [K : Q] = 3 gilt, biquadratisch,
falls [K : Q] = 4 gilt.

Quadratische Zahlkérper: Sei K ein quadratischer Zahlkorper. Dann gibt es ein irreduzibles Polynom

f(x) =2 +ax +b € Q[z] mit K = Q(«) und f(a) = 0. Es ist

24
o 4+ aa = —b, (oz—i—%)z:a T
Nun findet man eine Zerlegung
a? —4b = %,

wo ¢ € Q* und d € Z quadratfrei ist, d.h.
de{—1,42,43, 45, 4+6,£7,410,...}.

Dann ist
2a0 4+ a
( ¢
Mit 3 = 20‘% gilt K = Q(fB) und 8 = d. Man schreibt auch K = Q(v/d). Es ist nicht schwer zu sehen,
dass d durch K eindeutig bestimmt ist. Also werden die quadratischen Zahlkoérper durch die quadratfreien
ganzen Zahlen

)2 = d.

de{—1,42,43, 45 4+6,£7,+£10,£11}
charakterisiert.
2. Die rationale Darstellung

Sei K ein Zahlkérper vom Grad n. Betrachtet man K als Q-Vektorraum, so liefert jedes Element o € K
durch Multiplikation einen Q-Vektorraum-Endomorphismus f, € Endq(K):

falw) = aw.
Aus
farp(w) = (a4 Plw=aw+fu=folw)+ f5(w) = (fo + f5)(w),
Jap(w) = afuw = fo(fw) = fo(f3(w)) = (fa 0 f5)(w),
d.h.

foc+ﬁ:foc+f,6a foc,@:focof,@a

sieht man (nach Definition der Ringstruktur in Endomorphismenringen), dass durch
K — Endq(X), aw fa

ein Q-linearer Ringhomomorphismus definiert wird.
Wir wollen jetzt eine Matrixdarstellung von f, gewinnen. Sei dazu wy, ..., w, eine Q-Basis von K. Dann
gibt es A(a);; € Q mit

W; = Z A(Oz)ijw]'.
Jj=1

Die Matrix A(a) = (A(«)i;) ist also eine Matrixdarstellung von f,. Man kann dies auch noch so schreiben:

Die Abbildung
K = M,(Q), aw Ala)

ein Q-linearer Ringhomomorphismus. Damit ist K ein Teilkorper des Matrizenrings M, (Q).

Beispiel: K = Q(\/E) bzw. K = Q(w) mit w? = d. Als Q-Basis wiihlen wir 1,w. Aus

ari (L )=(a 0 )(0)
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ergibt sich als Matrixdarstellung von a + bw:

a b
Ala + bw) = ( i a )
Eine weitere Interpretation:
a b
{( i a ) € M2(Q) :a,beQ}
ist ein Korper, der zu Q(w) isomorph ist.

DEeFINITION. Ist K ein Zahlkérper vom Grad n, a € K, so wird das charakteristische Polynom von «,
die Spur Sp(«), die Norm N(«a) als charakteristisches Polynom von f,, als Spur Sp(fa), als Determinante
det(fy) definiert. Hat man f, in einer Matrixdarstellung A(«) € M, (Q) gegeben, so ist das charakte-
ristische Polynom von « das charakteristische Polynom det(zl, — A(«)) € Q[z] von A(a) und weiter
Sp(e) = Sp(A(«)) und N(a) = det(A(er)).

Die folgenden Eigenschaften von Spur und Norm folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften fiir
Spur und Determinante von Matrizen:

SATZ. Die Spur Sp : K — Q st Q-linear, d.h. fir a, 8 € K und q € Q gilt
Sp(a+ B) = Sp(a) +Sp(B)  und  Sp(qa) = ¢Sp(«), Sp(0) =0,
die Norm st multiplikativ, d.h. fir o, 8 € K qilt
N:K —>Q mit N(af)=N(a)N(B), N(1)=1.

Beispiel: Fiir den quadratischen Zahlkérper K = Q(w) mit w? = d ergibt sich dann aus obiger Darstel-
lung sofort

Sp(a + bw) = 2a, N(a+ bw) = a” — db*.

Das charakteristische Polynom von a + bw ist ? — 2az + (a? — db?).

Bemerkung: Spur und Norm hingen natiirlich vom gewahlten Zahlkérper K ab. (Hat ein Zahlkdrper
Grad n, so ist A(1) die n x n-Einheitsmatrix, also Sp(1) = n.) Daher schreibt man bei Unklarheiten auch
Sp = Spg und N = Ng.

LEMMA. Sei K ein Zahlkérper und o € K mit K = Q(«). Dann stimmen Minimalpolynom von o und
charakteristisches Polynom von « (bis auf eine Konstante) dberein.

Beweis: K habe Grad n, f(x) sei das Minimalpolynom von «, g(x) das charakteristische Polynom von
a, d.h. von A(a) € M, (Q). Beide Polynome haben Grad n. Aus der Linearen Algebra weifi man, dass
g(A(«)) = 0 gilt. Da die rationale Darstellung K — M, (Q) ein (injektiver) Ringhomomorphismus ist,
folgt A(g(a)) = 0 und damit g(e) = 0. Nach Konstruktion des Minimalpolynoms teilt f(z) das Polynom
g(z), d.h. es gibt ein Polynom h(x) € Q[z] mit g(x) = f(x)h(x). Aus Gradgriinden muf ~(z) konstant
sein. A

Bemerkungen:

1. Mit dem Lemma kann man das Minimalpolynomseines Elements 3 € K berechnen, falls Q(5) = K
gilt.

2. Im allgemeinen Fall g € K kann man zeigen, dass das charakteristische Polynom von j eine Potenz
des Minimalpolynoms ist.

3. Sei K = Q(a) und f(z) € Q[z] das Minimalpolynom von o und g € K mit g = g(a) und
g(z) € QJz], gradg < gradf. Bildet man die Resultante

Ih(X) = Resultante, (X — g(z), f(z)),

so ist h(x) das Minimalpolynom von 3 iiber Q. (In Maple hat man dafiir die Funktion resultant (X —
g, f,x) zur Verfiigung.)
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Beispiel: Wir betrachten wieder den kubischen Zahlkérper K = Q(o) mit f(a) = 0, wo f = 222+ 322 +
Sz + 7 ist. Fiir 8= 11+ 13a + 17a? gilt:

(114 13a +17a%) -1 = 11+ 13a+ 1747
11 2

(114 130 4 17a?) -0 = _79_62_%_75@2
175 113 51

1141 17a%) a2 = 22, 20,2

Dies liefert die Darstellung

By | —Uo _sz 2
i _afs 5
4 4 4

Das charakteristische Polynom der Matrix und damit das Minimalpolynom von f ist

1 1
22+ %xz - 82—7x — 35565.

3. Die Einbettungen von K in C

LEMMA. Ewn Zahlkérper K vom Grad n hat genau n Einbettungen o : K — C, ¢ = 1,...,n in C.
Explizit: Ist K = Q(o), f(x) das Minimalpolynom von «, sind o, ..., an € C die komplezen Nullstellen
von f(x), so werden die Einbettungen beschrieben durch

oi(a) = oy

O'Z'(Z J:jozj) = ija‘g,
J J

bzw.

wenn x; € Q st

Beweis: Da f(oy) = 0 ist, folgt, dass o; : Q(a) ~ Q[z]/(f(x)) = C ein Koérperhomomorphismus ist.
Da f in C n verschiedene Nullstellen hat, sind alle o; verschieden. Sei umgekehrt ¢ : K — C ein
Kérperhomomorphismus. Dann folgt aus f(«) = 0 sofort f(o(«)) = 0, also gibt es ein { mit o(e) = o
und damit c = o;. A

Bezeichnungen:

1. Ist a; € R, so gilt o;(K) C R. Man nennt dann o; eine reelle Einbettung. Die Anzahl der reellen
Einbettungen wird historisch mit r; bezeichnet.

2. Ist a; € C ¢ R, s0 heifit o; eine komplexe Einbettung. Da f(z) ein reelles Polynom ist, ist auch
@; eine Nullstelle von f(z), d.h. es gibt einen Index j # ¢ mit a; = @;. Die Einbettung o; ist dann
konjugiert komplex zu ;. Komplexe Einbettungen treten also immer paarweise auf. Thre Anzahl
wird historisch mit 275 bezeichnet.

3. Mit diesen Bezeichnungen werden die Einbettungen manchmal auch so aufgezihlt:

015+ 30r15 041, 073415+ - - Ory4rps Orytrp -

Insbesondere gilt die Formel:
r1+ 2rs = n.

Beispiel: Sei K = Q(«), a? = d, d € Z quadratfrei. Wir unterscheiden zwei Fille:
1. d > 0. Es gibt zwei reelle Einbettungen. Bezeichne v/d die positive reelle Wurzel von d:
oi(a+ba)=a+ b\/g, oa(a+ba) =a— bVd.

K heifit dann reellquadratisch.
2. d < 0. Ist \/d eine komplexe Wurzel, so ist

U(a—i—ba):a—i—b\/g

eine komplexe Einbettung von K| die zweite ist dann 7. Der Zahlkorper K wird als imagindrqua-
dratisch bezeichnet.
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Beispiel: K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 22® + 322 4+ 52 + 7. Die drei komplexen Nullstellen von f
sind
a1~ —1.45, as~ —0.03 — 1.567, oz~ —0.03+ 1.56¢,
wir haben also eine reelle Einbettung und zwei konjugiert komplexe.
Satz. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n mat den Ewnbettungen oy : K — C, i =1,...,n. Set wy,...,wy

eine Q-Basis von K und A(«) € M, (Q) die zugehorige Matrizdarstellung von o € K. Dann gibt es eine
komplexe Matriz S mat

ai(a)
Ala) = 571 e S
on(a)
fir alle « € K.
Beweis: Wir wihlen o € K fest mit K = Q(a). Dann stimmt das Minimalpolynom f(z) von a mit dem
charakteristischen Polynom von A(a) iiberein. Seien ag, ..., @, die n verschiedenen komplexen Wurzeln

von f(x) mit o;(a) = ;. Da das charakteristische Polynom von A(«) die n verschiedenen Wurzeln o
hat, ist A(«) iiber C diagonalisierbar, d.h. es gibt eine komplexe Matrix .S mit

oy o1(a)
Ala) =571 S=g8"1 S.
a, on (@)

Nun folgt schnell mit z; € Q die Beziehung

(D_wjol) =D wjAl) o1(3; z507)
A zjol) = 2 Aa)’! = 5! ' S.
j i U”(Zj zjal)

Da man alle Elemente von K als Y z;a? schreiben kann, folgt die Behauptung. m

Aus dem Satz ergibt sich sofort:

FoLGERUNG. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n und o1, ..., 0, die verschiedenen komplexen Einbettun-
gen. Dann qilt

Sp(e) = o1(a) + -+ on(a), N(a)=oci(a)...on(a).

Beispiel: Wir wollen die rationale Darstellung fiir einen quadratischen Zahlkorper K = Q(\/E) diagona-
lisieren. Als Q-Basis wihlen wir 1,v/d. Aus

A(va)=(a0)(a)

=y )

diagonalisieren miissen. Das charakteristische Polynom ist
det(x] — A(Vd) = 2® — d
mit den Nullstellen +v/d. Die Eigenwertgleichung A(\/E)vpm = +Vdvy wird gelést von

().

Als Transformationsmatrix setzen wir daher

folgt, dass wir die Matrix

(s a)

an und erhalten dann

S™1AVD)S = ( ? _Oﬁ ) .
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Dies liefert sofort

S‘lA(a—l—b\/E)S:(a—I_b\/E 0 )

0 a—bvd

4. Spurform und Diskriminanten
LEMMA. Sei K ein Zahlkérper. Durch
(a, B) = Sp(ap)

wird eine symmetrische nichtausgeartete Q-Bilinearform auf K definiert, die auch als Spurform bezeichnet
wird.

Beweis: Sel wy,...,wy, eine Q-Basis von K. Fiir o = xywy + -+ 2pwn, 8 = yrwi + -+ + ypwy, mit
z;,y; € Q gilt dann

Sp(aB) = Sp((z1wi+ 4 Tnwn) (w1 + -+ o)) = Sp( D wigjwies;) =
ij
Y1
= > wSplwiw;)y; = (w1 2n)(Sp(wiw;))ij |
7] yn
Aus dieser Darstellung sieht man sofort mit w;w; = wjw;, dass die Spurform eine symmetrische Q-

Bilinearform ist. Wire die Bilinearform ausgeartet, so gédbe es ein o« € K, o # 0, so dass fiir alle § € K
die Beziehung Sp(af) = 0 bestande. Nun ist aber Sp(o - %) = Sp(1) = n # 0, also ist die Spurform nicht
ausgeartet. (Aquivalent dazu ist, dass die Determinante der darstellenden Matrix # 0 ist.) B

Beispiel: Wihlt man bei einem quadratischen Zahlkorper Q(\/E) die Elemente 1,v/d als Q-Basis, so
wird die Matrix der Spurform
2 0
( 0 2d ) ’

Beispiel: Wir betrachten K = Q(«a) mit f(a) = 0 und f = 22 + 322 + 5x + 7. Beziiglich der Basis
1, a, a? wird die Matrix der Spurform

3 _3  _u
( ( g ])) 3 121 241
Sp(ata?)); j= = -2 - =
J=0,1,2
_A _h o
4 8 16
DEFINITION. Fiir einen Zahlkérper vom Grad n und aq, ..., a, € K wird

disc (a1, ..., an) = det(Sp(eia;)i ;)

als Diskriminante des n-Tupels a4, ..., a, bezeichnet.

SATZ. Sind 01, ...,0, die komplexen Einbettungen des Zahlkérpers K, so gilt fir aq,...,a, € K:
disc (aq,...,an) = (det(aiaj)iyj)z.

Beweis: Matrizenmultiplikation ergibt:

(iar)ik)’ - (ag)y = (orai)in - (rag)i; = O onlai) - ox(ag))ig = O onlaiag))ij =
= (Sp(aiaj))i,,

woraus man durch Determinantenbildung sofort die Behauptung erhilt. m

SATZ. Fiir einen Zahlkérper K vom Grad n und aq,...,a, € K gilt:

disc (a1, ..., an) =0 <= ay,...,ay sind linear abhdngig diber Q.
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Beweis: Fir zq,...,z, € Q gilt:

L1
(O'Z'Ozj)iyj =0 p— O'Z(Z l‘jaj) = ( fiir alle ¢ p— Zl‘j@j =0.
o j j
Da die nichttriviale Losbarkeit des Gleichungssystems (o;a;); ;(2;); = 0 dquivalent mit disc (a1, ..., o) =

0 ist, folgt die Behauptung. m

Satz. Ist K = Q(a), f € Q[z] das (normierte) Minimalpolyom von «, sind o1, ..., 0, die kompleren
Einbettungen von K, so qilt:
disc (1,0, 0%,...,a" ) = [J(:(a) = 0j(a))® = (1) T " N(J'(e)) = dise (f),
i<j

wo disc (f) die Diskriminante des Polynoms f bezeichnet.

Beweis: disc (1, , ..., "~ 1) ist das Quadrat der Determinante von
o1l oo ... opa™!
1 n—1
ol o, ... oua

Nach Vandermonde folgt damit das erste =-Zeichen der Behauptung.
Die Diskriminante des Polynoms f ist nach Definition das Produkt Hiq(ai(a)—aj (@), dacyi(a),...,on(a)
die verschiedenen Nullstellen von f in C sind.
Wir haben die Faktorisierung

fl) = (x —o10) ... (x — o) = H(a: —0;0)
J
und damit nach der Produktformel fiir das Differenzieren

Fe) =3 [~ aja),

[ 1)

f(oia) = [[(oia — 0j0)

i

was

ergibt. Nun folgt:

N(f'(a)) = HUi(f’(a))ZHf'(Uia)ZHH(Uia—Uja)ZH(UN—UJ@)Z

iog# i£]
= H(Uia —0ja) - H(Uia —oa) = H(Uia —oja) - H(Ujoz — o) =
1<j i>7 1<j 1<j
= H(Uia —0;jq) ~H(—1)(0'ioz —oa) = H (—1) - H(Uia — O'joz)z.
i<j i<g 1<i<j<n i<j
Da die Menge {1 < i < j < n} (als obere Dreiecksseite einer quadratischen n x n-Matrix) @ Elemente
enthilt, folgt schliefllich die letzte Behauptung. B
LEMMA. [Ist K emn Zahlkérper vom Grad n, sind ay,...,a, € K, z;; € Q und §; = Zj Ziio, 80 sl

disc (B1,...,5n) = (det(xij))z -disc (aq, ..., o).

Bewets:

Sp(8:i8;) = Sp((z l‘ikak)(z zj0q)) = Z zigSp(agay) ;.

k
Liest man dies als Matrizenprodukt, so folgt die Behauptung durch Determinantenbildung. B
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SATZ. Ist aq, ..., eine Q-Basis des Zahlkérpers K, so gibt es eine Q-Basts 81, ..., B, von K mat
1firi=j

S Q;0;) =

plaify) {()fdri;ﬁj

Bi,...,Bn heift die zu ay,... o duale Basis. Explizit: Ist X = (Sp(eifi)i<ij<n)” !, so gt Bi =
Zj rija; mit X = (2ij)1<ij<n-

Beweis: Dies ist aus der Linearen Algebra bekannt. Wir geben aber noch einen expliziten Beweis. Wir
setzen an f; = >, #jkay mit einer Matrix X = (z;5). Nun ist

Sp(eif;) = Sp(a; Z Tikog) = Z Sp(aiag)T k.
k k

Wir miissen also die Matrixgleichung
1= (Sp(aiak)ik)Xt
16sen, was sofort durch X = (Sp(a;;)) " geschieht, weil Sp(a;aj) symmetrisch ist. B

Beispiel: Sei K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 223 + 322 + 52 + 7. Wir wollen die Dualbasis zu 1, a, o
bestimmen. Wir berechnen

3 -2 iU
Sp(atad)) g o= | —3 _0 _i
(Sp( ))ij=0,1,2 _ﬁ _ﬁ 258
4 8 16

und erhalten

o ) 817 —501 58
X = (Sp(afad))~' = —501 —650 —192 |,

3043\ 58 192 168
so dass sich als Dualbasis 3; ergibt
be = 817 501 58,
O T 3043 3043 ' 3043
501 650 192
pr = - - o — !
3043 3043 3043
b = 55 192 168 ,
73043 3043 ' 3043

Ein Test zeigt, dass tatsichlich Sp(a’f;) = d;; fiir i, j = 0, 1,2 gilt.
SaTz. Sei K = Q(«), f(x) das Minimalpolynom von a. Faktorisiert man

X
% =Y +ner+- 12"

z
so ist
7o 71 Yn—1
) file) " f(a)
die zu 1, c, ..., 0" "' duale Basis.
Beweis:

1. Seien o4, ..., 0, die Einbettungen von K in C und abkiirzend g(z) = vo + 112+ -+ Yn_1&” L.

Wir haben dann
flx) = H(a: —oa), fl(z)= ZH(l‘ —oja), [f'(oia)= H(Uia — o).
J i AL J#i
2. Aus (z — a)g(x) = f(x) folgt
(x —oia)(oig)(z) = f(z) = (v — 100) .. . (x — op¥)

und

(ig)(x) = [J(x = 70).

J#
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Dies liefert
fosa) fir i = j
(Gig)loje) =g o,
0 fiir i £ j
3. Wir betrachten jetzt fiir 0 < k¥ <n — 1 das Polynom

n k

hw) = Y loig) o) s = ot

Dann ist
h(cja) = O'jozk — O'jozk =0

fiir alle k. Da andererseits gradg < n — 1 gilt, ein Polynom # 0 vom Grad < n — 1 héchstens n—1
Nullstellen hat, folgt h(x) =0, d.h.

n n

= Z(Uig)(x) f, sz,x f/ ZZ@ am xzz
i=1 i=1 1=0 1=0 i=1
n—1 n n—1
= o; akl o= Sp(aF - _n 7!
22 et et = 2 Sele® )

Koeffizientenvergleich liefert nun

was die Behauptung zeigt. B

Beispiel: Sei K = Q(a) mit f(a) =0, f = 223 + 32 + 52 + 7. Wir wollen mit dem Satz die Dualbasis
zu 1, o, a? bestimmen. Mit Maple finden wir

Fla) = ((5+ 3t +26%) + (3 + 2)x + 22%) (x — 1) + f(2),

woraus sich sofort

x .
%:'yo—l—'ylx—l—'yzxz mit Yo =5+3a+20% 4 =34+20, 3 =2
ergibt. Nun ist f/(z) = 5 + 62 + 62% und

L2996 o8,
J(a) 3043 3043 ' 3043"

woraus man dann durch Multiplikation die Dualbasis 8; = f,v(—’oé) erhalt:

- 817 _ 501 B8,
O T 3043 3043 ' 3043
501 650 192
pr = - - o — !
3043 3043 3043
58 192 168
B2

— o+ o
3043 3043 3043
Tatséchlich liefert ein Test, dass Sp(aif;) = &;; gilt (i,j = 0,1,2).

Das Lemma zeigt, wie man die Koeffienten eines Elements @ € K bzgl. einer Q-Basis mit Hilfe der
komplexen Zahlen o1, ..., 0, abschitzen kann.

LEMMA. Set wy,...,w, cine Q-Basis des Zahlkérpers K, 81,...,0, die dazu duale Basis, o1,...,0, :
K — C die komplexen Einbettungen und M = max(|o;d;| : 1 < i,j <n). Ist o« € K mit « = ), #;wi,
x; € Q, so qult

z; = Sp(ad;)  und ;| < nMmax(|ojal 1 < j<n).
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Beweis: Es gilt
Sp(ad;) = Sp(D_ zjw;di) = > 2;Sp(w;d;) = xi
J J
und damit
z; = Sp(ad;) = ZO'j(Oé(Si) = ZO']'(OZ)O']'((SZ'),
J J
also

|zi] < Z |oj(@)lloj (d0)] < Z loj(a)] - M < nM max(|o;(e)] : 1 < j < n),

was gezeigt werden sollte. B

23
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KAPITEL 3

Faktorisierung von Polynomen iiber Zahlkorpern

1. Einfiithrung

Ist K ein Korper, so macht die Polynomdivision den Polynomring K[z] zu einem euklidischen Ring: Zu
f(x),g9(x) € K[x] mit g(x) # 0 gibt es ¢(x),r(x) € K[z] mit

flx) = q(x)g(x) + r(z) mit grad(r(z)) < grad(g(z)) oder r(z)=0.

Dabei sind der Quotient ¢(z) und der Rest r(z) eindeutig bestimmt. Der euklidische Algorithmus liefert
den ggT zweier Polynome, den wir immer als normiertes Polynom annehmen (aufier im Fall ggT(0,0)).
Jeder euklidische Ring ist auch faktoriell, d.h. jedes Polynom f(x) € Kz]\ {0} hat eine eindeutige
Primfaktorzerlegung

f(x) =c- pl(x)el ..... pr(x)e"
mit ¢ € K* und (paarweise verschiedenen) normierten irreduziblen Polynomen p;(z) (vom Grad > 1).

Die explizite Primfaktorzerlegung von Polynomen aus F,[z] oder Q[x] ist eine wichtige Aufgabe und
wird in der Algebra behandelt. Maple stellt dafiir die Funktionen ‘Factor(f) mod p’ bzw. ‘factor(f)’ zur
Verfiigung.

Wir wollen hier zeigen, wie man Polynome iiber Zahlkérpern K faktorisieren kann, wenn man Polynome
aus Q[«] faktorisieren kann.
2. Die Normabbildung fiir Polynome

Sei K ein Zahlkorper vom Grad n iiber Q. Ist wy, ... w, eine Q-Basis von K| so liefert jedes a € K eine
Matrix A(a) € M, (Q) vermdge

Die Zuordnung
K = M,(Q), aw Ala)

ist ein (injektiver) Ringhomomorphismus, der sich natiirlich zu einem Ringhomorphismus

A K[z] > M,(Qla]), ZM — ZA(ai)xi

fortsetzt. Durch Determinantenbildung erhalten wir eine Fortsetzung der (multiplikativen) Normabbil-
dung:
N: K[z] = Qz], F(x)— det A(F(x)).
(Man sieht leicht, dass die Norm nicht von der gewdhlten Q-Basis von K abhingt.)
Seien o1, ...,0, : K < C die komplexen Einbettungen der Zahlkorpers. Durch

o K[z] = C[z], Zajxj — Z(Uiaj)xj
j=0 j=0
wird eine Fortsetzung auf Polynome definiert. Es gilt der Satz:

Version vom 18.2.2003
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SATZ.

Beweis: Wir wissen, dass es eine Matrix S € GL,(C) gibt, sodass fiir alle « € K gilt

o1(a)
Ala) =571 S.
on (@)
Dann folgt aber sofort fiir alle F'(z) € K|«]
o1 (F ()
A(F(x)) =St S.
on (F())

Determinantenbildung liefert die Behauptung. B

Unmittelbar sieht man:

FOLGERUNG. Ist K ein Zahlkérper vom Grad n diber Q, so gilt fir F(z) € K[z]:
grad(N(F(2) = - grad(F(z).

Ist f(x) € Qlz], so gilt

Ein wichtiges Beispiel fiir die Norm von Polynomen gibt der folgende Satz:
Satz. Ist K = Q(«) und f(x) das (normierte) Minimalpolynom von a, so gilt
N(x — o) = f(x).

Beweis: Sind a7, . .., «, € C die komplexen Nullstellen des Polynoms f(z), d.h. f(z) = (x—a1) ... (z—ay)
in C[z], so sind die komplexen Einbettungen o; : K — C gegeben durch o;(«) = ;. Dann gilt

Nrx—a)=0c(z—a)...opn(z—a)=(x —c1(a))...(x —on(a)) = (x — a1) ... (2 — ap) = f(x),

was gezeigt werden sollte. B

LEMMA. Fir F(x) € K[z] gilt
F(@)IN(F (2)).

Beweis: Wir dividieren in K[z] das Polynom N(F(x)) durch F(#) mit Rest:
N(F(z)) =G(z)F(z)+ R(z) mit gradR(z) < gradF(z).
Wir wenden o; an und erhalten (unter Verwendung von o;N(F(z)) = N(F(z))):
N(F(®) = (0:6G) (&) (03 F) (&) + (s R) ).
Mit N(F(z)) = Hj(O'jF)(l‘) folgt (o; F')(x)|(o; R)(x), was sofort (o;R)(x) = 0, also R(z) = 0 impliziert.
Damit folgt die Behauptung. B
Wir erhalten nun den ersten Zerlegungssatz:

SATZ. Sei F(x) € K[z] ein normiertes Polynom und N(F(z)) = g1(x)g2(2) eine nichitriviale Zerlegung
der Norm in Q[z] mit ggT(g1(%), g2(x)) = 1. Dann ist auch

F(z) = gegT(F(x), g1(x)) - ggT(F(x), g2(x))

eine nichttriviale Zerlegung von F(z) in K[z].
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Beweis: Da F'(x) normiert ist und F(2)|N(F(z)) gilt, folgt
F(e) = ggT(F(x), N(F(2))) = ggT(F(2), 91(2)g2(2)) = ggT(F(2), 91(x)) - ggT(F (), ga())-

Wire die Zerlegung trivial, so hétte man (nach eventueller Vertauschung von ¢;(z) und g2(z)) o.E.
geT(F (), g1(x)) = F(x), also F(x)|g1(x). Normbildung ergibe N(F'(z))|g1(x)", also g1(x)g2(x)|g1(2)™,
daher go(x)|g1(x)" 71, ein offensichtlicher Widerspruch. Daher ist die angegebene Zerlegung nicht trivial.
|

Beispiel: K = Q(a) mit o = 2 und F = 23 + (a — 2)x — 2 € K[z]. Berechnung und Faktorisierung der
Norm liefert
N(F) = 2% —42* — 42 + 227 + 8z + 4 = (2 — 2)(2* — 227 — 4z — 2).
Nun berechnet man
geT(F 2’ —2) =z — «
und erhilt die Zerlegung
F=(z—a)(z’+ ar +a).

LaBt sich die Norm eines Polynoms F(z) € K[z] in zwei teilerfremde Teile zerlegen, erhélt man also eine
nichttriviale Faktorisierung. Daraus ergibt sich unmittelbar:

LEMMA. Fir ein Polynom F(x) € Kz] gilt:
F(z) irreduzibel in K[x] = N(F(z)) Potenz eines irreduziblen Polynoms aus Qlz],
F(z) irreduzibel in K[x] = N(F(z)) irreduzibel in Q[z].

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Lemma nicht wesentlich verscharft werden kann.

Beispiel: K = Q(a) mit o? = 2.
1. F'=2% +1 hat Norm (2? + 1)?, F ist irreduzibel in K[z].
2. F = (z — a)(z + a) hat Norm (2? — 2)?, F ist reduzibel in K[z].

Bevor wir die Faktorisierung von Polynomen aus K[z] allgemein angehen kénnen, miissen wir noch einige
allgemeine Eigenschaften von Polynomen zusammenstellen.

3. Wie macht man ein Polynom quadratfrei?
LEMMA. Sei K ein Kérper der Charakteristik 0 und f(x) € K[x]. Ist
flx) =c-pr(x) . .pe(2)°r

die Primfaktorzerlegung von f(x) mit ¢ € K* und (paarweise verschiedenen) normierten irreduziblen
Polynomen p;(x) und e; > 1, so gilt

/ _ el 21 un f(z) — . " "
B T(f(2), /() = pa(2)* " pi(a) G Py = ) ).

Beweis: Wir schreiben f(z) = ¢ - p;i(2)®r; (=) mit p;(z) t r;(2). Dann ist

F(@) = ceipi(e) ™ pi(@)ri(e) + epi(e)ri(z) = epi(x)* ™ eipi(x)ri(x) + pi(x)ri(x)].
Da K Charakteristik 0 hat, teil p;(2) das Polynom e;p’(x) nicht, also teilt p;(x) das Polynom f’(x) genau
(e; — 1) mal. Also folgt fiir die Primfaktorzerlegung von f(z):

f(z)= pl(x)el_l .. .107«(373)“_1 cr(z) mit pi(x) fr(z).
Damit folgt

geT(f(z), f'()) = p1(x)**~" . .pe(x)*~"  und Jz) 7= c-pi(z)...pr(z),

ggT(f(z), f'(x
wie behauptet. B

Wir formulieren das Lemma fiir die Anwendung;:

FOLGERUNG. Sei K ein Kérper der Charakteristik 0 und f(z) € K[z] ein Polynom vom Grad > 1.
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1. Das Polynom 4(—,;)) st quadratfrei.

(«
2. Hat das Polynom m die Primfaktorzerlegung

=c-pi(x)...pr(2),
so gilt
fle) =c-pr(®) ... pp(2)"  mit e > 1.

Die e;’s kann man bestimmen, indem man testet, wie oft p;(x) das Polynom f(x) teilt.

Die Folgerung zeigt, wie man sich beim Faktorisieren von Polynomen leicht auf quadratfreie Polynome
zuriickziehen kann.

Eine weitere Folgerung aus unserem Lemma:
FOLGERUNG. Sei K ein Kérper der Charakteristik 0 und f(z) € K[x] ein Polynom. Dann gilt:

f(z) quadratfrei —  ggT(f(z), f'(x))=1.

4. Faktorisierung von Polynomen iiber Zahlkérpern

Der folgende Satz zeigt, wie man durch eine einfache Variablentransformation erreichen kann, dass die
Norm eines quadratfreien Polynoms quadratfrei wird:

SaTz. Ist F(x) € K[z] quadratfrei, gradF(x) > 1, K = Q(«), so ist die Norm N(F(z — ko)) € Q[z] fir
alle bis auf endliche viele k € Z quadratfrei.

Bewets: Sel
d

o () =¢ H(l‘ — ) mit e, uy € C.
r=1

Da F(z) als quadratfrei vorausgesetzt ist, gilt u;, # ;s fiir 7 # s. Wir erhalten aus

d
oi(F(x — ka)) = (0:F)(x — ko) = ¢ H(l‘ — koo — ugy)
r=1
durch Produktbildung
d n d
N(F(z — ka)) = H oi(F(x — ka)) = H ¢ H(l‘ — kojo — gy ).
i=1 i=1 r=1

Nun gelten die Aquivalenzen:

N(F(z — ka)) nicht quadratfrei

= x—kojoa—uy =2 — kojo — uy, fir Indizes ¢, j,r, s mit (4,7) £ (4, s)
< k(oo —oja) = uir — uj, fiir Indizes ¢, 7,7, s mit (4,7) # (4, 5)
(Aus o;a = oo wiirde ¢ = j und w;, = uj, und damit (¢, 7) = (j, s) folgen.)
<~ k(o;a — o) = uir — uj, fiir Indizes ¢, j,r, s mit ¢ #£ j
— k= Yir 7 Y5 fiir Indizes i,j,r,s mit ¢ £ j
oio — o5

= ke{Mr T g cyi<n1<rs<dmiti#j}).

g0 — 0;(

Dies liefert sofort die Behauptung. B

Wir stellen unsere Ergebnisse zusammen:

SaTz. Sei K = Q(a) ein Zahlkérper und F(x) € K[x] ein Polynom vom Grad d mit F(x) = cx® 4 .. ..
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1. Das Polynom

€ K[x]

st normiert und quadratfrei.
2. Firk eZ st

gr(x) = N(G(x — ka)) € Q[z]
normiert. (Fir alle bis auf endlich viele k € Z ist gi(x) quadratfrei, d.h. ggT(gx(z), g;(z)) =1.)
3. Gt ggT(gn(2),95.(x)) =1 und ist
gr(x) = pi(x) ... pr(x)
die Primfaktorzerlequng von gi(x) in Q[z], so sind
Pi(x) = ggT(G(2),ps(x + ka)), i=1,...,r
die Primteiler von F(x), d.h. es gibt eine Faktorisierung
F(z) =c- P(x)®* ... Pr(2)®r
mit e; > 1.
Beweis: Aus Pi(x) = ggT(G(z), pi(x + ka)) folgt durch Variablentransformation
Pi(x — ko) = ggT(G(x — ka), pi(x)).
(Wie zuvor sieht man, dass P; nicht konstant ist.) Zunéchst gilt P;(z — ka)|G(x — ka), also
N(P;(z — ka))IN(G(x — ka)) = p1(z) .. . pr(2).
Aus Pz — ka)|p;(x) folgt
N(Pi(x — ka))|pi(x)",
was wegen der paarweisen Teilerfremdheit der p;(z)’s
N(P (e — ka))lggT(p () .pr(2),pi(e)™) = pi(e),  also N(Pi(e — k) lpi(x)
liefert. Nun ist N(P;(# — ko)) € Q[x] normiert, nichtkonstant und p;(z) € Q[x] normiert und irreduzibel,
daher ergibt sich
N(Pi(x — ka)) = pi(=).
Hieraus folgt sofort die Irreduzibilitat von P;(# — ko) und damit die von P;(x). Wir haben weiter
Gla—ka) = ggT(Gle — ka),N(G(x — ka)) = ggT(G(z — ka), ga(z)) =
= ggT(G(z — ka), pi(e) ...pr(2)) =
= ggT(G(z — ka),pi(z)) .. ggT(G(l‘ — ka),pr(r)) =
= Pi(x—ka)...P(z—ka),
was sofort Gi(x) = Pi(x)...P.(») liefert. Da F(l‘) und G(z) die gleichen Primteiler besitzen, folgt die
Behauptung. ®

Bemerkung: Um den Satz anzuwenden, muss man in 3. nur solange probieren, bis man ein k& € Z findet
mit ggT(gx (2), 9.(2)) = 1.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit o =2 und F(r) = 2? — 2. Dann ist G(z) = F(z) = 2? — 2.

go = (% — 2)? geT(go, gb) = «* nicht quadratfrel
g1 =zt — 8z* geT(g1,97) =2 nicht quadratfrel
gs =z — 2027 + 36 geT(ga,95) =1 quadratfrei
Wir erhalten in Q[z] die Faktorisierung ga(x) = p1(2)p2(x) mit p1(z) = 2% — 2, pa(x) = 2? — 18 und

berechnen daraus
Pi(x) = geT(G(x),pi(x+2a)) = ggT(x? — 2, 2% + 4ax +6) = x + a,
Py(x) = geT(G(x),pa(x +20a)) = ggT(x? — 2,2> + dax — 10) == — a.
Dies fiihrt zur Primfaktorzerlegung f(z) = (¢ + «)(x — «) in K[z].
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5. Anwendungen
Wir geben ein paar einfache Anwendungsbeispiele fiir das Faktorisierungsverfahren. Sei K = Q(«) ein

Zahlkorper und f(z) € Q[#] das Minimalpolynom von a.

Wurzelziehen: Will man testen, ob f € K* eine m-te Potenz ist, faktorisiert man ™ — g3 iiber K.
Genau dann gibt es ein v € K mit ¥ = 3, wenn 2™ — 3 einen Faktor x — v besitzt.

Einheitswurzeln: Welche m-ten Einheitswurzeln liegen in K7 Zu diesem Zweck faktorisiert man einfach
2™ — 1 iiber K.

Galoissche Koérpererweiterung: K = Q(«) ist genau dann eine galoissche Korpererweiterung von Q,
wenn das Polynom das Minimalpolynom f(#) von « in lauter Linearfaktoren tiber K zerfallt.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(«) mit f(o) = 0 und f(z) = 2* — 22? + 9. Faktorisieren von 2% — 1
ergibt

5 1 1 1 5 1 1 1
8_1 — -1 1 V- -2 &, -3 - -2
! I R TR I LRI T A S
1 4 1, 1 1 5 1, 5
O TR TR R LR S TR L TR
1 1 1
(x — Rl goz?’)(x + 5% + ga?’),
also enthélt K alle 8-ten Einheitswurzeln. Faktorisieren des Minimalpolynoms von « liefert
1 2 1 2
f= (@ a)eta)e - (0° = 2a))(@ — (~30° + 2a),
d.h. f zerfillt iiber K in Linearfaktoren, K ist also galoissch iiber Q. Die Konjugierten von « sind
1
o, —a, —a®— ga, ——a® + goz
3 3 3 3

Beispiel: K = Q(a) mit o® — 3o — 1 = 0. Das Minimalpolynom f(z) = 3 — 3z — 1 von «a faktorisiert
iber K als

fl@)=(r—a)(x+a®=2)(x —a® +a+2),

also 1st K galoissch iiber Q.

Das Teilkorperproblem: Wie kann man fiir zwei Zahlkorper K und L entscheiden, ob K ein Teilkoérper
von L ist? Etwas priziser stellen wir die Frage: Gibt es einen Kérperhomorphismus K < L7 Eine
notwendige Bedingung ist natiirlich die Gradbedingung [K : Q]|[L : Q]. Ein prézises Kriterium gibt der
folgende Satz.

SaTz. Seien K = Q(«), L = Q(B8) Zahlkérper mit f(a) =0, ¢(8) = 0, f(x) und g(x) die Minimalpoly-

nome von « bzw. 8. Dann qilt:

1. Gibt es einen Korperhomomorphismus ¢ : K < L, dann ist f(¢(a)) =0, d.h. f(x) spaltet in L[z]
den Linearfaktor x — ¢(a) ab.
2. Gibt es ein & € L mit f(o) =0, d.h. spaltet f(x) in L[z] einen Linearfaktor x — & ab, so definiert

oK=L aoa—a
eimnen Kérperhomomorphismus.

Bewets:

1. Ist ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus, so folgt

f(¢(@)) = ¢(f(a)) = ¢(0) =0,
d.h. das Polynom f(z) € Q[z] spaltet in L[z] einen Linearfaktor  — ¢(«) ab.
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2. Spaltet umgekehrt f(x) in L[z] einen Linearfaktor » — & ab, so liegt f(z) im Kern der Abbildung
Q] = L, tw—a,
also erhalten wir einen Homomorphismus
¢: K~Q[t]/(f(t) = L,
wie behauptet. R

Bemerkung: Wendet man das Kriterium im Fall [K : Q] = [L : Q] an, so kann man damit entscheiden,
ob die Zahlkérper K und L isomorph sind.
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KAPITEL 4

Moduln

1. Definition
Sei K ein Zahlkorper vom Grad n. Eine Teilmenge U C K heifit ein Modul, wenn es a1, ..., amy € K gibt
mit
U=%201+ 4+ Zay, ={e1o1+ -+ xmam 21, ., 2, €Z} und Qoy + -+ Qay, = K.
Durch die Addition in K ist U also eine abelsche Gruppe. U wird als abelsche Gruppe von endlich

vielen Elementen erzeugt (U ist ein endlich erzeugter Z-Modul), und U enthilt eine Q-Basis von K. Die
Elemente oy, ..., a,, werden auch ein Erzeugendensystem von U genannt.

ﬁberlegung: Sei K ein Zahlkorper mit Q-Basis wq, .. .,w, und
U=%2a,+ -+ Zap,
ein Modul in K. Dann gibt es z;; € Q mit
aq w1
o; = injwj bzw. =M mit M = (z;;) € M(m x n, Q).
J Om Wn
Die Tatsache, dass U als Modul eine Q-Basis von K enthélt, ist gleichwertig damit, dass die Matrix M

Rang n hat.
Mit folgenden Operationen kann man das Erzeugendensystem abidndern ohne den Modul U zu &ndern:

e Ersetzen von a; durch —o;.

e Vertauschung von «o; und oj.

o Ersetzen von «; durch o + ke fiir i # j und k € Z. (Denn: Zo; + Zoa; = Zoy; + Z(o + kay).)
Fiir die Matrix M {iibersetzt sich dies in folgende elementare Zeilenumformungen:

e Multiplikation einer Zeile mit —1.
e Vertauschung zweier Zeilen.
e Addition des k-fachen einer Zeile zu einer davon verschiedenen Zeile fiir & € Z.

Welche Normalform kann man erhalten?
Beispiel: In K = Q(w) mit w? = d, d € Z quadratfrei # 0,1, betrachten wir
U=7Z2+3w)+Z(4+5w)+Z(6 + Tw).

Die beschreibende Matrix erhalten wir aus

24 3w 2 3 1
4+ bw =1 4 5 ( w ) ,
6+ Tw 6 7
die sich durch elementare Zeilenoperationen leicht in
2 0
0 1
0 0
transformieren 148t. Damit erhalten wir
U=7 247w,

Version vom 24.2.2003
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was insbesondere zeigt, dass U ein Modul in K ist.

Beispiel: In K = Q(a) mit f(a) =0 und f = 23 + Tz + 20 betrachten wir fiir 8 = %Oz + %az den Modul
U=7+17Zp+Zp3% Nun ist

1 1 1 2 0 0 1
— 1 1 —
ﬁz = 50[ 1—1’—7 50[23 ) = 5 0 1 1 0[2
Ié] 10— Fa—-3a —-20 —-17 -3 o
Durch elementare Zeilenoperationen transformiert man obige Matrix in
2 0 0
-1 0 1 1 ,
0 0 14

so dass wir jetzt schreiben konnen

I
U:Z+Z(§a+§a2)+Z~7a2.

Was in den Beispielen gemacht wurde, 18t sich nun leicht allgemein machen.

2. Die Hermitesche Normalform von Matrizen

Wir haben jetzt folgende Situation: Gegeben ist eine Matrix M € M (m x n, Q) vom Rang n. Wir wollen
durch elementare Zeilenumformungen eine Normalform erreichen.

Bevor wir einen allgemeinen Algorithmus zur Normalisierung einer Matrix formulieren, betrachten wir
noch kurz Nenner von rationalen Zahlen.

Nenner: Ist s € Q, so kann man eindeutig schreiben

5:% mita € Z, deN, ggT(a,d)=1.

d heifit der Nenner von s. Der Nenner 148t sich auch durch d = min{a € N : xs € Z} charakterisieren.
Sind s1,...,8, € Q und ist d € N mit

ay Am,
s1 :?""’szj und a; € Z,
so heifit d ein gemeinsamer Nenner von sq,. .., Spy.

LEMMA. Seien s; = fl—i’ consm=g= € Qmita; €Z, di € N und ggT(a;,d;) = 1. Dann st

d=kgV(dy,...,dn)
der kleinste gemeinsame Nenner von si,...,Sm, d.h.
d=min{d € N : dsy, ..., dsy € Z}.

Schreibt man s; = %, so gilt ggT(d, by, ..., by) = 1.

Beweis: Fiir d € N gilt (unter Benutzung von ggT(d;, a;) = 1)
g g C?Cll C?Clm
dsi,...,dsy, €Z —_— ..,

S1, , dsm, € < & a.
= di|d,... dnld <= kgV(di,...,dp)|d,

€7 <« di|day,... dp|da, <=

was die erste Behauptung beweist. Die Aussage ggT(d, b1,...,b,) = 1 ist klar, denn andernfalls ware
m einen kleinerer gemeinsamer Nenner. B

Angeregt durch die Beispiele stellen wir folgenden Algorithmus auf um eine Matrix mit elementaren
Zeilentransformationen zu normalisieren:
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Algorithmus: Sei M = (b;;) eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in Q mit Q-Rang n. Durch elementare
Zeilentransformationen wird M in eine Matrix

C11 C19 N Cin
C29 N Con
1 1
E(Cij)i:L...,m,j:l,...,n = E
Cnn

transformiert mit den Eigenschaften:

1. d € N ist der kleinste gemeinsame Nenner der Eintrdge von M, ¢;; € Z.

2. ¢;; > 0 fiir alle 1.

3. CijZOfﬁri>j.

4. 0 < ¢y < ¢y fiir 1 <14 < j, d.h. die Eintrége in der Spalte iiber ¢;; liegen zwischen 0 und ¢;; — 1.
Dazu gehen wir wie folgt vor:

ai5

1. Sei d > 1 der kleinste gemeinsame Nenner aller Zahlen b;;. Dann ist b;; = =3 mit a;; € Z. Wir
transformieren die Matrix A = (a;;).

2. Fir k= 1,...,n fihrt man folgende Schritte durch: (Beginnt man den k-ten Schritt, haben die
Spalten 1,2,..., k — 1 bereits die gewiinschte Form.)

(a) Durch eventuelle Multiplikation der i-ten Zeile mit —1 erreicht man a; > 0fiiré = k,...,m.
(b) Durch Zeilenvertauschungen erreicht man, dass ag; minimal # 0 unter den Zahlen ayg,
ki1 ks Chg2ks - -, Gk 15t, d.h. es gilt dann fire =k +1,...,m:

Az = 0 oder ALk S (07978

(¢) Firi=k+1,...,m subtrahiert man im Fall a; > 0 von der i-ten Zeile das [2:]-fache der
k-ten Zeile, d.h. man ersetzt fiir j = k,...,n den Eintrag a@;; durch
T = s — [k
dij = Qij [akk]akr

(Dann ist @;; = a; mod agg und somit 0 < @y, < agg. Insbesondere verkleinert sich bei
jedem solchen Schritt die Summe Z;n:k+1 a;x > 0.)
(d) Man wiederholt nun die Schritte (b) und (c), bis man a;; = 0 fiir ¢ = k+ 1, ..., m erreicht

hat.
(e) Firi=1,...,k—1 subtrahiert man im Fall a;; > 0 von der i-ten Zeile das [i]-fache der
k-ten Zeile, d.h. man ersetzt fiir j = k,...,n den Eintrag a@;; durch
~ ik
Aj; = Qg5 — | — ALk 5.
J J [akk] J

(Dann ist @;; = a;; mod agy, und somit 0 < @ < agg.)
Die erhaltene Matrix %(cij) wird auch als Hermitesche Normalform der Matrix M bezeichnet. (Die
Eindeutigkeit wird spater gezeigt werden.)

Beispiel: Wir wenden den Normalisierungsprozefl auf die Matrix

2 3 5
7T 11 13
17 19 23
an und erhalten nacheinander folgende Matrizen:
2 3 5 1 2 =2 1 2 =2 1 2 =2 1 0 16
1 2 =2 =1 2 3 5 =0 -1 9 101 -9 |—>101 -9
1 =5 =17 1 -5 -17 0 -7 -15 0 7 15 0 0 78
1 0 16
01 69 |,
0 0 78

wobei die letzte Matrix die Hermitesche Normalform der Ausgangsmatrix ist.
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Bemerkung: In Maple gibt es die Funktion ‘linalg[ihermite]’, die zu einer Matrix die Hermitesche Nor-
malform bestimmt.

Bevor wir den hermiteschen Normalisierungsprozess durch Matrizen beschreiben, erinnern wir an die
Definition der Gruppe G L, (Z):

GLn(Z) = {M € M (Z) : es gibt eine Matrix M mit MM = MM = I}
Beziiglich Matrizenmultiplikation ist dann G Ly, (Z) offensichtlich eine Gruppe.

SATZ. Es ist

GLm(Z) = {M € My (Z) : det M = £1}.
Beweis:Ist M € G Ly, (Z), so gibt es eine Matrix Mc M (Z) mit MM = I, Damit folgt det (M) det(M) =
1. Wegen det(M),det(M) € Z folgt det(M) = £1. Sei umgekehrt det(M) = 1. Streicht man in M die

Zeile ¢ und die Spalte j, so gilt fiir die zugehorige Determinante M;; € Z. In der Linearen Algebra wird

die Formel
_1 1

= det M
gezeigt. Damit ist aber M ~! eine Matrix mit Eintrigen aus Z und es folgt die Behauptung. m

(=1 Mji)is

Wir definieren nun fiir vorgegebenes m € N drei Typen von m x m-Matrizen: R(k), S(k,l), T(k,{,¢).
e Fiir 1 <k < m wird die m x m-Matrix R(k) definiert durch

1

~1 firi=j=+k g
R(k)i; =<1 firi=j#%k bzw. R(k)= -1

0 sonst

1

Ist M eine m x n-Matrix, so ist R(k)M die Matrix, die aus M durch Multiplikation der k-ten Zeile
mit —1 entsteht.
e Fiir 1 < k,! < m wird die m x m-Matrix S(k,!) definiert durch

1
1 fur (4,5) = (k,0), (k) 0 1
Sk, Di; =<1 firi=j#k,1I bzw.  S(k,l) = )
0 sonst 1 0
1
S(k,l)M ist die Matrix, die aus M durch Vertauschen der Zeilen k und [ entsteht.
e Fiir 1 <k,l<m, k#I c€Z wird die m x m-Matrix T'(k,/, ¢) definiert durch
1
1 fiiri=j 1 ¢
T(k,l,c);;=qc Tfur (i,5)= (k) bzw. T(klc)=
0 sonst 1
1

Die Matrix T'(k, [, )M ist genau die Matrix, die entsteht, wenn man die k-te Zeile von M mit ¢
multipliziert und zur [-ten Zeile addiert.
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Die elementaren Zeilenumformungen, die wir fiir die Herleitung der Hermiteschen Normalform benutzt
haben, lassen sich also auch die Multiplikation der Matrix M mit eine der Matrizen R(k), S(k,{), T'(k,l, ¢)
beschreiben. Offensichtlich gilt: R(k), S(k, 1), T(k,l,¢c) € GLn(Z).

Sei M eine m x n-Matrix (vom Rang n). Wir bringen M auf Hermitesche Normalform (c;;); ;. Dann

gibt es also Matrizen U; € {R(k), S(k,1), T(k,{,c)} mit

1
UpUp—y .. UUL M = E(Cm)

(Wendet man die entsprechenden elementaren Umformungen gleichzeitig auf die Einheitsmatrix I, an,
so erhalt man daraus am Schluff die Matrix U, U,_; ...UsU1.)

SaTz. Die Matrizen R(k), S(k,l) und T(k,l,m) erzeugen die Gruppe GLy(Z), d.h. die Linksmultipli-
kation von G € GLy(Z) an eine m X n-Matriz M ldfit sich auch durch elementare Zeilenumformungen
erreichen.

Beweis: Wir haben bereits bemerkt, dass R(k), S(k,1), T(k,l,¢) € GLn(Z) gilt. Sei nun umgekehrt G €
G Ly (Z) gegeben. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir G auf Hermitesche Normalform

(¢i;), d.h. es gibt Matrizen U; € {R(k), S(k,{),T(k,{,¢)} mit
UrUr_l . .U2U1G = (Cij).

Die Matrix (c;;) liegt wieder in G L, (Z), also folgt c11 ... chn = det(e;;) = £1, was wegen ¢;; > 0 dann
ci; = 1 ergibt. Fiir ¢ < j ist 0 < ¢;; < ¢;; = 1, also ¢;; = 0. Daher ist (¢;;) = I,, und somit

G=Uurtust . uthutt

was die Behauptung beweist. B

SaTz. Die Hermitesche Normalform einer Matriz M € M (m x n, Q) vom Rang n ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei d der kleinste gemeinsame Nenner der Eintrige von M und seien %C’, %D zwel Hermitesche
Normalformen von M. D.h. C'= (¢;;) und D = (d;;) sind obere Dreiecksmatrizen mit Eintrdgen aus Ny,
so dass gilt: ¢;; < ¢;; und d;; < d;; fiir i < j. Nun gibt es Matrizen G1, Gy € GLyy(Z) mit %C’ =G M
und 1D = GoM. Mit G = (gi5) = G2G7 ' € GL,(Z) gilt daher:
(dij) =D= dGzM = GzGl‘lC =GC = (gij)(cij).
Da €' und D obere Dreiecksmatrizen sind, ist es auch G. Daher gilt fiir ¢+ < j:
d;; = Zgikckj = Z ik Chij-
P i<k<j
Insbesondere d;; = giicii, also gi; > 0. Nun ist £1 = det(gi;) = g11 . - - gnn, also folgt g;; = 1. Dies liefert
ds; = c55. Wir zeigen nun fiir festes ¢, dass g;; = 0 fiir j > ¢ gilt. Fiir j =4 4 1 ist
diit1 = GiiCiit1 T Jii41Ci+1,i41 = Ciigt1 + G5, i41Ci+1,i41-
Wegen ¢iy1 541 = dig1,i+1 und 0 < ¢ 541 < €541, 0 < d; i41 < d; 541 folgt g; 541 = 0. Es gelte nun bereits
Giit1 = =gij-1=0.
Mit obiger Formel folgt
dij = giicij + gijdj; = cij + gijd;;.
Wegen 0 < d;;, ¢35 < dj; = ¢;; folgt g;5 = 0, was wir zeigen wollten. Damit ist & die Einheitsmatrix und
D=Cn

Bemerkung: Maple liefert bei Aufruf von ‘linalg[ihermite]’(M, U) die Hermitesche Normalform von M,
die Matrix U wird so bestimmt, dass UM die Hermitesche Normalform ist.
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3. Die Hermitesche Normalform von Moduln
Wir wenden jetzt die Hermitesche Normalform fiir Matrizen auf Moduln eines Zahlkorpers an.

SAaTz. Seit K ewn Zahlkérper, wq, ... ,w, € K eine Q-Basis von K und U =Zp1 + - - - + LSy, emn Modul
in K. Die Matriz M € M(m x n, Q) werde definiert durch
B Wi
| =m
ﬁm Wn
Set %(Cij)lfifm,lfjfn die Hermatesche Normalform von M, also insbesondere d € N, ¢;; € Z mat
geT(d, c11,¢12, ..., enn) = 1 und 0 < ¢;5 < ¢;; fiir alle i < j, und

n
1 . .
ai:Eg cywi  fir e=1,...,n.
Jj=i

Dann qilt

U=%2c0,+ -+ Za,
und aq, ..., «ap ist emne Q-Basis von K. Die Darstellung U = Zay + - - - + Za,, heifit die Hermatesche
Normalform von U bzgl. wq, ... ,w,. Sie ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien Uy, ..., U, € {R(k),S(k,1),T(k,{,¢)} die Matrizen, die den elementaren Umformungen von
M entsprechen, d.h.

U:Upq .. UsULM = é(cm)
Wir haben anfangs iiberlegt: Sind die Eintrége von
gL ga!
ein Erzeugendensystem von U, so auch die Eintriage von U; :

Tm Ym

Also bilden auch die Eintrige der folgenden Spalte ein Erzeugendensystem von U:
aq
ﬁl Wi 1 w1
o,
U.Up—q .. U0 : =U.U,—1...UU1 M : = E(Cij)lfifm,lfjfn : = 0
0
Die 0-Eintrage der rechten Spalte kommen daher, dass (¢;;) eine obere Dreiecksmatrix vom Rang n ist.
Mit wy, ..., wy, ist natiirlich auch aq,... a, eine Q-Basis von K. Die Eindeutigkeit der Hermiteschen

Normalform folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Hermiteschen Normalform fiir Matrizen. B

Bemerkung: Der Satz zeigt, dass jeder Modul in K die Gestalt U = Za; + --- + Za, hat, wobel
aq, ..., a, eine Q-Basis von K 1st. U ist ein sogenannter freier Z-Modul vom Rang n. Insbesondere kann
man Koeffizientenvergleich machen, d.h. ZZ ry0; = ZZ y;o; impliziert x; = y;.

SaTz. Sei K = Q(«) ein Zahlkdrper vom Grad n und U ein Modul in K. Ist U = Zp + -+ -+ 253, die
Hermitesche Normalform von U bzgl. der Q-Basis o™~ ', ... «a, 1, d.h.

bl
n
1 i e
ﬁZ:Eg Cij fir 1=1,...,n,
j=1

mat
deN, ¢; €Z ggT(d ci1,¢12,...,6nn) =1 und  0< ¢ < ¢y fiir alle i < §,
dann qilt

UﬂQ:ZC"T".
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Beweis: Es gilt fir z; € Q
210" 2" a2, €Q 0 = r1 = =a,.1=0.

Seien nun y; €EZ mitw = y1 61+ + Ynfn EUNQ,0.E. w#0. Wahlt manr» > Imity; =y2 = --- =
Yr-1=0, yr 750, so gilt

w = yrﬁr +y7‘+1ﬁ7‘+1 + +ynﬁn =
— yT(CT_Tan—r_i_ CT’T—'HO[”—T—l +...)+yr+1(Ma”—r—l+.”)+...:
d d d
yr;rr Q" + yrdr,r+1 + Zr+1cr+1,r+1 an_r_l + ..

Wire r < n, so wire der Koeffizient bei o”~" von 0 verschieden, also w ¢ Q. Daher bleibt nur die
Méglichkeit r = n, was dann die Behauptung liefert. m

Beispiel: Im Fall K = Q besagt der vorangegangene Satz, dass jeder von Modul in Q die Gestalt

U:Z~§ mit ¢, d € N, ggT(e,d) = 1

hat. Dabei sind ¢ und d eindeutig bestimmt.

Die folgende Aussage folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Hermiteschen Normalform. Wir schreiben sie
hier auf, da sie fiir die praktische Anwendung sehr wichtig 1st.

FoLGERUNG. Seien U und V Moduln eines Zahlkérpers K mit Hermiteschen Normalformen U = Zaq +
s+ Zay bzw. V=4 + -+ 7, bzgl. einer Q-Basis wy, ... w, von K. Dann gilt:

U=V <= a1=0,...,00=p.
DEFINITION. Sei U ein Modul eines Zahlkorpers K. Ist aq, ..., a, eine Q-Basis von K und U = Za; +
-+ Zay,, so heiit a1, ..., a, eine Z-Basis von U.

Mit Hilfe der Hermiteschen Normalform erhalten wir sofort folgenden Satz:

SAaTz. Jeder Modul eines Zahlkérpers K besitzt eine Z-Basis.

SAaTz. Seir K ein Zahlkérper vom Grad n, seten Uy und Us zwer Moduln in K mit Z-Basen aq, ..., a,
bzw. B1, ..., Bn. Schreibt man B; = Zj xijo; mit i € Q, d.h.

B oy

- =X ,

Bn Qn

mit X = (x;5), so gilt:
1. Uy C Uy genau dann, wenn X € M, (Z) gilt.

2. Uy = Uy genau dann, wenn X € GL,(Z) gilt. Insbesondere unterscheiden sich zwei Z-Basen eines
Z-Moduls nur um eine Matriz aus GL,(Z).

Beweis: Da oy, ..., ap und B, ..., B, auch Q-Basen von K sind, sind die Koeffizienten z;; € Q natiirlich
eindeutig bestimmt. Damit ist 1. sofort klar. Um 2. zu zeigen schreiben wir a; = Zj ¥i; B mit y;; € Q.

Mit Y = (y;;) folgt dann aus
Bi=> wijoy =Y xijyinb
J Jk

sofort XY = I, und analog Y X = I,,. Nun gilt mit 1.
Ui =U, < Ungl,UlgUz < X,YEMH(Z) < XEGLH(Z),
also die Behauptung. B

LEMMA. Sind U und V' zwer Moduln eines Zahlkdrpers K, so gibt es eine natiirliche Zahl d mit dV C U.



40 4. MODULN

Beweis: SeiU = Zay++ - -+ Za, und V = Zp1 4+ - -+ 73, mit Z-Basen aq,...,a, bzw. 81,..., 3,. Dann
gibt es z;; € Q mit 3; = Zj z;;a;. Sei d der kleinste gemeinsame Nenner der z;;’s. Dann ist z;; = ac’lj
mit a;; € Z. Aus df; = Zj az;o; € U folgt dV C U, was wir zeigen wollten. B

DEFINITION. Sind
U=%Za1+ - +Za, und V =Z/ + -+,
Moduln eines Zahlkorpers K, so wird die Summe U + V und das Produkt UV definiert durch
U4V =Za1+ -+ Zay+Zp+ -+ 2, und UV ={>_ wjaifj:aij € L},
ij
Summe und Produkt sind wieder Moduln in K.

Bemerkungen:

1.U4+V={ut+v:uelUveV}
2. Natiirlich gilt UV D {uv : u € U,v € V}. Gleichheit muf} aber nicht gelten.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(w) mit w? = —6 und wihlen als
U=727-24%7Zw und V=7 3+ Zuw.
Nach Definition wird UV von den Produkten 2-3,2-w,3 - w,w? erzeugt, woraus man sofort
UV =7 6+7Zw

erhélt. Offensichtlich enthélt UV das Element w. Wir wollen sehen, dass w sich nicht als Produkt wv mit
u € U, v € V schreiben 148t. Die Norm von z + yw ist N(z + yw) = 22 + 6y*. Ist w € U \ {0}, d.h.
u = 2a + bw mit a,b € Z, so gilt fiir die Norm N(u) = 4a? + 60 > 4. Entsprechend erhilt man fiir
v =3c+dw €V \ {0} die Bezichung N(v) = 9¢* + 6d* > 6. Giibe es eine Darstellung w = uv, so wiirde
folgen 6 = N(w) = N(u)N(v) >4 - 6, ein offensichtlicher Widerspruch.

Wir geben eine weitere Anwendung der Hermiteschen Normalform, die insbesondere zeigt, dass auch der
Durchschnitt von Moduln eines Zahlkorpers wieder ein Modul ist.

SATZ. Ser K ewn Zahlkérper mit Q-Basis wy,...,wy. Seten a,b C K Moduln milt Z-Basen oy, ..., ay
bzw. By, ..., By. Schreibt man
aq Wi B1 W1
—A , : =B : mit A, B € M, (Q),
[0 7% Wn ﬁn Wn

bestimmt man

U1 Uss

U AN [ U Ups AN [ UA+UiB
B )7\ U Us B )7\ UnA+UnB
die Hermitesche Normalform von ( g ) 1st, so 1st U1 A+U2 B eine Matriz vom Rang n in Hermitescher
Normalform, Us1 A 4+ Uss B = 0 und

U= ( v v ) € GLan(Z) mut Usj € My(Z),

sodass

Y1 w1
Tn Wn

anb ist ein Modul in K mit Z-Basis v1,...,%n-
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Rang n, woraus sofort die Aussagen iiber U114 +

B
U1 B und Us1 A 4+ Uso B folgen. Wir zeigen nun aNb =2y, + -+ Zv,.
D:ZuNe€Zyi + -+ Zy, gibt es v € Z" mit

Beweis: Da A und B Rang n haben, hat auch ( 4

ga! w1 aq w1 B
A=u = UU21A = UU21 = _UUZZB = —UU22
Yn Wp, ap Wn Bn

was sofort A € an b zeigt.
C: Sei A € anb. Dann gibt es z,y € Z™ mit

aq ﬁl Wi Wi
Qy, Bn Wn Wn

was sofort A — yB = 0 liefert. Wir definieren u, v € Z" durch (v, w)U = (2, —y). Dann gilt

0 = xA—yB:(x,—y)(é):(v,u)U(é):(v,u)<gi gg)(g):

= (v,u) U1A+UxB
’ UnA+UxB

Da U1 A + U2 B Rang n hat, folgt v = 0 und damit

o) = 0 = 0. (U 02

also # = ulUs; und damit

) =v(U1 A4+ U1aB) + w(Unn A 4+ U22B) = v(U1 A+ U12B).

= (ulsa1, uls2),

[0 Wn Wn Tn

3

was die Inklusion C zeigt.
Wihlt man d € N mit db C a, so folgt db C anb. Da db eine Q-Basis von K enthilt, gilt dies auch fiir
anb, d.h. y,...,7, ist eine Q-Basis von A und a N b damit ein Modul in K. &

Beispiel: Sei K = Qw; + Quws zweidimensional iiber Q. Wir betrachten die Moduln
CL:Z~(2W1—|—5(.02)—|—Z~8(.02, b:Z~(2w1—|—3w2)+Z~8w2.

(3 8) e (3 1)

Wir wahlen

und erhalten mit

-1 0 2 0 2 1
1 0 -1 0 . . A 0 2
U= 41 4 0 die hermitesche Normalform U ( B ) = 0 0
-4 0 4 1 0 0

Mit (
folgt
mit der hermiteschen Normalform

Daher folgt
aﬂb:Z~(8w1—|—4w2)—|—Z~8w2.
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Unter Zuhilfenahme der Durchschnittsbildung fiir Moduln kénnen wir eine weitere Moduloperation
einfithren:

SAaTZ. Sind a und b Moduln eines Zahlkérpers K mat Z-Basen «aq, ..., «ap bzw. B1,..., By, so ist auch
(a:b)={Ae K:AbCa}

emn Modul, ndmlich

b) — M,y g
(a.b)_i:ﬂl(zﬁi+ +Zﬁi)'

Beweis: Es geniigt die angegebene Formel zu beweisen, da Durchschnitte von Moduln wieder Moduln
sind. Aus
A€(a:b) < AbCua
AB; € Zay + -+ - + Zay, fiir alle ¢

ﬁi ﬁz

Aem?:l(zﬂ‘i‘""i'za_n)

<
— /\Ezﬂ_k..._pza—rfﬁjrallei
<

Bi Bi

folgt nun die Behauptung. &

4. Faktorgruppen und die Smithsche Normalform

Erinnerung: Seien U D V abelsche Gruppen. Dann definiert man auf U durch
up =usmodV <= u—uy eV

eine Aquivalenzrelation, die mit der Addition vertraglich ist. Die Menge der Aquivalenzklassen wird
mit U/V bezeichnet, die Aquivalenzklasse von v € U mit @. Dann ist also Ty = @z genau dann, wenn
u; — us € V gilt. Man definiert nun durch

ur + Uz = U+ uz

eine Addition auf U/V, die U/V zu einer abelschen Gruppe macht. U/V wird die Faktorgruppe von U
nach V' genannt.

LEMMA. Seien V C U Moduln eines Zahlkérpers K. Set aq, ..., ayn eine Z-Basis von U und V = Z 1 +
-+ 7B, die Hermitesche Normalform von V bzgl. aq, ..., ap, d.h.

n

Bi = Zcijozj, ci; >0, 0< ¢y <eyy fire <j.

J=

Dann st
{rror+ - Fapan 2 €Z,0 <y < e}

ein Reprdsentantensystem der Faktorgruppe U/V und insbesondere #U[V = ¢11 ... ¢an.-

Beweis: Sei v = zi07 + -+ + zpa, € U gegeben. Wir addieren oder subtrahieren 3y sooft, bis wir
0 < 21 < c¢q11 erreicht haben. Nun dndern wir den Koeffizienten zs durch Addition oder Subtraktion
von fg, usw. Schlieflich kénnen wir 0 < x; < ¢;; annehmen. Die Eindeutigkeit eines solchen reduzierten
Elements iiberlegt man sich analog: man zeigt zunédchst die Eindeutigkeit von z1, dann die von zs, etc.

Beispiele:
1. Sei U = Za+Zf und V = Z - 2« + Z - 2. Die Reprasentanten von U/V sind 0, «, 8, + S.
Offensichtlich ist U/V eine Kleinsche Vierergruppe, d.h. U/V ~ Z/2Z & Z/2Z.
2.8t U=Za+Zpund V=7 -(2a+ )+ Z-25. Ein Reprisentantensystem von U/V ist wieder
0,a,8,a4+ B. Nun ist 25 = 0 und damit
a=a, 20=-=3, 3a=2a+a=a+pj.

« erzeugt also die ganze Gruppe, d.h. U/V ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 4.
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SaTz. Seien V. C U Moduln eines Zahlkérpers K. Sei S C U ein Reprdsentantensystem von UJV,
insbesondere #5 = #U/JV .

1. Ist W C K eine abelsche Gruppe mit V.C W C U, so ist auch W ein Modul. Auflerdem gilt:

W=V+ z:Zw
weWwns

2. Es gibt nur endlich viele Moduln W in K mit V. CW CU.

Bewets:

1. Da V eine Q-Basis von K enthélt, gilt dies auch fiir W. Wir miissen nur noch zeigen, dass W
als abelsche Gruppe von endlich vielen Elementen erzeugt wird. Dazu geniigt es die behauptete
Gleichung zu zeigen, da auch V endlich erzeugt ist.

D Da W eine abelsche Gruppe ist, folgt dies aus V.C W und {s e W NS} CW.
C Sei w e W. Dann gibt es ein s € S mit w = s mod V, d.h. es gibt ein v € V mit w = s+ v. Aus
s=w—veWNSfolgtw=v+s€V+Zs CV+) , cyyng Lt, was zu zeigen war.

2. Nach 1. ist jeder Modul W mit V C W C U durch SNW C S bestimmt. Da S endlich ist, besitzt
S auch nur endlich viele Teilmengen, daher kann es auch nur endlich viele Moduln W geben. m

Die Struktur der Faktorgruppe U/V 148t sich aus der Hermiteschen Normalform noch nicht ablesen. Wir
erwahnen daher kurz eine andere Normalform in Form eines Satzes. Ein Bewels wird normalerweise in

der Algebra gegeben.

SATZ. Zu jeder Matric M € M(m x n,Z) gibt es Matrizen S € GLn(Z), T € GL,(Z), sodass fir
D =SMT gilt

dy 0 0
0 ds 0
D= o 0 ... dmin(m,n) mit  d; € Ng  und di|ds|ds] ... |dmin(m,n)~
0 0 0
0o 0 ... 0

D heft die Smitsche Normalform von M, dy, ..., duyin(m,n) heifen die Elementarteiler von M. Die Smit-
hsche Normalform ist eindeutig bestimmdt.

Bemerkung: Die Maple-Funktion ‘linalg[ismith](M, S, T)’ liefert die Smithsche Normalform von M zu-
sammen mit den im Satz angegebenen Matrizen S und 7.

SATz. Seien V. C U Moduln eines Zahlkérpers K mit Z-Basen B1,...,0, bzw. a1,...,a,. Set M €
Mp(Z) definiert durch

B oy
=ML

Bn an

Seien S, T € GL,(Z), sodass SMT in Smithscher Normalform ist, d.h.
dy
SMT = mit  d; € N und  di|ds]...|dn.
dn

Definiert man 71, ...,vn durch

71 ay

=71



44 4. MODULN

so gilt
U=Zvi+ - +Zvy,, V=Zdiy1+ - +Zd,y,
und

UV —>2Z/2d1 & - PZ/Zd,, 2171+ -+ 2p = (21 mod dy, ..., 2, moddy,)
st ewn Gruppenisomorphismus.
Beweis: Natiirlich ist 41, ..., v, wegen T, T~ € GL,(Z) eine Z-Basis von U. Aus
dim gl ai ai B
: =sMT | : |=smMT.-T7'|  |=sM| : |=5] :
dn’)/n Tn (077} (077} ﬁn
folgt wegen S € GL,(Z), dass d171,...,dny, eine Z-Basis von V ist. Da v1,..., 7y, eine Q-Basis von K
ist, ist die Abbildung
¢$:U—>Z/2d1 & - - DZL/Zd,, x171+  + 2y = (#y moddy,. .., z, modd,)

wohldefiniert. Natiirlich ist ¢ surjektiv. Der Kern ist offensichtlich V| was dann den Isomorphismus

UV ~Z/7d @ - & Z/Zd, liefert. B

5. Indexberechnungen

Sei K ein Zahlkérper vom Grad n und Uy, U; zwel Moduln in K. Sind oy, ...,a, und 5, ..., 3, Z-Basen
von U1 und U,, also
Ui =%a1+... %ay, Us =701+ -+ 7S,
so gibt es genau eine Matrix M € M, (Q) mit
B oy
A
Bn Qn
M 1st also die Ubergangsmatrix von ay,...,ap, zu Bi, ..., B,. Man definiert den Index [U; : Us] von Us
in Uy durch
[Uy : Up] = | det M|.
Der Index ist eine positive rationale Zahl. Wir zeigen nun, dass der Index nicht von der Wahl der Z-
Basen fiir U; und U, abhéngt. Sind of, ..., o/, und 51, ..., 3/ weitere Z-Basen von U; und Us, so gibt es
Matrizen S, T € GLn(Z) mit
ol ay £ e £ ol
: =5 und =T , also =TMS™! :
ay, Ay B, Bn B ay,
Wegen det S = det T' = £1 folgt |det M| = | det(T'M S™1)|, d.h. der Index ist tatséichlich unabhingig von
den gewihlten Basen.

Durch einfache Matrizenmultiplikation erhdlt man folgenden Satz:

SaTz. Seien Uy, Us,Us Moduln in K. Dann gilt:
1. [U11U2]~[U21U1]:1.
2. [U1:U3]:[U11U2]'[U21U3].

SAaTz. Seien V. C U Moduln eines Zahlkérpers K. Dann gilt:
1. [U:V]eN.
20U=V < [U:V]=1
3. [U:V]=#U/V, wenn U/V die Faktorgruppe von U nach V' bezeichnet.
AUV UCV.
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Bewets: Wir nutzen die Smithsche Normalform und kénnen dann schreiben
U=Zymw+ - +2Zv,, V=2Zdim1+  +Zdyy, mit d; €N und di|ds|...|dxn.

Die Ubergangsmatrix von y1,...,%, 2u div1, ..., dn7, ist die Diagonalmatrix M mit den Diagonalele-
menten dy, .. .,d,, was sofort

[U:V]=di...d,
ergibt, insbesondere [U : V] € N. Andererseits haben wir gesehen, dass fiir die Faktorgruppe
UV ~2/Zd1 & - ®Z/Zd,, also #U/V =dy...d,

gilt. Dies zeigt die 3. Behauptung. Die 2. Aussage folgt sofort aus der 3. Die 4. Aussage folgt sofort aus
den angegebenen Formeln. B

6. Die Diskriminante eines Moduls

Sei K ein Zahlkérper vom Grad n. Die Diskriminante eines n-Tupels aq, ..., a, € K war definiert durch

disc (a1, ..., an) = det(Sp(aies))i ;5.
(Die Diskriminante war genau dann 0, wenn «q,...,«, Q-linear abhingig waren.) Ist «q,..., a, eine
Q-Basis von K, sind 8y,...,8, € K und schreibt man 8; = Zj z;ja; mit x;; € Q, so hatten wir die
Formel

disc (81, . .., Bn) = (det(z;;))? - disc (ay, ..., an)

gezeigt.
Sei jetzt U ein Modul in K mit zwel Basisdarstellungen U = Zay + -+ Za, = Zp1 + -+ - 4+ ZS3, und
Bi =3, %ijB. Ist Bi = 37, wijay, so folgt (zi;) € GLy(Z) und damit

disc (B1,. .., Bn) = disc (aq, ..., an).

Daher ist die folgende Definition unabhéngig von der ausgewihlten Basis:

DEeFINITION. Ist U ein Modul eines Zahlkorpers K mit einer einer Z-Basis ag, ..., a,, so definiert man
die Diskriminante von U durch

disc (U) = disc (a1, . .., a,) = det(Sp(aia;)).
Die folgende Formel spielt eine wichtige Rolle in der Algebraischen Zahlentheorie:
SATZ. Sind U,V Moduln eines Zahlkorpers K, so gilt
disc (V) = [U : V]* - disc (U).
Beweis: Wir schreiben U = Zay + -+ Za, und V = Z5) + -+ + Z3,. Durch 3; = Zj z;j0; mit

zi; € Q wird die Ubergangsmatrix (zi;) gegeben, sodass fiir den Index gilt [U : V] = |det(x;;)|. Die
obige Diskriminantenformel liefert nun

disc (V) =disc (B1, ..., Bn) = (det(z;)i ;)* - disc (ay, ..., ap) = [U : V] - disc (U),
was zu zeigen war. B

Bemerkung: Ist K = Q(a) mit f(a) = 0, wobei f das normierte Minimalpolynom von f von « ist, so
haben wir friither die Beziehung

disc (1, a, ..., a1 = disc (f)
gesehen. Ist nun U ein Modul in K mit Z-Basis y1,...,%n, st 3, = E;L:_OI cijad, so folgt
disc (U) = (det(cij)iyj)z -disc (f).

Mit dieser Formel kann man praktische Diskriminanten berechnen, wenn man disc (f) kennt.
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KAPITEL 5

Ordnungen

1. Ordnungen und ganze algebraische Zahlen

Die ganzen Zahlen Z bilden einen Modul in Q und sind gleichzeitig ein Unterring von Q. Die Verallge-
meinerung auf algebraische Zahlkérper findet sich in folgender Definition:

DEFINITION. Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n. Eine Teilmenge R C K heifit Ordnung,
wenn folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind:

1. R ist ein Modul in K, d.h. es gibt eine Q-Basis w1, ...,w, € K mit
R=2w| + - + Zw,.
2. R st ein Unterring von K, d.h. 1 € R und z,y € R impliziert zy € R.
(Fiir Ordnungen ist auch die Bezeichnung o gebrauchlich.)

Bemerkung: Um die Ringeigenschaft in der Definition der Ordnung zu iiberpriifen kann man sich
natiirlich auf die Bedingungen
le R und wiw; €ER

beschréanken.
Beispiel: Jeder Modul U in Q hat eine eindeutige Darstellung U = Z$ mit ¢,d € N und ggT(c,d) = 1.
Es gilt:

leU ¢ 1=ZkfircinkeZ <« d=ckfireinkeZ < c=1

und

c 62

(E)ZEU — = ktireinkcZ SEZ —= d=1.

a2~ d
Also ist die einzige Ordnung in Q der Ring der ganzen Zahlen Z.
Beispiel: K = Q(\/E), d € Z quadratfrei # 0, 1. Dann ist

R:Z—i—Z\/_:{x—l—y\/E:x,yEZ}
eine Ordnung in K.
Beispiel: Sei K = Q(a) mit o® = 2. Dann ist

R=17+Za + Zo*

eine Ordnung in K, denn o' - of = 2¥a!, wenn i + j = 3k 4 mit 0 <[ < 2 gilt.
Ist K ein Zahlkdrper, o € K, so ist (nach Definition) Z[a] der kleinste Unterring von K, der Z und o

enthélt, also
Zlo) =7 + Zo + Za? + Za® + . ..

Beispiel: In Q gilt
1
Z[i]:{%eQ:aEZ,nENO}.

Um zu charakterisieren, wann Z[a] eine Ordnung ist, kommt man schnell auf folgenden Begriff:

Version vom 24.2.3003

47



48 5. ORDNUNGEN

DEFINITION. Ein Element o eines Zahlkorpers K heifit ganz tiber Z (oder auch ganz algebraisch), wenn
es einer Gleichung

A+ a1 Vg ot ay =0

mit a; € Z geniigt. (Man beachte, dass der Koeffizient bei o™ die Zahl 1 ist.)

Die folgende Aussage ist als Lemma von Gauss bekannt, das normalerweise in einer Algebra-Vorlesung
bewiesen wird.

SaTz. Seien f,g,h € Q[z] normierte Polynome mit f = gh. Gilt dann f € Z[z], so folgt g, h € Z[z].
D.h. jeder normierte Teiler eines normierten Polynoms aus Z[x] ist wieder in Z[z].

Damit erhalten wir eine andere Charakterisierung ganzer algebraischer Elemente:

LEMMA. Genau dann st « € K ganz algebraisch, wenn sein normiertes Minimalpolynom Koeffizienten
i Z hat.

Beweis: Sei g(x) € Q[z] das normierte Minimalpolynom von o € K. Ist g(z) € Z[z], so ist & nach
Definition ganz algebraisch. Ist umgekehrt o ganz algebraisch, so gibt es ein normiertes Polynom f(z) €
Z[z] mit f(«) = 0. Nach Eigenschaft des Minimalpolynoms teilt g(z) das Polynom f(x), nach dem
Lemma von Gauss gilt also ¢g(x) € Z[z], was zu zeigen war. B

LEMMA. Sei K ein Zahlkérper und o € K mit normiertem Minimalpolynom f(z) = 2™ +ajz™ 1+ +
. Ist d € N mit

dai, d*as, ..., d™an, €7,
so wst da ganz algebraisch. Insbesondere lifit sich jedes o € K darstellen als o = % mit d € N und 3
ganz algebraisch.

Beweis: Aus o™ + aja™™1 + ... + a,, = 0 folgt durch Multiplikation mit d™ die Gleichung (doa)™ +
dai(da)™=t + ... 4+ d™am, = 0, und daraus die Behauptung. B

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir jetzt folgenden Satz:

SATZ. Genau dann ist Z[a] C K eine Ordnung in K, wenn o ganz tber Z ist und K = Q(«a) gilt.

Beweis:
1. Sei Z[a] eine Ordnung mit Z-Basis wi, ..., w,, die wir auch als Q-Basis von K wihlen konnen.

Wegen aw; € Zw; + -+ + Zw, hat die darstellende Matrix A(«) Eintrage aus Z, also hat das
charakteristische Polynom

flz) =det(z], — A(a)) = 2™ + arz? Y+ toa,
Koeffizienten a; in Z. Mit f(a) = 0 folgt, dass & ganz iiber Z ist. Wegen Q(o) = Qw1+ -+ Qu, =
K folgt auch K = Q(«).
2. Sei a ganz iiber Z mit K = Q(a). Dann hat das Minimalpolynom f = 2" + a;2" "1 + -+ + a,
Koeffizienten in Z, d.h. ¢; € Z. Da 1,q,...,a” ! cine Q-Basis von K ist, ist
U=Z+Za+ -+ Za""!

ein Modul in K. Mit

n 1

a = —a, —ap_10 — - —aya””
sieht man, dass U/ C U gilt, was dann o'U C U fiir alle i > 0 liefert. Also ist U ein Unterring
von K und somit eine Ordnung. Die Behauptung folgt nun aus U = Z[«]. B

Bemerkung: Ist K ein Zahlkdrper, so kann man sich mit Hilfe des Lemmas leicht Ordnungen in K
konstruieren: man wihlt & € K mit K = Q(a) und d € N, sodass da ganz algebraisch ist. Dann ist
Z[d«] eine Ordnung.

Beispiel: Sei K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 223 4+ 322 + 52 + 7. Das Element « ist nicht ganz
algebraisch. Aus 203 + 3a? 4+ 5a + 7 = 0 folgt durch Multiplikation mit 4

(20)® + 3(2a)* 4 10(2a) + 28 = 0,
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also ist das Element 2« ganz algebraisch und damit Z[2«] eine Ordnung in K.

Beispiel: K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 2%+ Tz + 20. Wir betrachten ein paar Ordnungen:

1. = %a + %az ist ganz algebraisch mit Minimalpolynom 2 + 722 + 292 — 30 und Diskriminante
—149107. Es gilt

1 2 0 0 1
Jé] = - 0 1 1 a
B2 —-20 —-17 -3 a?
Die Hermitesche Normalform der Ubergangsmatrix ist
2 0 0
-1 0 1 1 ,
2\ o0 0 1

woraus man die Hermitesche Normalform des Moduls Z[3] bzgl. der Q-Basis 1, a, a? erhilt:

1 1
ZB =Z+ 78 +73° = Z—|—Z(§a—|—§a2)—|—Z~7a2.
Fiir den Index gilt [Z[o] : Z[F]] = L.
2.y = %Oz — %az ist ganz algebraisch mit Minimalpolynom 23 — 722 — 172 4+ 170 und Diskriminante
—149107. Es ist

1 2 0 0 1
vy =z 0 3 -1 et
v? 60 11 1 a?
Die Hermitesche Normalform der Ubergangsmatrix ist
2 0 0
-1 0 1 9 ,
0 0 14

was zur Hermiteschen Normalform des Moduls Z[~] fiihrt:

1 9
Z[y] = Z + Z(§a + §a2) +Z-Ta”.

Fiir den Index gilt wieder [Z[a] : Z[y]] = 1.

3. Mit den Formeln zur Indexberechnung ergibt sich
[2[8] - Z[y]] = [Z[8] : Z[))[Z[e] : Z[Y]) = [Z[o] : Z[B]]) ™ [Z[o] : Z[y]] = 1.
Andererseits zeigt unsere Normalformdarstellung aber sofort, dass

Z[B] # Z[]
gilt.

Der folgende Satz gibt eine wichtige Eigenschaft von Ordnungen an:

SAaTZz. Sei R eine Ordnung in K und o € R. Dann hat das normuerte charakteristische Polynom von «
Koeffizienten in Z. Insbesondere ist o ganz algebraisch und es gilt Sp(a),N(«) € Z.

Beweis: Sei wy, . ..,w, eine Z-Basis von R, d.h.
R=2w| + - + Zw,.

Da R eine Ordnung ist, ist aw; € R, d.h. es gibt a;; € Z mit aw; = Zj a;;wj. Die o darstellende Matrix
ist also A(a) = (a;;) € M,(Z). Das charakteristische Polynom von « hat dann natiirlich ganzzahlige
Koeffizienten. Da « eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, ist o ganz algebraisch. Ebenso

folgt Sp(ar) = Sp(A(a)),N(a) =det A(o) € Z. 1

Der folgende Satz spielt eine zentrale Rolle beim Studium der Ordnungen eines Zahlkorpers:

SaTz. Ist R eine Ordnung in K, so ist disc (R) € Z.
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Beweis: Sei w1, . ..,wy eine Z-Basis von R. Der vorangegangene Satz liefert Sp(w;w;) € Z, was natiirlich
auch

disc (R) = disc (w1, . ..,wn) = det(Sp(wiw;)) € Z
impliziert. B
Beispiel: K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 223 + 32? 4+ 5z + 7. Das Element 8 = 1 + 2« hat dann das
Minimalpolynom g = 3 + 7z + 20, also ist Z[3] eine Ordnung in K. Fiir die Diskriminante gilt

disc (Z[B]) = disc (g) = —12172 = —2% . 17 - 179.

Auch das folgende Lemma ist hilfreich beim Studium von Ordnungen:

LEMMA. Ist R Ordnung eines Zahlkérper K, so gibt es immer eine Z-Basis von R, die 1 enthdlt, d.h.
R=7+Zws+ - -+ Zw,.
Beweis: Sei ay, ..., a, eine Z-Basis von R. Wegen 1 € R gibt es ©1,..., 2, € Z mit
l=zi01+ -+ zr0p.
Es ist ggT(#1,...,2,) = 1, denn ware d = ggT(x1,...,2,) > 1, so ergbe sich durch Division % € R,
1

was aber wegen N(%) = -- und N(R) C Z einen Widerspruch ergéibe. Bringt man also die (einspaltige)

Matrix (27 .. .xn)t durch elementare Zeilenumformungen auf Hermitesche Normalform, so erhilt man die
Matrix (10...0)%, d.h. es gibt eine Matrix G € GL,,(Z) mit

sl 1

9 0
G ) =

Zn 0

Sei H = (G=1" € GL,(Z). Dann ist
(z122...2y) = (10...,0)H.

Wir definieren jetzt eine neue Z-Basis wq,...,w, von R durch
w1 aq
=H
Wn g,
Dann ist
W1 ay ay
wy =(10...0) =(10...0)H =(x1...2n) =1,
Wn Qn Qn

was wir zeigen wollten. B

Wir geben eine alternative Formulierung:

LEMMA. Sei K = Q(«) ein Zahlkérper vom Grad n und R eine Ordnung in K. Ist dann R = Zwy +
-+ Zw, die Hermitesche Normalform von R bzgl. der Q-Basis "1, ..., a,1 von K, so gilt w, = 1.

Beweis: Es gibt (mit den friiheren Bezeichnungen) ¢, d € N mit w, = <2=. Aulerdem haben wir gezeigt,
dass

RHQ:ZC"T"

gilt. Da RN Q eine Ordnung in Q, folgt RN Q = Z, also “4» = 1 und damit die Behauptung. ®
Die Ordnungen eines quadratischen Zahlkorpers lassen sich einfach beschreiben:
SaTZ. Sei d € Z quadratfrer £ 0,1 und K = Q(\/E) Definiere

%ﬂjrdzlmodél
w =
\/EfdrdEQmodél oder d = 3 mod 4
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1. Fiir jede natiirliche Zahl f ist
R;=Z[fw]=Z+ 7 fu
etne Ordnung n K mat Diskriminante

disc (R;) f2d fiir d = 1 mod 4
isc =
! f?-4d fir d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4.

2. Jede Ordnung in K stimmt mat einer Ordnung Ry diberein.

Bewets:

1. Im Fall d = 1 mod 4 ist Sp(fw) = f € Z und mit d — 1 = 4m gilt

L 1+Vd1—Vd
2 2

das charakteristische Polynom von fw ist also

,1—d
4

N(fw) = f =f =—f*m,

#? — fe — f*m e Z,
fw 1st also ganz algebraisch und damit
R;=Z[fw]=Z+ 7 fu
eine Ordnung. Die Diskriminante von R; berechnet sich als
disc (Ry) = disc (Z[fw]) = disc (¢ — f — f*m) = [ — 4(—f*m) = f2(1 +4m) = f*d,

wie behauptet. Im Fall d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4 ist das charakteristische Polynom von fw
das Polynom z? — f?d, fw ist also offensichtlich ganz iiber Z und damit R; = Z[fw] eine Ordnung.
Die Diskriminante berechnet sich als Diskriminante des Minimalpolynoms von fw zu 4f%d.

2. Sei nun R eine Ordnung in K. Nach dem vorangegangenen Lemma kénnen wir schreiben R =
Z + Za = Z[o] und a = u 4 vv/d mit u,v € Q. Nun muss gelten: Sp(a) = 2u € Z und N(a) =
u? —dv? € Z. Insbesondere gilt dann 4(u? — dv?) = (2u)? —d(2v)? € Z. Da (2u) € Z ist, muss auch
d(2v)? € Z gelten. Da d quadratfrei ist, folgt 2v € Z. Schaut man genauer, so sieht man, dass aus
u? — dv? € Z natiirlich (2u)? — d(2v)? = 0 mod 4 folgt. Durch einfaches Ausprobieren findet man
fir x,y € Z:

r =y mod 2 fiir d = 1 mod 4,

2 2 _
—dy"=0mod4 <=
v Y e {xEyEOmod? fiir d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4.

Ist d =1 mod 4, so gibt es also m € Z mit 2u — 2v = 2m und es folgt

1+d
2

a:u—i—v\/_:(u—v)—l—Qv

=m+ 2uw,

was mit der Abkiirzung f = 2v sofort R = Ry liefert.
Ist d = 2,3 mod 4, so folgt u,v € Z und damit R = R,. &

Beispiel: Sei K = Q(«a) mit o® = 2. Wir betrachten die Ordnung
R=1Z[a]=7Z+ Za + Za*.

Sei S C R ebenfalls eine Ordnung. In Hermitescher Normalform kénnen wir ansetzen

1 10 0 1
S=Z+ZB+Zy mit B=aa+ba? ~=ca? dh. g 1=10 a b a
¥ 0 0 ¢ a?
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mit a,b,c € Z, a,¢c > 1,0 < b < ¢. Fiir den Index gilt [R : S] = ac. Wir wollen nun nur annehmen, dass
S C R ein Untermodul obiger Bauart ist, und untersuchen, wann S eine Ordnung ist. Nun leitet man
leicht folgende Beziehungen her:

202 ad —2b3

B* = 4dab+—p+ —,
a ac
2bc 202
By = Z2ac+—f—-—7,
a a
2¢2 2bc
o= —pf-—
a a

Also gilt:
S ist eine Ordnung = 2 =2bc=2c=0moda, d®—2°=0mod ac.

Wir wollen nun sdmtliche Ordnungen S mit 1 < [R : 5] < 9 auflisten. Dazu bestimmen wir zunéchst
siamtliche Losungen (a, b, ¢) obiger Gleichungen mit 1 < aec < 9:

(1,0,1),(2,0,1),(1,2,3),(2,0,2),(1,2,5),(2,1,3),(2,0,4),(2,2,4), (3,0, 3).
Dies ergibt folgende Ordnungen:

Ry = Z+%Za+ Zd?

Ry = Z+7 2a+ Za?

Ry = Z4+Z(a+2a*)+7Z-3a°
Ry = Z+7Z 2a+7- 2d°

Rs = Z+%Z(a+2a%) +Z-5a°
Rs = Z+7Z(2a+a*) +7Z-3a*
Rsa = Z+Z 2a+7- 4a°

Rsy = Z+7Z(2a+2a%) + Z - 4a?
Ry = Z+7Z 3a+7-3a*

Wir beobachten zunéchst: Es gibt keine Ordnung vom Index 7, es gibt 2 Ordnungen vom Index 8.
Wir betrachten jetzt Ordnungen der Form Z[w] mitw € R, also 0.E. w = ua+va? u > 1oderu = 0,v > 1.
Man findet

Zw] = Z+ Zw + Zw? = Z 4 Z(ua +va?) + Z(4uv 4 2v?a + v?a?) = Z + Z(ua + va?) + Z(2v  a + u?a?),

es gilt [R : Z[w]] = |u®—2v3|. Wir suchen jetzt numerisch alle u, v mit —9 < u®—2v% < 9 und beschrinken
uns auf |u|, |[v| < 1000. Die (nichttrivialen) Lésungen sind (bis aufs Vorzeichen):

(w,v,u® — 20°) = (1,0,1), (1,1,=1),(0,1,=2), (1,—1,3), (5,4, —3),(2,1,6),(2,0,8), (2,2, -8).
Durch Bestimmung der Hermiteschen Normalform von Z[w] findet man zugehorig:
Zla +o?] =Za]= Ry, Z[a*] = Ry, Z[a—a?]=Z[5a+4a] = Rs, Z[2a + a?] = Rg,
Z[2a] = Rga, Z[2a+ 20%] = Rgp.
Man sieht leicht: u® — 20 = +4 hat keine ganzzahligen Losungen; dies liefert sofort, dass die Ordnung

Ry sich nicht in der Form Z[w] schreiben 148t.

Bemerkung: Das vorangegangene Beispiel zeigt, dass nicht jede Ordnung eines Zahlkorpers die Gestalt
Z[«] haben muss.

Wir erinnern noch kurz an einen wichtigen ringtheoretischen Begriff:

DEFINITION. Sei R ein Ring (mit Eins 1). & € R heifit Einheit, wenn ein 8 € R existiert mit o = fa = 1.
Die Menge der Einheiten R* = {& € R : « Einheit} bildet dann bzgl. der Multiplikation eine Gruppe,
die sogenannte Einheitengruppe von R.
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Ist R Ordnung eines Zahlkorpers, so gilt fiir o € R, a # 0 offensichtlich
1
ace " +—= —€R
et
Fiir eine weitere Charakterisierung stellen wir folgendes Lemma vor:

LEMMA. Ist R Ordnung eines Zahlkérpers und o € R, o £ 0, so gilt
1 1
— € —AR.

a  Na
Beweis: a 1st eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von «, d.h. es gibt a1,...,a, € Z mit
a™ —aja" "t agd" 4 (=) tap a4+ (=1)"a, =0 und a, = Na.
Aus
oz(oz"_l —@q a4t (—1)"_1an_1) = +Na
folgt dann die Behauptung. B

LEMMA. Se: R Ordnung eines Zahlkérpers K. Dann gilt fiir o € R:
a€R <<= Noa==£l
Beweis: = Ist a Einheit, so gibt es # € R mit af = 1. Wegen N(R) C Z folgt aus N(a)N(5) = 1 dann
N(a) = 1.
<= Das vorangegangene Lemma zeigt im Fall Noo = +1 sofort % € Rjalsoa€e R*.

2. Die Maximalordnung — der Ring der ganzen Zahlen

LEMMA. Se: K ein Zahlkérper.

1. Sind Ry, R2 Ordnungen in K, so ist auch R1Rs eine Ordnung.
2. Ist R eine Ordnung in K und o € K ganz iiber Z, so ist auch R[a] eine Ordnung.

Beweis:
1. Sei Ry = Zay + -+ Za, und Ry = ZBy + - - -+ ZS3,. Dann ist

RiRe =201 +ZafBa+ -+ Zoayfy.

Ist a1, ..., ap eine Q-Basis von K, so auch a1, ..., a,B1, was zeigt, dass Ry R ein Modul ist.
Dal€ Ry und 1 € Ry, folgt 1 € Ry Rs. Weiter folgt aus
iy = Zaijkak und 3,83 = meﬁt mit  ajk, bros €Z
k t
die Beziehung
(aiBr)(ajBs) = Z aijrbrsion By
k.t
und damit die Abgeschlossenheit von Ry Ro bzgl. Multiplikation. Also 1st Ry R eine Ordnung.
2. Sei R = Zw,+ - -+Zw,. Hat o Grad m iiber Q, so gibt es eine Gleichung a™+a,a™ '+ - -+a,, = 0
mit a; € Z, also ist Z[a] = Z + Za + - - - + Za™~!. Wie im ersten Teil zeigt man nun, dass
n m-—1
Rlo] = Z Z Z - wial
i=1 j=0

eine Ordnung ist. B

LEMMA. Sind a und B ganze algebraische Elemente eines Zahlkdrpers K, so sind auch o + 8 und af
ganz algebraisch.

Beweis: Sei R C K eine Ordnung. Dann ist auch S = R[«][5] eine Ordnung. Wegen o, € S gilt
a+ 3,ap €5, also sind a + 8 und «f ganz algebraisch. B

Das Lemma impliziert sofort folgenden Satz:
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SATZ. Fiir einen Zahlkérper K st
Zyx = {a € K : « ist ganz tber Z}

ewmn Ring. Zx wird der Ring der ganzen Zahlen von K oder der Ganzheitsring von K genannt.

Wir erinnern an folgende wichtige Tatsache: Sind R C S Ordnungen eines Zahlkorpers, so gilt die Formel
disc R =[S : R)? - disc S.
Dabei sind disc R und disc .S ganze Zahlen # 0.

LEMMA. Se: K ein Zahlkérper, R eine Ordnung in K mat Z-Basis w, . . ., wy und Diskriminante disc R =
m?d, d quadratfrei. Sei

1
A={—(nrw1 4+ + zpwn) : 0< z; <M} NZg.
m

Dann qilt:
Zx =Y Zwi+ Y Za,
7 a€A
wnsbesondere ist g ein Modul in K.
Beweis: Da Zg ein Ring ist, folgt sofort die Inklusion D. Sei umgekehrt o € Zg. Dann ist R[a] eine
Ordnung und es gilt
m?d = disc R = [R[a] : R]? - disc R[a].

Es folgt [R[a] : R]|m und daher mR[a] C R, also ma € R, d.h. es gibt #; € Z mit ma =, xw;. Wir
zerlegen nun z; = my; + z mit ¥, z; € Z und 0 < z; < m. Es folgt

1 1 1
QZEZl‘iwi:Zyiwi—l—Ezziwi, also EZziwi:a—ZyiwiEZK.
K3 K3 K3 K3 K3
Dies zeigt die Inklusion C. B

Wir kénnen jetzt folgenden zentralen Satz formulieren:

SAaTz. Sei K ein Zahlkérper. Dann gilt:

1. Zg st ene Ordnung.
2. Jede Ordnung R von K st in Zg enthalten: R C Zg .

Man nennt daher Zg auch die Mazimalordnung von K. Eine andere tbliche Bezeichnung ist og. Eine
Z-Basis von L wird auch als Ganzheitsbasis von K bezeichnet.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass Zx ein Ring und ein Modul ist, also ist Zg eine Ordnung. Wir
wissen auch, dass alle Elemente einer Ordnung R ganz iiber Z sind, d.h. es gilt RC Zg. R

Bemerkungen:

1. Wir werden spéter sehen, dass die Maximalordnung Z i eines Zahlkorpers K auch ringtheoretisch
unter den Ordnungen ausgezeichnet ist.

2. Die praktische Bestimmung der Maximalordnung ist eine wichtige und nichttriviale Aufgabe in
der Computational Algebraic Number Theory.

3. Ist R Ordnung eines Zahlkdrpers K, so gilt

disc R = [Zx : R]*disc Z .

4. Die Diskriminante eines Zahlkorpers K wird definiert als Diskriminante der Maximalordnung Z g,
d.h. disc K = disc Zg.
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3. Ansitze zur Bestimmung einer Ganzheitsbasis

Wir benutzen zunichst das Lemma, mit dem wir gezeigt haben, dass Zg als abelsche Gruppe endlich
erzeugt ist:

1. Verfahren: Gegeben sei ein Zahlkoérper K vom Grad n iiber Q.

1. Man wihlt sich eine Ordnung R, berechnet die Diskriminante disc R und zerlegt die Diskriminante
als disc R = m?d mit d € Z quadratfrei und m € N.
2. Man bestimmt

1
A:{E(lel"i'""i'znwn):0§2i<m}mZ}(

indem man z.B. testet, fiir welche Elemente % > zjw; das charakteristische Polynom ganzzahlige
Koeffizienten hat. Allerdings kann dies wegen #{% ST ziw; 1 0 < z; < m} = m” sehr aufwendig
sein.

3. Man hat nun eine Darstellung

Zx =) Zwi+ Y Za,

a€A

wendet man den Hermiteschen Normalisierungsprozess darauf an, erhélt man eine Z-Basis von
Zg.

Beispiel: Sei K = Q(w) mit w? = d und d € Z quadratfrei # 0,1. (Wir haben bereits friiher alle
Ordnungen von K bestimmt. Dieses Beispiel dient nur zur Tllustration des obigen Verfahrens.) Wir starten
mit der Ordnung R = Z[w]. Da w das Minimalpolynom 2% — d hat, gilt disc (R) = 4d = 2%d. Wir haben
hier also m = 2 und

1l w 14w
A=10,-,—
{’2’2’ 2

YN Zx.

Wir gehen die Kandidaten fiir A durch: 0 ist trivial, & und % sind nicht ganz, also bleibt nur H—Tw zu

2
untersuchen. Das Minimalpolynom von H—Tw 1st

1—d
xz—x—i——.

4

Fall: d =1 mod 4: Dann ist H—Tw ganz iiber Z und damit

1 1 1
Y gzl g ;“].

Zx =7+ Zw+7Z 7

Fall: d = 2,3 mod 4: Das Element H—Tw ist nicht ganz tiber Z und damit ist
7y =7+ 7w = Z[w].
Wir fassen zusammen:

d fiir d = 1 mod 4,
4d  fiir d = 2,3 mod 4.

2

Z[H'\/E] fiir d = 1 mod 4,
7y =
Z[\V/d] fiir d = 2,3 mod 4

und disc (K) = {

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit o® +a? —2a +8 = 0. Es ist disc (Z[a]) = —2?-503. Wir miissen
also

A:{Oalagaa_zal—i_aa1+a2aa+a2a1+a+a2}
2°2° 2 2 2 2 2

NZg
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bestimmen. Die Minimalpolynome der Kandidaten sind:

Element Minimalpolynom

T T

Z 3 1x2— 51

o

> P+ sx—sr+1
a” 3_ 5.2 _ _
e x3 235 13x 58

o

2 T oxT - grtg
Tta 3 _ 4.2 1 29
- x de* + 372 — 5
°‘+2°‘ 23 =222 4+ 32— 10

Itata’ 3_ 7,2, 23, 97
P z ¥+ T ¥~ 3

Nur %0‘2 ist von diesen Elementen ganz iiber Z. Daher folgt

oz—i—ozz oz—i—ozz

Zx =Z[o]+ Z =Z+%Za+7Z und disc K = —503.

Wir betrachten nun Ordnungen der Form Z[3], wobei wir

oz—i—ozz

2

B =u+va+w mit u,v,w€Z

ansetzen kénnen. Man berechnet
disc Z[8] = —503(2v” + v w — vw? + 2uw®)2.
Nun gilt modulo 2:
20% + v?w — vw? + 2w® = vw(v — w) = 0 mod 2,
d.h. 22.503|disc Z[A]. Dies zeigt, dass der Index [Zg : Z[f3]] immer gerade ist. Insbesondere gilt Zx # Z[A],
d.h. die Maximalordnung Z g hat nicht die Gestalt Z[5]. AuBlerdem gilt

2{discZg, aber 2|discZ[f] fiir alle Ordnungen Z[g],

d.h. 2 teilt die Diskriminante des Zahlkorpers nicht, aber alle Elementdiskriminanten disc Z[3]. Man
nennt die Primzahl 2 hier einen aulerwesentlichen Diskriminantenteiler. (Das Beispiel geht auf Dedekind
zuriick.)

Beispiel: Ist K ein Zahlkorper und hat man eine Ordnung R, so dass disc (R) quadratfrei ist, so ist R
die Maximalordnung, denn aus

disc (R) = [Zg : R)? - disc (Zk)
folgt [Zg : R] = 1.

Beispiel: K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = % + 7z + 20. Die Ordnung Z[«] hat Diskriminante
disc (Z[a]) = —12172 = —2* - 17 - 179.

Wir wollen die Maximalordnung Zg bestimmen und betrachten dazu
1
A= {§(u+va+wa2) 0<u,v,w<1}NZk.

Ist B = L(u+va +wa?) € A, so gilt

1

2
3

Sp(B) = U~ Tw e 7,

also u = 0. Es bleiben noch 3 nichttriviale M&glichkeiten: %Oz hat das Minimalpolynom «3 + %x + g, %az

hat das Minimalpolynom 3 + 722 + 44—91‘ — 50, %a + %az hat das Minimalpolynom 3 + 722 + 29z — 30
(mit Diskriminante —7% - 17 - 179). Also ist A = {0, a + £a”} und damit

11 11
7k =7+ Zo+ Za” + Z(§a + §a2) =7+ Z(§a + §a2) +Zao? mit  discK = —17- 179 = —3043.

Frage: Gibt es ein 8 € K mit Zx = Z[3]? Wegen 8 € Zg konnen wir ansetzen

1 1
ﬁ:u+v(§a—|— §a2)—|—wa2

mit  u,v,w € 4.
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Nun gilt

1 1
disc Z[3] = disc (u + v(§a + §a2) + wa?) = =3043(7v® + 37v w 4+ 6Tvw? + 40w?)?.

Sei A(v, w) = Tv3 4 37v?w+ 6Tvw? + 40w3. Genau dann gilt Zx = Z[], wenn A(v, w) = %1 ist. Wir listen
die Tripel (v, w, A(v, w)) auf mit (v, w) # 0, 0 < v < 10000, —10000 < w < 10000 und |A(v,w)| < 10:

(2,—1,2),(1,-1,3),(4,-3,4),(1,0,7),(3,-2,7), (17,—13, =7).
Vermutung: Es gibt kein 5 € K mit Zg = Z[f].
Bemerkung: Das vorgestellte Verfahren funktioniert, wenn in der Zerlegung disc R = m?2d die Zahl m
nicht zu grof} ist um die Menge
1
A={—(nqw1+  +zpwy) : 0 < z; <m} NZg
m

explizit zu bestimmen. Wir werden jetzt diesen Ansatz etwas verfeinern.

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers K mit einer Z-Basis wy,...,wy,, discR = m?d mit d € Z
quadratfrei, m € N. Fiir eine Primzahl p wird definiert

1
Ay ={-(zrwi 4+ 2pwn) : 0< 5 < p— 1} NZk.
p
Dann qilt:
1. Ist o € A, \ {0}, so ist R[a] eine Ordnung und es gilt
[Rla]: R =p' firein 1>1.

Auperdem gilt p|[Zk : R] und p*|disc R.
2. vp(discZk) < vp(disc R) «<— A, #{0}.
Gilt A, = {0} fiir alle Primzahlen p mit p*|disc R, so ist bereits R = Z.
4. Durch

wo

1 1
F,x A, — A,, ¢, — Ziwi) — — cz; mod plw;
p X Ap = Ay, ( p EZ ) p EZ ( )
wird Ap zu einem F,-Vektorraum.
5. Definiert man

~ 1
Ay = {=(nrwr+ -+ ) 0< 5 <p—1,
P
1= =2z2i.1=0,zs=1 fiireini mit 1 <i<n}NZg,
so gilt
A #{0} = A £
Beweis:

1. Sei o € A, \ {0}. Wegen o € Zg ist R[a] eine Ordnung in K, wegen o # 0 gilt R # R[a]. Aus
pa € R folgt pia’ € R, sodass wegen R[a] = R+ Ra + -+ Ra"~! gilt p"~!R[a] C R. Also
annulliert p”~! die Faktorgruppe R[]/ R, was zeigt, dass [R[a] : R] = #R[a]/R eine p-Potenz ist.
Wegen R C R[a] C Zg erhalt man aus [Zg : R] = [Zk : Rl«]] - [R[e] : R] sofort p|[Zgk : R] und
aus disc R = [Zg : R])*disc Zx dann p?|disc R.

2. = Sei v,(discZg) < vp(disc R). Wegen disc R = [Zg : R]*discZx folgt p|[Zx : R]. Unter
Verwendung der Smithschen Normalform kénnen wir schreiben

Zg =Zoy+ -+ Za,, R=2Zdioy+ -+ %4d,a,

mit dy|ds|...|dn, di € N und [Zg : R] = dids .. .d,. Es folgt p|d,. Schreiben wir d,, = d/,p und
a=d,a,, s0gilt o € Zg, po € R, o ¢ R. Es gibt eine Darstellung pa = >, #;w; mit z; € Z. Wir
zerlegen z; = y;p+ 2 mit y;, 2 €Z, 0 < z; <p—1und (z1,...,2,) # (0,...,0). Dann ist

%Zi:ziwi:a—zi:yiwiezjg, also %ZziwieAp\{O}.

K3
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< Gilt 4, # {0}, so folgt mit 1. p|[Zx : R], was wegen disc R = [Zk : R]*disc Zx sofort die
Behauptung liefert.

Wire R # Zg, so gibe es eine Primzahl p mit p|[Zx : R], was mit disc R = [Zg : R)*disc Zg
die Beziehungen p?|disc R und v, (disc Zg) < v, (disc R) zeigt. Nach 2. gilt dann A, # {0}. Damit
folgt die Behauptung.

Seice Zund o = %ZZ ziw; € Ap, d.h. 0 < z; < p—1. Wir zerlegen cz; = s;p+¢; mit 0 <¢; < p—1.

Dann ist
1 1 1
;Ztiwi:c'gzziwi_zsiwiEZK’ also ;ZtiwieAzr

Mit ¢; = ez; mod p folgt sofort die Behauptung.

Die Richtung <= ist trivial. Sei umgekehrt o = %ZZ ziwi € A, \ {0}. Dann gibt es einen Index
ie{l,...,ntmitzy = 22 = -+ = 21 = 0und 1 < z; < p— 1. Wahlt man ¢ € Z mit
cz; = 1 mod p, so liefert das Bild von ¢ - a in A, ein Element von A,. &

Das Lemma fiihrt jetzt zu folgender Vorgehensweise:

2. Verfahren zur Bestimmung von Zg: Gegeben sei ein Zahlkorper K vom Grad n iber Q.

1.

2.

4.
5.

Man wihlt eine Ordnung R und berechnet disc R = m?d mit d € Z quadratfrei, m € N. Sei P die
Menge der Primzahlen, die m teilen.

Man wahlt eine Z-Basis wq,...,w, fir R und definiert
1
Ap = {-(rrw1+ 4wy 0<z <p—1}NZkg und
p
~ 1
Ay = {-(nrwr+ -+ zwy)  0<z <p—1,
p
z21=- =21 =0,z =1 fiirein i mit 1 <i<n}NZg.
(Es gilt #AVP <ptTrlapt i 4ptl= pp"_—ll.)

Ist P = 0, so gilt R = Zk und man ist fertig. Andernfalls wihlt man eine Primzahl p € P und
versucht, ein Element in Ep zu bestimmen.

Ist ﬁp = (), so streicht man p aus der Liste P und geht zuriick zu 3.

Hat man ein o € Ep gefunden, so ersetzt man R durch R[a] und geht zuriick zu 2.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit o* + 12 = 0.
e Wir starten mit R = Z[a] = Za® + Za? + Za + Z. Es gilt

disc R = 442368 = 24 .33 = (27 - 3)2 . 3.
Daher setzen wir P = {2, 3}.

e Fiir p = 3 finden wir As = (), also miissen wir nur noch die Primzahl p = 2 betrachten.
e Ausgehend von der Ordnung R finden wir

1 ~ 1
o) = §Oz3 EAQ, damit Ry :R[Oq] = Z§OZ3+Z012+ZOZ+Z~
Wir gehen jetzt von Ry aus und finden

1 1 1 1 1
ay = —a’ + 5 und damit Rs = Rifas] = Z(—a3 + o)+ Z-ao? +Za+ 1.

4 4 2 2
Fiir R, finden wir
1, 1 1, 1 1, 1
as = o —1—5 und R3:R2[a3]:Z(Za —|—§a)—|—Z(Zoz —|—§)+Za—|—Z.

Fiir R3 gilt Ay = ¢ und daher schlieflich

1 1 1 1
Zx = Rz = Z(Za?’ + 50[) + Z(Zaz + 5) +Za + Z.

Fir die Indizes gilt
[Ri:R]=2, [Ry:Ri]=4, [R3:Rs]=2 wund discZg =disc Rz =2% 3%=1728.
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit o® = d, wobei d > 2 kubikfrei sein soll. Es ist disc Z[a] =
—27d? = (3d)? - (—3), daher miissen wir die Primteiler von 3d anschauen. Wir haben

2
~ 1
Ap:{a +va+w,a+w,—:Ogv,wgp—l}ﬂZK,
P P P

wobei wir natiirlich 1% sofort weglassen kénnen. Wir stellen die zugehdrigen Minimalpolynome zusammen:

3 3w 4, 3(dv—w?) d? + dv® — 3dvw + v
x® — —z° — xr —

1
Minimalpolynom (=(a? 4+ va +w)) =
P

p p? p? ’
. 1 3 Sw? d 3
Minimalpolynom (=(a 4 w)) = 2%+ W sz + —|—3w ,
P P P P
. 1 1
Minimalpolynom (=) = z——.
P P

Wir betrachten zunéchst die Primzahl p = 3. Wire %(a + w) mit w € {0, 1,2} ganz iiber Z, so wire
3w? = 0mod 9 und d 4+ w® = 0 mod 27. Die erste Kongruenz liefert w = 0, dann den Widerspruch
d = 0 mod 27 ergeben wiirde. Wir betrachten nun g = %(az + va + w). Die Ganzheit ist dquivalent mit
dv = w? mod 3 und d? + dv3 — 3dvw + w3 = 0 mod 27. Durch Ausprobieren findet man
{2y fiir d = 0 mod 9,
Ag = { (4424} fiir d = 1 mod 9,
{%} fiir d = 8 mod 9.

Fiir p # 3, p|d erhilt man analog
~ (¢ fiir p? 4 d,
Ay = 2 .
{O‘?} fiir p*|d.
Als einfache Folgerung erhalten wir: Ist d quadratfrei und d # +1 mod 9, so ist Zxg = Z[a].

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a* — 10a? + 1 = 0 und starten mit R = Z[a]. Es gilt disc R =
147456 = 2% . 32 = (27 . 3)2, daher miissen wir die Primzahlen 2 und 3 anschauen.
e Fiir R findet man durch Ausprobieren, dass Ay =0 gilt. Also ist vz(discZg) = vs(disc R) = 2
und somit [Zg : R]|27. Wir miissen nur noch die Primzahl 2 anschauen.
e Fiir R findet man

1 1 ~ 1 1 1 1
o) = §a3 + 5@ € A>  und damit R; = R[ay] = Z(§a3 + 50[) + Z(§a2 + 5) +Za+ 7.

o Wir setzen sz fiir Rs an und finden

1 1 3 3~
0[2210[3+10[2+10[+Z€A2

Nun berechnen wir

1 1 3 3 1 1
Rs = Rifas] = Z(ZQB + Zoﬂ +o+ Z) + Z(§Oz2 + 5) +Za + Z.

e Setzen wir sz fiir Ry an, so erhalten wir nun sz = (. Damit gilt Zx = Rs. Wir haben

[Ri:R]=4, [Ry:Ri]=2, discZg =disc Ry = 2304 =2%.3%

Bemerkung: Gilt p?|disc R, so enthilt Ep
Pl
p—1

Kandidaten. Fiir grofiere p ist dann die Bestimmung von ﬁp eventuell sehr aufwendig, in jedem Fall dann,

pn—1+pn—2+.”+p+1:

wenn Ep = ) gilt. Wir werden spéter ein weiteres Verfahren vorstellen, das diese Schwierigkeiten meidet.

Wir werden jetzt einen Satz beweisen, der ausgehend von einer Ordnung Z[«a] die Gestalt von Zg be-
schreibt.
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LEMMA. Sei Z[a] Ordnung in einem Zahlkérper K, M C K ein endlich erzeugter Z-Modul mazima-
len Rangs in K, so dass gilt oM C M. Dann besitzt M eine Z-Basis wy, w1, ...,wn—1 mil folgenden
Figenschaften:

1. BEs gibt d,c € N, d; € N, b;; € Ng mat

di . . .
1 =dgldi|da|. .. |dn=1le, bi; < A fiiri > j
j

und )
_ ¢ i ol
= e 2 b
0<j<i
also ) )
¢ ¢ ¢
== =-— b =——(a’+b b
Wo 7’ w1 ids (a4 b1g), wo dd, (a® + barer + bag),
2. MNQ =37
Beweis:
1. Wir bestimmen die Hermitesche Normalform von M bzgl. o', ... o, 1, die wir in der Form
Wh—1 Ch—1n-1 Cn—-1n-2 ... Cp_10 a1
1 Ch—2n-2 ... Cp_20
“1 i1 1o o
Wo Coo 1

schreiben mit d = min{d : dM C Z[o],d € N}, ¢ij € Ng, 0 < ¢ < ¢jy fiir j < 4. Fiir die folgenden
Aussagen koénnen wir o.E. d = 1 annehmen.
2. Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass gilt
¢ii|er fiir alle k1 mit k <.
Die Aussage ist trivial im Fall i = 0. Wir setzen jetzt voraus, dass gilt ¢;_1 ;_1]cx fiir alle k,{ mit
k < i—1. Dies heifit insbesondere
Wo, ey Wic1 € i1 iZl) =Z - cimy i@ 4+ ey o+ Do

Nun ist

QWi = ¢i—1i—10’ +eimg i T4 iy e
Wegen der Voraussetzung aw; € M gibt es m;, ..., mg € Z mit

QWi—1 = Miw; + M;_1w;—1 + - - - + Miwi + Mowo.
Nun ist

miwi = miciia’ +mici 10’ 4 mc 1o 4 mici o
Durch Koeffizientenvergleich bei o' findet man Ci—1i-1 = Micy, was bereits ¢;;|cj_q ;—1 liefert,
und weiter
m;wi € ci—1;—1Z[a] = miciL[al,

was dann ¢;;|e¢;; fiir alle j liefert.

3. Wir definieren jetzt

Cij Coo
bij=—, di=—
Cii Cii

, €= Coo-

(a) Dann ist ¢;; = 7b;;, was die bedeutete Form liefert.

(b) Die Aussage ¢;; < ¢;; ibersetzt sich in b;; < j—; fur j < 1.
(c) Die Teilbarkeit ¢;;|e;; fiir ¢ < j liefert d;|d;.

(d) Nach Definition gilt dy = 1 und d;|c. B

SaTz. Sei Z[o] Ordnung eines Zahlkérpers K vom Grad n. Sei R eine weitere Ordnung mit « € R. Dann
besitzt R eine Z-Basis 1, w1, ... ,wy_1 folgender Form:
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1. Mitdo=1,dy,...,dy_1 €N, bij € Ng gilt
wi = d%(ozi b b a4 b)),
2. di|ds|ds| .. .|dnos, bij < G fiiri > j.

3. [R:Z[a]] =dy...dn_1 und daher (dids . ..d,_1)*|disc (Z[a]).
4. Firig + -+ 14 <n qlt dil .. ~dir|di1+~~~+ir~

Bewets:

1. Wir wenden das vorangegangene Lemma im Fall M = R an. Wegen RNZ = Z folgt d = ¢ und
damit der Hauptteil der Aussagen.
2. Die Formel fiir den Index ist klar, aus

disc (Z[a]) = [R : Z[a]]*disc (R)

und disc (R), disc (Z[e]) € N folgt der andere Teil.
3. Sett =1 +---+1i.. Da R ein Ring ist, ist w;, ...w;,. in R, also gibt es m;, m;_1,...,mo € Z mit

Wiy -+ Wi, = Miw; + Mi_1Wwi—1 + -+ -+ Miwi + Myg.

Koeffzientenvergleich bei o ergibt

_ 1
=m; a;

di, ...d;

r

und damit die Behauptung. B

Beispiel: Wir wollen mit Hilfe des vorangegangenen Satzes fiir K = Q(«a) mit a® = 2 eine Ganzheitsbasis
bestimmen. Wir kénnen schreiben

1 1
ZK =7 + Zwl + ZWQ mit W1 = d—(a + blo),WQ = d—(Oz2 + bzla + bzo) mit ...
1 2

Fiir die Diskriminante gilt disc (Z[«]) = —27 -4 = —62 - 3, also folgt dyds|6. Mit d?|ds folgt d?|6, so dass
nur d; = 1 und damit 419 = 0 moglich i1st. Es bleiben jetzt die Beziehungen
do|6, b2y < dz, bao < dy.
Das Minimalpolynom von ws ist
3 3bag 5 3(1)%0 — 2b21) _ bg’o — 6borbog + 4+ 2[)21

ds d2 d3 '
Durch Ausprobieren der (endlich vielen) Moglichkeiten da = 6,3, 2 sieht man, dass nur der Fall dy = 1
und damit b4 = byp = 0 iibrig bleibt. D.h. ws = o und damit gilt

ZK = Z[a]

Beispiel: Wir betrachten K = Q(v/2,/3). Aus

} 01 1 0 }
7 2 0 0 1 7
(ﬁ+¢§)¢§:3001 3

NG 03 2 0 NG

berechnet sich das Minimalpolynom von & = v/2 + /3 zu

f=2* =104+ 1 wund disc(Z[a]) = disc (f) = 147456 = 2™ . 3% = (27 - 3)2.
Wir wollen mit Hilfe des letzten Satzes eine Ganzheitsbasis von K bestimmen. Wir setzen an Zg =
Z + 7wy + Zws + Zws mit

1 1 1
wi = —(a+big), ws=—(a®4boja+by), ws=—(a®+bssa®+ bzia + bso)
dy ds ds3

und

di .. ..
di|da, di|ds, didslds, by < 4 fiir i > j, didads = [Zg : Z[a]]]27 - 3.
j
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Wir betrachten wyi: Aus d¥ = dy - d? - d3|d1d2d3]27 - 3 folgt dy|2. Im Fall d; = 2 ist fiir by € {0,1} das

Minimalpolynom von wj nicht ganzzahlig, also bleibt nur dy = 1, b19 = 0 iibrig:
W1 = .
Wir betrachten ws: Aus do|dsz und dod3|27 - 3 folgt d3|27 - 3, also gibt es nur die Moglichkeiten dy €
{1,2,4,8}. Durch Ausprobieren aller Moglichkeiten findet man ds = 2, boy = 0, bop = 1, d.h.
1
Wy = §(a2—|—1):3—|—\/6.
Wir kommen nun zu ws: Wir wissen 2|ds und 2d3|27 - 3, also d3]2° - 3 und damit
ds € {2,4,8,16,32,64} U 16,12, 24,48, 96,192} = {2,4,6,8,12, 16, 24, 32, 48, 64, 96, 192}
Weiter

d
bas < 73, b31 < ds, bzo < ds.

Wir berechnen das charakteristische Polynom von w3 und untersuchen numerisch, wann die Koeffizienten
ganzzahlig sind. Wir finden (mit Maple) als einzige Losungen

(ds, bsz2, bs1, b30) = (2,0,1,0),(4,1,3,3).
Daher miissen wir
Wy = %(a3+a2+3a+3)
wihlen und erhalten [Zg : Z[a]] = 8, was schliefllich fiir die Diskriminante
disc (K) = disc (Zg) = 2% - 3
ergibt. Gibt es ein Element § mit Zx = Z[]? Wir setzen an
B = uwi + vws + wws
und erhalten fiir die Diskriminante
disc (Z[B]) = 2304(2u” +8uw+5w?)? (—2u? +4v? — 1 2uw+dvw—1Tw?)? (—2u? +-6v* — 1duw+6vw—23w?)?.

Durch Ausprobieren findet man, dass z.B.
1
Wi —wy —ws  und —2—3(.01—1—(.03:5(\/5—1—\/6)

Diskriminante 2304 haben. (Die Minimalpolynome sind 2* 4 2023 + 742? + 100z + 46 bzw. 2% — 422 +1.)
Also gilt:

g = Z[%(%ﬂ V6)].
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Ideale

1. Einfiithrung

Die natiirlichen Zahlen N bzw. die ganzen Zahlen Z haben einige wichtige Eigenschaften:

e Jede natiirliche Zahl 148t sich (eindeutig) als Produkt von Primzahlen darstellen, der Ring Z ist
also faktoriell.

e In N gibt es den euklidischen Algorithmus, der gerade fiir die Anwendung von fundamentaler
Bedeutung ist. Dies macht Z zu einem euklidischen Ring.

Leider gelten die entsprechenden Aussagen fiir Ordnungen in Zahlkdrpern im allgemeinen nicht.

Beispiel: In Z[/—5] hat die Zahl 6 die Faktorisierungen
6=2-3=(1+v=5)(1—v=5),

die nicht miteinander vertriglich sind. Um das Ph&nomen zu erkldren, kann man mit idealen Zahlen
ansetzen

2= a1, 3 = (x304, 1—|— \Y —5 = ¥103, 1-— \Y —5 = (204,

was die Faktorisierung erkliaren wiirde. Allerdings gibt es solche Zahlen in Z[v/—5] nicht. Wir werden
sehen, dass sich die Bezichungen klaren, wenn man a1, as, as, a4 als Ideale in Z[\/—5] deutet.

2. Ideale

Wir sind hauptséchlich an dem Fall interessiert, dass R eine Ordnung eines Zahlkorpers K ist. Allerdings
gelten viele Eigenschaften auch allgemeiner fiir kommutative Ringe.

Ein Ideal a eines kommutativen Rings R ist eine Teilmenge a C R mit folgenden Eigenschaften:

e ¢ 1st eine Untergruppe der additiven Gruppe von R, d.h. 0 € a und z,y € a impliziert z + y € a,
—r € a.
e RaCa,dh.r€ Rund z € a liefert rz € a.

Trivialerweise ist {0} ein Ideal, das auch einfach mit 0 bezeichnet wird. Sind ay,...,a,, € R, so ist
offensichtlich

Ra1+...+Ram:{rlal_i_..._i_rmam:rl’...,rneR}

ein Ideal, das auch mit (aq, ..., an) bezeichnet wird. Ideale, die sich so schreiben lassen, nennt man
endlich erzeugt.

LEMMA. Ist a # 0 ein Ideal einer Ordnung R eines Zahlkdrpers K, so ist a ein Modul in K, d.h. es gibt
emne Q-Basis aq, ..., a, von K mit

a=%2Za + -+ Za,.

Insbesondere ist der Index [R : a] definiert, den man auch als Idealnorm bezeichnet:

N(a) = [R:d].

Version vom 25.2.2003

63



64 6. IDEALE

Beweis: Seil w, ..., w, eine Z-Basis von R und « € a, & £ 0. Dann ist

Ro=Zoaw, + -+ -+ Zaw,
ein Modul und Ra C a C R. Da a eine abelsche Gruppe ist und zwischen zwei Moduln liegt, ist a ebenfalls
ein Modul. m

Ringe, bei denen jedes Ideal endlich erzeugt ist, heiflen noetherisch. Das Lemma liefert also insbesondere:
FOLGERUNG. Ordnungen in Zahlkérpern sind noethersche Ringe.

Wir wollen unsere Kenntnisse {iber Moduln in Zahlkérpern noch zu einer genaueren Beschreibung von
Idealen benutzen:

LEMMA. Sei: R Ordnung eines Zahlkérpers K und wy, ... ,w, eine festgewdhlte Z-Basis von R. Jedem
a € K wird vermége der rationalen Darstellung aw; = Zj aijw; eine Matriz A(a) = (ai;) € Mp(Q)
zugeordnet. Die von 0 verschiedenen Ideale a von R stehen dann wn Buyektion zu den Matrizen C' =
(¢i;) € M,(Z) in Hermitescher Normalform vom Rang n (d.h. ¢;; € Z, ¢ii > 1, ¢;; = 0 fir ¢ > j,
0 < eij < ¢j; fiiri < j) mit der Eigenschaft

CA(w))C™Y L CAwn) O™ € M,y (Z)

vermoge der Beziehung

ay C11 C19 N Cin w1
C29 N Con
C = = . = a=Za + -+ ZLa,.
ap ’ W,
Cnn

(Ist R = Z[a], so kann man sich auf die Bedingung C'A(a)C~1 € M, (Z) beschrinken.)

Beweis:
1. Jedes wy liefert vermoge wiw; = Zj mgijw; eine Matrix A(wg) = (muij)i; € M, (Z). Anders
geschrieben:
W1 W1
Wi = A(wk)
Wn Wn
2. Die in R enthaltenen Moduln von K stehen in Bijektion zu den n x n-Matrizen C' = (¢;;) (in

Hermitescher Normalform) vermdoge:
C11 Ci12 N Cin
@y w1
C29 N Con
¢ = 1 = , : = Zay+ -+ Zay,

ay, ’ Wn
Cnn

wobei Cij € Z,c;; >1,0< ci; < Cjj fiir 2 < 7, Cij = 0 fiir ¢ > j gilt.
3. Wir berechnen:

aq w1 w1 w1 aq
we | 0 | =wC ] 0 | =Cw | o | =CAwk) | | = CA(wr)CT!

Qp Wn Wn Wn O
Daher gilt

Zay + -+ 4oy, st Ideal <—  wpay € Zag + - -+ Zay, fir alle 4, k
— C’A(wl)C’_l, .. .,C’A(wn)C'_1 € My(Z),

was wir zeigen wollten. Im Fall R = Z[a] kann man sich natiirlich wegen A(a*) = A(a)* auf die

Bedingung auf C'A(«)C~1 € M, (Z) beschrinken. B

Bemerkungen: (mit den Bezeichnungen des Lemmas)
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1. Entsprechen die Ideale a; und as; den Matrizen C und C5, so rechnet man dhnlich wie eben nach,
daf} gilt
a; C oy < 0102_1 € Mn(Z)
2. Hat man w, = 1 gewahlt, entspricht dem Ideal a die Matrix C' = (¢;;), so sieht man sofort, daf§
aﬂQ:aﬂZ:ZCnn

gilt.

Beispiel: Wir betrachten den Zahlkérper K = Q(a) mit f(a) = 0, wobei f = &3 + Tz + 20 ist. Die
Diskriminante ist disc (K) = disc (Zg) = —3043 = —17 - 179. Eine Z-Basis des Ganzheitsrings Zg ist

a’ 4+ a
wy = , wo=q«, wg=1.
2
Mit Hilfe des Lemmas wollen wir wir alle Ideale mit Norm < 15 auflisten.
Es ist
-3 =7 =10 1 -4 —-10 1 0 0
Awy) = 1 -4 -10 |, A(ws)= 2 -1 0 , Alws) = 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
Ein Ideal a wird angesetzt als
a1 €11 €12 €13 w1
a= ZOél + ZO[Q + ZO[3 mit (0%} = 0 Coo (€23 Wa
Qs 0 0 ¢33 w3

mit
c11,C22,¢33 > 1, c12 < caa, 13,023 <czz— L

Wir betrachten alle Moglichkeiten mit [Zg : a] = ¢11¢22¢33 < 15 und testen jeweils, ob
CA(w)C™! € My (Z) und CA(w2)C™! € M, (Z)

erfiillt ist. Wir erhalten folgende Liste:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
01 0| =a=2k, 01 0| = a, 01 1 | —=as,
0 0 1 0 0 2 0 0 3
1 0 2 2 0 0 10 0 1 0 0
01 0 | — as, 01 1 | = am, 01 0] —=as, 01 4 | = as,
0 0 4 0 0 2 0 0 5 0 0 6
1 0 4 1 0 4 1 0 6
0 1 3 — U7q, 0 1 5 — A7y, 0 1 6 — Q7e,
0 0 7 0 0 7 0 0 7
1 0 6 2 0 0 1 0 3 1 2 1
0 1 4 — 08q, 0 2 0 — agp, 0 1 4 — U9q, 0 3 0 — dgp,
0 0 8 0 0 2 0 0 9 0 0 3
1 0 0 1 0 6 2 0 0
0 1 0 — 010, 0 1 4 — U124, 0 1 1 — 012p,
0 0 10 0 0 12 0 0 6
1 0 4 1 0 4 1 0 6 1 0 0
0 1 10 — O14q, 0 1 12 — 014b, 0 1 6 — Ui4e, 0 1 10 — d15.
0 0 14 0 0 14 0 0 14 0 0 15

Das Ideal 14,4 1st dann also

O14q = Z(wl + 4(.03) + Z(WQ + 10(.03) + Z - 14(.03.



66 6. IDEALE

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a? = —11 und die Ordnung R = Z[a], die nicht die Maximal-
ordnung ist. Als Z-Basis wéhlen wir «, 1. Dann 1st die darstellende Matrix

Alua +v) = ( v _11“).

U v

Wendet man das Lemma an, so findet man, daf§ sich Ideale a # 0 eindeutig durch Matrizen
“" ( > o ) mit a,c € N.b € No,b < .5 411 = 0 mod ¢

vermoge

C = (al)zc<a) (g a=Za + Zas

9 1
beschreiben lassen. Wir listen die Ideale mit Norm 2 < Na < 10 auf:

11 11 1
0 2 ) 7% 0 3 )7 % 0
9

Wir bemerken, daf3 gilt
ag C a4q6,c C an.

LEMMA. Sei a # 0 Ideal einer Ordnung R (in einem Zahlkérper K vom Grad n). Dann gibt es ein
{(a) € N mit
aNZ=anQ =7Za)
und es gilt
£(a)[N(a)|¢(a)".
Beweis: anQ ist ein Modul in Q, also gibt es eine rationale Zahl £(a) > 0 mit aNnQ = Z{(a). Wegena C R
folgt Z4(a) =anNQ C RNQ =7 und damit aNQ = anNZ = Z¢(a) und £(a) € N. Aus der Indexformel
[R:a] R C afolgt wegen 1 € R die Bezichung N(a) = [R : a] -1 € g, also N(a) € Z{(a) und damit
£(a)|N(a). Aus £(a) € afolgt Rl(a) C a C R. Ist wy,...,w, eine Z-Basis von R, so ist {(a)wy, ..., {(a)w,
eine Z-Basis von R{(a), was sofort [R: Rf(a)] = {(a)” liefert. Es folgt
La)" =[R: Rl(a)] =[R:a]-[o: Rl(a)] = N(a) - [a: RE(a)]

und daraus N(a)|£(a)”, was alles beweist. B

Operationen mit Idealen: Da Ideale von Ordnungen Moduln sind, kann man sie wie Moduln addieren
und multiplizieren: Sind

a:Za1+...+Zar’ b:Zﬁ1++Zﬁs
Ideale in R, so ist die Summe

atb="Z2Za1 + -+ Za, +Zp + -+ 1P,
und das Produkt

ab = Zalﬁl‘i‘""i‘zarﬁl +"'+Za1ﬁs+"'+zarﬁs~

Mit unserem Hermiteschen Normalisierungsverfahren fiir Moduln erh&lt man dann daraus leicht wieder
eine Darstellung als Modul mit einer Z-Basis als Erzeugendensystem.

Beispiel: Fiir K = Q(«a) mit o® 4+ 7a + 20 = 0 betrachten wir die Ideale
as :ZW1—|—Z(.02—|—Z~2(.03, O4q = Z(W1+QW3)+ZWQ+Z~4W3, O4p = Z'QW1+Z(L&2—|—W3)—|—Z~2(M3.
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Mit dem Hermiteschen Normalisierungsverfahren erhalten wir

a2+a4a:Zw1—|—Zw2—|—Z~2w3:a2 und a2+a4b:Zw1—|—Zw2+Zw3:R

und
Gotgy = Z-2wi+ Zwi(ws +ws) +Z - 2wiws +
+Z - 2wiwy + Zws (wo +ws) + Z - dwaws +
+Z - dwiws + Z - 2ws(wy +w3) + Z - dw? =
= Z(—6W1 - 14(.02 - 20(.03) + Z(2w1 - 4(.02 - 10(.03) + Z(le) +
—|—Z(2w1 - 8(.02 - 20(.03) + Z(le) + Z(QWQ) +
—|—Z(4W1) + Z(QWQ + 2(.03) + Z(4W3) =
= Z~2w1+Z~2w2+Z~2w3:R.2:(2):agb
und
olls = wa + Zwws + Zwq - 2wz + ng + Zws - 2ws + 7 - 4w§ =
= Z(—3W1 - 7(.02 - 10(.03) + Z(wl - 4(.02 - 10(.03) + Z(le) + Z(2w1 - WQ) + Z(QWQ) + Z(4W3) =
= Z(wl +2W3)+ZW2+Z'4W3 = O4gq-
Beispiel: K = Q(«) mit o? = —11. Wir betrachten wieder die Ordnung R = Z[a]. Fiir das Ideal

as =Z(a+ 1)+ 7Z -2 gilt
2 =Za+1)*+Z - 2(a+1)+Z-4=Z2a - 10)+Z(2a+a)+Z - 4 =Z(20+2) + Z -4 = as.

Faktorringe: Sei a ein Ideal eines kommutativen Rings R. Dann definiert man eine Aquivalenzrelation

auf R durch
r=ymoda < z—yEa

Die Aquivalenzrelation ist mit Addition und Multiplikation vertriglich, sodass die Menge der Aquiva-
lenzklassen R/a in natiirlicher Weise eine Ringstruktur hat und R — R/a ein Ringhomormorphismus
ist.

Gilt fiir Ideale a, b eines Rings R die Beziehung
a+b=(1)=R,
so nennt man sie teilerfremd.
Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den chinesischen Restsatz fiir Ringe:
SATZ. Sind a und b teierfremde Ideale eines kommutativen Rings R, so qult:
1. ab=anb.
2. Sind a,b € R gegeben, so gibt es ein & € R mat

r=amoda und z=0bmodb.

Ist ©' eine weitere Losung der Kongruenzen, so gilt x = ' mod ab.
3. Die natiirlichen Ringhomomorphismen R — R/a und R — R/b induzieren einen Ringisomorphis-
mus

R/ab — R/a® R/b.
Beweis: Wegen a+ b = R gibt es @y € a und b; € b mit a; + b, = 1. Dann ist

0 moda, 1 moda,
a) = s bl =
1 modb, 0 modb.

1. Aus ab C a und ab C b folgt ab C aNb. Sei umgekehrt # € aNb. Dann sind za;, zb; € ab und
damit @ = za; 4+ xby € ab. Dies zeigt aN b C ab und damit die Behauptung.
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2. Fir z = aby 4 bay gilt
_ Jaby = amod a,
" | bay = b mod b.

Ist 2’ mit ' = a mod a, ' = b mod b gegeben, so folgt —a’ € a, z—a’ € b, also x—2a’ € aNb = ab,
also * = 2’ mod ab, wie behauptet.
3. Dies ist nur eine ringtheoretische Formulierung der 2. Aussage. B

Bemerkung: Der chinesische Restsatz 148t sich leicht auf mehrere Ideale ausdehnen: Sind a4,...,a,
paarweise teilerfremde Ideale, so gilt

aN--—-Na,=ay...a, und Rfay...a, *R/a1 @ - & R/a,.

3. Hauptideale

Ein Ideal a eines Rings R ist ein Hauptideal, wenn es sich in der Form a = («) = Ra mit einem Element
a € R schreiben 148t. Wir erinnern kurz an folgende wichtige Eigenschaft der Erzeuger von Hauptidealen:

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers und o, 8 € R\ {0}. Dann gilt
Roe=Rp <= p=cafireimeeR",
d.h. Erzeuger von Hauptidealen unterscheiden sich nur um eine Einheut.
Beweis: = Aus a € Rf folgt a = uf fiir ein v € R. Analog gibt es ein v € R mit f = va. Daher ist
B = va = vuf, was wegen f # 0 sofort uv = 1 liefert, d.h. u,v € R*.

<= Zunichst ist f = ca € Ra, also R C Ra. Wegen ¢~! € R gilt a =713 € RS, also Ra C Rj, was
schliefilich Ry = R beweist. B

SATZ. Ist R eine Ordnung, so qilt fiir o € R:
[N(a)|=[R: Ra] = N((a)),
d.h. die Norm von « als Element ist bis aufs Vorzeichen die Norm des von « erzeugten Hauptideals.

Beweis: Sei w1, . ..,w, eine Z-Basis von R. Die Multiplikation mit « liefert dann vermoge
aw; = Z aijW;
J
eine Matrix A(«) = (as;), deren Determinante die Norm liefert:
N (o) = det Aa).

Nun ist andererseits aws, ..., awy eine Z-Basis des Hauptideals Ra. Die Matrix A(«) transformiert die
Basis w1, . ..,w, in die Basis awq, ..., awy,, also folgt nach Definition

[R: Ra] = |det A(a)],
was die Behauptung ergibt. B

Ist jedes Ideal eines Integrititsrings R Hauptideal, so nennt man R einen Hauptidealring. In der Alge-
braischen Zahlentheorie stellen sich in diesem Zusammenhang zwei wichtige (nichttriviale) Fragen:

1. Kann man einem Ideal a einer Ordnung R ansehen, ob es ein Hauptideal ist?

2. Wie kann man sehen, ob eine Ordnung R ein Hauptidealring ist?

Beispiel: Wir betrachten wieder den Zahlkérper K = Q(a) mit o® + 7a + 20 = 0. Als Ganzheitsbasis

wéhlen wir

a4+ o
2 bl

W1 =
Beziiglich dieser Basis wird dann

—But+v+w —Tu — 4v —10u — 10v
A(uwy + vws + wws) = u+ 2v —du—v+w —10wu
u v w
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Das Hauptideal R(uw; 4+ vws + wws) wird dann durch die Matrix A(ww; + vws + wws) beschrieben,
durch Normalisierung erhélt man die zugehdrige Matrix in Normalform. Wir haben nun numerisch alle
uwl + vwo + wws mit |u|, |v], |w| < 100 getestet. Auf diese Weise sieht man, dass alle Ideale mit Norm
< 15 Hauptideale sind:

a2 = (wa+2ws)
a3 = (w1 +ws+ws)
e = (2w1 + 3wy + 4ws)
agp = (2w1 — 3ws + 1lwsz) = (40w + 67wz + 93ws)
as = (2lwy + 12ws + bws) = (18w; — 26wy + 9bws)
ag = (bwi — 2wy — 8ws)
a7 = (w14 2ws + 3ws)
arp, = (9wi + 13ws + 17w3)
are = (w1 —ws)
agg = (12w1 —wy — 12w;3)
ass = (2ws)
doqs = (3wy — 14wy — 29w3)
agpy = (Twy — 10wy + 37ws3)
ap = (2w; — 3wz + 10ws)
a12¢ = (1lwy — 30wy — 66ws)
ar2p = (w24 ws)
tag = (Twi +ws — dws)
arap = (wi — 13wy + 48ws) = (53w — 6wz — bbws)
d1ac = (3w —bwy — 12ws3)
a5 = (w1 —ws+ bws)

Die Hauptideale mit zwei Erzeugern liefern dann natiirlich Einheiten von R:
Q] = 2(.01 — 3(.02 + 11(.03, ﬁl = 40(.01 + 67(.02 + 93(.03

liefert
B = 127wy — 107ws, % = —78105w; + 112903wy — 413023ws.
aq 1
(Die andern beiden Relationen liefern bis aufs Vorzeichen die gleiche Einheit.) Kann man mit diesen

Ergebnissen schon vermuten, dass Zx ein Hauptidealring ist?

Beispiel: R = Z[a] mit a? = —11. Es ist N(ua + v) = 11u? 4+ v?. Die einzigen Hauptideale mit Norm
< 10 sind daher (1), (2) und (3). Es gibt also Ideale mit Norm < 10, die keine Hauptideale sind, z.B.
az = Z(a + 1) + Z - 2. Insbesondere ist R kein Hauptidealring.

4. Maximale Ideale

Ein Ideal m C R heifit maximal, wenn es ein maximales Element in der beziiglich Inklusion geordneten
Menge
{o:aist Ideal in R und a # R}

ist, d.h. wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. m# R.
2. Ist a ein Ideal mit m C a C R, so folgt a = m oder a = R.

Aquivalent dazu ist die Forderung, dass der Faktorring R/m ein Korper sein soll.

Der folgende Satz wird in der Algebra mit Hilfe des Zornschen Lemmas bewiesen:

SaTz. Jedes Ideal a £ R eines kommutativen Rings R ist in einem mazimalen Ideal m enthalten.
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Beweis: Wir beweisen den Satz fiir Ordnungen R eines Zahlkorpers: Nach unseren Uberlegungen ist die
Menge
{b:blIdealin R,a C b,b # R}

endlich, also enthélt sie sicher mindestens ein maximales Element. B

Bemerkung: Die Ordnung R habe eine festgewihlte Z-Basis wy, ... ,wy. Das Ideal a habe eine Z-Basis
a1,...,0p, das Ideal b eine Z-Basis g1, ..., ;. Dann gibt es Matrizen A, B € M, (Z) mit

aq Wi 51 Wi
=A und =B ,
was dann
ai B
Lo =ABT|
(077} ﬁn

ergibt. Daher gilt:
aCb <= AB~'e M,(Z).

Eine notwendige Bedingung fiir a C b ist natiirlich auerdem [R : b]|[R : d].

Bemerkung: Ist a Ideal einer Ordnung R, so dafl Na eine Primzahl ist, so ist a ein maximales Ideal,
denn a C b C R impliziert

Na=[R:a]=[R:b]-[b:d]
und damit b = R oder b = a.

Beispiel: Wir betrachten die Ordnung R = Z[a] mit o® = 2 und wihlen als Z-Basis a2, a, 1. Es gibt
zwel Ideale a; und as; mit Index 25, die den Matrizen

1 0 16 1 3 4
A= 0 1 22 und A= 0 5 0
0 0 25 0 0 b
entsprechen. Es gibt nur ein Ideal m mit Index 5, das der Matrix
1 0 1
M= 0 1 2
0 0 5

entspricht. Nun rechnet man nach: Ay M~! € M3(Z), AsM~1 ¢ M3(Z), d.h. ¢ C m und as € m. Also
1st as selbst schon ein maximales Ideal.
5. Primideale

Ein Ideal p eines kommutativen Rings R nennt man Primideal, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt
sind:

1. p#£R.
2. Gilt ab € p, so folgt @ € p oder b € p, wo a,b € R sind.

Aquivalent damit ist die Bedingung, dass der Faktorring R/p ein Integrititsring ist.
SATZ. Jedes mazximale Ideal m ist ein Primideal.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Tatsache, dafB} fiir ein maximales Ideal m der Faktorring R/m ein Korper
und damit auch ein Integritdtsring ist.

Die Definitionseigenschaft von Primidealen kann man auch auf Idealebene hochheben:

LEMMA. Ist p ein Primideal und qilt fir Ideale a; die Beziehung ajas...0a, C P, so gibl es emnen Index i
mat a; g p.
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Beweis: Wir kénnen uns auf den Fall » = 2 beschrénken, der Rest folgt durch Induktion. Angenommen,
es wiirde gelten a; € p, az € p. Dann gébe es a1 € a1, a1 € 9, as € a2, az € p. Die Konsequenz wire
ajaz € ajas C p,

ein Widerspruch zur Primidealeigenschaft von p.
In jedem Integritétsring ist 0 ein Primideal, insbesondere also in den Ordnungen von Zahlk&rpern.

Der folgende Satz gilt im Allgemeinfall nicht:
SATZ. Jedes Primideal p # 0 einer Ordnung eines Zahlkérpers ist ein mazimales Ideal.

Beweis: Wir zeigen, dass R/p ein Korper ist, dadurch, dass wir zu a € R/p, a # 0 ein Inverses konstruieren.
Wir betrachten die Abbildung

f:R/py— R/p, x> ax.
Da R/p Integritatsring ist, ist f injektiv. Da R/p endlich ist (mit Méachtigkeit #R/p = Np = [R : p]), ist
damit f auch surjektiv, d.h. es gibt b € R/p mit ab = 1, was wir zeigen wollten. B

FOLGERUNG. Sei R eine Ordnung und 9,91, ...,p, von 0 verschiedene Primideale mit

pr.pr Cp.

Dann gibt es einen Index @ mit p = p;.

Beweis: Es gibt zundchst einen Index ¢ mit p; C p. Da aber alle Primideale # 0 maximal sind, folgt
bereits p; = p. W

Bemerkung: Die von 0 verschiedenen Primideale in Z sind genau die Ideale Zp = (p), wo p eine Primzahl
ist. Primideale verallgemeinern also die Primzahlen. Sie spielen fiir die Arithmetik in Ordnungen von
Zahlkorpern eine dhnlich wichtige Rolle wie die Primzahlen in Z. Daher wollen wir uns zunéchst einen
gewissen Uberblick iiber die Primideale in Ordnungen verschaffen.

Der folgende Satz gibt einige wesentliche Eigenschaften von Primidealen in Ordnungen an.

SATZ. Sei R Ordnung eines Zahlkdrpers K vom Grad n und p C R ein Primideal £ 0. Dann gibt es eine
Primzahl p € N mit folgenden FEigenschaften:

1. p €p, also (p) C p.

2.pNZ=pNQ=12Zp.

3. Np=p/ mit1< f<n.

Bewets:

1. Sei Np = p1ps ... p, die Primfaktorzerlegung der Norm von p mit (nicht notwendig verschiedenen)
Primzahlen p;. Wegen Np = [R : p] = #R/p gilt Np- R C p und damit p; ...p, = Np € p. Aus der
Primidealeigenschaft folgt, dass es einen Index 7 gibt mit p; € p. Wir setzen p = p;.

2. Da p nur ganze algebraische Zahlen enthilt, gilt pN Q = pNZ. Nun ist pNZ ein Ideal in Z, also
von der Form p N Z = Za mit einer natiirlichen Zahl a. Wegen p € pNZ = Za gilt a = 1 oder
a = p. Der Fall @ = 1 kann aber wegen 1 & p nicht eintreten. Also bleibt ¢ = p, wie behauptet.

3. Aus Rp = (p) C p ergibt sich

p* =[R:Rp]=[R:p]-[p: Rp],
also gibt es ein f mit Np=[R:p]=p/ und 1< f<n. m

Bemerkung: Der Satz verschafft eine erste Ubersicht iiber die Primideale einer Ordnung R:
{Primideal p C R} = {0} U U {Primideal p C R mit p € p}.
p Primzahl

Aus p € p folgt Rp C p C R. Da es zwischen Rp und R nur endlich viele Moduln gibt, gibt es auch
nur endlich viele Primideale p, die p enthalten. Da das Ideal Rp in (mindestens) einem maximalen Ideal
enthalten ist, gibt es auch tatsidchlich Primideale, die p enthalten.
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Beispiel: Wir betrachten den Zahlkérper K = Q(a) mit o®+a? —2a+8 = 0. Wir wollen alle Primideale
in Zg bestimmen, die 2 enthalten.
Eine Z-Basis von R = Z 1st

a? + «
wy = 5 wy = a, ws=1.
Die rationale Darstellung von w; und wy wird dann durch die Matrizen
1 -2 =2 0o 1 -4
Aw))= 0 1 -4 und  Aw2)=1| 2 -1 0
1 0 0 0 1 0

beschrieben. Fiir ein Primideal p mit 2 € p kénnen wir die zugehorige Matrix in Hermitescher Normalform
dann in der Form
€11 €12 C13
C= 0 co2 co3
0 0 2

ansetzen mit Np = 2F = 2¢11¢99, 1 <f<3,0<e3<ean—1,0< e13,c03 < 1. (Es ist ¢33 = 2 wegen
72 =17 Np= ZC33.)

Wir bestimmen zunéchst alle Ideale p mit Norm 2. Dann muf} gelten ¢17 = ¢92 = 1, ¢12 = 0. Es bleiben
wegen 0 < e13, ¢a3 < 1 also nur noch vier Méglichkeiten. Testet man in allen Fallen nun die Idealbedingung

CA(w1)C~Y CA(w2)C™1 € M3(Z), so findet man, dafl genau drei Matrizen iibrigbleiben:

1 0 0 1 01 1 01
AP=1010]}, P=[01U0], Ps=]011]1,
0 0 2 0 0 2 0 0 2

so dafl die zugehorigen Primideale also
pr=2Zwi +Zws +7Z2, py=Z(wi+1)+Zws+Z2, p3=7Z(wi+1)+Z(ws+1)+7Z2
sind. Explizites Nachrechnen zeigt die Idealgleichung
p1p2ps = (2).

Ist p nun irgendein Primideal mit 2 € p, so folgt p1paps C p, also gibt es ein ¢ mit p = p;. Damit haben
wir gezeigt, dafl p1, P2, p3 die einzigen Primideale von Z g sind, die 2 enthalten.

Der im letzten Beispiel gezeigte Weg zur Bestimmung von Primidealen ist im allgemeinen sehr aufwendig.
Wir wollen jetzt einfachere Méglichkeiten aufzeigen, die allerdings eine spezielle Situation voraussetzen.
Wir schicken ein Lemma voraus:

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers, o € R ein Element, p eine Primzahl und g(x), h(z) € Z[z]
Polynome, die modulo p teilerfremd sind. Dann gelten die Idealgleichungen

(p, g(@)h(a)) = (p,g(@)) - (p, h(@))  und R = (p,g(a)) + (p, h(a)).

Beweis: Nach Voraussetzung sind die modulo p reduzierten Polynome g(z), h(z) € F,[z] teilerfremd. Mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus in F,[z] findet man Polynome @(z), b(z) € F,[z] mit

a(x)g(x) + b(x)h(x) = 1.
Seien a(x),b(x) € Z[x] irgendwelche Reprisentanten von @(x) und b(x). Dann gibt es ein Polynom
c(x) € Z[x] mit
a(z)g(z) + b(x)h(x) = 1 + pe(z).
Damit ist
1 =a(a)g(a) + b(a)h(a) — pe(a).
Dies liefert sofort
Le (p,g(a)) + (p, h(a))
und damit die Teilefremdheit der Ideale (p, g(a)) und (p, h(«)). Fiir das Produkt gilt:

(p,9(a)) - (p, h(e)) = (p°, pg(@), ph(a), g(@)h(c)) C (p, g(@)h(e)).
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Fir die umgekehrte Inklusion miissen wir nur noch zeigen, dafl p im Produkt der Ideale enthalten ist.
Multipliziert man aber obige Beziehung mit p, so erhédlt man

p=a(a) - pg(a) + b(a) - phia) — c(a) - p* € (p, g(a)) - (p, h(e)),

was noch zu zeigen war. B

SaTZ. Sei R = Z[a] Ordnung eines Zahlkérpers K vom Grad n und [ das Minimalpolynom von «. Set p
ewne Primzahl und
flx) = g1(x)* ... gr(2)°" mod p

die Primfaktorzerlegung von f(x) modulo p, d.-h. g;(x) € Z[x] sind normierte Polynome vom Grad f; > 1,
gi(x) ist irreduzibel modulo p, je zwei Polynome g;(x) sind verschieden modulo p und e; > 1. (Insbesondere
ist dann ), e; fy = n.) Dann gilt:

L. pi = (p, g:(a)) ist ein Primideal mit Norm p/i.

2. pi Fp; fir i # .

3. Man hat die Zerlequng

(P) = (P, g1 (2)) - (P, gr (@)) D P17
4. p1,...,9, sind alle Primideale von R, die p enthalten.
5. Genau dann gilt ey = --- = ¢, = 1, wenn disc (f) Z 0 mod p gilt. In diesem Fall hat man

(P) = p1p2... oy
Bewets:

1. Wegen Z[a] = Z[z]/(f(x)) gilt fiir den Faktorring modulo p;:

Z[a]/pi = Zl[a]/(p, gi(x)) ~ L[]/ (f(z), p, gi(x)) = Fp[z]/(f(2),7i(2)) = Fplx]/(7i(x)).
Da g;(z) in F,[z] irreduzibel sein sollte, ist der Quotient F,[z]/(g:(x)) ein Korper, also p; ein
Primideal.
2. Aus dem letzten Lemma folgt p; + p; = R, was natiirlich die Behauptung beweist.
3. Wir schreiben
fx) = g1(2) g2 (@) . gr(2) + ph(z)
und erhalten mit f(«) = 0 die Beziehung

g1(2)* (o) ... gr(a)®" = —ph(a).
Da die Polynome g;(x)°* modulo p paarweise teilerfremd sind, erhélt man mit dem letzten Lemma
nun
(p) = (p, —ph(@)) = (p, g1(a)* ... g, (@)*) = (P, 91()*) .. . (P, gr () "),
was bereits das =-Zeichen beweist. Mit

pit = (p,gia)) = (p™,p"~
folgt auch das D-Zeichen.
4. Ist p ein Primideal mit p € p, so folgt aus 3.

pit P C(p) Cp.
Die Primidealeigenschaft von p liefert p; C p fiir ein ¢ und damit p = p;, da alle Primideale # 0
maximal sind.

5. Bekanntlich ist die Diskriminante eines Polynoms f genau dann # 0, wenn alle Nullstellen von f
im algebraischen Abschluf einfach sind. Ist nun disc (f) Z 0 mod p, so gilt also ey = --- = ¢, = 1.
Sei umgekehrt ey = --- = e, = 1. Da endliche Koérper vollkommen sind, d.h. jedes irreduzible
Polynom ist separabel, hat auch f mod p nur einfache Nullstellen im algebraischen Abschlufl und
somit ist disc (f) Z 0 mod p. Die Zerlegung von (p) folgt nun sofort aus 3. m

1

9i(), p°?gi(@)?, . pgi (@)™, gi(a)) C (p, gi()*)

Bemerkungen:

1. Um den Satz anzuwenden, mufl man die Primfaktorzerlegung von Polynomen aus Fp[2] bestimmen.
Dafiir gibt es effektive Algorithmen. In Maple hat man dazu die Funktion Factor(f) mod p.
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2. Da die Diskriminante disc (f) eines irreduziblen Polynoms f € Z[z] nur endlich viele Primteiler p
hat, hat man also fiir fast alle Primzahlen p eine Zerlegung (p) = p1 ...p, mit Exponenten e; = 1.
3. Beim Auftreten von Exponenten e; > 1 muf} nicht mehr

(p) =91 =97 = (p,92(e)) .. (p,gr(a))

gelten - aufler im Fall R = Zg, wie wir spiter zeigen werden.

Beispiel: Wir wollen fiir den Zahlkérper K = Q(i) (mit i? = —1) die Primideale der Ordnung R =
Z[7] bestimmen. Jedes von 0 verschiedene Primideal p enthélt eine Primzahl p. Zur Bestimmung aller
Primideale p C R, die p enthalten, faktorisieren wir das Minimalpolynom f(z) = 2? + 1 von i € R
modulo p.

Fiir p = 2 ist f(z) = (z 4+ 1)? mod 2, also ps = (2,7 + 1) das einzige Primideal, das 2 enthélt. Man kann
explizit nachrechnen, dass p3 = (2) gilt.

Sei nun p > 2. Da f(x) Grad 2 hat, ist f(z) genau dann reduzibel modulo p, wenn es eine Nullstelle a,,
modulo p hat. Dies fiihrt zu folgenden beiden Méoglichkeiten:

o Gibt es a, € Z mit f(a,) = 0 mod p, d.h. azz, = —1 mod p, so ist
fz) = (x—ap)(x + ap) mod p
und
Ppa = (pi—ap) und  ppp = (p,i+ap)

sind genau die Primideale, die p enthalten. Auflerdem gilt p,.p,0 = (p).

e Gibt es kein a, € Z mit azz, = —1 mod p, so ist f(z) irreduzibel modulo p und
pp = (p)
das einzige Primideal von R, das p enthélt.

Wir kénnen jetzt explizit die ersten Primideale auflisten:

p | Faktorisierung von f(z) mod p p enthaltende Primideale
2 f(z) = (z +1)? mod 2 pa=(2,i+1)
3 f(z) irreduzibel modulo 3 ps = (3)
5| flr)=(@—-2)(z+2)mod5 | psa=(51—2), pso = (5,1 +2)
7 f(z) irreduzibel modulo 7 pr = (7)
11 f(z) irreduzibel modulo 11 p11 = (11)
13| f(z) = (x —5)(x +5) mod 13 | p13, = (13,7 —5), psp = (13,7 +5)
17 fle) = (v —4)(x+4) mod 17 | pr7q = (17,4 —4), psp = (17,1 +4)
19 f(z) irreduzibel modulo 19 P19 = (19)
Wir suchen nun nach einem von p abhéngigen Kriterium, wann ein a, € Z mit azz, = —1 mod p existiert

bzw. nicht existiert. Wir setzen p > 2 voraus.

Wir betrachten zunédchst den Fall, dass a, € Z existiert mit «

2 —

= —1 mod p. Dann ist a;; = 1 mod p,

also hat @, Ordnung 4 in der multiplikativen Gruppe F. Da die Elementordnung immer ein Teiler der
Gruppenordnung ist, folgt 4|#F;, also 4|p — 1, und damit p = 1 mod 4.

Sei nun umgekehrt p = 1 mod 4. Dann gilt 4|p — 1, d.h. 4 teilt die Gruppenordnung #F; =p—1. Dade
multiplikative Gruppe F; zyklisch ist, gibt es zu jedem Teiler d der Gruppenordnung p —1 (mindestens)
ein Element der Ordnung d. Also gibt es a, € Z mit a;; = 1 mod p, aber azz, # 1 mod p. Dann folgt aber
mit p|(a12) — 1)(a12) + 1) sofort azz) = —1 mod p.

Damit haben wir fiir Primzahlen p > 2 gezeigt, dass genau dann ein a, € Z mit a
wenn p = 1 mod 4 gilt.

Wir fassen das Ergebnis nochmals fiir die Primideale zusammen:

9 _

» = —1 mod p existiert,

o Ist p = 1 mod4, so gibt es ¢, € Z mit azz) = —1mod 4, also gilt f(z) = (z — ap)(z + ap) mod p
und damit gibt es genau zwei p enthaltende Primideale, ndmlich
ppa:(p’i_ap) und ppb:(p’i"i'ap)’

wobel die Gleichung ppq.pps = (p) gilt.



5. PRIMIDEALE 75

e Ist p =3 mod 4, so gibt es kein a, € Z mit a; = —1 mod p, also 1st f(z) irreduzibel modulo p und
damit ist

P = (p)
das einzige p enthaltende Primideal.

Fiir p = 1 mod 4 gibt es also genau zwei Primideale p,q, p,5, die p enthalten, sonst genau eines, namlich
po=(2,i+ 1) im Fall p = 2 und p, = (p) im Fall p = 3 mod 4.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit f(a) =0, wo f(z) = 2 + 72 + 20 ist, und darin die (nichtma-
ximale) Ordnung R = Z[a]. Die Primfaktorzerlegung von f(z) modulo p liefert die folgenden Primideale:

p | Primfaktorzerlegung von f mod p Primideale

2 z(x+1)? Paa = (2,0), pap = (2, + 1)

3 (x4 1)(2? 4+ 22+ 2) p3a = (3, a4+ 1), psp = (3, 0% + 20 + 2)

5 z(x? 4+ 2) psa = (5, ), psp = (5,0 + 2)

7 (x4 3)(x+5)(x + 6) pra = (T, 4+ 3), pre = (T, + 5), pre = (7, + 6)
11 irreduzibel p11 = (11)

13 irreduzibel p1z = (13)

17 ( + 6)(x + 14)2 prra = (17,0 + 6), proo = (17, 0 + 14)

19 irreduzibel p1o = (19)

Wihlt man als Z-Basis o2, a, 1, so findet man fiir nachfolgende Ideale wie iiblich die entsprechenden
Matrizen in Hermitescher Normalform:

1 0 0 1 0 1 1 0 3 2 0 2
poa—= | 01 0 |, por—=[ 0 1 1], p3p = 0 2 2], paapiy =10 2 2|,
0 0 2 0 0 2 0 0 4 0 0 4

was insbesondere (2) # pa.p3, zeigt.

Leider haben nicht alle Ordnungen eines Zahlkérpers die Gestalt Z[«], so dal man den letzten Satz zur
Primidealbestimmung direkt anwenden kénnte. In jeder Ordnung R ist aber eine Ordnung der Gestalt
Z[«] enthalten. Daher liegt es nahe, die Primideale verschiedener Ordnungen in Beziehung zu setzen.

Seien R C S Ordnungen eines Zahlkérpers. Man kann leicht natiirliche Abbildungen zwischen R- und
S-Idealen angeben:

1. Ist a C Rein R-Ideal (mit a = Rag + -+ Ra), so ist
SC(ZS(ROQ—F"'—FROQ‘):Sa1+...+5ar

ein S-Ideal.
2. Ist A C S ein S-Ideal, so ist RNA C R offensichtlich ein R-Ideal.

Allerdings ist nicht klar, dass die angebenen Abbildungen invers zueinander sind.

Wir geben zunéchst einen allgemeinen Satz fiir Primideale an:

LEMMA. Sind R C S zwer kommutative Ringe, st P C S emn Primideal in S, so ist PN R ein Primideal
mn R.

Beweis: Man {iberpriift einfach die in der Definition geforderten Eigenschaften eines Primideals. Alterna-
tiv: Der (natiirliche) Homomorphismus R — S/P hat als Kern das Ideal R NP, so dafi der Homomor-
phiesatz eine Einbettung

R/PNR < S/

liefert. Da S/ Integritatsring ist, ist auch R/ R NP Integrititsring und damit R NP ein Primideal in
R nm
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SaTZ. Seien R C S Ordnungen eines Zahlkérpers K und p eine Primzahl, die den Index f = [S : R]
nicht teit, d.h. f # 0 mod p. Dann gibt es eine Bijektion der p enthaltenden Primideale von R und S:

Primideale in R Primideale in S
p = Sp
RNP — L

Auferdem stimmen die Idealnormen dberein: N(p) = N(Sp), wobei N(p) = [R : p] und N(Sp) =[S : Sp]
est.
Bewezs:

1. Da f und p nach Voraussetzung teilerfremd sind, gibt es eine Darstellung 1 = af 4 bp mit ganzen
Zahlen a,b € Z. Da f die Ordnung der abelschen Faktorgruppe S/R ist, gilt fS C R.

2. Sei im folgenden p ein Primideal von R, das die Primzahl p enthilt.

3. Wir zeigen zunichst, dass S = Sp 4+ R gilt. Die Inklusion S D Sp + R ist trivial. Sei jetzt s € S.
Dann ist

s=s-1=s(af +bp)=(bs)p+a(fs) € Sp+ R wegen fs€R,
was auch S C Sp + R zeigt.

4. Wir zeigen nun RN Sp = p, wobei RN Sp D p wieder trivial ist. Sei » = 3 s;m; € RN Sp mit
re R, s; €5, m €p. Dann ist

r=r(af +bp)=af -r+rbp= afZSZ'ﬂ'Z' + rbp = aZ(fsi)ﬂ'i +rbpep  wegen fs; € R,
was N .Sp C p und damit die behauptete Gleichung zeigt.
5. Uber die Inklusion R C S definieren wir einen Ringhomomorphismus
¢ :R— S/Sp, @+ xmod Sp.

Wegen S = Sp + R 1st ¢ surjektiv. Der Kern von ¢ ist RN Sp = p. Der Homomorphiesatz fiir
Ringhomomorphismen liefert nun einen Isomorphismus

R/p ~ S/Sp.
Mit p ist daher auch Sp ein Primideal. Auflerdem folgt Np = #R/p = #5/Sp = N(Sp).
6. Wegen RN .Sp = p ist die Zuordnung p — Sp injektiv.
7. Ist P ein Primideal in S mit p € S, so ist ‘PN R ein Primideal p in R, das p enthélt, d.h. PN R = p.
Aus p C P folgt nun Sp C P und wegen der Maximalitit der Primideale Sp = B. Damit ist alles
gezeigt. W

Anwendung: Sei R Ordnung eines Zahlkorpers K und p eine Primzahl, zu der wir alle Primideale p C R
mit p € p bestimmen wollen. Wir wahlen ein o € R mit K = Q(«) und bestimmen das Minimalpolynom
f(z). Teilt nun p den Index [R : Z[a]] nicht, so bestimmen wir die Primfaktorzerlegung von f(z) modulo
p:

flx) = g1(2)% .. g ()" mod p.
Dann sind p; = (p,¢; (o)) C R, i = 1,...,r die Primideale von R, die p enthalten. (Ist die Indexbedingung
nicht erfiillt, kann man versuchen ein anderes « zu finden.)

Beispiel: Sei K = Q(a) mit o? = —2. Wir betrachten die Ordnungen R = Z[3a] und S = Z[a] mit
Index [S : R] = 3. Sei 8 = 3a. Das Minimalpolynom von 8 ist 2 4+ 18. Aus 22 + 18 = 2? mod 3 folgt,
dass

p=03,5)
das einzige Primideal in R ist, das die Primzahl 3 enthilt. Das Minimalpolynom von o ist z? + 2, aus

2?24+ 2= (z + 1)(z + 2) mod 3 folgt, dass
P1=B,a+1) und P2=(3,a+2)

die Primideale von S sind, die 3 enthalten. Also gibt es keine Bijektion zwischen den 3-enthaltenden
Primidealen von R und 5. Wir bemerken noch, dass

Sp=5-345-8=5-3+5-3a=5-3

kein Primideal in S 1st.
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a® + 7o + 20 = 0. Die Ordnung R = Z[a] hat Index 2 in der
Maximalordnung Z g , als Ganzheitsbasis kénnen wir

a?+a

2 bl

wéhlen. Die Primideale aus Z[a], die 3 enthalten, sind:

W1 =

Psa = (3, +1), psp=(3,0"+20+2).

Nun wird tiber Zg:

O = O

1 0 121
Zr3+Zx(a+1)— | 0 1], Zg3+Zg(@®+2a+2)—= | 0 3 0 |,
0 3 0 0 3

was den frither bestimmten Idealen as und ags entspricht.
Die 2 enthaltenden Primideale von Z[«] sind

P = (2,) und pop = (2,04 1)
mit
N(pZa) =2 und N(pr) = 2.

Nimmt man das Erzeugnis in Zg, so erhédlt man

10 0 2 0 0
Zxpza =Zx2+Zxa— | 0 1 0 |, Zgpy=Zg2+Zgx(a+1)—> | 0 1 1 |,
0 0 2 00 2

was den Idealen as und a4, entspricht, die in diesem Fall auch prim sind. Hier gilt

N(Zkpa2) =2=N(paa) und N(Zgpa) =4# 2= N(paw),

also muf} die Idealnorm nicht erhalten bleiben, wenn man zu einer gréfleren Ordnung {ibergeht und die
Primzahl den Index der Ordnungen teilt.

Beispiel: Wir betrachten wieder K = Q(a) mit f(a) = 0, wo f = 2% + 2% — 22 + 8 ist. Aus f =
z?(z 4+ 1) mod 2 folgt, daB (2,) und (2, + 1) die Primideale in Z[a] sind, die 2 enthalten. Durch
Ubergang zu den Normalformen kann man sehen, daB in Zx das Ideal (2, v + 1) weiterhin prim ist, es
stimmt mit pg tiberein, allerdings hat (2, «) die Normalform

2 0 0
01 0 |,
00 2

insbesondere Norm 4, und kann daher nicht prim sein, da alle 2 enthaltenden Primideale von Zx Norm
2 haben. (Bei diesem Beispiel kann man auch bei Wahl einer anderen Ordnung Z[f] nichts erreichen.)
Die Aussagen des folgenden Satzes werden spéter mehrfach benutzt werden.

SATZ. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers K vom Gradn, p eine Primzahl und p1, ...y, die p enthaltenden
Primideale von R. Definiert man

I (R)={a € R:a™ =0mod p fir ein m > 1},

so gilt
L(R)y=piN---Npr=p1...p, und >L,(R)" =(p1...p,)" CRp.
Insbesondere ist I,(R) ein Ideal und es gult

I,(R)={a € R:a" =0 mod p}.
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Beweis: Da die Ideale p; maximal sind, gilt p;+p; = R fiir i # j. Im Zusammenhang mit dem chinesischen
Restsatz haben wir dann die Gleichung p1 N---Np, = p1...p, bewiesen. Sei jetzt o € I,(R). Dann gibt
es ein m > 1 mit ™ € Rp. Es folgt @™ € p; und damit o € p;. Dies liefert « € p3 N ---Np,, also
L(R)CpiN---Np,. Seinun a € py N ---Np,.. Wir haben
RDRa+RpDRa>+RpD---D Ra™+ Rp D Ra™' + Rp D Rp.

Da es zwischen R und Rp nur endlich viele Moduln gibt, existiert ein m € N mit Ra™+Rp = Ra™ T 4 Rp.
Dann gibt es u,v € R mit o™ = ua™*! 4 vp, also a™(1 — ua) = vp. Wegen «a, p € p; und der Tatsache,
dass py, ..., p, die einzigen p enthaltenden Primideale sind, folgt R(1—ua)+Rp = R,d.h.esgibt w,z € R
mit 1 = w(l — ue) + xp und damit

a™ =a™ (1 —ua)w+ o ep = vwp+ o™ aep = plvw + o™ x) € Rp.
Dies beweist p1 N ---Np, C I,(R) und damit die Gleichheit I,(R) =p1 N ---Np,.

Sei nun wy,...,w, eine Z-Basis von R. Wir betrachten die rationale Darstellung bzgl. der Q-Basis
Wi, ..., wp, d.h. jedes oo € K liefert eine Matrix A(a) vermoge
w1 w1
a = A(a)
Wn Wn

Es gilt fiir o € R:

a € I,(R) a™eRpfireinm>1 <= A(@")=0modpfiremnm>1 <«

<~
<= A(a) ist nilpotent in M, (F,) <=
<~

das charakteristische Polynom von A(«) ist 2 <= " =0 mod p.
Dies beweist I,(R)” = (p1...p,)" C Rpund I,(R) ={a € R:a” =0 mod p}. B

Wir erwidhnen noch eine weitere allgemeine Eigenschaft von Primidealen:

LEMMA. Sei p £ 0 Primideal einer Ordnung R eines Zahlkérpers K. Dann gilt:

Lop#p.
2. p/p? ist ein R/p-Vektorraum.
3. [p:p?] = (Np)# fiir ein p > 1 und damit Np? = (Np)#+1,

Bewets:

1. Wir nehmen an, es wiirde p = p? gelten. Sei p = (my,..., 7). Jedes Element aus p? 148t sich
schreiben als 22:1 p;m; mit p; € p, also erhélt man mit der Annahme p = p? eine Darstellung

.
= Zﬂz’jﬂj mit p;; € p.
i=1

In Matrizenschreibweise ergibt sich

™ M1t ... Hip ™

T frl e ey s
Setzt man M = (u;;)i;, so wird
T
(L—M | : |=0.
T

Nun gilt I, — M = I, mod p, also det(/, — M) = 1 mod p, insbesondere det(/, — M) # 0. Durch
Multiplikation mit der inversen Matrix aus G'L,(K) folgt

™
=0,

e
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also p = Rmy + -+ Rm, = 0, ein Widerspruch zur Voraussetzung p # 0. Damit folgt p # p?.

2. Sind 71,79 € Rmit ro — 7y =& €, Ty, T2 € 7 mit 7y — m = y3 € p?, so folgt modulo p?
rome = ro(m + y2) = ramy + roy2 = remy = (r1 + @)my = rym + 2w = v mod p?,
daher ist
Rfpxp/p* —p/p?, (7.7) =77

wohldefiniert und liefert offensichtlich eine Vektorraumstruktur auf p/p? bzgl. des Korpers R/p.
3. Ist p die Dimension von p/p* iiber R/p, so gilt #p/p* = (#R/p)*. Wegen p # p? folgt p > 1.

Damit gilt

o p%) = #tp/p* = (#1/p)" = (Np)* und  N(p*) = [R:p"] = [R:p]-[p:p7] = (Np)"*,

was zu zeigen war. l

6. Gebrochene Ideale

Beim Rechnen mit ganzen Zahlen ist es manchmal niitzlich, auch Nenner zuzulassen, d.h. mit rationalen
Zahlen zu rechnen. Ebenso erweist es sich in manchen Situationen als vorteilhaft, Ideale mit Nennern
zuzulassen:

DEFINITION. Sei R eine Ordnung eines Zahlk&rpers. Ein gebrochenes Ideal a von R ist ein Modul des
Zahlkorpers, fiir den Ra C a gilt.

Das folgende Lemma gibt eine alternative Definition:

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers K. Eine Teilmenge a C K, a # {0} ist genau dann ein
gebrochenes Ideal von R, wenn es aq,...,a, € K gibt mit
a= Ra;+ -+ Ra,.

(In algebraischer Sprache: Ein gebrochenes Ideal ist ein endlich erzeugter R-Untermodul von K.)

Beweis: Sei a ein gebrochenes Ideal und aq, ..., a, eine Z-Basis von a. Wegen Ra C a folgt
a=%Zo1+ -+ 2Za, C Ry +---+ Ray, =2Zay + -+ Za, = q

was die eine Richtung beweist. Sei umgekehrt a # {0} mit a = Ray + - - - + Ra,. Offensichtlich gilt dann
Ra C a. Ist wy,...,w, eine Z-Basis von R, so folgt

a= ZT:ZH:ZO[Z'W]',

i=1j=1

also 1st a ein Modul in K. &

Bemerkungen:
1. Jedes Ideal # 0 einer Ordnung R ist auch ein gebrochenes Ideal. Ist a ein gebrochenes Ideal von
Rund a C R, so ist R ein Ideal von R.
2. Ein gebrochenes Ideal a einer Ordnung R 148t sich eindeutig durch eine Hermitesche Normalform
(mit Nenner) beschreiben. Ist also wi, ..., w, eine Z-Basis von R, so gibt es d € N, ¢;; € Z mit
cii > 0,0< ¢ <e¢j;—1ftri<j, ey =0ftir 7> j, ggT(d, c11,¢12,...,¢pn) = 1 und

1 n n
a= E Z Z(Z Cijo).
i=1 Jj=t

Insbesondere ist da ein Ideal # 0 in R.
3. Um die (gewohnlichen) Ideale von R auch sprachlich von den gebrochenen Ideale von R abzugren-
zen, nennt man sie manchmal auch ganze Ideale von R.

Beispiele: Sei R Ordnung eines Zahlkorpers.

1. Ist o € K, a # 0, so ist Ra ein gebrochenes Ideal.
2. Ist a C R ein Ideal, d € N, so ist %a ein gebrochenes Ideal.
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Gebrochene Ideale kann man (als Moduln des Zahlkorpers) addieren und multiplizieren, die Idealnorm
wird durch Na = [R : a] auch fiir gebrochene Ideale definiert.

Beispiel: Ist o € K, o # 0, so ist R = («) ein gebrochenes Ideal mit Norm |N(a)|. (Der Beweis
unterscheidet sich nicht von dem Beweis fiir o € R.)

Fir Moduln a = Zay + - -4+ Za, und b = ZB1 + - - -+ Zj, eines Zahlkorpers K hatten wir gesehen, dass
auch

(a:b)={Ae K:AbCa}

ein Modul ist, ndmlich
n

B) — M, yzde
(a.b)_i:ﬂl(zﬁi+ +Zﬁi)'

LEMMA. Sind a und b gebrochene Ideale einer Ordnung R, so ist auch (a : b) ein gebrochenes Ideal von
R.

Beweis: Es bleibt nur noch R-(a : b) C (a : b) zu zeigen. Sei A € (a : b), d.h. Ab C a. Dann gilt
RA-bC RaC g, also RAC (a:b) und damit R(a: b) C (a: b), wie behauptet. B

Bemerkung: Eigentlich muss man im letzten Lemma fiir b nur voraussetzen, dass b ein Modul ist.

Wir werden spéter Aussagen {iber gebrochene Ideale der Gestalt (R : a) bendtigen, die wir hier zusam-
menstellen:

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers und a ewmn gebrochenes Ideal von R.
1. Ista= Ray + -+ Ra, C K mit a; € K*, 50 qult

A |
R:a)= R—.
(R :a) Dl -
2.a-(R:a)CR.
3. Flirw € K, w#£0 ist
1
(R:wa) = ;(R s a).
4. Ist a ein ganzes Ideal und d € N mit d € a, so qilt:

RC(R:a)C =R.

1
=d
Beweis:

1. Fir A € K gilt:

Ae(R:a) < MCR <+ Xy €R,.. . d,€ER
1 1 1 1
< MeR—,.... ) €éR— <<= Xe(R—)N---Nn(R—),
ay ay a ay
was die Behauptung beweist.
2. Klar.

3. Fir A e K gilt:
1
A€(R:wa) <= IwaCR <<= MWweE(R:q0) <— /\EJ(R:a),

was die Behauptung zeigt.
4. Wegen Ra C a C R folgt die erste Inklusion. Ist A € (R : a), so muss wegen d € a gelten: Ad € R,
also A € %R, was die zweite Inklusion zeigt.
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a® 4+ o? — 20 +8 = 0. Es gilt Zg = Z - 0‘2% + Za + 7. Wir
hatten gesehen, dass das Ideal p = (2, + 1) ein Primideal mit Norm 2 ist. Mit obiger Formel gilt:

(R:p) = (ZKé)m(ZK.aLH):
= (Z'azz—a‘i'z'%—'—zé)m(z.20([2——11—-01[)+Z'a—a|-1+z'a_1|_1):
= (Z'(%OZZ‘FEQ)-FZ'%a—I—Z~%)H(Z~%a—|—Z.(11_00[2+%)+Z,(_%a2+%)):
= 21_0((Z'(5a2+5a)+Z~10a—|—Z~10)ﬂ(Z~10a+Z~(2a2+16)+z.(_2a2+4))):
= %((Z'(5a2—|—5a)—|—Z~10a—|—Z~10)m(Z.(2a2+16)+Z,loa_i_Z.QO)):
= %(Z'IOO‘z-FZ'lOO“"Z'QO):Z'%a2+Z~%a—|—Z,

7. Invertierbare Ideale

DEFINITION. Ein gebrochenes Ideal a einer Ordnung R eines Zahlk&rpers heifit invertierbar, wenn es ein
gebrochenes Ideal b gibt mit

ab = R.

Beispiel: Gebrochene Hauptideale Ro sind invertierbar, denn

1
Ra-R—=R.
[0

Da die Idealmultiplikation kommutativ und assoziativ ist, ist folgender Satz sofort klar:

SATZ. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers und Ip die Menge der gebrochenen invertierbaren Ideale von
R. Dann wird I durch Multiplikation zu einer abelschen Gruppe. Das Inverse zu a € I wird mit a~*
bezeichnet. Die Hauptlideale Hr = {Ra : o« € K, # 0} sind eine Unlergruppe von Ig. Die Fakltorgruppe
Ir/Hp heifit die Klassengruppe von R und wird mit CL(R) bezeichnet.

(Die Bedeutung dieses Satzes wird erst spater sichtbar werden. An dieser Stelle sollte nur gezeigt werden,
was man aus der Definition des Begriffs invertierbares Ideal sofort folgern kann.)

LEMMA. Ein gebrochenes Ideal a einer Ordnung ist genau dann invertierbar, wenn gilt
a-(R:a)=R.
In diesem Fall ist a=! = (R : a).
Beweis: Gilt a- (R : a) = R, so ist a nach Definition invertierbar. Sei umgekehrt a invertierbar, d.h.
ab = R mit einem gebrochenen Ideal b. Nach Definition von (R : a) gilt dann b C (R : a) und damit
R=abC a(R:a) C R, also a(R : a) = R, wie behauptet. B
Beispiel: K = Q(a) mit a? = =11 und R = Z[«].
e Wir betrachten das Ideal as = Z(a 4+ 1) + Z - 2 mit Norm 2. Man berechnet
a+1 1

1 1
(R:az) = ZT +7Z= §a2 und damit  ag - (R:as) = §a§ = 5(18 = as.

Also ist as nicht invertierbar.
e Fiir die Ideale az, = (3,0 + 1), asp + (3, o + 2) gilt

3403p = (a + 1,3) . (a + 2,3) = (3)

und damit %agaagb = R, d.h. a3, und as; sind invertierbare Ideale.

Wir stellen jetzt einige einfache Eigenschaften invertierbarer Ideale zusammen:

LEMMA. Se: R Ordnung eines Zahlkérpers K.
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1. Fir gebrochene Ideale a; von R gilt:
aids...aq, tnvertierbar <= a; tnvertierbar fiir allet=1,..., 7.
2. Sind a,b, ¢ gebrochene Ideale von R und ist a wnwvertierbar, so gilt:

bCc¢ <« abCuar
bCc¢ <= abCuac
b=¢ <= ab=ac.

Beweis:
1. Ist @y ...a, invertierbar, so gibt es ein gebrochenes Ideal b mit a; ...a,b = R, also ist
ai(al o Oj—10547 .. .arb) = R,

was die Invertierbarkeit von a; zeigt. Sind umgekehrt alle a; invertierbar, so gibt es gebrochene
Ideale b; mit a;b; = R und damit (a; ...a,)(by...b.) = R, was die Behauptung zeigt.
2. Aus b C ¢ folgt durch Multiplikation mit a sofort ab C ac. Umgekehrt folgt aus ab C ac durch

Multiplikation mit a=! wegen aa~! = R sofort b = a~lab C a~lac = c. Die anderen Aussagen

ergeben sich genauso durch Multiplikation mit a bzw. a=! und der Bezichung aa™! = R. ®

Das folgende Lemma fiihrt eine gebrauchliche Sprechweise ein:
LEMMA. Se: R Ordnung eines Zahlkérpers, seien a,b Ideale mit
bCaCR wund a nvertierbar.

Dann ist ¢ = ba™!

ein ganzes Ideal mit
b=ca=(ba')a.
Man sagt, a teilt b, und schreibt alb.
Beweis: Aus b C a folgt durch Multiplikation mit a~=! die Beziehung

c=ba ! Caa' =R,

also ist ¢ ein ganzes Ideal und a = ca, wie behauptet. B

8. Die Multiplikativitit der Norm

Wir beginnen mit ein paar einfachen Bemerkungen.
LEMMA. Sind a und b tederfremde Ideale einer Ordnung R, so gilt:

N(ab) = N(a)N(b).
Beweis: Der chinesische Restsatz liefert

R/ab~ R/a® R/b,
was sofort

N(ab) = [R:ab] = #R/ab = #R/a-#R/b=[R:a]-[R:b] = N(a)N(b)

liefert. m

LEMMA. [Ist a Ideal einer Ordnung R und Na = be mit b,c € N und ggT(b,¢) = 1, so gilt fiir b = a+ Rb,
c=a+ Re

a="Dbc, a+b=R, Nb=b Nc=c.
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Beweis: Wegen be = Na € a gilt
bc = (a4 Rb)(a+ Re) = a® + ba+ ca+ Rbe C a+ RNa C a.

Wegen ggT(b,¢) = 1 gibt es w,v € Z mit 1 = bu + cv. Daher gilt fir A € a zunéchst Abu € ab C be,
Ave € ac C be, also
A= Abu + Acv € be,

was a C bc und damit die Gleichheit a = bc beweist. Aus 1 = bu + cv folgt natiirlich sofort b 4+ ¢ = R.
Das letzte Lemma liefert daher

bc = Na = Nb - Nc.
Nun folgt aus Rb C b
b* =[R:Rb)=[R:b][b: Rb)=Nb-[b: Rb, also Nbb".
Analog erhilt man Ne|e”. Wegen ggT(b, ¢) = 1 folgt hieraus sofort Nb = b und N¢ = ¢, wie behauptet. B

Mit dem letzten Lemma erhélt man durch Induktion sofort folgenden Zerlegungssatz fiir Ideale:
SaTz. Sei a # 0 Ideal einer Ordnung R und
Na=pi'...pi"
die Primfaktorzerlegung der Norm. Dann gilt mit q; = a + Rpj*
a=di...q, N(@)=p;" wund q+q;=DRfiri#j

Leider muss die Idealnorm im Allgemeinen nicht multiplikativ sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: In der Ordnung Z[a] mit a? = —11 gilt fiir das Ideal as = (2, + 1) die Beziehung
a3 =oa3=2a2 und N(ae) =2, N(ag) =8, also N(azas)# N(as)N(az).

Allerdings erhélt man die Multiplikativitat unter einer zusitzlichen Voraussetzung:

SAaTz. Seir R Ordnung eines Zahlkérpers und seinen a,b gebrochene Ideale in R. Ist a invertierbar, so gilt
fiir die Idealnormen
N(ab) = N(a)N(b).
Wir benétigen zum Beweis des Satzes ein Lemma:
LEMMA. Sei R eine Ordnung, a ein gebrochenes invertierbares Ideal, b C ¢ gebrochene Ideale mat
{0 gebrochenes Ideal b C 0 C ¢} =10,
(d.h. zwischen b und ¢ gibt es keine weiteren gebrochenen Ideale). Dann gilt
¢/b~ac/ab, also insbesondere [c:b] = [ac: ab].
Beweis:

1. Man wihle ¢ € ¢\ b. Dann ist b C b+ Re C ¢ und daher nach Voraussetzung ¢ = b 4 Re. Also ist
die Abbildung

J:R—¢/b, A Aemodb

surjektiv. Definiert man ein Ideal (b : ¢)r durch
(b:c)r={A € R: AcC b},
so folgt fiir den Kern von f fiir A € R:
A€ Kern(f) < Adeeb <= Ab+Re)Cb < A Cb < A€ (b:0o)r.
Der Homomorphiesatz liefert nun

R/(b:¢)r ~c/b.
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2. Da a invertierbar ist, gilt auch fiir ab und ac die Beziehung ab C ac und
{0 gebrochenes Ideal :ab C o C ac} = 0.
Also folgt wie in 1. die Aussage
R/(ab : ac)p ~ ac/ab.
3. Nun gilt wegen der Invertierbarkeit von a fiir A € R:
A€(b:c)g <= AcChb < dacCuab < A€ (ab:ua)g,
also (ab: ac)g = (b : ¢)g. Mit den Aussagen aus 1. und 2. folgt die Behauptung. m

LEMMA. Ser R eine Ordnung, a ein gebrochenes wnvertierbares Ideal, b, c gebrochene Ideale mit b C c.
Dann qilt fiir die Indizes:
[ac: ab] = [c: b].

Beweis: Da es nur endlich viele abelsche Gruppen zwischen b und ¢ gibt, kann man eine Kette von
gebrochenen Idealen
b=boCb;Cb2C---Cb=¢
wéhlen mit
{0 gebrochenes Ideal :b; C 0 C biy1} = 0.
Das letzte Lemma ergibt also [ab;11 : ab;] = [b;41 : b;] und damit
[ac: ab] = [ab, : ab._1]...[abs : abi][aby : abg] = [b, : brq] .. .[b2 : b1][b1 : bp] = [c: b],

wie behauptet. B
Wir kénnen nun den Satz {iber die Multiplikativitdt der Norm beweisen:

Beweis des Satzes tiber die Multiplikativitdt der Norm: Es gilt mit dem letzten Lemma
N(ab) =[R:ab]=[R:0a][a:ab] = N(a)[aR : ab] = N(a)[R:b] = N(a)N(b),
wie behauptet. B

Bemerkung: Sind b C ¢ Ideale einer Ordnung R, so muf} nicht
R/(b:c)r~c/b
gelten.

9. Invertierbarkeit von Primidealen

Motivation: Ist @ = ag eine natiirliche Zahl und p; eine Primzahl mit p;|ag, dann kann man schreiben
a = a1p; mit der natiirlichen Zahl a; = aopl_l. Iteriert man diesen Prozess, so findet man eine Darstellung
a = arpipa ... pr mit Primzahlen p; und 1 < @, < @r—1 < --- < a1 < a. Nach endlichen vielen Schritten
hat man dann a, = 1 und damit die Primfaktorzerlegung von a.

Ahnlich wollen wir nun mit Idealen in Ordnungen von Zahlkérpern vorgehen: Ist a ein Ideal, p ein
invertierbares Primideal mit pla, d.h. a C p, so ist b = ap~! ein ganzes Ideal mit a = bp und N(a) =
N(b)N(p) > N(b). Durch Tteration kann man versuchen, a als Produkt von Primidealen darzustellen.

Das folgende Beispiel zeigt, wie man leicht an invertierbare Primideale kommt.

Beispiel: Sei R Ordnung eines Zahlkdrpers K und o € R mit Minimalpolynom f(z) € Z[z], so dass
K = Q(«) gilt. Sei p eine Primzahl mit disc (f) Z 0 mod p. Ist dann

flz) = g1(2) ... gr(x) mod p

die Primfaktorzerlegung von f(x) modulo p, so sind p; = (p, gi(e)) die p enthaltenden Primideale von R
und es gilt

1
(p) =p1...pr, also ;pl...pr:R,
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was sofort die Invertierbarkeit der p; zeigt zusammen mit der Darstellung

1
-1 _ )
p; —p”pr

i

Leider ist man nicht immer in der schonen Situation des Beispiels. Wir werden im folgenden einige
Hilfsaussagen fiir den Allgemeinfall zusammenstellen.

LEMMA. Istp ein die Primzahl p enthaltendes Primideal einer Ordnung R, so gilt
1
R ,C4_ (R : p) g _Ra
p

d.h. es gibt A\ € K mat
AEgR und M CR.

Beweis: Aus p- (R :p) Cyp-(R:p) C R folgt die zweite Inklusion. Sind p, pa, ..., p, die p enthalten-
den Primideale, so haben wir gesehen, dass (pps...p,)" C Rp gilt, wenn n den Grad des Zahlkorpers
bezeichnet. Also gibt es eine Darstellung

peps?...pir C Rp mit  e,en, ..., e > 0.
Wir wahlen eine Darstellung mit minimalem Wert e + e + - - - + €,. Wegen p € p folgt pep5? .. .pSr C p
und damit e > 1. Die Minimalitit liefert p*=1p5?.. . psr € Rp. Wir wihlen o € p*~1p5% .. .pér, o € Rp.
Es folgt = ¢ R und dann ap C p®p3?...pS~ C Rp, also SpC R, dh &€ (R:p). Mit A = o folgt die
Behauptung. ®

SaTz. Sei p # 0 Primideal einer Ordnung R eines Zahlkérpers K und A € K mit X & R, Ap C R. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
1. p ist invertierbar, d.h. p- (R :p) = R. (Dann ist p~' = (R :p) = R+ AR.)
2. ApZp.
3. Es gibt m € pund s € R\ p mit p C RT.
4. Fs gibt m € p mit p = Rr + p2.
5. p/p? ist 1-dimensionaler R/p- Vektorraum.
6. N(p?) = (Np)*.
Bewezs:
I = 2: Aus R C R+AR folgt durch Multiplikation mit dem invertierbaren Primideal p die Inklusion
p=p RCp (R+AR)=p+2Ap,
was sofort Ap € p impliziert.
2 = 1: Es gilt
pCp+Ap=p (R+AR) CR.
Da p maximales Ideal ist, folgt
p-(R+AR)=R,
also 1st p invertierbar und es gilt die Formel
pt=(R:p)= R+ AR

2 = 3: Wegen Ap C R, Ap € p gibt es ein m € p mit Aw &€ p, aber Ar € R. Setze s = Am. Dann ist
s € R\ pund

p="ApC _R.
S

s
3 = 2: Die Inklusion p C RT liefert 2p C R. Aus 7 = s ¢ p folgt Zp ¢ p. Dann gilt aber
PSP+ —p=p(R+RI)CR,
T T
also p(R+ R>) = R, d.h. p ist invertierbar.
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3= 4: p C RT liefert sp C Rr. Da R/p ein Kérper ist, gibt es wegen s Z 0 mod p ein ¢ € R mit
1 =st modp, also 1 = st + 7 mit 7 € p. Wir haben nun
Rr+p* Cp=(st+7)p Clsp+7p CtRr+p* C Rr+p°,
was sofort p = R + p? zeigt.
4= 3: Sei p = (m1,...,m ). Jedes Element aus p? 148t sich schreiben als 2;21 f;m; mit p; € P,

also erhilt man wegen p = Rm + p? eine Darstellung

»
Fi:aiTr—l—Z/,Lijﬂ'j mit  a; ER,/,LZ']' €p.
j=1

In Matrizenschreibweise ergibt sich

™ ay M1t ... Hip ™

Ty Qar Hrl oo Hpp Ty

Setzt man M = (u;;)i;, so wird

(Lr=M)| = [=[ |~
o ay
Sei (I, — M)[, j] die Untermatrix von I, — M, die durch Streichen der é-ten Zeile und j-ten Spalte

entsteht. Definlert man eine Matrix N durch

N = ((=1)1* det((I, — M)[i, j]))

B i=1,er
so gilt
NI, — M) = det(I, — M) - I,.
Natiirlich hat N Eintrage aus R. Definiert man s = det(7, — M), so folgt sofort s = 1 mod p wegen
pij € p, also s € R\ p. Multiplikation obiger Matrizengleichung mit N ergibt dann

und damit sm; € Rm, also sp C Rm, wie behauptet.
4= 5: Aus p = Rrm + p? folgt, dass ¥ = 7 + p? den R/p-Vektorraum p/p? erzeugt, also ist p/p?
héchstens 1-dimensional. Wegen p # p? ist p/p? tatsichlich 1-dimensional.
5 = 4: Wihlt man 7 € p mit p/p? = R/p -7 (als R/pp-Vektorraum), so folgt sofort p = Rr + p.
5 <= 6: Dies folgt mit #R/p = Np sofort aus der Bezichung

N®?) = [R:p*] = [R:p]lp: p”] = N(p) - #p/p”. =
Beispiel: In R = Z[a] mit o? = —11 betrachten wir das Primideal p = (2, 4+ 1) mit Norm 2. Wir
wihlen A = 2 ¢ R und erhalten
A2=a+1, A a=-5+a,
also Ap C p, d.h. p ist nicht invertierbar.
Fiir Anwendungen ist es wichtig, fiir ein Primideal p # 0 ein A, zu finden mit A, € K \ R, A,p C R. Wir
geben dafiir zwei Methoden an:

SaTZ. Sei R Ordnung eines Zahlkorpers K und p eine Primzahl. Sei weiter Z[a] C R eine Ordnung,
sodass p teilerfremd zum Indexr von Zla] in R ist, d.h. ggT(p,[R : Zla]) = 1. Faktorisiert man das
Minimalpolynom f(x) von o modulo p

flx) = g1(2)* ... gr(2)° mod p
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(mit normierten modulo p paarweise teilerfremden und modulo p irreduziblen Polynomen g;(x)), so sind
die p enthaltenden Primideale von R durch

pi=(pgi(a)), i=1,...,r

gegeben. Defintert man

- € € 1 a €
hi(e) = g1(2) . gima ()97 gi(2) " gipa ()94 g (2)* = gj ()
und setzt man \
A= Bile)
P

so gilt
Beweis: Die Aussagen iiber die Primideale p; wurden bereits frither gezeigt.
1. Sei n der Grad des Zahlkorpers. Dann ist h;(#) ein normiertes Polynom vom Grad < n, also gilt
Ai = # ¢ Z[«], aber natiirlich pA; € Z[a]. Wire A; € R, so wiirde [R : Z[«]] - A; € Z[«] folgen,
was mit pA; € Z[o] und ggT(p, [R : Z[e]) = 1 den Widerspruch A; € Z[a] liefern wiirde. Also muss
Ai € R gelten.
2. Es gibt ein Polynom h(z) € Z[x] mit
f(@) = g1(2) . gr(2) + ph(x) = gi(2)hi(x) + ph(x),
was mit f(a) = 0 sofort g;(a)hi(«) € pR, also A; - gi(a) € R liefert. Da auch A; - p = hi(e) € R
gilt, folgt schlieBlich A;p; C R. m

LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers mit Z-Basis wy, . . .,wp und p = (a1, ..., ) # 0 ein Primideal
in R, das die Primzahl p enthdlt. Seien As;p € 7 mat

Wiy = ZAijkwk fd?” alle Z,_]
k=1
Dann gibt es ein (x1,...,2,) € {0,1,...,p— 11"\ {(0,...,0} mit
inAijkEOmodp fir j=1,...,r, k=1... n.
i=1

Setzt man
17’74
A=-— riw; mit oz, €{0,1,...,p—1},
p; { }
so gilt
A€ R, ApCR.

Beweis: Wir wissen, dass ein A € K existiert mit A € R, Ap C R. Wegen p € pgilt A-p € R, d.h. man kann
ansetzen A = %Z?:l z;w;. Da man A um Elemente aus R abéndern kann, kann man 0. E. 0 < z; <p—1
annehmen. Wegen

/\Ozj = Einwia‘j = EZZ%A”’“W’“ = 12 Zl‘ZA”k WEe = Z lleA”k Wek
p i=1 p k=1 \i=1 k p =1

i=1k=1 p = =1
ist die Bedingung Ap C R dquivalent mit

inAijkEOmodp fir j=1,...;r, k=1,... n.
i=1

Da wir bereits allgemein bewiesen haben, dass ein A existiert, folgt, dass das angegebene Gleichungssystem
wegen A € R eine nichttriviale Lésung hat und damit die Behauptung. B

Nach diesen etwas lédnglichen technischen Vorbereitungen kommen wir zu einem zentralen Punkt: Wir
imitieren das Herausdividieren einer Primzahl aus einer natiirlichen Zahl:
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SATZ. Sei a ein von 0 verschiedenenes Ideal einer Ordnung R. Ist p ein wnvertierbares Primideal von R,
so gibt es eine eindeutige Zerlequng

a=bp,
wo b ein Ideal ist mit b € p und v € Ny. Der Ezgponent v wird auch mit vy(a) bezeichnet und als
Bewertung von a in p bezeichnet.

Beweis: Eristenz: Gilt a € p, so setzen wir b = a, v = 0. Es gelte jetzt a C p. Da p invertierbar ist, konnen
wir schreiben @ = a;p mit dem ganzen Ideal a; = ap~!. AuBerdem gilt N(a) = N(a;)N(p) > N(a;). Man
macht nun mit a; weiter und erhélt sukzessive

a=mp=aop’ =azp® = =ap’ und N(a) > N(a1) > N(az) > N(az) > - > N(a,).

Da die Norm echt abnimmt, muss der Prozess aufhéren, d.h. wir erhalten irgendwann a, ¢ p und damit
die gewiinschte Darstellung.
Eindeutigkeit: Es gelte

a=bp’ =cp*¥ mit bZp,cyp.
Sei 0.E. v < w. Wir multiplizieren zuerst mit p~¢ = (p~!)” und erhalten
b=rcp¥".
Nun ist b € p und damit cp® =" € p, was sofort w = v und b = ¢ liefert. ®

LEMMA. Seip ewn invertierbares Primideal einer Ordnung R. Dann git fiir von 0 verschiedene Ideale a
und b in R:

1. vy(ab) = vy(a) + vy ().
2. vy(a+ b) = min(vy(a), vy(b)).
3. vy(anb) = max(v,(a), v, (b)).
Beweis: Wir schreiben a = aop? und b = bpp™ mit v = v,(a) und w = v, (b), insbesondere ay € p und

[10 g p.
1. Es ist
ab = aobop”"'w.

Die Primidealeigenschaft von p liefert agby € p und damit v, (ab) = v 4 w.
2. Sei 0.E. v < w. Dann ist
a+b=(ao+ bop”"")p",
wegen ap € p folgt ag + bep” Y € p und damit v, (a4 b) = v.
3. Da p das einzige Primideal ist, das p” enthilt, sind ag und p¥ teilerfremd. Dann ist aber a =
agp? = ap N p¥ und analog b = by N p». Es gilt auch ag N by € p, denn andernfalls hdtte man
agby C ag N by C p, was zu dem Widerspruch ay C p oder by C p fiihren wiirde. Es folgt

anb = (agNbo) N (Y Np¥) = (ao N bg) Np™EmW) = (g5 N by)pm>*Vw)
woraus die Behauptung folgt. B

Die Bewertung v, kann man mit Hilfe des folgenden Lemmas berechnen:
LEMMA. Seip ein invertierbares Primideal einer Ordnung R und A € K\ R mit Ap C R. Dann ist
vp(a) = max{v € Ny : A\Ya C R}.

Beweis: Wir schreiben a = agp® mit w = v,(a). Nach Voraussetzung ist b = Ap ein ganzes Ideal. Da p
invertierbar ist, gilt b = Ap € p, also v,(b) = 0. Damit gilt:

AMaC R <= (Ap)aCyp’ < blap” Cp’ <= w>v < vy(a) > v,
woraus sofort die Behauptung folgt. B

Beispiel: K = Q(a) mit o® + a? — 2a + 8 = 0. Dann ist

7 =72w) +Zws +Zws mit w; =
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Die 2 enthaltenden Primideale sind
1= ZW1—|—ZL&2—|—Z2, P2 = Z(W1—|—1)—|—ZWQ—|—Z2, P3 = Z(W1—|—1)—|—Z(WQ—|—1)—|—Z2,
alle mit Norm 2 und (2) = pypaps. Daher sind die p;’s invertierbar. Mit dem Ansatz A; = %(ulwl + uqwo +
uz), uy = 0,1 und A; € Zg, \ip; C Zg findet man Elemente
1 1 1 1 1 1 3 1 1
/\125((.01—1—1):10[2—1—10[—1—5, A2:§(W1 +W2):ZO[2+10[, A3:§W2:§OA

Wir betrachten nun (bis aufs Vorzeichen) alle Elemente 8 = ujw; +usws 4+ ug mit |u;| < 1 und bestimmen

vp, (B):

—

B

~—

avpa(ﬁ))

(Ul, Uz, US) Norm (vpl (ﬁ)’ Yp,

(0,0, 1) 1 , 0,
(Oa 1a _1) _23 3y Yy
(Oa 1a 0) _23 s 4y

0,1,1) |-2-5
(1,-1,-1) | 22-5

O R OO, OO~ OOoONOO
= O R WO R~ ONO PR OO
O =R O O N ONORFROWO
N e o e S e S e s e i e

(1,-1,0) | 23 0,
(1,-1,1) 2

(1,0,-1) | 23 1
(1,0,0) | 25 0,
(1,0, 1) 24 3,
(1,1,-1) | —2¢ 4,
(1,1,0) | —22 0,

e e e e, o e, e e e, e,

(1,1,1) | 25

FoLGERUNG. Sei R eine Ordnung und P eine Menge von invertierbaren Primudealen. Dann hat jedes
von 0 verschiedene Ideal a von R eine eindeutige Zerlegung

a=ua H pv"(a) mit  ap € p fir allep € P.
peP

(Da a nur in endlich vielen mazimalen Idealen enthalten ist, ist das Produkt endlich.)

Beweis: Dies beweist man genauso wie den letzten Satz indem man nacheinander aus a alle moglichen
Primideale p € P herausteilt. B

Beispiel: Wir wollen nun das Beispiel
6=2-3=(1+v-5)(1-+V-5)
in R = Z[/—5] verstehen. Das Minimalpolynom von a = /=5 ist f = 22 4+ 5. Aus
f=(x+1)?mod2, f=(r+1)(x+2)mod3
erhélt man daher die Primideale, die 2 und 3 erhalten:
pa=(2,a+1), pss=0B,a+1), psw=(3a+2),
die beziiglich der Basis «, 1 durch folgende Matrizen dargestellt werden:

11 11 12
P22 00 2 ) P70 3) P70 3 )

p3=1(2), Psabz = (3).
Auflerdem haben paps, und (1 + «) die gleiche Normalformdarstellung ( é é ), ebenso wie pojpsp und

1 5
(1—a): ( 0 6 ).Also folgt

Nun berechnet man:

papza = (14 a), popsy = (1 —a),

was die obige Faktorisierung auf Idealebene erklart.
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Natiirlich stellt sich nun die Frage, ob jedes Primideal einer Ordnung R invertierbar ist oder nicht. Wir
wissen bereits, bis auf endlich viele sind alle Primideale invertierbar. Fiir die Maximalordnung Z x kénnen
wir nun eine einfache Antwort geben. (Der Allgemeinfall folgt spiter.)

SaTz. Jedes Primideal p # 0 der Mazimalordnung Zg ist invertierbar.

Beweis: Wir wahlen ein A € K\ Zg mit Ap C Zg. Wir nehmen an, p wire nicht invertierbar. Dann
gilt Ap C p. Sei a1, ..., oy, eine Z-Basis von p. Wir schauen die rationale Darstellung beziiglich der Basis
aq, ..., a, an: Jedes w € K liefert iiber wa; = Zj A(w);ja; eine Matrix A(w) € M,(Q). Nach unserer
Annahme Ap C p folgt A(A) C M,,(Z). Dann gilt aber fiir das charakteristische Polynom von A:

det(xl, — A(A)) € Zz],

also 1st A ganz iiber Z und damit A € Zg, ein Widerspruch zur Annahme. Also ist p doch invertierbar. B

10. Eindeutige Primidealzerlegung in Zg
Der folgende Satz ergibt sich nun unmittelbar aus den letzten Uberlegungen.

SATZ. Jedes von 0 verschiedene Ideal a in Zi hat eine eindeutige Faktorisierung
a= H pUr(@)
P

als Produkt von Primidealen. (Natiirlich gilt vy (a) = 0 fiir fast alle p.)

Zur Illustration betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel: Wir betrachten K = Q(«) mit f(a) = 0, wo f = 23 + Tx + 20 ist. Als Z-Basis von Zg wihlen
wir

wy = a, ws=1.
Wir wollen die Primidealzerlegung des (zufillig gewahlten) Hauptideals
a = (427419669081w; + 321110693270w, + 343633073697ws)

bestimmen. Die zu den Idealen geh&rigen Matrizen in Hermitescher Normalform werden alle beziiglich
der Basis wi,ws,ws berechnet. Zum Ideal a gehért dann die Matrix

1 0 32330541596902171497871369274842042
acA=1 0 1 239357862030390220001200258734732729
0 0 925906503027624061611031437482457923

Gilt a = pi* .. .ptr, so folgt natiirlich Na = (Npy)*...(Np,)¢ . Daher bestimmen wir die Primfaktor-
zerlegung der Norm von a:

Na = 925906503027624061611031437482457923 = pypopspaps  mit
pr =T, p»=3299, ps=21521, ps= 9680839171, ps= 192447080070865421.

Um die p; enthaltenden Primideale zu bestimmen, bestimmen wir die Primfaktorzerlegung von f mod p;:

f = (¢+3)(z+5)(x+6) modpy

f = (x4 1113) (= + 2654)(x + 2831) mod ps

f = (x+7931)(x* 4 135902 + 16406) mod ps

f = (v +4647764309)(x 4 5284952662)(x + 9428961371) mod p4

f = (¢ +81377350823052079) (¢ + 1110697292478133422 + 24689123917554875) mod ps
Dies fithrt dann zu folgenden Primidealen:
Pra=(T,a+3), p=(T,0+45), prc=(7,a+6), pag=(3299, a+ 1113), pap = (3299, o + 2654),
Poc = (3299, a4 2831), pa, = (21521, a4+ 7931), p3p = (21521, a® 4 13590a + 16406),
Pag = (9680839171, a4 4647764309), pap = (9680839171, o + 5284952662),
Pac = (9680839171, ar+ 9428961371), pse = (192447080070865421, v + 81377350823052079),
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pse = (192447080070865421, o + 111069729247813342 + 24689123917554875).

Die zugehorigen Matrizen sind

1 0 4 10 4 1 0 6
P.=013]), Pb=(015], P.=[01 6],
007 00 7 00 7
1 0 1384 1 0 2801 1 0 2420
Poa=| 0 1 1113 |, Pyup=| 0 1 2654 |, Pp.=| 0 1 2831 |,
0 0 3299 0 0 3299 0 0 3299
1 0 17287 1 17555 8203
Pa=| 01 7931 |, Py=[ 0 21521 0 ,
0 0 21521 0 0 21521
1 0 6491190138 1 0 989553069 1 0 2200095971
Pio=| 0 1 4647764309 |, Pw=| 0 1 5284952662 |, Pi.=| 0 1 9428961371 |,
0 0 9680839171 0 0 9680839171 0 0 9680839171

0 1 81377350823052079 0 192447080070865421 0

1 0 124567653488181316 1 151758404659339381 108568101994210148
Py, = , Py = .
0 0 192447080070865421 0 0 192447080070865421

Nun gilt a C p, genau dann, wenn AP;1 € M3(Z) gilt. Durch Berechnen aller AP;1 findet man, dafl a
genau in den Primidealen

Pib, Pac, Psa;  Pia, Psa

enthalten ist. Da wegen der Normen keine hoheren Potenzen vorkommen kénnen, folgt sofort

a = P1oPacP3aP4aPsa-

(Zum Test haben wir die Gleichung nochmals explizit nachgerechnet.)

Beispiel: Wir wollen die Primidealzerlegung von
101 + 103v2 + 1073 + 109V6

in der Maximalordnung des Zahlkérpers Q(v/2,v/3) bestimmen. Wir wissen bereits, dass K = Q(v/2,/3)
Q(a) mit f(a) =0, f(z) = 2* —42? + 1, Zx = Z[a] und (3a — a?)? =2, (2 — o?)? = 3 gilt. Mit

w2:3a—a3, W3:2—a2, we = waws = ba — o

gilt w? =2, w3 = 3 und
B =101+ 103wy + 107ws + 109ws = 315 + 854 — 212a° — 107a?
bestimmen. Die Norm (zusammen mit der Primfaktorzerlegung) ist
Ng = 671946628 = 2° - 197 - 465337

Wir bestimmen also die Primideale mit Norm 2, 19, p = 465337 und faktorisieren dafiir f modulo der
angegebenen Primzahlen:

f = (r+1)*mod2,
f = (2 +5x+1)(2* + 14z + 1) mod 19,
f = (z+107194)(x + 144892)(x + 320445)(x + 358143) mod p.

Damit erhalten wir folgende Primideale p, zusammen mit Elementen A, fiir die Ay € Zg, Apyp C Zg und

vp(B) = max{v > 0: A\, € Zk }
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gilt.
p Ay 3
po=(2,0+1) Ay = (et
Pioa = (19,0” + 50 + 1) Argy = Sbldatl
— o’+5a+1

Piop = (19, a? + 1da + 1)

Aoy =

Ppa = (p, v+ 107194

19
o+144892) (+320445) (358143

Apa =

oy = (p, o + 144892

P
\., — (e+107194)(a+370445)(c +358143
pb —

Ppe = (p,  + 320445

)
)
)

Ppa = (p, o + 358143)

( ( X ]
( )( I )
Mo = (04+107194)(oc+1214892)(oc+358143)
{0+ 107194) (a+144892) (0o 320445)

P

Apa =

Da p, das einzige Primideal ist, das 2 enthalt, und Np, = 2 gilt, folgt vy, (5) = 2.

Al9a 'ﬁ =
Aoy - B
Mo -

5476 136 , 1704

3
T a2 N /
T T TR Gl
78 + 139a — 10a? — 390° € Z[a],
1
——I—@Oz—i%az—li;a?’QZ[a],

was sofort vy, (8) =0, vp,,, (8) = 1 liefert. Genauso findet man

MoaB € Z[a), AppB € Zla], AyB ¢ Zlal, NS ¢ Zla), Naf € Z[o],
also vy, (8) =0, vp,, (B) =1, vy, (8) = 0, vp,,(8) = 0. (Natiirlich braucht man aus Normgriinden nur

App3 € Z[a] zu finden.) Damit erhalten wir die Primidealzerlegung

(B) =13 - Prob - Ppo-

Wir wenden jetzt unsere Kenntnisse auf gebrochene Ideale an:

SATZ. Jedes von 0 verschiedene gebrochene Ideal a der Mazimalordnung hat eine eindeutige Darstellung
a= pr“ mit  wp € 7.
P

Fast alle Exponenten wy sind 0. Man definiert dann die Bewertung vy als Fortsetzung auf die gebrochenen

Ideale durch vy(a) = wy.

Beweis: Eristenz: Sei d € N mit b = da C R. Dann haben wir fiir die ganzen Ideale (d) und b die

Darstellungen

(@) = [[p"> @ und b=]p®,
p p

was sofort

liefert.
Eindeutigkeit: Sei

a = [[pr>(0-e(@)
p

a=]]p" =]]v"
p p

Dann erhélt man durch Multiplikation mit Hp plmin(we.ue)l dag ganze Ideal
le min(wy,up)| a= H pwp+| min(wy,up)| — H p“p+| min(wp,up)|.
p p p

Die Eindeutigkeitsaussage fiir ganze Ideale liefert

wy + [ min(wy, uy)| = up + | min(wy, up)|,

woraus wy, = ¥, und damit die Behauptung folgt. m
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FOLGERUNG. Die Gruppe der invertierbaren Ideale von Zg ist eine freie abelsche Gruppe, wobei als Basis
die Primideale # 0 genommen werden kénnen.

SATZ. Seit R = Zg die Mazimalordnung ewmnes Zahlkérpers K und seien a und b gebrochene Ideale. Dann
qilt:

( .
vp(ab) = vp(a) + vp(b).

(a-+b) = min(uy (a), vy ().
b) = max(vy (a), v, (b)).
aCb < vy(a) > vy (b) fir alle p.
a C R < wvy(a) >0 fir alle p.

Oy O s 0N
<
k=1
—

Beweis: 1. ist klar. Man wihle jetzt eine natiirliche Zahl d mit da,db C R. Die Aussagen 2., 3., und 4.
folgen dann aus den entsprechenden Eigenschaften von v, fiir ganze Ideale. Wir beweisen 6.: Aus

a=]]s">®
p

sieht man <, die Richtung = ist bereits bekannt. Zu 5.: Mit 6. gelten die Aquivalenzen:
aCb <« ab™  C R <= 0<wp(ab™") = vy(a) — vy(b) fiir alle p,

was die Behauptung beweist. B
Bemerkung: Ist R C Zg, so muss /g keine freie abelsche Gruppe sein, wie nachfolgendes Beispiel zeigt.

Beispiel: Fiir R = Z[/—11] und a = (4,1 + /—11) gilt a® = (8) und daher (%a)?’ = R, also ist %a

Torsionselement in Ig, /g kann also keine freie abelsche Gruppe sein.

11. Primidealzerlegung der Primzahlen p € N in Zg

Sei K ein Zahlkorper und p eine Primzahl. Das von p im Ganzheitsring Zg erzeugte Ideal zerlegt sich
dann in eindeutiger Weise in ein Produkt von Primidealen:

() =910
mit paarweise verschiedenen Primidealen p;, die die Primzahl p enthalten. Ist Np; = [Zk : p] = #Zk /p; =
pli, so folgt durch Normbildung p” = pf1¢t .. p/r¢r und damit

n = ZerZ

Ji heiBit der Grad des Primideals p;, also Zg /p; ~ F

von p; genannt.
Weitere Sprechweisen sind:

pti5 der Exponent e; wird der Verzweigungsindex

1. p; heifit verzweigt, falls e; > 1 gilt.

2. p heifit verzweigt, falls e; > 1 fiir ein ¢ gilt.

3. p heifit trage, falls (p) = p1 gilt.

4. p heifit voll zerlegt, falls e; = f; = 1 fiir alle i gilt. Insbesondere ist R/p; ~ F,.

SATZ. Sei o € Zi mait Minimalpolynom f vom Grad des Zahlkérpers K. Ist p eine Primzahl, die den
Index [Zk : Z[]] nicht teilt, ist

flx) = g1(x)* ... gr(2)°" mod p
die Primfaktorzerlegung von f modulo p, so ist
(p) =91 ..pr mit pi=(p,gi(@))
die Primfaktorzerlegung von (p) in Zg .
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Beweis: Wir wissen bereits, dass p; = (p, gi(«)) die einzigen p enthaltenden Primideale in Zg sind, dass
Np; = p/* mit f; = gradg;, 3, e;fi =n und
(P) 2P pp
gilt. Nun ist
N((p)) —p"  und N(Hpe,) — przel =p",

also sind die beiden Ideale gleich, wie behauptet. B

Nach dem Satz ist klar, dass es nur endlich viele verzweigte Primzahlen gibt. Eine genauere Aussage
macht der folgende Satz:

SATZ. Fiir die Mazimalordnung eines Zahlkérpers K und eine Primzahl p gilt:
p verzweigt in K <= p|disc (K).
Beweis: Wir haben in R = Zg die Zerlegung Rp = p{*...pE". Also ist nach dem chinesischen Restsatz:
R/Rp~ R/p{*®---@ R/p;r.

Nun gilt disc (K) = 0 mod p genau dann, wenn die Spurform des F,-Vektorraums R/Rp ausgeartet ist.
Da aber R/Rp offensichtlich die orthogonale Summe der R/p;* ist, ist also disc (K) = 0 mod p genau
dann, wenn fiir ein ¢ die Spurform auf R/p;* ausgeartet ist.

o Ist e; > 2, so liefert a € p&*~1\ p* ein nilpotentes Element @ € R/pS*. Dann ist aber fiir alle
@ € R/p;* auch @w nilpotent, also auch die zugehdrige Matrix, die dann natiirlich Spur 0 hat, d.h.
Splaw) = 0, so daB also die Spurform ausgeartet ist.

o Ist ¢; = 1, so ist R/p; ein endlicher Kérper: R/p; ~ F,[z]/(g(x)), wo g € Fp[z] ein irreduzibles
Polynom ist. Die Determinante der Spurform ist dann die Diskriminante des Polynoms, wie wir
gesehen haben, also # 0, d.h. die Spurform ist nicht ausgeartet.

Daraus ergibt sich die Behauptung. B

Beispiel: Wir betrachten den Zahlkérper K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 2 + 3z + 52?2 + 723 + 2*. Es
ist

disc (Z[a]) = disc (f) = —80876 = —2% - 20219.

Wegen [Zg : Z[o]] € {1, 2} iiberzeugt man sich schnell, dafl Zxg = Z[a] gilt. Die Zerlegung von (p) in Zg
erhélt man also durch Faktorisierung von f mod p.
Die verzweigten Primzahlen sind 2 und 20219 mit der Zerlegung

(2) =(2,0) - (2,0+ 1) und (20219) = (20219, o + 7919) - (20219, a + 12250 - (20219, o + 10138)°.

Alle anderen Primzahlen sind unverzweigt. Hier ist das Zerlegungsverhalten der ersten 100 Primzahlen
(> 2) aufgelistet, wobei p; ein Primideal vom Grad f bezeichnet.

Zgp |p
pipiplpy’ | 263, 401, 449 3
pipipo | 23, 31, 43,47, 53, 61, 157, 229, 277, 313, 373, 379, 383, 397, 443, 461, 503, 523, 541 | 19

P1ps3 3,5,7,13,19, 71, 73, 79, 83, 97, 101, 103, 107, 113, 163, 173, 193, 199, 211, 223, 43
233, 239, 241, 251, 257, 269, 271, 283, 331, 337, 349, 353, 389, 409, 421, 431, 433,
463, 467, 479, 487, 491, 509
Paph 29, 67, 89, 149, 191, 367, 521 7
Pa 11, 17, 37, 41, 59, 109, 127, 131, 137, 139, 151, 167, 179, 181, 197, 227, 281, 293, 28
307, 311, 317, 347, 359, 419, 439, 457, 499, 547

In der letzten Spalte der Tabelle ist die Anzahl der Primzahlen 2 < p < 500 mit einem entsprechenden
Zerlegungsverhalten angegeben. (Kann man sich dieses unterschiedliche Verteilungsverhalten erkldren?)

Beispiel: Wir wollen die Gleichung y?> = 23 — 26 mit den nun zur Verfiigung stehenden Methoden
untersuchen.
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. Der Zahlkérper K = Q(a) mit o? = —26 hat den Gangzheitsring Zxg = Z[a]. Die 2 und 13
enthaltenden Primideale von Zg sind

pa=(2,) und pi3=(13,«).
. Seien z,y € Z mit y*> = 3 — 26. Dann gilt
x3:y2—|—26: (y+a)(y—a).

. Angenommen, es gibe ein Primideal p mit ply + o, ply — . Dann ist y+ o,y —« € p, also 2a € p
und 2 - 13 = (—a) - 2a € p. Daher folgt p = py oder p = py3.
Fall p = py: Es folgt 2|y und damit

Vpo (Y + @) = vp,(y—a) = 1, Bup, (2) = vy, (2%) = vp, (¥ + @) (y — ) = 2,

also vy, (z) = 2

5, was Unsinn ist.

Fall p = py3: Auch hier erhilt man vy, (y + o) = 1, ..., dann den Widerspruch vy,, (z) = 2.
Also sind y + a und y — « teilerfremd.
. Sei

(y+a)=p"...pl
die Primidealzerlegung von (y + ). Da y + « und y — « teilerfremd sind, folgt vy, (y — a) = 0 und
damit
Bup, (x) = vy, (¢%) = vy, (y + @) + v, (y — @) = vy, (y + @) = az,

was sofort zu

3
(y+a)= HP?’ = pr’””l(” = (leyp,(x))

fiihrt. Mit a = [, p; " folgt also

(y+a)= CL3,
d.h. (y + «) ist 3-te Potenz eines Ideals a.
. Ist das Ideal a ein Hauptideal, d.h. a = (a + bar) mit a, b € Z so folgt
(¥ +a) = ((a + ba)?)
und da sich die beiden Erzeuger nur um eine Einheit +1 unterscheiden kénnen, gilt y + a =
+(a + ba)3, 0.E. also
Y+ o= (a+ba)’.
Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

1 =b(3a* —26b%), y = ala® — 78b%),
und damit die Lésungen b = 1, a> = 9, y = —69a, = 35.
. Die Losung # = 3, y = 1 haben wir auf dem vorher beschriebenen Weg nicht gefunden. Es gilt
N(1+a) = 27. Es gibt 2 Primideale mit Norm 3, ndamlich p3 = (3,4 1) und g3 = (3, «+2). Man
findet schnell die Primidealzerlegung

(1+a) =p.

Nun ist pg kein Hauptideal, also ist klar, dass man auf dem zuvor beschriebenen Weg keinen Erfolg
haben konnte.

12. Ideale in Zg lassen sich von zwei Elementen erzeugen

LEMMA. Seien endlich viele Primideale y1,...,p, in Zg gegeben, dazu Zahlen w; € Ny. Dann gibt es
dazu o € Zigr mit

vp, (@) = wi, ..., vy, (@) = w,.

Beweis: Wegen p ! C p;" gibt es ein a; € p;” \ p**1. Der chinesische Restsatz liefert ein o € R mit
a = a; mod p;”""l fur alle 7, d.h. @ = o; + 3; mit 3; € p;fu""l. Offensichtlich ist o € p¥*, aber « ¢ p;fu""l,

da andernfalls auch o; € p;’

7
1 gelten wiirde. Damit folgt vy, () = w;, wie behauptet. B
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SATZ. Sei a ein von 0 verschiedenes Ideal der Mazimalordnung Zy eines Zahlkérpers K und o € a mit
a# 0. Dann gibt es ein § € a mit

a=(a,8) = Ra+ RS.

(In Zg kann also jedes Ideal von zwei Flementen erzeugt werden.)

Beweis: Sei a = [[; p5* und (o) = [, pf*. Dann ist a; > ¢;. Wir setzen an () = [], p*. Genau dann gilt
B € a, wenn b; > a; gilt. Weiter ist

(a’ﬁ) = Ra+ RS = Hp;nin(a,,bz)’

also haben wir die Bedingung min(a;, b;) = ¢; fiir alle ¢. Wir legen jetzt b; wie folgt fest:

), falls ¢; > 0,
b 0, falls ¢; =0 und a; > 0.

Dies sind endlich viele Bedingungen, also gibt es nach dem letzten Lemma ein zugehdriges f, mit dem
dann a = (o, ) gilt. W

FOLGERUNG. Jedes Primideal p # 0 der Mazimalordnung Zi eines Zahlkérpers K ldfit sich in der Form
p=(p,a)=2Zkp+Zra

mit einer Primzahl p und einem Element o € p darstellen.

Beispiel: Wir betrachten wieder K = Q(«) mit a® + a? — 2a+ 8 = 0 und die 3 Primideale
1= ZW1—|—ZL&2—|—Z2, P2 = Z(W1—|—1)—|—ZWQ—|—Z2, P3 = Z(W1—|—1)—|—Z(WQ—|—1)—|—Z2,

alle mit Norm 2 und (2) = pipaps. Wir betrachten die Anteile von p1,pa, ps mit der frither erstellten
Liste:

(2) = Ppipaps,

(wot+1) = ps-...,
(wl) = P1-...,
(witwe+1) = pa-...

und erhalten daher
pr=(2,w1), p2=(2witwr+1), p3=(2,wz+1).
Die Darstellungen sind natiirlich nicht eindeutig. So ist z.B. (w2 —1) = p3-... und damit p3 = (2,w2—1).

FOLGERUNG. Seip ewn die Primzahl p enthaltendes Primideal der Mazimalordnung Zg des Zahlkérpers
K. Dann gibt es eine Ordnung Z[«] und ein Primideal (p, g(«) C Z[e] mit p = Zg (p, g()).

Beweis: Man wéhle o € Zg mit p = (p, o) und 0.E. K = Q(a). Sei f(z) das Minimalpolynom von a.
Dann ist Z[o]/(p, o) ~ Z/pZ, d.h. (p, &) ist in Z[«] ein Primideal. Dies beweist die Behauptung. B

Schon im Beweis wird sichtbar, dass die Primideale (p, g(a)) C Z[o] und p = Zg (p, 9(e)) C Zgk unter-
schiedliche Grade haben kénnen.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a® = 2 und Zx = Z[a]. Die 5 enthaltenden Primideale sind
ps = (5,a+ 2) und pos = (5,8) mit B = a? + 3o + 4 vom Grad 1 bzw. 2. Das Minimalpolynom von
Bist g(x) = 23 — 1222 4+ 30z — 50. Aus g(x) = 2*(z + 3) mod 5 folgt, dass (5,8) und (5,8 + 3) die 5
enthaltenden Primideale von Z[f] sind. Es gilt

Zi(5,8) =pss, Zr(5,5+3)=ps.
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13. Hauptidealringe und faktorielle Ringe

Erinnerung an faktorielle Ringe: Ein Integritatsring R mit Quotientenkorper K ist ein faktorieller Ring,
wenn es eine Menge {m; : ¢ € I'} von Nichteinheiten gibt, so dass sich jedes Element o # 0 aus R eindeutig
schreiben 14t als o = 6Hi€[ 7" mit einer Einheit ¢ € R* und a; € Ny. Jedes § € K* hat dann eine
eindeutige Darstellung 8 = 5] 71'?’ mit einer Einheit n € R* und b; € Z. Genau dann ist 8 € R, wenn

alle b; > 0 sind.

i€l

LEMMA. Ist eine Ordnung R eines Zahlkérpers ein faktorieller Ring, so ist R die Mazimalordnung, d.h.
R=7g.

Beweis: Sei R faktoriell mit den Bezeichnungen von eben. Sei f = [Zg : R]. Dann ist Zg f C R. Wir
schreiben f =e[[;c; 7" mit ¢ € R* und a; > 0. Sei # € Zg beliebig. Wir schreiben g = 5[]
n € R* und b; € Z. Dann ist fiir alle m > 0 auch g™ € Zk und damit 8™ f € R. Aus

grf=en [[a " e R
i€l
folgt dann a; + mb; > 0 fiir alle m > 0 und damit b; > 0. Daher ist § € R. Es folgt Zg = R, wie
behauptet. B

b; it
iel T, mil

LEMMA. st Zg faktoriell, so ist Zg schon ein Hauptidealring.

Beweis: Sei R = Zg mit den Bezeichungen von oben. Die Eindeutigkeit der Darstellung zeigt, daf§ (m;) =

Rm; ein Primideal ist. Ist p # 0 irgendein Primideal von R, so gibt es also ein Element ¢ [[;c; 7" € p.
Ausnutzen der Primidealeigenschaft von p liefert einen Index i mit m; € p, also (m;) C p und wegen
der Maximalitit aller Primideale # 0 in R die Gleichheit p = (m;). Also sind die (m;), ¢ € I, schon alle
Primideale # 0. Da sich jedes Ideal # 0 als Produkt von Primidealen darstellen 148t, ist jedes Ideal
Hauptideal und damit R Hauptidealring. B

14. Dedekindringe
Eine schone, kurze, pragnante Einfithrung in Dedekindringe findet sich bei J.-P. Serre, Local Fields.

DEFINITION. Ein Integrititsring R heifit ganz abgeschlossen (in seinem Quotientenkdrper K), wenn gilt:
a € K ganz iiber R = o€ R,

gilt fiir @ € R eine Relation o™ + ara™ V4 a1+ anyn = 0 mit a; € R, so ist schon a € R.

LEMMA. Die Maximalordnung Zyi eines Zahlkérpers K ist ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei a € K ganz iiber Zg, d.h. o™ 4+ dp_10™ 71 + -+ ag = 0 mit ¢; € Zx. Angenommen, es
gibt ein Primideal p mit vy (o) = w < 0. Fiir i < m — 1 gilt vy (a;a’) > —wi, somit

vp(Ram_lam_l + -+ Rag) > —w(m — 1),
was
vp(am_lam_l +-tag) > —w(im—1)
impliziert und damit den Widerspruch
—w(im —1) < vp(a™) = —wm.
Also gilt fiir alle Primideale p die Aussage vy (o) > 0 und damit o € R, was zu zeigen war. B
Bemerkung: Ist R Ordnung eines Zahlkérpers und R # Zg, so ist R natiirlich nicht ganz abgeschlossen,

denn alle Elemente von Zg sind ganz iiber Z und damit erst recht {iber R.

DEeFINITION. Ein Dedekindring ist ein 1-dimensionaler ganz abgeschlossener noetherscher Integritédtsring.
(1-dimensional bedeutet: es gibt mindestens ein Primideal # 0, jedes Primideal # 0 ist maximal.)

Beispiel: Die Maximalordnung Zg eines Zahlkorpers ist ein Dedekindring.
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SATZ. In einem Dedekindring ist jedes von 0 verschiedene Ideal eindeutig (bis auf die Reihenfolge) als
Produkt von Primidealen darstellbar.

Beweis: Man verallgemeinert einfach den entsprechenden Beweis fiir Z g, wobei Argumente mit dem Index
[a: b] durch Argumente mit noetherschen Ringen ersetzt werden miissen. B

15. Invertierbarkeit von Primidealen in Ordnungen

Wir haben bewiesen, dass jedes Primideal # 0 der Maximalordnung Z g eines Zahlkérpers K invertierbar
ist. Wir wollen jetzt charakterisieren, welche Primideale einer Ordnung B C K invertierbar sind. Wir
beginnen mit einem etwas allgemeineren Satz.

SATZ. Seien R C S Ordnungen eines Zahlkorpers K und
f={A€ K:ASCR}.
i heifit der Fihrer von R in S. Dann gilt:
1. fC R, f ist ein R-Ideal, also Rf = |. Auflerdem ist [S : R] € f.
2. § ist ein S-Ideal, also Sf= 1.
3. Es qibt eine normerhaltende Bijektion zwischen den Primidealen von R und S, die | nicht enthal-
ten:

CR:JZp & {FC:TLP}
p — Sp  mit N(p) =N(Sp)
RNP « P mit N(P) = N(RNP)
Auferdem gilt:
p wnvertierbares R-Ideal <= Sy invertierbares S-Ideal.

4. § ist als R-Ideal nicht invertierbar.
5. Ist p C R emn Primideal mit f C p, so st p nicht invertierbar.

Bewets:

1. Wir haben S C R. Wegen 1 € S folgt daraus f C R. Wire f = R, so wiirde 1 € | sofort S C R,
also S = R liefern, was ausgeschlossen war. Dass | ein R-Ideal ist, sieht man sofort, also Rj C f
und damit Rf = f. Wegen [S : R] = #S5/R folgt [S: R]- .S C R und somit [S : R] € f.

2. Man sieht auch sofort, dass { ein S-Ideal ist, also S C § und damit S} = §.

3. (a) Seipein Primideal von Rmit f € p. Da p maximales Ideal ist, folgt f+p = R. Multiplikation

mit S ergibt
S=51+Sp=j+5p.
Dies impliziert auch R+ Sp = S.
(b) Wegen p+f= R gibt es 7 € pund ¢ € f mit 7 + ¢ = 1. Ein Element von Sp N R 148t sich
schreiben als r = ) s;m; mit r € R, s; € S, m; € p. Es folgt mit ¢s; € R

r=vr(r+e)=rr+ro=rr+ ZQDSZ'TFZ' =rr+ Z(@Si)ﬂ'z’ €p,

also Sp N R C p. Da die umgekehrte Inklusion trivial ist, folgt SpN R = p.

(c) Wegen R+ Sp = S ist jedes Element von S kongruent zu einem Element von R modulo Sp,
d.h. der natiirliche Ringhomomorphismus R — S/Sp ist surjektiv. Der Kern ist RN Sp = p,
also erhalten wir einen Isomorphismus

R/p ~ S/Sp.
Damit ist auch Sp ein Primideal und Np = #R/p = #5/Sp = N(Sp).
(d) p — Sp definiert also eine Abbildung zwischen den Primidealen von R und S, die f nicht
enthalten. Wegen RN Sp = p ist die Abbildung injektiv.
(€) Sei P ein Primideal von S mit f € . Dann ist p = RN*P ein Primideal in R mit f  p. Aus
p C P folgt Sp C SP = P. Da Sp ein Primideal ist, folgt Sp = P. Also ist die Zuordnung
p — Sp auch surjektiv.
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(f) Ist p invertierbares R-Ideal, so gibt es ein gebrochenes R-Ideal p mit pp = R, was durch
Multiplikation mit .S sofort (Sp)(Sp) = S liefert, d.h. Sp ist invertierbares S-Ideal.

(g) Sei Sp ein invertierbares S-TIdeal. Wiahle ¢ € f\ p. Dann ist ¢ € p = SpN R, also ¢ & Sp
und damit vs,(¢) = 0. Wahle ein A € K mit vgy(A) = —1, d.h. ein A ¢ S mit A(Sp) C S.
Dann ist vsp(pA) = —1, also pA € S, wA ¢ R. Es gilt

©Ap C pA(Sp) CpS CR.

Wire p nicht invertierbar, so hétte man nun @Ap C p, was sofort ¢ASp C Sp, also die
Nichtinvertierbarkeit von Sy liefern wiirde, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
auch p invertierbares R-Ideal.
4. Wire f ein invertierbares R-Ideal, so wiirde wegen ff~! = R durch Multiplikation mit =1 aus
St = f der Widerspruch S = R folgen.
5. Wire p invertierbares R-Ideal, so wiire wegen f C p dann fp~t C R. Aus S = f ergéibe sich

(fp~)S=f"" CR,
nach Definition von f dann fp~! C f, also f C fp, was aber nicht sein kann, wie man durch
Normbildung sofort sieht. B

Wir erhalten jetzt unmittelbar den gewiinschten Satz:
SATZ. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers K mit R C Zg und
f={A€ K:\Zg C R}

der Fiihrer von R in Zg . Dann qilt: Genau dann ist ein Primideal p C R invertierbares R-Ideal, wenn

<y gilt.

Beispiel: Sei d € Z \ {0, 1} quadratfrei und K = Q(\/E) Mit

V4 fijp d = 1 mod 4

w = 2 - ’ it Zyxg =2Zw| =7+ Zw.
{\/E fiir d = 2,3 mod 4 8 K ]

w geniigt der Gleichung w? = w + dz—l bzw. w? = d. Die Ordnungen von K sind

R; =Z[fw]=7Z+Zfw mit feN.

Schreiben wir o = fw, so geniigt o der Gleichung o? = fo + fZClel bzw. a? = f2d. Wir wollen den
Fiihrer | von Ry in Zg bestimmen. Wegen | C R; setzen wir an A = x 4+ yo mit z,y € Z und erhalten

A=ctyacf <<= MNw CZle <— MZ+Zw)CZla] <<= IwEZ+Za
— (x—i—yoz)%EZ—l—Zoz

{yf%—i—(%—i—y)aEZ—l—Za fir d =1 mod 4
yfd—i—%ozEZ—l—Za fiir d = 2,3 mod 4
— x|f <<= «x€Zf.

Damit folgt fiir das Fiithrerideal
f=2f+Za=2f+Zfa=7Zx].

Als R-Ideal hat f Norm f. Wir wollen nun die nichtinvertierbaren Primideale p in R bestimmen. Es muss
gelten f C p und damit p|f, wenn p die in p enthaltene Primzahl ist. Das Minimalpolynom g(x) von « ist

(2) xz—fx—fzdle fiir d = 1 mod 4,
r) =
g 2% — f2d fiir d = 2,3 mod 4.
Fiir p|f ersieht man aus g(z) = x? mod p, dass p = (p, @) das einzige Primideal in R ist, das p enthilt.
Es gilt
p=1Zp+ 2o,
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p hat Norm p und offensichtlich gilt f C p. Damit sehen wir, dass die nichtinvertierbaren Primideale von
R genau die Ideale

p=Zp+Za mit p|f

sind.

FOLGERUNG. Seien Z[a] C R Ordnungen eines Zahlkorpers K, f(x) das Minimalpolynom von «, p eine
Primzahl und

flx) = g1(2)* ... gr(2)° mod p
die Primfaktorzerlegung von f(x) modulo p. Gilt e; = 1, so ist p; = (p, gi(e)) ein invertierbares Primideal
mn R.
Beweis: Wir haben friiher die Zerlegung

(p) = (P 91(@)7) .. (P, g (a)T)

bewiesen. Im Fall e; = 1 sieht man daraus, dass in Z[«] das Primideal p; = (p, g;(c)) invertierbar ist.
Dies impliziert f € p;. Also ist Rp; Primideal in R und ebenfalls invertierbar. B

Das folgende Beispiel zeigt nochmals, dass die Situation im Fall von nichtinvertierbaren Idealen anders
ist als im Fall invertierbarer Ideale.

Beispiel: Wir wollen in der Ordnung R = Z[/—3] alle Ideale mit Norm 2™ bestimmen.

e Wir schreiben R = Z[w] mit w? =

0 -3

1 0

e Ideale a entsprechen bijektiv (auf die Basis w, 1 bezogen) Matrizen C' in Hermitescher Normalform,
die der Bedingung C'A(w)C~! € M2(Z) geniigen. Dies sind genau die Matrizen

—3. Als Z-Basis von R wihlen fiir w, 1. Die rationale Darstellung

von w ist dann A(w) =

C= (8 Zi) mit a,b,¢c € Z,a,c>1,0<b<c—1und b*=—3mod c.

Die Norm ist Na = ac. Soll die Norm eine 2-Potenz sein, miissen sowohl a als auch ¢ Potenzen
von 2 sein, d.h. ¢ = 2%, ¢ = 2.
e Wir bestimmen die Losungen der Gleichung 6% = —3 mod 2/ mit 0 < b < 2! — 1.
— Firl =0 findet man b =0, fiir [ = 1 dann b =1, fiir { = 2 weiter 6 = 1 und b = 3.
— Ist { > 3 und b = —3 mod 2, so folgt b = 5 mod 8, was aber nicht geht. Also gibt es fiir
[ > 3 keine Ldsungen.
e Dies fithrt auf folgende Ideale:

1 0 1 1 1 1 1 3
R:(l)H<O 1)a p29<0 2), a4aH<0 4)a a4bH<0 4)

Damit kénnen wir alle Ideale mit Norm 2™ angeben: Ist m ungerade, also m = 2k + 1, so ist
2"py
das einzige Ideal mit Norm 2™. Ist m gerade, m = 2k, mit m > 2, so gibt es drei Ideale mit Norm
2m:
(%), 2" 7lage, 267 lag.

Wir bemerken noch, dafl a445 C p2 gilt, d.h. p, ist das einzige Primideal von R, das 2 enthélt.
o Wir stellen eine Multiplikationstabelle der Ideale pa, a4q4, 04p auf:

P35 = Pataq = Podap = 2po,  auBerdem  p3 C agqp C po,

2 2
Uig = 204p, O, = 2044, Oagtap = (4).
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e Die Maximalordnung ist Zg = Z[1£%]. Der Fiihrer ist

1 1
f = {utwéeK: (u+w)Z] ;ng[w]}:{u—l—vwER:(u—l—vw) +WER}:
= {u—l—vwER:u_23v—|—U;UWER}:{U—I—vwER:uEvmon}:
= Z(l—I—w)—I—ZQ:pz.
In Zx wird

Zrps = Zgos, = Zragw = (2).
16. Eine praktische Moéglichkeit zur Bestimmung von Zg

Fiir eine Ordnung R eines Zahlkérpers K und eine Primzahl p haben wir definiert
I,(R)={a € R:a™ =0 mod p fiir ein m > 1}
und gezeigt, dass
L(R)=piN---Npp=p1...p, und L(R) CRp, I, (R)={a€R:a"=0modp}
gilt, wenn py, ..., p, die p enthaltenden Primideale von R sind.
LEMMA. Sei R Ordnung eines Zahlkérpers K vom Grad n und p eine Primzahl. Sei k mit pF~1 < n < p¥.
Dann st .
¢:R/Rp— R/Rp, z+— 2 modp
eine Fy,-lineare Abbildung. Seien ay,...,a, € R, sodass @7, ..., 0, eine Basis des Kerns von ¢ wst. Dann
qilt
I,(R)=Rp+Za1+ -+ Zo,.

Beweis: R/Rp ist ein n-dimensionaler F,-Vektorraum. Wegen

(a —|—ﬁ)pk = o 4 ﬁpk mod p
ist ¢ ein Vektorraumhomomorphismus. Wir beweisen nun I, (R) = Rp+ Za1 + - - - + Za,.
C Sei o € I,(R). Dann gilt o™ = 0 mod p und wegen n < p* auch a?" =0 mod p. Also ist ¢(@) = 0, d.h.
es gibt z1,...,z, € Z mit
a=rxioy+ -+ 2 mod p,
was die Behauptung zeigt.
D Dies ist klar, da I,(R) eine abelsche Gruppe ist und afk =0 mod p gilt. m

Bemerkung: Das Lemma zeigt, wie man I,(R) praktisch berechnen kann. Mit Hilfe des folgenden
Lemmas kann man den Kern bestimmen.

LEMMA. Seir R Ordnung eines Zahlkérpers vom Grad n mat Z-Basis wy, ... ,w, und p eme Primzahl,
sowie k mit p*~1 < n < pk. Die Matriz M € M, (Z) werde definiert durch

Wy w1
: =M
wﬁk “Wn
Seien S, T € GL,(Z) mit
dy
SMT = und d; €N, dy|da| ... |dn.
dn,

Bezeichnet S; die i-te Zeile von S, so gilt

L(R) =) Zpwi+ > S
i=1

i mit p|d; W,
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Beweis: Fiir xq, ..., 2, € Z setzen wir (y1,...,yn) = (21,...,2,)S™! und erhalten dann:
inwi €l,(R) — (Z xiwi)pk =0modp <= inwfk =0modp <=
= Z zimijw; =0modp <= Z(Z zim;j)w; =0modp <
2] J i
= inmijEOmodp firallej <= (21,...,2))M =0modp <=
=  (x1,...,0,)S I SMTT ' =0modp <+
<~ (Y, - w)SMT =0modp <
dy
<= (diyr, - dnyn) = (Y1, Yn) =0modp <=
dn,
<— ¢y =0modpfird; Z0modp <=
= (xl,...,xn):(yl,...,yn)S:ZyiSi und y; = mod0 fir d; Z0modp <=
i=1
—  (r1,...,25) = Z ySimodp <=
i mit d;=0modp
Wi
— inwi c Zpri + Z zS; | |,
i i i mit d;=0modp Wn

was die Behauptung beweist. B

LEMMA. Ist a # 0 Ideal einer Ordnung R eines Zahlkérpers K, so ist R' = (a : a) eine Ordnung des
Zahlkérpers mit R C R'.

Beweis: Wir wissen bereits, dass R’ ein Modul ist. Aus der Definition
R ={Ae K:laCa}
sieht man R C R’ und die Abgeschlossenheit von R’ bzgl. Multiplikation. Daher ist R’ eine Ordnung. B

LEMMA. Fiir eine Ordnung R eines Zahlkérpers K und eine Primzahl p sei
R, ={a € Zg : p"a € R fiir ein v > 0}.

Dann st R, eine Ordnung und es gibt ean r > 0 mat
1
RCR,C —R.
S =

Auferdem gilt ggT(p, [Zx : Rp]) = 1.

Beweis: Offensichtlich ist R, abgeschlossen gegeniiber Addition und Multiplikation. Wegen R C R, C Zg
ist daher R, eine Ordnung. Es gibt dann ein # > 0 mit R, C Z%R. Wiirde p|[Zk : Rp) gelten, so gibe
es ein o € Zg \ Rp mit pa € R,, wie man mit Hilfe der Smithschen Normalform sehen kann. Es wiirde
p"tla € R, also « € R, folgen, ein Widerspruch. Daher gilt ggT(p, [Zx : Rpy]) = 1.1

SATZ. Seir R Ordnung eines Zahlkérpers K und p eine Primzahl.
1. (I(R) : I,(R)) ist eine Ordnung mit

1
RC (I,(R): [,(R)) C ~RNZk C Ry,
P

insbesondere erhdlt man fiir den Index

[(I,(R) : I,(R)) : Rl = p' fir einl mit 0 <1< n.
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2. Weater gilt
(I,(R):I,(R))=R <= R=R, <= ggT(p,[Zx:R])=1.
Beweis:

1. Wir wissen bereits, dass (I,(R) : I,(R)) eine Ordnung ist, was insbesondere (I,(R) : [,(R)) C Zg
impliziert. Wegen p € I,(R) folgt fiir A € (I,(R) : I,(R)) sofort A-p € I,(R) C R, also X € %R,
und damit (I,(R) : I,(R)) C %Rﬂ Zx CR, Aus RC (I,(R) : I,(R)) C %R und [%R :Rl=p"
folgen die Aussagen fiir den Index.

2. Wir zeigen =>. Wir setzen voraus, dass (I,(R) : I,(R)) = R gilt.

(a) Wir wissen, dass I, (R)” C Rp gilt. Daher folgt
I,(R)" R, C (Rp)"Rp = p"Rp C R.
(b) Sei jetzt i > 1 mit I,(R)*R, C R. (i = nr erfiillt diese Bedingung.) Sei a € I,(R)'""'R, C
RR, = R,. Dann ist '
aly(R) C I)(R)'R, C R.
Ist 8 € I,(R), so gilt zunéchst
af Cal,(R) CR,

und dann weiter:
(aB)" = a"p"e Rgfp (R)" C Ry -pR=pRy,
()"t € pHR,=p PR, Cp R,
also aff € I,(R). Da 8 € I,(R) beliebig war, folgt
al,(R) C I,(R), dh. a€(l,(R):I,(R)).
Mit der Voraussetzung (I,(R) : I, (R)) = R folgt o € R, also schliefilich
1(RY~'R, C k.
Daher gilt die Implikation
L(R)Ry CR = L(R)'R,CR
(c) Wendet man die letzte Formel ausgehend von ¢ = nr an, so erhilt man durch sukzessive

Anwendung schliefilich I,(R)°R, C R, d.h. R, C R und damit R, = R.
Die Richtung <= folgt sofort aus 1. ®

Aus den angestellten Uberlegungen erhalten wir nun ein Verfahren zu Bestimmung der Maximalordnung
Zx (Round-Two-Method von Zassenhaus):

Verfahren zur Bestimmung von Zg: Gegeben sei ein Zahlkérper K vom Grad n.

1. Man wihlt eine Ordnung R und berechnet disc R = m%d mit m € N und d € Z quadratfrei. Die
Primteiler von m schreibt man in eine Liste p.
Ist P = {), so ist man fertig und es gilt Zxg — R. Andernfalls wahlt man eine Primzahl p € P.
Man berechnet R’ = (I,(R) : I,(R)).
Gilt R’ = R, so streicht man p aus der Liste P und geht zuriick zu 2.
Ist R’ # R, so setzt man R := R’ und geht zuriick zu 3.

Ot o QO N

Zu dem Verfahren haben wir eine Maple-Funktion ‘ord_max(R,K)’ geschrieben.
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KAPITEL 7

Gitter — Geometrische Methoden

1. Einfiithrendes Beispiel
Wir betrachten fiir d € N einen Ring der Gestalt

R=1Z[V—d] oder R=17][

14++/—d
+T] fiir d = 3 mod 4.

R ist Unterring von C, zeichnet man die Elemente von R in der komplexen Zahlenebene, so erhilt man
ein Gitter. Die Norm des zugehérigen Zahlkorpers ist

N:Q(W—=d) = Q, N(u+vvV—d)=(u+vV—d)(u+vV—d) = u?+ dv? = |u+ vV —d|*.
Da R aus ganzen algebraischen Zahlen besteht, gilt N(R) C Ny.
R ist euklidischer Ring bzgl. der Norm, wenn es zu a,b € R mit b # 0 Elemente ¢, € R gibt mit

a=¢gb+r und N(r)<N(b).
Die Bedingung kann man auch so formulieren: zu a,b € R mit b # 0 gibt es ¢ € R mit N(a —bg) < N(b).
Division durch b ergibt die Aquivalenz mit
2 _ N(a—bg)
- NG
Da die Elemente von Q(+/—d) dicht in C liegen, folgt dann unmittelbar das

1= — g <1, also |2-g¢<1
;4 , also |2 —g :

Kriterium: Genau dann ist R euklidischer Ring bzgl. der Norm, wenn es zu jedem z € C ein ¢ € R gibt
mit

|z —q] < 1.

Wir betrachten R = Z[@]. Man {iiberlegt sich, dass der schlimmste Fall fiir den Mittelpunkt des von
0,1, @, @ gebildeten Parallelogramms auftritt. Der Mittelpunkt ist w und

|L V_d_1|_ |_1+7 V_d|_1/ﬂ
4 o 4 o 16 -
Also ist in diesem Fall R euklidisch, falls d = 3 mod 4 und 1+ d < 16 gilt, d.h. fiir d = 3,7, 11.

Fiir R = Z[v—d] tritt der schlimmste Fall fiir den Mittelpunkt des von 0,1,v/—d, 1 4+ +/—d gebildeten

Parallelogrammes auf. Der Mittelpunkt ist 1+\2/__d und der Abstand

14++v—d 1+d
e =Y

Also ist R genau dann euklidisch, wenn 1+ d < 4 gilt, d.h. fiir d =1, 2.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ. Die ewnzigen Ordnungen imagindrquadratischer Zahlkérper, die euklidisch bzgl. der Norm sind,
sind

Ve N S R LR AN R VAR AL

(Insbesondere sind diese Ringe dann auch Hauptidealringe und faktoriell.)

Version vom 25.2.2003
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2. Gitter

Wir legen im folgenden den reellen Vektorraum R™ zugrunde, zusammen mit einem Skalarprodukt v - w.
Die zugehorige Norm schreiben wir als ||v|| = /v - v. Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden wir
das Standardskalarprodukt:

(v1, ..y vn) - (w1, .y wy) =viws + -+ vpw,  und  |[(ve, )| = A VR 4+ V2.

Eine Teilmenge M C R™ nennt man diskret, wenn jede beschrankte Menge, also z.B. jede Kugel {2 €
R™ :||z|| < r}, nur endlich viele Elemente von M enthalt.

DEFINITION. Ein Gitter in R™ ist eine diskrete Teilmenge von R”, die gleichzeitig Untergruppe der
additiven Gruppe von R” ist.

Beispiel: Z" ist ein Gitter in R™.
LEMMA. Sind vi,...,v, € R” linear unabhdngig, so gibt es eine Konstante p > 0 mat
[le1v1 + -+ &pvp|| > pmax(|aq],. .., &) fir alle z; € R.

Beweis: Da die Menge Q = {(x1,...,2,) : max(|z1|,...,|#,]) = 1} im R" kompakt ist, nimmt die stetige
Funktion (z1,...,2,) » ||z1v1 + -+ + 2rv,|| dort ihr Minimum g an; es ist g > 0, da v1,..., v, linear
unabhéngig sind. Sei jetzt (21,...,%,) # 0 gegeben. Mit ¢ = max(|z1],.. ., |x.|) ist (5, ..., %) ein Punkt
von @ und somit folgt |[tvy + -+ + Z=v.|| > p, was durch Multiplikation mit ¢ die Behauptung liefert.

(Der Fall ¢t = 0 ist trivial.) m

SATZ. Genau dann st I' C R" ein Gilter, wenn es R-linear unabhdngige Elemente vi,... v, € R" gibl
mat
I'=%2vi+- -+ Zv, = {x1v1 + -+ z,v, s 2; € Z}.

Beweis:

1. Sei I' = Zvi +- - -+ Zv, mit linear unabhangigen vq, ..., v, gegeben. Wir miissen zeigen, dass I' dis-
kret ist. Nach dem letzten Lemma gibt es ein p > 0 mit ||zqv1 4+ - -+ 2r v || > pmax(|z1], ..., |2r])
fiir alle z; € R. Dann ist aber fiir jedes H > 0 die Menge

I'n{zeR”:||z||<H} = {zivi+- a0 2 €Zund ||Jxrv1 4+ -+ 2rv || < HY

H
C {xivi+-+av 2 €L, e | < =}
7

endlich, was die Diskretheit beweist.

2. Sei I' eine diskrete Untergruppe von R”, sei V' der von I' aufgespannte R-Untervektorraum und
v1,...,0 € I' eine R-Basis von V. Nach 1. ist dann I'g = Zvy + - - - 4+ Zwv, ein Gitter in R”. Die
Menge

F={xv+ +zv :0<2 <1}
ist ein Reprisentantensystem der Faktorgruppe V/T'y. (Jedes zyvy + -+ + v, € V hat (21 —
z1])v1 + -+ (xr — |2+ ])v, € F als eindeutigen Reprisentanten.) Also ist F NT ein Repréisen-
tantensystem der Faktorgruppe I'/Ty. Da die Menge F' C R™ beschrinkt ist, ist F' N T endlich.
Mit m = #T /Ty = #F NT ist dann mI' C Ty und daher

1
Zoy+ - +Zv, CT C —(Zvy + - - + Zv,).
m

Mit unserem Normalisierungsverfahren findet man

I'=2w +- -+ Zw,

w1 c11 €12 ... Cip v1

wWa 1 C29 N Cop (25}
. m

Wr Cry Uy

und (¢;;) in Hermitescher Normalform. Dies zeigt die Behauptung.
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Ist ' = Zvy + -+ -4+ Zv, C R” ein Gitter mit R-linear unabhéngigen vy, ..., v, so heifit v1,... v, eine
Gitterbasis und r der Rang des Gitters. Nach unseren Uberlegungen bei endlich erzeugten Z-Moduln ist

klar, dass wy,...,w, € R" genau dann eine Gitterbasis von T ist, wenn es eine Matrix M € GL,(Z) gibt
mit

Die von der Gitterbasis abhdngige Menge
F={Muv+ -+ v eR":0< ) <1}

wird als Fundamentalparallelotop oder Grundmasche des Gitters oder Gittermasche bezeichnet. Die De-
terminante oder das Volumen des Gitters wird durch eine Gramsche Determinante definiert:

vol (I') = det(T) = {/det(v; - vj).

Spannt I' den ganzen R™ auf, so ist
vol (T') = det(T') = | det(vy, ..., vn)| = vol (F),

also das Volumen einer Grundmasche.

Beispiele:

1. Z" ist ein Gitter im R"™ mit Determinante 1.
2. 7 + 7Z+/2 ist kein Gitter in R. Warum?

3. Die additive Einbettung eines Zahlkoérpers in R”

Sei K ein Zahlkérper vom Grad n, selen o4, ...,0,, : K < Rdiereellen und 6, 41,0551, - - -, Ory 490, Or g
K < C die komplexen Einbettungen von K. Dann definieren wir die additive Einbettung ¢ : K — R”
durch:

¢(a) = (0’1(0[), cee5 0y (a)a Re 0'7«1_|_1(OZ), ImUT1+1(a)a B Re Orytrs (a)a ImUT1+T2 (a))

Beispiele:

1. Fiir einen imaginirquadratischen Zahlkérper K = Q(v/—d) mit d € N ist
¢: K —>R? u+uvv/—d— (u,v\/a).
2. Fiir einen reellquadratischen Zahlkorper K = Q(\/E) mit d € N, d kein Quadrat, ist
¢:K—R> u+vVd— (u—l—v\/ﬁ,u—v\/ﬁ).

LEMMA. Ist a ein freier Z-Modul vom mazimalem Rang in K, so ist ¢(a) ein Gitter vom Rang n in R”
mat

1 -
det(¢(a)) = 272\/ |disc (a)].
Beweis: Sei ay, ..., a, eine Z-Basis von a. Wir schreiben

opa; =z firk=1,...,r1 und o pa; =y +igy firl=1,...,r
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mit reellen Zahlen z;g, yji, zj;. Wir wissen, dass disc (a) = |det(oxa;);x|? gilt. Wir formen die Determi-
nante mit Spaltenumformungen um, wobei wir jeweils nur die j-te Zeile angeben:

+/|discal = det(oi(ej),...,0n(a;)) =

= det(@jma ces Ty, Y51 F izjla Yij1 — izjl, ces Yiry T izjrza Yjrs — izjrz) =
= det(zjry, -, Tiry, Y1 T 9251, 2U51, - - o, Yira F 2500, 2Yjry) =

= 2" det(@jma ces By, Y51 F izjlayjla ces Yiry T izjrzayjrz) =

= 2"det (25, ., Biry, 1251, Yty - - o 125ray Yjrs) =

= (20" det(@jr,, ..o, iy, 251, Yily - - s Zjrg, Yira) =

= (=202 det(Tjry, -\ Tjrs Yj1, 251, - - Yiras Zjry) =

= (-2 det(é(ay))
Wegen disca # 0 sind die Vektoren ¢(ay), ..., ¢(ay,) also R-linear unabhangig, d.h. ¢(a) ist ein Gitter

vom Rang n. Aulerdem folgt nach Definition der Gitterdeterminante sofort

det(9(a)) = |det(6(0))] = (5" /e al,

was gezeigt werden sollte. B

4. Der Gitterpunktsatz von Minkowski
Wir erinnern an zwei Bezeichnungen: Eine Teilmenge X C R” nennt man zentralsymmetrisch (bzgl. des
Nullpunkts), wenn gilt:
reX — —-zrelX.

Eine Teilmenge X heifit konvex, wenn mit zwei Punkten z, y aus X auch deren Verbindungsstrecke in X
liegt, also
r,yeX — te+(l-tyeX firalled <t <1.

Uber die Existenz von Gitterpunkten in Teilmengen X C R” macht der folgende Gitterpunktsatz von
Minkowski Aussagen:

SATZ. Ist T ewn Gitter vom Rang n in R” und X eine symmetrische, konvere Teilmenge, sodass fiir das
Volumen die Abschdtzung

vol (X)) > 27 det(T)
gilt, so enthdlt X einen von 0 verschiedenen Punkt von .
Beweis:

e Angenommen, es gilt fiir alle v1,v2 € [' mit y1 # 72

1 1
(X +)N(GX +32) =0

Ist F' eine Grundmasche es Gitters I', so ist R die disjunkte Vereinigung der Mengen F'+~, v € '
und somit

ol (X) = vl (53) = vl (55 N ([J (7 +7) = vol (J (GX 0 (F + 7))

—vo = vol(=X) =vol(= = vo — =

o 2 2 7 2 7

~ver ~ver
= Zvol Xﬂ (F+7)) Zvol X Y)NEF)=
~ver ~ver

= vol (| J ((%X—y)ﬂF)):vol( U(%X—y) NF)<

~ver ~ver
vol (F) = det(T'),

IA

was unserer Voraussetzung widerspricht.
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e Somit gibt es v1,v2 € ', 41 # 72, mit
1 1
(GX+7) N (GX +52) #0,

d.h. es gibt &1, z; € X mit
1 1
51‘1 +7m = 51‘2 + 2,

also ist

1 1
0#71_72:§$1+§(—$2)€F0X,

da mit x1, zs auch —xs und M{ﬁl in X liegt. Dies beweist die Behauptung. B

Bemerkung: Der Koeffizient 2" im Minkowskischen Gitterpunktsatz kann nicht verbessert werden. Man
wihle
X ={(x1,...,2p) ER" : |z;] <1} und T =2Z".

X ist konvex, symmetrisch und vol (X)) = 27, aber X enthilt als einzigen Gitterpunkt den Nullpunkt.
5. Elemente kleiner Norm in Idealen
Sei K ein Zahlkorper vom Grad n iiber Q. Wir verwenden die additive Einbettung ¢ : K — R” mit

¢(a) = (0’1(0[), cee5 0y (a)a Re 0'7«1_|_1(OZ), ImUM (a)a B Re Orytrs (a)a ImUT1+T2 (a))

Um den Minkowskischen Gitterpunktsatz anzuwenden, brauchen wir die Aussage des folgenden Lemmas.
Wir verwenden auf R” die Koordinaten x1,..., 20, Y1, 21, -+, Yry, Zrs-

LEMMA. Die Menge

71 2
St:{(xla"'aleaylazla"'ayT2aZ7‘2) ER” Z|xl|+22\/y§+z‘72 St}an
i=1 j=1

st konver, zentralsymmetrisch und hat Volumen
ro t”
vl (1) = 27+ (%)

Beweis: Die Eigenschaft zentralsymmetrisch ist klar, die Eigenschaft konvex sieht man aus der Darstellung

n!’

71

2
St:{(xla"'aleaylazla"'ayT2aZ7‘2) ER” Z|xl|+22|y]+lzj|§t}

i=1 j=1
zusammen mit [Aa + (1 — A)b| < Ala|+ (1 — A)|b] fir 0 < A€ Rund a,b € C.
Nun zur Volumenberechnung: Fiir y; und z; fiihren wir Polarkoordinaten u; und ¢; ein: y; = u; cos ¢;
und z; = u;sin ;. Dann folgt wie iiblich dy;dz; = u;du;de; und damit

vol (S¢) = / dzy ... de, dyidzy .. . dyy,dz,, =
Sy

/E o425 <t Up . Upydey odae duy o dup,der L der, =
; PRIFRS
uj>0,0<p; ;<27

= o (271')7'2 /Ex 23w <t Ui .. .UTle‘l . da:rldul .. ~du7‘2~

wi20,u;>0
Zu zeigen ist also
d de,, d d L
() Teit2 Su<t 2t . "2 42 )
ri20,uz>0

Wir beweisen dies durch Induktion nach rs.
Im Fall 7o = 0 lautet die Behauptung

tn
/ da:l...dxn:—',
El‘,ft,ofl‘l n.
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die wir durch Induktion nach n zeigen: Der Fall n = 1 ist klar. Der Rest folgt mit

t
/ dry...dx, = / / dry...de,_1| dz, =
> i<t 0<x; z,=0 S wi<t—xg,,c;>0

P e
iy W = — YT
e,=0 (n—1)! y=o (n —1)! n!

Wir beweisen nun die Gleichung (x) fiir r2, wobei wir (x) fiir ro — 1 voraussetzen:

uy .. Uy dey ... de, duy .. du,, =
/z:l‘rl-zzujft 1 72 1 71 1 72
z;2>0,u;2>0

t)2
= / / Uy . Upy—rday . odey duy . due, o1 |up,duy, =
Uy Ti+23  u;<t—2u,,
ﬁz

/ : (t — 2up,)"~ Zuhduw ur2;v/2 i /t (t —v)""2vdv v=t-z
Up, =0 47'2 (n - 2) 4= v=0 (n - 2)'

1 t 1 t t
— n—2 t— d — t/ n—Zd _/ n—ld —
4rz(n—2)!/zzoz (t = 2)dz IYCEECITH i R S
1 [ =t t”] 1t

472 (n — 2)! VTR
was die Behauptung schliefilich beweist. B

n—1 n

LEMMA.

1 71 2
N@)I < = [ Yl +23 o, s(a)
j=1 k=1
Anders ausgedriickt:

sayes. = Nal< (L)

n

Beweis: Mit der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel ergibt sich

V@) = YTor@—Joata)] < 12+ lonla Zu N2 [onar (@)

n

was die erste Aussage liefert. Die zweite Aussage folgt mit

é(a) = (o1(a),. .., 00 (), Re (or,41()), Im (o, 41()), ..., Re(0r 4y (@), I (077, 41, @)))

und

VR (@ an () + I (0 an (@) = oy (@)] (Fiir k=1, 7o)
aus der Definition von S;. &
Wir kommen nun zu der zentralen Aussage:

SATZ. Ist a ein gebrochenes Ideal einer Ordnung R von K, so gibt es ein Element oo # 0 in a mit

i< (2) B e e

Beweis: ¢(a) ist ein Gitter vom Rang n in R”. Gilt nun vol (S;) > 2"vol (¢(a)), so gibt es nach dem
Gitterpunktsatz ein o € a, @ # 0 mit ¢(a) € S;. Wir haben (wegen disc (a) = [R : a]’disc (R) =
(Na)*disc (R))

V01(¢>(a))=(%) 2y/|disc (a )2y/|disc (R)[Na  und  vol (S) = 2™ (E)

2

ro {7

n!’
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Damit gilt:
vol (S;) > 2%vol (¢(a)) = 27 (g) — > 2" (5)" /disc (R)[Na
n.
t\" 4\ n! ,
= (—) > (—) n—n\/|dISC (R)|Na.
n T n

Wir wahlen nun ein € > 0 mit

4\"* n! 4\" n!
4 o _ (2 o
{(ﬂ_) - | ISC(R)|J {(ﬂ_) - | 1sc(R)|—|—6J
t\" 4\" n!
<_) - K_) Z/Idisc (R)] + 5] Na.
n T n
Dann gibt es nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz ein o € 0, o # 0 mit ¢(a) € S; und damit

t\" 4\ n! -
Wegen Na|N(«) folgt

was zu zeigen war. B

und ¢ > 0 mit

6. Die Minkowskische Diskriminantenabschitzung

SaTz. Ist K ein Zahlkérper vom Grad n mit ry reellen und 2ry komplexen Finbettungen (n = rq + 2rs),

dann qilt

n2n

(n!)?
Beweis: Wir haben gezeigt, dass jedes gebrochene Ideal a einer Ordnung R ein Element o # 0 enthélt
mit
4\" n!
IN(a)| < (E) :—n\/|disc (R)|Na.

Wahlt man nun R = Zg, a = Zg, so folgt die Behauptung wegen |[No| > 1. H

[disc Zic| > (5)

Bemerkung: Die folgende Tabelle enthilt explizite Werte fiir die Abschitzung M (n, ry, o) = (5)*" %
sowie in den kleinsten Fallen die Zahlkérper mit den kleinsten Diskriminanten.

n|r | re | M(n,r,rs)

1f1]o 1.00 discQ =1
21210 4.00 | discQ(v5) =5
2101 2.47 | disc Q(v/=3) = -3
31370 20.25

311 12.49

41470 113.78

41271 70.18

410712 43.29

50510 678.17

50311 418.33

50112 258.05

Eine schlechte, wenn auch fiir unsere Zwecke hinreichende Abschitzung macht folgende Folgerung:

FOLGERUNG. Fir die Diskriminante disc (K) eines Zahlkérpers K vom Grad n gilt
|disc (K)| > 3"~
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Bewets: Wir setzen

2n
T, h
dn = (Z) n!?
und erhalten dann wegen n = r1 + 2rs > 279
) . . n2n T nn2n
dise (K)] > (02" > (O 2 =,
Es gilt
dpy1 _m (n+ 1)+ p1? o (n+ 1) nt? B 7T(1+ 1)2n
d, 4 (n+1)12 nm 4 n!? L | n
Nun ist ) ) ) ) )
In(l+—-) = —t — - — + —
n(l+ n) 2n?  3n3  4nt + ’
woraus man bekanntlich die Abschatzung
1 1 1 1ian 1 1
und damit

dn+1 ™ 2_%

> 3.5 flirn>2
erhélt. Es ist ds ~ 9.8 > 9 und damit fiir n > 3:
dp > 3dp_1 > 3%dy_o > 3""d3 > 3773 .32 = 3"~ L,

Damit folgt fiir n > 3 die zweite Abschatzung. Fiir n = 2 ist d2 & 2.5 und damit |disc (K)| > 3, was
schliefflich auch die letzte Behauptung zeigt. B

FOLGERUNG. Q besitzt keine unverzweigten Erweiterungen, d.h. ist K ein Zahlkérper £ Q, so gibt es
wmmer Primzahlen, die in Zig verzweigen.

Beweis: Ist K ein Zahlkérper vom Grad n > 2, so folgt aus unserer Abchétzung |disc (K)| > 37~ > 3.
Also gibt es eine Primzahl p mit p|disc (K), die somit in Zg verzweigt. B

7. Die Endlichkeit der Klassengruppe C¢(R)

Sei R Ordnung eines Zahlkorpers K. Die Gruppe Ig der invertierbaren gebrochenen Ideale von R enthélt
als Untergruppe die Gruppe der Hauptideale. Die Faktorgruppe C4(R) = Ir/Hpg wird durch folgende
Aquivalenzrelation definiert:

a~b < ab ' € Hp <= a=Abfiirein A € K*.

Die Gruppe C¢(R) wird Klassengruppe von R genannt. Man sagt, die Ideale a und b liegen in der gleichen
Klasse, wenn a ~ b gilt.
Eine wesentliche Folgerung des Minkowskischen Gitterpunktsatzes ist nun:

SATZ. In jeder Idealklasse von R gibt es ein ganzes Ideal a mit

n

4\ nt
Na < (-) 2 /dise (R)).
T n

Beweis: Sei ¢ € C¢(R) und b ein Reprisentant von c¢. Dann gibt es ein o € b~1, & # 0 mit

N(a) < (%)“nn—i\ﬁdisc (R)|[Nb~ 1.

Wir setzen a = ab. Dann ist a ein ganzes Ideal wegen a = ab C b~1b = R, offensichtlich a ~ b, also @ = ¢
und

wie behauptet. B

Die Zahl (2)72 2, /|disc (K)| wird auch als Minkowski-Schranke fiir K bezeichnet.
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FOLGERUNG. Die Klassengruppe CL(R) ist endlich. Die Ordnung #CU(R) wird als Klassenzahl hg be-
zeichnet. Im Fall R = Z schreibt man auch hg .

Beweis: Da es nur endlich viele ganze Ideale mit Norm < (2)72 2L, /|disc (R)] gibt, folgt die Aussage aus
dem letzten Satz. B
Bemerkung: Im Fall R = Zg ist jedes Ideal # 0 invertierbar. Also gilt:

Zx Hauptidealring <= hxg = 1.

FOLGERUNG. Die Klassengruppe CU(Zg) wird von den Primidealen p C Zg mit
4\" n! -
Np < (-) = /|dise (K)]
T n
erzeugt. Genau dann ist Zg ein Hauptidealring, wenn jedes dieser Primideale ein Hauptideal ist.

Beweis: In Zg ist jedes Ideal # 0 Produkt von Primidealen:

a:Hp?“(a) und Na:Hp{’v"(a) mit Nyp; :p{’.
Da jede Idealklasse ein ganzes Ideal mit Norm < (%)T2 2L /|disc (K)]| enthilt, folgt die Behauptung. M
Wir wollen nun fiir einige einfache Beispiele die Klassengruppe C'¢(R) explizit bestimmen.
Beispiel: Fir K = Q(\e/?) ist Zx = Z[/2] mit disc (Zg) = —108. Jede Idealklasse enthélt ein ganzes
Ideal mit Norm < %%\/108 < 2.95. Nun ist

(2) = (V2)°

die Primidealzerlegung von 2, also ist (\3/5) das einzige Ideal mit Norm 2 und Hauptideal. Somit ist
hx = 1 und Zg Hauptidealring.
Beispiel: Fir K = Q(/—23) ist Zg = Z[@] mit Diskriminante —23. Wir schreiben a = @

(mit Minimalpolynom f = 2?—2+6). Jede Idealklasse enthilt ein ganzes Ideal mit Norm < %\/23 < 3.06.
Die Ideale mit Norm < 3 sind

(1)’ Pa. = (2,0[), Pap = (2aa+1)a P3a = (3,0[), Pap = (3,0[—1—2)
Man findet leicht die Relationen:

PaaPas = (2),  Psabae = (3),  P2aPsa = (a).
Fiir das Hauptideal (ua + v) gilt
2 1
N(ua + v) = 6u? 4+ uv 4+ v? = I3u2 + (§u +v)? = 5.75u* 4 (0.5u + v)?,

woraus man sofort sieht, dass es kein Hauptideal mit Norm 2 oder 4 gibt. Also sind p2, und pZ, keine
Hauptideale. Nun ist

3
Pog = (a - 2)’
d.h. pag, hat Ordnung 3 in der Klassengruppe. Mit den obigen Relationen erhdlt man
a+1 , a—3 5 a—1
P2o = =Py P3a = — P2 P30 = P2

Daher ist C¢(Zg) zyklisch von Ordnung 3, also Ax = 3.

Beispiel: K = Q(v/—163) hat Ganzheitsring Z g = Z[/=1%3 V2_163] mit Diskriminante —163. Jede Idealklasse

enthélt ein ganzes Ideal mit Norm < 8.13. Das Minimalpolynom von 14V 163 V2_163 ist f = 2% — x + 41. Fiir
p = 2,3,5,7ist fmod p irreduzibel, d.h. (2), (3), (5), (7) sind Primideale, das einzige Primideal mit
Norm < 8 ist also (2). Somit ist hx = 1 und Z[*/=1%3] Hauptidealring.

Beispiel: Fiir K = Q(«a) mit a® 4+ 7Ta + 20 = 0 ist

2
ZK:Za +

+Za+7Z mit disc(Zg) = —3043.
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Jede Idealklasse enthélt ein ganzes Ideal mit Norm < %%\/3043 < 15.61. Nun haben wir frither sémtliche
Ideale von Zg mit Norm < 15 aufgelistet und gesehen, dass sie Hauptideale sind. Also ist hx = 1 und
Z i Hauptidealring.

Beispiel: K = Q(a) mit a® + a? — 2a + 8 = 0 hat Diskriminante —503, eine Z-Basis von Z ist
a4+ o

2 bl
Die Minkowskischranke liefert, dass jede Idealklasse ein ganzes Ideal mit Norm < 6.35 enthélt. Nun ist

wy = wy = a, ws=1.

1= (3(.01 — 4(.02 + 4(.03), P2 = (wl —ws + W3), P3 = (2(.01 — 3(.02 + 3(.03) mit PipPaps = (2)

(3) ist Primideal. f(z) = (x + 1)(2? + 3) mod 5 liefert, dass es genau ein Primideal mit Norm 5 gibt,
nadmlich

q5 = (5, « —|— 1) = (2(.01 — 5(.03).
Die einzigen Primideale mit Norm < 6 sind also Hauptideale, Zg ist damit Hauptidealring und hg = 1.
Beispiel: K = Q(v/2,/3). Dann ist Zx = Z[a] mit f = * — 422 + 1 und f(a) = 0. Die Diskriminante

ist 2% - 32, die Minkowskischranke < 4.5. Nun erhélt man durch Faktorisierung von f mod p die 2 und 3
enthaltenden Primideale:

po= (2, 0+ 1) mit p3 = (2), psz = (3,0” + 1) mit p3. = (3).
Das einzige Primideal mit Norm < 4.5 ist po, das wegen N(a+ 1) = —2 das Hauptideal (o + 1) ist. Also
ist hgy = 1 und Zg ein Hauptidealring.

Beispiel: Wir betrachten die nichtmaximale Ordnung R = Z[v/—3], die Diskriminante —12 hat. Die
Minkowski-Schranke ist < 2.21. Das einzige Ideal # (1) mit Norm < 2 ist p = (2,1 + /—3), das aber
wegen p? = 2p nicht invertierbar ist. Daher ist (1) das einzige ganze invertierbare Ideal mit Norm < 2

und somit C4(R) =1 und hg = 1.

8. Elemente kleiner Norm II

Der folgende Satz zeigt, wie man im Prinzip Elemente kleiner Norm in Idealen finden kann:

SATZ. Sei a # 0 ein gebrochenes ldeal einer Ordnung R, a1, ..., ap eine Z-Basis von a und f1, ..., Bn
die duale Basis, d.h. Sp(«; ;) = ;5. Dann gilt:
1.

A=wziay+ -+ zpan Eamit () €Sy — |xi|§1r<na<x lo;Bil - t.
<j<n

(Daher kann man alle Elemente A € a mit ¢(\) € Sy explizit aufzdihlen.)
2. Es gibt ein A= z101 + -+ zpan €a, A £ 0, mit

72 1 "2 tn
n SJEn T

Na T
Beweis: Ist A = zyoq + -+ + 2p0y, so gilt wegen Sp(ayfi) = ki

;= Zkap(akﬁi) =Sp(A\gi) = Zaj/\ajﬁi und somit  |a;| < m]ax|0'jﬁi| Z loj Al
k J J

Nun ist ¢(a) € S; gleichwertig mit 3, [o;A| < ¢, also folgt
|2 < max|e;f;] -1,
J
wie behauptet. W&hlt man nun

/n

= (&) v NG o

so ist man genau in der Situation des Hauptsatzes, d.h. es existiert ein A € a\ {0} mit ¢(A) € S;. Wie
frither folgt die Normabschatzung, der Rest folgt aus 1. m
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit a®+7a+20 = 0. Der Ganzheitsring Z hat die Ganzheitsbasis
042+oc
2

, wo = a, wz = 1 und Diskriminante —3043. Es ist
o1(a) 2 —1.89106, oa(r) &~ 0.94553 — 3.11160¢, o3() ~ 0.94553 + 3.111604,
also r1 = r5 = 1. Nach Minkowski enthélt jedes Ideal a # 0 ein Element A # 0 mit %ﬂ < 15.
1. Wir betrachten das Ideal a5 = (5, @), das als (normalisierte) Z-Basis
a4+ o
5

W1 =

o] =wp = s =ws =, «a3=>Hws=>H

hat. Die Dualbasis ist
21 90 98 11 41 259 49 42 1243

=303 " 31° 3013 ™7 w0 Toose” 303 T et 3043 T 152l
und

&)

max |o;f3;] < 0.11282, 0.16308, 0.11932 fir i=1,2,3.
1<j<3 =

Wie im letzten Satz wahlen wir

ro 1/n
4
t = [(—) n!\/|disc(ZK)|Na] ~ 12.82018
T

und erhalten dann fiir Elemente A = 2101 + 2200 + 2303 € a3 mit ¢(A) € S; die Abschatzungen
lee| <1, ae| €2, Jas| <1
IN(M)I

Wir bestimmen nun alle solchen A’s mit —Z7= < 15 und erhalten folgende Liste:
[ s e [emes]
g -4 8.39 ja
ay — 2a5 —az | -9 22.27 nein
a1 — 2a5 + ag 7 13.44 nein
a1 — Q9 14 12.85 nein
a] — as + ag 3 10.52 ja
o 6 12.78 ja
a1 + as -14 17.39 nein

Allerdings haben wir keinen Erzeuger des Hauptideals a5 = (21a; + 12a3 + a3) gefunden.
2. Wir betrachten das einzige Primideal p mit Norm

p =228 — 173 = 340282366920938463463374607431768211283.
Man kann schreiben

p = (p, o + 264268547492017156591560000458929396806).

Als normalisierte Z-Basis von p findet man

2
a; = 2 ;—a + 27222078362475251010029348552049269147,
as = a4 264268547492017156591560000458929396806,

az = 340282366920938463463374607431768211283

Wendet man den Satz an, um ein Element A = 101 + 2305 + 233 mit [N(A)] < 15-Np zu finden,
so erhilt man die Abschétzungen

|z1| < 7439728834064, |zo| < 10754339754498, |z3| < 7756819398913.

Wir haben nicht versucht, ein solches Element A auf diesem Weg zu finden.

Bemerkungen:

1. Bei obigem Verfahren erhilt man nicht notwendig ein Element A € a\ {0} mit minimaler Norm.
Insbesondere kann man nicht sicher sein, ob a Hauptideal ist oder nicht, falls man kein Element
A € a mit [N(A)| = Na gefunden hat.

2. Bei grofleren Zahlen kann man das Verfahren praktisch nicht mehr durchfiihren.
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9. LLL-Reduktion

Ist ' C R”™ ein Gitter vom Rang m, das durch eine Gitterbasis b1, ..., b, gegeben ist, so ist im Allge-
meinfall nicht klar, wie man daraus eine ‘schéne’ Gitterbasis gewinnen kann, wobei z.B. [|b1]| ein Vektor
kiirzester Lange ist.

Auf L. Lovasz, H.W. Lenstra und A.K. Lenstra (1982) geht der im folgenden beschriebene LLL-Algorithmus
zuriick, der zwar nicht unbedingt eine ‘beste’ Gitterbasis liefert, dafiir aber eine mit tiberblickbaren Ei-
genschaften. Auflerdem ist der LLL-Algorithmus praktikabel.

Wir erinnern zunéchst an das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren fiir linear unabhingige Vek-
toren b1, ...,b, € R”. Man definiert rekursiv:

by = by,
i-1 b; - b*
.. . . k2
by = bi—Zuijb;furz:?,...,rmltpijzw
j=1 J

Wir geben einige einfache Eigenschaften an:
L Rby +---+Rb =R + -+ Rb; fiir i =1,...,mund b} - b7 = 0 fiir i > j.
2. [18ill* = 1107 [1P + 32, 151185117, insbesondere [[b7]] < |[b;]].
3. Bei Basiswechsel v; = >, a;jw; gilt mit A = (a;;) fiir die Gramschen Matrizen (v; - v;) = A(w; -
w;) A", insbesondere det(v; - vj) = (det A)? det(w; - w;), was hier sofort

vol (Zby + -+ Zby) = y[det(bi - by) = | fdet (67 -b3) = [T 171l < TT Il

liefert. Im Fall m = n folgt daraus die Hadamardsche Determinantenabschéatzung:

[det(br, .., ba)| < [[bal] - -|[ball.

1. Idee: Seien iy > jo Indizes und k € Z. Ersetzt man b;, durch
bi, = bi, + kbj,,
so bleibt die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung gleich, die y;;’s &ndern sich wie folgt:

i fiir ¢ # o,
Piojo + K fir ¢ = 70, j = Jo,
Hios + kg flir e =140, 7 < jo.
Ersetzt man nacheinander fiir ¢ = 2,3,... m, fir j =i —1,72— 2,...,1 den Gittervektor b; durch

bi = bi — Lpij 155,
so gilt bei der neuen Gitterbasis

N | —

iz <

2. Idee: Wir vertauschen zwei benachbarte Gittervektoren b; und b;_; . Bei der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
andern sich nur b und b7_,, z.B. b§—1* = pii—1b]_, + 67. Wegen

vol () = T IIes11 = T 116571l
i=1 i=1
bleibt das Produkt [|b%_,|[||67]] gleich. ||b7_,||* dndert sich um folgenden Faktor:

e | "
Cii_1= — .
107l Nbr_yf® 770
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Die Idee ist nun, b; mit b;_; zu vertauschen, wenn dann |[b}_,"||* < %Hb;‘_lﬂz gilt. (Statt % kann man
auch eine andere Konstante ¢ wihlen.) Wir haben

16717 |” < ZHbi—le = |lpii—bi + 6P < ZHbz’—le
* * 3 *
= ﬂii—l”bi—1H2'+ l|6711” < ZHbi_le

* 3 *
= BFI7 < (G = mdamDlBl

Kann man eine Gitterbasis b1, ...,b,, durch die 1. oder 2. Idee nicht mehr abindern, so spricht man von
einer LLL-reduzierten Basis:

DEFINITION. Sei I' C R™ ein Gitter vom Rang m und by, ..., by eine Gitterbasis. Seien b3, ..., b5, (wie
oben) rekursiv definiert durch
bl = bl, bz =b; — Z /’LUb] mit Wij = T
1<j<i Y

Die Gitterbasis b1, ..., b, heifit LLL-reduziert, wenn gilt
1 3 .
gl S 3B 1< <i<m und [P 2 (5~ p )61 i 1< < m (Lovisz-Bedingung).
Wir geben zunéchst die schonen Eigenschaften von LLL-reduzierten Gitterbasen an:

SATZ. Sei by, ... by, eine LLL-reduzierte Basis des Gitters I'. Dann gilt:
1.

vol (I <H||b||<2 2oL (T).

[161]] < 25 vol (T) 7.

3. Sind x1,...,z; € I linear unabhingig, so gilt
b+[1, B2l - - - 116

4. Fiir jedes » € T'\ {0} gilt

m—1
= max(|[a]], [|za]], - [l2e]])-

m=1
o]} < 27= ]|

Bewets:

e Wegen |y, ;—1] < 3 folgt aus der Lovasz-Bedingung

iz o 3 . L
1311 > (7~ oy || Lo | [ [
und daher durch Induktion
||b*||2 < 9= ]||b*||2 fiir j < 1.

Mit |pi;] < 4 ergibt sich dann damit

01 = 04 w2l I < 0 S+ S <
4 4
! 3 * QZ 1+1 * ) — *
< [reqesearm] e = 2 e < 2

Fiir j <1 folgt
1611 < 277 [IB511* < 2771 2o 1P = 27 7.
e Die 1. Behauptung erglbt sich aus

vol (T H||b* o = o H||b*|_2 2= ol (1),
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e Die 2. Behauptung folgt durch Wurzelziehen aus
[ H||b*|_2 2oL (T).

e Wihle £ minimal mit z1,...,2; € Rby + --- + Rbk. (Natiirlich ist & > ¢.) Wir erhalten eine

1] <

Darstellung
k k
Tr; = Zrijb]’ = Zsmb; mit rij € Z,Sij € R und r;; = s;5.

=1 =1

Waihle ¢ mit 7;; £ 0. Dann ist
k
lJeall” =Y s3I > sullbil|® = rili]1® > 11651
=1
Daher folgt fiir j < k& (und damit auch fir j <1?)
165117 < 257 HIbRN1* < 25 Ml |? < 277 max(([a |, - ),

was die 3. Behauptung beweist. Die 4. Aussage ist ein Spezialfall der 3. Aussage. B

Wie erhélt man eine LLL-reduzierte Gitterbasis? Man wendet die 1. und 2. Idee wiederholt an, wobei auf
die Reihenfolge der Indizes zu achten ist. Eine einfache Version des LLL-Algorithmus geht wie folgt:

LLL-Algorithmus: Gegeben sei ein Gitter I' im R” durch eine Gitterbasis by, ..., bn.

1. Setze 7z := 1. Sei T" die m x m-Einheitsmatrix mit den Zeilen T3, ... T;,.
2. Ist ¢ > m beende das Verfahren, ansonsten fiihre folgende Schritte aus:
(a) Tst i = 1, setze bf = by und ¢ := 2.
(b) Setze bF := 0.
(c) Firj=i—1,i—2,...,1:
) b b2
() paj = b*'

(i) k= Lﬂ -
(iii) t k# 0, setze b; :=b; — kby, 13 =15 — k1, paj = paj — k.
(iv = b7 — pib7.
(d) bF := z'-l-b;‘.
(0) ciim i= gt a2,
(f) Ist ¢; 51 < ¢, vertausche b; mit b;_y und T; mit 7T;_q, setze ¢ := ¢ — 1. Ansonsten setze
1:=1¢+ 1.
Am Ende ist b1,..., b, LLL-reduziert. Die Matrix 7" gibt die Transformation an, die die Ausgangsbasis
in die LLL-reduzierte Basis iiberfiihrt.

=
—
@‘@‘mk‘

Bemerkungen:

1. Zu Beginn von Schritt 2.b ist bq,...,b;_1 LLL-reduziert. Nach 2.e gilt |p;;| < % fur alle j =
1,2,...,i—1. Im Schritt 2.f wird getestet, ob auch b1, ...,b;_1,b; LLL-reduziert ist. Wenn ja, wird
der Index ¢ um 1 erhéht. Wenn nein, dann wird b; mit b;_; vertauscht und ¢ durch 7 — 1 ersetzt.

2. Die Maple-Funktion ‘lattice’ fithrt obiges Verfahren aus. (Mit ‘infolevel[lattice]:=3’ kann man
einzelne Schritte des Verfahrens sehen.)

3. Wir haben eine Maple-Funktion ‘llI” geschrieben, die nach dem dargestellten Verfahren funktio-
niert.

Beispiel:
b_anfang=[[63, 57, -59], [45, -8, -93], [92, 43, -62]]
i=1
i=2
mu_21=.735209
Ersetze b_2 durch b_2-(1)b_1 (neues mu_21=-.264791)
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c_21=.533227
Vertausche b_2 und b_1
Ersetze i=2 durch i=1
i=1
i=2
mu_21=-.496582
c_21=1.875372
Ersetze i=2 durch i=3
mu_32=1.155973
Ersetze b_3 durch b_3-(1)b_2 (neues mu_32=.155973)
mu_31=.085890
c_32=.108039
Vertausche b_3 und b_2
Ersetze i=3 durch i=2
mu_21=.085890
c_21=.183348
Vertausche b_2 und b_1
Ersetze i=2 durch i=1
i=1
i=2
mu_21=.468451
c_21=5.454111
Ersetze i=2 durch i=3
mu_32=-.620579
Ersetze b_3 durch b_3-(-1)b_2 (neues mu_32=.379421)
mu_31=1.621415
Ersetze b_3 durch b_3-(2)b_1 (neues mu_31=-.378585)
c_32=1.458888
Ersetze i=3 durch i=4
b_ende=[[29, -14, -3], [-18, -65, -34], [-13, 20, -871]

10. Elemente kleiner Norm III

Wir legen wie iiblich einen Zahlkérper K vom Grad n zugrunde. Durch Anwendung von LLL-Reduktion
auf das Gitter ¢(a) C R” kann man versuchen, Elemente kleiner Norm in einem Ideal a zu finden.

LEMMA.

2"z
IN(e)] < s lle(e)]™

Bewets: Wir schreiben
uj = |oj(a)| fir 1 <j <r;und
ov, 4 (@)] = R ()] = VIReorsan @) T Timor pa (@ fir 1< k <
und erhalten fiir a # 0
IN(o)] _ II;;1|UJ(Q)|'IIZZ1|Ury+k(a)|'IIZZ1|57:;E(Q)
o)™ /57 o (@)l + 7 (Re (07 44(2)? + (Im (07,14 (a))?)

mit der reellen Funktion

Vg

7 :f(ula"'auT1av1a"'av7‘2)

2
.vl ..... v

f(ula"'auT1av1a"'av7‘2):

T

\/u%—|—~~~—|—u%1—|—v%+~~+v§2

die wir fiir u; > 0, vxp > 0 betrachten. Bekanntlich nimmt das Produkt w; ...u,, unter der Nebenbedin-

. —r1/2 o
gung 2 = wi+ 4wl firu = = u, = \/%—lx an, also uy ...y, <1y 2, Analog erhélt man,
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dass unter der Bedingung y? = v? + .- - + va die Abschétzung v? ...v2 < ry"*y*"2 gilt. Somit folgt

T2
—ri/2 r1 . ."T2,2r
|N (o) 5l r-— T Y

Mil N[ :f(ula"'auT1av1a"'av7‘2) S
llo(a)l VT +y?

Setzt man R? = 22 + y?, so folgt durch Extremwertbestimmung in Abhéngigkeit von x

719,272 71 72 ri/2 72
z"y? _z (R? — 22) < (7”_1)7«1/2(1 _ r_l)rQ — &
x? + y? R? —'n n nn/2

bl

was durch Einsetzen dann die Behauptung ergibt. B

SATZ. Ist ¢(a1), ..., ¢(an) eine LLL-reduzierte Basis des gebrochenen R-Ideals a, so gilt

2n(n—1)/4
|N(O[1)| S W\/ |diSC (R)|Na
Bewets: Zunéichst ist

vol (¢(a)) = 2772+/|disc (R)|Na.

Da ¢(a1), ..., ¢(ay) eine LLL-reduzierte Basis von ¢(a) ist, gilt
[[¢a)| < 20D %vol (¢(a)) /7,

das letzte Lemma liefert schliellich
272 n
IN(a1)] < @]l

Wir setzen nun die drei Aussagen zusammen:

2
nn/2

woraus die Behauptung folgt. B

n 27‘2+n(n—1)/4
2 =D/4v0l (¢(a))/"| =

27"2/|disc (R)|Na,

|N(O[1)| S n”/z

Bemerkung: Ist a gebrochenes Ideal einer Ordnung R eines Zahlkorpers K so gibt es ein o € a'\ {0}
mit folgenden Eigenschaften
4 !
[No| < (=) n_n -Na - +/|disc R  (Minkowski-Abschitzung)
T’ n
2n(n—1)/4

|Na| nn/2

IA

-Na - +/|disc R| (LLL-Reduktion).

In der folgenden Tabelle werden die beiden Abschéitzungen verglichen:

ni|ry|re (%)M:_}z 271(,::/12)/4
212 (0 |0.500000 | 0.707107
2101 0.636620 | 0.707107
313 (0 0.222222 | 0.544331
3111 10.282942 | 0.544331
41410 |0.093750 | 0.500000
41 2] 1 (0119366 | 0.500000
410 ] 2 0.151982 | 0.500000
515 | 0 |0.038400 | 0.572433
513 | 1 10.048892 | 0.572433
51 112 |0.062252 | 0.572433
616 |0 |0.015432 | 0.838052
64 |1 0.019649 | 0.838052
62 |2 0.025018 | 0.838052
610 | 3 |0.031853 | 0.838052

Wir wollen sehen, dass LLL-Reduktion fiir die Zahlentheorie recht niitzlich sein kann.
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Beispiel: Wir betrachten K = Q(+/—163) mit Zg = Q(Lz_mg’) Das Element o = w hat das
Minimalpolynom f = 2? — z + 41. Es gibt zwei Primideale mit Norm p = 10007. Eines davon ist
p = (10007, a4+ 4301) = Z - (o + 4301) + Z - 10007.

K besitzt bis auf Konjugation eine komplexe Einbettung, z.B. oo & 0.5000 + 6.3836:. Fiir die additive
Einbettung gilt dann

P(a+4301) \ 4301.5000 6.3836
$(10007) =~ \ 10007.0000 0.0000 /-

Wir wenden nun LLL-Reduktion an (mit der Maple-Funktion ‘lattice’) und erhalten

o(B1) \ _ [ 89.5000  44.6852
o(B2) )\ 330.0000 —548.9896 /-

Die Ubergangsmatrix zur neuen Basis ist dabei
T =3
= ( —86 37 ) ’
ol _7 a+4301 \ Ta + 86
Ba ] 10007 T\ —86a+373 /-

N(7a + 86) = 10007, N(—86a + 373) = 41 - 10007.

Insbesondere gilt p = (T +86). (Andert man die Rechengenauigkeit, konnen sich andere reduzierte Basen
ergeben.)

Also erhélt man

Dabei gilt

Beispiel: Wir betrachten wieder den Zahlkérper K = Q(«) mit a® + 7o + 20 = 0. Es gilt
a4+ o
2 bl

7 =7Z7w; +Zws +Zws mit w; = ws =a, wz=1 und discZg = —3043.

Wir wissen auch, dass Zx Hauptidealring ist.
1. Es gibt genau ein Primideal p mit Norm
p = 2" — 173 = 340282366920938463463374607431 768211283,
nadmlich
p = (340282366920938463463374607431768211283, ov + 264268547492017156591560000458929396806).

Wir wollen p als Hauptideal schreiben. Die Hermitesche Normalform von p bzgl. der Z-Basis wy,ws, w3
st p = Zay 4+ Zas + Zaz mit

a; = w4+ 27222078362475251010029348552049269147,
as = wa+ 264268547492017156591560000458929396806,
az = 340282366920938463463374607431768211283.

Wir wenden jetzt LLL-Reduktion auf ¢(ay), ¢(az), ¢(as) an und erhalten (nach 66 Vertauschungen be-
nachbarter Basisvektoren) eine LLL-reduzierte Basis ¢(51), ¢(32), #(83) mit

81 = —1517733606726w; + 2179167368524w, — 12385744120593,
B2 = —194866083130w; — 4135642325165w, — 9594152173926,
Bs = —4135642325165w; — 271701595538ws + 5771406502613.

Dabei ist nun

N(ﬁl) =-p N(ﬁZ) == _2pa N(ﬁ3) == 7pa
was insbesondere p = (f1) zeigt. Wir haben also mit LLL-Reduktion einen Erzeuger des Hauptideals p
gefunden.

2. Fiir (zufillig gewahltes)
5 = 427419669081w; 4+ 321110693270ws + 343633073697ws



122 7. GITTER — GEOMETRISCHE METHODEN

hatten wir die Primidealzerlegung des Hauptideals (8) bestimmt, ndmlich

(ﬁ) = P1oP2cP3aP4aP5a

mit
p1 =7, p2=3299, p3=21521, pg=9680839171, ps= 192447080070865421,
pie = (7,04 5) = (m1p) mit m1p = Ywy + 13we + 17 mit N(mwp) = —7,
pac = (3299, a4 2831) = Z(wy + 2420) + Z(ws + 2831) + Z - 3299,
psa = (21521, a4 7931) = Z(wy + 17287) + Z(ws + 7931) + Z - 21521,
Pag = (9680839171, o+ 4647764309) =

= Z{w; +6491190138) 4+ Z(w, + 4647764309) + Z - 9680839171,
Pse = (192447080070865421, v + 81377350823052079) =
= Z{wi + 124567653488181316) 4+ Z(w2 + 81377350823052079) + Z - 192447080070865421.

Wir wollen die p;’s als Hauptideale darstellen. Wir wenden LLL-Reduktion auf ¢(p;) an und erhalten
neue Z-Basen (Anzahl der Vertauschungen benachbarter Basisvektoren: 6, 7, 16, 36):

poe = Z(Tws 4 23) + Z(8wy — 8wy + 11) + Z(—w + Yws — 34),

Psa = Z(—4wi + 6wy — 41) + Z(19ws + 42) + Z(—23w; + 4wy — 20),

Paa = Z(—849w; + 1117wy — 1366) + Z(—268w; — 1015wy — 3562) + Z(—1015w; — 230w, + 3121),
Psa = Z(—159345w; + 280T4ws — T57504) + Z(13127 1wy + 60062ws — 417973)

+Z(279469w; — 1091255ws — 137233).

Wir bestimmen die Normen der neuen Basisvektoren fiir p; = Zay; + Zas; + Zas;:

1 | N(ay;) | N{ove;) | N(asi)

Pac 27 .3299 37.3299 —2%.3299
P3q —21521 221521 —2-3-5-.21521
Paa —22.9680839171 —2-3-9680839171 3-7-9680839171

Psq | —2-192447080070865421 | —3 - 192447080070865421 | 109 - 192447080070865421
Wir bemerken zunichst, dass die Primidealzerlegung von 2
(2) = (a +2) - (a? = 2a +11)

ist, wobei N(av+2) = 2 und N(a? — 2o+ 11) = 4 gilt. Wir betrachten den ersten Basisvektor von pa.. Er
ist nicht durch o + 2 teilbar, also teilen wir o — 2o + 11 heraus und erhalten

Tae = Twy + 15ws + 23 mit  N(ma) = 3299.

Bei ps, 1st der erste Basisvektor bereits Primelement:

T3q = —41 + 4o — 2a”  mit  N(m,) = —21521.
Fiir p4, dividieren wir aus dem ersten Basisvektor (o + 2)2 heraus und erhalten

Taa = —39875wy + 57588w, — 210839  mit  N(ms,) = —9680839171.
Bei ps, dividieren wir aus dem ersten Basisvektor o 4+ 2 heraus und erhalten
T5e = —972997Twq 4+ 1379823wy — 5243737.
Tatséchlich findet man nun
B = T1pT2c T30 T4aT5a,

eine Faktorisierung von 3 in Primelemente.
Beispiel: Fiir K = Q(a) mit 2+ 3o + 5a? 4+ 7Ta® + a* = 0 betrachten wir in Zg = Z[a] fiir

p = 340282366920938463463374607431 768211297
das Primideal

p = (340282366920938463463374607431768211297, v + 209347000537071323670817353923549650293)
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mit Norm p. Eine normalisierte Z-Basis von p ist

ar = o4 52333425093305383492022171817273555465,
as = o 4 226523241349563397892180606644632480339,
az = o+ 209347000537071323670817353923549650293,
ay = 340282366920938463463374607431768211297.

Wir machen LLL-Reduktion und finden (nach 96 Vertauschungen benachbarter Basisvektoren) eine neue
Z-Basis:

B = —654494764a° + 4279528383 — 43157543830 4 95794750,

By = —6658900589a% — 5496906961 — 1263184053a° + 79407880020,

Bz = —14202959627a — 4371139333 + 23064646160 4 1200835606007,
By = —12819426199 — 30029150681 — 42795283830 — 312656882090

Fiir die Normen gilt:

N(B1) =—p, N(B2) =9p, N(B3)=-78p, N(B4)=—8p.
Daher ist 3, Erzeuger des Hauptideals j.
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KAPITEL 8

Einheiten

1. Einfiithrung

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit den Einheiten der Ordnung R eines algebraischen Zahlkorpers K
beschaftigen. Die Einheiten bilden bzgl. der Multiplikation eine Gruppe, die mit R* bezeichnet wird. Das
folgende grundlegende Kriterium haben wir bereits frither bewiesen: Fiir a € R gilt:

a€R® <= Na=4=l1.

Ganz elementar lassen sich mit Hilfe dieses Kriteriums die Einheiten im imagindrquadratischen Fall
bestimmen:

SaTz. Sei R Ordnung eines imagindrquadratischen Zahlkorpers. Dann ist R* = {x1} aufler fir R =
Z[vV—-1] und R= Z[Hzﬂ] In diesen Fllen hat man

14++/-3
2

1+v-3  1—+/—3
+ t.
2 2
Beweis: Natiirlich gilt immer {£1} C R*. Sei jetzt o« € R*, o # 1. Dann ist Noo = oy («) - o1(ex) = 1,
s = Sp(a) € Z und o — sa+ 1 = 0. Also gilt (in einer komplexen Einbettung)

s+s2—4
5 )

ZlV—1]" = {£1,+V/—1} und Z[ I*={£1,+

oi(a) =

Da s? — 4 < 0 gelten muB, gibt es nur zwei Fille:
e |s| = 0. Dann ist () = £v/—1 und R = Z[/—1].
e |s| = 1. Dann ist (o) = % und somit R = Z[@] (Da das charakteristische Polynom
ansatzgemaf konstanten Term 1 hat, handelt es sich auch um Einheiten.)

Im allgemeinen ist nicht so klar, wie (nichttriviale) Einheiten aussehen und wie man an Einheiten kommt.

Beispiel: In der Maximalordnung Zg des Zahlkérpers K = Q(a) mit a®+7a+20 = 0 und Ganzheitsbasis

Wy = 0‘23'0‘, w2 = a, wg = 1 hatten wir (zuféllig) Elemente

a] = 2(.01 — 3(.02 + 11(.03, ﬁl = 40(.01 + 67(.02 + 93(.03

gefunden, die das gleiche Ideal erzeugen. Also ist 5—11 eine Einheit:

-1
ﬁ—l = 127w; — 107ws  und (ﬂ—l) S R —78105wy + 112903ws — 413023ws.

oy ay B

Die Struktur der Einheitengruppe R* ist Inhalt des folgenden Satzes von Dirichlet, der in diesem Kapitel
bewiesen werden wird:

SaTz (Dirichlet). Es gibt eine Finheitswurzel { € R* einer Ordnung m (d.h. m € N ist minimal mit
¢™ = 1) und Einheiten €1, ...,6r,4r,—1 € R*, so daff sich jede Finheit ¢ € R* eindeutig schreiben ldfit
als

Mry4ra—1

EZClETl...6T1+T2_1 mit 0<Il<m und m; €Z.

Version vom 13.1.2003
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2. Die logarithmische Abbildung

Wir legen einen algebraischen Zahlkérper K vom Grad n zugrunde mit reellen Einbettungen o; : K — R,
t=1,...,7 und komplexen Einbettungen ¢, 4;,7,,4; : K = C, j =1, ..., r2. Sei weiter R eine Ordnung
des Zahlkorpers. Wir definieren die logarithmische Abbildung durch
(:R* =R aw (In|oal,. .. In|o, ol 210, 41al,. .., 21In]|or, 4ry).
Offensichtlich ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus:
E(alaz) = E(Ozl) + E(Ozz).

Ist o Einheit in R, so gilt £1 = Na =[], oya = (1) .. . (07, @) (07, 410) (Tr,11Q) - . . (O, 4, @) (Tri 175 @),
also 1 = [[2, |oic] - H;il |or, +ja|? und damit 372, In|o;a| 4 2 222:1 In|o,,4;0| =0, was die Inklusion

URT) Sz i) ERVTT D = 0)

K3

liefert.

LEMMA. Sei aq,...,a, eine Z-Basis von R, pi,...,0, die duale Basis, d.h. Sp(o;8;) = 6. Sind
€1,y Criars € R gegeben, so gilt fir o« = x101+ -+ 2oy € R (2, €Z) mit « € R*:

1 T2
U0) € {(21,- - 2rgr) ERTT s <} = [ <Y N0y Biles 42 o, Bilecniti 2,
j=1 j=1

Insbesondere gibt es nur endlich viele solcher o’s.

Beweis: Fiir 1 < j < rq gilt In|ojal < ¢, also |oja| < €% fir 1 < j <rpgilt 2In o, 40| < ¢ 45 und
damit |o,, ;o] < 1432 Wegen Sp(a; ;) = di; gilt
1

v = Sp(afi) = S os(a) + S (orres (@) + 7rras (@)

i=j j=1

und damit

71 2 71 2
il <Y lojallo;Bil +2) lor yallor Bl <D loiBile +2 " lopqfilecnt/?. m

j=1 j=1 j=1 j=1

Das Lemma zeigt, daf £(R*) C R™ diskret ist. Da £(R*) eine Untergruppe des (71 + 72— 1)-dimensionalen
Raums {(z1, ..., 2r 4r5) : »_ 2z = 0} ist, folgt nun sofort:

FOLGERUNG. {(R*) ist ein Gitter vom Rang <1y +rqa — 1.

3. Der Kern der logarithmischen Abbildung — Einheitswurzeln

Erinnerung:

1. Eine Einheitswurzel eines Zahlkorpers K ist ein Element { € K, so dal m € N existiert mit
¢™ = 1. Ist m minimal gewahlt, so ist m also die Ordnung von ( in der multiplikativen Gruppe
K*. Man nennt dann { eine primitive m-te Einheitswurzel.

2. Sei { € K eine primitive m-te Einheitswurzel. Das Minimalpolynom von ( ist das sogenannte m-
te Kreisteilungspolynom ®,,(z) € Z[x]. Da ¢ Nullstelle von #™ — 1 ist, teilt ®,,(z) das Polynom
z™ — 1, auflerdem sieht man sofort, dafi ( € Zg gilt. Man hat weiter die Darstellung

on(z)= [ (=-¢).

o<l<m

ggT(l,m)=1
Dies zeigt
grad®y, (z) = [Q(C) : Q] = ¢(m)
mit der Eulerschen ¢-Funktion ¢, die sich bei gegebener Primfaktorzerlegung m = []p{* so be-
rechnen 148t:

e(m) =T]oi (i = 1)
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Ist n der Korpergrad [K : Q], so gilt insbesondere
e;—1
TTvt i~ in,

also kommen auch nur endlich viele Werte fiir m in Frage.

3. Die Menge der in K enthaltenen Einheitswurzeln wird mit p(K) bezeichnet und ist eine endliche
zyklische Gruppe. Ist #u(K) = m und ¢ € p(K) ein Erzeuger, so ist { eine primitive m-te
Einheitswurzel und

p(K)y={¢":0<l<m-1}.

¢! ist genau dann ebenfalls primitive m-te Einheitswurzel, wenn ggT(m,!) = 1 gilt.
4. Die m-ten Einheitswurzel in K erhilt man durch Faktorisieren des Polynom 2™ — 1 in K[«]. Die
Einheitswurzeln ¢ entsprechen den Linearfaktoren x — (.

Die einzigen Einheitswurzeln in R sind 4+1. Hat man also eine Einbettung ¢ : K < R und ist ¢ eine
primitive m-te Einheitswurzel, so folgt (¢(¢))™ = o(¢"™) = 1, also ¢(¢) = £1 und damit ¢ = +1. Dies
liefert die niitzliche Bemerkung:

LEMMA. Istr > 0, so gilt u(K) = {+1}.

Ist ¢ : K < C eine komplexe Einbettung und ¢ € K eine primitive m-te Einheitswurzel, so ist

o(()=em fiir ein { mit 0 <! <m —1 und ggT(m,!) = 1.
Insbesondere folgt In |o(¢)| = 0 und damit

#(R) = RN p(K) C Kern(f).

Setzt man in das erste Lemma ey = -+ = ¢4, 4, = 0 ein, so erhilt man:

LEMMA. Ist ay,...,«an eine Z-Basis von R und B1,... 3, die duale Basis, dann hat man fir a =
zron + -+ rpa, € R mit £(a) = 0 die Abschitzung

j2il <D logBil.
i=1
Wir werden das Lemma konkret anwenden, aber zunéchst damit folgenden Satz beweisen:
Satz. Kern(f) = u(R).

Beweis: Nach dem letzten Lemmaist Kern(f) endlich, damit eine endliche (abelsche) Gruppe. Jedes Ele-
ment hat also endliche Ordnung und ist damit eine Einheitswurzel. Also Kern(¢) C p(R). Die Umkehrung
#(R) C Kern(f) hatten wir schon gesehen. ®

Beispiel: Wir betrachten K = Q(z,ﬁ) Das Element o = i 4+ /2 hat das Minimalpolynom f =
z* =222 +9, das man durch Ausmultiplizieren von (x—(i+ \/5)(9: —(i— \/5)(9: —(—i+ \/5)(9: —(=i— \/5)
erhalt. Eine Z-Basis von Zg ist

o’ +3a + T 49 ot 41
19 , Q2= 9 )

Q= as =, aq=1.

Wendet man das Lemma an, so erhdlt man fiir A = 101+ - -+ 2404 € Z3, N Kern(f) die Abschatzungen

lee| <2, Jwo| <1, fas| <1, fwa| <1
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Folgende Liste enthélt alle Elemente A mit Norm +1, die diesen Ungleichungen geniigen.

A charakteristisches Polynom von A | >~ |o;A| LN) A=
1 T 4.00 ©,0) &
- CE 2.00 0,0) c
201 —as —as— 1 (z? 4+ 1)? 4.00 (0,0) ¢?
—9a1+as+as+1 (z74+1)2 4.00 (0,0) ¢
ay — g — O3 41 4.00 (0,0) ¢
a; —ag—1 T+ 1 4.00 (0,0) 7
—ay + oy + os 41 4.00 (0,0) ¢
—a; +az+1 P+ 1 4.00 (0,0) ¢3
ap —ag —1 4423+ 827 + 4 + 1 5.66 (—0.88,0.88)
—aq et 43 4+ 827 +4x + 1 5.66 (0.88,—0.88)
—op +oas+1 t— 423+ 827 —4x + 1 5.66 (—0.88,0.88)
o et —4r3 4+ 827 —dx + 1 5.66 (0.88,—0.88)
—o — g — Q3 2t + 827 + 3227 — 8z + 1 12.00 | (1.76,—1.76)
ay +oan + a3 z* — 8z + 3227+ 8z + 1 12.00 | (1.76,—1.76)

Also ist u(K) eine Gruppe mit 8 Elementen, ein Erzeugendes ist z.B. { = o1 — aa — 3. Da ¢ Grad 4 hat,
gilt natiirlich auch K = Q(¢). (Bei dem Verfahren sind wir auch noch auf weitere Einheiten gestofien.)

4. Ein erster Struktursatz

Da wir bereits wissen, dafi £(R*) ein Gitter vom Rang < ry + r2 — 1 ist, erhalten wir leicht eine erste
Strukturaussage:

SATZ. Seien e1,...,, € R*, so daf§ £(e1),...,L(¢,) eine Gitterbasis von £(R*) bilden (r <ry +ry—1).
Dann lGfit sich jede Finheit ¢ € R* eindeutig in der Form

My
r

e=(-e™ .. ¢
mit ¢ € u(R) und m; € Z schreiben. Also hat man einen Gruppenisomorphismus
R~ Z|u(R)|Z 0 2.
Beweis: Sei ¢ € R*. Dann gibt es (eindeutig bestimmte) m; € Z mit
Le) =mel(er) + -+ mohley).
Es folgt

Le - Hai_m’) =0,
alsoist ( =¢-[[; 7™ € p(R) und somit

6:CH6§”’.
i

Wendet man ¢ auf eine solche Darstellung an, sieht man, dafl die Exponenten m; eindeutig bestimmt
sind, also auch ¢. &

Um den Satz von Dirichlet zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dafi das Gitter £(R*) Rang r1 + r2 —
1 hat. Dazu geniigt es, Einheiten €1, ..., 4r,—1 2zu konstruieren, so dafl ¢(e1),..., (e, 4ro—1) linear
unabhingig sind.

5. Existenz von unabhingigen Einheiten

Den Minkowskischen Gitterpunktsatz kann man auf das Einheitenproblem nicht direkt anwenden. Der
Trick besteht darin, viele Elemente mit beschrinkter Norm zu konstruieren, dann muf} es dabei welche
geben, die sich nur um eine Einheit voneinander unterscheiden, wie das folgende Lemma zeigt:

LEMMA. Sind o, € R mit [Na| = INS| = ¢ und « = 8 mod Re, dann ist Fenr.
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Beweis: Ist g = 2™ + bjz" "t + .- - + b, € Z[z] das charakteristische Polynom von j, so ist b, = £c. Aus
BB+ 618772+ -+ b,_1) = e folgt dann, daf 5 € R ist. Es gibt nach Voraussetzung 7 € R mit
a =+ e, was

et ¢

— =1+ v =€ R

B B
liefert. Aus Symmetriegriinden gilt auch g € R, was zeigt, daf3 % Einheit in R ist. ®

Mit dem folgenden Lemma kann man (theoretisch) viele Elemente mit beschrankter Norm konstruieren:

LEMMA. Seien c1,...,¢p,,d1, ..., dry, € posilive reelle Zahlen mit

2
c1...epndy. . dl = (;)’“2 |disc (R)| + ¢.

Dann gibt es ein « € R, o £ 0 mat
loje| < e fir 1<i<ry und |opqjal<d;  fir 1<j<r.
Insbesondere gilt

2 -
|Ne| < (;)’“2 |disc (R)| + .
Konkret: Ist ay, ... ay eine Z-Basis von R, 31, ..., 3, die duale Basis, so kann man ein o wie oben in
der (endlichen) Menge

{e1a1 + -+ @pa, € R oy < Z lo;Bile; + 22 |or, 4 8ild; fiir alle i}

j=1 j=1

finden.

Beweis: Wir betrachten wieder die additive Einbettung ¢ : K — R™ mit
¢(a) = (0’1(0[), sy Oy (a)a Re 0'7«1_|_1(OZ), ImUT1+1(a)a SRR Re Ori+ry (a)a ImUT1+T2 (a))
Man sieht (&hnlich wie friiher), dafl die Menge
Q={(21, B, Y1, 21y -y Yray Zry) €E R 1] < ¢ flir 1 <4 <y und ,/yjz» —|—z]2 <dj fiir 1 < j <ro}
konvex und symmetrisch ist und das Volumen vol (Q) = 2" 7"2¢1 .. .c,, d .. .de hat. Nun gilt nach Wahl
von ¢; und d; mit vol (¢(R)) = 277"24/|disc (R)|
2 1
vol (Q) = 2™ x"2 | (=)"*+/|disc (R)| + 6:| =2". (5)’“2 |disc (R)| + 2" 7"2e > 2" - vol (¢(R)).
T
Also liefert der Minkowskische Gitterpunktsatz ein o € R, o # 0 mit ¢(a) € Q. Das bedeutet aber
lojo| < e fir 1 <i<ri und |opqja] <d;fir 1 <j<wr,

was zusammen mit
1 T2
Na| =[] leial- [T lorssal®
i=1 j=1

die Behauptung liefert. Setzt man « als o« = z1a1 + - - - + 2, an, so folgt wie iiblich

71

i = Sp(afi) =Y oj(Bi)oj(a) + i:(%ﬂ(ﬁi)%ﬂ(a) + 045 (Bi) oy 45 (@)

j=1 j=1

und damit

1 r2 1 r2
l2i] <D loiBillojal + 2 lov 4iBillor ol <Y loiBile; +2 lov,1i8ild;,

j=1 j=1 j=1 j=1

was zu zeigen war. B

Wir wenden die vorangegangenen Uberlegungen nun zur Konstruktion von Einheiten an:
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LEMMA. Ser 1 <k <7y +re. Es qibl eine Einheit ¢, € R* mil

lokes| > 1 und |owep| < 1 firi £ k1 <i<ry 4 ra.

Bewets:

1. Wir konstruieren eine Folge A, € R\ {0} mit |[NA,,| < (%)’“ﬂ/M—I— 1 und
|oidm| < |oiAm—1| fiir 1 < i <7y +79,i# k und fir alle m > 1
wie folgt: Wir starten mit Ay = 1. Seien jetzt Ag, ..., A—1 bereits konstruiert. Setze
¢ = |oidmo|fir 1 <i<r,i#k und  dj = |op4jdmon| fir 1 < j<raj # k.

Wihle ¢ bzw. dj geeignet, so daBl die Voraussetzungen des letzten Lemmas fiir e = 1 erfiillt sind.
Dann findet man dazu ein A,,, das die gewiinschten Bedingungen erfiillt.

2. Da die Normen der Ap’s beschriankt sind und die Faktorringe R/|NAy,|R endlich sind, gibt es
Indizes m; < ms mit

IN Ao, | = INAm, | und Ay, = Ap, mod [NA,, |

2

m2

Wie wir im Lemma gezeigt haben, ist dann ¢ = i eine Einheit. Nach Konstruktion gilt
my

|Ui/\m2|

|oie] = <1firl1<i<ri+ryiFfk.

|Ui/\m1|

Wegen 1 = |Ne| mufl dann |oge| > 1 gelten. B

LEMMA. Sei 1 < k < ry + ro fest gewdhlt. Die ri + rq — 1 Vektoren £(g;), 1 < 1 < vy 4+ ro,t # k sind
R-linear unabhingig, wobet ¢; wie im letzten Lemma gewdhlt ist.

Beweis: Wir schreiben die Vektoren £(g;), i # k, als Zeilen in eine Matrix A, d.h. wir bilden die (r; +
rg — 1) x (r1 + r2)-Matrix

A= (aij)icicrtroize mit  (er) = (@, ..o @iy, )
1<j<r1i+r2
Nach Wahl der ¢;’s gilt a;; < 0 fiir ¢ # j und a;; > 0. Wir miissen zeigen, dafl A den Rang 71 + ry — 1
hat. Dazu bestimmen wir alle Relationen Zj ajje; = 0, ¢ # k. Wir wissen, daf3 Zj a;; = 0 gilt. Sei
Zj ajjz; = 0, ¢ # k, eine weitere Relation. Da dann fiir v,w € R auch Z;:{” aij(ve; + w) = 0 gilt,
konnen wir (nach Ubergang von z; zu vz; +w) annehmen, dafl es einen Index [ # k gibt mit z; > x; fiir
alle j. Nun gilt fiir { # j: a;; < 0 und daher a;;(2; — 2;) < 0. Es folgt

doay(z—wg) =Y (e —z) =wy ay -y aye; =0,
J# J J J

was wegen a;; < 0 dann z; = z; liefert. Es gibt also im wesentlichen nur eine Relation, d.h. der Kern der

Matrix A hat Dimension 1. Also hat die Matrix A Rang r1 4+ 72 — 1, was wir zeigen wollten. B

Es ergibt sich unmittelbar:

FOLGERUNG. {(R*) ist ein Gitter vom Rang r1 + 12 — 1.

Zusammen mit unserem ersten Struktursatz liefert das den Beweis des Satzes von Dirichlet.

Ein System von Grundeinheiten von R ist eine Menge von Einheiten e1,...,¢6, 40,1 € R, so daB}
ler), ..., L(er,4ro—1) eine Gitterbasis von £(R”) bilden.
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6. Der Regulator

LEMMA. Sei e1,...,6r,4r,—1 € R* ein System von Grundeinheilen von R. Sei A die Malriz mil den
Zeilen £(g;), also
In|oieq ] 2In|or, 4y 1]
A= : :
1n|0-167‘1-|-7‘2—1| 21n|UT1+T267‘1+7‘2—1|

und Ay, die Matriz, die durch Streichen der k-ten Spalte aus A entsteht. Dann ist | det(Ay)| unabhdingig
von k und von der Wahl der Grundeinheiten und wird der Regulator von R genannt: Reg (R) = | det Ag|.

Bewets:

o Wir vergrofiern obige Matrix A durch eine erste Zeile (11...1) und deuten in der Mitte die k-te
Spalte an, also

1 1 1
5 In|oieq ] uln |opo] 2In|or, 4+ry21]
In|oier, 4ry-1] oo wln|oker gr—1| - 2In|0y4r0Er 4ra—1]

mit u =1 fiir k¥ <7y und v = 2 fiir k¥ > ;. Nun addieren wir die anderen Spalten zur k-ten Spalte
und erhalten

1 1+ re 1
~ In|oieq ] 0 2In|or, 4+ry21]
B = . .
In|o1er 4ry-1] .- 0 coo 210 |0ry 4raEry a1l

Natiirlich gilt det B = det B. Entwicklung nach der k-te Spalte liefert dann
det B = +(ry + 7o) det Ay.

Dies beweist, daf | det Ag| unabhingig von k ist.

e Hat man eine andere Gitterbasis von ¢(R*), so entsteht die zugehorige Matrix A durch elementare
Zeilenumformungen aus der Ausgangsmatrix A. Die entsprechenden Determinanten &ndern sich
héchstens um +1. |

Fir praktische Bediirfnisse verkiirzen wir die logarithmische Abbildung
:R* =R aws (In)oyal, ... In|oyal, 2Ino, 11, ..., 2In |0y, 1 al)
zu einer Abbildung ¢, : B* — R™*"2~! indem wir einen Spaltenindex k& auswihlen und dann k-te Spalte
herausstreichen:
t1(a) = {(ln lora, ..., Injop_re],In|oppre], ..., In|or of, ... 200 41, ..., 2In |00, 4y |) bzw.
(In|oral,...;In|op, af, 2In|or 410, ..., 2100k 10|, 2In|os 1], .. ., 21000, 4ry ]).
Nach Definition des Regulators gilt dann
£1(61)
Reg (R) = | det : [,
Ci(Ery4ra—1)

Wenn €1, ...,6p, +r,—1 €in System von Grundeinheiten fiir R ist. Wir haben gezeigt, dass der Regulator
nicht davon abhéngt, welche Spalte man streicht.

Bemerkung: Gegeben sei eine Ordnung R eines Zahlkorpers K mit Invarianten 71 4+ 272 = n. Will man
die Finheitengruppe R* beschreiben, so stellen sich zwei Aufgaben:

e Bestimme die in K bzw. R gelegenen Einheitswurzeln.

e Bestimme ein System von Grundeinheiten €1, ... &p, 4,1 fiir R.
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Die Bestimmung der Einheitswurzeln ist im Allgemeinen nicht zu problematisch, wie wir bereits gesehen
haben. Die Konstruktion von Grundeinheiten teilt man meist wie folgt auf:

1. Konstruiere geniigend viele Einheiten €1,¢5, ..., d.h.
Rl (1) + Rl (e0) + - - = R71H271
bzw.
£1(61)

Rang ti(e2) =r;+ry— 1

2. Konstruiere aus den gefundenen Einheiten ein System von Grundeinheiten.

Das erste Problem wird im néchsten Kapitel behandelt. Dabei werden Einheiten als Nebenprodukt bei
der Bestimmung der Klassengruppe anfallen. Das zweite Problem werden wir im Folgenden angehen.

7. Reduktion von vielen Einheiten auf ein System von unabhingigen Einheiten

Sei R Ordnung eines Zahlkorpers K mit Invarianten r1 + 2ro = n und r = 1 4+ ro — 1. Nach dem Satz
von Dirichlet gibt es ein System von Grundeinheiten 71, ...,7,, d.h.

£1(m) (1)
H(R)=7Z"- und  Reg(R) = |det |.
4 (777“) 4 (777“)

Leider kennen wir nicht einmal Reg (R).

Sind &1, ...,&, Einheiten, so setzen wir
£1(61)
Reg (¢1,...,&;) = | det |.
El (ET)
Gilt
=G0 mit GewK), my e,
j=1
so folgt
ti(e1) (1)
: = (my;) - : , also Reg(er,...,&) = |det(ms;)| - Reg (R).
4 (57“) 4 (777“)
Wir nehmen nun an, wir haben gentigend viele Einheiten €1,¢5,... gefunden, sodass
£1(61)
Rang tile2) | = ri+ro—1
gilt. Wir wollen sie so abadndern, dass
£1(61)
li(ei) €27 t1(e2) fiir alle ¢
gilt.
1. Nach eventueller Vertauschung von Indizes kénnen wir annehmen, dass ¢1(¢1),...,¢1(e,) linear

unabhingig {iber R sind.
2. Haben wir alle gefundenen Einheiten auf 1, ..., e, zuriickgefithrt, sind wir fertig.



7. REDUKTION VON VIELEN EINHEITEN AUF EIN SYSTEM VON UNABHANGIGEN EINHEITEN 133

3. Wir betrachten £,47. Wir haben Darstellungen

1 (m) t1(e1) {1 (m)
lgrpr1) =0 und =M.
t1(ny) ti(er) t1(ny)
mit v € Z", M € M, (Z), det M # 0. also
£1(61)
£1(6r+1):v~M_1~ ;
b (er)
Es gibt also ¢1,...,¢, € Z und d € N mit ggT(d,¢1,...,¢,) =1 und
1 £1(61)
£1(6T+1)ZE(61,...,C,«)~
b (er)
Wir bestimmen nun d, ¢y, ..., ¢,.. Das Problem sieht rechnerisch allerdings eher so aus
1 £1(61)
£1(6r+1)N3(61,...,cr)~ ,
b (er)
da man mit reellen Zahlen rechnet. Allerdings kann man leicht testen, ob die gemutmafiten Zahlen
d, ey, ..., ¢ passen, indem man algebraisch testet, ob
et . Lelr ~6;f1

eine Einheitswurzel ist.
4. Mit dem Hermiteschen Normalisierungsprozess bestimmen wir S € GL(Z) und ¢ € N mit

C1 C
C2 0

S . = |, also (e1,...,¢)8" = (c,0,...,0).
Cyr 0

Dabei gilt natiirlich weiter ggT(c,d) = 1. Mit T'= (S*)~! € GL(Z) definieren wir
g = Ii[az”
J

und erhalten

) li(e1) . £1(eh)
£1(6T+1) = E(Cla"'acT)' :E(Cla"'acr)'T_l' ==
ti(er) b (er)
li(eh)
1 . c !
= S0 0[] =566,
bi(ey)

also £1(ed, 1) = €1(¢}°). Es gibt also eine Einheitswurzel ¢ € p(K) N R mit
5f+1 = (e

Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus findet man a,b € Z mit
ac+bd=1.

Wir setzen

n__ 1b_a
G =8 &4
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und erhalten

ne 1 be XaN —1.d b -b
&1 g1 et = (1) e = (T er)” e =7 e

nd 1 bd d _ _sbd d _ _sbd 1Cva _ /
& g1 e = ()= o (Ce ) = e,

also

/ —a b e
g1 =¢" € und g4 =¢" €] .

Wir haben damit

£1(e7)
r El (6/2) 1 / / 1
bi(er),.. . bi(eryr) €Z7 - : und Reg(el,az,...,er):EReg(el,...,ar).
ti(er)
Wahlen wir daher £ ¢f,, ... el statt £1,...,¢&,, so haben wir €,11 auf die ersten Einheiten zuriick-

gefithrt und wir kénnen es streichen.

Beispiel: Wir betrachten den Zahlkérper K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 2* — 32 — 5 und wollen ein
System von Grundeinheiten fiir die Ordnung Z[«] bestimmen.



7. REDUKTION VON VIELEN EINHEITEN AUF EIN SYSTEM VON UNABHANGIGEN EINHEITEN

135

1. Beim Versuch, die Klassengruppe zu bestimmen, traten als Nebenprodukt die angegebenen 12
Einheiten eq, ..., es auf.

€1

€2

€3

€4

€5

€6

er

€8

€9

€10

€11

€12

8263425872860 — 9318344279700 + 1050793469999 — 3663966727459
—117135953877682632160° + 13208966401161739575a
—14895238192127956934a 4 51937567536048219454
334717814493174616536280° + 600877565037628904322760
+107868130267357600512017c + 93226991535348133931644
—1562898461025860093864756553a> — 2805678637344909541598670128”
—5036688442886206923163701271ar — 4353049502826435537154711751
82943850269850410954540780999720” — 9353255726602182156262201150437
+10547303073416185479252129761901a — 36776938954103582915983186309916
—35031981295701107076401548713421967050°
—6288859065143627127433354959761252443a°
—11289612199608150381493147290314294050c
—9757252474494148121818358410593189791
—45130772901750967268502012688402872589a>
—81017704332624649960615824475715870851c
—145441081401775071413294626651063724647
—125700097249560988100399813640186024514
284604984869558082285407486104921331721391522442850°
+51091618940251677511373454817262868948578931677875a”
+91718475244988323964011003613368648879355357584991cv
+79269358744851684131432558304834763310464678646901
101820039531592294502542608982368502075491004955000°
+182784945337965787782864877122552829645900517487850
+32813124406455098733086967105007585983988879929090c
+28359338979055536880161253813650512272719176169401
—17260481789302054020141654659778962958398750233277a°
—30985611819426010770218876351341527177988874537828a”
—5562464313245429364865739901469828235860257215818 1«
—48074608520727717851523463144382104877547844689179
6215416352483949214717489280386978494828241554126390
+1115776956547908049531394985570551576773723966827166a”
+2003016606064971230894548023461470246860260163633757 v
+1731143496377905590050200627788003039518012725404256
13841323194756621642453793883623902935901121018675311019213¢°
+24847618555222754452883987725065364745009837083597675283 7460
+44605861678003121343237543703195977830057958216362734518977 v
+38551426438699640331241927637760385890851918842007285738104

2. Die komplexen Nullstellen von f sind

ap A —1.1277, s~ 17952, as~ —0.3338 4 153584, a4 = az.
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Daher 1st 1 = 2, 72 = 1. Die einzigen Einheitswurzeln in K sind also &1 und es gibt 71 +7s—1 = 2
unabhingige Grundeinheiten in Z[«]. Wir betrachten folgende logarithmische Abbildung
0 K* =R B (Inof], In|oafl).

3. Wir beginnen mit e, = e; und e, = €5 und erhalten (Rechengenauigkeit: 100 Stellen)

Giea) \ _ [ 29.6077 —49.7283 . N
( 0 (es) ) ~ ( 46.0747 —57.9514 ) mit  Reg (€q, e) & 57541

Wir betrachten jetzt es:

-1
f1(e3) ~ (—39.8996,54.8677) und  {(e3) ( il((fa:)) ) ~ (—0.3750, —0.6250).
1
Dies sieht aus wie %(—3, —5). Tatséchlich iiberpriift man: 6(;366_5 = —¢e5. Wir setzen also d = 8,

(Cl, Cz) = (—3, —5) Mit

gllt (Cl,Cz)St = (1,0)
T= ( I ) = (5971

Mit a =1,6 =0, ac+ bd = 1 erhalten wir

1"

Wir setzen e, := €,

ep := e; und erhalten

ea = 33471781449317461653628a° 4 60087756503762890432276a” +
107868130267357600512017c + 93226991535348133931644,
er = 86526344400670525142349325298176398708386437974455000°

—97572396703857985050878593634397219454929170015531730”
+11002860070511958023455545767292117019884655649046352c¢
—38365401118856708635184027365703067855557500159423069.

(Nun Rechengenauigkeit: 1000 Stellen) Reg (eq, e5) &~ 71.93.

4. Fiir e4 findet man

-1
1
01 (e4) ( 2((;)) ) ~ (23.3333,7.3333) ¢ 5(70,22).

Tatséchlich gilt el%e2? = —e3. Wir withlen also d = 3, (e, ¢2) = (70, 22).

S:<161 :;g) mit (¢, 0) = (2,0), T:(St)—1:<_3159 53)

Damit (¢c=2,d=3,a=—-1,b=1)

¢/ _ 35 11 / —-19 -6

— no_ ot —1
€a = €4 €p > €p =€4 & €a = €4€4

Die neuen Werte fiir e, und e, sind

ea = 8808972166741 + 15813660094699a2 4 2838831146894 1a + 24535113999456,
ep = +1054918406840” — 1189590420290 + 1341454956020 — 467746208971

mit Reg (eq, €5) A2 23.98.
5. ey erfiillt

ies) (49 ) s (0,29

—40 ,—25

und tatséchlich gilt e5 = e, *"e;
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6. Fiir eg gilt

tlea) N7 _ Ll
£1(66)<£1(6b)) ~ (1.6667, 0.6667)~3(5, 2),

und in der Tat ist egeb_2 = —e2. Mit (e1,¢2) = (5,—2), d =3, c =1 finden wir
1 2 5 =2
s=(ai) (L)

"o__ /=2
€, =€, €, =¢€, ¢cp.

und

Die neuen Grofien sind:

ea = —35031981295701107076401548713421967050°
—6288859065143627127433354959761252443”
—11289612199608150381493147290314294050 ¢
—9757252474494148121818358410593189791,

ep = 3731442337382457668399914628a° — 42078025431735541041436564240”
+4744975438842772980569787817cr — 16545051454231186285357249556

mit Reg (eq, €p) A2 7.99.

7. Unter Verwendung von #; findet man e; = —6(;58 . 66_45, eg = —6(;59 . 66_46, €9 = 6(;80 ~eb_62,
e1p = —632 . eg’l, el = 63 ~eg, e1g = 6(116 . eél, d.h. wir haben alle 12 Einheiten e; auf ¢, und ¢

zuriickgefiihrt.
8. Um eventuell kleinere Koeffizienten fiir e, und e zu erhalten, wenden fiir auf die Vektoren

01 (eq) ~ (=50.12,87.15),  £1(ep) ~ (65.65, —114.32)

LLL-Reduktion an. Mit der Transformationsmatrix
21 16
= ( —-38 =29 )

ca=—1—a und e, =44 6a+3a?+ 23

erhalt man

mit Regulator 7.99.

8. Neue Einheiten durch Wurzelziehen
Seien €1, ...,&, unabhingige Einheiten einer Ordnung R und 71, ..., 7, ein System von Grundeinheiten.
Zly(e1) + -+ Zl(er) CZL(m) + -+ Zli(nr)

sind Gitter mit Determinanten Reg(e1,...,¢,) bzw. Reg (n1,...,n,). Der Gitterindex ist

Reg (e1,...,¢6r)

Reg (m1,...,mr)
Angenommen, eine Primzahl p teilt den Gitterindex. Dann gibt es eine Einheit 5 mit

ti(n) ¢ Zli(er) + -+ Zli(er),  aber  pli(n) € Zli(er) + -+ Dla(er).

Es gibt also 0.E. ¢; € {0,1,...,p— 1}, ¢ € p(K) mit (e1,...,¢,) # (0,...,0) und

w=Ceft e,
d.h. das Polynom

D >
spaltet den Linearfaktor @ — 5 iiber K ab.

Auf diese Weise kann man fiir kleine Primzahlen testen, ob der Regulator durch p teilbar ist und eventuell
die Einheitengruppe vergréfiern.
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Beispiel: Wir betrachten wieder das Beispiel K = Q(a) mit a* — 3a — 5 = 0. Wir gehen aus von den
Einheiten

e1 = 8263425872860 — 9318344279700 4+ 1050793469999 — 3663966727459,
en = —117135953877682632160° 4 13208966401161739575a% — 14895238192127956934a
+51937567536048219454.

LLL-Reduktion ergibt mit 7" = ( - )

4 -3
e1s = 162265503 — 182980502 4+ 2063400a — 7194781,
eas = —831696551 — 1856295269 — 11082349502 4+ 7815094040°.

Das Polynom 22 + ¢1, hat eine Wurzel e;:
e1p = 1911 — 431a” + 4860 — 5480
Das Polynom 22 — ¢1; hat eine Wurzel eqy:
e1y = —7a” +8a” — 9a + 31.

Das Polynom 22 — e1, hat eine Wurzel eq,:

e1y = —4+a—a’+d°.
Weitere Faktorisierungsversuche 2 — ... oder x? + ... helfen nicht weiter, d.h. der Regulator ist nicht
mehr durch 2 teilbar. Wir haben jetzt
€1y = —4+a—a2+a3,
e2s = —831696551 — 1856295269« — 11082349507 + 7815094040,

Wir probieren nun mit p = 3. Das Polynom 23 — e1, e, hat cine Wurzel es;:

e9r = —616 — 460> + 33502 — 110a.

3

Das Polynom z° — e%vezt hat eine Wurzel es,:

eon = —1 + 20 + o — 5.

Der Regulator ist nun 7.99.

9. Wie weit sind unabhingige Einheiten von Grundeinheiten entfernt?

Wir sind jetzt in folgender Situation: Wir haben Einheiten 1,...,¢, € R* (mit » = vy + 72 — 1), so dass
le1), ..., £(e) in R™**"2 linear unabhiingig sind. Kann man daraus ein System von Grundeinheiten
erhalten?

Der folgende Weg zeigt eine prinzipielle Méglichkeit, die aber nur dann praktisch anwendbar ist, wenn
die auftretenden Zahlen nicht zu grof} sind.

Ist ¢ € R* irgendeine Einheit, so gibt es A; € R mit £(¢) = >, Ail(g;). Schreibt man A; = m; + p; mit
lpil < &, soist £(ee7™ . .e;™) =3, pil(gi). Um ein System von Grundeinheiten zu erhalten, nehmen
wir zu €1, ...,&, die Einheiten ¢ der Menge

(R ) = Y mte), sl < 5)

hinzu und gewinnen dann mit dem zuvor beschriebenen Normalisierungsverfahren eine Z-Basis. Dass
man das im Prinzip effektiv machen kann, zeigt das folgende Lemma:
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LEMMA. Seien €1,...,&, € R* mit r = r1 +ro — 1, sodass {(c1),...,{(e,) in R™T"2 linear unabhingig
sind. Set aq,...,a, eine L-Basis von R und By, ..., B, die Dualbasis. Ist ¢ = xya1 + -+ 2po, € R*
eine Einheit mit

bl

N | —

Ue) =) mnller)  und  |py| <

so gilt
1
le:] < ) loiBillojel < ) logfil | | max(y/|ojer], ——=).
2 2 Am [tz G

Insbesondere gibt es also nur endlich viele solcher Finheiten.

Beweis: Wir haben £(¢) = >, upl(er) und daher

In|o;e| = Z/,Lk In|ojer|, also |oje| = H lojer]"x,
k k

was wegen |pgx| < 1 durch

1
|ojel < | | max(y/]ojex], ——=)
1;[ Viejekl

abgeschétzt werden kann. Mit #; = Sp(ef;) = Zj o;fBio ;e folgt dann wie iiblich

1
le:] < ) loiBillojel < ) logfil | | max(y/|ojer], ——=),
2 2 Am [tz G

was gezeigt werden sollte. B

Beispiel: Wir betrachten wieder K = Q(«) mit a* — 3o — 5 = 0. Wir haben die Einheiten
ca=—1—a und e, =4+ 6a+3a%+2a°

gefunden mit Regulator 7.99. Weitere Einheiten u = uza® + usa? + uja + ug erfiillen mit dem Lemma
die Ungleichungen
lus| < 1.46, Jug| < 2.22, |ui| <3.46, |ug| < 4.99.

findet die Einheiten

+1, H(a+1), £(a?+2a+1), £(®—-a?—2a+1), £(®—-a—-4), *x(a®—a’+a—4),
was aber wegen
a+1= —e,, a2+2a—|—1:ei, oz3—oz2—|—2a—|—1:—eb_1, oz3—oz—4:egleb_1, a3—a2+a—4:—e(;

nichts Neues ergibt. Also ist R* = {£e%e :a,b € Z}.

1

Beispiel: K = Q(a) mit o? = 11. Dann ist Zg = Z[a] und p(K) = {£1}. Durch Probieren findet man,
dass € = 3a + 10 eine Einheit ist. Ist ¢ Grundeinheit? Wir haben oy = 3.32, 020 = —3.22, 012 = 19.95,
ose = 0.05. Damit folgt max(|o;e|'/?, |a;e|~1/?) < 4.47. Die Dualbasis zu a3 = a, ay = 1 ist 1 = 5,
B = %. Mit dem Satz ergibt sich |zgx| < 4.47(lo1 k| + |o2fk|) und damit |o| < 1.35, |os| < 4.47.
Die einzigen Einheiten, die diesen Ungleichungen geniigen, sind 4+1. Also ist ¢ Grundeinheit und damit

Reg (K) = 2.9932.

Beispiel: Wir wollen fiir Q(a) mit o® = 2 die Einheitengruppe Z[«]* bestimmen. Durch Ausprobieren
findet man, daB e = o — 1 eine Einheit ist. Mit dem Lemma miissen wir nach Einheiten o502 + 210 + 20

suchen mit
|zo] < 1.01, Jaq| < 1.26, |ao| < 1.59.

Als Einheiten, die dieser Abschiitzung geniigen findet man £1, (e — 1), £(a? 4+ a + 1). Nun ist aber
a?+a+1=(a—1)"1 also ist ¢ Grundeinheit und Reg (K) = 1.3474.

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit f(a) = 0 und f = 2+ 3z + 5% + 72® + 2*. Die Diskriminante
von Z[a] ist —80876 = —2% . 20219. Mit der Faktorisierung f = z(x + 1) mod 2 rechnet man nach
(2,a) - (2,0 + 1)3 = (2), also verzweigt 2 und damit folgt Zx = Z[a]. Man hat 1 = 2, ro = 1, die
Minkowski-Schranke ist < 33.95.
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Wir wollen die Einheitengruppe von Zg bestimmen. Beil der Bestimmung der Klassengruppe haben wir
unter anderem auch die Einheiten

g1 =70 +51a? 4+ 460 +9 und &5 = 98a° + 87a? + 530 + 31

gefunden.
Wollte man das angegebene Lemma anwenden, miisste man nach Einheiten ¢ = z30® 4+ z20? + 210 + 2o
mit

|zs| <2686, |xo| < 16817, |a1] < 1065, |xo| < 7290

suchen. Das ist fiir unsere Verhiltnisse zu grof}, um alle Méglichkeiten durchzuprobieren. Daher probieren
wir zunichst die Faktorisierungsmethode. Tatsichlich hat z? — e1e5 eine Nullstelle s, mit

ess = 40”4 3007 + 24a + 3
mit Regulator 39.62. LLL-Reduktion fiithrt auf
e =T70%+51a% + 46a + 9, ey =2 +a’+a+1.
Mit dem Lemma suchen wir nach weiteren Einheiten u = uza® 4+ usa? 4wy + up, die den Abschitzungen
lus| <24,  Jus| <152, Juy]| <20, |ug| <65
geniigen. Wir finden (nach langerem Suchen) bis auf +1 die Einheiten
1, 20°+a’+a+1=c¢), 18a°+1130>+Ta+49=—¢,"" 21a®+160>+9a+7=—¢, "¢

Also folgt Z[a]* = {£e/“e," : a,b € Z}.



KAPITEL 9

Ansitze zur Berechnung von C{(Zy) und Z3,

1. Einfiithrung

Wir wollen anhand eines Beispiels skizzieren, wie man fiir einen Zahlkdrper K die Berechnung von C4(Z )
und Z7 praktisch angehen kann.

Als Beispiel wihlen wir K = Q(a) mit f(«) =0 und

f=z>—11.

2. Bestimmung eine Z-Basis von Zg

Zunichst sollte man eine Z-Basis von Z bestimmen. In unserem Beispiel findet man Zg = Zo?+Za+7Z
mit der Diskriminante: —3267 = —33 - 112,

3. Primideale

Man bestimmt endlich viele Primideale p;; ¢ = 1,...,r , z.B. alle deren Norm < (%)“:—fl |disc (K)|

(Minkowski-Schranke) ist und die nicht trége sind, zusammen mit A,, € K \ Zg und Ay, p; C Zg, mit
deren Hilfe sich die Bewertungen vy, leicht berechnen lassen. Sei weiter p; die in p; enthaltene Primzahl.

In unserem Beispiel ist die Minkowski-Schranke < 16.2. Die Primideale erhélt man durch Faktorisieren
von f mod p:

f = (z+1)(z*+2x+1)mod 2,

f = (x+1)®>mod 3,

f = (z+4)(z*+x+1)mod5,

f = 2®+3mod7,

f = z%mod 11,

f = 2%+ 2mod13.

Wir wihlen die Primideale
Name | Erzeugendensystem Ap Norm

Pa (2,04 1) (@ +a+1)/2 2
Pa (2,0 + a+1) (a+1)/2 4
P3 (3,a+1) (a? 4+ 2a+1)/3 3
Ps (5, 4+ 4) (@ +a+1)/5 5
Pas (5,0 +a+1) (a+4)/5 25
P11 (11, @) a?/11 11

Version vom 13.3.2003
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4. Erzeugung von Relationen
Wahle B € Zg, berechne N3 und teste, ob sich |NJ| als Produkt der Primzahlen py,...,p, schreiben
1a88t. Wenn dies nicht der Fall ist, wéhlt man ein anderes 8 € Zx. Andernfalls hat man eine Relation

(ﬁ) — pim(ﬁ) o .p;{pr(ﬁ).

Wir wihlen einen geeigneten Index i, setzen o; = 3, berechnen v;; = vy, () und erhalten

Hpvu _

Auf diese Weise sammeln wir einige Relationen und erhalten eine Matrix (v;;)i=1, .. m j=1,.r und Ele-

mente (&;)i=1,.. m.

In unserem Beispiel wihlen wir zunichst 5 =2,3,5,11,dann f =a,a+ 1l,a—1l,a—2,a4+4. (= a+2
geht nicht wegen N(a 4+ 2) = 19.) Wir listen dies in einer Tabelle auf:

| B | N(5) || Upy, (B) | Upas (B) | Vps (8) | Vs (B) | vp, (B) | Vps (8) |

11 113 3 0 0 0 0 0
5 53 0 1 1 0 0 0
3 33 0 0 0 3 0 0
2 23 0 0 0 0 1 1
a 11 1 0 0 0 0 0
a+1]2%-3 0 0 0 1 0 2
a—112-5 0 0 1 0 0 1
oa—2 3 0 0 0 1 0 0
a+4]3-52 0 0 2 1 0 0
Ordnen wir die Primideale in der Reihenfolge 11, P25, Ps5, Ps3, Pa, P2, so erhalten wir also
300 0 00 11
01 1 0 0 0 5
000 3 00 3
000 0 1 1 2
V = (vij)i=1,. . 9j5=1,.6=] 1L 0 0 0 0 0 und  (@;)iz1, 0= o
000 1 0 2 a+1
001 0 01 a—1
0001 00 a—2
002 1 00 a—+4

5. Umformung der Relationenmatrix

Hpvl“ = (i), Hpvm =(ay,), t€Z

Aus

folgt sofort
Luiyj+vig;s
J

= (af, 07,).

J
Man kann also aus gegebenen Relationen leicht neue erzeugen. Wir verallgemeinern dies wie folgt: Ist
S = (sij)i=1,...,m,j=1,. m eine ganzzahlige Matrix, so gilt fiir i =1,...,m

[Iw5) = Tltew =TTy = TTTTv = [Tei " = Lo
J k

J

Gilt jetzt m > r und hat die Matrix V' Rang r, so gibt es S € GLy,(Z), sodass SV in Hermitescher
Normalform ist.
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In unserem Beispiel folgt mit
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0000 1 0 0 0 0
01 00 0 1 -1 -1 0
0000 0 0 1 0 0
0000 0 0 0 1 0
S=10001 0 0 0 0 0
0000 0 1 0 —-10
1000 =30 0 0 0
0010 0 0 0 =30
0000 0 1 -2 —-21
1 00000 o
0100 01 4a? + 9a + 19
001001 a—1
000100 a—2
Ssv=10 00 011 und  SA = (J]a")iz1, 0= 2
00000 2 j a?+2a+5
000000 1
000000 182 + 40a + 89
000000 182 + 40a + 89

Die letzten 3 Zeilen von SV sind 0, also liefern die entsprechenden Zeilen von SA Einheiten. In unserem

Beispiel ist also

18a?

eine nichttriviale Einheit.

+ 40 4 89

Die ersten Zeilen der Matrix SV liefern folgende Beziehungen

pii = (o),
- _ 4a? + 9a + 19 a?+a+1

pos = (40’ +9a+19)p3" = (4a” + 9a + 19)p; *p2 = P P e e

. -1 —o. a—1 _a2+a—7
ps = (a—Dpy =(a—1pyp2= 5o = —————,
Ps = (Oz—?),

2 a?—a+3

== 2 o1 = 2 =2 = =
pa (2)py" = (2)p27p2 = 5 b 5Pz
pi = (o +2a+5).

In der Klassengruppe C¢(Zxg) gilt also
Pi=P=1 Ps=ps=Ppa=Ppz und P’ =1

Da wir mit den Primidealen der Norm < Minkowski-Schranke gestartet sind, sehen wir, daf die Klassen-
gruppe von ps erzeugt wird. AuBlerdem ist p2 Hauptideal. Daher sind zwei Fille méglich: ps ist Hauptideal
und damit hxg = 1 oder ps ist kein Hauptideal und hg = 2. (Dies wird spéter untersucht werden, wenn

wir die Einheiten bestimmt haben.)

6. Anwendung der Smithschen Normalform

Wir betrachten wieder unsere Relationen

II55° = (i)
j=1

wobel wir annehmen, dass V' = (v;;) Rang r hat.

Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus

¢ Z" = CUlZk),

(Ul,..

., vr) — Klasse von pi*...p,".



144 9. ANSATZE ZUR BERECHNUNG VON Ct(Zk) UND Zj3

Mit den obigen Bezeichnungen gilt
P((vit, - .., vir) = Klasse von (o;) = 1.
Damit liegt jede Zeile von V 1im Kern von ¢, also auch jede Linearkombination, d.h.
Z™V C Kern(y).
Da py,...,p, die Klassengruppe erzeugen, ist ¢ : Z" — C¥¢(Zg) surjektiv, also haben wir eine Surjektion
VLTV — CUZk).

Wir setzen jetzt voraus, dass die m x r-Matrix V' Rang r hat, was insbesondere m > r impliziert. Wir
bestimmen die Smithsche Normalform von V', d.h. wir finden Matrizen S € GL,(Z), T € GL,(Z), sodass
fir D = SVT gilt

di 0 0
0 ds 0

p=| o0 0o .. q mit d; €N und  di|ds|ds|. .. |d,.
0 0 0
0 0 ... 0

Es gilt dann die Gruppenisomorphie
27|V ~Z[7%dy & - - B Z/Zd,, insbesondere H#Z"/Z"V =d;...d,.
Daher haben wir jetzt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
Z/Zd,® - -DZ/Zd, - ClZg).
Insbesondere folgt
hildy .. .dy.
Haben wir geniigend Relationen, so sollte gelten
CUZg)~Z/Zd1® - - ®Z/Zd, und hg =dy...d,,

was man an dieser Stelle aber 1.a. nicht feststellen kann, es sei denn, es gilt d;...d, = 1 und damit
hg = 1. Wir setzen
hK == d1 e dr

und betrachten /?;( als vorlaufige Klassenzahl. Gilt hx # l?;(, wird sich dies spater herausstellen. Dann
muss man noch nach weiteren Relationen suchen.

Fiir unser Beispiel liefert die Smithsche Normalform nichts Neues, da wir bereits wissen, dass hx =1
oder hg = 2 gilt. Wir setzen hx = 2.

7. Bestimmung von Zj

Wir nehmen an, dass wir bei der Umformung der Relationenmatrix geniigend Einheiten gefunden haben
um daraus eine ‘Basis’ €1, ..., &r, 4r,—1 unabhingiger Einheiten zu erhalten. Hat man zu wenig Einheiten,
sollte man nach weiteren Relationen suchen.

Sind die konstruierten Einheiten €1, ..., &, 4r,—1 nicht zu grof}, kann man mit den Verfahren des letzten
Kapitels versuchen, daraus tatsichlich ein System von Grundeinheiten zu konstruieren.
Im andern Fall berechnen wir aus den Einheiten 1, ..., €., 4,—1 einen vorldufigen Regulator

——

Reg (K) = Reg (€1, .-, Er14rp—1)-

Bilden €1, ...,&r,4r,—1 kein System von Grundeinheiten, wird sich dies spéter herausstellen. Dann be-
stimmt man noch die Menge der Einheitswurzeln p(K).
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In unserem Beispiel ist u(K) = {£1}, da K eine reelle Einbettung besitzt. Wegen 71 + 75 — 1 = 1 ist
das Gitter ¢(Z%) eindimensional. Nun haben wir bei der Umformung der Relationenmatrix bereits eine
Einheit erhalten, ndmlich

e = 18a? + 40a + 89.

Wiire € keine Grundeinheit, gébe es eine Einheit ¢ mit

(20) = Al(z) mit 0 < A <

N | —

Damit erhélt man die Abschitzung
1 < |o1e0] € 16.340, |oaeo| < 1,
was mit dem Ansatz g = x10? 4+ 230 + 3 auf die Ungleichungen
|z1] < 1.25, |we] <276, |zs| <6.13
fithrt. Als einzige Einheiten ergeben sich +1. Also folgt Z%, = {£¢™ : m € Z} und Reg(K) ~ 5.59.
(Anmerkung: —1/e = 2a? — 4a — 1.)
8. Die ¢(-Funktion

Fiir einen Zahlkorper K definiert man

1
CK(S) :Zma

a

wobei a alle Ideale # 0 von Zg durchlauft. Die eindeutige Primidealzerlegung liefert

e(s)=]1 — T
p N(p)
wobei p alle Primideale # 0 durchlduft. Die Darstellungen konvergieren fiir Re (s) > 1 und liefern, dass
Cx(s) dort eine analytische Funktion ist. (x(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C mit
genau einem Pol in s = 1. Nun gilt die Formel

S .
hgReg (K) = #“(A)\/MH 1-1

ren L -5y

Die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung (GRH — Generalized Riemann Hypothesis) besagt, dass
gilt

Ci(s) = 0 {5 € {-1,-2,-3,—4,.. }(triviale Nullstellen)  oder
K(s) =

Re(s) = %
Die Riemannsche Vermutung ist eine bisher unbewiesene Vermutung, die aber viele Auswirkungen besitzt,

wie zum Beispiel folgenden Satz:

Satz (E. Bach). Sei

_ F#p(K)/discZg H - Zl,

aK = r r _ 1
2 1(27T) ’ p<12In? |disc Zk| lep(l Np)

Gilt GRH, so folgt
ag

7 < hxReg (K) < V2-ak.

——

FOoLGERUNG. Gult fiir die vorldufigen Werte hx und Reg (K)

I - Reg (K) < V2 - ax,
so folgt (mit GRH)
hix = hg, Reg(K)=Reg(K).

(Mit den vorangegangenen Bezeichnungen ist dann €1, ... &p yr,—1 €in System von Grundeinheiten und

CUZE) ~Z/Zd1 & - P Z/Zd,.) Andernfalls ist hx # /?;( oder Reg (K) # Rgg(?().
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Beweis: Es gibt ¢1,co € N mit

/?;( =crhg  und Reg(K) = caReg (K).

o 1. Fall: hy - Rgg(_f() < V2 - ag: Dann folgt

C1C2 =

hKReg (A) hKReg (A) hKReg (A)

——

also ¢y = ¢3 = 1 und damit hg = /?;( und Reg (K) = Reg (K).
o 2. Fall: /?;( -Reg (K) > V2 - ag: Dann ist

cihg - caReg (K) /?;( . Rgg(?() V2 ag S
hxReg (K)  hx Reg(K) = hgReg(K) ~

C1C2 =

——

also c1e2 > 2 und damit ¢; > 2 oder ¢o > 2, d.h. hg # /?;( oder Reg (K) # Reg (K). m

Mit Hilfe der Folgerung kénnen wir also testen, ob die vorldufig ermittelten Werte fiir hx und Reg (K)
stimmen oder nicht.

In unserem Beispiel finden wir ax & 11.11. Dies zeigt, dass tatsichlich hx = 2, Reg (K) ~ 5.59 gilt.

9. Weitere Beispiele

Beispiel: Wir betrachten den reellquadratischen Kérper K = Q(«) mit o? = 94. Die Maximalordnung
ist Zg = Z[«] mit Diskriminante 4 - 94. Die Minkowski-Schranke ist < 9.7. Es gibt 5 Primideale mit
Norm < 9: pa, P3a, P3b, Psa, Psp. Wir testen als Relationen § = 2,3,5 und 8 = ua + v mit ggT(u,v) =1
und |ul, |[v| < 10. Folgende Relationen funktionierten:

a—8a+2,a+10,a+ 7,20+ 1,a—T,a0a—10,2aa-1,a0 — 2,0+ §,1, 3, 5.

Dann sieht man, dass die Klassengruppe trivial ist, d.h. hx = 1. An (nichttrivialen) Einheiten findet man
bei dem Prozess

2210640 + 2143295, 947610731760 + 9187426914049.
Mit dem tiblichen Verfahren findet man, dass

e = 221064c + 2143295

eine Grundeinheit ist.
(Das Beispiel zeigt, dass manchmal grofie Einheiten auftreten konnen, die man auf diese Weise einfach

findet.)

Beispiel: Wir betrachten K = Q(a) mit 2+ 3a+5a? +7a® + o = 0. Es ist Zg = Z[«], die Minkowski-
Schranke ist < 33.95. Indem man alle méglichen Relationen der Form g = usa® + usa® + uja + ug mit
|u;| < 2 benutzt, sieht man, dass hg = 1 gilt. AuBerdem erhélt man eine Menge von Einheiten, mit deren
Hilfe wir im letzten Kapitel bereits die Grundeinheiten von Zg bestimmt haben.

Wir geben im Folgenden noch zwei Ansétze/Methoden an zur Bestimmung von C¢(Zg) und Z%.

1. Ansatz cl_einh 1: Gegeben sei ein Zahlkérper K mit Ganzheitsring Zg .

1. Wir stellen eine Liste P aller Primzahlen p auf, die < der Minkowski-Schranke sind, d.h. fiir die
p < ()75 silt.
2. Aus P werden alle tragen Primzahlen p gestrichen.

3. Fiir jede Primzahl p € P werden die zugehorigen Primideale p, 1,...pp -, bestimmt.
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4. Man nehme die gréfite Primzahl p aus P und betrachte die zugehérigen Primideale p = p, ;: Man
bestimmt eine LLIL-reduzierte Basis aq, ..., a, von p. Dann gibt es eine Zerlegung

(i) =p- g

Tauchen in der Primfaktorzerlegung von N(g;) nur Primzahlen < p auf, so kann man mit der
Relation (a;) = p - ¢; das Primideal p auf Primideale zu kleineren Primzahlen reduzieren. Kann
man alle Primideale pp 1, ...,pp,, auf kleinere Primzahlen reduzieren, so streicht man p aus der
Liste P heraus.

5. Kann man auf diese Weise keine Primzahlen aus P mehr herausstreichen, versucht man mit den
restlichen Primzahlen p bzw. den Primidealen py1,...,p, -, Relationen zu erzeugen. Dazu kann
man wieder Elemente der LLL-reduzierten Basis von p, ; betrachten.

Beispiel: K = Q(«a) mit o® = 239. Es ist Zg = Z[a]. Mit obigem Verfahren finden wir A = 1 und die
nichttriviale Einheit

£ = +4429081576214100764498694583607049645552675263773213130508545378361187\
021536100212645426533660°

+399449668797326688420718500970089427230432768798811050230680666322420\
400616923184135921570504

—413140204476574995024739103029593958720432808366246235276197002733151\
6443774519124078728841241

mit Regulator 431.94. (Dies passt zu den Abschétzungen mit der Riemannschen Vermutung.)
2. Ansatz cl_einh_2: Man wahlt ~ 20 der ersten Primideale und versucht wieder mit LLL-Reduktion
der Primideale Relationen zu finden.
Beispiel: K = Q(a) mit o® = 101 und Zx = Z[a]. Wir finden |2 und die nichttriviale Einheit
£ = 174631364070883307400” + 81325992283885669708a 4 378735919297636937009

mit Regulator 48.48. (Dies passt zu den GRH-Abschéatzungen.)

10. Grofie Primideale

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, wie man mit grofien Primidealen umgehen kann.

In unserem Beispiel ist das einzige Primideal mit Norm ¢ = 101%° + 949 das Ideal q = (¢, a + ¢1) mit

1 = 9427443852931326088279609610633470522414331344798537859747325568596780613675411\
498309440023205743129.

Die Hermitesche Normalform ist ¢ = Zpy + Zp2 + Zps mit

pr = o+ 17414496041640976086330586749190008614027147020871603110313856301752039\
45230677784682419237526700764,

p2 = -+ 9427443852931326088279609610633470522414331344798537859747325568596780613\
675411498309440023205743129,

ps = 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000000000949
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Eine LLL-reduzierte Basis von g erhilt man nach 161 Vertauschungen benachbarter Basisvektoren:

A = 526956551500397735061240625700619a% 4 3509062030387493682927898522064250
—302659648832272500688007150745956

Ay = 176050348461648366768450773494194a% 4 65356585187102186898079700295238 1
—6099181715336647586361654033452765

Az = 5902612016857098020210188143265000” — 2874137756148949109034432090623170c

+816947092122929766882475678845089
Dann ist N(\;) = 2¢q, —20q, —10q. Es folgt (A1) = pag, was A1p> = (a? + 2 + 5)q und damit
1= &2 + 200 + 5p2 o
= (1117217753186107537082259440027119a* — 25232315531101997407416422384 16745

+514287443290657266194468528099133)/2 - ps

liefert. Insbesondere ist g auch kein Hauptideal.

11. Das Hauptidealproblem

Der folgende Satz zeigt, dass man im Prinzip entscheiden kann, ob ein Ideal a einer Ordnung R ein
Hauptideal ist, wenn man die Einheitengruppe R* kennt.

SATZ. Sei €1,...,&, ein System von Grundeinheiten der Ordnung R (mit r = r1 + ro — 1). Ist das
gebrochene Ideal a ein Hauptideal, so gibt es ein o € a mit a = (a) und

jojal < (Na)/ 072 TT max(|ojed| /2, |ojed| ~1/%).

Konkret: Ist aq, ..., ap eine Zi-Basis von a und By, ..., B, die Dualbasts, so hat man fir a = 100+ -+
rpap die Abschdtzung

l2:] <> lojallo;Bil.
j=1
Beweis: Wir denken uns die logarithmische Abbildung zu £ : K* — R™ T2 fortgesetzt, d.h. fiir « € K*
ist
la) = (In]orel, ..., In|oaf,2In)or 10, .., 2Inor 4r]).

Die Vektoren (1,...,1),€(e1), ..., {(s,) bilden eine R-Basis von R"*%"2. Zu o € K* gibt es dann (eindeutig
bestimmte) reelle Zahlen Ag, Ag, ..., A, mit

o) = Xo(L, . 1)+ ) Nill=s).

Da sich die Eintrage in £(¢;) zu 0 aufaddieren, sieht man auflerdem
In|Na| = Ag(r1 + r2).
Wir zerlegen fiir i > 1 die Zahl A; = m; + p; mit m; € Z und |p;| < % Fir ag = ae] ™ ..., ™ gilt

_ In|Na|

Uap) = ——— (1,..., 1)+ ZM(‘”)'

Es folgt
jojao] < [Nal/ O+ TT max(lojei] V2, |ojei|71/?%).

Ist a = (o) ein Hauptideal, so gilt auch a = («g) und |Nag| = Na. Fiir ag hat man dann die Abschitzung
des Satzes. Die Abschétzung der z;’s ergibt sich wie iiblich. m
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In der Praxis wird man allerdings eher so vorgehen: Ist a Ideal von Zg, so bestimmt man eine LLL-

reduzierte Basis a1, ..., a, von a. Dann hat man Faktorisierungen «; = ab; mit Idealen b;. Genau dann
ist @ Hauptideal, wenn b; Hauptideal ist. Die Norm von by wird durch
2n(n—1)/4

Nbl S T\/ |diSC ZK|
n

beschrankt. Auf diese Weise kann man das Problem auf Ideale beschrankter Norm reduzieren.
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KAPITEL 10
Die diophantische Gleichung x* + 3y* + dz* =0

1. Einfiithrung

Eine diophantische Gleichung kann man in der Form f(z1, ..., 2,) = 0 schreiben, wobei f(zy1,...,2,) €

Z[l‘l, .

., &p] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist und wobei nach Losungen (z1,...,2,) € Z"

gesucht wird.

Diophantische Gleichungen haben eine lange Tradition. Die Suche nach Lésungen wurde oft als Heraus-

forderung angesehen. Mitunter sieht man leicht Lésungen, manchmal kann man einfach zeigen, dass es

keine Lésungen gibt, mitunter ist iiberhaupt nicht klar, wie man die Gleichung angehen sollte.

Beispiele:

1.

2.

Fermat stellt in Briefen mehrfach die Aufgabe, Lésungen von Gleichungen % — dy? = 1 zu be-
stimmen.
Die ‘kleinste’ Losung der Gleichung #% — 61y? = 1 in natiirlichen Zahlen ist

1766319049% — 61 - 226153980° = 1.
Die auf Fermat (1637) zuriickgehende Fermatsche Gleichung
"4y =2" mit n>3 und =zy,z€N
wurde erst & 1994 fiir alle n > 3 geldst (Taylor, Wiles).

. Euler vermutete 1769, dass die Gleichung

Pyt =t
keine Lésung in natiirlichen Zahlen besitzt. Elkies fand 1988 Lésungen, z.B.

2682440* + 15365639* 4+ 18796760* = 20615673,

Wir wollen uns hier fiir d € Z mit der diophantischen Gleichung

B 4+37+d =0

beschéftigen. Wir bemerken zunéchst ein paar

Elementare Eigenschaften:

1.
2.
3.

Natiirlich gibt es immer die triviale Lésung (z,y, z) = (0,0, 0).
Ist (#,y, z) eine Losung und ist ¢ € Z, so ist auch (tz,ty,tz) eine Losung.

Ist (z,y, ) eine nichttriviale Losung, so auch ( also muss man nur

T y z
) ggT(r,y,2)” ggT(z,y,2)’ ggT(x,y,z))’
nach Lésungen mit ggT(x,y, z) = 1 suchen.

Fiir d = 0 ist die Gleichung nur durch z = y = 0 1ésbar. Ist d < 0 und 23 + 3> + dz® = 0, so gilt
23 + 3y + |d|(—2)? = 0, also kann man sich auf d > 1 beschrinken.
Seid>1und d = dic® so zerlegt, dass d; der kubikfreie Anteil von d ist.
o Ist z3 + 3yd + dz3 = 0 mit (x0,y0,20) # (0,0,0), so ist zj + 3y3 + di(cz0)® = 0, d.h.
(x0, Yo, czo) ist eine nichttriviale Losung der Gleichung 23 + 3y + d1 2% = 0.
o Ist 23 +3yf + d123 = 0 mit (z1,y1,21) # (0,0,0), so folgt (ex1)® + 3(cy1)® + dz? = 0, also
ist (cx1,cyr, z1) eine nichttriviale Lésung der Gleichung 2 + 3y® + dz® = 0.
Die Gleichung 234 3y3+dz3 = 0 ist also genan dann nichttrivial 16sbar, wenn es 23 +3y> +d123 = 0
ist. Wir koénnen uns daher auf kubikfreie d’s beschrénken.

Version vom 8.2.2003
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6. Ist d > 1 kubikfrei und 3 + 3y® + d23 = 0, so iiberlegt man sich leicht, dass die Aquivalenzen
geT(z,y,2) =1 <= gegT(x,y)=1 <<= gegT(z,2)=1 <= ggT(y,2)=1
gelten.

Wir formulieren nun zwei Aufgaben:

Aufgaben: Sei d > 1 kubikfrei.

1. Hat die Gleichung 3 + 3y® 4+ d23 = 0 eine nichttriviale Lésung?
2. Bestimme/beschreibe alle Lésungen der Gleichung 3 + 3y3 + d23 = 0.

Wir wollen uns hier auf folgende konkrete Aufgabe beschrinken:

Herausforderung: Untersuche fiir alle d € {1,2,3,...,100}, ob die Gleichung x + 33> + dz3 = 0 eine
nichttriviale Losung besitzt.

Nach den Voriiberlegungen kénnen wir sofort die nichtkubikfreien d’s ausschlielen, also fiir 1 < d < 100
die Zahlen, die durch 8 oder 27 teilbar sind. Dies sind genau 15 Zahlen, ndmlich

d € {8,16,24,27,32,40,48, 54,56, 64, 72,80,81,88,96}.
Es bleiben 85 Zahlen iibrig.

2. Experimentelle Suche nach Lésungen

1. Methode: Fiir ein vorgegebenes H betrachten wir alle z,y € Z mit ||, |y| < H, ggT(z,y) = 1 und
zerlegen dann 23 + 3y als 23 + 3y = —dz> mit kubikfreiem d > 1 und z € Z. Fiir dieses d hat unsere
Gleichung dann die nichttriviale Losung (x,y,z). Da mit (z,y, z) auch (—z, —y, —z) eine Losung der
Gleichung ist, kénnen wir eine Losung normieren durch die Bedingung ggT(z,y,2) = 1 und # > 1 oder
z =0,y > 1. Wir erhalten so alle d’s, die eine nichttriviale Losung mit |z|, |y| < H besitzen.

Da wir uns hier nur die d’s mit 1 < d < 100 interessieren, kénnen wir auch wie folgt vorgehen:

2. Methode: Fiir ein vorgegebenens H betrachten wir alle #,y € Z mit ||, |y| < H und ggT(z,y) = 1

und berechnen 7 = —z3 — 3y3. Fiir die uns interessierenden d’s testen wir, ob d|Z gilt. Wenn ja, testen
wir, ob % eine dritte Potenz ist, d.h. ob es ein z € Z gibt mit Z = dz3. Wenn ja, haben wir fiir dieses

d eine nichttriviale Losung. (Bei dieser Methode muss man im Unterschied zur 1. Methode nicht den
kubikfreien Teil von Z bestimmen, sondern nur testen, ob % eine dritte Potenz ist. Dies ist wesentlich
einfacher.)

Die folgende Tabelle enthalt fiir die kubikfreien d’s mit 1 < d < 100 alle (normierten) Losungen, die wir
bei Wahl von H = 4000 gefunden haben.

Fiir 26 Zahlen 1 < d < 100 haben wir also eine nichttriviale Losung der Gleichung 3 + 3y + d23 = 0
gefunden:

de{1,2,3,4,5,10,11,17,23,25,29,30,41,44,47,51, 53,59, 61,67, 71, 73, 82, 83, 89, 94}.

Fiir die 59 (kubikfreien) Zahlen
d € {6,7,9,12,13,14,15,18,19,20,21,22,26,28,31, 33,34, 35, 36, 37,
38,39,42, 43, 45,46, 49,50, 52, 55,57, 58, 60,62, 63, 65,66, 68,69, 70,
74,75,76,77,78,79,84, 85, 86,87,90,91,92,93,95,97,98,99,100}

haben wir keine Lésung gefunden. Fiir diese d’s sollte wir entweder eine Lésung suchen oder beweisen,
dass die Gleichung #® + 3y® + d2% = 0 nur die triviale Lésung (0, 0, 0) besitzt.
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Kubikfreie d’s mit 1 < d < 100, fiir die #® + 3y® 4+ dz = 0 eine nichttriviale Lésung besitzt.

Losungen (z,y, z) der Gleichung 3 + 3y + d2% = 0
1,0,1)
1,-1,1

), (5,1,-4), (655,253 -488)

0.1-1), (3,2-1), (3-1,-2), (21,-20,17), (21,17,-20), (1314,-919,271), (1314,271,-919)
)
1

ol no| | &

11 1), (7,-5,2), (2849,-1555 -1436)

5 1-1), (4,13-11)

10 | (1-3,2), (11,-3,5), (13,-9,-1), (161,237 -164)
11 [ (2,1-1), (28,-19,-5)

7 (@3.1), (392-141,-135)

23 | (1,-2,1), (47,44,-25)

2 | (1,2,-1), (49,-52,23)

29 | (10,-7,1)

30 | (3,1-1), (33-19,-8)

41| (16,7,-5)

47 | (1,5,-2), (751,-1885,748)
51
53
59
61
67
71
73
82
83
89
94

(
3,2,-1), (9-11,4), (6,-13,5), (75,-52,-1)
7.3,-2), (3535,-2301,-524)
)

17,165
4-1-1), (23,-29,10), (55,-82,29), (232,125 -67), (1723,-1198,39)

41-1), (5,-4,1), (13,-23,8), (280,-131,-61), (925,-647,68), (1295,-232,-317), (2909,-199,-716)
250,-231,67)

2-3.1), (19,-9,-4), (308,195,-89), (347,-24,-83), (409,-282,-25)

1,3.-1), (163,-249,80)

1867,-49,-428)

23-1), (340 ~291,73)

67-41,-10), (73,-11,-16), (103,139,-46)

(1,
(
(
(2,-
(1,
(
(4,
(1,
(
(
E
44 (5,3 -1), (191,-141,32), (185,-507,206), (557,-387,29)
( )
(
(
(
(4,
(
(
(2,
(
(
(
(

3. Kongruenzbetrachtungen
Gilt 22 + 3y® + dz® = 0 mit ggT(x, y, z) = 1, so folgt fiir alle M € N
P43+ d=0mod M und  geT(x,y,2) =1,
insbesondere fiir alle Primzahlpotenzen p™
3 +3y° +d2® =0mod p™  und  ggT(x,y,2) = 1.
Dies kehrt man wie folgt um: Findet man zu d eine Primzahlpotenz p™, so dass keine z,y, z € Z mit
23 +3y° +d2® =0mod p™  und  ggT(x,y,2) =1

existieren, so hat die Gleichung z3 + 3y® + d23 = 0 auch keine nichttriviale Lésung in ganzen Zahlen.
Auf diese Weise erhilt man Kriterien fiir die Nichtlésbarkeit der Gleichung 3 + 3y 4+ dz® = 0 in ganzen
Zahlen.

LEMMA. Istd=6,9,12,15, 18,21 mod 27, so gibt es keine x,y,z € Z mit
2430+ d2® =0mod 27 und  ggT(x,y,2) = 1.
Beweis: Seien z,y, z,d € Z mit ggT(x,y,2) =1 und 23 + 3y + d2® = 0 mod 27.

1. Wir wollen zuerst zeigen, dass z Z 0 mod 3 gilt. Wir nehmen an, es wire z = 0 mod 3. Dann wiirde
modulo 3 sofort # = 0 mod 3, dann 3y® = 0 mod 27 folgen, also 3|ggT(x,y, z), ein Widerspruch.
Somit gilt z Z 0 mod 3.
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2. Wegen ggT(3,2) = 1 gibt es t € Z mit {z = 1 mod 27, was sofort (tz)? + 3(ty)® + d = 0 mod 27
impliziert. Wahlt man w, v € Z mit u = —tx mod 27, v = —ty mod 27, so hat man

d = u® + 3v® mod 27.
3. Lassen wir jetzt 0 < u,v < 26 laufen, so erhalten wir folgende 21 d’s mit d = w3 + 3v3 mod 27:
de{0,1,2,3,4,5,7,810,11,13,14,16,17,19,20,22,23,24,25,26}.

4. Ist also d = 6,9,12,15,18, 21 mod 27, so gibt es keine «, v € Z mit d = u3+ 3¢ mod 27 und damit
auch keine z,y,z € Z mit > + 3y® + dz® = 0 mod 27 und ggT(z,y,2z) = 1. W

Damit erhalten wir sofort:

Kriterium: Ist d = 6,9,12,15, 18,21 mod 27, so gibt es keine z,y,z € Z mit ggT(z,y,2) = 1 und
23+ 3% 4+ d2® = 0.

Anwendung: Fiir folgende 20 d’s hat die Gleichung #® + 3y + dz® = 0 keine nichttriviale Losung, da
sie keine nichttriviale Lésung modulo 27 hat:

d e {6,9,12,15,18,21,33,36,39,42, 45, 60, 63, 66,69, 75, 87,90, 93,99}

LEMMA. Ist p ein Primteiler von d (kubikfrei) und hat die Gleichung t> = 3 mod p keine Lésung, so gibt
es keine x,y, 2 € Z mit

437 +d2® =0mod p®  und  ggT(x,y,2) = 1.

Beweis: Seien z,y, z € Z mit ggT(x,y,2) = 1 und 23 + 3y + d23 = 0 mod p?. Wegen d = 0 mod p folgt
23 4+ 3y = 0 mod p. Wire y = 0 mod p, so wiirde 2 = 0 mod p und damit dz® = 0 mod p3 folgen. Da
d £ 0 mod p? gilt, wiirde der Widerspruch z = 0 mod p, also p|ggT(z,y, 2) folgen. Wihlt man u € Z
mit uy = 1 mod p, so folgt (uz)® + 3 = 0 mod p, also (—uz)® = 3 mod p, ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung, dass die Gleichung > = 3 mod p keine Lésung haben soll. m

LEMMA. Se: p eine Primzahl.

1. Ist p=2mod 3, so hat die Gleichung t3 = 3 mod p genau eine Lésung modulo p.
2. Hat die Kongruenz t3 = 3 mod p keine Lisung, so ist p = 1 mod 6.
3. Fiir folgende Primzahlen p < 100 hat die Gleichung t3 = 3 mod p keine Lésung:

p € {7,13,19,31,37,43,79,97}.

Bewets:

1. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus
R e A

Ist s aus dem Kern von ¢, d.h. ¢(s) = 1, so gilt s* = 1. Da s von der Gruppenordnung #F, =p—1
annulliert wird, gilt auch s?~! = 1. Wegen p = 2 mod 3, also p = 2 + 3k gilt
] = gP—1 — gl+3k 3k

=s-(s°)" =s.

Also ist ¢ injektiv, da F} endlich ist, auch surjektiv, d.h. es gibt ¢ € F} mit 3 =3,

2. In den Fillen p = 2 und p = 3 hat die Kongruenz 3> = 3 mod p eine Losung. Hat die Gleichung
t3 = 3 mod p keine Lésung, so ist also einerseits p = 1 mod 2, andererseits erhilt man aus 1. die
Aussage p Z 2 mod 3, was mit p # 3 sofort p = 1 mod 3 und schliefllich p = 1 mod 6 ergibt.

3. Die Primzahlen erhilt man, indem man die Losbarkeit der Gleichung explizit testet. B
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Bemerkung: Hat 3 = 3 mod p keine Lésung, so gilt also p = 1 mod 6. Die Umkehrung gilt allerdings
nicht, wie man an den Beispielen (mit p < 100)
p==61 : 4%>=5%=52%=3mod6l,
p==67 : 18 =53%=63%=3 mod 67,
p=73 : 25°=543 =672 =3 mod 67

sieht.

Kriterium: Ist p ein Primteiler von d (kubikfrei) mit p = 1 mod 6, sodass die die Kongruenz ¢3 = 3 mod p
keine Losung hat, so gibt es keine z,y, z € Z mit ggT(x,y, 2) = 1 und x> + 3y> + d23 = 0.

Anwendung: Fiir folgende kubikfreien d’s mit d < 100 hat die Gleichung 3 + 3y® + dz® = 0 mod p?
keine nichttriviale Losung:

| p | d =0 mod p |
T|7,14,21, 28, 35,42, 49, 63, 70, 77, 84, 91, 98
13 | 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91

19 | 19, 38, 57, 76, 95

31131, 62, 93

37 137,74

43 | 43, 86

79|79

97 | 97

Wir stellen nun nochmals zusammen, fiir welche d’s wir durch eine Kongruenzbetrachtung modulo p3
gezeigt haben, dass x3 + 3y3 + d23 = 0 keine nichttriviale Lésung besitzt.

d | Kongruenz modulo p3 d | Kongruenz modulo p3
6| K3 57 | K19
7| K7 60 | K3
91 K3 62 | K31
12 | K3 63 | K3, K7
13 | K13 65 | K13
14 | K7 66 | K3
15 | K3 69 | K3
18 | K3 70 | K7
19 | K19 74 | K37
21 | K3, K7 75 | K3
26 | K13 76 | K19
28 | K7 77| K7
31 | K31 78 | K13
33| K3 79 | K79
35 | K7 84 | K7
36 | K3 86 | K43
37 | K37 87 | K3
38 | K19 90 | K3
39 | K3, K13 91 | K7, K13
42 | K3, K7 93 | K3, K31
43 | K43 95 | K19
45 | K3 97 | K97
49 | K7 98 | K7
52 | K13 99 | K3
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Durch Kongruenzbetrachtungen haben wir also gezeigt, dass fiir folgende 48 Werte fiir d die Gleichung
3 + 3y3 + d23 = 0 keine nichttriviale Lésung besitzt:
d € {6,7,9,12,13,14,15,18,19,21,26,28,31,33,35,36,37,38,39,42,43, 45,49, 52,
57,60, 62,63,65,66,69,70,74,75,76,77,78,79, 84, 86,87,90,91,93,95,97,98,99}.

Fiir folgende 11 Werte fiir d haben wir bis jetzt weder eine nichttriviale Losung gefunden noch durch
Kongruenzbetrachtung zeigen kénnen, dass keine nichttriviale Losung existiert:

d € {20,22, 34,46, 50, 55, 58, 68, 85, 92, 100}

Man kann nun fragen, ob man durch weitere Kongruenzbetrachtungen noch andere d’s ausschlieflen kann.
Dies ist aber nicht der Fall. Man kann zeigen:
LEMMA. Sei d > 2 kubikfrer mit folgenden FEigenschaften:

1. d #6,9,12,15,18,21 mod 27.

2. Fiir alle Primteiler p =1 mod 6 von d hat die Kongruenzgleichung t> = 3 mod p eine Lésung.

Dann existieren fiir jedes M € N Zahlen xpr, Ym, 2 € Z mit
a4 3ys +deyy =0mod M und  ggT(xar, yar, 2m) = 1.

Ein Beweis wird spater gegeben werden.

Fiir die 11 Werte
d € {20,22,34,46,50,55,58,68,85,92,100}

muf} man also nach neuen Behandlungswegen suchen.

4. Klassengruppenkriterien fiir Q(\e/g)

Seien z,y,z € Z mit 23 + dy® + 323 = 0 und d > 2 kubikfrei. Ist K = Q(a) mit o® = d, so gilt in Zg

(x + za)(z? —xza + 2%0?) = =3y  und  N(z 4 z0) = 2° + d2° = =3y°.
Wir wollen die Gestalt der Primidealzerlegung von # + z«v in Zg untersuchen. Dazu stellen wir (ohne
Beweis) einige Aussagen liber sogenannte reine kubische Zahlkorper Q(\S/E) zusammen. (Beweise findet
man zum Beispiel bei Cohen, A Course in Computational Algebraic Number Theory. Da wir aber die
Aussagen nur fiir endliche viele explizit gegebene d’s brauchen, kann man sie in diesen Féllen mit unseren

Methoden auch direkt zeigen.)

SaTz. Sei d > 2 kubikfrei, d = ab® mit @ und b quadratfrei und ggT(a,b) = 1. Dann ist

7. Z~°‘T2—|—Z~oz—|—Z fira £ £bmod9 und discZg = —27a%b* (Typ 1),
o Z~%+Z~Q+Z fira=4bmod9 und discZg = —3a’b?> (Typ 2).

SaTz. Sei d > 2 kubikfrei, d = ab® mit a und b quadratfrei und ggT(a,b) = 1.
1. Gilt a # £bmod 9, so ist das einzige 3 enthaltende Primideal von Zg

B Z~(°‘72—b)—|—Z~(oz—a)—|—Z fiir d # 0 mod 3,
PTlz. 212042 fiir d = 0 mod 3.
mit p> = (3).
2. Gt a=+bmod 9, so sind mit w = % die einzigen 3 enthaltenden Primideale
b(a® + 2
T z«w_li§_5+z«a_@+z
b(a® —1
T z«w_li§_5+z«a_@+z

und es gilt p1p3 = (3).
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Bemerkung: Man iiberlegt sich leicht, dass sich die Bedingung a = £b mod 9 auch als a? = 5% mod 9
formulieren 148t. Fiir kubikfreies d = ab? > 2 und K = Q(«) mit o® = d kénnen wir dann nochmals die
Einteilung der reinen kubischen Zahlkorper zusammenstellen:

e Typ 1: @ Z £bmod 9, a® Z b? mod 9, (3) = p3.

e Typ 2: a = +bmod 9, a® = b? mod 9, (3) = p1p3.

LEMMA. Sei d > 2 kubikfrei, K = Q(a) mit o® = d der zugehérige Zahlkérper,

(3)=p> (Typ 1) bzw. (3)=ypp3 (Typ 2)
die Faktorisierung von 3 in Zg . Seien x,y,z € Z mit 3+ 3y> + dz3 = 0 und ggT(x,y,2) = 1. Dann gibt
es ein Ideal a in Zyx mat

(2 + za) = pr @2 g® by (2 +za) =pit x+m)pg”2(x+m)a3 mit  ggT(3,Na) = 1.

(Das Hauptideal (x + z) ist also bis auf Anteile von 3 eine 3-te Potenz.)

Beweis: Wir haben die Zerlegung

(x + za)(x? — xza + z%a?) = —3y°.
Sei q ein Primideal mit q|x + z«, das aber 3 nicht teilt. Natiirlich gilt dann auch q|y. Wiirde g|z? — zza +
z2a? gelten, so wiirde mit # = —za mod g auch 0 = 2? —zza+ 22a? = 32%a? mod q, also g|za und damit
auch gz folgen, was zum Widerspruch 1 = gg'T(z, y) € q fiihren wiirde. Damit ist vq(z? —zza+2%a?) = 0

und somit

vg (2 + 20) = vg(y”) = Buq(y).

a= [[ o=,

Definleren wir

qle+za,qt3
so gilt
H qvq(x+zoc) — H qBUq(y) — Cl3.
qle+za,qt3 qle+za,qt3

Dann ergibt

(l‘ + za) — pv,_,(x+,zoc) H qvq(x+zoc) — pv,_,(x+,zoc)aS (Typ 1) bzw.

qle+za,qt3
Upq (e+z0) v J(rtza va(xtzo Upy(TFza) vp,(vtza
(2 za) = Tl T el < g g 1y 9)
qle+za,qt3

sofort die Behauptung. B

Wir wollen nun die Anteile von p bzw. p; und ps in (z + za) genauer studieren. Dazu berechnen wir diese
bei (einigen) unserer gefundenen Lésungen 22 + 3y +d23 = 0 (mit ggT(z, y, 2) = 1). Die Ergebnisse sind
in einer Tabelle zusammengestellt.

Anhand der Tabelle lassen sich einige Vermutungen aufstellen, die im folgenden bewiesen werden sollen.

LEMMA. Seid = ab? > 2 mit quadratfreien a,b € N und ggT(a,b) = 1, seien x,y,z € Z mit ggT(x,y,z) =
1 und 3 + 3y> 4+ dz3 = 0. Dann gilt:

a>=b"mod9 (Typ2) <+ y=0modS3.

Beweis: — Aus a? = b> mod 9 folgt d = @® mod 9 und damit modulo 3 die Kongruenz 0 = z3 +
3y +d2® = 23+ ad32% = (z + az)® mod 3, was  + az = 0 mod 3 liefert. Es folgt 2 — zaz + a?2? =
(x4 az)? — 3xaz = 0 mod 3 und damit modulo 9

P4 d? =2+ a2 = (v 4 az) (2 — var 4+ a*2*) = 0mod 9,
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Werte fiir vy (¢ 4 za) baw. (v, (2 + za), vp, (2 + za))

d| =z y z N(x + za) vp (2 + zar) bzw. (vp, (2 + 2a), vy, (2 + 2za))
2| 655 | -253 | -488 —3-113.233 1
31 21 17 -20 3173 1
31314 | 271 | -919 32713 1
4] 2849 | -1555 | -1436 | —3-5%.311° 1
5 4 13 -11 3133 1
0] 1 | 3 | 2 —3 G0
10 11 -3 -5 —31 (3,1)
10| 13 -9 -1 —37 (6,1)
10| 161 | 237 | -164 31793 (3,1)
11 2 1 -1 3 1
11| 28 -19 -5 -3-193 1
7| 4 | 3 | 1 —3 G0
17| 392 | -141 | -145 —3%.473 (3,1)
23 1 -2 1 -23.3 1
23 | 47 44 -25 26.3.11° 1
25 1 2 -1 253 1
25| 49 -52 23 -26.3.133 1
M| 5 | 3 | 1 —3 G0
441 191 | -141 32 —3%.473 (3,1)
44 | 185 | -507 | 206 —31.13° (3,1)
44 | 557 | -387 | 29 —37.433 (6,1)
47 1 5 -2 353 1
471 751 |-1885 | 748 | —3.5%.13%.293 1

was wegen x> + 3y° 4+ dz3 = 0 sofort 3y* = 0 mod 9 und damit y = 0 mod 3 liefert.
<= Aus 3|y folgt 312,312, 34a, 34b. Modulo 9 ergibt sich 0 = 23 + 3y3 + dz® = 23 + ab?2® mod 9,
also ab?z® = —2® mod 9. Nun ist #(Z/9Z)* = 6, also gilt a® = »° = 2° = 2% = 1 mod 9 und damit

a=ab®2% = ab?z® - b1z = —23* 23 mod 9,
also
a?=2%%:5 =% =42 - b° = b2 mod 9,
d.h. a? — b? = 0 mod 9, was gezeigt werden sollte. B

Wir konnen jetzt den 3-Anteil in der Faktorisierung von (# + za) genau bestimmen:

SaTz. Sei d = ab? > 2 mit quadratfreien a,b € N und ggT(a,b) = 1 und K = Q(a) mit o® = d der
zugehdrige Zahlkorper. Seien weiter x,y,z € Z mit x® + 3y® + dz® = 0 und ggT(x,y,2) = 1.
1. Gilt a®> Zb? mod 9, so gilt in Zg die Idealzerlegung

(z+ za) =pa®, ggT(3,Na) =1,

wobei p> = (3) ist.
2. Gilt a®> = b mod 9, so ist m = v3(y) > 1 und in Zg hat man die Idealzerlegung

(v + za) = pi"poa®  mat  ggT(3,Na) =1,
wobei p1p3 = (3) gilt.
Beweis:

1. Wir wissen bereits, dass wir schreiben kénnen (z + za) = p™a® mit ggT(3,Na) = 1 und mg > 0.
Normbildung liefert

3M0(Na)® = N(Zg (2 + za)) = [N(z + za)| = |2® + d2°| = 3|y)>.
Im Fall a® # 5% mod 9 ist y Z 0 mod 3, also folgt sofort my = 1, wie behauptet.
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2. Im Fall a® = 6% mod 9 wissen wir, dass
3ly, 31w, 31z, 31a, 310
gilt. Insbesondere ist m = vz(y) > 1. Wir kdnnen ansetzen
(x4 za) = ppy?a®  mit  ggT(3,Na) = 1.
Normbildung liefert
3N = N(Zic (s + 20) = [N(@ + 20)] = [o° + dy| = | - 357,
was sofort zu
mi+mes=14+3m

fiihrt. Wir zerlegen

-3y = B 4di= (x + zoz)(xz —zzo+ zzaz) = (x4 za)((z + zoz)2 —3rza) =

= (z+za)® = 3zza(r + za)
und erhalten
(x + 20)3 = 3rza(z + za) — 3y°,
was sofort pi|@ + za und ps|z + za liefert, also mq > 1 und my > 1.

Wir haben die Zerlegung

2 — zza+ %% = (x + zoz)2 —3zza

und
vp, (T + 20)? = 2ma, vy, (3zza) = 2.
Wire my > 2, so wiirde folgen

vp, (22 — z2zar + 2%0?) = min(2ms, 2) = 2

und damit

2

2+ 6m = vy, (=3y°) = vy, ((x + za) (z? — zza + %)) = ma + 2,

also ma = 6m, was natiirlich der Gleichung m; 4+ ma2 = 14 3m wegen m > 1 widerspricht. Daher
bleibt nur der Fall ms = 1 {ibrig. Daraus ergibt sich weiter m; = 3m 4+ 1 — my = 3m, d.h. wir
erhalten die Zerlegung

(z + za) = pi""pac®,

was gezeigt werden sollte. B

Wir interpretieren nun im Fall von Typ 1 die Beziehungen (3) = p® und (2 + za) = pa® in der Klassen-
gruppe.
Satz. Sei d = ab® > 2 mit quadratfreien a,b € N und ggT(a,b) = 1 sowie a®> Z b? mod 9, K = Q(«)
mit o® = 3 der zugehdrige Zahlkérper und p® = (3) in Zg. Die Klassengruppe habe die Zerlegung
CE(ZK) :Zdl @"'@Zdr mat d1|d2||dr
Es qilt
p  kein Hauptideal — 3|d,.
Sind nun z,y,z € Z mit
P3P+ d? =0 und  geT(x,y,2) =1,
so gilt
9¢d, = p Hauptideal.
Beweis: Ist p kein Hauptideal, so hat wegen p® = (3) das Ideal p Ordnung 3 in der Klassengruppe, also
folgt 3|#CUZKk) = d; ...d, und damit 3|d,.
Wir haben eine Zerlegung (z + za) = pa®, die sofort (z + za)3® = p3a® = 3a® liefert. Also ist a” ein
Hauptideal. Da auch a® Hauptideal ist, folgt, dass a28T(%:4") Hauptideal ist. Gilt nun 9 t d,, so ist
ggT(9,d,) = 1 oder ggT(9,d,) = 3, also ist a oder a® ein Hauptideal, in jedem Fall also a® und damit
auch p. &

Bemerkungen:
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1. ImFall CUZK) =~ Zq, BB Zq4, mit dy|...|d, ist d, die kleinste natiirliche Zahl e mit C¢(Zg )¢ =
{1}. Die Zahl d, wird auch als Exponent der abelschen Gruppe C¢(Zg) bezeichnet.

2. Ist p kein Hauptideal, so gilt 3|d,., also ggT(9,d,) € {3,9}.

3. Die Bedingung 9 1 d,- 148t sich auch als ggT(9,d,) € {1, 3} formulieren.

Damit erhalten wir folgendes Klassengruppenkriterium:

Kriterium: Sei d = ab? > 2 mit quadratfreien a,b € N und ggT(a,b) = 1 sowie a® Z b* mod 9,
K = Q(a) mit o® = d der zugehérige Zahlkdrper und p® = (3) in Zg sowie CUZg) ~ Zg, & - & Zg,
mit dy]...|d,. Sind nun folgende Bedingungen erfiillt

o ggT(9,d,) =3,

e P ist kein Hauptideal,

so besitzt 23 + 3y° 4+ dz3 = 0 nur die triviale Lésung z = y = z = 0.

Anwendung: Von unseren 11 ungeldsten Fallen d € {20,22, 34,46, 50, 55,58, 68,85,92, 100} liefern
d € {20,22,34,50,58,68,85,92}

reine kubische Zahlkérper K = Q(\e/g) vom Typ 1. Fiir sie haben wir mit dem Computeralgebrapaket
KANT/KASH die Klassengruppe C4(Zg) ~ Zq, & - - B Zq, bestimmt und getestet, ob p ein Hauptideal
ist oder nicht. Die KASH-Befehle lauteten z.B. fiir d = 20:
0:=0OrderMaximal(Poly(Zx,[1,0,0,-20]));

OrderClassGroup(0);

a:=Factor(3*0);

pp:=al1][1];

IdeallsPrincipal(pp,classgroup);

Wir erhielten das Ergebnis:

d | Invarianten (dy,...,d,) von C{(Zg) | ggT(9,d,) | p Hauptideal? | Kriterium erfolgreich?
20 (3) 3 Nein Ja
22 (3) 3 Nein Ja
34 (3) 3 Nein Ja
50 (3) 3 Nein Ja
58 (6) 3 Nein Ja
68 (3) 3 Nein Ja
85 (3) 3 Nein Ja
92 (3) 3 Nein Ja

Also hat in den angegebenen 8 Féllen
d € {20, 22, 34,50, 58, 68, 85,92}

die Gleichung 23 + 3y 4+ dz3 = 0 nur die triviale Losung. Unser Klassengruppenkriterium war also in
jedem Fall erfolgreich.

A chtung: Bei Aufruf von ‘IdeallsPrincipal(p)’ lieferte KANT/KASH im Fall d = 239, dass p mit p3 = (3)
kein Hauptideal ist, obwohl hg = 1 berechnet wurde. Dies ist natiirlich Unsinn, wird aber damit erklart,
dass numerisch nicht hinreichend genau gerechnet wurde. Bei Aufruf von ‘IdeallsPrincipal(p,classgroup)’
liefert KANT/KASH dagegen einen Erzeuger des Ideals p. Die Methode ‘IdeallsPrincipal(p,classgroup)’
soll immer korrekt arbeiten - ohne Annahme iiber hinreichende numerische Rechengenauigkeit.

Aufgabe: Suche d’s vom Typ 1 ohne Lésung, fiir die das Klassengruppenkriterium nicht funktioniert.

Wir miissen nun noch die 3 Fille d € {46,55,100} untersuchen, fiir die der zugehorige reine kubische
Zahlkorper vom Typ 2 ist.
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SATz. Sei d > 2 kubikfrei, K = Q(a) mit a® = d vom Typ 2, (3) = p1p3, CUZK) =~ Za, & - & Zgq, mit
di]...|d,. Seien x,y,z € Z mit ggT(x,y,2) = 1 und 3+ 3y> + dz3 = 0. Dann gilt:
d.|3 = ps Hauptideal (und p1 Hauptideal).
Beweis: Wir haben eine Darstellung
( + za) = pi"paa® = pa(p'a)®.

Die Voraussetzung d,|3 liefert, dass (p7*a)® ein Hauptideal ist, also ist auch p, ein Hauptideal. Wegen
p1p3 = (3) muss dann schlieBlich auch p; ein Hauptideal sein. m

Wir erhalten nun sofort folgendes Kriterium:

Kriterium: Sei d = ab? > 2 mit a,b € N quadratfrei, ggT(a,b) = 1 und a? = ? mod 9, K = Q(a) mit
o® = d der zugehérige reine kubische Zahlkérper (vom Typ 2) und CUZg) ~ di & - - & d, mit di]. .. |d,.
Gilt

o d. =3,

® Py kein Hauptideal,
so hat die Gleichung z3 + 3y3 + d23 = 0 nur die triviale Losung £ = y = 2z = 0 in ganzen Zahlen.

Anwendung: Wir betrachten unsere verbliebenen Fille d € {46, 55, 100}. Folgende Tabelle wurde wieder
mit KANT/KASH erstellt:

d | Invarianten (dy,...,d,) von C{(Zg) | dr | p2 Hauptideal? | Kriterium erfolgreich?
46 (1) 1 Ja Nein
55 (1) 1 Ja Nein
100 (1) 1 Ja Nein

Das Kriterium hilft also hier nicht weiter. Die Fille d € {46, 55,100} bleiben weiterhin offen.
Im Fall d =170 =2 -5 - 17 gibt es immer Kongruenzldsungen, aber

d | Invarianten (dy,...,d,) von C{(Zg) | dr | p2 Hauptideal? | Kriterium erfolgreich?
170 (3) 3 Nein Ja

zeigt mit dem letzten Kriterium, dass die Gleichung 3 + 3y® + 17022 = 0 keine nichttriviale Losung
besitzt.

5. Klassengruppenkriterien fiir Q(v/9d) bzw. Q({’/g)

Sei d = ab? > 2 kubikfrei mit a,b € N und ggT(a,b) = 1. Die Gleichung 23 + 3y® 4+ dz® = 0 kénnen wir
auch in der Form
32+ d2® = -3

schreiben.

e Gilt 31d, so folgt durch Multiplikation mit 9
27y + 9ab?2® = —92°,  also  (3y)® 4+ a(3b)?2° = —92°.
Wir setzen d = a(3b)? und erhalten dann in K = Q(8) mit 8% = d
(By + 28)(9y* — 3yzB + 22B%) = —=92° und N(3y+ 283) = —32°.

(Natiirlich ist K ein reiner kubischer Zahlkorper vom Typ 1.)
e Gilt 3|d, so ist vs(d) = 1, d.h. 3]a. Schreiben wir a = 3@ und d = @b? = %, so gilt

3y2 + 3ab?® = —23,
also ist # = 37 und wir erhalten
3y + 3d2> = —27%, also  y® + d® = —97°.
Setzt man K = Q(f) mit 32 = 67, so folgt in K
(y+28)(y* —yzB + 228%) = —9%° und N(y+ 283) = —92°.
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Wir betrachten zunéchst den Fall 31 d. Um zu einer Vermutung zu kommen, berechnen wir in K = Q(5)
mit 3% = d = 9d fiir einige gefundene Lésungen (z,y,2) von 23 + 3y® + dz® = 0 die Norm N(3y + zf)
und v, (3y + 2):

d d| «z Yy z N3y + z8) vp(3y + 26)
3

67 | 603 | 280 | -131 | -61 | 29-3%2.5%.73
67 | 603 | 925 | -647 | 68 32 .55.373
67 | 603 | 1295 | -232 | -317 | 32.53.73.373
67 | 603 | 2909 | -199 | -716 3229093

93 [ 47T T -2 3273 2
59 | 531 | 17 -16 5 32173 2
61549 | 4 -1 -1 20.32 2
61 | 549 | 23 -29 10 32.233 2
61 | 549 | 55 -82 29 3753113 2
61 | 549 | 232 | 125 | -67 29 .37.293 2
61 | 549 | 1723 | -1198 | 89 3717233 2
671603 | 4 1 -1 26. 32 2
671603 | 5 -4 1 32 .53 2
67 | 603 | 13 -23 8 32133 2

2

2

2

2

Wir beweisen dazu folgenden Satz:

Sarz. Sei d = ab? € N kubikfrei mit a,b € N, ggT(a,b) = 1 und d £ 0 mod 3. Seien z,y,z € Z mit

234+ 3y3 + dz® = 0 und ggT(z,y, z) = 1. Setzt man d = a(3b)? und K = Q(f) mit B3 = cz so gilt in Zx
(By+z8) =p?a® mit p>=(3) und ggT(3,Na)=1.

Beweis: Natiirlich gilt a* — (36)> Z 0 mod 9, d.h. K ist ein reiner kubischer Zahlkérper vom Typ 1, es
gibt also genau ein Primideal p, das die 3 enthélt. AuBerdem gilt p® = (3). Wir haben die Zerlegung

3y + 28)(9y% — 3yzB + 2°B) = —=92° und N3y + 28) = 272° + d2° = —92°.
Wie frither zeigt man fiir ein Primideal g:
a3y + 28, al9y’ —3yf+:78 = q=p.
Daraus erhélt man eine Zerlegung
(By+zB) =p™a® mit ggT(3,Na) = 1.
Normbildung liefert
9lz|* = N((3y + z8) = 3™ (Na)®.
Wegen 3 t 2 folgt sofort m = 2 und damit die Behauptung. B

Wie friiher leitet man damit folgendes Kriterium her:

Kriterium: Sei d = ab? > 2 mit quadratfreien a,b € N, ggT(a,b) = 1 und d Z 0 mod 3. Sei d= 9d,
K = Q(B) mit 82 = d der zugehérige Zahlkérper und p® = (3) in Zg sowie CUZg) ~ Zg, & - & Zg,
mit dy]...|d,. Sind nun folgende Bedingungen erfiillt

o ggT(9,d,) =3,
e P ist kein Hauptideal,

so besitzt 23 + 3y° 4+ dz3 = 0 nur die triviale Lésung z = y = z = 0.

Anwendungsversuch: Wir versuchen, das Kriterium auf unsere 11 Fille

d € {20,22, 34,46, 50, 55, 58, 68, 85,92, 100}
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anzuwenden, die nach den Kongruenzbetrachungen noch offen waren. Hier wird K = Q(8) mit 8% = d=
9d zugrundegelegt.

d d | Tnvarianten (dy,...,d,) von CU(Zg) | ggT(9,d,) | p Hauptideal? | Kriterium erfolgreich?
20 | 180 (3) 3 Nein Ja
92 [ 198 ©) 3 Nein Ja
34 | 306 (3) 3 Nein Ja
16 | 414 ©) 3 Ja Nein
50 | 450 (3) 3 Nein Ja
55 | 495 (9) 9 Nein Nein
58 | 522 (3) 3 Nein Ja
68 | 612 (6) 3 Nein Ja
85 | 765 (3) 3 Nein Ja
92 | 828 (6) 3 Nein Ja

100 | 900 3) 3 Ta Nein

Leider werden die offenen Fille
d € {46,55,100}
durch das Kriterium nicht abgedeckt.
Wir betrachten nun den Fall d = 0 mod 3. Um zu einer Vermutung zu kommen, berechnen wir in K =

Q(B) mit B3 = d= 4 fiir einige gefundene Lésungen (z,y, z) von a® + 3y® + dz% = 0 die Norm N(y + z3)
und v, (y + 28) im Fall von Typ 1 bzw. (vy, (¥ + 28), vp, (y + 28) im Fall von Typ 2.

dl d|z | y |z |Ny+2z8) | v(y+z8) baw. (vp, 3y + 28), vp, By + 25))
30(101 3|1 |-1 32 (1,1)
30[10]33[-19]-8] 3%2.113 (1,1)

BL17|3 | 2 1| & 1)
BL[17| 9 114 3 @)
51|17 6 [-13| 5 23.32 (L,1)
51| 17|75 |-52 -1 3%2.5° (1,1)

Wir beweisen dazu folgenden Satz:

SATZ. Sei d = ab? € N kubikfrei mit a,b € N, ggT(a,b) = 1 und 3|d. Seien z,y,z € Z mit ggT(z,y,z) =
1 und 23+ 3y + dz® = 0. Dann gilt 3|a und 3|z. Schreibt man * = 3%, a = 3a und d = ab? = % und
setzt man K = Q(f) mit 32 = cz so st K ein rewner kubischer Zahlkérper vom Typ 2, d.h. die 3 zerlegt
sich als (3) = p1p3 und es gilt

(y 4 Zﬁ) — p%+3m
Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass gilt

v+ ab?z® = —973.

Auflerdem gilt natiirlich 31y, 312, 3t1a, 31b. Wegen #(Z/9Z)* = 6 gilt dann

Y =2=3"=b°=1mod9.

poa®  mit  geT(3,Na)=1 wund m=uvs(7).

Aus @b?2% = —y® mod 9 folgt also durch Quadrieren
@bt =a%b*2% = y® = 1 mod 9,
Multiplikation mit % ergibt
@ =a%* b? = b? mod 9,
d.-h. K = Q(f3) ist ein reiner kubischer Zahlkérper vom Typ 2 und 3 faktorisiert als (3) = p1p3.
Man faktorisiert nun

(y+28)(y° —y2B+ 228") = —97° und  N(y+ 28) = —97°.
Wie friiher sieht man fiir ein Primideal g:

aly+ 28, aly’ —yzB+:"8° = q3 = q=p; oder q=po.
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Dann muss (y + z3) bis auf den 3-Anteil eine 3-te Potenz sein, d.h. man hat eine Zerlegung
(y+ 20) = p"'py2a®  mit  ggT(3,Na) = 1.

Sei nun m = v3(Z). Die Norm liefert

3™MFMNa® = N((y + 20)) = 3°[2]7,
woraus sofort

my+ms =2+ 3m

folgt. Wir haben

v' —yzB + 2207 = (y + 2B)* — 3yzp.
Daraus folgt zunéchst m; > 1 und ms > 2, da andernfalls p; auch y? + yz3 + 22 3% nicht teilen wiirde, was

aber nicht sein kann, da das Produkt mit y+ 243 die Zahl —973 ergibt. Wire ms > 2, also vy, (y+2/3) > 2,
so wiirde mit vy, (3) = 2 sofort vy, (y* — yzB + z?5%) = 2 und damit

44 6m = vy, (—97%) = vp, (y + 28) + vy, (v — y2B + 22B%) = may + 2

folgen. Also wire ms = 2+ 6m und damit m; =24+ 3m —mz = (24 3m) — (24 6m) = —3m < 0, ein
Widerspruch zu my > 1. Damit muss nun ms = 1 gelten, was schliellich auch m; = 24 3m—mas = 14+3m
ergibt. &

Der Satz fithrt zu folgendem Kriterium:

Kriterium: Sei d > 2 kubikfrei mit d = 0 mod 3 und d = %. Sei K = Q(B) mit g2 = d ein reiner
kubischer Zahlkérper vom Typ 2, hierin (3) = p1p3 und CU(Zgk) ~ Za, & - D Zg, mit dq]...|d,. Gilt

o d. =3,

® Py kein Hauptideal,

so hat die Gleichung z3 + 3y3 + d23 = 0 nur die triviale Losung £ = y = 2z = 0 in ganzen Zahlen.

Beispiel: Fiir d = 510 ist d= 170, die zugehorige Klassengruppe ~ Z3 und po kein Hauptideal. Also
hat 3 + 3y + 5102z% = 0 nur die triviale Lésung in ganzen Zahlen. (Allerdings ist in diesem Fall auch
das erste Kriterium fiir K = Q(m) anwendbar, da in diesem Fall C4(Zg) ~ Zs © Zs gilt und p kein
Hauptideal ist.)

Unsere bisher offenen Fille d € {46,55,100} bleiben also weiterhin offen.

6. Arithmetik in Q(/3)
Unsere Gleichung 3 + 3y® + d23 = 0 148t sich auch als
343y = —d2?
schreiben und in der Gestalt
(x + y\e/g)(xz —zzV3 + 22 \5732) = —d?

faktorisieren.

Wir legen daher im folgenden den Zahlkorper
K=Q(a) mit o®=3
zugrunde. Es gilt
Zx =7Z[a], discZg =-3°, hg =1,
d.h. Zg ist Hauptidealring und faktorieller Ring. (Die Minkowski-Schranke ist 4.41.) Grundeinheit ist
e=a’—2 mit Ne=1.
Im folgenden Lemma werden die Primideale von Zg beschrieben:
LEMMA. Se: p eine Primzahl.
1. Fiir p=13 ist p = (a) das einzige p = 3 enthaltende Primideal und es gilt p* = (3).
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2. Fiir p = 2mod 3 gibt es (modulo p genau) ein a € Z mit a® = 3 mod p. Die p enthaltenden
Primideale sind

p=(pa—a) und 3 =(pa’+aa+d)

mit gradp = 1, gradp’ = 2 und (p) = pp’.
3. Ist p=1mod 3, so gibt es ein z € Z mit 2> + z + 1 = 0 mod p.
(a) Gibt es ein @ € Z mit a® = 3 mod p, so gibt es drei p enthaltende Primideale, nimlich

p:(paa_a)a p/:(paa_za)a p//:(paa_zza)

mit gradp = gradp’ = gradp” = 1 und pp'p” = (p).
(b) Gibt es kein a € Z mit a® = 3 mod p, so ist (p) prim in Zg.

Beweis: Sei f = 23 — 3 das Minimalpolynom von «a. Die p enthaltenden Primideale von Zx erhilt man
durch Faktorzerlegung von f modulo p.

1. f = 2® mod 3 zeigt zusammen mit 3 = o dass p = (3,a) = (a) das einzige 3 enthaltende
Primideal ist, und dass p> = (3) gilt. (Natiirlich kann man dies auch unmittelbar aus der Gleichung
a® = 3 ersehen.) Da die Diskriminante des Zahlkérpers —35 ist, ist 3 die einzige verzweigte

Primzahl.

2. Im Fall p = 2 mod 3 betrachten wir den Gruppenhomomorphismus
v F, = Fp, u > ud.

Ist z € Kern(v), so gilt 2% =1, da F, Ordnung p — 1 hat, gilt auch 2Pt =1, also z288TGr-1) = ]
was wegen p = 2 mod 3 sofort ggT(3,p — 1) = 1 und damit z = 1 liefert. Also ist ¢ injektiv, da
F} endlich ist, auch surjektiv. Es gibt also genau ein @ € F; mit @ = 3, d.h. modulo p genau ein
a € Z mit @® = 3 mod p. Wir haben nun modulo p

f=2-3=2>-a® = (z — a)(z? + ax + ¢*) mod p.

Wire 22 + ax + a? reduzibel modulo p, so hitte es eine Nullstelle @’ Z a mod p, die natiirlich auch

a’® = 3 mod p erfiillen wiirde, was nicht sein kann. Daher sind

p=(po—a) und p'=(pa’+aa+d)

genau die p enthaltenden Primideale. Es gilt gradp = 1 und gradp’ = 2, pp’ = (p).

3. Sei nun p = 1 mod 3. Dann gilt 3[p — 1. Da es in einer zyklischen Gruppe zu jedem Teiler der
Gruppenordnung ein Element dieser Ordnung gibt, die Gruppe F; zyklisch ist, gibt es ein z € F},
mit z # 1, 7> = 1, sodass dann z? 47+ 1 = 0 gilt. Wir withlen nun z € Z mit 2> +2+1 = 0 mod p,
was dann z Z 1 mod p und 2% = 1 mod p erfiillt, insbesondere sind 1, z, 22 modulo p verschieden
und die 3 Nullstellen der Gleichung z® — 1 = 0 mod p.

(a) Gibt es ein @ € Z mit a® = 3 mod p, so folgt

f=2=3= (2 —a)(x — za)(z — z%a) mod p,

also sind

p:(paa_a)a p/:(paa_za)a p//:(paa_zza)
die p enthaltenden Primideale mit gradp = gradp’ = gradp” = 1 und pp'p” = (p).
(b) Gibt es kein a € Z mit a® = 3 mod p, so hat f = 2> — 3 keine Nullstelle modulo p, ist also
irreduzibel modulo p. Dann ist aber (p) das einzige Primideal, das p enthilt. m

Bemerkung: Da Zx Hauptidealring ist, kénnen wir fiir jedes Primideal p ein Element 7 finden mit
p = (7). Natiirlich ist 7 nur bis auf Einheit bestimmt, d.h. statt 7 kann man auch &'z (mit [ € Z)
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wihlen. Fiir die nachfolgenden Primideale vom Grad 1 mit Norm < 100 haben wir folgende 7’s ausgew&hlt:

2| p2= (2,04 1) m=a—1
3| ps=(30a) T3 =«
51 ps = (5,a+3) s = —a + 2

11 pn_(ll,a—l—Q) T =+ 2
17 | pr = 17,04+ 10) | mr=0a?+2
23 ng_(23,a—|—11) o3 = 20 — 1
29 ng_(29,a—|—11) To9 = Ta — 10
41 Pa1 = (41,0[—1—14) 7T41:Oz2—|—20z—4
( )
( )
( )

47 | par = (47, a0+ 19 a7 =207 + o+ 2
53 | ps3 = (53, a + 20 53 = 20° + 3a + 2
59 | pso = (59, + 10 5o = —a’ 4+ 20+ 2

61 p61a_(61 a+9) | me1a = +2a—2

61 | pe1s = (61, 0+ 56) | 1 = —30% + 2 + 4

61 | pe1c = (61, +57) | M1 = —av + 4
(
(
(

67 | pora = (67, 0+ 4) | mera=a+4

67 | pore = (67, + 14) | w7 = =207 + a + 4
67 | pere = (67,0 + 49) | me7c = 4 — b

71 | pr1 = (71, +65) | 71 =227 —1

73 | pr3q = (73, o+ 6) T73a = 207+ 1

73 | pr3p = (73, o+ 19) T73p = a’+4

73 | prsc = (73,0 + 48) | 73 = 3ax — 2

83 | pss = (83,0 +72) |mss =22+ —4
89 | pgo = (89, + 60) | mgg = 3o + 2

LEMMA. Seien x,y € Z mit ggT(x,y) = 1 und sei

(z+ya) = ()P}t .oprm mit we >0 und  wuy,...,up>1

die Primidealzerlegung von x + ya. Sei weiter p; die in p; enthaltene Primzahl.
1. Es gilt ug € {0,1}.
2. Bs gilt grad(p;) = 1. (Daher erfillen die (zuvor gewdhlten) Primelemente m; mit p; = (m;) die
Gleichung Nm; = p;.)
3. Fiiri#j gt p; # pj.
4. Bs qibt einl € Z mat
x4 ya = £l oot gl
Zerlegt man Il = m+ 3n, u; = v; + 3w; mit m,v; € {0,1,2}, so gilt

m g

z+ya =ce"abon)? 7rr~(:|:7r7f1...7rwr)3

und
3eopit gy
ist der kubikfreie (positive) Anteil der Norm N(z + ya) = x3 + 3y°.
5. Gilt 2> +3y* +dz® =0, so ist
d=3%py"...p"

Beweis:
1. Im Fall ug = 0 ist nichts zu zeigen. Wir betrachten den Fall uy > 1. Es folgt o]z + ya, also afx
und damit 3|z, was wegen ggT(z,y) = 1 die Beziehung 3 { y und somit vy(z) > 3, va(ya) = 1,
also v (x + ya) = 1 liefert. Dies zeigt ug = 1.
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2. Wegen der Voraussetzung e; > 1 gilt p;la + ya. Wiirde p;|y gelten, wiirde dies p;|a, also p;|a

implizieren, im Widerspruch zu ggT(x,y) = 1. Daher gibt es ein « € Z mit 1 = —uy mod p;. Da

dann auch 1 = —uy mod p; gilt, folgt o = —uya = ur mod p; und damit auch a? = u?z? mod p;.

Wegen Zg = Za? + Za + Z, ist somit jedes 8 € Zg modulo p; dquivalent zu einer Zahl 5 € Z,
wobel man wegen p;|p; 0.E. t5 € {0,1,...,p; — 1} annehmen kann. Es folgt #Zx /p; < p; und
damit natiirlich #Zg /p; = p;, also gradp; = 1.
3. Wir nehmen an, es gibt zwel Primideale p;, p; mit p; = p; = p. Dann folgt wie eben p { z, p 1 y.
Wegen gradp; = gradp; = 1 kénnen wir ansetzen
pi=(p,a—a;)) und p; = (p,a—a;).
Aus p;|z + yo folgt 0 = @+ ya = @+ ya; mod p;, also &+ ya; € p;NZ = Z-p und damit p|z + ya;.
Genauso sieht man p|z + ya;. Dies liefert ply(a; — y;), wegen p ty folgt a; = a; mod p und damit
Pi =pj-
4. Natiirlich erhalten wir jetzt sofort eine Zerlegung
x4 ya = elatonlt gl
mit [ € Z. Trivial ist auch, dass nach Zerlegung
l=m+3n, u,=v;+3w; mit m,u €{0,1,2}

die Beziehung
x4y =eatortt alr (2 xr)?
gilt. Normbildung liefert nun
3+ 3y% = N(x + ya) = 3“opi* . .plr - (pYr .. .p;:"r)?’.
Wegen p; # p; fiir ¢ > j ist klar, dass
uoplt L pyr
der kubikfreie (positive) Anteil von N(z 4 ya) ist. (Es kann durchaus v; = 0 gelten.)

5. Da d > 1 kubikfrei sein sollte, folgt aus einer Beziehung x3 + 3y + d2z3 = 0, dass d der kubikfreie
positive Teil von dz® und damit der von z® + 3y® = N(x + ya) ist, wie behauptet. B

Aus dem gerade bewiesenen Lemma ergibt sich unmittelbar der folgende Satz:
SATZ. Seien z,y,z € Z mit ggT(z,y,z) = 1 und d > 1 kubikfrei mit x> + 3y> +dz® = 0. Ist
d=3%pt . pr

die Primfaktorzerlequng von d (mit ug € {0, 1,2} und v; € {1,2}), so istug € {0, 1} und es gibt Primideale
p; = (m;) vom Grad 1 mit p; € p; und Nm; = p;, dazu m € {0,1,2}, u,v,w € Z mit

x4y =™ oot oaln - (ua? 4 va + w)?.

Beispiel: Fiir d = 67 haben wir fiir 2 +3y® + dz® = 0 unter anderem die Losungen (z,y,2) = (4,1, —1),
(5,—4,1), (13, —23, 8) gefunden. Wir zerlegen # + yo, wie im letzten Satz angegeben:

(z,9,2) N(x + yo) r + yo

41,1 67 Tora

(5a _4a 1) —67 —T67c = T67c * (_1)3
( (13, —23, 8) ) —2; - 67 —6_471'2371'67(, = 627T67b : (—36_271'3)3
280,—131,-61 61° - 67 T51.T67a = T67a * Tg1e
(925, —647,68) | =2°-17% .67 | —e~alnd mere = e2mery - (—e~1mimi7)>

Wir wollen nun mit Hilfe des letzten Satzes unsere ungeldsten Fille d € {46,55,100} angehen.

Fall d = 46: Wir nehmen an, es gibe z,y,z € Z mit ggT(x,y,2) = 1 und
3+ 3y° + 4622 = 0.

Zunichst sieht man, dass

2tx, 2ty, 34z, 31z
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gelten miisste. Es ist d = 46 = 223 und es gibt jeweils ein Primideal mit Norm 2 und mit Norm 23, also
gibe es nach dem letzten Satz u,v,w € Z und m € {0, 1,2} mit
x + ya = 6m71'27r23(ua2 + va + w)3.
Wir setzen nun allgemein an fiir u,v,w € Z
T + Yma + gma® = 6m71'27r23(ua2 + va + w)3

und erhalten durch Koeffizientenvergleich

zo = wd—2Tuw? + 303 + 18vw? + 18uvw — 27v w + 54uw + 54uv? + 9u® — 81u’v

Yo = —3w? + 3vw? + 9u’w + 18v%w + Yuv? + 18uw? — bduvw — 9v® + sdu?v — 274

Jgo = 307w + 3uw? + 2w — Jvw? + 9u?v — 27Tu w + 36uvw + 60> — 2Tuv? + 1843

v = —11w® + 108uw? — 27Tvw? — 198uvw — 330> + 10807 w — 81uv? + 324uv — 99u® — 81u’w

vy = 12w® — 33vw? — 99u w — 2Tuw? — 27v*w — 99uv? + 216uvw + 36v° 4+ 108u® — 81u’v

g1 = —33v%w — 33uw? — 3w + 36vw? — 99u’v + 108uw — 9v® + 108uv”® — bduvw — 27u>

ro = 58w —29Tuw? — 45vw? 4+ 1044uvw + 1740 — 297v*w — 135uv? 4 5220 — 891u?v — 135u’w
Yo = —33w® 4 174vw? 4 522u w — 4buw? — 45v%w + 522uv? — 594uvw — 990> — 297u® — 135u’v
go = 174v%w 4+ 174uw® — 5w — 99vw? + 522u’v — 297w’ w — 150% — 297uv? — 90uvw — 45u>

Fiir eine angenommene Losung gilt g, (v, v, w) = 0, aber @, (u, v, w) Z 0 mod 2, ym (u, v, w) Z 0 mod 2,
Zm (u, v, w) Z 0 mod 3. Wir bemerken nun:
o Es ist
y1 = (u+ v)(u + w)(v+ w) mod 2,
d.h. fiir jede Wahl von u, v, w € Z ist y; durch 2 teilbar, was bei einer Lésung nicht sein darf. Also
ist der Fall m = 1 nicht moglich.
e 13 = (u+v)(u+w)(v+ w) mod 2 zeigt analog, dass m = 2 nicht moglich ist.
e Wir haben
rg =w® mod 3, go = 2w mod 3.
Bei einer Losung miisste go(u, v, w) = 0 sein, also w = 0 mod 3, was aber dann den Widerspruch
zg = 0 mod 3 liefern wiirde. Also ist auch m = 3 nicht méoglich.
Damit haben wir gezeigt, dass fiir d = 46 keine nichttriviale Losung der Gleichung 3 + 3y + d23 = 0
existiert.

Fall d = 55: Es gibt jeweils ein Primideal mit Norm 5 und mit Norm 11. Hitte 23 + 333 + 5523 = 0 eine
Losung mit ggT(z,y, 2) = 1, so kénnten wir ansetzen
T + Yma + gma® = 6m7r571'11(ua2 + va + w)3

und es gébe ein m € {0,1,2} und u, v, w € Z mit g, (4, v, w) = 0 und 3 t 2, (v, v, w). Durch Koeffizien-
tenvergleich erhilt man:

zo = 4w+ 120 — Qvw? 4+ T2uvw + 36u> — 2Tuv? — 2Tu’w

yo = 12vw? — 9v%w + 36uv? — uw? + 36uw — 27u’v

g0 = 1207w — w® 4+ 12uw? + 36u’v — 18uvw — 3v3 — 943

vy = —8w® — l44uvw + bdvw? — 24v® + 162u’w + 162uv? — 27v°w — 2Tuw? — 72u® — 81u’v

y = —24dvw? — 72uv? — 720w + 540w — 3w? + 5duw? 4+ 162u’v — Sduvw — 9> — 274>

g = —24uw? — 24v*w + 6uw® — vw? + 1803 + 108uvw — T2uv — 2Tuv® + 54u® — 27u’w

ro = Tw’ 4 126uvw — 180vw? + 2103 — 540u’w — 540uv? + 216v%w + 216uw? + 63u® + 648u’v
yo = 2lvw? 4 63uv’ + 63uw — 180v%w + 24w® — 180uw? — 540u’v + 432uvw + 720> + 21643
go = 2luw? + 21v%w — 20w + 720w? — 60v® — 360uvw + 63u’v — 180u® 4+ 216uv? 4+ 216u w

Wir bemerken:
o x5 = w’mod 3, gy = 2w mod 3.

e 25 = w3 mod 3, go = w® mod 3.
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e ¢, hat keine Nullstelle modulo 25.
Wie im Fall d = 46 folgt, dass 23 + 3y> 4+ 552% = 0 nur die triviale Lésung besitzt.

Fall d = 100: Es gibt jeweils nur ein Primideal mit Norm 2 und mit Norm 5. Daher kénnen wir wie zuvor
ansetzen:
T + Yma + gma® = Emﬂ'gﬂ'g(uaz + va + w)3
und erhalten durch Koeffizientenvergleich
zg = —14w® — 252uvw — 81v w — 42¢° + 11Tvw” — 8luw? — 126u” + 351u’w + 351uv® — 243uv

—42vw? — 9w + 117v%w — 126uv? + 117uw? — 126u%w — 27v° — 162uvw + 351u?v — 8143

Yo =

go = 13w® = 2Tvw? — 42uw? — 42v%w + 39v° — 81uv? — 126uv + 234uvw — 81uw + 117u>

vy = w4 18uvw + 513v%w + 513uw? + 30> — 360vw? + 9u® 4+ 1539uv — 1080w w — 1080uv?

vy = 57w’ + 3vw? + 9uw + Juv? + 171v% — 360uw? — 360v°w + 1026uvw + 513u> — 1080uv

g1 = 3uw? —40uw® + 307w + 171vw? — 720uvw — 1200% + 513uw + 513uv? + 9u’v — 360u>

ro = 169w + 3042uvw — 2106v%w + 507v> 4+ 729vw? — 2106uw? + 15214 + 2187u?w + 2187uv?
—6318u’v

yo = 507Tvw? — 234w + 7290w + 1521uv? + 729uw? 4+ 1521u’w — 7020% — 4212uvw + 2187u’v
—2106u>

go = 8lw® — 702vw? 4+ 507uw? 4+ 507v*w + 243v> — 2106uv” + 1521uv 4+ 1458uvw — 2106w w
+729u3

Wie zuvor zeigen die Eigenschaften
e 1y = (u+v)(u+w)(v+ w) mod 2,

e y» = (u+v)(u~+ w)(v+w) mod 2,
o z; = w’mod 3, g; = 2w mod 3,

dass die Gleichung #2 + 3y + 10023 = 0 nur die triviale Lésung besitzt.

Damit haben wir auch die noch offen gebliebenen Fille d € {46,55,100} erledigt.

7. Uberlegungen mit elliptischen Kurven
Wir wollen hier noch ein Kriterium angeben, wann die Gleichung
P43+ d? =0 mit geT(z,y,2)=1

keine Losung haben kann. Dieses Kriterium benutzt sogenannte elliptische Kurven. (Elliptische Kurven
und das Kriterium finden sich bei J. W. S. Cassels, Lectures on Elliptic Curves, Cambridge University
Press 1991.) Damit 148t sich die Nichtlésbarkeit der Gleichung in einigen Féllen unabhingig von den
Kriterien der Algebraischen Zahlentheorie nachpriifen.

Sind a,b € Q mit 4a® + 2762 # 0, so definiert die Gleichung

vV=z2+ar+b
eine elliptische Kurve F, ; iiber Q. Die Losungen in rationalen Zahlen

Eap(Q)={(x,y) €eQx Q:y’ =2+ ax+b}U{0}
werden mit Hinzunahme eines (unendlich fernen) Punkten O durch eine geometrisch definierte Addition zu
einer endlich erzeugten abelschen Gruppe. Unter Zuhilfenahme analytischer Hilfsmittel und unter der An-
nahme verschiedener plausibler, aber unbewiesener Vermutungen (Vermutung von Birch und Swinnerton-
Dyer, verallgemeinerte Riemannsche Vermutung) kann man manchmal die Struktur von E, »(Q) explizit
bestimmen. Fiir die nachfolgenden Fille haben wir dazu das Maple-Paket APECS (Version 6.1) verwen-
det.
Gilt fiir w,v,w € Z\ {0} die Gleichung
u® + 30% + du® =0,
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so folgt fir
U = —270° + 27dv®w® + 1843w’ + d>w?®,
Vo= 27v° +54dv®w® + 9d* 3w’ — dPu®,

1
= 3uvw(9v6 + 3dvPu® + d2w6) = Juvw (9(v3 + édw?’)2 + Zd2w6)

die Gleichung

US4+ V34 3dw3 =0,
wobei hier W # 0 gilt. (Die Formeln fiir U, V, W werden geometrisch hergeleitet, die Giiltigkeit kann
man aber direkt nachpriifen.) Setzt man nun

364V 108d(U — V)

TTurv YT T Uyv

so erhdlt man
4(wod? + 3v3dwd + 9v°)  4(u® + Judv® + 9v°)

X = =
wlw?v? wZw?v? ’
B 4(—dw? + 303)(dw? + 6v3)(2dw? + 3v3) B 4(u® — 303) (ud + 6v3)(2u® + 303)
yo= udvdw3 a udvdw3

und es gilt
y? = o3 — 38884

Dies ist die Gleichung einer elliptischen Kurve und damit

(x,y) € Eo _388842(Q).

Beispiel: Fiir d = 29 finden wir fiir «® + 3v® 4 29w® = 0 die Lésung (u, v, w) = (10,7, 1), die zu
1029841 1042214111
T s 0 YT T ansts
mit y? = 23 — 112752 fiihrt.

Das folgende Kriterium ist nun offensichtlich:

Kriterium: Gilt fir d > 1
Eo,—3888d2(Q) =0,
so hat die Gleichung x® + 3y + dz® = 0 nur die triviale Lésung in ganzen Zahlen.

Anwendung: Wir testen die Fille
d € {20,22, 34,46, 50,55, 58, 68, 85,92, 100},
die nach den Kongruenziiberlegungen noch offen waren. Mit APECS finden wir:

d | Fo,—388842(Q)
20 0
22
34
46
50
55
58
68
85
92

100

[en) Ben] New) Ren] Nev) Ban) Rev] Ran) Ra)

o

Also sieht man auch mit Hilfe von elliptischen Kurven, dass in diesen Fillen die Gleichung 23+3y% +d23 =
0 nur die triviale Losung in ganzen Zahlen besitzt.
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung des obigen Kriteriums nicht gilt.

Beispiel: Im Fall d = 110 findet man mit APECS, dass die Kurve
Eo _ssss1102 0 y* = 2° — 3888 - 1107
den nichttrivialen Punkt
(z,y) = (364, 1088)
besitzt, der dem nichttrivialen Punkt

(U, V,W) = (1621,1349, —273) auf U+ V34+3-110-W3=0

entspricht. Aber 23 4 3y® 4+ 11023 = 0 hat nur die triviale Lésung in ganzen Zahlen, wie man mit Mitteln
der Algebraischen Zahlentheorie zeigen kann. (Fir K = Q(+v/110) gilt Cl(Zg) ~ Z3 & Zs, aber p mit
p3 = (3) ist kein Hauptideal.)

8. Weitere Kongruenzbetrachtungen
Wir haben frither Kongruenzkriterien fiir die Nichtlésbarkeit der Gleichung

P43+ d? =0 mit geT(z,y,2)=1
hergeleitet. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass es keine weiteren Kongruenzkriterien gibt, mit
denen man die Nichtlésbarkeit der Gleichung zeigen kann.
Der folgende Satz zeigt, wann und wie man von einer Nullstelle eines Polynoms modulo p™ zu Nullstellen
modulo p™ fiir alle n > m kommt.
SATZ. Sei f(x) € Z[z] und w € Z mit

f(w) =0mod p™, v,(f'(w)) =¢ m> 2L

Definiert man eine Folge ganzer Zahlen wp,, Wm41, Wmaa, . .. rekursiv durch wp, = w und firn > m
(f (wn)/P") n—t
Zn = —7 -~ mod p, wuy1 = wy + Zpp"
T ((wa) /Y " e

dann git fir alle n > m

m—_

Flwa) = 0mod p",  vp(f/(wa)) = €, w, =wmodp

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n mit n > m, wobei n = m klar ist. Sei die
Behauptung jetzt bereits fiir n gezeigt. Die Taylorreihe von f(z) um w, hat die Gestalt

F() = flwn) + f/(wn) (@ — wy) + n 2(x — wn)2 + cn 3(x — wn)?’ 4+

Nach Voraussetzung kénnen wir schreiben

flwn) = anp™, f'(wp) =0byp® mith, ZO0modp und 2, = —Z—n mod p,

n

also gilt
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Benutzt mannunn—2¢>1,n—£> {4+ 1 und n > £, so folgt

Fwng1) = anp” +bap (Wap1 — wa) + Y e iwpgr — wy)' =
i>2

= anpn‘i‘bnpz' nz‘i‘zcnzzl an—

i>2

= pn(an+zn n n+1ZCHZZZ i(n=£)= i
i>2

= p"(an + 2nbn) +p" T Z cnyizip(i_z)("_z)‘l'("_zz)_1 =0 mod p"T!,
i>2

fwng) = bap’ + Z iCn,iZ:L_lp(i_l)(n_z) =b,p" +p" " Z iCn,iZ:L_lp(i_z)(n_z) =
i>2 i>2
= b,p° mod p‘tt,

v (M (wng1)) = 4,
und die Behauptung folgt. m

Eine einfache Umformulierung des Satzes ist folgende:

FOLGERUNG. Sei f(x) € Z[z] ein Polynom und p eine Primzahl. Findet man ein w € Z mit f'(w) # 0
und

vp(f(w)) > 20, (f'(w)) + 1,
so gibt es fiir alle n € N ein w, € Z mit

flwp) =0mod p”  und  w, = wmod p.

Bemerkung: Die Bedingung v, (f(w)) > 2v,(f'(w))+1 kann man nicht abschwéchen, da man leicht Bei-
spiele angeben kann, wo v, (f(w)) = 2v,(f ( )) gilt, f(x) aber modulo hoher p-Potenzen keine Nullstelle
besitzt.

FOLGERUNG. Sei F(x1,...,2n) € Z[x1,..., 2] ein homogenes Polynom vom Grad d > 1 und p eine

Primzahl. Findet man wy, ..., wy, € Z mit ggT(wy,...,wy) =1 und

vp(Fwr, ..., wy)) > 2min(vp(§—F(w1, ce W)y p( or (wy,...,wn))) + 1,

xq oz,

wobet die rechte Seite endlich sein sollte, so gibt es fir alle k > 1 Zahlen ng) ...,zr(f) € 7Z mit

bl

F(zgk), .. .,z,(f)) =0modp® und ggT(zEk), e z(k)) =1.

n

Bewetis: Nach eventuellem Vertauschen von Indizes kann man

OF oF
vp (Fwi,...,w ))>2vp(al(w1,...,wn))—|—1 und —1(w1,...,wn);é0

annehmen. Wir setzen

und erhalten

F) = g oen, ), () > 20y () + 1
(k) (k)

Die vorangegangene Folgerung liefert nun eine Folge ganzer Zahlen w;™’ mit w;"’ = w; mod p und

f(wgk)) =0mod p*, also F(wgk),wz, .. wp) = 0 mod pF.

Wiirde nun p|ggT(w§k),w2, ..., wy) gelten, so folgte wegen wgk) = w; mod p auch der Widerspruch

plegT(wy, ..., wy). Wir haben daher ggT(wgk), Wa, ..., Ws) Z 0 mod p. Schreiben wir jetzt

(wgk), wa, ..., wn) = ggT(wgk)a Wa, . . "wn) : (ng)’ Zék)’ e Zr(lk))’
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so gilt

was die Behauptung beweist. B

Wir wollen das Ergebnis nun auf

F F F
F(z,y,2) =2+ 3y° +d2°  mit g—x(l‘,y,z):i%xz, g—y(x,y,z):9y2, 68—Z(x,y,z):3dz2

anwenden.
Wir betrachten zuerst den Fall p = 3.

Satz. Sei d € N kubikfrer. Dann gilt:
1. Ist d=6,9,12,15,18,21 mod 27, so gibt es keine z,y,z € Z mat

437 +d® =0mod 27 und  ggT(x,y,z2) = 1.
2. Ist d £6,9,12,15,18,21 mod 27, so gibt es fiir alle k > 1 Zahlen i, yx, 2x € Z mit
2 4 3y0 +dz2 =0mod 3F und  ggT(xk, Yk, 2) = 1.

Beweis: Der 1. Teil wurde bereits frither gezeigt. Wir miissen nur noch den 2. Teil zeigen. Wir schreiben
F(z,y,2) = 2® + 3y®> + dz® und haben dann
or
dx

OF
2 _ 022 _ 2
3x”, ay—3y, agb_3dz.

1. Fall: d = 3 mod 27. Wir schreiben d = 3 + 27t und wahlen
ro=0, yo=1, z0=—1+3t+9t2—93
Dann i1st
F(xo, Y0, 20) = =33 (=14 2t 4+ 16t% — 30t> — 961" + 126¢° + 135¢° — 234¢” 4+ 81¢%) = 0 mod 3°
und
OF 9 9
03(%(900,3/0,20)) =v3(3%yy) =2, ggT(xo,y0,20) =1,

die Voraussetzungen unseres Satzes sind damit erfiillt und liefern die Behauptung.

2. Fall: d = 24 mod 27. Wir schreiben d = —3 + 27t und wihlen
ro=0, yo=1, zo=143t—9t> -9t
Dann ist
F(xo, Y0, 20) = =33 (=1 — 2t 4+ 16t% + 30t> — 961" — 126¢° + 135¢° + 234t + 81¢%) = 0 mod 3°
und
03(2—5(900,3/0,20)) =2, ggl(xo,y0,20) =1,

die Voraussetzungen sind erfiillt und liefern die Behauptung.

3. Fall: d # 0 mod 3. Bei nachfolgender Wahl von zg, yo, 20 in Abhangigkeit von d mod 27 gilt

oF
F(x0,Y0,20) =0 mod 3° und 03(8—36(900,3/0,20)) =1, ggT(xo,90,20) = 1.
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d mod 27 | (%o, Yo, 70)
1] (1,0,8)
21 (1,2,1)
1] (1,1,8)
5 (1,1,4)
71 (1,2,9)
8| (1,0,4)

0] (L,0,2)
1| (1,2,4)
3] (LL2)
| (LL7)
16| (L2,5)
17 (1,0,7)
19| (1,0,5)
20 (1,27
2 (1,15
3B (LL1)
% (1,29
2% (1,0,1)

Die Voraussetzungen der letzten Folgerung sind also erfiillt und liefern die Behauptung. m

Wir kommen nun zum Fall p # 3 und p|d.
Satz. Seid € N kubikfrei und p # 3 eine Primzahl mit p|d.

1. Hat die Kongruenz t3 = 3 mod p keine Lésung, so gibt es auch keine x,y, 2z € Z mit
437 +d2® =0mod p®  und  ggT(x,y,2) = 1.
2. Gibt es eint € Z mit t3 = 3 mod p, so existieren fiir alle k € N Zahlen xy,, y, zx € Z mit
S 432 +dz2 =0mod pf und  ggT(xk, Yk, 2x) = 1.

Beweis: Der 1. Teil wurde bereits vorher gezeigt. Wir beweisen den 2. Teil. Sei also ¢ € Z mit t3 = 3 mod p.
Wegen p #£ 3 gilt v, (¢) = 0. Wir betrachten F(z,y, z) = ® + 3y® + d2? und erhalten

oF
F(t,—1,0)=t* -3 =0mod p, vp(ﬁ—x(t, —1,0)) = v, (3t*) =0, ggT(t,—1,0)=1,

die Voraussetzung der letzten Folgerung sind also erfiillt und die Behauptung folgt. m

Fiir den néchsten Fall bendtigen wir ein (nichttriviales) Ergebnis, das auf F. K. Schmidt zuriickgeht:

SATZ. Sei p eine Primzahl und f(x,y,z) € Fplz,y, z] ein homogenes Polynom vom Grad 3, sodass

af

_ 0 0
{(x0, Y0, 20) € Fp3 : 8_1‘(960’3/0’20) = %(l‘o,yo,zo) = a—f(l‘o,yo,zo) =0} ={(0,0,0)}

gilt, wobei F_p den algebraischen Abschluff von F, bezeichnet. Dann gibt es (xo, yo, z0) € F;’ mat

flzo,90,20) =0  und  (2o0,y0,20) # (0,0,0).

Wir kénnen nun folgenden Satz beweisen:

SaTZ. Sei d € N kubikfrei und p eine Primzahl mit 3d # 0 mod p. Dann gibt es fiir alle k > 1 Zahlen
Th, Y, 2k € L omit ggT(xk, yr, 28) = 1 und

x2—|—3yz’—|—dz,§’£0modpk.
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Bewers: Fiir f(z,y,z) = 2® + 3y + dz® € F, [z, y, 2] gilt

of of

2 2 2
—_— = —_— = —:d
O 3x°, By 9y~ 3dz

und damit

{($0’y0’20) € FPS : 8_£(x0ay0’20) = £($0ay0a20) = 6_£($an0’20) = 0} =

= {(zo,y0,20) € F_p3 3x3 = 9y2 = 3d23 =0} = {(0,0,0)}.
Nach dem vorangegangenen Satz gibt es somit (xo,y0,20) € Fj \ {(0,0,0)} mit x5 + 3¢5 + dz§ = 0.
Wihlt man fiir (2o, yo, z0) einen Reprisentanten (xq,y1,21) € Z3, so folgt (x1,y1,21) Z (0,0,0) mod p,

also ggT(p, 1,91, 21) = 1, und 23 +3y3 + d2? = 0 mod p. Teilt man eventuell ggT(z1, y1, 21) aus z1, y1, 21
heraus, so bleibt die Kongruenz weiter bestehen und es gilt ggT (1, y1, 21) = 1. Da natiirlich

min(vy (327), vp (997 ), vp (3d27)) = 0

gilt, kann man sich wie zuvor gezeigt leicht Lésungen modulo p* konstruieren. B

Wir fassen zusammen:

SAaTz. Sei d € N kubikfre:.
1. e Istd=16,9,12,15,18,21 mod 27, so gilt fiir alle x,y,z € Z mit ggT(x,y,z) =1

3 + 3y 4+ d2® £ 0 mod 27.

o Ist p ein Primteiler von d und hat die Kongruenz t2 = 3 mod p keine Lésung, so gilt fiir
alle x,y,z € Z mit ggT(x,y,z) =1

23 4 3y + d2® # 0 mod p?.

2. o [std#6,9,12,15 18,21 mod 27 und
o qibt es fiir alle Primteier p von d eint, € Z mit tz?; = 3 mod p,
so gibt es fir alle M € N ganze Zahlen xpr, yar, 2 € 4 mit

iy +3ys +dayy =0mod M und  ggT(war, yar, 2m) = 1.

Beweis: Der erste Teil wurde bereits gezeigt. Den zweiten Teil haben wir bereits im Fall M = p™ gezeigt,
der Allgemeinfall folgt mit dem chinesischen Restesatz. B

Bemerkung: Der vorangegangene Satz gibt ein genaues Kriterium, wann man die Nichtlosbarkeit der
Gleichung 23 + 3y> + d23 = 0 mit Kongruenzbetrachtungen zeigen kann.

9. Zusammenfassung

Wir stellen nun die Ergebnisse fiir die Gleichungen 23+ 3y® + d23 = 0 mit 1 < d < 100 zusammen, wobei
folgende Bezeichnungen verwendet werden:

nkf: d ist nicht kubikfrei.

Kyp: die Nichtlésbarkeit folgt durch eine Kongruenzbetrachtung modulo p?.
AZT1: die Nichtlsbarkeit wurde mit dem Klassengruppenkriterium gezeigt.
AZT?2: die Nichtlssbarkeit wurde mit Arithmetik in Q(~/3) gezeigt.

(z,y, ) gibt eine Losung an. Es sind alle (normierten) Losungen mit |z|, |y| < 4000 aufgelistet.

Wir haben also fiir alle kubikfreien d’s mit 1 < d < 100 entscheiden kénnen, ob die Gleichung 22 + 3y +
dz® = 0 eine nichttriviale Losung besitzt oder nicht besitzt.
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51

(3,2-1), (9,114, (6,-13,5), (75,-52,-1)

52

K13

53

(7,3,-2), (3535,-2301 -524)

54

nkf
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AZT?2, EK

56

nkf
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69
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KAPITEL 11

Das Zahlkorpersieb — Number Field Sieve (NFS)

1. Einfiithrung

Grundlegend fiir die Zahlentheorie ist die Tatsache, dass sich jede natiirliche Zahl N eindeutig als Produkt
von Primzahlen schreiben 1483t:

N =p{'ps? ... pir.

Beispiel: Die 10 grofiten Zahlen mit 40 bzw. 50 Dezimalstellen haben folgende Primfaktorzerlegungen:

10% —1
10 — 2
10* -3
10* — 4
10* — 5
10* —6
10%° — 7
10* — 8
10* —9
10 — 10
10°° —1
10°° — 2
10°° — 3
10°° — 4
10°° — 5
10°° —6
10°° — 7
10°° — 8
10%° —9
10°° — 10

3%.11-41-73-101-137 - 271 - 1676321 - 5964848081 - 27961 - 9091 - 3541 (0.28 sec)

2 - 52853032071556332079876487 - 94601951941577  (328.73 sec)

13 - 569085301052150111 - 5853526052603 - 4787 - 48239  (11.46 sec)

2% .3.7.9131647862473 - 106852828571 - 155977777 - 782209 (1.98 sec)
5.31-64516129032258064516129032258064516129  (0.03 sec)

2.19-17121977485637 - 68264114230454681951 - 225149  (46.43 sec)
3-3333333333333333333333333333333333333331  (0.05 sec)

2% . 11840289566799559 - 105571742392604012369161 (235.62 sec)

23373155773 - 1721071782307 - 265883581 - 19031 - 859249  (3.77 sec)

2.3%.5.37. 5379 - 900900900900990990990991 - 265371653 (4.76 sec)

3% .11-41-251-271 - 78875943472201 - 182521213001 - 5051 - 9091 - 21401 - 25601 (2.18 sec)
2. 7-1716326607809847779992969 - 42512082058217 - 3277033 - 29873  (149.30 sec)
44848033061277421 - 41488023184722935209 - 3674333699 - 14627 (267.21 sec)

27 .3.29 .59 263 - 958989105371471 - 921953189 - 88369891 - 1542089 - 153701 (18.76 sec)
51259 - 46320316841 - 115998774646597401239 - 1164438729401 - 2539  (52.07 sec)

2. 232987996491 - 33769932662779040776648609 - 739565251 - 29131 (52.93 sec)
3-33333333333333333333333333333333333333333333333331  (0.11 sec)

2% . 65915668269849962293879 - 4626413859859721 - 11857073 - 3457 (388.70 sec)

713 -100308773475776339 - 1428571428571428571428571 - 7668629 (1105.24 sec)

2.3 .5.239 . 1976730144598190963568023014679333 - 505885997 - 4649 (0.07 sec)

(Die Faktorisierungen wurden mit Maple 8.0 auf einer Sun-Workstation mit 1024 MB RAM erstellt,
worauf sich auch auf die angegebenen Rechenzeiten beziehen.)

C. F. Gauss bemerkte 1801 in seinen Disquisitiones Arithmeticae (Art. 329):
Dass die Aufgabe, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden und letztere wn thre
Primfactoren zu zerlegen, zu den wichtigsten und niitzlichsten der gesamten Arithmetik gehort und die
Bemiihungen und den Scharfsinn sowohl der alten wie auch der neueren Geometer in Anspruch genom-
men hat, ist so bekannt, dass es tiberflissig wdre, hieriber viele Worte zu verlieren. . ..

. ausserdem aber diirfte es die Wiirde der Wissenschaft erheischen, alle Hilfsmittel zur Lésung jenes
so eleganten und berihmten Problems fleissig zu vervollkommnen.
(Carl Friedrich Gauss, Untersuchungen iiber héhere Arithmetik. (Disquisitiones Arithmeticae. ... )
Deutsch herausgegeben von H. Maser, Berin, 1889.)

Version vom 26.2.2003

179



180 11. DAS ZAHLKORPERSIEB — NUMBER FIELD SIEVE (NFS)

Die Schwierigkeit der Faktorzerlegung kann man auch daran erkennen, dass die Firma RSA Data Security,
Inc. fiir die Faktorisierung sogenannter RSA Challenge Numbers Geldpreise ausgesetzt sind. Die kleinste
derartige Zahl ist zur Zeit RSA-576 (mit 576 Bits bzw. 174 Dezimalstellen):

RSA-576 = 1881988129206079638386972394616504398071635633794173827007633564229888)\
5971523466548531906060650474304531738801130339671619969232120573403187\
9550656996221305168759307650257059.

Wer als erster eine Faktorisierung einreicht, erhalt $10000.

Die gréfite RSA Challenge Number ist zur Zeit RSA-2048 (2048 Bits und 617 Dezimalstellen):

RSA-2048 = 2519590847565789349402718324004839857142928212620403202777713783604366
2020707595556264018525880784406918290641249515082189298559149176184502\
8084891200728449926873928072877767359714183472702618963750149718246911\
6507761337985909570009733045974880842840179742910064245869181719511874\
6121515172654632282216869987549182422433637259085141865462043576798423\
3871847744479207399342365848238242811981638150106748104516603773060562
0161967625613384414360383390441495263443219011465754445417842402092461\
6515723350778707749817125772467962926386356373289912154831438167899885\
040445364023527381951378636564391212010397122822120720357

Durch Faktorisierung dieser Zahl kann $200000 verdienen.
(Die Sicherheit des RSA-Kryptosystems beruht auf der Schwierigkeit, grofere Zahlen in angemessener
Zeit zu faktorisieren.)

Die Primfaktorzerlegung wird heutzutage in verschiedene Einzelaufgaben aufgeteilt:

1. Kleine Teiler: Man entfernt aus der zu faktorisierenden Zahl N zun&chst alle kleinen Teiler, d.h.
man teilt aus N z.B. alle Teiler < 10° heraus.

2. Primzahltests: Ein Primzahltest sollte schnell und einfach das Ergebnis liefern, ob eine Zahl
N zusammengesetzt oder wahrscheinlich prim ist. Beispiele: Fermatscher Primzahltest, Solovay-
Strassen-Primzahltest, Miller-Rabin-Test, ... .

3. Primzahlbeweise: Ein Primzahlbeweis soll zeigen, dass eine (wahrscheinlich prime) Zahl tatsdchlich
eine Primzahl ist. Primzahlbeweise sind meist komplexer und aufwendiger als Primzahltests. Bei-
spiele: Jacobi-Summen-Test, ECPP (elliptic curve primality proving), ... .

4. Faktorisierungsmethoden: Hierbei versucht man, eine nichttriviale Faktorisierung N = Nj N,
einer (nach einem Primzahltest als zusammengesetzt erkannten) Zahl N (ohne kleine Teiler) zu
finden. Beispiele: Pollardsche p-Methode, QS (quadratic sieve), MPQS (multiple polynomial qua-
dratic sieve), NFS (number field sieve), ECM (elliptic curve method), ... .

2. Elementare Suche nach Teilern
N € N habe die Primfaktorzerlegung
N =p{*...pf”  mit Primzahlen p; <---<p, und e, ...,e, > 1.

e Dann ist p; 41 die kleinste natiirliche Zahl ¢, die 1% teilt, d.h.

1 "pz

. N
Pit1 = HllIl{t > p;c t|W}

)

o Auflerdem sieht man sofort

N .
pi+1> . e — Z+1:7”, 67‘:1~
by



2. ELEMENTARE SUCHE NACH TEILERN 181

Solche Eigenschaften werden bei der naiven Faktorisierungsmethode benutzt, bei der man nachein-
ander testet, ob eine der Zahlen 2, 3,5, 7, ... die Zahl N teilt, und sie dann gegebenenfalls herausteilt.

Man muss dabei nur die Teiler < /N (bzw. < pe%pel, wenn pi* ...p;* die bereits gefundenen Faktoren
\/ pit. P
sind) betrachten, der Rest ist dann ndmlich 1 oder ein Primteiler von N.

Die naive Faktorisierungsmethode ist deterministisch, allerdings wéchst die Schrittzahl (durchschnittlich)

mindestens wie v/N. Briauchte man mit diesem Verfahren zum Faktorisieren von 50-stelligen Zahlen
durchschnittlich 1 Sekunde, so fiir 60-stellige Zahlen mehr als 27 Stunden, fiir 70-stellige Zahlen mehr als
317 Jahre. Es ist klar, dal man mit dieser Faktorisierungsmethode schnell an Grenzen stéf3t.

Bevor man allerdings aufwendigere Verfahren zur Faktorisierung einer natiirlichen Zahl N heranzieht,
sollte man auf jeden Fall die kleinen Teiler herausteilen. (Dabei hingt ‘klein’ von den zur Verfiigung
stehenden rechnerischen Méglichkeiten ab.) ITm allgemeinen haben ndmlich zuféllig gewahlte grofie Zahlen
kleine Teiler. Bezeichnet a(7T') den Anteil der natiirlichen Zahlen, die einen Primteiler < T haben, genauer

1
a(T)= lim —#{1 <N < M : N hat einen Primteiler < T},
M—oo M - = -

so erhdlt man die Tabelle:

T 20 100 1000 10000 | 100000 | 1000000
a(T) | 82.90% | 87.97% | 91.90% | 93.91% | 95.12% | 95.94%

(Bereits Gauss bemerkte, dass ungefahr 83% ~ % aller natiirlichen Zahlen einen Primteiler < 20 haben:

. weil sich, allgemein zu reden, unter sechs Zahlen kaum eine findet, die nicht durch eine der Zahlen
2,8, 5, ..., 19 teilbar wdre. (Dies findet sich ebenfalls in Art. 329 der Disquisitiones Arithmeticae.))

Daher teilt man aus einer zu faktorisierenden Zahl N zuné&chst alle kleinen Teiler heraus, man zerlegt
also z.B.

N =2%2.3%..... 9973°°°7> . Ny oder N =12°%.3%..... 9999837999982 . N,
und weil dann, dass N; keinen Teiler < 10000 bzw. 1000000 hat.

Ein anderer elementaren Faktorisierungsversuch ist die Fermatsche Faktorisierungsmethode. Ist N eine
ungerade Zahl mit einer Faktorisierung N = Nj N, so gilt
Ny + N Ny — N
N = NiNy = (71‘; ) - (2,

also hat man

(N 1+ N

2

Damit erhélt man die
Fermatsche Faktorisierungsmethode: Wihle x > [v/N], berechne yo = 2? — N. Teste, ob y, ein
Quadrat ist. Wenn ja, so erhilt man mit y = ,/yz die Zerlegung N = 2% — y* = (z + y)(z — y).

Man probiert dies aus fiir

e=[VN], [VN]+1, [VN]+2,
Hat N eine Faktorisierung N = N;Ns mit Ny & N,, so kann man hoffen, sie mit der Fermatschen
Methode zu finden.

Ny — Ny

5 )2 und M>|—\/ﬁ]

) -V = T

Beispiel: Die folgenden Zahlen p und ¢ sind Primzahlen mit 40 Dezimalstellen, die in den ersten 19
Dezimalstellen iiberein. Die Primfaktorzerlegung der Zahl N = pg wird mit der Fermatschen Faktorisie-
rungsmethode gleich beim ersten Schritt gefunden.

p = 8736457823642378642543234523453453452509
8736457823642378642807604836819268089003
76325695304282127165672234149236448043093990090524844325761330927581861045658527
8736457823642378642675419680136360770756

= 8736457823642378642675419680136360770756

EP
1

=3
|+
<
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3. Primzahltests

Kann man einer natiirlichen Zahl N leicht ansehen, ob sie prim ist oder nicht? Ein Kriterium liefert der
folgende einfach zu beweisende Satz:

SATZ. Ist N ewne natirliche Zahl, so gilt:
N st Primzahl — ggT(1-2-3---.. (N=1),N)=ggT((N — 1) mod N, N) = 1.

Leider ist der Satz praktisch nutzlos, da man keine Methode kennt, um (N — 1)! mod N schnell zu
berechnen.
Der Satz von Wilson liefert noch eine genauere Aussage, die ohne ggT-Bildung auskommt:

N ist Primzahl <— (N-1!=—-1modN.

(Man kann sich auch leicht iiberlegen, dass sich eine natiirliche Zahl N schnell faktorisieren liefle, kdnnte
man fiir alle natiirlichen Zahlen m < N den Wert m! mod N schnell gerechnen.)

Wahrend sich Fakultdten modulo N nicht schnell berechnen lassen, kann man schnell modulo N poten-
zieren mit der sogenannten

Square-and-multiply-Methode: Wir wollen fiir « € Z, d, N € N die Potenz a? mod N berechnen.
o Ist
d=do+dy- 24+ --+d,-2" mit d; € {0,1}

die Bindrentwicklung von d, so gilt

al = H(azj)dj mod N
7=0
und r = [log, d], falls d, # 0 ist.
e Definiert man fiir ¢ = 0,1,2,...,r
d , ; i i
e = LEJ =di+dip1 -2+ -+d,-2"7", x;=a* mod N, vy = H(a2 )dj mod N,
7=0

so sieht man sofort, dass ¢;, d;, z; und y; durch folgende Rekursionsformeln gegeben werden

co=d, dy=comod?2, =xg=a, yozad”

und
Ci—1

= |, di=ecimod?2, =zl modN, y = yi_le’ mod N.

Man hat dann
y, = a® mod N.
e Man {iberlegt sich schnell, dass man mit den obigen Rekursionsformeln (wegen d; € {0, 1})

[log, d]| <log,d < 3.33log;,d

Quadratbildungen und héchstens soviele Multiplikationen modulo N braucht. Die ist ein schnelles
Verfahren.
e Wir geben noch folgenden einfachen expliziten Algorithmus an:
Algorithmus: Fiir N,d € N und a € Z soll a® mod N berechnet werden.
1. Setze ¢ :=d, z := a. Setze y := 1, falls ¢ = 0 mod 2, sonst y := a.
2. Setze ¢ 1= [§], ¥ = 2% mod N.
3. Ist ¢ = 1 mod 2, setze y := zy mod N.
4. Ist ¢ =1, gib y als Ergebnis aus und beende das Verfahren, sonst gehe zu Schritt 2.
Man kann den Algorithmus auch leicht modifizieren um in einer multiplikativ bzw. additiv ge-
schriebenen Gruppe G und a € G, d € N die Potenz a? bzw. das Produkt d - @ zu berechnen.
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Beispiel: Berechnung von 219487190 mod 19487191:

i s d; T Yi

0 | 19487190 | 0O 2 1

1] 9743595 | 1 4 4

2 | 4871797 | 1 16 64

3 | 2435898 | 0 256 64

4 | 1217949 | 1 65536 4194304
5 608974 0 | 7785276 | 4194304
6 304487 1 | 18895842 | 12707193
7 152243 1 | 15484497 | 5384192
8 76121 1 | 9279458 | 12472249
9 38060 0 | 17081390 | 12472249
10 19030 0 | 7339882 | 12472249
11 9515 1 | 8253526 | 16737979
12 4757 1 119392852 | 2885849
13 2378 0 | 13687825 | 2885849
14 1189 1 | 14850112 | 2726202
15 594 0 | 3820594 | 2726202
16 297 1119119904 | 11781179
17 148 0 | 9404267 | 11781179
18 74 0 | 18378282 | 11781179
19 37 1 117930990 | 17521259
20 18 0 | 10378067 | 17521259
21 9 1 |1 12051623 | 11407692
22 4 0 | 16255176 | 11407692
23 2 0 | 7096585 | 11407692
24 1 1 110960476 1

Ergebnis: 219487190 = 1 mod 19487191.

Ausgangspunkt ist folgender Satz:
SaTz (Kleiner Satz von Fermat). Ist p eine Primzahl und a € Z mit ggT(a,p) = 1, so gilt

a?~! =1 mod p.
Beweis: Z/pZ ist ein endlicher Korper mit p Elementen, die multiplikative Gruppe hat p — 1 Elemente.
Also gilt fiir @ € Z/pZ
@t ::T,

was sich sofort in die behauptete Kongruenz iibersetzt. B

Bemerkungen:

1. Findet man zu N ein a mit ggT(a, N) = 1 und a™¥~! # 1 mod N, so ist N sicher keine Primzahl.

2. Die Umkehrung des kleinen Satzes von Fermat gilt nicht. So gibt es zusammengesetzte Zahlen N
mit ggT(a, N) = 1 und ™~ = 1 mod N. Solche Zahlen nennt man auch Fermatsche Pseudo-
primzahlen zur Basis a. Sie verhalten sich im kleinen Satz von Fermat wie Primzahlen, sind aber
keine Primzahlen.

3. Die einzigen Fermatschen Pseudoprimzahlen N zur Basis 2 mit N < 1000 sind
341 =11-31, 561=3-11-17, 645=3-5-43.

4. Tm Vergleich zu (echten) Primzahlen gibt es allerdings nur verhaltnismifBig wenige Pseudoprim-
zahlen. Erfiillt also eine zufillig gewihlte Zahl N die Bedingung aV~! = 1 mod N, so ist es
wahrscheinlicher, dass sie eine Primzahl 1st, als dass sie eine Pseudoprimzahl zur Basis a ist.

Fermatscher Primzahltest: Sei N eine natiirliche Zahl (ohne kleine Teiler), @ > 2 (mit ggT(a, N) = 1),
z.B. a=2.

e Gilt ™1 # 1 mod N, so ist N zusammengesetzt.
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e Gilt a¥~! = 1 mod N, so ist N wahrscheinlich prim. (Genauer: N ist eine Primzahl oder eine

Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis a.)

N-1

Da man a mod N schnell berechnen kann, erhélt man so einen einfachen und schnellen Test dafiir,

ob eine natiirliche Zahl N zusammengesetzt oder wahrscheinlich prim ist.

Bemerkungen:

1. Ahnlich wie der Fermatsche Primzahltest, sind der Solovay-Strassen-Test und der Miller-Rabin-
Test aufgebaut.

2. Computeralgebrasysteme begniigen sich im allgemeinen mit wahrscheinlichen Primzahlen. Liefert
z.B. die Maple-Funktion ‘isprime(N)’ fiir eine grofie Zahl den Wert ‘true’, so ist N wahrscheinlich
prim, im strengen Sinn ist nicht bewiesen worden, dass N tatséchlich eine Primzahl ist.

3. Es gibt auch zusammengesetzte natiirliche Zahlen N fiir die

eVl =1mod N fiir alle a € N mit ggT(a, N) =1
gilt. Man nennt solche Zahlen Carmichael-Zahlen. Die kleinste Carmichael-Zahl ist 561 = 3-11-17.

Beispiel: Die gréfite 1000-stellige Dezimalzahl mit 2V =1 = 1 mod N ist
N =10 — 1769.
Es gilt auch noch a™~! =1 mod N fiir « = 2,3, ...,10000.

4. Primzahlbeweise

Hat eine natiirliche Zahl N > 2 keinen Teiler ¢ mit 2 < ¢ < /N, so ist N eine Primzahl. Damit kann
man zeigen, dass eine Zahl N eine Primzahl ist, allerdings wéchst die Schrittzahl wie /N, sodass das
Verfahren fiir groflere N nicht mehr praktikabel ist. Ein weiterer Nachteil besteht darin, dass man einen
solchen Primzahlbeweis nur nachpriifen kann, wenn man ihn selbst nochmals durchfiihrt.
Wir wollen hier eine andere Beweismethode vorstellen, die die Gruppenstruktur von (Z/pZ)* benutzt.
LEMMA. Se: N eine natiirliche Zahl und
N—-1=q7.. .¢"

die Primfaktorzerlegung von N — 1. Ist a eine natiirliche Zahl mit

a¥"'=1mod N, aNq__zl Z1mod N firi=1,... r

so ist N eine Primzahl.

Beweis: Die Voraussetzung bedeutet, dass das Element @ € Z/NZ in der multiplikativen Gruppe (Z/NZ)*
genau Ordnung N — 1 hat. Wegen
H#Z/NZ =N =#{0}+#{@ :0<i< N -2}

hat dann jedes Element b € Z/NZ \ {0} die Gestalt b = @, ist also invertierbar. Daher ist jede Zahl
be{l,2,...,N — 1} invertierbar modulo N, d.h. ggT(b, N) = 1, weshalb N keinen nichttrivialen Teiler
besitzen kann. N ist also prim. B

Beispiel: Wir betrachten p = 102° 4 39 und finden, dass p wahrscheinlich prim ist. Wir faktorisieren
p — 1 mit Maple und erhalten
p—1=2-3-32839-507526619771207

(mit 4 Faktoren ¢;), wobei wir von der letzten Zahl nur voraussetzen konnen, dass sie wahrscheinlich prim
ist. Durch Probieren finden wir

3~ =1 mod p, 3%$1modpfiiri:1,...,4.

(Fiir 2 gilt 257 =1 mod p.) Also ist nach dem Lemma p eine Primzahl, falls ¢4 = 507526619771207 eine
Primzahl ist.

Wir betrachten nun ¢4 = 507526619771207: Es gilt
g4 — 1 =507526619771207 -1 =2-7-43 - 5741 - 146850283,
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wobei klar ist, dafl die 5 auftretenden Faktoren r; Primzahlen sind. Durch Probieren finden wir

59471 =1 mod ¢q4, 5%$1modq4fﬁri:1,...,5,

also folgt, das g4 eine Primzahl ist. Damit haben wir schlieBlich bewiesen, dass 102° 4+ 37 eine Primzahl

1st.

Das Beispiel kann man leicht verallgemeinern:

Primzahlbeweis mit der (p — 1)-Methode: Sei p eine wahrscheinlich prime Zahl.

1. Faktorisiere p — 1:

p—1=qi*...q"
mit Primzahlen oder wahrscheinlichen Primzahlen ¢;.

2. Suche eine natiirliche Zahl ¢ mit

-1
a?~! =1 mod p, apq_z;,‘élmodpfiirizl,...,r

z.B. durch Probieren von a = 2,3,5,6,7,....

3. p eine Primzahl ist, wenn ¢y, ..., ¢, Primzahlen sind. Zeige also noch, dass alle ¢;’s Primzahlen

sind.

Bemerkungen:

1. Bei der beschriebenen Methode hangt alles davon ab, ob sich p — 1 faktorisieren 148t. (D.h. es

héingt von der Struktur der Gruppe (Z/pZ)* ab.) Das Finden einer Zahl @ mit ¢*=* = 1 mod p

-1
und a' % Z# 1 mod p ist dagegen in der Praxis unproblematisch.

. Ein grofler Vorteil der (p — 1)-Primzahlbeweismethode ist, dass ein Beweis einfach und schnell

nachzupriifen ist.

. Der Primzahlbeweis funktioniert also so, dass man aus der Struktur von (Z/pZ)* schliefit, dass p

prim ist. Goldwasser, Kilian, Atkin und andere kamen auf die Idee, dass man ganz analog auch an-
dere p zugeordnete Gruppen, wie elliptische Kurven E, ,(Z/pZ) als Testobjekte verwenden konnte.
Der Vorteil ist, dass man Parameter die a,b variieren kann, bis man eine faktorisierbare Grup-
penordnung #FE,5(Z/(p)) erhélt. Das Verfahren ist als ECPP (elliptic curve primality proving)
bekannt.

5. Eine Grundidee zur Faktorisierung

Vorbemerkungen:

. Ist N eine nichttriviale Potenz, d.h. N = m* > 2 mit k > 2, m > 2, so folgt N = m* > 2k

1. Fiir das Faktorisierungsproblem kann man sich nach Entfernung kleiner Teiler und Durchfiithren

von Primzahltests auf folgende Situation beschranken: N ist eine zusammengesetzte natiirliche
Zahl ohne kleine Teiler, insbesondere ist N ungerade. Gesucht wird nun ein nichttrivialer Teiler
von N.

. Ist @ eine ganze Zahl, so gilt

ggT(a, N)=1 oder 1<ggT(a,N)< N oder ggT(a,N)=N.

Im Fall 1 < ggT(a,N) < N hat man einen nichttrivialen Teiler von N gefunden, nidmlich
ggT(a, N), und man hat das Faktorisierungsproblem gelést. Da die ggT-Berechnung mit dem
euklidischen Algorithmus sehr schnell ist, berechnet man oft zuerst ggT(a, N) und hat dann einen
nichttrivialen Teiler von N oder Nla oder ggT(N,n) = 1.

, also

k< % Damit erhélt man folgendes praktikable Kriterium: Ist

InN

N #|N*F fir k=2,.. . |—
#|N*] iir : ,LMJ,

so ist N keine nichttriviale Potenz. Daher kann man voraussetzen, dass N keine nichttriviale
Potenz ist, da man sonst sofort eine nichttriviale Faktorisierung von N héatte.

Ein Grundansatz zur Zerlegung einer Zahl N wird in folgendem Lemma gegeben:
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LEMMA. Ist N eine ungerade nattirliche Zahl, sind x,y € Z mit
=y mod N und ggT(N,z)=ggT(N,y)=1,
so folgt
N =ggT(N,z —y) ggT(N,z +y).
Genau dann ist die Zerlegung trivial, d.h. {ggT(N,x—y),ggT(N,z+y)} = {1, N}, wenn y = +2 mod N
gult.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass ggT(N,z — y) und ggT(N, z + y) teilerfremd sind: Wire dies nicht
der Fall, so gébe es eine Primzahl mit p|ggT(N, z — y) und p|ggT(N,z + y), also plz —y,z + y, N, was
p|2z,2y, N und wegen N = 1 mod 2 sofort den Widerspruch plggT(N, z), ggT(N,y) liefern wiirde. Also
ergibt sich mit den iiblichen Formeln wegen N|z? — y? die behauptete Zerlegung

N =ggT(N,z” —y*) = ggT(N, (z — y)(z +y)) = ggT(N, = — y) - ggT(N, 2 + y).
Wir haben
ggT(Nyz—y)=1 <= ggT(N,e+y)=N <<= Nlz4+y <= y=-crmodN
und analog
ggT(Nz—y)=N <= ggT(N,2+y)=1 <= y=zmodN,
was auch die letzte Behauptung zeigt. B

LEMMA. Se: N eine zusammengesetzte ungerade natiirliche Zahl, die keine Primzahlpotenz ist, und

L={(w,y):1<w,y<N,ggT(N,z) =ggT(N,y) =1,2" = y* mod N}.

Dann qilt
L =92
Bewets:
1. Sei

Lo={1<t<n:t*=1mod N}.
Natiirlich gilt 1, N — 1 € Lo (wegen (N — 1)? = (=1)2 = 1 mod N). Sei N = N1 N, mit 1 <
N1, N2 < N und ggT(Ny, N2) = 1. Mit dem chinesischen Restsatz findet man 4 € Ny mit
u=1mod Ny und u=-1modN,.

O0.E. 1 <u < N.Dann ist u? = 1 mod N; und w? = 1 mod Ns, also u? = 1 mod Ny No und damit
u € Lg. Also enthalt Ly mindestens die 4 Elemente

1, N—-1, u, N—u.

2. Wir zeigen nun
L={(tymod N,y) : 1 <y < N,ggT(N,y) =1,t € Lo}.

D ist klar wegen t? = 1 mod N.

C: Sei (x,y) € L. Da y invertierbar modulo N ist, gibt es v mit 0 < v < N und # = vy mod N.
Nun folgt aus 2 = y®> mod N durch Kiirzen sofort v> = 1 mod N, also v € Ly und damit die
Behauptung.

Die obige Darstellung liefert nun sofort

#L = ¢(N) - #Lo.
3. Sei (x,y) = (ty mod N,y) € L mitt € Ly. Wegen ggT(N,y) = List ggT(N,z—y) = ggT(N,t—1).
Wir betrachten ein paar Falle:
e Gilt ggT(N,z —y) = ggT(N,t — 1) = 1, so folgt aus N|(t — 1)(t + 1) sofort N[t + 1, also
t = —1mod N und damit ¢ = N — 1.
o Gilt ggT(N, 2 —y) = ggT(N,t —1) = N, so folgt t = 1 mod N, also t = 1.
e Istalsot € L,t#1,N—1,so gilt notwendig 1 < ggT(N,z —y) < N.
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4. Wir haben jetzt also

{{r,y) € L:1<ggT(N,x—y) < N} =
= {(tymod N,y): 1 <y < N,ggT(N,y) =1, € Lo\ {1, N —1}}

und damit
#{(w,y) € L1 <ggT(N,z —y) <N} =(N) - #(Lo \ {1, N = 1}).
Damit ergibt sich

#ryel:1<gglT(N,x—y) <N} _ o(N) #(Lo\{LN—1}) _ #Lo—2
#L @(N) - #Lo #Lo

Da Ly mindestens 4 Elemente hat, ist ##Egz > % und die Behauptung folgt. m

Aus dem Lemma ergibt sich sofort folgende

Faktorisierungsidee: Man produziere viele ‘zufillige’ Kongruenzen
22 =y® mod N.

Dann sollte man auch ab und zu mit ggT(N, # — y) einen nichttrivialen Teiler von N finden.

Die wesentliche Frage ist nun: Wie kommt man an Kongruenzen x? = y? mod n? Die folgenden Faktori-
sierungsmethoden

1. CFRAC - Morrison-Brillart (Faktorisierung mit Kettenbriichen),
2. Quadratic Sieve (QS),

3. Multiple Polynomial Quadratic Sieve (MPQS),

4. Zahlkorpersieb - Number Field Sieve (NFS)

gehen diese Frage in verschiedener Weise an. Wir wollen im folgenden das Zahlkdrpersieb kurz skizzieren.

Das Zahlentheoriesieb ist die Faktorisierungsmethode, mit der man heutzutage die gréfiten Zahlen faktori-
sieren kann. Allerdings hédngt die Durchfiihrung der Faktorisierung sehr stark von der zu faktorisierenden

Zahl N ab. (Beispiel: RSA-155)

6. Grundschritte des Zahlkorpersiebs

Gegeben sei eine zusammengesetzte natiirliche Zahl N ohne kleine Teiler. Wir suchen einen nichttrivialen
Teiler von N.

6.1. Auswahl eines Polynoms. Man sucht sich ein ein irreduzibles normiertes Polynom f(z) €
Z[z] vom Grad d, sodass eine Zahl m € Z existiert mit

f(m) =0mod N,

wobel noch einige weitere FEigenschaften erfiillt sein sollen, die spiter angegeben werden.
Natiirlich gibt es viele solcher Polynome f(z) = ¢ +a; 24"t + ..+ a4, da die a;’s variiert werden kénnen
und nur eine Gleichung der Form

md—i—a1md_1 —|—a2md_2—|—~~~—|—ad:NN/

mit N’ € Z erfiillt sein mu8.
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6.2. Der Zahlkérper. Sei K = Q(«) mit f(«) = 0. Wir nehmen an, dass die Maximalordnung
Zx ein Hauptidealring ist. (Es muss nicht notwendig Zx = Z[«] gelten.) Das Polynom f(z) liegt wegen
f(m) = 0mod N im Kern des Ringhomomorphismus Z[z] — Z/NZ, ¥ — m mod N, also kann man es
herausfaktorisieren und erhilt einen Ringhomomorphismus

$:Z[o) > Z/NZ, o~ mmodN.

Gilt fiir den Index ggT(N, [Zx : Z[a]]) > 1, so hatte man einen nichttrivialen (kleinen) Teiler von N, also
kann man o.E. ggT(N, [Zg : Z[«]]) = 1 voraussetzen. In diesem Fall 148t sich obiger Ringhomorphismus
eindeutig zu einem Ringhomomorphismus

$:Zx - Z/NZ, o+ mmodN
fortsetzen.

6.3. Einheiten. Sei ¢1,... &, ein System von Grundeinheiten von Zg und ¢ € Zg eine Einheits-
wurzel, die p(K) erzeugt.

6.4. Faktorbasen. Wir geben uns eine Konstante Bg vor. Die Primzahlen p < Bq seien p1, ..., ps,
sie bilden den ersten Teil der sogeannten Faktorbasis:

FBq ={p1,-.-,pt}-

Fiir ein Primideal p C Zg bezeichne p, die in p enthaltene Primzahl. Wir geben uns eine Konstante By
vor und wéhlen dann alle Primideale p; mit p,, < By, die als Teiler von Ausdriicken der Gestalt aor 4 b
auftreten kénnen. Dann wihlt man dazu erzeugende Primelemente m;, d.h. p; = (m;). Diese bilden jetzt
den zweiten Teil der Faktorbasis:

FBg = {m,...,ms}.

6.5. Das Ziel. Wir suchen nun a;, b; € Z, sodass sich a;a + b; und a;m + b; als Produkt der oben
gewdhlten Primzahlen, Primelemente und Einheiten schreiben 148t:

. R — €40 1,Ci1 ,,Ci2 Cit
aym+b; = (=1)p"py? .. .pt,
i ir i is
aja+ b = (oSt gl gl gl

(Dies erklart auch den Namen Faktorbasis.) Hat man geniigend viele Paare (a;,b;) gefunden, so kann
man Produkte bilden:

H(aim +b;) = (—I)EzC“ﬁolz’c”]z)zz’c'2 .. .ptE’c”,
i€l
H(aia +b;) = (i 6’0612’8” kit 71'12’ dn | pZidis
i€l
Sind alle Exponenten )", ¢o, ..., ,; dis gerade, so kann man definieren
yr = (_1)(2,c,o)/Zp(lzlCu)/Zp(ZE,czz)ﬁ B .pEE,Cn)/{
& = (. e,o>/26<12, ca)/2 .65«2’8")/2 . ng,duvz B .ng, dis)/2
und erhilt
H(aim—l—bi) = y% und H(aia—l—bi) :5?
iel i€l
Es folgt

o(¢r)” = @(&7) = ([ J(aia + b)) = [J(as®(@) + b;) = [[(asm + b;) = y7 mod N.
el el el
Gilt nun ®(x;) # +yr mod N, so liefert
ggT(®(&r) —yr, V)
einen nichttrivialen Teiler von N. Hat man geniigend viele geeignet I’s, so sollte man auf diese Weise

irgendwann einen nichttrivialen Teiler von N erhalten.
Es gibt zwei Probleme:

e Wie findet man (viele) Paare (a,b), sodass am + b bzw. aa + b sich vollstiandig mit der gew&hlten
Faktorbasis faktorisieren lassen?
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e Wie kann man aus vielen Paaren (a;, b;) Paare (a;,b;),7 € I auswéhlen, sodass Hie[(aim + b;)
und Hie[(aio‘ + b;) Quadrate sind?
Die erste Frage geht man mit Siebmethoden an, die zweite mit Linearer Algebra.
6.6. Der Siebprozess. Der cinfacheren Schreibweise halber sei hier Bq = Bk . Dann gilt:
aw + b faktorisiert in der Faktorbasis FBg <= N(aa + b) faktorisiert in der Faktorbasis FBq.
Wir wihlen A, B > 1 und betrachten die Menge
Map={(a,b)€eZxZ:1<a<A —-B<b<B,ggT(a,b)=1und am+5b#0}.
Fiir jedes Paar (a,b) € M4 p kénnen wir zerlegen
lam +0b] = pi*...pt Usp mit  pitUap,
IN(aer +b)] = pi*...pf" - Vap  mit  pitVas,
(wobei natiirliche die Exponenten u; und v; auch von (a,b) abhingen). Wir suchen alle Paare
(a,b) e Map mit Up=V,p, =1
Fiir solche Paare (a, b) faktorisieren namlich am+b und aa+b vollstandig in der vorgegebenen Faktorbasis.
Naive Vorgehensweise: Man nimmt sich jedes (a,b) € M4 p einzeln vor, probiert mit jeder Primzahl p;
der Faktorbasis, ob sie |am+b| und |[N(aa+b)] teilt (durch Division mit Rest), und teilt sie gegebenenfalls
so oft wie moglich heraus. Man Schluf bleiben U, ; und V, , iibrig. Gilt nun U, = V5 = 1, so hat man

ein gesuchtes Paar (a,b) gefunden, sonst nicht. Bei dieser Vorgehensweise braucht man viele Divisionen
mit Rest.

Wir gehen nun anders vor: Wir iiberlegen zuerst fiir jede Primzahl der Faktorbasis, welche (a,b) € Ma B
die Eigenschaft
pPlam 40 bzw. pf|N(ao +b)

erfiillen. Fir am + b sind die Eigenschaften in folgendem Lemma zusammengestellt:

LEMMA. Seien a,b,m € Z mit ggT(a,b) =1, k € N und p eine Primzahl.

1. Es gilt:
plam+b <=  geT(p,a)=1 wund b= —am modyp".
2. Bs qult:
(a,b) e Map und Plam+b <= 1<a<A, ggT(p,a)=1, b=—am+p"
- B B
fir ein l mit [amik] << L%J
P
3. Ist am + b # 0 und gilt p*|lam + b, so folgt
In(A|m|+ B)

PP <Am|+B und k<

Inp ’
Beweis: Die erste Eigenschaft ist sofort klar, wenn man bedenkt, dass p*lam + b und ggT(a,b) = 1
natiirlich ggT(p, a) = 1 implizieren. Bei der zweiten Aussage kénnen wir b in der Form b = —am + [p*
mit einem [ € Z ansetzen. Wir haben folgende Aquivalenzen:

- B B
“B<b<B = -B<-am+lpf<B = Do umrd
p p
am — B am+ B
[—— 1 <I<|——1],
p p

was die entsprechende Behauptung beweist. Die letzte Aussage ist trivial. B

Bemerkung: Das Lemma zeigt, dass man die (a,b) € M4 p beschreiben kann, fiir die pFlam + b gilt.
Man kommt dabei ohne Probedivisionen aus. Wir schreiben nun noch die multiplikative Zerlegung

lam 4+ b = pi* ... pi* Uas
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additiv um:
ImU,p=lnlam+bl—uilnps — - — wInp,.

1. Siebprozess:
1. Wir definieren
Sla,b] :=Inlam+0b| fir (a,b) € Ma 5.
(Die Rechengenauigkeit muss nicht sehr grofi sein, wie wir spéter sehen werden.)
2. Wir lassen nun p die Primzahlen pq, ..., p; durchlaufen und in Abh&ngigkeit davon & die natiirli-
chen Zahlen mit 1 < k < ﬂ%l bzw. p* < A|lm| + B.
3. Bei festem p und k durchlaufen wir alle @’s mit 1 < a < A und ggT(p,a) = 1, abhingig davon

lassen wir [ laufen mit B B
am — am —+
| << | ——]
P P

[

und setzen
b:=—am+1p*, S[a,b] := S[a,b]—Inp.
4. Am Schlu8 gilt: S[a,b] = U, 5. Die uns interessierenden Paare (a,b) € M4 p sind also genau die

mit Sfa, b] = 0.
Bemerkungen:
1. Sei l[am+b| = p{*...p} Uy p mit p; 4 Uy p. Gilt pflam + b, so haben wir von S[a, b] den Wert In p;
abgezogen. Da diese Eigenschaft genau fiir k = 1,2, ..., uy erfiillt ist, haben wir insgesamt u; In p;

von Sla, b] abgezogen. Somit ist klar, dass man Ende des Siebprozesses Sla,b] = U, iibrigbleibt.
2. Wir erinnern daran, dass p1, ..., p; alle Primzahlen < Bq waren. Gilt U, 5 # 1, so hat U, p einen
Primteiler > Bq, also folgt In U, ; > In Bg. Damit ist z.B. folgende Eigenschaft klar:

1
InUsp =0 <= InlUp < 3 In Bqg.

Dies zeigt, dass man beim Umgang mit den Logarithmen keine hohe Rechengenauigkeit braucht.

Wir erinnern daran, dass f(x) € Z[x] das normierte Minimalpolynom von « mit K = Q(«) war und dass
der Grad von f mit d bezeichnet wurde.
LEMMA. Seien a,b € Z mit ggT(a,b) = 1, k € N und p eine Primzahl. Seten t, 1 ;, j =1,2,3,... die
Nullstellen von f(x) modulo p*, d.h. gilt fiir ¢ € Z die Aussage f(c) = 0 mod p*, so gibt es ein j mit
¢ =1p5,; mod .

1. Es gilt:

P"IN(aa +b) <=  ggT(p,a)=1 wund b= —tp 1 jo mod P& fir ein j.
2. Bs qult:
(a,b) € M4 p und PIN(aa+b) <= 1<a<A, ggl(pa)=1,
b= —t, 1 a0+ Ip" fiir ein j und ein | mit

tprja—B tp,k,jaJrBJ
BRI,

[T1 <i<|
3. Gilt p*|N(aa +b), so folgt
pk < ||f||1 max(A, B)d’
wobed || fl|l1 = 7, |ei| fir f=73", cix® ist.

Beweis: Gilt fiir ein Paar (a,b) € Z? mit ggT(a, b) = 1 die Bedingung p*|N(aa +b), so gilt auch p { a, d.h.
ggT(a,b) = 1. Zwischen Minimalpolynom f(z) von a und der Norm in K[x] besteht folgende Identitét:
N(x — o) = f(x).

Daher gilt
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was (mit ggT(a, p) = 1) zu folgenden Aquivalenzen fiihrt
P"IN(aa +b) <= f(—g) =0modp*® <= —g =t, 1 ; mod p* fiir ein j
& b= -t jamod p* fiir ein j.

Dies zeigt die erste Behauptung. Wir kénnnen nun ansetzen 6 = —t, 5 ; + Ip* fiir ein j und ein [ € Z.
Umformung von —B < b < B fithrt dann wie zuvor zur zweiten Behauptung. Gilt f(z) = >, ¢, so
kénnen wir die Norm wie folgt abschitzen:

Naa+0)] = [(=a)' (=)= (' Y erl= 2y =1 (=1 a0 < 3 leallal =l

a N
i=1 i=1

IA

> leslmax(|al, [b))* = || || max(|al, [6])“.

Ist also (a,b) € M4 g und gilt p*|N(aa + b), so folgt
P < IN(aa + b)| < ||f|l max(|al, [b))* < [|£]]s max(4, B)?,

was zu zeigen war. B

2. Siebprozess:

1. Wir definieren
Tla,b] :=In|N(ac + b)| fir (a,b) € Ma 5.

Fiir a # 0 gilt auch T[a,b] = In |a® f(—2)|.

2. Wir lassen p die Primzahlen pq, ..., p; der Faktorbasis durchlaufen und in Abhangigkeit davon &
die natiirlichen Zahlen mit p* < ||f||1 max(A, B)?.

3. Bei festem p und k werden alle ¢, 5 ;, 7 =1,2,... durchlaufen.

4. Bei festen Werten fiir p, & und j durchlaufen wir alle ¢’s mit 1 < a < A und ggT(p,a) = 1,
abhangig davon alle I’s mit

[

tprja—B
pk

tprjat B
=

1<i<| ’

und setzen
b= —t, ja+IpF, Tla,b]:=Tla,b] —Inp.

5. Am Schlu8 gilt: Ta,b] = V5. Die uns interessierenden Paare (a,b) € M4 g sind also genau die
mit T[a, b] = 0.

Bemerkungen:

1. Wir haben zu Beginn des Prozesses
IN(aa +0)| = pi* .. .p{*Vap mit p; { Vo, und  Tla,b]=viInps + -+ velnp, +1In V.

Die Eigenschaft pf|N(aa + b) ist fiir k = 1,2,...,v; erfiillt, jedesmal wird von TT[a,b] der Wert
In p; abgezogen, insgesamt also v; In p;. Damit ist klar, dass am Ende des Prozesses T'[a,b] =1InV, ;
iibrigbleibt.

2. Wie frither sieht man:
Vapr#1 = InV,p, >1InBq,
was sofort zu
InVerp=0 <= InV,p< %ln Baq
fiihrt.

3. Beim 2. Siebprozess kann man sich auf die Elemente (a,b) € M4 g beschranken, fiir die S{a, b] ~ 0
(nach dem 1. Siebprozess) gilt.
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Ergebnis: Bei Vorgabe von A und B kann man mit den beiden Siebprozessen genau die (a, b)’s mit
geT(a,b) =1, 1<a<A, —-B<bLB

bestimmen, fiir die sich am + b und aa + b vollstdndig mit den Elementen der vorgegebenen Faktorbasis
faktorisieren lassen.

Beispiel: Wir wollen alle (a,b) € Z? bestimmen mit ggT(a,b) = 1, 1 < @ < 100, —100 < b < 100, sodass
fiir
m = 123456

eine Zerlegung

am—+b=42"-3° 5" . 7"
existiert. Wir wenden den 1. Siebprozess an mit A = B = 100 und der Faktorbasis FB = {2,3,5,7}. Es
gibt A(2B 4 1) = 20100 Paare (a,b) mit 1 < a < A und |b] < B. Die Menge M4 p = {(q, b) € Z?:
ggT(a,b) =1,1<a < A,|b| < B,am + b # 0} hat 12175 Elemente. In der folgenden Tabelle gibt kpax
das maxnnale kmit p* < A-m+ B an, weiter ist angegeben, bei wievielen Paaren (a, b) eine Subtraktion
von In p durchgefiihrt wurde.

P | kmax | Wie oft wurde In p subtrahiert?
2 23 8215
31 14 4576
51 10 2513
7 8 1770

Zum Schluf} bleiben zwei Paare iibrig: (1,24) und (81, 64). Tatsichlich gilt:
1-123456 +24 =237 5.7 und 81 123456464 =27 .5".

6.7. Lineare Algebra. Wir haben also ‘viele’ Paare (a;, b;) gefunden mit einer Faktorisierung

— Cil ,Ci2 Cit

aym+b; = (=1)p"py? .. .pt,
i ir i is
aja+ b = (oSt gl gl gl

Wir schreiben die Exponenten in die Zeilen einer Matrix R, d.h. die i-te Zeile von R ist
Ri=(cioci1 .. Cisenein .. e dindin ... dit),
wobei wegen ®(a;o0 + b;) = a;m + b; mod N die Eigenschaft
(%) P(ooelt e ﬂf” ooty = (=) pSipSe L pdit mod N

erfiillt ist. Bei elementaren Zeilenoperationen an R bleibt die Eigenschaft (x) erhalten. Wir kénnen dann
erreichen, dass die transformierte Matrix R modulo 2 in oberer Dreiecksgestalt ist. Die Matrix R hat
2+ r 4+ s+t Spalten. Dann stehen sicher in den letzten

#(Zeilen von R) —2—r —s—1¢
Zeilen von R nur gerade Zahlen. Dies fiihrt dann auf eine Relation ¢(£7)? = y? mod N, wie zuvor
beschrieben.
7. Ein kleines Beispiel

Im folgenden soll ein kleines Beispiel vorgestellt werden, das die prinzipielle Vorgehensweise beim Zahlkorper-
sieb demonstriert.

Wir betrachten f(z) = 23+ 72 + 20 und K = Q(«) mit f(a) = 0. Die Maximalordnung ist

2
Zr =2 2247 a1z
und hat Klassenzahl Ax = 1, eine Grundeinheit mit Norm +1 ist
127 127
e=——a’— —a+107

2 2
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mit Regulator Reg (K) = 13.44782. Fiir die Primzahlen p < 20 haben wir Zerlegungen
(2) =p2pa,  (3) = pspa,  (B) = pspas, (7) = prabmobre, (1), (13), (17) = przaPiz,  (19).

Wir stellen die bendtigten Primideale p = (7) zusammen, sodass p = (7), Nm = p bzw. (im Fall p4)
N7 = p? und A\yp C Zg, Ay € Zx (zur Berechnung der Bewertungen) gilt:

1
p2:(2’0[) 7T2:O[+2 A2:§(0[+1)
1
pa=(2,a+1) ma=a’—2a+11 /\4:§a
1, 3 1,
ps= (3, a+1) T3 = —go —§a—1 /\3:§(a + 20+ 2)
21 45 1
ps = (5, ) = —a’4+ —a+5 As = —(a” +2)
2 2 5
1 5 1
pra= (7,0 +3) 7T7a:§oz2—|—§a—|—3 /\7(1:?(0[—1—5)(0[—1—6)
9 35 1
p7b:(7,0[+5) 7T7b:—50[2—70[—17 A7b:?(a+3)(a+6)
1 1 1
pre = (7,2 +6) 7T7c:_§a2_§a+1 /\7c:§(a+3)(0‘+5)
1
pr7a = (17, + 6) Ti7a = —160” 4 2a + 61 ANa:I#a+1®2
1 1 1
pire = (17,0 + 14) Ti7p = —§Oz2 tgat 3 Ay = ﬁ(a +6) (o + 14)

Fiir die Norm von aa + b gilt
N(aa +b) = b® 4 Ta*b — 20a°.

Beispiel: Wir wollen (die zusammengesetzte Zahl) N = 29503 in Faktoren zerlegen. Es ist f(49) = 4N.
Wir setzen m = 49. Dann liefert Z[o] = Z/NZ, o = m mod N einen Ringhomomorphismus, der sich zu
einem Ringhomomorphismus

$:Zx - Z/NZ, a—m
fortsetzt.

Wir suchen jetzt nach a,b € Z (mit ggT(a,b) = 1), sodass wir Faktorisierungen

G0k = () e R R w7,

am4b = (=1)f .29 . 342 . 5ds 7daqqds 3de . q7dr . 19
erhalten. (Die erste Bedingung ist gleichwertig damit, dass in der Primfaktorzerlegung von |N(ao + b)]
nur 2,3,5,7,17 vorkommen.)
Wir wenden die Siebprozesse mit A = B = 100 an. Die Menge

Map={(a,b) € Z? :ggT(a,b) =1,1<a< A, —-B<b< Bam+b+#0}
hat 12174 Elemente. Nach dem 1. Siebprozess bleiben 1457 Paare iibrig:
(1,-100), (1,-99), (1,—-98),...,(99, 89), (100, —49), (100, 13).

Fiir den 2. Siebprozess braucht man Nullstellen von f modulo p*, welche teilweise in folgender Tabelle
aufgefithrt sind:

P | kmax | Nullstellen von f(z) modulo pFmex
2| 24 3158260

3| 15 8188196

5| 10 2480765

7 8 3548490, 5319610, 2661502

17 6 12101376
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Wird jetzt der 2. Siebprozess auf die verbliebenen 1457 Elemente angewandt, so bleiben 21 Paare iibrig:

1),

(1,—68), (1,-23), (1,—15), (1,—11),(1,=5), (1, —4), (1,

(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,5),(1,6), (1,31),

(a,b)

(3,5),(5,2),(5,11),(7,20), (11,-19), (13,43),(19,4).

Wir bestimmen die jeweiligen Faktorzerlegungen von a;m + b; und a;o + b;, wobei wir fiir nachfolgende

Tabelle von (a;, b;) eventuell zu (—a;, —b;) tibergegangen sind. Aulerdem haben wir noch die (trivialen)

Paare (0,—1),(0,2),(0,7),(0,17) hinzugenommen.

La [ b ][r]s[eifeafeafealescoferfes[eof[t]di|do[ds[da]ds|do[dr]ds]

0

-1

-3

-1

0

0

17 || 0

19
-4

0

-11

-19

13 | 43
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Wir tragen jetzt die Exponenten zeilenweise in eine Matrix R ein:

OO DOD DD DD OO0 AT OO0 O A
OO O T O OO T O OO OO oo oo "1 OO0 OO
OO OO OO OO 1T OO OO T oo oo 1T 410 OoO0o
OO O DO OO OO O T OO O T OO OO ANOO OO
OO 1T OO MNODODOD OO oo oo ocoooooo
OO OO OO MNODO T 00 T o000 00O —— O
OO OO T OO T O NOMODODOoODOoDoOoDoOoDoDoDOoOo OO0 oo
O 4T OO FT O 4T O NON 4O Mm O~ —m OO < o O
—A O OO A 4 4 OO0 A 4O A4 OO~ -~ OO OO
OO O NODODOD DO 1o ooo0oo0oo oo
OO O T O OO OO OO0 " "1 O0O0 0000 0Oo0o
OO 1T O 1 0D OO OO 1T O 4T 40000 0Oo o
OO T OO OO OO OO 1O OO OO T ODONOMmO oo
OO T O OO OO A1 O OO ODOD T OO OO0 ONOOo
OO OO OO T OO OO0 A 1O NODODOMmOOMOOoOOoo
OO OO OO 1O OO NODNODOD—MOOTFTONNND
O 4 OO 4T O 4100 40 A 4O 4O A~ 4O 0 A —O
O 4T OO O NO 1O FT OO 1O OO0 OO o
— i — o o e o —
e N e [ R O R B B _n/_ﬂn/_HQ_uQ_un/_H_ _Q_U
— O O DO ODODODODOD OO OO OO oo oo o000 oo oo
I
/2

Bezeichnet

(r,s,¢1,¢9,¢3,¢4,C5,Cp,C7, C8, Co, t, dy, da, dg, dy, ds, de, dr7, dg)

eine Zeile von R, so gilt also

.19% mod N.

(=1)t2% .

170)

LT

B((=1) e nS .

Elementare Zeilenumformungen andern nichts an der Eigenschaft (x). Elementare Zeilenumformungen

lassen sich auch beschreiben durch Multiplikation der Matrix R mit einer Matrix 7" von links, d.h. man

geht von R zu TR tiber. Wir bestimmen (mit Maple) eine Matrix T, die als Eintrdge nur 0 und 1 hat,
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sodass TR modulo 2 obere Dreiecksgestalt hat. (T ist auch invertierbar modulo 2.)

1 000O0O0O0OO0OO0OGO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OCOOOO0OO0OO0OO0O0O0

OO OO OO OO OO oo oo oo oo oo oo oo oA
OO OO OO DD OO Do o000 oo oo oo —o
OO OO OO DD OO DO o000 o oo oo —Hoo
OO OO OO DD OO Do o000 oo o oo —H o oo
OO OO OO DO OO DO Do o000 oo oo oo oo
OO OO OO DD OO Do o000 oo HTo oo oo
OO OO OO OO oo oo o000 o T oo oo A - O
OO OO OO DD OO DO Do o000 o HTo o oo oo
OO OO OO OO OO OO0 A0 A O — O — O
OO OO OO OO OO OO0 A~ 0O OO — O
OO OO OO OO OO OO OO T OO A A~ —A— OO
OO OO o oo oo oo oo 1T T 4O O — —
OO OO OO OO OO T OO OO0 o oo oo oo
OO OO OO OO OO OO 1O "1 0O — 00O —0O
OO oo oo oo oc oo oo A A A A A~ O~ — O OO
OO OO OO OO A " 4010000 40O 40O OO
OO OO oo "1 OO " 40O A A —A OO0 OO - O
OO OO OO OO A "4 4O A A 4 "4 OO0 OO0 A - O
OO O T O OO OO OO OO0 A 00— —— OO
OO OO 1T 0000 " —"A "0 A "0 A O — O — O
OO "4 1 OO —" " O — " OO0 — O —O ———— OO
OO O OO A " O 10000 —"A O —A O —O —— OO
— O OO A0 OO OO A ADO OO0 OO o
O O OO OO " 100 —"A "0 "0 00 00 —O
OO OO OO DD OO DO oo oo oo oo
I
&

Wir erhalten:

SO0 TOO O~ NOND NN N
C OO0 00O A A A N A O N NNO N NN O
C OO0 0000 IO T NOO T~ NOOO NN N O
CO 00000000 T~ N I T TANN TN D
CHOOOM AT OOOMANN —=MHNDONNDNODND
COOOONOODODO = — = O — — AN AN N NN N
SOOI T OO NMF O AN FNO T O T AN O
corTmwmoowvwwmowmooBolY TN T
— OO~ N = O =~ = MM O OO AN
COO0OOCOCONNON TOOONONNDONONFOD
COO0OO0ODO T T O OOOONONTMNMNNNNNO
SCHO A A AN O N NOONMNONNNNNN O
CHOOODO AT T TOOONOONNONNFOFOND
CHOOOD A N O NN NONNNNNNONNNNO
COOOD OO OO O N AN T F NN 0 NDO NN H N
coco—~ocoococooNmNomanaNo ¥R oo SH S
CO— — NOOMNNMNNNN T OO OO 0N
CO OO NO DO MNO©©OTFONF NN 0N o
=

e YT TFTITTINFTTINNT
T OO DO DD DD DDOODDODODDDODD

I

o

&
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Bezeichnet nun
(r,s,¢1,¢9,¢3,¢4,C5,Cp,C7, C8, Co, t, dy, da, dg, dy, ds, de, dr7, dg)

eine Zeile ¢ von T'R, so gilt weiterhin

(%) P((—1)"e*mst .. wse,) = (=1)2% .. 19% mod N.
Sind jetzt alle Eintrige der Zeile i gerade, so kénnen wir definieren
& = (_1)7«/265/271_;1/2 .. .ﬂf%z,
yi = (=1)f728/2 19%/% mod N,

und erhalten dann
®(&)? = y? mod N.
Nun berechnen wir ggT(®(&;) — vi, V) und schauen, ob wir einen nichttrivialen Teiler von N gefunden

haben.
In unserem Fille sind simtliche Eintrage der Zeilen 19 bis 25 gerade. Wir erhalten dafiir folgende Tabelle

Zeile 1 @(fl) Yi ggT(q)(fl) — Y;, N)

19 29231 | 28145 181

20 5634 | 23869 1

21 26269 | 26269 29503

22 27441 | 27441 29503

23 20475 | 7761 163

24 18071 | 11432 1

25 28797 | 29123 163

und daraus die Faktorisierung N = 163 - 181.

8. RSA-155
Am 22. August 1999 wurde die Zahl RSA-155 (155 Dezimalstellen, 512 Bits)

RSA-155 = 1094173864157052742180970732204035761200373294544920599091384213147634\
9984288934784717997257891267332497625752899781833797076537244027146743\
531593354333897

mit dem Zahlkorpersieb erfolgreich in das Produkt der folgenden Primzahlen zerlegt:

p = 102639592829741105772054196573991675900716567808038066803341933521790711307779,
g = 106603488380168454820927220360012878679207958575989291522270608237193062808643.

Zugrunde lag das Polynom

f = 40679843542362159361913708405064 + 74596615800717864439197430562 —
—11816848430079521880356852x2 — 66269852234118574445x> +
+80168937284997582x + 1193771383202°

mit
m = —39123079721168000771313449081.

Dann gilt ndmlich f(m) = 0 mod RSA-155. (Will man ein normiertes Polynom haben, so substituiert
man

1

Y= 19896189720
und erhalt

f(y) = 1062447985808985164513041281877176691416809354761136031526971848816640000 4
+9792140033719215571038752049030709613134556547656360448000y —
—779633050567726501103952287844368238100732800y* —
—219752925461064835688943950900%> + 13361489547499597y* + 3.
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Fir
m = —778400216563043243339158716503135647320

gilt dann wieder die Aussage f(m) = 0 mod RSA-155.)

e Im ersten Schritt wurde das zugrundegelegte Polynom sorgfiltig gewéhlt. (Das brauchte 0.40
CPU-Jahre mit einem 250 MHz-Prozessor &~ 100 MIPS Jahre.)

e Nach Relationen wurde 3.7 Monate lang gesucht mit /& 300 Rechner (35.7 CPU-Jahre mit Prozes-
soren zwischen 175 und 500 MHz). Es wurden 124722179 Relationen gesammelt.

e Aus den Relationen wurde die Matrix mit 6699181 Zeilen und 6711336 Spalten zusammengestellt.
(Allerdings gab es nur 417132631 von 0 verschiedene Eintrige, d.h. & 62 Nichtnullen pro Spalte
und auch pro Zeile. Um diese Matrix erfolgreich zu bearbeiten brauchte es 224 CPU-Stunden und
3.2 GBytes Arbeitsspeicher (central memory) auf einer Cray C916.

e Die Gesamtzeit betrug 7.4 Monate.

9. Beispiel fiir den Siebprozess

Wir fiihren die Siebprozesse fiir unser Beispiel mit den Parametern A = 10, B = 6 durch.
Die folgenden Tabellen enthalten S[a,b]. Zu Beginn ist S[a,b] = In|am + b|, falls ggT(a,b) = 1 und

am + b #£ 0 ist.
(a,b) durchlaufen 130 Elemente.
[Sla, o] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]0b=6 |
a=1 3.8 3.8 3.8 3.8 3.9 3.9 3.9 3.9 3.9 4.0 4.0 4.0 4.0
a =2 4.5 4.6 4.6 4.6 4.6 4.6
a =3 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
a =4 5.3 5.3 5.3 5.3 5.3 5.3
a=25 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5
a=6 5.7 5.7 5.7 5.7
a=7 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.8 5.9 5.9
a =8 6.0 6.0 6.0 6.0 6.0 6.0
a=9 6.1 6.1 6.1 6.1 6.1 6.1 6.1 6.1
a =10 6.2 6.2 6.2 6.2
(Es bleiben 77 sinnvolle Elemente.)
p = 2 ausgesiebt:
(Sl o] [ b= —6[b=-5 [b=—d[b=-3[b= -2 [b=-1[b=0]0b=1]b=2[b=2[b=4[b=5]b=56]
a=1 3.8 2.4 3.8 3.1 3.9 1.1 3.9 3.2 3.9 2.6 4.0 3.3 4.0
a =2 4.5 4.6 4.6 4.6 4.6 4.6
a =3 4.3 5.0 5.0 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 5.3 5.3 5.3 5.3
a=25 5.5 5.5 4.8 5.5 4.1 4.8 5.5 3.4 5.5 5.5
a=6 5.7 5.7 5.7 5.7
a=7 5.8 5.1 5.8 4.4 5.8 5.1 3.8 5.8 5.2 5.8 4.5 5.9
a =8 6.0 6.0 6.0 6.0 6.0 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 4.0 5.4 6.1 6.1 5.4
a =10 6.2 6.2 6.2 6.2
p = 3 ausgesiebt:
[Sla, o] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]0b=6 |
a=1 3.8 2.4 1.6 3.1 3.9 -.0 3.9 3.2 2.8 2.6 4.0 -.0 4.0
a =2 3.4 4.6 4.6 2.4 4.6 4.6
a =3 4.3 5.0 5.0 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 4.2 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 4.8 -.0 4.1 3.7 5.5 3.4 4.4 5.5
a=6 5.7 5.7 5.7 5.7
a=7 5.8 5.1 4.7 4.4 5.8 2.9 3.8 4.7 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 6.0 4.9 6.0 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 4.0 5.4 6.1 6.1 5.4
a =10 6.2 5.1 6.2 6.2
p = b ausgesiebt:
(S8 [ b=—6 [b=-8 [b=—4 [ b=-3[b=-3[b=-1[b=0]b=1[b=2[0b=3[b=4[b=5]0b=0]
a=1 3.8 2.4 0.0 3.1 3.9 -.0 3.9 0.0 2.8 2.6 4.0 -.0 2.4
a =2 3.4 2.9 4.6 2.4 4.6 4.6
a =3 4.3 5.0 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 2.6 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 4.8 -.0 4.1 3.7 5.5 3.4 4.4 5.5
a=6 5.7 5.7 4.1 5.7
a=7 5.8 5.1 4.7 2.8 5.8 2.9 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 6.0 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 2.4 5.4 6.1 4.5 5.4
a =10 6.2 5.1 6.2 6.2
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p = 7 ausgesiebt:

[Sla, ] [ b=—-6[b=—-5]b=—-4]b=-3]b=-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 3.8 2.4 0.0 3.1 3.9 -.0 0.0 0.0 2.8 2.6 4.0 -.0 2.4
a =2 3.4 2.9 4.6 2.4 4.6 4.6
a =3 4.3 5.0 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 2.6 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 4.8 -.0 4.1 3.7 5.5 3.4 4.4 5.5
a =6 5.7 5.7 4.1 5.7
a=7 5.8 5.1 4.7 2.8 5.8 2.9 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 6.0 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 2.4 5.4 6.1 4.5 5.4
a = 10 6.2 5.1 6.2 6.2

p = 11 ausgesiebt:

[Sla, ] [ b=—-6[b=—-5]b=—-4]b=-3]b=-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 3.8 -.0 0.0 3.1 3.9 -.0 0.0 0.0 2.8 2.6 4.0 -.0 0.0
a =2 3.4 2.9 4.6 -.0 4.6 4.6
a =3 4.3 2.6 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 2.6 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 -.0 -.0 4.1 3.7 5.5 3.4 4.4 5.5
a =6 5.7 5.7 4.1 5.7
a=7 5.8 5.1 4.7 2.8 3.4 2.9 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 6.0 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 -.0 5.4 6.1 4.5 5.4
a = 10 6.2 5.1 6.2 6.2

p = 13 ausgesiebt:

[Sla, ] [ b=—-6[b=—-5]b=—-4]b=-3]b=-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 3.8 -.0 0.0 3.1 3.9 -.0 0.0 0.0 2.8 0.0 4.0 -.0 0.0
a =2 3.4 2.9 4.6 -.0 4.6 4.6
a =3 4.3 0.0 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 .0 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 -.0 -.0 4.1 3.7 2.9 3.4 4.4 5.5
a =6 5.7 5.7 4.1 3.1
a=7 5.8 0.0 4.7 2.8 3.4 2.9 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 6.0 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 -.0 2.8 6.1 4.5 5.4
a = 10 6.2 5.1 6.2 6.2

p = 17 ausgesiebt:

[Sla, ] [ b=—-6[b=—-5]b=—-4]b=-3]b=-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 3.8 -.0 0.0 3.1 3.9 -.0 0.0 0.0 0.0 0.0 4.0 -.0 0.0
a =2 3.4 2.9 4.6 -.0 4.6 4.6
a =3 4.3 0.0 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 2.9
a =4 5.3 5.3 .0 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 -.0 -.0 4.1 3.7 2.9 3.4 4.4 5.5
a =6 0.0 5.7 4.1 3.1
a=7 5.8 0.0 4.7 0.0 3.4 2.9 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 3.1 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 6.1 6.1 -.0 0.0 6.1 4.5 5.4
a =10 6.2 5.1 6.2 3.4

p = 19 ausgesiebt:

[Sla, ] [ b=—-6[b=—-5]b=—-4]b=-3]b=-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 3.8 -.0 0.0 3.1 3.9 -.0 0.0 0.0 0.0 0.0 4.0 -.0 0.0
a =2 3.4 .0 4.6 -.0 4.6 4.6
a =3 4.3 0.0 3.4 4.3 3.6 5.0 5.0 -.0
a =4 5.3 5.3 .0 5.3 5.3 4.2
a=25 5.5 5.5 -.0 -.0 4.1 3.7 .0 3.4 4.4 5.5
a =6 0.0 5.7 4.1 3.1
a=7 5.8 0.0 4.7 0.0 3.4 -.0 3.8 3.1 5.2 5.8 3.4 5.9
a =8 3.8 6.0 3.1 4.9 4.4 6.0
a=9 4.7 3.1 6.1 -.0 0.0 6.1 4.5 5.4
a =10 6.2 5.1 6.2 3.4

Am Ende des 1. Siebprozesses bleiben 23 Paare (a, b) tibrig:

(9’ _1)’ (9’ 1)’ (3’ _4)’ (3’ 5)’ (4’ _1)’ (5’ _3)’ (5’ _2)’ (5’ 2)’ (6’ _5)’ (7’ _5)’ (7’ _3)’ (7’ _1)a (L 5)a

(1,6),(2,-3),(2,1),(1,=5),(1,—4),(1,=1),(1,0), (1,1), (1,2),(1, 3).
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Fiir die verbleibenden 23 Elemente wird nun TT[a, 8] = In |N(aa + b)| betrachtet:

[Tla, 6] [ b=—-6 [ b=—-5[b=—-4]b=-3]b=—-2]b=—-1]b=0]b=1][b=2[b=3[b=4]b=5]b=¢6 |
a=1 5.2 4.7 3.3 3.0 2.5 7 3.3 4.9 55
a=2 5.6 4.9
@ =3 6.8 4.6
a =4 7.2
a=5 8.0 8.0 7.7
a=6 3.6
a=7 9.1 9.0 8.9
a =8
a=9 9.6 9.5
a =10

p = 2 ausgesiebt:

[Tle,b] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]b=6 |
a=1 3.8 1.9 1.9 1.6 11 0.0 1.9 3.6 4.8
a=2 5.6 4.9
@ =3 4.7 3.2
a =4 7.2
a=5 6.6 7.3 7.0
a=6 3.6
a=7 77 7.6 75
a =8
a=9 8.2 8.2
a =10

p = 3 ausgesiebt:

[Tle,b] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]b=6 |
a=1 1.6 1.9 1.9 1.6 -0 0.0 1.9 3.6 4.8
a=2 5.6 4.9
@ =3 4.7 3.2
a =4 7.2
a=5 6.6 7.3 4.8
a=6 3.6
a=7 6.6 7.6 75
a =8
a=9 8.2 8.2
a =10

p = b ausgesiebt:

[Tle,b] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]0b=6 |
a=1 -0 1.9 1.9 0.0 -0 0.0 1.9 1.9 4.8
@ =2 5.6 4.9
@ =3 4.7 0.0
a=4 7.2
a=5 6.6 7.3 4.8
a=6 7.0
a=7 3.4 7.6 75
a =8
@ =9 8.2 8.2
a =10

p = 7 ausgesiebt:

[Tle,b] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]0b=6 |
a=1 -0 -0 -0 0.0 -0 0.0 -0 0.0 2.8
@ =2 5.6 4.9
@ =3 4.7 0.0
a=4 53
a=5 4.7 7.3 2.8
a=6 51
a=7 3.4 7.6 75
a =8
@ =9 6.3 8.2
a =10

p = 17 ausgesiebt

[Tle,b] [b=-6]b=—-5]b=—-4]b=-3[b=-2]b=—-1[b=0[b=1]b=2]b=3]b=4]b=5]0b=6 |
a=1 -0 -0 -0 0.0 -0 0.0 -0 0.0 0.0
@ =2 5.6 4.9
a=3 4.7 0.0
a=4 5.3
a=5 4.7 7.3 -0
a=6 51
a=7 3.4 7.6 75
a =8
@ =9 6.3 8.2
a = 10
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Es bleiben 11 Paare (a,b) uebrig:
(1,=5), (1,=4),(1,-1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,5),(1,6),(3,5), (5, 2).
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KAPITEL 12
Die diophantischen Gleichungen 2* + 3* = 2% und 2? + y* = 3723

1. Einfiithrung

Die Gleichung z2 + y® = 23 hat natiirlich offensichtlich die Lésungen
(z,y,2) =(0,1,1), (1,0,1), (1,-1,0).

Wir wollen zeigen, dass keine Losung mit z,y, z € Z und zyz # 0 existiert. Beim Beweis werden wir den
Zahlkorper Q(+/—3) benutzen. Wir stellen daher einige Aussagen iiber diesen Zahlkérper zusammen:

Wir betrachten K = Q(+/—3). Mit
=143

¢ 2

gilt
Zx =7Z[¢C] und C4¢+1=0 bzw. ¢ =-(-1.

Zx 1st ein Hauptidealring. Fir

T=1-—¢
gilt

2 _

T = =3C.

(7) ist das einzige 3 enthaltende Primideal von Zg . Die Einheitengruppe von Zg ist
Zi = {£1,£(,£¢*F mit G =1

Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

SATZ. Seim >0 und ¢ € {1,(,(?}. Genau dann gibt es x,y,z € Zg \ {0} mit
I g

wenn qilt
m=1mod3 wund e=¢(.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir den Satz:

SATZ. Es gibt keine x,y,z € Zx \ {0} mit

SATZ. Die Gleichungen x3 + 3> = 23 und 2> + y® = 323 haben keine Lésungen x,y,2 € Z mit xyz # 0.
Die Gleichung 23 + y® = 923 hat die Losung (z,y,z) = (1,2,1).
Beweis: Wir nehmen an, es gibt z,y, 2z € Z mit zyz # 0 und
24P =305
Wegen 3 = —(%7? gilt
l‘S 4 y3 — (_l)nCZnﬂ_Zn 3 _ CZnﬂ_Zn((_l)nz)S.
Der Hauptsatz impliziert (" = ¢ und 2n = 1 mod 3, was genau die Bedingung n = 2 mod 3 liefert. Dies

zeigt, dass 23 +y3 = 23 und 23+ 3> = 323 auch keine Lésungen mit z,y, 2 € Zg \ {0} besitzen. Der Rest
ist trivial. B

Version vom 15.2.2003
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2. Die Beweise

Das folgende Lemma stellt einige im folgenden mehrfach gebrauchte Aussagen iiber Kongruenzen modulo
4

7% zusammen.
LEMMA. 1. Fiir jedes o € Zg gibt es eindeutig bestimmte a; € {0,1,—1} mit
_ 2 3 4
a=ag+ a1+ asw + azw” mod 7.

2. War haben die Entwicklungen

¢ = l-m,

2 = 1474724 7% mod n?,
= —7? — 7% mod 7,
= —1—n*—7%modnr?

3. Fiir a =ap + a7+ asn? + azn® mod 7* mit a; € {0,1, -1} gilt

" laim™® mod 7t fiir ag = 0.

3 _ {ao mod 7 fiir ag = %1,

Beweis:
1. Dies folgt daraus, dass 0, 1, —1 ein Reprisentantensystem von Zg /() ist.
2. Aus 7 =1 — ¢ und n? = —3¢ folgt

¢ = 1-m,

G o= 1-2n4rmi=14+ 1=+’ =141+’ -3r=14+7+7"+ (=3 r =
l4+a4+m+n?Cr=14+r+0+ 3 =144+ 02+ 1+ 4+ 72+ )’ =
1+ 7+ 72 + 7 mod 7%,

(=3 (=) = (=)' = (-1 —a—71* = °)r? = —1? — 7° mod 7,

= —143=-1-7%—7 mod 7*

3. Wir setzen an a = ag + a1 + az7? + azm® mod 7t und erhalten wegen a? = a; (a; € {0,1,—1})
a3 = ag’ + 3a§a1ﬂ' + (3a§a2 + 3a0a%)ﬂ'2 + (3a§a3 + Bagayas + a?)ﬂ'?’ =

= ap+ (—71'2 — 7T3)aga1ﬂ' + (—71'2 — 7T3)(aga2 + aoaf)ﬂ'2 +
—1—(—71'2 — 7T3)(aga3 + 2a0a1a2)ﬂ'3 +ay

ap — ata1m® + a1 = ag + a(l— a%)ﬂ'?’ mod 7.

Daraus folgt

3

o3 = ag mod 74 fir ag = £1,
" laim® mod 7t fiir ag =0,

was die Behauptung beweist. B

LEMMA. Fiira,y,z € L mit x,y, 2 %2 0mod 7 und ¢ € Z7; gilt
2+ y° #e2° mod 7t
Insbesondere gilt ¥3 + y> # €23,

Beweis: x,y,z Z 0 mod 7 impliziert * = 1 mod 7, y = +1 mod 7, 2 = 1 mod 7. Dann folgt 23
+1mod 7*, ¥ = £lmod !, 22 = 1 modr?, also 2° + 3* = 2,0,~2mod 7*. Mit ¢ € Z%



2. DIE BEWEISE

{£1,£(, +¢?} und den zuvor hergeleiteten Entwicklungen erhélt man

1 mod 7 oder

9 3 4 —1 mod 74 oder
—1—7® — 7’ mod 7w oder A

3 3 _ 4 5_ Jl—mmodn oder
" 4+y =< 0modm oder und €z° = 4

14 72 + 7% mod 74 —14+ 7 modw oder

14+ 7+ 7%+ 72 mod n? oder

—1—7m—7%— 7 mod 74,

was sofort die Behauptung zeigt. B

LEMMA. Sind z,y,z € Zg \ {0}, e € {1,{, %}, m > 1 mat

By =™ und  ve(x) = v (y) = ve(z) =0,

so gilt:
1. Es st m > 4.

2. FEs glbt Z1,Y1,%1 € ZK \ {0}7 ne {1aCaC2} mat

3 3_ _ 2 m-3.3
ANyl =enm vy

3. Istm>5b, soqiltnp=1.
4. Ist m=4, so qilt ¢ = (.

und vz (1) = v (1) = vx(21) = 0.

205

Beweis: Nach eventueller Division von #,y,z durch ggT(z,y,2) kénnen wir immer ggT(z,y,2) = 1

voraussetzen.

1. Modulo 7 gilt 0 = 2 + 3® = (¢ + y)®> mod 7, also  + y = 0 mod 7 und damit 5 = —1 mod 7.

x

Dies impliziert, wie friiher gezeigt wurde, (£)® = —1 mod 7* und damit 23 + y®> = 0 mod 7%, was

Y
sofort die Behauptung m > 4 zeigt.

2. (a) Wegen £ = —1 mod 7 gibt es ein ¢ € {—1,0,1} mit o = —14cmmod 72, Dann ist (mit

5:

(=1-m)
z _ — 2
— = (Il-m(=14+er)=—-14(14c¢)r mod 7°,
)
G _ — — 2
>— = (I-2m(-14em)==-14+2+c)r=—-14(—1+¢) mod 7.
)
Nun ist —¢? = —1 — 7 mod 72. Geht man von z zu Czx oder %z iiber, so dndert sich an der

Ausgangsgleichung nichts. Also kénnen wir o.E.
ul = —¢? mod n*
)

annehmen. Dann folgt

x4+ %y =0 mod 7.
(b) Wir haben
z+y (x+Cy) + (1= Py = (2 + Cy) +7(2 = )y,
z4+Cy = (2+CY 1=y = (x+Cy) + (my,

was mit vr (z + (?y) > 2 sofort
vr (x4 y) =vr(2+Cy) =1
liefert. Die Zerlegung
(2 +9) (2 +Cy)(e +Cy) = 2° +¢° = en™ 2P
liefert nun

ve(e+y) =1, vr(e+ y) =1, vﬂ(x—l—czy) =m— 2.
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(c)
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Wir wollen nun untersuchen, welche gemeinsamen Teiler die Faktoren auf der linken Seite
folgender Gleichung haben kénnen:

(z+y)(x + Cy)(z + Py) = x>,

Angenommen, pla + y und pla + (y. Dann folgt auch p|¢x + {y und durch Subtraktion
pl(1 = )y und p|(1 — )=, also p|mz und p|ry. Das Primideal p teilt auch die rechte Seite
der Gleichung, also gilt p|rz. Da wir uns auf den Fall ggT(z, y, z) = 1 zuriickgezogen haben,
folgt p|m, also p = (7). Genauso sieht man die folgenden Aussagen:

geT(z +y, o+ (y)lm, geT(z+y, e+ Cy)lr, geT(x+ Cy,z+Cy)lr.
Die Anteile von m haben wir aber bereits bestimmt.
Die eindeutige Primfaktorzerlegung liefert jetzt aus
(x+y) - (24 Cy) (2 +Py) =en™2?
Darstellungen

r+y= un’x?, x4+ (y = vﬂ'y:f, v+ Cly = —wﬂ'm_zz?
mit Einheiten u,v,w € Z% und z1,y1,21 € Zg mit xq,y1,21 Z 0 mod 7. Dabei kénnen
wir u, v, w € {1,¢,¢?} annehmen. Das Vorzeichen bei z{ wurde fiir spiitere Formulierungen
gewdhlt. Man beachte, dass m > 4 gezeigt wurde. Die Gleichung

en™23 = ure® -vmy? - (—1)wr™ T2
liefert wegen u,v,w, e € {1,{,(*}
e=uwvw und z=-—w1Y121.
Es folgt sofort mit # = 1 — { durch Elimination
r=—Cuxt +vy, y=urd— vy

Daraus erhalten wir

m—2_3 _ 2.,
—wT 2 = 4+ Cy=

= (—Cua? + vy)) + P (ual — vyi) =
= —((1=Quai+ (1+ (1= vy} =
= —C(I—C)ux?—cz(l—C)vy? Z—C?TUl‘?—Czﬂ'vy? =

= —un(et + )
also
o4 S = o
Es gilt mit ¢ = vovw
2 2,2
%) = CZSU = qu’v, C% - 25;; - Cugzv - ZguzZB =eCtur’,

was
l‘? + Cuzvy:f = ECZUUZTFm_SZ?

zeigt. Schreiben wir n = Cu?v € {1,{,(?}, so erhalten wir schliefllich die gewiinschte Dar-
stellung

3 3 _ 2_m-—3_3
)+ ny] =en°w 27

3. Ist nun m > 5, so folgt aus der letzten Gleichung

n= —(x—l)?’ mod 72
Y1
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Wegen
(B8 = =41 modr?,
Y1
1 = 1modn?
¢ = 1—nmmodn?
¢ = (1-n)?=1-2r=1+7modr*

ist nur n = 1 moglich, was die Behauptung beweist.
4. Im Fall m = 4 erhalten wir die Gleichung

3+ = en’n
mit ¢, € {1,¢,¢*}. Modulo 7 gilt wegen ¢ = ¢* = 1 mod 7 die Kongruenz (z1+y1)® = 27 +ny5 =

0 mod piz, was y; = —x1 mod 7 liefert. Nach eventueller Multiplikation mit —1 kénnen wir o.E.
21 = 1 mod 7 und y; = —1 mod 7 annehmen. Modulo 7* erhalten wir

1 —n=en’n(xl) mod 7*  baw. em = %(n—n?) mod 7.
Wir betrachten n = 1,¢, (%
1—12 0,
e (1=¢) =(1—-n)r=r—nr"mod 7,
G- = C—(=—-(-) =71+ 7" mod 1.
Die einzige Moglichkeit 1st also
er=+(r—7?)mod 7, dh. &==%(1—7)modr®

Wegen (? =1+ n+ 72 mod 3, 1 =1 mod 73, { =1 — 7 mod =2 bleibt ¢ = ( iibrig. B

FOLGERUNG. Ist m = 0 mod 3 oder m = 2mod 3 und ¢ € {1,(,(?}, so gibt es keine x,y,z € Zx \ {0}
mat

3

xS 4+ y3 ez und Uﬂ—(l‘) = vﬂ'(y) = Uﬂ—(Z) =0.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall m = 2 mod 3. Wir nehmen an, es gibe eine Losung. Dann folgt
m > 5. Mit dem letzten Lemma erhélt man dann sukzessiv Losungen, wobel der Exponent bei m jeweils
um 3 kleiner wird t d.h. man erhélt auch Lésungen mit m = ..., 11,8,5. Anwendung des Lemmas fiir
m =5 fithrt auf den Exponenten m = 2, was der Abschitzung m > 4 widerspricht.

Im Fall m = 0 mod 3 wurde m = 0 bereits abgehandelt. Sei daher m > 0 und m = 0 mod 3 vorausgesetzt.
Wegen m > 4 erhilt man m > 6. Wie zuvor bekommt man Losungen der Gleichung mit Exponenten
m=...,12,9,6. Nochmalige Reduktion liefert den Widerspruch m = 3. ®

Bemerkung: Im Fall m = 1 mod 3 kann man keinen Widerspruch erhalten, da tatsichlich eine Losung
existiert: Wegen 3 = —(?n?, 9 = (n* gilt
13422=9.13=¢(x* 13,
d.h. im Fall m =4 und € = ¢ gibt es tatsichlich eine Losung. Wegen
Pr¢ (-1 =1-C=r=¢-Ca 17

sieht man auch, dass die Gleichung 3 + ny? = en?22 im Fall n = ¢, ¢ = ¢ eine Losung besitzt.

Bemerkung: Wir wollen nochmals die Formeln des vorangegangenen Lemmas weiterverfolgen. Wir be-
trachten den Fall n = 1. Aus = (u?v folgt dann v = (~tu~2 = (2u. Wir hatten

2+ =en™z®  und l‘? + y:f = 67Tm_32?.

Fiir z,y, z bestanden die Beziehungen:
r = —Cux?—l—vy? = —Cux?—l—czuy? = u(—Cx?—l—Czy:f),
y = ux?—vy? = ux?—czuyi’ = u(x?—czy:f),

= —XriY1z1-
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Dies wird im folgenden Lemma benutzt:

LEMMA. Seien x,y,z,« € Zg \ {0} und m >0 mit
By =arm? und  ve(x) = ve(y) = va(2) = 0.
Seien 2,7y, z definiert durch
F=—(P -y, =27 -0, T= -y
dann gilt %,9,Z € Zg \ {0} und
PP =arm™3E omit v, (@) = vz (y) = v (%) = 0.

Bewets: Wir haben

o= =+
7 o= 28— (NP
T+y = (1= =7’
T4 = @AY ) = -1 = -1 -0+’ =
= (g’
T+ = (PP =) = (P - O+ ) = (1= + ) =
= (r(@+y’) = ~(r- a2,
P+y = @+nE+@E+CY) =7’ Cry’ - (" al®) =
= —ar™PEyR? = an™ P (—ry2)? = an™ P,

Wir wollen nun zeigen, dass v, (Z) = 0 gilt. Angenommen, es wiirde 7|Z gelten. Dann folgte 0 = 7 =
—(a3+ Py = -2+ 92 = (y—2)® mod 7, also = y mod 7. Wegen v (2) = vr(y) = 0 kénnen wir nach
eventuellem Vorzeichenwechsel # = y = 1 mod  annehmen. Es wiirde folgen 3 = y® = 1 mod n* und
damit

2=+ 4> = an™z® =0 mod 7,
ein Widerspruch. Daher muss v, (%) = 0 gelten. Auf die gleiche Weise folgt aus § = 2% — (%y® = (x —

y)® mod 7 dann v, (§) = 0. Die Aussage v, (Z) = vy (—zyz) = 0 ist klar nach Voraussetzung. Damit ist
alles bewiesen. B

FOLGERUNG. Ist m =1 mod 3, so gibl es x,y,z € Zg \ {0} mit
23 4P =R
Beweis: Die Gleichung
P4+2=9=¢(n* 1% =(r-°

beweist die Behauptung in den Fallen m = 1 und m = 4. Mit dem vorangegangenen Lemma konstruiert
man sich aus der Losung fiir m = 4 nacheinander Lésungen fiir m = 7,10,13, ..., was die Behauptung
beweist. B

Wir kénnen nun den eingangs aufgestellten Hauptsatz beweisen:

Beweis des Hauptsatzes: Wir wollen also zeigen, dass genau dann z,y, 2 € Zg \ {0} mit 23+ y3 = en™23
gibt, wenn € = ¢ und m = 1 mod 3 gilt.

<= Die Existenz einer Losung im Fall ¢ = ¢ und m = 1 mod 3 wurde eben gezeigt.

= Wir nehmen an, wir haben z,y, 2z € Zg \ {0} mit 23 + y> = ex™23. Wir versuchen, dies auf bereits
behandelte Félle zu reduzieren.

e Nach eventueller Division von z,y, z durch ggT(x,y, z) konnen wir immer ggT(z,y,2) = 1 vor-
aussetzen.
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e Wir betrachten den Fall 7|z, 7 ty. Wir schreiben = 7%z mit k > 1, vy(z1) = 0 und 2 = 72
mit n > 0, vz(z1) = 0. Dann ist

3k .3 3 m+3n 3
e Yy =em + 21

Wére m > 1 oder n > 1, so wiirde der Widerspruch w|y folgen. Daher ist m = n = 0 und

e P =e2® mit we(y) = va(2) = 0.

Modulo 2 folgt ¢ = (%)3 = 41 mod 73. Beachtet man ¢ = 1 — 7 mod 7*, ¢?
72 mod 7, so bleibt nur die Méglichkeit & = 1. Dann ist
3 3k — Bk (

l+7m+72+

Y4 (—e2)? =y — e =~ = 1 (—2y)?
mit
U (Y) = vg(—£2) = vp(21) = 0.
Der Exponent bei 7 ist 3k = 0 mod 3. Wir haben bereits gezeigt, dass es in diesem Fall keine
Losung gibt. Also ist der Fall «w|a, 7 1 y nicht méglich.
e Genau wie eben zeigt man, dass der Fall 7 { 2, |y nicht vorkommt.
e Wir betrachten den Fall 7|z, 7|y und schreiben = 7%z, y = n'y; mit k,{ > 1. Wegen
ggT(z,y,z) =1 folgt 7§ z. O.E. konnen wir [ < k voraussetzen. Aus

71'3’“1‘:1)’ + 7T3ly:f —en™23

folgt dann 3! < m und damit
(Fk_ll‘l)S + yif — 67Tm_3l23.
Wir haben bereits gesehen, dass dann k& =1 gelten muss. Somit gilt

34yl = er™323 mit vr(21) = vr(y1) = v (2) = 0.

Wir haben bereits gezeigt, dass m — 3l = 0 mod 3 oder m — 3] = 2 mod 3 nicht mé&glich ist. Also
bleibt nur die Moglichkeit m = 1 mod 3. Durch sukzessive Anwendung des Lemmas finden wir
schlieBlich 22, y2, 22 € Zi \ {0} mit vr (22) = vz (y2) = vz (22) = 0 und

3 3 4,3
ro+ Yy =emzy.

Das Lemma liefert nun ¢ = ¢, womit schliefilich unsere Behauptung folgt. ®
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ANHANG A

Maple-Funktionen

# az_ma

# Programme fuer Maple 6 zur Vorlesung ueber Algebraische Zahlentheorie
# im Wintersemester 2002/2003

# 13.3.2003

B e o e e e
# Rechnen im Zahlkoerper:
# nf, pow, mulvek, rat_dar, cha_pol, Sp, N, sigma, dualbasis

# Faktorisierung von Polynomen ueber Zahlkoerpern:

# ggT, factor_K

# Moduln in Zahlkoerpern:

# modul2matrix, hnf_matrix, hnf_modul, modul_durchschnitt,

# modul_quo, modul_index, disc

# Ordnungen:

# ord_test, R_alpha, At_p, R_pmax_2, IpR, R_pmax, m2d, ord_max_2,
# ord_max

# Ideale:

# hnf_ideal, ideal_mult, v_p

# Gitter:

# phi_modul, 111 _modul, v_mult, v_add, v_smult, tausch, einh, 111
# Einheiten:

# Einh_Absch, log_abb, ell_1

# Bestimmung von Klassengruppe und Einheiten:

# MS, GRH_S, hnf_vp, rel_erzeugung, hR, restanteil, cl_einh_1,

# cl_einh_2

# Reine kubische Zahlkoerper Q(d~(1/3)):

# pur_cub, typ_pur_cub

B R

# Ein Zahlkoerper K wird durch ein Paar [f,a] angegeben, wobei f ein
# Polynom in a ist und im Zahlkoerper K die Beziehung f(a)=0 und K=Q(a)
# gilt.

B R
# Rechnen im Zahlkoerper #######HHHHRRIFFHHHHRRHAILHFHHHHHRHRLLHFHFRARY
B R

# Normalform fuer Zahlkoerperelemente (21.11.2002 - 18.2.2003)
# nf(g,K) mit K=[f,a]
nf :=proc()
local g, K, £, a, g_z, g_n, g_ni, ff;
g:=normal(args[1]); K:=args[2]; f£:=K[1]; a:=K[2];
g_z:=numer(g); g_n:=denom(g);

Version vom 13.3.2003
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# g nkg_ni + f*ff = 1, also g_n*g_ni = 1 (mod f) und
# g= g_z/g.n = g_zxg_ni (mod f)
if gcdex(g_n,f,a,’g_ni’,’ff’)<>1 then error "gcdex<>1"; fi;
rem(g_z*g_ni,f,a);
end;

# Potenzierung g°n fuer n aus Z im Zahlkoerper (21.11.2002)
# pow(g,n, [f,x]);
pow:=proc()
local g, n, zk, f, x, yy, nn, zz;
g:=args[1]; n:=args[2];
zk:=args[3]; f:=zk[1]; x:=zk[2];
yy:=1; if n<O0 then nn:=-n; zz:=nf(1/g,zk); else nn:=n; zz:=g; fi;
while nn>0 do
if nn mod 2=1 then yy:=rem(yy*zz,f,x); fi;
nn:=trunc(nn/2); zz:=rem(zz*zz,f,x);
od;
vy
end;

# Multiplikation gi“el*...grer mod £ (19.12.2002)
mulvek:=proc()

local g, e, K, f, x, yy, 1;

g:=args[1]; e:=args[2]; K:=args[3]; £:=K[1]; x:=K[2];

yy:=1;

for i from 1 to nops(g) do yy:=nf(yy*pow(glil,eli]l,K) ,K); od;

Yy
end:

# Rationale Darstellung von b aus K=[f,a]
# bzgl. Basis a"(n-1),...,a,1, falls rat_dar(b,K) eingegeben wird,
# bzgl. Basis R, falls rat_dar(b,R,K) eingegeben wird.
# (21.11.2002)
rat_dar:=proc()
local b, K, £, a, n, A, i, ¢, j, R, M_R, A_b;
if nargs=2 then
b:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
b:=nf(b,K);
A:=linalg[matrix](n,n);
for i from 1 to n do
c:=rem(b*a~(n-1i),f,a);
for j from 1 to n do
Ali,j]l:=coeff(c,a,n-j);
od;
od;
return evalm(4);
fi;
if nargs=3 then
b:=args[1]; R:=args[2]; K:=args[3];
M_R:=modul2matrix(R,K);
A_b:=rat_dar(b,K);
return evalm(M_R&*A_b&*M_R~(-1));
fi;
end;
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# Charakteristisches Polynom (in t) von b aus K=[f,a] (21.11.2002)
# cha_pol(b,K,t)
cha_pol:=proc()
local b, K, t;
b:=args[1]; K:=args[2]; t:=args[3];
linalg[charpoly] (rat_dar(b,K),t);
end;

# Spur von b in K (21.11.2002)

# Sp(b,K)

Sp:=proc()
local b, K, f, a, n, s, i;
b:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
s:=0;
for i from 0 to n-1 do

s:=s+coeff(rem(b*a~i,f,a),a,i);

od;
s;

end;

# Norm von b in K (21.11.2002)
# N(b, [£,al)
N:=proc()
linalgldet] (rat_dar(args[1],args[2]));
end;

# Komplexe Einbettungen (9.1.2003)
sigma:=proc()
local K, f, a, n, a_i, a_i_reell, a_i_komplex, 1i;
Digits:=100;
K:=args[1]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
a_i:=[fsolve(f,a,complex,fulldigits)];
a_i_reell:=[]; a_i_komplex:=[];
for i from 1 to n do
if Im(a_i[i])=0 then
a_i_reell:=[op(a_i_reell),a_il[il];
elif Im(a_i[i])>0 then
a_i_komplex:=[op(a_i_komplex),a_i[i]];
fi;
od;
[a_i_reell,a_i_komplex];
end;

# Dualbasis (20.12.2002)
# dualbasis(alpha,K)
dualbasis:=proc()
local alpha, K, £, a, n, S, i, jJ;
alpha:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
S:=array(1l..n,1..n);
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
S[i,jl:=Sp(alphalil*alphaljl,K);
od;
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od;
convert(evalm(S~(-1)&+*alpha),list);
end;

B
# Faktorisierung von Polynomen ueber Zahlkoerpern ###########H##H###H#H#HH
B

# ggT von Polynomen ueber Zahlkoerpern: ggT(f1,£2,K)
# Die verwendete Variable wird bestimmt. Der ggT wird normiert.
# 22.12.2002
ggT:=proc()
local f1, f2, K, a, x, £3, m;
fl:=args[1]; f2:=args[2]; K:=args[3]; a:=K[2];
x:=op((indets(f1) union indets(£2)) minus {al});
while £2<>0 do
£f3:=nf(rem(f1,£f2,x),K);
f1:=f2; £2:=£3;
od;
m:=degree(f1,x);
f1:=nf(f1/coeff(f1,x,m),K);
end;

factor_K:=proc()
local F, K, a, x, d, ¢, G, k, Ffactors, g_k, pp, i, p_i, P_i, e_i;

F:=args[1]; K:=args[2]; a:=K[2];
x:=op(indets(F) minus {al});
d:=degree(F,x); c:=coeff(F,x,d);
G:=F/c/ggT(F,diff(F,x) ,K); #printf("G=%a\n",G);
k:=0; Ffactors:=[];
do
g_k:=N(subs(x=x-k*a,G),K); #printf("k=Yd g_k=Ya\n",k,g_k);
#printf("ggT(g_k,g_k’)=%a\n",gcd(g _k,diff (g _k,x)));
if gecd(g_k,diff(g_k,x))=1 then
pp:=factors(g_k)[2];
#printf ("pp=ta\n",pp);
for i from 1 to nops(pp) do
p_i:=ppl[il[1]; #printf("i=Yd p_i=%a\n",i,p_1i);
P_i:=ggT(G,subs(x=x+k*a,p_i) ,K);e_1:=0; #printf("P_i=%a\n",P_i);
while nf(rem(F,P_i,x),K)=0 do
F:=nf(quo(F,P_i,x),K); e_i:=e_i+1;
od;
Ffactors:=[op(Ffactors),[P_i,e_il];
od;
return [c,Ffactors];
fi;
k:=k+1;
od;
end;

B R
# Moduln in Zahlkoerpern ###H####HHHHRRIFFHHHHRRAILHFHHHHHRHRELHFHFRARY
B R
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# modul2matrix(U,K) oder modul2matrix(U,V,K) - Uebergangsmatrizen
# 18.12.2002 - 19.12.2002
modul2matrix:=proc()
local U, V, K, f, a, n, M, i, M_i, j, matU, matV;
if nargs=2 then
U:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
M:=[1;
for i from 1 to nops(U) do
M_i:=[1;
for j from n-1 to 0 by -1 do
M_i:=[op(M_i),coeff(nf(U[il,K),a,j)];
od;
M:=[op(M),M_i];
od;
return M;
fi;
U:=args[1]; V:=args[2]; K:=args[3]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
matU:=modul2matrix(U,K);
matV:=modul2matrix(V,K);
convert(evalm(matU&*matV~(-1)),listlist);
end;

# Hermitesche Normalform einer Matrix mit rationalen Zahlen
# (18.12.2002)
hnf_matrix:=proc()
local M, n, M_nenner, d, dM, dMh, nz;
M:=args[1]; n:=nops(M[1]);
M_nenner:=denom(M); # Matrix mit Nennern
d:=ilcm(op(map(x->ilcm(op(x)),M_nenner)));
dM:=map (x->d*x,M) ;
dMh:=convert(linalg[ihermite] (dM),listlist);
nz:=[seq(0,i=1..n)];
while dMh[nops(dMh)]=nz do dMh:=subsop(nops(dMh)=NULL,dMh); od;
[d,dMh] ;
end;

# Hermitesche Normalform bzgl. einer Basis: hnf_modul(U,basis,K)
# oder bzgl. der # Standardbasis a"(n-1),...,a,1: hnf_modul(U,K)
# (18.12.2002)
hnf_modul:=proc()
local erzeuger, K, f, a, n, M, ddMh, d, dMh, basis;
erzeuger:=args[1]; K:=args[nargs]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
if nargs=2 then basis:=[seq(a"(n-i),i=1..n)]; £i;
if nargs=3 then basis:=args[2]; fi;
M:=modul2matrix(erzeuger,basis,K);
ddMh:=hnf_matrix(M); d:=ddMh[1]; dMh:=ddMh[2];
basis:=convert(evalm(dMh&*basis/d),list);
end;

# modul_durchschnitt(aa,bb,K) — Durchschnitt von Moduln
modul_durchschnitt:=proc()
local aa, bb, K, f, a, n, A, B, AB, d, dAB, U21;
aa:=args[1]; bb:=args[2]; K:=args[3];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);

215
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A:=modul2matrix(aa,K); B:=modul2matrix(bb,K);

AB:=[op(A),op(B)];

d:=ilcm(op(map(x->ilcm(op(x)),denom(AB))));

dAB:=map(x—>d*x,AB);

linalg[ihermite] (dAB,U); U21:=linalg[submatrix] (U,n+1..2%n,1..n);
hnf_modul (convert(evalm(U21&*aa),list) ,K);

end;

# modul_quo(aa,bb,K) - (aa:bb) Quotient von Moduln
modul_quo:=proc()
local aa, bb, cc, K, f, a, n, i, aa_b_1i;
aa:=args[1]; bb:=args[2]; K:=args[3];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
cc:=map(x->nf (x/bb[1],K),aa);
for i from 2 to n do
aa_b_i:=map(x->nf(x/bb[i],K),aa);
cc:=modul_durchschnitt(cc,aa_b_i,K);
od;
cc;
end;

# modul_index(U,V,K) - Indexberechnung [U:V] im Zahlkoerper K
modul_index:=proc()

local U, V, K;

U:=args[1]; V:=args[2]; K:=args[3];

abs(linalg[det] (modul2matrix(V,U,K)));
end;

# Diskriminante eines Moduls U wird hier berechnet mit
# der Formel disc(U)=[Z[a]:U] "2*disc(f), wobei U durch eine Z-Basis
# gegeben sein muss.
# disc(U,K)
# 20.12.2002
disc:=proc()
local U, K, £, a;
U:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2];
linalgldet] (modul2matrix(U,K)) "2*discrim(f,a);
end;

B R
# Ordnungen ###HHHFHHFHHHRHHHHUHHHRFHHAEAH AR R R R R R
B R

# ord_test(R,K) - Ist R eine Ordnung?
ord_test:=proc()
local R, K, f, a, n, S, v, i, j, beta;
R:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
S:={};
v:=modul2matrix([1],R,K)[1];
if max(op(denom(v)))>1 then S:=S union {[1,v]}; fi;
for i from 1 to n do
for j from i to n do
beta:=nf (R[i]*R[j],K);
v:=modul2matrix([betal] ,R,K)[1];
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if max(op(denom(v)))>1 then S:=S5 union {[[i,j],v]l}; £fi;
od;
od;
S;
end;

# Konstruktion der Ordnung R[alpha]
R_alpha:=proc()
local R, alpha, K, £, a, n, Ra, i, j;
R:=args[1]; alpha:=args[2]; K:=args[3];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
Ra:=R;
for i from 1 to n-1 do
for j from 1 to n do
Ra:=[op(Ra),nf(alpha~i*R[j],K)];
od;
od;
Ra:=hnf_modul(Ra,K);
end;

# At_p(R,p,K) - es werden (p"n-1)/(p-1) normierte Elemente von
# (1/p*R)/R nach ganzen Elementen durchsucht und eventuell das zuerst
# gefundene ausgegeben. Wurde nichts gefunden, wird O zurueckgegeben.
At_p:=proc()
local R, p, K, f, a, n, i, bl, b, beta, j, g, x, Nenner;
R:=args[1]; p:=args[2]; K:=args[3];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
for i from 1 to n do
for bl from 0 to p~(n-i)-1 do
b:=b1l;
beta:=R[i];
for j from i+l to n do
beta:=beta+(b mod p)*R[j];
b:=iquo(b,p);
od;
beta:=beta/p;
g:=cha_pol(beta,K,x);
Nenner:=denom(g) ;
if Nenner=1 then return beta; fi;
od;
od;
0;
end;

# zum 2. Verfahren im Kapitel ueber Ordnungen
R_pmax_2:=proc()
local R, p, K, alpha, R1;
R:=args[1]; p:=args[2]; K:=args[3];
do
alpha:=At_p(R,p,K);
if alpha=0 then return R; fi;
R1:=R_alpha(R,alpha,K);
printf ("Index=%d\n",modul_index(R1,R,K));
R:=R1;
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od;
end;

# IpR(R,p,K)
IpR:=proc()
local S, T, R, p, K, £, a, n, pp, nz, Fp, Ip, 1i;
R:=args[1]; p:=args[2]; K:=args[3]; £:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
pp:=p; while pp<n do pp:=pp*p; od; # pp=p "k mit p~(k-1)<n<=p~k
nz:=[seq(0,i=1..n)];
Fp:=modul2matrix(map(x->pow(x,pp,K),R),R,K) mod p;
linalglismith] (Fp,S,T);
S:=convert(S,listlist);
Ip:=map(x->x*p,R);
for i from 1 to n do
if convert(evalm(S[i]&+*Fp),list) mod p=nz then
Ip:=lop(Ip),evalm(S[i]&*R)];
fi;
od;
hnf_modul(Ip,X);
end;

R_pmax :=proc()
local R, p, K, Ip, Ri;
R:=args[1]; p:=args[2]; K:=args[3];
R:=hnf_modul(R,K);
do
Ip:=IpR(R,p,K);
Ri:=modul_quo(Ip,Ip,K);
if R1=R then return R; fi;
printf ("Index=%d\n",modul_index(R1,R,K));
R:=R1;
od;
end;

# Zerlegung einer ganzen Zahl in die Gestalt m"2*d mit d quadratfrei
# P_m enthaelt die Primteiler von m

m2d: =proc()
local n, nn, m, d, i, p, e, P_m;
n:=args[1i];

nn:=ifactors(n);
m:=1; d:=nn[1]; nn:=nn[2]; P_m:=[];
for i from 1 to nops(nn) do
p:=nnl[il[1]; e:=nn[i][2];
if e mod 2=1 then d:=d*p; e:=e-1; fi;
if e>0 then m:=m*p~(e/2); P_m:=[op(P_m),pl; fi;
od;
if m~2*d<>n then error "Fehler!"; fi;
[m,d,P_m]l;
end;

# Bestimmung der Maximalordnung zum 2. Verfahren im Kapitel ueber
# Ordnungen
ord_max_2:=proc()

local R, K, d_R, d_ R1l, m, d, P, 1i;
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R:=args[1]; K:=args[2];
d_R:=disc(R,K); d_R1:=m2d(d_R); m:=d_R1[1]; d:=d_R1[2]; P:=d_R1[3];
printf("disc(R)=%d*%d"2 P=Ya\n",d,m,P);
for i from 1 to nops(P) do
R:=R_pmax_2(R,P[i],K);
od;
printf("disc(R)=%d\n",disc(R,K));
R;
end;

# Bestimmung der Maximalordnung
ord_max:=proc()
local R, K, d_R, d_ R1l, m, d, P, 1i;
R:=args[1]; K:=args[2];
d_R:=disc(R,K); d_R1:=m2d(d_R); m:=d_R1[1]; d:=d_R1[2]; P:=d_R1[3];
printf ("disc(R)=Vd*%d"2 P=Y%a\n",d,m,P);
for i from 1 to nops(P) do
printf("p=Yd\n",P[i]);
R:=R_pmax(R,P[i],K);
printf ("R=%a\n",R);
od;
printf("disc(R)=%d\n",disc(R,K));
R;
end;

B R
# Ideale ####t#######HSHHARFH ARG HHRHHH RS HHHBHHH RS H R AR HH RS H R R R RHRRRH 7 RR
B R

# Hermitesche Normalform eines Ideals
hnf_ideal:=proc()
local aa, R, K, Raa, i, j;
aa:=args[1]; R:=args[2]; K:=args[3];
Raa:=[];
for i from 1 to nops(aa) do
for j from 1 to nops(R) do
Raa:=[op(Raa),nf(aalil*R[j],K)];
od;
od;
hnf_modul(Raa,K);
end;

# Multiplikation von Idealen (22.11.2002)
# ideal_mult(aa,bb,zk)
ideal_mult:=proc()
local aa, bb, K, cc, i, j;
aa:=args[1]; bb:=args[2]; K:=args[3];
cc:=[1;
for i from 1 to nops(aa) do
for j from 1 to nops(bb) do
cc:=[op(cc),nf(aalil*bb[j]1,K)];
od;
od;
cc;
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end;

# Bewertung v_p(a,lambda_p,o00,zk)
# 19.12.2002
v_p:=proc()
local v, a, lambda_p, oo, zk, nenner, aa;
v:=0; a:=args[1]; lambda_p:=args[2]; oo:=args[3]; zk:=args[4];
nenner:={1%};
while nenner={1} do
a:=nf (lambda_p*a,zk);
aa:=op(modul2matrix([al,co0,zk)); # Koeffizienten von a bzgl. oo
nenner:=convert(denom(aa),set);
if nenner={1} then v:=v+1; fi;
od;
v;
end;

B R
# Gitter HHBHHRLIFHHHREIIIHHHHHHRERRRRFRHBHRRRRA R R R R AR HRH R R RS
B R

# 9.1.2003

# phi(aa) eines Moduls aa von K

phi_modul:=proc()
local aa, K, a, sigma_a, phi_aa, i, phi_aa_i, j, b;
Digits:=1000;
aa:=args[1]; K:=args[2]; a:=K[2];
sigma_a:=sigma(X);

phi_aa:=[];
for i from 1 to nops(aa) do
phi_aa_i:=[];

for j from 1 to nops(sigma_al[1]) do
b:=subs(a=sigma_al[1][j],aalil);
phi_aa_i:=[op(phi_aa_i),b];
od;
for j from 1 to nops(sigma_a[2]) do
b:=subs(a=sigma_al[2] [j],aalil);
phi_aa_i:=[op(phi_aa_i),Re(b),Im(b)];
od;
phi_aa:=[op(phi_aa),phi_aa_il;
od;
phi_aa;
end;

111 _modul :=proc()
local aa, K, b, T, aa_neu;
Digits:=1000;
aa:=args[1]; K:=args[2];
b:=phi_modul(aa,K);
T:=111(b);
#printf ("T=Ya\n",convert(T,listlist));
aa_neu:=convert(evalm(T&*aa),list);
end;
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# Skalarprodukt zweier Vektoren
v_mult:=proc()

local a, b, s, i;

a:=args[1]; b:=args[2];

s:=0;

for i from 1 to nops(a) do

s:=s+alil*b[i];

od;

s;
end;

# Addition zweier Vektoren
v_add:=proc()
local a, b, c, i;
a:=args[1]; b:=args[2]; c:=[];
for i from 1 to nops(a) do
c:=[op(c),alil+b[il];
od;
c;
end;

# Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor
v_smult:=proc()

local k, a, b, i;

k:=args[1]; a:=args[2];

b:=[1;

for i from 1 to nops(a) do

b:=[op(b) ,k*alil];

od;

b;
end;

# Vertauschen von Basisvektoren

tausch:=proc()
local i1, i2, b, biil, bi2;
il:=args[1]; i2:=args[2]; b:=args[3];
bil:=b[i1]; bi2:=bl[i2];
subsop(i1=bi2,i2=bil,b);

end;

# n x n - Einheitsmatrix

einh:=proc()
local n, b0, b, i;
n:=args[1i];
b0:=[seq(0,i=1..n)]; b:=[1;
for i from 1 to n do

b:=[op(b),subsop(i=1,b0)];

od;
b;

end;

# LLL-Reduktion bei gegebener Gitterbasis
111:=proc()
local b_anfang, T, T_i, az, b_ende,
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b, m, n, i, j, b_stern, b_stern_i, c, b_i, mu_ij, k,
mu_iil, c_iil, az_tausch;
Digits:=1000;
b:=args[1]; # b=[b_1,...,b_m]
b_anfang:=b;
#printf ("Anfang: b=Ya\n",b);
#detb:=1linalgldet](b);
#printf ("detb=Y%f\n",detb);
if nargs<2 then c:=3/4; else c:=args[2]; fi;
m:=nops(b); n:=nops(b[1]);
T:=einh(m); # Transformationsmatrix
az_tausch:=0;
i:=1;
while i<=m do
if i=1 then
b_stern:=[b[1]];
i:=2;
#printf ("i=1\ni=2\n");
fi;
b_i:=bl[il; T_i:=T[i]l;
b_stern_i:=[seq(0,i=1..n)];
for j from i-1 to 1 by -1 do
mu_ij:=v_mult(b_i,b_stern[j])/v_mult(b_stern[j],b_stern[j]l);
#printf (" mu_%d%d=%f\n",i,j,mu_1ij);
k:=floor(mu_ij+1/2);
if type(k,integer)=false then
PLintE (" skokokskok ke ook otk sk koo stk ok e ok ok stk ok koo stk skok ok ok \ )
printf("mu_ij=%a\n",mu_ij);
printf ("k=%a\n",k);
PLintE (" skokokskok ke ook otk sk koo stk ok e ok ok stk ok koo stk skok ok ok \ )
fi;
if k<>0 then
b_i:=v_add(b_i,v_smult(-k,b[j]1));
T_i:=v_add(T_i,v_smult(-k,T[j]1));
mu_ij:=mu_ij-k;
#printf(" Ersetze b_%d durch b_%d-(%d)b_%d ",i,i,k,j);
#printf (" (neues mu_%d%d=%£f)\n",i,j,mu_ij);
fi;
b_stern_i:=v_add(b_stern_i,v_smult(-mu_ij,b_stern[j]));
if j=i-1 then mu_iil:=mu_ij; fi;
od;
b:=subsop(i=b_i,b); T:=subsop(i=T_i,T);
b_stern_i:=v_add(b_i,b_stern_i);
b_stern:=[op(b_stern),b_stern_i];
c_iil:=v_mult(b_stern[i],b_stern[i])/v_mult(b_stern[i-1],b_stern[i-1])
+mu_1iil~2;
#printf ("c_%d%hd=/f\n",i,i-1,c_iil);
if c_iil<c then
#printf ("Vertausche b_%d und b_%d\n",i,i-1);
az[i-1]:=az[i-1]+1;
b:=tausch(i,i-1,b);
T:=tausch(i,i-1,T);
az_tausch:=az_tausch+1;
b_stern:=subsop(i=NULL,b_stern); b_stern:=subsop(i-1=NULL,b_stern);
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#printf ("Ersetze i=Yd durch i=Yd\n",i,i-1);
i:=i-1;
else
#printf ("Ersetze i=Yd durch i=Yd\n",i,i+1);
i:=i+1;
fi;
od;
b;
b_ende:=b;
#printf ("b_ende=%a\n",b);
#printf ("az_tausch=%d\n'",az_tausch);
#printf ("%a\n", convert(evalm(b_ende-T&*b_anfang),listlist));
T;
end;

B R
# Einheiten ######HHHHHREIHHHHHHRHHHLRFRFRHRRREREHAHFHRHHRRERELHFHHRRRY
B R

# Einh_Absch - Abschaetzung fuer zusaetzliche Einheiten (8.1.2003)
# Einh_Absch(epsilon,R,K)
Einh_Absch:=proc()
local epsilon, R, K, £, a, n, R_dual, r, a_i, ¢, j, k, sj_ek, x_i, 1i;
epsilon:=args[1]; R:=args[2]; K:=args[3];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
R_dual:=dualbasis(R,K);
r:=nops(epsilon);
Digits:=50;
a_i:=fsolve(f,a,complex,fulldigits);
c:=array(l..n);
for j from 1 to n do
cljl:=1;
for k from 1 to r do
sj_ek:=sqrt(abs(subs(a=a_i[j],epsilon[k])));
cljl:=c[jl#max(sj_ek,1/sj_ek);
od;
od;
x_i:=array(l..n);
for i from 1 to n do
x_i[i]:=0;
for j from 1 to n do
x_i[i]:=x_i[i]+abs(subs(a=a_i[j],R_duallil))*c[j]1;
od;
od;
convert(x_i,list);
end;

# Logarithmische Abbildung (8.1.2003)
# log_abb(aa,k)
log_abb:=proc()
local aa, K, f, x, xxx, xx, u, i, log_aa, log_aa_i, j;
aa:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; x:=K[2];
Digits:=50;
xxx:=[fsolve(f,x,complex)];
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xx:=[1; u:=[1;

for i from 1 to nops(xxx) do
if Im(xxx[i])=0 then xx:=[op(xx),xxx[i]]; u:=lop(u),1];
elif Im(xxx[i])>0 then xx:=[op(xx),xxx[i]l]; u:=lop(u),2];

fi;

od;

log_aa:=[];

for i from 1 to nops(aa) do
log_aa_i:=[];

for j from 1 to nops(xx) do
log_aa_i:=[op(log_aa_i),uljl*1ln(abs(subs(x=xx[j],aalil)))];
od;
log_aa:=[op(log_aa),log_aa_il;
od;
log_aa;
end;

ell_1i:=proc()

local epsilon, K, f, a, a_i_alle, a_i, v_i, i, ell;

epsilon:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; a:=K[2];

Digits:=100;

a_i_alle:=[fsolve(f,a,complex,fulldigits)];

a_i:=[1; v_i:=[1;

# zuerst kommen die reellen Stellen

for i from 1 to nops(a_i_alle) do
if Im(a_i_alle[i])=0 then

a_i:=[op(a_i),a_i_alle[il]; v_i:=[op(v_i),1];

fi;

od;

# dann die komplexen Stellen

for i from 1 to nops(a_i_alle) do
if Im(a_i_alle[i])>0 then

a_i:=[op(a_i),a_i_alle[il]; v_i:=[op(v_i),2];

fi;

od;

a_i:=subsop(nops(a_i)=NULL,a_i); v_i:=subsop(nops(v_i)=NULL,v_i);

ell:=[];

for i from 1 to nops(a_i) do
ell:=[op(ell),v_i[il*1n(abs(subs(a=a_i[i],epsilon)))];

end;

ell;

end;

L T s
# Bestimmung von Klassengruppe und Einheiten ######H#H#HHHHHHRARERIHIHIH
L T s

# Minkowski-Schranke

# MS(R,K)

# 20.12.2002

MS:=proc()
local R, K, f, x, n, disc_R, r1, r2;
R:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; x:=K[2]; n:=degree(f,x);
disc_R:=disc(R,K);
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ri:=nops([fsolve(f,x)]);

r2:=(n-r1)/2;

printf("ri=Yd r2=Yd\n",rl,r2);

evalf ((4/Pi) r2#n!/n"n*sqrt(abs(disc_R)));
end;

# GRH-Schranke 12*1n~2|D|
GRH_S:=proc()

local Z_K, K;

Z_K:=args[1]; K:=args[2];

evalf(12*1n(abs(disc(Z_K,K)))"2);
end;

# Normalisierung der Relationenmatrix mit den v_p’s
# hnf_vp(A_neu,VP,A,Einh,lambda_p,Z_K,K)
hnf_vp:=proc()
local A_neu, VP, A, Einh, lambda_p, Z_K, K, i, a, v_pa, j, T, T4,
nzeile, VPh;
A_neu:=args[1]; VP:=args[2]; A:=args[3]; Einh:=args[4];
lambda_p:=args[5]; Z_K:=args[6]; K:=args[7];
# Aufnahme neuer Relationen in die Matrix (VP,A)
for i from 1 to nops(A_neu) do
a:=A_neulil;
v_pa:=[];
for j from 1 to nops(lambda_p) do
v_pa:=[op(v_pa),v_p(a,lambda_p[j][2],Z_K,K)];
od;
VP:=[op(VP),v_pal; A:=[op(h),al;
od;
printf ("VP=Ya\nA=Y%a\n",VP,A);
# Normalisierung
VPh:=linalg[ihermite] (VP,’T’);
VP:=convert(VPh,listlist); T:=convert(T,listlist);
TA:=[];
for j from 1 to nops(A) do
TA:=[op(TA) ,mulvek(A,T[j],K)];
od;
A:=TA,;
nzeile:=[seq(0, j=1. .nops(VP[1]))];
# Entfernung der letzten Zeilen
while VP[nops(VP)]=nzeile do
Einh:=[op(Einh),A[nops(VP)]1];
A:=subsop(nops(VP)=NULL,A);
VP :=subsop(nops (VP)=NULL,VP);
od;
[VP,A,Einh];
end;

# Erzeugung von Relationen

# rel_erzeugung(az,h,Hp,Z_K,K)

rel_erzeugung:=proc()
local az, h, Hp, Z K, K, £, x, n, zz, pp, p, 4, za, i, a, Na;
az:=args[1]; h:=args[2]; Hp:=args[3]; Z_K:=args[4]; K:=args[5];
f£:=K[1]; x:=K[2]; n:=degree(f,x);
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zz:=rand(-h..h);
pp:=1; p:=2;
while p<=Hp do
PP:=pPpP*pP;
p:=nextprime(p);
od;
printf ("pp=Y%d\n",pp);
A:=[1;
while az>0 do
za:=[];
for i from 1 to n do
za:=[op(za),zz()];
od;
if igcd(op(za))=1 then
a:=evalm(za&*Z_K);
Na:=abs(N(a,K));
while igcd(Na,pp)>1 do
Na:=Na/igcd(Na,pp);
od;
if Na=1 and a<>1 and a<>-1 then
A:=[op(4),a]l;
az:=az-1;
fi;
fi;
od;
A;
end;

# 13.1.2003
# hR approximativ - bisher nur ein Fall behandelt.
# Nur R=Z[a] wird behandelt, ausserdem sollte nur 1 und -1
# Einheitswurzeln in R sein. Ist a_K der Ausgabewert, so gilt
# 2°(-1/2)<hR/a_K<2"(1/2) (unter der Annahme von GRH).
hR:=proc()
local R, K, f, x, n, w, rl, r2, p_max, hR, p, i, a_p, F, J;
R:=args[1]; K:=args[2]; £:=K[1]; x:=K[2]; n:=degree(f,x);
if disc(R,K)<>discrim(f,x) then
error '"Der Fall R<>Z[a] wird nicht behandelt!'";
fi;
Ww:=2;
ri:=nops([fsolve(f,x)]); r2:=(n-r1)/2;
p_max:=floor(12*1ln(abs(discrim(f,x)))"2);
printf ("p_max=Yd\n",p_max);
hR:=w*sqrt(abs(discrim(f,x)))/2°r1/(2*Pi) r2;
p:=2; i:=1;
while p<=p_max do
a_p:=1-1/p:
F:=(Factors(f) mod p)[2]:
for j from 1 to nops(F) do
a_p:=a_p/(1-1/p~degree(F[j1[1],x)):
od:
hR:=hR*a_p:
if i mod 100=0 then
printf("$p\\le %d$ & %f \\\\ \\hline\n",p,evalf(hR)):
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fi:
p:=nextprime(p); i:=i+1;
od;
evalf(hR);
end;

restanteil:=proc()
local x, HM;
x:=abs(args[1]); M:=args[2];
while igcd(x,M)>1 do x:=x/igcd(x,M); od;
x;
end;

# Einhabe: K=[f(a),al, wobei Z_K=Z[a] gelten muss.
# Zurueckgegeben wird [hh_K,E], wobei h_K ein Teiler von hh_K ist und
# E aus nichttrivialen Einheiten besteht.
# (Bis zur Minkowski-Schranke werden alle Primideale betrachtet.)
cl_einh_1:=proc()
local K, £, a, n, R, MS_RK, p_liste, p, prod_p_liste, streichen, F,
i, grad_pp, pp, pp_ell, pp_111, v, p_i, pp_i, la_i, la, j,
p_i_set, prod_p_i, S, x, V, A, E, beta, v_beta, Vh, T, TA,
nzeile, E1, e, hh_K;
K:=args[1];
f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);
R:=[seq(a"(n-1),i=1..n)];
MS_RK:=MS(R,K); # Minkowski-Schranke
printf ("Minkowski-Schranke=%f\n" ,MS_RK);
p_liste:=[]; prod_p_liste:=1;
p:=2;
while p<=MS_RK do
if Irreduc(f) mod p=false then
p_liste:=[op(p_liste),pl;
prod_p_liste:=prod_p_liste*p;
fi;
p:=nextprime(p);
od;

streichen:=1;
while streichen=1 and nops(p_liste)>0 do
p:=p_listel[nops(p_liste)];
prod_p_liste:=prod_p_liste/p;
F:=(Factors(f) mod p)[2];
for i from 1 to nops(F) do
grad_pp:=degree(F[i][1],a);
pp:=hnf_ideal([p,F[i]1[1]],R,K);
pp_111:=111_modul(pp,K);
v:=map(x->restanteil (N(x,K)/p~grad_pp,prod_p_liste),pp_111);
streichen:=max(streichen,min(op(v)));
od:
if streichen=1 then p_liste:=subsop(nops(p_liste)=NULL,p_liste); fi;
od;

if p_liste=[] then printf("Klassenzahl 1\n"); return [[1,[]1,[]1]; £fi;
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p_i:=[1; pp_i:=[1; la_i:=[1;
while nops(p_liste)>0 do
p:=p_listel[nops(p_liste)];
F:=(Factors(f) mod p)[2];
for i from 1 to nops(F) do
pp:=hnf_ideal([p,F[i]1[1]],R,K);
pp:=111_modul (pp,K);
la:=1/p;
for j from 1 to nops(F) do
if j<>i then
la:=expand(laxF[j1[1]1"F[j1[2]);
else
la:=expand(laxF[j1[1]1~(F[j1[2]1-1));
fi;
od;
p_i:=lop(p_1),p];
pp_i:=lop(pp_1i),ppl;
la_i:=[op(la_i),lal;
od;
p_liste:=subsop(nops(p_liste)=NULL,p_liste);
od;

p_i_set:=convert(convert(p_i,set),list);

prod_p_i:=1;

for i from 1 to nops(p_i_set) do
prod_p_i:=prod_p_i*p_i_set[i];

od;
S:=p_i_set;
for i from 1 to nops(pp_i) do
pp:=pp-ilil;
for j from 1 to nops(pp) do
x:=ppljl;

if igcd(op(op(modul2matrix([x],R,K))))=1 and
restanteil(N(x,K),prod_p_i)=1 then
S:=[Lop(S),x];
fi;
od;
od;

v:=[; A:=[1; E:=[1;

for i from 1 to nops(S) do
beta:=S[i];
v_beta:=map(x->v_p(beta,x,R,K),la_i);
V:=[op(V),v_betal; A:=[op(A),betal;

od;

Vh:=linalg[ihermite] (V,’T’):
V:=convert(Vh,listlist): T:=convert(T,listlist):
TA:=[]:
for j from 1 to nops(A) do

TA:=[op(TA) ,mulvek(A,T[j],K)]:

od:

A:=TA:
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nzeile:=[seq(0, j=1..nops(V[1]))]:

while V[nops(V)]=nzeile do
E:=[op(E),Alnops(V)1]:
A:=subsop(nops(V)=NULL,A):
V:=subsop(nops(V)=NULL,V):

od:

E1:=[1;
for i from 1 to nops(E) do
e:=E[i];
if abs(N(e,K))<>1 then printf("Fehler!\n"); fi;
if e<>1 and e<>-1 then
if coeff(e,a,degree(e,a))<0 then e:=-e; fi;
El:=[op(El),el;
fi;
od;
El:=convert(El,set); E:=convert(E1l,list);

hh_K:=0;
if nops(V)=nops(V[1]) then hh_K:=linalg[det](V); £fi;
[hh_K,E];

end;

Einhabe: K=[f(a),al], wobei Z_K=Z[a] gelten muss.

Zurueckgegeben wird [hh_K,E], wobei h_K (sehr wahrscheinlich) ein

Teiler von hh_K ist und E aus nichttrivialen Einheiten besteht.

(Es wird nach Relationen zwischen den 20 ersten nichttraegen

Primidealen gesucht, wobei sich die Relationen sich aus

LLL-reduzierten Basiselementen der Primideale ergeben.)

cl_einh_2:=proc()

local K, £, a, n, R, p_i, pp_i, la_i, p, F, i, pp, la, j, prod_p_i,
A, beta, V, E, v_beta, Vh, T, TA, nzeile, E1, e, hh_K;

K:=args[1];

f£:=K[1]; a:=K[2]; n:=degree(f,a);

R:=[seq(a"(n-1),i=1..n)];

#
#
#
#
#
#

p_i:=[1; pp_i:=[1; la_i:=[1;

p:=1;
while nops(pp_i)<20 do
printf ("nops (pp_i)=¥a\n",nops(pp_i));
p:=nextprime(p);
if Irreduc(f) mod p=false then
F:=(Factors(f) mod p)[2];
for i from 1 to nops(F) do
pp:=hnf_ideal([p,F[i1[1]1],R,K);
pp:=111_modul (pp,K);
la:=1/p;
for j from 1 to nops(F) do
if j<>i then
la:=expand(la*F[j1[1]1"F[j1[2]1);
else
la:=expand(la*F[j1[1]1~(F[j1[2]1-1));
fi;
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od;
p_i:=lop(p_1),p];
pp_i:=lop(pp_i),ppl;
la_i:=[op(la_i),lal;
od;
fi;
od;

prod_p_i:=1;

for i from 1 to nops(p_i) do
prod_p_i:=ilcm(prod_p_i,p_i[il);

od;

A:=convert(convert(p_i,set),list);
printf ("A=%a\n",A);
for i from 1 to nops(pp_i) do
pp:=pp_ilil;
for j from 1 to nops(pp) do
beta:=pp[jl;
if restanteil(N(beta,K),prod_p_i)=1 then
A:=[op(4),betal;

fi;
printf("A=Y%a\n",A);
od;
od;
v:=[1; E:=[1;

for i from 1 to nops(A) do
beta:=A[i];
v_beta:=map(x->v_p(beta,x,R,K),la_i);
V:=[op(V),v_betal;

od;

Vh:=linalg[ihermite] (V,’T’):

V:=convert(Vh,listlist): T:=convert(T,listlist):

TA:=[]:

for j from 1 to nops(A) do

TA:=[op(TA) ,mulvek(A,T[j],K)]:

od:

A:=TA:

nzeile:=[seq(0, j=1..nops(V[1]))]:

while V[nops(V)]=nzeile do
E:=[op(E),Alnops(V)1]:
A:=subsop(nops(V)=NULL,A):
V:=subsop(nops(V)=NULL,V):

od:

E1:=[1;
for i from 1 to nops(E) do
e:=E[i];
if abs(N(e,K))<>1 then printf("Fehler!\n"); fi;
if e<>1 and e<>-1 then
if coeff(e,a,degree(e,a))<0 then e:=-e; fi;
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El:=[op(El),el;
fi;
od;
El:=convert(El,set); E:=convert(E1l,list);

hh_K:=0;
if nops(V)=nops(V[1]) then hh_K:=linalg[det](V); £fi;
[hh_K,E];

end;

B R
# Reine kubische Zahlkoerper Q(d~(1/3)) #dtdtitatittttatatttatatatatatatatit it atat st it
B R

# Ausgabe: K, R, pp, la bzw. K, R, ppl, pp2, lal, 1la2
pur_cub:=proc()
local d, x, K, p, a, b, R, pp, uvw, u, v, w, la, M, ppl, pp2, lal,

la2;
d:=args[1]; x:=args[2];
K:=[x"3-d,x];

p:=2; a:=1; b:=1;
while p<=d do
if d mod p~2=0 then b:=b*p; fi;
if d mod p~3=0 then
printf("d=Y%d nicht kubikfrei!\n",d); return [];
fi;
p:=nextprime(p);
od;
a:=d/b"2;
if (a"2-b"2) mod 9>0 then
R:=[x"2/b,x,1];
if d mod 3>0 then
pp:=[x"2/b-b,x-a,3];
else
pp:=[x"2/b,x,3];
fi;
for uvw from 1 to 26 do
u:=iquo(uvw,9) mod 3;
v:=iquo(uvw,3) mod 3;
w:=uvw mod 3;
la:=(u*R[1]+v*R[2]+w*R[3])/3;
M:=denom(modul2matrix (map(t->nf (la*t,K),pp),R,K));
if M=[[1,1,11,[1,1,1],[1,1,1]] then break; fi;
od;
return [K,R,pp,lal;
else
R:=[(x"2+d*x+b"2)/(3*b) ,x,1];
ppl:=[R[1]1-b*(a~2+2)/3,R[2]-a,3];
pp2:=[R[1]1-b*(a"2-1)/3,R[2]-a,3];
for uvw from 1 to 26 do
u:=iquo(uvw,9) mod 3;
v:=iquo(uvw,3) mod 3;
w:=uvw mod 3;
lal:=(u*R[1]+v*R[2]+w*R[3])/3;

231
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M:=denom(modul2matrix (map(t->nf(lail*t,K),ppl),R,K));
if M=[[1,1,11,[1,1,1],[1,1,1]] then break; fi;
od;
for uvw from 1 to 26 do
u:=iquo(uvw,9) mod 3;
v:=iquo(uvw,3) mod 3;
w:=uvw mod 3;
la2:=(u*R[1]+v*R[2]+w*R[3])/3;
M:=denom(modul2matrix (map (t->nf (la2+*t,K),pp2) ,R,K));
if M=[[1,1,11,[1,1,1],[1,1,1]] then break; fi;
od;
return [K,R,ppl,pp2,lal,la2];
fi;
end;

# Typ eines reinen kubischen Zahlkoerpers:
# a"2<>b"2 mod 9 oder a"2=b"2 mod 9
# ist d 3-te Potenz oder nicht kubikfrei, wird O zurueckgegeben
typ_pur_cub:=proc()
local d, p, a, b;
d:=args[1];
if d=1 then return 0; fi:
p:=2; a:=1; b:=1;
while p<=d do
if d mod p~2=0 then b:=b*p; fi;
if d mod p~3=0 then return 0; fi;
p:=nextprime(p);
od;
a:=d/b"2;
if (a"2-b"2) mod 9>0 then return 1; else return 2; fi;
end;

B R



ANHANG B

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1: Zeige, dass # = 3.141592 . .. irrational ist.

(Anleitung: Wir nehmen an, es gilt 7 = ¢ mit natiirlichen Zahlen a und b. Wir definieren

2" (a — bx)?
Jo) = ==
Zeige runichst, dass f((0), f4)(x) € Z fiir alle i und damit F(0), F(r) € Z gilt. Folgere mit

4
dx

und  F(z) = f(z) — fP @)+ fWD () =+ (=) FO) ().

(F'(z)sinz — F(z)cosz) = (F"(z) + F(z))sinz = f(x)sinz
die Beziehung
/0 f(z)sinzde = F(r) + F(0) € Z.

Zeige fiir 0 < & < m und hinreichend grofles n
m™a” 1

n! T

0< f(e)sine <

und folgere den Widerspruch
0< / flx)sinzde < 1))
0

Aufgabe 2: Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen (in C) abzahlbar ist.

Aufgabe 3: Zeige, dass In2 = 0.6931 ... transzendent ist.

Z'—Zz

Aufgabe 4: Zeige, dass " = gilt, und folgere mit dem Satz von Gelfond-Schneider die Transzendenz

von e”.
Aufgabe 5: Zeige mit dem Satz von Liouville, dass die Zahl Y, 2% transzendent ist.

Aufgabe 6: Zeige (mit dem Satz von Roth), dass die diophantische Gleichung
ar® +by® =¢

bei vorgegebenen a, b, ¢ € N nur endlich viele Lésungen z,y € Z hat.

Version vom 13.3.2003
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Aufgabe T: Zeige, dass mindestens eine der beiden Zahlen e + 7 oder ex irrational ist.

Aufgabe 8: Sei K der Zahlkérper Q(a), wobei f(a) = 0 gilt mit f = 22* + 323 + 52?4+ 7z + 11. Fiir die
Elemente

134 17a
T 19+ 23a

bestimme man die Darstellung als Linearkombination von 1, o, a2, a® und das Minimalpolynom.

2002

B

und y=a«

Aufgabe 9: (Erweiterter euklidischer Algorithmus fiir Polynome) Durch folgendes Verfahren erhilt man
zu zwei Polynomen A, B € Q[z] eine Darstellung

AU+ BV =D mit UV,DeQ[z] und D=ggT(A4,B).

1. Setze U :=1, D:= A, V; :=0, V3 :=B.

Ist V3 =0, berechne V := (D — AU)/B und gib U, V, D als Lésung aus.

3. Teile D durch V3 mittels Polynomdivision: D = QV3 4+ R, setze T :=U —V1Q, U := V1, D := Vs,
Vi =T, V3 := R und gehe zuriick zu 2.

Warum funktioniert das Verfahren?

[\]

Aufgabe 10: Ist K ein quadratischer Zahlkorper, so gilt fiir die Quadrate:
[(*2 N Q* — Q*Z U Q*Zd,

wo d eine quadratfreie ganze Zahl ist. Zeige so, dafl die quadratischen Zahlkorper in Bijektion zu den
quadratfreien ganzen Zahlen # 0,1 stehen.

Aufgabe 11: Sind K C L Zahlkérper, so ist L ein K-Vektorraum, jedes o € L liefert also durch
Multiplikation einen K-Vektorraum-Endomorphismus f, von L. Man definiert dann Spur und Norm

durch
SpL|K(a) =5p(fa) und Npg(a)=det(fs).
Zeige, dass fiir drei Zahlkérper K C L C M und o € M gilt:

SPak (@) = Sprk (SParyp(@))  und  Najx (o) = Npjx (Narjz(«)).

Aufgabe 12: Ist K ein Zahlkérper und a € K, so ist das charakteristische Polynom von « eine Potenz
des Minimalpolynoms von «.

Aufgabe 13: Ist der Zahlkorper K iiber Q galoissch, so sind die Einbettungen o; : K — C entweder
alle reell oder es ist keine davon reell.

Aufgabe 14: Fiir einen kubischen Zahlkorper gilt (r1,7r2) € {(3,0),(1,1)}. Gib Beispiele fiir beide
Méglichkeiten an.
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Aufgabe 15: K = Q(a) mit f(a) =0 und f =23 — 3z + 1.
1. Das Polynom f hat drei Nullstellen in K. Bestimme sie.
2. Diagonalisiere die rationale Darstellung von a.

Aufgabe 16: Sei K ein Zahlkérper vom Grad n und n = r; 4+ 27». Ist a1, ..., a, eine Q-Basis von K,
so gilt fiir das Vorzeichen der Diskiminante

sgn(disc (ag, ..., a)) = (—=1)".

Aufgabe 17: Ist K ein Zahlkorper vom Grad n, so gibt es eine Q-Basis a1,...,a, von K, so dafl
(Sp(evicr;)) eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 18: Sei K ein Zahlkérper vom Grad n, seien o1,...,0,, die reellen, =, 7, ..., 7,7, die
komplexen Einbettungen von K in C. Wir betrachten R™ mit den Koordinaten

LTlyee s Tryy Y1, 215 - 5 Yray Zrg

und definieren eine symmetrische Bilinearform auf R™ durch
71 2
Q((xla"'aleaylazla"'ayT2aZ7‘2)a(xla"'aleaylazla"'ayTzasz)): § x2x2+2§ (y]y]_zjzj)
i=1 j=1

Definiert man ¢ : K — R”™ durch
P(o) = (o1(a), ..., 00 (@), Re(m (@), Im (r (), . .., Re (7, (@), Im (70, (),
so gilt:
1. a1,...,an € K sind genau dann eine Q-Basis von K, wenn ¢(a1),. .., ¢ (o) eine R-Basis von

R" bilden.
2. Fir o, 8 € K gilt

Sp(af) = Q(¢(a), ¥(8))-

3. Ist a1, ...,an, € K eine Orthogonalbasis bzgl. der Spurform von K, d.h. gilt Sp(e;a;) = 0 fiir
i # j, so sind von den n Zahlen Sp(«;a;) genau 71 + r2 Zahlen positiv und ra negativ. (Hinweis:
Sylvesterscher Tragheitssatz)

Aufgabe 19: Man definiere Zahlkérper K = Q(a) und L = Q(8) durch f(a) = 0 und g(8) = 0, wobei
f=a2%—86x—5lr—8 und g¢=ax°— 3827+ 234z — 431
gilt. Sind K und L isomorph?

Aufgabe 20: Sei K = Q(«a) mit o® = 2 und U der von

1 1 1
a+1" a+2 a+3

erzeugte Untermodul von K. Bestimme die Hermitesche Normalform von U bzgl. der Q-Basis 1, o, o?

und disc (U7).
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Aufgabe 21: Wieviele Untermoduln vom Index p hat Z?, wenn p eine Primzahl ist?

Aufgabe 22: Zeige, dafl sich jedes Element « eines Zahlkérpers schreiben 148t als o = %ﬁ, wo d eine
natiirliche Zahl ist und 3 ganz algebraisch ist.

Aufgabe 23: Sei K ein Zahlkérper vom Grad n > 2 und
R=Z+Zws+ -+ 2w,
eine Ordnung. Fiir d € N ist dann
Ry=Z+7 dws+---+7Z - dw,
eine Ordnung mit [R: Ry] = d"~ 1.

Aufgabe 24: Sei K = Q(«a) mit a3 = 2. Zeige:
1. Z[a] = Z]a + o7, aber Z[2a] # Z[2a 4 2a7].
2. Zla — o?] = Z[ba + 4a7].

Aufgabe 25: Zeige, daf folgende Gleichungen keine Losungen x,y € Z besitzen:
B —2P =4, P22 =5 2P-25=9

Aufgabe 26: Sei d € Z \ {0, 1} quadratfrei. Die Ordnungen des Zahlkorpers Q(\/E) sind dann

4vVd e g —
L= Z+7f% flfrd_lmodél, mit  feN.
7+ ZfVd fiir d = 2,3 mod 4
Zeige fiir f,g € N
RyCRy <— [y
und

Ry Ry = Rggr(s,q)-

Aufgabe 27: Sei [ = azx® + asz? + a1z + ag € Z[z] ein iiber Q irreduzibles Polynom, K = Q(«) mit
f(a) =0, und 8 = asa,y = aza’ 4+ asa € K. Zeige, dass

R=7Z+Z8+1Zy
eine Ordnung in K ist, und dass disc (R) = disc (f) gilt.

Aufgabe 28: Bestimme fiir jedes d € {—23, —31, —44} einen kubischen Zahlkorper K mit Diskriminante
disc (K) = d.

Aufgabe 29: Bestimme eine Ganzheitsbasis fiir K = Q(a) mit o® = 10.
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Aufgabe 30: Sei K = Q(«a) mit a? = —5 und R = Z[a]. Es gilt
6=2-3=(14a)(l—«).
Bestimme Ideale a;,az, a3, a4 C R (und ihre hermitesche Normalform bzgl. der Basis «, 1), sodass
(2) = aaz, (3)=azay, (1+a)=mo3 (1—a)=ua04

gilt, und erkldre damit obige Faktorisierung auf Idealebene.

Aufgabe 31: Sei K = Q(a) mit o® —a —1=0.
1. Zeige, dass Z[a] die Maximalordnung von K ist.
2. Bestimme die hermitesche Normalform aller Ideale von Z[a] mit Norm 59 bzgl. der Z-Basis a?, a; 1.

Aufgabe 32: Zeige, dass fiir teilerfremde Ideale a und b einer Ordnung R gilt:
N(ab) = N(a)N(b).

Aufgabe 33: Sei a ein Ideal einer Ordnung R, seien ai, as teilerfremde natiirliche Zahlen mit ajas € a.
Zeige: a; = a+ Ra; und a; = a + Ras sind teilerfremde Ideale und es gilt

a=ajas, N(Cl) = N(al)N(aZ)a ggT(N(al),N(az)) =1

Aufgabe 34: Sei K = Q(a) mit a? = 17. Bestimme die Primideale der Ordnungen R = Z[a] und
S = Z[1$2], die das Element 2 enthalten, und vergleiche sie.

Aufgabe 35: In der Maximalordnung R = Z[H'T\/__S] des Zahlkérpers K = Q(y/—3) gibt es fiir p =
1 mod 3 genau zwei Primideale, die p enthalten, sonst genau eines. (Hinweis: R = Z[(3] mit der dritten

—1+\/—_3)
==

Einheitswurzel (5 =

Aufgabe 36: Die drei Polynome
fi=2>—182—6, fo==2>—360—78, f3=ux—>54x—150
sind irreduzibel iiber Q und haben die gleiche Diskriminante disc f; = 22356 = 22 - 35 . 23. Man definiert
Ki=Q() mit fi(ey) =0.
1. Zeige, dass Zg, = Z[ay] gilt. (Insbesondere haben dann alle drei Zahlkérper die gleiche Diskrimi-
nante 22356.)

2. Bestimme jeweils die p = 5 und p = 11 enthaltenden Primideale von Zg,.
3. Folgere, dass alle drei Zahlkorper K; paarweise nicht isomorph sind.

Aufgabe 37: Sei K = Q(¢) mit f(§) =0 und f = 2® + 2% — 22 4+ 8. Dann ist

_&+¢

7y = 7w, + Zws +Zws mit  w; 5

wy=¢, wz=1
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Die Primideale von Zg, die 2 enthalten, sind
1= ZW1—|—ZL&2—|—Z2, P2 = Z(W1—|—1)—|—ZWQ—|—Z2, P3 = Z(W1—|—1)—|—Z(WQ—|—1)—|—Z2

1. Zeige, dass es fiir jedes i = 1,2,3 eine Ordnung R; = Z[«;] und ein Primideal q; C R; gibt mit

Zgag; =p;.
2. Zeige, dass in jedem Fall Ry # Ra, Ry # Rs, Ra # Rs gelten muss.

Aufgabe 38: Fiir K = Q(v/2,V3) ist Zxg = Z[a] mit a = %(\/5—1— V/6), wobei a das Minimalpolynom
f=x*— 422+ 1 hat.

1. Bestimme fiir jede Primzahl p < 30 alle Primideale p C Z g, die p enthalten.

2. Zeige, dass es kein Primideal p C Zx gibt mit

N(p) =p® oder N(p)=p"

wenn p die in p enthaltende Primzahl ist.

Aufgabe 39: Sei a ein von 0 verschiedenes Ideal der Ordnung R eines Zahlkorpers K vom Grad n. Dann
gibt es eine natiirliche Zahl £(a) € N mit aNZ = Z{(a). Zeige die Teilbarkeitsbezichungen

¢(@)|N(a) und  N(a)|¢(a)".

Aufgabe 40: Sei R Ordnung eines Zahlkérpers und m eine natiirliche Zahl (#£ 0). Zeige, dass es nur
endlich viele R-Ideale gibt mit aNZ =7Z - m.

Aufgabe 41: Sei K = Q(a) mit a®—a—1 = 0 und R = Z[«]. Bestimme fiir das R-Ideal a = (5, a®+2a+3)
eine Z-Basis des gebrochenen R-Idealsda = {\ € K : Aa C R}.

Aufgabe 42: Sei R eine Ordnung eines Zahlkorpers K und b C ¢ Ideale in E. Man definiert
(b:¢)={Ae K :AcCb}.
Zeige:
1. (b :¢) ist ein gebrochenes R-Tdeal.

2. Ist ¢ invertierbar, so gilt (b :¢) = bc™! und (b:¢) C R.
3. Fir R=Z[V5lundb=c=Z - (1+V5)+Z -2ist (b:c) D R.

Aufgabe 43: Sei K = Q(«a) mit a? = —11 und R = Z[a]. Bestimme fiir die R-Ideale
az = (2, 4+1) und ag=2as
das gebrochene R-Ideal (ag : as) und zeige, dass
R/(as : as) # az/as

gilt.
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Aufgabe 44: Seien R C S Ordnungen eines Zahlkdrpers K. Zeige:

1. Ist das R-Ideal a C R invertierbar, so auch das S-Ideal Sa C S.
2. Tst das S-Ideal 2 C S invertierbar und gilt ggT(N®L, [S : R]) = 1, so ist auch das R-Ideal ANR C R

invertierbar.

Aufgabe 45: Im Zahlkoérper K = Q(a) mit a* —4a? + 1 = 0 ist Zxg = Z[a]. Bestimme die Primideal-
zerlegung von o + 50.

Aufgabe 46: Sei Zx = Z[a] und m € Z. Ist dann
(a —m) =p7* .. .por

die Primidealzerlegung von o« — m in Zg und

Np; = pf",

so gilt fi = 1 und p; # p; fiir ¢ £ j.

Aufgabe 47: Sei p ein die Primzahl p enthaltendes Primideal der Maximalordnung Z g eines Zahlkorpers
K. Dann gibt es fiir alle m € N eine Zahl u(m) € N mit

" NZ = Zp*m.

Bestimme u(m).

Aufgabe 48: Sei p = (p,a) ein Primideal in der Maximalordnung eines Zahlkorpers, p eine Primzahl
und e = v, (p). Zeige, daB fiir alle m € N

gilt.

Aufgabe 49: Bestimme die ganzzahligen Losungen der Gleichung

3 — P =728,

Aufgabe 50: Das Polynom f = z*—523+152% — 52 + 55 kann modulo p in verschiedener Weise zerfallen,
z.B. in 4 Linearfaktoren, in 2 irreduzible quadratische Faktoren, etc. Untersuche experimentell, welche
Méglichkeiten auftreten. Kann man der Primzahl p das Zerfallsverhalten von f mod p ansehen?

Aufgabe 51: Seien aj,...,a, Elemente der Maximalordnung eines Zahlkorpers. Dann gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen m die Idealgleichung

(ag,...,00)" = (af", ... 00).
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Aufgabe 52: Sei K = Q(«a) mit o® —a —8 = 0.
1. Bestimme eine Ganzheitsbasis von Z .
2. In Zg gilt eine Primidealzerlegung (2) = p1pa2ps. Bestimme o; mit p; = (2, ay).

Aufgabe 53: Bestimme fiir K = Q(a) mit o® — a — 8 = 0 das Fiihrerideal f der Ordnung Z[a] in Zxk
sowie seine Primidealzerlegung in Z .

Aufgabe 54: Bestimme alle ganzzahligen Losungen der Gleichung
v =2 — 11
(Hinweis: Man faktorisiere 3 = (y++/—11)(y—+/—11) und rechne in der Maximalordnung von Q(y/—11).)

Aufgabe 55: Ein Integrititsring R heifit euklidisch bzgl. einer Funktion A : R — Ny, wenn zu a,b € R
mit b # 0 stets ¢,7 € R mit a = ¢b+ r und A(r) < A(b) existieren. Sei {A(a) : a € R} = {ng,n1,n2,...}
mit ng < ny < nz < ... und A: R — Ny mit A(a) = min{A(ua) : v € R*}. Zeige:

1. R ist auch euklidisch bzgl. der Funktion X (Elemente, die sich nur um eine Einheit unterscheiden
haben dann den gleichen X—Wert.)

Aa) =ng <= a=0.

X(a) =n, < a€ R*.

Fiir a,b € R\ {0} mit Rb C Ra gilt A(a) < A(b).

Ist X(a) = na, so gilt fiir x € R die Kongruenz # = 0 mod a oder x = u mod a mit einer Einheit

u € R*. (Insbesondere folgt #R/Ra < 1+ #R*.)

Tt o W N

Aufgabe 56: Sei R = Zg mit K = Q(v—d), d > 1 quadratfrei und d # 1,2,3,7,11. Dann gilt:
1. R* = {#£1}.
2. Fira € R, a # 0,41 gilt Na > 4.
3. Folgere (mit Aufgabe 55.5), dass R kein euklidischer Ring sein kann.

Die einzigen imagindrquadratischen Ordnungen Z g, ,—7, die euklidisch sind, treten also fird = 1,2,3,7, 11
gen imag gen Zg(/=)
auf und sind bereits euklidisch bzgl. der Norm.)

Aufgabe 57: Zeige, dass die Ringe Z[v/2] und Z[v/3] euklidisch bzgl. der Normfunktion a ~ |[Na| sind.

Aufgabe 58: Mit dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Ringe

Z[V2), Z[V3], Z[V6], Z[VT)
euklidisch bzgl. der Normabbildung o +— |N(«)] sind.

1. Sei d > 2 eine quadratfreie natiirliche Zahl und seien r| s rationale Zahlen, sodass
|(r—2)? —d(s—y)*|>1 fiirallex,ycZ

gilt.
(a) Zeige, dass man 0.E. 0 < r,s < £ annehmen kann. (Sei von hier an 0 < r,s < 1.)
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(b) Zeige, dass |(1 —r)? — ds?| > 1 und
ds® > 14 (1 —r)?
gilt.
) Zeige, dass |(1 +7)? — ds?| > 1 gilt.
) Gilt (1+7)? —ds?> > 1,s0folgt r =5 =1 und d = 5.
) Gilt ds? — (1 +7)? > 1, so folgt d > 8.
) Folgere d & {2,3,6,7}.

2. Zeige, dass der Ring Z[/d] fiir d € {2,3,6,7} euklidisch bzgl. der Norm ist.
(Bemerkung: Fiir reellquadratische Zahlkorper K = Q(\/E), d > 2 quadratfrei, ist Zg genau dann
euklidisch bzgl. der Norm o — |Na|, wenn

de{2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73}

gilt.)

Aufgabe 59: Zeige, dass Z[v/10] nicht euklidisch bzgl. der Norm o — |N(«)]| ist. (Hinweis: Versuche,
V10 durch 2 mit Rest zu dividieren.)

Aufgabe 60: Die Aufgabe soll zeigen, dass Z[v23] ein Hauptidealring, aber kein (bzgl. der Norm)
euklidischer Ring ist.

1. Zeige, dass die Gleichungen 2322 —(11—23y)? = 17 und 232 —(11—23y)? = —6 keine ganzzahligen
Losungen besitzen.
2. Zeige, dass es keine ¢, r € Z[+/23] gibt mit
11vV23=¢-23+r und |N(r)| < |N(23)].

Also ist Z[v/23] nicht euklidisch bzgl. der Normfunktion.
3. Beweise, dass Z[v/23] ein Hauptidealring ist.

Aufgabe 61: Sei d > 2 eine quadratfreie natiirliche Zahl mit d = 2,3 mod 4. Es wird ein hinreichendes
Kriterium hergeleitet um zu zeigen, dass der Ring Z[v/d] nicht euklidisch bzgl. der Normfunktion ist.

1. Es existiere eine natiirliche Zahl m mit

V2d < m <V3d fiir d=2mod4,

=1 d?2 d
m=me u {\/5d<m<\/6d fiir d = 3 mod 4.

(a) Fiir alle 2,y € Z gilt
2 — dy? + 2my
2 — dy? + 2my
2 — dy® + 2my
2 — dy? + 2my
(b) Fiir alle z,y € Z gilt

2mod 8 fiir d = 2 mod 4,
3mod 8 fiir d = 2 mod 4,
bmod 8 fiir d = 3 mod 4,
6 mod 8 fiir d = 3 mod 4.

O H

m
o2 = (5 = > 1.

(¢) Schreibt man mv/d = ¢ - d +  mit ¢,r € Z[\/d], so folgt |N(r)| > |N(d)|. Insbesondere ist
dann Z[/d] nicht euklidisch bzgl. der Normabbildung o — |Na|.
2. Bestimme alle d’s, die die Voraussetzung in 1. erfiillen, fiir die demnach Z[v/d] nicht euklidisch
bzgl. der Normabbildung o +— [N ist.
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Aufgabe 62: Beweise folgende Version des Minkowskischen Gitterpunktsatzes: Ist I' C R ein Gitter
vom Rang n und X C R” kompakt, symmetrisch, konvex mit

vol (X)) > 2"vol (T),

so enthalt der Durchschnitt X NI einen von 0 verschiedenen Punkt.

Aufgabe 63: Beweise mit Hilfe des Minkowskischen Gitterpunktsatzes den Minkowskischen Linearfor-
mensatz: Ist (a;;) € GL,(R) und sind ¢, ..., ¢, positive reelle Zahlen mit ¢1 ...¢, > |det(a;;)|, so gibt
es ganze Zahlen my,...,;m, € Z, (my,...,my) # (0,...,0), mit

n
|§ ai;mj| <¢ fir i=1,... n.
j=1

Aufgabe 64: Zeige, dass folgende Ringe faktoriell sind:

=] z[lzﬂ], z[1+ﬁ], Z[1+\2/—11]’ Z[1+\2/—19

1+ \2/—43]’ Z[l + \2/—67]’ Z[l + \/2—163].

]’

Z

Aufgabe 65: Berechne in K = Q(«) mit a? = —7 die Klassengruppen C¢(R) fiir die Ordnungen
14 3«

R=7Z[a] und R=7Z] 5 ].

Aufgabe 66: Bestimme die Klassengruppen fiir Z[/—17] und Z[/—21].

Aufgabe 67: Ist d eine natiirliche Zahl mit d = 3m und m = 2,3,4,5,6,7 mod 9, so hat die diophantische
Gleichung
3+ dy® =323

nur die triviale Losung x =y = z = 0 in ganzen Zahlen.

Aufgabe 68:

1. Ist d eine kubenfreie natiirliche Zahl und p ein Primteiler von d, sodass die Kongruenz 2 = 3 mod p
keine Lésung besitzt, so hat die diophantische Gleichung

3+ dy® =323

nur die Losung © = y = z = 0 in ganzen Zahlen.
2. Fiir welche d < 100 kann man das Kriterium in 1. anwenden?

Aufgabe 69: Fiir K = Q(«a) mit 2+ 3a+5a? + 7o’ + a* = 0 ist Zxg = Z[a] ein Hauptidealring. Es gibt
genau ein Primideal p mit Norm p = 2!?® — 159. Bestimme ein 7 € Z mit p = (7).
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Aufgabe 70: Welche Einheitswurzeln kann ein Zahlkorper vom Grad 2, 4, 6, 8 oder 10 enthalten?

Aufgabe 71: Beweise folgenden Zusammenhang zwischen Regulator und Gittervolumen fiir die Einheiten
einer Ordnung R

vol (£(R*)) = /r1 + r2 - Reg (R).
Aufgabe 72: Bestimme fiir K = Q(a) mit a® 4+ Ta + 20 = 0 eine Grundeinheit des Ringes Z .
Aufgabe 73: Bestimme eine Grundeinheit des Ringes Zx fiir K = Q(i,v/2).

Aufgabe T4: Bestimme alle ganzzahligen Losungen der diophantischen Gleichungen
3z — 4y? = 11.

Aufgabe 75: Sei K = Q(a) mit a® +3 = 0.
1. Bestimme eine Z-Basis von Zx.
2. Bestimme die Primidealzerlegungen von 2 und 3 in Zg.
3. Bestimme Z7 .

Aufgabe 76: Sei K = Q(v/61).
1. Zeige, dass

39 5
= ——-V6l

TR

eine Grundeinheit von Zg = Z[%a] ist.
2. Sind z,y € Z mit 2 — 61y? = 1, so ist  + y/61 eine Einheit von Zg, also gibt es ein n € Z mit
r+yv6l = £e".

Welche n’s kommen vor?

Aufgabe 77: Bestimme das kleinste « € N \ {1}, sodass ein y € Z existiert mit
2 —109y% = 1.

(Hinweis: Bestimme zunéchst eine Grundeinheit von ZQ(\/W)')

Aufgabe 78: Die Schlacht von Hastings (14.10.1066): Harolds Mannen standen nach alter Gewohnheit
dichtgedréngt in 13 gleichgroflen Quadraten aufgestellt, und wehe dem Normannen, der es wagte, in eine
solche Phalanx einbrechen zu wollen ... Als aber Harold selbst auf dem Schlachtfeld erschien, formten die
Sachsen ein einziges gewaltiges Quadrat mit ihrem Konig an der Spitze und stiirmten mit den Schlacht-
rufen ‘Ut!’, ‘Olicrosse!’; ‘Godemitel’ vorwirts ... (vgl. Carmen de Hastingae Proelio von Guy, Bischof
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von Amiens).
Frage: Wie grof3 soll die Armee Harolds II. gewesen sein?
(Aus: J. Neukirch, Algebraische Zahlentheorie, nach einer Mitteilung von W.-D. Geyer.)

Aufgabe 79: Bestimme die Klassenzahl von Q(+/170).

Aufgabe 80: Bestimme die Klassenzahl von Q(+v/239).

Aufgabe 81: Sei p eine Primzahl. Zeige:

1. Es gibt ein ¢ € Z, sodass das Polynom z? 4 x + ¢ irreduzibel modulo p ist.
2. Sei £ > 1 und setze mit einem ¢ wie in 1.

f: xz—l—pzx—l—cpu.
Dann ist
F£(0) = 0mod p**  und v, (f(0)) = ¢,
aber es gibt kein w € Z mit f(w) = 0 mod p?**+*.

Aufgabe 82: Sei a € Z mit a = 1 mod 2. Charakterisiere, wann das Polynom f(z) = z? — a fiir alle
n > 1 eine Nullstelle modulo 2™ hat.
Aufgabe 83: Sei
fx,y,2) = 3y 2 + 32’y — 6y*x — 2lwzy + 2° + y° + 2® — 6y2” + 322 — 6222,
Zeige, dass f(z,y,2) = 0mod p genau dann eine nichttriviale Losung modulo p besitzt, wenn p =

1, 3,8 mod 9 gilt.

Aufgabe 84: Seien p und g ungerade Primzahlen, die den Ungleichungen
p<qg<p+22p+2

geniigen. Zeige, dass dann

m:[\/ﬁ]

gilt, und folgere, dass das Fermatsche Faktorisierungsverfahren gleich im ersten Schritt Erfolg hat.

Aufgabe 85: Zeige anhand nachfolgender Teilaufgaben, dass fiir eine Primzahl p
(p—1)1=—=1modp
gilt. Diese Aussage wird auch als Satz von Wilson bezeichnet. Im Folgenden kann man o.E. p > 5
annehmen.
1. Zu jedem a € S = {1,2,...,p — 2,p — 1} gibt es genau ein é(a) € S mit a - i(a) = 1 mod p.
Insbesondere folgt #(i(a)) = a.
2. Genau dann gilt i(a) = a, wenn a = 1 oder a = p — 1 ist.
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3. Es gibt a1,...,a@_3y/2 € S mit

S — {ala i(al)a az, i(a2)a ey a(p—3)/2a i(a(p—3)/2)a 1ap_ 1}

Folgere daraus [],cs @ = —1 mod p und damit die Behauptung.
4. Berechne fiir eine multiplikativ geschriebene endliche zyklische Gruppe G das Produkt ngGg
und gib damit einen anderen Beweis fiir obige Behauptung.

Aufgabe 86: Definiere fiir natiirliche Zahlen & und N
F(k,N)=ggT(k! mod N, N).
1. Zeige, dass F(k, N) = ggT(k!, N) gilt.

. Zeige, dass in der Primfaktorzerlegung von F(k, N) genau die Primteiler von N vorkommen, die

< k sind, d.h.
plegT(k!mod NyN) <= p<k und p|N.

3. Konstruiere unter der Annahme, dass k! mod N schnell berechnet werden kann, einen schnellen
Faktorisierungsalgorithmus.

Aufgabe 87: Seien p1 =2, ps =3, p3s =5, ..., p, die ersten r Primzahlen und P = p1paps ... p,.
1. Definiere fiir L € N
S = {L,L+1,L4+2,...,L+(P—-1)},
S} = {N €5 :N hat einen Primteiler <p,} ={N €S :ggT(N, P) > 1},

beweise, dass

#51 =P —p(P)
gilt, und folgere

#5T _ TTn_ L
Y _1—£[1(1—pi).

2. Zeige, dass fiir T € N der Grenzwert

M—oo

1
a(T) = lim —#{1 < N < M : N hat einen Primteiler < 7T}
i SN S <

existiert, und berechne seinen Wert.

Aufgabe 88: Bestimme die kleinste zusammengesetzte Zahl N > 1019, fiir die 2V~ = 1 mod N gilt. (N
ist dann eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis 2.)

Aufgabe 89: Sei p eine ungerade Primzahl und N = p?.

1. Es gibt p — 1 Elemente @ in {0,1,2,..., N — 1}, fiir die ¢”~! = 1 mod N gilt. (N ist dann
Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis a.)
2. Bestimme die kleinste Primzahl p mit

2V =1 =1 mod N.
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Aufgabe 90: Sind fiir eine natiirliche Zahl u > 1 die drei Zahlen
pr=6u+1, pa=12u+1, ps=18u+1

prim, so ist
N = p1paps = (6u+1)(12u + 1)(18u + 1)
eine Carmichael-Zahl. (Hinweis: Zeige zunéchst p; — 1|n — 1.)

Aufgabe 91: Zeige, dass es keine Carmichael-Zahl mit nur zwei Primteilern gibt.
Aufgabe 92: Beweise mit der (p — 1)-Methode, dass p = 2128 — 159 eine Primzahl ist.

Aufgabe 93: Bestimme mindestens 17 Losungen der Gleichung
23— 3y =2v.3v.5v
mit z,y,u,v,w € Z, u,v,w > 0 und ggT(z,y) = 1.

Aufgabe 94: Sei ' C R? ein Gitter vom Rang 2. Zeige, dass ein (a1, as) € '\ {0} existiert mit

1
|ajas| < —=det T.

V5

Aufgabe 95: Welche kubischen Zahlkérper K lassen sich schreiben als K = Q(a) mit aza® + aza® +
are +ap =0, a; € Z und |a;| < 17 Wieviele solcher Zahlkérper gibt es?
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