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Einleitung:
Der Begriftf der Variation

Fiir eine Funktion u : I — RY (N € IN) auf einem Intervall I in R nennt man

k
Vary(u) := sup {Z lu(z;) —u(zic1)] : k€N, zg <z <...<zin I}
i=1

die (punktweise) Variation von u iiber I.
Ist - im einfachsten Fall - u stetig auf I und stetig differenzierbar im Innern
von I, so gilt gemédfl dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

xq k T4
/ u' dz SZ/ ]u']dwg/\u/]dm.
Ti—1 i=1 Y Ti—1 I

Auflerdem kann man mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

k

k
Z u(z;) — u(wig)| =Y

i=1

k k
D fulwi) — w(zioa)| = [ (G)] (@5 — wim1)
=1 i=1

mit geeigneten Zwischenstellen (; € (z;_1, z;) umschreiben und sieht, dass diese
Summen Naherungssummen des Integrals f;}k |u/| dz sind (bei gegen 0 streben-
der Feinheit der Zerlegung (zg, 1, ..., zk)). Approximiert man noch mit xy und
xy, die Randpunkte von I, so folgt, dass Vary(u) einfach die Linge des von u
beschriebenen Weges in RV ist, also

Var(u) = / [u'| dz.
I
Ist u auflerdem injektiv so gilt gemafl der Flachenformel auch
Vary(u) = 21 (Bild u)

mit dem eindimensionalen Hausdorff-MaB 21 auf RY. Wir werden spéter se-
hen, dass die letzten beiden Gleichungen schon unter schwécheren Vorausset-
zungen an u gelten, namlich wenn u nur schwach differenzierbar (oder dquiva-
lent: absolutstetig) ist.

Im Allgemeinen ldsst sich die Variation jedoch nicht so einfach beschreiben:
Wir bemerken zunéichst, dass fiir a < b < cin R gilt

Var (g, (u) = Var gy (u) + Varp, o) (u).
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8 Einleitung

Ist nun beispielsweise u stetig differenzierbar auf (a, b) und (b, ¢) und besitzt eine
Sprungstelle in b (d. h. die einseitigen Grenzwerte u(b—) und u(b+) existieren,
stimmen jedoch nicht beide mit u(b) iiberein), so gelten

b
Var(q (1) = / | de + fu(B) — u(b-)],
Varp, o (u) = |u(b+) — u(b)| +/ |u'| da,
b

b c
Var(q.o (1) = / o/ i+ [u(B) — u(d)| + [u(b+) — u(®)] + /b | d.

Dies bedeutet, dass bei unstetigem w, zusétzlich zur Linge des von u beschrie-
benen Weges, auch die Weite der Spriinge in die Variation eingeht.

Tatséchlich sieht man am Beispiel der Cantor-Funktion auf [0,1] (dies ist
eine stetige nichtfallende Funktion ¢ : [0,1] — [0, 1] mit ¢(0) =0, ¢(1) = 1 und
¢ = 0 fast-iiberall auf (0, 1); folglich Var ;j(c) = 1), dass bei der Berechnung
der Variation aufler dem Integral der Ableitung und den Sprungweiten noch
ein dritter Anteil eine Rolle spielen kann. Dieser sogenannte Cantor-Anteil ist
jedoch anschaulich nur schwer zu verstehen.

Eine Funktion u : I — RY heift Funktion von beschrinkter Varia-
tion auf dem Intervall I, wenn Vary(u) < oo gilt. Ist I kompakt, so sieht
man leicht, dass jede stetig differenzierbare (vgl. oben) und allgemeiner jede
Lipschitz-stetige Funktion auf I von beschrinkter Variation ist.

AuBerdem hat im Fall N = 1 jede monotone Funktion u auf dem kompakten
Intervall I = [a, b] beschrénkte Variation, ndmlich Vary, ;(u) = [u(b) — u(a)| <
00, und es ldsst sich sogar zeigen, dass die Funktionen von beschrénkter Varia-
tion genau die Differenzen von zwei (gleichsinnig) monotonen Funktionen sind.
Insbesondere erben Funktionen von beschriankter Variation die folgenden guten
Eigenschaften monotoner Funktionen: Hat u beschrankte Variation auf dem In-
tervall I, so existieren die einseitigen Grenzwerte u(a—) und u(a+) an jeder!
Stelle a in I und abgesehen von hochstens abzéhlbar vielen Sprungstellen stim-
men sie mit u(a) iiberein. Also ist u stetig bis auf abzihlbar viele Punkte. Diese
Folgerungen gelten auch im vektoriellen Fall, also fiir RY-wertige Funktionen
mit beliebigem N € IN, wie man durch Betrachtung der einzelnen Komponen-
tenfunktionen sieht.

Der obige Begriff der (punktweisen) Variation hiingt stark von einzelnen
Werten der Funktion u ab: Fiir die Nullfunktion 0 und die charakteristische
Funktion 1q gilt zum Beispiel Var (g 1)(0) = 0 # oo = Var(g;)(1q), obwohl die
Funktionen sich nur an abzéhlbar vielen Stellen unterscheiden. Daher definiert
man fiir Fastfunktionen u : I — R (das sind Aquivalenzklassen von Funktio-
nen, die sich nur auf einer .#'-Nullmenge unterscheiden; auch Lebesgue-Klassen
genannt) die sogenannte (essentielle) Variation

Varj(u) := inf{Vary(v) : v ist ein Représentant von u}

und nennt u eine (Fast-)Funktion von beschrinkter Variation auf I, wenn
Var(u) < oo gilt.

n eventuellen Randpunkten von I macht natiirlich nur einer der beiden Grenzwerte Sinn.



Diejenigen v, fiir die das Infimum erreicht wird, heiflen die guten Représen-
tanten von u. Tatséchlich existieren gute Reprisentanten stets (vergleiche Be-
merkung 1.25). Weiterhin lisst sich aus den obigen Uberlegungen zur Existenz
der einseitigen Grenzwerte ableiten, dass fiir eine (Fast-)Funktion u von be-
schriankter Variation die Integralgrenzwerte u(a—) := lims_.g f(ai&a) udz und
u(a+) == lims_g f(a,a +s) udx stets existieren. Fiir alle Reprasentanten v von w,
die selbst beschrénkte Variation haben, gilt dann offensichtlich v(a—) = u(a—)
und v(a+) = u(a+). Die guten Reprisentanten v sind unter ihnen dadurch
charakterisiert, dass v(a) in allen inneren Punkten a von I stets auf der Strecke
[u(a—),u(a+)] liegt und v(a) = u(a+) bzw. v(a) = u(a—) in linken bzw. rechten
Randpunkten a von I gilt.

Im ersten Teil dieser Vorlesung werden wir das vorausgehende klassische
Konzept der Variation weitgehend verallgemeinern. Tatséchlich werden wir die
Variation von Fastfunktionen u : R* > Q — R (n, N € IN) als Maf§ auf Q ver-
stehen. Funktionen von beschrénkter Variation (oder kurz BV -Funktionen) auf
Q) sind dann solche, fiir die dieses Maf3 endliche Gesamtmasse hat. Obwohl wir
uns spater hauptséichlich auf den Fall von n > 2 Verénderlichen konzentrieren,
wird sich jedoch zeigen (vgl. Satz 1.26), dass dieses allgemeinere Konzept fiir
n = 1 und offene Intervalle I in R mit den obigen Definitionen iibereinstimmt.

Tatséichlich hat sich der moderne Begriff der BV-Funktion besonders in
der Variationsrechnung als niitzlich erwiesen. Im zweiten Teil dieser Vorlesung
sollen daher Anwendungen im Vordergrund stehen:

e Variationsintegrale mit linearem Wachstum: Hier liegt eine der
Hauptschwierigkeiten beim Beweis der Existenz von Minimierern in den
fehlenden Kompaktheitseigenschaften des Sobolevraums W1, Wir wer-
den sehen, dass der Raum der BV-Funktionen bessere Kompaktheitsei-
genschaften aufweist und den natiirlichen Definitionsbereich fiir die Un-
tersuchung solcher Integrale darstellt.

e Das klassische Plateau-Problem, das Problem des kleinsten Flachenin-
halts bei gegebenem Rand, und seine weitreichenden Verallgemeinerungen
sind eng mit dem vorigen Punkt verwandt. Es sollen diejenigen Teile der
zugehorigen Theorie kurz angerissen werden, bei denen BV-Funktionen
eine Rolle spielen.

e Free discontinuity problems (falls zeitlich méglich): Es handelt
sich um eine Klasse von Problemen, die das sogenannte Mumford-Shah-
Funktional, ein Modell zur Bildsegmentierung, einschliet. Hier sind BV -
Funktionen (oder genauer die spezielleren SBV-Funktionen) niitzlich zur
Modellierung von Spriingen entlang der Segmentgrenzen.
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Kapitel 0

Mafdtheorie

In diesem einleitenden Kapitel werden Begriffe und Sitze der Mafitheorie darge-
stellt, die in den folgenden Kapiteln benttigt werden. Eine gewisse Vertrautheit
im Umgang mit Mafl und Integral sowie den grundlegendsten Begriffen der To-
pologie und der Funktionalanalysis wird jedoch hier bereits vorausgesetzt.

Bis auf weiteres sei {2 stets ein metrischer Raum. Mit d bezeichnen wir
die Metrik von © und mit B} (x) die offene Kugel {y € Q : d(z,y) < r} in Q.
AuBerdem schreiben wir Z(Q) fiir die Borel-o-Algebra von 2, also die Menge
aller Borel-Teilmengen von €2, und fithren die Menge

H () ={AeAB(Q): AC K CQ fir ein Kompaktum K}
der relativ kompakten Borel-Mengen und die Menge
Ox () :={Ae () : Aist offen in 0.}

der offenen und relativen kompakten Mengen ein. Man beachte, dass eine Borel-
Menge genau dann in () ist, wenn ihr Abschluss kompakt ist. Unter einem
nichtnegativen Maf} auf €2 verstehen wir stets ein nichtnegatives inneres Borel-
Maf} auf Q, also eine o-additive Abblidung p : B(Q) — [0, 00| mit u(0) = 0.

Im Folgenden werden wir stets voraussetzen, dass 2 abzidhlbar kompakt
(d. h. © ist abzdhlbare Vereinigung von Kompakta) und lokal kompakt (d. h.
jeder Punkt von € liegt im Innern einer kompakten Teilmenge von 2)! ist.
Dies ist beispielsweise erfiillt, wenn 2 Schnitt einer offenen und einer abge-
schlossen Teilmenge von R™ (n € IN) ist; insbesondere, wenn € selbst offen
oder abgeschlossen in R™ ist. Wir halten folgende Charakterisierung der loka-
len Kompaktheit fest, die spéter oft niitzlich sein wird.

Lemma 0.1. Die folgenden beiden Eigenschaften charakterisieren die lokale
Kompaktheit von :

(I) Fir jedes x € Q gibt es ein A € O (Q) mit x € A.

'Q und {(x,y) € R* : x < 0 oder z = y = 0} sind abzihlbar kompakt, aber nicht lokal
kompakt; R\ @ ist weder abzéhlbar kompakt (Bairescher Kategoriensatz) noch lokal kompakt.
In einem abzihlbar kompakten und lokal kompakten Grundraum wie beispielsweise R" ist jede
lokal kompakte Menge auch abzéhlbar kompakt.
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12 KAPITEL 0. Mafitheorie

(II) Fiir jedes Kompaktum K in Q gibt es ein A € 0% (Q) mit K C A.

Beweis. (I) ist eine Umformulierung der Definition und folgt offensichtlich aus
(IT). Es gelte nun (I) und K sei ein Kompaktum. Dann gibt es zu jedem z € K
ein A, € 0% (Q) mit x € A,. Aus der offenen Uberdeckung (A;).cx von
K wihlen wir eine endliche Teiliiberdeckung (A, )i=1,.. x aus. Dann ist A :=

Uf:l A, € 0O (Q) und K C A. O

0.1 Die Hauptsitze iiber Radon-Mafle

Definition 0.2 (Radon-MaB). Ein nichtnegatives Maf$ p auf Q heifst lokal
endlich, wenn jeder Punkt x € 2 im Innern eines A € B(Q) mit u(A) < oo
liegt. Ist pu lokal endlich, so nennen wir u auch ein Radon-Maf3?.

Proposition 0.3. Die folgenden FEigenschaften eines nichtnegativen Mafles p
auf € sind dquivalent:

(I) u(A) < oo fiir jedes A € # (2);
(1) p(K) < oo fir jedes Kompaktum K C §);
(III) p ist lokal endlich.

Beweis. Die Aquivalenz von (I) und (II) ist trivial und wegen der lokalen Kom-
paktheit von Q impliziert (II) schon (III). Es gelte nun (III) und K sei ein
Kompaktum. Dann gibt es zu jedem z € K eine offene Teilmenge A, von 2 mit
x € Ay und pu(Az) < oo. Aus der offenen Uberdeckung (A, )zex von K wihlen
wir eine endliche Teiliiberdeckung (A, )i=1,..  aus. Dann ist K C Ule Az, und
folglich u(K) < u(UF_, Az,) < 28 u(As,) < oo. Also gilt (IT). O

Beispiele von Radon-Maflien auf R™ sind das Lebesgue-Mafl " und die
Dirac-Mafle §, mit = € R", definiert durch §,(A) := 14(x). Keine Radon-
MaBe auf RV (oder einer offenen Teilmenge von R™) sind die Hausdorff-Mafe
#° mit s < n (einschlieflich des ZihlmaBes ). Sie werden erst dann zu
Radon-Maflen, wenn man sie (im Sinne der folgenden Definition) auf geeignete
niederdimensionale Mengen einschrankt.

Definition 0.4 (Operationen und Eigenschaften von MaBen). Seien p, v nicht-
negative Mafe auf Q, E € $(Q), T : Q — Q eine Borel-messbare Abbildung
in einen weiteren metrischen Raum Q und f : Q — [0,00) eine p-messbare
Abbildung. Dann heifst

o das Maf p, : auf E die Einschrinkung von u auf E;

= Mg

o das Maf3 Tyt auf Q, definiert durch

Tyn(A) = u({T € AY)  fir A e (@),

2Man beachte, dass die Definition eines Radon-MaBes auf Q implizit verlangt, dass €
abzdhlbar und lokal kompakter metrischer Raum ist.
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0.1. Die Hauptsétze iiber Radon-Mafe 13

das Bildmaf3® von p unter T.
e v absolutstetig beziiglich p, notiert v < u, wenn fiir alle A € B(Q) gilt:

H(A) =0 = v(4) =0,

e v (vollstéindig) singuldr zu p, notiert v L p, wenn es ein A € B(N)
gibt mat
V(A) =0 = p(Q\ A);

o das Maf f -, definiert* durch

(Fm@)= [ fdn firde2@) (0.1)

die Gewichtung von p mit f.

Bemerkung 0.5. Ist noch g : Q — RY ein f - u-messbare Abbildung, so gilt

/di<f-u>:/ngdu,

falls eine Seite existiert; dies folgt leicht mit der iblichen Ausdehnungsprozedur
der Maj$- und Integrationstheorie, da (0.5) per Definition fiir charakteristische
Funktionen 14 (A € B(2)) anstelle von g gilt. Insbesondere schlieffen wir im
Falle N =1 und g > 0 auf

g-(f-w)=1(9f)

Die néchsten Sétze beantworten nun die Frage, in wie weit es moglich ist,
ein gegebenes Maf} als Gewichtung eines ebenfalls gegebenen Grundmafles dar-
zustellen.

Satz 0.6 (von Radon-Nikodym). Fiir nichtnegative Radon-Mafle p,v auf
qgilt:
v u < FEs gibt emOSfeLllok(Q;u) mit v = f - pu.

Dabei ist f u-fast-iberall eindeutig durch p und v bestimmt und heifit die
Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich p. U

Satz 0.7 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Seien p, v nichtnegative Radon-
Mafle auf Q. Dann kann man v = v® 4+ v*® eindeutig in zwei weitere Radon-
Mafe v® und v® auf Q zerlegen, so dass gelten v* < p und v® L u. v* heifit der
absolutstetige Anteil und v° der singulére Anteil von v bziglich p. O

3Die wohl wichtigste FEigenschaft von BildmaBen ist die Transformationsformel

Ja 9d(Tpp) = [ 90T dp.
“Das Integral in (0.1) erklirt man hier beispielsweise durch die Integration eines Borel-
messbaren Représentanten von f (mit der in der MaBtheorie iiblichen Konvention co -0 = 0).
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14 KAPITEL 0. Mafitheorie

Definition 0.8 (Mafableitung). Seien p,v nichtnegative Radon-Mafle auf €.
Existiert der Grenzwert

—(x) =1 -
3 T LB )
in [0,00] (mit der Konvention § := oo fiir s € [0,00]), so nennen wir ihn die

MafBableitung® von v nach p an der Stelle x.

Die nachsten Satze formulieren wir der Einfachheit halber nur fiir den Fall
2 C R"; allgemeinere Varianten findet man beispielsweise in [28].

Satz 0.9 (Lebesguescher Differentiationssatz I). Seien u,v nichtnegative
Radon-Mafe auf Q C R™. Dann
o cxistiert die MafSableitung Z—Z stets (pu+v)-fast-iberall auf Q, ist p-fast-
iiberall endlich und definiert eine Funktion in Li, (% u);
o gilt V" = g—z “p, d. h. g—z stimmt (p-fast-iberall) mit der Radon-Nikodym-
Dichte von v* beziiglich p tberein;

s .
o gilt v =1 a0} V. O

Korollar 0.10 (Lebesguescher Differentiationssatz II). Fiir ein nichtne-
gatives Radon-Maf pn auf @ C R™ und 0 < f € L, () gilt
a(f - n)
dp

Korollar 0.11 (“Fast-alle Punkte sind Lebesgue-Punkte”). Fir ein nicht-
negatives Radon-Maf§ p auf Q@ C R™ und f € L, (Q,RN; p) gilt

=f w-fast-iberall auf €. O

lim |lf — f(x)|dp=0 fiir p-fast-alle x € €.
r=0/B,.(z)nQ

Beweis. Sei ¢ € Q. Das vorige Korollar, angewandt mit |f — ¢| statt f ergibt

i 1f—dldu= @) —d 02)
r=YJ B (z)NQ

fiir p-fast-alle z € Q. Da QY abzihlbar ist, lisst sich eine u-Nullmenge E (von
¢ unabhiingig!) finden, so dass (0.2) fiir alle ¢ € QY und z € Q\ E gilt. Wir
wihlen nun zu jedem z € Q\ E und zu jedem vorgegeben £ > 0 ein ¢ € QY
mit |f(z) — ¢| < € und es folgt

twsupf 1f  fa)|dy
B (z)NQ

r—0
< lim |f = aldp+1f(x) —ql =2|f(x) — gl <2e.
r=YJ By (z)NQ
Somit gilt lim,_,g fBT(x)ﬂQ |f = f(z)|dp =0 fiir alle x € Q\ E. O

® Aus dem Satz von Fubini folgt, dass die MaBableitung eine Borel-Funktion auf  definiert.

14



0.2. Vektormafle und Variation 15

0.2 Vektormafle und Variation

Als niichstes werden wir eine Definition von RY-wertigen Radon-Mafien geben.
Ein technisches Problem liegt hier in der Tatsache, dass wir (bei nichtkompak-
tem Q) auch Mafle x mit unendlicher Gesamtmasse zulassen wollen und sich
der Wert () daher méglicherweise nicht sinnvoll in RY definieren lisst. Wir
umgehen dieses Problem, indem wir das Mafl zunéchst nur auf # (€2) definieren.

Definition 0.12 (VektormaB). Eine Abbildung v : () — RN heifit ein
RN-wertiges Radon-Maf oder Vektor-Radon-Maf3 auf €, wenn es ein
nichtnegatives Radon-Maf8 ju auf Q und ein f € L, (Q,RY;pn) gibt mit

v(A) = /Afd,u fir alle A € 2 ().

Wir notieren dann in Analogie zu (0.1) kurz v = f - u und bezeichnen den
reellen Vekotrraum aller RN -wertigen Radon-Mafe auf Q mit RMg (2, RY).
Im Falle N =1 spricht man auch von signierten Maflen.

Bemerkung 0.13.

(1) Vektor-Radon-Mafe sind o-additiv in folgendem Sinne: Wann immer
Al A2, ... paarweise disjunkt sind und alle A® sowie |J;2; A" in ()

liegen, gilt
o o
v (U A’) = Zy(Ai),
i=1 i=1
wobei die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert. Dies folgt aus
der Additivitat des Integrals und dem Satz tiber dominierte Konvergenz.

(2) Um einzusehen, dass RMg (Q,RN) tatsdichlich ein Vektorraum ist, muss
man zeigen, dass firvt = flopt und v? = f2-u® wie in der Definition auch
v 412 ein RN -wertiges Radon-Map ist. Dazu bemerkt man zundchst, dass
pt < ptp? firi = 1,2 gilt und wendet man Satz 0.6 an, um Funktionen
0 <g' € LL, (Q;u'+42) zu erhalten mit u* = g*-(u'4p*). Nun verwenden
wir Bemerkung 0.5: Es folgt, dass f'g*+f2¢* in LL, (Q,RY; ut+p?) liegt
und, dass fir A € 2 (Q) gilt

1 2 _ 1 1 2 2 1.1 2 2 1 2
(V+V)(A)—/Af dp +/Af dp —/A(ngrfg)d(quu)-

Also ist v 02 = (frg' 4+ f29%)- (ut +u?) ein RN -wertiges Radon-Maf. [

(8) Im Falle N =1 kénnen die R-wertigen Radon-Mafle v auf Q mit v(A) >
0 fir alle A € () mit nichtnegativen Radon-Maflen auf Q (die auf
ganz B(Q) definiert sind) identifiziert werden. Dabei bendtigt man hier
die abzdhlbare Kompaktheit von Q, um einzusehen, dass die Werte eines
Mafes auf B(Q) schon durch die Werte auf J# (Q2) vollstandig bestimmt

sind.

15



16 KAPITEL 0. Mafitheorie

(4) Die Komponentenfunktionen vy = f1-p, vo = fo-p, ..., vn = fn-p von
v=f-p€ RMpg(QRN) sind signierte Mafe, genannt die Komponen-
ten von v.

(5) Mit der in der Definition eingefiihrten Notation gilt die letzte Formel in
Bemerkung 0.5 allgemeiner fiir vektorwertige g.

Definition 0.14 (Variation). Seiv = f-u € RM (Q,RY) wie in der vorigen
Definition. Dann heifst das nichtnegative Radon-Mafs
] = f]-

auf €1 die Variation von v. Wir definieren auflerdem die Totalvariation

1l rara,my == W(€2)

von v tber Q. Mafle v mit endlicher Totalvariation nennen wir auch kurz end-
liche MaBle und den Raum aller endlichen RN -wertigen Radon-Mafle auf Q
bezeichnen wir mit RM (Q, RYN).

Bemerkung 0.15.

(0) Die Variation ist wohldefiniert: Dazu betrachte man zwei Darstellun-
gen flopul = v = f2.u% von v € RMiox(Q,RY). Wie in der vorigen
Bemerkung findet man g* mit

/ Flgtdut42) = / 297 (it +12)
A A

fir alle A € # (). Da Q sich durch Kompakta ausschiopfen lisst, folgt
gt = f29%  (p'4-p?)-fast-iberall auf Q und man erhdilt mit Bemerkung
0.5:

ot =1 g (e e?) = 12197 (W' +u?) = | 2] e O

(1) Analog sieht man, dass im Falle N = 1 auch die nichtnegativen Radon-
Mafle vy == fy - pund v— == f_ - p (mit fr := max{£f,0}), der Po-
sitivteil und der Negativteil des signierten Radon-Mafles v = f - p,
wohldefiniert sind. Es gelten

v=vy —v_, V| =vy +ve und vy L.
Diese Zerleqgung heifit die Jordan-Zerlegung von v.

(2) Fir v e RMiok(Q,RY) und A € B(Q) (aber eventuell A ¢ #(Q)) mit
IV|(A) < oo, setzen wir v fort durch v(A) := [, fdu. Diese Fortsetzung
ist eindeutig® und es gilt

[ (A)] < [v|(4)

wann immer die rechte Seite endlich ist. Insbesondere kinnen wir so jedes
Map in RM(Q,RY) eindeutig auf ganz B(QY) fortsetzen.

SUm dies einzusehen betrachtet man eine Folge (Kk)rex von Kompakta mit | J72; Kx =
(gibt es, da Q abzéhlbar kompakt ist); dann folgt v(A) = [, fdp = limp oo [, 1k, fdp =
limy oo ¥(A N Kj) mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz.
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0.2. Vektormafle und Variation 17

(3) Fir A e B(Q) gilt

|V[(A) =0 < v(B) =0 fir alle B € B(A).

Proposition 0.16 (Polarzerlegung). Sei v € RMj(Q,RY). Dann gibt es
ein g € L, (Q,RY;|v|) mit

lg =1 |v|-fast iiberall

und
v=g-|v|

Dabei ist g |v|-fast-iiberall eindeutig durch v bestimmdt.

Beweis. Die Eindeutigkeit von g ist einfach. Zum Beweis der Existenz sei v =
f - mit einer Borel-Funktion f. Wir rechnen

P =0) =1 A =0 = [ |l =0

g = ﬁ ist somit |v|-fast-iiberall definiert und |g| = 1 gilt |v|-fast-iiberall. Es
folgt
v=[f-u=glfl-n=g- O
Als eine erste Anwendung der Polarzerlegung beweisen wir eine alternative
Charakterisierung der Variation.

Proposition 0.17 (Variationsformel). Fir v € RM(Q,RY) und A €
B(Q) gilt

|v|(A) = sup {Z lV(Ag)| @ A1, Ag, ... € B(A) N (Q) paarweise disjunkt} .
k=1

Ist |v|(A) < oo so gilt diese Identitit auch mit B(A) anstelle von B(A)NA ()

auf der rechten Seite.

Beweis. ‘>’ folgt in jedem Fall aus der o-Additivitét von |v|.

Wir zeigen nun ‘<’ im Falle |v|(4) < oo mit Z(A) rechts. Dazu erreichen
wir zunéichst durch Anwendung der Polarzerlegung v = g - |v| mit einer Borel-
Funktion g und g(Q) ¢ SN~ := {z € RY : |z| = 1}. Sei nun £ > 0 und
{21, 72,23, ...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von SV ~!. Dann gilt fiir £, :=
AN{lg — x| < e} € B(A) schon (J,—, Ex, = A. Folglich sind die Mengen
Ay = Ei \ U;:ll E; disjunkt mit (J32; Ay = A und wir erhalten

panl=| [ gavl|>| [ ondvl| | [ o-aap
> AR — [ 1o sl 2 (- A

Ag

Aufsummieren gibt nun Y 7o, [v(A4x)| > (1 —€)[v|(A) und ‘<’ folgt, da e > 0
beliebig war.

17



18 KAPITEL 0. Mafitheorie

Ohne die Voraussetzung |v|(A) < oo sehen wir ‘<’ folgendermaflen ein.
Wegen der abzihlbaren Kompaktheit von Q gilt Q = [J;2; K; mit Kompakta
K;. Wir kénnen K1 C Ky C K3 C ... annehmen und erhalten unter Anwendung
des bereits Bewiesenen:

lv|(A) = llim lV|(AN K;)

= lim sup {Z v(Ag) + A € B(ANK)) disjunkt}

l—o0
k=1

< sup {Z v(Ag) @ Ap € B(A)NK (Q) disjunkt} . O
k=1

Bemerkung 0.18. Im Fulle N = 1 gilt die Variationsformel in Proposition
0.17 auch dann, wenn man statt abzihlbar vielen nur zwei Summanden rechts
zuldsst; dies folgt durch Jordan-Zerlegung oder durch Analyse des vorausgehen-
den Beweises (S = {—1,1} besteht aus 2 Elementen.).

Als nichstes halten wir fest, dass o-Additivitéit Vektor-Radon-Mafle schon
charakterisiert. Dies wird uns spéter erlauben, neue Vektor-Radon-Mafle einfach
durch Angabe o-additiver Mengenfunktionen zu definieren.

Proposition 0.19. Ist eine Abbildung v : # () — RN o-additiv im Sinne
von Bemerkung 0.13, so ist v ein RN -wertiges Radon-Map.

Beuweisskizze. Durch Ubergang zu den Komponentenfunktionen kénnen wir N =
1 annehmen. Als erstes zeigt man, dass es eine Zerlegung Q = QT UQ™ von Q in
zwei disjunkte Mengen Q1, Q™ € B(Q) gibt mit v(ANQ™) <0 < v(ANQT) fiir
alle A € 7 (Q); diese Zerlegung heiit Hahn-Zerlegung, einen Beweis findet
man beispielsweise in [26]. Dann definiert man nichtnegative Radon-Mafie v
und v~ auf Q durch v (A) :=v(ANQT) und v~ (A) := —v(AN Q™) (wohldefi-
niert nach Bemerkung 0.13 (3)). Offensichtlich ist 1o+ —Lo- € Li, (v +v7)
und es gilt v = (Ig+—1q-) - (vT+v7). Gemif Definition 0.12 ist somit v ein
R-wertiges Radon-MaSB.” O

Satz 0.20. Dehnen wir die Definitionen des Kapitels 0.1 in naheliegender Wei-
se (2B.v < p: <= |v| < pundv' L v?: <= || L |v?|) auf Vektormafle v
und nichtnegative Grundmafe p aus, so gelten die Sdtze 0.6, 0.7 und 0.9 sowie
Korollar 0.10 analog in diesem allgemeineren Kontet.

Beweis. Alle Aussagen lassen sich durch Ubergang zu den Komponentenfunk-
tionen und Jordan-Zerlegung auf die entsprechenden Sitze aus Kapitel 0.1
zuriickfithren. Im Falle von Satz 0.6 kann man auch elegant mit der Polar-
zerlegung argumentieren. O

Lemma 0.21. Seien v',v? € RMi (Q, RY). Dann gilt:

v LV = A = I A

+

"AuBerdem sehen wir im Nachhinein, dass v= = v+ die MaBe aus der Jordan-Zerlegung

sind; folglich v = v™ — v~ und |v| = vt + 0.

18



0.3. Der Rieszsche Darstellungssatz 19

Beweis. Nach Radon-Nikodym gibt es fi € LL, (2, RY; |v!| + |[v?]) mit
vi= ()

fiir i = 1,2. Sei nun Q = A; U Ag mit disjunkten Ay, Ay € B(Q) derart, dass
|i|(§2\ 4;) = 0. Dann gelten f; = 0 auf © \ A; und folglich

If1+ fo| = [1a, fi + La, fo| = La,|fi] + L a,lfo| = |fi] +1fe]  auf Q

jeweils (|v!|+|v?|)-fast-iiberall. Nun folgt die Behauptung aus der Definition der
Variation. O

Satz 0.22. RM(Q,RY) ist mit der Totalvariation als Norm ein Banachraum.

Beweis. Dass RM (2, RY) ein Vektorraum ist und die Totalvariation eine Norm
darauf, ldsst sich leicht einsehen; u.a. beweist man dazu die Dreiecksunglei-
chung

lv1 + o] < |vi| + |12

fiir die Variation (beispielsweise mit Proposition 0.17 oder &hnlich wie das vorige
Lemma) und erhélt die Dreiecksungleichung fiir die Totalvariation als Spezial-
fall.

Um Vollstindigkeit zu zeigen, betrachte man ein Cauchy-Folge (p*)ren in
RM (9, RY). Insbesondere ist dann supyeciy HukHRM(QRN) < oo und daher ist

auch
o0
pi=y 27k |k
k=1

ein endliches nichtnegatives Radon-Ma8 auf Q. Da alle p* beziiglich p absolut-
stetig sind, finden wir Radon-Nikodym-Dichten f* mit p* = f* . und es gilt
1 — MlHRM(Q,]RN) = | f*¥ - leLl(Q,IRN;u). Dabher ist (f*)rew eine Cauchy-Folge
in LY(Q,RN; ). Nach dem Satz von Riesz-Fischer ist L'(Q, R; 1) vollstéindig
und daher konvergiert die Folge (f*)ren in diesem Raum gegen eine Grenzfunk-
tion f°°. Wir setzen > := f>.u € RM(Q, RY); dann gelten 6%l par(o,rYy =
£ @ ry ey < 00 und [[uF — p®| garryy = I = @l ry ) — 0

Folglich konvergiert (u)rew in RM (2, RY) gegen pu. O

Bemerkung 0.23. Ist Q diberabzihlbar, so ist RM (Q, RN ) nicht separabel; dies
sieht man daran, dass fir je zwei Dirac-Mafe 0,0, € RM(Q,RN) mit x #y
in Q stets [|0; — Oyl paro,ryy = 2 gilt.

0.3 Der Rieszsche Darstellungssatz
Definition 0.24 (Integration beziiglich VektormaBen). Sei ® : RM x RN —
RE (M,N,K € IN) eine bilineare Abbildung, v = g - |v| € RMg (Q,RY) die
Polarzerlegung eines Vektormafles v und f € Lllok(Q,IRM; |v]). Dann definieren
wir das RX -wertige Radon-Mafs

f Ov:i= (f ®g) : |V| € RMlok(Q’RK);

19



20 KAPITEL 0. Mafitheorie

auflerdem vereinbaren wir fir jedes A € B(Q) mit |f ©v|(A) < oo die Integral-
notation

‘/men:UGVNMGRK
A

Bemerkung 0.25. FEs gilt

[row

wobei C© = max|q|—1,|p|=1 |a @ b| die Operatornorm der bilinearen Abbildung ©
bezeichnet. Im Folgenden wird dies oft mit C® = 1 angewandt.

gv@uwnscéAUMWL

Wir schreiben CP(Q,RY) fiir den Banachraum aller beschréinkten stetigen
Funktionen  — R, versehen mit der Supremumsnorm. Mit Cgpt(Q, RY) be-
zeichnen wir den Unterraum aller ¢ € Cg (Q,RY), fiir die der Triger spt ¢ :=
{¢ # 0} kompakte Teilmenge von {2 ist. Dieser Unterraum ist i. A. jedoch nicht
abgeschlossen (also kein Banachraum); seinen Abschluss bezeichnen wir als den

Raum CJ(€2, RY) der stetigen Funktionen mit Nullrandwerten®.

Satz 0.26 (Rieszscher Darstellungssatz fiir (C9)*). RM(Q,RY) ist iso-
metrisch isomorph zum Dualraum von CQ(Q, RYN) durch die Identifikation eines

Mafes v mit dem Funktional @ — fQ - dv. Dabei bezeichnet - das Skalarprodukt
von RNV, O

Bemerkung 0.27.

e Die wesentliche Aussage des Satzes ist, dass sich jedes beschrinkte linea-
re Funktional auf Cg(Q,RN) durch Integration beziiglich eines endlichen
Radon-Mafles darstellen ldsst.

e Fine interessante Variante besagt im Falle N = 1, dass sich nichtnegati-
ve? lineare Punktionale auf Cgpt(Q) stets durch ein (mdéglicherweise nicht
endliches) nichtnegatives Radon-Maf darstellen lassen.

Wir halten noch zwei Lemmata fest, die in einem gewissen Zusammenhang
zum Beweis des Rieszschen Satzes stehen und spéter niitzlich sein werden.

Lemma 0.28. Fliir jedes nichinegative Radon-Maf$ p auf  ist Cgpt(Q,IRN)
dicht in L*(Q,RN; ).

Beweisskizze. Es reicht, den Fall N =1 zu behandeln. Wegen der abzéhlbaren
Kompaktheit von € reicht es auflerdem, solche Funktionen, die auflerhalb eines

8 Achtung: Diese Funktionen haben Nullrandwerte in dem Sinne, dass ihre Fortsetzung
durch 0 auf die 1-Punkt-Kompaktifizierung von €0 stetig ist; dies bedeutet Nullrandwer-
te im klassischen Sinne in den nicht zu € gehdrigen Randpunkten, also nur fiir offenes
Q Nullrandwerte auf dem ganzen Rand. Man beachte auch, dass bei kompaktem 2 gilt
O (% RY) = CY(Q,RY) = CP(Q, RY).

"Dabei heifit ein Funktional F : C,.(2) — R nichtnegativ, wenn F(p) > 0 fiir alle
nichtnegativen Funktionen ¢ gilt.
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0.3. Der Rieszsche Darstellungssatz 21

Kompaktums verschwinden, aus C’gpt(Q) heraus in der L'-Norm zu approximie-
ren. Wie iiblich kénnen wir uns tatséchlich sogar darauf beschrinken, Funktio-
nen 14 mit A € J#(Q) zu approximieren, und aufgrund der Regularitéitsei-
genschaften von Radon-Maflen reichen sogar Funktionen 1z zu kompaktem
K. Wegen der lokalen Kompaktheit von €2 ist aber jedes solche K Teilmenge
eines A € 0% () (Lemma 0.1); insbesondere ist dist(K,Q \ A) > 0. Dies be-
deutet, dass fir L > 1 die Funktionen ¢, zu ¢r(x) := (1 — Ldist(z, K))+
Tréager in A haben und folglich in Clgpt(Q) liegen. Andererseits konvergiert
oL 1x punktweise und gemifl dem Satz iiber dominierte Konvergenz

auch in LY(Q; ). O

Das folgende Lemma besagt insbesondere, dass

\um):sup{\/ﬂw- dv

fiir jedes v € RM (9, RY) gilt. Dies bedeutet, dass die Identifikation eines Ma-
Bes v mit dem Funktional ¢ +— ngo- dv eine isometrische Einbettung von
RM (2, RY) nach (C§(Q, RY))* ist. Die wesentliche Schwierigkeit beim Beweis
des Satzes (auf die wir hier nicht eingehen) liegt allerdings darin, zu zeigen,
dass diese Einbettung surjektiv ist, also zu einem gegebenen Funktional ein
geeignetes Maf} zu konstruieren.

s e CYQ,RYN) mit sup | < 1}
Q

Lemma 0.29. Seien v € RM (Q, RY) und A € 2(Q) mit |v|(A) < co. Dann

gilt
vI(4) :sup{ [ o

Ist A lokal kompakt, so bleibt die vorausgehende Gleichung auch dann richtig,
wenn wir CP (A, RY) durch C§(A,RY) oder Cl?pt (A, RN) ersetzen. Im Falle von

Clgpt(A,RN) kann dabei auf |v|(A) < oo verzichtet werden.

L € CYA,RYN) mit sup|p| < 1}.
A

Beweis. Nach Bemerkung 0.25 gilt

=

fiir alle p € CP(A,RY). Somit ist ‘>’ in allen Féllen gezeigt.
Als néchstes zeigen wir

\u\<A>5sup{'/Aso- v

fiir lokal kompaktes A mit |v|(A) < co. Sei dazu v = g-|v| die Polarzerlegung von
v € RMiok(Q,RY) (mit |g| = 1 |v|-fast-iiberall). Jetzt benutzen wir Lemma
0.28 und damit implizit die lokale Kompaktheit von A: Wir approximieren
g| 4 in der Norm von LY(A,RY;|v|) durch eine Folge (¢ )ren von Funktionen

< |v|(A) Slj‘p\w\

tp € Cgpt(A,RN) mit sup |p| < 1} (0.3)
A

YL € Cgpt (A,RY). Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass auch die modifizierten

Funktionen
. or(x) fiir [pp(x)
Or(x) =

r ()
lew ()]

21



22 KAPITEL 0. Mafitheorie

in Cgpt(A,RN) sind mit [pg — g],| < |¢x — g| ,| und folglich @y — g/, in

LY(A,RY; |v]). Wir schlieBen
sup{ / p-dv|: p€ Cgpt(A,RN) mit sup |¢| < 1} > lim /@k dv
A A k—oo|) 4
=| [a- @] =| [ 1o vl = w1
A A

und (0.3) ist bewiesen. Ein einfaches Approximationsargument zeigt nun, dass
(0.3) auch ohne die Endlichkeitsvoraussetzung richtig bleibt, und fiir lokal kom-
pakte A folgen alle Behauptungen.

Es verbleibt,

IVI(A)Ssup{‘/ASD- v

auch fiir nicht lokal kompakte A € Z(Q)) zu zeigen. Dazu benutzen wir die
Regularititseigenschaften des Radon-Mafles ||, um eine Folge (O )xen offener
(also insbesondere lokal kompakter) Obermengen von A in © zu finden mit
limy o0 [V[(O \ A) = 0. Es folgt (unter Verwendung des Bewiesenen fiir Oy,)

Do e CYA,RYN) mit suplp| < 1} (0.4)
A

[v[(A) < v[(Ok)

< sup /gp-dz/
A

gsup{‘/cp-dy
A

und Grenziibergang k — oo fiithrt zu (0.4). O

o € CY(O, RY) mit sup|g| < 1} + [v|(O \ A)
Oy

€ CY(A,RY) mit sup|y| < 1} D]\ )
A

0.4 Die schwach-*x-Topologie

Wir erinnern daran, dass eine Folge (xp)ren in einem normierten Raum X

schwach konvergent gegen einen Grenzwert x € X heifft, notiert xj k; x
— 00

schwach, wenn <y; x> P <y;x> fiir alle y im Dualraum X* gilt.!0 Fiir
— 00

Folgen im Dualraum X* fiihren wir den folgenden verwandten Konvergenzbe-

griff ein:

Definition 0.30 (Schwach-*-Konvergenz). Sei X ein normierter Raum. Dann
heif$t eine Folge (yr)rew in X* schwach-x konvergent gegen einen Grenzwert
y € X*, notiert yy, kL y schwach-x, wenn

—00

<yYg; x> h— <y; x> fiir alle x € X
—00

gilt.

"Dabei schreiben wir hier und im Folgenden <y;z> := y(z) fiir die Auswertung eines
linearen Funktionals y auf einem Element z.
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0.4. Die schwach-x-Topologie 23

Bemerkung 0.31. Offensichtlich sind schwach-x-Grenzwerte eindeutig.

Wir werden nun sehen, dass es einen engen Zusammenhang zwischen be-
schrankten und schwach-* konvergenten Folgen gibt:

Proposition 0.32. Sei X ein Banachraum und y kL y schwach-+ konvergent
— 00

m X*. Dann gelten:
e Beschrinktheit schwach-+ konvergenter Folgen: suppcn ||yellx+ < oo;
e Unterhalbstetigkeit der Norm: ||ly||x+ < liminfy o ||yl x=-

Dabei bezeichnet || - || x+ die Operatornorm auf X*.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Prinzip der gleichméfiigen Be-
schranktheit. Die zweite Behauptung ersieht man aus der Ungleichungskette

|<y;z>| = lim |<yp;z>| < <liminf HkaX*>||33HX fir alle x € X. O
k—o0 k—o0

Die fiir die Variationsrechnung wohl wichtigste Eigenschaft der schwach-x*-
Konvergenz beschreibt der folgende Satz von (Banach-)Alaoglu(-Bourbaki):

Satz 0.33 (Auswahlsatz/Kompaktheitssatz). Sei X ein separabler nor-
mierter Raum und (yi)kew eine beschrinkte Folge in X*, also suppcn ||ykllx+ <
00. Dann besitzt (yg)rew eine schwach-+ konvergente Teilfolge in X*.

Beweis. Sei M := suppen ||ykl|x+ und A = {z1,29,x3,...} sei eine abzéhlba-
re dichte Teilmenge von X. Dann ist |<yg;x1>| < M||z1|x fir alle £ € NN;
folglich gibt es eine Teilfolge (yi)ren von (yYx)ren, fiir die limg oo <yi;x1> in
R existiert. Ganz analog findet man eine Teilfolge (y2)kew von (yj)kew, filr
die limy_, o <y,€; To> existiert. Wir setzen dies nun induktiv fort und erhalten
fiir jedes [ > 3 eine Teilfolge (yk)kelN von (yf;l)ke]N, so dass limg_, <ny; x>
existiert. Nun betrachten wir die Diagonalfolge (y,’j)kem; fiir jedes [ € N ist die-
se Folge schlieBlich Teilfolge von (y})rew und deshalb existiert limy_ o yF ()
fiir alle [ € IN. Nun definieren wir § : A — R durch die Vorschrift g(x;) :=
limy, o0 y,’j(xl) fiir alle [ € IN. Aus der Konstruktion entnimmt man leicht
|9(a) — y(a)] < M|la — al|x fur alle a,a € A; also ist § Lipschitz-stetig auf
A und kann deshalb eindeutig zu einer Lipschitz-stetigen Funktion y auf dem
Abschluss A = X fortgesetzt werden; es gilt |y(z) — y(2)| < M|z — Z||x fiir
alle ;& € X. Zu beliebigem ¢ > 0 und x € X gibt es nun ein ¢ € A mit
|z — al|x < e und es folgt

lim sup [<y}; 2> — y()]
k—o0
< limsup |<yf; z—a>|+ lim |<yf;a> —§(a)| +limsup [y(a) —y(z)| < 2Me.
k—o0 k—o0 k—o0
Da ¢ > 0 beliebig war haben wir somit <y]]:;£6> P y(z) fir alle x € X
— 0

gezeigt. Jetzt sieht man leicht, dass y linear ist und y € X* (mit |ly||x+ < M)

und y,’f; k—»Loo y schwach-* in X* folgen sofort. U
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24 KAPITEL 0. Mafitheorie

Bemerkung 0.34. Das Konzept der schwach-x-Konvergenz hingt nicht nur
vom Raum X*, sondern auch von X selbst ab: Ist beispielsweise der normierte
Raum X nicht vollstindig und X eine Vervollstindigung von X, so kann man
X* =X identifizieren (durch einen isometrischen Isomorphismus). Das Kon-
zept der schwach-x-Konvergenz in diesem Raum hdngt jedoch davon ab, ob man
ihn als Dualraum von X oder X auffasst. Tatsichlich gilt:

* ]
yr — y schwach-x in X
k—oo

— yp — y schwach-+ in X* und sup ||Jys||x+ < oo.
k—o0 kelN

Beweis der Aquivalenz. Die Implikation ¢ =’ folgt sofort aus dem ersten Teil

von Proposition 0.32. Fiir ¢ <=’ setzt man M := ||y||x+ + supgen ||Yx || x+ und
wihlt man zu x € X und € > 0 ein Z € X mit ||z — Z||x < . Dann folgt

lim sup |<yg; 2> — <y; x>|

k—o0
< limsup |<yg; z—2>| + lim |<yg; T> — <y; 2>| + lim sup |<y; z—x>
k—o0 k—o0 —00
< Me.
Da € > 0 beliebig war, zeigt dies <yi; x> h— <y;x> fiir alle z € X. O
— 00

Bemerkung 0.35. Mit der Auswertungsabbildung ®x : X — X** v — <-;2>
lisst sich schwach-x-Konvergenz yy, kL y in X* dquivalent durch
—00

<Px(z);yp> P <bx(x);y> fiir alle x € X
—00

beschreiben. Ist X reflexiv, d. h. ®x ein isometrischer Isomorphismus von X
auf X**, so ist daher schwach-x-Konvergenz in X* dasselbe wir schwache Kon-
vergenz in X*. Somit ist der Begriff der schwach-+-Konvergenz nur in solchen
Rdaumen interessant, die Dualrdume eines nichtreflexiven Raumes X sind. Das
fiir uns interessanteste Beispiel ist der Raum RM (Q,IRN ), der sich nach dem
Rieszschen Darstellungssatz als Dualraum von Cg(Q,RN) auffassen lisst. Ein
weiteres prominentes Beispiel ist der Raum L>(£2, IRN), der nach einem ande-
ren Rieszschen Darstellungssatz mit dem Dualraum von L'(Q, RY) identifiziert
werden kann.

Definition 0.36 (Schwach-*-Konvergenz in RM ). Sprechen wir von schwach-

x-Konvergenz in RM (2, RY), so fassen wir RM(Q,RN) stets als Dualraum

von CS(Q,RN) auf. Folglich bedeutet schwach-+-Konvergenz kL Wwoin
— 0

RM (Q,RY) nach dem Rieszschen Satz gerade

/<p- dpy, . /<p- du fiir alle o € CO(Q,RY).
Q 0 JQ

24



0.4. Die schwach-x-Topologie 25

Bemerkung 0.37. Weil CJ(Q, RY) ein separabler Banachraum ist, lassen sich

Proposition 0.32 und Satz 0.33 auf die schwach-+-Konvergenz in RM anwen-

den. Auflerdem ldisst sich die schwach-+-Konvergenz pi k—L win RM(Q,RY)
—

gemdf Bemerkung 0.34 auch durch
/ o dup — / - du fir alle p € Cgpt(Q,IRN) und  sup |uk|(2) < oo
Q k—oo Jo keN

charakterisieren.

Definition 0.38 (Lokale schwach-x-Konvergenz in RM.y). Fir Mafle p, i €
RMo (2, RY) sagen wir, dass juy kL 1 lokal schwach-*x konvergiert in
—00

RM (0, RY), wenn gilt:

/ @ - dug B / @ du fiir allegDECgpt(Q,RN).
Q 7 JO

Bemerkung 0.39.

(1) Aus schwach-x-Konvergenz puy, k—L win RM(Q,RN) folgt die schwach-x-

Konvergenz py| , k—_%o | 4 der eingeschrinkten Mafe in RM(A,RN) fiir

offene Teilmengen A von 2.

(2) Fiir kompakte A C Q dagegen gilt die vorausgehende Implikation i. A.
nicht.

(3) Fiir pg, p € RMlok(Q,RN) gilt:

L k—L 1 lokal schwach-% in RMy(Q, RY)

= U], k%oo 1 4, schwach-* in RM(A,IRN) fiir alle A € O (Q).

Beweis. Zum Beweis von (1) geniigt es, zu zeigen, dass sich jede Funktion in
C’l?pt(A,IRN ) durch 0 zu einer Funktion in Cgpt(Q,RN ) fortsetzen ldsst. Dann
folgt die Behauptung beispielsweise aus der Charakterisierung in Bemerkung
0.37. Sei also ¢ € Cgpt(A,IRN). Da spt ¢ kompakt ist, ldsst sich ein z € sptp
finden mit dist(z, 2\ A) = dist(spt ¢, 2\ A). Weil aber andererseits A offen in
ist mit = € A, gilt natiirlich dist(x,Q \ A) > 0. Folglich ist auch dist(spt ¢, 2\
A) > 0. Aus der letzten Ungleichung entnehmen wir nun, dass ¢ durch den
Wert 0 auf 2\ A zu einer stetigen Funktion auf ganz Q fortgesetzt wird. Diese
Fortsetzung hat den gleichen Tréger wie ¢ und ist daher in Cgpt(Q, RY). Dies
beweist Teil (1).

Fiir (2) betrachten wir folgendes Beispiel: Sein = N =1, Q = (—2,2) und
W = kﬂ(o%) -31‘9 fiir k € IN. Dann gilt

1

k
[edu=1" vtz — o= [ pas
Q 0 k—o0 Q
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26 KAPITEL 0. Mafitheorie

fiir alle o € C°(€); folglich pg k—L do|, schwach-x in RM(£2). Nun betrachten

wir die kompakte Teilmenge A := [—1,0]. Dann ergibt die Einschrankung sy | 4
fiir alle kK € IN das Nullmaf, wihrend die Einschrinkung dg| , des Dirac-Mafles
Totalvariation |dp|(A) = 1 hat.

Den Beweis von (3) skizzieren wir nur, die Details der Argumente verlaufen
dhnlich wie bei (1): Fiir ¢ = 7 iiberlegt man, dass sich fiir A € 0.7 () jede
Funktion in CJ(A,RY) durch 0 zu einer Funktion in Cgpt(Q,IRN ) fortsetzen
lasst. Fiir ¢ <=’ dagegen betrachtet man ein ¢ € Cgpt(Q RY) und schliet mit
der lokalen Kompaktheit und Lemma 0.1, dass spt o C A fiir ein A € 0.7 ()
und folglich ¢| , € kpt(A RY) gilt. O

A

Als n#chstes beschéftigen wir uns mit der Relation zwischen schwach-x-
Konvergenz pi, k—L pin RM (9, RY) und punktweiser Konvergenz p,(A) —
—00

w(A) fur alle A € £(Q):
Proposition 0.40. Es konvergiere piy, kL p schwach- in RM(Q, RN).
—00

(1) Ist N =1 und sind alle i nichtnegativ, so ist auch p nichtnegativ und
es gelten fir A € B(Q) die folgenden Implikationen:

A kompakt = p(A) > limsup ug(A); (0.5)
k—o0
A offen in Q@ = p(A) < 1i]§n inf pg (A). (0.6)

(2) Es konvergiere auflerdem || k—L v schwach-+ in RM(Q2). Dann gilt fir
Ae ox(Q) mitv(A\ A) =0

n(A) = lim p(A).

k—o0

Insbesondere lisst sich dies natiirlich anwenden, wenn A kompakt und
offen in § ist (2.B. eine kompakte Zusammenhangskomponente von ).

Beweis. (2) folgt durch Anwendung von (1) auf Positiv- und Negativteil der
Komponenten; daher beweisen wir im Folgenden nur (1). Wir schlieBen zunéchst
aus der Nichtnegativitidt der ug, dass fQ pdu >0 fir alle 0 < ¢ € Cgpt(Q) gilt.
Mit Lemma 0.28 folgt dasselbe fiir alle 0 < ¢ € L(€2;|u|). Folglich ist u(A) =
JoLadp >0 fiir alle A € 2(9), also p nichtnegativ. Sei nun A kompakt. Wir
definieren fiir L > 1 Funktionen ¢y, durch ¢ (z) := (1 — Ldist(z, A))4+. Wie
frither folgt aus der lokalen Kompaktheit von €2, dass ¢, € Cgpt(Q) fir L>1
gilt. Wir schliefflen nun

/ oL du = hm / or dug > hmsupuk(A)

k—oo
fir L > 1 und die Behauptung (0.5) folgt durch Grenziibergang L — oo mit
dem Satz iiber dominierte Konvergenz. (0.6) erhalten wir zunéchst im Falle
A = Q aus Proposition 0.32. Da wir aber mittels Bemerkung 0.39 stets zu
den eingeschriinkten Maflen iibergehen kénnen, folgt (0.6) auch fiir jede offene
Menge A. O
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0.4. Die schwach-x-Topologie 27

Bemerkung 0.41. FEs konvergiere pi k—L win RM(Q,RY) und || k—L v

oo —00
schwach-x in RM (). Dann gilt v > |p|, aber selbst im Falle N = 1 ist i. A.
v# |l

Beweis. Nach Proposition 0.40 ist v nichtnegativ. Auflerdem gilt fiir alle ¢ €
CJ(Q,RY)

/w-du‘: lim '/‘P'dﬂk < 1im/!w!d\uk\=/!w!dv
Q k—oo | JO k—oo JO Q

Unter Verwendung von Lemma 0.29 schlieen wir daraus

|1l (€2) < v(Q).

Mit Bemerkung 0.39 iibertragen wir nun die letzte Ungleichung auf beliebige
offene Teilmengen A von €, also |u|(A) < v(A) fiir alle A, die offen in  sind.
Mit den Regularitétseigenschaften folgt |u|(A) < v(A) fiir alle A € B(Q).

Um einzusehen, dass i. A. |u| # v gilt, betrachten wir folgendes Beispiel:
Bs sei @ = [0,2], fi:= S0 (1 (a0 2]~ Lfams w]) € L10,2] und piy, =
k> k k 7k

1
fu & 02"
— gl
v=2Y2 0.2°
also einen Stetigkeitsmodul w,, auf [0, 2]. Daher gilt
2141
k

/[0,2) P ik /2; <SD(CU) - s0<x + %)) dx

fiir alle ¢ € CP[0,2], also py kL 0 schwach-* in RM |0, 2]. Somit ist u = 0, also
— 00
lul #v. O

Dann ist |ug| = & 1‘[0 2 fiir alle £ € IN, also auch der Grenzwert
Weiter ist jede Funktion ¢ € CP[0,2] gleichméfig stetig, besitzt

1
- Sw“’(%) k‘jo)oo

k—1
1=0

Zur spéateren Verwendung fithren wir einen weiteren Konvergenzbegriff fiir
Mafle ein, der zwischen starker Konvergenz und schwach-x-Konvergenz liegt.

Definition 0.42 (Strikte Konvergenz in RM). Wir sagen, dass eine Folge

(ur)ren in RM(Q,RY) strikt gegen einen Grenzwert u in RM(Q, RY) kon-
vergiert, wenn ui k—L p schwach-+ in RM(Q, RYN) konvergiert und zudem
— 00

Jim gl () = [ul(©)
gilt.

Bemerkung 0.43. Mit einem Teilfolgenargument entnehmen wir aus Bemer-
kung 0.41 und dem Auswahlsatz, dass fiir eine strikt konvergente Folge pi, h—
—00

pin RM(Q,RY) stets auch |y k—L |pe| schwach- in RM () konvergiert.
—00
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28 KAPITEL 0. Mafitheorie

0.5 Faltung und Glattung

Von nun an sei stets 2 offen in R™. Wir beginnen mit einer Bemerkung
zur Faltung von Maflen in allgemeinem Kontext.

Bemerkung 0.44. Fiir zwei Mafe v € RM(R™;RM), p € RM(R™,RY) und
eine bilineare Abblildung ® : RM x RN — RX (M, N, K € IN) kann man durch
die Faltung

vk u(A) = /n /n Ta(z +y)dv(z) © du(y) fir A e ()

eine weiteres Mafl v p € RM(R™, RX) erklaren.'* Ist M = N und ® kom-
mutativ, so ist auch * kommutativ. In diesem Zusammenhang identifizieren wir
absolutstetige Mafle beziiglich L™ stets mit ihrer Radon-Nikodym-Dichte: Bei-
spielsweise kiirzen wir wir im Falle f € L'(R™, RM)

frp=(-ZL")xu
ab. Tatsdichlich ist dann f*pu < L™ und die Dichte von f+* u, die wir ebenfalls

mit f * u bezeichnen ist gegeben durch

frp(z) = /Rn flx—y)® du(y) fiir £"-fast-alle x € R".

Insbesondere fithrt die Faltung zweier absolutstetiger Mafle zuriick auf die klas-
sische Definition der Fualtung zweier Funktionen. Im Folgenden interessiert uns
der Fall M = K = 1 mit der Skalarmultiplikation von RY als Verkniipfung ®
und mit absolutstetigem v.

Definition 0.45 (Glittung von Maflen). Wir fizieren einen glittenden Kern
0<peC®R") mitsptp C By und fRn pdx =1 und definieren die skalierten
Kerne p. € C*®(R"™) durch p:(x) := ¢ "p(z/ec). Dann definieren wir zu e > 0
die (offene) e-Parallelmenge

Qe ={r € Q: dist(z, R"\ Q) > ¢}

und fir p € RM(Q,RY) die Glattungen

pos (o) i= [ pola—u)duty) i alle € 9.,

Bemerkung 0.46. p.xu im Sinne von Definition 0.45 stimmt £"-fast-iiberall
auf Q. mit p-xfi im Sinne von Bemerkung 0.44 iiberein, wenn fi € RM(R™, RN)
eine beliebige (!) Fortsetzung von p auf R™ ist, also Lo =1 gilt.

Lemma 0.47 (Eigenschaften der Glattung). Fiir p € RM(Q,RY) gelten:

(1) Fiir jedes € > 0 gilt p. x p € C®°(Q, RY);

1 Gem#B Proposition 0.19 ist v * 1 ein Radon-MaB. Endlichkeit von v * p und einfache
Eigenschaften folgen aus dem Satz von Fubini.
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0.5. Faltung und Glédttung 29

(II) Fiir jedes € > 0 ist p. * p € L' (Q, RY) und
pe == (pe * p) - L,
definiert ein Map in RM (e, RY) mit
|1el(€2) < ul(9);

(I1I) pe —% p lokal schwach-+ in RMy (2, RY);
£

(IV) || ;% |p| lokal schwach-* in RM(£2).

(V) Starke Konvergenz yi. @ u dagegen kann man i. A. nicht erwarten, auch
15

nicht lokal.

Bemerkung 0.48. Die Konvergenz in (II1) ist dabei im Sinne von

- d - d
/QEQO Me&’)/ﬂ@ H

fiir alle ¢ € Ckpt(Q,IRN) zu verstehen. Analog ist die Konvergenz in (IV) zu
terpretieren.

Beweis. (I) erhélt man problemlos durch Differentiation unter dem Integral.
Fiir (IT) berechnet man

uM«%waéJ%*umms/’/pAm—wdmmnm
//pﬂ~ ) da du|(y /’%m/mw H(©

Sei nun ¢ € Ckpt(Q,IRN) und ¢ > 0 ausreichend klein, dass sptp C Q. gilt.
Wir definieren p € C*°(R"™) durch p(x) := p(—z) und bemerken, dass p und
dies zugehorigen skalierten Kerne p. dieselben Eigenschaften wie p und die p.
haben. Jetzt rechnen wir mit dem Satz von Fubini

/fw%:/wm/%m—<m m—//pﬂ~ () d du(y)
//%-ﬂ z) dr du(y) = A%m

wobei die ¢, die klassischen Glattungen (beziiglich p) der gleichméBig stetigen
Funktion ¢ bezeichnet. Da die . bei € \, 0 gleichméBig gegen ¢ konvergieren,
folgt die Behauptung von (III). SchlieBlich zeigen wir (IV) (wobei wir zur Verein-
fachung die Notation der Einschrénkung | , unterdriicken): Gem#f Bemerkung
0.39 (III) reicht es, zu zeigen, dass fiir alle A € 0. () und zu jeder positiven
Nullfolge () ke eine Teilfolge (e, )iew existiert mit | ey, ] || schwach-* in

RM (A). Seien also A € 0% () und eine positive Nullfolge (%)ke]N gegeben.
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30 KAPITEL 0. Mafitheorie

Dann schliefen wir zunéchst aus (II), dass supgs.q |pe,[(4) < oo gilt; geméB
dem Kompaktheitssatz kénnen wir daher eine Teilfolge (ef, )iew auswéhlen, so
dass |, | schwach-+ in RM(A) gegen ein v € RM(A) konvergiert. Unter Ver-
wendung von (IIT) erlaubt uns Bemerkung 0.41 auf v > || zu schliefen. Ande-
rerseits folgt aus der Definition der Gliattung |pe * u| < pe * |u| auf Q,, also

el < |pale. (0.7)

Wir schliefen nun v < |p|, indem wir (0.7) auf die Teilfolge (e, )icn anwenden
und unter erneuter Verwendung von (III) zur Grenze iibergehen. Folglich gilt
v = |u| in RM(A). Fiir (V) betrachten wir als Beispiel dp auf 2 = R”, dann
gilt wegen (dp): < Z™ und dy L £ auch (dp)s L (6o). Mit Lemma 0.21 folgt
fir jede Menge A € Z(2) mit 0 € A

[(90) = d0[(A) = [(50)<[(A) + [60|(A) = do(A) = 1. O

0.6 Verallgemeinertes Produkt und Disintegration

Fiir diesen Abschnitt fixieren wir (zusétzlich zur offenen Teilmenge €2 von R"™)
einen weiteren abzdhlbar kompakten und lokal kompakten metrischen Raum
M. Mit m: Q x M — § bezeichnen wir die Projektion auf den ersten Faktor
des kartesischen Produkts € x M. Wir interessieren uns fiir Mafle auf Q x M,
die von allgemeinerer Struktur als Produktmafe sind.

Definition 0.49 (Messbarkeit mafiwertiger Abbildungen). Bei einer majfSwer-
tigen Abbildung v : Q — RM(M,RN) schreiben wir im Folgenden stets v,
fiir den Wert von v an der Stelle x. Fiir ein nichtnegatives Radon-Maf$ p auf
Q nennen wir v eine p-messbare Abbildung, wenn fir jedes A € (M) die
Abbildung ve(A) : Q@ — RN stets p-messbar ist.

Lemma 0.50. Sei p ein nichtnegatives Radon-Maf auf Q. Fir eine p-messbare
Abbildung v : Q — RM(M,RN) gelten:

(I) Die Abbildung Q@ — RN,z — [, f(z,-) dvy ist fir jede beschrinkte Borel-
Funktion f: Q x M — R stets p-messbar;

(IT1) auch Q@ — RM (M), x +— |v,| ist eine p-messbare Abbildung.

Beweis. Die Behauptung (I) gilt trivial fiir f = 1pxa mit B € #(Q) und

A € B(M). Mit Standardprozeduren der Mafitheorie geht man nun zunéchst

zum Fall f = 1¢ mit C € Z(Q x M) und dann zum allgemeinen Fall iiber.
Um (II) einzusehen, schliefen wir mit Lemma 0.29 auf

ruzuA):sup{‘/Ago- v,

fir alle z € Q und A € ZA(M). Aus Teil (I) entnehmen wir, dass [, ¢ -
dv, messbar von x abhéngt (dazu betrachte man zuerst die Komponenten
([49idvy),). Ersetzen wir nun noch CYA,RY) in (0.8) durch eine abzihl-
bare dichte Teilmenge, so folgt, dass auch |v,;|(A) als abzdhlbares Supremum
p-messbar von x abhéngt. O

Do e CYUARN) mit sup || < 1} (0.8)
A
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0.6. Verallgemeinertes Produkt und Disintegration 31

Definition 0.51 (Verallgemeinertes Produkt). Sei v ein nichtnegatives Radon-
Map auf Q. Fiir ein u-messbares v : Q — RM (M, RN) mit

Ve (M) € Lige(2; 1)
definieren wir
// lo(x, ) dv, du(x) fir C e (2 x M).

Gemdfs Lemma 0.50 (I) und Proposition 0.19 definiert dies ein Radon-Majs
p € RMio(Q x M, RN). Auperdem gilt

/Qfodp // f(z,-) dvy du(x)

fiir jedes f € LY (QxM; p). Weil [,, 1c(x,-) dvy, = 6,@v,(C) und Ndv, =
p M ml

Jaxar f d(0:®v,) nach Fubini gelten, driicken wir den Zusammenhang zwzschen

p, vV und p symbolisch aus durch

p= / 0z @ vy du(x)
Q

und nennen p das verallgemeinerte Produkt von u und v.

Bemerkung 0.52. Ist v konstant, so reduziert sich das verallgemeinerte Pro-
dukt zum gewdhnlichen Produktmaf, d. h. es gilt

/5m®1/d,u(x) =puQ .
Q

Proposition 0.53 (Verallgemeinertes Produkt und Variation). Seien
w und v wie in der vorigen Definition. Dann gilt mit der soeben eingefiihrten
Notation die folgende Formel fiir die Variation:

/5 ® vy du(x
/5 ® vy du(x

p = / 0z @ vy dp(z)
Q

Auflerdem gilt
= [ve|(M) - p.

Beweis. Wir setzen

und

,5::/9633®|1/x|dy(x).

Dann ergibt sich durch Anwendung der Definition
74 = el (M) - (0.9)
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32 KAPITEL 0. Mafitheorie

und

lp(C)| < p(C) fiir alle C' € (2 x M).
Mit Proposition 0.17 folgt aus der letzen Ungleichung
ol < p. (0.10)

Aus (0.9) und (0.10) schlieBen wir auf my|p| < p und mylp| = d(%lpl) - v Daher

gilt fiir jedes A € () und ¢ € CY(M,RY) mit sup,, |¢| <1

/A /M @ dvy dp(x)

Es folgt

[ ewdntan)| <ltaxn = [ g,
AxM A

dp
‘/ P duy
M

und geméfl Lemma 0.29 dann

fiir pu-fast-alle x € Q.12 Aus der letzten Ungleichung entnehmen wir
A x M) = / el (M) du(z) < |pl(A x M) fiir alle A€ #(Q). (0.11)
A

Durch Kombination von (0.10) und (0.11) folgt |p| = p, also die erste Behaup-
tung der Proposition. Die zweite Behauptung ergibt sich aus der ersten unter
Berticksichtigung von (0.9). O

Wir zeigen nun, dass sich jedes endliche Radon-Maf3 auf 2 x M als verall-
gemeinertes Produkt schreiben lésst.

Satz 0.54. Sei p ein nichtnegatives Radon-Maf auf Q und p € RM (92 X
M,RN). Ist mylp| lokal endlich mit

Talp| < p,
s0 gibt es eine p-messbare Abbildung v : Q — RM (M, RN) mit
V| (M) € Ligo($2: 1)

und

p= / 0z @ vy du(x).
Q

Als Korollar erhalten wir schliefllich das folgende Resultat, das in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie als die Existenz bedingter Verteilungen bekannt ist.

12Tatsichlich ist die obige Argumentation nicht ganz korrekt, weil der Quantor “fiir u-fast-
alle z € 27 mit dem Quantor “fiir alle ¢” vertauscht wird und letzterer iiber eine iiberabzihl-
bare Menge von Funktionen lduft. Dieses Problem lésst sich jedoch beheben, indem man nur
Funktionen ¢ in einer abzihlbaren dichten Teilmenge von Cf (M, RY) betrachtet.
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Korollar 0.55 (Disintegration). Sei p € RMo(Q x M,RYN) und my|p| sei
lokal endlich. Dann gibt es eine my|p|-messbare Abbildung v : Q — RM(M,RY)
mit

lvg|(M) =1 fir mylp|-fast-alle x €

und

p= [ 6@ vedlmo (o).
Beweis. Wir wenden Satz 0.54 mit p := mylp| an und erhalten die Existenz
eines v mit p = [, 0z ® v, d(my/p|)(x). Die Behauptung |v,|(M) = 1 folgt nun
aus der zweiten Gleichung in Proposition 0.53. U

Beweisskizze zu Satz 0.54. Fiir jedes p € 08 (M,RY) definieren wir ein signier-
tes Radon-Ma8} p1,, auf Q durch

po)i= [ ply)dpley)  fin A€ (@),
AxM
Fiir alle A € 2(Q) gilt |u,(A)| < m4p|(A) supy, |¢|, woraus man mit Propo-

sition 0.17 und dem Satz von Radon-Nikodym auf

dpiy
dp

_ dlrglol)
< <

fp <K [ und ‘ sup |¢|
M

schliefit. Wir betrachten nun die Funktionale

Es ldsst sich zeigen, dass F, fiir u-fast-alle = € €2 ein wohldefiniertes (betrachte

zunéichst nur ¢ in einer abzidhlbaren dichten Teilmenge) beschrinktes lineares

Funktional mit Operatornorm < d(%lfl)(m) ist. Daher gibt es nach dem Riesz-

schen Darstellungssatz eine Abbildung v : Q — RM (M, RY) mit
dpiy
pdv, = —=(z
/ M Y dp (@)

fiir alle o € CY(M,RY) und |v,|(M) < d(%lpn(x) fiir p-fast-alle z € Q. Weiter
lasst sich nun zeigen, dass v tatséchlich p-messbar ist. Da my|p| lokal endlich
ist, gilt d(%ﬂf‘) € Ll (9% u) und folglich

[Vl (M) € Lig(; ).

Auflerdem ergibt die Konstruktion

/Q/M f(x) dvy dp(x) = /Qf% dp = /Qfd% = /safo(x)w(y) dp(z,y)

fiir jedes f € LY(Q;mylpl) und jedes ¢ € CO(M,RY) und aus dieser letzten
Gleichung erhalten wir schliellich

/ 0z @ vy du(x) = p. O
Q
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34 KAPITEL 0. Mafitheorie

Ausblick (Young-Mafle). Als Young-Mafe beziiglich eines gegebenen nicht-
negativen Radon-Mafles pu auf Q) bezeichnet man die verallgemeinerten Produkte
fQ 0z QU dp(x) auf Qx M, bei denen v, fiir u-fast-alle x € Q ein Wahrschein-
lichkeitsmaf ist (also nichtnegativ mit v, (M) = 1). Aus Korollar 0.55 und Pro-
position 0.53 entnehmen wir, dass die Young-Mafe beztiglich des Grundmafes
p genau die nichtnegativen p € RMo (2 x M) mit myp = p sind.

Meistens betrachtet man Young-Mafe zum fizierten Grundmafy 2| ,. Man
identifiziert dann Funktionen u : Q@ — M mit dem Young-Maf'3 Jo 0z @0y (z) d.
Allgemeine Young-MajSe fQ 0, ® v, dx versteht man als mehrwertige Funk-
tionen 2 — M, die an einer Stelle x € ) keinen einzelnen, sondern viele
Werte aus M annehmen — mit Wahrscheinlichkeiten, die durch die Verteilung
v, beschrieben werden.

Young-Maf$e haben sich in vielen Situationen der Variationsrechnung als
wichtige Hilfsmittel erwiesen: Nach der wurspringlichen Idee von L.C. Young
kénnen sie in nicht-(quasi)konveren Situationen, in denen keine klassischen
Minimierer existieren, als verallgemeinerte Minimierer von Variationspro-
blemen wverstanden werden. Auferdem sind sie nitzlich beim systematischen
Studium von Unterhalbstetigkeitseigenschaften und bei der Beschreibung
gewisser physikalischer Phdnomene (wie Phaseniiberginge und Mikrostruktu-
ren).

Um die Bedeutung von Young-Mafien tiefer zu verstehen, fixieren wir M =
RE und erinnern uns zundchst an folgendes Prinzip: Ist (up)ren eine schwach
konvergente Folge in LP(Q,RE) mit Grenzwert u und ist f : RX — R eine
nichtlineare Funktion, so kann man i. A. nicht erwarten, dass fouy (oder eine
Teilfolge) gegen f o u konvergiert. Tatsichlich kann fou # 0 = f o uy fir
alle k gelten. Grob gesprochen, zerstoren nichtlineare Operationen die schwa-
che Konvergenz von Funktionen. Young-Majfle hingegen besitzen die folgende
nichtlineare Permanenzeigenschaft: Ist Z"(Q) < oo, so lisst sich aus je-
der Funktionenfolge (uy)ren eine Teilfolge (uk,)iew auswdihlen, die, aufgefasst
als Folge von Young-Majen beziiglich Z"‘Q, schwach-x in RM (Q x RX) gegen
einen Grenzwert p = fQ 0z ® vy dx konvergiert. Ist (uk)gen nun schwach kon-
vergent gegen einen Grenzwert u in L'(Q, RX), so ist p wieder ein Young-Maf
mit u(z) = [gx ydve(y) fir £"-fast-alle x € Q. Auferdem konvergiert (und
das ist der entscheidende Punkt) f o uy, fir jedes f € CY(RE) schwach-x in
L>(Q) gegen f o p, definiert durch f o p(x) = [px fdvs.

0.7 Rektifizierbarkeit

Bevor wir uns dem Begriff der Rektifizierbarkeit zuwenden, fithren wir noch die
folgende Terminologie ein:

Definition 0.56 (u-Endlichkeit). Sei p ein nichtnegatives Maf$ auf Q und A
eine p-messbare Teilmenge von Q2. Dann heifst A lokal p-endlich, wenn 14 -
ein Radon-Mafs ist. Ist sogar 14 - u(2) < oo, so heifst A p-endlich. Gibt es

13fQ 0z ® Oy(s) dr ldsst sich anschaulich beschreiben als das Bildmafl von £
Graphenabbildung = — (z, u(z)).

‘ o unter der
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0.7. Rektifizierbarkeit 35

abzihlbar viele p-endliche Mengen Ay, As, As, ...mit A C |J;2, Ai, so nennen
wir A eine p-o-endliche Menge.

In diesem Abschnitt fixieren wir ein k € {0,1,2,3,...,n} und bezeichnen
mit J#* das k-dimensionale (sphirische) Hausdorff-Ma8 auf R". Wir werden
im Folgenden auch die Bezeichnung #%(A) fiir nur #*-messbare (und nicht
notwendig Borelsche) Mengen A verwenden. Dieses Symbol ist dann als Aus-
wertung des dufleren Hausdorff-Mafles zu interpretieren. Wir erinnern aufferdem
an die fundamentale Abschétzung

A (f(A)) < (Lip f)F%(4) (0.12)

fiir jede Lipschitz-Abbildung f : R®™ — R™ und jede J#*-messbare Teilmenge
von R™.

Definition 0.57 (Rektifizierbarkeit). A sei J#%-messbar in R™.

(1) A heifst abzéhlbar k-rektifizierbar, wenn es abzihlbar viele biLipschitz-
Abbildungen (d. h. injektive Lipschitz-Abbildungen mit Lipschitz-stetigen
Umkehrabbildungen) fi, fa, f3,...: RF — R™ gibt mit

Ac [jfi(IR’“);

i=1

(2) A heift abzihlbar J#*-rektifizierbar, wenn S*(A\ B) = 0 fiir eine
abzihlbar k-rektifizierbare Menge B C R"™ gilt;

(3) A heifit % -rektifizierbar, wenn A abzihlbar % -rektifizierbar ist mit
HF(A) < 00.

Der fiir uns wichtigste dieser Begriffe ist die abzihlbare J#*-Rektifizierbarkeit.

Bemerkung 0.58. In der Literatur werden in der Definition der Rektifizier-
barkeit meist Lipschitz- Abbildungen anstelle von biLipschitz- Abbildungen ver-
wendet. Man kann mit einigem Aufwand zeigen, dass dies dieselben Begriffe
ergibt. Manchmal — man denke an den Satz von Lusin — wird auch direkt mit
C-Abbildungen gearbeitet. Fiir unsere Zwecke ist jedoch die obige Version mit
biLipschitz- Abbildungen am praktischsten.

Bemerkung 0.59. In den extremen Fdllen k = 0 und k = n trivialisiert sich
der Begriff der Rektifizierbarkeit:

o RY ist eine einelementige Menge und H#° das Zihlmaf. Folglich sind
die abzihlbar O-rektifizierbaren und abzihlbar °-rektifizierbaren Mengen
die abzihlbaren Mengen; die H°-rektifizierbaren Mengen sind gerade die
endlichen Mengen.

o " ist das Lebesque-Maf ™. Daher sind die abzdhlbar n-rektifizierbaren
und abzihlbar F" -rektifizierbaren Mengen genau die £™-messbaren Men-
gen; die FC"-rektifizierbaren Mengen sind die £"-endlichen Mengen.
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36 KAPITEL 0. Mafitheorie

Im allgemeinen Fall 0 < k < n ist Rektifizierbarkeit eine schwache Bedin-
gung an die Regularitéit der Menge; man denke an die folgenden Beispiele:

Definition 0.60 (Lipschitz-k-Graphen). Sei A eine A#*-messbare Teilmenge
von R™. A heifit ein Lipschitz-k-Graph, wenn es einen k-dimensionalen Un-

terraum T von R™ mit orthogonalem Komplement T+ und eine Lipschitz-stetige
Abbildung g : T — T+ mit

AcCc{z+g(x) : z€T}.
Beispiele.
o Jeder Lipschitz-k-Graph ist k-rektifizierbar.

o Ist {w1,x9,73,...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von S', so ist A :=
U2, Rx; eine abzihlbar 1-rektifizierbare Menge in R2. Allerdings ist A
nicht S -endlich, auch nicht lokal; daher ist A nicht F'-rektifizierbar
und 1 4 - 51 kein Radon-Map.

o Ist{x1,x2,73,...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von]0,1[? und (r;)ieN
eine positive Nullfolge mit > ;2 r; < 0o, so ist |Ji2y S (x;) eine S -
rektifizierbare Menge in R2.

o Als rein H* -unrektifizierbare Mengen bezeichnet man 7% -messbare Men-
gen A mit AF(AN f(RF)) = 0 fiir jede Lipschitz-Abbildung f : RF —
R". Ezxtreme Beispiele von nicht abzihlbar S€*-rektifizierbaren Mengen
sind FF -unrektifizierbare Mengen mit positivem F%-Maf; ein konkretes
Beispiel einer derartige Menge fiir k = 1 und n = 2 ist die Kochsche

Schneeflocken-Kurve'.

e Die Begriffe in Definition 0.57 sind i. A. alle verschieden, denn es gibt
Beispiele von #'-Nullmengen, die nicht abzihlbar 1-rektifizierbar sind.
Tatsichlich liefert [28, 2.10.29] eine Serie von Beispielen Cantor-artiger
Teilmengen C; von [0,1] mit 1 (C; x C;) = 0 fiir i = 1,2 und ?(Cy x
C1 x Cy x O) = oo. Andererseits ist aber #*(A x B) = 0 fiir jede
S -Nullmenge A und jede abzihlbar 1-rektifizierbare Menge B, weil stets
A x R) =0 gilt. Somit kann Cy x Cy nicht abzihlbar 1-rektifizierbar

seimn.
Zur spéteren Verwendung halten wir noch fest:

Lemma 0.61. Sei A eine Z*-messbare Teilmenge von R*. Dann existieren
abzdhlbar viele paarweise disjunkte kompakte Teilmengen K, Ko, K3, ...von

A mit
o
z’f(A\ UK,) = 0.
=1
4Djese Kurve hat sogar Hausdorfl-Dimension ::—‘31 > 1 und somit unendliches J#"'-Ma8.
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0.7. Rektifizierbarkeit 37

Beweis. Wir erinneren daran, dass fiir jede .Z*-messbare Menge E gilt
ZLH(E) = sup{.L*(K) : K kompakte Teilmenge von E}.

Zum Beweis des Lemmas nehmen wir nun o. E. .Z*(A) < oo an. Gemif der
vorausgehenden Gleichung gibt es ein Kompaktum K; C A mit Z*(A\ K;) <
%fk(A) Weiter gibt es ein Kompaktum Ko C A\ K; mit Z*(A\ (K1 UK»)) <
5ZF(A\ K1) und ein Kompaktum K3 C A\ (K; U K) mit Z*(A\ (K; U
Ko UK3) < L2F(A\ (K1 UK3)). Setzen wir diese Konstruktion induktiv fort

2
erhalten wir offensichtlich Kompakta mit den behaupteten Eigenschaften. [

Lemma 0.62. Ist A abzihlbar €% -rektifizierbar in R™, so gibt es abzihlbar vie-
le Kompakta K1, Ko, K3, ...in RF und abzihlbar viele biLipschitz- Abbildungen
f1, f2, f3,- .. : R¥ — R™ derart, dass die Bilder f;(K;) paarweise disjunkte (!)
Teilmengen von A sind mit

A" (A\ G fi(Ki)) =0.
=1

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass A C f(IRF) fiir eine biLipschitz-Abbildung
f:RF — R" gilt (ansonsten zerlege A in eine Nullmenge und abzihlbar viele
disjunkte Teilmengen mit dieser Eigenschaft). Nach Lemma 0.61 gibt es abzéhl-
bar viele kompakte Teilmengen K, K, ...des Urbilds f~!(A) mit

% (f—l(A) U K) ~0.
i=1
Folglich sind die f(K;) disjunkt in A und gem&f (0.12) folgt
Vi <A\ U f(KZ-)) —0. O
i=1

Die theoretische Bedeutung des Rektifizierbarkeitsbegriffs liegt hauptséichlich
in den folgenden zwei Charakterisierungen: Die erste beruht auf den sogenann-
ten k-dimensionalen Dichten. Die zweite und fiir uns wichtigere beschreibt Rek-
tifizierbarkeit durch die Existenz sogenannter approximativer Tangentialriume.

0.7.1 Rektifizierbarkeit und Dichte

Wir setzen nun wy, := .Z*(B¥); dann gilt also
LF(BE(x)) = wyrt
fiir alle x € R* und r > 0.

Definition 0.63 (k-dimensionale Dichte). Fiir eine J#%-messbare Teilmenge
A von Q und x € Q definieren wir die obere k-dimensionale Dichte von A
bei x

01(A,2) := limsup 7 AN B (@)
™0 Wk
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38 KAPITEL 0. Mafitheorie

und die untere k-dimensionale Dichte von A bei x

HAN B @)
O.i(A, ) = limint Z-A0BED)
™0 WET

Gilt ©,,(A, x) = O (A, ) s0 bezeichnen wir den gemeinsamen Wert mit ©(A, x)
und nennen ihn die k-dimensionale Dichte von A bei x.

Man beachte, dass alle Dichten #*-messbar in z sind.
Satz 0.64. Sei A lokal s%-endlich in R™. Dann gilt
27 1 4(z) < O5(A, ) < Ta(z) fiir % -fast-alle x € R"
(insbesondere existiert Oy (A, x) = 0 fiir H*-fast alle v € R™\ A).

Beweis. Es reicht, die Behauptung im Falle A C Bp (man beachte, dass A
somit insbesondere .#*-endlich ist) fiir alle 2 € Br zu zeigen. Wir zeigen dazu
zunichst, dass fiir jede #7*-messbare Teilmenge E von Br und jedes 0 < t < 0o
gelten:

Oi(A,x) >tauf E — H#*(ANE)>tx"E), (0.13)
Oi(A,x) <tauf E — H#*(ANE)<2*t2%E). (0.14)

Zum Beweis von (0.13) iiberlegt man sich zunichst, dass #%(F) < oo gilt
(wir fithren diesen Schrittes nicht aus, da er genau wie das folgende Argument
verlduft, nur mit dem Uberdeckungssatz von Besicovitch anstelle des Satzes
von Vitali). Wir fixieren jetzt eine offene Obermenge E von E und ein 0 <
§ < t. Dann verwenden wir den Uberdeckungssatz von Vitali fiir das Radon-
MaB 15 -.#%, um eine Familie von abzihlbar vielen disjunkten abgeschlossenen
Kugeln By, Bs, ...mit den folgenden Eigenschaften zu erhalten:

o ldiam(B;) <6, B; C E;
o F(ANDB;) > (t — §)wyrk (benutzt die Voraussetzung an E);
o AFE\NUZ, Bi) =0.

Es folgen s (E\ U2, B;) =0 und
oo o0 1 1 _
HF(E) < k<N~ R ANB) < —#*(ANE);

lassen wir nun zunéchst ¢ gegen 0 gehen und approximieren dann E' durch
offene Obermengen F, so erhalten wir (0.13). Fiir (0.14) fixieren wir 6 > 0 und
jJ € IN und betrachten die Menge

Ej={reck: HE(AN B () < (t+ 0)wprt fiir alle 0 < r < %} C E.
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0.7. Rektifizierbarkeit 39

Dann gibt es nach Definition des Hausdorff-Mafles abzéhlbar viele Kugeln B, (z1),

By, (x2), ...mit Radien r; < %, so dass gelten

00
Ej - U Bri(mi),
i=1

> 1
> wrf < AF(ES) + =
i=1 J J

Durch Weglassen von Kugeln kénnen wir annehmen, dass jede Kugel By, (z;)
ein y; € F; enthélt und es folgt

HAF(ANE;) < i%km N By, (x:)) < i A (AN Bay, (i)

i=1 i=1

< (E+0)) wi(@r)k < 2F(t+ ) (B;) + Jl < 2%(t + 6) R (E) + %
i=1 ’

Da U;’;l E; = E nach Voraussetzung an E gilt, gibt Grenziibergang j — oo
HFP(ANE) <28t + 6)HM(E)

und mit 6 \, 0 folgt die Behauptung (0.14). Schliefllich folgern wir die Behaup-
tungen des Lemmas aus (0.13) und (0.14): Dazu verwenden wir zuerst (0.13)
mit By := {z € Br : O}(A,x) > t}; wir erhalten SZ*(E;) > A#*(ANE;) >
tA#*(Ey) und somit H#F(E) = 0 fir t > 1, also ©(A,z) < 1 fiir s+
fast-alle x € Bpg. Als nichstes benutzen wir (0.13) mit E} := E; \ A und
bekommen 0 = s#%(A N El) > t#%(E)), also s*%(E}) = 0 fiir t > 0 und
©%(A,x) = 0 fiir #*fast-alle z € Bp \ A. Schlielich wenden wir (0.14) auf
E/ == {z € A : ©}(A,z) <t} an und finden J*(E)) < 2kt %(E)), also
HR(E)) =0 fiir t < 27% und O5(A,z) > 27F fiir #*-fast-alle z € A. Somit
sind alle Behauptungen gezeigt. U

Im den Féllen k£ = 0 und k = n gilt tatséchlich mehr, ndmlich ©4(A,z) =
14(x) fiir #*fast alle z € R™. Fiir 0 < k < n liegt nun der entscheidende
Punkt darin, dass dies fiir 0 < £ < n nur unter Voraussetzung der Rektifizier-
barkeit gilt; tatséchlich gilt folgender Satz, den wir der Vollsténdigkeit halber
erwahnen, aber weder benutzen noch beweisen werden.

Satz 0.65 (von Besicovitch-Marstrand-Mattila). Eine lokal s¢*-endliche
Teilmenge A von R™ ist genau dann abzihlbar F*-rektifizierbar, wenn

Or(A,x) =1a(z) fiir A% -fast-alle z € R"
gilt. O

In weitgehender Verallgemeinerung des letzten Satzes beschreibt ein beriihm-
ter Satz von Preiss auch die Rektifizierbarkeitseigenschaften von Radon-Maflen
durch die Existenz von Dichten.
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40 KAPITEL 0. Mafitheorie

0.7.2 Tangentialmafl und approximativer Tangentialraum

Fir p € RMlOk(Q,RN), z € Q und r > 0 definieren wir ein Maf} p, , auf
1(Q — ) durch

frz g = H" gt

mit der Homothetie H*" zu

H" (y) = 2 = ° (0.15)

Es gilt also
por(A) = p(z+rA) fir A € B(1(Q - 2)).
Anschaulich bedeutet dies, dass die MaBe i, , fiir 0 < r < 1 das Verhalten

von p nahe x in extremer Vergroflerung wiedergeben; folglich erhélt man durch
Grenziibergang r \, 0 Informationen iiber lokale Eigenschaften von p bei x.

Definition 0.66 (Tangentialmafie, approximativer Tangentialraum an Mafle).
Es seien p € RMok (€2, IRN) und x € Q. Wenn die reskalierten Mafe r_k,qu bei
r\, 0 lokal schwach-+ in RMo (R™, RN) gegen ein Grenzmaf v konvergieren,
so nennen wir v das Tangentialmaf Tan*(u, ) an p bei z. Ist Tan®(u, z) =
Oy - % fiir 0 # 6 € RN und einen k-dimensionalen Unterraum T von R,
so sagen wir, dass p in x den approximativen Tangentialraum T hat, mit
Vielfachheit 6.

Bemerkung 0.67.

o Fulls sie existieren, sind das Tangentialmaf, der approrimative Tangen-
tialraum und seine Vielfachheit eindeutig bestimmd.

e Tan” ist linear im ersten Argument.

o Ausgeschrieben bedeutet die lokale schwach-+-Konvergenz in der Definiti-
on gerade

7°_k/ ® (y - x) - dp(y) — odv fiir alle o € Cgpt(R",IRN).
(9] T T\O R

o Jedes Tangentialmafl v ist homogen vom Grad k im Sinne von
v(sA) = s*u(A) fir alle A € B(R"™) und s > 0.

Fiir s > 0 sieht man dies sieht man aus vy, = lim,~\ o r*k(,uwvr)o,s =
sk limr\o(rs)*ku%m = s*v, wobei die Limites als lokale schwach-x-Konver-
genz zu interpretieren sind; fiir s = 0 folgt es dann durch Grenziibergang.

Lemma 0.68. Seien u,v € RMlok(Q,RN) und x €  und es gelte
lim 7~ *|p — v|(B,(z)) = 0.
lim = = v|(Br(w)) = 0
Dann, ezistiert Tan®(u, x) genau dann, wenn Tan® (v, z) ezistiert, und im Eui-

stenzfalle gilt
Tan®(u, z) = Tan® (v, ).

Insbesondere sind Tangentialmafe lokal bestimmt.
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0.7. Rektifizierbarkeit 41

Beweis. Es gilt

Lo () dnt =t [ o (E) vt o

Daher folgt die Behauptung aus der vorigen Bemerkung und dem Rieszschen
Darstellungssatz. O

Definition 0.69 (Lebesgue-Punkte und -Werte). Seien p ein nichtnegatives
Radon-Maff p auf Q und f € Lllok(Q,IRN;,u). Ein Punkt x € Q heifft ein
Lebesgue-Punkt von f beziiglich p, wenn u(B.(z)) > 0 fir 0 < r < 1 gilt
und es ein y € RN gibt mit

f—yldy — 0.
][Br(m) ’ ’ r\,0

Dabei ist y eindeutig bestimmt und wird als der Lebesgue-Wert f(x) von f
an der Stelle x bezeichnet.

Satz 0.70. Fliir ein nichtnegatives Radon-Mafl pn auf Q und [ € Lllok(Q,RN; 1)
sei x € Q ein Lebesque-Punkt von f beziiglich p mit Lebesque-Wert f(x). Dann
gelten:

e Euistiert Tan®(u, x), so existiert auch Tan*(f - p, x);
o ist f(x) # 0 und existiert Tan®(f - p, x), so existiert auch Tan*(u, x);

und in beiden Fdllen gilt

Tank(f ) = f(x)Tank(,u,x)
Beweis. Wir berechnen zunéachst

r 1 f o= F@)ul(Br(@) = r7H(f = f(x) - pl(Br(2))
=77 |f = f(@)] - (B (2))

=k B, (x — f(x)|d
u(BaNf 1= s

B

Zeigen wir nun noch

lim sup % u(B,(x)) < oo, (0.16)
™\0

so erhalten wir die behaupteten Existenzaussagen und

Tan (/- p,2) = Tan® (f(2)s, 2) = f(z)Tan* (s, 2)

aus dem vorigen Lemma. Zum Nachweis von (0.16) nehmen wir zunéchst an,
dass Tan®(u, ) existiert; also konvergieren nach Bemerkung 0.39 (3) die Mafe
T g 5, bel 7\ 0 schwach-+ in RM(B1). Da u(By(x)) = pzr(B1) gilt,
folgt (0.16) in diesem Fall aus dem ersten Teil von Proposition 0.32. Schliefllich
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42 KAPITEL 0. Mafitheorie

behandeln wir den verbleibenden Fall, nehmen also an, dass f(x) # 0 gilt und
Tank( f - u,x) existiert. Dann gelten

Pl (Brw) = (B @)1l

Br(x)

> F (B, (x)) [\f(x)\ —][

|f = f(2)] du]
Br(z)
S %U(w)l?“*kM(Br(x))

und (mit denselben Argumenten wie zuvor) limsup,~ o7 *|f - u|(B,(x)) < oc.
Also folgt (0.16) auch in diesem Fall. O

Wenden wir den vorigen Satz auf die Polarzerlegung von Vektormaflen an,
so erhalten wir:

Korollar 0.71 (Polarzerlegung von Tangentialmaflen). Zu jedem p €
RM (Q,RY) gibt es eine |u|-Nullmenge E, so dass fir alle x € Q\ E gilt:
Tan® (u, z) existiert genau dann, wenn Tan®(|u|, z) existiert, und im Existenz-
falle ist Tank(,u,x) gegeben durch die Multiplikation des nichtnegativen Majfles
Tan® (||, z) mit einem Einheitsvektor. O

Im Folgenden wollen wir die Existenz von Tank( fly - 5% x) fiir gecignete
k-dimensionale Teilmengen A von R"™ und Dichten f € L, (A, RY; %) un-
tersuchen. Da sich der allgemeine Fall mit Satz 0.70 darauf zuriickfithren l&sst,
beschrinken wir uns im Folgenden auf N =1 und f = 1. Wir halten fest, dass
Tan*(14 - 7%, x) (falls existent) ein nichtnegatives MaB und die Vielfachheit
eines approximativen Tangentialraums stets positiv ist und befassen uns nun
mit der trivialen Situation z ¢ A.

Lemma 0.72. Sei A eine lokal #%-endliche Teilmenge von R™. Dann gilt
Tan®(14 - %, 2) =0

fir jedes x € R™ mit
@k(A, 1‘) =0.
Insbesondere ist dies fiir #*-fast-alle v € R™\ A und alle x € R™\ A der Fall.

Beweis. Ist O(A,z) =0 und ¢ € Cgpt(IR") mit spt ¢ C Bg, so folgt

_ k
rk/ 4 (y w) ' d%k(y)‘ <24 karR(x)) sup || — 0.
A r R ™\.0

r

Also ist nach Bemerkung 0.67 schon Tan®(1, - /7% z) = 0. AuBerdem gilt
Or(A,z) = 0 nach Satz 0.64 fiir s#*-fast-alle x € R™\ A und O4(F,z) = 0 fiir
r € R"\ A gilt trivial. O
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Als n#chstes behandeln wir den Fall z € A. Dazu fixieren wir fiir den folgen-
den Satz und seine Korollare eine offene Teilmenge U von RF, ein S € 7 (U)
und eine injektive Lipschitz-Abbildung f : U — R™. Wir setzen

A= f(S)

und bemerken s#%(A) < (Lip f)*2*(S) < oo; daher ist 14 - #* ein endliches
Radon-Mafi. Wir erinnern daran, dass die totale Ableitung Vf von f nach
dem Satz von Rademacher .Z*-fast-iiberall in S existiert. AuBerdem gilt die
Fléchenformel fiir die Parametrisierung von A durch die Lipschitz-Abbildung f
(mit der .Z*-fast-iiberall definierten Jacobischen Jf := det(VfTV f) von f).

Satz 0.73. Sei s € S ein Punkt mit folgenden Eigenschaften:
o f ist an der Stelle s total differenzierbar;
e Vf(s) hat vollen Rang;

e s ist ein Lebesque-Punkt von 1gJf beziiglich £* (mit Lebesgue- Wert
Jf(s)).

Dann existiert das Tangentialmafl an 1 4-5€% an der an der Stelle x := f(s) € A

und es gilt
Tan* (14 - A%, ) = Ly (vi(s)) -

wobei wir ImV f(s) := {Vf(s)v : v € RF} abgekiirzt haben.
Beweis. Da V f(s) nach Voraussetzung vollen Rang k hat ist die symmetrische
(kxk)-Matrix V f(s)TV f(s) positiv definit, also |V f(s)v|> = v-V £(s)TV f(s)v >

A2|v|? fiir ein A > 0 und alle v € R*. Da f bei s total differenzierbar ist, konnen
wir € > 0 klein genug wéhlen, dass

)~ F(5) = Vi) =) < Ay~ firalley e Bu(s) CU (0.17)

gilt. Wir fithren die Menge A, := f(B.(s)) und die Lipschitz-Parametrisierungen

Pr:Be/r — R" v %(f(s—i—rv)—f(s))

von 1(A. — z) ein. AuBerdem fixieren wir ein ¢ € CJ

ot (R™) und zeigen:

Zwischenbehauptungen.
(1) P, konvergiert bei r \, 0 lokal gleichméBig auf R™ gegen die
lineare Abbildung V f(s);
(2) JP.(v) = Jf(s+rv) fiir L¥-fast-alle v € B, ,;
(3) Ta(x + Pr(v)) = 15(s + rv) fiir LF*-fast-alle v € B,y

(4) Die Urbilder von spt ¢ unter P, bleiben bei 7 N\, 0 beschrénkt,
genauer B, N {P, € sptyp} C Bygyy fiir alle r > 0, falls
spt ¢ C Bp gilt.
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Tatséchlich ist (1) eine Umformulierung der totalen Differenzierbarkeit von f
in s und (2) und (3) folgen sofort durch Nachrechnen. Fiir (4) sei v € B/,
mit P,(v) € spte, also insbesondere |P,(v)| < R. Gemé&f (0.17) ist |P.(v) —
Vf(s)v] < 2A|v| und folglich

R>|P:(v)] = [Vf(s)v] = 5Alv] > 3Alv],

also |v] < 2R/\, und die Zwischenbehauptungen sind gezeigt. Daher erhalten
wir mit der Flachenformel und den Teilen (3) und (4) der Zwischenbehauptung

rk / @ (y — x) 1a(y) dt*(y) = / p(y)La(z +ry) dr*(y)

l(As_Jf)

T

= /B o(Pr(v))lg(s + rv)JP.(v) dv
e/r
0<r«1 v s) dv
= [ RIS
+/ o(P.(v)) []lg(s + rv)J P, (v) — Jf(s)] dv (0.18)
Bagr/a

Da ¢ gleichméBig stetig ist, erhalten wir aus (1) die Konvergenz (P, (v)) o
T

o(V f(s)v) gleichmiBig in v € Byp/y; folglich konvegiert das erste Integral auf
der rechten Seite von (0.18) gegen

| eV
Bag/a
Das zweite Integral kénnen wir mit (2) abschitzen durch

gk(Bm/)\)][

Barrya(s)

[1sJf — Jf(s)|d.L* sup [l

da s € S ein Lebesgue-Punkt von 1gJf ist, konvergiert es folglich gegen 0.
Insgesamt haben wir somit

Pk /AE %) (?) T1a(y) d%k(y) — (VF(s)0)Jf(s)dv

™0 Bagry/a

gezeigt. Erinnern wir uns an |V f(s)v| > Av| und spt¢ C Bpg, so kénnen wir
den Integrationsbereich in der rechten Gleichung durch R* ersetzen. AuBerdem
zeigt lineare Transformation

/m e(Vf(s)v)Jf(s) dv:/ ot

ImVf(s)

und geméifl Bemerkung 0.67 bedeuten die letzten beiden Gleichungen zusammen
Tan(La.na - %, 2) = Ly - . (0.19)
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0.7. Rektifizierbarkeit 45

Jetzt iiberlegen wir, dass ein § > 0 gibt mit AN Bs(x) C A.. Wire dies ndmlich
nicht der Fall, so gébe es x; € A\ A; mit lim;_, z; = z. Es wire x; = f(s;) fiir
gewisse s; € S\ B(s) und wegen der Kompaktheit von S hitte (s;);en einen
Hiufungspunkt § € S\ B.(s); folglich f(3) = x = f(s) und (in Anbetracht
der Injektivitdt von f) schon § = s. Widerspruch! Also existiert ein § mit
obiger Eigenschaft. Dies bedeutet AN Bs(x) = A, N AN Bs(z) und aus Lemma
0.68 erhalten wir die Gleichheit Tan(1 4 - 7% x) = Tan(1 a.q4 - %, ). Unter
Beriicksichtigung von (0.19) folgt die Behauptung. O

Korollar 0.74 (Tangentialraum an Untermannigfaltigkeiten). Ist S of-
fen, f stetig differenzierbar auf S und hat Vf wvollen Rang auf S, dann hat
14- 5% in jedem Punktx = f(s) € A den klassischen Tangentialraum T,(A) =
Im Vf(s) als approzimativen Tangentialraum, mit Vielfachheit 1.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Korollars erfiillt offenbar jeder Punkt
s € S die Anforderungen von Satz 0.73. O

Beispiel. Sei k = n—1 > 1 und z € R™ mit r = |z| > 0. Dann hat
Ls, (2)uS,(—2) "1 in 0 das orthogonale Komplement {x}* wvon x als ap-
prozimativen Tangentialraum, mit Vielfachheit 2.

Beweis. Gemifl dem vorausgehenden Korollar (und der Lokalitédtseigenschaft)
ist Tan"_l(]lsr(m), 0) = Tan"_l(]lsr(,m), 0) = 1gye. Fiiry # 0, also S fast-
alle y, gilt 1g (2)us,(—2)(Y) = Ls,(2)(y) + Lg,(—z)(y) und die Behauptung folgt
aus der Additivitit von Tan™ !, O

Korollar 0.75 (Tangentialraum an Lipschitz-Bilder). Unter obigen Vor-
aussetzungen hat 1 4 - % fiir A% -fast-alle x € A einen approzimativen Tan-
gentialraum an der Stelle x, mit Vielfachheit 1.

Beweis. Wir bemerken zunéchst 1gJf € Li, (U). Sei nur E die Menge der
s € S, fiir die eine der drei Bedingungen aus Satz 0.73 verletzt ist. Nach dem
Satz von Rademacher und Korollar 0.11 sind die erste und die dritte Bedingung
fir Z*-fast-alle s € S erfiillt , also gilt .Z*-fast-iiberall auf E schon Jf = 0.
Unter Verwendung der Fliachenformel folgt

%’“(f(E)):/Edezk:o.

Aber in allen Punkten aus A\ f(FE) existiert der approximative Tangentialraum
an 14 - % nach Satz 0.73, mit Vielfachheit 1. O

Satz 0.76 (Tangentialraum an rektifizierbare Mengen). Sei A lokal J*-
endlich und abzihlbar A -rektifizierbar. Dann hat 1 4 - A% in %-fast-allen
x € A einen approzimativen Tangentialraum mit Vielfachheit 1.

Beweis. Wir benutzen zunéchst Lemma 0.62 und schreiben A = NU{J;2, fi(K;)
mit K; und f; wie in Lemma 0.62 und einer s#*-Nullmenge N. Aus Korol-
lar 0.75 entnehmen wir, dass 1, (k) - A fiir % -fast-alle v € f1(K7) einen
approximativen Tangentialraum mit Vielfachheit 1 hat. Nach Lemma 0.72 ist
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46 KAPITEL 0. Mafitheorie

auflerdem Tank(]lA\fl(Kl) - % x) = 0 fiir A F-fast-alle 2 € f1(K;). Mit der
Linearitit von Tan® folgt, dass 14 - 2% in s#*-fast-allen z € f1(K7) einen
approximativen Tangentialraum mit Vielfachheit 1 hat. Dasselbe gilt natiirlich
fiir J*-fast-alle x € f;(K;) mit i > 2 und somit fiir /#*-fast-alle x € A. Der
Beweis ist vollstindig. O

Unser néichstes Ziel ist nun ein hinreichendes Kriterium fiir Rektifizierbar-
keit, das ebenfalls auf der Existenz approximativer Tangentialriume beruht.
Unter anderem werden wir auch eine Umkehrung des vorigen Satzes beweisen.
Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Lemmata.

Lemma 0.77. Fir ein nichtnegatives Radon-Maf p auf Q und x € Q gelte
Tan(u, ) = 01 - A% mit einem k-dimensionalen Unterraum T von R" und
einem 0 > 0. Dann existiert auch

™0  WgT

Beweis. Bs gilt 017 - #%(S7!) = 0 und wir erhalten mit Proposition 0.40 (2)

p(Br(x)) _ rFpep(BY) 0Ly A*(BY)

_ 6?,%”’C(T N BY)

- A=
WgT Wk \,0 Wk Wk

Jetzt erhalten wir als Nebenprodukt eine der Implikationen in Satz 0.65:

Korollar 0.78. Sei A lokal % -endlich und abzihlbar F* -rektifizierbar. Dann
qgilt
Or(A,x) = 14(x) fiir A% -fast-alle € R™. O

Beweis. Durch Kombination von Satz 0.76 und Lemma 0.77 sehen wir

_HMANB(x)

li =

r\.0 WET

=1

fiir s#*-fast-alle z € A. Da dies auch dann richtig bleibt, wenn wir die offenen
Kugeln durch abgeschlossene ersetzen, folgt O (A, z) = 1 fiir s#*-fast-alle €
A. Unter Beriicksichtigung von Satz 0.64 ist somit die Behauptung gezeigt. [

Sei T' ein Unterraum von R", dann identifizieren wir 7" mit der Projektion
von R™ auf T. Fiir einen positiven Parameter M fiihren wir die Notation

Ku(T) = {y € R™,|T"y| < M|Ty|}

fiir den Kegel um 7' mit Offnung M ein. Dabei bezeichnet T das orthogonale
Komplement von T'.

Lemma 0.79. Sei k # 0. Fiir ein nichinegatives Radon-Mafl © auf Q und
x € Q gelte Tan®(u, z) = Oy - % mit einem k-dimensionalen Unterraum T
von R™ und einem 6 > 0. Dann folgt fiir alle M > 0

P u(Br(@)\ [+ K (1)) 0.
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0.7. Rektifizierbarkeit 47

Beweis. Mit Proposition 0.40 erhalten wir

r P u(Br(@) \ [z + K (T)]) = 7 F e (Br \ Kn(T))
~ Ol - 5By \ Ky (T)) = 0. O

Lemma 0.80. Sei A eine J*-messbare Teilmenge von R™ derart, dass zu
jedem x € A positive Parameter r, und M, und ein k-dimensionaler Unterraum
T von R™ existieren mit

ANB, () Cz+ Ky, (Ty).
Dann ist A abzihlbar k-rektifizierbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass r, > 1 > 0, M, < M < oo fiir alle x € A gelten.
Auflerdem nehmen wir an, dass diam A < r und

T,—-T
o [T =T

1 -1
<sM+1)" =6
y#0 |y| 2

fiir alle z € A und einen fixierten k-dimensionalen Unterraum T gelten. Alle die-
se Annahmen lassen sich durch Ubergang zu geeigenten Teilmengen realisieren.
Fiir beliebige x, % € A gilt nun nach Voraussetzung

IT5 (7 — 2)| < M|Ty(& — )]
und folglich

TH(& — 2)| < |T (& — x)| + 6] — x|
< M|Ty(% — x)| + 6|7 — x|
< M|T(E — )| + 4|7 — 2
< (M+H|T@E - 2)| + 3T+HE - 2)].

Wir schlieflen auf
T4 (% — 2)| < 2(M + §)|T(& — )],
was bedeutet, dass die Abbildung
T>T(A) — T Te— Tha
eine wohldefinierte, Lipschitz-stetige Abbildung von einer Teilmenge von T nach
T+ ist. Da sich diese Abbildung zu einer Lipschitz-stetigen Abbildung 7' — T+

fortsetzen lisst, ist A ein Lipschitz-k-Graph, also abzéhlbar k-rektifizierbar. [J

Satz 0.81. Sei i ein nichtnegatives Radon-Maf auf Q und A eine 7% -messbare
Teilmenge von Q, so dass i in allen x € A einen approximativen Tangential-
raum hat. Dann ist A abzihlbar k-rektifizierbar.
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48 KAPITEL 0. Mafitheorie

Beweis. Im Falle k = 0 muss fiir alle z € A schon p({z}) > 0 gelten. Daher ist
A in diesem Fall héchstens abzéahlbar und wir kénnen uns nun auf den Fall k£ # 0
beschranken. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem x € A einen k-dimensionalen
Unterraum 7, von R™ und ein 6, > 0 mit

Tan®(u, z) = 0,17, - A",
Setzen wir nun
Aii={z e A : pu(By(x)) > %rk fiir alle 0 < r < 1} C 4,

so erhalten wir aus Lemma 0.77

DAi =A
=1

und es reicht, zu zeigen, dass die A; abzéhlbar k-rektifizierbar sind. Wir fixieren
nun ¢ € IN und behaupten, dass es zu allen x € A; ein r; > 0 gibt mit

Wiére dies ndmlich falsch, so gibe es eine Folge z; € A; \ [z + K2(T,)] mit

r; — x. Sel
l—o0

1
r = ——=lr; — x|,
=g \/5\ | — 7
dann erhalten wir aus dem Satz von Pythagoras und
Ty (21 — )| > 2|Te (21 — )|
die Ungleichung
1
§|ij‘(xl —x)| > 2r.
Weiter gilt fir alle y € By, (z;):
1
Ty (y — )| > | Ty (0 = 2)| =70 > §|Tj(g;l — )|+ > [Ta(x — )],
also
By, (w1) N [z + Ki(T2)] = 0.
Es folgt

>1
(B, o5, @)\ 1+ KL(T2)]) > u(Bry(2)) > 4r]

und dies widerspricht der Aussage von Lemma 0.79. Also ist (0.20) gezeigt.
Somit kénnen wir Lemma 0.80 auf A; anwenden und sehen, dass A; abzéhlbar
k-rektifizierbar ist. O

Korollar 0.82 (Rektifizierbarkeitskriterium fiir Mengen I). Sei A lokal
HF-endlich in R™. Dann ist A genau dann abzihlbar % -rektifizierbar, wenn

14 - % in HF-fast-allen x € A einen approvimativen Tangentialraum (mit
Vielfachheit 1) hat.
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0.7. Rektifizierbarkeit 49

Beweis. Fine Implikation ergibt sich aus Satz 0.76, die andere aus Satz 0.81. [J

Als néchstes wollen wir den Begriff des approximativen Tangentialraums
an eine Menge A einfithren. Wir wollen (mit Blick auf spétere Anwendungen)
dabei nicht voraussetzen, dass A lokal .#*-endlich ist; folglich ist 14 - &%
i. A. kein Radon-Maf} und wir kénnen nicht direkt auf die obigen Eigenschaften
zuriickgreifen. Deshalb beweisen wir zunéchst noch ein weiteres Lemma.

Lemma 0.83. Seien Ay und Ay lokal 7% -endliche Teilmengen von R™. Dann
qgilt

Tan®(1 4, - A%, 2) = Tan® (1 4, - %, 2) fiir A -fast-alle x € A; N Ag.
Beweis. Nach Lemma 0.72 gelten
Tank(]lAl . %k — ]lAlﬂAg . ,%”k,x) = Tank(]lAl\A2 . %k,x) =0

und folglich
Tan®(14, - %, 2) = Tan*(1a,na, - #F, )

fiir s¢F-fast-alle z € A; N Ay. Durch Vertauschen von A; und Ay gelangt man
zur Behauptung. U

Definition 0.84 (Approximativer Tangentialraum an Mengen). Es seien ei-
ne H*-c-endliche Teilmenge A von R™ und eine Zerlegung A = U2, A
mit abzihlbar vielen paarweise disjunkten % -endlichen Mengen A,, As, As,
... gegeben. Wir definieren den approximativen Tangentialraum Tan® (A4, z)
an A in x € A; als den approximativen Tangentialraum von 1 4, - A inx.

Bemerkung 0.85. Wihrend Tan*(A, z) an einer einzelnen Stelle x € A mdégli-
cherweise von der Wahl der Zerleqgung abhingt, folgt aus Lemma 0.83, dass
Tank(A,m) fiir S%-fast-alle x € A unabhingig von der Wahl der Zerlequng
und in diesem Sinne wohldefiniert ist.

Nun kénnen wir eine Verallgemeinerung von Korollar 0.82 formulieren.

Korollar 0.86 (Rektifizierbarkeitskriterium fiir Mengen II). FEine Teil-
menge A von R™ ist genau dann abzihlbar % -rektifizierbar, wenn sie H*-o-
endlich ist und Tan® (A, x) fiir A% -fast-alle x € A (mit Vielfachheit 1) existiert.

Beweis. Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass abzihlbar J#*-rektifizierbare
Mengen stets .#*-g-endlich sind. Daher folgt die Behauptung aus Korollar
0.82, Definition 0.84 und Bemerkung 0.85. U

Als abschlieenden Hohepunkt dieses Kapitels erhalten wir schliefflich ein
Rektifizierbarkeitskriterium fiir Mafe:

Definition 0.87 (Rektifizierbarkeit von Maflen). Ein nichtnegatives Radon-

Maf 1 auf Q heifst k-rektifizierbar, wenn es eine abzdihlbar k-rektifizierbare

Teilmenge A von Q und eine % -messbare Funktion 0 : A — (0,00) gibt mit
w=014- %k‘g
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50 KAPITEL 0. Mafitheorie

Satz 0.88 (Rektifizierbarkeitskriterium fiir Mafle). Sei p1 ein nichinega-

tives Radon-Maf$ auf €, so dass p in p-fast-allen x € Q0 einen approximativen

Tangentialraum mit Vielfachheit 0(x) hat. Dann ist u k-rektifizierbar.
Genauer gesagt ist die Menge

A:={x € Q : u hat einen approrimativen Tangentialraum in x}
abzihlbar k-rektifizierbar und die Funktion 0 : A — (0,00) ist % -messbar mit
pw==014- %k‘g

Beweis. Nach Voraussetzung ist p(2\ A) = 0 und daher ist A jedenfalls u-
messbar. Es folgt die Existenz einer Borel-Teilmenge A von A mit u(Q2\ A) = 0.
Nach Lemma 0.77 gilt insbesondere

lim 2Br) g0

oy - fiir alle z € A.
T WETr

Daraus lesen wir insbesondere ab, dass die Einschriinkung von 6 auf A Borel-
messbar ist. Auferdem schlieft man mit dem Uberdeckungsargument aus Satz
0.64, dass u(EN{0 < L}) < 2kL#*(E N {0 < L}) fiir jede Borel-Teilmenge E
von A gilt, und es folgt

p< ;- A" (0.21)

o
Da p fiir alle x € A einen approximativen Tangentialraum mit Vielfachheit 6 (x)
hat, ist A nach Satz 0.81 abzihlbar k-rektifizierbar und insbesondere #%-o-
endlich. Unter Verwendung von Korollar 0.78 zerlegen wir A = N U Ui, A
in eine Borelsche #*-Nullmenge N und abzihlbar viele paarweise disjunkte
*-endliche Borel-Mengen Ai, Ay, As, ..., so dass

o Lt (B ()

tmy T =1 fir alle z € A;
T WET

gilt. Folglich existiert die Maflableitung

W(m) =0(x) fiir alle z € A;
und der absolutstetige Anteil 1 4, - 1 von p beziiglich 1 4, - 7% |, hat nach dem
Lebesgueschen Differentiationssatz 6 als Radon-Nikodym-Dichte, also
Lo, p= 01y, - |,
Aufsummieren gibt (man beachte p(N) = 0 wegen (0.21))

p=014- 2%

und g ist k-rektifizierbar. Unter erneuter Verwendung von Satz 0.78 folgt jetzt
Tan® (11, ) = 0 fiir H#*-fast-alle x € Q\ A und somit s#%(A\ A) = 0. Daraus
schlieBen wir, dass A und 6 beide #*-messbar sind mit

p=01y- 5.

Da wir nun wissen, dass A J#*-messbar ist, folgt durch eine abschlieBende
Anwendung von Satz 0.81 die abzdhlbare k-Rektifizierbarkeit von A . O
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Kapitel 1

Funktionen von beschrankter
Variation

In diesem Kapitel werden die zentralen Begriffe und Konzepte der Vorlesung
eingefithrt und untersucht. Da Funktionen von (lokal) beschrénkter Variation
gerade die Funktionen sind, die ein (lokal) endliches Maf als Ableitung haben,
werden wir dabei stindig auf das vorausgehende Kapitel zuriickgreifen.

Wie im hinteren Teil des vorigen Kapitels sei {2 stets eine offene Teil-
menge von R™. Wir vereinbaren die Abkiirzung 2(Q, R") fiir die Menge aller

beliebig oft differenzierbaren Funktionen in Cgpt(Q, RM).

1.1 Mafle als Ableitungen

Den klassischen Begriff der Ableitung und das Konzept der Sobolev-Réume
WP setzen wir als bekannt voraus. Wir benutzen die Bezeichnungen 9), und
0 (mit einem Index k € {1,2,...,n} und einem Multindex o € (INU {0})™)
sowohl fiir klassische als auch fiir schwache partielle Ableitungen. Auflerdem
verwenden wir den Operator V fiir die klassische und die schwache (totale)
Ableitung.

In Verallgemeinerung dieser Konzepte fithren wir nun Mafle als schwache
Ableitungen ein; dazu postuliert man (wie bei der Definition schwacher Ablei-
tungen in Sobolev-Riumen) gewisse partielle Integrationsformeln:

Definition 1.1 (Mafle als Ableitungen). Sei u € Li, (2, RY).

e Fiir einen Multiindex o sagen wir, dass u ein MaB3 u € RM (92, RY) als
a-te schwache partielle Ableitung hat, notiert p = 0%u (schwach),
wenn

/ w- 0% dx = (1)l / o du fiir alle p € 2(Q,RY)
Q Q

gilt. Ist speziell |a| = 1 und steht der Eintrag 1 an der k-ten Stelle, so hat
u das Maf} u als k-te schwache partielle Ableitung und wir notieren
= Opu (schwach,).
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u hat das MaBl i € RM(Q2, RV") als schwache (totale) Ableitung,
notiert p = Du (schwach), wenn

/u-divapdx:—/ap- du fiir alle o € 2(Q, RN™)
Q Q

gilt. Dabei identifizieren wir den Raum RN™ hier und im Folgenden mit
dem Raum der (N xn)-Matrizen und die (klassische) Divergenz div ¢ der
RN™wertigen Funktion ¢ ist zeilenweise zu bilden (also eine RN -wertige
Funktion).

Bemerkung 1.2.

Wir verwenden auch abgewandelte Sprechweisen in derselben Bedeutung.
Beispielsweise sprechen wir kurz von Maflen als Ableitungen oder Maf-
ableitungen.

Die Operatoren O und 0% verwenden wir sowohl fiir Mafe als auch fiir
Funktionen als Ableitung. Bei der totalen Ableitung allerdings, die spditer
am hdaufigsten vorkommt, verwenden wir immer Du fir Mafableitungen
und Vu fiir Ableitungsfunktionen.

Falls sie existieren, sind schwache Ableitungen eindeutig bestimmt (weil
D(Q,RYN) dicht in CJ(Q,RY) ist).

Mafiableiten ist eine lineare Operation.

Die Mafiableitung Du ezistiert genau dann, wenn alle schwachen partiel-
len Ableitungen O1u, Oou, ..., Opu als Mafe existieren, und dann gilt

Du = (01u, dau, . .., 0qu).
Die Mafableitung Du von u ldsst sich alternativ charakterisieren durch
/Qudivzl)dm = —/91# ® dDu fir alle v € 2(2, R").
Dabei ist t® A := Az € RN die Multiplikation der (N x n)-Matriz A mit

dem Vektor x € R".

Schwache Ableitungen sind lokal bestimmt!: Sei (O;)ic; eine Uber-
deckung von Q durch offene Teilmengen und u € Lllok(Q,RN). Dann gilt
u € BVigk(, RY) genau dann, wenn ul, € BViek(O;, RN) fiir alle i € T
gilt; und dann ist D(u‘oi) = (Du)‘oi fdrlalle iel.

Definition 1.3 (Funktionen von lokal beschriankter Variation). FEzistiert die
Mafableitung Du von u € Lllok(Q,IRN), so sagen wir, dass u auf €2 lokal
beschrinkte Variation hat. Wir schreiben BVio (Q, RY) fiir den Raum aller
solchen Funktionen.

Dies lisst sich durch Zerlegung der Eins beweisen
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Beispiele.

o Jedes u € I/Vli’l}(Q,RN), insbesondere jedes u € C1(Q,RY), ist auch in
BViek(Q,RY) mit Du = Vu - L") o

e Tutsdchlich sieht man mit dem Satz von Radon-Nikodym, dass fiir u €

LL (Q,RYN) gilt:

u < Wlikl(QaRN) = u € BVig (% RY) und Du < L")

o Fir jedes a € R hat die Heavyside-Funktion 1, o) auf R das Dirac-Majf
0q als schwache Ableitung; um dies zu sehen, wihlt man fir ¢ € Z(R) ein
M > max({a} Uspty) und rechnet mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

M
/ ]l(a,oo)gpl dx = / o dr = —p(a) = —/ ©dbg.
R a R

e Die Betragsfunktion x — |x| auf R hat das Maf 20y als zweite Ableitung,
denn partielle Integration zeigt fiir ¢ € Z(R) die Gleichungskette

/1R|x|g0”(x)dx:—/0 2 (z) dx+/ooox<p"(x)dm

—00

0 o
:/ go'dac—/ ¢ dz = 2p(0) :/ wd(20).
—00 0 R

o Hat Q einen C'-Rand 02 mit duferem Einheitsnormalenvektorfeld v,
s0 ist 1o € BViek(R™) mit

D(1q) = —volyg - "1

dazu berechnet man fiir ¢ € Z(R™) mit dem Gauflschen Satz

/ ]lgdivgodm:/divgodm
n Q

:/ (p-l/Qd%n_l =/ © - d(VQ]lQ-%n_l).
[2)9] n

Als Fazit aus den vorausgehenden Beispielen halten wir fest, dass Funk-
tionen von lokal beschréankter Variation im Gegensatz zu Sobolev-Funktionen
noch Spriinge entlang gewisser (n—1)-dimensionaler Mengen aufweisen
diirfen.

In Analogie zu Bildmafien verwenden wir fiir biLipschitz- Abbildungen T
im Folgenden die Notation

Twu:=wuo 71

Mit dieser Notation gilt die Transformationsformel
Tlu - p) = (Tyu) - (Toppe)
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54 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

und speziell fiir das Lebesgue-Mafl £"™ ergibt sich
Ty(u- L") = (Tyu)J(Th) - 2

Insbesondere erhalten wir fiir + € RY, » > 0 und die Homothetie H*" aus
(0.15):
( $77’#u) . gn — T—on,r#(u . gn).

In Anbetracht der letzten Gleichung erscheint nun das folgende Verhalten von
MaBableitungen natiirlich.

Satz 1.4 (Skalierungsverhalten). Fiir u € BVio(Q, RY) ist auch H®"yu €
BViok(2(Q—z), RY) mit

D(H""yu) = rl_"Hx’r#Du.

Beweis. Fiir alle ¢ € 2(1(Q—z), R"™) zeigt die Transformationsformel

/ H" yudive L™ = r_"/ u(divep)o H*"dL"
Lq—x) Q

T

zrl_"/udiv(gpon’r)d.i”"
Q
:rln/gpon’rdDu

Q

_ e / o d(H" D)
L—q)

T

und die Behauptung folgt. O

Das néchste Lemma stellt die partielle Integrationsformel aus der Definition
der Maflableitung auch fiir allgemeinere Testfunktionen ¢ bereit.

Lemma 1.5 (Partielle Integration). Ist u € BV, (2, RY), so gilt

/ u-divedr = —/ w- dDu fiir alle ¢ € Wkllft’O(Q,RN”).
Q Q

Beweis. Man approximiere ¢ mit Gléttungen ., fiir die die partielle Integrati-
onsformel per Definition gilt. Da ¢, — ¢ gleichméfig auf spt ¢ und div(p.) =
(div ¢). — div ¢ schwach-* in L>®(spt ¢, RY) konvergieren, erhalten wir im

Limes die Behauptung. O

Lemma 1.6 (Produktregel). Fiir u € BVig (2, RY) und f € VVlifo(Q) ist
fu € BVigk(, RY) und

D(fu)=f Du+(ue V) 2",

wobei ® das dyadische Produkt bezeichnet.
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1.2. Der Raum BV 55

Beweis. Gemif dem vorigen Lemma gilt fiir alle o € 2(Q, RN™) schon

/ w-div(ef)dr = —/ of - dDu.
Q Q
Durch Ausdifferenzieren der linken Seite erhalten wir daraus
/ fu-divedr = —/ o(u@Vf)de — / wf dDu
Q Q Q

und die Behauptung folgt. O

Als nichstes zeigen wir, dass der Maflableitungsoperator D ein schwach-
x-abgeschlossener Operator ist. Analoges gilt natiirlich fiir die Operatoren
O und 0%.

Satz 1.7. Seien u € L, (Q,RY), u € RMox(Q, RM") und (uk)kew eine Folge
in BViek(, RN). Dann gilt:

U, .,Sf"‘g kL u - f"‘g lokal schwach-* in RMlok(Q,RN)
:m = pu = Du.
Duy, k—A 1 lokal schwach-* in RMg (Q, RY™)

Beweis. Fiir alle ¢ € 2(Q, RV") gilt

/u-divgpdx: lim [ wg-divedr = — lim gp-dDuk:—/go-d,u. O
Q k—oo J k—oo JO Q

Mit anderen Worten sagt Satz 1.7: Falls die Maflableitungen einer konver-
genten Folge ebenfalls konvergieren, so ist der Grenzwert der Richtige. Wir
werden den Satz spéter noch verallgemeinern und anstelle von u - £ " ein
weiteres Mafl zulassen; sieche Korollar 1.31.

1.2 Der Raum BV

Definition 1.8 (Funktionen von beschrinkter Variation und der Raum BV).
Wir nennen u € LY(Q,RY) eine Funktion von beschrinkter Variation -
oder kurz eine BV -Funktion — auf 2, wenn die Maflableitung Du existiert
und ein endliches Maf auf Q ist. Den Raum aller RN -wertigen BV -Funktionen
u auf Q bezeichnen wir mit BV (Q, RN) und versehen ihn mit der Norm

lullpy @ryy = llullLr@ryy + | Dull garo,man-

Satz 1.9. Mit der obigen Norm ist BV (Q, RYN) ein Banachraum (und zwar fiir
Q # 0 stets ein nicht-separabler).

Beweis. Wir zeigen, dass BV (€2, RY) ein vollstéindiger normierter Raum ist und
greifen dazu auf die analogen Eigenschaften von L'(€2, RY) und RM(Q, RN")
zuriick. Da L'(Q,RY) und RM (£, RV") normierte Riume sind und D ein
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56 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

linearer Operator, ist auch BV (Q, R") ein normierter Raum. Die Vollsténdikeit
von BV (€, RY) folgt mit Satz 1.72 aus der von L'(Q, RY) und RM (2, RN").

Um einzusehen, dass BV (Q,R") nicht separabel ist, kénnen wir gemif
mit Satz 1.4 skalieren und annehmen, dass By C 2 gilt. Wir fixieren einen
beliebigen Einheitsvektor e € RY und definieren u,(x) := elpg, () fiir jedes
r € (1,2). Dann sind (vergleiche die vorigen Beispiele) die Funktionen w, in
BV(Q,RY) mit |Du,| = 1g, - #"Y|,. Fiir je zwei verschiedene r,s € (1,2)
erhalten wir folglich aus Lemma 0.21

o

[ur — usllpv@rv) 2 [Dupr — Dug|(€2) = HN(S,) + ATTH(Ss) > 2nwn.
Folglich kann BV (€2, RY) nicht separabel sein. U

In Analogie zu den Definitionen 0.36 und 0.42 fithren wir nun schwéchere
Konvergenzbegriffe als Normkonvergenz in BV ein. Man vergleiche auch mit
Bemerkung 1.34.

Definition 1.10 (Schwach-*-Konvergenz in BV). Seien uy,u € BV(Q,RY).
Wir sagen, dass uj, bei k — oo schwach-* in BV (Q,RYN) gegen u konver-

giert, wenn uy - L kL u - L" und Duy kL Du schwach- als Radon-Mafe
—00 —00

konvergieren. Analog fiihrt man lokale schwach-+-Konvergenz in BVig(Q, RN)
emn.

Definition 1.11 (Strikte Konvergenz in BV). Seien uy,u € BV (Q,RY).
Gelten uy, o stark in LY(Q,RY) und Duy, h— Du strikt in RM(Q), so
—00

—00
sagen wir, dass die uy, strikt in BV (2, RY) gegen u konvergieren.

Bemerkung 1.12. Wenn nuruy, — u stark in L' (Q, RY) und | Duyg| () P
—00

k—o0

|Du|(Q2) gelten, so liegt bereits strikte Konvergenz u, o in BV (,RN) vor.
— 00

Beweis. Jede Teilfolge von (Dug)ren enthélt ndmlich dann nach dem Auswahl-
satz eine weitere schwach--konvergente Teilfolge in RM (€, RV™). Nach Satz
1.7 ist ihr Grenzwert jedoch stets Du; folglich konvergiert schon die ganze Folge
(Duy,)ren schwach-x in RM (2, RN¥™) gegen Du. O

Bemerkung 1.13. Aus Bemerkung 1.12 entnehmen wir, dass strikte Konver-
genz in BV(Q,RN) von der Metrik dg, zu

dstr(u,v) := /Q lu — v| dz + || Du| () — | Dv|(Q)]

induziert wird. Damit ist sie — anders als strikte Konvergenz in RM oder schwa-
che Konvergenz oder schwach-+-Konvergenz in irgendeinem unendlichdimensio-
nalen Raum — eine metrische Konvergenz.

2Tatséchlich braucht man hier nicht die volle Stirke von Satz 1.7: Abgeschlossenheit
beziiglich Normkonvergenz in L*(Q, R") und RM (Q, RN™) wiirde auch reichen.
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1.3. Die Variation 57

1.3 Die Variation

Wir geben nun eine alternative Charakterisierung von Funktionen beschrinkter
Variation.

Definition 1.14 (Variation). Fir u € LL, (Q,RY) definieren wir die Varia-

tion

Va(u) = sup{‘ / w-divpdz| @ ¢ € 2(Q,RN™) mit sup|p| < 1}
Q Q

von u Uber €.

Proposition 1.15. Fiir u € BVig (2, RY) und jede offene Teilmenge A von Q
gilt
Va(u) = |Du|(A).

Beweis. Mit der Definition der Maflableitung und einem Approximationsargu-
ment erhalten wir aus Definition 1.14:

Vatw) = sup {\ [ v

Nun folgt Va(u) = |Du|(A) aus Lemma 0.29. O

tp € C’l?pt(A,IRN”) mit sup |¢| < 1}.
A

Satz 1.16. Firu € LL, (Q,RY) gilt
Va(u) < oo <= u € BVigk(Q,RY) und |Dul(Q) < oo.

Beweis. ¢ <= folgt sofort aus Proposition 1.15. Um ¢ =’ zu zeigen, nehmen
wir Vo(u) < oo an. Dann gilt aus Homogenitétsgriinden

‘/u-divgpdw
Q

fir alle ¢ € 2(Q,RN"). Also lisst sich ¢ Jou - divepdz zu einem steti-
gen linearen Funktional auf C§(Q, RN™) fortsetzen, das nach dem Rieszschen
Darstellungssatz durch ein u € RM(Q, RY) dargestellt wird. Ausgeschrieben

bedeutet dies
/ u-divpdr = / wdu
Q Q

fir alle € 2(Q,RY); folglich Du = —p schwach und die Behauptung ist
verifiziert. O

< Va(u) Sup |

Korollar 1.17. Firu € L'(Q,RN) gilt
Va(u) < 0o <= u € BV(Q,RY). O
Es folgen niitzliche Konsequenzen aus der Einfithrung der Variation.

Korollar 1.18. Fiir ug,u € LL, (0, RY) konvergiere uy, - ™ kL u-ZL" lokal
— 00
schwach-+ in RM(Q,RY). Dann gelten:
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58 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

e Unterhalbstetigkeit der Variation:

Va(u) < likm inf Vo (ug).

e Approximationskriterium: Sind alle uj, in BV (Q,RY) mit

lim inf HukHBV(QJRN) < oo,
k—o0

so folgen u € BV (Q,RY) und
|Du|(€2) < liminf |Dug|(9).
k—o0
Beweis. Die erste Aussage ist eine direkte Konsequenz von Definition 1.14, die
zweite erhélt man wie folgendermafien: Zunéchst schlieft man mit Lemma 0.29

auf u € LY(Q,RY). Mit der Unterhalbstetigkeit der Variation und Proposition

1.15 und sehen wir
Va(u) < ligninf | Dug|(Q) < 0.
—00

Jetzt garantiert Korollar 1.17 u € BV (€2, R") und eine weitere Anwendung von
Proposition 1.15 beendet den Beweis. O

1.4 Approximation mit glatten Funktionen
Wir halten einige Aussagen iiber Glattungen fest, die groitenteils aus Lemma
0.47 folgen.
Lemma 1.19 (Glittung von BV-Funktionen). Sei u € BV(Q,RY).
(1) Fiir jedes € > 0 ist u. := p. *u € C°(Q, RY) mit
Vu: = p: * Du L -fast-tiberall auf Q.

und
/ |Vue| dz < |Du|();
Qe

(II) u. konvergiert bei e \, 0 lokal schwach-+ in BVig (2, RY) gegen u.

(III) |Vue| - L7, konvergiert bei ¢ \, 0 lokal schwach-+ in RM(Q2) gegen

| Dul.

Beweis. Es reicht, Vu. = p. * Du nachzuweisen. Dann folgen alle Behauptun-
gen aus Lemma 0.47 und Standard-Eigenschaften von Glattungen. Um diese
Gleichheit einzusehen, nehmen wir nach Ubergang zu den Komponentenfunk-
tionen N = 1 an und rechnen fiir einen Index k:

Oue(z) = /Q [(8k)xp€(x - y)}u(y) dy
— —/Q [(ak)ypa(l' - y)]u(y) dy = / pe(z — y)dopuly) = pe * Opu(z).

Q

B

Bemerkung 1.2 liefert nun Vu, = p. * Du. ]
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1.4. Approximation mit glatten Funktionen 59

Korollar 1.20 (Konstanzsatz). Ist u € BVi,(Q, RY) mit |Du|(Q2) = 0, so ist
(ein Reprdsentant von) u konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von
Q.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma ist Vu, = p. * Du = 0 auf 2., also ist u.
lokal konstant auf .. Als Grenzwert lokal konstanter Funktionen ist u lokal
konstant auf 2 und die Behauptung folgt. O

Korollar 1.21. Sei u € BV(Q,RY) und (ein Reprisentant von) u habe kom-
pakten Traiger in 2. Dann gilt

Du(2) = 0.

Beweis. Wegen der Lokalitét schwacher Ableitungen kénnen annehmen an, dass
Q) beschrankt ist. Man iiberzeugt sich, dass die Fortsetzung @ von u durch 0 auf
ganz R" eine Funktion in BV (R™, R") ergibt mit |D|(9Q) = 0. Fiir 0 < e < 1
haben die Glattungen . von @ kompakten Trager in {2 und partielle Integration

zeigt
/ Ve dr = 0.
Q

Mit Lemma 1.19 und Proposition 0.40 schlielen wir
Du(Q) = Du(Q) = lim/ Vi dx = 0. O
e\0 Q

Da Wh! ein abgeschlossener Unterraum ist, konnen wir nicht erwarten,
dass glatte Funktionen beziiglich der BV-Norm dicht? in BV liegen. Tatséchlich
werden wir jedoch zeigen, dass sie beziiglich der Metrik der strikten Konvergenz
dicht liegen.

Satz 1.22 (Approximation mit glatten Funktionen). Seiu € BV (Q,R"N).
Es gibt es eine Folge (ug)pen in C™(Q, RY) mit uy, o strikt in BV (Q,RY).
— 00

Beweis. Wir fixieren zunichst & € IN und konstruieren ein u, € C(Q, RV)
mit

1

—uldr < =

/Q|uk ul T <4
1
/\Vuk\dx<]Du\(Q)+—.
Q k

Sei dazu (O;);en eine Ausschopfung von 2 durch abzdhlbar viele Mengen O; €
0. (Q) mit endlicher Uberlappung. Sei weiter

1= Z ) auf
=1

3Nach dem Satz von Meyers-Serrin liegen glatte Funktionen dicht in den Sobolevriumen
WHEP mit p < .
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60 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

eine lokal endliche Zerlegung der Eins, so dass ¢; € Z(0;) fiir alle [ € IN gilt.
Fiir jedes [ € IN kénnen wir mit Standard-Eigenschaften der Glittung (von L!-
Funktionen) ein g; > 0 finden mit sptyp; C (O;), (also auch spt (ug;)s, C O;)
und

2—l
[ ), — e < 2
Q
27l

Wir setzen nun wu; := z;’il(wpl)gl. Da diese Summe lokal endlich ist, ist wuy
glatt. Auflerdem gelten

s 1
up — u|dr < / uPy)e, — upy| de < —
[ = > ), o) —uplde < ¢

und unter Verwendung von Lemma 1.19 (I) und Lemma 1.6

/]Vuk]dm < Z/ IV (ugr)e, —u® V| da
Q =1 Q
sZmol-Du>€l|<ﬂ>+2/ﬂ|<u®wl>q —u® Vel d
=1 =1

s 1

D Q _

<§,me al(@) +
Dul(Q) + 1
= |Du —.
k

Insgesamt haben wir jetzt eine Folge (uz)ren in C°(Q2, RY) konstruiert mit
ur — u stark in L*(Q, RY) und

k—oo

limsup/ |Vug| dz < |Du|(£2).
)

k—o0
Mit dem zweiten Teil von Korollar 1.18 folgt limy .o [, [Vug|dz = [Dul(Q)
und die Behauptung ergibt sich aus Bemerkung 1.12. O
1.5 Funktionen einer Verédnderlichen

Lemma 1.23. Sei I ein Intervall in R und v : I — RN eine Funktion von
beschrinkter (punktweiser) Variation im Sinne der Finleitung, also Varr(v) <
00.

(I) Sei N = 1. Dann gibt es nichifallende Funktionen vi,ve : I — R mit

V=V — V2.
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1.5. Funktionen einer Verédnderlichen 61

(II) Sei I =R. Fir k € N und | € Z wdihlen wir beliebige

l l—i—l}

l l
rel= [

Dann konvergieren die Treppenfunktionen vy, definiert durch

v 1= Z v(mfk)]llli

lez
bei k — oo stark in Li, (R,RY) gegen v.

Beweis. Zum Beweis von (I) kénnen wir inf/ = 0 € [ und v(0) = 0 anneh-
men, da sich der allgemeine Fall durch Spiegelung und Verschiebung darauf
zuriickfiithren ldsst. Wir definieren

k
vi(x) :=sup {Z [v(mi)—v(xi,l)]Jr 0=xo<21 <... <7} = :U}

i=1

fiir € I und vy genauso, jedoch mit dem Index* _ statt | . Offensichtlich sind
v1 und vy nichtfallend und es bleibt nur vi(x) — va(z) = v(x) zu zeigen. Dazu
geben wir uns ein € > 0 vor und nehmen x > 0 an. Wir wihlen Zerlegungen von
[0, z], fiir die die Suprema in den Definitionen von v; und ve bis auf € erreicht
werden. Sei nun 0 = z¢p < 1 < ... < xp = x eine gemeinsame Verfeinerung
dieser Zerlegungen. Dann gelten

M-

vy (x) [v(zi)—v(zi-1)] | > vi(@) — ¢,
=1
k
v_(zr) —e < Z [v(zi)—v(zi1)] _ < v_(z)
i=1

und folglich
vi(z) —v_(z) +e > v(x) —v(0) > vi(r) — e —v_(z).

Da v(0) = 0 war und € > 0 beliebig, folgt v;(z) — v_(x) = v(x) fiir alle z € I.

Durch Ubergang zu den Komponentenfunktionen und Verwendung von Teil
(I), reicht es, (II) im Falle N = 1 fiir nichtfallendes v nachzuweisen. Wahlen wir
nun die xfﬁ als linke Randpunkte von I!, so konvergieren die vy, abgesehen von
abzihlbar vielen Punkten (némlich den Randpunkten der IL und eventuell den
abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen von v), monoton von unten gegen v und
der Satz iiber monotone Konvergenz garantiert Konvergenz auch in Lllok(R).
Wihlen wir die xﬁc als rechte Randpunkte, so argumentiert man analog mit
monotoner Konvergenz von oben. Alle anderen Wahlen der xfk geben Folgen,
die zwischen diesen beiden eingeschachtelt sind, also folgt vy e v stark in

Ll (R) in jedem Fall. O

“Dabei ist 71 := max{+r,0} fiir r € R zu interpretieren.
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62 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Lemma 1.24. Fiir ein offenes Intervall I in R, a € I und u € BVig (I, RY)
set

v(x) = {Du((a7x)) fiirx > a

—Du([z,a]) firz<a
Dann gibt es eine Konstante ¢ € RN, so dass ¢+ v ein Reprisentant von u ist.

Beweis. Fiir o € 2(I,RY) sehen wir mit dem Satz von Fubini und dem Haupt-
satz der Differential-und Integralrechnung

/v ' dr = / / dDu - ¢'(x) dz — / / dDu - ¢ (x) dz
1 In(a,00) J(a,x) IN(—o0,a| Y [z,a]
o0 y
~[ [ ewdsavu) - [ [ S)de-aDuty
INn(a,00) Jy IN(—o00,a] J—o0

:—/ap-dDu
I

Dies bedeutet v € BVig (I, RY) mit Dv = Du und die Behauptung ergibt sich
mit dem Konstanzsatz. U

Bemerkung 1.25. Der vorausgehende Lemma konstruiert zu jeder Fastfunk-
tion u von beschrinkter Variation einen guten Reprdisentanten c + v, ndmlich
den (eindeutigen) linksstetigen Reprisentanten.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass das Konzept der
Variation V; aus Definition 1.14 im wesentlichen mit dem in der Einleitung
eingefiithrten Konzept der (essentiellen) Variation Var; iibereinstimmt

Satz 1.26. Fiir eine offenes Intervall I in R und eine Fastfunktion w: I — RN
15t
Varr(u) < oo <= u € L, (I, RY) und Vi(u) < occ.

Und wenn Vi(u) existiert, so gilt
Vary(u) = Vi(u).

Beweis. Wir zeigen zuerst Vi(u) < Vary(u). Dafiir reicht es natiirlich V;(u) <
Vary(v) fiir alle Reprisentanten v von w mit Varj(v) < oo nachzuweisen. Sei
v ein solcher Représentant. Wie in der Einleitung erwéhnt, 14sst sich aus Teil
(I) des vorigen Lemmas schlieBen, dass die einseitigen Grenzwerte von v in
den Randpunkten von I existieren, wir konnen daher v links und rechts von [
durch Konstanten so fortsetzen, dass Varg(v) = Vars(v) gilt. Seien nun vy, die
Treppenfunktionen aus dem zweiten Teil von Lemma 1.23. Fiir ¢ € 2(R,RY)
mit spt ¢ C I und sup; || < 1 gilt® nun

[ow-srae =[Sty () - ()

lEZ

< Y loteb) — ol ol 57)

IEZ

< Varg(v) = Var(v)

®Man beachte, dass bei den Summen in der folgenden Rechnung stets nur endlich viele
Summanden # 0 auftreten.
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Geméf Definition 1.14 folgt V7 (vg) < Vary(v) und mit der Konvergenz aus Lem-
ma 1.23 und der Unterhalbstetigkeit der Variation erhalten wir u € L{., (I, RY)
und
Vi(u) < Vary(v).
Um umgekehrt, Var;(u) < V7(u) zu zeigen, nehmen wir v € L{, (I, RY) und
Vi(u) < oo an. Nach Satz 1.16 ist dann u € BV (I, RY) mit |Du|(I) < co. Sei
nun ¢ + v der Représentant von u aus Lemma 1.24. Dann folgt

k k k
> fo(@) —v(@ic) = Y |Dulzio1,2:))| <> [Dul([zi—1, 23)) < [Dul(D),
i=1

i=1 i=1
wann immer k£ € IN und 29 < 1 < ... <z in I gelten. Also ist Varj(c+v) <
|Du|(I) und durch Anwendung von Proposition 1.15 ergibt sich

Vary(u) < Vary(c+v) < Vi(u) O

1.6 Einbettungs- und Kompaktheitssitze

Satz 1.27 (Fortsetzungssatz). Sei Q (beidseitig) Lipschitz mit beschrinktem
Rand 0). Dann gibt es zu jeder offenen Obermenge Q von Q einen beschrinkten
linearen Fortsetzungsoperator F : BV(Q,RYN) — BV(R™,RY), so dass fir
jedes u € BV (Q,RY) gelten:

Fu| o = u, Fu‘Rn\ﬁ:O und |DFu|(02) = 0.

Auflerdem lisst sich sich dieser Operator so wihlen, dass seine Einschrdnkung
auf WEP(Q,RN) fiir jedes 1 < p < oo (Im Falle p > 1 sei dabei zusitzlich
ZL"(Q) < oo vorausgesetzt.) Werte in Wol’p(IR",IRN) hat und einen beschrdnk-
ten linearen Operator WiP(Q, RY) — Wol’p(IR", RY) induziert.

Beweisidee. Der Beweis verlduft analog zur entsprechenden Konstruktion fiir
Sobolev-Raume: Mit Zerlegung der Eins und lokaler biLipschitz-Transformation
des Randes reduziert man auf den Fall des Halbraums. In diesem Fall konstruiert
man dann den Fortsetzungsoperator durch gerade Spiegelung. U

Der Schliissel zu allen Einbettungsséitzen ist die folgende Abschéitzung fiir
Gléttungen.

Lemma 1.28 (Kontrollierte Approximation durch Glittungen). Fir
u € BV (Q,RY) gilt

/ lue — u| dz < e|Du|(£2). (1.1)
Qe

Beweis. Wir nehmen zuniichst u € C1(Q, RY) an. Dann sehen wir fiir z € €2,

|ue () — u(z)] =

/B p()[ulx — e2) — u(x)) dz
1
< 6/31 p(z)/o |Vu(x — etz)| dt|z| dz
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64 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

durch elementare Integration. Jetzt integrieren wir iiber €2, und verwenden den
Satz von Fubini:

1
/ |us(x) — u(z)| de < 5/ p(z)/ / |Vu|dx dtdz < 8/ |Vu| dx.
Qe B, 0 JQc—etz Q

Damit ist die Behauptung fiir u € C'(Q,RY) gezeigt. Ist u € BV(Q,RY)

beliebig, so liefert Satz 1.22 eine Folge glatter Funktionen w; mit uy k—A U
— 00

strikt in BV (Q, RY). Standard-Eigenschaften von Glittungen zeigen aufierdem

/ |(ug)e — uelde < | |ug —ulde — 0
Q

k—o00
€

und gemeinsam erlauben es die obigen Konvergenzeigenschaften, (1.1) von den
ue auf u zu iibertragen. O

Satz 1.29 (von Rellich). Sei (uy)rew eine beschrinkte Folge in BV (Q, RY).

(I) Lokale Version. Dann gibt es eine Teilfolge, die stark in Li, (2, RY)
konvergiert.

(II) Globale Version: ) sei beschrinkt. Ist Q Lipschitz oder haben alle wuy
kompakten Triger in Q, so gibt es eine Teilfolge, die stark in L'(Q, RY)
konvergiert.

Bemerkung 1.30. Die Beschrinktheitsvoraussetzung an € in (1) ist notwen-
dig; dies sieht man am Beispiel des wandernden Hiigels.

Beweis von Satz 1.29. In der Situation von (II) kénnen wir die uy zu BV-
Funktionen auf ganz R" fortsetzen, entweder mit Satz 1.27 oder trivial durch
0. Daher folgt (II) aus (I). Wir zeigen nun (I): Mit einem Diagonalfolgenargu-
ment sieht man, dass es reicht zu jedem konvexen Kompaktum K in €2 eine
stark in L'(K,R") konvergente Teilfolge zu finden. Dazu bemerken wir, dass
fiir 0 < e < dist(K, 0Q) gelten

sup |(ug)| < llurl| 1 omy) sup pe,
K R™
Sup [V (uk):| < flunllz @) Sup Vel

Fiir 0 < e < dist(K, 99) ist also ist die Folge ((ug)e)ren gleichméBig beschriankt
und gleichgradig stetig auf K und mit dem Satz von Arzela-Ascoli finden wir
eine auf K gleichmifig konvergente Teilfolge. Mit einem weiteren Diagonalfol-

genargument finden wir sogar eine Teilfolge (ug, )ien, so dass ((ug, )1 )iew fiir alle
q

q € IN mit % < dist(K,09Q) gleichméBig auf K konvergiert. Zu vorgegebenem
d > 0 fixieren wir nun ein solches ¢ mit ésupkem | Dug|(2) < 6. Da ((ug,)1)ien
q

eine gleichmiflige Cauchy-Folge auf K ist, erhalten wir mit (1.1) fiir [, [>1

/h%—%wx
K

< [ oy = )yl do [ )y = C)aldo+ [ )y — gl ds
K q K q q K q
< 2| Duy, |(Q) + 6 + £ Duy | () < 3.
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Also ist (ug, )ien eine Cauchy-Folge in L'(K,R"™) und mit der Vollsténdigkeit
von L'(K,RY) folgt die Behauptung. O

Es folgen einige Korollare aus dem vorigen Satz. Als erstes halten wir eine
Verallgemeinerung von Satz 1.7 fest.

Korollar 1.31. Seien v € RMjox(Q,RY), u € RMoi (2, RN™) und (ug)pen
eine Folge in BVlOk(Q,RN). Gelten nun

u, - .,Sf"‘ﬂ k%oo v lokal schwach-+ in RM (€2, RN),

Duy, k—L i lokal schwach-+ in RM(Q, RN™),

so folgen v < 2", und diig—‘fn € BViok(Q, RY) mit Ddizn = .

Beweis. Sei A € 0.2 (Q2). Nach Proposition 0.32 ist (ug)renw beschrénkt in
BV (A, RY) fiir jedes A € 0.# (). Nach Satz 1.29 gibt es daher eine Teilfolge,
die stark in Ll (4, RY) gegen einen Grenzwert u € Li, (A, R") konvergiert.
Alsoist v| , = u-2Z"| ,. Da A € 0.4 () beliebig war, erhalten wir v < 2"
und die restlichen Behauptungen folgen aus dem Satz von Radon-Nikodym und
Satz 1.7. O

Man koénnte vermuten, dass sich analog zu Definition 1.1 auch Ableitungen
von Maflen definieren lassen. Tatséchlich ergibt sich dabei jedoch kein allgemei-
neres Konzept, wie wir nun zeigen kénnen.

Korollar 1.32. Seien v € RMo (2, RY) und u € RM (2, RN™) mit
/divap-du:—/ap-du fiir alle ¢ € 2(Q,RN).
Q Q

Dann gelten v < .£"|, und 7% € BV (2, RY) mit D% = 4

‘Q dzm

Beweis. Mit dem Argument aus dem Beweis von Lemma 1.19 sieht man, dass
fiir die Glattungen Vv, = pu. auf Q. gilt. Aulerdem konvergieren nach Lemma
0.47 (III) die Gléttungen lokal schwach-* in RMjo, und wir kénnen das vorige
Korollar anwenden. O

Satz 1.33 (Auswahlsatz/Kompaktheitssatz in BV'). Sei (ug)ren eine
beschrinkte Folge in BV (2, RN). Dann gibt es eine Teilfolge, die schwach-* in
BV (Q,RY) konvergiert.

Beweis. Mit dem Auswahlsatz 0.33, angewandt auf RM, finden wir eine Teil-
folge (ug,)iew derart, dass

uy, - "\, 1y schwach-x in RM(Q,RY),

l—o0

Duy, 1_%0 p schwach-x in RM(Q,R™™)

konvergieren. Aus Korollar 1.31 entnehmen wir nun v = u - % " |, mit einem
u € BV(Q,RY) und die Behauptung ist gezeigt. O
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Alternativ ldsst sich Satz 1.33 auch aus Satz 0.33 und der folgenden Bemer-
kung gewinnen.

Bemerkung 1.34 (BV als Dualraum). BV (Q,RY) lisst sich mit dem
Dualraum eines separablen Banachraums identifizieren; und zwar so, dass die
funktionalanalytische schwach-+-Konvergenz mit der Konvergenz aus Definition
1.10 dibereinstimmt. Dazu set B das Bild der stetigen Einbettung

BV(Q,RY) - RM(Q, RV 4 (u- 27|, Du)

o
und K sei der Abschluss von
{(W, ) € 2(Q, RN+ 4 = divep}.

in X = C§(Q, RN Dann folgt aus Korollar 1.32, dass das Bild von B un-
ter dem Rieszschen Isomorphismus genau aus den beschrinkten linearen Funk-

tionalen F auf X mit K C Kern F' besteht. Folglich ist B isometrisch isomorph
zum Dualraum des Faktorraums X/K .

Genau wie in den Sobolev-Rédumen folgt aus dem Satz von Rellich eine
Version der Poincaré-Ungleichung:

Satz 1.35 (Poinaré-Ungleichung). Fiir jedes beschrinkte Lipschitz-Gebiet
Q und u € BV(Q,RY) gilt

/ lu —uq|dz < C|Dul(Q)

Q

mit einer von ) und N abhdngigen Konstanten C. Dabei bezeichnet uq :=
fQ wdxr den Mittelwert von u iber €.

Bemerkung 1.36.

e Die Zusammenhangsvoraussetzung an ) ist notwendig. Dies sieht man an
Beispielen mit lokal konstanten, aber nicht konstanten Funktionen.

o Ist Q eine Kugel mit Radius v oder ein Wiirfel mit Kantenlinge r in R,
so zeigt ein Skalierungsargument mit Satz 1.4, dass die Konstante C' als
rC' mit einer nur von n und N abhdngigen Konstanten C gewdhlt werden
kann.

Beweis von Satz 1.835. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dass die
Behauptung falsch ist. Dann gibt es eine Folge (ug)ren in BV (22, RY) mit

/Q g — (ug)o| dz > k| Dug| ().

Wir kénnen (uy)o = 0 und [, |ug|dz = 1 annehmen. Dann folgt, dass (ux)ren
beschrinkt ist in BV (Q, RY) mit Duy, . O stark in RM(Q,RN™). Mit dem
—00

Gebiete sind nichtleere und zusammenhéngende offene Mengen
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Satz von Rellich folgt up — wu stark in L'(Q, RY) fiir einen Grenzwert u €

k—o0
LYQ,RY) mit
(u)o =0 und / |u| dx = 1. (1.2)
Q
Satz 1.7 garantiert nun Du = 0 und nach dem Konstanzsatz ist u konstant.
Dies widerspricht jedoch (1.2) und die Behauptung ist verifiziert. U
Satz 1.37.

(I) Durch die Sobolev-Einbettung ist BV (Q,RY) nach LL, (Q,RY) (so-
gar stetig nach L' (Q,RN), wenn Q Lipschitz mit beschrinktem Rand)
eingebettet mit dem Sobolev-Exponenten 1* := 15 (= oo firn =1).

(II) Ist Q beschrinkt und (uy)rew eine beschrinkte Folge in BV (Q,RYN), so
gibt es nach dem Satz von Rellich-Kondrachov eine Teilfolge, die
stark in LL, (U, RY) (ohne 1k, falls Q@ Lipschitz) fiir jedes q¢ € [1,1%)
konvergiert.

Beweis. Wir setzen hier voraus, dass (I) fiir Sobolev-Funktionen in W11(Q, RY)
bereits bekannt ist. Mit Satz 1.22, lasst sich diese Aussage auf BV -Funktionen
iibertragen.

Wir zeigen nun die lokale Version von (II): Mit den Sétzen 1.29 und 1.33
koénnen wir eine Teilfolge (ug, )ien und einen Grenzwert u € BV (Q, RY) finden

mit uy, k—L u schwach-x in BV(Q,RY) und stark in L, (Q,R"). Fiir jedes
—

Kompaktum K in Q zeigt die Holdersche Ungleichung

q—1 g—1

—ni== n
Hukl - uHLq(K,IRN) < Hukl _uHLl(KjRN)Hukl - uHLI"q(K,RN)'

Nun konvergiert der erste Faktor auf der rechten Seite gegen 0 und der zweite
bleibt nach (I) beschrinkt. Daher folgt die Behauptung. Die globale Version
von (II) folgt mit Satz 1.27 aus der lokalen. O

1.7 Der Perimeter und die isoperimetrische Unglei-
chung

Definition 1.38 (Perimeter). Fir eine Z"-messbare Teilmenge A von R"
bezeichnen wir

PQ(A) = VQ(]].A)

als den Perimeter von A in Q. Ist 14|, € BViok(£2, RY) so heifit A eine Menge

von lokal endlichem Perimeter in Q2. Gilt zusdtzlich zu 14|, € BViek (2, RY)
noch | D1 4|(Q) < oo, so nennen wir A eine Menge von endlichem Perimeter
in Q. Schlieflich bezeichnen wir Mengen von lokal endlichem Perimeter in R™
auch als Caccioppoli-Mengen.
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68 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Bemerkung 1.39. Gemdf§ Proposition 1.15 gilt fiir eine Menge A von lokal
endlichem Perimeter in Q und jede offene Teilmenge O wvon €2 schon

Fo(A) = [D14/(0)

Auflerdem entnehmen wir aus Korollar 1.17, dass eine L™ -mefsbare Teilmenge
A von R™ genau dann eine Menge von endlichem Perimeter in ) ist, wenn
Pqo(A) < oo gilt.

Beispiel. Aus dem entsprechenden Beispiel zu Mafableitungen entnehmen wir:
Hat Q einen C'-Rand, so ist Q eine Caccioppoli-Menge und es gilt Prn(Q) =
HHO0N); st zusdtzlich A1 (02) < oo, so hat Q sogar endlichen Perimeter
mn R™.

Aus der Definition ist klar, dass P viele Eigenschaften von Vg, erbt. Wir ver-
zichten hier aus Zeitgriinden auf die Aufzidhlung dieser einfachen Eigenschaften
und gehen direkt zu fortgeschritteneren Themen iiber.

Proposition 1.40. Sei A eine Menge von lokal endlichem Perimeter in £ und
ar(y) € [0,1] sei die Abkiirzung fiir den Mittelwert (14)q, ), wobei Q.(y) den
offenen Wiirfel in R™ mit Mittelpunkt y und Kantenlinge r > 0 bezeichnet.

Dann gilt fiir alle Wiirfel Q,(y) C Q

| D1A|(@r(y))

,,anfl

min{a,(y),1 —a,(y)} <C

mit einer nur von n abhdngigen Konstanten C. Dieselbe Behauptung gilt auch
mit Kugeln B, (y) anstelle der Wiirfel Q,(y).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall von Wiirfeln, fiir Kugeln argumentiert man
analog. Aus der Poincaré-Ungleichung und der darauf folgenden Bemerkung
erhalten wir

/ 14 — v (y)| dx < Cr|DLA|(Q0 ().
Q- (y)

Die linke Seite dieser Ungleichung ldsst sich umschreiben in 2r"a, (y)(1—a,(y)).
Benutzen wir noch die elementare Ungleichung min{¢,1 — ¢} < 2¢(1 — ¢) fiir
t € [0,1], so bekommen wir die Behauptung. O

Satz 1.41 (Isoperimetrische Ungleichung). Fiir jede £"-messbare Teil-
menge A von R™ mitn > 2 gilt

~ n

min {f"(A),f"(IR" \ A)} < C[P]Rn(A)] n—1
mit einer nur von n abhdngigen Konstanten C.

Beweis. Wir nehmen o. E. Prn(A) < oo an. Nach Bemerkung 1.39 bedeutet dies
14 € BVik(R™) mit [D14|(R™) = Prn(A) < co. Wir verwenden Proposition
1.40 fiir Wiirfel in Q = R™ der fixierten Kantenlénge
1
= [3C|DL4|[(R™)] ™.
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1.7. Der Perimeter und die isoperimetrische Ungleichung 69

Aus Stetigkeitsgriinden muss dann entweder «;,(y) < % fiir alle y € R™ oder
ar(y) > % fiir alle y € R™ gelten. Sei nun {y1,y2, ...} eine abzdhlbare Teilmenge
von R"™, so dass die Wiirfel @,(y;) disjunkt sind und R™ bis auf eine .£"-
Nullmenge {iberdecken. Im Falle o, < % folgt nun

LMA) =Y ran(ys) < Cr )y ID1A(Qr(y:))| < Cr|DLa|(R")
i=1 i=1
und im Falle o, > % sieht man analog Z"(R"™ \ A) < Cr|D1 4|(R"™). O
Als néchstes folgt eine Variante der Koflichenformel:

Satz 1.42 (Koflichenformel in BV). Seiu € L, (Q). Dann gilt

Vol(u) = /_OO Po({u > t})dt. (1.3)

Ist auferdem Vo(u) < oo, so ist u € BVigk(Q), fir £ -fast-alle t € R ist
{u >t} eine Menge von endlichem Perimeter in Q und es gelten

D) = [ IP1ggl(a)ar (1.9

Du(A) = / b Dl oy (A) dt (1.5)

fir alle A € B(Q).

Beweis. In diesem Beweis benutzen wir wiederholt die Ergebnisse von Kapitel
1.3 und Bemerkung 1.39, meist ohne explizite Erwdhnung. Der Beweis zerfillt
in mehrere Teile:

Schritt 1. Wir zeigen (1.3) und (1.4) fiir v € C*(Q) mit Vo(u) < oo: In
dieser Situation besagt die bekannte Version der Koflichenformel

/nyvu\ dx:/t;/{u:t}fd,%””ldt (1.6)

fiir alle f € L°°(€2). Insbesondere konnen wir f = 1;y,—gy einsetzen und sehen,
dass #" Y({u = t,Vu = 0}) = 0 fiir L -fast-alle t € R gilt. Dies bedeutet,
dass der Rand der Superniveaumenge {u > ¢} in € sich von {u = t} nur um
eine "~ '-Nullmenge unterscheidet und #"!-fast-iiberall C'! ist. Daher gibt
der Gaufische Satz

/ divgodac:—/ go-&djf”_l,
{u>t} =ty |Vl

fiir alle € 2(€2,R"). Wir schlieBen 11,54y € BVok(2) mit
DL pusiy] = Ly - 71

fiir #!-fast-alle t € R. Benutzen wir dies zusammen mit f = 14 in (1.6), so
ergibt sich (1.4). Durch Spezialisieren A = Q) gelangen wir zu (1.3).
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70 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Schritt 2. Wir zeigen ‘<’ in (1.3) fiir alle u € Ll (Q): Fiir #"-fast-alle
x € ) gilt

[e's) 0
u(z) :/0 Liusty(2) dt—/ (1= Ly (@) di.

Fiir ¢ € 2(Q,R™) mit supq || < 1 folgt mit dem Satz von Fubini, der Defini-
tion des Perimeters und fQ divpdr =0

oo 0
/udivgpdx:/ /]l{u>t}divg0dacdt—/ /divgpdxdt
Q —o0 JQ —o0 J 2

g/ Po({u > 1)) dt.

Mit der Definition der Variation schliefen wir auf ‘<’ in (1.3).

Schritt 3. Wir nehmen Vo (u) < oo, also insbesondere u € BV, (2, RY), an
und zeigen, dass {u > t} fiir #'-fast-alle ¢t € R endlichen Perimeter hat, und,
dass (1.4) gilt: Sei dazu vorerst A € 0. (). Nach Satz 1.22 gibt es eine Folge
(ug)ken in C°(A) mit uy o strikt in BV (A). Durch Teilfolgeniibergang
konnen wir auBerdem Konvergenz #"-fast-iiberall annehmen und mit dem Satz
tiber dominierte Konvergenz folgt 11, ~1; — L{y>¢) in LY(A) fiir alle t € R mit
ZL"(AN{u = t}) = 0. Tatséchlich kann Z"(AN{u = t}) > 0 aber wegen
Z™(A) < oo nur fiir abzihlbar viele t € R gelten. Mit der Unterhalbstetigkeit
der Variation und dem Satz von Fatou erhalten wir daher

o0

/_OO VA(]I{u>t}) dt < /_OO likrgg;f VA(]l{uk>t}) dt < likrgg;f /_OO VA(]I{uk>t}) dt.

Mit der Definition des Perimeters und unter Verwendung von Schritt 1 lésst
sich dies umschreiben in

/ Pya({u>t})dt < ligninf Va(ug).

— 00

Nun benutzen wir die strikte Konvergenz uy — w in BV(A) und finden
—00

/oo Pa({u > t}) dt < Vy(u) < Vaolu) < co.

Insbesondere ist 1y, € BV(A) fiir L'fast-alle t € R. Da sich Schritt 2
auch auf jede offene Teilmenge von {2 anwenden l&sst, gilt tatséchlich sogar
Gleichheit, also folgt (1.4) fiir A € 0.2 (2). Wir bemerken nun, dass wegen der
Lokalitét schwacher Ableitungen 1y,~ € BViek(f2) fiir &£ Lfast-alle t € R gilt.
Sei jetzt A € () beliebig. Dann schopfen wir A durch eine aufsteigende Folge
von Mengen in 0.% (2) aus. Fiir diese Mengen gilt (1.4) nach dem Vorausge-
henden und in der Grenze” erhalten wir (1.4) auch fiir beliebiebiges A € Z(Q).
Schliefllich verwenden wir noch (1.4) mit A = Q um auf [D1,~4[(22) < oo fiir
L fast-alle t € R zu schlieBen.

"Dabei benutzt man die Regularitiit der Radon-MaBe |Du| und |D1 g~ | (fiir £ -fast-alle
t) und den Satz iiber monotone Konvergenz
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Schritt 4. Wir bemerken, dass (1.3) nun vollstindig bewiesen ist: ‘<’ wurde
in Schritt 2 gezeigt und erlaubt uns, uns fiir den Beweis von ‘>’ auf den Fall
Va(u) < 0o zu beschrénken. Unter dieser Annahme ist ‘>’ jedoch ein Spezialfall
des in Schritt 3 gezeigten.

Schritt 5. Wir nehmen Vi (u) < oo an und zeigen (1.5). Aus dem in Schritt
3 gezeigten entnehmen wir, dass die Vorschrift

w(A) = / D15y (A)dt fir A e #(Q)

ein endliches Radon-Ma8l ;1 € RM(Q, RY) definiert. Durch gleichmissige Ap-
proximation mit Treppenfunktionen erhalten wir dann

/ Y- du = / / Y- dD1ygysyy di fiir alle ¢ € C'Ept(Q,IRN).
Q —o0 JQ

Damit rechnen wir fiir ¢ € (€, R™) dhnlich wie in Schritt 2

00 0
/gp- dDu:—/udivgodx:/ /]l{u>t}divg0dxdt—/ /divgpdxdt
Q Q —00 JQ —00 JQ
:/ /(p- dD1 g4y di
—00 JQ
=/tp- dp
Q

Es folgt Du = p und (1.5) ist gezeigt. O

1.8 Struktursitze fiir Caccioppoli-Mengen

Definition 1.43 (Reduzierter Rand). Fir eine £"-messbare Teilmenge A von
R™ sei A, die griofite offene Teilmenge® von R™, so dass A noch lokal endlichen
Perimeter in Ay hat. Wir schreiben im Folgenden kurz 1 4 fir L4, undnennen

dD1;
= OA L (AL R D1
VA d‘D]lA‘ € lok( ‘ A‘)

das verallgemeinerte (duflere) Einheitsnormalenvektorfeld von A. Als
reduzierten Rand .#A von A bezeichnen wir die Menge aller Lebesgue-Punkte
von vy beziiglich |D1 4] in A..

Bemerkung 1.44.

o FA ist eine Borel-Teilmenge von R™ und v4 ist — wenn man beispielsweise
va = 0 setzt wo % nicht existiert — eine Borel-Funktion auf A..

e Abinderung von A um eine £L"-Nullmenge dndert FA und v4 nicht.

8Um zu zeigen, dass eine solche Menge A, stets (A. = 0 ist zugelassen) existiert, betrachte
man die Vereinigung aller offenen Mengen mit der obigen Eigenschaft.
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72 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

e Da —vy die Dichte in der Polarzerlegung von D1 4 reprdsentiert, gilt
lval = 1 stets | D1 4|-fast-iiberall auf A.

e Nach Definition 0.69 ist fir x € FA insbesondere |D14|(By(z)) > 0 fir
0 < r <« 1. Es folgt, dass FA stets eine Teilmenge des topologischen
Randes 0A ist.

e Ein Punkt x € A, liegt genau dann in FA, wenn |D14|(B,(x)) > 0 fir
0 <r <1 gilt und va(z) (im Sinne von Definition 0.8) an der Stelle
definiert ist mit \va(x)| = 1; und dann ist va(z) der Lebesgue-Wert von
v4 an der Stelle x. Dies sieht man aus der Gleichung

D]IA(BT (1‘))

va—yPdDlal =1+ |y + 2y - s
]ZBT(x) | D1 a|(Br(2))

Es folgen nun Strukturuntersuchungen fiir Mengen von lokal endlichem Peri-
meter und ihren reduzierten Rand. Wir beginnen mit dem einfachen Fall n = 1.

Satz 1.45 (Mengen von endlichem Perimeter in R). Sei I ein offenes
Intervall in R und A eine Menge von endlichem Perimeter in I. Dann gibt es
endlich viele Parameter a1 < b1 < as < by < agz < b3 < ... < a < by in
R U {—00,00} mit

k
14 = Z Lia; 0 ZL"-fast-tiberall auf I,
i=1

k

Dla|,; = (60;~3,)

i=1

I?

k
FANI = U{ai,bi}ﬂf.
i=1
Beweis. Fiir a € I und
o) = D1 4((a,z)) firxz > a
—D1y([z,a]) firz<a

gibt es nach Lemma 1.24 eine Konstante ¢ € R, so dass ¢ + v ein guter Re-
prasentant von 1 4 ist. Fiir alle z € I gilt nach Konstruktion

v(e+) — DLa(fa}) = v(z) = v(a—).

Da ¢+ v ein Vertreter von 14 ist, gelten stets v(z+),v(z—) € {—¢,1 — ¢} und
|D1L4|({z}) = |D1a({x})| € {0,1}. Somit ist die Menge

J:={z el :|Dl|({x}) >0}

nach Voraussetzung endlich. Auflerdem ist c+v stetig und {0, 1}-wertig auf I'\ J,
also abwechselnd konstant 0 und konstant 1 auf den endlich vielen Zusammen-
hangskomponenten von I \ J. Somit kénnen wir nun die Intervalle (a;,b;) als
diejenigen Zusammenhangskomponenten wéhlen, auf denen c+v den Wert 1 an-
nimmt. Es ergibt sich die erste Behauptung. Die anderen Behauptungen folgen
nun problemlos. O
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Nun kehren wir zuriick zum Fall einer beliebigen Dimension n € IN und
formulieren eines der zentralen Resultate der Vorlesung:

Satz 1.46 (Struktursatz von De Giorgi). Sei A eine £"-messbare Teilmen-
ge von R™. Dann ist FA lokal " -endlich und abzihlbar (n—1)-rektifizierbar
und es gelten

|D1 4| = ]lyA-ﬁfnfl

Ax

und
Tan"'(FA,y) = va(y)" fiir A" fast alle y € FA.

Korollar 1.47. Fiir jede Menge A von endlichem Perimeter in Q gilt
AU FANQ) = Py(A) < . O

Korollar 1.48 (Verallgemeinerter Satz von Gauf}). Sei A eine Menge von
lokal endlichem Perimeter in Q. Dann gilt

/ divepdr = / @ vadA" ! fir alle p € 2(£2,R"™).
A FANQ

Beweis. Aus den Definitionen der Maflableitung und des verallgemeinerten Ein-
heitsnormalenvektorfelds erhalten wir

/divapdx:/ap-uAd]D]lA].
A Q

Die Behauptung ergibt sich durch Umschreiben der rechten Seite geméfi dem
vorigen Satz. U

9

Der Beweis” von Satz 1.46 erfordert zunéchst einige Vorbereitungen.

Lemma 1.49. Seien u € BVio (Q,RY), B,(y) C Q und

ft):= /Bt(y) |u| dz.

Dann gilt

fr+h) = fr)

Va(lp, u) < [Dul(Br(y)) + lim inf -

Ist auferdem |Du|(Sy(y)) = 0 und f differenzierbar an der Stelle r, so folgt
Ip,(yu € BV (Q,RY) mit

|D(L, )| (Sr (1) < £(r).

Beweis. O. E. sei y = 0. Fiir jedes 0 < h < 1 setzen wir

1 fir |z| <r
np(x) = % firr <l|z|<r+h
0 fiir r + h < |z

9Im Falle n = 1 kann man alles einfach aus Satz 1.45 ablesen.
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74 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

und uy, := npu. Aus der Produktregel erhalten wir uj, € BV(Q, R) mit

|Dup| < np, - [Dul + [V |u] - £7|,

und folglich
1

Dunl(®) < |Dul(Br) + 5 [l
Br+h\Br

Da wuy, fKO) 1p,u stark in L'(Q) konvergiert, folgt die erste Behauptung durch

Grenziibergang h \, 0 mit der Unterhalbstetigkeit der Variation. Ist f differen-
zierbar bei r, so erhalten wir 1p (,yu € BV((, RY) aus Korollar 1.17 und die
zweite behauptete Ungleichung ergibt sich durch Subtraktion von |Du|(B,(y))
auf beiden Seiten. O

Lemma 1.50. Sei A eine Menge von lokal endlichem Perimeter in Q und
y € FANQ. Dann gibt es einen Radius ro > 0 mit By, (y) C Q, so dass

|D14|(B(y)) <Cr™™'  fiir0 <r <o
mit einer nur von n abhdngigen Konstanten C' gilt.

Beweis. Wir nehmen y = 0 an. Aus dem letzten Teil von Bemerkung 1.44 sehen
wir, dass es ein rg > 0 gibt mit By,, C 2 und

|D14|(Bt) < 2|D14(By)] fiir 0 <t < 2rp.
Aulerdem folgt aus der Lokalitét schwacher Ableitungen und Korollar 1.21
D14(B;) = D1 anp,(Bt) = —D1gnp,(St).

Nun setzen wir

F(t) == /B 14 dz.

Dann ist f auf (0, 2rg) schon #!-fast-iiberall differenzierbar® und | D1 4|(S;) =
0 gilt fiir alle ¢ € (0, 2rg) bis auf hochstens endlich viele Ausnahmefélle. Daher
lassen sich die vorausgehenden Formeln mit dem vorigen Lemma kombinieren
zu

|D1a|(B:) < 2f'(t) fiir #1-fast-alle t € (0, 2r).
Fiir 0 < r < rg erhalten wir daraus

" & f(2r)
|D]]-A|(Br) S][ |D]]-A|(Bt) dt S 2 f,(t) dt S A S 2"+1wnrn_1 0
T r

T

Proposition 1.51. Sei A eine £"-messbare Teilmenge von R™ und y € FA.
Dann gelten

]lA;y = LizeRrn:va(y)-w<0} lokal schwach-+ in BVio (R™)

und
Tan" (| D14, y) = L, )L AL

Monotone Funktionen f auf einem Intervall I sind .#!-fast-iiberall auf I klassisch diffe-
renzierbar mit f; [f/ (@) dt <|f(b) — f(a)] fiir alle a,b € I; dies sieht man beispielsweise durch
Anwendung von Satz 0.9 auf das Lebesgue-Stieltjes-MaB oy mit pr((a,b]) = |f(b) — f(a)|.
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1.8. Struktursétze fiir Caccioppoli-Mengen 75

Beweis. Aus Lemma 1.4 folgt die Gleichheit
r'="(D14)y, = D(HY 41 4) = D1 ay

der reskalierten Mafle. Seien nun R > 0 beliebig und 7y (mit B,,(y) C A.) und
C seien die Konstanten aus Lemma 1.50 — mit A, anstelle von 2. Dann gilt

|r1_"(D]lA)y7r|(BR) = r17"|D14|(Byg(y)) < CR™ ! fir0<r < %0.

Mit dem Auswahlsatz und einem Diagonalfolgenargument lisst sich daher eine
positive Nullfolge (7x)gen finden mit

Tay, — u lokal schwach-* in BVjok(R").

Tl k—o0

Mit dem Satz von Rellich ldsst sich daraus eine Teilfolge auswihlen, die auch
stark in L{, (R") und #"-fast-iiberall konvergiert; daher folgt, dass u = 1 fiir
eine Menge E von lokal endlichem Perimeter in R™ gilt. Tatséchlich zeigt eine
Analyse der folgenden Argumente, dass 1 unabhingig von der Auswahl der
(Teil-)Folgen ist und somit sogar 14—, bei r \, 0 konvergiert; wir nehmen hier

T
zur Vereinfachung direkt an, dass diese Konvergenz

Lay, —1p lokal schwach-* in BV} (R"™)

r r\0

vorliegt und somit
Tan""!(D14,y) = Dlg

existiert. Nun verwenden wir die Voraussetzung y € #A, um mit Satz 0.70 zu
schlieflen, dass auch
Tan"~!(|D14l,y) = |Dlg]|

existiert und
D]lE = —I/A(y)‘D]lE’

gilt. Folglich ist

V(1Eg)e = pe * D1g = —va(y)pe * |D1g|

und daher ist (1g). nichtfallend in Richtung —v4(y) und konstant in allen
Richtungen orthogonal zu v4(x), mit anderen Worten gibt es nichtfallende f. €
C*°(R) mit

(1g)e(z) = fo(—va(y) - x) fiir alle x € R™.

Da Z"™-fast-tiberall (1g). q 1g konvergiert, gibt es eine weitere Funktion

3
f:R — R mit
Ig(x) = f(—valy) - x) fiir £"-fast alle z € R"

und

fo—f fiir £ fast-alle x € R.
e\0
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76 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Daraus entnehmen wir, dass f — eventuell nach Abdnderung auf einer .#!-
Nullmenge — nichtfallend und {0, 1}-wertig ist, also f = 1(; o) oder f = 1}
fir ein ¢ € R. Dies bedeutet 1p = Lizern:_y,(y)e>ty £ -fast-iiberall und
gemiiss den fritheren Beispielen ist

D]].E‘ = _VA(y)]]‘{$ERnI—VA(y)~$:t} . %n—l‘

Beriicksichtigen wir die Homogenitét von Tangentialmafien, so folgen mit ¢ = 0
und
Tan" (| D14, y) = L, Y

die Behauptungen. O

Beweis von Satz 1.46. Nach der vorausgehenden Proposition besitzt |D1 4| in
allen y € ZA einen approximativen Tangentialraum mit Vielfachheit 1. Aus
der Definition von #A entnehmen wir auflerdem

ID14|(A, \ FA) = 0;

somit lasst sich das Rektifizierbarkeitskriterium aus Satz 0.88 anwenden und
wir sehen, dass |D1 4| schon (n—1)-rektifizierbar ist mit

-1
ID1a| =15 - A"

As

fiir eine abzéhlbar (n—1)-rektifizierbare Menge FA mit FA C FA C A,. Folg-
lich ist auch #A abzdhlbar (n—1)-rektifizierbar und

|Dla| = Tga- 2771, .

Insbesondere kénnen wir nun ablesen, dass .ZA lokal . -endlich ist und alle
verbleibenden Behauptungen des Satzes ergeben sich aus der letzten Gleichung
und Proposition 1.51. U

Definition 1.52 (Wesentlicher Rand). Sei A eine £"-messbare Teilmenge von
R™ und t € [0,1]. Wir fihren die Borel-Mengen

Al:={z e R" : ©,(A,x) =t}
ein und definieren den wesentlichen Rand 9*A von A durch
I*A:=R"\ (A%u Ah).

Bemerkung 1.53. Das Innere von A ist stets in A' und das Auflere von A
stets in A enthalten; folglich gilt

AL CO*ACOA  firo<t<l.

Satz 1.54 (Struktursatz von Federer). Sei A eine £"-messbare Teilmenge
von R™. Dann gelten

FACA:  und A AN\ (ALUFAUAY) = 0.
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1.8. Struktursétze fiir Caccioppoli-Mengen 77

Beweis. Fiir y € ZA gilt nach Proposition 1.51

1 .. 1 1
On(A,z) = w—ﬂ}l{r(l]]lA:y - LM(By) = w—n.i”"({:c € By :valy) -z <0}) = o
dies zeigt die Inklusion ZA C A3. Als Niichstes zeigen wir, dass fir y € A,
mit ©,_1(.FA,y) = 0 schon y € Al U AY gilt. Da ©,,_1(.#A,y) = 0 nach Satz
0.64 fiir s#" -fast-alle y € R" \ .FA gilt, reicht dies zum Beweis der zweiten
Behauptung. Sei also 0,,_1(F#A,y) = 0. Mit Satz 1.46 erkennen wir dies als

Umformulierung von
ID1LAI(B, )

=0
N0 rn—1

und nach Proposition 1.40 folgt

Jim, min{a,(y),1 — o, (y)} =0,

mit der Bezeichnung - (y) := (14)p, (). Da ar(y) stetig von r abhéngt, erhalten
wir die Existenz von lim,~ o o (y) € {0, 1}, also y € AT U A°. O

Bemerkung 1.55. Der vorige Struktursatz impliziert, dass A3 NA, und 9*AN
A,i sich von FA nur um eine "1 -Nullmenge unterscheiden. Daher kann man
Az, O*A und FA als im wesentlichen dquivalente Definitionen eines majStheo-
retischen Randes verstehen. Alle Sitze, die den Perimeter oder den reduzierten
Rand betreffen, lassen sich nun auch mit den anderen beiden Randbegriffen for-
mulieren.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem Kriterium fiir die Endlichkeit des
Perimeters.

Satz 1.56. Fiir jedes A € B(R") gilt
Prn(A) < " 1(0A).

Insbesondere hat jede Borel-Menge mit 7™ ' -endlichem Rand in R™ endlichen
Perimeter in R™.

Beweisskizze. Wir nehmen " 1(0A) < oo an. Es reicht jedenfalls zu zeigen,
dass Prn(A) < oo ist; denn dann folgt wegen .#A C 0A und Satz 1.46 schon

Pra(A) = |DLA|(R™) = 4" (FA) < A1 (9A).

Um nun Prn(A) < 0o zu zeigen, fixieren wir § > 0 und wiihlen eine Uberdeckung
von JA durch abzihlbar viele Kugeln By, (z1), By,(x2), ... mit Radien r; < d,
derart dass

o

> wnarf Tt <A OA) 46

i=1
gilt. Da OA lokal kompakt ist, konnen wir annehmen, dass diese Uberdeckung
lokal endlich ist. Es folgt, dass

As =AU G B, (x;)

i=1
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78 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

offen und bei 57"~ !-fast-allen Randpunkten glatt ist mit 945 C U2, 0B, (%)
und daher kéonnen wir — im Wesentlichen wie frither mit der passenden Version
des Gauflschen Satzes — auf

NWp,

Prn(As) = 271D As) <annr” 1o n
=1

[%ﬂ"—l(aA) + 5}

Wn—1

schlieBen. Auflerdem gilt

ZLM(As \ A) <anr <5

=1

[%ﬂ" L(A) + 5] 0
Wn—1 N0
und daher 1 4, ANy 14 stark in L{, (R™). Somit liefert uns die Unterhalbstetig-

keit des Perimeters

NWn

Prn(A) < H"HOA) <

Wn—1

und die Behauptung folgt. O

Korollar 1.57. Geniigt A € B(R") einer beidseitigen Kegelbedingung'! mit
H"L0A) < o0, so0 gilt

Pra(A) = 27 1(9A).

Beweis. Aus der beidseitigen Kegelbedingung entnimmt man A C 9*A, gemif
Bemerkung 1.53 also schon 0A = 0*A. Daher folgt die Behauptung aus dem
vorigen Satz und den Strukturséitzen. O

1.9 Approximative Sprungstellen

Unser néchstes Ziel ist nun zu verstehen, welche Mafle als Ableitungen von
BV -Funktionen iiberhaupt auftreten kénnen.

Definition 1.58 (Approximative (Un-)Stetigkeitsstellen). Seiu € LL, (Q,RY).
Wir bezeichnen die (Nicht-)Lebesgue-Punkte von u beziiglich £™ im Folgen-
den als die approximativen (Un-)Stetigkeitsstellen von u. Fiir die Menge
der approzimativen Unstetigkeitsstellen von w vereinbaren wir die Abkiirzung
Sy und wir definieren den Lebesgue-Vertreter u von u als die Abbildung
Q\ S, — RY, die Punkten ihren Lebesgue-Wert zuordnet.

Bemerkung 1.59. Es ist S, € Z(Q) mit £™(S,) = 0 und u ist eine Borel-
Funktion, fir die jede Fortsetzung auf ganz £ ein Reprdsentant von u ist. Au-
Berdem liegen alle Stetigkeitsstellen eines Reprisentanten von u in £\ S, und
fiir jedes y € Q\ Sy, liegt punktweise Konvergenz uc(y) x) u(y) der Glittungen

vor.

A geniigt einer inneren Kegelbedingung, wenn es zu jedem z € OA einen (n—1)-
dimensionalen Unterraum 7" von R"™ und positive Parameter 6 und M gibt mit = + [35 N
Ku (T)} C A. A geniigt einer duBleren Kegelbedingung, wenn R” \ A einer inneren Kegelbe-
dingung geniigt. A geniigt einer beidseitigen Kegelbedingung, wenn es einer inneren und einer
duleren Kegelbedingung geniigt.
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1.9. Approximative Sprungstellen 79

Im Zusammenhang mit der folgenden Definition nennen wir zwei Tripel
(a,b,v) und (a, b, V) dquivalent, wenn sie entweder gleich sind oder a = b,b=a
und v = —v gelten. Wir identifizieren solche Tripel mit ihrer Aquivalenzklasse
beziiglich der soeben definierten Relation.

Definition 1.60 (Approximative Sprungstellen). Sei u € Lllok(Q,IRN ). Ein
Punkt y € Q) heifst eine approximative Sprungstelle von u, wenn es a # b
in RN und v € STt gibt mit

][ |lu —aldx — 0 und ][ lu — b de — 0.
B (y) ™0 B (y) 0

Dabei bezeichnet B (y,v) die Halbkugel
{r € B;(y) : £(x —y) v >0}.

Dabei ist das Tripel (a,b,v) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt und wird mit
(ut(y),u™ (y),vu(y)) bezeichnet. Fiir die Menge der approzimativen Sprungs-
stellen fiihren wir die Notation J,, ein und manchmal nennen wir die Funktion
v, eine Orientierung von J,.

Bemerkung 1.61. FEs gelten J, € A(Q) und
Ju C Sy.

Auferdem konnen u™, u~ und v, als Borel-Funktionen auf J, gewdihit werden
und fiir jedes y € J, konvergieren die Gldttungen

ut(y) +u”(y)
ue(y) v S E—

gegen das arithmetische Mittel von u™ (y) und u™ (y).

Bemerkung 1.62. Fiir jede £"-messbare Teilmenge A von R™ gelten
FACJy, CA2C Sy, =0"A
und [(14)” — (La)¥|v1, = va auf FA. Andererseits unterscheiden sich

FA, i, NA.,  AnNA,  und Sy, NA, =0A4ANA,

nur um eine " 1-Nullmenge. Spditer werden wir sehen, dass dieser Zusam-
menhang zwischen J, und S, auch fiir beliebige BVig-Funktionen u bestehen

bleibt.

Beweis. Die Gleichheit Sy, = 0*A lasst sich problemlos nachrechnen, wenn
man bemerkt, dass fir y € R" \ Sy, stets 1a(y) = 1 oder T4(y) = 0 gilt.
Zum Beweis der anderen Inklusionen bemerken wir zunéchst, dass (14)% und
(14)™ nur die Werte 0 und 1 annehmen kénnen. Tatséchlich kénnen wir durch
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80 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Ubergang zu einer geeigneten Orientierung stets (14)* =1 und (14)~ = 0 auf
J1, erreichen. Es folgt, dass y € R" genau dann in Jy , liegt, wenn

][ 1gyde —1 und ][ 1gde — 0
B (y.v) ™0 By (y,v) ™0

fiir ein v € S{‘_l gelten. Aus dieser Charakterisierung entnehmen wir sofort die

Inklusion Jy, C Az. Schreiben wir in der Charakterisierung noch

][ T1ade = ][ Taydx
B} (y,v) Bf(ow) "

um, so erhalten wir die Inklusion .#A C Jy, mit v, = —v4 aus Propositi-
on 1.51. Die verbleibende Inklusion A> C 9*A gilt trivial und die restlichen
Behauptungen folgen mit Satz 1.54. O

Satz 1.63 (Vergleich von |Du| und s#"1). Seiu € BVig(Q,RY). Dann
ist J,, stets A" 1-c-endlich mit

|Du| > [ut—u" |1y, -,%”"_1‘9 (1.7)

und fiir jedes A € B(Q) gelten die Implikationen
A" A) =0 = |Dul(A) =0, (1.8)
A A" g-endlich mit ANS, =0 = |Dul(A) = 0. (1.9)

Insbesondere ist jede 7™ '-messbare Menge auch |Du|-messbar.

Beweis. Wir nehmen o. E. Vo(u) < oo an. Auflerdem beschréinken wir uns
vorerst auf den Fall N = 1 und nehmen (eventuell nach Orientierungswechsel)
ut > u~ auf J, an. Sei A € £(Q) beliebig. Nach der Kofliichenformel, dem
Struktursatz und Bemerkung 1.62 gibt es dann eine .Z'-Nullmenge E, so dass
{u >t} fiir alle t € R\ E eine Menge von endlichem Perimeter in 2 ist mit

DLy |(A) = 2" H AN Jy,,,) = A AN O {u > t}).

Jetzt wihlen wir eine abzihlbare dichte Teilmenge!? @ von R mit Q N E = ()
und nehmen vorerst an, dass aulerdem

JuN{u” <t<u}C i, (1.10)

fir alle t € R gilt. Dann folgt

J, C U T ey
qeQ

2 Tatsichlich kann man diese Menge Q als eine Nebenklasse von R/Q withlen; trifen némlich

alle diese Nebenklassen £, so wire R = (J, . (q+E) eine Z£'-Nullmenge.
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1.9. Approximative Sprungstellen 81

und wir erhalten J#"~!-g-Endlichkeit von J,. AuBerdem sehen wir jetzt mit
der Koflichenformel und dem Satz von Fubini

Dulia) = [ AN Ry, )

—00

z/ AN AN T, N {u” <t<ut})dt

:/[u+—u] d(ly, - "),
A

Es folgen die Behauptungen (1.8) und (1.7). Um (1.9) einzusehen bemerken wir,
dass fiir y € Q\ S, und ¢t > u(y) gilt

O;{u>thy) < — limsup][ u—u(y)|dz =0,
(> 1).9) < oytmenn | ()

also y € {u > t}°. Analog folgt im Falle ¢ < %(y) schon y € {u > t}!, also ist
fiir jedes y € 2\ S, die Menge

{teR :yed{u>t}}={uly)}
einelementig. Geniigt nun A den Voraussetzungen von (1.9), so erhalten wir mit
der Koflichenformel und Fubini

|Du|(A) = / AV ANOu > t))dt
_ / LU ER : yedu> 1)) dAm™ " (y) 0.
A

Um den Beweis im Falle N =1 zu vervollstdndigen, miissen wir also nur noch
(1.10) nachweisen: Sei dazu y € J,, mit v~ (y) <t < u™(y). Dann gilt

’]1 u>t —1‘d95:][ Toy<pydo
]{Bi(ywu(y)) fe=t) B (y,vu(y)) fust)
1

< ———— uw—ut(y)|dr — 0.
?“Ty)—fjir@muw>’ N

Analog sieht man

‘]1 u>t ’d$—>0
7g:wwuw> LSRN

ein und daher ist y € J1 sy

Nun kehren wir schliellich zuriick zum Fall einer beliebigen Dimension N €
IN. Die Behauptungen (1.8) und (1.9) lassen sich nun unter Verwendung der
einfachen Ungleichung

N
|Du| < |Du|
=1

von den Komponentenfunktionen u; auf u iibertragen. Zur Ubertragung von
(1.7) schlielich brauchen wir ein etwas komplizierteres Argument: Wir bemer-
ken zunéchst, dass

N
Ju € | s
=1
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82 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

"1 g-endlich ist mit
(ut—u"); = [(ui)+—(ui)_]]lJ1Li auf Jy.
Daher wissen wir fiir

pe=(ut —u)1y, -,%”"*l‘ﬂ

bereits |p;| < |Du;|. Insbesondere ist p < |Dul|, also kénnen wir mit Radon-
Nikodym g = f - |Du| und Du = g - |Du| schreiben. Es folgen |f;| < |g;| und
If] <lg| =1 jeweils |Dul-fast-iiberall und daher gilt |u| < |Dul. O

1.10 Struktursitze fiir BV -Funktionen

Lemma 1.64. Sei (4;) eine Folge in B() mit

l—o0

Dann gilt fiir jedes t > 0

! (ﬁ{x €Q: 0% (A,z)> t}> —0.

=1
Beweis. O. E. sei t < 1. Wir fixieren ein Kompaktum K in 2 und betrachten
zunéchst ein A € Z(2) mit Po(A) + £"(A) < oco. AuBerdem setzen wir

E={xeQ:0,(Azx) >t}
1

und 0 := <4$"(A)) " Wir behaupten, dass im Falle ¢ < dist(K, 992)

twn
1 C
AN K N E) < —Po(4) (1.12)

mit einer nur von n abhingigen Konstanten C' gilt. Dazu bemerken wir, dass
fiir jedes y € K N E einerseits limsup,\ fBr(y) 1adx > t und andererseits

JCB(S(y) Tade < i gilt. Somit gibt es aus Stetigkeitsgriinden stets einen Radius

ry € (0,6) mit
][ ]1,4 dr =
B’ry(y)

Aus Proposition 1.40 erhalten wir nun

L o \DLAlB, )

o = n—1
2 Ty

<

N |
N | —

Mit dem Uberdeckungssatz von Besicovitch kénnen wir nun K NE durch Kugeln
By, (y) mit y € K N E bei kontrollierter Uberlappung iiberdecken und erhalten
(1.12) (mit einer anderen Konstanten C'). Nun verwenden wir in naheliegender
Weise die Notationen ¢; und Ej und setzen Eo := ()2, E;. Dann konvergiert
9; — 0 und Anwendung von (1.12) fiir [ > 1 gibt

A" HK NEy) = Jim A5 (K N Exe) < limsup 55" (K N E) = 0.

l—o0

Da K beliebig war folgt J#" (E,.) = 0. O
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1.10. Struktursétze fiir BV -Funktionen 83

Das néchste Lemma kann als eine Vorstufe der Kettenregel verstanden wer-
den; man vergleiche Kapitel 1.13.

Lemma 1.65. Ist u € BVlOk(Q,IRN) und ist f : RN — R Lipschitz-stetig, so
ist f ou € BVior(Q, RE) mit

[D(f o u)| < (Lip f)|Dul.
Beweis. Es reicht im Falle £"(Q) < oo und u € BV (2, RY) zu zeigen, dass
Va(f o u) < (Lip f)|Dul(2) (1.13)

gilt. Sei dazu (uy,)ren eine Folge von glatten Funktionen, die strikt in BV (€2, RY)
gegen u konvergiert. Dann ist f o uy lokal Lipschitz. Folglich ist D(f o uy) =
V(foug) - £"|, und nach dem Satz von Rademacher lésst sich V(fouy) sogar
ZL"-fast-iiberall als klassisches Differential berechnen. Insbesondere folgt

IV(f oug)| < (Lip f)|Vug| L "fast-iiberall auf Q.

Auflerdem konvergiert dann f o wy P f owu stark in L'(Q) und mit der
— 00

Unterhalbstetigkeit der Variation erhalten wir (1.13). O

Lemma 1.66. Fir k € {0,1,2,...,n}, A € B(Q) und jedes nichtnegative
Radon-Mafl v auf € gelten

A¥ ({y € Q : limsupr *u(B.(y)) = oo}> =0,
\.0

uA) =0 = %ﬂk<{y € A : limsupr *u(B,(y)) > 0}> = 0.
™\.0

Beweis. Wir nehmen p(Q) < oo an. Mit dem Uberdeckungsargument aus Satz
0.64 sehen wir, dass fiir jedes E € #(2) und 0 < ¢t < oo gilt

B
limsupM(ZU)) >t fiir alle 2 € E = p(E) > tA%(E).
r\0 Wk
Die Behauptungen folgen nun durch die Grenziibergéinge t — cound ¢t \, 0. O

Lemma 1.67. Fiir jedes u € BV (Q, RY) ist

Y ({yé 0 limsup][ |t dxzoo}) =0.
™\,0 B (y)

Beweis. Wie iiblich kénnen wir v € BV(Q,RY) annehmen. Wir verwenden
Lemma 1.65 mit f(z) = |z| um auf den Fall N = 1 und v > 0 zu reduzieren.
Aus Lemma 1.66 entnehmen wir, dass

D :={y € Q : limsupr! "|Du|(B,(y)) = oo}

™\.0

eine 7"~ '-Nullmenge ist. Zeigen wir nun noch, dass fiir /" !-fast-alle y €
Q\ D die Mittelwerte wu,, = up,(y) beschrinkt bleiben bei 7 N\, 0, so folgt
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84 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

die Behauptung aus der Sobolev-Poincaré-Ungleichung. Um den Beweis zu ver-

vollstédndigen betrachten wir nun einen Punkt y €  \ D mit unbeschrinkten

Mittelwerten. Dann gibt es eine Nullfolge (rj)rew mit wy ., et Setzen wir
—00

up(z) = u(y + rpx) — Uy,

so gilt fiir k> 1
| Dug|(B1) = r,”"| Dul(By, (v))

und mit der Poincaré-Ungleichung folgt, dass die ug bei k — oo beschrinkt
bleiben in BV (B;). Mit dem Satz von Rellich kénnen wir nach Teilfolgeniiber-
gang annehmen, dass die uj, .£"-fast-iiberall gegen einen Grenzwert v € L!(By)
konvergieren, also

u(y + rix) i fiir £"-fast-alle x € Bj.

Dies impliziert
O, ({u > s}t,y) > klim wlL"{x € By - uly +rpz) > s}) =1
—00

fiir alle s € R. Wir wéhlen nun zu jedem [ € IN ein s; € (I — 1,1) mit

l

Po({u > s;}) < / Po({u > s})ds

-1

und betrachten die Folge A; := {u > s;}. Aus der Koflachenformel entnehmen
wir, dass > ;2 Pa(4;) < oo gilt. Dies benutzen wir zusammen mit der Sum-
mierbarkeit von w, um zu schlieBen, dass die Voraussetzung (1.11) von Lemma
1.64 erfiillt ist. Also liegt y in der "~ !-Nullmenge aus Lemma 1.64. O

Wir sagen im Folgenden, dass eine abzihlbar 7" !-rektifizierbare Menge
I' in R™ durch eine " '-messbare Funktion v : I' — S{L*l orientiert wird,
wenn fiir " !-fast-alle y € T

Tan" (T, y) = v(y)*
gilt. In dieser Situation bezeichnen wir v auch als eine Orientierung von T'.

Satz 1.68 (Innere Spuren). Sei u € BVig(,RY) und T' sei eine abzihlbar
S _rektifizierbare Teilmenge von Q mit Orientierung v. Dann gibt es fiir
A" fast-alle y € T zwei Werte uft(y),up (y) € RY mit

lu — vt (y)|dz — 0 und ][ |lu —urp (y)|de — 0. (1.14)
]{Bﬁ(yvu(y» : 0 By (y.(v)) : ™0

Auferdem gilt

It - Du = (uf —up) ® vip - ™" (1.15)

o
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1.10. Struktursétze fiir BV -Funktionen 85

Beweis. Wir kénnen N = 1 annehmen. Wir zeigen zunéchst, dass es wie be-
hauptet uif und up mit (1.14) gibt. Als erstes betrachten wir dazu den Fall u =
1 4 mit einer Menge A von lokal endlichem Perimeter in €2. In diesem Fall konnen
wir offensichtlich u; (y) = up (y) = 1 fiir y € A'NT und u;f (y) = up (y) = 0 fiir
y € A°NT wihlen. Im Falle y € ZANT gilt dagegen v(y) = +v4(y) nach Lem-
ma 0.83 und dem Struktursatz von De Giorgi. Folglich (vergleiche Bemerkung
1.62) ist (1.14) erfiillt wenn wir u;t (y) = 0, up (y) = 1 im Falle v(y) = va(y) und
uft (y) = 1, up (y) = 0 im Falle v(y) = —v4(y) wihlen. Da nach dem Struktur-
satz von Federer 2" 1(Q\ (A' U.ZAU A°)) = 0 gilt, ist die erste Behauptung
im Falle u = 1 4 gezeigt. Man iiberzeugt sich nun problemlos, dass sich auch im
Falle endlicher Linearkombinationen u = Zle a;l 4, mit Koeffizienten a; € R
und Mengen A; von lokal endlichem Perimeter in {2 geeignete Spuren finden
lassen. Dasselbe gilt dann auch fiir lokal gleichméflige Limites solcher Treppen-
funktionen und mit der Koflichenformel ldsst sich einsehen, dass dadurch schon
jedes lokal beschrinkte u € BVjok(Q2) erfasst wird. Um den Fall eines beliebigen
u € BVjok(£2) zu behandeln, fithren wir fiir £ € IN die Lipschitz-Funktion

fr: R — R,z — max{min{z, k}, -k}

ein. Nach Lemma 1.65 ist dann uy := fi o u € BVjox(2). AuBlerdem sind die
uy, beschrinkt und nach dem bereits gezeigten gibt es zu jedem k£ € IN eine
Ausnahmemenge Nj, von verschwindendem 5"~ !-Ma8, so dass (u,)5 auf I'\ Ny
existiert. Nach Lemma 1.67 ist auflerdem

L:= {yEQ : limsup][ |t dm:oo}
™0 JBr(y)

eine "~ 1-Nullmenge und fiir y € '\ {L Ul Nk} bilden wegen

1
() @) < tmsup f junldo < 2timsup (£ Juft”dr)’
™0 JBE(yv(y) ™\.0 B (y)

die (uy)E (y) eine beschriinkte Folge. Ist nun z* der Grenzwert einer Teilfolge
(ur )E (1), s0 folgt

limsup][ lu — %) da
™0 JBE ()

glimsup][ u — g, | do + | (ug,)§ (y) — 27|
™0 J B (y,u(y))

2 .
< cplimsupffult do + (o) —
l ™0 JB:(y)

und durch Grenziibergang [ — oo sehen wir, dass wir u%(y) = z* wihlen

koénnen.

Nun kommen wir zum Beweis von (1.15). Wir kénnen annehmen, dass I’
(lokal) ##™~!-endlich ist; anonsten zerlege man I' in abzihlbar viele disjunk-
te " _endliche Mengen und argumentiere mit Lemma 0.83. Dann wissen
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86 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

wir aus (1.8) bereits Ip - Du < 1 - ff"_l‘ﬂ und nach dem Lebesgueschen
Differentiationssatz reicht es,

Ir - Du(Br(y))

o (B () — (W) —ur ()W)

fiir " 1-fast-alle y € T, fiir die der Grenzwert existiert, zu zeigen. Da wir aus
Lemma 1.66 und Korollar 0.78 bereits

lim r™"lo\p - Du(By(y)) =0 und - Oy (Ty) =1

fiir 57"~ !-fast-alle y € I" wissen reicht es tatsichlich sogar, fiir /" !-fast-alle
y € I eine positive Nullfolge (7%)ren zu finden mit
. Du(B,, (v)) _
Jim === = (ufh (y)—up (9)v()-
00 Wn—1T,
Unter erneuter Verwendung von Lemma 1.66 sehen wir, dass wir dazu nur fiir
alle y € I mit limsup,~ o r'~"|Du|(B,(y)) < oo eine solche Folge finden miissen.

Wir betrachten nun die skalierten Funktionen u,(z) := u(y +rz) und lesen aus
(1.14) ab, dass u, bei r \, 0 stark in L'(B;) gegen die Grenzfunktion v zu

o(e) = {uﬁy) fiir - v(y) 2 0
up(y) firz-v(y) <0

mit Dv = (uf (y)—up W)y ()L, - " | konvergiert. Da wir

B

limsup |Du,|(By) = limsupr'~"|Du|(B,(y)) < oo

™\,0 r

angenommen haben, gilt die Konvergenz u, —% v auch schwach-* in BV (By)
T

und auBlerdem konvergiert nach dem Auswahlsatz |Du,, | k_L w1 schwach-* in
—00

RM (By) fiir eine positive Nullfolge (o). Wéhlen wir ein ¢ € (0, 1) mit p(S;) = 0,
so erhalten wir fiir r; := tok

Du(Brk(y)) — lim Du@k(Bt) DU(Bt)

li = = N .
k‘ingo wn_lr]?_l k—00 wn_ltnil wn_ltn—l (uF (y) uF (y))l/(y)
Somit ist (1.15) gezeigt und der Beweis ist vollstiandig. O

Bemerkung 1.69. Ist in Satz 1.68 speziell I' = Q N .FA, orientiert durch va,
der reduzierte Rand einer Menge A von lokal endlichem Perimeter in €2, so
konnen wir die Spuren alternativ charakterisieren durch

r" u—ut,(y)|der — 0 und r_”/ U—U g4 (y)|dz — 0
[l TS

fiir " -fast-alle y € QN FA, wobei wir kurz uf}A fiir uéﬁyA geschrieben
haben.
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1.10. Struktursétze fiir BV -Funktionen 87

Beweis. Wir betrachten ein y € .FA, fiir das beide Spuren u?,(y) und u,(y)
existieren. Dann erhalten wir mit der Konvergenz aus Proposition 1.51

r_"/ |u—u;~A(y)|dx
B, (y)nA

§7“_"/ |u—u%4(y)|dac+r_"/ |u—u}A(y)|dx
By (ywa(y)) Bl (yva(y)

+ [uGa(y) — ugzs ()] Lay dz — 0.
74 T B a7 TN

Dies zeigt eine der beiden behaupteten Konvergenzen; die andere weist man
analog nach. Dass diese Konvergenzen die Werte u; () eindeutig bestimmen,

entnehmen wir schliellich aus der Inklusion #A C Az, O

Bemerkung 1.70. In der Situation von Satz 1.68 konnen wir fir y € T\
Sy matiirlich ut(y) = up(y) = a(y) wdihlen. Also garantiert der Satz, dass
fiir A" -fast-alle y € S, schon y € J, gilt mit (u™(y),u"(y),vu(y)) =
(uft (v), up (y),v(y))'3. Mit anderen Worten gilt

LSy \ J)NT) =0

fiir jede abzihlbar ™ -rektifizierbare Menge I'. Wir werden nun zeigen, dass
tatsdchlich S, selbst abzihlbar A" -rektifizierbar ist und deshalb eine Version
des vorigen Satzes auch ohne Bezug auf eine spezielle Hyperfiiche T" gilt.

Satz 1.71 (von Federer-Vol’pert). Fiir jedes u € BVi (2, RY) ist S, abzihl-
bar A" -rektifizierbar mit

HAHS,\ Jy) = 0.

Auflerdem ist
Ly, - Du= (u"—u") @1, - A"

und fiir A7 -fast-alle y € J,, gilt
Tannil(Juay) = Vu(y)J_'

Beweis. Wir zeigen, dass S, abzéhlbar " !-rektifizierbar ist; dazu nehmen
wir N =1 und Vo (u) < oo an. Nach der Kofldchenformel gibt es eine abzéahlbare
dichte Teilmenge @ von R, so dass {u > t} fiir alle ¢ € @ eine Menge von
endlichem Perimeter in €2 ist. Zeigen wir

Suc LU ] o{u >t}
teQ
mit der Menge

L= {yEQ : limsup][ ||t dx:oo}
™\,0 B (y)

3 Diese Gleichung gilt dabei bis auf Aquivalenz im Sinne von Definition 1.60.
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88 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

aus Lemma 1.67, so ergibt sich die abzihlbare 7"~ !-Rektifizierbarkeit von
Sy aus den Struktursitzen des Kapitels 1.8. Um diese Inklusion zu verifizieren

betrachten wir ein y € '\ [L UUeq 0{u > t}] Dann ist

O,({u >t} y) € {0,1} fiir alle t € Q.

1y . B
Aber wegen ©,({u > t},y) < limsup, g JCBT(y) |u| dx b 0 ist tatséichlich

©,({u>t},y) =0 fiir 1 <t € Q und analog sieht man O,,({u > t},y) =1 fiir
—1>t e Q. Beachten wir s <t = {u >t} C {u > s}, so folgt die Existenz
eines z € R mit

O,{u>t}y) =0 fiir alle ¢ > z,
O,{u>thy =1 fiir alle ¢ < z.

Insbesondere ist
On({lu—2[>e},y) =0

fiir jedes € > 0 und mit der Holderschen Ungleichung folgt
][ ]u—z]dm<€+#/ |u — z| dx
Br(y) B gn(BT) {lu—z|>¢}

1 n
< " — 2 )
<o lf, sadt [f st e

Lassen wir nun unter Beriicksichtigung von y ¢ L erst r und dann & gegen
0 gehen, so sehen wir y € 9\ S, mit u(y) = z. Dies zeigt die abzihlbare
"1 Rektifizierbarkeit von S,,.

Nun kehren wir zum Fall einer beliebigen Dimension N € IN zuriick und
wenden Satz 1.68 mit I' = S, und einer Orientierung v von S, an: Wir erhalten
nacheinander

n—1

A" S\ Ju) =0,
JUT ) = (ugfu,ugu, v) A" fast-iiberall auf J,,,

1y,-Du= (u"—u")@udy, - """

(u*

o

Insbesondere ist v, = +v eine Orientierung von J, und deshalb gilt fiir #"1-
fast-alle y € J,
Tan" 1 (J,,y) = Vu(y)J‘. O

Bemerkung 1.72. Die Glittungen u. von u € BVig(Q,RY) konvergieren
punktweise auf Q\ (S, \ Ju) gegen den ausgezeichneten Reprisentanten

u* QN (S \ Ju) = RY
mit u*(y) = u(y) firy € Q\ Sy und u*(y) = M firy € J,. Aus Satz

1.71 entnehmen wir, dass u* stets " '-fast-iiberall definiert ist. Im Falle

n =1 ist u* folglich tberall definiert und ein spezieller guter Reprisentant.
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1.11. Der Spuroperator 89

1.11 Der Spuroperator

Lemma 1.73. Ist u € BVigk(, RY) und A eine £™-messbare Teilmenge von
Q, so gilt
u =0 ZL"-fast-iiberall auf A — 1,4 - Du=0.

Beweis. Wir nehmen N = 1 an. Fiir t > 0 gilt Z"(AN{u > t}) = 0 und daraus
folgt A C {u > t}°, also A' N 9*{u >t} = ). Ein analoges Argument im Falle
t < 0 zeigt, dass die letzte Gleichung tatséchlich fiir alle ¢ # 0 richtig bleibt.
Mit der Koflachenformel und den Struktusétzern folgt

|Dul(A!) = / A" UAY N> t}) dt = 0. O

Lemma 1.74 (Abschneiden von BV -Funktionen). Seienu,v € BV (Q,RY),
A eine Menge von lokal endlichem Perimeter in Q0 und

w =T au+ T\ gv.

Dann st

we BV(Q,RY) — by — gy dA" T < 0,
ongA

wobei die Spuren v}A und uz, wie in Bemerkung 1.69 beziiglich va gebildet
werden; und dann gilt

Dw =14 Du+ (vh, —uz,) @valgs  H"1 + 10 Duv. (1.16)

[

Beweis. Wir nehmen zuniichst w € BV (2, RY) an. Zeigen wir

141 -Dw=14 - Du, (1.17)
]LQ‘A -Dw = (U}A - U;A) & VA]l,?A : %n_1‘97 (118)
]].AO -Dw:]le 'DU, (119)

so folgen

/ ok, — upy dA" = |Du|(FA) < 00
FA

und — da nach Satz 1.54 und (1.8) schon |Dw|(Q\ (AU ZAU A%)) = 0 gilt —
die Darstellung (1.16). Es verbleibt, (1.17), (1.18) und (1.19) herzuleiten: (1.17)
und (1.19) folgen aus Lemma 1.73 und (1.18) folgt, da wir aus Bemerkung 1.69

vha=why, und Ugy = Way A" Lfast-iiberall auf FA  (1.20)
entnehmen, aus Satz 1.68.

Um die umgekehrte Implikation > <= ’ zu zeigen, nehmen wir N = 1 an
und iiberlegen uns, dass man BV -Funktionen auch unter Erhaltung einer L*°-
Schranke mit glatten Funktionen approximieren kann. Durch derartige Appro-
ximation schliesst man leicht, dass fiir zwei Funktionen in BV (€2)NL>(€2) auch
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90 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

das Produkt in BV (2) N L*>°(Q) ist. Nun betrachten wir die abgeschnittenen
Funktionen wuy := fr o u und vy := frov zu

fr: R — R, 2 — max{min{z, k}, —k},

die nach Lemma 1.65 in BV () N L*>°(Q) sind mit |Dug| < |Du| und |Dvg| <
|Dv|. Mit der vorausgehenden Produktregel folgt dann wy, := 1 qug + Lo\ avk €
BViok(€2) und nach dem bereits gezeigten gilt insbesondere die Darstelluns-
formel (1.16) mit ug, vy und wy anstelle von w, v und w. Da wy stark in
LY (Q,RN) gegen w konvergiert, folgt mit der Unterhalbstetigkeit der Varia-
tion und |(vg) 54 — (uk) 74l = [feo vy — feouz| < vk, — ugpy| auf FA

[Dw|() < lim inf [ Duy|(€)
< lim inf [\Dum(ﬁ) +/A\(vk)jm— (k) al A" 4 | Dug| ()
— 00 9‘

< |Du|(92) +/ [vhy — uzal d"' + | Dv|(Q)

Z.
und das Lemma ist bewiesen. O

Lemma 1.75. Firu € BV (Q,RY) undT € #(Q) gebe es positive Konstanten
M und ro mit

A" YT N B(z)) < Mrm! fir allex € T und 0 < r < ry. (1.21)

Dann gilt
[rtae < [ qaaen e [t dn < Clullpyony
r '\ S, rnJ,

mit einer positiven Konstanten C, die nur von M, rq und " Y(T') abhdngt.
Korollar 1.76 (Integrierbarkeit der Spuren). Ist u € BV (Q,RY) und
I € # () abzihlbar 7" -rektifizierbar mit (1.21), so ist
/(\u?]—k]uf])d%”l < 0. O
r

Beweis von Lemma 1.75. Unter Verwendung von Lemma 1.65 kénnen wir N =
1 und u > 0 annehmen. Ein einfaches Uberdeckungsargument zeigt zuniichst
A" HT) < oo. Als niichstes zeigen wir, dass fiir eine Menge A von endlichem
Perimeter in 2 mit 3.2"(A) < wy,ry und

E:={yeQ: 05(Ay) >1i}

gilt
AHENT) < CPo(A), (1.22)

mit einer Konstanten C', die nur von n abhéngt. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass fiir y € ENT einerseits limsup,\ g JCBT(y) Tadz > % und andererseits
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1.11. Der Spuroperator 91

15 () Ladr < % gilt. Daher gibt es ein r, € (0,79) mit 5 () Lade = é und
TO Ty
Proposition 1.40 gibt
ry~ ! <3C|D14|(By, ().

Wir {iberdecken mit Besicovitch E'NT" durch Kugeln B, (y) mit y € ENT und
kontrollierter Uberlappung. Unter Verwendung von (1.21) folgt dann wie iiblich
(1.22). Weiterhin setzen wir

At = {u > %},
E :={yeQ: 0(A,y) > 3}
und zeigen
Ju N {uT+u~ >t} C Ey.
Ist némlich y € J, mit u*(y) > £, so folgt

1
0;(Ary) > 5 limsup L4, do
2 ™\0 B )

1 + _ 1
—limsup][ <1—w> dr = —.
2 o B ) ut(y) = 3 2

v

und analog sicht man ©%(A;,y) > % auch im Falle u~(y) > . Nun bemerken
wir noch, dass fiir ¢ > ﬁ Jo wdz schon 3.2™(A;) < wyry gilt und sich deshalb

(1.22) fiir .#!-fast-alle solchen ¢ auf E; und A; anwenden lisst; deshalb erhalten
wir mit dem Satz von Fubini und der Kofldchenformel

/ ('t ) dam ! = / AT A T O {ut fu > 1)) dt
I'nJy 0

g/ AN N Ey) dt
0

n—1
L 82 I)

/udm—i—C/ Po(Ay)dt
Q 0

WnTy

< Cllullpv(e)-

Eine etwas einfachere Version der vorausgehenden Argumente gibt eine analoge
Abschéatzung fiir fI‘\Su adsm 1 O

Nach all diesen Vorbereitungen kénnen wir schlieBlich Randwerte von BV -
Funktionen einfiihren.

Satz 1.77 (Spuren auf dem Rand). Sei ) Lipschitz mit beschrinktem Rand.
Dann gibt es einen beschrdinkten linearen Spuroperator

To : BV(Q,RY) — LY(0Q, RY; 771,

so dass fiir u € BV(Q,RN) gilt:

7"_"/ lu — Tou(y)|dz — 0 fiir A" -fast-alle y € 90.  (1.23)
QNB,(y) ™0
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92 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Auperdem erfillt die Fortsetzung @ von v € BV (Q,RY) durch 0 auf ganz R™
stets @ € BV (R™, RY) und

Dii = Du — Tou ® volyq - jf”fl,

wobei die Fortsetzung Du € RM (S, RN™) von Du durch Du(A) := Du(ANQ)
definiert ist.

Beweis. Man sieht leicht /"~ 1(9Q) < oo ein und deshalb folgt aus Korollar
1.57, dass Q eine Menge von endlichem Perimeter in R™ ist mit J#"~1(99) \
Z8)) = 0. Insbesondere ist € abzihlbar #"~-rektifizierbar und wir kénnen

Tou := (Fu)yq,

als innere Spur im Sinne von Satz 1.68 definieren, wobei F' den Fortsetzungs-
operator aus Satz 1.27 bezeichnet und wir #"~!-fast-iiberall 0Q durch vq
orientiert haben. Gemé#fl Bemerkung 1.69 erfiillt diese Festlegung (1.23). Au-
Berdem iiberzeugt man sich, dass 92 der Annahme (1.21) geniigt; deshalb folgt
die Beschranktheit von Tq, aus Lemma 1.75 und Satz 1.27. Schliellich bemerken
wir die Gleichheit 11 - D(Fu) = Du; deshalb ergeben sich die Behauptungen
iiber die Fortsetzung 4 = 1gF'uv aus Satz 1.74. U

Bemerkung 1.78 (Surjektivitit des Spuroperators). Nach einem bemer-
kenswerten Satz von Gagliardo [30] ist das Bild von WYY (Q,RN) unter Tq
schon ganz L*(01, RN ; 2#"~1). Insbesondere ist der Spuroperator in Satz 1.77
surjektiv.

Korollar 1.79 (Zusammensetzen von BV -Funktionen). Sei Q Lipschitz
mit beschrinktem Rand. Sind dann v € BV (Q,RY) und v € BV(R™ \ Q,RY),
so definiert

w(z) = {u(m) fir x € Q B
v(x) firxeR"\Q

eine Funktion w € BV (Q,RN) mit
Dw = Du + (TRn\ﬁv — Tyu) @ volaq - " + Dv.

Beweis. Auch R™ \ Q ist Lipschitz mit beschrinktem Rand 9(R" \ Q) = 00
und Z"(092) = 0. Daher sind nach Satz 1.77 die Fortsetzungen @ und o in
BV (Q,RY) mit w = @ + ¥; deshalb ist auch w € BV (2, R") und die Formel
fiir die Ableitung von w folgt aus der fiir D in Satz 1.77. U

Korollar 1.80 (Partielle Integrationsformel). Sei Q) Lipschitz mit beschrink-
tem Rand und u € BV (2, RY). Dann gilt

/ u-divedr = —/ - dDu+/ - (Touavg) dA™ 1 fir o € 2(R",RN™).
Q Q o0

Beweis. Man benutze die Fomel fiir D@ in Satz 1.77 in der Definition der MaB-
ableitung. O
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1.11. Der Spuroperator 93

Der Spuroperator in Satz 1.77 ist stetig beziiglich der Normtopologien auf
BV (Q,RY) und L'(09, RY;#"1). Andererseits haben wir bereits gesehen,
dass die Normtopologie auf BV (€2, RY) in vielen Situationen zu einschrinkend
ist. Ersetzen wir jedoch die Normtopologie auf BV (Q, R") durch die schwach-
x-Topologie, so zeigen einfach Beispiele, dass die Stetigkeit des Spuroperators
verloren'# geht. Das richtige Konzept ist hier — wie der niichste Satz zeigt — die
Topologie der strikten Konvergenz aus Definition 1.11.

Satz 1.81 (Strikte Stetigkeit des Spuroperators). Sei Q Lipschitz mit
beschrinktem Rand. Dann ist der Spuroperator Tq aus Satz 1.77 noch stetig,
wenn wir BV (Q,RN) mit der (metrischen) Topologie der strikten Konvergenz
versehen.

Beweisskizze. Der Beweis verlduft in mehreren Schritten.
Schritt 1. Wir iiberlegen, dass fiir eine strikt konvergente Folge wy k_; u in
— 0

BV (Q,RY) stets
Tour @ualyg - "1 kL Tou®@volag - #" 1 schwach-+ in RM(R", R™N™)
— 00

konvergiert. Dazu iiberlegt man sich unter Ausnutzung der strikten Konver-
genz, dass die ersten zwei Terme in der partiellen Integrationsformel aus Ko-
rollar 1.80 stets konvergieren, also auch der dritte. Da wir aus Satz 1.77 bereits
Beschranktheit wissen, gibt dies die behauptete Konvergenz.

Schritt 2. Sei Q =]-2,2[""1x]0,1[ und T' =]—1,1[*"! mit I'x{0} C 9Q.
Wir zeigen zunichst fiir glatte v und dann fiir v € BV(Q,RY), dass

J

gilt. Man beachte dabei, dass ein elementarer Beweis dieser Formel zuerst nur
fiir bis zum Randstiick T' x {0} glatte u funktioniert. Ist v € BV(Q,RY),
so setzen wir u iiber I" hinaus fort und approximieren strikt mit bis I' x {0}
glatten Funktionen. Unter Verwendung der Konvergenz aus Schritt 1 (und der
Unterhalbstetigkeit der Norm) kénnen wir dann die Behauptung von diesen
glatten Funktionen auf u tibertragen.

Schritt 3. Fir @ und I' wie im vorigen Schritt betrachten wir eine strikt
konvergente Folge uy k:O u in BV(Q,RY). Unter Verwendung von Schritt 2

t
Tou(z,0) —][ u(z,s) ds| d" " (x) < |Dul(T'x]0,t]) firo<t<1
0

und der strikten Konvergenz sehen wir fiir 0 < ¢ < 1

limsup/ Toui(z,0) — Tou(z, 0)| d" " (z)
r

k—o0

< limsup | Duy |(T'x]0, t[) + |Du|(T'x]0,t]) < 2|Du|(T x]0,t]).

k—o00

Durch Grenziibergang t ™\, 0 schlieflen wir auf starke Konvergenz der Spuren
Touy — Tou in LY (Tx{0},RN; 22" 1).
— 0

MTatsschlich ist der Abschluss von 2(,RY) in der schwach-+-Topologie schon ganz
BV (Q,R"); man vergleiche Ubungsaufgabe 6.
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94 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Schritt 4. Mit lokaler biLipschitz-Transformation und Uberdeckungsargu-
menten {ibertriagt man die L'-Konvergenz aus Schritt 3 auf den beschrénkten
(und folglich kompakten) Rand 0f2 eines beliebigen Lipschitz-Bereichs Q. [

1.12 Approximative Differenzierbarkeit

Definition 1.82 (Approximative Differenzierbarkeit). Seien u € L, (2, RY)
undy € Q\Sy. Dann heifit y eine approximative Differenzierbarkeitsstelle
von u und u approximativ differenzierbar an der Stelle y, wenn es ein

L € RN gibt mit
][Bv"(y)

Die Matriz L ist dabei eindeutig bestimmt und wird als approximatives Dif-
ferential Vu(z) von u an der Stelle x bezeichnet. Fir die Menge aller appro-
ximativen Differenzierbarkeitsstellen von u schreiben wir Z,,.

u(z) —u(y) — L(z — y) dx — 0.
r ™\.0

Bemerkung 1.83. Ist u an einer Stelle in Q) klassisch (total) differenzierbar,
so existiert auch das approzimative Differential und stimmt mit der klassischen
Ableitung tiberein. Auferdem ist die Bildung des approximativen Differentials
eine lineare Operation, es ist 2, € () mit

D, C 2\ Sy
und Vu ist eine Borel-Funktion auf 92,.
Lemma 1.84. Sind u,v € L, (Q,RY), so gilt
Vu = Vv L"-fast-iiberall auf {u = v} N D, N D,.

Beweis. Wegen der Linearitdt des approximativen Differentials reicht es zu
zeigen, dass Vu Z"-fast-iiberall auf {u = 0} N 2, verschwindet. Sei dazu
Yy € Py ein Lebesgue-Punkt von 1y,_y mit Lebesgue-Wert 1 und auflerdem
sei u(y) = 0. Dann folgt

f Vuly)elds

2][ (1 —Tgu=0y) ‘W' dz +][ 1{u—oy W‘ du
Br(y) T Br(y)
SV (- tgdet f MO T —Vu<y><x—y>' .
Br(y) Br(y) r
[N O
™\.0
und daraus entnimmt man Vu(y) = 0. 0

Lemma 1.85. Fiir u € BV (B,.(y),RY) mity ¢ S, gilt

/ Ju@) —ay)l , /1 |Dul(Bir(v)) 1,
By 17—l —Jo tn '
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1.12. Approximative Differenzierbarkeit 95

Beweis. Sei s € (0,1) fixiert. Fiir u € C1(B,(y), RY) sehen wir durch radiale
Integration mit dem Satz von Fubini

/T |u(y+l“)—“(y+5$)|dwg/r/:|Vu(y+t$)|dtd$

|z
1
:/ t"/ |Vu|dz dt.
s Bir(y)

Wir iiberlegen nun, dass (1.24) auch fiir beliebige u € BV (B,(y),RY) rich-
tig bleibt (mit |Du|(Byy,(y)) statt dem inneren Integral rechts). Dazu wihlen

wir zu solchem u eine Folge von glatten Funktionen wj mit wug k_; u strikt in
— 0

BV (B,(y), RN) und .Z"-fast-iiberall auf B, (y) und iibertragen (1.24) von den
uy, auf u. Man kann auf der linken Seite mit dem Lemma von Fatou zur Grenze
iibergehen und auf der rechten Seite mit dem Satz {iber dominierte Konvergenz
(denn ¢t~ thr(y) |Vug| dz — |Du|(Bg-(y)) konvergiert fiir alle ¢ € (0, s), majo-

(1.24)

risiert durch ¢ " sup,c [ Br(y) |Vug| dz). Schlieflich schlieflen wir aus der Vor-

aussetzung y ¢ Sy, dass die Funktionen ug zu us(z) := u(y+sx) bei s \, 0 stark

in L'(B,,RY) gegen die Konstante (y) konvergieren. Insbesondere kénnen wir

eine Nullfolge (sg)ren finden mit u(y + skx) P~ u(y) fiir £"-fast-alle € B,
— 00

und eine erneute Verwendung des Lemmas von Fatou fiihrt zur Behauptung. O

Definition 1.86. Fiir u € BV, (Q, RY) bezeichnen wir mit D% den abso-

lutstetigen und mit D°u den singuliren Anteil von Du beziiglich f”‘ﬂ

Satz 1.87 (von Calderon-Zygmund). Jedes u € BVio (Q, RY) ist £"-fast-
tberall approximativ differenzierbar, also

2"\ 2,) =0,
mat

D =Vu-2"|,.
Beweis. Essei D = v-Z"| . Esreicht zu zeigen, dass fiir y € Q\ (S, US,) mit
lim,~ o 77" |D%u|(B,(y)) = 0 (diese Bedingungen sind nach dem Lebesgueschen
Differentiationssatz Z"-fast-iiberall erfiillt) schon y € 2, mit Vu(y) = 0(y)

gilt. Dazu wenden wir Lemma 1.85 auf die Funktion z — u(x) — o(y)(z — y)
auf B,(y) mit r < 1 an und erhalten

[ o) =st) o =,
By (y)

|z — y|

< dt

/1 |D*u|(Bir(y)) + v — 0(y)| - £ (Ber (y))
0 tn

Es folgt

| [D%ul(Bir () _
< /0 [ BNUSE +]{5w(y) lv —o(y)| dx] dt r\—)o 0,
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96 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

also y € 2, mit Vu(y) = v(y). O

1.13 Einige weitere Eigenschaften

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels 1 geben wir einen Ausblick auf weitere
Ergebnisse aus der Theorie der BV-Funktionen. Wir werden hier auf Beweise
verzichten.

Unter Berticksichtigung unserer bisher gewonnen Erkenntnisse kénnen wir
nun die Ableitung Du einer BV-Funktion u folgendermafien zerlegen:

Definition 1.88 (Zerlegung von Du). Fiir u € BVig (2, RY) definieren wir
den Sprunganteil D/u := 1, - Du =1y, - Du, den Cantoranteil D¢y :=
Lo\s, - D*u und den diffusen Anteil Du := D%u+ D der Ableitung Du.

Mit diesen Definitionen gilt
Du = D% + D*u = Du+ D’u = D%+ D + Du

und D%, D und D7 sind paarweise singulér zueinander. Den absolutstetigen
Anteil D% und den Sprunganteil D/« haben wir mit den Darstellungsformeln
Du=Vu-£"|,

und

Div=w""—u)@udy, - ,%”"_1‘9

bereits gut verstanden. Insbesondere ist der Sprunganteil D/u Rang-1-wertig

in dem Sinne, dass die Dichte dd‘gm in der Polarzerlegung |D7u|-fast-iiberall

auf Q Rang 1 hat. Uber den Cantoranteil D¢u lisst sich im Allgemeinen nur
wenig sagen, jedoch besagt ein bekannter Satz von Alberti [3], dass auch er die
vorausgehende Rang-1-Eigenschaft hat.

Satz 1.89 (Rang-1-Satz). Fiir u € BV (Q, RY) hat % stets | D*ul-fast-
tiberall Rang 1.

Ein weiteres Resultat von Alberti [2] zeigt, dass jedes L!-Vektorfeld als ap-
proximatives Differential auftreten kann; man beachte, dass man hierfiir im
Gegensatz zur klassischen Theorie glatter Funktionen keine Integrabilititsbe-
dingungen an das Vektorfeld stellen muss.

Satz 1.90. Zu jedem V € L'(R™ R™) gibt es ein u € BV (R™) mit
Vu=V L"-fast-iiberall auf Q

und
| Dul(R™) < c/ V| da
Rn

mit einer nur von n abhdngigen Konstanten C. Auferdem kann uw so gewdhlt
werden, dass D°u =0 gilt.
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1.13. Einige weitere Figenschaften 97

SchlieBlich kehren wir zuriick zu der in Lemma 1.65 angerissenen Frage nach
einer Kettenregel fiir die Komposition mit Lipschitz-Funktionen. Wir haben in
Lemma 1.65 bereits gesehen, dass fiir eine Lipschitz-Funktion f : RV — RX
und u € BV (Q, RY) stets f ou € BV (Q, RF) gilt mit

[D(f ow)| < (Lip f)|Dul.

Mit dem Satz von Radon-Nikodym kénnen wir dann natiirlich eine Dichte V' €
L (2, RE™; | Dul) finden mit

D(fou)=V-|Dul.

Nun wollen wir aber D(f owu) bzw. V durch f, v und ihre Ableitungen aus-
driicken. Ist zusitzlich f € C1(RY,R¥), so leistet dies der folgende Satz.

Satz 1.91 (Kettenregel im C'-Fall). Fiir eine stetig differenzierbare Lipschitz-
Funktion f: RN — RE und u € BV (Q,RY) gilt

D(fou):(Vfoﬁ)'DU—i—(fou*—fou’)@uu]lJu-C%””*I‘Q.

Ist f allerdings nur Lipschitz, so ist zundchst nicht klar, ob V f o 4 mit der
nach Rademacher .Z"-fast-iiberall existenten Ableitung V f iiberhaupt wohl-
definiert ist. Allerdings folgt im skalaren Fall N = 1 aus der Kofldchenformel,
dass tatséchlich

|Du|({x € Q\ Sy, : u(z) € E}) =0 (1.25)

fir jede .Z'-Nullmenge E gilt. Die Anwendung dieser Beobachtung auf die
Menge E der Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von f fiithrt zur folgenden Version
der Kettenregel.

Satz 1.92 (Kettenregel im skalaren Fall). Fiir eine Lipschitz-Funktion f :
R — RE und u € BViox(Q) ist Vf ou stets | Dul-fast-iiberall wohldefiniert und
es gilt
D(fou)=(Vfou) Du+ (fouT — fou ) @u,ly, -%”71‘9.

Tatséchlich gilt (1.25) auch bei vektorwertigem wu, also beliebigem N € N,
noch fiir alle s#'-Nullmengen E in RY und die Kettenregel aus Satz 1.92
bleibt richtig, wenn die Menge E der Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von f nur
A (E) = 0 erfiillt. Diese Erkenntnisse lassen sich nun beispielsweise auf die
Betragsfunktion anwenden und wir erhalten

|Du|({x € Q\ Sy, : u(z) =0})=0

zusammen mit der Regel

=

Dlu| = — - Du+ (ju*| = [u”|) ® vly, - "

| o

Fiir eine allgemeine Lipschitz-Funktion f: RY — RX mit N > 1 muss jedoch
nicht ##1(E) = 0 gelten und das Obige lisst sich nicht anwenden. Trotzdem
gilt noch die folgende allgemeinste Version der Kettenregel von Ambrosio-Dal

Maso [9]:

S
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98 KAPITEL 1. Funktionen von beschridnkter Variation

Satz 1.93 (Kettenregel im Vektorfall). Seien f : RN — RX eine Lipschitz-
Funktion und u € BVig(Q, RY) mit Polarzerlequng Du = g - |Du| und

G(z) :={g(x)v : ve R"}.

Dann ist f fir |Dul-fast-alle x € Q\ S, an der Stelle u(x) in allen Richtungen
aus G(x) differenzierbar, wir konnen die Ableitung V¢ f(x) als lineare Abbildung
G(z) — RE verstehen und es gilt

D(fou)=(Vafoug- |[Dul+ (fout = fou ) @uly, - A" ",
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Kapitel 2

Variationsintegrale mit
linearem Wachstum

In diesem Kapitel bezeichne (2 — wie bisher — eine offene Teilmenge von R”.
Zusétzlich werden wir nun jedoch stets annehmen, dass {2 beschrinkt ist.

Definition 2.1. Unter einem Variationsfunktional von Oter Ordnung ver-
stehen wir eine Zuordnung G der Form

mit einem Integranden g : QxRN — R, die gewissen Funktionen v : Q — RN
einen Wert in R U {—o0,00} zuordnet.

FEin Variationsfunktional F' von 1lter Ordnung dagegen ist von der
Form

Flu) ::/Qf(-,u,Vu)dm

mit Integranden f : Q x RY x RN" — R, wobei die Ableitung Vu in einem
noch zu prazisierenden Sinn zu bilden ist.

Wir werden nun versuchen, eine geeignete Formulierung des Variationspro-
blems zu finden, die es erlaubt die Existenz von Minimierern — so nennt man in
der Variationsrechnung die Minimalstellen von Funktionalen — zu beweisen. Fiir
Funktionale G von Oter Ordnung lisst sich die Minimierung von G (unter schwa-
chen Voraussetzungen) auf die Minimierung des Integranden g zuriickfiihren:
Die Minimierer von G sind ndmlich genau die Funktionen w, fir die u(x) fir
ZL-fast-alle x €  ein Minimum von g(z, -) ist. Die Minimierung von Funktio-
nalen F' von 1ter Ordnung dagegen ist viel schwieriger und wird im Folgenden
unser Hauptziel sein. Wie in der Theorie partieller Differentialgleichungen ist
dabei das Minimierungsproblem nur sinnvoll, wenn man zusétzlich noch eine
Randbedingung stellt (dazu spéter mehr).

Um mit dem Funktional F' sinnvoll arbeiten zu kénnen, méchten wir, dass
fiir jedes nichtnegative Radon-Ma8l v und jedes v-messbare u : @ — RY mit
v-messbarer Ableitung Vu :  — R¥™ auch die Komposition f(-,u, Vu) : Q —
R stets v-messbar ist. Dies ist jedenfalls der Fall, wenn f Borel-messbar ist;
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100 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

wir werden diese (schwache) Messbarkeitseigenschaft von f im Folgenden stets
stillschweigend annehmen. Analoges gilt fiir den Integranden g des Funktionals

G.

Definition 2.2. Wir sagen, dass das Integral F' (oder genauer der Integrand
f) lineares Wachstum! hat, wenn es positive Konstanten v und I’ gibt mit

vz| < f(z,y,2) <T(1+|z]) fiir alle (z,y,2) € @ x RN x RN,

Analog definieren wir lineares Wachstum von G, wobei wir den Integranden g
als Funktion von (z,2) € Q x RN auffassen.

Tatséchlich kénnte man auch eine untere Schranke der Form v|z| — C' mit
einer Konstanten C' zulassen; dies bringt jedoch keinen Gewinn an Allgemein-
heit, da sich durch Addition einer Konstanten? zu f stets auf die vorausgehende
Bedingung reduzieren l&sst.

Um nun einen Minimierer von F' zu finden, verwenden wir die direkte
Methode der Variationsrechnung. Darunter versteht man folgende heuri-
stische Idee: Wir suchen einen Raum F von Funktionen u : Q — RY und eine
Topologie 7 auf F, so dass einerseits ein Auswahlsatz fiir diese Topologie gilt
und andererseits F' : F — R beziiglich 7 unterhalbstetig ist. Haben wir eine
solche Topologie gefunden, so betrachten wir eine Minimalfolge fiir F', also
eine Folge (ug)ren in F mit

Flug] — inf F < o0

k—o00

und konnen eine beziiglich 7" konvergente Teilfolge uy, o auswéhlen. Es
—00

folgt
Flu] < lilm inf Flug,| = irj{_f F,

also ist u ein Minimierer von F.

Hat F' lineares Wachstum, so ist F'[u] wohldefiniert, nichtnegativ und endlich
fiir alle uw € WH1(Q, RY). Daher bietet es sich scheinbar® an, F = WH1(Q, RY)
zu wihlen. Allerdings gilt keinerlei Auswahlsatz fiir die schwache Topologie auf
Wh! (erst recht nicht fiir die starke oder eine noch andere Topologie). Stattdes-
sen kénnen wir nur erwarten, dass eine Minimalfolge (u)gren in WH(Q, RY)
eine Teilfolge mit ug, o schwach-+ in BV (Q, R"™) besitzt. Folglich ist der

—00
Raum BV in diesem Zusammenhang das natiirliche Substitut fiir W11,

Wollen wir die Grenzfunktion u als Minimierer interpretieren, so stehen wir vor
dem Problem, dass Funktional F' geeignet auf BV -Funktionen fortzuset-

zen, also F[u] fiir u € BViok (2, RY) zu definieren, so dass sich fiir Du < .£™" o

! Allgemeiner spricht man von p-Wachstum wenn analog v|z|” < f(z,y,2) < T'(1 + |2|P)
mit einem p € [1, 00) gilt.

2Fiir alle folgenden Resultate ist eine solche Addition irrelevant.

3Hat F namlich p-Wachstum mit p > 1, so ist W1? (9, RY ) reflexiv, es gilt ein Auswahlsatz
fiir die schwache Topologie und das Minimierungsproblem lisst sich in W7 (Q, RY) behan-
deln; der Fall p > 1 fithrt daher zu klassischeren Resultaten der Variationsrechnung, auf die
wir hier nicht eingehen.
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2.1. Funktionale von Maflen 101

wieder die urspriingliche Definition ergibt. Tatséchlich reicht es zum Existenz-
beweis aus, das approximative Differential Vu in f einzusetzen. Wie wir spéter
verstehen werden, vergisst man dabei jedoch die singuldren Anteile von Du und
verkleinert das Minimum von F' moglicherweise unnétig.

2.1 Funktionale von Maflen

Als Vorstufe zur Fortsetzung von F' folgen wir zunéchst [34] und beschiftigen
wir uns zuerst mit der einfacheren Frage nach der Fortsetzung von Funktionalen
G von Oter Ordnung auf den Raum der endlichen Radon-Mafle, also mit der
Definition von G[u] fiir p € RMo (€, RY).

Speziell fiir g(z, z) = |z| ist es naheliegend G[u] := |u|(Q) zu definieren. Wir
erinnern uns jetzt an die Definition der Variation zuriick und erkennen, dass
diese Idee sich auch allgemeiner verwenden lisst, ndmlich wenn g(z, z) homo-
gen vom Grad 1 in z ist. Dann koénnen wir néamlich zu g € RMj (9, RY)
ein nichtnegatives Radon-MaB v auf Q mit u < v als GrundmafB?* wihlen und

Glu] = /Qg<-, 3—5) dv (2.1)

setzen. Wegen der Homogenitéit von g sieht man — wie im Falle der Variation
selbst — mit dem Satz von Radon-Nikodym, dass G[u] nicht von der Auswahl
von v abhingt.

Die Homogenitatsvoraussetzung an ¢ ist jedoch stérend. Tatséichlich soll
unsere Theorie (vergleiche auch spéter) auf jeden Fall den Integranden g(z, z) =
/14 |z|? einschlieBen; deshalb folgen wir einer Idee von Giaquinta-Modica-
Soucek [31] und fithren fiir konvexe, aber nicht homogene Integranden einen
homogenen Hilfsintegranden ein:

Definition 2.3. g(z,2) sei konvezr in z € RN und habe lineares Wachstum.
Dann definieren wir die Rezessionsfunktion ¢ : Q x RN — [0, 00) durch

9> (x, 2) == g{% tg<x, %)

und den homogenisierten (oder parametrischen) Integranden g : Q x
[0,00) x RN — [0,00) durch

gz,t,2) == {tg(x7%) fiir t >0
gOO(x’Z) fUT’t:O

Lemma 2.4. g(,2) sei konvex in z € RY und habe lineares Wachstum.

(I) g* ist wohldefiniert, konvez in z und homogen vom Grad 1 in z mit

vz| < ¢ (z,2) < Tz fiir alle (z,z) € @ x RY;

“Ein solches Grundmaf gibt es stets, beispielsweise kann man v := |u| nehmen.
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102 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

(II) g ist konvex in (t,z) und homogen vom Grad 1 in (t,z) mit

Yz| < gz, t,z) < T(t+ |z]) fiir alle (x,t,2) € Q x [0,00) x RY;

(II1) ist g unterhalbstetig, so sind dies auch g>° und g;
(IV) sind g und g> stetig®, so ist dies auch §;
(V) ist g selbst homogen vom Grad 1 in z, so gilt
97 (z,2) = g(x, 2) = g(x,t, 2). fiir alle (x,t,2) € Q x [0,00) x RY.
Beweis. Der Grenzwert in der Definition von ¢g* stimmt offensichtlich {iberein
mit
g(wa SZ) B g(wa 0)

lim .
$§—00 S

Aber diese Differenzenquotienten der konvexen Funktion s +— g¢(z,sz) sind

nichtfallend und von oben beschréankt durch F%. Daher existiert g*°(z, z)

mit ¢*°(z,2) < T|z|. Fiir x € Q, A € [0,1] und (t1, 21), (t2, 22) € (0,00) x RY
erhalten wir aulerdem aus der Konvexitit von g

Ag(z,t1,21) + (1=A)g(z, ta, 22)
_ At 21 (1—>\)t2 22
= (W4 (1=A)t) [)\tl n (1—>\)t29(x’ t1> LV (1—>\)t29<x’ t2)
Azl + (1—)\)22)
T\ + (1—)\)t2
= g(x, At + (1—)\)t2, Az + (1—)\)22).

> (Mt + (1—)\)t2)g<x

Aus Stetigkeitsgriinden bleibt die resultierende Ungleichung auch in den Féllen
t1 = 0 und/oder t = 0 noch richtig und wir haben die behauptete Konvexitét
von g und ¢g*° gezeigt. Alle verbleibenden Behauptungen in (I) und (II) folgen
jetzt problemlos. Zum Beweis von (III) sei (xg,tx, 2x) — (x,t,2) eine konver-
gente Folge in  x [0,00) x RY. Im Falle ¢ > 0 folgt dann aus der Definition
von ¢ sofort

g(z,t,z) < liminf g(zk, tg, 2k ). (2.2)

k—o0

Im Falle ¢t = 0 finden wir zu € > 0 ein s > 0 mit

g(x,sz) =T

g(x,t,z) = g (z,2) < +e

S

und mit der obigen Monotonie der Differenzenquotienten folgt

(g, szr) — g(zk, 0)

g(z,t,z) < liminf J +e
k—o0 S
L>5
e =7 2k
< liminft, {g(mk, —) — g(mk,O)] +e
k—o0 tr

= liminf g(xg, tg, 2x) + €.
k—o0

®Ist g unabhingig von z, so sind g und ¢> als konvexe Funktionen auf RY immer stetig.
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Also gilt (2.2) in jedem Fall und (III) ist gezeigt. (IV) lésst sich unter erneuter
Verwendung der Monotonie der Differenzenquotienten dhnlich einsehen und (V)
ist trivial. O

Definition 2.5. g(z,2) sei konvex in z € RN und habe lineares Wachstum.
Dann definieren wir das (konkrete) Funktional

G : RMioi (92, RY) — [0, o]
durch die Vorschrift

dZm™ d

Glu = / g( , M) dv fiir 1 € RMig (Q, RY),
Q dl/ d

wobei v ein beliebiges nichtnegatives Radon-Mafl auf Q mit (L7, pn) < v ist.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym héingt Gu] nicht von der Auswahl des

Grundmajles v ab und ist folglich wohldefiniert.

Lemma 2.6. g(z, 2) sei konvez in z € RN und habe lineares Wachstum. Dann
gilt fiir ;1 € RMyg (Q, RN stets
S

G[p]Z/g( di;n)dz" Aw(-,%)dlusl,

wobei p® den zu L7 singuldren Anteil in der Lebesgue-Zerlequng von p bezeich-
net. Insbesondere erhalten wir fiir absolutstetiges u = u-L"| ., die urspringliche
Definition von G zuriick.

[

Beweis. Es gibt eine Zerlegung von €2 in disjunkte Teilmengen A und S mit
2"(5) = 0= |w[(A).

Setzen wir nun v = |p®| + £, so erhélt man aus 14-v = £" und 1g-v = ||
durch Lebesgue-Zerlegung

S

du dp
a2 AT Qe

) l/_dM'l/

1s-v= . d _
AV v un ( 1

Verwenden wir v als Grundmaf in Definition 2.5, so folgt
Glu] = /Q§<'7]1A, dil;n]lA + dCTMS|]ls) dv
:/Qg< dign)d‘gn /Q< dc|ms|)d| |
= ol agm) e+ [ (o) e -
g(z,2) = 1+ ]2

Beispiel. Fiir

ist g°°(x, z) = |z| und

du |2
G :/ 1+ dx + |p®|(92
i = [ 1+ 32 b+ i)
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104 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

Wie oben erldutert hingt das Minimierungsproblem fiir F' eng mit Unter-
halbstetigkeitseigenschaften zusammen, wihrend das Minimierungsproblem fiir
G einfacher ist und sich auch ohne derartige Uberlegungen losen lésst. Des-
halb dient der folgende Satz aus [45] iiber die Unterhalbstetigkeitseigenschaften
von G nicht der Minimierung von G, sondern der Vorbereitung der analogen
Ergebnisse fiir F.

Satz 2.7 (Unterhalbstetigkeitssatz von Reshetnyak). g(z,z) sei konvex
in z, unterhalbstetig in (x,z) und habe lineares Wachstum. Dann gilt fir eine
lokal schwach-x-konvergente Folge kL pin RMio (Q,RYN) stets

— 00

Glu] < liminf Gug].

k—o0

Zusatz 2.8 (Stetigkeitssatz von Reshetnyak). g(z,z) sei konvex in z und
habe lineares Wachstum. Auferdem seien g und g stetig in (x,z). Dann gilt
fiir eine strikt konvergente Folge k; pin RM(Q,RYN) stets

—00

Glu] = lim Glpu].

Der Beweis des Satzes fufit auf dem folgenden mafitheoretischen Lemma,
das Proposition 0.40 verallgemeinert.

Lemma 2.9. Seien M ein lokal und abzdhlbar kompakter metrischer Raum, g :
M — [0,00) eine unterhalbstetige Funktion und py k—L p eine lokal schwach-
— 0

x-konvergente Folge nichtnegativer Mafle in RMo(M). Dann gilt

/ gdp < liminf/ g dpg. (2.3)
M k—oo Sy
Ist die Folge sogar strikt konvergent in RM (M) und g stetig und beschrinkt, so
gilt starker
/ gdp = lim / gdpy. (2.4)
M k—oo J pr

Beweis. Fiir t > 0ist g; : M — [0, 00), definiert durch

gi(z) = yigjg[g(y) + td(x, y)],

eine stetige, sogar Lipschitz-stetige, Funktion mit ¢; < g auf M. Fiir jedes
(RS Cgpt(M) mit sup,; ¢ <1 gilt daher

/ wgrdp = lim/ cpgtdpkgliminf/ gdp.
M k—oo Jpr k—oo Jur

Nun bedeutet die Unterhalbstetigkeit von g aber gerade, dass ¢g; bei t — oo
punktweise auf M gegen g konvergiert. Deshalb folgt die Behauptung (2.3) mit
dominierter und/oder monotoner Konvergenz. Ist g stetig und beschrinkt, also
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2.1. Funktionale von Maflen 105

g < L auf M fiir ein L > 0, so konnen wir (2.3) auf (L—g) anwenden und
erhalten fiir eine strikt konvergente Folge

Lp(M) — /Mgdp = /M(L —9)dp

< lim inf/ (L —g)dpy
M

k—o0
= lim inf [ka(M) —/ gdpk}
k—o0 M

= Lp(M) — lim sup/ gdpy.
M

k—o0

Kombinieren wir die resultierende Ungleichung erneut mit (2.3), so ergibt sich
(2.4). O

Beweis von Satz 2.7. Wir nehmen an, dass g homogen vom Grad 1 ist. Anson-
sten ersetzen® wir g durch den homogenisierten Integranden § und u; durch
(L™, uk); dabei bleiben nach Lemma 2.4 alle vorausgesetzten Eigenschaften er-
halten. Unter der Homogenitéitsannahme reduziert sich nun Definition 2.5 auf
(2.1). Weiterhin reicht es eine Folge (u)ken wie im Satz zu betrachten, fiir die

klim G[pk) in [0, 00) existiert. (2.5)

Insbesondere ist wegen der unteren Abschétzung in der Wachstumsbedingung
dann (u)rew beschrinkt (und global schwach-*-konvergent) in RM (€2, RY).
Wir betrachten nun die Polarzerlegungen py = fi-| |, wobei wir die Dichten als
SN=1wertige Funktionen verstehen, und fithren die nichtnegativen endlichen
Radon-Mafle

pr 1= /Q 5. 0, oy dlunl(x) € RM (xS )

ein, mit dem verallgemeinerten Produkt aus Kapitel 0.6. Wie in Kapitel 0.6
bezeichne 7 : Qx S’ ! — Q die Projektion. Wegen mupr = || ist (px)rew eine
beschrénkte Folge in RM (QXS{V ~1) und besitzt eine schwach-*-konvergente
Teilfolge. Geméf (2.5) kénnen wir annehmen, dass sogar die ganze Folge

P — p schwach- in RM (Qx SN~

k—o0

konvergiert mit einem nichtnegativen Grenzmaf p. Durch Disintegration kénnen
wir jetzt

pP= / Oz ® vy d(Tup)
Q

SWir begehen hier zwecks Vereinfachung eine geringfiigige Ungenauigkeit, da die Variablen
(t,z) des homogenisierten Integrands in einem Halbraum laufen, wéhrend z Werte in einem
Vollraum annimmt. Dies ldsst sich jedoch problemlos prézisieren; man beachte insbesondere,
dass sich Lemma 2.9 auch fiir Halbrdume (und Halbsphéren) noch anwenden lésst.
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106 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

schreiben mit einer myp-messbaren Abbildung v : Q — RM(S7™ 1), so dass v,
fiir myp-fast-alle x €  ein Wahrscheinlichkeitsmaﬁ ist. Fiir ¢ € Cgpt(Q,IRN )

rechnen wir nun (beachte, dass S ~! kompakt ist)
[e@- [ vinwdme@ = [ o) ydpey)
Q ST QxS
= lim () -y dpr(z,y)

S

= lim /SD‘fkd|Nk|
k—oo Jq

= / (p. d//[/'
Q

Daraus lesen wir

| < map
und
dn (x) / ydv,(y) fiir fast-alle x € Q (2.6)
frg (o TT- - - .
dmg) " Jsy "
ab. Dies verwenden wir nun zusammen mit (2.3) und der Jensenschen Unglei-
chung:
i [ g ol = tm [ gdm
iy o) dlel = Jim [
> gdp
/QXSfV1
[ [ send@dm@ @)
QJs!
> [ofe [, vin) e
Q SN-
ol
0\ d(mp)) T
Gemé$ (2.1) ist dies die Behauptung. O

Beweis von Zusatz 2.8. Wir steigen erneut in den vorigen Beweis ein. Man be-

achte, dass wir nun Lemma 2.4 (IV) verwenden um unter Erhaltung der Ste-

tigkeit auf den Fall eines homogenen ¢ zu reduzieren. Ist k; w strikt kon-
— 00

vergent in RM (2, RY), so folgt
() = Jim Juel(Q) = lim pp( x S > p(Q x $7'7) = mun(Q).
Zusammen mit der obigen Ungleichung || < myp erhalten wir daher
|l = mp.
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2.2. Funktionale auf BV 107

In dieser Situation impliziert (2.6)
/N ) ydvg(y) € SN! fir myp-fast-alle z € Q.
ST

Es folgt, dass v, fiir myp-fast-alle x € Q ein Dirac-Ma$ ist (und zwar zur Stelle
%(m)). Mit diesem Wissen und (2.4) kénnen wir nun die Rechnung (2.7) erneut
durchfithren und sehen, dass iiberall Gleichheit eintritt. Man beachte dabei, dass
g — wie fiir (2.4) vorausgesetzt — gem#fl der Wachstumsbedingung beschrénkt

ist auf Q x S{V_l. O

2.2 Funktionale auf BV

Nun kehren wir zuriick zum Hauptziel dieses Kapitels, ndmlich dem Studium
von Funktionalen

F[u]:/ﬂf(-,u,Vu)dx

erster Ordnung. Wir sagen, dass F' unabhingig von w ist, wenn f(z,y,2)
konstant in y ist. Wir fassen dann f als Funktion der Variablen z und z auf
und deuten kurz durch die Notation f(x, z) an, dass wir diesen Fall betrachten
wollen. Wir werden uns vorerst auf den Fall ohne u-Abhéngigkeit beschrinken
und wir werden sehen, dass sich dann vieles auf die vorausgehende Theorie der
Funktionale Oter Ordnung zuriickfiithren ldsst. Der allgemeine Fall ist deutlich
schwieriger und teilweise nicht vollsténdig verstanden.

Wie oben erwdhnt macht die Minimierung des Funktionals F' nur Sinn, wenn
wir zusétzlich eine Randbedingung auf 02 stellen. Wir beschrinken uns hier auf
den (einfachsten und wohl grundlegendsten) Fall einer Dirichlet-Randbedingung,
verlangen also im klassischen Fall glatter Funktionen einfach, dass Minimierer
der Randbedingung

Uf 5o = U0

mit einer gegebenen Funktion ug auf dem Rand 0f) geniigen.

Fiir eine Theorie in Sobolevriumen W? formuliert man dies (um die tech-
nischen Schwierigkeiten von Spuren zu vermeiden) meist folgendermafien um.
Man betrachtet eine gegebene Funktion vg € WHP(Q, RY) und verlangt, dass
u dieselben Randwerte wie vy hat im Sinne von

u € vo + WyP(Q,RY).

Der affine Unterraum D := vy + VVO1 P(Q, RY) heiit dabei auch eine Dirichlet-
Klasse. Tatséchlich ldsst sich fiir p > 1 das Minimierungsproblem fiir Integra-
le mit p-Wachstum in D l6sen, wesentlich ist dabei jedoch, dass D beziiglich
schwacher Konvergenz in W1P(Q, RY) abgeschlossen ist.

Ist Q Lipschitz, so kénnen wir mit Hilfe des Spuroperators eine Dirichlet-
Klasse in BV (2, RY) definieren als Menge von Funktionen mit gleicher Spur.
Derartige Dirichlet-Klassen sind jedoch nicht abgeschlossen” beziiglich schwach-
x-Konvergenz — sondern nur beziiglich strikter Konvergenz; somit kénnen wir

"Tatsdchlich ist der Abschluss von 2(,RY) in der schwach-+-Topologie schon ganz
BV (Q,R"); man vergleiche Ubungsaufgabe 6.
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108 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

nicht garantieren, dass der Grenzwert einer (schwach-x-konvergenten) Minimal-
folge in derselben Dirichlet-Klasse liegt, in der die Folge verlauft, und dieses
Konzept bringt uns nicht weiter. Wir gehen deshalb etwas anders vor und er-
zwingen in der folgenden Konstruktion gewissermafien die richtigen Randwerte:
Wir nehmen an, dass €2 Lipschitz ist und definieren den Spurraum 7 als das
Bild von WH(R™ \ Q) unter dem Spuroperator 7, mq- Nach Bemerkung 1.78
ist tatséchlich 7 = L'(99, RY; s#"~1), aber dies haben wir hier nicht bewiesen
und wollen es deshalb nicht benutzen. Wir nehmen nun weiter an, dass f(z, z)
auf R x RNV™ definiert und konvex in z mit linearem Wachstum ist. Wir fixieren
wo € WHYR™ \ Q) mit uy = Trmgwo € 7 und definieren die Fortsetzung @
von u € BV (9, RY) durch wy als
() = {u(m) fir x € Q N (2.8)
wo(z) fiirz e R™\Q
Nach Korollar 1.79 ist dann @ € BV (R", R") und wir kénnen — fiir Funktionale
ohne u-Abhéngigkeit — in Analogie zu Definition 2.5

P[] = / f< dz%, %) dv (2.9)

fir jedes u € BV(2,RY) definieren, wobei v ein beliebiges nichtnegatives
Radon-Ma8 auf R™ ist mit (£, Du) < v. AuBerdem besagt Korollar 1.79
noch

Du = BVu + (UQ — TQU) R rvalyq - i + va]IIRn\ﬁ - L (2.10)
wobei Du wie in Satz 1.77 und Korollar 1.79 die Fortsetzung des Mafles Du

durch 0 bezeichnet. Mit der Wahl v = " + |l/)?u| + 1pq - #"1 sehen wir
deshalb wie in Lemma 2.6 (man erinnere sich an D% = Vu - £"

n OO dDS S
/f Vu)dL /f D |)d|D ul

o)

20 (ug — Tou) @ v) dA#A™" 1 + / _ f(Vwg) d2™.
o9 R\Q

Tatsédchlich héngt der letzte Term auf der rechten Seite der vorigen Gleichung
nicht von u ab, wihrend die anderen drei nur von u, , f auf Q x RY¥™ und ug
abhiingen, aber nicht von f auf R \ © oder der Fortsetzung wg von ug € 7.
Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.10. Q sei Lipschitz und f : Q x RN" — [0,00) sei konvex im
zweiten Argument z und habe lineares Wachstum®. Dann definieren wir zu ge-
gebenen Randwerten ug € L' (0, RN; o1

] :/Qf(-,Vu) d$"+/§lf°°(-,d6’lgzz‘)dyz75uy

2, (ug — Tau) ® vg) dA™ 1 fiir u € BV(Q,IRN).
0N

®Dies ist so gemeint, dass die Wachstumsbedingung fiir alle (z,2z) € @ x RM" gelten soll.
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2.2. Funktionale auf BV 109

Beispiel. Fiir f(x,z) = /14 |z|? ist
Fy[u] = / V1+|Vu|?dz + |D*u|(Q) +/ lug — Tou|dA" 1.
) o9

Dabei sind die ersten zwei Terme auf der rechten Seite der Definition gerade
die, die man nach Definition 2.5 auch erwarten wiirde. Der dritte Term dage-
gen ist als Penalisierungsterm zu verstehen, der die Annahme von falschen
Randwerten zwar (mit groferen Werten des Funktionals) bestraft, sie aber nicht
vollsténdig verhindert. Wir werden spéter sehen, dass es — abgesehen von spezi-
ellen Fillen — keine Minimierer mit vorgegebenen Randwerten gibt und falsche
Randwerte tatséchlich auftreten koénnen.

2.2.1 Unterhalbstetigkeit und Existenz

Mit der direkten Methode und dem Satz von Reshetnyak erhalten wir nun einen
Existenzsatz fiir Minimierer von F,.

Satz 2.11 (Existenzsatz). Q sei Lipschitz und f : Q x RN™ — [0,00) sei
konvez in z, unterhalbstetig in (z,z) und habe lineares Wachstum. Dann gelten
fiir ug € T die folgenden beiden Aussagen:

(I) Fiir jede schwach-+-konvergente Folge uy o in BV (Q,RY) gilt
— 0

Fuolu] < likm inf F,, [ug);

(II) es gibt einen Minimierer von F,, in BV (Q,RN).
Im Beweis des Satzes benutzen wir:

Lemma 2.12 (Poincaré-Ungleichung). Q sei Lipschitz mit Durchmesser
< 2R. Dann gilt fir uw € BV(Q,RY) stets

/ lu| dx < R[|Du|(Q) —|—/ |TQu|d(%”"_1}
Q [2/9]

Beweis. Hat der Triiger von u € Z(R",RY) Durchmesser < 2R, so beweist

man
/ lu| doe < R/ |Vu| dx
n ]R"

durch Integration nach der ersten Variablen. Ist v € BV (€2, RY), so ist nach
Satz 1.77 die Fortsetzung % von u durch 0 in BV (R™, R") mit

Dii = Du — Tou @ volgg - A7 (2.11)

und die Glittungen . sind in 2(R™,RY). Fiir 0 < ¢ < 1 hat auBerdem der
Tréger von %, Durchmesser < 2R und wir erhalten

/ | dar = lim/ e do < Rlimsup/ V.| < RDa|(RM).
0 N0 Jo e\o0 JRrn

Die Behauptung ergibt sich jetzt durch Verwendung von (2.11) auf der rechten
Seite der vorausgehenden Ungleichung. O
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110 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

Beweis von Satz 2.11. Wir beginnen mit dem Beweis von (I). Dazu setzen wir
zunichst f unter Erhaltung aller Voraussetzungen auf ganz R™ x RM" fort;
dazu kann man beispielsweise f(x,z) := I'(1 + |2|) fiir = ¢ Q setzen. AuBerdem
wihlen wir ein wg € WHH(R™ \ Q, IRN) mit T]Rn\ﬁwo = ug. Sei nun up, — u

k—o0
eine schwach-*-konvergente Folge in BV (Q, R"). Dann folgt (mit dem Satz von
Rellich) problemlos die starke Konvergenz ty, P u der Fortsetzungen durch

— 00

wp in LY(R™, RY). AuBlerdem entnehmen wir aus (2.10) und der Beschrinktheit
des Spuroperators (Satz 1.77), dass supyen |Dug|(R™) < oo ist und deshalb
tatséchlich
U kL a schwach-+ in BV (R", R")
—00
konvergiert. Mit Satz 2.7 erhalten? wir fiir das in der Voriiberlegung definierte
Funktional F,,, aus (2.9)
Foyo[u] < liminf F, [ug).

k—o0

Da sich F,,, nur um die Konstante fRn\ﬁ f(-, Vwy) dL™ von F,, unterscheidet,
ist (I) gezeigt. Fiir (II) sei (ug)ren eine Minimalfolge fiir F,, in BV (Q,RY),
also

lim F, = inf F,.

Praeoiall L] BV(lg,]RN) o

Dann gilt wegen der unteren Abschitzung in der Wachstumsbedingung schon

7y sup [[Duk](Q) +/ lug — Toug| d7#™ 1| < sup Fy,[ug] < oc.
keN a0 keN
Mit der Poincaré-Ungleichung des Lemmas 2.12 schlieBen wir, dass (ug)ren
eine beschrinkte Folge in BV (Q, RY) ist. GemiB dem Auswahlsatz konnen wir
eine schwach-x-konvergente Teilfolge wy, l—L u in BV (9, RY) auswihlen und
—00

Anwendung von (I) zeigt, dass u ein Minimierer von F,, ist. O

Natiirlich interpretieren wir den Minimierer u von F),,, dessen Existenz wir
gerade gezeigt haben, als verallgemeinerten Minimierer des urspriinglichen Va-
riationsproblems. Der néichste Satz besagt, dass diese Interpretation sinnvoll ist
in dem Sinne, dass der Minimalwert F,,[u] mit dem Infimum des fiir Dirichlet-
Klassen in Wh! formulierten Problems iibereinstimmt.

Satz 2.13. Q sei C? und f: Q x RN™ — [0,00) sei konvex in z mit linearem
Wachstum. Auferdem seien f und f°° stetig in (x,z). Dann gibt es zu jedem
ug € T ein vg € WHHQ,RN) mit Tvg = ug und fiir die Dirichlet-Klasse
D :=wvy+ Wol’l(Q, RYN) gelten die folgenden beiden Aussagen:

(1) Zu einem u € BV (Q,RY) gibt es stets eine schwach-+-konvergente Folge
D > uy kL u in BV (Q,RN) mit
—

Fyolu] = lim Flug];

k—o00

9Man beachte, dass wir Satz 2.7 strenggenommen nur fiir die Integration iiber beschrinkte
Mengen formuliert haben. Da weit auflen jedoch stets dieselbe Funktion wo integriert wird,
lasst sich der vorliegende Fall darauf zuriickfiithren.
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2.2. Funktionale auf BV 111

(1I) es gilt
min  F,, =inf F.
BV (Q,RN) D
Dabei ist F auf D klassisch definiert ist.

Bemerkung 2.14. Tatsdichlich gilt der Satz allgemeiner fiir C'-Gebiete; dies
sieht man mit einem etwas anderen Beweis, der die von Gagliardo [30] konstru-
ierte Rechtsinverse des Spuroperators benutzt. Man vergleiche mit Bemerkung
1.78 und [33, Kapitel 2 und 14]. Ob der Satz auch nur unter einer Lipschitz-
Voraussetzung an Q gilt, ist dem Vorlesenden nicht bekannt.

Lemma 2.15. Q) sei Lipschitz und die Lipschitz-Funktionen 1, : R — R seien
fiir 1 € IN definiert durch

Dann konvergiert

m — 1g schwach-x in BV (R").

l—o0
Ist Q von der Klasse C?, so liegt sogar strikte Konvergenz in BV (R™) wvor.

Beweis. Offensichtlich konvergiert n; P~ 1o punktweise und stark in L!(R™).

AufBlerdem hat n; kompakten Trager in IR" und geniigt Lip(n;) < I, folglich n; €
BV (R™). Durch Uberdeckung des Randes und lokale biLipschitz-Transformation
sieht man auflerdem, dass fiir [ > 1 stets

/Q V| dz < Z.Z"({y € : dist(y, R*\ Q) < %}) < CA(59)

gilt. Dabei hingt die Konstante C' nur von der Uberdeckung und den Lipschitz-
Konstanten der (endlich vielen) Transformationen und ihrer Inversen ab. Es
folgt die behauptete schwach-x-Konvergenz. Um die strikte Konvergenz einzu-
sehen, miissen wir stérker

limsup/ V| de < 271 (09) (2.12)
Q

[—0o0

zeigen. Dazu schreiben wir mit der Kofldchenformel

/Q]Vm]dm:/ol%"_l({m:t})dt

2 (2.13)
= z[ A" {y € Q : dist(y, R" \ Q) = t}) dt.

l
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112 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

Wir betrachten nun die Abbildungen
F,: 000 — R", 2z — x — tvg(x),

wobeil vq das duflere Einheitsnormalenvektorfeld an = bezeichnet. Weil nun ()
von der Klasse C! ist {y € Q : dist(y,R" \ Q) = t} C F(99Q) fiir t > 0,
denn aus dist(y, R™ \ ) = ¢ folgt erst dist(z,y) = ¢ fiir ein z € 92 und dann
r —y = tvg(z). Weil Q aber sogar C? ist, ist v tatsichlich eine Lipschitz-
Funktion!'® (auf dem Kompaktum 99 mit der Metrik von R") und es folgt

A" {y € Q- dist(y, R"\ Q) = t}) < 2" HF(09))
< (Lip F)" 1o (09)
< (1 +tLipvg)" L™ 1(6Q).

Durch Zusammensetzen mit (2.13) erhalten wir (2.12) aus der letzten Unglei-
chung. U

Lemma 2.16. Q sei C? und n; seien die Funktionen aus Lemma 2.15. Dann
ist firv e WHL(R™, RY) und ¢ € 2(R™, RY) stets v+myp € WHHQ,RY) und
es konvergiert

vmy —wv+lgy  strikt in BV (R", RY).

Beweis. Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gilt v + 3 oo + Loy
— 0

stark in L' (R"™, R"V). AuBerdem ist nach der Kettenregel v+ € WHHR?, RY)
mit

/ V(0 + mo)| de < /R Vo + Ve de + /R ][V .

Mit dem Satz {iber dominierte Konvergenz und der aus Lemma 2.15 folgenden
schwach-x-Konvergenz |Vn| - Z" Z—L Toq - ™1 in RM(R™) erhalten wir
—00

1imsup/ V(v + )| de g/ va+]1Qv¢ydm+/ || st (2.14)
l—o0 " Rn o0

und folglich v + 1oy € BV (R™, RY). Wegen der Stetigkeit von v gilt 2"~ 1-
fast-iiberall (1), = ¢ auf 0Q (fiir die innere Spur im Sinne von Satz 1.68 bei
Orientierung von 02 durch vq) und Lemma 1.74 ergibt

D(]lﬂw) = Vilg - " — P R valyg - %n_l.

Damit erkennen wir die rechte Seite von (2.14) als |D(v 4+ 1g#)|(R™). Somit
haben wir

lim sup / V4wl dz < [D(v + Loy)|(R”)

l—o0

gezeigt und die Behauptung ist bewiesen. U

9Dazu bemerke man, dass der dufiere Normalenvektor an den Subgraphen einer R-wertigen
C'-Funktion f im Punkte (s, f(s)) gegeben ist durch =LELL ynd Jese ab, dass fiir eine

VIV ()12

C?-Funktion f dieser Vektor lokal Lipschitz-stetig von (s, f(s)) abhangt.
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2.2. Funktionale auf BV 113

Lemma 2.17. Q sei Lipschitz. Dann konvergiert fir v € WHL(R™ RN) und
¢ € BV(R™,RN) mit |D¢|(02) = 0 stets

vtlaG —>v+leC  strikt in BV (R™,RY).
3

Beweis. Nach Standard-Eigenschaften von Glédttungen konvergieren (. T ¢
€
und v+ T q v+ 1o stark in L' (R, R"). Nach Lemma 1.74 ist auerdem
15
v+ 1ol € BV(R",RY) mit

|D(v + Lage)|(R")
:/ |VU—|—]IQV<€|d$—|—/ |<€|d%n71
n o0N

g/ ]Vv—valdm—l—/ ]V(U+C)5\+/ ywdw/ .| doen .
Q Q R™\Q o0

Als n#chstes benutzen wir die strikte Konvergenz der Glattungen (. —@C
15

in BV(R™,RY). Wegen |D(|(0Q) = 0 gilt diese strikte Konvergenz auch in
BV (£, RY) (fiir die Einschrinkungen auf ) und Satz 1.81 garantiert Konver-

genz der Spuren (| 54 <0> Tq(. Verwenden wir dies mit weiteren (einfachereren)
&€

Konvergenzeigenschaften der Glattungen, so erhalten wir

limsup | D(v + 1o¢)|(R™) < |D(v+)|(Q) + / |Vv| dx + / | Tol| do™.
£\.0 R™\Q a0

Nach Satz 1.77 ist

D(1g¢) = 1g - D¢ — ToC ®@ volgg - A"

und damit vereinfacht sich die rechte Seite der letzten Abschétzung (beachte

auch |D(v + )[(9Q2) = 0) zu |D(v + 1¢)|(R™). Also ist

lim\Sélp |D(v + 1o |(R™) < |D(v + 1a¢)|(R™)

gezeigt und die Behauptung folgt. U
Proposition 2.18. Q sei C? und u € BV(QL,RY), wg € WHHR™ \ Q,RY)
und ug 1= Trmgwo € T seien gegeben. Dann gibt es ein vy € WHL(Q,RYN) mit
Tvg = ug und eine Folge uy € vy + WOI’I(Q,IRN) mit

Gy — @ strikt in BV(R™,RY),

k—o0
wobei ~ wie oben in (2.8) die Fortsetzung durch wq bezeichnet.

Beweis. Mit dem Fortsetzungssatz 1.27 setzen wir wg zu einer Funktion v €
WHLYR?, RY) fort und definieren vy := vl € WhH1(Q,RY). Nach Korollar
1.79 ist - -

Dv = Duy + (ug — Taug) ® valaq - "1 + Duy.
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114 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

Wegen v € WHLR™ RY) ist aber | Dv|(092) = 0 und folglich

TQUO = Uup.
Eine erneute Anwendung des Fortsetzungssatzes gibt uns eine Fortsetzung ¢ €
BV (R",R"™) mit beschrinktem Triiger von u — vg. Sei nun dg, die Metrik der
strikten Konvergenz in BV (R", RN ) aus Bemerkung 1.13. Wegen

1)+]1QC:1~L

liefert uns Lemma 2.17 zu vorgegebenem k € IN ein € > 0 mit

el

dstr(v + ]IQC&‘? 11) <

Weiter gibt es nach Lemma 2.16 ein [ € IN mit

dstr(v + M, v + ]lQCe) <

)

el

wobei wir mit 7; weiterhin die Funktionen aus Lemma 2.15 bezeichnen. Wir
definieren nun u, := (v—i—mxe)‘ﬂ c Wh1(Q,RY); dann konvergiert @i, = v-+m;xe
bei k — oo strikt in BV(R™, RY) gegen 4. AuBerdem hat uy — vy = (miXz)| o
kompakten Tréger in © und es folgt (zum Beispiel durch Glitten) uy — vg €
Wy (9, RN). O

Beweis von Satz 2.13. Wir bemerken zunéchst, dass fiir v € vy + Wol’l(Q7 RY)
stets Tov = Tovg = up gilt; deshalb stimmt F,,, auf D mit der klassischen
Definition von F' iiberein und es reicht beide Aussagen mit F;,, anstelle von F'
zu zeigen. Wir setzen nun f unter Erhalt aller vorausgesetzten Eigenschaften
fort; genauer finden wir zunéchst durch lokale Lipschitz-Transformation des
Randes, gerade Spiegelung und Zerlegung der 1 eine Fortsetzung auf QO xRV n
mit einer Umgebung Q von €, und dann durch glattes Verbinden mit I'|z| eine
Fortsetzung auf ganz R™ x RY™. AuBerdem wihlen wir ein wg € WH1(R™ \ Q)
mit TIRn\ﬁwo = wug. Zu beliebigem u € BV (2, R") seien nun vy und wy, die
Funktionen aus Proposition 2.18. Dann folgt durch Anwendung'! von Zusatz
2.8

Fuolu] = lim Fyy, [ug).
k—o0
Da sich F,,, und ﬁwo nur um eine Konstante unterscheiden, haben wir somit (I)
gezeigt. Es folgt
inf F,, =inf F,

BV(ISI)I,RN) u = 15 Huo
und nach Satz 2.11 ist das Infimum auf der linken Seite tatséchlich ein Mini-
mum. O

" Auch hier trifft das in der Fufinote zum Beweis von Satz 2.11 Gesagte zu.
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2.2. Funktionale auf BV 115

Falls der Integrand nicht von w abhingt, ergeben die Sétze 2.11 und 2.13
eine zufriedenstellende Existenztheorie. Wir beschiiftigen uns nun mit dem all-
gemeineren Fall von Integralen

Flu) ::/f(-,u,Vu)dx fiir uw : R" D Q — RY
Q

mit u-Abhéngigkeit. Dazu nehmen wir zunéichst einen etwas abstrakteren Stand-
punkt ein: Fiir eine fixierte Dirichlet-Klasse D = vy + I/VO1 ’1(Q,RN ) definieren
wir das relaxierte Funktional

Fplu] := inf { liminf Flug] : D 3 up — u schwach-* in BV(Q,RN)}
k—o0 k—o0

auf Funktionen v € BV(,RY). Wir folgen nun einer klassischen Idee der
Variationsrechnung und versuchen, dieses Funktional als Fortsetzung von F
zu interpretieren. Diese Vorgehensweise heifit Lebesgue-Serrin-Erweiterung
oder Fortsetzung durch Unterhalbstetigkeit. Hat f lineares Wachstum, so ist es
nicht schwierig zu zeigen, dass Fp beziiglich der schwach-x-Konvergenz auf
BV (Q,RY) unterhalbstetig ist und deshalb Minimierer besitzt; tatsichlich ist
Fp das grofite beziiglich dieser Konvergenz unterhalbstetige Funktional auf
BV (Q,RY), das auf D nicht grofer als F ist. Die Herangehensweise iiber
die Lebesgue-Serrin-Erweiterung hat einige technische Vorteile gegeniiber dem
fritheren Ansatz mit einer expliziten Integralformel fiir die Fortsetzung. Bei-
spielsweise haben wir bisher keinerlei Regularitéitsvoraussetzung!'? an € stellen
miissen. Im Wesentlichen sind beide Ansétze aber dennoch dquivalent: Wihrend
oben die wesentliche Schwierigkeit im Beweis der Unterhalbstetigkeit lag, liegt
sie nun darin zu zeigen, dass Fp wirklich eine Fortsetzung von F' ist, also die
Gleichheit von Fp und F' auf D nachzuweisen. Tatsdchlich sieht man aus der
Definition von Fp, dass sich dies folgendermaflen prézisieren lasst:

F' ist auf D unterhalbstetig beziiglich
Fp=FaulD schwach-#-Konvergenz in I%M (Q,g RM).

Schliellich fiihren beide Ansédtze nicht nur auf dieselben Schwierigkeiten, son-
dern ergeben im Falle ohne u-Abhéngigkeit — zumindest wenn die Voraussetzun-
gen von Satz 2.13 erfiillt sind — auch dieselbe Fortsetzung: Fiir ug = Tqug € 7
erhalten wir dann nédmlich als einfache Folgerung aus den Sétzen 2.11 und 2.13
die Gleichheit Fp = F,, auf BV(Q,RY). Es gibt nun auch im Falle mit u-
Abhé#ngigkeit Formeln, die Fp durch Integrale ausdriicken. Wir geben hier nur
im skalaren'? Fall N = 1 eine solche Formel an. Der Einfachheit halber be-
schrinken wir uns dabei auf die Analyse der inneren Situation und ignorieren

2 Allerdings kann es bei irregulirem Q — fiir 4 ¢ D — vorkommen, dass die Menge in der
Definition von Fplu] leer ist; dann ist das Infimum als oo zu interpretieren. Ist 2 dagegen
Lipschitz, so kann dies nach Ubungsaufgabe 6 nicht passieren; man vergleiche auch mit Pro-
position 2.18.

3Der vektorwertige Fall mit u-Abhingigkeit ist wesentlich schwieriger; siche [13, 12] und
die dort angegebenen Referenzen.
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116 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

die Modellierung der Randwerte, die keine wesentlichen Neuigkeiten birgt; wir
untersuchen also statt Fp das global relaxierte Funktional

Flu] := inf { liminf Fluy] : upy — u schwach- in BV(Q,RN)}.

k—o0 k—o00
Dafiir gilt:

Satz 2.19 (von (Buttazzo-)Dal Maso [22]). Es sei N = 1. f(x,y, z) sei kon-
vex in z mit linearem Wachstum. AufSerdem seien f und f°° stetig in (x,y, z).
Dann gilt

X ngf wt (@)
= [ F(n s [ [ e @)
Q v v w Ju™ ()

fiir alle u € BV (). Dabei ist v ein beliebiges nichtnegatives Radon-Maf auf
mit (", Du) < v und v(S,) = 0 und die Sprungwerte seien so gewdihlt, dass
ut >u" auf J, gilt.

Auf einen formalen Beweis von Satz 2.19 verzichten wir aus Zeitgriinden,
es folgen jedoch einige Bemerkungen zum besseren Verstéindnis der Formel:
Durch Wahl v = £™ + | D] lésst sich das erste Integral auf der rechten Seite

umschreiben in
dDu
fl,u, Vu dx—l—/fOO(-,u,i)chu.
| euvwds | o) diD°u

In diesem Sinne gehen der absolutstetige Anteil D% und der Cantoranteil D¢
also in derselben Weise wie in unseren fritheren Formeln ein. Das zweite Integral
auf der rechten Seite ldsst sich alternativ schreiben als

ut(x) dDJu .
00 il J
/Q]{L—(x) f <x,t, d|Dju|(x)> dt d|D’u|(z).

Im Wesentlichen verhilt sich somit auch der Sprunganteil D/v wie wir es von
oben fiir singulére Anteile kennen. Allerdings wird fiir die y-Variable kein fixier-
ter Wert eingesetzt — der auf J,, ja nicht wohldefiniert wire —, sondern es wird
iiber alle Werte zwischen 4~ und u™ gemittelt. Anschaulich bedeutet dies, dass
die Relaxierung die Liicken im Graph von v durch Einfiigen vertikaler
Stiicke schlief3t. Im Vektorfall N > 1 gibt es iibrigens viele Moglichkeiten,
Liicken zu schlieen, und dies ist — grob gesprochen — der Grund, warum die
Verallgemeinerung auf diesen Fall schwierig ist.

Abschlielend sei noch erwahnt, dass die Existenztheorie dieses Abschnitts
sich auch auf quasikonvexe Integranden — im Sinne von Morrey — verallgemei-
nern lésst. Bei linearem Wachstum gibt es jedoch nur wenige Beispiele solcher
Integranden; daher ist diese Verallgemeinerung von eher technischem Interesse,
motiviert durch die Tatsache, dass Quasikonvexitit ein im Wesentlichen not-
wendiges und hinreichendes Kriterium fiir schwach-*-Unterhalbstetigkeit ist.
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2.2. Funktionale auf BV 117

2.2.2 Zu Euler-Gleichung und Regularitéitstheorie

Zum Abschluss dieses Abschnitts erwdhnen wir ohne Beweise einige weiterge-
hende Resultate iiber Funktionale mit linearem Wachstum, die auf dem vor-
ausgehenden Existenzsatz und den Darstellungsformeln fuflen. Wir beginnen
mit der Frage nach einer Euler-Gleichung fiir Minimierer. Dazu nehmen wir
an, dass f(z,z) konvex und C! in z ist mit linearem Wachstum und bemer-
ken zunéchst, dass dann schon Beschrénktheit der Ableitung V., f folgt. Fiir
WLHQ, RY)-Minimierer u des Funktionals

F[u]:/ﬂf(-,Vu)dx

in einer Dirichlet-Klasse sieht man dann durch Ausfiihrung der Differentiation
% | ,—oF[u+ t] unter dem Integral
/ V.f(,Vu)Vedr =0 fiir alle o € Wy (Q,RY).
Q

Dies ist eine schwache Formulierung des nichtlinearen partiellen Differential-
gleichungssytems'®

div {sz(-, Du)] =0 auf €,

des sogenannten Euler-(Lagrange-)Systems von F', und das wichtigste (not-
wendige) Kriterium fiir Minimierer. Wir werden im néchsten Satz ein &hnliches
Kriterium (aus [15]) fiir BV (Q, RY)-Minimierer des Funktionals

n OO st S
/f Vu)dL /f D ‘)d|Du|

£2°0, (uo — Tou) ® vo) dA"
o0

aus Definition 2.10 angeben. Natiirlich wird dafiir auch Differenzierbarkeit von
f°° eine Rolle spielen. Man beachte jedoch, dass wir wegen der 1-Homogenitét
von f° in z nicht erwarten kénnen, dass V, f*°(x,0) existiert.

Satz 2.20. f(z,2) sei konver und C* in z mit linearem Wachstum und f*° sei
stetig differenzierbar in z # 0. Weiter seien ug € L'(0Q, RY; " 1) und u, p €
BV (Q,RY) gegeben. Dann existiert die Richtungsableitung %‘t:oFuo [u + ty]
genau dann, wenn

|D%p| < |D%u| und Tap =0 " -fast-iiberall auf {Tou = up}  (2.15)

gelten; und in diesem Fall ist sie gegeben durch

dD*%u
fC a<z" 70 dD®
/QV f,Vu)Vepd¥ +/V f < d\DSu]> %

/ V.., (ug — Tou) @ vq) - (Tap ® vq) dA™ 1. (2.16)

4Dje Divergenz ist zeilenweise auf die matrixwertige Funktion anzuwenden.
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118 KAPITEL 2. Variationsintegrale mit linearem Wachstum

Korollar 2.21 (Euler-Gleichung). Ist unter den Voraussetzungen des vori-
gen Satzes u € BV (Q,RYN) ein Minimierer von F,,, so verschwindet (2.16) fiir
alle ¢ € BV(Q,RY), die (2.15) geniigen.

Bemerkung 2.22. Man beachte, dass die beiden Bedingungen in (2.15) gerade
verhindern, dass D,f>(z,z) fir z = 0 ausgewertet wird, was nicht definiert
wdre. Fine Analogie der beiden Bedingungen in (2.15) erkennt man, wenn man
die zweite schreibt als

Top|loq - A" < Jug — Tou|lag - "1

Beispiel. Speziell fir f(z,z) = \/1+ |z|? besagt die Euler-Gleichung

Vu -V dD?%u / ug — Tou 1
— dx + ——— - dD%p = — . Tapd"
/Q V14 [Vul? q d|Dsu| i a0 [uo — Toul oy

fiir alle ¢ € BV(Q,RYN), die (2.15) erfiillen.

Auch in der Situation von Satz 2.19 ldsst sich in &hnlicher Weise eine Euler-
Gleichung formulieren. Wir verzichten darauf, dies im Detail darzustellen.

Schliefllich kommen wir zu qualitativen Eigenschaften von Minimierern von
Variationsintegralen mit linearem Wachstum. Genauer geht es um Glattheits-
eigenschaften wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit, die im Rahmen der Regu-
laritatstheorie untersucht werden. Obwohl es hierzu eine Reihe von Resultaten
gibt, erfassen nur wenige den Modellfall f(z,2) = /1 + |z|? in beliebiger Ko-
dimension N € IN (fiir den viel studierten Fall N = 1 verweisen wir auf das
folgende Kapitel); tatséichlich sind dem Vorlesenden nur die folgenden Resultate
hierzu bekannt.

) sei konvex in z mit li-

Satz 2.23 (von Anzellotti-Giaquinta [16]). f(z
1) sei u € BV(Q,RY) ein

nearem Wachstum und zu uy € L'(0Q,RN; 2"
Minimierer von Fy,. Fir (z,z) € Q x RN gelte

d|Du — 22"

@) =0, (2.17)

f sei C™ in einer Umgebung von z und V2 f(z) sei positiv definit. Dann ist
(ein Reprisentant von) u schon C* in einer Umgebung von x.

Ein Umformulierung von (2.17) lautet

. | D*ul(Br(x))
r\,0 |: By (z) | | gn(Br)

Da .#"-fast-alle x € Q dies (mit z = Vu(z)) erfiillen, erhalten wir:

Korollar 2.24 (Partielle Regularitit). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen
des Satzes sei f von der Klasse O auf RN™ und V2f(2) sei positiv definit fiir
alle z € RN™. Dann gibt es eine offene Teilmenge Qg von Q mit L™(Q\Qp) = 0,
so dass (ein Reprdisentant von) u schon C* ist auf €.
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2.2. Funktionale auf BV 119

Eine Variante dieses Resultats gilt fiir f(z, z), der allgemeine Fall f(z,y, 2)
dagegen ist offen. Ebenfalls ungeltst sind, selbst im Modellfall, die Fragen nach
Randregularitéit, Annahme von Randwerten und Dimensionsreduktion fiir die
singulére Menge 2\ Q. Schliefllich stellt sich die Frage, ob sich schwéchere Re-
gularitidtsaussagen vielleicht iiberall (und nicht nur fast-iiberall) auf {2 beweisen
lassen. Auch diese letzte Frage ist weitgehend offen, einen Beitrag leistet jedoch
folgendes Resultat:

Satz 2.25 (von Bildhauer [17, 18]). f(z) sei C? in z mit linearem Wachs-
tum. Auferdem gelte

ML+ )PP < VA(2)(6,€) S AL+ )Ml fir alle z,& € RY™. (2.18)

Ist nun
n=2 oder we LS (Q,RY), (2.19)

s0 gibt es zu ug € LY(0Q,RYN; #" 1) einen Minimierer u € BV (Q,RY) wvon
Fy, mit

uwe Wh(Q,RY) und |Vu|log(1 4 |Vul) € L, (Q).
Bemerkung 2.26. Fir f(z) = /14 |z]? gilt

(Lt PP — (-
(1+12P)3

V2f(2)(€,€) =

und deshalb ist (2.18) in diesem Fall (gerade noch) erfiillt.

Bemerkung 2.27. Die gerade angegebene Version von Satz 2.25 ist nicht ganz
korrekt. Statt u € L3S (9, RY) muss man in (2.19) ndmlich tatsichlich eine ge-
ringfiigig stirkere technische Annahme machen. Es sei jedoch bemerkt, dass sich

diese Annahme im Modellfall f(z) = \/1 + |z|?> mit einem einfachen Mazimum-
prinzip aus Beschrinktheit der Randwerte ug folgern lisst.
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Kapitel 3

Zum Flachenintegral

Dieses Kapitel hat nur berichtenden Charakter

Das klassische Plateau-Problem besteht darin, zu einer gegebenen Kur-
ve I' in R?® die (2-dimensionale) Fliche mit Randkurve I' und kleinstmogli-
chem Fldcheninhalt zu finden. Genauer besteht das mathematische Problem
hier darin, das Problem zu prézisieren und die Existenz eines Minimums, ei-
ner sogenannten Minimalfiche, zu zeigen. Die ersten Losungen des Problems
gehen auf Arbeiten von Douglas [25] und Rado [42, 43] aus den 30er Jahren
zuriick. Natiirlich gibt es verschiedene Herangehensweisen an das Problem und
mit diesen ersten Arbeiten wurden bei weitem nicht alle Fragen beantwortet;
tatséchlich gehoren heutzutage sowohl die Existenz als auch die Regularitit
dieser (klassischen) Minimalflichen zu den am meisten studierten Problemen
in der Analysis des 20ten Jahrhunderts (siehe beispielsweise [24])... und dennoch
verbleiben noch offene Fragen.

Natiirlich ist die folgende Verallgemeinerung, die auch als Plateau-Problem
oder Problem des kleinsten Fldcheninhalts bezeichnet wird, naheliegend: Fiir
zwei beliebige Dimensionen n, N € IN finde man zu einer gegebenen (n—1)-
dimensionalen Fliche I' in R"* eine n-dimensionale Fliche mit (geometri-
schem) Rand I'. In dieser Situation bezeichnet man n als die Dimension und
N als die Kodimension des Problems. Tatséchlich wurden Losungsansétze fiir
diese Problem in beliebiger Dimension erst in den 60er und 70er Jahren ge-
funden. Wir werden nun — in groben! Ziigen — zwei Zuginge zu dieser Theorie
beschreiben, die in beliebiger Dimension anwendbar sind und BV -Funktionen
verwenden; sie sind allerdings auf den Fall N = 1 von Hyperflachen beschréinkt.
Einige Kommentare zum allgemeineren Zugang der geometrischen Mafltheorie,
der beliebige Kodimensionen N € IN erfasst, folgen spéter.

"'Wir werden in diesem Kapitel nur wenig iiber Beweise sagen. Auflerdem verzichten wir
aus Zeitgriinden vollstdndig auf die Diskussion mancher Aspekte wie beispielsweise Maximum-
sprinzipien, Randregularitét.
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122 KAPITEL 3. Zum Fldchenintegral

3.1 Minimale Hyperflichen

3.1.1 Parametrische Theorie

Wir folgen dem Ansatz von De Giorgi [23] und betrachten n-dimensionale Hy-
perflichen H in R"*!, die wir als reduzierte Rinder von Caccioppoli-Mengen
A in R™*! verstehen. Nach dem Struktursatz von DeGiorgi stimmt dabei der
zu minimierende Flicheninhalt 7" (H) mit dem Perimeter von A iiberein.

Wir identifizieren von nun an alle .#"*!-messbaren Teilmengen A von R+,
die sich nur um eine Nullmenge unterscheiden?. Unter dem topologischen Rand
DA einer solchen Aquivalenzklasse A von Mengen verstehen wir dabei den
Durchschnitt der topologischen Rénder aller Repriasentanten von A. Man be-
achte, dass OA somit eine (punktweise wohldefinierte) abgeschlossene Menge
ist.

Um das Problem zu prizisieren, fixieren wir eine offene Menge € in R"*!,
Dann interessieren wir uns fiir Caccioppoli-Mengen A in R**!, die

Po(V) = [D1y|(Q) = 27(FV N Q)

minimieren unter allen Vegleichsmengen V', die mit A am Rand von 2 {iber-
einstimmen. Tatséchlich ist dabei der Ausdruck “am Rand iibereinstimmen”
noch nicht prizise definiert und es stellt sich als sinnvoll heraus, dhnlich wie
im vorigen Kapitel vorzugehen und zunéchst folgende Definition auf offenen
Obermengen von ) zu betrachten:

Definition 3.1 (Minimale Menge). Sei Q offen und beschrdnkt in R"* 1. Eine
L messbare Menge A in R"! heisst Menge von minimalem Perimeter
in 0 oder kurz minimale Menge in (), wenn es eine offene Obermenge O von
Q gibt mit Po(A) < oo und

Po(4) < Po(V) (3.1)
fiir jede L™ -messbare Menge V in R mit A\ Q =V \ Q.

Nach dieser Prézisierung des Problems lésst sich nun mit der direkten Me-
thode ein Existenzsatz beweisen.

Satz 3.2 (Existenz parametrischer Minimalflichen, [23]). Sei 2 offen

und beschrinkt in R, Zu einer £ -messbaren Menge B mit Po(B) < oo

fiir eine offene Obermenge O von Q gibt es dann stets eine minimale Menge A

in Q mit A\ Q= DB\

Beweis. Wir nehmen o. E. an, dass O beschrankt ist und betrachten die Klasse
V:={VCcR": Vist " lmessbar mit V\ Q= B\ Q}

Da B € V ist, ist nach Voraussetzung infy, Py < 0o. Sei nun (Ag)ren eine Mini-
malfolge fiir Po in V. Dann ist 14, |, beschréinkt in BV (O) und mit dem Satz
von Rellich kénnen wir eine stark in Ll (O) konvergente Teilfolge auswihlen.
Der Grenzwert ist von der Form 1 Alo mit einem A € V und aus der Unter-
halbstetigkeit der Variation erhalten wir Po(A) < Po(V) firalle Ve V. O

2Priziser gesprochen identifizieren wir £ !-messbare Teilmengen A; und Az von R™*!
genau dann, wenn £+ _fast-iiberall 14, =14, auf R"! gilt.
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3.1. Minimale Hyperfldchen 123

Bemerkung 3.3 (Umformulierung der Minimierungseigenschaft). Die
Bedingung Po(A) < oo fiir eine offene Obermenge O wvon Q ldsst sich auch
durch Q C A, ausdriicken und die Minimierungseigenschaft in (3.1) ldsst sich
dquivalent umschreiben in

|D14[(Q) < |D1y|(Q)

fiir solche V- mit Q C V,. Ist Q Lipschitz, so konnen wir das Minimierungs-
problem weiter umformulieren: Wir bemerken zundchst, dass die dufere Spur
(La)3 (bei Orientierung von O durch va) durch 1.4, mit einer ™ -messbaren
Teilmenge Ay von 02 gegeben ist und schreiben dann (3.1) als

Pao [A] < Pa, [V]

mit dem modifizierten® Perimeter

PaslV] o= DLV + [ Lty = (U)ol ™
o0
Dabei hingt Pa,[V] nur von VN Q und nicht mehr von V '\ Q ab; ist also eine
" -messbare Teilmenge Ag von 0S) gegeben, so sind die minimalen Mengen
A mit Spurt (1a4)3g = 1a, also_gerade die Minimierer von Pa, unter allen
L omessbaren Mengen V mit Q C V.

In Anbetracht des in Bemerkung 3.3 Gesagten ldsst sich der Existenzsatz
umformulieren. Der Vorteil dieser Umformulierung ist, dass sie erlaubt, einen
sinnvollen Minimalwert, ndmlich das Minimum von Pg4,, anzugeben.

Korollar 3.4. Sei Q beschrinkter, offener Lipschitz-Bereich in R, Zu einer
" -messbaren Teilmenge Ag von OS2 gibt es dann stets einen Minimierer von
Pa, in der Klasse {V C R"! . V ist L omessbar mit Q C V,}.

Bemerkung 3.5 (Geometrische Interpretation). Haben wir das Problem
wie in Bemerkung 3.8 umformuliert und sind 02 und Ag ausreichend glatt,
so ldsst sich der Rand H := 0A N Q) einer glatten minimalen Menge A in Q
als Minimalfidche auffassen. Dabei stimmt — in gutartigen Fillen — der Rand
von H in OA mit 0A N I und dem Rand von Ay in 0) tberein. Folglich
konnen wir durch Ay in einem gewissen Sinne Randwerte vorgeben. Tatsdchlich
ist die Situation im Allgemeinen komplizierter als gerade beschrieben: Zusdtzlich
kann sich ndmlich — wenn Q0 nicht konvez ist — der Rand von  als Hindernis
auswirken, in dem Sinne, dass sich fir eine minimale Menge A in Q ein Teil
der Fliche 0A N Q an einen Teil von 02 anschmiegt; dann sind die obigen
Rénder i. A. verschieden und H ist nicht mehr bis zum Rande glatt (mehr dazu
spdter).

3Der erste Term in der Definition von P, ldsst sich auch als Po(V) schreiben und ist
(]ly)gQ = 1y, so erkennen wir den zweiten Term als J#"(AoAVh) mit der symmetrischen
Mengendifferenz A.

4Man sollte sich an dieser Stelle bewuBt machen, dass es zu Ao stets eine Caccioppoli-
Menge A mit (La)f, = 14, gibt; dazu findet man zunichst mit dem Satz von Gagliardo
und dem Fortsetungssatz eine BV (R™)-Funktion u mit @ = 14, auf 9Q und dann mit der
Koflachenformel einen Parameter ¢t € (0, 1), fiir den A = {u > t} eine Caccioppoli-Menge ist.

123



124 KAPITEL 3. Zum Fldchenintegral

Als interessante Nebenbemerkung halten wir fest, dass (3.1) tatséchlich eine
auf den ersten Blick stérker erscheinende Minimierungseigenschaft impliziert:

Bemerkung 3.6 (Verbesserte Minimierungseigenschaft). Sei A eine mi-
nimale Menge in 2. Gilt dann L -fast-iiberall u = 14 auf R\ Q fiir ein
u € L, (R™), so ist stets

Po(A) < Vo(u) (3.2)

Auch diese Minimierungseigenschaft lisst sich wie in Bemerkung 3.3 umformu-
lieren.

Beweis. Es gilt {u >t} \ Q = A\ Q fiir jedes t € (0,1). Deshalb folgt mit der
Minimierungseigenschaft (3.1) und der Koflichenformel

1
Po(A) < /0 Po({u > t}) dt < Vo(u) ]

Somit ist das Existenzproblem behandelt. Wir iibergehen die Fragen® nach
Eindeutigkeit von Minimierern oder Annahme der Randwerte und kommen di-
rekt zum Regularitédtsproblem, das in der Literatur ausfiihrlich studiert worden
ist.

Satz 3.7 (Partielle Regularitit parametrischer Minimalflichen, [23,
39]). Sei Q offen und beschrinkt in R"*! und A eine minimale Menge in ).
Dann gibt es zu jedem x € FANQ eine Umgebung U von x in 2, so dass
0ANU eine glatte Hyperfliche ist und fir die singuldre Menge

Sa(A) == (9A\ FA) N Q

qgilt
H"(Sa(A)) =0.

Der Beweis der Regularitdt von A nahe den Punkten aus .#A ist mit dem
Beweis von Satz 2.23 verwandt und ist zu aufwendig, um ihn hier zu behandeln.
Stattdessen skizzieren wie man den leichteren Teil " ((0A\ .ZA)N Q) = 0 der
Aussage beweist:

Lemma 3.8. Sei A eine Menge von lokal endlichem Perimeter in O. Dann
stimmt OA N O mit dem Abschluss von FAN O in O iiberein.

Beweis. Ist © ¢ 0A, so gibt es ein r > 0, so dass 14 konstant ist auf B,(x).
Daher ist |D14|(Br(z)) = 0 und = ¢ FA. Also ist A C J0A und — da 0A
abgeschlossen ist — auch . #ANO C 9ANO.

Ist dagegen = € O\ FA, so gibt ein 7 > 0 mit B,(z) C A, und B,(z)N.FA =
(). Mit dem Struktursatz von De Giorgi folgt

[ D14[(By(x)) =0

und nach dem Konstanzsatz ist x ¢ 0A. Dies zeigt 0AN O C FANO. O

5 Auf beides kann man nur in speziellen Féllen hoffen.
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Proposition 3.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 gilt
H((0A\ FA)NQ) =0.
Beweisidee. Man iiberlegt sich zunéchst die Monotonieformel
7| D14|(B,(z)) < R"|D14|(Bg(z))  fiir 0 <7 < R < dist(z, R"™1\ Q).

Dazu testet man nach einem Approximationsargument die verbesserte Minimie-
rungseigenschaft mit recht expliziten Testfunktionen; siehe [33, Chapter 5]. Nun
verwendet man den Struktursatz von De Giorgi und Lemma 0.77 und schliesst
durch Grenziibegang r \, 0 auf

wnR" < |DLa|(Br(z))  fir @ € FA mit R < dist(z, R*"\ Q).

Mit dem vorigen Lemma sehen wir, dass die letzte Ungleichung allgemeiner fiir
x € 0A statt © € FA gilt. Daraus folgt nun

H(DAN\ FA)NQ) < |DILA|((A\ FA) N Q)

und durch eine erneute Anwendung des Struktursatzes sehen wir, dass die rechte
Seite dieser Ungleichung verschwindet. O

Satz 3.7 lasst die Moglichkeit offen, dass dA im Innern von 2 Singularitéiten
aufweist. Es sind jedoch feinere Aussagen iiber die Struktur dieser Singula-
ritdten bekannt, aus denen man ableiten kann, dass tatsdchlich fiir n < 6 stets
Sa(A) = 0 gilt und somit in diesen Dimensionen doch keine Singularititen auf-
treten (siehe [48]). Allgemeiner gilt fiir jede Dimension n € IN die Abschétzung

dimy(So(14)) <n —7

aus [29] fiir die Hausdorff-Dimension der singulidren Menge und diese Aussagen
sind scharf, denn der Simons-Kegel

{(z,y) e R x R* : [a” > [y[*}

ist geméf [19] eine 7-dimensionale minimale Menge (in jeder beschrinkten of-
fenen Teilmenge von R®) mit einer Punktsingularitiit.

3.1.2 Nichtparametrische Theorie

In der nichtparametrischen® Theorie modelliert man n-dimensionale Hyper-
flaichen als Graphen skalarer Funktionen u : R™ D— IR. Genauer fixiert man
eine offene Teilmenge 2 von R™. Dann erhilt man fiir den Flicheninhalt des
Graphen

Gy = {(z,u(x)) e R"™ : z € Q}

5Das Wort “nichtparamterisch” bedeutet dabei nicht, dass keine Parametrisierung vor-
kommt, sondern, dass sie nicht frei gewéhlt werden kann und bereits durch die Formulierung
des Problems fixiert wird.
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126 KAPITEL 3. Zum Fldchenintegral

mit der Flachenformel
Au] 1= A™(G) = / VIF Ve den, (3.3)
Q

A heisst das Flachenfunktional, die Minimierer von A bezeichnet man als mi-
nimale Graphen und die zugehorige Euler-Gleichung, die im glatten Fall

divL—O

VI+[Vu]z
lautet, heisst die (nichtparametrische) Minimalflichengleichung.

Bemerkung 3.10 (Klassische Theorie). Es gibt eine klassische Theorie des
Minimierungsproblems fiir A, die Minimierer — und damit insbesondere Liosun-
gen der Minimalflichengleichung — im Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen
auf Q liefert. Genauer gibt es fiir ein konvexes C?-Gebiet oder allgemeiner ein
Gebiet mit einem C?-Rand von nichtnegativer mittlerer Kriimmung (siehe [35]
fiir die letztere bedingung) Q und eine C%-Funktion ug : 0Q — R stets einen
Lipschitz-Minimierer u von A mit Ul e = Uo- Sind auflerdem 02 und ug glatt,
so ist auch u glatt bis zum Rand von 2.

Wir folgen nun einem allgemeineren Ansatz, der zunédchst auch ohne Kon-
vexitits- oder Kriimmungseigenschaften funktioniert und fassen das Fléchenin-
tegral A als Spezialfall der in Kapitel 2.2 behandelten Variationsintegrale mit
linearem Wachstum auf. Tatséchlich handelt es sich bei A sogar um den in Ka-
pitel 2.2 betrachteten Modellfall in der skalaren Situation N = 1 und minimale
Graphen lassen sich priziser definieren — wenn {2 beschriankter Lipschitz-Bereich
ist — als die Minimierer des Funktionals

Ay, lu] == /Q V1+|Vul2dZL" + |Du|(Q) + /(99 lug — Tou| ds#" ™t

in BV (), zu gegebenen Randwerten ug € L' (9Q; " 1).

Insbesondere lassen sich natiirlich die Existenz- und Regularitéitsresultate
aus Kapitel 2.2 auf minimale Graphen anwenden. Auflerdem kann man zeigen,
dass der Subgraph SG,, := {(z,t) € R""! : u(z)} eines minimalen Graphen u
eine minimale Menge ist in jeder offenen und beschriankten Teilmenge von 2 x R
(sieche [38]), und deshalb sind auch die Resultate aus Kapitel 3.1.1 verfiighar.
Tatsédchlich gelten jedoch fiir minimale Graphen sogar noch bessere Regula-
ritétssétze:

Satz 3.11 (Innere Regularitit minimaler Grpahen). Sei () ein beschrink-
ter Lipschitz-Bereich in R"™ und v € BV (Q) ein Minimierer von Ay, zu Rand-
werten ug € L1 (0Q; 1), Dann ist u € C*().

Beweisskizze. Nach der Vorbemerkung und Kapitel 3.1.1 ist 9SG, glatt aufler-
halb einer abgeschlossenen Menge mit Hausdorff-Dimension < n—7. Bezeichnet
Y. die Projektion dieser Menge auf € x {0}, so ldsst sich nun zeigen, dass u
glatt ist auBerhalb von ¥, also insbesondere |D%u|(2\ ¥) = 0. Wegen (1.8) ist
dann aber schon D*u = 0, also u € W11(2). Wissen wir dies erst einmal, so
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kann man die {ibliche schwache Formulierung der Minimalflichengleichung fiir
u hinschreiben und es lisst sich eine a-priori-Abschétzung aus [20] herleiten, die
im Wesentlichen das Supremum von Vu durch das Supremum von u abschétzt.
Lokale Beschrinktheit von u ldsst sich aber recht einfach (beispielsweise mit
parametrischer Theorie) zeigen und es folgt lokale Beschrénktheit von Vu auf
Q. Ab dieser Stelle lisst sich hohere Regularitéit aus der Standardtheorie ellip-
tischer partieller Differentialgleichungen gewinnen. O

Bemerkung 3.12 (Eindeutigkeit minimaler Graphen I). Das approzima-
tive Differential Vu eines Minimierers von A, ist eindeutig durch die Rand-
werte ug € L'(0Q, RN ; 1) bestimmt; dies folgt leicht aus der Tatsache, dass
Ay, konvex von u und sogar strikt konvex von Vu abhdngt. Zusammen mit dem
vorigen Regularititssatz sehen wir, dass tatsdchlich sogar die ganze Ableitung
Du eindeutig bestimmt ist und deshalb sind minimale Graphen eindeutig bis
auf eine additive Konstante.

Dass minimale Graphen tatsdchlich die vorgegebenen Randwerte ug reali-
sieren kann man im Allgemeinen nicht erwarten. Es gilt jedoch der folgende
Satz, der eine Verbindung zur klassischen Theorie herstellt.

Satz 3.13 (Randwerte minimaler Graphen, [40]). Es sei ) ein beschrink-
ter Lipschitz-Bereich in R"™ und uw € BV (Q) ein Minimierer von Ay, zu Rand-
werten ug € LY (0Q; 5™~ 1). Hat Q) nahe einem Punkt xo € 0Q nichtnegative
mittlere Krimmung und ist ug stetig in xqg, so gilt

Bemerkung 3.14 (Eindeutigkeit minimaler Graphen II). Ist Q ein be-
schrinkter Lipschitz-Bereich in R™ und ug ein stetiges Randdatum auf 092, so
lasst sich zeigen, dass der Minimierer von A, (vollstindig) eindeutig ist. Ist
Q sogar C?, so folgt dies direkt aus dem vorigen Satz, da es dann stets einen
Punkt xq € 000 gibt, nahe dem 0S) nichinegative mittlere Kriimmung hat.

Ohne derarige Zusatzvoraussetzungen kann man allerdings weder Eindeu-
tigkeit noch Annahme der Randwerte erwarten:

Beispiel (Nichteindeutigkeit und Nichtannahme der Randwerte, [46]).
Es 1 <1 < /2 firiert und Q sei die Menge aller Punkte in |—1,1[>C R2, die
zu jedem der 4 Eckpunkte (£1,£1) Abstand > r haben. Weiter sei die Rand-
funktion ug auf O definiert durch ug(z,y) = %M mit einer positiven Kon-
stanten M, also ug = M auf dem Randteil im ersten und dritten Quadranten
und ug = —M im zweiten und vierten. Dann gibt es aus Symmetriegrinden
einen Minimierer u von A,,, mit u(x,0) = 0 = u(0,y) und durch Vergleich
(mittels einem einfachen Mazimumsprinzip) mit expliziten Losungen der Mi-
nimalflichengleichung auf Ringen kann man einsehen, dass u durch eine von
M unabhdngige Konstante L beschrinkt ist auf 2. Wihlt man nun M > L, so
nimmt folglich u die vorgegebenen Randwerte ug nicht an und fir jedes a € R
mit |a| < M — L ist a + u ein Minimierer von Ay, .
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3.2 Zu Minimalflichen von hoherer Kodimension

Auch fiir beliebige Kodimensionen N € IN ldsst sich natiirlich die Frage nach
n-dimensionalen Flichen minimalen Inhalts in RV " stellen und das Problem
kann sowohl vom parametrischen als auch vom nichtparametrischen Standpunkt
betrachtet werden.

Das parametrische Problem kann dabei mit den Methoden der geometri-
schen Mafitheorie (sieche [28, 41]) behandelt werden — und war tatséchlich ein
wesentlicher Anreiz zur Entwicklung dieser Methoden. Eine Moglichkeit be-
steht dabei darin, verallgemeinerte n-dimensionale Fldchen durch sogenannte
rektifizierbare n-Stome zu modellieren. Solchen Stromen lésst sich ein verallge-
meinerter Fliacheninhalt, die sogenannte Masse, zuordnen und die Existenz von
minimalen Strémen, d. h. Strémen mit minimaler Masse, kann mit der direkten
Methode der Variationsrechnung gezeigt werden. Fiir solche minmalen Strome
gelten partielle Regularitéitsséitze aus [44, 5, 4] und die Frage nach einer Dimen-
sionsreduktion fiir die singuldre Menge ist in Almgren’s monumentalem Paper
[6, 7, 8] studiert worden.

Eine erfolgreiche” nichtparametrische Theorie dagegen ist fiir den Fall hoher-
er Kodimension N > 1 bisher nicht entwickelt worden. Zwar kann man den
Flicheninhalt des Graphen G, von glatten Funktionen u : Q@ — RN weiter-
hin mit dem Hausdorff-Mafl 7" modellieren, doch ist die Jacobische in der
Flachenformel nun komplizierter und es gilt

Alu] = A7 (G = /Q M(Du)| L™, (3.4)

wobei M(z) den Vektor aller Minoren, also Unterdeterminanten, der Matrix
z € RN™ bezeichnet. Tatséichlich ordnen wir z dabei neben den (kxk)-Minoren
mit 1 < k < min{n, N} formal auch noch eine (0x0)-Minore mit dem Wert
1 zu, die ebenfalls in M(z) eingetragen wird. Sind nun n und N beide grofier
als 1, so ldsst sich das Funktional A aus mehreren Griinden nur schwer be-
handeln: Erstens ist A nicht konvex (sondern nur polykonvex) und zweitens
hat es nicht mehr lineares Wachstum und geniigt tatséchlich keiner Standard-
Wachstumsbedingung. Dennoch kann man mit einer Variante der Lebesgue-
Serrin-Erweiterung A auf BV-Funktionen oder verwandte Funktionenrdume zu
einem unterhalbstetigen Funktional fortsetzen (siehe [1, 32]). Diese Funktiona-
le lassen sich dann zwar minimieren, doch sind sie im Allgemeinen nichtlokal,
nicht durch Integrale darstellbar und erlauben keine weitergehende Interpretati-
on. Daher erscheint es — bei derartigem Vorgehen — unmoglich, Regularitét von
Minimierern zu beweisen, und es stellt sich daher die Frage, ob diese Art der
Fortsetzung iiberhaupt sinnvoll ist. Tatséchlich sind fiir die Euler-Gleichung von
(3.4), also das Minimalflichensystem, sogar negative Resultate (Nichtexistenz,
Uneindeutigkeit und Irregularitit) in klassischen Funktionenridumen bekannt;
siehe [36].

"Jedoch finden sich in [49, 50, 1, 32] einige interessante Resultate.
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