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Kapitel 1

Mafle

Einleitung: Das Mafiproblem

Diese Vorlesung beschiftigt sich mit Konzepten des Messens von Mengen, ins-
besondere mit Messungen

e des k-dimensionalen Inhalts von Teilmengen von R™ (0 < k <n € IN)
und spezieller mit Messungen

e der Anzahl der Elemente einer Menge (k = 0),

e der Linge einer Kurve (k = 1),

e des Inhalts einer Fliche (k = 2)

e oder des Volumens eines Raumbereichs (k = 3).

Die Messung ordnet dabei den Teilmengen von R"™ eine (moglicherweise unend-
liche) nichtnegative Kennzahl zu. Als mathematisches Modell bieten sich daher
Abbildungen

w: Z(R") — [0, 0]

auf der Potenzmenge &(R™) von R", also der Menge aller Teilmengen von R",
an. Folgenden Grundeigenschaften von p erscheinen plausibel:

o (D) =0,
e (Mengen-)Monotonie: pu(A) < p(B) fir A,B € Z(R"™) mit A C B,
o Additivitat!': u(A U B) = u(A) + u(B) fiir disjunkte A, B € 2(R").

e Additivitét bei abzihlbarer? Vereinigung, genannt o-Additivitit:
p(UsS, Ai) = 5o w(A;) fiir disjunkte® Ay, Aa, As, ... € P(R"),

!Genauer sollte man hier von Additivitét bei endlicher Vereinigung oder kurz von endlicher
Additivitat sprechen.

2 Additivitit bei iiberabzéhlbarer Vereinigung ist fiir & > 0 nicht sinnvoll: Dann soll nidmlich
einerseits p({z}) = 0 fiir alle Einermengen {z} mit z € R" gelten. Andererseits soll es
aber auch Mengen A € Z(R") mit u(A) > 0 geben. Da jedes A disjunkte Vereinigung von
Finermengen ist, wiirde iiberabzihlbare Additivitit zu einem Widerspruch fithren.

3In dieser Vorlesung wird ‘disjunkt’ stets im Sinne von ‘paarweise disjunkt’ gebraucht.
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e Translationsinvarianz®: (b + A) = p(A) fiir b € R® und A € Z(R"),
e Rotationsinvarianz®: u(TA) = u(A) fir T € O(n) und A € Z(R").

Dabei sind Monotonie und Additivitdt als Spezialfille in o-Additivitéit ent-
halten, und Translations- und Rotationsinvarianz werden zusammenfassend als
Bewegungsinvarianz bezeichnet.

Leider kann man fiir £ > 0 nicht alle diese Anforderungen an k-dimensionale
Inhalte aufrechterhalten. Dies zeigt der folgende Satz (von G. Vitali, ~1905):

Satz 1.1 (iiber die Unlésbarkeit des Maflproblems). Es gibt keine o-
additive und translationsinvariante Abbildung p: Z(R™) — [0,00] mit 0 <
u([0,1") < oo.

Beweis. Wir nehmen an, es gébe doch ein solches p und leiten einen Wider-
spruch her. Dazu rechnen wir zuerst mit o-Additivitéit, Translationsinvarianz
und Monotonie nach:

p(0.2[) = Y p+01M = D w(0,1[") < 2°u((0,1]") < oo.

z€{0,1}" z€{0,1}"

Jetzt wihlen wir ein Représentantensystem A des Faktors R™/Q" in [0, 1],
d. h. wir bilden eine Teilmenge A von R"™ durch Auswahl eines Reprisentanten
in [0,1]" aus jeder Restklasse z + Q™ mit z € R™. Dann ist (¢ + A)gecqn eine
abzahlbare Familie disjunkter Mengen mit

o1 c |J (¢+4),
q€Qrn[—1,1]"

Unter Verwendung von Monotonie, o-Additivitdt und Translationsinvarianz

folgt
0<p(0,") < > pg+A) = > 4

q€QN[-1,1]" q€QN[-1,1]"
und deshalb muss p(A) > 0 gelten. Andererseits ist

.2'> | @+4)
qunﬁ[O’l[n

und wir erhalten

o> u(0,2M) > Y w(A).

qeQmN[o,1["

Da auf der rechten Seite der letzten Formel unendlich viele gleiche Summanden
stehen, folgt p(A) = 0 und der gewiinschte Widerspruch ist erreicht. O

“Dabei ist b+ A:={b+a : a € A}.

50O(n) bezeichnet die Gruppe der orthogonalen (nxn)-Matrizen, die insbesondere die Ma-
trizen zu Rotationen und Spiegelungen enthilt. Und wir schreiben TA := {Ta : a € A} fur
das Bild von A unter (Multiplikation mit) 7.
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Die Menge A aus dem Beweis des Satzes wird mit Hilfe des Auswahlaxioms
gebildet und tatséchlich sind auch andere Mengen, die zu derartigen Wider-
spriichen fithren, dhnliche pathologische Konstruktionen®. Es gibt nun zwei We-
ge zur Umgehung des Mafiproblems und der Problematik solcher Mengen: Man
kann

e entweder den Definitionsbereich von u einschrinken und statt auf ganz
Z(R™) nur auf gewissen Teilsystemen o C Z(R™) arbeiten, die aber
dennoch alle “verniinftigen” Mengen enthalten.

e oder die Forderung der o-Additivitdt abschwéichen zu o-Subadditivitét:
(U Ai) < S, pu(Aj) fiie alle Ay, Ay, Ay, ... € 2(R").

Wir folgen im Wesentlichen dem ersten Weg. Es gibt aber Zusammenhénge
zwischen den beiden Vorgehensweisen und wir werden uns in Abschnitt 1.6 auch
mit dem zweiten Weg beschiftigen.

AuBerdem wollen wir auch Messungen von Wahrscheinlichkeiten be-
handeln. In diesem Fall soll fiir eine Menge A von moglichen Zufallsereignissen
die Kennzahl p(A) die Wahrscheinlichkeit angeben, dass eines der Ereignisse aus
A eintritt. Nun sind Mengen von Ereignissen im Allgemeinen keine Teilmengen
von R™ und Bewegungsinvarianz von g macht in diesem Kontext keinen Sinn.
Deshalb entwickeln wir im Folgenden eine Theorie o-additiver Abbildungen

p: o/ — [0, 00]

auf Teilmengen </ von Z({)) mit einer beliebigen, von nun an fixierten
Grundmenge Q. Den Modellfall des k-dimensionalen Inhalts auf R werden
wir aber im Auge behalten.

1.1 o-Algebren und Mafle

Definition 1.2 (o-Algebren und Messridume). Fine Teilmenge </ der Po-
tenzmenge P () von Q heif§t eine o-Algebra iber Q, wenn gelten:

o ) c.a,

o of ist abgeschlossen unter Komplementbildung, also:
Aced = Q\Aed,

e of ist abgeschlossen unter abzdhlbarer Vereinigung, also:
Ay, Ag  Ag, ... € = U;.ilAl €.

Ist o7 eine o-Algebra iiber Q, so heifit das Paar (2,./) ein Messraum, die
Mengen in o/ werden auch (<7 -)messbare Mengen und die Mengen in 22 () \ .o/
nicht-(<f - )messbare Mengen genannt.

SEine weitere bekannte Konstruktion ist das Paradoxon von Banach und Tarski aus dem
Jahr 1924.
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Bemerkungen. Unsere ersten einfachen Beobachtungen sind:

e Jede o-Algebra of iiber € ist abgeschlossen unter abzihlbarem Durch-
schnitt und es gilt stets Q € of .

e {0,Q} und P(Q) sind (die extremen Beispiele von) o-Algebren diber €.

o Ist ();er eine Familie von o-Algebren iber Q (mit beliebiger Indexmenge
I), so ist (\;c; <% wiederum eine o-Algebra tiber €.

Definition 1.3 (Erzeugte o-Algebren). Sei & eine beliebige Teilmenge von
P(Q). Nach der vorigen Bemerkung ist der Durchschnitt aller o-Algebren <
tber Q, fir die & C o gilt, selbst eine g-Algebra. Wir nennen diese o-Algebra
die von & erzeugte o-Algebra und bezeichnen sie mit o(&).

Bemerkung. Nach Definition ist & C o(&) und es gilt die Implikation
o o-Algebra mit & C o/ = o(&) C .
In diesem Sinne ist 0(&) die kleinste o-Algebra, die & enthilt.

Definition 1.4 (Mafle und Mafiriume). Sei (Q, <) ein Messraum. Eine
Abbildung

p: o/ — [0, 00]

heifit ein Maf auf (Q, o), wenn u(@) = 0 gilt und p im folgenden Sinne o-
additiv ist: Fir disjunkte Ay, As, As,... € o gilt stets

M<QA> _ i u(As)

Ist p ein Maf$ auf (2, 7)), so heifit das Tripel (Q, 7, p) ein Mafraum.

Definition 1.5 (Wahrscheinlichkeitsmafle). Ist (€2, <7, p) ein MafSraum mit
w(Q) = 1, so heifit p ein Wahrscheinlichkeitsmafl und (2,97, p) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.

Bemerkung. Ist (p;)ic; eine beliebige Familie von Mafen auf (2, 9), und
(wi)ier eine Familie von Parametern in [0,00], so definiert die Vorschrift’

(; wm) (A) = ZE; wipi(A)  fir Ae o

ein weiteres Maf$ Y . ;wip; auf (,47). Dabei verwenden wir die in dieser
Vorlesung stets giiltige Konvention 0 - oo := 0 =: oo - 0.

"Dabei ist eine moglicherweise tiberabzidhlbare Summe Zie 1 @i nichtnegativer Zahlen a;
erklért als sup { ZZEE a; : F ist endliche Teilmenge von I}.

8
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Modellbeispiel. Als konkretes Beispiel, an das wir uns dfter zurickerinnern
werden, betrachten wir den endlichen Grundraum

Q=1{1,2,3,4,5},

die o-Algebra

o = {(D’ {1}7 {27 3}7 {47 5}7
{1,2,3},{1,4,5},{2,3,4,5},
{1,2,3,4,5}}

und das Maf$ p auf (2, o7) mit

WA= > 2*  firAed.
z€AN{1,2,3}

Insbesondere erfillt dieses Mafs

p({13) =1, p({2,3}) =13,  p({45}) =0 und  p(Q)=14,
wdhrend beispielsweise p({2}) nicht definiert ist.

Beispiele. Fiir einen allgemeinen Grundraum $) lassen sich folgende Beispiele
von Mafen auf (2, 2(Q)) sofort hinschreiben: Man definiert

1 fallsxe A

e das Dirac-Ma8} 6, zu x € Q durch 6,(A) :=1a(z) = {0 falls x ¢ A

fir A e (). Mit der vorigen Bemerkung bildet man daraus (A € 2 (Q2))

o das Zdhlmal3 § .= _, 6, mit {(A) = #A = Anzahl der Elemente von A
(€ entspricht dem 0-dimensionalen Inhalt aus der Einleitung),

e das Nullmafs 0-& mit (0-&)(A) =0,

oo falls A+

e das co-Maf} 0o - € mit (00 - &)(A) = {0 falls A =0

e und allgemeiner zu jeder Familie (wg)zeq von Parametern in [0,00] ein
diskretes Mafl w := o wy0, mitw(A) =3 4wz undw({z}) = wy.
Ist Y cqwz =1, s0 ist w ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf.

Man prift leicht nach, dass diskrete Mafle (und folglich alle vorausgehenden
Beispiele) sich nicht nur o-additiv, sondern sogar tiberabzihlbar-additiv verhal-
ten. Ein Beispiel eines Mafles auf (2, (), das die letzte stirkere Figenschaft
nicht mehr hat, ist (bei iberabzihlbarem )

0 falls A endlich oder abzdhlbar

e das Uberabzihlbarkeitsmaff R(A) =
oo falls A iberabzdihlbar
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Bemerkung (Fortsetzung von und Einschrinkung auf Teilmengen).
Sei (Q,97) ein Messraum und X € (). Dann ist

d|X ={ANX : Ac o}

eine o-Algebra iber X, genannt die Spur-o-Algebra von o/ auf X. Mafle auf
| X kann man stets auf of erweitern:

o Ist yu ein Maf auf (X,<|X), so erhalten wir daraus ein Map 1° auf
(Q, ) durch
pP(A) == p(ANn X) fir Ae o .

Ist X € o, soist | X = o/ NP (X) und wir erhalten zusdtzlich:

e Die FEinschrinkung M‘W‘X eines Mafles u auf (2,.97) ist ein Maf3 auf
(X, 7] X).

o 1V ist eine Fortsetzung von ju, also ”O‘W\X = U

o Schrinken wir ein Maf p auf (Q, o7) erst ein und setzen es dann wieder
M‘%\X)O auf (Q, ). Wir werden
in Abschnitt 2.6 die Schreibweise 1 x - fiir dieses neue Majf$ kennenlernen.

fort, so erhalten wir ein weiteres Mafs (

Satz 1.6 (iiber Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Seien (2,97, 1) ein
Mafraum und Ay, Ao, As, ... € .

e Dann gilt
k

f(Ua) = ima(Un)
o Ist u(Ay) < oo, so gilt aufSerdem
00 k
() = tme(02)
Bemerkungen.

e Im Fulle einer aufsteigenden Folge Ay C Ay C A3 C ... vereinfacht sich
die erste Aussage zu ,u( U2, AZ-) = limg_y o0 pt(Ag).

e Und im Falle einer absteigenden Folge A1 D Ay D A3 D ... mit u(Ay) <
oo gibt die zweite Aussage M(Ufil Ai) = limg 00 p(Ag).

e Die Notwendigkeit der Voraussetzung u(Aj) < oo im zweiten Teil erkennt
man am Beispiel (Q, o/, u) = (N, Z(N), &) mit A; ={m € N : m >i}.

Beweis des Satzes. Wir betrachten die disjunkt gemachten Mengen

k—1
B :=Ap\ [ 4.

i=1

10
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Fiir diese erhalten wir mit der o-Additivitéit von

[e'e) [%S) k k
u< U Bi> =D nlBi) = Jim > u(B;) = klgngou< U Bi> -
i=1 =1 i=1 =1

Da U, B; = U, A fiir alle k € NU {oc} gilt, zeigt diese die erste Behaup-
tung. Die zweite Behauptung ergibt sich durch Anwendung der ersten auf die
Komplemente A; \ A;. O

1.2 Halbringe und Pramafle

Wir kommen jetzt zuriick auf das Problem des n-dimensionalen Inhalts von
Teilmengen von R™, also auf den Fall ¥ = n aus der Einleitung. Wie zu-
vor erldutert, wollen wir den n-dimensionalen Inhalt durch ein Mafl auf ei-
ner “groflen” o-Algebra {iber R™ modellieren, die alle “verniinftigen” Mengen
enthélt. Die Definition eines solche Mafles muss gewissermaflen alle Formeln
fiir Inhaltberechnungen (fiir Dreiecke, Quader, Pyramiden, Kreise, Kugeln und
was es sonst noch alles gibt) enthalten und kann deshalb nicht so einfach hinge-
schrieben werden. Es gibt nun etliche verschiedene Konstruktionsverfahren. Wir
gehen hier so vor, dass wir unsere Messvorschrift zunéchst nur auf einem Halb-
ring, einem “kleinen” Mengensystem, definieren und dann auf eine o-Algebra
fortsetzen:

Definition 1.7 (Halbringe®). Fine Teilmenge ¢ der Potenzmenge ()
heif$t ein Halbring tber , wenn gelten:

o )7,

o 2u A, B € I gibt es stets ein k € IN und disjunkte Hy, Ho, ..., Hy €
mit A\ B =, H,,

o J7 ist abgeschlossen unter endlichem Durchschnitt, also:
A Be # — ANBec 7.

Bemerkung. Jede o-Algebra diber Q) ist auch ein
Halbring tiber 2.

Notation & Beispiel. Fir a,b € R™ schrei- B
ben wir im Folgenden a < b, wenn a; < b; fir
i =1,2,...,n gilt. Sind a,b € R™ mit a < b, H, A
so definieren wir einen halboffenen Quader [a,b]
durch | H, | Hj
[a, 0] := [a1, b1[X[ag, ba[x ... X [an, bn] A\ B=H, UH, UHs
={zeR":a<z<b}CR". im Halbring %

8Die Terminologie “Halbring” wird durch den folgenden Sachverhalt motiviert: Als
(Mengen-)Ringe bezeichnet man Mengensysteme, die zusétzlich zu den Eigenschaften des
Halbrings abgeschlossen unter symmetrischer Differenz AAB := (A \ B) U (B \ A) sind. Dies
ist insofern konsistent mit dem Begriff des algebraischen Rings, dass Mengen-Ringe mit der
symmetrischen Differenz als Addition und dem Durchschnitt als Multiplikation die Struktur
eines kommutativen Rings im Sinne der Algebra aufweisen.

11



12 KAPITEL 1. Mafe

Mit diesen Bezeichnungen, von denen wir spdter auch naoheliegende Abwand-
lungen verwenden, ist

I = {la,b[: a,b € R" mit a <b}
ewn Halbring tiber R™.
Definition 1.8 (Priamafle). Sei 5 ein Halbring iber Q. Eine Abbildung

n: A — [0, 0]

heift ein Primaf, wenn n(0) = 0 gilt und n im folgenden Sinne o-additiv ist:
Fir disjunkte Hy, Ho, Hs, ... € S mit \J;o H; € S gilt stets

77<©1H> =gn<m>.

Bemerkung. Ein Primafl unterscheidet sich also von einem Mafl nur durch
die Bauart des Definitionsbereichs (weshalb man hier auch | ;2 H; € H expli-
zit voraussetzen muss). Daraus ergibt sich:

o Jedes Mafs ist auch ein Primaf$ und

e jedes Pramaf, das auf einer o-Algebra definiert ist, ist bereits ein Majs.

Modellbeispiel (Teil II). In unserem Modellbeispiel ist

A =1{0,{1},{2,3},{4,5}}

ein Halbring®, der < erzeugt, und p ist durch die Werte des Primafes 1|,
schon vollig bestimmt. Fine abstrakte Begrindung dafir liefert spdter Satz 1.12.

Auf den halboffenen Quadern aus .#, ist anschaulich klar, wie man den
n-dimensionalen Inhalt zu definieren hat, ndmlich durch

n"(la,b]) = H(b, —a;) fiir alle [a, b€ ., . (1.1)
i=1

Satz & Definition 1.9 (Lebesguesches Pramafl). Die Formel (1.1) defi-
niert ein Pramaf$ n™: S, — [0,00], genannt das n-dimensionale Lebesguesche
Primap.

Zum Beweis des Satzes benutzen wir folgendes Lemma iiber Halbringe:

Lemma 1.10. Sei 57 ein Halbring. Zul € N und A, By, B, ..., B; € 5 gibt
es dann stets ein k € IN und disjunkte Hi, Ho, ..., H € 7€ mit

l k
ANYBi=JH
j=1 i=1

Dieses Beispiel eines Halbrings sehr einfach und nicht charakteristisch, da fiir A # B in
H stets ANB =0 und A\ B = A gelten.

12



1.2. Halbringe und Prdamafe 13

Beweis. Man beweist das Lemma durch Induktion nach [ € IN. O

Beweis des Satzes. Wir zeigen nacheinander:

(1) Endliche Additivitat: Fiir disjunkte Hq, Hs, ..., H; € %, mit Ué’:l H; € .7,
gilt " ( Ué’:l Hj> = Zé’:l n"(Hj),

(2) o-Superadditivitit: Fiir disjunkte By, Be, Bs,... € %, mit U;’il Bj € 4,
gilt ™ ( Ui Bj) > 322 0" (By),

(3) o-Subadditivitit: Fiir beliebige By, B2, Bs, ... € %, mit | ;2 B; € %, gilt
ﬁ"(U;.il Bi) < 2 (Bi)

Aus (2) und (3) folgt dann die gewiinschte o-Additivitdt von 1" und somit
die Behauptung des Satzes. Die Beweise von (1), (2) und (3) folgen:

e Nachweis von (1): Durch Verfeinerung der Zerlegung und Hinzufiigen leerer
Quader kann man hierbei auf den Fall

(Hj)j6{1,2,...,l} = ([a?{l ! a}/l [ X [ ;/2 ! ag2 [ XX [a;zl"_l’a;yl" [)76{172,---7k}n

reduzieren,mitl:k"unda?Sa%§a22S...gafinRﬁirizl,Z...,n
Dann ist
!
0 k 0 k
U = al,al X[az,az[x...x[an,an[

und man rechnet die endliche Additivitat (1) —f—+71-"-"""--
mit dem allgemeinen Distributivgesetz folgen-
dermaflen nach:

n . .
o ([ ok [ a8 [ x .. x [ab k) = [Jak —ab) Verfeinerung ciner

pabey Quaderzerlegung
n n
S IDNGEVISED DI | (R
i=1 ;=1 ye{1,2,...k}mi=1
1 1 -1
= (e e e [ ).

76{17277]6}”
e Nachweis von (2): Seien By, By, Bs, ... € %, disjunkt und
o
A=|]Bjecs,.

j=1
Zu jedem [ € IN liefert Lemma 1.10 ein k& € IN und disjunkte Hy, Ho, ..., Hy €

Z,, mit
l k
A\Bj=JH:.
j=1 i=1

13



14 KAPITEL 1. Mafe

Es folgt, dass By, Bo, ..., B, H{, Ho, ..., Hy alle disjunkt sind mit

k
A=|JBjulJH:.
=1

J=1

Wegen der endlichen Additivitat (1) ist also
!
(A =D 0" (By) + ) " (H) =Y n"(By)
, ; =
fir alle [ € IN und Grenziibergang | — oo zeigt

n'(A) =D n"(B)).
j=1

e Nachweis von (3): Seien By, Ba, Bs, ... € %, mit |J;2, B; € .%,. Wir konnen
also

B; = [a,b] und B; = la;, bi

s

1

.
Il

darstellen mit a < b und a; < b; in R™. Sei jetzt € > 0. Dann gibt es ein b<b
mit und zu jedem i € IN ein a; < a;, so dass

€

nn<ZZU1 Bi) <n"(lab) +e und (@ bi) < 0" (Bi) + 21

gelten. Es ist
[a.0] € | B: | JJai, bil.
i=1 i=1
also bilden die ]a;, b;[ eine offene Uberdeckung des Kompaktums [a,~], aus der

wir eine endliche Teiliiberdeckung (]'dij,bij Dj:l o, auswidhlen kénnen. Wir

setzen Aj := [a;,,b;; [ﬂ[a,g[e S, fiir 7 = 1,2,...,1 und schreiben mit Lemma
1.10

k;
Aj\(AlLJAQU...UAj_l):UHZ-]
=1

mit disjunkten Hj, Hg, e ,H,zj € #,. Mit der endlichen Additivitit (1) folgt'”

kj

o0 (H]) <n"(4).

i=1

Wegen

I a

l ok
abl =4 =UUH
j=1 j=1i=1

0Tatsschlich muss man zur Anwendung von (1) noch A; \Ufil HY als endliche Vereinigung
disjunkter Mengen aus .#, schreiben kénnen. Dies ist nach Lemma 1.10 moglich.

14



1.2. Halbringe und Prdamafe 15

gibt die endliche Additivitat auflerdem

l
0" (fa,bD = 3D 0" (H)).

=1 7=11i=1 7j=1
- n(r~ - n € - n
< Zn ([a;, bi]) +e < Zn (B;) +Z§ +e= Zn (Bi) + 2¢
=1 =1 =1 =1
Da e > 0 beliebig war, folgt (3). O

Bemerkung. Die vorausgehende Verfahrenweise zum Nachweis der o-Subad-
ditivitit (3) wird als 5;-Trick bezeichnet und ist in der Maftheorie oft niitzlich.

Die obige Beweisstrategie lédsst sich verallgemeinern, beispielsweise liefert sie
in der 1-dimensionalen Situation:

Satz & Definition 1.11 (Lebesgue-Stieltjessche Pramafle). Fir jede nicht-
fallende Funktion F: I — R auf einem offenen Intervall I in R definiert die
Vorschrift

nk(la, b)) == F(b—) — F(a—) fiir a < b mit [a,b[C I

ein Pramaf ny: S1N P2 (1) — [0,00] auf dem Halbring %3N P(I). Wir nennen
77}; das Lebesgue-Stieltjessche Primaf$ zu F.

Bemerkungen.

e Die linksseitigen Grenzwerte F(a—) und F(b—) existieren fiir monotones
F stets. Ist F linksseitig stetig, so kann man sie durch die entsprechenden
Funktionswerte ersetzen.

o Arbeitet man mit Intervallen des Typs |a,b], so geht alles analog mit rechs-
seitigen Grenzwerten und rechtsseitiger Stetigkeit.

Beispiele. Zwei Beispiele im Fuolle I = R sind:

e Fiir F(z):=ax +b (mit a € [0,00[, b € R) ist n. = an' ein Vielfaches
des Lebesqueschen Prdmajes.

o Fir F:= 1, o ist!! 77}; = 0, das Dirac-Maf$ zu x € R".

Zum Beweis von Satz 1.11. Man verfihrt ganz analog zum Beweis von Satz 1.9
(und da man jetzt nur in einer Dimension ist, wird manches sogar einfacher)
und verwendet beim Nachweis der o-Subadditivitit zusétzlich die folgende Be-
obachtung: Wegen der Monotonie von F gibt es zu [a,b[C I und € > 0 immer
ein b < b mit F(b—) > F(b—) — & und folglich nk([a,b]) < nk([a,b]) + ¢. O

" Cenauer gesprochen ist 73 die Einschrinkung des Dirac-Mafes §, von Z(R) auf .#;.
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16 KAPITEL 1. Mafle

1.3 Fortsetzung von Priamaflen zu Maflen

Wie schon angekiindigt wollen wir ™ nun vom Halbring .#, auf eine o-Algebra
fortsetzen. Dazu verwenden wir den folgenden Satz iiber die Fortsetzung zu
einem Maf} auf der erzeugten o-Algebra, den wir erst in Abschnitt 1.6 beweisen
werden.

Satz 1.12 (MafBfortsetzungssatz). Sei n: 7 — [0,00] ein Pramaf auf ei-
nem Halbring € dber . Dann gelten:

e Existenz: Es gibt ein Maf pu auf (Q,0(H)) mit p| ,, =n.
e Eindeutigkeit: Ist n o-endlich, so gibt es hichstens ein solches Mafs.
Dabei haben wir schon verwendet:

Definition 1.13 (Endlichkeit und o-Endlichkeit). Sein ein Primafl auf
einem Halbring S iber Q. Ein H € A heifit n-endlich, wenn n(H) < oo gilt.
Und ein A € P(Q) heifst n-o-endlich, wenn es n-endliche Hy, Hy, Hs, ... € A
gibt mat \J;2y H; = A. Schlieflich heifst n selbst (o-)endlich, wenn der Grund-
raum ) eine n-(o-)endliche Menge ist.

Die o-Endlichkeitsvoraussetzung im zweiten Teil des Satzes sollte man sich
technische Voraussetzung vorstellen. Sie schliefit manch unsinnige Situation aus,
wie beispielsweise die, dass .7 gar nicht ganz Q trifft, also Uy, H # Q ist
und g auf (Teilmengen von) Q\ Jyc » H beliebig gewéhlt werden kann. Aber
Vorsicht, auch einige relevante Situationen werden durch diese Voraussetzung
ausgeschlossen: Beispielsweise kénnen wir fiir den k-dimensionalen Inhalt auf
R™ mit £ < n keine o-Endlichkeit erwarten. Deshalb taugt der Fortsetzungssatz
nur fiir & = n: Er liefert in diesem Fall eine Fortsetzung von %" zu einem
Maf§ auf (R",0(#,)) (und fir £k = n = 1 auBerdem eine Fortsetzung von
Nk zu einem Maf§ auf (R,o(# N Z2(I))). Somit kénnen wir also Mengen aus
o(.#,) einen n-dimensionalen Inhalt zuordnen. Im néchsten Abschnitt wollen
wir besser verstehen, was o(.%,) eigentlich ist und welche Mengen wir damit
behandeln kénnen.

1.4 Die Borelsche o-Algebra und das Lebesgue-
Borelsche Maf
Erinnerung:

Definition (Topologien und topologische Riume). Eine Teilmenge T von () heifit eine
Topologie auf 2, wenn gelten:

e D eTund QeT,

e 7 ist abgeschlossen unter endlichem Durchschnitt, also:
o, UeT = OnNnUeT

o 7 ist abgeschlossen unter beliebiger Vereinigung, also:
O; €T firaleiel = U;c;0i €T (bei beliebiger Indexmenge I ).

16



1.4. Die Borelsche o-Algebra und das Lebesgue-Borelsche Maf 17

Ist T eine Topologie auf 2, so heifst das Paar (2, T) ein topologischer Raum. Die Mengen in T nennt
man dann die (T -)offenen Mengen und die Mengen A € Z(Q2) mit Q\ A € T die (T-)abgeschlossene
Mengen.

Bemerkungen.

o [iir zwei topologische Rdaume (Q,Tq) und (X, Tx) lassen sich u. a. die folgenden Konzepte
erkldaren: Inneres, Aufleres, Rand und Abschluf8 von Teilmengen von ; Konvergenz von Folgen
in Q; Stetigkeit von Funktionen'? f: Q — X.

o Jeder metrische Raum, insbesondere jede Teilmenge von R™, ist (mit der iblichen Definition
offener Mengen) auch ein topologischer Raum.

e Trotz der formalen Ahnlichkeit der Definitionen erfahren Topologien in der Mathematik also
eine ginzlich andere Interpretation als o-Algebren.

e Ist X irgendeine Teilmenge eines topologischen Raums (2, T), so ist T|X :={ONX : O € T}
eine Topolgie und (X, T|X) ein topologischer Raum. T|X heifst die Spurtopologie (von T ) auf
X und die Elemente von T|X heifien (relativ) offene Mengen in X.

Definition & Bemerkungen (Kompaktheit). Sei (2, 7) ein topologischer Raum.

o FEine Teilmenge K von Q heift (iberdeckungs-)kompakt, wenn es zu jeder Uberdeckung K C
UieI O; mit offenen Mengen O; € T eine endliche Teiliberdeckung gibt, also ein k € IN und

Oiy, 0y, .-, 04 € T mit K C U5_, Oy

o Fine Teilmenge K von Q2 heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine in (Q, T) konvergente
Teilfolge besitzt.

o Jede kompakte Menge ist auch folgenkompakt. Und jede folgenkompakte Menge in einem me-
trischen Raum ist auch kompakt.

o Kompaktheit ist eine innere Eigenschaft in folgenden Sinne: Eine Teilmenge K von ) ist genau
dann in (2, T) kompakt, wenn sie auch in (K, T|K), also beziiglich ihrer eigenen Spurtopologie,
kompakt ist.

e In R™ sind die Kompakta nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel genau die abgeschlos-
senen und beschrdinkten Mengen.

Definition 1.14 (Borelsche o-Algebra). Sei (2, T) ein topologischer Raum.
Die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra o(T) dber Q0 wird mit B ()
bezeichnet'® und heifit die o-Algebra der Borelschen Teilmengen von Q — oder
kurz die Borel-o-Algebra tiber Q.

Bemerkung (Borel-o-Algebren auf Teilmengen). Versieht man eine Teilmenge
X von  mit der Spurtopologie, so ist B(X) gleich der Spur-o-Algebra #(2)|X .
Folglich gilt (X)) = B(Q) N P(X) genau dann, wenn X selbst in B(N2) ist.

Bemerkungen.

e Per Definition ist T C B(Q), mit anderen Worten: Jede offene Menge
ist Borelsch.

e Da o-Algebren unter Komplementbildung abgeschlossen sind, gilt auch:
Jede abgeschlossene Menge ist Borelsch.

12Definition: f: Q — X heiit stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge unter f wieder offen ist,
wenn also f~1(0) € Tq, fiir alle O € Tx gilt.

3Die Notation Z(f) ist etwas ungenau, da %(Q) nicht nur von €, sondern auch von T°
mafigeblich abhéngt. Meist ist die zugrundegelegte Topologie T jedoch aus dem Kontext klar.
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18 KAPITEL 1. Mafle

e Da o-Algebren auch unter abzdhbarem Durchschnitt und abzdihbarer Ver-
einigung abgeschlossen sind, folgt weiter: Abzihbare Vereinigungen von
abgeschlossenen Mengen, genannt Fg-Mengen, und abzdhlbare Durch-
schnitte von offenen Mengen, genannt Gg-Mengen, sind Borelsch.

e [Im Falle ) = R"™ sind somit schon alle “verniinftigen” Mengen (und viele
mehr) Borelsch. Insbesondere sind halboffene Quader wie in der Definition
von S, sowohl Fy als auch Gg und damit Borelsch. Wir werden sogar die
folgende stirkere Aussage beweisen:

Satz 1.15. Halboffene Quader erzeugen die Borel-o-Algebra iber R™, d. h. fir
den Halbring .#, tiber R"™ aus Abschnitt 1.2 gilt

o(S,) = BR").
Beweis. Es reicht,
I Co(T) und T Co(Zy) (1.2)

zu zeigen. Sind diese Inklusionen ndmlich gezeigt, so gelten nach der Bemerkung
zur erzeugten o-Algebra auch o(.%,) C o(T) und o(7) C o(Z,), also o(&,) =
o(T) = A(X).

Zum Beweis der ersten Inklusion in (1.2) betrachten wir einen halboffenen
Quader [a,bl€ £, mit a < b in R™. Wir schreiben

[a,b[=(V]a1 — 3,b1[ x Jao — 1,0 x ... x Ja, — 3,6, [

17

s

i=1

als abzéhbaren Durchschnitt offener Mengen und erhalten [a,bl€ o(T).

Zum Beweis der zweiten Inklusion in (1.2) sei O eine offene Menge in R"™.
Wir bemerken, dass jedes € O positiven Abstand dist(z, R™ \ O) > 0 zum
Komplement von O hat, und fiir ¢ € ONQ" setzen wir ry := ﬁdis‘c(q, R™\ O)

und

Iq = [Q1—7‘q,Q1+7’q[>< [q2_rq7Q2+Tq[X--- X [Qn_T(an"’_Tq[ejn-

Zeigen wir nun, dass

0= |J ILco(s)
qe0ONQ™

gilt, so sind wir fertig. Zum Beweis dieser
Gleichheit iiberlegen wir uns einerseits, dass je-
der Punkt in I, hochstens Abstand!* r,/n =
Ldist(¢, R" \ O) von ¢ hat und deshalb noch in
O liegt. Und andererseits argumentieren wir wie
folgt: Zu x € O kénnen wir stets ein g € O N Q" Zwei Quadrate des Typs I, in
finden mit (14+2y/n) |z — ¢| < dist(xz,R"™ \ O). einer offenen Menge in R?

MFiir z € I, gilt ja [z — g = Vs @i —a)? < /30 (rg)? = rgv/n.

18



1.4. Die Borelsche o-Algebra und das Lebesgue-Borelsche Maf 19

Dann ist
1 1
. n > ] n —_ — > —
2\/ﬁdlst(q,]R \O) > NG [dist(z, R" \ O) — |z — q|] > |z —q|

und folglich z € I,. O

Ty =

Bemerkungen. Dieselbe Beweisidee zeigt:

o Ls gilt o( S N P(1)) = B(I) iiber Intervallen I in R.

e In jedem separablen'® metrischen Raum wird die Borel-o-Algebra vom
System aller offenen (oder abgeschlossenen) Kugeln erzeugt.

Korollar & Definition 1.16 (Lebesgue-Borelsches Maf3). Es gibt ein ein-
deutig bestimmtes Maff 5" auf (R, B(R")), das auf %, mit dem Lebesgue-

schen Pramaf n™ tbereinstimmt. Wir nennen 8" das n-dimensionale Lebesgue-
Borelsche Mayfs.

Beweis. Schreiben wir R"™ = (2, [—i,4[", so ist ersichtlich, dass n™ o-endlich
ist. Daher konnen wir "™ nach dem Mafifortsetzungssatz 1.12 auf genau eine
Weise zu einem Mafl 5" auf (R",0(%,)) fortsetzen, fiir das 8" g, =" gilt.
Geméf dem vorigen Satz ist aber o(.%,) = Z(R"). O

Bemerkung. Die Lebsgue-Stieltjesschen Prdmafe 77}; lassen sich ganz analog
zu Mafen B3 auf (I, B(I)) fortsetzen.

Wir erwarten natiirlich, dass 5" bewegungsinvarint ist. Dies ist auch so (sie-
he Korollar 1.41), aber im Moment begniigen wir uns erst einmal mit Transla-
tionsinvarianz und Skalierungsverhalten von 5":

Satz 1.17 (iiber die Translationsinvarianz von 3"). Seien A € Z(R") und
x € R™. Dann ist x + A € B(R") und es gilt

Bz + A) = B"(A).
Beweis. Sei xz € R™ fiir den restlichen Beweis fixiert. Wir betrachten
By ={Aec BR") : z+Ac BR")} C BR").

Man priift leicht nach, dass %, eine o-Algebra ist, die alle offenen Mengen
enthélt. Mit der Bemerkung zur erzeugten o-Algebra folgt %, = #B(R"), also
x4+ Ae BR") fir alle A € B(R").

Jetzt definieren wir durch 3, (A) := "(x+ A) eine Abbildung 3,: Z(R") —
[0, 00]. Man rechnet nach, dass 3, ein Maf} ist und fiir [a, b€ .#, findet man:

n

Be([a,b]) = n"(z+][a,b]) = H ((zitbi) — (zita;)) = H(bi —a;) =n"([a,b]).

i=1 i=1

Also stimmt S, auf .%, mit n" iiberein und aus dem Eindeutigkeitsteil des
MafBfortsetzungssatzes folgt 5, = ™. Dies ist die Behautung. O

15Definition: Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare, dichte Teil-
menge enthélt. Dabei heifit eine Teilmenge eines topologischen Raumes dicht, wenn ihr Aufleres
die leere Menge ist.
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20 KAPITEL 1. Mafle

Analoge Argumente ergeben zwar nicht die Bewegungsinvarianz von (5",
aber doch zumindest die von Z(R").

Satz 1.18 (iiber das Skalierungsverhalten von 3™). Seien A € Z(R") und
r € [0,00[. Dann ist rA € B(R") und es gilt

p*(rA) =r"g"(A).

Beweis. Fiir r > 0 beweist man dies genau wie den vorigen Satz. Im Falle r = 0
schliet man "({0}) = 0 aus der fiir alle € > 0 giiltigen Abschétzung

A" ({0}) < 5"([0,e[*) = 1" ([0,e[") = " O

Satz 1.19 (iiber die Eindeutigkeit von 8™). 8" ist das einzige translations-
invariante Maf auf (Q, B(R™)) mit f™(]0,1[") = 1.

Beweisskizze. Ist p ein weiteres solches Mafl; so finden wir durch Zerlegung
von [0,1[" in ky - ko - ... - k, maBgleiche Teilquader zuerst, dass p und " auf
Quadern der Form [0, k—ll[x[O, k—lz[x ... x [0, %[ mit k; € IN {ibereinstimmen.
Daraus ergibt sich dann Ubereinstimmung auf allen Quadern [a,b] mit a < b
in Q™. Diese Quader bilden einen Halbring, der #(R™) erzeugt. Deshalb ist
u = B™ nach dem Eindeutigkeitsteil des Mafifortsetzungssatzes 1.12. O

1.5 Nullmengen, Vervollstindigung, Lebesgue-Maf3
(oder: Auch Borel-Mengen sind noch nicht genug)

Definition 1.20 (Nullmengen). Sei (2,9, 1) ein Maffraum. FEine Menge
A € o heifst eine (u-)Nullmenge, wenn p(A) =0 ist.

Unsere erste Beobachtung zu Nullmengen ist nun, dass Modifikation durch
eine Nullmenge das Maf} nicht veréndert:

Lemma 1.21. Fir einen Mafiraum (Q, o7, ), ein A € &7 und eine p-Nullmenge
N ist stets
(AU N) = u(A) = u(A\ N).

Beweis. Wegen der Monotonie von g ist p(IN \ A) = 0 und mit der Additivitét
von p folgt p(AUN) = u(A) + u(N \ A) = u(A). Genauso sieht man p(A) =
WANN) +p(ANN) = u(A\ N) ein. O

Als Niéchstes wollen wir uns kurz mit Kriterien fiir Nullmengen beschéfti-
gen: Allgemein folgt aus der o-Additivitdt von u, dass jede abzéhlbare Vereini-
gung von p-Nullmengen wieder eine y-Nullmenge ist. Speziell fiir das Lebesgue-
Borelsche-Maf} gilt auflerdem:

Satz 1.22. Jeder echte affine Unterraum von R™ ist eine S™-Nullmenge.

Teilbewers. Wir bemerken zuerst, dass jeder Unterraum abgeschlossen, also Bo-
relsch ist. Jetzt beschrinken wir uns auf den Fall einer Achsen-Hyperebene
H={zecR": xz, =0}, wobei v € {1,2,...,n} fixiert ist. Der allgemeine Fall
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1.5. Nullmengen, Vervollstidndigung, Lebesgue-Maf 21

wird daraus folgen sobald wir in Korollar 1.41 die volle Bewegungsinvarianz von
8™ gezeigt haben.
Sei i € IN beliebig. Wir schlieen aus

B(H N [—i,i[") < n"({z € [—i,i[": 0 <z, <e}) < (20)" e

fiir alle e > 0, dass H N [—14,4[" eine 5"-Nullmenge ist. Damit ist H eine abzihl-
bare Vereinigung von 8™-Nullmengen, also selbst eine S"-Nullmenge. O

Der vorige Satz wiirde ein einfaches und schlagkréftiges Kriterium fiir Null-
mengen liefern, wenn auch jede Teilmenge T einer pu-Nullmenge N wieder eine
u-Nullmenge wire. Letzteres klingt plausibel, ist allerdings nicht immer der
Fall, denn es kann passieren, dass T' gar nicht messbar ist (also T' ¢ o gilt).
Daher definieren wir:

Definition 1.23 (Vollstindige Mafle). Ein Mafraum (2,7, ) heifst voll-
stindig (und p ein vollstindiges Maf$ auf (2, 7)), wenn jede Teilmenge einer
wu-Nullmenge wieder zu o/ gehort (und damit selbst eine p-Nullmenge ist).

Ist ein Mafiraum nicht vollstdndig, so konnen wir das obige Problem nicht-
messbarer Teilmengen einfach dadurch beheben, dass wir jede Teilmenge einer
Nullmenge per Definition zu einer messbaren Menge erkldren. Wie dies funk-
tioniert und dass dabei nichts mit der Additivitit des MafBles schiefgeht, besagt
der folgende Satz:

Satz & Definition 1.24 (Vervollstindigung von Mafliriumen). FEs sei
(Q, o/, 1) ein MafSraum. Dann ist

My, ={AUT : T ist Teilmenge einer p-Nullmenge und A € o/}
eine o-Algebra iber Q mit o C M), und die Vorschrift
n(AUT) = p(A) fir A € o/ und jede Teilmenge T einer pu-Nullmenge

definiert ein vollstandiges Maf 7t auf (2, A),) mit B|,, = 1 Man nennt M, die
o-Algebra der p-messbaren Mengen und (S, 4, i) die Vervollstindigung von
(Q, o, ).

Modellbeispiel (Teil III). In unserem Modellbeispiel ist {4,5} (abgesehen
von () die einzige pu-Nullmenge. Die Vervollstindigung macht nun auch die
Teilmengen {4} und {5} zu Nullmengen, genauer ist

A, = {0,{1},{2,3}, {4}, {5},
{1,2,3},{1,4},{1,5},{2,3,4}, {2, 3,5}, {4, 5},
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,4,5},{2,3,4,5},
{1,2,3,4,5}}

und das Maf @ ist durch die Festleqgungen

a({4}) =0 wnd ({5} =0
(und natiirlich fi(A) = p(A) fir A € o/ ) bestimmd.
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22 KAPITEL 1. Mafe

Bemerkung (Minimalitéit der Vervollstindigung). Ist (Q,,QZ i) irgend-
ein vollstindiger MafSraum mit of C o und ﬁ‘% =, so gilt M, C o und
ﬁ‘%ﬂ = @. In diesem Sinne ist i die eindeutig bestimmie kleinste Fortsetzung
von p zu einem vollstindigen Maf auf dem natiirlichen Definitionsbereich 4, .

Beweis des Satzes. Man verifiziert problemlos, dass &/ C .#,, gilt und .#,, ab-
geschlossen unter abzéhlbarer Vereinigung ist. Um zu sehen, dass .#,, abge-
schlossen unter Komplementbildung ist, schreibt man fiir A € & und T' C N
mit einer p-Nullmenge N

Q\(AUT)=[Q\(AUN)JU[N\(AUT)] € 4, .
Sy CN

Damit ist .#, eine o-Algebra.

Weiter iiberlegen wir uns nur noch, dass & wohldefiniert ist, dann folgen die
restlichen Behauptungen sofort. Sei dazu M € .#,, auf zwei Weisen dargestellt,
also

AUT =M =AUT
mit A, Ae o/, T CN, T C N und mit p-Nullmengen N und N. Dann gilt

AUNUN=AUNUN
und nach Lemma 1.21 ist
1w(A) = p(AUNUN) = n(AUNUN) = p(4).

Folglich ist die Definition von (M) unabhéngig davon, ob wir die Darstellung
M = AUT oder die alternative Darstellung M = AU T betrachten. Dies war
Zu zeigen. ]

Ausgehend von einem Prémafl n auf einem Halbring % wollen wir nun
den Mafifortsetzungssatz 1.12 und die Vervollstéindigung hintereinanderschal-
ten. Wir setzen also zunédchst 1 zu einem Mafl p auf o(7#) und dann p zu
einem vollstdndigen Mafl 1z auf ., fort'%. In dieser Weise definieren wir jetzt
das Lebesguesche Maf3, das wohl wichtigste Maf3 iiberhaupt und dasjenige Ob-
jekt, das der Vorstellung eines n-dimensionalen Inhalts auf R™ am Nichsten
kommt:

Definition 1.25 (Lebesguesches Maf). Sei (R", #", ") die Vervollstin-
digung des Lebesgue-Borelschen Mafiraums (R™, Z(R"), ™). Wir nennen ™
die o-Algebra der (Lebesgue-)messbaren Teilmengen des R™ und £™ das (n-
dimensionale) Lebesguesche Map.

Ganz analog definieren wir auch:

16Ubrigens kann man in vielen Fillen auch zu einem Maf auf einem noch gréBeren Definiti-
onsbereich als .#,, fortsetzen, aber Eindeutigkeit solcher Fortsetzungen kann man nicht mehr
erwarten.
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Definition 1.26 (Lebesgue-Stieltjessche Mafle). Sei I ein offenes Intervall
inR, F: I — R sei nichtfallend und (I, ///},.2}) sei die Vervollstindigung von
(I, 8(I),BL). Dann heifit £, das Lebesgue-Stieltjesssche Mafy zu F.

Auf die Lebesgue-Stieltjesschen Mafle werden wir in Abschnitt 1.8 zuriick-
kommen, wo wir sehen werden, dass alle “gutartigen” Mafle auf Intervallen diese
Form haben. Hier konzentrieren wir uns erst einmal auf " und die o-Algebra
A" seiner messbaren Mengen.

Bemerkung. Die Translationsinvarianz und das Skalierungsverhalten von "
auf B(R™) (Sitze 1.17 und 1.18) tibertragen sich auf L™ und A™. Aus Satz 1.19
und der Bemerkung zur Minimalitdt der Vervollstindigung ergibt sich aufler-
dem eine Eindeutigkeitsaussage'” fiir £™. Einen schineren Eindeutigkeitssatz
fiir ™ werden wir in Abschnitt 1.8 kennenlernen.

In Anbetracht der Translationsinvarianz von .£" erhalten wir aus Satz 1.1:

Korollar 1.27 (Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Mengen). .Z" ist
eine echte Teilmenge von Z(R™).

Eine Analyse des Beweises von Satz 1.1 zeigt, dass tatsdchlich die dort
konstruierte Menge A nicht in .#Z™ ist. Solche Beispiele nicht-messbarer Mengen
heiflen Vitali-Mengen in R”.

Man mag sich fragen, welchen Gewinn die Vervollstdndigung des Lebesgue-
Borelschen Mafles 5™ zum Lebesgueschen Mafl £ eigentlich bringt: Was nutzt
diese Fortsetzung von Z(R") auf .#"™, wo man doch trotz allem nicht auf ganz
Z(R"™) fortsetzen kann? Schliefllich konnten wir schon zuvor die Mengen der
sehr reichhaltigen Klasse #(R™) messen und wir haben bisher kein Beispiel
einer Menge angegeben, die in .Z™\ ZB(R") liegt. War Z(RR") dann nicht auch
genug?

Die Anwort ist, dass Z(R") tatséchlich noch nicht genug war, denn es gibt
(hauptséchlich zwei) Griinde, die fiir (die Fortsetzung auf) .#™ sprechen: Ei-
nerseits werden wir im folgenden Abschnitt 1.6 sehen, dass .Z™ noch auf eine
zweite natiirlich Weise als Definitionsbereich ins Spiel kommt. Und andererseits
ist .#™ tatséchlich viel groBler als Z(R"):

Satz 1.28. Z(R") ist gleichmdchtig® zu R, wihrend 4™ gleichmichtig zu
Z(R) ist.

Zum Beweis. Der Beweis benutzt fortgeschrittene Mengenlehre und iibersteigt
den Rahmen dieser Vorlesung, daher machen wir nur wenige Bemerkungen zur
Beweisstrategie: Die erste Aussage beweist man “durch stufenweise Konstruk-
tion aller Borel-Mengen” mit transfiniter Induktion. Zum Beweis der zweiten
Aussage benottigt man eine .Z"-Nullmenge C € .#", die gleichméchtig zu R

'"Es handelt sich um folgenden Sachverhalt: Ist (R", ./, u) vollstindiger MaBraum und
sind & und p translationsinvariant mit Z(R") C & und p([0,1[") =1, so ist & C .#™ und

u“/ﬂn = f”
8 7Zwei Mengen A und B heiBen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion von A auf B gibt.
Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.
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24 KAPITEL 1. Mafe

ist. Man kann ein solches C' beispielsweise als Cantor-Menge der mittleren Drit-
tel konstruieren und dann ist sogar C' € A(R"™). Da £" vollstiandig ist, ist
2(C) ca™ C P(R"). Da Z(C) und Z(R"™) beide gleichmichtig zu Z(R)
sind, folgt mit dem (plausiblen, aber tiefliegenden) Satz von Schréder und Bern-
stein, dass auch .Z" gleichmichtig zu Z(R) ist. O

Nach einem Satz von Cantor'® ist keine Menge gleichmiichtig zu ihrer Po-
tenzmenge, daher erhalten wir aus Satz 1.28 insbesondere:

Korollar 1.29. #(R") ist eine echte Teilmenge von 4™ und (R™, B(R™), ")
ist kein vollstindiger MajfSraum.

Fiir n > 2 kann man eine Menge in .#™ \ %(R") iibrigens als A x {0}"~!
mit einer beliebigen nicht-Borelschen Teilmenge A von R konstruieren?®, bei-
spielsweise kann man als A eine Vitali-Menge in R nehmen.

1.6 AuBere MaBe, Beweis des MaBfortsetzungssatzes
Nun kommen wir zum eingangs erwiahnten zweiten Zugang zur Mafitheorie.
Definition 1.30 (AuBlere Mafle). Eine Abbildung

A Z(Q) = [0,00]

heift ein duferes Mafs auf Q, wenn A(0) = 0 gilt und X im folgenden Sinne
monoton und o-subadditiv ist:

e Fir A,B e 2(Q) gilt
ACB = XA) <A\B),

o fiir beliebige A1, Ag, As,... € P(Q) gilt
)\<U A,-) <D A
i=1 i=1

Aus einem adufleren Maf ldsst sich in folgender Weise ein Mafl gewinnen:

Definition 1.31 (Carathéodory’s Messbarkeitsdefinition). Sei A ein dufe-
res Maf iber Q. Fine Menge A € () heifst A-messbar, wenn sie beliebige
Testmengen T additiv zerlegt, wenn also fir alle T € P () gilt:

AMT) = MT NA)+ AT\ A).

Wir bezeichnen die Menge der \-messbaren Mengen mit M.

Der Beweis des Cantorschen Satzes ist wunderschén und sei deshalb kurz ausgefiihrt:
Sei A eine beliebige Menge und f: A — Z?(A) eine beliebige Abbildung. Dann bilden wir
B:={ze€A: z¢ fl)} € P#(A). Gidbe es nun ein a € A mit f(a) = B, so miisste
entweder a € B oder a ¢ B gelten. Im ersten Fall folgte aber a ¢ f(a) = B und im zweiten
a € f(a) = B, was jeweils einen Widerspruch ergibt. Daher gibt es kein a € A mit f(a) = B,
f ist nicht surjektiv und erst recht nicht bijektiv. O

20An dieser Stelle verwenden wir, dass Z(Rx{0}"!) = Z(R") N Z(Rx{0}"!) gemsB
einer Bemerkung aus Abschnitt 1.4 gilt.

24



1.6. AuBere MaBe, Beweis des Mafifortsetzungssatzes 25

Satz 1.32 (von C. Carathéodory, ~1914). Sei A ein duferes Maf iber 2. Dann
ist M\ eine o-Algebra und A‘%)\ ist ein vollstindiges Maf auf (Q, A)).

Beweis. Sind Ay, As € ), so findet man durch jeweils zweimalige Anwendung
der Messbarkeitsdefinition und der o-Subadditivitdt von A fiir jede Testmenge
T e gZ(Q) (beachte ((TﬁAl)\AQ) @] (T\Al) = T\(AlﬁAg))i

AMT) = MTNAL) + MT\A1) = A(TNA1NAs) + A(TNA1)\Az) + AM(T\ A1)
> ATNAINA) + AT\ (A1NAz)) > MT).

Insbesondere stimmt der Ausdruck zwischen den beiden Ungleichheitszeichen
mit A\(7") iiberein, es gilt A1 N Ag € )\ und .#), ist beziiglich endlichem Durch-
schnitt abgeschlossen. Man sieht leicht, dass .#) beziiglich Komplementbildung
und folglich auch beziiglich endlicher Vereinigung abgeschlossen ist. Zeigen wir
noch, dass .#) auch unter abzdhlbarer Vereinigung disjunkter Mengen abge-
schlossen ist, so folgt, dass .#) eine o-Algebra ist (denn fiir beliebige Mengen
B; € M) ist dann auch | J;2; B; = U2, [BiN(Q\Bi—1)N...N(QA\B2)N(Q\By)] €
M. Zeigen wir auflerdem o-Additivitéit von Al a0 5O folgt sofort, dass A| //A
ein vollsténdiges Maf ist.

Insgesamt reicht es daher aus zu zeigen, dass fiir disjunkte Ay, Az, As,... €
M\ stets

A= [j A; € M) und AMA) = i)\(A

i=1
gelten. Dazu seien 7' € Z(Q2) und k € IN. Wir rechnen mit Carathéodory’s
Messbarkeitsdefinition fiir die A; induktiv nach:

A<Tﬂ£J1A,~> = A(TmA1)+A<Tmi:QAi>

k
:)\(TﬂAl)—l-)\(TﬂAg)—l-)\(Tﬂ UAZ>

=3
k
Z (TN A)
Da wir Ule A; € A, wissen, folgt
k
A(T) (T\UA>+>\<TOUA>>>\T\A) +) MTNA).
i=1

Jetzt machen wir den Grenziibergang k — oo und erhalten

AT) > N(T'\ A) +§:A(TﬂAi) > AT\ A) + MNTNA) > NT),
=1

wobei die letzten beiden Ungleichungen Konsequenzen der o-Subadditivitéit von
A sind. Aus dieser Ungleichungskette liest man einerseits A € .#) und mit der
speziellen Wahl 7' = A andererseits A(A) = Y 2, A(4;) ab. O
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26 KAPITEL 1. MaBe

Umgekehrt gibt der néchste Satz uns ein sehr allgemeines Verfahren zur
Konstruktion von dufleren Maflen durchs abzidhlbare Uberdeckungen an die
Hand. Insbesondere kénnen wir damit jedes Mafl zu einem &ufleren Maf} fort-
setzen.

Satz 1.33 (iiber die Carathéodory-Konstruktion). Sei.” (irgend)eine Teil-
menge von P(Q) mit ) € % und n: ¥ — [0,00] eine Funktion mit n(() = 0.
dann definiert die Festlegung

n*(A) == inf{Zn(Sj) :Sje S und AC U Sj}
j=1

J=1

(mit der Konvention inf () = oo) eine duferes Maff n* auf Q mit n* PR

Ist n ein Prdimaf auf einem Halbring € iber 1, so gilt sogar Ny ="
und jede Menge aus F ist n*-messbar, also ist 7 C My und folglich () C
My .

Bemerkungen.

o Fir jedes Mengensystem o/ mit . C of qilt*! (n*‘ﬂ)* = n*; in diesem
Sinne dndert eine zweite Anwendung der Carathéodory-Konstruktion also
nichts mehr.

o Istn ein Pramaf auf einem Halbring, so kann man sich in der Definition
von n* auf die Betrachtung disjunkter S; beschrinken.

o Istn: of — [0,00] monoton und o-subadditiv auf einer o-Algebra <7, so
lisst sich die Definition von n* vereinfachen®® zu

n*(A) =min{n(B) : B€ & und A C B}.
Insbesondere trifft dies stets zu, wenn n ein Maj$ ist.
Modellbeispiel (Teil IV). In unserem Modellbeispiel ist
0 wenn{1,2,3}NA=10
wenn {1,2,3} N A= {1}

13 wenn {1,2,3} N A = {2} oder = {3} oder ={2,3}
14 wenn {1,2,3} N A = {1,2} oder ={1,3} oder ={1,2,3}

w(A) =

Insbesondere ist
p ({2}) = ({3}) =13 = " ({2,3})
und

pr({4}) = p*({5}) = 0= p*({4,5}),

weshalb A~ mit M), aus Teil III iibereinstimmt; vergleiche Satz 1.36 unten.

21Dabei ergibt sich ‘>’, wenn man in der Definition von (77* | g{) * benutzt, dass n* ein #uBeres
Maf ist. Und ausgehend von n*‘y < n erhilt man (n*‘g{)* < (n*‘y)* < 7" und damit ‘<’.

22Um zu sehen, dass das Minimum realisiert wird, schneidet man die Mengen einer Mini-
malfolge und nutzt die Monotonie von 7.
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Definition & Bemerkung 1.34 (Regulire duflere Mafle). Sei \ ein dufe-
res Maj$ tiber Q und £ C M. Dann nennt man X\ ein Z-regulires dufleres
Maf3, wenn fir alle A € P(Q) gilt:

AMA) =inf{\(R) : R€ #Z und A C R}.

Als regulires dufleres Maj$ bezeichnet man ein M -requlires dufleres Maf§ \.
Aus der vorigen Bemerkung entnehmen wir, dass das fir das duflere Majs
n* aus Satz 1.33 stets

*

7t (A) = (”*\am) (A) = min{*(S) : S € o(#) und A C S}

gilt. Ist p ein Primaf auf einem Halbring 7 = ., so ist n* wegen o(H) C
Moy also stets o(H)-requlir (und insbesondere reguldr).

die o-Subadditivitét von n* weisen wir fiir Ay, Az, A3... € Z(Q) mit dem ;-
Trick folgendermafien nach: Wir kénnen ohne Einschréankung n*(A4;) < oo fiir
alle 7 € IN annehmen. Dann gibt es zu beliebigem € > 0 und A; stets S; ; € %

mit A; C U(;il SZ'J und

Beweis des Satzes. Monotonie von 1* und die Ungleichung n*| , < 7 sind klar,

;U(Si,y’) <n"(4) + % :
Wegen U;Z; 4i C U=y Sij ist
n* < U Ai> YN CHESY [77*(142‘) + %] = ' (A) +e.
i=1 ij=1 i=1 i=1

Damit ist * ein &ufleres MasB.
Ist 1 ein Pramaf auf einem Halbring .77, so beweisen wir die n*-Messbarkeit
einer Menge A € ¢ so: Seien T € 2(Q) und S; € # mit T C |J;2, S;. Dann

nutzen wir die Halbringeigenschaft von .7 und schreiben S;\ A = Uf;l HZ] mit
disjunkten H{, H}, ..., H gj € . Mit der Additivitdt von 1 und der Definition
von n* erhalten wir erst

o) o kj

DonlS) =D n(S;nA) + YD n(H]) = 0" (TN A)+17(T \ A)
j=1

j=1 7j=11i=1

und dann
(1) =20 (TNA) +n(T\A).

In Anbetracht der Subadditivitét von n* zeigt dies die n*-Messbarkeit von A.
Schliefllich ist noch zu zeigen, dass fiir A,Sy,S59,93,... € H# mit A C

U;il S; gilt:
> 0(S5) = n(4).

Jj=1
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28 KAPITEL 1. MaBe

Der Beweis dieser Ungleichung ist dem letzten Schritt im Beweis von Satz 1.9
(Nachweises der o-Subadditivitéit des Lebesgueschen Priamafles) sehr dhnlich
und sei hier nur skizziert: Wir setzen A; := AN S; € S und schreiben mit
Lemma 1.10

k;
Aj\(AlLJAQU...UAj_l):UHi]
=1

mit disjunkten Hj,Hg,...,H,zj € 4. Dann folgt mit Lemma 1.10 und der
o-Additivitdt von n

Zn(sj) > Zn(Aj) > Z ' n(H!) =n(A). O

Nun koénnen wir problemlos den ersten Teil des Mafifortsetzungssatzes aus
Abschnitt 1.3 beweisen:

Beweis des Existenzteils von Satz 1.12. Sei n: # — [0,00] ein Pramaf} auf ei-
nem Halbring J# iiber 2. Wir verwenden die Carathéodory-Konstruktion und
schrénken anschliefender auf () ein: Aus Satz 1.33 wissen wir zunéchst, dass
n* ein dueres Maf} ist mit 5*| , = n und o(H#) C .#,~. Nach Satz 1.32 ist
dann 7| e und erst recht n* ‘U( ) eine Fortsetzung von 7 zu einem Mafl. [

Fiir den zweiten Teil des Mafifortsetzungssatzes benutzen wir folgendes Ein-
deutigkeitslemma fiir &uflere Mafe:

Lemma 1.35. Sein: s — [0,00] ein o-endliches Pramajf$ auf einem Halbring
A iber Q und p eine Fortsetzung von n zu einem Maf auf (Q, /) mit 7 C
o C My Dann gilt pn* = n*.

Proof. Mit Satz 1.33 sieht man problemlos, dass p* < n* und u*‘% =n=n* | ¢
gelten.

Als Néchstes weisen wir n*(A) < p(A) fur alle A € & mit n*(A) < oo nach.
Fiir solche A und ¢ > 0 gibt es S1,.59,53,... € 5 mit A C U;’il S; und

Do n(S) < n(4) +e.
j=1

Wir koénnen annehmen an, dass die S; disjunkt sind (sonst wende wie frither
Lemma 1.10 an auf S;\ (Sj_1U...US3US})) und erhalten mit der o-Additivitét
von 7* auf den messbaren Mengen A, S; € #,:

M*<U Sj \A> 377*<U Sj \A> => "8 —n"(4) <e.
j=1 j=1 j=1
Wegen J;Z, Sj € o(#) C o folgt

n*(A) Szio:lﬁ(sj) =M<©15j> ZM(A)+;A<GSj\A> < u(A) +¢.

J=1
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1.6. AuBere MaBe, Beweis des Mafifortsetzungssatzes 29

Da ¢ > 0 beliebeg war, mufl n*(A) < u(A) gelten. Unter Verwendung der o-
Endlichkeitsvoraussetzung folgt n* | s < p Und mit der ersten Bemerkung nach
Satz 1.33 erhalten wir schliefllich n* = (n*| )* < p*. O

Beweis des Eindeutigkeitsteils von Satz 1.12. Es sei n: 5 — [0, 00] ein o-end-
liches Pramafl auf einem Halbring 7 iiber 2 und p eine Fortsetzung von 7 zu
einem Maf} auf (2,0(5#)). Nach Satz 1.33 gelten u = ,u*‘g(%)) und o() C
My . Aus der letzten Inklusion erhalten wir mit dem vorausgehenden Lemma
p* =n*, also insgesamt u = n* ‘0(%). Dies zeigt die Eindeutigkeit von p. O

Unsere Terminologie fiir die neueingefiihrte o-Algebra .#) unterscheidet
sich von der fiir die o-Algebra .#,, aus Abschnitt 1.5 nur dadurch, dass ein-
mal ein &duBeres MaB und einmal ein Ma8 als Index auftritt. Diese Ahnlichkeit
der Bezeichnungen ist aber dadurch gerechtfertigt, dass die beiden zugehorigen
Konzepte messbarer Mengen im Wesentlichen iibereinstimmen: Ist einerseits A
ein dufleres Mafl und u := Al 0 das vollstdndige Maf§ des Satzes 1.32, so gilt
My = M), trivial. Beginnen wir andererseits mit einem o-endlichen Mafl 1 und
betrachten die Carathéodory-Konstruktion A := p*, so gilt .#\ = .#, gemiB
dem folgenden Satz ebenfalls.

Satz 1.36. Seiu ein o-endliches®® Maf§ auf (Q,.27) und p* das dufere Map des
Satzes 1.35. Dann ist (Q, M=, p*| , ) die Vervollstindigung von (2, <7, ).
e /ILL*

Beweis des Satzes. GeméfB Satz 1.32 ist (2, A~ , p* " ) ein vollstéandiger Maf-
e /u*

raum und nach Satz 1.33 ist & C .#,- und p*| , = p. Mit der Bemerkung zur
Minimalitét der Vervollstandigung folgen daher .#,, C .#,~ und ,u*‘ = 7.
Um auch die umgekehrte Inklusion .#,« C .#, zu zeigen, betrachten wir
ein A € ., und mit Hilfe der o-Endlichkeit reduzieren wir auf den Fall
w*(A) < co. Nach den auf Satz 1.33 folgenden Bemerkungen gibt es ein B € o
mit A C B und p*(A) = p(B) = p*(B). Mit derselben Begriindung gibt es
ein C € & mit B\ A C C und p*(B\ A) = u(C). Mit dem Carathéodory’s
Messbarkeitsdefinition und der Endlichkeit von p*(A) erhalten wir

0=p"(B) = p'(A) =p"(B\A) =p*(C),
ANC ist Teilmenge einer p-Nullmenge und A = (A\C)U(ANC)ist in .#,,. O

Insgesamt ergibt sich aus den Resultaten dieses Abschnitts die folgende
Korrespondenz zwischen den beiden Zugéingen zur Mafitheorie:

Korollar 1.37 (Korrespondenz zwischen Maflen und dufleren Maflen).
Die Carathéodory-Konstruktion (Q, e/, ) — p* ist eine Bijektion von den o-
endlichen, vollstindigen Mafridumen auf die o-endlichen®*, reguliren duferen

28 Auf die o-Endlichkeitsvoraussetzung kann nicht verzichtet werden. Ist nimlich < die o-
Algebra {A € 2(Q) : Aoder Q\ A ist abzihbar}, so ist (2, ,€| ) mit dem Zdhlma$§ §
vollstandig, also seine eigene Vervollstandigung. Aber fiir (f‘ g{)* = ¢ ist die o-Algebra seiner
messbaren Mengen .#; = £(2) bei iiberabzihlbarem € echt grofer als 7.

2Pir duBere MaBe haben wir o-Endlichkeit noch nicht definiert, deshalb hier die zu
(Pra-)MaBen analoge Definition: Eine #ufleres Mafl A iiber Q heifit o-endlich, wenn es
E1,E3, Es, ... € 2(Q) gibt mit A(E;) < oo fiir alle ¢ € N und J;=, E; = Q.
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30 KAPITEL 1. MaBe

Mafie diber Q). Die Umkehrung dieser Bijektion ist gerade die Finschrdankung
A (Q,///A,A%).

Als abschlieflende Folgerung dieses Kapitels halten wir noch fest:

Korollar & Definition 1.38 (AufBleres Lebesgue-MaB). Die dufieren Mafie
(™), (B™)* und (ZL™)* stimmen tberein. Dieses duflere Mafl heifit das (n-
dimensionale) duflere Lebesque-Maf$ und wir mit £ bezeichnet. Die o-Algebra
seiner messbaren Mengen ist die o-Algebra A" aus Definition 1.25.

Beweis. Die Gleichheit (n™)* = (8™)* ergibt sich durch Anwendung von Lem-
ma 1.35 auf n™ und B". Mit Satz 1.36 fiir 5" erhalten wir aulerdem .#"™ =
AM(gny-- In Anbetracht dieser Gleichheit kénnen wir Lemma 1.35 auch fiir "
und £" verwenden und bekommen noch (5™)* = ((£")*. O

1.7 Hausdorfl-Mafle und metrische duflere Mafle

Wir kehren zuriick zum Problem des k-dimensionalen Inhalts von Teilmengen
von R™. Fiir £k = 0 und k = n kénnen wir den solche Inhalte mit dem Z&hlmafl
und den verschiedenen Varianten des Lebesgueschen Mafles schon messen. Nun
wollen wir aber beliebige k € {0,1,2,...,n} betrachten.

Die Hausdorffsche Idee hierzu ist eine Variante der Carathéodory-Konstruk-
tion: Man iiberdeckt A € Z(R"™) mit n-dimensionalen Kugeln, summiert die In-
halte der k-dimensionalen Aquatorebenen und bringt derart den k-dimen-
sionalen Inhalt von A € Z(R") in Verbindung mit dem Ausdruck

inf{iwkrf :AC D BZ(:EZ)} )
i=1

i=1

wobei BJ!(xz;) die offene Kugel® um x; mit Radius

r; in R™ bezeichnet und die positive Konstante wy
das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel, also
wy = BF(BF(y)) fiir?® y € R*. Dabei gilt natiirlich
w1 = 2 und am Ende von Abschnitt 2.4 werden wir
w9 = m und w3z = %71 sehen (passend zu den elementar-
geometrischen Formeln fiir Kreisfliche und kKugelvolu—

T2
I(5+1)

men), und allgemeiner die Formel wy = mit der

Gammafunktion I'.

Bei Verwendung grofler Kugeln liefert dieser Ansatz
allerdings einen zu kleinen Fliacheninhalt gekriimmter Flichen (rote Linie im
Bild). Erzwingt man jedoch, wie in der folgenden Definition, Kleinheit der Ra-
dien, so kann man das Konzept auf metrischen Rdumen €2 und auch fiir nicht-
ganzzahlige Werte s anstelle von k verwenden. Motiviert durch obige Formel fiir

25p; = 0 und damit Bl (x:) = () ist hier erlaubt.
26Die Definition von wy, hiingt wegen der Translationsinvarianz von 8* nicht von y € R* ab.
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1.7. Hausdorfl-Mafle und metrische duflere MafBe 31

wy verwendet man dabei auch fiir beliebiges s € [0, oo den positiven Vorfaktor

Satz & Definition 1.39 (Hausdorff-Mafle). Sei 2 ein metrischer Raum mit
Metrik d, s € [0, 00] eine beliebige nicht-negative Zahl und § > 0. Fiir A € 2(Q)
setzen wir

hs(A 1nf{Zws 0<7‘Z<5undACUBQ:EZ}
i=1
mit offenen Kugeln BS{(x) := {y € Q : d(z,y) < r} und
We(A) = lim h5(A).

Dann sind h§ und h® dufere Mafe diber € und h® heifit das s-dimensionale
(sphdrische) auj}ere Hausdorff-Maf§ auf Q). Nach Satz 1.32 ist h*| , . e voll-

stindiges Maf$ auf (Q, A}, ), welches wir das s-dimensionale (sphamsche) Haus-
dorff-Maf8 77° auf Q) nennen.

Bemerkungen.

o J°(A) interpretiert man als s-dimensionalen Inhalt von A € M yps. Fir
ganzzahliges k werden wir spiter sehen, das man H#*(A) (mit Hilfe von
Integralen) ausrechnen kann und dabei sinnvolle Werte erhdlt; siehe 2.7.

e Die Definition von h ist ein Spezialfall der Carathéodory-Konstruktion:
Definiert man eine Mengenfunktion k§ auf dem System aller Kugeln in
durch k§(BS{(x)) := wsr®, so ist hi = (k3)*.

o Offensichtlich hingt h3(A) nichtwachsend von 6>0 ab und deshalb ist
B*(A) = supgo h3(A).

o Im Fulle @ = R" liest man aus der Definition Bewegungsinvarianz’’
h(b+ TA) = h%(A) fir T € O(n) und Skalierungsverhalten h®(rA) =
r*h®(A) der Hausdorff-Mafle ab.

e [n der Literatur sind auch verschiedene Varianten der Definition gebrduch-
lich. Beispielsweise kann man auch mit beliebigen Mengen statt nur mit
Kugeln diberdecken und ersetzt in den Ndiherungssummen dann r; durch
den (halben) Durchmesser der iberdeckenden Mengen. Solche Varianten
fiihren auf “gutartigen” Mengen zum gleichen Wert des MafSes, aber auf
“exotischen” Mengen kann es Unterschiede geben. Eine tiefergehende Dis-
kussion der Hausdorff-Mafe und solcher Effekte findet man in [/, 6].

27 Anders als bei unserer Definition des Lebesgue-Mafes folgt Rotationsinvarianz hier pro-
blemlos. Dies liegt daran, dass wir jetzt vom rotationsinvarianten Mengensystem aller Kugeln
statt dem System aller Quader ausgegangen sind.
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32 KAPITEL 1. MaBe

Beweis des Satzes. Es ist nur zu begriinden, dass h§ und h® duflere Mafe sind.
Fiir h§ folgt dies unmittelbar aus Satz 1.33 und fiir h* zeigen wir es jetzt: Fiir
Ay, A, Ag, ... € gZ(Q) ist

h5<i:U1Ai> = ;@)hf;(i:LJIAi) < y{x}];hgm,-) < ;hs(A,-).

Somit ist h® o-subadditiv. Monotonie von h® zeigt man analog und damit ist
h* ein dufleres Maf O

Satz 1.40. In Spezialfillen ergeben sich uns bereits bekannte Mafse:
e Fir jeden metrischen Raum Q ist h® = 70 gleich dem Zihimaf € auf Q,

e im Falle Q = R™ ist h® = H°° fiir s > n das Nullmaf, h™ ist das duflere
n-dimensionale Lebesque-Maf und €™ ist das Lebesque-Mafs>S.

Beweis. Ist A € 2(Q) endlich und d4 := min{d(z,y) : * # y in A}, so folgt
hY(A) = £(A) fiir 6 < 3da. Mit Monotonie ergibt sich daraus die Behauptung
hO = ¢. Insbesondere sind alle Mengen h%-messbar und #° = h°.

Im Falle Q = R" iiberdecken wir fiir M € IN den Einheitsquader [0, 1["
durch die M™ Kugeln B%/M(:E/M) mit z € {0,1,2,...,M — 1}". Es folgt

R([0,10") = lim K3z, ((0,1[") < lim M7 w,(vn/M)* =0

fiir s > n. Wegen der Translationsinvariant von h*® folgt h® = 5% = 0 fiir s > n.

Etwas aufwendiger ist der Nachweis von A" = ¢™ und " = Z": Wir erin-
nern uns dazu an w, = " (B} (y)) und erhalten mit dem Skalierungsverhalten
von 3" schon wyr} = B"(B}.(x;)). Verwendet man diese Gleichheit in der Defi-
nition von h§, so liest man sofort Ay > (8")* ab. Fiir den Fall von Kugeln sieht
man auferdem (durch Uberdeckung mit der Kugel selbst und abzihlbar vie-
len leeren Mengen) h} (B (x)) < B™(B)(x)). Es folgt h} (B (x)) = (B} (x))
und daher auch h"(B}'(x)) = ™(B(x)). Durch Betrachtung der ein- und der
umbeschriebenen Kugel iiberlegen wir uns, dass N := h"([0, 1[") positiv und
endlich ist. Jetzt verwenden wir schon die Inklusion Z(R") C #n, die wir

erst in Korollar 1.45 zeigen werden. Gemé&fl dieser Aussage ist %h" BR") ein

translationsinvariantes Maf§ auf (R", Z(R™)) mit +h"([0,1[") = 1, nach dem
Findeutigkeitssatz 1.19 also %h” BERY = B". Wegen des obigen Verhaltens
auf Kugeln ist aber N = 1. Da wir auflerdem A" > hY > (B")* wissen, ist
hy auf Z(R™) unabhingig von § und stimmt mit h"™ iiberein. Mit der ersten
Bemerkung zur Carathéodory-Konstruktion folgt:

Folglich ist A" = hY = (" und " = ™. O

28Die Gleichheit ™ = ™ zeigt, dass man bei der Definition des Lebesgue-Mafes auch
von Kugeln statt — wie wir — von Quadern ausgehen kann. Der Zugang iiber Kugeln hat so-
wohl Vor- als auch Nachteile: Einerseits sind Rotationsinvarianz und Zusammenhénge mit den
Hausdorff-Maflen viel leichter einzusehen. Andererseits ist das System aller Kugeln kein Halb-
ring, man kann den Fortsetzungssatz nicht verwenden und der Beweis des Eindeutigkeitssatzes
wird erschwert.
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Korollar 1.41 (iiber Bewegungsinvarianz des Lebesgueschen Mafles).
Das Lebesgue-Borelsche Maf$ 5", die o-Algebra .#" der Lebesque-messbaren
Mengen, das Lebesquesche Maf3 L™ und das dufSere Lebesgue-Maj$ £ sind alle
bewegungsinvariant.

Bemerkungen. Zwei grundlegende Eigenschaften der Hausdorff-Mafle sind:

e Die Einschrinkung von hF auf einen k-dimensionalen Unterraum V von
R™ ¢ibt das duflere Lebesque-Maf €% in folgendem Sinne: Ist T: R¥ — R™
eine lineare Isometrie®® mit V.= T(RF), so gilt’® h*(T(A)) = (*(A) fiir
alle A € 2 (RF).

o Sei A € P(Q). Fiir das Majf$ des Bildes f(A) unter einer Lipschitz-
Abbildung f: A — X in einen weiteren metrischen Raum X gilt die fun-
damentale Schranke®!

h*(f(A)) < (Lip f)°h*(A).

AuBerdem fiihren Hausdorff-Mafle zu einem sehr allgemeinen Dimensionsbe-
griff. Wir werden dieses Konzept nicht weiter verwenden, wollen aber zumindest
die Definition kurz festhalten:

Definition & Bemerkung 1.42 (Hausdorff-Dimension). Sei §) ein metri-
scher Raum. Aus der Definition von h® folgt, dass es zu jedem A € P(Q) eine
eindeutig bestimmte Zahl d € [0, 00[ gibt mit h*(A) = oo fir alle s € [0,d[ und
h*(A) = 0 fiir alle s €]d, o0|. Diese Zahl d nennt man die Hausdorff-Dimension
von A. Nach einem Satz von F. Hausdorff (~1919) gibt es zu jedem n € N und
zu jedem — auch zu micht-ganzzahligem®® — s € [0,n] eine Menge in Z(R™)
mit Hausdorff-Dimension s.

Wiinschenswert ist natiirlich, dass die o-Algebren #)s = M ps der F°-
messbaren Mengen moglichst groff sind und alle “verniinftigen” Mengen ent-
halten. Dies ldsst sich mit Hilfe des Begriffs des metrischen &dufleren Mafles
sicherstellen:

Definition 1.43 (Metrische duflere Mafle). Sei 2 ein metrischer Raum mit
Metrik d. Fin dufleres Maf$ A iber Q heifit ein metrisches dufSeres Mafs, wenn
fiir alle A, B € Z(Q) mit A+ () # B gilt:

dist(A4, B) > 0 = A(AUB) = MA) + A(B).

29Fine lineare Isometrie ist eine lineare Abbildung, die Skalarprodukte (und somit Langen
und Winkel) invariant 148t. Jede Isometrie ist injektiv.

307um Beweis dieser Aussage iiberlegt man sich zuerst, dass man sich in der Definition von
h* (T'A) auf Kugeln mit Aquatorebenen in V beschriinken kann. Solche Aquatorebenen sind
T-Bilder gleichgroBer Kugeln in R*, daher gilt h*(T'A) = h*(A) und die Behauptung folgt
aus dem vorigen Satz.

31Die behauptete Abschétzung folgt direkt aus der Definition von A®, indem man zu (Uber—
deckungen mit) Kugeln By (z;) in  die Kugeln B()Iiip fyr; (f(i)) in X betrachtet.

32Das bekannteste Beispiel einer Menge von nicht-ganzzahliger Hausdorff-Dimension ist die

Cantor-Menge der mittleren Drittel in R. Sie hat Hausdorff-Dimension }gig €10, 1].
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34 KAPITEL 1. MaBe

Satz 1.44 (Carathéodory-Kriterium). Sei A\ ein dufleres Maf iber einem
metrisches Raum ). Genau dann gilt B(Q) C Ay, wenn \ ein metrisches
duferes Mafs ist.

Korollar 1.45. Sei Q ein metrischer Raum und s € [0,00[. Dann sind al-
le Borel-Mengen h®-messbar, also B(Q) C Mps. Auflerdem ist h® ein Borel-
requldres duferes Majs.

Beweis des Korollars. Sind A, B € 2(Q) mit A # () # B und dist(A, B) > 0,
so bei einer Uberdeckung von A U B durch Kugeln vom Radius < dist(A, B)
jede Kugel nur eine der beiden Mengen A und B. Daher lisst sich jede solche
Uberdeckung auf naheliegende Weise in gleich geartete Uberdeckungen von A
und B zerlegen. Durch Verwendung dieser Zerlegung folgt erst hj(A U B) >
h3(A)+ hi(B) fiir § < dist(A, B) und dann h*(AU B) > h*(A) 4+ h*(B). Wegen
der Subadditivitidt von h® ist h® ein metrisches dufleres Maf3, nach dem Satz ist
also B(Q2) C Mps.

Es bleibt zu begriinden, dass h® Borel-regulér ist. Dazu iiberlegen wir uns
zuerst, dass es wegen hi = (k)" = (("33)*\,@(9))* = ( g‘%(ﬂ))* zu jedem A €
P(Q) ein B € A(2) gibt mit A C B und hj(A) = h§(B). Es folgt h*(A) =
h*(B) und h*® ist Borel-regulér. O

Beweis des Satzes. Seien B(QY) C ) und A, B € Z(Q) mit A # () # B und
§ := dist(A, B) > 0. Dann betrachten wir die offene Menge Us(A) := {z € Q :
dist(z, A) < 0}. Nach Voraussetzung ist Us(A) messbar und mit Carathéodory’s
Messbarkeitsdefinition folgt:

MAUB) = A(AUB) N Us(A)) + A((AU B) \ Us(A)) = MA) + \(B).

Daher ist A ein metrisches dufleres Maf.

Sei umgekehrt A ein metrisches duferes Mafi und A eine abgeschlossene
Teilmenge von 2 und 7' € Z(Q) mit A(T) < oo, dann erhalten wir aus der
Voraussetzung

n(T) 2 (T N A) +n(T\Uym(A4)).

Wir setzen nun H, = [T N Uy, (A)] \ Urjni1)(A) und benutzen, dass Ho;
und Hy; — falls beide nicht-leer sind — stets positiven Abstand haben. Daraus
erhalten wir mit der definierenden Eigenschaft des metrischen &dufleren Ma-
Bes induktiv Y1 AM(Hzi) = MUj—; Ha2i) < n(T) < oo, und analog sehen wir
Yo A Haip1) = AMUPLy Hoit1) < n(T) < oo. Folglich ist Y ;2 A(H;) konver-
gent. Da A abgeschlossen ist, ist T\ A =T\ Uy ,(A) UUJ;2,, H; und daher gibt
o-Subadditivitit

AT\ A) < MT\Uypp(A) + > NH) .
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass
AT) + > AH) = NTNA)+MT\ A)
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1.8. Radon-Mafe und Regularitit von Maflen 35

gilt, wobei der Reihenrest links fiir n — oo verschwindet. Die resultierende
Ungleichung bleibt auch im Falle A(7) = oo richtig und zusammen mit o-
Subadditivitét folgt

MT)=ANTNA)+ AT\ A)

fiir alle T' € (). Also ist jede abgeschlossene Menge A in .#) und wir haben
B(Q) C M\ gezeigt. O

1.8 Radon-Mafle und Regularitit von Maflen

Betrachtet man einen Grundraum €2, der mehr Struktur als nur die einer Men-
ge aufweist, so interessiert man sich oft fiir Mafle, die sich mit dieser Struktur
besonders gut vertragen. Oder mit etwas anderen Worten: Man studiert durch
eine Vertriglichkeitsbedingung besonders ausgezeichnete Mafle. Typischerwei-
se handelt es sich bei solchen Vertriglichkeitsbedingungen iibrigens um Kom-
binationen aus Bedingungen an das Mafl selbst und an die zugrundegelegte
o-Algebra.

Als konkreteres Beispiel denken wir zuerst an einen (endlich-dimensionalen)
Vektorraum 2. Die Struktur ist dann die lineare Struktur von {2 und man kann
Bewegungsinvarianz (sowohl des Mafles als auch der o-Algebra) als eine Ver-
traglichkeitsbedingung und bewegungsinvariante Mafle als in gewisser Weise
ausgezeichnet ansehen. Allerdings sind Translationsinvarianz und Rotations-
invarianz auch einzeln sinnvolle Bedingungen und insofern kann es durchaus
mehrere verschiedene Klassen ausgezeichneter Mafle geben.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Mafilen auf topologischen Réumen 2
beschéftigen, die in gewisser Weise mit der Topologie von €2 vertréiglich sind. Die
wichtigste Klasse solcher Mafle sind die Radon-Mafle, die durch ihr gutartiges
Verhalten auf Kompakta bestimmt sind. Damit solch ein Konzept aber Sinn
macht, miissen wir folgende Zusatzbedingungen an 2 stellen:

Definition 1.46 (Lokal- und o-kompakte Hausdorff-Riume). Sei Q ein
topologischer Raum.

o ) heifit ein Hausdorff-Raum, wenn man zwei Punkte in Q durch offene
Mengen trennen kann, wenn es also zu x # y in ) stets offene Teilmengen
UundV von Q gibt mitz e U, yeV undUNV = 0.

o ) heifst lokal-kompakt, wenn jedes Element von € im Innern einer kom-
pakten Teilmenge von ) liegt.

o O heifst o-kompakt®®, wenn Q abzihlbare Vereinigung von kompakten Teil-
mengen 1st.

Bemerkungen.

o Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

33Gelegentlich spricht man in diesem Kontext auch von abzihlbar kompakten Riumen.
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36 KAPITEL 1. MaBe

e Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge von R™ ist ein lokal- und
o-kompakter Hausdorff-Raum — ebenso jeder Schnitt einer offenen mit
einer abgeschlossenen Teilmenge von R™.

o Allerdings sind recht einfache Mengen wie @ und ((0,00) x R) U {(0,0)},
nicht lokal-kompakt, und R\ Q ist weder lokal- noch o-kompakt.

e Die Bedeutung der Hausdorff-FEigenschaft liegt darin, dass alle Kompakta
in einem Hausdorff-Raum abgeschlossen sind.>* Lokal- und o-Kompaktheit
dagegen sind niitzlich, um die Existenz ausreichend vieler Kompakta si-
cherzustellen. Insbesondere ist Lokal-Kompaktheit dquivalent damit, dass
jedes Kompaktum im Inmern eines weiteren Kompaktums liegt.

e Jede lokal-kompakte Teilmenge in einem o-kompakten metrischen Grund-
raum wie R™ ist o-kompakt.

Nach diesen Vorbereitungen fithren wir jetzt reguldre Mafie und Radon-
Mafle ein. Der Leser sei aber gewarnt, dass es in der Literatur etliche, unein-
heitlich verwendete Varianten dieser Begriffsbildungen gibt.

Definition 1.47 (Regulire Mafle). Sei pu ein Maf$ auf (2, o/) und Z C < .
Dann heifit p von auflen Z-requlir, wenn die Gleichheit

w(A) =inf{u(R) : R€ Z und A C R}

fiir alle A € of vorliegt. Und wir nenen p von innen Z-reguldr, wenn fiir A € of
gilt:
pu(A) =sup{u(R) : Re Z und R C A}.

Definition 1.48 (Radon-Mafle). Sei (2,7, ) ein Mafiraum. Wir nennen p
ein Radon-Maf auf (Q, /), wenn gelten:

o Q ist ein lokal- und o-kompakter Hausdorff-Raum,

o B(0) C o und p ist von auflen offen-regulir (das heifit von aufen T -
requldr mit der Topologie T won ),

o i ist lokal endlich, das heifst jedes x € Q liegt in einer offenen Teilmenge
O von Q mit u(0) < co.

Bemerkungen.

e Die lokale Endlichkeit von p in der Definition ist damit dquivalent, dass
w(K) < oo fiir jedes Kompaktum K in Q gilt (wegen lokaler Kompaktheit).

e Radon-Mafle sind stets o-endlich (wegen o-Kompaktheit).
o Mit p ist auch 14 - p (fiir beliebiges A € <7 ) ein Radon-Maf$ auf (2, o).

31Beweis: Sei K kompakt in einem Hausdorff-Raum Q und y € Q\ K. Dann gibt es zu jedem
z € K offene Teilmengen U, und V, mit x € U,, y € V; und U, NV, = (. Da K kompakt
ist, ist K iiberdeckt durch endlich viele Uy, ,Us,,...,Us,. Nun ist W, := ﬂle Va, offen mit
y €Wy CNL(Q\Us,) CQ\ K und deshalb ist Q\ K =, o\ x Wy offen.
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1.8. Radon-Mafe und Regularitit von Maflen 37

e Sei Q0 ein metrischer Raum und p ein Radon-Maf$ auf (Q, 7). Dann ist
die Einschrdnkung p| o|X auf eine lokal-kompakte Teilmenge X von § ein

Radon-Maf auf (X, /| X); man vergleiche dazu die letzte Bemerkung zu
Lokal- und o-Kompaktheit.

Beispiele.

e Die Lebesgue-(Borel-)(Stieltjes-)Mafe 8", L™, Br, L5 (und die mit den
vorigen Bemerkungen gebildeten Varianten) sind Radon-Mafe; dies veri-
fiziert man mit dem spdteren Satz 1.53.

e Dirac-MafSe sind stets Radon-Mafse.

e Das Zihlmaf$ und die Hausdorff-Mafle 72° mit s < n dagegen sind nicht
o-endlich und keine Radon-Mafe auf R™. Ist aber A eine #°-endliche
Teilmenge von R™, so ist 14 - 7% doch ein Radon-Maf; auch dies erhdlt
man aus Satz 1.53.

Die Bedeutung von Radon-Maflen liegt in der folgenden Charakterisierung
der Messbarkeit und der Moglichkeit zur gutartigen Approximation messbarer
Mengen:

Satz 1.49 (Charakterisierung der messbaren Mengen). Sei i ein Radon-
Maf auf (Q, ) und A € P (Q). Dann ist p-Messbarkeit von A (also A € 4,,)
dquivalent zu jeder der folgenden Aussagen:

(I) Zu jedem € > 0 gibt es ein offenes O O A mit p*(O\ A) < e.

(II) Zu jedem € > 0 gibt es ein abgeschlossenes C C A mit u*(A\ C) < e.
(III) A =G\ N fiir eine Gs-Menge G und eine Ti-Nullmenge N.
(IV) A= FUN fir eine F,-Menge F und eine Ti-Nullmenge N.
Und ist u*(A) < oo, so sind aufflerdem noch dquivalent:

(V) Zu jedem € > 0 gibt es ein kompaktes K C A mit p*(A\ K) < e.
(VI) Es gilt

inf{u(O) : O offen mit A C O} = sup{u(K) : K kompakt mit K C A}.

Beweis. Wir benutzen in diesem Beweis ohne weiteren Hinweis, dass p*(A4) =
a(A) fir A € A, und p*(A) = w(A) = p(A) fir A € o7 gelten. AuBerdem
verwenden wir eine aufsteigende Folge K1 C Ko C K3 C ... von Kompakta mit
Q = J;2, K;, deren Existenz aus der o-Kompaktheit von Q folgt.

Wir zeigen zuerst, dass u-Messbarkeit von A die Bedingung (I) impliziert:
Dazu schreiben wir A = B\ N mit B € & und f(N) = 0, wir benutzen,

35 Allgemeiner ist 14 - #° immer dann ein Radon-MaB, wenn es lokal endlich ist. Dafiir
reicht J#°-o-Endlichkeit von A allerdings noch nicht, wie fiir s = 1 und n = 2 das Beispiel
A={(z,y) eR*: 2#0,% € Q} zeigt.
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38 KAPITEL 1. MaBe

dass pu(B N K;) < oo ist, und finden mit der Offen-Regularitéit von p offene
O; D BN K; mit pu(0; \ (BN K;)) < 5. Es folgt, dass O := ;2 O; offen ist
mit A C B C O und

MO\ =0\ B) < 3 MO\ (BN KD <

Dass (III) aus (I) folgt sieht man durch Scheiden der offenen Mengen zu
e=1, ;, 3. - - leicht ein. Und, dass aus (IIT) Messbarheit folgt, ist trivial.

Somit ist die Aquivalenz von Messbarkeit mit (I) und (III) gezeigt. Die
Aquivalenz zu (IT) und (IV) folgt daraus durch Ubergang zu Komplementen.

Weiter zeigen wir, dass fiir y-messbares A mit fi(4) < oo die Bedingung
(V) gilt: Nach (II) gibt es dann nédmlich ein abgeschlossens C' D A mit u(C) >
7i(A) — € und wegen

p(C) = lim p(CN K;)
auch ein ¢ € IN mit u(CNK;) > u(A)—e. Da CNK; als abgeschlossene Teilmenge
eines Kompaktums wieder kompakt ist, erhalten wir (V).

Andererseits folgt (IT) aus (V) und deshalb ist die auch Aquivalenz von (V)
mit Messbarkeit gezeigt. Um die Aquivalenz zu (VI) zu zeigen, iiberlegt man
sich, dass bei Eintreten der Gleichheit in (VI) das Infimum auch mit p*(A)
iibereinstimmt und dann — wegen p*(A) < oo — (I) folgt. Schlielich ist die
Implikation (I)4-(V) = (VI) klar und der Beweis somit vollsténdig. O

Korollar 1.50. Jedes Radon-Maf ist von innen kompakt-requldr.

Beweis. Sei p ein Radon-Maf auf (€2, .«). Aus der Charakterisierung (V) des
Satzes ergibt sich fiir jedes A € &/ mit pu(A) < oo schon

w(A) =sup{u(K) : K kompakt mit K C A}.

Wir zeigen nun, dass die letzte Gleichheit auch fiir A € & mit u(A) = oo
richtig bleibt, also dass dann das Supremum rechts unendlich ist: Dazu benutzen
wir die o-Kompaktheit und betrachten Kompakta X; C Xo C X3 C ... mit
Q= Uz X Esist pu(X;) < oo und 0o = p(A) = lim;o u(A N X;), daher
gibt es zu jedem M € R ein ¢ € IN mit M < u(AN X;) < co. Nach dem bereits
Bewiesenen gibt es dann auch ein Kompaktum K; C AN X; mit u(K;) > M.
Also ist das Supremum unendlich und p ist von innen kompakt-regulér. O

Korollar 1.51 (iiber die Eindeutigkeit von ™). Z" ist das einzige trans-
lationsinvariante und vollstindige Radon-Mafl auf R™ mit Z£™([0,1[") = 1.

Beweis. Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir 5 wissen wir, dass fiir jedes weitere
solche Mafl p schon u AR = 8" ist. Wegen der Minimalitdt der Vervoll-
standigung folgen .#" C .4, und 1y = £"™. Daher brauchen wir nur noch
My, C A" za zeigen: Zu A € M), gibt es nach dem Satz ein G € Z(R") und eine
p-Nullmenge N mit A = G\ N. Und dann gibt es auch ein G € Z(R™) und eine
p-Nullmenge N mit N = G\ N. Es folgt .£"(G) = u(G) < u(N) + u(N) = 0,
also N € .#™ und folglich G € .#™. O

38



1.8. Radon-Mafe und Regularitit von Maflen 39

Korollar 1.52 (Klassifikation der Radon-Mafle auf Intervallen). Sei [
ein offenes Intervall in R. Zu jedem wvollstindigen Radon-Maf$ v auf (I,.#,,)
gibt es ein nichtfallendes F: I — R, so dass p= L} (und M, = M}) gilt.

Beweis. Wir fixieren xy € I und setzen F(x) := pu([zo,z[) fir z > 2y und
F(z) := —p([z,z0]) fir + < zp. Dann ist F': I — R nichtfallend und fiir
b>a>xyin I gilt

Bi(la,b]) = F(b—) — F(a—) = p([wo,b]) — u([zo, al) = u(la,b]).

Die resultierende Gleichheit bleibt fiir [a,b[C I stets richtig und p stimmt auf
A1 NP (I) mit nl iiberein. Nach dem Maffortsetungssatz ist dann K| a0 = B
O

und nun kann man genau wie beim vorigen Korollar argumentieren.

Bemerkungen.

e Nicht-vollstindige Radon-Mafle haben wir damit auch schon klassifiziert;
solche sind Finschrinkungen von Lebesgue-Stieltjes-MajfSen .,2”} auf Teil-
o-Algebren von M}

o st Q gleich (einem Quader in) R™, so lassen sich Lebesgue-Stieltjes-Mafe
auf ) einfiihren und die obige Klassifikation kann auf diesen mehrdimen-
stonalen Fall verallgemeinert werden.

o Sei xg € I beliebig fixiert. Der Beweis zeigt dann, dass F' stets linksseitig
stetig mit F(xg) = 0 gewdhit werden kann. Stellt man diese beiden Zu-
satzbedingungen, so ist F eindeutig durch p = .,2”} (und sogar durch 7711; )
bestimmt. Folglich ist F — f} eine Bijektion zwischen den linksseitig
stetigen, nichtfallenden Funktionen F: 1 — R mit F(xo) = 0 und den
vollstindigen Radon-Mafen auf I.

e In der Wahrscheinlichkeitstheorie gibt man fiir I = R anstelle eines Wer-
tes F(xg) das Verhalten von F im Unendlichen vor (das geht aber nur
fiir endliche MajSe) und betrachtet die Einschrinkungen 611; auf die Bo-
relsche o-Algebra. Man erhdlt dann eine Bijektion F 511; zwischen den
linksseitig stetigen, nichtfallenden F': R — R mit

xll)nolo F(z) =0, xll)nolo F(z)=1
und den Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, Z(R)). Ist ein Wahrschein-
lichkeitsmaf 1 auf (R, B(R)) gegeben, so nennt man die derart zugehorige
Funktion I die Verteilungsfunktion von p. Sie erfillt p = 6}; und st
gegeben durch

F(z) = p(]—o0, z) firxeR.

e Alles geht analog mit rechtsseitiger Stetigkeit, wenn man linksoffene statt
rechtsoffener Intervalle verwendet.

Der Nachweis der Radon-Maf3-Eigenschaft wird oft betrachtlich erleichtert
durch den folgenden Satz, geméfl dem man in der metrischen Situation nur
Borel-Regularitit zu zeigen braucht. Fiir Lebesgue- und Hausdorff-Mafle haben
wir oben schon von dieser Tatsache Gebrauch gemacht.
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Satz 1.53. Wird die Topologie auf Q0 durch eine Metrik induziert, so ist es
dquivalent in der Definition des Radon-Mafles nur dufere B(Q)-Regularitit
statt duferer Offen-Regularitit zu fordern.

Beweisskizze. Sei p ein Mafl auf (2, .¢7), das von auflen Z(2)-regulér ist und
aufler Offen-Regularitéit alle Bedinungen aus der Definition des Radon-Mafles
erfiillt. Dann priift man mit dem Z;-Trick nach, dass das System ¢ aller Mengen
A € o/, die die Gleichheiten

u(A) = inf{u(0) : O offen mit A C O}
= sup{u(C) : C abgeschlossen mit C C A}

erfiillen, abgeschlossen unter abzéhlbarer Vereinigung ist. Aus der Definition
ist klar, dass ¢4 unter Komplementbildung abgeschlossen und folglich eine o-
Algebra ist. Zeigen wir nun, dass ¢ alle abgeschlossenen und somit auch alle
offenen Mengen enthilt, so folgt #(2) C ¥ und u(A) = inf{...} gilt fir alle
A € A(Q2). Mit der Borel-Regularitét folgt diese Gleichheit auch fiir alle A € o/
und g ist von auflen offen-regulér.

Zum Beweis des Satzes miissen wir also nur noch verifizieren, dass die
Gleichheit p1(A) = inf{...} fiir jede abgeschlossene Menge A richtig ist (denn
wu(A) = sup{...} gilt fiir abgeschlossenes A natiirlich trivial). Dazu argumentie-
ren wir wie folgt: Wegen o-Kompaktheit gibt es Kompakta K7, Ko, K3, ... mit
Q = J;2, K;. Nach der Bemerkung zur lokalen Kompaktheitliegen die Kompak-
ta AN K; im Innern weiterer Kompakta. Es folgt mit der metrischen Struktur,
dass fiir £ > 1 die offenen Mengen

Ul/k(Aﬂ Kz) = {JZ eN: diSt(Z’,A ﬂKz) < 1/]€}
endliches Maf} haben und daher

(AN K;) = kli_{I;OM(Ul/k(A N K;))

gilt. Damit gibt es zu € > 0 und ¢ € IN stets eine offene Obermenge O; von
ANK; mit u(0; \ (AN K;)) < & und O := [J;2, O; ist offene Obermenge von
A mit u(O\ A) < e. Es folgt p1(A) = inf{...} und dies war noch zu zeigen. [

Tréagt ein topologischer Raum 2 eine Gruppenstruktur, die mit der Topolo-
gie vertriglich®S ist, so spricht man von einer topologischen Gruppe. In dieser
Situation gilt folgender Satz, den wir hier nicht beweisen:

Satz 1.54 (iiber die Existenz und Eindeutigkeit des Haarschen Mafles).
Sei Q) ein topologischer Raum, der gleichzeitig eine topologische Gruppe und ein
lokal- und o-kompakter Hausdorff-Raum ist. Dann gibt es, abgesehen vom Null-
mafs, ein bis auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmies, linksinvariantes
und vollstindiges Radon-Maf p auf (Q, #,). Solch ein Maf$ heifst ein linkes
Haar-Maf auf ).

36Vertraglichkeit heiBt hier, dass die Gruppenmultiplikation Q x Q — Q und die Inversen-
abbildung 2 — € stetig sind.
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Bemerkungen.

Dabei bedeutet Linksinvarianz, dass fir jedes A € 4, und g € 2 auch
g-Ae A, und p(g- A) = u(A) gelten.

Wendet man den Satz auf die zu Q0 entgegengesetze Gruppe Q° (das ist
die Gruppe mit der Gruppenoperation go h := h-g) an, so erhdlt man
einen Existenz- und Findeutigkeitssatz fiir rechtsinvariante Radon-Mafe,
genannt die rechten Haar-Mafle. Linke und rechte Haar-Mafle miissen (bei
nicht-kommutativen Gruppen) nicht ibereinstimmen.

Wendet man den Satz auf Q = R™ mit der Addition als Gruppenoperation
an, so erhdlt man die Existenz und Findeutigkeit des Lebesque-Mafles L ;
vergleiche Korollar 1.51.

Motiviert durch die vorausgehende Bemerkung betrachtet man die Haar-
schen MafSe als natiirliche Volumenbegriffe auf topologischen Gruppen und
damit insbesondere auf (differenzierbaren) Mannigfaltigkeiten mit Grup-
penstruktur, den sogenannten Lie-Gruppen. Dies kann man beispielsweise
auf Gruppen von Matrizen wie GL(n), O(n) und SO(n) anwenden.

Wendet man den Satz auf Q =|0, co[ mit der Multiplikation als Gruppen-
operation an, so sind die Haar-Mafie auf Q gerade die Lebesgue-Stieltjes-
Mafie £} 2u F(z) = log, x mit Konstanten a € (1,00).
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Kapitel 2

Mafle und Integrale

In diesem Kapitel werden wir oft Funktionen von (der Grundmenge in) einem
Mafiraum in die erweiterten reellen Zahlen [—oo,o0] = R U {—00, 00} be-
trachten. Legen wir in Ergénzung unserer fritheren Konvention 0 - (—00) :=
0 =: (—00) - 0 fest, so sind Summe, Differenz und Produkt von Elementen aus
[—00, 00| solange sinnvoll erklért wie man nicht auf den Ausdruck oo — oo stoBt.
Wir fassen [—o00, 0o] auflerdem als topologischen Raum mit zugehoriger Borel-
o-Algebra B([—o00, o0|) auf, die wir im Folgenden oft, meist implizit, verwenden
werden.

2.1 Messbare Funktionen

Definition 2.1 (Messbare Funktionen). Seien (Q2,9/) und (X,.) Mess-
ridume. Eine Funktion f: Q — X heifit (o,.7)-messbar, wenn f~1(%) C o
(das heifit ausgeschrieben f=1(S) € < fiir alle S € ) giltt. Um (o,.7)-
Messbarkeit auszudriicken, wird manchmal die Notation f: (Q, o) — (X,.)
verwendet.

Bezeichnungen. Ist X ein topologischer Raum, so benutzen wir die folgenden
Abkiirzungen:

o Anstelle von (o, B(X))-messbar schreiben wir kurz of -messbar. Und ist
w ein Maf$ auf (2, .97), so sagen wir auch p-messbar® statt M,-messbar.

o Fir A€ A™ heiffen die (MA"|A, B(X))-messbaren f: A — X auch L™-
messbar oder Lebesgue-messbar.

o Und ist Q ebenfalls ein topologischer Raum, so heiflen die (B(2), B(X))-
messbaren Funktionen auch Borel-messbare Funktionen, Borelsche Funk-
tionen oder kurz Borel-Funktionen.

'Dass man hier Urbilder f~'(S) und nicht Bilder f(A) verwendet liegt daran, dass men-
gentheoretische Operationen sich mit Urbildern besser vertragen: Beispielsweise ist stets
FHS1NS2) = F71(S1) N £ (S2), wihrend im Allgemeinen f(A; NAs) # (A1) N f(A2) gilt.
Tatséchlich ist f~!(.%) im Gegensatz zu f(</) stets eine o-Algebra.

2Man beachte, dass p-Messbarkeit per Definition dasselbe ist wie fi-Messbarkeit beziiglich
der Vervollstandigung 7z von .
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44 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bemerkungen.
o Konstante Funktionen f: Q — X sind stets (< ,.%)-messbar.

e FEine charakteristische Funktion 14: Q — [—oo0,00] mit A € () ist
genau dann </ -messbar, wenn A € &7 gilt, wenn also A selbst of -messbar
15t.

e Den Nachweis der (o ,.7)-Messbarkeit von f kann man sich oft betrdcht-
lich erleichtern, wenn man einen Erzeuger & mit o(&) = & kennt. Zeigt
man dann nimlich nur f~1(&) C o, so folgt schon (<7 ,.%)-Messbarkeit
von f.

e Insbesondere lisst sich der vorige Punkt auf Erzeuger der Borel-o-Algebra
anwenden und liefert beispielsweise folgende Aussage: Wenn f~']b, oc] €
o fiir alle b € Q gilt, so ist f: Q — [—00,00] schon < -messbar.

e Kompositionsregel: Fiir (<, )-messbares f: Q — X und (&, 5)-mess-
bares g: X —'Y ist die Komposition go f: Q — 'Y stets (o7, 7 )-messbar.

Modellbeispiel (Teil V). In unserem Modellbeispiel ist f: Q — [—o00, 0]
genau dann <7 -messbar, wenn f(2) = f(3) und f(4) = f(5) gelten, wenn also f
auf {2,3} und {4,5} konstant ist. Und die p-messbaren f: Q — [—o0, 00| sind
genau die mit f(2) = f(3).

Bemerkungen. Fir topologische Rdume 2, X und Y erhalten wir aus den
vorausgehenden Bemerkungen:

o Ist f: Q — X stetig, so ist fir jede offene Menge O in X das Urbild
f~HO) offen in Q. Daraus folgt: Jede stetige Funktion f:  — X
ist Borelsch.

e Fiir Borel-Funktionen f: Q) — X und g: X — Y ist auch go f: Q — Y
stets Borelsch.

Und fiir jedes Maf o auf Q mit B(QY) C M, (insbesondere fiir L™, jedes Radon-
Maj$ und jede Finschrinkung eines solchen auf eine seiner messbaren Mengen)
gilt auferdem:

e Jede Borel-Funktion f: @ — X ist py-messbar.

o Fiir p-messbares f: Q — X und Borelsches g: X =Y istgo f: Q =Y
stets p-messbar.

e Dagegen ist fiir stetiges f: R™ — R™ und £™-messbares g: R® — R die
Komposition go f im Allgemeinen nicht® £™-messbar.

3Fiir n > 2 sieht man das, indem man g := 1 4 {o3n—1 mit der Vitali-Menge A in R und
f(z) := (21,0,0,...,0) wihlt. Dann ist (go f) {1} = A x R*"* ¢ .#™. Die Konstruktion
eines entsprechenden Beispiels fiir den Fall n = 1 ist aufwendiger.
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2.1. Messbare Funktionen 45

Tatséchlich sind auch stiickweise stetige Funktionen sowie alle “verniinfti-
gen” und praktisch relevanten Funktionen Borelsch und somit p-messbar. Au-
Berdem zeigen die Kompositionsregeln, dass Summen, Linearkombinationen,
Produkte, Quotienten, Maximum, Minimum, etc.? von endlich vielen Borelschen
beziehungsweise p-messbaren Funktionen, soweit definiert, wieder Borelsch be-
ziehnugsweise p-messbar sind. Dass Messbarkeit auch bei Grenziibergéngen er-
halten bleibt, werden wir in diesem Abschnitt noch sehen.

Definition 2.2 (Fast-iiberall bestehende Eigenschaften). Sei (Q,.<7, 1)
ein Mafraum und fir jedes x € § sei eine (von x-abhdngige) Aussage A(x)
gegeben. Dann sprechen wir davon, dass A(x) fir p-fast-alle x € Q gilt, wenn
{x € Q : A(x) gilt nicht.} eine f-Nullmenge ist. In gleicher Bedeutung sagen
wir auch, dass die Eigenschaft A p-fast-iberall auf € gilt.

Modellbeispiel (Teil VI). In unserem Modellbeispiel ist u-fast-jedes Ele-
ment von 2 das Produkt all seiner Teiler. Das einzige Element von €2, das diese
FEigenschaft nicht hat, ist namlich 4 # 1-2-4 und es ist m({4}) = 0.

Bemerkung. Die Definition wird hdufig auf Aussagen des Typs f(x) » g(x)
mit M€ {=, <,>, <, >, #} und zwei Funktionen f,g: Q@ — [—00, 00] angewandt.
Insbesondere bedeutet f = g p-fast-iberall auf 2, dass {x € Q : f(x) # g(z)}
eine i-Nullmenge ist.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist die Konvergenz f, — f p-fast-
iiberall von Funktionen fi: Q — X gegen eine Grenzfunktion f: Q — X bei
k — oo.

Proposition 2.3. Sei (2, o7, 1) ein MafSraum und f, g, fr.: Q@ — X seien Funk-
tionen in einen topologischen Raum X.

o Ist f p-messbar und f = g p-fast-iberall auf 2, so ist auch g p-messbar.

o Ist X metrischer Raum und sind die fi p-messbar mit fr — f p-fast-
tberall auf Q) bei k — o0, so ist f p-messbar.

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist einfacher als der der zweiten, und
wir zeigen nur letztere: Fiir

D :={z € Q : fip(x) konvergiert bei k — oo gegen f(z)}

ist nach Voraussetzung Q \ D eine f-Nullmenge. Sei nun O offen in X. Dann
gilt fiir x € D

f(x) €0 <= FkicN : VI>Fk : dist(fi(z), X \O) > L.

)

“Es geht es bei all diesen Operationen um Kompositionen des Typs g o (fi, fz, ..., fa), bei
denen fi, f2,..., fn mittels einer Borel-Funktion g: [—00,00]™ — [—00,00] zusammegesetzt
werden. Um auf o/-Messbarkeit der Komposition zu schlielen, iiberlegt man sich zuerst mit
Hilfe eines geeigneten Erzeugers von %([—oo, 00]™) (wie {O1 x O2 X ...x O, : O; offen}), dass
aus o7-Messbarkeit der einzelnen f; die o/-Messbarkeit von (f1, f2,..., f») folgt, und wendet
dann die obige Kompositionsregel an.
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46 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Dies konnen wir umschreiben in die Gleichheit

[c o e olNNe o]

pnffo)y=pn{JUYUNH {yex : distly, X\ 0) > 1},

k=1i=1[=k

offen in X

aus der wir D N f~1(0) € M, erhalten. Als Teilmenge einer p-Nullmenge ist
auch f~1(0) \ D € .#, messbar, daher haben wir f~1(0) € ., fiir jede
offene Menge O in X gezeigt. Da die offenen Mengen A(X) erzeugen, folgt die
behauptete (.#,,, %(X))-Messbarkeit von f. O

Bemerkung. Allgemeine Aussagen iber u-messbare Funktionen gelten analog
fiir of -messbare Funktionen beziiglich beliebiger o-Algebren <f , wenn man -
fast-iiberall bestehende durch tberall bestehende Figenschaften ersetzt. Formal
sieht man dies durch Anwendung auf ein Mafi p mit #,, = </ und ohne nicht-
triviale Nullmengen, wie beispielsweise die Einschrinkung | , des Zihlmajes
&. Insbesondere ergibt sich daher aus der Proposition, dass puntkweise Limites
von Borel-Funktionen (mit Werten in einem metrischen Raum) wieder Borelsch
sind.

Aus Proposition 2.3 folgt, dass alle praktisch relevanten Operationen mit
Folgen Borelscher beziehungsweise p-messbarer Funktionen wieder Borelsche
beziehungsweise p-messbare Funktionen ergeben. Beispielsweise sieht man das
fir die Operationen sup und limsup ein, indem man sie folgendermaflen in
punktweise Limites umschreibt:

sup fr = lim max{fi, fo,..., fx} und limsup fr = lim <sup fk> .
keN k—o0 k—o00 n—=00 \ k>n
Analog begriindet man die Erhaltung von Messbarkeit bei inf und lim inf sowie
bei Reihen.

Als Néchstes kommen wir auf die Approximation messbarer Funktionen
durch (eine montone Folge von) Treppenfunktionen.

Definition 2.4 (Treppenfunktionen). Sei (2, </) ein Messraum. Eine < -
messbare Funktion h: Q — [—o00,00] heifit eine (< -) Treppenfunktion, wenn sie
hachstens abzdhlbar viele Werte annimmt, und sie heifit eine (<f -) Treppenfunk-
tion mit endlich vielen Stufen, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt, also
endliche Linearkombination charakteristischer Funktionen ist.

Lemma 2.5. Sei (2, %) ein Messraum und f: Q — [0,00] eine nichtnegative
& -messbare Funktion. Dann gibt es eine Folge von < -Treppenfunktionen hy
mit endliche vielen Stufen, so dass 0 < h1 < hy < hg < ... gilt und hy, — [ auf
Q konvergiert bei k — oo.

Beweisidee. Man wéhlt die hp konstant auf gewissen Zwischenniveaumengen
von f. Im Einzelnen gibt es etliche Vorgehensweisen; eine solche ist, hy = 0 zu
setzen und fiir k € IN rekursiv

1
et = hi + 2 Lzeq: @)+ 1 <))
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zu wihlen. Aus der Divergenz > 7, 4+ = oo der harmonischen Reihe ergibt
sich dann die behauptete Konvergenz. Ist man mit abzéhlbar vielen Stufen
zufrieden, so kann man die hj alternativ als die Hilfsfunktionen h; aus dem
spateren Beweis von Satz 2.11 (I) wihlen mit der Parameterwahl b = 227" O

Das Lemma ist niitzlich zur Verallgemeinerung von Sachverhalten von Trep-
penfunktionen auf allgemeine Funktion, auch im Zusammenhang mit der Stan-
dard-Ausdehnungsprozedur der Integrationstheorie: Man beweist eine
Behauptung iiber messbare Funktionen (oft im Zusammenhang mit Integrier-
barkeit und Integralen und bei linearem Auftreten der Funktion), indem man
sie schrittweise verifiziert,

e erst fiir charakteristische Funktionen,

e dann fiir Treppenfunktionen (mit endlich vielen Stufen),
e dann fiir nichtnegative Funktionen

e und schliellich fiir allgemeine messbare Funktionen.

Wir werden oft in dieser oder dhnlicher Weise vorgehen.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts halten wir noch eine Folgerung iiber den
Zusammenhang zwischen .Z"- und Borel-Messbarkeit fest. Da .#™ die Ver-
vollstdndigung von Z(R™) ist, unterscheiden sich dieses Konzepte tatséchlich
nur um Nullmengen:

Korollar 2.6. Sei (2, <7, 1) ein Mafraum. Genau dann ist f:  — [—00, 00| -
messbar, wenn es ein o -messbares g: Q — [—00,00] gibt mit f = g p-fast-
dberall auf ).

Insbesondere ist f: A — [—o00,00] mit A € #™ genau dann L"-messbar,
wenn es ein Borelsches g: A — [—00, 00| gibt mit f = g £"-fast-iberall auf A.

Beweis. ¢ <= ist nach Proposition 2.3 klar. Fiir * = ’ erinnern wir uns, dass
jede .#),-messbare Menge sich nur um eine i-Nullmenge von einer .»7-messbaren
Menge unterscheidet; daraus ergibt sich die Behauptung fiir Treppenfunktionen
(man vergleiche auch Fufinote 7 im néichsten Abschnitt). Fiir nichtnegatives f
wenden wir nun das vorige Lemma (mit .#, statt /) an und machen die
so erhaltenen .#,,-Treppenfunktionen h;, durch Modifikation auf zi-Nullmengen
zu o/ -messbaren zzk mit 0 < El < Eg < ﬁg < ... auf Q. Wegen Monotonie
konvergieren die hy punktweise gegen eine [0, co]-wertige Funktion g mit g =
f p-fast-tiberall auf €2, und g ist nach Proposition 2.3 &/-messbar. Damit ist
die Behauptung fiir nichtnegatives f gezeigt. Der allgemeine Fall folgt durch

Zerlegung f = fy — f_. O

Korollar 2.6 wird wesentlich verschérft durch den folgenden Satz, der eine
auf den ersten Blick vebliiffende Beziehung zwischen Messbarkeit und
Stetigkeit herstellt:

Satz 2.7 (von Lusin, ~1912). Sei Q2 ein lokal- und o-kompakter Hausdorff-
Raum, p ein Radon-Maf auf  und X ein separabler metrischer Raum. Ist
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48 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

w(Q) < 0o, so gibt es zu jeder p-messbaren Funktion f: Q — X und zu jedem
d > 0 eine kompakte Teilmenge As von @ mit u(2\As) < 9, so dass f‘A(s stetig
15t.

Bemerkungen.

e Im Falle u(Q) = oo ist u als Radon-Maf$ noch o-endlich und der Satz gilt
mit abgeschlossenem statt kompaktem Ag.

e s lassen sich sogar stetige gs: 2 — X mit g5 = f auf As konstruieren.

e Der Satz von Lusin kann als Analogon der Approzimationseigenschaften
des Satzes 1.49 mit messbaren Funktionen anstelle messbarer Mengen ver-
standen werden; man vergleich ithn auflerdem mit Satz 2.19.

Beweis. Wegen der Separabilitdtsvoraussetzung kénnen wir fiir jedes ¢ € IN den

Zielraum X durch abzdhlbar viele Kugeln vom Radius 2i iiberdecken. Daraus

erhalten wir eine Zerlegung von X in disjunkte Mengen B1 B2 B3 ... vom
Durchmesser < 1 Die Urbilder D] = f- (BJ ) € M, bilden eine dlsjunkte
Zerlegung von 2 und wir finden mit Satz 1.49 kompakte Teilmengen Ag C Dg
mit E(Dg \ Ag ) < 279775, Unter Verwendung der Endlichkeitsvoraussetzung
() < oo folgt

o

k 0o
; J) = JY = J J i
klg{)lou<&'2\jL;JlAi>—M<Q\]L31Ai>—z a(D\ Al) <27

und daher gibt es auch ein k; € IN mit
M<Q\ U Ag> <276,
j=1

Jetzt bilden wir eine Funktion f; auf Uf;l A{, die auf jeder Menge Ag kon-
stant einen Wert in B annimmt. Nach Konstruktion sind die f; stetig und
konvergieren gleichméfig auf der kompakten Menge

oo k;
Ag::ﬂUAg

i=1j=1

gegen f. Deshalb ist f]| A stetig und aufBerdem gilt

oo k; oo
(Q\As) < ZM<Q\ U A{) <> 2% =4
i=1 j=1 i=1

O

2.2 Das Maflintegral

Als Néchstes beschiiftigen wir uns mit der Integration messbarer Funktionen
beziiglich beliebigen Maflen. Dieser Integralbegriff enthélt Integrale beziiglich
L™ als Spezialfall und wird deshalb auch als Lebegue-Integral bezeichnet.
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Definition 2.8 (Integrale von Treppenfunktionen). Sei (Q, <7, 1) ein Majs-
raum. Das (elementare u-)Integral einer of - Treppenfunktion h: Q — [—o0, 00]
tiber Q ist definiert als

/th,u = Z tu(h™{t}).

te[—o0,00]

Bemerkungen (zur Summe 3,/ ¢ u(h={t}) in der vorigen Definition).

e Hochstens abzdhlbar viele Summanden sind von Null verschieden.

o Wir definieren die Summe durch Addition von Zte[o,w]tﬂ(h_l{t}) €
[0, 00] und 3 e o0 ) t u(h=Ht}) € [~00,0] und betrachten sie nur dann
als definiert, wenn bei dieser Addition nicht der Ausdruck oo — oo auftritt.

o Definitionsgemdfl nimmt also die Summe entweder einen Wert in [—00, 00]
an oder ist vom Typ co — oo. In letzterem Fall betrachten wir das Integral
fA hdp, ebenso wie den Summationswert, als undefiniert.

Definition 2.9 (Integrale, Integrierbarkeit, Summierbarkeit). Es sei
(Q, o, p) ein Mafraum und f: Q — [—o0,00] eine beliebige Funktion. Dann
heifit eine o - Treppenfunktion h: Q — [—o00,00] eine (u-)Oberfunktion zu f,
wenn h > f auf Q gilt und das elementare p-Integral fQ hdu definiert ist. Ana-
log heifit h eine (u-)Unterfunktion zu f, wenn h < f auf Q gilt und thd,u
definiert ist. Wir bezeichnen

/ fdp = inf {/ hdu : h ist p-Oberfunktion zu f} € [—o0, 0]
Q Q

als das (u-)Oberintegral von f (iber Q) und

/ fdp :=sup {/ hdp : h ist u-Unterfunktion zu f} € [—00, 9]
«JQ Q

als das (u-)Unterintegral von f (iber Q). Die Funktion f heifit (u-)integrierbar
(tiber ), wenn sie u-messbar® ist und *fQ fdp mit *fQ f du tbereinstimmt. Wir
nennen dann den gemeinsamen Wert

/Qfduzzlfduz*/ﬂfdue [~00, 0]

das (u-)Integral von f (iber Q). Schlieflich heifit ein (u-)integrierbares f mit
endlichem Wert des Integrals auch (u-)summierbar.

®In vielen Lehrbiichern wird an dieser Stelle .o7-Messbarkeit von f vorausgesetzt, was fiir
nicht-vollstdndige Mafle wegen &/ g M, eine stiarkere Forderung ist und zu einem weniger
allgemeinen Integralbegriff fithrt. Meist ist dieser Unterschied aber unwesentlich, da man zur
Vervollstandigung oder dem .o/-messbaren Reprisentanten des Korollars 2.6 iibergehen kann.
SDer Begriff der Integrierbarkeit wird in Teilen der Literatur nur fiir solche Funktionen
verwendet, die zu einem endlichen Integralwert fithren. Wir nennen derartige Funktionen sum-

mierbar, wihrend wir bei integrierbaren Funktionen unendliche Werte des Integrals zulassen.
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50 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bemerkungen.

e Das Ober- und das Unterintegral existieren stets und es gilt

szduz*/gfdu-

Um die Integrierbarkeit einer messbaren Funktion zu zeigen, reicht es also,
die umgekehrte Ungleichung nachzuweisen.

o Treppenfunktionen (mit definiertem elementaren Integral) sind Ober- und
Unterfunktionen zu sich selbst. Deshalb stimmt ihr Integral mit ithrem ele-
mentaren Integral iiberein — was unsere Notation erst rechtfertigt.

e Charakteristische Funktionen 14 mit A € .#, sind p-integrierbar
mit

/ 4 dp = Ti(A).
Q
Allgemeiner gilt 79 Tadp = p*(A) fir alle A € ().

o u-Integrierbarkeit und p-(Ober-/Unter-)Integrale stimmen mit den ent-
sprechenden Konzepten fiir die Vervollstindigung Tt iberein”; daher kann
man sich stets auf die Behandlung von Integralen beziiglich vollstindigen
Mafen beschrinken.

Notation. Ist X € o7 eine messbare Teilmenge von Q und ist f auf einer Ober-
menge von X definiert, so schreiben wir kurz fX fdu fir fX f‘X dp| 71X und

sprechen von p-Integrier-/Summierbarkeit iber X . Gleichbedeutend mit fX fdu

verwenden wir auch die Notation [y f(x)du(x). In der Literatur wird statt
‘du(z)’ gelegentlich nur ‘dpx’ und statt ‘d.L™(x)’ oft nur ‘dx’ notiert.

Proposition 2.10 (Erste Rechenregeln fiir Maflintegrale). Seien u, p;
Mape auf (2, 97), w; € [0,00] und a,b € [—o0,00] Parameter sowie f,g: Q@ —
[—00, 00| Funktionen.

" Beweis. Sei f: Q — [—o00, 00] beliebig. Da u-Oberfunktionen stets auch fi-Oberfunktionen
sind mit gleichem Wert des elementaren Integrals, ist *fQ fdp < 79 fdp. Um die umgekehr-
te Ungleichung herzuleiten, betrachten wir eine beliebige f-Oberfunktionen h zu f. Seien
t1,t2,t3,... € [—00,00] die abziihlbar vielen Werte, die h annimmt, und M; := hil{ti} € My
die zugehérigen Niveaumengen. Dann gibt es 47/-messbare Teilmengen A; C M; mit u(A;) =
i(M;) und N := Q\J;2, Ai € o ist eine p-Nullmenge. Folglich ist g := oo Iny+ Y 2, til a,
eine p-Oberfunktion zu f mit

/diu=OO'M(N)+;tiu(Ai)=;tiﬁ(Mi)=/thﬁ-

Deshalb gilt auch 79 fdu < 70 fdiz und p-Oberintegrale sind dasselbe wie fi-Oberintegrale.

Analog oder durch Ubergang zu —f verifiziert man die Gleichheit von Unterintegralen. Und
erinnern wir uns, dass u-Messbarkeit und -Messbarkeit von f per Definition gleichbedeutend
sind, so folgt die Gleichheit der Integrale und der Integrierbarkeitsbegriffe. O
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(1) Identitét: Ist g p-integrierbar mit f = g p-fast-iberall auf Q, so ist
auch f p-integrierbar mit

/Qfduz/ggdu-

(II) Monotonie: Sind f und g p-integrierbar mit f < g p-fast-iberall auf

Q, so gilt
/fdué/gdu-
Q Q

(III) Sind f und g p-summierbar mit f < g p-fast-iberall auf Q, so gilt

/fdu:/gd,u <~ [ =g p-fast-iberall auf Q.
Q Q

(IV) Linearitit im Integranden: Fiir u-integrierbare f und g ist® af-+bg
auch p-integrierbar mit

[t +vau=a [ sauss [ gau.

vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ oo — co.

(V) Linearitat im Maf3: Ist f u;-integrierbar fir alle i € I, so ist f auch
Y icr Wilti-integrierbar mit

/ fd(zwmi> =Yoo [ fam,
Q i€l ier 7%
vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ oo — co.

(VI) o-Additivitit im Integrationsbereich: Ist f p-integrierbar iber dis-
junkte Mengen X1, X, X3,... € &, so ist f auch p-integrierbar iiber

U;‘)il XZ mit
[ tau=% [ fau
im1 X ieN 7 Xi

i=1

vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ co — co.

Bemerkung. Als Spezialfall von (VI) ergibt sich die einfache Regel

/Q]lAfdu:/Afdu fir Ae o .

®Daa fQ fdu+b fQ g dp nach Voraussetzung nicht vom Typ co—oo ist, wird einer der beiden
Werte oo und —oo sowohl von af als auch von bg nur auf einer z-Nullmenge angenommen,
insbesondere bilden die z € Q, fiir die af(z) + bg(x) undefiniert vom Typ co — oo ist, eine
-Nullmenge. Die behauptete Aussage ist giiltig, wenn man fiir diese x die Werte a f(z)+bg(x)
in beliebiger Weise festlegt.
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52 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Beweis(skizze). Wir nehmen an, dass (€, <7, u) vollsténdig ist.

Wir beginnen mit dem Nachweis der Regel (IV), wobei wir die einfache
Multiplikationsregel, die sich fiir b = 0 ergibt als bereits bewiesen betrachten.
Somit kénnen wir uns auf den Fall @ = b = 1 beschrinken. Wir zeigen nun
zuerst, dass (IV) fiir elementare Integrale von Treppenfunktionen f und g giiltig
ist. Dazu rechnen wir mit der o-Additivitéit von p (beachte, dass stets alle bis
auf abzéhlbar viele Summanden verschwinden)

/Q Frodu= 3 tul(f+9 1)

te[—o00,00]

= > S e Hrrng s}

te[—o00,00] T,5€[—00,00]
r+s=t

= > (N4 D sulgHs)

re[—o00,00] S$E[—00,00]

:/Qfd,u—i-/ggdu.

Aus dieser Gleichheit fiir elementare Integrale folgt mit der Definition des Ober-

integrals
/(f+g)du S/ fdu+/ gdu
Q Q Q

fiir beliebige Funktionen f und g — solange die recht Seite nicht vom Typ co—o0
ist. In Kombination mit der entsprechenden Ungleichung fiir Unterintegrale
ergibt sich die behauptete Linearitdt des Integrals.

Zum Beweis von (II) sei N :={x € Q : f(x) > g(z)} € o/. Wegen f < g pu-
fast-iiberall auf {2 ist dann N eine p-Nullmenge. Zu jeder Oberfunktion h zu g
betrachten wir jetzt die Treppenfunktion h mit h = h auf Q\ N und h = 0o auf
N. Dann ist & eine Oberfunktion zu f mit fQ hdu = fQ hdp. Insgesamt folgt
aus dieser Uberlegung fQ fdu < fQ gdpu und wegen der Integrierbarkeit von f
und g kénnen wir die Oberintegrale in der letzten Ungleichung durch Integrale
ersetzen. Wir erhalten die Behauptung von (II).

In der Situation von (I) beobachtet man zuerst, dass f geméfl Proposition 2.3
p-messbar ist. Die Regel (I) ergibt sich dann aus der fiir (II) verwendeten Un-
gleichung fiir Oberintegrale und der analogen Ungleichung fiir Unterintegrale.

SchlieBlich kommen wir zu (III): ¢ <= ’ ist mit (I) bereits bewiesen. Fiir
* =’ betrachten wir die Mengen Ny, := {z € Q : f(z)+ + < g(2)} € &
zu k € IN. Dann gilt p-fast-tiberall g > f + %]l N, auf € und gem&f den schon
bekannten Regeln (II) und (IV) ist

/diﬂ2/Q(f+%ﬂNk)dM=/Qfdu+%u(Nk)-

Gilt jetzt [, fdu = [ gdp mit endlichem Wert (Summierbarkeit!), so muss
folglich p(Ng) = 0 sein. Dann ist aber auch | Jio; Nk, = {z € Q : f(z) < g(x)}
eine p-Nullmenge und daher f > g p-fast-iiberall auf Q2. Da wir f < g p-fast-
tiberall auf €2 vorausgesetzt haben, erhalten wir f = g p-fast-iiberall auf 2 und
somit ist (IIT) gezeigt.
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2.2. Das MaBintegral 53

Zum Beweis von (V) und (VI) verifiziert man die Behauptungen zuerst fiir
Treppenfunktionen und argumentiert dann wie fiir (IV). Auf Details dazu sei
hier verzichtet. O

Wir werden nun zeigen, dass nichtnegative (oder nichtpositive) u-messbare
Funktionen immer p-integrierbar sind. Nimmt ein u-messbares f sowohl positive
als auch negative Werte an, so kénnen wir f = f — f_ in seinen Positivteil fi :=
max{ f,0} und seinen Negativteil f_ := — min{f, 0} zerlegen. Nach Rechenregel
(IV) berechnet sich dann das Integral von f als

/Qfduz/gﬁdu—/gf—du, (2.1)

aber nur solange rechts nicht der Ausdruck co — oo auftritt. Dass der Fall
oo — oo tatséchlich der einzige Nichtexistenzfall fiir Integrale messba-
rer Funktionen ist, garantiert der folgende Satz:

Satz 2.11 (iiber Integrierbarkeitskriterien fiir messbare Funktionen).
Sei (Q,97, 1) ein Mafraum und f: Q — [—00, 00| sei p-messbar.

(I) Gilt f >0 (oder f <0) auf Q, so ist f stets p-integrierbar mit Integral-
wert [ fdp in [0,00] (oder in [—00,0]).

(II) Genau dann ist f p-integrierbar, wenn eines der beiden (gemdfs (1) stets
definierten) Integrale fQ frdp und fQ f—du endlich ist.

(III) Genau dann ist f p-summierbar, wenn das Integral [ |f|dp endlich ist.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei (2, .27, u) vollstandig. Fiir (I) betrachten wir
zu beliebigem b €]1, oo[ die nichtnegative o7-Treppenfunktion hy zu

b*~1 falls b*71 < f(z) < b° fiir 2 € Z
hb(a:) = .
f(z) falls f(z) € {0,000}

Dann ist hy eine Unterfunktion zu f, bhy ist eine Oberfunktion zu f und es folgt

/fdug/bhbdu:b/hbdugb/fdu.
Q Q Q xJQ

Durch Grenziibergang b ™\, 1 erhalten wir

szdué*/gfdu

und somit die p-Integrierbarkeit von f.

Zum Nachweis von (II) zeigen wir die beiden Implikationen der behaupteten
Aquivalenz: Ist einerseits eines der Integrale fQ f+dp und fQ f— dp endlich, so
ist f nach der Voriiberlegung (2.1) mit Rechenregel (IV) u-integrierbar. Ist an-
dererseits f p-integrierbar, so kénnen wir fQ fdu < oo annehmen (andernfalls
gehe zu — f iiber). Es gibt daher eine Oberfunktion h zu f mit fQ hdu < oo.
Mit der Definition des elementaren Integrals folgt fQ hydp < oo und hy ist
eine Oberfunktion zu f,. Daher erhalten wir [, f+ du < oco.
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54 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Nach Rechenregel (IV) gilt

/Q\f\duz/ghdw/gf—du, (2.2)

wobei alle drei Integrale in dieser Formel nach (I) stets in [0, oo] existieren. In
Anbetracht von (II) und der Voriiberlegung (2.1) erhalten wir die Aquivalenz
(I11). O

Aus den Gleichungen (2.1) und (2.2) erhalten wir auflerdem:

Bemerkung. Fir p-integrierbare f auf ) gilt die Dreiecksungleichung

‘/Qfdu‘é/glfldu-

Modellbeispiel (Teil VII). Fir unser Modellbeispiel haben wir schon ge-
sehen, dass f: Q — [—00,00] genau dann p-messbar ist, wenn f(2) = f(3) gilt.
Sind auferdem die beiden Werte f(1) und f(2) = f(3) nicht entgegengesetzt
unendlich, so ist f u-integrierbar mit

/Qfduz F()+13- £(2) = F(1) + 13- £(3).

Im vorausgehenden Beispiel sind messbare Funktionen stets Treppenfunk-
tionen und Integrale stets elementare Integrale. Tatséchlich ist dies bei abzéhl-
baren Grundraum ) stets so und bleibt auch bei beliebigem {2 noch fiir alle
diskreten Mafle richtig:

Beispiele. Sind Q und f: Q — [—o00, 0] beliebig, so gelten:

o f ist d,-integrierbar beziiglich Dirac-Maflen 8, zu x € 0 mit
/ fdéy = f(z).
Q

o f ist &-integrierbar beziiglich dem Zdhlmafl & auf Q mit

| rae=Y sta).
Q e

vorausgesetzt die Summe rechts ist nicht vom Typ oo — ©.

o f ist w-integrierbar beziiglich einem diskreten Maf§ w 1= ) o wz0, mit
Punktmassen w, € [0, 00] und

[ 1w =Y et

€

vorausgesetzt die Summe rechts ist nicht vom Typ oo — oco.
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2.2. Das MaBintegral 55

Die wichtigsten Maflintegrale sind solche beziiglich .Z", also die eigentlichen
Lebesgue-Integrale. Insbesondere ist das Lebesgue-Integral beziiglich .Z! eine
Verallgemeinerung des Riemannschen Integralbegriffs. Genauer gelten folgende
Aussagen (die wir hier nicht beweisen):

Bemerkungen (zu Riemann- und Lebesgue-.#!-Integralen).

o Fira <b in [—oo0,00] fiihren wir die von Riemann-Integralen vertraute
Schreibweise ein durch f;’ fdzt = f]a b[fd.i”l. Da einzelne Punkte £ -

Nullmengen sind, kann man auch iber [a,b], ]a,b] oder [a,b] (sofern C R)
integrieren, ohne den Integralwert zu verdndern.

o Ist eine beschrinkte Funktion iiber ein beschrdinktes Intervall I Riemann-
integrierbar, so ist sie auch £ -integrierbar iber I mit gleichem Integral-
wert.

o s gibt viele L' -integrierbare Funktionen, die nicht Riemann-integrier-
bar sind, beispielsweise existieren fol 1gdZ' =0 und fol Ir\q dzt =1,
aber 1g und 1g\q sind nicht Riemann-integrierbar iber [0, 1].

e Folgendermaflen lisst sich Riemann-Integrierbarkeit im Rahmen der Le-
besgueschen Theorie verstehen: Eine beschrdankte Funktion auf einem be-
schrinkten Intervall I ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie
L fast-iiberall auf I stetig ist.

o Existieren das “normale” £ -Integral und das uneigentliche Riemann-In-
tegral (iber ein unbeschrinktes Intervall oder von einer unbeschrinkten
Funktionen), so stimmen sie ebenfalls tiberein. Kiirzungseffekte kinnen
aber dazu fiihren®, dass das uneigentliche Riemann-Integral noch einen
endlichen Wert annimmt, wihrend das £ -Integral nicht existiert (also
der Typ oo — oo worliegt).

e In dhnlicher Weise sind f}-]ntegmle eine Verallgemeinerung von Rie-
mann-Stieltjes-Integralen und ZL"-Integrale eine Verallgemeinerung von
iterierten Riemann-Integralen.

Insbesondere gelingen konkrete Berechnungen von .#'-Integralen mit den-
selben Techniken und Rechenregeln wie bei Riemann-Integralen. Wir werden
noch sehen, dass sich die Berechnung weiterer, mehrdimensionaler Maflintegra-
le in vielen Situation auf .#'-Integrale zuriickzufiihren lisst; ein erstes Bei-
spiel hierfiir liefert die ndchste Proposition, in der wir die Notationen des Ab-
schnitts 1.7 fiir Kugeln und ihr Volumen verwenden.

Proposition 2.12 (Integrale radialer Funktionen). Fiir jede £*-messbare
Funktion ¢: |r, R[— [—o0,00] mit 0 <r < R < oo gilt

R
/ o(|2]) AL () = no / 2(0)d" 42 (o).
B%(0)\B(0) r

Insbesondere existieren beide Integrale oder keines.

9Ein konkretes Beispiel hierfiir ist f0°° % dx.
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56 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Beweis (mit der Standard-Ausdehnungsprozedur). Wir verifizieren die Behaup-
tung zuerst fiir ¢ = Lgp mit 7 < a < b < R durch Berechnung beider Seiten
der behaupteten Gleichheit: Es ist ¢(|z[) = 1pr0)\Br(0)(z) und deshalb redu-
ziert sich die linke Seite zu 2" (B} (0) \ B (0)) = wy(b™ — a™). Die rechte Seite
ergibt ebenfalls wy, ff no" 1d.Z (o) = w,(b" — a™) und die Behauptung ist fiir
o = 1, gezeigt.

Betrachtet man allgemeiner ¢ = 14 mit A € A(]r, R[), so kann man die
beiden Seiten der Behauptung als Mafe (in A) verstehen, die geméf dem schon
Gezeigten auf % N Z(|r, R[) iibereinstimmen. Nach dem Maffortsetzungssatz
gilt die Behauptung daher stets fiir ¢ = 14 und mit Rechenregel (IV) folgt sie
fiir alle Borel-Treppenfunktionen ¢ mit endlich vielen Stufen.

Ist schlieBlich ¢ eine nichtnegative .#!-messbare Funktion, so kénnen wir ¢
nach Korollar 2.6 und Lemma 2.5 von unten durch eine .#'-fast-iiberall kon-
vergente Folge von Z(|r, R[)-Treppenfunktionen hj mit endlich vielen Stufen
approximieren. Es folgen die Konvergenzen hi(0)o" ' — ¢(0)o" ! fir £'-
fast-alle ¢ €]r, R[ und hg(|z]) = ¢(|z|) fir £"-fast-alle!® x € BR(0) \ B(0).
Der bald folgende Satz 2.15 (I) wird Konvergenz der zugehorigen Integrale si-
cherstellen und erlaubt die Ubertragung der Behauptung von den hy, auf .

Die oben angegebene Version der Proposition ergibt sich schliefllich durch
Zerlegung o = o1 — p_. O

Anwendung (Integrale von Potenzfunktionen). Fiir s € R gelten

nwn,

1
[ el = ne, [ oAz - {SM
BT(0) 0

fir s > —n

00 fu'rsg—n’

. .
[ rasi@ = [ o agio =%, 02T
R™\ B (0) 1 -2 fir s < -—n

Insbesondere ist [p, |x|*dZL"(x) fir alle s € R unendlich. Da fB?(O) r?d.Lm

fir alle i € {1,2,...,n} den gleichen Wert hat (vergleiche die Bemerkung zur
Isometrie-Invarianz in Abschnitt 2.7), sehen wir auflerdem

1 Wn

22 d. L (x :—/ > d.L"(x) = .
/Bm) D=5 oo A

Statt [—oo, oo]-wertigen Funktionen (wie wir sie bisher betrachtet haben)
kann man auch komplexwertige und vektorwertige Funktionen integrieren:

Definition 2.13 (Integrale C-wertiger und vektorwertiger Funktionen).
Sei (Q,97, 1) ein Mafraum. Wir erkliren das (u-)Integral fiir eine p-messbare
C-wertige Funktion f = R(f) +iS(f): @ = C durch

/Qfd,ui:/ﬂﬂ?(f)d,u—i-i/ﬂg(f)due(ll

9An dieser Stelle benutzen wir implizit, dass fiir jede Z*'-Nullmenge N die Menge {z €
R"™ : |z| € N} eine .£"-Nullmenge ist; dies folgt aus dem vorigen Beweisschritt, zunéchst fiir
Borelsches N und dann auch allgemein.
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und fir eine p-messbare R™-wertige Funktion f = (f1, fo,..., fm): @ — R™

durch
/Qfduiz</Qf1dua/ﬂf2du,...,/ﬂfmdu> eR™.

Ist schliefSlich V' ein abstrakter endlich-dimensionaler R-Vektorraum, so wdhlen
wir eine Basis ey, ea,... ey, von V und definieren das (u-)Integral einer p-
messbaren V -wertigen Funktionen f =", fie;: @ =V durch

/Qfdu :=g</ﬂfidu)eiev

Jeweils heifit f p-summierbar, wenn alle Integrale auf den rechten Seiten der
Definitionen definiert und endlich sind, und das Integral auf der linken Seite
wird nur fiir y-summierbare f erklirt.

Bemerkungen.

e Die Konzepte der Integration von C- und R%-wertigen Funktionen stim-
men bei Identifikation a + ib = (a,b) tberein und die Integration R™-
wertiger Funktionen ist als Spezialfall im V -wertigen Fall enthalten.

o FiirV-wertige Funktionen definiert man p-Messbarkeit mit Hilfe der Borel-
o-Algebra B(V') zu einer von einer Norm induzierten Topologie auf V.
Da auf dem endlich-dimensionalen Vektorraum V alle Normen dquivalent
sind, hdngt diese Topologie nicht von der Wahl der Norm ab.

e Das Integral V -wertiger Funktionen hdngt nicht von der Basiswahl in V
ab und ist somit wohldefiniert.

o [Integrale C-wertiger Funktionen hdngen C-linear vom Integranden ab, das
heifit die Rechenregel (IV) gilt in diesem Fall fiir Faktoren a,b € C. All-
gemeiner liegt im vektorwertigen Foll Linearitit beziiglich Multipli-
kationen mit Skalaren und Vektoren vor und noch allgemeiner gilt
fiir jede lineare Abbildung T:V — W in einen endlich-dimensionalen

Vektorraum W
/(Tof)d,u:T</fd,u> ew.
Q Q

e Fir jede Norm |- | auf V (insbesondere fiir die Euklidische Norm auf
C und R™) gilt in Verallgemeinerung von Proposition 2.11 (III): Ein
p-messbares V -wertiges f ist genau dann p-summierbar, wenn fQ |f|du
endlich ist. Analog g¢ilt auch die Dreiecksungleichung fiir beliebige
Normen.

e Viele der bisher behandelten und der folgenden Sachverhalte tiber Integra-
le gelten bei Werten in endlich-dimensionalen Vektorrdumen V analog.
Unterschiede zum [—oo, oo|-wertigen Fall gibt es diblicherweise nur im Zu-
sammenhang mit unendlichen Werten oder Ungleichungen. Wir werden
auf eine explizite Diskussion des V -wertigen Fualls meist verzichten.
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58 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

e Die Integration von Funktionen mit Werten in unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen ist prinzipiell sinnvoll, aber schwieriger; es gibt fir sol-
che Funktionen mehrere verschiedene Integralbegriffe, die im Allgemeinen
nicht zusammengfallen.

2.3 Konvergenzsitze fiir Integrale

Eine fiir viele Anwendungen wichtige Fragestellung ist, ob man aus einer Kon-
vergenz von Integranden schon auf Konvergenz der zugehorigen Integrale schlie-
Ben kann. Mit anderen Worten handelt es sich dabei um die Frage, ob Vertau-
schungen von Limes und Integral gerechtfertig sind und Maflintegrale stetig
vom Integranden abhéingen. Dass man Stetigkeit im Allgemeinen nicht erwar-
ten kann, zeigen die folgenden beiden Gegenbeispiel mit Zackenfunktionen.

Beispiel. fi: R — [0,00] sei definiert durch

1) fr(zx) = (k— K|z — %|)+ oder

(1) fu(z) = (£ - 1),

In beiden Fillen konvergiert fi punktweise

auf R gegen 0 bei k — oo, aber fQ frdZ' = 1 konvergiert nicht gegen 0.
Bei (I) sind auferdem die Triger der fi gleichmdf$ig beschrinkt, wéihrend bei
(1I) die Konvergenz gleichmdjig ist.

i aus (I) 2] fr aus (1I)

T I T

—k k

N0 —

Wenn auch nicht stetig, so hdngen Integrale nichtnegativer Funktionen aber
zumindest unterhalbstetig vom Integranden ab:

Lemma 2.14 (von Fatou). Sei (2,47, ) ein MafSraum und die Funktionen
fr: Q —[0,00] seien nichtnegativ und p-messbar. Dann gilt

/ (lim inf fk) dyp < lim inf/ fredu.
Q k—o0 k—oo  Jq
Beweis. Sei f := liminfy_,o fr > 0, h: @ — [0,00] sei eine p-Unterfunktion

zu f und € > 0 sei fixiert. Wir kénnen h = Y2, ¢;1 4 mit ¢; € [0,00[ und
disjunkten A" € o schreiben und setzen

A= (o€ A : fulz) = (1=e)t;} € A, .
n=~k

Esist A} ¢ A, C A} C ... und nach Wahl von f und h gilt aufierdem Jjo; A} =
A, Daher folgt

M
li]gicgféfkduzli&iégf; A;fkdﬂ

M M
> (1-¢) h&gf;tiﬁ(fl@ = (1-¢) ;tiM(Al)
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fiir alle M € IN. Mit den Grenziibergéngen € \, 0 und M — oo erhalten wir

hmmf/fkd,u>/hd,u

Die letzte Ungleichung folgt nun auch fiir alle Unterfunktionen h zu f (nicht
nur fiir die [0, co[-wertigen) und deshalb ergibt sich durch Supremumsbildung

liminf/fkd,uz /fd,u:/fd,u. O
k—oo Jo o) Q

Die wichtige Erkenntnis dieses Abschnitts ist aber, dass Stetigkeit unter
gewissen Zusatzvoraussetzungen doch vorliegt:

Satz 2.15 (Konvergenzsitze fiir Integrale). Sei (2,97, 1) ein Mafiraum,
die Funktionen fi: Q — [—o00, 00| seien u-messbar und es konvergiere fr, — f -
fast-iiberall bei k — co. Dann folgt Konvergenz der Integrale

tim [ fede= [ . (2.3)
k—oo (e} )

vorausgesetzt eine der folgenden Zusatzbedingungen liegt vor:

e Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz: Fs gelte

0<fi<fo<fz3<... w-fast-tiberall auf

e Satz von Lebesgue iiber dominierte/majorisierte Konvergenz:
Es gelte
Ifel <g w-fast-tiberall auf

fiir alle k € N und eine p-summierbare Majorante g (das heifst pu-messbar
mit ngdu < 0).

e Konvergenzsatz von Vitali: Es sei u(Q) < oo, die fr und f seien R-
wertig, und die fi, seien gleichgradig p-integrierbar iber 2, dass heifit zu
jedem g > 0 gebe es ein § > 0, so dass fir alle A € o gilt:

wA) <6 = Sup/ | frldp <e.

Bemerkungen (Varianten der Konvergenzssétze).

e [in weiterer (trivialer) Konvergenzsatz besagt, dass Konvergenz der Inte-
grale im Falle u(2) < oo (und bei R-wertigen Integranden) aus gleichmdj$i-
ger Konvergenz fi, — f folgt. Ist aber u(Q) = 0o, so haben wir im einlei-
tenden Beispiel bereits gesehen, dass gleichmdifige Konvergenz fiir diesen
Schluf$ nicht ausreicht.

e Das Lemma von Fatou und der Satz tiber monotone Konvergenz gelten
noch, wenn man statt Nichtnegativitit nur voraussetzt, dass fr > g -
fast-iiberall fiir alle k € IN und ein p-messbares g mit fQ g— du < oo gilt.
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60 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

e Der Satz iiber dominierte Konvergenz gilt noch, wenn man von k abhdingi-
ge Majoranten gy, zuldsst, fiir die g, — g p-fast-tiberall bei k — oo konver-
giert und man Konvergenz fQ g du — ngd,u der zugehdrigen Integrale
bereits weifs.

Korollar 2.16 (iiber Funktionenreihen). Fiir nichtnegative pi-messbare fi:  —

[0, 00] gilt stets
kz::l/ﬂfdeZ/Q<kZ:1fk> dp.

Korollar 2.17. Ist f p-summierbar, so gibt es zu jedem € > 0 stets ein 6 > 0,
so dass fir alle A € of gilt:

W(A) < § —> /A|f|du<e.

Diese Eigenschaft heifit Absolutstetigkeit des Integrals.

Beweis. Sei fi := min{|f|, k}. Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz (mit
Majorante |f|) gibt es ein k € IN mit

Las1=foan <.
Q

Wihlen wir jetzt 0 := 57, so gilt im Falle pu(A) < 0 stets

lAUMuz[ﬁwm+[mﬂ—ﬂMMSkmm+%<6- 0

In Anbetracht des vorigen Korollars stellt sich iibrigens der Satz {iber do-
minierte Konvergenz als Spezialfall des Konvergenzsatzes von Vitali heraus.

Korollar 2.18 (iiber stetige Abhingigkeit von Parametern). Fir ein
f:Qx P — [—00,00] mit metrischem Parameterraum P gelte:

o f(x,): P— [—00,00] ist fiir p-fast-alle x € Q eine stetige Funktion,

o f(-,p): Q — [—o0,00] ist fiir alle p € Q eine p-summierbare Funktion
mit einer von p unabhdngigen p-summierbaren Majoranten.

Dann ist
P%Rpwéﬂ%mww

eine stetige Funktion.

Beweis. Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gilt fiir p, — p in P stets

k—o0

i [ fepdnte) = [ ) dute). O

Héngen Integranden differenzierbar von einem Parameter ab mit einer Ma-
jorante fiir die Ableitung, so gilt eine dhnliche Aussage iiber differenzierbare
Abhingigkeit von Parametern, die wir hier nicht explizit ausformulieren.
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2.3. Konvergenzsétze fiir Integrale 61

Beweis von Satz 2.15. Unter der Zusatzvoraussetzung (I) ist fr < f p-fast-
iiberall auf ©Q und deshalb gilt ‘<’ in (2.3). Andererseits folgt ‘>’ geméfl dem
Lemma von Fatou.

In der Situation (II) gelten |f| < g und

29 —fe = fl =229 = |fel = [f[ 20
p-fast-iiberall auf Q2. Daher folgt mit Fatou

/2gdu§ lim /(29—\fk—f\)du5/2gdu,
Q k—oo Q Q

und mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

/kadﬂ—/ﬂfdu SkILHQO/S)|fk_f|d“:0-

Damit ist (2.3) auch unter (II) bewiesen.

Im Falle der Voraussetzung (III) sei zunéchst k& € IN fixiert. Da fj, nur end-
liche Werte hat, gilt lim,, oo u({z € Q:|fr(x)|>n}) = 0 geméB Satz 1.6, und
mit der gleichgradigen Integrierbarkeit erhélt man |, (29 | i (2)[>n0} |fe|dp < 1

fiir ein ausreichend grofies nj, € IN. Es folgt [, |feldp < npu(Q) +1 < oo,
und somit ist fQ frdp iberhaupt wohldefiniert. Ein #hnliches Argument, bei
dem auflerdem das Lemma von Fatou eingeht, zeigt die Wohldefiniertheit von
fQ f du. Die eigentliche Konvergenzaussage schliefflich ergibt sich aus dem fol-
genden Satz 2.19. O

lim
k—oo

Satz 2.19 (von Jegorow!'!). Sei (Q, 4, ) ein Mafiraum, X ein metrischer
Raum, die Funktionen fi: Q — X seien p-messbar und es konvergiere fr, —
fp-fast-iberall bei k — oo. Ist () < 0o, so gibt es zu jedem § > 0 ein A € o/
mit

u(A) <o und fr — [ gleichméBig auf Q\ A bei k — oco.

Beweis. Wir erinnern uns, dass f nach Proposition 2.3 py-messbar ist, und neh-
men ohne Einschrinkung an, dass (2, <7, u) vollsténdig ist. Wir setzen
=z e d(ful@), f(x) >t} e firikeN
n=~k
mit der Metrik d von X. Dann ist A% D A% D A4 O ... und nach Voraussetzung
ist 7o, A% eine p-Nullmenge. Wegen 1(Q) < oo folgt limy_o0 u(AL) = 0 und
es gibt zu jedem ¢ € N ein k; € IN mit M(Af'ﬂ) < 27%5. Wihlen wir schlielich

A= JA} e,

i=1

so ist p(A) < 6 und fiir alle i € IN gilt
1

1

firallez € Q\ Aund k; <neN.

Somit liegt gleichméBige Konvergenz fi — f auf Q\ A vor. O

1 Auch alternative Transkriptionen dieses russischen Namens sind gebriuchlich, beispiels-
weise wird in englischsprachiger Literatur oft ‘Egoroff’ geschrieben.
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62 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

2.4 Produktmafle und der Satz von Fubini

In diesem Abschnitt wollen wir das Produkt zweier Mardume (2, .o, u) und
(X,.,v) erkliren und fixieren deshalb zusétzlich zu €2 eine weitere beliebige
Menge X als Grundraum. Wir kénnen bereits sagen, dass der Grundraum des
Produkts das cartesische Produkt € x X sein wird, wihrend wir Produkte
von o-Algebren und Maflen erst noch definieren miissen. Als ersten Schritt
dorthin beginnen wir mit den naheliegenden Produktbildungen fiir Halbringe
und Pramafe:

Satz & Definition 2.20 (Produkte von Halbringen und Préamaflen). Fiir zwei
Mengensysteme o/ C P (Q) und ¥ C P(X) setzen wir

A xS ={AxS  Acod undSe. S C POQxX).

Sind of und . Halbringe, so ist auch of x .7 ein Halbring, und sind auferdem
w: o/ — [0,00] und v: ¥ — [0,00] Primafe, so definiert die Festlegung

(L xv)(AxS):=u(A)- v(S) fir alle A e o und S € .
ein Pramaf p X v: of x . — [0,00], das Produktprimaf$ von p und v.

Notation (fiir Schnitte). Fir P C Q x X, w € Q und € X vereinbaren wir
die Schreibweisen

P={reX: (wuz)eP}CX,
P, ={wef: (w,x)e P}CQ.
Speziell fir AxS € o/ x. C P(QxX) ergeben sich daraus
V(A ) = 1aw) v(S)  und  p((Ax 8)) = ju(A) - 1s(z).

Beweis des Satzes. Wir fithren den Beweis der Halbringeigenschaft von &7 x .
nicht aus, denn dieser ist eine einfache, abstrakte Variante des Nachweises, dass
#5 ein Halbring ist. Um die o-Additivitat von p X v zu verifizieren, betrachten
wir A, Ay, Ag, As,... € & und S, 51, 59, 53, ... € & mit disjunkten A; x S; und

Ax S =[J(A4ixS).
=1

Dann ergibt sich mit Korollar 2.16 (wobei i irgendeine Fortsetzung von p zu
einem Maf} bezeichnet)

(105 V)(A ) = ) - 0(8) = [ La-0(8)d7i = /Q V(o(A x 8)) di(w)
v | ]l x 8) (A; % ;) dfi(w)
(Yot > )= [ Xt x st

/ w(Ai X S5)) Z/]IA’/

[e.e]

p(A) - v(8i) = (1 x v)(Ai x S;). O
i=1 i=1

Il
S~
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2.4. ProduktmafBe und der Satz von Fubini 63

Wichtiger als Produkte von Halbringen und Pramaflen sind Produkte von o-
Algebren und Maflen. Allerdings ist fiir zwei o-Algebren &7 und . das einfache
Produkt o7 x .# nicht notwendig wieder eine o-Algebra!?, wehalb wir zur davon
erzeugten o-Algebra iibergehen:

Definition 2.21 (Produkt-o-Algebren und Produktmafle). Sind (2, <)
und (X,.7) zwei Messrdume, so heifit die o-Algebra

GRS =0(d x)C P02 xX)

dber Q x X die Produkt-o-Algebra von of und .. Ist auflerdem p ein Maf$ auf
(Q,.47) und ist v ein Maf$ auf (X,.), so nennen wir das Majs

(h@v):=(pxv)| ..
auf (U x X, o ® %) das Produktmafl von p und v.
Bemerkungen (zu Produkt-o-Algebren).

e Sind & ein Erzeuger von & und ¥ ein Erzeuger von ., so ist & X F
ein Erzeuger von & @ .

e Schnitte messbarer Mengen sind messbar, genauer gelten'? fir P € o/ ®.7,
we Qundzx € X stets ,P €. und P, € o .

o Ist (Y, ) ein weiterer Messraum und f: Qx X — Y eine (o @ S, 5 )-
messbare Funktion, so ist'* f(w,"): X =Y (mitw € Q) stets (S, H)-
messbar und f(-,z): Q@ =Y (mit v € X) ist (o, H)-messbar.

Bemerkungen (zu Produktmafen).

o (-)* bezeichnet wieder die Carathéodory-Konstruktion aus Satz 1.33 in
Abschnitt 1.6 und somit gilt

(V) (AXS) = (uxv)(AxS)=pu(A)-v(S) firAe o undSe ..

Aus Satz 1.33 wissen wir auflerdem, dass die Mengen aus of x . und
folglich auch die aus o ® .7 stets (u x v)*-messbar sind. Nach Satz 1.32
ist daher p ® v tatsichlich ein(e Fortsetzung von u X v zu einem) Maf
auf I Q.

o Sind p und v (und dann auch p x v) o-endlich, so ist diese Fortsetzung
nach dem Maffortsetzungssatz eindeutig bestimmt. Ohne o-Endlichkeit
und die sich daraus ergebende Eindeutigkeit ist die Verwendung von Pro-
duktmafen meist nicht sinnvoll.

12 Tatséchlich ist &7 x . nur dann wieder eine o-Algebra, wenn & = {§, Q} oder . = {0, X'}
gilt. Andernfalls ist &/ x .% nicht abgeschlossen unter Komplementbildung, da Komplemente
von (nichttrivialen) cartesischen Produkten sich nicht wieder als cartesische Produkte schrei-
ben lassen.

13 Beweis. Man verifiziert, dass {P€P(QxX) : o Pc. fir alle weQ, P,/ fiir alle z€X}
eine o-Algebra ist, die &/ x . und folglich auch &/ ® . enthélt. a

' Beweis. Fiir H € 4 erhilt man f(w,-) ' (H) = o (f1(H)) € .. d
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64 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Die wichtigsten konkrete Produktmafle sind solche von Lebesgue-Maflen:
Satz 2.22 (Produkte von Lebesgue-(Borel-)Maflen). Seien k,l € IN

(I) Fiir die Lebesque-Borelschen Mafriume gilt'

BRF) @ BR) = BB und  pFe g =prtt.

(II) Fiir die Lebesqueschen Mafriume dagegen ist #* @ 4" eine echte Teil-
menge von A%t Nach Vervollstindigung gilt aber dennoch

Lr o L= LR
insofern unterscheiden sich M* @ A" und A*T nur um Nullmengen.

Beweis. (I) Die Gleichheit Z(RF) @ B(R!) = %(R*F*!) erhilt man aus der
vorausgehenden Bemerkung zu Erzeugern von & ® . und der elementaren
Gleichhheit .#;, x . = #.1;. Zusammen mit dem Eindeutigkeitsteil der Maf3-
fortsetzungssatzes ergibt sich auch die Produktformel g% @ gt = gkt

(IT) Wir zeigen zuerst, dass .Z% x .#' C .#** und als Konsequenz auch
ME @ M C T gilt: Sind namlich AF € 2% und A' € .4 gegeben, so gibt
es Borel-Mengen BF, B!, eine .Z*-Nullmenge T% und eine .Z'-Nullmenge T"
mit A¥ = B¥ UT* und A! = B'UT'. Es folgt

AR x A'= (BF x BHu(B* x THu (T% x BHyu (TF x TY) € .a*

Borelsch Z*+_Nullmenge

Als Nichstes begriinden wir, dass .#* x .#' tatsichlich eine echte (!) Teil-
menge von . %+ ist: Ist namlich A die Vitali-Menge in R*, so ist A x {0} als
LFH L Nullmenge in .#**!, aber nach einer obigen Bemerkung zur Messbarkeit
von Schnitten kann A x {0} nicht in .Z* x .#" sein.

Zum Beweis der Produktformel fiir Lebesgue-Mafe iiberlegt man sich, dass
nach der Formel fiir Lebesgue-Borel-Mafle, der Definition der Vervollstandigung
und den vorausgehenden Argumenten

gk ® gl — gk-ﬁ-l‘l///k@//ﬂ
gilt. Wendet man nun die Minimalitdtseigenschaft der Vervollstindigung auf
die vollstéindige Fortsetzung 2%t von % @ £ an, so folgt, dass Z*! eine
Fortsetzung von £% @ &' ist. Benutzt man die Minimalitdtseigenschaft ein
weiteres Mal fiir die vollstéindige Fortsetzung Z% ® £! von ¥t so ergibt sich,

dass £k @ £! aber auch eine Fortsetzung von .Z*+! = g+l ist, insgesamt also
Pk ®$l — fk-l-l‘ O

Der wohl wichtigste und niitzlichste Satz iiber Produktmafe ist:

15 Allgemeiner bleibt Z(X) ® B(Y) = B(X x Y) fiir alle Teilmengen X C R¥ und Y ¢ R!
richtig, wenn X, Y und X X Y jeweils mit der Spurtopologie versehen werden, und noch
allgemeiner fiir alle separablen metrischen Rdume, wenn man X X Y mit der sogenannten
Produkttopologie versieht. Fiir topologische Raume gilt aber im Allgemeinen nur die Inklusion
B(X)@B(Y) C B(X xY); siehe [3, Kapitel I11.5] fiir Weiteres.
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Satz 2.23 (von Fubini(-Tonelli), ~1907). Fir zwei Mafsrdume (Q, .o/, u) und
(X,.,v) mit o-endlichen Maflen p und v und eine p®v-integrierbare Funktion

f:Qx X — [—o0,00] gelten:

o Fir u-fast-allew € Q ist f(w,-): X — [—00, 00| eine v-integrierbare Funk-

tion, und

Q — [—00,00|,w /Xf(w,:n) dv(x)

ist'S p-integrierbar.

o Firv-fast-alle x € X ist f(-,x): Q — [—o00, 0] eine p-integrierbare Funk-

tion, und

X = [—o00, 00|,z +— /Qf(w,:n) dp(w)

ist'" v-integrierbar.

o FEs gilt — und dies ist die eigentliche Aussage des Satzes —

/QfodM@ //fwa:dv ) dp(w)
- /. /Q F(w, @) da(w) dv ()

Der Satz besagt also, dass Integrale beziiglich eines Produktmafes sich als

“geschachtelte” Integrale beziiglich den beiden Fak-
toren schreiben lassen. Dabei fiihren bei den ge-
schachtelten Integralen die beiden moglichen Reihen-
folgen der Integration zum selben Ergebnis und inso-
fern sind Vertauschungen der Integrationsreihenfolge
erlaubt. In der Praxis wird der Satz oft angewandt,
um durch Berechnung geschachtelter Integrale das
Produktmafl messbarer Teilmengen P — die selbst
nicht notwendig Produktgestalt haben miissen — von
Q) x X zu bestimmen oder Integrale iiber solche Teil-
mengen beziiglich Produktmaflen auszurechnen. Da-
bei kommen Schnitte ,, P bzw. P, ins Spiel:

Korollar 2.24 (Satz von Fubini auf Teilmengen).
Unter den Voraussetzungen des Satzes gelten fiir
u®v-messbare Mengen P die Formeln

.

Zwei vertikale Schnitte , P und
drei horizontale Schnitte P, zu

P € B(R2)=B(R)2A(R)

[@579)(P) = [ 7P due) = [ (P av(a).

/fdu®v // £ (w,2) d7() dpu(w /Pﬁfww)du( w) dv(z)

Im Falle P € of @.7 kénnen dabei die (-)s auch weggelassen werden.

18Dje Aussage gilt bei beliebiger Festlegung des Wertes fX flw,z)dv(z) auf der @-

Nullmenge der w, fiir die f(w,-) nicht v-integrierbar ist.
"Die Aussage ist analog zur vorigen zu interpretieren.
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66 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Beweis. Man wende den Satz mit 1p bzw. 1pf anstelle von f an. O

Korollar 2.25 (Satz von Fubini fiir Lebesgue-Mafle). Fiir Lebesgue-Majse
auf RFt = RF x R! gelten die Formeln

Py = | LY P AL w) = | LFP)d L (x),
Rk Rl
k+l ! k _ k !
/Pfd.z + —/]Rk/wpf(w,x)diﬂ () dZ (w)—/x [ femagtwag@

fiir k,l € N, L% _messbare Teilmengen P C RFT und L+ -integrierbare f.
Beweis. Man kombiniere das vorige Korollar mit Satz 2.22. O

Wir diskutieren nun die Voraussetzungen des Satzes: Die o-Endlichkeit von
p und v sollte man im Wesentlichen als technische Voraussetzung verstehen,
die in Anwendungen meist'® erfiillt ist. Entscheidend ist dagegen die Integrier-
barkeitsvoraussetzung an f:

Bemerkungen (zur Integrierbarkeitsvorraussetzung bei Fubini).

e Da (Produkt-)Messbarkeit von f fast immer erfillt ist (siehe die ndichste
Serie von Bemerkungen), schlieft die Voraussetzung der pu ® v-
Integrierbarkeit von f im Wesentlichen nur den Nichtexistenzfall
oo — oo aus. Diese Voraussetzung ist aber wesentlich fiir die Giiltig-
keit des Satzes von von Fubini (sowie seiner Korollare), denn es gibt
(bereits fiir p = v = L") Beispielintegranden, fiir die alle iterierten Inte-
grale existieren und einen endlichen Wert ergeben, aber das p® v-Integral
undefiniert vom Typ oo — oo ist; mehr dazu in den Ubungen.

e Fiir das praktische Rechnen bedeutet dies, dass nichtnegative (oder
nichtpositive) messbare Integranden unproblematisch sind und man den
Satz auf solche stets anwenden darf. Nimmt ein Integrand f aber positive
und negetive Werte an, so ist zuerst sicherzustellen, dass eines der
Integrale [, f+d(p®v), [ f-d(p®v) oder auch — und dies
wird in der Prazis zumeist verwandt — [ |f|d(p ® v) endlich ist.
Die Endlichkeit (eines) dieser Integrale verifiziert man dabei, indem man
den Satz fiir die nichtnegativen Integranden fi, f_ oder |f| verwendet,
und erst danach darf man ihn gegebenenfalls fiir f selbst benutzen.

Als Nichstes kommen wir — wie schon angekiindigt — kurz zur Produkt-
messbarkeit, die Teil der Voraussetzungen des Satzes von Fubini ist. Wir for-
mulieren die folgenden Bemerkungen dabei fiir &/ ® .#-Messbarkeit mit belie-
bigen o-Algebren &/ und . auf 2 und X und behandeln den Spezialfall der
M, @ M,~Messbarkeit nicht separat. Wegen My & M, C My, erhalten wir
insbesondere Kriterien fiir die im Satz vorausgesetzte p ® v-Messbarkeit.

18Fine gewisse Vorsicht ist aber bei Hausdorff-Mafien geboten, denn fiir diese ist die An-
wendung des Satzes nur erlaubt, wenn man sich auf o-endliche Mengen zuriickziehen kann.
Diese Inklusion folgt genau wie 4% ® .#4' C .#*" im Beweis von Satz 2.22.
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Bemerkungen (zu Produkten von Abbildungen und Produkmessbarkeit).

e Das Produkt?® zweier Abbildungen f: Q — Y und g: X — Z ist die
Abbildung f x g: O x X =Y X Z z2u

(f x9)(w,z) = (f(x),9(y) €Y xZ  firweQundzelX.

o Fir eine (o , 7 )-messbare Abbildung f: Q =Y und eine (7, 7 )-mess-
bare Abbildung g: X — Z ist?' das Produkt f x g: Q@ x X =Y x Z stets
(o @ S, H @ F)-messbar.

o Ist fiir o/ -messbares f: Q — [—00, 00] und . -messbares g: X — [—00, 0]
durch

h(z,y) == f(x)+9(y), h(z,y) := f(z)

9(y)

(mit einer Konvention bei undefinierten Ausdriicken) oder allgemeiner

oder h(x,y) := max{f(z),q(y)}

h(z,y) :=b(f(x),g(y)) mit Borelschem, b: [—00,00]? — [—00, o]

eine Funktion h: Q x X — [—o00,00] gegeben, so ist h stets o ® .-
messbar; schreibt man h =bo (f X g), so folgt dies aus der vorigen Regel,
Satz 2.22 (I) und der Kompositionsregel fiir messbare Funktionen und lie-
fert Produktmessbarkeit aller praktisch relevanten Funktionen.

o Fiir of -messbare f1, fo,... fn: Q — [—00,00] ist auch (f1, fa,.- ., fn): Q@ —
[—00, 00]™ stets of -messbar; dies haben wir schon friher bemerkt (verglei-
che Fuf$note 4), aber nun kénnen wir es systematisch begriinden, indem
wir (fi, fo,..., fn) = (fix fax...X fp)oAQ mit der (o, Z QA ®... R )-
messbaren Diagonalenabbildung Ag: Q@ — Q" zu Af(z) = (z,z,...,x)
schreiben.

Beweisskizze zum Satz 2.23 von Fubini. Wir haben bereits gesehen, dass fiir
Pec o ®. und w e Q stets , P € .77 gilt und v(,P) somit definiert ist. Nun
werden wir durch Argumentation in mehreren Schritten zeigen, dass dariiber
hinaus stets gilt:

w > v(,P) ist p-messbar  mit (p@v)(P)= /QV(WP) dp(w).  (2.4)

Schritt 1: Nach den ersten Uberlegungen zu Schnitten gilt (2.4) fiir P € &7 x.%.
Schritt 2: Sei
(A XS )y = { UP:Peaxs disjunkt} C AR .
i=1

Wegen v (., (U2, ) = o2, v(wP;) liefern Proposition 2.3 und Ko-
rollar 2.16 dann (2.4) auch fiir alle P € (& X.%),.

2Fiir diese Art der Produktbildung ist neben x auch das Symbol x gebriuchlich.
2! Beweis. Offensichtlich gilt (fxg) ™" (# x 7)) C A xS C o ®7.Da# x ¢ ein Erzeuger
von S @ ¢ ist, folgt die Behauptung mit einer Bemerkung zur Messbarkeitsdefinition. [

67



68 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Schritt 3: Sei

(XS ) s ::{ ﬂ Py : PiOPyD. .. sind p®v-endlich in (dxy)o}
i=1
CIRS .

Fiir p-fast-alle w € Q folgt aus (u®v)(P;) < oo und Schritt 2 schon
v(wP1) < 0o und daraus erhélt man V(w(ﬂ;?il H)) = lim; 00 V(wB)-
Mit Proposition 2.3 und dominierter (oder auch monotoner) Konver-
genz schliefit man auf die Giiltigkeit von (2.4) fiir alle P € (& X.%) 5.

Schritt 4: 7Zu jdem P € &/®.¥ existiert nun eine u®v-mafigleiche Obermenge
Pe (' X )ys (vergleiche die Bemerkungen zur Carathéodory-Kon-
struktion). Deshalb folgt (2.4) erst fiir alle y®v-Nullmengen P und
dann fiir alle p®@v-endlichen P (denn fiir letztere ist P \ P ja Null-
menge).

Schritt 5: Unter Verwendung der o-Endlichkeit von u®v ergibt sich letzlich
(2.4) fiir alle P € &/®.7; dazu schreibt man P als abzéhlbare dis-
junkte Vereinigung endlicher Mengen und argumentiert dann wie
in Schritt 2. Aus Symmetriergriinden gelten analoge Aussagen fiir
die umgekehrte Integrationsreihenfolge und damit ist die erste For-
mel in Korollar 2.24 und der Satz 2.23 von Fubini fiir f = 1p und
P c 7®. gezeigt.

Schritt 6: Die Verallgemeinerung auf beliebige Integranden bewerkstelligt man
mit der Standard-Ausdehnungsprozedur und verwendet dabei Lem-
ma 2.5 und wieder einmal den Satz iiber monotone Konvergenz. [

Durch iterierte Anwendung des Satzes gelangt man auch zur néchsten Folge-
rung, die die Berechnung von .£"-Maflen und .£"-Integralen auf n geschachtelte
Z1-Integrale zuriickfithrt und viele explizite Integralberechnungen erlaubt.

Korollar 2.26 (Iterierter Satz von Fubini). Die Produktmafoperation ®
18t assoziativ, es st

L'eoL'w. . oL =2

n—mal

und fiir L™ -integrierbare f gilt

/]Rnfdi”"=/R~~/]R/Rf(xl,a:z,...,xn)dzl(xl)dgl(xz)...dgl(xn).

n Integrale

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine ausfiihrlichere Diskussion iterierter
Produktmafle und des iterierten Satzes von Fubini. Stattdessen gehen wir noch
auf zwei Anwendungen ein:

Eine Grundidee der Integrationstheorie ist, dass eindimensionale Integrale
den Flidcheninhalt unter dem Graphen und allgemeiner n-dimensionale Inte-
grale den (n + 1)-dimensionalen Inhalt unter dem Graphen messen. Fiir allge-
meinere Mafirdume lédsst sich die Vorstellung des Inhalts unter dem Graphen
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2.4. ProduktmafBe und der Satz von Fubini 69

prézisieren durch ein Produktmafl des Subgraphen
Spi={(w,r) EQxR:0<z< flw)}cR"

zu einer nichnegativen Funktion f auf €2 und die obige

Grundidee lésst sich damit wie folgt ausdriicken:

Proposition 2.27 (Integral als Mafl des Subgra- Q/ \_/
phen). Sei (Q, o7, 1) ein o-endlicher Mafsraum. Fiir

p-integrierbares f: Q — [—o00,00] sind Sy, und Sy_ stets in M, @ B(R) und

es gilt

[ rau= e 28— e 2)(s1).
Speziell fir L™ -integrierbares f: A — [—00, 00| mit A € #™ erhalten wir
/ fdgn — gn—l—l(sﬂr) _ $n+1(5f7) )
A

Beweis. Ohne Einschréinkung sei f nichtnegativ. Wir entnehmen aus 1g, =
Lz y)coxr:0<y<z} © (f X idR), dass Sy € #,0%(R) gilt. Der Satz von Fubini
liefert daher

(me 2 (S) = / L(u(S))) dpa(w)

/zlof /f ) dps(w O

Anwendung (Berechnung des Kugelvolumens w,,). Wir verifizieren jetzt
die Formel fiir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel w, = £"(B7(0))
mit n € IN. Dabei notieren wir kurz B} statt BJ'(0).

e Fiir n=1 ist B{ =]—1,1[ und daher w; = 2.

o Fiir n=2 ergibt der Satz von Fubini

wy = L2(B?) = / LV(B2),) AL (a)
[ (i e
= 2/1 V1-22d.2 (z) e o
~1

e Fiir n > 3 erhdlt man mit Fubini folgende Rekursionsformel in Zer-
Schritten:

wn= 2B = [ (B AL )

- - 32(Bi/m) d.2"2(x)
[ 0-lP)ae )
Bl

1
= 7r(n—2)wn_2/ (1— 020" 3dL (o) = —wn_o.
0 n
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70 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

e Durch Auflosung der Rekursion ergibt sich
2"k:'

1
Wy = 'ﬂ' firn =2k und Wp = 7 fir n = 2k+1

k!
mit k € Ng, was sich zusammenfassend schreiben ldsst als
n/2

ERYCESY
mit der Gammafunktion T zu

[(z):= /000 t*"Lexp(—t) d.2(¢) fir z € C mit R(z) >0

Diese Funktion erfillt T'(k+1) = k! und kann insofern als eine Verallge-
meinerung der Fokultiten natirlicher Zahlen verstanden werden. Allge-
meiner gilt die Funktionalgleichung T'(z+1) = 2I'(2) fir alle z € C mit

R(z) > 0 und es ist F(%) =Yg JoS exp(—s?) A2 (s) = /7.

2.5 LP-Raume und Integralungleichungen

Definition 2.28 (Wesentliche Suprema und Infima). Sei (2,97, 1) ein
Mafsraum und f: Q — [—o00,00] sei u-messbar. Das (u-)wesentliche Supremum
u-esssupq f und das (u-)wesentliche Infimum p-essinfq f von f auf Q sind
definiert durch

p-esssup f := min{K € [—oo,00] : f < K pu-fast-iiberall auf Q} € [—o0, 0],
Q

,u-essQinff :=max{K € [—o00,0] : f> K p-fast-iiberall auf Q} € [—o00, 0] .
Fiir das Folgende iiber £P- und LP-Réume sei (2, <7, ) stets ein Mafiraum
und K einer der beiden vollstindigen Kérper R oder C. Auflerdem sei
V ein endlich-dimensionaler normierter K-Vektorraum mit Norm |- |.

Sprechen wir von V als einem Skalarproduktraum, so setzen wir zusitzlich
voraus, dass die Norm von V von einem Skalarprodukt - auf V' induziert wird.

Definition 2.29 (Lebesgue-L-Riume). Seip € [1,00].

e Die LP-Norm || f|l1r(0,e u;v) € [0,00] einer o/ -messbaren Funktion f: € —

V' ist definiert als
(/ Ifl”du> fir p < o0

p-esssup | f| fiir p= oo
Q

Il .0 v

e Der Lebesgue-(L-)Raum LP(Q, o, pu; V') besteht aus allen <f -messbaren
frQ =V mit || fllue,w vy < o0
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Notation. Zur Vereinfachung werden Q, <7, i und V des Ofteren nicht notiert,
wenn die entsprechende Belegung aus dem Kontext klar ist. Und statt || f||1r(q)
ist auch || f|lp. oder nur || f|l, gebrduchlich.

Bemerkung. Sei p vollstindig. Die Funktionen in LY(Q, .o/, u; V) sind gerade
die p-summierbaren Funktionen und die Funktionen in L£2°(Q, <7, pu; V') nennt
man (u-)wesentlich beschrinkte Funktionen.

Satz 2.30 (iiber die Holdersche Ungleichung). FEs sei V' ein Skalarprodukt-
raum und p,q € [1,00] seien konjugierte Exponenten, d. h. solche mit

1 1

- =1.

p q
Fiir f € LP(Q, o ,p; V) und g € LI(Q, o/, u; V) ist f- g dann stets p-summierbar
mit

\ [0 du‘ <1171l le.

wobei die Normen beziiglich (2, o/, u; V') zu bilden sind.

Beweis. Fiir p=1 erhélt man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung des Skalar-
produkts -

1 / (f-g)du‘ < [1r-olaus [ Isllalan< [ 1A1lollodn =111 Lol

und der Fall p = oo ergibt sich daraus durch Vertauschung von f und g.
Im Folgenden sei nun p €]1,00[. Ist die rechte Seite Null, so gilt entweder
f =0 p-fast-iiberall auf Q2 oder g = 0 p-fast-iiberall auf €2 und die Behauptung

gilt trivial. Andernfalls kann man nach Ubergang zu ﬁ und m annehmen,

dass || f]|, = |lgll¢ = 1 gilt und erhilt dann mit der Youngschen Ungleichung

[aan < [isllalans [ G+ ) an
1 1 1 1 _
=lIflp +5llgld =5 +5=1. O

Bemerkung. Ist u(Q) < oo, wie zum Beispiel fir das Lebesque-Maf auf einer
beschrinkten Teilmenge von R™, und

I1<p<qg<oo,

so zeigt die Holdersche Ungleichung mit dem zu
5:= (1—%)_1 € [1,00[, dass

SHUS

konjugierten Exponenten

1_

1= ([ 1 15Pan)" < (1l 17P])" = >~ 51s1,

und deshalb die Inklusion
L1c cP

gilt.
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72 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Satz 2.31 (iiber die Minkowski-Ungleichung). Fir p € [1,00] und zwei
Funktionen f,g € LP(Q, o/, u; V) ist auch f+g € LP(Q, o, pu; V') mit

1f+glly < 1f1lp + llgllp
wobei die Normen beziiglich (2, .o/, u; V') zu bilden sind.

Beweis. Die Félle p = 1 und p = oo sind wieder einfach. Fiir p €]1, co[ beob-
achten wir zuerst, dass wegen |f+g|P < (2max{|f|,|g|})? < 2P(|f]? + |g|?)

1F+9lly < 20171l + llgllp) < o0

und somit f+g € LP gilt. Um die Ungleichung auch ohne den Vorfaktor 2 zu be-
kommen, verwenden wir die Héldersche Ungleichung mit dem zu p konjugierten
Exponenten ¢ := p%l €]1, o[ wie folgt:

1f+gl2 = /Q gl f gl dp

p—1 p—1
< /Q gl dut /Q 9l 1f 9P~ dp
< I 1£+9l 2, + gl £ 9, = (LAl + lgllp) £+

Da wir bereits ||f+g|, < oo wissen, konnen wir auf beiden Seiten durch
| f+g ||£_1 teilen und erhalten die behauptete Ungleichung. O

Zusammen mit der einfachen Regel ||sf||, = |s| || f||, fir s € K folgt aus dem
vorigen Satz, dass L ein Vektorraum ist. Wir mochten nun, dass die LP-Normen
auf £P die Axiome einer Norm (Positivitit, Homogenitét, Dreiecksungleichung)
erfiillen, denn dann kénnen wir all das darauf anwenden, was wir iiber normierte
Réume wissen: Dabei ist || - ||, per Definition nichtnegativ und homogen und die
Minkowski-Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fiir die LP-Normen. Mit der
Positivitét gibt es aber Probleme und deshalb kénnen wir vorerst nur festhalten:

Fiir jedes p € [1,00] ist LP(€2, &7, pu; V') ein K-Vektorraum und || - ||,
eine Seminorm darauf.

Genauer liegt das Problem mit der Positivitdt darin, dass fiir </-messbare
f:Q =V gilt:

Ifllp =0 < f =0 p-fast-iiberall auf Q.

Bei einer Norm diirfte hier rechts nur das Nullelement (also die Nullfunktion)
stehen, aber meist?? enthilt

Ny ={f: Q= V : fist &/-messbar mit f =0 p-fast-iiberall auf Q}

tiberabzéhlbar viele Elemente. Man behilft sich folgendermafien:

22Beispielsweise ist dies richtig, wenn p die Einschrinkung von .£™ auf eine nicht-leere,
messbare Teilmenge von R"™ ist und V' nicht gerade der Nullvektorraum.
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2.5. LP-Riume und Integralungleichungen 73

Definition 2.32 (LP-R&ume und Fastfunktionen). Firp € [1, co] wird der
Lebesgue-(L-)Raum LP(QY, o7, u; V') definiert als der Faktorraum

Lo, s V) Ny = {f+Ny : [ € L2(Q, 4,1V}

Dabei nennt man Restklassen des Typs f+N,, auch Lebesgue-(L-)Klassen
oder p-Fastfunktionen.

Die Faktorbildung nach dem Unterraum N, kann auch verstanden werden
als Faktorbildung beziiglich der Aquivalenzrelation “Gleichheit u-fast-iiberall”,
also einfach als Identifikation p-fast-iiberall gleicher Funktionen.

Bemerkungen (zu (Operationen mit) Fastfunktionen).

e Per Definition ist LP(Q, o7, u; V') ein K- Vektorraum und die Summe zwei-
er Fuastfunktionen sowie die Multiplikation einer Fastfunktion mit einem
Skalar sind erkldrt.

e Fliir zwei Reprdisentanten ein-und-derselben Fastfunktion, also fir f,g €
LP(Q, o, 1; V) mit f+N, = g+Ny, gilt || fll, = ||9llp. Daher ist die Fest-
legung || f+Nyullp == || f]lp sinnvoll und macht LP (82, <7, u; V) zu einem
normierten Raum.

e Etliche weitere Operationen mit LP-Funktionen f, wie beispielsweise
Integrale [, (bof)dp mit einer Borel-Funktion b, sind unabhiingig von
der Repriasentantenwahl und kénnen somit auch fiir Fastfunk-
tionen erklirt werden. Wir benutzen im Folgenden alle Notationen
fiir derartige Operationen auch bei Fastfunktionen und unterscheiden
im Rahmen der Integrationstheorie meist nicht mehr explizit
zwischen Fastfunktionen und Funktionen.

e Auswertungen in einzelnen Punkten z € Q (zumindest in solchen
mit u({x}) = 0) oder Einschrdinkungen auf u-Nullmengen machen aber
fiir Fastfunktionen keinen Sinn.

Bemerkungen (zum L2-Skalarprodukt). Sei V' ein Skalarproduktraum.

o Gemdf$ der Hélderschen Ungleichung ist f-g fir f,g € L2(Q, o/, u; V)
stets p-summierbar. Deshalb kénnen wir

%mp@mmyzkﬂgweK

setzen und erhalten eine positiv semidefinite, symmetrische bzw. hermite-
sche Bi- bzw. Sesquilinearform?®® auf L2(Q, o7, u; V). Wir schreiben auch

kurz (f, )12 statt (f, 9)12(0,0 v)-

e Das Produkt (-,-);» ist auch fiir Fastfunktionen aus L*(Q, .o, u; V) sinn-
voll. Es ist auf L2(Q, .7, 11; V) positiv definit und definiert ein Skalarpro-
dukt, genannt das L2-Skalarprodukt.

23Es sei daran erinnert, dass das komplexe Standard-Skalarprodukt auf V=C" gegeben ist
durch f.g =>>"_, figi mit der komplexen Konjugation ().
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74 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

e Es gilt ||fll2 = /(f, f)1z2, also induziert das L2-Skalarprodukt die 1>-
Norm und die Holdersche Ungleichung ist fiir p=q=2 gerade die Cauchy-
Schwarz- Ungleichung des L2-Skalarprodukts.

Bemerkungen (zu Varianten von £P- und LP-Réumen).

e Analog zu den vorigen Definitionen werden LP- und LP-Rdume zum Ziel-
raum [—oo, 00| definiert. Fir f € LP(Q, <, u; [—o0,0]) gilt dann p-fast-
iberall f € R. Folglich hat jedes f € LP(Q, o, u;[—00,c]) einen R-
wertigen Reprdsentanten, es ist LP(Q, o7, u;[—o00,00]) = LP(Q, o7, 1i; R)
und deshalb bringt [—oo, 0o|- Wertigkeit keinen echten Gewinn an Allge-
meinheit.

o Ist ) ein topologischer Raum mit B(Y) C <7, so definiert man den lokali-
sierten Raum ﬁfok(Q, o, u; V') als die Menge der of -messbaren f: Q@ — V,
so dass jedes x € € in einem offenen O mit f|, € £p(0,b<zf|0,,u‘£{|0; V)
liegt. Bei gutartigem (lokal-kompakt mit Hausdorff-FEigenschaft) (2, ist es
dquivalent f|,. € EP(K,Q/|K,,LL‘%|K; V') fiir jedes Kompaktum K in Q zu

fordern. Den entsprechenden Raum von Fastfunktionen nennt man Lfok.

FEine der wichtigsten Eigenschaften der IP-R&ume ist, dass sie viele konver-
gente Folgen besitzen. Dies garantiert der folgende berithmte Satz:

Satz 2.33 (von Riesz-Fischer, ~1907). Fir alle p € [1,00] ist LP(Q, o7, pu; V')
vollstindig, d. h. in LP(Q, o7, 1; V') konvergiert jede Cauchy-Folge.

Beweis. Gleichméfiige Cauchy-Folgen konvergieren gleichméflig und Anwendung
dieses Sachverhalts fast-iiberall erledigt den Fall p = co. Sei nun p < oo und fy,
eine Cauchy-Folge in L”. Dann gibt es eine Teilfolge fy,, mit || frn,, —fiillp <
277, Mit dem Lemma von Fatou und der Minkowski-Ungleichung folgt

o
Z |fm1+1_fmz|
=1

und deshalb liegt p-fast-iiberall auf Q Konvergenz Y .2 | fim,, —fm,;| < 00 vor.
Wegen der Vollstindigkeit von V' existiert dann auch

[eS)
< Z ||fmi+1_fmi||p < 1
p i=1

k—1

F = s+ Y (i = ) = fong + 0D S (foni = fim) = T o,

i=1 i=1
pu-fast-iiberall auf Q. Ist nun € > 0 beliebig, so erhalten wir mit dem Lemma
von Fatou und der Cauchy-Eigenschaft der f,

/ |fr — fIPdu < liminf/ \fo = fu P du < e
Q k—oo  Jq
fiir n > np(e), also Konvergenz f,, — f in L? bei n — oo. 0

Bemerkungen.

e LP ist also ein Banachraum, d. h. ein vollstindiger normierter Raum,
und L2 ist (wenn V Skalarproduktraum) sogar ein Hilbertraum, d. h.
ein vollstindiger Skalarproduktraum.
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e Die LP-Riume sind fundamentale Funktionenriume der Analysis
und sie sind wichtig fiir alle Bereiche der Mathematik, in denen Integrale
vorkommen.

o Weiterfiihrende, mit LP-Rdumen eng verbundene Themengebiete in der
MafStheorie sind Fourier-Reihen, Fourier-Transformation, Faltung, Ka-
pazitdt, . ..

Es folgt eine weitere wichtige und niitzliche Integralungleichung, die Jen-
sensche Ungleichung fiir Erwartungswerte:

Satz 2.34 (iiber die Jensensche Ungleichung). Sei (Q,.<7, ) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, ®: V —
[—00, 0] sei eine konvexe? (1) Borel-Funktion und f: Q — V sei y-summierbar.
Dann ist ® o f stets p-integrierbar mit

()= foe

e Fiir beliebige endliche Mafe £ 0 ist ﬁ,u ein Wahrscheinlichkeitsmafl
und deshalb gilt die Jensensche Ungleichung in der Form

(i f90) <y o o

e [st eine konvexre Funktion ® auf einer konvexen Teilmenge K von V de-
finiert, so lisst sich die Jensensche Ungleichung auf die konvexe Fortset-
zung @ - 1 + 00 - Ly g anwenden.

Bemerkungen.

e Die Dreiecksungleichung fiir Normen (vergleiche dazu Abschnitt 2.2) ist
ein Spezialfall der Jensenschen Ungleichung mit der Norm als konvexer
Funktion. Und auch die Ungleichung aus der Bemerkung zu L1 C LP
(direkt nach der Hdélderschen Ungleichung) stellt sich als Spezialfall der

Jensenschen Ungleichung mit der konvexen Funktion ()% heraus.

o [st ® reellwertig, so ist ® als konvexe Funktion automatisch stetig und
Borelsch. Im [—o0, 0o]-wertigen Fall dagegen muss in Randpunkten von
®~1{oo} nicht notwendig Stetigkeit vorliegen und man bendétigt zur Be-
handlung dieser Punkte oftmals leichte Zusatzvoraussetzungen, beispiels-
weise Unterhalbstetigkeit oder — wie im Satz — Borel-Messbarkeit.

Der Beweis der Jensenschen Ungleichung benutzt etwas konvexe Analysis:

Lemma 2.35. Sei K eine konvexe Menge in einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Skalarprodukt -. Zu jedem a € V\K gibt es einen FEinheitsvektor
v €V mit (x—a)-v >0 (sogar >0 beia ¢ K) fir alle z € K.

#"Dabei heiBt eine [—o0, co]-wertige Funktion konvex, wenn sie hochstens einen der Werte
0o und —oo annimmt und die Konvexititsungleichung ®(Av + (1-A)w) < A®(v) + (1—-2)P(w)
fiir alle v,w € V und X € [0, 1] gilt.
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76 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Beweis. Wir unterscheiden die beiden Alternativen a ¢ K und a € 9K:
Ist a ¢ K, so sei a, der néchste Punkt zu a in K. Dafiir gilt

1
0 < 5 |Pa+(1-Na.—al® - fa,—af’| = 2(2—a.) - (a.a) + Az—a.|?

fiir alle x € K und A €]0, 1]. Greniibergang A N\, 0 gibt (z—ay)- (ax—a) > 0

und (z—a) - (as—a) = (r—ay) - (ax—a) + |ax—al? > 0, also die Behauptung fiir
vi===d,
|ax—a]

Randpunkte a € K approximieren wir durch a, € V\K mit zugehérigen
Einheitsvektoren vg. Nach Teilfolgeniibergang kénnen wir Konvergenz vy, — v
annehmen und die Behauptung folgt problemlos. O

Lemma 2.36. Sei (2, o7, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, K sei eine konvexe
Menge in einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V und f: Q — V sei
w-summierbar. Gilt p-fast-iberall f € K auf 2, so ist auch fQ fdue K.

Bemerkung. Insbesondere besagt das Lemma fir Q@ = K C V. = R" mit
0 < Z™"(K) < o0, dass der Schwerpunkt fi”;(K) Jxxd L (x) einer konvezen
Menge K stets selbst in K liegt.

Beweis des Lemmas. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach der Di-
mension von V. Ist V eindimensional, so ist K ein Intervall und die Behauptung
gilt geméf den Regeln (II) und (III) in Proposition 2.10. Somit ist der Induk-
tionsanfang gemacht und wir kommen zum Induktionsschluf}: Sei als Indukti-
onsannahme die Behauptung richtig fiir alle R-Vektorrdume mit echt kleinerer
Dimension als V. Ist a := fQ fdp in K, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist
a € V\K und (fir ein beliebige gewéhltes Skalarprodukt - auf V') gilt u-fast-
iiberall (f—a)+v > 0 mit dem Einheitsvektor v des vorigen Lemmas. Aufierdem

- /Q(f—a)-vd,u:</ﬂfd,u—a>-v:0

und deshalb p-fast-iiberall schon (f—a)-v = 0. Somit nimmt f p-fast-iiber-
all auf Q nur Werte in der Hyperebene H := {z € V : (z—a)-v = 0} an
und wir kénnen die Induktionsannahme auf die konvexe Menge K N H im af-
finen Untervektorraum H anwenden. Es folgt fQ fdp € KN H und damit die
Behauptung. O

Beweis von Satz 2.3/. Wir beweisen zunéchst:
Behauptung 1. Satz 2.34 gilt, falls ® o f p-summierbar ist.

Zum Beweis der Behauptung 1 kénnen wir ® o f nach Abinderung von f auf
einer Nullmenge als R-wertig annehmen. Fiir die konvexe Menge

Ko ={(r,y) e VxR : ®x)<ytCcV xR

gilt (f,®o f) € K¢ p-fast-iiberall auf Q und mit dem vorigen Lemma erhalten

o (/Qfdu,/ﬂubof)du)eff@,

also die in Satz 2.34 behauptete Ungleichung.
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Behauptung 2. (® o f)_ ist y-summierbar oder ® = —oo gilt auf V.

Zum Beweis von Behauptung 2 nehmen wir y als vollstdndig an. Nimmt ¢ den
Wert —oo irgendwo an, so muss schon ® = —oo gelten. Nimmt & den Wert —oo
nicht an, so zeigen wir jetzt y-Summierbarkeit von (®o f)_: Diese liegt natiirlich
vor, wenn Q_ = {x € Q : ®(f(z)) < 0} eine pu-Nullmenge ist. Hat andererseits
Q_ positives p-MaB, so sind die Funktionen ®j, := max{®, —k} p-summierbar
tiber 2_ und Behauptung 1 gibt

M(é_)/ﬂ(cﬁkof)duz ®k<@/gfdu> > @(M(é_) /Qfdu> .

Somit ist supge [o(Pr © f)—du < co und mit dem Lemma von Fatou folgt
p-Summierbarkeit von (® o f)_.

Nach Behauptung 2 verbleiben nur die folgenden drei Moglichkeiten: Ent-
weder ist ®o f p-summierbar oder ®o f ist p-integrierbar mit fQ(<I>o f)du =00
oder es ist ® = —oo. Im ersten Fall gilt der Satz nach Behauptung 1 und in den
beiden anderen Féllen gilt er trivial. O

2.6 Gewichtete Mafle, signierte Mafle, Vektormafle

Bisher haben wir die grundlegende Forderung gestellt, dass das Maf (A) einer
Menge A stets nichtnegativ sei. In vielen Kontexten, beispielsweise beim Mes-
sen der elektrischen Ladung, sind aber negative oder gar (Vektor-)Werte p(A)
sinnvoll. Deshalb geben wir die Grundannahme der Nichtnegativitit jetzt auf
und definieren allgemein:

Definition 2.37 (Signierte Mafle, Vektormafle). Sei (€2, o7) ein Messraum.
Als signierte Mafle auf (2, .o7) bezeichnet man o-additive Abbildungen

w: o — [—00, 0]

mit u(0) = 0, die hichstens einen der Werte oo und —oo annehmen. Als Vektor-
mafe oder V-wertige Mafe auf (0, o) bezeichnet man o-additive Abbildungen

w: o =V
in einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum V mit u(0) =0 in V.
Bemerkungen.

e Sprechen wir im Folgenden ohne Attribut von einem Maf$, so meinen wir
nach wie vor ein [0, co]-wertiges Ma.

e Da wir die Summe oo+(—o0) nicht bilden konnen, haben wir signierte
Mafe 1 so definiert, dass sie hichstens einen der Werte oo und —oo
annehmen, also stets einseitig endlich sind. Ist |u(2)] < oo, so folgt schon,
dass p keinen dieser Werte annimmt, also endlich ist.
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o Im V-wertigen Fall betrachten wir keine unendlichen Werte und deshalb
sind unsere Vektormafle per Definition stets endlich. In gewissen
Situationen lassen sich auch nicht-endliche Vektormafle definieren, aber
darauf gehen wir nicht weiter ein.

o Fine Abbildung p: of — V ist genau dann ein V-wertiges Mafl, wenn alle
ihre Komponentenfunktionen (beziiglich einer fixierten Basis von V')
endliche signierte Mafle sind. Deshalb folgen Aussagen iiber Vektor-
mafie oft aus solchen tiber signierte Mafse.

e Bei signierten und V-wertigen Maflen liegt keine (Mengen-)Monotonie
vor. Dies ist der wohl wichtigste Unterschied zu MajSen.

e Die wichtigsten Vektormafle sind natiirlich C- und R™-wertige MajSe.

Definition 2.38 (Positive Mengen, negative Mengen, Nullmengen).
Sei p ein signiertes MafS auf dem Messraum (2, .27). Fine Menge M € <f heifst

(- )positiv n(A) >0
(- )negativ , wenn ¢ p(A) <0 p fir alle A € o/|M gilt. Genauso
(u-)Nullmenge u(A) =0

erkldrt man Nullmengen fiir vektorwertige MafSe.

Mit dem folgenden Satz ldsst sich die Behandlung signierter und vektorwer-
tiger Mafle im Wesentlichen auf die von Maflen zuriickfiihren.

Satz 2.39 (iiber die Hahnsche Zerlegung). Sei p ein signiertes Maf$ auf
dem Messraum (2, 27). Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung Q@ = P U N in
eine positive Menge P und eine negative Menge N.

Zur Vorbereitung des Beweis beginnen wir erst einmal mit zwei Lemmata:

Lemma 2.40. Sei p ein signiertes Maf$ auf dem Messraum (2, o) mit u(2) >
—00. Zu jedem € > 0 gibt es ein P. € o mit u(P:) > u() und pu(A) > —¢ fir
alle A € o|P..

Beweis. Wire das Lemma falsch, so enthielte jede Menge aus &/ mit Mafi >
1(€Q) eine Teilmenge A € o mit u(A) < —e. Wir kénnten dann induktiv o7-
messbare A; C Q, Ay C Q\ Ay, A3 C Q\ (A1 UAyg), ... finden mit u(4;) < —¢
fir alle ¢ € IN. Mit der o-Additivitéit folgte erst p(lJ;2; Ai) = —oo und dann
w(Q) = —oo im Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 2.41. Sei p ein signiertes Maf auf dem Messraum (Q, o). Zu jedem
X € & mit |u(X)| < oo gibt es eine positive Menge P C X mit u(P) > pu(X).

Beweis. Durch induktive Anwendung des vorigen Lemmas mit ¢ = % finden wir
Mengen X D Py D Pyjp D Pyy3 D ... mit u(X) < pu(Pr) < p(Pry2) < p(Pyys) <

.und p(A4) > —% fir A € o/|Py ;. Folglich ist P := ()2, Py; positiv und
wegen |u(X)| < co kdnnen wir wie in Satz 1.6 auf pu(P) = lim; oo pu(Pr/;) >
(X)) schlieBen. O
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2.6. Gewichtete Mafe, signierte Mafle, Vektormale 79

Beweis des Satzes. Ohne Einschrénkung nehme p den Wert oo nicht an. Sei
M :=sup{u(X) : X € &} € [0,00|, dann liefert das Lemma positive Mengen
P, € o mit p(P,) — M bei n — oco. Auch P := |J,2 | P, ist positiv mit
w(P) > p(Py,) fir alle n € IN und daher u(P) = M. Ist A € o/ disjunkt zu P,
so folgt

n(A) = (PUA) = pu(P) <0
und deshalb ist N := Q \ P negativ. O

Definition 2.42 (Absolutstetige und singulire Mafle). Seien p und v zwei
Mafe, maglicherweise signiert oder vektorwertig, auf einem Messraum (2, <7).
Dann heifit v absolutstetig beziiglich 1, notiert v < u, wenn jede u-Nullmenge
auch v-Nullmenge ist. Und v heifit (vollstindig) singulir zu p, notiert v L u,
wenn es eine p-Nullmenge A gibt, so dass Q\A eine v-Nullmenge ist.

Beispiele. Je zwei Dirac-Mafie 6, und 6, mit x # y in § sind zueinander
singuldr. Auflerdem ist jedes Dirac-Mafl 0, zu x € R™ (oder genauer seine
FEinschrinkung auf A"™) singulir zu £". Als typische Beispiele absolutstetiger
Maf$e werden wir unten gewichtete Mafle kennenlernen.

Korollar 2.43 (iiber die Jordansche Zerlegung). Zu jedem signierten Mafs
w auf einem Messraum (£, .27) gibt es eine Zerlegung j1 = pi4—p— von W in zwes
Mafe py und p— auf (Q,97), mindestens eines davon endlich, mit py L p_.

Beweis. Die Wahlen py = 1p-pund p— = —1 - leisten das Gewiinschte. [J

Bemerkung. Die Mengen P und N in der Hahnschen-Zerlequng sind eindeutig
bis auf p-Nullmengen und die beiden Mafle py und p— in der Jordanschen
Zerlegung sind eindeutig bestimmd.

Definition 2.44 (Gewichtete Mafle). Sei (2, <7, ) ein Mafsraum. Fir p-
integrierbares f: Q — [—o00,00] wird die Gewichtung f - u: o — [—00, 0]
von u mit f erkldrt durch

(f-m(A) :z/Afdu fiir A € of .

In diesem Kontext nennen wir p auch das Grundmafl und f die Gewichts-
oder Dichtefunktion.

Will man das Grundmaf} explizit angeben, so bezeichnet man Dichtefunktio-
nen als p-Dichten. Speziell fiir p = £ spricht man auch von Lebesgue-Dichten
und fiir das Zdhlmafl p = £ von Zé#hldichten.

Bemerkungen.

e Dabei ist f - u nach Rechenregel (VI) in Proposition 2.10 ein signiertes
Maf$ auf (2, ).

o Gilt u-fast-iberall f >0, so ist f-u ein Mafs, und die Gewichtung verall-
gemeinert die Finschrinkungsoperation 1x - pu aus Abschnitt 1.1.
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80 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

o Integrale und Gewichtungen zu signierten Grundmaflen p definiert man

durch
(rma) = [ aw= [ fane - [ ran.

sofern die rechte Seite wohldefiniert ist.

e FEine Funktion g: Q — [—00,00] ist genau dann f - u-integrierbar, wenn
gf p-integrierbar ist. Und dann gelten®

/gd(f-u)z/gfdu und g (f-u)=(9f) n.
Q Q

e Die Gewichtung f - macht auch fir vektorwertige p-summierbare Abbil-
dungen f: Q0 — V Sinn und ist dann ein V -wertiges Maf.

o Auch beziiglich Vektormaflen kann man integrieren: Sind ganz allgemein
V, W, X endlich-dimensionale Vektorriume, f = ", fivi, v; € V, eine
V -wertige Funktion, pu = Z;LZI wiw;, wi € W, ein W-wertiges Mafi und
©: VxW — X eine bilineare Abbildung, so ist das Integral

Gon = [ 1o =33 [ faw)uow, e x

i=1 j=1
linear in f und p.

Es gilt stets f - pu < p, also sind Gewichtungen von p immer absolutste-
tig beziiglich p. Der néchste Satz zeigt, dass bei o-endlichem p auch die (viel
tiefere) Umkehrung gilt, dass also absolutstetige Mafle beziiglich 1 immer als
Gewichtungen von p geschrieben werden kénnen:

Satz 2.45 (von Radon-Nikodym,~1930). Seien p ein o-endliches Maf und
v ein signiertes Maf$ auf einem Messraum (§2,.27). Gilt v < p, so gibt es eine
u-integrierbare Dichtefunktion f: Q — [—o00,00] mit v = f - p.

Bemerkungen.

o FirV-wertige Mafle v gilt der Satz ganz analog mit einer p-summierbaren
Dichtefunktion f: Q — V; dies sieht man durch separate Betrachtung der
Komponentenfunktion von V.

e Die Dichtefunktion f kann o -messbar gewdhlt werden und ist u-fast-iber-
all eindeutig durch p und v bestimmt. Oft wird f daher als eindeutig be-
stimmte Fastfunktion betrachtet und als sogenannte Radon-Nikodym-

Ableitung
dv

du

25 Beweis. Fiir A € o7 gilt

[aarm = w = [ ran= [ 1ardu.
Q A Q
Mit der Standard-Ausdehnugsprozedur (und Messbarkeitsiiberlegungen) folgt, dass man 1 4

in der resultierenden Gleichung sowohl durch g als auch durch 1 4¢g ersetzen kann und damit
sind die Behauptungen gezeigt. O
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notiert.

e In dieser Notation gelten die einprigsamen “Kirzungsregeln”>6

I/:%-/L und /gdyz/g%du
du Q o du

sowie die Aquivalenzen®”

dv
v ist endlich <= — st p-summierbar,

du

d
v ist o-endlich <~ ‘ﬁ‘ < 0o gilt p-fast-iberall.

Beweisskizze zum Satz 2.45 von Radon-Nikodym. Wegen der Jordan-Zerlegung
reicht es, den Satz nur im [0, co]-wertigen Fall, also fiir Male v zu beweisen.
Dazu argumentieren wir so:

Schritt 1: Der Satz gilt fir endliche Maf$e 1 und v.

Sei G die Menge aller y-messbaren Abbildungen g: Q — [0, 00|, fiir die g- pu < v
gilt. Wir beobachten, dass G nicht-leer und mit g; und g stets auch max{g1, g2}
in G ist. Sei jetzt M :=supyeg(g - p)(Q2) < v(2) < co. Dann gibt es g € G mit
limg o0 (gx - 11)(©2) = M. Folglich ist fy := max{g1,92,...,gr} eine punktweise
nichtfallende Folge von Funktionen aus G mit (fx-u)(Q) > (gx-p)(2) und gemif
monotoner Konvergenz gelten f := limy_,o0 fr € G und (f - 1)(2) = M. Nun
gilt f-p < v nach Konstruktion und, um Gleichheit und somit die Behauptung
herzuleiten, zeigen wir (f - 1)(Q) = v(2): Wére namlich (f - ©)(Q2) < v(€), so
koénnten wir ein € > 0 finden, so dass fiir das signierte Mafl o := v — (f+¢) - u
noch o(2) > 0 gilt. Nach der Hahn-Zerlegung gébe es eine p-positive Menge
P € o/ mit o(P) > o(2) > 0 und fiir f := f + el p wiissten wir

(f - m)(A) = (f - wW(A\P) + ((f+¢) - ))(ANP) < v(A\P) + v(ANP) < v(A)
fiir alle A € &7, also fe G. Daraus ergébe sich

Mz/fduzMJrEu(P),
Q

also p(P) =0, und wegen v < p folgte mit v(P) = 0 und o(P) = 0 ein Wider-
spruch. Insgesamt erhalten wir deshalb (f - u)(2) =v(Q) und f-p=v.

Schritt 2: Der Satz gilt fiir endliche Maffe p und beliebige Majffe v.
Sei M := sup{u(A4) : Aist v-endlich} < () < oco. Dann gibt es v-endliche

26Die erste Regel ist dabei eine Umformulierung des Satzes und die zweite Regel folgt daraus
nach einer obigen Bemerkung.

2"Die erste Aquivalenz ist klar, und die zweite beweist man so: * = ’: Sei 2 = Ufil FE; mit
v-endlichen F;. Dann ist 3—; p-summierbar iiber F; und deshalb u-fast-iiberall auf F; endlich.
fe=":Sei ) = Uf; A; mit p-endlichen A;. Dann erfiillen fiir einen endlichen ./-messbaren
Représentanten f von 3—; die Mengen E; 1, := A; N f~1]) — k, k[ stets |v(Esx)| < ku(A;) < oo,
es gilt Q@ = U;—; Fix und v ist o-endlich.
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82 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Mengen Ej mit limy_, o u(Eg) = M. Wir konnen die Fj, als wachsend anneh-
men und erhalten, dass pu(E) = M fir E = |JJ_, B} gilt. Fiir v-endliches
A C Q\FE ist auch Ej U A stets v-endlich, deshalb folgt

M+ p(A) = lim p(EByUA) <M,

also u(A) = 0 und wegen Absolutstetigkeit auch v(A) = 0. Somit bleiben fiir
A C Q\E nur die beiden Alternativen u(A)=v(A)=0 und 0<u(A)<v(A)=o0,
d.h. es gilt 1o\ - v = oolg\g - p. Auf die endlichen Mafle vy, := 1g,  \g, -V
konnen wir wegen v, < p Schritt 1 anwenden und wir erhalten p-messbare
Dichten fy: Q — [0,00] mit v = fi - u. Insgesamt ergibt sich mit monotoner
Konvergenz

V:ﬂQ\E'V+ZVk:OOHQ\E'N‘i'ka'N: (OOHQ\E"‘ka) -

k=1 k=1 k=1

Schritt 3: Der Satz gilt fiir o-endliche Mafle p und beliebige Mafle v.

Wir kénnen Q = (72, E; schreiben mit p-endliche disjunkten E;. Dann sind
wi = 1g, - pund v; := 1, - v Mafle mit v; < p;, die p; sind endlich und
nach Schritt 2 gibt es p;-messbare Dichten f;: Q — [0, 00] mit v; = f; - ;. Wir
schliefen

o o o0
V= Z%’ = Z(fi]]-Ei p) = <Zfz]lE> e
i=1 i=1 i=1
mit dem Satz {iber monotone Konvergenz. O

Der néchste Satz beschreibt die Situation allgemeiner fiir nicht-absolutstetige
Mafe:

Satz 2.46 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Seien u ein o-endliches Maf
und v ein o-endliches signiertes oder Vektormaf$ auf einem Messraum (2, .27).
Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung

V="V, + Us

in einen absolutstetigen Anteil v, mit v, < p und einen singuldren Anteil
vs mit vg L .

Bemerkung. Auf den absolutstetigen Anteil kann man natirlich den Satz von
Radon-Nikodym anwenden und erhdlt dann insgesamt
_ du,

m',&-i'l/s-

1%

Beweis von Satz 2.46. Nach (Ubergang zu den Komponenten und) Jordan-Zer-
legung kénnen wir annehmen, dass v ein Maf§ ist. Geméfl Radon-Nikodym gibt
es ein o/-messbares f: Q — [0,00] mit u = f - (u+v). Folglich ist N := f~1{0}
eine p-Nullmenge und vg := 1y - v ist singuldr zu pu. Wir zeigen jetzt, dass
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Va = L\ n - v absolutstetig beziiglich p ist: Fiir jede p-Nullmenge A ist nach
Konstruktion 14f =0 (u+v)-fast-iiberall auf €2, also

vs(4) = v(A\ N) < (p+v)(A\ N) = 0.

Schliefllich ist die Eindeutigkeit der Zerlegung zu begriinden: Ist v = v, + 15
eine zweite Zerlegung mit denselben Eigenschaften, so gibt es y-Nullmengen N
und N, so dass Q\N eine vg- und Q\ N eine vs-Nullmenge ist. Es folgt

Va(A) = v(A\ (NUN)) = 7a(A)
fiir alle A € & und somit die Eindeutigkeit der Zerlegung. O

Die folgende Bildung ist im Zusammenhang mit Vektormafen oft hilfreich:

Definition 2.47 (Variation). Sei p ein Vektormaf$ auf dem Messraum (€2, <)
mit Werten in einem endlich-dimensionalen normierten Raum V. Das Varia-
tionsmaf |p|: &/ — [0, 00] von w ist definiert durch

|| (A —sup{zm 2 A; € o disjunkt mit A = UAZ}
i=1

und |p|(Q2) heifit die Totalvariation von u dber €.

Proposition 2.48. Unter den Voraussetzungen der Definition ist |u| ein Maf
und zwar das kleinste Maf auf (2, .27) mit |u(A)| < |u|(A) fir alle A € o .

Beweis. Wir zeigen nur o-Additivitdt von |u|, denn die weiteren Behauptungen
folgen sofort daraus: Gilt einerseits A = (Jio; 4i = U;’il B; mit disjunkten
A; € &/ und disjunkten B; € <7, so folgt

SoInBHI =YD BN A)
j=1

j=1"i=1

ZZ!MB N4, \<Z!u!

=1 j=1

also auch
|ul(A Z |ul(A

Andererseits gibt es bei disjunkter Zerlegung A=J2, A in & zu jedem £ > 0
und A; abzéhlbar viele disjunkte BJ € o/ mit A; = U B] und

> (B > |ul(A) = 5.
=1

Dann ist A = J;5_, Bg und wegen

|l (A ZZIM(Bf)I > D ul(Ai) -
i=1 j=1 1=1

folgt durch Grenziibergang e N\, 0 insgesamt die Gleichheit

|l (A Z |l (A 0
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84 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bemerkungen.

o Fir signierte Mafle p ldsst sich das Variationsmaf$ analog definieren und
aus den Hahn-Jordanschen Zerlegungen erhdlt man die plausiblen For-
meln

[ul(A) = p4(A) + p—(A) = p(ANP) = un(ANN)  fir Ac .

Daraus liest man insbesondere ab, dass p genau dann endlich ist, wenn
|| endlich ist.

o [ir V-wertige Mafle p und v auf (0, %7) gilt die Dreiecksungleichung
lutv| < |l + v].

Fiir endliche signierte Mafe p; und v; € V ergibt sich |Z?:1 ,u,-fu,-| <
oy |uillvil. Deshalb folgt fiir jedes V-wertige Maf pn aus der Endlich-
keit seiner Komponentenfunktionen immer Endlichkeit von |u| und
die Totalvariation ist eine Norm auf dem Raum der V-wertigen
MaSfe.

e Die u-Nullmengen zu einem Vektormaf p sind genau die |p]-Nullmengen.
Folglich hingen auch Konzepte wie Absolutstetigkeit und Singularitdt nur
vom Variationsmafl ab.

Zur praktischen Berechnung der Variation benutzt man oft:
Proposition 2.49. Fiir ein Maf p und p-summierbare f: Q — V' gilt
|f-ul =111 p.

Beweis. Die Dreiecksungleichung des Abschnitts 2.2 besagt |(f - u)(A)| < (|f] -
w)(A) fiir alle messbaren Mengen A. Angewandt auf die Mengen in der Definiti-
on des Variationsmafles ergibt dies |f - p|(A) < (|f|-p1)(A) fiir solche A und wir
miissen nur noch [f - u|(2) > (|f| - 1)(Q) zeigen: Dazu sei {x1, z2,x3,...} eine
abzéhlbare dichte Teilmenge der Einheitssphére von V und € > 0. Wir setzen

Hi={zeQ: |f(@)—|f(@)|z] <elf(x)]}

und gehen zu disjunkt gemachten messbaren Teilmengen A; C H; {iber, so dass
noch Q = [J;2, A; gilt. Wir erhalten erst

7o =| [ aul =] [ nman] = [ 1717 a
>(1-9) [ \rlan

und dann durch Aufsummieren |f - u|(2) > (1—)(|f] - 1)(R2). Grenziibergang
€ \¢ 0 vervollstéindigt den Beweis. O
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2.7. Bildmafle, Transformations- und Flidchenformel 85

Korollar 2.50 (iiber die Existenz der Polarzerlegung). Jedes Vektormafl p
kann als Gewichtung eines Majfles geschrieben werden, ndamlich

=t
dul
wobei fiir die Dichte |p|-fast-iberall ‘d‘ “ =1 gilt.

Beweis. Aus Proposition 2.48 folgt, dass u absolutstetig beziiglich |u| ist und
nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt u = % - |u|. Mit Proposition 2.49

ergibt sich |u| = ‘ Tl ’N" ‘ﬁ| - |u] und wegen der Eindeutigkeit von
Dichten erhalten wir !dw‘ =1 |p|-fast-iiberall. O

Korollar 2.51. Flir ein Vektormaf$ p und |u|-summierbare f: Q — R gilt

|f -l =1f1- el

Beweis. Mit Proposition 2.49 und der Polarzerlegung erhalten wir

f- \—1f ol =l = 111 . O

dlul 1
Bemerkungen (zu verallgemeinerten Dreiecksungleichungen).

o Aus Korollar 2.51 ergibt sich |(f - p)(Q)] < [f - p|() < (|f] - |)(Q)
und Ausschreiben der Gewichtungen liefert die Dreiecksungleichung fiir

Vektormafle
[ < [ isian
Q Q

e Noch allgemeinere Varianten der Dreiecksungleichung erlauben vektorwer-
tige Funktionen und vektorwertige Mafe mit einer bilinearen Abbildung
anstelle der Multiplikation.

2.7 Bildmafle, Transformations- und Flichenformel

Wir werden nun sehen, dass man ein Maf} y iiber einem Grundraum {2 mit Hilfe
einer (messbaren) Abbildung F': Q2 — X transportieren und so ein neues Maf§
p* iiber dem Grundraum X erhalten kann.

Definition 2.52 (Bildmafle). Sei (2,.27, u) ein Mafiraum und F: Q — X sei
eine Abbildung. Dann ist o/F .= {B € #(X) : F~1(B) € &/} eine o-Algebra
dber X und durch

WF(B) = p(F1(B))  fir Be o

wird ein Maf auf (X, /¥ definiert. Man nennt &/F die Bild-o-Algebra von <f
unter F und p¥ das Bildmaf$ von p unter F.
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86 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bemerkung. <77 ist die grifite o-Algebra . auf X, so dass F noch (o ,.7)-
messbar ist. Geht man also von einer (&, )-messbaren Abbildung F aus, so
gilt & C T und pt'(S) ist (mindestens) fiir Mengen S € .7 definiert.

Fiir Transformationenen zwischen p-Integralen in pf-Integralen gilt folgen-
de allgemeine Regel:

Proposition 2.53 (Transformationsformel fiir Mafintegrale). Sei (€, o7, 1)
ein Mafraum und F: Q — X eine Abbildung. Fir p*-messbares f: X —
[—00,00] ist foF stets p-messbar mit

/fduF:/ (foF)du  firalle Be &% .
B F-1(B)

Dabei existieren beide Integrale oder keines.

Beweis. Fiir charakteristische Funktionen handelt es sich um die Definition
des Bildmafles. Daraus folgt die behauptete Transformationsformel mit der
Standard-Ausdehungsprozedur. O

Bemerkungen.

e Die Proposition kann man als Transformationsformel

fouf=[(foF)u
fiir gewichtete MafSe verstehen.

]F

e In der Wahrscheinlichkeitstheorie modelliert man beobachtbare Griofien oft
durch of -messbare Abbildungen X: Q — R auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, o7, P), genannt Zufallsvariablen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass man fiir die Griofle den Wert x € R beziehungsweise einen Wert in
[a,b[C R beobachtet ist dann PX({z}) = P{w € Q : X(w) = z}) bezie-
hungsweise PX([a,b]) = P{w € Q : a < X(w) < b}). In diesem Kontext
nennt man das Bildmafi PX auch die (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung
von X.

o Fiir Erwartungswerte von Zufallsvariablen X : Q@ — R besagt die Proposi-
tion
Ep[X] := /deX /XdP

Speziell fiir Lebesgue- und Hausdorff-Mafie und gewisse Bijektionen F' gibt
es explizite Formeln fiir Bildmafle und die zugehorige Integraltransformation.
Diese Formeln iibernehmen bei Integration in mehreren Veréinderlichen die Rolle
der Substitutionsregel und sind fiir praktische Maf- und Integralberechnungen
sehr niitzlich:

Satz 2.54 (Jacobische Transformationsformel fiir £™). Seien Q und X
offene Teilmengen von R™, T: Q — X sei ein C'-Diffeomorphismus und A €
A"|Q. Dann ist das Bild T(A) € 4™ X mit

LT (A)) = /A ITd.gm
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2.7. Bildmafle, Transformations- und Flidchenformel 87

und fiir £™-messbares f: X — [—o0,00] ist foT auch £™-messbar mit

fdz" = /(foT)JTd,i”".

T(A) A

Dabei existieren beide Integrale oder keines und JT(x) := |detT'(x)| heifst
Jacobi-Determinante oder Jacobische.

Bemerkungen.

e Man kann sich JT(x)d.L"(x) als durch T abgebildetes infinitesimales
Volumenelement vorstellen. Insofern beriicksichtigt die Jacobische beim
Ubergang zum T-Bild auftretende Streckungen und Stauchungen und mift
resultierende Volumendnderungen.

e Ein Cl-Diffeomorphismus T': Q — X ist eine bijektive, stetig differenzier-
bare Abbildung, deren Umkehrabbildung T—': X — Q stetig differenzier-
bar ist. Nach dem Umkehrsatz ist dann die Ableitung T'(x) fiir jedes x € Q
eine invertierbare Matriz (nxn)-Matriz mit (T'(z))™' = (T~Y) (T (x)).

e Ein C'-Diffeomorphismus dberfihrt Borel-Mengen A in Borel-Mengen
T(A). Nach dem Satz iberfiihrt er auflerdem Lebesgue-Nullmengen in
Lebesgue-Nullmengen und damit bilden sowohl T als auch T~' Lebesque-
messbare Mengen in Lebesgue-messbare Mengen ab. Also gilt (#™|Q)T =
(A X) und T ist (A"|Q, A" X )-messbar.

e Die erste Aussage des Satzes kann mit Hilfe von Bildmafen als

n T n n T n
(& ‘//l”\X) =Jr - & oder (JT-%£ =Y ‘<///”|X

\///nm \///nm)

zusammengefasst werden und die zweite Aussage ist die gemdfS Propositi-
on 2.53 zugehorige Integraltransformation.

e [In vielen einfachen Anwendungen ist T eine Translation, Rotation, Spie-
gelung, Koordinatenpermutation oder irgendeine andere Isometrie (d. h.
T' € O(n)). Dann ist JT = 1 auf Q und bei symmetrischem A (d. h.
T(A) = A) gilt die Isometrie-Invarianz

/Afd.,zﬂ":/Afonz".

o Ist A symmetrisch und f ungerade (also f oT = —f) beziiglich einer
Spiegelung T, so folgt

/fd.,zﬂ":o,
A

sofern das Integral iiberhaupt existiert®®. Das kann in der Prazis sehr auf-
wendige Rechnungen ersparen und ergibt beispielsweise (ohne Rechnung!)

/ zix; dL"(x) =0 und / 0 |z|*dZ"(z) =0
B{(0) By (0) O%i

fir alle i,5 € {1,2,...,n} miti # j.

28 Typischerweise stellt man die Existenz des Integrals dabei sicher durch Angabe einer iiber
A p-summierbaren Majorante g mit |f| < g.
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88 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bei der praktischen Berechnung von Z"-Integralen verwendet man die Trans-
formationsformel oft, um in fiir die jeweilige Rechnung giinstiges Koordinaten-
system zu wechseln:

Anwendungen (der Transformationsformel zur Integralberechnung).

o Liegt ein L%-Integral iiber ein Ringsegment Sffﬁ := {(0cos p, psinp) :
r<o<R,a<p<f} vor (mit 0<r<R<oo, —m<a<f<m), so ist es oft giinstig
ebene Polarkoordinaten

T(0,¢) := (0cos p, psin ) auf Q :=]0, co[x]|—m, 7|

mit T' (o, p) = < :?]sz _ggczlsngocp > und JT (o, ) = o zu verwenden. Man

erhdlt dann durch Kombination von Trafo und Fubini
R B
/ a2 = / / flocosep, psin)od 2" () dL (o),
Sf"R r o

wobei sich die iterierten Integrale auf der rechien Seite unter Umstinden
(und hoffentlich leicht) berechnen lsssen. Ein konkretes Beispiel fiir diese
Vorgehensweise ist

/5\<O7'r

,
1,2

2 s
9 d.L?(z) = / / 0?sinpd L () d.ZL (o) = %4
1 Jo

o Weitere gebrduchliche Koordinatensysteme sind Zylinderkoordinaten
T(0,¢,h) := (0cosp,osinp,h)  auf Q :=]0,00[x]—m, 7[xR

mit JT (o, p,h) = 0 und Kugelkoordinaten/raumliche Polarkoordi-
naten

T(0,9,7) := (0cos psin¥, psin psin ¥, g cos )
auf Q :=]0, co[x]|—m, w[x]0, 7[

mit JT (o, 0,9) = 0*sin .

o In beliebiger Dimension n > 2 lassen sich Polarkoordinaten beispielsweise
als

T(o.y) = 0®(y)  auf Q:=]0,00[xR""!

mit einer stereographischen Parametrisierung ®: R"™1 — S"~! der Fin-
heitssphire S*! := {x€R" : |x|=1} einfiihren. Dabei ist ® bijektiv von
R"! auf S"~! ohne einen Fufpunkt und es gilt JT(o,vy) = 0" ‘o(y) fiir
die Funktion o := JT(1,-). Die zugehdorige Integraltransformation enthilt
als wichtigsten Spezialfall unsere friihere Formel fiir radiale Funktionen
und Vergleich der Vorfaktoren zeigt fRn*I cd L = nw,.

Schliefllich kommen wir zur schon angekiindigten Variante der Transformati-
onsformel, die die Berechnung von Hausdorff-Maflen und -Integralen ermdoglicht:
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2.7. Bildmafle, Transformations- und Flidchenformel 89

Satz 2.55 (Fliachenformel, Transformationsformel fiir 5 k) Sein>k, Q eine
offene Teilmengen von RE, T: Q — R" eine injektive C'-Abbildung und A €
MF|Q. Dann ist das Bild T(A) stets % -messbar mit

A (T(A)) = / JT d.2*
A

und fiir 7% -messbares f: R" — [—o0, 00| ist foT stets L*-messbar mit
/ fd,%”k:/(foT)JTdfk.
T(A) A

Dabei existieren beide Integrale oder keines und die Jacobische JT ist jetzt all-
gemeiner definiert durch JT(z) := \/det(T'(z)*T'(z)) mit der zu T'(x) trans-
ponierten Matriz T (x)*.

Bemerkung. Die Flichenformel enthdlt die Jacobische Transformationsformel
als Spezialfall, ist aber selbst fiir k=n etwas allgemeiner, da Nullstellen von JT
und somit Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von T~' erlaubt werden.

In Anwendungen der Flichenformel hat man meist (ein #*-Integral iiber)
eine k-dimensionale Teilmenge M von R™ gegeben und parametrisiert dann (ein
Stiick von) M durch eine C'-Abbildung 7

Anwendungen (Flicheninhalt von Sphéren).

o Parametrisieren wir die Einheitssphdre S"~' durch die stereographische
Projektion ® aus der letzten Bemerkung, so ¢ilt?® J® = o und wir konnen
mit der Flichenformel

2" (s ) = / J® AL = nw,
Rnfl

durch das FEinheitskugelvolumen w, ausdricken. Fir beliebige Sphdren
folgt mit Translationsinvarianz und Skalierungsverhalten von ™1 :

AN {z e R ¢ |z—y| = 1)) = nwpr™ Tt

und fir n = 2,3 erhalten wir mit 27r und 47r® die elementargeometri-
schen Ausdriicke fiir Kreisumfang und Kugeloberfiiche.

2Um diese naheliegende Formel formal zu rechtfertigen, berechnet man fiir T'(o,y) = 0®(y)
erst T"(o,y) = (@(y)‘g@'(y)) und dann

’ - P | P’ 1 0
T(lv') T(lv'): < P I D > = < 0 I D >

Dabei haben wir benutzt, dass wegen |®| = 1 einerseits ®*® = |®|?> = 1 und andererseits
0, PP = & 0;® = %8i|<1>|2 = 0 gelten. Insgesamt folgt

o=JN)(1,)) =detT'(1,-) = /det(T"(1, )*T"(1,-)) = 1/det(®* ") = J&.
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90 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

e Eine alternative Herangehensweise ist, die obere Hilfte von S™™1 durch die
Graphenabbildung G: BY™" — R™ zu G(x) := (z,/1 — [2[2) zu parame-
trisieren. Dann hat G'(2)*G'(x) = 1,,—1 + % den einfachen Eigenwert
—L > und den (n—1)-fachen Eigenwert 1. Deshalb gilt JG(z) = —=

1—|z|? 1—|z|2
und mit Flichenformel und radialer Integration folgen

(s = 2/ ) JGdgn !
BT~

d.Z" (o)

1 Qn—2
:2n—1w_1/7
A

(ot
( 2 )\/E:nwn,

r(5+1)

= NWn—-1

wobei wir auf die Berechnung des letzten Integrals micht ndher eingehen.

Zum Beweis der Jacobischen Transformationsformel und der Flichenformel
sei gesagt, dass man die Formeln zuerst fiir affine Transformationen T verifiziert
und allgemeine Transformationen dann lokal durch solche approximiert. Ein
Beweis der Jacobischen Transformationsformel gehort in eine Vorlesung iiber
mehrdimensionale Integration, ein detaillierter Beweis der Flachenformel eher
in eine Analysis-Spezialvorlesung. O

Auf viele weitere Verallgemeinerungen, Varianten und den Transformati-
onsformeln verwandte Sétze (nicht-injektive Lipschitz-Transformationen, ori-
entierte Integrale, Satz von Sard, Koflichenformel, ...) konnen wir hier nicht
eingehen. Mehr dazu findet man in [3, 5, 1, 4].

2.8 Der Lebesguesche Differentiationssatz

Definition 2.56 (Maflableitung). Seien Q ein metrischer Raum, p ein Radon-
Majf3 und v ein signiertes Radon-Maf*® auf (2, .27). Dann heifit

(falls der Nenner fir kleine r positiv ist und der Limes in R existiert) die
(symmetrische) Mafableitung von v nach p im Punkt x € Q.

Satz 2.57 (Lebesguescher Differentiationssatz fiir Mafle). Seien Q eine
lokal- und o-kompakte Teilmenge von R™, i ein Radon-Mafl und v ein signiertes
Radon-Map auf (0, /). Dann ist N := {x € Q : D,v(z) existiert nicht} eine
p-Nullmenge, D, v definiert eine p-integrierbare Fastfunktion in Lllok(Q, o, s R)
und fiir die Mafle v, und vg in der Lebesque-Zerlegung von v beziiglich p gilt

Va=Dyv-p und vs=1n-v.

Beweis. Siehe beispielsweise [6, Chapter 2], [5, Volume I, Theorem 1.5.3]. O

30Fin signiertes oder V-wertiges MaB v heift ein Radon-MaB, wenn |v| ein Radon-Ma# ist.
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2.8. Der Lebesguesche Differentiationssatz 91

Bemerkungen.

o Fiir V-wertige v definiert man die Mafableitung durch den gleichen Grenz-
wert (sofern dieser in'V existiert). Der Satz und das Folgende gelten dann
analog mit der Fastfunktion D,v € LY(Q, o/, 13 V).

e Der Satz gilt allgemeiner fiir Radon-Mafle auf gewissen metrischen Rdum-
en Q0 und nicht nur auf Teilmengen von R™.

Im Falle v <« p besagt der Satz

v=D,v-pu. (2.5)

Wegen der Eindeutigkeit von Dichten folgt D,v = g—z und daher wird fiir

die MaBableitung oft dieselbe Notation wie fiir die Radon-Nikodym-Ableitung
verwendet. Speziell fiir ein gewichtetes Mafl v = f - u mit p-integrierbarem
fe Lllok(Q, o, u; R) ergibt sich

Du(f-p)=f p-fast-iiberall . (2.6)

Man kann daher den Lebesgueschen Differentiationssatz als einen Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung verstehen, denn die Gleichungen
(2.5) und (2.6) besagen doch gerade, dass Integration (in Form der Gewichtung)
und Differentiation (in Form der Maflableitung) Umkehroperationen zueinander
sind.

Ausschreiben der Definitionen in (2.6) gibt

1
lim ——— / fdu=f(z fiir p-fast-alle z € Q 2.7
P WBE@) Jypiy T T T 27

fiir alle3! f € Ll (Q, 7, u;R). Eine Verschérfung von (2.7) besagt:

Korollar 2.58 (Fast-alle Punkte sind Lebesgue-Punkte). Fiir p € [1, 00|
und f € LY, (Q, </, ;s R) gilt
1
lim 7/ f—=f@)Pdu=0 fiir p-fast-alle x € Q).
m™NO (B () JBo(x) | @)l
Die Idee des Korollars ist, (2.7) auf die Funktionen |f — f(x)|P mit x € R

anstelle von f anzuwenden. Dies ist aber nicht direkt moglich, da zu die-
sen iiberabzéhlbar vielen Funktionen iiberabzihlbar viele Ausnahmemengen
gehoren, deren Vereinigung nicht unbedingt eine Nullmenge ist. Man benétigt
deshalb noch ein einfaches Approximationsargument:

Beweis. Wir identifizieren die Fastfunktion f mit einem fixierten Repréisentan-
ten. Nach dem Satz und (2.7) gibt es zu jedem ¢ € Q eine py-Nullmenge N,
mit

1
limi/ f—qlPdp=1f(x) —qlP fiir alle z € Q\ N, .

r

31Die linke Seite von (2.6) ist bei fehlender u-Integrierbarkeit von f nicht definiert, aber
(2.7) gilt dann trotzdem noch; das sieht man durch Lokalisieren oder Zerlegung f = f+ — f—.
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92 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Sei jetzt x € '\ quQ Ny. Zu jedem € > 0 gibt es ein ¢ € Q mit |f(z) —¢| <e
und wir erhalten mit der Minkowski-Ungleichung

3 (77 g I )

| 1 g
<103 (B o 04)” 41900

r

=2[f(x) —q| <2e.

Weil € > 0 beliebig war, folgt lim, o ml(w fBQ(I) |f—f(z)[P dp = 0, und weil
U qeq Ng €ine p-Nullmenge ist, ist die Behauptung gezeigt. O

Bemerkung. Unter gewissen Voraussetzungen gilt der Lebesquesche Differen-
tiationssatz auch fir nicht-symmetrische Mafableitungen. Ist beispielsweise®?
v ein signiertes Radon-Maf auf (I,B(I)) mit einem offenen Intervall I, so
existieren die einseitgen MafSableitungen

Div(z) := lim v(jz, z+7)

- — Tim v(Je—r, x[)
N Djiv(z) =1

N0 B (Jo—r, 2)
fiir B'-fast-alle x € I, sie definieren [3'-integrierbare Lllok—Fastfunktz'onen und
es gilt

UV, = D;Ely - B,

Korollar 2.59 (Differenzierbarkeit monotoner Funktionen). Jede nicht-
fallende Funktion F: I — R auf einem offenen Intervall I ist L'-fast-iiberall
auf I (im klassischen Sinne) differenzierbar.

Beweis. Zunichst gilt F(z+)=F (z—)=F(z) fiir £!-fast-alle — und tatsichlich
sogar fiir alle bis auf abzihlbar viele — x € I, denn ansonsten wiirden sich

32Die hier angegebene Version des Satzes ldsst sich wie folgt mit dem Obigen beweisen, wobei
wir nur den Fall der rechtsseitigen MaBableitung D7, behandeln: Nach dem Lebesgueschen
Zerlegungssatz und dem Satz von Radon-Nikodym kénnen wir

v = f . Bl + v
schreiben mit einer B'-integrierbaren Li ,-Funktion f und v L 8. Nach Korollar 2.58 gilt

__
B (Ja, x+r[)

und damit insbesondere Dz;l (f - BY)(z) = f(2) fiir B'-fast-alle x € Q. Wegen |vs| L B* liefert
Satz 2.57 auBerdem

z+r z+r
/ FdB' — f(x) snm;/ If = F@)[dB =0

o ™0 BY(Jx—r,z+r]) [, _,

N0

vs(Jz, z+7[)

.  l(e=r )
™0 B(|z, z+r])

< 2 lim

™0 B(Jz—r, z+r]) = 2Dg1|sl(z) = 0

und ngl vs(z) = 0 fiir B'-fast-alle z € Q. Insgesamt erhalten wir 3'-fast-iiberall
Div=D5(f-B")+Dhws = f,

also v, = D;ly - Bl O
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2.8. Der Lebesguesche Differentiationssatz 93

die Sprunghdhen schon auf einem kompakten Teilintervall zu oo aufsummie-
ren. Nach der Version des Lebesgueschen Differentiationssatzes aus der vorigen
Bemerkung existiert dann die rechtsseitige Ableitung

lim F(z+r) — F(x) — fim ﬁ};(]JE,JE—I—TD
N0 r m™NO Bz, z4r[)

= D;l 5117‘ (:E)

fiir B'-fast-alle « € I. Analoges gilt fiir die linksseitige Ableitung. Da die bei-
d(BL)a

i
stimmen sie 3'-fast-iiberall {iberein und die Behauptung ist gezeigt. O

den einseitigen Ableitungen auflerdem Repréasentanten der Dichte

sind,

Bemerkung. Allgemeiner sind auch Funktionen F: I — R wvon lokal be-
schrinkter®® Variation, das sind solche mit

k
Var, I := sup { Z |F'(z;)—F(xi—1)| : k € N,a=zo<z1<. .. §:Ek:b} < 00
i=1

fiir a <bin I, stets L -fast-iiberall differenzierbar, denn sie kénnen als Diffe-
renz zweier nichtfallender Funktionen geschrieben werden; dazu vergleiche man
den Beweis des folgenden Satzes 2.60.

Der letzte Beweis zeigt, dass die klassische Ableitung F’ einer nichtfallenden
Funktion F' die Maflableitung D g BL ergibt. Nach dem Satz gilt daher F”- 31 =

(5};)a < 5};, also

b
/ F'd.2' < F(b—) — F(a+). (2.8)
a

Dass hierbei aber selbst fiir stetiges F' keine Gleichheit eintreten muss und £’
nicht immer eine sinnvolle Ableitungsinformation enthéilt, zeigt das Beispiel
der Cantor-Funktion F' mit F(0) = 0, F(1) = 1 und F’ = 0 Z!-fast-iiberall
auf 0, 1[. Der néchste Satz charakterisiert diejenige Klasse von Funktionen, fiir
die in (2.8) Gleichheit eintritt, also die grof3ite Klasse von Funktionen einer
Variablen, fiir die der Haupsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt.

Satz & Definition 2.60 (Absolutstetige Funktionen). Fir eine Funktion
F: I — R auf einem offenen Intervall I sind dquivalent:

(I) F ist L' -fast-iiberall auf I differenzierbar mit ff F'dZ' = F(b)—F(a)
fira<binl.

(II) F = Fy — F, mit nichtfallenden Funktionen Fy und Fy, so dass ﬁ};l < Bt
und ﬁ};z < p' gelten.

(III) Zuv a < b in I und € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir k € IN und
a<s1 <t <s9g<tg < .. < s <t <D stets gilt:

k

k
D (ti—si) <6 = > |F(t;)—F(s;)| <e.

i=1 i=1

33Es wire priziser, ist aber nicht iiblich, von (lokal) endlicher Variation zu sprechen.
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94 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Die Funktionen F' mit einer dieser Eigenschaften nennt man absolutstetig.

Oft wird in der Literatur die Charakterisierung (III) zur Definition erhoben.
Der Vorteil bei dieser Herangehensweise liegt darin, dass man Relationen zu
anderen Stetigkeitseigenschaften direkt ablesen kann:

Korollar 2.61. Sei F' eine R-wertige Funktion auf einem offenen Intervall I.
Ist F' lokal Lipschitz-stetig, so ist F' auch absolutstetig. Und ist F' absolutstetig,
so ist I stets stetig und von lokal beschrinkter Variation.

Beweis des Satzes. Wir zeigen zuerst, dass (II) schon (I) impliziert: Unter An-
nahme von (II) sind nach den dem Satz vorausgehenden Uberlegungen F; und
F, jeweils £ !-fast-iiberall auf I differenzierbar mit F! - B! = (ﬁ};i)a = ﬁ};i fiir
i = 1,2. Dies bedeutet insbesondere F;(a+) = F;(a—) = F;(a) fiir a € I und

/bdefl — F(b) - F(a)

a

fir a < bin I. Wegen F' = F} — F; folgt (I).
Als Nichstes nehmen wir (I) an und folgern (III): Wegen der Absolutstetig-

keit des Integrals gibt es zu @ < b in I und £ > 0 immer ein é > 0, so dass fiir
A€ ' |[a,b] gilt

LA <5 — /|F’|d$1<s.
A

Fiir die s; und t; aus (IIT) bedeutet zz-g:l(ti—si) < & gerade Z1 ( Ule]s,-, t; [) <
0 und dann folgt
t;
/ F'dz!

k k
SUIF(t) — Fsi) =
i=1 i=1
und somit (III).

SchlieBlich zeigen wir, dass (II) aus (IIT) folgt: Wir fithren fiir a < b in I die
positive und die negative Variation durch

< / F|d2 < e
Ui ]sa.tal

k
Var[j; p I = sup { Z[F(xi)—F(:ni_l)]i s keN,a=xp<z1<x2<... §:Ek:b}
i=1

ein. Man sieht dann leicht ein, dass Var[z k" — Var,  F = F(b) — F(a) gilt.
Fixieren wir ein x¢ € I, so sind

) {F(mo) + Var!” . F  fiir x > 2

Fy (a; : [zo,2] .
F(zo) — Var! . F fiir x < x9

[z,x0]
und

Fy(x) :=
2() —Var, F firz <uxg

[z,20]

{Var[_xo 2] F fir z > xg

folglich nichtfallend mit Fy — F5 = F'. Wir zeigen jetzt 511;1 < B Zu einer (-
Nullmenge A in I, beliebigem € > 0 und a < bin I gibt es eine offene Obermenge
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2.9. Die Darstellungssétze von Riesz 95

O von A in I mit B1(O) < § fiir das zugehorige & aus (II1). Wir schreiben O N
[a, b[ als disjunkte Vereinigung abzéhlbar vieler halboffener Intervalle [a;, b;[ mit
i € IN. Dann gilt ;% (b;—a;) < 6 und mit (IIT) ldsst sich auf >, Vary, 1 F <
¢ schlieBen. Insgesamt folgt (da F' und damit auch F} stetig sind)

Bh (AN [0,0) < 37 Bh (fai,bi) = Y[R~ Fi(a)] = Y Varf, , F<e.
i=1 i=1 i=1

Da a, b und € beliebig waren, erhalten wir ﬁ};l(A) = 0 und somit 511;1 < B
Analog zeigt man ﬁ};z < B und vervollstindigt so den Nachweis von (II). O

2.9 Die Darstellungssitze von Riesz

Sei IK wieder einer der beiden vollstéindigen Koérper R oder C.

Definition 2.62 (Dualrdume und Operatornormen). Sei X ein normier-
ter IK-Vektorraum. Dann wird der (stetige) Dualraum

X*:={T: Q— K : T ist stetige Linearform}

durch die Operatornorm

|Tz|
|T[[x~ :== sup
0#zeX ]| x

ebenfalls zu einem normierten K- Vektorraum.

Bemerkungen. Dabei ist Stetigkeit fiir Linearformen T dquivalent mit Lipschitz-
Stetigkeit. Auf endlich-dimensionalen X ist jede Linearform stetig und dann —
und auch nur dann — stimmt der stetige Dualraum X* mit dem algebraischen
Dualraum, dem Raum aller Linearformen, tberein.

Die Rieszschen Darstellungssidtze beschreiben die Dualrdume von Hilber-
traumen und speziellen Funktionenrdumen durch explizite isometrische Isomor-
phismen:

Satz 2.63 (Rieszscher Darstellungssatz fiir Hilbertrdume). Fir jeden
Hilbertraum H diber K mit Skalarprodukt <,> st

H=H"
isometrisch isomorph durch x — L, mit Ly(y) := <y,a:>.

Bemerkung. Im Fall K = C ist der angegebene Isomorphismus C-antilinear.
Durch Komposition mit der komplezen Konjugation kann man zum C-linearen
Isomorphismus x — Lz tibergehen. Analoges gilt fiir die beiden folgenden Sitze.

Satz 2.64 (Rieszscher Darstellungssatz fiir (LP)*). Sei (2, <7, 1) ein Maf-
raum und V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum dber K. Fir konju-
gierte Exponenten p,q €]1, 00| ist

LUQ, o, V) = (LP(Q, o, V)"

isometrisch isomorph durch g — Lg mit Ly(f) := [, f+gdp.
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96 KAPITEL 2. Mafe und Integrale

Bemerkungen.

e Der Fall des Hilbert-Raumes L? ist gemeinsamer Spezialfall der letzten
beiden Sdtze.

o Zuweifache Anwendung des Satzes ergibt Isomorphie LP = (LP)** durch die
Auswertungsabbildung, die sogenannte Reflexivitdt von LP.

~

e Bei o-endlichem u gilt auch L = (LY)*, also der Grenzfallp =1, ¢ = o0
von Satz 2.64. Dagegen hat (L°°)* keine derartige einfache Darstellung.

e Im vorigen wie auch im ndichsten Satz kann man auch ohne Skalarprodukt
auf V' auskommen, wenn man links oder rechts V durch V* ersetzt und
V- und V*-wertige Funktionen mit der natirlichen Paarung multipliziert.

Satz 2.65 (Rieszscher Darstellungssatz fiir (CJ)*). Sei Q ein lokal- und
o-kompakter Hausdorff-Raum und V ein endlich-dimensionaler Skalarproduk-
traum dber IK. Dann ist

RM(2, V) = (C5(2, V)"
isometrisch isomorph durch y— L, mit L,(f) = [, f-dp.
Bemerkungen.

e Dabei steht RM(2, V) fiir den Raum®* der V -wertigen Radon-Mafle auf Q
mit der Totalvariation als Norm und C3(, V') ist der Raum der stetigen
Funktionen Q — V' mit Nullrandwerten, d. h. der Abschlufl des Raums
Cﬁpt(Q, V') der stetigen Funktionen Q@ — V' mit kompaktem Tréiger in der
Norm der gleichmdfsigen Konvergenz.

e Eine Variante von Satz 2.65 besagt, dass man jede positive’® Linearform
L: Cgpt(Q,]R) — R darstellen kann als L = L, mit einem eindeutig
bestimmten vollstindigen (]0, oo]-wertigen) Radon-Maf$ i auf Q. Man be-
achte, dass dabei keine Stetigkeitsvoraussetzung an L bendtigt wird.

e Die Aussage des Satzes 2.65 und seiner Varianten kann man so interpre-
tieren, dass Mafle nichts anderes sind als Integrationsvorschriften
fiir stetige Funktionen.

Bei allen drei Darstellungsséitzen ist vergleichsweise einfach einzusehen, dass
die angegebenen Zuordnungen isometrische Injektionen sind, und der Kern der
Beweise liegt darin, ihre Surjektivitéit nachzuweisen; fiir Ndheres siehe beispiels-
weise [3, Kapitel VIII.2]. O

31Bei der Bildung dieses Raumes identifiziert man dquivalente Radon-MaSe, d. h. solche, die
auf () iibereinstimmen oder — das gibt dasselbe Konzept — die gleiche Vervollstindigung
besitzen. Alternativ kann man gleich nur ausgezeichnete Reprisentanten der Aquivalenzklas-
sen betrachten wie nur auf 2(Q) definierte oder nur vollstindige Radon-Mafe.

35Das heifit, es ist L(p) > 0 wann immer ¢ > 0 auf Q gilt.
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