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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. Anregungen und Kiritik sind willkommen!
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Zur Notation

Teilmengen: Sind A und B Mengen, dann heiBt A Teilmenge von B (in Zeichen
A C B), wenn gilt: z € A = x € B. Insbesondere gilt B C B. Die echte
Inklusion A C B bedeutet, dass A C B, aber A # B gilt. (in der mathematischen
Literatur findet man davon abweichend auch das Teilmengenzeichen A C B.)

Potenzmengen: Ist A eine Menge, dann ist

24.={B|BC A}
die Potenzmenge von A. Synonym findet man auch die Notationen (A) und
P(A).

Zahlen: Die Menge N = {1,2,...} der natiirlichen Zahlen, Ny = {0, 1,2,...},
der Ring Z = {0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen.

Die Korper Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Fiir einen Korper K bedeutet K* die multiplikative Gruppe K* := K\ {0}, und

Rt :={z eR |z >0} =(0,00).
Intervalle: Fiir a,b € R mit a < b ist

(a,b) = {xeR|x>a, z<b},
(a,b) == {xeR|xz>a, x<b} etc
(Synonym findet man auch die Notation |a, b[= (a,b), |a,b] = (a, ] etc.)

Matrizen: Mat(m x n,K) bezeichnet den K-Vektorraum der m x n—Matrizen
mit Eintragen aus dem Kérper K, und Mat(n, K) den Ring Mat(n x n, K).

Das griechische Alphabet: a) Kleinbuchstaben

a  Alpha ¢ Zeta A Lambda 7 Pi ¢, Phi

6] Beta n Eta o My p,0 Rho X Chi

v  Gamma 6,9 Theta v Ny o,¢ Sigma Y Psi

) Delta L Jota & X T Tau w Omega
€, Epsilon & Kappa o Omikron v Ypsilon

b) GroBbuchstaben (soweit verschieden von den lateinischen)

' Gamma © Theta = Xi X Sigma & Phi Q Omega
A Delta A Lambda II Pi T Ypsilon ¥ Psi
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1 Einleitung: Ziel und Inhalt der Analysis

Hauptinhalt der Analysis ist — vergrobert gesagt — die Betrachtung von Grenz-
werten (auch Limiten genannt). In lhrer Schulzeit haben Sie schon einige solche
Untersuchungen angestellt, sodass lhnen die folgenden Beispiele teilweise bekannt
sind:

e Bezeichnet fiir eine natiirliche Zahl n die so genannte Fakultit n! von n die
Zahl
nl:=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1

(und setzt man 0! := 1), dann ist der Grenzwert der Folge a, = >,
die Eulersche Zahl e = 2.71828 . . .:
ag = a =
1 1
ap = a + ﬂ = 2
S U U
T TR TR
11 118
I T TR TR TR
uSw.
e Ahnlich ist die Exponentialfunktion Z’,"_&i—:,n:u,...,a

exp : R — R* Grenzwert der Folge
von Funktionen f,, : R = R, f,(z) :=

n zk
> ko g 2lso

fo(.fC) =1
filz) = 1+z
T2
fg(ai) = 1l+z+ = ! ) ) ,
2 -2 =1 1 EX
:L.Z xg 0 0 -
fs(z) = 1+z+ 5 + 6 Approximation der Exponential-

funktion (blau) durch Polynome
usw., siehe nebenstehende Abbildung.

e Die Ableitung f’ einer (differenzierbaren) Funktion f : R — R ist Grenzwert
von Differenzenquotienten: Es ist

o) — i LA~ ()

Az—0 Az ’
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beispielsweise fiir f(r) = 23

, (4 AP -2 32?Ax+ 3x(Ax)® + (Ax)?
Floy = 8 a =4 Az
= lim (32% 4 3zAz + (Az)®) = 327,
Az—0

Geometrisch ausgedriickt ist die Steigung der Tangente an den Graphen von
f an der Stelle z Grenzwert der Steigung der Sekante durch die Punkte z und
T+ Ax.

e Das Integral einer (stetigen) Funktion f : R — R in den Grenzen a < b ist
beispielsweise durch

gegeben, also durch Approximation durch die Summe von Flachen von Recht-
ecken der Breite b’T“

Wodurch unterscheidet sich nun die Analysis von diesem Schulstoff?

Zunachst einmal wird der Grenzwertbegriff in der Analysis sehr ausgeweitet:
Man betrachtet z.B. Funktionen mehrerer Variablen und deren Ableitungen und
Integrale.

Letzteres wird uns aber im ersten Semester nicht beriihren. Stattdessen wird
gewissermaBen der lhnen aus der Schule bekannte Stoff wiederholt und auf ein
solides Fundament gestellt.

Warum sollte dies notig sein? Wurde etwa in der Schule falsches vermittelt?
Das nun gerade nicht, aber warum und in welchem Sinn bestimmte Grenzwerte
existieren, wurde dort nicht geklart.

e Die Zahlen a,, = Z.Z:O % sind allesamt durch Briiche darstellbar, also rational
(Schreibweise: a,, € Q). Dies gilt fiir ihren Grenzwert e nicht. Die Eulersche
Zahl ist irrational.

Es gilt also zu klaren, was Irrationalzahlen liberhaupt sind.

e Fiir jedes Argument = € R ist der Limes der Zahlenfolge fy(z), fi(z), fo(x),. ..
die Zahl exp(z) = e”. Trotzdem ist der Abstand zwischen der Funktion exp
und jeder der Polynome f,, unbeschrankt. Wir miissen also genau sagen, was
wir meinen, wenn wir z.B. exp = lim,,_,, f,, schreiben.



e Wie das Beispiel der Betragsfunktion f(z) := || zeigt, ist nicht jede Funktion
differenzierbar, und dies, obwohl die Betragsfunktion Grenzwert der differen-

zierbaren Funktionen f,(z) := /22 + 1/n ist.

\-"x2+1fn,n=1,...,
2r

— 1+

H”z
—
lex?
3

—‘2 —I1 0 1‘ ZIX
e Nicht fiir jede reelle Funktion f sind die bestimmten Integrale endlich. Z.B.
divergiert fiir

fiRSR f(:c)::{léx iig

fyl f(x)dr = —In(y) fir y \ 0.

In der Analysis | werden wir also u.a. die Voraussetzungen klaren, unter denen
ein Grenzwert existiert, oder auch unter denen zwei Grenzwerte vertauschbar sind
(letztere Frage stellt sich z.B. bei der Darstellung der Betragsfunktion als

lim /22 + 1/n,
n—oo

und der Ableitung derselben als Limes von Differenzenquotienten).

Wenn die Analysis nun nur dazu da ware, warnend den Zeigefinger zu he-
ben und zu sagen: "Dieser Grenzwert existiert nicht!”, dann hatte sie in ihrer
iber zwei Jahrtausende wahrenden Geschichte keine groBen Geister beschaftigt.
Im Gegenteil war sie eine Quelle andauernder Inspiration, seit das Volumen der
agyptischen Pyramiden berechnet und die Sonnenfinsternisse vorausgesagt wur-
den.

Einen Grund kénnen wir schon aus unseren Beispielen ablesen. Durch Grenz-
werte bekannter Objekte konnen ndmlich neue Objekte entstehen:

e So werden wir von den rationalen zu den reellen Zahlen gefiihrt.
e Der Limes von Polynomen braucht selbst kein Polynom zu sein.
e Statt zu sagen, dass die Ableitung der (unstetigen) Stufenfunktion

fR=>R , f(x):{(l) ’ i;g



nicht existiert, konnen wir versuchen, mit der so genannten Diracschen -
Distribution § := f’ zu rechnen. Das geschieht in der Experimentalphysik
normalerweise ab dem ersten Semester.

Wir werden (allerdings erst in der Analysis I1]) lernen, mit dem sog. Lebesgue-
Integral sogar Funktionen zu integrieren, die iiberall unstetig sind, z.B. die
charakteristische Funktion

fROR f(a;):{(l) e

der rationalen Zahlen. Erst dieser erweiterte Integralbegriff wird uns in die
Lage versetzen, einfache Bedingungen aufzustellen, unter denen wir Grenz-
wertbildung von Funktionenfolgen und Integration vertauschen kdnnen.



2 Die Sprache der Mathematik

Die mathematischen Texte sind in einer Sprache abgefasst, die in ihrem Formali-
sierungsgrad zwischen den natiirlichen Sprachen und etwa den Programmierspra-
chen steht. Basis dieser Sprache ist der Mengenbegriff und, damit eng verkniipft,
der der Aussagen. Wahrend in dieser Vorlesung sonst alles definiert werden wird,
werde ich den Mengenbegriff nicht formal definieren, denn irgendwo muss man
ja anfangen. Ein korrekter Zugang stammt von Zermelo und Fraenkel.

2.1 Mengen

Die Objekte =, aus denen eine Menge M besteht, werden ihre Elemente ge-
nannt. Man schreibt © € M falls x Element von M, andernfalls x ¢ M. Sind
x1,%9,...,T, Elemente von M, so schreibt man zq,...,x, € M. Es gibt eine
ausgezeichnete Menge ohne Elemente, die leere Menge (). Manchmal gibt man
Mengen durch Aufzihlung ihrer Elemente in geschweiften Klammern an.

2.1 Beispiele (Mengen)

1. Die Menge der Wochentage, an denen diese Vorlesung stattfindet, ist

{Montag, Donnerstag}.

2. N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen, also' N = {1,2,3,...}.
Will man die Null mit hinzunehmen, dann schreibt man Ny := {0,1,2,...}.

3. Z bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen: Z = {0,1,-1,2,—-2,...}. <

Bei der Klammerschreibweise kommt es auf Reihenfolge und eventuelle Wieder-
holung nicht an:

2.2 Beispiel {Montag, Donnerstag} = {Donnerstag, Montag, Donnerstag}. <

Gilt fiir alle Elemente € M, dass x auch Element einer zweiten Menge M, ist,
dann schreibt man M; C M, (stilisiertes Kleinergleichzeichen) oder My O M,
und nennt M; Teilmenge von M,. M; heiBt echte Teilmenge von M, wenn
M, C M, und ein z € M, mit & M, existiert. Man schreibt? dann M, C M.

IMit den Punkten meint man, dass man sich die weiteren Elemente der Menge dazudenkt.
Das ist natiirlich bequem, aber nicht eindeutig ({1,2,3, ...} kénnte auch die Menge derjenigen
natiirlichen Zahlen bezeichnen, die nur durch sich und 1 ohne Rest teilbar sind. Dann wiirde
die Liste durch 5 statt durch 4 fortgesetzt!). In Kapitel 3 wird N korrekt definiert.

2Vorsicht: Statt C findet man auch C.
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2.3 Beispiel (Teilmengen) N C Z, denn z.B. 0 € Z aber 0 ¢ N. &

Die Elemente von Mengen diirfen selbst Mengen sein, auch wenn man hier vor-
sichtig sein muss und Konstrukte wie "die Menge der Mengen, die sich selbst
nicht enthalten” vermeiden sollte (siehe Beispiel 2.30).

2.4 Beispiel (Mengensysteme) {0, {Montag}, {Montag, Donnerstag}}. <

Ist S ein solches (nicht leeres) Mengensystem, dann kann man den Durchschnitt
dieses Mengensystems als die Menge aller x einfiihren, die in allen Mengen von
S enthalten sind. Diese Menge wird mit

ﬂA4
MeS

bezeichnet. Fiir S = {M,...,M,} schreibt man auch M; N...N M, statt
Mares M-

2.5 Beispiele (Durchschnitt)
1. Fir S:={N,Z} ist (;csM =NNZ=N.
2. Sei S :={ Geraden G durch den Nullpunkt der Ebene E'}. Dann ist
(G = {o0}. o

GeS

Gilt fiir zwei Mengen M; und M, dass ihr Durchschnitt die leere Menge ist,
M, N My = 0, dann heiBen M; und M, disjunkt.

2.6 Beispiel (Disjunktheit) N N {Montag, Donnerstag} = 0. &

Die Vereinigung | J,,cs M der Mengen eines Mengensystems ist die Menge aller
derjenigen Elemente, die zumindest zu einer Menge aus S gehdren.

2.7 Beispiel (Vereinigung) Wie im Beispiel 2.5.2. bezeichne S die Menge der
Geraden in der Ebene E. Es gilt dann

UG:E
GeS

Oft werden Mengen M iiber Aussagen eingefiihrt, nach dem Schema
M :={z [ A(z)},

also M besteht aus den Elementen z, fiir die die Aussage A(x) wahr ist.?
3 A heiBt Pridikat. Gleichbedeutend wird hiufig auch die Schreibweise {x : A(z)} benutzt.

6
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2.8 Beispiel (Pradikat) {2} = {x |  ist Primzahl und z ist gerade}. &

Wie aus diesem Beispiel klar wird, kdnnen wir Vereinigung und Schnitt von Men-
gen {iber Aussagen formulieren:

MlmMg = {x|x€M1 und IEMQ},
MiUM, = {x|x € M; oder x¢€ M}.

Mengentheoretische |dentitaten wie die De Morgan-Regeln

MO (N UNy) = (MNN)U(MNON,)
MU(N;NNy) = (MUN;)N(MUN,)

lassen sich damit liber Wahrheitstabellen verifizieren.
Soweit Mengen als Teilmengen definiert werden, ist es im Allgemeinen besser,
die Obermenge auch direkt anzugeben.

2.9 Beispiel Die Menge P = {2,3,5,7,11,...} der Primzahlen:
P:= {n € N | n besitzt genau zwei Teiler k € N}. &

Weitere Mengenoperationen. Sind M, N Mengen, dann
o M\N :={z € M |z ¢ N} (Differenzmenge)
e Speziell im Fall N C M schreibt man dafiir auch M — N.
o MAN := (M\N)U (N\M) (Symmetrische Differenz)

Jedes Element x € M AN ist entweder nur in M oder nur in N.
e Die Potenzmenge 2™ (auch P(M) geschrieben) einer Menge M ist durch

oM .= [N | N C M}
definiert, also die Menge aller Teilmengen von M.

2.10 Beispiel (Potenzmenge) 2{2} = P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}} <

e Das kartesische Produkt M, x M, zweier Mengen ist die Menge* aller geord-
neten Paare (my, my) mit my € My, my € M.

Analog zu diesem zweifachen kartesischen Produkt kann man auch das n—fache
kartesische Produkt M x . ..x M, definieren. Die Elemente (1, . .., x,) dieser
Menge heiBen dann geordnete n—Tupel, und man schreibt M" fiir das n-fache
kartesische Produkt von M.

4Wie konnen wir den Begriff des geordneten Paars mengentheoretisch definieren? Z.B.
indem wir den zweiten Partner markieren, etwa so: (my,mz) := {my, {m1,mz2}}. Damit ist
fiir my # mgq zwar {my,mo} = {ma, m1}, aber (ma,my) = {ma, {m2,m1}} # (M1, ma).

7
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2.11 Beispiel (kartesisches Produkt)
{1,2} x {2,3} = {(1,2),(2,2),(1,3),(2,3)}. ¢

Es ist niitzlich, Mengenoperationen und Beziehungen zwischen Mengen bildlich
darzustellen. Dies geschieht in Form von Venn-Diagrammen. Dabei wird eine
Menge M durch eine Teilmenge der Ebene reprasentiert, abgegrenzt durch eine
einfache geschlossene Kurve.

0] A A Az
AL AA AL A A3 A A\ A3 A ANAS AN Ag

SACARD

2.2 Relationen

2.12 Definition
e FEine Teilmenge R C M x N heit Relation zwischen M und N.

o FEine Relation R C M x M heiBt auch Relation auf M.

Relation bedeutet auf Deutsch Beziehung. Zwischen den Elementen zweier Men-
gen kann es die verschiedensten Beziehungen geben. Besonders wichtig ist der
Fall von Relationen auf einer Menge.

2.13 Bemerkung (Graph) Es gibt in der Mathematik neben dem Funktions-
graph (siehe unten) eine zweite Bedeutung des Wortes Graph, die aber auch im
Zusammenhang von Funktionen von Interesse ist.

Unter einem gerichteten Graphen auf einer Menge V' versteht man eine Teil-
menge £ C V x V. Die Elemente v € V werden dann Knoten genannt, die
e € E (gerichtete) Kanten.®

Mathematisch gesehen sind also die Begriffe gerichteter Graph und Relation
auf einer Menge synonym. Ist V' aber eine endliche Menge, dann kdnnen wir sie
als Punktmenge in der Ebene veranschaulichen. Die Kante e = (v, w) € E wird
dann als Pfeil von v nach w gezeichnet.

So konnen wir Relationen veranschaulichen. O

5Manchmal verlangt man von den Kanten (v,w) € E, dass v # w.
In der Orientierungswoche wurden ungerichtete Graphen behandelt.

8


https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm
https://de.wikipedia.org/wiki/Relation_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Gerichteter_Graph
https://de.wikipedia.org/wiki/Graph_(Graphentheorie)

2.14 Definition Eine Relation R C M x M heilt
1. reflexiv, falls fiir alle x € M gilt: (x,z) € R;

2. symmetrisch, falls aus (x,y) € R folgt: (y,z) € R;
3. antisymmetrisch, wenn aus (z,y) € R und (y,z) € R folgt: y = z;
4. transitiv, falls aus (z,y) € R und (y, z) € R folgt: (z,2) € R.

2.15 Beispiel (Relation)

Fiir die Menge M der Schiiler/innen einer bestimmten Schulklasse betrachten
wir die folgende Relation: (x,y) € R falls sich  die Telefonnummer von y notiert
hat. Diese ist i.A. weder reflexiv noch (anti-)symmetrisch oder transitiv. &

Besonders wichtig sind Ordnungs- und Aquivalenzrelationen.

2.16 Definition

e FEine Relation R C M x M heiBt Halbordnung oder Ordnungsrelation,
wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e Man schreibt dann x < y statt (x,y) € R (und nennt M halbgeordnet).

e FEine Halbordnung R heiBt total, wenn sich alle Elemente x,y € M vergleichen
lassen, d.h. (z,y) € R oder (y,x) € R gilt.

e Eine totale Halbordnung auf M heiBt Ordnung (und M geordnet).

2.17 Beispiele (Ordnungsrelationen)

1. Die Relation R :={(z,y) € Z x Z | y — x € Ny} ordnet die ganzen Zahlen.
Statt (z,y) € R oder x < y schreiben wir hier z < y.

2. Essei M :=7Z X Z, und fiir x = (21, 22), y = (y1,y2) € M gelte x < y falls
r1 <y und x5 < yo. Dies ist eine
Halbordnung (genannt Produktord-
nung), die aber nicht total ist. - 7
Genau alle Punkte im 1. Quadran- R g
ten von Z X Z sind = (0,0), alle im R
3. Quadranten sind < (0, 0).

3. Die Relation Y

R:={(a,b) € Nx N | a teilt b}

der Teilbarkeit ist eine nicht totale \ N
Ordnungsrelation auf N, siehe Ab-
bildung fiir {1,...,7} CN. Die Teilbarkeitsrelation auf {1,...,7}.
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2.18 Definition

e FEine Relation R C M x M heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

e Statt (z,y) € R schreibt man dann x ~ y.

2.19 Beispiele (Aquivalenzrelationen)
1. Die Gleichheits-Relation R := {(z,y) € M x M | x =y} auf der Menge M.

2. Fiir jede natiirliche Zahl n € N wird auf M = Z durch
r~y = r—yenl:={nz|zeZ}

eine Aquivalenzrelation definiert.® Speziell fiir n = 2 ist genau dann z ~ y
wenn beide Zahlen gerade oder beide ungerade sind. &

2.20 Definition
e Die von m € M erzeugte Aquivalenzklasse [m] einer Aquivalenzrelation ~
auf M ist die Teilmenge [m] :={n € M | n ~m}.

e Die Elemente einer Aquivalenzklasse heiBen ihre Reprasentanten.

2.21 Lemma

e Jedes Element m € M ist in genau einer Aquiva/enzk/asse enthalten, namlich
in [m].

e Zwei Aquivalenzklassen [m],[n] C M sind entweder einander gleich oder dis-
Jjunkt.

Beweis:

e Zunichst folgt aus der Reflexivitat m € [m].

e Es gelte auch m € [n], d.h. m ~ n. Wegen der Symmetrieeigenschaft ist dann
n ~ m. Ist nun ¢ € [n], also ¢ ~ n, dann folgt aus der Transitivitat £ ~ m,
also ¢ € [m]. Damit ist [n] C [m], und aus Symmetriegriinden [n] = [m]|. O

Eine Aquivalenzrelation auf M erzeugt damit eine Zerlegung von M, d.h. eine
Menge paarweise disjunkter, nicht leerer Teilmengen von M, deren Vereinigung
ganz M ergibt.

Umgekehrt definiert jede Zerlegung von M eine Aquivalenzrelation auf M,
wenn man zwei Elemente dquivalent nennt, falls sie der gleichen Teilmenge an-
gehoren.

6Das Zeichen :<—=> steht dabei fiir die Definition der linken Seite durch die rechte.

10



2.22 Beispiele (Aquivalenzklassen)

1. Die Aquivalenzklassen der Gleichheits-Relation sind einelementig: [m] = {m}.
2. Fiir alle n € N ist Z = [J/)[i], mit den Aquivalenzklassen

i| ={x€Z|x—ienZ}={kn+i|kelZ}. <&

Die Menge der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation R auf M wird mit
M/R oder M/ ~

bezeichnet. Oft fiihrt man auf dieser Menge eine Verkniipfung dadurch ein, dass
man Reprasentanten verkniipft. Dann muss man aber nachpriifen, dass das Er-
gebnis wohldefiniert, d.h. unabhangig von der Wahl der Repradsentanten ist.

2.23 Beispiel (Wohldefiniertheit) Im Beispiel 2.22.2. gibt es fiir n = 2 genau
zwei Aquivalenzklassen, die Menge ¢ := 27 der geraden Zahlen und die Menge
u:=1+27Z={2n+1|n € Z} der ungeraden Zahlen. Also ist Z/~ = {u, g}.
In diesem Fall kdnnen wir mit den Aquivalenzklassen sogar rechnen. Es gilt z.B.

u+g=g9g+u=u , utu=9g+g=g. &

2.3 Abbildungen

Eine Abbildung f : M — N von der Menge M in die Menge N "ordnet je-
dem Element m € M genau ein Element f(m) € N zu”. Das ist keine formale
Definition, denn das Wort zuordnen ist umgangssprachlich und noch nicht ma-
thematisch definiert. Will man Abbildungen formal definieren, betrachtet man sie
selbst als Mengen:

2.24 Definition Eine Relation f C M x N heit Abbildung oder Funktion
von M nach N, wenn

1. D(f):={m e M | es gibt n € N mit (m,n) € f} = M ist,
2. aus (m,ny) € f und (m,ny) € f immer n; = ny folgt.

(Denn dann kann man jedem m € M genau ein Element n € N zuordnen,
namlich das mit (m,n) € f.)
M heiBt dann Definitionsbereich, N Bildbereich von f.

f(M):={n e N |esgibt m e M mit (m,n) € f}

heiBt Wertebereich oder Bild von f. Die Abbildung f heiBt
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e surjektiv oder Surjektion oder Abbildung auf N, wenn f(M) = N,

e injektiv oder Injektion, wenn aus (my,n) € f und (mq,n) € f folgt:
my = My,

e bijektiv oder Bijektion, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Man kann die als spezielle Relationen eingefiihrten Abbildungen dann wieder in
gewohnter Manier als

f:M—N , m— f(m)

schreiben.

Man benutzt eher das Wort Funktion als Abbildung, wenn der Bildbereich
eine Menge von Zahlen ist.

Will man betonen, dass man f : M — N als Relation f C M x N auffasst,
so nennt man diese den Graphen von f.

2.25 Bemerkung (Abbildungen als Graphen)
Wir kénnen Abbildungen f : M — N als

gerichtete Graphen auf der Knotenmenge
V := M U N verstehen und veranschauli-
chen, mit der Kantenmenge

E:={(m,f(m)) e VxV|me M}

Beispielsweise ergibt sich fiir die Multiplika-
tion der Stunden auf dem Ziffernblatt einer
Uhr mit der Zahl 3, d.h. M :={1,...,12},

f-M—=M , m—3m modl12

der folgende gerichtete Graph. <&

2.26 Beispiel (injektiv und surjektiv)
In diesem Beispiel greifen wir auf Schulwissen zuriick:

1. f:R— R, f(z) := x? ist weder injektiv noch surjektiv
2. f:R =R, f(x) := 2® ist bijektiv

3. f:R—=R, f(x) := 2> — x ist nur surjektiv
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4. f:R — R, f(z) := e” ist nur injektiv, nicht surjektiv, mit Bild

JR)=R":={zxeR|z> 0} &

Weiteres zu Abbildungen:

Wenn wir die Abbildung f : M — N auf eine Teilmenge U C M anwenden,
erhalten wir die Teilmenge

fU):={f(z) |z €U} C f(M)

des Bilds f(M) C N. Esist f(M, U My) = f(M;) U f(Ms) aber i.A. nur
F(My 0 M) € f(My) N f(My).

Zwei Abbildungen f: M — N und g : N — R kann man zur Produktabbil-
dung
gof:M—R , mwg(f(m))

zusammenfiigen oder komponieren (entgegen der Leserichtung wird erst f,
dann g angewandt!).

Injektive Abbildungen f : M — N kann man auf ihrem Bild (und nur dort!)
umkehren und erhilt dann die inverse Abbildung oder Umkehrfunktion f=1 :
f(M)— M.

Bei nicht notwendig injektiven Abbildungen f : M — N bezeichnen wir fiir
V C N mit f~1(V) die Menge

V) ={me M| f(m) eV},

und fiir n € N setzen wir f~!(n) := {m € M | f(m) = n} (identifizieren
also hier einelementige Mengen mit ihren Elementen).

Die identische Abbildung 1d : M — M ist durch Id(m) = m fir m € M
definiert (praziser: Id,,). Bijektive Abbildungen f : M — N haben dann die
Eigenschaften

f_lof:IdM und fof_l = Idy.

Die Einschrinkung oder Restriktion einer Abbildung f : M — N auf die
Teilmenge U C M ist die Abbildung

flo:U—=N , flu(x):= f(x).
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Sind M und N Mengen, dann wird die Menge aller Abbildungen von M nach
N mit
Abb(M,N) oder NM

bezeichnet.

Mit Hilfe von Abbildungen kann man die GréBe von Mengen vergleichen:

2.27 Definition

Die leere Menge hat die Machtigkeit |()] := 0.

Fiirn € N hat eine Menge M die Machtigkeit |V | := n (d.h. hat n Elemen-
te), wenn eine Bijektion f : {1,...,n} — M existiert (f nummeriert dann
die Elemente).

Falls M = (), oder falls eine Bijektion f : {1,...,n} — M existiert, dann
nennt man die Menge M endlich, sonst unendlich.

Allgemeiner haben die Mengen M und N die gleiche Méachtigkeit (geschrie-
ben |M| = |N|), falls eine Bijektion f : M — N existiert.

Ist M endlich oder gilt |M| = |N|, dann nennt man die Menge M abzahlbar,
sonst iiberabzahlbar.

Die Machtigkeit einer Menge M ist kleiner oder gleich der einer Menge N
(geschrieben |M| < |N|), wenn es eine Injektion f : M — N gibt, und echt
kleiner (geschrieben |M| < |N|), wenn | M| < |N| aber nicht |M| = |N| gilt.

2.28 Bemerkungen (Machtigkeit)

1.

Fiir endliche Mengen M, N l3uft diese Definition von |M| < |N| auf einen
Vergleich der Anzahl |M|,|N| € Ny ihrer Elemente heraus.

. Allgemein folgt aus |M| < |N| und |N| < |M| nach dem Aquivalenzsatz

von Cantor-Bernstein-Schroder |M| = |N]|.

. Synonym zum Begriff 'Machtigkeit’ wird 'Kardinalitat' benutzt und das Zei-

chen #M := |M| verwendet.

. Die Potenzmenge einer endlichen Menge M hat die Michtigkeit |2V | = 2/M],

und fiir eine zweite endliche Menge N gilt [N | = |N|M].
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5. Die Menge der n—elementigen Teilmengen von M hat fiir |[M| = m € Ny und
n € {0,...,m} die Michtigkeit

{NCM|IN|=n}| = (ZL) -

(’S) heiBt Binomialkoeffizient. &

2.29 Beispiele (Machtigkeit)

1. Fir die Menge N? der geordneten Paare natiirlicher Zahlen gilt |[N?| = |N|,
denn f: N> - N | (a,b) = 2(a+b—1)(a+b—2)+b ist eine Bijektion
(so genanntes Cauchy-Diagonalverfahren).

2. Allgemeiner besitzt fiir alle n € N das n—fache kartesische Produkt der natiirli-
chen Zahlen die gleiche Machtigkeit wie diese: |[N"| = |N| (wie kann man das
aus Beispiel 1. ableiten?).

3. Wir werden spater feststellen, dass zwar |[N| = |Z| = |Q| gilt, es aber mehr
reelle als natiirliche Zahlen gibt (|N| < |R]). <&

Ein abschlieBendes Beispiel soll erlautern, dass der naive Mengenbegriff auf
Grenzen stoBt.

2.30 Beispiel (Russellsche Antinomie) Wir betrachten die "Menge"
M := {z | z ist Menge}

aller Mengen. Weiter sei N := {x € M | x ¢ x} die "Menge" aller Mengen, die
sich nicht selbst enthalten.
Frage: Gilt N € N?

1. Antwort ja. Dann ist N ¢ N nach Definition von N.
2. Antwort nein. Dann ist N € N nach Definition von N.

Wir werden offensichtlich auf einen Widerspruch, eben die Russellsche Antinomie,
gestoBen, der zeigt, dass wir solche Selbstbeziige von Mengen tunlichst vermeiden
sollten.” &

"Eine Umformulierung ist die folgende Frage: Es gibt zahlreiche Buchkataloge. Zwar sind
Kataloge auch Biicher, aber die meisten von ihnen fiihren sich selbst nicht auf. Wir wollen
einen Katalog aller Kataloge, die sich selbst nicht enthalten, erstellen. Miissen wir ihn selbst
auffithren oder nicht?

15


https://de.wikipedia.org/wiki/Binomialkoeffizient
https://de.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
https://de.wikipedia.org/wiki/Naive_Mengenlehre
https://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie

2.4 Aussagen

Fiir unsere Zwecke ist eine Aussage A ein Element der Menge {wahr, falsch} und
eine Aussageform eine Abbildung einer (oft nicht explizit angegebenen) Menge
in diese zweielementige Menge.

Sind A, B zwei Aussagen, so lassen sich mittels der Junktoren (d.h. " Verbin-
der”) neue Aussagen herstellen:

Junktor Bedeutung Zeichen
Negation nicht A -A
Konjunktion Aund B ANB
Disjunktion A oder B AV B
Implikation wenn A, dann B A= B
Aquivalenz A genau dann, wenn B | A< B

Die Wahrheitswerte der so zusammengesetzten Aussagen sind durch die fol-
gende Tabelle festgelegt. (Eine Tabelle dieser Art heiBt Wahrheitstafel).

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A&B
W W | F w w w w
Wl F | F F w F F
FlWwW | W F w w F
FlF | W F F w w

2.31 Beispiele (Aussagen)
1. "6 ist eine Primzahl" ist eine Aussage und zwar eine falsche.

wahr , x ist Primzahl

2. A:N— {wahr, falsch} , A(x) = { falsch , x ist nicht Primzahl.

A ist eine Aussageform. &

Aus Aussageformen kann man durch die so genannten Quantoren "fiir alle”,
abgekiirzt mit A oder V, und "es existiert”, abgekiirzt mit VV oder 4, Aussagen
machen:

. [ wahr | falsch ¢ A(M)
(Ve e M: Alx)) = { falsch | falsch € A(M)
. o wahr , wahr € A(M)
(Br e M:Alx) = { falsch , wahr & A(M)

Oft werde ich statt der Aussage Va € M : A(z) schreiben:
A(z) (x e M)
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und mit einer dhnlichen Schreibweise Abbildungen und Verkniipfungen definie-
g g
ren). Es gilt
(=(Vz e M : A(z))) = (3z € M :—A(z))

oder kurz =V = 4, und umgekehrt: =34 =V .

3 Die naturlichen Zahlen

Wie im letzten Kapitel bemerkt, ist eine " Definition” der Menge der natiirlichen
Zahlen durch
N=1{1,23,...}

unzureichend. Wie konnen wir eine bessere Definition finden? Wir wissen, dass
es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt (denn sonst gabe es eine groBte, zu der
wir aber noch Eins hinzuaddieren kénnten!). Kénnen wir nicht einfach abstrakt
N als unendliche Menge definieren? Es stellt sich heraus, dass dies nicht moglich
ist, denn es gibt echt groBere Mengen als N (z.B. R, wihrend N? gleich groB wie
N ist, siehe Beispiel 2.29.1).

3.1 Bemerkung (Aufbau des Zahlsystems)
In den folgenden fiinf Kapiteln dieser Vorlesung werden N, Z,Q,R und C als
Mengen mit ihren jeweiligen Verkniipfungen konstruiert.

Da Sie schon in der Schulzeit gelernt haben, mit den reellen Zahlen umzu-
gehen, miissen Sie (abgesehen von C, den komplexen Zahlen) die Details dieser
Konstruktion nicht unbedingt beherrschen, um diese Lehrveranstaltung mit Er-
folg zu absolvieren.

Wichtig ist aber ein Verstandnis der mit den Verkniipfungen Addition und
Multiplikation einhergehenden Strukturbegriffe wie Gruppe, Ring und Koérper. <&

3.1 Definition von N

Wir haben allerdings eben eine Operation auf N benutzt, um zu zeigen, dass N
nicht endlich ist, namlich die Addition von Eins.
Diese Operation ermdglicht es uns, die Menge N korrekt zu definieren.

3.2 Definition Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N mit einem aus-
gezeichneten Element 1 € N und einer Abbildung N : N — N (genannt Nach-
folgerfunktion), fiir die folgende Axiome erfiillt sind:

1. N ist injektiv.
2. 1¢ N(N)
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3. Falls fiir eine Teilmenge M C N gilt: 1 € M und N (M) C M, dann ist
M =N,
Die Abbildung N formalisiert den Vorgang des Zahlens, und wir kdnnen 2 :=

N(1), 3:= N(2) setzen etc. In einer Darstellung der Funktion N durch Pfeile
haben wir damit das folgende Bild:

o o o
1 2 3

=~ @

Abbildung 3.1: N mit Abbildung N : n+—n +1

Es stellt sich heraus, dass alle Mengen, die die drei Axiome erfiillen, die gleiche
Kardinalitat haben. Man darf aber kein Axiom weglassen:

3.3 Beispiele (Dedekind-Peano-Axiome)

1. Die Axiome 2. und 3. gelten z.B. auch fiir die Abbildung N auf der in Ab-
bildung 3.2 dargestellten endlichen Menge. Nach dem gleichen Schema kann
man fiir n > 1 auf jeder n-elementigen Menge (mit ausgezeichnetem Element
1) eine 2. und 3. erfiillende Abbildung N konstruieren.

|

Abbildung 3.2: Menge mit nicht injektiver Nachfolgerfunktion

ol

o<=—-0

-

2. Axiome 1. und 3. gelten auch fiir die Funktion
N :Z/nZ —Z/nZ , k+—k+1 (modn)
auf der endlichen Menge 7 /nZ, mit Darstellung in Abbildung 3.3.

3. Die Axiome 1. und 2. implizieren zusammen, dass die Menge unendlich ist.
Sie gelten z.B. fiir das reelle Intervall [1, c0) und

N:[l,00) = [1,00) , z+z+1.

Die Kardinalitat von [1, c0) ist aber die von R und damit iiberabzihlbar. Daher
kann es keine Bijektion zwischen [1,00) und N geben.

Axiome 1. und 2. gelten auch auf N, aber mit der Nachfolgerfunktion N : N —
N, N (n) = n + 2. Diese besitzt die graphische Darstellung aus Abb. 3.4. &
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Abbildung 3.4: N mit Abbildung N : n — n + 2. Diese verletzt Axiom 3.

Der Beweis, dass N durch die obige Axiome charakterisiert wird, kann im sehr
empfehlenswerten Buch [Eb] von EBBINGHAUS et al. nachgelesen werden.
Auf der Menge N werden nun Addition und Multiplikation durch die Regeln

m+1:=N(m) , m+N(n):=N(m+n) (m,n € N)
und (mit der Regel 'Punkt vor Strich’)
m-1l=m , m-(n+1):=m-n+m (m,n € N) (3.1)
definiert. Durch die Relation
m<n <= (m:noderesgibteinteNmitm+t:n) (3.2)

wird N total geordnet.

3.2 Die Beweistechnik der vollstandigen Induktion

Die vertrauten Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation werden nun mittels
der Beweistechnik der vollstandigen Induktion verifiziert. Diese ist von grundle-
gender Bedeutung in vielen Situationen, in denen nicht nur eine, sondern unend-
lich viele Aussagen A(1), A(2), A(3), ... gleichzeitig bewiesen werden sollen.

3.4 Satz (Prinzip der vollstdandigen Induktion)

o Ist die Aussage A(1) wahr (Induktionsanfang),

e und folgt fiir alle n € N die Aussage A(n+ 1) aus A(n) (Induktionsschritt),
dann ist fiir alle m € N die Aussage A(m) wahr.
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Beweis: Betrachte die Menge M := {m € N | A(m) ist wahr}. Nach Teil 3 der
Definition 3.2 von N ist dann M = N. O

3.5 Bemerkung (Induktionsanfang) Ahnlich gilt fiir ng € Z und durch Zah-
len aus der Indexmenge {n € Z | n > no} indizierte Aussagen A(n), dass aus
A(ng) und A(n) = A(n+1) auch A(m) fiir alle m > ny folgt, siehe Beispiel. <

3.6 Beispiel Fiir ng := 0 und n > ng sei A(n) die Aussage:

Qy, = Z% € Q.
k=0

Der Induktionsanfang, also die Aussage ag = 1 € Q ist wahr. Ebenso gilt A(n) =
A(n+1), denn a, 1, = a, + —==. a, ist nach Induktionsvoraussetzung rational

(n+1)!
und (n+1)! € N, also m € Q. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist aber
abgeschlossen unter der Addition, d.h. die Summe zweier rationaler Zahlen ist
rational. o

Allerdings folgt nicht die Aussage lim,, o, a,, € Q, und der Limes e ist irrational.

Im Prinzip konnen wir jetzt alle vertrauten Rechenregeln der Addition bzw. Multi-
plikation natiirlicher Zahlen mit der Technik vollstandiger Induktion nachweisen.

3.7 Beispiele (Vollstdndige Induktion und Eigenschaften von N)

1. Seit der Grundschulzeit sind wir gewohnt, Ausdriicke wie 7+4+11 hinzuschrei-
ben. Was wir bis jetzt nur definiert haben, ist die Summe zweier natiirlicher
Zahlen. Bei der Summenbildung von mehr als zwei Summanden kommt es
aber auf die Reihenfolge nicht an, es gilt

(T+4)+11 =7+ (4+11),
weswegen wir die Klammern einfach weglassen konnen.

2. Wir kénnen auch die Reihenfolge der Summanden beliebig verandern. Es gilt
zB. T+4=4+7. &

Die erste Rechenregel aus Beispiel 3.7 sollen Sie nachweisen:

3.8 Aufgabe Zeigen Sie, dass das Assoziativgesetz der Addition gilt:

(k+m)+n=k+ (m+n) (k,m,n € N). (3.3)
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Die zweite Rechenregel aus Beispiel 3.7 wird jetzt verifiziert:®
3.9 Lemma Es gilt das Kommutativgesetz der Addition
m+n=n+m (m,n € N).

Beweis: ® Wir zeigen zunachst, dass immer m + 1 = 1 4+ m gilt. Dies stimmt
fir m = 1 und es sei fiir m = mgy gezeigt. Daher ist unter Benutzung des
Assoziativgesetzes (3.3) (mo+ 1)+ 1= (1+mp) +1 =14 (my+ 1), was die
Aussage fiir alle m verifiziert.
e Fiir m = n gilt die Aussage immer (Induktionsanfang). Es geniigt die Aussage
fiir alle m und alle n > m zu zeigen. Wir nehmen an, dass fiir ein vorgegebenes
ng > m

m+ng=mng+m (3.4)

gilt und wollen zeigen, dass dann auch m + (ng+1) = (ng+ 1) +m folgt. Unter
Benutzung des Assoziativgesetzes (3.3), der obigen Aussage und (3.4) ist
m~+(no+1) = (m+ng)+1=14+(m+ng) =1+(no+m) = (14+ng)+m=(no+1)+m

(Induktionsschritt). O

Es ist nun eine miihselige Routinearbeit, die Rechenregeln von Addition und Mul-
tiplikation nachzuweisen. Wir werden stattdessen zu den ganzen Zahlen iiberge-
hen.

4 Die ganzen Zahlen
Im 2. Kapitel wurde die Menge Z der ganzen Zahlen informell durch
7Z=4{0,1,-1,2,-2,...}

eingefiihrt. Historisch waren die Null und die negativen Zahlen samt ihrer Rechen-
gesetze den Indern schon um ca. 1400 bekannt. Aber noch dem Philosophen und
Mathematiker Blaise Pascal (1623 — 1662) erschienen sie unniitz. Praktischen
Auftrieb bekam ihre Verwendung in der Buchfiihrung.

Mathematisch gesehen mochte man iiber die natiirlichen Zahlen hinausgehen,
um die Differenz a — b beliebiger Zahlen a,b € N bilden zu kdnnen.

8ein Lemma ist iibrigens ein Hilfssatz, gewissermaBen ein Sitzchen.

21


https://de.wikipedia.org/wiki/Ganze_Zahl
https://de.wikipedia.org/wiki/Null
https://de.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilfssatz

4.1 Definition von 7Z

Wir konnen die Menge der ganzen Zahlen einfach folgendermaBen definieren:
Z:=NU{0}U(-N) mit —N:={-n|neN}

Bei dieser Definition kommt es nur darauf an, dass das Element 0 € Z von allen
n € N verschieden ist und dhnliches fiir die Elemente —n € Z gilt, wir also
disjunkte Mengen vereinigen.

In einem zweiten Schritt definiert man dann die Regeln von Addition und
Multiplikation ganzer Zahlen, d.h. (—n) 4+ (—m) := —(n + m) etc.

Diese Definition von Z ist korrekt und sie geniigt fiir alle unsere Zwecke.
Trotzdem |aBt sie vielleicht etwas unbefriedigt, weil allein fiir die Definition m +
n := [ der Addition je nach Zugehdrigkeit von m,n und [ zu den drei Teilmengen
N, {0} und —N der ganzen Zahlen 13 Fille unterschieden werden miissen.

Wir beschreiten daher noch einen zweiten Weg, der abstrakter ist, aber den
Vorteil hat, sich leicht verallgemeinern zu lassen. Wir werden z.B. mit der gleichen
Methode die ganzen zu den rationalen Zahlen erganzen.

Die Grundidee ist die Folgende: Wir benotigen die Null und die negativen
ganzen Zahlen als Ergebnisse der Subtraktionsaufgabe a — b natiirlicher Zahlen
a < b € N. Aber auch z.B. fiir ¢’ :== a+ 1 und b’ := b+ 1 sollte die Subtrakti-
onsaufgabe a’ — b/ zum gleichen Ergebnis wie a — b fiihren. Wir definieren nun
das Ergebnis einfach als die Aquivalenzklasse aller Subtraktionsaufgaben,
die zum gleichen Ergebnis fiihren sollten.

Dies erinnert an Miinchhausens Trick, sich an den eigenen Haaren aus dem
Sumpf zu ziehen. Wie fiihrt man die Konstruktion nun durch?

Statt die Subtraktionsaufgabe in der Form a — b zu schreiben, konnen wir
auch das geordnete Paar

(a,b) e Nx N
notieren. Bisher ist a—b nur definiert, wenn a > b ist. Dann ist fiir (a’,b') € NxN
das Ergebnis der Subtraktion gleich (d.h. ' =V =a —0), wenn a + b0 =b+d
ist. Nun konnen wir in N zwar nicht beliebige Zahlen subtrahieren, wohl aber
addieren. Wir fiihren daher auf der Menge M := N x N die folgende Relation
ein:

(a,b) ~ (a',b') falls a+b =b+d ((a,b), (a',V) € M).

Wie die Schreibweise suggeriert, handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation,
und fiir a > b ist die Aquivalenzklasse [(a,b)] C N x N von (a,b) die Menge der
Zahlenpaare (a/,b') mit ' — bV =a —b.

Wir definieren nun die Menge Z der ganzen Zahlen als die Menge

Z:=(NxN)/~
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2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.1: Die Aquivalenzklassen {(b + 3,b) | b € N} von 3 (schwarz),
{(b+6,b) | b € N} von 6 (dunkelgrau) und {(a,a+3) | a € N} von 3—6 = —3
(hellgrau)

der Aquivalenzklassen. Weiter identifizieren wir die natiirlichen Zahlen n € N
mittels der injektiven Abbildung

I'N—=7Z , n—{(n+kk)|keN}

mit den Aquivalenzklassen aus der Teilmenge

N:=I(N) C Z.

Alle Aquivalenzklassen in N x N besitzen geometrisch die Form von zur Diagonale
parallelen Strahlen, sieche Abbildung 4.1. Die natiirlichen Zahlen werden durch die
Aquivalenzklassen unterhalb der Diagonale reprisentiert.

Wir kénnen nun Aquivalenzklassen miteinander addieren, indem wir zunichst
auf N x N komponentenweise addieren:

(a,b) + (a',0) :== (a+d',b+ V) ((a,b), (V') € N x N).
Die Summe der Aquivalenzklassen ist dann als®
[(a, b)] + [(a, )] := [(a,b) + (a", V)], (4.1)

also [(a,b)] + [(d/, V)] = [(a+ &', b+ V)] definiert.

9Hier werden zwar Mengen addiert, was den Vergleich mit der Minkowski~Summe nahe-
legt (die Minkowski-Summe zweier Teilmengen A, B von Zahlen oder Vektoren ist die Menge
A+B:={a+b|lac Abec B}).
Die in (4.1) definierte Addition [(a,b)] + [(a/,]")] ergibt aber eine echte Obermenge der
Minkowski—-Summe dieser Mengen. Z.B. enthilt die Minkowski—-Summe der die Null reprasen-
tierenden Aquivalenzklasse {(n,n) | n € N} mit sich selbst nicht das Element (1, 1).
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4.1 Lemma

1. Die Definition (4.1) der Addition von Aquivalenzklassen ist wohldefiniert (d.h.
unabhingig von der Wahl der Reprasentanten).

2. In N wird wie in N addiert: I(m) +I(n) = I(m+n)  (m,n €N).
Beweis:
1. Essei (¢,d) ~ (a,b), d.h. c+b=a+d
und (¢, d) ~ (a,b'), dh. ¢ + 0 =d +d.
Zu zeigen ist, dass dann auch die beiden Ergebnisse
(a”,b") = (a,b) + (a’,b') und (", d") = (¢,d)+ (¢, d)
der Additionen die gleiche Aquivalenzklasse erzeugen, d.h. dass
(a// b//) ~ (C// d//)
gilt. Dies folgt aber aus
A+ = (e+d)+b+V)=(c+b)+(+1)
= (a+d)+(d+d)=(a+d)+(d+d)=d"+d"
2. Esist I(m) =[(m+1,1)], I(n) =[(n+ 1,1)] und
Im+n)=[(m+n+1,1]=[m+n+2,2)],
andererseits aber (m +1,1) + (n+1,1) = (m+n + 2,2). O

Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, dass wir mit Aquivalenzklassen rechnen
konnen wie mit natiirlichen Zahlen, identifizieren wir einfach n € N mit I(n),
schreiben also einfach kurz n statt I(n). Wir schreiben fiir die Aquivalenzklasse

{(m,m) | meN}eZ kurz 0,
und fiir die Aquivalenzklassen der Form
{(m,m+n)|meN}eZ kurz —n (n € N).
Tatsachlich gilt mit dieser Notation immer
kE+0=Fk , k+(—k)=0 (k € N), (4.2)

denn mit m” := m + m ist (k +m,m) + (m’,m') = (k + m”,m"), und
(k4+m,m)+ (m k+m')=(k+m" k+m").

Np := N U {0} ist eine oft benutzte Teilmenge von Z.
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4.2 7 als Gruppe

Im Gegensatz zu N konnen wir in Z beliebige Zahlen voneinander subtrahieren.
Denn Z ist im Gegensatz zu N eine (abelsche) Gruppe:

4.2 Definition Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Abbildung
(genannt "Verkniipfung”)

GxG—G , (a,b)—~aob,
mit den Eigenschaften
1. Va,b,ce G:ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
2. decG VacG:eoa=a (Existenz eines neutralen Elements)
3 VaeG Fd e€G:doa=e (Existenz der inversen Elemente)
4. Die Gruppe heit abelsch oder kommutativ, wenn

Va,be G:aob=boa (Kommutativgesetz).

Wir kdnnen also eine Gruppe durch (G, o), also das Paar (Menge, Verkniipfung)
kennzeichnen, werden aber oft der Einfachheit halber nur GG schreiben.

4.3 Satz 1. Aus a’ oa = e folgt a o a’ = e, rechtsinverse Elemente sind also
auch linksinvers.

2. Aus eoa = a folgt a o e = a, das links-neutrale Element e ist also auch
rechts-neutral.

3. Es gibt nur ein neutrales Element e € G.

4. Zu a € G gibt es nur ein inverses Element ' € G.

Beweis: In den folgenden Beweisen bezeichnen wir die verwendeten Gruppen-
axiome mit ihrer Nummer, die schon bewiesenen Aussagen des Satzes mit 'Teil'.

1. Es sei a” € (G inverses Element von «/, also a” o @’ = e. Dann ist
aod’ % eo(aod') = (d"od’)o(aod') = d"o((d'oa)od’) = a"o(eod’) Z a"od’ = .

2. FUralleaEGgiltaoeg——'ao(a’oa)é(aoa’)oa = eoa = a.

3. Es sei auch € &€ G neutrales Element, also € o a = a fiir alle a € G. Dann

. ) Teil 2.
ist mit a := e: e =" €doe=e.
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4. Es sei neben a’ auch a” € G inverses Element von a. Dann ist

Teil 2. Teil 1. 1. 2.
a" "="ad"oe ="ad"o(aod)=(a"oca)od =eod =d. O

4.4 Beispiele (Gruppen)

1. Im Gegensatz zu (N, +) ist (Z,+), also die Menge der ganzen Zahlen mit
additiver Verkniipfung, eine Gruppe, mit der Null als neutralem Element. Das
zu a € 7 inverse Element schreibt man —a. Die Assoziativitat der Addition
tibertragt sich von (N, +), und (4.2) gilt fiir alle n € Z.

Die Teilmengen nZ = {nz | z € Z} sind fiir beliebige n € N abgeschlossen
unter Addition und Inversenbildung (d.h. mit k,l € nZ ist auch k + [ € nZ
und —k € nZ) und enthalten die Null. Damit sind die (nZ,+) ebenfalls
Gruppen. Da nZ C Z, nennt man sie Untergruppen von Z.

2. (Q,+), (R,+) und (C,+) sind genauso abelsche Gruppen wie (Z, +). Syste-
matisch muss man eigentlich nur zeigen, dass (C, +) eine Gruppe ist, denn
CORDOQDZ >0, und die Teilmengen sind abgeschlossen unter der
Addition und unter der Abbildung a — —a.

3. Wir betrachten die Untergruppe nZ von (Z,+). Die Einteilung in die sog.
Nebenklassen

ki=k+nZ={k+nm|meZ} (ke{0,...,n—1})

dieser Untergruppe definiert eine Aquivalenzrelation auf Z. Addition zweier
Nebenklassen ergibt wieder eine Nebenklasse. Damit wird die Quotienten-
menge Z/nZ wieder zu einer Gruppe, der so genannten Faktorgruppe.

Beispiel: Addition in Z/5Z

1wl NI 1 O +
Bl NI =l Ol ©
=TI TR
O = I N DN
DOl =1 Ol W=l Qo Lo
LI DI =1 O i >

4. |st M eine beliebige nicht leere Menge, dann bildet die Menge der Bijektionen
@ : M — M eine Gruppe (G, o), wobei die Verkniipfung ¢ o 1) von zwei
bijektiven Abbildungen ¢, € G als die Produktabbildung definiert ist. Neu-
trales Element ist die identische Abbildung Id,;, das zu ¢ : M — M inverse
Element die inverse Abbildung o=! : M — M. (G, o) heiBt symmetrische
Gruppe von M . Die zur Menge

M:={1,....n}={meN|m<n}
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gehorige symmetrische Gruppe wird oft mit S, bezeichnet. Sie ist also die
Gruppe der Permutationen von n Elementen.

Da jede Permutation ¢ € S,, durch Angabe des geordneten n—Tupels der
Bilder (p(1),...,¢(n)) fixiert ist, ist die Anzahl der Elemente von S, gleich
nl:=n-(n-1)-(n—2)-...-2-1. Statt die Permutation ¢ € S, so zu
schreiben, ist es allerdings iiblich, noch die Urbilder mit anzugeben, d.h.

n

12 .
(ot) o) = el )
Als Mengen sind &; = {Id}, So = {Id,(1%)} und

Ss={(133),(331),(513),(331),(133), (313}

S1 und &, sind abelsche Gruppen. Wegen
aof=(i33)#Poa=(313)

fir o :=(33%) und 8= (1%3) ist dagegen schon S; nicht abelsch.

5. (R*,-) mit R* := R\ {0} ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1
und dem zu x € R* multiplikativ inversen Element 1/x.
(R*,-) ist eine Untergruppe von (R*, ). <&

4.5 Aufgabe (Gruppen) Zeigen Sie fiir beliebige a,b € G die eindeutige
Existenz der Losungen x,y € G der Gleichungen

roa=">b und aoy=0. &

4.6 Bemerkung In der Linearen Algebra werden Sie weitere wichtige Beispiele
und Eigenschaften von Gruppen (G, o) kennen lernen.

Der groBe Vorteil abstrakter algebraischer Begriffe wie dem der Gruppe (aber
z.B. auch des Rings oder des Korpers) besteht gerade darin, dass derartige Re-
chengesetze nicht jedes Mal neu bewiesen werden miissen.

Statt dessen muss fiir eine gegebene Verkniipfung o auf einer Menge G nur
tiberpriift werden, ob sie den Gruppenaxiomen aus Def. 4.2 geniigt. Ist dies der
Fall, dann gelten die obigen Gesetze. <&

4.3 7 als Ring

Ganze Zahlen konnen wir nicht nur addieren, sondern auch multiplizieren. Will
man allerdings auch dividieren, so muss man vom Ring (Z,+,-) der ganzen
Zahlen zum Korper (Q, +, -) der rationalen Zahlen iibergehen.

Allgemein definieren wir:
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4.7 Definition Eine Menge A mit zwei Operationen
+:AXA—A und -:AXxA—A
heiBt Ring, falls gilt:

1. (A, +) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und zu a inver-
sem Element —a).

2. Assoziativitit: (a-b)-c=a-(b-c) (a,b,c € A).

3. Distributivitt:
a-(b+c)=a-b+a-c und (b+c)-a=b-a+c-a (a,b,c € A).

4. Falls zusatzlich ein mit 1 bezeichnetes Element von A existiert, fiir das
lra=a-1=a (a € A),
heiBt A Ring mit Einselement!©.
5. FallsVa,b e A:a-b=10>-a, heiBt A kommutativer Ring.

4.8 Bemerkungen (Punkt vor Strich in Ringen)

1. In Ausdriicken wie den rechten Seiten von 3. wird erst multipliziert, dann ad-
diert. Dagegen werden die Verkniipfungen in Klammern zuerst vorgenommen.

2. Wenn keine MiBverstandnisse zu erwarten sind, 138t man den Multiplikations-
punkt weg. &

Die Multiplikation auf N wurde in (3.1) als wiederholte Addition definiert. Die
Multiplikation auf der Menge Z = (N x N)/ ~ der ganzen Zahlen, also der
Aquivalenzklassen in N x N, ergibt sich durch die Multiplikationsregel

(a,b) - (c,d) := (ac+ bd, ad+ bc) ((a,b), (c,d) € Nx N) (4.3)
der Reprisentanten!!

[(a,0)] - [(¢, d)] := [(a, ) - (¢, d)]. (4.4)

10\Wir bezeichnen zwar das Einselement mit dem Symbol 1, es ist aber i.A. von 1 € N
verschieden. Ebenso ist 0 € A von 0 € Z zu unterscheiden.

"Djeser Ausdruck ergibt sich zunichst fiir Reprasentanten (a,b) und (c,d) natiirlicher Zah-
len [(a,b)] =a—beNund [(¢,d)] =c—b €N aus

(a—0b)(c—d) = (ac+ bd) — (ad + bc).
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4.9 Lemma

1. Die Multiplikation ganzer Zahlen ist mit (4.4) wohldefiniert.

2. Sie setzt die Multiplikation (3.1) in N auf Z fort.

Beweis:

1. Gilt (d/,b") ~ (a,b) und (¢, d’") ~ (¢,d), dann ist mit den Abkiirzungen
(e, f) = (ac+bd,ad +bc) und (€, f") :=(dd+bd,dd +V)

zu zeigen: (e, f) ~ (¢/, f'), dh.e+ ff=¢€¢ + f.
Betrachten wir etwa den Fall @ > b und ¢ > d, dann ist

a=(d—-b)+b, d=(a—-b)+V, c=(—-d)+dundd =(c—d)+d,

wobei alle Klammerausdriicke in N sind.

Mit diesen Substitutionen ergibt sich e + f' = ¢’ + f. Die anderen Falle kann
man analog behandeln, wobei stets alle Summanden in N sind.

2. Fir m,n € N ist gemaB (4.4) und (4.3)

Ilm)-I(n) = [(m+1L,D]-[(n+1,1)]=[(m+1,1) - (n+1,1)]
= [((m+1)n+1)+1,(m+1)-14+1-(n+1))]
= [(mn+k, k)] (4.5)

mit k := m + n + 2. Andererseits ist
I(m ) = [(mn+1,1)] = [(mn + k, k)]
Wegen Gleichheit mit (4.5) folgt I(m) - I(n) = I(m-n). O

Signum-Funktion und Betrag-Funktion auf Z sind definiert durch

1 ,zeN
sign(z) :=¢ —1 ,—z€eN und |z]:=sign(z)-z. (4.6)
0 ,2=10

Die ganzen Zahlen ordnet man nun total durch

a<b <= (a=boderb—aeN) (a,b € Z).
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4.10 Beispiele (Ringe)
1. (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1. Division ist aber nicht moglich,
denn nur 1 und —1 besitzen ein multiplikatives Inverses (ndmlich sich selbst).

2. Firn > 1list (nZ,+,-) ein kommutativer Ring ohne 1.

3. Fiir n € N konnen wir auf (Z/nZ,+) eine Multiplikation einfiihren, indem
wir die Reprasentanten der Nebenklassen miteinander multiplizieren und dann
die Nebenklasse des Produktes als Ergebnis auffassen. Das Ergebnis ist un-
abhangig von der Wahl der Reprasentanten, denn fiir

as=ay+rn und by =0b; +sn
ist

asby = a1by + n(rby + rsn + say),
liegt also in der gleichen Nebenklasse wie a1b;.

Damit wird (Z/nZ, +, -) zu einem kommutativen Ring mit neutralem Element
0 der Addition und 1 der Multiplikation. Etwa fiir n = 5 ergibt sich folgende
Multiplikationstabelle:

DOl W=l =1 I O Wl
DI I = O W=l

=1 QI NI =1 O 1

=1 I NI = O -
Ol O D Ol

I 1 DN Ol DI

Diese Ringe heiBen Restklassenringe.

4. Nicht kommutative Ringe werden Sie in der Linearen Algebra im Zusammen-
hang linearer Abbildungen eines Vektorraums in sich kennen lernen. &

4.11 Satz In einem Ring R gilt0-b=0b-0=0 (b€ R), und

a-(—=b)=(—a)-b=—(a-b) (a,b € R).

Beweis: e Wegen 0+0=0gilt0-6+0-b=(0+0)-b=0-b, also 0-b=0.
Analog fiir b- 0 = 0.

ea-b+a-(=b)=a-(b+(=b)) = a-0 = 0. Die erste Identitat ist dabei
das Distributivgesetz, die zweite wurde im letzten Satz bewiesen. Analog ist

(—a)-b=—(a-b). 0

Durch die Relation
m<n <= n—mecN, (4.7)
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wird Z total geordnet. Es gelten die Gesetze
m<n = m+Il<n+l (m,n,l € Z)

und
m<n = m-l<n-l (m,n € Z,1 € Ny).

4.12 Aufgabe Zeigen Sie am Beispiel von Z /47, dass in Restklassenringen die
Kiirzungsregel (a1b = asb und b # 0) = a; = ay nicht gelten muss. &

5 Die rationalen Zahlen

Wir wollen nun sehen, wie man die rationalen Zahlen Q, ausgehend von der
Menge Z der ganzen Zahlen, konstruiert.

Zundachst erscheint es gar nicht notwendig, sich diese Arbeit zu machen, denn
uns sind die rationalen Zahlen ja als die Briiche p/q ganzer Zahlen p und ¢ mit
q # 0 vertraut. Bei einer formalen Definition ist es allerdings notwendig zu sagen,
wann zwei solche Briiche die gleiche rationale Zahl bezeichnen.

5.1 Definition von Q

Daher fiihrt man auf der Menge Z x N der Paare (p, q) von Zahler und Nenner
die Relation

(p1, 1) ~ (P2, q2) = DP1g2 = D2y (5.1)

ein. Dies ist eine Aquivalenzrelation (nachpriifen!).

Als Reprasentanten der Aquivalenzklassen kénnen wir praktischerweise die
(eindeutigen) Paare (p, q) mit teilerfremdem p und g nehmen; diese entsprechen
den gekiirzten Briichen.

5.1 Definition Die Menge der rationalen Zahlen ist mit (5.1) durch
Q:=(ZxN)/ ~

gegeben. Die Addition in Q wird durch [(p1, q1)]+[(p2, ¢2)] := [(P1, 1) + (P2, ¢2)]
und

(p1, @1) + (P2, @2) := (P1G2 + P21, (1G2) ((pirq:) € Z x N)
induziert, die Multiplikation durch [(p1,q1)] - [(p2, q2)] :== [(p1, q1) - (P2, q2)] und

(pb(h) : (pg,q2) = (]91]927611(12) ((thZ') €L x N),
siehe Abbildung 5.1.
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Abbildung 5.1: Die Aquivalenzklassen {(—n,4n) | n € N} von —1/4 (schwarz),
{(4n,3n) | n € N} von 4/3 (dunkelgrau) und {(—n,3n) | n € N} von 2t - 3 =
=t (hellgrau)

5.2 Bemerkung (Addition rationaler Zahlen) Die zunichst vielleicht seltsam

erscheinende Summenformel entspricht der Bildung des Hauptnenners:

P1 _i_@ _ h +p2(h.

@1 Q2 a192
5.3 Lemma Addition und Multiplikation in QQ sind wohldefiniert.

Beweis: Wohldefiniertheit bedeutet Unabhangigkeit vom Reprasentanten: Es sei
(Pisq;) ~ (pis@i) . also  pigi = pig; (i=1,2).
1. Um die Wohldefiniertheit der Addition nachzupriifen, miissen wir fiir
(c,d) :== (p1g2 + P21, ug2)  und (<, d') := (phah + P2y, 0145)
nachweisen, dass (¢, d’) ~ (¢, d), also ¢d = ¢d’. Nun ist

dd = (0\dh+Phd)) 12 = (P1q1)qadh + (Pyg2) 1,
= (md) e + (P205)ndy = (P1a2 + P2qr)a1gs = cd.

2. Bei der Multiplikation ist zu zeigen, dass

(¢,d) := (p1p2, 1q2) und (¢, d") == (p\Ph, ¢hgh)

dquivalent sind, d.h. ¢d = cd'. Dies folgt wieder aus p.q; = p;q;:
dd = (pipy)(q1g2) = (Pra1) (P2g2) = (p1d1) (P2¢3) = (P1p2)(digh) = cd'. O
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5.2 @Q als Korper

Mit den eben eingefiihrten Operationen wird (Q, +, -) zum Korper.

5.4 Definition
Ein kommutativer Ring K mit Einselement 1 heiBt Kérper, wenn

e Vae K\{0} 3be K : ba=1 (inverse Elemente der Multiplikation)
e und 1 # 0 gilt.

Das zu a multiplikativ inverse Element b ist eindeutig, denn (K\{0},-) bildet
eine Gruppe. Wir schreiben daher in Zukunft a™! oder 1/a statt b.

Der Ring (Z,+,-) ist kein Korper, denn auBer —1 und 1 besitzt keine Zahl
ein multiplikatives inverses Element. Wir haben aber aus Z den so genannten
Quotientenkorper Q konstruiert (vgl. Definition 5.1).

Reprasentanten der neutralen Elemente von Addition bzw. Multiplikation in
Q sind z.B. (0,1) bzw. (1,1), wahrend fiir (p,q) € Z x N

—[(p, @)l = [(=p,@)] und [(1,D]/[(p,q)] = [(sign(p) - ¢, pl)]

die additiven bzw. multplikativen Inversen von [(p, q)] € Q sind (Letzteres natiirlich
nur fiir [(p,q)] #0 € Q, also p # 0 € Z).

5.5 Satz (Q, +,) ist ein Korper.

Beweis:

1. Assoziativitat von Addition und Multiplikation:
Fir (pi,q;)) € Zx N (i =1,2,3) gilt

((pl,ql) + (p2>Q2)> + (ps,q3) = (P192 + P21, (1G2) + (3, q3)
= (P192G3 + P2q143 + D3q192, 192G53)
= <p17 q2) + ((an qQ) + (p37 Q3)>

und

((plach) : (p27<12)> : (p3;(13) = (p1p2,Q1Q2) : (p3aQ3) = (p1p2p3,Q1Q2C]3)

= (1) (2 2) - (0. 00))

2. Kommutativitat von Addition und Multiplikation sind offensichtlich.
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3. Neutrale Elemente von Addition bzw. Multiplikation:

(p,q) +(0,1) = (p-14¢q-0,q-1)=(p,q)
(p,q)-(1L1) = (p-1,q-1)=(p,q)

4. Distributivgesetz:

((pl, q1) + (p2, CJ2)> “(p3,q3) = (P1G2 + P21, 1q2) - (P3,q3)
= (p1p3q2 + P2p3q1, 14293),
ergibt also die gleiche Aquivalenzklasse wie
(1, q1) - (p3,43) + (P2, 42) - (P3,q3) = (P1p3s 1qs) + (P23, G243)

= (p1P3q293 + q1g3p2ps, CI1Q2C]§)
= (p1p3q2 + P2p3qi, 19293) - (g3, q3)

5. e Existenz der inversen Elemente der Addition:
Fiir (p,q) € Z x N ist [(—p, q)] additiv invers zu [(p, q)], denn

(p.q@) + (=p.q) = (pg+ q(—-p),¢°) = (0,¢%)

ist dquivalent zu (0, 1).
e Existenz der inversen Elemente der Multiplikation:
Fiir (p,q) € (Z\{0}) x N ist (sign(p) q, |p|) inverses Element, denn

(p,q) - (sign(p) q, |p|) = (psign(p)q,|plq) = (Iplq, |plq)

dquivalent zu (1,1).

6. 1#0: Esist
[(1L,D]={(¢;9) [¢ €N} und [(0,1)] ={(0,9) [ ¢ € N}.
Diese beiden Aquivalenzklassen sind disjunkt. O

Ab jetzt kdnnen wir also kurz p/q fiir die Aquivalenzklasse [(p, ¢)] € Q schreiben.
Der Ring der ganzen Zahlen ist im Korper der rationalen Zahlen enthalten.
Die Abbildung

1:Z2-Q , p=T=(p) (5.2)
ist injektiv, und fiir 1(Z) C Q gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Z, d.h.
Ila+b)=1(a)+1(b) , I(a-b)=1I(a)-1(b) (a,beZ).
Daher identifizieren wir einfach I(Z) mit Z.
Die Machtigkeit von Q ist gleich der Machtigkeit von N:
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5.6 Satz Q ist abzahlbar unendlich.

Beweis: (1. Cantorsches Diagonalverfahren)

e Da die in (5.2) definierte Abbildung (und damit auch I|y) injektiv ist, gilt
IN| < 1Q].

e Andererseits ist die Abbildung f : NxN — N, (a, b) — $(a-+b—1)(a+b—2)+b
aus Beispiel 2.29.2 bijektiv, besitzt also die Umkehrabbildung f~!: N — N x N,
welche die Paare natiirlicher Zahlen abzahlt.

Ebenso gibt es eine Bijektion g : N — 7Z, zum Beispiel

g2k+1) =k , g(2k) = —k.

Damit ist auch h: N x N — Z x N, (a,b) — (g(a), b) bijektiv.
Wahrenddessen ist die Quotientenabbildung

¢:ZxN—=Q , (p,q)— [(p,q)]
surjektiv. Die zusammengesetzte Abbildung ¢ ;== goho f~1: N — Q,

1 h q
N=—NxN-—ZxN-—Q

ist daher ebenfalls surjektiv. Damit gibt es auch eine Injektion ¢ : Q — N
(wahle fiir ¢)(z) eines der Urbilder aus ¢~!(z) C N), also |Q] < |NJ.
e Zusammen ergibt sich |Q| = |N| (vergleiche mit der FuBnote auf Seite 14). O

5.7 Satz In einem Kérper K gelten folgende Rechenregeln:
1. 1/%6:95 (x € K\{0})
2. ausx-y=0 folgt xt =0 oder y =0 (Nullteilerfreiheit ).

Beweis:

1. folgt aus der in der Gruppe (K\{0},-) giiltigen Formel (a™!)~! = a.

2. Ist  # 0, dann existiert x™! € K, und aus -y = 0 folgt ! - (z - y) =
x71.0=0, also wegen 27! (z-y) = (z7!-2)-y = 1.y = y die Behauptung.
O

5.8 Bemerkungen (Nullteilerfreiheit)

1. Nicht jeder Ring ist nullteilerfrei. Z.B. ist die Elemente [2] und [3] des Rest-
klassenrings Z/6Z Nullteiler (siehe auch Aufgabe 4.12):

2]-[8] = [2-3] = [6] = [0] , aber [2] #[0] # [3].

Andererseits sind Z und auch die Ringe nZ nullteilerfrei.

2. Fir x € K und n € N ist die n—te Potenz von x induktiv durch z! := z,
2" =z - 2™ definiert, wihrend z2¥ := 1 gesetzt wird.
Fir x € K\{0} setzen wir x™" := (1/x)". &
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5.3 Q als angeordneter Kérper

5.9 Lemma Die reprasentantenunabhingige Relation auf 7. x N

(p1,q1) = (p2,q2) falls piga < poa

induziert eine vollstindige Ordnung auf Q = (Z x N)/ ~.
Diese stimmt, eingeschrankt auf 7. C Q, mit der vollstandigen Ordnung (4.7)
auf den ganzen Zahlen (iberein.

Beweis:

e Reprasentantenunabhangigkeit der Relation:

Fir z; :== (pi,q;) und 2 := (pl,q}) € Z x N mit 2, ~ z; (also p;q; = plq;)
muss gezeigt werden:

(r1 <@y, also p1go < paqr) = (2] 2 ), also pigy < phqy) . (5.3)

Die rechte Aussage der Implikation (5.3) gilt wegen der Kiirzungsregel genau
dann, wenn (p}¢5)(q1g2) < (Phq;)(q1q2). Dies folgt aber aus der linken Aussage
in (5.3):
i) () = (Pra)(egt) =" (p19))(a245)
21322
= (me)(de) < (pa)add)

!
TH~T2

= (m@)(d) =" 0ha)(ad)) = (pog))(1g2).

e Die Relation < auf Z x N ist reflexiv, transitiv, und fiir x; := (p;, ¢;) € Z x N
gilt genau dann gleichzeitig 1 < 25 und z; = x9, wenn [z1] = [z2]. Damit
wird durch

[21] < [10] = 71 22 (also p1g2 < paqn)

auf @ eine Ordnungsrelation definiert. Da die bei dieser Relation benutzte
Ordnung < der ganzen Zahlen vollstandig ist, lassen sich auch alle rationalen
Zahlen beziiglich < vergleichen.

e Fiir pi,ps € Z ist nach (4.7) p1 < po, falls po — p1 € Ny. Dann ist aber
(1 1) = (p2,1), also I(p1) < I(p2). -

Addition und Multiplikation rationaler Zahlen sind nun mit ihrer Ordnung in
folgendem Sinn vertraglich:
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5.10 Definition
Ein Kérper K mit einer vollstindigen Ordnung < heiSt angeordnet, wenn

1. fiir alle x € K\{0} entweder x > 0 (z positiv) oder —z > 0 (z negativ)
gilt, und

2. ausx >0undy >0 stetsx+y >0 und -y >0 folgt.

Nicht jeder Korper lasst sich anordnen.

5.11 Beispiel (Anordnung) Im zweielementigen Korper Fy = Z /27 = {0, 1}
gilt 14+ 1 =0, also —1 = 1. Bei Existenz einer Anordnung von Fy ware 1 > 0,
aber 1 +1 =0, also 0 > 0. Widerspruch. &

5.12 Satz (Anordnung von Q)

Q mit der in Lemma 5.9 definierten Ordnungsrelation ist ein angeordneter Kérper.

Beweis: Zunichst ist < nach Lemma 5.9 eine vollstandige Ordnung.

L. Ist nun = = £ € Q\{0}, dann ist z > 0 genau dann, wenn fiir p € Z\{0}
gilt: p > 0. Sonst ist aber p < 0, also auch = < 0.

2. Firz = & und y = 2 gilt z,y > 0 genau dann, wenn (p;,¢;) € N x N.

Dann ist aber

_ e + P2
4192

T4y = [(p1g2 + P2¢1, (192)] > 0,

denn pigs + paqy > 0. Ahnlich ist

-y = % = [(p1p2, 11¢2)] > 0, denn pips > 0. =

Es wird sich herausstellen, dass auch der Korper R der reellen Zahlen, nicht aber
der Korper C der komplexen Zahlen, angeordnet werden kann.

Bei genauerer Beobachtung stellt man fest, dass in der Definition eines an-
geordneten Korpers immer nur Ausdriicke wie x > 0 (d.h. x positiv), nicht aber
Ausdriicke wie z > y (d.h. z groBer als y) vorkommen. Aus der Definition der
Positivitdt kann man aber die vollstandige Ordnung zuriickgewinnen:

5.13 Lemma Setzt man in einem angeordneten Kérper K
x<yfallsy—x>0 ,und x=yfallsx <y oderx=y (5.4)

dann ist die Relation < eine vollstindige Ordnung auf K.
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Beweis: o Fiir x,y € K gilt entweder x = y oder x < y oder y < x. Damit ist
die Relation < reflexiv und antisymmetrisch.
elstz <yundy <z dannist z—y >0und y —z > 0, also

z—x=(z—y)+(y—=x) >0,

sodass x < z gilt. Damit ist die Relation < transitiv. O

Die so definierte vollstandige Ordnung < auf K stimmt mit der urspriinglichen
Ordnung < liberein, wie man aus dem nachsten Satz folgern kann.

5.14 Satz In einem angeordneten Kérper K gelten folgende Rechenregeln:

1. Aus y1 < x1 und yo < x5 folgt y1 + yo < 1 + 2.

2. Firx <y istxz <wyz, falls z > 0, und xz > yz, falls z < 0.

3. Firz <0istxzy <0, fallsy > 0, und xy > 0, falls y < 0.

4. Es ist immer x> >0 und 1 > 0.

5. F[jrxzy>0ist§2%>0und§21.

Beweis:

L (z1+22) — (1 +42) = (¥1 — y1) + (22 — y2) > 0, denn z; —y; > 0.

2. Ist z > 0, dann ist wegen y — x > 0 auch yz — 2z = (y — x)z > 0, also
xz < Yz,
Falls z <0, also —z > 0, ist xz —yz = (r —y)z = (y — z)(—=2) > 0.

3. Wegen —x > 0ist 0 —zy = 0+ (—xz)y > 0 fir y > 0, also zy < 0 und
xy = (—x)(—y) >0, falls y < 0, also —y > 0.

4. Fiir z = 0 ist 22 = 0. Sonst ist z > 0 oder —z > 0, also z? = (—x)* > 0.
Also ist wegen 1 = 12 immer 1 > 0.

5. Fiir y > 0 ist wegen (%})—1>Ound3 auch 1 ;> 0. Mitz >y > 0ist

%—i (x —y) - ;-520 denn x —y > 0, —>Oundy>0
Fura:—y>0|st = 1. Ist dagegen x > y > 0, dann folgt wegen 2. mit

z:=1/y >0 die Ung|e|chung s=wz>yz=1 O
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In angeordneten Korpern K werden der Betrag und das Signum von x € K
durch

1 x>0
x , ©>0 . ’
x| == , sign(z) := 0, =0
—x , <0
-1 , z<0

definiert. Dies setzt die in (4.6) auf Z definierten Funktionen auf K = R fort.

5.15 Satz In einem angeordneten Korper K gilt fiir alle x,y € K :
1. x = |z|-sign(z) und | — x| = |z
2. [a] - |yl = |z - 9] und sign(z) - sign(y) = sign(z - y)
3 |x|>0 ,und |z|=0 < =0
4. ||| = |y|| < |z +y| < |z[ + |y| (Dreiecksungleichung)

Beweis: 1., 2. und 3. sind eine einfache Ubung.
4. Es soll zunachst die rechte (eigentliche) Dreiecksungleichung bewiesen werden.
Wegen +2 < |z| und £y < |y| ist mit Satz 5.13.1. auch

r+y<|z|+lyl und —(z+y)=(-2)+(-y) <l|z]+ |yl

also [z + y| < || + [yl.

Aus Symmetriegriinden geniigt es fiir den Beweis der linken Dreiecksun-
gleichung zu zeigen, dass || — |y| < |z + y| gilt. Dies ergibt sich aber aus
] =[(z+y) -yl < |z +yl+ |-yl =]z +y[+]yl. O

In einem angeordneten Korper K sind auch fiir alle x,y € K ihr Maximum und
Minimum

max(z,y) ::{i : iiz und  min(z,y) ::{z : iiz
definiert. Fiir n > 3 und z¢,...,z, € K fihren wir induktiv Maximum
max(ry,...,T,) = max(max(xl, e Tp), l‘n)
und Minimum
min(zy,...,x,) := min (min(xl, e Tp1), xn)

ein. Fiir alle n > 2 sind diese Funktionen unabhangig von der Reihenfolge der
Argumente, d.h. fiir beliebige Permutationen o € S, ist max(z,(1; - .., To@m)) =
max(zi,...,%,) und min(x,ay, ..., Tem)) = min(z, ..., z,).
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Wegen dieser Eigenschaft konnen wir statt vom Maximum bzw. Minimum

eines geordneten n-Tupels'? (zy,...,z,) auch von Maximum bzw. Minimum
der nicht leeren endlichen Menge {x1,...,z,} sprechen. Weiter gilt
min(zy,...,2,) = —max(—zy,...,—x,) und |z|=max(z,—z).

Beim Rechnen mit Ungleichungen ist es wichtig, eine weitere Eigenschaft von
@ und R zu kennen, die nicht fiir beliebige angeordnete Kérper gilt.

5.16 Definition Ein angeordneter Korper K heiit archimedisch angeordnet,
wenn fiir alle a € K einn € N mit a < n existiert.'3

5.17 Satz Q ist archimedisch angeordnet.

Beweis: Fiir p/q € Q mit p < g wahle n:= 1. Sonst ist p = n/qg+r mitn’ € N
und r € {0,...,q — 1}. Wahle dann n :=n/ + 1. O

Aus der archimedischen Anordnung eines Korpers K folgt, dass fiir z,y € K und
x> 0 ein n € N existiert mit nz > y. Man muss nur in Definition 5.16 a := 2
einsetzen.

Weitere Folgerungen aus dieser Eigenschaft werden wir im Zusammenhang
der reellen Zahlen kennen lernen.

5.18 Bemerkung (Rationale Funktionen)
Im Lauf lhres Studiums werden Sie auch nicht archimedisch angeordnete Kérper

kennen lernen. Ein Beispiel** ist der K&rper
moa; X"
Q(X) := {T(X) = % a;,b; € Q, b, #0, a,, # 0 falls m > 0}

der rationalen Funktionen (mit rationalen Koeffizienten).!5
Ordnet man nach dem Leitkoeffizient a,,/b, von r, d.h. setzt r > 0 falls
Ay /bp, > 0, dann ergibt dies entsprechend (5.4) eine Anordnung < von Q(X).
Multiplikation mit dem konstanten Polynom X + 1 verandert die rationalen
Funktionen nicht, X +— 1 ist also das Einselement in Q(X).

2mit max(z) := min(z) := x firn =1
BHier muss man sich natiirlich fragen, wie a € K und n € N iiberhaupt verglichen werden
kdnnen. Dazu ist zu beachten, dass fiir angeordnete Kérper die Abbildung

I':N>K n—n-1:=1+4...+1

(n Summanden) immer injektiv ist. Damit wird N in K eingebettet.

14Siehe auch MANFRED LEHN [Le, Seite 29].

15Wie bei der Definition des Kérpers Q werden Paare (p;, ¢;) € Q[X] x Q[X]\ {0} rationaler
Funktionen miteinander identifiziert, wenn pyqs = p2q1 gilt.
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Das Polynom p(X) := X ist aber in K und n-1 < p fiir alle n € N, denn
der Leitkoeffizient von p(X) — n ist 1 > 0. Die Anordnung von Q(X) ist also
nicht archimedisch. &

6 Die reellen Zahlen

Die rationalen Zahlen liegen "dicht”, in folgendem Sinn: Fiir alle r,e € Q mit
e > 0 gibt es ein ' € Q\{r} mit [r — | < e (wdhle zB. r:=r + 5).

Der Alltagsverstand sagt uns nun, dass es keine " Liicken” zwischen den ratio-
nalen Zahlen geben sollte. Trotzdem gibt es solche Liicken, eben die irrationalen
Zahlen aus R\Q, und es gibt mehr derartige irrationale "Liicken” als rationale
Zahlen (d.h. |[R\Q| > |Q])!

Die Entdeckung, dass irrationale Zahlen in der Geometrie vorkommen, z.B.
dass die Zahl v/2, also das Langenverhiltnis von Diagonale und Seite eines Qua-
drates, irrational ist, bedeutete fiir die antiken Griechen einen Schock. Der bei
Euklid zu findende Beweis geht so:

6.1 Satz Es gibt keine Zahl x € Q mit 2% = 2.

Beweis: Es sei stattdessen z = g mit (p,q) € Z x N, wobei p und ¢ als

teilerfremd!® angenommen werden. Damit ist unter der Voraussetzung 2% = 2

also p? und damit p durch 2 teilbar: p = 2p. Damit ist ¢*> = 2p?, also ¢* und
damit auch ¢ durch 2 teilbar. Entgegen der Annahme besitzen p und ¢ also den
Teiler 2. O

Wenn auch /2 selbst irrational ist, so kénnen wir doch diese Zahl durch eine
Folge rationaler Zahlen annahern.

6.2 Beispiel (Anndhern irrationaler Zahlen)
Es sei a; := 2 und a,41 = % + i (n € N). Durch vollstindige Induktion
sieht man, dass die Folgenglieder a,, rational sind. Die numerischen Werte

3 17 — 577
a; =20 , a2:§:1.5 , a3:E:1.416 , a4:mz1.41422

16falls also 7 € N sowohl p als auch q teilt, ist 7 = 1.
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der ersten Folgenglieder lassen vermuten, ;;

dass die Folge gegen /2 = 1.41421...

strebt. 2

Dies werden wir in Satz 7.4 unter Ande- /
rem aus der Tatsache folgern, dass V2 J2

der einzige Fixpunkt der Abbildung 1

1
FiRY SRY , am 2gZ
2 a a

0 1 2 2

ist, d.h. nur fiir a := /2 gilt: f(a) = a. © V/2 als Fixpunkt von a — g4 %

6.1 Cauchy-Folge rationaler Zahlen

Wir flihren jetzt die reellen Zahlen allgemein als Grenzwerte von Folgen rationaler
Zahlen ein. Da wir spater auch Folgen reeller Zahlen betrachten, werden wir
allgemein Folgen in Korpern wie Q oder R einfiihren.

6.3 Definition
Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper (z.B. K = Q oder K =R).

e Eine Folge in K ist eine Abbildung a : N — K. Sie wird auch in der Form
(an)nen oder (ay,as, as, . ..) geschrieben.

e Die Folge a : N — K konvergiert gegen c € K, falls fiir allec € K, ¢ > 0
ein N(g) € N existiert mit

la, —c| <e (n> N(e)). (6.1)

e In diesem Fall nennt man ¢ Grenzwert oder Limes von a und schreibt

c= lim a,.
n—oo

e falls es ein c € K gibt, gegen das die Folge a : N — K konvergiert, heiBt sie
konvergent, sonst divergent.

Jede rationale Zahl ¢ € Q ist Grenzwert einer rationalen Folge (d.h. Folge in
Q), namlich z.B. der konstanten Folge (ay)nen mit a,, := ¢, aber z.B. auch der
nicht konstanten Folge (a,)neny mit a, := ¢+ 1/n (setze in (6.1) N(e) gleich
der kleinsten natiirlichen Zahl, die groBer als 1/¢ ist).

Wir wiirden nun gern die reellen Zahlen als Grenzwerte von rationalen Folgen
definieren. Nicht jede Folge kommt aber dafiir in Frage. Beispielsweise konvergiert
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die Folge (a,)nen, @, := n bestenfalls gegen oo, nicht aber in irgendeinem Sinn
gegen eine reelle Zahl.

Wir wollen also ein hinreichendes Konvergenzkriterium fiir eine Folge (ay,)nen
aufstellen, ohne wie in (6.1) den Grenzwert ¢ in dem Kriterium benutzen zu
konnen (denn wir wollen ja die reelle Zahl ¢ gerade durch die Folge definieren).

Hier hilft der folgende Begriff:

6.4 Definition Eine Folge (a,)nen in K heiBt Cauchy-Folge, wenn fiir alle
ee€ K,e>0ein M(e) € N existiert mit

lan, — am| < e (m,n > M(e)). (6.2)
Die Bedeutung des Begriffs erschlieBt sich aus der folgenden Aussage.

6.5 Satz Falls eine Folge (a,)nen in K gegen ein ¢ € K konvergiert, ist sie eine
Cauchy-Folge.

Beweis: Setze M () := N(g/2) mit N aus (6.1). Dann ist fir m,n > M(e)
nach der Dreiecksungleichung

€ €
\an—am|:\an—c+c—am\g\an—c‘_ﬂc_am’<§+§:€_ 0O

6.6 Satz Cauchy-Folgen (a,)nen in K sind beschrankt, d.h. es gibt eine
Schranke k € K mit
la,| <k (n € N). (6.3)

Beweis: Fiir ¢ = 1 gibt es gemaB (6.2) ein M = M (&) mit
| —ay| <1 (m,n > M). (6.4)

Essei k := 14+max{|a,| | £ € {1,...,M}}. Dannist fiir n < M die Ungleichung
(6.3) erfiillt. Wegen (6.4), angewandt auf m := M, gilt fir n > M ebenfalls

|a"| B |an_aM| + |aM| <1+ |CLM| <k.
Also ist die Cauchy-Folge beschrankt. 0

6.7 Satz Es seien (ay)nen und (b,)nen Cauchy-Folgen in K. Dann sind auch
die Summenfolge und die Produktfolge

(an + bn)neN und (an : bn)nGN

(gebildet aus den gliedweisen Summen und Produkten) Cauchy-Folgen.
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Beweis:
e Mit a,,b, € K ist auch a,, + b, € K und a, - b, € K, denn K ist ein Ring.

e Fiir jedes € > 0 gibt es nach Voraussetzung natiirliche Zahlen N, = N,(¢/2)
und Ny = Np(e/2) mit

und
b, — bn| < /2 (m,n > Np).

Diese Ungleichungen sind damit auch fiir alle m,n > N := max(N,, N,)
erfiillt. Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich fiir die Summenfolge

(Cn)nEN y Cp = ap Tt bn

Cm—Cn’ = ‘(am‘i‘bm)_(an"i_bn)‘
< |am—an|+|bm—bn|<§+f

9 —

falls m,n > N. Damit ist auch (¢;,),en eine Cauchy-Folge in K.

e Um nachzuweisen, dass auch die Produktfolge (d,,)neny mit d,, := a,, - b, eine
Cauchy-Folge ist, benutzen wir die Beschranktheit der beiden Cauchy-Folgen.
Es gibt also auch eine gemeinsame Schranke k& > 0, mit |a,| < k und |b,| < k
fiir alle n € N. Andererseits gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N = N (£) € N mit

9 9

|G — ay| < o und b, — by| < o (m,n > N).
Damit ist fiir alle m,n > N
|dm - dnl - |ambm - anbn| - ‘(am - an)bm + an(bm - bn)|
< [(am — an)bm| + |an (b — by)|
= |am — an|[bm| + [an||bm — bl
€ €
% . ]{ + k’ . ﬁ =g,
also die Produktfolge eine Cauchy-Folge in K. O

6.8 Definition

o FEine gegen 0 konvergente Folge in K heiBt Nullfolge.
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o Auf der Menge F := {a : N — K | a ist Cauchy-Folge} wird eine Relation
durch
(@n)nen ~ (bn)nen <= (an — by)nen ist Nullfolge

eingefiihrt.
6.9 Satz Die Relation ~ auf F ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis: Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften aus Definition 2.18:

o Reflexivitat:
Fiir a € F ist a — a die konstante Folge mit Wert 0, also eine Nullfolge.

e Symmetrie:
Aus a ~ b folgt auch b ~ a, denn mit ¢ € F ist auch —c € F eine Nullfolge.

e Transitivitat: Sind a,b,c € F und gilt a ~ b und b ~ ¢, dann existiert fiir
alle e > 0 ein N = N(¢/2) mit

|an—bn|<% und |bn—cn|<% (n > N).

Damit ist [a, — ¢, < |an —bp| + |bp —cn| <5+ 5 =¢ (n > N). O

6.2 R als angeordneter Kérper
Esseinun F:={a:N—Q|a ist Cauchy-Folge}.'’

6.10 Definition Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge
R = f/ ~Y
der Aquivalenzklassen rationaler Cauchy-Folgen.

o Wir definieren nun Addition und Multiplikation reeller Zahlen durch

[(an)neN] + [(bn)neN] = [(an + bn)neN]

bzw.
[(@n)nen] * [(bn)nen] == [(an - bn)nen]-

1"Mit punktweiser Addition und Multiplikation ({a, }nen + {bn}nen := {an + by nen und
{an}nen - {bn}nen = {an - by }nen) ist F ein kommutativer Ring tiber Q, mit Skalarmultipli-
kation ¢ {ay, }nen := {can tnen sogar ein Q-Vektorraum.
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e Um eine Ordnung auf R einzufiihren, hat es nun keinen Zweck, etwa [(a,,)nen| >
0 zu schreiben, falls a,, > 0 fiir alle n € N. Denn diese Definition hdangt we-
sentlich vom Reprasentanten (a,,),cn der reellen Zahl ab. Stattdessen fordert
man, dass alle bis auf endlich viele Folgenglieder a,, einen positiven Abstand
zur Null halten, indem man definiert:

[(ap)nen] >0 <= FJe>0 INeN Vn>N:a,>e. (6.5)

e Hiermit lasst sich ein Betrag definieren:

H(@n)ner] | == { [(an)ner] > [(@n)nex] >0

[(—an)nen] , sonst

e Die rationalen Zahlen betten wir in die reellen Zahlen vermége der Abbildung
I:Q—=R , - [(@)nen]

ein'®, wir identifizieren also die rationale Zahl = mit der Aquivalenzklasse der
konstanten Folge zu x. Die Zahlen aus R \ Q heiBen irrational.

6.11 Satz (R,+, -, <) ist ein archimedisch angeordneter Kérper.
Fiir das Bild I1(Q) des angeordneten Kérpers (Q,+,-, <) unter der injektiven
Abbildung I gelten die gleichen Rechenregeln wie in Q.

Beweis: Es ist eine gute Ubung, sich selbst am Beweis zu versuchen. Dazu zwei
Hilfestellungen:

1. Der erste Schritt ist wie iiblich der Nachweis der Wohldefiniertheit der Addition
und Multiplikation in R. Bezeichnet N' C F die Menge der Nullfolgen, dann
ist also nachzuweisen, dass fiir alle a,a’ € F und n,n’ €¢ N

(a+n)+(d+n)e(a+d)+N und (a+n) - (d+n)€a-d+N
gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass
n+neN , ccneN (ceF, nn eN).

Letzteres ist der Fall, denn Cauchy-Folgen sind nach Satz 6.6 beschrankt
(damit nennt man N' C F ein Ideal des Ringes F der Cauchy-Folgen in Q).

18Beachte die Schreibweise: Da allgemein Folgen in der Form (z,,),en notiert werden, hier
aber (z),en betrachtet wird, bedeutet sie x,, = « fiir alle n € N.
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2. Damit wird?® R = F/N ein kommutativer Ring mit 1, wobei das Einsele-

ment die Aquivalenzklasse der konstanten Cauchy-Folge der 1 € Q ist. Wie
konnen wir nun das multiplikativ inverse 1/z einer reellen Zahl = finden?
Zunachst muss sie von der Null verschieden sein, also durch eine Cauchy-
Folge (an)nen € F \ N reprasentiert sein: = [(ay )nen]-
Nun wiirden wir am liebsten 1/x = [(1/a,)nen] setzen. Das ist nicht méglich,
denn es konnen Folgenglieder a,, = 0 sein. Allerdings gilt dies nur fiir endlich
viele n € N, denn andernfalls miisste die Cauchy-Folge (a,,),en eine Nullfolge
sein. Setzen wir also

_Joa, , an #0
bn.—{ 1 =0 (n € N),

dann ist (b,)nen eine zu (ay,)nen dquivalente Cauchy-Folge, und

KZ—Z)neJ:leR - also Ki)m]ﬂ(an)newrl.

Versuchen Sie selbst nachzuweisen, dass mit (6.5) auf R eine vollsténdige
Ordnung eingefiihrt wird, die die Bedingungen von Definition 5.10 eines an-
geordneten Korpers erfiillt und die Ordnung auf Q fortsetzt. O

Welche Auswirkung hat nun die archimedische Form der Anordnung der reellen
Zahlen? Eine solche haben wir schon — versteckt in einer Schreibweise — benutzt:

6.12 Lemma Fiir alle x € R existiert genau ein m € Z mit
m — 1<z <m ; Schreibweise: |z|:=m —1; Sprechweise: floor von .
Analog gibt es genau ein n € 7 mit
n—1<ax <n; Schreibweise: [z]| :=n ; Sprechweise: ceil von .

Beweis: Da R archimedisch angeordnet ist, existiert ein n € N mit = < n.
Andererseits existiert auch ein n’ € N mit —x < n/, also x > —n/ € Z. Die
daher nicht leeren Mengen G :={g € Z | g >z} und K :={k € Z | k < x}
sind disjunkt und GUK = Z. Ist g € GG, dann auch g+ 1; ist k € K, dann auch
k — 1. Also gibt es genau ein m € G mit m — 1 € K. O

Manchmal findet man auch die Gauss-Klammer (siehe Abbildung)

[x] statt [z] ,und {x}:=z—[z]

Da a ~ a’ genau dann wenn @’ — a € NV, ist die Schreibweise F /N statt F/ ~ sinnvoll.
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6.13 Beispiel (Stellenwertsysteme)
Unser Stellenwertsystem zur Dezimaldarstellung reeller Zahlen x beruht auf dieser
Anordnung von R: Etwa fiir 0 < z < 10 setzen wir dabei

no = |z , ro:={x} , n;:=1[10r,_1] und r; :={10r;,_1} (i € N).
Z.B. fiir x = /2 ergibt sich die Folge (ng, n1,n9,n3,n4,...) = (1,4,1,4,2,...).

Fiir alle x € R ist die Folge

(@m)men » A = an .10~
i=0

eine Cauchy-Folge in Q, mit
|G — ag| < 107N F (m,{ > N),

und allgemein ist

r= lim a,, = lim an -107% <&
=0

m—00 m—00 4

Wir haben hier ausgenutzt, dass die Folge k — 107* eine Nullfolge ist und es
damit fiir alle ¢ > 0 ein k € N mit 107% < ¢ gibt. Umgekehrt ausgedriickt
wichst 10* iiber alle vorgegebenen Grenzen. Allgemeiner gilt:

6.14 Satz
1. Fiir reelle x > —1 und n € N ist (14 x)" > 1+ na (Bernoulli-Ungleichung).

2. Fiir alle m € N und y € R, y > 1 gibt es einen Exponenten { € N mit
¢
Y- =m.

Beweis:
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1. Die Bernoulli-Ungleichung kann ohne Verwendung der archimedischen Anord-
nung von R bewiesen werden, denn sie wird fiir n = 1 zur Gleichung und folgt
fiir den Exponenten n + 1 nach Induktionsannahme und wegen 1+ 2 > 0 aus

(14+2)"" = 1+2)1+2)"> 1 +2)(1+n)
= 1+(n+Dz+n*>>1+ (n+ 1)

2. Fir m = 1 gilt die Ungleichung mit ¢ := 1 € N. Fiir m € N\ {1} schreiben
wir y in der Form 1 4 z, also « > 0. Nach Teil 1. ist fiir £ := (mTflw eN

y'=1+2)>1+0x>m,

denn ¢ > mz’l. Hier wurde die archimedische Anordnung von R benutzt. O

6.3 Volistandigkeit von R

Kaum jemand wird sich eine reelle Zahl als eine Aquivalenzklasse von rationalen
Cauchy-Folgen vorstellen, sondern als einen Punkt auf der Zahlengerade. Kénnen
wir uns aber sicher sein, dass wir nun alle Punkte dieser Zahlengerade als Limes-
punkte rationaler Cauchy-Folgen beschreiben konnen? Mit anderen Worten:

Frage: Ist R vollstandig, d.h. konvergieren alle reellen Cauchy-Folgen?
Dabei heiBt nach Definition 6.4 eine Folge » : N — R reeller Zahlen Cauchy-
Folge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert mit

|rm — Tnlr < € (m,n > N).

Ware R nicht vollstandig, dann ware das ziemlich argerlich, denn wir haben
ja einen groBen Aufwand getrieben, um den nicht vollstandigen angeordneten
Korper Q durch Einfiihrung von R zu vervollstandigen.

6.15 Satz R ist vollstindig.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass jede Cauchy-Folge » : N — R konvergiert,
d.h. dass ein x € R existiert mit x = lim,,_,o, 7.

e Wir erinnern uns daran, wie reelle Zahlen definiert sind, namlich als Aquiva-
lenzklassen rationaler Cauchy-Folgen. Wenn also unser x € R existiert, dann
konnen wir es in der Form

x = [q] mit einer Cauchy-Folge ¢:N— Q

schreiben.
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e Die rationalen Folgeglieder g, definieren wir mithilfe der Glieder r,, € R der
reellen Cauchy-Folge r. Wir finden namlich ein ¢, € Q C R mit

[1(Gn) = ralr < % (n € N), (6.6)

mit der Einbettung 7 : Q — R, z — [(2)nen]. Dies ist moglich, weil die reelle
Zahl r, selbst als 7, = [s] mit einer rationalen Cauchy-Folge s : N — Q
definiert ist, also ein N € N existiert, sodass

1
|Sm—8g|Q<% (m, £ > N)

gilt. Wir konnen dann ¢, gleich I(sy) setzen.

e Nunist ¢ : N — Q eine Cauchy-Folge. Denn da r : N — R eine Cauchy-Folge
ist, existiert fiir e € Q, € > 0 ein N; € N mit

5
rm —rele <5 (M€= ).
Ebenso gilt fiir Ny := [2] wegen (6.6)
£
11(gn) — malr < 3 (n > Ns).

Zusammen ergibt sich mit der Dreiecksungleichung fiir m, ¢ > max(Ny, N)

lgm —@lo = (gm) — 1(q0)|r
< NI(gm) — Tmlr + [rm — Telr + |70 — 1(q0)|r

< 5+5+5_€

3 3 3 7

q : N — Q ist also eine rationale Cauchy-Folge. Wir setzen x := [q]. Diese
Folge ¢ : N — Q definiert aber nicht nur die reelle Zahl x, sondern sie
konvergiert gegen x, wenn man sie wegen Q C R als reelle Folge ¢ : N — R
auffasst:?® z = lim,,_, G».

e Wegen (6.6) ist (¢, — 7n)nen eine reelle Nullfolge. Daher folgt aus =z =
lim,, .o ¢, auch z = lim,,_,, 7,. Also besitzt r : N — R einen Grenzwert. O

Wir werden von jetzt an von der Vollstandigkeit von R dauernd Gebrauch machen.

20Denn fiir jedes reelle ¢ > 0 existiert ein rationales ¢/ > 0 mit ¢/ < ¢. Die rationale
Cauchy-Folge ¢ l3sst sich also auch als reelle Cauchy-Folge auffassen.
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6.16 Beispiel (Exponentialfunktion) Wir werden (auf Seite 89) die Funktion
exp : R — R einfiihren, indem wir fiir x € R den Funktionswert exp(z) als Li-
mes der Cauchy-Folge 7, : R — R mit r,, := >, _, :Z—If definieren, mit 0° := 1.

Vorerst bemerken wir, dass die meisten reellen Zahlen irrational sind. Dies folgt
mit |Q| = |N] (Satz 5.6) aus:

6.17 Satz Esist |[R| > |N

, d.h. R ist nicht abzdhlbar.

Beweis (2. Cantorsches Diagonalverfahren) :

e Es geniigt zu zeigen, dass fiir das Intervall I := [0,1) C R gilt: [ ist nicht
abzahlbar.

Wir nehmen im Gegenteil die Existenz einer Abzahlung von I, also einer Sur-
jektion f: N — I an.

e Dann kdnnen wir die reelle Zahl f(¢) € I in ihrer Dezimalbruchentwicklung
f(6) =0.nganganes ... = Z n;107° (L €N)
i=1

schreiben mit ny; € {0,1,...,9}. Wir gewinnen die Koeffizienten n,,; wie in
Beispiel 6.13. Daher existiert fiir kein n ein iy € N mit n,; = 9 fiir alle ¢ > 14,
und die Dezimal-Darstellung von f(¢) ist sogar eindeutig.

e Wir konstruieren nun ein x € I mit der Dezimalbruchentwicklung

xTr = sz : 10_Z = 0.b1b2b3 ceey

=1

wobei wir b; € {1,...,8} so wahlen, dass b; # n;; ist (daher der Name
Diagonalverfahren). Damit gibt es fiir alle ¢ € N genau ein k € {1,..., ¢} mit
b; = ny,; fiir © < k, aber by, # nyy. Also ist fiir alle £ € N

o= fO)] = D (bi—ne)107[ =107 =18 > 107
i=k i=k+1

= 10%-8-107%> 107 =107%(1 - &) = }107F > 1077,
j=1

Mit anderen Worten ist = ungleich allen reellen Zahlen der Form f(¢), d.h.
f : N — I entgegen der Annahme nicht surjektiv. O
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6.4 Infimum und Supremum

6.18 Definition Es sei (K, <) eine halbgeordnete Menge und M C K.

s € K heiBt obere Schranke von M, wenn fiir alle v € M gilt: x < s,
untere Schranke von M, falls x > s.

Wenn eine obere bzw. untere Schranke von M existiert, nennt man M nach
oben (bzw. unten) beschréankt.

M heiBt beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist.

Eine obere Schranke g € K heiBt obere Grenze oder Supremum von M,
wenn keine obere Schranke s von M mit s < g existiert.

Analog wird eine untere Schranke g € K untere Grenze oder Infimum von
M genannt, wenn keine untere Schranke s von M mit s > g existiert.

6.19 Beispiele (Grenzen und Schranken)

1.

Die Potenzmenge K := 2V einer beliebigen Menge N ist durch Inklusion
halbgeordnet, d.h. die Relation t; < t, fiir t1,t, € K, falls t; C t5, ist eine
Ordnungsrelation.

In Abbildung 6.1 ist i = 2{1:234} mit der Inklusionsordnung dargestellt.
Fiir die Teilmenge M := {{1},{2,4}} von K ist das Element {1,2,4} € K
Supremum, wahrend {1,2,3,4} € K nur obere Schranke und ) € K Infimum
von M sind.

Abbildung 6.1: Die Potenzmenge K = 2% der Menge N := {1,2, 3,4} mit Halb-
ordnung durch Inklusion. Gilt k1 < ks, dann ist ky oberhalb von k; gezeichnet,
und man kann entlang Kanten von k; zu ky aufsteigen (sog. Hasse-Diagramm).

2.

(N, <) ist nach unten, nicht aber nach oben beschrankt und besitzt Infimum 1.
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3. Die Teilmenge M := {z € Q | z* < 2} ist beschrinkt, besitzt aber in Q
kein Infimum oder Supremum. Denn es gibt nach Satz 6.1 kein x € Q mit
x? = 2. Ist y € M, dann kann y kein Supremum sein, denn es gibt dann ein
rationales 4/ € (y,v/2). Ist dagegen y € Q\M obere Schranke, dann gibt es
eine kleinere obere Schranke 3’ € (v/2,y) N Q.

4. Teilbarkeit definiert nach Beispiel 2.17.3 eine Ordnungsrelation auf N. Man
schreibt alb, falls b durch a geteilt wird. Ist nun M C N nicht leer, dann
besitzt M ein Infimum, das allerdings oft nicht in M enthalten ist. Dieses ist
der groBte gemeinsame Teiler von M, geschrieben ggT(M). Fiir M = {a, b}

ist
geT(M) = ggT(a,b) := | [ pm»») <a=Hp°"’, bznpﬁ"),

peP peP peP

mit der Menge P C N der Primzahlen und den Primfaktorzerlegungen?! von
a und b (Beispiel: ggT (120, 18) = 2min(31). gmin(1,2). smin(1,0) — 6) Man setzt

o goT(ay,...,an11) = ggT(ggT(al, ceey ), an+1)), wobei das Ergebnis
nicht von der Reihenfolge abhangt, also nur von M = {ay,...,a,41}.

e Fiir eine unendliche Folge (a1, as, as, . . .) existiert lim,, ., ggT(ay, ..., a,),
da diese Folge monoton fallt und durch 1 € N von unten beschrankt ist.

e SchlieBlich ist der groBte gemeinsame Teiler von a € N die Zahl a selbst.

Analog ist das Supremum einer endlichen nicht leeren Teilmenge M C N ihr
kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV (M), mit

keV({a,b}) = kgV(a,b) Hpmax ap:Bp) (a :Hpaf’, b :HpB”). &

pEP peP pEP

In R statt in Q besitzt die Menge M aus dem letzten Beispiel das Infimum —v/2
und das Supremum /2. Allgemein gilt:

6.20 Satz

1. M C R ist genau dann beschrinkt, wenn es ein g € R gibt mit |x| < g fiir
alle x € M.

2. Ist() # M C R und M nach oben (bzw. unten) beschrankt, dann besitzt M
ein Supremum (bzw. Infimum) in R.

?'Das unendliche Produkt [],pp®» existiert, weil nur endlich viele Exponenten a,, € Ny
nicht Null sind, also nur endlich viele Faktoren p®» ungleich Eins. Beispiel: 120 = 23 - 3! . 5.
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Beweis:

1. Ist M beschrankt, dann gibt es s1,50 € R mit s; < x < s, fiir alle x € M.
Setze in diesem Fall s := max(|sy],|s2|). Gibt es dagegen ein s € R mit
|z| < s fiir alle z € M, dann sind s bzw. —s obere bzw. untere Schranken.

2. Wir konstruieren ein Supremum g € R von M, indem wir eine Cauchy-Folge
in R wie folgt konstruieren.

Nach Voraussetzung gibt es ein my € M und eine obere Schranke s; € R, also
insbesondere s; > m;y. Das gesuchte Supremum g € R muss sich jedenfalls
zwischen m; und s; befinden, wenn es iiberhaupt existiert.

Rekursiv definieren wir nun fiir ¢ € N Intervalle
[Mit1, siy1] C [my, s3] ={z € R|m; <z < s}

wie folgt.
e Ist der Mittelpunkt "“TJ“SI obere Schranke von M, dann setzen wir

m; + S;
Si11 ‘= T und Mmia1 =My,

e Sonst setzen wir s;41 1= s; und My 1= TS
In beiden Fillen enthélt auch [m;;1, s;41] einen Punkt von M.

Die Folge der oberen Schranken (s,,)nen ist eine Cauchy-Folge, denn fiire > 0
und N = N(g) mit 21"V - (sy —my) < g ist |s,, — sp| < & (m,n > N).
Analog ist die Folge (m,),en eine Cauchy-Folge, und beide besitzen den
gleichen Grenzwert

g := lim s, = lim m,,.
n—oo n—oo

Firx € M gilt wegen x < s, (n € N) auch z < g. Damit ist g obere Schranke
von M. Andererseits gibt es fiir alle ¢ > 0 ein z € M mit x > g — . Damit
ist g Supremum von M.

Die Aussage iiber die Existenz des Infimum folgt analog. a
Nach unserer Supremums—Definition?? kann eine Teilmenge M C K mehrere

Suprema besitzen. Dies kann aber nicht bei vollstandig geordneten Mengen wie
R passieren, denn dort sind die Suprema ja untereinander vergleichbar.

22\orsicht: Diese weicht von einer anderen gebriuchlichen Definition ab, bei der g € K
Supremum von M genannt wird, wenn fiir alle oberen Schranken s von M gilt: s > g.
Fiir die halbgeordnete Menge K := {a,b,c,d} mit a < ¢, b < ¢, a < d und b < d und
M := {a,b} sind nach unserer Definition ¢ und d Suprema. Nach der anderen Definition
besitzt M kein Supremum.
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Andererseits brauchen Teilmengen von R weder Infimum noch Supremum zu
besitzen. Wir erweitern nun die Zahlengerade R um zwei Punkte, um dies zu
erzwingen.

6.21 Definition
e Die erweiterte Zahlengerade ist die Menge®> R := R U {—o0, +00}.
e Die Ordnung von R wird durch
—00 < T < 00 (x € R)
zu einer Ordnung von R erweitert.
e Fiira,b € R heiBt

e [a,b) :={r € R|a<z<b} abgeschlossenes Intervall,
e (a,b):={rcR|a<z<b} offenes Intervall und

e (a,b) ={recR|a<z<b , [a,0) ={z€R|a<x<b}
halboffenes Intervall

zwischen den Endpunkten a und b.

e Rechenregeln (kommutativ fortzusetzen):

e Fira € R odera = oo ist a + 0o := oo, flir a € R oder a = —oo ist
a — 00 := —00 (also ist 0o + 0o = 00, wahrend oo — oo nicht definiert
wird).

e Fiira € (0,00] ist a-(+00) := +00; fiira € [—00,0) ist a-(+o00) := Foo
(also ist 0o - 00 = oo, wahrend 0 - 0o nicht definiert wird).

a

o Fiira € R ist ii =0, widhrend &, & etc. nicht definiert wird.
00 oo’ 0

Fiir jede Teilmenge M C R bilden die oberen bzw. unteren Schranken von M,
O:={scR|s>afirallexec M} , U:={secR|s<azfirallexec M}

nichtleere Intervalle der Form O = [sup(M), oo] und U = [—o0, inf(M)].

In der Tat ist dann sup(M) die eindeutige kleinste obere Schranke von M,
denn die Relation < ordnet R vollstindig. Analog ist inf(M) das eindeutige
[Infimum von M.

23\Weiter schreiben wir oft oo statt +oco.
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6.22 Definition Wir nennen
sup(M) € R Supremum von M und inf(M) € R Infimum von M in R.

Wir setzen max(M) := sup(M) falls sup(M) € M und
min(M) := inf(M) falls inf(M) € M.

Ist M C R eine endliche nichtleere Teilmenge, dann stimmt diese Definition
von Maximum bzw. Minimum mit unserer bisherigen iiberein.

6.23 Beispiele (Infimum und Supremum)

1. Fiir a,b € R mit a < b gilt

sup([a, b]) = sup((a, b)) = sup([a, b)) = sup((a,b]) = b

und
inf([a, b]) = inf((a, b)) = inf([a, b)) = inf((a, b]) = a.

2. sup(Z) = oo, inf(Z) = —o0

3. sup(f)) = —o0, inf(f)) = co. <&

7 Folgen

7.1 Reelle Folgen

In R konvergieren nach Satz 6.15 alle Cauchy-Folgen, und allgemein ist nach
Satz 6.5 jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge. Aber wie sieht man einer
reellen Folge a : N — IR an, dass sie konvergiert oder gleichbedeutend, dass sie
eine Cauchy-Folge ist?

7.1 Definition Eine Folge a : N — R heift

e monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend), wenn

Upi1 > ap  (bzw. aypiq > ay) (n € N),

e monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), wenn

ani1 < a, (bzw. ani1 < ay) (n € N),

e (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.
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7.2 Beispiele (Monotone Folgen)

1. Fir z = 1/3 = 0.3 ist die Folge (a,)men der ersten n Dezimalstellen, d.h.
A, = Z;ZO n;107" mit n; aus Beispiel 6.13 streng monoton wachsend, denn

Uit = Gy + Ny 1107™71 und  n; = 3.

2. Fiir z = 1/11 = 0.09 ist (wie fiir jede reelle Zahl z) die obige Folge monoton
wachsend. Da aber in diesem Fall ag;—1 =0, as; =9 (j € N), ist die Folge
nicht streng monoton wachsend. &

Monoton wachsende Folgen a : N — R sind nach unten beschrankt, in dem Sinn,
dass ihr Bild a(N) C R nach unten beschrankt ist. Es gilt sogar inf a(N) = a;.
Analog ist fiir monoton fallende Folgen sup a(N) = a;.

Andererseits sind monotone Folgen im Allgemeinen nicht beschréankt, wie das
Beispiel a, :=n (n € N) zeigt.

7.3 Satz Monotone beschrankte reelle Folgen konvergieren.

Beweis: Satz 6.20.2 besagt, dass das Supremum und Infimum einer beschrankten
Folge a : N — R reelle Zahlen sind. Wir zeigen, dass fiir monoton wachsende
beschrankte Folgen gilt:

lim a, = supa(N).

n—oo

(Analog ist fiir monoton fallende beschrankte Folgen lim,, ., a,, = inf a(N).)

Zunachst gibt es kein n € N mit a, > sup(a(N)), denn sonst wire das
Supremum keine obere Schranke. Andererseits gibt es aber fiir alle ¢ > 0 ein
N € N mit ay > sup(a(N))—¢, denn sonst gabe es eine kleinere obere Schranke
an a(N). Da die Folge aber monoton wichst, folgt

@, —supa(M)| <= (n>N),

also die behauptete Konvergenz. O

Wir benutzen diesen Satz, um Wurzeln zu ziehen.

7.4 Satz Firy e R, y >0 undn € N gibt es genau ein x > 0 mit 2™ = y.
x heiBt die n—te Wurzel von y. Schreibweise: x = {/y.

Beweis: Fiir y = 0 ist {/y = 0 die einzige Losung. Es sei also y > 0.

e Es kann hochstens ein solches x geben, denn fiir z1, 25 > 0 mit 9 > x; ist
auch zf > z7.

57



e Wir konstruieren nun eine (rationale) Cauchy-Folge (@, )men fir z, beginnend
mit a; := 1. Dabei sei (sieche Abbildung 7.1)

am+1:—am-(1+y m>
nay,

—— tangent(a,, x)
0 - — X tangent{a,, x)
: A ooy
a4 a2

e

_

Abbildung 7.1: Das iterative Heron-Verfahren zur Bestimmung von /3.

e Ist y <1, dann ist
A > Qi1 >0 und a) >y (m € N).

Denn a} = a; =1 > y (Induktionsanfang),
und mit der Induktionsvoraussetzung al, > y gilt a,,1 1 — a, = S <0,

aﬁfl =

AuBerdem ist nach der (wegen x := s | anwendbaren)
. ~ nal, nal, n
Bernoulli-Ungleichung

_an n _an
aﬁlﬂ—y:aﬁl(l—ky m) —yZa%(l%—y m)—y:O.

Damit ist (@, )men eine monoton fallende beschrankte Folge. Fiir den (nach
Satz 7.3 existierenden) Grenzwert

z:= lim a,,
m—0o0

dieser Cauchy-Folge gilt auch = = lim,;, o0 @1 = limMy,, o0 Gy - <1 + H&)_

n
nal,

Aber auch die b,, :== 1+ yr;‘f@ bilden eine Cauchy-Folge, weswegen gilt

. . —a . . p— n
xr= lim a,,.; = lim am<1—|— Y ‘f{”) = lim a,,- lim b, :33-(1—1— =z )
m—00 m—o0 nam m—00 m—00 nw
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Zusammen ergibt sich z = x (1 - y_ﬁn), also =" = .

nT

Ist andererseits yy > 1, dann ldsst sich mit z := —— wegen 1/y € (0,1) die

V1/y

1
am Y

oM

O

Zahl z > 0 bestimmen, und z" =

7.5 Bemerkungen (Wurzeln)

1. Wie kommt man nun auf die induktive Definition

1 = Ay (1 + M) ?

n
nar,

Beispielsweise durch den Ansatz a,, 1 := a,, - (1 + &,,). Dabei sieht man ¢,,
als den "relativen Fehler" von a,, an und hofft, dass |e,,| sehr klein gegen
Eins ist. Dann ist |g,,|" fiir & > 2 noch viel kleiner. Damit ist

a ,=a” (1+n€ +<n)82—|— +€”>
m+1 — Y'm m 2 m m

ndherungsweise gleich a’ (1 + ney,). Wir bestimmen daher ¢, durch den
Ansatz N
Y~y

—.
nar,

an(l+ney,) =y ,also &,=

Der Erfolg, also die Konvergenz der Folge (a,,)men rechtfertigt hier die Mittel.

—a2 .
2. Fiir die Quadratwurzel von 2 ist ap, 1 = ap, (1 + 2%;:) = =+ i die

gleiche Rekursion wie die in Beispiel 6.2.
3. Allgemein gilt fiir gerade n und x € R: /2™ = |z| (nicht etwa x).
4. Statt ¥y schreibt man kurz ,/y fiir die Quadratwurzel. &
7.6 Definition Fiir reelle y > 0 und § € Q ist

1
W=y mit y? =1 und y "= — (n € N).

n

Diese Definition ist unabhangig von der Darstellung des Exponenten, d.h. fiir
v, q) € Z X Nmit & = 2ist {/y? = J/yP.
Weiter gilt fiir reelle 2,y > 0 und r,s € Q

(xy)" =2"y" , 2'2°=2"" und (2")® =a"". (7.1)
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7.7 Satz Es seien (a,)nen, (bn)nen reelle Cauchy-Folgen. Dann gilt

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b, (7.2)
n—o00 n—o0 n—00
Jim ) = (fim o) (Jim ). 73

und, falls b, # 0 (n € N) und lim,,_,, b, # 0, auch

ap  lim, o ay

(7.4)

Beweis: @ Nach Satz 6.7 sind die Summen- und die Produktfolge Cauchy-Folgen.
e Diese konvergieren damit ebenfalls in R. Dass sie gegen die rechten Seiten von
(7.2) bzw. (7.3) konvergieren, folgt durch scharfes Hinsehen aus dem Beweis von
Satz 6.7.

e Unter den genannten Voraussetzungen konvergiert aber die Folge (1/b,)nen
der Kehrwerte gegen 1/x mit z := lim,,_,, b, # 0.

Denn fiir alle € > 0 existiert ein N mit

ezl

: (n > N). (7.5)

b, — x| <
Es geniigt, ¢ < 1/|z| zu betrachten. Dann ist nach (7.5) |b, — z| < i|z|, also
nach der Dreiecksungleichung |b,| = |z + (b, — z)| > |z| — |b, — 2| > 3|z| und
1 1

b, =«

1 1 1
<—<e¢ (n>N) unddamit lim —

|| n—oo b, - lim,, o0 by,

z — b,

bnx

e Da die Quotientenfolge (a,, /by, )nen damit als Produktfolge der Cauchy-Folgen
(@n)nen und (1/b,,)nen aufgefasst werden kann, ergibt sich (7.4) aus (7.3). O

7.8 Beispiel Fiir reelle Polynome p(z) = Y " pia’, g(z) = >0, gz’ mit
Koeffizienten p;, q; € R, @, # 0 ist nach Satz 7.7

n—00 q(n) n—00 ZZZO qini—m a ZZ’;O q; limnﬁoo ni—m dm

Manchmal divergiert eine reelle Folge, weil sie in der erweiterten Zahlengerade R
gegen oo oder gegen —oo geht.

7.9 Definition Es sei (a,,)nen eine reelle Folge.
o Falls es fiir alle R > 0 ein N = N(R) mit
a, > R (n > N)

gibt, divergiert die Folge bestimmt gegen +oc.
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e Falls es fiir alle R > 0 ein N mit a,, < —R (n > N) gibt, divergiert sie
bestimmt gegen —oo.

e Statt von bestimmter Divergenz spricht man auch von uneigentlicher Kon-
vergenz und schreibt lim,, ., a, = +00 bzw. lim,,_,,, a, = —0o0.

7.10 Beispiel Fiir ein reelles Polynom p(z) = 7" a;z* mitm > 1 und a,, # 0
ist lim,, o p(n) = sign(a,,) - 0o, denn zwar ist Satz 7.7 nicht direkt anwendbar,
aber

m—1
. T m !, _i—m
A, Pn) = 0, (HZO an )

mit a, := a;/a,,. Fir ¢ := max(|ag|, ..., |al,_;|) ist
m—1
1+ Za;ni_m >1/2 , falls n>2cm.
i=0

Damit ist fiir a,,, > 0
m—1

™ (1 + Z a;nim> >R falls n>N:=max(2cm, (2R +1)/an).
i=0

Der Fall mit Leitkoeffizient a,, < 0 ergibt sich analog. &

Oft vergleicht man reelle Folgen miteinander.

7.11 Lemma
Gibt es fiir die reellen Cauchy-Folgen (a;,)nen, (bn)nen €in N € N mit

a, < b, (n > N), (7.6)

dann gilt lim,, o a, < lim, . b,.

Beweis: Ware umgekehrt a > b fiir a := lim,, , a,, und b := lim,,_,, b,, dann
gabe es fiir € := “T_b > (0 Zahlen N,, N, € N mit

la, —a| <e (n>N,) bzw. |b,—0b]<c¢ (n > Ny).
Damit ergébe sich fiir alle n > max(N, N,, N,)
an—b, = (ap—a)+(a—b)+(b—b,) > —|a,—a|+(a—b)—|b—b,| > —c+2e—c =0,

im Widerspruch zu (7.6) O
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Vorsicht: Aus a,, < b, (n € N) folgt fiir reelle Cauchy-Folgen nicht

lim a, < lim b, !
n—oo n—oo

Jede reelle Folge (ay,)nen ist zwischen den Folgen der
Gp, = sup{am, | m >n} € RU{co} und gq, :=inf{a,, | m >n} € RU{—o0}

eingeschlossen:
a, <a, <a, (n € N). (7.7)

“n

Wahrend aber a,, nicht monoton zu sein braucht, ist (a,,),en monoton wachsend
und (@, )neny monoton fallend.

7.12 Beispiel Fiir a,, := % ist @, = ﬁ und a, = ———+—. O
2

7.13 Definition

Limes superior und Limes inferior einer reellen Folge (a,)nen sind

limsupa, := lim @, , liminfa,:= lim q,.
n—00 n—00 n—00 n—00

Diese oberen und unteren Grenzwerte existieren als (evtl. uneigentliche) Grenz-
werte monotoner Folgen immer,?* und es gilt

—o0 < liminf a, <limsupa, < cc.
n—o0 n—00

Wir kdnnen sie benutzen, um festzustellen, ob eine reelle Folge (uneigentlich)
konvergiert. Wir benutzen dazu

7.14 Satz (EinschlieBungskriterium) Es seien a,b,c : N — R reelle Folgen
mit a, < b, < ¢, fiirn > N, und a, c seien konvergent mit gleichem Grenzwert.
Dann konvergiert auch b, und zwar ebenfalls gegen diesen Grenzwert.

Beweis: Nach Lemma 7.11 ist klar, dass als Grenzwert der Folge (by,)nen nur
x = lim, . a, = lim, _, ¢, in Frage kommt. Fiir jedes € > 0 existiert nach
Voraussetzung ein N mit

la, —x| <e und ¢, —z| <e (n > N).

Wegen a,, < b, < ¢, folgt |b, — x| <& (n > N). O
2|st dabei @, = +oo (n € N), dann setzt man lim, ,o @, := -+oo, und analog
lim, 00 a,, = —00, falls a,, = —o0.
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Abbildung 7.2: Reelle Folge (an)nen (Quadrate), mit (@,)nen (Rauten) und
(a,,)nen (Sterne).

7.15 Satz Eine reelle Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen x € R, wenn

xr = limsup a,, = liminf a,. (7.8)
n—00 n—00

Beweis:

e Falls (7.8) gilt, kann wegen der Ungleichung (7.7) das EinschlieBungskriterium
benutzt werden.

e Andernfalls befinden sich unendlich viele Folgenglieder auBerhalb des Intervalls
(x —e,z+¢). 0
7.16 Beispiele (Konvergenz und Divergenz)

1. Fir die Folge der a,, := (—1)" ist

liminfa, = -1 < limsupa, = 1.
n—oo n—oo

Die Folge divergiert also.

2. Fiir die Folge a,, := % aus Beispiel 7.12 ist
liminf a,, = limsup a,, = 0.
n—oo n—00
Damit konvergiert die Folge gegen 0. &
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Fiir die uneigentliche Konvergenz von reellen Folgen existieren den obigen Satzen
analoge Aussagen.

7.17 Beispiele (Uneigentliche Konvergenz)

1. Die Folge der a, := n + (—1)"n, also (0,4,0,8,0,12,...) divergiert, und
sie konvergiert auch nicht uneigentlich, denn @, = oo (n € N), wahrend
a,=0 (neN).

2. Die Folge der a, := n? + (—1)"n, also (0,6,6,20,20,42,42,...) konver-
giert uneigentlich gegen oo, denn @ = oo (n € N) und a, = a, =

22| (2]%] +1), also lim, o a,, = 0. <

7.2 Die komplexen Zahlen

Aus R konstruieren wir nun den Koérper (C,+,-) der komplexen Zahlen. Als
Menge ist
C:=R xR,

geometrisch entspricht einer komplexen Zahl also ein Punkt in der Ebene R2.
Addition und Multiplikation von a = (a1, as) und b = (b1, bs) € C sind durch

a+0b:=(a;+bi,a2+by) und a-b:= (a1by — asbe,arby + ashy)
gegeben.
7.18 Satz (C,+,-) ist ein Korper.
Fiir das Bild I(R) des Kérpers (R, +, ) unter der injektiven Abbildung
I'R—C , z~ (z,0)
gelten die gleichen Rechenregeln wie in R.

Beweis:

e (C,+) bildet eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 := (0,0) und zu
a = (a1, az) € C inversem Element —a = (—ay, —ay).

e (C*,-) mit C*:=C)\ {0} bildet ebenfalls eine abelsche Gruppe. Das neutrale
Element der Multiplikation ist 1 := (1,0).
Das zu a := (ay,ay) € C* inverse Element ist é = ( 4. ;&)

a?+a2’ a?+a?
1 2 1 2
Das Assoziativgesetz der Multiplikation ergibt sich aus der Symmetrie von

(a1, a2) (b1, b2)] (c1, ¢2)
:((a1b1 - a2b2)01 — (albg + CLle)CQ, (a1b1 — a2b2)02 + (a1b2 —+ a2b1)cl)
:((alblcl — CLQbQCl — (lgblcg — aleCQ, —CLQbQCQ + (llblCQ + a11)201 + agblcl)

beziiglich Permutationen der Buchstaben a, b, c.
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e Ahnlich rechnet man das Distributivgesetz nach.
o Fiir alle z,y € R ist
I(x) + I(y) = (2,0) + (y,0) = (x +,0) = I(z +y)
und

I(x) - I(y) = (2,0) - (y,0) = (z-y—0-0,2-04+y-0) = I(x-y). O

C
Im
i x
Im(x) o
[x]
: e Re
Re(x)
X

L
e a; = Re(a) wird der Realteil von a = (ay,as) € C genannt,

e ay = Im(a) der Imaginarteil.

e |a| ;== \/a? + a3 heiBt der Betrag von a.

e Mit der Abkiirzung i := (0, 1) fiir die imaginare Einheit ist i> = —1, und wir
schreiben kurz a; + iay statt (ag,as) € C.

e Die bijektive Abbildung

C—C , z=Re(z)+ilm(z) — z:=Re(z) —i Im(z)

heiBt Konjugation. Sie ist ein sog. Kérperautomorphismus von C, d.h. es gilt
immerv+w=0+w, v-w=7uv-wund I = 1. AuBerdem ist Z = 2.

7.19 Beispiel (Komplexe Zahlen) Fir a := 1+ und b:=3 — 2i ist
a+b=4—i , a-b=3-2(*)+i(3-2)=5+i , b=3+2i
b> =bb=13 und a/b=ab/(bb) = (1+ 5i)/13. &
Fiir den Betrag einer komplexen Zahl gelten die folgenden Rechenregeln:

7.20 Satz Fiir alle x,y € C gilt
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1. |z| = Vaz

2. |z| >0, und |x| = 0 nur firz =0

3. |yl = [xllyl

4. max(|Re(z)|, [Im(z)]) < [z] < [Re(z)| + [Im(z)|

5 |l +y| < lz| + 1yl (Dreiecksungleichung)

Beweis:

1. 27 = (Re(x) + ilm(x))(Re(x) — ilm(x)) = Re(z)? + Im(z)?
2. Fir z>0ist v/z > 0 und /z = 0 nur fiir z = 0.

3. |zyl* = (2y)(@Y) = (2y)(@Y) = (27)(yY) = |=[*|y|*

4. Esist |z|? = |Re(z)]* + |Im(z)]* > max(|Re(x)|, |Im(x)|)?. Beim Wurzel-
ziehen auf beiden Seiten bleibt die Ungleichung erhalten. Letzteres benutzen
wir auch zum Beweis der rechten Ungleichung:

(IRe(x)| + [Im(z)])* = [Re(x)” + [Im(2)[* + 2[Re(z)||Im ()]
> |Re(@)]” + [Im()[* = |=*.

5. Das Quadrat der rechten Seite ist (|z| + |y|)* = |z|? + 2|z| - [y| + |y|*, das
der linken Seite ist unter Verwendung der reellen Dreiecksungleichung

z+y* = |(x+y)(@+7) = ||z + (27 + Ty) + |y[?]
< a2 + |2y + Tyl + |yl

Die Dreiecksungleichung in C folgt aus dem Vergleich der beiden Seiten und,
unter Benutzung von 4., aus

|27 + Ty| = 2[Re(ay)| < 2|zy[ = 2|z|ly]. =

Die Dreiecksungleichung lasst sich als Ungleichung fiir die Langen der Seiten eines
Dreiecks in der komplexen Zahlenebene verstehen. Die komplexe Betragsfunktion
setzt den reellen Betrag fort, d.h. |I(z)| = |z| (x € R).

Aber im Gegensatz zu R ldsst sich C nicht anordnen (denn i? = —1, und in
jeder Anordnung ist —1 < 0, aber 22 > 0).

Warum sind komplexe Zahlen niitzlich? Z.B. weil wir aus jeder komplexen
Zahl die Wurzel(n) ziehen kénnen.
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7.21 Definition
Fiir y € C und n € N heiBt x € C eine n-te Wurzel von y, wenn " = y ist.

Wegen |2"| = |z|" muss der Betrag jeder Wurzel z gleich |z = /Jy| sein.
Damit ist 0 € C die einzige n-te Wurzel von y = 0. Wir werden bald sehen, dass
y € C* = C\ {0} genau n n-te Wurzeln besitzt. Diese sind die Nullstellen des
komplexen Polynoms

n

p:C—C |, plx)=2"—y.
Allgemeiner gilt:

7.22 Satz (Hauptsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom

p:C—-C , p(x):Zaixi mit a; € C

1=0

besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle, d.h. ein x € C mit p(x) = 0, falls
p nicht konstant ist, d.h. n € N und a,, # 0 gilt.

[ronischerweise wird der Hauptsatz der Algebra in der Analysis bewiesen.
C ist aber auch dann niitzlich, wenn man sich eigentlich nur fiir reelle Null-
stellen reeller Polynome interessiert, wie das folgende zweite Beispiel zeigt.

7.23 Beispiele (Nullstellen) 1. Es gibt drei komplexe dritte Wurzeln der 1:
z:=3(-1+ V3i) , 2= s(—1— V3i) und 2% =1.
2. Jede reelle kubische Gleichung lasst sich auf die Form
x® = 3px + 2¢ (7.9)

mit geeigneten reellen Koeffizienten p und ¢ bringen, indem man einen even-
tuell vorhandenen quadratischen Term durch eine Substitution der Form z —
x + k eliminiert. Die Losung

x=€/q+ q2—p3+{’/q—\/q2—p3 (7.10)

stammt von Cardano und findet sich in seinem 1545 erschienenen Buch 'Ars
Magna'. In dieser Formel darf man fiir die Wurzeln der komplexen Zahlen jede
Wurzel im Sinn von Definition 7.21 einsetzen (aber in beiden Summanden die
gleiche).
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Im Gegensatz zu den quadratischen Glei-
chungen besitzt (7.9) immer eine reelle oo
Losung. Ist z.B. /

501
23 =15z +4, also p=25q¢=2, /
. X3 . X2 — X1
dann uberpriift man durch Einsetzen, N _4/ : ! °
dass x1 = 4 eine Losung ist. Polynom- -50¢
division ergibt die beiden anderen Losun- /
gen:

— X 16x+4

-100+

(2 =15z —4)/(x —4) =2® + 4z + 1, also xy3 = —2+ /3.

Wie konnen wir alternativ die Formel (7.10) benutzen? Nun, diese lautet

x = {’/2+\/—121+ {’/2— V=121 = V2 4+ 11i + V2 — 111,

Wie man durch Bilden der dritten Potenz iiberpriift, ist 2 + ¢ eine dritte
Waurzel von 2 4 114.25 Dies entspricht der Lésung z; = (2 +14) + (2 — i). Die
beiden anderen Losungen x5 und x5 erhalt man, indem man analog die beiden
anderen dritten Wurzeln von 2+ 117 einsetzt. Diese lauten (unter Verwendung
des 1. Beispiels) (2 + 1) - (-1 — v/3i) = =1+ 3v/3 + (—v3 — 1)i und
(2+4)-2(—14+V3i) = —1—1/3+(V/3—1)i. Die Moral von der Geschicht'?
Die Cardano-Formel liefert am Ende die drei reellen Losungen, um diese aber
zu berechnen, muss man 'ins Komplexe gehen'. &

7.3 Metrische Raume
Der Begriff der Metrik stellt eine Abstraktion des Abstandsbegriffes dar:

7.24 Definition Eine Menge M mit einer Funktion d : M x M — R heiBt
metrischer Raum mit Metrik d, falls fiir alle x,y, 2z € M gilt:

o d(z,y) >0 , dlz,y)=0<=z=y (Positivitét)
e d(y,xz) =d(x,y) (Symmetrie)
o d(z,2) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Man nennt d(z,y) den Abstand von x und y.

25Wird das Zeichen + in einer Gleichung benutzt, dann gilt diese fiir beide Vorzeichen.
Taucht das Zeichen mehrmals auf, dann muss es an allen Stellen als + bzw. an allen Stellen
als — gelesen werden.
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7.25 Beispiele (Metrische Raume)

1.

Die Menge B := {0, 1} bezeichnet ein Bit. Wir betrachten Folgen von n € N
Bits, d.h. Elemente von B". lhr so genannter Hamming-Abstand ist durch die
Metrik d : B" x B™ — {0,1,...,n},

d((br, ..., b), (c1yevcn)) = |{i € {1,...,n} | bi # ¢ }]

gegeben?® also durch die Zahl der Stellen, an denen sich die beiden Bitfolgen
unterscheiden. Diese Metrik wird in der Informationstheorie benutzt.

Fiir uns besonders wichtig ist die euklidische Metrik auf C

d:CxC—R,dxz,y) :=|r—y|l= \/(Il —y1)%2 + (22 — yo)?, (7.11)

die den Abstand der Punkte x = x1 + ix5 und y = y; + iy in der komplexen
Zahlenebene misst. Dass d tatsachlich die Dreiecksungleichung erfiillt, folgt
mit Satz 7.20.5 aus

dz,2) = |z —z| =[(r—y)+ (y—2)| < [r—y[+ |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2).

Ist (M,d) ein metrischer Raum und N eine Teilmenge von M, dann ist
(N, dy) mit der “auf N restringierten” Metrik?’

dy :NxN =R | dy(zy)=dzy)

ebenfalls ein metrischer Raum.

Betrachten wir etwa M := C mit der Metrik (7.11), dann ist
St:={ceC||c =1}

geometrisch die Kreislinie?® vom Radius 1 um den Nullpunkt. Der Abstand
ds:(z,y) zwischen zwei Kreispunkten ist dann gleich der Lange der Sekante
mit den Endpunkten x und y.

Eine andere sinnvolle Metrik auf S* ist durch die (minimale) Winkeldifferenz
von x und y gegeben.

2mit Schreibweise als Zeilenvektoren
27Genauer gesagt wird die Abbildung d : M x M — R auf N x N restringiert.
ZMan spricht nicht einfach vom Kreis, weil man eine Verwechslung mit der (abgeschlos-

senen) Kreisscheibe {¢ € C | |¢|] < 1} ausschlieBen will. Der Index 1 bezieht sich auf die
Dimension der Kreislinie. Analog bezeichnet die d-Sphire S% := {z € R4+1 | S r? =1}
die Oberfliche der Einheitsvollkugel {z € R | 41 42 < 1} im RO+

i=1
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4. Auf dem Vektorraum R™ wird die Lange eines Vektors durch die euklidische

Norm
(=(i)e®)

von v definiert. Mit d(x,y) := ||y — z|| ergibt sich daraus eine Metrik auf
dem R", genannt die euklidische Metrik. Denn es gilt die Dreiecksungleichung
v+ w|| < ||v]| + ||w]|. Speziell fir n =1 ist d(z,y) = | — y|.

[l :=

5. Auf dem Vektorraum R" wird auch durch die Maximumsnorm

ol = max(unl o) (0= (2 ) eR?)

eine Metrik definiert:

doo(xvy) = ||[L' - yHOOv und es gllt e
doo(,y) < d(2,y) < Vndo(z,y) (v,y €R"),
siehe nebenstehende Abbildung fiir n = 2 und z = ks Y
0. Geometrisch ist die " Einheitskugel” 05

{veR" | |v]le <1}
beziiglich der Maximumsnorm ein achsenparalleler um den Nullpunkt zentrier-
ter n-dimensionaler Wiirfel der Kantenlange 2.

6. Mit der Bijektion

f(x)
1 , T =00 i
fiR=[=-11], f(x) = 7zg » T€R
-1 , z=-00 ¥

wird eine Metrik d auf R durch
d(z,y) :==|f(z) — f(y)| eingefiihrt. & Al

7.26 Definition
o Essei (M,d) ein metrischer Raum, © € M und € > 0. Dann heiBt

Ue(x) :=={y € M | d(y,z) <&}
(offene) e~Umgebung von z in M.

o Eine Teilmenge U C M des metrischen Raums (M, d) heit offen, wenn jeder
Punkt x € U eine ganz in U liegende e—Umgebung U.(x) besitzt.
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e Eine Teilmenge U C M heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Es gilt x € U.(x), und tatsachlich ist U.(x) offen. Denn § := ¢ — d(z,y) ist
fir y € U.(x) positiv, also Us(y) eine J-Umgebung von y, und nach der Drei-
ecksungleichung ist Us(y) C U.(z): d(x, z) < d(z,y)+d(y, z) < € fir z € Us(y).

Im metrischen Raum R mit euklidischer Metrik ist fir a < b das offene
Intervall (a,b) gleich U.(z) mit dem Mittelpunkt z := 1(a + b) und € := 2.
Im R™ mit euklidischer Metrik ist U.(x) geometrisch eine n—dimensionale um
x zentrierte Vollkugel vom Radius €. Im Gegensatz zur abgeschlossenen Kugel

{y € R" | d(z,y) < e} wird sie offene Kugel genannt.

7.4 Folgen in metrischen Raumen

Viele Begriffe fiir Folgen lassen sich problemlos von (IR, |-|) auf metrische Rdume
verallgemeinern:

7.27 Definition 1. Jede Abbildung a : N — M in eine Menge wird auch Folge
in M genannt und in der Form (a,,)nen oder (a1, as, as, . ..) geschrieben. Fiir
M = C wird die Folge komplexwertig, fiir M = R"™ vektorwertig genannt.

2. Eine Folge (a,)nen in einem metrischen Raum (M, d) heiBt Cauchy-Folge,
wenn fiir alle € > 0 ein N = N(g) € N existiert mit

d(ap,an) < € (m,n > N).
3. e Eine Folge (a,,)nen in M konvergiert gegen c € M, wenn es fiir allee > 0
ein N = N(e) gibt mit
a, € U(c) (n>N).
e In diesem Fall nennt man ¢ Grenzwert oder Limes von a und schreibt

c= lim a,.
n—oo

e Falls es ein c € M gibt, gegen das die Folge a : N — M konvergiert, heil3t
sie konvergent, sonst divergent.

Diese Definitionen erweitern die fiir die reellen Folgen a : N — R im Kapitel 6
eingefiihrten Begriffe. In diesem Fall ist (mit der Metrik d(z,y) = |x — y|) die
Bedingung |a,, — ¢| < € in (6.1) namlich gleichbedeutend mit a,, € U.(c).

7.28 Beispiele (Folgen in R™ und in C)
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1. Eine reelle Folge ist genau dann konvergent gegen y € R, wenn sie beziiglich
der Metrik d aus Beispiel 7.25.6 gegen y konvergiert. Uneigentliche Konver-
genz gegen —£0o entspricht aber einfach der Konvergenz gegen +o00 beziiglich d.

2. Unter Benutzung der Metriken aus Beispiel 7.25.2 und 7.25.4 konnen wir jetzt
auch Cauchy-Folgen in C und im R™ behandeln. &

7.29 Satz Alle konvergenten Folgen sind Cauchy-Folgen.
Beweis: Sei a = lim,,_,o ©,,. Dann ist d(x,,, x,) < d(xp,a) + d(x,, a). O

Aber nicht in jedem metrischem Raum konvergieren alle Cauchy-Folgen. Ein
Gegenbeispiel ist Q mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|. Daher machen die
Mathematiker ihren Wunsch zu einer Definition:

7.30 Definition  Ein metrischer Raum heiBt vollstdndig, wenn in ihm jede
Cauchy-Folge konvergiert.

Uns ist schon die Vollstandigkeit von R mit der Standardmetrik bekannt.

7.31 Satz Die metrischen Raume C und R™ (n € N) mit den euklidischen
Metriken sind vollstandig.

Beweis:

e Als metrische Raume stimmen (C, d) und (R? d) mit den Metriken aus Beispiel
7.25.2 und 7.25.4 iberein. Daher ist nur der Fall (R", d) zu untersuchen.

e Ist nun () men Mit z,,, = (:cfﬁ), e ,xfﬁ))T € R eine Cauchy-Folge, existiert

also fiire > 0 ein N € N mit
|Zm — 2ol <& (m,€ > N),

dann sind die reellen Folgen (:cﬁ,’i))meN der k—-ten Komponenten ebenfalls

Cauchy-Folgen, und es gilt

)x(m_:ﬁék)‘ <e (m{>N,k=1,...,n)

m

: : (k) (k)
(dies folgt aus der Ungleichung ‘a:m ) ‘ < ||y — x¢||). Letztere Cauchy-

Folgen konvergieren aber nach Satz 6.15 in R.

Die Konvergenz der Cauchy-Folge (x,,)men folgt damit aus dem nachsten
Satz. O
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7.32 Satz Eine Folge (zy)men mit x,, = (:Uﬁ,ll), . ,ng))T € R"™ konvergiert

genau dann, wenn die reellen Folgen (x,(fi))m oy konvergieren. Es ist dann

(k)
(lim xm> = lim z® (k=1,....,n).

m
m—0o0 m—0o0

Beweis:

o Fallsy = (yM, ... y™) T = lim,,_,00 7., € R” existiert, gibt es fiir alle ¢ > 0
ein N € N mit
lem —yll <& (m=N).
Dann ist aber auch ‘xﬂ? —y(k)‘ < ||z — y|| < ¢, die Koordinatenfolgen
™ : N — R konvergieren also gegen y(*).

e Konvergieren dagegen die Koordinatenfolgen, d.h. existieren y*) € R mit

y*® = lim z® (k=1,...,n),
m— o0

dann gibt es auch fiir jedes ¢ > 0 natiirliche Zahlen N®), sodass

2B — )| < % (m>N® k=1, n).

Dann ist aber mit y := (y,...,y™)" € R" und N := max(N®, ... N™)
auch

n 2
lom =yl = | S o = y®| <e (m= W),
k=1
was y = lim,,_,o x,, impliziert. O

Wir kénnen also Konvergenz in C oder im R"™ koordinatenweise iiberpriifen.
In Anwendungen auf zusammengesetzte Folgen ermdglicht der folgende Satz
eine vereinfachte Berechnung von Limiten.

7.33 Satz 1. Fiir vektorwertige Cauchy-Folgen a,b : N — R" gilt

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.

n—00 n—00 n—00
2. Fiir komplexwertige Cauchy-Folgen a,b: N — C gilt

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b,,

lim (a,b,) = (hm an> <lim bn>
n—oo n—oo n—oo
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und, falls b, # 0 (n € N) und lim,,_,, b, # 0, auch

. a, lim,.a,
lim — = ———,
n—oo by, limy,, o by,

Beweis: Dies folgt unter Verwendung von Satz 7.32 aus den analogen Aussagen
fiir reelle Folgen (Satz 7.7). O

7.34 Definition y € M heiBt Haufungspunkt der Folge (a,)nen im metri-
schen Raum (M, d), wenn fiir alle ¢ > 0 gilt

{n eNJa, € U.(y)} = oo.

7.35 Beispiele (Haufungspunkte)

1. Ist y = lim,, . a,, dann ist y Haufungspunkt der Folge. Es kann dann keine
weiteren Haufungspunkte der Folge geben, da diese fiir jedes ¢ > 0 schlieBlich
(d.h. fiir alle n > N(e)) in U-(y) bleibt.

2. Die reelle Folge mit Folgenglied a,, := (—1)" besitzt genau die Haufungs-
punkte —1 und 1.

3. Wir haben in Satz 5.6 gezeigt, dass |Q| = |N| ist, also eine Bijektion a : N —
Q existiert. Die Menge der Haufungspunkte der reellen Folge a ist ganz R.

4. Die komplexe geometrische Folge (a,)nen mit a, := ¢” und ¢ € C besitzt
fiir || < 1 den Limes 0 und fiir |c| > 1 keinen Haufungspunkt. Fiir ¢ € S*
befinden sich auch alle Hiaufungspunkte auf der Kreislinie S*. &

Durch Auswahl von Folgengliedern kann man aus einer Folge (a,,),en neue Folgen
konstruieren.

7.36 Definition Es sei a : N — M eine Folge und k : N — N streng monoton
wachsend. Dann wird a o k : N — M Teilfolge von a genannt.

7.37 Satz Es seia: N — M eine Folge im metrischen Raum (M, d).
1. Ist y = lim,,_, a,, dann besitzt auch jede Teilfolge von a den Limes y.

2. Ist y Hiufungspunkt der Folge a, dann gibt es eine Teilfolge von a, die gegen
y konvergiert.

3. Gibt es eine Teilfolge von a, die gegen y € M konvergiert, dann ist y
Haufungspunkt von a.

Beweis:
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1. Zu zeigen ist: Fiir alle € > 0 existiert ein N € N mit
akmn) € Ue(y) (n > N). (7.12)

Nach Annahme existiert ein N mit a,, € U.(y) (n > N). Da die Indizierung
k : N — N streng monoton ist, gilt k(n) > n, also (7.12).

2. Ist y Haufungspunkt der Folge a,, dann gibt es eine streng monoton wach-
sende Funktion k& : N — N mit b,, € Uy, (y) fiir b, := ax(n). Denn setzen wir
k(1) := min{m € N | a,, € U1(y)} und induktiv fiir £ > 2

E(0) :=min{m > k(0 — 1) | am € Ur/e(y)},

dann sind die betrachteten Mengen nie leer, die Funktion & ist streng monoton
und lim,, . b, = ¥.

3. Da die Abbildung k& : N — N streng monoton wachsend ist, gilt |k(N)| = |N|.
Wenn — wie angenommen — fiir jedes € > 0 ein NV € N existiert, sodass

d(arm), y) < e (n > N),

dann ist auch die Indexmenge {m € k(N) | m > k(N)} unendlich, und fiir
diese Indizes m ist a,, € U.(y). 0

Zwar hat nicht jede reelle Folge einen Haufungspunkt, aber immerhin jede be-
schrankte:

7.38 Satz (Bolzano—WeierstraB)
1. Jede beschrankte reelle Folge (a,)nen besitzt einen Haufungspunkt.
2. limsup,,_,, a,, und liminf,_,. a, sind Hiufungspunkte.

3. Alle Hiaufungspunkte der Folge (a,)nen liegen im Intervall

liminf a, , imsupa,, | .
n—oo n—00

Beweis:

1. Es geniigt, die zweite Aussage zu beweisen.
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2. Essei dazu y := limsup,,_, a,. Dann ist wegen der Beschranktheit der Folge
y € R, und y = lim,,_, @,,, mit @, = sup{a,, | m > n} € R,

Wir konstruieren eine gegen y konvergierende Teilfolge b := aok : N — R. Es
sei dazu nur zum Start der Induktion £(0) := 0. Nun bestimmen wir induktiv
fur ¢ > 1 Indizes k(¢) € N mit
1 -
‘am) - y‘ <57 und k() > k((=1) (7.13)
und Indizes k(¢) € N mit

1 .
e —akw)‘ <57 und k(0) = k(D). (7.14)

Diese Wahlen sind moglich:
o (7.13): Wegen y = lim,,_, Gy, existiert fiir ¢ := 1/(2¢) > 0 ein N(¢) mit
an —yl<e  (n=N(e)).

e (7.14): Nach Definition der Folge (@ )nen i~st jp) = sup{am | m > k(0)}.
Fiir ¢ := 1/(2¢) > 0 gibt es also ein m > k(£) mit a,, € (@5 — €, T p)]-

AuBerdem ist k : N — N streng monoton wachsend, denn k(¢) > k(¢) >
k(¢ —1). Damit ist b eine Teilfolge von a.

Aus (7.13) und (7.14) folgt mit der Dreiecksungleichung

_ 1 1 1
o Y| < gt = 7
also limy_,, by = y. Da also die Teilfolge (by)sen der Folge (a,)nen gegen y
konvergiert, ist nach Satz 7.37.3 y ein Haufungspunkt von a.

Dass auch liminf,_,. a, ein Haufungspunkt von a ist, zeigt man analog.

be—y| = larey—yl < (¢ € N),

k(o) — Qe ‘ +

3. Ein Punkt y € R mit y > limsup,,_, ., a, kann nicht Haufungspunkt sein,

weil es fiir € :=  (y — limsup,,_,, a,) > 0 nur fiir endlich viele n € N mit

a, € U.(y) gibt. Analog argumentiert man fiir y < liminf,_,, a,. O

7.39 Beispiel (Iterierte Abbildungen)
Fiir Parameterwerte p € [0,4] betrachten wir auf I := [0,1] die logistische
Abbildung

fp:I—1 fo(z) == px(l — x).
Mit einem Startwert s € I erzeugen wir daraus iterativ die Folge

a:Ng—1 ap =58, Api1:= fplan).
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Wegen des Satzes von Bolzano-WeierstraB wissen wir, dass a immer einen Haufungs-
punkt besitzt.

Wir interessieren uns fiir Menge der Haufungspunkte von a, in Abhangigkeit
vom Parameter p und vom Startwert s.

1. Null ist Fixpunkt: f,(0) = 0. Daher gilt fir s = 0 immer a, = 0, also
lim,,_, a, = 0.

2. Auch fiir den Startwert s = 1 ist lim,, o a, = 0, denn f,(1) = 0.

3. Esgilt 0 < f,(z) = pz(1 —z) < pz, also 0 < a,, < p"s. Fiir Parameterwerte
p € (0,1) folgt daraus lim,, ,, a,, = 0.

Das gilt auch noch fiir p = 1, ist aber fiir p €
(1,4] nicht mehr der Fall, denn es gibt einen g p=15
zweiten Fixpunkt y, := ;%1 von f, in I: m

folyp) = pE=(1 - Z%) =—1/p=yp

siche nebenstehende Abbildung. Setzt man da-
her den Startwert s gleich diesem Fixpunkt,
dann gilt lim,,_,o a, = Y.

Aber der Fixpunkt y, € [ ist fiir p € (1,3)
sogar stabil, d.h. er besitzt eine e-Umgebung
U.(y,), sodass fiir alle Startwerte s € U.(y,)
die Folge gegen y, konvergiert.

wi=
T

o
|
=

wWi-e T !
x

Fir Werte p € (3,4] besitzt die zweifach f o 1d
iterierte Abbildung f, o f, vier Fixpunkte.
Diese sind in nebenstehender Abbildung als
die Schnittpunkte zwischen der Diagonale
und dem Graphen von f, o f, sichtbar. Zwei
dieser Fixpunkte sind die schon diskutierten
Fixpunkte O und y, von f,. Fiir Werte von fp
p X 3 sind die beiden anderen Fixpunkte
stabil (und geben in untenstehender Abbildung
Anlass zu zwei Haufungspunkten der Folge a). 0 Y yp Y2

NI
T

X
1

NI

Fiir typische Startwerte s ergibt sich in Abhangigkeit von p eine komplizierte
Struktur der Haufungspunkte, siehe untenstehende Abbildung (mit s = 0.01).
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{Haufungspunkte}
‘1 -

M=

1 2 3 4 p
Nebenbei: Die iterierte logistische Abbildung dient in der Physik als einfaches

Modell fiir den Ubergang von laminarer zu turbulenter Strémung von Fliissig-
keiten, wobei groBe Werte von p dem turbulenten Regime zugeordnet werden.?? &

Teil 1. des Satzes 7.38 (der eigentliche Satz von Bolzano—WeierstraB) lasst sich
auch auf héhere Dimensionen verallgemeinern.

7.40 Definition Eine Abbildung a : M — R"™ einer Menge M in den R™ heif3t
beschrankt, wenn eine Schranke R > 0 existiert mit

la(m)[| <R (m e M). (7.15)

7.41 Satz (Bolzano—WeierstraB)
Jede beschrankte vektorwertige Folge besitzt einen Haufungspunkt.

1(m)
Beweis: Aus (7.15) folgt fiir die Komponenten von a(m) = ( : ) e R”
an(m)

die Abschatzung |a,(m)| < R (¢ = 1,...,n). Nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB existiert daher eine konvergente Teilfolge (a; (k™) (m)))men mit streng
monoton wachsender Indizierung k() : N — N. Damit ist die Teilfolge

aV:=aqok® N R"

mit der gleichen Schranke R beschrankt.

Wir nehmen induktiv an, dass fiir £ € {1,...,n—1} schon eine Teilfolge a(* :
N — R” von a konstruiert wurde, fiir die lim,;, aéf) (m) firalle ¢/ € {1,...,(}
existiert. Wir finden dann nach Satz 7.38.1 einen Haufungspunkt der reellen Folge

Y Feigenbaum, M.J.: The Metric Universal Properties of Period Doubling Bifurcations and
the Spectrum for a Route to Turbulence. Ann. New York. Acad. Sci. 357, 330-336, 1980

78


https://nyaspubs.onlinelibrary.wiley.com/doi/pdf/10.1111/j.1749-6632.1980.tb29699.x
https://nyaspubs.onlinelibrary.wiley.com/doi/pdf/10.1111/j.1749-6632.1980.tb29699.x

m— aﬁ?l(m), und nach Satz 7.37.2 eine streng monoton wachsende Indizierung

kD . N — N, sodass fiir die Teilfolge

a(ﬁ-l—l) — a(ﬁ) o k(f-{-l) ‘N — R”

lim,, oo aéﬁl)(m) existiert. Als Teilfolge von a(¥) ist auch a“*V) Teilfolge von a,

und nach Satz 7.37.1. gilt
lim otV (m) = lim o' (m) (0 <1).
m—0o0 m—0o0

Damit konvergiert die Teilfolge a(™ von @, und nach Satz 7.37.3. besitzt die
Folge a : N — R" einen Haufungspunkt. O

Analog besitzt auch jede beschrinkte komplexwertige Folge einen Haufungs-
punkt, denn wir kénnen den Betrag auf C ja als euklidische Norm auf R? auffas-
sen.

8 Reihen

Bis jetzt ist die Welt der Analysis fiir uns noch drmlich. Als Objekte haben
wir die Zahlen konstruiert. An sich sind diese sehr interessante Objekte: Sie
konnen prim oder zusammengesetzt sein, rational oder irrational. Aber dies ist
ihre algebraisch—arithmetische Seite. Fiir die Analysis ist eine reelle Zahl nicht
viel mehr als ein Punkt auf der Zahlengerade.

Andererseits haben wir uns mit den im letzten Kapitel besprochenen Fol-
gen ein Werkzeug verschafft, um die analytische Welt zu bevélkern. Wir wer-
den ndmlich Funktionen von z durch unendliche Summen von Monomen a,x"
definieren. Das wichtigste und erste Beispiel wird die schon in der Einleitung
angesprochene Exponentialfunktion exp(z) = Y o° ) £ sein.

8.1 Definition und Konvergenzbegriff

Wir kennen schon Polynome als Beispiele fiir (reelle oder komplexe) Funktionen.
Ausgewertet an einem Punkt, ist so ein Polynom eine endliche Summe. Wir
betrachten jetzt unendliche Summen, so genannte Reihen. Dabei ndhern wir die
unendliche durch die endliche Summe an.

8.1 Definition e Fiir eine Folge a : N — C bezeichnet die Reihe >~  a,, die
Folge s : N — C der Partialsummen s, := """ ay.

e Falls die Folge s konvergiert, bezeichnet das Symbol )" " | a,, ebenfalls ihren
Grenzwert lim,, . S, und man sagt, dass die Reihe a konvergiert, andernfalls,
dass die Reihe divergiert.
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8.2 Bemerkung Oft indizieren wir Reihen mit Ny statt mit N, z.B. bei den in
Kapitel 8.4 eingeflihrten Potenzreihen. &

8.3 Beispiel (Die geometrische Reihe) Es sei ¢ € C und a,, := ¢"*, also

1
snz{l—c e7l (8.1)

n o, c=1"
e Fiir |¢| > 1 divergiert die Folge der s, denn dann ist
[Sn41 — sn| = || = [e[" > 1,

die Folge der Partialsummen ist also keine Cauchy-Folge und konvergiert daher
nicht.

e Dagegen konvergiert die Folge der s, fiir |c| < 1 gegen

- 1
lim s, = lim —— = —— (8.2)

n—00 n—soco 1 —cC 1—c¢c

Die geometrische Reihe taucht schon in Zenos Paradox®® von Achilles und der
Schildkréte auf. Letztere erhdlt beim Wettrennen hoflichkeitshalber einen Vor-
sprung v > 0 (klassisch ein Stadion, ca. 185 m), denn Achilles lauft d > 1-mal so
schnell (d = 12). In der Zeit, wihrend der Achilles aufgeholt hat, also die Strecke
ay = v zuriickgelegt hat, ist aber die Schildkréte um % = % weitergeriickt. Nach
einer weiteren Strecke ay = %1 hat Achilles auch diesen Punkt erreicht, wahrend

die Schildkrote ihm um % = — entwischt ist. Mit a, 41 = % ergibt sich

n n 1
o _ k—1 : —
Sy = a =0 c mit ¢:= 7
k=1 k=1

also > 07 ap = 7= = 2 (etwa 202 m). <&

8.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Im Beispiel der geometrischen Reihe konnten wir iiber ihre Konvergenz bzw. die
Divergenz entscheiden, indem wir den expliziten Ausdruck (8.1) fiir die Partial-
summe untersuchten. Oft ist ein solcher geschlossener Ausdruck nicht vorhanden,
sodass allgemeine Kriterien von Nutzen sind. Ein solches ist das so genannte Quo-
tientenkriterium, siehe Satz 8.9. Dieses verallgemeinert die Tatsache, dass im Fall
= |c| <1 ist.

an+1

der geometrischen Reihe Konvergenz vorliegt, wenn

30Paradox ist, dass der Halbgott Achilles unendlich oft vergeblich versucht, die Schildkrote
einzuholen. Zeno spricht damit die Eigenschaften des Raum— und Zeitkontinuums an.
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Zunachst schauen wir uns aber an, was der Zusammenhang zwischen der
Folge a : N — C und der Folge s : N — C ihrer Partialsummen uns iiber
Konvergenz bzw. Divergenz verrat.

8.4 Satz (Cauchy—Kriterium fiir Reihen) Die Reihe | a, konvergiert ge-
nau dann, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt mit

14

S

n=m

<e ((>m>N). (8.3)

Beweis: Die Reihe konvergiert nach Definition genau dann, wenn die Folge
(Sn)nen ihrer Partialsummen konvergiert, also nach Satz 6.15, wenn diese ei-
ne Cauchy-Folge ist. Das ist aber gleichbedeutend mit

S0 — Sm—1] < € ((>m > N),

also (8.3). 0

Das Konvergenzverhalten zweier Reihen >~°  a, und > 7 b, die sich nur in
endlich vielen Gliedern unterscheiden, ist gleich, und bei Konvergenz ist

00 N 0o
> b= (bp—a))+> a, | falls a,=b, firn> N
n=1 n=1 n=1

Das Konvergenzverhalten der Reihe >~ | @, 4Bt sich also an jedem ihrer Rest-
glieder Ry ablesen, mit

o0

Ry:=> a, (N€N).

n=N

Das Cauchy—Kriterium fiir Reihen ist nur eine Umformung der Definition
des Wortes " Konvergenz”. Trotzdem ergibt sich aus ihm unmittelbar eines der
wichtigsten praktischen Konvergenzkriterien:

8.5 Definition Fiir die Folgen a : N — C, b: N — [0, 00) gelte
lan| < by, (n € N)

e > ™ b, heiBt dann Majorante®*" von ">  a,.
e Falls auch a : N — [0,00), heiBt > °  a, Minorante von > " b,.

31Manchmal nennt man auch b Majorante von a
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8.6 Satz (Majorantenkriterium)
Ist die Reihe >~ | b, konvergent, dann konvergiert auch )" " | a,, und

0o 00
Z an| < Z by,.
n=1 n=1

Beweis: Mit s,, :== > ;_, a; und ¢, :== >, _, by ergibt sich unter Verwendung
der Dreiecksungleichung (und mit sg := ¢y := 0)

¢ ¢ ¢
|50 — Sm—1| = Zak §Z|ak|ﬁzbk=te—tm—120 (¢ >m e N).

Daher ist mit t auch s eine Cauchy-Folge, und [lim,, o $,| < lim,,_o 5. O

Umgekehrt folgt damit aus der Divergenz der Minorante die Divergenz der Ma-
jorante.
Eine Majorante der Reihe > 7 @, ist immer > 7 |a,]|.

8.7 Definition
e Eine Reihe " | a, heiBt absolut konvergent, wenn Y  |a,| konvergiert.

e FEine Reihe heiBt bedingt konvergent, wenn sie konvergent aber nicht absolut
konvergent ist.

8.8 Korollar 32 Aus absoluter Konvergenz einer Reihe folgt ihre Konvergenz.

8.9 Satz (Quotientenkriterium) Fiir die Reihe Y " | a,, gebe es ein N € N
und ein ¢ € (0,1) mit

ar #0 und s <c (k> N).
ay
Dann konvergiert die Reihe, und es gilt
[e'S) N-1 |CL |
N
g an| < g ag| + —. 8.4
n=1 k=1 |- (&4

32Ein Korollar eines Satzes ist selbst ein Satz, der aber unmittelbar aus dem anderem Satz
folgt. Das obige Korollar folgt unmittelbar aus dem Majorantenkriterium.
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Beweis: Wir betrachten zunichst die vereinfachte Reihe Z:’:l a, mit a, == 0
(n < N) und a, := a, (n > N). Diese besitzt das gleiche Konvergenzverhalten
wie die urspriingliche Reihe, und die konvergente Majorante y_° | b, mit

0 ,n< N

bN_>|:0,00) y bn ::{ |aN|Cn_N 7’]’LZN 5

denn fiir n > N ist |a,| = |ay] - Z;le Qg1

i lax|c™N = b,, Nach dem

Majorantenkriterium konvergiert S°°° | @, und nach (8.2) gilt 32 b, = Lo

l—c”

Die Abschitzung (8.4) folgt dann wegen 3200 (a, — @) = S0, ai. O

8.10 Beispiel (Aligemeine harmonische Reihe)

Wir betrachten fiir den Exponenten e € Q die Reihe " >°  n™°.

e Diese divergiert fiir e < 1, denn dann ist fiir die Partialsummen s,, := >/, n~
das Cauchy-Kriterium verletzt: Fiir e < 0 konvergieren die Folgenglieder noch
nicht einmal gegen Null, wahrend fiir e € (0,1] und n € N die Folge der s,
divergiert:

e

2n 2n
Sop — Sp = Z k=¢ > Z (2n) ¢ =2"n'™* > 27°

oo 1

Insbesondere divergiert die harmonische Reihe Y~ | —.
e Dagegen konvergiert die Reihe > 7 n~¢ fir ¢ > 1, denn wir konnen die
Majorante b : N — R mit

b, := 27" fiir das eindeutige k € Ny mit 2% < n < 2F!

benutzen. Dies liefert wegen

oo 2k+1_1 oo 2k+1_q

S =33 5= 3 23 mit cm2 <1
n=1 k=0

k=0 n=2k k=0 n=2k

und (8.2) die Abschatzung

00 » 1
g;;?l < i_:TﬁT:z (6 >’1>. &

Die Berechnung von Reihen wird durch die folgende Aussage erleichtert (dabei
bezeichnet K den Kérper R oder C):
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8.11 Satz Fiir konvergente Reihen Y~ a, und > > b, in K gilt

i(an+bn) :ian—i—ibn und i(can) :cian (c € K).
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Beweis: e Mit den Partialsummen A,, := "7, a, und B, := > _, by existiert
fir alle £ > 0 ein beiden Reihen gemeinsames N = N () mit

|An—A|<§ , |Bn—B|<§ (n > N)

fir A:=>" a,und B :=3%_" b, Damit gilt fir > , (ay+by) = A, + B,
die Abschatzung

> (ax+b) — (A+B)| <|A, —A|+|B,—B|<e  (n>N).

n=1

e Die zweite Formel folgt wegen > _,(cay) — cA| = |c| - D r_jar — A]. O

8.12 Bemerkung (Vektorrdume von Reihen)

Aus der Folge (s,)nen der Partialsummen s, = >°)'_, a; konnen wir die Folge
(@p)nen durch a, = s, — s,—1 (mit so := 0) zuriickgewinnen. Denken wir uns
die Reihe >~ | a, durch die Folge a : N — K gegeben, so erhalten wir die
folgenden Inklusionen von K-Vektorraumen:

FONDKDA.

Hierbei bezeichnet F' den K—Vektorraum aller Folgen a : N — K, N den Raum
der Nullfolgen, K den der konvergenten Reihen und A den der absolut konver-
genten Reihen.

Wir wissen schon, dass N # F und K # N gilt (Beispiel: harmonische
Reihe). Die folgenden Uberlegungen beweisen, dass auch A # K gilt. &

8.13 Definition Eine reelle Reihe Y~ | a,, heiBt alternierend, wenn die Folge
((—=1)"an)nen eine monotone Nullfolge ist.

Vorsicht: Diese Definition entspricht der in [GL]. Oft wird eine reelle Reihe aber
schon dann alternierend genannt, wenn (—1)""!a, > 0 gilt.

8.14 Satz e Alternierende Reihen konvergieren.
e st Y~ | a, eine alternierende Reihe mit Partialsummen s, = >/, a; und
ay > 0, dann gilt

o
Son—1 = Son41 = Z (p 2 Sopt2 = Sop (n € N). (8.5)

n=1
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8.15 Bemerkung Falls a; < 0 ist, drehen sich die Vorzeichen in (8.5) um.
In beiden Fallen zeigt der Satz, dass man alternierende Reihen durch ihre
Partialsummen einschachteln kann. &

Beweis: Die Nullfolge (b,,)nen, bn := (—1)"a, < 0 ist monoton wachsend, und

Son+1 — Soapn—1 = bay, — b2n+1 <0 |, Sopg2— Sop = b2n+2 - b2n+1 >0,

was die duBeren Ungleichungen in (8.5) beweist. AuBerdem gilt

Sont2 = Sopt1 T Aont2 = Sont1 + b2n+2 < Sopt1-

Also konvergieren nach Satz 7.3 die monoton wachsenden bzw. fallenden be-
schrankten Folgen (s9,)neny und (S2,—1)nen. Da ihre Differenz (by,)nen €ine
Nullfolge ist, besitzen sie den gleichen Limes, namlich >>°  a,. O

8.16 Beispiel (Alternierende harmonische Reihe) Waihrend die harmonische
Reihe ZZL% divergiert, konvergiert die alternierende harmonische Reihe

> (7131%1, und zwar gegen eine Zahl*® im Intervall [so, 51] = [1/2,1]. &

n=1

8.3 Umordnung von Reihen

Bei endlichen Summen sind wir gewohnt, dass wir die Reihenfolge der Summan-
den verandern kénnen — schlieBlich ist die Addition kommutativ. Gilt dies auch
fiir Reihen?

8.17 Definition Eine Reihe  ~  a, ist eine Umordnung der Reihe Y | b,,
falls eine Bijektion o : N — N existiert mit

bg(n) = Qp, (TL € N).

8.18 Beispiel Wir betrachten fiir die alternierende harmonische Reihe Y ™°  a,
mit a,, = (717)1“1 die Umordnung
ban—2 = Qupn—3 , bgp_1:=asm—1 , b3, :=ag, (n € N),

_ 11 11 1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1
also a = (17_5757_4_1’5’_67"') und b = (1,3 _57577’_Z’§’ﬁ’_6"”)'

Fiir die Partialsummen A,, ==Y _;_, a; und B, := >"/_, b gilt wegen

1 1
Qg = 509p  und Ay o = —502,1 (k e N)

33Spiter werden wir sehen, dass der Grenzwert gleich In2 = 0.693 ist.
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n

Bs, = Z(ka—Z + bgg—1 + bsi) = Z(%k—s + g1 + agy)

k=1 k=1

(Qar—3 + Qap—1 + 2a4;)

M- 71-

(k-3 + Qag—2 + Qa1 + Gag) + (Qar — Qg—2)]
k=1

= An+; Z(a% + 1) = Asn + 542,

n=1

also >~ | by = lim,,_,oo By, = lim,,_y0 Ay, + %hmn_m Agy = % Yoo | G
Der Wert der Reihe > ° | a, hat sich also durch Umordnung geandert!

Der Trick besteht in diesem Beispiel darin, die Summe dadurch zu vergroBern,
dass die negativen Summanden im Vergleich zu den positiven Summanden " nach
hinten geschoben werden.” &

Dieses Beispiel ist typisch fiir alle bedingt konvergenten Reihen:

8.19 Satz (Riemannscher Umordnungssatz) B
Fiir jede bedingt konvergente reelle Reihe Y " | a,, und jedest € R existiert eine
Bijektion 0 : N — N, sodass >~ | ay(m) = t.

Beweis: Fiir den Beweis siehe z.B. [Bl, Kapitel 7.4] und [Hi, Kapitel 1.19]. O

Wir kénnen bedingt konvergente Reihen also nicht beliebig umordnen, ohne ihren
Wert zu verandern. Auf der positiven Seite stehen aber folgende Resultate:

8.20 Satz Die Reihe )" | a, sei konvergent, und ) > | b, mit by, = Gy(n) sei
eine Umordnung. Dann gilt Y7 b, =Y 1~ | a,, falls

1. die Permutation 0 : N — N eine endliche Umordnung ist, d.h. ein N € N
existiert mit o(n) = n fiir alle n > N, oder

2. die Reihe Y77 | a,, absolut konvergent ist.
Beweis: Wir vergleichen die Partialsummen A,, := > _, ay und B,, := >} _, by.
1. Esgilt A, = B, (n > N), also lim,,_,o, A,, = lim,,_,o, B.

2. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe > ", a,, ist A=30 |a] <
0o. Mit A, := Y"1, |ay| sei fiir e > 0 ein M € N so gewahlt, dass

~ ~ s £
A — A= > x| <5 (m = M),
k=M+1
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Setze N :=max(c7'(1),...,07*(M)), also N > M. Dann ist

%
Bn_ E Qg
k=1

<e (n > N),

denn fiir n > N ist wegen Y icqi,..n) Go(k) = S ax
o(k

)M
Bn_zak < Z(aa(k)_ak) + Z g
k=1 k=1 k=n+1

= | X wm— D w | D @
ke{l,...,n} k=M+1 k=n-+1
o(k)>M

= £ g

< Z |ao'(k;)|+ Z |ak|<§+§=€- O

ke{l,...n},o(k)>M k=M+1

8.4 Potenzreihen und die Exponentialfunktion

Potenzreihen sind Reihen der Form

220:0 an (U — ug)"

mit Koeffizienten a, € C, Entwicklungspunkt uq € C und Variable u € C. Wir
indizieren die Folge der Koeffizienten mit n € Ny. Fiir jeden vorgegebenen Wert
der Variablen ist eine Potenzreihe eine gewohnliche Reihe, wir wollen sie jedoch
als Funktion von u mit moglichst groBem Definitionsbereich auffassen. Sinnvoll
ist die Substitution z := u — uq.

Die Menge der Potenzreihen mit abbrechender Koeffizientenfolge (d.h. a,, # 0
nur fiir endlich viele n € Ny) kann mit dem Ring3* C[X] der komplexen Polynome
identifiziert werden, besitzt also Definitionsbereich C. Im Allgemeinen konnen wir
aber nicht ganz C oder auch nur ganz R als Definitionsbereich wahlen.

8.21 Beispiel (Die geometrische Reihe)

Diese in Beispiel 8.3 eingefiihrte Zahlenreihe kann als Potenzreihe ) ° /2™ mit
Koeffizientenfolge a,, = 1 aufgefasst werden. Wie wir gesehen haben, konvergiert
die geometrische Reihe fiir alle z € C mit |z| < 1, divergiert aber, falls |z| > 1. &

34Ist R ein Ring, dann bildet die Menge der Polynome ZZ:O apz® mit Koeffizienten a;, € R
selbst unter Addition und Multiplikation einen Ring, den Polynomring R[X].
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8.22 Satz Fiir jede Potenzreihe )~ a,z" gibt es ein eindeutiges r € [0, o0],
genannt Konvergenzradius, mit den Ejgenschaften

1. die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < r,
2. die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z| > r.

Beweis: Wir definieren den Konvergenzradius durch
r:=sup{|z| | z€ C, Y 7, a,z" konvergiert}
und beweisen fiir dieses r die Behauptungen:

1. Essei z € C, |z| < r. Dann gibt es nach Definition von r ein z; € C mit
|z1] > || und konvergenter Zahlenreihe "> a,z7.
Damit folgt die Beschranktheit der reellen Folge (b,,)nen, mit b, := |a,z7],
also B := sup{b, | n € No} < co. Wegen |a,z"| < Ba" fir z := | 2| < 1
konvergiert daher die Zahlenreihe > ° @, 2™ absolut.

2. Fiir |z| > r divergiert nach Definition von r die Zahlenreihe >~ ja,z". O

8.23 Beispiel (Die Potenzreihe ™ | #z”)
Diese wird uns im Zusammenhang mit dem Logarithmus begegnen.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe, Bsp. 8.21 schlieBen wir auf
einen Konvergenzradius r > 1. Andererseits ist die Reihe fiir z = —1 bis auf das
Vorzeichen gleich der harmonischen Reihe, also nach Bsp. 8.10: >~ 7 | _71 = —00.
Nach Satz 8.22 ist damit der Konvergenzradius r = 1.

Wie wir in Beispiel 8.16 gesehen haben, konvergiert aber die alternierende
harmonische Reihe, und damit auch unsere Reihe fiir z = 1. &

Die Beispiele 8.21 und 8.23 zeigen, dass fiir Konvergenzradius r € R™ Potenz-
reihen fiir Argumente z auf dem Kreis vom Radius 7 kein einheitliches Konver-
genzverhalten besitzen.

8.24 Bemerkung (Quotientenkriterium fiir Potenzreihen)
Aus Satz 8.9 folgt, dass die Potenzreihe ) ;7 a,z® mit a; # 0 einen Konver-
genzradius

- .. a
r > 7 :=liminf | —
besitzt, denn mit ay, := ap2* und |z| < 7 ist || = [®EEL] 2| < |“EEL| 7. Falls
ay ag ag
) a . . . o
lim,, o0 ‘—%H existiert, ist dieses sogar gleich r.

8.25 Definition Die Potenzreihe ) " == heiBt Exponentialreihe.
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B Re(exp(x+iy))
Ll Im(exp(x +7y))

Abbildung 8.1: Realteil (griin) und Imaginarteil (gelb) der Exponentialfunktion.

8.26 Lemma
Die Exponentialreihe besitzt den Konvergenzradius r = oo und das Restglied

|21
|RN(Z)| < m

Beweis: Fiir z € C ist mit b, := % der Quotient |b’;#‘ = % Damit ist sie
nach dem Quotientenkriterium konvergent, und die Abschatzung des Restgliedes

folgt aus (8.4): |Rn(2)] < llaivc' mit ay = ZVN' und ¢ := % =

(N > [2]).

Wir erhalten also eine Funktion

o0

exp: C—C |, exp(z):= Z

n=0

ZTL

H:

die so genannte Exponentialfunktion, siehe Abb. 8.1. Nach dem folgenden Lemma
gilt

exp(Z) = exp(z) (z € C).

8.27 Lemma Falls die Koeffizienten a,, einer Potenzreihe f(z) := >~ ja,z"
reell sind, und fiir ein z € C die Reihe konvergiert, dann konvergiert auch f(Z),
und f(Z) = f(2). Insbesondere ist fiir reelle z auch f(z) reell.

Beweis: Fiir die Partialsummen s, := >",_, ax2" und ¢, := > _, a;z" gilt

tn =3, ,also [sp—spm|=|ti—tn| €, meN).
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Damit folgt unter Verwendung des Cauchy-Kriteriums aus der Konvergenz
von lim,, .~ S, die von lim,,_, t, = lim,, .« S5,, = lim,,_s 0 Sp. O

Es geniigt also etwa, die Exponentialfunktion im Abschluss {z € C | Im(z) > 0}
der oberen Halbebene zu kennen, um sie iiberall zu berechnen.

8.28 Satz (Wurzelkriterium fiir Potenzreihen) Der Konvergenzradius der
Potenzreihe Y~ a,z" ist r = 1/e mit e := limsup,_,., {/|a,| € [0, 00].

Beweis:
e Fiir z € C mit |z| < r existiert mit ¢ := € (elz],1) fiir r < oo bzw.
c:=1/2 fiir r = 0o ein N, sodass

la,z"| < " (n > N).

Damit ist nach dem Majorantenkriterium die Zahlenreihe Y 72  a,2" absolut
konvergent.

e Ist dagegen |z| > r, und definiert £ : N — N eine Teilfolge mit lim, .
"*/|a,| = e, dann divergiert die Teilfolge (ax, 2" ),en, also auch die Zahlenreihe

2 ko An 2" -

8.29 Beispiel (Sinus und Cosinus als Potenzreihen) Die trigonometrischen
Funktionen Sinus und Cosinus werden fir z € C durch ihre Potenzreihen

) 0 . 22k+1 23 Z5
=0
o0 Z2k 22 2:4
cos(z) = Z(_l)k(zk)[ = 1_?+ﬂ:':'” (8.7)
k=0

definiert. Da jeder zweite Koeffizient
gleich Null ist, ist im Gegensatz zum Be-
weis von Lemma 8.26 das Quotientenkri-
terium nicht direkt anwendbar. Allerdings
ist fiir den Cosinus

1
3 n _ : 2k —
e Vel = i/ iy =

denn wegen

(2k) = (1-2k)(2- (2k = 1)) ...~ (k(k + 1)) = k" ist 3/ 5 < -
Analog argumentiert man fiir den Sinus, sodass beide Potenzreihen Konvergenz-

radius » = oo haben. In der nebenstehenden Abbildung sind die Graphen der
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Re (Cos (x+iy)) %
-2

21 m(Cos (x+iy))

Abbildung 8.2: Real- und Imaginarteil des Cosinus.

ersten elf Partialsummen der Potenzreihe des Cosinus dargestellt, mit reellen Ar-
gumenten z. In Abbildung 8.2 sieht man den Graphen von Real- und Imaginarteil
des Cosinus. &

Bis jetzt haben wir konvergente Reihen nur addiert, nicht multipliziert. Dies
holen wir jetzt nach.

8.30 Satz Fiir absolut konvergente Reihen >  ja, und ) ° b, ist auch
Yo o Cn mit dem (kommutativen) Cauchy-Produkt

Cp ‘= Z arbp_p = Z bran_r = Z agby, (n € No)
k=0 k=0

Lm>0: {+m=n

absolut konvergent, und >">° ¢, = (D07 yan) (307 bn).

8.31 Bemerkung (Faltung) .
Sind die betrachteten Reihen Potenzreihen, mit a,, = @, 2" und b, = b,2", dann
ist

o o0 n

=) Ez" mit &= apbu.

n=0 n=0 k=0
In der gliedweisen Multiplikation fasst also ¢, die Summanden mit der n—ten
Potenz von z zusammen. Statt vom Cauchy-Produkt spricht man auch von der
Faltung der beiden Reihen. &

Beweis:
e Vergleichen wir die Partialsummen A, := Y, jas, B, := Y _ b, und
Cn = 1_,Ck dann gilt

A, = |Cp — AuB,| = ‘ S a bm(

(£,m)€Sn
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mit der Indexmenge S, := {({,m) € {0,...,n} x {0,...,n} | L+m >n}.
. Ahnlich gilt fiir die Partialsummen der Absolutbetrdge A, =300 lad,
By =3 o lbm| und Cp =370 G mit &, =375 |agl[bi| = |cn

Ap=1Cp = ABul= Y ladlbm] und A, > A,
(¢,m)eSn

e Es geniigt damit zu zeigen, dass lim,,_,oc A,, = 0 ist, denn dann folgt mit dem
Satz 7.33 iiber das Produkt von Cauchy-Folgen

¢, = lim én = lim (fln Bn) = lim zzln lim Bn < 00,

n—oo n—oo n—00 n—oo

WK

I
o

n

und wegen ¢, > |c,| konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch » " c,.
AuBerdem konvergiert diese Reihe dann wegen A, > A, gegen das Produkt

(>- gan) (5.2, by) der Reihen.
o Nun ist mit A := Yoo lan] = limy, o0 A, und B := S o 1bn| = limy e B,

n

o= X faditnl < 3 e S loal+ Xladd 32 o
=0

(£,m)€Sn £: 5 <t<n m=0 m: g<m<n
< Y B o+ A Y bl (69)
£: 5 <t<n m: g<m<n

sieche Abbildung 8.3, was wegen der absoluten Konvergenz der Reihen tatsachlich
gegen Null konvergiert. O

Angewandt auf die Exponentialfunktion erhalten wir
8.32 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22) (21,29 € C).

Beweis: Die beiden Reihen auf der linken Seite der Gleichung sind nach Lemma
8.26 absolut konvergent. Mit den Gliedern a,, := % und b, := 2—2, dieser Reihen
erhalten wir als Cauchy-Produkt

a N 1 < (n (z1 4+ 22)"
L= bnf — 1~2 — k_n—k —
‘ kZ:O T Py 5 T 2 (k) 1% n!

k=0

das n—te Glied der Reihe exp(z; + 22). Die Behauptung folgt aus Satz 8.30. O

8.33 Korollar Fiir alle z € C gilt exp(2) # 0 und exp(—z) = —

exp(z) ’
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0 2 4 6

8 0

2 4 6 8

Abbildung 8.3: Vergleich der Indexmenge S,, (links) und der in der Doppelsumme
(8.8) benutzten Indexmengen (rechts), fiir n = 6.

Wir konnen die Exponentialfunktion durch Polynome approximieren, indem wir
die Partialsummen ihrer Potenzreihe benutzen. Daneben kommt oft folgende

Polynomapproximation vor:

8.34 Satz Fiir alle = € C gilt

exp(z) = lim <1 + %)n,

n—oo

siehe nebenstehende Abbildung

fiir reelle z.

Beweis:

(1+2)", k=1,23

e Wir schitzen fiir z € C und n > max(1, |z|) die folgende Differenz ab:

‘exp(z) - <1 +

Z>"
n

n k k—1
S Z_ (1 o /=0 (n _

i n Zk
2 ()

+ Rn+1(|z|)

+ Rn+1(|ZD7 (8'9)



mit Restglied R,11(2) == > 2,11 2—]7
e Nach Lemma 8.26 gilt fiir den zweiten Term von (8.9): lim,, oo Ryi1(2) = 0.
e Die Summanden im ersten Term von (8.9) sind von der Form Zk—’;amk mit

A= 1— IZ:_& (1 — %) also

lang] <1 und Ly, e an g = limy, o (1 e 5)) —0 (keN).

(8.10)
Nach der ersten Abschatzung in (8.10) ist >, i—',k eine Majorante der endlichen
Reihen Y, ankfj Da o, i‘,k absolut konvergiert, gibt es fiir alle € > 0 ein
N mit 0 EE < /2, also auch

ZZ:N an,k‘zk_u < hen ‘Zk_|' < D hen ‘Z|~ <3 (n > N).
Andererseits folgt aus der zweiten Abschatzung in (8.10), dass ein M existiert
mit

Zk2a”kk' <3 (n > M).
Zusammengenommen ist

S Qank‘;j, <ttt=c  (n>max(M,N)).

= 0. O

Daraus folgt fiir den ersten Term in (8.9): lim,, ‘22:2 Zk—ljamk

Potenzreihen Y ja,z™ und Y ° , b,z" mit voneinander verschiedenen Ko-
effizientenfolgen miissen nicht unbedingt voneinander verschiedene Funktionen
definieren, denn es kann sein, dass wie im Beispiel

a, :=n! und b, :=(2n)!

beide iiberhaupt nur fiir z = 0 konvergieren, aber ay = by ist. Sind aber beide
Konvergenzradien positiv, dann konnen die Funktionen nicht iibereinstimmen,
denn sonst ware ihre Differenz konstant Null, was der folgenden Aussage wider-
sprechen wiirde:

8.35 Lemma
. . 0 e .
Der Konvergenzradius r der Potenzreihe ) > a,2" sei positiv, und es gebe einen

Koeffizienten a), # 0. Dann gibt es ein z € C mit |z| <r und Y7  a,z" # 0.

Beweis: Es sei n € N der kleinste Index mit a,, # 0. Dann gibt es fiir 7 :=
min(r, 1) eine Konstante ¢ < oo mit

o0

E akzk

k=n+1

<cl2"t (Il £7/2),
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nach Satz 8.22.1z.B. c:= 37 ., |ax] (

z2#0
>
k=0

Wir werden spater ein Verfahren besprechen, das es gestattet bei Potenzreihen

g)’“’”’l. Damit ist fiir geniigend kleine

> |an2"| — c|2"" = |2|* (Jan| — c|2]) > 0. O

f(z) = > 77, a,z" von positivem Konvergenzradius die Koeffizienten a,, durch
Bildung der Ableitungen von f zu berechnen.

9 Stetige Abbildungen

Wir betrachten eine Abbildung f : M — N zwischen den metrischen Raumen
(M, dM) und (N, dN>

9.1 Definition

e Fiirm € M heiBt f folgenstetig in m, wenn fiir jede gegen m konvergente
Folge a : N — M auch foa: N — N gegen f(m) konvergiert.

e [ heiBt folgenstetig, wenn sie fiir alle m € M folgenstetig in m ist.

.. : . 0, <0
9.2 Beispiel Die Funktion f: R — R, f(z) = { 1230
ist folgenstetig in allen Punkten auBer in x = 0.
Denn fiir m # 0 existiert fiir jede gegen m konvergente Folge a : N — R ein
no € N mit |a, —m| < |m| (n>ng), also f(a,) = f(m).
Fiir m = 0 dagegen konvergiert zwar die Folge mit a,, := —1/n gegen m,

aber lim,,_, f(a,) =0 # f(m) = 1. &

Folgenstetigkeit von Abbildungen ist eine normalerweise erwiinschte Eigenschaft,
weil sich unter diesen Abbildungen das Konvergenzverhalten nicht verschlech-
tert.3®

9.1 Stetigkeitskriterien

Um die Folgenstetigkeit von f : M — N zu untersuchen, miissen alle konver-
genten Folgen a : N — M betrachtet werden. Praktischer ist oft die folgende
"e-0-Definition” der Stetigkeit, die mit den Umgebungen

Us(m) ={x € M | dy(z,m) <} (6 >0)

35Wohl aber konnen selbst nicht folgenstetige Abbildungen das Konvergenzverhalten ver-
bessern. Z.B. ist die reelle Folge mit a,, := n nicht konvergent, wohl aber f(a,) mit f aus
dem obigen Beispiel.
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von m bzw. deren Bildern arbeitet.

9.3 Definition

e f: M — N heiBt stetig in m € M, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 = d(¢) > 0
existiert mit

F(Us(m)) € U (F(m)). 01)
o f heiBt stetig, wenn sie fiir alle m € M stetig in m ist.

Damit ist mit f auch die Restriktion f|;; : M — N auf jede Teilmenge M von
M stetig.

Andererseits ist Stetigkeit eine lokale Eigenschaft, d.h. falls fiir ein ¢ > 0 gilt:
flu.(m) ist stetig in m, dann ist [ selbst stetig in m.

9.4 Satz
f M — N ist genau dann folgenstetig in m € M, wenn f stetig in m ist.

Beweis:

e Falls (9.1) gilt, und a : N — M gegen m konvergiert, konvergiert auch foa :
N — N gegen f(m), denn fiir jedese > 0 und § = 6(¢) > 0 aus (9.1) existiert
ein no(J) mit

dy(ay,m) <o (n > ng),

also dy (f(an), f(m)) <e (n>ng).

e Falls dagegen (9.1) nicht gilt, gibt es ein € > 0 mit

F(Ua(m)) ¢ U-(f(m))  (n€N).

Wir konnen damit eine Folge a : N — M konstruieren mit a,, € Uy, (m), aber
f(an) € U(f(m)). Es gilt dann zwar lim,, .o a, = m, aber foa: N — N
konvergiert nicht gegen f(m). O

Betrachten wir speziell Funktionen f : R — R, dann kdnnen wir die Bedingung
der Stetigkeit in m € R folgendermaBen visualisieren.

Wir betrachten zunichst im R? einen um die Hohe f(m) zentrierten horizon-
talen Streifen der Breite 2¢. Dann muss ein um den Abszissenwert m zentrierter
vertikaler Streifen (mit Breite 20) existieren, sodass der Graph von f innerhalb
des vertikalen Streifens den horizontalen Streifen nicht verlasst.

Dies ist im Beispiel von Abbildung 9.1 aber nicht moglich.

9.5 Satz Die Komposition foqg : L — N einer inl € L stetigen Funktion
g : L — M und einer in g(1) € M stetigen Funktion f : M — N ist stetig in .
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Abbildung 9.1: Graph einer bei m unstetigen Funktion f: R — R

Beweis: Konvergiert eine Folge a : N — L gegen | € L, dann gilt nach Vor-
aussetzung lim,, ., b, = g(1) fiir die Bildfolge b :== goa : N — M. Damit ist

limy, o0 f(bn) = f(9(01))- D

Die Komposition stetiger Funktionen ist also stetig.

9.6 Satz

1. Sind die vektorwertigen Funktionen f,g : M — R" stetig in m € M, dann
ist auch f4+g: M — R" (mit (f +g)(x) := f(x) + g(x)) stetiginm € M.

2. Sind die komplexwertigen Funktionen f,g: M — C stetig in m,

e dannist auch f-g: M — C (mit (f-g)(x) := f(x) - g(z)) stetig in m.
e Gleiches gilt fiirg : M — C, falls g(m') # 0 fiir alle m’ € M.

Beweis: Wir beweisen die Folgenstetigkeit:
1. Konvergiert ¢ : N — M gegen m, dann gilt nach Voraussetzung lim,, ,, a, =
f(m) und lim, o b, = g(m) fiir a,, :== f(c,) und b, := g(cn).
Nach Satz 7.33.1 ist dann
lim (f 4+ g)(¢,) = lim (a, + b,) = lim a, + lim b, = f(m) + g(m).
n— oo n—00 n—00 n— o0
2. In gleicher Weise folgen die Aussagen liber Produkte und Quotienten kom-
plexwertiger Funktionen aus dem zweiten Teil von Satz 7.33. O

Wieder kénnen wir C mit R? identifizieren, um aus Teil 1 zu folgern, dass die
Summe stetiger komplexer Funktionen stetig ist. Da die identische Abbildung
sowie konstante Abbildungen immer stetig sind, erhalten wir
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9.7 Korollar Fiir K € {R,C} und Polynome p,q € K|z] ist die rationale Funk-
tion
f=2:D—K stetigauf D:={xeK]|q(x)#0}

Insbesondere sind alle Polynome p : K — K stetig.

9.8 Definition

e Die Menge der stetigen Funktionen f : M — N wird mit C(M, N) bezeichnet.
e Fiir K € {R,C} schreibt man auch Cx(M) fiir C(M,K).

Nach Satz 9.6 ist Cx (M) ein K-Vektorraum.

9.2 Grenzwerte von Funktionen

Wir haben in Definition 7.34 den Begriff des Haufungspunktes y € M einer
Folge a : N — M in einem metrischen Raum eingefiihrt. In Satz 7.37 haben wir
festgestellt, dass y genau dann Haufungspunkt von « ist, wenn der Punkt Limes
einer Teilfolge von a ist

9.9 Definition

e Fiir eine Teilmenge N C M eines metrischen Raumes heiBt ein Punkt y €
M Haufungspunkt der Menge N, wenn eine gegen y konvergente Folge
a:N— N\{y} existiert.

e Die Menge N heil3t abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungspunkte enthilt.

Diese Definition von Abgeschlossenheit ist dquivalent zu der in Definition 7.26.

9.10 Lemma y € M ist genau dann Haufungspunkt der Menge N C M, wenn
fiir alle € > 0 gilt: (N\{y}) N U.(y) # 0.

Beweis:

e Falls y Haufungspunkt von N ist, also eine Folge a : N — N\{y} mit
lim,, o d(a,,y) = 0 existiert, sind fiir n > ng(¢) die Folgenglieder a, €

(NM\{y}) N Us(y).

e Koénnen wir dagegen fiir jedes n € N einen Punkt a, € (N\{y}) N Uin(y)
finden, dann gilt lim,, .., a,, = y, v ist also Haufungspunkt von N. O

Wir sehen, dass ein Haufungspunkt y € M einer Folge a : N — M nicht
Haufungspunkt der Bildmenge a(N) C M sein muss. Insbesondere besitzt das
(einelementige!) Bild von konstanten Folgen keinen Haufungspunkt.
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9.11 Beispiele (Abgeschlossenheit)

1.

Die Menge Q C R besitzt ganz R als Menge von Haufungspunkten, ist also
nicht abgeschlossen.

. Die Menge Z C R besitzt keinen einzigen Haufungspunkt und ist damit ab-

geschlossen.

Die Menge der Haufungspunkte des offenen Intervalls (a,b) (mit —oo < a <
b < o) ist das abgeschlossene Intervall [a,b] (und letzteres ist auch abge-
schlossen im obigen Sinn).

Dagegen ist die Menge der Hiaufungspunkte von (—o0,00) in R wieder R.

Statt dessen erhdlt man als Menge der Haufungspunkte [—oo, o] = R, wenn
man (—o00, c0) als Teilmenge der erweiterten Zahlengerade R mit der in Bei-
spiel 7.25.6 eingefiihrten Metrik auffasst. &

Mithilfe des Grenzwertes von Folgen definieren wir Grenzwerte von Funktionen.

9.12 Definition Es seien (M, dy;) und (L, dy) metrische Riume, und m € M
Haufungspunkt der Teilmenge N C M.

e Dann hat eine Funktion f : N — L in m € M den Grenzwert oder Limes

¢ € L, falls fiir jede in M gegen m konvergente Folge a : N — N \ {m} gilt:

lim f(ay) = ¢.

k—o0

e In diesem Fall schreibt man lim,_,,, f(z) = ¢.

9.13 Beispiele (Grenzwerte)

1.

Auf der Teilmenge N := C\{0} von M := C hat

f:N—=C xH—eXp(I)_l

' x

den Grenzwert lim, o f(x) = 1.

Denn 0 ist Haufungspunkt von N, da die Folge a : N — N, a;, = 1/kin R
gegen 0 konvergiert. Weiter ist fir |z] < 1

1 o= zF
_E:ﬂ 1| =
T k!

k=1

Es ist aber lim,_,q %”z' =0.

o0 k

;(kﬂ)!_l

[f(z) = 1] =

<i’I|k: |:l?|
Bt 1— |
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2. Setzen wir g : R — R, g¢g(z) := min{|z — k| | £ € Z}, dann ist g pe-
riodisch mit Periode 1, d.h. g(x + 1) = g(z) fir alle z € R, und g ist
stetig, denn auf den Intervallen [( —1/2,0+1/2] um ¢ € Zist g(x) = |z —{|.

g(x)

1
2

¥ E 1
-1 - 1 -1 -
2 2 2

Damit ist auf der Teilmenge N := R\{0} C R auch

fiN=R . f(z):=g(1/z)

stetig. Aber in 0 besitzt f keinen Grenzwert:
Fiir jeden Parameterwert ¢ € [0, 1/2] konvergiert die Folge

1
a9 N N , al(f) ::kj+
c

gegen 0. Der Grenzwert der Bildfolge ist aber parameterabhangig:
- (©) 1
hmf(ak ) =95 =9k+c)=c (cel0,1/2]).
k—o00 ay

3. Zwar definiert jeder Quotient § von Polynomen (mit ¢ # 0) eine rationale
Funktion f := § : D — R, aber umgekehrt bestimmt f nicht p und ¢, denn
fir ein Polynom r € R[z]\{0} ist fir p := pr, ¢ = qr und G(x) # 0 auch
flz) = % gleich f(z).

Falls der Definitionsbereich D von jiaber echt kleiner als der Definitionsbe-
reich D von f ist, gilt fir x € D\D: lim, ., f(y) = lim,, f(y) = f(2),
denn x € D ist Haufungspunkt von D und f ist stetig.

Durch Kiirzung von Zahler und Nenner (mithilfe des euklidischen Algorithmus)

einer rationalen Funktion kénnen wir sie damit auf ihrem gréBtmoglichen Ste-
tigkeitsbereich definieren. &

Speziell fiir auf Teilmengen von R definierte Funktionen haben sich folgende De-
finitionen eingebiirgert (wobei wir uneigentliche Grenzwerte reeller Folgen mit-
betrachten).
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9.14 Definition Eine auf D C R definierte Funktion f : D — R besitzt

e den rechtsseitigen Grenzwert oder Limes ¢ € R bei y € R, wenn y
Haufungspunkt der Menge D := D N (y, 00) ist, und fiir alle gegen y kon-
vergenten Folgen

a:N— Dy gilt: lim f(a,) =c.

n—oo

e Man schreibt dann lim,~ , f(z) = c.

e Analog wird der linksseitige Grenzwert (Limes) lim, ~, f(z) mittels der
gegen y konvergenten Folgen a : N — D := D N (—o00,y) definiert.

Falls die links- und rechtsseitigen Grenzwerte existieren, ist f in y € D genau
dann stetig, wenn gilt:

li f(z) = lim f(2) = (y).

9.15 Beispiele (Links- und rechtsseitige Grenzwerte)

1. Fiir die mithilfe der reellen Polynome p(z) = >"\°, axz® und q(z) := >}, bpa”
mit a,, # 0 # b,, definierte rationale Funktion gilt

plz) sign (a,, /by) - 00 min
lim —< = A [, , m=n .
w70 () 0 , m<n
. . R 1 .
2. Fir f:R\{0} = R, f(z):= Py Eeye ist
lim f(z) =—-1 , limf(z)=1 , lim f(x)= lim x) =0,
lay /(2 e lim f(@) = lim_f(o)
denn f(z) = %. Die links— und rechtsseitigen Limiten bei 0 existieren
also, stimmen aber nicht {iberein. Daher konnen wir f nicht zu einer stetigen
f(x)
1\
Funktion f : R — R mit ]E\R\{o} = f erweitern. &

101



9.3 GleichmiaBige Stetigkeit und gleichmaBige Konvergenz

9.16 Definition Eine Abbildung f : M — N zwischen den metrischen Raumen
(M,dy) und (N,dy) heiBt gleichmaBig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein
5 > 0 gibt mit dN(f(:L’),f(y)) < e fiir alle x,y € M mit dp(x,y) < 6.

Im Vergleich mit der Definition 9.3 der Stetigkeit wurden hier Quantoren
vertauscht, denn das gleiche > 0 muss fiir alle x geniigen. f ist genau dann
gleichmaBig stetig, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 0 = () > 0 existiert

f(Us(m)) CU(f(m))  (me M).

Damit folgt aus der gleichmaBigen Stetigkeit die Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.

9.17 Beispiele (GleichmaBige Stetigkeit)

1. Die Funktion f : R — R, x — f(x) := z?, ist als rationale Funktion stetig.
Aber f ist nicht gleichmaBig stetig: fiir £ := 1 und ¢ > 0 gilt mit x := 1/¢:

flx+6)— f(z) =2+ >¢.

2. Die Funktion f : R — R, x — f(z) := \/|z|, ist gleichmaBig stetig, denn fiir

e>0,d0:=¢c%und p € (0,0] ist wegen f(z+p) — f(x) = %%

sup | f(z +p) = f(x)] = [f(p) = FO = [f(DI < |f(O)[ = O

zeR
Der Begriff der gleichmaBigen Stetigkeit ist wegen der folgenden Aussage wichtig.

9.18 Satz
Essei f : M — N eine gleichmaBig stetige Abbildung zwischen den metrischen

Riumen (M,dy) und (N,dy). f ist dann Cauchy-stetig: Sei (a,)nen €ine
Cauchy-Folge in M. Die Bildfolge (f(ay)),cy st dann eine Cauchy-Folge in N.

Beweis: Da a : N — M eine Cauchy-Folge ist, existiert fiir § > 0 ein mg(d) mit
dy(ar,a0) <6 (k0 > mg(d)). Fiir e > 0 sei 6(¢) > 0 wie in Definition 9.16.
Dann ist

dy (f(ar), fla)) < e (k, 0> mo(6(e))). O

9.19 Beispiel (Stetigkeit und gleichmaBige Stetigkeit) Sei ¢ € R und

l,z2>q
0,x<q

fi: Q=R fq(:v):={
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o f, ist fir ¢ € Q unstetig. Denn die Folge a : N — Q, a, := ¢+ (—1)"/n
konvergiert gegen ¢, die Bildfolge f oa : N — R aber nicht gegen f(q) = 1,
da

foal2k—1)=0 , foa(2k)=1 (k e N).

o fqist fir ¢ € R\ Q stetig. Denn fiir x € Q und 0 € (0, |z — ql) ist fly, ()
konstant. Aber f ist nicht gleichmaBig stetig. Denn fiir eine Cauchy-Folge
a:N— Qmita(2k—1) < ¢ < a(2k) (k € N) ist foa keine Cauchy-Folge.

9.20 Definition
Eine beschrankte und abgeschlossene Teilmenge des R™ heifit kompakt.

9.21 Satz (Heine) Ist K C R™ kompakt, dann ist jede stetige Abbildung
[ K — R" gleichmabBig stetig.

Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.

1. Ist f nicht gleichmaBig stetig, dann gibt es ein ¢ > 0 und eine Nullfolge
(0n)nen positiver Zahlen 6, fiir die mit geeigneten z,, € K gilt:

F(Us,(2)) € U(f(2n))  (n€N).

2. Nach dem Satz 7.41 von Bolzano-WeierstraB hat die Folge x : N — K einen
Haufungspunkt © € R". Da K abgeschlossen ist, ist sogar = € K.

3. Fiir eine geeignete gegen I konvergente Teilfolge (2,(n))nen gilt:

Ul/n<1~7> D) Ugm(n) (Im(n)) (n - N)
4. Wenn f stetig ist, gibt es ein N mit || f (@) — f(Z)|| < e/2fiirallen > N.
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus U. (f(zm(m))) 2 Us2(f(Z)).
Zusammengenommen impliziert das

1.

F(Uyal@) 2 f (Us iy (@mm))) € U (f (@) S Up(f(3) (> N),

also
F(Un(2)) € Uspo(f(2)) (n > N).

Das steht in Widerspruch zur Stetigkeit von f im Punkt Z. O

9.22 Definition Seien M eine Menge und (N,d) ein metrischer Raum. Eine
Folge (fu)nen, von Abbildungen von f, : M — N
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e konvergiert punktweise gegen die Abbildung f : M — N, wenn fiir jedes
x € M die Folge (f,,(x)),cn gegen f(x) konvergiert.

e Die Folge (f,)nen konvergiert gleichmaBig gegen die Abbildung f, wenn es
zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mit

d(f(z), fa(z)) <€ (n>mng, x € M).

Bei der gleichmaBigen Konvergenz muB das gleiche ng € N fiir alle x € M
herhalten. Daher gilt:

9.23 Satz Aus der gleichmaBigen Konvergenz von f,, gegen eine Abbildung
f: M — N folgt die punktweise Konvergenz von f, gegen f.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt im Allgemeinen nicht.

9.24 Beispiel (Punktweise aber nicht gleichmaBige Konvergenz)

Die Folge f
foi[0,1]=00,1] , x> fulz) =2" ‘ ]
" ;";F
konvergiert zwar punktweise aber nicht gleich- . f/
. /1
miBig gegen - i/
0 ,ze0,1] | . /)

. ) ) 'S /
fil0,1 = 0,1 xH{l am1 x, /)
Denn da f, stetig ist mit f,(1) = 1, gibt es zu /1/
jedem n € N ein z € [0,1) mit — .

f(z) = fal@)| = ful2x)| = 1/2. <
Die gleichmaBige Konvergenz ist nichts anderes als die gewohnliche Konvergenz
auf dem Funktionenraum:
Es sei M eine Menge, (N, d) ein metrischer Raum. Mit N™ = Abb(M, N)

bezeichneten wir die Menge aller Abbildungen von M in N, und wir definieren
die Funktion d : N™ x NM — R, die je zwei Abbildungen f,g € N* den Wert

d(f,g) := sup {min (d(f(z), g(x)),1) | x € M}
zuordnet. Dann gilt:

(i) Die Funktion d ist eine Metrik auf N,

(ii) Eine Folge (fn),cy von Abbildungen f, € N konvergiert genau dann
gleichmiBig gegen eine Abbildung f € N, wenn (f,), .y als Folge im
metrischen Raum (N, d) gegen f konvergiert.
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9.4 Eigenschaften stetiger reeller Funktionen

Die reellen Zahlen sind angeordnet. Dies hat Konsequenzen fiir reelle Funktionen,
die wir jetzt untersuchen.

9.25 Satz (Zwischenwertsatz) Fiir f € Cg([a,b]) und jedes y mit
min (f(a), f(b)) <y < max(f(a), f(b)) gibt es ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Beweis: o Wir nehmen f(a) < f(b) an. Den umgekehrten Fall f(a) > f(b)
kdnnen wir analog behandeln.

e Also ist y € [f(a), f(b)]. Wir setzen M, := {p € [a,b] | f(p) < y}. Dann ist
a € M,, also M, # ), und wegen der Abgeschlossenheit des Intervalls [a, D] gilt
x :=sup(M,) € [a,b]. Wegen der Stetigkeit von f ist f(z) <.

e Ist x = b, dann muss wegen der Annahme y < f(b) gelten: f(z) = f(b) =y,
so dass wir eine Losung gefunden haben.

e Andernfalls ist f(p) > vy fiir alle p € (z,b] # 0, also f(z) = lim,, f(p) > y.
e Insgesamt ergibt sich f(x) = y. O

Konstruktiv l3sst sich ein solches = finden, indem man (fir f(a) < f(b)) das
Intervall [a,b] in die Teilintervalle [a, “T“’} und [“T“’,b} aufteilt und iterativ das
erste bzw. das zweite Teilintervall untersucht, je nachdem ob f (%2) > y oder

f (%) < y ist. Dieses Verfahren wird z.B. in FORSTER [Fo, §11] beschrieben.

9.26 Korollar
Ist I C R ein Intervall und f € Cr(I), dann ist auch f(I) C R ein Intervall.

Beweis: o Fiir [ = () ist auch f(I) = (), also ebenfalls ein Intervall. Sonst
gilt: Fir A := inf(f(I)) € RU {—oc0} und B := sup(f(I)) € RU {oo} ist
7(I) € [A, B].

e Andererseits ist (A, B) C f(I), denn fiir jedes y € (A, B) gibt es nach Defi-
nition von A und B Punkte a,b € I mit f(a) <y < f(b). Nach dem Zwischen-
wertsatz (Satz 9.25) existiert ein z € I mit f(x) = y.

e Da die einzigen Teilmengen M von R mit (A4, B) C M C [A, B] Intervalle
sind, ist f(I) ein Intervall. O

9.27 Definition

o Fiir f : M — R heift m € M Minimalstelle (bzw. Maximalstelle) und
f(m) Minimalwert (bzw. Maximalwert), wenn gilt:

f(x) = f(m) (bzw. f(x) < f(m))  (z € M)

e m € M heiBt Extremalstelle und f(m) Extremwert, wenn m Minimalstelle
oder Maximalstelle von f ist.

105


https://de.wikipedia.org/wiki/Zwischenwertsatz
https://de.wikipedia.org/wiki/Extremwert

9.28 Satz Eine auf einer kompakten Teilmenge M C R", M # () definierte
stetige Funktion f € Cr(M) nimmt ihr Maximum und ihr Minimum an, d.h. es
existieren Extremalstellen x+ € M mit

fla)=inf (F(M)) und f(xs) =sup (F(M)).

Beweis: e Nach der Definition des Supremums existieren 2, € M (k € N) mit

lim f(zx) = sup (£(M)).

k—o0

e Nach dem Satz von Bolzano—WeierstraB (Satz 7.41) existiert ein Haufungs-
punkt x, der beschrankten Folge (xj)ken, und wegen der Abgeschlossenheit von
Mistx, € M.

e Wegen der Stetigkeit von f ist f(z) = sup (f(M)), also z; Maximalstelle.
e Analog argumentiert man fiir die Minimalstelle x_. O

Die Aussage gilt insbesondere fiir abgeschlossene Intervalle [a, b] C R. Man kann
sich aber durch Gegenbeispiele davon iiberzeugen, dass die analoge Aussage fiir
offene oder halboffene Intervalle nicht gilt.

Im Allgemeinen ist die Umkehrfunktion f~! : N — M einer stetigen Bijektion
f+ M — N nicht stetig.3° Fiir reelle Funktionen ist dies aber doch der Fall (siehe
Satz 9.30.3). Zunichst definieren wir in Analogie zu den reellen Folgen:

9.29 Definition Eine Funktion f : M — N mit M, N C R heiBt
e monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend), wenn

f@) z f(z)  (bzw. f(2) > f(z)) (@' >z e M),
e monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), wenn
f@) < flz)  (bzw. f(2) < f(z)) (@' >z e M),
e (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

9.30 Satz 1. Fiir D C R sind streng monotone Funktionen f : D — R injektiv.

2. Umgekehrt ist eine injektive auf einem Intervall I definierte Funktion f &
Cr(I) streng monoton.

3. Die Umkehrfunktion f~' : I' — I einer auf einem Intervall I definierten
bijektiven stetigen Funktion f : I — I' C R ist ebenfalls stetig.

3%Ein Gegenbeispiel ist die bijektive, stetige Abbildung f : [0,27) — S, 2 +— exp(ix), die
das Intervall auf die Kreislinie S* C C abwickelt, sieche Lemma 10.4.
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Beweis:
1. Bei strenger Monotonie gilt f(z') # f(z) fir 2’ # «.

2. Wenn f nicht streng monoton wachsend ist, gibt es 2’ > x € I mit f(2') <
f(x). Wegen der Injektivitdt von f ist sogar f(x') < f(x). Damit ist aber
schon f streng monoton fallend. Denn gébe es Punkte a < @’ < a” € D mit
der monotonieverletzenden Eigenschaft
e f(a') > f(a) > f(a"), dann gidbe es nach dem Zwischenwertsatz (Satz
9.25) ein a” € (a/,a”) mit f(a") = f(a);

e analog kann f(a"”) > f(a) > f(a’) nicht vorkommen.

3. Nach 2. ist f : I — I’ streng monoton. Sei nun y € I’ und z := f~!(y). Fir
alle € > 0 miissen wir ein 6 = d(¢) > 0 finden mit

f_l((y—é,y—HS)) C(r—e,x+¢). (9.2)

Dazu setzen wir 64 := |f(x £¢) —y| > 0, falls £ ¢ € I und 45 := 1 sonst.
Damit folgt (9.2) mit 0 := min(d,,d_) aus der strengen Monotonie von f. O

10 Elementare Funktionen

Unter den elementaren Funktionen versteht man die Polynome, die Exponential-
funktion und die aus diesen durch endlich viele Anwendungen der Grundrechen-
arten, von Komposition und Inversenbildung gewonnenen Funktionen.

Diese Menge umfasst die rationalen Funktionen ebenso wie den Logarith-
mus und die trigonometrischen Funktionen. Die Betrachtung im Komplexen wird
unvermutete Beziehungen zwischen ihnen offenbaren.

10.1 Die Exponentialfunktion und der Logarithmus

Wir wissen schon, dass die die Exponentialreihe Konvergenzradius oo besitzt
(Lemma 8.26) und daher eine Funktion

OOZn
exp:C—>C zr—>E —
n!

n=0

die Exponentialfunktion, definiert.

10.1 Lemma Die Exponentialfunktion ist stetig.
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Beweis: Um die Stetigkeit in 2z € C zu beweisen, schreiben wir mithilfe der
Funktionalgleichung (Satz 8.32)

exp(z) = exp(zp) exp(z — 2o)

und erhalten mit ¢ := | exp(z)| fiir z # 2
lexp(z) —exp(z0)| = c¢-|exp(z —2p) — 1]
) -1
= ¢ xp(z — %) ' |z = 20,
zZ— 20
also mit der Formel lim,_, % = 1 aus Beispiel 9.13.1.
, . lexp(z —20) — 1] ..
lim |exp(z) —exp(zp)] = c¢- lim lim |z — 2|
z2—20 Z—r20 Z— 20 220
= c- lim |z — 2| =0. O
Z—r20
10.2 Satz

Die reelle Funktion exp |g : R — R™ ist bijektiv und streng monoton wachsend,
mit3’

. . exp(x)

lim exp(x) =0 wund lim —— =00 (n € N). (10.1)

T——00 z—oo "

Beweis: o Fiir alle z € R ist exp(z) > 0.
Denn exp(0) = 1 und fiir z > 0 sind die Glieder der Exponentialreihe positiv.
Weiter folgt mit Korollar 8.33, dass exp(—z) = ﬁ(x) > 0.
o Fiir ' > x ist exp(z’) — exp(z) = exp(x)(exp(x’ — x) — 1) > 0, denn

exp(z) > 0und exp(z’ —z) — 1= 7, (”"J;!I)k > (), also das streng monotone

Wachstum.
- . n+1 . .
e Fiir x > 0 ist exp(z) > (ZTJ;, also lim, o S lim,

e Daraus ergibt sich mit der Funktionalgleichung

m"

(nJ;I)! - 0.

lim exp(—z) = lim 1/exp(z) = 0.
T—00 Tr—00

e Wegen ihrer strengen Monotonie ist die Funktion injektiv. Wegen ihrer Ste-
tigkeit folgt mit (10.1) aus dem Zwischenwertsatz (Satz 9.25) die Surjektivitat. O

37Die Exponentialfunktion wichst also schneller als jede Potenz.
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jektiv ist, existiert nach Satz 10.2 die Umkehrfunk-

tion von exp |g, der Logarithmus
log
log:R" =R , log(x):=exp ‘(). / /

-1 1

Wahrend die Exponentialfunktion auf C nicht in- /exp

Wie bei jeder Umkehrfunktion einer reellen Funk-
tion ergibt sich ihr Graph aus dem der Exponenti- -1
alfunktion durch Spiegelung am Graph der identi-

schen Abbildung.
Wir werden synonym In := log verwenden.3®

10.3 Satz log ist stetig, streng monoton wachsend, mit log(1) = 0, log(e) =1,

lim log(z) =400 , limlog(z) = —o0, (10.2)
T—$00 z\,0
log(wy) = log(x) +log(y)  (z,y>0) (10.3)
und
log(2*) = klog(x) (x>0, keQ). (10.4)
Beweis:

e Als Umkehrfunktion einer streng monoton wachsenden stetigen Funktion ist
nach Satz 9.30 der Logarithmus ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.
e Die Funktionswerte log(1) = 0 und log(e) = 1 ergeben sich aus exp(0) = 1
und exp(1l) =e,

e die Limiten (10.2) aus lim, 1 exp(z) = +oo, und lim,_, . exp(z) = 0,

e und die Funktionalgleichung (10.3) aus der der Exponentialfunktion.

e Fiir k = 0 ist log(z®) = log(1) = 0.

Fiir k € N ist mit (10.3) log(z**1) = log(x) + log(z*),

und log(z*) = log ((%)’“) — klog(1/z) = —klog(z), also (10.4) fiir k € Z.

Damit folgt fiir ¢ € N: log(z'/7) = glog(xl/q) = log((“ql/q)q) = logq(x). O

Die Definition der allgemeinen Potenz

T

a” := exp (zlog(a)) (a >0,z €C)

verallgemeinert wegen (10.4) die Definition 7.6 und die Rechenregeln (7.1) auf
komplexe Exponenten x. Wegen log(e) = 1 ergibt sie den Zusammenhang

e” = exp(x) (x € C).

38]n ist eine Abkiirzung fiir Logarithmus naturalis, also Logarithmus zur " natiirlichen” Ba-
sis e.
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Wegen der Stetigkeit von Exponentialfunktion und Logarithmus ist auch die Ab-
bildung (0, +00) x C — C*, (a,x) — a” stetig.

Algebraisch gesehen vermitteln Exponentialfunktion und Logarithmus wegen
der Funktionalgleichung (10.3) einen Gruppenisomorphismus

exp: (R,+) = (R",:) , log: (R*, )= (R,+) (10.5)

zwischen der multiplikativen Gruppe (R, -) der positiven reellen Zahlen und der
additiven Gruppe (R, +) der reellen Zahlen.3°

10.2 Die trigonometrischen Funktionen

In Beispiel 8.29 wurden die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus iiber
ihre Potenzreihen als Abbildungen von C nach C eingefiihrt.

Diese enthalten fiir den Cosinus nur gerade, fiir den Sinus nur ungerade
Potenzen des Argumentes, sodass diese gerade®® bzw. ungerade Funktionen sind:

cos(—z) =cos(z) , sin(—z) = —sin(z) (z €C). (10.6)
10.4 Lemma Es gelten fiir alle z € C die Euler-Formel
exp(iz) = cos(z) + isin(z),
cos(z) = (e +e™™) und sin(z) = 5 (e —e 7).
Beweis: Aus dem Vergleich mit der Definition (8.7) von Sinus und Cosinus mit
)k 52k % S 2k+1

exp(iz) = Z ZnZ! - % Z Qk + 1)

n=0

ergibt sich die Euler-Formel. Die anderen Formeln leiten sich aus ihr unter Ver-
wendung der Symmetrieeigenschaften (10.6) ab. O

Nur fiir reelle Argumente z stellt die Euler-Formel eine Zerlegung von e in Real-
und Imaginarteil dar. Dann gilt:

cos(z) = Re(e”) , sin(x) = Im(e™) (x € R).

39Eine Abbildung f : G — G’ zwischen Gruppen heiBt Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

f(9192) = f(91)f(92) (91,92 € G)

und Gruppenisomorphismus, wenn sie zusatzlich bijektiv ist.

Die Abbildung exp : (C,+) — (C*,-) in die multiplikative Gruppe C* der von Null verschie-

denen komplexen Zahlen ist ein nicht bijektiver Gruppenhomomorphismus, siehe Seite 111.
40Fiir abelsche Gruppen (F, +) und (G, +) heiBt eine Funktion f : ' — G gerade, wenn gilt:

f(=z) = f(x), ungerade, wenn f(—x) = —f(z) (x € F). Wichtigster Fall: F = G =R.
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Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion iibersetzt sich in die folgenden
trigonometrischen Additionstheoreme:

10.5 Lemma Fiir x,y € C ist
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y)
und (sin(z))? + (cos(z))? = 1.
Beweis: Die ersten beiden Identitaten folgen aus den beiden Gleichungen

cos(x +y) £ isin(x +y) = eFE@TY) = Fizetiy

= (cos(z) £ isin(x))(cos(y) £ isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(z)sin(y)) £ i( cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)).
Setzt man y := —xz, dann ergibt sich 1 = cos(z + y) = (cos(z))? + (sin(z))?. O

Wir schlieBen, dass fiir reelle Argumente Cosinus und Sinus nur Werte zwischen
—1 und 1 annehmen koénnen.*!

N s PN\ N
N A NL | N A

AuBerdem erhalten wir, in gewisser Analogie zu
(10.5), einen Gruppenhomomorphismus

R — S', z+ exp(ir) = cos(x) + isin(x)

von der Gruppe (R,+) auf die Gruppe (S',-) der
komplexen Zahlen vom Betrag 1.

Etwas weniger feinsinnig ausgedriickt, wickelt diese
Abbildung die reelle Zahlengerade auf den komple-
xen Einheitskreis ab. Die kleinste reelle Zahl 2z > 0,
die dabei auf e®® = —1 abgebildet wird, tragt den
Namen 7, entspricht also dem halben Kreisumfang.
Von dieser Kreiszahl ist bekannt, dass sie irrational
ist, und ihre erste Billion (d.h. 10*?) Dezimale kann
heute im web abgerufen werden. In der Bibel wird
die Approximation m ~ 3 angegeben. Im Beweis des
folgenden Lemmas zeigen wir m < 4.

41Fiir komplexe Argumente sind diese Funktionen unbeschrinkt!

111


https://de.wikipedia.org/wiki/Kreiszahl
https://archive.org/details/pi_dec_1t

10.6 Lemma Fiir 7 := inf{z > 0] e = —1} gilt
™% =i also cos(n/2) =0 und sin(r/2)=1.

Beweis: e Wenn wir gezeigt haben, dass {z > 0| e® = —1} # 0, alsom € R
gilt, dann ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch ¢™ = —1, also
cos(m) = —1. Gilt aber cos(2z) = —1, dann ist

—1 = cos(2x) = (cos(z))? — (sin(x))? = 2(cos(z))* — 1,

also cos(x) = 0. Wir kénnen also 7/2 auch als die erste positive Nullstelle des
Cosinus definieren.
e Die Definition (8.7) des Cosinus als Potenzreihe ergibt fiir z € [0, 2]

44 9% 1 _ 8
< . I 4’f— b

also | cos(2) — (—1)| < & oder cos(2) < —1—1—% = —5 < 0. Wegen der Stetigkeit
des Cosinus und cos(0) = 1 liegt nach dem Zwischenwertsatz (Satz 9.25) 7 im
Intervall [0, 2].

e Analog ist fiir z € (0, 2]

o 21c+1 0 o0 22k
|sin(z) — ] ;( T z:: o+ 1) = ; 2k + 1)
. ¥ = 22k 42 & = 42 1 8
xr — _— = T — = r— = -
=73l L g2k 3! 314—1 97
k=1 k=1

also sin(z) >z (1 - 38) =% > 0.
Da wegen (sin(m/2))? = 1 — (cos(7/2))? = 1 nur die Werte sin(r/2) € {—1,1}
in Frage kommen, ist sin (7/2) = 1.

Nebenbei: In einer Nominierung des physics web wurde im Jahr 2004 die Euler—

Identitat
eiﬂ'/2 —
zur schonsten rein mathematischen Gleichung gewahlt!

10.7 Satz 1. Fiir z € C gilt
cos(z +m) = —cos(z), sin(z + m) = —sin(z) und sin (z + 2) = cos(z).
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2. cos |[o,] Ist streng monoton fallend.

3. Sinus und Cosinus nehmen die folgenden Werte an:

v |0 £F £5 £5 £7 £3r +ir £ir +r
; 1 1 V3 V3 1 1

cos(z) | 1 ‘/75 \/LE s 0 -1 _\/Li —‘/75 -1
4. Sinus und Cosinus sind periodisch mit Periode*? 2.
Beweis:
1. Die trigonometrischen Additionstheoreme ergeben

cos(z+m) = cos(z)cos(m) — sin(z) sin(w) = cos(z) - (—1),

sin(z 4+ ) = sin(z) cos(m) + cos(z) sin(7) = sin(z) - (—1)

und, mit cos(7/2) = 0 und sin(7/2) = 0 (Lemma 10.6)

™

sin (z + g) = sin(z) cos (g) + cos(z) sin <§) = cos(z).

2. eFir0<z<a' <rw/2isty:=a"—x € (0,7/2] und

cos(z) — cos(x’) = cos(z)(1 — cos(y)) + sin(x) sin

(¥)
m 7r
= cos(z)(1 — cos(y)) + cos <x — §> cos (y — 5) >0,
denn wegen z € [0,7/2) ist cos(z) > 0 und cos (z — Z) > 0, und wegen
y € (0,7/2] ist cos(y) < 1 und cos (y — %) > 0.
o Fiir § <x <2’ < ist wegen cos(m & 2) = — cos(z) analog

cos(z) — cos(x') = cos(y') — cos(y) > 0
mity:=7—zundy ;=7 —2'>0,also 0 <y <y <7/2

3. e Die komplexen Zahlen cy := \/Tg :I:% € S! sind zwoélfte Einheitswurzeln,
denn ¢} = +i sind vierte Einheitswurzeln. Auch ¢. = e*™/6 = cos(7/6) &
isin(m/6) sind solche zwdlften Einheitswurzeln, mit ¢ = +i.

Da wir wissen, dass 0 < sin(7/6) < cos(7/6) < 1 ist, miissen die dritten
Wurzeln von +: tibereinstimmen, d.h. ¢+ = c4.

#2f R — M besitzt eine Periode ¢ € R, wenn gilt: f(z +¢) = f(z) (z € R). f heiBt
dann periodisch.
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Daraus ergibt sich auch e**™/6 = ck (kL =0,1,...,6).

e Die komplexen Zahlen d. := 1—\;—; € S! sind zweite Wurzeln von +i, woraus
sich analog dy = dy = e*/* und auch e**7/4 = @k (k = 0,1,...,4)

ergibt.

4. Ergibt sich aus Aussage 1.: cos(z + 2m) = — cos(z + m) = cos(z) und analog
fiir den Sinus. O

272
Wir erhalten damit auch eine niitzliche Darstellung komplexer Zahlen:

Aus Teil 1. und 2. schlieBen wir, dass sin |[ z 1] streng monoton wachsend ist.

10.8 Satz Jede komplexe Zahl =z besitzt eine Polardarstellung z = r e’ mit
Betrag r € [0,00) und Argument ¢ € R, also

Re(z) =rcos(p) , Im(z) =rsin(p).

Diese Darstellung ist fiir = € C* unter der Forderung ¢ € (—m, | eindeutig, und
das Produkt mit 2’ = r'e¥" st

. /
22 = rrlelP T,

Beweis: Fiir z = 0 setze r := 0 und ¢ := 0, sonst r := |z, also Z € St Da
© >+ e ein Gruppenhomomorphismus mit Minimalperiode*® 27 ist, lisst sich 2
eindeutig in der Form e¢? mit ¢ € (—m, 7] schreiben. O

Bei der Produktbildung multipliziert man in der Polardarstellung also die Betrage
und addiert die Argumente.

10.9 Satz Fiirn € N hat z € C* genau n n—te Wurzeln. Diese kann man mit
der Polardarstellung z = re'¥ in der Form

xy, = {Y/rexp (L(p + 2km)) (k=1,...,n)
schreiben.

Beweis: Zunichst ist 27 = ({/7)" exp(i(p + 2k7)) = re'?, die x; sind also
tatsachlich n—te Wurzeln. Wegen r > 0 und zy/z, = exp (27ri%) sind sie
auch voneinander verschieden. Mehr als n Nullstellen besitzt aber das Polynom

2" —z =[[;_,(z — zx) € Clz] nicht. 0

43Eine periodische Funktion f : R — M besitzt die Minimalperiode ¢ > 0, falls ¢ eine
Periode von f ist, und es keine kleinere Periode ¢/ > 0 von f gibt. Die Minimalperiode von
f ist also eindeutig, wenn sie existiert. Das ist fiir konstante Funktionen f nicht der Fall,
ebensowenig fiir die Dirichlet-Funktion f: R = R, f(z) =1 falls z € Q und f(x) = 0 sonst.
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Geometrisch liegen die n—ten Wurzeln damit mit Winkelabstand 27 /n auf dem
Kreis mit Radius /7.

Die Polardarstellung ermoglicht auch eine geometrische Interpretation der
Gruppe der Affinitaten von C.
Deren Elemente sind die durch (w,a) € C* x C parametrisierten Abbildungen

E(w’a):C%C , 2= wz+a.

Ew,q) bewirkt eine Streckung um |w|, eine Drehung um das Argument von w
und anschlieBend eine Verschiebung um a.

10.3 Die Hyperbelfunktionen

Bis jetzt haben wir hauptsachlich die Eigen-
schaften von Sinus und Cosinus fiir reelle Ar-
gumente untersucht. Im Komplexen sind diese
aber eng verwandt mit den so genannten Hy- o

perbelfunktionen Sinus hyperbolicus bzw. Cosi- 2 ' -
nus hyperbolicus sinh -1

sinh: C — C , sinh(z) := (e —e¢®) sinh(z) und cosh(x) (fett).

cosh: C = C 7 cosh(z) — %(ez _‘_e—z). Zum Vergleich: %em und %e*x

Der Vergleich mit Lemma 10.4 ergibt sofort
1
sin(z) = —sinh(iz) , cos(z) = cosh(iz) (z € C). (10.7)
i

Mit den trigonometrischen Additionstheoremen (Lemma 10.5) und (10.7) folgt
die Reduktion auf reelle Argumente

sin(z + iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) (x,y € R) (10.8)
und

cos(z + iy) = cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y) (x,y € R). (10.9)

10.10 Satz 1. sinh ist eine ungerade, cosh eine gerade Funktion.
2. Fiir z,y € C ist* (cosh(z))? — (sinh(z))* = 1, und
cosh(x + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y).

“hrer Eigenschaft, Lésungen der Hyperbelgleichung 42 — 22 = 1 zu parametrisieren, ver-
danken die Hyperbelfunktionen ihren Namen.
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3. sinh |g und cosh |[o«) sind streng monoton wachsend.

4. Die Nullstellenmengen von Sinus und Cosinus sind

{z € C|sin(z) =0} =7Z {ZGC|COS(Z)=O}=7TZ+%.

Beweis:

1. sinh(—z) = 5(e”* — ¢*) = —sinh(z); analog fiir cosh.

1
2

2. Ergibt sich mit (10.7) aus Lemma 10.5.

3. Nach Satz 10.2 ist exp |g streng monoton wachsend, daher auch sinh |g. Fiir

0<z<aisty: =2 —x>0, also

cosh(x") — cosh(x) = cosh(z)(cosh(y) — 1) 4 sinh(x) sinh(y) > 0.

4. Aus (10.8) ergibt sich, dass fir z = z + iy

|Re(sin(z))| = |sin(z) cosh(y)| > | sin(z)|

gilt. Wir wissen, dass sin |[_7r/2,7r/2] streng monoton wachsend ist, also nur die
Nullstelle O besitzt. Andererseits ist nach Satz 10.7.4 sin(z + 7) = —sin(x).
Fiir die Nullstellen z muss also ©* € nZ sein. Fiir diese Werte ist aber

| cos(x)| = 1, also |Im(sin(z))| = | cos(z) sinh(y)| = | sinh(y)|.

Dieser Imaginarteil verschwindet wegen Aussage 3. nur, falls y = 0.

Die Nullstellenmenge des Cosinus ist nach der Formel cos(z) = sin(z + 7/2)

um 7/2 verschoben.

Oft verwendet man auch die trigonometrischen Funktionen Tangens und Cotan-

gens
tan: C\(nZ +7/2) - C , z+ (S::)r;i))’
. cos(z)
cot : C\(7Z) - C , z+ Sn(z)’

bzw. ihre Verwandten Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus

1
tanh(z) := = tan(iz) , coth(z) :=icot(iz).
i
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tan 2

cot

e
N

Wir kénnen die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen auf Intervallen inver-
tieren, soweit sie auf diesen streng monoton sind.
Dies fiihrt zu den arcus—Funktionen

arccos := cos ' : [—1,1] — [0, 7] Arcus—Cosinus)

Arcus=Sinus)

|
vl
w3
—_

arcsin :=sin"" : [-1,1] — |

artan := tan"' : R — (- Arcus—Tangens)

(
(
(
(

arcot := cot ™' : R — (0, Arcus—Cotangens)

beziehungsweise den area—Funktionen

arcosh := cosh ™' : [1, 00) — [0, 00) Area—Cosinus)
Area—Sinus)

Area—Tangens)

(
arsinh :=sinh ™' : R — R (
artanh := tanh ™' : (—=1,1) = R (
arcoth := coth™ : (—o0, —=1) U (1, 00) — R* (

Area—Cotangens)

11 Differentialrechnung

Die einfachsten Abbildungen des R™ in den R™ sind linear. Nur unwesentlich
schwieriger zu behandeln sind die affinen Abbildungen, also solche von der Form

x— Ar+b, mit Ae Mat(nxm,R), beR".

Firm =n =1, also A,b € R sind deren Graphen Geraden. In der Differen-
tialrechnung sucht man Funktionen f : D — R"™ in der Nahe eines Punktes
x9 € D C R™ durch eine affine Abbildung anzunahern. Man schreibt diese dann
in der Form

x = Alxr — o) + f(x0),

denn damit haben sie im Punkt z schon den gewiinschten Wert f(x). Bestimmt
werden muss noch ein geeignetes A, also im Fall m = n = 1 die Steigung der
Gerade.
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11.1 Begriff der Ableitung

Es sei jetzt f : D — R und 2o € D C R. Dann heiBt fir x € D\{zo} der
Ausdruck
f(x) = f (o)
T — Zo

ein Differenzenquotient von f bei xy. Die Gerade

Z _f(xa); : £§x0> (2 — o) + (o)

schneidet den Graphen von f bei xg und bei x.

11.1 Definition
e falls xy € D Haufungspunkt des Definitionsbereiches D von f ist und der
Grenzwert®
Flog) et L) = @)
T—x0 Tr — 1‘0

existiert, heiBt dieser Differentialquotient oder Ableitung von f in zy. f
nennt man dann in x, differenzierbar.

e Wenn fiir alle xo € D die Ableitung f'(z) existiert, heiit f differenzierbar.

e Wenn die Ableitung ' : D — R eine stetige Funktion ist, heiBt [ stetig
differenzierbar.

Geometrisch ist f'(xg) die Steigung der Tangente an den Graphen von f im
Punkt xg.

Die Differenz zwischen den Werten f(xo+ h) der Funktion und f(zo)+ f'(x0) - h
der Gerade durch f(z() mit Steigung f’(zo) geht also schneller als h gegen 0:

11.2 Lemma Wenn die Ableitung von f in x existiert, ist

f(@) = f(xo) + f'(w0) - (x —20) + R(z) - (x — w0)
mit lim,_,,, R(z) = 0.

Beweis: Dies folgt mit R(z) = {810 _ /(4.0 fiir # # xo (und R(z) := 0)

T—x0
aus der Definition von f'(x). O

11.3 Bemerkung
Aus der Existenz von f’(x() folgt also die Stetigkeit von f im Punkt . &

45Hier und im Folgenden wird = # xo angenommen, bzw. nur gegen zo konvergente Folgen
a:N — D\ {zp} betrachtet.
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11.4 Beispiel Die reelle Funktion exp : R — R ist stetig differenzierbar, mit
Ableitung exp. Denn nach Beispiel 9.13.1 ist fiir zg € R

exp(h) — 1

lim exp(x) = exp(o) = exp(xp) lim

= . O
r—x0 T — X h—0 eXP(xO)

Bei der Berechnung der Ableitung zusammengesetzter Funktionen sind die fol-
genden Regeln niitzlich:

11.5 Satz Fiir xy € D C R existiere die Ableitung von f,g : D — R. Dann ist
1. (f+9)(zo) = ['(x0) + ¢'(20)

2. (kf)(xo) = kf'(x0) (k € R)
3.

(f - 9)(w0) = f(z0)g' (z0) + f'(z0)g(20) (Produktregel)
4. Falls g(xq) # 0, ist (5)/(330) = f/(x(’)g(x;()g;)];éx())g/(x“) (Quotientenregel).
Beweis:

L (F 4 g (a0) = tim @ F9@) = (f@0) +g(x0))

T—T0 r — X9
= lim, ., %ﬁéxo) + limg %ﬂgffo) = f'(zo) + ¢'(z0)

2. (kf) (w0) = limy_,p, @RI @) _ foyjyy,SEOZT@0) gt

T—x0 T—x0

3. Unter Verwendung von Satz 7.33.2 (Produkt von Cauchy-Folgen) gilt
f(z)g(z) — f(x0)g(o)

(f9)'(zo) = lim

o ) S0l + F@)() — o)
= g T 4 gy (28— 00)
o) ~ o)

= f'(wo)g(xo) + zh_gclo f(z) :}1_{210 T — 1y

= f(wo)g(xo) + f(20)g (o)

4. (5)/(350) = (fh)'(z0) mit h(z) := 5. Da g'(zo) existiert, ist g in x, stetig.
Da g(zo) # 0 ist, gibt es wegen der Stetigkeit von g in xy eine Umgebung

der Form D N (xg — &,x0 + €), in der g(z) # 0 ist.
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Nun ist

1 1 _ P
K (zo) = lim 9@ 9@) _ i, 9(xo) — g(x) _ g(fg).
ameo x—xg oo g(x)g(xo) - (T —wo)  g(wo)
Daraus ergibt sich mit der Produktregel 3. die Quotientenregel. a

11.6 Beispiele 1. Wegen

oy TR e ST (e e
h—0 h h—0 h

— Z (Z) lim J,’n_khk_l — (T) xn—l — ’I’LZL‘n_l
P h—0

ist die Ableitung des reellen Polynoms p(z) = >~} axaz* von der Form

p(z) = Z kayazh
k=1
2. Wegen der Definitionen cosh(z) = 3(e” 4+ ¢™*) und sinh(z) = 1(e” — ™)
st
cosh’(z) = 1(e” — ¢™) = sinh(x)
und

sinh'(z) = 1(e” — (—e™")) = cosh(z).

Mit tanh(z) = zg:;l((z)) und coth(z) = Z‘l’jﬁ((;”)) ergibt sich mit Satz 10.10

sinh’(x) cosh(z) — sinh(z) cosh’(z) _ cosh(z)? — sinh(z)?
cosh(xz)? cosh(x)?

tanh'(z) =

1
cosh(z)?

und, fiir x # 0

Coth,(x):( 1 )’ () = tanh'(z) _ 1 o

tanh tanh(z)?  sinh(z)?’

11.7~ Satz /st die Funktion f:D —Rinxqg € D C R differenzierbar, und ist
g:D — Rin f(xzg) € D C R differenzierbar, dann ist

(go f)(wo) =g (f(z0)) - f'(w0) (Kettenregel).
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Beweis: Mit Lemma 11.2 ist
f(@) = f(zo) + (f'(z0) + R(x)) - (x — xo)
und, fiir yo := f(x0)

9(y) = 9(vo) + (¢'(vo) + S(¥)) - (¥ — vo),

mit lim,_,,, R(z) = 0 und lim,_,,, S(y) = 0. Daher ist

9D =900 _ (1) 1 50y L100F o)
woraus die Kettenregel folgt. O

11.8 Satz Es sei f : I — R streng monoton und auf dem Intervall I differen-
zierbar. Dann ist die Umkehrfunktion g := f~' : f(I) — I in allen Punkten y
von {f(x) |z €I, f'(x)# 0} differenzierbar, und

N 1
YW= Py
Beweis: Fiir f'(zg) # 0 und yo := f(xo) ist fir z € I \ {0} nahe bei zg

[f(x) = fzo)] = f'(z0) + R(2)| |z — @o| > 31.f' (o)l |& — wo| > 0,

9(y) —9(yo) _ _ 9(y) = 9(wo)
Y — Yo fla(y)) — f9(yo))
und f(g(y)) — f(9(wo)) = (f'(z0) + R(g())) - (9(y) — 9(w0)), also
9w —g) _ 1 _ 1
S = v e+ ReW) P -

11.9 Beispiele 1. Die Umkehrfunktion In von exp |g besitzt die Ableitung

11
() = exp/(In(z))  exp(In(z)) = (x> 0).

2. e Mit Beispiel 11.6.2 (Hyperbelfunktionen) ergibt sich fiir z > 1

1 1

cosh/(arcosh(z))  sinh(arcosh(z))
1 1

\/cosh(arcosh(z))? — 1 N vz —1

arcosh’(z) =
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g(x)+g(4x)/4

[N
T

1 3 x 1 3 X
2 2 2

Abbildung 11.1: Stetige aber nirgends differenzierbare Funktion f (rechts), und
zweite Partialsumme von f (links)

e Analog ist arsinh’(z) = == (z € R).

e Fiir z € (—1,1) ist wegen cosh(y)? =

1
1—tanh(y)?2

1 1
= cosh(artanh(z))* = ——
tanh’(artanh(z)) cosh(artanh(z)) 1— a2’

artanh’(z) =

e und fiir [z| > 1 ist ebenfalls arcoth’(z) = . &

Es gibt Funktionen, die zwar iiberall stetig, aber nirgendwo differenzierbar sind:

11.10 Beispiel (WeierstraB-Funktion) Wir benutzen die Sagezahnfunktion
g(x) = min{|x — k| | k € Z} aus Beispiel 9.13.2, um die Funktion

fiR=SR . fla):=) 47Fg(4b) (11.1)

zu definieren*® siehe Abbildung 11.1.
e f(z) konvergiert, denn g ist nicht negativ und f(z) < 3> 77 47%.
e [ ist auch stetig (sogar gleichmiBig stetig), denn aus der Abschitzung

lg(a) —g(b)| <la—b]  (a,b€R)
folgt fiir x,y € R mit |z —y| <47, (€N

f@) = f)] < D aF|g(dbe) —g(dby)|+ Y 47

< Z |z —y| +47F <47+ 2),
k=0

“6Sjehe auch BLATTER [BI, Kapitel 10].
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was fiir £ 7 oo gegen Null konvergiert.
e f ist aber fiir kein x € R in x differenzierbar. Um dies einzusehen, konstru-
ieren wir eine gegen x konvergente Folge (,)nen, fiir die aber die Folge der
Differenzenquotienten

fan) — f(=)

Ty — X

d, =

nicht konvergiert. Dabei wird x,, := x+v,4™" mit noch zu wahlenden Vorzeichen
v, € {—1,1} gesetzt.

Wir betrachten nun die sich aus der Definition (11.1) ergebenden Summanden
im Differenzenquotienten d,,:

1. Da g 1-periodisch ist, ist fiir alle k > n
g(4kxn) = g(4kaj).
Damit wird d,, zur endlichen Summe d,, = ZZ;(I) A Mit

A=k g(4kx,) — g(4Fx _
= TIEI 2 IED) (g b, — gt

2. Der Term a1, = 4v, (9 (4*z + %) — g(4*z)) wird benutzt, um das
Vorzeichen v, festzulegen, und zwar so, dass mit £ = n — 1 die Punkte
4%x und 4Fz + “e unter der gleichen "Flanke” der Sagezahnfunktion g
liegen.

Dies ist moglich, denn diese Flanken entsprechen ja Intervallen der Form

[2,22]  (r € Z). Damit wird |a,,_1,| = 1. GleichermaBen ist mit dieser

Festlegung auch |ay,| =1 fiir alle £ < n.

n—

Insgesamt ist d,, = Zn:é a,n, gerade fiir n gerade und ungerade fiir n ungerade.
Der Differenzenquotient divergiert also unbestimmt. &

11.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen f € Cg(I) auf einem Intervall
I :=]a,b], a <b € R, die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar sind.*’

Statt die Tangenten von f an einem Punkt durch Sekanten zu approximieren,
suchen wir jetzt einen Punkt, an dem die Ableitung von f gleich der Sekante
durch die Endpunkte ist.

4"Typische Beispiele sind die Funktionen f(z) := R+/(x —a)(b—z), mit R > 0, deren
Graph die Form einer halben Ellipse besitzt.
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11.11 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Fiir f € Cr(I) und f| ) differenzierbar gibt es ein xy € (a,b) mit

f(b) — f(a)

! = 11.2
flwo) = T4 (11.2)
Beweis:

e Wir vereinfachen die Fragestellung zunachst dadurch, dass wir fiir die Funktion

g € Cr(I)

f(b) — fla)
b—a

nachweisen, dass es ein z € (a,b) mit ¢’'(x¢) = 0 gibt. Da g(a) = g(b) = 0 ist,
ist dies die Forderung (11.2), angewandt auf g. Ist umgekehrt ¢’(xy) = 0, dann
ist f'(z9) = —m, d.h. (11.2) ist erfiillt.

e Als stetige Funktion nimmt g Minimum und Maximum an. Ist nun max(g(1)) =
min(g(/)) = 0, dann ist g = 0 und wir sind fertig. Daher nehmen wir an, dass
max(g(/)) > 0 gilt. Der Fall min(g(I)) < 0 lasst sich analog behandeln.

e Es sei nun g(zg) = max(g(I)) > O fiir ein g € (a,b). Dann ist ¢’(xy) = 0.
Denn anderenfalls gibe es nach Definition der Ableitung ¢'(zo)

— fiir ¢’(x0) > 0 ein z1 € (29, b) mit Sekantensteigung

g(z) = (f(z) — fla)) + m(x —a) mit m:=—

g9(x1) —g(zo) _ 4

> 14 >0
T, — o QQ(xO) ’

— fiir ¢’(x0) < 0 ein 21 € (a, zg) mit

g(x1) — g(xo)

< 3¢ (z0) < 0.
In beiden Fallen ware entgegen der Annahme g(z1) > g(x). O
Im Fall f(a) = f(b) wird der Mittelwertsatz auch Satz von Rolle genannt.
11.12 Korollar (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Sind f,g € Cr(I) auf (a,b) differenzierbar, und ist ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b),
dann gibt es einen Punkt xy € (a b) mit

( o) ~ () = g(a)
Beweis: Man wendet auf h € Cg(])

W) = (9(b) = g(a)) f(z) = (f(b) = f(a))g(z)

den Mittelwertsatz an. Auch h ist auf (a,b) differenzierbar, und wegen h(a) =
h(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a) folgt h'(xo) = 0, also (11.3). O
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11.3 Die Regeln von de I'Hospital

Bei der Bildung von Grenzwerten von Quotienten zweier Funktionen taucht oft
die Schwierigkeit auf, dass Zahler und Nenner gleichzeitig gegen Null gehen oder
divergieren.

11.13 Beispiel Was ist lim, o 2227 o

Hier helfen die de I'Hospitalschen Regeln.

11.14 Satz (1. Regel von de I'Hospital)
Fiir einen Punkt a des Intervalls I seien f,g € Cr(I) auf I\{a} differenzierbar,

und g(x) # 0 # g'(x) (v € I\{a}), aber f(a) = g(a) = 0.

Existiert dann ¢ := lim,_,, J; ,E ; € R, so ist auch lim,_., f—) =/.

\_/

Beweis: Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert fiir z € I'\{a} ein
y(x) € (min(x, a), max(x,a)) mit

Fly@) _ f@) = fla) _ f)

gy(x)  g(@)—gla) g(z)

Damit gilt lim, ., y(x) = a und

@) f@)
) PRy - -

11.15 Beispiel Es ist lim,_, “nm(”") = lim,_, COS(I) =1. &

11.16 Satz (2. Regel von de I'Hospital)
Es seien f,g € Cr(I) auf I = [a, 00) differenzierbar, mit g(x) # 0 # ¢'(z) (z €
I), und lim,_,, f(x) =lim, , g(z) = co.

Existiert dann ¢ := lim,_, g:g ; so ist auch lim,_,~ # = /.

Beweis: Fiir ¢ > 0 sei R = R(¢) > a so gewihlt, dass

— 6‘ <e (y > R(e)), (11.4)

und dass f(R) > 0. Fiir ein geeignetes R(c) > R(e) ist dann
f(x) > f(R)>0 , g(z)>g(R)>0 (z > R(s)).

Dann ist nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz fiir ein y(z) € (R, x)

fly(x) _ fl=) - f(R)
g ()  g(r)—g(R)
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oder

f@)  F@) (. f(Rg) - g(R)f ()
g(2) ~ gy (1 @ (@) - F(R) )

(Beweis durch Ausmultiplikation). Damit ist

@ (P Fe) ] e e
‘9(95) g’g 9'(y(x)) 4 T @) - | (11.5)

Der erste Summand in (11.5) ist nach (11.4) kleiner als €. Der zweite Sum-
mand geht fiir z — oo gegen 0, denn nach Voraussetzung ist lim, ., f(x) =
lim, . g(z) = 0. O
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12 Integration reeller Funktionen

Zum Abschluss der Analysis | werden wir das so genannte Riemann-Integral be-
handeln. Angewandt etwa auf eine stetige Funktion f : [a,b] — Rist f; f(z)dx €
R anschaulich (fiir nicht negative f) die Flache unter dem Graphen von f.

Die Flachenberechnung wurde schon in der Antike begriindet und ist damit
alter als die Berechnung der Steigung. Allerdings wurde der Integralbegriff im-
mer weiter verfeinert, sodass heute (insbesondere mit dem in der Analysis /Il
zu behandelnden sogenannte Lebesgue-Integral) auch sehr unstetige Funktionen
integriert werden konnen. Im Folgenden orientiere ich mich an M. LEHN [Le].

12.1 Ober- und Untersumme

Wir ordnen einem Rechteck der Breite B und der Hohe H die Flache B x H
zu. Unser Ansatz ist nun der, approximativ die Flache unter dem Graphen einer
beschrankten Funktion f : [a,b] — R durch disjunkte Rechtecke auszuschopfen.
Dazu zerlegen wir zunéchst I := [a, b] in Intervalle mit Teilpunkten ¢;:

12.1 Definition Auf der Menge
El)={TcClI||T|<o0,a,beT}

der endlichen Zerlegungen T' von [a,b] wird durch die Inklusion T C T" eine
Halbordnung eingefiihrt, und man nennt die Zerlegung T" dann feiner als T

Wir schreiben T € £(I) in der Form T' = {ty,...,t,} mit n := |T| — 1 und
tiin <t (i=1,...,n), also ty = a und t,, = b. Einer Zerlegung T sind die
Intervalle [t;_1,t;] mit i = 1,...,n zugeordnet. Es gilt [a,b] = |J;_,[ti—1, ], und
die Intervalle iiberlappen nur*® an ihren Endpunkten ¢;.

12.2 Definition
Fiir eine beschrinkte Funktion f : I — R und eine Zerlegung T € E(I) heilt

n

O(f, T) = Z(tZ — ti—l) sup f([t’i—ly tz]) Obersumme

=1

und
n

U(f,T):= Z(tz —t;—q)inf f([t;_1,t;]) Untersumme

i=1

von f beziiglich T

*In diesem Sinn erzeugt eine Zerlegung T € E£(I) "beinahe" eine Zerlegung der Menge I
entsprechend der Definition auf Seite 10, also in disjunkte Teilmengen.
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Wegen der Beschranktheit von f und des Intervalls I sind Ober- und Untersumme
betragsmaBig hochstens gleich (b — a) sup | f] < oo.

12.3 Bemerkung Anschaulich entsprechen Ober- und Untersumme den Flachen
gewisser Treppenfunktionen ¢ : I — R, d.h. Funktionen, fiir die eine Zerlegung
T ={to,...,tn} € E(I) des Intervalls I existiert mit

©|t;,_1 ;) konstant (i=1,...,n).

Denn setzt man etwa

_{  fw  wer
¥ (x) = { sup f([ti—1,ti]) , x € (tiz1, )

und

3 fz) L weT
o) = { inf f([tic1,ti]) o€ (tica,ts)

dann ist oV < f < 9, und Y, ©© sind Treppenfunktionen.

Ausgehend von der Flache B-H eines Rechtecks kann man Treppenfunktionen
auf natiirliche Weise eine Fliche, die Summe der Rechtecksflichen zuordnen®®.
Diese ist fiir 0© gleich O(f,T) und fiir ©V gleich U(f,T). &

12.4 Lemma Ober- und Untersumme haben die folgenden Eigenschaften:
L U(~f.T) = —O(f,T)

2. U(cf,T)=cU(f,T) und O(c f, T) = cO(f,T) (c>0)

3 AusT' DT folgt O(f, T") < O(f,T) und U(f, T") > U(f,T).

4. FurT,T' € E(I) ist U(f,T) < O(f,T).

5. U(f+9.T) > U(f.T) + U(g, T) und O(f + g.T) < O(f.T) + O(g.T).

Beweis:
Wir betrachten nur beschrankte f,g: I — R und Zerlegungen aus £(I).

1. Dies folgt aus inf(—f([ti—1,t])) = —sup(f([ti-1,t:]));

2. gllt wegen iIlf(C f([tz_l,tz])) =cC 1nf(f([tz_1,tl]))
Hier und in den folgenden Beweisschritten wechseln wir mit 1. zwischen der
Untersumme und der Obersumme.

“9dabei kénnen auch Héhen H < 0 vorkommen.
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3. Ist T" = {ty,...,t,} feiner als T = {to,...,t,}, dann gibt es eine Umindi-
zierung J : {0,...,n} = {0,....n'} mit t; = ¢}, (i =0,...,n). Damit ist

_ _ /@)
wegen t; — 11 = tf](i) - tf](z’—l) = Zj:J(iq)H (t/ ¢ 1)

nl

O(f,T") = Y (t; =t y)sup f([t;_.t}])

= Z Z t_tglsqudg 1> ]])
=1 j=J(i—1)+
n J(3)

< (t —t51) | sup f([tic1, 1))
i=1 \j=J(i—1)+

= ( ) )

4. Es geniigt, fiir die gemeinsame Verfeinerung 7" := T U T’ von T und T" zu
zeigen, dass
Uif, 7"y <O(f,7") (12.1)
gilt, denn nach 3. ist U(f,T) < U(f,T7”) und O(f,T") < O(f,T"). Die
Ungleichung (12.1) folgt aber aus

inf f([t;_,,t7]) < sup f([t;_1.t]).

5. Folgt aus inf f([t;_1,t;]) + inf g([t;—1,t:]) < inf(f + g)([ti—1, t:])- O

12.2 Das Riemann-Integral

12.5 Definition
e Fiir eine beschrankte Funktion f : I — R auf I = [a,b] heiBen
O(f) =mnf{O(f,T) | T € £(I)} Oberintegral
und
U(f) =sup{U(f,T)|T € )} Unterintegral
von f auf [.

e Falls O(f) = U(f) gilt, heiBt f (im Riemannschen Sinn) integrierbar und
man nennt

/ f(x)dz == O(f) = U(f)

|50

das (Riemann-) Integral®® von f in den Grenzen a und b.

50Auch die Schreibweisen f fdz, [, f(x)dz und [, fdz werden benutzt.
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e Die Menge der auf dem Intervall I integrierbaren Funktionen wird mit Z(I)
bezeichnet.

Ober- und Unterintegral sind reelle Zahlen mit Betrag kleiner oder gleich

(b—a)sup|f]|.

Es kann aber O(f) > U(f) sein, beispielsweise fiir die in der Einleitung be-
sprochene charakteristische Funktion der rationalen Zahlen, restringiert auf ein
Intervall [a, b].

Damit sind Ober- und Unterintegral i. Allg. nicht linear in f. Allerdings gilt

12.6 Satz e Die auf dem Intervall I integrierbaren Funktionen bilden einen R—
Vektorraum, und die Abbildung

() >R fH/If(x)dx (12.2)

ist linear, d.h. [,(f+g)de = [, fdx+ [, gdx und [,cfde=c [, fdx.

e Die Abbildung (12.2) ist monoton, d.h. fir f,g € Z(I) mit g > f (also
g(z) > f(x) (v el))folgt [,gdx> [, fdu.

Beweis: o Fiir beschrankte Funktionen f, g : I — R libertragen sich die Unglei-
chungen der Untersummen auf die Unterintegrale:

U(f+9)2U(f)+Ulg) . Ulcf)=cU(f) (c=0)

und entsprechend

O(f+9) <O0(f)+0(g) , Ocf)=cO(f) (c=0).
Damit ist fiir f,g € Z(I)
0<O(f+9)—-U(f+9) < (O(f)+0(9) — (U(f)+U(g))
= (O(f) = U(f)) + (O(g) = U(g)) =0,

also f + g € Z(I), und das Integral (12.2) ist linear.
e Daher folgt die Monotonieeigenschaft aus [, gdz— [, fdx = [,(¢— f) dx und
g—f=0. O

12.7 Beispiel Fiir die Intervallgrenze y > 0 von I := [0,y ist das Oberintegral
von f: I — R, f(z):= x? durch

o(f) ginf{%g (%y)g ] nEN}
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beschrankt, denn T, := {t,...,t,} mit t; :== Ly ist eine Zerlegung von I mit
konstanter Intervallange y/n, und wegen des monotonen Wachstums von f ist

f([tioa ta]) < f(t) = (1y>2

n

Damit ist

)

1)(2n+ 1)y? 3
n(n + )6(;%+ )y ‘neN}:y_
n

OLf) < int,exO(5.T,) = i {

y Nl i, )2 _ 9 Y2 1. ¥
und analog U(f) > sup{ﬁ Sy (Ly) ) n e N} =% also [/ 2?dr =%. O
Nicht nur bei der Addition integrierbarer Funktionen bleibt die Integrierbarkeit

erhalten, sondern z.B. auch bei der Bildung ihres Positivteils.

12.8 Definition Der Positivteil bzw. Negativteil®' von f : D — R sind die
Funktionen fy : D — R,

_J fl@), fl@)>0 _ ) —f@) , f(z)<0
f+(x) '_{ 0 . f2) <0 . f-() '_{ 0 . fx)>0

Damit ist f = f. — f_, |f| = f+ + f— und das (punktweise) Maximum bzw.
Minimum von f und ¢

max(f,g) = 5(f+g+1f—gl) . min(f,9)=35(f+g—If—gl).

12.9 Satz
Fiir f,g € Z(I) sind auch die folgenden Funktionen auf I integrierbar:

1 fx, |f], max(f,g) und min(f,g)
2. Das Produkt fg.
Beweis:

1. Da Z(I) ein Vektorraum ist und sich der Negativteil von f in der Form
f- = (—=f)+ schreiben lasst, geniigt es zu zeigen, dass f, € Z(I) ist.
Dazu betrachtet man fiir eine Zerlegung 7' von I die in Bemerkung 12.3
eingefiihrten Treppenfunktionen ¢° und V. Es sind dann auch 9052 und gog
Treppenfunktionen, mit

7 < fr <%

5IMan beachte, dass der Negativteil eine nicht negative Funktion ist!
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und der Eigenschaft

U vy = f fr(ltimnts]) 0 09 N1y = up fi ([t 1)),

Andererseits ist
0< Q) —¢f(x) <) —¢(z)  (zel),
weswegen U(f) = O(f) ist.

2. Mit der Polarisationsidentitit fg = $[(f + g)* — (f — g)?] ergibt sich die
Aussage aus der Feststellung, dass Quadrate integrabler Funktionen integrabel
sind, also fiir h € Z(I) auch h* € Z(I) ist.

Fiir deren Beweis kdnnen wir i > 0 annehmen, denn h? = (h)?+(h_)% Aus
der Beschranktheit von h, also der Existenz einer Konstante ¢ > 0 mit h < ¢,
folgt fiir eine Zerlegung T' und zugehorige Treppenfunktionen 0 < ¢V < h <

99 (¢7)? < h* < (¥9)? und
— (@) = (@0 +¢") (07 = ¢Y) S 2e (0 = ¢Y),
und die Treppenfunktionen (V)2 bzw. ()% entsprechen den Unter- bzw.

Obersummen von h? beziiglich der Zerlegung T'. Damit ist auch die Differenz
von Ober- und Untersumme von h? durch

0<O(*T)—U(M*T)<2(0(f, T) - U(f,T))

beschrankt, und

0 < O(R* —U?
= inf{OR*,T) | T € EI)} +inf{-UM*T) | T € £(I)}

< inf{OR*,T) - UM T)|T &)}
< 2¢inf{O(h,T)-U,T)|T &)}
= 2¢(O(h) = U(h)) =0.
Das Integral [, h? dx existiert also. O

12.10 Satz Fiir reelle Zahlen a < b < ¢ und f : |a,c] — R ist f genau dann
integrierbar, wenn [,y und [y, integrierbar sind, und in diesem Fall gilt

/abfdx+/bcfdm:/:fdx.
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Beweis: Wir schreiben jetzt das Integrationsintervall explizit als zweites Argu-
ment des Unter- und Oberintegrals, wobei wir zur Abkiirzung I := [a,c], I, :=
[a,b] und I := [b, ] benutzen.

o Ist f[; € Z(Ly) und fI;, € Z(I3), dann ist fiir Zerlegungen T} € £(I;) und
T, € E(1y)

U(f,ThUTy) = U(fl;,Th) +U(fl1,,T2), (12.3)
O(f7 Tl U TQ) = O(f r]laTl) + O(f r[27T2>' (124)

Damit ist

0< O(f) - U(f) = nf {O(f.T) = U(f,T) | T € £(1)}
< wf{O(f;,, 1) = U(fl,,Th) | Th € E(1)}
+ inf {O(f1,.T2) = U(fl,,T2) | T € £(I5) }
- (O<fr11) B U<fr11>) ( ( rlz) ( )) = 0.

e Ist umgekehrt f € Z(I) und T eine Zerlegung von I, dann ist die Verfeinerung
T" := T U {b} nicht nur ebenfalls in £(I), sondern T}, := T" N I, € E(I})
(k = 1,2), weil ja der Randpunkt b der beiden Teilintervalle hinzugenommen
wurde. Damit ist unter Verwendung von (12.3) und (12.4)

O(f? T) - U(f? T) > O(f7 T/) - U(f> T/)
= (O(f [IlaTl) - U(f [IpTl)) + (O(f[127T2) - U(frlgaTQ))‘

Bei Bildung des Infimums iiber T ist inf{O(f,T) — U(f,T) | T € £(I)} = 0,
also

O(fl,) =U(fly)  (k=12),
also die Integrabilitat von [T, . O

Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann setzen wir
a b

/ f(z)dx = —/ f(z)dx
b a

12.11 Satz Stetige Funktionen f : [a,b] — R sind integrierbar; also ist C(I)
ein Untervektorraum von Z(I).

Beweis: o GemiB Satz 9.21 ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R sogar
gleichmiBig stetig. Fiir alle £ > 0 existiert damit ein 6 = §(g) > 0 mit

@) Il <=  (wyel lr—yl<d).
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Fir die Zerlegung T' = {to,...,tx} mitt; = a + ﬁ(b —a)und N := (b%ﬂ ist

deshalb
€

sup f([ti1,ti]) —inf f([tio1, t]) < Pt

—a

also

N
b —
O(f,T) = U(£,T) £ Y (i = tia)—— = Nt = <.

=1

Ober- und Unterintegral von f sind also gleich, und es gilt f € Z(I).
e Wegen Satz 9.6 ist Cg([) ein R-Vektorraum. O

12.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Diese auch Fundamentalsatz der Analysis genannte Aussage besagt, dass die
Integration die Umkehrung der Differentiation ist.

12.12 Definition Fiir ein Intervall I C R und f : I — R heiBt

o f lokal integrierbar, wenn die Restriktion f|; auf ein beliebiges kompaktes
Teilintervall J C I integrierbar ist, also f|; € Z(J) gilt.
Man schreibt fiir J = [a, b] dann auch ff fdx oder [, f dx statt fabf|J dr.

e F': I — R heift Stammfunktion von f, wenn F' differenzierbar ist und die
Ableitung F' = f besitzt,

e [': I — R heift unbestimmtes Integral von f, wenn f lokal integrierbar
ist mit [ f de = F(b) — F(a) fiir alle [a,] C I.

12.13 Satz Fiir eine Stammfunktion F von f ist eine Funktion F:I >R
genau dann ebenfalls Stammfunktion von f, wenn F' — I konstant ist.

Beweis: o Fiiralle ce Rund F := F +cist F' = F' = f.

e Fiir zwei Stammfunktionen F, I von f ist die Ableitung der Differenz D :=
F — F gleich D) = F' — F' = f — f = 0. Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (Satz 11.11) ist dann fiir alle a < b (mit einem x( € (a, b))

D(b) — D(a)

— Do) = 0
b—a (1’0) 5

also D(b) = D(a). O
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12.14 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Fiir ein Intervall I und f € Cg(I) gibt es fiir alle a < b € I ein xy € (a,b) mit

fabfd:c
b—a

f(xo) = (12.5)

Beweis: Wir nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit I = [a, b] an.

e Nach Korollar 9.26 ist das Bild I := f(I) ein Intervall.

e Nach Satz 9.28 nimmt f Minimum und Maximum an. Also gibt es Punkte
rye € I mit I =[f(z2), f(zy)].

e Nach Definition des Integrals ist

b
JCRYES (PSP STEN]

e Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 9.25) gibt es damit ein z zwischen x_ und
x4+ mit der Eigenschaft (12.5). O

Fiir unstetige Funktionen f, die dennoch integrabel sind, gilt dieser Satz nicht.
Man iiberlege sich ein Gegenbeispiel.

12.15 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

o Fiir f € Cr(I) und a € I ist das unbestimmte Integral
F,:1—=R, F,(z) = [ f(y) dy eine Stammfunktion.

o ' : I — R ist genau dann Stammfunktion von f, wenn F unbestimmtes
Integral von f ist.

Beweis: e Fiir ein unbestimmtes Integral F' von f ist

(:v—l—h / fly

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein zq = z(h) zwischen

z und £ + h mit
1 x+h
—+ | tway

Wegen der Stetigkeit von f ist dann

F'(z) = lim Flz+h) - Fz)

h—0 h fIL

D%f(%(h)) = f(x),

F also eine Stammfunktion.
e Es sei umgekehrt F' Stammfunktion von f und a,b € I.
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F, ist ein unbestimmtes Integral von f, denn F,(a) = 0. Nach der eben be-
wiesenen Aussage ist F, ebenfalls eine Stammfunktion von f, also nach Satz
12.13

b
F() ~ Fla) = Falt) = Fafa) = | fde
Damit ist F' unbestimmtes Integral von f. O

Fiir eine Stammfunktion F': I — R von f : I — R verwenden wir die Schreib-
weise

F|> := F(b) — F(a) :/ fdx.

12.4 Berechnung von Integralen

Mit dem Hauptsatz haben wir ein Mittel in der Hand, die unbestimmten In-
tegrale vieler Funktionen zu berechnen, indem wir umgekehrt schauen, welche
Funktionen wir durch Ableitung elementarer Funktionen erhalten.

[L’b+1

12.16 Beispiele 1. [2’dr =55 +C (b€ (—-1,00)),

denn fiir F(z) := 2% mit a > 0 ist F'(z) = Le™M* = getm® . L = ggo1,
X x

2. [In|z|de =z(In|z| - 1)+ C,
denn fiir f(x) :=zln|z|ist f'(z) =In|z| + 1. &

Im Gegensatz zur Ableitung einer elementaren Funktion ist das unbestimmte In-
tegral einer elementaren Funktion im Allgemeinen nicht elementar.5? Ein Beispiel:
Das unbestimmte Integral der elementaren Funktion x — e~ ist ein Vielfaches
der nicht elementaren Fehlerfunktion.

Die Regeln fiir die Differentiation werden zu Regeln der Integration. So ist es
selbstverstandlich, dass wir das Integral einer endlichen Summe von Funktionen
als die Summe der Integrale der einzelnen Funktionen berechnen kdnnen.

Ein wichtiges Beispiel bildet die Produktregel

(FG) = F'G+ FG
der Differentiation. Aus ihr leitet sich die partielle Integration ab.

12.17 Satz (Partielle Integration)
Fiir stetig differenzierbare Funktionen F,G : [a,b] — R ist

b b
/ F(2)G'(z)dx = F -G’ —/ F'(2)G(x)dz.

a

52Es gibt aber den Algorithmus von Risch, mit dem man dies entscheiden kann.
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12.18 Beispiel (Partielle Integration) Wir wollen [ arcsin(z)dx berechnen
und setzen F' := arcsin. Mit G(z) := z ist G'(z) = 1, also

Yy ) Yy T
arcsin(z da::FGy—/ F'(2)G(z) dx = x arcsin(x —/ —dx.
| arwsinGa)de = el - [ PG @- [ =

Scheinbar haben wir uns nur ein neues nicht berechenbares Integral eingehandelt;
dieses konnen wir aber mit einer weiteren Integrationsmethode behandeln: <&

Die Kettenregel (F' o G)' = (F' o G) - G’ der Differentiation fiihrt auf die Sub-
stitutionsregel der Integration:

12.19 Satz (Substitutionsregel) Fiir f € Cr(I) und eine stetig differenzier-
bare Funktion G : [a,b] — I gilt fab f(G(2))G (z) dx = fg((;)) fly) dy.

Beweis: Es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

b / b , , &(o) G(b)
| 1G@ne @~ [[(Focya i = Focl, - FIE - [ )y
denn f(G(2))G'(z) = (F o G)(z). 0
12.20 Beispiele (Integration durch Substitution)
1. Es ist fir alle ¢ € R\ {0}, d € R und auf [ca + d,cb + d] integrablen

Funktionen f
b 1 cb+d
[ e e == [ sy
a C Jea+d

2. Setze F(y) := /T —yund G(x) := 2?% also FoG = /1 — 22 und (FoG) =
—\/1%7, sieche Beispiel 12.18. Es ergibt sich

x
/mdx:—\/l—xz—i—a O
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