Vorlesung ,, Diophantische Geometrie* (Sommersemester 2019)

Ubungsblatt 2 (3.5.2019)

Aufgabe 6:

(1) Bestimme den Fliacheninhalt F' eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlédngen a.
(2) Zeige, dass es kein gleichseitiges Dreieck mit ganzzahligem Fldcheninhalt und rationaler Sei-
tenldnge gibt.

Aufgabe 7: Zeige:
(1) Sind z,y € Z mit 2 + 2y3 = 0 mod 7, so gilt x = 0 mod 7 und y = 0 mod 7.
(2) Sind 1, 29, x3,24 € Z mit
o3+ 223 + Tah + 1423 = 0,
so gilt (z1,z2,23,24) = (0,0,0,0).

Aufgabe 8: Zeige fiir N € N:
(1) Gibt es z,y,z € Qs( mit
22— N=¢y> und 2?4+ N =22
definiert man
a=z—vy, b=z+4+y, c=2x,
so gilt
a,bc € Qso, a>+b>=c*, N= %ab,

d.h. N ist Kongruenzzahl.

(2) Gibt es a,b,c € Qg mit a®? +b% =c?,a <bund N = %ab, definiert man
1 1
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so gilt
2,1y, 2 € Qsg, 22— N=1y% 2>+ N=2:°
(3) N ist genau dann eine Kongruenzzahl, wenn fiir die iiber Q definierte algebraische Menge
Xy ={(z,y,2) € Ad:2? - N=y2 22+ N= 2%}
die Menge X n(Q) der Q-rationalen Punkte nicht leer ist.

Aufgabe 9: Suche ein Polynom f(z,y) € Rz, y], sodass fiir die {iber R definierte algebraische Menge
X ={(z,y) € A?: f(z,y) = 0} gilt
X(R) ={(0,0)} U{(z,y) e R?:a? +y* = 1}.



Aufgabe 10: Zeige:
(1) S ={(t,t?,t3) : t € R} ist die Menge der R-rationalen Punkte einer iiber R definierten algebrai-
schen Menge in A3,
(2) T = {(t,sin(t)) : t € R} ist nicht die Menge der R-rationalen Punkte einer iiber R definierten
algebraischen Menge in AZ.



