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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. Anregungen und Kritik sind willkommen!
Dieses Skript behandelt mengentheoretische Topologie, MaB- und Integra-
tionstheorie, Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten und Integralsitze.
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1 Einleitung

1.1 Mengentheoretische Topologie

Die Topologie ist das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Begriffen wie
Offenheit, Abgeschlossenheit, Zusammenhang und Kompaktheit von Mengen,
Konvergenz von Folgen und Stetigkeit von Funktionen befasst. Wir werden hier
nur die mengentheoretische Topologie behandeln, wahrend in meinem Topologie-
Skript auch erste Schritte in der algebraischen Topologie gemacht werden.

1.2 MaB- und Integrationstheorie

Ein MaB p auf einer Menge M ist eine spezielle Mengenfunktion, sie ordnet also
gewissen Teilmengen A C M Zahlen u(A) € [0, 00] := [0, +00) U {+00} zu.

1.1 Beispiele (MaBe)

1. Das Lebesgue-MaB ji = A auf M := R?, mit Wiirfel-MaB ([0, 1]¢) := 1 und
w(A+a) = u(A) (a € R?). Dies entspricht fiir d = 1 einer Gesamtlange, fiir
d = 2 einem Flicheninhalt und fiir d = 3 einem Volumen. Es ist u(R?) = oo.

2. Auf einer Menge M existieren noch weitere interessante MaBe. Sei etwa a €
: . 1 ,aeA

M. Dann ist p := §, mit 6,(A) := 0 .acM\A

MaB. Aber auch fiir Punktfolgen (z,), in M und positive Zahlen ¢, ist i :=

> Cnly, ein MaB (mit p(A) =377 ¢, 04, (A)). Esist (M) =" cp.

3. Betrachten wir eine symmetrische Irrfahrt auf Z, den ganzen Zahlen. Zum
Zeitpunkt t € Ny befinde sich das Teilchen am Punkt z; € Z. Dann soll
es sich zum Zeitpunkt ¢ + 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 bei ; — 1 bzw. bei
x; + 1 befinden. Das Teilchen soll bei 2y = 0 starten, siehe Abb. 1.1. Setzen
wir vy := 2y — 241 € {—1,+1} und betrachten wir das Teilchen bis zur Zeit
T € N, dann wird dessen Bahn durch y € My := {—1,1}T gesteuert. Wir
erhalten ein MaB uz : P(Mr) — [0,1] mit?

pr({y}) =277 (y=(n, -..yr) € Mz).

Betrachten wir das Teilchen fiir alle Zukunft, dann wollen wir es durch ein MaB
auf der Menge M, := {—1,1}" der {—1, 1}-wertigen Folgen beschreiben. ©

ein MaB, das Dirac-

Nimmt man den MaBbegriff von der praktischen Seite, dann besteht die Aufgabe
darin, MaBe konkreter Mengen A C M zu berechnen, etwa das Volumen \¢(B,)
einer d-dimensionalen Vollkugel.

1Bei Annahme der Unabhingigkeit der 1, ..., yr
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Abbildung 1.1: Symmetrische Irrfahrt (links) und Brownsche Bewegung (rechts)

So wurde die MaBtheorie bis ins 19. Jahrhundert aufgefasst. Bei komplizier-
teren Mengen wie dem unter 3. betrachteten Raum der Folgen geht es aber
offensichtlich auch um die Konstruktion des MaBes.

Eine weitere Frage ist die nach Konvergenz einer Folge von MaBen:

1.2 Beispiel (Brownsche Bewegung)

4. Fiir die symmetrische Irrfahrt aus Beispiel 3. gilt, dass die Varianz von z; =
22:1 yi, gleich t ist, also die Streuung gleich v/#. Falls wir fiir m € N die Zeit
mittels ¢ = ms, also s € Ng/m und den Ort mit Y, := \/LﬁXms reskalieren,
dann ist die Varianz von Y gleich s, unabhangig von m.

Fiir den so genannten Diffusionslimes m — oo erhalten wir in natiirlicher
Weise die so genannte brownsche Bewegung auf R, mit einem Wahrschein-
lichkeitsmaB auf dem Raum der stetigen bei Null beginnenden Wege. &

Wir werden uns allerdings zunachst langer mit der Frage beschaftigen, welchen
Teilmengen A C M iiberhaupt sinnvoll ein MaB 11(A) zugeordnet werden kann.
Dabei ist eine Mindestforderung, dass die Vereinigung A; U ... U A, C M dis-
junkter messbarer Teilmengen Ap C M ebenfalls messbar ist, und dass gilt:

p(ArU. . UA,) = w(A) + .o+ p(Ay).

Diese unschuldig erscheinende Forderung fiihrt, wie BANACH und TARSKI im
Jahr 1924 in [BT] gezeigt haben, dazu, dass ein unter Bewegungen invariantes
MaB iiber dem R?, das wie das Lebesgue-MaB einem Einheitswiirfel MaB Eins
zuordnet, nicht auf der gesamten Potenzmenge P(IR?) definiert sein kann.

1.3 Differentialformen und Integralsdtze

Fiir Funktionen einer Variablen verkniipft der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung Ableitung und Integral. In Kapitel 8 werden wir den Satz von
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Stokes, die Verallgemeinerung des Hauptsatzes auf beliebige Dimensionen, her-
leiten. Dazu verwenden wir Differentialformen, die auch fiir andere Zwecke, etwa
die Vektoranalysis, niitzlich sind.

Untermannigfaltigkeiten der R™ treten in der Analysis zum Beispiel als Ni-
veaumengen F~1(f) regulirer Werte f von Abbildungen F' € C'(R",R¥) auf.
Differentialformen und der Satz von Stokes kdnnen auch fiir Mannigfaltigkeiten
genutzt werden.

1.4 Zur Literatur

Dieses Skript kann nicht die Lektiire von Lehrbiichern ersetzen, sondern soll sie
erganzen. Hier einige Anregungen:

e Ein empfehlenswertes Buch zur in Kapitel 2 behandelten Topologie ist der
Grundkurs Topologie [LS] von GERD LAURES und MARKUS SZYMIK.

e Die Darstellung der Kapitel 3 bis 7 lehnt sich inhaltlich vor Allem an das
Buch MaB- und Integrationstheorie [El] von JURGEN ELSTRODT an. Allen
Horerinnen und Horern der Vorlesung wird die viel ausfiihrlichere Darstel-
lung in diesem Buch empfohlen. Alternativen sind [Ba] von HEINZ BAUER
und [Ha] von PAurL HALMOS.

e Fiir den Kalkiil der Differentialformen (Kapitel 8) empfehle ich [AF] von
ILkA AcGRricoLA und THOMAS FRIEDRICH.

o Weitere, spezialisiertere Literatur finden Sie auf Seite 119.

Da dieses pdf intern und extern verlinkt ist, kann es sinnvoll sein, es online zu
benutzen statt es auszudrucken.

Danksagung:
Frau Nora Doll und Herrn Nico Wittrock danke ich fiir ihre Korrekturhinweise
und Anregungen.
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2 Mengentheoretische Topologie

Sie haben in der Analysis II schon eine Einfiihrung in die Topologie metrischer
Raume bekommen. Die dort erlernten Begriffe reichen fiir die Zwecke dieser
Vorlesung aus. Sie werden aber hier wiederholt und vertieft.

2.1 Topologische Raume

2.1 Definition Ein topologischer Raum st ein Paar (M, O), bestehend aus
einer Menge M und einem Mengensystem O C P(M) von Teilmengen von M
(genannt "offene Mengen”), sodass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
3. 0 und M sind offen.
Man nennt O auch die Topologie von (M, O).
Die fiir uns wichtigsten Beispiele topologischer Raume sind die metrischen Raume:

2.2 Definition Fiir einen metrischen Raum (M, d), mit den offenen Kugeln
Ucx):={ye M|dy,z) <e} (x € M,e > 0)
um x mit Radius ¢, ist die (metrische) Topologie von (M, d) gegeben durch
O:=0(d)={VIM|VeeVIe>0:U(x) CV}. (2.1)
2.3 Satz (M,O(d)) ist ein topologischer Raum, und die U.(z) sind offen.

Beweis:
e (M,0O(d)) ist ein topologischer Raum:

(a) Es seien V; € O fiir alle i € I. Zunachst nehmen wir (., Vi # 0
an, es gibt also ein z € J,.;Vi. Dann ist z € Vj fiir ein j € I.
Nach (2.1) gibt es ein ¢ > 0 mit U (x) € V; C [, Vi- Also ist
Uier Vi € O.

(b) Istx € ViNnVy mit V1, V, € O, dann gibt es g1, 65 > 0 mit U, (z) C V},
j = 1,2. Daher ist U.(z) C Vi NV, fiir € := min(eq,e9) > 0. Es folgt
inlv, e O.

(c) 0 € O, denn dann ist die Bedingung in (2.1) leer. Ebenso gilt M € O,
denn dann ist die Bedingung in (2.1) fiir alle € > 0 erfiillt.
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e Die U.(x) sind offen: Fir y € U.(x) ist ¢’ := d(x,y) < . Wahlen wir
d :=e—¢€" >0, dann ist wegen der Dreiecksungleichung Us(y) C U.(z). O

Oft erzeugen verschiedene Metriken die gleiche Topologie. Insbesondere gilt
dies fiir Metriken auf Vektorraumen, die von dquivalenten Normen abstammen,
sieche Definition 2.43.

Auf jeder Menge M lassen sich Topologien finden:

2.4 Beispiele
1. Die diskrete Topologie © := 2™ aller Teilmengen.
2. Die indiskrete Topologie O := {M, (}. <&

Beispielsweise erzeugt die in der Informatik beliebte Hamming-Metrik auf M :=
B", mit dem Bit B := {0, 1}

d:B"xB" =N, d((bi,....by), (c1,...,cn)) = [{i e {1,....n} | bi # i}

gemaB Definition 2.2 die diskrete Topologie.

Die indiskrete Topologie taucht fast nur in Gegenbeispielen auf.

Wir erweitern unseren topologischen Sprachschatz, indem wir die uns vom
Raum R bekannten Begriffsbildungen verallgemeinern:

2.5 Definition Es sei (M, ) ein topologischer Raum.
e A C M heiBt abgeschlossen, wenn M\ A € O.

e U C M heiBt Umgebung von x € M, wenn es eine offene Menge V' mit

z €V CU gibt.
(=),

e Fiir AC M und x € M heiBt x innerer bzw. duBerer bzw. Randpunkt von
A, je nachdem, ob A oder M\ A oder keines von beiden Umgebung von x ist.

U

- A:={x € M |z ist innerer Punkt von A} heiBt das Innere von A.

- A:={x € M | z nicht duBerer Punkt von A} heiBt abgeschlossene Hiille
von A.

- 0A :={x € M | x Randpunkt von A} heift Rand von A.
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e © € M heiBt Haufungspunkt der Teilmenge A C M, wenn fiir keine Umge-
bung U von x die Menge U N (A\{x}) leer ist.

2.6 Beispiel Fiir A:= (0,1 CRist A= (0,1), A=1[0,1] und A = {0,1}.
7 besitzt keine Haufungspunkte. &

2.7 Bemerkungen 1. A CACA= AU 0A.
2. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Inneren iibereinstimmt.

3. Fiir alle A C M ist A offen und A sowie JA abgeschlossen.

4. Die Menge der Hiufungspunkte von A ist eine Teilmenge von A.

2.8 Definition
Ein topologischer Raum heift Hausdorff~-Raum, @
wenn je zwei verschiedene Punkte x,y disjunkte Um-

gebungen U, bzw. U, besitzen.

2.9 Bemerkungen 1. Metrische Raume sind hausdorffsch, denn fiir z # y ist
e:=d(z,y)/2 >0, also U.(z) Umgebung von z, und U.(z) N U.(y) = 0.

Daher werden die meisten uns begegnenden Raume die Hausdorff-Eigenschaft
besitzen.

2. Ein aus mehr als einem Punkt bestehender Raum mit indiskreter Topologie
ist nicht hausdorffsch. <&

2.10 Definition In einem topologischen Raum (X, O) heiit x € M

o Haufungspunkt einer Folge a : N — M, wenn fiir jede Umgebung U von z
und jedes N € N ein Folgenglied a,, = a(n) € U mit n > N existiert.

e Grenzwert oder Limes einer Folge a : N — M, wenn fiir jede Umgebung U
von x ein N € N mit a, € U fiir alle n > N existiert.
Dann heiBt a gegen = konvergent.

2.11 Bemerkungen

1. Man muss zwischen den Haufungspunkten einer Folge a : N — M und den
Haufungspunkten der Menge a(N) C M unterscheiden.
So besitzt die konstante Folge mit Wert a,, = x den Haufungspunkt x, nicht
aber die Menge {z}.

2. In einem Hausdorff-Raum besitzt jede Folge hochstens einen Grenzwert. <
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Oft beschreibt man eine Topologie O, indem man eine so genannte Basis von O
angibt.

2.12 Definition
Im topologischen Raum (M, Q) heiBt eine Teilmenge B C O offener Mengen
Basis der Topologie, wenn jedes V € O Vereinigung von Mengen aus B ist.

2.13 Beispiele (Basen von Topologien)

1. Die Menge B := {(a,b) | a < b} der offenen beschrankten Intervalle bildet
eine Basis der (metrischen) Topologie von R.

2. Allgemeiner bilden nach Definition 2.2 die e=Umgebungen eine Basis B :=
{Uc(x) | x € M, e > 0} der Topologie O(d) des metrischen Raums (M, d).<

Aus topologischen Raumen kann man auf verschiedene Weise neue topologische
Raume konstruieren, z.B. durch Produktbildung oder Restriktion auf Teilmengen.

2.14 Definition

(XD 00) i =1,...,n seien topologische Riume. Dann ist auf ihrem kar-
tesischen Produkt X = X x ... x X" dje Produkttopologie O gegeben
durch

0= {WgX ‘ VW, ™) e w IUD e 0O

mit 2@ € U9 und UV x ... x U™ C W}.

2.15 Satz Die Produkttopologie ist eine Topologie auf X .

Beweis: Hausaufgabe. O
Die in X offenen Mengen W miissen also "offene Kastchen” um jeden ihrer
Punkte enthalten.

2.16 Bemerkungen (Produkttopologie)

1. Die Bildung der Produkttopologie ist eine assoziative Operation, es geniigt
also, je zwei Faktoren zu betrachten. Produkte von Basen bilden eine Basis
der Produkttopologie.

Beispielsweise bilden die offenen Quader
(al,bl) X ... X (an,bn) - R"

eine Basis der Produkttopologie des R".
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2. Fiir metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) sind auf dem kartesischen Produkt
Z:=XxY
d; - Z x Z — R fir Z]:($J7yj)

di (21, 22) = dx (21, 22) + dy (Y1, y2),
do(21,22) 1= \/dx($17$2)2 + dy (y1,92)?

und

doo (21, 22) = maX(dX(l‘l, T2), dy (Y1, y2))
Metriken. Sie erzeugen aber alle die gleiche Topologie O(d;), die Produktto-
pologie. &

2.17 Definition Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X. Dann heift
(Y,Oy) mit Oy :=={UNY | U € O} Teilraum von (X,0) und Oy die
induzierte Topologie oder Spurtopologie.

Im Allgemeinen enthalt Oy also mehr Mengen als die schon in X offenen Mengen
UCY,Uce€O0.

2.18 Beispiel X := R mit der von den offenen Intervallen erzeugten Topolo-

gie O, Y := (0,1]. Dann ist (3,1] C Y offen und entsprechend (0,3] C YV

abgeschlossen in Y (). &

Analog definiert man auf Teilmengen Y C X metrischer Raume (X, d) eine

Metrik dy : Y x Y — [0, 00) durch Restriktion von d, und O(d)y = O(dy).
Oft sind solche Teilraume Niveaumengen von Funktionen F': R” — R.

2.19 Beispiele 1. Die n—-Sphare S™ := {z € R"*! | ||z| = 1}.

Abbildung 2.1: 2-Sphire S? (links), 2-Torus T? (Mitte) und Fliche mit 2 Henkeln
(rechts)

2. Auch der 2—Torus T? C R?, eine Fliche mit einem Henkel (siehe Abbildung
2.1, Mitte) lasst sich als Niveaumenge darstellen:

T? = {z € R® | F(z) = 1} mit F(z) = (/a2 + 22— 2)° + 2.
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3. Die Flache mit 2 Henkeln in Abbildung 2.1 (rechts) ist die Niveaumenge
{z € R®| F(z) = 1/4} von F(z) = (422(1 —2?) —a3)* + a2 ©

Etwas vornehmer heiBt die Henkelzahl der Flachen ihr Geschlecht. Sie erlaubt
diese topologischen Raume voneinander zu unterscheiden. Die algebraische To-
pologie befaBt sich mit solchen den topologischen Raumen zugeordneten so ge-
nannten topologischen Invarianten.

2.2 Stetigkeit

Eine reelle Funktion f : R — R wurde stetig bei x € R genannt, wenn fiir jedes
e>0eind >0 mit

f(Us(x)) € U(f())

existiert, und stetig, wenn dies fiir alle x € R gilt. Ganz analog wurde die € — -
Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Raumen definiert. Diesen Stetig-
keitsbegriff verallgemeinert man folgendermaBen:

2.20 Definition

e Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen heiBt stetig bei
x € X, wenn es zu jeder Umgebung V' von f(z) eine Umgebung U von x mit
f(U) CV gibt.

o f heiBt stetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X stetig ist.

e FEine bijektive stetige Abbildung f : X — Y heiBt Homdomorphismus, wenn
auch f~1:Y — X stetig ist.

e X undY heiBen hombéomorph, wenn ein Homéomorphismus f : X — Y
existiert.

2.21 Bemerkung Analog zum Englischen (homeomorphism) benutzt man auch
das Wort Homeomorphismus := Homdomorphismus # Homomorphismus! <&

2.22 Satz Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist genau
dann stetig im Sinn von Definition 2.20, wenn sie € ——stetig ist.

Beweis: Hausaufgabe. O

2.23 Satz
Essei f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riumen. Dann ist f
genau dann stetig, wenn die Urbilder f~(V') offener Mengen immer offen sind.
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Beweis:

e Essei f: X — Y stetigund V C Y offen. Nach Definition existiert fiir
jedes z € U := f~1(V) eine in U liegende offene Umgebung U, von x. Deren
Vereinigung U<y U, ist offen und gleich U.

e Falls aus der Offenheit von V C Y die Offenheit von f~*(V) C X folgt, gibt
es fiir alle € X und Umgebungen V' von f(x) eine offene Umgebung VCcVv
von f(z), und fiir U := f~%(V) gilt: U ist eine offene Umgebung von z mit
foycv. O

Damit bildet ein Homdomorphismus f : X — Y durch
Ox—>0y , U'—)f(U)

die Topologie Ox bijektiv auf Oy ab. Homéomorphismen sind daher die Isomor-
phismen der Topologie!
Es gibt noch einen zweiten Stetigkeitsbegriff:

2.24 Definition

e FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen heiBt folgen-
stetig bei © € X, wenn fiir jede gegen x konvergente Folge a : N — X die
Bildfolge f oa : N — 'Y gegen f(z) konvergiert.

o f heiBt folgenstetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X folgenstetig ist.

Soweit wir nur Topologien betrachten, die von Metriken kommen, gilt fiir uns
nach Satz 9.4 der Analysis |

"stetig = folgenstetig” .

Allgemein gilt aber auf topologischen Raumen nur "stetig = folgenstetig”.

2.25 Beispiele (Homéomorphismen)

1 Fiir A= (A, ..., Apgr) mit A; > 0sei By := {o € R | S50 (g, /0)2 = 1}
das Ellipsoid mit den Hauptachsen der Lange \;.

Dannist f: B\ — S", v +— H:f—” ein Homéomorphismus.

2. Ahnlich ist die Oberfliche eines Bierseidels zum 2-Torus T? aus Beispiel 2.19
homoomorph:
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BS T2

3. Es l3sst sich dagegen zeigen, dass S? und T? nicht homdomorph sind. An-
schaulich liegt das daran, dass der Torus T? einen Henkel hat, die Sphire S?
aber nicht. O

2.26 Satz Sind f: X — Y und g:Y — Z stetig, so auch go f : X — Z.

Beweis: Nach Satz 2.23 miissen wir nachpriifen, dass fiir alle offenen W C Z
auch U := (go f)~}(W) C X offen ist. Wegen der Stetigkeit von g ist V :=
g (W) C Y offen, wegen der Stetigkeit von f auch U = f~}(V). O

2.27 Bemerkung (Topologische Vektorraume)

In der Funktionalanalysis, also dem Gebiet der Mathematik, in dem Lineare Al-
gebra und Analysis sich kombinieren, betrachtet man sog. topologische Vek-
torrdume, d.h. Vektorraume mit einer Topologie, die mit Addition und Skalarmul-
tiplikation vertraglich ist. Wahrend nun endlich-dimensionale Vektorraume iiber
K = R oder C sinnvollerweise die metrische Topologie tragen, die unabhangig
von der die Metrik definierenden Norm ist, kommen fiir unendlich-dimensionale
Vektorraume V' oft verschiedene Topologien in Betracht. Oft sind diese Topolo-
gien metrische Topologien O(d) der von einer Norm || - || : V' — R erzeugten
Metrik d. In dieser Topologie ist die Abbildung || - || : V' — R immer stetig. <

2.28 Satz Eine lineare Abbildung f : X — Y zwischen normierten Veektorrdum-
en (X, |- |lx) und (Y,|| - ||y) ist genau dann stetig, wenn sie Lipschitz-stetig ist,
d.h. fiir ein L > 0 gilt

[f@lly <L zllx  (ze€X). (2.2)
Beweis:

e Nach Satz 8.5 der Analysis Il sind Lipschitz-stetige Abbildungen zwischen me-
trischen Raumen stetig.

e Wegen || f(z1) — f(z2)lly = ||f(2)|ly mit x := 27 — x5 reicht es aus, die
Lipschitz—Stetigkeit bei der Null zu iiberpriifen. Ist f stetig, dann gibt es zu
g:=1ein d >0 mit

If@)ly <1 (lellx <0).
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Setze L := 1/§. Dann folgt aus der Linearitdt von f fir z # 0 und Z :=
ox/|lz]|x, also [[&]lx = & und [[f(Z)[ly <1

1f@)lly = [[f(Lllzllx2)|]y = [Llzlxf @), = Llzlx | f @)y < Lil=llx,
wahrend fiir = 0 ebenfalls (2.2) folgt. O

Ist die lineare Abbildung f : X — Y stetig, dann definiert man analog zur
Matrixnorm die Operatornorm von f als

IfIF:=sup [lf()]y, (2:3)

llzllx=1

falls der Ausdruck endlich ist. || f|| 1aBt sich wieder grob als maximaler Streckungs-
faktor eines Vektors unter der linearen Abbildung f interpretieren, wobei das
Supremum in (2.3) nicht angenommen werden muss.

Wie im nachsten Abschnitt in Satz 2.45 gezeigt wird, sind lineare Abbildungen
f: X — Y immer stetig, falls dim(X) < oo.

2.29 Beispiel Es sei
X = CY([0,1],R) := {f : [0,1] — R | f stetig differenzierbar},
und
¥ = C(0,1],R),

beide versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist die lineare Abbildung
D:X—=Y |, fef

nach Satz 2.28 nicht stetig, denn zwar besitzt f,, € X, f,(z) := 2™ die Norm
1full = | £2(1)] = 1, aber wegen Df, = nf, 1 ist [Dful =0 (neN). ©

2.3 Kompaktheit

Im Buch? von KLAUS JANICH beginnt das entsprechende Kapitel mit dem Aus-
ruf: " Ah, Kompaktheit! Eine wundervolle Eigenschaft!” Der Grund ist, dass kom-
pakte Raume oft einfacher zu behandeln sind als nicht kompakte.

In Kapitel 9.3 der Analysis | wurde A C R™ kompakt genannt, wenn A
beschrankt und abgeschlossen ist.

e Der Prototyp eines kompakten Raumes ist daher das abgeschlossene In-
tervall [a, b], und wir wissen schon, dass darin jede Folge (z,)nen €inen
Haufungspunkt = € [a, b] hat. Das ist eine 'wundervolle Eigenschaft’, denn
eine geeignete Teilfolge konvergiert dann gegen .

2Klaus Janich: Topologie. Springer, 1999
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e Dagegen ist R nicht kompakt, und z.B. die Folge (z,, := n),en besitzt
keinen Haufungspunkt.

In topologischen Raumen definieren wir Kompaktheit ganz anders und zeigen
anschlieBend, dass im Fall des R™ die Definitionen libereinstimmen.

2.30 Definition

e FEine Teilmenge X eines topologischen Raumes (M, ©O) heiBt kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung, d.h. jede (Mengen-)Familie (V;)ier mit V; € O
und

xcl v
iel
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, also eine mit einer endlichen Teil-
menge J C I indizierte Uberdeckung X C U s Vi

o X heiBt folgenkompakt, wenn jede Folge a : N — X eine gegen ein x € X
konvergente Teilfolge besitzt.

2.31 Beispiel X := (0,1] C R ist nicht kompakt, denn mit V; := (1,2) fiir
1 € Nist auch U; .=V, N X = (%,1} in X offen. Die Familie (U;);en ist
eine offene Uberdeckung von X. Gibe es aber eine endliche Teiliiberdeckung
X =Uj;, U...uU,,, dann ware mit j := max(ji,. .., j,) der Punkt % € X. Er
ist aber in keinem U;,. Widerspruch! &

Natiirlich existieren fiir jede Teilmenge X eines topologischen Raumes M immer
endliche offene Uberdeckungen, z.B. die einelementige bestehend aus .

Es gibt topologische Raume, die kompakt, aber nicht folgenkompakt sind und
solche, in denen das Umgekehrte gilt. Aber:

2.32 Satz Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann kompakt, wenn er fol-
genkompakt ist.

Beweis: In beiden Richtungen fiihren wir Widerspruchsbeweise:

1. (M,d) sei kompakt. Wir nehmen nun die Existenz einer Folge a : N — M
ohne konvergente Teilfolge an.

Dann existiert fiir jeden Punkt x € M eine Umgebung V., die nur von end-
lich vielen Folgengliedern getroffen wird. (Warum? Andernfalls existierte ja
ein Punkt © € M, dessen Umgebungen Ui/, (z) (n € N) alle von unend-
lich vielen Folgengliedern getroffen wiirden. Dann konnten wir eine gegen x
konvergente Teilfolge auswihlen).
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Nach Voraussetzung besitzt aber die offene Uberdeckung (V) zen eine endli-
che Teiliiberdeckung, und damit die Folge nur endlich viele Glieder.
Widerspruch!

. (M, d) sei folgenkompakt, aber nicht kompakt. Es existiert also eine Uber-
deckung (V;);er von M ohne endliche Teiliiberdeckung.
Fiir jeden Punkt x € M und J(x) :={i € I | x € V;} setzen wir

R(z,4) := min (sup{r > 0 | U,(z) C V;}, 1) (i € J(z)),

sodass fiir diese Radien also Ug(,q)(z) C V; gilt.

Als Nachstes wahlen wir fiir jedes # € M eine Umgebung Vj(,) von x mit

j(z) € J(z) sodass R(z,j(x)) >3 :};}))R(m,z) (2.4)

AnschlieBend konstruieren wir induktiv eine Folge (x,,)nen in M mit
Tt & Vian U UVj@,y  (neN) (2.5)

(da nach Annahme keine endliche Teiliiberdeckung existiert, ist dies moglich).

(n)nen besitzt nach Annahme eine konvergente Teilfolge, und wir nehmen
0.B.d.A. an, dass (z,)nen selbst gegen a € M konvergiert, also
lim,, o d(x,,a) = 0.

Damit muss wegen (2.5) der Limesradius lim,, R(xn,j(xn)) = 0 sein.

Andererseits ist R(a, j(a)) > 0, es gibt also ein N € N mit
d(zn,a) < 1R(a,j(a)) (n> N).

Damit ist nicht nur ,, € Ug(a,j(a))(a), sondern sogar die Kugel Ug(a,j(a))/4(Tn)
um x,, mit n—unabhangigem Radius in Ug(, ;) (@) enthalten. Wir haben also
fir ein n € N die Bedingung (2.4) verletzt. Widerspruch! O

2.33 Korollar Kompakte metrische Raume sind vollstandig.

Beweis: Denn konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy—Folge, so auch die Cauchy—
Folge selbst. O

2.34 Beispiel
QnN[0, 1] ist nicht vollstandig (da z.B. 1/v/2 € [0,1]\Q), also nicht kompakt! <

Satz 2.32 ermdglicht uns zu zeigen, dass die Kompaktheits-Definition der Ana-
lysis | Spezialfall unserer jetzigen Definition ist.
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2.35 Satz (Heine—Borel) A C R" ist genau dann kompakt im Sinne von De-
finition 2.30, wenn A beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Beweis:

1. Falls A beschrankt und abgeschlossen ist, ist A nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB (Satz 7.41 der Analysis ) folgenkompakt und damit nach Satz
2.32 kompakt.

2. Ist A unbeschrankt, dann existiert eine Folge (,,)nen in A mit lim,, o ||2,] =
oo. Diese Folge divergiert also, und A ist nicht (folgen)kompakt.

3. Gleiches gilt, falls A nicht abgeschlossen ist, also einen nicht in A liegenden
Haufungspunkt besitzt. O

Man konnte nun denken, dass allgemein Abgeschlossenheit und Beschrinktheit®
einer Teilmenge eines metrischen Raumes ihre Kompaktheit impliziert. Das gilt
aber noch nicht einmal fiir Teilmengen normierter Vektorraume:

2.36 Bemerkung (Kompaktheit)
Die Einheitssphire S := {f € ¢ | || f|l2 = 1} im Hilbertschen Folgenraum

2 .= 2(N) = {f:N—MC‘ i|f(n)|2<oo}

beziiglich der Norm || f|l2 := /Y., | f(n)|? ist beschrankt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Denn die Folge (e,)nen der (Basis—) Vektoren e, (k) :=
6ok (k € N) liegt in S, besitzt aber wegen |le, — emla = V2 (m # n) keine
konvergente Teilfolge. &

2.37 Satz Kompakte Teilmengen von Hausdorf~Raumen sind abgeschlossen.

Beweis: Sei M Hausdorff~Raum und X C M kompakt. Zu zeigen ist: YV :=
M — X ist offen. Fiir y € Y konstruieren wir zum Nachweis eine offene Umgebung
V C Y von y. Fiir jedes © € X existieren wegen der Hausdorff-Eigenschaft
disjunkte offene Umgebungen U, C M von z und V,, C M von y.

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

U, U...UU, DX
der Uberdeckung (U, ).cx von X. Fiir die offene Umgebung
V=V,n.nNnV, CM

3Definition Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X,d) heiBt beschrinkt,
wenn A = () oder wenn ihr Durchmesser diam(A) = sup, ,c 4 d(z,y) endlich ist.
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von y gilt: U,, NV C U, NV, =0 (i=1...,n). AlsoistVCM-X=Y.0O
Gegenbeispiel (Kompakt, aber nicht abgeschlossen):

M := {1,2} mit indiskreter Topologie O = {0, {1,2}}. {1} C {1,2} ist zwar
als endliche Menge kompakt, aber nicht abgeschlossen, da {2} nicht offen ist. <

Die folgenden beiden Satze konnen oft zum Nachweis der Kompaktheit benutzt
werden.

2.38 Satz
Ist X C M kompakt und f: M — Y stetig, dann ist f(X) CY kompakt.

Beweis: Sei (V;)c; eine offene Uberdeckung von f(X) und
U= f7'(Vi) ={z € M| f(z) € Vi}.

Dann ist nach Satz 2.23 auch U; offen, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
X CUjU...UUj, . Damitist f(X)CV, U...UVj . O

Ein weiteres Prinzip zur Identifikation kompakter Mengen ist das folgende:

2.39 Satz
Abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Riume sind kompakt.

Beweis: Es sei A C K eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums K
und (V;);es eine Uberdeckung von A durch (in A) offene Teilmengen V; C A.
Nach Definition 2.17 der Teilraumtopologie gibt es daher in K offene Teilmengen
(Uy)ier mit V; = U; N A. Die U; bilden zusammen mit der offenen Menge K\ A
eine offene Uberdeckung von K, die wegen Kompaktheit von K eine endliche
Teilliberdeckung besitzt:
K=(K\A)uU,U...uU;

m*

Damitist A=V, U...UV; O

Jm*

Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder der offenen Mengen
offen sind, oder dquivalent, wenn die Urbilder der abgeschlossenen Mengen ab-
geschlossen sind.

So gewinnt man viele Kompakta:

2.40 Beispiel Die n—Sphire S™ = {x € R"™! | ||z|| = 1} ist kompakt, denn

e S™ist Urbild der abgeschlossenen Menge {1} C R unter der stetigen Abbildung
x +— ||z||, also abgeschlossen, und

e S" C [—1,1]""L Die Kompaktheit der Quader haben wir aber schon gezeigt. ¢
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2.41 Satz Stetige Funktionen f : X — R auf kompakten metrischen Raumen
X # 0 nehmen ihr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt T i, Trax € X mit

inf f(r) = f(Tmin) . sup f(2) = f(Tmax)-

reX zeX

Beweis: Da f(X) # (), gibt es eine Folge (2,,)nen mit sup,, f(x) = lim, o f(7)-
Wegen der Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit (Satz 2.32) gibt

es eine konvergente Teilfolge (z,,, )xen. Wegen der Stetigkeit von f und der Aqui-
valenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit (Satz 9.4 der Analysis |) gilt

lim f(zn,) = f(Tmax) fUr ZTmax:= lim z,,.
k—o00 k—o0

Analog fiir das Infimum. O

In einem metrischen Raum (X, d) ist der Minimalabstand zweier nicht leerer
Teilmengen V., W C X definiert durch

dist(V, W) := inf{d(v,w) | v € V;w € W}. (2.6)

2.42 Satz Sind V und W disjunkt, V' abgeschlossen und W kompakt, dann ist
dist(V, W) > 0.
Beweis: Der Abstand zu einer beliebigen nicht leeren Teilmenge V' C X, also
disty : X — [0,00) , disty(x) = inf{d(xz,v) |v eV}
ist wegen der Dreiecksungleichung stetig:

disty (y) = in‘f/ d(y,v) < d(y,z) + disty (x) (x,y € X).
ve

Ist V' C X abgeschlossen und z € X \ V, dann ist dy(x) > 0. (2.6) hat die
Form
dist(V, W) = inf {disty (w) | w € W}.

Sind nun V' und W disjunkt, V' abgeschlossen und W kompakt, dann nimmt dy
auf dem kompakten metrischen Raum W # () nach Satz 2.41 das Infimum an. O

Aufgabe: Finden Sie ein Beispiel zweier disjunkter abgeschlossener Teilmengen
V, W eines metrischen Raums (X, d) mit dist(V, W) = 0. <&

Wahrend verschiedene Normen auf einem Vektorraum unterschiedliche geome-
trische Strukturen erzeugen, konnen sie einander doch in einem groberen Sinn
gleichen:
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2.43 Definition Zwei Normen || - ||; und || - ||;; auf dem K—-Vektorraum V (mit
K = R oder C) heiBen dquivalent, wenn fiir geeignete C' > C > 0 gilt:

Clollr <l <ol (ve V).

Der folgende Satz folgt aus einem Kompaktheitsargument.

2.44 Satz

Alle Normen auf einem endlich—dimensionalen IK—Vektorraum sind dquivalent.
Beweis:

e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den K”.

e Essei || - || : K* — R eine Norm. Es geniigt die Aquivalenz dieser Norm zur
euklidischen Norm || - || nachzuweisen, denn Aquivalenz von Normen ist eine
Aquivalenzrelation.

e Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung || - || : K* — R stetig ist. Es sei
dazu ey, ..., e, die kanonische Basis des K" (mit ||e;||2 = 1) und ¢; := ||e;]| die

Norm des i—ten Basiselementes. Dann besitzt ein Vektor z = Y, z;¢; € K”

die euklidische Lange ||z|2 = \/D>_;_; |i|* und nach der Dreiecksungleichung
die Lange

n n n
Izl <Y llseill = ) lwider < ey fail < enllz)s
i=1 i=1 i=1

mit ¢ := max(cy, ..., c,). Damit ist die Norm-Abbildung stetig.
e Nun restringieren wir diese auf die Einheitssphare

S t={r e K" |[lz]. =1}
des Euklidischen Vektorraums, betrachten also die Abbildung
St =R, x|z

Da Sp! nach Beispiel 2.40 kompakt* und f stetig ist, nimmt f Minimum fo;, >
0 und Maximum f,.x < oo an. Daher gilt foml|zlle < [|2]] < fuax|Z]|2- O

2.45 Satz Sind (X,| - ||x) und (Y,||-|ly) normierte K—Vektorrdume mit
dim(X) < oo, dann ist jede lineare Abbildung f : X — 'Y stetig.

Beweis: Nach Satz 2.44 kdnnen wir annehmen, dass || - || x die euklidische Norm
ist. Es sei e1,...,e, € X eine Orthonormalbasis und = = Z?:l c;e; € X von
der Norm 1, also Y"1 | |¢;|* = 1. Dann ist

L @)y = 11225 cif (ea)lly < 325 lelllf(en)lly < L

mit Lipschitz—Konstante L := n max{||f(e;)|ly | i =1,...,n}. 0

4Ist K = C, dann ist S(’C’_l = Sﬁ”_l, wenn man den C" reellifiziert d.h. mit dem R2"
identifiziert.
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3 Mengensysteme

Wir haben schon im letzten Kapitel Mengensysteme betrachtet, namlich Topo-
logien O C 2™ auf einer Menge M. Die Elemente von O hieBen offen.

Auch in der MaBtheorie, unserem nachsten Thema, sind Mengensysteme A C
2M zentral, namlich die der meBbaren Teilmengen von M. Das sind die Mengen,
denen ein MaB zugeordnet wird, also eine nicht negative Zahl oder Unendlich.
Schauen wir uns also an, welche Eigenschaften ein MaB haben muss.

3.1 o-Algebren und MaBe

Zunachst miissen wir festlegen, welche Teilmengen der Grundmenge M liber-
haupt messbar sein sollen. Wir wahlen also wie gesagt ein Mengensystem A C
2M = P(M) in der Potenzmenge von M aus.

Am bequemsten wire es, alles messen zu kénnen, also A = 2™ aber das ist
nicht immer moglich. Wir fordern, dass A eine c—Algebra ist.

3.1 Definition
o A C 2M heiBt o-Algebra (von M), wenn

(@) Me A
(b) A € A impliziert, dass A° := M\A € A
(c) A, € A (n € N) impliziert, dass | J,,cy An € A.

e Fiir eine o0—Algebra A C 2™ von M heiBt das Paar (M, A) Messraum, und
die Mengen A € A heiBen messbar.

Die kleinste o—Algebra von M ist damit {(), M}, die groBte 2.
In der Praxis wird man fiir einen topologischen Raum (M, O) (also mit Def. 2.2
insbesondere fiir einen metrischen Raum (M, d), wie etwa den euklidischen Raum
R%) eine von diesen beiden im Allgemeinen verschiedene o—Algebra wihlen, wel-
che die offenen und damit auch die abgeschlossenen Mengen enthilt (Def. 3.5).
Das Symbol o soll an den Begriff der Summe erinnern, entsprechend der
dritten Forderung in Def. 3.1, also der Stabilitdt unter abzahlbarer Vereinigung.
Sigma—Algebren sind offensichtlich auch unter dem Schnitt abzadhlbar vieler
Mengen stabil: A, € A (n € N) impliziert, dass ),y An = (U,cn4%)° € A.

3.2 Definition

e Fiir einen Messraum (M, A) heiBt eine Abbildung 1i: A — [0, 00] MaB, wenn
() u(0) =0
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(b) Fiir disjunkte (das heiBt A, N A, =0 (m #n)) A, € A (n € N) gilt:
1t (Unen An) = X en (AR) (abzdahlbare oder o-Additivitat).
e Dann heiBt das Tripel (M, A, i) MaBraum.

e Das MaB ;i heiBt endlich, wenn p(M) < oo, und Wahrscheinlichkeitsmal,
wenn (M) = 1.

3.3 Beispiele 1. Fiir eine Menge M mit o—Algebra 2* wird durch p(A) := |A|
falls A endlich, und sonst j1(A) := oo ein MaB definiert, das Zih/maB.

2. Vom Lebesgue-MaB wissen wir zunachst nur, dass die abgeschlossenen ach-
senparallelen Wiirfel der Kantenlinge 1 im Mengensystem A C P(RY) lie-
gen. Nun folgt aus den Axiomen einer o—Algebra, dass mit A, B € A auch
ANB € Aist, denn mit D¢ := M\D ist ANB = (AU B¢)°. Daraus folgern
wir, dass alle Quader messbar sind. Diese konnen sogar durch endlich viele
mengentheoretische Operationen aus den Einheitswiirfeln gewonnen werden.

Aber z.B. auch die offene Kreisscheibe K := {z € R? | ||z|| < 1} ist messbar.
Denn wir konnen sie als abzahlbare Vereinigung von Quadraten darstellen. &

Wie weit kommen wir mit dieser Konstruktion?

3.4 Definition Ist ein Mengensystem £ C 2M gegeben, dann wird die kleinste
o-Algebra, die £ enthilt, die von £ erzeugte o—Algebra genannt und mit o (&)
bezeichnet. £ heiBt ein Erzeuger von o ().

Vorsicht: Warum gibt es eine kleinste solche o—Algebra und warum ist sie ein-
deutig? Wir setzen

o(€) = ﬂ {AC2M | EC A, Aist o-Algebra}.

Zunichst enthilt die o—Algebra 2M nach Voraussetzung £, es wird also ein nicht
leeres Mengensystem geschnitten. Andererseits enthalt ihr Durchschnitt £. Der
Schnitt beliebig vieler c—Algebren A, C 2M ist aber wieder eine o—Algebra. <

3.5 Definition Fiir einen topologischen Raum (M, O) heiBt die von der Topo-
logie O C 2M erzeugte o-Algebra B(M) := o(O) die Borel-c—Algebra.

3.2 Ringe, Algebren und Halbringe

Das Wort 'Algebra’ erinnert an die Algebra als Teilgebiet der Mathematik. In
diesem Abschnitt klaren wir den Zusammenhang.
Aus der Algebra kennen wir die Definition eines Rings.
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Abbildung 3.1: Symmetrische Differenz AA B (rosa) der (kreisférmigen) Mengen
A und B (links), und AABAC fiir A, B und C' (rechts)

3.6 Definition

e Eine Menge R mit zwei Operationen + : R x R - Rund - : Rx R — R
heiBt Ring, wenn (R, +) eine abelsche Gruppe ist,
— das Assoziativitatsgesetz a - (b-¢) = (a-b) - ¢ und
— die Distributivgesetze a- (b+c) = a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c gelten.

e Ein Ring heiBt unitdr, wenn er ein (beidseitiges) neutrales Element 1 der
Multiplikation enthalt.

e FEin Ring heiBt kommutativ, wenna-b=10b-a gilt.

e Eine Teilmenge U C R heiBt Unterring eines Rings (R, +,-), wenn (U, +)
eine Untergruppe von (R, +) ist und aus a,b € U folgt: a-b € U.

In der Potenzmenge R := 2™ einer beliebigen Menge M gibt es zwei Opera-
tionen, die diese zum kommutativen Ring machen: die symmetrische Differenz

A:RXxR—R , (A B)— (A\B)U(B\A)

und der Schnitt N. Das neutrale Element der als Addition aufgefassten Ver-
kniipfung A ist (). Auch der als Multiplikation aufgefasste Schnitt besitzt hier
ein neutrales Element, namlich M selbst. Da A assoziativ ist (sieche Abbildung
3.1, rechts), kann man AABAC statt (AAB)AC = AA(BAC) schreiben.

3.7 Definition
Ein (Mengen-)Ring R iiber M ist ein Mengensystem () # R C 2M, fiir das
gilt:

Fir A B€R sind AUB € R und A\B € R.
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Ein solcher Ring R iiber M enthailt wenigstens die leere Menge, aber nicht
notwendig M selbst. In einem Mengenring R sind auch symmetrische Differenz
AAB und Durchschnitt AN B von A, B € R enthalten,® denn

AAB = (A\B)U (B\A) und ANB=(AUB)\(AAB).
Umgekehrt ist
A\B = (AAB)NA und AUB=AA(B\A).
Daher gilt:

3.8 Lemma Fiir R C 2™ ist (R,U,\ ) genau dann ein Mengenring, wenn R
im algebraischen Sinn ein Unterring von (2M /A N) ist.

Beweis: Hausaufgabe O

Ein Grund, Mengenringe einzufiihren ist, dass man mit ihnen leicht MaBe fest-
legen kann. Der in diesem Zusammenhang ebenfalls wichtige maBtheoretische
Begriff der Mengenalgebra ist analog zum (algebraischen) Begriff der Algebra
gebildet:

3.9 Definition

e FEine Algebra iiber einem Korper K ist ein Ring A mit der Eigenschaft, gleich-
zeitig K-Vektorraum zu sein mit

k- (ab) = (k-a)b=a(k-b) (keK, a,be A).
e Ein Mengenring A C 2™ heiBt (Mengen-)Algebra, wenn auch M € A ist.

3.10 Satz
A C 2M st genau dann Mengen-Algebra, wenn (A, \,N,-) eine unitale (also
1 = M enthaltende) Algebra iiber dem Kérper Fy = ({0, 1}, +, ) ist.°

Beweis: Eine Teilmenge A € 2™ von M ist durch ihre charakteristische Funktion

1 ,meA
0 ,mgA

charakterisiert, und es gilt (wegen der Rechenregel 1 +1 =0 in Fy)

ﬂAiM—>F2 , llA(m):{

laap=Ta+1p , lunp=1I4lp (4, Be2Y). (3.1)

5Man kann aber Ringe nicht durch die Bedingung A, B € R = ANDB € R und
A\B € R an ein Mengensystem R charakterisieren. Ein Gegenbeispiel ist R := {0, {a}, {b}}.

Der Punkt in ({0,1}, +, ) bezeichnet die Multiplikation im Kérper Fy, der in (A, A, N, )
die Skalarmultiplikation, siehe (3.2) im Beweis.
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Die Menge {14 | A € A} der charakteristischen Funktionen bildet nach
Lemma 3.8 genau dann einen zu (A, A\, N) isomorphen Ring, wenn (A, U, \ ) ein
Mengenring ist. In diesem Fall wird (A, A, -) mit der Skalarmultiplikation

Fox A— A k;-]lA:{]lA ’kil (3.2)

ein Fy-Vektorraum. Denn damit gilt k- (14 + 1) = (k- 14) + (k- 1) und
(k‘é)IlA = k?(gﬂA) , (k?+€)]1,4 = (k?]lA)—f—(gﬂA) (k,g € Iy, A, B e ./4),

bei Benutzung von (3.1). Da zusatzlich gilt: k- (141p) = (k-14) 15 = 14(k-1p),
ist (A, A, N, ) eine Algebra iiber Fs.

Diese Algebra enthalt genau dann ein Einselement, wenn M € A, denn fiir
alle B C M gilt: 1,1 = 153. O

Wie erhalten wir nun praktisch Mengenringe? Dies schauen wir uns in unserem
wichtigsten Beispiel, dem von M = R? an.

3.11 Definition Fiir a,b € R? ist a < b genau dann, wenn a;, < by, und a < b,
wenn ay < by fiirallek =1,...,d.

Dies definiert eine Halbordnung (= partielle Ordnung) a < b, also eine transitive,
reflexive und antisymmetrische Relation auf R?. Fiir d > 1 ist das keine Ordnung,

denn () und (;) lassen sich so in R? nicht vergleichen.

3.12 Definition Fiir alle a,b € R? sind folgende Intervalle definiert:
o [a,b] :={z €R?|a<z<b} (abgeschlossen)
e (a,b) :={r e R?|a <z < b} (offen)
o [a,b) :={z € R | a <z < b} (halboffen)
o (a,b] :={x € R?| a <z < b} (halboffen) .
Betrachten wir nun das Mengensystem

I%:={(a,b] | a,b € R%, a < b} oderauch ZI¢ :={(a,b] | a,b € Q% a<b}.

7% und I sind sehr kleine, gewissermaBen iibersichtliche Mengensysteme, mit
179 = |R| und |Z¢| = |NJ. Es sind zwar keine Mengenringe (denn (a,b]\(c, d]
ist kein Intervall mehr, wenn a < ¢ < d < b), aber es sind Halbringe:’

"Dieser Mengensysteme betreffende Begriff unterscheidet sich grundlegend von dem eines
Halbrings im Sinne der Algebral
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3.13 Definition Ein Mengensystem H C 2 heiBt Halbring iiber M, wenn
1. 0eH
2. FirA,BeHist ANBeH (durchschnittsstabil)
3. Fiir A, B € H gibt es disjunkte C1,...,C,, € H mit A\B = J;_, Cy.

Es wird also nicht gefordert, dass die Differenz zweier Elemente eines Halbringes
wieder im Halbring ist. Das ist auch im Allgemeinen nicht der Fall, denn:

3.14 Lemma TI' und I}, sind Halbringe iiber R.

Beweis: Fiir alle a,b, c,d in R beziehungsweise in Q gilt
1. (a,a] =10
2. (a,b] N (¢,d] = (max(a,c), min(b, d)]
3. (a,0]\(¢,d] = (a,min(b,c)] U (max(a,d),b]. O

Versteht man min und max im R? komponentenweise, dann stimmt auch fiir F¢
die Gleichung (a,b] N (¢, d] = (max(a, c), min(b, d)].

Die Gleichung (a,b]\(¢c,d] = (a,min(b,c)] U (max(a,d),b] lasst sich zwar
nicht so leicht auf mehrere Dimensionen iibertragen. Wegen des folgenden Lem-
mas gilt aber eine zu Lemma 3.14 analoge Aussage auch im R,

3.15 Lemma Sind H, und Ho Halbringe (iiber My und M), dann ist
Hl*HQI:{AXB|AEH1,BEH2} (33)

Halbring (tiber My x My).

Beweis:

1. 0x0=0€H, *xHs

2. Fiiralle A, A’ € H,, B, B' € H, gilt wegen der Durchschnittsstabilitat der H;:
(Ax B)N(A'x B )=(ANA) x (BNB') € Hy x Ha.

3. (Ax B)\(A' x B') = ((A\A") x B) U ((AN A") x (B\B')), und die bei-

den disjunkten Mengen der rechten Seite sind jeweils disjunkte Vereinigungen
endlich vieler Elemente des Mengensystems H; * H,. Siehe auch Abb. 3.2. O

3.16 Korollar Also sind in beliebiger Dimension I und I Halbringe iiber R”.
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(A x B)\(A' x B") (ANA)X(B\B')

A' x B’

(AnA)x(B\B")

Abbildung 3.2: Fiir A" C A (horizontal) und B’ C B (vertikal): (Ax B)\(A’x B’)
(links, zyan), dargestellt als disjunkte Vereinigung (A\A’') x B UA’ x (B\B’)
(rechts)

Beweis: Denn ZF1 = 7F « 7 und I(S“ = I(S * Tg. O

Wir erhalten allgemein fiir ein Mengensystem S C 2™ den von S erzeugten
Ring, also den kleinsten S enthaltenden Ring R C 2, durch Schnittbildung:

R=(){RC2”|SCR, Ristein Ring}. (3.4)

3.17 Lemma Fiir Elemente A, By, ..., B,, € H eines Halbringes H C 2™ gibt
es disjunkte C4,...,C, € H mit

A \( CJ Bk) - CJ Ct. (3.5)

3.18 Beispiel (Intervalle) Es ist niitzlich, sich zu iiberlegen, wie man etwa im
Fall des Halbringes Z¢ der halboffenen Intervalle die Intervalle C; konstruiert.
Dort wird (wegen der Ordnung von R) durch jedes By, = (c, d] eine Zerlegung
von A = (a,b] in héchstens 3¢ disjunkte Intervalle definiert, deren Intervallgren-
zen beziiglich der j—ten Koordinate aufeinanderfolgende Zahlen in der Menge
{a;,b;,c;,d;} sind. Schnitt dieser zu verschiedenen Bj; gehdrenden Intervalle
liefert die C}. &

Beweis von Lemma 3.17:

e Fiir m = 1 ist (3.5) wie bemerkt Teil der Definition eines Halbringes.

e Fiir den Induktionsschritt m +— m + 1 sei die disjunkte Zerlegung (3.5) gege-
ben, und wir wollen A\(UZ:E1 Bk) als disjunkte Vereinigung von Elementen des
Halbrings #H darstellen. Dazu stellen wir die disjunkten Mengen Cy\ B,,, 11 jeweils
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als disjunkte Vereinigungen

Ry
Og\Bm_H = UCN'AT mit égﬂf eH (f: 1,...,71)

r=1
dar. Das ist wegen der dritten Eigenschaften von Halbringen moglich. Damit ist

m+1 n R

A\ (UB) - UUé. e

k=1 {=1r=1

Die Form (3.4) fiir den von einem Mengensystem erzeugten Ring ist nicht sehr
explizit. Ist das Mengensystem dagegen schon ein Halbring, dann kann man letz-
teren direkt angeben:

3.19 Satz Der von einem Halbring H C 2M erzeugte Ring ist von der Form
R:={Uj  Ax |meN, Ay, ..., A, € H disjunkt} .

Beweis:

e R ist im von H erzeugten Ring enthalten, denn dieser enthilt sogar beliebige
endliche Vereinigungen.

e Um zu beweisen, dass R ein Ring ist, benutzen wir Lemma 3.8.

1. 0 € R :denn () € H.

2. Aus A, BeRfolgt ANB e R:
Fir A =J;", Ay und B = |J,_, B, mit jeweils disjunkten Ay, B, € H ist

ANB = U1gk§m Alc N By

1<¢<n

endliche Vereinigung disjunkter Elemente von H, also AN B € R.

3. Aus A, B € R folgt AAB € R :
Das schlieBen wir wegen AAB = (A\B) U (B\A) (disjunkt!) aus
A,BeR — A\B e R.
Aber A\B = J;_,(Ax \ U, By) ist nach Lemma 3.17 disjunkte Vereini-
gung von Elementen aus H, also A\B € R. O

3.20 Definition

e Der von I¢ erzeugte Ring {\J;, I | m € N, I}, € T¢ disjunkt} d—dimensio-
naler Intervallsummen heiit F°.
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Abbildung 3.3: Ausschépfung einer Kreisscheibe durch Elemente von F?

e Analog definiert man den von I& erzeugten Ring .7-"6.

3.21 Bemerkung (Ring und o-Algebra)

Es ist anschaulich klar, dass man Teilmengen des R? wie z.B. offene Vollkugeln
U(x) = {y € R? | |ly — z|| < €} durch Folgen von Elementen A, € F¢,
Ani1 2 A, (n € N) in dem Sinn ausschopfen kann, dass jeder Punkt y € U.(x)
fiir geniigend groBe n in A,, enthalten ist, sieche Abbildung 3.3. Andererseits sind
diese Vollkugeln selbst nicht Elemente von F¢. Um dies zu erreichen, muss man
zu der von F? erzeugten o-Algebra o(F?) iibergehen. O

3.22 Bemerkung (Systeme von Mengensystemen)

Mit den Begriffen Halbring, Ring, Algebra, o-Algebra haben wir einige Eigen-
schaften kennengelernt, die Mengensystemen, also Teilmengen A C P (M) der
Potenzmenge von M, zukommen kdnnen. Auch die Begriffe Topologie (Def. 2.1)
und Dynkin-System (Def. 4.4) definieren solche Eigenschaften.

Diese Mengen A C P(M) sind Elemente von P(P(M)). Anders gesagt, de-
finiert fiir eine beliebige Grundmenge M jeder dieser Begriffe eine Teilmenge von
P(P(M)) eben derjeniger Mengensysteme, die die entsprechende Eigenschaft
besitzen. Noch anders gesagt, entspricht jedem der Begriffe ein Element von
P(P(P(M))). Der Begriff der Potenzmenge erweist sich hier als niitzlich... <

3.3 Inhalte, PramaBe und MaBe

Wir wissen schon, dass ein MaB auf der o—Algebra A C 2™ eine Abbildung
p: A — [0, 00] ist mit

L pw@)=0
2. Fir disjunkte 4, € A (n € N) ist p (U2, An) = > 00, u(Ay).

Wie kommen wir zur o—Algebra und dem MaB, wenn wir nur einen Halbring
H C 2™ und eine " verniinftige” Volumenmessung auf H haben?

3.23 Definition Es sei H C 2M ein Halbring.
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v:H — [0,00] heiBt Inhalt, wenn

(@) v(0) =0
(b) Fiir Ay, ..., A, € H disjunkt mit A, U...UA, € H gilt:

v(Uey Ak) = >0 v(Ay) (endliche Additivitit).

Ein Inhalt v heiBt c—additiv, wenn fiir disjunkte A, € H (k € N) gilt:

v (UkGN Ak) = ZkGN U(Ak) ’ fa/ls UkEN Ak E H (36)

Ein o—additiver Inhalt v : H — [0, 0| heit Pramal.

Ein Inhalt v heiBt endlich®, wenn v(A) € [0,00) (A € H).

A € H heiBt v-Nullmenge, wenn v(A) = 0 ist.

Eine Eigenschaft, die Elementen von M zukommen kann, gilt v-fast tiberall,
falls die Teilmenge von M, fiir die sie nicht gilt, eine v-Nullmenge ist.

3.24 Bemerkung (Monotonie von Inhalten auf Halbringen)
Durch die Forderung der endlichen Additivitat folgt, dass fiir einen Inhalt v gilt:

v(B) <v(A) (A,BeM,BCA).

Denn es gibt ja disjunkte Elemente C1,...,C,, des Halbrings H mit A\B =
Usp—; Ck- Also ist A die disjunkte Vereinigung von B und den Cj,. Mit der end-
lichen Additivitat des Inhalts v auf H folgt

v(A) = v(BUUp, Ck) = v(B) + 354, v(Cr) = v(B). ©

Es liegt nahe, den Inhalt v3 : H — [0, 00] auf dem Halbring H zu einem
Inhalt vg : R — [0, 00] auf dem vom Halbring erzeugten Ring R zu erweitern.
Fiir disjunkte Aj, € H miissen wir dabei

VR (U?ﬂ Ap) = Z?:l vi(Ar) (3.7)

setzen, damit v endlich additiv ist. Wir wissen aber noch nicht, ob v da-
mit wohldefiniert ist (also vg existiert), denn die Menge A := (J]_, A, € R
kann eventuell auch in anderer Form | J,_, B, mit disjunkten B, € H dargestellt
werden, und es fragt sich, ob dann >, vy (Ax) = >, vu(By) gilt.

8Das harmoniert mit der Definition der Endlichkeit von MaBen auf Seite 21.
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3.25 Satz

e Es gibt genau eine Fortsetzung v von vy zu einem Inhalt auf R, und diese
ist durch (3.7) gegeben.

e vy Ist genau dann ein PrimalB, wenn vy eines ist.
Beweis:

o Fiir die beiden Darstellungen von A setzen wir Cy, o := AN B, € H. Diese sind

disjunkt. Da vy ein Inhalt ist, gilt > 7" vy (Ap) = > 0, > e vu(Crye) =
> v—1 vu(Be). Also ist v darstellungsunabhangig definiert, und

Uy ::VRTH' (38)

e Um zu iberpriifen, ob vz ein Inhalt auf R ist, betrachten wir nun disjunkte
Mengen A, B € R. Fiir diese gibt es disjunkte Ay, B, € H mit

A'::(y'Ak und B ::(j_B[
k=1 (=1

Also ist vz (A U B) gleich
vr (U Ax) U Uiz Be)) = 3005 va(A)+200, vu(Be) = vr(A)+vr(B).
e Ist vz ein PramaB, dann ist wegen (3.8) auch vy eines.

e Ist dagegen vy ein PrimaB, dann ist fiir disjunkte A, € R (kK € N) und
A= ;2 Ar € R zu zeigen, dass gilt:

A) = vr(Ap). (3.9)

keN

Diese Ringelemente besitzen disjunkte Zerlegungen

m mg
A= U Bj . A= U Ck’,ﬁ mit Bj,Ck,g eH.
j=1 =1

Also ist vg(A) = Y70, vu(B;) und vr(Ay) = 3 )% v4(Cy ). Wir erhalten
mit D := B; N Cy, € H wegen der PramaBeigenschaft von 1y

() = S (B ZVH (U (UD]M>>

7=1 keN
m o0 mp

= E E i (Djjee) § E v (Chry) = E vr(Ag). O
j=1 k=1 {=1 keN (=1 keN
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3.26 Bemerkung (Subadditivitdt von Inhalten auf Ringen)
Aus der Monotonie von Inhalten (Bemerkung 3.24) folgt auch die Subadditivitat
von Inhalten v auf Ringen R bei nicht notwendig disjunkten Vereinigungen:

v(Uisi Ak) < Yo v(de) (A €R).
Denn A :=J,_, Ax € R und mit By := A; \ Uif:_ll A, € R ist A die disjunkte
Vereinigung der By, also mit Monotonie v(By) < v(Ay)
v(A) = V(Uk;:lBk) =D k1 V(Br) < 305 v(A) <

3.27 Beispiel (Inhalt und PramaB)
Sie haben schon in einer Hausaufgabe bewiesen, dass fiir eine abzadhlbar unend-
liche Menge M

A:={ACM]||A|l < oo oder |[M\A| < oo}
ein Ring ist und

0 , |Al <

o , |Al=o00

p:A—1[0,00] , u(A) ::{

einen Inhalt auf A definiert. Dieser ist aber kein PramaB.
Letzteres folgt auch aus der mangelnden Stetigkeit der Mengenfunktion u
von unten. Dieser Begriff soll zunadchst geklart werden. <&

Sei allgemein Ay (k € N) eine Familie von Teilmengen A eines Raumes M.
Dann definieren wir den Limes superior lim sup und Limes inferior lim inf durch

[oe) [oe)
limsup A, = limy_ oo Ar = ﬂ UAg
k=00 k=10=k

und

liminf 4 := lim, , Ay = UﬂAg.

k—o0
k=1/4=k

Falls also = € limy_ oAk, dann kommt z in unendlich vielen A, vor, falls = €
lim,_, Ay, dann liegt x in allen Aj auBer endlich vielen. Es gilt insbesondere

limsup Ay O liminf Ay .
k—s00 k—o00

Falls lim sup,,_, ., Ax = liminfy_,, Ay gilt, sprechen wir vom Limes

lim A, := limsup A; = liminf A, .
k—ro0 k—00 k—o0

32


https://de.wikipedia.org/wiki/Limes_superior_und_Limes_inferior_von_Mengenfolgen

Diese Definitionen stimmen insofern mit denen fiir Funktionenfolgen aus der
Analysis | Uiberein, als die charakteristischen Funktionen 1,4, die Beziehung

Ui 4 (2) = limy, o0 T4, (7) (x € M)

erfiillen, und analog fiir lim inf. Daraus ergibt sich insbesondere, dass (monoton)
wachsende (A1 2 Ax) und (monoton) fallende (Axi1 C Ay) Folgen konver-
gieren, genauso wie monotone Folgen von Funktionen® f;, : M — R punktweise
konvergieren. Schreibweise:

Ap T Abzw. Ay, L A und  fi T f bzw. fi. | f. (3.10)

Damit konnen wir die Eigenschaft, ein PramaB zu sein, folgendermaBen charak-
terisieren:

3.28 Satz Ein Inhalt v : R — [0,00| auf dem Ring R ist genau dann ein
PramaB, wenn ;1 von unten stetig ist, d.h.

AreRund Ay tAeR = lim p(Ag) = pu(A).

k—oo

[Bemerkung: Das ist in Beispiel 3.27 nicht erfiillt.]
Beweis:

e Ist ;1 PramaB, und ist die wachsende Folge A, € R (k € N)und Ay T A € R,
dann gilt mit A := () € R: A ist die disjunkte Vereinigung der Ay \ Ax_1 € R,
also

A = p(A\A ) = JEEOZM(Ak\Akfl) = lim pu(A,).
k=1 k=1

Eventuell handelt es sich um einen uneigentlichen Limes mit Wert co.

e Sei umgekehrt ein Inhalt 1 auf dem Ring R von unten stetig. Sind die By € R
disjunkt und ist B := {J,.y B € R, dann gilt A, 1 B fiir Ay := Uj_, B €

R, also ju(B) = limy o0 p(Ag) = limg oo >y, (Be) = 3200, 1(Be). O
Wir haben in Korollar 3.16 festgestellt, dass die Mengensysteme

7%= {(a,b] | a,b € R? a < b} und Iéz{(a,b”a,be(@d,agb}

Halbringe auf R? sind. Wir setzen nun

d
AT [0,00), Ag((a,b]) == ][0k —ax) und Afg = Afln,
k=1

also anschaulich das Produkt der Kantenlidngen des Quaders (a, b].

9Eine Topologie und Rechenregeln auf der erweiterten Zahlengerade R werden in Definition
5.1 eingefiihrt.
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3.29 Satz A\ und A}, sind PrimaBe auf den Halbringen % und T¢. Sie de-
finieren damit PrimaBe N} und A% o auf den Ringen F¢ und F§ (Def. 3.20).
Man nennt A% das Lebesgue—PramalB auf dem R%.

Beweis:

e Zunichst sind M und A7 Inhalte, denn A%(0) = M ((a,a]) = 0, und fiir
endliche disjunkte Zerlegungen des Quaders stimmt die Summenformel.

e Seid = 1und (a,b;] (k€ N) eine abzahlbare disjunkte Zerlegung eines Inter-
valls (a, b], a < b. Man kénnte nun denken, dass dann nach Umnummerierung
gelten muss: ax1 = by, aber so einfach ist es nicht, denn die Intervallgrenzen
konnen sich ja im Inneren von (a, b] haufen.

Stattdessen benutzen wir den Uberdeckungssatz 2.35 von Heine und Borel.
Dazu finden wir fiir alle ¢ > 0 ein « € (a,b) und [ > by mit

a—a<e und B —b,<e2F (keN).

Damit ist

[, 0] € J(aw b < | J(an, Br) .

Nach Heine-Borel wird das kompakte Intervall [«v, 0] durch endlich viele der
offenen Intervalle (ag, Ox) Uberdeckt. Es gibt also nach Umnummerierung ein

N € N mit [o,8] € Ui, (ar, 1) € Uiy (ax, Bl
Es sind («,b] € Z' und die (ay, 8] € Z*, also wegen der Monotonie (Bemer-
kung 3.24) und Subadditivitit (Bem. 3.26) des Inhalts A}

)‘71:((05717]) < )‘%(Ufcvzl(akvﬂk]) < chvzl )‘%((a/ﬁﬁk]) :

Daher ist
A ((a,0]) < e+ A (b)) <e+ S, M ((ar, Bi))
N e’}
< e > (Al b]) +227) <20+ 37 A ((an be])
k=1 k=1
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die eine Ungleichung

AL((a,b]) < 300, AL((ax, bi)) (o-Subadditivitat)

der fiir PramaBe geforderten Gleichung (3.6). Die umgekehrte Ungleichung gilt
nach dem folgenden Satz 3.30 allgemein fiir Inhalte.
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e Die PramaB-Eigenschaft von Az g folgt durch Restriktion von Az auf Zy C 7"

e Der Fall d > 1 ist dhnlich, und ein Spezialfall der entsprechenden Frage fiir
Stieltjes-MaBe, siehe Kapitel 3.4.

e Sind aber A} und A}, PramaBe, dann nach Satz 3.25 auch A% und A%, O

3.30 Satz /st v: R — [0, 00| Inhalt auf einem Ring R, dann gilt fiir disjunkte
A, € R mit A= UkeN AL €R:

S v(Ag) < v(A) (c—Superadditivitit).

Beweis: Die Ungleichung Zszl v(Ar) = v (Uil 4x) < v(A) gilt dann nach
Definition des Inhalts und Bemerkung 3.26 fiir alle N € N. Also ist auch

SO0 v(Ag) = limy, oo Son v(A) < v(A). 0

Bis jetzt wissen wir noch nicht, ob wir das lebesguesche PrimaB A% zu einem
MaB machen konnen. Die von Carathéodory stammende Technik dafiir ist aber
sehr allgemein. Bevor ich sie behandle, werde ich noch mehr PramaBe auf R
beschreiben, damit wir mehr Anschauungsmaterial haben. Die Konstruktion wird
sogar alle endlichen PramaBe auf R liefern und ermdglichen, den Unterschied
zwischen Inhalten und PramaBen praziser zu verstehen.

3.4 Stieltjes-Inhalte auf R
Wir benutzen den Halbring Z = 7' = {(a,b] | a,b € R, a < b} iiber R.

3.31 Satz

1. Sei F : R — R monoton wachsend und ist
pr T [0,00) e ((a,b]) == F(b) — Fla).
dann ist i ein endlicher Inhalt, genannt der Stieltjes-Inhalt zu F'.
2. Esist up = pe genau dann, wenn F' — G : R — R konstant ist.

3. Ist u:Z — [0,00) ein endlicher Inhalt, dann ist . = pp mit

- ,u((OJ:]) , >0
Flz):= { —p((z,0]) , z<0.

Beweis:
1. o jp(0) = pr((a,a]) = Fla) — F(a) = 0.
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e Sei (a, b] disjunkte Vereinigung der Intervalle (ay, bx] (k=1,...,N). Dann

muss nach Umnummerierung gelten: a; = a, b, = agy, und by = b, also
N N

pr((a,b]) = F(b) — F(a) = 32,2, (F(be) — Flax)) = Y5y i ((a be).

2. Sei up = pug und C' := G(0) — F(0). Dann ist fir alle z > 0
G(z) = F(z) = (nc((0,2]) + G(0)) — (nr((0,2]) + F(0)) = C.
Analog fiir x < 0.

3. Wir zeigen die Gleichheit der Inhalte von (a,b] fir 0 < a < b. Die anderen
Falle sind analog. Fiir das angegebene F' ist

pr((a.8]) = F(8) — F(a) = p((0.6]) — p((0,a)) = p((a.B]) . ©

3.32 Beispiele (Stieltjes-Inhalte)

1. Das Lebesgue—PrimaB M\l ist fiir alle ¢ € R gleich pf,, mit

F.(z)=c+=x (x € R).

2. Fir a € R ist das Dirac-MaB o, der zur (rechtsseitig stetigen) Funktion

F:R—R, F(z) = { 0 ,z<a gehdrende Stieltjes-Inhalt.

1 ,2>a
3. Wie als Aufgabe zu zeigen ist, gibt es stetige monoton wachsende Funktionen
F :R — R, deren Ableitung auBerhalb der Cantor-Menge C' C [0, 1] existiert
und Null ist, mit F'(0) = 0, F(1) = 1. Das Stieltjes-PramaB dieses F ist nicht
auf einen Punkt, sondern auf der Cantor-Menge " konzentriert”. Letztere hat
aber Lebesgue-MaB Null, siehe Beispiel 4.29. &

Ich spreche die ganze Zeit von PramaBen, obwohl Satz 3.31 nur garantiert,
dass Stieltjes-Inhalte tatsachlich Inhalte sind. Warum darf ich das?

3.33 Beispiel (Inhalt, aber kein PramaB) Der Stieltjes-Inhalt zu

0 ,2<0
F:R—R |, F(x)—{ 1 250
ist pup, mit up((0,1]) = F(1)=F(0) = 1, und (0,1] = Uyen (k+r17 =] (disjunkt).
Aber >, i ((%H, 2]) = > pen(1—1) = 0, also ist dieser Stieltjes-Inhalt kein
PramaB auf Z. Vergleiche mit dem Dirac-MaB ¢ in Beispiel 3.32.2.
Fist linksseitig stetig (d.h. lim, », F'(x) = F'(a) fiir alle @ € R), aber unste-
tig. Das passt nicht zur Wahl unseres Halbrings linksseitig offener Intervalle. &
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Die letzte Beobachtung verallgemeinert sich zu folgendem Satz:

3.34 Satz Der Stieltjes-Inhalt g von F' : R — R ist genau dann ein Primal
aufZ, wenn F' rechtsseitig stetig ist (d.h. lim,~ , F'(z) = F'(a) fiir alle a € R).

Beweis:

e Sei F rechtsseitig stetig. Dann argumentiert man mit dem Uberdeckungs-
satz von Heine-Borel, analog zum Beweis der PramaB-Eigenschaft fiir den Fall
F(x) = x (Lebesgue) in Satz 3.29. Die Bedingung ; — by, < £27% verallge-
meinert sich zu F(8;,) — F(b,) < €27%, etc. Dass man ein solches (3 > b
finden kann, liegt an der rechtsseitigen Stetigkeit von F'.

e Sei umgekehrt pup ein PramaB auf Z, also nach Satz 3.25 auch auf F. Sei
weiter (zx)ren eine monoton gegen a fallende Folge reeller Zahlen. Dann ist

limy oo F(zg) = F(a) + limy_o0 uF((a, J:k])
Die Behauptung limy_,, F/(zx) = F(a) folgt damit aus folgendem Lemma.O

Man nennt dann pp ein Lebesgue—Stieltjes—PramabB. Eine analoge Konstruktion
ist auch im R? moglich, siehe ELSTRODT [El, 11,83].

3.35 Lemma Sei i : R — [0,00] ein PramaB auf dem Ring R und (A, )nen,
A, € R eine monoton gegen A € R fallende Folge (also A, | A).

n—oo

Falls (A1) < oo, gilt u(A,) — u(A) (Stetigkeit von oben).

Beweis: Wegen A;\A,, 1 A;\A folgt dies aus der in Satz 3.28 bewiesenen
Stetigkeit eines PramaBes von unten, denn

n(Ar) — p(An) = p(AN\A) T p(A\A) = p(Ar) — p(A).
In der ersten Gleichung wurde dabei 11(A;) < oo verwandt! O

3.36 Beispiel Ist f : R — R* Riemann-integrabel, dann ist

F:R—-R , F(x) ::/Oxf(y)dy

stetig und monoton wachsend. Also ist pp ein PramaB. Wir stellen uns f als
Dichte von up in Bezug auf das Lebesgue-PramaB AL vor (siehe Def. 5.16). <
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4 Vom PramaBB zum MaB

PramaBe unterscheiden sich von MaBen dadurch, dass sie auf Halbringen 7 statt
auf o-Algebren definiert sind. Wir haben schon gesehen (Satz 3.25), dass wir sie
problemlos auf den von H erzeugten Ring R fortsetzen kdnnen.

Warum gehen wir nicht direkt einen Schritt weiter und setzen das PramaB von R
auf die von R erzeugte o—Algebra o(R) fort? Das hat mindestens zwei Griinde:

1. Es ist nicht so leicht nachzupriifen, dass diese Fortsetzung existiert und ein-
deutig ist.

2. Manchmal ist o(R) gar nicht die angemessene o—Algebra.
Beispielsweise haben wir in Beispiel 1.1.2 die Dirac-MaBe §, mit a € R durch

L 1 ,GGA d
5“<A)'_{o aeri\A  ACK)

problemlos auf ganz P(R?) anstatt nur auf der Borel-o—Algebra B(R?) defi-
niert, die vom Halbring Z¢ erzeugt wird.

Man geht daher (und diese mathematische Idee war wirklich gut!) iiber das das
PrimaB von R C 2™ auf die gesamte Potenzmenge fortsetzende sogenannte
duBere MaB. Dies ist zwar meist gar kein MaB, lasst sich aber wieder zu einem
solchen einschranken.

4.1 Die Carathéodory—Konstruktion

Wir schauen uns zuerst die Einschrankung eines duBeren MaBes an.

4.1 Definition
Ein duBeres MaB auf M ist eine Abbildung 1 : 2™ — [0, 0] mit

I n®) =0
2. ACBCM = n(A) <n(B) (Monotonie)
3.4, C M meN) = n(U2, 4,) <% n(A,) (o-Subadditivitat).

Es wird also auch fiir disjunkte A,, nicht die o—Additivitat gefordert. Aus der
zusatzlichen Forderung der o—Additivitat gewinnt man aber in Satz 4.3 die an-
gemessene o—Algebra A, C 2. Die Restriktion Nl 4, ist dann ein MaB.

4.2 Definition
Ist n: 2M — [0, 00| ein duBeres MaB, dann heift A C M n-messbar, wenn

(@) 2n(@NA)+n(@nNA°)  (Q < M).
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Achtung:
1. Die Mengen (@ selbst sind dabei im Allgemeinen nicht n—messbar.

2. Diese Definition erlaubt es auch, von n—Messbarkeit von Mengen A mit
n(A) = oo zu sprechen. Insbesondere ist M offensichtlich 7—messbar.

3. Wegen der Subadditivitdt von 7 ist A genau dann n—messbar, wenn gilt:
Q) =n@NA)+n(@NA%)  (QC M)

Der folgende MaBerweiterungssatz von Carathéodory ist fundamental fiir die Kon-
struktion von MaBen:

4.3 Satz (Carathéodory) Ist 1 : 2" — [0, 0c] ein duBeres MaB, dann ist
A, ={A C M| A ist n — messbar}

eine o—-Algebra und die Restriktion 1| 4, ein MaB.

Beweis:
Wir zeigen zundchst, dass A, eine Algebra ist, also ein Mengenring mit M € A,

1. Die leere Menge ist n—messbar, denn n(0)) = 0, also 7(Q) = n(0) + n(Q).

2. Ist A € A,, dann auch A° € A,, da die Definition der n—Messbarkeit sym-
metrisch in A und A¢ ist. Insbesondere ist M € A,,.

3. Wenn wir noch die Implikation A, B € A, = AU B € A, gezeigt haben,
wissen wir immerhin, dass A, eine Algebra ist.10 Es ist also zu beweisen, dass

n(QNAUB))+n(QNA°NB°) =n(@Q) (QC M) (4.1)

gilt, denn (AU B)® = A°N B°. Wendet man die fiir A und B giiltigen
Identitdten nacheinander auf die rechte Seite von (4.1) an, erhdlt man

n(Q) = n(QNANB)+n(QNANB)+n(QNANB)+n(QNA°NB°). (4.2)

Wahrend der letzte Term schon in dieser Form auf der linken Seite von (4.1)
auftaucht, konnen wir fiir die anderen drei Terme benutzen, dass die disjunkte
Vereinigung

(ANB)U(ANBY)U(A°NB)=AUB

1°Denn dann folgt auch die Eigenschaft A,B € A, = A\ B € A, eines Rings aus
Definition 3.7, denn A\ B = AN B¢ = (A°U B)“.
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ist. Daraus folgt mit Q := QN (AU B) fiir den letzten Term in (4.1) wie in
(4.2), dass n(Q) gleich

nQNANDB)+n(@Q@NANB®) +n(QN AN B) +n(Q N A°N BY)

= NQNANB)+nQ@NANB)+n@Q@NANB)+0 (4.3)

ist. In die linke Seite von (4.1) eingesetzt, ergibt dies den Beweis von (4.1).
Fiir disjunkte A, B € A, ist A= AN B°und B = A°N B, also nach (4.3)

n(QN(AUB)) =n(@QNA)+n(Q@nNB). (4.4)

. Um nun zu zeigen, dass A, nicht nur eine Algebra, sondern eine o—Algebra
ist, betrachten wir eine Folge von A,, € A, und wir wollen zeigen, dass dann
auch A := |J, ey An in A, liegt. Seien dazu die A,, zunichst disjunkt (wie
auch in der Formel fiir die c—Additivitat eines MaBes vorausgesetzt). Dann ist
B, = U;_, Ax € A,, denn A, ist ja eine Algebra. AuBerdem folgt aus der
Regel (4.4) durch Induktion

nQNB) =Y n@nNA) (neN). (4.5)

Nun gilt B,, T A, also wegen der Monotonieeigenschaft 2) in der Definition
4.1 des duBeren MaBes n

n(Q) =n(@N Bn) +n(@NB) > n(QN By +1(@N AT (neN).
Durch Einsetzen von (4.5) und Bildung des Limes n — oo ergibt sich damit

o0

n(Q) = ) QN Ax) +n(QNAY) Zn(@NA)+n(@NA), (46)

k=1

Letzteres wegen der o—Subadditivitat des duBeren MaBes 7. Damit ist also A
n—messbar, und gleichzeitig die Formel

(A) = 3k 1(A)
der o—Additivitidt bewiesen (man setze () := A in (4.6)).

. Trotzdem sind wir mit dem Beweis noch nicht ganz fertig. Wir haben die
Implikation
A, €A, (neN) = A=A, €A,
n=1
bis jetzt nur fiir disjunkte A, bewiesen. Solche Mengensysteme tragen den

Namen Dynkin-Systeme, und wir zeigen als Nachstes (Satz 4.6), dass durch-
schnittsstabile Dynkin—Systeme schon o—Algebren sind. O
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4.4 Definition Ein Mengensystem D C 2M heiBt Dynkin—System, wenn

1. M €D,
2. mit A € D auch A° € D ist,

3. fiir eine Folge (A,)nen disjunkter A,, € D auch | _ An € D ist.

neN

4.5 Beispiele (Dynkin—Systeme) 1. Jede o—Algebra ist ein Dynkin—System,

denn die Definitionen unterscheiden sich nur in der Forderung der Disjunktheit.

. Nicht jedes Dynkin—System ist eine o—Algebra. Fiir alle Mengen M mit | M| =

2n, n € N bildet D := {A C M | |A| € 2Ny} ein Dynkin-System mit 2/MI-1
Teilmengen A.

Aber fiir n € N\{1} und etwa M := {1,2,...,2n} ist zwar A := {1,2} und
B :=1{2,3} in D, nicht aber AU B. D ist also nicht einmal eine Algebra.

Im Beweis von Satz 4.3 wurde gezeigt, dass A, ein Dynkin—System ist, sogar
ein durchschnittsstabiles (denn A, ist ja auch eine Algebra). &

4.6 Satz Ein Dynkin—-System D C 2™ st genau dann eine oc—Algebra, wenn D
durchschnittsstabil ist, also wenn aus A, B € D folgt: AN B € D.

Beweis:

Die Definition 4.4 eines Dynkin—-Systems weicht nur in Punkt 3. von der Defi-
nition 3.1 einer o—Algebra ab, und o—Algebren sind durchschnittsstabil.

Also ist nur noch zu zeigen, dass aus der Durchschnittsstabilitdt von D folgt,
dass die Eigenschaft 3. einer o—Algebra erfiillt ist:

A, €D (neN) impliziert U A, €D.

neN

Zunachst ist mit A, B € D wegen der Durchschnittsstabilitdit von D auch
A\B=ANB € Dund AUB = (A\B)U B € D. Setzen wir daher By := )
und B,, :=J;_; Ax (n € N), dann sind alle B,, in D. |J, .y A, wird durch

U An - U (Bn\Bn—l)

neN neN

neN

als disjunkte Vereinigung der B,\B,_1 € D dargestellt. Also gilt nach der
dritten definierenden Eigenschaft eines Dynkin-Systems: | J, .y A4, € D. O

Damit ist auch Satz 4.3 vollstandig bewiesen.
Wie erhalten wir nun ein duBeres MaB? Schonerweise durch Riickgriff auf die am
einfachsten zu kontrollierende Mengenfunktion, den Inhalt auf einem Halbring:
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4.7 Satz (Fortsetzungssatz)
Es sei ji : H — [0, 00] ein Inhalt auf einem Halbring H C 2™, dann gilt:

1. :2M — [0,00], n(A) = inf {307 1(An) | A € H, AC Upen An}
(mit inf () = 0o ) ist ein GuBeres MaB, und alle A € H sind n—messbar.

2. Ist j1 sogar ein PramaB, dann ist [, = ji.
3. Sonst gibt es ein A € H mit n(A) < u(A).
Beweis:

1. Wir liberpriifen zunachst die Eigenschaften eines duBeren MaBes:

e 5(0) = u(@) = 0.

e Monotonie: 1(B) > n(A) fir B 2 A, weil eine Uberdeckung von B auch

eine Uberdeckung von A ist.

e o-Subadditivitit: Fiir Folgen A, C M (n € N) von Teilmengen ist zu

zeigen: 0 (U,en An) < D ,en M(An). Wir kénnen 0.B.d.A. n(A,) < oo
voraussetzen, denn sonst ist die Ungleichung erfiillt (da co < o00).

Wir wissen damit nach Definition von 7, dass es iiberhaupt eine Uber-
deckung von A,, durch Elemente des Halbrings gibt.

Wegen der Eigenschaft des Infimums einer Teilmenge von R finden wir fiir
alle € > 0 auch eine solche Familie von B, ;, € H mit

A, C U B, und Z,u(Bn,k) <n(A4,)+e27" (n € N).

keN keN

Da die Doppelindizierung immer noch abzahlbar ist, folgt mit der Mono-
tonieeigenschaft und >~ >° 27" =1

0 <U An) <D u(Bag) e+ Y (A,

neN n,keN neN

was fiir ¢ N\, 0 die 0—Subadditivitat impliziert.

Damit ist 7 ein duBeres MaB.

Als nachstes zeigen wir, dass die Elemente A € H des Halbrings die Messbar-

keitseigenschaft A € A, also™

Q) >n(@NA) +n@NA°)  (Q< M)

1Dje umgekehrte Ungleichung gilt, weil 7 nach Teil 1. ein duBeres MaB ist.
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erfiillen. Im Beweis kdnnen wir voraussetzen, dass 1(Q)) < oo gilt. Fiir den von
H erzeugten Ring R und eine Uberdeckung Unen Bn 2@ mit B, e HC R
sind die B, N A € H eine Uberdeckung von Q N A und analog B, N A° € R
eine Uberdeckung fiir QN A°. Da die Fortsetzung iz von u auf uz ein Inhalt
ist, folgt u(B,) = pr(B,) = pr(B, N A) + ur(B, N A°), also

ZM(Bn) = Z pr(Bn, N A) + ZMR(BN N A°).

neN neN neN

Auf der linken Seite ergibt das Infimum iiber die Uberdeckungen von Q das
duBere MaB 7n(Q). Rechts hat man noch mehr Méglichkeiten zur Infimums-
bildung der Uberdeckungen von A bzw. von A¢. Das zeigt Ungleichung (4.7).

2. Wie man aus der dritten Behauptung des Fortsetzungssatzes ablesen kann,
muss man zum Nachweis der Gleichheit von duBerem und PramaB auf H die
o-Additivitat (3.6) von PramaBen benutzen.

e Trivial ist die Ungleichung n(A) < u(A) fir A € #H, denn A iiberdeckt sich
selbst.

e Umgekehrt wiirde fiir n(A) < u(A) eine Uberdeckung |J, .y A» von A mit
A, € Hound Y u(An) < pu(A) existieren. Das wiirde der PramaBei-
genschaft (3.6) widersprechen. Denn aus den A,, konstruieren wir die dis-
junkte Uberdeckung von A durch die B,, :== AN (An\ UZ;% Ai) € R, also
pr(Br) < pr(An) = 1u(Ay), aber mit Satz 3.25 der Widerspruch

wA) = pr(A) =, o pim(By)  (o-Additivitat).

3. Ist dagegen w nur ein Inhalt, kein PramaB, dann finden wir nach Definition 3.23
disjunkte Teilmengen A,, € H (n € N) mit A:=J, .y A, € H, aber

neN

p(A) £ 3 lAn). (438)

neN

Wegen der Monotonie von 1 und Additivitit von ug folgt 12

p(A) = ur(A) > pr(Unsy An) = 3000 ir(An) = 200 w(Aa) - (N €N),

also p(A) > > | u(A,). Damit muss wegen (4.8) gelten:

u(A) > Y u(Ay) > n(A). O

neN

2Hier gehen wir wieder zwischenzeitlich zum Inhalt p auf dem von H erzeugten Ring R
tiber, weil nicht gelten muss, dass UnN:1 A,, € H, wohl aber ngl A, €R.
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4.2 Hausdorff-Mal3e

Als erste Anwendung des MaBerweiterungssatzes 4.3 von Carathéodory werden
wir jetzt fir D € [0,00) das D-dimensionale Hausdorff-MaB H” auf einem
metrischen Raum konstruieren.

4.8 Definition Der Durchmesser einer Teilmenge B C M eines metrischen
Raums (M, d) ist diam(Q) := 0, und sonst

diam(B) := sup{d(z,y) | z,y € B} € [0,0].

1. Konstruktion duBerer MaBe H?, fiir D,d € (0, 00).
Esist HP : P(M) — [0, ],

HP(A) := inf { 3 diam(U;)” ‘ AcJu, diam(U) < 5} (A C M)

ieN

(mit HP(A) = inf()) = +oo, falls es keine solche Uberdeckung von A mit
Mengen U; gibt) ein duBeres MaB. Denn

(a) HP(0) =0, da diam(U;)? = 0 fiir U; := 0.

(b) Ist A C B C M und B C J;.yUi, dann auch A C (J, .U, also
HP(A) < HP(B).

(c) Fir A, C M (neN), A=,y An und A, C oy Ui, mit

> diam(Usn)” < HP(A) +27%  (neN)

1€N
ist A C U, nen Ui also HP(A) <37 o HE (An) +e. Mit e N\ 0 folgt
die o—Subadditivitat.

2. Konstruktion der duBeren Hausdorff-MaBe #?, fiir D € (0, c0).

Fir 0 < 01 < 0y ist H{ (A) > M (A), sodass der (eventuell uneigentliche)
Limes
HP(A) =l HP(4) (A C M)
existiert. Er definiert ein duBeres MaB H” : P(M) — [0, oc], denn es ist
(a) HP(0) = limg o HE (D) = limg 00 = 0,
(b) fir AC B C M gilt nach 1.b)

HP(4) = lim 1P (4) < lan 1P (B) = HP(B)
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(c) und fir A, C M (n € N)und A:=J, A ist nach 1.c)

neN

'HD(A) = limg\ HP(A) < lims\ 0> nen HEP(A,)
ZneN lim5\0 %?(An) = ZnEN HD(An) .

Man definiert zusatzlich als O—dimensionales duBeres Hausdorff--MaB #H° das
ZihlmaB auf M (siehe Beispiel 3.3). Das durch HP” induzierte MaB heiBt das
D—-dimensionale Hausdorf~MaB auf (M, d).

4.9 Bemerkungen (Hausdorff-MaBe)

1. Es I4Bt sich zeigen (Satz 1.9.3 in [El]), dass alle Borel-Mengen H”—messbar
sind, denn das aduBere MaB ist metrisch: Fiir alle nichtleeren Teilmengen
A, B C M mit positivem Minimalabstand inf{d(a,b) | a € A,b € B} > 0 ist

HP (AU B) = HP(A) + HP(B).

2. Wihrend fiir M = R? mit euklidischer Metrik d(z,y) = ||z — y| das d-
dimensionale Hausdorff-MaB bis auf eine positive Konstante (ndmlich das
inverse Lebesgue-MaB einer Vollkugel vom Radius 1) gleich A\ ist (Satz 111.2.9
in [El]), sind fiir D # d die Hausdorf~MaBe davon verschieden. Insbesondere
sind die MaBe von Vollkugeln fiir D < d unendlich. Sie fallen also nicht in die
Klasse der Stieltjes—MaBe aus Abschnitt 3.4.

3. Die Hausdorff~MaBe konnen dazu benutzt werden, beliebigen Teilmengen A C
R? eine reelle Zahl zwischen 0 und d, ihre Hausdorff~Dimension, zuzuordnen:

dimp(A) :=inf {D >0 | HP(A) = 0}.

Fiir die Cantor-Menge C' C [0, 1] (siehe Bsp. 4.29) gilt dimy (C) = iig; <&

4.3 Das Lebesgue—MaB )\? und seine Translationsinvarianz

Wir hatten auf dem Halbring Z¢ = {(a,b] | a,b € R%, a < b} der achsenparalle-
len halboffenen Quader durch A4 ([a,b]) = [T4_, (bx — ax) einen Inhalt definiert,
der sich als PramaB herausstellte (Satz 3.29).

Nach dem Fortsetzungssatz (Satz 4.7) induziert A% ein 3uBeres MaB
n: P(RY) — [0, 00|, das &uBere Lebesguesche MaB. Es gilt n|,, = A%.
Weiter erhalten wir nach dem Satz von Carathéodory (Satz 4.3) eine Fortsetzung
des PrimaBes \% zu einem MaB

A= Nl pa L4 — [0,00]  auf der o—Algebra L= A, (4.9)
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dem Lebesgue—MaB. Es gilt also insbesondere

N (@) = n((a.b]) = X((@.H)  (a<b)

Wegen der Wichtigkeit des Lebesgue-MaBes erhielt die o—Algebra der Lebesgue-
messbaren Teilmengen ein eigenes Symbol £¢. Wie groB ist diese c—Algebra?

Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass £¢ nicht die gesamte Potenzmenge P(R9)
ist (siehe Abschnitt 4.7). Andererseits ist immerhin o(Z%) C £%.

4.10 Lemma Die vom Halbring {(a,b) | a,b € R a < b} der offenen Intervalle
erzeugte oc—Algebra und o(Z?) sind beide die Borel-o—Algebra B4(R?) (Def. 3.5)
der Topologie O offener Teilmengen von RY.

Beweis: Hausaufgabe. O
Also ist o(Z%) = B fiir
B .= B(RY),

die o—Algebra der Borel-Mengen. Tatsichlich ist auch die Inklusion B¢ C L4
echt. Denn £¢ umfasst alle Teilmengen von A € B¢ mit A\%(A) = 0, und es gibt
solche A, die selbst keine Borel-Mengen sind. Die Einschrankung des Lebesgue—
MaBes

Bt = Npa: B — [0, 0]

wird Lebesgue—Borel-MaB genannt. Praktisch fillt der Unterschied zwischen (3¢
und A\ aber oft nicht auf, da man meistens durch stetige Funktionen definierte
Teilmengen des R? misst, die damit in B? liegen. Im folgenden Sinn ist der
MaBraum (R?, £, \?) die Vervollstindigung von (R?, B% 5%):

4.11 Definition

1. Ein MaBraum (M, M, 1) und das MaB p. heiBen vollstandig, wenn jede Teil-
menge einer pi—Nullmenge (also einer messbaren Menge A € M mit MaB
wu(A) = 0) ebenfalls eine u—Nullmenge ist.

2. Fiir einen MaBraum (M, M, ) heiBt (M, Mv, ZZ) mit
N :={N C M |3 p-Nullmenge A € M mit N C A}
M:={AUN|Ae M,NeN}, i(AUN) :=pu(A) (A€ M,NeN)
die Vervollstandigung von (M, M, ).
Tatsachlich ist 1z wohldefiniert und (M, Mv, ,Tj) ein vollstandiger MaBraum.

Zusammenfassend erhalten wir die folgenden Inklusionen und Restriktionen:
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T 7 Bl = o(Td) <2 4= A, — 2 P(RY)

d d d
AT r 6] r A : n
Inhalt zd MaB Bd MaB cd AuB. MaB

Eine zentrale Eigenschaft des Lebesgue—MaBes ist seine Translationsinvarianz,

also
MA+a)=)M(A) (AeLl acRY.

Diese folgt aus der Translationsinvarianz des Halbrings Z¢ und der Translations-
invarianz von \? auf Z¢. Sie verkniipft die Struktur der Gruppe (R?, +), die eine
topologische Gruppe 2 ist, mit der MaBtheorie.

4.12 Bemerkung (Haar—-MaB) Im Begriff des Haar—MaBes erfahrt diese Kon-
struktion eine wichtige Verallgemeinerung. Fiir eine lokalkompakte topologische
Gruppe G kénnen wir ein solches reguldres Borel-MaB 1 # 0 (siehe Definition
4.13) finden, das unter den Links—Translationen

L,:G—G , Lyh)=goh (g €@)

invariant ist. Ein solches (linkes) Haar—MaB ist bis auf Normierung eindeutig.<

Spater, in Satz 4.25 werden wir sehen, dass das Lebesgue—MaB \? neben Trans-
lationen auch unter Drehungen und Spiegelungen invariant ist. Dazu miissen wir
aber erst BildmaBe untersuchen.

AbschlieBend vermerken wir, dass das Lebesgue-MaB die niitzliche Eigenschaft
der Regularitdt besitzt. Das ermoglicht Approximationstechniken.

4.13 Definition Es sei (M, Q) ein Hausdorff-Raum und pu : A — [0,00] ein
MaB auf einer o-Algebra A O B(M), die also die Borel-o-Algebra enthilt.

e 1 heiBt lokal endlich, wenn fiir jeden Punkt x € M eine offene Umgebung
U, von x existiert mit p(U,) < oco.

e 1 heiBt Borel-MaB, wenn'* 11 lokal endlich ist und A = B(M).

e 1 heiBt von auBen reguldr, wenn fiir alle B € B(M) und € > 0 eine offene
Menge U 2O B existiert mit f(U\B) < ¢.

13Definition. Eine Gruppe (G, o) heiBt topologische Gruppe, wenn G mit einer Topologie
versehen ist, sodass gilt: Die Gruppenverkniipfung o : G x G — G und die Inversenbildung
G — G sind stetig (dabei wird G x G mit der Produkttopologie, siehe Def. 2.14, versehen).
14Der Begriff der Borel-MaBe wird in der Literatur nicht einheitlich benutzt.
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e /. heiBt von innen (abgeschlossen)'® reguldr, wenn fiir alle B € B(M) und

e > 0 eine abgeschlossene Menge A C B existiert mit j(B\A) < ¢.

e i heiBt reguldr, wenn p von auBen und von innen regular ist.

4.14 Bemerkungen (Regularitdt)

1.

Machen Sie sich klar, dass diese Approximierbarkeit durch offene Mengen von
auBen und durch abgeschlossene Mengen von innen eine sinnvolle Forderung
ist, wihrend die umgekehrten Bedingungen schon fiir \! und die Teilmengen
B :=R\Q bzw. B := Q von R nicht erfiillt sind.

Nach Bemerkung 4.9.2 ist das Hausdorff-MaB H” auf dem R? fiir D < d
nicht lokal endlich, also auch nicht von auBen regular. &

Dass das Lebesgue-MaB A\ lokal endlich ist, sollte klar sein. Aber es gilt auch:

4.15 Satz Das Lebesgue-MaB \? ist regulir.

Beweis:

1.

Wir beginnen mit dem Fall einer beschrénkten Teilmenge B € L? = A, (siehe
(4.9)), die von auBen durch offene Mengen approximiert werden soll. Sei also
e > 0. Nach Definition des duBeren MaBes 7(B) im Fortsetzungssatz (Satz
4.7) gibt es eine Uberdeckung von B durch eine Familie von A,, € Z¢ mit

S M(A,) < AY(B)+¢/2 < oo,

Zwar sind die Intervalle A4,, C R? nur halboffen, aber es gibt jeweils ein A,
enthaltendes offenes Intervall U, mit A\ (U,) < M(A,) + 27!, Damit
enthalt die offene Menge U := |, .y Uy, auch B und

neN

MU) < 0L A Un) < 32070 (M(An) +e2771) < 3007 A3 (An) +¢/2
< X(B) +e¢ < <.

Daraus folgt A (U\B) = \(U) — \(B) < ¢.

. Ist B € L unbeschrinkt, dann kénnte \%(B) = oo sein, was den letzten

Schritt verbieten wiirde (denn der Ausdruck co — oo ist undefiniert). Aber fiir
alle n € N sind die Mengen B,, := {z € B | ||z|| < n} € L% beschrinkt,
besitzen also nach Teil 1. eine offene Umgebung V,, mit AX¢(V,,\B,,) < 27",

150ft wird statt Abgeschlossenheit Kompaktheit von A gefordert. Da (M, O) ein Hausdorff-

Raum ist, ist diese Definition nach Satz 2.37 restriktiver. Aber fiir viele Hausdorff-Raume sind
die beiden Definitionen &dquivalent, siehe etwa [El, Satz VIII.1.9].
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AuBerdem ist B, C B, und |,y Bn = B. Die offene Umgebung V' :=
UneN V., von B besitzt eine durch ¢ beschrankte MaBdifferenz zu B:

MVAB) = X (Upen(Va\B)) < M(Uen(Va\Bn) < 3202, M(Va\Ba)
<y X e2M=¢.

3. Die Approximation von B € £ von innen durch eine abgeschlossene Teilmen-
ge A C B bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. Denn B¢ := R¥\ B € L4
besitzt ja nach Teil 2. eine offene Umgebung V' mit A4(V\B¢) < . Setzen
wir A :=R?\V, dann ist A C B abgeschlossen und B\A = BNV = V\B¢,
also auch \4(B\A) < e. O

4.4 Messbare Abbildungen und Bildmalle

Eine Drehung des R? ist zunichst einmal eine stetige Abbildung. Wie wir gleich
sehen werden, bedeutet das nicht nur, dass Urbilder offener Mengen offen sind,
sondern allgemeiner, dass Urbilder von Borel-Mengen wieder Borel-Mengen sind.
Das macht so eine Drehung zu einer messbaren Abbildung.

4.16 Definition

e Eine Abbildung f : A — B zwischen Messriumen (A, A) und (B, B) heiBt®
(A, B)-messbar, wenn f~1(B) C A gilt, mit dem Mengensystem

FUC) = (O | Cecy C 2t (€C2P).  (410)
o Ist f: A— B messbar und p: A — [0, 00] ein MaB, dann heiBt
fuolp) : B—[0,00], M p(f~'(M)) das BildmaB von p beziiglich f.
Tatsachlich ist f.(u) ein MaB, denn
o [71(0) =0 und
o fiir disjunkte M, € B (k € N) ist

f*(u)(UkEN Mk) - :u(fil(Uk:eN Mk:)) =H (UkzeN fﬁl(Mk))
= Do ulfH ) = 3 L) (M),

keN keN

denn auch die (f~'(My)), ., sind disjunkt.

6Man sagt kurz: f ist messbar, wenn klar ist, beziiglich welcher o-Algebren.
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4.17 Lemma Fiir Messraume (A, A), (B,B), (C,C), messbare Abbildungen
f:A—= B, g: B— C undein MaB jn: A — [0, o] erfiillen die BildmaBe

(go fs(w) = g:(fe())  (Transitivitét).

Beweis: Fiir alle M € C gilt: (9o f).(u)(M) = u((go f)~H(M)) =
p(fog (M) = fu(w) (97 (M) = g (fe(n) (M). 0
So etwas beweist sich ohne Zuhilfenahme des Gehirns. Wie zeigt man nun prak-
tisch, dass eine Abbildung f : A — B messbar ist? Dazu geniigt es, die Ei-
genschaft f~1(C) € A fiir eine kleinere Familie von Teilmengen C' C B als
die o—Algebra B zu kontrollieren. Das gelingt, weil die induzierte Abbildung
f~t : 2B — 24 der Teilmengen operationstreu ist, also (im Gegensatz zu
f 24 — 28) mit Schnitt, Vereinigung und Komplementbildung vertauscht:

4.18 Satz Fiir f : A — B ist

f o) =a(f71(€) (£C27). (4.11)

Sind (A, A) und (B, B) Messrdume und & C 2P ein Erzeuger der c—-Algebra B,
dann ist f : A — B genau dann messbar, wenn gilt: [~1(£) C A.

Beweis:

e f71(c(€)) 2 o(f(€)) : Wegen der Operationstreue von f~* ist die lin-
ke Seite von (4.11) eine o-Algebra, also f~'(o(€)) = o(f!(a(€))) 2

o(/71(€)).
o f1 (0'(8)) - a(f‘l(é’)) : Das Mengensystem £ ist offensichtlich in
C:={CCB|fHC)ea(f (&)} C2”
enthalten. Weiter ist C eine o—Algebra, da

1. B €C.Denn f7*(B) = A, und A ist Element seiner o—Algebra o (f~'(£)).
2. aus C € C folgt B\C €C, da

JTHB\C) = [THB\fH(C) = A\[THC),
3. aus C € C (k € N) folgt | J,cyCr € C, da

F7 (Unen Cr) = Upen fH(C).
Damit gilt o(€) C C, also auch f~'(a(£)) C f71(C) = o (f71(£)).
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Wir beweisen nun die Behauptung iiber den Erzeuger £ der o-Algebra B.
e Dac(€) D&, folgt f71(E) C Aaus f~1(B) C A, also der Messbarkeit von .

e Ist umgekehrt f~1(€) C A, dann folgt aus (4.11)
FUB) = FH(0(6) = o (7€) SolA) = A,

also die Messbarkeit von f. O

4.19 Bemerkung (Stetigkeit und Messbarkeit) Sind (A, O,4) und (B, Op)
topologische Raume, und f : A — B stetig, dann ist nach Satz 4.18 f messbar
beziiglich der Borel-o—Algebren A := 0(O4) und 0(Opg). Denn ¢(Op) wird ja
durch Op erzeugt, und wegen der Stetigkeit von f ist f~1(Op) C Oa.

Aber auch die meisten praktisch vorkommenden unstetigen Funktionen sind
messbar, beispielsweise die charakteristischen Funktionen 1), : A — {0, 1} mess-
barer Teilmengen M € A des Messraumes (A, A). <&

4.5 Eindeutigkeitssatze

Wir werden in Abschnitt 4.6 feststellen, dass das BildmaB des Lebesgue—MaBes
unter einer invertierbaren affinen Abbildung ein Vielfaches des Lebesgue—MaBes
ist. Dazu verwenden wir die Tatsache, dass das Lebesgue—-MaB \? das einzige
translationsinvariante MaB auf R? ist, das dem Standardwiirfel MaB 1 gibt.

4.20 Satz (MaBeindeutigkeitssatz)
Es seien i, v MaBe auf der c—Algebra A C 2™, und es gebe einen durchschnitts-
stabilen Erzeuger £ von A mit

@) ple=vle
(b) Es gibt E, € € mit u(E,) = v(E,) < oo (n€N) und |,y En = M.

Dann ist . = v.

4.21 Bemerkung (Voraussetzungen der Eindeutigkeit)  Ohne die Forde-
rung (b) muss 1 = v nicht gelten. Ein Beispiel ist A := {0, M} und & := {0}.
Dann gilt immer (a) unabhdngig davon, ob (M) = v(M) ist oder nicht. <

Beweis: (siehe auch Satz 5.4 von BAUER [Ba))

e Fiir die E, aus Bedingung b) des Satzes setzen wir F} := E; und F, 1 =
Eni1\ (Up—; Ex) (n € N). Dann ist die Folge der F}, disjunkt mit
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AuBerdem sind die Fy € A, aus der o—Additivitat der MaBe p, v : A — [0, <]
folgt also wegen Bedingung (b) fiir alle A € A:

ZquﬁA und v(A ZquﬂA
k=1 k=1

Es geniigt also zu zeigen, dass u(FyNA) = v(F,NA) gilt. Nunist F,NA C FE.
Wir wollen also beweisen, dass Fj, N A € Dy, gilt, mit

Dy ={Be A| wExNB)=v(E,NB)} (k € N).
Konkret zeigen wir einfach, dass D, schon die gesamte o-Algebra A ist.
Die Dy, sind Dynkin—Systeme, denn:
— Wegen u(Ey) = v(Ey) (k€ N) und (U, En = M ist M € Dy
— Mit B € Dy ist auch B¢ € Dy, denn wegen p(Ey) = v(Ej) < 00 ist

w(EyNB) = p(E\(E,NB)) = u(Ey) — u(E, N B)
== V(Ek) - V(Ek N B) == V(Ek N Bc) .

— Fiir disjunkte B,, € Dy, (n € N) ist auch B := |, Bn in Dy:

neN

WENB)=> wE,NB,) =Y v(E,NB,) =v(E,NB).

neN neN

— Da der Erzeuger £ von A nach Voraussetzung des Satzes durchschnittsstabil
ist, also mit B € £ auch E,N B € & gilt, folgt aus Bedingung (a): £ C D.
Da Dy, ein Dynkin—System ist, gilt damit fiir das von £ erzeugte Dynkin—
System 6(€): §(E) C Dy.

— Mit & ist aber auch §(F) durchschnittsstabil. Nach Satz 4.6 folgt:

— Andererseits ist £ Erzeuger der o-Algebra A, d.h.: A =0o(E).

Zusammenfassend erhalten wir
A=0(E)=6E) DL, C A, also Dp=A

Damit ist F, N A € Dy, womit der Eindeutigkeitssatz gezeigt ist. O
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4.22 Definition Ein Inhalt ji : H — [0, 00| auf einem Halbring H C 2™ heiBt
o—endlich, wenn es eine Folge von A, € ‘H gibt mit

UJA.=M und p(A,) <oco (neN).

neN

Da Halbringe durchschnittsstabil sind, folgt fiir diese aus dem Eindeutigkeits-
satz 4.20 zusammen mit dem Fortsetzungssatz 4.7:

4.23 Korollar Jedes o—endliche PramaB 1 : H +— [0, 00] auf einem Halbring H
iiber M kann auf genau eine Weise fortgesetzt werden zu einem MaB auf o(H).

4.24 Satz (Eindeutigkeit des Lebesgue—MaBes)
Ist 11 ein translationsinvariantes MaB auf £¢ mit ((0, 1]d) =1, dann ist p = \%.

Beweis:

e Zunachst folgt fiir nqy,...,ng € N:

Ju! ((07 nll} X.o.. X (Oa n%J) = nl-}‘-nd ’

indem man den Einheitswiirfel aus disjunkten Translaten dieses kleinen Quaders
zusammensetzt und Translationsinvarianz von p benutzt. Denn

- " na _ kg1 k
(0,10 = U, -1 -+ Upos (’“;Lll,fb—ﬂ X ... X (i—d,n—ﬂ

e Auch beliebige rationale Quader (a,b] € Z¢ lassen sich aus disjunkten Trans-
laten dieser Quader zusammensetzen. Das zeigt /|71 = )\dl% =M o

e Da o(Z¢) = B? gilt und A, ein o-endliches PramaB ist, folgt yi|gs = A¥|pa
mit Korollar 4.23. Damit ist auch 1 = A4, siehe auch [El, Korollar 11.6.5] . O

4.6 Transformation des Lebesgue—MaBes mit Affinitaten

Eine affine Abbildung f : R¢ — R? |3sst sich eindeutig in der Form
f(z)=a+ Az mit a€R? Ac Mat(d,R)

schreiben. Wir setzen dann det(f) := det(A). Ist A € GL(d,R), also invertier-
bar, heiBt sie Affinitit. Die Affinititen des R? bilden eine Gruppe.

Affine Abbildungen sind insbesondere stetig, also Borel-messbar. Damit ist eine
Affinitat f auch (£, £%)-messbar beziiglich der o—Algebra £¢ auf R? . Denn
diese ist die Vervollstindigung von B¢, und da Affinititen sogar Lipschitz—stetig

sind, gilt M (f71(C)) = M(A™H(C —a)) =0, falls C € B eine Nullmenge ist.
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4.25 Satz Fiir Affinititen f : R? — RY st das BildmaB des Lebesgue—MalBes

d\ __ ]‘ d
10 = qa

(4.12)

Beweis:

e Da \? translationsinvariant ist, kdnnen wir uns auf den Fall f(z) = Az mit
A € GL(d,R) beschrianken. Bezeichnet namlich

ta:Rd—HRd , r—x+a

die Translation um a € R?, dann ist auch das BildmaB f*(/\d) des Lebesgue—
MaBes translationsinvariant, denn fiir alle B € £? ist wegen t;l =t_,

e (FOD)(B) = LN (t-a(B)) = X (' (1-u(B)))
= N(FUB) - £ @) = N(B) = LOY(B).

Also ist nach dem Eindeutigkeitssatz 4.24 des Lebesgue-MaBes f,(\%) = O\,
mit einem C' > 0, das von f abhangt.

e Ist die lineare Abbildung f orthogonal, dann lasst f die Einheits-Vollkugel im
R? invariant, also ist C' = 1.

o Ist f € GL(d,R) dagegen diagonal, dann stimmt die Determinantenformel
(4.12). Denn dann ist det(f) # 0 Produkt der Streckungsfaktoren in den
Achsenrichtungen, und Volumina von Quadern transformieren sich unter f
wie gewiinscht.

e Man kann jedes A € GL(d,R) in der Form
A= 0,D0, (4.13)

schreiben mit orthogonalen Matrizen Oy, O, und diagonalem D.

Denn AA* ist eine selbstadjungierte positive Matrix. Sie besitzt also eine
Orthonormalbasis von Eigenvektoren w;, die wir in der Form w; = Ose;
(i = 1,...,d) mit den kanonischen Basisvektoren ¢; des R? und einer or-
thogonalen Matrix O schreiben konnen. Die Eigenwerte von w; sind positiv.
Wir schreiben sie in der Form A\? mit \; > 0 und setzen D := diag(\;, ..., \g).
Dann gilt AA* = O;D?0%. Wir setzen Oy := D7'O; A. Damit ist

OQO; = D*lOT(AA*)OlDfl — D*lOT(OlDZOT)OlDfl =1,

Also ist auch O, orthogonal. Aus der Definition von O, ergibt sich (4.13).

Mit der Transitivitats-Eigenschaft von BildmaBen (Lemma 4.17) und der Deter-
minanten-Produktformel folgt die Behauptung. O
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Insbesondere ist damit das Lebesgue—MaB unter Drehspiegelungen invariant, also
auch unter Bewegungen. Unter einer Bewegung des euklidischen Raums R?
versteht man eine (bijektive) Isometrie des R?. Jede Affinitit der Form

v+ Ar+b mit A€ O(d), be R
ist damit eine Bewegung, denn fiir die euklidische Metrik d und z,y € R? gilt
d(Az +b, Ay +b) = [[Az +b— (Ay +b)|| = |[A(z — y)l| = [z — yl| = d(z,y).

Man kann umgekehrt zeigen, dass jede Bewegung von dieser Form ist. Die Be-
wegungen des R? bilden damit eine Untergruppe der Gruppe seiner Affinititen.

4.7 Die Unlosbarkeit des MaBBproblems
Das von Lebesgue 1902 formulierte MaBproblem besteht in folgender Aufgabe:

Finde ein MaB p : P(R?) — [0, 00|, das invariant unter den Bewe-
gungen des R? ist, und fiir das 1 ([0, 1]%) = 1 gilt.

Wir zeigen, dass dieses Problem unlésbar ist, indem wir einen (modifizierten)
Beweis von Vitali aufgreifen.

4.26 Satz (Vitali, 1905) Das System L¢ der Lebesgue-messbaren Mengen in
R? jst eine echte Teilmenge von P(RY).

Beweis:

e Die Relation ~ auf R? mit z ~ y, falls z —y € Q, ist eine Aquivalenzrelation.

Nach dem Auswahlaxiom” der Mengenlehre gibt es eine Teilmenge M C R?
von Vertretern der Aquivalenzklassen, d.h. fiir alle z € R? gibt es genau ein
y € M mit x ~ y. Eine solche Menge M wird Vitali-Menge genannt.

e Falls M € L% dann ist entweder \Y(M) = 0 oder AY(M) € (0, 00]. Beides
fiihrt zum Widerspruch.

e Wire namlich A\4(M) = 0, dann wire wegen der Abzihlbarkeit von Q7 auch

MRY =X |JM+2) | =) MM+z)=) MM) =0,

zeQd 2€Qd 2€Q4

im Widerspruch zu A?([0, 1]?) = 1 und zur Monotonie von MaBen.

17 Auswahlaxiom: Zu jeder Menge A von nicht leeren Mengen X € A gibt es eine Auswahl-
funktion genannte Abbildung F': A — (Jyc 0 X mit F(X) € X (X € A).
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e Wire dagegen \Y(M) > 0, dann wiirde die Differenzmenge
M—M:{ml—m2|m1,m2€M}

nach dem folgenden Satz von Steinhaus eine Umgebung der Null enthalten,
also auch einen Punkt aus Q%\{0}. Es gibe damit voneinander verschiedene
mi,me € M mit m; —my € Q% M wire also kein Vertretersystem. O

4.27 Satz (Steinhaus, 1920 (!))
Ist A C R? Lebesgue-messbar (A € £%) mit AX4(A) > 0, so gibt es ein § > 0 mit

Us(0)CA—A.
Beweis:

1. Wir kénnen annehmen, dass A beschrankt ist, also AY(A) < oo gilt. Denn fiir
die Mengen A, := {z € A | ||z| < n} gilt A, € £¢, A, — A, C A- A,
N(A,) < oo und A4(A4,,) > 0, letzteres, falls n € N geniigend groB ist.

2. Da das Lebesgue-MaB regular ist (Satz 4.15) und nach Annahme \%(A) €
(0,00), gibt es eine offene Menge U und eine abgeschlossene Menge K # ()
mit K C A C U und \(U) < 2X%(K).

Da O.B.d.A. nach Teil 1. des Beweises A beschrankt ist, ist K C A kompakt.

3. Nach Satz 2.42 ist fiir die abgeschlossene und nach Teil 1. nicht leere Menge
Ue:=RINU
0 :=dist(U, K) > 0.

4. Fir u € Us(0) liegt daher die verschobene Menge K + u auch in U. Sie hat
nicht leeren Schnitt mit K C U. Denn sonst ware, im Widerspruch zu Teil 2.

2M(K) = X(K) + MK +u) = X(KU(K +u)) < XY(U).

5. Es gibt also ein x € K N (K + u). Anders gesagt, gilt mit y .= 2 —u € K:
u=rx—ye K-KCA-A (u € Us(0)). 0

4.28 Bemerkung (Satz von Vitali)

Zusatzlich zum Satz 4.26 von Vitali ist es auch so, dass keine Fortsetzung des
Lebesgue—MaBes auf die Potenzmenge P(R?) moglich ist. Das ist der Maxi-
malitit der o—Algebra £ der Carathéodory—Konstruktion geschuldet, sieche EL-
STRODT [El, Satz Il 3.2]. Das MaBproblem ist eben unlosbar.

Allerdings ist die Verwendung des Auswahlaxioms (wie von Solovay 1970
gezeigt) im Beweis dieser Tatsache unverzichtbar. Ohne die Annahme des Aus-
wahlaxioms wire also die Behauptung £? = P(R?) logisch konsistent. So beriihrt
die MaBtheorie die Mengenlehre, und damit die Grundfesten der Mathematik. <
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Im Zusammenhang mit dem Satz von Steinhaus ist interessant, dass auch
Mengen vom Lebesgue-MaB Null eine groBe Differenzmenge besitzen konnen:

4.29 Beispiel (Die Cantor—Menge)

Analog zur Dezimalentwicklung reeller Zahlen kann jede Zahl = € [0, 1] in der
Form x = > 32, cx37% mit ¢, € {0,1,2} dargestellt werden. Diese Darstellung
ist nicht ganz eindeutig, denn >_7° 2:37% = 317", Diese Uneindeutigkeit betrifft
aber nur die Darstellung von abzahlbar vielen x. Setzen wir

Co = {3 3% |, €{0,1,2}, cp # 1 fiir k <n} (n € Np),

it 6= 01, €= R Uf 1) €= Al QUB HU LT
etc., also C,,1; C C,, C, abgeschlossen und \!(C, (%)n Damit ist das

Lebesgue—MaB der Cantor—Menge

C:=()Cn

neN

definiert und A'(C) = lim,, 0o A'(C) = lim,, 00 ()" = 0.
Andererseits ist C' ein Beispiel fiir eine Menge, die zwar nicht die Vorausset-
zung, wohl aber die Folgerung des zitierten Satzes von Steinhaus erfiillt. Denn

C = {2211 Ckg_k | Ck € {072}}a

also 1 (C+C) ={3(z+y) |,y € C} = {302 (bu + c&)37F | by, cx € {0,1}}

=0, 1] Analog ist C' — C' = [—1,1], also dimH(C’ C)=1. Dass dies moglich
ist, hangt damit zusammen, dass dimy (C) = }Zi ~ 0.6309 > 1, siche Bemer-
kung 4.9.3. Siehe auch [Fa, Section 7.2] von KENNETH FaLc ONER &

5 Das Lebesgue—Integral

Da das Integral iiber eine nicht negative stetige Funktion f : R? — R* das
Volumen unter ihrem Graphen ist, ist Integrationstheorie wesentlich MaBtheorie.
Fiir Funktionen, bei denen das Riemann—Integral und das jetzt zu definierende
Lebesgue—Integral existieren, stimmen beide iiberein. Mit dem Lebesgue—Integral
ist aber einfacher zu rechnen, was Vertauschen von Limiten und Integration etc.
betrifft. Da Reihen nicht negativer Zahlen aber nach +oo divergieren kdnnen,
betrachten wir einleitend
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5.1 Numerische Funktionen

5.1 Definition Die erweiterte Zahlengerade
R:=RU{—00,+o0} = [~o0, +00],

mit Ordnungsstruktur von R, erweitert um —oo < x < 400 (z € R),
besitze die folgenden Rechenregeln'®

Yo

z € (—o00,00] :=RU {+00})

T —00:=—-00+z:=-00 (z€][-00,00):=RU{—00})

T+O00: =00+ : =00

00 — 00 = —00 + 00 :=0
oo , a>0
a-(+oo):=(£o0)-a: =1 Foo , a<0 .
0 , a=20

Die Topologie ist die der Metrik d : R xR — [0,2], d(x,y) = | tanh  — tanh y|,
mit tanh(+o0) := £1. R ist also ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist die
Borel-o—Algebra B(RR) von der Form

B(R) ={BUA|B € B(R), AC {£oo}}.

5.2 Definition

e Abbildungen F : M — R heiBen numerische Funktionen.

o st (M,_.A) ein Messraum, dann heiBt f : M — R messbar, wenn f
(A, B(R))-messbar ist.

5.3 Satz Fiir jede numerische Funktion f : M — R sind dquivalent:

(a) f ist messbar

(b) f*((a,00]) €A (a€R)
(c) f ' ([a,<]) €A (a€R)
(d) f([~o0,a]) €A (a€R)

(e) [ ([-o0,a)) € A (a €R)

18\/orsicht: Damit ist die Addition auf R nicht assoziativ, denn fiir a € R ist
(a+00)—c0o=00—00=0, aber a+(c0o—0)=a+0=a
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Beweis:
Vorbemerkung: Satz 5.3 folgt auch aus der Tatsache, dass die durch a € R pa-
rametrisierten Mengensysteme Erzeuger von B(R) sind (Beweis: Hausaufgabe).

Wir zeigen zunichst, dass (b) — (e) &quivalent sind. (b) ist zu (d) dquivalent
und (c) zu (e), weil die o—Algebra unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
Weiter folgt (b) aus (c) und analog (e) aus (d), denn (¢, 0o] = |,y [¢ + 2, 00].
Nun wird die Aquivalenz von (a) und (c) bewiesen. Betrachte dazu die vom
Mengensystem M := {[c, 0] | ¢ € R} erzeugte o—Algebra. Wegen M C B(R)
ist o(M) C B(R).
Umgekehrt sind auch alle halboffenen endlichen Intervalle der Form [c, d) mit
¢,d € R in (M) enthalten, denn [c,d) = [c, 00\ [d, 0.
Damit ist B(R) C o(M) und wegen {+o00} = (), e[, 00] und {—o0} =
Nhen[—00, —=n) = ,,en R\ [, 00] sogar B(R) C o(M). O
In der Schreibweise fiir das Supremum und Infimum von Mengen reeller Zahlen
wurde schon implizit R verwendet. Ein Vorteil numerischer Funktionen ist, dass
bei Supremums— und Infimumsbildung diese Klasse nicht verlassen wird.

5.4 Satz Sind die numerischen Funktionen f,, : M — R messbar (n € N), dann
sind auch sup,, f,, inf, f,, limsup,, f, und liminf, f, messbar.

Beweis:

1. Fiir f := sup,ey fo und a € Riist f71((—o00,a]) = Moy fo ' ((—00,4a])
als Schnitt messbarer Mengen messbar. Nach Satz 5.3 ist damit f messbar.
Analog ist auch inf,cy f,, messbar.

2. limsup,ey fn = My oo SUP,sn fn = INfN o0 SUD,s v fn ist nach Teil 1.
Infimum der Folge (sup,,> y fr)ven messbarer Funktionen. Wieder nach Teil 1.
ist dieses Infimum messbar. Der Fall liminf, cy f,, ist wieder analog. a

5.5 Satz Sind f, fi,f> : (M, A) — (R,B(R)) messbar und o € R, so sind
auch (mlt Def. 51) C(f, fl —|—f2, fler max(fl, fg), min(fl, fQ) und ’f’ messbar.

Beweis: Wir benutzen die Messbarkeitskriterien aus Satz 5.3.

1. af ist messbar, denn fiir a € (0, 00) ist

(af) " ([=00.¢)) = [ ([-o00, c/a)),

und die anderen Fille sind analog.
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2. Es sei g := f1 + fo. Wir zeigen fiir alle ¢ € R, dass M. := g~!([—00,¢))
messbar ist. Das folgt, weil M, eine abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen

o M, = U [fl ) N fy ([—oo,c— 3))} )

3. Jetzt ist g := fif2, und wieder M, := g‘l([—oo,c)). Fir ¢ > 0 ist
M.= |J [( NN ([=00,€)) U (=s,0D N f5 (52 00])]-
seQt

Also ist M, als abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen messbar. Die Fille
¢ < 0 folgen analog.

4. Die Messbarkeit von max( f1, f2) folgt aus Satz 5.4 (mit f,, = —oo fiirn > 2).
5. Die Messbarkeit von min(f1, f2) folgt aus min(f, fo) = —max(—f1, — fo).
6. Die Messbarkeit von |f| folgt aus Teil 4. und 1., denn |f| = max(f,—f). O

fi

5.6 Satz Fiir einen Messraum (M, A) ist f = ( ) M — R? genau dann

fa
(A, B¥)-messbar, wenn die f,, : M — R (A, B)-messbar sind.

Beweis:
x1
e Die Projektionen 7, : R = R, = = |{ : ) > y sind stetig, also (B, B)-
Tq
messbar. Daher ist mit f auch f, = m, o f messbar.

e Da der Halbring Z¢ der halboffenen Intervalle des R¢ die o—Algebra B¢ erzeugt,
reicht es, die Messbarkeit von ffl((a,b]) C M fir alle a < b € R? zu
konstatieren. Diese folgt aber aus

f ﬂfk ak‘ybk U

Komplexwertige Funktionen sind also genau dann messbar, wenn Re(f) und
Im(f) messbar sind.
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5.2 Einfache Funktionen und ihre Integrale

Bei der Einfiihrung des Riemann-Integrals geeigneter Funktionen f : R — R
kamen Treppenfunktionen vor, die als endliche Linearkombinationen von Indika-
torfunktionen eines Intervalls definiert wurden.

Jetzt werden wir geeigneten Funktionen f : M — R auf beliebigen MaBraum-
en (M, A, ) ein Integral zuordnen und insbesondere in Definition 5.7 den Begriff
der Treppenfunktionen neu fassen. Fiir M = R mit dem Lebesgue-MaB wird dann
etwa die Indikatorfunktion von Q eine Treppenfunktionen im neuen, aber nicht im
alten Sinn sein. Wenn beide Begriffe vorkommen, sollte man zur Unterscheidung
besser das Wort einfache Funktion benutzen.

5.7 Definition
Eine messbare Funktion f : (M, A) — (R, B(R)), die nur endlich viele Werte
annimmt, heift einfache Funktion oder Treppenfunktion.

5.8 Bemerkungen

1. Die Menge T = T(M,.A) der einfachen Funktionen auf dem Messraum
(M, A) ist ein Unterraum des R-Vektorraums Abb (M, R) aller reellen Funk-
tionen.

2. Wir werden zunachst Integrale nicht negativer messbarer Funktionen definie-
ren, indem wir sie von unten durch einfache Funktionen aus

Tr=THMA) :={feT(MA|f>0}
approximieren. ©

Ist f € T mit m-elementigem Bild f(M) = {a,...,ax}, dann sind die Niveau-
mengen A; := f~!(a;) C M Elemente der o-Algebra A, und

[= Z;nzl aj]lAj :

Diese Darstellung der einfachen Funktion hat den Vorteil, dass die A; disjunkt
sind. Aber auch fiir nicht notwendig verschiedene a; und nicht notwendig dis-
junkte messbare A; ist 377" | a;14; eine einfache Funktion.

5.9 Satz f: M — [0, 00| ist genau dann messbar, wenn es eine Folge (ty)nen
von u, € T+ gibt mit u, 1 f.

Beweis:

e Das Supremum messbarer Funktionen ist nach Satz 5.4 messbar.
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o Ist umgekehrt f : M — [0, 00| messbar, dann konstruieren wir eine monotone
Folge von u,, € T+ wie folgt. Wir quantisieren f, bei Wegschneiden groBer
Werte, indem wir fiir den Feinheitsparameter n € N und die Indexmenge
I, = {O, e ,nQ”} die folgenden Mengen definieren:

o _ e G+2m) L ied{o,.. n2m—1}
Ain {f‘l([moo]) L j=mn2"

- Wegen der Messbarkeit von f sind die A4;,, € A, d.h. messbar,
- Als Urbilder disjunkter Intervalle sind die (A;,,) ez, disjunkt,
- und UjEIn Aj,n =M.

Wir setzen u,, := Zjelan*" 14,,, ersetzen also jeweils durch den unteren
Intervallwert. Damit ist u,, € 7+ und u, < f.

e Die Partition {A;,11|j € L1} verfeinert {A,, | j € I,,}, es ist also
Upg1 > Uy (n € N).
e Fir f(z) < cound n > f(x) ist u,(x) > f(x) — 27", fir f(z) = oo ist
uy(z) = n. Also folgt u, T f. O

Es sei jetzt (M, A, 1) ein MaBraum (ein wichtiges Beispiel ist (Rd,Bd,ﬁd) mit
dem Lebesgue—Borel-MaB 3%).

5.10 Definition Fiir eine einfache Funktion f =3 "" a;14, € TT(M,A) mit
m-elementigem Bild f(M) = {c,...,an} und Niveaumengen A; := f~!(«a;)
heiBt

fdp:=Y"a;pu(4;) € [0,00]
M =1

das (u—) Quasi-Integral von f, bzw. das Integral von f, falls [,, f du < oo,

Das Praktische an dieser Definition ist, dass sie auch fiir andere Darstellungen
[ =>"7_, Blp, mit nicht notwendig disjunkten, messbaren By, funktioniert.

5.11 Lemma Dann gilt >, B pu(By) = D71, aj ju(A;).

Beweis: Bj, ist die disjunkte Vereinigung der By, ; := B, N A;, also

D BeuBr) =Y > Bl Biy).

=1 k=1
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Fir alle 5 = 1,...,m zerlegen die messbaren Mengen
Cis=(1Bwy N () M\By (I<S{l....n})
kel ke{l,..,n}\I

die Menge A;, und fiir C;; # 0 ist Y, ., Bk = ;. Also ist

sznﬁ’““B’w - Zm: > (Zﬁk)ﬂCz

=1 k=1 7=1 Ig{l ..... TL} kel

= Z@j ZM(CJ,I) = Z%’ pA;) - -

Zwar ist T (M, A) im Gegensatz zu T (M, A) kein Vektorraum. Wir kénnen also
noch nicht sagen, dass dieses Integral eine lineare Abbildung sei, aber jedenfalls
verletzt unsere Abbildung

Sy dp: TH(M, A) — [0,00]

bis auf die Moglichkeit des Wertes Unendlich keine der Desiderata eines Integrals,
also Reproduktion des MaBes, Linearitdt und Monotonie:

o [yladu=pu(4) (AcA
o [ylaf+Bg)du=qof,, fdu+8[,9dn  (,8>0, f,geT")
o [y fdu< [y,9dn  (f<geTh)

Bis jetzt haben wir nur die endliche Additivitdt von p genutzt. Um messbare
Funktionen zu integrieren, brauchen wir die o—Additivitat:

5.3 Integration messbarer Funktionen
Fiir den Messraum (M, A) bezeichnen wir mit M = M (M, A) die Menge der

messbaren numerischen Funktionen f : M — R und setzen
M= MY (M, A) :={f e M(M,A) | f>0}.
Ist i1 : A — [0, 00] ein MaB, dann definieren wir fiir f € M™

/fdu hm /Mundu, (5.1)

fiir eine Folge von einfachen Funktionen u, € T+ (M, A) mit u, 1 f.

Nach Satz 5.9 gibt es liberhaupt so eine Folge von u,,, und wegen der Mono-
tonie des Integrals [, : 7 — R existiert auch der Limes in [0, co]. Wir miissen
noch Uberpriifen, ob dieser Limes von der Wahl der Folge abhangt.
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5.12 Satz Fiir jede monoton wachsende Folge von u, € T+ und v € T+ mit
v <= lim, o u, gilt vad,u < lim,, 00 fM Uy, dft.

Beweis: Sei v = > " | a1y, mit A; € A disjunkt. Fiir 3 > 1 setze
B, :={x € M| Bu,(x) >v(z)} (n € N).

Diese Mengen sind messbar, und B,, T M. Da u wie jedes MaB von unten stetig
ist (Satz 3.28), gilt

/ vdp = Y ajp(A) = lim Y oy p(A; N B,)
M oy n ooj:1

= lim/v]andugﬂlim/ Up, dpt (B >1).

n—o0

Im Limes 5\, 1 ergibt sich die Behauptung. O

5.13 Bemerkungen

1. Dieser Satz impliziert, dass das Integral von f € M™ wohldefiniert ist, denn
fiir eine zweite f monoton approximierende Folge von einfachen Funktionen
vp € T ist v < iy, Up, also [, v dp < limy, o [, U dp.

2. Monotonie und Linearitét (bei Multiplikation mit positiven Zahlen) iibertragen
sich von 7 auf M™. <&

5.14 Satz Fiir f € M* (M, A) gilt [,, f diu =0 genau dann, wenn
p(f71((0,00])) = 0.

Beweis:

e Fiir A:= f71((0,00]) und 4, := f~'((,0]) gilt 4, 1 A.

e Ist [,, fdu =0, dannwegen 21,4, < fauchp(A4,)=[,, 1a,dp=0(neN).
Die Stetigkeit des MaBes von unten impliziert dann p(A) = 0.

e Ist umgekehrt p(A) = 0, dann ist wegen co 14 > f und oo -0 = 0 (Def. 5.1)
Og/fd,uﬁoo/ N4dp = oo pu(A) =0. O
M M

Unter bestimmten Bedingungen kann man den Limes in das Integral hineinziehen.
Das haben wir schon bei der Definition (5.1) von [, fdu von f € M*(M,A)
mit einer Folge einfacher Funktionen u, € T+(M,.A) und u, 1 f gesehen, also
unter Monotonievoraussetzung. Diese Monotonievoraussetzung ist auf messbare
numerische Funktionen verallgemeinerbar, weshalb der folgende Satz auch der
Satz von der monotonen Konvergenz heiBt.
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5.15 Satz (Beppo Levi) Fiir f,, € MT (M, A), f. 1 f gilt

/ fdp= lim frndpu. (5.2)
Beweis:
e Der Limes f liegt nach Satz 5.4 in M™, denn lim,, o, fr = Sup,,_,o. fn-

e Wegen der Monotonie des Integrals ist [, fdu > [, fodp, also gilt die
Ungleichung ">" in (5.2).

e Istue Tt u<f dannsindfir 5> 1die B, :={x € M | Bfn(z) > u(z)}
messbar, mit B, T M und 8f, > ulg, € T' und ulp, 1 u. Es folgt

/ udp < lim ulp, dp < B lim / fadp (B >1),
M n—oo M

n—o0 M

also fM wdp < lim, o fM fn dp. Daraus folgt wegen der Definition (5.1) von
[y [ dp die umgekehrte Ungleichung " <" in (5.2). 0

Gegenbeispiel bei Verletzung der Monotoniebedingung:
Fir f, € MT(R,LY), f := 21 gilt limy, o0 fr, = 0, aber [o f dA'(2) = 1.

5.16 Definition
Sei pi: A — [0, 00] ein MaB auf (M, A) und f € M™. Dann heiBt

fpu: A—1[0,00 Ar—>/ fladu
M
das MaB mit Dichte f in Bezug auf ..

5.17 Lemma Die Mengenfunktion f ist tatsichlich ein MaB auf (M, A).
Beweis: Fiir disjunkte Aj, € A und A := J, .y A ist nach Satz 5.15

) = [ fuadu= [ S e =3 [ fladi= Y futan),

keN keN keN

denn g, :=> 7, f14, € M, und g, T f 1a. O

Bis jetzt kdnnen wir nur nicht negative messbare Funktionen integrieren. Da
wir aber messbare Funktionen f : M — R eindeutig als Differenz f = f, — f_
ihrer (nach Satz 5.5 messbaren) Positiv— und Negativteile

fe:M —[0,00] , fi(z):=max(=* f(z),0) (5.3)
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darstellen konnen, setzen wir

/Mfdu:I/Mf+du—/Mf—du c R,

wenn mindestens einer der Summanden endlich ist. fod,u heiBt dann das
Quasi-Integral von f. Falls beide Summanden endlich sind, heiBt f integrierbar
oder integrabel, und [, fdu das Integral von f.

Ist also f genau dann integrierbar, wenn |f| = f. + f_ integrierbar ist?
Nicht ganz. Denn wie das Beispiel von f = Tly; — 1o 1,y mit einer Vitali-Menge
V C [0, 1] zeigt, kann | f| messbar sein, ohne dass das fiir f gilt. Also:

5.18 Satz

f: M — R ist genau dann integrierbar, wenn f messbar und |f| integrierbar.

In dhnlicher Weise definieren wir das Integral von f: M — C als

[ gaws= [ Re(pran+o [ tm(pan, (5.4)

M

soweit beide Summanden definiert sind und nennen f dann wieder integrierbar
oder integrabel. Damit wird der Raum °

LY u) =LY M, p) =LY (M, A, p) :=={f: M — C| f integrierbar} (5.5)

zu einem Vektorraum tber C, und

L' —c ., f— [ fa

ist eine lineare Abbildung.
Will man explizit nur reelle Funktionen integrieren, dann schreibt man

La(M,p)={f: M —>R|fe L (Mp)}

Dies ist dann ein R—Vektorraum.
Um aus dem C-Vektorraum Z'(M, ;1) einen normierten Vektorraum zu ma-
chen, fiihren wir auf ihm zunichst eine Halbnorm ein:

5.19 Definition

o Fir K = R oder K = C und einen K-Vektorraum V' heiBt eine Abbildung
|| -] : V — R Halbnorm, wenn fiir alle f,g € V und k € K gilt:

19Die Notation -1 (M, A, ) ist sinnvoll, wenn man besonders auf die o-Algebra A hinwei-
sen will. Sonst ist sie etwas langlich. Die Idee bei der Kurzschreibweise .#1 (1) ist, dass zur
Definition von p sowieso der MaBraum (M, .A) angegeben werden muss.
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() [If]} € [0, 00)

(b) [1&fIl = [KLI]
(©) If+all < 1A+ llgll
(V.|| - ||) heiBt dann halbnormierter Vektorraum.
e FEine Halbnorm || - || : V' — R heiBt Norm, wenn aus || f|| = 0 folgt: f = 0.

e FEine Folge (f)nen in einem halbnormierten Vektorraum heift Cauchy-Folge,
wenn fiir alle e > 0 ein N € N existiert mit || f,, — fn|| < € fiir alle m,n > N.

e FEine Folge (f)nen in einem halbnormierten Vektorraum (V|| -||) konvergiert
(gegen f), falls es ein f € V' gibt mit lim,,, , ||/, — f|| = 0.
f heiBt dann ein Grenzwert oder Limes der Folge.

Wenn eine Folge (f,)nen gegen f € V konvergiert, dann ist f genau dann
eindeutig, wenn die Halbnorm eine Norm ist.

Eine solche Halbnorm erlaubt die Definition der offenen Kugel mit Radius
e>0um feV:

Ulf)={g9€V|lg—fll <e}

Sie induziert damit eine Topologie des K-Vektorraums V' (und der obige Kon-
vergenzbegriff stimmt mit dem topologischen von Definition 2.10 iiberein).
Angewandt auf den Vektorraum der p—integrierbaren Funktionen ist

1l = /M fldu  (f € 2 (M, )

eine Halbnorm auf £*(M, 11), da das Integral monoton und linear ist sowie die
Dreiecksungleichung |f + g| < |f] + |¢] gilt.

Natiirlich sind nicht alle stetigen Funktionen integrierbar. Ein Gegenbeispiel
ist die charakteristische Funktion 1,,, falls x ein nicht endliches MaB auf M ist.
Immerhin gilt fiir den Fall des Lebesgue—MaBes:

5.20 Satz Fiir den Vektorraum C. (Rd, C) der stetigen Funktionen f : R — C
mit kompaktem Trager gilt:

C.(R%,C) C 2" (R, \).
Beweis: Nach Definition von Cc(Rd,(C) ist fiir f € C.(R%, C) der Trager
supp(f) :={z € R?| f(z) # 0}

kompakt, also abgeschlossen und damit messbar. Mit f ist auch |f| stetig, und
supp(f) = supp(|f]). Nach Satz 2.41 ist also ¢ := sup{|f(z)| | z € R?} < oo,

67



[ ist messbar, und die Majorante |f| von f ist integrierbar, denn c Iy pp(s) ist
eine integrierbare Majorante von |f]. O

Man konnte nun denken, dass diese stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager sehr untypisch fiir Lebesgue—integrierbare Funktionen sind. Wenn wir sie
als Funktionen auffassen, dann ist das wohl der Fall, denn typischerweise ist etwa
e LY (R4 N\Y) an keinem Punkt stetig. Allerdings gilt:

5.21 Satz C.(R? C) C ZY(R? \?) ist ein dichter Teilraum.
Das heiBt, fiir alle f € £1(R%, \Y) gibt es eine Folge von f,, € C.(R% C) mit

lim | f,, — f|| = 0.
n—00

Beweis: Da nach Definition des Integrals f in der Z*(R?, \%)-Halbnorm durch
Treppenfunktionen approximiert wird, und diese endliche Linearkombinationen
von charakteristischen Funktionen messbarer Mengen B C R? mit endlichem
MaB sind, geniigt es, letztere durch stetige Funktionen mit kompaktem Trager
zu approximieren. Wir kénnen annehmen, dass A\%(B) > 0 ist.

e Ist B beschrankt, gibt es nach Satz 4.15 fiir alle 9 > 0 ein Kompaktum K C B,
K # () und eine beschrinkte offene Menge U 2 B mit X(U \ K) < §. Wir
setzen

h:RY— 10,1 , h(z):=1-min(l,d(z,K)/C),

mit d(x, K) = inf{||z — k|| | k € K} und, da U® = R?\U abgeschlossen ist,
O = dist(U¢, K) > 0,
siche Satz 2.42. h ist stetig, mit h|x = 1, hl|ga\y = 0, also h € C.(R?%, C) und

/ g — hld\ < M (U\K) < 6.

Rd

e Nicht beschriankte solche B C R? kdnnen durch die beschrinkten £%mess-
baren Teilmengen B, := {x € B | |[z|| < n} im MaB approximiert werden. O

5.22 Bemerkung (Kofldchenformel)

Es sei f € C(R%,R) := O®(RLR) N (R4 R) und g € C(R%,R) mit
Vg(z) # 0 fiir alle 2 € supp(f). Dann gilt die so genannte Koflachenformel

/Rd f(@) [[Vg(a)| dxi(z) = /R </g_1(t) f(z) d’i—[d‘l(x)) dt.

Diese ist eine von vielen Resultaten der geometrischen MaBtheorie, sieche FEDE-
RER [Fe] und MORGAN [Mo]. <&
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5.4 Konvergenzsatze

Mit dem Satz 5.15 iiber monotone Konvergenz (Beppo Levi) haben wir einen
Konvergenzsatz der MaB- und Integrationstheorie kennen gelernt. Die Voraus-
setzung dieses Satzes, das monotone Wachstum der f,, : M — [0,00) inn € N
ist allerdings oft nicht erfiillt. Einen noch haufiger anwendbaren Satz, den von
Lebesgue iiber dominierte Konvergenz, werden wir jetzt kennen lernen. Wie das
folgende Lemma von Fatou benutzt sein Beweis den Satz von Beppo Levi.

5.23 Satz (Lemma von Fatou) Fiir f, € M* (n € N) gilt:

/ liminf f, du < hmlnf/ fndp
M

n—oo

Beweis: Wir benutzen die monoton wachsende Folge der g,, := infy>, fr € MT.
Fir diese ist ¢, T f := liminf,_,o, fi € M™, also nach Beppo Levi

/fduz lim/ In dp,
M n—oo M

lim gn dp = lim 1nf frdp < lim inf / frdp = lim inf/ fndp. O
n—oo M

n—00 n—oo fark n—00 k>n

und

Intuitiv erwartet man auch, dass die linke Seite im Fatou-Lemma 5.23 eher kleiner
ist als die rechte, weil dort iiber alle Punkte einzeln optimiert wird.

Beim folgenden Satz von Lebesgue ist bemerkenswert, dass wir auf die Posi-
tivitat der f,, verzichten konnen.

5.24 Satz iiber majorisierte Konvergenz (Lebesgue, 1910)

Fiir die f, € LY (M,u) gebe es eine Majorante F € £ (M, 1), das heiBt:
\fn] < F (n € N). Weiter existiere der punktweise Limes f der f,. Dann ist
fe LY M, p) und

i [ fudu= [ .

n—oo

Beweis:

e Als Limes messbarer Funktionen ist f nach Satz 5.4 messbar. Da |f| < F €
LYM, p), ist auch f e LM, p).

e Man wiirde gern das Lemma von Fatou (Satz 5.23) anwenden. Setzt man
versuchsweise g, := |f — f,|, dann kommt allerdings die triviale Ungleichung
liminfnfgn dp > 0 heraus. Umdrehen des Vorzeichens von g, hilft auch
nicht, denn dann wére g,, nicht in M.
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1 1 111 1
2 3 54 3 2

Abbildung 5.1: Bsp. 5.25: Die nicht integrierbare Minorante g an die Majoranten.

e Statt dessen setzt man g, := |f| + F — |f — fu.|, womit g, € MT ist.

e Fatou liefert mit liminf, , g, = |f| + F:

F)d Fd—l nl du
/M(|f|+ )ué/(|f|+ , mp/ F— fuldu

n—oo

also lim,, o ||.f — full = 0, das heiBt Z'-Konvergenz der f,, gegen f. O

5.25 Beispiel (Ungleichung im Lemma von Fatou) Fiir die Funktionenfol-
ge fn:R—1[0,00), fr,= n]l[_;’;] ist [ fndA' =2 (n€N), aber

o ,r=0
0 ,x#0"

n—oo

f:=liminf f,, von der Form f(x) = {

also die linke Seite der Fatou-Ungleichung [ fd\' = 0. Der Satz von Lebesgue
ist hier nicht anwendbar. Denn falls g eine Majorante ist, muss diese groBer sein
als sup,, fn, und diese Funktion ist ihrerseits groBer als die nicht integrierbare
Funktion g : R — [0,00), g(x) := 1/|z| — 1 fir 0 < |z| < 1 und Null sonst
(siehe Abbildung 5.1). <&

Statt Werten in C oder R kdnnten die f, auch Werte in R annehmen. Denn wir
wissen schon, dass dann f,!(400) pu—Nullmengen sind.

Anwendungen des Satzes von Lebesgue gibt es wie Sand am Meer. Insbeson-
dere kdnnen wir diverse Grenzprozesse mit der Integration vertauschen.

Dazu ein Beispiel:

Eine natiirliche Art, Stetigkeit von parameterabhidngigen Funktionen im Para-
meter zu diskutieren, ist, den Parameterraum als metrischen Raum (P, d) anzu-
setzen und Familien von Abbildungen f, € Z*(u) zu betrachten, die fiir u—fast
alle m € M stetige Abbildungen

P—C , p~ fy(m)
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ergeben. Dann gilt folgende Aussage:

5.26 Satz (Parameterabhingige Integrale)

Falls auf einer Umgebung U C P von py € P fiir eine geeignete integrierbare
Funktion g € M™, g € LY (M, ) gilt

|fp|§g (pel),

dann ist das parameterabhingige Integral

F:P—-C , p— [ fydu (5.6)
M

stetig in py.
Beweis: Fiir alle gegen py konvergierenden Folgen p : N — P muss gezeigt wer-
den: lim,, o F(pn) = F(po). Wir haben die p—fast iiberall geltende punktweise

Konvergenz der f,, gegen f,, vorausgesetzt. Die f, werden durch g dominiert;
also liefert der Satz von Lebesgue die Aussage. a

Dieser Satz lasst sich in mehrere Richtungen verallgemeinern. Z.B. ist auch die
Abbildung
P =2 Mp) . pfp

beziiglich der || - ||;—Halbnorm stetig in py. Ohne die Voraussetzung der Existenz
einer integrablen Majorante ¢ gilt er jedoch nicht:

5.27 Beispiel
Fiir Parameterraum P := R, MaBraum (M, p1) := (R, \!) seien die Integranden

fo(z) :z{ P (‘ (”5—%)2> . p€R\{0}
0 p=0

Hier ist zwar fiir alle z € R p — f,(z) stetig und f, € L1 (\!), aber es gibt
kein dominierendes g € .Z*(A\!), und die Abbildung (5.6) ist unstetig bei p = 0,
denn: F(0) = 0, aber (nach Beispiel 6.15) F(p) = /7 fiir alle p € R\ {0}. <

5.28 Beispiel (Fourier—Transformation) Durch
fR'—=C , flk)= [ f(zx)exp(—i(k,z))dx
Rd
ist die Fourier—Transformierte von f € £*(\?) definiert. Da z +— exp(—1 (k, z))
stetig ist und Betrag Eins hat, existiert das Integral, und |f(k)| < ||f]| (k € R?).

Dariiber hinaus ist f sogar stetig, weil die Bedingungen von Satz 5.26 erfiillt
sind. O
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Ahnlich leicht stellt man fest, dass man unter Umstanden die Ableitung nach
dem Parameter mit der Integration vertauschen kann: Wir nehmen dabei ein-
fachheitshalber an, dass wir nur einen reellen Parameter haben, P also ein reelles
Intervall ist.

Wieder gelte fiir die f, : M — C: f, € LY (M, u) (p € P), und die partielle
Ableitung Wg_gn) existiere bei pg € P fiir alle m € M.
5.29 Satz (Differentiation unter dem Integral)
Falls eine Umgebung U C P von py und ein g € LY (M, 1) existiert, sodass

die g, = % auf U\{po} durch g dominiert werden (|g,| < g), dann ist die
Abbildung (5.6) bei py differenzierbar mit

o = [ 2 ),

Beweis: Fiir eine beliebige gegen py konvergierende Folge p : N — P mit
Pn F# po Muss gezeigt werden:

Tim b dp = /M lim gy, dp, (5.7)
denn lim,, 0 gp, = %L}ZPO, und F’(po) = limy o0 [, Gp, dit, falls der Limes
existiert. Gleichung (5.7) ist aber die Aussage des Satzes von Lebesgue. O

6 ProduktmaBe und Mehrfachintegrale

Das in der Analysis | behandelte Riemann-Integral einer reellen Funktion hatte
zwei sich erganzende Aspekte:

e Eine geometrische Interpretation als 'Flache unter dem Graphen’,

e Eine rechnerische, die etwa ermoglichte, beliebige rationale Funktionen zu in-
tegrieren.

Auch fiir das Lebesgue-Integral einer Funktion mehrerer Variablen ist es wiinsch-
enswert, neben dem Nachweis seiner Existenz auch seinen Wert berechnen oder
zumindest abschatzen zu konnen. Dazu wird in Abschnitt 6.2 die mehrdimen-
sionale auf die eindimensionale Integration zuriickgefiihrt. Im ersten Abschnitt
dieses Kapitels werden wir aber zunichst die entsprechenden maBtheoretischen
Fragen kliren, insbesondere den Zusammenhang der Lebesgue-MaBe \¢ auf R?
fiir verschiedene Dimensionen d.
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6.1 Produkt—o—Algebren und Produktmale

6.1 Definition
Es seien (X;, A;)icr Messrdume, X := [],.; X; das kartesische Produkt und
7 X — X, (2i)ier — x; (j € I) die Projektionen auf dessen Faktoren. Dann

ist20
RierAi =0 (Uie[ WZI(AZ')) (6.1)
die Produkt—o—Algebra auf X .

Die Produkt—o—Algebra ist damit die kleinste o—Algebra auf X, beziiglich derer
alle Projektionsabbildungen messbar sind.

Da o—Algebren oft unhandlicher als sie erzeugende Mengensysteme (wie etwa
der Halbring Z¢ der Intervalle statt der Borel-o—Algebra B? = o(Z?)) sind, ist
der folgende Satz niitzlich:

6.2 Satz Sind &; Erzeuger der o—-Algebren A;, dann wird o (U, 7, ' (A;)) von
Uier 7 (&) erzeugt.

Beweis: o Dass die Produkt-o—Algebra (6.1) die o—Algebra o (U, m; ' (&)
enthalt, folgt aus & C A,.
e Umgekehrt besagt Satz 4.18, angewendet auf die Projektion 7; : X — X},

dass diese messbar beziiglich o (|, 7, ' (£:)) ist (also 7T]-_1<Aj) Teilmenge dieser

o—Algebra ist), weil 7 (&;) C o (U, m (&) sgilt. O

Das Produkt endlich vieler o—Algebren A, ..., A, schreibt man auch in der
Form

A®. @A, = (X) A
i=1
Wegen Satz 6.2 ist das Produkt assoziativ. Zum Beispiel ist
(A1 (% ./42) QA3 =A1 ® (Az 02y AS)v

und wir kénnen statt endlicher Produkte ohne Verlust das Produkt nur zweier
o—Algebren diskutieren.

6.3 Lemma Mit dem in (3.3) eingefiihrten Produkt  von Halbringen ist dann
A @ Ay = o(Ay x Ay).
Beweis: Denn da fiir A; € A, gilt: A; x X5 € A1 ® Ay 5 X X A,, folgt auch
Ap x Ag = (A1 X Xo) N (X7 X Ag) € A1 ® Ay,

2Siehe (4.10) fiir die Definition von 7; ! (A;).
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d.h. A ® Ay D o(A; xAy). Umgekehrt gilt auch A; x X5, X7 x Ay € A; x Ay
und damit
(Al X XQ) U (Xl X Ag) S U(Al *A2)7

also A; ® Ay C o(A; x Ay). O

6.4 Bemerkung (c—Algebren des R?)

Produkte tauchen im Zusammenhang des Lebesgue-MaBes \¢ : L? — [0, 0]
(siehe (4.9)) und Lebesgue—Borel-MaBes 3¢ = \¥| 54 : BY — [0, 00] auf dem R?
auf. Dieser lasst sich ja fiir alle p = 1,...,d — 1 als Produktraum R? x R~?
auffassen, und es stellt sich die Frage, ob die o—Algebren diese Produktstuktur
respektieren.

e Tatsichlich gilt fiir die Borel-o—Algebren B? = BP ® B4~ (siehe [El, II1,§5]).

e Aber L% D L£P ® L£47P, denn jeder Schnitt (siehe die untenstehende Def. 6.7)
einer Menge aus £? ® L977 ist Lebesgue-meBbar, im Gegensatz etwa zur Null-
menge M x {0} C R? x RI=P mit einer Vitali-Menge M, siehe Satz 4.26. <

6.5 Definition Ein MaB p: A; ® Ay — [0, 00] heiBt ProduktmaB der MaBe
wi = A; — [0, 00|, wenn gilt

WAL X Ag) = i (A) pa(As) (AL € Ay, As € Ay). (6.2)

6.6 Satz Es gibt ein solches ProduktmalB von iy und . Falls die MaBe y;
o—endlich sind, ist dieses eindeutig. Es wird dann mit j1y ® 1o bezeichnet.

Beweis:

e Wir zeigen unter Verwendung der Vereinbarung 0 - oo = 0 aus Definition 5.1,
dass die rechte Seite von (6.2) ein PramaB i auf dem Halbring A, x A, definiert.
e Nach dem Fortsetzungssatz 4.7 gibt es dann ein [ fortsetzendes MaB auf der
von diesem Halbring erzeugten o—Algebra A; ® As.

e Sind die MaBe p; o—endlich, dann auch das PramaB fi. Nach Korollar 4.23 ist
dann das ProduktmaB eindeutig. O

Man méchte aber nicht nur die eindeutige Existenz des ProduktmaBes zur Kennt-
nis nehmen, sondern mit ihm auch messen. Dafiir ist die Technik der Schnitte
praktisch.

6.7 Definition Fiir zwei Mengen X1, X5, A C X x X5 und x; € X, heift
A(ZL‘l) = {172 € Xy | (1’1,1'2) c A} C X,

x1-Schnitt von A (siehe Abbildung 6.1).
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X1 Xi

Abbildung 6.1: Schnitt von einer Kreisscheibe A C X; x Xo =R xR

Damit kann das ProduktmaB von A € A; ® A, mittels der Cavalieri—-Formel

@ g () = [ (A dusr) (6:3)
X1

bestimmt werden. Diese ist zunachst fiir messbare Mengen A der Form A; x A; €

A; * A, richtig, denn dann ist A(z1) = A, falls x; € Ay und A(z1) = ) sonst,

also

i1 ® i (A) = pa(As) / Ly, (20) dpn (1) = pn(Ay) po(Ar). (6.4)

X1

Allgemein gilt:
6.8 Satz Fiir o—endliche MaBe p; stimmt die Cavalieri-Formel (6.3).

Beweis: e Es muss zunichst gezeigt werden, dass die Schnitte A(z;) messbar
sind, also Elemente der o—Algebra A; von X; sind. Das folgt daraus, dass das
System derjenigen A € A; ® As, fiir die das immer gilt, selbst eine c—Algebra
bildet. Denn dieses enthilt ja nach (6.4) A; x Ay, ist dann also gleich A4; ® As.
e Der nachste Schritt besteht darin, die MeBbarkeit der Abbildungen

fa: X1 = [0,00] |, a1 pa(A(zr)) (Ae A ® Ay)

nachzuweisen. Jedenfalls gilt dies wieder fiir A € A; x A,. Es reicht also wieder
zu zeigen, dass diese A eine o—Algebra bilden. Hier geht die o—Endlichkeit von
o ein (siehe Lemma 23.2 in [Ba]).

e Die Cavalieri-Formel folgt dann mit dem Eindeutigkeitssatz 4.20, angewandt
auf den durchschnittsstabilen Erzeuger A; * Ay von A; ® As. O

6.9 Beispiel (MaB der Kreisscheibe)
Wir betrachten (X, A;, ;) :== (R, B, 3) und die Kreisscheibe

A={z eR?|||z| <1} C X; x X,.
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Deren Lebesgue—Borel-MaB ist nach der Cavalieri-Formel (siehe Abbildung 6.1)

/ﬁ xl dxl / 24/1 —2¥dw, = / 2 cos?(¢) dp = .
w/2

Im vorletzten Schritt wurde z; = sin(yp) substituiert, also \/1 — 27 = cos(p). ©

6.10 Bemerkung (ProduktmaBe und Wahrscheinlichkeitstheorie)

Unendliche ProduktmaBe kdnnen im Allgemeinen nicht sinnvoll definiert werden,
da ja schon fiir eine Folge (a,)nen positiver Zahlen das Produkt []°7, a,, nicht
einmal uneigentlich konvergieren muss. Das ist aber fiir Folgen mit a,, € [0,1]
der Fall. Entsprechend existieren unter sehr schwachen Voraussetzungen Pro-
duktmaBe von WahrscheinlichkeitsmaBen (und sie sind wichtig fiir so genannte
stochastische Prozesse), siche KLENKE [KI, Kap. 14]. &

6.2 Der Satz von Fubini

Der folgende, oft auch nach Tonelli benannte Satz ermdglicht die schrittweise
Ausfiihrung mehrdimensionaler Integrale.

6.11 Satz (Fubini)
Es seien (X, A, u) und (Y, B,v) o—endliche MaBraume. Dann gilt:

(a) Fiir alle f € M*(X x Y, A® B) sind die numerischen Funktionen
v [y flzy)dv(y) und y [ f(2,y) du(z)

messbar, und [, . fdp@dv = [, ([, f(z,y)dv(y)) du(z).

(b) Ist f: X xY — C A® B-messbar und eines der drei Integrale

Jxy Wfldu@dv, [ (fy |f(z,y)ldv(y))duz), [i([x |f(zy)ldu(z))dv(y)
endlich, dann sind alle drei gleich, und das gilt dann auch fiir f statt |f|.

Beweis: e Der Satz reduziert sich fiir charakteristische Funktionen f = 1,4 mess-
barer Mengen A € A ® B auf die Cavalieri-Formel, also auf Satz 6.8.

e Damit gilt er auch fiir alle Treppenfunktionen f € T7(X x Y, A® B).

o fe MT(X xY, A® B) kann man durch eine monotone Folge von Treppen-
funktionen approximieren, weshalb Aussage (a) gilt.

e Aussage (b) beweist man durch Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil und
weiter in Positiv— und Negativteile. O

Die Endlichkeitsvoraussetzung in (b) kann man nicht wegfallen lassen:
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6.12 Beispiel (Cauchy)
Die Ableitung des Arcustangens ist > <L arctan z = -1 . Damit gilt fiir 2,y > 0:
H2 222 — (22 44y?) 22 —y?

T J— —
s und Fagy Arctan (5) = T T @i

—if/y2 _ T

o —
I+a2/y? = x4y

B arctan (5) =

2

Also ist mit f(z,y) := 2’y

z=1 L |
dy = d
=0 Y A 1+ y2 Y

/01</01f(x,y)dx>dy _ /01#22

= arctan(0) — arctan(1) = I

und analog fol (fol f(z,y)dy) dv = Z, denn der Integrand wechselt beim Aus-
tausch von x und y sein Vorzeichen. Das Ergebnis des Doppelintegrals hangt
also von der Integrationsreihenfolge ab. Woran liegt das? Wir wiirden vielleicht
erwarten, dass das Doppelintegral gleich dem Lebesgue—Integral

/ f(z,y) dN2(z,y) mit dem Quadrat @ := [0, 1)*
Q

ist. Aber dem Satz von Fubini hatten wir nicht argumentieren konnen. Denn
dieses Integral existiert nicht, weil der Integrand f nicht in Z(Q, \?[)) ist. Das
Doppelintegral (in beliebiger Reihenfolge) des Betrags von f divergiert namlich:

1 1 1 —x 1!
L miaves = 2 [ ([ repa)a=2 [ [75] w
Yoo-2 1
- <1+y2+§) e

Wir haben hier benutzt, dass f auf {(x,y) € Q | © > y} stetig und positiv ist. &

Jetzt werden wir die praktischen Konsequenzen des Satzes 6.11 von Fubini
betrachten. Oft handelt es sich bei den Integralen um Lebesgue—Integrale, und
da (im Wesentlichen, siehe Bemerkung 6.4)

A= NP firalle p=1,...,d—1,

gibt er uns eine Vorschrift an die Hand, wie wir mehr— auf eindimensionale Inte-
grale zuriickfiihren und damit berechnen konnen.

6.13 Beispiele
2Ldenn er ist Umkehrfunktion des Tangens mit Ableitung tan’(u) = Wl(u) =1+ tan®(u).
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. Auf dem Wiirfel W®) mit W = [-Z Z]" C R" soll
f:W® SR f(x) = cos(xy 4 2o + x3)

integriert werden. Wegen der Stetigkeit von f und der Kompaktheit von 17 ()
ist Fubini anwendbar und liefert nach Iteration

I:= fdX? :/ / ( f(z1, 22, 3) d)\l(xg)> d\(29) dA (7).
wm Jwm \Jwm

w3)

Wegen sin(p + 7/2) — sin(p — 7/2) = 2 cos ¢ ist das gleich

[ = /W } ( /W (1>2(:os(x1+xg)d/\l(x2)) AL ()
_ /W  dcos(ay) dN! (1) = Bcos(0) = 8.

. Der GroBe Umordnungssatz fiir Doppelreihen besagt: Falls fiir (a,)m nen
mit @, € C die Reihe 37,y |@m,n| konvergiert, dann gilt

PIPBLTEDIP BLITE D DI
m=1 n=1 n=1 m=1 (m,n)eNxN
Dies ist der Satz von Fubini fiir den MaBraum (N, 2N, ZzhimaB).

. Beweis der Formel > > n=% = %2: Siehe ELSTRODT [El, Seite 184]. <

6.3 Die Transformationsformel

Wahrend durch den Satz von Fubini viele Integrale einer analytischen Berech-
nung zuganglich gemacht werden, lasst die sogenannte Transformationsformel
die Benutzung von Symmetrien und angepassten Koordinaten im R? zu. Im Fall
d = 1 ist sie unter dem Namen ’'Integration durch Substitution’ aus der Schule
bekannt und das Gegenstiick der Kettenregel der Differentialrechnung.

6.14 Satz (Jacobi, 1841) Es seien X,Y C RY offen undt: X — Y ein C'-
Diffeomorphismus. Dann gilt: f : Y — C ist genau dann [3%—integrabel, wenn

fot - ‘ det(Dt)‘ : X — C pe-integrabel ist. Dann gilt:

/fdﬁd:/fot|det(Dt)|d6d.
Y X
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Beweis: Es geniigt, die Ungleichung
/ fdpt < / fot|det(Dt)|dp? (6.5)
Y X

fir f € M™ zu zeigen. Denn

e jede reelle Funktion f : Y — R ist die Differenz ihrer Positiv— und Negativteile
(5.3), und ihr Integral ist entsprechend definiert;

e das Integal (5.4) einer komplexen Funktionen f : Y — C ist durch die Integrale
ihres Real- und Imaginarteils definiert;

e die Umkehrung der Ungleichung (6.5) erreicht man durch Benutzung der
Umkehrabbildung 7! : ¥ — X. Denn nach Definition von C'-Diffeomor-
phismen ist ¢ nicht nur stetig differenzierbar und bijektiv, sondern auch ¢!
ist stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel ist DIdy = D(tot™!) =
D(t)ot™ D(t71), also det (D(t7)) = 1/(det(Dt) o t71).

Die Aussage der Transformationsformel stimmt fiir invertierbare affine Abbildun-
gen (also Affinitdten), wie in Abschnitt 4.6 gezeigt wurde.

Nach dem Satz von Taylor lasst sich ¢ in der Nahe von zy € X durch die
Affinitat @ — t(zo) + Dt(zo) (z — zo) approximieren, mit einem Fehler der Ord-
nung o(||(x — xo||). Das reicht aus zum Beweis von (6.5). Man zerlegt dabei das
Integrationsgebiet in Wiirfel, approximiert in den Wiirfeln affin und verfeinert
diese Zerlegung. Die Details findet man in ELSTRODT [El, V.4]. O

Tatsachlich gilt diese Transformationsformel nicht nur fiir das Lebesgue—
Borel-MaB 3¢, sondern auch fiir das Lebesgue—MaB \%.

6.15 Beispiel (Integral der GauB-Funktion) Es ist nach Fubini

(/Rexp(—:EQ)dAl(x))Z = /R exp(—[z]*) dX* ().

Das letztere Integral besitzt in Polarkoordinaten ¢(r, @) := r (7)) eine besonders

einfache Gestalt. Wahle also als deren Definitions— bzw. Wertebereich
X :=(0,00) x (—m,7) , Y :=R*(—o00,0] x {0}.
t: X —Y ist ein C'-Diffeomorphismus mit det(Dt)(r, ¢) =det( 5 _”in‘p) =r.

sinp rcosp

Da die Halbachse R? \ Y = (—o0, 0] x {0} eine A*~Nullmenge ist, gilt
/ exp(—||z|*) d\?(z) = 27r/ exp(—r?)rdr =7,
R (0.00)

also [*°_exp(—a?)dx = /7. &
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7 Konvergenzbegriffe der MaB- und Integrations-
theorie

Typisch fiir die Analysis ist die Betrachtung von Limiten. Im Kontext der In-
tegrationstheorie werden wir Limiten von Funktionenfolgen (fi)reny mit fr €
ZLY(M, 11) untersuchen, aber gleich eine groBere Klasse von Funktionenrdumen
betrachten:

7.1 Definition

e Fiir eine messbare Funktion f : M — C auf dem MaBraum (M, A, ) und
p € [1,00) ist f € LP(M,pu) = LP(u), falls |f|P € LY(M, ). Dann ist

1/p
1l o= || 17 = ( / Ifl”du> |

e Fiirp = oo heiBt f € L>®°(M,u) = £>°(u), falls es ein ¢ > 0 gibt mit
uw({x € M | |f(x)| > ¢}) = 0. Dann ist das wesentliche Supremum von f

flloe i=inf {c >0 | p({x € M| 1f(2)] > e}) =0}

Die Abbildungen || - ||, : “£7(M, 1) — [0, 00) sind Halbnormen, wie im nachsten
Abschnitt in Satz 7.7 gezeigt wird.

7.1 Ungleichungen in .Z’—R3aumen

B(x1) ¢
(1-£) P (x0) + P (X1
P(x0) ¢

f(m) \ -~

Abbildung 7.1: Links: Konvexe Funktion ¢ : I — R, rechts: Stiitzgerade an ¢
In der Analysis I/ wurde eine Teilmenge U C R? konvex genannt, wenn fiir

xg,x1 € U auch die Konvexkombinationen x; := (1 — t)xg + tx; mit t € [0, 1]
in U liegen. Insbesondere sind die konvexen Teilmengen von R die Intervalle.
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7.2 Definition Eine Funktion p : I — R auf dem Intervall I C R heiBt konvex,
wenn fiir xo,x1 € I gilt (siehe Abbildung 7.1):

p() < (1= t)p(wo) +tp(x) (L €0, 1)). (7.1)
7.3 Bemerkungen (Eigenschaften konvexer Funktionen)

1. Fir zg < x € I verlauft der Graph von ¢ im Intervall [z, z1] unterhalb der
Sekante:

(1) — w(xo)(
Tr1 — X

p(z1) < (o) + Ty — To). (7.2)
Denn z; — xy = t(x; — x9)

2. Firxzg <xzy €lundte(0,1) gilt zog < x4 < xy1, und

o(z) — (o) < o(r1) — () < p(r1) — ()

(7.3)

fiir die Sekantensteigungen (siehe die gestrichelten Geraden in Abb. 7.1, links).
Denn die linke Ungleichung ergibt sich durch Umstellung aus (7.2), und die
rechte Ungleichung 1aBt sich analog beweisen.

3. Im Inneren von I ist die konvexe Funktion ¢ stetig. Denn fiir = € Int(/) exi-
stieren wegen der aus (7.3) folgenden Beschranktheit der Sekantensteigungen
und ihrer Monotonie in y sogar die links- und rechtsseitigen Ableitungen bei x:

/

e plm) = e(y) Con () — ()
o (x):= lyl%lﬁ—_y und ¢, (z) := lﬁg—y—x :

4. Daraus folgt, dass der Graph von ¢ immer oberhalb der Stiitzgerade
y = () + ¢ (z)(y — x)
an z liegt. &

(7.1) Iasst sich mit dem Wahrscheinlichkeitsraum (M, A, ), M := {0,1}, A :=
2Mu({0}) :==1—t¢, also u({1}) :=tund f: M — I, f(i) := x; so formulieren:

o[y fdu) < [0 fdu.

Die Jensen-Ungleichung verallgemeinert dies, mit Verwendung der Stiitzgeraden:
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7.4 Satz (Jensen)
Es sei p : I — R eine konvexe Funktion auf dem Intervall I und (M, A, ) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt fiir f € ZY(M, ) mit f(M) C I:

e[y fdp) < [0 fdp, (7.4)
wobei das rechte Integral existiert, aber moglicherweise gleich +oc ist.
Beweis:

e Da p(M) = listund f(M) C I, gilt m := [,, fdu € I. Die linke Seite ist
also definiert.

e Da ¢ auf Int(I) stetig ist und f € LY (M, p), ist oo f: M — R messbar.

e Es gilt wegen Bemerkung 7.3.4 mit dem Erwartungswert m € [ von f:

p(y) = p(m)+¢ (m)(y—m)  also o f(x) = p(m)+¢’ (m)(f(x)—m).

Wegen fM(f —m)dp = 0 folgt daraus zunichst die Endlichkeit des Integrals
Jis(@o f)— dp iiber den Negativteil, also Existenz der rechten Seite von (7.4).
Mit [,, ¢(m)du = p(m) ergibt sich die Jensen-Ungleichung. O

Viele Ungleichungen folgen aus der Jensen-Ungleichung:

7.5 Beispiel (Geometrisch—arithmetische Ungleichung)
Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB p auf M := {1,...,n} seien die o} := pu({k}) €

Y1
(0,1]. Es gilt dann fiir Vektoren y = ( :

Yn

> mit Eintragen y; > 0

n n
v <> owy
k=1 k=1

Das ist klar, wenn ein Eintrag y, = 0 ist. Sonst ist wegen der Konvexitat der
Exponentialfunktion ¢ := exp, mit f(k) := log(yx), aus (7.4)

[Tyt =exp (3, anf (k) =exp (fy, fdu) < [y exp(f)dp = >0 arye.

Im Spezialfall der Gleichverteilung, also oy, = = (k =1,...,n) ergibt sich
1 n
(yl yn)” S %Zkzlyk-
Fiir n = 2 ist damit 4192 < $(y1 + v2)?, also y1y2 < 2 (y7 + y3). &

Die Holder—Ungleichung verallgemeinert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
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7.6 Satz (Hoélder-Ungleichung) Fiir ein konjugiertes Paar p,q € [1,00],
d.h. % + % =1ist mit f € LP(M,u) und g € LM, p)

/ Faldu < 1Fl gl (7.5)
M

Beweis:

o Ist f € L>*(M,pu), also g € L*(M, ) (oder umgekehrt), dann kdénnen wir
|f] < || f]| annehmen, und die Schranke aus dem Integral herausziehen.

e Fiir p,q € (1,00) kdnnen vv_ir f >0, g > 0 voraussetzen, denn mit f ist auch
|f| € ZP(M,pn), und der Ubergang zum Betrag dndert die linke und rechte
Seite von (7.5) nicht.

Wenn wir f, g und das MaB 1 auf die messbare Menge M := g_l((O, oo]) cM
restringieren, dann &ndert sich die linke Seite von (7.5) nicht, wahrend sich
die rechte Seite hochstens verkleinern kann. Daher konnen wir von Anfang an
annehmen, dass g > 0 gilt, der Kehrwert von ¢ also existiert und ||g||, > 0O ist.

e Die Funktion fg ist in ZY(M, 1), denn wegen der Konvexitit der Funktion
exp : R — R* gilt fir alle z € M mit f(z)g(xz) > 0 und

a:=ph(f(z)) , b:=qln(g9(z))

F(@)g(x) = exp (a+1b) < Lexp(a) + Lexp(b) = 1/ () + Lg(a)1,
woraus die Integrabilitdt von fg folgt.

e Dann ist der Erwartungswert von I := fg~%/? beziiglich des durch

_ Jp9tdp

v(B) = T g dn

(BeM)

definierten WahrscheinlichkeitsmaBes » mit Dichte gq/fM g9 dp in Bezug auf i
gleich

S feT Pt dp [y, fdp

Fy = /Fdl/ = )
) M Jas 9% dp [ay 9% dp

Setzen wir nun C(t) := |t|P, dann ist C' konvex, also nach Satz 7.4

ory=[ o= % > C((FY).
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Durch Bildung der p-ten Wurzel folgt

1/
1Al _ (J‘prdu) o hudodn 1 aly
o\ fyp9tdp) T [y9tdp gl

lgllg
Multiplikation dieser Ungleichung mit ||g||¢ ergibt (7.5). 0

Spezialfall ist wie gesagt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir f,g € £*(M, u):

[ 1soldn < 151zl (7:6)
M

Eine wichtige Folgerung von Satz 7.6 ist, dass die Dreiecksungleichung gilt. Diese
wird auch Minkowski—-Ungleichung genannt.

7.7 Satz Fiirp € [1,00] und f,g € LP(M, 1) gilt || f + gll, < [|fllp + [lgllp-
Beweis:

e p = 1 oder p = oo: Hier folgt die Ungleichung aus der Dreiecksungleichung
[f(2) + g(x)] < [f(2)] +[g(z)]. Also

e p € (1,00) und 0.B.d.A. [, |f + g[Pdr > 0. Wir miissen zundchst aus-

schlieBen, dass [, [f 4+ g[Pdu = oo ist, also zeigen, dass auch f + g €
LP(M, p):

/ 4+ gl dp < / (2max(|f],|g]))" du < 2° / (F1P + 9?) dye.
M M M

Dann ist mit dem zu p dualen Exponenten ¢ = 11 € (1,00)
P

/|f+g|pdu < /|f||f+9|”‘1du+/ gl f + gP " dp
M M M
Holder 1
< (flp + gl + glP g
1

= W) ([ 7 +oran)

Division durch ([, |f + g/ du)lf% € (0,00) ist moglich und ergibt

1/p
1f +gll, = ( / |f+9|pdﬂ) <71l + gl .

7.8 Korollar Fiirp € [1,00] ist £? (1) ein C=Vektorraum mit Halbnorm || - ||,
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Beweis: Die messbaren Funktionen f : M — C bilden einen C-Vektorraum
V. Die Teilmenge £?(u) von V enthilt die Nullfunktion, mit f,g € £P(u) ist
wegen Satz 7.7 || f + gl|, < oo, und ||kf||, = |k| || fll, (k€ C), also

f+geLP(u) und kf e LP(u).

Damit ist Z7(M, 1) ein C-Vektorraum.
Die Minkowski-Ungleichung zeigt, dass || - ||, eine Halbnorm auf .Z7() ist. O

7.9 Beispiel (Lebesgue—Integrabilitdt)

[sin(llzID] ) © d
€ R\ {0}
ﬁR%ﬂR,xH{(W>’x
1 ,x =10

ist fiir alle Parameterwerte ¢ € [0, 00) stetig, also messbar (siehe Abbildung 7.2).
Die Aussage f. € ZP(A\?) ist gleichbedeutend mit f., € Z*(\?) fiir ¢ := pc.

Abbildung 7.2: Die Funktion f.:R? — [0,1] fir c =1

Sie ist wahr, falls ¢ > d, fiir ¢ € [0, d] aber nicht. Das zeigt man in Dimension
d = 1 wie in der Analysis Il. Der Fall d > 2 kann durch Polarkoordinaten
auf ein eindimensionales Integral zuriickgefiihrt werden, denn f. hangt nur vom
Betrag des Arguments ab. Es gilt wegen der Transformationsformel (mit dem

Flacheninhalt ¢4 := lgzrd—d//;) der Sphire S4°1 C R9)

ﬁw:%/(EESMWMm
Rd 0

r

woraus sich die Aussage ergibt. Denn w < min(1,1/r), und fiir ¢ € [0, d] ist

me”cﬂﬁﬂyﬁﬁw»@)zjzmMﬂﬁh (n € N).

. r (n+1)m
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Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert die Summe iiber n. &

In vielen mathematischen Gebieten, etwa in der Theorie partieller Differentialglei-
chungen, ist die Anwendung von ZP-Ungleichungen wie der Holder-Ungleichung
tagliches Brot.

7.10 Beispiel Fiir (M, 1) = (N, ZdhimaB) und f : N — C ist

[ fllse = sup{lf ()| | n €N} und | fll, = (Z52, [f)IP) (p € [1,00)).

Hier gilt also || f||, = O genau dann, wenn f =0, die || - ||, : Z?(N, u) — [0, 00)
sind also Normen.
Etwa fiir f(n) : ;) ist f & ZY(N, ), denn die Reihe "7

— N S
" nlog(n+1 n=1 nlog(n+1)

divergiert. Aber f € ZP(N, u) fiir alle p € (1, o). <&
In welchem Verhéltnis stehen die Raume £7(M, 1) fiir verschiedene p?

e Allgemein ist fiir das ZdhImaB 11 auf einer Menge M und p € [1, 00) héchstens
dann f € ZLP(M,pn), wenn [{m € M | |f(m)| > 1}| < oo ist. Daher gilt hier

LP(p) CLp) L falls 1<p<qg<oo.

e Ist stattdessen (M, A, 1) ein endlicher MaBraum, also ;(M) < oo, dann folgt
mit Holder fir f € Z9(p):

£l = 1L/ Daelly < (M) 73] 1l

denn mit r:= 4, s:= L1 ist
p’ 1—;

1 a2 = /M (1 1ar)"

<([ du)’l‘ ([ v cw)i Al sy,

Insbesondere ist

LU p) CLP(pn) falls1 <p<qg<oo,
entgegen dem Fall eines ZahImaBes.

e Fiir ein endliches ZdhimaB p sind die C-Vektorraume £7(M, 1) also alle
einander gleich und isomorph zu C" mit n := |M| < 0.

e Fiir (M, ) = (R% \9) ist die Skala der .#P—Raume in keiner Richtung inein-
ander enthalten. Das ergibt sich aus Beispiel 7.9, zusammen mit der folgenden

7,0 < lzf] <1
0 ,sonst

sind messbar und fiir ¢ € (0,d/p) in £P(R% \%), sonst aber nicht.

Feststellung: Die Funktionen f. : R — R, x r—>{
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7.2 Die Banach-Raume LP(M, p)

Bis jetzt hat unsere Theorie der Raume ZP(M, 1) noch einen Schonheitsfehler:
Falls es eine nicht leere u—Nullmenge N C M gibt, ist

|- 1lp = £ (M, ) — [0, 00)

keine Norm, sondern nur eine Halbnorm (siehe Seite 66), denn 0 = p(N) =
[ Andp = [15 du fiir p € [1,00), also? || 1y]|, = 0. Entsprechend ist dann
die durch || - ||, erzeugte Topologie auf Z?(M, 1) nicht hausdorffsch, siehe Def.
2.8. Andererseits ist

N :={f: M — C| f messbar, f(z) =0 p-fast tiberall}

eine Teilmenge aller £7(M,u), und || f||, = 0 genau dann, wenn f € N.
AuBerdem ist A sogar ein Untervektorraum von .#F(M, 11). Daher benutzen wir
die Quotientenrdume

LP(M, p) == LM, p)/N  (p € [L,00]). (7.7)

Wir identifizieren also Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterschei-
den.

Da wegen der Dreiecksungleichung || f[|, = I|g]|,, fiir alle f € g+ gilt, wird
durch ||[g][ly := |lgll, fiir g € £?(M, ;1) und die Aquivalenzklasse [g] := g + N
eine Norm || - [| - LP(M, p) — [0, 00) definiert.

7.11 Bemerkung (.£” und L*)
Der Stern unterscheidet die p—Norm || - || von der Halbnorm || - ||,,. Wir lassen
diesen aber gleich wieder weg, um weniger schreiben zu miissen.
Es ist auch eine iibliche Schlamperei, die Elemente von LP-Raumen als Funk-
tionen zu bezeichnen, wahrend sie ja nur Aquivalenzklassen von solchen sind.
Allerdings gibt z.B. fiir ein f € LP(R% \%) unter den Reprasentanten f €
ZP(R?, X% von f hochstens eine stetige Funktion f : RY — C. Man wird dann
sinnvollerweise mit diesem Reprasentanten f arbeiten. &

Wir zeigen abschlieBend, dass die normierten C—Vektorraume (LP(M, u), || - |5)
vollstandig sind, in ihnen also jede Cauchy—Folge konvergiert. Dabei ist es wichtig,
schon im ZP(M, 1) zwei Konvergenzbegriffe zu unterscheiden. Weder erzwingt
namlich punktweise Konvergenz die Konvergenz im .£P-Sinn noch umgekehrt:

7.12 Beispiele
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Abbildung 7.3: Die Funktionenfolgen aus Bsp. 7.12.1 (links) und 7.12.2 (rechts)

1. Punktweise, aber nicht im #?-Sinn konvergente Folge:
Die Folge skalierter charakteristischer Funktionen von Intervallen (siehe Ab-
bildung 7.3, links)
fk =k ]1[1/;,372/@ (/{Z c N)

liegt fiir alle p € [1,00] in ZP(R, \!), und konvergiert punktweise gegen die
Nullfunktion:

lim fx(z) =0 (x € R).

k—o0
Die Folge ist aber keine Cauchy—Folge in £P(R, A!). Denn || f|l, = K> 1,
und fiir ¢ > 2k sind die Intervalle [1/k,2/k] und [1/¢,2/¢] disjunkt, also
S = fellb = ([ fullh + [ fellh > 1.

2. Im ZP=Sinn (p € [1,00)), aber nicht punktweise konvergente Folge:
Fiir k € N seien v, q € Ny durch v := |log, k| und ¢ := k — 2" definiert, also
0 < ¢ < 2”. Wir wahlen die Funktionenfolge (siehe Abbildung 7.3, rechts)

foi=1;, € ZP(R,\Y) mit den Intervallen [, :=[¢27", (¢ + 1)27"].

k—o00

Es ist ||fxll, = 27/7 —=5 0, aber fiir kein = € [0,1] existiert der punkt-
weise Limes limy_,, fx(z), denn x ist in mindestens einem, hochstens zwei
Intervallen I; der Lange 27" enthalten. &

Diese zweite Feststellung macht den folgenden Satz erstaunlich (man rat nicht
so leicht, was f sein konnte):

7.13 Satz (Riesz—Fischer, 1907) Die Riume £*(M,u) (p € [1,00]) sind
vollstandig. Das heiBt, zu jeder Cauchy—Folge (f,)nen in LP(M, 11) gibt es ein

feL (M) mit lim [If,— fll, =0

223uch fiir p = oo.
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Beweis:

e Betrachte zunachst fiir p € [1,00) eine Teilfolge (f,, )xen der Cauchy—Folge
mit

1 frn = fully <275 (m > ma). (7.8)
Wir zeigen zuerst, dass diese punktweise pu-fast iiberall gegen ein f: M — C
konvergiert. Fiir g, := fn, — fn,., ist mit (7.8)

1325 lgelll, < D25y lgwlly < 20527 < 1.

Der Satz 5.15 iiber monotone Konvergenz besagt fiir G := >, |gx|:

. - p . & p ) u P
HGHﬁz/MJgI;O (;ngl) dy IggI;O/M(; !gk|) dp = lim ;ng!Hpg 1.

Damit ist G~!(c0) € M eine p—Nullmenge, die Reihe "7 | g) konvergiert
also u—fast liberall absolut. Entsprechend gibt es ein f : M — C mit

B o0 frp (7) = for (2)=limg oo Soh—) go(z) = f(z)  (u~fast iiberall).

e Der Limes messbarer Funktionen ist messbar, also ist f messbar. Ist er aber in
ZLP(M, p)? Das wiirde natiirlich folgern, wenn man sogar zeigen kénnte, dass
fiir m — oo das Integral

/ |f_fm’pd:u S [O’OO]
M

gegen Null geht, also sogar Konvergenz im p—ten Mittel vorliegt.

Nun ist nach Definition von f und dem Satz 5.23 von Fatou
M z —00

< liminf/ |fr, — fmlPdu <e (m > mo(e)) ,
k—o00 M
denn (fx)ken ist ja eine Cauchy—Folge im Vektorraum £7(M, ).

e Fiir p = 00, also die durch das wesentliche Supremum gegebene Halbnorm, ist

Ni= [ 1A@)] > e} U U {z] 1fel@) = @) > 1fe = frlloo}
keN k,teN

als abzahlbare Vereinigung von pu—Nullmengen eine p—Nullmenge in M. Damit

konvergiert die Cauchy-Folge (fi)kren in Z°(M, ) auf M\ N gleichmiaBig.

fiM—C f(@::{loimmoofk(x) :i:\gw

ist messbar, und || f|locc < supgen || filloo < 00. Alsoist f € L°(M,p). O
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7.14 Korollar Damit sind die normierten C—Vektorrdume LP(M, ) fiir alle p €
[1,00] Banach—-Réume. L*(M, 1) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

<[f],[g]>:=/Mf§du (f,9 € LM, p)).

Beweis:

e Durch die Bildung von Aquivalenzklassen beim Ubergang von .£7(M, ) zu
LP(M, 1) wird die Eindeutigkeit des Limes der Cauchy—Folge erzwungen.

o Fir f,g € Z*(M,pu) ist das Produkt fg : M — C messbar. Nach der
Cauchy-Schwarz—Ungleichung (7.6) ist {|f|,[g]) < || fll2]lgll2 < oo, also die
Abbildung (f,g) — [,, fgdu eine positiv semidefinite Sesquilinearform.??
Wegen (F,F) = |[F||3 > 0 fir F € L*(M, ) \ {0} ist die auf L?(M, p)
induzierte Sesquilinearform positiv definit, also ein Skalarprodukt. a

23d.h. linear im ersten, konjugiert linear im zweiten Argument; in der Physik wird die umge-
kehrte Konvention benutzt.
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8 Differentialformen und Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel werden wir den Satz von Stokes, die Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf beliebige Dimensionen,
herleiten.

In zahlreichen Anwendungen der Analysis wird lber Untermannigfaltigkeiten
des R™ integriert. Um diese Integration durchzufiihren, entwickeln wir den Kalkiil
der Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Dieser Kalkiil lasst auch den geometrischen Gehalt physikalischer Theorien
wie Elektrodynamik oder Allgemeine Relativitatstheorie klar hervortreten (bei-
spielsweise lassen sich die sogenannten Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik
mit Differentialformen als dF" = 0, d*F = j schreiben, siehe Beispiel 8.18).

Eine gute Einfiihrung gibt das Buch [AF] von AGRICOLA und FRIEDRICH.

8.1 Multilinearformen

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie der duBeren Formen, denn diese
beschreiben das Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der Mannig-
faltigkeit.

8.1 Definition Essei E' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
p: Ex...x E— R heiBt multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
d.h. fiir alle A € R und zj, 2" € B

(p(mlv ce 7xj71a)\$jaxj+17 s 7$k> = )‘90(*1'17 cee ka)
und
gD(I’l, ce ,.I'jfl,l'JI‘ —I—IE]I-I,.I'jJrl, e ,xk)
= gp(xl,...,le-,...,xk) +g0(m1,...,x§1,...,a:k).

Genauer spricht man bei k Argumenten von einer k—linearen Abbildung.

Einige multilineare Abbildungen sind schon aus der Linearen Algebra vertraut:

8.2 Beispiele (multilineare Abbildungen)

1. k=1. Dann heiBt die lineare Abbildung ¢ : £ — R auch eine Linearform.
Ihr Kern ker(p) = ¢1(0) C F ist ein Untervektorraum der Dimension

dim (ker(gp)) = { iiﬁggg -1 : i i 8 .
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Die Menge E* der Linearformen auf E enthilt die Nullabbildung 0 : E — {0}
und wird mit

(p+0)(2) = ¢(2)+¥(x) , (ko)(x) == k(¢(x)) (v € E,¢,¢ € E",k €R)

zu einem R-Vektorraum, dem Dualraum von E. Auf E := R™ mit Standard-
basis ey, ...,e, € E bezeichne aq, ..., «, € E* die Dualbasis (d.h. diejenige
Basis des Dualraumes E* von E, fiir die a;(e;) = 0;; gilt). Dann ist ¢ =
Yo, cioy mit Koeffizienten ¢; := p(e;). Also ist dim(E*) = dim(E) = n.

2. k=2, E = R" mit kanonischem inneren Produkt (-,-). Fiir A € Mat(n,R)
ist
p: ExXE—=R . oxy) = (z,Ay)

eine Bilinearform. Sie heiBt (anti-) symmetrisch, wenn
pl,y) =+p(y,2) (2,9 € E).
3. k=n, E = R". Die n-lineare Abbildung
o(x1, ..., xy) = det(zy, ..., z,) (x; € F)

heiBt Determinantenform. Sie gibt das orientierte Volumen des von x4, ..., x,
aufgespannten Parallelotops an. &

Offensichtlich kdnnen wir zwei k—lineare Abbildungen 1, w2 addieren, indem wir
(o1 + @) (1, oy zk) = @1(T1, .o, TE) + @a(T1, ..o, Tg)
setzen und eine k—lineare Abbildung ¢ mit A € R multiplizieren:
Ae) (1, .-y xg) = Nep(1, ... xp)).

Damit wird (wie fir £* = L'(E,R)) die Menge L*(FE,R) der k-linearen Abbil-
dungen von E in R zu einem R—-Vektorraum.

8.3 Definition Es sei E ein n—dimensionaler R—Vektorraum.
e Dann heiBt ¢ € L*(E,R) duBere k—Form, wenn sie antisymmetrisch ist,
d.h. firallel <i<l<kundzxy,... x,€F gilt

(X1, Ty ooy Xy X)) = — (X1, oo Ty Ty, X))

e Der Unterraum der GuBeren k—Formen wird mit A¥(E) C L*(E,R) bezeichnet.

8.4 Beispiele Betrachten wir die Beispiele 8.2:
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1. AYE) = L'(E,R) = E*.

2. (z,y) — (x, Ay) definiert eine duBere 2-Form auf R™ genau dann, wenn
die Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzige duBere n—
Form auf dem R". &

8.5 Definition Das duBere Produkt von wi, ... ,w, € AY(E) ist die durch

wi(z1) ... w(z1)
wi Ao Awg(x, .. x) i= det : : (x; € E)

wi(zg) - wi(zy)
definierte k—lineare Abbildung.
Offensichtlich ist w; A ... A wy, eine k—Form, also in A*(E).
Insbesondere ist damit fiir die Dualbasis a4, ..., a, von E*
i A Aoy, € N(E).

Wegen der Eigenschaften der Determinante stimmt diese duBere Form bis auf
Vorzeichen mit derjenigen iiberein, bei der iy,.. .4, aufsteigend geordnet sind
und ist genau dann # 0, wenn alle Indizes voneinander verschieden sind.

Wir kénnen nun jede k—Form w € A*(FE) eindeutig als Linearkombination

W = E Wiy .1, Oy VANPIAN 07
1<i1 <. < <n

mit Koeffizienten
Wiy iy = w(ein s 7eik) €R

darstellen. Da die Indexmengen {iy, ... iz} die k—elementigen Teilmengen von
{1,...,n} durchlaufen, gilt fir dim(E) = n

dim (A*(E)) = <Z)
Das duBere Produkt der k—Form w mit einer [-Form

P = Z 7vZJjLnij‘jl ARRRwAYe7H

1<ii<.<ji<n
wird nun distributiv als w A 1) € AMY(E),
A 77/1 = E E wil,_ik@bﬁmﬁail VANPIIAN Q. VAN gy VANPIIAN ay,
1<i1 <. <ip<n 1<j1<...<51<n

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen ein Indexpaar 7, = j, vorkommt,
sind gleich Null, denn oy A oy = —ay Ay = 0.
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e Offensichtlich ist das duBere Produkt assoziativ, d.h. fiir beliebige duBere For-
men auf E gilt

(WAP)Ap=wA(PAp).
o Weiter gilt fiir eine k—Form w und eine [-Form
wAY = (=Y Aw,

denn wir missen k - [-mal 1-Formen kommutieren, um von der einen zur
anderen Form zu gelangen.

8.6 Beispiel Symplektische Form auf dem R?"

n
W= Zai A aipn € A2(R™).
i=1
Fiir n = 2 ergibt sich
w =001 N\ ag+ ag N\ Qy,

also

wAw = (g ANaz+asAag) A(ag Aag+ as A ay)

= alAagAalAa§+a2Aa4Aa1Aa3

0
+(11/\013/\O./2/\O./4+\012/\014/\O./2/\O[%

0
= (—1)3061 VAN [6%) VAN Q3 VAN oy + (—1)1041 N 9 VAN 3 VAN Oy
= —2a1 Nag Aag A ay.

Die symplektische Form w hat eine Schliisselrolle in der klassischen Mechanik.

Dort bezeichnet man die Koordinaten x4, ..., x, als Impulskoordinaten, die Ko-
ordinaten x,1, ..., T2, als Ortskoordinaten. &

8.7 Beispiel Wir betrachten jetzt speziell den R?, also unseren Anschauungs-

v .
raum, und ordnen Vektoren v = (gé) = vie; + vges + v3es € R? verschiedene
auBere Formen zu:

o Allgemein vermittelt das kanonische innere Produkt im R™ einen Isomorphis-
mus
v vt vt (w) = (v, w) (w e R")

des R™ und seines Dualraumes. Die 1-Form v* besitzt dabei die Gestalt
vt = Z%’Oéi e A'(R™).
i=1
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e v € R" wird auch eine (n — 1)-Form w, € A" }(R"),
wy(we, ..., wy,) = det(v, we, ..., w,) (wa, ..., w, € R")
zugeordnet. Speziell im R3 finden wir die 2-Form

Wy = V1o A\ aig + voig A\ iy + vz N\ Qis.

e Das iuBere Produkt zweier solcher 1-Formen ergibt auf dem R? die 2-Form

VAW = (’UlOél —+ Voug + UgOég) N (wlozl —+ Wwovg + wgoég)
= (v1w2 — Ugwl)Oél A\ (0D)] + (’UQUJ3 — v3w2)oz2 A Qa3
+(U3’UJ1 - U1w3)043 N o

= Wyxw-

Wir haben auf diese Weise das Kreuzprodukt

V2W3 —V3W2

VX W= <v3w1—v1w3>

V1w —V2W1
zweier Vektoren v, w € R gewonnen. &
8.8 Satz Die Vektoren wy, ..., w, € E* sind genau dann linear abhdngig, wenn

w1 A... ANwg =0.

Beweis:

e Wenn sie linear abhangig sind, kénnen wir einen Index ¢ € {1,...,k} mit
w; = ZL cyw; finden. Damit gilt aber
I#i

k
wl/\.../\wk:chwl/\.../\wl/\.../\wk:(),
i
denn in jedem Summanden kommt w; doppelt vor.
e Andernfalls konnen wir die Vektoren zu einer Basis
Wy, ..., w, mit n:=dim(E")

erganzen, sodass wi A...Aw, # 0 ist. Dann ist aber auch wi A...Aw, # 0. O
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8.9 Definition Der reelle Vektorraum

(mit A°(E) := R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation
heiBt die duBere oder Grassmann-Algebra liber E.

8.10 Bemerkungen 1. dim (A*(E)) = 29" denn 37 () = 2"

2. Fiir beliebige k,l € Ny ist fiir alle w € A*(E) und ¢ € AY(E):
w A g € AFT(E), aber fiir m > dim(E) ist dim (A™(E)) = 0.

8.11 Definition Fiir eine lineare Abbildung f : E — F endlich dimensionaler
R-Vektorrdume und w € A*(F) heiBt die durch

Fr@)(vr, o) = w(f(or), .., f(ue) (01,00 € E)
definierte k—Form f*(w) die Zuriickziehung (engl. pull-back) von w mit f.
Es gilt f*(w) € A*(E), denn f*(w) ist k-linear und antisymmetrisch.

8.12 Satz (Pull-back mit f € L(E, F))

1. Die Abbildung f* : A*(F) — A*(E) ist linear.

2. Fiirg € L(F,G) ist (go f)* = f*og".

3. Fiir die identische Abbildung I1dg : E — E ist Idy = Ida«(g).

4. Fiir eine invertierbare Abbildung f € GL(E, F) ist (f*)~' = (f~)*.
frlanp)=f(a)nf(B).

Beweis: Wir beweisen die Behauptungen fiir die Summanden A*, k € Ny von
A*: Fir alle Vektoren vy, ..., v, € F gilt

1. Mit o, 3 € A*(F) und ¢1,¢o € Rist
Flaa+aB)(v,...,u) = (aa+eB)(f(v),..., f(u)
= Cla(f(vl)7 T f(vk)> + C2ﬁ(f(vl)7 ce 7f<vk>)
= le*Oé(Ul,...,Uk)—l—CQf*B(Ul,...,Uk).
2. (g © f)*Oz(Ul, s 7'Uk) = a(g © f(Ul), --,90 f(vk)) = g*a(f(vl)’ < ,f(Uk))
:f*og*()é(/l}l,...,’l)k)
3. Idg(a)(vy, ... v) = a(IdE(vl), o ,IdE(vk)) = (v, ..., V).
4. Folgt aus 2. und 3.: (f~1)*f* = (fo f1)* =1d} = Idp«(p).

&

5. Hausaufgabe a
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8.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen auf offenen Teilmengen U C R™ einfiihren.
Dies definiert auch lokal (in einer Karte) Differentialformen auf n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten.

Eine Differentialform w auf U C R" ist eine von Ort zu Ort variierende duBere
Form, deren Variation wir als glatt voraussetzen.

Wir schreiben eine allgemeine k—Form w in der Grundform

1<ir<..<ip<n

wobei die w;, ;. € Q%(U) := C=(U,R) sind, und die dz; den Koordinatenfunk-
tionen z; : R" — R zugeordnete 1-Differentialformen sind (dz; € Q'(R")). Den
Raum der k-Differentialformen schreiben wir ab jetzt zur Unterscheidung vom
Raum der duBeren k—Formen mit dem Symbol €2 statt A.

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld v : U — R"™ definiert,
und dz;(v)(y) := wv;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern
Funktionen, und fiir k Vektorfelder v : U — R™ ist fiir die k-Form w aus (8.1)

da;, (M) ... dwik(v(l))
w (U(l); R ,U(k)) = Z Wiy..ip, det ( : ) '

1<i1<..<ig<n dzi, (v®)y .. dzik(v(k))

Das Ergebnis ist also eine reelle Funktion auf U.

Die in Abschnitt 8.1 abgeleiteten Rechenregeln fiir die duBeren Formen iiber-
tragen sich auf die Differentialformen.

Auf dem R—-Vektorraum

Q(U) = Pt =P atw)
k=0 k=0
der Differentialformen betrachten wir jetzt den Differentialoperator d, der durch

o df =57, 2Ldx, fiir Funktionen f € C°(U,R) = Q°(U)

=1 Bzi

e und dw = Zl§i1<...<ik§ndwi1mik A dzy N ... A dx;, fir k—Formen
W = Zl§i1<...<ik§n Wiy.ipdzy Ao N dy,

definiert ist. d verwandelt eine k—Form also in eine (k + 1)—Form.

8.13 Definition
Diese lineare Abbildung d : Q*(U) — Q*(U) heiBt duBere Ableitung.
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8.14 Beispiele (duBere Ableitung)

, : Ow Ow Ow
1. Fiir w € Q°(R3) ist dw = 6_x1dx1 + 8—x2dx2 + 8_:E3,dx3'

2. Fir w = widzy + waedxy + widxs € Ql(Rg) ist

dw = (dwy) Adzy + (dwa) A dzg + (dws) A dag
= (%—%) dri N dxy + <%—%) dxo N dxs

Ory Oy O0ry  Ox9
awl 8w3
(8—%3 - a_.’l;'l) dl’g A dl‘l .

3. Firw = W12dl’1 A dl’g + w23dx2 VAN dl’g + W31d$3 VAN dZL’l € Q2<R3> ist

o 8&)12 (9w23 aw?,l
dw = (81'3 + 85131 + 33:2

> dl’l /\dl’g/\dl’g.

4. Firw e Q3(R?) ist dw =0. &
8.15 Satz d ist eine Antiderivation, d.h. fiir o« € Q¥(U) und 8 € QYU) ist
dla A B) = (da) A B+ (—=1)*a A dp.
Beweis: Wegen der Linearitdt von d geniigt es, diese Gleichung fiir Monome
a=fa , B:=gB , fgeC*(UR)
mit & := dxy, A ... Adx;, und B :=dx; A...Adx; zu beweisen. Es gilt

dlaNB)=d(f-g)NaAB=((df)g+ f(dg) Nanp
= (df)a A gB+ (=DFfan(dg)f=danp+(-1)fands O

8.16 Satz AufQ*(U) gilt |dd =0].

Beweis:
L. Fiir f € Q(U) ist ddf = d (S0, $hdui) = S0y SO0y 5ok-dun A dai =
> i<res<n (853;5 - 6225;) dx, A dr, = 0, da wir wegen der Glattheit von

f die partiellen Ableitungen vertauschen kdnnen.
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2. Firw = Zl§i1<...<ik§n wilmideZil VAP dl’lk € Qk<U) ist

do= Y (dwiy.i) Adeg AN da,
1<i1 <. < <n
und daher

1<i1 <. <ix<n

k
) (=) dwiyg Ny, A A da, A (dda,) Ad,,, A dag,
(=1
= 07

denn gemaB Satz 8.15 wird die duBere Ableitung auf die 1-Formen dw;, ;,
und dx;, angewandt, und nach Teil 1. ist das Ergebnis Null. O

8.17 Definition Eine Differentialform ¢ € Q*(U) heilt

e geschlossen, wenn dy = 0,
e exakt, wenn ¢ = di) fiir ein ¢ € Q*(U) gilt.

Nach Satz 8.16 sind exakte Differentialformen geschlossen.
Fiir k—Formen auf konvexen Teilmengen U des R™ gilt (fiir £ > 1) auch die
Umkehrung (sogenanntes Poincaré-Lemma, siehe [AF]).

8.3 Vektoranalysis

Wir erinnern uns an Beispiel 8.7, in dem wir Vektoren in 1-Formen bzw. (n—1)-
Formen umgewandelt haben. Gleiches wollen wir jetzt auch fiir Vektorfelder und
Differentialformen tun. Wir ordnen also mithilfe des kanonischen Skalarproduktes
(-,-) auf dem R™ dem Vektorfeld v € C°(U, R")

1. die durch v* € QYU), v*(w) := (v,w) (w € C®(U,R™)) definierte 1-Form
zu. In Koordinaten ist v* = Y7 | v; dx;.

2. Die Zuordnung einer (n — 1)-Form w, € Q" 1(U) zum Vektorfeld v wird
durch

wy(wy, ..., wy_1) :=det(v,wy, ..., w,y_1) (wi e C>™(U, ]R")) (8.2)

definiert, also durch ihre Anwendung auf n — 1 Vektorfelder. In Koordinaten
ergibt sich w, = dxy A ... Adzy(v,-, ..., "), also
Wy = Z(—l)i’lvi dri A ...\ JQZ ANdzii N ... Ndx,. (8.3)

i=1
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Dabei bedeutet d/@ Entfernen von dx;.

Im ersten Fall sieht man die Rechenregel

grad(f)* = df (8.4)
fir den Gradienten o
Oz
grad(f)=Vf=1] :
i

einer reellen Funktionen f, im zweiten gilt

div(v)dzy A ... Adzy, = dw, (8.5)

fir die Divergenz

div(v) =V -v:= Z Ou
k=1

eines Vektorfeldes v. Denn nach (8.3) ist

dw, =Y (1) S gy Aday A Adas Adaigy A A day,
1,k=1 8xk

und die Summanden sind fiir & # i gleich Null. Da dz; A...Adz, die kanonische
Volumenform auf dem R"™ ist, ergibt dies eine Relation, die praktisch niitzlich ist.
Speziell fiir n = 3 Dimensionen ist die Rotation

vz _ Ovy

dxg Oxzg

t _ v . vy _ Ovg
rotv = X v = 313 811
Oug _ Ovy

oz Oxmg

des Vektorfeldes v durch die Relation

Wrotv = d(’U*) (86)

mit der duBeren Ableitung verkniipft, sieche Beispiel 8.14.2.
e Es ergibt sich aus (8.5), (8.6) und Satz 8.16

div(rot v) dzy A dxg A dxs = dw,er, = ddv™ = 0,

also mit dxy A dxy A dxs # 0

\divrotv = O.\
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Diese und dhnliche Relationen sind iibrigens, da sie aus dd = 0 abgeleitet sind,
auch bei einer anderen Wahl der Riemannschen Metrik?* giiltig.

Auch die Relation

‘rot gradf =0, ‘

die fiir beliebige glatte Funktionen f giiltig ist, entpuppt sich als eine Manife-
station des Gesetzes dd = 0: Wegen (8.6) und (8.4) gilt

Wrot (gradf) = d(gradf)* = ddf = 0.

Als letztes Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Differentialformen in der Vektor-
analysis soll die ldentitat

div(v x w) = (rot v, w) — (v, rot w)

abgeleitet werden: Wir haben schon im Beispiel 8.7 gesehen, dass

VAW = Wy ‘ (8.7)

gilt, denn die entsprechende Rechenregel fiir duBere Formen iibertragt sich
direkt auf Differentialformen im R3. Also gilt unter Benutzung von (8.5), (8.7)
und (8.6)

div(v X w) dxy A dxe A dxs
dwysery = d(V* A w™)
= (dv) ANw" — 0" Adw" = Wrepw AW — 0" A Wropw*
= ((rotv,w) — (v,rot w))dxy A dxs A dzxs,

was zu beweisen war.

8.18 Beispiel (Elektromagnetisches Feld)
Die kartesischen Koordinaten xi, ..., x4 auf der Raumzeit R* bezeichnen den

Raumpunkt x := (z1,x2,23) und den Zeitpunkt ¢ := z4. Die Feldstirke F' €
O?(R*) sei durch

3
F .= Bl dCL‘Q /\dl‘g —l—BQdiIIg /\de‘l —l—BgdiL‘l /\dl’g —l—ZEZdZL'l /\d$4

i=1

%4Def.: Eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge U C R” ist eine Abbildung
g € C>*(U,Mat(n,R)), wobei g(x) fiir x € U eine symmetrische positiv definite Matrix ist.
g(x) definiert also ein Skalarprodukt (Y, Z) — (Y, g(x)Z) bei x; siehe auch [AF, Kapitel 3.2].
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gegeben, wobei F := (E, By, F3) € C®(R* R3) das elektrische und B :=
(B1, By, B3) € C(R* R?) das magnetische Feld bezeichnet.
Die homogene Maxwell-Gleichung dF' = 0 ist dquivalent zu

0B

div,(B)=0 i —rot, F.
Aus dem Poincaré-Lemma schlieBen wir auf die Existenz eines so genannten
Eichfeldes A € Q'(R*) mit F = dA. &

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

Y1

8.19 Definition Es seien U C R™,V C R"™ offen und ¢ = ( : > U =V

Pn

glatt. Die Zuriickziehung (pull-back) ¢*w der Differentialform

W= Z Wiy igdxi, N oo N dxg, € QF (V)

1<ir <...<ip<n

ist durch
Yw = Z Wiy O - dpiy Ao N d;,

1<i1<...<ip<n

definiert.

Der Pull-back ¢*w ist also eine k—Form auf U C R™.

Ce D" Ce D
U Vv

8.20 Beispiel Die Polarkoordinaten sind durch ¢ = (¥!) : R* x (0,27) — R?,

1
2

pi(r,v) ==rcost  a(r, ) :==rsing

definiert. Es soll die 2-Form w = fdx; A dxy zuriickgezogen werden. Mit f =
f o, also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktion f, ergibt sich wegen

dpy = cos(Y)dr — rsin(Q)dy ,  dpy = sin(y)dr + r cos(1)dy
©'w = fdpy ANdpy = fr(cos?h +sin)dr Adip = frdr A dip.
8.21 Satz Fiir alle p € C*(U,V) gilt
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Beweis: Durch Anwendung der Kettenregel. Einerseits gilt

de*(fdxyy N ... Ndxy,) = d((fo) -dey A...Ndp;,)
d(f o) Ndpiy A Ndipi,.

Andererseits ist

"9
o d(fdxy N.. . Ndxy,) = @ ( a—fda:l/\alavi1 /\.../\dxik>
T
=1
"0
= 9
wobei }7,_, 52~ 0 pdy; gleich df o ¢ ist. O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismen ¢ schlieBen wir aus Satz 8.21, dass
die duBere Ableitung einer Differentialform unabhangig vom verwendeten Koor-
dinatensystem definiert ist.

8.4 Integration von Differentialformen

Vorbetrachtung: In der Analysis | wurden fiir geeignete Funktionen f : R — R
zwei Integralbegriffe eingefiihrt:

e das Riemannsche Integral fab f(z) dx, interpretiert als (signierte) Flache unter
dem Graphen von f auf dem Intervall [a, b],

e das unbestimmte Integral [ f(x)dz, d.h. die Menge aller Stammfunktionen
F:R—Rmit F' = f.

Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine reelle Konstante von-
einander.

e Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verkniipfte die beiden
Integralbegriffe folgendermaBen: Fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f

gilt
b
/ fdz = F(b) — Fla).
Wir beachten, dass

1. auf der rechten Seite der Rand {a,b} = OI des Intervalls I := [a,D]
auftaucht, iiber das auf der linken Seite integriert wird und
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2. dass der Integrand fdx, als 1-Form aufgefasst, gleich der duBeren Ablei-
tung dF der Stammfunktion F' ist.

Bei der Integration von geeigneten Funktionen f : R — R haben wir den
Riemannschen Integralbegriff erweitert, indem wir fiir geeignete Gebiete M C R"

/ fdx = fly de
M R7

als (signiertes) Volumen unter dem Graphen von f, restringiert auf M, interpre-
tiert haben.

Unbeachtet blieb dabei die Frage, ob auch fiir n > 1 Dimensionen ein Zu-
sammenhang zwischen Integration und Differentiation existiert.

Nun ist die Ableitung einer Funktion f € C*(R™ /R) die 1-Form
df = >0, g—gﬁ:dxi. Nur fiir n = 1 konnten wir dieser Ableitung wieder eine
Funktion (ndmlich f/' = g—i) zuordnen.

Tatsachlich liefert uns, wie wir sehen werden, die Integration von Differential-
formen k—ter Stufe liber k—dimensionale Flachen die addaquate Verallgemeinerung
des Hauptsatzes, den Satz von Stokes. Wir integrieren zunachst n—Formen auf
dem R", und danach k—Formen auf k—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten

des R™.

8.22 Definition Es sei U C R" offen, und w € Q2"(U) habe kompakten Trager
(d.h. fir w = fdxy A ... Ndx, ist f(x) = 0 auBerhalb eines Kompaktums
K CU). Das Integral von w ist dann

/Uw::/Uf(x)dxl...d:z:n.

8.23 Satz Es seien U,V C R"™ offen und ¢ : V' — U ein Diffeomorphismus mit
konstantem Vorzeichen ¢ von det(Dy(x)). Dann gilt

/cp*wze/w.
1% U

Beweis: Nach Definition des pull-back ist unter Benutzung der symmetrischen
Gruppe S,

n

0 0,
Y'w= fopdpr N...Ndp, = fop Al -...-idxil/\.../\dxin
=1 8%@1 8%1
8901 &Pn
= fop dmﬂ(l)/\.../\dl}r(n)
% 8$7r(1) 8x7r(n)
= foop sign(m dzy A ... Ndz,
% ( >8I7r(1) 8I7r(n) !

= foypdet(Dyp)dry A...N\dx,.
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Nach dem Transformationssatz (Satz 6.14) ergibt die Integration dieser n—Form
auf V

[y fopdet(Dy)dxy...de, =€ [, fop|det Do|dx =¢ [, fdr =¢ [,w. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral iiber die n—Form w nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhangt.
Betrachten wir dxy A ... A dx,, als die Standardvolumenform auf dem R",
dann konnen wir wa auch als Integral der Funktion f liber U auffassen.
Wenn wir als nachstes Funktionen liber k—dimensionale Flachen im R™ in-
tegrieren wollen, miissen wir uns zunachst iiber die Standardvolumenform klar
werden. Es sei U C R* offen und fiir n > k

p:U—R"

eine injektive glatte Abbildung mit rang(Dy(z)) =k (x € U), also vom ma-
ximalen Rang. ¢ parametrisiert die k—dimensionale Flache V := o(U) C R™.
Gesucht ist nun eine Form w(®) € QF(U), fiir die fiir jedes in V offene V' C V

/ W)
et (V)
der Flacheninhalt von V" ist.
Drei verniinftige Forderungen an die @—abhingige Definition von w(¥) sind,
dass

e das Quadrat V' := (0,1)F x {0}"~% C R™ den Flicheninhalt 1 besitzt.

e sich unter einer Drehung O € SO(n) der Flacheninhalt von V'’ nicht andert,
und ebenso wenig unter Translationen.

e der Flacheninhalt von V sich nicht dndert, wenn die Parametrisierung (ori-
entierungserhaltend) gedndert wird.

Diese Forderungen werden von der riemannschen Volumenform

w® = \/det(g) dzy A ... Aday, (8.8)

der parametrisierten Flache V' erfiillt, wobei die symmetrische k x k—Matrix g
durch

g:= (D) Dy

definiert ist, und fiir reguldre Parametrisierung (rang(Dy(x)) = k (x € U))
wegen

(v, g(2)v) = (Dp(x)v, Dp(a)v) = | Dp(x)ull; >0 (v e R\ {0})
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g(x) > 0 gilt, die Matrix also positiv definit ist.
g heiBt metrischer Tensor. |g| bezeichnet in der Literatur oft det(g).

Ist beispielsweise 1) : U — R™ durch ¢ = O o ¢ mit O € SO(n) gegeben,
dann ist g invariant unter der Drehung:

(D¥)' Dy = (0Dy) " (ODy) = (D) O'ODyp = (D) Dy = g.
Wir konnen eine Funktion f : V' — R integrieren, indem wir das Integral
fU f oY - w(‘/’)

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veranderung der Parametrisie-
rung. Der Spezialfall f = 1, liefert wieder das k-dimensionale Volumen von V.

8.24 Beispiel Wir wollen den Flacheninhalt eines zweidimensionalen Torus M C
R3 berechnen. Dieser sei fiir Parameter r; > ry > 0 durch M := ¢(U) mit

w:U—R? U :=10,2m) x [0, 2m)
und

ro sin g

(r147r2 cosp2) cos Y1
80(1/11, wQ) = (r147r2 coshp2) sin 91

parametrisiert. Wir scheren uns nicht weiter um die Tatsache, dass U C R? nicht
offen ist, denn der Rand von U ist eine Lebesgue-Nullmenge.

M (ri1=1,r,=1/2)
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Die Koeffizienten der Riemannschen Metrik g = (231 232 ) mit g21 = g1 sind

I

3
g (Y1, 2) = Z (3%) (11 + 7o cos )2 (sin? 1y + cos® )
=1
= ( L+ T Cos¢2)2

dpi 0pi : :
gr2(Y1,¢¥2) = Z - 8322—rzsmwz(n+r20081/12)8m¢1008w1
=1

—ry sin iy (ry + 79 cos Yy) cos Yy sin Yy

Mwo

gzz(iﬂh 1/}2) =

2
(2221 ) = 75 [sin® ¢y (cos” 1 + sin® ;) + cos” ]
2

i=1

|
<
NN

Y

also /|g| = v/det g = ro(r1 + 72 cos1s2) > 0 und damit die Torus-Flache

21 27
/ w(“") = / / \/ ]g] di/]l di/]g = (271')27“1’/“2. O
U 0 0

Betrachten wir den im Beispiel vorliegenden Spezialfall einer Hyperfliche V' des
R™ genauer. V = ¢(U) C R" besitzt eine Parametrisierung

©:U —R"™ fiir U CR" offen.
Auf V existiert ein bis auf Vorzeichen eindeutiges stetiges Normalenvektorfeld
NV =R INwl=1 (eV),
das senkrecht auf V' steht, also
(N op(z), Dp(x)w) =0 (zeU weR").
Es gilt dann fiir die n x n—-Matrix M (z) := (N o ¢(z), Dp(x))

10 0
0

MT(z)M(z) = : g<x> ; (zel)

0

also det g(z) = det(M " (z)M (z)) = (det(M(z)))?, oder, bei geeigneter Wahl
der Orientierung des Normalenvektorfeldes

V]g| = det M. (8.9)

Damit ergibt sich fiir die in (8.2) definierte zum Normalenvektorfeld N duale
(n — 1)-Form wy auf V' die Gleichheit zur Volumenform der Hyperfliche V:
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8.25 Satz p*wy = w¥ fiir w®) aus (8.8).

Beweis: Bezeichnen wir mit dpj, wieder das Entfernen von dyy, dann ist

n

Py = Y (D Npopdpy A Adg A diy
k=1
= det(M)dzy N ... Ndzy—.

Die Behauptung folgt also aus (8.9). O

Eine weitere wichtige Situation ist die, dass im die k—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit V' C R™ umgebenden Raum eine k—Form w € QF(R") existiert,
deren Integral iiber V = (U) (mit einer offenen Teilmenge U C R* und durch
¢ : U — R™ parametrisiert) wir durch

/w::/gp*w
v U

definieren. Nach Satz 8.23 ist dieses Integral bis auf das Vorzeichen unabhangig
von der Wahl der Parametrisierung.

Z2

8.26 Beispiel 1-Form w € Q'(R?), w = x1dx,y 4
- , 2
U:=1[0,2r) , ¢:U—=R3 /\xl
oY) = (:gfﬁ;ﬁ) also V.= ¢(U) der Kreis vom \ g

Radius » > 0 um den Ursprung. Es gilt

w= [ p'w= [ rcosyd(rsiny) =7r* [ cos®¢dy = mr’. O
Joom e, J

In diesem Beispiel fallt auf, dass das Integral von dw = dxy A dxs, also dem
kanonischen orientierten Flichenelement des R?, iiber die von V' eingeschlossene
Kreisscheibe vom Radius r gleich dem Integral von w iiber die Kreislinie ist.
Dies ist kein Zufall, sondern die Manifestation eines allgemeinen Satzes, des
sogenannten Satzes von Stokes. Dieser stellt eine Beziehung zwischen Integralen
iiber Mannigfaltigkeiten und Integralen iiber ihren Rand her. Ohne wegen der
Kiirze der Zeit den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff einfiihren zu konnen,
mochte ich doch kurz das Wichtigste skizzieren.?
Die in der Analysis Il eingefiihrten, in den R™ eingebettete k—dimensionale Man-
nigfaltigkeiten M C R™ sehen zundchst in einer geeigneten Umgebung V,, C M
jedes ihrer Punkte z € M wie der R” aus:

%Siehe z.B. [AF] und ABRAHAM und MARSDEN [AM, Kapitel 2 und 3] fiir eine genauere
und weitergehende Einfiihrung.
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8.27 Definition
Fiir k € {0,...,n} heiBt eine Teilmenge M C R™ k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R", wenn jeder Punkt x € M eine Umgebung V,, C R"

besitzt, so dass fiir eine geeignete Abbildung f € CY(V,,R"*) mit regulirem
Wert 0 gilt: M NV, = f~1(0).

Das heiBt aber nicht, dass die gesamte Mannigfaltigkeit notwendig homoo-
morph zu irgendeiner offenen Teilmenge des R* ist. Beispielsweise ist dies fiir den
in Beispiel 8.24 besprochenen k& = 2-dimensionalen Torus M im R3 nicht der
Fall (denn im R? gibt es keine nicht leere offene Teilmenge, die kompakt ist).

T3

s (@1 | \902 "

Va

1
Vi

e Wohl aber kann man den topologischen Raum M durch Kartengebiete, d.h.
offene Teilmengen U; C M iiberdecken, die zu offenen Teilmengen V; C R
homoomorph sind. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten geniigen endlich viele Us.
e Die inversen Abbildungen ¢; : U; — V; C R* (Kartenabbildungen) sollen
vertraglich sein, d.h. <pio<pj_1 auf dem Definitionsbereich ¢, (U;NU;) C V; glatt.
e Besitzt die Mannigfaltigkeit M einen Rand, dann verlangen wir, dass die Kar-
tenbilder V; als Teilmengen des Halbraums

Rﬁ = {($17,$k)ERk|JZkZO}

offen sind. Der Rand des Halbraums R ist OR" = R*~* x {0}.
e Der Rand M von M ist dann Vereinigung der Mengen o, *(R¥~! x {0}) C M.
OM ist eine (k — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit.

8.28 Beispiel Berandeter halb-unendlicher Zylinder

M :={r € R® | 2] + 25 = R*, 23 >0}
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mit Radius R > 0.
Wir kénnen z.B. die folgenden vier Kar-
ten (U, p7), i = 1,2 benutzen:

U = {z € M| +x, >0}
gpf : UijE — Ri
OE(xy, 29, 13) = (Fx9,x3)
OF(x1, L9, 13) = (Fxq,23).

Der Rand des Zylinders ist

OM = {x € M | z3 =0},

also ein Kreis mit Radius R in der (z;,z;)-Ebene des R3. &

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt die folgende Verall-
gemeinerung:

8.29 Satz (Stokes) Essei M C R™ eine (orientierte) k—dimensionale Mannig-
faltigkeit und w eine (k — 1)—Form (mit kompaktem Trédger) auf M. Dann gilt

fde:faMW '

Beweis:

e Wir beweisen den Satz hier nur fiir den Fall einer berandeten Untermannigfal-
tigkeit M C R"™ der vollen Dimension & = n. Den Beweis fiir beliebige, nicht
notwendig eingebettete berandete Mannigfaltigkeiten findet man etwa in AGRI-
COLA und FRIEDRICH [AF, Kapitel 3.6].

e Nach dem Satz iiber implizite Funktionen finden wir fiir jeden Punkt x € OM
eine Umgebung U; € M von x und eine Kartenabbildung ¢; : U; — V; C RY}
mit OM N U; = ¢; *(R* x {0}). Da w nur auf einem Kompaktum von Null
verschieden ist, geniigen endlich viele Karten.

o Wir konnen nun mit einem Trick die scheinbar ein-
schrankende Voraussetzung supp(w) C U; benutzen.
Es gibt namlich eine glatte Zerlegung der Eins, eine | X
Familie von Funktionen y; € C*(R",R) mit x; > 0,

supp(x;) € U; und >, ., xi; = 1, siehe Abbildung. B
Setzen wir w; := x; w, dann ist

Y icswi =w und supp(w;) C U;.
e Nach oben stehender Definition reicht es aus, die Integration einer (n — 1)-
Form w mit im Halbraum R’} gelegenem Trager zu betrachten. Dann lasst sich
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(wenn wir wie in Abschnitt 8.4 die Entfernung einer Eins—Form durch einen Hut
indizieren) w in der Form

w=3 (~D)F i doy A Adaoy Adag Adaggs A A day,
k=1

schreiben. Dabei sind die f; Funktionen mit kompaktem Trager in R’}.

e Nun ist dw = ( 2:1 g-fz) dri A ... Ndx,, also

/ dwzz %dxl/\.../\dxn
RE o Ry 0Tk

n—1

0 —

= 5 (—1)k1/ ( ﬁ dx;;dazl A Ndrp_i Ndzg Ndxgq AL N dxy,
k=1 ry I \Jr 0Tk

o0 af
—1)"! = 1

Das innere Integral verschwindet nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung fir k=1,....,n — 1.
Fiir den letzten Summanden ergibt partielle Integration aber

) -
/0 0_521@1, oy in) g = = fo(21, o 201, 0),

also insgesamt

/ dw = (—1)" folz1, oo xp_1,0)dxy A oo ANda, g .
R

n n—1
n R

e Andererseits ist wWlgn-1y10y = (=1)" "' fudzy A ... Adx,_y, denn x, ist auf

diesem Unterraum gleich Null, also auch dx,[gn-1,(9y = 0. Mit der richtigen

Wahl der Orientierungen ergibt sich also [, dw = fRn,lx{O}w, und damit der
+

Satz von Stokes. O

8.30 Beispiele (Satz von Stokes)

1. Kurvenintegral: Es sei M C R? das Bild einer (reguldren, injektiven) Kurve
c:[0,1] — R?

und F': M — R eine glatte Funktion.
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Dann besteht OM aus den Punkten ¢(0) und ¢(1). Diese bekommen als
Anfangs— und Endpunkte aber unterschiedliche Orientierung, sodass die For-
mel

[P 0= [ areq=rod-ron (1)

entsteht. Ist F' = F[M miE einer glatEen Funktion £ : R3 — R, dann ist das
Integral in (8.10) gleich F'(¢(1)) — F(c(0)), unabhangig von der Wahl des
Weges ¢ mit vorgegebenem Anfangs— und Endpunkt.

. Symplektische 2-Form w = —df = >  dg; A dp; auf dem Phasenraum
P =Ry x R mit 1-Form 6 := " | pidg;.

Es sei ¢ : S' — P eine Schleife, deren Bild das Bild M einer Kreisscheibe
berandet, d.h.
c(S') = oM.

Dann ist das Integral faMQ = — wa, unabhangig von der Wahl von M.

. Satz von Kelvin-Stokes: Wir bleiben bei dem Bild M = (D) der Einheits-
kreisscheibe D C R?. Diese soll aber diesmal im R? liegen.

Weiter sei v : R? — R? ein Vektorfeld. Dann ist v* eine 1-Form, dv* eine
(auf M integrierbare) 2—Form, und nach (8.6) gilt

Wrotv = dv”.
Also ist das Integral von dv* iiber M gleich dem Integral des Skalarproduk-

tes von rotv mit der Flichennormale N (beziiglich des Flachenelementes
V/|gldx1 A dxs) und es folgt nach Satz 8.25

/ (rotv, N) o ¢ +/det(g) dzy A dxs
D

:/ (p*<<rotv,N>)w(@):/ <rOtU’N>wN:/wrotv:/d’U*:/ "
g M M M oM

rotv N(x)
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Beispielsweise konnte v das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit sein. Dann
sieht man aus der obigen Formel, dass bei Rotationsfreiheit der Stromung
die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit beziiglich der Schleife M im
Mittel verschwindet.

. GauBscher Integralsatz: Die Divergenz eines Vektorfeldes ist nach (8.5) via
div(v) dzy A ... Adzy, = dw,

mit der duBeren Ableitung verbunden.

Ist M C R™ eine n—dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit (z.B. eine
Vollkugel), dann gilt nach dem Satz von Stokes

/dwv:/ Wy
M OM

Fiir die Randpunkte © € OM bezeichne N(x) den nach auBen gerichteten
Normalenvektor (mit | N(x)|| = 1). v(x) lasst

sich eindeutig in der Form
v(z) = (v(z), N(z)) N(z) + w(z) (8.11) v

schreiben, wobei dann w(x) tangential an 0 M oM
bei x ist, also [,, w, = 0 und mit (8.11)
JonrwWo = [oas (v, N)wy. Es ergibt sich also

/div(v)d:cl. /dwv / Wy = / v, NYw
M oM oM

Ist das Vektorfeld divergenzfrei (wie beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld
einer Flissigkeit), dann flieBt also durch die Randflache OM genauso viel aus
M heraus wie herein. &

8.31 Zur Geschichte (Satz von Stokes)

Als Faustregel kann man sagen, dass nach Mathematikern benannte Satze nicht
von diesen zum ersten Mal bewiesen wurden. So verhilt es sich auch beim Satz
von Stokes. Seine komplizierte Entstehungsgeschichte wird im Artikel [Ka] von
VicTOR KATZ beleuchtet. Er schreibt:

'All of the mathematicians who stated and proved versions of this theorem were
interested in it for specific physical reasons. Gauss was interested in the theory
of magnetic attraction, Ostrogradsky in the theory of heat, Green in electricity
and magnetism, Poisson in elastic bodies, and Sarrus in floating bodies. In nearly
all cases, the theorems involved occurred in the middle of long papers and were
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only thought of as tools toward some physical end.’

Der Roman La formule de Stokes von MICHELE AUDIN [Au] beschiftigt sich
literarisch mit dem gleichen Thema. &
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Anhang

A Das Banach-Tarski-Paradox

Der Inhalt dieses Anhangs wird in dieser Vorlesung nicht weiter benutzt. Er kann
bei Interesse studiert werden.

A.1 Satz (Banach und Tarski, [BT])

Es gibt eine Zerlegung der Vollkugel K = {x € R® | ||lz| < 1} in fiinf dis-
junkte Teile, die durch Bewegungen des R® zu zwei disjunkten Kopien von K
zusammengesetzt werden kénnen.

Das ist sicher eine der erstaunlichsten Aussagen der Mathematik. Eine (auf
Hausdorff zuriickgehende) Folgerung ist

A.2 Korollar  Das folgende Inhaltsproblem ist fiir d = 3 unlésbar:
Gesucht wird ein Inhalt v : P(RY) — [0, 00|, der (wie das Lebesgue-MalB)

1. Unter Bewegungen invariant ist

2. durch v([0,1]%) =1 normiert ist.

Damit ist das Inhaltsproblem auch fiir alle Dimensionen d > 3 unldsbar. Wie
Banach zeigte, ist es fiir d = 1 und d = 2 losbar. Das steht nicht in Widerspruch
zur Unldsbarkeit des MaBproblems in diesen Dimensionen (Abschnitt 4.7). Denn
die Forderung der o-Additivitat ist restriktiver als die der endllichen Additivitat.

In diesem Anhang skizzieren wir den Beweis des Satzes von Banach und
Tarski. Ein erstes hier wichtiges Konzept ist das der Gruppenwirkung.

A.3 Definition Eine Wirkung einer Gruppe (G, o) auf einer Menge M ist eine
Familie von Bijektionen ®,: M — M (g € G) mit

Q. =1Idy und Q4 0Py, =Dyop, (91,92 € G).

Fiir m € M heiBt die Menge {®,(m) | g € G} C M der Orbit oder die Bahn
durch m.

A.4 Beispiel (Gruppenwirkung)

Im Satz von Banach und Tarski wirkt die Gruppe E; der Bewegungen auf M =
R?. Dabei ist die Gruppe als Menge das kartesische Produkt Eq; = R¢ x O(d),
und fir g = (a,A) € E; ist ®,(z) = Az + a. Das neutrale Element von
Eq ist e = (0,1;), und die Gruppenverkniipfung ist durch die Komposition der
Abbildungen definiert, also das semidirekte Produkt

(al, A1) O (CI,Q,AQ) = (a1 + Alaz, AlAg). <>
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Oft schreibt man einfach gz statt ®,(z).
Gruppen (G, o) wirken auf verschiedene Arten auf sich selbst, z.B. von links:

Q,(h) :=goh (g,h € G).

Ist & : G x M — M, ®(g,m) = ®,(m) eine Gruppenwirkung auf einem
metrischen Raum (M, d), dann heiBt sie isometrisch, wenn

d(‘bg(m1>,¢g(mg)) = d(ml,mQ) (ml,mg € M,g S G)
Das ist bei den Bewegungen des R¢ der Fall, denn fiir g = (A,b) € Ey ist

d(Pg(m1), @y(ma)) = [|@g(m1) — @y(ma)|| = [ Ami + b — (Amg + )|

= [[A(my = mo)|| = [lmy = ma| = d(m1, ms).

A.5 Definition Fiir eine Gruppenwirkung ® : G x N — M

e heiBen A, B C M endlich .zsrlegungséiquiva!lent, wenn es fiir ein n € N
disjunkte Zerlegungen A = |J,_,A; und B = |J,_, B; sowie Gruppenelemente
91,---,9n € G gibt mit

e heift A C M endlich G-paradox, wenn es eine disjunkte Zerlegung A =
Ay U A, gibt, sodass A, und Ay endlich zerlegungsiquivalent zu A sind.

Endliche Zerlegungsiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf P(M). Weil sie die
Kardinalitat erhalt, konnen endliche nicht leere Teilmengen A C M nicht endlich
GG-paradox sein.

Wir definieren jetzt eine Gruppe G, deren Linkswirkung auf sich endlich G-
paradox ist.

A.6 Definition

Es seien Z.s und Zr zwei disjunkte Kopien der ganzen Zahlen. Die Freie Gruppe
[ := ¥y iiber zwei Erzeugern ist das freie Produkt von Zs und Zr. IF besteht also
als Menge aus dem neutralen Element e und den endlichen Wértern der Form

KORD kY mit € # fy € {8, T} und kY € Z,,\{0}.

Die Multiplikation von Elementen von IF erfolgt durch Verkettung und Kiirzung.
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Abbildung A.1: Links: Freies Produkt ' = Zg % Zr. Die Eins-Elemente S € Zg
und T' € Zq erzeugen die Gruppen. Rechts: Bahn des Vektors v € S? unter der
Wirkung von F

Beispielsweise ist das Produkt von 35(—4)7(—2)s und 4587 gleich 35(—4)72587,
und (33(—4)T(—2)S)_1 = 2¢47(—3)g. Insbesondere ist IF' nicht abelsch.

Wenn man die Eins aus Zg mit S und die Eins aus Z mit T' bezeichnen,
kénnen wir statt 3g(—4)r(—2)s auch SSST'T~'T~'T-1S71571 schreiben.
So werden die Elemente von F zu den Knoten eines gerichten Graphen (eines so
genannten Cayley-Graphen), deren Kanten, von e ausgehend, mit S, T, S~ und
T~ bezeichnet werden (siehe Abbildung A.1, links).

A.7 Lemma Die Linkswirkung von [ auf sich ist endlich F-paradox.

Beweis: [F besitzt die disjunkte Zerlegung in die folgenden fiinf Teilmengen:
F= {6} U]FS Ustl UFTUFTfl, (A].)

wobei die reduzierten Worter aus i, mit k£ beginnen. Diese Zerlegung ent-
spricht dem rot gezeichneten neutralen Element e und den vier von ihm aus-
gehenden 'Asten’ in Abbildung A.1, links. Fiir die disjunkten Teilmengen Ag :=
FsUFg1 CFund A :=Fy UFp1 CF gilt:

FsUSFs1=F und FpUTFp . =TF.

F ist also endlich zerlegungsaquivalent zu Ag und auch zu Ap. Ein kleiner
Schénheitsfehler bleibt: die disjunkte Vereinigung As U A ist nicht F, son-
dern F\{e}. Aber dieser 4Bt sich reparieren, siche Exercise 2.2.2 von TERENCE
Tao [Tal. O
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Der nachste Schritt besteht darin, F in die Drehgruppe SO(3) einzubetten. Das
geschieht z.B. dadurch, dass man den beiden Erzeugern S und T von F die

Drehmatrizen
% -5 0 !
N bzw. 0
3 0 Y
0 1

zuordnet und zeigt, dass der dadurch definierte Gruppenhomomorphismus

5

)
Wl w‘SCJ
)

Owl=
o«‘éww o

F — SO(3)

injektiv ist. Intuitiv sollte es einfach sein, zwei entsprechende Erzeuger zu finden,
denn F ist ja im Gegensatz zu SO(3) abzahlbar. Aber um die Injektivitat fiir ein
konkretes Paar nachzuweisen, ist ein algebraisches Argument nétig.

SO(3) wirkt auf R? durch Multiplikation, und l3sst sich sowohl auf die Ein-
heitsvollkugel K als auch auf deren Rand S? einschrianken.

Der Orbit durch den Punkt v := (1/v/2,1/v/2,0) € 5% ist in Abbildung
A.1, rechts dargestellt. Da jede von der Identitit verschiedene Drehung auf S?
genau zwei Fixpunkte besitzt, namlich die Punkte auf der Drehachse, gibt es
nur abzihlbar viele m € S?, fiir die die Abbildung G — 52, g — ®,(m) nicht
bijektiv ist.

Nach dem Auswahlaxiom kdnnen wir fiir jeden typischen (bijektiven) Orbit
O C 5?2 einen Vertreter 7o € O wihlen. Fiir jede der fiinf disjunkten Mengen in
(A.1) bekommen wir durch Wirkung auf die Menge der 2o eine Teilmenge von
5?2 — und damit eine paradoxe Zerlegung derselben.

Um die Vollkugel K (bis auf ihren Mittelpunkt 0 € R3) entsprechend zu
zerlegen, multipliziert man die fiinf Teilmengen von S? mit der Menge (0, 1],
setzt sie also radial ins Innere des Balls fort.

So wird gezeigt, dass K endlich [E3-paradox ist. Weitere Details findet man
zum Beispiel in [Ta, Section 2.2].
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