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Beschreibung: Als Standardbeispiel einer elliptischen partiellen Differentialgleichung betrachten wir die
Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randwerten
Au=f inQ cR%
u=g aufdQ,

welche die Auslenkung einer Membran beschreibt. Hierbei interpretiert man die rechte Seite f als eine
von auflen einwirkende Kraft. Die gesuchte Losung u beschreibt die Auslenkung der Membran. Die Re-
gularitatstheorie beschaftigt sich mit der Frage wie ,glatt* die gesuchte Losung u ist.

Dies hangt allgemein maf3geblich von der Struktur des Gebietes 2, den Koeffizienten der Gleichung sowie

der Glattheit der rechten Seite f ab. Fur glatte Gebiete und hinreichend glatte Koeffizienten hat man
einen Shift um 2 in der Skala der Sobolevraume mit gebrochener Glattheit, d.h.

f Glattheit « = u Glattheit o+ 2.

Far Lipschitzgebiete ist dies nicht mehr der Fall. Betrachtet man z.B. die obi-
ge Poisson-Gleichung auf einem Kreissegment mit Offnungswinkel a € [0, 27],

rechter Seite f = 0 und Randwerten g = sin (Lp), so ist die Losung in Polarko- : 1
«
ordinaten gegeben durch
L ™
u=rosin (acp), rel0,1, ¢€l0,al.

Die folgende Abbildung skizziert die Lésung fiir Offnungswinkel o = 1,2, ... ,6.
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Die Ecke im Ursprung fiithrt bei grof3er werdendem Winkel « zu einem singuldren Verhalten des Gradien-
ten. Im Falle eines Kreises mit Schlitz (o = 27) verhélt sich die Lésung nahe des Ursprungs wie r'/2 und
es folgt in diesem Fall fiir die Regularitit in der Sobolev-Skala

u Glattheit < % (selbst bei glatter rechter Seite f € C*).

Dagegen lasst sich zeigen, dass die Regularitat der Losung in der Skala von Besovraumen wesentlich
hoéher ist (hier erfolgt wieder ein Shift um 2), was in der Anwendung den Nutzen adaptiver Verfahren
(nichtlineare Approximation) zur Losung von elliptischen Problemen auf Lipschitz Gebieten rechtfertigt.

Vorkenntnisse: Grundvorlesungen Analysis sind wiinschenswert. Die Vorlesung richtet sich an Bachelor-
und Masterstudenten.
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