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1 Folgen

1.1 Einfiihrung

Eine Folge ist eine "Aufzéhlung’ von unendlich vielen Zahlen aq, as, as, ....
Z.B. durch
an =n®> VYneN (1.1)

ist eine Folge a; = 1, as = 4, ag = 9,... erklart; die Folge der Quadratzahlen. Eine
Folge muss natiirlich nicht aus natiirlichen Zahlen a, € N bestehen; auch reelle Zahlen
(a, €R) oder komplexe Zahlen (a, € C) sind moglich; z.B. die komplexe Folge

G = (%(1+z’)>n Vv neN. (1.2)

Das mathematische Symbol fiir eine Folge, bestehend aus den Folgengliedern a,, ist

(an)neN

oder kurz: (a,).

Mathematisch betrachtet wird jedem Index n eine Zahl a,, zugeordnet, d.h. wir koénnen
den Begriff der Folge zurtickfihren auf den Begriff ’Abbildung’:

Eine Folge ist eine Abbildung von der Menge der natiirlichen Zahlen N in eine Menge
M von Zahlen; iiblicherweise M = Z oder M = R oder M = C; jedes n € N wird
abgebildet auf a, € M. Da N C Z C R C C, reicht es im Grunde genommen, M =C zu
betrachten.!

Als Indexmenge muss man nicht zwingend N nehmen; auch Ny ist moglich (oder z.B.
auch {2,3,4,5,...}); so ist z.B. durch

an = (n+1)* Vn € Ny

ebenfalls die Folge der Quadratzahlen beschrieben. Man schreibt dann (ay,)nen, bzw.
(@n)n>2 ”
Neben der ’expliziten’” Angabe der Rechenvorschrift zur Berechnung von a, (wie in
den Beispielen oben) kann man Folgen auch rekursiv erkliren. Ein Beispiel ist, fiir
vorgegebenes z € RT
a1 =1, apiq:= 1 (an + i)
2 an,

Diese Rekursionsvorschrift beschreibt das aus dem 1. Semester bekannte Heron-
Verfahren;® wir hatten uns anschaulich iiberlegt, dass, wenn diese Folge 'konvergiert’,

!Spiter werden wir auch noch andere Mengen M, wie z.B. Vektorriume R™, betrachten, also
Folgen von Vektoren.

2Im Folgenden werden wir bei mathematischen Sitzen und Definitionen der Einfachheit halber N
als Indexmenge annehmen; es lésst sich alles unmittelbar auch auf Folgen mit anderen Indexmengen
wie Ny oder N\ {1} iibertragen.

3Das Heron-Verfahren muss nicht bei a; = 1 angefangen werden; man sollte fiir a; eine Zahl
nehmen, die in der Nihe von /z liegt.



sie gegen /2 konvergiert, also ein a,, fiir n hinreichend groB, eine Ndherung an /z
darstellt.
Ein weiteres Beispiel fiir eine rekursiv definierte Folge ist die sog. Fibonacci-Folge*

(an)neNo
Ay = 07 ay = 17 Ap+1 = an+an—1 \V/ ne N

bei der jedes Folgenglied mittels zweier vorangegangener Folgenglieder erklart wird;
der Anfang der Folge lautet also 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

1.2 Monotonie, Beschrinktheit, Supremum

Definition (Monotonie). Eine Folge (a,,) reeller(!) Zahlen heit monoton wachsend,
falls
VneN: a,i1 > a,

und monoton fallend, falls
VneN: a,1 < ay,.

Bemerkung: Monotonie beweist man oft, indem man zeigt, dass a,.; — a, grofer
gleich bzw. kleiner gleich null ist, oder, bei positiven Folgen, indem man zeigt, dass
‘lz—zl groBer gleich oder kleiner gleich eins ist (s.U.).

Definition (Beschrinktheit). Eine Folge (a,) von rellen oder komplexen Zahlen
heifit beschrdnkt, wenn es eine Zahl s € R, genannt Schranke, gibt, so dass fiir alle
n € N gilt: |a,| < s. In Formeln (Quantorschreibweise):

dseRVneN: |a,| <s

Andernfalls heifit die Folge unbeschrdnkt.

Fiir Folgen von reellen(!) Zahlen sagt man, die Folge ist nach oben beschrinkt, falls es
ein s € R, genannt obere Schranke, gibt, so dass fiir alle n € N gilt a,, < s. Sie heifit
nach unten beschrdnkt, wenn es ein s, genannt untere Schranke, gibt, mit a, > s fiir
alle Indizes n. °

Beispiele: Die Folge (a,)nen, an = %, ist beschréankt mit Schranke s = 1; eine untere
Schranke ist z.B. null, aber auch jede negative Zahl; eine obere Schranke ist eins, aber
auch jede groflere Zahl. Schranken sind offensichtlich nicht eindeutig bestimmt. Die
Folge ist auflerdem monoton fallend.

Die Folge (1.1) ist unbeschrénkt; sie ist jedoch nach unten beschrankt, z.B. durch eins.
Die komplexe Folge a, = (1+4)™™ ist beschréinkt mit Schranke s = \/Li’ denn

4benannt nach Leonardo Fibonacci, 1180-1241, der damit das Wachstum einer Kaninchenpopula-
tion beschrieb oder zu beschreiben glaubte

SFiir komplexre Folgen haben die Begriffe mach oben beschrinkt’ und mach unten beschrinkt’
offensichtlich keinen Sinn, dementsprechend gibt es da auch kein Supremum, Infimum.



lan|=(v2) " < 75 fir alle neN.

Definition (Supremum, Infimum). Die kleinste obere Schranke einer reellen(!) Fol-
ge wird Supremum genannt, die grofite untere Schranke heifit Infimum.® Die Bezeich-
nungen sind 'inf” bzw. 'sup’:

supa, = min{s€R|s ist obere Schranke von (a,)},
neN

in1£1 a, = max{s€R|s ist untere Schranke von (a,)},
ne

Falls es keine obere (bzw.: keine untere) Schranke gibt (die Folge also nach oben bzw.
nach unten unbeschrdinkt ist), so legt man fest, dass das Supremum +oo (bzw.: das
Infimum —o0) ist. Es ist immer

inf a,, € [—00,0), sup a,, € (—o0, 00|

neN neN
So wie fiir Folgen kann man ganz analog auch fiir Mengen von Zahlen festlegen: Eine
Menge von reellen oder komplexen Zahlen () £ M C C heifit beschrinkt, wenn es eine
Schranke s € R gibt, so dass |a| <s fur alle m € M gilt. Eine Menge reeller(!) Zahlen
() £ M C R heifit nach oben (bzw: nach unten) beschrankt, wenn es ein s € R gibt so
dass a < s (bzw.: a > s gilt fiir alle a € M); die kleinste obere und die grofite unte-
re Schranke heiflen Supremum bzw. Infimum der Menge; man schreibt inf(M), sup(M).

Offensichtlich passen diese Begriffsbildungen fiir Folgen und fiir Mengen zusammen, in
dem Sinne dass

sup a,, = sup{a, | n€N};
neN

analog fiir ’inf’.

Ist das Supremum einer Menge oder Folge von reellen Zahlen das gleiche wie das
Maximum? Nicht unbedingt! Das Mazimum einer Menge/Folge ist die grofite darin
enthaltene Zahl (falls eine solche existiert):

m =max(M) < (meM A VzeM :m>z).

Eine Menge (a,b) = {z € R|a < x < b} hat kein Maximum! Die Menge
la,b] = {z € R|la < 2 < b} hat b als Maximum. Beide Mengen jedoch haben
als Supremum (kleinste obere Schranke) b. Also: Falls es ein Maximum gibt, so ist es
gleich dem Supremum; falls es kein Maximum gibt, so kann es trotzdem ein Supremum
geben. (Analog: Minimum<Infimum). Beispiele:

max [a, b] = b, sup [a,b] = b
max (a,b) ex. nicht sup(a,b) =0
max [a,00) ex. nicht sup (a,00) = +00

6Strenggenommen miisste man beweisen, dass es, sofern es iiberhaupt obere Schranken gibt, es
eine kleinste obere Schranke gibt; analog fiir untere Schranken.



Das Supremum und die Vollstindigkeit von R. Wir hatten im 1. Semester einen
Unterschied zwischen der Menge der rationalen Zahlen Q (Menge aller Briiche) und
der Menge R festgehalten: Wahrend die Menge Q in gewisser Weise 'Liicken’ hat,
unvollsténdig’ ist, namlich derart, dass gewisse Zahlen wie v/2 (auch 2, 7) nicht in
Q liegen, so hat R solche Liicken nicht; man sagt: R ist vollstindig. Man kann diesen
Begriff der Vollstéandigkeit mit Hilfe des Supremums prézise fassen:

Jede nichtleere Menge reeller Zahlen (% M CR, die nach oben beschrinkt ist, hat ein
Supremum in s€R. ("Vollstandigkeitsaxiom’)

Anders in Q:

Nicht jede Menge rationaler Zahlen M C @Q, die nach oben beschrinkt ist, hat ein
Supremum s € Q (das Supremum s kann namlich in R\Q liegen).

Beispiel (s. auch 1. Sem.): {x €R|2? < 2} C R hat das Supremum /2 € R. Die Menge
{xreQ|2? < 2} C Q hat das Supremum /2 € R, genauer, in R\ Q; sie hat also kein
Supremum in Q.

Eine farbenfrohe Anwendung zum Thema *Beschrinktheit von Folgen’. Vielleicht haben Sie
schonmal etwas von der sog. Mandelbrot-Menge,” umgangssprachlich auch Apfelmédnnchen genannt,
gehort. Bei dieser Menge handelt es sich um eine extrem komplizierte und atemberaubend schone
Struktur, deren Bildungsgesetz aber sehr einfach ist:

Fiir eine feste Zahl ¢ € C betrachte die rekursiv definierte Folge zy := 0, 2,41 = 22 +c. Falls
diese Folge beschrankt ist, so firbe den Punkt ¢ der komplexen Ebene schwarz ein, andernfalls
weil. Um buntere Bilder zu bekommen, kann man statt weifl hier eine Farbe in Abhéingigkeit da-
von wéhlen, 'wie schnell’ die Werte der Zahlenfolge anwachsen, beispielsweise kann man die Far-
be als Funktion von m wihlen, wobei z, das erste Folgenglied ist mit |z,| > 10°. Siehe z.B.
http://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge. Wer ein bisschen programmieren kann, kann
sich solche Grafiken leicht selbst erstellen. Das Kriterium der Beschrianktheit priift man numerisch
dann nur approximativ nach; falls z.B. die ersten 1000 Folgenglieder alle einen Betrag kleiner als 10°
haben, geht man von Beschrénktheit aus. Die Mandelbrot-Menge wurde erst 1978 ’entdeckt’, d.h.
erstmals von einem Computer mit Drucker dargestellt. Eine Beschreibung mit vielen Grafiken findet
man in The beauty of fractals, H.O. Peitgen & P. Richter, 1986. Siehe auch www.youtube.con, z.B.
Suchbegriffe 'Mandelbroot Zoom’.

1.3 Konvergenz von Folgen

Fiir das oben bereits erwidhnte Heron-Verfahren hatten wir uns im 1. Semester
anschaulich {iberlegt, dass die so konstruierte Folge, sofern sie "konvergiert’, gegen /z
"konvergiert’. In diesem Semester wollen wir den Begriff der Konvergenz mathematisch
préazise fassen:

"Benoit Mandelbrot, geb. 1924



Definition (Konvergenz, Grenzwert). Sei (a,) eine Folge in C. Eine Zahl a € C
heifit Grenzwert oder Limes von (a,), falls

Ve>03dnoeNVn>ng: la, —al <e. (Epsilon-Kriterium der Konvergenz)
(1.3)
Falls (a,) gegen a konvergiert, so schreibt man
lim a, = a
n—oo
oder auch kurz
lima, =a oder a, — a

Falls die Folge einen Grenzwert a € C hat, heif3t sie konvergent, andernfalls divergent.
Anschaulich/in Worten: Fiir jeden noch so kleinen Kreis (im Fall reeller Folgen ersetze
man 'Kreis” durch 'Intervall’) gilt: Es gibt einen Folgenindex ng, so dass ab diesem
Index alle Folgenglieder in dem Kreis liegen. Beachte: Das ny darf natiirlich von €
abhéngen: ng=ng(e)

Bsp.: Die Folge a, = % konvergiert gegen a=0, d.h. es ist lim % = 0.
n—oo
Beweis: Es ist zu zeigen:

1
Ve>0dnoeNVn>ng: ‘— —O‘ <e.
n

Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Wir miissen ein ng (in Abhéngigkeit von €) angeben,
so dass fiir alle n >ng gilt: % < €. Da die Folge % monoton fallend ist, reicht es dazu,

dass 10 < € ist. Die dazu hinreichende Bedingung finden wir durch Multiplikation mit

no und Division durch e: ng > L.
Nachdem wir diese Uberlegungen durchgefithrt haben, kénnen wir den Beweis in der

folgenden Form aufschreiben:

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Sei ng eine natiirliche Zahl gréfler oder gleich %, z.B.

ny := [%1 8 Dann ist fiir alle n>n,

1
no

< —<e¢

1 1
|a, —a| =|=—0] ==

n n
Die Folge konvergiert also gegen null. O
Man kann leicht zeigen: Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.
Der Beweis dazu ist ein Beweis durch Widerspruch (’Indirekter Beweis’): Man
nimmt an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte a und a gibt, a # a, und mit
setzen von € := z|a—a| miissten fast alle’ Folgenglieder sowohl im e-Kreis um a als

auch im e-Kreis um a liegen, was nicht moglich ist, da die Kreisscheiben disjunkt sind. O

8[2] bezeichnet die kleinste ganze Zahl, die grofler gleich x ist.



Def. (uneigentliche Grenzwerte, ’bestimmte Divergenz’). Falls fiir eine reelle(!)
Folge (a,) gilt
Ve>0dngeNVn>ng: a,>e¢,

so sagen wir, die Folge (a,) divergiert(!) gegen +00 und schreiben lim a,, = +oc.

Falls fiir eine reelle Folge (a,) gilt
Ve>0dnoeNVn>ng: a,<—¢,

so sagen wir, die Folge (a,) divergiert gegen —oo und schreiben lim a,, = —o0.

Neben dem obigen Epsilon-Kriterium der Konvergenz gibt es noch ein weiteres, das
sogenannte Cauchy-Kriterium, das zu diesem dquivalent ist:

Satz (Cauchy-Kriterium der Konvergenz).’ Eine Folge (a,) von komplexen (bzw.
reellen) Zahlen ist genau dann konvergent gegen ein a € C (bzw. a €R), wenn gilt:

Ve>03IngeNVm>n>ng: |a, —a,| <e€

Anschaulich: Der Abstand von Folgengliedern a,, und a,, wird, fiir n, m hinreichend
grof, beliebig klein.

Vorteile/Anwendungsbereiche des Cauchy-Kriteriums: Das Interessante an
dieser Charakterisierung der Konvergenz ist, dass in diesem Kriterium der Grenz-
wert a selbst gar nicht vorkommt! Das hat den Vorteil, dass man den Grenzwert
nicht a priori erraten muss, bevor man Konvergenz zeigen kann (so wie wir im
Beispiel oben als Grenzwert null geraten hatten). Auch wenn man Divergenz ei-
ner Folge mit dem Epsilon-Kriterium der Konvergenz (1.3) zeigen will, so steht
man vor der Schwierigkeit, dass man fiir alle Zahlen a zeigen miisste, dass a nicht
das Epsilon-Kriterum erfiillt. Verwendung des Cauchy-Kriteriums ist hier oft einfacher:

Bsp. Zeige: Die Folge a,, = (—1)" ist divergent.

Beweis: Wir verwenden das Cauchy-Kriterium der Konvergenz; genauer, wir zei-
gen, dass die Negation des Cauchy-Kriteriums erfiillt ist. Die Negation des Cauchy-
Kriteriums lautet ("Umdrehen’ aller Quantoren, s. 1. Sem.):

Je>0VnoeNIm>n>ng: |a, —a,| > € (1.4)

Wir wollen zeigen, dass (1.4) gilt. Wir withlen dazu € := 1'%, Sei ng €N beliebig. Wihle
n :=ng+1 und m := ng+2. Es ist dann
|am = an| = [(=1)" = (=1)"] = |(=1)"* = (=)™ = |(=1)"*" (=1 - 1)
2 =25

9 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, einer der wichtigsten Viter der modernen Analysis

Wywir kénnen fiir € hier jede Zahl zwischen 0 und 2 nehmen



(Il
Zum Beweis des Cauchy-Kriteriums.
Wir wollen hier nur die eine Richtung der Aquivalenz zeigen, dass aus dem Erfiilltsein
des Epsilon-Kriterium der Konvergenz das Erfiilltsein des Cauchy-Kriteriums folgt:
Sei (a,) also eine Folge in C (oder in R), die das Epsilon-Kriterium der Konvergenz
erfiillt, und sei a € C der Grenzwert. Fiir jede beliebig vorgegebene Zahl ¢ >0 gibt es
also ein ng €N, so dass |a — a,| <€ fiir alle n>ng. Nun ein kleiner Trick: Da dies fiir
alle positiven Zahlen e gilt, gilt diese Eigenschaft, wenn € >0, auch fiir 5 ! Also: Sei
€ >0 beliebig. Dann gibt es ein ng €N, so dass fiir alle n >ny gilt: |a—a,| < §. Wir
wollen zeigen, dass (a,) die Cauchy-Eigenschaft erfiillt. Seien dazu m >n >mng beliebig.
Es gilt unter Verwendung der Dreiecksungleichung:

€

2

€
|am_an|§|am_a|+|a_an|§§+ =€

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Eine Anmerkung zur umgekehrten Richtung: Um zu zeigen, dass aus dem Cauchy-
Kriterium das Epsilon-Kriterium folgt, verwendet man die Vollstandigkeit von R.
(Das bedeutet insbesondere: In Q ist eine entsprechende Aussage nicht wahr: Nicht
jede Folge in Q, die das Cauchy-Kriterium erfiillt, hat einen Grenzwert in Q: Der
Grenzwert kann in R\ Q liegen. Bsp.: Das ist z.B. fiir die Heron-Folge so; deren
Folgenglieder sind, sofern a; € Q, alle in Q; der Grenzwert /z ist i.a. nicht in Q.)

Die Tatsache, dass jede Folge in R, die das Cauchy-Kriterium erfiillt, einen Grenzwert in R hat, aber
nicht jede solche Folge in Q einen Grenzwert in Q hat, ist, neben der Supremum-Charakterisierung
der Vollstandigkeit auf S. 4 eine weitere Moglichkeit, die Vollstdndigkeit von R zu charakterisie-

ren; aus jeder der beiden Charakterisierungen kann man die jeweils andere Charakterisierung herleiten.

Zusammenhénge zwischen Beschréanktheit, Monotonie und Konvergenz von Folgen
liefern die beiden folgenden Sétze:

Satz. Jede konvergente Folge ist beschrénkt.
Beweis: s.U.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht (Gegenbeispiel: a,, := (—1)" ist beschrankt, aber
nicht konvergent). Aber immerhin gilt:

Satz (Konvergenz monotoner beschrinkter Folgen) Jede monoton wachsende,
nach oben beschréinkte reelle Folge ist (in R) konvergent, und zwar gegen ihr Supremum:

lim a, =supa,
n—oo neN

Jede monoton fallende, nach unten beschrénkte reelle Folge ist konvergent, und zwar



gegen ihr Infimum:

lim a, = inf a,

n—00 neN
Beweis: Sei die relle Folge (a,) monoton wachsend und beschrénkt. Dann hat sie ein
Supremum a € R. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da a kleinste obere Schranke von
(a,) ist, gibt es ein Folgenglied a,,, das zwischen a—e und a liegt (denn andernfalls
wire a—e eine obere Schranke, also a nicht die kleinste Schranke). Da (a,) monoton
wachsend ist, gilt a,, > a,,Vn >ny, also |a,—a| = a—a, <a—ay,, <e. O

Bsp. a, := 7=, n>2. Der Nenner ist monoton wachsend, also (a,) monoton fallend;

auBerdem ist der Nenner kleiner als eins, also a,, grofer als eins, d.h. durch 1 nach unten
beschriankt. Nach dem Satz ist also die Folge konvergent. Wenn wir uns klar gemacht
haben, dass 1 sogar das Infimum der Folge ist, folgt mit dem Satz, dass lima,, = 1.

Bsp.: (ehem. Klausuraufgabe)

ag = 0, Apy1 = 5 Qa, + 6
Wir zeigen per Vollstdndiger Induktion, (a) dass (a,) beschrankt mit Schranke= 12
und (b) monoton wachsend ist:
(a) Es ist ap=0<12. Es sei a,, <12 fiir ein n € Ny. Dann ist a,, 11 = %an—i-ﬁ < % 1246=12.
Per Induktion folgt, dass die Folge nach oben beschrinkt ist.
(b) Wir zeigen per Induktion, dass a,,1—a,>0 ist fiir alle n€N:
Es ist a1 —ag= (% -04+6) — 0 = 6>0. Unter der Annahme, dass a,,+1—a, >0 ist fiir ein
neN, folgt: anio—a,1= (%anﬂ +6)— (%an+6) = %(anﬂ —ay)>0.

>0

Per Induktion folgt die behauptete Monotonie.
Aus Monotonie und Beschranktheit folgt, dass die Folge konvergent ist. Kénnen wir
auch den Grenzwert berechnen? Leider ist nicht so ohne weiteres klar, was das Supre-
mum der Folge ist. Stattdessen gehen wir wie folgt vor: Es sei a der Grenzwert. Auf
beiden Seiten der Rekursionsgleichung a,, 1 = %an+6 gehen wir zum Grenzwert n — 0o
iiber. Die linke Seite konvergiert gegen a. Die rechte Seite konvergiert gegen %a+6. Es
gilt also

= +6
a=—a .
2

Daraus folgt sofort: a=12

Definition (Teilfolge). Sei (a,)nen eine Folge, und sei nq,ng,ns, ... eine Folge von
natiirlichen Zahlen (’Indizes’) mit ny < ny < ng < .... Dann heifit die Folge (an, )ken
Teilfolge der Folge (ay,)nen-

Beispiel. Die Folge a,,:=(—1)"-n, also —1, 42, —3, +4, ... hat als Teilfolge z.B. die Fol-
ge 2,4,6, ..., aber auch die Teilfolge —1, —5, —9, —13, ... oder auch 2,4, 8,16, 32, ..., aber



4,2,8,6,12,10, ... ist keine Teilfolge, da die Reihung der Folgenglieder verandert wurde.

Definition (Haufungspunkt). Sei (a,) eine Folge in C (oder R). Ein a € CU {o0}
(bzw. a € R U {—00,400}) heifit Haufungspunkt (HP) von (a,), wenn die Folge eine
Teilfolge hat, die gegen a konvergiert (bzw. im Fall a = (£)oo: bestimmt divergiert).
Im Falle der bestimmten Divergenz einer Teilfolge bezeichnet man einen HP (4)oo
auch als uneigentlich.

Beispiele. Die Folge a,, = (—1)" hat zwei HP +1 und —1.
Die Folge a,, = (—=1)" - (1 — 1) hat ebenfalls zwei HP +1.
Die komplexe Folge a,, = ¢" hat vier HP +i, +1.

Die Folge a,, = % hat genau einen HP 0.

Die Folge a,,:=(1—(—1)")", also die Folge 2,0,8,0,32,0,128,... hat zwei Haufungspunkte,
davon einer uneigentlich: 0 und 4o0.

Bemerkung. Aquivalente Charakterisierung von Haufungspunkten:

a ist genau dann HP von (a,), wenn in jedem e-Kreis um @ unendlich viele Folgenglie-
der liegen.

(Némlich: Die Glieder der Teilfolge aus der Definition des HP)

Bemerkung: Dafiir dass a ein HP von (a,) ist, ist es sogar hinreichend, wenn in
jedem e-Kreis um a nur mindestens ein Folgenglied a,, mit a,, #a liegt! Grund: Wéhle
immer kleinere Kreise um a; in jedem liegt wieder ein Folgenglied; diese Folgenglieder
bilden eine Teilfolge, die gegen a konvergiert (Skizze).

Definition (Limes Superior, Limes Inferior) Fiir eine reelle(!) Folge, die min-
destens einen HP hat, heifit der grofite (ggf. auch uneigentliche) HP Limes Superior
"lim sup”; der kleinste (ggf. uneigentliche) HP heifit Limes Inferior "lim inf”.

Beispiele:
Die Folge a,, = (—1)" hat lim sup a, = 1 und lim inf a,, = —1.
Die Folge a,,:=(1—(—1)")" (s.0.) hat lim sup a,, = 400 und lim inf a,, = 0.

Satz (Zusammenhang Grenzwert/Hiufungspunkt). Der Grenzwert einer
(konvergenten) Folge ist immer auch HP (ist trivial; als Teilfolge einfach die Folge
selbst nehmen). Die Umkehrung ist falsch: Ein HP braucht nicht Grenzwert zu sein
(Gegenbeispiel: a,, = (—1)" hat zwei HP, die beide nicht Grenzwert sind.

Eine komplexe (reelle) Folge ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen
Héufungspunkt im C (bzw. in R) (d.h.#+00) hat.

Zur Begriindung: Sei (a,) eine Folge mit zwei HP a,a € C; a # a. Dann ist |a—a| > 0. Wir setzen
¢ := zla—al>0. Dann liegen unendlich viele Folgenglieder im e-Kreis um a, und es liegen unendlich

viele Folgenglieder im e-Kreis um a. Man kann dann keinen Kreis mit Radius € derart finden, dass



nur endlich viele Folgenglieder auflerhalb des Kreises liegen. Konvergenz aber bedeutet insbesonde-

re, dass nur endlich viele Folgenglieder a, ..., an,—1 auflerhalb eines e-Kreises um den Grenzwert liegen.

Satz (Satz von Bolzano-Weierstraf},'! Zusammenhang Beschrinktheit /
Haufungspunkte). Jede beschrankte komplexe (oder reelle) Folge hat (mindestens)
einen Haufungspunkt.

Zur Begriindung: Die Beweisidee ist sehr anschaulich. Sei (a,) beschriankt. Dann
kann man ein Quadrat finden (in C, bzw. Intervall in R) in dem alle Folgenglieder
liegen. Dieses Quadrat kann man in 4 gleich grofie Teilquadrate teilen (2 Teilinter-
valle im reellen Fall); in mindestens einem der Teilquadrate miissen unendlich viele
Folgenglieder liegen. Ein solches Teilquadrat, in dem unendlich viele Folgenglieder
liegen, zerteilt man wieder in 4 gleich grofle Teilquadrate, in mindestens einem davon
miissen unendlich viele Folgenglieder liegen. So bekommt man eine Folge ); von
ineinanderliegenden Quadraten, deren Seitenldnge gegen null geht, und in jedem der
Quadrate liegen unendlich viele Folgenglieder. Man wahlt aus jedem dieser Quadrate
Qi ein darinliegendes Folgenglied a,, aus und erhélt so eine Teilfolge (an, )ren
von (an)nen. Man sieht leicht ein, dass diese Cauchy-Folge ist. Somit hat sie einen
Grenzwert, und dieser ist nach Definition ein HP von (a,). a

Sowohl das Epsilon- als auch das Cauchy-Kriterium der Konvergenz stoflen schnell
an ihre Grenzen, wenn es um die praktische Uberpriifung von komplizierten Folgen
geht. (beispielsweise a,, := %) Da sich komplizierte Folgen oft als Summen oder
Produkte oder Quotienten von einfacheren Folgen auffassen lassen, sind die gleich
folgenden Rechenregeln fiir Grenzwerte sehr niitzlich. Auch schon weiter oben hatten
wir einfach behauptet, dass wenn a,, gegen ein a konvergiert, dann % a,+6 gegen % a+6

geht. Wieso ist das so?

Satz (wichtige Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Seien (a,,) und (b,) kon-
vergente Folgen mit lima, = a, limb, = b. Dann sind auch die Folgen (a,,+b,) und

a,b, konvergent, und zwar gilt lim a,,+b,, = a+b, lim a,b, = ab. Sind ferner alle b,, #0

und ist b#£0, so ist auch (Z—:) konvergent mit lign B =%

Im Falle der Existenz von lim a,, und lim b,, kann man also schreiben

lim(a,+b,) =lima, + limb,, lim(a,b,) =lima, -limb,, lim-— =

Beweis: Wir wollen hier die Aussage exemplarisch (nur) fiir "4 zeigen:
Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a = lima,, b = limb,,. Sei € >0 beliebig

11K arl Weierstraf, 1815-1897, einer der wichtigsten Mathematiker des 19. Jahrhunderts, soweit es
um die prizise Formulierung der Grundlagenden der Analysis geht.
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vorgegeben. Dann gibt es ein ng und ein 7y in N, so dass (5-Trick!)
€ € ~
|CL—CL7L| < 5 Vn>n0 und ‘b—bn| < 5 Vn>n0.

Es folgt fiir alle n> Ny := max{ng, ng }:
€

2

(a+b) — (an+ba)| = |(a—an) + (b=by)| < la—ay| + |b—by| < g TR

O

Erginzung zum Satz: Die Rechenregeln gelten zum Teil auch dann, wenn eine der
beiden Folgen oder beide bestimmt divergent ist/sind. So gilt also: Ist lima, = 400

und lim b,, = 400, so ist (a,+b,), bestimmt divergent und es gilt lim a,,+b, = co. Kurz

(symbolisch) kann man dies schreiben als "oo+c=00". In einem solchen Sinne gelten
auch die entsprechenden Regel " oco+00=00", 700 - (oo) =+00", 700 - ¢ = sgn(c) - 00”
fiir c#0, 7S = 07. Aber: Uber Grenzwerte vom Typ ”oo—00”, 727 kann man keine
allgemeinen Aussagen treffen; erst durch Umformungen kann man diese Fille oft auf

die Rechenregeln zuriickfithren:

Anwendungsbeispiel fiir den Fall ”=” d.h. genauer: lim %=, wobei lim a,, = oo,

00 byp
lim b,, = oo:
(L
n 3 —4n + 5n2 n A% —-245) n L -3145 lim(3%—2+5)
. 1 .
(+) hﬁ“ﬁ""hﬁnQ 0+2 2

lim% —lim2+1im5 0+0+5 5
dabei wurde an den Stellen (*) die Grenzwert-Rechenregeln verwendet.

Anwendungsbeispiel fiir den Fall ”co—o0”, d.h. genauer: lim a,,—b,,, wobei lim a,, =

oo, lim b, = oo:
n

v T3V 7T = L Y2Vt DR 24vn 4 1)
' " V4 24y/n+ 1

(n4+2) = (n+1) _ . 1 L
noVnE24vVn+l o n Vn+2+vn+1

1 ” Ccn

wobei im letzten Schritt die Rechenregel fiir den Fal verwendet wurde. Die
Vorgehensweise beruht darauf, dass ”oo+00” weit weniger ’schlimm’ ist als "oco—o0”,
denn es gibt die Rechenregel "oco+o00=00".
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Eine weitere Anwendung/Folgerung der Rechenregeln: Aus obigem Satz folgt:
Wenn (a,) eine konvergente Folge ist und « € C beliebige Zahl, so ist auch («a,)
konvergent, und lirrln aa, = ozlirrln a,. (Ist Spezialfall vom Satz mit konstanter Folge
(0)n-)

Es gilt also auch eine Linearitit des Grenzwertprozesses: Sind (a,,) und (b,) konvergente
Folgen, so ist auch die Folge (aa,+ (5b,) konvergent, und es gilt

lim(aa,+58b,) = lim aa, + lim b, = alima,, + 5lim b,

Satz (Rechenregel fiir konvergente Folgen). Sei (a,,) eine Folge, die gegen null
konvergiert (eine solche Folge nennt man auch Nullfolge). Sei (b,) eine beschrénkte
Folge, dann ist auch (a,b,) konvergent, und es ist lim a,b, = 0.

Beweis: Sei b € R eine Schranke von (b,). O.B.d.A. sei b > 0. Sei € > 0 beliebig. Da
(an) gegen null konvergiert, gibt es ein ng, so dass fiir alle n>ng gilt: |a,—0|=|a,| < 5.
(Beachte: Begriindung fiir das ; wie beim Epsilon-Halbe-Trick). Es folgt

|anbn—0] = |an| - |ba] < Zf) b=e

fiir alle n>nq. Es folgt die Behauptung a.

Anwendungsbeispiel: a, = M = % - sin(y/n) konvergiert gegen null, denn %

konvergiert gegen null und sin(y/n) ist (durch 1) beschrénkt.

Satz (”Einschachtelung durch konvergente Folgen”, ” Vergleichskriterium”).
Seien (a,) und (c,) konvergente reelle(!) Folgen mit dem gleichen Grenzwert lim a,, =

b =limec,. Sei (b,) eine Folge mit der Eigenschaft

a, <b, <c, VneN.

Dann ist auch (b,,) konvergent mit lim b, = b.

Ist (a,) eine Folge mit lima, = +oo und b, > a, fir alle n € N, so ist auch
limb,, = +o00. Analog: Ist (a,) Folge mit lima,, = —oo und b, < a, fir alle n €N, so
ist auch limb,, = —oc0

Die Aussagen leuchtet anschaulich ein; auf einen Beweis verzichten wir.

Beispiel: Untersuche das Konvergenzverhalten von a,, := %ﬁf(nz)) Wir schachteln

diese recht komplizierte Folge durch zwei einfachere Folgen ein: Es ist

n—1<an<n+1:1
n+1— “n+1

_1 _1
(Einschachtelung), und lim 224 = li ZEL 2 ; = lim Lz = 1, also nach obigem Satz ist

n

(a,) konvergent und es ist lima,, = 1.
n

12



Weiteres Beispiel: In der Ubung wird mit dem Einschachtelungskriterium gezeigt:
Fiir g€ R mit |¢| <1 ist lim¢" = 0.

Noch einige elementare/wichtige Grenzwerte:

o a0 oo ,a>1
: a ’ _ : n __ 1 ,Oézl
(a) hrrlnn =< 1 ,a=0 (b) hrrlnoz =19 0 0<a<1
0 ,a<0 .
s.U. ,a<0

() lmYn=1,  (d) limVn!=occ.

Beachte: Die Aussage (a) folgt im Fall a €Z direkt aus den Rechenregeln.

Aussage (d) wird in der Ubung gezeigt.

Beweis der Aussage (c) (beachte: Leider ist keine unserer Rechenregeln auf {/n an-
wendbar!):

(n—o00)

Wir betrachten die Hilfsfolge x,, := /n—1>0 und wollen zeigen, dass x, —

Es ist offensichtlich (1+x,)"=n.

Ferner, unter Verwendung der Binomischen Formel (1. Sem.) unter Beriicksichtigung
der Nichtnegativitdt der Summanden:

- ~1
w= ey =30 () vtz () e (5 ) et = Mg

k=0

Es folgt n > 1—|—@ r2 | somit % > 22 >0. Mit dem Einschachtelungskriterium folgt,
dass lim 22 =0. Mit Rechenregel also 0 = (liqgn r,)?%, also 0 = lim 2. O
JAllgemeine Schlussbemerkung: Bei der Priifung einer Folge auf Konvergenz sollte man nach
Moglichkeit versuchen, mit Hilfe der Rechenregeln zu einem Schluss zu kommen, d.h. mit ihrer Hilfe
die Berechnung von Grenzwerten auf einfachere/bekannte Grenzwerte zuriickfithren, und nur im
"Notfall’, wenn keine Rechenregel greift, zum ”Epsilon” greifen. Die Bedeutung der Epsilon-Kriterien
liegt hauptséichlich darin, dass wir mit ihrer Hilfe die obigen Rechenregeln herleiten konnten.
Auflerdem werden wir die Epsilon-Kriterien auch im folgenden Kapitel iiber Reihen verwenden

miissen, um praktikablere Konvergenzkriterien fiir Reihen herzuleiten.
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2 Reihen

Sei (a,)nen eine Folge. Dann nennt man s, := Y. a; '* die n-te Partialsumme der
k=1

Folge. Die Partialsummen bilden offensichtlich ebenfalls eine Folge, (s,), also die Folge

S1=ay, S2 :a1+a2, 83:a1—|—a2+a3,...

Die Folge von Partialsummen wird Reihe genannt.

Eine Reihe ist also nicht anderes als eine Folge mit einer speziellen Struktur. Aus jeder

Folge (a,)nen kann man also eine Reihe (s, ),eny machen, indem man s, als die n-te

Partialsumme setzt, also die Summe der ersten n Folgenglieder.

Bsp. (Geometrische Reihe). Wir betrachten, fiir ein vorgegebenes g € C, die Folge
an == q", n € Ny; also die Folge ¢°, ¢', ¢*, ¢*.... Die zugehorige Reihe (Folge der Parti-

alsummen) ist dann die (aus dem ersten Semester bekannte) sog. Geometrische Reihe
n

s, = > q~. Im ersten Semester haben wir berechnet:
k=0

n L 1_qn+1
n = =—7 2.1

sofern ¢#1 (Summenformel der geometrischen Reihe).

Da es sich bei Reihen letztendlich um Folgen handelt, liegt es nahe, auch Reihen auf
Konvergenz zu untersuchen. Zunéchst zur Schreibweise: Ist eine Reihe s, = > ag
k=1

konvergent, so bezeichnet man den Grenzwert mit

n o0
lims,, = lim 5 ap =: g ag
n n
k=1 k=1

Leider trennt man, was die Schreibweise angeht, nicht immer sauber zwischen der

Reihe und dem Grenzwert der Reihe; die eigentlich korrekte Schreibweise fiir eine
Reihe, ($,)nen, also (Z ak) , findet selten Verwendung; stattdessen bezeichnet
k=1 neN

[o¢]

man die Reihe selbst i.a. auch mit > a;. Aus dem Zusammenhang geht hervor, ob
k=1

die Reihe oder ihr Grenzwert gemeint ist."”

n
20der auch s, := Y ag, falls (an)nen,
k=0
13Kommt dieser Ausdruck in irgendwelchen Gleichungen vor, so kann man davon ausgehen, dass der
o0

7

Grenzwert gemeint ist; kommt dagegen in einem Text oder Aufgabenstellung ”... die Reihe ) af ...
k=1
vor, so ist offensichtlich die Reihe gemeint.
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Bsp. (Grenzwert der Geometrischen Reihe). Nach den Rechenregeln fiir Folgen
ist unter Verwendung von (2.1)

ne1 liml—g¢™™ 1 —limg"

k1 k1
E q zhmg q" = lim = = ,
k=0 " k=0 no =g 1—q I=q

sofern lim ¢" existiert. Im Fall |¢| <1 existiert dieser Grenzwert; es ist lim ¢" = 0, also:
n n

k __ _ _
Y ¢ =(s0)= =1 <t

o0 1 —1limqg" 1
k=0 I—q

Man kann zeigen, dass fiir alle ¢ € C mit |¢| > 1 die geometrische Reihe divergent ist.

Also z.B. ist > (%)k =1 =2 und > (—3)" existiert nicht.
k=0 k=0

1
1-3

Historische Anmerkung/Motivation. Vor Beginn des 19. Jahrhunderts hat man gene-

rationenlang diskutiert, ob denn die folgende ”Summation von unendlich vielen Zahlen”
o0

S (-1 = 41 -1+ 1 -1+ 1 — 1... gleich null oder gleich eins ist. Argumente lauteteten:
k=0
Bei Klammerung (1—1)+(1—1)+(1—1)+... =040+ 0+... kommt null heraus. Bei Klammerung

1+(-1+1)4+(-1+1)4+..=140+0+ ... kommt eins heraus. Noch schlimmer: Bald bemerkte
man: Wenn man die Summanden umordnetzu +1+1—-1+14+1—-14+1+1-1414+1—-1+ ..,
so bekommt man (2 —-1)+(2—-1)+(2—-1)+ .. =141+ .. = co | Wir kénnen dazu folgende
préazise Aussage machen: Wir kennen keine Summation von unendlich vielen Zahlen. Was wir kennen,
sind Reihen. Der Grenzwert einer Reihe ist als Grenzwert der n-ten Partialsummen festgelegt,

d.h. wir legen damit eine Reihenfolge fest, in der die Summanden addiert werden; umordnen der

o0

Reihenglieder ist i.a. nicht erlaubt. Die Reihe > (—1)* ist divergent, (denn) sie hat zwei verschie-
k=0

denen H&aufungspunkte 1 und 0. Das sieht man daran, dass fiir ungerades n die n-te Partialsumme

spn=01-1)4+1-1)+..+4(1—-1)=0+0... 40 =0 ist, und fiir gerades n die n-te Partialsumme
spn=1-1)4+1-1)4+..+(1—-1)+1=0+0...+0+ 1 =1 ist; es gibt also jeweils unendlich viele
Folgenglieder s,, die in jedem beliebigen e-Kreis um 1 bzw. um 0 liegen.

Man soll an diesem Beispiel sehen: Es ist ziemlich sinnlos, unendlich viele Zahlen ’gleichzeitig’ addieren
zu wollen; das Ergebnis kann je nach Klammerung oder Umsortierung der Summanden ziemlich
beliebig werden. Man kann immer nur endlich viele Zahlen addieren. Eine sinnvolle mathematische
Vorgehensweise ist, nur n viele Summanden zu addieren, und zwar bei vorher festgelegter Reihenfolge
der Glieder, und dann zu priifen, ob es einen Grenzwert fiir n — oo gibt. Dies motiviert, warum man

Reihen als Folgen der Partialsummen definiert hat.

2.1 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Da Reihen nichts anderes als Folgen von Partialsummen sind, kann man natiirlich
versuchen, alles, was fiir Folgen gilt, auch fiir Reihen zu formulieren. So bekommen
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wir einige ad-hoc-Konvergenzkriterien fiir Reihen:

Das Epsilon-Kriterium der Konvergenz fiir Reihen:

(0.9}
Eine Reihe ) a; ist genau dann konvergent gegen eine Zahl a € C, wenn
k=1

Ve>0 dngeNVn>ng : |a—2ak| <e

k=1

Dieses Kriterium ist in der Praxis i.a. wenig niitzlich (denn kaum jemals kann man
das passende a erraten).

Das Cauchy-Kriterium der Konvergenz fiir Reihen lautet offensichtlich (indem wir
das Cauchy-Kritierium fiir Folgen auf die Folge der Partialsummen (s, ),eny anwenden):

Ve>0dngeNVm>n>ng : |Zak —Zak| <e,

k=1 k=1

was man kiirzer schreiben kann als

m
Ve>0dngeNVm>n>ng : ‘ Z ak‘ <€,
k=n+1

Auch die Rechenregel fiir die Summe (und Linearkombination)!'* von konver-

genten Folgen lassen sich auf Reihen anwenden: Sind > a; und > b, konvergente
k=1 k=1
Reihen, so ist auch die Reihe iiber die Folgenglieder aay+ 8by konvergent, und es gilt
fiir den Grenzwert: - . -
Z(aak+ﬁbk) = aZak + ﬂ Zbk
k= k=1

1 k=1

Nun noch ein Divergenz-Kriterium fiir Reihen:

Satz. Sei ) a; eine konvergente Reihe. Dann ist die Folge (a,) eine Nullfolge.
k=0
Dies ist ein Divergenzkriterium fiir Reihen, denn: Ist (a,) nicht gegen null konvergent,

o
so muss die Reihe ) a divergent sein.
k=1
Beweis des Satzes: Sei die Reihe konvergent. Dann erfiillt sie das Cauchy-Kriterium

der Konvergenz. Im Cauchy-Kriterium wéhlen wir speziell m := n+1 und bekommen:

Ve>03dngeNVYn>ng: |ani1| <e

14Um das Produkt von zwei Reihen kiimmern wir uns spéter, sieche: Cauchy-Produkt
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Mit ng := np+1 wird also das Epsilon-Kriterium der Konvergenz gegen null erfiillt. O

Wichtig: Die Umkehrung des obigen Kriteriums gilt nicht:

Aus lim a,, = 0 folgt i.a. nicht, dass > aj konvergent ist.
Dazu gibt es das folgende beriihmte =
Gegenbeispiel (Harmonische Reihe). Obwohl lirlin% = 0 ist, ist die Reihe 3 %
divergent. =

Beweis: Wir zeigen, dass das Cauchy-Kriterium nicht erfiillt wird, dass also die Ne-

gation des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen erfiillt wird:

Setze € := }L. Sei ng €N beliebig vorgegeben. Sei n eine Zweierpotenz, die grofler als ng

ist: n = 2", Sei m = 27"*!. Dann ist
1

| 1 1 o 1
= Sn = == e+ —=>(m-n)-—=(2-2"-2"). —— =" >
§ s k;n“k: n—l—l+ +m (m=n) m ( ) 2.20 2 ¢

Bemerkung zur Idee obigen Beweises: Im Beweis wird die Idee verwendet, je-

weils "Pakete’ zu packen aus den Summanden %, wobei k von einer Zweierpotenz bis

zur nachsten Zweierpotenz lauft; jedes solches Paket ist > % Anschaulich kann man
o0

dementsprechend argumentieren, % wéchst iiber alle Schranken (ist bestimmt di-

vergent gegen oo), da

Sl GGl b e G )
k-2 \3 4 5 6 7 8 9 16/ "

g

i
.

9
\

0=
Bemerkung: Die Harmonische Reihe divergiert gegen unendlich, jedoch extrem
langsam. So ist z.B. s1.000.000 &~ 14, 39272672.

Bemerkung: Neben obiger Rechnung kann man, im Vorgriff auf spitere Kapitel bzw. im Riickgriff

auf Schulwissen, die bestimmte Divergenz der Harmonischen Reihe auch anders zeigen: Es ist
n+1

n + n o0
offensichtlich (Skizze) 3 % > [ %daz —Inx HLH =In(n+1) ( ;) 00
k=1 1

Bevor wir zu weiteren Konvergenz-/Divergenzkriterien kommen, hier eine Definition
eines 'verschirften” Konvergenzbegriffes fiir Reihen:

Def. (Absolute Konvergenz). Eine Reihe ) a; heifit absolut konvergent, wenn die
k=1

Reihe iiber die Betrage, also Y |ag|, konvergent ist.
k=1
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Man kann leicht einsehen, dass aus absoluter Konvergenz die Konvergenz folgt:

Sei die Reihe ) a; absolut konvergent, also Z lag| ist konvergent. Sei € > 0 be-
k=1

liebig. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir die Reihe Z lag| gibt es ein ng, so dass

fir alle m > n > ng gilt ||ans1] + - + |an|] < e Mlt der Drelecksunglelchung

folgt |ans1 + .o + am| < |apg1| + ... + |am| < ¢, d.h. die Reihe Z ay erfiillt das
k=1
Cauchy-Kriterium der Konvergenz. O

Nun weitere Kriterien (Vergleichskriterien fiir Reihen):

Satz (Minoranten-Kriterium). Sei > a; eine reelle Reihe und a; > b, > 0, und
k=1

sei die reelle Reihe ) by divergent. Dann ist auch ) aj divergent. (Man nennt die

k=1 k=1
o

Reihe ) by eine divergente Minorante der Reihe ) ag.)
k=1 k=1

Satz (Majoranten-Kriterium). Sei ) a; eine (komplexe oder reelle) Reihe und
k=1

lag| < by, und sei ) by konvergent (da die by > 0 sind: sogar absolut konvergent).

k=1
o0 [e.e]
Dann ist auch die Reihe ) a5 absolut konvergent. (Man nennt die Reihe ) by eine
k=1 k=1
o0
konvergente Majorante der Reihe ) ay.)
k=1

Zum Beweis (wir beschrénken uns auf das Majoranten-Kriterium): Da die Reihe

> by konvergent ist, gilt nach dem Cauchy-Kriterium fiir jedes € > 0: Es gibt ein
k=1
ng, so dass fiir alle m > n > ngy gilt: b1+ ... +b, < €. Da |ag| < bpVE gilt, folgt

|api1| + oo 4 am] < by + ... + by, < €, also ist die Reihe ) |ax| konvergent. O
k=1
Die bisher genannten Konvergenzkriterien sind meist recht umsténdlich anzuwenden;
die Epsilon-Kriterien sowieso, und die obigen Vergleichskriterien erfordern Geschick
bei der Konstruktion einer geeigneten Minorante/Majorante. Um den praktischen
Nachweis von Konvergenz oder Divergenz einer Reihe einfacher fithren zu konnen,
leiten wir daher weitere Kriterien her, die in der Praxis leicht anwendbar sind: Das
Wurzel- sowie das Quotientenkriterium. Als Hilfsmittel zu deren Herleitung verwenden
wir das Majorantenkriterium sowie unser Wissen {iber die Konvergenz der Geometri-
schen Reihe; wir benutzen namlich die geometrische Reihe als (konvergente) Majorante:
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Satz (Wurzelkriterium, 1. Version). '° (a) Die Reihe Y ay, ist absolut konvergent,
k=0
falls es eine Zahl ¢ € (0, 1) gibt und ein ng €N so dass

el < g V> ng

gilt. (b) Falls
Vlan| > 1 Vn > ng,

so ist die Reihe divergent.
Zum Beweis: Die Bedingung schreiben wir in der Form |a,| <¢". (a) Fiir g€ (0,1) ist

q" konvergente Majorante der gegebenen Reihe. (b) Fiir ¢=1 ist wegen {/|a,|>1
k=0
auch |a,| > 1, somit kann (a,) keine Nullfolge sein, und somit muss die Reihe nach
dem Divergenzkriterium divergent sein. O

Satz (Wurzelkriterium, 2. Version). (a) Die Reihe » a; ist absolut konvergent,

k=0
falls
lim sup{/|a,| <1

lim sup+/|a,| > 1

so ist die Reihe divergent. Falls lim {/|a,| existiert, so kann man in den obigen Bedin-
n

gilt. (b) Falls

gungen "lim sup” durch ”"lim” ersetzen.

Beweisidee: Die (a)-Teilaussage der 2. Version lésst sich auf die 1. Version unmittel-
bar zuriickfithren. Fiir die (b)-Teilaussage iiberlegt man sich, dass die Existenz eines
Haufungspunktes gréfer als eins unendlich viele Folgenglieder gréfier als eins zur Folge
hat, was der fiir die Konvergenz der Reihe notwendige Bedingung li7ILn a, = 0 wider-

spricht. O
Beachte:

— Falls die Folge {/|a,| konvergent ist oder bestimmt divergent gegen unendlich, so
ist lim sup {/|a,| = lim {/|a,|, d.h. im Kriterium lésst sich dann ”lim sup” durch

"lim” ersetzen. Man kann also knapp auch schreiben

oo
lim {/|a,| >1 = > aj divergent

lim {/la,| <1 = > aj (abs.) konvergent
n—o00 1

Die Formulierung mit "lim sup” ist allerdings etwas allgemeiner. Die Formulie-
rung mit "lim” reicht jedoch oft aus.

15Es geht zuriick auf A. Cauchy und J. Hadamard (1865-1963).
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— Zur 1. Formulierung; eine "beliebte’ Fehlerquelle ist:
Es reicht nicht aus, wenn W < 1 ist, um auf Konvergenz der Reihe zu
schlielen. Aus dieser Eigenschaft folgt ndmlich i.a. nicht, dass es ein ¢ gibt mit
W < q < 1Vn.
Gegenbeispiel: a,, := (1——)” = m =1- ; ist echt kleiner als 1 fiir alle
n, aber trotzdem gibt es kein ¢, welches sich zwischen 1 und die Terme 1 — =
schieben lédsst, da 1 — der Zahl 1 beliebig nahe kommt. Und in der Tat: Man

kann zeigen (spéteres Kapltel), dass a,, := (1—%)” (7H—O>o é # 0, woraus mit dem
Divergenzkriterium folgt, dass die Reihe divergent ist.

— zur 2. Formulierung: Der Fall lim sup {/|a,| = 1 ist (mit diesem Kriterium) un-
entscheidbar. In diesem Fall ist, falls alle {/|a,| > 1 sind (man sich also von oben
der eins ndhert), der Divergenz-Fall des 1. Kriteriums anwendbar; falls es jedoch
(unendlich viele) n gibt mit {/|a,| < 1 (man sich von unten der eins nihert), ist
mit beiden Versionen des Wurzelkriteriums keine Entscheidung mdglich.

Anwendungsbeispiel: Untersuche das Konvergenzverhalten der Reihe ) %

k=0
Es ist ligbn Y an| =

,\l/lﬁ =0, denn lim v/n! = co. Die Reihe ist also konvergent.
Auf diesem Konvergenzresultat aufbauend definieren wir:

n—oo

Def. (Euler’sche Zahl) Die Zahl

a

I
M8
==

=
Il
o

heiflt Euler’sche Zahl. '

Bemerkung: Die Euler’sche Zahl ist irrational. Thr Zahlenwert ist ndherungsweise
e &~ 2.7182818284590452355... Sie ist, neben 7, eine der wichtigsten Konstanten der
Mathematik. Wir werden Sie bei der Definition der Exponentialfunktion wiedertreffen.

Satz (Quotientenkriterium). ' (a) Die Reihe 2 ay, ist absolut konvergent, falls es
eine Zahl ¢ € (0, 1) gibt und ein ng €N so dass an;«éOVn>n0 und

Qp41
ap,

<q Vn=mng

16T eonhard Euler, 1707-1783.
Die Reihe konvergiert recht schnell, da , schnell klein wird; man kann also mit dem Taschenrech-
ner/Computer unter Verwendung von recht wenigen Reihengliedern eine gute Naherung fiir e berech-
nen.

1"Das Kriterium geht zuriick auf J.-B. d’Alembert (1717-1783).
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gilt. Aquivalent zu dieser Bedingung ist die Bedingung

lim sup ‘anﬂ 1.
Qn
(b) Falls
T > 1 Vi > n,
Qn

so ist die Reihe divergent.

An+41

Qn

Im Fall lim sup

> 1 ist, anders als beim Wurzelkriterium, keine sichere Aussage moglich. Was

jedoch reicht ist: Aus lim > 1 folgt Divergenz der Reihe, oder, noch etwas schwécher, aus

An41
n—oo | 4n

lim inf

%‘ >1 folgt Divergenz der Reihe.

Jedenfalls kann man auch hier im Fall der Existenz eines Grenzwertes (auch uneigentlich) kurz for-
mulieren:

o0
lim |[*# >1 = 3 ay divergent
n—00 n %;1 (2.2)
lim || <1 = 3 a (abs.) konvergent
n—oo n k=1

Die obige Formulierung aus dem Quotientenkriterium ist jedoch etwas allgemeiner als (2.2).

Anschaulich: Die Quotientenbedingung quantifiziert, ob die Reihenglieder ’hinreichend
schnell’, ndmlich so schnell wie eine geometrische Reihe, abklingt. Dies liefert die
Beweisidee fiir die erste Aussage des Satzes: Namlich zu zeigen, dass die geometrische
Reihe eine konvergente Majorante ist. Die Divergenzaussage zeigt man so: Aus der
angegebenen Bedingung folgt |a,1|>|a,|, d.h. die Folge (]a,|) ist ab a >ng§ monoton
wachsend. Damit ist li7rln la,,|#0, woraus man ligbn a, #0 folgern kann. Daraus folgt die

Divergenz der Reihe. u
Anwendungsbeispiel: Untersuche die Reihe )’ Ei{“))z' auf Konvergenz.
k=1
Es ist
—2 —2
———
2 (2 2 2
ani1|  @n+2)-nl? (2n41)- (2n+2) " ( +ﬁ>< +ﬁ) (nr29)
- 2. I 2 o 1
N L
-1

Da dieser Term gegen 4 > 1 konvergiert, ist die Reihe, nach dem Zusatz (2.2) zum
Quotientenkriterium, divergent; oder, ohne Zusatz direkt mit dem Quotientenkrite-

rium argumentiert, fiir alle n ab einem hinreichend grofien ngy sind die Terme ‘az—“

)

da sie gegen 4 gehen, grofler als eins (z.B. € = 3 oder kleiner wéhlen). Nach dem
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Quotientenkriterium ist die Reihe also divergent.

Und nun noch ein letzes Konvergenzkriterium. Dieses liefert, anders als Wurzel- und
Quotientenkriterium, nur die Konvergenz, nicht die absolute Konvergenz. Es betrifft
alternierende Reihen, also Reihen, deren Glieder abwechselnd postiv und negativ sind:

Satz (Leibniz-Kriterium) Seien alle a; > 0 (Nichtnegativitit)'® mit ax > apyy

(Monotonie) und liin ar, = 0 (Nullfolge). Dann ist die alternierende Reihe Y (—1)*ay,
k=0
konvergent.

Anwendungsbeispiel (Alternierende Harmonische Reihe): Die Reihe
> (=1)* 1 ist konvergent.

k=1

Grund: Die Folge a; = % ist nichtnegativ, monoton fallend, und Nullfolge, also liefert
das Leibniz-Kriterium die Konvergenz der Reihe.!” Die Alternierende Harmonische
Reihe ist also ein Beispiel fiir eine Reihe, die konvergent, aber nicht absolut konvergent
ist: Sie kann nicht absolut konvergent sein, da wir uns von der Divergenz von
3 Sk

k=1

o
= > 1 bereits iiberzeugt haben.
k=1

Beweis des Satzes: Wir verwenden das Cauchy-Kriterium fiir Reihen, um die Kon-
vergenz zu zeigen. Wir miissen also zeigen, dass s,, —s, (fiir m >n) klein” wird fiir
‘grofle’ m, n. Dazu betrachten wir s,,—s, in zwei verschiedene Klammerungen:*’

(Wir beschrianken uns hier auf den Fall, dass m—n eine gerade Zahl ist; der Fall, dass
m—n ungerade ist, kann dhnlich behandelt werden.)

Erste Klammerung:

m
(=) (sm—sn) = (=1)"" Z (—D)*ar = tns1 — Gngo + ngs — .. — Ay
k=n+1
= (an+1 - an+2> + (an+3 - an+4) +... + (amfl - am)
NS - e N -~ > N /s
>0 wg. Monot. >0 wg. Monot. >0 wg. Monot.
Zweite Klammerung;:
(_1)n+1 (Sm_sn) = Qan4+1 — gan+2 : an+3) - (an+4 : an+52—... — am
>0 wg. Monot. >0 wg. Monot. >0 wg. Pos.

Aus der ersten Klammerung schliefen wir, dass (—1)"! (s,,,—s,) > 0. Aus der zweiten
Klammerung schlieflen wir, dass (—1)""! (s,, — s,) < @ny1 < a,. Insgesamt ist also

18Die Nichtnegativitit kann man hier auch weglassen, da sie sich automatisch aus den beiden an-
deren Voraussetzungen ergibt.
Man kann, unter Zuhilfenahme von Methoden aus der Differential- und Integralrechnung (’Satz
o0
von Taylor’, siehe auch (3.18)) zeigen, dass der Grenzwert > (—1)¥ + = —In2 ist.
k=1
20In endlichen Summen darf man natiirlich beliebig klammern.
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|Sm— 8| < ap.

Fiir beliebig vorgegebenes € > 0 konnen wir, da (a,) Nullfolge ist, ein ny finden, so
dass a,, <e. Mit obiger Abschétzung ist dann auch |s,,—s,| <a, <a,, <€ Vm>n> ny,
wobei die Monotonie nochmal verwendet wurde. O

Bemerkung iiber die Konvergenzkriterien fiir Reihen: Die am einfachsten
anzuwendenden Kriterien, um Konvergenz oder Divergenz von Reihen zu zeigen,
sind das Divergenz-, das Wurzel- und das Quotientenkriterium; bei alternierenden
Reihen auch das Leibniz-Kriterium. Wenn diese Kriterien keine Entscheidung liefern,
sollte man es mit Majoranten-/Minoranten- oder Cauchy-Kriterium versuchen. Auch
wenn man erkennt, dass die gegebene Reihe sich nur wenig von einer Reihe, deren
Konvergenzverhalten man kennt (z.B. die Bauart ), (1/k)%), unterscheidet, bietet es
sich an zu probieren, diese Reihe als konvergente Majorante bzw. divergente Minorante
zu benutzen.

Anders als bei der Konvergenzuntersuchung von Folgen liefert die Konvergenzuntersu-
chung von Reihen mit Hilfe der in diesem Kapitel dargestellten Methoden nicht den
konkreten Grenzwert, sondern nur die Ezistenz eines Grenzwertes. Die Ermittlung ei-
nes konkreten Zahlenwertes fiir den Grenzwert ist i.a. fiir Reihen schwieriger als fiir
Folgen. Um fiir einige Reihen die Grenzwerte konkret zu bestimmen, hilft manchmal
der folgende Satz, der sich mit der Multiplikation von Reihen beschéftigt. Wir wollen,

fiir gegebene absolut konvergente Reihen » aj und > by eine Formel fiir das Produkt
k=0 k=0

[e.e] oo

der Grenzwerte (Y ai) - ( Y bx) herleiten, und zwar soll das Ergebnis die Form ei-
k=0 k=0

ner Rethe haben. Um zu einer Vermutung zu kommen, schauen wir uns an, was wir

n n
bei endlichen Summen ) a; und > by bekommen. In diesem Fall miissen wir jeden
k=0 k=0
Summanden des einen Terms mit jedem Summanden des anderen Terms multiplizieren

und die Produkte a;b, aufaddieren:

(S0)(50) - £ 5 on

k=0 k=0 j=0

Wenn wir hier einfach n durch oo ersetzen, dann hétten wir auf der rechten Seite eine
Reihe, deren Glieder wiederum Reihen sind; das ist unangenehm (unpraktisch). Auf
der rechten Seite miissen wir iiber alle Terme a;b, summieren, wobei j,k = 0, ..., 00.
Stellen wir uns die Terme a;b;, als Eintrége einer (unendlich groflen) Matrix (=Tabelle)
vor, so konnen wir die Verschachtelung von zwei unendlichen Summationen vermeiden,
indem wir die Summationsreihenfolge dndern: Wir addieren, anstatt entlang von
Zeilen oder Spalten, entlang von Diagonalen, und summieren anschliefend iiber alle
Diagonalen. Das ergibt:
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Satz (Cauchy-Produkt). Seien ) a; und ) by absolut konvergente Reihen. Dann
k=0 k=0

ist die Reihe Y~ > axb,_\ ebenfalls absolut konvergent, und es gilt die folgende Gleich-
n=0 k=0
heit der Grenzwerte:

() (Xom) = (L o) 29

k=0 n=0 =

Auf einen strengen Beweis wollen wir verzichten.

Anwendungsbeispiel: Berechne das Cauchy-Produkt der geometrischen Reihe Y ¢*
k=0

fiir |¢| < 1 mit sich selbst: Wir wenden den Satz vom Cauchy-Produkt an mit a;, = ¢*

und by, = ¢*. Die innere Summation auf der rechten Seite von (2.3) lautet also

Zakbn k—qu ek Zq (n+1)q

Es folgt also mit (2.3):

(Zq ) (;; ) Zi(nﬂ)qn,

n=0

wobei die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergent ist. Wir haben somit fiir eine
Reihe, deren Grenzwert wir bisher nicht kannten, den Grenzwert berechnet: Es ist

Sne- (£0) (E0)- -t

Daraus kann man auch noch mit einer der iiblichen Rechenregeln den Grenzwert

an":Zn—l—l Zl q" L

q) 1y

bekommen. Auf diese Art und Weise hilft der Satz iiber das Cauchy-Produkt, aus
bekannten Grenzwerten gewisser Reihen Grenzwerte fiir gewisse andere Reihen zu
berechnen. Indem man von den Reihen > k¢" und > 77 ¢" das Cauchy-Produkt
bildet, kann man auf dhnliche Weise den Grenzwert von » - k? ¢" berechnen, etc.
Eine weitere Anwendung fiir das Cauchy-Produkt ist der Beweis der Formel (2.6).

Zum Schluss noch der sog. Umordnungssatz fiir Reihen. Dieser macht die Bedeutung

der absoluten Konvergenz von Reihen klar. Insbesondere der zweite Teil des Satzes ist
erstaunlich!
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Satz (Umordnungssatz fiir Reihen). Fiir eine absolut konvergente Reihe dndert
sich der Grenzwert nicht, wenn man die Reihenglieder permutiert (vertauscht) oder
wenn man mehrere Reihengliedern mittels Klammerung zusammenfasst. Bei einer
Reihe, die nicht absolut konvergent ist, kann man durch Umordnung der Reihenglieder
jeden beliebigen Grenzwert oder auch Divergenz der Reihe erreichen.

Bemerkung. Vergleiche die Betrachtung der Reihe Y 77 (—1)* vom Beginn dieses
Kapitels, wo wir durch Umordnung der Reihenglieder oder Klammersetzungen ver-
schiedenes Konvergenzverhalten produzieren konnten (Umordnung der Glieder oder
Klammerung macht aus einer Reihe eine andere Reihe). Die dort betrachtete Reihe
war divergent. Der Umordnungsatz sagt, dass die gleichen Effekte auftreten bei Reihen,
die zwar konvergent, aber nicht absolut konvergent sind. Nur fiir absolut konvergen-
te Reihen dagegen ist die Reihenfolge der Summation oder das Zusammenfassen von
mehreren Reihengliedern ("Klammerung’) beliebig erlaubt, sagt der Umordnungssatz.

2.2 Potenzreihen: Konvergenzradius

Def. (Potenzreihe). Eine Potenzreihe ist eine Reihe, die von einem Parameter x € R
oder z € C abhéngt, und zwar in der folgenden Form: Sei xq € C ’fest’ vorgegeben und
x € C "variabel’. Sei (ay) eine Folge in C. Dann nennt man die von x abhéngende Reihe

Z ag (v — xo)k

00
k=0

eine Potenzreihe. Fiir diejenigen x € C, fiir die die Reihe konvergiert, kann man

Zak (z — 20)* =: P(x)

setzen. Dies definiert eine Funktion P : D — C, wobei D CC die Menge aller x ist, fiir
die die Potenzreihe konvergiert.

k

Bsp. Fiir 2o := 0 und a; := ; bekommen wir die Potenzreihe P(z) = 3 - z € D.

k=0
Wichtigste Frage wird fiir uns sein, wie grof3 der Konvergenzbereich D CC ist.

Anmerkungen.

— Die Menge D kann ganz C umfassen, sie kann eine echte Teilmenge von C sein,
und sie kann sogar nur aus D ={x¢} bestehen.

— Man kann ”C” durch "R” ersetzen, d.h. wenn die ay, reelle Zahlen sind und z¢ €R,
kann man (muss man aber nicht) die Potenzreihe auch als Abbildung P : D — R,
wobei D CR, ist, betrachten.
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— Die n-te Partialsumme s,, einer Potenzreihe ist ein Polynom vom Grad <n

— Die grofle Bedeutung, die Potenzreihen in der Analysis haben, rithrt im wesent-
lichen daher:
Viele wichtige Funktionen, wie z.B. sin, cos, exp, In, lassen sich als Potenzrei-
hen (d.h.: als Grenzwert/Grenzfunktion einer Potenzreihe) schreiben. Wenn wir
also allgemeine Sétze finden, die etwas iiber Potenzreihen aussagen (Stetigkeit,
Differenzierbarkeit,...), so liefern diese Satze Aussagen iiber viele wichtige Funk-
tionen. Auflerdem, im Vorgriff auf Zukiinftiges: Wir werden uns (spéter) davon
iiberzeugen, dass man Potenzreihen ’gliedweise’ ableiten und integrieren darf.
Wenn sich also eine Funktion als Potenzreihe schreiben lédsst, dann konnen wir
durch gliedweises Ableiten die Ableitung oder Stammfunktion dieser Funktion
leicht berechnen; gliedweises Ableiten/Integrieren ist leicht, da man nur Terme
der Form ay, (x—x¢)* zu betrachten hat!

Unsere erste Aufgabe wird sein, herauszufinden, fiir welche x € C (oder = € R) eine
Potenzreihe konvergiert. Es stellt sich heraus, dass der Konvergenzbereich D immer
ein Kreis um den Punkt ¢ ist (mit Radius 7 €[0, 0o]); im reellen Fall also ein Intervall
mit Randpunkten xzo—r, xo+7:

Satz (Konvergenzbereich einer Potenzreihe) und

Definition (Konvergenzradius einer Potenzreihe).
o0

Sei > aj, (r—m0)"* eine Potenzreihe. Dann gibt es eine Zahl (Radius) R € [0, 00|, so
k=0
dass die Potenzreihe

(a) fir alle z€ K := {x€C||x—z(| < R} die Potenzreihe konvergent (sogar: absolut
konvergent) ist, und

(b) fiir alle x € C mit |x—xo|> R divergent ist.

Die Zahl R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

Zur Ausdrucksweise: Mit der Schreibweise ” R = o0” wollen wir ausdriicken, dass die
Potenzreihe fiir alle x € C konvergiert.

Fiir den Konvergenzradius R gilt:

, falls lim sup {/|a,| € (0, 0)
, falls lim sup {/|a,| =0

0 , falls lim sup {/|a,| = oo

v
lim sup 2/)an|
R={ o0

Das kénnen wir kurz (und nicht ganz mathematisch prézise) zuammenfassen zu:

R=—1
lim sup /)an|
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sofern wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Vereinbarung ” % =00" und ” —0”
zulassen.

Anmerkung: Uber das Verhalten auf dem Rande der Kreisscheibe/des Intervalls
(|r—x0| = R) kann man keine allgemeinen Aussagen treffen; dort ist sowohl Konvergenz
als auch Divergenz moglich.

Beweis des Satzes. Wir brauchen nichts weiter zu tun, als das Wurzelkriterium
auf die Potenzreihe anzuwenden: Laut Wurzelkriterium ist die Reihe konvergent,
falls lim supi/|ax(z—z0)¥| < 1, und divergent, wenn dieser Ausdruck > 1 ist. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass |z — x| - lim Sup{“/m kleiner bzw. grofler eins ist.
Division durch lim sup'\“/m liefert die Behauptung. O

Anwendungsbeispiele. Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihen
Lo Lk (=D — (CDE g
— — 3. +
W Sk o) Sk o SE0e ) $ A,

k=0 ) k=0
. /1 1
zu 1.: e 2 W

Dies konvergiert gegen 1, da h,?l V/k=1. Also ist auch der Limes Superior gleich
eins. Kehrwertbildung: R = % =1

ok/1 1
zu 2.: \/;__W

Dies konvergiert gegen 0, da lilgn V/k!=00. Also ist auch der Limes Superior gleich

null. Es folgt R = oo, d.h. die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € C.

zu 3.: Auch diese Reihe konnen wir als Potenzreihe auffassen, bei der allerdings die
ungeraden Potenzen ’fehlen’, d.h. den Koeffizienten =0 haben:

ag| = 0 ,k ungerade
k= .k gerade

1
k!
Wir suchen die Haufungspunkte der Folge {/|ax|. Die Teilfolge der Folgenglie-

der mit ungeraden Indizes konvergiert offenbar gegen null. Die Teilfolge der
Folgenglieder mit geraden Indizes konvergiert ebenfalls gegen 0. Es ist also

lim sup {/|a,| = 0, also R = oc.

zu 4: Analog zu 3. haben wir hier

I

x| = % , k ungerade
71 0Lk gerade

und wir erhalten auch hier R = oo.
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Abbildung 1: Die (reelle) Exponentialreihe.

Fazit: Die Potenzreihen 2.-4. definieren also Grenzfunktionen auf ganz C, P : C — C;
wir benutzen sie, um die Exponential-, die Kosinus- und die Sinus-Funktion

exp, cos,sin : C — C

zu definieren:

[e.9] e.9] \k . oo _N\k
exp(x) := kz Ha¥l Jeos(z) =Y ( 1). 2?* | |sin(x) = kz (ék}r)l)! p?rL(2.4)
-0 =0

Fiir reelle x bekommt man, da die Koeffizienten a,, reell sind, offensichtlich reelle Funk-
tionswerte, d.h. durch Einschrankung der obigen Funktionen auf R C C bekommt man
die Funktionen

exp, cos, sin : R — R. (2.5)

Man spricht daher auch, je nachdem, welchen Definitionsbereich man meint, z.B. von
der komplezen oder der reellen Exponential/Kosinus-/Sinus-Funktion.

Dass obige Funktionen tatséchlich die uns aus der Schule bekannten (dort, zumindest
fiir sin,cos, vermutlich {iber geometrische Sachverhalte (rechtwinklige Dreiecke)
definierte) Funktionen sind, ist zundchst mal vollig unklar. Dass dem so ist, kann
man zundchst mal plausibel machen, indem man sich die zugehorige Partialsummen
sp(x) visualisiert (s. Abb. 1-2). Eine genauere Untersuchung, dass die in (2.4)-(2.5)
definierten Funktionen die aus der Schule bekannten Funktionen sind (bzw. deren
Eigenschaften) haben, erfolgt in Kap. 2.3; in der Tat kann man aus der Sinus- und
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Abbildung 2: Die Sinusreihe (oben) und die Kosinusreihe (unten).

Kosinus-Definition als Reihe alle relevanten Eigenschaften von Sinus und Kosinus
relativ leicht herleiten, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden.

2.3 Einige Eigenschaften der Exponentialfunktion und von Si-
nus und Kosinus

Man kann an obiger Definition (2.4), zusammen mit der Definition der Euler’schen
Zahl e, sofort ablesen:

exp(0) =1, exp(l)=e, cos(0)=1, sin(0)=0,

cos(—x) = cos(x), sin(—z) = —sin(x),
Eine Funktion mit der Eigenschaft f(—x) = f(z)Vz € R heifit gerade Funktion, eine
Funktion mit f(—xz)=—f(x)Vx€R heiit ungerade Funktion.
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Ganz zentral ist das Additionstheorem der Exponentialfunktion (auch genannt:
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion):

exp(z+y) = exp(z) - exp(y) Ve, yeC (2.6)

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber das Cauchy-Produkt, um die rechte Seite
>, k,) >, ]:) auszurechnen. Wir haben a;, = 1; und by, =

5, also

7’L 1 n
%akbn b Zk' (n—k)! n‘zk' (n—k)! ’ ﬁ<$+y)
—(z)

wobei im letzten Schritt die Binomische Formel aus dem 1. Semester verwen-
det wurde. Nach dem Satz iiber das Cauchy-Produkt folgt somit die Gleichheit

oo gk oS K 0 x )
(o) - (52, 5 = 3o, & Halso (2.6). 0

Ganz analog, ebenfalls mit Hilfe des Cauchy-Produkts kann man zeigen, dass

‘sin2 T+ cos’z = 1‘ (2.7)

ist fiir alle z € C (dabei steht sin® z fiir ((sin(x))®); diese Rechnung erfordert allerdings
einige technische Tricks, wie z.B. Indextransformationen. Viel einfacher ist es (2.7) auf
die Euler’sche Formel (2.10) zuriickzufithren (dazu einfach (2.10) auf z und auf —z
anwenden, und beide Gleichungen miteinander multiplizieren).

Aus (2.7) folgen nun sofort fiir reelle z die Schranken sin® x, cos? z € [0, 1], also

sin(z),cos(x) € [-1,1] Vz e R.

exp(x) als Potenz von e geschrieben. Eine direkte Folgerung aus der Funktio-
nalgleichung ist exp(z+x) = exp(z) - exp(x), also exp(2z) = exp(x)?. Durch Iterieren
(eigentlich: Vollstandige Induktion) folgt, dass

exp(nx)=exp(z)" VneNy,xeC (2.8)

ist. Fiir n €Ny folgt mit = := 1: exp(n) = exp(1)” = €”, d.h. wir haben die Funktions-

auswertung exp(n) als Potenz e geschrieben, sofern n € Ny. Gilt dies auch fiir andere

Exponenten auflerhalb von N7 Dazu:

Es ist exp(z + (—z)) = exp(x) - exp(—z), woraus insbesondere folgt, dass exp(z)#0
—_—

=exp(0)=1
ist fur alle x € C. Wir konnen also dividieren:

1

xp(—1) = =
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somit exp(—n) = = = = e " VneN. Insgesamt also:
exp(n) =e" VneZ

Gilt diese Formel auch fiir nicht-ganzzahlige (reelle) n? Dazu rechnen wir zunéchst fir
geN

) (258) exp <l>q |\q/—

e = exp(l) = exp(_¢q .

eN

1
= exp(é) = e =:eq.
Nun nehmen wir als Exponenten einen Bruch § und erhalten

p
exp(=) =exp( p
q v

Wir haben also
exp(r) =e* VreQ

gezeigt, wobei e := exp(1) definiert war (Euler’sche Zahl).
Fiir irrationale © € R\Q definieren(!) wir einfach die Potenz zur Basis e als

xT

e” .= exp(x). (2.9)

(Zur Definition der Potenz bei anderen Basen kommen wir noch.) Auch fiir komplexe,
nicht-reelle Zahlen definieren wir die Potenz zur Basis e als

e* :=exp(z) Vz e C;
obige Funktionalgleichung (2.6) fiir exp kénnen wir somit als Potenzgesetz
etV =¢e".e¥ Vr,yeC

formulieren.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion und Sinus
und Kosinus. Um den herzuleiten, berechnen wir exp(iz), wobei x €R:

i . o
e = exp(ix) = kg n
—0

Wir betrachten nun in dieser Summe jeweils vier aufeinanderfolgende Folgenglieder:

A ok gkl k2 k3
Set= ) (H“(zfﬂ)!_(k;+2)!‘l(k+3)!>

k=0,...,00
k durch 4 teilbar
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Wir fassen die Terme mit geradem Exponenten sowie die Terme mit ungeraden Expo-
nenten jeweils zusammen:*!

. ok k2 Lkt k3
= ¢ = - i -
2. @ T 2. G (k+3)!
k=0,...,00 k=0,...,00
k durch 4 teilbar k durch 4 teilbar
Die erste der beiden Summationen kann man schreiben als (—1)”%, also als cos(z).
n=0
Die hintere Summation kann man schreiben als ) (—1)"%, also als sin(x). Wir
n=0

erhalten somit die sog. Fuler’sche Formel

e = cos(z) +isin(z)| VreR. (2.10)

Fiir den Betrag folgt:

€| = |cosz +isina| = Vcos?x +sin*xr =1 Vo cR.

d.h. der Punkt e, fiir # €R, befindet sich immer auf dem Einheitskreis (Skizze!).
Wir wollen nun noch e* fiir beliebige z € C berechnen. Dazu zerlegen wir z in Real-
und Imaginérteil z = a+bi, a,b€R, und nutzen das Potenzgesetz und (2.10):

et = et . ¥ = ¢%(cos b + isin b) (2.11)

Diese Formeln erinnern uns (hoffentlich) an die Polardarstellung von komplexen
Zahlen aus dem 1. Semester: Wir hatten eine beliebige Komplexe Zahl z mittels ihres
Betrags r = |z| und ihres Arguments (=Winkels zur positiven reellen Achse) ¢ = arg(z)
dargestellt als

z = |z| (cos(arg z)+isin(arg z)) bzw. z =1 (cosp+ising). (2.12)

(2.12) konnen wir kiirzer schreiben unter Verwendung von Formel (2.10) als

bzw. vzeC.

iarg:

z=lzle

Beispiele.

Die Zahl z = 1+ hat Argument =7 und Betrag r=4+/2. Also ist

1+i =2 (cos T+isinT) = v/2e.

Die Zahl —1 hat Argument ¢ = 7 und Betrag » = 1. Es ist also
e™ = (—1)- (cosm+isinT) = —1.

2l'Wir diirfen nach dem Umordnungssatz klammern und umordnen, da die Exponentialreihe absolut
konvergent ist.
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(Weitere) Anwendungen der Euler’schen Formel (2.10) zur Untersuchung
von Sinus und Kosinus.

Man definiert nun 7 als die kleinste echt positive Nullstelle von sin : R — R ??Da
sin(r) = 0, folgt mit obigem Additionstheorem, das cos(w) plus oder minus eins
sein muss; mit Hilfe der Def. (2.4) kann man sich iiberlegen, dass nur ein negatives
Ergebnis moglich ist, also cos(m)=—1.

Mit der Euler’schen Formel konnen wir Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus her-
leiten:

sin(x+y) =sinzcosy + cosrsiny|, |cos(x+y)=coszcosy —sinzsiny|, z,yER
(2.13)

Beweis: Es ist mit der Euler’schen Formel einerseits
exp(i(z+y)) = cos(z+y) + isin(z+y),
andererseits mit der Funktionalgleichung

exp(i(x+y)) = exp(ix)-exp(iy) = (cosx+isinz) - (cosy+isiny)
= coszcosy —sinxsiny + i (sinz cosy + cos x siny)

Durch Vergleich von Real- und Imaginéarteilen folgt die Behauptung (2.13). O

Spezialfélle von (2.13) fiir =y sind

sin 2z = 2sinx cos , cos2z = cos’r —sin®z, x€R. (2.14)
Es folgt insbesondere sin(27) = 2sinwcosm =2-0-1 = 0, cos(27) = cos? m—sin® 7 =
12—0%=1,
und somit auch

sin(x+27) = sinz cos 27 + cosxsin2r = 1 -sinz + 0 - cosz = sinz,

cos(x+2m) = cosx cos2m — sinxsin2r = 1 -cosz — 0 - sinx = cos z,

somit haben wir die Periodizitidt von Sinus und Kosinus hergeleitet.

2.U.:

Zeigen Sie:
sin(z+m)=—sinz,
cos(z+m)=—cosz,

22Strenggenommen muss man erst zeigen, dass es eine solche Nullstelle gibt. Dazu fehlt uns aber
noch der Begriff der Stetigkeit. Die grundlegende Idee ist: Wenn man weif}, dass sin stetig ist, braucht
man nur noch ein z ausfindig zu machen, fiir das sin(z) positiv ist (z.B. x =1), sowie ein y, fiir das
sin(y) negativ ist (dazu die Def. (2.4) verwenden), woraus man mit der Stetigkeit folgern kann (unter
Verwendung des sog. Zwischenwertsatzes, sieche Kap. 3.3), dass es ein z gibt mit sin(z) = 0.

33



sin = %
cos = %
Leiten Sie eine Formel fiir sin 3z und fiir cos 3z her (dazu (2.13) mehrfach anwenden).

Mittels dieser Formeln berechnen Sie sin %, cos .

Hier noch einige tabellierte Werte von Sinus und Kosinus (Herleitung z.T. siche Ubung):

2r

AUEAEAEAHEIRE AR A K
cone [ 1] 33 V2| 1 0] -5 | V2B
sz [0 T [WVEILAITVA IVa | § | o
x s %71’ %W %7? %7? %71' ;Zﬂ %ﬂ 2T
cosz || -1 —32v3|-3v2| -1 0 L V2 I3
sinz || 0 e I YVEY IS I VAT I SVo R B )

Monotonie der Exponentialfunktion und Definition des Logarithmus.
Abschlieflend noch eine kurze Argumentation, die uns die Monotonie von exp : R — R
liefert:

Def. (Monotonie). Eine Abbildung f : D — R mit D C R heifit streng monoton
wachsend (bzw.: fallend), falls fir alle z,y € D mit <y gilt: f(z) < f(y) (bzw.:
f(z)> f(y)). Falls nur f(x)< f(y) bzw. f(z)> f(y) zutrifft, spricht man von schwacher
Monotonie.

Beachte: Eine Abbildung, die streng monoton ist (egal ob wachsend oder fallend) ist
offensichtlich immer injektiv.

Fiir die Exponentialfunktion, angewandt auf positives x € Rt ist laut Reihenentwick-
lung offensichtlich exp(z) > 1, denn nach dem ersten Reihenglied, das = 1 ist, folgen
nur positive Summanden. Da exp(—x) = ex;(x) ist, ist demnach auch fiir negative relle
Argumente exp(x) > 0. Es folgt mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion,
das fiir alle € >0 gilt

exp(z+e€) = exp(z) - exp(e) > exp(z),
~———
>1
d.h. exp : R — R ist streng monoton wachsend. Wenn wir auflerdem noch das Bild
exp(R) von exp bestimmen, ist exp : R — exp(R) bijektiv und wir kénnen eine Um-

kehrfunktion exp(R) — R definieren. Wie sieht das Bild, exp(R), aus? Aufgrund der
Eigenschaft exp(n) = €™ und e>1 iibersteigt exp(x) fiir x — oo alle Schranken. Wegen
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exp(—z) = —e)q}(an)

kann man folgern, dass exp(R) = (0,00) = R ist.*® Es ist also

néhert sich exp(x) fir £ — —oo ('von oben’) dem Wert null. Daraus

exp: R — R

bijektiv,!
d.h. diese Funktion besitzt eine Umkehrfunktion. Diese Umkehrfunktion heifit (natiirli-
cher) Logarithmus (logarithmus naturalis), In:

In:R" — R.

Der natiirliche Logarithmus ist definiert als die Umkehrfunktion der reellen
Exponentialfunktion.
Es gilt also

exp(lnz) =2 V>0

In(expx) =2 VzeR

Daraus, dass exp streng monoton wachsend ist, kann man folgern, dass auch In streng
monoton wachsend ist (s.U.).

Durch Anwendung von ’In’ auf die Potenzgesetze exp(a+0b) = exp(a) - exp(b) und

exp(—a)= ex;(a) folgen mit a=Inz und b=Iny die Rechenregeln fiir den Logarithmus

‘lnx—i—lny:lnxy , ln%:—lnx

da exp(0)=1, ist In(1)=0, d.h. =1 ist die einzige Nullstelle des In.

Allgemeine Definition der Potenz.
Wir definieren die allgemeine Potenz

a® ;= exp(blna), a>0, beR. (2.15)
Wegen In(e) =1 ist diese Definition konsistent mit (2.9). Wegen (2.8) ist diese Definition der Po-
tenz auch mit der klassischen, fiir ganzzahlige Exponenten b, a® = a-a- ...-a, konsistent, denn
———
b mal

exp(blna) (258) exp(lna)® = a® fiir beN.

Auch die aus der Schule bekannten Potenzgesetze a’™¢ = a®-a® und a=b = ﬁ und a® = (a’)¢ lassen
sich aus den Potenzgesetzen fiir Potenzen zur Basis e herleiten unter Verwendung von (2.15). Und
Logarithmieren von (2.15) liefert die Logarithmus-Rechenregel

b

ln(ab) =blna.

Z3Hier braucht man eigentlich (wie schon beim Nachweis, dass die Sinus-Funktion eine Nullstelle
hat), die Stetigkeit der Exponentialfunktion und den Zwischenwertsatz.

24Bemerkung: Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist micht injektiv. Durch Ein-
schrinkung auf einen gewissen Teilbereich von C kann man jedoch noch eine bijektive Exponential-
funktion erhalten, so dass man, als deren Umkehrfunktion, auch eine komplexe Logarithmusfunktion
definieren kann, die aber i.a. eher selten Verwendung findet.
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3 Funktionen in einem Argument

3.1 Funktionengrenzwerte

In diesem Kapitel 3.1 wollen wir folgendes untersuchen: Gegeben sei eine Funktion
f: Dy — R, mit ) # Dy CR. Wenn man sich mit dem Argument @ € Dy einer festen
Stelle z, ndhert, wie verhalten sich dann die zugehorigen Funktionswerte f(x)?

Vorab wollen wir kldren, welche Werte dabei fiir z, in Frage kommen. Muss z, € Dy
gelten? Nicht zwingend; z.B. fir Dy := (1, 5) ergibt es durchaus Sinn, z, := 5 zu setzen
und zu fragen, wie sich f(x) verhilt, wenn sich  dem Wert 5 annéhert. Umgekehrt ist
nicht notwendigerweise jeder Punkt z, € Dy ein sinnvoller Punkt zur Untersuchung
des Funktionengrenzwertes. Z.B. wenn wir etwas exotischere Definitionsbereiche wie
z.B. Dy = (1,2) U {3} zulassen. Dann ergibt es wenig Sinn, sich mit x € D; dem Wert
z, := 3 nahern zu wollen.

Also: Fiir z, kommen solche Punkte in Frage, denen man sich 'ndhern’ kann durch
Punkte x € Dy. Einen solchen Punkt z, wollen wir Hdiufungspunkt der Menge Dy
nennen:

Def. (Hiufungspunkt einer Menge). Sei M C R. Ein Punkt z, € R heifit
Hiufungspunkt (HP) von M, wenn es eine Folge (z,,) in M \{z.} gibt mit lim z,, = x,;
anders ausgedriickt, wenn es fiir jedes >0 ein x € M\ {z,} gibt mit |z —z,| < e. Man
sagt +00 bzw. —oo ist ein uneigentlicher Haufungspunkt von M, falls es eine Folge in
M gibt, die bestimmt divergiert gegen +oo bzw. —oo.

Dies lasst sich genau so auch fiir Mengen M C C definieren; lediglich die uneigentlichen
Héufungspunkte +o0o und —oo fallen dann zusammen zu ’oo’.

Nun die zentrale Definition dieses Kapitels:

Def. (Funktionengrenzwert). Sei f : Dy — R, Dy C R. Sei z, ein HP oder ein
uneigentlicher HP von Dy. Falls fiir alle Folgen (z,), die in Dy liegen, und fiir die

lim x, = z, gilt, der Grenzwert
n—o0

lim f(z,)

n—oo
existiert, ggf. auch nur als uneigentlicher Grenzwert, in R U {400, —oo}, und fiir alle
diese Folgen ein und derselbe ist, so bezeichnen wir diesen (ggf. uneigentlichen) Grenz-
wert als

lim f(x);

Sprich: Der Grenzwert von f(z) fiir  gegen ..
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Kurz:

lim f(z):= lim f(x,), wobei x, (o) Ty

T—Tx n—oo
Wir haben durch diese Definition den Begriff des Funktionengrenzwerts zuriickgefiihrt
auf Grenzwerte von Folgen.

Beispiel.
Fiir f(z):=1, Dy =R\ {0} ist ganz R die Menge der HP und +oo sind uneigentliche
HP. Wir konnen also fragen, ob lir% f(z), 11111 f(z), lim f(z) existieren (ggf. als
T— T—>+00 Tr——00
uneigentliche Grenzwerte). Es ist lir}rq f(z) = 0 (denn fiir alle Folgen (z,) mit
T—r+00

lim z,=+o00 ist lim +=0), esist lim f(z) =0, und lim f(z) existiert nicht (dazu
n—00 n—oo In T——00 z—0

einmal eine Folge (z,) aus positiven Zahlen und einmal eine Folge (x,) aus negativen
Zahlen betrachten).

Beispiel. Es soll das Verhalten von f(z)=+/z + x—+/z; Dy = [0,00), fiir  — o0
untersucht werden. Sei also (x,) eine beliebige Folge mit lim z, = 4o00. Wir sollen

n—,oo
Zgrfoof(x) = nhjEO flx,) = T}Lr& \/Tn + \/Tp— /T, berechnen. Wir erweitern so,
—_——
Funktionengrenzwert Folgengrenzwert
dass die dritte Binomische Formel angewendet werden kann:
Flan) = (Ve tVEnEn) (V2 VEAER) _ (@n/Tn) =T _ Van
" NN =N VantVamh/Tn ATt/ /Tn

Nun hat man (im Nenner) die Situation “co+od’, was 'besser’ ist als “co—od’; es
besteht aber noch das Problem, dass sowohl Zéhler als auch Nenner gegen oo gehen.
Daher noch ein Ausklammern und Kiirzen einer geeigneten x,,-Potenz:

1
f(xn) :—1
1+m—|—1

Unter Verwendung der Rechenregeln fiir Folgen geht i z,, — +o00 der Nenner gegen 2;
der Zahler ist konstant eins, also

lim f(z) = 1

T—00 2

Da Funktionengrenzwerte mittels Grenzwerten von Folgen definiert sind, iibertragen
sich auch die Rechenregeln von Folgen auf Funktionengrenzwerte:

Satz (Vererbung von Funktionengrenzwerten). Seien f,g: D — R Funktionen,

D CR, sei z, e RU{£00}, ein ggf. uneigentlicher HP von D, und es existieren die Funk-

tionengrenzwerte lim f(z), lim g(z). Dann existieren auch die Funktionengrenzwerte
T—>Tx T—>T

lim f(z)+g(x), im f(x)-g(z), und es gilt
T—Tx T—>Tx

lim (f(x)+g(x) = lim f(2) + lm g(z), lim (f(2) - g(2)) = lim f(z) - lim g(x)

T—>Tx T—Tx T—>Tx T—Tx T—>Tx T—>Tx
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Eine entsprechende Aussage gilt auch wieder fiir %, sofern der Nenner nicht gegen

g9
null geht.
Falls lim f(z) und/oder lim g(x) nur uneigentlich existieren, so existieren die
T—>Tx T—Tx

obigen Funktionengrenzwerte in einigen Fiéllen ebenfalls, und zwar im Sinne von
700400 =400", "oo+c=00", " (—00)+(—00) = —0”, " —oco+c=—00", "oo—00" ist
nicht definiert(!); ” (+00) - (+00) = 400", 7 (—00) - (—00) =+00", " (+00) - (—00) = —x”,
und " (£00)-¢” ist, +00, je nach Vorzeichen von ¢#0. Es ist " 1% =0", und " §” ist plus
oder minus unendlich, sofern ob Zahler und Nenner gleiches bzw. unterschiedliches
Vorzeichen haben fiir x hinreichend nahe bei z,.

Fiir die Fille "oo—o00” und ”(£00) - 07, ”%”, ”%” gibt es keine allgemeine Rechenre-
geln. Beachten Sie, dass wir speziell fiir die drei letzten Situationen in Kap. 3.6.3 noch
eine spezielle Rechentechnik (Regel von I’'Hospital) kennnenlernen werden.

Dass wir die Rechenregeln fiir Folgengrenzwerte auf Funktionengrenzwerte {iiber-
tragen haben, erleicht es uns, die Berechnung von Funktionengrenzwerten durch-
zufithren /aufzuschreiben. Dazu zuriick zum letzten Beispiel:

Beispiel. Es soll hrll f(x) fir f(x)=+/z + /x—/x berechnet werden. Anstatt alles
T—>+00

mit Folgen zu formulieren, schreiben wir direkt

1 x
lim f(z) = ...(analog zu oben, mit 3. Bin. Formel)... = lim ——— =

1
T—>+00 T—+00 \/ﬁ_‘_l 5

wobei wir an der Stelle (*) nun die Rechenregeln fiir Funktionengrenzwerte benutzt
haben.

—
=

Einseitige Grenzwerte. Wenn man lediglich solche Folgen (z,,) in Dy mit lim z, ==,
n— o0

zuldsst, die x, > z, erfiillen ("von rechts’ bzw. 'von oben’ gegen x, konvergieren, und
die Grenzwerte all solcher Folgen (f(z,)) existieren und gleich sind, so spricht man
vom rechtsseitigen (Funktionen-)Grenzwert, bezeichnet mit

.
Jim f(z),

sowie analog, wenn man nur Folgen mit x,, <z, betrachtet, vom linksseitigen Grenzwert
li '25

i f(z)

Es gilt:

Wenn rechtsseitiger und linksseitiger Funktionengrenzwert an einer Stelle x, existieren

und gleich sind, dann existiert auch der Funktionengrenzwert an dieser Stelle und ist

Z5Eine andere gebriuchliche Schreibweise ist  lim  f(z) fiir den rechtsseitigen und ~ lim  f(x)
Ty —x.+0 Ty —Te—0

fiir den linksseitigen Grenzwert.
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gleich den beiden einseitigen Funktionengrenzwerten.

Diese Aussage ist nicht so vollig trivial, wie sie auf den ersten Blick erscheinen mag. Sie
besagt ndmlich, dass man zur Berechnung des Funktionengrenzwertes all solche Folgen
(x,), deren Folgenglieder auf beide Seiten von z, verteilt sind, getrost ignorieren kann.
Dies macht Grenzwertberechnungen fiir abschnittsweise definierte Funktionen deutlich
einfacher!

Sind rechts- und linksseitiger Funktionengrenzwert ungleich, so existiert der Funktio-
nengrenzwert an dieser Stelle nicht.

3.2 Stetigkeit

In diesem Kapitel sei Dy C R der Einfachheit halber stets ein Intervall.

Beim Berechnen von Funktionengrenzwerten macht man folgende Beobachtung: Falls
(1.) die Funktion f : Dy — R "glatt” ist (was auch immer das heilen mag) und (2.)
z. € Dy, dann bekommt man i.a. als Funktionengrenzwert xlgg f(z) gerade f(z.)

heraus. Diese Eigenschaft einer Funktion bezeichnet man als Stetigkeit:

Def. (Stetigkeit). Sei z. € Dy. Falls fiir alle Folgen (x,,) in Dy mit lim z,, = x, gilt,
n—oo

dass

lim f(z,) = f(x.) (3.1)

n—oo
gilt, dann ist f stetig an der Stelle x..
f heilt stetig (auf D), falls f an allen Stellen z, € Dy stetig ist. Die Menge aller
stetigen Funktionen von D nach R bezeichnet man auch als C°(D) oder C°(D).?
Mit Worten ausgedriickt: Fiir alle Folgen (z,) mit x, (n25) x, miissen also die Folgen

der zugehorigen Bilder f(z,) konvergieren, und zwar gegen ein und den selben Wert,
(n—o0)

némlich f(z.): f(z,) — f(2.)

Man beachte, dass auf der linken Seite von (3.1) ein Funktionengrenzwert lim f(z)
T—>Tx

steht. Man kann also die obige Definition der Stetigkeit wie folgt ausdriicken:

Satz (Stetigkeit ausgedriickt mit Funktionengrenzwert). Sei f : Dy — R,
D;CR und z* € Dy.
f ist genau dann stetig an der Stelle x,, wenn

lim f(z) = f(z.)

T—Tx

gilt.

267C” fiir engl. continuous=stetig
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Indem man die beiden Grenzwertaussagen aus der Definition der Stetigkeit ineinander
einsetzt, kann man fiir stetige Funktionen f auch die Gleichung

lim f(z,) = f( ILm Tn)

n—0o0

erhalten (die fiir alle Folgen (z,), fiir die der Grenzwert auf der rechten Seite existiert
und in Dy liegt, gelten muss). Man kann die Stetigkeit also deuten als Vertausch-
barkeit von Funktionsanwendung und Grenzwertbildung; als 'Herausziehen’
oder 'Hereinziehen’ von 'lim’.

Beispiel (Stetigkeit mit Folgenkriterium).
Sei a eine beliebige fest vorgegebene reelle Zahl und

fla) = { cos% ,x#0 (3.2)

a , =0
Dann ist f an der Stelle x, = 0 unstetig. Begriindung: Fiir die Folge x,, = ﬁ ist
f(z,)=cos(2mn)=1; fiir die Folge x,, = m ist f(z,)=cos((2n+1)m))=—1. Somit
haben nicht alle Folgen (f(z,)) mit lim z,=x, den gleichen Grenzwert. O
n—oo

Es gibt noch eine weitere Charakterisierung der Stetigkeit, die zur obigen #dquivalent
ist. Da wir die obige Charakterisierung iiber Folgen als Definition verwendet haben,
miissen wir die nun folgende Charakterisierung als Satz formulieren:

Satz (Epsilon-Delta-Charakterisierung der Stetigkeit). Fine Funktion f ist ge-
nau dann an einer Stelle x, € Dy stetig, wenn

Ve>036>0VeeDy: |z—x.<0 = |f(x)—f(z.)]|<e

Veranschaulichung: Mittels Skizze.

Grob gesprochen ist die Idee hinter der Epsilon-Delta-Charakterisierung der Stetigkeit:
Stetigkeit bedeutet, dass wenn man das Argument 'wenig’ (um hochstens ) verdndert,
dann darf sich auch der Funktionswert nur ’wenig’ dndern (um hochstens €). Hat
die Funktion bei x = x, einen ’Sprung’, so ist offenbar diese Bedingung verletzt; die
Funktion ist unstetig.

Zu beachten ist, dass die e-Schranke fiir die Funktionswerte vorgegeben wird, und
dass in Abhéngigkeit von diesem € die Schranke § der Argumente existieren muss, also
9 =0(€) darf von € abhéingen (und natiirlich von den gegebenen 'Daten’; also von z,
und der Funktion f, aber nicht von z).

Beispiel (Stetigkeit mit e-0-Kriterium). Wir wollen mit dem e-0-Kriterium zeigen,
dass die Funktion f(x)=2? an der Stelle x, €R stetig ist.

Voriiberlegung;:

Wir geben also eine Schranke e >0 beliebig vor und wollen zeigen, dass fiir  hinreichend
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nahe bei z,, ndmlich |z —z.| <§ = §(e), gilt: |f(x)— f(z.)| <e. Frage: Gibt es so ein
d = (), wie sieht es aus? Dazu schreiben wir um:

!
|f(x)— f(zs)] = |22 =22 = |z—z.| |z +7.] < e. Wir miissen dazu sicherstellen, dass
——
<5
|z+x,| < § ist; denn wenn wir dies hinbekommen, ist die mlt dem gekennzeichnete
Stelle offensmhthch erfiillt. Dies legt nahe, § >0 als § := T e 7 Zu wiahlen; jedoch darf §
nur von € und z,, jedoch nicht von x abhéingen. Wenn wir unser § so wéhlen, dass sicher
d <1 gilt, so kénnen wir den hinteren Faktor mittels |x+xz.| < |z|[+|z.| < 2|+ 2|40 <

7 ')7

!
2|z, |+1 abschéitzen also 6 - (2|z.|+1) < €. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn & kleiner
oder glelch ‘ —7 gewdhlt wird.
Wir schrelben nun den Beweis 'ins Reine’:
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Setze § := min{1
|z —x,] <6

[f(@)=fl@)] = |2*=al| = lo—a.| - vt <0 (o] +]z]) < 8- (2]2.]+0)

€
—— 2|z | +]1) =€

3 |+1} Dann ist fiir alle z € R mit

<

Wie schon beim Thema ’Konvergenz von Folgen’ sieht man auch bei der Stetigkeit,
dass es bei komplizierteren Funktionen sehr schwierig werden kann, mit der e-Technik
Beweise zu fithren. Einfacher ist es, die Folgen-Charakterisierung der Stetigkeit zu
verwenden,?” denn fiir Folgen haben wir diverse Rechenregeln. Hier fiir obiges Beispiel:

2 2

Sei (x,,) eine Folge mit lim z, =z,. Dann ist lim f(z,) = lim z; © (lim x,)* = 22,
n—oo n—oo n—oo n—oo

d.h. f(z) = 2? ist an jeder Stelle z, € R stetig. Dabei wurde an der Stelle (*) eine
Rechenregel fiir Folgen angewendet. O

Da komplizierte funktionen haufig als Verkettungen/Verkniifungen von einfacheren
Funktionen, deren Stetigkeit man kennt, aufgebaut sind, kann man Stetigkeit héufig
besonders einfach mit folgendem Satz begriinden:

Satz (Vererbung von Stetigkeit bei Verkniipfung und Verkettung von
Funktionen). Scien f,g : D — R Funktionen, D CR, z, € D, und seien f und g an
der Stelle z, stetig. Dann sind auch die Funktionen f+g¢ und f - g an der Stelle z,
stetig. Falls auflerdem g(x,)#0, so ist auch g stetig an der Stelle z,.

Seien f : Dy — R und ¢g : D, — R Funktionen, z, € D, und g(z,) € Dy, und sei g
stetig an der Stelle x,, und sei f stetig an der Stelle g(z.). Dann ist die Verkettung
f og an der Stelle x, stetig.

Zum Beweis: Die obigen Aussagen folgen leicht aus den entsprechenden Rechenre-
geln fiir Grenzwerte von Folgen und der Charakterisierung der Stetigkeit mittels Folgen.

2TUm Sitze iiber stetige Funktionen zu beweisen, ist die e-0-Charakterisierung der Stetigkeit hin-
gegen oft sehr niitzlich.
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Beweis. Folgt leicht aus den Rechenregeln fiir Funktionengrenzwerte in Kap. 3.1, so
. . RR.) .. . ,g stet.

2B, lim (f+g)(x) = lim f(z)+g(z) "= lim f(2)+ lim g(x) "= f(2) +g(z,) =

(f +9)(xs) = f+ g stetig. O

Anwendung. Die identische Funktion f : R — R, f(x) =z, ist offensichtlich stetig
(wéhle dazu 0 := € im e-0-Kriterium). Auch die konstante Funktion f : R — R,
f(z) = ¢, ist offensichtlich stetig (wéhle z.B. § := 1 oder auch wieder 6 := €). Der
Satz iiber die Vererbung der Stetigkeit besagt dann, dass auch jede Polynomfunktion

n 3 apxh
f(x) = 3 apa® stetig ist. Auch jede gebrochen-rationale Funktion f(x) = %°— - ist
k=0 > brx
k=0

an allen Stellen, an denen der Nenner ungleich null ist, stetig.

Zur Stetigkeit von sin, cos, exp, In. Interessant ist natiirlich in diesem Zusammen-
hang, ob auch die anderen ’elementaren’ Funktionen, die wir kennen, wie sin, cos, exp, In
stetig sind, da diese Funktionen als Bausteine haufig in anderen Funktionen vorkom-
men. Wir wollen hier exemplarisch lediglich zeigen, dass die Exponentialfunktion stetig
ist.

Die Stetigkeit von Sinus und Kosinus wollen wir hier nicht beweisen, denn in Kap. 3.4
werden wir eine viel einfachere Argumentation kennenlernen, die die Stetigkeit
samtlicher Potenzreihen, somit also auch von sin, cos, exp, liefert.

Satz. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig.
Beweis. Wir wollen zeigen, dass e®*T"—e®* gegen null geht fiir b — 0 (denn dann geht
e®*th gegen e**, d.h. exp stetig an der Stelle z,,).%

Wir beschrénken uns zunéchst einmal auf positive h und bekommen

eT gt = e L eh et = T (M —1)
~
fest 07
Wegen h >0 und der Monotonie von exp ist 2
h'  h?> h3 h h? h h?
0<e1=(0+—+=+-+.)-1=h(I++—+..)<h-(1+=+—+..) = he"

120 3l 2! 3! 1 2!

Wir brauchen nur h nahe bei 0, also nehmen wir A~ <1 an, dann ist wegen der Monotonie
von exp der zweite Faktor durch e! beschrinkt, also haben wir 0 < e?—1 < h - e. Fiir
h — 0 geht also e"—1 gegen null ("Einschachtelung’).

28Genau genommen betrachten wir statt einer Folge (z,,) mit x,, — 2. eine Folge h,, := x,—x, — 0.

29Beachte: In so einer Summation von unendlich vielen Summanden ist es i.a. nicht erlaubt zu
argumentieren: ”Jeder Summand geht gegen null, also auch die Summe”; so kann man nur bei endlich
vielen Summanden argumentieren.
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Toth __

Nun noch fiir negative h: Statt |e e”| mit h <0 betrachten wir, was gleichwertig

ist, |e®~"—e%| mit h>0. Wir bekommen

eh—1

eh

zx—h T

lePTh et = e —e™Th = ™ L (1—eTh) = ™

Unter Verwendung der bereits hergeleiteten Abschiitzung von e —1 < h - e" haben wir

ri—h e+

<e™h,

e
was fiir h — 0 gegen null geht. O

Man kann zeigen: Ist eine Funktion f : Dy — R, wobei D CR ein Intervall(!) ist, stetig,
und besitzt f eine Umkehrfunktion f~! : Bild(f) — Dy, so ist auch die Umkehrfunktion
stetig.®’

Insbesondere ist also auch In : Rt — R stetig.

Stetigkeit und einseitige Funktionengrenzwerte, abschnittsweise definierte
Funktionen. Sei z, im Inneren des Intervalls Dy.
Wir haben definiert: f ist an der Stelle xz, stetig, wenn der Funktionengrenzwert

lim f(z) mit dem Funktionswert f(x,) {ibereinstimmt. Im Kapitel 3.1 hatten wir
T—Tx

festgehalten, dass man zur Berechnung des Funktionengrenzwertes den rechts- und
linksseitigen Grenzwert ausrechnen kann (was sich besonders bei abschnittsweise
definierten Funktionen anbietet). Insgesamt ergibt sich:

f ist an der Stelle z, die im Inneren von Dy liege, genau dann stetig, wenn rechtseiti-
ger und linksseitiger Funktionengrenzwert und auch der Funktionswert an der Stelle
iibereinstimmen.

Dies ist ein niitzliches Kriterium, um Stetigkeit von abschnittsweise definierten
Funktionen an der Ubergangsstelle zu untersuchen.

Stetige Fortsetzung von Funktionen. Fiir Stellen x,, die zwar Haufungspunkte von

Dy sind, aber nicht zu D selbst gehoren, z.B. Nullstellen des Nenners bei gebrochen-
rationalen Funktionen f(x) = ”; :24 kann man die Frage stellen, ob es ein a € R gibt,
so dass durch Festsetzung f(z.) := a die Funktion zu einer an der Stelle z, stetigen
Funktion gemacht werden kann. Man bezeichnet dies als stetige Fortsetzung. Das Bei-
spiel (3.2) war nichts anderes als die Frage nach stetiger Fortsetzung der Funktion

f:R\{0} = R, f(z)=cos.

30Wenn man die Voraussetzung, dass D ein Intervall ist, fallenlésst, wird die Aussage iiberraschen-
derweise falsch. Gegenbeispiel: f : [0,1] N (2,3] — R mit f(z) =z fiir z €[0,1] und f(z) ==z—1 fir
x € (2,3] ist auf Dy in der Tat stetig. Die Umkehrfunktion, die man sich am besten grafisch durch
Spiegeln an der Winkelhalbierenden verschafft, ist auf [0, 2] definiert, jedoch an der Stelle =1 nicht
stetig, denn f~!(z)=z fiir €[0,1] und f~1(z)=2+1 fir z€(1,2].
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3.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Als Vorbereitung fiir den eigentlichen Inhalt dieses Kapitles benétigen wir einige
topologische Grundbegriffe:

Def. u. Satz (Rand, Abschluss und Inneres einer Menge; Abge-
schlossenheit, Offenheit, Kompaktheit von Mengen). Sei M C R.
Der Abschluss von M ist die Menge M = M U {x € R|zist HP}. Man
nennt M abgeschlossen, falls M = M. Der Rand OM von M ist die Menge
OM = {xeR|Ve>03r; € M, 29 e R\ M : |z—21| <€, |r—25] <€}. Man kann zeigen:

OM = M NR\M und M = M UdM. Man nennt die Menge M= M\OM das Innere

von M, und M heifit offen, wenn M = ]\04 . Man kann zeigen:

M ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen), wenn R\ M abgeschlossen (bzw. offen)
ist. Und:

M ist genau dann offen, wenn Vo€ M3e>0: K (v)C M. (s.U.)

Eine Menge, die abgeschlossen und beschrankt ist, heifit kompakt.

Dies lasst sich genau so auch fiir Mengen M C C definieren; lediglich die uneigentlichen
Héufungspunkte +o0o und —oo fallen dann zusammen zu 'oo’.

Beispiele:

Das Intervall (0,1) ist offen, das Intervall [0, 1] ist abgeschlossen; fiir beide gilt: Der
Rand ist {0,1}, der Abschluss ist [0, 1], das Innere ist (0,1), die Menge der HP ist
[0, 1].

Das Intervall (0,00) ist offen; das Intervall [0, 00) ist abgeschlossen; beide haben oo
als uneigentlichen HP, beide haben als Rand {0}.

Die Menge M := {+|n € N} hat als Menge der Hiufungspunkte nur {0}, somit ist

M_: {0}UM, ]\04:(1), OM = M; M ist weder offen noch abgeschlossen.
z.U: sind () und R offen und/oder abgeschlossen?

Bemerkung. Man kann den Begriff der Offenheit von Mengen benutzen, um die Stetigkeit von
Funktionen zu charakterisieren:

Satz: Eine Funktion f : R — R ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge M C R die
zugehorige Urbildmenge f—1(M) offen ist.

Dies ist, neben der Folgen- und der Epsilon-Delta-Charakterisierung der Stetigkeit eine dritte
Moglichkeit, Stetigkeit zu erkliren. Diese Art der Definition wird im mathematischen Gebiet der
Topologie bevorzugt, da sie sich auf sehr abstrakte Situationen, ndmlich auf Funktionen zwischen sog.
"topologischen Riumen’ (anstelle von R) verallgemeinern ldsst. Diesen Ansatz werden wir in dieser
Vorlesung jedoch nicht weiter verfolgen.

Zur Ubung: Die Funktion f : R — R mit f(z)=1 fiir > 0 und f(x)=0 fiir 2 <0 ist offensichtlich
unstetig. Geben Sie eine offene Menge M CR an, so dass f~!(M) nicht offen ist.
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Das Thema dieses Kapitels. In diesem Kapitel wollen wir zwei wesentliche
Eigenschaften stetiger Funktionen thematisieren:

1. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen (Definitionsbereichen) nehmen Maxi-
mum und Minimum an.

2. Stetige Funktionen, die sowohl einen positiven als auch einen negativen Funktions-
wert haben, und deren Definitionsbereich ein Intervall ist, haben auch eine Nullstelle
("Nullstellensatz”).*!

Satz (Stetige Funktionen auf kompakten Mengen). Sei D C R kompakt und

f D — R stetig.

Dann ist f beschrinkt, d.h. es gibt ein s € R so dass |f(z)] < s fiir alle z € D.*

Ferner werden Infimum und Supremum ’angenommen’, d.h. es gibt x, € D mit

flz)= ig}f) f(x) und z,. € D mit f(z.) =sup f(z), d.h. die Menge der Funktionswerte
z €

hat ein Minimum min f(z) = inf f(z) und ein Maximum max f(z) = sup f(x).
zeD zeD zeD eD

Kurz: Stetige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen Maxi-
mum/Minimum an.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Beschrianktheit. Angenommen, f ist nicht nach
oben beschrankt. Dann gibt es eine Folge (z,) in D mit lim f(x,) = oo. Da D

beschréankt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine Teilfolge (z,, )ken,
die konvergent ist; nennen wir den Grenzwert z, € R. Da (z,,) in D liegt, muss ihr
Limes zumindest in D liegen; wegen der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von D also
x, € D= D. Das bedeutet, es gibt einen Funktionswert f(z,) € R. Aber: Wir hatten
h;?l f(zn,) = 00 # f(z.), was ein Widerspruch zur vorausgesetzten Stetigkeit von f

ist. Also ist die Annahme falsch, somit f nach oben beschrinkt und besitzt somit ein
Supremum s.

Nun zur Existenz des Maximums. Da das Supremum definitionsgemafl die kleinste
obere Schranke der Menge der Funktionswerte { f(z) |z € D} ist, gibt es in dieser Men-
ge Elemente, die beliebig nahe an s heranriicken, d.h. es gibt eine Folge f(x1), f(x2), ...
die gegen s konvergiert. Wie schon oben beim Beweis der Beschranktheit von f zeigen
wir auch hier wieder, dass die Folge (x,) dann eine Teilfolge haben muss, die gegen
einen Wert x, € D konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f an der Stelle z, muss dann
flxy) = h};n f(zy,) sein, also = s: Damit ist das Supremum s Element der Menge der

Funktionswerte { f(z) |z € D} und ist somit ihr Maximum.
Analog zeigt man, dass f nach unten beschrénkt ist und dass das Infimum gleich dem

31Dijesen Sachverhalt haben wir bereits verwendet, nimlich bei der Definition von 7 als Nullstelle
von sin.

32Dann gibt es also insbesondere ing f(x) und sup f(z); eine grofte untere und eine kleinste obere
xe xeD
Schranke der Funktionswerte.
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Minimum ist.?? |

Beispiele. f(z) := nimmt auf [1,5] Maxmimum und Minimum an, denn f ist
auf [1, 5] stetig und [1, 5] ist kompakt.

flx) = % nimmt auf [1,2] Minimum und Maximum an. Dagegen die Mengen
(0,1] sowie [1,00) sind nicht kompakt, d.h. der obige Satz ist nicht anwendbar,
und in der Tat hat f auf diesem Mengen kein Maximum bzw. kein Minimum.
Man mache sich klar, dass auch auf die Stetigkeit in obigem Satz nicht verzichtet
werden kann (abschnittsweise definierte Funktion betrachten, die kein Min./Max. hat)!

exp(x)

Nun zum Nullstellensatz:

Satz (Nullstellensatz von Bolzano). Sei f : [a,b] — R stetig; a < b, und es
sei f(a) - f(b) < 0 (damit driickt man in knapper Form aus, dass einer der beiden

Werte positiv und der andere negativ ist). Dann besitzt f in (a,b) (mindestens) eine
Nullstelle, d.h. ein z, mit f(z,)=0.

Beweis. O.B.d.A. sei f(a) < 0 und f(b) > 0 (der umgekehrte Fall geht analog). Sei
M = {x € [a,b]]| f(z) < 0}. Die Menge M ist nicht leer, denn a € M. Die Menge M ist be-
schriinkt, denn M C [a, b]. Sie besitzt daher ein Supremum z, € [a,b]. Wir zeigen nun, dass z, eine
Nullstelle von f ist:

Angenommen, f(z.)>0. Dann kénnen wir wegen der Stetigkeit von f, durch die Wahl € := 1 f(z.)
ein 6 > 0 findem, so dass alle z € [z, —§, 2, + 0] einen Funktionswert haben, der um héchstens e
von f(x.) abweicht, somit ebenfalls echt positiv ist (Skizze!). Da aber die Menge M ’bis an z,’
heranreicht (genauer: z, ist als Supremum ein HP von M), ist M N[z, —§, x.+8] #0, fir  aus M ist
allerdings f(z) <0 nach Definition von M; Widerspruch. Analog geht’s mit der Annahme, dass f(z4)
strikt negativ ist (man setzt dann € := 3| f(z.)|. Es bleibt also nur: f(z,)=0 O.

Anwendungsbeispiel. Fiir f(z) := exp(z)+x ist f(—1) =1—1<0 und f(0)=1>0.
Da f stetig ist, hat f im Intervall (—1,0) (mindestens) eine Nullstelle. (Da f auBer-
dem streng monoton wachsend ist (denn ’exp’ ist monoton wachsend und x — x ist
monoton wachsend), hat f hochstens eine Nullstelle, somit sogar genau eine Nullstelle.)

Eine elementare Folgerung des Nullstellensatz ist der sog. Zwischenwertsatz:

Satz (Zwischenwertsatz von Bolzano). Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) # f(b).
Dann wird jeder Wert ('Zwischenwert’) &, der zwischen f(a) und f(b) liegt, als
Funktionswert (mindestens) einmal angenommen, d.h. es gibt ein x, € (a,b) mit
flz)=¢.

Der Beweis ist elementar: Sei & zwischen f(a) und f(b) liegend vorgegeben. Wir be-

33Dieser Beweis ist eine typische Argumentationsweise aus der Analysis, genannt Kompaktheits-
schluss (so in etwa: man konstruiert gewisse beschriinkte Folgen, folgert, dass es HP, d.h. konvergente
Teilfolge, gibt; fiir den Grenzwert dieser Teilfolge leitet man gewisse Eigenschaften her).

46



trachten die Funktion h(x) := f(x)—¢ (d.h. Graph von f um & nach unten verschoben).
h ist dann ebenfalls auf [a, b] stetig, und da £ zwischen f(a) und f(b) liegt, ist einer der
beiden Werte h(a), h(b) positiv und der andere negativ. Es kann also auf h der Null-
stellensatz angewendet werden. Der liefert ein z, € (a,b) mit h(z.)=0, also f(z.)=¢£. O

3.4 Funktionenfolgen, gleichméiflige Konvergenz, und noch-
mal Potenzreihen

Folgen von Funktionen(!) zu betrachten ist fiir uns nicht véllig neu: Bereits im Zu-
oo

sammenhang mit Potenzreihen Y ay (x—1x0)* hatten wir die Partialsummen s,(z) :=

k=0
n

S ay (x—10)* betrachtet; die Grenzfunktion f war "punktweise”, d.h. fiir jede Stelle
k=0
x erklart als

f(x) := lim s,(x),

n—oo

fiir solche z, fiir die der Grenzwert existiert. Wir hatten bereits gelernt, dass es immer
einen Konvergenzradius R € [0, oo] gibt, so dass fiir alle z € R oder x € C mit |z—xo| <R
Konvergenz (sogar absolute Konvergenz) gilt und fiir alle z mit |x—z¢| > R Divergenz.
Wir konnen den oben zugrunde gelegten Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen in
eine Definition packen:

Definition (punktweise Konvergenz einer Folge von Funktionen). Sei D CC
oder DCR, und seien f, : D — C (od. R) eine Folge von Funktionen.?* Wir sagen, die
Folge (f,) konvergiert punktweise auf D gegen eine Grenzfunktion f : D — R, wenn
fiir jedes x € D (also 'punktweise’) gilt

lim f,(x) = f(x).

n—oo

In Quantoren ausgedriickt:

VeeDVe>03IngeNVn>ng: |fu(z) — f(x)] <€

Wichtig: Hier darf — beachte die Reihenfolge der Quantoren — das ng sowohl von € als
auch von x abhéngen: ng=ng(e, x).

Neben der punktweisen Anndherung einer Funktionenfolge an eine Grenzfunktion
kann man stattdessen auch die Anndherung mittels des maximalen Abstandes
max |fu(z) — f(x)] 'messen’, d.h. man legt fest, dass die Funktionenfolge (f,,) nur dann
Te

gegen [ konvergiert, wenn der maximale Abstand gegen null geht, also f, in einem

34D muss nicht der 'gesamte’ (der maximale) Definitionsbereich der f, sein; man kann hier auch
eine Teilmenge einsetzen.
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e-Schlauch um f liegt (Skizze!). Da jedoch rnag)(] fn(x) — f(z)| "seltener” existiert
S
als sup | fn(z) — f(x)], ist es sinnvoll diesen letzteren Ausdruck als Abstandsmafl zu
zeD
benutzen.*”

Definition (gleichmiflige Konvergenz einer Folge von Funktionen). Seien D,
fn, [ wie oben. Wir sagen, dass die Funktionenfolge gleichmdfsig gegen f konvergiert,
wenn

lim (sup |fa(z) — f(z)]) = 0. (3.3)

n—oo zeD

gilt. In Quantoren ausgedriickt:

Ve>03IngeNVn>nyg VeeD : |f.(z) — f(x)] <e (3.4)

= sup |fn(z)—f(x)|<e
xeD

Wichtig: Hier darf ny nur von € abhidngen: ng=mng(€). Man sagt: no wird 'gleichméfig’
bzgl. x € D gewihlt.

Offensichtlich gilt: Aus der gleichméfigen Konvergenz folgt immer die punktweise Kon-
vergenz, denn man kann das nog=mng(¢€) aus der Definition der glm. Konvergenz einfach
fiir alle x € D als ng=nyg(¢, z) in der Definition der punktweisen Konvergenz verwenden.
Die Umkehrung ist jedoch nicht richtig; in diesem Sinne ist die Eigenschaft ” gleichmé&fi-
ge Konvergenz” ’stéarker’ als die Eigenschaft "punktweise Konvergenz”. Dass die Um-

kehrung nicht gilt, kann man leicht anhand des folgenden Gegenbeispiels sehen: Sei
(Skizze!)

0 ,z<0
falx):=< 1 z>1
nr ,0<wz<:

Fiir jedes feste x ist offensichtlich

lim £, (z) :{ vorsl }zz f(@),

,x>0

d.h. die Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen f auf D = R. Die Funk-
tionenfolge (f,) konvergiert jedoch nicht gleichméBig gegen f, denn der Abstand
zwischen f,, und f, gemessen im Supremum, ist, fiir jedes n € N, immer 1, geht also
nicht gegen null.

Anmerkung zur Veranschaulichung der z-(un-)abhéngigen Wahl von ny:
Ist € > 0 fest vorgegeben, so muss man in diesem Beispiel das ng, fiir welches
|fu(z)— f(x)| <e€ist, in der Tat abhéngig von x wihlen: Je néher x gegen null riickt

35Wir wissen: Wenn D kompakt ist und sowohl alle f,, als auch f auf D stetig sind, dann existiert
obiges Maximum und ist gleich dem Supremum, d.h. in (3.3) darf man dann ”sup” durch ”max”
ersetzen.
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(fiir positive z), desto grofer muss man ng wihlen; es ist nicht moglich, ng gleichméBig
bzgl. x zu wéhlen.

Zur Ubung: Uberlege, ob die Folge f,(z) = sin £ punktweise und/oder gleichmiBig
konvergiert, (a) auf D=R, (b) auf D=[0, 1].

Wozu braucht man gleichméfiige Konvergenz?

Dann, wenn man eine Folge von stetigen Funktionen gegeben hat, und die Frage stellt,
ob die Grenzfunktion dann ebenfalls stetig ist.

Im allgemeinen ist so eine Schlussfolgerung bei punktweiser konvergenz unzuléssig:
Siehe obiges Beispiel! Die f,, sind stetig, aber die (punktweise) Grenzfunktion f ist
unstetig!

Aber: Nehmen wir als stédrkere Voraussetzung die gleichméfige Konvergenz, so
bekommen wir ein Resultat:

Satz (Stetigkeit der Grenzfunktion). Seien D, (f,), f wie oben, seien die f,
stetig, und sei (f,) auf D gegen f gleichmafig(!) konvergent. Dann ist auch die
Grenzfunktion f stetig.

Beweis. Wir wollen die Stetigkeit von f an einer Stelle z, € D zeigen.

Der Beweis verwendet den sog. £-Trick und die e-)-Charakterisierung der Stetigkeit:
Sei € > 0 vorgegeben. [Wir miissen ein ¢ > 0 finden, so dass fiir alle |z —x,| < §
|f (z) = f(z.)| <e gilt]

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f,,) gegen f gibt es ein ng =mng(e) €N, so
dass fiir alle n>ng und alle x € D gilt:*°

|[fo(2) = f(2)] < (3.5)

Wl ™

Wir wéhlen so ein n>nyg, z.B. n:=ny.

Da f,, stetig ist, gibt es ein 6 =0(¢, no(€)) =d(e) >0, so dass fiir alle x € D mit |z—z,| <¢
gilt | f(2)— fu(za) | < 5.

Wir schéitzen nun mit der Dreiecksungleichung ab, verwenden dabei (3.5) an zwei ver-
schiedenen Stellen x und x,: Es folgt

€

F@) = F (@)l < |f @)= ful@)] + | fule) = fulw)| + fule) = fa)] < g+ 5+ 3

=€
fir alle z€ D mit |z—z,| <4. O

Nun zuriick zu den Potenzreihen. Wir wissen, dass Potenzreihen im Inneren ih-
res Konvergenzradius punktweise konvergent sind. Sind sie dort auch gleichméfig

36Beachte: Hitten wir nur punktweise Konvergenz, so miissten wir ggf. fiir jedes x ein anderes ng
nehmen; es wiire nicht sicher, dass wir ein gemeinsames n finden, so dass (3.5) fiir alle betrachteten x
gilt.
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konvergent? Wenn dem so wére, wiissten wir mit obigem Satz, dass die Grenzfunk-
tionen stetig sind, dass also z.B. sin, cos, exp : R — R (und auch als C — C) stetig sind!

Satz (GleichmifBlige Konvergenz von Potenzreihen). Sei Y ay (v — z0)" =
k=0
lims,(z) eine Potenzreihe mit Partialsummen s,(z) = Y ax(z — x¢)F. Sei der

k=0

Konvergenzradius strikt positiv, also R € (0,00] (d.h. R = oo ist zugelassen).
Sei 0 < r < R. Dann ist die Folge der Partialsummen (s,) auf der Kreisscheibe
K, :={zeC||x—xo| <r} gleichméBig konvergent gegen die Grenzfunktion.

Beweis. Man iiberlegt sich zunéchst, dass um die gleichméfige Konvergenz einer z-abhéngigen Reihe
zu zeigen, es reicht, eine konvergente Majorante zu finden, die unabhéngig von x ist.
Wir wihlen dann irgendein  mit |[x—xo|=7. Da dann |x—x¢| < R ist, wissen wir, dass die Potenzreihe

fiir dieses x absolut konvergent ist (nach dem Satz iiber den Konvergenzberelch von Potenzreihen,

S. 26), dass also die Reihe Z ay ¥ absolut konvergent, ist, also Z lax| ¥ konvergent ist. Da fiir alle
k=0 k=0

r€ K, |z—x0| <7 ist, gilt fiir diese x dass |ag (x — 20)*| < |ag|r¥ ist, d.h. die Reihe Z lag| ¥ ist eine
konvergente Majorante fiir unsere Potenzreihe an jeder Stelle z € K,.. Daraus folgt die gleichméfige

Konvergenz der Potenzreihe. O

Folgerung: Potenzreihen mit Konvergenzradius R € (0,00] sind auf dem
Konvergenzintervall [:=(xy— R, xo+ R) stetig.

Beweis. Um zu zeigen, dass eine Potenzreihe an einer Stelle x € [ stetig ist, wahle r
aus obigem Satz hinreichend grof, ndmlich |z — x| < r < R. Mit dem Satz folgt die
Stetigkeit an dieser Stelle.

Also:

‘sin, cos,exp : C — C, sin, cos,exp : R — R sind stetig.

Arkusfunktionen. sin : R — R ist zwar nicht injektiv, jedoch durch Einschrinkung
('Restriktion’) des Sinus auf ein geeignetes Intervall konnen wir den Sinus injektiv
‘machen’ und somit eine Umkehrfunktion finden:

Auf dem Intervall I := [~7, 7] ist der Sinus streng monoton wachsend, denn:

Fiir z €1 und positives he (0, 7) ist
sin(z+h) —sin(z—h) = (sinzcosh + coszsinh) — (sin z cos h + cos zsin(—h))
= 2coszginh > 0.
o~
>0 >0
Fiir vorgegebenes z,y € I, y > z, folgt mit Setzung z := "”—er und h:=%*, dass z €1
und h € (0, §]; somit folgt mit obiger Rechnung die behauptete strenge Monotome
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Aus der strengen Monotonie folgt die Injektivitat, somit die Bijektivitdat von

sin : D — sin(D), D = [ T W]

33
Es bleibt noch die Bildmenge sin(D) zu identifizieren: Es ist sin(—%) = —1 und sin § =
+1; wegen der Monotonie ist somit sinz € [—1,1] fiir alle z € [-7, ], d.h. sin(D) C
[—1,1]. Das Argument, dass die Bildmenge sogar gleich der Menge [—1,1] ist, liefert

der Zwischenwertsatz, angewandt auf das Intervall D: Da sin stetig ist, gibt es fiir jedes
¢ € [-1,1] ein Urbild in D. Es ist also

T
in:[——, =] —[-1,1
sin : | 5 2} [—1,1]

bijektiv. Somit gibt es eine Umkehrfunktion, genannt arcsin (sprich: Arkussinus):

arcsin : [—1,1] — [—g, g]

Diese ist ebenfalls stetig und ebenfalls streng monoton wachsend.
Analog kann man auch fiir cos sowie fiir tan := 2 Intervalle strenger Monotonie
identifizieren und zugehorige Umkehrfunktionen arccos, arctan finden (sieche Ubung).
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3.5 Differenzierbarkeit

Die Stetigkeit besagt, grob gesprochen, dass sich Funktionswerte, wenn man das
Argument 'wenig’ variiert, nur 'wenig’ verdndern. Beim Differenzieren (oder Ableiten)
geht es darum, genauer zu quantifizieren, wie stark sich Funktionswerte dndern, wenn
man das Argument variiert. Die folgende Motivation ist sicherlich bereits aus der
Schule bekannt:

Bei einer ’affin linearen’ Funktion®” f(z) := ax +b koénnen wir uns leicht darauf
verstdndigen, dass die 'Steigung’ der Funktion gleich a ist, dh. variiert man das Argu-
ment um einen Wert Az, so variieren die Funktionswerte um den Wert a- Axz. Wie lasst
sich der Begriff der Steigung auf andere Funktionen verallgemeinern? Zunéchst einmal
haben beliebige Funktionen offenbar die FEigenschaft, dass ihr "Steigungsverhalten” von
Punkt zu Punkt unterschiedlich sein kann, d.h. die Steigung ist eine lokale Eigenschaft
in dem Sinne, dass wir an einer vorgegebenen Stelle z, die zugehorige Steigung
bestimmen wollen. Die grundlegende Idee ist nun, dass man als Steigung der Funktion
f an der Stelle x, die Steigung der durch den Punkt (z., f(z.)) gehenden Tangente an
den Graphen von f festlegt (Skizze!). Die Tangente ist eine lineare Funktion, d.h. deren
Steigung ist klar definiert. Es bleibt nur noch das Problem, wie man die Tangente an
den Graphen einer Funktion bestimmt. Dazu die Vorgehensweise: Man startet mit
Sekanten, also mit Geraden, die den Graphen nicht nur an der Stelle z,, sondern auch
noch an (mindestens) einer weiteren Stelle z schneiden. Dann ldsst man x gegen x,
gehen und beobachtet dabei, wie sich die Steigung der Sekante verédndert. Falls fiir
xr — x, die Steigung der Sekanten einem Grenzwert entgegen gehen, so definiert man
diesen Grenzwert als die Steigung, mathematisch, die Ableitung, von f an der Stelle x,:

Zur Vereinfachung der Darstellung wollen wir uns auf den Fall konzentrieren, dass die
Funktion auf einem offenen Intervall Dy = (a,b), —oo <a <b < oo, definiert sind und
wir Stellen x, € D betrachten. (Man kénnte auch etwas allgemeiner vorgehen und
beliebige Mengen D; C R zulassen, und z, Punkte zulassen, die in Dy liegen und die
gleichzeitig HP von Dy sind.)

Definition (Ableitung). Sei Dy = (a,b) CRund f : Dy — R. Sei x, € Dy. Wir sagen,
f ist an der Stelle z, differenzierbar (kurz: diff’bar), wenn der (Funktionen-)Grenzwert

@) @)

T = Tx r — Ty
z € Dy \ {zx}

=: f'(=.)

existiert (als reelle Zahl). Der Grenzwert wird als Ableitung von f an der Stelle .
bezeichnet, kurz: f’(z.). Indem man die Differenz h := x—x, einfithrt (Substitution)

37Beachte: In der Analysis wird eine solche Funktion manchmal als "linear’ bezeichnet; das ist etwas
kritisch, denn im Sinne der Linearen Algebra handelt es sich nicht um eine lineare Funktion.
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und x=ux,+h eliminiert, bekommt man die alternative Darstellung

yoy e flah) = f(e)
fle)= Jim -

(Man kann dann auch den ' weglassen und 'z’ statt 'z’ schreiben).?®
Die Funktion f heifit differenzierbar, wenn f an allen Stellen x € D differenzierbar ist.

Falls f differenzierbar ist, so ist f’(z) fiir alle z € D definiert, d.h. durch f': z — f'(z)
ist wieder eine Funktion f’: Dy — R definiert, die Ableitung(sfunktion) von f.

Der Ausdruck % wird als Differenzenquotient bezeichnet, in den Ingenieur-
wissenschaften oft (etwas ungenau) als ﬁ—i bezeichnet; sein Grenzwert wird als

Differenzialquotient % bezeichnet. Neben der Schreibweise f’(x) ist auch noch - f(x)
gebrauchlich.

Natiirlich kann man die obigen Funktionengrenzwerte auch wieder mittels Folgen ausdriicken:
f ist an der Stelle x, differenzierbar, wenn fiir alle Folgen (x,) in D\ {z.} mit lim x, = z, der
n— oo

Grenzwert lim % existiert und fiir alle diese Folgen (z,,) der selbe ist. Oder: Wenn fiir alle

n— oo

Nullfolgen (hy,) mit h,, #0 der Grenzwert lim w existiert und immer der gleiche ist.
n—o00 n

Beispiel. Berechne die Ableitung der Funktion f(x) := z? an der Stelle z €R.
(x + h)?* — 22 2hx+h?

i L&) = F@) — lim Y i 2e 4 h = 22
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Also: Die Funktion f(x)=x? ist differenzierbar, und die Ableitung lautet f’(z)=2x.
Diese Rechnung funktioniert ganz analog fiir f(x)=x" mit n €Ny; man muss dabei den
Term (z+h)"™ mit der Binomischen Formel (1. Sem.) ausrechnen. Man erhélt:

f'(x) =na™! VneN. (3.6)

Beispiel. Untersuche, ob die Funktion f(x) = \/|z| an der Stelle x =0 differenzierbar
ist.
FO+h) — £(0) /W[ =v0 1
= =sgn(h) ——
h I VT

Fiir h — 0 geht +/|h| gegen null; der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir h — 0
existiert also nicht, d.h. f ist an der Stelle x =0 nicht differenzierbar.

Historisches zur Analysis im allgemeinen und dem Ableitungsbegriff im besonderen.
In dieser Form formal prézise gestellt und gelost wurde das Problem des Differenzierens erstmalig,
und zwar unabhingig voneinander, von Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz gegen Ende
des 17. Jahrhunderts. Beide haben erbittert gestritten um den Ruhm der Erstentdeckung. Bekannt

38 Meist ist diese Darstellung "mit h” fiir praktische Berechnungszwecke besser geeignet als die erste.
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war die Problemstellung bereits in der Antike als das "Tangentenproblem’. Newton ging das Problem
‘physikalisch’ mit Ableitung einer Orts-Zeit-Kurve als Momentangeschwindigkeit an, Leibniz dagegen
losgelost von Geometrie und Physik als rein mathematisches Problem. Man beachte, dass zur Zeit
Newtons und Leibniz’ weder der Begriff der Funktion noch der Begriff des Grenzwerts formal prézise
gefasst war. Die Priizision, mit der wir hier die Analysis kennenlernen, wurde erst im (frithen) 19.
Jahrhundert moglich. Die Notwendigkeit einer solchen Prazisierung lag lange auf der Hand, da vorher
standig eher diffus von ’unendlich kleinen’ oder 'unendlich groflen’ Groflen die Rede war, was oft
wegen der innewohnenden Ungenauigkeit der Ausdrucksweise zu Widerspriichen fithrte. So wurde
beispielsweise vor dem 19. Jh. nicht strikt zwischen punktweiser und gleichméfiger Konvergenz

unterschieden.

Es ist wieder offensichtlich, dass das Berechnen der Ableitung mittels Differenzenquo-
tienten fiir komplizierte Funktionen sehr aufwéindig ist. Fiirs einfache Differenzieren
brauchen wir also wieder Rechenregeln; diese diirften aus der Schule bekannt sein:

Satz (Rechenregeln fiirs Differenzieren). Seien f,g : (a,b) — R, x € D, und f
und g differenzierbar an der Stelle z. Dann ist

(i) f+g an der Stelle z diff’bar, mit
(f+9)'(z) = f'(2) + ¢'(z)

(Summenregel),

(ii) f-g an der Stelle z diff'bar, mit
(f -9)'(z) = ['(z)g(2) + [(x)g' (x)

(Produktregel, auch: "Regel des wandernden Strichs”),

(iii) % ist an der Stelle x diff’bar, mit

/
f _ f@)g(@)—f(@)g (x)
(5) (z) = 9(x)?

falls g(z)#0.

Beweis. Der Beweis von (i) ist trivial; bei (ii) und (iii) muss man geeignete Terme
einschieben; welche dies sind, kann man sich iiberlegen aus dem, was herauskommen
soll:

(i)

- [feth) +glz+h)] - [f(z) + g(x S 1’+h f(z)  gleth) —g(z)
}ILILI[I) h hao( + h )

h. (f + g)'(z) existiert und ist gleich f'(z)+g¢'(z).
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oo LRy +h) - f(@)g(@)

h—0 h
_ oy JEEg(ath) = fleth)g(z) + f(r+h)g(r) — f(z)g(x)
h—0 h
= lim (f(a:+h)9("”+h;l— 9(x) +g(x)f(surh;l— f@;))

g(x+h2— g(x) +g(x) lim f(x+h;1— f(z) (@) () + g(2) F ()

=Sl i

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit von f ausgenutzt wurde; jede differenzier-
bare Funktion ist in der Tat stetig, s.u..

(iii) Fiir (iii) beweist man zunéchst, dass fiir u(z) := ﬁ gilt v/ (z) = —gég%:
u(x+h) —u(x) il

lim = Jjm o) 9@)

h—0 h h—0 h
: 1 g(x) — g(z+h) 1 ,

= lim . = (=g (z
h—0 g(x+h) g(x) h g(x)? (=9'(@))
Zusammen mit der Produktregel folgt nun die Behauptung. O

Anwendungsbeispiel.
Fiir n € N ist %af” = %gﬁ% = —"5— = -n 27" 1. Zusammen mit dem vorherigen

Ergebnis {iber Potenzen mit positivem Exponenten folgt also:

n—1

Folgerung aus den Rechenregeln. Jedes skalares Vielfaches einer differenzierbaren
Funktion ist offensichtlich wieder differenzierbar, (af)’ = « f’; die Summe zweier
differenzierbarer Funktionen ist ebenfalls differenzierbar, (f+g) = f'+¢’; die Menge
aller auf einer festen Menge I CR definierten reellwertigen Funktionen erfiillt somit die
Unterraumaxiome (siehe 1. Semester); sie bildet somit einen Vektorraum, nidmlich
einen Unterraum des Vektorraums Abb(/,R) aller Funktionen von I nach R.

Satz (Kettenregel). Seien Dy, D, CR offene Mengen, g : D, =R, f : Dy — R mit
g(Dy) € Dy. Sei x € D, und y := g(x) € Dy. Ferner seien g an der Stelle z € D, und
f an der Stelle y:=g(x) differenzierbar. Dann ist die Verkettung f o g an der Stelle x
differenzierbar, und es gilt

(feg)(x) = [f(y) g(x) = f(9(x)) g'(x)
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Kurz, fiir iiberall diff’bare Funktionen: (fog) = (f'og) - ¢’. Oder in ’Differenzial-

Schreibweise’: g—f —df  dg
x dg dx

Um weitere Funktionen, wie z.B. f(z) = e oder f(z) = sin(5z+ 3(”1) ) mit
Hilfe der Rechenregeln abzuleiten, brauchen wir zunéchst die Ableitung von den
elementaren Funktionen exp, sin, cos:

Satz. Die Funktionen exp, sin, cos : R — R sind differenzierbar, und es ist

‘exp’x =expx ‘, ’sin’a: = cosx‘, ’cos’x = —sinx| (3.7)

Beweis.

(i) Wir wollen }llin}J w = exp(x) zeigen, also, gleichbedeutend, }llin%) w -
—

exp(z) = 0. Dazu die Untersuchung;:

exp(z+h) — exp(x)

—ex (33) = er w < er. (@4_@4_%4_ )
h P = h = 30 4l
_ I |hl | | i (h—0)
= (g ) e "”( Figp g be) = i B

0 —el=1

wobei am Ende die Stetigkeit von exp verwendet wurde.

(ii) Es ist
sin(z+h) —sin(x) sinzcosh+coszsinh —sinz . cosh—1 sinh
= =smx-———+CoST -
h h h h
——— ~—~—
—07 —17

Um zu zeigen, dass dies gegen cosx geht fiir h — 0, miissen wir nur zeigen, dass

cosh—1
li lim ——— = 0. .
M W 0 9

sin b -1

Um die erste Aussage von (3.8) zu zeigen, betrachten wir, analog zu (i),

sin h 1 I I 1 h?  ht
-1 - . R T _ < 2 oo 2
) e (e )

h2 RS
< |h|2~<1++++ >§|h|2-e|h|(}i>))0.

4!
Die zweite Aussage von (3.8) zeigt man ganz analog.

(iii) z.U: Zeigen Sie (iii). Sie diirfen (3.8) verwenden. O

In Kap. 3.6.1 werden wir eine einfachere Methode kennenlernen, Potenzreihen wie
sin, cos, exp abzuleiten!

Beispiele (Anwendung der Kettenregel und von (3.7)):
Es ist
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s ;
L =7 . (=21),

= 7 = 7 x 6 (22=1)—(z+1)-2z
2 sin(5z4 3 (%)) = cos(5a+ 3 (&) ) - (5 +3-7- (&))" M )

Hohere Ableitungen. Da fiir differenzierbares f : D — R die Ableitung f" wieder
eine Funktion von D nach R darstellt, kann man untersuchen, ob f’ wiederum auf D
differenzierbar ist. Wenn ja, so bezeichnet man die Ableitung f” := (f’)’ von f’ als
zweite Ableitung von f. So weiter erhélt man, falls sie existieren, f/, f”, f", f@, f® .

2z.U.: Berechnen Sie (f-g-h), (f-9)", (fog)".

Satz (Differenzieren der Umkehrfunktion). Seien A, B C R offene Mengen und
f : A — B bijektiv und differenzierbar an der Stelle x € A. Dann ist die Umkehrfunktion
f~': B — A differenzierbar an der Stelle y= f(z) € B, sofern f'(x)#0, und es gilt:

I
) SU)

Zum Beweis: Wir wollen hier nicht die Differenzierbarkeit von f~! zeigen, sondern uns
nur davon iiberzeugen, dass die Formel (3.9) gilt. Dazu differenzieren wir die Gleichung
fof~t=1d, also f(f~'(y)) = y, nach der Kettenregel. Wir erhalten

FU W) - (Y =1

(f ) (3.9)

Per Division folgt (3.9).%

Bemerkungen:

— Die Formel (3.9) braucht man sich nicht unbedingt zu merken; es ist einfacher, wenn
man sich merkt, wie man diese Formel herleitet.

— Indem man die Gleichung f(f~'(y)) = y ein zweites, drittes,... mal ableitet, kann
man Formeln fiir die zweite, dritte,... Ableitung von f~! herleiten (s.U.)

Anwendungen der Regel (3.9): Bestimme die Ableitungen von /x, arcsin, In, a®, z*
Hier exemplarisch fiir den Logarithmus durchgefiihrt:
"In” ist die Umkehrfunktion von f := exp. Wir wissen, dass f’ ebenfalls exp ist. Wir

erhalten:
1 1 1

W) = o) ~ e b

Ergebnis:

In'(z) = 2| V>0

2z.U.: Berechnen Sie fiir > 0, @ € R die Ableitung von f(z) = 2, f(z) = a7,
flx) =2%".
dx

39n (m.E. nicht empfehlenswerter) Ingenieur-Kurzschreibweise (Leibniz-Notation) kurz: 92 = L.
dz

dy
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Hinweis: Verwenden Sie a® = €. Beachten Sie auch, dass a* immer im Sinne von
a®) zu verstehen ist. (Grund: Die andere Klammerung (a®)¢ liele sich einfacher als

a® schreiben.)

Satz (Beziehung zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit).

Sei D C R offen und Sei f : D — R differenzierbar an der Stelle z, € D. Dann ist f
stetig an der Stelle x,.

Kurz: Jede diffbare Funktion ist stetig.

Die Diff’barkeit ist in diesem Sinne eine ’stérkere’ Eigenschaft als die Stetigkeit.

Beweis. Diff'barkeit an der Stelle x, bedeutet, dass fiir jede Folge (z,,) mit lim x, =z,

gilt lim% = f'(x,), also dass % — f'(x) ) ), Multiplikation mit
der Folge (z, —z,) liefert, da diese Folge ebenfalls gegen null konvergiert, nach den
Rechenregeln fiir konvergente Folgen, dass die Produktfolge ebenfalls gegen null geht,
also f(an)— f(2.) — f'(2) - (wn—2.) "=3) 0. Addition der Nullfolge (f'(2.) - (xn—2.))

liefert nach den Rechenregeln, dass f(z,)—f(z.) gegen null geht, also lim f(z,) = f(z.).

Ist die Ableitung einer differenzierbaren Funktion immer stetig? Bei den "meisten” diff’baren Funk-
tionen ist die Ableitung in der Tat stetig. Jedoch kann man auch Gegenbeispiele finden.
Ein Gegenbeispiel ist die Funktion

[ a%sin % ,x#0
f(x)‘_{o 2 ,2=0

Fiir diese Funktion existiert f/(0), denn

. f(h) f(O) : h?sin }1L : 1
! _ — — . —
f (0) = }llm%) 7}1 = }ILIH%) A = ’lllfr%)h S n 0,

beschr.

aber es ist, mit
1 1
f'(z) =2xsin— —cos — Vx#£0,
T T

lir% f(xz) # 0 (der Limes existiert nicht), also lirrb f(x)# f/(0), f" ist somit unstetig.

Bezeichnung. Die Menge aller auf einem Intervall I = (a,b), —o00 < a < b < o0,
definierten Funktionen f : I — R, die auf I differenzierbar sind, und deren Ableitung
auf I stetig ist, wird mit C*(I) oder C'(I) bezeichnet.

Die Menge aller Funktionen f : I — R, die auf I n-mal differenzierbar sind, und
deren n-te Ableitung stetig ist, wird mit C™(I) oder C"(I) bezeichnet. Die Menge der
Funktion f : I — R, fiir die alle Ableitungen f™, n € N, existieren, wird mit C>(I)
bezeichnet.

Zum Zusammenhang von Ableitung und Monotonieverhalten einer Funktion (quasi:
zur Anschaulichen Bedeutung der Ableitung) siehe S.63.
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3.6 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen:
Folgen differenzierbarer Funktionen, Extremstellensu-
che, Mittelwertsatz, Regel von I’Hospital, Taylor-Formel,
Newton-Verfahren

3.6.1 Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen, insbesondere Potenzrei-
hen

Wir hatten in Kap. 3.4 bewiesen, dass bei einer Folge von stetigen Funktionen, die
gleichmdfig konvergent ist, die Grenzfunktion ebenfalls stetig ist. Der Beweis verwen-
dete die g-Technik. Es gibt einen entsprechenden Satz auch fiir die Differenzierbarkeit
(hier ohne Beweis):

Satz (Differenzierbarkeit einer Grenzfunktion). Seien f, : (a,0) — R differen-
zierbare Funktionen; die Folge (f,,) sei punktweise konvergent; die Grenzfunktion heifle
f- Sei die Folge der Ableitungen (f!) gleichméBig konvergent auf (a,b). Dann ist auch
die Grenzfunktion f differenzierbar, und fiir ihre Ableitung gilt

fla) = lm fi() Ve (ab).

Wir wollen priifen, ob dieser Satz fiir Potenzreihen Y aj, (x—x0)* allgemein anwendbar

k=0
n

ist. Wir setzen also f,(x) = s,(z) = 3 ax (r—x0)" und setzen voraus, dass die Folge

fn(z) auf einem Intervall (zo— R, .700—1—1?2), mit Konvergenzradius R >0, konvergent ist.
Wir miissen, um obigen Satz anwenden zu konnen, priifen, ob die Folge der Ableitungen,
also

—_

n—

su(@) = D kag (x—20)* " =Y (k1) ap (220"
k=1 0

e
Il

gleichméfig konvergent ist. Wir sehen, dass neben s, (x) auch s/, (z) eine Potenzreihe ist,
somit nach Satz (s.S. 50) auf jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzbereichs
(20— R, o+ R), wobei R € [0,00] der Konvergenzradius von s/ (z) ist, gleichmiBig
konvergent ist. Wir miissen nur noch R berechnen (wir hoffen, dass R=R ist):

1

1
lim sup "%/(n+1)]a,|  Lim /n - lim sup "V/a,|

——
=1

R = R

Somit ist die Folge der Ableitungen also auf dem ganzen offenen Konvergenzintervall der
Reihe konvergent; auf jedem kompakten Teilintervall gleichméBig konvergent, somit ist
nach obigem Satz die Grenzfunktion differenzierbar (und zwar, indem wir das kompakte
Teilintervall fiir vorgegebenes z hinreichend grof§ wéhlen, auf ganz (zo—R, 2o+ R), und
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man bekommt die Ableitung der Grenzfunktion, indem man den Grenzwert von s/, (x)
nimmt:

:sf\(:p)
d > k Satz q. d & G k—1
dp \ 2o o (o) ) = lim B (o) J;%OZ— ai (v=x0)* = > ack (a-o)
N k=0 k=0 k=1
=f(z) =s/ (z)

(an der Stelle (*) haben wir die Rechenregel benutzt, dass wir bei endlichen(!) Summen
gliedweise differenzieren diirfen)

Kurz: Potenzreihen darf man ’gliedweise’ ableiten:

S gy (r—w0)t = 3 L ay (w—mo)*
dw = g 0 P g 0

Anwendungsbeispiel: Die Funktionen exp, sin, cos sind differenzierbar, und es gilt

= d z* kxk L) o= 2k
i dx(zkzl>_k:0%ﬁ_ _Zk_ xp(z

k=1

wobei wir an der Stelle (*) eine Indextransformation vorgenommen haben.
Analog: Es ist

» - d o0 N p2k+1 B . d N 2kt
sin'(x) = ar ;(—) m _Z%(_) (2k+1)!

= 2k+1) 2 B i
- ;(_ ) ((2k:+)1)! =2 (-f @Ry~
analog: cos'(z) = —sin(z).

Diese kurzen Rechnungen ersetzen die etwas miithsameren Rechnungen auf S. 56.

3.6.2 Extremstellen und Mittelwertsiatze

Def. (relative und globale Extremstellen, Extrema). Sei f: D — R, DCR.
Ein z, € D heiit globale Maximalstelle (globale Minimalstelle), falls f(x.)> f(x) [bzw.:
f(z) < f(x)] fiir alle € D. Der Wert f(x,) heifit dann das (globale) Mazimum (bzw.:
das (globale) Minimum).

Ein z, € D heifit relative Mazimalstelle (relative Minimalstelle), falls f(x,) > f(x)
[bzw.: f(z.) < f(z)] fur alle z € DN (x,—€, x4 +€) fiur ein € >0. Der Wert f(z,) heifit
dann relatives Mazimum (bzw.: relatives Minimum,).

Ein Intervall U (z) := (z.—€, x.+€) heifit auch (offene) e-Umgebung von ..
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Statt relatives Extremum ist auch der Begriff lokales Extremum gebréauchlich.

Wie berechnet man Extremstellen? Ein notwendiges Kriterium fiir eine (relative)
Extremstelle ist (fiir differenzierbare Funktionen), wie bereits aus der Schule bekannt
sein diirfte, f’'(z.)=0; allerdings

— natiirlich nur wenn f differenzierbar ist und

— nur fiir Punkte im Inneren von D; nicht fiir Randpunkte®’:

Satz (notwendiges Kriterium fiir Extremstellen). Sei D CR und sei x, € D eine
relative Extremstelle. Dann ist

F/(x,)=0. (3.10)

Beweis. Sei z, €D relative Maximalstelle (fiir Minimalstellen geht’s analog), also f(z)—
f(x4) <0 fiir alle x aus einer e-Umgebung von z,. Division durch z—z, liefert

flx) = f(x) { <0 ,firz>ux,

T — Ty >0 fir z<uz,

(%)

(@)= f(zx)

Nach Voraussetzung existiert f'(z,) = limZL == fiir alle Folgen (z,) mit

Tn (n_>—o>o) x,. Nehmen wir nun eine Folge (x,) aus der e-Umgebung, die von rechts

gegen z, geht, so ist wegen (*) lim % < 0. Neben wir eine Folge (z,) aus der

e-Umgebung, die von links gegen z, geht, so ist wegen (*) lim M > 0. Es muss

also f’(:r;*):liin % sowohl <0 als auch >0 sein, also ist f'(z,)=0. O
Eine Stelle x, die (3.10) erfiillt, wird auch als kritische Stelle der Funktion f bezeichnet.
Wie man zuverlédssig entscheidet, ob es sich bei einer kritischen Stelle um eine relative
Maximal- oder Minimalstelle handelt, werden wir spéter noch diskutieren (Kriterium,
das f” verwendet).

Beachte auch, dass (3.10) nicht hinreichend ist fiir das Vorliegen einer relativen
Extremstelle; Gegenbeispiel f(z) := x3 mit f’(0) = 0, obwohl x, = 0 keine relative
Extremstelle ist.

Anwendungsbeispiel. Berechne das (globale) Minimum und Maximum von f(z) :=
e*—zx, f:[-1,1] = R.

Vorbemerkung: Wir wissen, dass es Minimum und Maximum geben muss, denn f ist
stetig und [—1, 1] ist kompakt.

Wir bestimmen zunéchst alle 'potenziellen’ relativen Extremstellen; also alle kritischen
Stellen, das sind alle Stellen, an denen das notwendige Kriterium (3.10) erfiillt ist:
fl(x)=e*—1,also f'(x)=0«< e*=1< z=In(1)=0.

Nun Vorsicht: Das Kriterium ist nur notwendig fiir Extremstellen, die im Inneren des

40Klar, denn betrachte f(z):=x auf [0,1]: Extrema existieren (am Rande), obwohl f’(x) immer
ungleich null ist.
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Gebietes liegen; es sind also neben z = 0 auch x = —1 und z = +1 moglicherweise
relative Extremstellen.
Wir wissen nun: Sowohl (globales) Minimum als auch Maximum wird irgendwo an den
(endlich vielen!) Stellen 0, —1, 41 angenommen. Um die globalen Extrema zu finden,
miissen wir nur f an diesen drei Stellen ausrechnen und untereinander vergleichen:
F(—1)=L+1, f(0)=1, f(1)=e—1.
Es folgt:

Ay et S =
Falls man auf offenen oder unbeschrdnkten Intervallen nach globalen Extrema sucht,
so muss man die Funktionengrenzwerte von f an diesen Réndern berechnen und mit
den Funktionswerten an den kritischen Stellen vergleichen, um zu entscheiden, ob
es ein globales Maximum/Minimum gibt und wie grof} es ist; also hat man z.B. auf
D := (a,b) nur einen kritischen Punkt = € (a,b) mit f(x) =3 und ilg(ll f(z) =5 und
ilirll) f(z)=4, so ist das globale Minimum gleich 3, und ein globales Maximum existiert
nicht.

Der folgende Satz von Rolle ist ein Hilfssatz; seine Bedeutung liegt darin, dass man
aus ihm sofort den sog. Mittelwertsatz folgern kann.

Satz (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Sei
f(a)=f(b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(£)=0.

Beweis. Der Satz von Rolle folgt sofort aus dem obigen Kriterium f’(z,) = 0 fiir
Extremstellen:

Zunichst mal ist der Trivialfall moglich, dass f = const ist. In dem Fall ist f'(z)=0
fiir alle z € (a,b) und die Behauptung ist offensichtlich erfiillt.

Nun zum Fall, dass f nicht konstant ist. In dem Fall wird, wegen der Stetigkeit, auf
[a, b] ein Maximum und ein Minimum angenommen, und das Maximum ist echt grofier
als das Minimum. Da f(a) = f(b) koénnen nicht sowohl Maximum als auch Minimum
am Rand angenommen werden; es gibt also eine Extremstelle im Inneren des Inter-
valls. Nach dem obigen notwendigen Kriterium muss dort f’ den Wert null annehmen. O

Nun der eigentliche Satz, weswegen wir den Satz von Rolle brauchen:

Satz (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann
gibt es ein £ € (a,b) mit

7 = 5]

Anschaulich: Es gibt eine Stelle £, an der die Steigung der Kurve gleich der ” mittleren
Steigung” der Kurve (d.h. gleich der Steigung der direkten Verbindungslinie der beiden
Kurvenendpunkte) ist.
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Beweis. Der Mittelwertsatz kann direkt aus dem Satz von Rolle gefolgert werden. Wir
miissen dazu nur unsere Funktion f ”verbiegen” (scheren), so dass die Funktionswerte
an den Stellen a und b gleich grofl werden; wir ziehen dazu von f eine geeignete lineare
Funktion ab: Die Funktion

F(o) = f) - LU D o)

erfiillt in der Tat F'(a)= f(a)=F(b); also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a, b)
mit 0=F'(&)=f'(§)— (bl), i(“) Es folgt die Behauptung. O

Anwendung des / Folgerung aus dem Mittelwertsatz (Ableitung und
Monotonieverhalten von Funktionen):

Ist f: [a,b] — R differenzierbar auf (a,b) mit f'>0 (bzw. >0 bzw. <0 bzw. <0) auf
(a,b), so ist f auf [a,b] schwach monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend
bzw. schwach monoton fallend bzw. streng monoton fallend.).

Ist umgekehrt f : [a,b] — R schwach monoton wachsend (fallend) auf [a,b] und ist f
differenzierbar mit stetiger Ableitung, so ist f/>0 (f'<0) auf (a,b)."!

Begriindung: Die erste Teilaussage folgt, indem man x1, x5 € [a,b], 1 < x5 vorgibt,
und auf das Intervall [z, z5] den Mittelwertsatz anwendet. Die zweite Teilaussage
folgt sofort aus der ersten, indem man einen Widerspruchsbeweis fiihrt und die
Stetigkeit von f’ ausnutzt, die dafiir sorgt, dass wenn f” an einer Stelle ein bestimmtes
Vorzeichen hat, auch in einer (kleinen) Umgebung dieser Stelle dieses Vorzeichen gilt.

Der folgende Satz ist wieder eher als Hilfssatz zu sehen. Wir werden ihn verwenden,
um die Regel von I'Hospital sowie den Satz von Taylor herzuleiten.

Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar, und es sei ¢'(x) #0 fiir alle x € (a,b). Dann gibt es ein € € (a,b)
mit*?

€ _ 10) - 1)

g' (&) g) —g(a)

Beweis: Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion

an. Es ist F(a) = f(b)g(a)— f(a) g(b), F(b) = f(b)g(a)— f(a)g(b). Es gibt also ein £ € (a,b) mit
0=F'(¢) = [f(b)— f(a)] g (&) — [g(b)—g(a)] f/(€). Umstellen liefert die Behauptung. O

41Bachte, dass man aus der strengen Monotonie nicht etwa ein striktes Vorzeichen von f’ folgern
kann, siehe Bsp. f(z) = 23.

42Technische Randbemerkung: Wir miissen g(b)—g(a)#0 nicht extra fordern; dies folgt aus ¢'(£) #
0V¢ € (a,b) mit dem Satz von Rolle.
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3.6.3 Die Regel von ’Hospital

Die Regel von I'Hospital*® liefert Vorgehensweisen zur Berechnung von Grenzwerten

. . 1 . z . .
lim £2) der Form 727 (2.B. lim #22) oder auch 72" (z.B. lim <), fiir die unsere
T—Tx g(@) z—0 ¥ o0 z—+o0 ¥

bisherigen Grenzwert-Rechenregeln (S. 38) i.a. kein Ergebnis liefern:

Satz (Regel von I’'Hospital). Sei —oco < a < b < 400, sei z, € [a,b], und seien die
Funktionen f, g : (a,b) — R differenzierbar auf (a, b)\{z.} mit ¢'(x) #0V x € (a, b)\{z.}.
Es gelte ferner, dass

J}EB f(z) =0, $1Lr¥clg(x) =0, (3.11)
und der Grenzwert )
lim f,(x) € RU{zxoo}
z—z. g ()
existiere, ggf. auch als uneigentlicher Grenzwert.
Dann existiert auch der Grenzwert Iligcl % (gef. uneigentlich), und es ist

i 1) _ 1)

im
oz g(x)  aoz. ¢'(2)
Die Aussage des Satzes bleibt giiltig, wenn man die Voraussetzung (3.11) ersetzt durch

lim f(z) =+o00, lim g(z) = +oc.

T—Tx T—Tx
Beispiele:
(a) lir%“% (siche (3.8)):
T
Da sowohl liIr(l) sinz = 0 (Stetigkeit des Sinus) als auch liH(l) x = 0, ist die Regel
T T—

von ’Hospital anwendbar, und es gilt

. sinx . cosx
lim = lim
z—=0 z—0 1

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit des Kosinus verwendet wurde.
Beachte: Das war viel einfacher als die Rechnung auf S. 56 zur Berechnung dieses
Grenzwerts!

(b) lir+n £
T—>+00
Es gilt sowohl lirll e’ = oo als auch lir}rﬂ r = oo, also ist die Regel von
T—>+00 T—>+00

I’Hospital anwendbar, und es gilt

ex x

lim — = lim — =+
r—+oo Tr—+00

43Guillaume Francois Antoine Marquis de 1’'Hospital, 1661-1704, Autor eines der friithesten Biicher
iiber Analysis

64



Man kann die Regel u.U. auch mehrfach hintereinander anwenden; z.B. ist

x x x

. (& . e . e
lim — = lim =..= lim — =400 VneN,
z—+4o00 " z—+o00 1 Tx—+00 N}

kurz: ”Die Exponentialfunktion wichst fiir n — oo stirker als jede
Potenz (und somit auch: als jedes Polynom)”.

Analog kann man mit der Regel von I'Hospital zeigen: ”Die Logarithmus-
Funktion wichst fiir + — oo langsamer als jede Potenz”.

(c¢) Beachte: Auch fiir Grenzwerte der Form ”0-(+00)” kann die Regel von 1’'Hospital

Inx 00"

niitzlich sein, z.B. kann man lim xlnx = lim %% schreiben, was vom Typ

z—0 z—=0 7z o0
ist; man bekommt
1
. . Inaz 2 .
limzIne = lim — = lim —%- = lim(—2) =0
z—0 z—0 P z—0 -2 z—0

Kurz: Das x dominiert das In z, zwingt das Produkt gegen 0, den Grenzwert von
x. Auch hier wieder gilt das entsprechende ebenfalls fiir Potenzen von z, wie man
durch wiederholten anwenden von 1I’Hospital leicht zeigen kann:

limz"lnxz =0 VneN

x—0

(d) Zur Ubung (dies sind Klausuraufgaben von 2009):

2 . xQ o
i & 1 lim sin(e 1)

1 )
— —_— —0 cosT __
T—00 P T e (&

Hinweis: Neben 1'Hospital auch (3.8) verwenden!™!
Weitere Beispiele in den Ubungen.

Hinweis: Man darf nicht vergessen, vor der Anwendung von I’"Hospital die Vorausset-
zungen zu tberprifen (d.h. ob wirklich der Fall ”%” oder ”% vorliegt); andernfalls
kann das Ergebnis falsch werden! Auch sollte man, bevor man die Regel von 1’'Hospital
(ein- oder mehrfach) anwendet, immer zuvor priifen, ob man Terme (Faktoren), deren

Verhalten man kennt, herausziehen kann; z.B. fiir

: 2 rT_ 11—
lim sin(x?) (e. x)
20 x3sinx

wire die unmittelbare Anwendung der Regel von I’'Hospital etwas aufwéndig, da beim
Ableiten von Zahlen und Nenner léngere Terme entstehen. Wenn man sieht, dass man

44Djeser Hinweis wurde in der Klausur nicht gegeben
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. i 2 . i . .
den Term lim % = lim ¥ = 1 herausziehen kann, muss man I’'Hospital nur auf
z—0 ¥ y—0 Y
den Rest anwenden:
sin(z?) (e"— 1— x) . osin(z?) . e—1—x (v, . e’ —1
lim 3 = lim o lim - =Z1-llm————
z—0 s z—=0 T z—=0 xsiny z—=0 SIN T + T COS T
(%) er el 1

= lim - = = =
z—02coSx — xsinx 2cos0—10 2

Dabei wurde an den Stellen (*) ’'Hospital angewendet.*”

Noch kurz zum Beweis (Beweisszizze) der Regel von 1’'Hospital: Wir fithren Sie auf
den verallgemeinerten Mittelwertsatz zuriick:

Wir betrachten zunéichst den Fall "z, € R”: Wir kénnen nach Voraussetzung f und g
stetig in x, durch f(x,):= 0, g(z.):=0 fortsetzen. Wir erhalten nach dem verallgemei-
nerten Mittelwertsatz fiir jedes x ein £ =&(x) zwischen x und z,, so dass

=0

lim L) _ gy @ @) POy SO

oz g(x)  aowe g(x) — g(ze) o () o g/(€)
——

=0

Nun lassen wir x gegen x, gehen. Dann muss offensichtlich auch £ gegen x, gehen, was
den letzten Schritt in obiger Rechnung begriindet, und es folgt die Behauptung.

Den Fall z, = +o0o kann man ebenfalls auf den verallgemeinerten Mittelwertsatz
zuriickfithren, indem man f(z) := f(2), §(x) := g(2) betrachtet. Den Fall ”=2”
mit x, € R kann man unter Betrachtung von f(z) := ﬁ, g(x) = ﬁ auf den
verallgemeinerten Mittelwertsatz zuriickfiithren.

Noch eine wichtige Anwendung, die zu folgendem wichtigen Folgengrenzwert fiihrt:

lim (14 2)" =¢*| VzeR (3.12)

n—oo

Insbesondere:

e = lim (1—1—%)”

n—oo

45Ohne dieses Heruasziehen am Anfang hiitte man hier viermal(!) hintereinander 'Hospital anwen-
den miissen, mit unangenehmen Ableitungen!
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Herleitung unter Verwendung der Regel von I’'Hospital an der Stelle (*):

1
x x _>x
T}Lrgo(l + 5) = lim exp(n - ln(l—l—ﬁ)) = eXp(nlLHOlo n -ln(l—i—ﬁ))
00 \m——
—0
] ln(l—i—%) (+) ) 1J:£ : <_%)
= exp| lim ——" ) =exp | lim ———5——
lim — @
= ex im =e

Formel (3.12) spielt eine Rolle in der Zinseszinsrechnung: Ein Kapital K, das zum Ende des Jahres
zu einem Zinssatz x verzinst wird, steigt auf den Wert K - (1+z). Zahlt man dagegen halbjihrlich
den Zinssatz %, so bekommt man (Zinseszins!) K - (1+%)?, und allgemein, bei n-maliger Verzinsung

zum Zinssatz von jeweils £ auf K - (1+2)". Im Grenzwert n — oo erhélt man K - e®.

Bemerkung: Die Formel (3.12) ist ungeeignet zur praktischen niherungsweisen Berechnung von e oder
e”, denn die Folge konvergiert nur sehr langsam. Die praktisch-numerische Berechnung von e oder e”
mittels der Exponentialreihe ist viel effizienter.

3.6.4 Die Formel von Taylor

Im Folgenden geht es darum, Funktionen (die einige male differenzierbar sind),
in einer (ggf. kleinen) Umgebung eines festen Punktes z, durch eine einfachere
Funktion, ndmlich durch ein Polynom, zu approximieren. Eine solche Approximation
hat vielfaltige Anwendungsmoglichkeiten; z.B. mochte man ggf. iiberschlagen, wie
viel ist In(1.0002) oder sin(m + 555), oder wir kénnen an Operationen wie das
Integrieren (Kap. 3.7) denken, die fiir komplizierte Funktionen nur schwer oder gar
nicht exakt durchfithrbar ist, fiir Polynome jedoch leicht ist. Eine weitere Anwendung
(s.S. 76 sowie die Ubung) ist die ndherungsweise Bestimmung von Umkehrfunktio-
nen in Fillen, in denen wir nicht in der Lage sind, die Umkehrfunktion exakt zu
bestimmen, wie beispielsweise f(z) = xIlnz. Wir werden am Ende dieses Kapitels
die Taylor-Entwicklung benutzen, um ein hinreichendes Kriterium fiir Maximal-
und Minimalstellen (in Abhéngigkeit von f’, f”,...) aufzustellen. AuBlerdem werden
wir in Kap. 3.6.5 die Taylor-Entwicklung benutzen, um zu analysieren, warum das
Newton-Verfahren so schnell konvergiert. Und es gibt unzéhlige weitere Anwendungen.
Die Taylor-Entwicklung ist aus den Ingenieurwissenschaften nicht wegzudenken, egal
um welche Fachrichtung es sich handelt.

Eine erste Idee kann es sein, eine gegebene, einmal differenzierbare Funktion f in einer
Umgebung von z, durch eine lineare Approzimation, ndmlich durch ihre Tangente im
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Punkte x, zu approximieren, also

fa) ~ f(w*) + @) (=)

(z), Tangentenglelchung

Wir haben hier ausgenutzt, dass die Tangente (nach Definition der Ableitung von f)
die gleiche Steigung hat wie f an der Stelle x,: Die Bedingungen, die 7} definieren,
sind also: 77 ist ein Polynom vom Grad (kleiner gleich) eins, es ist T'(x,) = f(z.) und
T'(2.) = f(x.).

Vermutlich wird die obige Approximation von f durch 7} nicht besonders gut sein, und
man wird vermutlich eine bessere Approximation bekommen, wenn man f durch ein
quadratisches Polynom 75 approximiert. Das Polynom soll an der Stelle x = x, nicht nur
die gleiche Steigung sondern auch das gleiche 'Kriimmungsverhalten’ haben wie f;%
das soll heiflen, wir fordern, dass 75 ein Polynom zweiten Grades sei mit T'(x,) = f(z.),
T'(z,) = f'(xx) und T"(x,) = f"(z,). Ein Ansatz To(z) = ap + a1(x—x,) + as (z —
7,)? (wir haben also 3 Bedingungen fiir die 3 Koeffizienten des Polynoms) fiihrt nach
zweimaligem Ableiten zu Tj(z.) = a1 + 2aa(z —x4), also zu oy = f(xy), a1 = f'(x.),
ay =1 f"(x,), also

f//(l'*)

Ty(z) = f(x.) + f'(2) (w—2) +

fiir differenzierbares f und |z —x,| ’klein’ haben wir also die Ndherung

f" ()
2

f@) = To(x) = f(w) + f'(z.) (2 —3.) + (w—.)*.

Fiir n-mal differenzierbares f bekommt man so, indem man die n+1 Bedingungen

Ték)(a:*) = f®(z,), k=0,..,n, stellt an ein Polynom T,(z) = > oy (z —z,)* die
k=0

Néherung

f//(x*)
2!

_ Z f(k)(a:* ( x*)k ,RENO.

f/l/ (1.*)
3!

f(n) (z.)

3
(x—x4)° 4+ .. + -

Tu(x) = [f(z)+ [(z) (z—2) + (z—2.)* +

Dieses Polynom heiit n-tes Taylor-Polynom von f fiir den Entwicklungspunkt z,.*

Indem wir die Substitution h := z —x, vornehmen, bekommen wir die dquivalente

46Ein vollig anderer Ansatz wiire, zu fordern, dass Th(w;) = f(x;) fiir drei verschiedene Punk-
te z; (allgemeiner: dass Ty, (x;) = f(z;) fir n+1 verschiedene Punkte x; gilt); dies ist ebenfalls
moglich und wird durchaus praktiziert, jedoch verfolgen wir diese Idee hier nicht weiter (Stichwort
"Polynomapproximation/-interpolation’ in der Literatur).

4TKonvention: die 'nullte Ableitung” f(?) sei nichts anderes als die Funktion f selbst.
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Darstellung®

" (n)
flze+h) =~ f(x*)—l—f/(x*)h#—#hz—l—...—i—fn—'h"
_ nfwwﬁmzfum fiir |h| 'klein’. (3.14)

o

=0

Bsp. Fiir f(z)=Inz und den Entwicklungspunkt z,:=1 haben wir f'(z)=21, f"(z)=
—5z, also f(1)=0, f(1)=1, f"(1)=—1, somit

1
To(h) = 0+ h — 5 2,

1
lna:%O—i-(x—l)—i(x—l)Q fiir [z —1| klein’

bzw

1
In (1+h) ~ h— 5 h*  fiir 3] Klein’

Eine Niherung von In(1.002) ist also, 7y verwendend, 0.002, und 73 verwen-
dend, 0.002 — 0.5 - 0.0022 = 0.001998. Und in der Tat; der exakte Wert ist
laut Taschenrechner: In(1.002) = 0.001998002663...; der Approximationsfehler
T2(0.002)—f(1.002) = T5(1.002)—f(1.002) ist also mit T5(1.002)—f(1.002) ~ 2.663-10~°
ziemlich klein.

In der Praxis hat man natiirlich normalerweise den exakten Wert (hier: Aus dem Ta-
schenrechner) nicht zur Verfiigung (denn wenn man den exakten Wert "hat” braucht
man iiberhaupt keine Approximation mehr durch Polynome).

Eine niitzliche Sache wire also: Kann man fiir den (Approzimations-) Fehler f(x)-T, (x)
eine Formel aufstellen, die einem etwas iiber die Grofle dieses Fehlers sagt, ohne dass
man den exakten Wert f(z) kennt? Darauf liefert uns obiges Konstruktionsprinzip von
T,, leider keine Antwort.

Man bekommt dagegen eine solche Darstellung des (Approximations-)Fehlers auf fol-
gende, nicht ganz naheliegende Weise:

Wir definieren, fiir (fest aber beliebig) vorgegebenes z, und h, die Hilfsfunktionen
z+ F(2), g — g(z), durch

(s
F(z):= Z / k:‘( ) (z,—2+h)*,  g(2) = —(z,—2z+h)"",
k=0 ’

48Bemerkung zum Polynom T, aus (3.13): Es ist T,,(h) =T,,(z), wobei h=z—x., also T, (z—z.) =
T,(z) bzw. T,,(h) =T, (z.+h). Formal sind die Polynomfunktionen x + T}, (x) und h ~— T},(h) nicht
die selben Abbildungen (was man z.B. daran sehen kann, dass T;, bei 0 eine Nullstelle hat und T,, bei

x4 ), daher haben wir die Bezeichnungen T,,, T,, unterschieden.
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und wenden auf F' und g den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf dem Intervall [a, b]
mit den Grenzen a := x,, b :=x,+h an. (Hier wird h >0 angenommen; im Fall h <0
sollte man die Rollen von a und b vertauschen.) Wir bekommen

| ~ f® w1
P = O et = Y I kst = 0 sy
k=1 '

n—1 f(k-‘;)(z) (x*ferh)’“
k=0
Jd() = (n+1) (me—z+h)",
F(z,) = Z [O6e) bk — T, (h),
glz.) = —h

g(z+h) = 0

und® somit die Existenz eines £ € (a, b) mit P;EZ;:;S;) = 51/((8 ; also

floth) =To(h)  fODE) - (w.—E+h)"  fH(€)
0— (=htt) nl(nd1)- (z,—E+h) (n+1)

Der Fehler an der Stelle x=x,-+h ist also

- (n+1)
R, (h) = f(zath) — To(h) = f(Tff) et

Dabei ist £ eine Stelle zwischen z, und z=x,+h, also £ € (z,, z) fir x >z, und € (z, z.)
fir < z,. Beide Fille kann man zusammenfassen, indem man § = z,+6 - (x —x,)
einsetzt, wobei 6 € (0, 1).

Man nennt den Fehlerterm R(z,, h) auch Restglied; die obige Restgliedformel geht auf
Lagrange™ zuriick (es gibt noch andere Darstellungen des Restgliedes). Da man das &
bzw. 6 nicht genau kennt, kann man das Restglied immer noch nicht exakt angeben,
aber man kann die Darstellung des Restliedes immerhin benutzen, um eine Schranke
fiir den Fehler ('Fehlerabschitzung’) zu bekommen.

497um Problem ”0°” bei der Auswertung von F(z,+h): Aus Griinden der Stetigkeit ist eine Funktion
u(x):=x" fiir festes k=0, die an allen Stellen ##0 den Wert 1 hat, auch an der Stelle z=0 mit dem
Funktionswert 1 zu interpretieren. (Anders die Funktion u(z):=k? fiir festes k=0: Diese hat fur alle
x#0 den Wert 0, somit ist auch ihr Funktionswert an der Stelle =0 als null zu interpretieren.)

50 Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813.
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Bsp. (Restgliedbetrachtung/-abschétzung): Oben hatten wir fiir f(r) := Inz
und z, =1 das Taylor-Polynom zweiten Grades Ty(h) = h — 2 1 h? hergeleitet, also
In (14h) ~h — 1 h?. Ferner ist f”(z)=2. Fiir den Fehler (das Restghed) gilt also

2

~ f///(g) 3 1 3
Ry, (h) = h®>=—-—~h>,
somit X
- 1 |h|>
Ro,. (W) <=(—=] -
Suchen wir eine Schranke fiir den Fehler z.B. an der festen Stelle a:— , d.h. h=— 3

so wissen wir, dass € € (x,2,) = (3,1). Aus Monotoniegriinden ist * = |§|3 [, 1],

27"

somit [¢|* > & verwendend erhalten wir
~ 2 1 2\3 8
Bpa (-2 <527+ (5) =2

(Dass wir hier mit so groffen Fehlern rechnen miissen, héngt damit zusammen, dass
wir bei a:— % nicht Weit von der Singularitét des Logarithmus bei =0 entfernt sind.)
Fiir =32, also h=1, ist £€(1,2), also £ >1, somit

1

Ron (<5 1-0/2° = o

Etwas allgemeiner, fiir variables x bzw. h:
Fiir x> 1, also h>0, ist £€(1,1+h), somit |{| >1, somit

By ()] < 5 -1

und fiir x <1, also h <0, ist £ € (1—|hl, 1), somit |{]|>1—]|h|, somit

= L
Rou (B)] < = 1"
Fiir das h =2 - 10~% aus obigem Beispiel bekommen wir also |R,,. (k)] < 1 - 3102

(Der Fehler kann also kaum grofler sein als % 107, was eine sehr gute Abschiitzung

fiir den Fehler ist, den wir auf S. 69 mittels Taschenrechner ermittelt hatten, ndmlich
2.663-1079.)

Wir fassen unsere Erkenntnisse zusammen im Satz von Taylor:

Satz (Satz von Taylor, Satz iiber die Taylor-Entwicklung, Formel von Tay-
lor).

Sei f : (a,b) — R (n+1)-mal differenzierbar und x.,z € (a,b). Dann erfiillt das n-te
Taylor-Polynom

~ ") (g,
T(h) = 5 Lotz pi

k=0
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die Gleichung

flzo+h) =To(h) + Roa. (h)],

wobei das Restglied (=Fehlerterm=Approximationsfehler zwischen Taylor-Polynom
und f) die Form

Rn,z*<h) _ SUE) 1 STDE) (x

(n+1)! (nt1)! _x*)nH (3.15)

hat, wobei ¢ zwischen x, und z,+h liegt, kurz:

u (k) (n+1)
oty = SIS 4 T,
= ' \—/—/

:Rn,m* (h)

:Tn (h)

Alle obigen Terme kann man mittels einer Substitution h=x—x, statt in x,, h auch in
T4, x ausdriicken:

- f9(ay) v, ST ntl
flz) = ;T (r—2.)" + ) (x—2,)"" |,
) e ’ — R, (@)

wobei ¢ zwischen z und z, liegt.
Bemerkung: Fiir n=0 ist die Formel von Taylor nichts anderes als der Mittelwertsatz.

z.U.: Leiten sie die sog. Siebziger-Regel her, d.h. eine Formel aus der Finanzmathematik, mit der man
niherungsweise berechnen kann, nach wie vielen Jahren sich ein Kapital, bei gegebener Verzinsung,
verdoppelt hat. Hinweis: Nehmen Sie kontinuierliche Verzinsung an, also K (t) = K - eP!, wobei der
kontinuierliche Zinssatz p so definiert, ist, dass nach ¢t = 1 Jahr ein Kapital K(1) = Ko - (14 155)
erreicht ist; p ist also der jéhrliche Zinssatz (in Prozent). Driicken Sie K (¢) mittels p aus. Stellen
Sie eine Gleichung auf, nach wie vielen Jahren ¢ sich das Kapital verdoppelt hat (als Funktion von
p). Ersetzen/Approximieren Sie die dabei auftretende In-Funktion durch ihr Taylor-Polynom erster

Ordnung; p "klein” voraussetzend. Warum wird die Regel Siebziger-Regel genannt?

Zusammenhang von Taylor-Entwicklung und Potenzreihen:
Die Taylor-Reihe

Das Restglied geht offenbar, wenn 2 — , (d.h. h — 0), gegen null, sofern f™+1) stetig
ist. Dabei ist n € N fest. Nun kann man andererseits auch untersuchen, was mit dem
Restglied passiert, wenn man z festhélt und n gegen unendlich gehen lédsst, d.h. man
erhoht den Grad des Taylor-Polynoms immer weiter. Dies setzt natiirlich voraus, dass
f beliebig oft differenzierbar ist zumindest an der Stelle x,, damit man die 7T,, fiir alle
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n €Ny bilden kann. Die Folge der Taylor-Polynome Tj, T}, T, ..., also die Reihe mit den
Partialsummen Ty, T3, 75, ..., also die Reihe

= f®(z.) — [P (z,)
kz_o k! hk:kz_o g @)’

bezeichnet man als Taylor-Reihe.

Die Taylor-Reihe ist offensichtlich eine Potenzreihe; die n-te Partialsumme ist das n-
te Taylor-Polynom. Wir hatten Taylor-Polynome hoher Ordnung betrachtet in der
Hoffnung/Vermutung, dass bei hoherer Ordnung n die Approximation von 7, an f
immer besser wird. Eine berechtigte Vermutung ist also, dass

(n—00)

T, (z) f(z) (x fest).

Gleichbedeutend ist, dass die Differenz, also das Restglied

(n—00)

R, .. (z) —0,

denn R, ., (z) ist gerade die Differenz zwischen der n-ten Partialsumme der Reihe
und ihrem Grenzwert (sofern dieser existiert). Wir wissen: Die Taylor-Reihe hat, da
sie Potenzreihe ist, einen Konvergenzradius R € [0, 00]. Eine Vermutung kénnte nun
sein, dass die Taylor-Reihe innerhalb ihres Konvergenzbereichs immer gegen f kon-
vergiert; dies wére wiinschenswert, denn das hiefle, dass man, durch Erhéhung von n
grundsétzlich eine immer bessere Approximation 7, an f bekommt. Jedoch: Es gibt
Gegenbeispiele! Die Funktion

f() ::{ exp(=32) g (3.16)

ist (auch wenn das auf den ersten Blick nicht so offensichtlich ist) unendlich oft
differenzierbar, aber alle Ableitungen an der Stelle x, =0 haben den Wert null, somit
ist jedes T, gleich der Nullfunktion, somit konvergiert die Taylor-Reihe gegen die
Nullfunktion und somit, fiir x#0, nicht gegen f !

Fiir vorgegebenes x,, x sind also, bei einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f,
folgende drei Félle moglich:

1. Die Taylor-Reihe an der Stelle = konvergiert gegen f(x).

(n—00) 0

Gleichbedeutend: R, ., (h) —

2. Die Taylor-Reihe an der Stelle = konvergiert, aber nicht gegen f(z).
Gleichbedeutend: Das Restglied konvergiert fiir n — oo, jedoch nicht gegen null.

3. Die Taylor-Reihe an der Stelle x divergiert.
Gleichbedeutend: Das Restglied divergiert.
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Aus der Sicht desjeniger, der eine Approximation an f sucht, ist der Fall 1 also der
wiinschenswerte Fall. Um zu priifen, ob die Taylor-Reihe an einer Stelle = gegen f
konvergiert, untersucht man also das Restglied (3.15).

FEine Funktion f : R — R, die unendlich oft differenzierbar ist, und bei der fiir beliebigen Entwick-
lungspunkt z, ein Intervall um =z, existiert, so dass auf diesem Intervall die Taylor-Reihe gegen
die Funktion konvergiert, heifit analytisch. Die Funktion (3.16) ist also nicht analytisch. Man kann
die Differenzierbarkeit sowie den Begriff ’analytisch’ auch fiir Funktionen f : C — C erkldren und
Reihenentwicklungen analytischer komplexer Funktionen untersuchen. Das zugehorige Teilgebiet
der Mathematik ist die sog. Funktionentheorie oder Komplere Analysis. Funktionen f : C — C
haben erstaunliche Eigenschaften, so folgt z.B. aus der einmaligen Differenzierbarkeit die n-malige
Differenzierbakeit fiir beliebiges n €N, was fiir Funktionen f : R — R nicht wahr ist.

Beispiel fiir das Aufstellen einer Taylor-Reihe und das Uberpriifen ih-
res Konvergenzverhaltens. Fiir f(z) := Inxz ist f'(z) = =71, f’(z) = —272,
f"(x)=2x73,...; allgemein, wie man leicht (strenggenommen per Vollstindiger Indukti-
on) zeigen kann: f*)(z) = (—=1)"1(k—1)!-%Vk €N. Es folgt fiir den Entwicklungspunkt
z, =1 f®(1) = (=11 (k—1)! sowie f@(1)=0. Die Taylor-Reihe von f=In lautet

also

y Y +k,(k_1)! (z-1)F =" —(_1,3 y—
k=1 ’ k=1

Der Konvergenzradius ist

= lim sup Vk = ,

. 1 o
lim sup{/|ax|  Jim Supc/%

d.h. die Taylor-Reihe ist konvergent fiir h € (—1,1) bzw. fiir z € (0,2), und divergent
fiir x >2 und fiir x <0.

Wir konnen hier sogar Aussagen treffen {iber das Verhalten am Rand des Konvergenzin-
tervalls: Bei x=2 ist die Taylor-Reihe nichts anderes als die alternierende harmonische
Reihe, somit konvergent. Bei x =0 ist die Taylor-Reihe bis aufs Vorzeichen die nicht-
alternierende harmonische Reihe, somit divergent. Die Taylor-Reihe konvergiert also
genau dann wenn z € (0, 2].

Diese Rechnung (Bestimmung des Konvergenzintervalls) beantwortet aber nur die Fra-
ge, ob fiir gegebenes x einerseits Fall 1 oder 2 oder andererseits Fall 3 vorliegt; sie
beantwortet nicht, ob Fall 1 vorliegt. Um zwischen Fall 1 einerseits und den Fdllen 2
und 3 andererseits zu unterscheiden, also um zu tberprifen, ob die Taylor-Reihe (fir
|h| < 1; nur solche h sind nach obiger Rechnung sinnvoll) gegen f konvergiert, muss
man priifen, ob das Restglied fiir n — oo gegen null geht:

Restgliedabschitzung:

Das Restglied lautet betragsmafBig:

~ (n+1) n+1 n+1

(n+1)! T (n+1) & n+1 &
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Fiir x> 1, also h>0, ist &, € (1, ), somit |§,|>1, somit

= 1 n—o00
Rpo.(h)] < —— 30 "2 0 falls h<1;
’ n+1 N—

“"’%0 beschr.

und fir z <1, also h<0, ist &, € (1—|h|, 1), somit |£,|>1—|h|, somit

~ 1 ’h’ e (n—o0) 1
h)| < . falls h > ——. 1
Rl < e (o) 0 sz (3.17)
0
~

Bem.: Beachten Sie, dass die Stelle € i.a. von n abhingt; wir haben sie deshalb mit &, bezeichnet.
Wenn man diese Abhéngigkeit des € von n vergisst, konnen u.U. Fehler passieren. So konnte
man z.B. — losgelést von obiger Rechnung — bei der Untersuchung z.B. eines Terms £"*!, wobei
|€n] < 1 gelte, filschlicherweise mit Ignorierung des Index n Schliisse ziehen wie ”|¢] < 1, also

(n—o0)

|€|" V57 0” machen; der letzte Schluss ist jedoch bei n-Abhiingigkeit von & nicht erlaubt: Z.B.

im Fall £= &, = 1—%4_1 wére zwar |€,| <1, aber mit (3.12) ist (1 — %_H)”H (23 -1 # 0. Dieser

Effekt ist bei der Restglieduntersuchung lin}) Ry (h) eine potenzielle Fehlerquelle (nicht jedoch
n—

wenn n=fest).

Wir haben somit in der Taylor-Reihe eine Rethenentwicklung des Logarithmus, die
Logarithmusreihe gefunden, auf dem Intervall % <z < 2 (man kann zeigen, dass
diese Reihendarstellung sogar auf dem gesamten Konvergenzbereich der Reihe, also
(0, 2], gilt; dazu fehlen uns jedoch an dieser Stelle die Mittel):

> (_1>k+1
lnx:ZT(x—l)k (0<x<2)
k=1
bzw. dquivalent
© (_1)k+1
In(1+h) =Y hE o (=1<h<1). (3.18)
k=1

Insbesondere fiir x =2 bekommen wir den Grenzwert der alternierenden harmonischen

Reihe (s.S. 22):

i (_]i)k = —1In2.

1

Wir haben uns in dem Kapitel iiber Taylor-Entwicklung damit beschéftigt, wie man zu
einer gegebenen Funktion eine Reihenentwicklung findet (némlich durch Aufstellen der
Taylor-Reihe, wobei, wenn man Pech hat, die Taylor-Reihe nicht oder nur auf einem
kleinen Bereich gegen die gegebene Funktion f konvergiert). Was passiert, wenn wir fiir
Funktionen, die wir mit Hilfe einer Potenzreihe definiert haben (exp, sin, cos,...), die
zugehorige Taylor-Reihe aufstellen? Eine naheliegende Vermutung ist wohl, dass die



Reihenentwicklung, iiber die diese Funktionen definiert sind, gleich den Taylor-Reihen
dieser Funktionen sind. Dies ist in der Tat der Fall, wie man mit Hilfe des gliedweisen
Ableitens leicht zeigen kann. Ist f als Potenzreihe f(x) := > ay (z—x,)* gegeben, so

k=0
bekommt man durch gliedweises Ableiten und Einsetzen von x =z, dass f(x.) = ay,

f'(z,) = a1, f"(x,)=2ay,..., f*)(x,) = kla; die Taylor-Formel ergibt also als Taylor-
Reihe ];) % (z—x,)* genau die Ausgangsreihe.

Kurz: Die Taylor-Reihe einer (konvergenten) Potenzreihe ist die Potenzrei-
he selbst (identische Entwicklungspunkte vorausgesetzt).

Sucht man also die Taylor-Reihe von f = exp um den Entwicklungspunkt z, = 0,
so lautet die Antwort » ;- %; das gleiche gilt fiir Taylor- Polynome; so ist z.B. das
Taylor-Polynom 4. Grades von f = cos zum Entwicklungspunkt z, = 0 einfach der
Beginn der den Kosinus definierenden Reihenentwicklung 1 — 3”2—? + %; das Restglied

. (5) in . ..
Rypo(z) ist Ryo(z)= %5,(5) 2% = — 3 25 kann somit als | Ry ()| < os|z|® abgeschiitzt
werden; dies ist eine einfachere Vorgehensweise als z.B. analog zu S. 56 den Rest in
Form von unendlich vielen Summanden (aus der Kosinusreihe) darzustellen und dann

abzuschétzen. °!

Beachte: Auch fiir einige verkettete Funktionen kann man leicht das Taylor-Polynom

finden, z.B. fiir f(x) := sin(2z) bekommt man T5(z) = (2f,)1 - (2;)3 + (2;6!)5,

fiir f(z) := exp(2?) bekommt man Ty(x) = 1+ (xf!)l - (x;)z - (x;)3 =1+a?+3 2%+ ab

sowie auch

Aufstellen der Taylor-Reihe fiir eine Umkehrfunktion.

Auf S. 57 sowie in Aufgabe P25 wurde erkliart, wie man fiir die Umkehrfunktion
f~! einer gegebenen Funktion f die Ableitungen an einer Stelle ¥, berechnen kann
— und zwar selbst dann, wenn man die Umkehrfunktion selbst gar nicht explizit
aufstellen kann. Die Kenntnis der Ableitungswerte (f~1)%*)(y,) an einer festen Stelle
Y. aber reicht, wie wir wissen, vollig aus, um das Taylor-Polynom fiir f~! aufzu-
stellen (—Ubung). Damit kann man die Schwierigkeit, dass man Umkehrfunktionen
oft nicht explizit angeben kann, ein wenig ’'aushebeln’: Wir koénnen immerhin das
Taylor-Polynom, das hiufig eine gute Niherung von f~! darstellt, ausrechnen.

Anwendung der Taylor-Entwicklung zur Herleitung eines hinreichenden
Kriteriums fiir lokale Maximal- und Minimalstellen:
Laut Satz von Taylor ist

1) = fe) + ) ) + T o?
\_:G_/ -
B >0? od. <0?

51Sucht man bei sin, cos, exp dagegen die Taylor-Entwicklung um einen anderen Entwicklungspunkt
als z, =0, so muss man rechnen.
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fiir ein £ zwischen x und z,. Ist
feC®und f'(x,)=0und f"(z,)>0 (bzw. f"(z.)<0),

so ist auch f”(£) >0 (bzw. f”(£) <0) fiir £ hinreichend nahe bei x, (d.h. fir 2 hinrei-
chend nahe bei z,). Es folgt f(z) > f(z.) (bzw. f(z) < f(z,)) fiir alle x hinreichend
nahe bei z,, also: z, ist eine lokale Minimal- (bzw.: Maximal-)Stelle von f.

Ganz analog zeigt man, indem man Taylor-Polynome hoherer Ordnung benutzt:

Ist

fect, fle)=f"(z)=0, [f"(x.)#0,

so hat man

fo) = fle) + o) @)+ 0 oy TS oy

—— 6
=0 W—’O W;
= 0

und somit ist dann z, weder eine lokale Maximal- noch Minimalstelle (sondern ein
sog. Sattelpunkt), denn in einer kleinen Umgebung von z, hat dann f”'(¢) das gleiche
Vorzeichen wie f"”(z.) (ist insbesondere # 0), aber unabhéngig vom Vorzeichen von
f"(x.) findet man in jeder noch so kleinen Umgebung von z, immer Stellen z, an
denen das Restlied positiv oder negativ ist, indem man z gréfer bzw. kleiner als x,
wéhlt.

7.U.: Wie lauten allgemein Kriterien im Fall f'(z,)=...= f™(2,)=0, f*t1)#£0 ?

3.6.5 Das Newton-Verfahren (und das Bisektionsverfahren)

In diesem Kapitel geht es darum, Nullstellen zu finden fiir nichtlineare Gleichungen, wie

z.B. f(z) :=¢%—z= 0. Wenn wir hierfiir Verfahren finden, konnen wir dieses natiirlich
auch anwenden fiir das Finden von Losungen allgemeiner nichtlinearer Gleichungen,
denn solche Probleme lassen sich offensichtlich als Nullstellenproblem umschreiben (’al-
les auf eine Seite bringen’).

Fiir das allgemeine Nullstellenproblem

Lose f(x) = 0.

wobei f eine nichtlineare gegebene Funktion ist, gibt es kein allgemeines Verfahren,
das die exakte Losung liefert."?
Wir suchen daher nach einem Verfahren, das uns eine Naherungslosung liefert.

52In Spezialfillen gibt es natiirlich Verfahren, z.B. fiir f(z)=axz+b, a#0, ist v = —g Losung; im
Fall f(z)=x?+px+q sind IIJ172:—§:‘:\/5 mit D= %—q Losungen, sofern D >0. Man kann {ibrigens
auch fiir Polynome vom Grad 3 und vom Grad 4 allgemeine Losungsformeln formulieren; diese sind
aber sehr kompliziert und daher eher von geringer Bedeutung. Man kann interessanterweise beweisen
(—Algebra), dass es keine allgemeine Losungsformel fiir die Nullstellen von Polynomen vom Grad
grofer oder gleich 5 geben kann.
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Ein ganz einfaches Verfahren ist das Intervallhalbierungsverfahren (= Bisektionsver-
fahren), das lediglich die Stetigkeit von f voraussetzt. Man sucht einen Punkt a mit
f(a) > 0 sowie ein b mit f(b) < 0. O.B.d.A. sei a < b fiir die folgende Darstellung.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann eine Nullstelle z, € (a,b). Um die Lage
einzugrenzen, berechnet man f (“TH’) Ist der Wert positiv, so liegt (mindestens) eine
Nullstelle im Intervall (“T*b, b). Ist der Wert negativ, so liegt eine Nullstelle im Intervall
(a, “T“’) Diese Intervall halbiert man weiter und weiter, bis die gesuchte Genauigkeit
erreicht ist, bis also die Intervalllinge kleiner als eine vorgegebene Fehlertoleranz
(Fehlerschranke) ist.

Ein anderes Verfahren zur Nullstellensuche ist das beriihmte Newton-Verfahren. Die
Grundlegende Idee ist: Wenn wir die gesuchte Nullstelle z, einer Funktion f : R — R
nicht exakt berechnen kénnen, so kénnen wir stattdessen eine Tangente an f, gebildet
an einem Punkt xy, betrachten und stattdessen die Nullstelle der Tangente berechnen.
Nach der Taylor-Formel ist die Tangente ja eine Naherung an die Funktion f, zumindest
in der Ndhe des Punktes 5. Wenn also x( in der Ndhe der gesuchten Nullstelle z, liegt,
dann sollte die Nullstelle der Tangente eine Naherung an die Nullstelle von f darstellen.
(Skizze!). Wir rechnen: Die Tangentengleichung an f im Punkt z, lautet (siehe z.B.
Taylor-Formel mit n=1)

T(zx) = f(xo) + ['(z0) - (x—10).

Die Nullstelle der Tangentengleichung ist offensichtlich z = xy — % Also: Unter
der Annahme, dass zy eine ”Néherung” an die gesuchte Nullstelle x, ist, bekommen
wir eine neue (vermutlich bessere) Néherung xy 1= z¢ — % Mit dieser Naherung

kénnen wir die Berechnung wiederholen (‘iterieren’) und ein zo := x1— ]{c,((?l)) berechnen,

allgemein:

R

sofern f'(x,)#0. Dies ist das sog. Newton-Verfahren zur iterativen Berechnung einer
Nullstelle von f.

Beispiel. Wir wollen eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2? — 5 mit dem Newton-
Verfahren berechnen. Beachte: Das exakte Ergebnis ist ++/5.
Es ist f'(z) = 2x. Bei einem vorgegebenen z, lautet also die Iterationsvorschrift des

Newton-Verfahrens
93721 -5 1 5

or, 2T o

Wir bekommen, bei Startwert zy:=1, die Folge von Ndherungen

Tpy1 = Tp —
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Néherung z,,

Fehler z,, — /5

1.00000000000000000000000000000
3.00000000000000000000000000000
2.33333333333333333333333333333
2.23809523809523809523809523309

1.23606797749978969640917366873
0.76393202250021030359082633127
0.09726535583354363692415966460
0.00202726059544839882892156936

2.23606889564336372847011144883 | 9.1814357 - 1077
2.23606797749997819409459355859 | 1.8849768 - 1013

2.23606797749978969640917367668 | 7.9450575 - 10727

Da wir in diesem Fall die exakte Losung /5 = 2.23606797749978969640917366873...
kennen, kénnen wir in der Tabelle auch den Fehler z, —x, angeben und sehen, wie
auflerordentlich schnell das Verfahren konvergiert. Es hat den Anschein, dass sich der
Fehler von Iterationsschritt zu Iterationsschritt in etwa quadriert, d.h. sind in einem
Schritt bereits m Dezimalstellen korrekt, so sind im darauf folgenden Iterationsschritt
bereits ungefihr 2m Dezimalstellen korrekt. So ein Verhalten sollte man erwarten,
wenn der Fehler im n+1-ten Iterationsschritt in etwa das Quadrat des Fehlers im n-ten
[terationsschritt ist.

Wir wollen keinen strengen Konvergenzbeweis fithren in dem Sinne, dass wir uns genau
iiberlegen, unter welchen Voraussetzungen die Folge der Newton-Iterierten konvergiert;
aber die folgende Uberlegung soll die gerade beobachtete Quadrierung des Fehlers von
Schritt zu Schritt plausibel machen:

Sei e, := x,—x, der Fehler im n-ten Iterationsschritt. Nach dem Satz von Taylor (zum
Entwicklungspunkt x,,) gibt es fiir den Fehler zwischen f und der Tangente T' (angelegt
an der Stelle z,,) die Darstellung

O Ut W~ O3

1) = 7w) + T (0

¢ zwischen x,, und x. Speziell fir z =1z, bekommen wir, wegen f(z,)=0:

"
T(x,) = —f 2<§> el (3.19)
Die Steigung von 7T ist f’(x,), d.h. es gilt ("Steigungsdreieck’, Skizze!)
=0
T T T
F(n) = Dme) “Tlee) __T(z:) (3.20)
Tn41 — Tx €n+1
Gleichungen (3.19) und (3.20) kombiniert ergeben
&) o

€nt1 = 2][-,(3:”) n:

Dies ist eine Gleichung, die angibt, wie sich der Fehler von Schritt zu Schritt verdndert.
Wir folgern: Wenn wir einige zusétzliche Voraussetzungen an f annehmen, wie z.B. dass
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f’ (zumindest in einer Umgebung U von z,) 'von der Null wegbleibt’; also mUin |f(x)] >

¢>0, und f zweimal differenzierbar ist mit beschriankter zweiter Ableitung (zumindest
in U), dann kann man

leny1| < const - |e,|? (3.21)
folgern (dabei ist die Konstante %{m), was das in der Tabelle beobachtete
Konvergenzverhalten erkléart. Allerdings, wenn der Startwert zy zu weit entfernt von
der Losung x, liegt, (eg also zu grof ist), kann es passieren, dass die Newton-Iteration
nicht konvergiert! (Beispiele: siche Skizze und sieche Ubung). Wenn der Anfangsfehler
jedoch hinreichend klein ist, z.B. |ey| < 2colnst (mit const aus (3.21)), dann ist die
Konvergenz sicher, denn dann ist

ler| < const - |eg| -|eq| < % ol

AN
N[

lea] < comst - |ea] -Jes| < & leo
S——

IA
PN

usw., d.h. die Fehler |e,| bilden eine monoton fallende Nullfolge.

Beide Eigenschaften, die Tatsache, dass die Folge (i.a. nur) fiir Startwert hinreichend
nahe bei der Nullstelle konvergiert, und dass der Fehler wie durch (3.21) fillt, fasst
man zusammen, indem man sagt:

Das Newton-Verfahren ist lokal quadratisch konvergent.

Beim Bisektionsverfahren wird der Fehler dagegen in jedem Iterationsschritt lediglich
halbiert..

Was kann man tun, wenn das Newton-Verfahren nicht konvergiert, oder nicht gegen
die gewiinschte Nullstelle konvergiert? Wenn auch das Herumprobieren mit anderen
Startwerten nicht hilft, kann man zun&dchst mit dem Bisektionsverfahren einige
Schritte durchfiithren, bis man die Lage der Nullstelle hinreichend genau eingegrenzt
hat, und dann mit einem Wert aus dem erhaltenen Intervall als Startwert startet man
die Newton-Iteration.

Verhalten bei mehreren Nullstellen. Falls f mehrere Nullstellen hat, so stellt sich
die Frage, gegen welche Nullstelle die Newton-Iteration abhéngt. sicher ist: Startet
man ’hinreichend nahe’ bei einer der Nullstellen, so wird die Newton-Iteration gegen
diese Nullstelle konvergieren (lokal quadratische Konvergenz). Fiir Startwerte, wie
‘'weit” weg von allen Nullstellen liegen, ist es i.a. unvorhersehbar, gegen welche der
Nullstellen die Newton-Iteration konvergiert.

Die Anwendung fiihrt zu Fraktalen: Auch wenn wir uns im Kapitel iiber Differenzierbarkeit

53Beim Bisektionsverfahren miisste man als erstes dariiber nachdenken, was man unter 'Fehler’

versteht. Z.B. e, := I[naﬁ | | — x| ist mogliche Definition des Fehlers.
z€[an,bn
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auf Funktionen f : R — R, konzentriert haben, so kann man die Differenzierbarkeit analog auch fiir
Funktionen f : C — C definieren; auch die {iblichen Rechenregeln fiirs Ableiten bleiben erhalten. Fiir

ein Polynom f(z) := 2% — 1, z€C, haben wir somit f/(z) = 322, somit kénnen wir fiir jeden beliebigen

Startwert zp € C\ {0} die Folge der Newton-Iterierten z,41 =z, — ]{/((ZZ")) verfolgen. Wir wissen aus

dem 1. Semester, dass die Funktion f drei Nullstellen z,; =1, 2,2 = —% + %\/:7,7 Zyo = —% — %\/3
hat. Man kann nun fiir jeden Startwert die Folge der Newton-Iterierten verfolgen, und dann in der
komplexen Ebene den Startwert zy in einer von drei Farben einfirben, je nachdem gegen welche der
drei Nullstellen die Folge konvergiert ist. Was man auf diese Weise bekommt ist ein wunderschones
Fraktall In der Praxis wird man als Konvergenztest |z, — 2. ;| < € fiir ein kleines ¢ > 0 verwenden.
Nimmt man eine andere Funktion (Polynom) mit mehreren Nullstellen, so bekommt man ein anderes

Fraktal.

Numerische Mathematik. Mit den Suchen nach und Analysieren von Algorithmen,
mit denen man mathematische Probleme niherungsweise (jedoch oft: ”beliebig
genau”, d.h. mit Fehler kleiner als eine beliebige vorgegebene Fehlerschranke) l6sen
kann, und die sich auf Computern implementieren lassen, beschéftigt sich die sog.
Numerische Mathematik (kurz: Numerik). Wichtige Aspekte: Rechenaufwand von
Verfahren (Anzahl der notigen Rechenoperationen in Abhéngigkeit von z.B. der
gewiinschten Genauigkeit oder der 'Problemgréfie’ (unter Problemgrofie kénnte man
z.B. bei Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen die Anzahl der
Gleichungen/Unbekannten verstehen), Konvergenzbeweise, ...

Newton-Verfahren und Heron-Verfahren. Wir haben im ersten Semester das
Heron-Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von Wurzeln /a kennengelernt. Wie
Ihnen vielleicht aufgefallen ist, ist das Newton-Verfahren, angewandt auf die Funktion
f(z)=12% — a, vollig identisch mit dem Heron-Verfahren zum Finden von +/a, d.h. das
Heron-Verfahren ist ein Spezialfall des Newton-Verfahrens. Heron hatte nicht unsere
Moglichkeiten der Fehlerabschitzung, die bei uns auf dem Satz von Taylor beruhen;
er hat geometrisch argumentiert, um die Konvergenz des Verfahrens (einigermaflen) zu
begriinden. Das allerdings schon fast 2000 Jahre vor Newton und Taylor.
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3.7 Integration
3.7.1 Stammfunktionen

Das Suchen nach Stammfunktionen ist nichts anderes als die Umkehrung des Differen-
zierens. Die grundlegende Bedeutung von Stammfunktionen ist darin zu sehen, dass,
wie wir spéter in Kap. 3.7.2 erkennen werden, es Stammfunktionen uns erméglichen,
den Fldacheninhalt unter dem Graphen einer Funktion zu berechnen).

Def. (Stammfunktion) Sei D := (a,b), wobei —oco <a<b<+4o00. Sei f: D — R
stetig.

Eine Funktion F': D — R heifit Stammfunktion von f, wenn F’ = f gilt auf D.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir

F= /f(:v) dx

e’

Bsp. Die Funktion f(z) := xe* hat als Stammfunktion F(z) =
d 1 a2
e

1
: z€*, denn
a1z 2 =xe . ,

Aber auch jede Funktion der Art F(z) = Le™ + ¢, ¢ € R, ist offensichtlich eine

Stammfunktion von f, denn beim differenzieren fillt die Konstante weg:

1
/xer dr = 56“:2 +c¢, c€eR

Allgemein gilt: Kennt man zu f eine Stammfunktion F', so haben alle Stammfunktionen
von f die Form F'+const. Anders ausgedriickt: Die Differenz zweier Stammfunktionen
von f ist immer eine Konstante.

Unser Wissen iiber Ableitungen ausnutzend, konnen wir sofort eine Liste einiger

. . . . . P 9 d
Stammf;mktlonen angeben (machen Sie jeweils die "Probe’, also z.B. 4-( %Hx”“ +c) =
" usw.):

1
/x"dx = n—Hx"+1+c VneZ\{—1}

1 B Inz + ¢ auf (0, 00) B
/5 do = { In(—z) + c auf (—o0,0) } = Infz] +c auf R\{0}

1

/e‘“"dm = —e+4c¢ Va#0
a

/sinxdx = —cosz+c

/COSZL’dCL’ = sinx +c

/ 1
dr = arctan r + ¢
1+l’2
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/sinhxdw = coshz+¢
/coshxdm = ginh 2z +¢

= Arsinhz+¢, —-l<z<l

1
————dx
/\/1 + 22
—1 d
vz -1 v
—1 d
V1—22 .

Fiir komplizierte Funktionen (zusammengesetzt aus einfacheren Funktionen) braucht
man i.a. Rechenregeln, namlich die Regel von der Partiellen Integration, die Sub-
stitutionsregel, und die Partialbruchzerlegung. Diese sind leider etwas schwieriger
anzuwenden als die Rechenregeln der Differentiation, da man i.a. nachdenken muss,
welche der Regeln man anwenden muss, um die Stammfunktion(en) zu finden.

= Arcoshz+e¢, |z[>1

= arcsinx +c= —arccos r + ¢, —l<z<l

Die Regel von der Partiellen Integration. Es gilt

[ H@g @) ds = f@yg(o) - [ £@)g(a) ds
Beweis: Differenzieren der Gleichung, Produktregel der Differentiation.

Beispiele:
Es ist

1 1 1 1
2z _ - 2T - o2 — [ ) _ = 2z
/a:e der = T e /1 5¢€ dx (Qx 4)6 +c
1
/lnxdw = /1-lnxdx:xlnx—/x-—dx:xlnx—/1~dx:xlnx—x+c
x

Die Substitutionsregel. Es gilt

[ Hang@ds = [ s+

wobei die Substitution y = g(x) am Ende riickgéngig gemacht werden muss (” Riicksub-
stitution”). Merkhilfe zur Transformation des Differentials: 2 = ¢/(z) aufldsen nach
dy (was auch immer dies sein mag): dy = ¢'(x) dz.

1

Spezialfille der Substitutionsregel sind, mit f(y) := o

gl(m) = 1 = In c=1In i c
[ S [y =yl + e = mlg(a)
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sowie mit g(z) := ax, a#0,

[ ftaxyar == [ rway,

wobel immer am Ende zuriicksubstituiert werden muss.

Beispiele:

1 1
(sinz)? cosz dv = /y2 dy = gy?’ +c= 3 sin®x + ¢ ly:=g(x)=sin(z)

=g(z) =¢'(v)

622 — 5
xT° — ok

1
/008(5:1:) de = gsin(Bx) +c

Inz)® 1 11 1
/(2?) dr = §/y5dy=§'gy6+025<lnx>6+c ly:=Inz

1 —1
/tanazd:c = /Smxdx:/—dy:—ln\y]—i—c:—ln\cosx]—l—c
Y

COS X

Bemerkung: Beim Integrieren ist es sinnvoll, am Ende die "Probe” zu machen
(differenzieren ist leicht!)

Eine weitere Technik, die sog. Partialbruchzerlegung, siche Kap. 3.7.4.

3.7.2 Das Riemann-Integral

In diesem Kapitel geht es darum, eine Methode zu entwickeln, den Flacheninhalt zwi-
schen dem Graphen einer Funktion y = f(z) und der z-Achse in den Grenzen z =a
und =0, a<b zu berechnen. Neben der Beschrianktheit des Intervalls [a, b] setzen wir
zunédchst einmal lediglich voraus, dass die Funktion f auf [a, b] beschriankt sei.

wir folgen der Idee von Bernhard Riemann (1826-1866): Wir zerlegen das Intervall in
n €N Teilintervalle durch Einfiigen von Punkten

a=20<T1 < Ty <..<xp,=0

Ein solches Tupel Z := (zo, ..., ,,) nennen wir eine Zerlegung des Intervalls [a, b].
Wir betrachten die zu dieser Zerlegung gehérende sog. Untersumme

n

S=5,:= Z(:pi—xi_l) - inf  f(x)

- TE[Xi—1,%4]
=1

und die sog. Obersumme

n

S=5,:.= Z(:Bi—xi_l) - sup  f(x)

i=1 z€[Ti-1,24]
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Fiir den gesuchten (noch zu definierenden) Flidcheninhalt A ist plausibel:
1. Esist S < A < S fiir jede beliebige Zerlegung.

2. S und S stellen Niherungen an A dar, zumindest sofern die Zerlegung 'fein genug’
gewahlt wurde.
Als Ma8B fiir die Feinheit einer Zerlegung Z := (zo, x1, ..., ;) setzen wir |Z| :=
max T; — Ti—1-

Wir definieren daher, Riemann folgend:

Def. (Riemann-Integral) Falls fiir beliebige Folgen von Zerlegungen, deren Feinheit
gegen null geht, die Obersumme und die Untersumme gegen ein und denselben Wert
konvergiert, so bezeichnen wir diesen Grenzwert als das Riemann-Integral von f in den
Grenzen von a bis b (anschaulich: Flacheninhalt unter dem Graphen); wir bezeichnen
das Riemann-Integral mit

/f(x) dr := lim S(Z) = lim S(Z).

|Z|—=0"" |Z]—=0
Existiert das Riemann-Integral, so heifit f Riemann-integrierbar.

Bsp. Wir wollen das Riemann-Integral von f(z) := 22, in den Grenzen von 0 bis b

berechnen. Wir betrachten zur Vereinfachung lediglich dquidistante Zerlegungen Z =
Zy = (0,2, 2 ). deren Feinheit ist |Z,| = & =), (Eigentlich miissten wir
beliebige Folgen von Zerlegungen, deren Feinheit gegen null geht, betrachten!) Wir

bekommen als Ober- und als Untersumme

_ L N A ¥ on b 1 1
S(Z,) = §—- — == i*?=— = D(2n+1) = — (1 + )2+ ),
(Zn) L (n) n3 ;Z PR (n+1)(2n+1) G ( +n)( +n)
n—1 N\ 2 n—1
b [bi b B n—1 b 1 1
S(Z,) = — =) ==. 2= . Im—1) = — (1 — =)(2 = ).

Lassen wir n gegen unendlich gehen, konvergieren sowohl Ober- als auch Untersumme

gegen 5b?, also
b
1
2 3
dr = =b°.
/m . 3
0

Das Ergebnis ist offenbar gleich der Stammfunktion £’ von f, evaluiert an der Stelle b
(minus der Stammfunktion von f, evaluiert an der Stelle 0, was aber gleich null ist):

[t@ar = Fo) - P

~— —~—
a Stammfkt. Stammfkt.
Fldcheninhalt
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Ist das Zufall, oder ein allgemeines Gesetz? Dass ein grundsétzlicher Zusammenhang
besteht zwischen der Stammfunktion F' einer Funktion f einerseits und dem Fldchen-
inhalt unter dem Graphen von f andererseits, besagt der folgende Satz:

Satz (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f auf
la,b] Riemann-integrierbar und sei F' eine Stammfunktion von f (also F' = f bzw.
F = [ fdz). Dann gilt

d.h. man kann den Fldcheninhalt unter dem Graphen durch Auswertung einer
(beliebigen) Stammfunktion von f an den Endpunkten des Intervalls als Differenz
dieser Werte berechnen.

Bemerkung: Beachten Sie, dass man unter Einsetzen von F’ = f die obige Formel
so lesen kann, dass sie Auskunft gibt, was man erhdlt wenn man nacheinander

differenziert und integriert: [ F'(z)dz = F(b) — F(a).

Beweis: Wir bilden eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und schreiben

- Z Fa) = F(ria) = Z f(&) (xi—wia), (3.22)

wobei wir an der Stelle (*) den Mittelwertsatz auf jedem Teilintervall benutzt haben
und & € (w;-1,2;). Der (von der Wahl der Zerlegung unabhéngige) Wert (3.22)
liegt offensichtlich zwischen S und S. Da wir die Riemann-Integrierbarkeit von
f vorausgesetzt haben, wissen wir, dass fiir Feinheit der Zerlegun% gegen null ge-
hend S und S gegen ff f(z) dz gehen. Somit muss auch (3.22) gleich [ f(z) dx sein. O

Anmerkungen.
— Statt F(b)—F(a) schreibt man auch F(z)|%
— Die Berechnung einer Stammfunktion [ f(z)dx bezeichnet man auch als unbestimm-

tes Integral; die Berechnung eines Fliacheninhalts fab f(x) dx als bestimmtes Integral.

Mit dem obigen Hauptsatz haben wir ein Instrumentarium, um Integrale/Fldchenin-
halte unter Funktionen zu berechnen, indem wir Stammfunktionen berechnen. Ins-
besondere iibertragen sich die Regeln zur Berechnung von Stammfunktionen auf die
Berechnung von Integralen. So gibt es fiir die Partielle Integration sowie fiir die Substi-
tutionsregel neben der Version fiir unbestimmte Integrale (s.o.) auch eine Version fiir
bestimmte Integrale:

J f(2)g (z) dw = f(x)g(x) [} — ff’
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b g(b)
[ flg@)g (x)de = [ f(y)dy

a g(a)

Einige Eigenschaften®® des Riemann-Integrals:

[} ey de + [ fla) da = [} f(x) do
Jf@)+g(@) de = [2 f(z)do + [ g(x) do

ffaf(x)dw:afbf(m)dx

f(z) < g(z) Vo eTa, b = f;f(x) dx < fabg(x) dx

Diese Eigenschaften kann man leicht mittels Ober- und Untersummen zeigen. (Sie sind
so zu lesen: ”Sind f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, dann ist auch f+g¢ Riemann-
integrierbar, und es gilt ...=...” ). Ein Spezialfall der letzten der obigen Eigenschaften
ist offensichtlich die folgende Abschétzung eines Integrals:

b

(b-a)- min f(x) < / f(w)dz < (b-a) - max f(z)

Man definiert auflerdem

/af(z)d:v ::—/bf(x)dx
b a

d.h. Integrale sind auch dann definiert, wenn die 'untere’ Grenze grofier als die ’obere’
Grenze ist; in dem Fall ist das Integral {iber eine positive (negative) Funktion also
negativ (positiv).

Welche Funktionen sind iiberhaupt Riemann-integrierbar? Eine ganze Menge:

Satz (Riemann-Integrierbarkeit).

— Jede auf [a, b] stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

— Jede auf [a, b] monotone Funktion ist Riemann-integrierbar.

— Jede Funktion auf [a,b], fiir die sich [a,b] derart in endlich viele disjunkte Teilin-
tervalle zerlegen ldsst, so dass f auf jedem Teilintervall stetig oder monoton ist, ist
Riemann-integrierbar.

Die 2. und die 3. Eigenschaft beschreiben die Linearitit des R-Integrals (genauer: Die Abbildung

I:fw— f: f(x)dz, C*([a,b]) — R ist linear); die 4. Eigenschaft bezeichnet man als Monotonie des
R-Integrals.
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Zum Beweis. Wir iiberspringen hier den Beweis der Tatsache, dass jede stetige Funk-
tion Riemann-integrierbar ist."

Fiir monotone Funktionen ist jedoch ist es ganz leicht zumindest zu zeigen, dass der
Abstand von Ober- und Untersumme gegen null geht (was strenggenommen aber noch
nicht beweist, dass Ober- und Untersumme konvergieren): Man macht sich anhand ei-
ner Skizze sofort klar: Bei monoton wachsendem f ist fiir jede beliebige Zerlegung die
Ober- und die Untersumme

S = i(% zia) - flai), S= i(% zio1) - f(@i),
=1 i=1
somit die Differenz
S— 5= (o) (Fe)—flan)) < 3121 (Fle)—F ) = 12]- (FE) - F(a),
=1 i=1
was offensichtlich gegen null geht fiir Zerlegungsfeinheit |Z| gegen null. O

Kann man auch Funktionen angeben, die nicht Riemann-integrierbar sind?
Das bekannteste Beispiel fiir eine solche Funktion ist

0, 2€Q
f(x)_{la LCGR\Q )
mit Grenzen a < b beliebig: Offensichtlich ist fiir jede beliebige Zerlegung von [a, b]

die Untersumme immer gleich null und die Obersumme immer gleich b — a; beide
konvergieren also nicht gegen einen gemeinsamen Wert.”°

Wir formulieren nun einen Mittelwertsatz speziell fiir Integrale:

55Der Beweis dieser Tatsache ist eher technisch; er verwendet letztendlich die e-3-Charakterisierung
der Stetigkeit von f. Man muss jedoch zunéchst als Hilfsaussage beweisen, dass das ¢, das zunéchst
von € und x abhéngen kann, bei einer kompakten Menge [a, b] unabhiingig von x gewéhlt werden kann;
dies nennt man auch gleichmdfige Stetigkeit; d.h. man muss zunéchst den Hilfssatz beweisen, dass auf
einer kompakten Menge jede stetige Funktion gleichméfig stetig ist. Wenn man diesen Hilfssatz hat,
dann kann man sich iiberlegen, dass man fiir jedes vorgegebene € >0 die Feinheit der Zerlegung nur
kleiner als 6 >0 wéhlen muss, um die Differenz von Ober- und Untersumme unter (b—a) - € zu driicken.
Daraus, dass dies fiir jedes € >0 moglich ist, folgert man die Behauptung, € gegen null gehen lassend.

56Um diesem Mangel zu beheben wurde spéter das sog. Lebesgue-Integral entwickelt (Henri Le-
besgue, 1902). Seine Definition ist zuniichst mal komplizierter als beim Riemann-Integral; deswegen
verzichten wir hier darauf. Es hat jedoch viele Vorteile: Neben der Tatsache, dass man damit 'mehr’
Funktionen integrieren kann, kommt es in vielen mathematischen Séitzen vor, die, mit dem Riemann-
Integral deutlich schwieriger zu formulieren wiren. Es spielt daher heutzutage eine sehr grofie Rolle in
vielen Gebieten, wie der Funktionalanalysis, MaBtheorie, Stochastik(=Wahrscheinlichkeitsrechnung),
angewandten Mathematik, Physik. Beide Integrationsbegriffe sind konsistent in dem Sinn, dass wenn
das Riemann-Integral einer Funktion existiert, immer auch das Lebesgue-Integral existiert und beide
den gleichen Wert haben.

88



Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt
es ein € € (a, b), so dass

/ f(x)dz = (b—a) - F(€).

Beweis. Da [a, b] kompakt und f stetig, gibt es nach dem Satz vom Minimum/Maximum

M = =
max, f(z), m: Jél[inb] f(z),
sowie x1, 23 € [a,b] mit f(x1) =M, f(x2)=m. Oﬁ’enblchthch liegt der Mittelwert n von f auf [a,b],
= 5= f: f(x) dx zwischen fb mdr =m und f M dx = M. Nach dem Zwischenwertsatz,
angewendet auf f, gibt es also ein £ zwischen und xo (somit in (a,b)), so dass n = f(£); also
= ﬁ f; f(x) dz. Multiplikation mit b—a liefert die Behauptung. m]

Der néchste Satz besagt, wie man Stammfunktionen mittels eines Riemann-Integrals
finden/darstellen kann (oder anders ausgedriickt: was passiert, wenn man ein Integral
bzgl. seiner Integrationsgrenze differenziert):

Satz (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f stetig
auf [a, b]. Dann ist die Funktion F': [a,b] — R, definiert durch

eine Stammfunktion von f; d.h. es ist

%/f(t) it = f(x). (3.23)

Beweis. Dass f wegen seiner Stetigkeit Riemann-integrierbar ist, haben wir schon wei-
ter oben festgehalten. Wir zeigen nun noch (3.23), indem wir den Differenzenquotienten
untersuchen:

heraydt — [T f(t "
Illg%fa f() h fa f() hl{{(l)h/f dt }ILIE)%_ h f(g)

wobei wir an der Stelle (*) den Mittelwertsatz der Integration angewendet haben, und
¢ zwischen x und x+h liegt. Somit, fiir A — 0, geht £ gegen x, und somit erhalten wir
wegen der Stetigkeit von f oben den Grenzwert f(x). O

Anwendungen des zweiten Hauptsatzes:
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9(z)
— Berechnen Sie die Ableitung von f(z) := [ h(t)dt (Hinweis: Kettenregel; H sei
0
Stammfunktion von h)

— Berechnen Sie die Ableitung von f(x) := [ h(t) dt (H sei Stammfunktion von h)

8=

und von f(z) = j?h(t) dt

xT

— Stellen Sie das Taylor-Polynom dritter Ordnung fiir f(z) := [ €'“s*dt auf zum
0
Entwicklungspunkt z, =0 auf.

— (Klausuraufgabe 2009): Stellen Sie die Taylor-Polynome T}, Ty erster und zweiter
Ordnung fiir f(z) = cosz [ tcostdt auf zum Entwicklungspunkt z, =m. Stellen

Sie fiir 77 das Restglied R; auf und finden Sie unter der Annahme x € [0, 7] eine
Abschitzung der Form |R;(z)| < ¢|z—n|? (d.h. geben Sie ein ¢ an).

3.7.3 Uneigentliche Riemann-Integrale

Fiir die Definition des Riemann-Integrals im vorangegangenen Kapitel hatten wir vor-
ausgesetzt,

1. dass das Integrationsintervall [a, b] beschrankt ist,

2. dass die zu integrierende Funktion auf [a, b] beschrénkt ist.

Sobald man eine der beiden Bedingungen fallen lésst, sind ndmlich Ober- und Unter-
summe nicht mehr zu definieren (d.h. kénnen unendlich sein).

Eine Moglichkeit, auch fiir unbeschrinkte Integrationsgebiete und/oder unbeschrénkte
Integranden ein Integral zu definieren ist (neben dem im vorangegangenen Kapitel kurz
erwiahnten Lebesgue-Integral) das sog. uneigentliche Riemann-Integral. Eine allgemeine
Darstellung ist schwierig; es ist sinnvoll, ein paar Félle/Beispiele darzustellen:

Bsp. 1: Integrationsbereich ist I = [a, 00); Integrand ist auf [a, 00) beschrankt:

Man definiert dann ,

/f(x) dx = bli_}m f(x)dx

sofern dieser Grenzwert existiert.
Analog im Fall I = (—o0, b].

Bsp. 2: Integrationsbereich ist I = R; Integrand ist auf R beschrankt:
Man definiert

m b

/ f(z)dr = lim [ f(z)dx+ blgilo f(z)dx

a——00
a m
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falls diese beiden Grenzwerte existieren. Die Wahl von m € R ist dabei beliebig;
das Ergebnis hiangt nicht von der Wahl von m ab.

Bsp. 3:
schrankt:
Man definiert dann

Integrationsbereich [ =

la, b) ist beschriankt, aber f(x) ist (nur) fiir  — b unbe-

b b—e
/f(x)dx = li_r%/f(x)dx

Bsp. 4:

falls dieser Grenzwert existiert.
Analog geht man vor, wenn f(x) (nur) fiir x — a unbeschrankt ist.

Integrationsbereich [ =
auch fiir z — b unbeschrankt:
Man definiert dann

/f dx—hm/f dx—i—hmbef()

(a,b) ist beschréankt, aber f(x) ist sowohl fir x — a als

a-+te

falls diese beiden Grenzwerte existieren. Dabei ist die Wahl von m € (a, b) beliebig.

Dariiber hinaus gibt es noch Kombinationsméglichkeiten wie I = [a,00), f(x) fiir
x — a unbeschriankt etc; diese behandelt man analog zu oben Féllen 2 und 4 durch

Unterteilung an einer Stelle m.

Beispiel. Untersuche die Existenz von f dr fir >0, I = [a,

(0, 00):
Eine Stammfunktion F' von f ist

1 1« 1
Fay={ ™ T ,a
Inz ,a=1
also ,
= (' —al™®) Ja#1
d — F b — 1«
/f(x) g () Ja { Inb—Ina ,a=1
Wir erhalten
daz dx al_f ,a>1
—=lm [ — = o
e S oo (ex. nicht) ,a<1
und , ,
de dz (ex. nicht) ,a>1
/ —_— — llm - = blfa
r*  a=0 ) ¢ - ,a<l
0 a @
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und
a

7d dr  [d

/_x = /—I + / ar existiert nicht Yo > 0.
x x x

0 a

0
Merke:

[ == dx existiert nur fiir «>1, und

x0
zQ

f m% dx existiert nur fiir o<1

0
oy [e.9] 1 . . 5
(a und g positiv vorausgesetzt); also z.B. [° - dz und f; \% dw existieren. °7

3.7.4 Partialbruchzerlegung

Die Partialbruchzerlegung ist eine Methode, um gebrochen-rationale Funktionen

S gt
f(l') = kr:no—a Oékaﬂk‘ € R: (324)
> Byak
k=0
in Form einer Summe von (einfacheren) Termen/Briichen zu schreiben. Die Parti-

albruchzerlegung ist insbesondere niitzlich, um gebrochen-rationale Funktionen zu
integrieren, denn die einzelnen Summanden lassen sich leichter integrieren.

Erster Schritt: Abspalten des ”ganzen” Anteils.

Ist n>m, so kann man einen polynomiellen Anteil (mit Polynomgrad n—m) abspalten
derart, dass ein gebrochen-rationaler Anteil mit Zahlergrad echt kleiner als Nennergrad
zuriickbleibt.

Beispiel: Fiir f(z) := al4a?$30° 4523 Jiofert eine Polynomdivision 22+4 mit Rest z+1,

x24x—1
also
z+1

w24z —1
Der "ganze” Anteil ist als Polynom leicht zu integrieren. Wir kénnen also im Folgenden
0.B.d.A. voraussetzen, dass wir es grundsétzlich mit n<m zu tun haben.

fla)=a"+4+

Zweiter Schritt: Bestimme alle (auch komplexen) Nullstellen des Nenners
sowie deren Vielfachheit

Hierzu gibt es (bei grofiem m) keinen Algorithmus; man kann Nullstellen raten
und dann durch Polynomdivision den Polynomgrad reduzieren; bei ganzzahligen
Koeffizienten sollte man alle ganzzahligen Teiler des absoluten Gliedes durchprobieren.
Wenn wir Gliick haben ist der Nenner bereits in faktorisierter Form gegeben.

57TKurz, um sich’s zu merken: Fiir grofles z und grofles o wird I% klein, d.h. hinreichend klein, so
dass das Integral existiert.
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Beachte: Aus dem 1. Semester wissen wir, dass nicht-reelle Nullstellen von reellen
Polynomen immer paarweise konjugiert komplex als zp =a+bi und zZy =a—bi auftreten;
multipliziert man die zugehorigen Linearfaktorenpaare aus, so bekommt man immer ein
reelles Polynom zweiten Grades: (1—z)(2—Zp) = 2% — (20+20) T+ 2020 = 22 —2a 2+ (a*+h?).

Der sog. Satz iiber die Partialbruchzerlegung besagt: Fiir jede Funktion der Form
(3.24) mit n<m gibt es eine Darstellung

k l
ZZ Cary +ZZ wazcmz))j, a;j,b; € R (3.25)
Jj=1 j=1 v

=1 =1

Dabei sind die z; die rellen Nullstellen mit Vielfachheit r;, und die z;, z; sind die
nicht-reellen Nullstellen mit Vielfachheit s;.

Beispiel: f(x) =

e +14)2($2 6 hat eine Partialbruchzerlegung

fz) =

ai as as asT+as
r—3 * x+4 * (x+4)? * 246

Schritt 3: Berechnen der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung. Die
gangigste Methode ist: Die Gleichung ” f(x) =Partialbruchzerlegung” wird mit dem
Hauptnenner durchmultipliziert; dies gibt auf beiden Seiten der Gleichung ein Poly-
nom; die Unbekannten werden mittels Koeffizientenvergleich ermittelt. (Eine andere
Methode ist es, jeweils nur mit einem der Nenner (z — ;)" durchzumultiplizieren
und dann x := x; einzusetzen; insbesondere falls alle Nullstellen einfach und reell
sind, kommt man so unmittelbar an alle Koeffizienten; andernfalls, also falls die so
erhaltenen Gleichungen noch zu wenige sind, kann man weitere konkrete z-Werte (die
keine Nenner-Nullstellen sind) einsetzen, um weitere Gleichungen zu erhalten.)

Schritt 4: Integrieren der Partialbriiche. Lautet die Aufgabe, eine Stammfunk-
tion oder ein bestimmtes Integral von f (zwischen zwei Polstellen) zu bestimmen, so
suchen wir nun Stammfunktionen der Partialbriiche, also der Summanden, wie sie in
(3.25) vorkommen.

Im Fall, dass alle Nullstellen reell sind, ist das einfach, denn wir kennen die Stamm-
funktion von Termen der Form ;.

Falls auch nicht-reelle Nullstellen vorkommen so wollen wir uns hier auf den Fall be-
schrinken, dass deren Vielfachheit eins ist, d.h. wir wollen Terme der Form w;f;i y
bestimmen. Eine mogliche Vorgehensweise:

Falls a # 0, ’identifiziert’” man zunéchst die Ableitung des Nenners im Zahler, d.h.
man schreibt 2t — %(2;6;:2:;% = § 2 4+ (b= %) zzegg- Den ersten der bei-
den Summanden kann man sofort mittels Substitution 1ntegrleren, man erhélt einen
logarithmischen Term. Es reicht also, sich auf Integranden der Form m zu kon-

zentrieren. Fiir solche schreibt man den Nenner, quadratische Ergénzung benutzend,
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um in die Form (z+«)?+ 3; dabei ist 8> 0, denn andernfalls hitte der Term reelle
Nullstelle(n). Dann teilt man sowohl Zihler als auch Nenner durch § und fithrt an-
schlieBend eine affin-lineare Substitution y := (z+a)/+/ durch, so dass ein Bruch der
Form ~ - ﬁ zu integrieren bleibt. Dessen Stammfunktion ist der Arcustangens.
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4

Grundlagen der Analysis im R"

Beispiele und Veranschaulichungen von/fiir Funktionen f : R"™ — R™.

1.

Die Topografie einer Landschaft (Hohenrelief) kann man als Abbildung f : R* —
R oder f: D — R, D CR auffassen. Die Visualisierung kann mittels Farbténen
oder Hohenlinien (mathematisch: =:Niveaulinien) erfolgen (—Landkarten); der
Graf einer solchen Abbildung, also die Gesamtheit der Punkte (z, f(z)), ist eine
Teilmenge des R3.

Die physikalischen Groflen Druck, Dichte, Temperatur in einem Gas oder einem
Objekt oder einer Fliissigkeit kann man als Funktion f : R® — R auffassen oder
als f: D — R, wobei D CR3. An jedem Punkt des R?® oder von D C R? ist ein

Funktionswert ’angeheftet’. Eine Visualisierung ist i.a. nichttrivial.

Bei stromenden Gasen oder Fliissigkeiten (Luftstromung) kann man an jedem
Punkt des R? (oder jedem Punkt aus D CR?) sich einen Geschwindigkeits'pfeil’
(-vektor) vorstellen; Das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung ist also eine Ab-
bildung F : R? — R3 oder f: D — R3, DCR3.

Viele Naturvorgénge, insbesondere Stromungsvorgédnge, werden durch sog. par-
tielle Differentialgleichungen beschrieben; das sind Gleichungen, die einen Zu-
sammenhang herstellen zwischen verschiedenen sog. partiellen Ableitungen (sie-
he Kap. 4.3.1) solcher Groflen wie Temperatur, Druck, Geschwindigkeitsfel-
dern. Ein einfaches Beispiel ist die Warmeleitungsgleichung 0,1 (t,x,y,z) — k -
(0,0, T(t,z,y,2) + 0,0,T(t,x,y, 2) + 0,0, T(t, x,y, z)] = 0; gesucht ist eine Funk-
tion(!) T=Temperatur, die diese Gleichung erfiillt (sowie auBerdem gewisse An-
fangsbedingungen zu einem Zeitpunkt ¢ =%, und gewisse Randbedingungen am
Rande des zu beschreibenden Objekts); k ist eine gegebene Grofe, die die Warme-
leitfahigkeit beschreibt. In manchen speziellen Situation kann man die exakte
Losung von (einfachen) partiellen Differentialgleichungen berechnen; meist aber
muss man mit Hilfe von Computern und der Numerik nach N&herungslésungen
suchen.

Es gibt Kurven, die man nicht ohne weiteres als Graf einer Funktion darstellen
kann, z.B. K := {(z,y) eR? | 2*+y*=1}.

Fiir solche Kurven ist es oft sinnvoll, eine sog. Parametrisierung zu betrachten;
im Beispiel: K'={(cost,sint)|t€[0,27)}. Das bedeutet: Kurven im R? kann man
beschreiben, indem man eine Abbildung f : D — R? (die sog. Parametrisierung)
findet, wobei DCR, so dass K ={f(t)|t€ D}; also: Die Kurve K ist als Bild der
Abbildung f zustande gekommen.

Analoges geht auch im R3. (Was fiir eine Kurve beschreibt die Parametrisierung
f(t) := (cost,sint,at), teR ?)

. Als Verallgemeinerung von 4. kann man (i.a. gekriimmte) Fldchen im R3 mittels

einer Parametrisierung f : D — R3, wobei D C R?, darstellen.
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Welche Fléche wird z.B. parametrisiert durch f(t, ¢) := (r cos g, rsin ¢, t), wobei
tel0, H], p€[0,27), und r, H >0 fest? Die Mantelfliche eines Zylinders.

Und durch f(p,v) = (rcos @ cosv, rsingcos v, rsinv) mit p € [0,27), ve[-3, 5],
r >0, wird die Oberfliche einer Kugel mit Radius r parametrisiert; ¢ entspricht
der geografischen Lange, v der geographischen Breite, d.h. v =0 entspricht dem
Aquator...)

Solche Parametrisierungen von Fldachen liefern spéter u.a. Formeln zur Berech-
nung des Fldcheninhalts und des Schwerpunktes von Flidchen (d.h. des Gewichts
und des Schwerpunktes von Blechen etc.)

6. Die bisherigen Beispiele handelten von Funktionen die von einem (n-

dimensionalen) R" in einen m-dimensionalen Vektorraum R™ abbilden. Man kann
dariiberhinaus auch Abbildungen zwischen unendlichdimensionalen Vektorraum-
en (z.B. sog. Funktionenrdumen) betrachten. Beispiel: Die Abbildung D (fiir 'Dif-
ferenzieren’), die jeder differenzierbaren Funktion f ihre Ableitung f’ zuordnet,
also etwa D : C'(a,b) — C%a,b), f — [ (also: D(f) := f’). Ein weiteres Beispiel
ist die Abbildung I : C([a,b]) = R, f — [ f(z)dz.
Wir werden uns in dieser Vorlesung jedoch auf Funktionen zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen konzentrieren; die Untersuchung von Abbildung zwi-
schen unendlichdimensionalen Vektorrdumen fiihrt in das Gebiet der sog. Funk-
tionalanalysis.

Die Vielfiltigkeit der Anwendungsmoglichkeiten motiviert, dass es sinnvoll ist,
moglichst viele der in Kap. 2 definierten Begriffe (Stetigkeit, Differenzierbarkeit,...)
auf Funktionen f : R® — R™ bzw. f : D — R™ mir D CR" zu verallgemeinern. Da
diese Begriffe i.a. mittels Folgen erklért werden, miissen wir uns zunéchst mit Folgen
im R" (oder allgemeiner: in einem Vektorraum) beschéftigen und festlegen, was wir
unter Konvergenz einer Folge in einem Vektorraum verstehen wollen.

4.1 Folgen im R”

Um in R zu definieren, wann eine Folge (z,) konvergent ist gegen ein z € R, haben
wir den "Abstand’ von z, und x betrachtet. Diesen Abstand haben wir gemessen mit
Hilfe des absoluten Betrages als |x —z,| und haben gefordert, dass dieser < e wird.
Was ist eine sinnvolle Ubertragung auf den R”, oder allgemeiner, auf Vektorrdume?
Der absolute Betrag hat die Eigenschaften (1.) |z| > 0, (2) || =0 < x =0, (3)
lax| = |al|z], (4) |z+y| < |z|+|y| fir alle z,y,a € R, Wir erinnern uns an das erste
Semester, dass eine Norm in einem Vektorraum genau diese Eigenschaften hat: Eine

Abbildung || - || : V' — R heifit Norm auf dem R-Vektorraum V', wenn (1.) ||Z]| >0, (2)
17 =0 < #=0, 3) [laz]|=|a|Z]], (4) [Z+7]| <[|Z]|+[|g] fir alle z,y eV, acR.
Ein Vektorraum V' mit einer Norm || - || heifit normierter Vektorraum.

Beispiele fiir Normen im Vektorraum V =R" sind (siche 1. Sem.)

1. Die Summennorm ||Z||; := |z1|+ ... +|zn],
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2. die Euklidische Norm |7 := (Jz1]*+ ... +|xn|2)%
3. die Maximumnorm ||Z|| := max{|z1], ..., |zn|}

Den Abstand von zwei Punkten #, ¢ in einem normierten Vektorraum (V| - ||) kann
man also messen mittels ||Z—]|.

Einfach indem wir den absoluten Betrag durch die Norm ersetzen, bekommen wir eine
Definition des Begriffs "'Konvergenz von Folgen’ auf (normierte) Vektorrdume:

Def. (Konvergenz einer Folge). Sei (Z),ay eine Folge im R-Vektorraum V und || - ||
eine Norm auf V. Die Folge heifit konvergent gegen £ €V, wenn

Ve>0dngeNVYn>ng: ||2,—7] <e

analog iibertrédgt man die Beschrdnktheit von Folgen:

Def. (Beschrianktheit von Folgen). Eine Folge (7,,) in V' heifit beschrénkt bzgl. der
Norm || - ||, wenn es ein c€R gibt so dass

VneN: |jz,| <c

Eine naheliegende Frage ist folgende: Im R™ gibt es verschiedene Normen. Ist es re-
levant, welche Norm ich benutze zur Konvergenzuntersuchung oder zur Untersuchung
der Beschréanktheit? D.h. kann es sein, dass eine Folge beziiglich einer Norm gegen ein
e R™ konvergiert und beziiglich einer anderen Norm divergent ist (oder gegen einen
anderen Wert konvergiert? Die Antwort lautet, dass dies im R™ nicht moglich ist: Ist
eine Folge im R beziiglich einer Norm konvergent, so ist sie auch beziiglich
jeder anderen Norm konvergent, und zwar gegen den selben Grenzwert.
Ist sie beziiglich einer Norm beschrinkt, so ist sie auch beziiglich jeder an-
deren Norm beschriankt. Man kann sich zur Untersuchung der Konvergenz oder
der Beschrianktheit also die Norm aussuchen, die einem am einfachsten dazu geeignet
erscheint.

(Aber Vorsicht: Diese Aussagen gelten nur im R™ und sind in unendlichdimensionalen
Vektorrdumen i.a. falsch (was das Arbeiten in solchen Vektorrdumen, z.B. also
Funktionenrdumen, erheblich schwieriger macht im Vergleich zum R™).)

Wie in R gilt auch in (V, || - ||): Aus Konvergenz folgt Beschrinktheit.

Und ganz analog wie bei der obigen Definition der Konvergenz kann man auch das
Cauchy-Kriterium auf normierte Vektorrdume verallgmeinern, indem man |- | durch
die Norm ersetzt. Im R™ gilt, wie schon in R, dass eine Folge genau dann konvergent
ist, wenn sie das Cauchy-Kriterium erfiillt (auch dies ist in unendlich-dimensionalen
Vekorrdumen i.a. leider falsch).

Auch Teilfolgen sind genau so zu definieren wie bei Folgen in R; der Satz von
Bolzano-Weierstrafl; dass jede beschriankte Folge eine konvergente Teilfolge hat, gilt
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auch im R™, ist jedoch in unendlichdimensionalen Vektorrdumen i.a. falsch.

Es bleibt noch der Begriftf der komponentenweisen Konvergenz: Bei einer Folge
(Z,) im R™ ist jedes &, ein Objekt im R™, kann mittels seiner Komponenten
Ty = (Tp1, .o Tnm)? geschrieben werden. Hat die Konvergenz (Beschriinktheit) der
Folge (#)neny im R™ etwas mit der Konvergenz (Beschrianktheit) der m Komponen-
tenfolgen (2, x)nev, k=1,...,m, zu tun? In der Tat:

Satz (Konvergenz, Komponentenfolgen). Eine Folge im R™ ist genau dann
konvergent (bzw.: beschriankt), wenn alle ihre m Komponentenfolgen in R konvergent
(bzw.: beschrénkt) sind.

Das sieht man, wenn man die komponentenweise Konvergenz mit der Konvergenz in
der || - ||co-Norm vergleicht: Es ist offensichtlich

|Z]|o < ¢ <= Vi=1,..,m: |z, | <c fir Beschrianktheit, bzw.

|7 —Z|lo <€ = Vj=1,..,m: |z,,; —x.;| <e fir Konvergenz. O

Bemerkung (Rechenregel fiir Summen konvergenter Folgen): Es gilt, wie zu
erwarten war: Sind (Z,) und (¢,) konvergente Folgen in (V.| -|), so ist auch die Folge
(Zn+Yn) konvergent, und es gilt lim Z,+¢, = lim &, + lim ¢,.

n—oo n—oo n—oo
(Beachten Sie: Eine entsprechende Regel fiir ” Produkte” wére sinnlos, da das Produkt
von Elementen eines Vektorraums i.a. nicht definiert ist.)

4.2 Stetigkeit

Vorbemerkung: Die Definition der Topologischen Grundbegriffe (offen, abgeschlossen,
Abschluss, Rand), die wir fiir Teilmengen von R definiert hatten, lassen sich direkt auf
Teilmengen von normierten Vektorrdumen iibertragen; man ersetzt den Absolutbetrag
durch die Norm.

Wir betrachten Funktionen f : V. — W (oder f : D — W, wobei D C V'), wobei
(VoI Ilv) und (W, || - ||w) normierte R-Vektorrdume sind. Zur Klarheit der Darstellung
haben wir die beiden verschiedenen Normen mittels Indizes gekennzeichnet; oft wird so
ein Index auch weggelassen, da i.a. aus dem Zusammenhang hervorgeht, welche Norm
jeweils gemeint ist.

Wie schon bei Funktionen von R nach R kann man die Stetigkeit von Funktionen
zwischen normierten Vektorrdumen mittels Epsilon-Delta-Kriterium definieren, und
zwar, indem man absolute Betrdge durch Normen ersetzt, oder man kann, was
dquivalent ist (sogar in unendlichdimensionalen Vektorraumen) die Stetigkeit mittels
Folgen definieren (s. Satz unten):

Def. (Stetigkeit, Epsilon-Delta-Kriterium). f : D — W, wobei D C V, und
wobei (V)] - ||v) und (W,]| - |[|w) normierte R-Vektorrdume sind, heifit stetig an der
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Stelle z, € D, wenn
Ve>036>0VzeD: |lo—a.v <0 = ||f(2)—f(2.)||w < €

f heifdt stetig, wenn f stetig ist an allen Stellen x € D.

Satz (Stetigkeit, Folgenkriterium). f ist genau dann stetig an der Stelle z, € D,
wenn fiir jede Folge (Z,) mit lim %, = @, gilt: lim f(Z,) = f(Z,).
n—oo n—oo

Bemerkungen:

— Auch die dritte Charakterisierung der Stetigkeit, dass Urbilder offener Mengen
offen sind, ist weiterhin giiltig.

— Die Rechenregeln, dass Verkniipfungen und Verkettungen stetiger Funk-
tionen wieder stetig sind, gelten auch hier sinngemés.

— Ist der Bildraum W :=R™ von f endlichdimensional, so kann man die "Kompo-
nentenfunktionen’ f, ..., f,, betrachten; diese sind Abbildungen von D CV nach
R. Es ist: f: D — R™ ist genau dann stetig, wenn alle Komponentenfunktionen
fr : D — R stetig sind. Also: Das Uberpriifen der Stetigkeit einer Funktion mit
Werten in R” kann man immer zuriickfithren auf das Uberpriifen der Stetigkeit
von ’skalaren’ Funktionen (d.h. Funktionen, die nach R abbilden); es reicht al-
so, wenn man sich auf skalarwertige Funktionen konzentriert, siehe die folgenden
Beispiele.

Beispiele.

(a) (Beweis von Unstetigkeit) Die Funktion f : R2\ {0} — R2, f(z,y) = ij;zz
lasst sich an der Stelle (0, 0) nicht stetig fortsetzen.
Beweis: Fiir alle Folgen (z,,y,), die gegen (0, 0) konvergieren, miisste, damit sich
f stetig fortsetzen liee, die Folge der Funktionswerte (f(zn,¥yn))nen gegen ein
und denselben Wert konvergieren.
Wiéhlen wir eine Folge (z,,0), so ist f(z,,0) = 1, konvergiert somit gegen 1.

Wiéhlen wir jedoch eine Folge (0,¥,), so ist f(0,y,) = —1, konvergiert somit
gegen —1. (Das Verhalten héingt also von der Richtung ab, aus der wir uns (0, 0)
nihern.)

(b) (Beweis von Stetigkeit) Die Funktion f: D — R, D = {(z,y) eR? |2 #0},

f(x,y)z{ e T70

Yy ;=0

ist stetig auf D.
Beweis:
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An Stellen (xg, y9) mit x9#0 ist die Funktion nach den Rechenregeln der Stetig-
keit stetig. Es reicht also, f allen Stellen (0, o) zu untersuchen. Wir untersuchen
also |f(z,y)— f(0,y0)],”® wobei z — 0 und y — yo:

sin(xy sin(xy
) 00 = [Py = |y T
x =~ Yy
—Y0 Hfl_/
4>

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass xy — 0 - yg = 0 konvergiert.

Bemerkung. Zum Beweis von Unstetigkeit ist es sinnvoll, zunédchst Wege entlang
der Koordinatenrichtungen zu probieren (so wie in (a) geschehen). Wenn das
nicht funktioniert (d.h. wenn man entlang der Koordinatenrichtungen immer die
gleichen Grenzwerte bekommt (z.B. f(z,y) = z7z), kann man Wege der Art
(x,ax) oder (ay,y) mit a €R fest und x — 0 bzw. y — 0 probieren, also entlang
von Geraden gegen (0,0) gehen ((zg,yo) = (0,0) vorausgesetzt). Es gibt jedoch
auch Fille, bei denen entlang all dieser Geraden ein Grenzwert existiert, der
Grenzwert sogar immer der gleiche ist, die Funktion an der Stelle (0,0) aber
trotzdem nicht stetig ist. Beispiel: f(z,y) = xz—if mit D = {(z,y) eR? | z+y#0}:

. . . 0 ..
Mit y := az, a € R fest, ist hH(l) f(z,az) = miﬁ‘ff = llfr‘fa: =9 0; analog fiir
d

x =0,y = 0ist f(0,y) =y = 0=yo. Jedoch auf dem krummlinigen Weg
r =y —y, y — 0ist lim f(y°—y,y) = lim (i) A Y Y —2y+2=2+#0.
S~ y—0 y—0 Y y—0

—0
Manchmal muss man also auch ’krummlinige’ Wege, die sich (xg, 1) nihern,

untersuchen, um Unstetigkeit zu belegen (zu finden durch "Herumprobieren’; ggf.
unterstiitzt durch Visualisierung von f mittels Computer)

Einige Sétze aus fritheren Kapiteln {iber stetige Funktionen lassen sich verallgemeinern:

Satz (Satz vom Minimum/Maximum). Sei f : D — R stetig und D C R kom-
pakt (also abgeschlossen und beschrénkt). Dann ist f beschriankt, und f nimmt ein
Minimum/Maximum an, d.h. es gibt 1, 75 € D mit

win f(7) = inf f(7) = f(7)), wax [(7) = sup () = (7).

zeD

F-iir den néchsten Satz brauchen wir den Begriff des Wegzusammenhangs:

Def.

(Wegzusammenhang). Eine Menge M C R™ heifit (weg-)zusammenhdingend,

wenn es fiir beliebige 71,72 € M immer einen Weg, d.h. eine stetige Abbildung
f :[0,1] — R™ gibt, der ganz in M verlauft, d.h. f(]0,1]) C M, und der #; und

®8Stattdessen kann man auch f(z,y) betrachten und zeigen, dass es gegen f(0,yo) geht; oft ist die

hier gewéhlt Vorgehensweise der Betrachtung der Differenzen jedoch etwas leichter.
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verbindet, d.h. f(0)=21, f(1)=212,.

Satz (Zwischenwertsatz). Sei D C R™ zusammenhéingend und f : D — R stetig;
seien T, Iy € D mit f(#) < f(Z3). Dann gibt es fiir jedes n € [f(Z1), f(¥2)] ein £ € D
mit £(&)=n.

Beweis. Sei v : [0,1] — D ein Weg (also: stetige Abbildung) mit v(0) = #; und
v(1) = &5 (eine solche existiert, da D wegzusammenhéngend ist). Die Verkettung
fov:[0,1] — D ist dann stetig und erfiillt f o v(0) =24, f o y(1) = Z5. Nach dem
Zwischenwertsatz aus Kap. 3.3 folgt die Behauptung O

Beachten Sie, dass die Aussagen der beiden obigen Sétze nur fiir skalarwertige Funktionen gelten; beim
Satz vom Minimum/Maximum ist dies klar, da fiir vektorwertige Funktionen Minimum/Maximum
nicht definiert sind; beim Zwischenwertsatz ist dies nicht ganz so selbstverstindlich, dass er fiir vek-
torwertige Funktionen seine Giiltigkeit verliert.

Die obige Beweisidee, einen Satz fiir den Fall ” f : R® — R” auf einen entsprechenden Satz fiir die
Situation ” f : R — R” zuriickzufiihren, imdem man eine Kurve/Weg durch den Definitionsbereich legt
und nur Funktionswerte auf dieser Kurve betrachtet, wird uns bei der Formel von Taylor (Kap. 4.3.4)

wiederbegegnen.

4.3 Differenzierbarkeit
4.3.1 Richtungsableitung, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix

Wir betrachten zunéchst skalarwertige Funktionen f : D — R, D CR", D offen, um
die Begriffe Richtungsableitung und partielle Ableitung zu definieren. Die Ubertragung
auf vektorwertige Funktionen erfolgt dann komponentenweise.

Def. (partielle Ableitung, skalarwertiger Fall; Gradient). Seien D und f wie
oben und 7, € D. Sei & = (0,...,0,1,0,...,0)T der i-te Standardbasisvektor im R™.
Dann heifit

of f(Zt+heé) — f(74)
8:62( Tu) = }lllg(l) h
— lim f([E*’l,...7ZE*7Z‘_1,$*7i+h,$*7i+17...,ZL‘n) —f(ZL'*J,...,J]*,Z‘,...,ZL‘*’n)y 1§2Sn’
h—0 h
(bei Existenz) die partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle z,. f heifit an der
Stelle Z, partiell differenzierbar, wenn ﬁ(:z:*) Y ;f (%) existieren. f heifit partiell

differenzierbar, wenn f an allen Stellen x, € D partiell differenzierbar ist.
Weitere Bezeichnungen fiir die partielle Ableitung sind

59Man kann den Begriff des Wegzusammenhangs als Verallgemeinerung des Begriffs Invervall’ (der
ja in der skalaren Version vom Zwischenwertsatz aus Kap. 3.3 gebraucht wird) auffassen: Im R™ ist
eine Menge genau dann wegzusammenhéngend, wenn sie ein Intervall ist.
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(Beachte: ”9” bei partiellen Ableitungen, ”d”, wenn es nur ein Argument gibt.)

Der Vektor, bestehend aus den n partiellen Ableitungen an einer festen Stelle x, wird
als Gradient von f an der Stelle x, bezeichnet:

o f(7)
VI(7) = : e R"
O f(7)

Das Symbol ”V” wird "Nabla” genannt /ausgesprochen (da es angeblich an ein antikes
Saiteninstrument (Harfe=nabla (griech.) = nablium (lat.)) erinnernt).

Beispiel. In der Praxis ist das Berechnen von partiellen Ableitungen ganz einfach:
Man betrachtet alle z; mit j # i als ’fest’, als Parameter, und betrachtet nur z; als
Argument, nach dem man ableitet:

Fiir f(z,y) := 23y + exp(z®+y) sind die partiellen Ableitungen

9 9
folz,y) = 5—£(w> y) =32y + 2w exp(a®+y), fy(z,y) = 8—5(% y) = 2° + exp(a”+y),

der Gradient ist also

V() = ( 322y + 2z exp(2?+y) ) '

23 + exp(z?+v)

Also: Ist f eine skalarwertige Funktion, deren partielle Ableitungen exis-
tieren, so kann man den Gradienten bilden. Dieser ist der (Spalten-)vektor,
der aus den partiellen Ableitungen von f besteht; der Gradient, als
Funktion von Z, ist eine vektorwertige Funktion.

Statt ”in Richtung von €;” kann man auch in beliebige andere Richtungen ableiten;
dies fithrt zum Begriff der Richtungsableitung:

Def. (Richtungsableitung). Seien D, f,Z, wie im vorherigen Satz. Sei 7€ R™\ {0}
ein beliebiger Vektor, genannt Richtungsvektor. Dann heift

or h—0 h ’

(bei Existenz) die Richtungsableitung von f an der Stelle z, in Richtung von .
Setzt man r := ¢&,. so bekommt man die partielle Ableitung nach z;. Hat man ||7]|s=

= 1, so beschreibt die Richtungsableitung die anschauliche Steigung der Funktion f
in Richtung von 7; falls ||7]| # 1, so geht diese Bedeutung verloren; man sieht der
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Definition sofort an: Bei fest vorgegebener Richtung und Orientierung ist der Wert der
Richtungsableitung proportional zur Lange von 7

Bar) 27 = 1 h v i

wobei im vorletzten Schritt h := ah gesetzt wurde.

Die Richtungsableitung mittels der Definition zu berechnen, ist i.a. mithsam. Einfacher
geht das mit folgender Formel:

Satz (Formel zur Berechnung der Richtungsableitung). Falls in einer Umgebung
von z, alle partiellen Ableitungen von f existieren und stetig sind, so gilt

or
oF

Beweisidee: Man schreibt in der Definition der Richtungsableitung 7 als Linearkombination der €éj;

(Z.) = (V[f(Z.),7) (4.1)

die dann erfolgenden Umformungen erfordern die Stetigkeit der partiellen Ableitungen.

Diese Formel wird uns eine anschauliche Bedeutung des Gradienten liefern:

Frage: An einer festen Stelle Z,, in welche Richtung 7 steigt/féllt die Funktion f am
steilsten; in welcher Richtung ist sie konstant? Dazu betrachten wir alle Richtungs-
vektoren 7€ R™ mit [|7]|o =1 und betrachten die Formel (4.1): Das Skalarprodukt auf

der rechten Seite ist (s. 1. Sem.) = [|[Vf(Z)] - ||7]| - cos(Winkel); dieses wird genau
—_——— — N———
gegeben =1 variabel

dann am grofiten, wenn beide Vektoren in die gleiche Richtung zeigen (Winkel=0);
sie wird am kleinsten, wenn beide Vektoren in entgegengesetzte Richtungen zeigen
(Winkel=7), und die wird null, wenn die beiden Vektoren orthogonal zueinander
stehen.

Daraus folgt: Der Gradient zeigt immer in die Richtung des steilsten Anstiegs
einer Funktion f: R” — R. Die Richtung des steilsten Abfallens ist —V f(x,).
Der Gradient steht immer orthogonal auf Niveaumengen von f (=Linien
gleicher Funktionswerte {Z| f(Z) = ¢}, falls n=2). (Skizze!)

Nun zu vektorwertigen Funktionen. Wir kénnen partielle Ableitungen vektorwertiger
Funktionen definieren, indem wir die einzelnen (skalarwertigen) Komponentenfunk-
tionen betrachten. Eine Funktion f : R™ — R hat n partielle Ableitungen. Fiir
eine Funktion f : R® — R™ hat jede der m Komponentenfunktionen n partielle
Ableitungen; somit bekommen wir fiir f insgesamt n - m viele partielle Ableitungen,
die man in Form einer m x n-Matrix anordnet. Diese Matrix heifit Jacobi- oder
Funktionalmatriz von f:
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Def. (Jacobi-, Funktionalmatrix).%” Sei f : D — R™ mit D CR" offen. Sei z € D.
Die Matrix

Wfi(@) .. Onfi()
Jf(&) = (ajfi)izl.‘m,jzl..n = : : e R™"

heifit (bei Existenz) die Jacobi- oder Funktionalmatriz von f an der Stelle z.°" Die
Zeilen von Jf(z) sind gerade die Gradienten der Komponentenfunktionen f;, diese
jedoch als Zeilenvektoren geschrieben:

(Vfi(z)"
Jf(z) = :
(V fm(2))"

Insbesondere im Fall m = 1 ist die Jacobi-Matrix ein Zeilenvektor, und zwar das
Transponierte des Gradienten.

Partielle Ableitungen héherer Ordnung:

Wenn f : D — R, D CR", partiell differenzierbar ist, dann sind die partiellen Ab-
leitungen 0;f wiederum Funktionen von D C R™ nach R; man kann also jede der n
partiellen Ableitungen ggf. wiederum nach n Koordinatenrichtungen ableiten und be-
kommt so die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung; diese bilden eine n x n-Matrix,
die sogenannte Hesse-Matriz:®

Of(T) ... D10.f(T)
Hf(f) = (8iajf)i:1..n,j:1..n - < Rnxn
0,00 f(T) . 0u0n(F)

Bei Existenz kann man Ableitungen noch héherer Stufe 0;0,0 f(Z) bilden usw..
Beispiel (inklusive der Verwendung verschiedener iiblicher Schreibweisen fiir Ableitun-
gen hoherer Ordnung):

Fiir f(z,y) = 2’y ist

818281f($, y) - 8$ayaxf(xa y) = fxyx(xv y) - 601‘3y2.

Bildet man mehrmals die Ableitung nach der gleichen Koordinate, so schreibt man
kurz

Ry

k mal

60Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851)

61Wichtig: Zeilen und Spalten nicht verwechseln. Als Merkhilfe ggf.: Die Komponenten von f
schreibt man, wenn man sich streng an die Konvention hélt, ’iibereinander’ ( f=Spaltenvektor). Diese
Anordnung gilt auch innerhalb der Jacobi-Matrix.

52Wir werden gleich noch sehen, dass diese Matrix unter gewissen Annahmen symmetrisch ist (—
Satz von Schwarz), dass also 0;0; f = 0;0; f.
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Fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung gibt es noch die sogenannte Multiindex-
Schreibweise: Ein Multiindex @ = («ay, ..., o, )T ist ein Vektor, dessen Eintriige «; aus
Ng sind. Man schreibt kurz

Def .= 0"...00" f,

also z.B. D@2 f(z,y, 2) = 020,0°f (v, y, 2) = 0,0,0,0.0. f(x,y, 2). Die Ordnung einer
partiellen Ableitung in Multiindex-Schreibweise D* f ergibt sich offensichtlich als

la] == a1+ ... +ay,

Satz (Satz von Schwarz, Satz iiber die Vertauschbarkeit von partiellen Ab-
leitungen).® Sei f : D — R™, D CR offen, und es sollen die partiellen Ableitungen
von f bis zur Ordnung zwei existieren, und diese seien stetig. Dann gilt

fir i,j€{1,...,n}, € D. Insbesondere ist dann offensichtlich die Hesse-Matrix H f(Z)
symmetrisch.

Indem man den Satz statt auf f auf eine partielle Ableitung von f anwendet, iibertrégt
er sich auch auf partielle Ableitungen hoherer Ordnung; so ist z.B.

02010301 f = 05010105 f = 01020105 f = 0102051,

sofern alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung 4 existieren und stetig sind;
dabei wurde in obiger Rechnung der Satz von Schwarz zuerst auf f, dann auf 0,0sf,
und dann auf d5f angewendet.

Anwendungen von partiellen Ableitungen héherer Ordnung, Hesse-Matrix (Ausblick
auf 3. Semester): Partielle Ableitungen hoherer Ordnung werden wir brauchen, um die Taylor-
Entwicklung fiir Funktionen mehrerer Argumente aufstellen zu kénnen (Kap. 4.3.4).

Ferner: Zum Klassifizieren lokaler Extrema hatten wir bei Funktionen f : R — R das Vorzeichen von
f”(x) zu untersuchen. Fiir Funktionen f : R” — R iibernimmt die Hesse-Matrix, also die Matrix
der zweiten partiellen Ableitungen, die Rolle von f”: Das Kriterium, das man im 3. Semester erhélt,
ist: Falls an einer kritischen Stelle = gilt dass (H f(Z),7) > 0 (bzw.: <0) fiir alle 0# 7 € R", so ist
Z eine Minimalstelle (bzw.: Maximalstelle). Die Bedingung kann man fquivalent umformen zu: Alle
Eigenwerte (s. 1. Semester!) von H sind strikt positiv (bzw.: strikt negativ). Das fiir Extremstellen

notwendige Kriterium f’(x)=0 wird im mehrdimensionalen iibrigens zu V f(Z) = 0. Siehe 3. Semester.

4.3.2 Totale Ableitung

Der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit ist leider mit diversen ” Méangeln” behaftet:
Fiir Funktionen f : R — R waren wir gewohnt, dass die Differenzierbarkeit eine recht

63Hermann Amandus Schwarz,1843-1921
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'starke’ Eigenschaft ist: Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit, und mit Hilfe
der Ableitung kann man (siehe Taylor-Formel oder Mittelwertsatz) eine Funktion lokal

gut approximieren (durch die Tangente). Wie steht es um diese Eigenschaften im Fall
f :R™ — R? Dazu das Beispiel

o % 7(:177y)7é(0a0)
f@y) "{oﬂ ()= (0,0)

An der Stelle (0,0) berechnen wir (mit der Definition, d.h. mit dem Differenzenquo-
tienten) die partiellen Ableitungen. Sie sind J;f(0,0) = 0 und J»f(0,0) = 0; f ist
also an dieser Stelle partiell differenzierbar. Doch ist f stetig? Nédhern wir uns mit
einer Folge (z,,x,) der Stelle (0,0), so haben wir f(x,,x,) = x%xfx% = %, jedoch z.B.
flxy, —z,) = —%; fiir z,, — 0 bekommen wir so verschiedene Grenzwerte fiir die Funk-
tionswerte, d.h. f ist nicht stetig! Aus der Ezxistenz der partiellen Ableitungen folgt also
nicht die Stetigkeit der Funktion! (Anschaulich: Die Berechnung der partiellen Ablei-
tungen an der Stelle (0, 0) verwendet ausschlieBlich Information iiber die Funktion auf
den Koordinatenachsen. Die Funktionswerte, die abseits der Koordinatenachsen liegen,
gehen nicht ein, konnen daher auch bei partieller Diff’barkeit beliebig stark von f(0,0)
abweichen, f somit dort unstetig sein.)

f ist sogar nicht nur an der Stelle (0,0), sondern iiberall partiell differenzierbar, denn
an allen Stellen (z,y) # (0,0) ist f als Verkniipfung differenzierbarer Funktionen
offensichtlich partiell differenzierbar. Also: Selbst wenn f in einer ganzen Umgebung
von 7, partiell diff'bar ist, folgt daraus immer noch nicht die Stetigkeit der Funktion
an der Stelle 7, (was anschaulich nicht ganz offensichtlich/einsichtig ist).

Dieses Beispiel zeigt auflerdem, dass man, wenn man f(0,0) und 9, f(0,0), 02£(0,0)
kennt und damit f in der Néhe von (0, 0) ndherungsweise durch eine affin-lineare Funk-
tion (geometrisch: Tangentialebene(!) an den Grafen=Relief legen) unter Verwendung
der drei Werte darstellen mochte, man keine gute Nidherung erwarten kann, da die
Funktionswerte — trotz der partiellen Diff’barkeit — in beliebig kleinen Umgebungen
von (0, 0) sehr stark schwanken (springen).

Man kann sogar noch weiter gehen: Beispiele belegen, dass selbst aus der Existenz
aller Richtungsableitungen sogar in einer ganzen Umgebung des betrachteten Punktes
noch nicht die Stetigkeit der Funktion am betrachteten Punkt folgt! Die Anschauung,
dass die Richtungsdifferenzierbarkeit eine stérkere Eigenschaft ist als die Stetigkeit,
téduscht also.

Aus diesen Griinden hat man noch einen weiteren Differenzierbarkeitsbegriff, den
Begriff der totalen Differenzierbarkeit/totalen Ableitung eingefithrt, und zwar derart,
dass aus der totalen Diff’barkeit von f immer die Stetigkeit von f folgt. Den Begriff
der totalen Ableitung konnen wir herleiten, indem wir uns nochmal die Situation
f + R — R vergegenwiartigen und {iiberlegen, wie wir die dortige Definition der
Ableitung auf den vektoriellen Fall ibetragen kénnen:
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Fiir Funktionen f : R — R hatten wir Differenzierbarkeit als Existenz des Grenzwertes

o) o i L) = I )

h—0 h

(4.2)

definiert. Eine unmittelbare Ubertragung dieser Definition auf Funktionen f : R® —
R™ scheitert daran, dass dann h€R™ ist und wir nicht durch h dividieren kénnen. Es
ist auch nicht moglich, & durch ||k]| zu ersetzen, denn schon in (4.2) ist es unzulissig,
im Nenner |h| zu schreiben (was man sich leicht an einfachen Beispielen, wie f(z):==z,
tiberlegen kann). Wir formen daher die Bedingung (4.2) soweit um, bis eine Form
erscheint, die man auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen kann:

Bedingung (4.2) ist gleichbedeutend dazu, dass es eine Zahl f'(x,) gibt, so dass der
‘Rest’ R, (h) := w — f'(x) gegen null geht fiir A — 0. Multiplikation mit A
ergibt:

und somit, unter Setzung R, (k) := R,,(h) - h und Auflésen nach f(z,+h):

!

h) =0

3f'(v.) ER: flzo+h) = f(z.) + f/(2.) - h+ Ry, (h), wobei xh(

Die Konvergenz gegen null(!) ist gleichbedeutend mit Konvergenz von Betrigen gegen

null; man kann die Bedingung ”% (@Q 0” ersetzen durch ” RITUL)) (ﬂ) 0” oder
auch durch ” % (E;) 0”. Dies fiihrt auf folgende Definition der Ableitung:

Definition (Differenzierbarkeit, totale Ableitung). Sei f: D — R™, DCR", D
offen. f heifit total differenzierbar an der Stelle x, falls es eine Matrix(!) f/(Z) € R™*"
gibt, so dass

F@AR) = f@) 4+ f@)h +R(B), wobei R\T%(\T) 05 (a3)

aff.-lin. Af)})rox. an f

Die Matrix f/(Z,) heifit dann die totale Ableitung von f an der Stelle Z..
f heiflt total differenzierbar, wenn f an allen Stellen '€ D total differenzierbar ist.

Deutung: Totale Differenzierbarkeit bedeutet, dass sich die Funktion h — f (f*Jrfz)
hinreichend gut’ durch eine affin-lineare Funktion f(Z,) + f/(Z.)h approximieren
lasst; was dadurch ausgedriickt wird, dass das Restglied ”hinreichend schnell” (insbes.
schneller als linear) gegen null geht. Man vergleiche auch die Analogie zur Taylor-
Entwicklung (Polynomgrad=1). Die in (4.3) affin-lineare Approximation an f in der
Néhe von 7 ist im Fall m =1 nichts anderes als die Ebene, die sich an den Grafen von
f anschmiegt, also die Tangentialebene an den Grafen von f im Punkt x.
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Wie findet/berechnet man die totale Ableitung? Hétte man nur obige Definition zur
Verfiigung, so miisste man f’ offenbar raten und anschlieBend durch Untersuchung
von R, zeigen, dass es die gesuchte Ableitung ist. Der folgende Satz vermeidet, dass
man raten muss:

Falls an einer Stelle ¥ die totale Ableitung von f existiert, so ist f an dieser
Stelle auch partiell diff’bar und stetig, und die totale Ableitung ist gleich
der Jacobi-Matrix f'(Z) = Jf(Z); ferner ist f dann stetig an der Stelle . Wenn
man also die totale Diff’barkeit von f an einer Stelle 7 priifen will, so muss man nicht
f'(Z) raten, sondern man berechnet Jf(#) und priift dann, ob der Rest im Sinne von
(4.3) hinreichend schnell gegen null geht.

Jedoch auch diese Uberpriifung, ob der Rest hinreichend schnell gegen null geht, kann
man sich ebenfalls ersparen, wenn man verwendet:

Falls alle partiellen Ableitungen in einer Umgebung von 7 existieren und
stetig(!) sind, dann ist f an der Stelle ¥ total differenzierbar. Das bedeutet:
Wenn man die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von T berechnen kann und
diese stetig sind, dann ist f in x total diff ‘bar mit f'(Z) = Jf(Z); das Verhalten des
Restes muss nicht weiter geprift werden.

Geometrisch bedeutet die totale Differenzierbarkeit, dass (jede Komponen-
tenfunktion) eine Tangentialebene hat, die sich im Punkt x an den Grafen
anschmiegt.

Bemerkungen:

— Natiirlich gibt es per Substitution & ::f*Jrﬁ, die Darstellung

F@) = F(7) + /(2 (F—7) + R (F—7.) — 0, wobei &
lin. App}rox. an f

— Im Spezialfall m = 1 (d.h. f skalarwertig) wird die Vektorgleichung (4.3) zur
skalaren Gleichung

@ AR) = f(Z.) + (V@) h) +R. (h) =0, wobei i Y0
aff.-lin. Af)rprox. an f
bzw.
F(@) = f(Z.) + (Vf(Z.),F—T.) + Ry (f—2.) =0, wobei % =5,

aff.-lin. Af)g)rox. an f

— Man kann diese Definition der Differenzierbarkeit auch auf allgemeine normierte Vektorrdume
V, W iibertragen. Ist f : V — W, so ist (bei Existenz) f’(x) € Lin(V, W) (so wie eine Matrix
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f'(x) € R™*™ sich als Element von Lin(R™,R™) auffassen ldsst), d.h. fiir jedes feste x € V
ist f'(x) eine lineare Abbildung von V nach W. f’ :  — f’(x) ist dann eine Abbildung von
V nach Lin(V, W), also f’ € Abb(V,Lin(V, W)). Dies ist zugegebenermafen ziemlich abstrakt,

daher verfolgen wir diesen allgemeinen Fall hier nicht weiter.

— Wie schon bei der Stetigkeit gilt auch bei der totalen Differenzierbarkeit:
Eine Funktion f : R™ — R™ ist genau dann differenzierbar an der Stelle z, wenn
jede der m Komponentenfunktionen fi, ..., f,, an der Stelle = total differenzierbar
ist; es gilt dann der Zusammenhang, dass die m Zeilen der Matrix f’(z) gerade
die Zeilenvektoren f/(x) sind:

fi(@) (V fu()”
o= =
e (V )"

— Fiir das Abklingverhalten von R, gibt es eine (insbes. in der Informatik und der
Angewandten Mathematik) iibliche Schreibweise: Man sagt f = o(g) fir z — x,,
falls lim £2 = 0. In (4.3) also: Ry, (h) = o(||])).

o, 9(2)
Diese Schreibweise ist nicht zu verwechseln mit f = O(g) fiir x — x,, was bedeutet, dass es eine

Konstante ¢ gibt, so dass |f(z)| < ¢- g(z) fiir alle © in einer Umgebung von z, (oft: z,=00).

Bemerkung: Eigentlich wiire die Schreibweise ” f €0(g)” besser als ” f =0(g)”, denn mit ”o(g)”
wird ja eine Klasse (Menge) von Funktionen bezeichnet; aulerdem folgt aus f=o0(g) nicht dass
g=o(f) ist; und aus z.B. f1, fa=o0(g) folgt fi+f2=0(g) — alles Eigenschaften, die man intuitiv

nur schwer mit dem Gleichheitszeichen in Verbindung bringen kann.

Satz (Kettenregel) Seien g : D, — Dy, f: Dy — R:; D, CR" und D; CR™ offen.
Seien f und g total differenzierbar. Dann gilt die Matrix-Gleichung

(f o 9)'(@) = f(9(x)) ' (Z)

oder gleichbedeutend
J(fog)(@) = Jf(9(2)) Jg(T).
—_——— —

N——"
ERan ERle cRmMmXn

Im Spezialfall n=1=1 (also fog : D, — R mit D, CR) sollte die Ableitung, wie wir
wissen, eine Zahl sein. Und in der Tat, in obiger Formel steht auf der rechten Seite
das Produkt aus einer Matrix mit einer Zeile und einer Matrix mit nur einer Spalte;
das Ergebnis ist ein Skalarprodukt, d.h. eine Zahl.

Eine Anwendung: Berechnen Sie die Ableitung von u(z) = [ e~* dt. Wir haben
in Kap. 3 keine Rechenregel zum Differenzieren eines solchen Ausdrucks; auch kénnen
wir die Stammfunktion nicht explizit ausrechnen. Wir gehen stattdessen wie folgt vor:
Wir fiihren die Hilfsfunktionen f(y,z) = [/ e dt und g(z) = (2,2)7 ein. Es ist
offensichtlich u(z) = f(x,z) = f(g(z)). Somit kénnen wir v’ mit der obigen Kettenregel
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berechnen. Es ist ¢'(z) = (1,1)T und f'(y,2) = (e, — [Y#2e " dt) und f'(g(z)) =
fl(z,x) = (e, — NG e~ dt), also, mit Kettenregel,

() = fo(e)) o () = (e~ / e di) (D . / 2 e g

Allgemein bekommt man so

h(x) h(zx)

—/ft:c F(h(z )x)h’(:c)Jr/axf(t,x)dt

fiir hinreichend glatte f, h.

4.3.3 Weitere Differentialoperatoren und Anwendungen

Die Divergenz eines Vektorfeldes

Wir kennen bereits als grundlegende Differentialoperatoren:

Fiir Skalarfeld f : R™ — R: Den Gradienten Vf : R* — R"”

Fiir Vektorfeld f : R® — R™: Die Jacobi-Matrix Jf : R® — R™*".

Ferner definiert man die sogenannte Divergenz * eines Vektorfeldes f : R® — R™ als

Ofi
div f: R" - R, div f:= f Z@fl
Zur Ubung: Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes

- @ a T
U(x1, T2, 23) = (—voxa/ (a7 + 23)2, —voz1 /(2] + 23)2,0) (4.4)

wobei vy, @ > 0. Machen Sie sich klar, dass dieses Vektorfeld, als Stromungsfeld aufge-
fasst, einen "Wirbel’ um die z-Achse beschreibt.

Anwendungen der Divergenz: In der Stromungsmechanik/Kontinuumsmechanik:
Ist v : R® — R® das Geschwindigkeitsfeld eines Fluids mit konstanter Dichte (z.B.
Wasser gilt als inkompressibel, d.h. die Dichte ist unabhingig vom Druck; bei
konstanter Temperatur hat es somit konstante Dichte), so gilt

div v =0. (4.5)

Dabei kann ¢ die Argumente z1, x9, x3 haben, oder, wenn das Stromungsfeld zeitlich
variabel ist (‘instationér’), die vier Argumente ¢, x1, x5, x3. Vorsicht: In beiden Fillen
jedoch soll sich 'div’ nur auf die rdumlichen Koordinaten 1, xo, x3 beziehen, nicht auf ¢.

64Diese hat rein gar nichts zu tun mit dem Begriff 'Divergenz’ im Sinne von Abwesenheit von
Konvergenz.
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Begriindung fiir Gleichung (4.5): Wir betrachten einen kleinen Wiirfel Q. := [0, €] x [0, €] x [0, €],
den wir 0.B.d.A. an der Stelle & = 0 angeheftet haben. Wir betrachten die Massenbilanz fiir ein Fluid
mit konstanter Dichte p und Geschwindigkeitsfeld v ”So viel wie in einem Zeitintervall in @, hinein-
flieit, muss im gleichen Zeitintervall auch wieder hinausflieBen.” Die Summe der Massenfliisse (Masse
pro Zeiteinheit) iiber die 6 Seitenflichen des Wiirfels muss also null ergeben. Man beachte, dass fiir den
Fluss durch eine Seitenfliche nur diejenige Geschwindigkeitskomponente v; relevant ist, die senkrecht
zur Fliache steht; tangentiale Geschwindigkeitskomponenten sind irrelevant. Die Massenbilanz lautet

65
also foe foepvl(O,y,z) dydz — fOE foepvl(e,y,z) dy dz
+ o Jo pv2(z,0,2)dudz — [ [; pva(z,€,2) dudz (4.6)
+ [y Jo pus(@,y,0)dzdy — [; [ pvs(z,y,e)dedy =0.
Um einen Zusammenhang zu (4.5) herzustellen, miissen wir 1. die Integralzeichen loswerden und 2.

Differenzenquotienten in (4.6) erzeugen. Wir schreiben zunécht (4.6) um, indem wir jeweils gegeniiber-
liegende Seitenflichen zusammenfassen:

pJy Jolv1(0,y,2) —vi(e,y, 2)] dy dz
+p fy Jolo2(@,0,2) = va(x, €, 2)] d dz
+p foe fo6 [vs(z,y,0) —vs3(z,y,€)]dedy =0.

Nun teilen wir durch p und wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung an; zunéchst jeweils fiir
das duflere, dann fiir das innere Integral. Das ergibt

e2[v1(0,71, 1) — vi(e, 1, )]
+€%[v2(£1,0,C2) — v2(&1,€,C2)]
+€2[vg(&2,m2,0) — v3(&2, 12, €)] = 0

fiir gewisse &1, &2, M1, M2, C1,C2 € (0,€).
Nun Teilen wir durch —e® und bekommen Differenzenquotienten:

v1(€,m,C1) —v1(0,m1, (1) n va(&1, €, () — v2(61,0, (o) n v3(&2,m2,€) — v3(&2,72,0)

€ € €

=0

Nun bilden wir lirrtl] . Setzen wir dabei voraus, dass die v; hinreichend ’glatt’ sind (z.B. total diff’bar),
e—

und nutzen aus, dass &1, &2, 71,72, 1,2 (die von € abhingen, in [0, €] liegen, und somit gegen null
gehen miissen, bekommen wir im Grenziibergang

aUl (07 07 0) + 8’02 (07 Oa O) + 8’113 (Oa 0) O)

3{)31 81'2 8353 =0

Da die Rechung auch dann funktioniert, wenn Q. nicht am Nullpunkt liegt, sondern an einem

beliebigen anderen Punkt, folgt (4.5).

Nun eine Verallgemeinerung von (4.5): Ein Fluid, dessen Dichte p (Skalarfeld)
zeitlich /raumlich variabel ist, erfiillt die Gleichung

Oy p+div (pt) =0.

65Wihrend die Integrale jeweils einen Massenfluss beschreiben (Einheit: Masse pro Zeit), werden
die Integranden als Massenflussdichten bezeichnet (Einheit: Masse pro Zeit pro Flache = Dichte mal
Geschwindigkeit).
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Diese Partielle Differentialgleichung beschreibt den Massenerhalt eines Fluids.
Weitere Notation: Da die Definition der Divergenz an ein Skalarprodukt erinnert,
findet man héufig die Notation Ve f Die Gleichung des Massenerhalts wird so zu
Orp+Ve(pi) =0.

Die Rotation eines Vektorfeldes.
Man definiert die sogenannte Rotation eines Vektorfeldes f : R3 — R? als

Oz f3—0s f2
rot f:R> - R*, 1ot f:=| Osf1—01fs
O fa—0r f
e O f
Merkhilfe: rot f =det | & 0y fo (nur formal)
€3 O3 f3

Weitere Notation: Obige Merkhilfe erinnert an die Merkhilfe fiirs Vektorprodukt. Deshalb schreibt
man auch gelegentlich "V x f;’ fiir rot f

Anwendungen der Rotation: In der Stréomungsmechanik/Kontinu-
umsmechanik:

Ist v : R? — R3 das Geschwindigkeitsfeld eines Fluids, so gibt der Betrag von rot f ()
die "Wirbelstdrke’ an der Stelle # an, und die Richtung von rot f(Z) gibt die Richtung
der Rotationsachse an.

Zur Ubung: Berechnen Sie die Rotation des obigen Vektorfeldes (4.4).

Anwendungen der Rotation: In der Elektrotechnik: B
Die sog. Mazwell’schen Gleichungen beschreiben den Zusammenhang zwischen Magnetfeldern B und
Elektrischen Feldern E und Elektrischer Stromstéarkendichte I und Ladungsdichte p:

div (eE) = p

divB = 0

8t§+rotﬁ = 0
eu(“)tﬁ—rot é+,uf =0

Der Laplace-Operator. Man definiert den sog. Laplace-Operator A auf Skalarfeldern
f:R" = R als

n . 82f 2
Af:R" >R, Af::ZW:Z@.f
v i=1

i=1

n

Anwendung des Laplace-Operators: Z.B. in der Stromungsmechanik:
Diffusionsgleichung: Die Konzentration ¢ (Skalarfeld) eines Stoffes, der in einem
ruhenden Fluid gelost ist, verbreitet sich durch Diffusion (Brown’sche Bewegung) per

Oc —kAc=0 (Diffusionsgleichung)

112



Mathematisch analog: Die Temperaturverteilung 7' (Skalarfeld) in einem ruhenden
Medium verhélt sich gemaf

T — kAT =0 (Warmeleitungsgleichung).
Einige einfache Rechenregeln:
e divV=A
e div (p?) = Vpe i+ pdiv ¥ (eine Art 'Produktregel’)

Der Beweis ist elementar; man setzt die Definition der Differentialoperatoren ein.

4.3.4 Die Formel von Taylor im R"

Wie schon fiir Funktionen von einem Argument wollen wir nun auch Funktionen mit
mehreren Argumenten durch polynomielle Ausdriicke (Taylor-Polynome) lokal in einer
Umgebung eines Entwicklungspunktes approximieren. Beachten Sie, dass wir hier
zundchst nur skalarwertige Funktionen betrachten. Im Fall mehrerer Argumente wird
auch das zu konstruierende Taylor-Polynom von mehreren Argumenten abhéngen.
Was ist ein Polynom in mehreren Argumenten?

Def. (Polynom) Eine Abbildung f : R® — R der Form
f(f) = Z Z a’alv--wan l‘?l Teeet mn )

wobei die aq,,. o, €R, heilt reelles Polynom in n Variablen. Sein Grad ist m, sofern
es einen von null verschiedenen Koeffizienten a,, o, gibt mit oy + ... +o, =m.

Eine kiirzere Schreibweise ergibt sich unter Verwendung von Multiindizes:

m
F@ =YY d: i

k=0 |a|=k

dabei ist & := (" - ... - 207,

Beispiele. f(x,y,z) = 3+ 2x — 5y + 2z — 322 + 3zyz ist ein Polynom dritten Grades.
Polynome dritten Grades in zwei Variablen haben die allgemeine Form
flr,y) =a+  artazy  +ar’ faszy+acy’ + e’ +agr’y+agry’ +aiy’.

N s N g NS 7

Terme 1. Ordnung  Terme 2. Ordnung Terme 3. Ordnung

Nun zur Formel von Taylor. Wir betrachten f : D — R mit D CR" offen. Sei ¥, € D
fest (der sog. Entwicklungspunkt). Es sei f m+1 mal partiell differenzierbar auf D,
und all diese partiellen Ableitungen seien stetig. Wir wollen f in einer Umgebung von
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Z, durch ein Polynom approximieren. Sei ein Richtungsvektor he R™ so gewahlt, dass
nicht nur @—i—ﬁ, sondern die gesamte (geradlinige) Strecke von Z, nach Z.4+h in D liegt:
{Z,+th|te[0,1]} C D.

Um die Situation auf die von Kap. 3.6.4 zuriickzufiihren, betrachten wir die Abbildung
g(t) == f(f*+tﬁ), [0,1] = R, d.h. wir betrachten die Funktionswerte von f nur entlang
der Strecke, die von &, nach Z,+h fithrt (vergleiche die Ahnlichkeit zum Beweis des
Zwischenwertsatzes S. 101). Da g nur ein skalares Argument hat, konnen wir auf g den
Satz von Taylor aus Kap. 3.6.4 anwenden. Wir wéhlen als Entwicklungspunkt ¢, :=0,
da g(0)= f(x.). Wir erhalten die iibliche Formel

"0 (m)O (m+1)
IO, 80O g )

m—+1
2l m! CESI (47)

g9(t) = g(0) + 4'(0)t +

mit 7 zwischen 0 und ¢. Wir setzen hier t = 1 ein, denn dann erhalten wir auf der
linken Seite g(1)= f(Z,+h). Wir miissen diese Formel nun nur 'riickiibersetzen’, d.h.
die rechte Seite mittels f ausdriicken:

Es ist g(0) = f(Z,). Die Ableitungen von g rechnen wir mit der Kettenregel aus; es liegt
offensichtlich der auf S. 109 diskutierte Fall n=[=1 vor: Es ist

/ . /= g — B
g0 =& vih) L = (Vf(@+th), k) = Z hi 0 f (%, +th) (4.8)
Zeilenvektor Spalten-V. i=1

und somit .
k=1

Indem wir (4.8) mit der Kettenregel differenzieren, bekommen wir

n

Zh O, f(Z+th) = ZZhh 8,0, f (Z,+th) = (H f(T.+th) h, h)

=1 j=1

und somit
n n

hih; 0,0, f(Z,) = (Hf(Z,) h,h) .

=1 j=1
Der néachste Term lautet

n n n

hihjhy 0,00 f (Z.)

=1 j=1 k=1

und allgemein

= i i hiy « .- hi, - 0y .05, f(24)

i1=1 im=1
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sowie fiir das Restglied

m+1) Z Z hiy - oee zm+1 61182m+1f($*)

11=1 im41=1

Wenn wir all dies in (4.7) einsetzen haben wir unsere Taylor-Formel fiir die Funktion f.

Jedoch ist es sinnvoll, die mithsame Schreibweise (7 >~ ... > ”) durch eine knappere
=1 ip=1

zu ersetzen. Hierzu sind die oben eingefiihrten Multi-Indizes niitzlich. Wir wollen der

Einfachheit halber die folgenden Uberlegungen nur fiir den Fall n = 2 durchfiihren:

Z.B. fiir den Term 2. Ordnung haben wir (s.o.)
G"(0) = h1h10101 f (x4) + h1hoO010s f (1) + hah10201 f(x4) + hohoOsDs f ()
was sich unter Verwendung der Symmetrie (Satz von Schwarz) als
g"(0) = h20? f(x,) + 2h1hoO1 0o f (,) + h30s f ()

schreiben ldsst. Und analog fiir den Term 3. Ordnung bekommen wir durch Zusam-
menfassen gleicher Terme:

g"(0) = B33 f(x,) + 3h2ha020s f () + Bhah20102f (x,) + h3D3 f () .

Um nun die Multi-Indizies ins Spiel zu bringen, definieren wir fiir Multi-Indizes o € N
die Fakultét
al i=aoa!- .-

und schreiben wir obiges als

g"(0) = (h1, ha) 2O DO f(x,) + 2(ha, ho) VDY f(z) + (b, ha) P DO f(x,)

hi,h)(2:0) hi,hg)(LD) hi,h2)(0:2)
= ol [ DO [ + SR DO (o) + B DO o)

— 21y Epeg(p,)

|a|=2
und

g"(0) = (h1,ho) O DEOf(w.) + 3(ha, ho) BV DD f (2,)
+3(hn, ho) M DU f(2,) + (hay ho) O DOD) f(a,)

(2 0) (2,1) (1,2) (0,3)
= 31| G DO f(2,) 4 PREEZ DD f(2,) 4+ PHEEZDOD f(a,) + PHGEE= DO f(2)

— 31y Epop(y,)
|a|=3
Man kann zeigen, dass allgemein fiir n € N und m € N der Term m-ter Ordnung die Form

= zn: Zn: hi1 BEEEE zm 611 sz I* = m! Z Da

i1=1  dpm=1 lal=m
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hat. Also lautet die Taylor-Formel in der ’kompakten’ Darstellung:

Taylor—Polynom

Ve

fEA+R) = f@)+ ) % -t Z
lo|=1 ' lor|=m

!
|a|=m+1 @ (49)
Res‘gélied

> Do) 7 i(x*) ey DUEATH) fo - (0,1)

ol

la|<m ’ |a|=m~+1

Taylor-Polynom Restglied

Die "Zwischenstelle’ € := Z+7h (mit 7€ (0,1)) ist ein Punkt auf der Verbindungslinie
zwischen Z, und f*—kﬁ.

Auch hier gibt es natiirlich auch wieder die Moglichkeit, durch Substitution & =F+h
das & zu eliminieren.

Um die abstrakte Schreibweise (4.9) etwas konkreter zu machen, hier das Taylor-
Polynom zweiter Ordnung:

f@)+h) = f(@)+ (V@) )+ < )b, h)

.
SRS ST CAN %ZZ 0, (7

Beispiel. Berechne das Taylor-Polynom erster und zweiter Ordnung von f(x,y) =
exp(z?+x+y) zum Entwicklungspunkt (z.,v.)=(0,0).

Es ist
fo(z,y) = (22+1) exp(z®+a+y), f=(0,0) =1
fy(z,y) = exp(a®+a+y), £,(0,0) =1
fee(z,y) = [2+(22+1)%] exp(2®+2+y), J22(0,0) =3
fw(may) = (2z+1) exp(xQ—I—:E—f—y) = fy:c(l“,y), fwy(Oa 0)=1= fya;(0,0)
fuy(@,y) = exp(z®+a+y), Fuy(0,0) =1
somit

f(hi,he) = Ti(h1, he) =1+ hy + ho;

T beschreibt die Tangentialebene an den Grafen von f im Punkt (0,0); und die Ap-
proximation héherer Ordnung (sich besser an den Grafen von f anschmiegend)

3 1
f(hl, hg) ~ Tg(hh hg) =1 + hl + hQ + §h% + h1h2 + §h%
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Indem man den Satz von Schwarz ausnutzt, stimmen, insbesondere bei Termen ho-
her Ordnung, viele der Summanden iiberein. So bekommt man z.B. als Terme dritter
Ordnung

1
5 [foc:c:(:(oa 0) h:f + foxy(()? 0) h%h@ + 3fxyy(0> 0) hlhg + fyyy(oa O) hg]

Bemerkung: Vorsicht bei der Anwendung auf vektorwertige Funktionen: Fiir solche
Funktionen kann man ebenfalls eine Taylor-Entwicklung angeben, elnfach mdem
man jede einzelne Komponentenfunktion Taylor-entwickelt. Die Stelle f = Z.+7h ist
jedoch fiir jede der Komponentenfunktionen i.a. eine andere; es gibt keinen Grund
anzunehmen (und es gibt auch Gegenbeispiele) dass man ein einheitliches 5 findet fiir
alle Komponenten.

Ende des 2. Semesters.

Themen des 3. Semesters:

— Fortsetzung der Vektoranalysis (Extremwertaufgaben, auch mit Nebenbedingun-
gen) (— Optimierung)

— Gewohnliche Differentialgleichungen

— Algebra/Gruppentheorie und Anwendungen in der Kryptographie (Verschliisse-
lung)
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