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Vorbemerkungen

Dies ist ein Skript zur Vorlesung Analysis I und II, die ich erstmals im akademischen
Jahr 2018/19 an der Universitdt Ulm gehalten habe. Diese Vorlesung vermittelt nicht nur
eine Einfithrung in die Analysis als Teildisziplin der Mathematik, sondern auch in die
Mathematik iiberhaupt. Insbesondere das erste Kapitel vermittelt Grundlagen der Mathe-
matik, die nicht fiir die Analysis spezifisch sind.

Die Analysis befafst sich, grob gesprochen, mit Grenzwerten von Folgen und Funktio-
nen und daran ankniipfend mit Ableitungen und Integralen von Funktionen. Sie ist im
Vergleich zu den beiden anderen grofen klassischen Teilgebieten der Mathematik (Algebra
und Geometrie) relativ jung: Ihr Anfang ldft sich auf die gleichzeitige Entwicklung der
Differential- und Integralrechnung durch NEWTON und LEIBNIZ in der zweiten Hilfte des
17. Jahrhunderts terminieren. Gleichwohl gehen Grundideen der Integralrechnung bereits
auf die griechische Antike zuriick. Die mathematisch rigorose Fundierung der zentralen
Konzepte der Analysis in der Form, wie wir sie im Laufe dieser Vorlesung kennenlernen
werden, stammt aus dem 19. Jahrhundert und ist mit den Namen CAUCHY, WEIERSTRASS,
RIEMANN und vielen anderen verbunden. Im 20. Jahrhundert dienten die Werkzeuge und
Konzepte der Analysis mafgeblich zur Entwicklung neuerer Zweige der (angewandten)
Mathematik wie der Stochastik, Numerik oder Finanzmathematik. Bei alledem sollte man
die enge Wechselwirkung zwischen verschiedenen Bereichen der Mathematik betonen: So
kann man etwa mit analytischen Methoden an Probleme der Zahlentheorie oder der Geo-
metrie herangehen, andererseits zeigen sich z.B. in der Funktionalanalysis die Vorziige der
Verwendung von Begriffen der Linearen Algebra innerhalb der Analysis. Eine strikte und
eindeutige Abgrenzung der mathematischen Teilgebiete voneinander ist daher weder sinn-
voll noch méglich.

Als Begleitlektiire empfehle ich die Analysis-Lehrbiicher von FORSTER und von AMANN-
ESCHER, die fiir Teile dieser Vorlesung als Grundlage dienen. Fiir die ;mathematische All-
gemeinbildung’ und zur Erweiterung Thres Horizonts lohnt ein Blick in die weiteren im
Literaturverzeichnis angegebenen Biicher. Dariiber hinaus empfehle ich die Lektiire des
Eintrags ,Philosophy of Mathematics‘ in der auch sonst sehr lesenswerten Stanford Ency-
clopedia of Philosophy (https://plato.stanford.edu/). Das vorliegende Manuskript ist
allerdings ,self-contained‘, also ohne Zuhilfenahme weiterer Literatur lesbar, und wird fiir
den Priifungserfolg ausreichend sein.

Es ist davon auszugehen, daf sich immer noch einige Fehler im Skript befinden. Sei-
en Sie also stets kritisch und senden Sie mir Hinweise auf vermutete Fehler an meine
E-Mail-Adresse emil.wiedemann@uni-ulm.de. Besonders fleifigen Einsendenden winken
attraktive Prémien.

Ich bedanke mich herzlich bei Dr. Manfred Sauter, Frederic Weber, Raphael Wagner,
und den Studierenden der Analysis fiir zahlreiche Hinweise, die zur Verbesserung dieses
Manuskripts gefithrt haben.
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KAPITEL 1

Grundlagen der Mathematik

Dieses einfiihrende Kapitel hat noch nichts spezifisch mit Analysis zu tun, sondern ist
grundlegend fiir die Mathematik als Ganze. Wir behandeln Aussagen- und Pradikatenlogik,
Mengenlehre, Relationen und Abbildungen, und schliefslich (natiirliche, ganze und rationa-
le) Zahlen. Bei den logischen und mengentheoretischen Grundlagen gehen wir naiv‘ vor,
d.h. wir geben lediglich unprézise Erklarungen der Begriffe ,Aussage‘ und ,Menge’. Fiir eine
axiomatische Einfithrung dieser Begriffe verweisen wir auf die Literatur, etwa [7| und [6].

1.1. Logik

Logik untersucht die Struktur von Aussagen und die Regeln, aufgrund derer Aussagen
aus anderen Aussagen hergeleitet werden kénnen. Dabei betrachtet sie Aussagen sowohl
in natiirlichen als auch in formalen Sprachen. Wahrend die Logik in der Antike als reines
,Organon‘ (Werkzeug) fiir die Wissenschaften gesehen wurde, hat sie sich seit dem 19. Jahr-
hundert zu einer eigenstindigen wissenschaftlichen Disziplin entwickelt, die heute in der
Philosophie, der Mathematik und der theoretischen Informatik gleichermaken beheimatet
ist.

1.1.1. Aussagenlogik.

1.1.1.1. Aussagen und Junktoren. Eine Aussage ist ein Satz (in natiirlicher oder for-
maler Sprache), dem sinnvoll ein eindeutiger Wahrheitswert zugeordnet werden kann, der
also entweder wahr oder falsch ist. Beispiele fiir Aussagen sind etwa

e Heute scheint in Ulm die Sonne (wahr oder falsch, je nachdem, ob in Ulm heute
die Sonne scheint);

o 2+2=4 (wahr);

o 2+2=5 (falsch);

o Jede gerade Zahl grofier als 2 ist Summe zweier Primzahlen (Goldbachsche Ver-
mutung; seit 1742 weder bewiesen noch widerlegt).

Das letzte Beispiel zeigt, daf eine Auferung selbst dann eine Aussage sein kann, wenn ihr
Wahrheitswert unbekannt ist. Ambiguititen wie im ersten Beispiel (wo der Wahrheitswert
vom Zeitpunkt der Aussage abhingt) treten bei mathematischen Aussagen iiblicherweise
nicht auf.

Keine Aussagen sind hingegen Fragen, Exklamationen, oder syntaktisch unzuléssige
Zeichenfolgen, wie z.B.

o Wer hat die Kokosnuf$ geklaut?

e Zefix noch amol!

o z+= .
Ferner unterscheidet man zwischen Aussagen und bloken Termen wie 2, ,Mahatma Gand-
hi‘ oder Y07, n—12 Aussagen sind aus Termen zusammengesetzt, aber ein Term allein ist noch
keine Aussage.

Man kann neue Aussagen gewinnen, indem man sie aus bereits bekannten zusammen-

setzt. Beispiele solcher zusammengesetzter Aussagen sind

o [n Ulm scheint heute die Sonne und in Miinchen regnet es;
o Kriht der Hahn auf dem Mist, so dndert sich das Wetter oder es bleibt wie es ist;

5



6 1. GRUNDLAGEN DER MATHEMATIK

o Fine reelle Zahl ist genau dann nichinegativ, wenn sie das Quadrat einer reellen
Zahl ist.

Um dies zu formalisieren, bezeichnen wir fiir den Rest dieses Unterkapitels Aussagen
mit groben lateinischen Buchstaben A, B, C, ... und fiihren die folgenden Junktoren ein:

- Negation (Verneinung)®;

A Konjunktion (,und‘);

v Disjunktion (,oder‘);

= Implikation (,wenn, dann‘);

< Aquivalenz (,genau dann, wenn).

Die klassische Aussagenlogik, die heute von fast allen Mathematiker*innen akzeptiert
wird, folgt dem Eztensionalititsprinzip: Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aus-
sage hingt ausschlieklich von den Wahrheitswerten der einzelnen Teilaussagen ab®. Dies
mag selbstverstdndlich erscheinen, aber wir werden gleich im Zusammenhang mit der Im-
plikation sehen, dafs natiirliche Sprachen kaum als extensional betrachtet werden kénnen.

Das Extensionalitétsprinzip ermdglicht uns, die Bedeutung der oben aufgefiihrten Junk-
toren festzulegen, indem wir die Wahrheitswerte der jeweiligen Junktion fiir alle méglichen
Wahrheitswerte der Teilaussagen angeben. Man macht dies oft mithilfe von Wahrheitsta-
feln:

A B|AAB A B|AvB
Al-A w W w w W w
wi| f w I f w I w
f|w f w f f w w
f f f f f f
AB‘A:>B AB‘A@B
w W w w W w
w f f w f f
f w w f w f
f f w f f w

Diese Konventionen stimmen im Falle der Negation und der Konjunktion gewifs mit
dem umgangssprachlichen Gebrauch iiberein: Die Negation einer Aussage ist wahr, wenn
die Aussage falsch ist, und umgekehrt; ,A und B‘ ist nur dann wahr, wenn sowohl A als
auch B wahr sind. Bei der Disjunktion ist zu beachten, dafk es sich um ein einschlieflendes
Oder handelt: ;A oder B* gilt auch dann als wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind.
Betrachte hierzu ein Beispiel aus der Umgangssprache:

Sie fahren sofort aus dem Halteverbot, oder ich gebe Ihnen einen Strafzettel!

Im Alltag wiirde die falschparkende Person diese Drohung eines Mitarbeiters des Ord-
nungsamts zurecht dahingehend auffassen, dafs sie durch sofortiges Wegfahren das Ord-
nungsgeld vermeiden kann. Aussagenlogisch wire es allerdings auch zuléssig, die Person
trotz sofortigen Befolgens mit einem Ordnungsgeld zu belegen.

Eine noch grofsere Diskrepanz zwischen formalem und alltéglichem Sprachgebrauch be-
steht bei der Implikation. Unproblematisch sind noch solche Sétze, in denen das Antezedens
A die kausale Ursache fiir das Konsequens B ist:

Wenn es regnet, wird die Strafie najs.

Fiir Verwirrung sorgen dagegen (wahre) Implikationen, bei denen Antezedens und Kon-
sequens in keinerlei Sinnzusammenhang stehen:

IDje Negation ist strenggenommen kein Junktor, da sie nicht zwei Aussagen miteinander verkniipft,
sondern nur auf eine einzelne Aussage wirkt.

2Einen Uberblick iiber nicht-extensionale (intensionale) Logiken gibt WILHOLT [13]. Dort finden Sie
auch eine ausgezeichnete, ausfiihrlichere Darstellung der klassischen Aussagen- und Pridikatenlogik.
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o Wenn Hans im April Geburtstag hat, hat das Ulmer Miinster den hochsten Kirch-
turm der Welt;

o Wenn Hans im April Geburtstag hat, hat der Kélner Dom den héchsten Kirchturm
der Welt;

o Wenn Hans im September Geburtstag hat, hat das Ulmer Miinster den hichsten
Kirchturm der Welt.

Angenommen, Hans habe tatséchlich im September Geburtstag, so handelt es sich um
allesamt wahre Aussagen (allein die Aussage Wenn Hans im September Geburtstag hat,
hat der Kolner Dom den hochsten Kirchturm der Welt wire falsch). Wir beobachten daran
zweierlei: Erstens kann eine Implikation auch dann wahr sein, wenn das Konsequens falsch
ist — sofern das Antezedens ebenfalls falsch ist (lat. ex falso quodlibet, ;aus Falschem folgt
Beliebiges). Zweitens sind die Implikationen wahr, obwohl Hansens Geburtstag mit der
Frage nach dem hochstem Kirchturm inhaltlich {iberhaupt nichts zu tun hat. Dies kann
aufgrund des Extensionalitdtsprinzips auch gar nicht anders sein: Demzufolge hingt ja der
Wahrheitswert einer Implikation nur von den Wahrheitswerten, nicht aber vom ,Sinn‘ (der
Intension) der beiden Teilaussagen ab.

Noch deutlicher wird die Differenz zwischen Implikation und Kausalitit an folgendem
Beispiel: Angenommen, eine mir unbekannte Person stellt sich mir als Arztin vor. Daraus
folgere ich (zu recht), daf sie Medizin studiert hat, erkenne also die folgende Implikation
als wahr:

Wenn die Person Arztin ist, dann hat sie zuvor Medizin studiert.

Dabei ist die drztliche Tétigkeit keineswegs die Ursache fir das Medizinstudium, son-
dern eher umgekehrt. Bei der Implikation geht es also um zuléssige logische Schliisse, nicht
um Kausalbeziehungen. In der Mathematik spielt der Begriff der Kausalitit ohnehin keine
Rolle — obwohl Mathematiker*innen in ihren Argumentationen regelmébig das Wort ,weil*
verwenden.

Noch ein Hinweis zur Terminologie: Im Falle der Implikation A = B sagt man auch , A
impliziert B, , B folgt aus A‘, ;A ist hinreichend fiir B, , B ist notwendig fiir A, , A ist
stiarker als B*, oder , B ist schwécher als A‘.

1.1.1.2. Analyse zusammengesetzter Aussagen und Tautologien. Wahrheitstafeln erlau-
ben nicht nur die Definition der gdngigen Junktoren, sondern auch die Analyse komplizier-
terer zusammengesetzter Aussagen, die man aus den mit A, B, ... bezeichneten ,atomaren
Aussagen‘ durch wiederholte Verkniipfung mittels der Junktoren gewinnt. Dazu legen wir
zunéchst ,Vorfahrtsregeln® fiir Junktoren fest: Wir vereinbaren, dafs -, A und v stérker
binden als = und < (vgl. ,Punkt-vor-Strich‘ in der Arithmetik). So meinen wir etwa mit
A = BAC die Aussage A = (B A C) und nicht etwa die Aussage (A= B)AC.

Als Beispiel wollen wir wissen, wie der Wahrheitswert der Aussage AAB < Bv(C von
den Wahrheitswerten der Teilaussagen A, B, C' abhingt. Dariiber gibt folgende Wahrheits-
tafel Aufschluk:

A B C|AAB BvC|AAB<BvC
w W W w w w
w w f w w w
w [ w f w f
w [ f f f w
f w w f w f
f w f f w f
f f w f w f
f f f f f w

Betrachten wir als ein weiteres Beispiel die Aussage AA (A= B) = B:
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A B|A=B AAN(A=B)|[Ar(A=>B)=B
w W w w w
w f f W
f w w f w
f f w f w

Hier féllt auf, daf die Aussage AA(A = B) = B unabhdngig von den Wahrheitswerten
von A und B stets wahr ist. Das ist nicht besonders {iberraschend, denn diese Aussage
bedeutet: Ist A wahr und folgt B aus A, so ist auch B wahr.

Man nennt zusammengesetzte Aussagen, die unabhéngig vom Wahrheitswert ihrer ato-
maren Teilaussagen wahr sind, logisch wahr oder tautologisch. Der Begriff Jlogisch wahr!
bezieht sich darauf, dafs solche Aussagen allein kraft ihrer logischen Struktur wahr sind und
nicht nur aufgrund kontingenter Gegebenheiten. Hat etwa Hans im September Geburtstag,
so ist die Aussage Hans hat im September oder im April Geburistag wahr, aber nicht tau-
tologisch; die Aussage Hans hat im September oder in einem anderen Monal Geburtstag
ist dagegen eine Tautologie, weil sie wahr ist, egal wann Hans Geburtstag hat.

Wir geben weitere Beispiele fiir bekannte Tautologien, zusammen mit ihren traditio-

nellen Bezeichnungen?:
AN(A=B)=B (modus ponens/direkter Beweis)
(A= B)A-B=-A (modus tollens/reductio ad absurdum/Widerspruchsbeweis)
Av-A (tertium non datur/Prinzip des ausgeschlossenen Dritten)
(A=B)A(-A=B)=1B (Klassisches Dilemma/Fallunterscheidung)
—A = A doppelte Negation
(A= B) < (-B=-4) Kontraposition

(A= B)A(B=A) < (A< B)

1.1.1.3. Logische Schlufiregeln als mathematische Beweisstrategien. Solche Tautologien
geben insbesondere mogliche Strategien fiir mathematische Beweise vor. Wir geben je ein
Beispiel fiir reductio ad absurdum und fiir die Fallunterscheidung:

BEISPIEL 1.1 (Widerspruchsbeweis). Wir zeigen, daf /2 irrational ist.* Sei dazu A
die Aussage /2 ist rational. Wir wollen die Annahme A zum Widerspruch fiihren, d.h.
aus ihr eine falsche Aussage folgern. Mit der Regel modus tollens folgt dann - A, also die
gewiinschte Trrationalitéit von v/2.

Wenn also /2 rational wiire, so lieke es sich durch einen vollstindig gekiirzten Bruch
% darstellen, wobei p und ¢ ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Nach Definition
der Quadratwurzel wire dann

2

2:(\/5)2=%

bzw. p? = 2¢°. Die Zahl p? ist also durch 2 teilbar, und damit ist auch p selbst durch 2
teilbar. Wir kénnen also schreiben p = 2r fiir eine ganze Zahl r, und es folgt 4r2 = 2¢> bzw.
q® = 2r%. Also ist auch ¢ durch 2 teilbar, und wir folgern die Aussage B: p und q haben
einen gemeinsamen Teiler. Doch zu Beginn des Beweises hatten wir p und ¢ teilerfremd

3Der Nachweis der Tautologie kann jeweils mittels Wahrheitstafeln erbracht werden, was den Lesenden
zur Ubung empfohlen sei. — WiLHOLT [13, S. 37| weist darauf hin, daR die Bezeichnungen der Schlufregeln
(z.B. ,Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten‘) sich auf die korrespondierenden metasprachlichen Schliisse
und nicht, wie hier insinuiert, auf die objektsprachlichen Formeln beziehen. Wir ignorieren solche Einwénde,
da Objekt- und Metasprache in der mathematischen Praxis ohnehin kaum jemals scharf unterschieden
werden.

“Wir werden die Begriffe ,rationale Zahl‘ und ,Quadratwurzel‘ noch eingehend besprechen. Fiir das
Beispielmaterial sei aber zunéchst noch auf Thre Schulkenntnisse verwiesen.
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gewéhlt, sodal also =B wahr ist. Wir haben damit einerseits A = B und andererseits - B
gezeigt, sodak —A (die Irrationalitit von \/2) folgt. O

BEISPIEL 1.2 (Fallunterscheidung). Sei n eine natiirliche Zahl, die nicht durch 3 teilbar
ist. Wir zeigen: n? 148t bei Division durch 3 den Rest 1.

Hier wihlen wir als zu beweisende Aussage B: n? lGfit bei Division durch 3 den Rest
1; die Aussage A laute: n lGft bei Division durch 8 Rest 1. Nach dem Prinzip der Fallun-
terscheidung ist B gezeigt, wenn wir es sowohl aus A als auch aus —A herleiten kénnen.

Fall A: Falls A wahr ist, gibt es eine natiirliche Zahl k mit n = 3k + 1. Dann aber ist

n? = (3k+1)% = 9k? + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1,

was bei Division durch 3 Rest 1 ergibt. Somit ist A = B gezeigt.

Fall —A: Falls =A, so lakt n bei Division durch 3 den Rest 0 oder 2. Rest 0 ist nach
Voraussetzung ausgeschlossen (da n nicht durch 3 teilbar ist). Also existiert eine natiirliche
Zahl m mit n = 3m + 2, und damit

n?=@Bm+2)%=9m? +12m+4=33m? +4m +1) + 1,

also laRt n? bei Division durch 3 den Rest 1, und wir haben -A = B gezeigt. Aus beiden
Fillen zusammen folgt B. g

Eine Warnung scheint hier angebracht: Logische Schlufregeln bilden immer nur das ,Ge-
riist‘ eines mathematischen Beweises. Um dieses Geriist mit zielfiihrendem Inhalt zu fiillen,
ist fast immer ein gewisses Mafs an Originalitét, Intuition und/oder Erfahrung erforderlich
(letztere erwirbt man nur mit harter Arbeit). Es gibt kein ,Kochrezept® fiir mathematische
Beweise.

1.1.2. Pridikatenlogik. Viele mathematische Sitze treffen nicht nur Aussagen iiber
einzelne Objekte (so wie \/2 ist irrational), sondern beanspruchen allgemeine Giiltigkeit
fiir alle Objekte aus einer bestimmten Klasse (z.B. Jede natiirliche Zahl kann eindeutig in
Primfaktoren zerlegt werden). Andere Sétze wiederum behaupten die Existenz eines be-
stimmten Objekts (Es ewistiert eine positive reelle Zahl x mit x* = 2). Die Formalisierung
solcher Aussagen erfordert die Erweiterung der Aussagenlogik zur Pridikatenlogik, die zu-
satzlich zu den aussagenlogischen Junktoren noch iiber die Quantoren V (,fiir alle‘) und 3
(,es existiert‘) verfiigt.

1.1.2.1. Pridikate und Quantoren. Betrachten wir die Formel 22 = 2: Solange nicht
festgelegt ist, welchen Wert & annimmt, kann dieser Formel kein Wahrheitswert zugeord-
net werden (fiir manche z ist die Gleichung erfiillt, fiir andere nicht). Sie ist deshalb keine
Aussage im Sinne von Abschnitt 1.1.1. Man bezeichnet einen solchen Satz, der von einer
oder mehreren Variablen abhéngt, als Aussageform oder Prddikat. Fin weiteres Beispiel fiir
ein Pridikat wire x hat 1m September Geburtstag. Mehrere Pridikate kénnen wie gehabt
durch die aussagenlogischen Junktoren verbunden werden: Fiir jede Wahl der Variablen
ergibt sich dann der Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussageform aus den Wahr-
heitswerten der Teilaussageformen.

Eine Moglichkeit, aus einem Prédikat eine Aussage zu machen, besteht in der Quanti-
fizierung iiber die Variablen: Die beiden Sitze Es ezistiert ein x mit 2> = 2 sowie Fiir alle
x gilt x? = 2 sind Aussagen, zumindest wenn vereinbart wurde, aus welcher Zahlenmenge
x gewdhlt werden darf. Reden wir iiber reelle Zahlen, so ist die erste Aussage wahr, die
zweite falsch. In der Priadikatenlogik schreibt man die beiden Aussagen wie folgt:

Jr:22=2 bzw. Vz:z’=2.
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Priadikate konnen mehrere Argumente haben: So kénnen wir ein zweistelliges Pradikat
P(x,y) definieren® durch x <y, und die folgende (wahre) Aussage formulieren:

VaVy: P(0,z) A P(0,y) A P(x,y) = P(2*,y%),

das bedeutet: Fiir alle z und y mit £ >0, y >0 und = < y gilt 2% < ¢
Wenn nicht aus dem Kontext klar ist, iber welche Variablenwerte quantifiziert wird,
sollte man dies explizit angeben, z.B. wie folgt:

reR:2%=2 bzw. JzeQ:z?=2,

wobei R und Q die Mengen der reellen bzw. rationalen Zahlen bezeichnen; man beachte
unbedingt, dafs die erste Aussage wahr, die zweite aber falsch ist!

Eine weitere Bemerkung betrifft die gebundene Umbenennung: In der Aussage Vx :
P(z) nimmt x keinen bestimmten Wert an, sondern ,Jduft durch die Menge der zuldssigen
Werte. Deshalb ist es gleichgiiltig, wie die Laufvariable heiftt, und man kann sie beliebig
umbenennen; Y : P(x) ist also gleichbedeutend mit Vy : P(y) oder mit Va : P(«) etc.
Das Gleiche gilt natiirlich fiir Existenzquantoren. Ahnliche Formen von Laufvariablen, die
beliebig umetikettiert werden diirfen, werden uns auch bald in Summen und spéter in
Integralen begegnen.

1.1.2.2. Negation und Quantorenvertauschung. Die Negation von Alle Menschen sind
sterblich lautet natiirlich nicht Alle Menschen sind unsterblich, sondern Nicht alle Men-
schen sind sterblich oder, dquivalent dazu, Es g¢ibt unsterbliche Menschen. Man kann sich
dies vor Augen fiihren, indem man zunéchst formuliert Es trifft nicht zu, daf alle Menschen
sterblich sind. Allgemein gilt

-Vz:P(z) ist dquivalent zu 3Jz:-P(x).

Auch im Falle mehrerer Quantoren trifft folgende Regel zu: Ein Negationszeichen kann
vom Prédikat vor die Quantoren gezogen werden (oder umgekehrt), sofern jeder Quantor
umgedreht wird (d.h. aus einem All- wird ein Existenzquantor und umgekehrt). Betrachten
wir als Beispiel die Definition der Stetigkeit einer Funktion, wie wir sie spéter in diesem
Semester ausfiihrlich behandeln werden. In Prédikatenlogik lautet diese Definition: Eine
Funktion f heifst stetig im Punkt z, wenn gilt

Ve>0 30>0 Vy: |z-yl<d=|f(z)-f(y)|<e

Was bedeutet es dann, daf eine Funktion im Punkt x nicht stetig ist? Nach der eben
beschriebenen Regel erhalten wir fiir die Negation:

>0 V6>0 y: |r-y|<d»|f(x)-fly)<e

Hier haben wir # fiir ,impliziert nicht‘ geschrieben. (Man iiberzeuge sich zur Ubung, daf
A # B logisch dquivalent zu A A -B ist.)

Eine beriichtigte Fallgrube ist die Vertauschung von Quantoren. Es gilt: All- und Exis-
tenzquantoren diirfen untereinander vertauscht werden, die Vertauschung eines Allquantors
mit einem Existenzquantor ist hingegen unzuléssig. Es ist also

VaVy: P(x,y) &aquivalent zu VyVa: P(x,y),
Jx3y: P(x,y) &quivalent zu Fy3x: P(x,y),
aber im Allgemeinen
Vaxdy: P(x,y) mnicht dquivalent zu 3IyVz: P(z,y).
SGenauer gesagt wird der zweistellige Pradikatbuchstabe P durch die Relation (s. nichstes Unterka-
pitel) ,<‘ semantisch interpretiert; wir verzichten hier und im Folgenden auf eine strikte Unterscheidung

zwischen syntaktischen und semantischen Begriffen, da dies in der mathematischen Praxis in der Regel
keinen Mehrwert bietet und das aktuelle Kapitel unnétig aufblihen wiirde.
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Letzteres bedarf der Erkldrung. Sei z dafiir aus der Menge der Topfe und y aus der Menge
der Deckel, und das Priadikat P(x,y) werde interpretiert als Auf den Topf x pafit der Deckel
y. Dann bedeutet Yx3y : P(x,y): Fir jeden Topf gibt es einen Deckel, der auf ihn pafit oder
einfacher: Auf jeden Topf pafit ein Deckel. Die Aussage FyVx : P(x,y) dagegen bedeutet:
Es gibt einen Deckel, der auf jeden Topf pafst. Dies sind offenkundig zwei vollig verschiedene
Aussagen: Im ersten Falle darf jeder Topf einen unterschiedlichen Deckel haben, im zweiten
Falle miitte ein und derselbe Deckel alle Tépfe zudecken! Einen solchen ,Universaldeckel®
gibt es in Wirklichkeit natiirlich nicht, die erste Aussage dagegen ist viel plausibler, wenn
nicht sogar wahr.

Halten wir fest: JyVx : P(z,y) ist eine viel stirkere Behauptung als Va3y : P(x,y),
weil im ersten Fall das y nicht von z abhingen darf, im zweiten Fall aber schon. Wir
werden auf diesen Unterschied spéter im Zusammenhang mit gleichmifiger Stetigkeit von
Funktionen und auch mit gleichméfiger Konvergenz von Funktionenfolgen zurtickkommen.

1.1.2.3. Syllogismen. Zu den bekanntesten logischen Figuren zdhlen seit ARISTOTELES
die Syllogismen, deren 24 Unterarten im Mittelalter jeder Student, gleich welcher Fakultit,
im ersten Studienjahr auswendig lernen mufste. Dies wird von Thnen nicht verlangt werden.
Gleichwohl ist es instruktiv zu sehen, wie man Syllogismen umstandslos in Pradikatenlogik
schreiben kann.

BrISPIEL 1.3 (Modus Barbara). Folgende Aussage ist logisch wahr®:

Va: (P(z) = Q) AVy: (Q(y) = R(y)) = Vz: (P(2) = R(2)).
Zum Beispiel: Alle Griechen sind Menschen. Alle Menschen sind sterblich. Also sind alle
Griechen sterblich.
Hier haben wir definiert: P(x) ,x ist ein Grieche', Q(x) ,z ist ein Mensch*, R(x) ,z ist
sterblich‘.

BEISPIEL 1.4 (Modus Darii). Auch die folgende Aussage ist logisch wahr:
Va: (P(x) = Q(z)) AJy: (P(y) A R(y)) = 32: (Q(2) A R(2)).

Zur Ubung denke man sich ein sinnvolles Beispiel aus.

1.2. Mengenlehre

Logische Zusammenhénge bringen lediglich die Struktur, die &uftere Form eines ma-
thematischen Arguments zum Ausdruck. Wovon aber jhandeln‘ mathematische Aussagen,
was also sind die Objekte, tiber die Mathematiker*innen sprechen? Ungeachtet kontroverser
philosophischer Debatten um diese Fragen kénnten wir naiv antworten: In der Mathematik
geht es um Zahlen, Mengen, Funktionen, algebraische Strukturen (z.B. Korper oder Vek-
torrdume), geometrische Figuren usw. Diese Konzepte sind scheinbar sehr divers, aber seit
Ende des 19. Jahrhunderts wurde klar, dak alle diese mathematischen Objekte ultimativ
als Mengen beschrieben werden kénnen. In diesem Abschnitt werden wir z.B. sehen, wie
der Funktionsbegriff auf den Mengenbegriff zuriickgefiihrt werden kann.

6Da in dieser Aussage alle Variablen gebunden vorkommen, kdnnen sie beliebig umbenannt werden.
Insbesondere kénnten wir genausogut schreiben

Va: (P(z) = Q(z)) AVz: (Q(z) = R(x)) = Va: (P(z) = R(z)).



12 1. GRUNDLAGEN DER MATHEMATIK

1.2.1. Mengen und Mengenoperationen.
1.2.1.1. Grundlegendes. CANTOR, der als Begriinder der Mengenlehre gilt, erliuterte
den Begriff der Menge 1895 wie folgt [4]:

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M wvon be-
stimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder un-
seres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Beispiele fiir Mengen sind {1,2,3}, {r}, die leere Menge (bezeichnet mit {} oder &),
die kein Element enthilt, oder die Menge {@}, deren einziges Element die leere Menge
ist. Mengen kénnen auch unendlich viele Elemente enthalten, z.B. die Menge R der re-
ellen Zahlen oder die Menge der gleichschenkligen Dreiecke in der Ebene. Elemente von
Mengen miissen nicht zwingend mathematische Objekte sein: Auch {rot, griin, blau} oder
{Kemal, Claudia, Giovanni, Kim} sind Mengen. Die Reihenfolge, in der die Elemente ange-
geben sind, spielt keine Rolle; ebenso werden Mehrfachnennungen ignoriert: {3,1,2,3,2,3,3}
ist identisch mit {1,2,3}. Ist = ein Element von M, so schreibt man x € M (oder manchmal
M > z). Ist x kein Element von M, so schreibt man x ¢ M. Man beachte, daf x ¢ M nur
eine Kurzschreibweise fiir -z € M ist.

Anstatt eine Menge durch Aufzéhlung aller Elemente anzugeben (was ohnehin nur fiir
endliche Mengen funktioniert), kann man sie auch durch Pradikate definieren:

Ry={zxeR:2>0}

ist die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen. Ist P ein einstelliges Pradikat, so scheint
es also, dak man die Menge {x : P(x)} bilden kénne. RUSSELL machte aber in einem Brief
an FREGE 1902 eine folgenschwere Beobachtung: Betrachte das Pradikat —(x € z), dessen
Argument z selbst eine Menge ist; Es sagt also aus, daff die Menge x sich nicht selbst als
Element enthilt. (Die Frage, wie iiberhaupt eine Menge sich selbst enthalten kénnen sollte,
mufs uns hier zum Gliick gar nicht beschéftigen.) Definiere die Menge

M :={x:-(xex)},

also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Gilt dann M € M7 Falls ja,
ist M ¢ {x:—(xex)} =M, falls nein, ist M € {z : =(z € )} = M. Es kann also weder
M e M noch M ¢ M gelten, was wiederum dem Prinzip tertium non datur (Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten) widerspricht. Diese RUSSELLsche Antinomie kann nur umgangen
werden, indem man die Mengenbildung {x : P(z)} nicht fiir beliebige Pradikate zulaft.
Diese Gedanken fiihrten um die Wende zum 20. Jahrhundert zu tiefgreifenden Entwick-
lungen in der Mengenlehre, unter anderem zu RUSSELLs Typentheorien und vor allem zu
ZERMELOs axiomatischer Mengenlehre. In letzterer wird die Mengenbildung durch Pradi-
kate in der Weise eingeschrankt, daf nur Vorschriften der Form

{reG:P(x)}

erlaubt sind, wobei G irgendeine Menge und P ein Pridikat ist’.
Genau wie Aussagen unterliegen auch Mengen einem Extensionalitétsprinzip:

DEFINITION 1.5. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.

Auch diese Version des Extensionalitétsprinzips erscheint selbstverstéandlich. Betrachte
aber die Mengen

M={zeR:2>0}, N={zeR:3yecR:z=192}.
"Dennoch werden wir bei der Definition der Vereinigung, der Potenzmenge und des kartesischen Pro-

dukts ohne eine solche Grundmenge arbeiten; daf wir dabei nicht einer RusseLLschen Antinomie anheim-
fallen, ist durch die ZERMELO-FRAENKEL-Axiome gesichert, auf die wir hier leider nicht eingehen kénnen.
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Wir behandeln bald systematisch die reellen Zahlen, aber unter Riickgriff auf Schulwissen
ist bekannt, dafs jede nichtnegative reelle Zahl ein Quadrat ist (némlich ihrer Quadrat-
wurzel), und daf umgekehrt jedes Quadrat einer reellen Zahl nichtnegativ ist. Nach dem
Extensionalitatsprinzip ist also M = N, obwohl die Vorschrift (die Intension), nach der die
beiden Mengen gebildet wurden, vollig verschieden sind: Fiir die Definition von M wird die
Anordnung der reellen Zahlen (also die Relation ,>‘) verwendet, fiir N eine algebraische
Operation (ndmlich das Quadrieren bzw. die Multiplikation).

DEFINITION 1.6 (Teilmengen).
i) Eine Menge M heiflt Teilmenge einer Menge N, falls gilt
VexeM:xeN.

(In Worten: Fiir alle x aus M gilt: x ist Element von N, oder einfacher: Jedes
Element von M ist auch Element von N.) In diesem Falle schreibt man M c N.
ii) M heifst echte Teilmenge von N, falls M c¢ N und

JzeN:xz ¢ M.

(In Worten: Es gibt ein Element von N, das nicht Element von M ist.) Man schreibt dann
Mg N.

Man beachte, dalt die leere Menge Teilmenge jeder Menge ist, und daf jede Menge
Teilmenge ihrer selbst ist. Nach Extensionalitdtsprinzip (Definition 1.5) sind zwei Mengen
M und N gleich genau dann, wenn sie die gleichen Elemente haben, d.h. wenn jedes
Element von M auch Element von N ist und umgekehrt, d.h. wenn M c¢ N und N c M.

1.2.1.2. Mengenoperationen. Ebenso wie man aus bekannten Aussagen neue Aussagen
durch diverse Verkniipfungen gewinnen kann, erhélt man aus Mengen mithilfe bestimmter
Operationen neue Mengen. Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

MuN:={zx:xeMvxeN} Vereinigung,

MnN:={xeM:xeN} Durchschnitt,

M~N:={zxeM:x¢N} Differenz,

MAN :=(M~N)u(N~M) symmetrische Differenz.
Falls M c G, so heilst G~ M auch Komplement von M in G und wird M€ geschrieben.
Diese Notation ist hauptsichlich dann in Gebrauch, wenn sich die gesamte Untersuchung
innerhalb einer ,Grundmenge‘ G abspielt, die nicht jedes Mal eigens genannt werden mufs.
So ist bei (elementaren) zahlentheoretischen Aussagen meist klar, daf alle Mengen als
Teilmengen der natiirlichen Zahlen angenommen werden.

Zwei Mengen M und N heifen disjunkt, falls M n N = &.

Es gibt unzdhlige bekannte mengentheoretische Identititen, die in Aussagen iibersetzt
werden, die wiederum z.B. durch Wahrheitstafeln als tautologisch nachgewiesen werden
konnen. Als Beispiel betrachte die MORGANschen Gesetze, wonach fiir beliebige Mengen
M und N, die beide Teilmengen einer (Grund-)Menge G sind, gilt

(MAN)*=M“UN° sowie (MUN)“=M nN°.
Wir zeigen nur die erste Gleichheit. Nach Extensionalitéatsprinzip (Def. 1.5) geniigt es zu
zeigen: Fiir jedes x € G gilt

xe(MnN) < xzeM UNC. (1.1)

Nun ist z € (M n N)¢ nach Definition des Komplements und des Durchschnitts dquivalent
zu =(x € M Az e N), und die rechte Seite z € MU N€ ist dquivalent zu -~z € M v -z € N.
Mit einer Wahrheitstafel kann aber die Tautologie

-(AAB) < -Av-B

nachgewiesen werden, aus der die Aquivalenz (1.1) schlieflich folgt.
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DEFINITION 1.7 (Potenzmenge). Sei M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmen-
gen von M die Potenzmenge von M. Man bezeichnet sie mit P(M). Es ist also

P(M)={X:XcMj.
Die Potenzmenge von {1,2,3} lautet etwa

{2, {13, {2}, {3}, {1, 2},{2,3}, {1,3}, {1,2,3}}.
DEFINITION 1.8 (kartesisches Produkt). Seien M und N Mengen.
i) Fir z € M und y € N bezeichnet

(z,y) = {{z}, {z,y}}

ein geordnetes Paar®.
ii) Die Menge aller geordneten Paare von Elementen aus M und N heit kartesisches
Produkt (oder einfach Produktmenge) von M und N:

M xN:={(z,y):xe MAyeN}.

PROPOSITION 1.9 (Paaraxiom von PEANO). ¢ Seien (u,v),(z,y) € M x N. Dann ist
(u,v) = (x,y) genau dann, wenn v =1z und v =1y.

BeEwEIS. Um die Aquivalenz zu zeigen, zeigen wir beide Implikationen:

,=‘ Sei (u,v) = (z,y), also nach Definition {{u},{u,v}} = {{z},{z,y}}. Nach Ex-
tensionalitdtsprinzip (Def. 1.5) sind die Elemente dieser Mengen gleich; insbesondere ist
{u} = {x} oder {u} = {x,y}. Im ersten Falle folgt u = = wiederum aus der Extensio-
nalitdt. Iin zweiten Falle muf x = y sein, da eine Menge mit nur einem Element nicht
gleich einer Menge mit zwei (verschiedenen) Elementen sein kann. Dann gilt aber wieder
{u} = {z,z} = {x} und somit u = z. In jedem Falle ist also u = z.

Da {u} = {z}, muk wegen der Gleichheit {{u},{u,v}} = {{x},{z,y}} auch gelten
{u,v} ={x,y}. Abermals wegen u = z folgt daraus schlieklich v = y.

,<*: Diese Richtung ist einfacher: Wenn v = z und v = y, so folgt {{u},{u,v}} =
{{z},{z,y}} sofort aus dem Extensionalitatsprinzip. O

Die Bezeichnung ,kartesisch® verweist auf DESCARTES, der im 17. Jahrhundert im Rah-
men seiner analytischen Geometrie Koordinaten (x,y) in der euklidischen Ebene einfiihrte.
Bei solchen Koordinaten kommt es nicht nur auf die beiden Koordinaten x,y an, son-
dern auch auf ihre Reihenfolge. Fin geordnetes Paar (z,y) unterscheidet sich also von der
Menge {z,y} dadurch, dafs die Reihenfolge der beiden Elemente festgelegt ist: Zwar gilt
{z,y} = {y,z}, aber im Allgemeinen nicht (z,y) = (y,x). Die mengentheoretische Formu-
lierung des geordneten Paares stammt von KURATOWSKI.

Als Beispiel geben wir

{17 2, 3} x {1’ 2} = {(17 1)’ (1’ 2)7 (27 1)7 (27 2)7 (3’ 1)’ (37 2)}
Ein weiteres Beispiel ist R x R, das oft als R? geschrieben wird; es handelt sich um alle
Paare (x,y) mit reellen Komponenten z und y. Ein solches Paar kann man sich — nach
DESCARTES — als Punkt in der Ebene geometrisch veranschaulichen.

8Das Zeichen ,-="bedeutet ,definitionsgemé&f gleich‘.

9Eine Proposition ist eine mathematische Aussage, der nicht die Wichtigkeit eines Satzes (synonym
eines Theorems) zukommt. Ob etwas noch eine Proposition oder schon ein Theorem ist oder aber ein
Lemma (Hilfssatz) oder ein Korollar (einfache Folgerung aus einem Theorem), liegt im Ermessen der
Autorin und ist in vielen Fallen Geschmackssache. Einige bekannte Resultate werden aus historischen
Griinden als Lemmata (i.e. Plural von Lemma) bezeichnet, obwohl sie zweifellos den Rang eines Theorems
beanspruchen diirfen; so etwa das Zornsche Lemma oder das Lemma von Sperner.
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1.2.2. Relationen und Abbildungen.
1.2.2.1. Relationen.

DEFINITION 1.10. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M.

Beispielsweise ist die Relation ,kleiner gleich‘ auf R gemif dieser Definition genau die
Menge der Paare (z,y) € R?, fiir die 2 < y. Ein weiteres Beispiel: Ist M eine Menge von
Personen, so kann man darauf die Relation F' definieren durch (z,y) € F genau dann, wenn
x und y befreundet sind. Als drittes Beispiel betrachten wir auf den natiirlichen Zahlen N
die Teilbarkeitsrelation |: (n,m) €| genau dann, wenn n ein Teiler von m ist, wenn also ein
k e N existiert mit m = kn.

Fiir konkrete Relationen schreibt man tiblicherweise nicht (z,y) € R, sondern R(x,y)
oder zRy. So schreibt man z <y und nicht (x,y) €<, ebenso n|m statt (n,m) €|.

DEFINITION 1.11. Eine Relation R c M x M heift
i) reflexiv, falls
VreM:(z,x)€R,
ii) symmetrisch, falls
Ve,ye M : (z,y) e R= (y,z) € R,
iii) transitiv, falls
Va,y,ze M:(x,y) e RA(y,z) e R= (z,2) € R.

Die Relation ,<‘ ist reflexiv (da = < z fiir alle € R), aber nicht symmetrisch (da z.B.
3 < 5, aber nicht 5 < 3), wohl aber transitiv (wenn x < y und y < z, dann folgt x < 2).
Ebenso sieht es bei der Teilbarkeitsrelation aus: Sie ist reflexiv und transitiv, aber nicht
symmetrisch. Eine sehr wichtige Klasse von Relationen sind die Aquivalenzrelationen:

DEFINITION 1.12 (Aquivalenzrelation). Eine Relation R c M x M heifit Aquivalenzre-
lation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Fiir jedes © € M ist die Aquivalenz-
klasse von x bzgl. R definiert als die Menge

[x]={ye M:(z,y) € R}.

BEISPIEL 1.13. Sei n eine natiirliche Zahl, dann definieren wir auf den ganzen Zahlen
Z eine Relation R folgendermafen: (r,s) € R genau dann, wenn r — s durch n teilbar ist
(d.h. wenn es k € Z gibt mit r — s = kn). Statt (r,s) € R schreiben wir

r=s modn

(sprich: ,,r ist gleich s modulo n.“) So ist etwa 11 = 1mod2, 17 =5mod 12, 5 = -1 mod 3.
Wir zeigen, daf dies eine Aquivalenzrelation ist: Fiir jedes r € Z ist r —r = 0, und 0
ist durch jede ganze Zahl teilbar; also gilt r = rmodn, und die Relation ist reflexiv. Sie
ist auch symmetrisch, denn wenn r — s durch n teilbar ist, so auch s —r = —(r - s). Gilt
schlieflich 7 = smodn und s = gmodn, so existieren k,l € Z mit r —s = kn und s — q = In.
Mithin ist
r-q=(r-s)+(s—q)=kn+lin=(k+10)n,

also ist r — ¢ durch n teilbar und damit r = gmod n. Das ist genau die behauptete Transi-
tivitét.

SchlieRlich untersuchen wir die Aquivalenzklassen: [0] ist die Menge der durch n teil-
baren ganzen Zahlen (also der Vielfachen von n); [1] ist die Menge der ganzen Zahlen,
die bei Division durch n den Rest 1 lassen, usw. [n] ist wieder gleich [0], da n = 0modn.
Die Menge der ganzen Zahlen kann also in die n paarweise disjunkten Aquivalenzklassen
[0],[1],...,[n - 1] zerlegt werden. (Man iiberzeuge sich zur Ubung, daf diese Aquivalenz-
klassen tatséchlich disjunkt sind und dafs es keine weiteren gibt.)
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Ein lebensnahes Beispiel ist die Uhr: Hier identifiziert man z.B. 17 Uhr und 5 Uhr,
weil die Differenz 12 ist. Wenn es jetzt 10 Uhr ist und man wissen mdchte, wie spét es in
39 Stunden ist, so addiert man und erh&lt ,49 Uhr‘; dies ist aber dquivalent zu 1 Uhr, da
49 = 1mod 12.

1.2.2.2. Abbildungen.
DEFINITION 1.14 (Abbildung). Seien M, N Mengen. Eine Teilmenge f c M x N heifit
Abbildung von M nach N, falls
VeeM 3JyeN: (x,y)ef
und
VeeM Vy,zeN: (zy)efna(z,z)ef=y=z (1.2)
Man nennt M den Definitionsbereich und N den Wertebereich der Abbildung f und
schreibt f: M — N.

Statt (z,y) € f schreibt man f(x) = y; dies ist durch (1.2) gerechtfertigt, denn es gibt
zu jedem x € M nur ein y € N mit (x,y) € f, und dieses eindeutig bestimmte y kann man
dann mit f(x) bezeichnen.

Anschaulich gesprochen nimmt eine Abbildung ein Element von M und ,wirft* es auf ein
Element von y, und zwar in eindeutiger Weise: Ein Element von M kann nicht auf mehrere
Elemente von N abgebildet werden. Man beachte, dak nicht jeder Wert des Wertebereichs
angenommen werden muf.

Wir verwenden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym. Manche Autorinnen
reservieren den Begriff der Funktion auschlieflich fiir Abbildungen, deren Wertebereich
die reellen oder komplexen Zahlen sind.

DEFINITION 1.15 (Bild und Urbild). Das Urbild von y € N unter der Abbildung f :
M — N ist definiert als die Menge

FHy)={zeM: f(z) =y}
Das Urbild einer Teilmenge W c N unter f ist definiert als
AW ={zeM: f(x)eW}.
Das Bild einer Teilmenge U c M unter f ist definiert als
fU)={f(x):xeU}cN.
Man beachte, dafs Urbilder auch leer sein kénnen, Bilder hingegen nicht (auler wenn M =
).
DEFINITION 1.16. Eine Abbildung f: M — N heift
o injektiv, falls
Vo,ye M:  f(z)=f(y) =z=y;
o surjektiv, falls
Vye N JzeM: f(z)=uy;
o hijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

BeispIEL 1.17. Betrachte die Menge M = N = {1,2,3} und die Abbildungen f,g: M —
M, gegeben durch

f)=1, f(2)=3, fB)=1
g(1) =3, 9(2)=2, ¢(B3)=1L

Dann ist f weder injektiv (weil f(1) = f(3)) noch surjektiv (weil es kein x € M gibt mit
f(x) =2), und erst recht nicht bijektiv. Dagegen ist g bijektiv, denn es ist injektiv (ordnet
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also verschiedenen Elementen nie den gleichen Wert zu) und surjektiv (jedes Element im
Wertebereich wird getroffen).

Sei nun weiterhin M = {1,2,3}, aber N = {1,2}. Dann existiert offenbar keine Injektion
M — N, denn wenn drei Elemente auf zwei abgebildet werden sollen, dann muf mindestens
ein Wert zweimal angenommen werden (,Schubfachprinzip‘). Die Abbildung h: M — N,
die durch h(1) =1, h(2) =2, h(3) = 1 gegeben ist, ist surjektiv. Dagegen ist die Abbildung
J mit j(1) = 7(2) = 7(3) = 1 nicht surjektiv.

Betrachte schlieklich nach wie vor M = {1,2,3}, aber nun N = {1,2,3,4}. Es exis-
tiert keine surjektive Abbildung M — N, denn die drei Elemente des Definitionsbereichs
konnen auf hochstens drei verschiedene Werte abgebildet werden, sodaf stets mindes-
tens ein Element von N nicht getroffen wird. Fine Injektion wére z.B. gegeben durch
k(1) =1,k(2) =2,k(3) =4.

Wir beobachten an diesem Beispiel, dafs zwischen zwei endlichen Mengen nur dann
eine Bijektion bestehen kann, wenn sie die gleiche Anzahl von Elementen haben.

BEISPIEL 1.18. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne null) und sei S : N —
N\ {1} definiert durch S(n) = n+1 (man schreibt auch n — n+1). Dann ist S injektiv, denn
aus n+ 1 =m+ 1 folgt (nach Subtraktion von 1 auf beiden Seiten) m = n. Die Abbildung
ist auch surjektiv, denn fiir jedes n e Nx {1} gilt n—1 €N, und S(n-1) = n. Es ist mithin
S eine Bijektion zwischen N und N\ {1}. Es kann also Bijektionen zwischen einer Menge
und einer echten Teilmenge ihrer selbst geben, aber nach obiger Beobachtung nur dann,
wenn diese Menge nicht endlich ist. °

BEISPIEL 1.19. Betrachte f: R —» R, z + 22. Diese Abbildung ist nicht injektiv, denn
fiir jedes x € R ist #? = ()%, Schriinkt man den Definitionsbereich allerdings auf R} ein
(die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen), so ist die Abbildung f 'Ry (so bezeichnet
man die Einschrankung von f auf Rj) injektiv. W&hlt man als Wertebereich R statt R,
so erhilt man sogar eine surjektive Abbildung; die Abbildung R — R{,  ~ % ist also
bijektiv.

Eine besondere Bijektion zwischen einer Menge M und sich selbst ist die Identitdt
t:M—->M, x— x.

DEFINITION 1.20 (Komposition). Seien f: M — N und g: N - P zwei Abbildungen.
Dann heiftt die Abbildung

gof:M—P, M>sxwg(f(z))eP
die Komposition (oder Verkniipfung) der Abbildungen f und g.

Wir geben zwei Beispiele: Seien f : R - R, z + 22 und g : R - R, y + sin(y)
gegeben, so ist fog:R - R, y+ sin(y)? und go f : R - R, z + sin(2?). Es handelt sich
selbstverstdndlich um zwei verschiedene Funktionen.

Ein weiteres Beispiel: Sei M = {1,2,3} und definiere eine Abbildung M — M durch
f(1) =1, f(2) =3, f(3) =2. Dann ist fo f = (die Identitét auf M). Abbildungen mit
dieser Eigenschaft bezeichnet man als selbstinvers oder als Involutionen.'!

DEFINITION 1.21 (Umkehrabbildung). Sei f : M — N eine Abbildung. Eine Ab-
bildung g : N —» M heikt Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion oder inverse Abbil-
dung/Funktion) zu f, falls

fog=un und gof=up.

10Man kann aus diesen Gedanken sogar die folgende Definition motivieren: Eine Menge M heifit
unendlich, wenn es eine Bijektion zwischen M und einer echten Teilmenge von M gibt. Eine Menge heifst
endlich, wenn sie nicht unendlich ist.

Upje Abbildung f o f wird oft auch mit f? bezeichnet. Man unterscheide diese Funktion scharf von
der Funktion = — f(z)?, die also die Werte von f quadriert.
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Hierbei bezeichnen ¢py und ¢y die Identitét auf der jeweiligen Menge. Ist ¢ Umkehrabbil-
dung zu f, so schreiben wir auch g = f71.

Achtung: f! ist nicht das Gleiche wie 2 ~ ﬁ: Die Funktion tg : © — x ist invertierbar
1_1
w(z) T
SATZ 1.22 (Genau die Bijektionen sind invertierbar). Eine Abbildung f : M - N
besitzt genau dann eine Umkehrabbildung, wenn f bijektiv ist. In diesem Falle ist die
Umkehrabbildung eindeutig bestimmt.

mit ¢z! = g (ist also eine Involution), aber fiir jedes z € R ist

BeEwEls. Wir zeigen beide Implikationen. Sei zunédchst f bijektiv. Definiere die Funk-
tion g: N - M durch

g(y) =z falls f(z)=uy.
Da f surjektiv ist, existiert zu jedem y € N ein solches x. Da f injektiv ist, existiert auch
nur ein solches x. Damit ist ¢ als Funktion N — M wohldefiniert.!?

Nun gilt einerseits fiir jedes z € M die Gleichheit g(f(z)) = g(y) = z, wobei wir
y = f(x) gesetzt haben. Andererseits haben wir fiir jedes y € N die Gleichheit f(g(y)) =
f(z) =y, wobei x das eindeutig bestimmte Element von M ist, fiir das f(z) = y. Es folgt,
dak g (eine) Umkehrabbildung zu f ist.

Sei nun umgekehrt g eine Umkehrabbildung zu f. Wir miissen zeigen, dals f bijektiv
ist. Sei y € N beliebig, so ist nach Voraussetzung f(g(y)) = vy, also ist f surjektiv. Sind
aukerdem z,z’ € M dergestalt, dak f(x) = f(z') =y, so folgt g(y) = g(f(x)) = = und
g(y) = g(f(2")) = 2/, woraus x = 2’ folgt. Also ist f auch injektiv. Insgesamt folgt die
Bijektivitat von f.

Schlieflich zeigen wir die Eindeutigkeit der Umkehrabbildung. Seien dazu g,h: N - M
zwei Umkehrabbildungen zu f, und sei y € N. Nach dem gerade Bewiesenen ist f bijektiv,
es existiert also genau ein z € M mit f(x) = y. Nach Definition der Umkehrfunktion gilt
aber

9(y) = 9(f(x)) =z = h(f(2)) = h(y),
und da y € N beliebig gew#hlt war, folgt*® ¢ = h. U

Umkehrfunktionen kennen Sie aus der Schule: So ist beispielsweise der Logarithmus
log : R* - R die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R - R*, oder die Qua-
dratwurzel | /: R§ — R{ die Umkehrfunktion der Quadratfunktion R — Rf. Man beachte
jeweils die Wahl der richtigen Definitions- und Wertebereiche: So ist etwa exp bijektiv (und
daher invertierbar) als Funktion R — R*, nicht aber als Funktion R — R.

1.2.3. Familien und unendliche Mengenoperationen.

1.2.3.1. Definition und Beispiele. Der Begriff Familie ist (in der Mathematik) ein blo-
$es Synonym fiir ,Abbildung’. Sein hdufiger Gebrauch in bestimmten Kontexten rechtfertigt
aber folgende Definition:

DEFINITION 1.23 (Familie). Seien I (die sogenannte Indexmenge) und M Mengen, so
bezeichnet man jede Abbildung I — M als eine durch I indizierte Familie von Elementen
von M. Diese Abbildung j ~ x; schreibt man als (z;);er.

Als Indexmenge verwendet man meist die natiirlichen oder reellen Zahlen oder Teil-
mengen davon.

12Der Terminus ,wohldefiniert’ kann in der Mathematik alles mégliche bedeuten; hier bedeutet er, dafs
durch die angegebene Vorschrift tatsdchlich eine Funktion definiert wird, daf g also jedem y € N genau
einen Wert x € M zuordnet.

13Hjer meint g =h, dak g und h als Funktionen gleich sind; wir haben bei der letzten Schluffolgerung
implizit verwendet, daf zwei Funktionen g,h: N — M gleich sind genau dann, wenn gilt: Vy € N : g(y) =
h(y). Man iiberzeuge sich davon, daf dies aus den Definitionen 1.14 und 1.5 folgt.
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BEISPIEL 1.24 (Folgen). Ist I die Menge der natiirlichen Zahlen, so wird eine Familie
(zn)nen als Folge in M bezeichnet. So ist z.B.

(1) ~ (1 111 )
nlpen 727374777
eine Folge rationaler Zahlen.

BEIsPIEL 1.25 (Tupel). Fiir ein gegebenes N € N sei I = {1,2,...,N}. Eine derart
indizierte Familie von Elementen einer Menge M heikt N-Tupel. Zum Beispiel ist (-1,0,4)
ein Tripel (also 3-Tupel) natiirlicher Zahlen. Die Menge aller N-Tupel von Elementen aus
M bezeichnet man mit M” . Die 2-Tupel nennt man (geordnete) Paare und setzt sie somit
mit den Objekten von Definition 1.8 gleich. Diese Identifizierung ist dadurch gerechtfertigt,
daf die geordneten Paare (nach Definition 1.8) und die 2-Tupel zwar nicht das Gleiche
sind, aber fir alle praktischen Zwecke das Gleiche tun (beide Konzepte erfiillen ndmlich
das Paaraxiom 1.9). '

BEIspPIEL 1.26. Hier ein Beispiel, das Sie ggf. erst in einigen Semestern im Detail
verstehen werden: Ein stochastischer Prozef ist, grob gesprochen, eine Familie von Zufalls-
variablen. Ein durch N indizierter stochastischer Prozefs (X, ),y konnte z.B. den Wert X,
einer Immobilie n Jahre in der Zukunft beschreiben. Ist die Indexmenge I = R*, spricht
man von stochastischen Prozessen in stetiger Zeit, etwa wenn X; den Wert einer Aktie be-
zeichnet, die zu jedem Zeitpunkt (und nicht nur téglich oder stiindlich) gehandelt werden
kann.

1.2.3.2. Unendliche Mengenoperationen. Sei I eine Indexmenge und (M) ;er eine Fa-
milie von Mengen (d.h. jedes M, ist eine Menge, und in Definition 1.23 wiirde man
M ={M;:jel} wahlen.)
Wir definieren
UM;:={x:3jel:xeM;}, (\M;:={x:Vjel:xel}.
jel jel
Ist etwa I = N und M; = (% 1] c R, s0 gilt Ujex M; = (0,1] und My M; = @ (da M, =
(1,1] = @). Ein weiteres Beispiel: R = Uger{z} (hier wurde I =R und M, = {z} gewédhlt).
Zum Abschluf geben wir (fiir Thre mathematische Allgemeinbildung) das Auswahlaziom
an. Es besagt: Sei (M;)jer eine Familie von nichtleeren Mengen mit einer Indexmenge I,
dann existiert eine ,Auswahlfunktion® f: I — Ujer M; mit der Eigenschaft

Viel: f(j)eM;.

Die Funktion wihlt also aus jeder der Mengen M, ein Element aus. Das Auswahlaxiom
scheint auf den ersten Blick sehr plausibel und ist weithin als eine der Grundlagen der
modernen Mengenlehre akzeptiert. Dennoch fiihrt es bei sehr ,grofen‘ Indexmengen zu
umstrittenen Konsequenzen (wie dem BANACH-TARSKI-Paradoxon, der Existenz nicht-
mefbarer Teilmengen von R oder der Existenz einer algebraischen Basis fiir jeden Vektor-
raum) und wird deshalb von manchen Mathematiker*innen wenn nicht rundheraus abge-
lehnt, so doch wenn méglich vermieden oder nur mit schlechtem Gewissen verwendet. Als
Faustregel gilt allerdings: Alles, was irgendwie von praktischer Bedeutung ist, kann auch
ohne das Auswahlaxiom hergeleitet werden.

lgiche [11] fiir eine ausfiihrliche Diskussion der These: ,Es kommt nicht darauf an, was mathematische
Objekte sind, sondern was sie tun.”
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1.3. Rationale Zahlen

1.3.1. Natiirliche Zahlen.

1.3.1.1. PEANO-Aziome. Alle Eigenschaften der natiirlichen Zahlen folgen aus den fol-
genden Axiomen'®, die auf PEANO zuriickgehen:

Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N zusammen mit einer Abbildung S : N - N
und einem Element 1 € N, sodaf gilt:

(1) 1¢S(N);
(2) S ist injektiv;
(3) Fir jede Teilmenge N c N gilt:

1eNA(VneN:S(n)eN) = N=N.

Man kann sich diese Definition folgendermafen vorstellen: N ist die Menge {1,2,3,4,...}
und S die Nachfolgerfunktion, die jeder natiirlichen Zahl ihren Nachfolger zuordnet (d.h.
die Zahl mit 1 addiert). Mit der Konvention, daf 0 keine natiirliche Zahl ist'¢, ist dann die
1 nicht Nachfolger irgendeiner natiirlichen Zahl. Die Nachfolgerfunktion ist injektiv, denn
aus n + 1 = m + 1 folgt m = n. Das letzte Axiom'” heikt Induktionsaziom und bedeutet:
Enthélt eine Menge natiirlicher Zahlen die 1 und mit jedem Element auch dessen Nachfol-
ger, so enthélt die Menge alle natiirlichen Zahlen. Das Induktionsaxiom formalisiert also
den Z&hlvorgang, wie wir ihn seit frither Kindheit kennen: Mit der 1 beginnend gehen wir
zum Nachfolger 2 iiber, von dort zum Nachfolger 3, usw. Geméaff dem Induktionsaxiom
,erwischen‘ wir auf diese Weise alle natiirlichen Zahlen.

Aus abstrakt-mathematischer Sicht stellt sich die Frage, ob es — iiber das uns vertraute
Konzept hinaus — mehrere unterschiedliche Strukturen geben konnte, die gleichermafsen
die PEANO-Axiome erfiillen. DEDEKIND hat gezeigt, dafs dies nicht der Fall ist, da alle
Modelle, die die Axiome erfiillen, in einem bestimmten Sinne zueinander isomorph sind'®.
Doch selbst wenn es yverschiedene® Mengen natiirlicher Zahlen gibe, wire dies fiir uns ohne
Belang: Wir werden alle Eigenschaften der natiirlichen Zahlen aus den PEANO-Axiomen
herleiten; etwaige von diesen Axiomen unabhingige Figenschaften, die zwei Mengen na-
tiirlicher Zahlen voneinander unterscheiden wiirden, wiren daher nicht von Interesse.

Neben dieser Eindeutigkeitsfrage kann man auch die Existenzfrage stellen: Gibt es
iiberhaupt ein Modell der PEANO-Axiome, also eine Struktur (N, S,1), die die Axiome
erfiillt? Wir haben von natiirlichen Zahlen eine Anschauung und wiirden diese Frage daher
selbstverstindlich bejahen. Das Paradigma, daf alle mathematischen Objekte auf Men-
gen zuriickzufiihren sein sollen, verlangt aber, die Elemente von N ihrerseits als Mengen
anzugeben. Die folgende Moglichkeit dazu wurde von ZERMELO vorgeschlagen:

Die Menge N sei die Menge aller Mengen der Gestalt @, {@},{{@}},{{{@}}}, etc. Als
Eins wird die leere Menge verwendet: 1 := @; Die Abbildung S bildet ein Element n € N
auf die Menge {n} ¢ N ab. Man kann dann zeigen, daf diese Struktur in der Tat die

I5Ein Aziom ist eine grundlegende Aussage, auf der eine mathematische Theorie aufbaut und die defi-
nitorisch gesetzt wird. Verschiedene Axiomensysteme konnen zu unterschiedlichen ,Mathematiken‘ fiithren,
z.B. zu euklidischer oder nichteuklidischer Geometrie.

Man kann ebensogut die Null zu den natiirlichen Zahlen dazunehmen — das ist reine
Geschmackssache.

17Strenggenommen handelt es sich um ein Aziomenschema, da man fiir jede Wahl der Teilmenge N
eine andere Aussage erhilt. Quantifizierung iiber die Teilmengen von N ist in der Prédikatenlogik 1. Stufe
nicht mdoglich.

183elbstverstindlich kénnen die natiirlichen Zahlen umbenannt werden, indem man sie z.B. in romi-
schen Ziffern notiert oder in verschiedenen Sprachen zdhlt etc. Der genannte Satz von DEDEKIND sagt
gewissermafien aus, daf es nur solche mathematisch irrelevanten Varianten von natiirlichen Zahlen gibt.
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PEANO-Axiome erfiillt, und hat demzufolge
1={}
2={{}}
3={{}}}

etc.

1.3.1.2. Vollstindige Induktion. Das Induktionsaxiom gibt eine niitzliche Beweisme-
thode fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen vor. Ist P ein (einstelliges) Pradikat, das iiber
N interpretiert wird, so geht man zum Beweis der Aussage Vn € N: P(n) folgendermafken
vor:

Induktionsanfang. Zeige P(1).

Induktionsschritt. Zeige: Vn e N: P(n) = P(n+1).

Anwendung des Induktionsaxioms auf die Teilmenge N := {n € N: P(n)} ergibt dann
sofort die gewiinschte Aussage Vn e N: P(n).

BEISPIEL 1.27 (GAusssche Summenformel). Wir zeigen: Fiir jedes n € N gilt
_n(n+1)
= SR

BEWEIS. Induktionsanfang: Fir n =1 ist die Behauptung wahr, denn 1 =
Induktionsschritt: Sei n € N eine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, die Behauptung gélte
fiir n (Induktionsannahme), und folgern daraus die Behauptung fiir n + 1. In der Tat,

n(n+1) .

1+2+3+...+n

12
2,

142+3+...+n+(n+1)= +1

n(n+1)+2n+2

2 2
n>+n+2n+2 (n+1)(n+2)
B 2 B 2 ’
wobei wir bereits im ersten Schritt die Induktionsannahme verwendet haben. Das Ergebnis
ist genau die gewiinschte Summenformel, in die n + 1 statt n eingesetzt wurde. 0

BEISPIEL 1.28. Wir zeigen: Fiir alle n e N gilt
1+3+5+...+(2n-1) =n2

BEWEIS. Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt die Behauptung wegen 1 = 12.
Induktionsschritt: Fiir ein n € N sei die Formel korrekt. Dann gilt

1+3+5+...+(@2n-1D+2(n+1)-1)=n’*+(2(n+1)-1)
=n?+2n+1=(n+1)>%
O

BEISPIEL 1.29 (Méchtigkeit der Potenzmenge). Sei n € Nu{0} und M eine Menge mit
n Elementen. Dann hat die Potenzmenge P (M) 2" Elemente!®.

BEWEIS. Induktionsanfang: Hier fangen wir mit n = 0 an: Die einzige Menge mit null
Elementen ist die leere Menge, und deren Potenzmenge {@} enthilt 1 = 2° Elemente.

Induktionsschritt: Sei n e Nu{0} und M eine (n + 1)-elementige Menge. Bezeichne ein
beliebiges der Elemente von M mit 2,41, dann ist M = M’ U {x,.1}, wobei M’ eine n-
elementige Menge ist. Die Teilmengen von M kénnen unterschieden werden in diejenigen,
die z,4+1 enthalten, und diejenigen, die z,.1 nicht enthalten.

Die ersteren Teilmengen sind von der Form V U {xy41}, wobei V eine Teilmenge von
M’ ist; davon gibt es nach Induktionsannahme genau 2" Stiick. Die letzteren Teilmengen

9Deshalb wird die Potenzmenge von M manchmal auch mit 2 bezeichnet.
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von M sind Teilmengen von M’, wovon es nach Induktionsannahme ebenfalls 2" Stiick
gibt.
Insgesamt hat M also 2" + 2" = 27! Teilmengen. g

1.3.1.3. Arithmetik. Auf den natiirlichen Zahlen sind zwei binédre Operationen ,+‘ und
,+* definiert, die wir im Beispielmaterial im Laufe der Vorlesung bereits verwendet haben.
Wir holen nun die zugehorige Theorie nach.

DEFINITION 1.30 (Addition und Multiplikation in N).

(1) Die Abbildung + : Nx N - N, (n,m) ~ n + m, ist wie folgt definiert: Sei n € N,
dann ist
(a) n+1:=8(n);
(b) n+S(m):=S(n+m), wenn n+m bereits definiert ist.
(2) Die Abbildung -: NxN — N, (n,m) ~ nm, ist wie folgt definiert: Sei n € N, dann
ist
(a) n-1:=mn;
(b) nS(m) :=nm+n, wenn nm bereits definiert ist.

Dies ist ein Beispiel einer rekursiven Definition: Man definiert eine Abbildung erst
fir m = 1 und dann, unter der Annahme, die Abbildung sei bereits fiir m erklart, fiir
den Nachfolger S(m). Nach Induktionsaxiom ist dadurch die Abbildung fiir alle m € N
definiert.

SATZ 1.31 (Rechenregeln). Seien n,m,k € N. Dann gilt

(1) (n+m)+k=n+(m+k) (Assoziativgesetz der Addition)
(2) n+m=m+n (Kommutativgesetz der Addition)

(3) (nm)k =n(mk) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(4) nm=mn (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(5) n(m+k)=nm+nk (Distributivgesetz)

BEWEIS. Wir zeigen exemplarisch (1) und (2). Die Beweise der anderen Regeln sind
nachdriicklich zur Ubung empfohlen.

Beweis von (1). Seien m,n € N beliebig. Wir fithren Induktion nach k.

Fiir £ =1 haben wir

(n+m)+1=Sn+m)=n+S(m)=n+(m+1),

was den Induktionsanfang etabliert. Hier haben wir lediglich die Definition der Addition
verwendet.
Fiir den Induktionsschritt gelte (1) fiir ein & € N. Dann ist

(n+m)+S(k)=S((n+m)+k)=S(n+(m+k))=n+S(m+k)=n+(m+S(k)),

wobei wir im zweiten Schritt die Induktionsannahme und ansonsten jeweils die Definition
der Addition benutzt haben.
Beweis von (2). Der Beweis schachtelt zwei Induktionsargumente (nach n und nach m)
ineinander. Wir zeigen zunéchst durch vollstdndige Induktion: Vne N:n+1=1+n.
Fir n =1 ist dies klar, denn 1+1 =1+ 1. Es gelte nun fiir ein ne Nn+1=1+n. Dann
ist
S(n)+1=5(S(n))=S(n+1)=SA+n)=(1+n)+1=1+(n+1)=1+S(n).

Hier haben wir erst die Definition der Addition, in der dritten Gleichheit die Induktionan-
nahme, dann wieder die Definition der Addition und im vorletzten Schritt das Assoziativ-
gesetz verwendet.

Nun zeigen wir fiir festes n € N: Vm € N:n+m =m + n durch Induktion nach m. Den
Induktionsanfang (m = 1) haben wir soeben verifiziert.
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Unter der Annahme n +m =m + n fiir ein m € N gilt nun
n+S(m)=n+(m+1)=Mn+m)+1l=(m+n)+1=1+(m+n)
=(1+m)+n=(m+1)+n=S(m)+n,
wobei wir wieder die Definition der Addition, das Assoziativgesetz, die Induktionsannahme,

und den Induktionsanfang benutzt haben. 0

Die Assoziativgesetze garantieren die Sinnhaftigkeit der Ausdriicke n+m+k bzw. nmk
ohne Angabe einer bestimmten Klammerung. Allgemeiner kann man aus den Assoziativ-
und Kommutativgesetzen folgern, daft man bei Summen mehrerer natiirlicher Zahlen Klam-
mern und Reihenfolge beliebig umstellen kann, z.B.

(n1+mn2)+ ((ng+ng)+ns5)=(ng+(n1+nqg)) +(ng +ns),
und ebenso fiir die Multiplikation. Durch mehrfache Anwendung dieser Gesetze sowie des
Distributivgesetzes (,Ausmultiplizieren‘) gelangt man aukerdem zu Identititen wie
(a+b)(c+d)=ac+bc+ad+bd,
oder zu den binomischen Formeln (a + b)? = a® + 2ab + b* usw.

Zum Abschluf$ fithren wir noch eine iibersichtlichere Notation von Summen bzw. Pro-
dukten mehrerer Zahlen ein:

DEFINITION 1.32 (Summen- und Produktzeichen). Sei (aj)gen eine Folge natiirlicher
Zahlen. Dann definieren wir rekursiv

(1) Z/lgzl ag = a1 sowie

m+1 m
Z ay, = Z ag + Gyt fur jedes m e N;
k=1 k=1

(2) Tk, ax == a1 sowie
m+1 m
[ ax:= (H ak)amﬂ fiir jedes m € N,
k=1 k=1
So konnte man z.B. die GAUSSsche Formel aus Beispiel 1.27 als
% n(n+1)

k=)
2z

schreiben und die Formel aus Beispiel 1.28 als
n
Y (2k-1) = n?.
k=1

Die Summanden bzw. Faktoren a; kdnnen ebenso als ganze, rationale, reelle oder kom-
plexe Zahlen gewdhlt werden, sobald wir diese Zahlenmengen eingefiihrt haben. Man ver-
wendet oft die Konventionen

0 0
E: aL = 0, II ag = 1.
k=1 k=1

Auferdem kann man die Summation bzw. Multiplikation auch erst mit einem grofseren
Index beginnen, z.B.

7
Zk2:52+62+72.
k=5
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1.3.2. Ganze und rationale Zahlen.

1.3.2.1. Ganze Zahlen. Gegeben zwei natiirliche Zahlen n,m € N, existiert dann eine
Zahl x, sodal n+x =m? Wenn n < m, dann existiert ein solches x € N, und man schreibt
x =m —n. Ist allerdings n > m, so existiert keine Losung dieser Gleichung in N, und wir
miissen unseren Zahlenraum erweitern. Da die Subtraktion noch ,verboten' ist (denn z.B. 3-
5 ist keine natiirliche Zahl), fassen wir ,3-5° stattdessen als geordnetes Paar (3,5) auf. Dabei
miissen wir allerdings beachten, dafs diese Darstellung nicht eindeutig ist: Es soll ja etwa
3-5=7-9=998-1000 = ... sein. Wir wollen also Paare (m,n) und (m’,n") miteinander
identifizieren, wenn m-n = m’-n’. Zur Umgehung des noch nicht definierten Minuszeichens
schreiben wir dies als m +n’ = m/ + n um. Damit ist eine Aquivalenzrelation auf N x N
definiert: Es ist offensichtlich m+n = m+n (Reflexivitit), m+n'=m’+n=m'+n=m+n’
(Symmetrie), und falls m+n' =m’+n und m’ +n” =m" +n', so folgt m+n"" =m”" +n
(Transitivitdt). Wir fassen diese Gedanken in der folgenden Definition zusammen:

DEFINITION 1.33 (Ganze Zahlen). Auf N x N sei die Aquivalenzrelation = definiert
durch (m,n) = (m/,n’) genau dann, wenn m +n’ = m’ +n. Die Aquivalenzklassen [(m,n)]
beziiglich dieser Relation heiffen ganze Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen wird mit Z
bezeichnet.

Statt [(m,n)] schreiben wir m—n und setzen —[(m,n)] := [(n,m)] (in anderen Worten:
—(m-n) = n—m). Ist n € N, so identifizieren wir n mit der ganzen Zahl [(n+1,1)]. Auferdem
definieren wir 0:=[(1,1)].

DEFINITION 1.34 (Addition, Subtraktion, Multiplikation). Die Abbildungen +,—,- :
Z x 7 — 7 sind wie folgt definiert: Fiir (m,n), (m’,n") e Nx N ist

(1) [(m,n)]+[(m,n")] = [(m+m',n+n)];

(2) [(m,n)] = [(m",n)] = [(m,n)]+ (=[(m",n")])

(3) [(m,n)]-[(m/,n")] = [(mm’+nn',nm’+n'm)].

Wem diese Definition zunéchst unversténdlich erscheint, der moge sich z.B. (m—-n)(m'-
n') =mm’ +nn’ — (nm’ + n'm) vor Augen fiihren.

An dieser Stelle ist Vorsicht geboten: Wir definieren ja Rechenoperationen fiir Aquiva-
lenzklassen mittels ihrer Reprisentanten, d.h. statt m und n zur Darstellung der ganzen
Zahl [(m,n)] hitten wir ebenso m + 1 und n + 1 oder m + 27 und n + 27 wihlen kénnen.
Wir miissen uns also davon iiberzeugen, daf obige Definition von der Wahl der konkreten
Repriisentanten unabhiingig ist?’. Wir fiihren dies fiir (1) vor und iiberlassen (2) und (3)
den Lesenden zur Ubung:

Seien (my,n1) = (m2,n2) und (m},n}) = (mh,n}), dann miissen wir zeigen (m; +
mi,n1 +ny) = (ma+mbh,ng +nb).

Nach Definition der Aquivalenzrelation ist mq +ng = mg + ny sowie m} +nfh = mb +nj;
Addition beider Gleichungen ergibt dann bereits

my +ng +my +nhy=ma +ny +mh+ny,
also die Behauptung.

PROPOSITION 1.35 (Rechenregeln). Addition und Multiplikation sind auf Z jeweils as-
soziativ und kommutativ und erfillen das Distributivgesetz. Fir jedes z € Z gilt -z = (-=1)-z.

BEwEIs. Wir zeigen nur exemplarisch das Kommutativgesetz der Addition und die
letzte Aussage.
Zum Kommutativgesetz: Seien [(m,n)],[(m/,n")] € Z, so gilt

[(m,n)]+[(m/,n")] = [(m+m/,n+n))] = [(m"+m,n"+n)] = [(m,n") ]+ [(m,n)],

20Das Gleiche gilt fiir die Definition —[(m,n)] := [(n,m)] weiter oben.
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wobel wir die Definition der Addition und die Kommutativitat der Addition natiirlicher
Zahlen verwendet haben.

Zur letzten Aussage: Sei z = [(m,n)], also —z = [(n,m)]. Es ist ja -1 = -[(2,1)] =
[(1,2)] und daher

(-1)-2=[(1,2)]-[(m,n)] = [(1-m+2n,1-n+2m)] = [(m+2n,n+2m)] = [(n,m)],

da (m+2n,n+2m) = (n,m): In der Tat, m+2n+m=n+2m+n.
([l

Aus den Definitionen und dieser Proposition folgen sofort alle bekannten Rechenregeln
fiir ganze Zahlen, z.B. —(a +b) = —a — b oder auch a —a = 0 und a-0 = 0. Auferdem
ist Z nullteilerfrei: Aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0. Dies sieht man wie folgt ein: Ist
a=[(m,n)] und b= [(m’,n")], so bedeutet ab = 0: mm’ +nn’ = nm’ + n'm bzw. dquivalent
dazu m/(m-n) =n'(m-n). Ist m-n =0, sind wir fertig, denn dann ist a = 0. Ist dagegen
m—n # 0, so ist entweder m —n € N oder n—m € N. In beiden Fillen folgt km' = kn’ fiir
ein k € N, und daraus folgt m’ = n/, wie man mit etwas Miihe aus den PEANO-Axiomen
herleiten kann. Das aber bedeutet b = 0.

Schlieklich bemerken wir, dafs die Definition der Addition und Multiplikation in Z mit
der in N konsistent ist, das bedeutet: Werden n,m € N als ganze Zahlen [(n +1,1)] bzw.
[(m+1,1)] interpretiert, so ist deren Summe (als ganze Zahlen) gleich [(n+m+1,1)], was
ja wiederum der natiirlichen Zahl n+m entspricht. Analog gilt dies fiir die Multiplikation.

1.3.2.2. Rationale Zahlen. Von den natiirlichen zu den ganzen Zahlen sind wir {iber
die Gleichung n+x = m gelangt, die in N nicht immer eine Lésung hat, in Z dagegen schon
(ndmlich x = m—n). Ersetzen wir diese Gleichung durch bz = a, wobei nun a, b € Z, erhalten
wir in ganz dhnlicher Weise die rationalen Zahlen:

DEFINITION 1.36 (Rationale Zahlen). Auf Z x (Z~ {0}) definieren wir die Aquivalenz-
relation: (a,b) = (a’,b’) genau dann, wenn ab’ = a’b. Die Aquivalenzklassen [(a,b)] heiken
rationale Zahlen, die Menge der rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

Die genannte Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation: Reflexivitit und Symme-
trie sind klar. Zur Transitivitiat: Seien (a,b) = (a’,b") und (a’,b") = (a”,b"), so ist
ab'=a'b und a'b" =d"b. (1.3)
Multiplikation beider Gleichungen ergibt ab’a’d” = a’ba”’t’ bzw., mit k= a't’' € Z, k(ab"” -
a’’b) = 0. Da Z nullteilerfrei ist, folgt k& = 0 oder ab” —a’’b = 0. Im letzteren Falle sind wir
fertig, da dann (a,b) = (a”,b"). Ist dagegen k = 0, so folgt erneut aus der Nullteilerfreiheit
und aus b’ # 0 (denn die Relation ist nur auf Z x (Z ~ {0}) definiert), dak a’ = 0. Aus (1.3)
und erneut aus b’ # 0 folgt sodann a = a” = 0 und damit schlieflich (a,b) = (a”,").
Statt [(a,b)] schreibt man wie gewohnt #. Die Aquivalenzrelation kann man dann als
Gleichh3eit von Briichen interpretieren, die man durch Erweitern bzw. Kiirzen erhélt: Z.B.

ist £ = 5= =2 etc. Man identifiziert eine ganze Zahl z € Z mit der rationalen Zahl [(z,1)].

Insbesondere gilt 1= [(1,1)] und 0 = [(0,1)].

DEFINITION 1.37 (Grundrechenarten). Seien [(a,b)],[(a’,b")] € Q. Dann definieren wir
(1) [(a,0)]+[(a’,b)] := [(ab +a’b, bb')];
(2) [(a,0)]=[(a",0)]:= [(a,0)] + [(=a',0)];
(3) [(a,0)]-[(a’,b)]:= [(aa’, bb")];
4) [(a,b)]/[(a',b")] :=[(ab',ba")] falls a’ # 0.

Wie bei den ganzen Zahlen muf man auch hier iiberpriifen, daf diese Definitionen
unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten sind. Wir fiithren dies exemplarisch fiir (3)
vor und iiberlassen den Rest den Lesenden zur Ubung. Seien also (a,b) = (¢,d) und (a’, ") =
(c',d"), so ist zu zeigen: (aa’,bb") = (ec’,dd"). Nach Voraussetzung gilt

ad=bc und d'd =0b'c,
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und Multiplikation beider Gleichungen liefert bereits das gewiinschte Resultat.

PROPOSITION 1.38 (Q ist ein Korper). Addition und Multiplikation auf Q sind asso-
ziativ und kommutativ und erfillen das Distributivgesetz. Fir alle x € Q gilt x + 0 = x,
l-z=z, x—x=0 und, falls x £ 0, x-%:l.

Man nennt eine Struktur mit diesen Eigenschaften einen Kdrper. Sie werden sich in der
(Linearen) Algebra noch eingehend damit befassen.

BEWEIS. Wieder greifen wir nur einige Eigenschaften exemplarisch heraus. Das Distri-
butivgesetz wird etwa wie folgt gezeigt: Seien [(a,b)],[(¢,d)],[(e, f)] € @, so gilt einerseits

[(a,0)]- ([(c, )] + [(e, ))]) = [(a,0)] - [(cf +de,df)] = [(a(cf + de), bdf )]

und andererseits

[(a,0)]-[(c;d)]+[(a,b)]-[(e, f)] = [(ac,bd)] + [(ae,bf)] = [(acbf + bdae, bdbf)],

und dann ist es nicht schwer zu zeigen (a(cf +de),bdf) = (acbf +bdae,bdbf) (denn auf der
rechten Seite kann man b kiirzen).

Sei z = [(a,b)] € Q. Die Eigenschaft x + 0 = x folgt sofort wegen [(a,b)] + [(0,1)] =
[(a-1+0-b,b-1)] =[(a,b)]. Sei zusétzlich = # 0, dann gilt

1
€T E = [(a7 b)] : [(baa)] = [(Cbb, ba’)] = [(17 1)] =1
Hier haben wir die Aquivalenz (ab,ba) = (1,1) benutzt, d.h. wir haben mit ab gekiirzt. [

Die Rechenoperationen auf Q sind, wie man sich leicht iiberlegt, mit denen auf Z
konsistent (vgl. die Diskussion oben iiber die Konsistenz von Addition und Multiplikation in
Zund in N). Auch Q ist nullteilerfrei: Sind némlich [(a,b)], [(¢,d)] € Q mit [(a,b)]-[(c,d)] =
0, so folgt (ac,bd) = (0,1), also ac = 0. Aus der Nullteilerfreiheit von Z folgt a = 0 oder
¢ =0 und damit [(a,b)] =0 oder [(¢,d)] =0.

1.3.2.3. Die Anordnung der rationalen Zahlen. Wir haben gesehen, daf man eine na-
tiirliche Zahl n als ganze Zahl auffassen kann (némlich als [(n+1,1)] € Z). Wir nennen eine
ganze Zahl x € Z positiv und schreiben z > 0, wenn x eine natiirliche Zahl ist. Wir nennen
eine rationale Zahl z = ¢ € Q positiv und schreiben ebenfalls = > 0, wenn a,b € Z beide
positiv oder beide negativ sind. Es ist klar, dak diese Eigenschaft nicht von der Darstellung
des Bruches § abhéngt (z.B. ist % = :—g, aber die Eigenschaft, daf Zihler und Nenner das
gleiche Vorzeichen haben, bleibt beim Erweitern bzw. Kiirzen erhalten).

Eine rationale Zahl x € Q, die nicht positiv und nicht null ist, heifst negativ, und man
schreibt x < 0. Ist « € Q positiv oder null, schreibt man « > 0, und ist x negativ oder null,
schreibt man x < 0. Offenbar folgt aus z > 0, dak —x < 0, und umgekehrt.

Sind zwei Zahlen z,y € Q gegeben, so ist x kleiner als y, falls y — 2 > 0, und man
schreibt x < y. Analog sind die Relationen z <y, >y, x >y definiert.

Der folgende Satz besagt, dafs Q ein dichter archimedisch angeordneter Korper ist, das
bedeutet:

SATZ 1.39.

(1) Fiir jedes x € Q gilt genau eine der drei Aussagen z >0, =0 oder z < 0.
(2) Fiir z,y € Q folgt aus >0 und y >0, dal = +y >0 und dak xy > 0.

(3) Fiir alle z,y € Q mit x,y > 0 existiert ein N € N, sodak z < Ny.

(4) Fir alle z,y € Q mit x < y existiert ein z € Q mit z < z < y.

Die ersten beiden Aussagen werden als Trichotomie und Abgeschlossenheit unter Ad-
dition und Multiplikation bezeichnet und sind als Anordnungsaziome bekannt. Die dritte
Aussage ist das archimedische Aziom. Die letzte Aussage ist die Dichtheit von Q.
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BEWEIS. Zu (1): Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Positivitit bzw. Nega-
tivitat.

Zu (2): Seien § und 7 positive rationale Zahlen. Wir diirfen annehmen a,b,c,d > 0
(sonst erweitere mit —1). Dann aber gilt

a ¢ ad+bc . a ¢ ac
— 4+ —= sowie —-— =

b d b b d bd’
und da Summen und Produkte natiirlicher Zahlen wieder natiirliche Zahlen sind (und
insbesondere positiv), folgt die Behauptung.

Zu (3): Seien 7 und ¢ positive rationale Zahlen, und wir nehmen wieder an a, b, ¢, d > 0.
Die Aussage 7 < N§ ist nach Multiplikation mit bd (unter Beriicksichtigung von (2))
dquivalent zu ad < Nbc, sodak die Behauptung durch folgende Aussage impliziert wird:

Sind m,n € N, so existiert N € N mit m < Nn. Dies wollen wir nun durch vollstindige
Induktion nach m (bei fest gewéhltem n € N) beweisen: Der Induktionsanfang ergibt sich
z.B. mit der Wahl N = 2. Angenommen nun, fiir ein m € N existiere IV € N, sodaf m < Nn;
dann ist

m+1<Nn+1<Nn+n=(N+1)n,

und (3) folgt.
Zu (4): Wihle einfach z = 2. O

Eine einfache Folgerung aus diesem Satz ist: Sind z,y,2z € Q mit x < y und 2z < 0, so
gilt zz > yz. Beil Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl dreht sich die
Ungleichheit also um — eine beriichtigte Fehlerquelle bei Schiiler*innen (und leider auch
bei manchen Studierenden!).

Wir fassen weitere Eigenschaften der Anordnung zusammen:

KoOROLLAR 1.40. Seien z,y,a,b € Q. Dann gilt:
(1) x<yna<b=>xz+a<y+b;
(2) z<ynra>0=ax<ay;
(3) 0<z<ynl<a<b=ar<by
(4) 20 = 22>0;
(5) 2>0=1>0;
(6) 0<a:<y:>0<§<%.

BEWEIS. Zu (1): Zunéchst folgt aus z <y auch x +a<y+a (denn (y+a) - (x+a) =
y—x >0). Ebenso folgt aus a < b, dak y + a < y + b. Zusammen ergibt sich x +a <y +b.

Zu (2): Day—2 >0 und a > 0, ist auch das Produkt a(y —x) > 0.

Zu (3): Falls a > 0, so ist az < ay nach (2); ebenso ist ay < by nach (2). Falls dagegen
a =0, so folgt die Behauptung sofort aus by > 0.

Zu (4): Ist & > 0, so ist auch 2% = x -z > 0; ist x < 0, so ist —x > 0 (5. Bemerkung vor
diesemn Korollar), und daher x? = (-z) - (-z) > 0.

Zu (5): Nach (4) ist & > 0. Multiplikation der Ungleichung 2 > 0 mit 5 liefert die
Behauptung.

Zu (6): Es ist zy > 0, also nach (5) auch ﬁ > 0. Multiplikation von x < y mit x—ly liefert
die Behauptung. O

Die Anordnung erlaubt uns aufserdem, den Betrag einer rationalen Zahl zu definieren:
DEFINITION 1.41 (Betrag). Sei z € Q, dann ist der Betrag von z definiert als

] x falls z >0,
x| :=
-z falls z < 0.

PROPOSITION 1.42. Seien z,y € Q. Dann gilt
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(1) |z| 20, und |z| =0 genau dann, wenn x = 0;
(2) |yl = [xllyl;
(3) |z +yl <ol +yl.
BEwEIs. (1) und (2) folgen sofort aus der Definition des Betrags. Aussage (3) ist
als Dreiecksungleichung bekannt und wird wie folgt bewiesen: Aus der Definition folgt?!
+x < |z| und +y < |y|; Daher ist

|z +y|=+(x+y)=+z+y<|z|+|y]

O
Zuletzt definieren wir natiirliche Potenzen rationaler Zahlen wie folgt: Fiir z € Q sei
2% := 1 und 2™*! := 2"z. Man nennt z die Basis und n den Ezponenten der Potenz. Durch

vollstdndige Induktion zeigt man leicht die Potenzgesetze: Fiir alle x,y € Q und m,n e N
gilt
M = a (ay)" =y, (@)™ =

Setzt man fiir x # 0 und n € N auferdem =™ := xin, so kann man leicht sehen, daf die

Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten ihre Giiltigkeit behalten.

2Hjer verwenden wir +x < |z| als Abkiirzung fiir z < |z| A —z < |z,



KAPITEL 2

Folgen und Vollstandigkeit

Die bisher behandelten Grundlagen waren nicht spezifisch fiir die Analysis. Letztere
wird haufig als die Mathematik der Grenzwerte oder der infinitesimalen Grofen beschrie-
ben. Wir fiihren zuerst mit dem Begriff des Grenzwerts einer Folge den zentralen Begriff
der Analysis ein. Die Frage, ob bestimmte Folgen (die sogenannten Cauchyfolgen) einen
Grenzwert besitzen, flihrt uns sodann zu den reellen Zahlen, die wir als Vervollstindigung
der rationalen Zahlen erhalten. Ein weiteres wichtiges Beispiel eines vollstdndigen Korpers
sind die komplexen Zahlen, die wir im Anschlufs behandeln.

2.1. Konvergenz

DEFINITION 2.1 (Konvergenz einer Folge). Eine Folge (2, )nen rationaler Zahlen heifst

konvergent gegen ein x € Q, wenn fiir alle € > 0 ein N € N existiert, sodak |z, — x| < € fiir
allen > N.

In diesem Falle heift x der Grenzwert oder Limes® der Folge. In Pridikatenlogik kann
man schreiben: Eine Folge (zy,)neny konvergiert gegen z, wenn

Ve>0IN eNVneN: n>N=|z,-1z|<e

Man schreibt auch lim,_ ez, = & oder x,, — x fiir n - oo

BEISPIEL 2.2. (1) Sei x € Q, so ist die konstante Folge ()nen = (2,2, 2,...) kon-
vergent mit Grenzwert x.
(2) Die Folge (%)HEN konvergiert gegen 0: Sei némlich € > 0, so gibt es nach dem
archimedischen Axiom (Satz 1.39 (3)) ein N € N mit der Eigenschaft 1 < Ne, also
% < ¢; dies gilt dann (nach Korollar 1.40 (6)) auch fiir jedes n > N.

PROPOSITION 2.3 (Eindeutigkeit des Limes). Der Grenzwert einer konvergenten Folge
1st eindeutig bestimmd.

BewEIs. Die Folge (zy,)neny konvergiere sowohl gegen z € Q als auch gegen y € Q. Wir

miissen zeigen x = y. Angenommen, dies wére nicht der Fall, dann wéhlen wir € := |"”2;y| >0
und erhalten ein N7 € N, sodak fiir alle n > Ny gilt |z, — 2| < €. Ebenso gibt es Ny € N,
sodaf fiir alle n > Ny gilt |z, — y| < e. Damit ist aber fiir alle n > max{N;, N3} nach

Dreiecksungleichung
|z =yl =[(x - 2n) + (Tn —Y)| < |20 — 2]+ |70 —y| < 26 = |7 — 9
Widerspruch! O

DEFINITION 2.4 (Beschrénktheit). Eine Folge (zy)ney rationaler Zahlen heift nach
oben beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt, sodal x,, < M fiir alle n € N. Sie heifst nach unten
beschrankt, wenn (-, )ney nach oben beschrankt ist. Sie heillt beschrankt, wenn sie von
oben und von unten beschréankt ist.

1Plural Limites.

2Das Symbol oo bezeichnet hier nicht etwa eine Zahl oder ein anderes wohldefiniertes mathematisches
Objekt, sondern ist lediglich Teil einer Schreibweise, mit der die Konvergenz der Folge ausgedriickt werden
kann.

29
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Die Folge ((-1)")pen = (-1,1,-1,1,...) ist etwa beschrankt (z.B. durch —1 von unten
und durch 1 von oben), die Folge (n),eny dagegen nicht, denn nach dem archimedischen
Axiom existiert fiir jedes Q > M >0 ein n € N, sodak n > M.

Offenbar ist (2, )neny beschrinkt genau dann, wenn (|x,|)nen (nach oben) beschréinkt
ist.

PropPOSITION 2.5. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

BEWEIS. Es gelte lim,_c ,, = 2, dann existiert ein N € N, sodaf |z, — x| < 1 fiir alle
n > N (hier haben wir € = 1 gesetzt). Insbesondere gilt fiir solche n: |z,| < 1+ |z|; denn aus
der Dreiecksungleichung folgt |z, — z| + x| > |z,]|. Setze

M = max{|z1],|z2l, ..., |eN-1], 1 + x|},

wobei wir mit dem Ausdruck auf der rechten Seite die gréfite unter den aufgefithrten Zahlen
meinen. Dann ist |z,| < M fiir alle n e N. O

BEMERKUNG 2.6. Man beachte: Die Menge, iiber die im obigen Beweis das Maximum
gebildet wird, ist endlich; deshalb existiert das Maximum iiberhaupt. Das Maximum iiber
eine unendliche Menge braucht im Allgemeinen nicht zu existieren: Das Maximum {iber N
existiert zum Beispiel nicht (bzw. ist ,unendlich‘), da es keine grofite natiirliche Zahl gibt.

Die Umkehrung gilt nicht: Die Folge ((—=1)")pen ist, wie wir gesehen haben, beschrénkt.
Sie ist aber nicht konvergent, denn wire x der Grenzwert, so gibe es N € Nmit [(-1)"-z| <
1 fiir alle n > N; insbesondere wére |1 —z| <1 und | - 1 - z| < 1. Nach Dreiecksungleichung
folgt aber

2=2|=|-1-1=|(-1-2)+(z-1)|<|-1-z|+|z-1]<1+1=2,
und 2 < 2 ist ein Widerspruch zur Annahme der Konvergenz.

DEFINITION 2.7 (bestimmte Divergenz). Eine Folge (x,,)nen heifst divergent, wenn sie
nicht konvergent ist. Sie heilst bestimmt divergent gegen +oo, wenn es zu jedem M > 0 ein
N e N gibt, sodak fiir alle n > N gilt: x,, > M. Sie heifst bestimmt divergent gegen —oco, wenn
(=%n )nen bestimmt gegen +oo divergiert. Eine Folge, die weder konvergiert noch bestimmt
divergiert, heilt unbestimmt divergent.

Insbesondere ist jede beschrinkte nicht konvergente Folge unbestimmt divergent, so
z.B. ((=1)")nen. Aber auch die unbeschrinkte Folge ((=1)"n) ey ist unbestimmt divergent.
Die Folge (n?)ney divergiert dagegen bestimmt gegen +oco.

BEISPIEL 2.8. Ist x € Q mit x > 1, so divergiert (z"),en bestimmt gegen +oo. Um dies
zu sehen, setze y := x — 1 > 0 und verwende die BERNOULLI-Ungleichung (Ubung):

2" =(1+y)">1+ny.

Nach dem archimedischen Axiom existiert zu jedem M > 0 ein N € N, sodat 1 +ny > M
fiir jedes n > N, was zu zeigen war.

Andererseits gilt fiir 0 < z < 1: limy 0 2" = 0. Dies 1ét sich leicht verifizieren, indem
man den ersten Teil dieses Beispiels auf % > 1 anwendet.

SAaTz 2.9 (Limites und Grundrechenarten). Seien (Z;)ney und (yn)nen konvergente
Folgen mit Limites « bzw. y. Dann sind auch (2, + Yn )neny und (ZnYn )neny konvergent mit
Limites x £y bzw. zy. Ist y # 0, so existiert N € N, sodaf auch y, # 0 fiir n > N, und die

In 3 x
Folge (y—n)nZN konvergiert gegen T

€

BEWEIS. Sei € > 0, so gibt es ein N € N, sodaf |z, — 2| < §

n > N. Nach Dreiecksungleichung ist dann fiir solche n

und |y, —y| < § fiir alle

€ €
|($n+yn)_(x+y)|:|(xn_13)+(yn_y)|5|$n_x|+|yn—y|<5"‘5:5-
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Die Aussage tiber Differenzen folgt mit der Beobachtung, daf lim, e yn = y auch lim,, o (-yp) =
—y impliziert (denn [y, —y[ = |- yn - (-y)))

Fir das Produkt benutzen wir Proposition 2.5, derzufolge ein M > 0 existiert, sodaf
|70|, [yn| < M fiir alle n € N. Damit gilt

|TnYn —2Y| = |TnYn —TYn+2Yn—2y| < [(Tn —2)yn| +|2(Yn—y)| < M|z, -2+ M|y, -y|.

Wihlen wir zu gegebenem € > 0 also N € N so grok, dak |z, — x| < 557 und |y, — y| < 537,
dann folgt in der Tat |x,y, — zy| < €.

Es bleibt die Aussage iiber die Quotienten zu beweisen. Ist y # 0, so wihlen wir € :=

hé—' >0, um ein N € N zu erhalten, sodak y, > % fiir alle n > N. Nach der eben bewiesenen

Vertraglichkeit des Grenzwerts mit Produkten gentigt es zu zeigen, dafs yin - % flir n - oo.
Dazu rechnen wir
i _ 1 _ ‘y ~—Yn

Yoyl | yyn

Y-y 2
| "|<—2|y—yn|,
Wllynl |yl

wo wir im letzten Schritt verwendet haben |y,| > % fiir n > N. Ist also € > 0 gegeben, so
finden wir ein N* > N, sodaf fiir alle n > N* gilt
elyl’

|y_yn| < T:

und es folgt wie gewiinscht
1 1

Yn Y

<E.

Die Niitzlichkeit dieses Satzes erkennen wir an folgenden Beispielen:

BEeispiEL 2.10. Jede Linearkombination konvergenter Folgen ist wieder konvergent, das
heift: Sind die N Folgen (2)nen, (22)nen, - - - » (22 ) nen konvergent mit Limites z*, 22, ... 2,
und sind a',a?,...,a" €Q, so gilt
lim ) d/z) =3 a2’

j=1

n—>oo <
7=1
Dies folgt unmittelbar aus dem Satz.

BEISPIEL 2.11. Ist k € N und (z,,) ey konvergent mit lim,, o 2, = z, S0 ist auch (ﬂfﬁ)neN

konvergent mit Grenzwert z*. Dies folgt durch (k - 1)-malige Anwendung der Regel iiber
Produkte.

BEISPIEL 2.12. Wir betrachten (x,)neny mit

3T -n?+2n+1
Tn = 1-n7

Zuniichst ist klar, daf fiir n > 1 der Nenner ungleich null ist. Duch Kiirzen mit n” erhalten
wir

3-nP+2m b +n7

n7-1
Gemik dem vorigen Beispiel konvergieren negative Potenzen von n gegen null, und nach
Satz kann man den Limes in Summen, Quotienten etc. ,reinziehen‘. Es folgt

Tn

lim z, = -3.
n— 00

SATZ 2.13. Seien (xy,)neny und (yn)nen konvergente Folgen mit Limites x bzw. y, und
es gelte x,, <y, fiir alle n e N. Dann gilt auch x < y.
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BEWEIS. Angenommen x > y, dann wire € := x—;y > 0. Fiir dieses € finden wir N € N,
sodab |z, — x|, |yn — y| < € fiir alle n > N. Nach Wahl von e gilt fiir solche n insbesondere

Ty > S sowie y, < 54, also @, >y, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Der Satz bleibt offensichtlich giiltig, wenn statt x,, <y, fiir alle n € N lediglich x,, <y,
fiir fast alle, d.h. fiir alle bis auf endlich viele n € N gefordert wird.

Man darf in diesem Satz nicht ,<‘ durch ,<‘ ersetzen: Fiir jedes n € N ist zwar % > 0,
aber die Grenzwert ist (nicht etwa grofer, sondern gleich) null.

SATZ 2.14 (Sandwich-Theorem). Es seien (2 )neN, (Yn)neny und (zp)ney mit z, < yp, <
zp flir alle n e N, und es gelte limy,, 00 Ty, = limy— 00 2 =t . Dann gilt auch limy, e yp = 2.

BEWEIS. Sei € >0, dann gibt es N € N mit x,, > x — € und 2z, < x + € fiir alle n > N. Da
Tp < Yn < 2p, folgt fiir solche n

T—€<y, <T+E,
also |z — y,| <e. O

Beispielsweise konvergiert die Folge ((—1)”%)7@], da sie zwischen den beiden gegen

1

null konvergierenden Folgen (:t—

n)neN ,eingeklemmt® ist.

DEFINITION 2.15 (Cauchyfolgen). Eine Folge (z;, ),y rationaler Zahlen heift Cauchy-
folge, wenn es zu jedem € >0 ein N € N gibt, sodak fiir alle m,n > N gilt |z, — x,,| < e.

SATZ 2.16. Jede konvergente Folge ist Cauchy.

BEWEIS. Sei (2, )neny konvergent gegen z € Q, und sei € > 0. Wir wihlen N € N so grof,
dab |r, — z| < § fiir alle n > N. Dann gilt fiir alle n,m > N nach Dreiecksungleichung:
|y, = | < |2 — 2| + |20 — 2] < A
2 2
]

Man sieht leicht, daf jede Cauchyfolge beschrankt ist (wéhle etwa € = 1 und verwende,
daf ab einem gewissen Index N € N alle Glieder sich von z um hochstens 1 unterscheiden).

2.2. Reelle Zahlen

2.2.1. Definition. Die Umkehrung von Satz 2.16 gilt in Q nicht: Die (rationale) Folge
(1;1,4;1,41;1,414;...) der Dezimaldarstellungen von /2 bis zu einer gewissen Nachkom-
mastelle ist Cauchy (die Differenz zweier Folgenglieder ab Index N ist ndmlich hochstens
101, aber die Folge konvergiert nicht in @ (denn der Grenzwert, wenn er existierte,
wiire v/2, und wir haben bereits gesehen, dak das nicht rational ist). Um die Aquivalenz
zwischen Konvergenz und Cauchy-Eigenschaft zu erhalten, erweitern wir im Folgenden die
rationalen zu den reellen Zahlen.

Eine gegen null konvergente Folge rationaler Zahlen bezeichnen wir kurz als Nullfolge.

Wir fiihren auf der Menge der rationalen Cauchyfolgen die Aquivalenzrelation = wie
folgt ein:

(Zr)neN = (Yn)neny  genau dann, wenn (2, — Yn )nen €ine Nullfolge ist.

Zum Beispiel sind die Folge (1 + %)
ihre Differenz (%)neN

Es handelt sich tatsichlich um eine Aquivalenzrelation: Jede Folge minus sich selbst ist
konstant null und damit eine Nullfolge; ist (2, —Yn )nen eine Nullfolge, so auch (yp, — 2y )nen;
und wenn sowohl (z,, — yn )nen als auch (v, — 2, )nen Nullfolgen sind, so auch (x, — 25 )nen
(denn ,, — 2z, = (p, — Yn) + (Yn — 2n), was nach Satz 2.9 wieder gegen null konvergiert).

oy und die konstante Folge (1)nen dquivalent, weil

eine Nullfolge ist.
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DEFINITION 2.17 (Reelle Zahlen). Eine Aquivalenzklasse bzgl. der Aquivalenzrelation
= nennt man reelle Zahl. Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet.

Strenggenommen miifiten wir also eine reelle Zahl als [(x,, )nen ] schreiben, wobei (2, ) nen
eine Cauchyfolge rationaler Zahlen ist. Wir vereinfachen im Folgenden die Notation und
schreiben nur (x,).

Ist g € Q eine rationale Zahl, so identifizieren wir sie mit der reellen Zahl, die durch die
konstante Folge (q)nen dargestellt wird. Konstante Folgen sind selbstverstédndlich Cauchy.

2.2.2. Arithmetik in R.

DEFINITION 2.18. Seien x = (x,),y = (yn) € R. Dann setzen wir

(1) r+y _('rn"'yn)a

( ) T—Y:= (I‘n yn)7

( ) Ty = (frnyn)

(4) 2:=(20), falls y 0.

Hier gilt es wie immer nachzupriifen, ob die angegebenen Operationen {iberhaupt wohl-
definiert sind. Zun&chst miissen wir uns iiberzeugen, daf die Folgen auf der rechten Seite
jeweils Cauchy sind. Der Beweis, dak Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von
Cauchyfolgen wieder Cauchy sind, folgt dhnlich wie in Satz 2.9. Zum Beispiel fiir das Pro-
dukt: Da Cauchyfolgen beschrinkt sind (Beweis wie in Proposition 2.5), gibt es M > 0,
sodaf |z,|, |yn| < M fiir alle n € N. Damit gilt

z
Y

|xnyn - l'mym| = |$nyn —TmYn t TmYn — $mym|

<|(@n = 2m)Ynl +12m (Yn = Ym)| € M|zp — 2| + M|y — ym|.

Wiéhlen wir zu gegebenem € > 0 also N € N so grok, dak |z, — .| < 557 und |y — ym!| < 5757,
dann folgt in der Tat |x,yn — Tmym] < €.

Bei den Quotienten ist wie in Satz 2.9 zu beachten, daf im Falle y # 0 fast alle Glieder
der darstellenden Cauchyfolge ihrerseits ungleich null sind. In der Tat: y # 0 bedeutet, daf
die Cauchyfolge (y,) nicht gegen null konvergiert. Es gibt also ein € > 0, sodaf |y,| > € fiir
unendlich viele n € N. Da die Folge Cauchy ist, gibt es zu diesem € ein N € N, sodal fiir
alle n,m > N gilt |y, — ym| < 5. Sei n > N so gewdhlt, dak |y,| > €; dann gilt fiir alle m > n:

€ €
Iymlzlynl—lym—yn|>6—§=§>0-

Weiterhin ist zu beachten, dal die Rechenoperationen von der konkreten Darstellung
durch eine Cauchyfolge unabhéngig sind. Es geniigt dazu zu zeigen: Sind (xn) und (yy,)
Cauchyfolgen und («1,), (v),) dazu dquivalente Cauchyfolgen (sodafs also xz, — ], - 0 und
Y 3, > 0 fit 1 > 00), 50'5ind (4 + Y~ (y + 4)): (@ — 9o~ (2 ~92): (2t ~ o)

Tn T

sowie (y_n - y—?) ebenfalls Nullfolgen.
Wir zeigen dies exemplarisch fiir das Produkt: Wir haben

TnYn = Tp¥n = (Tnln = Tnn) + (@nYn = Tp¥n) = Yn(Tn = 23) + 20 (Yn = Yn);
Da aber (y,) und (z),) als Cauchyfolgen beschrénkt sind, und da (z,, — ) und (y, —v;,)
Nullfolgen sind, und da schliefslich das Produkt einer beschrinkten Folge mit einer Nullfolge
wieder eine Nullfolge ist (Ubung!), folgt in der Tat z,y, — 2}/, — 0 fiir n - 0.
Die Grundrechenarten in R sind in der angegebenen Weise also wohldefiniert. Offenbar
sind sie mit denen in Q konsistent.

SATZ 2.19 (R ist ein Korper). Addition und Multiplikation auf R sind assoziativ und
kommutativ und erfiillen das Dlstributivgesetz. Fir allex e Rgilt x+0 =2, 1 -2 = xz,
r—x=0und, fallsx #0, z- - =1.
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BeEwEIS. Dies folgt aus den entsprechenden Gesetzen in Q. Zum Beispiel ist fiir z,y e R

x+y=(zn+yn)=Yn+xn) =y +2x.

2.2.3. Die Anordnung von R.

DEFINITION 2.20. Eine reelle Zahl x = (x,,) heifst positiv, wenn es ein € > 0 gibt, so daf
x, > € fiir fast alle (also alle bis auf endlich viele) n € N. Ist x weder positiv noch null, so
heifst = negativ.

Man beachte, daf es fiir die Positivitat von z nicht ausreicht, daf x,, > 0 fiir (fast) alle
n € N: Die durch die Nullfolge (1) dargestellte reelle Zahl ist null, obwohl £ > 0 fiir alle
neN.

Auch diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der darstellenden Cauchyfolge: Ist
(zy,) Cauchy mit x,, > € > 0 fiir fast alle n € N und ist (p,) eine Nullfolge, so gibt es ein
N €N, sodak [py| < § fiir alle n > N; dann aber ist fiir hinreichend groke n € N

:En+pn>§>0,

erfiillt also ebenfalls die Positivitdtsbedingung. Wie gehabt schreiben wir « < y falls y—x > 0
und analog fiir >, <, <.

SATZ 2.21 (R ist ein archimedisch angeordneter Korper).

(1) Fiir jedes x € R gilt genau eine der drei Aussagen x >0, z =0 oder x <0.
(2) Fiir z,y € R folgt aus = >0 und y > 0, dak x +y > 0 und dak zy > 0.
(3) Fiir alle z,y € R mit z,y > 0 existiert ein N € N, sodall x < Ny.

BEWEIS. Zu (1): Es ist lediglich zu zeigen, daf es keine reelle Zahl gibt, die positiv und
null ist. Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition der Positivitdt und der Definition
der Konvergenz gegen null.

Zu (2): Seien z = (x,,) und y = (y,) positiv. Dann existiert € > 0, sodaf z,,y, > € fiir
fast alle n € N. Mit Korollar 1.40 folgt x,, + y, > 2¢€ sowie x,y, > €2 fiir fast alle n € N, also
sind z +y,zy > 0.

Zu (3): Seien x = (x,,) und y = (y,) positiv. Dann existiert € > 0, sodal x,,y, > €
fiir fast alle n € N. Da (x,) Cauchy ist, ist es auch beschrinkt, also existiert M € Q mit
Tn < M -1 fiir alle n € N. Nach dem archimedischen Axiom in Q gibt es ein NV € N, sodaf
M < Ne. Insgesamt ergibt sich fiir fast alle n e N:

Ny, >Ne>M >z, +1,

also Ny, —x, > 1 fiir fast alle n € N. Es folgt nun « < Ny aus der Definition der Positivitat.
0

Genau wie in Definition 1.41 kénnen wir den Betrag als Abbildung R — R definieren.

SATz 2.22. Korollar 1.40 und Proposition 1.42 bleiben giiltig, wenn man Q durch R
ersetzt. Dag gilt auch fiir den gesamten Inhalt von Abschnitt 2.1.

Beweis. Fiir Formulierung und Beweis der genannten Definitionen und Aussagen ha-
ben wir lediglich die Eigenschaft von QQ benutzt, ein archimedisch angeordneter Korper zu
sein. Da auch R diese Eigenschaft besitzt, behalten alle Aussagen dort ihre Giiltigkeit. [

SATZ 2.23 (Q liegt dicht in R). Fiir jedes « € R und jedes reelle € > 0 existiert ein ¢ € Q
mit |z —¢| <e.
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BEWEIS. Sei x dargestellt durch die Cauchyfolge (x,), und sei N € N so grof, daf
|2, — T | < § fiir alle n,m > N. Setze q = xy € Q. Dann gilt fiir alle n > N:

€
|xn_Q|<§

und daher einerseits z,, — ¢ < 5 und andererseits q — x,, < 5. Es folgt mit der Definition der
Positivitdt in R: z — ¢ < e und ¢ — x < €, zusammen also |z — ¢q| < € wie gewlinscht. O

2.3. Vollstindigkeit
2.3.1. Cauchy-Vollstindigkeit.

SaTz 2.24 (R ist vollstédndig). In R konvergiert jede Cauchyfolge.

BEWEIS. Sei (@ )nen eine Cauchyfolge reeller Zahlen. Nach Satz 2.23 kénnen wir zu
jedem n € N ein 2, € Q finden, sodak |z, — 2| < 1. Wir zeigen, daf die Folge (2, )nen
ihrerseits Cauchy ist: Sei ndmlich € > 0 und N € N so grof, dak |z, — x| < £ fiir alle

3
n,m > N. Wir diirfen annehmen, daf zudem % < §. Dann gilt fiir alle n,m > N:

, , , , e 1 € € €
|xn—xm|§]azn—mn|+|xn—xm|+|xm—xm]<N+§+N<§+§+§:e,
also ist () eine Cauchyfolge rationaler Zahlen. Diese Folge definiert daher eine reelle
Zahl z. Wir zeigen, dals lim,_,. x, = z: Sei dazu abermals € > 0 und N € N so grof, daft
|2y, — 27,| < § fiir alle n,m > N, und daf + < . Aus |x;, — x7,| < § folgt nach Definition 2.20
|z — x| < %e, und daraus ergibt sich fiir alle n > N
2 1

2 1
|2 —2p| < |x— )|+ ]2, —2n| < €+ — < Ze+—e=e.
3 N 3 3

0

Wir werden bald sehen, dafk die Vollstdndigkeit von R die Existenz einer reellen Zahl
impliziert, deren Quadrat gleich 2 ist.

2.3.2. Intervallschachtelung. Die Vollstindigkeit manifestiert sich aber auch in viel-
faltiger anderer Weise, zum Beispiel in Gestalt des Intervallschachtelungsprinzips. Wir de-
finieren dazu das abgeschlossene Intervall zwischen zwei reellen Zahlen a < b als

[a,b] :={xeR:a<z<b},
und die Linge des Intervalls als |I]:=b - a.

SaTz 2.25 (Intervallschachtelung). Sei (I, )nen eine Folge abgeschlossener Intervalle in
R, sodafs I, o I, fiir alle n € N und lim,, ., |I,| = 0. Dann enthilt die Menge Nyen In
genau eine reelle Zahl. Mit anderen Worten: Es gibt genau ein x € R, sodaf x € I,, fiir alle
neN.

BEWEIS. Ist I, = [ap,by], so behaupten wir, dak (a,)n,ey Cauchy ist. Sei dazu € > 0
und wihle N e N so grof, dak b, — a, < € fiir alle n > N. Seien n,m > N mit m > n, so ist
nach Voraussetzung a,, > a, sowie by, < b, und somit

lam — an| = am — an < by —ay < by —ay <e.

Da also (ap)neny Cauchy ist, konvergiert diese Folge nach Satz 2.24 gegen ein x € R. Da fiir
alle n <m gilt ay, < ap, < by, < by, gilt nach Satz 2.13 a, < x < by, also x € I, fiir alle n e N.
Ist y € R eine weitere Zahl mit dieser Eigenschaft, so gilt |I,,| > |x — y| fiir alle n € N, was
nach der Voraussetzung lim,_,« |I,,| = 0 nur dann moglich ist, wenn x = y. O
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2.3.3. Suprema und Infima von Teilmengen von R.

DEFINITION 2.26. Sei U c R eine Teilmenge von R. Ein S € R heifst obere Schranke
fir U, wenn x < S fiir alle z € U. Ein s € R heifst untere Schranke fir U, wenn x > s fiir
alle z € U. Existieren sowohl eine obere als auch eine untere Schranke fiir U, so heikt U
beschrankt.

Existiert eine kleinste obere Schranke fir U, also eine obere Schranke S € R mit S" > S
fiir alle oberen Schranken S’, so bezeichnet man dieses S als Supremum? von U und schreibt
dafiir sup U.

Existiert eine gréfte untere Schranke fiir U, so nennt man sie das Infimum von U und
schreibt dafiir inf U.

Ist R > supU € U bzw. R 3 infU € U, so heikt supU auch Mazimum bzw. inf U
Minimum von U, und man schreibt dafiir maxU bzw. minU.

Aus der Definition ist klar, dafs Supremum und Infimum einer Menge im Falle ihrer
Existenz eindeutig bestimmt sind. Ist eine Teilmenge von R nach oben bzw. nach unten
unbeschrinkt, so schreibt man supU = 400 bzw. infU = —oco. Die leere Menge ist zwar
beschrinkt, besitzt aber weder Supremum noch Infimum; man schreibt aber manchmal
sup@ = —oo und inf @ = +oo (warum?). Fiir nichtleere Mengen U ist dagegen stets inf U <
supU.

BEISPIEL 2.27. Fiir ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b] ist sup/ = b = max [ und
infI =a=min /. Fir die Menge U = {% in e N} gilt inf U = 0 (aber die Menge besitzt kein
Minimum, da 0 ¢ U) und supU = max U = 1. Supremum und Infimum kénnen also, miissen
aber nicht in der Menge selbst enthalten sein.

Die Menge {z € Q : 2% < 2} besitzt in Q weder Infimum noch Supremum, in R aber
wohl (namlich :l:\/i; wir kommen noch darauf zuriick).

Das letzte Beispiel zeigt, daf in QQ eine beschriinkte Menge kein Infimum oder Supre-
mum zu haben braucht. Die reellen Zahlen haben dagegen dank ihrer Vollstandigkeit diese
Eigenschaft:

SATZ 2.28. Sei eine nichtleere Teilmenge U c R nach oben beschrinkt. Dann existiert
sup U (als reelle Zahl). Ist U c R nach unten beschrinkt, so existiert inf U.

BEwEIs. Wir zeigen nur die Aussage iiber das Supremum, die iiber das Infimum folgt
analog.

Sei S € R eine obere Schranke fiir U, und wéhle irgendein Element x; € U. Dann ist
x1 < S1. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (Sy,)neny und (2, )neny mit Startwerten Sy bzw.
x1 wie folgt: Seien S, und z, mit x,, < S, bereits definiert, so setze

Tn falls % obere Schranke fiir U,
Tn+l =1 2,45,

sonst

und

Tn+Sh

S {Sn falls % keine obere Schranke fiir U,
n+l =
2

sonst.

Offenbar ist jedes S, obere Schranke fiir U, und fiir jedes n existiert y € U, sodal x,, < y. Mit
I, := [z, Sy] ist aukerdem klar, dak I, o I, fiir alle n € N, und da sich in jedem Schritt
die Intervallinge halbiert, gilt |I,,| = 21"|I;|. Mit Beispiel 2.8 sehen wir lim,, e |I,| = 0. Die
Voraussetzungen von Satz 2.25 sind also erfiillt, und dieser liefert ein eindeutiges x € R,
sodall x € I,, fiir alle n € N.

3Plural Suprema.
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Wir zeigen, dafs dieses x das gesuchte Supremum ist. Dazu ist zweierlei zu zeigen: x ist
obere Schranke fiir U, und jede obere Schranke ist nicht kleiner als z.

Fiir die erste Aussage sei € > 0 und n € N so grok, dak |I,,| = S, —x, < e. Dax, <2 < .Sy,
ist auch S, —x < e. Fur jedes y € U ist aber y < S,, (da S,, obere Schranke ist) und daher
auch y —x < e. Da € > 0 beliebig war, folgt y < x.

Fiir € und n wie eben gilt 0 < x — x,, < €. Da aber ein y € U mit y > x, existiert, folgt
x —y < €. Jede obere Schranke S fiir U erfiillt aber y < S, also haben wir x-S <e. Dae>0
beliebig war, gilt sogar « < .S, und damit ist alles bewiesen.

0

DEFINITION 2.29 (Monotonie von Folgen). Eine Folge (xy,)nen reeller Zahlen heifst
monoton wachsend, wenn x,,1 > x, fiir alle n € N. Gilt sogar x,+1 > x, fiir alle n € N, so
heifst die Folge streng monoton wachsend.

Eine Folge (zy,)nen heikt (streng) monoton fallend, wenn (-, )peny (streng) monoton
wachsend ist.

KoroLLAR 2.30. Jede von oben beschriankte monoton wachsende Folge konvergiert in
R. Ebenso ist jede von unten beschrinkte monoton fallende Folge in R konvergent.

BEWEIS. Sei (25, )nen von oben beschrankt und monoton wachsend. Dann ist die Menge
{xy, : n € N} nichtleer und von oben beschrankt und besitzt nach Satz 2.28 ein Supremum
x € R. Wir zeigen, daf die Folge gegen dieses x konvergiert: Sei ndmlich € > 0, dann existiert
ein N € N, sodaf 0 <z —zn < € (denn andernfalls wére x — € eine kleinere obere Schranke
fiir {z,, : n € N}, mithin wire x nicht das Supremum). Aufgrund der Monotonie der Folge
ist dann aber auch fiir jedes n > N

|z —xp| =2 -2, <T-2TN<E.
Die Aussage iiber von unten beschrinkte monoton fallende Folgen geht analog. O
BEISPIEL 2.31. Die Folge (2, )nen sei rekursiv definiert durch
z1i=2" €R, @p41:= xi -z, +1.

Wir zeigen, daf die Folge konvergent ist, sofern 0 < x* < 1: Sie ist monoton wachsend, denn
fiir jedes z € R gilt 2% —x + 1 > = (denn dies ist dquivalent zu 0 < 22 -2z + 1 = (x - 1)?).
Auferdem gilt 0 < x,, < 1 fiir alle n € N: Fiir 1 ist dies nach Voraussetzung der Fall; Ist
dagegen bereits 0 < x,, < 1, so gilt 0 < 22 <z, und deshalb 0< 22 —z, +1 < 1.

Als beschrénkte monotone Folge ist (x,, )neny nach Korollar 2.30 konvergent. Wir kénnen
auch den Grenzwert ermitteln: Sei x = lim,,_, . =, dann gilt nach Satz 2.9

z=lim z, = lim (22 -2, +1) =2? -z + 1.
n—oo n—oo
Der Grenzwert erfiillt also (x —1)? = 0, und wir erhalten x = 1.
Fiir z = 0,5 erhalten wir zum Beispiel die Folge (auf zwei Nachkommastellen gerundet):
(0,5;0,75;0,85;0,87;0,89;0,90;0,91;0,92;0,92; ... .).

Die Konvergenz ist in diesem Falle so langsam, dal man den Grenzwert nicht ochne Weiteres
durch ,Ausprobieren‘ ermitteln kann.

2.4. Teilfolgen und Haufungspunkte

2.4.1. Haufungspunkte. Fine Teilfolge ergibt sich aus einer gegebenen Folge, indem

nur bestimmte Indizes ausgew#hlt werden. So sind z.B. ( oder (#)neN Teilfolgen

von (l) . Genauer definieren wir:
n /neN

Til)neN

DEFINITION 2.32 (Teilfolge). Sei (zy,)nen eine reelle Folge und sei (ng)key eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, dann heiftt die Folge (zy, )rey eine Teilfolge

von (Zn )neN-
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Mit x,, = % und ny = 2k + 1 bzw. ny, = k? erhalten wir die beiden einfithrenden Beispiele.
ProproOSITION 2.33. Konwvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge.

BEWEIS. Gelte lim,,,o 2y, = z und sei (2, )iy eine Teilfolge. Sei € >0 und N € N so
grof, dafs |z, — x| < € fiir alle n > N. Da (ng)key streng monoton wéchst, ist ny > k fiir jedes
k e N, also gilt fiir k> N erst recht |z,, —z|<e. O

Ebenso gilt: Divergiert eine Folge bestimmt gegen +oo, so auch jede Teilfolge.

DEFINITION 2.34 (Haufungspunkt einer Folge). Ein x € R heikt Haufungspunkt der
Folge (1, )nen, wenn es eine Teilfolge gibt, die gegen x konvergiert. Auch +oo ist Hiufungs-
punkt der Folge, sofern eine Teilfolge bestimmt gegen oo divergiert.

Betrachte etwa die Folge ((=1)")nen. Diese besitzt genau die beiden Haufungspunkte
+1, die sich z.B. aus der Wahl der Teilfolgen nj = 2k und ng = 2k + 1 ergeben.

Die Folge (n),en besitzt als Hiufungspunkt genau +oo, da sie (und damit jede Teilfolge)
bestimmt gegen +oo divergiert. Die Folge ((—=1)"n)pen besitzt genau die beiden Haufungs-
punkte oo, da jede ihrer Teilfolgen, die nicht unbestimmt divergiert, bestimmt gegen +oo
divergiert.

Eine #quivalente Formulierung der Definition reeller* Hiufungspunkte wire: x € R ist
Haufungspunkt der Folge (2 )nen, wenn es zu jedem e > 0 unendlich viele Folgenglieder
gibt mit |z, — z|<e.

BEISPIEL 2.35. Eine Folge kann unendlich viele Hiufungspunkte haben. Betrachte dazu
die Folge

(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,...).

Offenbar kommt jede natiirliche Zahl in dieser Folge unendlich oft vor, ist also Haufungs-
punkt. Zudem ist +oo Haufungspunkt, da {1,2,3,...} eine bestimmt divergente Teilfolge
ist. Wir werden spéter sehen, dafs es Folgen gibt, die jede reelle Zahl als Haufungspunkt
haben.

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung in der Analysis, weil er den Prototyp
eines sogenannten Kompaktheitssatzes darstellt:

SATZ 2.36 (BOLZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrénkte Folge besitzt einen reellen
Haufungspunkt.

Mit anderen Worten: Jede beschrénkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. Sei die Folge durch M > 0 beschrankt, d.h. alle Folgenglieder liegen im In-
tervall Iy := [-M; M ]. Wir konstruieren eine Folge abgeschlossener Intervalle I, c I, sodaf
Is1 © I, und |I,| = 271 M fiir alle n € N, und soda® jedes I,, unendlich viele Folgenglieder
enthilt.

Zu diesem Zwecke definieren wir fiir ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b] die Teilin-

tervalle
It [a+b’b]7 [ [a’a+b].
2 2

Da die Folge ihre Werte in Iy = [-M, M| annimmt, liegen unendlich viele Glieder in I
oder in /. (Andernfalls hétte die Folge insgesamt nur endlich viele Glieder.) Definiere Iy
als I oder I derart, daf I; unendlich viele Glieder enthélt.

Ist I,, bereits definiert, so enthélt wiederum I} oder I, unendlich viele Folgenglieder,
und I, ist eines von beiden, das so gewihlt wird, daf unendlich viele Folgenglieder in
I,41 liegen.

4im Gegensatz zu +oo.
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Da I* und I~ Teilmengen von I mit der halben Lénge sind, erhalten wir auf diese
Weise tatsichlich eine Folge von Intervallen mit I,,;1 c I, und |I,,| = 27" M fiir alle n € N.
Nach Satz 2.25 von der Intervallschachtelung existiert (genau) ein z € R, das in jedem I,
enthalten ist. Dieses x ist der gewiinschte Haufungspunkt: Sei ndmlich € > 0 und N € N so
gro, dak 27V*1M < e. Dann gilt |z —y| < € fiir jedes y € Iy, und Iy enthilt unendlich viele
Folgenglieder. g

Man beachte, daf in diesemn Beweis die Wahl von I oder I, als dem neuen I,
nicht eindeutig sein muf: Es ist ja moglich, dak sowohl I} als auch I, unendlich viele
Folgenglieder enthalten. Dies entspricht der Moglichkeit, dafs eine Folge durchaus mehrere
Hiufungspunkte haben kann.

KOROLLAR 2.37. Jede Folge besitzt einen Haufungspunkt (in R oder +oo).

Beweis. Ist die Folge beschrankt, so folgt die Behauptung aus dem Satz von BOLZANO-
WEIERSTRASS. Ist die Folge unbeschrinkt, so ist sie von oben oder von unten unbeschrankt.
Ist sie von oben unbeschrinkt, so gibt es eine bestimmt gegen +oo divergente Teilfolge
(warum?). Dann ist +co Hiufungspunkt. Ist sie von unten unbeschrénkt, so ist analog —oo
Hiufungspunkt. O

BEMERKUNG 2.38. Es mag der Leserin aufgefallen sein, dals in den vorangehenden
Ausfithrungen die Konvergenz gegen eine reelle Zahl und die bestimmte Divergenz gegen
+oo die gleiche Rolle gespielt haben. Man kénnte daher beide Begriffe unter den Begriff
der Konvergenz gegen eine Zahl in R U {+o0} subsumieren und damit die Definition des
Haufungspunkts und einige andere Aussagen ékonomischer formulieren. Es gibt in der Tat
eine Moglichkeit, diese Idee in der gebotenen mathematischen Strenge auszufiihren: Man
bezeichnet diese Methode als Kompaktifizierung von R. Ob man dies tun mdchte oder nicht,
héngt makgeblich davon ab, was man mit der Struktur R u {+oco} anstellen méchte: Die
algebraischen Eigenschaften (vulgo Grundrechenarten) lassen sich nicht darauf erweitern®,
die topologischen (mit Konvergenz zusammenhéngenden) dagegen schon.

2.4.2. Limites inferiores et superiores.

DEFINITION 2.39 (Limites inferiores et superiores). Sei (2, )nen eine reelle Folge und
H die Menge ihrer Haufungspunkte (ggf. inklusive +oo). Dann heifst

liminfz, :==inf H bzw. limsupxz, :=supH

n—>oo n— 00

der limes inferior bzw. limes superior der Folge.

BEISPIEL 2.40. Es gilt zum Beispiel
liminf(-1)" =-1, limsup(-1)"=1,

n—oo n—»oo
liminfn = limsupn = +oo,
n—oo n—>oo
liminf(-1)"n = —oo0, limsup(-1)"n = +oo.
n—oo n—o00
Ist die Folge konvergent oder bestimmt divergent, so hat sie genau einen Haufungspunkt
(ndmlich ihren Grenzwert bzw. +oo), und dann fallen die Begriffe lim, liminf, limsup
zusammen.

"Denn angenommen, man definierte oo = %. Dann wiirde einerseits gelten oo -0 = 1 und andererseits
nach Distributivgesetz oo - (0+0) = 00 -0+ 0o -0 =2, also folgt mit 0+ 0 =0, daf 1 =2, Widerspruch.



KAPITEL 3

Stetige Funktionen

Wir beschrénken uns nun auf Funktionen, die eine Teilmenge von R nach R abbilden.
Zentral ist dabei die Eigenschaft der Stetigkeit: Kleine Anderungen im Input fithren auch
nur kleine Anderungen im Output mit sich. Wir geben verschiedene #quivalente Defini-
tionen der Stetigkeit an und zeigen, daf stetige Funktionen besonders gute Eigenschaften
haben.

3.1. Charakterisierungen von Stetigkeit

3.1.1. Definition und Beispiele. Sei U c R eine Teilmenge und f : U — R eine
Funktion.

DEFINITION 3.1 (Stetigkeit). Die Funktion f heifit stetig im Punkt x € U, wenn gilt:
Ve>0 36>0 VyeU: |z-y|<d = |f(x)-f(y)|<e.

Ist f in jedem Punkt x € U stetig, so heift sie (iiberall/auf ihrem gesamten Definitionsbe-
reich) stetig.

BEISPIEL 3.2. (1) Die Funktion R — R, x ~ z? ist iiberall stetig. Sei nimlich
x € R beliebig und € > 0, so ist
ly* =% = |(y + 2)(y — )| = |y + 2y — . (3.1)
Wir wollen dies kleiner als e bekommen, indem wir y sehr nah an x wéhlen. Dazu
beobachten wir zunéchst, dafs |y + x| < 2|x| + 1 falls |y — x| < 1, denn dann gilt

ly+z|=lz+ (y—x)+x| <2z|+|y — x| < 2lz|+ 1.
Wihle nun ¢ := min{l7 %} (min bezeichnet den kleineren der beiden Werte),

dann ist fiir |y — 2| < § einerseits |y + z| < 2|z| + 1 und andererseits |y — x| <
also folgt mit (3.1):

S
2z|+17

€
+ -z < (2z|+1 =
yrally ol < Qlal+ 1) g =

ly? - 2?| = |

also die behauptete Stetigkeit.

(2) Die Betragsfunktion R - R, z ~ ||, ist stetig: Sei x € R, € >0, und § = €. Ist dann
ly — | < §, so gilt mithilfe der Ungleichung |y — z| > ||y| - |z|| (die leicht aus der
Dreiecksungleichung folgt):

Iyl = fell < ly -2l <5 =€

(3) Die konstante Funktion f:z ~ c ist gewissermafien die ,stetigste’ von allen, denn
hier gilt |f(z) - f(y)| = 0 < € fiir jede beliebige Wahl von z,y,¢€,4.
(4) Die Funktion f:R - R,
0 falls x <0;
xTr =
1 fallsz>0
ist stetig an jedem Punkt = # 0, denn fiir 0 < § < |z| und |y—=| < § gilt f(y)-f(z) =
0; sie ist aber unstetig im Punkt = = 0: Sei dazu € = 1 und § > 0 beliebig, dann

40
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gilt fiir y = g, dak einerseits |y — x| < §, aber andererseits |f(y) — f(0)| =[1-0| =1,
was nicht kleiner ist als e.
(5) Betrachte f:R - R,

1 falls z € Q;
xTr =
0 fallsze R\Q.

Wir haben bereits gesehen, daft Q dicht in R liegt, und man iiberlegt sich leicht
(sofern man z.B. v/2 als bekannt voraussetzt), daf auch R\ Q dicht in R liegt'.
Daraus folgt: f ist nirgends, also in keinem Punkt, stetig. Sei nimlich x € R
beliebig und € = 1. Falls z €e R\ Q, so ist f(x) =0, und fiir jedes 0 > 0 existiert
y € Q mit |y — x| < ¢ (dies ist genau die Dichtheitseigenschaft von Q). Dann ist
aber f(y) = 1 und somit |f(y) — f(«)| = 1, was nicht kleiner als € ist. Der Fall
x € Q geht analog.

(6) Nun wihlen wir den Definitionsbereich U = Q und betrachten darauf die Funktion

f:Q-R,

0 falls z </?2;
X =
1 falls z > V2.

Wir behaupten die kontraintuitive Aussage, daft f iiberall (also in jedem Punkt
seines Definitionsbereichs) stetig ist. In der Tat: Sei € > 0 und z € Q beliebig, dann
ist 6 := |z —+/2| >0 (denn /2 ist irrational), und fiir jedes y € Q mit |z —y| < J ist
daher f(y) = f().

(7) Die Funktion f:R\ {0}, z — % ist iiberall stetig: Sei ndmlich € >0 und = # 0, so
gilt die Gleichheit

1 1‘_ ly — z|

z oyl el

(3.2)

Wir wihlen § := min{%, %|?L‘|26}; ist dann namlich |y — x| < J, so ist einerseits
ly| > \%I und andererseits |y — z| < 1|2/, also folgt nach (3.2):

‘1_1‘_|y—x| slaf’e

vyl Jall < EE

Man beachte, dafs man (fiir gegebenes €) § immer kleiner wiahlen muf, je ndher z
an die Null riickt. Gewissermafen verschlechtert sich die Stetigkeit der Funktion,
je ndher man der Null kommt.

Beachte aufserdem, dafs es keine stetige Fortsetzung von f auf ganz R gibt.
Das bedeutet: Die Funktion f R >R,

|

ist fiir jede Wahl von ¢ € R im Punkte x = 0 unstetig (wie man sich iiberlegen
moge).

falls x # 0;
falls x =0

A 8|~

Die Intuition, eine Funktion sei stetig, wenn man ihren Graphen zeichnen kénne, ohne
den Stift abzusetzen, ist also nicht ganz verkehrt, aber auch nicht ganz korrekt, wie die
letzten beiden Beispiele zeigen.

IN&mlich so: Seien z,y € R mit z < y. Da Q dicht in R liegt, gibt es 2’,y" € Q mit z <2’ <y’ <y. Setze
zi=z + g(y' —z'). Offenbar ist z ¢ Q, da sonst V2 € Q wiire. Da auferdem 0 < §<17 gilt z < z < y.
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3.1.2. Folgenstetigkeit. Die vorangehenden Beispiele zeigen, daft die e-d-Definition
der Stetigkeit nicht besonders handlich ist: Selbst fiir recht einfache Funktionen wie x> 22
oder x — % war ein gewisser Aufwand ndotig, um die Stetigkeit zu zeigen. Wir geben eine
einfachere Moglichkeit an, die Stetigkeit einer Funktion zu priifen. Dazu bendtigen wir
einen Konvergenzbegriff fiir Funktionen:

DEFINITION 3.3 (Grenzwerte fiir Funktionen). Sei f: U — R und 2° € R dergestalt,
dak eine Folge (2, )nen € U mit lim,, oo z,, = 2¥ existiert?. Wir schreiben
lim f(x) = a,
z—z0
wenn fiir jede Folge (n)neny € U, fiir die limy, e 2, = 2°, atch limy, .. f(z,) = a gilt.
Hierbei sind auch die Werte a = +oco zugelassen.

Man schreibt lim, .o f(2) = a, falls fiir jede bestimmt gegen oo konvergente Folge
(n)neny € U gilt: limy, o f(25) = a. Auch hier ist a = oo zuléssig.

Man kann Grenzwerte auch ,von rechts’ oder ,von links' nehmen, d.h. in obiger Defi-
nition betrachtet man nur solche Folgen, die in monoton fallender oder steigender Weise
gegen z¥ konvergieren. Mann schreibt dafiir dann

lim f(z) bzw. lim f(x).
N0 x /20
BrispieL 3.4. Es ist

.1 .1 .1 .
lim — =0, lim—=+o00, lim—=-00, lim—=1.
T—>+00 N0 z/ 0 x rz—1 1

Man seht dies folgendermaken ein: Ist etwa (x,)n-o0o €ine bestimmt gegen +oo divergente
Folge, so konvergiert die Folge (L) \ gesen null. (Denn fiir € > 0 sei M so grof, daf
ne

Tn
ﬁ < ¢; dann gibt es wegen der bestimmten Divergenz ein N € N, sodaf z, > M fiir alle

n > N, und daher auch -+ < -
Tp M

Dies zeigt die erste Aussage, die anderen beiden sieht man &hnlich ein. Ist (2, )pen eine

< e fiir solche n gemif Korollar 1.40.)

gegen 1 konvergente Folge, so konvergiert auch (zi) N gegen 1 nach Satz 2.9.
n/ne
SATZ 3.5 (Folgenstetigkeit). Sei f: U — R eine Funktion und z° € U. Dann ist f genau
dann stetig in z°, wenn

lim f(z) = f(2°).
z—x0
Man kann also einen Limes in eine stetige Funktion ,reinziehen‘.

BEWEIS. ,= Sei f stetig in 2° und (2, )ney € U eine gegen z° konvergente Folge. Sei
€ >0, so gibt es nach Annahme ein § > 0, soda$ |20 —y| < & impliziert: | f(z") - f(y)| < €. Da
die Folge gegen x° konvergiert, gibt es aber ein N € N, sodaf |z, — 2°| < § fiir alle n > N.
Fiir solche n gilt also auch |f(z°) - f(x,)| < €, und dies zeigt, da e > 0 beliebig war, daf
lim, .0 f(z) = f(IO)

<" Sei umgekehrt lim,_,0 f(z) = f(2"). Angenommen f wire nicht stetig in 20,
so gibe es ein € > 0 und fiir jedes n € N ein z, € U, sodak zwar |z, — 2°| < %, aber
|f(2n) = f(2%)] > €. Die Folge (2,)ney konvergiert nach Wahl gegen x°, aber (f(2n))nen
konvergiert nicht gegen f(z"), im Widerspruch zur Annahme. O

Sind f und g zwei Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich U c R, so definieren
wir die Funktionen f + ¢ und fg punktweise, das heifit durch die Abbildungsvorschriften

(fx9)(@):=f(z) xg(z), (fg)(z):=f(x)g(x).

2In diesem Fall nennt man z° einen H. dufungspunkt von U, und die Menge der Hiufungspunkte von U
heift (topologischer) Abschluff von U. Der Abschluft einer Menge ist offenbar eine Obermenge ihrer selbst.
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Auf dem eingeschrénkten Definitionsbereich {x € U : g(x) # 0} definiert man auferdem

(503

KOROLLAR 3.6. Seien f,g:U — R stetig im Punkt x° € U. Dann sind auch f + g, fg
und, falls g(2°) # 0, auch 5 stetig im Punkt 2.

BEwEIS. Dies folgt unmittelbar aus Satzen 3.5 und 2.9. U

Eine Funktion R — R der Form z — Z]kvzo apx® heikt Polynomfunktion, wobei die ay
reelle Koeffizienten sind. Sind f und g Polynomfunktionen und U := {x e R : g(x) # 0}, so
heifst g : U - R rationale Funktion. Durch mehrmalige Anwendung von Korollar 3.6 und
unter Berticksichtigung der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitét  — x
erhalten wir sofort:

KOROLLAR 3.7. Rationale Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich iiberall stetig.
Dies betrifft insbesondere alle Polynomfunktionen und Potenzfunktionen z ~ 2*, k € Z.

KOROLLAR 3.8 (Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig). Seien U,V c R und
f:U -V stetig in x € U sowie g: V — R stetig in f(x) € V. Dann ist go f : U - R stetig
in z.

BEWEIS. Sei (Zn)neny € U eine Folge mit limy, oz, = x, so gilt wegen der Stetigkeit
von f in z und Satz 3.5 auch lim, .« f(z,) = f(z); erneute Anwendung des Satzes auf g
ergibt dann lim, . g(f(xn)) = g(f(z)), also wiederum nach Satz 3.5 die Stetigkeit von
go fin x. O

3.1.3. Stetigkeit und offene Mengen. Wir geben eine dritte Charakterisierung der
Stetigkeit, die die allgemeinste ist, weil sie nicht nur in R, sondern in beliebigen topolo-
gischen Rdaumen formuliert werden kann. Wir diskutieren hier (noch) nicht topologische
Réume, sondern bleiben in R.

Sei z € R, dann nennen wir die Menge B(z) := {y e R: |y — z| < €} die e-Umgebung von
z. Es handelt sich in anderen Worten um das offene Intervall (z — €, x + ¢).

DEFINITION 3.9 (offene Teilmengen). Sei U c R beliebig. Eine Teilmenge V c U heifit
offen beziiglich U, wenn es zu jedem z € V ein € > 0 gibt, sodak B.(z)nU c V.

So sind offene Intervalle der Form (a,b) := {z € R: a < z < b} auch in diesem Sinne
offen beziiglich R: Wihle fiir x € (a,b) einfach € := min{z —a,b—-2x} > 0.

Abgeschlossene Intervalle der Form [a,b] := {x € R:a < 2z < b} sind dagegen nicht offen
beziiglich R, denn jede Umgebung eines der Randpunkte a oder b enthélt Punkte, die nicht
in [a,b] enthalten sind.

Dagegen ist jede Menge offen beziiglich sich selbst, und die leere Menge ist offen be-
ziiglich jeder Menge.

Als weiteres Beispiel betrachte U = [0,2) == {x e R: 0 <2z <2} und V = [0,1) bzw.
W =1[0,1]. Dann ist V beziiglich U offen (obwohl es, als Intervall in R betrachtet, nur als
;shalboffent bezeichnet wird), aber W ist beziiglich U nicht offen. Beziiglich R sind weder
V noch W offen.

SaTz 3.10 (Topologische Charakterisierung der Stetigkeit). Sei U c R. Eine Funktion
f:U — R ist iiberall in U stetig genau dann, wenn das Urbild jeder offenen Menge bzgl.
R unter f seinerseits offen bzgl. U ist.

BEWEIS. ,=‘ Sei f {iberall stetig und V' c R offen (bzgl. R). Wir miissen zeigen, daf
dann f~Y(V) = {x e U : f(x) € V} selbst offen ist. Sei dazu x € f~1(V), das bedeutet,
f(x) e V. Da V offen ist, gibt es ein € > 0, sodak B.(f(x)) c V. Da aber f in z stetig
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ist, gibt es nach Definition 3.1 zu diesem € ein § > 0, sodak aus y € Bs(x) n U folgt:
f(y) € Bo(f(x)) c V. Also ist fiir y € Bs(x) nU auch y € f71(V), und somit ist f~1(V)
offen.

,<" Sei nun umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge unter f offen und sei z € U.
Wir miissen zeigen, daf f in z stetig ist. Sei dazu € > 0, dann ist nach Annahme die Menge

W= fH(Be(f(2)))

offen bzgl. U. Es existiert also ein § > 0, sodals Bs(x) nU c W. Dies bedeutet: ist y €
Bs(x)nU, soist f(y) € Be(f(x)), und geméf Definition 3.1 heifit dies gerade, daf f in
stetig ist. O

Man beachte: Ersetzt man in obigem Satz ,Urbild* durch ,Bild‘, so entsteht eine falsche
Aussage. Die konstante Funktion x — 1 etwa ist auf ganz R stetig, aber das Bild der offenen
Menge R unter dieser Funktion ist die einelementige Menge {1}, die nicht offen ist.

3.2. Eigenschaften stetiger Funktionen

3.2.1. Zwischenwertsatz und Wurzelziehen.
3.2.1.1. Zwischenwertsatz.

SAaTz 3.11 (Zwischenwertsatz). Sei f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b],
wobei a,b € R und a < b. Ist f(a) >0 und f(b) <0, so existiert eine Nullstelle z° € [a,b],
das heifit f(z") = 0.

Das Gleiche gilt, falls f(a) <0 und f(b) > 0.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage, da dann die zweite sofort durch Ubergang
zu —f folgt.

Wir verwenden Intervallschachtelung. Sei dazu (wie im Beweis von Satz 2.36) fiir ein
abgeschlossenes Intervall I := [¢, d]

I = [ﬂ,d], I = [c,ﬂ].
2 2

Wir konstruieren eine Folge (I,)neny von abgeschlossenen Intervallen, sodak I, o I,11 und
|I,| = 0 fiir n > oo, und so, dak fiir I, := [an, b, ] gilt: f(a,) >0 und f(b,) <0.

Dazu setzen wir Iy := [a,b] und, falls I,, bereits bekannt ist fiir ein n € N, I,y := I}
oder Ip,;1 := I, je nachdem, ob

(50 o s(52)

(im Falle der Gleichheit ist die Wahl von I} und I, gleichermafen zuldssig).

Es ist klar, dak die so konstruierte Folge die gewiinschten Kigenschaften hat. Nach
Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.25) existiert genau ein z° € [a,b], sodak 2% € I,, fiir
alle n € N. Es bleibt zu zeigen f(z°) = 0.

Sei dazu € > 0 und 6 > 0 so klein, dak aus |z° — y| < § folgt |f(2°) - f(y)| < €. Solch
ein ¢ existiert, da f stetig ist. Wahle aukerdem N € N so grof, dak |[Iy| < §. Dann gilt
insbesondere |ay —2°| < § und |2° - by| < § und somit

0< flay) < f(2°) +e sowie 0> f(by)> f(2°) -,
also |f(2%)| < €. Da aber € > 0 beliebig war, folgt wie gewiinscht f(z°) = 0. O

Beispielsweise hat jede Polynomfunktion ungerader Ordnung, also jede Funktion der
Form

n
T - Zajxj, n ungerade, a; €R fiiralle j=1,...,n, a,%*0,
3=0
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mindestens eine reelle Nullstelle (Ubung). Die Polynomfunktion x + 22 + 1 hat dagegen
keine reelle Nullstelle, wohl aber (wie wir sehen werden) eine komplexe. Es hat sogar jede
Polynomfunktion eine komplexe Nullstelle — dies ist die Aussage des Fundamentalsatzes
der Algebra, den Sie in einer fortgeschrittenen Vorlesung kennenlernen werden (z.B. Funk-
tionentheorie).

KOROLLAR 3.12. Sei f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b], wobei a,b € R
und @ < b. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

BEWEIS. Sei p € R eine Zahl zwischen f(a) und f(b) (d.h. im Intervall [f(a), f(b)],
falls f(a) < f(b), und andernfalls im Intervall [f(b), f(a)]). Die Funktion g := f —p ist
stetig in [a,b] und erfiillt g(a) > 0 und g(b) < 0, oder g(a) < 0 und g(b) > 0. Nach
Zwischenwertsatz existiert x € [a,b] mit g(z) =0, also f(x) =p. O

3.2.1.2. Wurzeln. Zur Vorbereitung geben wir die folgende einleuchtende Definition:

DEFINITION 3.13 (Monotonie). Eine Funktion f:R > U — R heift monoton wachsend
(oder steigend), falls aus z,y € U und z < y folgt, dak f(x) < f(y). Sie heifst monoton
fallend, falls —f monoton wachsend ist.

Sie heifst sogar streng monoton wachsend, falls aus x,y € U und = < y folgt, daf
f(z) < f(y), und streng monoton fallend, falls —f streng monoton wachsend ist.

SaTz 3.14 (Wurzeln). Sei k € N und a € R mit a > 0. Dann existiert genau eine
nichtnegative reelle Zahl z mit der Eigenschaft ¥ = a. Diese wird als k-te Wurzel aus a
bezeichnet, und man schreibt = = ¥/a.

BEWEIS. Betrachte die Funktion f : [0,00) - R, x +~ 2¥ — a. Da es sich um eine

Polynomfunktion handelt, ist sie nach Korollar 3.7 iiberall stetig. Es gilt f(0) = -a <0; da
aukerdem lim,_,o f(x) = +o0, existiert ein b > 0, sodaf f(b) > 0. Nach Zwischenwertsatz
existiert eine Nullstelle = > 0, und diese erfiillt natiirlich z* = a.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu zeigen wir zunichst, dak f streng monoton
wichst. Seien dazu y, z > 0 mit y < z. Die k-malige Anwendung von Korollar 1.40(3) ergibt
y* < 2% und somit auch y* —a < 2F - a.

Daraus folgt nun unmittelbar die Eindeutigkeit der Nullstelle, d.h. der k-ten Wurzel:
Denn fiir jedes 0 < 2’ < x gilt f(2) < f(z) = 0 und fiir jedes z < 2’ gilt f(a') > f(x) =0,
also ist z die einzige nichtnegative Zahl, fiir die gilt z* = a. O

Wie steht es mit etwaigen negativen Losungen der Gleichung z* = a? Hier muf man
unterscheiden, ob k gerade oder ungerade ist. Falls k gerade, so ist (-z)* = z* fiir alle z € R,
und somit gibt es genau zwei Losungen der Gleichung z* = a, nimlich +4/a (fiir a = 0 sind
die beiden Losungen natiirlich identisch). Ist k dagegen ungerade, so ist (-z)* = —a*
negativ fiir alle negativen z, und es existiert daher keine negative Losung von z*
hatten ja a > 0 vorausgesetzt).

=a (wir

3.2.2. Weitere Eigenschaften stetiger Funktionen.

3.2.2.1. Intervalle. Wir haben bereits mit Intervallen gearbeitet, kldren jetzt aber noch-
mal genau die Terminologie. Ein Intervall ist eine zusammenhdingende Teilmenge I c R,
das bedeutet: Sind x,z € I und ist x <y < z, so folgt auch y € I. Offenbar hat jedes Intervall
eine der Formen

[a,b] ={zeR:a<x<b}, (a,b]:={xeR:a<z<b},
[a,b) :={zxeR:a<z<b}, (a,b):={xeR:a<z<b},

wobei a,b entweder reelle Zahlen mit a < b sind oder a = —co oder b = +o0; man meint
damit zum Beispiel (—00,0] = {z € R: 2 < 0}. Falls eine der Intervallgrenzen +oo ist, ist
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+00 also nicht Element des Intervalls®, und deshalb schreibt man zum Beispiel (—oo, 0] und
nicht [-o0,0]. Es gilt natiirlich (—oo0,+00) = R. Ist a € R, so ist auch [a,a] zuléssig (es ist
dies die Menge mit dem einzigen Element a).

Sind @ und b reelle Zahlen, nennt man die Intervalle [a,b], (a,b], [a,b), (a,b) beschrankt;
ist mindestens eine der Intervallgrenzen unendlich, so heift das Intervall unbeschrinkt.
Sind a,b € R, so heiften die Intervalle [a,b], (=00, b], [a,+00) und (—oo,+00) abgeschlossen
und die Intervalle (a,b), (—o0,b), (a,+00) und (—oo,+00) offen, was konsistent ist mit
Definition 3.9 (im Falle U = R). Man beachte, dafs (—oo,+00) offen und abgeschlossen
zugleich ist. Alle anderen Intervalltypen heifsen halboffen.

Ist @ > b, so vereinbaren wir* (a,b) := (b, a) und analog fiir abgeschlossene und halbof-
fene Intervalle.

Ist ein Intervall abgeschlossen und beschrénkt, so heift es kompakt. So sind etwa (—oc0,0]
und [-1,0] beide abgeschlossen, aber nur das letztere ist kompakt.

Abgeschlossene Intervalle haben folgende gute Figenschaft: Ist I abgeschlossen und
(zn)nen € I eine konvergente Folge, so liegt der Grenzwert seinerseits in I. Dies folgt
aus Satz 2.13 (wobei eine der beiden Folgen konstant gleich einem Intervallrand gew&hlt
wird). Mengen, die nicht abgeschlossen sind, haben diese Eigenschaft nicht: Zum Beispiel
ist 1 € (0,1] fiir alle n, aber der Grenzwert Null ist nicht in (0,1] enthalten.

Es mag verwundern, warum wir fiir solche einfachen Konzepte soviel Terminologie
einfithren; dies wird spéter klarer werden, wenn wir im Rahmen der Topologie Begriffe wie
offen, abgeschlossen oder kompakt auf andere Mengen als R verallgemeinern.

PRrROPOSITION 3.15. Ist I c R ein Intervall und f : I - R stetig, so ist das Bild f(I)
wieder ein Intervall.

BEWEIS. Seien p,q € f(I), das heiftt, es gibt x,y € I mit f(x) = p und f(y) = ¢. Dann
ist [x,y] c I, und nach Korollar 3.12 nimmt f jeden Wert in [p,q] an. Damit ist f(I) ein
Intervall. g

Wir wollen nun zeigen, daft unter bestimmten Voraussetzungen die Umkehrfunktion
einer stetigen Funktion selbst wieder stetig ist. Sei dazu I ein Intervall und f: 1 — f(I) c
R stetig, so ist nach der eben gezeigten Proposition das Bild f(I) ein Intervall. Ist f
streng monoton (wachsend oder fallend), so ist f offenbar injektiv und auch surjektiv (da
der Wertebereich ja als f(I) gewéhlt wurde). (Umgekehrt kann man sich leicht davon
iiberzeugen, dak eine bijektive stetige Funktion zwischen zwei Intervallen streng monoton
sein muR.) Als Bijektion ist f also invertierbar (Satz 1.22) mit Umkehrfunktion =1 : f(I) —»
I. Man sieht sofort, daR mit f auch f~! streng monoton wiichst oder fillt.

SATZ 3.16. Sei I c R ein Intervall und f: I — f(I) streng monoton und stetig. Dann
ist auch f=1: f(I) - I stetig.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei f (und damit auch f~!) streng monoton wachsend.
Sei y € f(I) ein innerer Punkt oder der linke Randpunkt des Intervalls f(I) (fiir den
rechten Randpunkt argumentiert man ggf. analog). Wir wollen zeigen, daf f~! bei y stetig
ist.

Es existiert 2% := lim,/\, f~'(y’), denn mit fallendem ' ist auch f~*(y’) fallend und
von unten durch f~!(y) beschrinkt, sodaf der Grenzwert nach Korollar 2.30 fiir jede Folge
Yn Ny existiert. Man iiberlegt sich leicht, daf dieser Grenzwert nicht von der konkreten
Wahl der Folge abhéngt, solange diese fallend gegen y konvergiert. Ist y innerer Punkt
von f(I), so existiert analog =~ := limy -, f~1(y’). Ist y linker Randpunkt, so setzen wir
stattdessen 2™ := 2 = f71(y).

3Das wiire auch gar nicht moglich, denn +oo sind nicht als mathematische Objekte definiert; siehe aber
Bemerkung 2.38.
4ganz unter uns, denn diese Konvention ist nicht Standard.
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Angenommen, f~! wire in y nicht stetig. Dann miifite wegen der Monotonie von f~*
gelten x~ < x*. Aber da f stetig ist, gilt

f(@™) = f(lim f7(y")) = lim f(f () =y = (=),
y' 7y Yy
im Widerspruch zur strengen Monotonie von f. O

3.2.2.2. Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen.

SATz 3.17 (Stetige Bilder kompakter Intervalle sind kompakt). Sei [a, b] ein kompaktes
Intervall und f:[a,b] — R stetig. Dann ist f(I) wieder ein kompaktes Intervall.

BEWEIS. Nach Proposition 3.15 ist f(I) ein Intervall. Wir miissen zeigen, daf es ab-
geschlossen und beschrinkt ist.

Zur Beschranktheit: Angenommen, dies wére nicht der Fall, und der rechte Intervallrand
von f(I) wére +oo. Dann gébe es eine Folge (z,,)nen © I, sodak limy, oo f(2,,) = +00. Da
die Folge (zp)neny beschrénkt ist (denn I ist ja beschrinkt), gibt es nach dem Satz von
BoLzANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge (2, )geny mit Limes x, der selbst in I
liegt (da I abgeschlossen ist). Nach Stetigkeit von f gilt dann aber

lim f(en,) = £(2) €R,

im Widerspruch zu lim, e f(25,) = +00. Also ist die rechte Intervallgrenze von f(I) end-
lich. Analog zeigt man, daf auch die linke Intervallgrenze endlich ist.

Wir zeigen nun, daf f(7) auch abgeschlossen ist. Sei dazu p € R der rechte Intervallrand
von f(I), das heifit p := sup f(I), und sei (pp)neny © f(I) eine Folge mit lim,,, o pp, = p. Eine
solche Folge existiert stets (Ubung). Dann gibt es zu jedem p, ein x, € I mit f(x,) = pn,
und nach BOLZANO-WEIERSTRASS und der Abgeschlossenheit von [ existiert eine Teilfolge
(zn, )ken € I, die gegen ein x € I konvergiert. Da f stetig ist, folgt

f@) = lim J(@n) = i po, =

und insbesondere p € f(I). Die rechte Intervallgrenze ist also Element von f(I), und fiir
die linke Intervallgrenze zeigt man dies analog. Damit ist alles gezeigt. U

Man vergleiche mit Satz 3.10: Urbilder offener Mengen unter stetigen Funktionen sind
stets offen, wohingegen Bilder kompakter Mengen unter stetigen Funktionen stets kompakt
sind. Wer Schwierigkeiten hat, sich das zu merken, denke an eine konstante Funktion.

Wir nennen eine Funktion f: I — R beschrinkt, wenn die Menge f(I) beschrankt ist,
wenn es also ein M >0 gibt mit |f(x)| < M fiir alle z € I.

KOROLLAR 3.18 (Maximum und Minimum stetiger Funktionen auf kompakten Interval-
len). Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig. Dann ist f beschrénkt und
nimmt sein Maximum und sein Minimum an, d.h. es existiert ein Z € I mit f(7Z) = max f([I)
und ein z € I mit f(z) =min f(]).

BEWEIS. Da nach Satz 3.17 f(I) ein kompaktes Intervall ist, ist f(I) insbesondere
beschrankt, und es gilt sup f(I) € f(I), also existiert T € I mit f(T) =sup f(I) = max f(I).
Analog fiir das Minimum. O

Die Kompaktheit des Intervalls ist entscheidend: Betrachte etwa die Funktionen f,g:
(0,1) >R, frxma? g:aw % Dann ist sup f((0,1)) = 1, aber es existiert keine Zahl
z € (0,1), fiir die 2% = 1. Das Supremum ist also kein Maximum. Die Funktion g ist noch
nicht einmal beschrankt.

Zur Notation: Anstatt max f(I) schreibt man oft auch maxgcs f(x), und analog fiir
min, sup, inf.
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3.2.3. Gleichmiifsige Stetigkeit. Ganz zu Beginn der Vorlesung ist darauf hinge-
wiesen worden, dak Existenz- und Allquantoren in pridikatenlogischen Aussagen nicht
vertauscht werden diirfen (vgl. das Beispiel mit den T6pfen und Deckeln). Der Unterschied
zwischen Stetigkeit und gleichmafiger Stetigkeit beruht genau auf dieser Vertauschung:

DEFINITION 3.19 (gleichméfige Stetigkeit). Sei U c R und f:U — R. Die Funktion f
heifst auf U gleichmdfig stetig, wenn gilt:

Ve>0 36>0 Yoz elU VyeU: |z-y|<d = |f(z) - f(y)|<e

Man vergleiche dies mit der Definition der Stetigkeit: Eine Funktion ist stetig in U,
falls

Ve>0 Yz elU 30>0 VyeU: |z-y|<d = |f(z) - f(y)|<e

Der Unterschied besteht also ,nur in der Vertauschung von Vz und 34. Fiir die gleich-
méfige Stetigkeit mufs § unabhéngig von x (also ,gleichméfig in ‘) gewéhlt werden, wohin-
gegen das ¢ im Falle gewdhnlicher Stetigkeit durchaus von z abhingen darf.? Insbesondere
ist jede gleichméfig stetige Funktion stetig, aber nicht umgekehrt:

BEISPIEL 3.20. In Beispiel 3.2 hatten wir die Funktion f : R\ {0}, z — % als stetig
|z 1
303
abhéngig: Je ndher x bei null liegt, desto kleiner wird dieses ¢.

Wir zeigen, daf diese Funktion nicht gleichméhig stetig in R\ {0} ist. Wéhle dazu € = 1

und sei 0 > 0 beliebig. Wenn wir zu diesem 0 zwei Zahlen xs,y5 € R \ {0} finden, sodaf

identifiziert. Wir wihlten dazu ¢ := min{ |x|2e}. Diese Wahl von § ist offenbar von x

|zs — ys| < d, aber |% - £| > 1, sind wir fertig.
Man priift leicht nach, dal die Wahl x5 := 9, ys := %5 das gewiinschte Ergebnis liefert:
Es ist ndmlich einerseits |zs — ys| = g < 0 und andererseits

‘ 1 1 1

———|==>1,

5 ysl 0

sofern § < 1. Ist dagegen § > 1, so wihle einfach 4 = %, Ys = % Dann ist ndmlich |z5 - ys| =
1< 6 und

R Y

x5 ysl 37

Anschaulich entspricht die mangelnde Gleichmékigkeit der Stetigkeit dem in der Nihe
von null immer steiler werdenden Graphen der Funktion: Minimale Unterschiede in den
Eingangsdaten (z und y) fithren zu betréchtlichen Anderungen in den Funktionswerten.

Wieder ist es so, dafs stetige Funktionen auf kompakten Intervallen sich besonders gut
verhalten:

SATZ 3.21 (Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen sind gleichméfig stetig). Sei
I c R ein kompaktes Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f auf I sogar gleichméfig
stetig.

BEwEIS. Angenommen dies wire nicht der Fall, so gibe es ein € > 0, sodal fiir jede
Wahl von § > 0 ein x5 € I und ein ys € I existierte mit |xs — ys| < d, aber |f(xs) —
f(ys)| > €. Wihle 6 := % und schreibe x,, = x5, ¥, := ys. Auf diese Weise erhalten wir zwei
Folgen (2 )neN, (Yn)neny © I. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS existiert eine
konvergente Teilfolge (2, )reny mit Grenzwert = € I. Dann konvergiert (yn, )ken ebenfalls
gegen T wegen [T, — yn| < %

SEbenso miifte fiir die Aussage ,Es gibt einen Deckel, der auf jeden Topf paft“ ein passender Deckel
unabhingig vom gewihlten Topf gefunden werden, wohingegen fiir die Aussage ,Auf jeden Topf pafit ein
Deckel“ der Deckel natiirlich je nach Topf unterschiedlich gewahlt werden wird.
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Nun ist f in x stetig, also existiert > 0, sodaf aus |z —y| < n folgt |f(x) - f(y)| < 5.
Waihle k so grob, dab |z — zp, | <n und |z - yy, | <7, so gilt

@) = F )] €17 n) = F@ 41 @) = flm) < 5+ 5 = e
im Widerspruch zu |f(zn, ) — f(yn, )| > €. O



KAPITEL 4

Differentiation und Integration

Ihren historischen Ursprung hat die Analysis im Differential- und Integralkalkiil von
LeiBNiz und NEwTON!. Wihrend dieser den Kalkiil zur Formulierung seiner Mechanik
entwickelte, war jener durch geometrische Fragestellungen motiviert. Ob letztlich NEWTON
oder LEIBNIZ den Infinitesimalkalkiil? zuerst entwickelte und wer dementsprechend von
wem plagiiert hatte, war lange umstritten und fithrte zu lacherlichen Auseinandersetzungen
zwischen britischen und kontinentalen Wissenschaftlern; heute geht man davon aus, daf
beide unabhéngig voneinander arbeiteten.

Wir stellen hier die grundlegende Theorie der Differential- und Integralrechnung in
einer Dimension vor und exemplifizieren sie an den uns bereits bekannten Typen von
Funktionen (Polynome, rationale Funktionen, Wurzeln). Weiteres Beispielmaterial liefern
uns dann im néichsten Kapitel die Potenzreihen, die besonders angenehm zu differenzie-
ren und integrieren sind, und zu denen die bekannten transzendenten Funktionen wie die
Exponentialfunktion, der Logarithmus, Sinus und Kosinus etc. gehoren.

Ziel dieser Vorlesung ist es allerdings nicht, Ihnen eine mdoglichst virtuose Rechentech-
nik fiir Ableitungen und Integrale explizit gegebener Funktionen anzutrainieren; solche
Fertigkeiten sind im Laufe des vergangenen Jahrhunderts dank numerischer Verfahren und
Computeralgebra immer mehr obsolet geworden.

4.1. Ableitungen

4.1.1. Definition und Beispiele.
4.1.1.1. Definition.

DEFINITION 4.1 (Ableitung). Sei U c R eine Teilmenge und = € U ein Haufungspunkt
von U~ {z}, d.h. es existiert eine Folge (2 )ney € U N {z} mit limy,co zp, = .
Dann heifst eine Funktion f:U — R differenzierbar im Punkt x, falls der Grenzwert

o= i B0 D

existiert, und f’(x) heilt Ableitung von f an der Stelle x.
Falls f in jedem Punkt x € U differenzierbar ist, so heifst f in U differenzierbar, und
die Ableitung =~ f’(z) kann ihrerseits als Funktion U — R betrachtet werden.

Selbstverstandlich kann man auch schreiben

) o i TE D) 1)

h—0 h

mit der Konvention, daf nur Werte A # 0 mit  + h € U in der Limesbildung zuléssig sind.

IDie Exhaustionsmethode des ARCHIMEDES zur Berechnung der Kreisfliche enthilt allerdings bereits
die Grundidee der Integralrechnung.
%In der Mathematik und Logik ist Kalkil maskulin, in der Umgangssprache neutral.
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4.1.1.2. Interpretation. Wir bieten drei Interpretationen der Ableitung an: Eine geo-
metrische, eine physikalische und eine approximationstheoretische. Alle drei zeigen auf,
daf die Ableltung die infinitesimale Anderung des Funktionswerts bei infinitesimalen An-
derungen des Arguments angibt.

Zunéchst die geometrische Interpretation: Gegeben den Graphen einer Funktion, méch-
te man die Tangente an den Graphen im Punkt (x, f(x)) berechnen. Dazu mufs man ihre
Steigung kennen. Die Steigung m einer linearen Funktion der Form g : z — ma + b laft sich
bekanntlich als

_g(x2) —g(a1)

C xo-1
darstellen, was niitzlich ist, wenn zwei Funktionswerte g(z1), g(z2) bekannt sind. Die
Funktion f unseres Interesses ist im Allgemeinen allerdings nicht linear. Man nimmt aber
an (was anschaulich plausibel ist), dafs sich die Tangentensteigung durch die Steigungen der
Sekanten durch (z, f(x)) und einen nahegelegenen Punkt auf dem Graphen (x+h, f(x+h))
anndhern 1afst. Die Sekantensteigung ist also gegeben durch

Af _fa+h)- (@)
Ax h ’
und im Limes h — 0 (falls er existiert) erhilt man dann die Tangentensteigung f'(z).

Aus dieser Anschauung heraus schreibt man hiufig % statt f’ bzw. %‘ statt f'(x). Die
: x

sogenannten ,Differentiale‘ df und dx haben dabei keine eigenstindige Bedeutung, sondern
treten nur als Quotient (Differentialquotient) auf, der wiederum iiber den Grenzwert (4.1)
interpretiert wird.?

Zur physikalischen Interpretation: Es gibt viele physikalische Gesetzmifigkeiten, die
sich (nur) mithilfe von Ableitungen formulieren lassen. Wir diskutieren hier nur die Begriffe
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung. Angenommen, ein Kérper bewegt sich gerad-
linig (z.B. anndhernd ein Zug, oder ein Auto auf einer geraden Autobahn) mit nichtkon-
stanter Geschwindigkeit. Die landldufige Definition besagt ,Geschwindigkeit = Weg durch
Zeit" |, wobei ,Weg'* die zwischen Zeitpunkt ¢; und ¢ zuriickgelegte Strecke As = s(t2)—s(t1)
und ,Zeit* genauer die Zeitdifferenz At = t5 —t; meint. Die so gewonnene Grofie

As
At
gibt dann die Durchschnittsgeschwindigkeit des Korpers im Zeitintervall [¢1,t2] an. Sind
wir jedoch daran interessiert, welche Geschwindigkeit genau zum Zeitpunkt t1 vorlag, mes-
sen wir Weg- und Zeitdifferenzen in immer kleineren Abstéinden von t;, nehmen also den
Grenzwert

Dieser ist dann (definitionsgeméf) gleich der Momentangeschwindigkeit, die (idealerweise)
auf dem Tachometer angezeigt wird. In der Mechanik ist also Geschwindigkeit die Ab-
leitung des Weges nach der Zeit, und nur im Falle der gleichférmigen Bewegung ist die
Geschwindigkeit konstant und ist dann gerade der Quotient aus Weg und Zeit.

Die Beschleunigung ist landliufig bekannt als ,Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit-
einheit” und ist, aufgrund dhnlicher Erwédgungen wie fiir die Geschindigkeit selbst, gegeben

3Bis ins 19. Jahrhundert waren die Differentiale, mit denen Mathematiker und Physiker recht erfolg-
reich jonglierten, Gegenstand erbitterter Diskussionen. Sie wurden bisweilen interpretiert als Grofen, die
grofer null, aber kleiner als jede positive Zahl sein sollen — offenbar ein Widerspruch zur Struktur der
reellen Zahlen (jede reelle Zahl, die kleiner als jede positive Zahl ist, ist null oder negativ). Die ,Entmytho-
logisierung‘ der Differentiale erfolgte erst mit der mathematisch rigorosen Einfiihrung des heute gebriuch-
lichen Limesbegriffs. Eine eigenstindige, mathematisch einwandfreie Bedeutung erhalten Differentiale in
der Theorie der Differentialformen, die Ihnen vielleicht in Analysis III begegnen werden.
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(bzw. definiert) als Ableitung der Geschwindkeit nach der Zeit, mithin als zweite Ableitung
des Weges nach der Zeit.

In der Physik schreibt man Zeitableitungen gerne mit einem Punkt, also z.B. v = §
oder m§ = F' (Zweites Newtonsches Gesetz).

Schliefslich geben wir eine dritte Interpretation der Ableitung an, némlich als lineare
Approzimation:

SATZ 4.2. Sei U c R und x € U ein Haufungspunkt von U~{z}. Eine Funktion f: U - R
ist im Punkte x € U differenzierbar genau dann, wenn ein m € R und eine Funktion
¢ : U — R existieren, sodaf

f(&) = f(@) +m(§ —z) +o(¢) (4.2)
fiir alle £ € U, und

lim (&) =0. (4.3)

E—x E - X

In diesem Falle gilt m = f'(x).

BEWEIS. Sei f in z differenzierbar, und setze ¢(§) := f(&§) - f(x) — f'(x)({ — ). Damit
gilt nattirlich (4.2) mit m = f'(x), und wir miissen noch (4.3) zeigen. Es gilt aber

o 9O L FO S @) - @)= 1e)- 1o

0
£4>$§ xr - 5— x E—x f ( )
nach Definition der Ableitung.
Gelte nun umgekehrt (4.2) und (4.3). Dann gilt
i £ =F@ i 2O
E- E—x oz —x
also ist f in z differenzierbar mit Ableitung m. O

Die Charakterisierung der Differenzierbarkeit in diesem Satz besagt, dak man f durch
die linear-affine Funktion® &€ = f(z) + f/(x)(& - z) annihern kann, sofern f in z differen-
zierbar ist, und dafy der Fehler ¢(&), den man dabei macht, in der Ndhe von x gegeniiber
dem linearen Term & — x vernachlissigbar ist (siehe (4.3)). Man sagt auch, man entwickele
f um den Punkt x bis zu erster Ordnung. Eine naheliegende Verallgemeinerung ist die
Entwicklung einer Funktion bis zu héherer Ordnung. Dies werden wir spiter tun, wenn wir
den Satz von TAYLOR diskutieren.

KoOROLLAR 4.3 (Differenzierbare Funktionen sind stetig). Ist f : U - R in z € R
differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

BEWEIS. Sei (Zn)neny € U eine Folge mit limy, o 2, = . O.B.d.A. ist z,, # x fiir alle
n € N. Dann gilt nach dem vorigen Satz fiir ein ¢ : U — R wie in (4.3):

<Z>( n)

f(an) = f(@)+ (@) (2n-2)+d(2n) = f($)+f(ﬂf)(l‘n—x)+ ~(an—z) > f(2)

fiir n — oo, also ist f in x stetig nach Satz 3.5. U

“Die Terminologie ist uneinheitlich: Manche Autorinnen bezeichnen nur Funktionen der Form = » mx
als linear und solche der Form x — mx + b als affin; andere nennen auch letztere linear. Wir schreiben
linear-affin, um zu verdeutlichen, daft es uns um Funktionen der Form = — max + b geht, also um solche,
deren Graph eine Gerade beschreibt.
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4.1.1.3. Beispiele.

(1) Die konstante Funktion R - R, x = ¢ ist iiberall differenzierbar mit Ableitung
null, denn fiir alle z € R und alle h # 0 ist

flz+h) - fx)
h
(2) Die Identitidt ¢ : R > R, z ~ x ist iiberall differenzierbar mit Ableitung 1, denn
fiir alle z e R und h # 0 ist
v(zx+h)-u(z)
-

(3) Sei k e Nund f : R - R, x ~ zF. Mit dem binomischen Lehrsatz (Ubung)
berechnen wir fiir jedes z € R und h % 0:

k kN, k=517 k
(z+h)F - Lj=o (5)a"H -2 _ zk: ("f)xk—jhj—l L gkl
h h j=1\J

=0.

1.

fiir h — 0, da alle Terme h/~! bis auf j = 1 gegen null konvergieren, und da (’f) =k.
Also erhalten wir die aus der Schule bekannte Ableitungsregel

k
A
dz
(4) Fir f: RN {0} > R, x»%und x,h # 0 ergibt sich
11
m—g_l‘—($+h)__ 1 _)_i

fiir h — 0, also ist %% =—

(5) Sei f: Ry - R, &~ /x (wobei R} die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
bezeichnet). Wir berechnen zunéchst fiir x >0 und h # 0

(Vx+h-x)Vr+h+\/r) 1 L1
h(vVxz +h+\/1) Vrth+yz  2VT

wo wir fiir den Grenziibergang die Stetigkeit von  / benutzt haben (Ubung). Also

h hax(z+h) x(z+h)  a2?
1
p.

LRV =

ist die Quadratwurzelfunktion in jedem x > 0 differenzierbar mit Ableitung ﬁ

In 2 = 0 ist sie allerdings nicht differenzierbar, denn fiir A \ 0 gilt®

Vh-0 1
h=0  Vh
(6) Nach Korollar 4.3 sind differenzierbare Funktionen stetig. Die Umkehrung gilt

nicht, wie das folgende Beispiel zeigt: Die Betragsfunktion = ~ |z| ist zwar auf
ganz R stetig, aber bei x = 0 nicht differenzierbar. Denn betrachte die Folge

(Zn)nen = ((—1)”%)HGN, so gilt

|In| — |0| _ (_1)n’
Ty, —0

- +00.

und diese Folge ist nicht konvergent.

SDer letzte Schritt folgt aus limuo VA = 0, was wie folgt begriindet werden kann: Fiir € > 0 wiihle
h < €, dann folgt durch Wurzelziehen auf beiden Seiten wie gewiinscht v/ < e. Aber warum darf man in
einer Ungleichung auf beiden Seiten die Wurzel ziehen? Seien 0 < a < b und angenommen, \/a > /b, so
wire nach Quadrieren auf beiden Seiten (das ist ja erlaubt!) auch a > b, Widerspruch.
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Definiert man allerdings die rechts- bzw. linksseitige Ableitung einer Funktion
als

f(z+h) - f(x)
h

so haben wir fiir die Betragsfunktion f'(0+) =1 und f/(0-) = -1.

f(z+h) - f(x)
. :

4 = 1' ! ~) .= 1-
F'(+) = lim ~ @) =lim

4.1.2. Ableitungsregeln. Wie wir in den Beispielen gesehen haben, ist es mitun-
ter recht mithsam, die Ableitung einer Funktion direkt aus der Definition zu bestimmen.
Abhilfe schaffen die hier vorgestellten Regeln.

Wir haben bereits gesehen, dals die Ableitung einer auf U c R differenzierbaren Funk-
tion f selbst wieder als Funktion aufgefaft werden kann, und wir nennen diese Funkti-
on f’. Summen, Produkte etc. von Funktionen sind wie iiblich punktweise definiert, d.h.
(f+9)(x):=f(x)+g(x) oder (¢f)(x) :=cf(x) (vgl. Abschnitt 3.1.2).

4.1.2.1. LEIBNIZ- und Kettenregel. Die folgende Beobachtung folgt sofort aus der De-
finition der Ableitung und Satz 2.9:

PROPOSITION 4.4 (Linearitit der Ableitung). Seien f,g : U — R in x € U differen-
zierbar und o, € R. Dann ist auch die Funktion of + Bg in x differenzierbar, und es
gilt

(af +Bg) (x) = af'(z) + By’ (x).

Damit kénnen wir nun mithilfe der besprochenen Beispiele alle Polynomfunktionen
ableiten:

n / n n-1
(Z akxk) = Z kapz® ! = Z (k+ 1)ak+1xk.
k=0 k=1 k=0

Insbesondere ist die Ableitung eines Polynoms® n-ten Grades nur noch ein Polynom (n—1)-
ten Grades.

SATZ 4.5 (LEIBNIZ-Regel?). Seien f,g: U — R differenzierbar in z € U. Dann ist auch
fg differenzierbar in z, und es gilt

(f9)'(z) = f'(x)g(z) + f(2)g' (@)
BEwEIS. Es gilt fiir h# 0
flz+h)g(z+h) - f(z)g(z) _ f(z+Rh)g(z+h) - f(z+h)g(x)  [flz+h)g(z)- flz)g(x)

h h h
_ f(x+h)g(x+h})l_g(x) +g($)f(x+h}z_ f({L’)
= f(@)g'(z) + g(2) f'(x)
fiir A - 0. Beim Grenziibergang fiir den ersten Summanden haben wir die Stetigkeit von
f in z verwendet (Korollar 4.3). O

SAaTZ 4.6 (Kettenregel). Seien U,V c R, f : U - V differenzierbar in = € U und
g:V - R differenzierbar in f(x) € V. Dann ist auch go f : U - R differenzierbar in z, und
es gilt

(g0 )'(x) =g (f(2)f'(z).

6Puristen wiirden hier dezidiert “Ableitung einer Polynomfunktion” schreiben.
Toft auch einfach ,Produktregel‘.
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BEwEIS. Wir setzen fiir y := f(z):

—g(ziiz(y) falls z # v,

97(2) = {g’(y) falls z = y.

Beachte, daf wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in y gilt lim,_, ¢*(2) = " (y).
Nun gilt fiir h # 0:

g(f(z+h))-g(f(z)) _
h

Im Limes h — 0 konvergiert (da f in x differenzierbar, also auch stetig ist) f(xz + h) gegen
f(z) und daher, weil g* in y = f(x) stetig ist, auch ¢g*(f(x+h)) gegen g*(f(z)) = ¢'(f(x)).
Der zweite Faktor konvergiert gegen f’(x) nach Annahme der Differenzierbarkeit von f in
x. Insgesamt konvergiert der Differenzenquotient also wie behauptet gegen ¢'(f(z))f'(z).

[l

g (f(z+h))-

[+ h) = f()
h

Ein sorgloser Umgang mit Differentialen verleitet zu folgendem einfachen ,Beweis‘ der
Kettenregel:

dg _ dg df
de  df dz’

Auch wenn dies natiirlich kein mathematisch korrekter Beweis ist, so enthélt er doch die
Kernidee des richtigen Beweises, ndmlich die Erweiterung des Differenzenquotienten mit

Af:=f(x+h)-f(x).

BEISPIEL 4.7. Betrachte fiir k € N die Funktion R* - R, z ~ z7*. Sie kann aufgefaft
werden als Verkniipfung der Funktionen f:R* - R* x %, und ¢g:RY = R, y — y*. Wir
haben bereits gesehen, dak f'(z) = —%2 und ¢'(y) = ky*~'. Mit der Kettenregel ergibt sich
somit

@)= (g0 1) (@) =g (F@) () = -ka' ¥ = hah

Die Regel %x” = nz" ! gilt also sogar fiir alle n € Z.

SATZ 4.8 (Quotientenregel). Seien f,g:U — R beide in x € U differenzierbar und gelte
g(x) #0. Dann ist auch g in x differenzierbar, und es gilt

IY P - f(@) (@)
() - 9(2)? |

BEWEIS. Eine implizite Voraussetzung fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion in z €
U war die Existenz einer gegen x konvergenten Folge in U \ {z}. Da der Definitionsbereich
von 5 womoglich kleiner ist als U, miissen wir diese Voraussetzung hier iiberpriifen. Nach
Annahme der Differenzierbarkeit von g in z existiert eine Folge (p)ney € U mit z, # x
und limy, e x, = . Da g(x) # 0 und ¢ in z stetig ist, ist g auch in einer Umgebung von z
ungleich null (Ubung!), sodaf fast alle z,, in {x € U : g(z) # 0}, also dem Definitionsbereich
von g, liegen.

Nach diesem Prolegomenon nun zum eigentlichen Beweis: Sei G := é, so gilt wegen

(l)’ = —# und der Kettenregel, daf§

x

iy L
G(I‘)— g(l’)Qg( )7
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und nach LEIBNIZ-Regel
() @ -6y @ - e« 6@
_P@) @ @) F @) - f@) @)

Cglx)  g®)? g(z)?
U
BEISPIEL 4.9.
da®-1 2@ +1)-22(x*-1) 4z
draz?+1 (z2+1)2 S (22+1)2

4.1.2.2. Ableitung der Umkehrfunktion. Sei I c R ein Intervall. Wir erinnern uns an
Satz 1.22: Ist f: 1 — f(I) bijektiv, so besitzt f eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion
f~': f(I) - I. Eine streng monoton wachsende oder fallende Funktion auf einem Intervall
ist insbesondere bijektiv (wenn der Wertebereich als f(I) gewdhlt wird), da aus x # y auch

f(x) # f(y) folgt.

SATZ 4.10 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I c R ein Intervall und f: I - R
streng monoton und stetig. Ist f im Punkt x € I differenzierbar mit f'(z) # 0, so ist die
Umkehrfunktion f~!: f(I) - I im Punkt y:= f(z) differenzierbar, und es gilt

Ly 1

Y0 = 55

BeEwEIs. Fiir die Differenzierbarkeit miissen wir zunichst wieder zeigen, daf iiberhaupt
eine gegen y konvergente Folge (yn)new € f(I) existiert mit y,, # y fiir alle n € N. Sei dazu
(%n)nen € I eine gegen x konvergente Folge mit x,, # . Da f in x differenzierbar und damit
auch stetig ist, folgt y, := f(x,) = f(x) =y fiir n —> oo, offenbar ist y, € f(I) fiir jedes n,
und aufgrund der Bijektivitit folgt aus x, # z auch y, £ y.

Sei nun also (Yn)new € f(I)N{y} eine gegen y konvergente Folge und setze x,, := f~1(y,,).
Dann gilt =, #  und lim,, s 2, = 2, da f! stetig ist (Satz 3.16). Daher gilt

Pl -0 | se-a 1
Yn —Y f(xn)_f(x) f’(SU)
fiir n — oo, da f'(z) # 0. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Eine Eselsbriicke fiir diese Ableitungsregel (und ihren Beweis) ist die ,Gleichheit

dy 1
==
dx d—z

BEISPIEL 4.11 (Ableitung von Wurzeln). Betrachte fiir k € N die Abbildung R{ - R,

x + 2%, Nach Abschnitt 3.2.1.2 ist diese Abbildung invertierbar mit Umkehrfunktion Ry —
Ry, y = &/y. Fiir alle 2 > 0 gilt

i(azk) = kzF 1 20,

dz
also ist die k-te Wurzelfunktion in jedem y > 0 differenzierbar, und es gilt nach der Regel
fiir die Ableitung der Umkehrfunktion (wir schreiben y = z*):

d 1 1

k —

dy VYT fh 1 T Y

Im n#chsten Beispiel werden wir sehen, daf diese Regel als Spezialfall der Potenzregel
aufgefaft werden kann:
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BEISPIEL 4.12 (Rationale Potenzen). Betrachte fiir p € Z, ¢ € N die Funktion R* - R,
x> 2P/ = /2P Man priift leicht nach, daft auch fiir so definierte rationale Exponenten die
Potenzgesetze aus Abschnitt 1.3.2.3 weiterhin gelten. Wir konnen diese Funktion auffassen
als Verkniipfung von f:R™ - R", f(z) = 2P, und g: R* - R, g(y) = ¢/y. Nach Kettenregel
und dem vorigen Beispiel haben wir

-1
L arlt= (go £Y(2) = g (F@)) /() = L2y < Pyrtorh Pyt

Damit ist gezeigt, dak die Ableitungsregel (z%)’ = ax®"! sogar fiir alle a € Q gilt.

4.1.3. Ho6here Ableitungen. Ist I c R ein Intervall und f: I — R tiberall differen-
zierbar, so ist die Ableitung f': I — R ebenfalls eine Funktion. Ist diese stetig in I, so heifst
f dort stetig differenzierbar. Nicht jede differenzierbare Funktion ist stetig differenzierbar:

BEeispiEL 4.13. Wir verwenden in diesemn Beispiel die Ihnen aus der Schule bekannte
Sinusfunktion, deren Ableitung der Kosinus ist. Spéater werden wir noch systematisch iiber
diese speziellen Funktionen sprechen.

Betrachte also die Funktion f:R — R, definiert durch

2?sin(Y) falls 2 %0,
flay= {40
0 falls x=0.

In z # 0 ist f als Produkt bzw. Komposition differenzierbarer Funktionen selbst differen-
zierbar mit

1 1 1 1 1
f(x) =2z sin(—) + 2% cos (—) . (——2) = 2xsin(—) - cos (—) .
x x x x x
In z =0 ist f aber ebenfalls differenzierbar mit

2.1
x°sin(=
F(0) =tim ")
z—0
da sin beschriankt ist.
Allerdings ist f in 0 nicht stetig: Betrachte etwa die durch z,, = # gegebene Nullfolge,

fiir die gilt
' (1 1 ,
f(xn) = 2z, sm(—) - CoSs (—) - -1+0=f'(0).
T

n Tn
fiir n — oo, da cos(27n) = 1.
Also ist f auf ganz R differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

Ist fiir eine differenzierbare Funktion f: I — R auch die Ableitungsfunktion f’ wieder-
um auf [ differenzierbar, so kann man die Ableitung von f’ bilden. Diese bezeichnet man
als zweite Ableitung von f und bezeichnet sie mit f” oder %.

Durch k-malige Ableitung erhilt man, sofern existent, die k-fe Ablestung, die man

mit f* oder Zlk?{ bezeichnet. Eine Funktion, die k-mal differenzierbar ist und deren k-te
Ableitung auf ganz [ stetig ist, heillt k-mal stetig differenzierbar. Nach Konvention ist die
nullte Ableitung einer Funktion die Funktion selbst.

Wir verwenden folgende Notation: Fiir ein Intervall T bezeichne C*(I) die Menge der
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen I — R. Insbesondere ist C°(I) die Menge der
stetigen Funktionen auf I (statt C°(I) schreibt man manchmal auch einfach C(I)). Die
Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen heift schlieflich C*°(I).

SATZ 4.14. Seien I c R ein Intervall und k& € N. Mit der punktweisen Addition (f +
g)(x) := f(x) + g(x) und der skalaren Multiplikation (cf)(z) := cf(z) ist C*(I) ein R-
Vektorraum.
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Fiir f,g € C*(I) ist auch das (punktweise definierte) Produkt fg in C*(I)® und es gilt

die allgemeine LEIBNIZ-Regel
(F)® =3 ( .)f(ﬂ)g(k—J)_
7=0 \J

Beweis. Fiir die Vektorraumstruktur ist nur zu zeigen, daf Summen und skalare Viel-
fache k-mal stetig differenzierbarer Funktionen wieder k-mal stetig differenzierbar sind; dies
folgt aber durch k-malige Anwendung der Linearitit der Ableitung (Proposition 4.4), und
aus der Stetigkeit der Summe und des Produkts stetiger Funktionen (Korollar 3.6).

Der zweite Teil wird den Studierenden zur Ubung iiberlassen. (|

Die Riaume C*(I) sind abstrakte Vektorriume (d.h. sie erfiillen die Vektorraumaxio-
me, lassen sich aber nicht so einfach veranschaulichen wie etwa R3). Vektorriume, deren
Elemente Funktionen sind, heiffen Funktionenrdume; die Auffassung von Mengen von Funk-
tionen als Vektorrdume ist in der htheren Analysis sehr fruchtbar, z.B. in der Theorie der
Fourierreihen und -transformationen (Analysis IIT oder Funktionalanalysis).

Funktionenrdume sind typischerweise unendlichdimensional: Betrachte etwa ein (aus
mehr als einem Punkt bestehendes) I und den Raum C'(I) der stetigen Funktionen. Wir
geben eine unendliche Menge von linear unabhéngigen Elementen von C(I) an, etwa die
Funktionen f; : x + ¥ fiir k¥ ¢ Nu {0}. Linearkombinationen dieser Funktionen sind
Polynomfunktionen, und eine Polynomfunktion ist genau dann identisch null, wenn alle
Koeffizienten null sind: Betrachte namlich das Polynom

o k
p(z) = apz”,
k=0

und sei p(x) = 0 fiir alle x € I. Wir nehmen an 0 € I (es ist nicht schwer zu zeigen, daf diese
Annahme keine Einschrinkung darstellt). Fiir die k-te Ableitung von p gilt p*)(0) = klay,
fiir k= 0,... N (Ubung). Da aber alle Ableitungen der Nullfunktion selbst wieder null sind,
gilt wie behauptet ay, = 0 fiir alle k=0,...,N.°

4.2. Monotonie und Konvexitét

Mithilfe des Ableitungsbegriffes lassen sich die wichtigsten Eigenschaften einer gegebe-
nen Funktion ermitteln: Monotonie, lokale Extrema, Kriimmung, Wendepunkte usw. Dies
haben Sie in der gymnasialen Oberstufe extensiv eingeiibt. Der Zusammenhang zwischen
Ableitung und Monotonie wird mit dem wichtigen Mittelwertsatz der Differentialrechnung
hergestellt, den wir nun vorstellen.

4.2.1. Mittelwertsatz und Monotonie.
4.2.1.1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Sei I ein offenes Intervall und f: 1 —

R. Man sagt, f habe im Punkt x € I ein lokales Maximum (Minimum), wenn es eine
Umgebung Be(x) c I (siehe Abschnitt 3.1.3) gibt, sodaf fiir alle y € B.(z) gilt

fy) < f(x) (bzw. f(y) 2 f(2)).

Lokale Maxima und Minima bezeichnet man zusammenfassend als lokale Eztrema. Hat die
Funktion im offenen Intervall I ein globales Maximum (Minimum)*°, so ist dieses insbeson-
dere ein lokales Maximum bzw. Minimum. Der Punkt, an dem eine Funktion ein Extremum
hat, heifst (lokale/globale) Extremalstelle, und der Funktionswert an dieser Stelle heifit (lo-
kaler/globaler) Eztremalwert.

8Man sagt auch, C*(I) bilde eine Algebra.

9Ein anderer Beweis der linearen Unabhingigkeit der Potenzfunktionen verwendet die Regularitéit der
VANDERMONDE-Matrix, die Thnen vielleicht in der Linearen Algebra oder der Numerik begegnen wird.

Wdas bedeutet: f(x) > f(y) bzw. f(x) < f(y) fiir alle y € I, nicht nur solche in einer Umgebung von
x.
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SaTz 4.15 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Sei I ein offenes Intervall und
f:I >R Hat f in = € I ein lokales Extremum und ist f in x differenzierbar, so gilt
f'(z)=0.

BeEweEIs. Wir behandeln nur den Fall eines lokalen Maximums, der andere Fall folgt
analog oder durch Ubergang zu —f.

Sei € > 0 so klein, daf f(z) > f(y) fiir alle y € Be(x). Sei (2 )nen € (2,2 + €) eine (von
rechts) gegen x konvergente Folge, dann gilt nach Annahme der Differenzierbarkeit

f’(l‘) - lim f(x) — f(mn) <
n—co X —Iy,
da f(z) - f(xzp) 20, aber x — x,, <0.
Ist andererseits (2], )nen C© (2 — €,2) eine weitere, nun von links gegen x konvergente
Folge, so gilt in dhnlicher Weise

o) -t FE TG |

n—co  x-—xl
da wieder f(x)-f(x]) > 0, aber nun x-x, > 0. Insgesamt folgt wie behauptet f'(z) =0. O

BEMERKUNG 4.16. Die Bedingung f’(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir
das Vorliegen eines lokalen Extremums: Die Funktion f : z + 2 etwa hat f/(0) = 0, obwohl
bei 0 kein Maximum oder Minimum vorliegt (man bezeichnet in diesem Beispiel 0 als einen
Sattelpunkt der Funktion).

Man kann diese Bedingung aber verwenden, um alle ,Kandidaten® fiir eine globale
Extremalstelle zu finden: Ist die Funktion, deren Extremum gesucht wird, in einem offenen
Intervall differenzierbar, so findet man mit der Gleichung f’(x) = 0 alle moglichen lokalen
Extremalstellen, und kann dann unter allen diesen Méglichkeiten die globale Minimal- bzw.
Maximalstelle durch Vergleich der zugehorigen Funktionswerte ermitteln.

Auferste Vorsicht ist allerdings auf nicht-offenen Intervallen geboten: Auf [0,1] hat
etwa die Identitat x — x die (globale) Maximalstelle z = 1 und die Minimalstelle = = 0,
aber die Ableitung ist niemals null (sondern stets 1). Bei der Suche nach globalen Extrema
muf man also ggf. auch die Randpunkte des Definitionsbereichs miteinbeziehen.

Auch die Annahme der Differenzierbarkeit ist entscheidend: Die Funktion x ~ |z| hat
in R ein (globales, also auch lokales) Minimum in x = 0, aber dort ist sie nicht differenzier-
bar. Auch hier wiirde also die Suche nach Nullstellen der Ableitung nicht das gewlinschte
Ergebnis liefern.

SAaTZ 4.17 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei I = [a,b] c R ein kompaktes
Intervall mit a < b. Sei f : I - R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann existiert £ € (a,b),

sodaf
GRS IO

BEWEIS. Wir nehmen zunédchst an f(a) = f(b) = 0, d.h. wir missen zeigen, daf ein
¢ € (a,b) existiert mit f/(£) = 0. Da f stetig auf dem kompakten Intervall I ist, nimmt es
nach Korollar 3.18 sein Maximum und sein Minimum an. Werden Maximum und Minimum
beide am Intervallrand angenommen, so ist f identisch null, und f'(§) = 0 fiir beliebiges
¢ € (a,b). Wird dagegen das Maximum oder das Minimum in einem Punkt & € (a,b)
angenommen, so liegt dort insbesondere ein lokales Extremum vor, und nach Satz 4.15 gilt
dort f'(€) = 0. Damit ist der Spezialfall f(a) = f(b) = 0 erledigt'!.

Fiir den allgemeinen Fall betrachte die Funktion g: I — R gegeben durch

o) = 1)~ () - TOTD g

1 Aus historischen Griinden hat dieser Spezialfall des Mittelwertsatzes einen eigenen Namen: Er heiftt
Satz von ROLLE.
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Offenbar erfiillt auch g alle Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes, und zusitzlich
g(a) = g(b) = 0. Nach dem ersten Beweisteil existiert daher ein £ € (a,b), fiir das ¢’(¢) = 0.
Nach Definition von g ist dies aber dquivalent zu

f(b) - f(a
0= /() - =D,
-a
und dies ist genau die Behauptung. ([l

Wenn wir uns an die mechanische Interpretation der Ableitung erinnern, erschliefst sich
die Bezeichnung ,Mittelwertsatz*: Ist ndmlich s = s(t) der zurilickgelegte Weg und v = §, so
ist v(t) die Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢ und

s(t2) - s(t1)
lo =11
die Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeitintervall [¢1,t2]; der Mittelwertsatz besagt dann,
dann die mittlere Geschwindigkeit zu irgendeinem Zeitpunkt gleich der Momentange-
schwindigkeit ist.
In geometrischer Interpretation besagt der Satz, daf es eine Tangente an den Graphen
von f gibt, die parallel zur Sekante durch die Randpunkte verlduft.

KOROLLAR 4.18. Sei I = [a,b] c R ein kompaktes Intervall mit a < b. Sei f: I - R
stetig und in (a,b) differenzierbar mit f’(z) = 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

BEWEIS. Seien x1,x2 € [a,b] mit 1 < z beliebig. Dann erfiillt f auch auf dem Intervall
[x1,22] die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes, und gemék diesem gibt es & € (z1,x2)
mit

_ f(z2) - flz1)

f(©)
T9 — T
Da aber nach Voraussetzung f'(§) =0, folgt f(x1) = f(x2), und da z1,x2 beliebig waren,
ist f konstant. O

4.2.1.2. Monotonie.

SATZ 4.19. Sei I c R ein Intervall und f auf I differenzierbar. Dann ist f auf I monoton
wachsend genau dann, wenn f'(x) >0 fiir alle z € I.

Ebenso ist f monoton fallend genau dann, wenn f’(x) <0 fiir alle z € I.

Ist schlieflich f’(x) > 0 fiir alle z € I, so ist f sogar streng monoton wachsend in I.
Analog ist f auf I streng monoton fallend, falls f'(x) <0 fiir alle x € I.

BEMERKUNG 4.20. Beachte, dalt die Umkehrung der letzten Aussage nicht gilt: Die
Funktion 2 ~ 22 ist in ganz R differenzierbar und streng monoton steigend, aber f/(0) = 0.

BEWEIS. Sei zunéchst f in I monoton wachsend und x € I, dann ist f(x +h) > f(z)
fiir jedes h > 0, und daher

fx+h)-f(z)
h

"(z) =i > 0.
f(z) = lim
(Falls = der rechte Intervallrand ist, argumentiere analog mit h <0.)
Sei umgekehrt f'(z) >0 fiir alle z € I. Angenommen, f wére nicht monoton wachsend,
dann gibe es x, 2’ € I mit z < z’, aber f(x) > f(2"). Nach Mittelwertsatz gibe es dann ein
£ e (x,2"), sodab

(&) =

im Widerspruch zur Voraussetzung. Ist sogar f'(x) > 0 fiir alle x € I, so erhielte man aus
der Annahme, f sei nicht streng monoton wachsend, z,z’ € I mit z < 2/, aber f(z) > f(z2"),
und der Mittelwertsatz lieferte ein € € (z,z") mit f/(£) <0, Widerspruch.

Die iibrigen Aussagen folgen durch Ubergang zu —f. O

- 1@) _,

- x
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4.2.2. Die zweite Ableitung.

4.2.2.1. Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema. In Satz 4.15 haben wir eine not-
wendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums einer differenzierbaren Funk-
tion etabliert: Wenn f in x ein lokales Extremum besitzt, so ist dort f/(x) = 0. Die Frage
nach der Umkehrung haben wir aber offengelassen: Angenommen, wir haben einen Null-
stelle der Ableitung gefunden, wie kénnen wir wissen, ob dort auch tatséchlich ein lokales
Extremum vorliegt? Und handelt es sich ggf. um ein lokales Maximum oder Minimum?
Die Untersuchung der zweiten Ableitung kann hier Abhilfe schaffen.

SATZ 4.21 (hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema). Sei I c R ein offenes Intervall
und f e C?(I)'2 Ist f'(x) = 0 und f”(x) > 0, so hat f in x ein lokales Minimum. Ist
f'(x)=0und f"(x) <0, so hat f in x ein lokales Maximum.

BEMERKUNG 4.22. Im Falle f'(x) = f”(z) = 0 ist keine allgemeine Aussage moglich:
Die Funktionen x + 3, z v |z|®, x = —|z|> haben jeweils verschwindende erste und zweite
Ableitungen in x = 0, haben dort aber kein lokales Extremum bzw. ein lokales Minimum
bzw. ein lokales Maximum.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage, da die zweite durch Ubergang zu —f folgt.
Da f” nach Voraussetzung in z stetig ist und f”(x) > 0, so ist sogar f” > 0 in einer
Umgebung von x. Sei h 0 so gewihlt, dafs x + h Element dieser Umgebung ist.
Anwendung des Mittelwertsatzes auf f im Intervall [z, 2 +h]'3 ergibt ein & € (z,2+h)
mit
f(z+h)=f(z)+hf' (&) (4.4)
Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf f' im Intervall [z,&] ergibt nun ein
&2 € (z,&1) mit
fi(&) = (@) + (& -2)f"(&) = (& -2)f" (&) (4.5)
da ja f'(z) = 0. Wir bemerken h(& —z) > 0, da h und (& - =) das gleiche Vorzeichen
haben, und nach Wahl von h ist auferdem f”(&3) > 0. Daher erhalten wir durch Einsetzen
von (4.5) in (4.4):
flz+h)=f(@)+hf' (&) = f(2) + h(& - 2) [ (&) > f(2),

und somit ist = eine lokale Minimalstelle von f. g
Eine Art Umkehrung dieses Satzes lautet:

KOROLLAR 4.23. Sei I c R ein offenes Intervall und f e C?(I). Hat f in z ein lokales
Minimum, so gilt dort f'(z) =0 und f”(z) > 0. Hat f dagegen in z ein lokales Maximum,
soist f'(z) =0 und f"(z) <0.

BeEwEls. Wir zeigen wieder nur den ersten Teil. Die Aussage iiber die erste Ableitung
ist genau Satz 4.15. Wire nun f"(x) < 0, so hiitte f nach Satz 4.21 ein lokales Maxi-
mum. Da bei z also sowohl eine lokale Maximal- wie auch Minimalstelle vorliegt, ist f in
einer Umgebung von x konstant; dann aber sind alle Ableitungen von f in x gleich null,
insbesondere f”(x) =0, im Widerspruch zur Annahme f”(x) <0. O

4.2.2.2. Konvezitdt.

DEFINITION 4.24 (Konvexitét). Sei I c R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifst
konvez, falls fur alle z,y € I und A € [0,1] gilt:

fQz+ (1=Ny) <Af(x) + (1=X2)f(y).

Eine Funktion f heiltt konkav, wenn —f konvex ist.

12\ir erinnern uns: C?(I) ist der Raum der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen in I.
I3Fiir den Fall h < 0 beachte unsere Konvention aus Abschnitt 3.2.2.1.
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In geometrischer Interpretation durchlduft der Graph einer konvexen Funktion eine
,Linkskurve‘, der Graph einer konkaven Funktion dagegen eine ,Rechtskurve’. Ist eine Funk-
tion auf einem Intervall gleichzeitig konvex und konkav, so ist sie dort affin (d.h. ihr Graph
ist eine gerade Strecke).

Konvexitdt laft sich mit der zweiten Ableitung charakterisieren. Wir bendtigen ein
vorbereitendes Resultat:

LEMMA 4.25. Seien a,b,c,d € R mit a <b<d und a < c<d, und sei f :[a,d] - R
konvex. Dann gilt
f(0) = fa) _ f(d) - f(a) _ f(d) - [(c)
b-a B d-a - d-c
BewEIs. Wihle zuerst A = % € (0,1) und wende die Definition der Konvexitit mit
diesem A und mit z = a, y = d an. Unter Beachtung von Aa + (1 — \)d = b ergibt sich

f(b) < Af(a)+(1-X)f(d),
und Einsetzen des Werts fiir A liefert nach kurzer Umformung

fb) - fla) _ f(d) - fla)

< 4.6
b-a d—a (4.6)
In dhnlicher Weise erhalt man mit A = % aus der Konvexitat

f(e) <Af(a) +(1-A)f(d),
und nach Umformung

f() - 1) | f(d) - f(a) 0

d-c d-a

Aus (4.6) und (4.7) folgt die Behauptung. O

SATZ 4.26. Sei I c R ein Intervall und f € C?(I). Dann ist f auf I konvex genau dann,
wenn f"(x) >0 fiir alle z € I.

BewEIs. Sei f konvex und seien x,y Punkte im Inneren von I mit z < y. Sei h >0 so

gewdhlt, dafs « + h,y + h e I. Nach Lemma 4.25 mit a=z, b=z +h, c=y, d=y + h gilt
flz+h)-f(@) fly+h)-f(y)
h N h

und daher, nach Ubergang zum Limes h — 0, auch f'(z) < f'(y). Im Inneren von I ist also
f" monoton wachsend, und nach Satz 4.19 gilt daher f”(x) > 0 fiir alle z im Inneren von
I. Da aber nach Voraussetzung f” ggf. an den Intervallrindern stetig ist, gilt auch dort
f">0.

Sei nun umgekehrt f”(z) > 0 fiir alle x € I. Dann ist wiederum nach Satz 4.19 f’
monoton wachsend. Seien z,y € I und X € [0,1], und schreibe Z := Ax + (1 = \)y. Nach
Mittelwertsatz existieren & € (x1,%) und & € (Z,y) sodal

T ey < iy - FO=LE),

z z
wobei wir die Monotonie von f’ verwendet haben. Daraus folgt aber nach elementaren
Umformungen (unter Beachtung der Wahl von ), daf

f@) < Af (@) + (-2 f(y),

also die gewiinschte Konvexitét. O

4.3. Das Integral stetiger Funktionen
4.3.1. Definition und Eigenschaften.
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4.3.1.1. Definition. Sei bis auf Widerruf I = [a,b] c R ein kompaktes Intervall mit
a < b. Eine Zerlegung

a=To<T1<...<TN-1<TN=0b
von I in N Teilintervalle hat die Feinheit max,-1,_ n(zp — Tn-1).

Sarz 4.27 (Konvergenz der RIEMANN-Summen). Sei f € C(I). Dann existiert eine
reelle Zahl Z(f), sodak fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert mit der folgenden Eigenschaft:
Ist a =29 <z <...<xN_1 <xpN =b eine Zerlegung mit Feinheit kleiner ¢, so gilt

N
(f)- ;f(mn)(l‘n ~n1)| <

Man nennt Ausdriicke der Gestalt Y2 | f(z,)(2n-2n_1) RIEMANN-Summen zur Funk-
tion f.

BEWEIS. Seien e >0 und a =xg <21 <...<zy-1<Tny=bsowiea=yg<y; <...<
Ynm-1 < yum = b zwei unterschiedliche Zerlegungen von I. Wir zeigen zunéchst: Es existiert
ein 0 > 0, sodals

M N €
Z_:lf(ym)(ym ~Ym-1) = Zl Flan)(@n —@n1)| < 3, (4.8)

sofern die Feinheiten beider Zerlegungen kleiner ¢ sind.

Nach Satz 3.21 ist f als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall sogar gleich-
mékig stetig, d.h. zu unserem gegebenen e > 0 gibt es ein § > 0, soda® fiir alle z,y € [a,b]
mit |z —y| <0 gilt |f(z) - f(y)| < m. Wir zeigen, dafs mit diesem § Eigenschaft (4.8)
erfiillt ist.

Sei dazu a = z9 < 21 < ... < Zr-1 < zr = b die gemeinsame Verfeinerung der beiden
Zerlegungen (2,)N und ()M, das heifit,

m=0’

U{Zr} = U{wn} U U {Ym}s
r=0 n=0 m=0

und die z, sind aufsteigend angeordnet.

Bezeichne fiir n=1,..., N mit J, c {1,..., R} die Menge derjenigen Indizes r, fiir die
[2r-1,2r] € [Zn-1,75]. Dann ist UY_, J, = {1,..., R}, Yret, (Zr = Zp-1) = Tp — Tp-1 und,
wegen der gleichméfigen Stetigkeit,

|f(zr) = fzn)| < 4(b ) fir alle n=1,..., N und alle r € .J,,

sofern die Feinheit der z-Zerlegung kleiner § ist. Es folgt

N
Zr = Zr—l) - z_:l f(-rn)(xn - $n—1)

R N
= Z:lf(zr)(zr - erl) - Z Z f(xn)(zr - ZTfl)

n=1reJy,
N
= Zl ZJ (f(zr) - f(wn)(zr - Zr—l)
N
Z ZJ: |f(ZT’) - f(xn)|(2r - erl)

b G)Z(T Z’r‘l)
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Analog haben wir

R M €
Z_:lf(zv")(zr_zr—l) - Zlf(ym)(ym_ymfl) < Z?

und zusammen folgt (4.8).

Der Abschluf des Beweises ist nun nicht mehr schwer: Geméf (4.8) bildet jede Folge
von RIEMANN-Summen zu f, deren Feinheiten gegen null konvergieren, eine Cauchyfolge
und konvergiert somit. Wir wahlen eine solche Folge aus, bezeichnen ihren Grenzwert mit
Z(f), und betrachten eine RIEMANN-Summe YY1 f(ym) (ym — ym-1) aus dieser Folge mit
Feinheit kleiner 6 und so, daf

M
2)= 32 ) = )

€
< -
2

Ist dann YN f(2,)(2n — 2n_1) eine beliebige RIEMANN-Summe der Feinheit kleiner 8, so
folgt aus (4.8)

N
‘I(f) - Z f(l'n)(xn - xn—l)

n=1

< +

M M N
I(f) - Zlf(ym)(ym - ym—l) Zlf(ym)(ym - ym—l) - Z_:lf(mn)($n - xn—l)

€ €
<—+—-=¢€
2 2

Dieser Grenzwert ist dann das Integral von f:

DEFINITION 4.28 (Integral einer stetigen Funktion). Die Zahl

b
/ f(2)dw = Z(f)

aus Satz 4.27 heifst (bestimmtes) Integral von f im Intervall [a,b], und f heiflt Integrand
in diesem Integral.

Geometrisch interpretiert man f: f(z)dx als Fliche unter dem Graphen von f, also die
Fléche, die der Graph von f mit den Vertikalen x = @ und x = b und der x-Achse einschlieft,
wobei Flachenstiicke, die unterhalb der xz-Achse verlaufen, negativ gewichtet werden. Die
Idee bei der Berechnung bzw. Definition dieser Fliche ist die Approximation durch N sehr
diinne Rechtecke mit Grundlinie z,, — x,-1 und Héhe f(z,) (also dem Funktionswert am
rechten Randpunkt der Grundlinie des Rechtecks).

BEMERKUNG 4.29. Satz 4.27 bleibt auch fiir eine viel grokere Klasse von Funktionen
giiltig, die Stetigkeit des Integranden ist also keinesfalls notwendig fiir die Konvergenz der
RIEMANN-Summen. Funktionen, deren RIEMANN-Summen konvergieren, heifsen RIEMANN-
integrierbar. Wir verzichten hier auf die volle Allgemeinheit der RIEMANN-Integration, weil
wir zunfchst ohnehin nur an stetigen Integranden interessiert sind und sich herausstellen
wird, daf das RIEMANN-Integral fiir weiterfithrende Zwecke in der Funktionalanalysis, der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen und der stochastischen Analysis und Finanz-
mathematik ungeeignet ist. Wir fithren deshalb im dritten Semester in der Mafstheorie das
leistungsfahigere LEBESGUE-Integral ein, das gliicklicherweise fiir stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen mit der hier gegebenen Definition des (RIEMANN)-Integrals iiber-
einstimmt.
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4.3.1.2. Einfache Beispiele.

(1) Die konstante Funktion z + ¢ fiir ein ¢ € R hat Integral

b
/ cdx =c(b-a),

da jede RIEMANN-Summe die Form YN, c(zp-2n-1) = ¢ X2 (2n—2pn1) = c¢(b—a)
hat.

(2) Fiir die Identitit « — x erhalten wir als RIEMANN-Summe mit der speziellen (sog.
dquidistanten) Intervallzerlegung z, = a + (b-a):

N n\b-a b-a)) N(N +1 b2 a?
Z(a+(b—a)ﬁ) ~ =a(b—a)+( N2) (2+ )_)E_E

n=1

fiir N — oo, wobei wir die GAUSSsche Summenformel (Beispiel 1.27) verwendet
haben.

(3) Fiir 2 = 22 setzen wir der Einfachheit halber I = [0,1] (allgemeine Interval-
le kénnen ebenso behandelt werden, nur mit etwas mehr Schreibaufwand). Die
RIEMANN-Summe zu einer dquidistanten Zerlegung lautet dann

N (n)2 1 1 X 2 N(N+1)(2N+1) 1

N N3 & R 73

N

>

n=1

fiir N — oo, wobei wir die Summenformel aus Ubungsblatt 3, Aufgabe 1 benutzt
haben.

4.3.1.3. Elementare Figenschaften.

PROPOSITION 4.30 (Linearitdt und Monotonie). Seien f,g € C(I) und X € R. Dann
gilt
(V) [, (f + ) (@)dw = [} @)+ [ g()dz;

(2) [\ (@)dz = A [ f(z)da.
Ist auflerdem f < g (das bedeutet f(x) < g(zx) fir alle x € I), so ist

(3) f;f(a:)dx < f;g(:p)dl‘

BEwEIS. Dies folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Summen und
Grenzwerte. Zum Beispiel gilt fiir (3) nach Voraussetzung fiir die RIEMANN-Summen

N N
Z:lf(xn)(xn - xn—l) < Zlg(xn)(xn _«Tn—l);

und im Limes kleiner Feinheiten folgt die Behauptung iiber die Integrale. O

SATZ 4.31 (Dreiecksungleichung). Sei f € C(R) so gilt

/ ’ f(x)da] < / @)l

BEwEIS. Auch dies folgt sofort aus der entsprechenden Dreiecksungleichung fiir die
RIEMANN-Summen:

N
2—:1 f(@n)(@n —2p-1)

N
< Zl |f(zn)|(@n = 2n-1)

0

Aufgrund der Interpretation des Integrals als Flache ist auch die folgende Aussage nicht
iiberraschend:
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PROPOSITION 4.32. Seien a < ¢ <b reelle Zahlen. Dann gilt fir jedes f € C([a,b]):

/abf(a:)dm . /:f(x)dx+/cbf(x)dx.

BEWEIS. Betrachte dazu RIEMANN-Summen beziiglich Zerlegungen a = zg <1 <... <
zy = b, fiir die z,, = ¢ fiir irgendein n € {0,..., N}. Die entprechende RIEMANN-Summe
lautet dann

N n N
;f(xk)(xk_$k—l)=;f(xk)(xk_$k—1)+ > floe)(xr - zp-1),
=1 =1

k=n+1

und auf der rechten Seite stehen RIEMANN-Summen fiir die Intervalle [a,¢] und [¢,b]. Die
Behauptung ergibt sich wieder im Limes kleiner Feinheiten. g

Wir etablieren noch folgende Konvention: Ist a = b, so setzen wir fabf(x)dzv := 0, und
fiir a > b setzen wir

/abf(:n)dx - —/baf(:p)dx.

Mit dieser Konvention gilt Proposition 4.32 fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢, ungeachtet
ihrer Anordnung.

Damit l&ft sich das Integral auf stiickweise stetige Funktionen erweitern: Sind a = &g <
&1 < ... <& = b endlich viele Punkte in [a,b], und ist f : [a,b] - R stetig in jedem Teilin-
tervall (§;,&;-1) (aber womdglich unstetig in den Punkten &), und existieren schlieflich in
jedem §; die links- und rechtsseitigen Grenzwerte lim,\¢; f(x) und lim, -¢; f(z) als reelle
Zahlen, so definiert man

/ f(x)dx = Z f(ac)dx

-1
Man sieht leicht, dafs alle blsher gezeigten Eigenschaften des Integrals auch fiir stiickweise
stetige Integranden weiterhin gelten.

PROPOSITION 4.33. Sei f >0 stetig auf [a,b]. Dann ist

/ bf (z)dz >0 (4.9)

mit Gleichheit genau dann, wenn f identisch null ist.

BeweEls. Die Eigenschaft (4.9) folgt sofort aus f >0 und der Monotonie des Integrals.
Ist f identisch null, so ist sein Integral ebenfalls null. Sei schlieklich f nicht identisch null,
dann gibt es zg € [a,b] mit M := f(z) > 0 und wegen der Stetigkeit von f ein ¢ > 0, sodaf
f(x) > % fiir alle x € (zg — 0,x¢ +d) N [a,b]. Mit anderen Worten: f ist grofer oder gleich
der stiickweise stetigen Funktion, die in z € (20 — 6,20 + 6) N [a,b] den Wert &f und sonst
den Wert null annimmt. Es folgt, wieder mithilfe der Montonie,

b
/ f(z)dz > % min{d,b—-a} > 0.

4.3.2. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

SATZ 4.34 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g € C([a,b]) und g > 0 in
[a,b] (oder g <0 in [a,b]). Dann existiert ein £ € [a, b], sodaf

/ ' fe)ala)dz = £(©) / o)
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BEwEIS. Wir behandeln nur den Fall g > 0, da ¢ < 0 nach Ubergang zu —g folgt. Seien
M bzw. m das Maximum bzw. Minimum der stetigen Funktion f auf dem kompakten
Intervall [a,b]. Da g > 0, gilt mit Proposition 4.30 die Ungleichungskette

m/abg(:v)dx < /abf(x)g(:r)d:r < M/abg(w)d:c.

Daher existiert u € [m, M], sodak ff f(x)g(x)dr = ,uf;g(x)dac: In der Tat, ist g identisch
null, so sind alle Integrale null und die Wahl von p € [m, M] ist beliebig; ist dagegen g
nicht identisch null, so ist nach Proposition 4.33 ff g(x)dx >0, und wir kénnen somit

b
S, f(@)g(x)da
=sa el
[, 9(x)dx
wahlen.
Nach dem Zwischenwertsatz (hier geht die Stetigkeit von f ein) existiert nun ein & €
[a,b] mit f(€) = . 0

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich fiir g = 1: Fiir eine stetige Funktion f :[a,b] > R
existiert € € [a, b], sodaf

b
/ f(@)dz = F(€)(b-a).

Dies erklirt auch den Namen des Satzes: Der Mittelwert der Funktion f auf dem Intervall
[a,b] ist ndmlich gegeben durch

1 b
el RO

und der Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass dieser Mittelwert mindestens
einmal angenommen wird (sofern f stetig ist).

Die Beziehung zwischen dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und dem der Diffe-
renzialrechnung wird durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, den wir
im néchsten Abschnitt besprechen, eluzidiert.

4.4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

4.4.1. Stammfunktionen. Sei I c R ein Intervall. Eine differenzierbare Funktion
F : I - R heikt Stammfunktion von f: I - R, wenn F' = f in I. Fiir gegebenes f ist
die Stammfunktion bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt: In der Tat, ist
F'=G"=fin I, so0ist (F-@G)" =0, und mit Korollar 4.18 erhalten wir F' = G + C fiir eine
Konstante C.

Auf der Menge der Abbildungen I - R definieren wir deshalb die Aquivalenzrelation

F ~G genau dann, wenn F' — G konstant. (4.10)

DEFINITION 4.35 (Unbestimmtes Integral). Sei F' eine Stammfunktion einer Funktion
f 1 —R. Das unbestimmte Integral

/f(x)da:

ist definiert als die Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation (4.10), die F' enthilt.
Man schreibt hdufig [ f(z)dz = F + C, um zu verdeutlichen, daf die Stammfunktion

nur modulo einer Konstanten bestimmt ist. Das zuvor eingefiihrte Integral fab f(z)dx wird
zur Unterscheidung manchmal als bestimmtes Integral bezeichnet. Die Beziehung zwischen
diesen beiden Begriffen wird durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
erklart:
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4.4.2. Der Hauptsatz.

SATz 4.36 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1). Seien a,b e R
mit a <bund f:[a,b] - R stetig, dann ist die Abbildung F': [a,b] - R,

v F(2) ::/ F()dt,
eine Stammfunktion von f.

BEMERKUNG 4.37. Nach Proposition 4.32 kann die untere Integrationsgrenze a durch
eine beliebige andere Zahl in [a,b] ersetzt werden.

BEWEIS. Nach Proposition 4.32 gilt fiir 2 € [a,b] und h € R mit x + h € [a, b]:
F F
(z+ h) (ac) / F(t)dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 4.34) existiert ein £ = &, € [z, z + h]
mit

z+h
fey-5 [ o

Fiir h — 0 gilt (wegen &, € [z, + h]) £, — x und, da f stetig ist, auch f(&,) — f(x). Es
folgt die Differenzierbarkeit von F an der Stelle z und F'(z) = f(«), wie behauptet. O

SaTz 4.38 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2). Sei f : [a,b] —
R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(z)dx = F(b) - F(a).

Bewels. Nach Satz 4.36 ist die durch G(z) := [ f(t)dt definierte Abbildung eine
Stammfunktion von f auf [a,b], und es gilt

b
/ f(@)dz = G(b). (4.11)

Da Stammfunktionen derselben Funktion sich nur um eine Konstante unterscheiden, gibt
es fiir eine beliebige andere Stammfunktion F' ein C' € R mit F' = G+ C. Da G(a) = 0,
haben wir C = F(a) - G(a) = F(a), und es folgt mit (4.11)

b
/ F(2)dz = G(b) = F(b) - C = F(b) - F(a).
]

Fiir die Differenz F(b)-F(a) verwendet man oft die Schreibweise F|2, sodaf der Haupt-
satz folgendermafen in Gestalt der Beziehung zwischen bestimmtem und unbestimmtem
Integral formuliert werden kann:

/abf(m)d:cz /f(x)dz:z

Nun kénnen wir auch den Bezug zwischen den Mittelwertsidtzen der Differential- bzw.
Integralrechnung herstellen: Ist ndmlich f : [a,b] - R stetig und F eine Stammfunktion,
dann besagt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewendet auf F', daf es ein
¢ €la,b] (sogar in (a,b)) gibt mit

F(b) = F(a) = (b-a)F'(§) = (b-a) £(8).
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Dies ist, nach Mafsgabe des Hauptsatzes, dquivalent zu

b
/ f(@)dz = (b-a) £(€),

also erfiillt dieses £ die Aussage des Mittelwertsatzes der Integralrechnung, angewendet auf
f! Wir sehen an diesem Argument iibrigens auch, dal das ¢ aus dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung (mit g = 1) sogar im offenen Intervall (a,b) gewéhlt werden kann.

4.4.3. Integrationstechniken. Der Hauptsatz ermdglicht es in manchen Fillen, In-
tegrale umzuformen oder gar explizit ihren Wert zu ermitteln. Zwei Techniken sind dabei
fundamental: Die Substitution und die partielle Integration.

SATZ 4.39 (Substitution). Sei I ¢ R ein kompaktes Intervall, f : I - R stetig und
¢ :[a,b] - I stetig differenzierbar. Dann gilt

/ " P02 (2)dz = / "

o(a

b)
) f(@)dw. (4.12)

BEWEIS. Sei F' eine Stammfunktion von f (eine solche existiert nach Satz 4.36). Nach
Kettenregel ist (F o)’ = (fo¢)¢’, sodak nach Satz 4.38

b b ¢(b)
/ F(6())6 (=)= = / (F(6(2))'dz = F(6(b)) — F((a)) = / f(z)d.
a a qS(a)
]

Die Formel (4.12) kann ,von links nach rechts‘ gelesen werden oder umgekehrt: Im ers-
teren Falle m6chte man eine komplizierte’ Funktion vereinfachen, indem man die innere
Funktion ¢ durch eine neue Variable substituiert; im zweiten Fall stellt man die Integra-
tionsvariable als geschickt gewdhlte Funktion einer anderen Variable dar, um zum Ziel zu
kommen. Wir geben je ein Beispiel und greifen dabei auf Schulwissen iiber Exponential-
und Winkelfunktionen zurtick:

BEISPIEL 4.40. (1) Wir wollen das Integral fol ze dx bestimmen. Da wir fiir
die Exponentialfunktion eine Stammfunktion kennen (némlich sie selbst), liegt es
nahe, ¢(x) = —z% zu wihlen, dann gilt nimlich nach (4.12)

b Y1 é(x)
xe * dr = (——gb (x)) e? " dx
0 0o\ 2

1 1

-1
1
= —5/0 e'du = —5(6_1 -e%) = 5(1 —eh).

(2) Das Integral 2 f_ll V'1-22dx gibt den Flicheninhalt der Einheitskreisscheibe an.
Wir setzen z = ¢(z) = sinz, dann ist ¢’ = cos, und es gilt gem#f der Substituti-
onsregel

1 sin(7/2) w/2
2/ V1-22dr =2 vl—xzdx:2/ V1= (sinz)2coszdz
-1 sin(-7/2) /2
/2
= 2/ (cos z)2dz,
/2

da cos > 0 auf dem Intervall [—g, %] Als Spezialfall des Additionstheorems fiir
den Kosinus' erhalten wir

(cos z)2 = %(1 +cos(2z)),

14005(35 +y) =coszcosy —sinxsiny.
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sodafl, wieder unter Verwendung des Hauptsatzes,
/2

1
1
2/ V1-ax2dx = / [1+cos(22)]dz=m+ E[sinﬂ —sin(-7)] =,
-1 —-7/2
wobei man sin7 = sin(—m) = 0 beachte.

BEMERKUNG 4.41. Landldufig wird die Zahl 7 genau als die Flidche der Einheitskreis-
scheibe definiert; wir werden stattdessen (wie in der akademischen Analysis iiblich) 7 als
kleinste positive reelle Zahl definieren, fiir die der Sinus (den wir seinerseits natiirlich or-
dentlich definieren werden) den Wert 1 annimmt, woraus dann mit obiger Rechnung die
Charakterisierung von 7 als Fliche der Einheitskreisscheibe folgt.

SATZ 4.42 (partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

b b
/ £ (@)g(x)dz = fof’ - / f(2)g/(x)de (1.13)

BeEweis. Nach LeiBNIZ-Regel gilt (fg)’ = f'g + f¢’. Integration beider Seiten {iber
[a,b] und Anwendung von Satz 4.38 auf (fg)’ ergibt wie gewiinscht

b b
F(0)g(b) - f(a)g(a) = / F()g(x)da + / f(2)g' (x)dz.
]

BEISPIEL 4.43. Sei mit log der natiirliche Logarithmus, also die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion, bezeichnet (Sie kennen ihn hoffentlich aus der Schule und wissen,
dak (logz)’ = 1). Fiir € (0,00) schreiben wir ["logtdt = [["1-logtdt und setzen in
Formel (4.13) f(t) =t und g(t) =logt. Dalog'(t) = } und f’ = 1, erhalten wir

€T X
1
/ 1-logtdt = [tlogt]|] —/ t- Zdt =zxlogx - (z-1).
1 1
Insbesondere ist  — z(logz — 1) eine Stammfunktion von log.

4.5. Uneigentliche Integrale

Wir relaxieren nun die Annahme, das Intervall [a,b] sei kompakt, und betrachten
nunmehr ein offenes Intervall (a,b), wobei auch die Werte a = —oo oder b = +oo0 zuléssig
sind.

DEFINITION 4.44 (Uneigentliches Integral). Sei f: (a,b) > R stetig. Dann heift f auf
(a,b) uneigentlich integrierbar, falls es ein c € (a,b) gibt, sodaf die Limites

c B
liin/f(m)d:n und }ai%/ f(x)dz (4.14)

existieren. In diesem Falle heifét

b c B
/a f(a)ds = lim /a f(@)do + Ly / F(2)dz (4.15)

das uneigentliche Integral von f von a bis b.

Uneigentliche Integrierbarkeit auf halboffenen Intervallen [a,b) bedarf keiner Stiitzstel-

le ¢: Eine auf [a, b) stetige Funktion ist demnach uneigentlich integrierbar, wenn limg ,;, ff f(z)dx
existiert.

Man sagt im Falle der uneigentlichen Integrierbarkeit auch, das Integral fab f(z)dz
konvergiere.

Natiirlich miissen wir uns davon iiberzeugen, dafs das uneigentliche Integral unabhingig
von der Wahl von ¢ ist. In der Tat existieren aber nach Proposition 4.32 die Limites (4.14)
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automatisch fiir jedes c € (a,b), sofern dies fiir eines der Fall ist, und die Summe (4.15) ist
fiir alle solche ¢ gleich.

Ist f nicht nur in (a,b), sondern sogar auf [a,b] stetig, so stimmt selbstversténdlich
das uneigentliche Integral von f iiber (a,b) mit dem Integral von f iiber [a,b] iiberein:
Dies folgt aus der Abschitzung

<(b-p) sup [f(z)[-0

z€[a,b]

b
f(x)dx
B

fiir 8 7 b, und analog fiir [ f(z)dz. (Hier haben wir die Dreiecksungleichung verwendet.)

BrispiEL 4.45. Sei s € Q'°. Das Integral floo #dac konvergiert genau dann, wenn s > 1.
In der Tat erhalten wir mithilfe des Hauptsatzes fiir jedes 1 < 5 < oo und fiir s # 1:

B 1 B 1 _
/1 x Sda:zl_sxl S|1:1—_8[51 S—l],

was fiir f 7 oo im Falle s > 1 konvergiert (ndmlich gegen ﬁ) und im Falle s < 1 divergiert.
Im Falle s =1 dagegen gilt

S
/ x dx = logmﬁ = log 3,
1
was fiir 8 7 oo wiederum divergiert.

BEISPIEL 4.46. Das Integral fol #daj konvergiert genau dann, wenn s < 1: Wieder folgt
mit dem Hauptsatz fiir jedes 0 < @ < 1 und fiir s # 1:

1
/ 17 8dx = 1 zlfs‘l — 1 [1 _ Oélfs] ,
o 1

-5 a 1-s

1

1) und im Falle s > 1 divergiert.

was fiir @ \ 0 im Falle s < 1 konvergiert (namlich gegen
Im Falle s =1 gilt

1
/ z dx = logav\(l36 = -loga,
[0}
was flir a \ 0 divergiert.

Die beiden Beispiele in Kombination zeigen insbesondere, dafs fooo %daz niemals kon-
vergiert.

Ein warnendes Beispiel ist die Funktion x ~ x, die auf R nicht integrierbar ist: Zwar
existiert limg » oo fﬁﬁ xdx = 0, aber fiir jedes c € R ist ff xdz divergent, ebenso wie ffﬁ xdz.
Beide Intervallgrenzen miissen also unabhéngig voneinander approximiert werden.

4.6. Der Satz von TAYLOR

Wir haben gesehen, daf eine differenzierbare Funktion um einen fest gewdhlten Punkt
linear approximiert werden kann, d.h. man findet ein Polynom ersten Grades, das in der
Néhe dieses Punktes eine gute Annidherung an die gegebene Funktion darstellt (z.B. sinx ~
x fir kleine x). Kann man, wenn man eine héhere Approximationsgiite erreichen will, auch
quadratisch, kubisch oder allgemein mit einem Polynom beliebigen Grades approximieren?
Falls die Funktion geniigend oft differenzierbar ist, lautet die Antwort ,ja‘:

SATZ 4.47 (TAYLOR). Sei I ein Intervall, a € I, und f € C"™*(I) fiir ein m € N. Dann
gilt fiir jedes x € I:

& B (a) L[ me m
f@=3 (x—a)k+ﬁ/a FOD (8 (2 )™ dt. (4.16)

BDas Ergebnis dieses Beispiels bleibt auch fiir s € R giiltig, aber reelle Exponenten haben wir noch
nicht eingefiihrt.
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BEMERKUNG 4.48. Die Summe auf der rechten Seite ist ein Polynom m-ten Grades
in z und heifst TAYLOR-Polynom m-ter Ordnung; das Integral heift Restglied (in Integ-
raldarstellung).

Bewels. Wir filhren Induktion nach m. Fiir m = 0 lautet die Behauptung

ﬂ@#mwfﬁwm,

und dies ist genau der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Angenommen
also, (4.16) gilt fiir irgendein m e N. Ist f auf I sogar (m +2)-mal stetig differenzierbar, so
erhalten wir mit partieller Integration fiir R,,(z) := = Ir FO D () (z - t)™dt:

meo=§%/wfww”uxx—wmﬁ

1 v m m 1 m m
:m/ FOm D () (z - t) +1dt+mf( D(a)(a-a)™?,
und der Satz ist bewiesen. O

KOROLLAR 4.49 (Restglied in LAGRANGE-Form). Sei I ein Intervall, @ € I, und f €
C™*1(I) fiir ein m € N. Dann existiert fiir jedes z € I ein & € [a,z], sodaf

& W (a) Fm(€) e
f@g_g% I (x—@k+7E:Tﬁ4x—@ L

BeweEls. Wir wenden auf das Restglied den Mittelwertsatz der Integralrechnung, Satz 4.34,
mit g(t) = (x —t)™ an. Beachte, daf diese Wahl von g zuléssig ist, da g auf dem Integrati-
onsbereich [a,z] immer dasselbe Vorzeichen hat. Also existiert £ € [a, x], sodaf

T (m+1) x (m+1)
%/a f(m+1)(7f)(5C — t)mdt = le(S)/a (x - t)mdt — f—(é‘)(x _ a)m+1.

(m+1)!
]
KOROLLAR 4.50. Sei I ein Intervall, a € I, und f e C™([I) fiir ein m € N. Dann gilt
m f(k:) a .
s = 3 D o) @)ooy,
k=0 !

wobei 77: I - R eine Funktion ist mit lim,_,n(z) = 0.

BeEwEIS. Unter Verwendung des LAGRANGE-Restglieds fiir das TAYLOR-Polynom m —
1-ter Ordnung gilt fiir ein € € [a, z]

m=1 £(k)(, (m)
f(x)_Zf ()(x—a)k:f (5)($_a)m

= K m!

(m) (g (m) (m) (g
:f m'( )(x_a)m+ fm'(g)_f m'() (x_a)m.

Mit der Wahl n(x) = f(:i!(g) - f(Zfa) folgt die Behauptung, denn da & = £(z) im Intervall
[a, ] liegt und f(™) stetig ist, folgt limy_qn(z) = 0. O

Dieses Korollar besagt also, daf das TAYLOR-Polynom m-ten Grades unter allen Poly-
nomen hochstens m-ten Grades die Funktion in der Ndhe von a am besten approximiert.

BEISPIEL 4.51. Betrachte f:[-1,+00) > R, z = /1 + 2, und setze a = 0. Das TAYLOR-
Polynom erster Ordnung lautet

fa»+fxmx:1+%m
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Entwicklung bis zu zweiter Ordnung ergibt
1 1 1
F0)+ f(0)x + if"(O)a:Q =l+gw- §x2.

Ist (wie in diesem Beispiel) die Funktion am Entwicklungspunkt beliebig oft differen-
zierbar, so kann man TAYLOR-Polynome beliebiger Ordnung bilden. Falls die Restglieder
mit wachsender Ordnung immer kleiner werden, kénnte man also

oo (k) a
f@) =5 LW gy
i k!

schreiben (dies ist die sogenannte TAYLOR-Reihe). Man hitte damit die Funktion f gewis-
sermafsen als ,Polynom vom Grad unendlich® dargestellt. Doch was bedeutet es, unendlich
viele Terme aufzusummieren, und wann gilt tatsichlich R,,(z) — 0 fiir m — oo? Diese
Fragen diskutieren wir im folgenden Kapitel.



KAPITEL 5

Potenzreihen

Eine besonders einfach zu handhabende Klasse von Funktionen stellen die Polynom-
funktionen dar. Man kann sie zum Beispiel miihelos differenzieren und integrieren. Eine
Erweiterung des Polynombegriffs erhilt man, wie am Ende des vorigen Kapitels angedeu-
tet, indem man Polynome ,unendlichen Grades‘ heranzieht, also Funktionen der Form

[ee)

flx) = ex(z - a0,
k=0
fiir geeignete Koeffizienten c. Wahrend eine Polynomfunktion stets wohldefiniert ist, stellt
sich fiir solche Potenzreihen die Frage nach der Konvergenz; so ist etwa die unendliche
Summe (wir definieren das noch genauer) Y72, #* fiir x = 1 nicht endlich.

Als Vorbereitung diskutieren wir deshalb allgemein die Konvergenz von Reihen, also
unendlicher Summen. Als Kollateraleffekt erhalten wir die Dezimaldarstellung der reellen
Zahlen, mit deren Hilfe wir unser Verstindnis von R noch vertiefen konnen.

Schliefslich stellen wir spezielle Potenzreihen vor, durch die man die Exponentialfunkti-
on und ihre Verwandten (Logarithmen und Winkelfunktionen) definieren kann. Die Bezie-
hung zwischen Exponential- und Winkelfunktionen wird nur in den komplezen Zahlen klar;
iiberhaupt ist ein gutes Verstandnis analytischer Funktionen, also solcher, die als Potenz-
reihe darstellbar sind, nur im Komplexen mdoglich. Wir beginnen dieses Kapitel deshalb
mit einer Einfilhrung in die komplexen Zahlen.

5.1. Komplexe Zahlen

Beim Aufbau des Zahlensystems sind wir stets von Gleichungen ausgegangen, die keine
Lésung besaften, und haben den Zahlenraum entsprechend erweitert. So hatte die Gleichung
x+2 =1 keine Losung in N, weswegen wir die ganzen Zahlen Z eingefiihrt haben; die
Gleichung 2x = 3 hatte wiederum in Z keine Losung, was zur Erweiterung auf die rationalen
Zahlen Q fiihrte. Schlieflich erwuchs die Motivation fiir die Einfilhrung der reellen Zahlen
R unter anderem aus dem Wunsch, Gleichungen wie 2% = 2 zu lésen. Doch auch in R
kénnen unldsbare Gleichungen gefunden werden — die einfachste unter ihnen ist z? = —1.
In der Tat, nach Korollar 1.40 sind Quadrate reeller Zahlen stets nichtnegativ. Dies zeigt
bereits, dak Korper, in denen 22 = —1 losbar ist, nicht angeordnet sein kénnen.

Die komplexen Zahlen C erlauben die Lésung von 22 = —1. Kann man nun ad infinitum
weitere unlosbare Gleichungen finden und somit Zahlenriume erweitern? Zum Gliick ist
dies nicht mehr nétig, da die komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen sind, das heift:
Jede algebraische Gleichung, also eine Gleichung der Form

2+ M teimtep=0

vom Grad n > 1 mit Koeffizienten ¢ € C, besitzt mindestens eine Losung in C. Dies ist
die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra, dessen Beweis Sie wahrscheinlich in der
Funktionentheorie! sehen werden.

IDie Funktionentheorie (engl. complex analysis) behandelt komplex differenzierbare Funktionen von
(einer Teilmenge von) C nach C und sollte daher besser, wie im Englischen, komplexe Analysis heiffen.

74
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5.1.1. Definition, Korpereigenschaften und Betrag. Wir skizzieren zunéchst
den naiven Zugang zu komplexen Zahlen. Da es keine reelle Losung von 22 = -1 gibt,
adjungiert man einfach ein Objekt zu R, das diese Gleichung 16st. Man schreibt dafiir 4,
sodaf also gilt i2 = —1. Eine kompleze Zahl ist dann eine reelle Linearkombination von 1
und ¢, d.h. jede komplexe Zahl lafst sich eindeutig schreiben als z = z +iy mit z,y € R (man
bezeichnet dann z als Realteil und y als Imagindrteil von z). Die Grundrechenarten sind
dann so erkliirt, als sei 4 lediglich eine Variable, die ggf. gemik i? = —1 vereinfacht werden
kann; das bedeutet: Sind zy = 1 +iy; und 23 = x9 + iy komplexe Zahlen, so setzt man

21 £ 29 = (3}1 + :L’Q) + i(yl + yg),

2129 1= (X122 — y1y2) + 1(21Y2 + T2y1),

Z1 T1T2 +Y1Y2 . T2Y1 — T1Y2
—= = 5 y2y +1 yg 2y falls 23 +y3 > 0.
Z9 x5+ Y5 x5+ Y5

(Fiir die Division haben wir den Bruch ;’;1:—2;”22

Dies ist nun alles mathematisch nicht ganz sauber, da die imaginédre Einheit ¢ irgendwie
yom Himmel gefallen® ist. Formal definiert man daher wie folgt:

mit der Zahl y; — iy, erweitert.)

DEFINITION UND SATZ 5.1 (Der Korper der komplexen Zahlen). Eine komplexe Zahl
ist ein Paar (z,%) € R%. Sind 2z; = (21,y1) und 2z = (29,%2) komplexe Zahlen, so definieren
wir die Grundrechenarten durch

21+ 29 = (901 +X2,Y1 £ y2)7

2129 = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1 ),

21 (3?1962 +Y1y2 T2y — x1Y2

falls 22 + 42 > 0.
2 .I'% i yg ) 2 ) 2T Y2

T3+ Y3
Mit diesen Operationen wird die Menge C ein Korper (erfiillt also die iiblichen Rechenge-
setze der vier Grundrechenarten), wobei 0 := (0,0) und 1 := (1,0) die neutralen Elemente
der Addition bzw. Multiplikation sind.

BEwEIs. Die Rechengesetze folgen aus denen fiir R; zum Beispiel das Kommutativge-
setz der Multiplikation:

2129 = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1) = (T2T1 — Y2y1, Tay1 + T1Y2) = 2221.

Aus den Rechengesetzen sieht man auferdem sofort z + 0 = z sowie z -1 = z fiir alle z € C.

Ist z = (x,y), so ist z = 0 Aquivalent zu 2 = 0 und y = 0, also zu 2% + y? = 0, und damit
ist die Division fiir jeden Nenner ungleich Null definiert. Damit ist jede komplexe Zahl
ungleich null invertierbar mit Inverser %, denn

1 x -y 22 +y? —xy+yx
. — = , . , = y = 170 =1.
T (@) (a:2+y2 w2+y2) (a:2+y2 z2 +y? (1,0)

Noch einfacher ist es zu priifen, dak das additive Inverse von z = (z,y) durch —z := (-z,-y)
gegeben ist. O

Betrachtet man R als Teilmenge von C, indem man x € R mit (z,0) € C identifiziert,
so priift man leicht, daf die Definition der Grundrechenarten in C konsistent mit denen in
R sind.

Wir schreiben ab sofort wieder z + iy statt (z,y). Fur z = x + iy € C definiert man die
kompler Konjugierte durch z := x — iy. Offenbar ist die komplexe Konjugation z + z ein
Koérperautomorphismus auf C, d.h. sie ist eine Bijektion mit 21 + 22 = z1+22 und 2123 = 21 2o.
Aukerdem ist die Konjugation eine Involution, d.h. z = z.

Fiir eine komplexe Zahl z = z+4y sind Realteil und Imagindrteil gegeben durch Rz =«
und Jz :=y.
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DEFINITION 5.2 (Betrag). Der Betrag einer komplexen Zahl z = = + iy ist definiert als

|z = Vz2Z = a? + y2

Interpretiert man eine komplexe Zahl x + ¢y als Punkt in der Ebene mit Koordinaten
(z,y) (,GAusssche Zahlenebene‘), so ist ihr Betrag nach dem Satz des PYTHAGORAS
gerade ihr Abstand vom Koordinatenursprung, oder mit anderen Worten der Betrag des
Vektors (x,y) € R2. Offenbar sind die Definitionen des Betrags in R und C konsistent. Der
Betrag hat im Komplexen &hnliche Eigenschaften wie im Reellen (vgl. Proposition 1.42):

PROPOSITION 5.3. Seien 21,20 € C. Dann gilt
(1) |z1] 2 0, und |z1] = 0 genau dann, wenn 2z, =0;

(2) |z122] = |21]|22l;
(3) |21 + 22| < 21| + |22].

BEWEIS. i) ist genau die Aquivalenz von z = 0 mit 22 + y? = 0; ii) folgt mit
2120 = 21207122 = 2121207 = |21 [P |2
und fiir iii) beachten wir
|21 + 20|? = (21 + 22) (B1 + 22) = 2121 + 2072 + 2122 + 2122
= a1 + |22 + 2122 + 2172
= |21 + |22 + 298(21 22)
<z + |22l + 2021 |22] = (2] + [22))%,

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben 2Rz < |z| und im Schritt davor z+Zz = 2Rz.
O

5.1.2. Konvergenz und Stetigkeit. Da also C sowohl die Korpereigenschaften als
auch die wichtigsten Eigenschaften des Betrags mit R gemein hat, ist es nicht verwun-
derlich, dafs alle Eigenschaften, die die Konvergenz betreffen, sich ebenso ibertragen. Die
Definition der konvergenten Folge in C ist wortgleich mit der reellen Version:

DEFINITION 5.4 (Konvergenz einer Folge). Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen heifst

konvergent gegen ein z € C, wenn fiir alle € > 0 ein N € N existiert, sodaf |z, — 2| < e fiir
allen > N.

Man sieht sofort, dafs die Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 2.9) sich ebenfalls wort-
gleich auf C iibertragen.

SaTz 5.5. Eine Folge (2, )neny konvergiert genau dann, wenn (Rzy,)peny und (I2p, ) nen
konvergieren, und in diesem Falle ist
lim z, = lim Rz, +¢ lim Jz,.
n—oo n—oo n—>00
BeEwEIs. Konvergiere (z,)neny gegen z € C, und sei € > 0. Wihle N € N so grofs, daf
|zn — z| < € fiir n > N. Nach Definition des Betrags sieht man sofort |R(z, — 2)|,|I(zn — 2)| <
|z, — 2| < € fiir solche n, und somit konvergieren Real- und Imaginérteil von z, gegen Rz
bzw. Jz, wie behauptet.
Seien nun umgekehrt z, := Rz, und y, = Jz, konvergent gegen = bzw. y, und sei
wieder € >0. Wihle N € N so grof, daf |z, — ], |y, —y| < § fiir n > N. Dann gilt fiir solche
n mit z == + y:

€
—+—| =—<e
4 4

2 2 1/2
| -7

on = 2| = [0 - )+ (g - )] < [
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Die Definition der Cauchyfolge ist wortgleich dem reellen Fall, und da man nach obigem
Satz Real- und Imaginérteil in Fragen der Konvergenz separat behandeln kann, ist jede
komplexe Cauchyfolge konvergent. Ahnlich verhélt es sich mit der Definition der Stetigkeit:

DEFINITION 5.6. Sei U c C und f: U — C eine Funktion. Dann heift f stetigin z € U,
wenn gilt:

Ve>0 36>0 YweU: [z-w|<d = |f(2)-f(w)|<e

Da R als Teilmenge von C aufgefafit werden kann, ist damit auch die Stetigkeit von
Abbildungen C - R oder R — C erklért. Eine Funktion ist stetig genau dann, wenn

lim f(w) = f(2),

vergleiche Satz 3.5 tiber die Folgenstetigkeit.
Als einfache Ubung zeige man, daf die Betragsfunktion C - R, z ~ |z| auf ganz C
stetig ist, und dak daher lim,, o 2, = 0 genau dann, wenn lim,, e |2,] = 0.

5.2. Reihen

5.2.1. Definitionen und Beispiele. Reihen sollten besser unendliche Summen hei-
fen, denn es handelt sich dabei um Ausdriicke der Gestalt .77, c;. Genauer definieren
wir:

DEFINITION 5.7 (Reihen). Sei (ci)ken eine Folge komplexer Zahlen. Dann heiftt die
Folge der Partialsummen

n
(Sn)ana Sp = E:(%
k=1
die Reihe iiber (cg)ken. Im Falle der Konvergenz der Partialsummen schreibt man

n
¢, = lim s, = lim Z Ck
n—>oo n—>oo ]{,’:1

Nk

k

1

und sagt, die Reihe konvergiere. Ist sogar }.77; |cx| konvergent, so sagt man, die Reihe iiber
(ck ) ren konvergiere absolut. Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe heifit
bedingt konvergent.

Da C vollsténdig ist, ist eine Reihe genau dann konvergent, wenn die Folge der Parti-
alsummen Cauchy ist, wenn also zu jedem € > 0 ein N € N existiert, sodak fiir N <n <m
gilt:

m

2.

k=n+1

|Sn, = Sm| = <E.

Daraus folgt sofort: Jede absolut konvergente Reihe ist auch im gewdhnlichen Sinne kon-
vergent, denn fiir n <m e N gilt

m m
|Sn = Sm| = Z ¢l € Z ek,
k=n+1 k=n+1

und letzere Summe wird aufgrund der Konvergenz von Y72, |c| beliebig klein, wenn nur
n, m hinreichend grof sind.

Bevor wir einige Beispiele betrachten, halten wir ein triviales Konvergenzkriterium fest:
Ist ».72, ek konvergent, so gilt notwendigerweise limy_,o, ¢t = 0, denn c¢i = s — sk-1, und
letzteres konvergiert gegen null, da (sg)key Cauchy ist. Die Umkehrung gilt freilich nicht:
Wir werden gleich divergente Reihen kennenlernen, fiir die limg_, o cg = 0.
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BEISPIEL 5.8. (1) Sei g € C. Die geometrische Reihe Y.}, ¢" konvergiert genau
dann, wenn |g| < 1. Um dies einzusehen, betrachte die Partialsummen und schreibe
sie in folgender Weise:

Sp=l+q+q®+...+q"

GsSn= g+ +...+q"+q"
Subtraktion auf beiden Seiten ergibt eine Kiirzung aller Terme aufer 1 und ¢,
also

Sn(l - Q) =1- qn+1
und daher, fiir ¢ # 1 und n e N,
1-— n+1
Sp = A
1-¢q
Falls |g| < 1, so konvergiert dies gegen

o0 1

k
Mg —.
k=0 l-q

Ist dagegen |g| > 1, so auch |¢*| = |¢|¥ > 1 fiir alle k, und daher ist die Reihe in
diesem Falle divergent, weil ja dann limy_,e ¢* # 0.

(2) Die harmonische Reihe Y524 % ist divergent: Angenommen, sie konvergierte gegen
einen Wert s € R, so gélte

11 1 1 1 1
>S—+ -+ —-+—-+-+—-+..
2 2 4 4 6 6
1 1
=l+-+-+...=5,
2

Widerspruch. Die Ausarbeitung dieser Idee in Form eines strengen Beweises, der
iiber Partialsummen argumentiert, ist zur Ubung empfohlen.

(3) Dagegen ist die alternierende harmonische Reihe Z,‘z":l(—l)k“% konvergent, wie
wir bald zeigen werden. Da die Reihe ihrer Betrige, wie eben gezeigt, divergiert,
ist sie jedoch nur bedingt konvergent.

(4) Die Reihe ¥5°,(~1)* ist divergent, da die Partialsummen zwischen 0 und -1
alternieren und somit nicht konvergent sind. (Es handelt sich um den Spezialfall
q = —1 der geometrischen Reihe.)

5.2.2. Konvergenzkriterien. Es gibt zahlreiche Kriterien dafiir, daf eine Reihe kon-
vergiert. Wir stellen die wichtigsten vor.

SATZ 5.9 (Integralvergleichskriterium). Sei f auf [1,00) stetig, nichtnegativ und mo-
noton fallend. Dann konvergiert die Reihe Y52, f(n) genau dann, wenn [ f(z)dz kon-
vergiert.

BEWwWEIS. Wegen der Monotonie gilt fiir alle n > 1

fn)>f(z)>f(n+1), xe[nn+1).
Aufgrund der Monotonie des Integrals ist fiir jedes N € N daher

N-1 N N-1
> f(n)z/ f(@)dz> > f(n+1). (5.1)
n=1 1 n=1

Konvergiert nun die Reihe Y. f(n), so folgt (wegen f > 0) Y251 f(n) < 22, f(n) < 0o, und
daher ist nach (5.1) N le f(z)dzx eine monoton steigende, durch Y77 f(n) beschriankte
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Folge, die somit nach Korollar 2.30 konvergiert. Da auferdem S — fl’B f(z)dz monoton
steigt, existiert sogar limg » oo fl’B f(z)dz.
Ist umgekehrt das Integral [, f(z)dz konvergent, so ist lef(x)dx < [ f(z)dw fiir

alle N, und nach (5.1) ist die monoton steigende Folge N YN, f(n) durch f(1) +
[1° f(z)dz nach oben beschrénkt, und damit wieder nach Korollar 2.30 konvergent. [

Unter Verwendung von Beispiel 4.45 sieht man mit dem Integralvergleichskriterium,
daf ¥07; # genau fiir s > 1 konvergiert. (Die Divergenz der harmonischen Reihe, also fiir
den Fall s =1, haben wir bereits ,zu Fuk‘ gezeigt.)

Satz 5.10 (Majorantenkriterium). Sei |ex| < dj, fiir alle k € N, und sei Y32, di konver-
gent. Dann ist ).77, ¢; absolut konvergent.

BEWEIS. Sei € >0. Da R > d >0, gibt es nach Annahme N € N, sodaf fiir N <n<m
gilt Y3, .1 di < €. Dann aber gilt fiir solche n,m auch

m

> o

k=n+1

m

< E: lex| < 2: di, < €.

k=n+1 k=n+1

Also ist Y |cg| Cauchy und damit konvergent. O

BEISPIEL 5.11. Wir kommen auf die bereits genannte alternierende harmonische Reihe
21211(—1)k+1% zuriick und zeigen ihre Konvergenz. Wir sehen dies wie folgt:
Fiir gerade Indizes haben wir fiir die Partialsummen

_%(_1)’“11_%(_1 _i)_i
= L ko Z\2-1 25)°

J=1 J=1

1
452 - 25

L < L. Andererseits gilt fiir

und dies konvergiert nach dem Majorantenkriterium, da 7755 < j

die ungeraden Partialsummen

Son+1 = Sop t ———
2n+1’

und da 2n1+1 — 0, konvergieren die ungeraden Partialsummen gegen denselben Grenzwert

wie die geraden. Also ist die alternierende harmonische Reihe konvergent.
SATZ 5.12 (Quotientenkriterium). Es existiere 6 < 1, sodaf gilt:

Ck+1
Ck

<@ fiir alle ke N.

Dann ist }.72, ¢x absolut konvergent.

BEwEIS. Fiir jedes k € N gilt nach Voraussetzung |cx41| < 6|ck|. Durch Induktion zeigt
man daraus leicht die Abschitzung

|cg| < 05 Yey|  fiir alle ke N.

Da Y72 |c1]0F7t = |e1] 2520 0F als geometrische Reihe konvergent ist, gilt dies nach dem
Majorantenkriterium auch (sogar im absoluten Sinne) fir Y72, cx. g

BEMERKUNG 5.13. Fiir das Majoranten- wie auch das Quotientenkriterium gilt: Fiir
die Konvergenz geniigt es sogar, dafs die Voraussetzung jeweils fiir fast alle (also fiir alle
bis auf endlich viele) k € N erfiillt ist. Denn das Konvergenzverhalten einer Reihe dndert
sich nicht durch Abénderung endlich vieler Glieder (der Wert der Reihe allerdings im
allgemeinen schon!).
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BEISPIEL 5.14. Betrachten wir die Reihe ) ;7 g—; fiir beliebiges s € Q. Es gilt

2"(n+1)°| 1 (n+1\°
ontlps |2\ p '
Da limy e % (%)8 = %, ist das Quotientenkriterium fiir hinreichend grofe Indizes z.B.

mit 0 = % erfiillt. Nach Quotientenkriterium und der anschliefenden Bemerkung ist die
Reihe also konvergent.

<1

fiir alle k. Betrachte dazu erneut die harmonische Reihe, die divergiert, obwohl c’z—zl = %
1.

BEMERKUNG 5.15. Achtung: Es ist fiir die Konvergenz nicht hinreichend, dafs

Ck+1
Ck

<

SATz 5.16 (Wurzelkriterium). Es existiere 6 < 1, sodal {/|cg| < 0 fiir (fast) alle k € N.
Dann ist .72, ¢x absolut konvergent.

BeEwELs. Wegen |c| < 6% ist die geometrische Reihe ¥7°, 0% eine konvergente Majo-
rante. t

BEMERKUNG 5.17. Das Wurzelkriterium kann dquivalent so formuliert werden: Ist
limsup /|cx| < 1,
k—)OO
so ist Y77, cx absolut konvergent.
Ebenso fiir das Quotientenkriterium: Ist

Ck+1
R+l < 1’
Ck

lim sup
k—)OO

so konvergiert die Reihe absolut.

5.2.3. Dezimaldarstellung reeller Zahlen. Wir betrachten spezielle Reihen der
Form + ¥.%°_d;107%, wobei 2 € Z und (di)k=z,... o €ine Folge ganzer Zahlen zwischen 0 und
9 ist. Auf diese Weise gewinnen wir eine Dezimalzahl

dodyy ... do,dyds.. .,

zum Beispiel 1 =1,0000... oder 7 = 3,1415. ... Besteht die Dezimalentwicklung nicht nur
aus Nullen, dann kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit d, # 0 wéhlen (sonst
wiirde die Dezimaldarstellung mit einer Null beginnen, die wir einfach streichen kénnten),
und dann gibt 107% die Gréflenordnung der so dargestellten Zahl an. Die Kreiszahl 7 hat
also Grokenordnung 10° = 1, die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum (gemessen in m/s) die
Grokenordnung 108, und der Durchmesser des Wasserstoffatoms (in Metern) 10711,

Zunéchst ist klar, daf jede Dezimaldarstellung absolut konvergiert: Dies folgt aus dem
Majorantenkriterium wegen

|dj, - 107 <9107,

und letzteres sind die Glieder einer geometrischen Reihe mit Basis ¢ = 1L0' Jede Dezimalzahl
ist also eine reelle Zahl. Die Umkehrung gilt ebenfalls:

SATZ 5.18 (Dezimalentwicklung einer reellen Zahl). Jede reelle Zahl kann in der Form

-----

zwischen 0 und 9 ist.

BeEwEIs. Wir miissen nur den Fall einer positiven reellen Zahl betrachten, denn fiir
eine negative Zahl drehen wir einfach das Vorzeichen um, und die Null hat offenbar die
Dezimaldarstellung 0,000. ..

Sei also 0 < z € R und z € Z die grokte ganze Zahl, fiir die z < 107**!. Wihle nun d,
als die grokte ganze Zahl, fiir die x > d, - 107°. Dann ist d, zwischen 1 und 9, denn fiir



5.2. REIHEN 81

d, = 0 wiirde folgen = < 107* im Widerspruch zur Maximalitdt von z, und fiir d, > 9 wiirde
folgen x > 107**!, wiederum im Widerspruch zur Wahl von z. Damit ist die erste Ziffer der
Dezimaldarstellung von x gefunden. Beachte

0<z—-d,-107° <107 (5.2)

(eine Verletzung der zweiten Ungleichung stiinde ndmlich im Widerspruch zur Maximalitét
von d).

Seien bereits d,,d.41,...,dy, definiert (n > z). Als Induktionsannahme diirfen wir we-

gen (5.2) verwenden

O<a-> dp-107%F <107,
k=2

Dann wahlen wir d,;1 als die grofte ganze Zahl, fiir die z - Y}, dj, - 1075 > dypyq - 107D,
Dann ist nach Induktionsannahme einerseits d,,+1 > 0 und andererseits d,;1 <9, da sonst
-0 d-107% > 10™

Wir halten fest, dals damit gilt

n+1

O<z— Y dy-107% <107, (5.3)
k=z

Mit dieser rekursiven Definition der dj liegt somit eine wohldefinierte Dezimalreihe vor,
die wegen (5.3) gegen = konvergiert, d.h.

z = i dy, - 107,
k=z

0

BEMERKUNG 5.19. Die Dezimalentwicklung einer reellen Zahl braucht nicht eindeutig
bestimmt zu sein: so ist etwa?

1=1,000...=0,999...

Letzteres sieht man leicht aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe, denn

L
10

o 1
0,999...::29-10-’“:9( -1):1.
k=1 1

Eine lohnenswerte Ubung ist es zu zeigen, daff die Dezimaldarstellung auch nur in diesem
Falle nichteindeutig ist, genauer: Besitzt eine reelle Zahl zwei unterschiedliche Dezimal-
darstellungen, so bricht die eine nach endlich vielen Stellen ab, und die andere enthéilt
nach endlich vielen Stellen nur die Ziffer 9. In diesem Falle bezeichnen wir diejenige Dar-
stellung, die nach endlich vielen Stellen abbricht, als kanonische Dezimaldarstellung. Im
obigen Beispiel wire also 1,000... die kanonische Darstellung der Zahl 1. Die kanonische
Dezimaldarstellung ist stets eindeutig.

BEMERKUNG 5.20. Aus mathematischer Sicht gibt es keinen Grund fiir die besondere
Rolle, die die Basis 10 in der Darstellung reeller Zahlen spielt. Genausogut kann man eine
beliebige natiirliche Basis b > 1 wéhlen, und entsprechend

x = i dib®
k=z

2Den Lesenden wird empfohlen, sich zu iiberlegen, welche der beiden Darstellungen von 1 man aus
dem Beweis von Satz 5.18 erhélt.
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schreiben, wobei nun dj ganze Zahlen zwischen 0 und b-1 sind. Eine besondere Bedeutung
in vielen Anwendungen hat die auf LEIBNIZ zuriickgehende Bindrdarstellung (b = 2). So
hat man zum Beispiel

202219 = 111111001102,

wobei die Indizes 10 bzw. 2 anzeigen, dal die jeweilige Ziffernfolge im Dezimal- bzw. Bi-
narsystem zu interpretieren ist3.

5.2.4. Die Uberabzihlbarkeit von R. Als Konsequenz aus der Dezimaldarstellung
kénnen wir nun noch mehr Erkenntnisse iiber die Beschaffenheit der Menge R gewinnen.
Genauer gesagt konnen wir zeigen, daft es ;mehr‘ reelle als natiirliche Zahlen gibt. Da es
sich bei beiden um unendliche Mengen handelt, miissen wir zunéchst kléren, was das heift.
Die Ideen, die diesem Abschnitt zugrundeliegen, stammen von CANTOR aus dem spéten
19. Jahrhundert.

DEFINITION 5.21 (Abzdhlbarkeit). Eine Menge M heift abzihlbar, wenn es eine Sur-
jektion N — M gibt.

Die Idee hinter dieser Definition liegt darin, daft eine Surjektion von einer endlichen
Menge N auf eine andere Menge M genau dann existiert, wenn N mindestens so viele Ele-
mente besitzt wie M. Man kann die Abz&hlbarkeit einer Menge also dahingehend auffassen,
dak sie nicht ,grofer’ ist als N.

Jede endliche Menge ist abzdhlbar, denn wenn wir die Elemente von M mit x1,22,...,2N
bezeichnen (damit haben wir dann bereits eine ,Abzahlung’ etabliert), so ist die Abbildung
s: N - M definiert durch

S(n):{xn falls n e {1,2,...,N},
xr1 sonst

surjektiv.?

Doch auch unendliche Mengen kénnen abzéhlbar sein: Selbstverstdndlich ist N selbst
abzéhlbar. Paradoxerweise kénnen auch Mengen, die N als echte Teilmengen enthalten
(und damit ,grokert sind als N), abzahlbar sein: Definiere etwa eine Surjektion s : N — Z
durch

0 fallsn=1,
s(n) =1k falls n =2k fiir ein ke N,
-k falls n =2k +1 fiir ein k e N.

Dies zeigt die Abzdhlbarkeit von Z. Sogar Q ist abzéhlbar. Dazu zeigen wir zunéchst eine
allgemeine Aussage iiber abzdhlbare Mengen:

SATZ 5.22. Abzéhlbare Vereinigungen abzihlbarer Mengen sind wieder abzé&hlbar.

BEWEIS. Sei (M, )nen eine Familie abzahlbarer Mengen. Sei fiir jedes n € N die Ab-
bildung s, : N - M, surjektiv (eine solche Abbildung existiert nach Voraussetzung der
Abzihlbarkeit von M,,). Dann gilt

M= M, = {sp(m):n,meN}.
neN
Wir miissen eine Surjektion N - M finden. Zunéchst ist die Abbildung (n,m) ~ s,(m)
eine Surjektion von N? nach M, sodaf es geniigt, eine Surjektion N - N? zu finden — mit

3Man beachte, daft diese Indizes ihrerseits dezimal dargestellt werden.

4Auch die leere Menge ist abzihlbar, denn die leere Abbildung N — & (definiert als die leere Menge,
die als Teilmenge von N x @ betrachtet wird) ist surjektiv — schlieflich ist ihr Bild genau die leere Menge.
Diese Argumentation ist zugegebenermafen hart an der Grenze zur Esoterik, aber trotzdem korrekt.
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anderen Worten: eine Folge in N2, die jedes Element von N? enthilt. Eine solche Folge
sieht etwa wie folgt aus:

(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3),(3,2), (4,1),. ..

Man zdhlt also der Reihe nach diejenigen Paare natiirlicher Zahlen ab, deren Summe 2,
dann 3, dann 4 usw. ist.’
0

KOROLLAR 5.23. Q ist abzdhlbar.

BEWEIS. Da
Q=U {]—) ipe Z}
geN V4

und jede der Mengen {§ ipe Z} bijektiv auf die abzidhlbare Menge Z abgebildet werden
kann, folgt die Behauptung aus dem vorigen Satz. O

SATZ 5.24. R ist nicht abzahlbar.

BeEwEIS. Der Beweis wird durch Widerspruch erbracht und folgt dem ,CANTORschen
Diagonalargument‘. Wir zeigen, daf sogar die Teilmenge [0,1) c R nicht abzdhlbar ist.

Angenommen, dies wire der Fall, und es gibe eine Abzahlung (i, )peny von [0,1). Nach
Satz 5.18 kann jedes x;, in kanonischer Dezimaldarstellung (vgl. Bemerkung 5.19) als

Tpn = Z dn,k : 107]6
k=1

geschrieben werden. Dann ist auch

a* = i dj - 107"
k=1

eine reelle Zahl in [0,1), wobei wir dj so wihlen, daf

di # dk,k und dp #9 fir alle ke N.

Da diese Darstellung von z* keine 9 enthélt, handelt es sich dabei um die eindeutig be-
stimmte kanonische Dezimaldarstellung von x* (vgl. Bemerkung 5.19), die nach Wahl der
di an der n-ten Stelle von der Dezimaldarstellung von z,, verschieden ist. Da kanonische
Darstellungen eindeutig sind, folgt «* # x,, fiir alle n € N —im Widerspruch zur Annahme,
dak die Familie (zy,)nen alle Elemente von [0, 1) enthélt. O

BEMERKUNG 5.25. In vielen Texten wird die Terminologie etwas anders verwendet
als hier: Dort heifsen nur solche Mengen abzdhlbar, die unendlich und in unserem Sinne
abzahlbar sind; nach dieser Konvention wiren endliche Mengen also nicht abzéhlbar. Was
bei uns abzdhlbar heift, wird dann als hdchstens abzdhlbar bezeichnet. Am sichersten fahrt
man, wenn man nur die Begriffe abzdhlbar unendlich und héchstens abzdhlbar verwendet,
weil dann immer klar ist, was gemeint ist.

Zur weiteren Lektiire {iber die Inhalte dieses (mengentheoretischen) Abschnitts sei das
Buch [6] empfohlen, das fiir Studienanfinger*innen bestens geeignet ist.
5.3. Gleichmiiltige Konvergenz

Sei U c C. Wir betrachten Funktionen f:U — C. Da R als Teilmenge von C aufgefafst
werden kann, gilt alles im Folgenden Gesagte ebenso fiir Funktionen von (einer Teilmenge
von) R nach R.

5Man moge sich dies in einem zweidimensionalen Koordinatensystem veranschaulichen.
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5.3.1. Punktweise vs. gleichmifiige Konvergenz. Betrachte eine Funktionenfol-
ge, also eine Folge (fy,)neny von Abbildungen f, : U — C. Was bedeutet es, daf eine solche
Folge gegen eine Abbildung f: U — C konvergiert? Im Gegensatz zum Fall von Zahlenfol-
gen gibt es hierauf zahlreiche gleichermafen valide Antworten. Zwei davon gibt die folgende
Definition:

DEFINITION 5.26 (punktweise und gleichméfige Konvergenz). Sei (fp)nen eine Funk-
tionenfolge.

(1) Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen f:U — C, falls
VeeU: f(x)= 7}1_{{)10 fn(x).

(2) Die Folge (fn) konvergiert gleichmdfig gegen f:U — C, falls
Jim sup |f(2) = fa(@)] =0

Schreibt man die Definition des Limes und des Supremums aus, erhilt man als aqui-
valente Charakterisierung der punktweisen Konvergenz:

Ve>0 VreX 3INeN Vnx2N: |f(x)- fulz)|<e,
und fiir die gleichmikige Konvergenz
Ve>0 AN eN VzeX Vn>2N: |[f(z)- folz)l<e

Der einzige Unterscheid besteht in der Reihenfolge der Quantoren: Im ersten Falle gibt
es fiir alle x ein N, im zweiten gibt es ein N fir alle x. Im ersten Falle darf also das
N von z abhingen, im zweiten nicht (vgl. die Definition der gleichméfigen Stetigkeit).
Es folgt insbesondere, dafs gleichméfkige Konvergenz punktweise Konvergenz impliziert. Es
ist aukerdem klar, daf der punktweise bzw. gleichméRige Limes eindeutig ist, sofern er
existiert.

In den folgenden Beispielen sei stets U = [0,1] c R.

BEISPIEL 5.27. Betrachte die Folge
n falls z € (0,1),

0 sonst.

Diese Folge konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, denn f,(0) = 0 fiir alle n,
und fiir jedes z € (0,1] existiert N mit % < x, sodak fiir alle Folgenglieder mit Index
mindestens N gilt f,(x) = 0. Die Folge konvergiert jedoch nicht gleichméfig: Téte sie
dies, miifiten gleichméfkiger und punktweiser Limes iibereinstimmen (da gleichméfige Kon-
vergenz punktweise Konvergenz impliziert, und zwar gegen die selbe Funktion). Die Folge
konvergiert aber nicht gleichmifig gegen null, denn sup,[g 1] |fn ()| = n. Man beachte, daf
fiir jedes n € N das Integral von f, gleich 1 ist, das Integral der punktweisen Limesfunktion
hingegen null.

BEISPIEL 5.28. Die durch f,(x) = 2™ definierte Folge konvergiert punktweise, aber
nicht gleichméfig gegen die Funktion gegeben durch

0 falls z€[0,1),
f@)= { 1 falls x=1.

Sei namlich € > 0, dann gibt es fiir jedes z € [0,1) ein N, sodaf fiir alle Indizes ab N
gilt 2™ < e. Zudem ist 1™ =1 fiir alle n. Es folgt die punktweise Konvergenz. Andererseits
existiert fiir jedes n € N ein x,, € (0,1) mit f,(z,) = %, denn fiir festes n ist 0™ = 0 und
lim, -1 2™ = 1, und die Existenz des gewiinschten x,, folgt somit aus dem Zwischenwertsatz.
Daher ist fiir jedes n € N sup,o171f(z) - fu(z)| 2 %, und die Folge konvergiert nicht
gleichmafig.
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Beachte, dak der punktweise Limes unstetig ist, obwohl jedes f,, stetig ist.

BEISPIEL 5.29. f,(z) = sin(nx) konvergiert auf R weder punktweise noch gleichmifig
(zum Beispiel weil sin(nr/4) = 0, falls n Vielfaches von 4 ist, und sin(nn/4) = 1, falls n die
Form 8k + 2 hat).

Die Folge g,(z) = %sin(nw) dagegen konvergiert gleichméfig (und damit auch punkt-
weise) gegen null. Die Folge der Ableitungen g/,(z) = cos(nz) konvergiert wiederum nicht
gegen null!

Die Frage nach der Vertraglichkeit von Limites von Funktionenfolgen mit Differentia-
tion und Integration wird uns im n#chsten Abschnitt beschéftigen.

Wir werden auch Funktionenreihen betrachten, also Funktionenfolgen der Form n
Z;Ll fj- Da eine Reihe die Folge ihrer Partialsummen ist, sind durch Definition 5.26 auch
punktweise bzw. gleichméfige Konvergenz solcher Reihen erklart. Man sagt aufferdem, eine
Funktionenreihe konvergiere absolut, wenn die Reihe }72, |f;| punktweise konvergiert.

BEISPIEL 5.30. Betrachte die Reihe } 72 % Fiir jedes x € C ergibt das Quotientenkri-
J°
terium

AL I
G+ ai| j+1
was fiir fast alle j kleiner als 0 = % ist. Daher konvergiert diese Funktionenreihe absolut.

Man nennt exp : C - C,
exp(z) = ). -
j=0 J-

die Ezponentialfunktion’.
5.3.2. Eigenschaften gleichmifiiger Konvergenz.

SATZ 5.31 (Gleichméhige Limites stetiger Funktionen sind stetig). Sei (fn)nen eine
Folge stetiger Funktionen f, : U — C, die gleichméfig gegen f: U — C konvergiert. Dann
ist f stetig.

BEWEIS. Seien € > 0 und x € U. Nach Definition der gleichmé&figen Konvergenz existiert
N €N, sodah fiir alle y € U gilt |f(y) - fn(y)| < §. Da fx stetig ist, existiert auferdem ein
d >0, sodak aus |z - y| <6 folgt [fn(x) - fn(y)| < §. Ist also y € X mit |z~ y| <, so folgt
nach Dreiecksungleichung
€ €
— + —

£() = )| <1 @) = P @)+ U @) = @)+ v @) = @) < S+ 5+
d.h. f ist stetig. O

:E‘7

w

Beachte, dafs punktweise Konvergenz fiir die Aussage des Satzes nicht ausreicht, wie in
Beispiel 5.28 demonstriert wird.

SATZ 5.32 (Vertauschbarkeit von gleichméafigem Limes und Integral). Sei U = [a,b] c R
ein kompaktes Intervall mit a < b. Ist (f;,)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : [a,b] - R,
die gleichméRig gegen f :[a,b] — R konvergiert, so gilt

/ab f(x)dx = T}Lngo /ab fn(z)dz.

6Der Zusammenhang zwischen diesem Konzept und dem, was Sie in der Schule als Exponentialfunktion
kennengelernt haben, wird im n&chsten Abschnitt klar.
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BeEwEIS. Nach dem vorigen Satz ist f stetig, also ist das Integral wohldefiniert. Es gilt
die Abschétzung

b b
/ (f - fu)(@)da| < / 1~ ful(@)dz < (b—a) sup |f - ful(z) =0,

z€[a,b]

da nach Definition der gleichméfigen Konvergenz gilt limy,—,co SUPeq p1 [ f = fnl(2) =0. O

Auch diese Aussage ist im allgemeinen falsch, wenn man gleichméfige durch punktweise
Konvergenz ersetzt (siehe Beispiel 5.27). Die Aussage ist fiir uneigentliche Integrale im
allgemeinen ebenfalls falsch: Betrachte dazu auf U = (0, c0) die Funktionenfolge

fn(x):{ L falls € (0,n),

0 sonst.

Dann ist [ fn(2)dx =1 fiir jedes n € N, aber die Folge konvergiert gleichm#fig gegen null.
Gewissermafsen hat die Folge unendlich viel Platz, um die Gesamtmasse ,auszuschmieren‘.

SATZ 5.33 (Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung). Sei U c R ein (nicht notwendig
kompaktes) Intervall. Sei weiter (f,,)ney eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen f, :
U — R, die punktweise gegen f: U — R konvergiert. Konvergiert die Folge der Ableitungen
(1 )nen gleichmifig, so ist f stetig differenzierbar, und der (gleichméRige) Limes der f;
ist gleich f’.

BEWEIS. Sei f*:U — R der gleichmifige Limes der Folge (f)). Nach dem Hauptsatz
gilt fiir jedes ne Nund z e U

ORI AORY AOLS (5.4)

wobei a € U beliebig gewihlt ist.
Satz 5.32 impliziert lim,~e [, f(t)dt = [ f*(z)dz, sodak aus (5.4) und der punkt-
weisen Konvergenz der f, folgt

@ =@+ [ "oyt

Nach Satz 5.31 ist f* stetig, sodafs Ableiten auf beiden Seiten unter Verwendung von
Satz 4.36 wie gewlinscht f' = f* ergibt. O

Im Folgenden wird es niitzlich sein, fiir ein f: U — C die Schreibweise
| flloo = sup |f ()]
zeU
zu verwenden. Dann ist | f| e < 0o genau dann, wenn f auf U beschrinkt ist.

SATZ 5.34 (Konvergenzkriterium von WEIERSTRASS). Seien f,, : U — C beschrénkt fiir
jedes n € N. Falls die Reihe

o0

> 1 falleo (5.5)

n=1

konvergiert, so konvergiert die Reihe .77, f,, absolut und gleichméfig.
BEMERKUNG 5.35. Man vergleiche dies mit dem Majorantenkriterium.

BEWEIS. Sei x € U. Da fiir alle n € N gilt | fn]oo > |fn()], ist nach dem Majoran-

tenkriterium die Reihe Y07 | fn(z)| konvergent, und es folgt die absolute Konvergenz der
Funktionenreihe .7, f,,. Deshalb ist durch

F(z) = i ful)
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eine Funktion auf U wohldefiniert. Wir zeigen, daft die Reihe sogar gleichmafig gegen F
konvergiert: Ist ndmlich € > 0, so existiert nach Voraussetzung (5.5) ein N € N, sodaf

[ee]

Z [ frlloo <€ fiir alle k> N.
n=k+1

Daraus erhalten wir fiir £ > N und jedes x € X die Abschitzung

k o 0 0
F(x) = fa(@)| =] 2 fa@)|< X [fa@)l< Y [falleo <6
n=0 n=k+1 n=k+1 n=k+1

und da dies fiir alle x € U gilt (mit einem von z unabhéngigen N), folgt die gleichméfige
Konvergenz. g

5.4. Potenzreihen

In diesem Abschnitt sei U = C. In Beispiel 5.30 haben wir bereits gesehen, dal die
Funktionenreihe

(e n

z
n!
n=0 """

fiir jedes z € C absolut konvergiert und damit auf ganz C eine Funktion definiert, die als Ex-
ponentialfunktion bezeichnet wird. Eine Potenzreihe ist allgemeiner eine Funktionenreihe
der Form

o0

Y en(z—20)", (5.6)
n=0
wobei zg,c, € C. Ein kleiner Hinweis zur Terminologie bzw. Notation: Der Ausdruck
Yoo @ hat genaugenommen zwei Bedeutungen — einerseits bezeichnet er die Folge der

Partialsummen, also die Folge (zﬁfzo an) NeN? und andererseits bezeichnet er den Wert

der Reihe, d.h. die Zahl limy_ o Z,]y:o an. In der ersten Bedeutung ist eine Potenzreihe
Yoo Cn(z — 20)™ also stets wohldefiniert, namlich als Funktionenfolge N — Fy : C - C,

Fn(2) = Sho en(z = 20)™

5.4.1. Konvergenzradius. Nicht immer konvergiert eine Potenzreihe auf ganz C: Die
Reihe 07, % divergiert etwa an der Stelle z = 1, denn dort erhélt man die harmonische
Reihe. Die Reihe Y ;2 n!2" divergiert sogar fiir jedes z # 0, wie man leicht mithilfe des
Quotientenkriteriums sieht (es ist klar, daf jede Potenzreihe der Form (5.6) bei z = z
konvergiert, ndmlich gegen ¢y).

Wir schreiben B, (1) := {z € C: |z — 29| < r} fiir den offenen Kreis um zp mit Radius r,
und B, (r) = {z € C: |z - 2| <7} fiir seinen Abschluf.

SATZ 5.36. Die Potenzreihe (5.6) konvergiere fiir ein z; € C. Ist 0 < r € R dergestalt, daf
r < |z1-20], so konvergiert die Potenzreihe auf B, (r) absolut und gleichméfig. Insbesondere

definiert die Potenzreihe eine auf B, (r) stetige Funktion (als gleichméfiger Limes stetiger
Funktionen, Satz 5.31).

BEWEIS. Setze f,,(2) = ¢, (2-20)". Da die Glieder einer konvergenten Reihe beschréinkt
sind, gibt es ein M > 0, sodaf |f,(z1)| < M fiir alle n € N. Ist nun z € B, (), so gilt deshalb

|z = 20|

|21 = zo[™

|fa(2)] = len(z = 20)"| = |en (21 — 20)"] <Mq"
mit
|z =20l r

= < < 1.
|21 — 20| ~ |21 — 20
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Auf B, (r) gilt also
> N fallee M 3, q" < 00,
n=0 n=0

und das Kriterium von WEIERSTRASS (Sat_z5.34) impliziert die absolute und gleichméfige
Konvergenz der Potenzreihe Y77 f,, auf B, (7). O

DEFINITION 5.37 (Konvergenzradius). Der Konvergenzradius der Potenzreihe (5.6) ist
definiert durch
R=sup{lz—20|: > cn(z—20)" ist konvergent}.
n=0
Der Konvergenzradius kann auch null oder unendlich sein. Nach Satz 5.36 konvergiert
eine Potenzreihe also absolut und gleichméfig auf jeder Kreisscheibe B, (r) mit r < R und
divergiert fiir jedes z mit [z—2zp| > R. Auf dem Rand {|z-z0| = R} sind dagegen verschiedene
Szenarien moglich: Betrachte etwa die Reihen
2oy L LA
n=1 n? n=1 T n=1
Man erkennt leicht mithilfe des Quotientenkriteriums, daf der Konvergenzradius jeweils
1 ist. Die erste Reihe konvergiert auf {|z| = 1} absolut, denn die Reihe Y57, # ist eine
konvergente Majorante; die zweite Reihe divergiert fiir z = 1 (harmonische Reihe) und
konvergiert fiir z = -1 (alternierende harmonische Reihe); und die dritte Reihe divergiert
fiir jedes z mit |z| = 1, da die Glieder einer konvergenten Reihe stets gegen null konvergieren.
Wir geben schlieflich eine Charakterisierung des Konvergenzradius an:

SATZ 5.38 (Formel von HADAMARD). Der Konvergenzradius der Potenzreihe (5.6) ist

-1
R= (limsup \"/|cn|)

n—oo

mit der Konvention 07! = co und oo™! = 0.

-1
BEWEIS. Setze R := (limsupnﬁoo \"/|cn|) st |z — 29| < R*, so ist

limsup V/|cn(z — 20)™| = |2 — 20| limsup /e, | < R* limsup /|e,| = 1,

n—>00 n—o0 n—>00

sodafl Yo7 cn(z — 20)™ nach dem Wurzelkriterium konvergiert. Ist dagegen |z — 29| > R,
so divergiert die Reihe analog nach dem Wurzelkriterium. Insgesamt erhalten wir fiir den
Konvergenzradius also R = R”. U

5.4.2. Differentiation und Integration von Potenzreihen. Nun ist es ein leich-
tes, zu zeigen, daft Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius gliedweise integriert und
differenziert werden koénnen:

SATZ 5.39 (gliedweise Integration). Seien zg € R, ¢, € R fiir n € Nu{0}. Die Potenzreihe
Yoo Cn(z —20)™ habe Konvergenzradius R. Dann hat auch die Reihe

) (Z _ Zo)n+1
2, e
for n+1
den Konvergenzradius R, und fiir alle [a,b] € (20 — R, 20 + R) c R gilt

b [ oo 00 (Z—Z )n+1 b
/ (Z cn(z—zo)”)dz: Z:Ocn—o : (5.8)

(5.7)

fowr n+1
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BeEwEIS. Nach Satz 5.38 bestimmt sich der Kehrwert des Konvergenzradius der Rei-
he (5.7) zu

1
. lenl Y™ 1
1 M1 R len] = =
man (325" <t V-
denn limy, e (n + 1)Y" = 1 (Ubung). Daher stimmen die Konvergenzradien der beiden
Potenzreihen iiberein.

Nach Satz 5.36 konvergiert Y.0"cn(z — 20)" gleichméfig auf [a,b]. Da fiir jedes N ¢ N

b/ N N (Z—Zo)n+1 b
n\< — ")dz = n— - | >
/a (nZ:OC (2 - 20) ) z nz:%c n+l |
gilt nach Satz 5.32 sogar (5.8). O

BEISPIEL 5.40. Betrachte die Exponentialfunktion exp(x) := Y72, 97”1—7: Dann ist nach
Satz 5.39 eine Stammfunktion gegeben durch

co xn+1 00 T
Q=% 0= (Cc-1)= o,
/exp(:r) x n;) (i D) + 7;) o +( ) = exp(x) +

Nach Hauptsatz folgt daraus exp’ = exp. Dies konnte man aber auch aus dem folgenden
Satz herleiten:

SATZ 5.41 (gliedweise Differentiation). Seien zp € R und ¢, € R fiir alle n e Nu{0}. Die
Potenzreihe

o0

F(z):=) cn(z—20)"

n=0

habe Konvergenzradius R. Dann hat auch die Reihe
> ean(z - 20)" !
n=1
den Konvergenzradius R, und F ist in (29 — R, zp + R) differenzierbar mit
F'(z) =) ean(z - 20)" L. (5.9)
n=1

BeEwEIS. Nach Satz 5.38 bestimmt sich der Kehrwert des Konvergenzradius der Rei-
he (5.7) zu

limsup(n|cn|)% = limsup {L/m = l,

n—o0o n—>00 R
denn lim,, o n!/" = 1. Daher stimmen die Konvergenzradien der beiden Potenzreihen iiber-
ein. Da aufierdem nach Satz 5.36 beide Reihen innerhalb ihres Konvergenzradius gleichmé-
kig konvergieren, folgt aus Satz 5.33 die Differenzierbarkeit von F' und die Gleichheit (5.9)
in (20 - R, 20+ R). O

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes erhilt man sogar

KOROLLAR 5.42. Eine reelle Potenzreihe definiert innerhalb ihres Konvergenzradius
eine beliebig oft differenzierbare Funktion.

KOROLLAR 5.43 (TAYLOR-Reihe). Seien wieder zp € R und ¢, € R fiir alle n e Nu {0}.
Ist F(2) = Ypgcn(z— 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, so gilt fiir die
Koeffizienten

Cp = iF(n)(Z’Q),
n!
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wobei F(™) die n-te Ableitung bezeichnet. Man kann F in (zg - R, zo + R) also darstellen
durch seine TAYLOR-Reihe

|
F(2)= 3 =F™(20)(z - 20)".
n=0 v
BeEwEIS. Nach Satz 5.41 kann die F' definierende Potenzreihe gliedweise differenziert
werden, und man sieht leicht F(z0) = co, F'(20) = c1, - .., F™ (29) = nley,. O

Doch Vorsicht ist geboten: Das Korollar besagt lediglich, daft F' seiner TAYLOR-Reihe
gleicht, wenn F idberhaupt als Potenzreihe darstellbar ist. Um festzustellen, ob dies der
Fall ist, muf man die Restglieder der TAYLOR-Polynome geeignet abschétzen (s. Satz 4.47
und dessen Korollar). Eine notwendige Bedingung dafiir ist nach Korollar 5.42 jedenfalls
die beliebig haufige Differenzierbarkeit. Die Betragsfunktion etwa ist bei null nicht diffe-
renzierbar und somit in einer Umgebung von null auch nicht als Potenzreihe darstellbar.
Doch die Bedingung der beliebig hdufigen Differenzierbarkeit ist nicht hinreichend: In den
Ubungen im niichsten Semester werden Sie sehen, daf die Funktion

() :{ exp(—%) fir x >0

0 firxz<0

in R beliebig oft differenzierbar ist mit f(™)(0) = 0 fiir alle n € N. Wire f als Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt zg = 0 darstellbar, so wéren also nach Korollar 5.43 alle Koeffizienten
null, und es wiirde folgen f =0 in einer Umgebung von null, was offensichtlich falsch ist.

Abschliefsend sei erwéihnt, daf alle Resultate dieses Unterabschnitts auch in C Bestand
haben. Funktionen, die (in R oder C) als Potenzreihen dargestellt werden kénnen, heifen
analytisch; das Studium analytischer Funktionen C — C ist Gegenstand der Funktionen-
theorie.

5.5. Spezielle Funktionen

Wir behandeln hier die Exponentialfunktion, den Logarithmus sowie Sinus und Kosi-
nus. Es stellt sich heraus, da® diese Funktionen eng miteinander verwandt sind. Aus unserer
Diskussion der Winkelfunktionen erhalten wir aufserdem die Zahl 7.

5.5.1. Logarithmus und allgemeine Potenz.
5.5.1.1. Der natiirliche Logarithmus. Die Exponentialfunktion exp : R - R ist durch
die absolut und gleichmifig konvergente Reihe

@0-Z
exp(x) = —
n=0 n!

definiert (siehe Beispiel 5.30). In den Ubungen (Analysis II, Blatt 1, Aufgabe 3) wird
gezeigt, dak exp streng monoton wachsend ist mit exp(R) = (0,00). Daher besitzt die
Exponentialfunktion eine Umkehrfunktion:

DEFINITION 5.44 (natiirlicher Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp heift na-
tirlicher Logarithmus,

log: (0,00) - R.

PROPOSITION 5.45. a) Der Logarithmus ist streng monoton steigend mit
glci{‘r(l) log(z) =—-c0 und xhﬂrilo log(x) = +oo0.
FEs gilt log(1) = 0.

b) Es gilt fiir x,y >0 die Funktionalgleichung log(zy) = log(x) + log(y).
c¢) Der Logarithmus ist auf ganz (0,00) differenzierbar mit log' () = %
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BEWEIS. a) Dies folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponential-
funktion: exp : R - (0, 00) ist surjektiv und streng monoton steigend, auferdem haben wir
lim, oo exp(x) = 0 und lim, ;0 exp(x) = +oo, sowie schlieflich exp(0) = 1 (Analysis 11
Blatt 1 Aufgabe 3).

b) Seien z,y > 0, so setze & := log(x) und 7 := log(y). Dann folgt aus der Funktional-
gleichung der Exponentialfunktion (Analysis II Blatt 1 Aufgabe 3ii):

exp(§ +1) = exp(§) exp(n).
Nach Definition von log ist die rechte Seite gleich zy und linke Seite gleich exp(log(x) +
log(y)); Logarithmieren auf beiden Seiten liefert die gewiinschte Identitét.
c) Nach dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion (Satz 4.10) ist log iiberall
differenzierbar, und es gilt fiir jedes z > 0 wegen exp’ = exp:
1 1 1

log’(2) = = i
) = loa(a)) ~ exp(loa(®) ~ z
O
5.5.1.2. Allgemeine Potenzen.
DEFINITION 5.46. Sei a > 0, so definiert man fiir z € R:
exp, () := exp(xlog(a)).
PROPOSITION 5.47. Die Funktion exp, : R — R ist stetig und es gilt
a) exp,(z +y) = exp, () exp,(y) fir alle z,y € R;
b) exp,(z) = a” fiir alle v € Q.
BEwEIS. Wie in Analysis IT, Ubungsblatt 1, Aufgabe 3. 0

Die Proposition besagt insbesondere, dafs exp, die (eindeutige) stetige Fortsetzung der
Abbildung Q - R, z ~ a® nach ganz R ist. Man schreibt deshalb auch fiir z € R meistens
a® :=exp,(x).

5.5.1.3. Allgemeine Logarithmen.

DEFINITION 5.48. Sei a > 0, so definiert man fiir > 0:

log(z)

log(a)”

PROPOSITION 5.49. log, : (0,00) = R ist die Umkehrfunktion von exp, : R — (0,00).

log,(z) =

BEWEIS. Sei x € R, so gilt, da log die Umkehrfunktion von exp ist,

log(exp(xlog(a))) _ xlog(a) _
log(a) log(a)

log, (exp, =) =
und aufkerdem gilt fiir z >0

log()
log(a)

log(a)) =exp(log(x)) = x.

0

exp (10, () = exp(loga (z) log(a)) = exp(

5.5.2. Die komplexe Exponentialfunktion. Wir erinnern uns erneut an die Defi-
nition der Exponentialfunktion (Beispiel 5.30), die auch in C giiltig ist:

DEFINITION 5.50. Die Funktion exp: C — C ist gegeben durch
oo ZTL
exp(z) = nZ:;) ok

Man schreibt fiir exp(z) oft auch e*.
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Wir haben bereits gesehen, daft diese Potenzreihe auf ganz C absolut konvergiert.
Auferdem ist die Exponentialfunktion stetig, denn als Potenzreihe ist sie innerhalb ihres
Konvergenzradius (also auf ganz C) lokal gleichméfig konvergent (Satz 5.36), aber der
gleichméfige Limes einer Folge stetiger Funktionen ist wieder stetig (Satz 5.31).

Eine Reihe weiterer Eigenschaften der Exponentialfunktion ist Ihnen bereits bekannt,
allerdings nur im Reellen. Die wichtigste dieser Eigenschaften ist die Funktionalgleichung

eWt® = e"e®. Wir leiten sie im Komplexen iiber das CAUCHY-Produkt her:

LEMMA 5.51 (CAUCHY-Produkt). Seien Y72 a; und Y32, by konvergente Reihen, von
denen eine sogar absolut konvergiert. Dann konvergiert auch die Reihe

[ee] n
Z Cn, wobetr cy = Zalbn,l,
n=0 1=0

und es gilt

Zee(20) ()

BEWEIS. Sei 0.B.d.A. die Reihe }77( a; absolut konvergent. Wir schreiben fiir die Par-
tialsummen

n n n
n :Zaja Bn::Zbky Cn:zzcl;
j=0 k=0 =0

und fiir die Limites A := Z;io a; und B = Y12, by.
Da endliche Summen beliebig umgeordnet werden diirfen (Kommutativitét der Addi-
tion), erhalten wir

n 1 n
Cn= 2 ajbij= ZZ% 1; _Zan 1By = Zan_l(Bz—B)+AnB.
=0

120 j=0 120 j=0
Daher ist
|Cr - AB| = Zan—l(Bl -B)+(A,-A)B
0 (5.10)
Z|an I|Br - Bl + A, - A||B|.

Sei nun € > 0. Da A,, > A nach Voraussetzung, gibt es ein N so groh, dah |A, — 4| <
fiir alle n > N.

Da B; — B und — wegen der absoluten Konvergenz — Y7 |ay| < oo, gibt es ein L so
grof, dafs fiir [ > L gilt

‘Bl—B’ <

3IB|

€

3(1+ i laxl)

Schlieklich gibt es (wieder wegen der absoluten Konvergenz) ein M so grof, daf
€

3L(1 +maxj—,_ r-1|B; - Bl)

|am| <

fiir alle m > M.
Sei n > max{L + M, N}, dann kénnen wir (5.10) also aufspalten als

Cy =~ AB| < 3 |an_i|| B, - B| +|A, - A||B]
1=0

L-1 n
< > |an—||Bi= Bl + Y |ani||Bi - Bl + |A, - A||B| <,
1=0 I=L
und es folgt wie behauptet lim, . C,, = AB. O
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KOROLLAR 5.52 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle w, z € C gilt

6U}+Z - e’LUeZ‘

BEwEIS. Die Zahlen e¥ und e sind durch absolut konvergente Reihen dargestellt, also
gilt nach vorigem Lemma

7=0 0 !
wobei
n k n-k n n
. Zw z _iZ()k”k (w+2)
"k (n ) nliz n!
womit bereits ee® = e** gezeigt ist. O

KoOROLLAR 5.53. Fiir jedes z € C ist e* # 0.

BewEIS. Nach Funktionalgleichung ist 1 = ¥ = e*e™*. Wire e* = 0, wiirde sich somit
ein Widerspruch ergeben. g

Wir erinnern uns: Ist z = x + iy € C, so heilt z = z — iy die zu z komplexr Konjugierte.
PROPOSITION 5.54. Flir alle z € C ist € = €*.

BeEwEis. Fiir die n-te Partialsumme der Exponentialreihe gilt, da die Konjugation mit
Summen und Produkten vertraglich ist,

> E
J:O] 7=0

|l\z\'

(5.11)

Die rechte Seite konvergiert mit n — oo gegen e”. Mit Satz 5.5 sieht man leicht, daR eine
Folge komplexer Zahlen genau dann gegen z konvergiert, wenn die Folge der Konjugierten
gegen Zz konvergiert; daraus folgt, daR die linke Seite von (5.11) mit n — oo gegen e?
konvergiert, und die Behauptung folgt. g

PROPOSITION 5.55. Fiir jedes z € R gilt |e™| = 1.

BEwEIS. Nach Definition des Betrags einer komplexen Zahl und mit der vorigen Pro-
position sowie der Funktionalgleichung ist
m‘Q = eiTgiw — it giT _ iz iz _ 0 _

|€ e =€e € =€

0

Die Zahlen e liegen also in der komplexen Ebene auf dem Einheitskreis. Wir werden
bald sehen, dak dabei z den Winkel (im Bogenmaf) angibt, den e'* mit der reellen Achse
einschlieft.

5.5.3. Winkelfunktionen. Mit Winkelfunktionen oder trigonometrischen Funktio-
nen meint man hauptsichlich Sinus, Kosinus und Tangens; in staubigen Biichern finden
Sie auferdem Sekans, Kosekans und Kotangens. Diese Funktionen wurden seit der Spétan-
tike zur Berechnung ebener Dreiecke verwendet (mit Anwendungen in der Navigation und
Astronomie), in der Neuzeit dann auch zur Beschreibung von Schwingungsphénomenen.
Letzteres werden Sie vermutlich in der Vorlesung iiber gewthnliche Differentialgleichungen
sehen.
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5.5.3.1. Definition und Reihendarstellung. Die folgende Definition ist allerdings nicht
unmittelbar geometrisch:
DEFINITION 5.56 (Sinus, Kosinus). Die Funktionen sin, cos : R — R sind definiert durch
cosz = Re®,  sinz = Je'®
Insbesondere gilt €' = cosx + isin x.

Daraus ergibt sich mit Proposition 5.55 sofort, daf |sinz|,|cosz| < 1 fiir alle z € R, und

zudem sin? x + cos® z = || = 1

SATZ 5.57 (Reihenentwicklung). Sinus und Kosinus sind durch die auf ganz R konver-
genten Potenzreihen

cosx—nzo( 1) @’

2n 2n+1

sinx = Z( n" (2n+ D1

gegeben’.
BEwWEIS. Bemerke zunéchst
| (=D falls n = 2k fiir ein k e Nu {0}
17 =
(-1)¥i, falls n = 2k + 1 fiir ein k e Nu {0}.

Da die Exponentialreihe auf ganz R absolut konvergiert, diirfen wir gerade und ungerade
Indizes getrennt summieren (warum?). Also erhalten wir

n=0 T
oo 2%k 2k+1
_ )2 k; %
Z( ) (2k)! Z( L (2l<: 1)!
) Z( )k 22k Z p2k+1
(2k:)' (2k + 1)1
Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Behauptung. ([l

Es folgt sofort, dak der Kosinus eine gerade Funktion ist (d.h. cos(—x) = cos z fiir alle x)
und der Sinus ungerade (d.h. sin(-z) = —sinz fiir alle x). Der Graph von cos ist also ach-
sensymmetrisch um die vertikale Achse, der Graph von sin ist dagegen punktsymmetrisch
um den Ursprung.

KOROLLAR 5.58 (Ableitungen). Sinus und Kosinus sind auf ganz R beliebig oft diffe-
renzierbar, und es gilt

. !/ ! .
sin’ = cos, cos =-—sgin.

BEwEIS. Die Differenzierbarkeit ergibt sich aus Korollar 5.42. Die Formeln fiir die
Ableitung erhélt man durch gliedweise Differentiation (Satz 5.41), denn

w2n+1 ) 2 2n

sin x—(z( m Z( n" (2n+1)(2 D Z( )n o )'—c08$

n=0 n=0
und dhnlich fiir cos’. O

Insonderheit erfiillen Sinus und Kosinus die Differentialgleichung f” + f = 0, die die
Schwingung eines reibungsfreien Federpendels (oder eines widerstandsfreien elektrischen
Schwingkreises etc.) beschreibt, sofern Masse und Federhirte gleich 1 sind.

"Durch diese Reihenentwicklungen kann man sin und cos sogar als Funktionen C — C definieren.
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KOROLLAR 5.59 (Restgliedabschétzungen). Es gilt fiir jedes z € R und n e N

k |x|2n+2
oS Z( b (2k)' S @2n+2)’
. " 2k+1 |142n+3
ST Z(_) @i+ D)= nea)

BEWEIS. Aus der Restgliedabschitzung fiir die TAYLOR-Reihe in LAGRANGE-Darstellung
(Korollar 4.49), hier fiir m = 2n + 1, erhalten wir fiir ein € € [0, z]:

" 12k ||2n+2
COS.ZL'—Z( 1) 2k)' @n )’

und die Behauptung folgt mit der Beobachtung |cos| < 1. Die Abschétzung fiir sin geht
analog. O

5.5.3.2. Die Zahl 7.

= leos(O)l = —=5;

SATz 5.60. Der Kosinus hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle.

BeEwEIls. Aus der Reihenentwicklung sieht man cos0 = 1. Andererseits gilt geméf der
eben gezeigten Restgliedabschitzung

2 4
cos2 — 1+— ,
4!

mithin |cos2+1| < 3, und somit cos2 < 2 -1 < 0. Da cos stetig ist, folgt aus dem Zwischen-
wertsatz die Existenz einer Nullstelle.

Um zu zeigen, daf es nur eine Nullstelle gibt, gentigt es zu zeigen, dals cos im fraglichen
Intervall streng monoton fillt. Dazu zeigen wir cos’ = —sin < 0, also sin > 0 auf (0, 2].

Fiir jedes x € (0,2] haben wir, wiederum nach Restgliedabschétzung fiir die Sinusreihe,

3
|sinz — 2| < %,

also
, 3 z?
simnz>r—-—-=2|1-—].
s-+(-5)
Da aber in (0, 2] gilt 62 % < 1, folgt sinx > 0 wie gewiinscht. O

DEFINITION 5.61 (Die Zahl 7). Die eindeutig bestimmte Nullstelle des Kosinus im
Intervall (0,2) heifst 7.

Dafk dieses m wirklich ,das® m ist — némlich der Flécheninhalt der Einheitskreisschei-
be —, folgt aus den im folgenden (und in den Ubungen) bewiesenen Eigenschaften der
Winkelfunktionen zusammen mit Beispiel 4.40.

5.5.3.3. Weitere Eigenschaften der Winkelfunktionen.

PROPOSITION 5.62 (Additionstheoreme). Fir alle x,y € R gilt

sin(x +y) =sinx cosy + coszsiny, cos(x +y) = cosx cosy — sinzsiny.

BeEwEIs. Dies folgt einfach aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und

einem Vergleich von Real- und Imaginérteil, denn

cos(x +y) +isin(z +y) = iary) _ gz iy

= (cosx +isinx)(cosy +isiny)

= (cosxcosy —sinzsiny) + i(sinxz cosy + cos rsiny).
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PROPOSITION 5.63. €3 =i, ™ = -1, i3 = —j, e2™ = 1.

BewEIS. Einerseits ist definitionsgeméft cos(7/2) = 0, andererseits ist (nach Beweis
von Satz 5.60) sin(7/2) > 0, und schlieRlich gilt ja sin® = 1~ cos?, woraus sin(7/2) = 1 folgt.
Daraus ergibt sich

21 (71—) . : (ﬂ-) '
e2 =cos|—|+isin|—=]=1
2 2

wie behauptet.
Die {ibrigen Aussagen folgen aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und
aus i2 = -1, 3 = —i, i* = 1. So ist etwa

el 2(612) =% =i,

KOROLLAR 5.64 (Periodizitdt und Symmetrien). Fiir alle x € R gilt
cos(z +27) =cosz, sin(x+27) =sinx,

cos(z+m)=-cosx, sin(zr+7)=-sinz,
. ™ . s
cosz =sin| 5 -z), sinz=cos|z-z).

BEWEIs. Dies folgt sofort aus den Additionstheoremen und den speziellen Werten von
sin und cos, die sich aus Proposition 5.63 und der Formel exp(ix) = cosz + isinz ergeben.

(|
KOROLLAR 5.65 (Nullstellen).
i) {reR:cosz =0} ={F+kn:keZ}und {xeR:sinz =0} = {kr:keZ}.
i) {xeR:e® =1} = {21k : ke Z}.
BewEis. Ubung. O

DEFINITION 5.66. Die Tangensfunktion tan : R\ {5 + k7 : k € Z} — R ist definiert
durch

sinx
tanx =

cosx
5.5.3.4. Geometrische Interpretation der komplexen Ezponentialfunktion. Wie (zum
Schluf des letzten Unterabschnitts) angekiindigt wollen wir nun noch die Intuition plausi-
bilisieren, daf e derjenige Punkt auf dem komplexen Einheitskreis ist, der mit der reellen
Achse den Winkel x einschliefst. Wir messen hier wie {iblich Winkel im Bogenmayf, d.h.
ein Winkel wird mit der Lénge des entsprechenden Einheitskreisbogens identifiziert. Den
vulgdren Winkel in Grad erhilt man dann aus der Beziehung

180
o= —x
™
zuriick, wobei « in Grad und x im Bogenmafs gemessen wird.
Sei nun z € [0,27) gegeben und betrachte die n + 1 Punkte auf dem Einheitskreis, die

durch
ik
Zpii=en, k=0,...,n

definiert sind. Aus dem Monotonieverhalten von Sinus und Kosinus (Ubung) wird klar, daf
fiir festes n die Punkte 2, ; mit aufsteigendem % auch aufsteigende Winkel einschliefien.

Betrachte die Lange des Polygonzugs, der die n+1 Punkte z,, , verbindet; sie ist gegeben
durch

n-1
Ly = Z |Zn,k+1 - Zn,k|-
k=0
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Wir wollen zeigen lim,, 0o Ly, = 2, d.h. die Linge des Kreisbogens von € = 1 bis e betrigt
tatséchlich x.
Dazu rechnen wir

n—1 n—1 kel
. k+1 .k . 3 o1 a1
LTL = Z |er n - elxn| = Z e’LSE n e’LSC 2n — e oy
k=0 k=0
n—-1
i = _ixL i - _ir L . X
= z ‘eZ:BZn —e Y| =nle®m —e ¥on :QnSln(—)7
k=0 2n

wobei wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und spéterhin die Tdentitat

. iv_ iz . ; . .
sinx = “—7— verwendet haben, die leicht aus €'* = cos ¥ +isinz und den Symmetrien von

sin und cos folgt.

Nach Restgliedabschiitzung fiir den Sinus haben wir nun®
3
‘Qnsin(i) -z <2n 2 ,
2n 6(2n)3

und dies konvergiert mit n — co gegen null. Es folgt, wie behauptet, limy,, o Ly = .

Zum Abschluf bemerken wir, daf aus dieser Interpretation von e auch die iibliche
geometrische Interpretation von Sinus und Kosinus folgt: betrachte das rechtwinklige Drei-
eck mit Hypotenuse der Lénge 1, die mit der horizontalen (reellen) Achse den Winkel x
einschlieft. Da Kosinus und Sinus die Projektionen dieser Hypotenuse auf die horizontale
bzw. vertikale Achse sind (nichts anderes besagt ja die Definition cosx = Re'® sinz = Je'®),
beschreiben sie genau die Lénge der Ankathete bzw. Gegenkathete.

sinx
T

8Ebenso kann man den wichtigen Grenzwert limg_.o =1 herleiten.



KAPITEL 6

Topologische Grundlagen

Wie mifst man den Abstand zweier Objekte? Sind diese Objekte reelle oder komplexe
Zahlen, so tut man dies iiblicherweise mit dem Betrag, d.h. der Abstand zweier Zahlen z,y
betrigt |x — y|. In vielen Situationen gibt es allerdings mehrere Moglichkeiten, Absténde
oder Entfernungen zu messen: So sind von Ulm aus gemessen Augsburg und Nordlingen
Luftlinie ungefdhr gleich weit entfernt, aber eine Bahnfahrt nach No6rdlingen dauert mehr
als doppelt so lange wie nach Augsburg. Zu zwei gegebenen Bahnhofen kann also eine Di-
stanz angegeben werden (nédmlich die Fahrtzeit mit dem Zug), die sich von der geographi-
schen Entfernung, wie sie idealisiert durch den Betrag des Differenzvektors in R? gemessen
wiirde, unterscheidet, und dariiber hinaus fiir Bahnfahrende auch deutlich niitzlicher ist.
Den allgemeinsten Rahmen, innerhalb dessen in der Mathematik Distanzen zwischen zwei
Elementen einer Menge angegeben werden konnen, bilden die metrischen Rdaume.

Wir betrachten auberdem zwei weitere Konzepte: Die topologischen Rdume, die all-
gemeiner sind als die metrischen, werden kurz angeschnitten, da man sie in einem Ma-
thematikstudium unbedingt gesehen haben sollte, in Ulm aber leider keine regelméfigen
Lehrveranstaltungen zur Topologie angeboten werden.! Topologische Rédume bieten eine
Méglichkeit zu definieren, wann zwei Punkte einander ‘nahe’ sind, ohne einen quantifizier-
baren Abstand angeben zu miissen.

Normierte Riume sind spezielle metrische Raume, die mit der Struktur eines Vektor-
raums vertraglich sind. Ein wichtiges Beispiel fiir einen normierten Raum bildet R".

6.1. Topologische Riume

Wir haben bereits von offenen, abgeschlossenen und kompakten Intervallen gesprochen.
Die Definitionen dieser Konzepte in abstrakten topologischen Raumen werden Ihnen zu-
niichst sehr fremd erscheinen?, aber es wird sich herausstellen, daf sie im Falle der reellen
Zahlen mit den bereits bekannten Begriffen iibereinstimmen.

6.1.1. Grundbegriffe. Man erinnere sich an die Potenzmenge P(X) einer Menge X,
also die Menge aller Teilmengen von X.

DEFINITION 6.1 (Topologischer Raum). Ein topologischer Raum ist eine nichtleere
Menge X zusammen mit einer Topologie T c P(X), die die folgenden Eigenschaften hat:

i) geT und X €T,
ii) die Vereinigung von Elementen aus 7T ist wieder in T,
iii) der endliche Durchschnitt von Elementen aus 7T ist wieder in T.
Die Elemente der Topologie T heifsen offene Mengen, die Komplemente offener Mengen
heiken abgeschlossen.

Um an dieser Definition nicht irr zu werden, betrachten wir ein bereits bekanntes
Beispiel:

!Bin unterhaltsame Einfiihrung in die Topologie bietet JintcH [12].
%In der MaRtheorie werden uns &hnliche Strukturen, ndmlich o-Algebren, begegnen. Es ist daher gut,
wenn Sie sich schonmal an solche Konzepte gewGhnen.

98
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BEISPIEL 6.2. Sei X =R. Eine Teilmenge V c R heifit nach Definition 3.9 offen, wenn
zu jedem x € V ein € > 0 existiert, sodaf das Intervall (z—e€,z+¢) c V. Wir zeigen, daf die
so definierten offenen Teilmengen von R eine Topologie im Sinne von Definition 6.1 bilden:

i) Die leere Menge ist offen, da es kein Element von @& gibt, fiir das ein € angegeben
werden miikte. Die ganze Menge R ist ebenfalls offen, da fiir jedes € R und jedes ¢ > 0
das Intervall (z —€,x +¢€) c R ist.

ii) Sei I irgendeine Indexmenge und (V;);e; eine Familie offener Mengen. Wir wollen
zeigen, daf V := U;e; V; wieder offen ist. Sei dazu x € V, dann existiert ein j € I mit x € Vj.
Da Vj offen ist, existiert € > 0 mit (z—¢,z+¢€) c V. Daaber V; c V, gilt auch (z—¢,x+¢) c V.

iii) Sei W = NY, W; ein endlicher Durchschnitt offener Mengen, und sei = € W. Dann
ist z e Wi fiirallet =1,..., N, und da jedes W; offen ist, existiert zu jedem ¢ ein €; > 0, sodafs
(z — €,z +¢) c W;. Da es sich nur um endlich viele ¢; handelt, gilt € := min;—;__ny € > 0,
und auferdem

(r-e,x+e)c(z—€,z+¢)cW;
fiir jedes i. Daher ist sogar (z — €,z +¢€) c W.

Dieses Beispiel zeigt auch, dafs beliebige (unendliche) Durchschnitte offener Mengen
nicht offen zu sein brauchen: Denn es ist {1} = N3, (1 - %,1 + %) ein Schnitt offener
Mengen, der selbst nicht offen ist.

Das Beispiel kann wortlich auf C iibertragen werden, sofern man (z - €,x + €) durch
{zeC:|z-2z| <€} ersetzt.

Ein verbreitetes Mifsverstindnis soll hier gleich zu Beginn ausgerdumt werden: Es gibt
einerseits Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind, z.B. das Intervall [0,1). Denn
dieses ist nicht offen, da es zu 0 keine in [0,1) enthaltene e-Umgebung gibt; es ist aber
auch nicht abgeschlossen, da sein Komplement

R~ [0,1) = (—00,0) U[1,+00)

ebenfalls nicht offen ist.

Andererseits gibt es Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind: In R némlich
die leere Menge und die ganze Menge R selbst. Allgemein sind @ und X stets offen und
abgeschlossen®. Gibt es dariiber hinaus weitere Teilmengen von R mit dieser Eigenschaft?
Die Antwort lautet nein:

PROPOSITION 6.3. Sei R mit der in Beispiel 6.2 angegebenen Topologie versehen. Ist
V c R offen und abgeschlossen, so ist V=R oder V = @.

BEWEIS. Sei V' offen und abgeschlossen, und wir nehmen an, daf V # @ und V # R.
Dann ist das Komplement V¢ ebenfalls offen und abgeschlossen, und V¢ + @ und V¢ £ R.
Wir zeigen zunichst, dal in diesem Falle ein x € R existiert, sodafs fiir jedes € > 0 gilt:
(x-e,x+e)nV g und (z—€,x+€)NV°+ @ (xist also ein Randpunkt von V).

Seien dazu y € V und z € V¢ beliebig gewdhlt; 0.B.d.A. diirfen wir y < z annehmen.
Dann setze

x:=sup{we[y,z]:weV}.

Da es eine Zahl in [y, z] gibt, die auch in V ist (ndmlich y), wird das Supremum {iber
eine nichtleere Menge genommen und existiert daher als reelle Zahl. Nach Definition des
Supremums gilt auberdem fiir jedes € > 0, dak (z — €,z +€) NV # @, und es gilt ebenfalls
(x-—e,x+e)nNV°+g; denn falls 2 = z, so ist x € V¢, und falls x < z, so ist nach Definition
jede Zahl in [y, z], die grofer ist als x, in V°.

3Im Englischen heifen Mengen, die offen und abgeschlossen (open and closed) sind, clopen sets. Eine
deutsche Entsprechung wire etwa abgeschloffen.
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Es ist entweder x € V oder x € V¢, Wir nehmen 0.B.d.A. ersteres an. Da V offen ist,
existiert § > 0, sodaf (x —d,z +0) c V. Andererseits haben wir soeben gezeigt (z — 0,z +
0)nVe+g, also folgt VnV°+g@, und das ist der gewiinschte Widerspruch. g

Nicht jeder topologische Raum hat die Eigenschaft, dafs es nur triviale offene und
abgeschlossene Mengen gibt:

BEISPIEL 6.4. Sei X =[0,1]n[2,3], und eine Teilmenge V c X heie offen, wenn es
fiir jedes x € V ein € > 0 gibt, sodal (z—€,z+€)nX c V (vgl. Definition 3.9). Es ist leicht
nachzupriifen, daf diese offenen Mengen eine Topologie bilden? (Ubung).

Wir behaupten, daf die Teilmenge [0,1] c X offen und abgeschlossen ist: Sie ist offen,
denn fiir jedes x € [0,1] und € = 3 gilt (z—¢,z+€)nX c [0, 1]. Sie ist aber auch abgeschlossen,
denn das Komplement [2,3] ist offen, wie man wieder fiir jedes x € [2,3] mit der Wahl

€= % sieht.

DEFINITION 6.5. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn gilt: Ist
V c X offen und abgeschlossen, so ist V =@ oder V' = X.

In topologischen Rdumen kann man Konzepte wie Konvergenz und Stetigkeit definie-
ren. Zunichst definieren wir den Begriff der Umgebung:

DEFINITION 6.6 (Umgebung). Sei X ein topologischer Raum und x € X. Dann heifit
U c X eine Umgebung von z, wenn es eine offene Menge V c X gibt mit x e V c U.

Im Falle X = R mit der iiblichen Topologie ist etwa B¢(z) := (z—¢,x+¢) eine Umgebung
von z, sofern € > 0.

DEFINITION 6.7 (Konvergenz). Sei X ein topologischer Raum und (zy,)peny € X eine
Folge. Man sagt, die Folge konvergiere gegen ein x € X, wenn jede Umgebung von x alle
bis auf endlich viele Glieder der Folge enthilt.

Man iiberzeuge sich, dah in R diese Definition der Konvergenz mit der gewohnten
iibereinstimmt (Ubung).

DEFINITION 6.8 (Stetigkeit). Seien X, Y topologische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung.

a) f heifst stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge unter f wieder offen ist.

b) f heikt folgenstetig, falls fiir jede konvergente Folge (z,,) ¢ X mit limy oo 2y = 2 € X
die Folge (f(xyn))nen gegen f(x) konvergiert.

In Satz 3.10 haben wir bereits gesehen, dafs in R Stetigkeit und Folgenstetigkeit dquiva-
lent (und auch dquivalent zur e-d-Definition) sind. Man kann zeigen, dafs dies in allgemeinen
topologischen Raumen nicht mehr der Fall zu sein braucht.

6.1.2. Beispiele.

(1) Sei X c R™ (oder C"), dann ist eine Topologie auf X folgendermafen definiert:
V c X heilt offen, wenn es zu jedem x € V ein € > 0 gibt, sodaf

B(z)nX={yeX:|lx-y|<e}cV.

Hier bezeichnet |-| die euklidische Norm eines Vektors, die Sie aus der Linearen
Algebra kennen: Fiir z e R™ ist |z| = (X}, xi)l/Q.

So ist zum Beispiel (0,1) x (3,5) c R? offen in R2. Die Menge [0,1) x [3, 5] ist
offen im topologischen Raum Y := [0, 00) x [3,5], aber nicht in Z := [0, 00) x [3,6].

“Diese Topologie nennt man die von R auf die Teilmenge X induzierte Topologie oder Relativtopologie.
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Ahnlich wie in R kann man zeigen (Ubung), daf R? mit dieser Topologie
zusammenhingend ist. Dagegen ist R? \ {(x,y) € R? : 4y = 0} nicht zusammen-
hiingend, da die Mengen {(z,y) e R? : y < 0} und {(z,y) € R? : y > 0} offen und
abgeschlossen sind.

Eine Folge (25, )nen € R™ konvergiert genau dann gegen z € R™, wenn fiir jedes
e >0 ein N € N existiert, sodal |z — x,| < € fiir alle n > N (wobei |-| wieder die
euklidische Norm bezeichnet). Es ist nicht schwer zu sehen®, daf dies #quivalent
zur komponentenweisen Konvergenz ist, daf also x7, — 27 fiir jedes j = 1,...,n im
Sinne der Konvergenz in R.

Sei X eine nichtleere Menge. Die diskrete Topologie ist einfach P(X), d.h. jede
Teilmenge von X ist offen. Man priift leicht nach, daf P(X) tatsichlich eine
Topologie ist.

Sei (zp,)nen eine Folge. Damit sie gegen x € X konvergiere, mufs jede Umge-
bung von z fast alle z,, enthalten. Allerdings ist {x} eine Umgebung von x. Das
bedeutet: Eine Folge konvergiert genau dann in der diskreten Topologie gegen «x,
wenn fast alle Folgenglieder gleich z sind.

Sei Y ein weiterer (beliebiger) topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung
f:X =Y stetig, denn jedes Urbild unter f ist offen.

Jede Menge X mit mindestens zwei Elementen ist in der diskreten Topolo-
gie nicht zusammenhéngend, denn jede einelementige Menge {x} ist offen und
abgeschlossen.

Man nennt die diskrete Topologie auch die feinste Topologie, mit der man

eine Menge versehen kann.
Der Gegensatz zur diskreten Topologie auf einer nichtleeren Menge X ist die
grobste Topologie diejenige, die nur aus der leeren Menge und dem ganzen Raum
X besteht. Auch hier priift man wieder nach, daf es sich in der Tat um eine
Topologie handelt.

Ist z € X, so ist X die einzige Umgebung. Daher konvergiert jede Folge gegen
jeden Grenzwert. Daran sieht man, dal in allgemeinen topologischen Riumen
Grenzwerte nicht eindeutig zu sein brauchen.

Sei f: X — R eine Abbildung, dann ist sie genau dann stetig, wenn f konstant
ist. Denn einerseits ist das Urbild einer Teilmenge von R unter einer konstanten
Funktion entweder @ oder X; ist andererseits f nicht konstant, so nimmt es min-
destens zwei Werte y; # y2 an, und damit ist fiir € := |y1_;y2|: Y B(yn)) ¢ {2, X},
also ist f nicht stetig.

Allerdings ist jede Abbildung von einem topologischen Raum Y nach X stetig,
denn die Urbilder der (einzigen) offenen Mengen @ und X sind @ bzw. Y, und
die sind stets offen.

Offensichtlich ist X mit der groben Topologie zusammenh&ngend.

6 Wir wihlen jetzt X = Z und definieren fiir a,b € Z, b > 0 Teilmengen

Nop:={a+nb:neZ}.

(Man nennt eine solche Menge eine arithmetische Folge.) Eine Teilmenge V c Z
heifse offen, wenn entweder V = @ oder zu jedem a € V ein b € N existiert, sodaf
Ngp c V. Wir zeigen, daf dadurch eine Topologie auf Z definiert wird:

Nach Definition ist @ offen. Die Offenheit von Z folgt ebenfalls sofort aus der
Definition (fiir jedes a kann dafiir b beliebig gewahlt werden).

5Siehe Proposition 6.38 unten.

6Dieses bezaubernde Beispiel ist dem auch sonst sehr empfehlenswerten Buch [1] entnommen.
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Sei a € Ujer Vi, wobei jedes V; offen ist. dann gibt es ein j € I mit a € V;, und
daher existiert b € N, sodal a € Ny c¢ Vj € Ujer Vi Also ist die Vereinigung offener
Mengen wieder offen.

Seien schliefslich Vi, Vs offen und a € Vi n Va. Dann gibt es nach Definition
b1,b2 € N, sodak Nyp, ¢ Vi und Ny, € Va. Da N6, © Noyp, und ebenso Ny p,p, ©
N by, 15t Ngpip, € VinVa, und VinVs ist somit offen. Wenn aber der Durchschnitt
zweier offener Mengen offen ist, so auch der Durchschnitt endlich vieler offener
Mengen (denn dann ist ja auch (V3 nV3) n V3 offen usw.). Damit ist gezeigt, dak
die so definierten offenen Mengen eine Topologie bilden.

Da Ngp =7~ Uf;ll Nasip, ist Ny p als Komplement einer offenen Menge abge-
schlossen. Insbesondere ist Z mit dieser Topologie nicht zusammenhingend.

Als Anwendung zeigen wir, daf die Menge PP der Primzahlen unendlich ist.
(Eine natiirliche Zahl heift bekanntlich prim, wenn sie genau zwei Teiler hat; so
sind etwa 2, 3, 5, 7, 11, etc. prim, da z.B. 2 genau die Teiler 1 und 2 hat.) Da jede
ganze Zahl aufer +1 mindestens einen Primteiler hat (warum?), gibt es zu jedem
z e Z~ {£1} ein p e P mit z € Ny, Daher gilt
Z~{-1,+1} = | J Nop. (6.1)

peP
Angenommen, [P wire endlich, so wére U,ep Nop eine endliche Vereinigung abge-
schlossener Mengen (die Abgeschlossenheit von N, haben wir ja eben gezeigt).
Nach Mafsigabe der mengentheoretischen Identitét

C
(ﬂ Mi) =JMy
iel iel
ist aber die endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen,
und nach (6.1) wére also {-1,1} als Komplement einer abgeschlossenen Menge
offen. Unmittelbar aus der Definition der offenen Menge ist aber ersichtlich, dafs
jede nichtleere offene Menge unendlich ist, und dies ergibt den gewiinschten Wi-
derspruch zur Endlichkeit von P.

Wir bemerken noch, daf es selbstverstindlich einen vielen elementareren Be-
weis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen gibt, ndmlich den von EUKLID:

Angenommen, es gibe nur endlich viele Primzahlen p1, ..., p,. Betrachte die Zahl
n

P:= H p; + 1.
i=1

Dann ist P durch kein p; teilbar, es enthélt also einen von allen p; verschiedenen
Primfaktor, und wir erhalten so einen Widerspruch.

6.1.3. Abschluff und Rand. Hier nur ein paar kurze Definitionen:
DEFINITION 6.9 (Topologischer Abschluf). Sei X ein topologischer Raum und Q c X

eine beliebige Teilmenge. Dann heilt der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die
Q) enthalten, der (topologische) Abschlufi von Q. Man schreibt dafiir €.

Man beachte, dafs beliebige Durchschnitte abgeschlossenener Mengen wieder abge-

schlossen sind, denn das Komplement des Durchnitts ist die Vereinigung der Komplemen-
te, und da letztere offen sind und die Vereinigung offener Mengen wieder offen ist, ist der
Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Der Abschluf einer beliebigen Menge
Q ist also abgeschlossen und enthilt Q. Ist Q bereits abgeschlossen, so ist offenbar Q = Q.

DEFINITION 6.10 (offener Kern). Sei X ein topologischer Raum und © c X eine belie-

bige Teilmenge. Dann heift

0 = ()
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der offene Kern von Q.

Der offene Kern ist (als Komplement einer abgeschlossenen Menge) offen und in
enthalten. Ist Q offen, so ist 2 = Q°.

DEFINITION 6.11 (Rand). Sei X ein topologischer Raum und ©Q c X eine beliebige
Teilmenge. Dann heifst

0N :=Q\Q°

der (topologische) Rand von .

Der Rand einer Menge ist stets abgeschlossen (warum?).

BEISPIEL 6.12. (1) Sei X = R mit der tblichen Topologie (s. Beispiel 6.2) und

(2)

Q2 =[0,1). Dann ist Q =[0,1], Q°=(0,1), und 9 = {0,1}.

Sei X = C mit der Topologie aus Beispiel 6.1.2 (1), und Q = B1(0) = {z € C :
|| <1}. Dann ist Q = {2 e C: 2| <1}, Q°=Q, und 9N = {2 € C : |2| = 1}. Fiir
A ={zeC:lz|=1} gilt V=, ()° =2 und 9 = .

6.1.4. Kompaktheit.

DEFINITION 6.13 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heift kompakt, wenn
gilt: Ist X = U;er Vi eine offene Uberdeckung von X (d.h. jedes V; ist offen), so gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung X = Ujez, Vi (d.h. Iy ist endlich).

Diese zugegebenmafen recht unhandlich anmutende Definition wollen wir uns an einem
bekannten Beispiel klarmachen:

BEISPIEL 6.14. (1) Sei X =[0,1] c R mit der iiblichen Topologie (s. Beispiel 6.2).

Dann ist X kompakt. Sei dazu [0,1] = U,y Vi eine offene Uberdeckung. An-
genommen, [0,1] kénnte nicht durch endlich viele V; iiberdeckt werden. Unter
dieser Annahme konstruieren wir nun eine Intervallschachtelung (I, )nen, sodafs
[In+1| = 3|I| fiir jedes n € N, und sodaf jedes I, nicht durch endlich viele V;
iiberdeckt werden kann.

Wihle dazu Ih := [0,1]. Ist I, = [an, by ] bereits konstruiert, so bilden wir die
beiden Teilintervalle I, := [an, “";b"] sowie I} := [%,bn]. Da nach Indukti-
onsannahme I, nicht durch endlich viele V; tiberdeckt wird, wird auch I, oder
I} nicht durch endlich viele V; iberdeckt (sonst kénnte man die beiden endlichen
Uberdeckungen von I, und I;} einfach vereinigen, um eine endliche Uberdeckung
von I, zu erhalten). Wihle von den beiden Intervallen I, und I} eines aus, das
nicht von endlich vielen V; iiberdeckt wird, und setze dieses Intervall als I,,,1.

Nach Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.25) existiert nun ein x € [0,1],
sodafs z € I, fiir alle n € N. Fiir dieses = existiert nach Voraussetzung ein j € I mit
x € V;, und da Vj offen ist, gibt es ein € > 0 mit (z —€,2 +¢€) n[0,1] c V;. Wihle
n € N so grof, daf 27" < €. Da [I,| = 27" <€, gilt I,, € V}, also ist I, € Ujeg;y V; eine
endliche Uberdeckung von I,,, im Widerspruch zur Konstruktion von I,,. Daher
ist unsere Annahme, [0, 1] hitte keine Uberdeckung aus endlich vielen V;, falsch,
und die Kompaktheit ist bewiesen.

Es ist klar, daf diese Argumentation ebenso fiir Intervalle [a,b] mit a < b

funktioniert. Unsere frithere Bezeichnung solcher Intervalle als kompakt ist also
mit der neuen Definition konsistent.
Sei nun X = (0, 1) mit der {iblichen Topologie. Wir zeigen, dafs X nicht kompakt
ist. Dazu reicht es aus, eine offene Uberdeckung von (0,1) anzugeben, die keine
endliche Teiliiberdeckung zuldfkt. Sei dazu Vj := (4117 1) und V,, := (27%°2,27") fiir
alle n € N. Da fiir jedes € (0,1) ein n € Nu {0} existiert, sodak = > 272 und
z <27 ist (0,1) = U2, V; eine offene Uberdeckung.
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Betrachte eine endliche Teilfamilie von Mengen V;,,...,V;, mit i1 <i2 <...<
in, so gilt fiir jedes z € (0,28 2]

N
z¢ |JVi,.
k=1

Daher ist U, V;, keine Uberdeckung von (0,1). Da die Auswahl der endlichen
Teilfamilie beliebig war, zeigt dies, daf (0,1) nicht kompakt ist.

Ist X ein topologischer Raum und € c X, so ist auf 2 durch die Mengen der Form
{VNnQ:V c X offen} eine Topologie definiert, die als die von X induzierte Topologie oder
Relativtopologie auf Q bzgl. X bezeichnet wird (vgl. Beispiel 6.4).

SATZ 6.15 (vgl. Satz 3.17). Seien X,Y topologische Rdume und f: X - Y stetig. Ist
X kompakt, so auch f(X) beztiglich der von Y induzierten Topologie.

BEWEIS. Sei f(X) c Ujer Vi c Y eine offene Uberdeckung (d.h. V; c Y sind offen, daher
sind auch V; n f(X) in f(X) offen). Da f stetig ist, ist auch jedes f~(V;) c X offen, und
wegen f~ (UV;) = U fH (Vi) folgt

X=Ur ().
1€l
Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung X = UkN: 1 f‘l(‘/;k). Ist nun
y € f(X), so existiert z € X mit f(x) =y und daher auch ke {1,..., N} mit x ¢ f~1(V;,),
also y = f(z) € Vj,. Damit ist gezeigt, daf

C=

f(X) e UV,

k
und dies ist die (bzw. eine) gesuchte endliche Teiliiberdeckung von f(X). O

1

DEFINITION 6.16 (Folgenkompaktheit, vgl. Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS). Ein
topologischer Raum X heilst folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge
besitzt.

In allgemeinen topologischen Riumen sind Uberdeckungskompaktheit und Folgenkom-
paktheit nicht dquivalent; wir studieren nun aber eine spezielle Klasse topologischer Raume,
die metrischen Rdume, in denen die beiden Konzepte, ebenso wie Stetigkeit und Folgens-
tetigkeit, gleichbedeutend sind.

6.2. Metrische Riume

6.2.1. Definition und Beispiele.

DEFINITION 6.17 (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum ist eine nichtleere Menge
X zusammen mit einer Abbildung (der Metrik) d: X x X — R, sodak gilt:
i) Positivitat: d(z,y) > 0 fiir alle x,y € X, mit Gleichheit genau dann, wenn z = y;
ii) Symmetrie: d(x,y) = d(y,z) fur alle z,y € X;
iii) Dreiecksungleichung: d(zx,z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle z,y,z € X.

Man sollte sich d(z,y) als den Abstand zwischen den Punkten x und y vorstellen.

BEISPIEL 6.18. (1) Die Standardmetrik auf R™ ist definiert als
d(z,y) =z -yl,
wobei |- | wieder die euklidische Norm bezeichnet. Ebenso ist mit dieser Metrik

jede Teilmenge von R"™ ein metrischer Raum.
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(2) Fir jede nichtleere Menge X definiert

1, falls z #y,

d =
(@9) {O, fallsz =y

eine Metrik.
(3) Sei P:={x' 22,... 2"V} eine endliche Teilmenge des R?, und betrachte die Menge

R?/P:= (R*\ P)u{P}
(d.h. man betrachtet R? und identifiziert dabei die Punkte aus P). Dann ist durch

-, . . g . ok
d(.y) mm{|a: ol min o]+ min |y x\}

fiir x,y ¢ P und d(z, P) == minj;,_n |z - 27| die ,U-Bahn-Metrik‘ auf R%/P ge-
geben. Ubung: Zeige, dak dies tatsichlich eine Metrik ist. Was hat sie mit der
U-Bahn zu tun?

DEFINITION 6.19. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge V' c X heifit offen,
wenn es zu jedem x € V ein € > 0 gibt, sodafs

Be(z)={ye X :d(z,y) <e}cV.

Die offenen Mengen definieren eine Topologie auf X, die als die von d induzierte Topologie
auf X bezeichnet wird.

Die letzte Aussage bedarf eines kurzen Beweises: @ und X sind nach dieser Definition
gewi offen; sind V; offen fiir jedes i € I und ist x € UV}, so ist x € Vj fiir ein j € I, und
daher gibt es € > 0 sodaft Bc(z) c V; c UV;; und sind Vj offen fiir i = 1,..., N, so gibt es
fiir jedes i = 1,...,N ein ¢ > 0 mit B, (z) c V; — dann aber ist fiir € := min;.; _ny € >0
auch B.(x) c V; fiir alle 4, und somit auch B.(z) cNV;.

Damit sind alle in topologischen Radumen eingefiihrten Begriffe (Konvergenz, Stetigkeit,
Kompaktheit, Rand, etc.) auch in metrischen Rdumen definiert.

1111

PROPOSITION 6.20. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (zp)neny € X konver-
giert genau dann gegen x € X, wenn gilt:

Ve>0 3INeN Vn>N: d(zpz)<e (6.2)
Im Falle der Konvergenz ist der Grenzwert eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Sei (zy,)neny konvergent gegen x, d.h. jede Umgebung von x enthélt fast alle
Folgenglieder. Insbesondere ist jedes B¢(xz) Umgebung von x, und somit gibt es zu jedem
€>0ein N €N, sodaf (6.2) erfiillt ist.

Gelte umgekehrt (6.2), und sei U > x eine Umgebung von z. Das bedeutet, dak U eine
offene Menge enthélt, die ihrerseits = enthélt. Daher existiert € > 0 mit Be(x) c U, und
nach (6.2) liegen fast alle Folgenglieder in Be(z) c U.

Zur Eindeutigkeit des Grenzwerts: Angenommen (x,)neny konvergiere sowohl gegen x
als auch gegen y. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein N € N, sodal z € B(x) und zn € Bc(y).
Nach Dreiecksungleichung ist aber d(x,y) < d(x,zn) +d(xzn,y) < 2¢, und da dies fiir jedes
€ >0 der Fall ist, folgt d(z,y) =0, und somit z = y. O

6.2.2. Kompaktheit.

DEFINITION 6.21 (Totale Beschranktheit). Ein metrischer Raum (X,d) heift total
beschrinkt, wenn es fiir jedes € > 0 eine Uberdeckung von X aus endlich vielen Kugeln vom

Radius € gibt, d.h. X = UM B.(x;).

PROPOSITION 6.22. Jeder folgenkompakte metrische Raum ist total beschrinkt.
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BEWEIS. Sei X folgenkompakt. Angenommen, er wére nicht total beschrinkt, so exis-
tierte € > 0 dergestalt, daf X nicht durch endlich viele Kugeln vom Radius e iiberdeckt
wiirde.

Wir definieren rekursiv eine Folge wie folgt. Sei 21 € X beliebig gewéhlt. Da X # B(z1),
existiert o € X mit d(x1,22) > €.

Seien fiir ein n € N (21, x2, ..., x,) bereits so gewahlt, daf d(z;,z;) > efir 1 <i#j<n.
Da U}, Be(z;) # X, gibt es ein xp41 mit d(zp41,25) > € fiir alle j <n. Somit ist eine Folge
in X definiert, deren beliebige zwei Glieder Abstand mindestens e voneinander haben.
Daraus folgt, dafs diese Folge keine konvergente Teilfolge hat (sonst gébe es namlich einen
Haufungspunkt « € X und Indizes i # j, sodak d(z;,z;) < d(x;,x) + d(x,z;) < €). Dies ist
der gewiinschte Widerspruch zur Folgenkompaktheit. O

LEMMA 6.23 (LEBESGUE-Zahl). Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum und X =

Uier Vi eine offene Uberdeckung. Dann existiert ein § > 0, sodafi gilt: Fiir jedes © € X
existiert i € I, sodaff Bs(x) c'V;.

BEWEIS. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gibe es zu jedem n € N ein
Ty € X, sodal By, (zn) ¢ V; fiir alle i e I.

Aufgrund der Folgenkompaktheit hat die Folge (z,)nen eine Teilfolge (2, )ken, die
gegen x € X konvergiert. Da x € V; fiir ein i € I, existiert € > 0 mit Be(z) c V;. Sei

nun k so grok, dafs einerseits % < £ und andererseits d(zp,,z) < 5. Dann gilt fiir jedes

2 2
Y € By, (2n,.):
Ay, w) < d(y.en,) + d(n,2) <5+ 5 = (6.3)
also ist By, (7n,) ¢ Be(x) c Vj, im Widerspruch zur Konstruktion der Folge (77 )nen. O

SATZ 6.24. Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er folgenkompakt ist.

BEWEIS. Sei X kompakt und (2, )ney € X eine Folge. Angenommen, Die Folge besife
keine konvergente Teilfolge. Dann existiert zu jedem y € X eine offene Umgebung V,,, die nur
endlich viele z,, enthilt (Ubung). Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
X = Uj]\i 1 Vy,;- Dann wiirde aber X nur endlich viele Folgenglieder enthalten, Widerspruch.

Sei umgekehrt X folgenkompakt und X = Ujes V; eine offene Uberdeckung. Nach Lem-
ma 6.23 existiert 0 > 0, sodaf fiir alle x € X ein i, € [ existiert mit Bs(z) c V;,. Da X
nach Proposition 6.22 total beschrénkt ist, existieren endlich viele z;, 7 =1,..., N, sodaf
X =UY, Bs(x;). Daher ist

N
X=V,,
=1
die gesuchte endliche Teiliiberdeckung. g

6.2.3. Weitere Eigenschaften metrischer Riume. Wir stellen einige Figenschaf-
ten metrischer Rdume zusammen, die wir bereits von den reellen Zahlen kennen.

PROPOSITION 6.25. FEine Teilmenge A eines metrischen Raums ist genau dann abge-
schlossen, wenn gilt: Ist (xn)ney € A eine Folge, die gegen x konvergiert, so ist x € A.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen und (z,)ney eine gegen x konvergente Folge. Wire x ¢ A,
so wire x € A°, was eine offene Menge ist. Das bedeutet, dak es ein B.(x) c A° gibe. Dann
aber gélte d(x,x,) > € fiir alle n € N, und somit konnte (xz,, ),y nicht gegen = konvergieren.

Fiir die umgekehrte ITmplikation sei x € A, dann miissen wir zeigen, dak es ein Be(x) c
A€ gibt. Wire dies nicht der Fall, so gidbe es zu jedem n € N ein x,, € A mit d(z,x,) < %,
und die so gewonnene Folge (2, )ney wiirde gegen x konvergieren. Nach Annahme wire
dann aber x € A, Widerspruch. g
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Wir nennen einen metrischen Raum X beschrinkt, wenn es ein € X und ein R > 0 gibt
mit X = Br(z). (Insbesondere ist jeder total beschrinkte metrische Raum beschrankt, aber
nicht umgekehrt.) Ein wichtiger Spezialfall ist der einer Teilmenge U c X eines gegebenen
metrischen Raums: U selbst ist ndmlich ein metrischer Raum, sofern die Metrik d (definiert
auf X x X) auf U x U eingeschrankt wird.

Existiert nun ein X o Br(x) o U, so ist U beschrénkt, denn: Erstens diirfen wir
0.B.d.A. annehmen z € U (falls ndmlich = ¢ U, so wihle 2’ € U ¢ Bg(z), und dann ist nach
Dreiecksungleichung U ¢ B,z (7). Zweitens ist die Kugel um 2 mit Radius R im
metrischen Raum (U, d ly«y) genau Br(x)nU. Wir verwenden auferdem die Konvention,
daf die leere Menge beschréinkt ist.

PROPOSITION 6.26. Sei X ein metrischer Raum und U c X. Ist U kompakt, so ist es
auch beschrankt und abgeschlossen.

BEWEIS. Sei U kompakt und x € U beliebig (wir nehmen an U # @& — falls doch, ist
die Behauptung trivial). Es ist U ¢ Upsg Br(x) eine offene Uberdeckung von X (da die
Distanz eines Punktes in U von z stets endlich ist), die eine endliche Teiliiberdeckung
U c U, Bg,(x) zuldkt. Mit R := max;-1_ , R; ist dann aber U c Bp(x), also ist U
beschrankt.

Sei (zp)nen € U eine Folge mit lim,,—, o ,, = . Da U nach Satz 6.24 folgenkompakt ist,
enthélt (x,)ney eine in U konvergente Teilfolge. Deren Limes kann aber nur x sein, also
ist x € U, und die Abgeschlossenheit von U folgt aus Proposition 6.25. g

KOROLLAR 6.27 (vgl. Korollar 3.18). Sei X ein kompakter topologischer Raum und
f X — R stetig. Dann nimmt f sein Maximum und Minimum an.

BEWEIS. Nach Satz 6.15 ist f(X) c R kompakt, also insbesondere beschrinkt und ab-
geschlossen. Da eine nichtleere beschriankte Menge ein endliches Supremum hat (Satz 2.28),
gibt es eine Folge (z,)nen € f(X), die gegen sup f(X) konvergiert. Da aber f(X) abge-
schlossen ist, ist sup f(X) € f(X) (siehe Proposition 6.25), also ist das Supremum sogar
das Maximum. Analog argumentiert man fiir das Minimum. O

Schliefslich noch einige Aussagen iiber stetige Funktionen:

SATZ 6.28. Seien X,Y metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn sie folgenstetig ist.

BEWEIS. Sei f stetig, x € X und limy o @y = 2. Sei U 3 f(x) eine offene Umgebung,
dann ist wegen der Stetigkeit f~1(U) eine offene Umgebung von x. Also liegen alle bis auf
endlich viele z,, in f~}(U). Daher liegen auch alle bis auf endlich viele f(z,) in U, und
somit konvergiert (f(z,))ney gegen f(z).

Sei nun umgekehrt f in x folgenstetig und U c Y eine offene Umgebung von f(x). Sei
(Zn)nenw € f7H(U)€ konvergent gegen &. Da f folgenstetig ist, gilt f(Z) = limy oo f(20)-
Da aber f(x,) € U® kann f(x,) nicht gegen ein Element von U konvergieren, also ist
# e f~1(U)¢, und nach Proposition 6.25 ist f~1(U)¢ abgeschlossen, also f~1(U) offen. O

KOROLLAR 6.29. Seien X,Y,Z metrische Riume und f: X - Y, g:Y — Z stetig.
Dann ist auch go f: X — Z stetig.

BEWEIS. Ist (2,)nen eine Folge in X mit limy, ooz, = x, so folgt aus der (Folgen-
)Stetigkeit von f auch lim, e f(x,) = f(2), und wegen der Stetigkeit von g schlieflich

lim o g(f(0)) = g(f (). -

Es ist leicht zu sehen (Ubung), dak eine Funktion von einem metrischen Raum (X, dx)
in einen weiteren metrischen Raum (Y, dy ) genau dann stetig ist, wenn gilt:

Ve>0 VxeX 36>0 VyeX: dx(x,y)<o=dy(f(z),f(y))<e.
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Wie im Reellen heifit eine Funktion von einem metrischen Raum (X,dx) in einen
metrischen Raum (Y, dy) sogar gleichmafig stetig, wenn gilt:

Ve>0 30>0 Vr,yeX: dx(z,y)<d=dy(f(x),f(y)) <e.

SATZ 6.30 (Vgl. Satz 3.21). Sei (X,dx) ein kompakter metrischer Raum und (Y,dy)
ein metrischer Raum. Dann ist jede stetige Abbildung X — Y sogar gleichméfig stetig.

BEwWEIS. Sei f: X — Y stetig und € > 0. Da f stetig ist, existiert zu jedem z € X ein
d(x) >0, sodak aus dx(z,y) < d(x) folgt dy (f(x), f(y)) < 5. Nun ist

X = L%B&(x)/z(l’)

eine offene Uberdeckung von X, und da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiber-

77777

einem Bj(,y/2(2;) enthalten, und falls dx(z,y) <, so ist auch y € Bs(,,;)(z;). Daher gilt

dy (f(@). FW)) S dy (@), F(2)) + dy (). F W) < 5 + 5 =c.
O

Eine Folge (fn)neny von Funktionen von einem metrischen Raum X in einen metrischen
Raum Y heilst gleichmdfig konvergent gegen f: X - Y, falls

lim sup d(f(2), fu(2)) = 0.
N0 peX

SaTz 6.31 (Gleichméfkige Limites stetiger Funktionen sind stetig, vgl. Satz 5.31). Sei
(fn)nen eine Folge stetiger Funktionen X — Y, die gleichméRig gegen f: X — Y konver-
giert. Dann ist f stetig.

BEWEIS. Wortlich wie fiir Satz 5.31, sofern Ausdriicke der Form |f - g| durch d(f,g)
ersetzt werden. 0

Die folgende Aussage iiber Stetigkeit sei zur Ubung empfohlen:

PROPOSITION 6.32. Sei X ein metrischer Raum und f,g: X — R stetig. Dann sind
auch f +g und fg stetig. Ist X' := X ~ {x € X : g(x) = 0}, so ist auferdem 5 : X' - R
stetig.

6.2.4. Vollstindigkeit. Im Gegensatz zu Q hat R die Eigenschaft, daf jede Cauchy-
folge konvergiert. Wir haben diese Figenschaft als Vollstindigkeit bezeichnet. Ebenso wie
in R heifst in einem metrischen Raum X eine Folge (2, )neny Cauchy, wenn gilt:

Ve>0 AN eN Vn.m>N: d(xp,xm)<e.
Wie im Reellen ist klar, daf jede konvergente Folge Cauchy ist.

DEFINITION 6.33. Ein metrischer Raum heiftt vollstdndig, wenn in ihm jede Cauchy-
folge konvergiert.

BEeIsPIEL 6.34 (Vollstdndigkeit von BC(X;R™)). Sei X ein metrischer Raum und
(BC(X;R");ds) der Raum der beschriankten stetigen Funktionen X — R", versehen mit
der Metrik deo(f,g) := sup,cx |f(z) — g(x)|. Man beachte, dak die Konvergenz beziiglich
dieser Metrik genau die gleichméfige Konvergenz ist. Wir zeigen, daf (BC(X;R");d)
vollstandig ist.

BEWEIS. Sei (fx)keny € BO(X;R™) Cauchy. Nach Voraussetzung gibt es also zu jedem
e>0ein N € N, sodak fiir alle k,1 > N gilt doo (fx, f1) < €. Insbesondere gilt dies punktweise,
d.h. fir jedes x € X gilt |fx(z) - fi(z)| < e. Da R™ vollstédndig ist (wie wir unten zeigen
werden), folgt die punktweise Konvergenz fx(z) — f(z) fiir eine Abbildung f: X - R™.
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Wir zeigen, daf diese Konvergenz sogar gleichméfig ist: In der Tat, fiir N wie oben und
fiir alle k,1 > N gilt fiir alle x € X

|fr(x) - fi(z)] <e

Fiir festes  nehmen wir den Grenzwert k — oo, nutzen die punktweise Konvergenz limy_, o, fx(x) =
f(z) aus und erhalten so

Tim |fi(2) - fi(2)| = | (@) - filw)| <e.

Da N nicht von z abhing, erhalten wir wie behauptet die gleichmé&fige Konvergenz f; - f.

Als gleichméfiger Limes beschrankter Funktionen ist f beschréankt (wéhle etwa N so
grof, dak sup,.x |f(z) - fn(x)| < 1, dann ist nach Dreiecksungleichung sup,.x |f(z)| <
sup,ex |[f(z) = fn(z)] + sup,ex [fav(x)] < o), und aus Satz 6.31 folgt die Stetigkeit von
f- O

Der vielleicht wichtigste Satz iiber vollstdndige metrische Rdume stammt von BANACH:

SATZ 6.35 (BANACHSscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum
und T : X — X eine Koniraktion, d.h. es existiert ein 0 < 0 < 1, sodak

d(T(x),T(y)) <bd(x,y) Vr,yeX.
Dann hat T genau einen Fizpunkt, d.h. es existiert genau ein z € X mit T () = Z.

BEWEIS. Schritt 1. Sei 2° € X beliebig. Wir definieren rekursiv eine Folge (21 )gen
durch

zo=2", ap=T(zx) (k>0).

Wir zeigen, daft diese Folge Cauchy ist. Seien dazu k,l € N mit k > [, so ist

k-1
Az, 20) < ) d(jen, 75)

=
k-1 ,
= Z_; d(T7 (1), T (o))

1

IR‘&)

do(xl, xo)

]

<.
~ o~

—1- l

1
; 0
e Z de($17$0)ﬁd($171’0)—,

wobel wir zuletzt die Summenformel fiir die geometrische Reihe verwendet haben. Da
limy_, 6' = 0, folgt die Cauchy-Eigenschaft der Folge.

Schritt 2. Da X vollstandig ist, konvergiert (x)rey gegen einen Grenzwert T € X. Wir
zeigen, dafy T Fixpunkt von T ist. Zunéchst bemerken wir, dafs T als Kontraktion stetig
ist, denn fiir € > 0 folgt aus d(z,y) < e auch d(T'(z),T(y)) < 0d(z,y) < €. Daher ist

T(z) = T(klirn xp) = k]im T(x) = k}im Tpy1 = T
Schritt 3. Wir zeigen noch die Eindeutigkeit. Seien dazu Z,y Fixpunkte von T, so gilt
d:=d(z,y) = d(T(z),T(y)) < 0d(z,y) = 0d,

und wegen 0 < 1 folgt d =0, also = = ¥.
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BEISPIEL 6.36. Sei f :[0,1] — [0, 1] eine stetig differenzierbare Funktion mit |f'(x)| < %
fiir alle z € [0,1]. Dann ist f eine Kontraktion, denn nach Mittelwertsatz gibt es fiir
z,y€[0,1] ein £ € (0,1) mit

£@) - Sl =IF ©lle -3l < 2l - ).

Nach dem Satz von Banach existiert also genau ein z € [0,1] mit f(z) = x.

Wéahlt man hier nur das offene Intervall (0,1), so ist der Definitionsbereich von f nicht
vollstiandig (z.B. ist die Folge (1/n),en Cauchy, aber nicht konvergent in (0,1)), und das
Beispiel f(x) = %x zeigt, dafs die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes nun nicht mehr
wahr ist.

Das Beispiel f(x) = = zeigt, dak fiir = 1 die Aussage des Satzes ebenfalls nicht mehr
giiltig ist (hier die Eindeutigkeit, im allgemeinen aber auch die Existenz).

6.3. Die Topologie des R"

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir uns hauptséchlich mit dem R"™ beschéfti-
gen. Da dieser ein (wie wir gleich zeigen werden vollsténdiger) metrischer Raum ist, treffen
alle bisher gemachten Aussagen auch auf R™ zu. Dariiber hinaus gibt es einige Eigenschaf-
ten, die fiir den R™ spezifisch sind.

Zunichst tragt der R™ nicht nur eine metrische, sondern auch eine algebraische Struk-
tur: Es handelt sich ndmlich um einen R-Vektorraum. Metrische Rdume, deren Topologie
mit der Vektorraumstruktur vertriglich sind, heiffen normierte Rdume; genauer:

DEFINITION 6.37 (Normierter Raum). Sei K ein Kérper. Ein normierter Raum ist ein
K-Vektorraum X zusammen mit einer Abbildung (der Norm) |- : X - R, sodaf gilt:

i) Positivitdt: |x|| > 0 fiir alle z € X, mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0;
ii) Homogenitat: |Az| = |\||x| fur alle A e K und z € X
iii) Dreiecksungleichung: ||z +y|| < |z| + ||y| fiir alle z,y € X.

Jeder normierte Raum ist insbesondere ein metrischer Raum, denn durch d(z,y) :=
|z —vy| ist eine Metrik definiert, wie man unschwer nachpriift. Eine Folge (2, )nen in einem
normierten Raum konvergiert also gegen z, wenn fiir jedes € > 0 ein IV € N existiert, sodaf
fiir alle n > N gilt |z, — x| <e.

Wir verzichten im folgenden auf allgemeine Aussagen iiber normierte Raume und hal-

ten lediglich fest, daf R™ mit der euklidischen Norm |z = (¥, a:?)l/Q die Axiome eines
normierten Raums erfiillt, wie aus der linearen Algebra bekannt sein diirfte.

Zur Notation: Fiir einen Vektor x € R" schreiben wir von nun an stets z; fir die i-te
Komponente; betrachten wir Folgen von Vektoren, so notieren wir den Folgenindex oben.
Ist also (2%)*N eine Folge von Vektoren in R", so bezeichnet a:f die i-te Komponente des

k-ten Folgenglieds.
PROPOSITION 6.38. Eine Folge (z*)FN
wenn limg_, oo xf =x; fiir jedesi=1,...,n.

c R™ konvergiert gegen x € R™ genau dann,

BEWEIS. Gelte zunichst limy_,. 2¥ = x, das heifit limj_, o, (Z?zl |k —xi|2)1/2 =0. Da
1/

aber fiir jedes i = 1,...,n gilt [2F — 2| < (T [2F — 24[?) 25 0, folgt auch limy,_, e 2F = ;.
Gelte umgekehrt limg_, o xf = x; fiir jedes ¢, und sei € > 0. Dann gibt es zu jedem
t=1,...,n ein N;, sodak fiir alle £ > N; gilt |J:f" - x| < ﬁ Sei N := max;-1,.. n N;. Dann

gilt fiir jedes k> N
n
|2k — z? = > A
i=1

also folgt die behauptete Konvergenz. g
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KOROLLAR 6.39. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — R" ist genau

dann stetig, wenn jede Komponente f; : X — R stetig ist.
BeEwEIS. Sei (zF)*! eine konvergente Folge in X. Dann folgt die Aussage durch An-
wendung von Proposition 6.38 auf die Folge (f(z*))*N c R™. O

KOROLLAR 6.40. R" ist vollstindig.

Beweis. Sei (2%)*Y Cauchy. Wegen |2 — 2| < 2% — 2| fiir alle i = 1,...,n ist dann
auch die reelle Folge (x¥)*N Cauchy fiir jedes 4, und aufgrund der Vollstindigkeit von R
konvergiert diese Folge. Nach Proposition 6.38 konvergiert daher auch (%) N in R*. O

KOROLLAR 6.41 (Schachtelungsprinzip). Sei (A*)*N eine Folge nichtleerer abgeschlos-
sener Teilmengen von R”, sodaR A¥ 5 AF*1 fiir alle k € N, und
lim sup |z-y|=0
0 g ye Ak

(d.h. der Durchmesser der A* konvergiert gegen null). Dann existiert genau ein > € R",

das in jedem A* enthalten ist.

BewEls. Wihle zu jedem k € N ein 2 € A¥. Sind k,1 > N, so gilt wegen A% Al c AN:

Foall< sup fo -y,

z,yc AN

|z

was nach Voraussetzung beliebig klein wird, wenn N hinreichend grof ist. Also ist die
Folge (2*)¥N Cauchy und nach der vorigen Proposition konvergent gegen ein z*°. Da fiir
beliebiges N gilt 2* ¢ AN fiir alle & > N, und da A" abgeschlossen ist, liegt 2 in AN
(Proposition 6.25).

Zur Eindeutigkeit: Liegen z,z’ beide in A* fiir alle k, so gilt

|z~ 2’| < sup |y -z,
y,zeAF

und da letzteres mit k — oo gegen null konvergiert, folgt x = z'. O

SATZ 6.42 (HEINE-BOREL). Eine Teilmenge des R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist.

BEwEIS. Die erste Implikation ist Proposition 6.26. Sei also umgekehrt K c R™ be-
schrinkt und abgeschlossen. Da K beschrinkt ist, existiert ein Wiirfel [-R, R]", der K
enthilt. Wir zeigen zuniichst die Kompaktheit dieses Wiirfels: Sei (z)*N c [-R, R]", so
folgt fiir alle i = 1,...,n, dak (z¥)*N c [-R, R]. Da das Intervall [-R, R] kompakt ist (Bei-
spiel 6.14), gibt es eine konvergente Teilfolge (w’fl)lEN. Aus der Teilfolge ()N kénnen
wir aber eine weitere Teilfolge auswihlen, deren zweite Komponente ebenfalls konvergiert.
Die n-malige Wiederholung dieser Teilfolgenauswahl (fiir jede der n Komponenten) lie-
fert schlieklich eine Teilfolge, deren Komponenten alle konvergieren. Nach Proposition 6.38
konvergiert also diese Teilfolge in [-R, R]".

Sei schlieflich (2%)*N eine Folge in K. Da K c [-R, R]", konvergiert die Folge. Da
aber K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert sogar in K. Damit ist die Kompaktheit von
K bewiesen. 0



KAPITEL 7

Differentialrechnung in mehreren Variablen

Im Bezug auf Differentiation und Integration haben wir uns bisher auf Funktionen ei-
ner Variablen fokussiert. In diesem Kapitel soll es um Funktionen f:Q cR™ - R™ gehen,
die also von n unabhéngigen Variablen abhéngen. Die Relevanz solcher Abbildungen ist
offenkundig: Physikalische Felder (z.B. elektromagnetische Potentiale, Temperaturfelder
etc.) héngen von drei Raum- und einer Zeitvariablen ab, der Preis eines Produkts variiert
unter anderem mit den Rohstoffkosten und den Lohnkosten, und die Beschreibung hoher-
dimensionaler geometrischer Objekte kann (zumindest lokal) mittels Funktionen mehrerer
Verénderlicher erfolgen.

7.1. Partielle Differentiation

7.1.1. Einfiihrung. Sei stets {2 ¢ R" eine offene Teilmenge. Wir betrachten Abbil-
dungen f = (f1,...,fm) : @ = R™. Die reellwertige Abbildung fr : © - R heiflt k-te
Komponente der (vektorwertigen) Abbildung f. Im Falle m = 1 nennt man f bisweilen ein
Skalarfeld, fir n = m > 1 bezeichnet man es als Vektorfeld.

Der Graph von f ist die Teilmenge Gy := {(x,y) c QxR™: f(x) = y}. Im skalaren Falle
(m = 1) bezeichnet man die Mengen

N(f)={xeQ:f(x)=c}, ceR

als Niveaumengen, fiir n = 2 auch als Niveau- bzw. Hohenlinien. Ob diese Mengen tatsich-
lich ,Linien‘ sind, wird uns noch beschéftigen (s. Beispiel 7.32 unten).

BEISPIEL 7.1. (1) Sei R? 5 Q = B1(0) = {(z,y) e R* : 22 +y?> < 1} und f :

Q - R gegeben durch f(z,y) = \/1-22-y2. Dann ist der Graph von f die
obere zweidimensionale Halbsphére, und die Niveaulinien sind Kreise in der (z,y)-

Ebene.

(2) Sei Q= (0,00) xR und f(t,x) = sin(x —ct) fiir einen Parameter ¢ € R. Diese Funk-
tion kann interpretiert werden als Sinuswelle, die sich mit der Geschwindigkeit ¢
fortbewegt. Die Niveaulinien sind Geraden in der (¢,z)-Ebene mit Steigung c.

(3) Die Abbildung f:[0,27) - R3, f(t) = (cost,sint,t) beschreibt eine Schraubenli-
nie (Heliz).

(4) Man skizziere die beiden Vektorfelder f,g:R? - R2, gegeben durch

f(x,y) = (x7y)l = (_ywr)a
9(z,y) = (z,y).

7.1.2. Partielle Ableitungen. Betrachte fiir f : Q > R, [ =1,...,n und x € Q die
Funktion

fH f($17"-7xl717€7xl+17-"7xn)7

die in einer Umgebung von x; definiert ist. Ist diese Funktion (von einer Variablen &) in x;
differenzierbar, so heifst f in x partiell differenzierbar nach der Variablen x;, und

lim f(xla' . '7ml—1>£axl+la- . wxn) _f($)
E—xy E-x
112
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heifst partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x € 2. Man schreibt dafiir auch
of
8_.ﬂ(x)’ arlf(x)? 8lf(.’L'), Dxlf(x)7 f:ﬂl(x)7 ete.

Ist f am Punkt x € Q partiell differenzierbar in jeder Richtung [ = 1,...n, so heifst f
partiell differenzierbar in .

Bei der partiellen Differentiation hilt man also alle aufer der [-ten Variablen fest und
differenziert wie im Eindimensionalen.

DEFINITION 7.2. Sei f: Q - R™ in x € Q partiell differenzierbar (d.h. jede Komponente
von f ist partiell differenzierbar). Dann heift die Matrix

o1 f1(x) 82f1($) On f1(x)
DI = Oufi(e D)y - :1;?((”“")) 8]’.::() ; j"f((“’”)) R
1/m\T 2 fm\ T n Jm\ T

Jacobi-Mairiz von f an der Stelle x.

Ist m =1, so ist die Jacobi-Matrix einfach ein Vektor in R", der als Gradient von f in
x bezeichnet wird. Man verwendet dafiir die Schreibweisen V f(z), grad f(z) oder Df(z).
Wir verwenden im Rest dieses Textes die Notationen D f und V f, wobei die Wahl zwischen
beiden weitgehend willkiirlich erfolgen wird.

BEISPIEL 7.3. Betrachte die Funktion r : R™ - R,

r(z) =zl =\/23+. .. +22.

Dann ist r in jedem Punkt x # 0 partiell differenzierbar, und es gilt
2
or(x) = T _—

- ’
/x4 +xE T

und daher vr=2

e

Betrachte weiterhin die Funktion f:R? - R,

rix2  falls x # 0,
o]

7‘4
0 falls z = 0.

Fiir z # 0 ergibt die Ableitung nach x;
riry — 431:13727“‘9’3:71 ~ zo(r? - 4:L’%)

8lf(x) = 7“8 T6
und, da die Rollen von x; und x9 vertauscht werden kdnnen,

2 2
z1(r° —4x
a2]6(‘%‘) = ( r6 2) .
In =0 ist f aber auch partiell differenzierbar, denn
f(h,O) —f(0,0) _
h
fiir jedes h # 0, und somit ist 0y f(0) = 0 und analog d>f(0) = 0. Die Funktion f ist also
auf ganz R? partiell differenzierbar. Andererseits ist sie in « = 0 nicht stetig: Betrachte die
Folge (z*)*<N mit

11
k— E——
v ‘(k:k:)

sodaR zF — 0, aber f(z*) = %, was nicht konvergiert.
Dieses Beispiel zeigt, dafs (anders als im eindimensionalen Falle) partielle Differenzier-
barkeit nicht die Stetigkeit impliziert.

0
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7.1.3. Hdohere partielle Ableitungen. Ist f: ) - R™ an jedem Punkt x € Q2 nach x;
partiell differenzierbar, so kann man wie im eindimensionalen Falle die partielle Ableitung
O, f ihrerseits als Funktion 2 - R™ auffassen. Ist diese in x € Q) stetig, so heifst f in x stetig
partiell differenzierbar nach xj; ist f in « € ) nach jeder Richtung x;, [ = 1,...,n stetig
partiell differenzierbar, so heifit sie stetig partiell differenzierbar in x; ist sie schlieflich in
jedem x € € stetig partiell differenzierbar, so heifst sie stetig partiell differenzierbar in 2.

Ist f stetig partiell differenzierbar, so kann die Funktion J;f : Q - R selbst wieder
partiell differenzierbar sein; ist dies nach allen Richtungen der Fall, so heifst f zweimal
partiell differenzierbar, und sind alle zweiten Ableitungen Ok f := O (0 f) (k,l=1,...,n)
stetig in €2, so heifst die Funktion zweimal stetig partiell differenzierbar. Analog definiert
man héhere partielle Ableitungen.

Wieder gibt es zahlreiche Schreibweisen fiir hdhere partielle Ableitungen:

O f
al'kal‘l’

Partielle Ableitungen kommutieren miteinander:

wOLf, Onfs  fuum, etc.

SATZ 7.4 (Satz von SCHWARZ). Ist f: ) — R™ zweimal stetig partiell differenzierbar,
so gilt fir jedes x €

O f(x) = O f ().

BEWEIS. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen n = 2, denn
sonst betrachte fiir x € Q0 die Funktion

f:QCR2 %Rmv f(fﬂ?) = f(x].v”'7-Tk—17£7‘")Il—l)nu"wxn))

die in einer Umgebung Q 3 (zy, ;) definiert ist. Wir setzen auferdem m = 1, da die Aussage

fiir allgemeines m durch komponentenweise Anwendung des Falles m = 1 gewonnen werden
1

kamgc.hritt 1. Sei also x = (x1,x2) € Q. Da Q offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
[1 - 0,21 +0] x [x2 — 0,20 + 5] c Q.

Fiir festes n € (x2 — d, 22 + &) definiere die Funktion Fj; : (z1 — 0,21 + ) - R durch
(&) = f(&m) = f(§ 22).

Dann ist F;, stetig differenzierbar auf (z1 -0, 21 +0), und nach dem Mittelwertsatz existiert
fiir jedes & ein & € (21,€)? mit

F(€)(€-21) = Fy (&) - Fy(@1) = f(§,m) = f(&@2) = flz1,m) + f(21,22).  (7.1)

Nun ist aber £ (&) = o1 f(&',n) =01 f(¢', 72), und erneute Anwendung des Mittelwertsatzes
auf die Funktion n ~ 0y f(&’,n) liefert ein n’ € (z2,7), sodak

Oa1f (&, )(n—22) = 0L f(€',n) - OLf (€, 22),
und mit (7.1) folgt
Oa1f (&, )(n—22)(§ - 21) = f(§,m) = f(& 22) = fa1,m) + f(z1,22).
Schritt 2. Betrachte nun fiir £ € (x1 — §, 21 + J) die Funktion
Ge(n) = f(&m) = fz1,m).

Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir jedes n ein 0" € (z2,n) mit

Ge(n")(n =) = f(&n) = f(21,m) = f(§,22) + f (21, 22).

1Frage an Sie: Wo im Beweis wird die Annahme m =1 verwendet?
2Mit (x1,€) ist hier das Intervall (x1,£) gemeint, falls z1 < ¢, und das Intervall (§,z1), falls £ < 1.



7.2. TOTALE DIFFERENTIATION 115

Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes auf & —» 9o f(€,1") ergibt unter Berticksich-
tigung von G¢(n") = 02f(&,n") — 02 f (1,m") die Existenz eines £ € (z1,), sodak

Do f(E" ") (€ —z1)(n-22) = f(&m) = fz1,m) = f(& x2) + f(x1,22),
also (vgl. Schritt 1) fur £ # x1, n # x2

O12f(€",0") = 0 £ (&' 1)
Da O12f und 0o f nach Voraussetzung stetig sind und mit (£,7) — (x1,22) auch (&',7),

&",n") > (x1,22) konvergieren, folgt in der Tat
2 f(x1,12) = O f(21,72).
O

DEFINITION 7.5. Sei f:Q —» R in z € €} zweimal partiell differenzierbar. Dann heifst

anf(:L') 812f(:13) 81nf(.'1:)
321f($) 32nf($) c R

D2f(x)=(3sz($))f:11 ,,,,, =T . :
O f(z) Onof(x) ... Opnf(x)

)

HESSE-Matriz von f an der Stelle z.

Nach dem Satz von SCHWARZ ist die HESSE-Matrix also an jedem Punkt symmetrisch,
sofern f zweimal stetig partiell differenzierbar ist.

7.1.4. Spezielle Differentialoperatoren. Fiir ein partiell differenzierbares Vektor-
feld f:R™ 5 Q) - R" definiert man die Divergenz div f: Q - R,

div /() = l_ilalfl@:),

und speziell im Falle n = 3 definiert man weiterhin die Rotation? rot f: Q — R3,

rot f(x) = (O2f3(x) -~ O3 fa(x), Osfi(x)-01f3(x), O1fe(x)-02fi(m)).

Interpretiert man das Vektorfeld etwa als Stromungsfeld fliekenden Wassers, so kann
man div f als infinitesimalen Zu- bzw. Abfluff (Quelle bzw. Senke) auffassen und rot f
bzw. V! f als infinitesimale Rotation des Wassers. Ahnliche Interpretationen treffen z.B.
fiir elektrische und magnetische Felder zu. Man berechne die jeweiligen Operatoren fiir die
in Abschnitt 7.1.1 genannten Vektorfelder, um diese Intuition zu entwickeln.

Von grofser Bedeutung ist dariiber hinaus der LAPLACE-Operator, der fiir eine zweimal
partiell differenzierbare Funktion f: ) — R definiert ist als

Af(x):=divvf(z) = spurDQf(x) = Z@llf(m)
=1
(die zwei letzten Identititen sollten als Ubung nachgerechnet werden).

7.2. Totale Differentiation

7.2.1. Totale Differenzierbarkeit. In Analysis I haben Sie gesehen, dafs eine Funk-
tion f : R - R genau dann im Punkt z( differenzierbar ist, wenn sie an diesem Punkt
linear approximiert werden kann, wenn es also ein a € R gibt, sodaf

F(@) = f(20) + a(x - 20) + 6(x), wobei lim &) _

z>zo [T — 0|

0.

In diesem Falle ist a = f'(z(). Dies motiviert folgende Definition:

3Im Englischen schreibt man meist curl f fiir die Rotation von f.
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DEFINITION 7.6. Sei Q c R” offen und f: Q2 - R"™. Dann heifit f (total) differenzierbar
in xg € €, wenn es eine lineare Abbildung A : R™ — R™ gibt, sodafs fiir alle z € Q

f(x) = f(xo) + A(z - 20) + ¢(), (7.2)
wobei ¢ : 2 - R™ eine Abbildung ist mit
o)

z>zo |z — 20|
In diesem Falle heifst A die totale Ableitung von f an der Stelle x.

Die Gleichheit (7.2) ist natiirlich dquivalent zu

.Y
s €) = fa) + Ag+1(6). i S E o

Die totale Ableitung ist, falls sie existiert, eindeutig bestimmt: Sind ndmlich A und A’
totale Ableitungen von f in g, und sind ¢, ¢’ die zugehérigen Funktionen héherer Ordnung

aus der Definition, so gilt fiir alle x

Az - 20) + ¢(x) = A'(z - 20) + ¢'().
Division dieser Gleichung durch |z — xg| ergibt
x -

lim (A - A") =0,

a0 |z — o]

und mit der Wahl zF = zy + %ej fiir einen beliebigen Standardbasisvektor e; € R™ folgt
(A-A")e;j =0, also A=A

BEISPIEL 7.7. Sei B € R™" eine Matrix und f : R" - R gegeben durch f(x) = (z, Bz),
wobei () das Standardskalarprodukt in R™ bezeichnet. Seien xz,xg € R, so gilt

f(@) = f(@o) = (x, Bx) - (z0, Bxo)
= (z, Bxo) — (20, Bxo) + (2, B(z - 20))
= (x — xg, Bxg) + (z0, B(x — x0)) + (z — xo, B(x — 20)).
Definieren wir A : R"™ - R als A := (&, Bxg) + (g, B), so ist A linear. Setzen wir
¢(z) := (z = 2o, B(x - x0)),
S0 ist

6@ _ I(2 - a0, Bz - a0))
|z — 20| ~ |z — 20|

| < B(x - 20)| » 0

fiir x — xp.
Also ist f differenzierbar, und die totale Ableitung ist die lineare Abbildung A, die
geschrieben werden kann als

AE = ((B + B")o,€).
Sie kann also mit dem Vektor (B + B')xq € R" identifiziert werden.

Berechnen wir die partiellen Ableitungen von f, so erhalten wir

n n n
8lf = 81 Bjk:L’jIk = Z Blkxj + Z Bklxk = [(B + Bt)x]l,
J,k=1 j=1 k=1

d.h. der Gradient von f an der Stelle g ist genau (B + B")zy.

Aus diesem Beispiel kann man die Vermutung herleiten, dafs die Jacobi-Matrix (fiir
m =1 also der Gradient) stets mit der totalen Ableitung identifiziert werden kann. Dies ist
in der Tat der Fall:
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SATZ 7.8. Sei f:Q - R™ im Punkt xg € Q total differenzierbar mit totaler Ableitung
A:R™ - R™. Dann ist f in xg stetig und partiell differenzierbar, und es gilt fiir alle £ € R"

A& = D f(0)E,

d.h. die Jacobi-Matrix D f(zg) € R™" ist die darstellende Matrix der totalen Ableitung
an der Stelle xg beziiglich der Standardbasis von R" bzw. R™.

Wir unterscheiden von nun an nicht mehr zwischen einer linearen Abbildung und ihrer
darstellenden Matrix bzgl. der Standardbasis. In der Differentialgeometrie ist diese Unter-
scheidung allerdings wichtig.

BEWEIS. Die Stetigkeit folgt sofort aus der Definition, denn fiir x — xq ist
Jim f(2) = Tim (f(z0) + Az = 20) + 6(2)) = f(x0).

Sei nun A € R™"™ die totale Ableitung (hier haben wir bereits die lineare Abbildung mit
ihrer darstellenden Matrix identifiziert). Ist (e;);-1,.. » die Standardbasis in R", so gilt fiir
jedesl=1,...,nund h € R so klein, dal zo+ he; € 2 nach Definition der totalen Ableitung

f(xo + hey) = f(xo) + Ahey + ¢(wo + hey),

und damit
o fxot+he) - f(xo) . Ahep+ (w0 + hey)
auf (zo) = lim Y = lim 3 = Aey,
also in der Tat Df(xg) = A. O

Nach dem gerade bewiesenen Satz ist also jede total differenzierbare Funktion partiell
differenzierbar, aber nicht umgekehrt: Wir haben in Abschnitt 7.1.2 eine Funktion studiert,
die partiell differenzierbar, aber nicht stetig und damit auch nicht total differenzierbar ist.
Der néchste Satz zeigt aber, daf die Stetigkeit der partiellen Ableitungen hinreichend fiir
die totale Differenzierbarkeit ist:

SATZ 7.9. Sei f:Q - R™ in Q partiell differenzierbar, und seien alle partiellen Ablei-
tungen in x( stetig. Dann ist f in xg total differenzierbar.

BeEwEIS. Wir betrachten nur den Fall m =1, da man fiir allgemeines m einfach kom-
ponentenweise argumentieren kann.

Sei r > 0 so klein, dafs die Kugel mit Radius  und Mittelpunkt xg in €2 liegt. Sei £ € R”
ein Vektor mit 0 < |¢| <r. Fiir j =0,...,n setze

, j
a = mo+ Y e,
k=1

sodaf 20 = zg und 2" = zo+£. Nach dem Mittelwertsatz (angewendet auf f in Abhéingigkeit
von der j-ten Variablen, wobei die anderen Variablen fest bleiben) gibt es fiir jedes j =
1,...,nein & € (0,1), sodaf

F@) = f(@7™) = 0;f (2771 + 07¢5e5)¢;.

Wir schreiben ¢/ = 2771 + ijjej und summieren iiber alle j=1,...,n:
fxo+€) = fxo) = 20, (y7)&; = Df (o) + d(8),
j=1

WO WIr

8(¢) = iajf(yj)fj ~Df(a0)é
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gesetzt haben. Fir dieses ¢ gilt aber

o 18O [T (05 ) - 95 (20))8|
im ——%* =lim
&0 [¢] &0 €]

. 1/2
S%@%(E 10 f (y;) - 3jf($o)l2) =0.

j=1
Hier haben wir im vorletzten Schritt die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung und im Grenz-

ibergang die Stetigkeit von 0; f und die Tatsache lim¢_, y/ = o verwendet (die y/ hingen
ja von £ ab!). Damit ist die totale Differenzierbarkeit von f in z( gezeigt. O

Wir lassen von nun an das Attribut ,total‘ weg und sprechen nur noch von differenzier-
baren Funktionen. Eine differenzierbare Funktion, deren JACOBI-Matrix stetig ist, nennen
wir stetig differenzierbar.

7.2.2. Kettenregel.

Satz 7.10 (Kettenregel). Seien €5 ¢ R™, Q9 c R™ offen und f:Q; - R™, g: Qy — RF
Abbildungen mit f(Q1) c Q9. Ist f im Punkt z € 1 und g im Punkt y := f(z) € Qo
differenzierbar, so ist die Komposition g o f : ©; - R* im Punkt z differenzierbar, und es
gilt

D(ge f)(z) = Dg(f(x))Df(x). (7.3)

Beachte, dak das Matrixprodukt in (7.3) wohldefiniert ist: Es ist namlich Dg(y) € R¥*™
und Df(z) e R™", mithin D(go f)(x) e RF™.

Bewgis. Nach Voraussetzung haben wir

fx+&)=f(z)+ Df(x)§+d(E), g(y+n)=g(y)+Dg(y)n+(n)

fiir alle hinreichend kleinen £ € R™ und n € R™, wobei

lim@ =0, limM =
&0 ¢ =0 |n]
Daher ist
(gof)(@+&) =g(f(z)+Df(x)S+(£))
=g9(f(2)) + Dg(f(2)) (Df(x)§+ (&) + (D f(2)€ +(£))
=g(f(@)) + Dg(f(x))Df(x)+ Dg(f(x))p(&) + (D f(x)€+(8)),
wobei wir im zweiten Schritt n = Df(x)€ + ¢(§) gesetzt haben. Man beachte dabei, dafs
mit & - 0 auch 7 > 0. Mit der Matrixnorm |A| := sup{|A&|: £ e R™, |{| = 1} < oo gilt genauer

[nl <D f ()l + 1o (€]

und somit

0.

e Dol ) (| D))+ |¢><§>|) L
-0 €] ol Kl eso Il €
Auferdem haben wir

lim sup |Dg(f(z))o(§) < limsup [Dg(f (@))llo(E)] _ 0.
€0 €] €0 1]

Insgesamt erhalten wir

(go f)(x+8&) = (g0 f)(x)+Dg(f(2))Df(x)€+x(£)

mit lime_q % =0, und die Behauptung folgt. [l
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BEISPIEL 7.11. Betrachte eine Abbildung v:R — R der Form
yite F(taxl(t)7$2(t)v s ,.’Ii'#(t))

fiir differenzierbare Funktionen F': R 5 R, x = (21,...,7,) : R > R¥. Wir wollen ~/(#)
berechnen und verwenden dazu die Kettenregel mit n=1, m=pu+1, k=1,

f:R—)Rma f(t):(t7$1(t)am2(t)v'-'v$u(t))a
und g = F'. Dann ergibt die Kettenregel

V' (t) = Dg(f (1)) - f'(t) = O F (t,x(t)) +§;8xlF(t»$(t))x§(t)'

Spéterhin werden wir eine Anwendung dieser Formel in der klassischen Mechanik kennen-
lernen.

Als Anwendung erhalten wir die folgende héherdimensionale Version des Mittelwert-
satzes:

SATZ 7.12. Sei f:Q — R™ stetig differenzierbar, x € 2, und £ € R" dergestalt, dafs die
Strecke {z +t£:t€[0,1]} in Q liegt. Dann gilt

1
fa+ &) - f(x) = ( /0 Df(:c+t£)dt) ‘.

Hierbei meint das Integral diejenige Matrix, deren (i, j)-ter Eintrag gleich

1
/ ajfl(.l‘ + t&)dt
0
1st.

BeEwEIS. Fiir ¢ = 1,...,m setze g;(t) := f;(x + t£). Dann ist nach Kettenregel g; auf
[0,1] differenzierbar mit Ableitung

G(t) = Dfi(a+1€)-€= 3 0, filx + )6
=1

was nach Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit von f stetig ist (in t). Daher
kénnen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden und erhalten
wie behauptet

fi(z +&) = fi(x) = gi(1) - 9:(0)
1
- [ siwar
0

1 n
- [ S ontas g

1 [ st ]

Als weitere Anwendung der Kettenregel werden wir Richtungsableitungen charakteri-
sleren.

0

DEFINITION 7.13 (Richtungsableitung). Sei f:Q — R in x € Q stetig differenzierbar
und e € R” ein Vektor mit |e| = 1. Dann heifit
L fhe) - f(2)
h—0 h
die Richtungsableitung von f in Richtung e im Punkt x.
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Die Definition suggeriert die Existenz der Richtungsableitung. Dies ist tatsachlich der
Fall:

SATZ 7.14. Sei f : Q - R™ stetig differenzierbar und e € R™ ein Vektor mit |e| = 1.
Dann existiert der Limes aus Definition 7.13 und ist gleich

Df(x)e.
BEWEIS. Definiere die Abbildung
g:R->R" hwex+he,

dann ist (da Q offen!) fiir hinreichend kleines ¢ > 0 das Bild von (-4,d) unter g in
enthalten, und somit ist die Abbildung F : (=6,0) - R™, F' = f o g, wohldefiniert. Nun ist
einerseits

F(g)) = 1(9(0) _ . f(a+he) - ()
h

F'(0) =1
(0) hl—I}(l) h—0 h

und andererseits nach Kettenregel

F'(0) = Df(9(0))g'(0) = Df (w)e,
und die Behauptung folgt. 0

Die geometrische Interpretation fiir m = 1 lautet wie folgt: Nach der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung gilt

[Df(z) el <[Df(x)lel,
und die Wahl e = % saturiert diese Ungleichung (d.h. sie ist dann mit Gleichheit
erfiillt). Die Richtung des Gradienten ist also (falls D f(x) # 0) die Richtung des hochsten
Anstiegs von f im Punkt x.

Um unsere geometrische Intuition fiir die Bedeutung des Gradienten weiter zu festigen,
zeigen wir noch, dal dieser senkrecht auf den Niveaumengen steht. Sei ndmlich f:Q - R
stetig differenzierbar, ¢ € R, und = € Q ein Punkt mit f(z) = ¢. Sei weiter ¢ : (=§,0) - Q
eine stetig differenzierbare Abbildung mit ¢(0) = « und ¢((-0,6)) c N¢(c), wobei wie
gehabt

Ni(c)={xeQ: f(x) = c}.
Dann ist der Vektor ¢'(0) tangential zur Kurve ¢ am Punkt ¢(0) =z, und es gilt
Df(x)-#(0) = 0. (7.4)
Dies folgt aus der Kettenregel: Die Komposition f o ¢ ist auf (-d,d) wohldefiniert und
konstant gleich ¢, da ¢((-9,0)) c Nf(c). Deshalb ist ihre Ableitung in null gleich null:

0=(f2¢)'(0)=Df(¢(0))-¢'(0) = Df(x)-¢'(0),
wie behauptet.

7.3. Der Satz von TAYLOR und lokale Extrema

7.3.1. Multiindexnotation. In der héherdimensionalen Differentialrechnung ist es
zweckmifig, die folgenden Schreibweisen einzufiithren. Sei f :  — R, wobei wie immer
Q c R™. Ein Multiindez ist ein Element o = (o, ..., o) € Nj. Wir setzen

Ouf = 01105200

d.h. die Zahl oy gibt an, wie oft f nach der I-ten Variablen partiell differenziert wird. Wir
schreiben weiter

n
la:= > q
=1
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und bemerken, daf 9, f als stetige Funktion wohldefiniert ist, sofern f |a|-mal stetig diffe-
renzierbar ist. Schliefslich setzen wir

al = oqlag!ap!

sowie, fiir x = (x1,...,2,) € R,

a1 .02

a._ L.eQn
T~ =Ty Ty X, .

n

Ist beispielsweise n = 3 und « = (1,0,2), so ist |a| = 3, und fiir eine dreimal stetig
differenzierbare Funktion f gilt 0, f = 01033 f. Statt 033 konnen wir auch (9% schreiben. Fiir
dieses «v ist aukerdem ! =1!-0!-2! =2.

7.3.2. Der Satz von TAYLOR. Wir bendtigen ein vorbereitendes Resultat:

LemMA 7.15. Sei f:Q — R k-mal stetig differenzierbar. Seien weiter x € ) und £ e R"
so gewdhlt, daf

{z+h&:hel0,1]}cQ.
Ist g:[0,1] > R, g(h) := f(z + hE), so ist g k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

|
g®(h) = HZ %aaf(m he)Ee.
al=k

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst durch Induktion nach k die Formel

GO R) = S A0, e+ hE)E, 6 (7.5)

11, lp=1

Fiir k =1 haben wir nach Kettenregel
g'(h) =Df(x+h&)-&=3 01 f(z+h§)&.
I=1

Gilt die Behauptung fiir ein k, so ist wiederum nach Kettenregel

d n
g (h) = — ( > OO f(z+ hﬁ)ﬁzl"'&k)
dh \;, T

n

= > OO, [+ hE)&, G,
lseolir1=1
wobei wir den Satz von SCHWARZ {iber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen ver-
wendet haben. Damit ist (7.5) gezeigt.

Nun 1&ft sich jeder Summand 9y, ---0y, f(x + h&)&;, &, schreiben als O f(x + h&)E fiir
einen Multiindex o mit |o| = k; allerdings gehoren dann mehrere solcher Summanden zum
selben Multiindex, ndmlich diejenigen, fiir die die Anzahl der Indizes l,,, die den Wert
je{l,...n} annehmen, fiir jedes j gleich ist.* Genauer gibt es fiir jedes a mit |a| = k

k! k!

arlan! al
Mébglichkeiten, O f(x + )£ zu schreiben als 0y, -0, f(x + h&)&, &, - Es folgt

N ! N
Yo OO fx+hO)E & = Y. —af(x+hE)E
l1,eli=1 la|=Fk (62
und daraus mit (7.5) die Behauptung. O

430 sind etwa fiir k = 3, n =2 die Ausdriicke 020201 f€2£2&1 und 010202 f§1£2€2 gleich und lassen sich
als Jq f€ schreiben fir o = (1,2).



122 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

SATZ 7.16 (Satz von TAYLOR). Sei f: — R (k+ 1)-mal stetig differenzierbar sowie
x € Qund € € R" so gewdhlt, dafs

{r+h&:hel0,1]}cQ.

Dann existiert ein h € [0, 1], sodaf

k T xT
Z aaf( )§a+ Z 8af( +h€)§a

| !
la=0 & |la|=k+1 a:

flx+8) =

BEWEIS. Setze g : [0,1] - R, g(h) := f(x + h§), so ist g nach Lemma 7.15 (k + 1)-
mal stetig differenzierbar. Nach dem eindimensionalen Satz von TAYLOR (Korollar 4.49)
existiert daher ein h € [0, 1], sodaf

k ,(m) k+1

m=0

Wiederum nach Lemma 7.15 ist aber
9( )(0) = Z Jaaf(x)g
|a|l=m =*
sowle

(k+1)

gF Dy = 3

|oe|=k+1

Oorf (x + hE)E™.

Einsetzen in (7.6) ergibt unter Beriicksichtigung von ¢g(1) = f(z + £) die Behauptung. O

KOROLLAR 7.17. Sei f: € — R k-mal stetig differenzierbar sowie z € Q und § > 0 so
gewdhlt, dak Bs(z) c Q. Dann gilt fiir alle £ € R™ mit |{| <6

k
19)
=2
|ae|=0

fiir ein ¢ : Bs(0) - R mit der Eigenschaft

L 9O _
=

BEwEIs. Nach Satz 7.16 gibt es zu jedem £ mit [£] < ¢ ein h € [0,1], sodaf
Al O f() o Oaf(z+h
> f<>§+Z Fla + he)

e 1 g(¢)

fz+€) = , T g
|o4—o @ =k @
Oof (@ + hE) = Daf(2) o
z:: al ‘O%k al §
k
1285” £6(6).
al=0 ’

Wir haben aber
[2(&)] _ 5 0o f (z + hE) = O, f(w)Hé“" Z_: [0 f (2 + hE) = Ouf(@)|

14k ok a! a!

mit & - 0 aufgrund der Stetigkeit von J, f.
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Wir betrachten noch die Spezialfille k=1 und k=2: Ist k=1, so ist a! = 1 fiir jedes «
mit || =1, und

L Onf(x
> 2IWea_ py e Dp(a) €.
ol
|ar|=0
In diesem Falle gibt Korollar 7.17 also einfach die Definition der Differenzierbarkeit wieder.
Interessanter ist der Fall k = 2: Fiir die Terme zweiter Ordnung erhalten wir a! =1 fiir
gemischte zweite Ableitungen und a! = 2 fiir zweite Ableitungen der Form 0y f, und somit

Ouaf(x 1 & 1
w2l LS g p@)ent = 26 DU (@)6)
|a]=2 al 2 m,l=1 2
(man beachte, daf fiir m # [ die Terme O, f(2)&n& und Oy, f ()€€ einander gleichen
und zum selben Multiindex « gehéren, daher der Faktor 1/2).

Die quadratische Approximation einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion lautet
also

F+€) ~ f@) + DF(2) €+ (6 D*()6)
fiir kleine &.

BEMERKUNG 7.18. Wir haben in Abschnitt 5.4 (im eindimensionalen Falle) gesehen,
dak es Funktionen gibt, die sich innerhalb einer festen Umgebung eines bestimmten Punk-
tes als Taylorreihe darstellen lassen. An einem festen Punkt innerhalb des Konvergenzbe-
reiches konnte man somit den Funktionswert approximieren, indem man die Ordnung des
Taylorpolynoms ausreichend grofs wihlte. In diesem Abschnitt ist die Idee eine andere: Man
fixiert die Ordnung des Taylorpolynoms (entweder weil die Funktion nur endlich oft diffe-
renzierbar ist, oder weil der Rechenaufwand bei Approximation héherer Ordnung zu grofs
wiirde) und erhélt eine Approximation, die desto besser ist, je niher der zu evaluierende
Punkt am Entwicklungspunkt liegt.

7.3.3. Lokale Extrema.

DEFINITION 7.19. Eine Funktion f: ) — R hat im Punkt zq € Q ein lokales Mazimum,
wenn es eine Umgebung U von z¢ gibt, sodaf

f(x) < f(xzp) firallezeU.

Eine Funktion f hat in zg ein lokales Minimum, wenn —f in xg ein lokales Maximum hat.

Der Oberbegriff zu Maximum und Minimum heift Ezxtremum (Plural Eztrema).
Ziel dieses Unterabschnitts ist es, notwendige und auch hinreichende Bedingungen fiir
das Vorliegen eines lokalen Extremums herzuleiten.

SaTz 7.20. Sei f : Q — R partiell differenzierbar. Besitzt f in xy €  ein lokales
Extremum, so gilt

Df(xo) = 0.

BEWEIS. Wir nehmen an, xg sei eine lokale Maximalstelle (der Fall des Minimums folgt
dann durch Betrachten der Funktion —f), d.h. es existiert eine offene Menge xo € U c €,
sodaf f(x) < f(xo) firallexz e U. Fiir [ = 1,...,n ist dann insbesondere f(xo+he;) < f(xo)
fiir hinreichend kleines |h|, d.h. die (nach Voraussetzung differenzierbare) Funktion

h~ f(xo + hel)

hat ein lokales Maximum in A = 0. Aus der Analysis | wissen wir, daf die Ableitung dieser
Funktion an der Stelle h = 0 verschwindet, also gilt 9;f (z¢) = 0. Da dies fiir jedes = 1,...,n
der Fall ist, folgt die Behauptung. g
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Doch nicht an jedem Punkt, an dem D f(z¢) = 0 ist, muf ein Extremum vorliegen. Dies
ist bereits im Eindimensionalen der Fall: Die Funktion R - R, z ~ x> hat verschwindende
Ableitung in x = 0, dort ist die Funktion allerdings weder minimal noch maximal. Um
hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen einer Extremalstelle zu finden, miissen wir die
zweiten Ableitungen, also die HESSE-Matrix, konsultieren. Dazu wiederholen wir ein paar
Begriffe aus der Linearen Algebra:

DEFINITION 7.21. Sei A € R™" symmetrisch.
(1) A heilt positiv definit, falls (&, AS) > 0 fiir jedes £ e R™ \ {0};
(2) A heilt positiv semidefinit, falls (&, AS) > 0 fiir alle £ e R™;
(3) A heilt negativ (semi-)definit, wenn —A positiv (semi-)definit ist;
(4) A heilt indefinit, wenn es &,n € R™ gibt, sodak (&, AE) > 0, aber (n, An) <0.

Wir schreiben auch A >0 bzw. A >0, falls A positiv (semi-)definit ist, und analog fiir
negativ (semi-)definite Matrizen.

Eine Charakterisierung der positiven bzw. negativen (Semi-)Definitheit einer Matrix
liefern ihre Eigenwerte: Fine symmetrische reelle (n x n)-Matrix ist stets diagonalisierbar
und besitzt n (nicht notwendig paarweise verschiedene) reelle Eigenwerte. Dann ist A >0
genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv sind, A > 0 genau dann, wenn alle Figenwerte
nichtnegativ sind, und analog A < 0 bzw. A < 0. Eine Matrix ist indefinit genau dann, wenn
sie sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

SATZ 7.22. Sei f: € — R zweimal stetig differenzierbar und sei xg € 2 ein Punkt mit
D f(zo) = 0.
(1) Ist D%f(x0) >0, so hat f bei xg ein lokales Minimum;
(2) Tst D%f(x0) <0, so hat f bei xg ein lokales Maximum;
(3) Ist D%f(x0) indefinit, so ist zo weder lokale Maximal- noch Minimalstelle von f.

BeEweis. Nach Korollar 7.17 und den darauf folgenden Ausfithrungen existiert ein ¢ :
Q - R mit

lim _<Z>(§) =0

€0 [
und

1

Flao+8&) = fwo) + 5 (&, D?f(x0)€) + ¢(£)
fiir hinreichend kleine |¢|. Nehmen wir zunsichst an D2 f(xq) > 0. Wir zeigen, daf dann ein
A > 0 existiert mit

(&, D*f(x0)€) > NE|*  fiir alle € e R". (7.7)

Betrachte némlich die Menge S ! := {¢£ e R" : |¢| = 1}. Sie ist kompakt, und daher nimmt
die stetige Funktion & = (&, Df?(20)¢) auf S*~* ihr Minimum

A= min(e, Df*(w0)€)

an, welches wegen der positiven Definitheit von D2 f(x) positiv ist. Fiir beliebiges ¢ € R"
ist aber & = [¢|¢ mit € € S*7!, und somit gilt

(& D (w0)€) = ¢[*(&, D* f(w0)&) 2 Mg,
womit (7.7) gezeigt ist.
Sei schlieRlich § > 0 so klein, daf einerseits Bs(xg) ¢  und andererseits

#(§) > —i)\\f\Q fiir alle €] < 6.

5Setzt man noch A < B, falls A—- B <0, so definiert < eine Halbordnung auf der Menge der symmetri-
schen reellen (n x n)-Matrizen.
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Dann gilt fiir [£] < §

Flwo+€) = F(w0) + 5 (6 D F(z0)E) + 6(€) 2 f(wo) + SN - e 2 [ (o),

und damit ist (1) gezeigt. Es folgt aukerdem (2) durch Ubergang zu —f.

Sei nun D?f(xg) indefinit und &,1 € R™ zwei Vektoren mit a := (£, A¢) > 0 und
B = (n, An) < 0. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen [¢] = || = 1. Sei weiterhin § > 0,
dann gilt fiir

§ =08, ms=0m

(&5, D f(20)€5) = 0% > 0 und (ns, D?f(x0)ns) = 626 < 0. Ist schlieklich & so klein gewihlt,
dafs

1 2 1 2
- 0l¢ < 6(€) < -1 Ble

fiir alle [¢] <6, so gilt einerseits

£ +€5) = J() + 5 (65, DA (w0)6s) + 6(65) > f(z0) + 08 > [(w0)

und andererseits

F(ao +15) = £(20) + 5 (5 D*F(w0)s) + 61s) < f(a0) + 360° < f(zo).

Wir haben also gezeigt, dafs jede Umgebung von xy Punkte enthilt, an denen f einen
kleineren bzw. groferen Wert als f(xo) annimmt, und es folgt (3). O

BEISPIEL 7.23. Sei eine symmetrische Matrix A € R?*? gegeben, dann ist die HESSE-
Matrix der Funktion f:R? > R, z — %(LU,A:L‘), gegeben durch die konstante Matrix A.
In der Tat, geméf Beispiel nach Satz 7.8 lautet der Gradient D f(x) = Ax (beachte nach
Voraussetzung A = A"), und daher ist

(D?f(2)) = Ok (Az); = O Y. Ajjaj = Ay
§=0
Beachte, dafs Df(0) = 0.
Wir wihlen nun spezielle Matrizen A und untersuchen, ob bei x = 0 jeweils ein lokales
Extremum vorliegt. Ist z.B.

2 0
]

so ist A positiv definit (die Eigenwerte 2 und 1 sind beide positiv), also hat f bei null ein

lokales Minimum. Explizit lautet die Funktionsgleichung f(z,y) = 222 +y?, und der Graph

von f ist ein nach oben gedffnetes Paraboloid. Die Hohenlinien {222 +y? = ¢} sind Ellipsen.
Betrachte nun die Matrix

-1 0
(1)

die offensichtlich indefinit ist. Dann ist die Funktionsgleichung gegeben durch f(z,y) =
y? — 22 und f hat bei null kein Extremum, sondern einen sogenannten Sattelpunkt. Die

Hohenlinien sind nunmehr Hyperbeln.

Ist die HESSE-Matrix an einem Punkt mit Df(z¢) = 0 (positiv oder negativ) semi-
definit, so lakt sich keine Aussage iiber das Vorliegen eines lokalen Extremums treffen.
Betrachte dazu die Funktionen

flxy) =2t +y*, glz,y)=-a*-y*, h(z,y)=2>
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deren Gradienten bei (x,y) = 0 sdmtlich verschwinden. Ebenso sind die HESSE-Matrizen

jeweils null (und insbesondere positiv und negativ semidefinit). Es hat f bei (x,y) =0 ein

lokales (sogar globales) Minimum, g ein Maximum, und h weder das eine noch das andere.
Es gilt die folgende Umkehrung von Satz 7.22:

PROPOSITION 7.24. Sei f : Q - R zweimal stetig differenzierbar und sei xg € ) ein
Punkt mit Df(xzg) = 0.
(1) Hat f bei xq ein lokales Mazimum, so ist D?f(xq) < 0;
(2) Hat f bei xg ein lokales Minimum, so ist D?f(xo) > 0.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage, da die zweite wieder durch Ubergang zu — f
folgt. Habe also f bei 2 ein lokales Maximum. Wire D?f(z) nicht negativ semidefinit,
so gébe es ein n € R” mit |n| = 1 und

(n, D*f(o)n) = > 0.
Nach Korollar 7.17 existiert ¢ : {2 - R mit

lim _(b({) =0

-0 [¢?
und

1

f(@o+&) = f(wo) + 5(5,D2f($0)5) +9(&)
fiir kleine [¢]. Ist § > 0 so klein gew#hlt, daf

H(€) 2 ~aléP fir alle ¢ <5,

so folgt

o +80) = £0) + 50%0n, D (o)) + 6(00) 2 (o) + 506% = Lad® > [(w0),

also existiert in jeder Umgebung von z( ein Punkt, an dem f einen Wert grofer als f(xq)
annimmt. Dies ist der gewiinschte Widerspruch dazu, daf xqg Maximalstelle ist. U

Diese Proposition nutzen wir nun, um ein wichtiges Resultat iiber harmonische Funk-
tionen zu zeigen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : 2 — R heilst harmonisch,
wenn

Af(x)=0 fiir jedes x €. (7.8)

Wir erinnern uns an den LAPLACE-Operator A = Y;', Jy. Die Gleichung Af = 0 heifst
dementsprechend LAPLACE-Gleichung und ist eine der wichtigsten partiellen Differential-
gleichungen. Man kann sie z.B. zur Modellierung von Seifenhduten oder statischen Warme-
verteilungen heranziehen. Das folgende Resultat ist der Prototyp eines Mazimumsprinzips,
wie es in der Theorie partieller Differentialgleichungen gréfite Bedeutung besitzt:

SATZ 7.25 (Schwaches Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei @ ¢ R"
offen und beschrénkt. Sei auferdem f : Q — R stetig in 2 und zweimal stetig differenzierbar
in Q°. Gilt

Af(x)=0 fiir jedes x €9, (7.9)
so nimmt f sein Maximum und sein Minimum jeweils auf dem Rand 92 an, d.h.

max f = max min f = min f.
o f = maxc . min f = min f

6Das bedeutet, dak f stetig bis zum Rand ist. Die Funktion f(z,y) = ﬁ ist zum Beispiel zweimal
stetig differenzierbar in B1(0), aber nicht stetig fortsetzbar nach B;(0).
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BEWEIs. Wir zeigen nur die Aussage iiber das Maximum, da die tiber das Minimum
durch Ubergang zu —f folgt. Zuerst bemerken wir, daf f als stetige Funktion auf der
kompakten (da beschrinkten und abgeschlossenen) Menge  tatsichlich sein Maximum
annimmt.

Schritt 1. Wir nehmen zunéchst an, daf

Af(x)>0 fiir jedes z € Q.

Nihme f sein Maximum im Punkte xg € £ an, so wire xg insbesondere eine lokale Maxi-
malstelle, und es gilte dort nach Proposition 7.24 D?f(zg) <0. Aus der Linearen Algebra
ist bekannt, daf die Spur einer symmetrischen Matrix gleich der Summe ihrer Eigenwerte
ist. Aus D?f(z0) <0 folgt die Nichtpositivitit aller Eigenwerte, und es folgt

Af(xo) = spur D? f (z0) <0,

Widerspruch. Es folgt maxg f = maxpq f.
Schritt 2. Sei nun Af =0 in Q. Wir fithren diesen Fall auf Schritt 1 zuriick, indem wir
flir e >0

Fo@) = f(2) + gl

setzen. Man priift leicht nach Af¢(x) = ne > 0 fiir alle z € 2, und daher gilt nach Schritt 1
fiir alle z € Q

f(x) < né%xfe < I%%Xf + Cl,

wobei C' := 1fnatx{%|av|2 :x€Q} < oo (da Q beschrinkt ist), und insbesondere
< €<
f(z) < max f* <max f + Ce,
da f < f€. Da dies fiir jedes € > 0 gilt, haben wir sogar
<
f(z) < max f
fiir alle z € 2, und die Behauptung folgt. U

KOROLLAR 7.26 (Eindeutigkeit des DIRICHLET-Problems). Sei £ ¢ R™ offen und be-

schriinkt, und seien f1, fo € C(Q) beide zweimal stetig differenzierbar in Q. Seien weiterhin
heC(Q2) und g € C(09). Gilt fir j =1,2
Afi(z)=h(x) fir alle x €€,
fi(z) = h(z) ) (7.10)
fi(z) =g(z) fir alle z € 09,
so gilt f1 = fy in Q.
BEWEIS. Sei f:= fi — fo, dann erfiillt f
Af(x)=0 fiir alle x €,
f(z) =0 fiir alle z € 9Q.

Nach Satz 7.25 gilt fiir alle x € Q f(z) <maxpq f = 0, aber auch f(x) > mingg f = 0, also
ist f identisch null in Q. Es folgt die Behauptung. U

Das Randwertproblem (7.10) (bekannt als DIRICHLET-Problem fiir die POI1SSON-Gleichung)
besitzt also héchstens eine Losung. Fiir die Frage, ob iiberhaupt eine Lésung existiert, ver-
weisen wir auf Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen’”.

"Die Antwort auf diese Frage lautet fiir ,anstdndige’ Gebiete Q2 und Inhomogenitéten h ,ja“.
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7.4. Implizite Funktionen und lokale Invertierbarkeit

7.4.1. Der Satz tiber implizite Funktionen. Im Gegensatz zu einer explizit in der
Form y = f(x) gegebenen Funktion betrachten wir nun implizit definierte Funktionen der
Form F(z,y) = 0. Die Frage ist dann, ob man diese Gleichung nach y auflésen kann, ob es
also ausgehend von F'(x,y) =0 eine Darstellung y = f(z) gibt.

Ein uns bereits bekanntes Beispiel ist F(z,y) = 22 + y* — 1: Die Menge {(z,y) € R?:
F(z,y) = 0} ist genau der Einheitskreis. Dieser ist nicht der Graph einer Funktion, da

jedem z mit |z| < 1 zwei y-Werte zugeordnet werden miifiten, namlich +V'1 — 22. Anderer-
seits 1aft sich der Einheitskreis zumindest lokal in der Umgebung jedes Punktes (xg,yo)
mit 22 +y2 = 1 und |zo| < 1 als Graph darstellen: fiir yo > 0 liegt (w0, yo) auf dem Graphen

von fi(z) =V1-22, fiir yo <0 auf dem von f_(x) = —V/1-22. Lediglich an den Stellen
(£1,0) kann man nicht nach y auflésen; beachte, daft genau an diesen beiden Stellen gilt
OyF(z,y) =0.

Im allgemeinen wird man eine implizite Gleichung nicht in geschlossener Darstellung
nach der gewlinschten Variablen auflésen kénnen (denken Sie z.B. an y(1+y) —zexp(xy) =
0). Trotzdem haben wir

SATZ 7.27 (Satz tber implizite Funktionen). Seien ©; ¢ R™ und Q3 ¢ R™ offen und
F:Qq x Qg > R™ stetig differenzierbar. Sei (zg,y0) € Q1 x Qg ein Punkt mit F(zg,yo) =0
und mit

det Dy F(x0,y0) # 0.

Dann existieren Umgebungen 4 o U; 3 g und €5 o Us 3 yg und eine stetig differenzierbare
Funktion f:U; — Us, sodak fiir alle (z,y) € Uy x Uy gilt

F(z,y)=0 genau dann, wenn y = f(z).
Fiir die JAcoBI-Matrix von f gilt
Df(x) = ~(DyF(x, f(x))) ™ DuF (z, f(x)). (7.11)

BEMERKUNG 7.28. Hier haben wir mit D, F(x,y) die JAcOBI-Matrix (m x m) der
Funktion y » F(x,y) bei festem z bezeichnet, d.h. die Matrix bestehend aus den partiellen
Ableitungen der Komponenten von F in Richtung y1,..., Ym.

Auferdem werden wir im Beweis die bereits (im Beweis der Kettenregel) eingefiihrte
Matrixnorm |A| := sup{|A¢| : £ e R™,|{| = 1} < oo verwenden, fiir die offensichtlich |A¢| <
|A|[¢] fiir alle £ € R™ gilt.

BEWEIS. Schritt 1. Wir nehmen ohne Einschrinkung an (xg,y0) = 0, ansonsten be-
trachte die Funktion FO(x,y) := F(x + xo,y + 9o). Schreibe aukerdem

B:=DyF(0,0),

dann ist B nach Voraussetzung invertierbar, und wir kénnen definieren
G:Q xQ - R™, G(z,y):=y-B'F(x,y).

Dann ist F(z,y) = 0 dquivalent zu G(z,y) = y. Auberdem ist G stetig differenzierbar mit
D,G(0,0)=1-B"'D,F(0,0) =0,

und wegen der Stetigkeit von D, G existieren Umgebungen V1 30, V3 3 0, sodafs

1
IDyG(z,y)l < 5 V(z,y) € VixVa. (7.12)

Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dafs V; beschrinkt ist und

Vo = B, (0) fiir ein r > 0.
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Schritt 2. Wir zeigen: Es gibt Umgebungen Vi o Uy 5 0 und V5 2 Us 5 0, sodals einerseits

1
|G (z,y2) - G(x,y1)| < §|y2 -yl Ve eUr, wyi,y2€Us, (7.13)
und andererseits
|G(z,y)|<r VaxelUy, yelUs. (7.14)

Wir setzen dazu einfach Us := Vo = B,-(0) und erhalten mit dem Mittelwertsatz fiir Funk-
tionen mehrerer Veranderlicher (Satz 7.12) fiir beliebige = € Vi, y1,y2 € Us

1
|G(z,y2) - G(z,y1)] < /0 |DyG(z,y1 +t(y2 — y1))|dtly2 — y1]

< =l -l
—292 Y1|,

wo wir im letzten Schritt (7.12) verwendet haben. Damit ist (7.13) gezeigt. Fiir (7.14)
bemerken wir, daf als Spezialfall von (7.13) (mit x =0, y; = 0) folgt

1 1
|G(0,y)] < 5\?/\ <37 Vy e Us.

Da aber G auf der kompakten Menge V1 x U, gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0, sodaf
Bs(0) ¢ V1 und

T T
|G (z,y)| <|G(x,y) - G(0,y)| +|G(0,y)| < gty Vee B;(0) x Us.

Damit ist (7.14) mit Uy := Bs(0) gezeigt.
Schritt 3. Betrachte den Raum X der beschrinkten stetigen Funktionen f :U; - Us
mit f(0) = 0. Nach Beispiel 6.34 ist X beziiglich der Metrik do, vollstéindig®. Wir definieren

T:X->X, T(f)(x)=GC(z, [f(r))

Zuerst miissen wir priifen, dak T tatséchlich nach X abbildet. Klar ist, dak T'(f) stetig ist
und T'(f)(0) = G(0, f(0)) = G(0,0) = 0. Aukerdem haben wir fiir alle z € U;

() (@) =G(z, f(2) <r

wegen (7.14) und f(z) € Us. Also ist in der Tat T(f)(z) € Us fiir alle z € Uy.
Auferdem ist T eine Kontraktion, denn nach (7.13) gilt

deo(T'(f) -T(9)) = Sup G(z, f(2)) - G(z,9(2))| < %doo(f,g)‘
zel;

Die Anwendung des BANACHschen Fixpunktsatzes liefert also eine eindeutige stetige Funk-

tion f: Uy —» Uy, fiir die G(z, f(z)) = f(z) fiir alle z € Uy, fiir die also F(z, f(x)) = 0

fiir alle x € U;. Nach eventueller Vergrokerung von Us diirfen wir sogar annehmen, dafs

f : U1 g U2.

Schritt 4. Wir zeigen, dafs z,y € U; x Uy und F(x,y) = 0 sogar y = f(x) impliziert
(bisher haben wir nur gezeigt, dak y = f(x) die implizite Gleichung F'(x,y) = 0 impliziert).
Gébe es namlich fiir ein x € Uy neben y; := f(x) noch ein weiteres y, € Uy mit F(xz,y2) =0,
so wire also G(z,y1) = y1, G(x,y2) = y2, und damit

|G (z,y1) = G(2,y2)] = [y1 — 2],

und aus (7.13) folgt dann |y; — ys| < %|y1 —yo|, d.h. y1 = yo.
Schritt 5. Wir zeigen, daf die soeben konstruierte Funktion f sogar stetig differenzier-
bar in U; ist, und daf (7.11) gilt. Weiterhin sei (xo,y0) = (0,0). Schreibe dazu wie gehabt

8Erinnerung: deo(f,g) = sup,cp, |f(x) - g(x)|- Man beachte hierbei, daf die Bedingung f(0) = 0 unter
gleichméfiger Konvergenz erhalten bleibt.
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B = 0,F(0,0) sowie A := 0,F(0,0), dann gilt nach Definition der (totalen) Differenzier-
barkeit unter Beachtung von F(z, f(x)) =0

0=Ax+ Bf(z)+ ¢(z, f(x)), (7.15)
wobei ¢ : U; x Us - R™ eine Funktion ist mit

Jim, \/% = 0. (7.16)
Umstellen von (7.15) ergibt

f(z) =-B Az - B ¢(x, f(x)), (7.17)

und die Differenzierbarkeit von f an der Stelle (0,0) ist bewiesen, sobald wir zeigen kénnen

-1
i 20 f(@) _ (7.18)
L
Zunéchst folgt aus (7.17) die Abschatzung

|f (@) < |B7' Al + | B¢ (, £ (2))], (7.19)

und nach (7.16) diirfen wir (nach eventueller Verkleinerung von Uy, Us) annehmen

1
lp(z,y)| < V2 +[yf? <

2|B~1

sy o1+ 19D

wobei wir in der letzten Ungleichung verwendet haben a®+b® < (a+b)? fiir a, b > 0. Einsetzen
in (7.19) ergibt

1
F@) < Clal + 3£ @)
fiir eine Konstante C, mithin
|f(z)] < 2Cz]. (7.20)
Sei nun € >0 und § > 0 so klein, daf

[6(z, y)| < /|2 + [yl < e(fa] + [y]) (7.21)

fiir alle z,y € Uy x Uy mit |x| + |y| < 0.

Ist dann |z| < %Ssﬁ, so ist |x| + |f(z)| < 0, und es gilt mit (7.21) und (7.20)
-1
|B ¢(|x,|f(x))| < ‘B_1|6(|$| +||f|ﬂ(x)|) < ‘B_1|6(1 + 20),
x x

und damit ist (7.18) gezeigt.

Schlieklich diirfen wir annehmen, dafs D, F(z, f(z)) nach eventueller Verkleinerung
von U invertierbar ist fiir jedes x € U; (dies folgt aus der Stetigkeit von DyF und der
Stetigkeit der Determinante). Dann kénnen wir Schritt 5 am Punkt (zo,v0) = (=, f(z))
anwenden und erhalten so die Differenzierbarkeit von f in x und Formel (7.11). Da die
partiellen Ableitungen von F stetig sind, folgt aus (7.11) zudem die Stetigkeit von Df. [

BEMERKUNG 7.29. Die Formel (7.11) kann man sich mithilfe der Kettenregel herleiten:
Differentiation der Identitat F'(x, f(x)) =0 ergibt

O F(x, f(2)) + Oy F (z, f(x))Df(x) =0,

und nach Umstellen

Df(x0) = ~(DyF(x, f(x))) " Do F (x, f(x)).
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BEISPIEL 7.30. Fiir F(x,y) = 22 +y*~1 haben wir 0, F(x,y) = 2y, und dies ist ungleich
null genau dann, wenn y # 0. Es ist z.B. F'(0,1) = 0, und der Satz iiber implizite Funktionen
liefert eine stetig differenzierbare Funktion y = f(z) in einer Umgebung von z = 0, sodafs
22 + f(x)? =1 fiir alle z in dieser Umgebung. Die Ableitung errechnet sich mit (7.11) zu

0P (z, f(x)) T

OyF (z,f(z))  f(x)’
insbesondere erhalten wir f’(0) = 0. Diese Beobachtungen sind konsistent mit unseren
Erorterungen zu Beginn dieses Abschnitts, wo wir f(z) =V 1 - 22 ermittelt haben.

f'(@) =

BEISPIEL 7.31. Sei F(z,y) = y(1+y)-zexp(xy) (definiert auf ganz R?). Esist F(0,0) =
0 und 9,F(0,0) = 1. Also existiert in einer Umgebung von null eine explizite Darstellung
y = f(z) der impliziten Relation F'(z,y) = 0. Fir die Ableitung erhalten wir
0:F (0,0 -1
fI(O):_SE (7):__:1.
0y F(0,0) 1
BEISPIEL 7.32 (Héhenlinien). Die Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funktion
F:QcR? - R zum Wert c e R ist gegeben durch

Ne(f) ={z eQ: f(z,y) = ¢},

Ist Df(xo,y0) # 0, so ist 0, f(z0,y0) # 0 oder Jyf(xo,y0) # 0, also ist N.(f) nach dem
Satz {iber implizite Funktionen (evtl. mit Vertauschung der Rollen von = und y) in einer
Umgebung von (zg,y0) der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion x = h(y) oder
y = g(x). Natiirlich kann beides gleichzeitig der Fall sein (namlich wenn keine der Kompo-
nenten von D f(xg,y0) null ist), dann ist h = g~!. Diese Beobachtungen rechtfertigen die
Bezeichnung Niveaulinie bzw. Héhenlinie.

7.4.2. Lokale Invertierbarkeit. Eng verwandt mit der Frage nach der Auflésbarkeit
impliziter Gleichungen ist die nach der Invertierbarkeit einer Abbildung f:Q; c R® - R"™.
Gibt es also eine Umkehrabbildung £~ : Qy - R", sodak fo f! die Identitit auf
und f'o f die Identitit auf € ist? Fiir lineare Funktionen f(z) = Az, A e R™™, ist die
Antwort aus der linearen Algebra bekannt: Eine Umkehrabbildung existiert genau dann,
wenn det A # 0, und ist in diesem Fall durch f~!(y) = A™ly gegeben.

Falls f nichtlinear, aber stetig differenzierbar ist, kann man f in einer Umgebung eines
Punktes linear approximieren und wiirde dann erwarten, daf es sich nahe dieses Punktes
wie die lineare Approximation verhilt. Insbesondere sollte f in einer Umgebung von xzg
invertierbar sein, sofern det D f(xg) # 0. Dies ist genau die Aussage des néchsten Satzes:

SaTz 7.33 (Lokale Invertierbarkeit). Sei 2 ¢ R™ offen und f : Q — R™ stetig differen-
zierbar. Ist xg € Q ein Punkt mit det D f(xg) # 0, so existieren Umgebungen U; 3 g und
Us 3 f(x0) := yo, sodaR f : Uy - Uy bijektiv ist. Die Umkehrabbildung f=': Uy — Uy ist
stetig differenzierbar mit

Df Y (y)=Df(f () Yyels. (7.22)

BEWEIS. Betrachte die stetig differenzierbare Funktion F' : R" x Q - R", F(y,z) =
y— f(x). Wegen yo = f(x0) ist F(yo,z0) =0, und D, F(yo,z0) = —Df(zp) ist nach Vor-
aussetzung invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren daher offene
Umgebungen Vi 3 xg, Us 3 yo und eine stetig differenzierbare Funktion g : Us — Vi mit
z = g(y) genau dann, wenn F(y,z) =0, d.h. wenn y = f(x). Setze nun Uy := Vi n f~1(Us),
dann ist U; offen, und f : Uy — U ist bijektiv: f ist surjektiv, denn fiir y € Us ist
flg(y) = f(z) =y, und = = g(y) € Vi sowie x € f1(Us); und f ist injektiv, denn aus
x1, 29 € Uy folgt f(x1), f(22) € U, und aus y := f(x1) = f(x2) € Us folgt g(y) = x1 = xo. Es
ist klar, dak g = f'.
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Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion ergibt sich schlieflich aus der Ket-
tenregel, angewandt auf y — f(f71(y)) = y:

I=Df(f )Df ™ (y),
was nach Multiplikation beider Seiten von links mit Df(f™(y))™" (7.22) ergibt. O

BEMERKUNG 7.34. Fiir n = 1 ist (7.22) die bekannte Formel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion in einer Variablen:

1
W) = s
)
Man kann den Satz {iber die lokale Invertierbarkeit anwenden, um nichtlineare Glei-
chungssysteme zu losen®:

BEeispIiEL 7.35. Betrachte das nichtlineare Gleichungssystem

z(y+1)z—yexp(z) =a
2sin(x) —xy? +yz="b (7.23)

$2—y2+52=6.

Setzen wir f:R3 - R3,
z(y+1)z —yexp(z)
f(x7y7z): 2Sin($)_$y2+yz ’
2 —y? + 5z

so ist offenbar £(0,0,0) =0, und

0 -1 0
Df(0,0,0)=[2 0 o],
0 0 5

was invertierbar ist. Nach dem Satz iiber die lokale Inverse existieren also Umgebungen Uy
und Uy von (0,0,0), sodat f: Uy - Us invertierbar ist. Das bedeutet: Fiir betragsméfig
hinreichend kleine a,b, c € R hat das Gleichungssystem (7.23) eine eindeutige Lisung.

Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion erlaubt uns zudem, die Sensitivitdt
der Losung von den Daten (a,b,c) zu messen: Nach (7.22) ist némlich

Df(a,b,c) = Df(z,y,2)7",

wobel (z,y, z) die eindeutig bestimmte Losung von (7.23) mit rechter Seite (a,b, ¢) ist. Bei
null gilt also

0 3 0
-1
Df™(0,0,0)=|-1 0 0];
0 0 %

die Interpretation lautet: In linearer Naherung hingt die Losung x nicht von a und c ab,
wohl aber von b (ein Anstieg von b um db bewirkt einen Anstieg von z um db/2). Die
Losungskomponente y fallt mit @ und hiangt (in linearer Néherung) nicht von b und ¢ ab;
und z hingt nur signifikant von ¢ ab und verkleinert Anderungen in ¢ um den Faktor 1/5.

9,Lésen‘ heift hier: die Existenz einer (eindeutigen) Losung zeigen, oder allenfalls ein Naherungsver-
fahren zur Losung angeben. Eine Darstellung der Losung in geschlossener Form ist typischerweise weder
moglich noch wichtig.
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7.5. Optimierung unter Nebenbedingungen

In Abschnitt 7.3 haben wir gesehen, wie man Extremalstellen einer Funktion mehrerer
Variabler auffindet: Kandidaten fiir Extrema im Innern des Definitionsbereichs kénnen
mittels der Bedingung D f(x) = 0 identifiziert werden; ob es sich tatséchlich um ein lokales
Maximum oder Minimum handelt, kann dann meist mithilfe der HESSE-Matrix bestimmt
werden. Es ist (wie schon in Analysis I) unbedingt zu beachten, daf Extremalstellen am
Rand des Definitionsbereichs von dieser Methode nicht erfaktt werden. Fiir dieses Problem
schafft der Inhalt dieses Abschnitts Abhilfe.

Hier betrachten wir das Problem, lokale Extrema einer Funktion unter einer Nebenbe-
dingung zu bestimmen. Das Problem ist von grofser praktischer Bedeutung, wie die Studie-
renden der Wirtschaftsmathematik unter Thnen wissen werden: Wenn etwa eine Herstellerin
durch die Verarbeitung einer Menge x eines Rohstoffs und einer Menge y eines anderen
Rohstoffs einen Gewinn f(x,y) erzielen kann, wenn sie dafiir iiber ein Budget von ¢ verfiigt
und wenn die Preise der Rohstoffe pro Einheit a bzw. b betragen, so muf die Funktion
f unter der Nebenbedingung ax + by = ¢ maximiert werden. Fin anderes Beispiel: Finde
das Rechteck mit vorgegebenem Umfang U, dessen Fliche maximal ist (d.h. maximiere zy
unter der Nebenbedingung 2x + 2y = U).

Allgemein ist eine Funktion f:R" 5 () - R zu optimieren unter einer Nebenbedingung
h(x) = 0. Wir bezeichnen die ,zuldssige’ Menge als

N :={zeQ:h(x)=0}.

Dann heift x € Q2 lokales Mazimum von f unter der Nebenbedingung h =0, wenn es ein € > 0
gibt, sodak f(x) < f(Z) fiir alle x € B.(Z) n N. Lokale Minima unter Nebenbedingungen
werden analog definiert.

SATZ 7.36 (Optimierung unter Nebenbedingungen). Seien f,h : Q@ — R stetig diffe-
renzierbar und Z € Q ein Punkt mit h(Z) = 0 und Dh(Z) + 0. Wenn f bei Z ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 besitzt, dann existiert ein A € R, sodaf

Df(z) = ADh(z).

Die Zahl \ wird als LAGRANGE-Multiplikator bezeichnet.

BeEwEls. Wegen Dh(Z) # 0 ist 0.B.d.A. 9,h(Z) # 0. Schreibe T = (Z/,Z,) mit T’ =
(Z1,...,%p-1) € R*! dann finden wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen Umgebun-
gen U' ¢ R"™ U, c R mit € U’ x U,, c Q sowie eine stetig differenzierbare Funktion
g : U - Up,, sodak fiir alle z = (2',2,) € U x U, gilt z,, = g(z') genau dann, wenn
h(xz) = 0. Die Nebenbedingung wird in der Umgebung von Z also durch die Funktion g

charakterisiert.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen'? gilt weiterhin fiir die Ableitung von g:

Ojh(Z) + 0,h(2)0j9(z") =0  Vji=1,....,n-1. (7.24)
Betrachte nun aber andererseits die Funktion ® : U’ — R,
o(2") = f(a', g(a")),

die nach Voraussetzung an der Stelle 7’ ein lokales Extremum hat. Daher ist

0=0;0(z") = 0;f(T) + Onf(Z)0j9(Z") Vi=1,...,n-1. (7.25)
Setzen wir nun
L Ouf(®)
' O h(T)’

10 Anstatt die Formel nachzuschlagen, ist es vielleicht einfacher, geschwind die Gleichheit h(z’, g(z')) =
0 nach z; abzuleiten.
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so folgt aus (7.24) und (7.25) 0; f(Z) = A0;h(Z) fiir j =1,...,n -1, und fiir j =n gilt dies
direkt nach Wahl von A. U

Wiewohl die Formulierung und der Beweis des vorangegangenen Satzes etwas sperrig
anmuten mogen, so kann man sich den Sachverhalt zumindest fiir n = 2 gut veranschauli-
chen: In jedem Punkt von N steht Vh senkrecht auf NV, da h in der tangentialen Richtung
zu N infinitesimal konstant gleich null bleibt. Damit f in & ein Extremum unter der Ne-
benbedingung N habe, mufs seine Richtungsableitung tangential zu N verschwinden, also
mufs Vf(Z) ebenfalls senkrecht auf N stehen und mithin parallel zu Vh(Z) sein. Dies ist
aber genau die Aussage des Satzes.

BEMERKUNG 7.37. Es sind diverse Verallgemeinerungen moglich und niitzlich, die uns
hier nicht beschiftigen werden. Zum Beispiel kann man mehrere Nebenbedingungen h; =

hy = ... = 0 gleichzeitig stellen oder die Nebenbedingungen in der Form h < 0 statt h =0
formulieren!!.
BEISPIEL 7.38. (1) Wie eingangs erwéhnt, kénnte man die Flache eines Rechtecks

mit Seitenldngen x,y > 0 mit vorgegebenem Umfang U maximieren wollen. Mit
Q:=(0,00)2 und f:Q - R, f(z,y) = zy sowie der Nebenbedingung h(z,y) =
2z + 2y — U erhalten wir die notwendige Bedingung V f = AVh, also

(y7 .%') = )‘(27 2)7
also © =y = 2\. Die Nebenbedingung 2z + 2y — U = 0 liefert die Gleichung 8\ = U,
alsox =y = %. Also ist das Rechteck mit maximaler Fliche unter allen Rechtecken
mit Umfang U das Quadrat mit Seitenlénge %, wie zu erwarten.
Genaugenommen wissen wir aus dieser Rechnung nicht, ob es sich hierbei
um ein Maximum handelt; dies sieht man jedoch leicht anhand geometrischer
Uberlegungen. Auch muf man aufpassen, ob nicht das Maximum auf O liegt; in
diesem Falle ist auf 02 allerdings x = 0 oder y = 0 und die Fliche eines solchen
Rechtecks daher null, also nicht maximal.

(2) Sei A € R™" symmetrisch und betrachte auf R" die Funktion f : z — (x, Ax),
die wir unter der Nebenbedingung |z| = 1 optimieren wollen. Dazu wéhlen wir
h(zx):=|z>~1 (da x + |z| nicht differenzierbar wire) und berechnen V f(z) = 2Ax
(vgl. Beispiel 7.7) sowie Vh(z) = 2z (was ungleich null ist, sofern |z| = 1). An
einem Extremum bedingt auf h = 0 gilt also

Ax = \z

fiir ein A € R, d.h. A ist Figenwert von A. Da die Finschrinkung von f auf das
Kompaktum {h = 0} stets ein Extremum hat, folgt daraus die Existenz eines
reellen Eigenwerts fiir jede symmetrische reelle Matrix. Damit erhalten wir im
wesentlichen einen rein analytischen Beweis des Spektralsatzes aus der Linearen
Algebra.

(3) Ein in Klausuren beliebter Aufgabentyp verlangt von Thnen, nach Kochrezept die
globalen Extrema einer Funktion auf einer kompakten Menge zu bestimmen. Zum
Beispiel:

Sei K := {(z,y) € R? : 22 + 2 < 1} die abgeschlossene Einheitskreisscheibe.
Bestimme das globale Maximum und Minimum der Funktion f: K - R, (z,y) —
422 - 3xy.

Dazu stellen wir zunéchst fest, daf die globalen Extrema aufgrund der Kom-
paktheit von K existieren, und suchen erst im Innern von K, also in der offenen
Kreisscheibe. Liegt dort ein globales Extremum vor, so ist es auch ein lokales, und

U1p der Physik heiffen Nebenbedingungen (bzw. Zwangsbedingungen, wie man dort sagt) der Form
h =0 holonom, solche der Form h <0 nicht-holonom.



7.5. OPTIMIERUNG UNTER NEBENBEDINGUNGEN 135

es gilt dort Df(z,y) =0, also (82—-3y,-3x) = 0. Das Gleichungssystem 8z -3y = 0,
-3z =0 hat aber als einzige Losung (0,0) (was im Innern von K liegt), und es ist
£(0,0) =0.

Das globale Maximum bzw. Minimum kénnte aber auch auf dem Rand liegen,
d.h. wir miissen die Extrema von f unter der Bedingung h(z,y) := 22 + y? -
1 = 0 iiberpriifen. Es ist Vf(x,y) = (8 — 3y,-3x) und Vh(z,y) = (2z,2y). Als
Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums erhalten wir so
8x — 3y =2z

-3z = 2\y.

Falls « = 0, so auch y = 0, aber (0,0) erfiillt nicht die Nebenbedingung 22 + 2 = 1.
Deshalb koénnen wir z = % setzen, und erhalten durch Division der Gleichun-
gen (7.26)
z - 5.1 0,

3 =z

woraus nach Multiplikation mit z die quadratische Gleichung 2% - %z -1 =0 folgt,

(7.26)

deren Losungen sich mit der bekannten Formel zu 3 und —% errechnen.
Nun sind diejenigen Paare (z,y) € R? mit 22 +y? = 1, fiir die 4 =3 oder £ = —%
gilt, genau die vier Punkte

1 1
o= (1L3), + (3D,

An den ersten beiden Punkten nimmt f den Wert —% an, an den letzteren den
Wert %. Also ist das globale Maximum (Minimum) von f auf K durch g (—%)

gegeben, und diese Werte nimmt f an den angegebenen Randpunkten an. Der
kritische Punkt (0,0) im Innern von K ist also kein globales Extremum, der Wert
von A ist jeweils unerheblich.



KAPITEL 8

Integralrechnung in R”

So wie in einer Dimension das Integral die Flache unter einem Graphen angibt, kann
man das Volumen unter dem Graphen einer Funktion R? 5>  — R mithilfe eines Dop-
pelintegrals bestimmen. Die Integration beziiglich mehrerer Variabler gestattet auch die
Berechnung von Volumina bekannter geometrischer Objekte, etwa von Kugeln, Ellipsoi-
den, Zylindern und Kegeln.

Als Nebenprodukt‘ unserer Entwicklung des Integralbegriffs erhalten wir aulerdem die
Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge (ein Vorldufer des Satzes von FUBINI) sowie
die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration beziiglich verschiedener Variabler.
Als Exkurs erhalten wir so die EULER-LAGRANGE-Gleichungen der Variationsrechnung.

Die hier vorgestellte Integrationstheorie ist im Wesentlichen nur auf stetige Integranden
anwendbar. Eine viel allgemeinere Integrationstheorie lernen Sie im néchsten Semester in
der Mafitheorie kennen.

8.1. Mehrfachintegrale

8.1.1. Differentiation beziiglich eines Parameters. Sei f : [a,b] x Q - R eine
stetige Funktion, wobei [a,b] c R ein kompaktes Intervall und 2 c R™ ! eine Teilmenge
ist. Fiir jedes 2’ €  ist dann die Funktion

[a,b] >R, @~ f(z,2)
stetig und somit integrierbar. Die Funktion
b
F:Q-R, 42 '—>/ f(z,2")dz
a
ist also wohldefiniert. Wir interessieren uns fiir die Eigenschaften dieser Funktion, insbe-

sondere fiir ihre Stetigkeit und Differenzierbarkeit (sofern f selbst differenzierbar ist).

SATZ 8.1 (Stetige Abhéngigkeit des Integrals von Parametern). Sei f :[a,b] x Q - R
stetig, dann ist

b
F:Q->R, x'»/f(m,x')dm

ebenfalls stetig.

BEWEIS. Sei (2},)key eine Folge in 2, die gegen z’ €  konvergiert. Wir werden zeigen,
daf die Folge (fi)ken von Funktionen f : [a,b] > R, fy(z) := f(x, 7)) gleichméfig auf
[a,b] gegen f:x— f(x,2") konvergiert. Nach Satz 5.32 gilt dann némlich

b b
Jim F(af) = Jim [ fula)do = [ fa)do = P

was zu beweisen ist.

Um die gleichméfige Konvergenz zu zeigen, sei € > 0. Die Menge {2’} u {z} : k € N} ist
beschriankt und abgeschlossen, also (nach dem Satz von Heine-Borel) kompakt, und somit
ist f auf der Menge [a,b] x ({z'} U {z}, : k € N}) sogar gleichméafig stetig. Es existiert also
ein ¢ > 0, sodafk

[f(2,2") = fy,9)| <e falls o —y|+[a" -y <0.
136
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Insbesondere existiert aufgrund der Konvergenz z; — 2’ ein K € N, sodaf

[f(@) = fi(@)| = 1f(2,2") = f(z,2p)| <€ ¥k>K Vzela,b];

es geniigt dafiir, K so grof zu wéhlen, daf |2’ -] < d fiir k£ > K. Somit ist die gleichmé&fige
Konvergenz gezeigt.
O

Satz 8.2 (Differenzierbare Abhéngigkeit des Integrals von Parametern). Seien [a,b], [¢,d] c
R kompakte Intervalle und f : [a,b] x [¢,d] — R stetig und beziiglich der zweiten Variablen
stetig partiell differenzierbar. Dann ist

b
F:[c,d] >R, :v"—>/ f(z,2")dz

stetig differenzierbar, und es gilt

F'(z") = /b Opr f(,2")d.

BEWEIS. Sei 2’ € [¢,d] und (2},)ken C [c,d] eine Folge, die gegen z’ konvergiert. Wir
setzen

f(l’,:L") - f(xvx;g)

1 _ o
T ZEk

fu(x) = , f(@) = 0w f(z,2").

Wenn wir zeigen kénnen, daf fj gleichmifig gegen f konvergiert, so ist die Differenzier-
barkeit von F' gezeigt, denn dann haben wir nach Satz 5.32

- F(z'") - F(x)) _ b f(x,z") _f(ln’x;"’)dx

li ; ; lim , y
k—oo xT —a:k k—oo [, xT —J,‘k,
b
=lim [ fi(z)dz
k’—)OO a

=/abf(g:)dm=/ab&p/f(w,x')dw.

Wir zeigen nun die behauptete gleichméfiige Konvergenz: Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung existiert zu jedem k € N ein & € (z},,2"), sodaf

fu(z) = 0w f (2, &)
Nun ist aber die Funktion 0,/ f auf dem Kompaktum [a,b] x [¢,d] gleichméfig stetig. Zu
€ > 0 existiert also ein 0 > 0, sodafs

|ax’f(x7x/) - ax’f(y7y,)| <e falls |J,‘ - y’ + |.13/ - y/| < 4.

Ist aber K € N so grok gewdhlt, da |z} — 2| < 0 fiir k > K, so ist auch |§, — 2’| < ¢ fiir
k> K, und somit ist fiir alle x € [a, b]

|fi(2) = f(@)| = |00 f(2, &) = O fz,2)[ <€ falls k> K,
und es folgt die gleichméfige Konvergenz.

Die Stetigkeit von F’ folgt schlieklich aus der Stetigkeit von 9,/ f zusammen mit
Satz 8.1. I

Als Anwendung zeigen wir einen einfachen Spezialfall des Lemmas von POINCARE: Sei
nimlich ¢ : B1(0) ¢ R? - R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion, dann
gilt rot D¢ = 0 (Ubung). Die Umkehrung ist ebenfalls giiltig:

SATZ 8.3 (Lemma von POINCARE). Sei f: B1(0) c R® - R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld mit rot f(z) = 0 fiir jedes 2 € R3. Dann existiert eine zweimal stetig partiell

differenzierbare Funktion ¢ : R?® - R, sodaff f = Dé.
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BEWEIS. Wir setzen

1
() ::/0 f(tx) - xdt

und behaupten D¢ = f. Zunichst ist ¢ wohldefiniert, da f stetig ist und mit = auch tx
im Definitionsbereich liegt fiir alle t € [0,1]. Fixieren wir z € B1(0) und eine Richtung
xy, so kénnen wir den Integranden als Funktion von (¢,z;) betrachten (alle anderen z-
Komponenten werden fixiert), mit kompaktem Definitionsbereich (¢,2;) € [0,1] x [-1 +
0,1 - 0] fiir geeignetes 6 > 0. Dadurch diirfen wir Satz 8.2 anwenden und erhalten mithilfe
der Produktregel

1
d(x) = /0 Oy (f (1) - z)dt
(8.1)

1 1
_ / 10, f(tz) - wdt + / F (k) dt.
0 0

Nun ist andererseits nach Produkt- und Kettenregel

%(tfl(tfﬁ)) = fitz) +tD fi(tr) - x = fi(tz) + 10y, f(tx) - 2,

wobei wir in der letzten Umformung rot f = 0 verwendet haben (daraus folgt namlich
Ok fi = Oifx und somit 9, f - x = Df; - ). Der Vergleich mit (8.1) liefert schlieflich mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
016(x) = /0 %(tfl(tx))dt ()|l = filx).
O

Man nennt in dieser Situation die Funktion ¢ auch (skalares) Potential von f, und
bezeichnet f als Gradienten(vektor)feld oder konservatives (Vektor-)Feld. Das Lemma von
POINCARE behilt seine Giiltigkeit auch auf anderen Definitionsbereichen als einer Kugel,
genauer gesagt auf sogenannten zusammenziehbaren Gebieten. Dazu gehoren etwa konve-
xe Gebiete. Auf Gebieten ,mit Lochern‘, etwa auf R® \ {z3 = 0}, kann die Aussage des
POINCARE-Lemmas allerdings falsch sein (Ubung).

8.1.2. Mehrfachintegrale. Seien [a,b],[c,d] c R zwei kompakte Intervalle und f :
[a,b] x [¢,d] stetig. Nach Satz 8.1 ist die Abbildung

b
y / f(z,y)dz

auf [c,d] stetig und kann daher ihrerseits integriert werden. Der resultierende Ausdruck

/C d( / bf(asjy)da:) dy

heifst Doppelintegral und kann als Volumen unter dem Graphen von f interpretiert werden.
Dies ist konsistent mit der Beobachtung, dafs der Wert des Doppelintegrals fiir f = 1 gleich
(b—a)(d-c) ist, also gleich dem anschaulichen Volumen des Quaders [a,b] x [¢,d] x [0, 1].
Man beachte allerdings, dak das Konzept des Volumens einer Teilmenge von R? noch nicht
definiert wurde (dies ist der Ausgangspunkt der Mafstheorie, die Sie im néchsten Semester
kennenlernen werden) — ebensowenig {ibrigens wie der Flicheninhalt einer Teilmenge von
R?. Man kann allerdings den Flicheninhalt einer Menge, die vom Graphen einer stetigen
Funktion begrenzt wird, einfach als das Integral dieser Funktion definieren, und ebenso
kann man gewisse Volumina als Doppel- oder Mehrfachintegrale definieren. Wir werden
auf diese Weise das Volumen der (dreidimensionalen) Einheitskugel bestimmen. Zunédchst
aber zeigen wir die Beliebigkeit der Integrationsreihenfolge:
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SATZ 8.4. Seien [a,b],[c,d] ¢ R zwei kompakte Intervalle und f : [a,b] x [¢,d] = R
stetig. Dann gilt

/Cd(/abf(:c,y)da:)dy:/ab(/cdf(x’y)dy)dx'

BEWEIS. Setze

Fy) = / b ( / sty .

dann ist F(c) = 0. Nach Hauptsatz ist y —» [? f(, t)dt stetig differenzierbar mit Ableitung
f(z,-), und nach Satz 8.2 ist somit auch F stetig differenzierbar mit

b
F'(y) = / f(z,y)dz.

Daher gilt, wieder nach Hauptsatz,
d( rb d b pd
/ ( / f(a:,y>da:) dy= [ Fwiy=F)-Fo - [ ( / f(x,y)dy)dx.

Natiirlich kann man analog fiir eine stetige Funktion f : T2 [a;, b;] - R von n Variablen
das Mehrfachintegral definieren, und die Integrationsreihenfolge beliebig wihlen.

BEISPIEL 8.5 (Volumen der Einheitskugel). Der Graph der Funktion f : B1(0) c R? -

R, f(z,y) = /1 -2 — 32, beschreibt die obere Halbsphiire S n {z > 0} c R3. Man kann f
stetig nach [-1,1] x [-1,1] fortsetzen, indem man definiert

V1-22-y2 falls 2%+ 9% < 1,
f(fc,y)={0

sonst.

O

Das Doppelintegral von f ist dann das Volumen der Halbkugel. Wir integrieren in der
Reihenfolge dzdy und bemerken, daf fiir festes y € [-1,1] der Funktionswert von f nur fiir

z € (—/1-y?,y/1 -y?) nicht null ist. Bezeichnen wir a, := /1 —y?, dann ergibt sich
1 1 1 fay
f(z,y)dzdy =/ / \/a2 — x2dxdy.
/—l /—l -1J-ay Y

Im zweiten Beispiel nach Satz 4.39 haben wir errechnet f_ll V1-22dz = §. Dann liefert die
Substitution = ayz

ay 1 1 T
/ \/ag—xzdxzay \/ag—angdz:az vl—Zde:af/—.
—a -1 -1 2

Yy

Wir erhalten demnach

1 1 - 1 _ ,
/—1 /—1 Jlrpydedy = /_1(1 )y =5 (y - y?)

Die dreidimensionale Einheitskugel hat also Volumen %71'.

Interessiert man sich allgemeiner fiir Kugeln mit Radius r, so betrachte man stattdessen
die Funktion f(z,y) = /72— 22 -1y?2, die auf B,.(0) definiert ist und wie oben stetig auf
[-r,r]? fortgesetzt werden kann. Mit den Substitutionen y = ry’, z = r2’ erhilt man so

r r 1 1
2
/ / V2 —a? —y2dady = r2/ / 2 —r2a? - r2y2dz dy’ = 7’3571',
rJ-r -1J-1

1
= —T.

3

-1

also ist das Volumen einer Kugel mit Radius r durch %71'7’3 gegeben.
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Man kann diese Rechnung iterieren und somit das Volumen w, der n-dimensionalen
Einheitskugel auf wy,_; zuriickfiilhren. Man erhilt damit recht sperrige Formeln fiir w,.
Wichtiger als die Kenntnis dieser Formeln ist meist der Umstand, daf das Volumen mit
r™ skaliert, d.h. das Volumen einer n-dimensionalen Kugel mit Radius r ist proportional
zu '

8.1.3. Exkurs: Variationsprobleme. Betrachte eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion

L:[0,1]xR™xR™ >R, (t,x,p)+— L(t,z,p).

Dann definieren wir ein Funktional, d.h. eine Abbildung vom Raum der zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen [0,1] - R™ in die reellen Zahlen, durch

1
o] = /0 L(t, 3(t), 2 (1)) dt. (8.2)

Ein Variationsproblem besteht darin, unter gegebenen Randbedingungen z(0) = 2% und
z(1) = 2! das Funktional £ zu minimieren, das heift: Finde unter allen zweimal stetig
differenzierbaren Abbildungen = : [0,1] - R™, die 2(0) = 2" und z(1) = 2! erfiillen,
diejenige, fiir die (8.2) minimal wird.

SATZ 8.6 (EULER-LAGRANGE-Gleichungen). Sei L : [0,1] x R™ x R™ — R zweimal
stetig differenzierbar. Ist

Llz] =nf{L[y]},
wobei das Infimum {iber alle zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen y : [0,1] —

R™ genommen wird, die y(0) = 2° und y(1) = z! erfiillen, so sind die Euler-Lagrange-
Gleichungen

D, L(t,z(t),z'(t)) - %D,,L(t, x(t),2'(t)) = 0. (8.3)
erfiillt.

Man beachte, dafs es sich um ein System von m Gleichungen handelt: Mit D, L wird
ndmlich der Vektor der m partiellen Ableitungen 0y, L,..., 0, L bezeichnet und analog
D,L.

BEWEIS. Sei n:[0,1] - R™ eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit n(0) =
n(1) = 0, dann ist fiir jedes ¢ € R die Funktion x + en zweimal stetig differenzierbar in
(0,1), stetig in [0,1], und erfiillt die Randbedingungen. Wegen Minimalitit von x hat
insbesondere die Funktion R - R, € > L[z + en] ein Minimum bei € = 0. Diese Funktion ist
wegen Kettenregel stetig differenzierbar, und daher gilt

d
 de

1
_ %Ezo /0 L(t, 3(t) + en(t), 2/ (£) + en’ (£))dt

1
Satz_8.2/ da
0 de

1
Ketteélregel /0 DIL(t,CC(t), x/(t)) .n(t) + DpL(t’g;(t),x,(t)) ‘ﬁ'(t)dt

0

L[z +en]
e=0

L(t,z(t) +en(t),z’ +en'(t))dt

e=0

1
- [ [perttaa©) - DpL a0, @) a0y
0

wobei im letzten Schritt unter Beachtung von n(0) = n(1) = 0 partiell integriert wurde.



8.1. MEHRFACHINTEGRALE 141

Eine stetige Funktion ist identisch null, wenn das Integral ihres Produkts mit jeder
zweimal stetig differenzierbaren Funktion mit Nullrandwerten verschwindet (Ubung). Es
folgt also

DuL(t,2(t), 2 (1)) - %D,,L(t, 5(t), 2 (1)) = 0.
O

Ahnlich der Ubersetzung des Optimierungsproblems fiir eine Funktion f:R™ — R in
das algebraische Gleichungssystem D f(x) = 0 kann man also ein Optimierungsproblem fiir
ein Funktional in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen, namlich die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen, transformieren.

BEIsPIEL 8.7 (Kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten). Eine stetige Abbildung
x :[0,1] > R™ heifst Kurve. Falls = in [0,1] sogar stetig differenzierbar ist, so ist das

Integral
1
JAEGIE
0

wohldefiniert und heift Linge der Kurve. Wir suchen die zweimal stetig differenzierbare
Kurve(n) zwischen zwei Punkten 2°, 2! ¢ R™, deren Linge minimal ist.

Dazu nehmen wir zusitzlich an z/(t) # 0 fiir alle ¢ € [0,1]%. Setzen wir L(¢,z,p) = |p),
so ist L im Wertebereich von z’ zweimal stetig differenzierbar (den Wert 2’ = 0 haben wir
ja ausgeschlossen), es gilt D, L =0, D,L(p) = |%|, und deshalb gemif (8.3)

d a'(t) _

dt [2'(t)]
Da der Vektor x'(t) tangential zur Kurve am Punkt z(¢) liegt, besagt die Euler-Lagrange-
Gleichung also, daf die Richtung der Tangente entlang der Kurve konstant ist. Die Kurve

ist somit eine gerade Strecke und wir haben gezeigt, dals — wie zu erwarten war — die gerade
Strecke die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten im Raum ist.

BeIspIEL 8.8 (Klassische Mechanik). Ein punktférmiger Korper der Masse m befinde
sich zur Zeit ¢t € R am Punkt x(¢) € R®. Er sei einer Kraft F(z(t)) unterworfen, wobei
F :R? > R3 ein konservatives Vektorfeld ist, d.h. F = DV fiir ein Potential V : R* - R
(vgl. Satz 8.3). Die Grofen 2’ und z” werden als Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung
interpretiert.? Man bezeichnet mit %m|x’ |? die kinetische Energie des Korpers.

Dann postuliert man das Prinzip der kleinsten Wirkung:

Ein Korper, der sich zur Zeit t° am Ort 2° und zur Zeit t' am Ort 2! befindet, durchliuft
dazwischen diejenige Kurve x(t), die die Wirkung minimiert:

flal= [ L./ @)at

wobei L(z,2") = $m|z’|*~V (z) die LAGRANGE-Funktion ist. Die Euler-Lagrange-Gleichungen

lauten dann
d
0= DV (2(t)) - - (ma'(t)) = F(a(t)) -ma" (),
was genau das zweite NEWTONsche Gesetz ist.

IDjes ist keine echte Einschrédnkung, da eine Kurve diese Bedingung ggf. nach Reparametrisierung
stets erfiillt.

2In der Physik verwendet man meist die Notation & bzw. Z.

3Dieses Prinzip wird von Wissenschaftshistorikerinnen entweder LEIBN1Z, MAUPERTUIS oder EULER
zugerechnet. In jedem Falle stammt es aus der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts und spielt seitdem in
der theoretischen Physik — nicht nur in der klassischen Mechanik — eine iiberragende Rolle.
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8.2. Die Transformationsformel

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der Transformationsformel, die als hoherdimen-
sionale Verallgemeinerung der Substitutionsregel angesehen werden kann. Wahrend aber
letztere sehr einfach aus der Kettenregel und dem Hauptsatz folgt, ist der Beweis der Trans-
formationsformel erheblich aufwendiger. Wir folgen der Darstellung in FORSTER [10].

8.2.1. Stetige Funktionen mit kompaktem Triger. Der Triger einer Funktion
f:R" - R ist definiert als*

supp(f) :=={z e R": f(x) # 0}.

Hierbei bedeutet der Querbalken wie zuvor den topologischen Abschlufs. Aufserhalb ihres
Trégers ist eine Funktion also identisch null.

Wir bezeichnen mit C.(R"™) die Menge der stetigen Funktionen, deren Tréger kompakt
ist. Ist f € C.(R™), so ist supp( f) insbesondere beschrankt, und es gibt somit einen Quader
Q= H;‘:l[aj, b;], der supp(f) enthélt. Wir definieren daher fiir f e C.(R"™)

bn bnfl bl
f(z)dx :=/ / flx1,xe, ... xy)drrday--dry,.
Rn an an-1 al

Diese Definition ist offenbar unabhéngig von der Wahl des Quaders (solange er supp(f)
enthélt).
Aus den Eigenschaften des eindimensionalen Integrals erhalten wir unmittelbar

PROPOSITION 8.9 (Linearitdt und Monotonie). Seien f,g € C.(R™) und X € R, so gilt

(1) Jn(f +9)(@)dz = [0 f(2)dz + [pn g(2)da;
(2) [en(A)(@)dz = X [ f(2)da.
Ist auflerdem f < g (das bedeutet f(x) < g(x) fir alle x €e R™), so ist

(3) Jgn f(x)dx < [gn g(x)da.

PROPOSITION 8.10 (Translationsinvarianz). Fiir jedes a € R™ und f € C.(R™) gilt

- flx-a)dx = /Rn f(x)dx.

BEwEIS. Dies folgt durch n-malige Verwendung der entsprechenden Eigenschaft des
eindimensionalen Integrals. 0

Ein Funktional auf C.(R™) ist eine Abbildung C.(R™) - R. Man kann den Inhalt der
beiden Propositionen also auch so formulieren: Das Integral ist ein lineares, monotones,
translationsinvariantes Funktional auf C.(R™). Im néchsten Abschnitt zeigen wir, daf das
Integral bis auf eine multiplikative Konstante sogar das einzige Funktional mit diesen
Eigenschaften ist.

8.2.2. Das Integral als lineares, monotones, translationsinvariantes Funktio-
nal. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der folgenden Aussage:

SATZ 8.11. Sei I : C.(R™) — R ein lineares, monotones, translationsinvariantes Funk-
tional, das heift: Fiir alle A e R, f,g € C.(R") gilt

(1) I(f+9) = 1(f)+1(9);

(2) I(Af) = M(f);

(3) aus f < g folgt I(f) <I(9);

(4) Fir T, f € C.(R™), definiert durch T, f(z) := f(x—a) fiir ein a € R™, gilt IoT, = 1.

4supp wegen engl. support.
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Dann gibt es eine reelle Zahl ¢ > 0, sodaf fiir alle f e C.(R") gilt

1(f) = /IR fa)de.

Der Beweis dieses Satzes bedarf dreier Lemmata, die wir nun nacheinander zeigen
werden.

LEMMA 8.12. Sei I : C.(R™) - R ein lineares monotones Funktional und sei (fi)keN
eine Folge in C.(R™), die gleichmafig gegen f € C.(R™) konvergiert, und die gleichmdpfig
kompakten Triger hat (d.h. es gibt eine kompakte Menge K € R", sodaf supp(fx) c K fir
alle k e N). Dann gilt

lim 1(f) = 1(f).

BEWEIS. Sei K c R" eine kompakte Menge, die die Trager aller fi enthilt. Wir wihlen
eine nichtnegative Funktion ¢ € C.(R™) dergestalt, dak ¢ k= 1 (warum existiert eine
solche?). Setze ay := sup,cx |fx(z) — f(z)|, sodal wegen der gleichméfigen Konvergenz
limg 00 a, = 0. Wegen supp(fx — f) ¢ K ist dann

—apd < fro - f <o,
und aufgrund der Linearitdt und Monotonie von I auch
—apl(9) <I(fi) - 1(f) < arl (),

mithin [I(fx) - I(f)| < I(¢)ax. Da oy — 0, folgt die Behauptung.
U

Das néchste Lemma befafst sich mit dem Skalierungsverhalten eines linearen translati-
onsinvarianten Funktionals. Wir betrachten dazu die Funktion ¢ € C.(R), gegeben durch

bt = {1 —[¢| falls |¢t] <1, (8.4)

0 sonst.
Offenbar ist [p ¢(t)dt = 1. Wir definieren auBerdem ¥ € C,.(R"™) durch

U(xy,...,zp) =(z1) oo (xy),
sodafs supp(V¥) = [-1,1]™. Eine skalierte Version dieser Funktion ist dann

Ws(x) = @(%)

Es handelt sich um die um den Faktor § > 0 ,gestauchte’ Funktion V¥, fiir die also gilt
supp(¥s) = [-4,6]", und man berechnet leicht mithilfe der Substitution & = %, daft

/ Us(z)dx =0".
R

Wir zeigen nun, daf jedes lineare translationsinvariante Funktional in der gleichen Weise
skaliert:

LEMMA 8.13. Sei I : C.(R™) — R ein lineares translationsinvariantes Funktional und
W, U5 wie oben. Dann gilt fir jedes >0

I(Wsy2) = 27" 1(Ws).

BEWEIS. Schritt 1. Wir erinnern uns an die Notation Ty, f(x) := f(x — a), sodak also
T, die Translation einer Funktion um a bezeichnet. Man mache sich klar, daf

1 1
Vs = §T—5/2?/)6/2 + 1/)5/2 + §T5/2¢5/2- (8.5)
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Schritt 2. Sei die Dimension n nun beliebig, dann ist nach Definition Ws(z1,...,2,) =
II7_ 45 (xy). Die Formel (8.5) 14t sich schreiben als

1
Ys(aw) = Y 27 (Tisats2) (2n).- (8.6)
I=—1
Um daraus Uy zu erhalten, miissen wir die Identitéten (8.6) iiber alle k£ =1,...,n aufmul-

tiplizieren und erhalten so

\115(‘,1:17 cee ,$n) = Z ’YOé(Ta(s/Q\II(S/Q)(‘Tl? L) .’L'n),
acA
wobei A = {(a1,...,an) ¢ ag € {~1,0,1}} und =, := OP_ 271l Unter Beachtung der
Translationsinvarianz und Linearitit von I erhalten wir daraus

I(U5) = > Yol (Tas2%s2) = 1(Vs/2) Y Ya-
acA acA

Schritt 8. Wir zeigen durch Induktion nach n, dafs

> Yo =2
acA
Ist dies gezeigt, so ist das Lemma bewiesen.
Fiir n = 1 erhalten wir dies durch direkte Rechnung. Angenommen, es ist Y. 4 Vo =
2" fiir ein n € N. Wir bezeichnen mit A’ die entsprechende Menge fiir n + 1, also A’ :
{(a1y..yans1) + ag € {=1,0,1}}. Dann konnen wir jedes o’ € A" schreiben als (o, p11)
mit a € A, und wir haben

Yo' = V(a,ans1) = 2_|a"+1‘1_[z=12_‘ak| = 2_|a"*1|’ya.
Somit erhalten wir

1
> Yar= ), Z2‘“n+1'~ya=(%+1+%)Z’ya=2-2":2”+1,

a’e A’ anp+1=—1acA acA

O

Zur Vorbereitung des niichsten Lemmas bemerken wir, dafs Y., Tjeo(z) = 1 fiir alle
x € R, wobei die Summe an jeder Stelle x € R hochstens zwei Summanden ungleich null
enthélt. Man bezeichnet die Familie (7}1));cz daher auch als eine Teilung der Eins von R.
Daher gilt auch

Z (Ta\ll)(xl""’xn) = Z:l Z (Tak¢)(xk) =1

aeZ™ el
und somit fir jedes § >0
x
S (T5aUs)(2) = 3 Us(z-ba)= 3 0 (5 —a) _ 1
QeZ™ aeZ™ QeZ™

Die Familie (T5,,Vs)aezn ist also eine Teilung der Eins von R™.

LEMMA 8.14. Sei f € C.(R™). Dann existiert zu jedem € >0 ein &g > 0, sodaf fir alle
0<9d<dg gilt:

sup |f(z) = > f(6a)(T5a¥5)(x)

zeR™ oeZm

<E.

BEWEIS. Da f kompakten Trager hat, ist es sogar gleichmifig stetig. Sei also zu ge-
gebenem € > 0 ein § > 0 so gewihlt, dafs

If(z) - f(y)| <e falls |z-y|<d.
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Wir setzen dp := —=. Sei nun 0 < d < 0p und x € R™ beliebig. Da (T5,¥s)aczn eine Teilung

() =Y gezn f(2)(T54,¥s)(2) und deshalb auch

f(z) - Zzn f0a)(T5aWs)(x)| = | D (f(x) = f(60))(T5a¥s) ()

aeZm

> (f(2) = f(60))(T5a¥s) ()

acA

Sl

der Eins ist, gilt

~

9

wobei A die Menge aller Elemente von Z™ bezeichnet, fiir die x € supp(T5,¥s). Fiir jedes

a € A ist aber |x — dal < /nd < 6 und somit wegen der gleichmiRigen Stetigkeit auch
|f(z) - f(0a)| < €. Es folgt

)= ) f(6a)(Ts5a¥5)(x)

aeZm™

%(f(x) - (60))(Tsa¥s) ()

<€) (Tsa¥s)(x) =€
acA

O

BEWEIS VON SATZ 8.11. Sei I : C.(R™) - R linear, monoton, und translationsinvari-
ant und setze ¢ := I(¥) fiir U wie oben. Setze J(f) := ¢ [gn f(x)dx. Wir miissen zeigen
I1=J.

Beachte dafiir zunidchst, daf fiir jedes m e N gilt

I(Wym) = 27 1(9) = 277 () = J (Uym).
Dies folgt namlich durch m-malige Anwendung von Lemma 8.13 (mit 0 := 27™) und aus
der Eigenschaft [p, ¥(x)dx = 1.
Sei nun f € C.(R™) beliebig und setze
fm = Z f(z_ma)Tg—ma‘IIQ—m.
aeR”™
Da I(¥y-m) = J(¥y-m), folgt aus der Linearitit und Translationsinvarianz der beiden

Funktionale I(fy,) = J(fm). Nach Lemma 8.14 konvergiert (f,)men fiir m — oo gleichmé-
Big gegen f, und die Trager der f,, sind allesamt in der kompakten Menge

{xeR":|z-y|<+/n fiir ein y e supp(f)}.
enthalten. Daher folgt aus Lemma 8.12 I(f) = J(f).
U

8.2.3. Die Transformationsformel fiir lineare Transformationen. Wir wollen
in diesem Abschnitt das Integral von fo A auf das von f zuriickfithren, wobei A eine inver-
tierbare lineare Abbildung R™ — R™ sei (die wir mit einer Matrix A € R™" identifizieren).
Wir behandeln erst orthogonale Matrizen und fithren dann den allgemeinen Fall auf diese
zuriick.

PROPOSITION 8.15. Sei I : C.(R™) — R ein lineares, monotones, translationsinvarian-
tes Funktional und A € R™" invertierbar. Dann ist auch J(f) :=I1(f o A) linear, monoton
und translationsinvariant.

BewEIS. Beachte, dak fo A € C.(R") genau dann, wenn f € C.(R"™) (warum?). Zur
Linearitét: Sind f, g € C.(R™), so gilt
J(f+9)=1((f+g)oA)=I(foA+goA)=I(foA)+I(g0A)=J(f)+J(g)
Monotonie folgt daraus, dafs f < g auch fo A < go A impliziert. Zur Translationsinvarianz
rechnen wir

J(Taf) =I((Taf) 0 A) = I(Ta-1(f 0 A)) = I(f o A) = J(f).
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O

Mit O(n) bezeichnen wir die Menge der orthogonalen n xn-Matrizen, also der Matrizen
mit A® = A71. Die dadurch beschriebenen Abbildungen erhalten bekanntlich Lingen und
Winkel; das Bild einer Menge unter einer orthogonalen Transformation ist daher zur Menge
selbst kongruent.

KOROLLAR 8.16 (Bewegungsinvarianz). Sei A € O(n) und f € C.(R™). Dann gilt
f(Ax)dx = f(x)dz.
1 R™

Bewels. Bezeichnen wir I(f) = [go f(2)dz und J(f) = I(f o A), so sind I und J
nach Proposition 8.15 lineare, monotone, translationsinvariante Funktionale und stimmen
daher nach Satz 8.11 bis auf eine Konstante iiberein, J = c¢I. Zur Bestimmung dieser
Konstanten betrachten wir eine Funktion g € C.(R"™) mit go A = g; zum Beispiel kénnen
wir eine beliebige Funktion wihlen, die nur von |z| abhingt (denn |Az| = |z| wegen der
Orthogonalitat). Fiir diese Funktion ist I(g) = J(g), und sofern g so gew#hlt ist, daf
I(g) #0, folgt ¢ =1 und damit I(f) = J(f) fiir alle f € C.(R™). O

Die folgende Proposition haben wir im Grunde bereits in Beispiel 8.5 verwendet, als
wir das Volumen einer Kugel vom Radius r berechnet haben (dort war A\; =...= X, =7):

PROPOSITION 8.17. Seien A1,..., A\, >0 und f € C.(R™). Dann gilt

flx)de=X1-...- \y fqxy, ..., \yzy )de.
R Rn

BEwEIs. Dies folgt durch n-malige Anwendung der Substitution Ty = A\ O
Das folgende Resultat aus der Linearen Algebra zitieren wir ohne Beweis:

LEMMA 8.18 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € R™"™ invertierbar. Dann ezistieren or-
thogonale Matrizen Uy,Us € O(n) und eine Diagonalmatriz D mit positiven Eintrigen,
sodaff A=U1DUs.

Die Diagonaleintrége A1,...,\, von D sind durch A (bis auf die Reihenfolge) eindeutig
bestimmt und heifsen Singuldrwerte von A.

SATZ 8.19 (Transformationsformel fiir lineare Abbildungen). Sei A € R™*" invertierbar
und f € C.(R™). Dann gilt

|det A| /R f(An)ia = /R )y

BeEwEIs. Sei A = U1 DU, die Singuldrwertzerlegung von A. Nach Determinantenpro-
duktsatz und wegen |det Uy| = |detUs| = 1, D > 0 gilt |det A| = det D = Ay -...- \,. Mit
I(f):= Jgn f(x)dz haben wir mit Korollar 8.16 und Proposition 8.17:

I(f) = I(foUn) = (det D)I(foUyoD) = (det D)I(foUioDoly) = |det A[I(foA).
O

Man kann dies als eine Art Substitutionsformel lesen, indem man y = Az und dy =
|det A|dz substituiert.

BrispIEL 8.20 (Volumen eines Ellipsoids). Ein Ellipsoid in R? wird durch die Gleichung

ERONCR



8.2. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL 147

beschrieben, wobei a,b,c > 0 die Halbachsen sind. Wir kénnen das Volumen des Ellipsoids
berechnen, indem wir nach z auflésen und das Integral der Funktion

m,y):{g -1 s (2) (1) <

sonst

berechnen. Wir bemerken dazu, dafs f =¢ f o A ist, wobei f die Funktion aus Beispiel 8.5
ist (deren Graph die obere Halbkugel ist) und

Lo
(3 9)

Die Transformationsformel liefert dann
. P
/ f(z,y)dxdy = c/ foA(x,y)dzdy = c(det A)_l/ f(z,y)dxdy = gwabc,
Rn Rn R™

wobei wir das Resultat aus Beispiel 8.5 verwendet haben. Das Volumen des Ellipsoids
betrégt also %Wabc.

8.2.4. Die allgemeine Transformationsformel. Der Nutzen der Transformations-
formel bleibt natiirlich sehr eingeschriankt, solange nur lineare Transformationen zugelassen
sind. Deshalb verallgemeinern wir nun Satz 8.19 auf potentiell nichtlineare Transformatio-
nen.
Sei Q c R” offen. Analog zu C.(R™) definieren wir C.(2) als die Menge aller stetigen
Funktionen f : Q — R, die kompakten Triger K c ) haben. Das Integral von f iiber 2
ist dann einfach als das Integral derjenigen Funktion iiber R™ definiert, die man durch
Fortsetzung von f durch null erhilt.

Eine Abbildung ¢ : Q - ¢(Q) c R” heikt C*-Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist
und wenn sowohl ¢ als auch die Umkehrfunktion ¢! stetig differenzierbar sind.

SATZ 8.21 (Transformationsformel). Sei ¢ : Q — ¢(2) ein C'-Diffeomorphismus. Dann
gilt fiir jedes f € C.(6(92))

/ F((x))|det D ()| dx = / f(y)dy.
Q »(2)

BEWEIS. Schritt 1. In diesem Schritt treffen wir lediglich einige Vorbereitungen.

Fiir z € R"” definieren wir die Mazimumsnorm |x|e = max{|z1|,...,|z,|} (man iiber-
zeuge sich, dafs dies tatsdchlich eine Norm ist). Die Maximumsnorm ist zur euklidischen
Norm |- | dquivalent® in dem Sinne, daf

1
%M <o <,

was man sich leicht {iberlegt.

Mit Q(a,e€) := {x € R" : | — a|s < €} bezeichnen wir den abgeschlossenen Wiirfel® um
a € R™ mit Seitenlénge 2e.

Sei f e C.(¢(2)) gegeben mit kompaktem Triger L c ¢(Q) und K := ¢~ }(L). Da ¢t
stetig ist, ist K ebenfalls kompakt (Satz 6.15). Wir zeigen, daf d(K,9Q) := inf{|z - y| :
x € K,y € 00} positiv ist: Angenommen, dies wire nicht der Fall, so géibe es Folgen
(zF)*N ¢ K und (y*)*N c 99, sodak |z — y¥| - 0. Da K kompakt ist, konvergiert eine

Teilfolge ()N gegen ein z € K; ebenso konvergiert eine weitere Teilfolge (yklj YN gegen
ein y € 09, denn 0N ist abgeschlossen und 9 n Br(0) ist daher kompakt, wobei R > 0
so grok gewihlt ist, da |y*| < R fiir alle k € N (eine solche Schranke existiert, da sonst

|2* — 3| nicht gegen null konvergieren kénnte — die Folge (2*)* ist néimlich beschrinkt).

5Allgemein sind in endlichdimensionalen Vektorriumen alle Normen #quivalent (Ubung).
6 Aus abstrakter Sicht handelt es sich eigentlich um die Kugel um a mit Radius € bzgl. der Norm |- |co.
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Wegen limy,_, oo [2¥ — ¥| = 0 gilt aber z = y, also K n9Q # &, im Widerspruch zu K c Q und
QNN =g (da Q offen ist). Ebenso zeigt man d(L,0¢(2)) > 0.
Es existiert daher ein €; > 0, sodafs
KcK' ={xeR": |z - y|o <26 fiireinye K} cQ,

LecL :={zeR": |z -y|e < 2¢ fiir ein ye L} c Q.

Beachte dabei, daf K’ und L’ wieder beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt sind.
Auferdem impliziert die Wahl dieser Mengen, daf

Q(a,e1) c K' Yae K, Q(b,e1)c L’ VbelL.

Man veranschauliche sich die Situation an einer Zeichnung.
Da D¢ und D¢ ! stetig sind, sind sie auf den Kompakta K’ bzw. L’ beschriinkt, also
existiert C' > 0 mit

ID$(a)¢loo < Cléloo,  |DG™ (D)Eloo < Clélo Yae K',be L', € e R (8.7)

Mit dem hoherdimensionalen Mittelwertsatz (Satz 7.12) erhalten wir fiir alle a,x € €,
deren Verbindungsstrecke in € liegt,

1
6(x) - da) = (/0 D¢(a+t(a:—a))dt) (z—a), (8.8)
und somit

#(Q(a,€)) € Q(¢(a),Ce), ¢ (Q(b.€)) c Q67! (b), Ce) (8.9)

firalleae K,be L, e<e.
Schritt 2. Fiir jedes a €  definieren wir die lineare Approximation A, : R® - R" von ¢
am Punkt a als

Aa(7) = ¢(a) + Do(a)(z - a).
Aus (8.8) folgt

1
6() - ha(a) - ( [ (potar tta-ay) - D¢<a>]dt) (e-a). (5.10)

Wir behaupten, dak eine monotone nichtnegative Funktion wy : [0, €1] = R mit lime_owi(€) =
0 existiert”, sodaf

Do () - Do(y)| < wi(le - yloo) Y,y K. (8.11)
In der Tat, fiir § > 0 setze

w1 (0) :=sup{|De(x) - Dp(y)|: @,y € K, v = yloo < 0}

Da D¢ als stetige Funktion auf dem Kompaktum K’ beschrinkt ist, ist w; wohldefiniert,
und per definitionem gilt (8.11). Fiir den behaupteten Limes beachte, daf es aufgrund der
gleichméRigen Stetigkeit von D¢ in K’ zu jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt, sodaf |Dé(x)-Dd(y)| <
e falls |z — y|oo < 0. Fiir solche 0 ist daher wy(d) <€, und es folgt lim,owi(€) = 0.

Mit (8.10) erhalten wir insbesondere

[6(2) = Aa(@)|oo <wi (| - o)z — aloo (8.12)

fiir alle a € K und z € Q mit |z - ale < €1, d.h. z € Q(a,€1).
Schritt 3. Wir erinnern uns an die Funktionen ¢ und W. Wir zeigen zunéchst durch
Induktion, dak |¥(z) - U(z")| < n|z — 2| fiir alle z,2" € R™. Fiir n =1 ist ¥ =1 und die

"Man bezeichnet eine solche Funktion auch als Stetigkeitsmodul fiir D¢. Im iibrigen verwenden wir
innerhalb dieses Beweises stets die Matrixnorm |A| := sup{|Az|co : [T|e < 1}.
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Behauptung folgt einfach aus der Definition 8.4. Ist dagegen fiir ein bestimmtes n bereits
|U(x) -V (z")| < n|lz - 2| fiir alle z,2" € R™ gezeigt, dann ist

(O (21, s Ty Tpar) = (T, Ty Ty

= [ (@ne1) ¥ (21, n) = (2001) U (20, 27)]

< (@na)l[ (@1, 2n) = (@, ap) [+ [ (@na) =Y (@, )P (21, 2]

<nl(z1, .. xn) = (2,25, 20 |oo + |Tna1 — Thyq]oo

<(n+ D21,y ns1) = (@25, 20 1) oo,
wobei wir [¢|,|¥| < 1 verwendet haben. Daraus folgt nun unmittelbar

Ty 0. (2) - Ty (2] < %]m — 2] (8.13)

fiir jedes b e R™ und € > 0.

Schritt 4. Sei ez := & In diesem Beweisschritt zeigen wir: Es existiert ein nichtnegatives
monotones wy : [0, e2] - R mit lime,gwe(e) = 0, sodaf fiir alle b € R" und 0 < € < €9 die
Funktion h := T, U, folgende Abschitzung erfiillt:

[ notaniae Docoas- [ ntayay
Q ¢(2)
Sei dazu a := ¢~ 1(b). Aus (8.12) und (8.13) folgt
n

[h(&(2)) = h(Aa(2))] < —wri(lz ~ aleo )|z~ ale (8.15)
fiir alle z €  mit |z — al < €1. Nach (8.9) ist aber

supp(h o ¢) = supp(Zp¥c 0 ¢) © Q(a,Ce) c Q(a,e1) © K,
und in dhnlicher Weise haben wir wegen der Definition von A, und (8.7)

supp(h o Aq) =supp(Tp¥c o \,) € Q(a,Ce) c Q(a,e1) c K.

Insbesondere ist | — a|o < Ce auf dem Triger von |ho ¢ —ho \,|, sodal aus der Monotonie
von wp aus (8.15) folgt

[h(¢(2)) = h(Xa(2))] <

fiir alle = € 2.

Die Funktion = — |det D¢(z)| ist auf K’ (und damit auf dem Tréger von |ho ¢ —ho
Aa|) gleichméfig stetig. Wie in Schritt 2 folgt daraus die Existenz einer nichtnegativen
monotonen Funktion ws : [0,€1] - R mit lim.ows(e) = 0, sodak

|| det Do (x)| — | det Dqﬁ(a)H <ws(|x - also)
fiir alle x € Q(a, €1). Daraus ergibt sich die Abschétzung
[n(¢(2))] det Do (x)| = h(Aa(z))|det D (a)]|
<|det Do(2)|[h(¢(x)) — h(Aa(2))]| + [R(Xa(2))|[| det Dé(z)| - | det De(a)
< MnCwi(Ce) +w3(Ce) = w(e),

wo wir M := maxgex |det Do(z)| gesetzt haben und @ : [0, e2] - R wieder eine monotone
nichtnegative Funktion mit lime.o@(e) =0 ist.
Integration iiber diese Ungleichung ergibt schlieflich

/ h(¢(x))| det DY ()| da ~ / MO (@) det Do)
Q Q

<ws(e)e™. (8.14)

w1(Ce)Ce =nCw;(Ce)

n
€

< /Q(mce)cb(e)d:z: =w(e)(2Ce)™.
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Nach Satz 8.19 ist aber
/ h(Aa(2))| det Do(a)|d = / h(y)dy.
Q »(2)

was (8.14) mit ws := (2C)"@ beweist.
Schritt 5. Nach Lemma 8.14 konvergiert die Funktionenfolge

fe(y) = Z f(ea)Tea\IJe(y)

ael™

mit € - 0 gleichméRig gegen f. Aukerdem ist supp f. ¢ L', sofern € < ;. Daher ist nach
Lemma 8.12

lir%/ fe(y)dy=/ f(y)dy.
P J9(Q) ()
Mit der Notation

g9(z) = f(#(z))|det Do ()|
und
9ge(z) = fe(¢(x))|det Do(z)| = ZZ:n fea)TeaVe(d(z))|det Do()|dx

haben wir die gleichméfige Konvergenz g. — ¢ (da fe — f gleichmifig), und daher gilt
lim [ gc(x)dx = / g(x)dx.
e~0 Jo Q

Zu zeigen ist [, g(x)dx = f¢>(ﬂ) f(y)dy, also geniigt es zu beweisen, dafs

A ==/Qge(w)dw—/¢(m fe(y)dy

gegen null konvergiert, wenn € — 0.
Mit

Ao :=/Tea\IlE(gb(x))|detD<b(a:)|dw—/ TeaVe(y)dy
Q »(2)

gilt A =Y pezn f(€)Aco. Gemih (8.14) ist |Aea| < wale)e™.

Da der Tréger L von f kompakt ist, gibt es einen achsenparallelen Wirfel der Sei-
tenldnge s, der L enthélt, und der nicht mehr als (f + 1)” Punkte der Form ea, o € Z™
enthélt. Daher ist die Zahl der nichtverschwindenden Summanden in ¥ c7n f(ea)Aeq durch
(f + 1)” nach oben abgeschiitzt, und wir erhalten

A< (1) suplFla(e)e” = s+ )" suplf(p)lea() 0
€ yeL yeL

mit € — 0, und die Transformationsformel ist bewiesen. O

8.3. Integration stetiger Funktionen auf kompakten Mengen

Eine Schwéche unserer bisherigen Integrationstheorie stetiger Funktionen ist die An-
forderung, eine Funktion miisse kompakten Tréger in R™ haben. Betrachte aber folgendes
Problem: Gegeben eine kompakte Menge K c R”, wie kann ihr Volumen berechnet werden?
In einer Dimension kann die Linge eines kompakten Intervalls [a, b] dargestellt werden als
Jg X[ap)(x)dz, wobei x[4p] : R = R die charakteristische Funktion des Intervalls [a,b] ist,
definiert durch

1 falls x € [a,b],
X[a’b](m) . {0 sonst.
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Analog wiirden wir fiir K ¢ R” das Volumen gerne als [}- xx (2)dx berechnen, wobei

1 fallsze K,

8.16
0 sonst. ( )

Xk ()= {
Das Problem ist nun, daf xx nicht in C.(R™) ist (sie ist ndmlich unstetig in 0K). Wir
werden daher in diesem Abschnitt Integrale der Form [ f(x)dz einfithren, wobei f: R" —
R stetig ist.

8.3.1. Definition des Integrals stetiger Funktionen auf kompakten Mengen.

DEFINITION 8.22. Sei f : R™ - R eine Funktion dergestalt, dak eine Folge (fx)ken C
C.(R™) existiert, sodal fr > frs1 fiir alle k € N, und f — f punktweise fiir & - co. Dann
existiert

| t@ye=pm [ i)

als reelle Zahl oder —oo.

In der Tat, die Existenz des Limes folgt aus der Monotonie der Integrale [, fi(z)dz
(da die Folge (fx) monoton fillt) und Korollar 2.30.

BEMERKUNG 8.23. Es stellt sich heraus, dafs die Funktionen, die auf die in dieser Defi-
nition verlangte Weise approximiert werden kénnen, genau die oberhalbstetigen Funktionen
sind, deren Positivteil kompakten Tréger in R™ hat (siche dazu [10], §4). Eine Funktion
heift oberhalbstetig im Punkt 2° € R, wenn limsup,_, 0 f(z) < f(z%).

Wir miissen zeigen, daf diese Definition unabhéngig von der Wahl der approximieren-
den Folge ist. Dies wird aus dem Satz von DINI folgen:

Satz 8.24 (DinI). Sei f e Co(R™) und (fx)ren € Ce(R™) eine Folge, sodak fr > fri1
fiir alle k € N, und fr — f punktweise fiir £ - oo. Dann gilt

f(w)dz = lim /R fu(@)ds.

BEWEIS. Aufgrund der Monotonie gilt supp(fx) ¢ K := supp(fo) U supp(f) fiir alle
k e N, denn: Ist fr(x) # 0, so ist wegen fo(x) > fr(x) > f(2) mindestens einer der Werte
fo(z) oder f(z) ungleich null. Als endliche Vereinigung kompakter Mengen ist K wieder
kompakt.

Setze nun gy := f — f, dann ist die Folge (gi) monoton fallend und nichtnegativ, also
gk > gr+1 2 0 fiir alle k£ € N. Beachte, dak supp(gx) ¢ K fiir alle k € N. Zudem haben wir
gr — 0 punktweise, das heifst, zu jedem e >0 und z € K existiert N(z) € N, sodaf

Rn

gi(@) < %
fiir alle k > N (). Weiterhin ist gy, stetig, also existiert §(x) > 0, sodak aus |z -y| < §(x)
folgt
€
9N (@) (2) = gn ) (W)] < 3
Wir folgern gy () (y) < € fiir alle y € Bs,)(x), und wegen der Monotonie folgt dann auch
gr(y) < e fiir alle k> N(x) und y € Bs(, ().
Nun ist K ¢ Uger Bs(zy (), und da K kompakt ist, gibt es endlich viele xzt, ™,
sodaf K c UL, Bé(xj)(xj). Sei N :=maxj-1, .m N(27), so gilt
gr(x) <€

fiir alle x € K und alle £ > N, und daher konvergiert g, — 0 sogar gleichméfig. Aus der
Definition von g und Lemma 8.12 folgt nun sofort die Behauptung. O
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Mit dem Satz von DINI kénnen wir nun auf folgende Weise zeigen, daf das Integral
in Definition 8.22 unabhingig von der gewidhlten Approximation ist. Sei also f : R" —
R beliebig und (fi)ken, (gk)ken zwei Folgen in C.(R™), die in monoton fallender Weise
punktweise gegen f konvergieren. Es geniigt zu zeigen, daf fir jedes j e N gilt

/]R" [i(z)dz > kh_)IEO /R" gx(z)dz, (8.17)

denn dann gilt dies auch im Limes j — 0, und die andere Ungleichung folgt durch Vertau-
schung der Rollen von f; und gy.

Um (8.17) zu zeigen, sei hy := max{fj,gx}. Da f; > f und g — f fiir & > oo, folgt
hi, — f; in monoton fallender Weise, und da f; € C.(R"), folgt aus dem Satz von DINI

/ fi(z)dz = lim/ hi(z)dx > lim/ gr(z)dx,
R™ k—oo Jpn k—oo JRn

also (8.17).

Man beachte ferner: Ist f € C.(R™), so kann man in Definition 8.22 einfach f = f
setzen und erhilt somit, daf Definition 8.22 konsistent mit dem vorherigen Integralbegriff
auf C.(R"™) ist.

Wir verzichten hier auf die in Bemerkung 8.23 erwdhnte Charakterisierung derjenigen
Funktionen, die geméfs Definition 8.22 integrierbar sind, und zeigen nur, daf eine inter-
essante Klasse von Funktionen unter die Definition fillt:

SATZ 8.25. Sei K c R™ kompakt und f : R™ - R nichtnegativ und stetig. Dann existiert
eine monoton fallende Folge in C.(R"), die punktweise gegen fxx konvergiert, wobei x
die charakteristische Funktion von K wie in (8.16) ist.

BeEwEIS. Wir definieren die Abstandsfunktion zu K durch di : R" - R, dg(x) :=
min{|z — y| : y € K}. Diese Funktion ist wohldefiniert (da zu jedem x € R™ die stetige
Funktion y ~ | — y| ihr Minimum auf dem Kompaktum K annimmt). Sie ist aber auch
(gleichmiRig) stetig: Sei € > 0 und seien z, 2’ € R” mit |z — 2’| <e. O.B.d.A. nehmen wir an
dg () > dg(z"). Sei auberdem y € K ein Punkt mit |2’ - y| = dx (2). Dann gilt

Ak (z) - di ()] = dic () = di () < Jw -yl - 2" -y < v - 2] <e.
Sei aufierdem fiir k € N die Funktion 7 : R§ — R gegeben durch

(1) = 1-kt fallsO<t<t,
P00 falls > L

Dann ist 7y stetig, und die Funktion

fr(@) = f(@)m(dk ()
ist als Produkt bzw. Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig. Wegen f > 0 und
Nk > Nge1 ist aukerdem fr > fryq flir alle k € N. Schlieklich bemerken wir fi = f in K
und limy_ frx(z) =0 fiir jedes = ¢ K, sodaf in der Tat (fx)ken eine Folge wie gewiinscht
ist. O

Dieser Satz erlaubt uns also, fiir eine stetige nichtnegative Funktion R — R das Integral
iiber beliebige kompakte Mengen zu definieren.

BEMERKUNG 8.26. Sei K c R™ kompakt. Es ist nicht schwer zu zeigen (Ubung), daf
jede stetige Funktion f: K — R eine stetige Fortsetzung f :R™ - R besitzt, d.h. f ist auf
ganz R” stetig und f k= f. Daraus folgt, daR man das Integral fK f(z)dx wie oben fiir
jede stetige nichtnegative Funktion f: K — R definieren kann; f muf dazu also nicht auf
ganz R™ definiert sein.®

8Fiir eine grofe Klasse topologischer Ridume (insbesondere fiir alle metrischen Rdume) kann man
zeigen, daf jede stetige Funktion auf einer abgeschlossenen Menge eine stetige Fortsetzung auf den ganzen
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Nun beseitigen wir noch die Einschréinkung f > 0. Sei dazu f : R™ — R stetig (aber nicht
zwingend nichtnegativ). Dann sind Positiv- und Negativteil von f definiert als f* : R™ - R,

v . f(z) falls f(z) 20,
[ @)= {O falls f(x) <0;

0 falls f(z)>0.

Offenbar ist dann f = f*— f7, und f* und f~ sind wieder stetig. Dies motiviert folgende
Definition:

f(x) = {—f(x) falls f(z) <0,

DEFINITION 8.27. Sei K c R" kompakt und f: R"™ — R stetig. Dann definieren wir

/Kf(:c)da::/Kf+(x)dx—/Kf_(x)dm.

Auch diese Definition ist konsistent mit den bisherigen Integraldefinitionen®. Wie oben
bemerken wir, daft es ausreicht, wenn f nur auf K definiert ist.

Als Ubung zeige man, daR fiir jedes kompakte K c R" das Funktional I : C(K) - R,
I(f) = [, f(z)dz linear und monoton ist.

Wir nennen eine kompakte Menge K c R" Nullmenge, wenn fK 1dz = 0. Zur Ubung
zeige man, daf etwa {0} c R oder [-1,1] x {0} ¢ R? Nullmengen sind. Die leere Menge ist
selbstverstdndlich auch eine Nullmenge.

PRrROPOSITION 8.28. Seien Ky, Ko c¢ R™ kompakt, sodafi K1 n Ko eine Nullmenge ist.
Dann gilt fiir jedes stetige f: K1 U Ko —> R

/K1UK2f($)dx:/Kl f(x)dx + Kgf(x)dx'

BEwEIS. Nach Bemerkung 8.26 diirfen wir annehmen, dafs f sogar auf ganz R" definiert
ist.

Wir nehmen auferdem an f > 0, da die Aussage fiir allgemeines f einfach durch Zer-
legung in Positiv- und Negativteil folgt.

Mit der Notation wie im Beweis von Satz 8.25 setzen wir

fi(@) = f(@)me(di, (),  gr(@) = f(@)m(dr,(z))
fir k e N, sodaR [z, frde - le f(x)dz und [p, grdr — fK2 f(z)dx mit k — oo.
Wir behaupten, dak hy := f + gi eine monoton fallende Folge definiert, die punktweise
gegen die Funktion
f($) fallsxe(Kl\Kg)u(KQ\Kl),
f(z)={2f(x) falls z e K, n K,
0 sonst
konvergiert. Die Monotonie folgt sofort aus der von fi und g. Fiir die Konvergenz beachte
fr(z) = f(z) fir x € Ky, gi(z) = f(x) fir x € Ky, fr(z) - 0 fiir x € K{ und gx(x) - 0 fiir
x e K3. )
Es folgt nach Definition 8.22 [p.(fk + gr)dx — [i f, f(x)dzx, sodak zu zeigen bleibt

/KNKQ f(x)dx:/KIUKQf(x)d:c.

Raum besitzt. Dieses (nichttriviale) Resultat aus der elementaren Topologie ist als Satz von TIETZE-
URYSOHN bekannt.

nsbesondere iiberlege man sich zur Ubung: Ist K = IT}_, [a, bk ], so stimmt das hier definierte Integral
mit dem in Abschnitt 8.1.2 definierten Mehrfachintegral iiberein.
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In der Tat, unter Beachtung von f >0 gilt:

/Klqu f(a:)dac—/KlUK2 f(z)dz
-/ @) = @

< sup |f(x)] ldx =0,
IEKlﬁKg Kll"‘lKQ
da nach Voraussetzung Kj n K3 eine Nullmenge ist. t

8.3.2. Rotationssymmetrische Funktionen.

DEFINITION 8.29. Seien p, R reelle Zahlen mit 0 < p < Rund A, g :={z e R" : p <
x| < R}. Eine Funktion f: A, g > R heifst rotationssymmetrisch, wenn es eine Funktion
P,

h:[p,R] = R gibt, sodak f(z) = h(|z|).

Fiir n = 2 entsteht der Graph von f durch Rotation des Graphen von A um die vertikale
Achse.

SATz 8.30 (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Sei f: A, p = R stetig
und rotationssymmetrisch mit f(z) = h(|z|). Dann gilt

R
/ f(x)dx = nwn/ r”_lh(r)dr,
Ap,R P

wobei wy, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

BEMERKUNG 8.31. Fiir n = 2 oder n = 3 folgt die Aussage im wesentlichen aus Ubungs-
aufgabe 3, Blatt 13.

BEWEIS. Betrachte die dquidistante Zerlegung des Intervalls [p, R] in N Teilintervalle:

k
=p+—=(R-p),
TE=p N( P)
und setze
AkI:A k=1,...,N.
Nun gilt fR" xa,(x)dr = wp(ry —rp_;), denn Ay u B, | = B_,«k, der Schnitt dieser beiden
Mengen ist die Nullmenge (!) {x € R™ : || = rx_1}, und das Volumen der Kugeln be-

trigt bekanntlich!® wprp_y bzw. wyry; die Formel fiir das Volumen von Ay, folgt dann aus
Proposition 8.28.

Th—1,Tk>

Nach dem (eindimensionalen) Mittelwertsatz und wegen d%r" = nr"! existiert zu je-
dem k=1,...,n ein & € [rr_1, k], sodal
[ xan(@)de = nong™ = i)
Rn
Wir setzen

N
Iv =0 h(&k)xa,
P}

10Be; »bekanntlich“ ist bekanntlich stets Vorsicht geboten! In diesem Falle ist prima facie nicht klar, ob
unsere Volumenberechnung der Kugel als Integral iiber \/1 - z% — ... —22_, mit dem Integral [;, x5, (0)dz

ibereinstimmt. Wir zeigen dies in Kiirze mithilfe des Satzes von FUBINI.
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und schreiben kurzerhand!!
N N .
/R (o= 32 h(&) [ @ =ne, 3 HEIE (i)
n k=1 " k=1

Dieser Ausdruck ist allerdings eine RIEMANN-Summe (siehe Satz 4.27) fiir das Integral
nwn, pr h(r)r"tdr, also haben wir die Konvergenz

R
lim fn(x)dx = nwn/ h(r)r™ tdr. (8.18)
N%OO Rn p

Andererseits gilt aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von f auf A, g, daf zu jedem € > 0
ein Ny € N existiert, sodaf

|f($) - fN(.T)‘ <e Vzxe Ap,R7 VN > Nj.
Nach Proposition 8.28 gilt
R N
| f@ae=3 [ sy,
p

k=1 Ag
und wegen der Monotonie des Integrals gilt fiir jedes k£ und fiir NV > Ny
f(x)da:—e/ o (@)de < [ fa(a)de < f(x)dx+e/ o (2)dz. (8.19)
Ay R” Ay Ap R”

Da aber Y2, Jrn xA, (@)dx = wy(R™ - p™), was insbesondere nicht von N abhéngt, folgt
aus (8.19) nach Summation iiber alle k

Alfl_r)]r;<> - fn(z)dx = /A,,,R f(x)dz.

Zusammen mit (8.18) folgt die Behauptung. O

8.3.3. Volumenberechnungen.

8.3.3.1. FEin paar Werkzeuge. Fin Schliissel zur Berechnung vieler Volumina ist der
folgende Satz, der — wie bei Mehrfachintegralen (Satz 8.4) — die Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge erlaubt. Genauer gilt:

SATZ 8.32 (FUBINI). Sei f:R"™ — R eine Funktion, die (wie in Definition 8.22) mo-
notoner punktweiser Limes einer Folge (fx)ren € Co(R™) ist. Sei 1 < m < n und schreibe
x = (Z,2') fiir einen Vektor z = (z1,...,2,) € R", wobei & = (x1,...,7;,) € R™ und
' = (Tms1y - Tpn) €RPTM,

Dann ist die Funktion

F:R"™ >R, F(2'):= / f(z,2")dz
Rm
ebenfalls monotoner punktweiser Limes von Funktionen (gx)reny € Ce(R™), und es gilt

/  F(af)da’ = /R f(@)da. (8.20)

BEWEIS. Sei (fx)ken € Co(R™) eine Folge, die monoton gegen f konvergiert. Wir setzen
fiir jedes k € N und jedes 2’ e R

ge(a') = /Rm fr(z,2")dz.

Beachte dazu, dah fiir fest gewihltes 2’ € R"™™ die Funktion & — fi(Z,2") in C.(R™) ist,
also ist g wohldefiniert. Nach Satz 8.1 ist g wieder stetig, und sein Triger ist kompakt,
da er in der beschrinkten Menge {2’ e R"™ : 3% ¢ R* (Z,2") € supp(f)} enthalten ist.

HWeil wir néimlich das Integral iiber unstetige Funktionen nicht definiert haben.
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Aufgrund der Monotonie des Integrals und der Folge ( fi) ist auerdem (g ) monoton. Nun
gilt aber fiir jedes ' e R™™"

(@)= [ f@adi~ [ faa)is- P,

wobei wir fiir den Grenziibergang Definition 8.22 fiir festes z’ auf die Folge (fx(:,2"))ken
angewendet haben, die ja monoton gegen f(-,z’) konvergiert. Damit ist bereits gezeigt,
daf F' monotoner punktweiser Limes der Funktionen (gx)gen ist.

Fiir (8.20) rechnen wir, die monotone Konvergenz g, — F' sowie Definition 8.22 aus-
nutzend,

/ F(z')da' = klim gr(2")dz’

-0 JRn-m

= lim / f1(Z,2")dzdx'
n—m Rm

k—oco

= lim fr(x)dz
k—oo Jpn

= f(z)dz,
R
wobei wir im vorletzten Schritt die Definition des Integrals auf C.(R™) als Mehrfachintegral
verwendet haben. Damit ist alles gezeigt. ([l

BEMERKUNG 8.33. Mit einem sehr dhnlichen Beweis (man muf in der letzten Rech-
nung im Integral iiber fi nur geméf Satz 8.4 die Integrationreihenfolge vertauschen) kann
man zeigen, daf fiir Funktionen, die monotone Limites von C.(R™)-Folgen sind, die Inte-
grationsreihenfolge beliebig gewdhlt werden darf.

Sei K c¢ R" kompakt, so bezeichnen wir mit Vol(K) := [, 1dx = [;. xx(z)dz das
n-dimensionale Volumen von K. Fiir n = 1 spricht man von Ldnge, fiir n = 2 von Fldche.

BEMERKUNG 8.34. Bei der Berechnung des Volumens einer Kugel haben wir die Halb-
kugel als Graphen einer Funktion dargestellt und diese Funktion integriert. Wie paftt das
zusammen mit der gerade gegebenen Definition des Volumens? Mit dem Satz von FUBINI
koénnen wir folgendes allgemeine Prinzip zeigen:

Sei K c R™ kompakt und f: K — R stetig und nichtnegativ. Sei

Kp={(w,y) R : weK, yel0,f()]}
Dann gilt Vol(Ky) = [} f(x)dz. In der Tat, es ist xx, (%, y) = Xx (%) X[0,/()](¥) und daher
nach FUBINI und der anschlieffenden Bemerkung

Vol(K ) = /R /R 3 ()X (0.5 o) () iy

i /n () (/RX[o,f(x)](y)dy) dw

- / F @) (@)de
.

- /K F(z)da.

Diese Art der Volumenberechnung haben wir nicht nur fiir das Kugelvolumen, sondern
auch beim Beweis von Satz 8.30 verwendet. Nun ist gezeigt, daf dies gerechtfertigt war.

KOROLLAR 8.35 (Prinzip von CAVALIERI). Sei K c R" kompakt und schreibe fiir festes
' eR
Ky = {ZeR" 1 (&,2") e K}.
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Dann gilt
Vol(K) = / Vol( K/ )dz'.
R

BEwEIS. Wende den Satz von FUBINI auf die charakteristische Funktion y g an, wobei
m =n—1 gewdhlt wird. O

Das Prinzip besagt also, dak man ein Volumen ,scheibchenweise’ berechnen darf. Be-
achte, dak in dieser Formel Vol links das n-dimensionale und rechts das n — 1-dimensionale
Volumen bezeichnet.

KOROLLAR 8.36 (Volumen kartesischer Produkte). Sei 1 <m <n und seien K; c R™,
Ko c R™™ kompakt. Dann gilt

VOI(Kl X KQ) = VOI(Kl) VOI(KQ)

BeEwEIs. Wie im Satz von FUBINI schreiben wir z = (Z,2') fiir einen Vektor = =
(z1,...,2) € R" wobei T = (21,...,%m) € R™ und 2’ = (Xms1,- -+, Tn) € R?. Offenbar
gilt xx () = XKk, (Z)xKk,(z") und daher mit dem Satz von FUBINI

Vol(K7 x K3) = Xr (z)dz
K1><K2

- / i ()X, (27 d
KixK»

i /KQ ( /K1 XKl(f)XKz(:v’)daz) da’
:/KQ (/K xKl(i)di) waes (')

= Vol(K1)x K, (z")dzx'
Ka

= Vol (K1) Vol(K>).

Schliellich erinnern wir uns an die Transformationsformel:

ProproOSITION 8.37. Sei K c R™ kompakt und f: K — R stetig. Ist A € R™" {nvertier-
bar und b e R", so gilt'?

|det 4] F(Az +b)da = / F(z)dz.
A-L(K-b) K

BeEwEIS. Nach Satz 8.25 und Definition 8.27 sind beide Integrale wohldefiniert als Li-

mites von Integralen iiber C.(R"™)-Funktionen. Fiir diese gilt die Aussage offenbar wegen

der Translationsinvarianz des Integrals und Satz 8.19. Im Limes bleibt die Gleichheit be-

stehen. O

Ein wichtiger Spezialfall ist die Homothetiec A = r1d mit r > 0, deren Determinante "

betrégt, sodafs aus der Proposition Vol(rK) = 7" Vol(K) folgt, was inzwischen nicht mehr
tiberraschen diirfte. Hier haben wir wie iiblich 7K := {rz : x € K} geschrieben.

2Wir schreiben A™ (K - b) = {A™ (z-b):z € K}.
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8.3.3.2. Beispiele.

(1) Fiir einen Quader @ = II7_,[ag,by] erhalten wir mit Korollar 8.36 (oder auch
unmittelbar iiber das Mehrfachintegral):

Vol(Q) = Il (bi — ag).

(2) Sei B c R"! kompakt und A > 0. Dann heift Z := B x [0,h] ¢ R® Zylinder mit
Basis B und Hoéhe h. Unmittelbar aus Korollar 8.36 folgt

Vol(Z) = h Vol(B).
(3) Sei wieder B c R™! kompakt und h > 0. Dann heifit
K={((1-X)&Mh): &eB, Xe[0,1]} cR"”

Kegel mit Basis B und Hohe h. Zur Volumenberechnung ziehen wir das Prinzip
von CAVALIERI heran, indem wir bemerken, daf fiir 2’ € R gilt K,/ = {Z e R"*:
(Z,2") e K} = @ falls 2’ < 0 oder 2’ > h, und

Ky=(1-XN)B:={(1-\)Z:2¢ B},

sofern z' = Ah fiir ein X € [0,1]. Gem&f Bemerkung nach Proposition 8.37 ist
Vol(K,+) = (1-A)""1Vol(B), wenn z’ = Ah (beachte B ¢ R"!). Nach Prinzip von
CAVALIERI gilt daher

Vol(K) - /0 " Vol(K)de! = hvol(B) /0 "oy - hVol(B)%.

Insbesondere ergibt sich fiir n = 3 und B = B,(0) die bekannte Formel Vol(K) =
1.2
37rh.

(4) Als Parallelepiped (oder Parallelotop) bezeichnet man eine Menge der Form

K = {Z )\k'Uk PR € [071]}7
k=1

wobei (Vg )g=1,..n eine Basis des R" bilden. Bezeichne A € R™™ die Matrix, deren
k-te Spalte der Vektor vy ist. A ist die darstellende Matrix (bzgl. der Standardba-
sis) derjenigen linearen Abbildung, die den Standardbasisvektor ey auf vy abbildet.
Daher bildet A den Einheitswiirfel @ := [0,1]" auf das Parallelepiped K ab, und
nach Proposition 8.37 ist deshalb

Vol(K)z/ 1d:n=/ 1d:U=|detA|/ 1dz = |det Al.
K AQ Q

Dies ist genau die geometrische Interpretation der Determinante: Thr Betrag gibt
die Volumenénderung einer linearen Abbildung an. (Thr Vorzeichen gibt an, ob
die Abbildung die Orientierung erhalt oder umkehrt.) Sind (vg)g=1,..., nicht linear
unabhéngig, ist det A = 0, und das Volumen des Parallelotops ist null, da es in
einem Unterrvektorraum einer Dimension < n enthalten ist.

(5) Ein zweidimensionaler Torus ist gegeben durch

K := {(x,y,z)eR3: (\/a:2+y2—R)2+22=p2}, (8.21)

wo 0 < p < R fest gewihlt sind.'®> Wir wollen das vom Torus eingeschlossene
Volumen berechnen und bemerken dazu, dak sich die obere Hilfte des Torus als

13Reine Mathematiker*innen definieren den Torus gerne als S' x S', wobei S' den Einheitskreis be-
zeichnet. (Reine Mathematiker*innen definieren den Einheitskreis nicht als {x € R? : |z| = 1}, sondern als
den Quotientenraum R/Z; entsprechend kann man den Torus auch als R?/Z? oder allgemeiner als R"/Z"
definieren.) Alle diese Definitionen sind topologisch dquivalent: Die durch (8.21) bestimmte Teilmenge des
R3 ist homdomorph zu S' xS, d.h. es existiert zwischen beiden Mengen eine stetige Bijektion, deren Inverse
wieder stetig ist. Vgl dazu den Begriff des C*-Diffeomorphismus.
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Graph der Funktion

Py =V - (o g - R)?

darstellen 14Rt, sofern R — p < /22 +y? < R+ p. Diese Funktion ist rotationssym-
metrisch, sodak ihr Integral nach Satz 8.30 als

R+p
2wo rv/p? - (r—R)2dr
R-p
berechnet werden kann. Mit der Substitution ' = » — R und mit wy = 7 erhalten
wir daraus

P P p
271'/ (r' + R)\/p? = (r")2dr' = 27r/ '\ p? = (r")2dr' + 27TR/ p% = (r")2dr'.
-p -p -p

Das erste Integral auf der rechten Seite ist null, denn der Integrand ist ungerade
und wird iiber ein symmetrisches Intervall um null integriert. Das zweite Integral
ist genau die halbe Fléche einer Kreisscheibe mit Radius p und betrdgt daher
%ﬂ'pQ. Multiplikation mit 2 (da der Graph von f nur den halben Torus beschreibt)

liefert schlieklich den Wert 272 Rp? fiir das Volumen des Torus.

8.4. Der GAusssche Integralsatz

Ein Beweis des GAUSsschen Integralsatzes ist aus Zeitgriinden leider nicht mehr mog-
lich. Hier soll lediglich die Aussage dieses wichtigen Satzes diskutiert werden. Im einfachen
Fall eines achsenparallelen Quaders gelingt der Beweis allerdings miihelos. Eine vollstdndige
Behandlung des Integralsatzes und verwandter Themen (Integration auf Mannigfaltigkei-
ten etc.) wird néchstes Semester in Analysis III angeboten.

8.4.1. Der GAusssche Integralsatz auf einem Quader. Sei @ =[0,1]" c R" der
Einheitswiirfel (natiirlich sind auch allgemeine achsenparallele Quader der Form II}_, [a, by ]
zuléssig). Sei f: Q — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir erinnern uns an den
Divergenzoperator

div f(x Z 8kfk

sodafs div f eine stetige Funktion () — R ist. Fiir die folgende Rechnung beachten wir, daf
eine Funktion auf einem Quader einfach sukzessive und in beliebiger Reihenfolge integriert
werden kann (Abschnitt 8.1.2). Daher ist

/Qdivf(x)dx:kg// /kak(:rl, P
:kZl/ / (/0 Okfk(xl,...,xn)dxk)dxl---dmn

Z/ / fk(xl,... :pkﬂ,...,xn)—f(:rl,...,O,xk+1,...,xn)]dasl---dxn.
(8.22)

Im letzten Schritt haben wir partielle Integration verwendet. Man beachte, daf Punkte der
Form (z1,...,1,Zk41,...,@n) bzw. (z1,...,0,Zk41, ..., 2y, ) sdmtlich auf dem Rand von @
liegen. Das Integral von div f hingt also nur von den Werten von f auf 0Q ab.

Genauer konnen wir folgendes feststellen: An einem Punkt (z1,...,1, 21, ..., 2y ), fiir
den z; € (0,1) fur alle j # k, ist der k-te Einheitsvektor ej, der eindeutig bestimmte Vektor
mit Einheitsldnge, der senkrecht auf 0@ steht und bzgl. @ nach auken zeigt. Ebenso ist
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—ep, der Vektor, der im Punkt (x1,...,0,2g41,...,2,) senkrecht auf 0Q steht und nach
aufen zeigt. Wenn wir also

() e, fallsz=(z1,...,1,2441,...,2,) und z; € (0,1) fiir j # k,
v(x) =
—ep, falls v = (21,...,0,2541,...,2,) und z; € (0,1) fiir j # k

setzen, so ist v ein auf einer Teilmenge von 9Q) definiertes Vektorfeld, das iiberall in seinem
Definitionsbereich senkrecht auf 0@Q steht und nach aufien zeigt; man nennt v deshalb das
duflere Normalenfeld auf 0Q).

Dak v auf den ,Kanten‘ und ,Ecken‘ des Wiirfels, also auf den Mengen, auf denen mehr
als eine Koordinate 0 oder 1 ist, nicht definiert ist, stért uns nicht, da die Randpunkte bei
der Integration in (8.22) keine Rolle spielen'®. Wir kénnen nun (8.22) eleganter formulieren,

indem wir feststellen, daf an einem Punkt der Form = = (z1,...,1, k41, .., 2y,) gilt
Je(@) = f(@)-ep=(f-v)(=)
und analog an einem Punkt der Form z = (z1,...,0, k41, .., Ty)

~fu(x) = f(x) - (=er) = (f -v)(2).
In der Summe k =1,...,n durchlduft die Integration in (8.22) alle Seitenflichen des Wiir-
fels, also kénnen wir schreiben

/divf(x)dmz/ (f ) (2)dS(x), (8.23)
Q 0Q

wobei die Schreibweise dS(x) andeuten soll, daf beziiglich des n—1-dimensionalen Oberfla-
chenmafses integriert wird. Im vorliegenden Falle handelt es sich um eine Kurzschreibweise
fiir die in (8.22) auftretenden Mehrfachintegrale der Form dx1---dx,, bei denen dzj ausge-
lassen wird.

Die Formel (8.23) ist als Gaussscher Integralsatz bekannt. Man beachte den Spezialfall
n = 1: In diesem Falle ist f : [0,1] - R eine stetig differenzierbare Funktion, div f = f,
und der Rand des Intervalls [0, 1] besteht nur aus den beiden Punkten 0 und 1, an denen
v(0) = -1 und v(1) = 1. Daher reduziert sich der Satz von GAUSS zu

1
/0 f(x)dz = £(1) - £(0),

also zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Umgekehrt kann der Satz von
GAUSS daher als hoherdimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes angesehen werden.

8.4.2. Der Integralsatz auf allgemeineren Gebieten.
8.4.2.1. Untermannigfaltigkeiten. Wir beschrinken uns hier der Einfachheit halber auf
zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten des R3.

DEFINITION 8.38. Eine Teilmenge M c R? heift zweidimensionale Untermannigfaltig-
keit, wenn zu jedem x € M eine Umgebung U c R? und eine stetig differenzierbare Funktion
f:U = R existiert, sodafs

(1) MoU={yeU: f(y) =0},
(2) Vf(z)=#0.

Eine Untermannigfaltigkeit ist also lokal als Nullstellenmenge einer Funktion definiert.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann die Gleichung f(y) = 0 nach einer der
Koordinaten yy (k = 1,2,3) aufgelost werden, 0.B.d.A. nach y3: Dann ist die Untermannig-
faltigkeit lokal dargestellt als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion y3 = y3(y1,y2).

Anschaulich ist eine solche Untermannigfaltigkeit eine zweidimensionale gekriimmite
Fliche in R3. Als Beispiel betrachte die Einheitskugel S? = {z € R : |z| = 1}; sie ist eine

1 Genauer gesagt bilden diese Kanten und Ecken n — 1-dimensionale Nullmengen.
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Untermannigfaltigkeit, denn sie ist die Nullstellenmenge der Funktion f(x) = |z|? -1, und
es ist Vf(x) = 2z # 0 fiir jedes x € S2.

Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R® und ~ : (=1,1) - M eine stetig differen-
zierbare Kurve mit v(0) = 2% € M. Dann heikt der Vektor 7/(0) € R Tangentialvektor
an M im Punkt 2%, und der von allen Tangentialvektoren aufgespannte Untervektorraum
T,0M heift Tangentialraum von M in x°. Der Tangentialraum an eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit in einem Punkt ist stets zweidimensional: In der Tat, ist M in einer
Umgebung von z° € M die Nullstellenmenge einer Funktion f, so steht Vf(z%) # 0 senk-
recht auf jeder Kurve in M (siehe die Diskussion nach Satz 7.14), also ist die Dimension
von T,0M hochstens zwei. Sie ist aber auch mindestens gleich zwei, denn nach dem Satz
iiber implizite Funktionen ist M lokal um 2° der Graph einer Funktion x5 = g(x1,22), und
dann sind t ~ (21 + t,29,9(z1 + t,22)) und t — (x1,29 +t,g9(x1, 22 + t)) zwei Kurven in
M, deren Ableitungen bei t = 0 die linear unabhéngigen Vektoren (1,0,019(z1,x2)) bzw.
(0,1,029(x1,22)) sind.

Zu einem zweidimensionalen Untervektorraum von R3 gibt es stets genau zwei Nor-
malenvektoren mit Einheitsldnge, v und —v. Eine Mannigfaltigkeit M heiltt orientierbar,
wenn es eine stetige Abbildung v : M — S? gibt, sodaf fiir jedes = € M der Vektor v(z)
senkrecht auf dem Tangentialraum 7, M steht.'

Sei O c R? beschrinkt und offen, dann ist der Abschluf Q = Q U 9Q kompakt. Ange-
nommen, JS ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit (was fiir verniinftige* Gebiete
stets der Fall sein wird), so kann man das Integral einer Funktion iiber € als dasjenige {iber
Q definieren, und man kann zeigen (vgl. [10], §15), dak 9 orientierbar ist, und das Nor-
malenvektorfeld v kann auf 02 in eindeutiger Weise so gewihlt werden, daf es nach aufen
zeigt, das heift es gibt ein t > 0 mit x + tv(x) ¢ Q fiir alle ¢ € (0,¢°).

In der Formel (8.23) sind damit die Terme [, div f(z)dz und (f-v)(z) (fir z € 9Q)
wohldefiniert. Was ist schlieflich mit der Integration iiber 02 beziiglich des Oberflachen-
mafes dS(z)? Das ist eine recht aufwendig zu beantwortende Frage, der in Analysis II1
nachgegangen werden wird. Wir begniigen uns hier mit einer Erlduterung in einer Dimen-
sion.

Analog dem Falle zweidimensionaler Untermannigfaltigkeiten in R? ist eine eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeit in R? lokal der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion.
Sei [a,b] € R und f : [a,b] - R stetig differenzierbar, und wir betrachten den Graphen
I'={(z, f(x)):x€[a,b]}. Wir kénnen uns also I" als Teil einer Mannigfaltigkeit vorstellen,
auf der wir integrieren wollen. Was ist dafiir ein sinnvoller Integralbegriff?

Um [ g(t)dS(t) fiir eine stetige Funktion g : I' - R zu definieren, betrachten wir den
einfachsten Fall: g = 1. Dann sollte [, 1dS(t) die Lange der Kurve I' angeben. Parametri-
sieren wir I" durch s — (s, f(s)), so ist nach Beispiel 8.7 die Lange von I" durch das Integral

von [(s, f(s))'] = (1, f'(s))] gegeben, also

/7 1as(o) - [ (L £ () s - / T (s,

Es tragen also ,steile’ Abschnitte der Kurve mehr zu deren Linge bei als flache’, was
unmittelbar der geometrischen Anschauung entspricht.

Dies motiviert folgende Definition des Kurvenintegrals iiber eine beliebige Funktion
g:I'->R:

b
/g(t)dS(t) ==/ g(s, f(s))\V/1+ f'(s)%ds.
r a

In &hnlicher Weise kann man das Integral iiber eine zweidimensonale Fliche definieren,
sofern diese als Graph einer Funktion dargestellt wird. Da eine Untermannigfaltigkeit M

5Das bekannteste Beispiel einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit ist das Mdbiusband; es wird
empfohlen, sich den Wikipediaeintrag anzusehen.
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lokal als Graph dargestellt werden kann, definiert man das Oberflichenintegral iiber M, in-
dem man die einzelnen Graphen miteinander verklebt‘; dies geschieht mittels einer Teilung
der Eins, wie wir sie in Abschnitt 8.2.2 kennengelernt haben.

Man kann dann, analog zu (8.23), zeigen:

SATZ 8.39 (GAussscher Integralsatz). Sei 2 ¢ R™ beschrinkt und offen und so, daf
0Q eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Sei f : Q — R™ ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld und v : 99 — S ! das #ukere Normalenvektorfeld an 9. Dann
gilt

/Qdivf(x)da::/m(f-z/)(x)dS(x).

8.4.3. Anwendung: inkompressible Stréomungen. Wir betrachten den Fluf einer
Fliissigkeit durch den Raum R3. Die Fliissigkeit soll inkompressibel (also nicht zusammen-
prefsbar) und homogen sein (d.h. die Massendichte ist konstant). Wasser bei konstanter
Temperatur ist ein gutes Beispiel.

Fixiere einen Zeitpunkt, zu dem die Strémung untersucht werden soll. An jedem Punkt
z € R3 des Raums beschreibe der Vektor v(z) € R? die Strémungsgeschwindigkeit des
Fluids. Dann ist v : R? - R? das Stromungsfeld. Wir wollen mithilfe des GAUSSschen Inte-
gralsatzes untersuchen, was aus dem Prinzip der Massenerhaltung fiir das Strémungsfeld
folgt.

Die Massenerhaltung besagt, daf nirgends in R? Fliissigkeit zu- oder abflieft. Sei Q c
R? eine beschrinkte offene Teilmenge mit glattem Rand, dann besagt das Prinzip der
Massenerhaltung also, dafs genausoviel Fliissigkeit in das Gebiet €2 ein- wie ausfliefst. An
jedem Randpunkt x € 0) ist der infinitesimale Ab- bzw. Zufluf nach @ gegeben durch
(v-v)(x), also fordern wir insgesamt

/ (v-v)(z)dS(z) = 0.
oN
Nach GAuss ist dies gleichbedeutend mit
/ divo(z)dz =0,
Q

und da © c R3 beliebig gewihlt war, folgt divv = 0.
Das Stromungsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit ist also stets divergenzfrei.
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