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Vorbemerkungen

Dies ist ein Skript zur Vorlesung {iber Mafstheorie, die ich erstmals im Wintersemester
2019/20 an der Universitdt Ulm gehalten habe. Die Vorlesung richtete sich an Studieren-
de der Mathematik, Wirtschaftsmathematik und der mathematischen Biometrie im dritten
Semester, und umfakte zwei Semesterwochenstunden. Anders als an den meisten deutschen
Universitédten ist die Maftheorie in Ulm also nicht in eine verpflichtende vierstiindige Vor-
lesung Analysis III integriert. Eine weitere Ulmer Besonderheit besteht in der Angst der
Studierenden vor der Mafitheorie, die ich andernorts so nicht wahrgenommen habe und die
sich wohl nur aus Tradition erkldren laft.

Das Grundproblem der Maftheorie besteht, wie der Name sagt, in der Messung von
Mengen. Jeder Teilmenge des R? zum Beispiel sollte dabei ihr Volumen zugeordnet werden.
Es stellt sich leider (vielleicht iiberraschenderweise) heraus, daf dies in dieser Allgemeinheit
nicht moglich ist, weswegen wir spezielle Teilmengen des R™ betrachten miissen (die die
sogenannte BOREL-o-Algebra bilden), die in konsistenter Weise mefbar sind, d.h. denen
sinnvoll ein Volumen zuordbar ist. Dieser zunéchst listige Theorieaufwand fiihrt uns dann
aber zum LEBESGUE-Integral mit seinen wundervollen Konvergenzeigenschaften, die in
vielen Anwendungstfillen die Vertauschung von Limes und Integral erlauben.

Koénnte man das Problem der Mefbarkeit von Teilmengen des R™ noch als rein akade-
misch abtun (da alle ,yverniinftigen“ Mengen LEBESCGUE-mefibar sind), wird die praktische
Bedeutung der Mefsbarkeit und damit der o-Algebra in der Wahrscheinlichkeitstheorie of-
fensichtlich: Offenbar hat die Aussage ,,Die Korpergréfse einer zuféllig ausgewahlten Person
liegt im Intervall [174,13756879 cm; 174, 13756880 cm]“ keinen Sinn, da die Koérpergrofke
niemals so genau bestimmt werden kann; im mathematischen Modell wiirde man ein sol-
ches Intervall daher nicht als melbar betrachten. Im Kontext stochastischer Prozesse, wie
sie etwa in der Finanzmathematik auftreten, hat die o-Algebra die Bedeutung der zu einem
Zeitpunkt verfiigbaren Information: Das Ereignis ,am 23.10. wird es regnen”, interpretiert
als Teilmenge eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums, ist am 22.10. nicht mefbar, am
24.10. allerdings schon.

Die genannten Beispiele verdeutlichen, daf es sich bei der Mafitheorie um eine zentrale
Grundlage sowohl der Analysis als auch der Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandter
Gebiete handelt. Nicht umsonst gehort die Maftheorie an jeder kontinentaleuropdischen
Universitét zur Grundausbildung im Mathematikstudium.

Die Mafitheorie ist weitgehend unabhéngig von den Lehrveranstaltungen des ersten
Studienjahres; lediglich Grundkenntnisse iiber Mengen, Abbildungen und reelle Zahlen,
wie sie in Analysis I erworben wurden [2], werden vorausgesetzt. Dieses Skript folgt im
wesentlichen dem Buch von BAUER [1].
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KAPITEL 1

Mafiraume

Ein Mafraum ist ein Tripel (€,.4,u), wobei Q eine Menge, A eine sogenannte o-
Algebra, die die zu messenden Teilmengen von {2 enthilt, und p ein Maf ist, also eine
Abbildung, die jeder in A4 enthaltenen Teilmenge A c 2 eine nichtnegative reelle Zahl pu(A)
(oder den Wert +o0) zuordnet, die als das ,Maf“ (z.B. Lénge, Flidcheninhalt, Volumen,
Wahrscheinlichkeit) von A interpretiert wird. Es sind also zun#chst einmal die Begriffe
,o-Algebra“ und ,Mafs“ zu kléren.

1.1. o-Algebren

DEFINITION 1.1 (o-Algebra). Sei Q eine Menge und A c P(2)! eine Menge von Teil-
mengen von €. Dann heift A o-Algebra (auf ), falls gilt?:

(1) Qe A,
(2) Ae A = A°eA,

(3) Die abzihlbare? Vereinigung von Elementen von A ist wieder in A, d.h.

A,e A VneN = [JA,cA

n=1

Die Elemente von A heilen mefibare Mengen.

BEeispIEL 1.2. (1) Auf jeder Menge kann man zwei triviale o-Algebren definieren,
namlich A; := {@,Q} sowie Ay := P(). Man sagt, A; sei die grobste und Ay die
feinste o-Algebra auf Q. Fiir das Studium endlicher Wahrscheinlichkeitsraume
verwendet man meist Ay = P(£) als o-Algebra; ist etwa Q = {1,2,3,4,5,6}, so
kann man Mengen wie {2}, {4,5,6} oder {1,6} sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit
zuordnen (denken Sie an den Wurf eines Wiirfels).

(2) Fur den Wiirfelwurf kénnte man aber auch A := {@,{1,3,5},{2,4,6},{1,2,3,4,5,6}}
als o-Algebra wahlen; dann wéren nur gerade und ungerade Seiten unterscheid-
bar, nicht aber die genaue Augenzahl. Ein solches Modell wére sinnvoll, wenn die
Seiten des Wiirfels nicht durchnumeriert, sondern nur in zwei unterschiedlichen
Farben eingefarbt wéren.

(3) Sei Q2 eine Menge, dann ist

A:={AcQ:A oder A° abzéhlbar}

eine o-Algebra: Die ersten beiden Axiome sind offensichtlich erfiillt, fiir das dritte
seien A; € A fiir 7 € N. Existiert dann ¢ € N, sodals A{ abzahlbar, so ist (U;‘;l Aj)c c
A{ abzdhlbar; ist hingegen AY iiberabzéhlbar fiir alle ¢ € N, so sind alle A; nach
Definition von A abzdhlbar, und die abz&hlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen
ist selbst abzdhlbar.

1Wie in [2] bezeichnen wir mit P(€2) die Potenzmenge von €, also die Menge aller Teilmengen von €.
2Wie iiblich meint A° das Komplement von A in Q, also A°=Q\ A.
3Wie in [2] bezeichnen wir eine Menge als abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

4



1.2. DYNKIN-SYSTEME 5

Aus den Axiomen einer o-Algebra folgt unmittelbar, daf fiir eine o-Algebra A stets
@ e A. Sind zudem A; € A fiir alle ¢ € N, so ist auch N2, 4; € A, denn

i=1 i=1

und die o-Algebra ist stabil unter Komplementbildung und abzéhlbarer Vereinigung.

Eine besonders wichtige Klasse von o-Algebren erhélt man, indem man sie aus vorge-
gebenen Teilmengensystemen erzeugt. So wie der von gegebenen Vektoren erzeugte Vektor-
raum der kleinste Vektorraum ist, der diese Vektoren enthélt, so ist die von Teilmengen von
Q erzeugte o-Algebra die kleinste o-Algebra, die diese Mengen enthélt. Dies wird durch
folgende Definition prézisiert:

DEFINITION 1.3. Seien £ eine Menge und £ c P(f2) eine Menge von Teilmengen von
Q. Dann heift

(€)= {A: Ao-Algebra und & c A}
die von & erzeugte o-Algebra.
Um die Wohldefiniertkeit der erzeugten o-Algebra zu erkennen, bendtigen wir
PROPOSITION 1.4. Durchschnitte von o-Algebren sind wieder o-Algebren.

BEWEIS. Seien A; o-Algebren fiir jedes i € I, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.
Da Q € A; fiir jedes i € I, ist auch Q € N;er A;. Sei weiter A € My A;, dann ist A € A; fiir
alle 7, dann ist A° € A; fiir alle ¢, und daher ist auch A° € N;e; A;. Seien schlieklich A; € A;
fiir jedes j € Nund i € I, so ist auch U32) Aj € A; fiir alle v € 1, also ist U32) Aj € Mier A U

Beachte auferdem & c (&) fiir jede Familie £ von Teilmengen von Q (da der Durch-
schnitt in Definition 1.3 iiber eine nichtleere Menge gebildet wird, schliefslich ist P () eine
o-Algebra, die £ als Teilmenge enthalt). Auferdem hat o (&) per definitionem die folgende
Minimalitatseigenschaft: Ist A eine o-Algebra mit € c A, so ist o(€) c A. Dies bestitigt
unsere urspriingliche Motivation, daf o(&) die kleinste (bzw. grébste) o-Algebra ist, die
die Mengen aus £ enthilt.

1.2. DYNKIN-Systeme

DEFINITION 1.5. Sei §2 eine Menge und D c P(f2) eine Menge von Teilmengen von .
Dann heifkt D DYNKIN-System (auf ), falls gilt:
(1) QeD,
(2) AeD = A%eD,
(3) Die abzéhlbare Vereinigung paarweise disjunkter Elemente von D ist wieder in D,
d.h.

ApneD VYneN A AinAj=¢g firizj = |JA,eD.
n=1
Offenbar ist jede o-Algebra ein DYNKIN-System. Die Umkehrung gilt nur fiir durch-

schnittsstabile DYNKIN-Systeme: Ein DYNKIN-System D heillt durchschnittsstabil, wenn
aus A, B eD folgt AnBeD.

SATZ 1.6. Ein DYNKIN-System ist eine o-Algebra genau dann, wenn es durchschnitts-
stabil ist.

BEWEIS. Da jede o-Algebra durchschnittsstabil ist, ist nur zu zeigen, dafs ein durch-
schnittsstabiles DYNKIN-System D sogar eine o-Algebra ist. Die ersten beiden Axiome der
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o-Algebra sind nach Definition des DYNKIN-Systems erfiillt. Seien also A, € D fir n € N
und setze fiir n e Nu {0}

n
B, = Ap N (U AZ').
i=1
Dann ist U2, A; = U2y Bi- In der Tat, sei z € U;2; A; und n die kleinste natiirliche Zahl
mit = € Ay, so ist x € B, ¢ U3, B;. Ist umgekehrt = € B, fiir ein n € Nu {0}, so ist
T 614n+y
Es geniigt also zu zeigen U;°, B; € D. Beachte zundchst, daf die B,, paarweise disjunkt
sind: Ist ndmlich m < n und x € By, so ist nach Definition x ¢ B,,. Nach dem dritten Axiom
des DYNKIN-Systems geniigt es also zu zeigen, daf By, € D fiir alle n e Nu {0}.
Dazu zeigen wir zunéchst, daf ein durchschnittsstabiles DYNKIN-System mit zwei Men-
gen auch deren Differenz und Vereinigung enthélt. Seien also C, D € D. Dann ist

C~D=CnD"

und C' N D € D folgt aufgrund der Durchschnittsstabilitdt und der Stabilitdt unter Kom-
plementbildung. Auferdem ist Cu D € D wegen CuD =Cu (D~ C), wobei C und D\ C
disjunkt sind.

Daraus folgt nun aber sofort, daft B, € D fiir alle n e Nu {0}. O

Wie fiir o-Algebren kann man zu jeder Teilmenge £ c P(€2) den Durchschnitt al-
ler DYNKIN-Systeme bilden, die £ enthalten (vgl. Definition 1.3). Da P(2) ein solches
DYNKIN-System ist, ist insbesondere £ ein Element dieses Durchschnitts. Wie in Proposi-
tion 1.4 zeigt man, daf dieser Durchschnitt selbst ein DYNKIN-System ist, das als das von
€ erzeugte DYNKIN-System bezeichnet wird. Man schreibt dafiir ().

SATZ 1.7. Sei 2 eine Menge und &€ eine durchschnittsstabile Teilmenge von P(Q2), d.h.
aus A, B e & folgt AnBe&. Dann gilt §(&) = ().

BEWEIS. Da jede o-Algebra ein DYNKIN-System ist, ist 6(&) c o(&). Fiir die andere
Inklusion geniigt es zu zeigen, dak §(€) eine o-Algebra ist, denn dann nimmt §(€) an der
Durchschnittsbildung in der Definition von o(&) teil. Nach Satz 1.6 geniigt es dafiir, die
Durchschnittsstabilitit von §(€) zu zeigen.

Betrachte dazu ein beliebiges Element D € 6(£) sowie die Menge

Dp={AecP(Q):AnDed(&)}.

Wir behaupten, dak Dp ein DYNKIN-System ist, das £ enthilt; dann ndmlich sind wir fertig,
da daraus 0(€) c Dp folgt, was (da D beliebig war) genau die Durchschnittsstabilitdt von
0(&) besagt.

Zunichst haben wir Q € Dp, da QnD =D € d(E). Ist Ae Dp, soist AnD €d(E). Aber

ANnD=D~N(AnD)=Dn(AnD) =(D°U(AnD))ed(),

da D¢ und An D disjunkt sind.
Seien auferdem A, € Dp fiir alle n € N und A,, paarweise disjunkt. Dann gilt

(U An)mD = J(AnnD)ed(€),
n=1 n=1
da A, n D e §(€) und die Mengen A, n D paarweise disjunkt sind.

Es ist noch zu zeigen £ c Dp. Beachte dazu zuerst £ c D, fiir jedes E € £ aufgrund der
Durchschnittsstabilitét von €. Da Dp DYNKIN ist, folgt sogar §(€) c D fiir jedes F € £.

Das bedeutet, dalt En D € §(€) fiir alle D € §(€) und E € &; dies wiederum bedeutet ja
gerade £ c Dp, was zu zeigen war. 0
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1.3. Ringe

DEFINITION 1.8. Sei 2 eine Menge und R c P(2) eine Menge von Teilmengen von €.
Dann heifit R Ring (auf §2), falls gilt:
(1) 2€R,
(2) AABeR = A~NBEeR,
(3) Die endliche Vereinigung von Elementen von R ist wieder in R, d.h.

A BeR = AuBeR.

Offenbar ist jede o-Algebra ein Ring: Sei ndmlich A o-Algebra, so folgt aus €2 € A, daf
auch Q¢ = @ € A; mit zwei Mengen ist auch deren Differenz in A, denn AN B=AnB e A.
Schliefslich ist auch das dritte Ringaxiom erfiillt, denn eine o-Algebra ist ja stabil unter
abzdhlbaren, insbesondere also auch unter endlichen Vereinigungen.

BEISPIEL 1.9. Sei © eine Menge, dann ist
R:={AecP(): A endlich}

ein Ring auf €2, wie man sofort nachpriift. Allerdings ist R keine o-Algebra, sofern {2 selbst
nicht endlich ist.

Ein maftheoretischer Ring kann als algebraischer Ring aufgefalit werden (wie Sie ggf.
in der Algebra lernen, ist dort ein Ring eine Struktur dhnlich einem Koérper, nur daf in
einem Ring keine multiplikative Inverse und noch nicht einmal ein neutrales Element der
Multiplikation existieren muf). Dazu nimmt man als Addition die symmetrische Differenz
AAB:= (AN B)u (B~ A) und als Multiplikation den Durchschnitt zweier Mengen.

1.4. Inhalte und Primafie

Nachdem wir nun festgelegt haben, was gemessen werden soll (ndmlich die in einer
o-Algebra enthaltenen Mengen), miissen wir uns iiberlegen, wie diese Mengen gemessen
werden sollen. Wir benétigen dazu ein Majf. Als Vorstufe dazu definieren wir den Begriff
des Prdmafes:

DEFINITION 1.10 (Inhalt und Prémaf). Seien © eine Menge und R ein Ring auf .
Eine Abbildung p: R - R{ u {+00} heifit Pramaf auf R, wenn gilt
(1) u(2) =0,
(2) p(Up2y An) = 202 u(Ay) fiir jede Familie (A, )ney von paarweise disjunkten
Mengen aus R, deren Vereinigung wieder in R liegt.?
Die Abbildung u heifst Inhalt, wenn die zweite Bedingung fiir endliche disjunkte Vereini-
gungen gilt.

Es ist also jedes Pramaf ein Inhalt, aber nicht notwendigerweise umgekehrt.

BEMERKUNG 1.11. Die zweite Figenschaft im Falle unendlicher Vereinigungen heifst
o-Additivitdt und, falls nur endliche Vereinigungen zugelassen sind, schlicht Additivitét.
Zur Bedeutung des Wertes +oo: Man kann dies einfach als Symbol verstehen, fiir das
vereinbart wird +o0 +a = a + co = +oo fiir alle @ € R und +oo + (+00) = co. Setzen wir
auberdem Y07 a, = +oo fiir jede Summe mit a, € R} oder a, = +oo, falls mindestens ein
an = +oo oder falls alle a,, € Rj und die Reihe divergiert, so ist die o-Additivitdt auch dann
erklart, wenn ein oder mehrere der Mengen A, unendliches Pramaf haben. Beachte dabei,
daf keine Ambiguitdten der Form oo — oo auftreten kdnnen, da alle Terme nichtnegativ
sind. Wir schreiben manchmal p(A) < oo statt u(A) € R.

4Es ist ja nicht notwendigerweise der Fall, dafs die abz&hlbare Vereinigung von Mengen aus R wieder
in R liegt.
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BEISPIEL 1.12. (1) Seien © und R beliebig, so heift fiir jedes = € 2 die Abbildung
0z : R —R,

1 fallsxze A,

0:(4) = {O falls x ¢ A

das in & konzentrierte Dirac-Mafs. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafs das Dirac-
Mak ein Pramafs ist: Die erste Bedingung ist klar, fiir die zweite beachte, daf
fiir paarweise disjunkte A; das Element x entweder in genau einer oder in gar
keiner der Mengen A; enthalten ist; im ersten Falle sind beide Seiten in der o-
Additivéitsbedingung eins, im zweiten Falle null.

(2) Sei Q iiberabzéhlbar und

A:={AcQ:Aoder A° abzéhlbar}

die aus Beispiel 1.2 bekannte o-Algebra, die insbesondere ein Ring ist. Da € iiber-
abzahlbar ist, ist fiir jedes A € A genau eine der Mengen A und A€ abzéhlbar. De-
finiere fiir A € A eine Abbildung durch p(A) =0, falls A abz&hlbar, und p(A) =1,
falls A abzdhlbar. Dann ist p ein Préamaf: Die erste Bedingung ist wieder klar;
fiir die zweite seien die Mengen A; aus A paarweise disjunkt. Sind alle A; ab-
zéhlbar, so auch ihre Vereinigung, und beide Seiten in der o-Additivitsbedingung
sind null. Ist mindestens ein A; iiberabzdhlbar, so auch die Vereinigung aller A;,
und die linke Seite ist eins; Da fiir dieses ¢ aber A{ abzéhlbar ist und (wegen der
Disjunktheit) A; c AS fiir jedes j # 4, gilt ©1(A4;) =1 und p(A;) =0 fiir jedes j # 1,
und somit ist auch die rechte Seite eins.

PROPOSITION 1.13 (Eigenschaften von Inhalten). Sei R ein Ring, p ein Inhalt auf R,
und A, B, A, € R. Dann gilt
(1) u(AUB)+ u(An B) = u(A) + u(B),
(2) Ac B = pu(A) <u(B),
(3) AcB A p(A)<oo = p(B~A)=pu(B)-u(4),
(4) fir alle n e N gilt 11 (Uly A7) < S0 pi(As),
(5) fiir jede Familie (Ap)nen von paarweise disjunkten Mengen aus R, deren Vereini-
gung wieder i R liegt, gilt Y ,en (An) < it (Unen An)-

BEWEIS. (1) Mit den mengentheoretischen Identitéten
AuB=Au(B~A) und B=(AnB)u(B\A)
haben wir aufgrund der Additivitit von pu
u(AuB) =u(A)+u(B~NA) und wp(B)=u(AnB)+u(B~ A).

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Addition dieser beiden Gleichungen, so-
fern (BN A) < oo. Falls aber u(B \ A) = +00, so ist aber nach den eben verwen-
deten Identitéiten u(B) = u(A U B) = +00, und somit gilt die Behauptung in der
Form +o00 = +o0.

(2) Falls Ac B, so gilt B=Au (B~ A) und daher aufgrund der Additivitdt u(B) =
1(A) + (B~ A) > p(A).

(3) Dies folgt aus dem Beweis der vorhergehenden Behauptung durch Subtraktion
von u(A) auf beiden Seiten.

(4) Setze By := Ay, By = Ay Ay, ..., By = Ay~ (UPT' 4;). Dann sind die B; alle in R
aufgrund der Ringaxiome, und sind nach Konstruktion paarweise disjunkt. Fiir
jedes n € N kénnen wir wegen der Additivitéit also schliefen

u(U) - .

1=1 =1
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Andererseits ist U*, B; = U"; A; und B; c A;, woraus mit (2) die Behauptung

folgt.
(5) Sind nun die A; € R paarweise disjunkt, so ist wegen der Additivitdt fiir jedes
neN
S (A =u(u Al-) SM(U A)
i=1 i=1 i=1

wobei wir fiir die letzte Ungleichung wieder (2) benutzt haben. Die Behauptung
folgt dann im Limes n — oo.

O

ProproOSITION 1.14. Sei p ein Inhalt auf einem Ring R. Fir jede absteigende Folge
A12As>...0 A, > ... von Mengen A, € R mit Npen An = @ gelte, daff limy, 0o u(Ay) = 0.
Dann ist u sogar ein Pramaf.

BEWEIS. Esist nur die o-Additivitéit zu zeigen. Seien dazu ( By, )ney paarweise disjunkte
Mengen aus R, deren Vereinigung B = U,y B, ebenfalls in R liegt. Setze A,, :== U2, .| Bk,
s0 ist Ay o Apyq fiir jedes n € N, und N,eny An ist die Menge aller x € €2, die in unendlich
vielen By liegen. Da aber die By paarweise disjunkt sind, folgt MN,eny An = @.

Nach Voraussetzung gilt also lim,, . 1(Ay) = 0. Wegen der endlichen Additivitdt von
1 ist andererseits

n n

M(B\An):M(U Bk): > 1(Br), (1.1)
k=1 k=1

auferdem ist nach Proposition 1.13(3) — da limy— e 1(Ay) = 0 und daher p(A,,) < oo fiir

hinreichend grofe n — u(B\ Ay,) = u(B) — u(Ay,) fiir hinreichend grofe n. Nehmen wir also

in (1.1) auf beiden Seiten den Limes n — oo, folgt u(B) = Y72, u(By), und dies ist genau

die gewiinschte o-Additivitit. O

1.5. Mafe

DEFINITION 1.15 (Maf). Sei Q eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. Ein Pramaf
auf A heifst Maf. Ein Maf p auf A heifst endlich, wenn p(€2) < oo.

Aus Proposition 1.13(2) folgt sofort: Ist p endlich, so gilt u(A) < oo fiir alle A € A.

BEISPIEL 1.16. (1) Die beiden Pramafe aus Beispiel 1.12 sind sogar Mafe (sofern
im ersten Beispiel R eine o-Algebra ist).
(2) Sei Q eine Menge versehen mit der o-Algebra A = P (), so definiert

1(A) = Anzahl der Elemente von A

ein Maf, wie man nachpriifen moge (unendlichen Mengen wird dabei natiirlich
der Wert +oo zugeordnet). Man bezeichnet es als das Zdhlmafi auf Q.

Aquivalent kénnten wir definieren: Eine Abbildung p: A - R U {+c0} auf einer o-
Algebra A ist ein Maf, wenn es o-additiv ist und u(@) = 0. Ein Tripel (£, A4, 1), bestehend
aus einer Menge, einer o-Algebra auf dieser Menge, und einem Mak auf dieser o-Algebra,
heifst Mafiraum.

Ein Maf, fiir das () = 1, heifst Wahrscheinlichkeitsmaf oder, wenn keine probabilis-
tische Konnotation evoziert werden soll, normiertes Majs.

Eines der wichtigsten Beigpiele fiir ein Mal ist das LEBESCUE-Mak auf R", das wir
im folgenden Kapitel konstruieren. Dann wird auch klarer werden, warum wir zunéchst
gesondert iiber Inhalte und Pramake gesprochen haben.



KAPITEL 2

Das LEBESGUE-Malf}

Bisher haben wir unsere Begriffe rein mengentheoretisch eingefiihrt. Dementsprechend
kann jede beliebige Menge, sofern eine o-Algebra und ein Mafs darauf definiert werden,
als Mafsraum betrachtet werden. In diesem Kapitel wollen wir speziell auf der Menge der
reellen Zahlen, und allgemeiner auf R", ein Maf konstruieren, das die grundlegende Frage
beantwortet, wie man fiir ,mdglichst viele“ Teilmengen von R” sinnvoll das n-dimensionale
Volumen definieren kann.

2.1. Der LEBESGUE-Inhalt

Wir gehen vom simplen Axiom aus, daf das Volumen eines Quaders das Produkt seiner
Seitenldngen sein soll.

Seien a,b € R™ mit a; < b; fiir alle 4 = 1,...,n. Dann heift die Produktmenge [a,b) :=
7, [a;, b;) halboffener Quader. Beachte, dak [a,b) = &, falls a; = b; fiir ein i € {1,...,n}.
Bezeichne mit R ¢ P(R™) die Menge aller endlichen Vereinigungen halboffener Quader.
(Die Bezeichnung suggeriert, daff R ein Ring sei; dies werden wir bald zeigen.)

LEMMA 2.1. Seien [a,b) und [c,d) zwei halboffene Quader in R™.
(1) [a,b) n[c,d) ist wieder ein halboffener Quader,
(2) [e,d)~[a,b) €R,
(3) Jedes Element von R ist die endliche Vereinigung paarweise disjunkter halboffener

Quader.

BEWEIS. (1) Der halboffene Quader [e, f) sei definiert durch e; := max{a;,¢;}
und f; = max{e;, min{b;,d;}} fiir jedes i = 1,...,n. Dann ist offenbar [e, f) =
[a,b)n[c,d).

(2) Da [a,b) n[e,d) wieder ein Quader ist und [¢,d) \ [a,b) = [¢,d) \ ([a,b) N [e,d),
diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen [a,b) c [¢,d). Auferdem nehmen wir
an [a,b) # @, da die Behauptung sonst trivial ist.

Fiir jedes i € {1,...,n} zerlegen wir das Intervall [¢;,d;) in die drei disjunkten
Intervalle [c;,a;), [ai,b;), [bi,ci) und setzen aus notationellen Griinden z; := ¢;,
x? = qy, xf’ = b, xf := d;. Dann gibt es genau 3™ halboffene Quader der Form
H;Ll[wg(l),mg(l)ﬁ), wobei fiir jedes ¢ der Index j = j(i) beliebig aus der Menge
{1,2,3} gewihlt werden kann. Die (disjunkte) Vereinigung dieser Quader ist [c, d),
und der Quader [a, b) ist genau I | [2, 23). Damit ist [c,d)~\[a,b) die (disjunkte)
endliche Vereinigung aller Teilquader aufer I, [2?, 3).

(3) Sei AeR, also lalkt sich A schreiben als

a=Ut =0 [[“k’bk) ) U[“j’bj)]’
k=1 k=1 J=1

wobei letztere Vereinigung iiber disjunkte Mengen der Gestalt Q\Ué:1 Q; gebildet
wird mit halboffenen Quadern @, @1,...,Q;. Nun ist aber

l [
QNUQi=N@Q~Q)).
j=1 j=1

10
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Nach (2) ist jede der Mengen @ \ Q; endliche disjunkte Vereinigung halbotfener
Quader, @\ Q; = UQ/[(]) R?, und daher!

! I M

Q~UQi=MNUR]=UR"n...0nR"),
j=1 j=la=1

wobei die Vereinigung iiber alle Tupel (o,...,q;) mit a; € {1,...,M(j)} lduft.

Die Mengen unter der Vereinigung sind paarweise disjunkt, und sind nach (1)

selbst wieder halboffene Quader. Damit ist alles gezeigt.
O

SATZ 2.2. R ist ein Ring auf R".

BeEwEIls. Offenbar ist @ ein halboffener Quader und damit Element von R. Auferdem
ist mit zwei Elementen von R, die ja endliche Vereinigungen halboffener Quader sind, auch
die Vereinigung wieder in R. Es bleibt also zu zeigen, daf mit A, B € R auch A\ BeR.

Nun gibt es halboffene Quader Q;, R;, sodaf A = Uf;l Q; und B =U7L; R;. Also ist

k [m
A\B:U(Q(Qi\Rj)).
i=1 \j=1
Es bleibt also zu zeigen, daf NJ;(Q; \ R;) € R fiir alle i und j. Nach Lemma 2.1(2) ist
QiNR; € R. Also bleibt nur noch zu zeigen, dak der Durchschnitt zweier (und damit endlich
vieler) Elemente von R wieder in R ist.
Aber der Durchschnitt zweier Vereinigungen von Quadern ist die Vereinigung von

Durchschnitten dieser Quader?, und diese Durchschnitte sind nach Lemma 2.1(1) wieder
in R. O

SATZ 2.3 (Existenz und Eindeutigkeit des LEBESGUE-Inhalts). Es existiert genau ein
Inhalt A auf R, der jedem halboffenen Quader II7" , [a;, b;) den Wert IT}, (b; — a;) zuordnet.
Dieser Inhalt ist reellwertig.

Dieser Inhalt heifit LEBESGUE-Inhalt.

BEWEIS. Nach Lemma 2.1(3) kann jede Menge A € R dargestellt werden als A =
Ui, Qk, wobei jedes Qp ein halboffener Quader ist und die @ paarweise disjunkt sind.
Ist also A ein Inhalt auf R, der jedem Quader das Produkt seiner Seitenlingen zuordnet,
so muk aufgrund der Additivitit gelten

AA) = STAQp) = ST, (0 - o) 2.1)
k=1 k=1

(hier sind af, bf die Randkoordinaten des k-ten Quaders). Da also jeder Inhalt auf R bereits
durch seine Werte auf den Quadern eindeutig bestimmt ist, kann es héchstens einen Inhalt
mit der geforderten Eigenschaft geben; dadurch ist bereits die Eindeutigkeit gezeigt.
Um zu zeigen, daf durch (2.1) tatsichlich ein Inhalt definiert ist, sind erst die Wohlde-
finiertheit und dann die beiden Inhaltsaxiome (leere Menge und Additivitéit) nachzupriifen.
Zur Wohldefiniertheit: Ein Element A € R kann ja im allgemeinen auf mehrere Arten
in disjunkte Quader zerlegt werden, sodaf wir zunichst zeigen miissen, daf (2.1) fiir jede
Zerlegung dasselbe Ergebnis liefert. Wir gehen in mehreren Schritten vor:
a) Bezeichne fiir einen Quader @ = II7,[a;,b;) die Zahl p(Q) = 17, (b; — a;) das
Produkt der Seitenlingen. Sind fiir jedes ¢ = 1,...,n Hyperebenen {x; = ¢;;}

'Wir verwenden hier das Distributivgesetz An (BuC) = (AnB)u (ANnC).
2Wir verwenden wieder das Distributivgesetz aus der vorigen Fufnote.
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gegeben mit j = 1,...,1(i), a; = ci1 < ... < ¢y = b, so zerfillt @ in disjunkte
Quader der Gestalt

Q=UQs,

wobei Q) das Produkt von Intervallen der Form [cij,ci(jﬂ)) ist. Nun ist wegen

1(i)-
b;—a; = Z](:i 1(Ci(j+1) - Cij)

w(Q) =TTWi—ai) =TT X (cigary = i) = 2, T 1 cigien) = €isi)
=1 =1 j=1 =1

wobei die Summe iiber alle Tupel (j1,...,jn) genommen wird mit j; € {1,...,1(i)-
1} fiir alle i = {1,...,n} (Distributivgesetz). Dies ist aber gerade die Summe iiber
1(Qy) fiir alle durch k indizierten Teilquader, d.h. u(Q) = ¥ pu(Qg).>

Allgemeiner gilt: Ist ein Quader Q) = U Q. dargestellt als irgendeine endliche dis-
junkte Vereinigung halboffener Quader, so gilt u(Q) = ¥ u(Qx). In der Tat, fiir
jedes k sei Q. := ?:1[615-“, bf), dann definieren fiir jedes ¢ = 1,...,n die Punkte af
eine Zerlegung des Intervalls [a;, b;). Durch Schneiden von @ mit allen Hyperebe-
nen der Form {z; = a¥} entsteht eine disjunkte Zerlegung von @ wie in Schritt a)

in Quader ;; auflerdem zerfillt jedes Qi in einige der Quader Q;. Es gilt daher
nach a)
(@) = m(Q)) sowie w(Qr)= Y w(Q}),

J Q;Qk

woraus sich die Behauptung ergibt.
Sei nun A € R gegeben durch zwei unterschiedliche disjunkte Zerlegungen in Qua-
der:

M N
A=JQ;=US:.
j=1 =1

Dann kénnen wir fiir jedes j = 1,... M schreiben Q; = Q;n A = Uf\:fl(Qj nSy),
wobei diese Vereinigung disjunkt ist. Nach b) gilt daher

N
w(Qj) = l;u(Qj nsp).

Analog haben wir fiir alle [ =1,... N

M
1(S) = ;M(Q]’ nsSp).

Da aber 2%1 Zﬁl w(Q;nSy) = ZfL 2%1 1(Q;nSy), folgt Zf\il 1(S) = 2%1 1(Qj),
und damit ist gezeigt, dafs die Definition

M
A(A4) = ;u(Qj)

eine wohldefinierte reellwertige Abbildung bestimmt.

Es bleibt zu zeigen, daR A ein Inhalt auf R ist. Es ist klar, dak (@) =0, da
die leere Menge als Quader aufgefaltt werden kann, der eine Seitenlénge gleich null
hat. Zur Additivitét: Sind A und B zwei disjunkte Mengen in R, so kénnen wir

3Dieser Beweisschritt ist zugegebenermafen schwer verdaulich. Zeichnen Sie sich (fiir n = 2 oder n = 3)

eine Skizze, um die Trivialitdt der Aussage zu erkennen.
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schreiben A =Y, Q; und B = U%l S, wobei (Q;) und (S;) paarweise disjunkte
Familien halboffener Quader sind. Daher ist

N M N M
A(AUB) = A(ulcziu ulsj) = 2 (Q0) + L u(S)) = AA) + A(B).
1= Jj= i= J=

2.2. Das LEBESGUE-Pramaf

Hier zeigen wir, dak der LEBESGUE-Inhalt sogar ein Pramalfs auf R ist. Es wird als
(n-dimensionales) LEBESGUE-Préamafs bezeichnet.

SATz 2.4. Mit den Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt gilt: A ist ein Pramaf
auf R.

BEWEIS. Es ist nur noch die o-Additivitdt zu zeigen. Dafiir geniigt es nach Proposi-
tion 1.14 zu zeigen: Ist (Ax) ¢ R eine absteigende Folge mit leerem Durchschnitt, so ist
limg 00 A(Ag) = 0.

Sei also (Ay) eine absteigende Folge in R. Angenommen, 0 := limg_, 0o A(Ag) = infreny A(Ag) >
0. Wenn wir zeigen konnen, dafs daraus Ny Ag # @ folgt, sind wir fertig.

Nun ist Ay = UjL; Q; die endliche Vereinigung paarweise disjunkter Quader. Verklei-
nerung dieser Quader Q; (z.B. ersetze man Q; = [1;L;[a;,b;) durch Q) = ITi%;[a;, b}) mit
b; = b; — € fiir hinreichend kleines € > 0) ergibt eine neue Menge A; € R dergestalt, daf
A_Z c Ax* und daf

A(Ag) - M(A}) < % (2.2)

Setze By, := ﬂ;‘?zl A;, so ist (By) eine absteigende Folge in R mit By, c A_;C c Ag.

Behauptung: By + @ fiir alle k e N.

Ist die Behauptung wahr, so ist (Bj) eine absteigende Folge nichtleerer kompakter
Mengen, und daraus folgt ﬂ};‘;lB—k # @° und somit auch Nieq Ag # @, da Ay > By,. Dies
aber war zu zeigen.

Beweis der Behauptung. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion:

A(By) 2 MAg) -6(1-27%) (2.3)

fiir alle k € N. Zunéchst ist By = A}, aber A(A]) > A(A41) —% gemaf (2.2). Gelte nun (2.3)
fiir ein k, so beachten wir zunéchst By, = A}, N By, und daher nach Proposition 1.13(1)

A(Brer) = MAfy) + A(B) = M(Afy U By (2.4)

Nun ist nach Induktionsannahme \(By) > A(Ay) — 6(1 - 27%), wihrend nach (2.2) gilt
AMAL, ) 2 A(Ags1) - 27%716; zudem haben wir nach Konstruktion A}, U By ¢ Ay. Zusam-
men ergibt sich damit aus (2.4)

M(Bret) 2 MAran) =270+ A1) =8(1-27) = A(4r) = A(Apn) -1 =275,

womit (2.3) gezeigt ist.
Aus (2.3) folgt aber unmittelbar die Behauptung, daf B, nichtleer ist: Denn nach
Annahme ist infrey A(Ay) = 8, also gilt A(Bg) 26 -0(1-27%)=2"%§>0, also By # @. O

4Mit einem Querstrich bezeichnen wir wie in [2] den Abschluf einer Teilmenge des R"™; in diesem Falle
nehmen wir einfach die rechten Intervallenden b; zur Menge dazu.

SDenn wiihle fiir jedes k € N ein xy € By; da insbesondere z; € By, existiert eine konvergente Teilfolge
(2k;)jen (Folgenkompaktheit!) mit Grenzwert x. Sei IV € N beliebig, dann liegen (wegen der absteigenden
Bedingung) fast alle Glieder dieser Teilfolge in By, und es folgt, da diese Menge abgeschlossen ist, x € By
Da N beliebig war, folgt N>, By # @.
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2.3. Das LEBESGUE-Mafs

Der Ring der endlichen Vereinigungen halboffener Quader ist noch keine o-Algebra
(z.B. da R™ keine solche Vereinigung sein kann). Mithin ist also das LEBESGUE-Prémaf
kein Mafl. Wir zeigen nun aber, daff das LEBESGUE-Pramal in eindeutiger Weise zu einem
Ma# fortgesetzt werden kann.

2.3.1. Der Fortsetzungssatz von CARATHEODORY.

SATZ 2.5 (CARATHEODORY). Sei (2 eine Menge, R c P(2) ein Ring und p ein Pramaf
auf R. Dann existiert ein Mafs i auf o(R) (der von R erzeugten o-Algebra), sodak i Mr= p.

BEWEIS. Schritt 1: Definition von [i. Sei A eine Teilmenge von €. Wir definieren fi(A)
als das Infimum iiber alle Summen der Gestalt Y72, u(Ay), wobei (Ag)geny € R eine Familie
ist, fiir die gilt Ugeny Ag o A. Existiert keine solche Familie, so setzen wir ji(A) = oo.

Schritt 2: Eigenschaften von fi. Nach Definition ist g > 0. Weiter gilt

(1) (@) =0,

(2) AicAry = (A1) <i(A2),

(3) A (Uken Bi) < Xgen (By) fiir jede Familie (Bj)ren © P(£2).
In der Tat: Fiir (1) bemerken wir, dak @ = Uren @ mit @ € R; (1) folgt also aus u(@) = 0.
Eigenschaft (2) folgt aus der einfachen Beobachtung, daf, falls A c Ay, jede Uberdeckung
von Ao durch Elemente von R automatisch auch Ay tiberdeckt; das Infimum in der Defini-
tion von (A1) ist also nicht grober als das in der Definition von fi(Asg). Schlieklich zu (3):
Ist ein fi(Bg) = oo, so ist die Aussage trivial. Seien also ji(By) < oo fiir alle k € N. Dann
existiert zu jedem k € N und jedem € > 0 eine Familie (C¥),.en € R, sodak By, ¢ Upeny CK
und

> u(Ch) < i(By) +27 .

meN
Nun gilt aber Upeny Br © Uk men Cfn und daher
i(UBi)s 3 uchy< ¥ s e
keN k,meN keN

wobei wir im letzten Schritt ¥,y 27% = 1 verwendet haben. Da € > 0 beliebig war, folgt (3).
Schritt 3: Verhalten von i auf R. Wir zeigen noch die folgenden beiden Eigenschaften:

fa(A) > i(AnB)+u(An B°) (2.5)
fiir alle A € P(2) und alle B € R; und
fIR= . (2.6)

Zum Nachweis von (2.5) kénnen wir wieder annehmen fi(A) < oo, da die Behauptung
sonst trivial ist. Sei (Ax) c R eine Folge, die A iiberdeckt, und B € R; dann gilt wegen
Ag = (A n B) U (Ax n B°) und der Additivitit von p

Z /L(Ak) = Z /L(Ak N B) + Z ,M(Ak N BC).

keN keN keN
(Da alle Summanden nichtnegativ sind, ist die Umordnung der Summationsreihenfolge
unproblematisch.) Nach Definition ist aber Y oy u(Ax N B) > i(An B) (man beachte, dafs
der Schnitt zweier Elemente eines Rings wieder im Ring liegt) und ebenso ¥ oy u(Ax N
B¢) > i(A n B€); andererseits konnen fiir jedes € > 0 die Ay derart gewahlt werden, daf
Yren 1(Ag) < i(A) — €. Es folgt (2.5).

Zum Beweis von (2.6) wihle man die Uberdeckung A = Ugeny Ag mit A1 = Aund Ay = @

fiir k > 2; dies liefert bereits 1(A) < pu(A). Fiir die entgegengesetzte Ungleichung beachte
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man: Ist (Ag)ren eine Uberdeckung von A € R aus Elementen von R, so ist (AN Ag)gen
ebenfalls eine solche Uberdeckung, und es gilt

w(A) = u(ummAk)) <3 u(AnA) < 3 u(Ay),
keN k=1 k=1

und das Infimum auf beiden Seiten iiber alle zuldssigen Uberdeckungen liefert ju(A) < ji(A)
wie gewiinscht.
Schritt 4: (2.5) definiert eine o-Algebra. Genauer gesagt: Sei

A={BeP(Q): [(A)>pa(AnB)+a(AnB) fir alle AeP(Q)},

so ist A eine o-Algebra. Die ersten beiden Axiome sind leicht zu iiberpriifen: Mit der Wahl
B = Q erhélt man aus (2.5) die (wahre) Ungleichung fi(A) > 1(A), also folgt © € A. Da
aukerdem (2.5) invariant unter Vertauschung von B und B€ ist, ist mit B auch B¢ € A.

Fiir das Weitere beachten wir, dak fi(A) < i(An B) + i(An B°) fiir alle A, B € P(Q):
Denn wenn wir in Eigenschaft (3) von Schritt 2 speziell By = AnB, By = AnB¢ und By, = &
fiir alle k > 3 setzen, erhalten wir genau (2.5) mit umgedrehtem Ungleichheitszeichen.

Fiir die Abgeschlossenheit von A unter abzihlbaren Vereinigungen gehen wir schritt-
weise vor: Zunichst betrachten wir endliche Vereinigungen. Seien also By, By € A, sodafs
insbesondere

(A) = fi(An By) + i A BS)

fiir alle A € P(€2). Ersetzen wir darin A durch An B; und dann durch An BY, so erhalten
wir

a(AnBy)=a(AnBinBy)+a(AnB;nBS)
sowie
A(AnBY) = i(AnBinBsy) + i(An BinBj).
Summation beider Gleichungen und Verwendung von Bj € A ergibt dann
A(A)=p(AnBinBy)+a(AnBinBS) + i(AnBinBs) + i(An Bfn Bj5).
Ersetzen wir hierin A durch An (B u By), so folgt
A(An(B1uBy))=a(AnBinBy)+ia(AnBinBS)+ia(AnBinBy). (2.7)
Die letzten beiden Identititen zusammen ergeben schliefslich
f(A) = i(An (By U By)) + i(An BS 0 BY),

also (unter Beachtung von Bf n BS = (B; U B2)¢) wie gewiinscht B; U By € A.

Als néchstes zeigen wir, dafi A abgeschlossen ist unter abzdhlbaren, paarweise dis-
junkten Vereinigungen. Seien also (B )ken € A paarweise disjunkt. Aus (2.7) folgt, unter
Verwendung der Disjunktheit,

A(An(B1uBy))=a(AnBy)+a(AnBy),

und damit mittels vollstdndiger Induktion

/E(Am GBk) = S (AN By) (2.8)
k=1 k=1

fiir jedes m e N,
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Nun setze Cp, = Uj, By, dann ist, wie bereits gezeigt, Cy, € A als endliche Vereinigung
von Elementen aus A. Also gilt fiir alle A € P(£2) unter Berticksichtigung von (2.8)

A(A) = i(AN ) + (AN CS) = 3 (AN Bi) + i(An C5,)
k=1

m

> Zﬂ(AmBk)ﬂ](Am(U Bk)c),
k=1 keN

wo wir im letzten Schritt C, ¢ Ugen Br und Eigenschaft (2) aus Schritt 2 ausgenutzt

haben. Da m € N beliebig war, folgt sogar

a(A) > iﬂ(AmBk)Jrﬂ(An(U Bk)c)z/l(Am UBk)Jrﬂ(Am(U Bk)c),

k=1 keN keN keN
(2.9)

wobel wir im letzten Schritt Eigenschaft (3) aus Schritt 2 verwendet haben.

Damit ist gezeigt, dafs A ein DYNKIN-System ist. Es ist sogar durchschnittsstabil, was
wegen By n By = (Bf U BS)¢ aus der Stabilitdt unter Komplementbildung und endlichen
Vereinigungen folgt. Nach Satz 1.6 folgt, dak A eine o-Algebra ist.

Schritt 5: Ende des Beweises. Wir haben gezeigt, dafs A eine o-Algebra ist, die R
enthélt; damit ist A > o(R). Setzt man noch in (2.9) A = Ugen B, so erhalten wir

ﬂ(U Bk) > > jiu(Bg).
keN keN

Zusammen mit Eigenschaft (3) aus Schritt 2 ergibt sich die gewiinschte o-Additivitét. Also
ist /1 ein Mak auf A (und damit auch auf o(R)), und nach (2.6) ist die Einschrinkung
dieses Mafes auf R gerade p, was zu zeigen war. O

2.3.2. Eindeutigkeit. Ein Inhalt 4 auf einem Ring R heifst o-endlich, wenn es eine
Folge (Ag)keny € R gibt mit Upey An = Q und p(Ag) < oo fiir alle £ € N. Man beachte,
daf suppey p(Ag) hierfiir nicht endlich zu sein braucht. Insbesondere ist der LEBESGUE-
Inhalt auf dem Ring der endlichen Vereinigungen halboffener Quader o-endlich: Es ist etwa
R™ = Uken[ak, by ) mit ax = (=k,...,—k), br = (k, ..., k), und es gilt pu([ag,bx)) = (2k)" < oo.

SATZ 2.6 (Eindeutigkeit der Fortsetzung eines o-endlichen Pramafes). Sei € eine Men-
ge, R c P(Q) ein Ring und p ein o-endliches Pramaf auf R. Dann existiert genau ein Mafs
f auf o(R), sodak fi Ir=p.

BeEwEIS. Die Existenz folgt aus dem eben gezeigten Satz von CARATHEODORY. Seien
also 1, zwei Mabe auf o(R), die auf R mit p iibereinstimmen. Wir wollen zeigen
p1 = pr2. Sei dazu Reoo die Menge aller E € R mit pu1(E) = p2(E) < oo, und betrachte fiir
ein K/ € R. das System

Dp:={Dec(R):u1(DNE)=py(DnE)}.
Wir wollen zeigen, daft Dp DYNKIN ist: Nach Wahl von E gilt Q € Dg. Ist D € D, so gilt
pi(En D) = (EN EnD) = (E) - m(EnD)
= p2(E) —p2(EnD) = pe(EN EnD) = pa(En D),
also D¢ € Dg. Seien auferdem (Dy)reny € Dp paarweise disjunkt, so gilt
m(EnJ Dy) = Ml(g(E NDy)) =Y m(EnDy)

keN keN
= 3 pa(E 0 Dy) = o (U (En D)) = pa(E 0 | Dy),
keN keN keN

wobei wir die o-Additivitit der Male p1, o ausgenutzt haben. Also ist Ureny Dk € Dg, und
somit ist Dg DYNKIN.
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Nun ist R als Ring durchschnittsstabil, und wegen pu; tgr= p2 g ist R ¢ Dg. Nach
Satz 1.7 gilt also §(R) = ¢(R) und damit, da Dg ein DYNKIN-System ist, das R enthilt,
0(R) c Dg. Andererseits ist nach Definition Dg c o(R), also insgesamt Dp = o0(R); das
bedeutet: p1(EnA) =pua(EnA) fiir alle Ae o (R).

Wegen der Voraussetzung der o-Endlichkeit gibt es nun (Ej)ken € Reoco mit Ugeny Fi =
Q. Wir setzen nun

k-1
F=FE, F,:=FE;~ UE]- fur k& > 2.
j=1

Dann sind die Fj, paarweise disjunkt, es gilt Fy ¢ Ex, Fi € R<oo, und Ugeny Fi = 2. Nach
dem eben Gezeigten ist also pi(Fr N A) = ua(Fi n A) fiir alle k € N und A € 0(R). (Denn
o(R) =Dg,.)
Sei nun A € 0(R) beliebig, so ist A = Upen(Fr N A) und daher wegen der o-Additivitét
p(A) =Y m(FynA) = Y pa(Frn A) = pa(A).
keN keN
g

2.3.3. LEBESGUE-Maf} und BOREL-0-Algebra. Wir befassen uns wieder mit dem
Ring R der endlichen Vereinigungen halboffener Quader in R"™.

DEFINITION 2.7. Sei R der Ring der endlichen Vereinigungen halboffener Quader in
R™. Dann heift B := 0(R) die BOREL-0-Algebra auf R™. Die (gemih Satz 2.6) eindeutig be-
stimmte Fortsetzung A des LEBESGUE-Pramafes auf B heifst (n-dimensionales) LEBESGUE-
Maps.

Eine Menge B € B heift LEBESGUE-mefibar. Eine Menge B c R" heift LEBESGUE-
Nullmenge, falls es eine mekbare Menge B’ o B gibt mit A(B’) = 0. Ist aus dem Kontext
klar, dafs mit dem LEBESGUE-Mafi gearbeitet wird, sprechen wir einfach von mefbaren
Mengen bzw. Nullmengen.

BEMERKUNG 2.8. In der Literatur findet man meist folgende Terminologie: Das hier
eingefithrte Maf wird als LEBESGUE-BOREL-Mak bezeichnet; der Begriff LEBESGUE-Maf
dagegen ist fiir die eindeutig bestimmte Vervollstindigung von X reserviert. Man erinnere
sich an die Ubung: Ist B € B eine Nullmenge und A c B, so wiirde man erwarten, daff auch
A eine Nullmenge ist (so haben wir es ja soeben auch definiert); allerdings ist nicht klar,
ob iiberhaupt A € B. Die Vervollstdndigung von A ist dann diejenige Fortsetzung von A,
die Teilmengen von Nullmengen ebenfalls das Maf null zuordnet. Fiir Details siehe, wie
gesagt, die Ubungen. In der Praxis spielt die Unterscheidung zwischen LEBESGUE-BOREL-
Maf und LEBESGUE-Maf keine Rolle.

Fiir jedes B € B definiert Bp = {An B : A € B} eine o-Algebra, und X |5, ist ein Maf
auf Bg (Ubung). Mann nennt diese Einschriinkung das LEBESGUE-Maf auf B.

SATZ 2.9. Die BOREL-0-Algebra B wird von den offenen Teilmengen des R"™ erzeugt,
ebenso von den abgeschlossenen und von den kompakten. Insbesondere sind alle offenen,
abgeschlossenen oder kompakten Mengen mefibar.

Dieser Satz stellt eine Verbindung zwischen Topologie und Mefsbarkeit dar, die in der
Theorie topologischer Mafraume verallgemeinert wird (siehe [1, Kapitel IV]).

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, daf die offenen, abgeschlossenen und kompakten Men-
gen jeweils dieselbe o-Algebra erzeugen. Seien dazu A,, A, und Aj die entsprechenden
o-Algebren. Da jede kompakte Menge abgeschlossen ist, gilt Ay c A,. Es ist aber jede
abgeschlossene Teilmenge des R™ die abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen (denn
fiir jede abgeschlossene Menge A c R™ ist A = Ugen(A N Bg(0))). Daraus folgt, dak jede
o-Algebra, die alle kompakten Mengen enthiilt, sogar alle abgeschlossenen Mengen enthélt,
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und somit A, = Ag. Auberdem sind die abgeschlossenen Mengen genau die Komplemen-
te offener Mengen, und daher enthilt jede o-Algebra, die alle abgeschlossenen Mengen
enthalt, auch alle offenen Mengen und umgekehrt. Es folgt, wie behauptet, A, = A, = Ag.

Es geniigt also zu zeigen A, = B. Um A, o B zu zeigen, geniigt es, jeden halboffenen
Quader [a,b) c R™ als abziahlbaren Durchschnitt offener Mengen darzustellen (denn o-
Algebren sind stabil unter abzéhlbaren Durchschnitten). Dazu bemerken wir

li[l[ak,bk) = ﬁ (ak - %,bk).

jeNEk=1

Fir die andere Inklusion geniigt es, daf jede offene Teilmenge des R™ die abzidhlbare
Vereinigung halboffener Quader ist. In der Tat, sei A c R™ offen, dann existiert fiir jedes
x € A eine Umgebung in A und daher insbesondere ein halboffener Quader = € @, c A
mit rationalen Eckpunkten. Die Menge der halboffenen Quader mit rationalen Ecken ist
aber abzdhlbar. Also ist Uzea @5 tatsichlich eine abzdhlbare Vereinigung, und diese ergibt
genau A. O

Die Berechnung des Makes konkreter Mengen stellen wir hintan, da sich im néchsten
Kapitel herausstellen wird, daff die Volumenberechnung gingiger geometrischer Objekte
mit dem LEBESGUE-Maf auf das gleiche Ergebnis fiihrt wie mit den elementareren Inte-
grationsmethoden aus Analysis 11 |2]. Wir bemerken hier nur folgendes:

ProprosITION 2.10. Jede abzdhlbare Teilmenge von R™ ist eine LEBESGUE-Nullmenge.

BEWEIS. Sei (2)key eine Abzéhlung der fraglichen Menge, wobei ohne Einschrankung
die xj paarweise verschieden seien. Dann geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes x € R™ gilt
A({z}) =0, denn aus der o-Additivitat von A folgt dann A (Uren{zr}) = Xpen A({xr}) = 0.
(Beachte, dak {x} kompakt und damit mefbar ist.)

Sei also z € R™. Dann gilt {z} c [x,y) fiir jedes y, dessen Koordinaten je grofer sind

als die von x. Insbesondere konnen wir y = x + (e, ..., €) wihlen und erhalten so
A{z}) < A([z,y)) = €,
und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. ([l

Insbesondere erhalten wir, dafs Q™ eine n-dimensionale Nullmenge ist. In diesem Sinne
ist, obwohl QQ dicht in R liegt, Q eine ,kleine” Teilmenge von R.

Die Frage, ob umgekehrt jede Nullmenge abzihlbar ist, muf verneint werden: Ein
Beispiel fiir eine iiberabzihlbare Nullmenge ist die CANTOR-Menge (Ubung).

SATZ 2.11 (Translationsinvarianz). Sei B € B und z € R". Dann gilt A(B) = A(z + B),
wobei z + B:={x+y:ye B}.

BeEwEIS. Offenbar gilt die Aussage fiir alle B € R (nach Definition des LEBESGUE-
Inhalts — das Produkt der Seitenlingen eines Quaders ist invariant unter Translation).
Definieren wir also auf B ein weiteres Maf A, durch die Vorschrift A, (B) := A(x + B) (man
priift sofort, dak A, ein Mafk ist), so gilt auf R A = A;, und mit der Eindeutigkeitsaussage
von Satz 2.6 gilt diese Gleichheit sogar auf B. O

Selbstverstandlich ist die Translationsinvarianz etwas, das man vom LEBESCUE-Maf
erwartet, ebenso wie die Bewegungsinvarianz (s. dazu Korollar 3.30 im néchsten Kapitel).

Es ist nun iiberhaupt nicht offensichtlich, ob es Teilmengen von R"™ gibt, die nicht
mefsbar sind. Akzeptiert man das Auswahlaxiom, so kann man aber eine solche Menge
konstruieren (bzw. konstruieren®):

Satz 2.12 (ViTALl). B = P(R").
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BEwEIS. Wir betrachten nur den eindimensionalen Fall, n = 1; der héherdimensionale
Fall geht analog. Definiere auf R die Aquivalenzrelation = =y genau dann, wenn z -y € Q.
Bezeichne mit I die Menge der Aquivalenzklassen und wihle® fiir jedes i € I ein z; € i mit
z; € [0,1] (die Einschrinkung auf das Intervall [0,1] laft sich stets durch Addition einer
geeigneten rationalen Zahl bewerkstelligen). Angenommen, die Menge V := {z; : i € [}
[0,1] wére mefRbar. Dann wire A(V) < 1.

Andererseits ist [0,1] ¢ W := Ugegn[-1,17(¢+V): In der Tat, sei x € [0,1], dann existiert
ein ¢ € [ mit x € ¢, und somit ist z = g+ x; € ¢+ V fiir ein ¢ € Q n[-1,1]. Auberdem sind
p+V und ¢+ V disjunkt fiir p,q € Q, p # ¢: Gibt es ndmlich x e p+V ng+V, so gibt es
x;,x; € V mit x; —x; € Q, woraus folgt 7 = j; aber dann folgt auch p = q.

Nun ist einerseits [0,1] ¢ W c [-1,2], also 1 < A(W) < 3. Mit der o-Additivitat und
der Translationsinvarianz des LEBESGUE-Mafes folgt andererseits

AW)= > Ma+V)= X AV),

qeQn[-1,1] qeQn[-1,1]
was nur 0 oder oo sein kann. Dies ist der gewiinschte Widerspruch zu A\(W) € [1,3] und
damit zur Mekbarkeit von V. O

Tatséchlich haben wir damit sogar gezeigt: Es existiert kein translationsinvariantes
Maf auf P(R), das jedem Intervall seine Linge zuordnet! Die Unmoglichkeit, jeder Teil-
menge des R™ in sinnvoller Weise ein Volumen zuzuordnen, ist also keine Defizienz des
LEBESGUE-Mafes, sondern eine generelle Unumgéanglichkeit.

Man kann zeigen, dat das LEBESGUE-Mafs bis auf eine multiplikative Konstante das
einzige translationsinvariante Maf auf B ist. Ein Maft mit dieser Eigenschaft heifst HAAR-
Ma#; ein HAAR-Maf kann in viel allgemeineren Mafriaumen konstruiert werden (ndmlich
in lokalkompakten topologischen Gruppen).

6mit dem Auswahlaxiom!



KAPITEL 3

Integrationstheorie

Ist f eine Zufallsvariable, so mochte man (falls existent) deren Erwartungswert, Va-
rianz etc. bestimmen. Diese Grofen kann man als Integrale (iiber das zugrundeliegende
Wahrscheinlichkeitsmafl) ausdriicken. Integriert man hingegen beziiglich des LEBESGUE-
Mafes, so erhélt man (fiir ,schéne”, z.B. stetige, Integranden) das Integral aus Analysis I
oder II zuriick, mit dem man Flacheninhalte oder Volumina bestimmen konnte. Integration
beziiglich allgemeiner Mafe bildet daher einen sehr allgemeinen Rahmen zur Beschreibung
und Losung diverser Probleme in Stochastik und Analysis.

Auf einer etwas technischeren Ebene sind es die extrem niitzlichen Konvergenzsitze,
die den hier vorgestellten, von LEBESCUE entwickelten Integralbegriff rechtfertigen.

3.1. Mefsbare Abbildungen
3.1.1. Mefibarkeit zwischen allgemeinen Mafirdumen.

DEFINITION 3.1 (Mefbare Abbildung). Seien (2,4, u), (2, A", u") Makraume. Eine
Abbildung f: Q — Q' heift mefbar, wenn fiir jedes A’ € A gilt

A e A
Kurz: Eine Abbildung ist mekbar, wenn das Urbild jeder mefsbaren Menge wieder

mefRbar ist.

BEMERKUNG 3.2. Interpretation: Damit f eine Zufallsvariable ist, mufs fiir jedes Er-
eignis A" die Aussage ,,f liegt in A’ interpretierbar sein.

Man beachte die Analogie zur topologischen Charakterisierung der Stetigkeit: Eine
Funktion ist stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist.

Man beachte, dak die Mekbarkeit nicht von den Mafen u, i’ abhéngt, sondern nur von
den entsprechenden o-Algebren.

BrIsPIEL 3.3. Konstante Funktionen sind mefbar, denn fiir jede Menge A" € A’ ist
f1(A") entweder & oder €.

PROPOSITION 3.4. Seien (Q, A, pn), (U, A, n") Mapriume und & c P(Y) so, dafs
(&) = A", Eine Abbildung f:Q — Q' ist mefbar genau dann, wenn fir jedes E' € & gilt
fUE) € A.

BEWEIS. Wenn f mekbar ist, so ist die Aussage wegen E’ € A" klar. Gelte umgekehrt
fY(E") € A fiir alle E' € £, Definiere die Menge

Q"= {Q cP(?): f1(Q") e A},
so ist @', wie man leicht nachpriift, eine o-Algebra, die £ enthilt. Damit ist nach Voraus-

setzung Q' > o (€") = A’, was zu zeigen war.

0

PROPOSITION 3.5 (Komposition mefibarer Abbildungen). Seien (2, A, 1), (', A, 1),
Q" A" 1" Mapriume und f:Q - Q' g: Q' - Q" mefbar. Dann ist auch go f : Q2 - Q"

mejSbar.

20
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BEWETS. Sei A” € A", so ist g7 }(A") € A, und damit f~'(g7!(A”)) € A. Die Behaup-
tung folgt nun aus ftog™t = (go f)7L. O

DEFINITION 3.6 (Bildma#). Seien (2,A4,u), (@', A", ') Mafrdume und f: Q - @/
mekbar, so definiert

o fl A S RE U {00}, Ao u(fH(AY)
ein Ma® auf A’, das Bildmaf§ von p unter f.

BEMERKUNG 3.7. Ist f eine Zufallsvariable und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so
beschreibt o f1(A’) die Wahrscheinlichkeit, daf f einen Wert in A’ annimmt; lies:
po fHA) = u({feA'}).

3.1.2. Mefibarkeit reellwertiger Funktionen. Wir spezialisieren nun auf den Fall
(A" = (R,B), also auf Funktionen, die nach R versehen mit der BOREL-0-Algebra
abbilden. Es wird niitzlich sein, R um die beiden Punkte oo zu erweitern und mit der
o-Algebra zu versehen, die genau die Mengen B, Bu{+oo}, Bu{-00}, BU{+00}U{-00}
mit B e B enthilt.! Wir bezeichnen diese erweiterte Zahlengerade mit R. Per Konvention
vereinbaren wir +co + 0o = +00, —00 — 00 = —00, @ - (+00) = +oo fiir a > 0, a - (xo0) = Foo
fiir a <0, 0-(£00) =0, (£00) - (£00) = 400, (£00) - (Foo) = —oo. Nicht definiert ist dagegen
+00 — 0o. Wir ordnen R so an, daf —co < a < +oo fiir alle a € R.

BEISPIEL 3.8. e Sei (2,4) = (R",B) und f: R"™ - R stetig. Dann ist f mef-
bar, denn das Urbild jeder offenen Menge ist offen (insbesondere mefbar), und
die offenen Mengen erzeugen die BOREL-o-Algebra B. Verwende nun Propositi-
on 3.4. Ebenso ist jede stetige Funktion, die auf einer mefbaren Teilmenge B c R"”
definiert ist, mekbar (bzgl. der eingeschrinkten BOREL-0-Algebra Bp, siche Dis-
kussion vor Satz 2.9).

e Seien (A;)Y, c A eine endliche Familie mefbarer Teilmengen von Q und «; € Rf,
i1=1,...,N. Die charakteristische Funktion von A; ist definiert als

1 falls z € A;,
XAi(x) =
0 sonst.

Dann heiftt Zf\:[1 ;X A, Blementarfunktion und ist mefbar: Jedes x4, ist mefibar,
da die Urbilder mefsbarer Teilmengen von R nur @, €2, A; oder Af sein konnen.
Daher ist auch jede Elementarfunktion mefsbar, da, wie wir bald sehen werden,
Linearkombinationen mefbarer Funktionen wieder mefibar sind.

SATZ 3.9. Eine Funktion f: Q) — R ist mefbar genau dann, wenn fiir jedes a € R die
Menge {x € Q: f(z) > a} mekbar ist.

BEWEIS. Ist f mekbar, so ist auch die Menge {f > «a} als Urbild des (mefkbaren)
Intervalls [a, +o0o0] wieder meRbar. Sei umgekehrt f~!([a, +00]) meRbar fiir alle .. Nach
Proposition 3.4 geniigt es fiir die Mekbarkeit von f zu zeigen, daf die Intervalle [« +o0]
die BOREL-0-Algebra auf R erzeugen. Falls R > 8 > «, so ist [, ) = [a, +00] \ [B, +00]
im Erzeugnis der fraglichen Intervalle; da aber halboffene Intervalle der Form [«, ) mit
a < B, a,8 € R die BOREL-0-Algebra auf R erzeugen, miissen wir nur noch zeigen, dafs
auch die einelementigen Mengen {+oo} im Erzeugnis der Intervalle [a, +o0] liegen. Es gilt
aber

{+00} = [, +00], {-00} = ( U [a,+oo]) )

acQ aeQ

Ipie Ontologie der Objekte {+oo} spielt hier keine Rolle, solange man gewifs ist, daff die angegebenen
Mengen eine o-Algebra bilden und man die Konventionen a + co = +00, —00 < a < +00 etc. fiir jedes reelle a
beachtet.
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O

In dhnlicher Weise zeigt man: f ist mefbar genau dann, wenn fiir alle & € R die Menge
{f > a} mekbar ist, und analog fiir {f < a} und {f < a}.

PROPOSITION 3.10. Seien f,g: Q — R mefbar, so sind die Mengen {f < g}, {f < g},
{f =g} und {f #+ g} mepbar?.

BEWEIS. Wegen {f < g} = Uaeq({f < a} n{g > a}) folgt die Mekbarkeit von {f < g}
aus dem vorigen Satz (mit Nachbemerkung). Dann ist aber {f # g} = {f < g}u{g < f}
und damit auch {f = g} = {f # g} mekbar. Schlieklich folgt auch die Mefbarkeit von

{f<gt={f<gtu{f=9} O
SATZ 3.11. Seien f,g:Q — R mefbar, so auch f + g (falls iiberall definiert) sowie fg.

BeEwEIs. Ist f mefsbar und 5,7 € R, so ist auch 8+~ f mefbar, denn fiir jedes o € R
ist {B+yf2al={f>2v"1(a-p)} (oder <, falls v < 0; der Fall v =0 ist trivial).

Fiir « € Rist daher {f-g > a} = {f > a+g}, was nach der vorigen Proposition mefsbar
ist. Somit ist f — g mefbar. Ebenso ist f+ g = f - (-1)g mefbar.

Sind f und g reellwertig, so gilt

fa= i(f+g)2 - i(f—g)z,

also geniigt es, die Mefbarkeit von f? zu zeigen. Es ist aber fiir v € R

{(f?2a}={f>Va}u{f<-Va},

was nach der vorangehenden Proposition wieder mefibar ist.

Es verbleibt noch der Fall, dakt f oder g den Wert +oo oder —oo annehmen kann.
(Per Konvention ist +oo - +00 = +00, —00 + (=00) = +00, +00 - (—00) = —o00, +00 -0 = 0.)
Betrachte dazu die paarweise disjunkten Mengen Q. = {fg = +o0}, Qg := {fg = 0} und
Q= (QuQ_uUQ)S, deren Vereinigung Q ist. Diese Mengen sind simtlich mekbar, da

{fg==+o0}=({f=+00}n{g>0})u({g=+o0}n{f>0})
U({f=-c0}n{g<0})u({g=-oo}n{f<0})

und analog fiir Q_ und €. Nach dem eben Gezeigten ist die Einschrinkung von fg auf Q'
mefsbar, und ebenso die Einschriankungen von fg auf Q. und €.
Ist nun B € B, so ist

{fge B} ={fgta.c B} u{fg la,c B} u{fg tae B},
und dementsprechend ist {fg € B} = (ALnQ.)u(AgnQp)u(A'nQ) fiir gewisse Ay, Ag, A’ €
A, also gilt {fge B} € A, was zu zeigen war. O

SATZ 3.12. Sei (fi)kew : © — R eine Familie mefbarer Funktionen, so sind auch die
Funktionen supey fi, infren fi, imsupy_o fi, liminfy_, o fr mefsbar.

BeEwEls. Wegen {suppey fr < o = NMgen{fx < a} fiir alle o € R ist supyey fr nach
Satz 3.9 mekbar, ebenso infyey fi = — suppen(—fx)-
Die Aussagen iiber limsup, liminf folgen aus

limsup fi = inf sup f,
koo keN >k

bzw. imsupy_, o fr = —liminfy_ (- fx) und dem eben Bewiesenen. O

KOROLLAR 3.13. Ist eine Folge (fi)ren @ € — R meRbarer Funktionen punktweise
konvergent, so ist auch die Grenzfunktion meftbar.

2Wie teilweise schon zuvor schreiben wir kurz {f < g} statt {z € Q: f(z) < g(z)}.
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Wir definieren fiir eine Funktion f:Q — R den Positiv- bzw. Negativteil durch

f+ = max{f,()}, f_ = —min{f,()},
sodals f=f"—f" sowie |f|=f"+f".

KOROLLAR 3.14. Eine Funktion f:Q — R ist mekbar genau dann, wenn f* und f~
mekbar sind.

BEWEIS. Ist f mefbar, so auch f* und f~ nach Satz 3.12; sind f* und f~ mekbar, so
nach Satz 3.11 auch f = f* - f~ (beachte, dak die Differenz stets definiert ist, da hochstens
eine der Funktionen f* und f~ ungleich null ist). O

Es folgt unmittelbar, daft mit f auch | f| mefsbar ist. Die Umkehrung gilt nicht (warum?).

3.2. Integration von Elementarfunktionen

Auch in diesem Abschnitt sei wieder A eine o-Algebra auf einer Menge €.

DEFINITION 3.15 (Elementarfunktion). Eine Elementarfunktion ist eine Funktion £ —
R der Gestalt .7, axxa,, wobei oy, € Rj und Ay mekbar fiir alle k = 1,. .., m (die charakte-
rische Funktion y 4, wurde in Beispiel 3.8 eingefiihrt). Die Menge der Elementarfunktionen
werde mit E bezeichnet.

Nach Beispiel 3.8 sind Elementarfunktionen mefbar. Man sieht leicht, dal E abge-
schlossen unter Multiplikation ist. Auferdem ist mit f, g auch max{f, g} und min{f, g} in
E.

Offenbar besteht E aus genau den mefbaren Funktionen f: ) - R{, die nur endlich
viele paarweise verschiedene Werte «yq,...,«, annehmen; dann l&kt sich ein solches f in
eindeutiger Weise schreiben als f = ¥}/ ; agX{f=a,}> Wobei Q = U;_{f = oy} eine disjunkte
Vereinigung mefibarer Mengen ist.

DEFINITION 3.16 (Integral von Elementarfunktionen). Sei p ein Maf auf A. Fir f =
k=1 Ok X{f=a,} definieren wir

/ F@)du(z) = 3 aru((f = on ).
Q k=1

PROPOSITION 3.17. Seien (Q, A, ) ein Mafraum und f,g € E, a e Rj, A€ A. Dann
gilt

(1) Joxa(z)du(z) = p(A);

(2) Jolaf)(@)dp(z) = a [o f(z)du(z);

(3) Jo(f +9)(@)du(z) = [o f(2)dp(x) + o 9(x)dp(x);
(4) Falls f < g, so gilt [ f(x)du(z) < [og9(x)du(z).

BEWEIS. Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition. Sind nun
f = Xpo1 WX{f-a,y und g = Zé‘:l BiX{g=p,},» wobel die aj und die f; jeweils paarweise
verschieden sind, so ist f + ¢ auf den Mengen Cj ; := {f = oy} n {g = B;} konstant gleich
Vg = e + B

Fiir jedes v € Rj setzen wir C, := {f + g = v}; dann ist C, nur fiir endlich viele
~v nichtleer, und jedes nichtleere C, ist die disjunkte Vereinigung von Mengen aus der



24 3. INTEGRATIONSTHEORIE

Familie (Cy,;)x,;. Wegen der Additivitét von p ist u(Cy) = X¢, o, #(Cj) und daher

/ ( +9)@0utz) = 3 7(Cr) = S usn(C)

veRY

—Zaku(ck,g) Zﬁg#(cku)
—ZakZu({f ak}ﬂ{g ﬁa})+EﬁjZM({f ag}nig=5;})

:/Qf(m)du(x)+/ﬂg(1’)dﬂ($)a

wobei wir im letzten Schritt wieder die Additivitdt von p benutzt haben.
Ist zusétzlich f < g, so gilt ebenso

/Q F@)n(r) = Sonu(( = ox) o= 5,))

< S Bu((f = anyn {g=B}) = / o(2)du(x),
k,j Q

denn fiir alle k, j, fiir die u({f =} n{g=p;}) >0, ist {f = o} n{g = F;} # @, und daher
ap < B wegen f <g. O

3.3. Integration nichtnegativer mefibarer Funktionen

Mithilfe der Elementarfunktionen erweitern wir nun den Integralbegriff auf mefba-
re nichtnegative Funktionen. Die Idee ist, jede mefbare nichtnegative Funktion Q — R
geeignet durch Elementarfunktionen zu approximieren und das Integral entsprechend als
Grenzwert der Integrale der Elementarfunktionen zu definieren.

Es sei nach wie vor E der Raum der Elementarfunktionen.

SATZ 3.18 (Approximation durch Elementarfunktionen). Sei f : - R mefbar und
f > 0. Dann existiert eine Folge (fx)xen € E mit fi < friq filr alle £ € N, und f = limg 00 f =

SUPken S

BEWwEIS. Fiir ke Nund j=0,...,k2F -1 setze
Apj= {2 < f<(G+1)27F),  Appor = {f 2k}

und entsprechend

k2k
fo=> kaXAk,j-
j=1
Wir zeigen, dafl fj, wie gewiinscht ist. Nach Definition ist offenbar f; < f fiir alle k € N.
Zur Monotonie der Folge (fy): Sei x € Q, dann gibt es ein Ay ; 3 x, das bedeutet j27k <
f(x) < (j+1)27% und nach Definition von f} also fx(z) = j27%. Andererseits ist wegen
252~ %+ < () < (25 +2)2-** D quch = € Agy195U Apr12j41-
Ist x € Api195, 50 ist fre1(x) = 252~ (k+1) = jo-k = fr(x). Ist andererseits x € A 12541,
50 ist frr1(z) = (27 +1)2°F+D > j27% = . (2). In jedem Falle gilt also fry1(x) > fi(z).
Zweitens ist die Approximationseigenschaft zu zeigen. Sei dazu wieder x € 2 und € > 0.
Wir miissen zeigen, dak es ein k € N gibt mit fp(x) > f(z) — e. Wéhle dazu einfach k so
groR, daf 27% < e. Ist @ € Ay, ;, so ist dann f(z) < (j +1)27F < fi(2) + € wie gewiinscht. O

DEFINITION 3.19. Sei (Q, A, 1) ein Makraum und f : - R mekbar und nichtnegativ.
Ist (fx)ren € E eine monoton steigende Folge von Elementarfunktionen mit limg oo fi = f,
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/fd,u = lim/fkd,u
Q k=oo Jo

das Integral von f beziiglich p.

so heifst

Man beachte, daf die Folge der Integrale von f nach Proposition 3.17(4) monoton
steigt und der Limes daher stets als reelle Zahl oder +oo existiert. Weniger offensichtlich
ist dagegen die Frage, ob diese Definition des Integrals von der Wahl der approximierenden
Folge abhidngt. Daf dies nicht der Fall ist, soll nun gezeigt werden.

LEMMA 3.20. Sei (fx)keny € E eine monoton steigende Folge von Elementarfunktionen
und f eine Elementarfunktion mit f < supgey fr. Dann gilt auch

/fduésup/fkdu-
Q keN JQ

Insbesondere gilt: Sind (fi), (g;) zwei monoton steigende Folgen von Elementarfunktionen
mil SUpyen fr = SUpjen g5, S0 gill auch

sup / fde—SUP / gjdp.
keN

BEwWEIS. Sei f = ¥ aiX{f-q,) mit paarweise verschiedenen a; > 0 und « € (0,1)
beliebig. Betrachte fiir jedes k € N die (mefbare) Menge Ay := {fr > af}. Da (fi) monoton
steigt, gilt Ay c Agyy fiir alle £ € N. Nach Definition gilt fr > afxa, und daher nach
Proposition 3.17

/fk:dMZOé/fXAde-
Q Q

Nun ist aber Upen Ag = €2, da f < supy, fr und « < 1. Nach Ubungsaufgabe 1 (Blatt 4) folgt
daraus

fdu Zam({f o)) —bupzam({f o} N Ag) —SUP/fXAde

Zusammen ergibt sich

1
/fdu < —sup/ frdp.
Q & keN JQ

Da « < 1 beliebig war, folgt die Behauptung.
Zum ,insbesondere™-Teil: da fiir alle k, j € N gilt fi <sup; g; und g; < supy, fi, folgt aus
dem bereits Bewiesenen

sup / Jrdp < sup / gjdp
k Ja i Jo
und analog

sup/ gjdu§sup/ frdp.
J Q k JQ

Damit ist unsere Definition des Integrals gerechtfertigt.

BEMERKUNG 3.21. Unsere explizite Konstruktion der approximierenden Elementar-
funktionen im Beweis von Satz 3.18 zeigt einen entscheidenden Unterschied zwischen dem
hier eingefithrten LEBESGUE-Integral und dem aus der Analysis bekannten RIEMANN-
Integral auf: Wahrend bei RIEMANN der Definitionsbereich in kleine Stiicke geteilt wird,
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teilt LEBESGUE stattdessen den Wertebereich in kleine Intervalle. Dadurch ist sein Inte-
gralbegriff besser an die zu integrierende Funktion angepaft. Die Vorziige des LEBESGUE-
Integrals zeigen sich spéter in den Konvergenzsétzen.

PROPOSITION 3.22 (Linearitdt und Monotonie). Seien a € Rf und f,g > 0 mefbar.
Dann gilt

[ @pu=a [ s
/Q(f+g)du=/9fdu+/ggdu-

Ist auferdem f <g, so gilt

/Q fdp < /Q gdu.

BEWEIS. Seien (fi), (g;) Folgen von Elementarfunktionen, die monoton gegen f bzw.
g konvergieren. Dann sind (a.fy), (fr + gx) Folgen von Elementarfunktionen, die monoton
gegen af bzw. f + g konvergieren. Daher gilt nach Definition des Integrals

/Q(Oéf)du=Sl£p/9(04fk)du=as%p/gfkdu=a/Qfdu,

wobei wir die Linearitdt des Integrals fiir Elementarfunktionen benutzt haben (Propositi-
on 3.17). Analog argumentiert man fiir [,,(f + g)du.

Ist nun zusétzlich f < g, so haben wir fi < sup;g; fiir jedes k € N, und damit nach
Lemma 3.20

/ frdp < sup / gjdp = / gdpu.
Q J Q Q

Nimmt man noch das Supremum {iber alle k € N; so folgt die Behauptung. O

und

3.4. Integrierbare Funktionen

Die Forderung der Nichtnegativitit ist scheinbar eine grofse Einschrinkung. Diese kann
jedoch in denkbar einfacher Weise aufgehoben werden. Wir erinnern uns an den Positiv-
bzw. Negativteil einer mefsbaren Funktion: f* =max{f,0}, f~ = —min{f,0}. Offenbar sind
fT und f~ nichtnegativ, kénnen also geméf unserer bisherigen Theorie integriert werden.
Nach Korollar 3.14 ist aufserdem f meRbar genau dann, wenn f* und f~ mefbar sind.

DEFINITION 3.23 (Integrierbarkeit). Sei (2, A, 1) ein Mafraum und f : Q — R mefbar.
Dann heikt f p-integrierbar, wenn [, f*dp < oo und [, f~du < oo. In diesem Falle setzt
man

| @)= [ @dnta) - [ £ @dute.

Die erwarteten Eigenschaften des Integrals folgen damit sofort aus denen des Integrals
nichtnegativer Funktionen (Proposition 3.22):

SaTz 3.24 (Linearitat, Monotonie, Dreiecksungleichung). Seien « € R und f,g inte-
grierbar. Dann sind auch «f, f + g (falls {iberall definiert) und |f| integrierbar, und es

ailt
| @hdu=a | fin.

/Q(f+g)du=/9fdu+/ggdu,
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‘/Qfdu S/Qlfldu.

Ist aufserdem f < g, so gilt

/Qfdus/ggdu.

BEWEIS. Ist a > 0, so ist (af)* = af*, woraus mit Proposition 3.22 die Behauptung
bereits folgt. Ist dagegen o <0, so ist (af)* = —afT, und die Behauptung folgt analog.

Die Aussage iiber f + g erhalten wir wie folgt: Einerseits ist f+g=(f+g9) = (f+9)~,
wobei [o(f +g)*du < oo wegen (f +g)* < f*+g¢" (was man sich iiberlegen mége) und
analog [, (f +g) dp < co. Andererseits f+g=(f"+g¢") - (f~ +g7). Umstellen gibt

(f+9) " +(f+g)=(f+g9) +(f"+g")

und nach Integration mithilfe von Proposition 3.22

/{2(f+g)+d/ﬁ+/gf_du+/gg_du=/Q(f+g)_du+/9f+dp,+/gg+du.

Daraus folgt schliefslich

/Q(f+g)du:/Q(f+g)+du—/g(f+g)‘du
=/Qf+du—/gf‘du+/gg+du—/ﬂg‘du
:/fdqu/gdu.

Die Monotonie erhalten wir durch f* < ¢* und f~ > ¢~ und die Monotonie des Integrals
fiir nichtnegative Funktionen (wiederum Proposition 3.22). Schlieflich stellen wir fest, dafs
einerseits |f| = f* + f~, was integrierbar ist, und +f < |f|, sodaf aus der Monotonie des
Integrals die Dreiecksungleichung folgt.

und

0

BEISPIEL 3.25. o Sei (2 c R™ kompakt und f stetig in (2. Wir werden bald sehen,
daf das Integral [, fdX (hier ist wie {iblich A das LEBESGUE-Maf auf ) mit dem
aus der Analysis-Vorlesung bekannten Integral iibereinstimmt. Jetzt werde nur
die Integrierbarkeit gezeigt: Als stetige Funktion ist f mekbar. Da f stetig auf
einem Kompaktum ist, ist es auch beschrénkt durch M > 0, also |f| < M. Nun ist
JoMdX = MA(S2) < oo, also ist M integrierbar. Wegen f* < |f| < M sind dann
auch die Integrale iiber f* endlich, also ist f tatséchlich integrierbar.

e Sei 2 beliebig, A =P(2) und z € 2. Das in x konzentrierte DIRAC-Maf §, war ja
definiert durch §,(A) =1 falls z € A und 6,(A) = 0 sonst. Sei f:Q — R beliebig?
mit f(z) € R. Wir behaupten, daf f integrierbar ist mit

/Q fds, = f(x).

In der Tat, sei (fi) eine steigende Folge von Elementarfunktionen, die gegen f*
konvergiert. Fiir jede Elementarfunktion g = )%y ayX{g=qa,} it

[ 9d5: = 3 crdulg = o)),
Q =1

3Im Falle A = P(2) muf die Mefsbarkeit nicht gefordert werden, da jede Funktion mefibar ist.
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und 0,({g = o}) = 1 genau dann, wenn g(z) = «;. Es folgt [, gdd, = g(x).
Demnach ist

/Qf*d(sx =kli_)r£1°/9fkd5$ = lim fi(x) = f*(2) < o0

und entsprechend [, fdd, = f*(z) - f~(x) = f(x).

Sei 2 =N, A=P(Q) und p das in Beispiel 1.16 eingefiihrte Zahlmals auf P ().
Ist f: N - R nichtnegativ, so ist eine monotone Approximation durch die Ele-
mentarfunktionen

Jr = fX{neN:ngk}

gegeben. Wir haben aber
k
fkd:u = E f(n)v
N n=1

also [y fdu =32 f(n).
Dementsprechend ist ein (nicht notwendig nichtnegatives) f : N — R integrier-
bar bzgl. des Zahlmafes genau dann, wenn die Reihe ¥,y f(n) absolut konver-

giert, und [ fdp =32, f(n).

Sei X : R - R eine Zufallsvariable (d.h. eine mekbare Funktion) beziiglich der
BOREL-0-Algebra. Die Verteilung von X sei durch eine glatte Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion f:R — R{ mit fR fdX =1 gegeben, das heifst

P(X ¢ A) = /R a(@)f(@)dA(z) = FA(A)

fiir jedes mefibare A c R. (Dann ist fA das Bildmak von P unter X: fA=PoX 1)
Dann lassen sich Erwartungswert und Varianz von X als Integrale iiber das Mafs
fA schreiben:

E[X]:/Rxf(x)d)\(:c), Var[X]:/Rx2f(a;)dA(a;)—E[X]2.

Allgemeiner gilt, auch wenn die Verteilung von X nicht durch eine Dichte gegeben
ist:

E[X] - /R vdp(z),  Var[X] = /R 22du(z) - E[X ],

wobei p1:=Po X1,

BEMERKUNG 3.26. Sei (2,4, 1) ein Makraum und A € A. Dann kann man das Integral

auf A einschrinken, indem man setzt

/A fp = /Q xald.

Andererseits konnte man auch die Einschrinkung des Mafes pu auf die Menge A betrachten

und

/Afdu:/AfrAdmA

setzen. Man kann zeigen, dafs beide Definitionen &quivalent sind [1, §12].
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3.5. Das LEBESGUE-Integral

Im wichtigen Spezialfall, dafs 2 eine mefbare Teilmenge von R"™ und g = A ist, heifst
fQ fd\ das LEBESGUE-Integral der integrierbaren Funktion f : Q — R. Wir haben in
Satz 3.24 gezeigt, dal das LEBESGUE-Integral linear und monoton ist. Sei nun Q = R",
dann ist das LEBESGUE-Maf auBerdem translationsinvariant (Satz 2.11). Aus der Trans-
lationseigenschaft des Integrals (Ubung) erhiilt man somit

PROPOSITION 3.27. Das LEBESGUE-Integral auf R™ ist iranslationsinvariant, das heifst:
Ist f:R™ - R integrierbar bzgl. X und a € R", so definiert auch Tof(x) := f(x —a) eine
integrierbare Funktion, und es gilt

/ Tofd= [ fd.
n R

Schréinken wir uns auf die Menge C.(R™) der stetigen Funktionen R"™ — R mit kompak-
tem Tréger ein, so sieht man leicht (ndmlich wie im ersten Beispiel von 3.25), dafs solche
Funktionen integrierbar sind. Also definiert

fe | fdA
R

ein lineares, monotones, translationsinvariantes Funktional C.(R™) — R. Aus Analysis IT [2,
Satz 8.11] wissen wir aber?, dak dieses Funktional bis auf eine multiplikative Konstante
dem RIEMANN-Integral gleicht. Diese multiplikative Konstante ist aber gleich eins, da das
RIEMANN- und das LEBESGUE-Integral der charakteristischen Funktion des Einheitswiirfels
iibereinstimmen (némlich gleich eins sind). Es folgt:

SATz 3.28 (Ubereinstimmung der Integralbegriffe auf stetigen Funktionen). Ist f e
C.(R™), so gilt

fdX = / f(z)dx
Rn RTL
(wobei links das LEBESGUE- und rechts das RIEMANN-Integral gemeint ist).

Oft wird darum einfach fR" fdx statt fRn fdX geschrieben. Statt dx ist auch die Nota-
tion d"x in Gebrauch, in der die Dimension des Integrationsbereichs explizit vorkommt.

Der Satz bleibt auch z.B. fiir stetige Funktionen auf kompakten Teilmengen des R",
fiir stiickweise stetige Funktionen etc. giltig. Man kann also das LEBESGUE-Integral als
Erweiterung des Integralbegriffs von RIEMANN auffassen.

Man kann zeigen, daf fiir allgemeine LEBESGUE-integrierbare Funktionen die Trans-
formationsformel giiltig bleibt. Wir erinnern uns aus der Analysis: Eine Abbildung ¢ von
einer offenen Teilmenge 2 ¢ R™ nach R™ heift C!-Diffeomorphismus, wenn ¢ : Q — ¢(Q)
bijektiv ist und sowohl ¢ als auch ¢! stetig differenzierbar sind.

Sarz 3.29 (Transformationsformel). Sei 2 ¢ R™ offen und ¢ : Q - ¢(2) ¢ R™ ein
C'-Diffeomorphismus. Eine Funktion f : ¢(Q) — R ist integrierbar bzgl. des LEBESGUE-
Mafes genau dann, wenn |det Dg|f o ¢ auf €2 integrierbar ist bzgl. des LEBESGUE-Mafes.
In diesem Falle gilt

| ldet Do) f(o)ar@) = [ fan
Q #(S2)

KOROLLAR 3.30 (Bewegungsinvarianz des LEBESGUE-Mafes). Sei T' € O(n) eine or-
thogonale lineare Abbildung. Dann gilt fiir jede mefbare Menge A c R"

AT A) =)\A),
wobei wir geschrieben haben T A := {Tx:x € A}.

4Falls Sie die Analysis nicht bei mir gehort haben, nehmen Sie die Aussage bitte einfach hin.
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BEWEIS. Seien T € O(n), A € B gegeben. Die lineare Abbildung ¢ : 2 = T 'z ist ein
Diffeomorphismus von R™ nach R” mit |det D¢| = 1. Wende nun die Transformationsformel
auf dieses ¢ und auf f := x4 an, dann folgt

ATA) = [ (T a)an@) = [ xadh =24,

wobei zu beachten ist x4 o Tt = XTA- ]

Besonders wichtige Eigenschaften der LEBESGUE-Integration, die RIEMANN nicht hat
und die fiir die Entwicklung der Mathematik des 20. Jahrhunderts (Wahrscheinlichkeits-
theorie, Funktionalanalysis, partielle Differentialgleichungen etc.) fundamental waren, be-
ruhen auf den Konvergenzsitzen, die wir im nichsten Abschnitt besprechen.

3.6. Konvergenzsitze

Aus der Analysis wissen wir, daft im Falle gleichméfiger Konvergenz Integration und
Limesbildung vertauscht werden diirfen, genauer: Ist [a,b] ¢ R ein kompaktes Intervall
und konvergiert eine Folge (fx)ren stetiger Funktionen gleichméfig gegen f, so gilt auch

fab frdz — f; fdx. Konvergiert eine Funktionenfolge dagegen nur punktweise, so konvergie-
ren die Integrale im allgemeinen nicht.

Hauptziel dieses Abschnitts ist der Satz von der dominierten Konvergenz, demzufolge
unter milden Zusatzbedingungen die punktweise Konvergenz eben doch fiir die Konver-
genz der Integrale ausreicht. Der Satz hat weitreichende Anwendungen in Analysis und
Stochastik.

3.6.1. Monotone Konvergenz und Lemma von FATOU. Vorbereitend zunéchst
ein einfacherer, aber dennoch bisweilen fiir sich niitzlicher Satz:

SaTz 3.31 (von der monotonen Konvergenz (LEVI)). Sei (2,4, 1) ein Makraum und
(fx)ken eine Folge nichtnegativer mekbarer Funktionen fi : Q — R, sodak fi < fi.1 fiir alle
k e N. Dann gilt

lim [ fidp= / lim frdu. (3.1)
Hierbei ist auch der Wert +oo als Limes zuldssig.

BEWwEIS. Beachte zunéchst, dak f := limy_ . fr aufgrund der Monotonie als Abbildung
) - R existiert. Zudem ist dieser Limes nichtnegativ und nach Satz 3.12 mefbar, also ist
die rechte Seite von (3.1) als reelle Zahl oder +oco wohldefiniert.

Behauptung: Es existiert eine monotone Folge (vi)geny von Elementarfunktionen, sodaf
Supgey Uk = f und vy, < fy fiir alle k e N.

Wenn die Behauptung wahr ist, so gilt fQ fdp = suppey fQ vidp nach Definition des
Integrals, und auferdem fQ vrdp < fQ frdp fiir alle k € N. Wegen fi, < f ist aber schlieklich
sUpgen Jo frdi < [o fdp, und der Satz folgt.

Beweis der Behauptung: Nach Satz 3.18 gibt es zu jedem k € N eine Folge (uj m)men
von Elementarfunktionen, die monoton gegen fi konvergiert. Setze nun

Uy, = MAX{UL s U2 - - - » Uiy J-
Dann ist v, eine Elementarfunktion, und da fiir alle k,m € N gilt up,, < Up 1, ist
U, < Uy fiir alle m € N. Wegen ug,,, < f und der Monotonie der Folge (fx)ken folgt
zudem vy, < fp, fiir alle m e N.
Es bleibt noch die Konvergenz gegen f zu zeigen. Wegen v, < fn, < f ist klar, daf
SUP, ey Um < f. Nach Definition von vy, gilt ferner vy, > uy ,, fiir alle £ < m und deshalb
fiir jedes k e N

fr =sup ug m < SUp Uy,
meN meN
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Da k e N beliebig war, folgt sup,,cyvm = f- O

BEMERKUNG 3.32. Durch Umdrehen des Vorzeichens ist klar, daf der Satz auch im
Falle nichtpositiver, monoton fallender Folgen giiltig bleibt.

Fiir den Satz von der dominierten Konvergenz brauchen wir noch ein vorbereitendes
Resultat:

SATZ 3.33 (Lemma von FATOU). Sei (fx)ken eine Folge nichtnegativer mefbarer Funk-

tionen €2 — R. Dann gilt

/liminffkéliminf/ frdp.
Q k—oco k—oo Q

BeEwEIls. Nach Satz 3.12 sind mit den fi auch f := liminfy_ ., fi sowie, fiir [ € N,
g1 = infgy; fr, meRbar. Offenbar steigen die g; monoton mit [, und wegen liminfy o =

limy_, o infrs; ist limy, o g7 = f- Wir kénnen also den Satz von der monotonen Konvergenz
verwenden und erhalten so

/fd,u: lim/gldu.
Q I=o0 JQ

Da aber nach Definition g; < fj, fiir alle k > [, folgt mit der Monotonie des Integrals

/gldﬂﬁinf/fk:du,
Q k2l Jq

und die Behauptung folgt, wenn wir auf beiden Seiten den Limes [ — oo bilden. O

Daf im Lemma von FATOU die Ungleichung nicht durch eine Gleichheit ersetzt werden
kann, sieht man anhand des folgenden Beispiels (vgl. [2, Beispiel 5.27]):
Die Folge fi : (0,00) = R gegeben durch

fk(a:):{ ko falls z € (0, 1),

0 sonst
konvergiert punktweise gegen null, aber das Integral von f; bzgl. des LEBESGUE-Mafes ist
eins fiir alle k € N, also gilt das Lemma von FATOU in der Form 0 < 1.

3.6.2. Fast iiberall bestehende Eigenschaften. Wir erinnern uns: Eine pu- Nullmenge
ist eine Teilmenge einer mekbaren Menge A € A mit p(A) = 0. In der Ubung zeigen Sie:
Das Integral einer Funktion iiber eine mefbare Nullmenge ist stets null. Bei der Integration
scheint es also auf Nullmengen nicht anzukommen. Fiir die Integrationstheorie geniigt es
also, wenn eine Funktion eine bestimmte Eigenschaft nur auferhalb einer Nullmenge hat.

Wir sagen deshalb, eine Funktion habe eine Eigenschaft u-fast diberall, falls es eine
p-Nullmenge N gibt, sodals f(x) die Eigenschaft hat fiir alle z € Q N\ N.

Beispiele: Zwei Funktionen f,g : © — R sind p-fast iiberall gleich, wenn {f # g}
eine p-Nullmenge ist; f ist positiv p-fast iiberall, falls {f < 0} eine u-Nullmenge ist; eine
Funktionenfolge ( fi)ken konvergiert p-fast iiberall gegen f, falls es eine Nullmenge N gibt,
sodals limg_,o fi(x) = f(x) fir alle z € QN N, usw.

Man beachte unbedingt, daf ,fast {iberall* von p abhéngt: Zum Beispiel sind die beiden
Funktionen f =0, g = sin auf dem Mafraum R mit der BOREL-0-Algebra LEBESGUE-fast
iiberall verschieden, aber dg-fast {iberall gleich.

PROPOSITION 3.34. Sei f:Q — R mefbar und nichtnegativ. Dann ist fQ fdu =0 genau
dann, wenn f =0 u-fast iberall.

BEwEIS. Falls f = 0 u-fast {iberall, so gibt es eine mefibare Nullmenge N c 2, sodaf
f(z) =0 fir alle x e QN N. Wegen f = fxn + fxo.n ist dann

/Qfdu= Q\Nfdu+/Nfdu=0,
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denn der erste Term ist null (da f lo.n=0) und der zweite Term ebenfalls (s. Ubung).
Sei umgekehrt [(, fdp =0 und N := {f >0}. Da f nichtnegativ ist, haben wir Q\ N =
{f =0}. Da f mefbar ist, ist auch N mefbar, und wir haben

0=/Qfdu=/{f=0}fdu+/Nfdu:/Nfdu-

Sei m € N beliebig, dann ist N, := {f > %} c N, also insbesondere

1
M(Nm)z/ 1d,u=m/ —d,uSm/ fdugm/ fdu=0.
Nm Ny T m N
Nun ist aber N = U ey Vi und deshalb u(N) < ¥, en #(Ny) = 0, wie behauptet. O

PROPOSITION 3.35. Seien f,g:Q — R mefbar und f = g u-fast diberall. Ist f integrier-
bar bzgl. p, so auch g, und dann gilt

/Qfdﬂ=/ﬂgdu-

BEWwEIS. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist f* = g* fast tiberall, denn die
Menge {f* # g*} ist eine Teilmenge der Nullmenge N := {f # g}. Nach Ubung ist

/f*du=/g*du:0,
N N

also ist
/g*du=/ g dp = f*du=/f*du<°o
Q ONN O\N Q

nach Voraussetzung der Integrierbarkeit von f, also ist auch g integrierbar, und zugleich
folgt die Gleichheit der Integrale. 0

PROPOSITION 3.36. Ist f:Q — R integrierbar bzgl. ji, so nimmt f p-fast iberall reelle
Werte an.

BewEIs. Wire dies nicht der Fall, so wire {f = +oo} U{f = —o0} eine mekbare Menge
positiven Mafes. O.B.d.A. sei u({f = +o0}) > 0. Dann aber hétten wir

/f*duz/ +oodp = +0o - u({f = +oo}) = +oo,
Q {f=+o0}

im Widerspruch zur Integrierbarkeit von f. (|

PROPOSITION 3.37. Sei F eine Menge von mefbaren Funktionen §) — R. Fiir f,ge F
setze f = g, falls f = g p-fast dberall. Dann ist dadurch eine Aquivalenzrelation auf F
definiert.

BeEwEIs. Es ist klar, dafs f = f fast Gberall, und daf f = g fast tiberall genau dann,
wenn g = f fast iiberall. Gelte f = g fast {iberall und ¢g = h fast {iberall. Dann gibt es
mefbare Nullmengen N7 und Na, sodaf f(z) = g(z) fiir alle Q@ ~ N; und g(z) = h(x) fiir
alle z € QQ \ Ny. Da die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist (da p(Ugen Nk) < Zpeny (Ng) = 0), ist auch Nj U Na eine Nullmenge, und fiir alle
x e QN (NpUNy)ist f(x)=h(x). Also gilt f = h fast tiberall. O

3.6.3. Dominierte Konvergenz.

SATZ 3.38 (von der dominierten/majorisierten Konvergenz (LEBESGUE)). Sei (fx)ken
eine Folge mefbarer Funktionen Q — R, die p-fast iiberall (punktweise) konvergiert. Falls
eine integrierbare Funktion g : @ — R existiert mit |fx| < g fiir alle k € N, so konvergiert
(fr)ken p-fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion f, und es gilt

lim/fkd,uz/fd,u.
k=00 Jo Q
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BEWEIS. Wir bezeichnen mit Ny eine meftbare Nullmenge dergestalt, daf limy,, oo f1(7)
in R existiert fiir alle z € 2\ N;. Nach Proposition 3.36 existiert zudem eine mefbare
Nullmenge Ny, sodaf g(z) < oo fir alle z € Q \ Ny. Wir setzen nun

Fa) = {gmkm fu(z) falls 2 € QN (N7 UN),
sonst.

Dann ist (nach Korollar 3.13 und wegen der MeRbarkeit von N; u N3) f mefkbar, und
limg_, o fr = f fast {iberall. Auferdem gilt |f|] < g und damit auch f* < g, sodal aus der
Integrierbarkeit von g diejenige von f folgt. Mit dem selben Argument sieht man, dak auch
jedes fj integrierbar ist. Also sind alle im Satz auftretenden Integrale wohldefiniert.

Fiir jedes k € N ist die Funktion gy := | f - fx| integrierbar, ebenso die Funktion h := | f|+g.
Zudem ist g < |f|+|fx| < b fiir jedes k € N, sodal (h — gg)reny eine Folge nichtnegativer
mefkbarer Funktionen ist. Also ist nach dem Lemma von FATOU

/ liminf(h - gg)dp < liminf/ (h—gr)du = / hdu — limsup/ grd.
q koo k—oo [ Q k—o0 Q
Nun ist aber wegen der Konvergenz der fj gegen f fast iiberall auch limg_, . gr = 0 fast
iiberall und somit liminfy_, . (h — gi) = h fast iiberall. Nach Proposition 3.35 folgt

/liminf(h—gk)du:/hdu,
Q koo Q

und aus den letzten beiden Identitéten erhalten wir limsupy ., [o grdp = 0, mithin

i [ 17 = fildn 0.
k—oo Q
Die Behauptung folgt schlielich aus der Ungleichung

/Qfdu—/ﬂfkdu /Qf—fkdu S/Q\f—fkydu.

3.7. LEBESGUE-Raume

Wir untersuchen nun wichtige Klassen von Funktionen, namlich fiir 1 < p < oo dieje-
nigen mefbaren Funktionen f, fiir die |f|P integrierbar ist, und fiir p = co die wesentlich
beschrankten Funktionen. Fiir p ein Wahrscheinlichkeitsmafs und p = 2 erhélt man so z.B.
die Zufallsvariablen mit endlicher Varianz. Wir zeigen, dafs diese Mengen von Funktionen
— sofern man p-fast iiberall gleiche Funktionen miteinander identifiziert — einen normier-
ten Vektorraum bilden. Mithilfe der Konvergenzsitze kann man sogar zeigen, dak diese
Réume vollstindig, also Banachrdume, sind. Solche Ridume werden systematisch in der
Funktionalanalysis untersucht und sind grundlegend fiir fast alle Bereiche der (im weites-
ten Sinne) angewandten Mathematik, wie partielle Differentialgleichungen, mathematische
Physik, Numerik, Stochastik und Finanzmathematik.

Wie gewohnt sei im gesamten Abschnitt (2,4, 1) ein Mafraum und R mit der BOREL-
o-Algebra versehen.

DEFINITION 3.39. Sei 1 < p < oo.

(1) Die Menge £P() ist definiert als die Menge aller mefbaren Funktionen f:Q — R
mit der Eigenschaft

/ |[f[Pdp < 0.
Q

In diesem Falle setzen wir

o= ([ 19van) "
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(2) Die Menge £°(2) ist definiert als die Menge aller mefbaren Funktionen f : Q — R,
die wesentlich beschrinkt sind, d.h.: Es existiert eine reelle Zahl M > 0 dergestalt,
dafs |f| < M p-fast iiberall. In diesem Falle setzen wir

[ flloo :=1nf{M >0:|f] < M p-fast iiberall}.

BEMERKUNG 3.40. (1) Ist f mehbar, so ist auch |f|P mefbar und nichtnegativ,
also ist das Integral in obiger Definition stets in R wohldefiniert.

(2) Die Notation suggeriert, daf es sich bei |- |, und |- | um Normen handele. Dies
ist nicht der Fall, da aus | f], = 0 nicht folgt f = 0: Wahle dafiir eine Funktion,
die zwar p-fast iiberall gleich null ist, aber eben nicht tiberall. Zur Loésung die-
ses Problems identifizieren wir bald durch Aquivalenzklassenbildung Funktionen
miteinander, die fast tiberall iibereinstimmen.

(3) Die Notation ||| erklirt sich aus folgendem Sachverhalt (Ubung): Ist u($2) < oo
und f e L2(Q), so ist auch f e LP(Q) fiir jedes 1 < p < oo, und es gilt

li = £llco-
Jim £l = £]

3.7.1. Die Ungleichungen von HOLDER und MINKOWSKI. Sei 1 < p < co. Im
Falle 1 < p < oo heift die eindeutig bestimmte Zahl 1 < p’ < oo mit % +% =1 der zu p

konjugierte Exponent. Fiir p = 1 setzen wir auferdem p’ = +o0 und fiir p = +o0 entsprechend
p’ = 1. Offenbar gilt stets (p’)" = p.

SATZ 3.41 (HOLDER-Ungleichung). Sei 1 < p < oo, f € LP(Q), g € £/ (). Dann ist
fge£1(Q), und es gilt

I £glle <1 £ 1plglly-

BeEwEIls. Nach Satz 3.11 ist mit f und g auch das Produkt fg mefbar.
Sei zunéchst p = 1 (also p’ = 00) und N eine mefbare Nullmenge, sodak gilt |g(z)] < [|¢] o
fiir alle z € Q N\ N. Dann folgt

Hfg||1=/ Ifg\du:/ | fllgldu < HgHoo/ |fldp = | fl1llg] oo,
Q QN QNN

wie behauptet. Der Fall p = co folgt durch Vertauschung der Rollen von f und g.

Sei nun 1 < p < o0, 50 ist auch 1 < p’ < co. Im Falle | f|, =0 oder |g],s = 0 folgt geméf
Proposition 3.34 f =0 bzw. g = 0 fast {iberall, und dann sind beide Seiten der zu zeigenden
Ungleichung null. Wir diirfen also annehmen | f|,, [ g/, > 0.

Betrachte die Funktion (-1, +00) - R, s~ (1+5)"?, die wegen p > 1 konkav ist; daher
ist sie nicht grofer als ihre lineare Approximation im Punkt s = 0, welche durch 1 + %
gegeben ist:

(L+s)Pc1+’

bzw. mit ¢ := 1 + s und der Definition von p’

tl/psz+l

p 7
fiir alle ¢t > 0. Sind z,y > 0 reelle Zahlen, so folgt daraus mit der Wahl ¢ := %
atPytla < z, EI
p p

Die Wahl z := H‘;l\\i” Y= 19” iefert nun
p

!

1 /1 '
1- 1-
\fal <[ flp ”Ilgl\p'z—)lflp + 1 flpllgl,” ;Iglp :
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Integration beider Seiten ergibt schliefslich

1 1
I £l < = flplgly + =1 FIplgler = [f]olglp-
p p
O

KOROLLAR 3.42. Sei 11() < oo und f € £LP(Q) fiir ein 1 < p < co. Dann ist f € £1(Q),
und es gilt

1£15 < ()1 £

BEWEIS. Wir wenden die HOLDER-Ungleichung mit p und p an:

||f1:/Ql-|f|duS [t 1£ 1 = () £,
0

Eine wichtige Anwendung der HOLDER-Ungleichung ist die folgende, nach MINKOW-
SKI benannte Ungleichung, die nichts anderes ist als die Dreiecksungleichung fiir | - [,.
Insbesondere folgt aus ihr, daft die Summe zweier Funktionen in £P wieder in LP ist.

SATZ 3.43 (MINKOWSKI-Ungleichung). Sei 1 <p < oo und f,g € LP(Q2) dergestalt, daf
f + g iiberall in € definiert ist. Dann gilt

17+ gl <1 £1p + lgllp-

Mit der Voraussetzung, dafs f+g iiberall definiert ist, soll ausgeschlossen werden, daf an
einzelnen Punkten f(x) = +o0 und g(z) = —oo, in welchem Falle die Summe nicht definiert
wére. Nach Proposition 3.36 kann dies aber nur auf einer Nullmenge passieren, die fiir den
Wert von | - |, ohnehin unerheblich ist. Wir kommen bald darauf zuriick.

BEWEIS. Fiir p = oo seien N7 und Ny zwei Nullmengen, sodal |f(z)| < |f|leo filr
alle z # Ny und [g(z)| < |g]| fiir alle z # No. Fiir x € Q N (N7 U Na) gilt dann nach
Dreiecksungleichung

[(f+ ) @) <[f(@)]+]g(@)] < [flloo + g]e

woraus bereits |[f + gloo < [ f]oo + [9]oo folgt.

Fiir p = 1 beachte, wieder nach Dreiecksungleichung, |f + g| <|f|+ |g|, und die Behaup-
tung folgt mit der Monotonie und Linearitidt des Integrals.

Sei nun also 1 < p < co. Wir verwenden die Abschétzung

|[f + 9P < (f1+1gD)” < [2max{[f],]g[}]” = 2" max{|f[", |g["} < 2°(|f]" +1g["),

die sofort (wegen der vorausgesetzten Integrierbarkeit von |f|P und |g’) impliziert, daf
f+gelP

Nun haben wir aber
/ f + gPdu < / Il + g+ / gllf + g dp.
Q Q Q

Wenden wir nun auf die beiden Integrale jeweils die HOLDER-Ungleichung mit den konju-
gierten Exponenten p und p’ = £ an:

p—1
/Q 1+ gPdu < 1 FIIF + g2 + lglplf + g2,

woraus (nach Kiirzen von ||f + g|5™" auf beiden Seiten) bereits die Behauptung folgt. [
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3.7.2. Der normierte Raum LP(2). Unsere Funktionenmengen £P(2) sind bisher
durch zwei Mangel aufgefallen: Die Summe zweier Funktionen in £? ist unter Umsténden
nicht wohldefiniert (wenn z.B. f(x) = +o0 und g(x) = —o0 an einem Punkt x € ), und
|flp = 0 impliziert nicht f = 0 (denn | f||, = 0 kann auch dann der Fall sein, wenn f =0
nur fast iiberall, aber nicht iiberall gilt). Beide Probleme lassen sich leicht in der folgenden
Weise beheben:

DEFINITION 3.44. Sei 1 < p < co. Betrachte auf £P(£2) die Aquivalenzrelation (siehe
Proposition 3.37)

f = g genau dann, wenn f = g p-fast iiberall.

Dann ist der LEBESGUE-Raum mit Exponent p definiert als die Menge der Aquivalenzklas-
sen beziiglich dieser Relation. Man bezeichnet ihn mit LP(£2).

Soll verdeutlicht werden, beziiglich welchen Mafies gearbeitet wird, schreibt man auch
LP (S ).

Die Definition ist gewshnungsbediirftig. Ublicherweise faft man ein Element f € LP(£2)
als eine Abbildung 2 - R auf, die nur p-fast iiberall definiert ist. So sind etwa die Funk-
tionen yg und 0 als Abbildungen R — R LEBESGUE-fast iiberall gleich, also werden sie als
Elemente von LP(RR) nicht unterschieden. Wir sprechen deshalb oft von einer ,Funktion“ in
LP, obwohl es sich strenggenommen um eine Aquivalenzklasse von Funktionen, nicht aber
selbst um eine Funktion handelt.

Ist v das LEBESGUE-Mak, so ist fiir eine LP-Funktion eine Aussage der Form ,, f(x) = y*
nicht sinnvoll, denn man kann f auf der Nullmenge {x} beliebig abiandern und erhalt wieder
dieselbe LP-Funktion.

Auf L? kann man nun in natiirlicher Weise die iiblichen Rechenoperationen sowie das
Integral definieren: Ist [f] € LP die zu f e LP gehorige Aquivalenzklasse und « € R, so
setzt man «af f] := [af]; fir f,g € L ist geméfs Proposition 3.36 f,g # oo p-fast iiberall,
und wir diirfen daher annehmen, dak f und g nur reelle Werte annehmen. Dann ist f + ¢
iiberall wohldefiniert und wir setzen [f]+[g] = [f +¢]. Ist f € £P und g € L7, so ist nach
HOLDER fg e £', und entsprechend ist [f][g] := [fg] € L. Man iiberzeugt sich leicht, da
diese Definitionen von der Wahl des Reprisentanten unabhéngig sind (sind zum Beispiel
[f]=[f] und [¢] = [g], so ist f = f und g = § fast iiberall, und dann ist auch f+g=f+g
fast iiberall, somit [f +g] = [f +§], also [f]+[g] = [f] + [9])-

Schlieflich setzen wir

/Q[f]du :=/Qfdu-

Diese Definition ist nach Proposition 3.35 ebenfalls unabhingig von der Wahl des Repra-
sentanten. Damit ist aber auch |[f][, definiert fiir jedes [f] e LP.

Wir verzichten kiinftig auf die eckigen Klammern, die die Aquivalenzklassenbildung
kennzeichnen.

Wir erinnern uns an den Begriff des normierten Raums: Dabei handelt es sich um einen
(hier stets reellen) Vektorraum X mit einer Norm |-| : X - R{, sodal |z|| = 0 genau dann,
wenn z =0, |az| = |af|z| fir alle « € R und z € X, und |z +y| < |z| +|y| fiir alle z,y € X.

Eine Folge (2 )reny © X konvergiert gegen = € X genau dann, wenn limg_, o |25 —2| =0,
und heifft Cauchy, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, sodaf fiir alle k,m > N
gilt |z — x| < €. Ein normierter Raum heift vollstandig, wenn in ihm jede Cauchyfolge
konvergiert. Ein vollstandiger normierter Raum heifft Banachraum.

LemMA 3.45. Sei X normierter Raum. Dann ist X wollstdndig genau dann, wenn in
X jede absolut konvergente Reihe konvergent ist.
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BEWEIS. Sei X vollstandig und (zj)geny ¢ X absolut konvergent, also Y27, |zx| < co.
Sei € > 0, dann gilt fiir hinreichend grofte [,m e N:

! m m m
Z%—Zm Z Tk|l < Z |zl <€
=1 k=1

k=l+1 k=l+1
aufgrund der Konvergenz. Also ist die Folge s, := }jit; ), der Partialsummen Cauchy und
damit nach Voraussetzung konvergent.
Sei umgekehrt jede absolut konvergente Reihe konvergent und (xj)keny Cauchy. Fiir
s € N wihle N € N so grof, dak |z — x,, | < 27° fiir alle [,m > Ns. O.B.d.A. ist die Folge
(Ns)sen streng monoton wachsend. Die Teilfolge (2, )sen erfiillt damit

len,,, —2n,] <277

: o)
1 —TN,, 50 ist also Y02 [ys| < oo.
Nach Voraussetzung konvergiert nun aber Y o, ys gegen ein y € X, also haben wir

[
Y- > Ys

s=1

fiir alle s € N. Setzen wir ys:= xy

0= llirglo = ||y - (le+1 - le)”v

wobei wir die Definition der ys verwendet haben. Dies bedeutet aber, dak die Teilfolge
(zN,)seny konvergiert (ndmlich gegen v+, ). Man sieht aber leicht, daf eine Cauchyfolge,
die eine konvergente Teilfolge besitzt, konvergent ist, was zu zeigen war. 0

SATZ 3.46. Sei 1 < p < oco. Dann ist LP(€2) mit der Norm | - |, ein Banachraum.

BEWEIS. Da fiir @ € R und f,g € LP(Q2) auch af € LP(QQ) sowie f + g € LP (nach
MINKOWSKI!), ist LP ein Vektorraum. Fiir p < oo ist nach Proposition 3.34 ||f||, = 0 genau
dann, wenn f =0 (als LP-Funktion, d.h. bis auf eine Nullmenge!); fiir p = oo folgt dies direkt
aus der Definition von £*°. Nach Definition von || - |, ist die Eigenschaft | f], = |o||f]p
klar. Die Dreiecksungleichung || f+g|, < | f|p+ 9] p ist genau die MINKOWSKI-Ungleichung.

Es bleibt die Vollsténdigkeit zu beweisen. Sei zunéchst p < co. Nach vorigem Lemma
gentigt es dafiir zu zeigen, dafl jede absolut konvergente Reihe konvergent ist. Sei also
Yio1 | felp < 0o. Da fi (genauer gesagt: jeder Reprasentant von fj in £P) mefbar ist fiir
alle k € N, so auch g := Y72, |fx| gemédl Satz 3.12 und erst recht g := Zle |fil. Nach
Dreiecks- bzw. MINKOWSKI-Ungleichung ist mit f; auch g € LP(Q) fiir jedes k € N, wobei
96, < T [ fllp < o0.

Nun sind die gi (fiir jede Wahl von Représentanten fiir f;) nichtnegativ und monoton
steigend, und es gilt g = supyey gk, weshalb mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

gilt
0o P
/ gPdu = sup/ gpdp < (Z ”fz\p) < 0.
Q keN JQ =1

Nach Proposition 3.36 ist daher g = Y.;°; |fi| < oo p-fast iberall. Da R vollsténdig ist, ist
die absolut konvergente Reihe f(z) := ¥.;°; fi(z) konvergent fiir fast alle x € (2, und nach
Satz 3.12 ist f mefsbar.

Es bleibt zu zeigen f € LP(2) und f = ¥;%, f; bzgl. der Norm in LP. Die erste Aussage
folgt sofort wegen

/Qlflpdué/Q(glfz!)pdu=/ggpdu<oo.

Fiir die LP-Konvergenz der Reihe setzen wir

k p () p
hi=\f=-> 1 =| > Al
=1 1=kl
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und wir miissen zeigen fQ hidp — 0 mit k - oo. Wir wissen bereits (nach Definition von
1), daf hy — 0 fast iiberall, und auberdem gilt

) p o0 p
Yo S(l2|fl|) =g"
-1

l=k+1

fiir alle x € Q. Da aber ¢gP eine integrierbare Majorante fiir die Folge (hg)gey ist, konnen wir
den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden und erhalten in der Tat fQ hidp — 0.

Betrachten wir schlieklich den Fall p = co. Sei also (f)geny Cauchy in L* und bezeichne
mit f, gleichzeitig® einen beliebigen Reprisentanten in £°. Fir I,m € N sei Ny eine
mefbare Nullmenge, sodaf |f;(z) — fm(z)| < | fi = fm] e fiir alle z € @\ N ,,,. Dann ist die
abzahlbare Vereinigung N := U ymen Ny wieder eine Nullmenge, und fiir alle z € Q N NV
gilt |fi(z) = f(2)| < | fi = fin] o fiir alle I, m € N. Wir diirfen aufierdem annehmen, daf auf
QN N alle Funktionen fj endliche Werte annehmen.

Daher ist fiir jedes z € 2\ N die Folge (fx(z))rey Cauchy in R und damit konvergent.
Definieren wir

f(x):= {hmk”‘x’ fe(x), zeQ\N

0< hy =

0, x €N,
so ist f nach Korollar 3.13 mefbar.
Sei € > 0. Dann existiert M € N, sodaf fiir alle [,m > M und fiir alle x € Q N N gilt
|[fm () = fi(2)] < [ fm = fil oo <€

Lassen wir in dieser Ungleichung m — oo, so erhalten wir fiir jedes [ > M und jedes x € Q\ NN

[f(z) - fi(z)] <e.
Hieraus folgt einerseits die Beschranktheit von f (denn fiir z € Q\ N ist |f(2)] < || far] oo +E,
und auf N ist f =0), und aukerdem die gewiinschte Konvergenz f; — f in L=(Q). O

5Sie finden, dies sei schlechter Stil oder gar falsch? Sie haben vollkommen recht. Aber es ist iiblich
und sehr praktisch, in der Notation nicht zwischen einer LP-Funktion und ihren Représentanten in £” zu
unterscheiden.



KAPITEL 4

Produktmafie

Das kartesische Produkt zweier (oder mehrerer) Mafrdume kann in natiirlicher Weise
mit einer Produkt-o-Algebra und einem Produktmaf versehen werden. Zum Beispiel ist
R? das Produkt R x R, und es stellt sich heraus, daf das Produkt der eindimensionalen
LEBESGUE-Mafe auf R genau das zweidimensionale LEBESGUE-Maf auf R? ist. Von grofter
Bedeutung ist der Satz von FUBINI, der es erlaubt, sukzessive und in beliebiger Reihenfolge
Zu integrieren.

Wir beschriinken uns hier der Ubersichtlichkeit halber auf Produkte zweier Mafiriume,
bemerken aber, daf die Theorie problemlos auf beliebige endliche Produkte iibertragbar
ist.

4.1. Produkte von Mafiriumen

Seien (1, Ay, p1) und (22, Az, o) zwei Makrdume. Wir kennen bereits das kartesische
Produkt der Mengen €2y und €y, ndmlich die Menge der geordneten Paare

Oy x Qo= {(z,y) 12 € Qy,y € Qa}.

Wir schreiben im folgenden € := 1 x (s.

4.1.1. Produkt-o-Algebren.

DEFINITION 4.1 (Produkt-o-Algebra). Die Produkt-o-Algebra A; ® As ist definiert als
die von den Mengen Ay x As erzeugte o-Algebra mit A; € A1 und As € As.

PROPOSITION 4.2 (Projektionen). Firi=1,2 seien die Projektionen p; : 1 x Qg - Q;
definiert durch p1(z,y) =z und pa(x,y) =y. Dann ist A:= Ay ® Ay die kleinste o-Algebra,
beziiglich derer p1 und po beide mefbar sind.

BEWEIS. Sei Ay € A1, S0 ist p{l(Al) = A1 x Q9 € A, also ist p; mebbar. Ebenso ist po
mefbar. Ist nun A’ irgendeine o-Algebra auf Q; x Qs, beziiglich der p; und py mekbar sind,
so miissen alle Mengen der Form A; x Q9 und Q4 x Ag fiir Ay € Ay, Ay € Qs in A’ liegen,
und damit auch Ay x As = (A1 x Q) N (21 x A). Also ist A als die von Mengen dieser
Gestalt erzeugte o-Algebra eine Teilmenge von A’. O

KOROLLAR 4.3. Sei B die BOREL-0-Algebra auf R. Dann ist B®B die BOREL-0-Algebra
auf R2.

BEWEIS. Seien A1, Ay € B, so liegt Ay x As nach Definition in B ® B, sodals diese
Produkt-o-Algebra insbesondere alle halboffenen Quader und damit die BOREL-0-Algebra
auf R? enthilt.

Umgekehrt geniigt es gemaf voriger Proposition zu zeigen, dall p;,p2 beziiglich der
BoOREL-0-Algebra auf R? mefbar sind. Nach Proposition 3.4 geniigt es dafiir zu zeigen,
daf das Urbild jedes halboffenen Intervalls unter p; bzw. ps mefbar ist. Das Urbild eines
solchen Intervalls [a,b) unter p; ist aber [a,b) x R, was in der BOREL-o-Algebra auf R?
enthalten ist. Analog argumentiert man fiir po. g

39
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4.1.2. Produktmafse. Wir wollen ein Maf finden, das jeder Menge der Form A; x Ao
mit A; € A; und Ag € As den Wert uq (A1) u2(Az) zuordnet. Zunéchst einige Vorbereitun-
gen:

Fiir Ae A:= A; ® Ay und fiir z € Qq, y € Qs setzen wir

Ay ={zeQy:(z,2) e A} cQy, Ay:={zeQi:(z,y)cA}cQ.
Man nennt A, den x-Schnitt von A.
LEMMA 4.4. Sei Ae A und x € Qy, yeQy. Dann ist Ay € Ay und Ay e A;.

BEwEIs. Wir zeigen nur den ersten Teil der Aussage, der zweite geht analog. Wir
behaupten, daft die Mengen A c €2 mit der Eigenschaft A, € As eine o-Algebra auf 1 x
bilden. In der Tat, 2 hat diese Eigenschaft, denn €2, = Q9; Ist A dergestalt, dak A, € Ao,
so gilt auch (2N A), = Qo N A, € Ag; und sind Ay Mengen mit der fraglichen Eigenschaft
(k eN), so gilt

(U Ak)x = U(Ap)s € Aa.

keN keN
Weiterhin enthélt diese o-Algebra offenbar alle Mengen A; x As mit Ay € Ay, As € Ao,
denn (Aj x Ag), ist Ay, falls x € Ay, und @ sonst.
Es folgt nach Definition der Produkt-o-Algebra, dak A in der eben beschriebenen o-
Algebra enthalten ist, und damit die Behauptung. U

Wir erinnern uns: Ein Mafs p auf © heifst o-endlich, wenn es eine Folge mefbarer
Mengen € gibt mit pu(Qg) < co und Upey Q% = .

LEMMA 4.5. Seien p, und 2 o-endliche Mafle auf Qq bzw. Qo. Fiir jedes A € A :=
A1 ® Ag ist die Funktion Q1 — R, x — ua(Az) mefibar bzgl. Ay
Ebenso ist die Funktion Qo - R, y = ui(Ay) mefbar bzgl. As.

BEWEIS. Wir zeigen wieder nur die erste Aussage. Nehmen wir zunéchst an ps(€9) <
oo. Sei D die Menge aller D € A, fiir die x — p2(D, ) mekbar ist. Wir zeigen, daf D DYNKIN
ist: Es ist ndmlich po(€,) = po(Qe) fiir alle z € Qy; ist x — pg(D,) mekbar, so auch

= pp((2N D)y) = pa(Q2 N Dy) = p2(Q2) — p2(Dy);
und ist  — pe((Dg),) mefsbar fiir paarweise disjunkte Dy, k € N, so auch

T o ((U Dk)x) = 12 (U(Dk)a:) = > 12((Dr)z),

keN keN keN

wobel wir Satz 3.12 verwenden.
Seien weiter A1 € Ay, As € Ay, dann ist A1 x Ay € D, denn

x> pip((Ar x A2)z) = p2(Az)xa, ()

ist mefibar. Das System der Mengen der Gestalt A; x As ist aber durchschnittsstabil und
erzeugt A; ® Ay. Gemik Satz 1.7 ist aber A; ® Ay auch das von den Mengen A x Ao
erzeugte DYNKIN-System, woraus A; ® Ag c D folgt. Dies ist gerade die Behauptung.

Wir verzichten nun auf die Annahme p2(€22) < oo und verlangen nur noch o-Endlichkeit.
Sei also (Qk)keN eine aufsteigende Folge mekbarer Mengen mit /@(Qk) < 0o und Ugen Q. =
Q. Fiir jedes k € N ist ji, := po(- 0 Q) ein endliches Mak, sodak nach dem bereits Bewie-
senen die Abbildung x ~ fij,(A,) mekbar ist fiir jedes A € A. Nach Ubung 9 (Blatt 3) ist
aber

NQ(A:L“) = SuPﬂk(Az)a
keN
was nach Satz 3.12 mefbar ist. O

Nun kénnen wir endlich das Produktmafs definieren:
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DEFINITION 4.6 (Produktmaf). Seien (21, A, p1) und (Q2, A2, u2) zwei o-endliche
Mafsraume. Dann ist auf Ay ® Ay das Produktmaf§ p11 ® po definiert durch

(1 ® ) (A) = /Q (A )y ().

Nach vorigem Lemma ist der Integrand mefbar bzgl. A; und nichtnegativ, also ist das
Produktmaf wohldefiniert. Es handelt sich tatsachlich um ein Maf: Klar ist (pu1 ® p2) (@) =
0. Ist (Ag)gen eine Familie paarweise disjunkter Mengen in A; ® Asg, so sind fiir jedes x € Oy
auch die (Ag), paarweise disjunkt, und somit erhalten wir mit der o-Additivitdt von e
und dem Satz von der monotonen Konvergenz

(11 ® ) (u Ak) S (A ()

keN Q1 keN

=2 | me((Ap)z)dui(z) = Y (11 ® p2) (Ag).

keN Y/ Q1 keN
SaTz 4.7 (Eigenschaften des Produktmafkes). Fiir A; € A1 und A € A gilt
(11 ® p2) (A1 x Az) = p (A1) p2(Az). (4.1)

Aus der o-Endlichkeit von p; und pg folgt die von pg ® ps.
Durch Eigenschaft (4.1) ist 1 ® uo als Mafk auf A; ® Ay bereits eindeutig bestimmt,
und es gilt fiir jedes A € A1 ® As

(1 ©2)(A) = [ sy (4:2)

BewEIs. Die Eigenschaft (4.1) folgt sofort aus (A; x Ag), = Ag, falls z € Ay, und
(A1 X Ag)x =g falls z ¢ Ay.

Die o-Endlichkeit des Produktmafes folgt damit leicht: Sind némlich (€ x)ken und
(92,1 ) ken Folgen mekbarer Mengen mit Ugeny Q1 = 1, Uken Q2.1 = Qo, sowie 11 (1), 12(Qa2) <
oo fiir alle k € N, so0 ist (21 5 x Q2 1) gen eine Familie mekbarer Mengen, deren Vereinigung
Q1 x Qg ergibt und die jeweils endliches p; ® po-Maf haben.

Die Eindeutigkeit eines Mafes mit der Eigenschaft (4.1) folgt aus Satz 2.6, wenn man
bemerkt, daf (4.1) das Produktmaf bereits auf dem Ring! der endlichen disjunkten Ver-
einigungen von Mengen der Form A; x Ay (A; € Ay, Ag € Ag) eindeutig festlegt.

Ahnlich wie zu Beginn dieses Beweises sieht man, daf auch das Integral in (4.2) die
Eigenschaft (4.1) besitzt. Da diese Eigenschaft aber ein Maf eindeutig bestimmt, folgt
bereits (4.2).

O

4.2. Die Sitze von TONELLI und FUBINI

Wir untersuchen schlieflich, wie eine Funktion beziiglich eines Produktmafes integriert
werden kann. Es stellt sich dabei in den Sétzen von TONELLI und FUBINI heraus, dak
Funktionen mehrerer Variabler sukzessive und in beliebiger Reihenfolge integriert werden
diirfen.

Wieder seien (Q1, A1, p1) und (Q2, Az, p2) Mafkraume.

SATZ 4.8 (TONELLI). Seien py und pg o-endlich und f: ; x Q9 — R nichtnegativ und
mekbar bzgl. A1 ® As. Dann sind die Abbildungen

vo [ fey)dusy) wd ye / F o y)dpn ()
Qo 951

IDaf es sich dabei tatséichlich um einen Ring handelt, folgt wie in Satz 2.2. Mit diesem Argument
konnte man die Existenz eines eindeutig bestimmten Mafes mit der Eigenschaft (4.1) iibrigens auch aus
dem Fortsetzungssatz von CARATHEODORY folgern. Wir ziehen es allerdings vor, das Produktmaf durch
eine explizite Formel zu definieren.
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mekbar bzgl. A; bzw. Ay, und es gilt

/ fd(p1 ® p2) = (/ f(fv,y)dm(w))duz(y)
Q1% Qo Q

:/91 (/QQf(af,y)duz(y))dm(w)-

BEWEIS. Schreibe  := Q1 x Q9, A := A1 ® Ay und p := p1 ® po. Betrachte zunéchst
eine Elementarfunktion f = Z;?:l ajXx4; mit o >0 und A; € A. Dann ist offenbar f(-,y) =

2?:1 OéjX(Aj)y und daher

k

Jf(z,y)dpi (x) = z ]/"Ll((A )y

1971 j=1

Dieser Ausdruck (als Funktion von y betrachtet) ist geméf Lemma 4.5 mefsbar bzgl. As,
und es gilt

/(/ f(z, y)dm(:c))duz

k

= Y0 | (A da(w)
k
25

ajp(4;) / fdu

nach (4.2).

Sei nunmehr f mefbar bzgl. A und nichtnegativ und fj eine monotone Folge von
Elementarfunktionen, die gegen f konvergiert. Dann ist, fir jedes y € Qo, fr(-,y) eine
monotone Folge von Elementarfunktionen, die gegen f(-,%) konvergiert?, und daher haben
wir

f@y)dpa () =sup | fi(z,y)dp ().
o keN Jy

Nach Lemma 4.5 sind die Integrale unter dem Supremum jeweils meftbare Funktionen von
y (bzgl. As), also ist die linke Seite nach Satz 3.12 ebenfalls mefsbar bzgl. As. Der Satz
von der monotonen Konvergenz liefert nun

/92 (/Q1 f(x,y)dm(x))dug(y) :125/92 (/Q1 fk(l‘,y)dm(x))dug(y)

= sup / Trdp,
Q

keN

wobel wir im letzten Schritt den ersten Beweisteil verwendet haben. Dies ist aber gleich
Jo fdp nach Definition des Integrals.
Die iibrigen Aussagen erhilt man analog, indem man f(x,-) betrachtet. O

SATZ 4.9 (FUBINT). Seien pq und g o-endlich und f: Q1 x Q3 — R integrierbar bzgl.
11 ® pa. Dann sind fir ui-fast alle € 1 und fiir po-fast alle y € Qo die Abbildungen

Q->R, yo f(z,y) und U ->R, z- f(z,y)

integrierbar bzgl. uy bzw. u1. Ferner sind die (fast tiberall definierten) Abbildungen

z e / @ y)dus(y) wnd g / F e y)d (2)
Qo 951

%Dies zeigt zugleich die MeRbarkeit von f(,y) bzgl. A; und analog von f(x,-) bzgl. As.
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integrierbar bzgl. g1 bzw. ps, und es gilt
/ fd(p1 @ p2) =/ (/ f(w,y)dul(w))dm(y)
leﬂg Q2 Ql

:/91 (A2f(w7y)duz(y))du1(£)-

BEWEIS. Sei f integrierbar bzgl. u. Nach dem Satz von TONELLI gilt

/92 (/Q1 |f(96,y)|d/ﬁ1(x))du2(y) :/Q|f|dﬂ < o0,

also ist y — le |f(x,y)|dpi(z) integrierbar bzgl. us und damit nach Proposition 3.36 po-
fast iiberall endlich. Das bedeutet insbesondere, dafs fiir po-fast alle y € Q9 die Funktion
f(-,y) integrierbar bzgl. p; ist. Wegen

/ duz(y)ﬁ/( If(w,y)ldm(:v))duz(y)wo
Qo Q2 \J/

ist aber auch die Funktion y — le f(xz,y)dus (x) integrierbar bzgl. ug. Schlieflich haben

/QQ (/Q1 f(Ly)idm(x))duz(y) = /Qf*du < o0,

woraus sich mit f = f* - f~ die Behauptung ergibt.
Fiir f(z,-) argumentiert man wieder analog, um die iibrigen Aussagen zu erhalten.

O

f(z,y)dp (x)
Q1
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