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In theory, there is no difference between theory and practice.
In practice, there 1s.
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1 Einfiihrung: Was

ist ein portses Medium, Bei-

spiele, Anwendungen

Ein pordses Medium besteht aus einem Feststoffskelett (auch: Feststoff- oder Boden-
matrix) und einem Porenraum. Die Struktur ist sehr kleinskalig im Vergleich zur Ge-
samtgrofe des porosen Mediums. In den Poren befindet sich und fliefit ein (oder auch
mehrere unmischbare) Fluid(e). Unter einem Fluid verstehen wir sowohl Fliissigkeiten
als auch Gase. Wichtigstes Beispiel fiir ein pordses Medium ist der Erdboden bzw. Ge-
stein. Der Porenraum ist dort meist mit Wasser und/oder Luft gefiillt. Aber auch z.B.
die Kombinationen Ol/Wasser (— Erdolférderung) oder auch CO,/Wasser (— Lage-
rung von CO;y im Boden zur Reduktion des Treibhauseffekts) werden betrachtet. Der
Porenraum sollte zusammenhéngend sein, um Bewegung des/der Fluid(e) zu erlauben.

Bitte beachten Sie: Ich habe einen Foliensatz (den Vorlesungs-
teilnehmer z.B. auf StudOn finden kénnen) vorbereitet, der
Bilder verschiedener pordser Medien beinhaltet, und in dem
verschiedene Fragestellungen motiviert werden. Diesen Teil
habe ich nicht in das vorliegende Vorlesungsskript aufgenom-

men.
Beispiele
poroses Medium ‘ Anwendung
(1) Erdboden/Gestein/Sand, mit | (a) Altlasten (Verunreinigungen des
Grund- oder Tiefenwasser Bodens/Grund-
wassers u.a. durch Industriebetriebe, Unfille,
Miillkippen)

(b) Erdol/-gasgewinnung

(c¢) COg-Lagerung im Erdboden

(d) nukleare Endlager

(e) Versalzung von Boden/Grundwasserleitern

(2) (historische) Gebéude

Verwitterung: Schwefel in Luft/Regenwasser kann
Umwandlung des Steins ins Gips bewirken

(3) (Stahl-)Beton

Eindringen von Wasser und Sauerstoff bewirkt
Korrosion des Stahls

(4) Porenbrenner

Wirmeerzeugung durch Gasverbrennung ohne of-
fene Flamme

(5) Filteranlagen (Aktivkohle,

Sandschiittung)

Reaktion oder Ablagerung von Verunreinigungen
an Porenwénden

(6) landwirtschaftlich genutze
Boden

Erforschung der komplizierten miteinander wech-
selwirkenden Prozessen, die zur Forderung der Bo-
denbildung und -erhalt oder zur Bodenverschlech-
terung beitragen




Im Forschungsschwerpunkt eines Teils des Lehrstuhls Angewandte Mathematik -
Modellierung und Numerik (vormals: AM1) standen und stehen (1) und (6) aus obiger
Tabelle im Fokus.

Charakteristisch fiir porose Medien ist, dass verschiedene (rdaumliche) Skalen (=Grofien-
ordnungen) eine Rolle spielen: Da ist zunéchst die Poren- oder Mikroskala (etwa
107*m = 10~'mm oder kleiner), dann eine Skala, auf der die Bodeneigenschaften'
‘einigermafien konstant’ sind, in etwa 1072-10?m.? Dann gibt es noch die Makroskala
(In den Geo-/Hydrologie genannt Feldskala), die die GroBe des betrachteten Gebietes
beschreibt, und die 102> — 10*m oder sogar mehr betrigt.

2 Die Modellierung des Flieflgeschehens

Wollten wir, im Sinne einer numerischen Simulation (FDM,FEM) die Porenskala
eines 103 x 10% x 10'm? grofien Gebietes 2 C R3 auflésen, so miissten wir, bei einer
Gitterweite h = 107°m = 10~ 2mm, 108 - 10® - 10° = 10%*? verwenden, was unmdoglich
ist (ganz zu Schweigen von den Schwierigkeiten, ein dreidimensiones, fiir numerische
Zwecke verwendbares FEM-Gitter im Porenraum iiberhaupt erst zu generieren). Wir
brauchen daher eine makroskopische Beschreibung der Vorgénge, eine Beschreibung
durch ’effektive’ ('gemittelte’) Gleichungen. Der einfachste Zugang ist die volume-
trische Mittelung. Diese wollen wir im Folgenden verwenden. (Daneben gibt es noch
als anderen Zugang die sog. Homogenisierung, auch genannt Upscaling; diese ist
mathematisch préaziser, macht allerdings die Annahme, dass der Porenraum periodisch
ist, siehe Ubungsaufgabe.)

Wir wihlen ein sog. Représentatives Elementarvolumen (REV), das ist ein Wiirfel
oder eine Kugel mit Durchmesser, der deutlich gréfler als die Porenskala, jedoch
kleiner als die Korrelationsldnge ist. Wir mitteln Grolen iiber REVs um jeden Punkt
x:

Porositit w(z) = Vp%o(f), wobei Vi, das totale Volumen des REVs ist und V,,,,.(x) das
Volumen des Porenraums geschnitten mit dem REV. Es ist also we (0,1).

Bemerkung: In manchen Situationen kann w auch eine Funktion von x und ¢ sein, falls
nadmlich Mineralienauflosung oder -ausfillung die Grofle des Porenraums veréndert

oder falls sich Biofilme auf den Oberflachen der Poren bilden, oder falls sich Driicke

! Als Bodeneigenschaften kann man hier an Porositit und Leitfihigkeit denken, siehe spiter

2Es ist moglich, diese GroBe priziser zu fassen im Rahmen von stochastischen Modellen des Bodens.
Die Bodeneigenschaft ¢ an jedem Punkt = des Gebietes ist dann eine Zufallsvariable mit einer gewissen
Zufallsverteilung, und zusitzlich wird gefordert, dass die Korrelation der Zufallsvariablen ¢(z) und
©(y) eine (i.a. monoton fallende) Funktion von |z—y| ist, d.h. je weiter Punkte voneinander entfernt
sind, desto unkorrelierter ist die Bodeneigenschaften an den Punkten. Ein Parameter, der angibt, wie
schnell diese Korrelations-Funktion abfillt, wird Korrelationsldnge genannt. Als 'Lénge auf der die
Bodeneigenschaften einigermaflen konstant sind’ kann man diese Korrelationsliange verwenden.



so stark dndern, dass dies Einfluss auf den Porenraum haben kann.

(Volumetrischer) Wassergehalt 0(t, x) := VV;(M wobei Viy (¢, z) das Volumen des Was-
sers innerhalb des REVs bezeichnet. Es ist also Viy (¢, 2) < Vjor(2), also 0 < 4(t, z) <
w(x).

Falls (¢, 2) =w(x), so nennen wir das porése Medium an der Stelle x zur Zeit t gesdttigt,
andernfalls ungesdttigt.

NI(J!(_
553«(-\3,

& ErJoLivFl;LL-{

<,.¢___,
<L

\ Uv\aesi{H‘\jb\e Beeer L,

l \\\ \ \ \ ( Wasser & LuFt

o —— ‘&—' crfumhwhstf‘ plt,&(

Vi
/ / / ‘," :?_,e ,-}7'7 9 o ‘vﬁ’" Bererid,
f / / / ( e fey)

Cravitadion

Abbildung 1: Typischer Verlauf des Wassergehalts in den obersten Bodenschichten in
gemafigten Zonen, schematisch.

Eine Mittlung der Geschwindigkeit der Fluidphase iiber das REV kann man auf zwei-
erlei Artehn durchfithren: Zum einen kann man die sog. (Sicker-)Geschwindigkeit des
Wassers (engl.: seepage velocity oder pore velocity) i(t, ¥) betrachten; dies ist die mitt-
lere Geschwindigkeit des Wassers, und zwar gemittelt (nur) iiber das Viy (¢, Z)-Volumen
des REVs. Daneben kann gibt es noch die sog. Darcy-Geschwindigkeit® v(t, T); bei die-
ser ist die Geschwindigkeit iiber das totale Volumen des REVs (also Porenraum und
Feststoffmatrix) gemittelt. Es gilt somit

=01+ (1-0)0=0u

Die Sickergeschwindigkeit ist beispielsweise relevant, wenn wir die Geschwindigkeit, mit
der die Front einer Schadstoffverteilung voranschreitet (zumindest wenn wir Diffusion
vernachlissigen und es keine Sorptionsprozesse gibt). die Darcy-Geschwindigkeit dage-
gen wird gebraucht, um den Volumenfluss durch eine makroskopische Flache F' (also
das Wasservolumen, das sich pro Zeiteinheit durch die Flache bewegt) zu beschreiben:
Der Volumenfluss wird beschrieben durch das Oberflichenintegral (‘zweiter Art’, d.h.
fiir vektorwertige Funktionen) tiber ¢ iiber F'; die Darcy-Geschwindigkeit stellt somit
die Volumenflussdichte dar. Sucht man den Massenfluss bzw. die Massenflussdichte,
muss man ¢ noch mit der Dichte p multiplizieren, also p@ bzaw [, pU- 7 do betrachten.

3Henry Darcy, 1803-1858, Wasserbauingenieur, Dijon 1856.



Fiir jedes makroskopische Volumen V' C  fordern wir den Massenerhalt. Die Anderung
der Wassermasse in V' pro Zeit sollte gleich dem Netto-Wasserfluss iiber den Rand von
V' pro Zeit sein. Somit

% pe(t,f)dfé—/pa-ﬁdo,
\%4 oV

wobei 77 der nach aufien gerichtete Normaleneinheitsvektor auf 0V ist. Der Leser mache
sich klar, dass auf der rechten Seite das Vorzeichen nétig ist, um den Netto-Massenfluss
nach innen zu beschreiben. Auf der rechten Seite benutzen wir den Satz von Gaufl
(engl.: the divergence theorem) und auf der linken Seite, eine gewisse Glattheit des
Integranden vorausgesetzt, ziehen wir die Differenziation ins Integral. Wir bekommen

/%pe(t,f)dfé—/v-(pﬁ)df.
\% \%4

Um die Integralzeichen loszuwerden, nehmen wir V' als Kugel um einen Punkt & € (2
mit Radius r an, wir dividieren die obige Gleichung durch das Volumen der Kugel,
und lassen dann r gegen null gehen. Im Grenzwert erhalten wir, sofern die Integranden
hinreichend glatt sind (z.B. wenn wir die Integrale als Riemann-Integrale auffassen, ist
dazu die Stetigkeit der Integranden hinreichend)

O(pl) +V - (ptv) =0]|. (2.1)

Sofern wir annehmen, dass die Dichte des Wassers konstant ist*, vereinfacht sich die
Gleichung des Massenerhalts zu

Dies ist eine Gleichung fiir n+1 Unbekannte ¢, 0. Wir benétigen also noch weitere
Annahmen/Gleichungen.

2.1 Der gesittigte Fall

Im Fall, dass a priori bekannt ist, dass das Medium geséttigt ist, (oder wenn wir
uns konzentrieren auf denjenigen Teil des Gebiets, der gesittigt ist), gilt § = w. Und
die Porositdt w kann meist als zeitlich konstant angenommen werden. In diesem Fall
bekommen wir also die Gleichung

V.7=0. (2.2)

Wir benotigen nun noch ein konstitutives Gesetz. Henry Darcy fand 1856 experimentell
fiir geséttigte porése Medien das sog. Darcy-Gesetz (engl. Darcy’s law)

U= _Ksat Vp

4Die Dichte des Wassers kann ein wenig von Temperatur, eventuellen Verunreinigungen, sowie, falls
extreme Driicke vorkommen, auch ein wenig vom Druck abhéngen.



wobei p der Druck ist und Ky als hydraulische Leitfihigkeit (engl. hydraulic conduc-
tivity) bezeichnet wird.

Kann man, neben experimentellen Befunden, noch weitere Begriindungen oder Herlei-
tungen fiir das Darcy-Gesetz finden?

Auf der Mikroskala (in der Pore) wird die Bewegung des Fluids beschrieben durch die
Navier-Stokes-Gleichungen

—

PO+ p(W- V)W —nAwG+Vp = f,
V-w = 0

(oder, da die Geschwindigkeiten gering sind, ndherungsweise durch die Stokes-
Gleichung) mit Null-Randbedingungen am Porenrand. 7 ist die dynamische Viskositét
des Fluids. Die duflere Kraft(dichte) f wird hier hervorgerufen durch die Gravitation
der Erde, also durch eine Potenzialkraft, d.h. es gibt zu diesem Kraftfeld ein Potential
(xy, .y xy) = —pgx,, d.h. f: Vi = —pge,, wobei €, der n-te Standardbasisvektor
und g = 9.81N/kg die Erdbeschleunigung ist. Indem wir p := p — 1) einfiithren, konnen
wir die Navier-Stokes-Gleichung als

PO+ p (W - VY —nAG+Vp = 0,
V-w = 0

schreiben, wobei man v als hydrostatischen Druck und p als hydrodynamischen Druck
bezeichnen kann; p = ¢ + p.

Falls wir nun die extrem vereinfachende Annahme treffen, dass alle Poren gleichartige,
in die gleiche Richtung zeigende Rohren mit konstantem Radius R >0 sind, so kénnen
wir die Navier-Stokes-Gleichung analytisch 16sen. Unter der genannten Annahme an
die Porengeometrie erhélt man ein parabelférmiges Profil, das sog. Poiseuille-Profil.
Es wird, wenn die Poren in x;-Richtung zeigen und die Raumdimension n = 3 ist,
beschrieben durch

0D

4n

Durch Integration iiber eine Querschnittsfliche der Pore und unter Verwendung von
Polarkoordinaten berechnet man den Volumenfluss durch die Pore:

(R*—r*), re|[-R,R].

w(r) =—

R 27
o, o, p (1 1
— 1p // Ndpdr = __4717}9 2 (57“2]?,2 — ZT4)

Dies ist das sogenannte Gesetz von Hagen-Poiseuille. Der Fluss durch eine Pore mir
Radius R (also Querschnittsfliche ~ R?, hiingt also, bei vorgegebenen Druckgradienten,
mit der vierten Potenz von R ab! Durch Mittlung iiber die Querschnittsfiche (also
durch Division durch 7R?) bekommen wir die makroskopische Sickergeschwindigkeit

R 4
TR
=" 0.p.
0 8n

R2
i =——(0yp, 0,07



und die Darcy-Geschwindigkeit

2 100
ﬁzeﬁz—egﬁ%@QmT:—w— 00 0]Vp.
g 000

Wir koénnen ablesen, dass die Darcy-Geschwindigkeit quadratisch vom Porenradius
abhéngt. Vor allem aber erkennen wir: Der hergeleitete Zusammenhang bestétigt das
Darcy-Gesetz

Uv=—K,u; VP, (2.3)
wobel hier
R? 1 00
K. =0 ™ 000 (2.4)
T\0 0 0

Dieser Leitfahigkeitstensor spiegelt die extreme Anisotropie der angenommenen Poren-
geometrie wider; er ist dergestalt, dass das resultierende ¥ — naturgemafl — immer in
x1-Richtung orientiert ist, selbst wenn der Druckgradient eine andere Richtung hat; als
Antrieb wirkt nur die z;-Komponente des Druckgradienten.

Setzen wir (2.3) in (2.2) ein, so bekommen wir das elliptische Problem

— V- (K V) =0. (2.5)

Ein reales poroses Medium wird isotroper sein als der oben durchgerechnete Fall. Im
Fall volliger Isotropie (d.h. was die Porenausrichtung angeht, gibt es keinerlei ausge-
zeichnete Richtungen) wiirde man anstelle von (2.4 wohl eher

100
Ka=0—1[0 10 (2.6)
001

schreiben. Bei einem moderat anisotropen pordsen Medium kann die Matrix als voll be-
setzt angenommen werden. Drucken wir den hydrodynamischen Druck p wieder durch
den physikalischen Druck aus, so lautet das Darcy-Gesetz (2.3)

U= =Kot V(p+pges) . (2.7)

Um diesen Zusatzterm im Druck besser zu verstehen folgende Erlduterung: In einem voll
gesittigten porésen Medium, einem Grundwasserreservoir, das auf einer undurchléssi-
gen Gesteinsschicht ruht, und auf das aufler der Gravitation keine Krafte wirken, wéchst
p nach unten (d.h. in —é5-Richtung) kontinuierlich an. Dennoch ist das Fluid in Ruhe,



d.h. 7=0. Dies ist nur durch den kompensierenden Term pgés moglich. Dasselbe gilt in

einem Swimming-Pool: Obwohl iiberall Kraft nach unten auf das Wasser wirkt, sorgt

diese nicht dafiir, dass sich das Wasser in Bewegung setzt. Lediglich der hydrodynami-

sche Anteil des Drucks sorgt fiir Bewegungen des Wassers.

Abschlieflend beachte man auch noch, dass sich der Leitfahigkeitstensor (2.4) oder (2.6)

schreiben lésst als p
Ksat — sat

)

also als ein Zihler, der nur von der Geometrie des Porenraums abhéngt, und einem
Faktor, der vom Fluid abhéngt, ndmlich die Viskositéit. Die Matrix oder der Skalar x4,
wird als Permeabilitdt des pordosen Mediums bezeichnet.

Eine weitere Moglichkeit, das Darcy-Gesetz herzuleiten, werden wir in der Ubung ken-
nenlernen, namlich die asymptotische Entwicklung. Diese erlaubt eine recht komplexe
Porengeometrie; sie nimmt jedoch an, dass der Porenraum periodisch ist.

2.2 Der ungesattigte Fall

Dieser wird in dieser Vorlesung nur sehr kurz abgehandelt.
Im zwanzigsten Jahrhundert (ab 1908) wurde das Darcy-Gesetz, das sich urspriinglich
auf gesittigte porose Medien bezog, auch auf ungeséttigte iibertragen:

X(pb) +V - (pv) = 0

7 = —KV(p+pgr,) (28)

Jedoch dndert sich dabei etwas beim Leitfihigkeitstensor. Das kann man leicht verste-
hen, wenn man sich vergegenwéartigt:

- In Kap. 2.1 haben wir herausgefunden, dass die mittlere Geschwindigkeit in
groflen Poren viel grofler ist als in kleinen Poren.

- Bei einem ungeséttigten Medium befindet sich aufgrund des Kapillareffekts das
Wasser vorzugsweise in den kleinen Poren und Luft in den grofien Poren.

In einem ungeséittigten Medium wird somit die Sickergeschwindigkeit, d.h. die
Leitfahigkeit, kleiner sein als im geséttigten Fall.” Es ist sinnvoll anzunehmen, dass
die Leitfahigkeit monoton wachsend vom Wassergehalt abhédngt, und dass bei einem
sehr trockenen porosen Medium die Wasserphase nicht mehr zusammenhéngend ist und
somit gar kein Transport des Wassers stattfindet. Zusammengenommen modelliert man

also
K= K(9> = kml(ﬁ) Ksat7 mit krel(O) = 0, krel(w) = 1,

krer : [0,w] — [0,1] monoton wachsend. Wenn wir dies in unsere Gleichungen (2.8)
einsetzen, sind wir immer noch nicht fertig, denn anders als im geséttigten Fall enthélt

5Als Griinde kann man anfiihren, dass in einem ungesattigten Medium weniger Volumen, in dem der
Transport stattfindet, zur Verfiigung steht, aber auch, dass die Variablilitdt von Porendurchmessern
entlang einer Pore in Verbindung mit Kapillareffekten den Transport des Fluids behindern



unser Modell neben der Unbekannten p noch die Unbekannte 6. Man benétigt also ein
weiteres konstitutives Gesetz. Hierzu postuliert man, dass sich der Wassergehalt als
Funktion des Drucks schreiben ldsst: 6 = 0(p)

Wir erhalten das Modell (p=const angenommen)

0:0(p) — V- [K(0(p)) V(p+pgzn)] . (2.9)

Dies ist die sog. Richards-Gleichung®. Sie ist nichtlinear und von parabolischer Struktur.
Fiir die (nichtlinearen) Isothermen p — 6 und p — K sind verschiedene Ansétze in
Gebrauch, auf die wir hier nicht eingehen. Man beachte auch, dass i.a. a priori oft
nicht klar ist, ob/wo gesittigte und ungeséttigte Bedingungen vorherrschen. In Teilen
des Rechengebiets gilt also die parabolische Richards-Gleichung, in anderen Teilen ist
das Geschehen elliptisch (vgl. Kap. 2.1), und die Lage des Interfaces zwischen beiden
Gebieten ist i.a. unbekannt und zeitlich variabel.

3 Herleitung der Transport-Reaktionsgleichung

Wir gehen in diesem Kurs davon aus, dass es in der Fluidphase eine 'dominante’ che-
mische Spezies gibt (Wasser als dominante Spezies in der Wasserphase), und dass alle
anderen in der Fluidphase gelosten Stoffe kleine Konzentrationen haben.

Die Konzentration einer im Wasser gelosten chemischen Spezies X bezeichnen wir mit
c(t,x), ist >0, und kann gemessen werden in Masse pro Wasservolumen Viy (¢, x), hat
also die Einheit kg/l oder g/l. Wenn chemische Reaktionen modelliert werden, ist es
sinnvoll stattdessen in Mol/l zu messen. Strenggenommen bezeichnet man diese Grofie
als Molaritdt; im Folgenden verwende ich jedoch weiterhin den Begriff 'Konzentration’,
egal ob g/l oder mol/l. Ferner gibt es fiir die Molzahl von X bezogen auf die Masse
des Wassers den Begriff Molalitdt.”

Ein Mol ist diejenige Menge eines Stoffs, die aus 6.022-10% Teilchen besteht. Diese Zahl
wird auch Avogadro-Konstante genannt. Sie ist gerade so gewéhlt, dass gilt: Besteht
ein Teilchen des Stoffs aus n Kernbausteinen (Protonen, Neutronen), so hat ein Mol
dieses Stoffes die Masse n Gramm.®

Die Konzentration eines Stoffes bezogen auf das Gesamtvolumen ist 6(t, z)c(t, x).

6Lorenzo Richards, 1931-93, USA, 1931

"Neben diesen beiden Moglichkeiten, also Masse des Stoffs pro Volumen und Mol des Stoffs pro
Volumen, kann man auch noch Masse des Stoffs pro Masse der Fluidphase (=Massenbriiche) oder Mol
des Stoffs pro Mol der Fluidphase (=Molbriiche) zur Messung von Konzentrationen angeben.

8Strenggenommen gilt diese Beziehung nur fiir Kohlenstoff C1s, fiir andere Stoffe gibt es minimale
Abweichungen durch relativistische Masseneffekte.



Nun zur Massenbilanz eines im Fluid gelosten Stoffes im Volumen ' C €Q:

d .
a/@(t,f) c(t,¥)d¥ = Netto-Zufluss durch Rand + Quellen (chem. Reakt.)
Q/

_ _/@-ﬁd5+/9(t,f)f(t,f)df
2. 9% 94

Bei der Darstellung des Randintegrals wurde angenommen, dass sich der Massenfluss
mittels eines Vektorfeldes C? darstellen l&sst, auf dessen Normalkomponente Cj -7 es
ankommt, wenn der Fluss iiber die Gebietsgrenzen zu berechnen ist.

Der Integrand auf der linken Seite hat die Dimension Masse pro (tot.) Volumen, somit
hat die linke Seite die Dimension Masse pro Zeit. Es ergibt sich, dass das oben ein-
gefiithrte Vektorfeld Q die Dimension Masse pro FlichexZeit hat.” Die Grofe Cj der

Dimension
Masse Masse  Strecke

Fliche x Zeit  Volumen  Zeit
wird Flussdichte des Stoffes X genannt. Man sieht an obiger Darstellung, dass sich eine
Flussdichte als Produkt aus einer Konzentration (Masse/Volumen) und einer Geschwin-
digkeit (Strecke/Zeit) ergibt; diesen Sachverhalt werden wir gleich nochmal aufgreifen.
Die Reaktionsdichte f hat die Dimension Masse pro Zeitx(Wasser-)Volumen. Fiir f
werden wir spéter konkrete Modelle untersuchen. 6 f beschreibt die Reaktionsdichte
als Masse pro Zeit x (tot.) Volumen.

Zum Massenfluss Cj tragen in einem pordsen Medium drei Anteile/Phdnomene bei:
Advektion, Diffusion und Dispersion:

—

Q = Qadv + Quaifr + Qaisp
1. Advektion: Der Stoff X wird vom Stromungsfeld « mittransportiert:
Qi = Olic = 7.

Man beachte, dass die Dimension von @adv zu der oben geforderten Dimension passt.
2. (molekulare) Diffusion: Die thermische Eigenbewegung der Teilchen (Brown’sche
Bewegung) sorgt, makroskopisch betrachtet, fiir eine Netto-Wanderbewegung von Teil-
chen des Stoffes X, die in Bereichen mit hoher Konzentration sind, in Bereiche mit
niedriger Konzentration. Es wird angenommen, dass der diffusive Fluss eine Funktion
vom Konzentrationsgradienten ist, genauer, dass zwischen diesen ein linearer Zusam-
menhang besteht. Dies wird als Fick’sches Gesetz bezeichnet:

Qdiff = —daiff OVe

9Beachte, dass Cj -7 und Cj die gleiche Dimension haben; denn Cj - 71 ist einfach die Komponente
von @ in Normalenrichtung, bzw. 7 wird als dimensionslos betrachtet, was dadurch zu motivieren ist,
dass 7 mittels Division eines Normalenfeldes durch seine Norm erklart ist.




Der Diffusionskoeffizient dg; s >0 kann von anderen Parametern, insbesondere von der
Temperatur, abhéngen, er ist aufler dem i.a. fiir jede Spezies ein anderer. Das Einfiigen
eines Faktors 6 in obiges Gesetz ist plausibel, da die Grofle des Porenraums (und nur
dort kann ja Diffusion ablaufen) mittels 6 gemessen wird.

Beachte: Advektion und Diffusion findet auch bei Stromungen auflerhalb von pordsen
Medien statt. Diffusion findet auch dann statt, wenn das Fluid ruht (Z=0).

3. (Kinematische) Dispersion: Dies ist ein Effekt, der nur speziell in pordsen Medien
vorkommt. (Nur) in pordsen Medien gibt es mikroskopische Vorginge, die wir bisher
noch nicht in unserem makroskopischen Modell (mit den iiber REVs gemittelten
Geschwindigkeiten) eingebaut haben (s. Abb. 2):

(a) In der Mitte der Poren ist die Geschwindigkeit grofier als am Rand der Poren —
siehe dazu auch unsere Uberlegungen in Kap. 2.1, wo wir fiir homogene Rohrenférmige
Poren ein Poiseuille-Profil hergeleitet hatten. Je nachdem, ob ein Teilchen des Stoffes
X in Randnéhe der Poren ist oder nicht, kommt es also schneller oder langsamer voran
in Stromungsrichtung, als die Advektion angibt, dies fithrt zu einem zusétzlichen
diffusionsartigen Effekt, vor allem in Stromungsrichtung.

(b) Teilchen, die sehr nahe beieinander sind, und die bei einem Fluid auBerhalb eines
porosen Mediums sich nur sehr langsam durch Diffusion voneinander entfernt hétten,
konnen in einem porosen Medium gelegentlich in unterschiedliche Poren abbiegen
und sich, dem Verlauf der Poren folgend, weiter voneinander entfernen, als es die
molekulare Diffusion vorhersagt. Dieser Effekt wirkt sich makroskopisch aus wie
eine zusitzliche Diffusion in Richtungen quer zur Stromungsrichtung . (c) Es gibt
Poren, in denen Teilchen schneller vorankommen (dickere Poren erlauben groflere
Geschwindigkeiten, auferdem geradlinige Poren) als in anderen (schmalere Poren,
gewundene Poren).

v
\(’) s Ay Vv
A

vyl OQ
‘:l f:——iq;’uf;)fw—» m}‘

Pow

Abbildung 2: Links: Stromungsprofil innerhalb einer Pore. Rechts: Hauptursache der
Querdispersion.
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Die drei o.g. Effekte mit einfachen Formeln gut zu modellieren und zu quantifizieren
ist schwierig, u.a., da sie stark von der Geometrie der Poren abhéngt, aulerdem von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Porengréfien, etc.!” Ein weit verbreitetes Mo-
dell ist, die Dispersion analog zur molekularen Diffusion zu modellieren. Da allerdings
die Effekte in Stromungsrichtung andere sind als quer zur Stromungsrichtung, ist es
sinnvoll, lings und quer zur Stromung unterschiedliche Dispersionsparameter (Disper-
sionslédngen) 5, 6; (I=longitudinal, t=transversal) zu verwenden; eine solche Richtungs-
abédngigkeit nennt man auch Anisotropie. Als Faustregel gilt, dass §; ~ 105;. Im Fall,
dass die Advektion u in z1-Richtung geht, wire also eine sog. tensorielle Diffusion

Qdisp = _|77‘ Ddisp,O 66, Ddisp,O = diag(ﬁla ﬁtv 5t)

anzunehmen; der Faktor |v] erscheint plausibel, da die Stérke der o.g. Phdnomene
offenbar proportional zur Advektionsgeschwindigkeit ist (inbesondere verschwinden die
Phénomene, wenn o=0 ist!). Dieses Gesetz zu iibertragen auf den Fall, dass @ nicht in
x1-Richtung zeigt, ist leicht, mittels einer Hauptachsentransformation: Im allgemeinen
Fall ist . .

Qdisp = _|17| Ddisp VC, Ddisp = XDdisp,OX_17

wobei X die Orthogonalmatrix ist, die eine Drehung der Standard-Basis auf die Basis
{@, 0"} beschreibt (zur Vereinfachung nehme ich bei der folgenden Rechnung den 2-D
Fall an; die Herleitung und das Ergebnis lésst sich auf den 3-D Fall iibertragen):

L [vy —v a1 v Uy B 0
X == , X == , Daispo =
ol (Uz vy > |U] \ —v2 w1 disp0 0 B
Wir spalten von Dy, 0 den Summanden (3, Id ab und erhalten
' . 1 V1 —Uy 1 0 U1 Vo
Daisp = HXXT <’U2 vy ) (O 0) (—vg U1

— 2
— /BtId+/8l ﬂt ( Ul UIUQ) — ﬁtld_i_ﬁl—ft —»77']“

GiE vvy V3

Die Matrix Dy, wird Bear-Scheidegger-Tensor, das Dispersionsmodell das Bear-
Scheidegger-Modell genannt (Scheidegger’61, Bear'72). In 3-D ergibt sich die gleiche
Formel.

Insgesamt bekommen wir also die Flussdichte

v
::B?ﬁ‘)

10Unter der idealisierenden Annahme, dass die Porenstruktur des Mediums periodisch ist, kann
man mathematisch rigoros effektive Gleichungen herleiten, die sogar genauer sind als das von uns hier
anvisierte sog. Bear-Scheidegger-Modell.
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mit dem Diffusions-Dispersionstensor D(%).

Dies in die Massenerhaltungsgleichung eingesetzt ergibt mit dem Satz von Gaufi:

%/chf - /(D(ﬁ)ﬁc—cm-ﬁdﬂ/wdf
Q Q

oY

= /ﬁ(D(ﬁ)ﬁc—CU) df+/9fdf
Q/ 94

Multiplikation dieser Gleichung mit \Tl’l und dann || — 0 liefert, wenn die Integranden

eine gewisse Regulariéit haben (z.B. stetig in Z sind), die PDE des Massenerhalts fiir
die Spezies X

9,(0c) — V - (D(B)Ve—cT) =0f

die Advektions-Diffusions-Dispersions-Reaktionsgleichung, Gleichung des reaktiven
Transports.

Zum Vergleich die entsprechende Gleichung fiir Transportvorgéinge auflerhalb von
porésen Medien (d.h. Dg;s, =0, 8=1):

Oic =V - (dgirVe—ct) = f

Falls dg;;; konstant ist, kann man diese besonders leicht in Nicht-Divergenzform
uberfiithren:

e — dgigg e+ V - (c¥) = f
Falls das Stromungsfeld divergenzfrei ist (inkompressibles Fluid) folgt

atC — ddiffAC -+ ?7 -Ve= f

Bei Mehrspeziesproblemen ist die Diffusion speziesabhéngig, die Dispersion jedoch
nicht. Die Dispersion héngt von |9 ab, die Diffusion nicht. In der Praxis ist fast
immer die Dispersion (deutlich) grofier als die Diffusion (d.h. i.a. ist |¢/| hinreichend
groB, so dass dies gilt), so dass héufig die Diffusion gegeniiber der Dispersion ver-
nachléssigt wird, so dass der Diffusions-Dispersionstensor als spezies-unabhdngig ange-
nommen wird. Welche Vorteile das haben kann, sehen wir spéter.

4 Allgemeine chemische Reaktionsraten

4.1 Einfache Beispiele

Eine chemische Reaktion wird mittels einer sog. chemischen Gleichung beschrieben,
z.B.
Xy + X9 — Xg.
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Das bedeutet, dass ein Teilchen (Molekiil, Ion,...) der Stoffs X; sich mit einem Teilchen
des Stoffs Xy verbindet, und sich daraus ein Teilchen des Stoffs X3 ergibt. Es folgt
sofort, dass sich jeweils 1 Mol von X; und von Xy zu einem Mol X3 reagieren.

Fiir die Quellterme fi, fs, f3 der drei zugehérigen Konzentrationen ergibt sich also, dass
f1 und f5 negativ und f3 positiv ist; genauer, dass f die Form

R\ [-R\ (-1
f=1Fr|=|-R|=|-1]|R
f3 +R +1

wobei R >0 eine noch zu modellierende Reaktionsrate ist, und wobei Konzentrationen
in Mol (nicht: Gramm) pro Liter gemessen werden.

Eine plausible Annahme ist, dass die Reaktionsrate proportional zur Begegnungswahr-
scheinlichkeit der miteinander reagierenden Teilchen ist, und dass diese wiederum pro-
portional zum Produkt der beiden Konzentrationen ist:

R(E):kclcg, k>0

Ein solches Modell ist recht einfach und zieht nicht in Betracht die genauen Aus-
wirkungen von Kréften zwischen Teilchen (Van-der-Waals-Kréfte,...). Beachte, dass
unsere PDEs des reaktiven Transports nun gekoppelt sind {iber den Quellterm, und
dass dieser mnichtlinear ist, wir es also mit Systemen wvon nichtlinearen (genauer:
semilinearen) partiellen Differentialgleichungen zu tun haben.

Eine Ubertragung auf etwas kompliziertere chemische Reaktionen kann wie folgt ge-
schehen:
Bei der Reaktion

X1 +2Xy — X3+ Xy

verbinden sich ein Teilchen von X; mit zwei Teilchen von X5, d.h. der Quellterm muss
hier lauten

fi —R -1
—’_ f2 o —2R o —2
/= fs 1 | +R | | +1 R.
Ja +R +1

Die Koeffizienten in der chemischen Gleichung heiflen stéchiometrische Koeffizienten;
sie treten als Vorfaktoren vor der Reaktionsrate auf, jedoch sind sie mit Vorzeichen
versehen, je nachdem, auf welcher Seite des Reaktionspfeils sie stehen. Die Spezies
auf der linken Seite einer Reaktionsgleichung heiflen Fdukte, die auf der rechten Seite
heiflen Produkte.

Was die Modellierung der Rate selbst angeht, so wird diese auch dann, wenn mehr als
zwei Teilchen miteinander reagieren, hiaufig weiterhin iiber die Begegnungswahrschein-
lichkeit aller beteiligten Teilchen modelliert, im Beispiel wére das

R(@) =keyc3.
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Sinnvoll ist es durchaus, solche Ratengesetze iiber Experimente abzusichern, was jedoch
aufwindig ist — so héngt die in Experimenten beobachtete Reaktionsgeschwindigkeit
auch davon ab, wie schnell und wie gut die Reaktanden gemischt werden. Aulerdem
sind Reaktionen, bei denen mehr als zwei Reaktanden miteinander reagieren, haufig in
Wirklichkeit zusammengesetzt aus mehreren (teilweise sehr schnell) nacheinander ab-
laufenden Teilreaktionen, was zu anderen Ratenmodellen als dem obigen fithren kann.

4.2 Mindestanforderungen an Reaktionsraten

Wir betrachten eine allgemeine chemische Reaktion; es sei I die Anzahl der Spezies:
ST X1 + ...+ S?XI — sIle + ...+ SI;XI

Dabei seien s§, ..., 55, si,...,s7 € R{ (hdufig: € Ny). Edukte sind diejenigen X; fiir die
s¢ > 0 ist, und Produkte sind diejenigen X;, fiir die s? > 0 ist. Beachte, dass wir hier
zulassen, dass eine Spezies sowohl als Edukt als auch als Produkt in Erscheinung tritt
(—’Katalysator’).
Als Mindestanforderung fiir Ratenfunktionen R : (Rf)! — R legen wir fest: R sei
stetig, und es gelte:

R(&)=0, falls 3i: s{#0 A ¢;=0

(D.h. wenn eines der Edukte Konzentration=0 hat, kann die Reaktion nicht stattfin-
den.)
R(€)>0, falls Vi: s;=0 V ¢;#0

(D.h. wenn alle Edukte Konzentration>0 haben, dann lduft die Reaktion sicher ab.)
Wenn man den Trdger eines Vektors

supp ¢ = {ie{l,...,I}|c;#0},
supp §¢ = {ie{l,...,I}|sf#£0}

einfiithrt, so kann man obige Bedingungen kurz schreiben als

R(¢)>0 <= supp §° C supp ¢,
R(¢)=0 sonst.

Fiir negative Konzentrationen haben wir die Ratenfunktion bisher nicht definiert, was
physikalisch verstandlich ist; aus mathematischen Griinden kann es jedoch sinnvoll sein,
auch fiir negative Konzentrationen die Ratenfunktion fortzusetzen (z.B. indem man
fir u € RT\ (R™)? setzt R(u) := R(u"), wobei u™ := max{u, 0}, wobei das Maximum
komponentenweise gebildet werde; eine solche Fortsetung ist stetig, da  — max{xz,0}
stetig ist).!

HWeshalb sollte man dafiir sorgen, dass die Raten auch fiir negative Konzentrationen wohldefiniert
sind? Konzentrationen sind doch immer nichtnegativ, oder? Nun, in der realen Wert sind Konzentra-
tionen immer nichtnegativ. Aber ob die Losungen unserer mathematischen Modelle ebenfalls immer
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4.3 Das Massenwirkungsgesetz

Das Massenwirkungsgesetz (MWG) ist nichts anderes als das Prinzip, das wir auf die
Beispiele aus Kap. 4.1 angewendet haben:

R(@E) =k [le'|, k>0,

mit dem Quellterm

[ = ("5 R().

Nun modellieren wir in gleicher Weise ein System von J chemischen Reaktionen:
Die chemischen Gleichungen sind

Sil X1 +...+ 8?1 Xy — 811)1 X1+ ...+ 85—71 X

i X485, X — § X+ 8K
Die stéchiometrischen Koeffizienten bilden nun Matrizen S¢ = (s§;),S? = (s;) €
(Rg)!*’. Die Konvention in dieser Vorlesung ist also: Zu jeder Reaktion gehért ei-
ne Spalte, zu jeder Spezies eine Zeile. Viele Autoren machen es genau umgekehrt. Der
Quellterm lautet

f=2 0= 2 R0 (5 =57) = (57 =5°) B(@

wobei 57 und 5;’ die j-te Spalte der betreffenden Matrix bedeutet und R= (Rj)j=1.
der Vektor der Reaktionsraten ist. Dieser hat offensichtlich die Komponenten

Rj(a:kj HC;U , kj>0, 7=1,...,J

4.4 Reversible Systeme

Oft wird die Annahme getroffen, dass alle Reaktionen sowohl 'vorwirts’ als auch
‘riickwérts’ ablaufen kénnen, d.h. in unserer Menge von Reaktionen j =1, ..., J treten

nichtnegativ sind, muss durch Beweise abgesichert werden. Und bevor so ein Beweis gefiihrt ist, d.h.
als Vorbedingung dafiir dass so ein Beweis iiberhaupt gefithrt werden kann, ist es notwendig, die
Raten auch fiir negative Konzentrationen zu definieren. Auflerdem kann eine solche Definition not-
wendig sein, wenn wir an numerische Losungsverfahren denken: Unsere Gleichungen sind nichtlinear,
d.h. wir werden iterative Verfahren, z.B. das Newton- Verfahren, benutzen. Selbst wenn die Losung
immer nichtnegativ ist, so konnen aber Iterierte negativ sein. Wir wollen nicht, dass der Algorithmus
in so einem Fall crasht. Siehe z.B. | ], wo das Verhalten von Algorithmen beim Vorkommen von
negativen Iterierten eine Rolle spielt.
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dann alle Reaktionen paarweise auf; wir kénnen so ein paar von Reaktionen durch die
chemische Gleichung!?

sXi+ s X e s X+ s X, =100,
wobei j nun, um Konsistenz zu den fritheren Kapiteln zu halten, von 1 bis J := %
r

lauft. Solche Reaktionen bzw. Systeme von Reaktionen heiflen reversibel. Fassen wi
die Raten ebenfalls paarweise zusammen, so bekommen wir

R;(@) = RI(&) = Ry, j=1,..,J,

sowie den Quellterm

f o= Z 1(0) (57 =55) + Ry(9) (55 —57)

= Z(Rf(f) RY(&) (57 —57) = | (57 =5°) (1 (&) —R"(d))

wobei nun S:=S7—5¢ und R(¢) := R/ (¢)—R"(¢).

4.5 Weitere Ratengesetze
4.5.1 Massenwirkungsgesetz mit Aktivitdtkorrektur

Genauere Untersuchungen zeigen, dass die Reaktionsraten nicht exakt proportional zur
Konzentration sind, sondern eher zur sogenannten Aktivitit der Spezies. Das MWG

I
R@ =k ]]er
i=1
wird somit korrigiert zu
I
R(@) =k [Ja@",
i=1

wobei @ = (ay, ...,a;)T der Vektor der Aktivititen der Spezies X, ..., X; ist. Jede Akti-
vitit a; wiederum ist Funktion des Vektors der Konzentrationen ¢. Diesen Zusammen-
hang von Aktivitidt und Konzentration schreibt man oft in der Form

ai(¢) = () ¢;.

12Welchen Teil wir auf die rechte und welchen auf die linke Seite packen, d.h. welche Teilreaktion
wir als ‘vorwérts’ und welche als ‘riickwiérts’ bezeichnen, legen wir willkiirlich fest.
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Dabei heif$t v; Aktivitdtskoeffizient der Spezies X;. Er ist eine Zahl, die meist ndherungs-
weise eins ist, was das 'vereinfachte’ MWG aus Kap. 4.3 rechtfertigt. Die Ndherung aus
Kap. 4.3, dass also a; = ¢; (7; &= 1) gilt umso besser, je kleiner die sog. lonenstérke
der Losung ist; die Ionenstirke (s.u.) ergibt sich als gewichtete Summe der Konzen-
trationen von geladenen Teilchen. Eine in den Geowissenschaften vielfach verwendete
Aktivitdatskorrektur ist die nach Debye-Hiickel:

A2VH
i=exp | —————= |,
7 P 1—|—7“iB\/ﬁ

wobei z; € Z die Ladungszahl der Teilchen, H = H(¢) = %ZLI c;z? die Tonenstirke
der Losung, r; der effektive Durchmesser der Teilchen ist (nachzulesen in Tabellen, in
der GréBenordnung von 107'%m), sowie, bei 25 Grad Celsius, A=0.509 (1/mol)*/? und
B=0.328 - 10'° (m/mol)/2."* Es ist also v; <1, und 7; — 1 fiir &—0.

Verwendet man, wie in Kap. 4.3, die Ndherung a; = ¢;, so spricht man von idealen
Aktivitaten.

4.5.2 Das Monod-Modell fiir biologischen Abbau

Der Stoffwechsel (Metabolismus) von Mikroorganismen fiithrt zum Abbau gewis-
ser organischer Substanzen, darunter auch ’Schadstoffe’, weshalb man sich fiir die-
sen Abbau besonders interessiert. Der Metabolismus eines Organismus besteht aus
Tausenden von chemischen Reaktionen, die weitgehend unerforscht sind. Es stellt
sich jedoch heraus, dass, wenn man diese Reaktionen zusammenfasst, im wesent-
lichen eine Redoxreaktion ablduft, d.h. ein FElektronenakzeptor=Q0uxidationsmittel A
(wie z.B. Oy, Fe(Ill), NO; (=Nitrat), SO}~ (=Sulfat),...) und ein Elektronendona-
tor=Reduktionsmittel D (z.B. ein organischer Schadstoffe wie der chlorierte Kohlenwas-
serstoff Chlorperethen=Tetrachlorethen CyCly) reagieren miteinander. Die per Saldo
ablaufende Reaktion ist eine Redoxreaktion; das Reduktionsmittel wird oxidiert und
das Oxidationsmittel wird reduziert. Unter Oxidation (Reduktion) versteht man eine
Steigerung (Senkung) der sog. Elektronegativitiat, was durch Zu-Sich-Hinziehen oder
Von-Sich-Wegdriicken von Elektronen geschieht. Eine Mikrobenpopulation X hat dabei
eine Rolle, die mit einem Katalysator vergleichbar ist: Sie wird weder abgebaut noch
aufgebaut durch die Reaktion. Jedoch profitiert die Mikrobenpopulation von der Re-
aktion dahingehend, dass ihre Vermehrungsrate von ihr abhéngt. Das Abbauprodukt
nennen wir P; ggf. wird fiir P gar keine Unbekannte und Differentialgleichung in das
Modell aufgenommen, je nachdem, ob der Stoff als "harmlos’ eingestuft wird, oder der
Stoff in weiteren interessanten Reaktionen eine Rolle spielt.

13Die Herleitung, bei der das Boltzmann-Modell der Thermodynamik (statistisches Modell zur Be-
schreibung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Geschwindigkeiten der Teilchen) mit der Elektrosta-
tik (Poisson-Gleichung zur Beschreibung elektrostatischer Felder einer Punktladung) kombiniert wer-
den, ergibt B = \/2e2N4/(ekpT) und A = e2B/(8mekpT In 10), wobei kp die Boltzmann-Konstante,
e die elektrische Elementarladung, N4 die Avogadro-Konstante, ¢ die dielektrische Leitfihigkeit der
Losung und T die absolute Temperatur ist.

17



Der Metabolismus eines Mikroorganismus besteht aus Tausenden von Reaktionen; stark
vereinfach stellt sich der Mechanismus dar als

SAA—FSBB—FXHSCP—FX

Beim Monod-Model geht man davon aus, dass die zugehorige Rate die Form

CA Cp
ka+ca kp+cp

R(ca,cp,cx) =kex , mit k ka,kp >0,

hat. Die Quellterme des Dgl.-Systems lauten

fa = —saR(ca,cp,cx),
fo = —spR(ca,cp,cx),
Cx
= (1— R — k

Ix ( CX,ma:r) (CA> CB, CX) dCx

Sterbeterm
Biomassenlimitierung
fp = +spR(ca,cp,cx) (falls cp ins Modell aufgenommen wird)

Es gibt Varianten des Modells. So kann man z.B. den Sterbeterm weglassen oder die
Biomassenlimitierung (die fiir ¢x < ¢x maz sOrgt), oder man kann in die Rate R weitere
Faktoren, sogenannte Inhibitionsfaktoren der Form ky /(cy +ky) einbauen um zu mo-
dellieren, dass ein Stoff Y den Prozess inhibiert/dem Mikroorganismus schadet. Der
Stoff Y kann z.B. Sauerstoff sein, bei anaeroben Mikroorganismen.

Zur Motivation des Monod-Modells: Zunéchst ist es plausibel, dass bei knappem Nah-
rungsangebot der Umsatz proportional zum Nahrungsangebot ist, bei Uberversorgung
allerdings ein — im wahrsten Sinne des Wortes — ein Sattigungseffekt eintritt, was Terme
der Form ¢/(c+k) plausibel macht.

€
A wxe

Was die tiefere Begriindung des Modells angeht, so ist diese etwas umstritten (es gibt
ein Paper in dem 5 verschiedene Theorien zur Erkldrung des Verhaltens diskutiert
werden). Die am weitesten verbreitete Begriindung des Monod-Modells ist folgende:
Die Geschwindigkeit des Abbaus ist im wesentlichen bestimmt wird durch die am
langsamsten ablaufende Teilreaktion, und diese ist eine Enzymreaktion, welche der
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sog. Michaelis-Menten-Kinetik unterliegt. Eine Enzymreaktion nach Michaelis-Menten

(1911) hat die Form
k1

A+E K 2 E+P.
ko
Dabei ist E das (unkomplexierte) Enzym, K der Enzymkomplex, A das Edukt, P das
Produkt. Man nimmt an, dass alle drei Reaktionen nach dem Massenwirkungsgesetz
ablaufen:

e = kicacg — (ka+ks)ek,
g = (katks)ck — kicacr,
dp = ksck

Per Addition folgt, dass ¢j +cy =0, also cx +cg = const =: cgo. Nun wird ferner die
Annahme eines Gleichgewichtszustandes getroffen, d.h. es soll ¢j = cy =, =0 sein.!*
Wir erhalten also die Gleichungen

kicaceg = (ka+ks) ek,
Ck +Cg = Cgo,
cp = ke .

Eliminieren wir cg in der ersten Gleichung unter Verwendung der zweiten Gleichung,
bekommen wir kica(cpo—cg) = (ko+ks)ck, was

CA
CK = CE0 ~— 7 ika
CA _|_ 2’:1 3
ergibt, somit
CA
/
Cp = k?gCE()

kotks *
CA+ led

Dies hat die Form eines Monod-Terms, mit Monod-Parameter k = (ko+ks3)/k;, was als
Motivation fiir die Annahme solcher Terme im Monod-Modell dienen kann.

5 Das Batch-Problem/ODE-Modell

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einem allgemeinem Massenwirkungs-System
unter Vernachldssigung von raumlichem Transport, d.h. unser Modell ist ein (nichtli-
neares) ODE-System. In den Geowissenschaften nennt man ein reaktives Problem, bei
dem der Transport vernachlassigt wird, auch Batch-Problem.

Gerechtfertigt ist diese Betrachtung, wenn man an rdumlich homogene (d.h. bzgl. x
konstante) Situationen denkt. Der Grund fiir diese Vereinfachung ist, dass die Analysis

Yyyas fiir k3 >0 nur dann maoglich ist, wenn der Stoff A mit einer Rate Ry >0 nachgeliefert wird; es
ist ¢y =kacx —kicacg+Ro=0
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fiir ein ODE-System i.a. viel einfacher (weniger "technisch’) ist als fiir ein PDE-System,
welches wir dann spéter in Kap. 7 ebenfalls noch untersuchen wollen. Viele der Eigen-
schaften, die man fiirs ODE-System zeigen kann, lassen sich, wenn man den notigen
Aufwand betreibt, auch aufs PDE-Modell iibertragen.

5.1 Positivitiat von Losungen

Satz. Die Losung des Batch-Problems
&(t) = S R(et))

mit positivem Anfangswert &0) > 0 und Massenwirkungskinetik (nicht notwendiger-
weise reversibel) und stochiometrischen Koeffizienten sf;, s7; € N ist auf jedem Exi-
stenzintervall echt positiv.

Beweis. Sei [0,7") ein Existenzintervall der Losung. Angenommen es gibt ein i €
{1,..,n} und ein ¢; € [0,7) mit ¢;(t) < 0. Da der Anfangswert strikt positiv ist,
ist die kompakte Menge {t € [0,%1]|3j : ¢; =0} nichtleer und hat somit ein kleinstes
Element ty, und ¢y >0. Auf [0, %) sind somit alle ¢;(t) strikt positiv, und es gibt ein i,
so dass ¢;(t2) =0.

Die i-te Komponente unseres ODE-Systems lautet

& (t) = ;@%—sf» Rjgm R;j(&) = k; H

Auf [0,2,] ist R;(c(t)) offenbar nichtnegativ. Wir sortieren die Terme nach Vorzeichen.
Ein Summand kann nur dann negativ sein, wenn sf; > sfj, also wenn s7; > 1. Dann
aber enthilt das R;(c(t)) einen Faktor c;(t)% mit s¢; > 1. Die Terme mit positivem
Vorzeichen fassen wir zusammen als Term «ag(t) >0 (dieser Term enthélt ¢; nicht, siehe
Ubungsaufgabe, was jedoch hier nicht essentiell ist). Die negativen Terme dagegen
sind in polynomieller Form von ¢; abhéngig. Sie kénnen somit als Y ", a,(t) ¢;(t)"
geschrieben werden, wobei die a,(t) die Abhéngigkeiten von den ¢;, j #1, beinhalten,
und somit ebenfalls >0 sind auf [0, t5].'°

Auf dem kompakten Intervall [0,¢] sind die stetigen Funktionen ayg,a, beschrankt,
also gibt es C'>0 mit 0< CT(t) <1, somit 0< (C—g))r < ci—g)v 7,1, somit ¢;(t)" <C™ei(t).
Wir kénnen somit die Potenzen ¢;(t)" durch lineare Terme abschétzen:

d(t) = w -> &@ G(t) ==Y Clan(t) alt)

<C

YDies kann zu 5§, s7; € {0} U [1, 00) abgeschwiicht werden.

16Wichtig ist hier, dass die Summation bei 7=1 und nicht bei 7=0 beginnt.
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Der Term Y C" ', (t) ist wegen seiner stetigen Abhéngigkeit von ¢ € [0, t5] beschrinkt
r=1
durch eine Konstante C'>0. Wir landen also, da auch ¢;(t) >0 ist auf [0, 5], bei
¢(t)
ci(t)

Integration liefert wegen der Monotonie des Integrals

> —C VYtel0,t).

t

AU
O/Ci(t) dt > —Ct

fiir t €0, 2], somit (Substitution u := ¢(t))
ci(t) > ¢;(0) exp(=Ct), t € [0,t5).

Dies ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von ¢;, da ¢;(t2) =0. O

5.2 Beschrianktheit von Loésungen, Existenz von globalen
L6sungen

In diesem Kapitel werden zwei verschiedene Wege beschritten, wie man Beschréanktheit
von Losungen des Batch-Problems bei Massenwirkungskinetik zeigen kann.

Die Ubungsaufgabe 1 zeigte uns einen Weg auf, wie man unter Verwendung von
Invarianten sowie der aus Kap. 5.1 hervorgehenden Nichtnegativitit die Beschréanktheit
von Losungen (‘nach oben’) zeigen kann:

Satz. Es gelten die Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes, und es sei S+ N
(RT)? £ (). Dann ist die Losung des Batch-Problems mit Massenwirkungskinetik (nicht
notwendigerweise reversibel) auf jedem Existenzintervall [0, T") beschrinkt durch eine
Konstante (unabhéngig von T').

Dabei sei § := Bild(S) der Spaltenraum der Matrix S und S* sein orthogonales
Komplement.

Beweis. Sei 5+ € St N (R*)!. Wir bilden die Linearkombination

1

O(t) =Y s ailt).

i=1

Dieses ® ist eine Erhaltungsgrofie:

() = (s, (1) = (s, SR(1))) = (& 52, R(@1))) =0,
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denn s+ € S = Bild(S)* = Kern(S7). Es ist also ®(t) = ®(0) = const = (s*, &0)).
I

Da sj- 0, kénnen wir die Gleichung > s3 ¢;(t) = (s*,&(0)) nach ¢;(t) auflésen:
=1

(2

Da die s; >0 und die ¢;(j) >0, folgt

1

elt) < — (s, 0)). o

S

Folgerung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes existiert die Losung der
Batch-Problems mit Massenwirkungskinetik auf ganz [0, 00); d.h. das Batch-Problem
hat eine globale Losung.

Der Grund dafiir ist ein Satz, den man z.B. in dem Buch | ], iiber ODE-Systeme
mit lokal-lipschitzstetiger rechter Seite findet:

Gibt es eine Funktion f : [0, 00) — R, so dass jede lokale Losung des ODE-Systems auf
ihrem Existenzintervall die Bedingung |c(t)| < f(¢) erfiillt, so existiert die Losung auf
ganz [0,00). (Hintergrund: Es gibt immer eine 'maximale’ Losung, d.h. eine Losung,
die 'bis an den Rand’ des (ggf. unbeschrénkten) Gebietes, z.B. [0,00) x R", auf dem
die rechte Seite lokal L-stetig ist, reicht. Die Annahme einer Schranke f(t) sorgt dafiir,
dass die maximale Losung bis =00 gehen muss.)

Physikalische (Be-)Deutung. In 'realen’ chemischen Systemen ist jedes Teilchen
(Molekiil) aus einer echt positiven Anzahl von Atomen zusammengesetzt. Setzt man
si als Anzahl der Atome, aus denen ein Molekiil des Stoffs X; besteht (was offenbar
eine strikt positive Zahl ist), so ist 3 orthogonal zu jeder Spalte der Matrix S (dies
besagt nichts anderes als dass die Anzahl der Atome auf der linken und auf der rechten
Seite einer chemischen Gleichung gleich sein miissen, Erhalt der Anzahl der Atome).
Somit erfiillt der so gebildete Vektor 5 die Voraussetzung des obigen Satzes. Die

Voraussetzung des Satzes ST N (RT)! £ () ist also realistisch.

Andere Invarianten sind z.B. die Anzahl der Atome einer gewissen Atom-Sorte (z.B.
C-Atome) oder die Ladungszahl; deren Komponenten sind jedoch i.a. nur nichtnegativ
statt strikt positiv, d.h. deren Verwendung und kann nur die Beschrénktheit von
gewissen Komponenten des Losungsvektors zeigen.

Beachte, dass wir hier die Zusammensetzung von Teilchen aus Atomen zum ersten mal
verwenden.

Es gibt noch einen ganz anderen Zugang zur Beschréanktheit von Losungen, der auf sog.
Lyapunov-Funktionen beruht, und der das Bestehen der Teilchen aus Atomen nicht
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verwendet, dafiir allerdings nur fiir reversible Systeme funktioniert. Als Motivation,
diesen neuen Zugang ebenfalls zu verfolgen, mag dienen, dass er

1. ganz niitzlich sein wird spéater fiir das PDE-Modell und

2. dass dieser auch bei sog. seltsamen (engl.: peculiar) reaktiven Netzwerken funktio-
niert. Beispiele fiir seltsame Netzwerke sind: 2.a.: Bei Reaktionen mit Wasser (oder
mit Stoffen, die in grolen Mengen vorhanden sind, und deren Menge durch Reaktionen
kaum beeinflusst wird) der Stoff "Wasser’ oft eliminiert wird: Statt der chemischen
Gleichung 2H* + OH™ <+— H,0, zu der die Rate R(¢) = k' ¢y, R"(C) = k" c3
gehoren, integriert man die (de facto konstante) Konzentration von Wasser, c3, in die
Reaktionskonstanten und bekommt hier R%(¢) = k/ 2cy, R™(€) = k", was wiederum
der chemischen Gleichung 2H' + OH~ <— ’nichts’ entspricht; in einer solchen
chemischen Gleichung gibt es keinen Atomerhalt, und es gibt kein 5 mit positiven
Eintrigen, das zu der Spalte (1,1)T der zugehérigen neuen stéchiometrischen Matrix
orthogonal ist.

2.b.: Auch Zu- und Abfluss aus einem chemischen Reaktor kann mittels Massenwir-
kungskinetik fiir (Pseudo-)Reaktionen 'nichts’ — X; bzw. X; — 'nichts’ modelliert
werden.

—

Die Lyapunov-Technik (fiir ODEs) Fiir ein ODE-System ¢'(¢) = f(¢,%(t)) finde
ein Funktional ¢, so dass

1. Lo(7(t)) < 0, wobei ¢t — §(t) die Losung der ODE ist (¢ fillt entlang von
Loésungen’),

2. aus der Beschrianktheit von ¢ — ¢(¢(t)) die Beschranktheit von ¢t — (t) folgt
(also z.B. eine Abschitzung der Form |¢] < c10(¥) + ¢ fiir ¢ gilt).

Die Argumentation ist dann wie folgt:

Aus 1. folgt, dass ¢(7(t)) < ¢(7(0)) = const, aus 2. folgt dann |7(t)| < c1(¥(t))+ca <
c10(7(0)) + ca. Aus einer solchen Schranke folgt wieder die Existenz einer globalen
Losung.

Bemerkungen.

e Es sind Varianten/Abschwichungen der Voraussetzung 1. denkbar. So reicht
es auch, ein mogliches Anwachsen von ¢ entlang von Losungen zu “kontrollie-
ren’, z.B. durch Abschwiichung von 1. zu Lo(7(t)) < g(t) oder zu Lo(7(t)) <

codi(t)). :

e [st ein ODE-System ohne konkreten Anwendungshintergrund gegeben, so ist es
oft sehr schwierig, eine geeignete Funktion ¢ zu finden. Bei Anwendungsproble-
men ist es hdufig erfolgversprechend, als ¢ physikalische Gréflen wie irgendwelche
Energien als ¢ zu benutzen; bei reibungsbehafteten Vorgéngen (Bewegung in ei-
nem Gravitationsfeld, Bewegung eines Federschwingers...) vielleicht die Summe
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aus kinetischer und potenzieller Energie.
Mathematisch betrachtet zeigt die Rechnung

%90(17(75)) = (Vo(7(t)),7 (1)) ODE

(Ve(y(t), f(t (1)),
dass als Anforderung an ¢ zu stellen ist, dass (V(y(t)), f(¢,4(t))) nichtpositiv
oder zumindest 'nicht zu grof3’ wird.

Im vorliegenden Fall eines reversiblen reaktiven Problems mit Massenwirkungskinetik
ist ein geeignetes Funktional

I

p(@) =D (mi—1+nc)e+e ™, (RY) — R,

i=1
wobei der Vektor ji eine Losung des LGS
STi=—-InK

ist, S=57—5¢, KeRI k; = 2.

Motivation/physikalische Bedeatung von : Die Konstruktion von ¢ ist inspiriert von
einer Groe (einem ’Potenzial’) aus der Thermodynamik von Gemischen, der sog.
freien Gibbs-Energie. Anschaulich kann man sich darunter eine Art von chemischer
Energie vorstellen; das System versucht durch Ablaufenlassen der Reaktionen, seine
chemische Energie zu minimieren (— Erwartung: ¢ monoton fallend entlang von
Losungen). Die additive Konstante e!™# verschiebt lediglich das Nullniveau von ¢,
was dazu fiihrt, dass man in Punkt 2. mit ¢; =0 durchkommt (man kann auch ohne
additive Konstante arbeiten).

Existenz einer Losung (i des obigen LGS: Hierzu setzen wir voraus, dass die Spalten
von S linear unabhéingig sind; es ist dann rang(S) = rang(S) = .J, somit ist das Bild
von S der gesamte R’ d.h. das LGS ist fiir beliebige rechte Seite 16sbar (die Losung
ist i.a. nicht eindeutig; eine Losung ist offenbar i = —S(STS)~11n K ; die Gesamtheit
der Losungen erhilt man als Kern(ST) — S(S7S)1In K).

Satz. Fiir das Batch-Problem mit reversibler Massenwirkungskinetik ist die Losung
auf jedem Existenzintervall [0,7T") beschrankt durch eine Konstante (unabhéngig von
T).

Beweis. Wir errechnen % = u; + In¢;, also

V(@) = i+ 1n¢

wobei der In komponentenweise zu verstehen ist. Da die Losung ¢ — ¢(t) strikt positiv
ist, konnen wir ¢(c(t)) und sogar Vp(c(t)) bilden. (Anmerkung: ¢ ist per stetiger
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Fortsetzung auch am Rande des positiven Rektanden definiert, V¢ jedoch nicht.) Es
folgt

Lolelt)) =

wobel

(I1)

AV
(@]
=3
-

<
+
w
S

I

2 i Y

iiCi = lnkj—i- SiiCi
i=1

Somit ist ¢ o ¢ monoton fallend, also p(c(t)) < ¢(&(0)) =: ¥o.
Es bleibt noch, aus der Beschranktheit von ¢ o ¢ die Beschrénktheit von ¢ zu folgern.
Dazu eine kurze 'Kurvendiskussion’ fiir ¢:

Wir schreiben

I
P@ = pile) mit pi(e) = (i~ T+na)a+ el
i=1
Es ist offensichtlich hH(l) i(x) = e lim p;(r) = oo. Die einzige Extremalstelle
T— T—r 00

(=Minimalstelle) erhalten wir mit
902(95):0 S git+nr=0 &  r=e M

Der Minimalwert von ¢; ist somit @;(e ) = e Hi(e—1).
¢ : (R§)’ — R hat also eine positive untere Schranke. Ferner ist -L(p;(z) —z) =
pitlnz—1 =0 <<= 2 = e und (¢;i(2) —)|smexp(—p) = 0, d.h. der Graf von ¢;
beriihrt die Identitit f(z)=2x genau einmal (an der Stelle x = e'7#¢) und verlduft sonst
oberhalb. Somit

pi(r) >x VreR].
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Zusammen mit der Nichtnegativitét der ¢; folgt

I
o(c) > Zci, insbesondere p(¢) > ¢; Vi=1,..., 1.
i=1

O
Der stochiometrische Raum und Veranschaulichung der beiden Zugéinge zur
Beschrinktheit von Losungen.
Integration des ODE-Systems liefert

t

at)—é0) =S / R(&(7)) dr,
0
somit liegt der Vektor &(t) —¢(0) immer im Raum Bild(S) = Kern(S?)*. Die Losung
kann also den affinen Unterraum

&(t) € ¢0) + Bild(S) = &0) + Kern(ST)*

nicht verlassen. Der Vektorraum S := Bild(S) = Kern(ST)* heifit stéchiometrischer
Raum. Der affine Raum 7 + S heiit stichiometrische Klasse des Vektors € R!.

Falls es einen Vektor st € S+ gibt mit lauter echt positiven Eintrigen (was, siehe oben,
z.B. dann der Fall ist, wenn dem Problem ein ’Atomerhalt’ innewohnt), so muss der
Schnitt des Raumes ¥ + S mit dem positiven Rektanden beschrinkt sein (s. Abb. 3,
links). Da die Losung in beiden Mengen zugleich liegen muss, folgt die Beschrinkt-
heit von Loésungen, sofern St N (Ry)! # (), was den ersten Zugang zum Beweis der
Beschréanktheit von Losungen geometrisch veranschaulicht.

Der zweite Zugang (Lyapunov-Technik) zeigt, dass die Existenz eines solchen Vektors
bei reversiblen Systemen nicht erforderlich ist: Alle Niveaulinien von ¢ sind wegen
©(Z) > |Z|; beschrankt, und da ¢(c(t)) aus Monotoniegriinden niemals grofer als
©(¢(0)) sein kann, kann die Losung einen beschriankten Bereich (¢(0)+S8) N{Z| p(Z) <
©(¢(0))} nicht verlassen (s. Abb. 3, rechts).
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Abbildung 3: Links: Stéchiometrische Klasse im Falle, dass 35* € St N (Ry)! # 0
(also z.B. im Falle eines dem reaktiven Systems innewohnenden ’Atomerhalts’). Rechts:
Niveaulinien von ¢ bei beliebiger’ Lage von 5. In beiden Fillen bekommen wir die
Beschréanktheit von Losungen.

5.3 Reaktionsinvarianten

Zur Vereinfachung gehen wir in diesem Kapitel davon aus, dass die Spalten von S
linear unabhéngig sind; auf diese Anforderung kann jedoch auch verzichtet werden;
siche Anmerkung unten.

Wir zerlegen jeden Vektor ¢€R! in eine direkte Summe, bestehend aus seiner Projek-
tion Ps¢ auf den Raum S sowie seiner Projektion Ps. & auf den Raum S+:

&= Ps¢@® Ps.

Da § =Bild(S) von den Spalten von S aufgespannt wird, kann man Ps als LK dieser
Spalten mit Koeffizienten &; schreiben; analog fiir Pgu:

Ps¢=SE, Ps.é=Uf, EeR’ ijeR™

Dabei ist U eine (I —.J) x I-Matrix, deren Spalten eine Basis des I —.J-dimensionalen
Raumes S* bilden; es gelten also insbesondere die Matrixgleichungen

Urs=o0, STu=o.

Wir haben also die Darstellung

c=SE+ U, EeRijeR (%)
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Eine Umkehrformel fiir diese Transformation kann man auf zweierlei Arten finden.
Entweder man kennt die Tatsache, dass sich eine Orthogonalprojektion auf einen
Raum S = Bild(S) schreiben lisst als Ps¢ = S(STS)71ST¢ (beachte, dass STS in-
vertierbar ist aufgrund der Annahme, dass S maximalen Spaltenrang hat). Analog

Ps.é = U(UTU)"'UTZ. Es folgt

¢=S(878)'sTe+U [UTU T E

=¢ =]

woraus man

§=(s7s)71s%e), |ij=(UTU)~u”

‘ablesen’ kann. Oder man wendet ST auf die Gleichung (*) an, nutzt dann STU =0
aus, und wendet dann die Matrix (STS)~! an, um die Formel fiir £ zu bekommen;
analog fiir 7.

Das ODE-System

d =
Salt) = SE(()

(nicht notwendigerweise MWG, nicht notwendigerweise reversibel) kann durch Multi-
plikation einerseits mit (S7.S)~1ST, andererseits mit [UTU]|'UT auf

i Trn—-177T = _ Trn-171TQ Bz
L UTUTUTE = U TS R(@w)
=ii(t) =0
% (8T9)1sTé = (ST9)'sT S R(E(t))
—— ——
=£(t) =Id

dquivalent umgeformt werden. Wir erhalten somit das System

£y = R()

Es ist also 7j(t) = const = 7(0) = (UTU)"*U* &0) =: 7j,. Wir erhalten somit das i.a.
kleinere, nur noch aus J (statt ) ODEs bestehende System

(t) = R(SE(0)+Ui) |

&=
‘N"l

Die Komponenten 7; heilen Reaktionsinvarianten (reaction invariants), die &; extents
of reaction. Geometrisch bezeichnen die ¢ Koordinaten in Richtung der stochiome-
trischen Klasse, und die 7; bezeichnen Koordinaten senkrecht zur stéchiometrischen
Klasse. Dass die 7; konstant sind, passt zu der vorher bereits hergeleiteten Tatsache,
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dass die Losung die stochiometrische Klasse des Anfangswertes niemals verlasst.

Bemerkung zur Abschwiichung der Voraussetzung (zur Ubung): Falls die Spalten von
S linear abhéngig sind, dann fiithrt man eine Matrix S* ein, die aus einem linear un-
abhéngigen Teilsystem von Spalten von S besteht, so dass Bild(S*) = Bild(S). Dann
gibt es eine Matrix A, so dass S = S*A. Die Transformation lasst auf g—ﬁ—Koordinaten
lasst sich dann ebenfalls durchfithren. (Welche Bedeutung haben die Spalten von A?
Konnen Sie die Gleichung S = S*A nach A auflosen?)

Nutzen der Umformung dieses Kapitels ist, dass das numerische Losen des kleineren
‘reduzierten’ Problems schneller geht. Dies ist insbesondere interessant, wenn es um
das (zeitaufwindige) Losen von PDE-Systemen geht (Ubertragung von Kap. 5.3 auf
PDEs: spiter).

5.4 Reaktionen im Gleichgewicht

Wir betrachten das ODE-Problem zunéchst ohne Vorgabe von Anfangswerten. Wir

suchen nach Gleichgewichtslosungen, also nach Losungen mit 0 = a(t) = SR(&(t)),
somit nach Vektoren ¢€ (R{)! mit

SR(e) =0,

also R(&) € Kern(S). Wir setzen nun voraus, dass die Spalten von $ linear unabhiingig
sind. Dann kénnen wir per Multiplikation'” mit (S7.S)~1S7 die notwendige Bedingung

R(@ =0
herleiten. Setzen wir zusétzlich voraus, dass das System reversibel ist, so erhalten wir

cist GG-Losung <= Vj=1,..,j: R}(¢) = R}(0),

d.h. jede einzelne Vorwérts-Riickwérts-Reaktion muss dann im Gleichgewicht sein. Im
Falle des Massenwirkungsgesetztes lautet die GG-Bedingung in logarithmierter Form

Ik’ + (8 ' Iné=mk" + (") Iné,

was zu

K +STIné=0

zusammengefasst werden kann. Die Losung ist natiirlich i.a. nicht eindeutig, da es J
Gleichungen fiir I Unbekannte gibt.

Nehmen wir nun aber noch einen konkreten Anfangswert ¢y € Ri an, so legt dieser
die stochiometrische Klasse fest, in der wir nach einer GG-Losung suchen, was [ —J
zusétzlichen Bedingungen 7, =n; o entspricht. Obwohl die GG-Bedingungen nichtlinear
sind, kann man unter den gemachten Annahmen zeigen, dass nun die GG-Losung in
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Abbildung 4: Fiir das reversible System X; <— 2X, also S = (—1,2)7, und GG-
Bedingung k{c; = kjc3: Lage der stéchiometrischen Klasse(n) (¢y+S) NRL und Lage
der GG-Punkte; in jeder Klasse liegt genau ein GG-Punkt.

einer stochiometrischen Klasse existiert und eindeutig bestimmt ist.

Satz. Fiir reversible Massenwirkungssysteme, bei denen die stochiometrische Matrix
maximalen Spaltenrang hat, gibt es in jeder nichtleeren stochiometrischen Klasse
(Co+S) NRL genau einen Gleichgewichtspunkt.

Beweis. Wir betrachten zunéchst das Hilfsproblem

”Minimiere das Funktional ¢ aus Kap. 5.2 unter der Nebenbedingung 7 = (UTU)~'UT ¢ < o”

(Es ist naheliegend zu vermuten, dass dieses Problem &dquivalent ist zu unserem GG-
Problem.) Mit dem Lagrange-Formalismus erhalten wir das dquivalente'® System

V(@ = (UTO)UTTX, (UTU) Ut E= i
was dquivalent ist zu

ptine=UUTU)X,  (UTU)UTEé= 7.

17alternative Argumentation: Dann ist E(é) € Kern(S) = {0}
18Hier geht ein, dass das Problem konvex ist.
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Die erste der beiden Gleichungen wird dquivalent umgeformt durch Multiplikation ei-
nerseits mit UT, andererseits mit ST. Wir erhalten die drei Gleichungen

ST(p+Ine) =0, UT(u+Ind) = X, (UTo)y'UTe= i -

=GG—B;:iingung & &dH+S

Die mittlere konnen wir fallen lassen, da sie lediglich das (uninteressante) X definiert.
Wir sehen: Das obige restringierte Minimierungsproblem ist dquivalent zur Suche nach
GG-Punkten in der stochiometrischen Klasse.

Fiir das restringierte Minimierungsproblem wiederum kann man Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung relativ leicht zeigen: Die ”zuléssige Menge” (also die Menge, die
durch die Nebenbedingung beschrieben wird) ist konvex. Die Zielfunktion ¢ ist strikt
konvex, denn die Hesse-Matrix

1 i)

_’ (EXE}
&1 Cr

Hp(¢) = diag(

ist positiv definit. Somit hat das restringierte Minimierungsproblem hochstens eine
Losung. Um die Existenz einer Losung zu zeigen, ist es hinreichend, dass es eine nicht-
leere, kompakte Niveaumenge

M, = {ee(R) |o(@) <1}

gibt. Dass es eine solche gibt, folgt aus der Abschétzung ¢(¢) > |¢] aus Kap. 5.2, da
diese Abschitzung M; C K;(0) beinhaltet, somit die Beschréinktheit liefert, und da & auf
dem nichtnegativen abgeschlossenen Rektanden stetig ist, was die Abgeschlossenheit
von M, liefert. O

6 Feinberg’sche Netzwerktheorie

6.1 Einfiihrung

Das Hauptziel der Feinberg’schen Netzwerktheorie ist es, Aussagen iiber Existenz und
Eindeutigkeit von Gleichgewichtszustinden des Batch-Problems zu liefern. Wir
haben bereits in Kap. 5.4 gesehen, dass unter Annahme der Reversibilitéit Existenz und
Eindeutigkeit eines GG-Zustandes in jeder nichtleeren stochiometrischen Klasse gezeigt
werden kann. Feinberg gelang es, die Voraussetzungen abzuschwichen; eine wesentliche
Rolle spielt dabei der Begriff der schwachen Reversibilitit. Interessanterweise wird in
der Feinberg’schen Netzwerktheorie zu jedem reaktiven System ein mathematischer
Graf aufgestellt, und Kriterien fiir Existenz/Eindeutigkeit von GG-Zusténden werden
mit Hilfe grafentheoretischer Begriffe formuliert.
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Aufstellen des Grafen fiir ein reaktives System anhand eines Beispiels:
Die chemischen Gleichungen seien

X1+ Xy & X3
X3 — X4+ X5
Xe &= Xu+ X5
2X2 — XQ + X7
Xg — 2X2
Xg & Xo+ X7 1 =8 Spezies

Das, was auf einer Seite eines chemischen Reaktionspfeiles steht, bezeichnen wir als
Komplez, z.B. X5+ X7. Ein Komplex hat keine Konzentration. Komplexe werden
nur als mathematisches Hilfsmittel eingefiihrt; sie entsprechen keiner physikalischen
Substanz.

Darstellung als gerichteter Graf:

Knoten
Kanten

Komplexe
Reaktionen

1

im Beispiel:

Xi+Xy & X3—>X4+X5<:)X6
2Xo — X2+X7

N </
Xs

Auch wenn in den Reaktionen ein Komplex mehrfach vorkommt, so wird er im
Grafen mit einem Knoten reprisentiert. Hier: n = 7 Knoten/Komplexe und J = 9
Kanten/Reaktionen (dabei ”&" als zwei Kanten gezéhlt).

Wir kénnen den Grafen als ,,Gebilde® im R’ (I =8) auffassen:

Knoten/Komplexe kénnen als Elemente des (Rj)! aufgefasst werden; z.B.
Xi+Xo,=¢1+é = (1,1,0,0,0,0,0,0)7, wobei &, ...,e; die Standardbasis-Vektoren
des R’ sind.

Also: Knotenmenge/Komplexmenge C C (R{)’

Beachte: Die Komponenten des Vektors sind gerade die stdchiometrischen Koeffizien-
ten s;, s;; aus den vorherigen Kapiteln!

Die Menge der Kanten/Reaktionen kann einerseits als Relation R C C x C auf
der Menge C aufgefasst werden. Daneben haben die Kanten/Reaktionen auch eine
Interpretation als Richtungsvektoren=Differenz der Endpunkte, somit als Elemente
des R! aufgefasst werden: z.B. die Reaktion ,2Xy, — X, + X;Z¢é, + & — 26, =
ér — & = (0,—1,0,0,0,0,1,0)T € Rf
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Beachte: Die Komponenten des Vektors sind gerade die stochiometrischen Koeffizi-
enten s;; = s;; —sf; aus den vorherigen Kapiteln. Da jeder Knoten/Komplex sowohl
als Edukt wie auch als Produkt auftreten kann, ist die Notation (§;,5;) € R fiir eine
Reaktion, die von Knoten/Komplex §; zum Knoten/Komplex §; ablduft, sinnvoller;
die zugehorige Ratenfunktion wird mit R, 5,y oder Rg .5 bezeichnet.

Unser Batch-Modell, das in der alten Notation

J

&'(t) = (SP—5°) R(et) = Y (57 =57) Ry (el1))

=1

lautet, wird in der Feinberg’schen Notation zu

&)= 3 (5—=5) Res, (21))

(gi,gj)ER

oder

= Y (77— Res(@®))

(5,8)ER

Def. (Chemisches Reaktionsnetzwerk, Reaktives System) Ein chemisches Re-
aktionsnetzwerk (RNW) ist ein Tripel (Mg, C, R), wobei
Ms ={1,2...,1},1€N, die Menge der Spezies ist,
C C RY mit |C| =: n€N die (endliche) Menge der Kompleze ist,
und wobei R C CxC, die Menge der Reaktionen, eine Relation auf C ist mit den Ei-
genschaften (s,5) ¢ RV §€C; (i.a. ist die Relation nicht symmetrisch, d.h. der Graf
ist gerichtet).
Ist dariiber hinaus jeder Rate/Kante (5,5") € R eine stetig differenzierbare Raten-
funktion Rz.z : (R$) — Ry, die zudem die Minimalanforderung aus Kap. 4.2,
R(@)>0 < supp §¢ C supp ¢, erfiillt, so spricht Feinberg von einem reaktiven Sy-
stem.

6.2 Schwache Reversibilitit, Zusammenhangskomponenten,
Rang, Defekt

Die Definition der Reversibilitdt lautet in der Feinberg’schen Notation:

Ein RNW heifit reversibel, falls
Vs, s'eC: (5,5 e R = (5,5")eR.

(dies entspricht der Symmetrie der Relation R.)
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Def. (schwach reversibel). Ein RNW heifit schwach reversibel, falls es fiir alle s, 5’ €
C, fiir die es einen gerichteten Pfad im Grafen von § nach §” gibt, es einen gerichteten
Pfad von §’ nach § gibt:

V5,5€C: (3:meNy,&,....5meC: (5,5),

( ]
— 3:m €Ny, 51, o, S €C 1 (5,517),(517,52"),s o, (B 1y 8o), (31, 5) € R)

Aus der Reversibilitdt folgt offensichtlich die schwache Reversibilitiit.

g i 1 7

f

| oo | |

\ 1 i

B § ® x
i § H 1

Abbildung 5: Netzwerk (a) ist reversibel, Netzwerk (b) ist schwach reversibel, aber
nicht reversibel, Netzwerk (c) ist nicht schwach reversibel, aber zusammenhéngend.

Zu dem gerichteten Grafen kann man offensichtlich durch "Weglassen der Pfeilspitzen’
einen ungerichteten Grafen (Msg,C, R) machen, der also die gleiche Knotenmenge hat
sowie die Kantenmenge

RCCxC, (5,5%)ER <= (51,5)ER V (5, 5)€ER;
die Relation R ist also symmetrisch.

Def. (Zusammenhangskomponente) Wir definieren eine weitere Relation, ~, auf

C:

§~ 5§ <= Es gibt im ungerichteten Grafen einen Pfad'? von 5 nach 5"
<~ J:meNy,s,...,5,€C: (5: §1)7 (gl, §2), ey (gm—l, gm), (§m7 §/> eER

'~ ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen von C unter '~’
heiflen Zusammenhangskomponenten (ZHKs, engl: linkage classes) des RNW. Wir be-
zeichnen die Anzahl von ZHKs mit [.
Beispiel: Das RNW
S1 — S < S3
Sq = Sy

19Unter "Pfad’” wollen wir hier und im Folgenden verstehen "Pfad der Linge >0’, d.h. jeder Knoten
soll bzgl. '~’ zu sich selbst in Relation stehen.
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hat | =2 ZHKSs.

Def. (Rang). Der Rang s € Ny eines RNW ist die Dimension des Vektorraums, der
von den Reaktionen aufgespannt wird, also des stochiometrischen Raums:

s := dim(span{5§—35"|(5,5") e R}) = dim(Bild(S?—5°)) = dim(Bild(S)) = dim(S)
Da SeR™/ ist also 0<s< min{I, J}.

Offensichtlich ist der Rang eines RNW invariant gegeniiber

- Umkehrung der Richtung einer Kante (= Multiplikation eines aufspannenden
Vektors mit (—1)),

-~

- Einfiigen/Weglassen einer Kante, sofern sich dabei die ZHKSs nicht verédndern (
Wegstreichen /Hinzufiigen von linear abhéngigen Vektoren im EZS von S)

Beispiel. Zum RNW

gehort die stochiometrische Matrix

-1 1 0 -2 0 0 2

-1 1 0 1 -1 1 0

1 -1 0 0 0 0 0

S = 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 -1 1 0

0 0 0 0 1 -1 -1

Die ersten beiden Spalten sind linear abhéngig, ebenso die letzten vier. Es konnen
hier drei Spalten/Reaktionen gestrichen werden, ohne dass sich die ZHKs/der Rang
des RNWs dndert. Streichen wir die zweite sowie die beiden letzten Spalten aus 5, so
entspricht dies den gestrichenen Reaktionen im Grafen, die in der Skizze zu sehen sind.
Die verbleibenden vier Spalten/Reaktionen sind linear unabhéngig; es ist hier also s=4.

Der Rang eines RNW hingt nur insofern von den Kanten ab, als diese die ZHKs
definieren; man kann Grafen immer 'maximal ausdiinnen’ ohne den Rang zu veréandern.
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In einem 'maximal ausgediinnten’ Grafen ist in jeder ZHK die Anzahl der Kanten gleich
der Anzahl der Knoten |C;| minus eins. Eine obere Schranke fiir den Rang ist somit:

l

s < Anzahl Kanten im maximal ausgediinnten Grafen = ZOQ‘ -1)=|C| -,
i—1 ~~

=n

also??
s<n-—I.

Def. (Defekt). Die Zahl
d:=n—1l—s (>0)

heilt Defekt eines RNW.

Im obigen Beispiel: n=6 Komplexe, [=2 ZHKs, s=4 = 0=6—2—4=0

6.3 Das Defekt-Null-Theorem

Der zentrale Satz der Feinberg’schen Netzwerktheorie ist das Defekt-Null-Theorem:

Satz (Defekt-Null-Theorem). Fiir jedes RNW 2! mit Defekt 6 =0 gilt:

(a) Wenn das RNW nicht schwach reversibel ist, dann hat das System keine positive
stationédre Losung.

(b) Ist das RNW schwach reversibel, und wird Massenwirkungskinetik angenommen,
dann gibt es in jeder stochiometrischen Klasse, die mit ]Rfr einen nichtleeren
Schnitt hat, genau eine positive stationédre Losung, und diese ist asymptotisch
stabil ("beziiglich der stéchiometrischen Klasse?).

Beweisskizze”® Im Satz geht es um Existenz/Eindeutigkeit von Gleichgewichten, ge-
nauer gesagt, um Speiziesgleichgewichteé, also um Vektoren ¢ mit

0=—= Y (§'=5) Res(2).

(5,5)ER

20 Auch ohne die obige Argumentation iiber das Ausdiinnen des Grafen sollte klar sein: Der Raum,
der von Vektoren augespannt wird, die |C;| viele Punkte miteinander verbinden, kann héchstens |C;|—1-
dimensional sein.

2lnicht notwendigerweise mit Massenwirkungskinetik, sondern nur die ’Minimalanforderungen’ an
Raten sollen erfiillt sein

22Was Stabilitit der GG-Losung beziiglich der stéchiometrischen Klasse genau bedeutet, wird in
einer Ubungsaufgabe verdeutlicht

23Mehr Details aus dem Beweis: Siehe mein Vorlesungsskript 'Reaktive Netzwerke’.
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Abbildung 6:

Daneben gibt es noch den Begriff des Komplez- oder Knoten-Gleichgewichts. Das sind
Vektoren ¢, fiir die gilt: Fiir jeden Knoten § € C gilt, dass sich die Raten, die zum
Knoten hin- und wegfiihren, aufheben, also®*

VSEC: 15(8) = Y Reos(@— Y Rew(@) =0

A
£l
(87,5 eR (8,8 erR

hinEu s Wegzon g

Anschaulich leuchtet leicht ein (und es lidsst sich auch leicht zeigen), da sich jedes
4¢;(t) als Linearkombination von 'Knoten-Raten’ (s.0.) schreiben ldsst, dass also
jedes Knotengleichgewicht ein Speziesgleichgewicht ist. Die Umkehrung ist jedoch i.a.
falsch! Dazu ein Beispiel (siche Fig. 6): Es ist dort %c, = rg, () +2r5,(0) (da X; in
diesen beiden Komplexen vorkommt), jedoch kann rz,(¢) +2rz, (¢) null werden ohne
dass rz,(¢) und rz,(¢) beide null sind (Komplex-Raten kénnen negativ sein). Feinberg
zeigt jedoch: Falls 6 = 0, dann gilt auch die Riickrichtung, d.h. ¢ ist genau dann
Spezies-GG, wenn es Komplex-GG ist. (Als Hilfsmittel fiir diese Zwischenbehauptung
verwendet er Lineare Algebra; er konstruiert eine Matrix A, die von einem Parameter
pE€R’ abhingt, derart, dass ¢ genau dann Knoten-GG ist, wenn (1,...,1)" € Kern(A4),
und & genau dann Spezies-GG ist, wenn (1, ..., 1)” e Kern(SAg), wobei ' := R(&); siche
Skript 'Reaktive Netzwerke’ S. 36-38. %°)

24Beachte, dass Knoten/Komplexe keine phys. Konzentrationen haben; die Knoten-Raten sind also
reine theoretische Hilfsmittel, deren Betrachtung aber aufgrund des mathematischen Konzepts ’Graf’
recht naheliegend ist: Die Kanten werden als 'Rohrleitungen’ betrachtet, die Knoten als "Depots’.
%Die lineare Abbildung Az : R" — R™ lautet:  — Y.  pz/az(€s —€5), dabei Komponenten-
(.5‘,;,/)1671
schreibweise: & = (x3)zec, P = (ps)zec
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Anschlieflend reicht es also, Existenz und Eindeutigkeit von Komplez-Gleichgewichten
zu untersuchen. Der Beweis ist sehr aufwandig (Skript 'Reaktive Netzwerke’ S. 38-44);
der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit dieses Gleichgewichts fiir (b) erfolgt in drei
Schritten:

(1.) Zeige, dass (nicht notwendigerweise in jeder Klasse) in R} ein Komplex-GG ¢, gibt
(Dieses ist, nach Voriiberlegung, auch Spezies-GG).

(2.) Zeige die Gleichheit der Mengen {¢ € R. |cist GG} und {¢€ RL | Iné—1Iné, €
SL} =: Eg*

(3.) Zeige: Ez N (¢p+S) hat genau einen Punkt.

Bemerkung zu Punkt (2.): Im Fall echter Reversibilitit ist diese Mengengleichheit so-
fort klar: Sei ¢, ein GG-Punkt, also In K+STIn ¢, = 0. Es ist dann ¢ genau dann ein
GG-Punkt, wenn ImK+STIné = 0, also genau dann, wenn ST(Iné—1Inc,) = 0, was
als Iné—1In ¢, € Kern(ST) = 8+ geschrieben werden kann. (Im Fall von nur schwacher
Reversibilitdt muss anders argumentiert werden, da es ein solches K dann i.a. gar nicht
gibt.)

Bemerkung zu Punkt (3.): Die Existenz und Eindeutigkeit eines Elementes von
E. N (cy+S) wird, wie schon im Fall der echten Reversibilitéit, mit Hilfe eines Funk-
tionals ¢ gezeigt, indem man zeigt, dass sich das gesuchte Element als Losung eines
Minimierungsproblems fiir ¢ unter der Nebenbedingung ¢€ ¢;+S ist. In Ermangelung
eines 7 K” gibt es jedoch auch kein 7", welches in Kap. 5.4 (siehe auch Kap. 5.2)
zur Definition des dortigen ¢ verwendet wurde; jedoch kann man hier stattdessen das
Funktional ¢(@) := Y.1_, (= In¢f—1+1In¢;) ¢; nehmen. O

6.4 Weitere grafentheoretische Begriffe und das Defekt-Eins-
Theorem

Wir definieren eine neue Relation auf dem gerichteten Grafen:
S§1 = 55 <= Es gibt einen gerichteten Pfad von §] nach s5 und einen von S nach §;

Trivial ist:
(1) Wenn §; = 85, dann sind §; und 8 in der gleichen ZHK.
(2) '=’ ist Aquivalenzrelation.

Die beziiglich '=’ gebildeten Aquivalenzklassen heiBen starke Zusammenhangskompo-
nenten (engl: strong linkage classes). Wegen (1) ist jede ZHK die Vereinigung von ein
oder mehreren ganzen, disjunkten starken ZHKs.

eine starke ZHK heif3t terminal, falls kein Pfad aus ihr herausfiithrt. Im Beispiel der
Skizze mit [ =2 gibt es 4 starke ZHKSs, von denen ¢t=3 terminal sind. Man kann leicht
allgemein zeigen, dass jede ZHK mindestens eine starke terminale ZHK enthalten muss.

Da jede ZHK als eigenstédndiges RNW aufgefasst werden kann, kann man jeder ZHK
Z1, ..., Z; einen Defekt dy, k=1, ...,1, zuordnen:

(SjI:TLj—Sj—]_
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Abbildung 7: RNW mit 2 ZHKSs, 4 starken ZHKSs, davon 3 terminal.

Dabei ist n; die Anzahl der Knoten der ZHK; s; ist die Dimension des Raumes, der
von Reaktionen aufgespannt wird, die von Knoten der ZHK zu Knoten derselben ZHK
gehen, und die 1 ist die Anzahl der ZHKSs, aus denen eine ZHK besteht. Addition liefert

l
Z(Sj =n —
k=j

Nun ein weiteres wichtiges Theorem. Anders als der Name vermuten lasst, beschéftigt
es sich nicht mit Netzwerken, die 6 =1 haben:

l
si—l<n—s—1=9, sowied; <oVj.
j=1

Satz (Defekt-Eins-Theorem). (Feinberg, 1987). Wir betrachten ein RNW mit Mas-
senwirkungskinetik und 6 € Ny beliebig. Es seien Cy, ...,C; die ZHKs mit den Defekten
01, ...,0 €Np. Es gelte

(V1) 6,<1Vj=1,..,1

(V2) i@:a

(V3) Jede ZHK enthilt genau eine starke terminale ZHK.
Dann gilt:
(a) Jede stochiometrische Klasse enthélt hiochstens einen positiven GG-Zustand.

(b) Falls das System einen positiven GG-Zustand hat (in irgendeiner stéchiometri-
schen Klasse), dann enthélt jede stochiometrische Klasse cy+S (die mit RZ nicht-
leeren Schnitt hat) genau einen positiven GG-Zustand.
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(c) Falls das RNW zusitzlich (V3’) schwach reversibel ist, so hat das System einen
positiven GG-Zustand, es tritt also (b) in Kraft.

Bemerkungen:

- (V3’) ist eine Verschirfung der Bedingung (V3), denn

(V3’) & schwach reversibel < jede ZHK ist gleich einer terminalen starken ZHK = (V3)

- die Voraussetzungen des Defekt-1-Theorems sind Abschwichungen der Voraus-
setzung des Defekt-0-Theorems:

5=0 Z (V1) & (V2)

(In der Tat zeigt Feinberg, dass (V1)-(V3) hinreichend sind fiir die Aquivalenz
von Spezies-GG und Komplex-GG; die stéirkere Forderung 6 =0 aus dem Defekt-
Null-Theorem ist dazu nicht notwendig.)

- Die beiden Theoreme sagen nur etwas aus iiber Existenz/Eindeutigkeit von strikt
positiven GG-Losungen; dariiber gibt es Uberlegungen von Feinberg auch iiber die
Existenz von GG-Losungen, die sich am Rande des positiven Rektanden befinden.

Hier konnte man ein Kapitel einfiigen tiiber GG-Punkte am Rande des positiven Rek-
tanden.

7 Das PDE-Modell

In diesem Kapitel wollen wir die Ideen aus Kap. 5 auf das PDE-Modell iibertragen.
Wir treffen im Verlauf des Kapitels folgende Annahmen:

- Alle Reaktionen nach Massenwirkungsgesetz.
- Alle Reaktionen reversibel.
- Dispersion-Diffusion ist speziesunabhéngig: L = diag(Ly, ..., L;) mit Ly=...= L;

- Nur zur Vereinfachung der Darstellung: Der Diffusions-Dispersionskoeffizient ska-
lar und konstant, auch die Porositét sei konstant

- homogene Neumann-Randbedingungen (typische Ausstrom-Randbedingung)
(Ergebnis kann auf sog. (inhomogene) Fluss-Randbedingungen iibertragen wer-
den — typische Randbedingung fiir den Einstromrand))
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Wir starten mit einem Nachweis der Findeutigkeit von Losungen. Dies geschieht mittels
Energie-Methoden und Gronwall-Lemma. Die Existenz von Loésungen ist schwieriger
zu zeigen. Zur Vorbereitung des Existenz-Resultats zeigen wir zunéchst die Nichtnega-
tivitdt von Losungen. Der anschliefende Beweis der Existenz einer (globalen!) Losung
des PDE-Problems (in einem noch zu bestimmenden Funktionenraum) verwendet einen
sog. Fizpunktsatz. Die wesentliche Voraussetzung zur Anwendung eines Fixpunktsatzes
ist, dass jede potenzielle Losung eine sog. a-priori-Schranke erfiillt. Das Prinzip der a-
priori-Schranken /Fixpunktsétze lautet in etwa wie folgt: Wenn man nachweisen kann,
dass jede Losung der PDE (Anfangs-Randwert-Problem) eine Schranke erfiillt, die nur
von den Daten abhéngt, so liefert der Fixpunktsatz die Existenz einer Losung.

Zum Nachweis der Existenz einer a-priori-Schranke verwenden wir das Lyapunov-
Funktional aus Kap. 5.2 erneut.

Unter "Existenz einer globalen Losung’ verstehen wir hier, dass fiir beliebiges T'> 0 eine
Losung auf dem Zeitintervall [0, 7] gefunden werden kann.

Als Funktionenraum, in dem wir nach Losungen suchen, wéhlen wir (siehe | ]
S. 13) den ’anisotropen’ Holder-Raum?® C?*+32 (Qp)!,

CHelt2(Qp) == {ue C* Q) | sup [ult, l;) —uls,y)] <o}, O<a<l.
(to)swreqr ([t = s + |z —y))?

Dabei bezeichnet C*!(Q7) Funktionen, die zweimal nach z und einmal nach ¢ diffe-
renzierbar sind.?” Es sind auch andere Riume mit geringerer Regularitiit verwendbar®®
(die dann auch geringere Anforderungen an die Daten stellen), wie der Sobolev-Raum

W Qr)" = {u: Qr — RY [[luilly21 (o, <00},

AL

lwillwzrigr = [Iulio@r) + 10lzoqy) + 2 10n vl
QT = (O,T] x €.

LP QT) + Z Haxzax]uHLP QT)

wobei p>n+1 gefordert wird, damit W' (Qr) C W, (Qr) kompakt eingebettet ist in

C(Qy); fiir Gebiete M im m- dlmensmnalen ist der Raum W, (M) kompakt in C(M)
eingebettet fiir p>m (beachte, dass Q7 C R™™ d.h. m =n +1).

Die Wahl des Raums wird erst in Kap. 7.3-7.4 relevant; in Kap. 7.1-7.2 reicht es, dass
‘alle vorkommenden Terme’ existieren.

Svgl. [ ]
2TKlassischerweise bezeichnet man als Holder-Raum C™+%(Q) fiir m € Ny und a € [0,1) den
Raum C™F(Q) = {u € C™(Q)|||ullmt+a < oo} mit der Norm ||ullmia == > ||D*8u||Loo(§) +

sup ol - ps = 9B 98 |8 =Y Bi.
=1

ey lTWIT 0
m,yeﬁ
Zgiehe [ ]
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7.1 Eindeutigkeit von Lésungen

Wir fangen an mit der Eindeutigkeit von Losungen, da diese viel einfacher zu zeigen
ist als die Existenz. Wir verwenden eine Form der sog. Energie-Methode. Bei dieser
testet man die PDE mit der Losung, um so eine ’Energie-Abschiatzung’ der Losung
zu bekommen. Um Eindeutigkeit zu zeigen, verwenden wir im folgenden die Differenz
zweier Losungen.

Satz. Seien u,v € Wg’l(QT)I, mit p > n+1, T > 0 Losungen des PDE-Systems
00u—dAu + q - Vu = SR(u) mit 6 = const >0, d = const >0, ¢ € C°(Qr), die Reak-
tionen seien geméfl dem Massenwirkungsgesetz und reversibel. Es sei ein Anfangswert
u—o = up € L*(Q) gegeben sowie Dirichlet- oder Neumann-Randwerte | 7yxo0 = ¢
oder %‘[O’T}Xm:g. Dann ist u=v.

Beweis. Sei w:=wu—wv. Dann erfiillt w die PDE
00w — dAw + q- Vw = SR(u)—SR(v), wli—o =0 & hom. RW.

Teste die i-te PDE mit w;:

ow;
2 pr / |w;)? d$+d/ |Vw;|? de— d/wl 5 d0+/q Vw; w; dr = /[[SR( )i—[SR(v)];]w; dx
o0 Q Q
=0
Wir méchten nun die rechte Seite abschitzen durch eine Konstante mal die L?-Norm
von w zum Quadrat, wobei die Konstante von u und v abhédngen darf. Der Einfachheit
halber fithren wir dies, etwas unmathematisch, anhand eines Beispiel-Terms vor; man
sieht, dass dies allgemein fiir MW-Raten durchfiihrbar ist: Fiir die Einzelrate u — kuju3
expandieren wir den Term

(kului — kvivd)w; = E[(udul—udugvy) + (wugvy —uiv3) + (ubvs —uivivd)

+(ufv1vs —uvivs) + (U vivs —vivs)| w; (7.1)

3 3 2 2 2 2,2 .
=k [ujuswy + ujvows + ufviwy + ujvviwy + vivyws] wy;

bei den eingefiigten Termen wurden sukzessive die v-Potenzen um eins erhoht und
die u- Potenzen um eins verringert. Allgemein kann man so die rechte Seite schreiben

als | Z w;w; f;;(t, x) de, wobei sich die f;; aus den Komponenten von v und v zu-
=

sammensetzen. Da die u;, v; € VVp2 Y(Qr) € C=(Qy) liegen, konnen wir dies abschiitzen

unter Verwendung einer Konstante ¢, die von der L>(Qr)-Norm der f;; (also der u;, v;)

abhéngt:

0 / i de+ d / Vusf? de < gl / Z|sz||wz|dw+c||wz||m M2y
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Der 'gemischte’ Term auf der rechten Seite wird mit der Ungleichung ab < ea2+i62
(die unmittelbar aus (y/ea— 2\[6)2 >0 folgt) abgeschétzt:

lalli
0 / i do-+d / Vsl dr < allian € / V2 o+ A0 [ it o o
Q

Summation tiber ¢ liefert

llwlza @y + (@ = € llglle@ryr ZvalHLQ n < cllwllzagy

N D
&l&

Man wahlt nun € >0 hinreichend klein, so dass der Koeffizient vor dem "Energie-Term’
positiv (oder nicht-negativ) ist (diese Technik heifit Absorption) und bekommt mit
h(t) == JJw(t, ~)H2L2(Q)n die Differentialungleichung

() < 2 it

mit Anfangswert h(0)=0, da w|;—o=0.
Mit dem Gronwall-Lemma folgt

h(t) < 0Vtel0,T],

somit h(t) = 0, somit w = 0, somit u=w. O

7.2 Nichtnegativitit von Lésungen

Auch wenn wir immer noch nichts iiber die Existenz von Lésungen wissen, kénnen wir
die Nichtnegativitdt von (potenziell existierenden) Losungen zeigen. Wir verwenden
wieder eine Form der Energie-Methode; jedoch testen wir die PDE mit dem negativen
Anteil der Losung.

Wir zerlegen (auch vektorwertige Funktionen, dann komponentenweise) u = ut — u~
mit ut := max{0,u}, v~ := max{0, —u} = — min{u, 0}; es sind also u™,u™>0. Es sei
Q7 (t) == {z eQ|u,(t,x) <0}. Fiir stetiges u; : Qr —> R ist dies eine wohldefinierte,

offene Menge. Im folgenden Satz betrachten wir ein leicht modifiziertes Problem mit
rechter Seite SR(u™) statt SR(u):

Satz. Sei u € W2 (Qr)" eine Losung des PDE-Problems #0,u + Lu = SR(u") mit

)
t]¢=o >0 und homogenen Neumann-Randwerten, auf einem Existenzintervall [0, 7). Es
sei ¢ in L beschréankt. Dann ist u >0 auf ganz Q.
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Beweis. Sei u eine Losung des modifizierten Problems auf einem Existenzintervall
[0, T]. Wir testen die i-te Gleichung des System mit u; und bekommen

J

9/u Oyu; dw — /u Au; dr + /ul Vu; - qdx = Z(sfj—sfj) (R} (u™) — Ry (u™)] u;
Q j=1

—(I) = (1)
J r ~ ~ - ~ ~
/Z sl (u™) 4 s R (u ] Z [ siRI(u)  + spRG(uT) ] u; dx
]:1 I s€ ]:1 I e I v
_stk:;J kl;[1(u:) " =siikj kl;ll(uk) =S5k kl;[1(u:)8kj :Sfjk; kl;ll(uﬁ)ékj

Alle auftretenden Faktoren und Exponenten sind nichtnegativ. Im vorderen Term von
(IT) ist immer dann, wenn der Vorfaktor sf; nicht verschwindet, im Produkt ein Faktor
(u;7)*% mit nichtverschwindendem Exponenten vorhanden, d.h. wegen der Multiplika-
tion mit u; ist das Produkt null; analog fiir den hinteren Term von (II). Es ist also
(IT)=0. Der Term (I) verschwindet dagegen i.a. nicht; es ist i.a. (I)>0. Auf der linken
Seite nutzen wir aus, dass u; = —u; auf Q; (t) und =0 sonst, um nach Multiplikation

mit (—1)

e/uiatuidx_di / u; Au; dx + / w; Vu; - qde = —(1) <0
@ Q7 (1) Q; (1)

zu bekommen. Nun geht es weiter wie im Beweis der Eindeutigkeit in Kap. 7.1 und wir
erhalten
/|u (t,2)|* dr < const /|u (t,2)|* dx .
2dt

Daraus folgt, zusammen mit der Nlchtnegatlwtat des Anfangswertes, also
Jo lui (0,2)?de = 0, und mit dem Gronwall-Lemma, dass [, |u; (¢,z)*dz < 0,
somit u; =0, somit u; >0. O

Jede Losung des modifizierten Problems (mit nichtnegativen Anfangswerten) ist also
nichtnegativ, und ist somit auch Losung des urspriinglichen Problems: L,,,q C L. In
Kap. 7.1 haben wir gezeigt, dass L hochstens ein Element enthilt. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass LL,,,q mindestens ein Element enthélt, um L,,,q =L und somit
die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des urspriinglichen Problems zu zeigen, d.h.
beim Existenzbeweis konnen wir uns auf das modifizierte Problem konzentrieren.

Die Existenz einer Losung des modifizierten Problems wird in Kap. 7.4 gezeigt; Kap. 7.3
ist als Vorbereitung notig.

7.3 A priori-Schranken

Als Vorbereitung auf den Beweis der Existenz einer Losung des modifizierten
Problems brauchen wir eine sog. a priori-Schranke. Wir verwenden dazu das
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Lyapunov-Funktional aus Kap. 5.2 hier erneut. Als ersten Schritt zeigen wir:

Lemma. Sei ¢ : (R})! — R wie in Kap. 5.2. Es sei g : Q7 — R definiert durch g :=

@ o u, wobei u eine Losung des modifizierten Problems sei auf einem Existenzintervall
0, T]. Dann® gilt

wobei
Lu:= (—diAui +q- Vuz’)izl,...,l'

Beweis.?’ Mit p aus Kap. 5.2 und der Kettenregel ist

og = ((Vy)ou)-dw = (p+Inu) - O

I
Or,g = (p+Inu)-0pu = Z(,uquln Ug) O, U
k=1
Iy I
g = Z w (Op,ur)* + Z(uk—l—ln ug) 02 wp > (p+Inwy) - 02 u
k=1 e — k=1
>0
= —Ag < —(p+Inu) - Au
Es folgt
(PDE) T
00,9+ Lg < (p+Inu) - (00u+Lu) ~ =" (u+lnu)-SR(u)=S" (p+Inu) - R(u)
= (-InK+S"Inu)-R(u) <0
wobei die Nichtpositivitit am Ende wie in Kap. 7.2 folgt. O

Beachte, dass im Beweis die Spezies-Unabhéngigkeit des  Diffusions-
Dispersionskoeffizienten verwendet wurde.

Wir verwenden nun:

Satz ((parabolisches, schwaches) Maximum-Prinzip). Eine Funktion g €

C*(Qr) N O(Qr) erfiille

%,J 7

29Damit Vg wohldefiniert ist, braucht man die strikte Positivitiit von Losungen u, wohingegen wir in
Kap. 7.2 lediglich die Nichtnegativitdt von Losungen gezeigt haben. Als Ausweg kann man g5 := @ous,

wobel us(t, x) :==u(t, x)+4, fir 6 >0 betrachten; es ist Vgs wohldefiniert. Der Beweis des Lemma zeigt

dann, dass 00;gs+Lgs < f(0) ist, wobei f eine Funktion ist mit f(d) (029 0; diese Schranke ist fiir

die nachfolgenden Uberlegungen ebenfalls hinreichend.
30Der Beweis folgt in etwa der Argumentation in [ ].
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mit > a;;(t, 2)&€ > 0V E (CElliptizitdt’). Dann ist
2
o YT o
wobei 9,Q7 := Q7 \Qr der sog. parabolische Rand von Qr ist; Qr = (0,T]x Q. (D.h.
das Maximum von g wird fiir t=0 oder fiir z € 92 angenommen.)>!

Beweis: Siche | |, Kap. 7.1.4.

Anwendung des Maximum-Prinzips auf g liefert, sofern wir 'geeignete’ Randbedingun-
gen anehmen (s.u.), dass g sein Maximum bei t =0 annimmt, somit ¢g (und damit auch
u!) durch die Anfangsdaten ug=ul—o abgeschitzt werden kann:

Satz. Unter den Voraussetzungen des obigen Lemmas ist u auf ()7 beschrinkt durch
eine Schranke, die nur von den Daten abhéngt:

0<u(t,z)<c V(tz)€Qr

Beweis. Wir bilden §(t,z) := g¢(t,z) —et/f. Aus obigem Lemma folgt sofort, dass
0+ Lg < —e. Anwendung des Maximum-Prinzips auf die Funktion g liefert, dass (a)
G sein Maximum bei einem (ty, 7o) € {0} x Q oder (b) bei einem (o, z0) € (0, 7] x 9
annimmt. Angenommen der Fall (b) tritt ein.

Da % = % = (u+Inw) g—z und da fiir v homogene Neumann-Randbedingungen ange-
nommen wurden, ist g—i =0. Da (o, z9) Maximalstelle sein soll, folgt %(to, x9)=0 und
%(to, x9) =0 (7 sei eine beliebige Tangentialrichtung an 92 im Punkt (to, z¢)), sowie
—Ag(t,z) >0 in einer 2-Umgebung® von (g, o). Es folgt also g+ Lg > 0 in einer
Q-Umgebung von (to, zo). Widerspruch. Es tritt also Fall (a) ein.

Es ist somit max ¢(t,z) < maxg(0,z) = maxg(0,z) = maxp(up(x)). Ferner ist,
(t,x)eQr e e e

wie in Kap. 5.2 festgestellt, u(t,z) < o(u(t,x)) =g(t,z) < g(t,x)+€T'/0. Es folgt die

Beschréinktheit von u durch die Schranke < + max o(up(x)). Da dies fiir alle € >0

e

funktioniert, kann mit ¢ — 0 der e-Term sogar fallengelassen werden.* O

Alternative Strategien/R&ume. In schwicheren Rédumen, in denen das Maximum-
Prinzip nicht anwendbar ist, kann die Funktion®*

UV W =Ry, (u) = /gp(u(-,x))’" dr, reN,

Q

31Fiir die Koeffizienten der PDE wird keine Regularitit vorausgesetzt. Essentiell ist aber, dass g
"glatt’ ist; g€ H?(Qr)” wiirde nicht reichen!

32 An der Stelle (o, z0) selbst ist Ag nicht definiert

33im Fall, dass wir wie in FuBnote 29 vorgehen, nehmen wir gs(t, ) := gs(t,x) — et/6 anstelle von
g, und wir wihlen €, § so, dass f(d) <e.

34 Auch hier in der Definition von 1), muss v strenggenommen durch us := u + § ersetzt werden,
wenn nicht a priori klar ist, dass u echt positiv ist.

46



betrachtet werden, man kann zeigen, dass t — (¢,0u)(t), wobei u eine Losung ist, mo-
noton fallend ist (bei inhomogenen Fluss-Randbedingungen: Beschrinktes Wachstum
hat). Fiir r#1 ist der Beweis zwar dhnlich wie in obigem Lemma, aber miithsamer, da
beim Ableiten zusitzliche Terme auftreten (siehe | ]). Als Lohn der Miihe bekommt
man eine Schranke fir die L>([0,77], L"(€2))-Norm (insbesondere also fiir die L"(Qr)-
Norm) der Losung u. Eine solche Schranke ist viel 'wertvoller’ als eine Schranke in
L>=([0,T7], L}(Q)); siehe Verwendung dieser Schranke am Ende des folgenden Kapitels.

7.4 Existenz von globalen Lésungen

Eine Moéglichkeit, Existenz von Losungen von nichtlinearen PDEs zu zeigen, ist es,
die PDE als Fixpunktproblem zu schreiben in einem geeigneten Funktionenraum, und
dann einen Fixpunktsatz anzuwenden, der die Existenz eines Fixpunktes und somit
einer Losung der PDE liefert. Die typischen Voraussetzungen zur Anwendung eines
Fixpunktsatzes sind (neben ggf. einigen technischen Anforderungen) die Kompakt-
heit des Fixpunktoperators oder dessen Definitonsbereichs und das Vorliegen einer
a priori-Schranke fiir Fixpunkte. (Bei ODEs folgte aus dem Vorliegen einer a priori-
Schranke viel einfacher durch Ausnutzen der Existenz von 'maximalen’ Losungen die
Existenz einer globalen Losung. Deren Existenz beruht allerdings ebenfalls auf einem
Fixpunktprinzip, FP-Satz von Banach.)

Ein Fixpunktsatz, der recht wenige technische Anforderungen stellt, ist der Fixpunkt-
satz von Schaefer ([ ], siehe auch | | S. 504):

Satz (Fixpunktsatz von Schaefer). Sei X ein reeller Banach-Raum und sei Z :
X — X kompakt. Ferner sei die Menge

M :={zxeX|3N€[0,1]: z=\Z(2)}
beschrankt. Dann hat Z (mindestens) einen Fixpunkt.

Beweis: Siehe Anhang; wird auf den Fixpunktsatz von Schauder zuriickgefiihrt, siehe
Anhang. O

Dabei gilt:

Def. (kompakte Abbildung). Eine (i.a. nichtlineare) Abbildung Z : X — Y
zwischen zwei Banach-Raumen XY heif3t kompakt, wenn sie stetig ist und fiir jede

beschrinkte Menge M C X gilt dass Z (M) kompakt ist.
Umwandlung des PDE-Problems in ein FP-Problem. Das gegebene PDE-

System
O+ Lu = SR(u™)
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mit Anfangsbedingung u|;—o =1 >0 und Randbedingungen kann als Fixpunktproblem
fiir die nichtlineare(!) Abbildung

Z: X —X, u—v=2Zu),
wobei v Losung des (linearen!) Problems
O + Lv = SR(u™),

mit den entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen, geschrieben werden; X ist ein
noch zu wahlender Losungsraum. Offensichtlich ist ein x € X genau dann ein Fixpunkt
von Z, wenn u das obige PDE-Problem 16st.

Um den FP-Satz von Schaefer anwenden zu kénnen, miissen wir also (a) eine Schranke
fiir die Menge M finden und (b) — durch Wahl eines geeigneten Funktionenraums X —
dafiir Sorge tragen, dass Z kompakt ist.

Zu (a): Beschrinktheit von M: Sei u€ X und v=Z(u) Losung der obigen linearen
PDE; sei w:= Av. Die Menge M ist also diejenige Menge, fiir die u=w ist. Multiplika-
tion der linearen PDE mit A ergibt, dass d,w+ Lw=ASR(u") ist; ferner w|,—o = Aug,
und auch in der Randbedingung tritt, falls sie inhomogen ist, ein solcher Faktor A auf.
Die Menge M ist also charakterisiert durch

M={reX|3N€[0,1]: dyu+ Lu = ASR(u"), uli=o = Aug, und Randbedingung}.

Da A aus einer beschrankten Menge zu wéhlen ist, {ibertragen sich alle Abschéatzungen
aus den fritheren Kapiteln (dort A =1) auch auf den Fall A € [0, 1]. Nach Kapitel 7.3
wissen wir also, dass die Menge M beschrénkt ist unter den dort gemachten Annahmen.

Zu (b): Kompaktheit von Z : X — X: Um Wohldefiniertheit und Kompakt-
heit von Z zu bekommen, nutzen wir die 'regularisierende Wirkung’ des Losens einer
linearen parabolischen PDE
ov+Lv=f

aus.

Wir kénnen z.B. den Raum X := C?****5(Q,) wihlen, mit 0<a<1. Sei nun a < 8 <
1. Sei u € X. Trivialerweise folgt, dass u € Cﬁ’g(@T). Daraus folgt, dass die gekappte
Funktion u* € C%2 (Q7). Damit sind auch alle Potenzen und polynomiellen Ausdriicke
von u", somit auch SR(u't) € C’ﬁ’g(@T). Nach einem Satz aus der Theorie linearer
parabolischer Differentialgleichungen ist bei rechter Seite f=SR(u') € Cﬁ’g(QT) die

Losung v € C’QJ“B’Hg(@T) ([ | Kap. 8.3.1). Dieser Raum wiederum ist kompakt
eingebettet in X. (Dass die Holder-Radume kompakt ineinander eingebettet sind, kann
man unter Verwendung des Satzes von Arzela-Ascoli zeigen.)

Nehmen wir eine beschriankte Folge (u,) in X, so zeigt obige Kette, dass die zugehorige
Folge von Losungen (v,) eine in X konvergente Teilfolge hat; Z ist also kompakt.
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Die Wohldefiniertheit und Kompaktheit von Z ergibt sich auch fiir die Wahl X :=
W21 (Qr) fir p > n+1: Dieser Raum ist, wie am Anfang von Kap. 7 bereits fest-
gestellt, kompakt eingebettet in C°(Qr); u € X C C°(Q;) hat trivialerweise f =
SR(u*) € C°(Qr) zur Folge, somit f € LP(Qr). Nach einem Satz iiber lineare pa-
rabolische Differentialgleichungen (siehe | | Kap. 9.2.3 oder | ]) ist dann
die Losung v € W>'(Qr)=X. Nehmen wir wieder eine beschrénkte Folge (u,) in X, so
zeigt obige Kette, dass die zugehorige Folge von Losungen (v,) eine in X konvergente
Teilfolge hat; Z ist also kompakt.

Bei dieser Wahl des Raumes X ist zu beachten, dass die a priori-Abschétzung
fiir 4, (siehe Ende von Kap. 7.3) zunéchst nur eine Abschitzung der Losung v
in der L>(0,T;L"(Qr)) liefert, nicht in der Norm von X = W2>!'(Qr). Jedoch
folgt, indem man r = r(p) hinreichend groB wihlt, aus u € L>*(0,7;L"(Q;)), dass
f=SR(u%) € LP(Qr), und die Theorie linearer parabolischer Differentialgleichungen
liefert damit, dass die Losung ve W2 (Qr) =X (siehe | ).

7.5 Reaktiver Transport mit Gleichgewichtsreaktionen, Her-
leitung eines Modells

Wir wollen nun das Problem mit Reaktionen im Gleichgewicht, das wir in Kap. 5.4 fiir
das Batch-Problem betrachtet hatten, auf das PDE-Problem iibertragen. Ausgangs-
punkt ist das ’kinetische’” PDE-System

0w+ Lu = SR(u) (7.2)

fiir die I Konzentrationen und die Annahme, dass alle J Reaktionen reversibel sind;
es gilt also R;(u)=Rj(u)—Rj(u). Es sei [ < J.

Ein erster Versuch. Fiir lange Zeitrdume, d.h. im Limes { — oo, kann man vermu-
ten (und auch zeigen), dass sich ein Konzentrationsvektor u derart einstellt, dass sich
Vorwiarts- und Riickwértsrate jeweils kompensieren. Sind die Reaktionen sehr schnell,
kann man erwarten, dass sich so ein Zustand sehr schnell einstellt. In einer Idealisie-
rung (Reaktionsgeschwindigkeiten extremst schnell) wollen wir annehmen, dass sich
ein solcher Zustand ’instantan’ einstellt, dass also zu allen Zeiten und an allen Orten
u die Gleichungen R} (u)=R’(u), j=1,...,J, d.h.

R(u)=0, (7.3)

erfiillt wird. Im Falle des Massenwirkungsgesetzes und echter Positivitdt von Losungen
kann dies als
—InK+S"Inu=0

geschrieben werden. Wir haben somit J Gleichungen fiir die / Unbekannten wu,
was sicherlich kein sinnvolles Modell ergibt. Wie koénnen wir weitere Gleichungen
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bekommen? Ein naives Einsetzen der Gleichung R(u) = 0 in das PDE-System (7.2)
wiirde zusétzlich I homogene PDEs 0,u; + Lu; = 0 ergeben; jedoch hétten wir dann
insgesamt [+ J Gleichungen fiir I Unbekannte zu erfiillen, was fragwiirdig erscheint.
Wie lautet das korrekte GG-System?

Heuristische Herleitung des GG-Problems. Um, anders als oben, die ’richtige’
Anzahl von Gleichungen fiir unsere Unbekannten zu bekommen, gehen wir wie folgt
vor: Wir eliminieren zunichst einmal die schnellen Reaktionen aus moglichst vielen
der PDEs, d.h. wir konzentrieren die Raten auf mdoglichst wenige PDEs. Um dies zu
erreichen, iibernehmen wir aus Kap. 5.4 die Koordinatentransformation u= S¢+Un,
E=(STS)"18Tu, n=(UTU)"'U"u. Diese liefert, analog zu Kap. 5.4, das zu obigem
kinetischen PDE-System #quivalente System®®

om+Ln = 0
o€+ LE = R(SE+Un).

Beachte, dass wir hier ausgenutzt haben, dass der Transportoperator L und die
stochiometrischen Matrizen kommutieren, was nur im Fall von spezies-unabhéingigem
Diffusions-Dispersionskoeffizienten der Fall ist.*® Die obigen n-PDEs beschreiben die
Tatsache, dass fiir kinetische Raten die Losung die stochiometrische Klasse ug+ S
nie verldsst. Es ist plausibel zu fordern, dass dies auch im Grenzfall von 'unendlich
schnellen” Reaktionen so sein soll. Dies sind I —J Gleichungen. Zusammen mit den J
GG-Bedingungen (7.3) ergibt dies I Gleichungen fiir die I Unbekannten wu;:

R(S¢+Un) = 0,

bzw. gleichbedeutend:

om+Ln = 0 (7.4)
STIn(S¢+Un) —InK = 0, (7.5)

Man beachte, dass die Gleichungen entkoppeln, d.h. man kann zuerst die (skalaren,
linearen) PDEs fiir die n; 16sen und anschlieffend, an jedem Punkt des Rechengebie-
tes, die nichtlinearen algebraischen Gleichungen fiir die ;. Die numerische Berechnung
einer Losung ist somit deutlich weniger zeitaufwéndig als die des nichtlinearen, voll
gekoppelten kinetischen PDE-Problems — wir haben ja nur I —J viele PDEs anstelle
von [ vielen, und diese sind obendrein linear statt nichtlinear.

35Diese Transformation ist nur im Fall, dass die Spalten von S linear unabhingig sind, wohldefiniert;
im anderen Fall ist jedoch, wie in Kap. 5.4 erwéihnt, eine Modifikation der Vorgehensweise moglich,
die vor dem R eine Matrix A erscheinen lésst.

36Diese Annahme braucht man eigentlich immer dann, wenn man Linearkombinationen der PDEs
bilden und neue Variablen einfithren will; das Anwenden von Matrizen auf das PDE-System entspricht
in der Tat dem Bilden von Linearkombinationen der PDEs.
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Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung kann analog zum ODE-Fall gezeigt wer-
den: Die Losung der n-Gleichungen existiert und ist eindeutig, unter Verwendung
sinnvoller Annahmen und Anfangs-/Randbedingungen®” (lineare parabolische Theo-
rie). Das Berechnen eines £(¢,z) kann an jedem einzelnen Punkt des Gebietes Qr
wieder als (endlichdimensionales!) Optimierungsproblem (im R”, wir brauchen keinen
Funktionenraum!) umgeschrieben werden, und unter Ausnutzung der Eigenschaften der
Zielfunktion ¢ (u.a. strikte Konvexitit) kann Existenz und Eindeutigkeit von £(t, )
fiir jedes (t, z) € Qr gezeigt werden. Alternativ kann man auch den Satz {iber implizite
Funktionen heranziehen, der zumindest die Existenz einer lokalen Auflésungsfunktion
¢ = £(n) liefert, da (%[ST In(S¢+Un) —In K| = STdiag(ui?, ..., u;')S, und diese Matrix
ist symmetrisch positiv definit, also invertierbar.

Zur Deutung des Modells: Die Annahme, dass alle Reaktionen im lokalen (oder: dy-
namischen) GG sind, bedeutet nicht, dass diese Reaktionen nicht mehr ablaufen. Es
bedeutet auch nicht, dass sich zu jedem Zeitpunkt an jedem Ort die Vorwérts- und die
Riickwarts-Reaktionsrate genau ausgleichen (r ist nicht 0). Die GG-Bedingung R(u)=0
beschreibt eine Mannigfaltigkeit, auf der die Losung liegen muss, und wenn z.B. durch
Transportvorgénge die Losung diese Mannigfaltigkeit zu verlassen droht, dann laufen
instantan Reaktionen dahingehend ab, dass die Losung auf der Mannigfaltigkeit bleibt.
Falls man neben den Konzentrationen w; auch die sich dann ergebenen Reaktionsraten
berechnen moéchte, so kann man diese per

r= 0+ L¢ (7.6)

a posteriori berechnen.
Ubrigens kann man die Transformation u +— (7, ) nun fiir das System (7.4)-(7.6) nun
auch wieder riickabwickeln; man erhélt

ou+Lu = Sr
STlhhu—InK = 0,

In dieser Formulierung sind die I Konzentrationen u; und die J Reaktionsraten r;
die Unbekannten, die man als Losung eines Systems, bestehend aus I linearen PDEs
und J nichtlinearen algebraischen (GG-)Gleichungen, bekommt. Diese Formulierung
besteht also aus mehr Gleichungen und Unbekannten als (7.4)-(7.5).

Verallgemeinerung: Gemischtes GG-Kinetik-Problem. Man kann auch reaktive
Systeme betrachten, in denen einige Rekationen ’schnell” und andere ’langsam’ sind,
d.h. nur fiir einen Teil j =1, ..., Jo¢ der Reaktionen nimmt man lokales Gleichgewicht
an, und die iibrigen J;, = J—Jgg Reaktionen j = Ji;,+1, ..., J beschreibt man weiterhin
kinetisch. In diesem Fall kann man das Ausgangsproblem zunéchst als

Owu + Lu = SgaRaa(uw) + SkinRiin(v)

3TWir miissen nur fiir 7 Anfangs- und Randbedingungen stellen. Falls wir Anfangs-
/Randbedingungen auch fiir £ haben - oder anders ausgedriickt, falls wir Anfangs-/Randbedingungen
fiir « haben — dann sollten diese konsistent zu den Gleichgewichtsbedingungen sein.
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aufgeschreiben, wobei wir zerlegt haben S = (Sgg|Skin) und R = (REG|RE,,). Wir
wollen nun nur die schnellen Reaktionen aus méglichst vielen PDEs herauswerfen. Dazu
kann nun die Koordinatentransformation mit S ersetzt durch Sgg durchgefiihrt werden,
also u=Seeé+Un, E=(SEaSaq) 1SEqu, n=(UTU)1UT u, wobei nun U € RI*(I~Jac)
eine Matrix ist, deren Spalten SZ, aufspannen; es ist nun ¢ € R/¢¢ ne RI=J/6¢. Man
erhalt

om+Ln = (UTU)'UT SpinRiin(Sacé+Un)
€+ LE = Raa(Saaé+Un) + (SEaSaa)  SEa Skin Rrin(Sacé+Un)

und nach Annahme eines Gleichgewichts, also Ersetzung der £&-PDEs durch die GG-
Bedingungen,

om+Ln = (UTU)'U" SginRiin(Sccé+Un)
R(Scc€+Un) = 0
reg = atf + Lf - (SgGSGG)ilng Skankzn(SGG€+Un)

Anfangs- und Randbedingungen sind wieder nur fiir n zu fordern. Im Unterschied
zum reinen GG-Problem sind beim gemischten GG-Kinetik-Problem die Gleichungen
der I — Jgg-vielen n- und der Jgg-vielen £-Variablen nicht mehr entkoppelt. Nur die
raa-Gleichungen sind weiterhin entkoppelt und konnen fallengelassen oder a poste-
riori berechnet werden. Einige Techniken, wie man dafiir sorgen kann, dass immerhin
einige der n-Gleichungen auch im gemischten Problem noch entkoppeln, findet man
u.a. in | ]. Der Existenzbeweis, der oben fiir das reine GG-Problem gefiihrt wurde,
lésst sich offenbar nicht auf das gemischte Problem iibertragen, da die Nebenbedingung
(=die n-PDEs) nun durch das Vorkommen von Ry, i.a. nichtlinear sein diirften, die
zulédssige Menge eines entsprechenden Optimierungsproblems also nicht mehr konvex
ist. Das obige &£-1-rgg-Problem kann man per Riicktransformation wieder in eine leich-
ter lesbare Form (aber numerisch aufwéndiger zu 16sende Form, da nun rgg nicht mehr
entkoppelt ist) bringen:

O+ Lu = Sgeree + SkinRkin(u)

Roc(u) = 0 (7.7)

In dieser Formulierung hat man [+ Jgg Gleichungen und Unbekannte.

8 Reaktionen mit immobilen Spezies (Mineralien-
ausfillung und -auflésung), Komplementaritéits-
probleme

Bisher haben wir nur die Reaktionen von im Fluid gelésten Spezies untereinander
betrachtet; diese Vorgénge sind nicht an ein poroses Medium gebunden, sondern sie
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konnen allgemein in Fluiden vorkommen (chemische Reaktoren, Verbrennung von
Gasen,...) Im folgenden betrachten wir auch Reaktionen zwischen mobilen (d.h. im
Fluid gelosten) und ¢mmobilen in der Bodenmatrix vorhandenen oder an der Boden-
matrix haftenden Spezies. Die mobilen Spezies werden durch PDEs, die immobilen
durch ODEs beschrieben, wobei all diese Gleichungen i.a. gekoppelt sind. Reaktionen,
die zwischen mobilen und immobilen Spezies ablaufen, werden als heterogen bezeichnet.

Es gibt, was die Struktur der entstehenden Gleichungen angeht, prinzipiell zwei Klassen
von heterogenen Reaktionen:

- Sorptionsreaktionen

- Mineralienreaktionen

8.1 Sorptionsreaktionen

Ein Modell der Sorption auf Mikro-Skala: Die Oberfliche des Feststoffskeletts
besteht aus einem oder mehreren Mineralien (z.B. FeOH). Die Mineralien-Teilchen,
die sich an der Oberfliche der Bodenmatrix befinden, konnen mit Ionen des
Fluids reagieren (z.B. mit H*, Ca?* SO~ zu FeOHj,FeO~,FeOCat, FeSO;). Das
FeOH-Oberflichen-Teilchen wird als freier Sorptionsplatz (uncomplexed surface site)
bezeichnet, das Reaktionsprodukt (ebenfalls immobil) als besetzter Sorptionsplatz
(complexed surface site). Die Reaktionen konnen oft mit dem MWG (nidherungsweise)
beschrieben werden, sowohl kinetisch als auch im lokalen Gleichgewicht.

Ein detaillierteres Modell: Double Layer Model (siehe | ] Kap. 8)
Annahme: Die Oberfliche kann eine Netto-Ladung bekommen; Oberflichenladungsdichte

Fny,
o= TZzsz [C/mQ],

wobei F'=96.48 Coulomb/mol die Faraday-Konstante ist, n,, die Wassermenge in kg pro Volumen,
z; € Z die Ladung der Sorptionsplétze, m; die Molaritidt der Sorptionsplitze (in Mol pro kg Wasser)
un A die Groofle der Oberfliche pro Volumen ist.

Annahme: Es bildet sich im Fluid eine Schicht (Layer) mit Tonen (aus z.B. H*, Ca?t,S027) aus, die
diese Oberflichenladung kompensiert (— double layer). Die advektive Geschwindigkeit in Rand-Néhe
(Poiseuille-Stromungsprofil) ist sehr gering, d.h. der Transport in der Randschicht wird véllig von
Diffusion (thermische Bewegung) und elektrostatischen Kriiften dominiert. Die Beschreibung dieser
elektrostatischen Krifte sowie einige Naherungen fithren darauf, dass die ’effektive’ Rate, mit der
die Reaktion abliduft (die bestimmt wird von der Geschwindigkeit, mit der Ionen zur Oberfléiche
vordringen), beschrieben werden kann durch einen Reaktionsratenparameter

k = kg exp (%),

wobei T' die Temperatur in Kelvin, R die universelle Gaskonstante in Joule/(Kelvin mal Mol)=Volt mal
Coulomb pro Kelvin mal Mol und ¥ das elektrostatische Potenzial der Oberfliche ist. Das Argument
der Exponentialfunktion ergibt sich aus der Beziehung zwischen Oberflichenladungsdichte und dem

Potential: UF
o = \/8-103RTeeol sinh (—)

2RT
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sowie der obigen Formel, die die Oberflichenladungsdichte in Beziehung zu den Molarititen (also
gewissermaflen: Konzentrationen) z; setzt. Es ist dabei I die Ionenstérke im Fluid und ¢y =8.85- 10~12
und e=78.5 bei 25 Grad Celsius.

Allgemeines (makroskopisches) Mehrkomponentenmodell. In einem allgemei-
nen Mehrkomponentenproblem haben wir zwei Phanomene, die sowohl die Analysis als
auch die Numerik erschweren:

- sowohl mobile als auch immobile Spezies
- sowohl kinetische als auch GG-Reaktionen

Ein Modell, dass diese beiden Schwierigkeiten beinhaltet, hat die Struktur

o+ Lc S 5 (=
( ati ¢ > = SccTac + Skin Riin(C, 5)
tS
Rga(c,5) = 0

Dabei sind ¢ und § die Vektoren der mobilen bzw. der immobilen Spezies-
Konzentrationen, und R = (Rlq, R},,)T ist ein Vektor von gegebenen Ratenfunk-
tionen, z.B. nach dem MWG. Teilt man die stéchiometrische Matrix weiter auf geméafl

Smob mob Smob
S = (SGG'lSan) = (Simmo) = ( ig’fno Sz]:r%lw> ’

GG kin

so kann man dies auch schreiben als

Di+ LE = ST iag + ST Ryon(@, )
05 = S e+ SU Run(.5)
Rea(c,5) = 0.

Die GG-Bedingung (s. Kap. 5.4) lautet im Fall des Massenwirkungsgesetzes
(SENT Iné+ (Sir) ' Ing = In K.

Drei-Spezies-Sorptionsmodell. Héufig wird statt des allgemeinen Mehrspezies-
Modells ein Drei-Spezies-Modell verwendet mit einer Sorptionsreaktion:

aC+BS — CS

Dabei ist C ein mobiler Stoff (Konzentration: ¢), S bezeichnet die freien Sorptionsplétze
("Konzentration’: §), und CS bezeichnet die belegten Sorptionsplitze ("Konzentration’:
s). Meist ist f=1. Wir konnen entscheiden, ob wir die Reaktions als kinetisch oder
als GG-Reaktion beschreiben wollen:
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Kinetisches Modell: Unter Annahme des MWG ist die Reaktionsrate
R(c,s,8) = kyc*3° — k. s,

und der Massenerhalt wird beschrieben durch

Oc+ Le = —aR(c,s,S5)
08 = —0R(c,s,3$)
Ors = R(c,s,35)

Vereinfachung kann man erreichen, indem man weitere Annahmen trifft, z.B. dass s
niherungsweise konstant ist*® oder nur wenig Einfluss auf die Rate hat. Dann ist

~ k
R(c,s,8) = kyc® —k.s =k, <k—v ca—s> =: K (¢(c)—s).

T

Eine Funktion ¢ in diesem Modell heifit Isotherme; die Funktion ¢(c) = ’Z—:c‘“ heifit

Freundlich-Isotherme. Das Isothermen-Modell der Sorption (kinetisch) lautet
O(c—as)+Lec = 0
Ops = K (p(c)—s)

Gleichgewichtsmodell: Wenn man wieder annimmt, dass § ndherungsweise konstant ist
oder dass die GG-Lage kaum von § abhéngt, kommt man von

oic+ Le = —ar
048 = r
R(e,s) =0

auf
O(c+as)+Lec = 0

R(c, s) = 0.
Geht man ferner davon aus, dass die Gleichung R(c,s) = 0 eine Auflésungsfunktion
s=1(c) hat, so lautet das Isothermen-Modell der Sorption (im GG):

O(c+arh(c)) + Le = 0.
Die Funktion v heifit Gleichgewichtsisotherme. Es gibt verschiedene Modelle fiir

1. Die zum kinetischen Freundlich-Modell passende GG-Isotherme ist offensichtlich
(c)=const - ¢

Ohne die Annahme § = const bekommt man, wenn o = § = 1 offensichtlich §4+s =
const =: Kg (was auch anschaulich vollig klar ist); die GG-Bedingung nach MWG
lautet s=Kggces. Kombination ergibt s= Kgge(Kg—s), was sich zu
K leleX®
S (o)
1+ K GG C
auflosen lasst. Obiges ¢ heifit Langmuir-Isotherme. Lasst man allgemeines o zu, so
erhélt man die verallgemeinerte Langmuir-Isotherme
K, GG c®

=Kg—mF—.

"Lﬁ(c) S 1+ Kgg c®

38Diese Annahme ist gerechtfertigt, wenn s << s+3; beachte auch: Bs+35=const

S:KS

95



8.2 Reaktionen mit Mineralien

In einem Drei-Spezies-Modell lautet eine Mineralienreaktion (”precipitation-dissolution
reaction”), bestehend aus zwei Teilreaktionen

aA+ BB — C (Ausfillung, precipitation),
aA+ BB <+— C (Auflésung, in Losung gehen, dissolution).

Dabei ist C ein immobiler Bestandteil der Bodenmatrix, und A, B sind mobile Stoffe
(i.a. Ionen). Es gibt auch kompliziertere Mineralien-Reaktionen:

> aiAi T C+) BB,

wobei C wieder das Mineral ist und A;, B; mobile Spezies. Natiirlich gibt es oft mehrere
solche Reaktionen in einem System. Man nimmt jedoch immer an, dass es zu jedem
Mineral nur eine Reaktion gibt; der Block der Mineralien-Reaktionen lautet also, wenn
man alle mobilen Spezies X; auf eine Seite stellt (d.h. vorzeichenbehaftete s;; € R
zuléisst)

ZSini ﬁ Cj, ]:

was in der stochiometrischen Matrix einem Block ( 5;”}15 ) ausmacht.

Die wesentliche Besonderheit bei Reaktionen mit Mineralien ist, dass die Aktivitéit
von Mineralien als konstant (0BdA = 1) angenommen wird, d.h. die Reaktionsrate
der Auflésungsreaktion ist unabhiingig von der Mineralienkonzentration.®” Das in Ak-
tivitdten formulierte MWG fiir das Drei-Spezies-Modell

R(cy, 2, ¢3) = ky a1(8)as(€)” — iy a3(€)
N~ ~——

~cC1 ~c2 ~1

wird so zu
_ a B
R(ci,00) = kycicy, — k. .
=Rprec(c1,c2) = Riss

Die zugehorige GG-Bedingung ist

k
of = = Kae .
C1Cy ks GG
Die Konstante Kgg heifit Lislichkeitsprodukt des Minerals C (der Begriff konnte aus
dem Chemieunterricht der Schule bekannt sein). Die Unabhéngigkeit der Rate von der

39Als Begriindung kann man anfiihren, dass man annimmt, dass sich die Oberflichengréfie des
Minerals nur wenig verdndert, wenn sich die Menge des Minerals verdndert. Es gibt auch Modelle,
in denen man versucht, die Gréfie der Mineraloberfliche (als Funktion der Mineralmenge) mit zu
modellieren und die Rate von der Oberflachengréfie abhédngen zu lassen.
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Mineralienkonzentration hat eine gewichtige Auswirkung: Fiir Mineralienkonzentration
cs — 0 geht i.a. nicht der mit negativem Vorzeichen behaftete Quellterm der cs-
Differentialgleichung gegen null, d.h. der Quellterm fiir c3 kann negativ sein, selbst
wenn c3 = 0; die Nichtnegativitdt von cs wire so nicht gesichert (siche Abb. 8). Das
Modell muss also modifiziert werden. Fiir cs =0 muss 0 < Rgiss < Rpre. gefordert werden

C
=
20
=
oo}
3
&0
o0
= y
Unterséattigung 2 Uberséttigung
R <0 =) R>0
.=
=
3
7
3
N
8
=
%
stat. Zustand (Mineral total aufgelost) B
Y

Abbildung 8: Die Pfeile beschreiben mogliche Verdnderungen des Konzentrationsvek-
tor (rdumlicher Transport u. andere Reaktionen ignoriert). Die fette L-formige Linie
bezeichnet die stationdren Zustdnde. Auf der vertikalen fetten Linie ist die Losung
gesittigt, auf der horizontalen ist das Mineral vollstéindig aufgelost.

(statt: Rprec = Ka). Eine mogliche Beschreibung lautet daher (s. Publikationen von
Knabner & vanDuijn):

0:cq + Leg = —ar
8t02 + L02 = —ﬁ r
8t03 == r

wobei 7 € kyc®cd — k. H(cs),

und wobei H die mengenwertige Heaviside’funktion’

{1}, x>0
H(z)=1< [0,1], z=0
{0}, z<0

ist. Die Losung hat i.a. recht geringe Regularitit (siche Ubung); ¢t + c5(t,2) kann
unstetig sein (springen)! (Bei Knabner & vanDuijn wird an Sprungstellen 0,c3 im Sinne

von l%m Oﬁtc(t—l—e) verstanden.) In der Dissertation von J. Hoffmann (Uni Erlangen,
e—0,e>
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2009) wird das Modell

o1 + Leg = —ar
(9t62 + LCQ = —ﬁ?‘
(c3=0 A 8,503—]%0?05 +k>0) V (30 A 8tcg—kvc§‘c§ + k.= 0)

verwendet und Aquivalenz zur obigen Darstellung gezeigt.
Eine Bedingung der obigen Form, also

(fi(@)=0 Aa;=0) V (f@)=0 Ax;>0)

heifit Komplementarititsbedingung (KB). Eine solche kann immer dquivalent umge-
schrieben werden zu

fi(@)-2;=0 A fi(Z)>0 A x;>0.

Ein Problem, das (eine) Komplementaritdtsbedingung(en) enthélt, heiit Komple-
mentarititsproblem (KP). Eine KB heifit linear, falls das/die f; linear sind. KPs
konnen umgeschrieben werden in sog. Variationsungleichungen; es gibt eine ganze
Theorie zu KPs/VUs (siehe Buch Kinderlehrer, Variational Inequalities) sowie zu
numerischen Losungsverfahren fiir diese Probleme. Diese Losungsverfahren wurden im
Rahmen der Optimierung entwickelt (denn Optimierungsprobleme mit Ungleichungs-
Nebenbedingungen kann man iiber ihre 'KKT’-Bedingung als KPs schreiben).

Zum zugehérigen GG-Problem: Es gibt (siehe auch Skizze) zwei Félle von GG:*°
1. Rprec=Raiss (und c3>0), entspricht: Losung ist geséttigt
2. c3=0 und Rprec < Ryiss, entspricht: Mineral ist total aufgelost

Zusammenfassen lasst sich das als KB
(e3=0 A ¢ch<Kga) V (3>0 A ) =Kee)

bzw.
(Kaa—cc)) - e3=0 A ¢5>0 A Kgg—cich >0,

was zusammen mit den GG-Bedingungen

Gtcl + LC1 = —Qar
81562 + LCQ = —ﬂ T
03 = r

oder kurz
O(cr+acs)+Ley = 0

at(62+/863>+L62 =0

40Gie kénnen dies selbst beobachten, wenn Sie Salz in ein Glass Wasser schiitten: Nehmen Sie wenig
Salz (so wenig, dass das Produkt aus Natrium- und Chlor-TIonen kleiner als das Loslichkeitsprodukt
ist), dann 16st sich das Salz komplett auf. Andernfalls 16st sich nur so viel, wie sich aus dem Loslich-
keitsprodukt ergibt; die Losung ist dann geséttigt, un der Rest bleibt ungelost als Feststoff auf dem
Boden des Glases liegen.
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zu 16sen ist. Alternativ konnen die PDEs auch unter Einfithrung einer Reaktionsinva-
riante 1:= fc¢; —acy umgeschrieben werden zu

o+ Ln =0
@( C1 —|—()é63> -+ L C1 =0
~— ~—
—1 (n+acy) —1(n+acz)

was zusammen mit der KB drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten n,co,c3
darstellt. Der Vorteil dieser letzten Darstellung ist, dass die Gleichung fiir 7 entkoppelt
ist. Zur Entkopplung ist ausgenutzt, dass n als Linearkombination von nur mobilen
Spezies gebildet wurde.

Numerisches Losen. Numerisches Losen von nichtlinearen PDEs erfordert i.a eine
Diskretisierung in Raum und Zeit sowie die Anwendung des Newton-Verfahrens (oder
eines dhnlichen Verfahrens) zur Zuriickfithrung auf lineare Gleichungssysteme. Doch
wie behandelt man Komplementarititsbedingungen, also Ungleichungen? Zum nume-
rischen Losen von KPs gibt es diverse Verfahren, die im Bereich der Optimierung ent-
wickelt wurden. Eine recht einfache ist folgende: Man wihlt eine Funktion ¢ : R?> — R
mit der Eigenschaft

o(a,b)=0 <= ab=0 A a>0 A b>0.

Beispiele fiir Funktionen mit dieser Eigenschaft sind ¢(a,b) =min{a, b} und ¢(a,b) =
a+b—+va?>+b*. Man kann dann die KB (die ja Ungleichungen enthilt) dquivalent
umschreiben in eine Gleichung(!)

p(fi(T), 2:)=0;

die Ungleichungen sind 'verschwunden’. Der Preis, der dafiir zu zahlen ist: Die obigen
Funktionen ¢ sind nicht sehr glatt, sie erfiillen nicht die Anforderungen, die man klassi-
scherweise fiirs Newton-Verfahren (d.h. Funktion differenzierbar, Ableitung Lipschitz-
stetig) braucht. Jedoch: Man kann die Theorie des Newton-Verfahrens erweitern auf
Funktionen recht geringer Regularitét, auf sog. strongly semismooth functions (die De-
finition dieser Funktionenklasse ist recht technisch); das Newton-Verfahren fiir solche
Funktionen ist, wie das klassische Newton-Verfahren, lokal quadratisch konvergent;
man nennt es semismooth Newton Method.

Weitere Verfahren fiir nichtlineare KPs sind u.a. sog. Innere-Punkte-Verfahren und
Aktive-Mengen-Strategien (siche Biicher iiber Numerische Methoden fiir restringierte
Optimierungsprobleme).

Allgemeines Mehrspezies-Modell mit Mineralienreaktionen.
Modellumfang:

- mehrere Mineralien(-reaktionen), jedoch alle im Gleichgewicht,
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- daneben weitere GG-Reaktionen (unterteilt in Sorptionsreaktionen und Reaktio-
nen innerhalb der mobilen Phase),

- ferner kinetische Reaktionen (sowohl Sorptionsreaktionen als auch Reaktionen
innerhalb der mobilen Phase, jedoch keine Mineralien-Reaktionen)

Stochiometrische Matrix:

S}nob ‘ Sslorp ‘ S;mn H Slizn
S = 0 SSQOTp 0 Sl%m

0 0 —Id 0

Die ersten drei Spalten enthalten GG-Reaktionen, in der vierten Spalte kinetische
Reaktionen. Die erste Zeile gehort zu mobilen Spezies, die beiden anderen Zeilen zu
immobilen Spezies, und zwar zuerst die Sorptionsplédtze, danach die Mineralien. Der

Vektor der (unbekannten) GG-Reationsraten ist dementsprechend unterteilt in rgg =
T T T \T L
(T'robs Tsorp> Tmin) - Das System fiir die unbekannten ¢pop, Csorp, Cmin,s Tmobs Tsorps T'min 18-

tet (ablesbar an der Blockstruktur von )

_ 1 1 1 1
atcmob + Lcmob - Smob T'mob + Ssorp Tsorp + Smm T'min +Skak:in(Cmoba Csorp)
_ 2 2
8tcsorp — Ssorp Tsorp +Skianin(cmobu Csorp)
atcmin = —Tmin

mit den GG-Bedingungen, die im Fall von Massenwirkungskinetik (?SZ,Inc=In K ”)
lauten

(Spop)” I Crgp — In Ko, = 0 (GG der 'mobilen’ Reaktionen)
(Sslorp)T In ¢op + (Sﬁorp)T In ¢orp — In Koy =0 (GG der Sorptionsreaktionen)
o(In K i — S 10 Crohy Conin) = 0 (GG der Mineralienreaktionen)

wobei die Komplementaritatsfunktion ¢ komponentenweise anzuwenden ist.

In den letzten 1980er bis 2010er Jahren sind viele verschiedene Umwandlungen dieses
Systems bzw. meist von Modellen von etwas geringerem Umfang publiziert worden. Ein
Verfahren, um dieses System in ein System reduzierter Grole umzuwandeln (Abkoppeln
von Gleichungen, Elimination der rgg,...), welches sich dann schneller numerisch 16sen
lasst, findet man in | |, Varianten davon in der Dissertation von J. Hoffmann,
Erlangen, 2009.*' *** Hier kénnte man noch ein Kapitel zu dem Thema einfiigen ***

9 Anhang: Fixpunktsitze

In Sec. 7.4 haben wir einen Fixpunktsatz benotigt, um fiir das PDE-Modell die Existenz
einer Losung zu zeigen. Hier im Anhang wird in einer Kette von (Fixpunkt-)sétzen der

“Fiir dieses Verfahren gab es im Zusammenhang mit dem L&sen eines internationalen grofien
Benchmark-Problems fiir reaktiven Transport einen Preis fiir besondere Effizienz des Verfah-
rens. | , ]
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dort verwendete Fixpunktsatz von Schaefer hergeleitet. Beachte, dass die hier vorkom-
menden FP-Sdtze immer nur die Existenz und nie die Eindeutigkeit eines Fixpunktes
liefern (anders als der FP-Satz von Banach).

9.1 Fixpunktsatz im Endlichdimensionalen

Satz (Brouwer)’ Sei B die abgeschlossene Einheitskugel im R™ bzgl. der Euklidi-
schen Norm und sei Z : B — B in C*°(B). Dann hat Z (mindestens) einen Fixpunkt,
also ein x € B mit Z(z)=u.

Bemerkung: Im Fall n = 1 ist die Aussage des Satzes anschaulich vollig klar.
Sie ist eine elementare Folgerung aus dem Zwischenwertsatz. Der nun folgende
Beweis ldsst sich fiir alle n € N fithren; wir werden uns jedoch bei einem Beweis-
schritt auf den Fall n=2 beschrianken um die Darstellung weniger technisch zu machen.

Beweis. Angenommen, es gibt keinen Fixpunkt, also x # Z(z) fur alle x € B. Fiir

jedes x € B betrachten wir die Gerade ¢,(a) := v+« (x—2Z(z)). g, hat genau zwei
£0

Schnittpunkte mit 0B (dazu mache man sich klar, dass eine tangentiale Lage von g,

nicht moglich ist). Es existieren also zwei verschiedene oy, € R mit 1= ||z +a(x—

Z(z))|*>. Diese Bedingung kann als quadratische Gleichung geschrieben werden mit

Losung

CY1,2=061,2($)
|z— Z |z —Z(z)|*

(z, \/ . Z()) ~? + (1= ]|~ Z () |

||2 '
Eine der Losungen ist positiv, die andere negativ (ist auch anschaulich klar). Sei a; ()
die positive Losung. Sei r(z) := g,(c1) € 0B "der zu x gehérende Randpunkt”. Die
Abbildung
rz+—r(x), B— OB

ist glatt, da die Diskriminante strikt positiv ist und Z glatt ist. Betrachte nun die
Abbildung
F:[0,1]xB — B, F(t,z):=z+toy(z)(x—Z(x)).

-~~~

eB

Es ist F(0,z)=uz, also F'(0,-) =id : B — B.
Es ist F(l,x)—r( ), also F(l, )=r:B — 0B.
Wir berechnen nun das Volumen V' (t) := Vol(F(t, B)) der Menge F(t, B), t€[0,1]:

“2siehe [ ]S. 236
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Sei J,F(t,x) die beziiglich des Arguments = gebildete Jacobi-Matrix von F'. Es ist
V(t) = [det J,F(t, x)dz,
V(0) :7 det J,(id) dz = [ 1dx = Vol(B),
V(1) = ]\3/'01(83) = ’

Um einen Widerspruch dazu zu finden, wollen wir zeigen, dass %V(t) = 0. Dazu starten
wir mit -
/ det é)F(zf) aF(t)d
— — x — x)| dx.
_890 1 8mn ’
Zur Vereinfachung der Darstellung nehmen wir hier n=2 an; es ist

det |: 0 F(t .131,372), Dz F(t .731,372) = 8;; det [%F(t,xl,xg), Er F(t .TI,LUQ)] -
50, det [ F(t x1, ), 8tF(zf $1,3§'2)_

was elementar nachgerechnet werden kann durch Entwicklung der Determinanten.*?
Nun ist

1 1=+ 1—:6%
0 0 0 0 0 0
— F,—F = — F—F
/axl det [8 Oy } dr = / / A det [81& Oy } dri | dzs
B -1 T1=— lfmg

1

0 0
= / det [aF(t,xl,l’g),a—sz(t,xl,.ng)]

-1

r1=+ 1—332

dajg.

T1=—1/1-15

Die beiden dort vorkommenden Punkte (x1, z2) liegen auf dem Rand von B, dort aber
ist z=r(z), also a;(z) =0, also F(-,z) =z fiir diese Punkte z, also & F(¢,z)=0 fiir

= (£+/1 — 23, 23). So folgt, dass f o det[a F, B‘Z F} dr=0. Analog zeigt man, dass

f ai det[ 9 F, atF] dz=0. Es folgt £V (t) = 0, was ein Widerspruch zu V(1) #V(0)

ist. O
Abschwichung der Regularititsvoraussetzung:

Satz (Fixpunktsatz von Brouwer) (eigentlich: Bohl 1904)
Sei B wie oben, sei Z : B — B stetig. Dann hat Z einen Fixpunkt.

Beweis. Sei Z = (Zy,...,Z,), also Z; : B — [—1,1]. Nach dem Weierstrafi’schen
Approximationssatz gibt es Folge von Polynomen ZF : B — R mit |Z¥(z)—Z;(z)| <

43Eine Verallgemeinerung dieser Gleichung auf n €N findet man im Buch [ |, Lemma 10.12,
S. 235.
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eVa€BY k> K(e).* Wegen der Aquivalenz von Normen des R" folgt || Z¥(2)—Z (z)|| <
Vne. Setze Z%(x) := (1—/ne) Z¥(x). Es ist dann Z* : B — R" eine C*°-Funktion,
und das Bild ist fiir e < \/Lﬁ in B, denn:

1Z5@)| = (1=vne) [ Z2*@)]| < (1-v/ne) (||Z(SC)|I+1|Z’“(96);Z($)H)
>0 <1 </ne

< (I—vne)(1+vne) =1-ne* <1

Die C'*°-Version des FP-Satzes kann also auf Z* angewendet werden; es sei x;, Fixpunkt
von Z*. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$$ hat die Folge (z;) eine Teilfolge, die
wieder mit (zy) bezeichnet wird, die gegen ein x € B konvergiert (da B abgeschlossen
und beschrénkt). Es folgt

1Z(2) ~all < || Z(x) = Z (@) + || Z(@x) = Z" (@) l| + | 2° (2x) =il + |2 —2]|
~~ ~~ H/_/

() (1) =0 0

Term (I) konvergiert gegen null fiir & — oo, da Z stetig ist und z, — . Term (II)
konvergiert gegen null, da Zj gleichméBig gegen Z konvergiert. Es folgt Z(z)=z. O

Satz (Weitere Ve}“allgemeinerung). Statt einer Kugel B kann man in obigen
Sétzen jede Menge B C R"™ nehmen, die homdomorph zu B ist (d.h. es existiert eine
bijektive, stetige Abbildung von B nach B, deren Umkehrabbildung auch stetig ist).*’

Beweis. Sei H : B — B ein Homéomorphismus und sei Z : B —» B stetig. Dann ist
Z:=H 'oZoH:B — B stetig, hat also nach obigem Satz einen Fixpunkt z € B.
Es folgt Z o H(x)=H(z), d.h. Z hat den Fixpunkt H(z)€ B. O

9.2 Fixpunktsitze in Banach-Riumen

Es geht nun darum, obiges Existenzresultat fiir Fixpunkte auf (i.a. unendlichdimen-
sionale) Banach-Réume zu tibertragen.

Satz (Fixpunktsatz von Schauder). (Schauder 1930, siehe | ] S. 502)
Sei X ein reeller Banach-Raum. Sei K C X kompakt und konvex. Sei Z : K — K
stetig. Dann hat Z einen Fixpunkt.

44Djie direkte Anwendung der obigen C*°-Version des FP-Satzes auf diese C°°-Funktionen Z* schei-
tert daran, dass sie i.a. nicht nach B abbilden.

45 Anschaulich und etwas vereinfachend heifit das, dass man abgeschlossene Mengen, die keine Lécher
haben, nehmen kann, und deren Rand sogar Ecken/Knicke haben kann mit Winkeln, die strikt zwi-
schen 0 und 27 liegen.
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Beweis. Sei ¢>0. Die Menge aller offenen Kugeln B(x, €), wobei x € K, bildet trivia-
lerweise eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Uber-
deckung B(x;,€), i=1,...,m=m(e) von K:

K C 6 B(z;,€)
i=1

Sei K. definiert als die konvexe Hiille der Menge {1, ..., z,, }:

=1 =1

Esist K. C K, da z; € K und da K konvex.

K. C X ist homéomorph®® zu einem Polyeder (:=Schnitt von Halbrdumen) im R™. Nach
Kap. 9.1 hat somit jede stetige Abbildung von K, nach K, einen Fixpunkt.

Wir definieren nun zunéchst f. : K — K, durch

Zildist(x, K\B(wi,€)) s

fe(z) := cK., Vzek.

> dist(x, K\ B(x;,¢€))
i=1
Die Abbildung ist wohldefiniert, da im Nenner fiir jedes x niemals alle Summanden
verschwinden kénnen. Die Abbildung ist stetig, da ’dist’ stetig ist. Es gilt
> dist(z, K\ B(x; €)) ||z — x|
—z|| < = <
lf@) =2l s =G Bm.a) =
i=1

dabei gilt die letzte Ungleichung, weil fiir jedes z und i entweder x € B(x;,€), somit
||zi—z|| <€ ist, oder aber dist(z, K\ B(x;,€))=0 ist.
Nun definieren wir noch

K
/—E/H
Zo  K.— K., Z(x):=f(Z(_z ).
Ke
—_——
eK.

Z. ist als Komposition von stetigen Funktionen stetig; nach obigen Uberlegungen iiber
K. hat Z, somit einen Fixpunkt x. € K. Sei (¢;) eine positive Nullfolge. Da K kompakt,

46Falls man voraussetzt, dass die x; linear unabhiingig in X sind (was man 0.B.d.A. tun kann), dann
kann man als Homoomorphismus die Abbildung H : R™ — X, die den Vektor A\ auf das zugehérige z
schickt (siehe Def. von K.), nehmen.
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gibt es eine Teilfolge, wieder mit (e;) bezeichnet, so dass (z.,) konvergent ist gegen ein
x€ K. Wir zeigen, dass dieses  Fixpunkt von Z ist:

<€j
e - N (]*)OO)
lae=Z(@)|| < [z =zl + |lwe, = Ze, ()| + 1 Zej(e) —Z(@e) || + | Z(x,) =2 ()| —"0
—0 ~0 =fe;(Z(xe;)) —0 daE stetig
— v=7(z) =

Def. (kompakte Abbildung) Seien X,Y Banach-Raume. Eine (ggf. nichtlineare)
Abbildung Z : X — Y heifit kompakt, wenn Z stetig ist und fiir jede beschrinkte

Menge M C X gilt, dass Z(M) kompakt ist.

Satz. Z : X — Y ist genau dann kompakt, wenn gilt: Jede beschrinkte Folge (x,,)
in X hat eine Teilfolge (x,,), so dass (Z(z,,)) konvergent ist in Y. (Kurz: Unter Z
werden aus beschriankten Folgen konvergente Folgen.)

Aus dem Fixpunktsatz von Schauder kann man den Fixpunktsatz von Schaefer
folgern:*

Satz (Fixpunktsatz von Schaefer, [ ) Sei Z : X — X kompakt, und die
Menge
M :={zeX|3X€[0,1]: z=AZ(2)}

sei beschrankt. Dann hat Z einen Fixpunkt.

Motivation/Anwendung: Der Satz von Schaefer erfordert, anders als der von
Schauder, nicht, eine passende kompakte konvexe Menge zu identifizieren. Stattdessen
ist die Kompaktheit eines Operators zu zeigen, was im Zusammenhang mit PDE-
Problemen oft leicht geschehen kann unter Riickgriff auf bekannte Resultate iiber die
kompakte Einbettung von Funktionenrdumen in andere Funktionenrdume.

Beweis. Sei ¢ eine Schranke der Menge M, jedoch nicht die kleinste Schranke. Setze

Z(x), falls [|Z(2)] < ¢

ZiX X, ) ::{ 2l falls |1 2(a)] > o

(” Abschneiden von Z”). Es folgt || Z(x)|| < ¢V a € X, also insbesondere

Z(B(0,0)) € B(0,¢) und Z(Z(B(0,¢))) € Z(B(0,¢)). (%)

4"Der Fixpunktsatz von Schaefer kann als Spezialfall des Fixpunktsatzes von Leray-Schauder auf-
gefasst werden. Der letztere ist erheblich bekannter als der erstere, obwohl der erstere i.a. angenehmer
in der Anwendung ist.
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Wir betrachten nun die Einschrinkung von Z auf den Definitionsbereich Z(B(0,¢)):
Es ist, siehe (*),

7 : Z(B(0,c)) — Z(B(0,¢)).
Z(

Sei nun K der Abschluss der konvexen Hiille von Z(B(0,¢)). Es ist dann

Z(B(0,¢)) € K € B(0,0),

wobei die erste Inklusion trivial ist, und die zweite gilt, da B (0, ¢) bereits konvexe
abgeschlossene Menge ist, die (nach (*)) Z(B(0,c)) enthilt, und K kleinste konvexe
abgeschlossene Menge ist, die Z(B(0,c)) enthélt. somit bekommen wir, wenn wir Z

eingeschrankt auf K betrachten,

7K — Z(K) C Z(B(0,c)) C K.

Da Z eine kompakte Abbildung ist, ist auch Z eine kompakte Abbildung. Da auBerdem
B(0, ¢) beschriinkte Menge ist, ist Z(B(0, c)) (nach Def. komp. Abb.) kompakte Menge.
Daraus kann man mittels der Definition von K als abgeschlossene konvexe Hiille folgern,
dass K kompakt ist. Wir kénnen auf dieses Z : K — K den Fixpunktsatz von Schauder
anwenden, denn K ist konvex und kompakt, und Z : K — K ist stetig. Es folgt die
Existenz eines Fixpunktes =€ K: Z(x)=x.

Es ist nun auch Z(z)==z. Denn angenommen, dies ist falsch. Dann muss nach Definition
von Z gelten dass || Z(z)|| > ¢ (denn andernfalls wire Z(z) = Z(z) = z). Es ist also
r=2(x)= % Daraus folgt einerseits ||z||=c, aber andererseits x =AZ(x) mit A\:=
Tz € [0,1], also € M, also ||z|| < ¢ nach Definition der Schranke c¢. Widerspruch. O
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