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Kapitel 1

Einleitung

Das vorliegende Skript begleitet die Vorlesung ,, Mathematik fiir Data Science 2 / Physikstu-
dierende B“und ist im Sommersemester 2021 an der FAU Erlangen-Niirnberg entstanden.
Es soll den Studierenden zusétzlich zur virtuellen Vorlesung (in Form einer Videoreihe) als
Nachschlagewerk dienen und ist ausfiithrlicher und genauer gehalten als die Vorlesungsno-
tizen.

Das Skript orientiert sich teilweise an dem Vorlesungsskript ”Mathematik fir Physik-
studierende 2”7 [Knauf2020] von Prof. Dr. Andreas Knauf (FAU) aus dem Sommersemes-
ter 2020. Der Inhalt der Vorlesung wird in diesem Skript in grob zwei Teile unterglie-
dert, namlich mathematischen Theorien der Linearen Algebra und der Analysis. Fiir die
Inhalte der Linearen Algebra wird haufig auf das Standardlehrbuch ”Lineare Algebra”
[Fischer2005] von Prof. Dr. Gerd Fischer (TU Miinchen) verwiesen, das eine gute Balance
zwischen Theorie und Anwendung bietet. Teile der Analysis sind dem Standardlehrbuch
Analysis 2”7 [Forster2017] von Prof. Dr. Otto Forster (LMU Miinchen) entnommen. Fiir
die Optimierung wird zu groflen Teilen der Notation von Jorge Nocedal und Stephen J.
Wright [Nocedal2006] gefolgt. Mein besonderer Dank gilt Lea Focke, Tim Roith und Phil-
ipp Werner fiir ihre Unterstiitzung bei der Erstellung dieses Skripts, sowie Doris Schneider
fiir ihre gute Organisation und die Durchfithrung der Tafeliibung.

Folgende Inhalte werden in diesem Skript insbesondere behandelt:

Lineare Algebra:
e Eigenwerttheorie
e Diagonalisierbarkeit / Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen
e Jordansche Normalform

o Fuklidische und unitare Vektorrdume



e Bilinear- und Sesquilinearformen
e Orthogonalisierung / Orthonormalisierung

e Spezielle Endomorphismen

Analysis:
e Topologie normierter Raume
e Dualrdume
e Fixpunktsitze
e Integrationstechniken
e Differentialrechnung in mehreren Verénderlichen
e Gewohnliche Differentialgleichungen
e Unrestringierte Optimierung

e Optimierung unter Nebenbedingungen

Sollten Thnen beim Studium dieses Skripts inhaltliche oder sprachliche Fehler auffallen, so
wiirde ich mich {iber eine kurze Email mit einem entsprechenden Hinweis an daniel.tenbrinck@fau.de
freuen.

Ich wiinsche Thnen viel Erfolg und viel Spaf in der Vorlesung!

Dr. Daniel Tenbrinck Erlangen, 12.04.2021
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Lineare Algebra



Kapitel 2

Eigenwerttheorie

2.1

Motivation

Bevor wir uns mathematisch mit dem Begriff der Eigenwerte eines Endomorphismus wid-

men,

wollen wir motivieren warum wir uns damit beschéftigen. Eigenwerte und ihre zu-

gehorigen Eigenvektoren sind eine wesentliche Eigenschaft linearer Abbildungen, die der
Charakterisierung dieser Operatoren dienen und beschreiben, wie sie sich mathematisch
verhalten. Anschaulich ausgedriickt wird ein Vektor Eigenvektor genannt, wenn seine Rich-
tung sich nicht durch Anwendung der linearen Abbildung #ndert. Er wird also hochstens
um einen Faktor skaliert, d.h., verlingert oder verkiirzt, und diesen Faktor nennt man Ei-
genwert. Die Eigenwerte einer Matrix (als Darstellung eines Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums) sind aus vielerlei Hinsicht interessant, wie die folgenden prak-
tischen Beispiele illustrieren:

Eigenwerte einer Matrix legen fest, ob ein zugehoriges lineares Gleichungssystem
eindeutig l6sbar ist.

Eigenwerte sagen etwas {iber die Kondition eines linearen Operators aus und sind
wichtig fiir die Stabilitdt von Losungsverfahren bei inversen Problemen

Losungen von Eigenwertproblemen beschreiben die Hauptspannungen eines Korpers
in der Mechanik

Eigenwerte sind messbare Gréflen von Operatoren in der Quantenmechanik.

Eigenwerte und Eigenvektoren einer Kovarianzmatrix von gegebenen Daten beschrei-
ben die Geometrie und Varianz der Daten im Raum und erlauben eine effektive
Datenreduktion oder -kompression mittels der sogenannten Hauptkomponenten-
analyse.

Eigenvektoren der sogenannten Google-Matrix eines Netzwerks bzw. Graphen sind
wesentlich fiir die Berechnung des Google PageRanks, der die Wichtigkeit und Rei-
henfolge von Suchmaschinenergebnissen festlegt.



e Eigenvektoren einer Adjazenzmatrix werden beim Spectral Clustering fiir die Seg-
mentierung von Bildern eingesetzt.

2.2 Mathematische Grundlagen

Zur Entwicklung der Eigenwerttheorie betrachten wir in diesem Kapitel spezielle lineare
Abbildungen F': V — V. den sogenannten Endomorphismen, die von einem Vektorraum
V' wieder nach V abbilden. Hierbei beschrinken wir uns auf den endlich-dimensionalen
Fall und nehmen im Folgenden immer an, dass V ein K-Vektorraum iiber einem Korper
K ist und eine endliche Dimension dim(V) = n,n € N, besitzt. Ein kanonisches Beispiel
wére der Vektorraum V = R". Es sei angemerkt, dass Eigenwerte auch fiir den Fall von
unendlich-dimensionalen Vektorrdumen untersucht werden kénnen, zum Beispiel bei der
Spektraltheorie in der Funktionanalysis. Wir wollen uns in dieser Vorlesung jedoch auf den
einfacheren, endlich-dimensionalen Fall beschrinken.

Wir beginnen mit einer kurzen Auffrischung der Beziehung einer darstellenden Matrix
und einer allgemeinen linearen Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen. Wie wir wissen,
besteht zwischen Matrizen aus K"*™ und linearen Abbildungen F' : V — W zwischen
n— bzw. m—dimensionalen K—Vektorrdumen V und W ein enger Zusammenhang. Ist B =
(b1, ..., by) eine Basis von V und C = (cy, ..., ¢;,) eine Basis von W , dann ist die darstellende
Matrix ME(F) e K®*™ diejenige Matrix, beziiglich derer der Vektor >, v;b; € V unter
F auf den Vektor 371, wjc; € W mit

n

w; = Y (ME(F))javi
=1

abgebildet wird. Die Matrix Mg (F) driickt also aus, wie sich die lineare Abbildung auf Vek-
toren von V beziiglich der gewéhlten Basen B und C' verhilt, so dass viele mathematische
Sétze fiir lineare Abbildungen und Matrizen dquivalent formuliert werden kénnen.

Besonders wichtig fiir die Eigenwerttheorie ist der folgende grundlegende Basiswechsel-
satz.

Satz 2.1 (Basiswechselsatz)
Seien V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum mit n € N und seien

B = (b1,...,by), C = (c1,...,¢pn)

zwet Basen von V. Sei nun v € V ein Vektor, der in den beiden Basen folgende Darstel-

lungen hat
n n
v = szbl = Zylcl
i=1 i=1



Die Koordinaten (z1,...,x,) € K™ und (y1,...,yn) € K" sind eindeutig bestimmt und es
existiert eine requldre Matriz T, g € GL(n;K), genannt Transformationsmatrix, die einen
Basiswechsel von B nach C' wie folgt realisiert:

Y1 X1

I
oY

Yn T,

Auferdem lassen sich die Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis B aus den Ko-
ordinaten beziiglich der Basis C unter zu Hilfenahme der inversen Transformationsmatrix
TS = (TE)=! berechnen und es gilt

1 Y1
= Tj |
In Yn
Beweis. Siehe [Fischer2005, Bemerkung 2.6.2 und 2.6.3]. O

Bevor wir uns dem eigentlich Studium von Eigenwerten und Eigenvektoren widmen,
wollen wir noch einige grundlegende Begriffe aus der Linearen Algebra wiederholen, die
aus [Burger2020] bereits bekannt sein sollten. Hierbei handelt es sich um niitzliche Begriffe
und Eigenschaften von quadratische Matrizen als Reprisentanten von Endomorphismen,
die ein Spezialfall von linearen Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen darstellen.

Definition 2.2 (Spur einer Matrix)
Sei A € K"™*™ eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur Spur(A) von A definiert als die
Summe der Diagonaleintrige von A, d.h.,

Spur(A) = > A;;.

Definition 2.3 (Kern einer Matrix)

Sei A € K"*" eine quadratische Matriz. Dann ist der Kern Kern(A) von A, auch Nullraum
genannt, definiert als der Unterraum von V, dessen Vektoren von A auf den Nullvektor
0eV abgebildet werden, d.h.,

Kern(A4) = {veV|Av =0}.

Der Kern von A ist also gerade der Lisungsraum des homogenen, linearen Gleichungssys-
tems Av = 0.

Definition 2.4 (Bild und Rang einer Matrix)
Sei A € K"*™ eine quadratische Matrix.



1. Dann ist das mit Bild(A) bezeichnete Bild von A, auch Bildraum genannt, definiert
als der Unterraum von V', auf den alle Vektoren v € V von A abgebildet werden, d.h.,

Bild(A) = {weV|Av=w,veV}.

2. Weiterhin konnen wir den mit Rang(A) bezeichneten Rang von A definieren als
Dimension des Bildraums von A, d.h., Rang(A) := dim Bild(A).

Folgende Lemmata werden uns niitzlich sein in Bezug auf die Determinante det(A)
einer quadratischen Matrix A.

Lemma 2.5

Eine quadratische Matriz A € K™*" hat genau dann vollen Rang, wenn ihre Determinante
ungleich Null ist, d.h.
Rang(A) = dimV < det(A) # 0.

Beweis. Sei Rang(A) = dim Bild(A) = dimV, dann wissen wir nach dem Satz iiber die
Orthogonalitit von Bild und Kern [Burger2020, Satz 3.28], dass der Kern von A7 trivial
sein muss, d.h., Kern(AT) = {0}. Dies ist dquivalent dazu, dass die Matrix AT regulir ist.
Dann folgt schon mit der dquivalenten Bedingung aus [Burger2020, Satz 3.41], dass die
Determinante det(A”) = det(A) # 0 ist. O

Lemma 2.6 (Determinanten-Regel von Sarrus)
Die Determinante det(A) einer quadratischen (3 x 3)-Matriz A € K3*3 mit

ail a2 a3
A = lan ax a3
azy as2 ass
lasst sich mit der Regel von Sarrus wie folgt berechnen.
det(A) = ai1aza3s + a12a23a31 + a13021032 — A13022031 — A11023032 — A12021033.
Beweis. Siehe [Fischer2005, Theorem 3.2.5 (Leibnizformel)]. O

Das folgende Lemma erlaubt es uns die Determinante fiir Blockmatrizen besonders
leicht auszurechnen und das Problem in einfachere Unterprobleme zu zerlegen.

Lemma 2.7 (Determinanten-Regel fiir Blockmatrizen)
Sein e N mitn =2 und sei A e K"™" eine quadratische Blockmatriz von der Gestalt

A C
a0 )
wobei A1 und Ao quadratische Blocke sind. Dann gilt fiir die Determinante der Blockmatrix

A:
det(A) = det(A;) - det(As).

Beweis. Siehe [Fischer2005 Satz 3.1.3, D9]. O
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2.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der Eigenwerte und Eigenvektoren fiir En-
domorphismen F' und deren darstellende Matrizen A := Mp(F') beziiglich einer Basis B
von V.

Definition 2.8 (Eigenwert, Eigenvektor und Spektrum)
Sei F':'V — V ein Endomorphismus von V. Ein Skalar A € K heifst Eigenwert von F,
wenn ein sogenannter Eigenvektor v € V,v # 0 existiert, so dass

Fv)v = Aw. (2.1)
Die Menge aller Eigenwerte des Endomorphismus F' nennt man das Spektrum wvon F.

Die in (2.1) gegebene Eigenwertgleichung lisst sich ebenso fiir darstellende Matrizen
A € K™"*™ schreiben. In diesem Fall interessieren wir uns fiir Eigenwerte und Eigenvektoren,
die folgende lineare Gleichung erfiillen

Av = Aw. (2.2)

Definition 2.9 (Eigenraum)
Sei V' ein K-Vektorraum und sei F': V — V' ein Endomorphismus von V. Dann definieren
wir den Figenraum Eig(F; A) zum Eigenwert A € K von F' als lineare Hiille der Eigenvek-
toren zum FEigenwert X\, d.h.

Eig(F;\) = Kern(F — \idy) = {ve V| F(v) = hv,v # 0} u {0} c V.

Analog kénnen wir den Eigenraum Eig(A; \) zum Figenwert A € K einer quadratischen
Matriz A € K"*" definieren als

Eig(A4;)) = Kern(A—\I,) = {veV|Av = v,v#0}u{l}cV,
wobei I, € K"*™ die Einheitsmatrixz bezeichnet.

Wir kénnen einen Eigenwert mittels der Dimension seines zugehorigen Eigenraums noch
néher charakterisieren.

Definition 2.10 (Geometrische Vielfachheit)
Wir bezeichnen mit der geometrischen Vielfachheit eines Figenwerts A € K die Dimension
des zugehdorigen Eigenraums dim Eig(F; A) bzw. dim Eig(A; A).

Bemerkung 2.11
Wir bemerken, dass der Eigenraum Eig(F;\) < V' zum Eigenwert X € K von F ein F-
mvartanter Untervektorraum von V' ist, da ja wegen der Eigenwertgleichung gelten
muss

F(v) = Mv e Eig(F;\),  fir alle v e Eig(F; \).
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Das bedeutet, dass wenn wir F' auf Eig(F'; \) einschrdnken, so ist F|Eig(F;)\) ein Endormor-
phismus von Eig(F; \) mit

Flgig(pny : Eig(F; A) — Eig(F; A).

2.4 Das charakteristische Polynom

Nachdem wir in Abschnitt die grundlegende Begriffe eingefiihrt haben, wollen wir uns
nun damit beschéftigen, wie sich die Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer darstel-
lenden, quadratischen Matrix berechnen lassen und was wir an ihnen ablesen kénnen.

Definition 2.12 (Charakteristisches Polynom)
Sei A € K"*" eine quadratische Matriz und I, € K"*™ die entsprechende Einheitsmatriz,
so bezeichnen wir die Abbildung

Py: K - K

t — det(A—tI,) (2:3)

als charakteristisches Polynom von A.

Der folgende Satz erlaubt es uns Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms zu beschreiben und gibt uns gleichzeitig eine praktische Rechenvorschrift.

Satz 2.13 (Satz zum charakteristischen Polynom)
Sei A € K"*™ eine quadratische Matriz. Dann g¢ilt folgende Aquivalenz:

A € K ist Eigenwert von A < Py(\) =det(A—AI,) = 0. (2.4)

Beweis. Fiir einen festen Eigenwert A € K von A, sei v € V,v # 0 der zugehorige Eigenvek-
tor, so dass die Eigenwertgleichung (2.2)) erfiillt ist. Dann gilt:

Av—=X v = 0
< (A=X,)v =0 wegen Linearitét
< Kemn(A—\,) # 0 wegen Definition
< Bild(A—-\,) # V wegen Definition
<  Rang(A —\I,) # dim(V) wegen Definition [2.4]
< det(A—M,) =0 wegen Lemma [2.5]

O

Die Dimension des K-Vektorraums V' gibt den Grad des charakteristischen Polynoms
vor, d.h., fiir dim(V') = n kénnen wir erwarten, dass das charakteristische Polynom Py4 einer
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Matrix A € K™*" den Grad n hat. Insgesamt ist nun also das geometrische Problem der
Bestimmung von Eigenwerten eines Endomorphismus zuriickgefithrt auf das algebraische
Problem der Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms.

Wir kénnen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms noch nidher charakterisieren
durch folgende Definition.

Definition 2.14 (Algebraische Vielfachheiten)

Wir definieren die Haufigkeit mit der ein Eigenwert A € K einer Matrizc K™*™ als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms Pa auftritt als die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts A.

Satz 2.15 (Vielfachheiten)

Sei F':'V — V ein Endomorphismus von V und sei A € K ein Eigenwert von F mit alge-
braischer Vielfachheit r € N und geometrischer Vielfachheit s € N. Dann ist die algebraische
Vielfachheit von A itmmer grofler oder gleich seiner geometrischen Vielfachheit, d.h., es gilt

n=zr=szl.

Beweis. Sei s € N die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A von F', so ist Eig(F; \) =
lin({v1,...,vs}) = V der zugehorige Eigenraum. Da Eig(F';\) ein Untervektorraum von
V ist kénnen wir {vi,...,vs} als eine Basis des Eigenraums auffassen. Mit Hilfe des Basi-
serginzungssatzes [Burger2020, Lemma 3.24| kénnen wir weitere Vektoren vgi1,...,v, € V
bestimmen, so dass B := {v1,...,Vs,Vs11,...0,} eine Basis von V ist. Fiir die Vektoren
vj € V muss wegen der Eigenwertgleichung F'(vj) = Av; gelten fiir 1 < j < s. Gleichzeitig
koénnen wir den Endomorphismus F' durch die darstellende Matrix A := Mp(F') beziiglich
der gewéhlten Basis B ausdriicken. Die Eintrige der Matrix A werden hierbei durch ih-
re Wirkung auf die Basisvektoren von B eindeutig festgelegt und wir wissen wegen der
Eigenwertgleichung, dass gelten muss

F(vj) = Av, L Avj, 1<j<s.

Da die Basiselemente v;, 1 < j < n insbesondere linear unabhéingig sind, muss zur Erfiillung
der rechten Seite der Gleichung fiir 1 < j < s gelten

)0, fallsi# g,
"7 A, falls i = j.

Damit ergibt sich, dass die darstellende Matrix A die folgende Gestalt haben muss

Mg *
- (0 e)
wobei fiir den unteren, rechten Block C' € K("=%)*(n=3) oilt. Fiir das charakteristische Po-
lynom koénnen wir also auf Grund der Gestalt von A und der Determinanten-Produktregel

13



fiir Blockmatrizen in Lemma [2.7] folgern, dass gilt
Pp(t) = Pa(t) = (A—1t)°-det(C — tl,—s).

Das zeigt, dass der Eigenwert A von F' mindestens die algebraische Vielfachheit r > s
besitzt.

Abschlieflend lasst sich festhalten, dass s > 1 gelten muss, da mindestens ein Eigenvek-
tor zum Eigenwert A von F' existieren muss. Gleichzeitig ist » < n, da das charakteristische
Polynom Pg vom Grad n ist. 0

Um ein wenig mehr Intuition fiir den Begriff der Eigenwerte zu bekommen wollen wir
zwei konkrete Beispiele durchrechnen.

Beispiel 2.16 (Bestimmung von Eigenwerten)
Wir wollen im Folgenden die Bestimmung von Eigenwerten fir (2 x 2)-Matrizen veran-
schaulichen.

1. Sei A e R?*? eine Matriz deren Eigenwerte wir bestimmen wollen mit

-9 -3
A= (16 5 >
Zur Berechnung der Eigenwerte stellen wir das charakteristische Polynom aus Defi-
nition [2.19 auf und setzen es gleich Null.

=
e

Pa(t) = det(A—tl) = det (_916_t 5__3t)

Fiir das einfache Beispiel einer (2 x 2)-Matriz kénnen wir die Determinante der
obigen Matriz in geschlossener Form angeben als

-9—-t -3 A e o,
det( 16 5—t> = (-9-1)-(5-1)—(=3)-16 = t*+4t+3.

Da das charakteristische Polynom bereits in Normalform wvorliegt, lassen sich die
Nullstellen von Py, die die Eigenwerte von A darstellen, mittels der p-q-Formel fiir
p =4 und g = 3 angeben:

2
Ay = _gi (g) —q = —2£V4-3 = —2+1.

Wir erhalten also die Figenwerte A1 = —3 und Ao = —1 der Matrix A.

14



2. Fiir den einfachen Fall von 2 x 2-Matrizen ldsst sich das charakteristische Polynom

b

d) e K2%2, so ldsst sich das charakteris-

in allgemeiner Form angeben. Sei A = (ch

tische Polynom P4 von A schreiben als:

Pa(t) = det(agt dit) = (a—t)-(d=t)—b-c

= t>—(a+d)-t+ (ad—bc) = t* —Spur(A) -t + det(A).

Durch Anwendung der p-q-Formel wie in Beispiel lassen sich die Eigenwerte
A1, A2 € K als Nullstellen von Pa auch in allgemeiner Form angeben als:

2
= S (SO 25

Aus Gleichung (2.5) konnen wir die folgenden interessanten mathematischen Zusam-
menhdnge ablesen:
Spur(A4)  Spur(A)

A+ = 5 + 5 = Spur(A4),

(SIM(A)>2_ (Spur(A)>2+det(A) — det(A).

AL - A2 5 5

Bemerkung 2.17
Wir wollen folgende Beobachtungen zur Berechnung von Figenwerten festhalten.

i)

iii)

Wie man anhand der Berechnungsformel sieht, kann das charakteristische Po-
lynom Pa komplexe Nullstellen besitzen, sogar wenn die Matrix nur reelle Eintrdge
hat, d.h., A € R?**2. Wir erinnern daran, dass wir eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms nur dann Eigenwert nennen, wenn sie aus dem zu Grunde liegenden
Korper K des Vektorraums V' stammt. Bettet man jedoch beispielsweise R in seinen
algebraischen Abschluss C ein, so dass V' zu einem komplez-wertigen Vektorraum wird,
dann lassen sich alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms als Eigenwerte in C
auffassen.

Die Beobachtungen in Gleichung ([2.6|) lassen sich erstaunlicherweise auch auf beliebige
Matrizen A € K"*™ verallgemeinern und man kann zeigen, dass gilt:

i)\i = Spur(A4), ﬁ)\i = det(A4).
i=1 i=1

Fiir beliebige quadratische Matrizen A € K™*™ gibt es fiir n > 3 im Allgemeinen
keine einfache Form zur Berechnung der Determinante. Hier nutzt man typischerwei-
se das Gaufsche Eliminationsverfahren aus [Burger2020][Kapitel 3.2] um die Matriz
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A — M\, in eine obere, rechte Dreiecksmatriz zu tberfithren, deren Determinante man
dann an der Hauptdiagonale ablesen kann. Es sei jedoch Vorsicht geboten: Die De-
terminante dieser oberem, rechten Dreiecksform ist im Allgemeinen verschieden von
der urspriinglichen Determinante. Das folgende Beispiel erklirt welche Schritte man
zusdatzlich beriicksichtigen muss, um das korrekte charakteristische Polynom zu erhal-
ten.

Beispiel 2.18
Sei A € R?*2 eine quadratische Matriz deren Determinante wir bestimmen wollen mit

6 1
A= <3 2) ‘
Obwohl man in diesem einfachen Fall direkt die Determinante bestimmen kann als
det(A) = 6-2—-1-3 =9

verwenden wir zundchst das Gaufsche Eliminationsverfahren, um die Matriz A in einer
obere, rechte Dreiecksform zu bringen.

6 1) 211 (6 1 11;1.61_.121
3 2 6 4 03, =7

Man ist schnell versucht anzunehmen, dass die Determinante dieser oberen, rechten Drei-
ecksmatriz A der Determinante von A entspricht, jedoch zeigt sich, dass

det(4A) = 6-3 = 18 # 9 = det(A).

Um die korrekte Determinante von A aus der Form wvon A zu bestimmen, miissen wir
die elementaren Zeilenoperationen des Gaufschen Eliminationsverfahrens mit Hilfe der
entsprechenden Elementarmatrizen schreiben. Wir konnen schreiben:

0D -GN 6EY

Mit der Produktregel fir Determinanten aus [Fischer2005, Satz 3.1.3, D11] kénnen wir
obige Gleichung schreiben als:

6 1 1 0 10
det <O 3> = det (_1 1) -det <0 2> -det(A).
~—— —~ -

_/

g

=18 =1 =2

Durch Umstellen erhalten wir dann die richtige Determinante mit det(A) = =5 = 9.
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Bemerkung 2.19
Bei einem genaueren Studium der Elementarmatrizen im GaufSschen Eliminationsverfah-
ren fallt auf, dass

1. skalare Multiplikation einer Zeile mit Faoktor a € K immer durch eine Element-
armatriz mit Determinante a ausgedriickt wird.

2. Subtraktion zweier Zeilen immer durch eine Elementarmatriz mit Determinante
1 ausgedriickt wird.

3. Zeilenvertauschungen immer durch eine Elementarmatrix mit Determinante 1
oder —1 ausgedriickt wird, in Abhdngigkeit der ensprechenden Zeilenindizes.

Da wir nun wissen, dass wir die Eigenwerte einer Matrix als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms berechnen kénnen, wollen wir uns mit der Bestimmung der zugehétrigen
Eigenvektoren beschéftigen. Wir werden im folgenden Beispiel sehen, dass sich der Eigen-
raum zu einem Eigenwert einer Matrix als Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems (A — AI,)v = 0 bestimmen lésst.

Beispiel 2.20 (Eigenraumbestimmung)
Sei A e R3*3 cine reellwertige, quadratische Matriz mit

1 2
A= (-10
1 0

o = O

Wie man mit der Determinantenregel von Sarrus aus Lemma [2.6 nachrechnen kann, sind
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Pa(t) gegeben durch t; =1, to = iv2 und
t3 = —in/2. Somit hat die Matriz A als lineare Abbildung auf den R? lediglich den reellen
Figenwert A1 = 1.

Zur Bestimmung eines Eigenvektors v € R? zum Figenwert A = 1, der die Figenwert-
gleichung erfillt, miissen wir das folgende lineare Gleichungssystem losen:

1-1 2 0 V1 0 2 0 V1
(A—)\l-fg)’l) = —1 0-—1 1 V2 = -1 -1 1 V2 = 0.
1 0 0-1 V3 1 0 -1 V3

Um den gesuchten Eigenvektor v = (vl,vg,vg)T e R? zu bestimmen, verwenden wir das
Gaufische-Eliminationsverfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme [Burger2020][Kapitel
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3.2]. Hierzu betrachten wir die folgende Sequenz von Zeilenoperationen:

0 2 00 -1 -1 110 ~1 -1 1/0
(A-=MIs|y) = |[-1 =1 1]0l>]0 2 o0|0|>]|0 2 0/0
1 0 —1]0 1 0 —1]0 0 -1 00
[—1 —1 1]0
-~ 1]0 2 ofo0
L0 0 0]0

Durch Riickwirtseinsetzen erhalten wir, dass vo = 0 gelten muss. Aus der ersten Zeile
folgert man nun, dass —v1 + v3 = 0 und somit v1 = v gelten muss.

Der zum Eigenwert A1 = 1 von A zugehdorige Eigenvektor v e R? ist also ein Vektor der
Form v = a(1,0,1)T fiir o # 0. Der durch den Kern von A — \iI3 beschriebene Unterraum
von R3 ist somit gegeben durch die lineare Hiille bzw. den Spann Kern(A— A1 1I3) = lin({v}).

Satz 2.21

Sei A € R™" eine reellwertige Matriz aufgefasst als Abbildung auf C*. Wenn X\ € C
Figenwert von A ist, so ist auch sein komplex konjugiertes Element X\ € C Figenwert von
A. Auflerdem sind die zugehdrigen Figenvektoren komplex konjugiert zueinander.

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir komplexe Zahlen in [Burger2020, Kapitel 2.2.7] kénnen
wir fiir zwei komplexe Zahlen v,w e C mit v:=a+b-iund w:=c+d -1 fir a,b,c,d € R
folgern, dass vw = v w gilt, da

tw = (a+b-i)(c+d-i) = (ac—bd)+ (ad+bc)-i = (ac—bd) — (ad + bc) - i
= (ac—bd) + (—ad —bc)-i = (a—b-i)(c—d-i) = Dw.

Auflerdem kann man leicht fiir endliche Summen komplexer Zahlen vy,...,v, € C
zeigen, dass gilt
n n
S -
i=1 i=1

Mit den beiden hergeleiteten Eigenschaften kann man nun direkt folgern, dass ein &hnlicher
Zusammenhang fiir die Matrix-Vektor Multiplikation gilt, nimlich Av = A% fiir eine qua-
dratische Matrix A € C"*™ und einen Vektor v € C™.

Sei nun A € C ein Eigenwert der reellen Matrix A € R™*™ zum Eigenvektor v € C".
Dann gilt offensichtlich die Eigenwertgleichung Av = Av. Durch komplexe Konjugation
beider Seiten der Gleichung wissen wir dann, dass folgende Gleichung erfiillt ist

Av = . (2.7)
Damit konnen wir den Beweis nun direkt hinschreiben.

Iy By il 2 vl )
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Es gilt also A7 = AT und wir haben damit gezeigt, dass A € C auch Eigenwert von A zum
Eigenvektor v € C™ ist. O

Der folgende Satz macht eine entscheidende Beobachung, die es uns in Kapitel
erlauben wird, den Vektorraum V als direkte Summe der Eigenrdume einer quadratischen
Matrix A zu zerlegen, falls A gewisse Eigenschaften erfiillt.

Satz 2.22
Sei A € K"*™ eine Matriz und seien A1,...,\; € K, k < n, Figenwerte von A. Auflerdem
seien v, ..., € V FEigenvektoren von A zu den Eigenwerten A1,...,Ax. Sind die Figen-

werte von A paarweise verschieden, d.h., N\; # \; fir alle i # j, so sind die Figenvektoren
linear unabhdngig.

Beweis. Wir fithren den Beweis dieser Aussage durch vollstindige Induktion iiber k € N.
Induktionsanfang: £k =1

Die Aussage ist trivialerweise erfiillt, da fiir den Eigenvektor v; € V gelten muss v, # 0.
Induktionsschritt: £k — 1 — k

Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall k£ —1 gezeigt wurde. Seien

Qai, ..., ar € K so gewéhlt, dass gilt

k
Do = 0. (2.8)
=1

Sei nun A € C ein Eigenwert von A, der paarweise verschieden ist zu A1,...,A\x_1 € C.
Wir multiplizieren die Gleichung (2.8) mit dem Eigenwert A\; und erhalten

—

k
Zai)\kvi = 0. (29)
i=1

AuBerdem erhalten wir aus Gleichung (2.8)) durch Multiplikation von links mit der Matrix
A aus der Linearitét folgenden Zusammenhang:

k k k
A- Z ov; = Z OéiA’Uz‘ = Z ozi)\l-vz- = 6 (2.10)
i=1 i=1 i=1
Wenn wir nun die rechte Seite von (2.10) von Gleichung (2.9)) subtrahieren erhalten wir
k k—1
Z Oéi()\k — )\Z‘)’UZ‘ = Z Oéi()\k - )\i)vi = 0.
i=1 i=1
Da wir \; als paarweise verschieden zu Aq, ..., A\y_1 angenommen haben wissen wir, dass
a; =0 fire =1,...,k — 1 gelten muss, damit obige Gleichung gilt. Setzen wir dies in

Gleichung (2.8) ein, so folgt direkt, dass auch ay = 0 gelten muss, da fiir den Eigenvektor
vk # 0 gilt. Dies beweist also die lineare Unabhéngigkeit der Eigenvektoren von A fiir
paarweise verschiedene Eigenwerte. O
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2.5 Diagonalisierbarkeit

Wichtige Eigenschaften eines Endomorphismus lassen sich bereits am Rang und am Spek-
trum einer darstellenden Matrix ablesen. Leider lassen sich diese Charakteristika im All-
gemeinen (bis auf Spezialfille) nicht direkt an den Eintrigen der Matrix ablesen. Die
grundlegende Frage in diesem Abschnitt wird sein, wie wir durch eine geeignete Wahl von
Basen eine besonders einfache Gestalt der darstellenden Matrix erreichen kénnen, die die
Eigenschaften des zu Grunde liegenden Endomorphismus erhélt.

Aus dem Basiswechselsatz [2.1] wissen wir, dass ein Basiswechsel fiir Abbildungsma-
trizen einer Multiplikation mit zwei reguldren Basiswechselmatrizen von links und rechts
entspricht. Die hierdurch beschriebene Relation der Abbildungsmatrizen motiviert die fol-
gende Definition.

Definition 2.23 (Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen)
Wir definieren im folgenden zwei Begriffe, die eine spezielle Relation zweier Matrizen be-
schreibt.

i) Zwei Matrizen A, B € K"*™ heiffen dquivalent, wenn es Matrizen S € GL(n;K) und
T € GL(m;K) gibt mit
B = SAT ' (2.11)

i1) Zwei Matrizen A, B € K"*" heiflen #hnlich oder konjugiert, wenn es eine Matriz
S € GL(n,K) gibt mit
B = SAS™L. (2.12)

Man sieht sofort, dass &hnliche Matrizen ein Spezialfall von dquivalenten Matrizen sind
fir m = n und 7! := S~!. Wihrend man fiir dquivalente Matrizen zeigen kann, dass der
Rang der Matrizen unter den in Definition [2:23] beschriebenen Transformationen erhalten
bleibt, so gilt fiir &hnliche Matrizen sogar die noch stérkere Invarianz des Spektrums, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.24
Seien A, B € K"*™ zwei quadratische Matrizen. Falls A und B dhnlich zueinander sind, so
haben sie das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Seien A, B € K"*™ zwei #hnliche Matrizen, d.h., es existiert eine Matrix S €
GL(n;K), so dass B = SAS~!. Ferner gilt wegen Linearitit und der Kommutativitit der
Einheitsmatrix I,, fiir jedes Skalar t € K

S-t-I,-St=t-1I,.
Wir konnen also schreiben:

B—t-I, = SAS™'—t.1I, = SAS™'—-S-t-1,-5' = S(A—t-1,)S7L.
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Wenden wir nun die Determinante an, so erhalten wir aus dem Produktsatz fiir Determi-
nanten [Burger2020][Satz 3.40]

det(B—t-1,) = det(S(A—t-1,)S™1) = det(S)-det(A—t-I,)-det(S™!) = det(A—t-I,).
1
=det(S)~

Die Ausdriicke auf der linken und rechten Seite der obigen Gleichung sind gerade die Defi-
nitionen der charakteristischen Polynome von A bzw. B, was die Aussage dieses Lemmas
beweist. O

Ein besonders interessanter Fall liegt vor, wenn eine Matrix A € K™*" dhnlich zu einer
Diagonalmatrix D € K™*™ ist. Dies wird in der folgenden Definition weiter prézisiert.

Definition 2.25 (Diagonalisierbarkeit)
Wir definieren den Begriff der Diagonalisierbarkeit im folgenden sowohl fiir Endomorphis-
men als auch fir Matrizen.

1. Ein Endormorphismus F:V — V eines K-Vektorraums V heifit diagonalisierbar,
wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren von F' besitzt.

2. Fine Matriz A € K™*"™ heifit diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonal-
matriz ist.

Auf Grund von Lemma [2.24] wird klar, dass eine diagonalisierbare Matrix A dhnlich zu
einer Diagonalmatrix D sein muss, die die Eigenwerte von A auf der Diagonalen enthélt.
Im Folgenden wollen wir verstehen, wie wir entscheiden kénnen, ob ein Endomorphismus
F bzw. eine darstellende Matrix von F' diagonalisierbar ist.

Satz 2.26 (Diagonalisierbarkeit)
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und F:V — V ein Endomorphismus von
V. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) F ist diagonalisierbar

it) Das charakteristische Polynom P zerfdllt in Linearfaktoren iber K und die algebrai-
sche Vielfachheit ist gleich der geometrischen Vielfachheit fiir alle Eigenwerte A € K
von F.

i11) Sind A1, ..., \x € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so lisst sich V' als
direkte Summe der korrespondierenden Eigenrdume schreiben, d.h.

V = Eig(F;\)®...®Eig(F; ).

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz der drei Aussagen mittels eines Ringschlusses.
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i) — ii):

Nehmen wir an, dass F' diagonalisierbar ist. Dann ist jede darstellende Matrix von F' dhnlich
zu einer Diagonalmatrix D € K"*" auf deren Hauptdiagonalen die Eigenwerte Ay, ..., A\ €
K von F mit algebraischen Vielfachheiten rq,...,7; € N stehen. Das charakteristische
Polynom Pp von D zerfillt offensichtlich in Linearfaktoren iiber K in der Form

Pp(t) = A=t -.- (A=)

und die Summe der algebraischen Vielfachheiten entspricht dem Grad des Polynoms, d.h.,
Zf;l r; = n. Aus Lemma wissen wir aber schon, dass das charakteristische Polynom
von F und D gleich sein miissen.

Da F' diagonalisierbar ist existiert eine Basis von V aus Eigenvektoren von F'. Die
Eigenvektoren dieser Basis kénnen wir anhand ihrer zugehorigen Eigenwerte sortieren,
so dass sich Basen der jeweiligen Eigenrdume mit geometrischen Vielfachheiten sq,..., sk
ergeben, d.h., wir betrachten die Eigenvektoren v, ... ,vgi € V von F' zum Eigenwert \; € K
mit geometrischer Vielfachheit s; € N als Basis des Eigenraums Eig(F; \;) fiir 1 < i < k.
Daraus ergibt sich, dass Zf;l s; = n gelten muss, da wir von einer Basis von V' ausgegangen
sind. Gleichzeitig wissen wir aus dem Argument von oben, dass Zle L = n gelten muss
und nach Satz die algebraischen Vielfachheiten gréfler oder gleich den geometrischen
Vielfachheiten sind, d.h., es gilt r; > s;. Diese drei Bedingungen kénnen jedoch nur dann
erfiillt werden, wenn schon gilt r; = s;.

ii) — iii):

Seien Ai,...,Ar € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F', deren algebraische
Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit ist, d.h., r; = s; fiir 1 < ¢ < k. Wir
nehmen an, dass das charakteristische Polynom Pr von F' in Linearfaktoren iiber K zerfillt
und von der Form ist

Pp(t) = (t—=X)™" oo (t— )™
Wir betrachten die lineare Hiille der Eigenrdume Eig(F; \;),1 < ¢ < k, von F
W = lin(Eig(F;\) v ... U Eig(F;\y)) < V.

Da die geometrische Vielfachheit s; = r; fiir i = 1,..., k ist, wird W durch n Eigenvektoren
aufgespannt. Aus Satz wissen wir, dass Vektoren aus verschiedenen Eigenrdumen
paarweise linear unabhéingig sind. Damit folgt aber schon, dass W eine direkte Summe
der Eigenrdume sein muss mit

W = Eig(F;\)®...®Eig(F;\,) = V.
iii) — i):

Sei B; = (vi,...,vs,) eine Basis aus Eigenvektoren zum Eigenwert ); € K vom Eigenraum
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Eig(F; \;) fir 1 < i < k. Da die Eigenrdume als direkte Summe den ganzen Vektorraum
V bilden, wissen wir, dass

- 1 1 k k
B = (V1. Vg5, V], U, )

eine Basis von V ist. Da diese Basis aus Eigenvektoren von F' besteht ist F' schon diago-
nalisierbar per Definition. O

Korollar 2.27

Aus Satz[2.20 wird direkt klar, dass der Endomorphismus F diagonalisierbar ist, wenn er
n € N paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt. Dies ist eine hinreichende aber keineswegs
notwendige Bedingung, wie etwa das Beispiel F' = Idy zeigt.

Beispiel 2.28
Im Folgenden wollen wir zwei Beispiele untersuchen in denen eine reellwerte Matriz A €
R3*3 nicht diagonalisierbar ist und die Griinde hierfiir genauer beleuchten.

1. Sei die Matriz A € R3*3 gegeben durch:

1 =3 0
A= [+/3 =1 0
0 0 1

Wir bestimmen das charakteristische Polynom Ps von A mit der Produktregel fiir
Determinanten von Blockmatrizen in Lemma[2.7 als

11—t =3 0
Pa(t) = det(A—tl3) = [ vV/3 —-1—-t 0
0 0 1—t
= 1-0)((1-t)(-1-t)+V3-V3) = 1—-t)(*—1+3)
= 1= +2).
Da das quadratische Polynom (t? + 2) keine Nullstellen in R besitzt, lisst sich das

charakteristische Polynom Pa nicht vollstindig in Linearfaktoren iiber R zerlegen.
Daraus folgt mit Satz[2.26, dass die Matriz A nicht diagonalisierbar ist.

2. Sei die Matriz A € R3*3 gegeben durch:

3 4 -3
A= 127 —4
3 9 =5

Wir bestimmen das charakteristische Polynom Pa von A durch die Regel von Sar-
rus in Lemma |2.6] oder Umformung mittels Gauflschen Eliminationsverfahren und
erhalten:

Pa(t) = det(A—tl3) = —(t—2)%-(t—1).
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Das charakteristische Polynom zerfdllt also in Linearfaktoren iiber R und wir kénnen
die beiden Figenwerte Ay = 2 und Ao = 1 ablesen. Hierbei bemerken wir, dass der
Eigenwert A\ die algebraische Vielfachheit 2 und der Eigenwert Ao die algebraische
Vielfachheit 1 besitzt. Auferdem kann man die zugehorigen Eigenriume wie folgt

bestimmen:
1 1
Eig(A; M) = Sa-{1] |aeR}, Eig(AX) = Sa-[2]]|aeR
2 3

Wir sehen also, dass die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte A1, Ao € R
jeweils 1 betragen und somit die algebraische Vielfachheit von A1 nicht mit der geo-
metrischen Vielfachheit tibereinstimmt. Daraus folgt mit Satz dass die Matrix
A nicht diagonalisierbar ist.

Das folgende Beispiel untersucht wann eine allgemeine (2 x 2)-Matrix A € R?*2 nicht
diagonalisierbar ist.

Beispiel 2.29
Sei A e R?*2 eine quadratische Matriz mit

_

fiir a,b,c,d € R. Um zu untersuchen wann A nicht diagonalisierbar ist, betrachten wir das
charakteristische Polynom P von A mit

Pa(t)

det(A — tI) = det(a;t dL) — (a—t)(d—1t)—be
= t* — (a+ d)t + (ad — be).

Um die Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu bestimmen verwenden wir in diesem

einfachen Fall die p-q-Formel mit p = —(a + d) und q = (ad — be), so dass fir die
FEigenwerte von A gilt
P p? (a+d) \/(a + d)?
= P4/ g = + - — be).
A1/2 s T\ 7 ¢ 5t ) (ad — be)

Wir bemerken zuerst, dass der Radikand R unter der Wurzel von der folgenden Form ist

(a+d)?
R = T—(ad—bc) =

Spur(A)?

1 — det(A).

Nun macht es Sinn eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von R zu machen.
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1. Fulls R > 0 gilt, so existieren zwei Lisungen der quadratischen Gleichung und somit
zwei verschiedene Eigenwerte Ay # Ao von A. Nach Korollar[2:27 wissen wir, dass A
dann schon diagonalisierbar ist.

2. Fualls R < 0 gilt, so liegt die Wurzel nicht mehr im Kérper R und somit gibt es keine
reellen Eigenwerte von A. Fiir diesen Fall ist A nicht diagonalisierbar.

3. Der spannende Fall tritt ein fiir R = 0. Hier besitzt die Matrix A nur einen Fi-
genwert A = @ mit algebraischer Vielfachheit 2. Nach Satz ist A genau
dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit des zugehdrigen Figen-
raums Fig(A; X) auch 2 betrigt. Wir betrachten also den Eigenraum zum Eigenwert

A wm Folgenden.

) a+d (a—d) b
Eig(A;\) = Kern(A — M) = Kern(A—( 5 )Ig) = Kern( i (d;a) :

Wir versuchen also folgendes lineares Gleichungssystem fiir einen unbekannten Vektor
r = (21,22)" € R? 2u losen:

Ldp \ [z _ (0

Mittels Gaufischen-Eliminationsverfahren bringen wir die Matriz in eine obere, rechie
Dreiecksgestalt und erhalten so:

chd) be (:m) _ <0)
0 7(%%)2—170 Z2 0/

Wir erkennen, dass der Fintrag unten, rechts in der Matriz von folgender Gestalt ist:

—(a—d)? —a? + 2ad — o2 —a? — 2ad —
(a4)—bc= a+4a —be = = 4@ + (ad — be)
— 2 A)2
= (‘L4+d)+(ad—bc) - —Sp‘“;()met(A) - —R = 0.

Das bedeutet, dass wir zur Bestimmung des Kern Liosungen des folgenden Gleichungs-
systems bestimmen miissen.

<c(a0;d) z:).;) <2> _ (8)' (2.13)

Auch hier gibt es zwei Mdglichkeiten. Falls die Matriz A bereits in Diagonalgestalt
ist, so steht ihr Eigenwert A\ auf der Hauptdiagonalen und es gilt a = d = X und
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b=c=0. Wie man leicht einsieht ist die Matriz in dann die Nullmatriz und
jeder Vektor x € R? lost das lineare Gleichungssystem. Also ist der Kern bereits der
gesamte Vektorraum V = R? und die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts X ist
i der Tat 2. Damit ist die Matrix trivialerweise diagonalisierbar.

In allen anderen Fallen kénnen wir den Eigenraum explizit angeben als

Eig(4;\) = lin({<_ Z()(f—d)>})‘

2

Der Eigenraum Eig(A; \) hat also die Dimension 1 und somit stimmen geometrische
Vielfachheit und algebraische Vielfachheit nicht iberein. Nach Satz[2.26|ist die Matriz
A also nicht diagonalisierbar.

Um ein konkretes Beispiel fir den dritten Fall der Fallunterscheidung oben anzugeben,
miissen wir eine Matriz A € R?**? konstruieren, so dass R = 0 ist, bzw., so dass gilt
Spur(A)? = 4det(A). Hierzu betrachten wir die folgende Matriz

A= (51” ‘11>.

Spur(4)> = 34+ 1)? = 16 = 4-(3-1—(=1)-1) = 4det(A).

Wir sehen sofort ein, dass gilt

Mit unseren allgemeinen Voriberlegungen oben, konnen wir den Figenwert A von A angeben
als p 541
PR L )
2 2

Und der Figenraum Eig(A; —2) von A wird aufgespannt durch den Vektor

be —-1-1 -1

Die Matriz A ist nach Satz[2.26 nicht diagonalisierbar, da geometrische und algebraische
Vielfachheit des Figenwerts X = —2 nicht tibereinstimmen.

Sollte eine quadratische Matrix A € K™*™ diagonalisierbar sein, so hat die regulire
Matrix S~ € GL(n;K) in (2.12) eine besondere Gestalt, wie das folgende Lemma, zeigt.

Lemma 2.30
Sei A € K™"*™ eine diagonalisierbare Matrixz. In diesem Fall sind die Spaltenvektoren von
S~ gerade die Eigenvektoren der zugehirigen Eigenwerte auf der Diagonalen von D.
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Beweis. Da A diagonalisierbar ist existiert eine Diagonalmatrix D € K™*™ und eine regulére
Matrix S € GL(n;K), so dass SAS™! = D gilt. Aus Lemma wissen wir, dass die
Eigenwerte Aq,..., A, von A durch die Eintrdge auf der Diagonalen von D, gegeben sind.
Durch Multiplikation mit der Matrix S~! von links erhalten wir also:

S5 As™t = AS™! = S7ID.
—
=I,
Wir sehen also, dass AS™! = S7'D gilt. Sei nun v € K" die k-te Spalte von S~! mit
1 < k < n, dann sieht man ein, dass gilt

Av = Mpvg, firallel <k <n.

Nach Definition ist der Vektor v also gerade der Eigenvektor zum Eigenwert A\, von
A. O

Im folgenden Beispiel wollen wir diagonalisierbare (2 x 2)-Matrizen untersuchen und
die Beobachtung aus Lemma [2.30] verifizieren.

Beispiel 2.31
Wir betrachten zwei Beispiele von (2 x 2)-Matrizen, fiir die wir eine dhnliche Diagonalma-
triz D berechnen wollen, auf deren Hauptdiagonalen die zugehdrigen Eigenwerte stehen.

-1 6
- (50)
bestimmen wir das charakteristische Polynom Pa als
Pa(t) = det(A—tl) = (-1—t)(4—t)+6

Wir sehen also, dass das charakteristische Polynom Pp in Linearfaktoren zerfdllt
und die Figenwerte von A gegeben sind durch A\ = 1 und Ay = 2. Es ist auf Grund
von Satz klar, dass A diagonalisierbar ist, d.h., dass es eine requlire Matrix
S e GL(2;K) gibt, so dass SAS™' = D gilt. Die Diagonalmatriz D ist damit bis auf
Permutation der Hauptdiagonale eindeutig bestimmt als

D:((l) g)

Aus Lemma wissen wir, dass die Spalten von S~™' gerade die Eigenvektoren von
A sind. Fir die Bestimmung der Eigenrdume Eig(A; \1) und Eig(A; A2) ldsen wir die
beiden homogenen Gleichungssysteme

1. Fiir eine Matrixz der Form

t2—3t+2 = (t—1)(t—2).

(775 () - a-nmr-a
<_? g) <Z;) = (A= XD)7=0.
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Wir sehen direkt, dass die jeweiligen Zeilen der beiden Matrizen linear abhdngig sind
und man den Eigenvektor zum Eigenwert A\y = 1 angeben kann als v = (3,1)T bzw.
den Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2 als v = (2,1)T. Schreiben wir die Eigenvek-
toren als Spalten der Matriz S™1, so erhalten wir

4 (32
- (0)

Der Vollstindigkeit halber bestimmen wir nun noch die Inverse S zu S~ durch die
Determinanten-Regel:

§ = (57 = G ?)1 - 3.1i2'1<—11 _32) = (—11 _32>

Wir diberpriifen unsere Rechnung abschlieffend durch das Diagonalisieren von A als
1 =2\ /-1 6\ /3 2 10
-1 _ _ _
sast = (L)@ D0 -6 =2
. Fiir eine Spiegelmatriz der Form
A — <c9sa sin a )
sina  —cos«

berechnen wir das charakteristische Polynom Pa als

Pa(t) = det(A—tl) = —(cosa—t)(cosa +1t) —sin’a = t? —cos’a —sina
= 2 — (sin®a+cos’a) = > —1 = (t—1)(t+1).

=1

Wir sehen also, dass das charakteristische Polynom Py in Linearfaktoren zerfallt und
die Figenwerte dieser allgemeinen Spiegelmatriz unabhingig sind von der Wahl des
Winkels a € [0,27) émmer Ay = 1 und Ay = —1. Es ist auf Grund von Satz[2.2(
klar, dass A diagonalisierbar ist, d.h., dass es eine reguldire Matriz S € GL(2;K) gibt,
so dass SAS™! = D gilt. Die Diagonalmatriz D ist damit bis auf Permutation der
Hauptdiagonale eindeutig bestimmt als

D= (é _01).

Aus Lemma wissen wir, dass die Spalten von S~' gerade die Eigenvektoren von
A sind. Fir die Bestimmung der Eigenrdume Eig(A; \1) und Eig(A; A2) ldsen wir die
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beiden homogenen Gleichungssysteme

(COS.O[ -1 sin o ) (v1> — (A= MD)i - 6,
sin «v —cosa— 1 V9

(cosa—i—l sin «v ><v1> _ (A—Ag]g)@’:(_f

sin o —cosa+ 1 )

Durch Multiplikation der unteren Zeile mit dem ersten Fintrag der ersten Zeile sieht
man, dass beide Zeilen linear abhdngig sind und man kann die Eigenvektoren als
Lésungen der obigen Gleichungen ablesen. Fiir den Eigenwert A1 = 1 erhdlt man
den zugehorigen Eigenvektor v) = (sin®a,sinafl — cosa])T und fir den zweiten
Eigenwert Ao = —1 erhdlt man entsprechend den zugehdrigen FEigenvektor vo =
(sin? o, —sin a[1 + cos a])T. Damit ist die Transformationsmatriz S~ gegeben durch

2

g1 _ sin” « sin? o
~ \sina(l —cosa) —sina(l+cosa))’

Das Bestimmen der Transformationsmatriz S und die Uberpriifung der Diagonalisie-
rung von A iberlassen wir an dieser Stelle der geneigten Leserin und machen dafiir
folgende Beobachtung. Die Vektoren ¥, v, € R? bilden eine Orthogonalbasis von R?,

da gilt:
(1,72 = {(sin®a,sinafl — cosa])T, (sin® a, —sin a1 + cosa])T)
= sin® a — sina(1 — cos ) - sin (1 + cos )
= sin®a —sin?a (1 —cos?a) = sin'a—sinta = 0.
—_—
=sin? o

2.6 Trigonalisierbarkeit

Aus Kapitel wissen wir nun, dass ein Endomorphismus genau dann diagonalisierbar ist,
wenn das zugehorige charakteristische Polynom in Linearfaktoren iiber K zerfillt und die
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte iibereinstimmen. Das Bei-
spiel hat uns jedoch gezeigt, dass es sehr wohl Matrizen gibt deren charakteristisches
Polynom zerfillt, jedoch nicht diagonalisierbar sind, da die Vielfachheiten der Eigenwerte
nicht iibereinstimmen. Gliicklicherweise werden wir im Folgenden jedoch feststellen, dass
Endomorphismen, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt, zumindest
dhnlich zu einer oberen, rechten Dreiecksmatrix sind.

Definition 2.32 (Trigonalisierbarkeit)
Wir definieren den Begriff der Trigonalisierbarkeit im Folgenden sowohl fiir Endomorphis-
men als auch fir Matrizen.
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1. Fin Endomorphismus F von V heifst trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V
gibt, so dass die darstellende Matrix Mp(F') von F beziiglich B eine obere, rechte
Dreiecksmatrix ist.

2. Eine Matriz A € K™"*™ heifst trigonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer oberen, rech-
ten Dreiecksmatriz ist.

Es ist klar, dass wenn eine Matrix A trigonalisierbar ist, so stehen auf der oberen,
rechten Dreiecksmatrix. zu der A #hnlich ist, die Eigenwerte von A. Der folgende Satz gibt
uns ein Kriterium mit dessen Hilfe wir direkt entscheiden kénnen, ob ein Endomorphismus
trigonalisierbar ist oder nicht.

Satz 2.33 (Trigonalisierungssatz)
Fiir einen Endormorphismus F eines n-dimensionalen K-Vektorraums V sind folgende
Bedingungen dquivalent:

i) Fist trigonalisierbar

it) Das charakteristische Polynom Pg zerfillt in Linearfaktoren iber K, d.h.,

Pr(t) = (=) e (t— M)

Beweis. Siehe [Fischer2005, Satz 4.4.3] O

Korollar 2.34

Der Fundamentalsatz der Algebra [Fischer2005, Theorem 1.3.9] besagt, dass jedes Polynom
iber C in Linearfaktoren zerfillt. Hieraus folgt schon, dass jeder Endomorphismus von
einem endlich-dimensionalen C-Vektorraum trigonalisierbar ist.

Algorithmus 2.35 (Trigonalisierung einer Matrix)
Sei A € K™ eine Matriz deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
d.h.,

Pa(t) = (t= A1)+ (E— M),

wobei die Figenwerte A1,..., A, € K von A nicht paarweise verschieden sein miissen. Wir
versuchen nun eine Matriz S € GL(n; K) zu bestimmen, so dass

D = SAS™!,

wobei D € K™"*™ eine obere, rechte Dreiecksmatriz ist. Fiir diese Trigonalisierung gehen
wir folgt vor:
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1. Schritt:

Wir betrachten zundchst den Vektorraum Wi := K™ mit der kanonischen Einheitsbasis By
und den Endomorphismus A1 = A. Zundchst berechnen wir den zugehorigen Eigenvektor
vy € K" zum Eigenvektor \y von A. Nach dem Basisaustauschlemma [Fischer2005, Lemma
1.5.4] kénnen wir ein Element der kanonischen Einheitsbasis durch vy austauschen, so dass
wir immer noch eine Basis erhalten. Das heifst, wir bestimmen einen Index 1 < j1 < n, so
dass

Bg = (Ul,el,...,e/]:,...,en)

wieder eine Basis von K" ist. Hierbei bedeutet die Notation €;,, dass dieses Basiselement
ausgetauscht wurde.
Wir schreiben nun die Basiselemente von Ba als Spalten der Transformationsmatriz

-1 ._ mB2
S;° = TBl'

Dann wird klar, dass wir die erste Spalte von Ay in obere rechte Dreiecksform bringen
konnen durch:

Al ®* ...
L 0
A2 = Sl “A- S; = . ,
: A
0
2. Schritt:
Nun betrachten wir Wo < K™ mit der Basis
By = (€1,...,€5,--. )

und dem Endomorphismus Al : Wy — Wa. Das charakteristische Polynom von Al ist wegen
der Determinantenregel fiir Blockmatrizen in Lemma gegeben durch

PA/Q(LL) = (t—)\g)-...-(t—)\n).

Wir berechnen zum Figenwert Ao € K wieder einen Eigenvektor vo € Wy und nutzen das
Basisaustauschlemma, um einen Index jo # j1 zu finden, fiir den

A -~ "
B3 = (v2,€1,...,€5,-.,€jn,...,€n)
wieder eine Basis von Wy ist. Damit ist auch
B3 = (vi,v2,€1,...,€j,... 1€y, ..., €n)

eine Basis von W1 = K™. Schreiben wir wiederum die Basis Bs als Spalten der Transfor-
mationsmatric
—1._ mBs
Sy = Ty},
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so erhalten wir

Aox .. L. %

0 X = %
Ay == Sp-A-S;' =1 0

D Al

0 0

Bei der Berechnung der Matriz Sy kann man ausnutzen, dass

10 ... 0
0
Tgf’ = Tgf-ng, wobert Tg;’ = |. 7B
; B
0

Spitestens nach (n—1) Schritten erhdlt man eine obere, rechte Dreiecksmatriz, da A}, eine
(1 x 1)-Matriz ist. Insgesamt erhalten wir also eine zu A dhnliche obere, rechte Dreiecks-
matriz D durch

D= A, = S,1-A-S'.

Das folgende Beispiel zeigt, wie Algorithmus [2.35] angewendet werden kann, um eine
Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt, zu trigonalisieren.

Beispiel 2.36
Sei A e R3*3 eine quadratische Matriz, die wir trigonalisieren wollen, mit

3 4 3
A= 11-1 0 -1
1 2 3

Wir bestimmen zuerst das charakteristische Polynom Pa von A als
PA(t) = _(t - 2>37

also ist A = 2 der einzige Figenwert von A mit algebraischer Vielfachheit 3. Das charakte-
ristische Polynom zerfillt offensichtlich in Linearfaktoren und nach Satz[2.33 wissen wir
folglich, dass A trigonalisierbar ist.

Wir betrachten den Eigenraum Eig(A;2) von A durch Bestimmung von Kern(A —2-I3)
als

3—2 4 3 1 4 3
Eig(A4;2) = Kern(A—2-I3) = Kem| -1 0-2 -1 | = Kern|—-1 -2 -1
1 2 3—2 1 2 1
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Wir sehen direkt, dass die letzten beiden Zeilen der Matriz (A —2- I3) linear abhingig sind
und sie daher den Rang 2 hat. Daraus folgt mit der Dimensionsformel von Bild und Kern
[Fischer2005, Satz 2.2.4], dass der Kern von A —2 - I3 die Dimension 1 besitzt und daher
der Figenwert A = 2 die geometrische Vielfachheit 1 hat. Da geometrische und algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts nicht ibereinstimmen wissen wir mit Satz[2.26, dass die Matriz
A nicht diagonalisierbar ist. Konkret kénnen wir den Figenvektor vi € R® zum Eigenwert
A = 2 angeben als vi = (1,—1,1)7T.
Wir wenden nun den Algorithmus[2.35] an, um die Matrix A zu trigonalisieren.

1. Schritt:

Wir wihlen den Index j1 = 1, d.h., wir tauschen den FEinheitsvektor ey durch vi aus und
erhalten By als neue Basis von Wi = R3 mit

By = (v1,e9,€3).
Daraus ergibt sich fiir die Transformationmatritzen
1

0 0 1
Sit=TH = (-1 1 0], Spo= |1
1 01

O = O
o O

Damit erhalten wir fir

IS

Ay =8 -A-S7! =

S O N
SN W

2. Schritt:

Wir betrachten den verbleibenden Block Al von Asg, der noch nicht in oberer, rechter Drei-

ecksgestalt ist mit
po (4 2
Ay = (_2 O> .

Wir bestimmen den Eigenvektor vl € R? von Al zum Eigenwert Ay = 2 als vy = (1,—1)T.
Die Basis Bl ist gegeben durch Bl = (e1,e2) und wir tauschen das erste Basiselement
durch den Eigenvektor vl aus, so dass wir eine neue Basis By = (vh,e2) erhalten. Die
entsprechende Transformationsmatriz ist dann gegeben durch

By 1 0
- (00,
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Bezogen auf die Basen By = (vi,eg,e3) von Wy kénnen wir das zweite Basiselement ey
durch den um 0 erweiterten Figenvektor vl ersetzen und erhalten Bs als neue Basis mit

B3 = (1)1,1}2, 63),

wobei vo = (0,1, —1)7 ist. Wir betten Tg‘"’ als unteren, rechten Block in eine Transforma-
2
tionsmatrix von Basis By zur neuen Basis B3 ein und erhalten

0 0
1 0
-1 1

Damit kénnen wir nun die globale Transformationsmatriz Sy L bestimmen durch

1 0
Syt o= sitTh = -1 1

0 100
o], S = {110
1 -1 1 01 1

Damit erhalten wir schlussendlich eine zu A dhnliche Triagonalmatrix D fiir

Az =8y -A-S;1 =

S O N

1 3
2 2|1 = D.
0 2

Wie wir in Beispiel gesehen haben, konnen wir eine trigonalisierbare Matrix zwar
in eine obere, rechte Dreiecksform tiberfithren, jedoch gibt es viele Moglichkeiten dies zu
tun, abhingig von der Wahl der auszutauschenden Basiselemente in Algorithmus [2.35
Da Mathematiker im Allgemeinen allergisch auf Wahlfreiheit reagieren, wollen wir uns im
Folgenden mit der Bestimmung eines kanonischen Reprisentanten fiir eine &hnliche obere,
rechte Dreiecksmatrix beschéftigen, die besonders schéne Eigenschaft hat.

2.7 Die Jordansche Normalform

An einer Triagonalmatrix kénnen wir bereits Rang und Eigenwerte ablesen, jedoch keine
weiteren charakteristischen Eigenschaften des zu Grunde liegenden Endomorphismus, wie
z.B. die Dimension der Eigenrdume. Auflerdem kann die obere, rechte Dreiecksmatrix voll
besetzt in der oberen Hilfte sein, so dass sie fiir numerische Verfahren eher ungiinstig ist.
Das wirkt sich vor allem bei der Potenzierung von Endomorphismen in iterativen Verfah-
ren aus, bei der diese Mehrfachanwendung zu unerwiinschten Rechenoperationen fiihrt.
FEin weiteres Problem ist, das allgemeine Triagonalmatrizen ungeeignet sind um explizite
Losungen von Systemen linearer Differentialgleichungen anzugeben, da die Gleichungen
nicht hinreichend entkoppeln in dieser Darstellung.

34



Es ist also ganz natiirlich sich die Frage zu stellen, ob fiir eine gegebene trigonalisierbare
Matrix A eine kanonische Wahl einer oberen, rechten Dreiecksmatrix existiert, die einfach
und interpretierbar aufgebaut ist und nur wenige Wahlmoglichkeiten bei der Bestimmung
zulédsst. Die Frage, wie durch geschickte Wahl einer Basis B von des endlich-dimensionalen
Vektorraums V' die darstellende Matrix Mp(F') des Endomorphismus F' auf eine moglichst
einfache und eindeutige Gestalt gebracht werden kann, ist allerdings deutlich schwieriger
als die bereits bekannte Triagonalisierung einer Matrix. Diese Frage wird zentral in der
Normalformentheorie von Endomorphismen behandelt. Wie wir im Folgenden sehen wer-
den existiert gliicklicherweise eine kanonische Darstellung einer trigonalisierbaren Matrix,
welche Jordansche Normalform genannt wird, und die die gewiinschten Eigenschaften hat.

Bevor wir uns jedoch mit dem Studium dieser Normalform beschéftigen fithren die
Definition eines nilpotenten Endomorphismus ein.

Definition 2.37 (Nilpotenz)
Wir definieren den Begriff der Nilpotenz im folgenden sowohl fiir Endomorphismen als
auch fiir Matrizen.

1. Ein Endormorphismus F:V — V eines K-Vektorraums V heifst nilpotent, falls es
einen Index k € N gibt, so dass F¥ = Fo...0oF =0 ist.
—

k-fache Anwendung
Der kleinste solche Index k heiffit dann Nilpotenzindex.

2. Eine Matriz A € K™*™ heifst nilpotent, falls es einen Index k € N gibt, so dass
AF = A .- A =0 ist.
-

k-fache Anwendung
Der kleinste solche Index k heiffit dann Nilpotenzindex.

Beispiel 2.38
Wir wollen im Folgenden den Nilpotenzindexr zweier Matrizen durch ihre Potenzierung
bestimmen.

1. Wir betrachten die Matriz A € R3*3 mit

5 -3 2
A= 115 -9 6
10 -6 4

Wir betrachten Potenzen von A und erhalten:

0
A2 = |0
0

o O O

0
0
0
Erstaunlicherweise ist der Nilpotenzindex der Matriz A schon k = 2.
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2. Wir betrachten die Matriz A € R*>** mit

01 00

0 01 o0

A=1000 1

0 0 0O

Wir betrachten Potenzen von A und erhalten:
0 01 0 0 0 01 0 0 0O
0 0 0 1 0 00O 0 0 0O
2 _ 3 _ 4 _

A_OOOO’A 00007A 0 0 0O
0 00O 0 00O 0 00O

Der Nilpotenzindex der Matrix A ist also k = 4.

Die Matrix A aus dem zweiten Beispiel ist in einer besonderen Form, welche wir
naher betrachten werden.

Definition 2.39 (Normalform fiir nilpotente Matrizen)

Sei k € N,k > 1, dann definieren wir eine nilpotente Matrix in Normalform N e KF*k
durch:

1, fallsi=j5—-1,
0, sonst .

(Ni)ij = dij—1 = {

Hierbei bezeichnet 0; j das Kronecker-Delta. Das heifst Ny, ist eine Matriz, die nur auf der
oberen, ersten Nebendiagonale Einsen besitzt und deren sonstige Fintrdge alle Null sind.
Diese Normalform von nilpotenten Matrizen wird auch Jordanmatrix genannt.

Wir wollen im Folgenden einige niitzliche Eigenschaften von nilpotenten Matrizen an-
geben.

Lemma 2.40
Sei A € K"*™ eine strikte obere, rechte Dreiecksmatriz, d.h., fiir die Diagonalelemente gilt
a;; = 0,1 <1i<n. Dann ist A nilpotent ist und besitzt einen Nilpotenzindexr von k < n.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per vollstdndige Induktion {iber die Dimension n
von A:

Induktionsanfang n = 1:

Falls n =1, so A = (0) und A ist offensichtlich nilpotent mit Index 1 < n.

Induktionsschritt n — 1 — n, n > 1:

Wenn A € K™ ™ eine strikte obere Dreiecksmatrix ist, dann gibt es eine strikte obere
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Dreiecksmatrix A’ € KM=Dx(=1) g4 dass

*

A | a
*

Op—1 O

Hierbei kennzeichnet * einen Eintrag, welcher nicht notwendigerweise Null ist. Wir sehen,
dass N2 ! T
A2: (A) A(*7~--7*)
Op—1 0 )
Per Induktionsvoraussetzung ist A’ nilpotent mit Nilpotenzindex ¢ < n — 1. Wir rechnen
nun
AZ _ (A/)Z (A/)Zil(*v <o 7*)T _ O(n—l)x(n—l) (A/)E_l(*7 SUR) *)T
On—l 0 Onfl 0 )

Eine weitere Multiplikation mit A von links zeigt

4 (Om=1)x(n-1) (AN 00T L (Oetyx ey (A (%, 0T _o
On—l 0 On—l 0 e

und der Nilpotenzindex von A ist hochstens £ + 1 < n. O

Wir wollen im folgenden Satz Kriterien herleiten, die aussagen wann eine obere, rechte
Dreiecksmatrix nilpotent ist.

Satz 2.41
Sei A € K"*™ eine obere, rechte Dreiecksmatrixz. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) A ist genau dann nilpotent, wenn alle Diagonalelemente a;;, 1 < i < n, gleich 0 sind.
i1) A ist genau dann nilpotent und diagonalisierbar, wenn A die Nullmatriz 0 € K™*™ ist.

i11) Ist A nilpotent, so hat A nur den Figenwert 0.
Beweis.

i) Man kann leicht zeigen, dass fiir eine obere, rechte Dreiecksmatrix A stets gilt:
ajil *
Al =

J
0 Qnn

Damit A nilpotent ist, muss also fiir alle Diagonalelemente a;; = 0,1 < ¢ < n, gelten.

Sei umgekehrt A eine obere, rechte Dreiecksmatrix deren Diagonalelemente a;; = 0
sind fiir 1 < ¢ < n. Dann folgt die Behauptung direkt mit Lemma [2.40)
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ii) Falls A = 0 die Nullmatrix ist, so ist A nilpotent vom Index 1 und trivialerweise
diagonalisierbar.

Sei umgekehrt A nilpotent und diagonalisierbar, dann existiert eine reguldre Matrix
S € GL(n; K), so dass
A
S-A-S71 = = D

wobei A;, 1 < i < n, die Eigenwerte von A sind. Sei k der Nilpotenzindex von A. Wie
man leicht einsieht gilt

DF — (§-A-87HF = §5.4F. 571 —
)\k

n

Da A* = 0 die Nullmatrix ist, folgt schon, dass A\; = 0,1 < i < n, gelten muss. Darum
ist auch

A=S1'D.S =0

iii) Wir fithren einen Beweis iiber Widerspruch. Nehmen wir an, dass die Behauptung
nicht gelte, dann existiert ein Eigenwert A # 0 und ein zugehorigen Eigenvektor v # 0,
so dass Av = M.

Da A nilpotent ist, existiert ein Index k € N, so dass A*~! % 0, jedoch A* = 0 gilt.
Aus der Eigenwertgleichung kénnen wir folgern, dass
0 = Ak = Ao = M.
Daraus folgt aber, dass A = 0 oder v = 0 gilt, was zum Widerspruch fiihrt.
O

Der folgende Satz sagt uns, dass wir fiir jeden nilpotenten Endomorphismus eine dar-
stellende Matrix finden konnen, die eine strikte obere, rechte Dreiecksgestalt besitzt.

Satz 2.42
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und F: 'V — V ein nilpotenter Endomor-
phismus von V. Dann ezistiert eine Basis B von V', so dass die darstellende Matriz Mp(F)
von F beziiglich B eine obere, rechte Dreiecksmatriz mit Nullen auf der Hauptdiagonale
ist, d.h.

0 *

Mp(F) =

und es gilt Pp(t) = (—1)™t".
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n = dim V.

Induktionsanfang: n = 1
Die Aussage ist trivialerweise erfiillt, da fiir einen nilpotenten Endomorphismus F' eines
eindimensionalen Vektorraums V' gelten muss F' = 0. Dadurch ist die darstellende Matrix
fiir eine beliebige Basis B von V gegeben durch Mp(F) = 0 und das charakteristische
Polynom ist dementsprechend Pp(t) =0 —t = (—1)! - 1.

Induktionsschritt: n —1 - n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall n — 1 gezeigt wurde. Sei
F nun ein nilpotenter Endomorphismus von V' mit F' # 0 (da ansonsten die Situation vom
Induktionsanfang vorliegt). Da nach Satz Null der einzige Eigenwert von F' ist wissen
wir, dass dim Bild(F(V)) < dim V' gilt und somit muss schon gelten, dass der Kern von F
nicht-trivial ist, d.h., Kern F' # 0.

Sei nun v; € Kern(F), v # 0. Wir ergéinzen v; zu einer Basis B’ = (v1, wa, ..., wy) von
V. Mit Hilfe des Algorithmus [2.35] zur Trigonalisierung einer Matrix erhalten wir also:

0 aig ... A1n
Mp/(F) =
: B
0
Da W = lin({wy,...,w,}) im Allgemeinen nicht F-invariant ist, definieren wir die linearen
Abbildungen
H(wj) = ajjui und  G(wj) = agjwa+ ...+ anjwy,.

Dann kénnen wir den Endomorphismus F' schreiben als: F(w) = H(w) + G(w) fiir alle
w € W. Beziiglich der Basis B’ = (ws, ..., w,) gilt dann B = Mz,(G). AuBerdem gilt, dass
Bild(H) < Kern(F') und G ist nilpotent, da auf Grund der Nilpotenz von F fiir alle w € W
gilt:
0 = FFw) = FFY(F(w))
= FFMY(H(w) + G(w)) = F" (i + G(w))

— FFYGw)) = ... = FFYG(w)) = ... = GFw).
Da dim W = dim V —1 gilt, kénnen wir auf G die Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h.,
es gibt eine Basis B = (vg,...,v,) von W, so dass
0 *
Mp(G) =
0 0
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Damit folgt schon fiir die Basis B = (vy,...,v,) von V, dass

0 *
Mp(F) = .
0 0
und das charakteristische Polynom ist dementsprechend Pr(t) = (—1)"t". O

Man kann sogar noch mehr zeigen als die Aussage der vorangegangenen Sitze und
Lemmata, ndmlich eine vollstdndige Charakterisierung von nilpotenten Endomorphismen,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.43
Sei F':'V — V ein Endomorphismus von V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) F ist nilpotent.
i) F* =0 fir ein k e N.
i11) Das charakterstische Polynom Pp von F hat die Form Pp(t) = (—1)"t".

iv) Es gibt eine Basis B von 'V, so dass die darstellende Matriz Mp(F') von F die folgende

Gestalt hat:
0 *

Mp(F) =

Beweis. Siehe [Fischer2005l Satz 4.5.7] O

Bemerkung 2.44

Nilpotente Endomorphismen bzw. Matrizen besitzen nur den Eigenwert A = 0, daher haben
thre darstellenden Matrizen keinen vollen Rang. Andersherum gibt es jedoch quadratische
Matrizen, die nicht vollen Rang haben, jedoch nicht nilpotent sind, z.B. die Matrix

-

mit A¥ = A fir alle k € K und den Figenwerten A\ = 0 und Ay = 1 von A.

Eine wichtige Erkenntnis zur Konstruktion der Jordanschen Normalform ist, dass der
Kern des Endomorphismus G = (F — AIdy) mit jeder Potenz von G gréBer werden kann,
wie folgendes Lemma zeigt.
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Lemma 2.45
Sei F':'V — V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' mit
Eigenwert A € K. Dann gilt fiir alle k € N:

Kern(F — A1dy) < Kern([F — A1dy]%).
Beweis. Sei G := (F — A1dy). Wir miissen zeigen, dass fiir beliebiges k € N gilt:
veKern(G) = veKern(GF), firalleve V.

Sei also v € Kern(G), dann gilt offensichtlich Gv = 0. Sei nun k € N eine beliebige Potenz,
dann betrachten wir

Gkv = GF1' Gv = 0.
=0

Daraus folgt also schon, dass v € Kern(G*) gilt. O

Nach Satz wissen wir, dass sich der Vektorraum V genau dann in eine direkte
Summe von F-invarianten Eigenrdumen Eig(F; \;),i = 1,...,k, zerlegen lisst, wenn die
Dimension jedes Eigenraums der algebraischen Vielfachheit r; € N der Nullstellen des
charakteristischen Polynoms entspricht, d.h.,

dimEig(F; ) = ry,, firi=1,... k.

Falls die Dimension eines Eigenraums Eig(F’; \;) jedoch zu klein ist, so ldsst sie sich durch
Potenzieren mit r; passend vergrofern, denn nach Lemma [2.45] gilt:

Eig(F;\) = Kern(F — )\ Idy) < Kern([F — \; Idy]™). (2.14)
Die Einbettung in (2.14)) motiviert folgende Definition des Hauptraums.

Definition 2.46 (Hauptraum und Hauptvektoren)

Sei F:'V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Sei auflerdem \ € K ein
FEigenwert von F' der algebraischen Vielfachheit r = 1. Dann definieren wir den Hauptraum
oder verallgemeinerten Eigenraum Haupt(F; \) von F zum FEigenwert \ als Kern der r-

fachen Anwendung von (F — A1dy), d.h.
Haupt(F;\) = Kern([F — AIdy]").
Die Vektoren v € Haupt(F'; \) werden Hauptvektoren der Stufe d = 1 genannt, wenn

gilt
[F— Ady]%(v) = 0, [F—Xdy]¢tw) # 0.

Damit ergibt sich, dass alle Figenvektoren Hauptvektoren der Stufe d =1 sind.
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Um zu verstehen, wie sich die Potenzierung der Endomorphismen auswirkt betrachten
wir einen Eigenwert A € K des Endomorphismus F': V' — V und Potenzen des Endomor-
phimus G := F — AIdy. Wir stellen fest, dass wir folgende Inklusionsketten erhalten:

{0} c KernG c KernG? ¢ ... < Kern G,
V 5 BildG o> BildG? > ... o BildG'.

AuBerdem gilt nach dem Dimensionssatz [Fischer2005, Satz 2.2.4], dass dim Kern G' +
dimBild G = dim V ist. Jedoch sind die Mengen im Allgemeinen nicht disjunkt wie bei
einer direkten Summe, d.h., wir haben nicht

KernG! n BildG! # {0}.

Da V jedoch endlich-dimensional ist, kénnen die beiden obigen Inklusionsketten nicht be-
liebig auf- bzw. absteigen.

Das folgende niitzliche Lemma charakterisiert die Eigenschaften dieser Inklusionsketten
noch genauer.

Lemma 2.47 (Lemma von Fitting)

Sei G:V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Sei aufferdem A\ = 0 ein
Eigenwert von G mit algebraischer Vielfachheit r € N,r = 1. Wir betrachten die kleinste
Potenz d € N fiir die der Kern von G sich nicht mehr dandert, d.h.,

d = min{l e N| Kern(G!) = Kern(G'*1)}, (2.15)
wobei GO := Idy gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. d = min{l e N| Bild(G!) = Bild(G'*!)},
2. Kern(G4) = Kern(GY), Bild(G¥) = Bild(GY)  fiir alle i € N,
8. Die Riume U = Kern(G?) und W := Bild(G%) sind G-invariant,
4. (Glv)? = 0 und Glw: W — W ist ein Isomorphismus,
5V =UaW.

Beweis. Wir nehmen an d € N sei der kleinste Index mit der Eigenschaft aus (2.15)). Dann
kénnen wir mit der Dimensionsformel [Fischer2005), Satz 2.2.4] folgern, dass gilt

Kern(G4!) = Kern(G%) < dim(Kern(G4™)) = dim(Kern(G%))
< dim(Bild(G41)) = dim(Bild(G%))
< Bild(G*) = Bild(GY).
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Das bedeutet schon, dass die Abbildung G|y fiir W := Bild(G¢) mit
Glw: W — Bild(G4Y) =W

ein Isomorphismus ist. Aus dieser Beobachtung folgen schon die ersten drei Aussagen, sowie
der zweite Teil der vierten Aussage. Die Nilpotenz der Abbildung G|y mit Nilpotenzindex
d ist auch klar, da fiir alle v € U = Kern(G*) gilt, dass G%(v) = 0 ist.

Sei nun v € U nW, dann ist G%(v) = 0 und es muss ein w € V geben, so dass G4(w) = v
ist. Setzen wir die erste Beobachtung in die zweite Beobachtung ein erhalten wir, dass auch
G?Y(w) = 0 sein muss und somit gilt nach der zweiten Aussage des Lemmas, dass

w € Kern(G??) = Kern(G?).

Damit folgt aber schon, dass

und somit gilt V =U @ W. O

Durch die Betrachtung von Hauptraumen anstatt Eigenrdumen l&sst sich eine mogliche
Differenz zwischen algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte eines
Endomorphismus ausgleichen. Wie wir im folgenden Satz sehen werden lésst sich der Vek-
torraum V nun in eine innere direkte Summe der Hauptriume zerlegen. Dies war bisher
nur fiir diagonalisierbare Endomorphismen mit Hilfe der Eigenrdume in Satz moglich
und bringt uns einen grofien Schritt in Richtung der Jordanschen Normalform voran.

Satz 2.48 (Hauptraumzerlegung)
Sei F':'V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V und sei

Pp(t) = +(t—A)" .. (t— )"

das charakteristische Polynom von F' mit paarweisen verschiedenen A1, ..., A\ € K, die die
Figenwerte von F darstellen und deren algebraischen Vielfachheiten r; € N,r; = 1 sind.
Es sei auferdem V; := Haupt(F; \;) € V fiir jedes \; der entsprechende Hauptraum. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1.V =V&..eV
2. F(V;) cV; und dimV; =r; firi=1,...,k
3. F hat eine Zerleqgung F' = Fp + Fy mit:

a) Fp ist diagonalisierbar
b) Fy ist nilpotent

¢) Fn und Fp kommutieren, d.h., Fpo Fy = Fy o Fp
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Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Zahl k£ > 1 der
paarweise verschiedenen Eigenwerte von F'.

Induktionsanfang: k =1
Fiir k = 1 existiert nur ein Eigenwert A € K von F'. Das bedeutet, dass das charakteristische
Polynom Pr von der Form ist

Pp(t) = £(t—-A)"

und somit hat A die algebraische Vielfachheit n = dim(V'). Damit gilt fur V; = Haupt(F; \)
schon
Vi = Kemn([F - Xdy]") =V,

da F' — AIdy nilpotent ist mit Nilpotenzindex k < n und wir erhalten damit die triviale
Zerlegung aus der ersten Behauptung.

Da F Endomorphismus ist folgt trivialerweise, dass F/(V;) < Vi = V und dim(V;) =
dim(V') = n gilt, was die zweite Behauptung zeigt.

Da das charakteristische Polynom Pr von F' in Linearfaktoren zerfillt wissen wir mit
Satz dass eine Basis B von V existiert, so dass die darstellende Matrix Mp(F') eine
obere, rechte Dreiecksgestalt hat. Wir kénnen die darstellende Matrix dann zerlegen in
Mpg(F) = D+ N, wobei D eine Diagonalmatrix der Form D = A\E,, ist und N eine strikte
obere, rechte Dreiecksmatrix ist. Mit Satz [2.43] wissen wir, dass N nilpotent sein muss.
Eine einfache Rechnung zeigt, dass D und N kommutieren mit

D-N = XN = N-D,
womit die dritte Behauptung gezeigt ist.

Induktionsschritt: £k —1 — k&

Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall kK — 1 gezeigt wurde.
Wir definieren uns also fiir den Eigenwert A\; € K von F' mit algebraischer Vielfachheit
r1 € N,r; > 1 die Abbildung G = F — A\ Idy. Seien A eine darstellende Matrix von G
und B eine darstellende Matrix von F' beziiglich einer beliebigen gemeinsamen Basis. Dann
gilt offensichtlich A = B — A{I,,. Damit sehen wir nun ein, dass gilt

Pa(t—X\) = Pa(t—\1) = det(A — (t = \)I)
= det(B—)\lln—(t—AﬂIn) = det(B—tIn) = PB(t) = PF(t),

womit schon folgt, dass 0 ein Eigenwert von G mit algebraischer Vielfachheit r; ist, da
Pr(M\) = Pg(M—X\1) = Pg(0).
Nach dem Lemma [2.47] von Fitting lésst sich V' als direkte Summe schreiben mit

V' = Haupt(F; A1) @ Bild(G™).
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Fiir v € Haupt(F'; A1) gilt, dass [F' — A1 Idy]™ (v) = 0. AuBerdem sieht man durch die
Kommutativitit der Identitét ein, dass

[F = M Idy](F(v)) = (F2 = MF)(v) = Fo(F -\ Idy) () (2.16)
und somit durch sukzessive Anwendung von ([2.16) auch

[F— M\ Idy] (F(v)) = FolF —M\Idy]"(v) = 0.

. _

=0

Das zeigt, dass F'(v) € Haupt(F; A1) fiir alle v € Haupt(F; A1), d.h, dass der Unterraum
Haupt(F; A1) F-invariant ist.

Fiir v € V gilt, dass G™ (v) = w € Bild(G™) ist. Aulerdem sehen wir ein, dass mit
F=(G+ M\ 1dy) gilt:

Flw) = (G+ M 1dy)(w) = Glw)+Mw= GoG"™(v) + \w € Bild(G™),

da Bild(G™*1) < Bild(G™) ist. Das zeigt, dass F(w) € Bild([F — A\; Idy]™) fiir alle w €
Bild([F — A1 Idy|™) ist, d.h., der Unterraum Bild([F' — A; Idy]™) ist auch F-invariant.

Betrachten wir die Einschrankung F'|j von F' auf den Unterraum W so stellen wir fest,
dass das charakteristische Polynom Ppy in Linearfaktoren zerféllt mit

Py, (£) = £(t—= M) oo - (E— A

Da wir nun einen Endomorphismus betrachten, der k — 1 verschiedene Eigenwerte besitzt
und dessen charakteristischen Polynom in Linearfaktoren zerfillt, konnen wir die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden. Damit folgen direkt schon die ersten beiden Aussagen des
Satzes.

Die Zerlegung aus der dritten Aussage des Satzes erhilt man durch die folgenden dar-
stellenden Matrizen in Blockdiagonalgestalt, die existieren, da der Endomorphismus F
trigonalisierbar ist nach Satz [2.33}

MEr Ny
D = , N =
A E

Tk Nk
Man kann durch Nachrechnen leicht zeigen, dass gilt:

A NV;
D-N =

[
=
>

AN

Da N und D die darstellenden Matrizen der Endomorphismen Fp und Fy sind, folgt die
Kommutativitét jener. ]
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Im Fall von Matrizen lisst sich die Aussage von Satz [2.48 wie folgt formulieren.

Korollar 2.49
Sei A € K"*™ eine Matrix, fir die das charakteristische Polynom Pa in Linearfaktoren

zerfallt, d.h.

Pa(t) = £t =)™ oo (E— )™
Dann existiert eine invertierbare Matriz S € GL(n;K), so dass
)\1[” + NV 0
SAST! = . = A
0 )‘kITk + N
Jede Blockmatriz fiiri =1,...,k hat hierbet die Gestalt einer rechten oberen Dreiecksma-
triz, d.h.,
)\i *
)\iIri+Ni = GK”X”, i=1,...,k.
0 Ai

Insbesondere lisst sich die Matriz A zerlegen in A = D + N, wobei D Diagonalmatriz und
N nilpotent ist. Schlieflich gilt aufierdem, dass D und N kommutieren, d.h.

D-N = N-D.

Bemerkung 2.50
Die in Satz[2.48 beschriebene Zerlegqung F = Fp + Fy ist die einzige Zerlegung in einen
diagonalisierbaren und einen nilpotenten Endomorphismus, die kommutieren.

Die Hauptraumzerlegung liefert uns zwar eine Blockdiagonalmatrix, die der Gestalt
einer vollbesetzten oberen, rechten Dreiecksmatrix vorzuziehen ist, jedoch geben wir uns
noch nicht zufrieden mit diesem Resultat. Bisher haben wir die nilpotenten Anteile des
Endomorphismus als gegeben angesehen. Es stellt sich jedoch heraus, dass es moglich ist
diese durch geschickte Basiswahl in die Normalform einer Jordanmatrix in Definition [2.39
zu {iberfiithren, wie der folgende Satz aussagt.

Satz 2.51 (Normalisierung nilpotenter Endomorphismen)
Es sei G € End (V) nilpotent mit Nilpotenzindex d € N iiber einem K-Vektorraum V. Dann
gilt

{0} cKernG € KernG? < --- < Kern G4 = V
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und es gibt Koeffizienten s; € N, 1 <1 < d, so dass eine Zahlpartition existiert mit
s1-14859-2---4+s5-d=n:=dimV.

Die Koeffizienten der Zahlpartition sind fir den Endomorphismus G eindeutig festgelegt
durch die folgende Differenz:

Si:Ai_Ai+17 1<i<d,
wobei A; := dim Kern(G;) —dim Kern(G;_1) gerade die Anzahl der Hauptvektoren der Stufe
1 sind.
Auflerdem gibt es eine Basis B von V', so dass die darstellende Matrixz von G beziiglich
B eine Blockdiagonalmatriz mit folgender Gestalt ist

MB(G)zdiag Jd7~~-7Jd7t]d717~--7Jd717--~J17---;J1 (217)
— Y— —
sq—mal Sq—1—mal s1—mal

wobei, die Matrizen Ji, 1 < k < d, k-dimensionale Jordanmatrizen aus Definition [2.39
sind mit

0 1
Jp = ! (1) 1 0 e KF*k,
0
Beweis. Siehe |Fischer2005, Theorem 4.6.5]. O

Wir verzichten an dieser Stelle bewusst auf einen konstruktiven Beweis dieses wichtigen
Satzes, da wir fiir ein vollstdndiges Verstédndnis viel mehr Theorie benttigen, die jedoch
nicht Bestandteil dieser Vorlesung sein kann. Diese unbefriedigende Liicke in der Normalfor-
mentheorie werden wir stattdessen mit der Diskussion eines Algorithmus zur Uberfithrung
der nilpotenten Anteile des Endomorphismus in die Normalform aus Satz fiillen.

Algorithmus 2.52 (Normalisierung einer nilpotenten Matrix)
Sei B eine kanonische Basis des K-Vektorraums V und A = Mp(G) darstellende Matriz
eines nilpotenten Endomorphismus G:V — V mit Nilpotenzinder d € N.

Um eine Transformationsmatriz S € GL(K;n) zu erhalten, so dass gilt

N = SAS

wobei N eine Jordanmatriz ist, missen wir geschickt Basisvektoren aus den verschiedenen
Kernen der Potenzen von G wdhlen.
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Vorbereitung
1. Berechne Potenzen von A als A® fir1 <i<d
2. Bestimme Basen K; der jeweiligen Kerne Kern(A?) fir 1 <i <d
3. Berechne die Differenzen der aufeinanderfolgenden Kerndimensionen:

Ay = dimKern(A) — dim Kern(E,), ..., Ay = dim Kern(A¢) — dim Kern(A%1)

0. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d
1. Wihle sq == Ag — Agr1 = Ag Hauptvektoren vgd), .. ,vgg) der Stufe d aus Kq

2. Notiere das Schema fiir den Aufbau von Jordanketten wie folgt

I

Vsy

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d — 1

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit A

und trage die resultierenden Vektoren Avgd), . ,Avgg) in eine neue Zeile unter das
Schema ein.
. (d—1) (d—1)
2. Erginze um sq—1 = Ng—1 — Aq Hauptvektoren v, yeoes Vs, der Stufe d —1 aus

K4_1 und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema fiir den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt

haben:
oD ||
2@ [ A® [T [ [

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d — i

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit
A und trage die resultierenden Vektoren in eine neue Zeile unter das Schema ein.

2. Erginze um sq_; = Ag_; — Ag_ir1 Hauptvektoren v§d7i), e ,vgfjj) der Stufe d — 1
aus K4_; und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema fiir den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt

haben:
Aiflvgd) o Ai’lvgg)
Aivyi) . Aivg? - U%dil) e Ugjj;)
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d — 1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit
A und trage die resultierenden Vektoren in eine neue Zeile unter das Schema ein.

2. Erginze um s1 = A1—As Hauptvektoren Ugl), e ,vg) der Stufe 1 aus K1 = Eig(G; \),
also Eigenvektoren, und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema fiir den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt

haben:
5 (d 5 (@
Ad 21)%) Ad %gd)
Ad’1v§d) ... Adflvg;i) ... vg) o ’Ug) :
) 1
Jordankette Jordankette

Spaltenweises Eintragen des Schemas in S~ !:

Lesen wir die schliefSlich das fertige Schema zuerst von unten nach oben und dann von
links nach rechts (entlang der Jordanketten) zellenweise ab und notieren die so gefun-
denen Vektoren spaltenweise von links nach rechts in die Transformationsmatriz S™', so
liegt N = SAS~' in der Normalform nilpotenter Endomorphismen in Definition vor.

Durch geschickte Kombination der Hauptraumzerlegung aus Satz und der Normal-
form niolpotenter Endormorphismen in Satz lasst sich eine kanonische Normalform fiir
Endomorphismen bestimmen, die schéne Eigenschaften hat. Diese Jordansche Normalform
wird im folgenden Satz néher beschrieben.

Satz 2.53 (Jordansche Normalform)
Sei A € K™*" eine Matriz, fir die das charakteristische Polynom Pa in Linearfaktoren
zerfdallt, d.h.

PA(t) = i(t — )\1)7“1 S (t — )\k)rk.
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Dann existiert eine invertierbare Matriz S € GL(n;K), so dass

)\1]7«1 + M 0

SAS™! = . = J (2.18)

0 )‘kITk + N

Die nilpotenten Anteile N; fiir i = 1,...,k liegen hierbei (blockweise) in der Normalform
aus Definition vor. Die Blockmatrizen \iI,, + N; € K"*" in J werden Jordanblocke

genannt und sind von der Gestalt

A1

[

—_

0
i

Die Anzahl der Kdstchen in einem Jordanblock der Form (2.19)) ist gegeben durch die
geometrische Vielfachheit dimFEig(F — \;I,,) des Eigenwerts \; € K von F. Insbe-
sondere lisst sich die Jordansche Normalform J von A zerlegem in J = D + N, wobei D
Diagonalmatriz und N nilpotent ist. SchliefSlich gilt aufferdem, dass D und N kommutieren,
d.h.

D-N = N-D.

Beweis. Der Beweis der Jordanschen Normalform besteht im Prinzip nur aus Anwendung
der Hauptraumzerlegung aus Satz [2.48 und dem Satz iiber die Normalform fiir nilpo-
tente Endomorphismen. Wir bezeichnen fiir ¢ = 1, ..., k die Hauptrdume von F beziiglich
der Eigenwerte \; mit

Vi = Haupt(F;\;),
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und wir betrachten die nilpotenten Endomorphismen
Gi = (F - )\z Idv)‘vl

Durch Anwendung des Satzes konnen wir Basen B; der Hauptrdume V; finden, so
dass die darstellenden Matrizen Mp,(G;) der nilpotenten Endomorphismen in Normalform
vorliegen. Diese Basen kann man dann wegen der Hauptraumzerlegung in Satz zu einer
Basis B von V' zusammenfiihren, so dass die darstellende Matrix Mp(F') in Jordanscher
Normalform vorliegt. O

Algorithmus 2.54 (Berechnung der Jordannormalform)

Sei B eine kanonische Basis des K-Vektorraums V und A = Mp(F') darstellende Matriz
eines Endomorphismus F:V — V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfdllt von der Gestalt ist

Pp(t) = +(t—A)™ ... (t— o)k

fiir k € N paarweise verschiedene Figenwerte von F.
Das Ziel ist es eine Transformationsmatriz S € GL(K;n) zu konstruieren, so dass gilt

J = SAS7,
wobei J die Jordannormalform aus (2.18)) ist.

Hierfiir miissen wir nur die nilpotenten Einschrinkungen von F auf die Hauptrdume
V; = Haupt(F; \;) mit
Gi = (F_Ailri)h/i’ 1<i<k

betrachten und die notigen Basen B; von Haupt(F'; \;) mit dem Algom'thmus zur Nor-
malisierung von nilpotenten FEndomorphismen berechnen. Die Konkatenation der Basen
B;,1 < i < k ergibt wegen dem Satz zur Hauptraumzerlegung [2.48 eine Basis des Vektor-
raums V. Werden die Basisvektoren spaltenweise in die Transformationsmatriz S~ einge-
tragen, so erhdlt man unter dieser Ahnlichkeitstransformation die gewiinschte Jordansche
Normalform J von A.

Diese Jordansche Normalform J ist eindeutig bis auf Permutation der Jordanblicke.

Wir wollen ein abschlieBendes Beispiel zur Jordanschen Normalform fiir eine (5 x 5)-
Matrix durchrechnen.

Beispiel 2.55 (Berechnung der Jordanschen Normalform mit Transformationsmatrix)
Wir betrachten die Matriz

5 01 0 0
0 3 0 -2 0
A= |-103 0 0
0 50 3 0
0 00 0 4

(@)
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Um die Matriz A in eine Jordansche Normalform zu tberfiihren verwenden wir Algorithmus

253 und 253
Wir berechnen zuerst alle Figenwerte von A mit Hilfe des charakteristischen Polynoms:
5—A 0 1 0 0
0 +-x 0 -3 0
Ps(A) = det| —1 0 3—A 0 0
0 : 0 2-Xx 0
0 0 0 0 4— A
5—A 0 1 0
0o L-x o0 -1
_ 5+5/4 2 2
(=1)>™(4 — \) det 1 0 3\ 0
0 : 0 3-2X

- a-n[pevrepaa (0T
Goioned )
[i 3-0)+1)+ (2—)\)(;—)\)((5—)\)(3—)\)+1)]
-0 (6- +1) (b(;”(;”)
=(4—))(16 — 8>\+>\2)(1—2)\+)\2)
=(4-N31-N

Es liegen somit die Eigenwerte A\ = 1 und Ao = 4 von A mit den jeweiligen algebraischen
Vielfachheiten r1 = 2 und ro = 3 vor.

Fiir den ersten Jordanblock zum Eigenwert A1 = 1 von A betrachten wir zundchst
den Endomorphismus

4 0 1 0 0
1 1

0o -0 -0

Gii=A-1-I; = [-1 0 2 0 0
1 1

0o L 0 1 o0

0 0 0 0 3
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und wenden Algorithmus zur Bestimmung einer Normalform an.

Vorbereitung

Wir bestimmen eine Basis K1 des Figenraums Kern(G1) mittels Gaufschen Eliminiations-
verfahren:

4 0 1 0 0 0 0 9 0 0
0 -3 0 -4 0 0 -+ 0 -1 o0
~1 0 2 0 o™ -1 o 2 o oA
0 2 0 3 0 0 4 0 3 0
0 0 0 0 3 0 0 0 0 3
-1 0 2 0 0 -1 0 2 0 0
0 -2 0 —3 0 0 -2 0 -3 0
0o 0 9 0 of™ o o 9 0 oY
0 2 0 3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 0O 0 0 0 3
-1 0 2 0 0
0 -2 0 —3 0
0 0 9 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0

Wir erhalten also als mdgliche Basis

0
1
K| = 0
—1
0

Da dim K7 = dimEig(A;1) = 1 gilt, wissen wir nach Satz dass es nur ein Jor-
dankdistchen innerhalb des Jordanblocks zum FEigenwert \y = 1 von A geben kann. Die
Grifie dieses Jordankdstchens entspricht in diesem Fall der algebraischen Vielfachheit
r1 =2 von \i.

Wir bestimmen nun eine Basis Ko des Eigenraums Kern(G?) mittels Gaupschen Eli-
minationsverfahren mit

15 06 00
0 0000
G =|-6 0300
0 0000
0 0009
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und erhalten somit

15 0 6 0 0 15 0 6 0 0
0 0000 60 30 0

6 0 3 0 0 II<—>V<§C_I)I<—>III 0 000 9 2-18}1?-[[
0 000 0 0 0000

0 0009 0 0000

30 0 12 0 0 30 0 12 0 0

0 0 0 00 00 0 00

30 0 15 0 o™ 10 0 27 0 0

0 0 0 00 00 0 00

0 0 0 09 00 0 009

Wir erhalten somit als mégliche Basis von Kern(G?)

0 0
1 1
Ky = 0of,]o0
1| | -1
0 0

Wir haben den Nilpotenzindex von d = 2 von G1|Haupt(A;)\1) erreicht. Das bedeutet, dass
der Kern von (1 sich nicht mehr dndert fir jede weitere Potenz von Gy, da gilt

2 = dimKern(G?) = dimHaupt(4;1) = 7.

Entsprechend brauchen wir keine weiteren Potenzen von G1 mehr zu betrachten.
Wir berechnen abschliefsend zur Vorbereitung

Ag = ding—dimKl =2-1= 1, Al = d1mK1 = 1.

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 2

Wir wihlen aus dem Kern Ka einen (Ay = 1) Hauptvektor der Stufe 2, d.h., einen Vektor
der linear unabhingig zu Vektoren aus K1 ist, also beispielsweise (0,—1,0,—1,0)T. Wir
notieren diesen Vektor in ein Schema wie folgt:
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2. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

Wir berechnen zundichst Gy - (0,—1,0,—1,0)T = (0,1,0,—1,0)T und tragen diesen Vektor
in einer neuen Zeile unten in das Schema ein. Wir berechnen

81=A1—A2=1—1=O,

also brauchen wir keine weiteren Vektoren hinzufiigen. Dies ist konsistent zu der Beobach-
tung, dass das Schema bereits r1 = 2 Vektoren enthdlt.
Das finale Schema fiir den ersten Jordanblock sieht entsprechend so aus:

-1
N0/ ]

Die Basis By fir den Hauptraum Haupt(A;1) von A zum Eigenwert \y = 1 ergibt sich
entsprechend durch Ablesen des Schemas ,,von unten nach oben, von links nach rechts*:

0 0
1 -1
By = 0 0
-1 -1
0 0

Fiir den zweiten Jordanblock zum FEigenwert A\ = 4 von A betrachten wir zundchst
den Endomorphismus

1 0 1 0 0
7 1

0 -Z 0 -1o

Gy = A—4-I; = -1 0 -1 0 0
1 5

0 L 0o =30

0 0 0 0 0

und wenden Algorithmus zur Bestimmung einer Normalform an.

Vorbereitung
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Wir bestimmen eine Basis K1 des Figenraums Kern(Ga) mittels Gaufschen Eliminiations-
verfahren:

1 0 1 0 0 1 01 0 0
0o -7 L9 0 -2 0 -1 0
10 -1 0 o™ o o 0 o ofMsV
0 2 0 =20 0 3 0 -20
0 0 0 0 0 00 0 0 0
1 0 1 0 0 1 01 0 0
0 -2 0 -3 0 0 5 0 =30
0 % 0 _g 0 II<'—_>)II] 0 _% 0 _% 0 III’iZ'II
00 0 0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 0
101 0 0
020 =3 0
000 —18 0
000 0 O
000 0 O

Wir erhalten also als mogliche Basts

1 0
0 0
K = -11],1]0
0 0
0 1

Dadim Ky = dim Eig(A;4) = 2 gilt, wissen wir nach Satz[2.53, dass es zwei Jordankdstchen
inerhalb des Jordanblocks zum FEigenwert Ay = 4 von A gibt. Die Summe der Grdfien
dieser Jordankdstchen entspricht in diesem Fall der algebraischen Vielfachheit ro = 3 von
Ag.

Wir bestimmen nun eine Basis Ko des Eigenraums Kern(G3) mittels Gaufschen Eli-
miniationsverfahren mit

0 0 00O
0 12 0 3 0
G:=10 0 000
0 -3 06 0
0 0 000
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und erhalten somit

0 0 00O 0 -3 06 0 0 -3 0 6 O
0 12 0 3 0 0 12 0 3 0 0 0 0 27 O
000 00 oo o 000" o 0 0 0 0
0 -3 0 6 0 0 0 00O 0 0 0 0 O
0 0 000 0 0 00O 0 0 0 0 O
Wir erhalten somit als mégliche Basis von Kern(G?)

1 0 0

0 0 0

Ko = < lol, 1], ]0

0 0 0

0 0 1

Wir haben den Nilpotenzindex von d = 3 von Ga|gaupt(a:n,) €rreicht. Das bedeutet, dass
der Kern von Go sich nicht mehr dndert fiir jede weitere Potenz von G, da gilt

3 = dimKern(G%) = dimHaupt(4;4) = 7.

Entsprechend brauchen wir keine weiteren Potenzen von Gy zu betrachten.
Wir berechnen abschliefsend zur Vorbereitung

Ay =dimKy; —dimK; =3-2 =1, Ay :=dimk; = 2.

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 2

Wir wihlen aus dem Kern Ko einen (Ag = 1) Hauptvektor der Stufe 2, d.h., einen Vektor
der linear unabhéingig zu Vektoren aus K ist, also beispielsweise (1,0,0,0,0)T. Wir notie-
ren diesen Vektor in ein Schema wie folgt:

OO O O
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2. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

Wir berechnen zundchst Gy - (1,0,0,0,0)T = (1,0,—1,0,0)T und tragen diesen Vektor in
einer neuen Zeile unten in das Schema ein. Wir berechnen

51=A1—A2=2—1=1.

Dies bedeutet, dass wir noch einen weiteren Hauptvektor der Stufe 1 aus K1 zu unserem
Schema hinzufiigen miissen. Hierzu wihlen wir den Vektor (0,0,0,0,1)T. Dies ist konsistent
zu der Beobachtung, dass das Schema nun ro = 3 Vektoren enthdlt.

Das finale Schema fiir den zweiten Jordanblock sieht entsprechend so aus:

1
0
0
0
0
1 0
0 0
-1 0
0 0
0 1

Die Basis By fiir den Hauptraum Haupt(A;4) von A zum Eigenwert Ao = 4 ergibt sich
entsprechend durch Ablesen des Schemas ,,von unten nach oben, von links nach rechts*:

1 10
0 00
By, = ]1-1 0 0
0 00
0 01

Wir fiigen abschliefend die beiden Basen Bi und Bo der zwei Hauptriume zu einer
Basis B von V' zusammen und schreiben die Basisvektoren von B als Spalten der Trans-
formationsmatriz

0 0 1 10 0 3 0 -10
1 -1 0 00 0 -4 0 -3 0
st=10 0 -100|, S=1]0 0 -1 0 0
-1 -1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 01 00 0 0 1

Entsprechend erhalten wir
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S-A-871 =

S O oo
S O O =
OO =~|O O
Ol RO O
o O O O

Wir konnen uns wdahrend der Bestimmung einer Jordanschen Normalform auch mit-
tels der Jordanketten die passende Jordannormalform schon dberlegen. Zu Haupt(A;1)
gehort nur ein Jordankdstchen der Dimension 2 x 2 (eine Jordankette der Linge 2). Zu
Haupt(A;4) gehirt ein Jordankdistchen der Dimension 2 x 2 (eine Jordankette der Linge
2) und eine Jordankdistchen der Dimension 1 x 1 (eine Jordankette der Linge 1).

Gliicklicherweise existieren Algorithmen, die die obigen Berechnungen automatisiert in
einem Computer durchfithren und dabei mogliche Rechenfehler vermeiden und uns somit
viel Zeit sparen.
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Kapitel 3

Euklidische und unitare
Vektorraume

Bisher haben wir immer einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V mit einem beliebigen
Korper K betrachtet. Wenn wir uns jedoch konkret auf die beiden Kérper K = Rund K = C
festlegen, erhalten wir zusétzliche Struktur durch das Vorhandenseins eines Skalarprodukts,
dass ein essentielles Hilfsmittel zur Messung von Langen und Winkeln darstellt. Stattet man
einen reellen Vektorraum mit einem Skalarprodukt aus, so nennt man diesen euklidisch,
wohingegen ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt unitdr genannt wird.

Bevor wir die allgemeinen Begriffe von Bilinearformen und Sesquilinearformen einfiihren,
wollen wir zur Motivation die kanonischen Beispiele fiir euklidische und unitédre Vek-
torrdume diskutieren.

3.1 Das kanonische Skalarprodukt in R"

Sei im Folgenden der zu Grunde liegende Vektorraum gewéhlt als V' = R™. Wir definieren
zuerst das kanonische Skalarprodukt in R™.

Definition 3.1 (Skalarprodukt in R")
Seien © = (x1,...,2,) € R und y = (y1,...,yn) € R" zwei Vektoren. Wir bezeichnen die
Abbildung

(o RV RY - R,

n
(€,y) = By = T+ e = Tl
=1

als kanonisches Skalarprodukt von x und y in R™.
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Schreibt man z,y € R™ als Spaltenvektoren, so lésst sich das kanonische Skalarprodukt
auch schreiben als

Y1

Ty = (z1,...,20) - | ¢

(Ty) =
Un,
Eine ebenfalls in der Literatur gdngige Schreibweise ist ein Skalarprodukt mit runden Klam-
mern, d.h., (z,y) = {(z,y).
Folgende Eigenschaften des Skalarprodukts lassen sich leicht nachrechnen.

Lemma 3.2 (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Das kanonische Skalarprodukt von R™ in Definition besitzt folgende FEigenschaften fir
Vektoren x,x',y,y’ € R" und Skalare \ € R:

i) Bilinearitit:
@+ yy =y +&y, @y+y) = &y +@y),
Nz,y) = Qzy) = (2,My).
i1) Symmetrie:
(x,y) = {y,z).
i11) Positive Definitheit:
(z,z) = 22 +...+22 >0, (z,z) = 0 & z=0.

Die dritte Eigenschaft von Lemma [3.2] nutzt bereits eine Eigenschaft des Kérpers R
aus, ndmlich, dass die Summe von quadratischen Termen nie negativ werden kann. Das
bedeutet, wir konnen aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst immer die Wurzel
ziehen ohne den Koérper R zu verlassen. Diese wichtige Beobachtung induziert den Begriff

der Norm in folgender Definition, welche wir zur Messung von Léngen eines Vektor nutzen
konnen.

Definition 3.3 (Norm in R")
Sei x € R™ ein Vektor. Dann definieren wir die Abbildung

-] : R* — Ry,
r — ||z|]| = N z,x) = yJzi+. .+ a2
als BEuklidische Norm von z in R".

Bemerkung 3.4
Im eindimensionalen Fall V = R reduziert sich die Norm eines Vektors x € R auf die
Betragsfunktion, d.h., ||z|| = |z| fir dim(V) = n = 1.
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Die oben definierte Norm ||z|| gibt uns den Abstand des Punktes x € R™ zum Nullpunkt
0 € R", also gerade die Liinge des Vektors (z — 0) € R™.

Folgender wichtiger Satz hilft uns dabei die Eigenschaften der Norm noch besser zu
charakterisieren.

Satz 3.5 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Seien x,y € R™. Dann gilt

Kzl < ] - Iyl (3.1)
Und es gilt auflerdem

K,y = |lz||-|lyll] < = undy sind linear abhdingig.

Beweis. Da die Wurzelfunktion monoton ist, konnen wir beide Seiten quadrieren, ohne
dass sich an der Aussage etwas dndert. Wir miissen also zeigen, dass gilt

el [yl = [z, P = (ayz) - Cy,yp —Cz,y)* = 0. (3.2)

Wir bedienen uns des folgenden Tricks. Wir betrachten eine Matrix A € R2*" mit

A = (l’l xn)
Yy - Un

Multiplizieren wir nun A von rechts mit A7 € R"*2, so erhalten wir

T (r, ) (a,y)
a = (3 )
Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts kénnen wir die linke Seite der Gleichung
ersetzen durch den Ausdruck det(AAT) und miissen nur zeigen, dass det(AAT) > 0 gilt.
Nach dem Determinanten-Multiplikationstheorem in [Fischer2005, Satz 3.3.7] ldsst sich
die Determinante von AAT {iber die Produkte aller (2 x 2)-Minoren ausrechnen und im
vorliegenden Fall gilt

2
det(44™) = Y] (det(Akl’kQ)) > 0.
1<ki<ka<n
Die Nichtnegativitéit der Determinante nutzt hier wieder eine Eigenschaft des Korpers R,
da die Summe von quadratischen Termen nie negativ werden kann.
Es bleibt nur noch die Gleichheit zu tiberpriifen.

Kz, )l = = - [lyl|
2
< det(AAT) = Z (det(Akl’kQ)) =0
1<k <ka<n
< det(AFF2) — 0, firalle 1<k <ky<n

< Rang(A) <2

< z und y sind linear abhéngig .
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Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung kénnen wir die wichtigsten Eigenschaften
der Norm zeigen.

Lemma 3.6 (Eigenschaften der Norm)
Seien x,y € R™ Vektoren und X € R ein Skalar, dann gelten fiir die durch das kanonische
Skalarprodukt induzierte Norm folgende Figenschaften.

i) llz]] = 0 < =0,
i) [[Az|| = [Al- ||z,
wi) |z +yl < [zl + [|yl]-

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften i) und i) lassen sich direkt durch Nachrech-
nen verifizieren. Die dritte Eigenschaft der Dreiecksungleichung kénnen wir mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz Ungleichung aus Satz zeigen. Es gilt

lz+yl> = &+y,z+y) = {z,2)+ Xz, )+ Yy
< Lz + 22|yl + <, yy < (]| + [yl])>

Da die Wurzelfunktion monoton ist gilt obige Abschidtzung auch ohne die Quadrate auf
der linken und rechten Seite der Ungleichung. O

Dadurch, dass die Norm die Lénge eines Vektors beschreibt, kénnen wir sie nutzen
um Absténde zu beschreiben. Um nun den Abstand zwischen zwei Punkten z,y € R" zu
messen fithrt man den Begriff einer durch die Norm induzierten Metrik ein.

Definition 3.7 (Metrik)
Seien z,y € R™ zwei Punkte. Dann induziert die Norm || - || des Vektorraums eine Metrik
genannte Abbildung

d: R" x R" — R{,

(z,y) = dz,y) = [z -yl =

mit der man den Abstand (beziiglich der Norm) zwischen x und y messen kann.

Bemerkung 3.8
Wie man im Laufe des Studiums noch lernt, wird je nach Wahl der Norm in Definition
eine andere Metrik induziert, die den Abstandsbegriff mafgeblich beecinflusst. Letzten
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Endes bestimmt dies auch die sogenannte Topologie eines Vektorraums. Dies wird durch
folgende Relationen dargestellt:

Skalarprodukt (Euklidischer / Unitirer Vektorraum)
| induziert

Norm (Normierter Vektorraum)
| induziert

Metrik (Metrischer Vektorraum,)
| induziert

Topologie (Topologischer Vektorraum)

Wir kénnen nun wesentliche Eigenschaften einer Metrik festhalten.

Lemma 3.9 (Eigenschaften einer Metrik)
Seien x,y € R™, dann gelten fiir die Metrik d(z,y) = ||x — y|| folgende Eigenschaften.

i) dlz,y) = 0 < = =y,
”) d(xvy) = d(y,l‘),
iii) d(z,z) < d(z,y)+d(y,z).

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften i) und i) sind klar und lassen sich direkt durch
Nachrechnen verifizieren. Die dritte Eigenschaft #ii) folgt direkt aus der Dreiecksunglei-
chung der Norm in Lemma da

d(@,z) = |lz =2l = |le—y+y—zl < [l =yl +lly =2l = dz,y)+d(y,2).
O

Beispiel 3.10 (Manhattan Metrik)
FEine interessante Metrik, die nicht durch die Euklidische Norm induziert wird, ist die
sogenannte Manhattan Metrik, die fiir zwei Vektoren x,y € R™ wie folgt definiert ist:

n
da,y) = Y lwi—yil = llz =yl
=1

Der Name lehnt sich an die orthogonalen Straflengitter Manhattans an, die dazu fiihren,
dass man zum Erreichen eines Ziels nur durch Aneinanderreihung vertikaler und horizonta-
ler Wegstiicke zu tiiberwinden. Hierbei weisen alle Wege, die einen ndher zum Ziel bringen,
immer die gleiche Entfernung auf.
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Die Cauchy-Schwarz Ungleichung in Satz liefert uns nicht nur niitzliche Aussagen
bei der Lingenmessung (wie die Dreiecksungleichung fiir die Norm), sondern liefert zudem
eine Methode zur Winkelmessung im R™. Betrachtet man ndmlich den Quotienten der
linken und rechten Seite in der Cauchy-Schwarz Ungleichung , so erhélt man fiir zwei
Vektoren z,y € R” mit z,y # 0 folgende Abschiitzung

1< Sy
[|[| - Iyl

Der Quotient ist also &hnlich beschrénkt wie die Kosinusfunktion cos: [0, 7] — [—1,1] und
es wird klar, dass es fiir fixe Vektoren z und y genau ein Winkel « € [0, 7] existiert, so dass

()
[l - [yl

Dies macht auch geometrisch Sinn, da das Skalarprodukt (z,y) von z und y als Ma8
fiir den Anteil des einen Vektors, der in Richtung des anderen Vektors zeigt interpretiert
werden kann. Je grofler dieser Anteil ist, desto kleiner ist der Winkel «v zwischen den beiden
Vektoren x und y.

Dies motiviert die folgende Definition zur Winkelmessung in R”.

(3.3)

cosx =

Definition 3.11 (Winkelmessung in R")
Seien x,y € R"™ zwei Vektoren mit x,y # 0. Dann definieren wir den Winkel £ (x,y)
zwischen x und y als den Arkuskosinus des Quotienten in (3.3, d.h.

(z,y)

EIR (34)

A (x,y) = arccos

Bemerkung 3.12
Aus den FEigenschaften des Skalarprodukts in Lemma folgen direkt folgende sinnvolle
Beobachtungen fiir Vektoren x,y € R™ mit x,y # 0 und positive Skalare X\ > 0:

7’) 4(95729) = A(y,x),
”) A(Axay) = 5—(377)‘34) = 4(%’,3;).

Zur Veranschaulichung dieser wichtigen geometrischen Erkenntnisse soll das folgende

Beispiel dienen.

Beispiel 3.13
Um zu verstehen, dass die Definition fiir die Winkelmessung sich mit unserer Vor-
stellung eines unorientierten Winkels deckt, betrachten wir zwei Beispiele:

1. Es seien zwei Vektoren x,y € R® gegeben mit:

1 4
z = (2], y = 1[5
3 6



Um den Winkel « € [0, 7] zwischen x und y mittels der Formel (3.4)) zu berechnen,
sehen wir uns zundchst die einzelnen Terme an:

(ryy) = ((1,2,3)7,(4,5,6)T) = 44+10+18 = 32,
VI+4+9 = V14, |yl = VI6+25+36 = V7.

Damit konnen wir den Winkel a wie folgt bestimmen:

32
M = arccos ——— =~ 13°.

] - [yl V14 -7

]|

a = A(x,y) = arccos

2. Fir zwei allgemeine Vektoren x,y € R? fiihren wir normierte Varianten x',y € R

mit
r._ T r._ Y
¥ o=, Y = .
] [yl
Aus der Normierung wird klar, dass ||z|| = ||ly|| = 1 gilt und auf Grund von Bemer-

kung sehen wir ein, dass £ (x,y) = A(2',y').

Da 2’ und vy auf dem Einheitskreis S' liegen, wissen wir aus der Analysis, dass eine
Parametrisierung mit Winkeln o, 8 € [0, 27| gibt, so dass

2 = (cosa,sina), 3y = (cosf,sinf).

Mit den Additionsregeln fiir den Kosinus in [Burger2020, Kapitel 5.5] konnen wir
also schreiben

(') yy = cosacosB+sinasinB = cos(f — a),

wobei wir f — « € [0, 7] annehmen kénnen.
Insgesamt folgt also, dass

4_(£U,y) = /6 - Q.

Fiir zwei Vektoren z,y € R™ mit z,y # 0 wird klar, dass der Winkel zwischen den beiden
s

genau 5 (oder 90°) entspricht, wenn das Skalarprodukt {(z,y) = 0 ist. Das motiviert die
folgende Definition.

Definition 3.14 (Orthogonalitidt von Vektoren)
Zwei Vektoren x,y € R™ heiffen senkrecht oder orthogonal, wenn fir sie gilt

<l’,y> = 0.

Diese Definition gilt auch, wenn einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist. Sind die
Vektoren x und y orthogonal, so schreiben wir auch hdufig x 1 y.
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3.2 Das Vektorprodukt in R?

Im Folgenden beschiiftigen wir uns mit einer ganz speziellen Abbildung in R3, die zum Einen
aus Sicht der Geometrie sehr niitzlich ist und zum Anderen in der Physik eine wichtige
Rolle spielt. Diese Abbildung wird Vektorprodukt genannt und taucht beispielsweise bei
der Berechnung der Lorentzkraft im Elektromagnetismus auf oder wird fiir die Berechnung
des Drehmoments in der klassischen Mechanik verwendet.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist wie folgt definiert.

Definition 3.15 (Vektorprodukt in R?)

Seien x,y € R zwei Vektoren mit x = (x1,29,23)7 und y = (y1,92,y3)" . Dann wird das
Vektorprodukt von x und y, auch hiufig Kreuzprodukt oder dufleres Produkt genannt, als
folgende Abbildung definiert

(x):RPxR® — R?

T2Y3 — T3Y2
(z,y) = xzxy = |z3y1 — 21Y3
T1Y2 — X2Y1

Wir wollen zuerst einige grundlegende Eigenschaften des Vektorprodukts in R? festhal-
ten.

Lemma 3.16 (Eigenschaften des Vektorprodukts)
Seien z,2',y,y € R® Vektoren und A € R ein Skalar. Dann gelten folgende Eigenschaften
fiir das Vektorprodukt:

i) Bilinearitit:
(x+a)xy = exy+a'xy, wxy+y) = exy+axy,

A xy = Mzxy) = (zx\y).

i1) Antikommutativitdt:
TXY = —yX T

i11) Alternierende Abbildung:

Xy = 0 < xund y sind linear abhdngig.

Beweis. Man kann die Eigenschaften des Vektorprodukts durch Anwendung der Definition
direkt nachrechnen. Daher verzichten wir an dieser Stelle auf einen Beweis. Es sei jedoch an-
gemerkt, dass man sowohl aus Eigenschaft ii) als auch Eigenschaft iii) des Vektorprodukts
folgern kann, dass z x z = 0 gilt. O
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Es gibt auBerdem einen engen Zusammenhang zwischen dem Vektorprodukt in R? und
dem kanonischen Skalarprodukt aus Kapitel wie die folgenden Rechenregeln zeigen.

Lemma 3.17

Seien x,y, z € R3 Vektoren, dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir das Vektorprodukt
in R3:

Ty T2 I3

i) {x xy,z) = det | y1 y2 y3 |,
Z1 Z9 23

it) (xxy,x) = {xxyy) =0,
HxH2 ’ HyHQ - <w,y>2,
][ [lyl]* - (sin £ (x,y))?.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

iii) ||z x y||?

i) [lex y|?

Die in Lemma beschriebenen mathematischen Zusammenhénge lassen sich geo-
metrisch sehr gut deuten. So sagt die zweite Eigenschaft i), dass das Vektorprodukt im-
mer orthogonal zur Ebene ausgerichtet ist, die von den beiden Vektoren x und y in R3
aufgespannt wird. Andererseits driickt die vierte Eigenschaft iv) aus, dass die Lénge des
Vektorprodukts gegeben ist durch die Fliache des Parallelograms, dass durch die Vektoren
2 und y beschrieben wird.

Abschlielend wollen wir das Vektorprodukt fiir zwei Beispiele berechnen.

Beispiel 3.18
Seien x,y € R® Vektoren fiir die wir im Folgenden das Kreuzprodukt berechnen wollen.

1. Seien die Vektoren x und y gegeben als

1 -1
z = [2], Yy = 0
1 2

Wir berechnen das Vektorprodukt x x y von x und y als

T2Y3 — T3Y2 2-2-1-0 4
xxy = |xsy1—zys | = |1-(-1)—1-2| = [-3] = =z
T1Y2 — T2Y1 1-:0-2-(-1) 2
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Wir verifizieren, dass das Vektorprodukt x x y =: z orthogonal zu x und y steht.

4
(r,2) = (1,2,1)- | =3] = 1-442-(=3)+1-2 = 4—6+2 = 0,
2
4
(y,2) = (=1,0,2)- | =3 = (=1)-440-(-3)+2-2 = —44+0+4 = 0.
2

2. Seien die Vektoren x und y gegeben als

1 -2
z = (2], y = | —4
1 -2

Wir berechnen das Vektorprodukt x x y von x und y als

T2Y3 — T3Y2 2-(=2)—1-(—4) 0
xxy = |axsy1—xyz | = | 1-(=2)—1-(=2)| = |0] = =z
T1Y2 — T2Y1 1-(=4)—2-(-2) 0

Da die Vektoren x und y offensichtlich linear abhdngig sind ist das Vektorprodukt
z xy=0.

3.3 Das kanonische Skalarprodukt in C"

Bevor wir allgemeine Bilinear- und Sesquilinearformen einfithren, wollen wir noch einen
wichtigen Spezialfall behandeln, ndmlich das kanonische Skalarprodukt in C™.

Wie bereits in [Burger2020, Kapitel 2.2.7] beschrieben, betrachten wir komplexe Zahlen
z € C, die fiir (a,b) € R? dargestellt werden konnen als z = a + ib. Das Produkt z; - 2o
zweier komplexer Zahlen z; = x1 + ty; und 2o = xo + iyo ist definiert als

2122 = (w122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T2Y1).

Auch bekannt ist, dass der Betrag |z| von z definiert ist als |z| = v/a? + b2, was mit
der in Definition eingefiihrten Norm in R? iibereinstimmt. Auferdem ist die komplexe
Konjugation Z von z definiert als z := a — bi, das heiflt wir vertauschen das Vorzeichen von
beR.

Mit diesen Eigenschaften konnen wir das kanonische Skalarprodukt in C" einfiihren.

Definition 3.19 (Skalarprodukt in C")
Seien z = (z1,...,2n) € C" und w = (w1, ..., w,) € C" zwei Vektoren. Wir bezeichnen die
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Abbildung

(- 5e: C" x C* — C,
n
AW + .o + 20Wy = Zzim

i=1

(z,w) — {(z,w), :

als das kanonische Skalarprodukt in C™. Hdufig wird das kanonische Skalarprodukt auch
komplexes Skalarprodukt genannit.

Der Index c in der Notation des komplexen Skalarprodukts kann auch weggelassen wer-
den, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, dass man es mit komplexen Zahlen rechnet. Wir
werden daher auch im Folgenden die vereinfachte Notation ohne den Index ¢ verwenden.

Folgende Eigenschaften des komplexen Skalarprodukts lassen sich leicht nachrechnen.

Lemma 3.20 (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Das kanonische Skalarprodukt von C™ in Definition [3.19 besitzt folgende Eigenschaften fiir
Vektoren z, 2, w,w’ € C" und Skalare \ € C:

i) Sesquilinearitit:
42wy = Zwy+ L w), Zaw+w) = &Zw)+{zw),

Dz,w)y = Mz,w), {(z, w) = Nz, w).

i1) Hermitezitit:

i11) Positive Definitheit:
(z,2) = |z +...+|w* eRy, (2,2) = 0 & z=0.
Die dritte Eigenschaft von Lemma [3.20] erlaubt es uns den Begriff der Norm eines
komplexwertigen Vektors in der folgenden Definition einzufiihren.

Definition 3.21 (Norm in C")
Sei z € C™ ein Vektor. Dann definieren wir die Abbildung

|-l - C* — Ry,
z = ||lz|| = \/<z,z> = \/|21\2+...+|zn|2

als Norm von z in C™.
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Besonders interessant ist die Beziehung zum kanonischen Skalarprodukt in R™. Beziiglich
der natiirlichen Inklusion R < C mit = = + ¢ - 0 gibt es kein Problem. Daher kénnen
wir R" < C" betrachten und es wird klar, dass {:,-). eine natiirliche Fortsetzung des
kanonischen Skalarprodukts -, -) in R™ ist.

Betrachten wir jedoch die Darstellung
R2n - Cn
L : (3.5)
v o= (xlaylw . 'axnvyn) — (.%'1 +ZZ/17-- -y T +Zyn) = Zz,

so konnen wir das komplexe Skalarprodukt in C™ in Relation zum kanonischen Skalarpro-
dukt in R?" wie folgt setzen. Seien v, v’ € R?® zwei Vektoren, denen die komplexen Vektoren
z,2" € C™ mit Abbildung (3.5)) entsprechen. Dann kénnen wir schreiben:

n

n n
i | o |
e = o7 = Z(wjx;+yjy;>—zzdet(, y]> = (0,0 — iw(v, o).
j=1 =

/
j=1 =t N\
:50-72;’7”')
Auf Grund der Determinante innerhalb der Summe ist klar, dass w(v,v') = —w(v’,v) und

w(v,v) = 0 gilt.

Wir erkennen also, dass das kanonische Skalarprodukt in R?” gerade der Realteil des
komplexen Skalarprodukts in C” ist, zu dem noch ein alternierender Imaginérteil hinzu-
kommt. Da die Abbildung w: R?" x R?" — R fiir gleiche Vektoren verschwindet, stellen
wir fest, dass das kanonische Skalarprodukt in R?" und das komplexe Skalarprodukt in C”
die gleiche Norm induzieren.

3.4 Bilinear- und Sesquilinearformen

Die im vorigen Kapitel besprochenen Werkzeuge zur Messung von Lingen, Abstdnden und
Winkeln leiteten sich aus dem Begriff des Skalarprodukts ab. Wir werden im Folgenden
sehen, dass ein Skalarprodukt nur ein Spezialfall einer ganzen Familie von allgemeineren
Abbildungen ist, den sogenannten Bilinear- und Sesquilinearformen. Zur Untersuchung die-
ser abstrakteren mathematischen Begriffe sei im Folgenden K wieder ein beliebiger Korper.

Definition 3.22 (Bilinearform)
Seien v, v, w,w’ € V und ein Skalar A € K gegeben. Wir nennen eine Abbildung

s: VxV — K,
(v, w) — s(v,w),
Bilinearform auf V', wenn sie bilinear ist, d.h., linear in beiden Argumenten mit
s(v+v,w) = s(v,w)+ s, w), sv,w+w) = s(v,w)+ s(v,w),

s(Av,w) = As(v,w) = s(v, \w).
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Die Abbildung s heifst symmetrisch, falls gilt
s(v,w) = s(w,v)
und alternierend oder schiefsymmetrisch, falls gilt
s(v,w) = —s(w,v).

Beispiel 3.23
Sei K =R und I = [a,b] < R ein Intervall. Wir betrachten den Vektorrraum der auf dem
Intervall I stetigen Funktionen V = C(I;R) und definieren eine Abbildung

s: VxV — R,
b
(f.9) — s(f.g) = f F(@)g(z) da.

Es folgt aus den Rechenregeln fiir Integrale, dass die Abbildung s eine symmetrische Bili-
nearform auf V darstellt.

Im obigen Beispiel war der Vektorraum V nicht endlich-dimensional. Schrinken wir
uns jedoch auf endlich-dimensionale Vektorrdume ein, so lédsst sich erkennen, dass sich
Bilinearformen durch Matrizen beschreiben lassen.

Definition 3.24 (Darstellende Matrix einer Bilinearform)
Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und sei B = (vy,...,vy) eine Basis von
V. Auferdem sei s eine Bilinearform auf V. Dann nennen wir die Matriz Mp(s) € K"*"
mit

Mp(s) = (s(vi,v)))1<ij<n

die darstellende Matrix von s beziiglich B.

Satz 3.25

Sei s eine Bilinearform auf V' mit Basis B = (v1,...,v,). Sei aufferdem ®p: K" — V das
zugehdrige Koordinatensystem zur Basis B und A = Mp(s) die darstellende Matriz von s
beztiglich B. Wenn wir zwei Vektoren v,w € V betrachten mit den Koordinaten

T = @Zgl(v), y = @gl(w),

dann gilt
aip -+ Qln W
s(v,w) = (w1,..,@0) | : | = 2T Ay

anl1 - QAapn Yn
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Beweis. Wir konnen schreiben
n n
s(v,w) = S(T1V1 + ...+ TpUp, Y11 + oo o + YpUp) = Z Z xis(vi, vj)y;.
i=1j=1

Wir sehen also, dass durch Ausnutzung der Bilinearitit von s wir eine Summe aus n?
Summanden erhalten. Da A die darstellende Matrix von s beziiglich der Basis B ist gilt
s(v;,vj) = ai;, womit schon die Behauptung folgt. ]

Wir wollen die Darstellung einer Bilinearform durch eine Matrix durch folgende zwei
Beispiele besser verstehen.

Beispiel 3.26
Sei V. = R? ein Euklidischer Vektorraum mit dem kanonischen Skalarprodukt als symme-
trischer Bilinearform s(v,w) := (v, w) auf V. Seien auferdem v,w € R? mit

() )

Wir betrachten die darstellenden Matriz des Skalarprodukts beziiglich zweier unterschiedli-
cher Basen von V' im Folgenden.

i) Wir wihlen im ersten Beispiel die kanonische Standardbasis B = (eq,e2) des R2. Wir
berechnen die darstellende Matriz des Skalarprodukts beziiglich der Basis B als

e = (G5 G5 = 69) -

Beziiglich der Basis B erhalten wir fiir die Vektoren v und w die folgenden Koordina-

ten:
x = Ppv) = (2,—1)T = v, y = dp(w) = (0,5)T = w.
Damit gilt dann insgesamt:
-5 = <(2,—1)T, (0,5)T> = (v,w) = a:TAy = V' hLw = {v,wy = —5.

ii) Wir wihlen im zweiten Beispiel die Basis B = (v1,v2) des R? mit

) ()

Wir berechnen die darstellende Matriz des Skalarprodukts beziiglich der Basis B als

4= = (G G) = (63).
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Beziiglich der Basis B erhalten wir fiir die Vektoren v und w die folgenden Koordina-
ten:
z = dg(v) = (0,1, y = dpw) = (2,-1)7T.

Damit gilt dann insgesamt:

-5 = <(27—1)T7(075)T> = <U7w> = xTAy

o (1) (3) - 0r(%) - =

Zwischen Matrizen und Bilinearformen existiert ein starker Zusammenhang, wie wir im
Folgenden feststellen.

Bemerkung 3.27 (Bijektivitdt und Symmetrie von Bilinearformen)
Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und B eine zugehdrige Basis von V. Dann
ist die Abbildung

s — Mpg(s)

von den Bilinearformen auf V' nach K™"*™ bijektiv. Auflerdem ist s genau dann symme-
trisch, wenn Mp(s) symmetrisch ist.

Lemma 3.28
Seien A, B € K"*™ gegeben mit
+TAy = 2" By,

fiir alle x,y € K™. Dann gilt schon A = B.

Beweis. Da die Gleichung x” Ay = 2 By fiir alle Vektoren in K™ gilt, muss sie insbesondere
auch fiir die Einheitsvektoren gelten und damit folgt fiir alle Indizes 1 < 4,7 < n:

a;j = eiTAej = eiTBej = bi;.
Damit folgt also direkt, dass A = B ist. O

Satz 3.29 (Transformationsformel)

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei Basen A, B. Sei auflerdem Tf die
entsprechende Transformationsmatriz von Basis B zu Basis A. Fiir jede Bilinearform s
auf V gilt dann die folgende Transformationsformel:

Mg(s) = (TF)" - Ma(s) - T§. (3.6)

Beweis. Seien &4, Pp: K" — V Koordinatensysteme von V beziiglich der Basen A und
B. Seien auBerdem v, v’ € V mit

v = Ba@) = Dply), o = Dala) = Ba(Y).



Sei weiterhin T :=T f, so sehen wir ein, dass gilt
xz =Ty, ¥ =Ty
Damit kénnen wir folgern, dass gilt
y"Mp(s)y' = s(v,0) = " Ma(s)z' = (Ty)" Ma(s)(Ty') = y"(T"Ma(s)T)y'.
Mit Lemma folgt dann schon, dass gelten muss:
Mp(s) = (TF)" - Ma(s) - T%.
O]

Bemerkung 3.30
Das Transformationsverhalten bei Endomorphismen in Kapitel |2 unterscheidet sich von
der Transformationsformel (3.6)), da fir einen Endomorphismus F:V — V galt:

Mp(F) = (TF)"!-Ma(F) - T%.
4
=T

Definition 3.31 (Quadratische Form)
Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V und v € V.. Dann definieren wir die Abbildung

q:V — K,
v = q(v) = s(v,0),

die zugehorige quadratische Form wvon s. Aus der Bilinearitdt von s folgt fiir alle Skalare
A € K direkt, dass gilt

g(Av) = Nq(v).

Wir wollen die quadratische Form zu der wohl naheliegensten Bilinearform betrachten
- dem kanonischen Skalarprodukt in R™.

Beispiel 3.32

Sei V. = R" ein FEuklidischer Vektorraum. Sei auflerdem v € V und ein Skalar A € R
gegeben. Wir betrachten das kanonische Skalarprodukt aus Definition [3.1] und bestimmen
die zugehdrige quadratische Form als

g(v) = wvy = vi+...vp = [l

Wir sehen also ein, dass die quadratische Norm die quadratische Form des kanonischen
Skalarprodukts darstellt und in der Tat gilt auch:

g(xv) = [IMl]* = Nol]* = Nq(v).
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Definition 3.33 (Sesquilinearform)
Sei V' ein komplezer Vektorraum und seien v,v',w,w’ € V und ein Skalar X\ € C gegeben.
Wir nennen eine Abbildung

s: VxV — C,

(v,w) — s(v,w),

Sesquilinearform auf V', wenn sie linear im ersten Argument und semilinear im zweiten
Argument ist, d.h.

s(v+v,w) = s(v,w) +s(,w), sv,w+w) = s(v,w)+ s(v,w),
s(Av,w) = As(v,w), s(v,\w) = As(v,w).

Die Abbildung s heifit hermitesch, falls zusdtzlich gilt

s(v,w) = s(w,v).
Zu einer Sesquilinearform s auf V definieren wir eine zugehdrige quadratische Form

q: V — C,

v — q(v) = s(v,v).

Neben dem komplexen Skalarprodukt (-,-). aus Definition gibt es noch weitere
Sesquilinearformen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.34
Sei K = C und I = [a,b] < R ein Intervall. Wir betrachten den Vektorrraum der auf

dem Intervall I stetigen, komplez-wertigen Funktionen V = C(I;C) und definieren eine
Abbildung

s: VxV — C,
b
(f,9) — s(f,g) = f F(@)7(x) da

Es folgt aus den Rechenregeln fiir Integrale, dass die Abbildung s eine Sesquilinearform auf

V' darstellt.

Bemerkung 3.35
Ahnlich wie bei Bilinearformen kénnen wir folgende Charakteristiken feststellen.

i) Eine Sesquilinearform kann auch durch eine Matriz beschrieben werden. Hierzu missen
wir allerdings die komplexe Konjugation beriicksichtigen. Sei B = (v1,...,v,) eine
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Basis eines komplexen Vektorraums V' und s eine Sesquilinearform auf V. Die dar-
stellende Matriz Mp(s) von s beziiglich der Basis B ist gegeben durch:

A = (Mp(s)y; = s(vi,vj), fiir alle 1 < i,j <n.

Die Matriz A ist genau dann hermitesch, d.h., AT = A, falls die Sesquilinearform s
hermitesch ist. Fir zwei Vektoren v,w € V. mit Koordinaten

x = ®dp(v), y = Pp(w),

lasst sich die Sesquilinearform s ausdriicken durch

air -+ Qin Y1
. . . T g
s(vyw) = (T1,...,zy) | : | = ' Aw.
(2277 IR €777} Yn
it) Sei C eine weitere Basis von V und sei T = Tg die Transformationsmatric von

Basis C' zu Basis B. Dann erhalten wir folgendes Transformationsverhalten fir die
darstellende Matriz Mc(s) von s beziglich C':

Mc(s) = TT - Mp(s)-T.

Es ist in der Tat moglich symmetrische Bilinearformen und Sesquilinearformen nur an
Hand ihrer quadratischen Formen zu rekonstruieren. Diesen mathematischen Zusammen-
hang nennt man Polarisierung und wird durch folgenden Satz beschrieben.

Satz 3.36 (Polarisierung)

Sei V' ein R-Vektorraum und W ein C-Vektorraum. Sei auflerdem b eine symmetrische
Bilinearform auf V. mit zugehdériger quadratischer Form q(v) = b(v,v) und s eine Ses-
quilinearform auf W mit zugehériger quadratischer Form p(v) = s(v,v). Dann gelten die
folgenden, Polarisierung genannten, Zusammenhdnge:

i) bo,w) = igv+w)—qlv—w)], firalev,weV,
i) s(v,w) = X[p(v+w)—pv—w)+i pl+iw)—i-plv—iw)], firalev,weW.
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Im reellen Fall ist es entscheidend, dass man in Satz [3.30] eine symmetrische Bilinear-
form annimmt, da die Polarisierungsformel nicht fiir beliebige Bilinearformen gilt, wie das
folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 3.37
Sei V- = R? und wir betrachten die folgende Bilinearform

0 —1
s(z,y) = T (1 0 ) Yy = —x1Y2 + Toyi.
Es gilt offensichtlich fiir alle x € R?
s(z,z) = —xix9 + 2122 = 0.

Andererseits gilt jedoch nicht die Polarisierungsformel, wie man im folgenden sieht

1 = S((l,O)T,(O,l)T) # %[3((171)T7(171)T)_f((lv_l)Tv(lv_DT)] = 0.

=0 =0

Definition 3.38 (Positive Definitheit)

Wir wollen im folgenden den Begriff der positiven Definitheit fiir Matrizen und sym-
metrische Bilinearformen bzw. hermitesche Sesquilinearformen einfithren. Sei V' ein K-
Vektorraum.

i) Eine symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Sesquilinearform s: V x V. — K
heif$t positiv definit falls fiir alle v eV mit v # 0 gilt:

s(v,v) > 0.

i1) Eine symmetrische bzw. hermitesche Matriz A € K™*™ heifit positiv definit falls fir
alle x € K™ mit x # 0 gilt:
+TAZ > 0.

Schlussendlich sind wir in der Lage den Begriff eines Euklidischen und unitidren Vek-
torraums mit Hilfe von Bilinear- und Sesquilinearformen zu definieren.

Definition 3.39 (Euklidischer und unitérer Vektorraum)

Wir nennen eine positiv definite symmetrische Bilinearform bzw. eine positiv definite her-
mitesche Sesquilinearform ein Skalarprodukt. Finen reellen bzw. komplexen Vektorraum
zusammen mit einem Skalarprodukt nennen wir Kuklidischen bzw. unitdren Vektorraum.

3.5 Orthogonalisierung und Orthonormalisierung

In vielen Fillen ist es sinnvoll nicht eine beliebige Basis eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V' zu betrachten, sondern eine Familie von Vektoren, die orthogonal oder sogar
orthonormal sind. Dies hat viele Vorteile fiir die Mathematik, da sich so manche Berechnung
durch eine Orthonormalbasis deutlich vereinfachen liasst. Auch lassen sich durch orthonor-
male Vektoren lingen- und winkelerhaltende Transformationen durchfiithren.
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Definition 3.40 (Orthogonalitét und Orthonormalitét)
Sei V' ein Buklidischer bzw. unitdarer Vektorraum. Dann kénnen wir folgende Begriffe und
Notation definieren:

i) Zwei Vektoren u,v € V' heiffen orthogonal, falls gilt:
(v,wy = 0.
Wir notieren in diesem Fall hdufig auch v 1 w.
i1) Zwei Untervektorriume U, W <V heiffen orthogonal, falls gilt:
wlv  firaleueU undweW.
Wir notieren in diesem Fall hdufig auch U L W.
i11) Ist U 'V ein Untervektorraum, so definieren wir sein orthogonales Komplement als
Ut = {veV|vLlu firaleuweU}.
Es ist klar, dass U wieder ein Untervektorraum ist.
iv) Eine Familie von Vektoren (vi,...,vy) in V heifit orthogonal, wenn gilt
v; Lv;  fiir alle i # j.
Sie heiffit orthonormal, falls zusdtzlich gilt
lluil] = 1 fiir alle1 <i<n.

In diesem Fuall gilt offenbar
iy vj) = by,
wobei 6;; das Kronecker-Delta bezeichnet (vgl. Definition .

v) Wir nennen eine Familie von orthonormalen Vektoren (vi,...,v,) in V eine Ortho-
normalbasis, falls die Vektoren eine Basis von V bilden.

vi) Ist V. =V1®...®V,, so heifit die direkte Summe orthogonal, falls gilt
Vi LV, fiir alle i # j.
Wir notieren in diesem Fall hiufig auch V =V & ... 8 V,.

Beispiel 3.41
Betrachten wir R"™ oder C™ mit dem kanonischen bzw. komplexen Skalarprodukt, so ist die
kanonische Basis B = (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis.
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Satz 3.42
Ist (v1,...,vy) eine orthogonale Familie von Vektoren in V. mit v; # 0 fiir alle 1 < i < n,
so gelten die folgenden Aussagen.

1. Die Familie (aqvy, ..., anvy) von Vektoren mit o == ||v;||1 ist orthonormal.
2. Die Familie (v1,...,v,) von Vektoren ist linear unabhingig.
Beweis. Wir zeigen die beiden Behauptungen fiir ein allgemeines Skalarprodukt.
1. Da v; L vj gilt fiir ¢ # j folgt schon, dass gilt
(v, vy = agagvg,v) = 0, fiir i # j.

Die Familie (avy,...,@,v,) von Vektoren ist also orthogonal. Da o; = ||v;||~! € R
gilt sehen wir fiir den Fall i = j, dass gilt

oS = oo oy < Ml
<azvla OZZU1> = OQOéZ<UZ,’Ul> = 7 = 1.
[[vill
Die Familie von Vektoren ist also orthonormal.
2. Wir miissen fiir die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v, € V zeigen, dass
aus der Gleichung
0 = Mo +...+ M\, (3.7)

bereits folgt, dass A\; = 0 fiir 1 < ¢ < n gelten muss. Multiplizieren wir also die
Gleichung ([3.7) von rechts mit v} so folgt:

0 = <0,’UZ'> = <)\1v1—|—...+)\nvn,vi> = Z)\j<vj,vi> = )\i<vi,vi>.
j=1

Da das Skalarprodukt insbesondere positiv definit ist, muss also schon gelten, dass
Ai = 0 ist. Da dies unabhéngig von der Wahl des Vektors v; gilt, miissen schon alle
Koeffizienten \; = 0 fiir 1 < ¢ < n gelten.

O]

Satz 3.43
Sei (v1,...,vy,) eine Orthonormalbasis von V und v € V' ein beliebiger Vektor. Setzen wir
i = (v, vy, so gilt:

vo= AMv1+ ...+ A,
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Beweis. Da (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V ist, existieren eindeutige Koeffizien-
ten v;, 1 < ¢ < n, so dass sich der beliebige Vektor v € V' schreiben lasst als

v = Y101 + ...+ YnUn.

Wir multiplizieren obige Gleichung von rechts mit dem Vektor v} und koénnen die Koeffi-
zienten damit eindeutig bestimmen als

v, vi) = (M1 + ... + W, Vi) = Vi,V = V.

Da dies fiir alle 1 < i < n gilt, kénnen wir \; := v; = (v;,v) definieren und es gilt damit
offensichtlich
v o= AU+ ...+ AUp.

O]

In vielen Situationen ist es praktisch eine Orthonormalbasis zu betrachten, da sie viele
Berechnungen vereinfacht. Lésst sich jedoch eine Orthonormalbasis fiir einen beliebigen
FEuklidischen bzw. unitédren Vektorraum bestimmen? Darauf gibt gliicklicherweise der fol-
gende Satz eine zufriedenstellende Antwort.

Satz 3.44 (Orthonormalisierungssatz)
Sei V' ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und W < V ein

Untervektorraum mit Orthonormalbasis (w1, ..., wy). Dann ezistiert eine Erginzung aus
Vektoren wyy1,...,w, €V, so dass
(wla <o Wy, Wmet15 - - ,wn)

eine Orthonormalbasis von V' ergibt.

Beweis. Da der Beweis des Satzes in konstruktiver Form erfolgt, formulieren wir diesen im
Folgenden als einen konkreten Algorithmus. O

Da als Unterraum W = {0} in Satz erlaubt ist, erhalten wir direkt das folgende
Korollar.

Korollar 3.45
Jeder endlichdimensionale Euklidische bzw. unitdre Vektorraum besitzt eine Orthonormal-
basis.

Auflerdem koénnen wir folgendes Korollar aus dem Orthogonalisierungssatz ablei-
ten.

Korollar 3.46
Ist W < V' Untervektorraum eines Euklidischen bzw. unitiren Vektorraums V', so gilt

V = Wewt, uwnd dimV = dimW + dim W+.
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Die Konstruktion einer Orthonormalbasis geht auf die beiden Mathematiker J. Gram
und E. Schmidt zuriick und wird daher weitldufig auch als Gram-Schmidtsches Ortho-
gonalisierungsverfahren bezeichnet. Bevor wir uns dem Verfahren widmen, wollen wir
eine niitzliche Abbildung einfiihren.

Definition 3.47
Orthogonale Projektion Seien V' ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitdrer Vek-
torraum und v, w € V zwei linear unabhdngige Vektoren. Dann bezeichnen wir die Abbildung

I, (w) = Z‘)’ ;’>>

als orthogonale Projektion von w auf v. Die orthogonale Projektion berechnet den Anteil,
den der Vektor v an der Geometrie von w hat.

Die Kernidee des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ist es die Vektoren
paarweise zueinander orthogonal auszurichten. Dabei spielt eine Korrektur mit Hilfe der
orthogonalen Projektion eine zentrale Rolle, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.48
Seien V' ein endlich-dimensionaler Fuklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und v,w € V
zwei linear unabhdingige Vektoren. Dann kénnen wir einen Vektor w € V' berechnen mit

_wy
vy "

so dass w L v gilt.

Beweis. Wir betrachten folgende Umformungen:

AT

= w,w) — (w,v) - —— - (v,v) = (v,w) — (v, w)-

(v, )

(v, v) _
oy 0.
——

=1

Und somit gilt @ | v. Die obigen Umformungen wiren einfacher zu zeigen gewesen, wenn
man die Gleichung mit (i, v) begonnen hitte. So konnte man jedoch sehen, dass die Aus-
sage auch mit dem komplexen Standardskalarprodukt vertraglich ist. O

Der folgende Algorithmus erklédrt das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren zur
Konstruktion einer Orthonormalbasis eines endlich-dimensionalen Euklidischen oder unitiaren
Vektorraums.
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Algorithmus 3.49 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

Sei V' ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum mit dimV = n,
dann lisst sich eine Orthonormalbasis (vi, . ..,v,) aus einer Familie von linear unabhdingig
Vektoren (w1, ..., wy) von V wie folgt konstruieren.

1. Schritt:

Wihle den ersten Vektor wi € V und setze

Normiere den ersten Vektor wie folgt:

2. Schritt:

Wihle den zweiten Vektor wo € V' und berechne die orthogonale Projektion von we auf den
normierten Vektor vy als

Iy, (wg) = {(wa,v1)v1.

Ziehe die orthogonale Projektion 1L, (w2) vom urspringlichen Vektor we ab und erhalte
damat
’l)~2 = w2 —HUI(’LUQ) = w2 —<w2,v1>v1.

Normiere den zweiten Vektor wie folgt:

1. Schritt:

Wihle den i-ten Vektor w; € V und berechne die orthogonale Projektion von w; auf die
normierten Vektoren vi,...,v;_1 und ziehe diese Projektionen vom urspringlichen Vektor
w; ab durch

i—1
171‘ = w; — Z(wi,vj>vj.
j=1

Normiere den i-ten Vektor wie folgt:




n. Schritt:

Wihle den n-ten Vektor w, € V und berechne die orthogonale Projektion von wy, auf die
normierten Vektoren vi,...,vp—1 und ziehe diese Projektionen vom urspringlichen Vektor
wy, ab durch

n—1
Uy, = Wy — Z<wn,vj>vj.
j=1

Normiere den n-ten Vektor wie folgt:

Un,
Up = p
[|vn]]
Die Familie (v1,...,vy) bilden nach Konstruktion nun eine Orthonormalbasis von V.

Wir wollen das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren mit einem kurzen Re-
chenbeispiel veranschaulichen.

Beispiel 3.50
Sei V- = R? der Euklidische Vektorraum und wir betrachten zwei linear unabhingige Vek-
toren wy,wq € V, die wir orthonormalisieren wollen mit

) n )

Wir nutzen Algorithmus zur Konstruktion einer Orthonormalbasis aus wy und ws.
1. Schritt:

Wir setzen U1 = w1 und normieren den Vektor wie folgt:

= i = 9 ()
T 10 \1)°

2. Schritt:

Wir berechnen die orthogonale Projektion von wo auf v1 wie folgt:

T
I, (w2) = (wa,v1)-v1 = \/11»0'<(2,2)T,(3,1)T>- (?1’/% - % <:1)’>
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Damit konnen wir nun den Vektor ws orthogonalisieren mit

- = ()5 () - 1)

Durch Normierung erhalten wir den zweiten Vektor der Orthonormalbasis:

e B B2 ()
2 |52 40 5 \ 6 vio \ 3 )

Damit haben wir eine Orthonormalbasis von V' konstruiert, da offensichtlich gilt:

(o) = (BT (LT = 0
@) = 15 G TG = 1,
() = 15 (LT LYY = 1

3.6 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Mit Hilfe des in den vorangegangenen Kapiteln eingefithrten Skalarprodukts ist es uns
moglich eine besondere Gruppe von Endomorphismen zu untersuchen - die orthogonalen
und unitdren Endomorphismen. Wir werden hierbei sehen, dass diese Abbildungen schéne
mathematische Figenschaften haben und insbesondere Langen- und Winkel-erhaltend sind.
Daher sind sie besonders geeignet bei der Losung von linearen Gleichungssystemen und
Eigenwertproblemen.

Orthogonale bzw. unitdre Endomorphismen lassen sich durch ihr Verhalten beziiglich
des Standardskalarprodukts charakterisieren, worauf die folgende Definition basiert.

Definition 3.51 (Orthogonale und unitdre Endomorphismen)
Sei V' ein Euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und F': 'V — V ein Endomorphismus von
V. Dann heifit F' orthogonal bzw. unitér, wenn

(F(v), Fw)) = {v,w) fir alle v,we V.

Wir kénnen nur mit Hilfe von Definition bereits viele interessante Eigenschaften
fiir orthogonale bzw. unitdre Endomorphismen ableiten, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.52
Sei V' ein Buklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und F:V — V ein orthogonaler bzw.

unitdrer Endomorphismus von V. Seien aufferdem v, w € V beliebige Vektoren. Dann besitzt
F folgende FEigenschaften:

i) [E@] = vl
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i) £(F(v), F(w)) = £(v,w),

i) v Ll w < F(v) L F(w),

iv) F ist Isomorphismus und F~1 ist auch orthogonal bzw. unitdir,
v) Fir alle Figenwerte X\ € K von F gilt |\| = 1.

Beweis. Wir beweisen die verschiedenen Eigenschaften des Endomorphismus F' durch Aus-
nutzen der Definition von orthogonalen bzw. unitidren Endomorphismen.

i) Sei v eV, dann gilt
IE@)[] = A/{F(v), Fv)) = +/<v,0) = [[o]].

ii) Seien v,w € V, dann kénnen wir unter Ausnutzung von i) zeigen, dass gilt:

v w = aIcCcCoSs <F(U)’F(w)> = arccosﬂ = v, w
#{F (W), Fw)) TE) - T Cw)] ol el = *00)

iii) Seien v,w € V mit v L w, dann ist die Aussage natiirlich ein Spezialfall von ii). Wir
koénnen aber auch direkt nachrechnen, dass gilt:

(F(v),F(w)) = {v,wy = 0.

iv) Wir miissen fiir die Aussage zeigen, dass F': V' — V injektiv ist und der Kern von
F nur die Null enthélt, denn dann gilt nach dem Dimensionssatz [Fischer2005) Satz
2.2.4] schon, dass Bild(F') = V gelten muss und es sich somit um einen Isomorphismus
handelt. Sei also v € Kern(F'), dann gilt schon:

(v,v) = (F(v),F(v)y = <{0,0) = 0.

Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukt muss v = 0 gelten und damit haben
wir gezeigt, dass F' injektiv und somit ein Isomorphismus ist.

Um zu zeigen, dass auch F'~! orthogonal bzw. unitér ist betrachten wir fiir beliebiges
veV mit F~1(v) =t w folgende Gleichung:

FL ), F W)y = Cw,w)y = (Flw), Fw))y = (FoF'(v), Fo F () = (v,v).
Daher ist ! also auch orthogonal bzw. unitér.
v) Sei A € K ein Eigenwert von F' mit zugehorigem Eigenvektor v € V', so gilt wegen i):
Wl = lIFE@I = (Mol = [A]-[[vl].

Diese Gleichung kann nur gelten, wenn |\| = 1 ist.
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O]

Wir kénnen einen Endomorphismus F' von V schon als orthogonal bzw. unitér erkennen,
sobald er Langen-erhaltend ist, wie folgendes Lemma zeigt. Solche Abbildungen werden
Isometrien genannt. Damit gilt auch die Umkehrung von Aussage i) in Satz m

Lemma 3.53
Sei F': V. — 'V ein Endomorphismus mit

[F(v)| = |v|| fir alle ve V.

Dann ist F' orthogonal bzw. unitdr.

Beweis. Aus der Invarianz der Norm ||F'(v)|| = ||v|| eines Vektors v € V' folgt auch schon
die Invarianz der quadratischen Norm ||v||* von v. Dies ist jedoch gerade die quadratische
Form des kanonischen Skalarprodukts in V. Mit Hilfe der Polarisierungsformel in Satz [3.30]
folgt aus der Invarianz der quadratischen Form schon die Invarianz des Skalarprodukts
selbst. Dies bedeutet nach Definition [3.51] dass F' orthogonal bzw. unitér sein muss. [

Nutzt man in R™ und C" mit dem kanonischen Skalarprodukt die darstellende Matrix
A eines orthogonalen bzw. unitdren Endomorphismus F' von V', so lisst sich beobachten,
dass fiir alle x,y € K" gilt:

Gy = AvAyy = (A2)TAy = 2"(ATA)g = (AT (38)

Die Matrix AT in Gleichung (3.8 hat eine besondere Bedeutung wie die folgende De-
finition zeigt.

Definition 3.54 (Adjungierte Matrix)
Sei A e C™ ™ eine komplexe Matrixz mit

aip - Qin
A =

am1 *°+ Gmn

dann definieren wir die adjungierte Matrix A* € C"*™ quch Adjungierte genannt, als die
komplexe Konjugation der transponierten Matrix von A, d.h.,

ailr - Qml

&
[
.

N~
||
.
||

Alp ' Qmn

Ist A eine reelle Matriz, so ist die Adjungierte lediglich die transponierte Matrix von A,
d.h., A* = AT,
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Fiir die darstellende Matrix eines unitdren Endomorphismus muss also nach Gleichung
(3.8) gelten, dass A* - A = E,, gilt, was die folgende Definition motiviert.

Definition 3.55 (Orthogonale und unitidre Matrix)
Eine Matriz A € GL(n;R) heifit orthogonal, falls gilt

ATl = AT
Eine Matriz A € GL(n;C) heifit unitir, falls gilt
AT = Ax

Aus der Gleichung A* - A = E, konnen wir folgende interessante Beobachtungen zur
Gestalt und Determinante einer unitiren Matrix machen.

Lemma 3.56
Sei A eine unitdre Matriz. Dann bilden sowohl die Spalten als auch die Zeilen von A eine
Orthonormalbasis des K".

Beweis. Da A unitér ist gilt per Definition, dass A1 = A* gilt. Daraus folgt einerseits
Sij = B, = A-A71 = A A%

also miissen die Zeilen von A eine Orthonormalbasis des K" bilden. Gleichzeitig gilt aber

auch
(51'7]‘ =k, = Al A = A*A,

also miissen die Spalten von A eine Orthonormalbasis des K™ bilden. O

Lemma 3.57
Sei A eine unitire Matriz. Dann gilt entweder det A = 1 oder det A = —1.

Beweis. Fiir eine komplexe Zahl z € C mit z := a + ¢b und a, b € R gilt offensichtlich:

2

z:Z = (a+1ib)-(a—ib) = a — aib + aib — i°b?

= a>+v = |2~
Daher kénnen wir fiir die Determinante von A folgern, dass gilt:

|det A> = detA-detA = det A-det A* = det(A-A*) = det(E,) = 1.
Damit wissen wir, dass fiir unitdre Matrizen gilt det A = £1. O

Das Vorzeichen der Determinante hat eine wichtige geometrische Bedeutung, denn falls
det A = +1 gilt, bleiben Orientierungen unter der Wirkung von A erhalten. Solch orthogo-
nale Matrizen nennt man daher auch eigentlich orthogonal und sie bilden eine abgeschlos-
sene Gruppe, wie folgende Bemerkung feststellt.
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Bemerkung 3.58

Die Mengen
O(n) = {AeGL(mR)| At =AT}, (orthogonale Gruppe)
SO(n) := {A€O(n) | det A =1}, (spezielle orthogonale Gruppe)
U(n) = {AeGL(n;C) | At = AT}, (unitére Gruppe)
SU(n) := {AeU(n) | det A =1}, (spezielle unitidre Gruppe)

der orthogonalen, speziellen orthogonalen, unitéiren und speziellen unitiren Matrizen sind
Untergruppen von GL(n;R) bzw. GL(n;C).

Wir diskutieren im Folgenden zwei Beispiele von orthogonalen bzw. unitédren Matrizen.

Beispiel 3.59
Sei A e K3*3, dann betrachten wir zwei einfache Beispiele.

1. Die Finheitsmatriz A = FE3 € R3*3 mjt

1
A = 0
0

O = O
= o O

>=

ist eine orthogonale Matriz, da offensichtlic

A e S0O(3), da det A = +1 ist.

gilt AT = A = A~'. Es gilt sogar

2. Die Matriz A € C**3 mit

10 0
A= 100 —i
0 i« 0
ist eine unitire Matriz, denn offensichtlich gilt A* = A~1 mit
10 0 1 0 0 10 0 10 0 100
A-A* = |0 0 —i|-{0 0 4]=(00 —i|-[0O 0 —i]=1{010
0 ¢ O 0 —i 0 0 i 0 0 i 0 0 01

Es gilt sogar A € SU(3), da det A = +1 ist.

Der folgende Satz stellt eine direkte Beziehung zwischen orthogonalen bzw. unitéren
Endomorphismen und den Eigenschaften ihrer darstellenden Matrizen beziiglich bestimm-
ter Basen fest.

Satz 3.60

Sei V' ein Euklidischer bzw. unitirer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis B und F' ein
Endomorphismus von V. Dann gilt:

F ist orthogonal (bzw. unitir) < Mp(F) ist orthogonal (bzw. unitir).
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Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den allgemeineren Fall eines unitiren Vektorraums.
Sei A := Mp(F) e K" die darstellende Matrix von F beziiglich der Orthonormalbasis B
und fiir v, w € V seien x,y € K™ die zugehorigen Koordinaten, d.h.

v = ®p(x), w = Ppy).

Da B eine Orthonormalbasis ist gilt offensichtlich

,wy = (Pp(x),®p(Y)) = (:Y)
Der Endomorphismus F' ist also genau dann unitér, falls gilt
(F(v),F(w)) = (Az,Ay) = 2TATAy = 2Ty = () = (v, w).
Also genau dann wenn A7 - A = I,, gilt, was der Fall ist, wenn A unitér ist. O

Wir wollen im folgenden untersuchen wie die Normalform eines orthogonalen bzw.
unitdren Endomorphismus aussieht. Hierbei werden wir die mathematischen Werkzeuge
aus der Eigenwerttheorie in Kapitel |2 einsetzen konnen. Hierzu beginnen wir mit der (ma-
thematisch schéneren) Normalform von unitiren Endomorphismen, die im folgenden
Satz beschrieben ist.

Satz 3.61 (Diagonalisierungssatz)
Jeder unitire Endomorphismus F' eines unitdaren Vektorraums V' besitzt eine Orthonormal-
basis aus Figenvektoren von F'. Insbesondere ist er diagonalisierbar.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstéandiger Induktion iiber n = dim V.

Induktionsanfang: n =1
Da F' unitér ist muss gelten

(F(v), F(w)) = {v,w)y, fiir alle v,weV.

Im eindimensionalen Fall, kann dies nur gelten, falls F'(v) = v oder F(v) = —v fiir alle
v € V gilt. Dies erfiillt aber schon die Eigenwertgleichung fiir den Eigenwert A\; = 1 oder
A1 = —1. Fiir beide Fille ist v; = 1 der zugehorige Eigenvektor und es ist klar, dass vy
eine Orthonormalbasis von V bildet. Damit ist ' nach Definition diagonalisierbar.

Induktionsschritt: n —1 —n

Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall n — 1 gezeigt wurde.
Wir betrachten fiir n > 1 das charakteristische Polynom Pr von F, welches nach dem
Fundamentalssatz der Algebra in Linearfaktoren iiber dem Koérper C zerfillt in

Pp(t) = i(t—)\l)'...'(t—An) mit Aq,..., A\, €C.

90



Zum Eigenwert A; € C von F' wihlen wir einen zugehorigen Eigenvektor v; mit v = 1.
Wir betrachten das orthogonale Komplement zum Unterraum lin({v;}), d.h.

W:={weV]v Lw}.

Wir miissen nun F (W) = W zeigen, d.h., dass W ein F-invarianter Unterraum ist. Da F'
nach Satz ein Isomorphismus ist, geniigt es F(W) c W zu beweisen. Fiir alle w e W
folgt aus der Gleichung

Ao, Fw)) = won, F(w)) = (F(o), F(w)) = (u,w) = 0,

dass (F(w),v1) = 0, da |[A\;] = 1 und damit insbesondere A\; # 0 gilt. Das zeigt jedoch
schon, dass F(W) c W gilt.

Nun betrachten wir den Endomorphismus G := F|y von W. Als Einschrinkung von F'
ist G weiterhin unitér und wegen dim W = n — 1 kénnen wir auf G die Induktionsannahme
anwenden. Danach gibt es eine Orthonormalbasis (ve, ..., v,) von W bestehend aus Eigen-
vektoren von G und somit auch von F. Die um den Eigenvektor v; € V ergéinzte Basis
(v1,v2,...,vy,) ist orthonormal und besteht aus Eigenvektoren von F'. ]

Ubertragen auf unitére Matrizen liefert uns der Diagonalisierungssatz folgende
Ahnlichkeitstransformation.

Korollar 3.62
Zu A e U(n) gibt es ein S € U(n) mit

wobei N\ € C mit |[\| =1 firi=1,...,n.

Beweis. Als Spalten von S* = S~! verwendet man eine orthonormale Basis des C", die
aus Eigenvektoren von A besteht. O

Im folgenden Beispiel wollen wir die Diagonalisierbarkeit einer unitédren Matrix nach
Korollar priifen.

Beispiel 3.63
Die Matriz A € R%2%2 mit

(1)
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beschreibt eine Drehung um 90° im R? und ist offensichtlich orthogonal. Da das charak-
teristische Polynom von A die Form Pa(t) = t*> + 1 hat, sind die Eigenwerte A\; = i und

Xo = —i nicht reell. Die zugehirigen Eigenvektoren in C? sind:
v = (i) Vg = <_12> mit (v, vy = vid =0 und v = V2.

Durch Normalisierung der Figenvektoren mit dem Faktor /2 erhalten wir

1 (i —i 1 [(— 1
* -1 ._ o
soste (7)) s
und wir erhalten damit _
sast — (© 0
0 —i)°

Um den komplizierteren Fall von orthogonalen Endomorphismen besser zu ver-
stehen beginnen wir mit einer Falldiskussion fiir kleine Dimensionen n = 1,2,3 des Vek-
torraums V. Sei also im Folgenden F': V — V ein orthogonaler Endomorphismus und
A := Mp(F) die darstellende Matrix von F' beziiglich einer Basis B. Aus Satz wissen
wir, dass A dann auch orthogonal ist und wir kénnen unsere Diskussion auf diese Matrix
beschrianken.

Im eindimensionalen Fall kann wegen A~' = AT nur gelten A = +1.

Im zweidimensionalen Fall erhalten wir im folgenden Lemma eine interessante geome-
trische Interpretation von orthogonalen Matrizen, die besagt, dass orthogonale (2 x 2)-
Matrizen spezielle geometrische Transformationen realisieren.

Lemma 3.64
Ist Ae O(2), so gibt es ein a € [0,27[, so dass

cosa —sinao cosa  sinao
A=|". oder A=|". .
sina  cos«o sind —cos«
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Im dreidimensionalen Fall eines orthogonalen Endomorphismus F': R3 — R? betrach-
ten wir das charakteristische Polynom Pr. Da Pr den Grad 3 besitzt, existiert nach dem
Zwischenwertsatz der Analysis mindestens eine reelle Nullstelle von Pr. Also hat F' mindes-
tens einen Eigenwert A\; € R und nach Satz wissen wir, dass A\; = +1 gilt. Sei v; € R?
der zugehorige Eigenvektor, fiir den wir |v1] = 1 annehmen kénnen (durch Normalisie-
rung). Dann kénnen diesen Eigenvektor von F' nach Satz zu einer Orthonormalbasis
B = (v1, w2, ws3) von V erginzen.

Wir bezeichnen mit W < V = R3 die von wy und w3 aufgespannte zweidimensionale
Ebene. Da v; ein Eigenvektor von F' ist, gilt natiirlich F'(v;) < lin({v1}). Da auBlerdem
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vy L W und F nach Satz ein Isomorphismus ist muss gelten, dass F(W) = W gilt.
Betrachten wir die darstellende Matrix Mp(F') von F beziiglich der Orthonormalbasis B
mit

A 00

Mp(F) = 0 W = A,

0
so folgt aus Satz dass A’ € O(2) orthogonal ist. Weiter gilt wegen der Determinan-
tenregel fiir Blockmatrizen in Lemma dass gilt det A = \; - det A’. Betrachten wir also
die moglichen Fille im Folgenden basierend auf unseren Erkenntnissen aus Lemma

1. Sei det A = +1. Ist \; = —1, dann muss det A’ = —1 sein. Daher kann man w, und

ws als Eigenvektoren zu den Eigenwerten A2 = +1 und A3 = —1 wihlen, also
-1 0 0
A= 0 1
0 0 -1

Ist Ay = +1, dann muss auch det A’ = +1 sein, also gibt es ein « € [0, 27[, so dass

1 0 0
A= 0 cosa —sina
0 sina COSs &

2. Ist det A = —1, dann gibt es bei geeigneter Wahl von w9 und ws die Moglichkeiten

1 0 0 -1 0 0
A= (01 0 und A = 0 cosa —sino
0 0 -1 0 sina cosa

Wir nutzen unsere Erkenntnisse aus der gerade durchgefiihrten Diskussion fiir die Félle
dimV € {1,2,3} um eine Normalform fiir unitire und orthogonale Endomorphismen im
allgemeinen Fall anzugeben.

Im Gegensatz zu der gerade im komplexen Fall bewiesenen Diagonalisierbarkeit unitérer
Endomorphismen gibt es im Reellen orthogonale Endomorphismen ohne Eigenwerte in R.
Das einfachste Beispiel sind Drehungen in der Ebene R? wie in Beispiel beschrieben.

Bevor wir uns der Normalform von orthogonalen Endomorphismen widmen benétigen
wir das folgende hilfreiche Lemma.

Lemma 3.65
Zu einem orthogonalen Endomorphismus F:V — V eines Euklidischen Vektorraums V
mit dimV = 1 gibt es stets einen Untervektorraum W < 'V mit

FW)cW wund 1<dmW <2.
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Beweis. Sei A € R™*™ die darstellende Matrix des orthogonalen Endomorphismus F auf
V. Wir fiihren den Beweis des Lemmas durch eine Symmetrisierung von A. Sei hierfiir die
Symmetrisierung A° von A definiert als

A* = A+ AT = A+ AL
Offensichtlich ist A® symmetrisch, da fiir alle Indizes 1 < 4,j < n gilt
Aj; = Aij+ Al = Aij+Aj; = AT+ A5, = A5,

Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, bedeutet dies, dass ein reeller Eigenwert A € R
und ein zugehoriger reeller Eigenvektor v von A%, so dass die Eigenwertgleichung A%v = Av
erfiillt ist.

Dieser Eigenvektor erzeugt den F-invarianten Unterraum W mit

W := span(v, Av).

Die Invarianz von W unter Anwendung von A folgt aus den folgenden Argumenten. Wenden
wir A auf v an, so erhalten wir den Vektor Av € W. Auflerdem gilt, dass A-Av = A%?ve W,
da wir aus der Eigenwertgleichung sehen:

Av+ Ao = A% = o =  A%v = —v+ v e W.
O

Wir zeigen nun, dass sich die Normalform eines orthogonalen Endomorphismus auf eine
darstellende Matrix zuriickfithren lisst, die im Wesentlichen nur die Eigenwerte +1 auf der
Hauptdiagonalen und eben jene (2 x 2)-Drehmatrizen besitzt.

Satz 3.66

Ist F' ein orthogonaler Endomorphismus eines Fuklidischen Vektorraums V, dann gibt es
in V' eine Orthonormalbasis B derart, dass die darstellende Matrix Mp(F) € GL(n;R)
folgende Gestalt einer Normalform hat

+1

+1 0

Ay,
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wobei fir j =1,...,k folgende Drehmatrizen existieren:

_ [cosq; —sina; . ' . ‘
A; (sinaj cosa; > € SO(2) mit «j € [0,27[, jedoch oy ¢ {0, 7} .
F ist also charakterisiert durch die Anzahl r € N der Eigenwerte +1 die Anzahl s € N der
FEigenwerte —1, sowie durch die Winkel o, ..., oy, wobei gilt

r+s+2k = dimV.

Beweis. Sei A eine darstellende Matrix von F. Wir fiithren den Beweis durch vollstindige
Induktion tiber n = dim V.

Induktionsanfang: n =1 und n = 2
Der Induktionsanfang folgt direkt aus der Beobachtung, dass A = +1 fiir n = 1 gilt und
der Aussage von Lemma [3.64] fiir n = 2.

Induktionsschritt: n — 1 — n fiir n > 3
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall n — 1 und n — 2 gezeigt
wurde.

Da F' orthogonal ist existiert nach Lemma [3.65| ein Untervektorraum W < V mit

1 < dmW <2 und F(W) c W.

Aus Satz wissen wir, dass F' injektiv und somit gilt schon, dass F (W) = W sein muss.
AuBerdem existiert existiert ein Endomorphismus F~!, der auch orthogonal ist und fiir
den gilt F~1(W) = W. Daher kénnen wir fiir die Vektoren w € W und v € W+ folgern,
dass gilt

(F(o),w)y = (F (F©),F'(w)) = w,F'(w)) = 0.

Daraus folgt schon, dass F(W+) < W+ gilt. Da F nach Satz insbesondere ein Isomor-
phismus ist, muss schon gelten, dass F(W+) = W+, Damit haben wir F zerlegt in zwei
orthogonale Abbildungen

G:=Flyw:W->W und  H := Flyo: Wh - wt,

Dan —2 < dimW+ < n ist kénnen wir konnen wir auf H die Induktionvorrausetzung
anwenden und erhalten eine Basis B’ von W+ der gewiinschten Art.

Fiir den orthogonalen Endomorphismus G miissen wir abschlieBend noch zwei Félle in
Abhéngigkeit von dim W € {1,2} betrachten.

1. Ist dim W = 1, so gibt es einen Eigenvektor v € W mit |v| = 1 zu einem Eigenwert
+1. Ergéinzt man B’ an passender Stelle durch v zu B, so hat diese Basis von V' die
gewiinschten Eigenschaften.
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2. Im Fall dim W = 2 gibt es eine Orthonormalbasis (vi,v2) von W, beziiglich der G
nach Lemma [3.64] beschrieben wird durch eine Matrix der Form

+1 0 i —sina; .
- oder C(.)S A S mit  «a; #0,a; # 7.
0 =+1 sin COS O

Indem man v; und v2 an den passenden Stellen in B’ einfiigt, erhilt man wieder
einen gewiinschte Basis B von V.

Wie der Beweis zeigt ldsst sich V' rekursiv in eine orthogonale direkte Summe von invari-
anten Unterrdume der Dimension 1 oder 2 zerlegen. O

3.7 Selbstadjungierte Endomorphismen

Dieser Abschnitt widmet sich hauptséchlich den Eigenschaften und der Herleitung einer
Normalform von symmetrischen bzw. hermetischen Matrizen. Wir werden insbesondere
zeigen, dass diese Matrizen immer diagonalisierbar sind, was sie besonders attraktiv fiir
numerische Verfahren macht. Da diese Familie von Matrizen auch in der Theorie sehr
hiufig auftaucht haben sie zahlreiche Anwendungen in Geometrie, Analysis und in der
Physik.

Wir beginnen mit der Definition von adjungierten und selbstadjungierten Endomor-
phismen, die eine zentrale Rolle in diesem Abschnitt spielen werden.

Definition 3.67 ((Selbst-)Adjungierter Endomorphismus)
Wir nennen eine Abbildung F*:V — V den adjungierten Endomorphismus von F, falls
die folgende Beziehung beztiglich des Standardskalarprodukts gilt:

(F(v),w) = (v, F*(w)) fiir alle v,w € V. (3.9)

FEin Endomorphismus F eines Fuklidischen bzw. unitiren Vektorraums V' heifst selbstad-
jungiert, wenn F' = F*, d.h.

(F(v),w) = (v, F(w)) fiir alle v,w e V.

Fiir orthogonale bzw. unitdre Matrizen haben wir bereits in Kapitel gesehen, dass
A* = A~1 gilt. Diese Beobachtung iibertrigt sich mit folgendem Lemma auch auf adjun-
gierte Endomorphismen.

Lemma 3.68
Ist F orthogonal bzw. unitdr, so gilt F* = F~1.

Beweis. Seien u,v € V mit w = F(u), also u = F~(w), so folgt

(F(v),w) = (F(v),F(u)) = v,uy = (v, FH(w)).
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Folgender Satz garantiert uns die Existenz eines adjungierten Endomorphismus und
stellt eine Beziehung zur Adjungierten der darstellenden Matrix her.

Satz 3.69
Sei V' ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitirer K-Vektorraum und F: V —V
ein Endomorphismus. Dann existiert genau ein adjungierter Endomorphismus F* von F.
Ist B eine Orthonormalbasis von V. und A := Mp(F) die darstellende Matriz von F
beztiglich B, so gilt

Mp(F*) = A*.

Beweis. Da B orthonormal ist, gilt fiir v = ®p(z) und w = ®p(y) mit z,y € K", so dass
w,wy = zTEyj = 217,
Die Bedingung (i3.9) bedeutet also
(F(v),w) = (Ax)Tg = 2TATy £ 2TCy = (v, F*(w))  fiir alle 2,y € K.

Daraus folgt nun, dass AT = C gelten muss. Also ist F* durch die darstellende Matrix
C = AT eindeutig definiert. O

Aus dem obigen Satz lidsst sich folgende interessante Beziehung zwischen selbstadjun-
gierten Endomorphismen und symmetrischen bzw. hermiteschen Matrizen direkt ableiten.

Korollar 3.70
Ist F: V =V ein Endomorphismus und B eine Orthonormalbasis von V', so gilt

F selbstadjungiert < A:= Mp(F) ist symmetrisch bzw. hermetisch, d.h. A = A*.

Beweis. Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Satz konnen wir feststellen,
dass F' selbstadjungiert ist genau dann wenn gilt:

|

(F(v),w) = (Az)Ty = 2TATy = 2TAy = (v, F(w)) fiir alle z,y € K™.

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn AT = A gilt oder dquivalent, wenn gilt
A= AT = A%, O

Selbstadjungierte Endomorphismen haben die schone Eigenschaft, dass sie nur reelle
Eigenwerte besitzen, wie uns folgendes Lemma zeigt.

Lemma 3.71

Sei V' ein Buklidischer bzw. unitirer K-Vektorraum und F: V — V selbstadjungiert. Dann
hat das charakteristische Polynom Pr auch fir K = C nur reelle Nullstellen und zerfdillt
in Linearfaktoren tber R. Insbesondere sind alle Figenwerte von F reell.
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Beweis. Sei A € K ein Eigenwert von F' mit zugehorigem Eigenvektor v € V, dann gilt
F(v) = M. Wegen der Selbstadjungiertheit von F' kénnen wir dann folgern:

Mv,v) = Qw,v) = (Fv),v) = (v, Flv)) = u, ) = Mo,v).

Da v # 0 ist als Eigenvektor folgt also schon, dass A = A gilt und somit sind alle Eigenwerte
von F reell.

Da das charakteristische Polynom Pp von F' nach dem Fundamentalsatz der Algebra
in Linearfaktoren iiber C zerfallt und die Nullstellen die Eigenwerte von F' darstellen, folgt
die Aussage. O

Wenn wir die Aussagen aus Korollar [3.70] und Lemma zusammen nehmen, kénnen
wir folgern, dass alle symmetrischen und hermiteschen Matrizen nur reelle Eigenwerte
besitzen. Wir wollen diese Eigenschaft in folgendem Beispiel illustrieren.

Beispiel 3.72
Wir untersuchen die Eigenwerte zweier hermitescher Matrizen A € K?*2 im Folgenden.

1. Sei A e C?*2 mit
1 3
am (1),

Dann ist das charakteristische Polynom gegeben durch Pa(t) = t*> — 3t + 1 dessen
Nullstellen gegeben sind durch:

1
)\1/2 = 5(3 i \/5) e R.

A = (g g).

Dann st das charakteristische Polynom gegeben durch

2. Sei A e RZ*Z myt

Pa(t) = t* — (a+ o)t + (ac — b?).

Die Diskriminante von Py ist in diesem Fall (a — c)? +4b* > 0, also sind die Eigen-
werte reell.

Die schénen mathematischen Eigenschaften von selbstadjungierten Endomorphismen
fithren dazu, dass ihre Normalform einer Diagonalmatrix entspricht wie uns folgender Satz
erklért.

Satz 3.73 (Diagonalisierungssatz)

Ist F' ein selbstadjungierter Endomorphismus auf einem FEuklidischen bzw. unitdren Vek-
torraum V', so gibt es eine Orthonormalbasis von V| die aus Figenvektoren zu reellen
FEigenwerten von I besteht.
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Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber n = dim V.

Induktionsanfang: n =1

Da F selbstadjungiert ist, ist der einzige Eigenwert von F reell. Sei A1 € R der Eigenwert
von F' und v; € V der zugehérige Eigenvektor mit ||v1|| = 1 (durch Normalisierung). Dann
bildet B = (v1) eine Orthonormalbasis von V.

Induktionsschritt: n — 1 - n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall n — 1 gezeigt wurde.
Nach Lemma [3.71] zerfillt das charakteristische Polynom Pr von F in Linearfaktoren iiber
R mit:

szi(t—)\l)'...'(t—)\n) mit Ay Ap ERL
Wir wihlen den Eigenwert A; von F' und den zugehorigen Eigenvektor v; mit v = 1
(durch Normalisierung) und definieren das orthogonale Komplement zu v als

W = A{weV |v Lw}.

Wir erkennen wieder, dass W invariant ist unter F', d.h. F(W) c W, da fiir w € W wegen
der Selbstadjungiertheit gilt:

(v, F(w)) = (F(vn),w)y = \v,wy = M{v,w)y = 0.
AuBlerdem ist Fly : W — W als Einschrinkung von F' wieder selbstadjungiert. Da
P, = £(t—=A2) ..o (t =)

gilt kénnen wir die Induktionsvorraussetzung anwenden, so dass eine Orthonormalbasis B’
von W existiert aus Eigenvektoren von Fy . Diese konnen wir nun zu der gewiinschten
Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) von V aus Eigenvektoren von F ergénzen. O

Wegen der Diagonalisierbarkeit eines selbstadjungierten Endomorphismus lassen sich
direkt zwei Beobachtungen ableiten.

Korollar 3.74
Ist A e K"*™ eine symmetrische bzw. hermitesche Matriz, so gibt es eine orthogonale bzw.
unitdre Matriz S € U(n), so dass

A1 0
S-A-8% = mit  Ai,..., \p €R.
0 An

Beweis. Als Spalten von S* = S~! verwendet man eine orthonormale Basis des C", die
aus Eigenvektoren von A besteht. O
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AuBerdem ldsst sich aus dem Satz 2.4 iiber die Hauptraumzerlegung folgende Zerle-
gung in orthogonale F-invariante Unterrdume folgern.

Korollar 3.75
Sind A1, ..., A\ € R die paarweise verschiedenen Figenwerte eines selbstadjungierten oder
unitdren Endomorphismus F von V, so ist

V = Eig(F;\) © --- © Eig(F; \p),

wobei & die orthogonale Summe bezeichnet.

Fiir symmetrische bzw. hermitesche Matrizen kénnen wir die positive Definitheit mittels
des folgenden Satzes am Vorzeichen der Eigenwerte ablesen.

Satz 3.76
Fiir eine symmetrische bzw. hermitesche Matrixz A € K™"*" sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

i) A ist positiv definit.
i1) Alle Eigenwerte Ai,...,\, € R von A sind positiv.

Beweis. Fiir fithren den Beweis fiir den allgemeineren Fall von unitidren Vektorrdumen, da
er den Euklidischen Fall mit abdeckt.

i) = ii): Sei A € R ein beliebiger Eigenwert von A und v € C" der zugehorige Eigenvektor,
so ist wegen der Eigenwertgleichung

Av = w = A1 = M.

Somit ist ¥ € C" offensichtlich ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Mit w := © # 0
folgt wegen der Hermizitit von A

0 < wldw = (ATw)To = (Aw)Tod = Qw)lo = A wlo.
und aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts, d.h., w” @ > 0, folgt A > 0.

1) = 1): Wir wihlen eine Orthonormalbasis (w1, ..., w,) bestehend aus Eigenvektoren
von A, so dass Aw; = \w; fiir alle 1 < i < n. Ahnlich wie im Beweis der ersten Folgerung
erhéilt man

. - {Ai, fir i = j
wi Awy = Ai-wi wj = o
0, firis#jy.

n
Jeder beliebige Vektor v € C™ hat nun eine Darstellung aus Eigenvektoren mit v = ] p;w;,
i=1
also ist
n
vl Ay = Z A, > 0 firv #0.
i=1
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Abschliefilend wollen wir die Behauptung aus Satz [3.76] an einem konkreten Beispiel
nachvollziehen.

Beispiel 3.77
Fiir a,b € R und die hermetische Matriz

_ a i 2x2
A_<—i b)e(C

Pa(t) = t* —(a+b)t + (ab—1).

15t

Also ist A genau dann positiv definit, wenn a +b > 0 und ab > 1 ist. In diesem Fall kann
man die Eigenwerte einfach ausrechnen:

A2 = %(a—%bi\/m).

Sie sind beide positiv, wenn a + b > 0 und ab > 1 ist, wie man leicht nachpriifen kann.

3.8 Normale Endomorphismen

Zum Schluss betrachten wir noch eine weitere besondere Gruppe von Abbildungen. Die
sogenannten normalen Endomorphismen zeichnen sich insbesondere dadurch aus, dass sie
mit Threm adjungierten Endomorphismus kommutieren. Hierzu betrachten wir die folgende
Definition.

Definition 3.78 (Normaler Endomorphismus)
Ist V' ein Buklidischer oder unitirer Vektorraum, so heifst ein Endomorphismus F von V
normal, wenn er mit seiner Adjungierten kommutiert, d.h.,

FoF*=F*oF

Ist A = Mp(F) eine darstellende Matriz von F beziiglich einer Orthonormalbasis B von
V', so bedeutet das
A-A* = A% A

Beispiel 3.79
Wir wollen im folgenden hinreichende Bedingungen fiir Normalitit eines Endomorphismus
angeben.

i) Jeder unitire Endomorphismus F ist normal, da wegen F* = F~1 gilt

FoF* = FoF ' =1dy = F'oF = F*oF.

101



i1) Jeder selbstadjungierte Endomorphismus F' ist normal, da wegen F* = F gilt

FoF* = FoF = F? = FoF = F*oF.

Fiir normale Endomorphismen stellt sich heraus, dass sowohl ihr Kern (sowie ihr Bild)
mit denen der adjungierten Abbildung iibereinstimmen, wie folgender Satz aussagt.

Satz 3.80
Sei V' ein unitdrer Vektorraum und F:V — V ein normaler Endomorphismus von V.
Dann gilt

Kern F* = KernFF' und BildF* = Bild F..

Beweis. Sei v € Kern F, so koénnen wir wegen der Normalitidt von F' folgern

0 = (F(v),F(v))y = (v,F*oF(v))
= (v,Fo F*(v)) = (FoF*(v),vy = (F*(v), F*(v)).

Da das komplexe Skalarprodukt positiv definit ist muss also schon gelten, dass F*(v) =0
gilt und somit v € Kern F* ist. Damit haben wir gezeigt, dass Kern F’* = Kern F' gilt.
Wegen der Dimensionsformel von Bild und Kern [Fischer2005) Satz 2.2.4] folgt dann auch
schon direkt, dass Bild F'* = Bild F ist. O

Um die Normalform von normalen Endomorphismen zu untersuchen, beweisen wir
zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 3.81
Sei V' ein Buklidischer bzw. unitirer Vektorraum und F:V — V ein Endomorphismus.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) F ist genau dann normal, wenn

(F*(v), F*(w)) = (F(v),F(w)) fir alle v,weV. (3.10)

i1) Ist F' normal, so folgt fiir alle ve V.

[E*(@)] = [F @)

i11) Ist F' normal, so ist G := F — X1dy fir alle A € K normal.
iv) Ist F' normal, so gilt fir alleveV und A e K

Fv)=X < F*v)=\.

Beweis. Die einzelnen Aussagen folgen direkt aus der Definition [3.78] von normalen Endo-
morphismen.
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i) Ist F'normal, so kénnen wir wegen (F*)* = F' und der Definition der Adjungierten
folgern, dass gilt

(F(v), F(w)) = (v, (F* o F)(w)) = (v, (FoF)(w)) = (F*(v), ¥ (w)).

ii) Folgt sofort aus i), da ||v|| = 1/{v,v) fiir alle v e V gilt.

iii) Wir leiten uns zunéchst den adjungierten Endomorphismus G* von G her. Seien v, w €
V und G := F — A\1dy, dann gilt:

(G),w)y = (F(v) = Aldy)(v),w) = (F(v),w) = Xldy (v), w)
= (v, F*(w)) = Mv,Idy(w)) = (v, (F*(w) = Aldy)(w)) = (v,G*(w)).

Es gilt also
G* = F* —\Idy.

Durch Einsetzen erhalten wir die Normalitat von G durch
GoG* = FoF* —\F* —\F + \\
= F¥*oF —AF = AF*+ M\ = G*oG.

iv) Da G = F — AIdy nach iii) normal ist, kénnen wir Satz anwenden und erhalten
damit;:

Eig(F;\) = KernG = KernG* = Eig(F*; \).
Dies zeigt insbesondere, dass F' und F'* die gleichen Eigenvektoren besitzen.

O]

SchlieBlich stellen wir mit dem folgenden Satz fest, dass die Normalform von normale
Endomorphismen Diagonalgestalt besitzt.

Satz 3.82 (Diagonalisierungssatz)
Fiir einen Endomorphismus F eines unitdren Vektorraums V sind die folgenden Figen-
schaften dquivalent:

i) F ist normal.
it) Es gibt eine Orthonormalbasis B von V bestehend aus Figenvektoren von F.

Beweis.
1) = i1): Wir fithren den Beweis mittels vollstéindiger Induktion iiber n = dim V.

Induktionsanfang: n =1
Sei A1 € K der Eigenwert von F' und v; € V der zugehorige Eigenvektor mit ||v1]| = 1
(durch Normalisierung). Dann bildet B = (v;) eine Orthonormalbasis von V.
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Induktionsschritt: n —1 —n

Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir den Fall n — 1 gezeigt wurde. Sei
A1 € C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von F' und v; € V' ein zugehoriger
Eigenvektor mit |v1]| = 1 (durch Normalisierung). Wir definieren das orthogonale Komple-
ment W := lin({v1})* < V von v;. Fiir jedes w € W gilt dann nach Lemma m

(F(w),v1) = (w, F*(v1)) = {(w,\v1) = Alw,v1) = 0.

Daraus folgt F(W) < W. Fly: W — W ist als Einschrankung von F' wieder normal und
fiir die charakteristischen Polynome gilt

Pr = (t—X\)- PF\W'

Nach Induktionsvorraussetzung wissen wir also, dass es eine Orthonormalbasis B’ = (va, ..., v,)
von W aus Eigenvektoren von F'|y gibt. Diese ergénzen wir um den Eigenvektor v; von F
zu einer Orthonormalbasis B = (vy,...,v,) von V aus Eigenvektoren von F'.

i1) = i): Die Matrix D := Mp(F) ist diagonal und es gilt

Mg(F*) = D* = D.
Da die folgende Gleichung gilt
D-D¥ = D-D =D-D = D*.D

ist F' normal. I
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Teil 11

Analysis
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Kapitel 4

Normierte Vektorraume

Sie haben in [Burger2020, Kapitel 4 & 5] bereits die fundamentalen Konzepte von Fol-
gen, Stetigkeit und Kompaktheit in metrischen Rdumen kennengelernt. Wir werden diese
grundlegenden Begriffe im Folgenden durch Verwendung der Norm aus Kapitel wieder-
holen, weiter prézisieren und durch neue Erkenntnisse erweitern.

Die zugrunde liegende Struktur fiir dieses Kapitel ist ein Vektorraum auf dem eine
Norm definiert ist.

Definition 4.1 (Normierter Vektorraum)
Sei X ein K-Vektorraum und sei

Illx:V = Ry

eine Norm auf X. Dann nennen wir das Paar (X,|| - ||x) einen normierten Vektorraum.
Wenn der mathematische Kontext eindeutig ist schreiben wir hiufig nur || - || anstatt ||-||x
und X anstatt dem Paar (X,||-||x). In diesen Fillen nehmen wir immer die kanonische
Norm des Vektorraums an, 2.B., die Fuklidische Norm fiir den R™.

Zwischen Metriken und Normen gibt es einen direkten Zusammenhang, den wir kurz
wiederholen wollen.

Bemerkung 4.2
FEs ist klar, dass jeder normierte Vektorraum auch ein metrischer Raum ist, da jede Norm
|| - ||x eine Metrik d auf X induziert durch:
d: X x X — R{,
(IE,y) = d(l"y) = |‘$_y‘|X? Vl’,yEX.
Metriken sind jedoch viel allgemeiner und nicht alle Metriken entstehen aus Normen. Bei-

spielsweise ist die geoddtische Distanz (der kiirzeste Weg) auf der Erdoberfiiche eine Me-
trik, die nicht durch eine Norm induziert wird.
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Sie haben bereits einige Normen in Threm Studium kennengelernt. Die wichtigsten Bei-
spiele sind im Folgenden nochmal zusammengefasst.

Beispiel 4.3
Wir kénnen die folgenden Vektorrdume mit einer Norm ausstatten.

1. Das Paar (R™,|| - ||p) mit der p-Norm

n 1/p
lzlp = (Z lﬂﬁilp)
i=1

ist fiir 1 < p < oo ein normierter Vektorraum. Ein wichtiger Spezialfall fir p = 2 ist
der Fuklidische Vektorraum.

2. Das Paar (R™,|| - ||s) mit der Maximumsnorm
|zl = max |z
i=1,...,n

ist ein normierter Vektorraum.

3. Sei £* der Raum der beschrinkten Folgen. Fiir unendliche Folgen gilt dann beispiels-
weise (Tp)neN == n ¢ £*, jedoch (Tp)pen =1 — % € (.

Das Paar ({°,|| - ||oo) mit der Supremumsnorm
[#o = sup |l
1eN

ist ein normierter (unendlich-dimensionaler) Vektorraum.

Jede Norm induziert eine Metrik, welche wiederum eine Topologie auf dem Vektorraum
induziert. Hierdurch definieren sich insbesondere die fundamentalen Begriffe von offenen
und abgeschlossenen Mengen in normierten Vektorrdumen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Definition 4.4 (Umgebung)
Sei X ein normierter Raum und € € Ry ein positives Skalar. Sei auflerdem x € X ein
beliebiger Punkt. Dann heisst fiir

U(z) = {ye X : |lz —yll <€
die e-Umgebung von x.

Definition 4.5 (Offene und abgeschlossene Mengen)
Sei X ein normierter Raum. Dann definieren wir folgende Begriffe fiir Teilmengen von X :
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1. Eine Teilmenge M < X heifit offen, wenn fiir alle Punkte x € M eine e-Umgebung
Uc(z) € M existiert.

2. Eine Teilmenge M < X heifst abgeschlossen, wenn X\M offen ist.

Beispiel 4.6
Wir betrachten folgende typische Beispiele fiir offene und abgeschlossene Mengen in R.

i) Sei X = R und a,b € R mit a < b. Dann ist das Intervall [a,b] abgeschlossen und
das Intervall (a,b) offen. Die Intervalle [a,b) bzw. (a,b] sind weder abgeschlossen noch

offen.

i1) Die leere Menge & sowie der gesamte normierte Raum X sind die einzigen Mengen,
die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

i11) In allgemeinen normierten Vektorrdumen X kénnen wir fir einen positiven Radius
r > 0 abgeschlossene Kugeln BX um einen Punkt x € X betrachten mit

B¥(z) = {ye X |z —y|lx <7}

Wenn der mathematische Kontext eindeutig ist, schreiben wir hiufig auch nur B, (x).

4.1 Konvergenz von Folgen

Im Folgenden wollen wir uns noch einmal mit allgemeinen Konvergenzbegriffen in nor-
mierten Vektorrdumen beschéftigen, welche sich direkt aus der Konvergenz in metrischen
R&umen ableiten lassen indem man den in einer Metrik gemessenen Abstand durch die
Norm der Differenz von Punkten ersetzt. Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen kénnen
also in normierten R&umen analog wie in metrischen Rdumen definiert werden. Sie zeich-
nen sich dadurch aus, dass der Abstand der Punkte gemessen in der Norm eine Nullfolge
ist. Anders ausgedriickt, nennen wir eine Folge konvergent, wenn alle Folgeglieder ab einem
bestimmten Index in einer e-Umgebung um den Grenzwert liegen.

Definition 4.7 (Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen)
Sei X ein normierter Raum und (zy)nen eine Folge in X.

1. Die Folge (xp)nen heifit konvergent mit Grenzwert T € X, falls folgende Bedingung
erfillt ist
Ve>03dngeNVn=ng: ||z, — 7| <e

2. Die Folge (xy)nen heifit Cauchy-Folge mit Grenzwert T € X, falls folgende Bedingung
erfillt ist
Ve>03dnge NVm,n=ng: ||z, —znl| <e
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Genau wie im Fall von metrischen Rdumen kénnen wir auch leicht folgendes Resultat
beweisen:

Satz 4.8
Jede konvergente Folge in einem normierten Vektorraum ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. [Burger2020, Satz 2.30 & Satz 4.11] O

Definition 4.9 (Vollstédndigkeit und Banachraum)
Ein normierter Vektorraum X heifst vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.
FEin vollstindiger, normierter Vektorraum X wird Banachraum genannt.

Beispiel 4.10
Wir untersuchen die folgenden Beispiele mit Blick auf Vollstindigkeit.

i) Der normierte Vektorraum (R™,|| - ||2) mit der Euklidischen Norm ist vollstindig wie
bereits in [Burger2020, Satz 4.13] bewiesen wurde.

it) Die Menge C(Q2;R™) der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge Q < R™ mit
Werten in R™ zusammen mit der Supremumsnorm

[ f 1o == sup |[f(z)]|2
el

ist ein Banachraum.

iii) Die Menge der reellwertigen, stetigen Funktionen C([a,b];R) auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b] = R zusammen mit der L'-Norm

b
1112t Gy = f 1 (@)] da

ist ebenfalls ein Banachraum.

iv) Der Vektorraum Q mit der Betragsfunktion aufgefasst als Norm ist nicht vollstindig
und somit kein Banachraum. Hierzu betrachten wir eine rekursiv definierte Folge

1 2
Tpyl = = | Tp+—|.
2 Tn,

Man kann zeigen, dass die Folge (xy,)nen eine Cauchy-Folge ist bei der alle Folgenglie-
der offensichtlich rational sind. Anderseits konvergiert die Folge gegen den Grenzwert
V2 ¢ Q (siehe [Burger2020, Satz 2.27]) und ist somit nicht konvergent in (Q, |- ).
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v) Die Menge der reellwertigen, stetig-differenzierbaren Funktionen C1(I;R) auf einem
offenen Intervall I < R bildet zusammen mit der Supremumsnorm ||- || als auch mit
der sogenannten Sobolev-Norm

1 llwreeqry = [1fllo + [1f ]l

einen normierten Vektorraum. Allerdings ist (C*(I;R),|| - ||s) nicht vollstindig, son-
dern nur (CH(L;R), || - [lwree(r))-

Intuitiv kann man sich klar machen, dass hier lediglich die Sobolev-Norm auch die Ab-
leitung der Funktionen u € C'(I;R) beriicksichtigt und damit fiir konvergente Folgen
sicherstellt, dass auch die erste Ableitung gleichmdfig konvergiert. Die Supremums-
norm hingegen ,beachtet” diese gar nicht.

Wir wollen im Folgenden auch den Begriff einer konvergenten Teilfolge nochmals fiir
normierte Vektorrdume definieren und charakterisieren.

Definition 4.11 (Teilfolge)

Sei (zp)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum (X, ||-||x) und sei K : N — N eine
streng monoton wachsende Abbildung, d.h. K(i) > K(j) firi > j. Dann heifit (2 (n))neN
Teilfolge von (xy)nen. Wir werden im Folgenden fiir Teilfolgen auch kurz (zk, )nen Schrei-
ben.

Um die Konvergenz von Teilfolgen festzustellen, fithrt man den Begriff eines Haufungs-
punktes einer Folge ein.

Definition 4.12 (Haufungspunkt)
Sei (X, ||-||x) ein normierter Raum. Dann nennen wir einen Punkty € X Haufungspunkt
der Folge (zp)neny © X, wenn eine Teilfolge (n, )ken © (Tn)nen existiert, die gegen y
konvergiert, d.h.

Ve>03dnge NVk=ng: |z, —T| <e

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Beziehung zwischen Haufungspunkten und
konvergenten Teilfolgen.

Beispiel 4.13
Die reelle Folge (xy)neny < R mit

1
= (=1)" +
n (=1) n+1
besitzt zwei Hiufungspunkte 1 = +1 und To = —1. Das bedeutet, dass die Folge (xn)nen

selbst nicht konvergent ist, jedoch zwei konvergente Teilfolgen besitzt, die sich gerade aus
den geraden und ungeraden Folgegliedern bilden.
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4.2 Stetigkeit

Aus [Burger2020, Kapitel 5] sind Sie bereits mit den verschiedenen Stetigkeitsbegriffen
auf metrischen Rdumen vertraut. Im Fall von normierten Vektorrdumen lassen sich diese
Konzepte durch Verwendung der Norm fiir den Abstandsbegriff analog definieren.

Definition 4.14 (Stetigkeit)
Wir wollen im Folgenden die wichtigsten Definitionen fiir Stetigkeit wiederholen. Hierbei
betrachten wir eine Funktion f: X — 'Y zwischen zwei normierten Vektorrdumen (X, ||-||x)

und (Y, |- [ly).

1. Die Funktion f ist genau dann stetig in einem Punkt xog € X, wenn es fir alle e > 0
ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle Punkte x € X mit

||z — xol|x < ¢

fiir den Abstand der Funktionswerte gilt
[f(z) = f(zo)lly < e

2. Die Funktion f ist genau dann gleichméBig stetig, wenn es fir alle e > 0 ein 6 > 0
so gibt, dass fiir alle Punkte x,y € X mit

|z —yllx <4

fiir den Abstand der Funktionswerte gilt
1f (@) = fWlly < e

3. Die Funktion f ist genau dann Holder-stetig mit Exponent 0 < a < 1, wenn fiir alle
z,y e X gilt:
1f(z) = fWlly < L-lz—yll%
fiir eine nicht-negative Konstante L € Rar.
Im Spezialfall o = 1 nennen wir f auch Lipschitz-stetig. Gilt sogar 0 < L < 1, so
nennen wir die Funktion f eine Kontraktion.

Natiirlich sind diese Stetigkeitsbegriffe unterschiedlich stark, wie folgende Bemerkung
feststellt.

Bemerkung 4.15
Fiir eine Funktion f: X — Y zwischen normierten Vektorriumen X undY gelten folgende
Implikationen:

f ist Holder-stetig = [ ist gleichmdfig stetig = [ ist stetig .
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Folgende Beispiele zeigen den Unterschied zwischen den Stetigkeitsbegriffen.

Beispiel 4.16
Die Wurzel-Funktion
A Ra' — Ra'

ist stetig. Sie ist jedoch nicht Lipschitz-stetig in x = 0.
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Beispiel 4.17
Die Betragsfunktion
'R — RS

Lipschitz-stetig mit Lipschitz Konstante L = 1.

Eine besonders interessante Klasse von stetigen Funktionen sind sogenannte Homdomorphismen.
Diese Funktionen erlauben es zu untersuchen wann Teilmengen (topologischer) Vektorrdume
ineinander iiberfithrt werden kénnen, z.B. durch Dehnen, Stauchen, Drehen oder Verzerren
der Mengen. Die folgende Definition charakterisiert Homéomorphismen genauer

Definition 4.18 (Hom&omorphismus)
Seien X und Y zwei normierte Vektorrdume. Wir nennen eine Funktion f: X — Y einen
Homoomorphismus, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

o f ist stetig,
o f ist bijektiv,
o die Umkehrfunktion f~' ist ebenfalls stetig.

Der folgende beriihmte Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung von Fix-
punktgleichungen, z.B. in der Numerik, und wird uns spéter bei der Behandlung von
gewohnlichen Differentialgleichungen noch hilfreich sein.

Satz 4.19 (Fixpunktsatz von Banach)
Es sei X ein Banachraum und F: X — X eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-
Konstante L < 1, d.h. es gilt

|F(z) = F)ll < L-llz—yll fir allez,ye X.
Dann existiert ein genau ein Fizpunkt T € X, so dass

F(z) = z.
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Beweis. Es sei g € X beliebiger Startwert der Folge (xf)ren, die durch wiederholte An-
wendung der Funktion F' definiert ist, d.h,

T = F(.%’k_l), k=1

Wir werden im Folgenden zeigen, dass (xf)gen eine Cauchy-Folge in X ist. Da F' Lipschitz-
stetig mit Lipschitz Konstante L ist, gilt offensichtlich fiir alle n € N

201 = @all = (F(@n) = Fwn-D)ll < L [|2n — 2ol
Damit folgt induktiv aber auch schon, dass
201 = 2all < L7 |21 — o]l

Seien nun n,m € N zwei beliebige Indizes mit 1 < n < m, dann gilt wegen der Drei-
ecksungleichung der Norm und unter Ausnutzung der geometrischen Reihe:

m m
lem —aall < ) llaw —zeall < |lzn—aoll- ), IF!
k=n+1 k=n+1
m—n—1 . 0 . g
= flor — o[- L™ > L% < |loy —mo||- L") LF = [l1 = ol - -
k=0 k=0

Da L < 1 nach Voraussetzung ist folgt, dass L™ — 0 fiir n — 00 und somit gilt auch

lim ||zm —xs|| = 0
n,Mm—>00

und daraus folgt, dass (zj)ken eine Cauchy-Folge in X ist. Da X vollstédndig ist, muss
(zk)ken nach Definition konvergieren gegen einen Grenzwert T € X. Das heifit wir
haben gezeigt, dass die Funktion einen Fixpunkt z = F(Z) besitzt, da gilt

lim F(zg) = lim xp4q = 7.
k—o0 k—o0

Sei Z € X nun ein weiterer Fixpunkt von F' mit F'() = &, dann gilt

Iz =2l = |[F(z) - F@)|| < L[|z -2
Da L < 1 ist kann diese Ungleichung nur gelten wenn ||z — Z|| = 0 ist. Aus der positiven
Definitheit der Norm folgt dann schon, dass £ = & sein muss, d.h., der Fixpunkt ist
eindeutig. O

Bemerkung 4.20

Der Banach’sche Fixpunktsatz kann moch allgemeiner fiir abgeschlossene Untermengen
vollstindiger metrischer Vektorrdume formuliert werden, da man nur einen Abstandsbe-
griff (also eine Metrik) und die Existenz des Grenzwertes bendtigt.
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4.3 Kompaktheit

Ein zentraler Begriff in der mathematischen Topologie ist Kompaktheit einer Menge, die fiir
viele Existenzaussagen essentiell ist. Aus [Burger2020|, Kapitel 5.1] kennen Sie bereits kom-
pakte Mengen in metrischen Rdumen, so dass die folgende Definition einer Wiederholung
darstellt.

Definition 4.21 (Kompaktheit)
FEine Teilmenge M < X eines normierten Raumes X ist kompakt genau dann, wenn jede
Folge (xn)neny S M eine konvergente Teilfolge enthilt, deren Grenzwert in M liegt.

In endlichen Dimensionen haben Sie bereits ein wichtiges Resultat fiir konvergente
Teilfolgen kennengelernt. Der Satz von Bolzano-Weierstrass, dass abgeschlossene Kugeln
in K™ mit Kérper K = R oder K = C kompakt sind.

Satz 4.22 (Bolzano-Weierstrass)
Sei K = R oder K = C ein Korper und (xg)gen © K™ eine beschrinkte Folge, d.h. es gibt
eine Konstante C € R™, so dass alle Folgenglieder xy, k € N, in der abgeschlossenen Kugel
Be(0) < K™ liegen, d.h.

Ja | < C.

Dann existiert eine konvergente Teilfolge (xy,)jen mit dem Grenzwert T € X und es gilt
Izl < C.

Beweis. Siehe [Burger2020|, Satz 4.19] O

Bemerkung 4.23
Wir kinnen folgende Beobachtungen zum Satz von Bolzano- Weierstrass [{.23 festhalten.

1. In endlich-dimensionalen Vektorrdumen X ldsst sich eine noch stirkere Aussage be-
weisen, die sich auf den Satz von Heine-Borel |[Burger2020, Satz 5.18] zuriickfihren
lisst. Anstatt nur einer hinreichenden Bedingung, kann man aussagen, dass eine
Teilmenge M < X genau dann kompakt ist, wenn Sie beschrinkt and abgeschlossen
15t.

2. Der Satz gilt nicht mehr, wenn der betrachtete normierte Raum unendlich-dimensional
ist, beispielsweise in Funktionen- bzw. Folgenrdumen wie C([a,b];R) oder

0

CR) = {(@n)nen: Tn €R, D |zp]* < 00},

n=1

Betrachten wir beispielsweise die Folge (zn)nen < £2(R) der unendlich-dimensionalen
Einheitsvektoren e, € £2(R) mit

Tn = e, = (0,...,0,1,0,...), neN,



d.h., das Folgenglied x,, besitzt eine Eins an der n-ten Stelle und sonst nur Nullen.

Es wird klar, dass jedes Folgenglied auf der Einheitskugel des Vektorraums (2(R) liegt, da
offensichtlich gilt ||zy|| = 1 fir alle n € N. Das heif$t, dass die Folge (xy)nen beschrinkt ist
und in der abgeschlossenen Einheitskugel liegt. Dennoch besitzt die Folge keine konvergente
Teilfolge, da

T — 2Znl| = |lem —en]| = V2,  fiir alle m,n e N,m # n,

d.h., der Abstand eines beliebigen Folgeglieds zu allen anderen Folgegliedern ist konstant
V2. Somit kann keine konvergente Teilfolge von (Tn)nen existieren und damit ist die Ein-
heitskugel in ¢2(R) nicht kompakt.

Wir konnen {iber den Begriff der Kompaktheit sogar erkennen, ob ein Vektorraum
endlich erzeugt ist. Als Vorbereitung dieser Beobachtung bendtigen wir jedoch zuerst das
folgende Hilfslemma. Die Motivation fiir dieses Lemma ist, dass wir den Begriff eines senk-
rechten Vektors auf einen Unterraum aus Kapitel nicht in beliebigen normierten Vek-
torrdumen anwenden koénnen (da ggfs. kein Skalarprodukt existiert). Dennoch kénnen wir
nach dem folgenden Lemma Einheitsvektoren finden, die auflerhalb dieses Unterraums lie-
gen und einen positiven Abstand zu diesem besitzen.

Lemma 4.24 (Lemma von Riesz)

FEs sei X ein normierter Vektorraum und U < X ein abgeschlossener, echter Unterraum
von X. Sei auflerdem ein 6 € R mit 0 < § < 1 gegeben. Dann existiert ein Element y e X
der Einheitskugel mit ||y||x = 1, so dass

d(y,U) = inf [[y —ul|lx = 4.
uelU

Beweis. Es sei 6 € (0,1) beliebig vorgegeben. Wir wihlen ein beliebiges Element z € X\U
aus dem Komplement von U und erkennen, dass der Abstand d(z,U) von z zu U positiv
ist. Da wir den Unterraum U <& X als abgeschlossen angenommen haben, existiert ein
Element ug € U fiir das gilt

d(z,U)
5

d(2,U) = inf|lz —ullx < [lz—wllx <

Und damit kénnen wir folgern, dass

) 1
< .
d(z,U) — |[lz —uol[x

(4.1)

Waihlen wir nun den Einheitsvektor
Z — Ug

y = ——,
||z — uol| x
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so ist offensichtlich ||y||x = 1.
Fiir ein beliebiges Element v € U kénnen wir nun nachrechnen, dass gilt

||Z—U0||X ||Z_UO||X ”Z_UO_U'HZ_U’OHX”X'

|m—mu»=\ ! ~W‘“MX\ S
v T udlx

Da der Vektor (ug — v - ||z — wo||x) € U ist, konnen wir folgende Abschiitzung treffen

1
— |z —up—v ||z —uollx > ——— inf ||z —ullx
el e =vwollxlx > = inf ==l
(79 1)
> d(z,U) = 0.
i oy v)

O]

Mit Hilfe des obigen Lemmas kénnen wir den folgenden interessanten Kompaktheitssatz
beweisen, der es uns erlaubt einen endlich-dimensionalen Vektorraum an der Kompaktheit
seiner Einheitskugel zu erkennen.

Satz 4.25 (Kompaktheitssatz von Riesz)
FEin normierter Vektorraum X ist genau dann endlich-dimensional, wenn seine entspre-

chende Finheitskugel
B1(0) = {xe X :||lz||lx <1}

kompakt ist.

Beweis. Wir zeigen die beiden Implikationen der Aquivalenzaussage im Folgenden getrennt
voneinander.

»=“ Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass es fiir jeden endlich-dimensionalen K-
Vektorraum X ein Homoomorphismus ®: X — K" existiert. Es sei nun (z3)geny S Bi¥ (0)
eine Folge in der Einheitskugel von X, so dass

(®(z))ken = BT (0).

Da die Einheitskugel BY"(0) nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl kompakt ist,
existiert eine konvergente Teilfolge

(Ur)ken S (P(Tk))ren-

Weil ® als Homéomorphismus insbesondere eine stetige Umkehrabbildung ®~! besitzt, ist
dann aber auch

(zk)ken = (27 (Yk))ken

eine konvergente Teilfolge in BiX(0). Da die Folge (x1)ren beliebig gewihlt war, folgt die
Kompaktheit der Einheitskugel B;* (0) < X.
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,<"“: Um die Riickrichtung der Aussage zu beweisen, fithren wir einen Beweis iiber die Kon-
traposition. Es sei X nicht endlich-dimensional, d.h, unendlich-dimensional. Dann existiert
eine aufsteigende Folge von echten, abgeschlossenen Unterrdumen (Uy)geny & X von X mit

UicUyc...cU< ..., dimUk<dimUk+1fﬁrkeN.

Fiir ein beliebiges ¢ € (0, 1) wéhlen wir mit dem Lemma von Riesz einen Einheitsvektor
yr. € U, so dass
inf — > 0.
wotf Ay — ullx

Fiir beliebige Wahl des ersten Einheitsvektors y; € X mit ||y1|| = 1 haben wir damit ein
Folge (yi)ken auf der Einheitskugel BiX(0) konstruiert, welche beschrinkt ist, jedoch keine
Cauchy-Folge sein kann, da der Abstand zwischen den Folgegliedern immer mindestens
betrédgt. Daraus folgt, dass die Einheitskugel in einem unendlich-dimensionalen Vektorraum
X nicht kompakt sein kann. O

Der Kompaktheitssatz von Riesz besagt zwar, dass Kugeln in unendlich-dimensio-
nalen Banachrdumen nicht kompakt sind. Dennoch heiffit das nicht, dass es in unendlich-
dimensionalen Banachriumen keine kompakten Teilmengen gibt. Um dies zu verdeutlichen
beschiftigen uns abschlieend mit einem fundamentalen Satz, der Aussagen iiber die Kom-
paktheit bestimmter Teilmengen des Funktionenraumes (C([a,b],R"),|| - ||c) der stetigen
Funktionen auf einem Intervall [a, b] < R zusammen mit der Supremumsnorm erlaubt. Dies
ist nur ein Spezialfall des Satzes von Arzela-Ascoli, der in der allgemeinen Formulierung
abstraktere Rdume untersucht.

Satz 4.26 (Arzela-Ascoli)
Sei [a,b] = R ein Intervall und es sei (fn)nen €ine Folge von Funktionen aus C([a,b],R),
welche punktweise beschrinkt und gleichgradig stetig ist, d. h.

(i) Yz € [a,b] IK € RT: sup,ey |fn(2)| < K,
(i) Ve > 030 > 0Vne N Vz,y € [a,b]: (|x —y| < I = |fulz) — fu(y)] <e).
Dann besitzt die Folge (fn)nen eine gleichmdf$ig konvergente Teilfolge.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Cantorschen Diagonalverfahren, das
rekursiv Teilfolgen konstruiert die partiell konvergieren und dann anschliefend aus all die-
sen Teilfolgen eine iiberall konvergente Teilfolge zu konstruieren. Wir betrachten hierfiir
zunéchst die abzéhlbar unendliche Teilmenge Qn|[a, b] des Intervalls [a, b] mit der Abz&hlung

®: Qn [a,b] > N.

Fir z € Q n [a,b] mit ®(x) = ¢ schreiben wir z;. Weil alle Folgeglieder (fy,(z1))nen be-
schriinkt sind nach Voraussetzung, existiert eine konvergente Teilfolge (f!(x1))neny von
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(fn(z1))nen nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl. Aus dieser konvergenten Teilfolge
konnen wir wiederum eine Teilfolge (f2(x2))neny mit der gleichen Argumentation bestim-
men. Dies kénnen wir sukzessive weiterfiithren fiir alle Punkte (2, )nen € [a, b].

Wir definieren nun eine spezielle Funktionenfolge (g, )nen  (fn)neny mit

und beweisen, dass diese Folge gleichméfig konvergiert in C([a, b]; R). Hiebei reicht es zu
zeigen, dass (gn)nen eine Cauchy-Folge ist, da wir aus Beispiel [4.10] wissen, dass C([a, b]; R)
vollstdndig beziiglich der Supemumsnorm ist.

Sei nun € > 0 beliebig gew#hlt. Nach Voraussetzung existiert nun ein entsprechendes
0 > 0 so dass fiir alle =,y € [a, b] folgt, dass |fn(z) — fu(y)| < € falls |z —y| < I gilt. Wir
partitionieren das Intervall [a,b] in kleine Teilintervalle I;,j = 1,...,m mit diam(I;) < J,
so dass

m
[CL, b] = t{-J Ij.
Dann wéhlen wir Punkte aus jedem Teilintervall mit
1}16]1(\@, IL‘QEIQKNQ,..., .’L’mEImﬁQ.

Fiir einen beliebigen Index j € {1,...,m} seien k(j) > £(j) so groB, dass die Teilfolge
(f4(x;))nen punktweise konvergiert. Als Teilfolge jener Folge konvergiert auch (f¥(z;))nen
gegen den gleichen Grenzwert. Wir finden daher £(j) so grof8, dass

€

o) = gew)| = |fii () = fi(w)] < 3 (4.2)

Nehmen wir nun einen globalen Index iiber alle Teilintervalle mit ¢ > max{¢(1),...,¢(m)},
so gilt die obige Abschitzung fiir alle z;, i € {1,...,m}.

Es sei nun x € [a,b] ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein Index j € {1,...,m}, so

dass der Punkt 2 im Teilintervall I; liegt. Fiir ein & > ¢ > max{{(1),...,4(m)} gilt nun
mit Abschétzung (4.2)) und wegen der geradlinigen Stetigkeit der Folge:

lgk(2) — ge(x)] < |gr(x) — gr(zj)] + g () — ge(;)| + |ge(x;) — ge(x)| < €

Da dies fiir beliebige Punkte x € [a,b] gilt ist (gi)ren eine Cauchy-Folge beziiglich der
Supremumsnorm und konvergiert somit gleichmé8ig in C([a, b]; R). O

4.4 Hilbertriume

Im Folgenden fithren wir den Begriff eines Hilbertraums als Spezialfall eines Banachraums
ein. Hilbertrdume weisen besonders viel Struktur auf, da ihre Norm durch ein Skalarprodukt
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induziert wird. Daher ist es nicht verwunderlich, dass sie in vielen Theorien der Physik
eine wichtige Rolle spielen, wie zum Beispiel in der Quantenmechanik. Auch im Bereich
des maschinellen Lernens sind Hilbertrdume ein gdngiges Werkzeug, wie zum Beispiel bei
den sogenannten Kernel Methods in der statistischen Lerntheorie.

Definition 4.27 (Hilbertraum)
Wir nennen einen Banachraum (X, ||-||x), dessen Norm durch ein Skalarprodukt induziert
ist einen Hilbertraum.

Das folgende Beispiel diskutiert verschiedene Banachrdume und erklért ob es sich jeweils
um einen Hilbertraum handelt oder nicht.

Beispiel 4.28

Im Folgenden untersuchen wir Beispiele fiir endlich- und unendlich-dimensionale Banachrdume,
d.h., vollstindige normierte Vektorrdume, und entscheiden ob diese einen Hilbertraum dar-
stellen.

1. Der Euklidische Vektorraum R™ mitn € N ist ausgestattet mit der Euklidischen Norm

ein endlich-dimensionaler Hilbertraum.
2. Der Banachraum (R™,|| - ||w) ist kein Hilbertraum.
3. Der Matrizenraum K™*™ der reellen oder komplexen Matrizen ausgestattet mit dem
Frobenius-Skalarprodukt
m n
(A,B) = Z 2 aijbij,  fir alle Matrizen A, B € K™*"
i=15=1
ist ein endlich-dimensionaler Hilbertraum.

4. Der Banachraum ((2(R),||||¢2) der Folgen, deren Summe ihrer Quadrate endlich ist,
zusammen mit der Norm

[(zn)nenllez =

ist ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.
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5. Der unendlich-dimensionale Banachraum (¢1(R),|| - ||n) der Folgen, deren Summe
threr Betrdige endlich ist, zusammen mit der Norm

oe]

|@n)nenller =) lanl

n=1
ist kein Hilbertraum.

6. Der Raum der skalarwertigen, quadrat-integrierbaren Funktionen L? auf einem Gebiet
Q < R™ ausgestattet mit der Norm

1

il = ([ 1r@pac)” = ( fQMf(x)dx>; N

ist ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.

4.5 Dualriaume

Zu einem normierten Vektorraum kénnen wir seinen sogenannten topologischen Dualraum
betrachten. Dieser Dualraum erlaubt es beispielsweise in der Differentialgeometrie eine
Integration auf einer Mannigfaltigkeit zu definieren oder aber Optimierungsprobleme in
eine (manchmal angenehmere) dquivalente, duale Form zu tiberfithren. Wir definieren daher
zunéchst den Begriff des topologischen Dualraums im Folgenden.

Definition 4.29 (Topologischer Dualraum und Funktional)
Der topologische Dualraum X’ zu einem normierten K-Vektorraum X ist definiert als die
Menge aller stetigen, linearen Funktionen von X in den Kéorper K der reellen oder komple-
xen Zahlen. Oft spricht man nur von dem zugehdrigen Dualraum, wenn der mathematische
Kontext eindeutig ist.

Insbesondere wenn X unendlich-dimensional ist, nennt man eine Funktion F € X'

F: X ->K
hdufig ein Funktional.

Folgendes Beispiel erinnert an Funktionale, die Sie bereits kennengelernt haben.

Beispiel 4.30
Die Abbildung

F:C([a,b;R) — R,

b
f o F(f) = f f(z) da
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ist linear und stetig fir Funktionen f, die auf einem Intervall I — R integrierbar sind, d.h.,
es handelt sich um ein Funktional F € C([a,b];R)’.

Ein physikalisch motiviertes Beispiel fir die Anwendung von Funktionalen wdre die
Bewegung eines Massepunkt entlang einer Kurve ¢: [0,1] — R? in einem Potentialfeld
V:R3 — [0,00). Hierbei berechnet man die verrichtete Arbeit durch das folgende Funktional

Bemerkung 4.31
Folgende Anmerkungen zum Dualraum wollen wir festhalten.

1. Neben dem topologischen Dualraum X' existiert in der Literatur der algebraische
Dualraum X*, aller linearen (aber nicht notwendigerweise stetigen) Funktionale von
X nach K. Fir endlich-dimensionale Vektorriume X stimmen der algebraische und
topologische Dualraum iberein, da in diesem Fall alle linearen Operatoren auf X
automatisch stetig sind.

2. Da X ein normierter Vektorraum ist, ist sein zugehdriger topologischer Dualraum X'
auch ein normierter Vektorraum ausgestattet mit der folgenden Operatornorm

IFllx = sup |F(z)].

[|z]|x <1

Da die Funktionale F € X' per Definition in den vollstindigen Korper K abbilden ist
X' selbst ein Banachraum, unabhingig davon ob X ein Banachraum ist.

3. Falls X sogar ein Hilbertraum ist, so ist sein zugehdriger topologischer Dualraum X'
nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz [] isometrisch isomorph zum Vektor-
raum X selbst. Das bedeutet, dass ein isometrischer Isomorphismus ® existiert, der
jedem Element x € X ein eindeutiges Funktional F € X' zuordnet mit

P: X — X'
x — O(x) = {z,H)x = Fl(x).

Das folgende Beispiel illustriert noch einmal die Isomorphie eines Hilbertraums mit
seinem Dualraum fiir den endlich-dimensionalen Fall.

Beispiel 4.32

Wir betrachten den Hilbertraum (R™,|| - ||2) und versuchen zu wverstehen, wie sein zu-
gehoriger Dualraum X' aussieht. Da alle Elemente a € X' mit a: R — R linear sein
miissen, wird klar, dass diese Abbildungen von der Form {a,-) sein miissen mit:

a(z) = {a,x) = (a1,...,an)" (z1,...,2,) = Z a;z;,  fir alle z € R".
i=1
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Offensichtlich realisieren diese linearen Abbildungen Skalarprodukte mit n-dimensionalen
Vektoren, welche auch hdufig kovariante Vektoren oder Kovektoren genannt werden. Fin
Isomorphismus zwischen X und seinem Dualraum X' lisst sich mittels darstellender Ma-
trizen beziiglich der Standardbasen der beiden Rdume bestimmen.
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Kapitel 5

Integralrechnung

Im letzten Semester haben Sie bereits die wichtige Klasse der Riemann-integrierbaren Funk-
tionen [Burger2020], Kapitel 7.1] kennengelernt. Wir wollen damit beginnen die wichtigsten
Konzepte und Beobachtungen nochmal kurz zu wiederholen und dann niitzliche Formeln
fiir die Integralrechnung fiir Riemann-integrierbare Funktionen in einer Variablen herlei-
ten. Insbesondere werden wir die Substitutionsregel und die Partialbruchzerlegung fiir die
Integration rationaler Funktionen einfithren. Die Berechnung von Integralen fiir Funktio-
nen in mehreren Variablen werden spéter im Studium behandelt und in diesem Zuge wird
das Riemann-Integral durch einen allgemeineren Integralbegriff (dem Lebesgue-Integral)
ersetzt.

Zunichst wollen wir wiederholen, was wir unter einem unbestimmten Integral und einer
Stammfunktion verstehen.

Definition 5.1 (Unbestimmtes Integral und Stammfunktion)

Sei [a,b] < R ein Intervall und f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion, d.h., eine
Funktion die auf jedem Teilintervall I < [a,b] integrierbar ist. Wir nennen eine Funktion
F : [a,b] — R unbestimmtes Integral von f, wenn fir alle y, z € [a, b] gilt

z

F| = F(2)—F(y) = sz(:n)dx.

Y

Weiterhin nennen wir F' : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fir
alle x € [a,b] gilt.

Bemerkung 5.2
Wir beachten, dass wir aus Konsistenzgriinden ein Integral mit vertauschten Integralgren-
zen mit negativem Vorzeichen definieren, d.h.

Lyf(a:) do — —sz(x)dx.
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Wegen seiner grofien Bedeutung in der Analysis wiederholen wir im Folgenden den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (auch Fundamentalsatz der Analysis ge-
nannt), der im Grunde aussagt, dass Integration und Differentiation die jeweilige Um-
kehrung voneinander sind. Auflerdem erklért er, dass die Begriffe Stammfunktion und
unbestimmtes Integral {ibereinstimmen.

Satz 5.3 (Fundamentalsatz der Analysis)
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist

F,: [a,b] - R
v Fao) = [ 1)y
eine Stammfunktion von f. Eine Funktion F: [a,b] — R ist genau dann Stammfunktion
von f, wenn F ein unbestimmtes Integral ist.
Beweis. Siehe |[Burger2020|, Satz 7.10] O

Bemerkung 5.4
Da unbestimmte Integrale und Stammfunktionen tbereinstimmen schreibt man hdufig etwas
unprdzise fir eine Stammfunktion F(x) eines Integranden f(x) folgenden Zusammenhang

Jf(:z‘)dm = F(x)+ C,
wobei C' eine beliebige Integrationskonstante ist.

Interpretieren wir die Integration als die Umkehrung der Differentiation, dann miissen
wir die uns bekannten Ableitungsregeln noch einmal betrachten, da diese mit der Integra-
tion harmonieren sollen. Die wohl wichtigsten Regeln der Differentiation einer Funktion in
einer Variablen, sind im Folgenden zusammengefasst.

Satz 5.5 (Differentiationsregeln)
Sei [a,b] < R ein Intervall und f,g: [a,b] — R differenzierbare Funktionen und c € R ein
Skalar. Dann gelten die folgenden Regeln der Differentiationsrechnung fir alle x € [a,b]:

(c- ) (x) = c- fl(x), (Faktorregel)
(f+9) () = f(z)+g(x), (Summenregel)
(f-9)(x) = f(z) glx) + f(z)- ¢ (), (Produktregel)
AN f'(@) - g(z) — f(@) - g'(z) .
<g> () = @)? , (Quotientenregel)
(Fog)() = (f og)@) o). (Kettenregel)
Beweis. Siehe [Burger2020, Satz 6.5] d
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Im folgenden Beispiel werden die Rechenregeln der Differentiation aus Satz ange-
wendet.

Beispiel 5.6
Es seien f,g: RT — R stetig differenzierbare Funktionen mit

f(z) = In(z), g(z):= 2%  fir alle x> 0.

Wir wollen nun die Ableitung der folgenden Kombinationen von Funktionen mit den Regeln
der Differentiation berechnen.

i) Wir wenden zuerst die Produktregel fiir die Differentiation an:

(f-9)(z) = (In(z) - x2)’ = In'(x) - z? + In(z) - (x2)’ = é Sz + In(z) - 2z

= z+2x-In(z) = z-(1+2In(x)).
i1) Es folgt die Quotientenregel fiir die Differentiation:

(f)’(m) _ <$)’($) _ (@) 2 —In(w)(@?) _ L —In(x)-20 _ 1 - 2ln(x)

g (IL‘2)2 x4 3

i11) Zuletzt wenden wir die Kettenregel fiir die Differentiation an:
1

(fog)(z) = (noz?)(z) = W'(2?)- (2*) = 2 = ; = (2In(z))"

5.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel in Satz konnen wir eine Regel fiir die Partielle Integration ablei-
ten:

Satz 5.7 (Partielle Integration)
Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt die folgende Rechenregel
der partiellen Integration:

b b b
|t @z = (9] - [ F@g@ s (5.1

Beweis. Siehe [Burger2020|, Satz 7.13] O

Bemerkung 5.8
Um die Stammfunktion F einer Funktion f mit F'(x) = f(x) zu bestimmen, betrachten
wir ein unbestimmites Integral ohne Grenzen

Flz) = f f(z) da.
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Wir konnen dann mittels der Produktregel der Differentiation in Satz[5.5 eine Stammfunk-
tion der Form F(x) = (f - g)(x) bestimmen als

F(z)

9)(x) = j(f-g'+f'-g><m>dx

(f
(5.2)
Jf(ﬁU) ¢/ (z)dx + ff’(x) - g(z) dx.

Das folgende Beispiel wendet die Regel der partiellen Integration an.

Beispiel 5.9
Wir wenden die partielle Integration im Folgenden fiir zwei verschiedene Fille an. Zuerst
wollen wir eine Stammfunktion herleiten und danach ein Integral berechnen.

i)

Wir wollen eine Stammfunktion des natiirlichen Logarithmus In: RT — R herleiten.
Wir konnen in diesem Fuoll zwei Funktionen f und g so definieren, dass wir die Re-
chenregel fiir partielle Integration in Satz anwenden kinnen. Sei also f(x) := In(z)
und g(x) == x gewdihlt, dann gilt offensichtlich, dass g’'(x) = 1 konstant ist. Stellen wir
die Formel geeignet um und setzen diese Funktionen ein, so erhalten wir

|m@ 1ae = [ = (9@ - | £ i
In .

(x) x—fi-xdx = In(z) -z —x+C.

Wir wollen das Integral der Arkussinus Funktion
arcsin: [~1,1] — [—=, =]

in einem Intervall [0,y] mit 0 <y < 1 berechnen.

Wir kénnen in diesem Fall zwei Funktionen f und g so definieren, dass wir die Rechen-
regel fiir partielle Integration in Satz anwenden konnen. Sei also f(x) := arcsin(z)
und g(x) = x gewdhlt, dann gilt offensichtlich, dass g'(x) = 1 konstant ist. Setzen wir
dies in ein, erhalten wir

[ aresin@) 10 = [" @@ = (£0)f) - [Pt s

0

= g -arcsin

vz
(y) _Jo ﬁdiﬂ-

Das zweite Integral in dieser Gleichung, wollen wir zundchst so hinnehmen. Im fol-
genden Abschnitt werden wir eine praktische Integrationsregel, genannt Substitutions-
regel, einfithren mit der sich dieses Integral einfach berechnen ldsst.
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5.2 Substitutionsregel

Aus der Kettenregel in Satz[5.5|kénnen wir ein wichtiges Werkzeug fiir die Integralrechnung
ableiten, die sogenannte Substitutionsregel. Die Idee ist es eine neue Integrationsvariable
so geschickt einzufiihren, dass ein Teil des Integranden ersetzt wird um das Integral zu
vereinfachen oder auf eine bekannte Form zuriickzufiihren.

Satz 5.10 (Substitutionsregel)
Sei I < R eine Teilmenge und [a,b] < R ein Intervall. Sei auflerdem f: 1 — R eine
integrierbare Funktion und g: [a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die
folgende Substitutionsregel fiir die Integralrechnung:
b g(b)
| @) g@az = [ fwa. (53)
a

g(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Durch die Kettenregel fiir Differentiation in Satz
5.5 wissen wir, dass

(Fog)(z) = F'(g(z))-¢'(x) = flg(x)) ().

Damit kénnen wir schreiben

b b b
f f(9(@) - o' (@) dz = f (Fog/(z)dz = (Fog)| = F

Bemerkung 5.11

Die Substitutionsregel fiir die Integralrechnung in Satz ist besonders dann einfach,
wenn die Ableitung der inneren Funktion g(x) eine Konstante ist, d.h., ¢’'(x) = ¢ # 0.
Wegen der Linearitit des Integrals kann man diese dann Konstante herausziehen und vor
die rechte Seite von schreiben und es ergibt sich damit folgender Zusammenhang:

b )
j flg(e)de = 1 j 1) d.
a € Jg(a)

Das folgende Beispiel soll die Anwendung der Substitutionsregel fiir verschiedene Funk-
tion mit unterschiedlichen Formen des Integrals illustrieren.

Beispiel 5.12
Wir untersuchen drei Beispiele zur Anwendung der Substitutionsregel fiir die Integralrech-
nung mit aufsteigendem Schwierigkeitsgrad.
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i)

Sei c € R,c # 0, ein Skalierungsfaktor und d € R eine Translationskonstante. Sei
auflerdem f eine beliebige integrierbare Funktion auf dem Intervall [ca+d, cb+d]| < R.
Wir wollen das folgende Integral vereinfachen:

fb flex +d)dx

Hierzu kdonnen wir eine einfache Substitution vornehmen:
y = g(x) = cx+d = Jdx) = e

Wir erkennen, dass die einfache Situation aus Bemerkung vorliegt, bei der die
innere Ableitung eine Konstante ergibt.

Fiir die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

dg dy 1 1

-~ _ = der = ——dy = —dy.

dez dz v g (x) y= Y

Damit ergibt sich fiir das Integral einer Funktion unter einer linearen Transformation
die folgende Rechenvorschrift:

f fex + dyd f #g f fy Lj:;f(y)dy-

Wir nutzen die Substitutionsregel fiir die Berechnung des Integrals

c=g(z) =

2
f cos(z? + 1) - zdax.
0

Wir setzen f(x) = cos(x) und entscheiden uns fiir die folgende Substitution:
y = g(x) = 2 +1 = Jd(z) = 2z

Die innere Ableitung ¢'(x) = 2z ist leider keine Konstante, daher konnen wir sie
nicht aus dem Integral herausziehen. Dennoch haben wir Glick, dass ein Vielfaches
der Ableitung im Integranden vorkommt, ndmlich der Faktor x, und somit konnen wir
die Substitutionsregel fiir die Integralrechnung aus Satz[5.10] anwenden.

Fiir die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

d d 1
2z = ¢'(x) = £ = d—'z = rxdr = idy.

Damit ergibt sich fiir das Integral die folgende Rechenvorschrift:

f2008($2+1)‘9:dw L2f(9(:v>)-xdw = F(z)f(y)-;dy = ;J cos(y) dy

0 g(0)

1 51
— 5sin(y)’1 — 5(sin(5) —sin(1)) ~ —0.900.
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i11) Zuletzt wollen wir das verbliebene Integral aus Beispiel mat Hilfe der Substituti-
onsregel berechnen. Wir hatten hierzu bereits hergeleitet, dass gilt

y v
J arcsin(z)dz = y - arcsin(y) —f ———duz.

0 0 V1— 22
Wir setzen f(x) := 11796 und entscheiden uns fiir die folgende Substitution:
z = g(x) = 2° = Jd(x) = 2z
Die innere Ableitung ¢'(x) = 2x ist leider keine Konstante, daher kinnen wir sie

nicht aus dem Integral herausziehen. Dennoch haben wir Glick, dass ein Vielfaches
der Ableitung im Integranden vorkommdt, ndmlich der Faktor x, und somit konnen wir
die Substitutionsregel fir die Integralrechnung aus Satz[5.10] anwenden.

Fiir die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

d d 1
Y _ & = xdxzidz.

A el i

Damit ergibt sich fiir das verbliebene Integral die folgende Rechenvorschrift:

= Lyf(g(x))-md:c = fg(y)f(z)';dz = 1Jy L 4

f (WIS E-VIZ0) = -1

Insgesamt erhalten wir also fiir das Integral der Arkussinus Funktion in Beispiel [5.9:

Y
J arcsin(z)dzr = y-arcsin(y) — 1 ++/1 — y2.

0

v 1
— _dz
Jo V1 — a2

% (2T =2)

5.3 Integration rationaler Funktionen

Im Gegensatz zur Differentiation gibt es keine Aussage dariiber, dass das Integral einer
elementaren Funktion wieder eine elementare Funktion ergibt. Insbesondere gibt es keinen
allgemein giiltigen Algorithmus zur Bestimmung des Integrals, was die analytische Integra-
tion sehr schwierig macht. Im Spezialfall von rationalen Funktionen, die als Quotient zweier
Polynome dargestellt werden kénnen, kann man eine solche Rechenvorschrift erarbeiten.

5.3.1 Polynomfunktionen

Bevor wir uns mit der Integration rationaler Funktionen beschéftigen kénnen, wollen wir
im Folgenden die wichtigsten Begriffe und Erkenntnisse zu Polynomen wiederholen. Wir
beginnen mit der Definition von Polynomfunktionen.
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Definition 5.13 (Polynomfunktion)
Fiir den Korper K = R oder K = C nennen wir jede Funktion p: K — K der Form

n
p(x) = Z arz® = ag+ a1+ agx? + ...+ apa™ mit apeK (5.4)
k=0

reelle oder komplexe Polynomfunktion oder (ungenauerweise) hiufig auch kurz Polynom.
Wir nennen den Koeffizienten a,, € K mit dem hdchsten Index den Leitkoeflizienten des
Polynoms. Wenn der Leitkoeffizient ungleich Null ist, d.h., a, # 0, dann sagen wir, dass
p ein Polynom vom Grad deg(p) = n ist. Ist der Leitkoeffizient gleich Fins, d.h, a, = 1,
so nennen wir das Polynom p normiert.
Der Ring der Polynome p mit Koeffizienten aus dem Kérper K wird hiufig mit K|x]
bezeichnet.

Bemerkung 5.14
Fiir Polynomfunktionen kénnen wir folgende Beobachtungen festhalten:

i) Da die Monome der Form 1,z,22,... eine Basis des Polynomrings K[x] (betrachtet
als Vektorraum) bilden, sind Koeffizienten ay, € K in (5.4)) fir jedes Polynom p € K|z]
eindeutig bestimmit.

i1) Allgemein soll gelten, dass die Summe zweier Polynome hdchstens den mazimalen
Grad der beiden einzelnen Polynome hat, d.h., fiir zwei Polynome f,g € K[x] gilt:

deg(f +¢g) < max(deg(f),deg(g)).

Der Grad von (f +g) € K[z] kann sich jedoch verringern, z.B., wenn fir die Polynome
deg(f) = deg(g) = n gilt und die jeweils hichsten Koeffizienten ay,, by, € K sich durch
an = —by, aufheben.

Fiir die Multiplikation zweier Polynome stellen wir fest, dass sich der Grad des resul-
tierenden Polynoms als Summe der Grade der einzelnen Polynome ergibt, d.h.,

deg fg = deg(f) + deg(f), (5.5)

i11) Das konstante Polynom
0: K—-K

mit 0(z) = 0 fiir alle x € K heifst Nullpolynom und hat per Definition den Grad
deg(0) :== —oo.

Die Festlequng des Grades des Nullpolynoms erscheint willkiirlich, kann aber durch die
Rechenregeln fiir den Grad von Polynomen in (5.5)) gerechifertigt werden, wenn man
fiir beliebiges k € N annimmt, dass k + (—o0) = —o0 gilt.
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Lassen wir als Argumente in beliebige komplexe Zahlen zu, dann lédsst sich ein
reelles Polynom als komplexes Polynom auffassen mit der Einbettung R[z] < C[z]. Wir er-
innern daran, dass reelle Polynome vom Grad deg(p) > 0 keine Nullstellen besitzen miissen,
im Gegensatz zu komplexen Polynomen. Der Fundamentalsatzes der Algebra [Fischer2005,
Theorem 1.3.9] hat zur Folge, dass ein Polynom p € C[z] vom Grad deg(p) = n sich in ein
Produkt von Linearfaktoren, d.h., in Polynome von Grad Eins, zerlegen ldsst, d.h.,

n

p(e) = @ ). (5.6)

=1

Die Nullstellen z; € C in der Linearfaktorzerlegung (/5.6) miissen nicht zwingend paarwei-

se verschieden sein. Tritt ein Linearfaktor k-mal auf so spricht man von einer k-fachen
Nullstelle.

Beispiel 5.15
Ein Beispiel fiir die Bedeutung der Einbettung zur Interpretation von Nullstellen ist das
Polynom
p(r) = 2? +1.
Wird das Polynom p dber den reellen Zahlen aufgefasst, also p € R[x], so besitzt p keine

Nullstellen. Interpretieren wir p € Clx] jedoch als Polynom tber den komplexen Zahlen so
hat es die Nullstellen x1 = —i und o = +i und es gilt

p(z) = 22 +1 = (z41)-(x—1i).

Das folgende Lemma charakterisiert die Nullstellen eines reellen Polynoms noch genauer
und besagt, dass die komplexe Konjugation einer Nullstelle selbst eine Nullstelle sein muss.
Dies deckt sich mit der Aussage aus Satz [2.21] der besagt, dass zu jedem Eigenwert einer
reellwertigen Matrix auch dessen komplexe Konjugation ein Eigenwert der Matrix sein
muss.

Lemma 5.16
Sei p € R[x] ein reelles Polynom und sei k € N mit k < deg(p). Ist x1 € C eine Nullstelle
von p, dann ist auch T1 € C eine Nullstelle von p.

Beweis. Sei das Polynom p € R[z] < C[z] aufgefasst iiber den komplexen Zahlen von der
Form

n
p(z) = Zakxk.
k=0

Sei 1 € C nun eine Nullstelle von p, dann gilt
n
p(x1) = Z arzt = 0.
k=0
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Da die komplexe Konjugation vertriaglich mit der Addition und Multiplikation in C ist,
kénnen wir daraus folgern

Da wir aber p € R[z] als reelles Polynom angenommen haben gilt a; = a;, fiir alle Koeffi-
zienten. Damit folgt schon, dass

Also haben wir gezeigt, dass Z; € C auch eine Nullstelle von p ist. O

Eine Zerlegung in Linearfaktoren wie in (5.6) kénnen wir fiir reelle Polynome im All-
gemeinen nicht erwarten. Dennoch lésst sich der folgende Satz fiir die Zerlegung reeller
Polynom in eindeutige reelle Linearfaktoren und quadratische Polynome formulieren.

Satz 5.17 (Faktorisierungssatz fiir reelle Polynome)
Sei p € R[z] ein reelles, normiertes Polynom mit Grad deg(p) = n. Dann existieren Koef-
fizienten a1, ...,a;,b1,...,b,¢1,...,¢m € R mit

2l+m = n, a? —b; < 0,

so dass sich das Polynom p faktorisieren lisst in die folgende Form

l

p(z) = H(x2 —2a;x + b;) H (x —¢j) (5.7)

i=1

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kénnen wir p in Linearfaktoren zerlegen

mit
n m n
p(x) :Hx—wl Hx—:vz : H (x — i),
i=1 i=1 i=m+1
wobei z1,...,Z,, € R die reellen Nullstellen und z,41,...,2, € C\R die echt komplexen

Nullstellen von p sind. Wir setzen einen neuen Index

n—m
l = N
g S0

und wissen nach Lemma [5.16] dass fiir jede komplexe Nullstelle z; € C,i = m + 1,...,n,
von p eine komplex—konjuglerte Nullstelle £; € C von p existiert. Durch eine geelgnete
Umnummerierung der Indizes kénnen wir also schreiben:

n m+l
[] @-2) = [] @G- -(@—=).
i=m+1 i=m+1
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Um die Form in zu erhalten setzen wir fiir die Linearfaktoren
ci = xj, t1=1,...,m.
Fiir die quadratischen Polynome setzen wir schliefllich
ai = Re(zitm) und b = Ziym - Tism = |Tipml|? i=1...,1.

Es ist klar, dass a?—bi < 0 fiir die quadratischen Polynome mit komplexen Nullstellen gelten
muss, da dieser Term gerade den Radikand in der Formel zur Berechnung von Nullstellen
71/ € C normierter, quadratischer Polynome der Form q(x) = 2? — 2ax + b darstellt mit

33’1/2 = ai‘\/a2—b.

Falls a? —b; > 0 wiire, so lieBe sich das Polynom ¢ in zwei Linearfaktoren mit reellen Nullen
faktorisieren. O

Wir wollen die Aussage aus Satz im folgenden Beispiel mit konkreten Faktorisie-
rungen reeller Polynome illustrieren.

Beispiel 5.18
Wir interessieren uns fiir eine Faktorisierung verschiedener reeller Polynome p € R[z] in
lineare und quadratische Polynome.

1. Sei p(x) = x* — 1. Wir bezeichnen mit

o
(= exp< Mk>, k=0,...,3

4
die 4. Einheitswurzeln. Dann ldsst sich das Polynom p wie folgt faktorisieren:
4
p(z) = z1-1 = H(:C—Ck) = (x=1)-(z+1)-(z—1)-(x43) = (x—1)-(z+1)-(z>+1)
k=0

2. Sei p(x) = 2° — 1. Wir bezeichnen mit

ik
Co = exp< ™ ) k=0,...,4

)

die 5. Finheitswurzeln. Dann ldsst sich das Polynom p wie folgt faktorisieren:

4
pla) = 2° =1 = [[(e=G) = (z—1)- (2" —2Re(G1) + 1) - (2* — 2Re((2) + 1)
k=1

3. Sei p(r) = x* — 622 + Tz — 6 und sei c = 4/—% e C. Dann lisst sich das Polynom p
wie folgt faktorisieren:

p(z) = 2 —62°+Tx—6 = (:13*2)-(:3+3)~(x+%+c)-(a:+%*c)

= (z—2)-(z4+3)- (22 -z +1).
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5.3.2 Rationale Funktionen

Nachdem wir die wichtigsten Erkenntnisse und Begriffe fiir Polynomfunktionen wiederholt
haben kénnen wir uns im Folgenden mit den rationalen Funktionen beschéftigen, die als
Quotient von Polynomen definiert sind.

Definition 5.19 (Rationale Funktion)
Seien p,q € K[z] zwei Polynome mit deg(p) = n und deg(q) = m fiir n,m € N. Dann
bezeichnen wir den Quotienten der beiden Polynome

r(z) = p(z) _ 2lk—0 apz*
q(z)  globeat
als rationale Funktion. Hierbei ist es wichtig, dass wir den Definitionsbereich von r € K|[z]
einschrinken auf die x € K fir die q(x) # 0.

Enthdlt der Zihler von r ein Polynom, dass einen echt kleineren Grad als der Nenner
besitzt, d.h., n <m, so sprechen wir von einer echt gebrochenrationalen Funktion. Ist das
Gegenteil der Fall, d.h., n = m, so sprechen wir von einer unecht gebrochenrationalen
Funktion. Ist r ein Polynom, d.h. es gilt m = 0, so sprechen wir von einer ganzrationalen
Funktion.

Bemerkung 5.20
Wir wollen folgende Bemerkungen zu rationalen Funktionen festhalten.

1. Rationale Funktionen konnen als Elemente eines Funktionskorpers K(x) aufgefasst
werden, der tdber einem Korper K definiert ist, da jedes Element r = % nun auch ein

maultiplikativ-inverses Element v~ = 2 besitzt im Gegensatz zu Elementen des Poly-
nomrings K[x]. Dafiir muss jedoch der Definitionsbereich in D < K so eingeschrinkt
werden, dass q(x) # 0 fir alle x € D. Insbesondere gilt K[z] < K(x).

2. Rationale Funktionen sind nicht eindeutig, da sowohl Zdhler als auch Nenner mit
einem beliebigen Polynom s € K[x], s # 0, erweitert werden kénnen. Jedoch lisst sich
jede rationale Funktion r € K(z) mittels Polynomdivision [Burger2020][Kapitel 1.4]
in eine eindeutige Summe aus einer ganzrationalen Funktion g € K|z] (also einem
Polynom) und einer echt gebrochenrationalen Funktion 7 schreiben, d.h.

ro= g = g—l—g = g+7 mit deg(p) < deg(q).
Wir wollen die letzte Bemerkung zusétzlich an Hand eines Beispiels mittels Polynom-

division nachvollziehen.

Beispiel 5.21 (Polynomdivision)
Sei r € K(x) eine rationale Funktion mit




Dann konnen wir r schreiben als eine Summe eines Polynoms und einer echt gebrochenra-
tionalen Funktion und es gilt:
zt 42 + 2 —2

- = _2_;’_7
PBro2—1 ¢ 25+ 252 — 1

)

Hierzu fihren wir eine Polynomdivision mit dem FEuklidischen Algorithmus durch:

42 + 2 —2
( x4):(x3+2x2—1)=x—2+%
—xt =23 +x L7+ 2t =
— 213 +x
223 + 422 -2
42 + o —2

5.3.3 Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

Wir wissen also nun, dass wir jede rationale Funktion r € K(z) darstellen kénnen als

r— g+ mit  deg(p) < deg(q).

Q3

Die Polynome g € R[z] kénnen wir offensichtlich sehr einfach integrieren jedoch miissen
wir uns noch um die Bestimmung des unbestimmten Integrals fiir echt gebrochenrationale
Funktionen £ e K(z) kitmmern. Ein sehr hilfreiches Werkzeug hierbei stellt die sogenannte
Partialbruchzerlegung dar, die es ermoglicht rationale Funktionen in eine Summe rationaler
Funktionen von einfacher Gestalt zu zerlegen. Wird die Ausgangsfunktion als komplexe
rationale Funktion aus C(x) betrachtet, so besteht die Zerlegung sogar aus Summanden
deren Nennerpolynom maximal eine Nullstelle besitzt.

Wir wollen zunéchst den folgenden Satz fiir die Partialbruchzerlegung fiir den allgemei-
nen Fall K = R oder K = C formulieren. In dieser Formulierung sagt der Satz aus, dass wir
Nullstellen des Nennerpolynoms von echt gebrochenrationalen Funktionen aus dem Bruch
herausziehen kénnen, um somit den Grad des Nennerpolynoms zu verringern und dadurch
einfachere Terme zu generieren.

Satz 5.22 (Partialbruchzerlegung)
Seien p, q € K[x] beliebige Polynome mit q # 0. Sei aufSerdem x1 € K eine k-fache Nullstelle
von q mit k € N. Falls die rationale Funktion r € K(x) mit

o) M@ p()

g(z)  q(z)- (z—z)

echt gebrochenrational ist, d.h., deg(p) < deg(q), dann existiert ein eindeutig bestimmtes
Polynom p € K[x] und Skalare Ay, ..., Ax € K, so dass die folgende Partialbruchzerlegung
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gilt

_ ) \ L mi eg(p eg(q
P i ;1 TRy t deg(p) < deg(q).

B p(x)
'@ = e

Beweis. Da x1 € K eine k-fache Nullstelle des Nennerpolynoms ist, kann man rekursiv die
Vielfachheit dieser Nullstelle reduzieren, was wir im Folgenden fiir den ersten Schritt zeigen
werden. Dazu miissen wir zeigen, dass

rz) = p(z) _ p(z) * pi(z) Ay (5.8)

= = = = —+ ,
qz)  q@)@—z)r @) (@—z)" (2 —z)k
wobei pi € K[z] ein eindeutig bestimmtes Polynom vom Grad deg(px) < deg(q) + k — 1 ist
und Aj € K ein eindeutig bestimmtes Skalar.
Durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung (5.8) mit (z — x1)* erhalten wir

p) L op@)@—m) (5.9)

q(z) q(z)

Setzen wir nun x = z1 in diese Gleichung ein, so ergibt sich fiir das unbekannte Skalar

Ak = p(xl) e K.

q(z1)
Stellen wir jedoch (5.9) nach der unbekannten Funktion py € K(z) um, so erhalten wir

pr(z) = * (z) = Aw(@) _ P®) ~ ) 'Q(‘T).
T —I T — 2

Es wird klar, dass py € K[z] ein Polynom ist, da das Z&hlerpolynom (p(z) — AxG(x)) € K|[z]
offensichtlich eine Nullstelle in & = x; besitzt und sich somit ein Linearfaktor (x — x1)
abspalten lasst.

Abschlielend ldsst sich noch Folgendes feststellen. Da nach Voraussetzung

deg(p) < deg(q) = deg(q) +k
galt, ist wegen Bemerkung auch
deg(p — Arq) < deg(q) + k.
Aus der Gestalt des Polynoms pp wissen wir daher, dass

deg(py) < deg(q) +k —1

gilt. Wir haben also ein eindeutiges Skalar Ay € K und ein eindeutiges Polynom pj € K|[z]
gefunden, so dass die Zerlegung in ([5.8)) gilt. Auf die {ibrigbleibende echt gebrochenrationale
Funktion kénnen wir also rekursiv den obigen Ansatz anwenden. O
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Wenn der zu Grunde liegende Korper K explizit gewéhlt wird, so ldsst sich die Aussage
aus Satz noch weiter prézisieren, wie folgende Bemerkung festhélt.

Bemerkung 5.23

Im Folgenden wollen wir fir die spezielle Wahl des Kdorpers K erkldren, wie sich eine echt
gebrochenrationale Funktion in mdglichst einfache Summanden durch mehrfache Anwen-
dung der Partialbruchzerlegung zerlegen ldsst.

1. Lisst sich das Nennerpolynom q der echt gebrochenrationalen Funktion r € K(x) in
Satz in Linearfaktoren zerlegen (was fir alle Polynome q € C[z] der Fall ist
nach dem Fundamentalsatz der Algebra), d.h., es besitzt die Form

m

a@) = ][ — )™,

i=1

und sind die Nullstellen x; € K,©@ = 1,...,m der Vielfachheit k; € N paarweise
verschieden, dann fiihrt mehrfache Anwendung der Partialbruchzerlegung in Satz[5.29
zu folgender Formel:

p) _ A
(@ ~ Ll (5.10)

. m
Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten Ay) ist in diesem Fall > k; = deg(q).
i=1
2. Betrachtet man lediglich reelle Polynome p,q € R|x], so wissen wir aus dem Faktori-
sierfl{ngssatz fiir reelle Polynome, dass sich das Nennerpolynom in ein Produkt
aus k € N Linearfaktoren und | € N quadratischen Polynomen mit je zwei echt kom-
plexen Nullstellen faktorisieren ldsst, d.h.,

i 2
q(x) = H(az2 —2a;x + b;) - H(:p —¢j).
j=1

i=1

Das bedeutet, dass q € R[x] insgesamt m = k + 21 Nullstellen besitzt. Wir nehmen,
an, dass k € N,k < k reelle Nullstellen paarweise verschieden sind und auflerdem
noch | € N, I < [ Paare von paarweise verschiedenen, echt komplexen Nullstellen von
q existieren. Seien nun Si,...,S; € N die Vielfachheiten der reellen Nullstellen und
t1,...,t; € N die Vielfachheiten der komplexen Nullstellen. Dann kionnen wir das
Polynom q € R[z] schreiben als die folgende Faktorisierung

~

k

q(x) = H($2 — 2a;x + b;)h - H(ZE —cj)¥.

i=1 j=1
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Die mehrfache Anwendung der Partialbruchzerlegung in Satz fiihrt dann fir
reelle echt gebrochenrationale Funktionen zu folgender Formel:

i x+C()

It
q(z) 2 Z (x — x;)I g ; — 2ax + b)J’ (5:11)

1=1j5=1

Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten Ag.i) fiir die Linearfaktoren ist in die-

sem Fall >, s; = k. Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten BJ(-Z) und C'J(-Z) fiir
i=1
l A
die quadratischen Polynome ist in diesem Fall jeweils >, t; = l. Insgesamt miissen
i=1
also k + 2 =m = deg(q) unbekannte Koeffizienten bestimmt werden.

3. Nach Multiplikation beider Seiten von und mit dem Nennerpolynom q
lassen sich die unbekannten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich der Polynome
auf beiden Seiten berechnen. Dies lisst sich am einfachsten durch die Lisung eines
linearen Gleichungssystems realisieren.

Basierend auf den Beobachtungen oben kénnen wir nun informell einen Algorithmus
fiir die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion angeben.

Algorithmus 5.24 (Partialbruchzerlegung)
Sei zu Anfang eine rationale Funktion r € K(z) gegeben mit

() = p(x)

q(z)

mit zwei Polynomen p,q € K[z].

1. Schritt: Uberfiihrung von r in eindeutige Darstellung

Ist die rationale Funktion r bereits echt gebrochenrational, d.h. deg(q) > deg(p) so ist in
diesem Schritt nichts zu tun. Andernfalls fithren wir eine Polynomdivision durch um r in
die eindeutige Darstellung

7“:g—|—g
q

zu Gberfihren, wobei g € K[x| ein Polynom ist und deg(q) > deg(p) gilt.

2. Schritt: Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms

Wir bestimmen nun die Nullstellen des Nennerpolynoms q € K[z] analytisch, d.h., wir
versuchen das Polynom in die in oder beschriebene Form zu faktorisieren (in
Abhdingigkeit des Korpers K). Ist eine analytische Bestimmung der Nullstellen von q nicht
mdoglich, kénnen numerische Methoden angewendet werden zur Approximation der Null-
stellen.
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3. Schritt: Bestimmung der Partialbruchzerlegung

Basierend auf den im 2. Schritt bestimmten Nullstellen von q kann eine Partialbruchzerle-

gung der Form (5.10) oder (5.11|) durchgefiihrt werden (in Abhingigkeit des Kdrpers K).

4. Schritt: Aufstellung des linearen Gleichungssystems

Durch Multiplikation beider Seiten von (5.10) oder (5.11)) mit dem Nennerpolynom q € K|[x]
kann ein Koeffizientenvergleich durchgefiihrt werden, der zu einem linearen Gleichungssys-
tem mit einer Koeffizientenmatriz vom Rang deg(q) fiihrt.

5. Schritt: Losung des linearen Gleichungssystems

Die Losung des entstehenden linearen Gleichungssystems kann entweder algebraisch oder

numerisch erfolgen (basierend auf der Gestalt und Grifle der Koeffizientenmatriz) und lie-
fert die eindeutig bestimmiten Koeffizienten Ag-l), Bj(-z), C](»Z) € K der Partialbruchzerlequng.

Damit haben wir die rationale Funktion r € K(x) in eine Summe einfacherer Terme
durch Partialbruchzerleqgung tberfiihrt.

Wir wollen den Algorithmus fiir die Partialbruchzerlegung an einem konkreten
Beispiel anwenden und somit besser verdeutlichen.

Beispiel 5.25 (Partialbruchzerlegung)
Wir wollen eine Partialbruchzerlequng fir die rationale Funktion r € R(x) durchfihren mit

223 + 4z

r(@) = x4 — 222 +1°
Hierzu wenden wir Algorithmus schrittweise an.

1. Schritt: Uberfiihrung von r in eindeutige Darstellung

Wir bemerken, dass die rationale Funktion r € R(x) bereits echt gebrochenrational ist und
wir deshalb keine Polynomdivision durchfiihren miissen.

2. Schritt: Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms

Durch Ausprobieren stellen wir fest, dass das Nennerpolynom q € R[z] Nullstellen in 1 = 1
und 19 = —1 besitzt. Faktorisieren wir diese Nullstellen heraus erhalten wir den Ausdruck

qgz) = 2* =222 +1 = (x—1) - (z+ 1) (2> - 1).

Die Nullstellen des ibrig gebliebenen quadratischen Polynoms bestimmen wir durch Aus-
klammern (oder mittels p-q-Formel) und erhalten die folgende Faktorisierung von q in zwei
Linearfaktoren der Vielfachheit zwei:

q@) = 2" -2 +1 = (@ 1)-(@+1)- (@~ 1) = (x- 1> (&+1)>
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3. Schritt: Bestimmung der Partialbruchzerlegung

Da wir Gliick haben und sich das Nennerpolynom in Linearfaktoren tber R faktorisieren
lasst wie in (5.6), konnen wir die allgemeine Darstellung der Partialbruchzerlegung in
(5.10) anwenden:

CERLICESE = + + + . (5.12)

223 + 4z B 22: 22: Ag,i) Agl) Aél) A§2) Agg)
- i=1j=1 (z —z)7 z+1  (x+1)2 z-1 (x—1)2

4. Schritt: Aufstellung des linearen Gleichungssystems

Durch Multiplikation beider Seiten der Partialbruchzerlegung in (5.12) mit dem Nennerpo-
lynom q(x) = (z — 1)%(x + 1)? ergibt dann:

28 +4z = AV@+ 1)@ -1+ AP (@ -1+ AP@ + 1)2@ - 1) + AP (2 + 1)
<A§1) + A§2)> 3+ <—A§1) + A+ AP 4 A§2)> 22
+(—af) = 2407 - AP 4240 ) o+ AP + 4D+ AP 4 AP
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem

1
A

1 0 10 : 2
1 1 11 |faV | o
-1 -2 -1 2 A§2> | 4

1 1 -1 1 AD 0

5. Schritt: Losung des linearen Gleichungssystems

Mittels Gauf$’schem Eliminationsverfahren kénnen wir die eindeutige Losung fiir die Ko-
effizienten bestimmen als

1 1 3 2 2 3

Insgesamt erhalten wir also die folgende Partialbruchzerlegung

22% + 4o L SRS S
(z+1)2(zx—-1)2  z+1 (z+1)2 2z-1  (z—

5.3.4 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Mit Hilfe des Algorithmus fiir die Partialbruchzerlegung kénnen wir also beliebige ra-
tionale Funktionen in eine Summe aus wesentlich einfacheren Termen zerlegen. Nun miissen
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wir nur noch festhalten, wie die Stammfunktionen dieser einfachen Summanden aussehen,
damit wir rationale Funktionen integrieren konnen. Hierzu hélt die folgende Bemerkung
die relevanten Ergebnisse fest.

Bemerkung 5.26

Wir erwarten als Resultat der Partialbruchzerlequng im Allgemeinen zwei verschiedene
Arten von Summanden. Fir diese zwei Arten werden wir im Folgenden Stammfunktionen
angeben, so dass sich die Stammfunktion von beliebigen rationalen Funktionen bestimmen
lisst. Auf eine explizite Herleitung der Stammfunktionen wird verzichtet, da sich die Re-
sultate durch die Rechenregeln der Differentiation direkt verifizieren lassen.

1. Die erste Art von Summanden der Partialbruchzerlegung ist von der Gestalt

A .
3(1’) = m, JGN,AEK

und entsteht durch das Ausklammern von Linearfaktoren aus dem Nemnerpolynom
q € K[z] fiir eine Nullstelle a € K. Da das Skalar A € K nicht von der Variable
abhdngt, ldsst es sich linear aus dem Integral herausziehen und somit kénnen wir die
Stammfunktion direkt angeben als

) Aol le — -1,
Js(fv)dx = AJ.daz = n_|i al ﬁfrj,
( G-  Jiri>1.

2. Die zweite Art von Summanden der Partialbruchzerlegung ist von der Gestalt

Bx +C
(22 — 2ax + b)7’

s(z) =

jeN, A,BeK

und entsteht im Fall von reellen rationalen Funktionen durch das Ausklammern von
quadratischen Polynomen aus dem Nennerpolynom q € R[z], die je ein Paar von echt
komplexe Nullstellen besitzen (da in diesem Fall a®> < b gilt). Um eine Stammfunktion
fiir s € R(z) zu bestimmen formen wir die Funktion zuerst geeignet um, so dass wir
im Zdhler ein Vielfaches des linearen Terms (x — a) erhalten:

Bx+C _ B-(z—a) C+B-a
(2 —2ax +b)7 (22 —2ax +b) (22 — 2ax + b)J’

jeN, B,CeK (5.13)

Fiir den linken Summanden in (5.13|) kénnen wir folgende Stammfunktion angeben:

T —a gln(acz—%x—i-b), firj=1
B 5 _dx = B .o
(2% = 2az +b)! - 2(j-1)(z®—2az+b)7 1 firj > 1.
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Fir den rechten Summanden in (5.13|) kénnen wir folgende Stammfunktion rekursiv

angeben:
I, = (C+B )f ! d
T2y (22 — 2ax + b)7I .
=D
7\&37 - arctan (\/%) , fir g =1,
_ 27—3 . .
D- 2(b—a2)(j—1{f(z%—2az+b)jfl + 2(b7a]2)(j71)1j_1> , fir 3 > 1.

Gliicklicherweise sind moderne Computerprogramme in der Lage die oben beschrie-
benen Stammfunktionen analytisch zu bestimmen. Abschliefend wollen wir im folgenden
Beispiel die Stammfunktion einer einfachen rationalen Funktion mit Hilfe der Aussagen
aus Bemerkung ausrechnen.

Beispiel 5.27 (Integration einer rationalen Funktion)
Sei s € R(x) eine rationale Funktion, deren Nennerpolynom quadratisch ist mit

T+ 2
2 —4dx+ T

s(x) =

Zur Bestimmung einer Stammfunktion von s sehen wir ein, dass die Koeffizienten a = 2
und b = 7 im Nennerpolynom sind. Auflerdem ist B = 1,C = 2 und j = 1. Mit diesen
Informationen formen wir den Zdhler wie in (5.13|) um und erhalten als Stammfunktion

T+ 2 r—2 1
——dx = —d 4| ——d
fx2—4x+7 o Jx2—4a}+7 v Jx2—4x+7 “
11(2 4z +7) + 2 arct <x_2>
= —In(z° — 4x —— arctan | ——— | .
2 V3 V3
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Kapitel 6

Differentiation von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

In diesem Kapitel wollen wir uns der Frage widmen, wie sich das Konzept der Differentia-
tion von Funktionen in einer Variablen auf Funktionen in mehreren Variablen iibertragen
lisst um zu verstehen wie sich Anderungen in den verénderlichen Eingabeparametern auf
die Funktionswerte dieser Funktion auswirken. Insbesondere wollen wir verstehen welche
verschiedenen Ableitungsbegriffe fiir mehrdimensionaler Funktionen f : R" > U — R exis-
tieren und welche Eigenschaften sie besitzen. Dariiber hinaus lernen wir wichtige Sétze der
Differentialrechnung kennen. Die Erkenntnisse dieses Kapitels spielen eine entscheidende
Rolle in der Numerik, der mathematischen Modellierung, oder der Optimierung.

6.1 Partielle Differenzierbarkeit

Um den Begriff der Ableitung auf Funktionen mehrerer Variablen zu iibertragen, betrachtet
man zunichst deren Anderungsverhalten entlang einzelner Koordinatenrichtungen. Wir
fixieren also einen Punkt x € U und betrachten die Funktion

f(f) = f(l‘l, e ,xi_l,f,wiﬂ, . ,xn).

Anschaulich gesprochen halten wir alle Variablen, bis auf die i-te fest und erhalten somit
eine eindimensionale Funktion. Dies erlaubt es uns den Ableitungsbegriff auf die schon
bekannte Definition fiir Funktionen in einer Verdnderlichen herunterzubrechen, was zum
Begriff der partiellen Differenzierbarkeit fiithrt.

Definition 6.1 (Partielle Differenzierbarkeit)
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und f : U — R eine Funktion.

i) Wir nennen die Funktion f (lokal) partiell differenzierbar im Punkt x € U in die i-te
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Koordinatenrichtung falls der Grenzwert

) = aufa) = i LTI = 1@)

53}i h—0 h

existiert.

i1) Wir nennen die Funktion f (global) partiell differenzierbar falls sie fir jedes x € U
und jede Koordinatenrichtung i € {1,...,n} partiell differenzierbar ist.

i11) Ist die Funktion 0;f : U — R partiell differenzierbar und zudem stetig fiir jedes i €
{1,...,n}, so nennen wir f stetig partiell differenzierbar.

In der obigen Definition bezeichnet

e; = (0,...,0, 1 .0,...,0)eR"
——
i-te Stelle
den i-ten Einheitsvektor des R™. Im Grenzwert fiir o — 0 sind nur Nullfolgen (hg)ren
erlaubt, welche die Bedingung

(x+hg-e)elU mit hg#0, VEeN

erfiillen. Das Symbol 0 ist hierbei eine stilisierte Version des Buchstaben d (manchmal auch
»del* ausgesprochen).

Im folgenden Beispiel berechnen wir die partielle Ableitung der Euklidischen Norm im
R™.

Beispiel 6.2 (Ableitung der Euklidischen Norm)
Wir betrachten die Abbildung

f:R* — ]Ra'

welche die Euklidische Norm im R"™ darstellt. Wir betrachten die Niveaumengen N; < R"
von f mit

Ny(e) = {zeR": f(z) =c} = {f (o)}

In diesem Fall sind die Niveaumengen N (c) Sphiren mit Radius c € Ry . Weiterhin sieht
man leicht, dass die Funktion f auf der Menge R™\{0} partiell differenzierbar ist, da wir
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fiir x # 0 mittels Kettenregel die folgende partielle Ableitung erhalten

n 1/2
dillz|la = & ((in)é> = 0 <x$+2x§>
=1

J#i

) -1/2
2 2 S T
3 <a:l + Zx]> 2z = Es

j#i 2

Der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit in Definition [6.1] ist der schwéchste Ablei-
tungsbegriff fiir Funktionen in mehreren Verédnderlichen. Anders als im eindimensionalen
Fall gilt beispielsweise nicht, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion schon
folgt, dass diese stetig ist. Das soll uns das folgende Beispiel vor Augen fiihren.

Beispiel 6.3
Wir betrachten im Folgenden eine Funktion auf R™ mit n = 2 die zeigt, dass aus partieller
Differenzierbarkeit keine Stetigkeit folgt. Dazu definieren wir

flx) = W’ falls x # 0,
0, falls x = 0.

Man sieht sofort, dass die Funktion f auf R™\{0} stetig und auch partiell differenzierbar
15t.
Wir diberprifen nun die partielle Differenzierbarkeit im Punkt x = 0. Hierzu betrachten
wir fiir h # 0
0-...-0-h-0-...-0

FO+hee) = J(0) = TR S0 = 0

und somit folgt direkt

lim fO+h-e)—f(O) _ 0
h—0 h

fiir alle Richtungen i € {1,...,n}. Daher wissen wir also, dass die Funktion f auch im
Punkt x = 0 partiell differenzierbar ist.

Tatsdchlich ist die Funktion aber nicht stetig in der Null. Dafiir betrachten wir eine
Folge (ag)ren © R™\{0}, die diagonal in den Nullpunkt hineinlduft, d.h., konkret betrachten
wir

— 1 Lir
ag = (k,...,k) > keN.

Fiir jedes Folgeglied ay, k € N, der Folge gilt dann ||ag||2 = % und somit ist der Funkti-
onswert von f fiir diese Folgeglieder gegeben durch

T S
Tl =y = (ﬁ) o hel
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Daraus folgt aber schon, dass
lim f(ax) = n°2 # 0 = f(0) = f(lim ay).
k—o0 k—o0

Das bedeutet also, dass die Funktion f nicht stetig im Punkt x = 0 ist.

Man bemerke, dass diese Konstruktion nur fiir héherdimensionale Riume R™ mit n = 2
moglich ist, da die analog definierte Funktion im FEindimensionalen nicht differenzierbar
15t.

6.1.1 Differentialoperatoren erster Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Operatoren einfiihren, welche direkt auf dem
Konzept der partiellen Differenzierbarkeit von Funktionen basieren. Insbesondere werden
wir den Gradienten, die Divergenz und die Rotation als Differentialoperatoren erster Ord-
nung kennenlernen, fiir deren Definition man nur erste partielle Ableitungen verwendet,
und die eine zentrale Rolle in der Mathematik und Physik spielen.

Der erste Operator, den wir diskutieren wollen, ist der sogenannte Gradient, der alle
partiellen Ableitungen einer Funktionen in einem Vektor sammelt.

Definition 6.4 (Gradient)
Sei U < R" eine Teilmenge. Fir eine partiell differenzierbare Funktion f : U — R heif§it
der Spaltenvektor

T
Vi) = (ji(rc),...,jjn(x)) (@@ nf (@)

der Gradient von f an der Stelle x € U.
Das Symbol V bezeichnet man hierbei hdufig als den Nabla-Operator.

Wir wollen den Gradienten einer Funktion fiir ein bereits bekanntes Beispiel im Fol-
genden berechnen.

Beispiel 6.5 (Gradient der Euklidischen Norm)
Fiir die Euklidische Norm aus Beispiel [6.9 hat der Gradient fiir alle x # 0 die Form

T
1 T ) z

[zlla” " [l |zl

Vil = @llalla,.... 2ullelle)” = (|

Offensichtlich ist der Gradient der Norm selbst normiert, d.h., es gilt HV||:I:||2H2 =1.

Viele Rechenregeln der Differentiation fiir Funktionen mit nur einer Verénderlichen
lassen sich problemlos auf Funktionen mit mehreren Verénderlichen generalisieren. Mit
den bisherigen Definitionen kénnen wir bereits die Produktregel fiir die Ableitung auf den
Gradienten einer Funktionen verallgemeinern.
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Lemma 6.6 (Produktregel fiir den Gradienten)

Sei U < R" eine offene Teilmenge und seien f,g : U — R zwei partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt die folgende Produktregel fiir den Gradienten des Produkts der Funk-
tionen

V(f-9)(x) = [f-(Vg)+ (V) -gl(z), firalexzel.

Beweis. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir bei diesem Beweis auf die An-
gabe des Funktionsarguments x € U, wodurch die Notation zwar unprézise, jedoch deutlich
iibersichtlicher wird. Wir schreiben den Gradienten des Produkts der beiden Funktionen
zunéchst mittels partiellen Ableitungen, so dass wir komponentenweise die Produktregel
fiir eindimensionale Funktionen anwenden koénnen, d.h.,

V(f-9) = (1(f- 9 0ulf-9)"

(Orf-g+ 019, 0nf -9+ [ 0ng)"

Wir kénnen den entstehenden Vektor nun linear auseinander ziehen und erhalten somit
V(f-9) = (O1f g+ [-010,-,0nf g+ [ ng)"

= (01fy s 0nf)T g + [ (019, 0ng)"
= Vf-g+f-Vg.

O]

Bemerkung 6.7
Sei U < R™ eine offene Teilmenge. Folgende Interpretationen des Gradienten-Operators
sind ebenfalls geldufig.

1. Mit etwas missbrduchlicher Notation kann man den Gradienten auch als mehrdimen-
sionale Abbildung interpretieren mit

V:U —- R"
x — V(x).

2. Funktionen v : U — R"™ werden auch Vektorfelder genannt. In diesem Sinne ist kann
der Gradient als Vektorfeld auf U interpretiert werden..

Fiir partiell differenzierbare Vektorfelder v: U — R™ (d.h. jede Komponente v; von v ist
partiell differenzierbar) gibt es weitere Differentialoperatoren erster Ordnung. Im Folgenden
fithren wir den Begriff der Divergenz eines Vektorfelds v ein.

Definition 6.8 (Divergenz eines Vektorfelds)
Sei U < R"” eine offene Teilmenge. Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld v : U — R™
nennt man
n

51}1'

divo(z) = Z

P 61’1

(z) = ), dwi(z)
i=1
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die Divergenz von v an der Stelle x € U.
Oft wird die Divergenz auch als Skalarprodukt des Nabla-Operators V mit einen Vek-
torfeld v notiert, d.h.,
dive = (V,v).

Bemerkung 6.9

Die Divergenz eines Vektorfeldes v: U — R™ besitzt eine einfache physikalische Interpreta-
tion. Es misst anschaulich den Fluss des Vektorfeldes im Punkt x. Man kann also an Hand
der Divergenz entscheiden ob mehr Fluss in den Punkt x € U hinein- als hinausfliefit oder
anders herum.

i) Ist die Divergenz in einem Punkt x € U positiv d.h., gilt divu(z) > 0 so spricht man
davon, dass das der Punkt eine Quelle des Vektorfelds darstellt. Anschaulich kinnte
man den Punkt x mit einem n-dimensionalen Wiirfel umschliefsen und die Menge an
Fluss, die aus dem Wiirfel austritt wdre grifier als die Menge an Fluss die hineinfliefst.

i1) Ist die Divergenz in einem Punkt x € U negativ d.h., gilt divo(z) < 0 so spricht man
davon, dass das der Punkt eine Senke des Vektorfelds darstellt. Die Menge an Fluss,
die in den umschlieffenden n-dimensionalen Wiirfel hineinfliefst wdire grifier als die
Menge an Fluss die austritt.

i1) Ist die Divergenz in einem Punkt x € U Null, d.h., gilt divv(z) = 0, so nennen wir das
Vektorfeld divergenzfrei im Punkt x. Die Menge an Fluss, die in den umschlieflenden
n-dimensionalen Wiirfel hineinfliefst entspricht in diesem Fall der Menge an Fluss die
austritt.

Im Folgenden wollen wir die Divergenz fiir ein dreidimensionales Vektorfeld konkret
ausrechnen und beziiglich ihres Vorzeichens das Vektorfeld charakterisieren.

Beispiel 6.10
Seiv: R? — R3 ein Vektorfeld mit

2

x
._ 1 .. T 3
v(z,y,2) = 3 —dxz |,  fir alle (z,y,2)" € R°.

6z

Wir berechnen die Divergenz des Vektorfelds fiir allgemeine Punkte (z,y, z)T € R? als

1
diVU(ZL’,y,Z) = axl)l(l’,y,Z)+ayU2(l’,y,Z)+aZU3(l',y,Z) = §(ax$2_ay4x'z+az6z)
— 2-0+3 = 2+3.

Wir erkennen also, dass die Divergenz des Vektorfelds v mafigeblich von der x-Koordinate
abhingt. Fir x > —3 ist jeder Punkt (z,y,2) € R® Quelle des Vektorfelds, fir x < —3
ist jeder Punkt (x,y,z) € R? Senke des Vektorfelds und nur bei x = —3 ist jeder Punkt
(z,y,2) € R des Vektorfelds divergenzfrei.
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Auch fiir die Divergenz lasst sich eine Produktregel fiir das Produkt einer reellwertigen
Funktion und eines Vektorfeldes herleiten.

Lemma 6.11 (Produktregel fiir die Divergenz)

Sei U < R" eine offene Teilmenge und es sei v : U — R™ ein partiell differenzierbares
Vektorfeld (d.h. jede Komponente v; von v ist partiell differenzierbar) und f : U — R eine
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt die folgende Produktregel fiir die Divergenz:

div(f-v)(z) = (Vf(z),v(zx))+ f(x) -dive(x), fir allexzeU.
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Der letzte Differentialoperator erster Ordnung, den wir einfithren wollen, ist a priori
nur im Fall U < R® definiert ist und spielt insbesondere in physikalischen Anwendun-
gen eine wichtige Rolle. Der sogenannte Rotations-Operator hat seinen Namen dadurch
erhalten, dass er bei Anwendung auf ein Stromungsfeld fiir jeden Ort das Doppelte der
Winkelgeschwindigkeit angibt, mit der sich ein mitschwimmender Koérper dreht.

Definition 6.12 (Rotation)

Sei U < R? eine offene Teilmenge und v : U — R3 ein partiell differenzierbares Vektor-
feld (d.h. jede Komponente v; von v ist partiell differenzierbar). Dann heifit der folgende
Operator

rotv = ((92113 — 039, 0301 — 0103, 019 — 521}1)

Rotation von v. Er bildet also ein Vektorfeld wieder auf ein Vektorfeld ab.
Oft wird die Rotation als auch Vektorprodukt (vgl. Deﬁm’tz’on des Nabla-Operators
V mit einen Vektorfeld v notiert, d.h.,

rotv = V x .
Wir wollen die Rotation fiir das Vektorfeld aus Beispiel nachrechnen.

Beispiel 6.13
Seiv: R3 — R3 ein Vektorfeld mit

w2

1
v(z,y,2) = 3 —dxz |, fir alle (z,y,2)T € R3.
6z

Wir berechnen die Rotation des Vektorfelds fiir allgemeine Punkte (z,y,z)T € R als

rot U(CL‘, Y, Z) = (ayvi’» - aZU27 0:v1 — axUSa OzV2 — ayvl) (IL‘, Y, Z)
(5y6z + 04wz, 0,22 — 0,62, —0pdxz — 6y932)
= (42,0, —4z).

Wir erkennen also, dass die Rotation des Vektorfelds nicht von der y-Koordinate abhdingt.
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6.1.2 Differentialoperatoren hoherer Ordnung

Analog zum eindimensionalen Fall kann man hohere Ableitungen definieren, d.h., wir wollen
die Funktion f : U — R mehrmals ableiten. Induktiv bezeichnet man f als (k + 1)-mal
differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar ist und fiir eine beliebige Kombination von
Richtungen (i1, ...,1i) die Funktion 0, ... d;, f wieder partiell differenzierbar ist. Hierbei
ist a priori nicht klar, dass die partiellen Ableitungen vertauschbar sind. Wir stellen uns
also die Frage ob fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f die Gleichheit

00 f(x) = 0;0if(x) (6.1)

fiir alle 7,5 € {1,...,n} gilt.
In der Tat reicht die Eigenschaft zweimal partiell differenzierbar zu sein nicht fiir die
Gleichheit in (6.1)) aus, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.14 (Vertauschbarkeit partieller Ableitungen)
Wir betrachten die Funktion
22 — 42

flzy) = zy- m

Wie man nachrechnen kann ist die Funktion f in allen Punkten (x,y) € R? zweimal partiell
differenzierbar. Wir berechnen die ersten partiellen Ableitungen

5 Bty — )@ty - (@Py—ayd) 20 2t + ety — gt
xf(337 y) - (IE2 + y2)2 - y ($2 + y2)2 bl

o1 () = (27 —B2y?)(@® +9*) — (Py —ay’) -2y ot —da?y? ot
ZASH (22 + 42)2 (22 + 42)2

Wir betrachten nun die zwesten partiellen Ableitungen von f im Punkt (x,y) = (0,0) mit

_ o 0uf(0,h) —0,f(0,0) . hO+0-—h*
VeI = h TR R 0T
_ o 0y f(h0) — 0, f(0,0) . h h'-0-0 - ‘
%000 = i h S h ey 0T th

Wir erkennen, dass die Funktion f zwar zweimal partiell differenzierbar ist im Nullpunkt,
jedoch ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauschbar.

Um eine Bedingung zu erarbeiten, die die Vertauschbarkeit von hoheren partiellen Ab-
leitungen versichert, fragt man sich zunéchst weshalb die Funktion aus Beispiel diese
Eigenschaft verletzt. Betrachtet man die zweiten partiellen Ableitungen 0;0;f in SO
fallt auf, dass diese nicht stetig im Punkt (0,0) sind. Die Vermutung liegt also nahe, dass
gerade die fehlende Stetigkeit die Vertauschbarkeit verhindert. Diese Vermutung lésst sich
tatséchlich auch beweisen, was gemeinhin als der folgende Satz von Schwarz bekannt ist.
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Satz 6.15 (Satz von Schwarz)
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzier-
bare Funktion. Dann gilt

0;0;f = 0;0if
fiir alle Ableitungsrichtungen i,j € {1,...,n}.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass U < R? eine offene Teilmenge ist. Wir
betrachten einen beliebigen Punkt (Z,y) € U. Da U offen ist existiert ein 6 > 0, so dass ein
Quadrat B§® mit Seitenlénge 0 noch in U liegt, d.h.,

BE(@,5) = {(wy) eR2: o —a| <o nly—gl <8} < U.
Fiir ein festes y € (y — d,y + J) betrachten wir nun die eindimensionale Funktion

R, :[-6.6] — R
z — Ry(z) = flx+z,y+79) — flx+z,7).

Wir bemerken zunéchst, dass fiir y = 0 gilt
Ro(z) = f(z+z,9)— f(x+z,9) = 0, fir alle x € [—0,7].

Da R, als Einschrédnkung von f in eine Koordinatenrichtung stetig ist kénnen wir fiir ein
beliebiges = € [—4, §] mit Hilfe des Mittelwertsatzes [Burger2020}, Kapitel 6.2] einen Punkt
& € [—6, 0] finden mit |&,| < |z|, so dass

Rg/;(fx) rx = Ry(x) — Ry(0).
Hierbei ist die Ableitung der Funktion R, gegeben durch
R;(&J = 51Ry(§$) = alf(gﬂc +z,y+ 37) - alf(fz + 2, ﬂ)

Wir kénnen nun basierend auf dem obigen Ausdruck erneut eine stetige eindimensionale
Funktion r : [~d,0] — R definieren mit r(y) := R;({:). Auf diese Funktion wenden wir
erneut den Mittelwertsatz an und finden analog fiir jedes beliebige y € [—9, §] einen Punkt
ny € [—4,0] mit |ny| < |y|, so dass

r'(ny) -y = r(y) —r(0).

Hierbei ist die Ableitung der Funktion r gegeben durch

T/(??y) = 0201 f(& + 7, My + 7).
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Insgesamt erhalten wir fiir alle (z,y) € B5°(0,0) die folgende Identitét

Oa01f(Ex + Ty +7) = ' (ny) = r(y) —r(0) _ Ry(&) — Ro(&x)

Y Yy
_ Ry(x);Ry(O) _ Ro(w);Ro(O) _ Ry(x) _ Ry(O)
Yy Ty

Ty
Insgesamt gilt also fiir alle (x,y) € B5°(0,0) die folgende Gleichung

Mit vertauschten Rollen wenden wir die Argumente fiir ein festes z € (z — 9,Z + 0)

analog auf die eindimensionale Funktion
T.:[-6,0] - R
y = Te(y) = flz+z,y+9) - f(Z,y+7)

an. Fiir (z,y) € BL(0,0) liefert das jeweils Skalare &, 7, € [0, 8] mit |&,| < ||, |7,| < |y],
so dass

O102f (& + 2.7y +8) -y = Tuly) — Tu(0)
Zusammen mit (6.3) kénnen wir fiir xy # 0 schlussfolgern, dass

(0201) (& + Ty +7) = (0102f) (& + T, 79y + 7).

Es folgt nun der entscheidende Schritt. Wir betrachten im Folgenden eine Nullfolge
(@, Yn)nen < B$°(0,0) mit (2p, Yn)neny — (0,0) und z,y, # 0 fiir alle n € N. Diese Folge
induziert mit den obigen Argumenten zwei weitere Nullfolgen (&, 7, )neny und (&, 7n ) nen,
so dass

(0201f)(n + T, + 1) = (0102f)(En + Z, 7 + B).-

Um zu sehen, dass diese beiden Folgen wieder Nullfolgen sind nutzen wir die Beschrénktheit
der Folgeglieder aus, d.h., dass |¢,|, \éw| < |z und |y, |7y| < |y| gilt.

Schliefllich benutzen wir die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen und sehen
damit ein, dass

0281f(55, ?j) = nlggo 5261f(§n + 2,0, + flj)
= lim 0109f (n + 2,1 +7) = 0102 (Z, 7).
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Das folgende Korollar sagt aus, dass die Vertauschbarkeit nicht nur fiir zwei Ableitungs-
richtungen gilt, sondern fiir eine beliebige Permutation von partiellen Ableitungen gegeben
ist.

Korollar 6.16

Sei U < R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Dann gilt fir jede bijektive Abbildung w : {1,...,k} — {1,...,k} (auch
Permutation genannt)

Oiy - O f = 0ipyy - iy [
fiir beliebige Indizes iy, ...,ix € {1,...,n}.
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Bemerkung 6.17 1. Fir mehrfache partielle Ableitung in die gleiche Koordinatenrich-
tung schreibt man hdufig kurz

Dies lisst sich analog fiir héhere Ableitungen durch hohere Potenzen ausdriicken.

2. Insbesondere folgt aus dem Satz[6.15 von Schwarz, dass fiir eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion f die folgende Beobachtung fiir die Rotation gilt

rot Vf = 0.

Dies folgt aus der Beobachtung, dass x x x = 0 gilt fiir alle x € R3 (vgl. Lemma
und der Notation

rotVf = V x Vf = 0.

Diese Erkenntnis wird im allgemeinen Sprachgebrauch hdufig mit dem Ausspruch
,Gradientenfelder sind Rotationsfrei“ gemeint.

Analog zur zweiten Ableitung von Funktionen in einer Verédnderlichen kann man fiir
mehrdimensionale Funktionen einen Operator definieren, der alle zweiten Ableitungen sam-
melt - die sogenannte Hesse-Matriz.

Definition 6.18 (Hesse-Matrix)
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzier-
bare Funktion. Dann ist die Hesse-Matrix von f im Punkt x € U definiert als

81&1f(a:) (91(9nf(m)

62
e P ) I T ) S I
10 1<i,j<n
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Bemerkung 6.19
Die Hesse-Matriz Hy einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion f ist symme-
trisch, da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauscht werden kann und somit gilt

Hy = Hf.

Wir wollen im folgenden Beispiel die Hesse-Matrix einer zweidimensionalen Funktion
berechnen.

Beispiel 6.20
Sei f: R? - R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion mit

f(z,y) = 2%y —sin(z).

Um die Hesse-Matriz Hy von f zu berechnen geben wir zuerst die ersten partiellen Ablei-
tungen von f an mit

Ouf(x,y) = Op(zy —sin(z)) = 2y — cos(x),
Oyf(z,y) = 0y(a*y —sin(z)) = 2.

Nun betrachten wir die zweiten partiellen Ableitungen von f mit

0x0zf(x,y) = 0,22y —cos(x)) = 2y + sin(z),
OyOzf(x,y) = 0y(2zy —cos(x)) = 2,
Qudyf(2,y) = 0:(a®) = 2a,

0y0yf(z,y) = dy(2%) = 0,

Daraus ergibt sich fiir die Hesse-Matriz von f die folgende Gestalt:

i = (G o) = (72 T)

Den letzten Operator den wir in diesem Abschnitt kennenlernen wollen ist der soge-
nannte Laplace-Operator.

Definition 6.21 (Laplace-Operator)
Sei U < R™ offen und f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, dann heif$t

o S O
Af(w) = divVf() = } =5(@) = >, f(@).
=1 ? =1

Laplace-Operator. Analog zu den vorherigen Uberlegungen kann auch der Laplace-Operator
als Differtialoperator geschrieben werden,

Af = (V,Vf) = V.
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Wir wollen den Laplace Operator fiir die Funktion aus Beispiel [6.20] im Folgenden
berechnen.

Beispiel 6.22
Sei f: R? - R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion mit

f(z,y) = z%y —sin(z).

Um den Laplace-Operator Af von f zu berechnen geben wir zundchst die relevanten zweiten
partiellen Ableitungen von f an mit

02 f(z,y) = 03(a’y —sin(x)) = 2z +sin(x),
ng(a?,y) = 6§(a:2y—sin(x)) = 0.

Nun kénnen wir den Laplace Operator Af von f angeben als
Af(ey) = Ef(wy)+Ef(zy) = 20+sin(@)+0 = 2 +sin(z).

Bemerkung 6.23
Der Laplace Operator Af einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion f ldsst
sich ebenfalls als Spur der Hesse-Matriz Hy von f darstellen durch:

Af(z) = Spur(Hy(x)).

6.2 Totale Differenzierbarkeit

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der partiellen Ableitung die
néichstliegendste Strategie ist um Ableitungen fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher zu
definieren. Allerdings wurde aus den obigen Beispielen auch klar, dass Definition iiber
Einschrankung auf einzelne Koordinatenachsen, einerseits willkiirlich ist, aber insbesondere
auch keine befriedigende Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs darstellt. So gilt z.B. die
aus dem Eindimensionalen bekannte Implikation fiir Funktionen f: R — R

f ist differenzierbar = f ist stetig

nicht fiir den Begriff der partiellen Differenzierbarkeit.

Aus diesem Grund, wollen wir nun einen weiteren Ableitungsbegriff kennenlernen, wel-
cher eine tatsdchliche Verallgemeinerung dieser Beobachtung darstellt. Insbesondere er-
laubt es uns dieser neue Begriff auch Ableitung von vektorwertigen Funktionen f : U — R™
fiir eine offene Teilmenge U < R™ zu definieren.

155



Definition 6.24 (Totale Differenzierbarkeit)

Sei U < R" eine offene Teilmenge. Dann heifit eine Funktion f : U — R™ total differen-
zierbar im Punkt x € U, falls fiir einen beliebigen Vektor £ € R™ eine lineare Abbildung
L :R" > R™ existiert, so dass

iy W@+ &) = fl@) = LEJ| _
€50 €]

Die folgende Bemerkung beschreibt die Intuition hinter der Definition von totaler Dif-
ferenzierbarkeit.

0. (6.4)

Bemerkung 6.25
Zur totalen Differenzierbarkeit konnen wir folgende Beobachtungen festhalten.

1. In (6.4) betrachtet man das sogenannte Fehlerfunktional

r(€) = fle+& - fz) - LE (6.5)

welches die Abweichung zwischen der Linearisierung und der eigentlichen Differenz
misst. Bei der Definition von totaler Differenzierbarkeit fordern wir also, dass diese
Diskrepanz schnell genug gegen Null konvergiert.

Zudem erkennen wir, dass Definition[6.2]] konsistent mit dem herkémmlichen Begriff
der Differenzierbarkeit einer Funktion f im Eindimensionalen (n = m = 1) ist, da
die Funktion L in diesem Fall als

gewdhlt werden kann.
2. Die lineare Abbildung L wird typischerweise mit der darstellenden Matrix

L11 . Lln
L = : ColeR™™
Ly .. Lpn

beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™ identifiziert. Das Fehlerfunktional,
hat dann komponentenweise die Form

ri(€) = filz + &) — filx) = Y Lij&;.
j=1

Somit sehen wir, dass f genau dann total differenzierbar ist, falls jede Komponente
von f im Bildraum total differenzierbar ist.
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Beispiel 6.26
Sei C € R™™ eine symmetrische Funktion und die Funktion f : R™ — R als quadratische
Form gegeben durch

f(z) = {(x,Cz).

Wir berechnen nun fir einen beliebigen Punkt x € R™ und einen Richtungsvektor £ € R™

fle+8) = &+ Cla+) = (o,Cr)+(x,C + (& Ca) +(£CE)

= 2<CLET£> =: L&

= f(z) + L& + (€, C&).
Das Fehlerfunktional ist also gegeben, durch
r(§) = fl@+&) — fle) —LE = f(z)+ LE+LECEH — flx) — LE = (& C.
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung aus Satz[3.8] sehen wir, dass
(&) = & Col < llEll-llcell < el - 1€l

Damit konnen wir schliefSlich folgern

)]
lim 2>/t
50 I€]]

Wir sehen also, dass die Funktion f(x) = {x,Cz) total differenzierbar in allen Punkten
x e R™ ist.

< lim [|C]] - = 0.
513%” |- 11l

Der folgende Satz liefert uns nun die gewiinschte Aussage, dass totale Differenzierbarkeit
einer Funktion schon Stetigkeit impliziert. Zudem stellt er einen Bezug zum Begriff der
partiellen Differenzierbarkeit her.

Satz 6.27
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine im Punkt x € U total
differenzierbare Funktion, d.h., es existiert eine Matrixz L € R™*"™, so dass,

r(§) = fl@+§&) — flz) - L¢
die Gleichung (6.4)) erfillt. Dann gilt
1. fist stetig im Punkt x,

2. jede Komponente von f im Bildraum ist partiell differenzierbar in x und die Fintrdge
der Matriz L sind gerade die partiellen Ableitungen von f, d.h.,

Oifi = Lij.
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Beweis. Die Stetigkeit ist eine direkte Folgerung aus der Definition, denn mittels Dreiecks-
ungleichung kénnen wir zeigen, dass gilt

1z +&) = f@) = |[f(@+&) = flx) = LE+ LE]| < [[f(z + &) — f(x) — L& + || L]

Da auf Grund der Linearitdat von L offensichtlich lim¢_,q||L&|| = 0 gilt und f total diffe-
renzierbar ist, d.h.,

lim (e + ) = (@)~ Lel| =
folgt somit schon

i |If (@ + &) = f@)l < lm[f(z+&) = flz) = LEJ| + [[LE]] =

Da der obige Grenzwerte beliebige Nullfolgen betrachtet folgt die Stetigkeit von f.

Fiir den Zusammenhang mit der partiellen Differenzierbarkeit in der zweiten Aussage
des Satzes betrachten wir eine Komponente f; von f fiir i € {1,..., m} und damit gilt nach
Bemerkung

ri(§) = filx +§) - Z Liz&;-

Treffen wir nun die spezielle Wahl £ = h - e; fiir eine Koordinatenrichtung e;,1 < j <n, so
sehen wir

T’i(h . ej) = fz(.%‘ +h- ej) — fz(x) — Lij - h.

Setzen wir nun die Definition der totalen Differenzierbarkeit fiir die Komponente r; ein
folgt

filz + h-e;) — fi(z) |fi(x + h-e;) — fi(z) — Lij - B

[0 fi(w) = Lyj| = lim . — Lij| = lim .
_ g el (O]
=0 ||k el 0 [€]]

Damit haben wir gezeigt, dass die Eintrige der Matrix L mit den partiellen Ableitungen
der Funktion f iibereinstimmen. O

Speziell die besondere Gestalt der Matrix L in der zweiten Aussage des Satzes
motiviert die Definition der Jacobi-Matrix einer vektorwertigen, partiell differenzierbaren
Funktion.
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Definition 6.28 (Jacobi-Matrix)
Sei U < R"™ ecine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine partiell differenzierbare
Funktion (d.h. jede Komponente f; ist partiell differenzierbar), dann heifit die Matriz

orfi(z) ... Onfi(w)
(Df)(x) = Jp(x) = : :
Jacobi-Matrix am Punkt x € U.

Im Folgenden wollen wir wichtige Beobachtungen zur Bedeutung der Jacobi-Matrix
festhalten.

Bemerkung 6.29
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und sei f: U — R™ eine partiell differenzierbare Funk-
tion. Dann kénnen wir folgendes feststellen.

1. Falls f eine reellwertige Funktion ist, d.h., m = 1, so stimmt die Jacobi-Matrix von
f am Punkt x € U mit dem Gradienten von f in x iberein, d.h.

(Df)(x) = (V@)

2. Aus Satz folgt insbesondere, dass die lineare Abbildung L in der Definition
der totalen Differenzierbarkeit eindeutig bestimmt ist durch die Jacobi-Matriz. Das
Fehlerfunktional (6.5) ist also gegeben durch

r(€) = fle+&) — flz) = Jr(x)€.

Wir wissen nun, dass fiir Funktionen f: U — R™ die Implikation
f ist total differenzierbar = f ist partiell differenzierbar

gilt. Die Umkehrung gilt offensichtlich nicht, wie wir in Beispiel [6.3| gesehen haben. Nehmen
wir jedoch eine zusétzliche zusétzliche Stetigkeitsannahme hinzu, erhalten wir wieder totale
Differenzierbarkeit, wie folgender Satz zeigt.

Satz 6.30
Sei U < R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R eine in U partiell differenzierbare
Funktion fiir die alle partiellen Ableitungen 0;f stetig sind im Punkt x € U.

Dann ist f in x € U total differenzierbar.

Beweis. Wir wihlen € U und ein § > 0, so dass Bs(x) < U. Wir betrachten nun einen
beliebigen Vektor ¢ € Bs(0) und definieren basierend auf ¢ einen Familie von Vektoren
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20y -« -y 2n € Bs(x) mit

k
Z = x—i—ka = (1’1+§1,...,Ik+§k,xk+1,...,xn)T, fir k=0,...,n.
=1

Wir erkennen, dass zp = x und 2z, = = + £ gilt und die Vektoren z; dadurch entste-
hen, dass wir sukzessive weitere Komponenten von £ hinzunehmen. Das bedeutet, dass
ich zwei aufeinanderfolgende Vektoren z; und zp_1 nur in der k-ten Koordinatenrichtung
unterscheiden.

Im Folgenden beschrianken wir die Funktion f auf die k-te Komponente, d.h., wir be-
trachten

FO) = flerr+0-er) = flar+&,o o Th1 + &1, Tk + 0, Tpy1, o, T)

Durch diese eindimensionale Beschriankung sehen wir, dass gilt

F) = flam1) = f(&) — f(0). (6.6)

Wenden wir nun den Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer Verénderlichen [Burger2020]
Kapitel 6.2] an, so sehen wir, dass ein 6y € (0, &) existiert, so dass

F&) = f(0) = F'(0r) - &
Wegen der Identitét folgt damit schon, dass

fQzk) — f(zk-1) = Okf(2k—1 + Oker) - - (6.7)

Da ([6.7)) fiir jedes 0 < k < n gilt, kénnen wir iiber diese Indizes summieren und erhalten
damit die folgende Teleskopsumme:

fle+8& = f@) = flzn) = fz0) = D fzr) = Fzr-1)
k=1

= > S (2 + Oker) - k-

k=1

Wir betrachten nun das folgende Fehlerfunktional fiir die spezielle Wahl der Linearform
L in Definition [6.24) als Jacobi-Matrix J;. In diesem Fall entspricht die Jacobi-Matrix dem
transponierten Gradienten von f nach Bemerkung d.h., Js(z) = (Vf(z))T. Man
beachte, dass wir nur irgendeine Linearform finden miissen, die die Definition von totaler
Differenzierbarkeit erfiillt.

(&) = fle+8) — flx) = Jp(@)€ = (Z Orf (2 + erk)§k> — (VF(x),8)

k=1

= i (O f(zk + Orer) — Orf(2)) &k

k=1
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Mittels der Cauchy-Schwarz Ungleichung in Satz[3.5 kénnen wir damit sofort folgern , dass

PN _ 1251 O (21 + Oker) — O f ()] - [I€]]
[H— [1€]]

= | > Ok f (2 + Orer) — O f ().

k=1

Per Konstruktion gilt stets 0 < & fiir 0 < £ < n und somit

%iné(zk+0kek) = lim (z1 +&1,. .., 2k-1&k—1, Tk + Ok, Tpy1, - - ., Ty) = .

|
§—0
Benutzen wir nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt damit schon die totale

Differenzierbarkeit von f in x durch

lim

UNIN]

< %iL%HZ&kf(zk+9k€k)—5kf($)” = 0.
k=1

O]

Insgesamt haben wir nun eine Abstufung der Stérke der verschiedenen Begriffe von
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verédnderlichen, wie folgende Bemerkung
zusammenfasst.

Bemerkung 6.31

Sei U < R™ eine offene Teilmenge und f: U — R™ eine Funktion. Dann kinnen wir
folgende Beobachtungen festhalten:

1. Zusammengefasst habe wir folgende Implikationskette:

f ist stetig partiell differenzierbar

\
f ist total differenzierbar = f ist stetig

U

f ist partiell differenzierbar.

2. Die Umkehrungen obiger Implikationen gelten im Allgemeinen nicht, wie wir in ver-
schiedenen Beispielen zeigen konnten.

6.2.1 Kettenregel

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Verallgemeinerung der Kettenregel fiir Funktionen
mehrerer Verdnderlicher, welche im n#chsten Satz beschrieben ist.
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Satz 6.32 (Kettenregel)

Seien U < R,V < R* zwei offene Teilmengen. Auflerdem sei g : U — V eine im Punkt
xeU und f:V — R™ eine im Punkt g(x) € V total differenzierbare Funktion. Dann ist
die Funktion

fog: U—>R™
im Punkt x € U total differenzierbar und fiir das Differential (d.h. fir die Jacobi-Matriz)
gilt
D(fog)(x) = Df(g(x)) - Dg(x).
Beweis. Wir wéhlen einen beliebigen Vektor £ € R™, so dass « + £ € U ist und betrachten
zunéchst das Fehlerfunktional r, fiir g beziiglich { im Punkt x € U mit

rg(§) = gle +&) —g(x) = Dy(x)- £ < gle+§) = g(x) +14() + Dy(x) - €.

N~

=7

Damit gilt fiir die Konkatenation der Funktionen

(fog)+&) = flg(z+&)) = flg(z)+n).
Analog sehen wir fiir das Fehlerfunktional 7 fiir f beziiglich n im Punkt g(z) € V,

re(n) = flg(x) +n)— f(g(x)) — Df(g(x))-n
< flg(x) +n) = flg(=)) +r(n) +Df(g(x)) .

Insgesamt erhalten wir also den folgenden Zusammenhang

(fog)x+¢&) = flglx)+n) = flg(x))+rp(n) + Df(g(x)) n
flg(x)) +rp(n) + Df(g(x)) - (rg(€) + Dy(x) - €).

Durch Umstellen von erhalten wir folgende Identitét:

Tiog(§) = (fog)x+&) — (fog)(x) — Df(g(x)) - Dg(z)-§
= r¢(n) + Df(g(x)) - r4(8)-

Es ist klar, dass der Term (D f(g(x))- Dg(z)) ein linearer Operator ist. Um zu zeigen, dass
es sich auch wirklich um das Differential von (f o g) im Punkt = € U handelt miissen wir
zeigen, dass das Fehlerfunktional 77.4(¢) gegen Null konvergiert, wenn ¢ gegen Null geht
und somit (f o g) total differenzierbar in = € U ist.

Um zeigen, dass die Konkatenation f o g total differenzierbar in x € U ist, wihlen wir
ein beliebiges £ > 0. Da g total differenzierbar in x € U ist nach Voraussetzung, wissen wir,
dass ein 01 > 0 existiert, so dass fiir ||| < 01 gilt

Irg(OI < [IEll < 41

I

(6.8)
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Somit gilt insbesondere durch Anwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

Il = llrg(€) + Dg(x)¢ll < ll€l] + [[Dg(@)[] - llgll < (Il - (1 + |[Dg(@)]])-

Da f total differenzierbar im Punkt g(z) € V' nach Voraussetzung ist, wissen wir, dass ein
8y < 0y existiert, so dass fiir beliebiges 7 € R, mit ||7]| < &2 gilt, dass

lre(Il < ellal]-
Wihlen wir nun
gm 02
|11+ Dg(z)]|’
so folgt, dass ||n|] < d2 und somit gilt schon fiir alle £ mit ||¢]| <
e el et Wl _ i
rp(ll < ellnll < ellgll- A+ |[Dg(@)]]) < T (1 + [[Dg(@)l])-

Wir haben insgesamt also

|l ()]
lim =0
-0 |[g]]

gezeigt und somit gilt wegen der totalen Differenzierbarkeit von g in « € U fiir die Konka-
tenation

D)l -

177og (I . ()l
181

_— 11m
e—~0  |[¢]] e—0 €]

O]

Im Folgenden wollen wir die Anwendung der mehrdimensionalen Kettenregel an Hand
eines einfachen Beispiels illustrieren

Beispiel 6.33
Wir betrachten zwei total differenzierbare Funktionen f,g: R? — R? mit

flz,y) = (x_y), g(x,y) = (Sin(w)).

. cos(y)
Wir betrachten die Konkatenation h = f o g: R?> — R? der beiden Funktionen mit

sin(z) — Cos(y)> |

sin(x) - cos?(y)

h(z,y) == (fog)(z,y) = flg(z,y)) = (
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Wir konnen die Jacobi-Matrix Jy, direkt berechnen als

In(ey) = (&chl(a:,y) 0yh1(m,y)) _ ( cos(z) sin(y) )

Ozha(x,y) Oyha(z,y) cos(w) - cos?(y) —2sin(z) - sin(y) - cos(y)

Andererseits konnen wir iber die mehrdimensionale Kettenregel in Satz[6.33 das Dif-
ferential berechnen als

D(fog)(x) = D(f(g9(x))- Dg(x).
Wir berechnen also zundchst die Jacobi-Matrizen Df = Jy von f und Dg = Jy von g:

Jp(z,y) = (12 _1>, Jo(z,y) = (CO%(‘T) . )

y° 2zy —sin(y)

Durch FEinsetzen erhalten wir also insgesamt

D(fog)(z) = Je(g(z,y)) - Jg(z,y) = ( % o >.<cosb(x) : >

cos“(y) 2sin(z) cos(y) —sin(y)

_ ( cos(x) sin(y) ) -

cos(w) - cos?(y) —2sin(z) - sin(y) - cos(y)

Die mehrdimensionale Kettenregel liefert also das gleiche Ergebnis fiir das Differential der
Konkatenation von [ und g.

6.2.2 Richtungsableitung

Wir fithren nun zusétzlich noch das Konzept der Richtungsableitung ein, welches analog zur
partiellen Ableitung in Kapitel Differenzen entlang eindimensionaler Linien betrachtet,
mit dem wichtigen Unterschied, dass wir nun beliebige Richtungen im R" zulassen werden.

Definition 6.34

Sei U < R™ eine offene Teilmenge und sei f: U — R eine Funktion. Fir einen Punkt
x € U und einen normierten Richtungsvektor v € R™ mit ||v|| = 1 heifst der Grenzwert
(sofern er existiert)

Dfa) = L) - O TG

Richtungsableitung von f am Punkt x in Richtung v.

Fiir stetig partiell differenzierbare Funktionen lassen sich Richtungsableitungen leicht
iitber den Gradienten darstellen, wie der folgende Satz aussagt.
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Satz 6.35
Sei U < R"™ eine offene Teilmenge und sei f : U — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt fiir jeden Richtungsvektor v e R™ mit ||v|| = 1, dass gilt

Dyf(z) = (Vf(x),v)
fiir alle x e U.
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Die folgende Bemerkung motiviert die Betrachtung der speziellen Richtung des stéirksten
Gradientenanstiegs bzw. -abstiegs in numerischen Methoden der Optimierung.

Bemerkung 6.36
Sofern V f(x) # 0 kinnen wir den Winkel 6 := x(V f(z),v) zwischen V f(z) und v defi-
nieren. In diesem Fall gilt nach Definition die Identitdt

Vf@),v) = o]l - [[Vf(@)]| - cos(0) = [[Vf(x)]| - cos(B).
Dieser Ausdruck wird maximal bzw. minimal wenn fir den Winkel 0 gilt

cos() =1 <= 6=0

v = Vf(z)
cos(f) = -1 < O=mn v

<=
= = —Vf(z).

Anschaulich bedeutet diese Beobachtung, dass am Punkt x der steilste Aufstieq bzw. Abstieg
in Richtung des (negativen) Gradienten erfolgt. Diese Uberlegung bildet die Grundlagen
vieler numerischer Optimierungsverfahren, da diese Richtung offensichtlich die Funktions-
werte am stdrksten verdndert.

6.2.3 Mittelwertsatz

Fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher haben wir bisher hdufig alle Koordinatenrich-
tungen bis auf eine fixiert haben, so dass wir effektiv den Mittelwertsatz fiir Funktionen
in einer Veridnderlichen benutzen konnten. Analog kénnen wir reellwertige Funktionen in
mehreren Verdnderlichen auch entlang beliebiger Richtungen betrachten was zu folgender
Aussage fiihrt.

Satz 6.37 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen)

Sei U < R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Fir einen Punkt x € U und einem Richtungsvektor £ € R™ mit (x +t§) € U fur
alle t € [0,1] existiert ein 6 € [0,1], so dass

flz+&) — flz) = (Vf(z+68),E).
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Beweis. Wir betrachten die eindimensionale Einschrinkung ¢(t) := f(x + t§) von f und
sehen mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir Funktionen in einer Verénderlichen [Burger2020,
Kapitel 6.2], dass ein 6 € [0,1] existiert, so dass wir mit der Kettenregel aus Satz m
erhalten

fla+8) —flz) = g(1) —g(0) = 4'(0)-1
= Vf(9(0)-g'(6) = V(@ +065),8).
O

Die obige Darstellung des Mittelwertsatzes funktioniert leider nur fiir reellwertige Funk-
tionen, wie die folgende Bemerkung feststellt.

Bemerkung 6.38

Fiir vektorwertige Funktionen f : U — R™ scheitert die Uberlegung aus Satz leider,
da wir hier verschiedene unabhingige Komponenten im Bildbereich haben. Wir miissten
also den Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen auf jede Komponente f; von f einzeln
anwenden und erhalten in obiger Notation m verschiedene Zwischenstellen x + 6,& € R™.
Da diese Zwischenstellen im Allgemeinen verschieden sind scheitert das Argument.

Das Konzept lisst sich allerdings durch folgende Uberlequngen verallgemeinern. Fiir
eine stetig differenzierbare Funktion f : I — R, wobei I < R eine offene Teilmenge sei,
folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [Burger2020, Kapitel 7.2],
dass

fere -1 = ([ reriew)-¢

Diese Integralform ldsst sich nun auch auf Funktionen mit mehreren Komponenten tbertragen.
Dazu bemerken wir kurz, dass das Integral einer matrizwertigen Funktion A : R — R™*™
durch das Integral der einzelnen Matriz-Eintrige gegeben ist, das heifit es gilt

t1 t1
< A(t) dt> — | Ag)dt
to i,j to
firl<i<n,1<j<m.

Basierend auf der Beobachtung in Bemerkung konnen wir im Folgenden den Mit-
telwertsatz fiir vektorwertige Funktionen in mehreren Verdnderlichen formulieren.

Satz 6.39 (Mittelwertsatz)
Sei U < R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine stetig partiell differenzierbare,

vektorwertige Funktion. Fiir einen beliebigen Punkt x € U und einen Richtungsvektor € €
R™ mit x + t£ € U fiir alle t € [0,1] gilt

e +6) - fla) = <f01 Df(x + t€) dt) €
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Beweis. Fiir jede Komponente f; im Bild von f betrachten wir eine eindimensionale Funk-
tion g; : [0,1] — R mit

9i(t) = fi(zx +1t).

Wenden wir auf diese Funktionen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
[Burger2020, Kapitel 7.2] an und benutzen die Darstellung der Richtungsableitung aus
Satz so sehen wir, dass fiir jede Komponente i € {1,...,m} gilt

fi(x + &) — fi(z)

1
gi(1) — gi(0) = f gl(t) dt

0

1 1
f<Vfi<x+t§>,f>dt y f Vfile + 1) d, 6.
0 0

O]

Der allgemeine Mittelwertsatz erlaubt es uns zusétzlich eine sehr praktische Norm-
Abschétzung herzuleiten. Dafiir benotigen wir jedoch zunéchst folgendes Hilfslemma.

Lemma 6.40
Sei f: [to,t1] — R™ eine stetige Funktion, dann gilt

t1 t1
f(t)dt‘ < [
to

to
Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O

Mit Hilfe des Lemmas kénnen wir nun ein niitzliche Abschétzung fiir die Abstand
zweier Funktionswerte in Abhéngigkeit des Differentials zeigen.

Satz 6.41

Sei U < R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine stetig partiell differenzierbare,
vektorwertige Funktion. Fir einen Punkt x € U und einem Richtungsvektor & € R™ mit
(x +t&) e U fir alle t € [0,1] sei aufSerdem

M = sup |[Df( +t€)]].
te[0,1]

Dann gilt die folgende Abschdtzung

1f(@+8) = f@)ll < M -]

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen. O
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6.3 Taylor-Formel

Wie wir schon anhand der Definition des Fehlerfunktionals bei der totalen Differenzierbar-
keit gesehen haben, liefert das Differential einer Funktion f an einem Punkt z eine affin-
lineare Approximation der Funktion an dieser Stelle. Mithilfe der Taylor-Formel wollen wir
nun eine bessere Annidherung an die Funktion erhalten, in dem wir hthere Ableitungen
hinzunehmen. Diese Formel ist ein sehr niitzliches Werkzeug bei der Approximation von
Funktionen durch einfachere Polynome und erfihrt beispielsweise in der Physik oder in
der Numerik regelméifig Anwendung. Dadurch konnen beispielsweise nichtlineare Funk-
tionen in einer lokalen Umgebung linear angendhert werden, was viele Berechnungen und
Abschitzungen vereinfacht.
Bevor wir die Taylor-Formel fiir Funktionen in einer Verdnderlichen betrachten, benstigen

wir das folgende Hilfslemma.

Lemma 6.42 (Satz von Rolle)
Sei [a,b] = R ein Intervall mit a < b und sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf
dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Es sei auflerdem f(a) = f(b).

Dann existiert eine Punkt xg € (a,b), so dass f'(xo) = 0.

Beweis. Falls f eine konstante Funktion ist mit f(x) = f(a) = f(b) fiir alle z € [a,b], s
ist die Aussage des Lemmas trivialerweise erfiillt, da fiir konstante Funktionen f’(zq)
fiir alle g € (a,b) gilt.

Sei also f nicht konstant. Da f auf dem kompakten Intervall [a,b] < R stetig ist nach
Voraussetzung, nimmt die Funktion auf dem Intervall nach Satz dem Satz von Weierstrafl
[Burger2020, Satz 5.19] an einer Stelle m € [a, b] ein Minimum und an einer Stelle M € [a, b]
ein Maximum an. Da f nicht konstant ist muss wegen f(a) = f(b) mindestens m € (a,b)
oder M € (a,b) gelten. Wir bezeichnen diese Extremstelle als den Punkt z¢ € (a,b).

Falls es sich bei g um ein Maximum handelt, so folgt aus der Differenzierbarkeit von
fin (a,b), dass

f(@o + ) — f(=o) f(@o + 1) — f(=o)

/ _ . / _ .
f(xo) = }111\1\% 3 < 0 und f(xo) %1}1% , > 0.

0
0

)

Damit folgt schon, dass f’(z¢) = 0 sein muss.
Falls f in zg ein Minimum annimmt, so kann man analog argumentieren und erhélt
auch in diesem Fall f'(xg) = 0. O

Mit Hilfe des obigen Lemmas kénnen wir nun einen der wichtigsten Sétze zur Approxi-
mation von beliebigen Funktionen formulieren. Die Taylor-Formel erlaubt die Anndherung
einer Funktion durch ein Polynom und erlaubt es den Fehler bei dieser Approximation
abzuschétzen.
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Satz 6.43 (Eindimensionale Taylor-Formel)

Es sei I < R ein offenes Intervall und es sei f: I — R eine (k + 1)-mal stetig differenzier-
bare Funktion fiir k € N. Dann existiert fiir ein beliebiges kompaktes Intervall [to,t1] < I
ein 0 € [to,t1], so dass die folgende Taylor-Formel gilt

k _ i dk+1 _ k+1
flt) = dt@f( 0) Gl z!tO) +dtk+1f(9)'(tl(kjol))!

Hierbei folgen wir der Konvention, dass 0! := 1 ist.

Beweis. Fiir ein beliebiges a € R betrachten wir die Hilfsfunktion

Eod (t —t t
glt) = IEDWHD (i —t) a.<(1k+1)!

_ t)k-H

Offensichtlich ist ¢; € I eine Nullstelle von g mit ¢g(¢;) = 0. Wenn wir nun a € R wéhlen als

k 7
0= (f(tl)—f(to) @f@o) (jt“)> (6.9)

so erhalten wir auch g(tp) = 0.

Nach Voraussetzung ist g stetig differenzierbar und somit insbesondere stetig. Damit
folgt nach dem Satz[6.42] von Rolle, dass ein 6 € [to, t1] existiert, so dass ¢/() = 0 gilt. Diese
Stelle # kénnen wir nutzen um den Term a noch ndher zu charakterisieren. Wir erhalten
mit der Produktregel der Differentialrechnung, dass

dit1 — 9)1‘71 (tl — G)k
, _ .
g (0) - Z dtz+1f '! Z dtZ ’L — 1)! Ta k!
dk+1 (t; — 9) (t1 — 9) (t1 — 9) dk+1

Wir sehen also, dass der Term a in gleichzeitig folgende Identitét erfiillt:

dk+1
dtk'H f< )

Setzen wir diese Darstellung in die Hilfsfunktion ¢ ein und werten diese in ¢y € I aus, so
erhalten wir schlief8lich:

k d - dk+1 _ k+1

Durch Umstellen folgt nun direkt die Taylor-Formel. O
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Im Folgenden wollen wir einige Beobachtungen zur Taylor-Formel festhalten.

Bemerkung 6.44
Die zusitzlichen Bemerkungen helfen dabei die Taylor-Formel in Satz[6.43 verniinftig zu
interpretieren.

1. Wir nennen

koo .
d’ (i —to)" | dF*! (t1 — to)F+!
fe) = Z @f(to) T g f0) - (k+1)!
i=0 )
T, f(t1:t0) =R f(t13t0)

die Taylor-Entwicklung k-ter Ordnung von f(t1) im Punkt ty € I. Sie gliedert sich
in eine Approximation der urspriinglichen Funktion f im Punkt t1 € I durch ein
(Taylor-)Polynom Ty f(t1;to) vom Grad k ausgewertet in t; und einen Fehlerterm

Ry f(ty1;to).

2. Der Term Ryf(ti;tg) wird Lagrangesches Restglied der Taylor-Entwicklung k-ter
Ordnung genannt. Er beschreibt den Fehler, den man macht, wenn man den Funkti-
onswert f(t1) durch eine Auswertung des Taylorpolynoms von Grad k im Punkt ty € 1
approximiert.

Es wird klar, dass dieser Fehler majfgeblich durch den Abstand der beiden Punkte
to,t1 € I zueinander bestimmt wird. Je ndher der Entwicklungspunkt ty an der un-
tersuchten Stelle ty liegt, desto besser ist die Approzimation.

Das folgende Beispiel soll uns helfen zu verstehen, wie die Taylor-Entwicklung zur
Approximation einer Funktion konkret eingesetzt werden kann.

Beispiel 6.45
Wir betrachten eine Funktion f: R — R mit f(x) = e*. Wir méchten den Funktionswert
von f in t; =1 approximieren durch eine Taylor-Entwicklung im Punkt tg = 0.

Hierzu formulieren wir zundchst die Taylor-Entwicklung erster Ordnung:

F1) = o0+ Rif(1:0) = 701+ 7022 4Ry pio
~ fO)+ f(0) = & +e” = 2.

Durch den Wegfall des Restglieds Ry f(1;0) wird der Funktionswert nur linear approzimiert.
Vergleichen wir diese Approximation mit dem echten Funktionswert, so erhalten wir

1F(1) = TLf(1;0)] = |e! —2] ~ 0.72.
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Betrachten wir nun die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung:

— 0\l —0)?2
FO) = Tof:0)+ Raf(1:0) = F0)- 1+ £(0)- T2 4 o) 120

S 1)+ FO) 4510 = e = 25

+ R2f(1;0)

Durch den Wegfall des Restglieds Raf(1;0) wird der Funktionswert nun quadratisch appro-
ximiert. Vergleichen wir diese Approximation mit dem echten Funktionswert, so erhalten
wir

If(1) = Tof(1;0)] = |e! —2.5] ~ 0.22.
Wir erkennen also, dass die Approzimation durch Erhohung der Ordnung der Taylorent-

wicklung genauer wird.

Die Taylor-Formel aus Satz gilt auch fiir vektorwertige Funktionen in mehreren
Veranderlichen. Fiir diese Verallgemeinerung miissen wir jedoch zunéchst die folgende No-
tation einfiithren.

Definition 6.46 (Multiindex)
Fiir ein n-Tupel o = (o, ..., ap) € N, genannt Multiindex, definieren wir die folgenden
Operationen

n

la| = Zn:ai und al = H(ai!).
i=1

i=1
Fiir eine |a|-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f definieren wir weiterhin
oVf =07 .. o0 f.

Das heifst wir leiten die Funktion f in jede Koordinatenrichtung i€ {1,...n} genau a;-mal
ab. Analog setzen wir

n
% = H z)t
i=1
Ahnlich zu den Uberlegung zum Mittelwertsatz betrachten wir nun zunichst eine Funk-
tion g(t) := f(x + t£), das heifit eine eindimensionale Funktion welche entlang einer Rich-
tung &£ € R” vom Punkt x aus betrachtet wird. Das Konzept entlang von eindimensionalen

Strahlen zu operieren ist elementar fiir die Taylor-Formel, weshalb wir zunéchst folgendes
Hilfsresultat zeigen.
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Lemma 6.47

Sei U < R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine k-mal stetig partiell diffe-
renzierbare Abbildung. Fiir einen beliebigen Punkt x € U und einen Richtungsvektor € R™
mit x + t£ € U fir alle t € [0, 1], gilt fiir die k-te Ableitung der Funktion g(t) := f(x + t§)

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir zunéchst die Identitét

dk
ﬁg(

HM3

Z fla+t€) &\ -Gy

mittels vollstdndiger Induktion iiber k € N.

Induktionsanfang k = 1:
In diesem Fall betrachten wir die Funktion ¢(¢) := x + t£ und erhalten so die Verkettung
g = f o ¢. Somit kénnen wir die Kettenregel aus Satz benutzen und erhalten, dass

d

9(t) = V(&) Do(t) = ) 0if(x+1t8) - &.
=1

Induktionsschritt (k — 1) — k:
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits fiir kK — 1 gelte. Mit der gleichen
Rechnung wie im Fall k = 1 sehen wir dann,

dk d [ d-t
o) = 5 () ©

d n
— % | Z aik—l . 821f(:n + tg) . &.1 .o 51'1%1

Eaj 2 aikfl"'ailf(x—’—tg)'gil."'.gikfl €J
=1

U1yt —1=1

Um die eigentliche Behauptung zu zeigen miissen wir nun lediglich die Indizierung
iiber das Tupel (i1,...,7) in die Multiindex Schreibweise umrechnen. Das funktioniert
folgendermaflen: Fiir ein Tupel ¢ = (i1,...,4x) definieren wir den zugehorigen Multiindex
ot € N" durch

k
= Z 5ij,i)
j=0
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wobei

5 — 1 fallsi; =1
i 0 sonst.

Anschaulich gesprochen zéhlt der Eintrag o wie oft der Index 7 im Tupel ¢ vorkommt.
Offensichtlich gilt fiir derartige Multiinidizes stets

la'| =k
und insbesondere
Oip o O fx +1E) &y oo &y = 0V fo +tE) - €Y.

Der letzte Schritt um die Behauptung zu zeigen ist zu zéhlen wie viele Tupel ¢ = (i1, .. ., ix)

auf den gleichen Multiindex «* fithren durch obige Konstruktion. Aus der Kombinatorik

. . 1 . .
wissen wir, dass es genau % verschiedene solcher Tupel gibt, was man folgendermafien

sieht:

e Zunichst wollen wir ai;-mal den Index 1 auf k Plitze verteilen, wofiir es

k\ k!
ar) ! (k—ay)!

verschiedene Moglichkeiten gibt.

o Im zweiten Schritt verteilen wir ag-mal den Index 2 auf die verbliebenen k& — o1 Plétze

wofiir es dann
k— (673] o (k? - Ozz)!
(%) N all'(k:—al—ozg)!

verschiedene Moglichkeiten gibt.

e Fiihren wir diesen Prozess iterativ weiter und multiplizieren die jeweiligen Moglichkeiten
auf, so erhalten wir insgesamt

Ele(k—aq)-...(k—a1—... —ap) k!

ol -(k—ap) ... (k—a1—...—ap)-ap! -0 al’

Dies vervollstéindigt den Beweis weil wir nun die folgende Identitét gezeigt haben

dk -
9t = D G O flw ) & &

01,eeip=1
k!
= D, *fle+itg) — - &~
o=k al
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Diese Hilfsaussage erlaubt es uns nun den eigentlichen Hauptsatz dieses Abschnitts zu
zeigen, die mehrdimensionale Taylor-Formel.

Satz 6.48 (Mehrdimensionale Taylor-Formel)

Sei U < R"™ eine offene Teilmenge und f : U — R™ eine (k + 1)-mal stetig partiell
differenzierbare Abbildung. Fir einen beliebigen Punkt x € U und einen Richtungsvektor
£eR™ mit x +t§ € U fir alle t € [0, 1], existiert ein 6 € [0,1], so dass

fle+8 = > f(z)-— 6T oo fla+06)- — €.
la|<k |a|=k+1
Beweis. Wir betrachten erneut die eindimensionale Funktion
g(t) = f(x+1t&)

und da g somit eine (k+1)-mal differenzierbare Funktion ist kénnen wir die eindimensionale
Taylor-Formel aus Satz anwenden und erhalten somit ein 6 € [0, 1], so dass

In dieser Form kénnen wir nun Lemma auf jede der Ableitungen j—; g anwenden, was
die Aussage beweist. O

1 dk+1 (9) 1
Ta Y

&\%

Die folgende Bemerkung hilt einige Beobachtungen zur Taylor-Formel fest.

Bemerkung 6.49
Wir bemerken zur mehrdimensionalen Taylor-Formel in Satz[6.48 die folgenden Aussagen.

1. Wir sehen ein, dass der Mittelwertsatz ein Spezialfall der Taylor-Formel fiir
k =0 ist, da er aussagt, dass

flx+&) — flx) = (Vf(x+0¢),&  firein 60e][0,1].

2. Oftmals spricht man im Zusammenhang mit der Taylor-Form auch von den soge-
nannten Taylorpolynomen. In der typischen Schreibweise wird nun x zur Variable,
wir fizieren a € R™ und nennen dann

Z aoe — )a
la|<k !

Taylorpolynom der Ordnung k an der Entwicklungsstelle a. Hierbei ist zu beachten,
dass Ty (-;a) ein Polynom ist fiir jedes fixierte a € R™. Wir bemerken auch, dass in
dieser Schreibweise (x — a) nun die Rolle von & in Satz inne hat, wéhrend die
Rolle von x durch a ibernommen wurde.
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Im obigen Satz haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion (k + 1)-mal stetig partiell
differenzierbar ist. Ist sie jedoch nur k-mal stetig partiell differenzierbar, so erhalten wir
keinen expliziten Ausdruck fiir das Restglied, aber zumindest eine Fehlerabschéitzung.

Korollar 6.50
Sei U < R™ eine offene Teilmenge und sei f : U — R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Dann gilt fir jeden Punkt x € U, dass die Funktion

e = flet8) = ) #f)

lo| <k

folgende Grenzwert-Eigenschaft hat:

o 1)

im = 0.
-0 [|¢]*

Beweis. Wir wéhlen 6 > 0, so dass Bs(x) < U. Wir wissen nach der Taylor-Formel in Satz
dass fiir £ € Bs(z) ein 6 € [0, 1] existiert, so dass

fa+e) = 3 @) € Y )

lo|<k—1 lal=k
= Z 50‘]"(1')-5.50‘4_ Z (5af($+9§)—§af(x))-$-§a.
laf<k ' |a|=F :

—r(©)
Weiterhin sehen wir, dass
€] < [lge - Il = Jlell"

Somit erhalten wir also

rO] < Il Y 1) +08) — (@A) -

la|=k

Wegen der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen folgt, dass fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass

(0 F) (@ +08) — (6°f)(@)] < e

fiir alle £ € Bs(z) und alle o mit || < k. Hierbei ist zu beachten, dass 6 zwar jeweils von
¢ abhingt, aber da 6 € [0, 1] gilt, wissen wir, dass

56 B(g(ZL‘) = 95 € Bg(l’)

175



Insgesamt haben wir damit

G

11m =
e—0 |[€][* 3

im Y |0%f(x +0¢) = f (@) — = 0.

|a|=k
U

Bemerkung 6.51
Im Sinne des Korollars gilt fiir den Fehler des Taylorpolynoms an einer Stelle x, dass
der Approzimationsfehler

r(z) = f(z) —Ti(z,a)
den Grenzwert

lim @
v ||z — al[F

erfillt.
Speziell fiir den Fall k =1 sehen wir, dass

> @) e = N afa) & = (Vi)
: i=1

|laf=1

gilt. Fiir den Foll k = 2 erhalten wir

S @) € = Y A &G = o H @),

o] =2 43=1
wobei Hy(x) die Hesse-Matriz von f an der Stelle x bezeichnet.
Da der Fall k£ = 2 in obiger Bemerkung relevant fiir die grundlegenden Aussagen der Op-

timierung im néchsten Kapitel sind, fassen wir die obigen Uberlegungen in einem Korollar
zusamimen.

Korollar 6.52

Sei U < R™ eine offene Teilmenge und sei f : U — R eine zweimal stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion. Fir jeden Punkt x € U existiert dann ein § > 0 und eine Funktion
r: Bs(z) > R, so dass

Fa+8) = f@)+(VF@),& + (H@EE + ()
fiir alle € € Bs(0) gilt. AufSerdem gilt
r(8)]

lim =0
-0 [[¢][2
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Kapitel 7
Optimierung

In der Physik spielt Optimierung eine wesentliche Rolle bei der Modellierung von Ener-
giezustéinden auf unterschiedlichen Skalen: Molekiile formieren sich in einer Art, die die
Gesamtenergie des Teilchensystems unter Beriicksichtigung aller wechselseitigen Krifte mi-
nimiert. Gleichzeitig strebt das Universum mit all seinen Planeten, Sternen und Galaxien
nach einem Zustand von maximaler Verteilung, beschrieben durch die thermodynamische
Grofle der Entropie. Auch hier folgt die Zunahme der Entropie dem Prinzip der Energie-
minimierung des Gesamtsystems.

Menschen betreiben seit jeher Optimierung in den verschiedensten Anwendungen, oft
mit unterschiedlichen Motivationen. Flugzeuge werden von Ingenieuren so entworfen und
gebaut, dass sie moglichst stromlinienférmig aussehen, um damit den Reibungswiderstand
in der Luft zu minimieren und gleichzeitig den notigen Auftrieb fiir einen sicheren Flug
zu erzeugen. Fondmanager streben danach Portfolios zu erstellen, deren Gewinn moglichst
maximal ist und dennoch Spekulationsrisiken vermeiden.

Im Folgenden wollen wir die mathematischen Grundlagen zur Untersuchung von all-
gemeinen Optimierungsproblemen einfithren. Wir beginnen mit der Definition des allge-
meinen Optimierungsproblems, welches wir im weiteren Verlauf noch n#her spezifizieren
werden.

Definition 7.1 (Allgemeines Optimierungsproblem)

Sei Q < R” eine offene, zusammenhdngende Teilmenge und sei F: Q — R eine reell-
wertige Funktion, welche wir Zielfunktion nennen. Unser Ziel ist es einen unbekannten
Vektor x € ), auch Parametervektor genannt, zu finden, welcher das folgende allgemeine
Optimierungsproblem [dst.

min F(x)  mit { (@) =0, ief, (7.1)

0
zeQ cj(x) = 0, jel.

Die reellwertigen Funktionen c;,cj: Q — R bilden einen Vektor von Nebenbedingungen,
welcher das Optimierungsproblem restringiert. Die Indexmengen £ und I legen hierbei
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fest, ob es ich bei der jeweiligen Nebenbedingung um eine Gleichung oder eine Ungleichung
handelt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein zweidimensionales Beispiel fiir ein beschrénktes,
nichtlineares Optimierungsproblem.

Beispiel 7.2
Wir interessieren uns fir das folgende Optimierungsproblem

i —2)2 4 (29— 1)2
min (21 —2)" + (z2 — 1)

unter den Nebenbedingungen x% — 29 <0 und 1 + 29 < 2. Wir konnen dieses Problem in
die allgemeine Form des Optimierungsproblems (7.1) umschreiben als:

ci(z) = =23 +x9 = 0,

zeR2 zeR2 CQ(:L') = —x1—29+2 = 0.

min F(z) = min(z; —2)% + (20 — 1)2  mit {
Hierbei gilt fiir die Indexmengen T = {1,2} und € = . Visualisiert man die Niveaulinien
der Zielfunktion F zusammen mit den Nebenbedingungen, so sieht man, dass das globale
Minimum der quadratischen Funktion F, ndmlich x = (x1,22)7 = (2,1), nicht in der
erlaubten Menge der Parameter liegt, welche durch die Nebenbedingungen beschrieben ist.
Trotzdem existiert ein eindeutiges globales Minimum des beschrdnkten Optimierungspro-
blems, namlich x = (z1,22)" = (1,1)T.

Neben der Unterscheidung von Optimierungsproblemen in beschréinkte und unbeschréankte
Formulierungen, lassen sich noch weitere Kriterien zur Charakterisierung eines Optimie-
rungsproblems heran ziehen:

e Anzahl der unbekannten Parameter, z.B. grofl oder klein

e Eigenschaften der Zielfunktion, z.B. Linearitat, Konvexitit, Differenzierbarkeit

Charakteristik des Optimums, z.B. Sattelpunkt, lokales oder globales Optimum

e Modelleigenschaften, z.B. stochastisch oder deterministisch

Wertebereich, z.B. diskret oder kontinuierlich

7.1 Unrestringierte Optimierung

Im Folgenden wollen wir uns auf eine bestimmte Klasse von allgemeinen Optimierungspro-
blemen konzentrieren, den unbeschrinkten oder unrestringierten Optimierungsproblemen.
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Definition 7.3 (Unrestringierte Optimierung)

Liegt ein allgemeines Optimierungsproblem der Form ohne Nebenbedingungen wvor,
d.h., fir die Indexmengen gilt £ = T = &, so sprechen wir von einem unbeschrankten
oder unrestringierten Optimierungsproblem.

Bemerkung 7.4
Hiufig lassen sich restringierte Optimierungsprobleme in unrestringierte Optimierungspro-
bleme tberfiihren, indem man zusdtzliche Strafterme zur Zielfunktion hinzufiigt, die ei-
ne Verletzung der urspriinglichen Nebenbedingungen zwar mit Kosten belegt, diese jedoch
grundsdtzlich erlaubt. Hierbei spricht man auch von relaxierten Optimierungsproblemen.
Méchte man eine Zielfunktion F: Q — R unter der Nebenbedingung c(x) = 0 fiir x € Q
minimieren, so ldsst sich beispielsweise folgendes relaxierte Optimierungsproblem gewinnen
min Gy(z) = min F(z) + X - ||e(z)||?.
el e
Hierbei ist A > 0 ein fest gewdhlter Parameter, der es erlaubt den Einfluss der Nebenbe-
dingung auf die Minimerung der Zielfunktion zu steuern.

Zur Bestimmung von Optima miissen wir zundchst den Begriff eines stationédren Punkts
einer zu optimierenden Zielfunktion einfiihren.

Definition 7.5 (Stationdrer Punkt)
Sei Q < R™ eine offene, zusammenhdingende Teilmenge und sei F: 0 — R eine reellwer-
tige Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt x* € € stationdren Punkt von F, falls er die
Bedingung

VFE(x*) =0

erfillt.

Stationdre Punkte sind in der Optimierung interessante Kandidaten fiir Extremstel-
len. Fiir eine genaue Charakterisierung fithren wir zunéchst den Begriff eines lokalen bzw.
globalen Minimums ein.

Definition 7.6 (Lokales und globales Minimum)

Sei 2 < R"™ eine offene, zusammenhdngende Teilmenge und sei F': 2 — R eine reellwertige
Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt x* € Q ein lokales Minimum der Funktion F, falls
es eine lokale Umgebung U < Q von x* € U gibt, so dass fiir alle x € U gilt:

F(z*) < F(x), fiir alle z € U. (7.2)

Wir nennen x* € Q ein globales Minimum von F, falls die Ungleichung (7.2)) fir jede
beliebige Umgebung U < Q gilt und somit insbesondere fiir U = ().

179



Bemerkung 7.7
In obiger Definition sprechen wir nur von Minima, jedoch ist klar, dass sich jedes Maxi-
mierungsproblem durch einen Vorzeichenwechsel leicht in ein Minimierungsproblem um-
schreiben lisst, d.h.,
ax F' < min—F =: min G(x).
) e ) = g e)

Da wir nun eine Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums haben, kénnen wir
mit folgenden Satz die notwendigen Bedingungen fiir solch ein lokales Minimum angeben.

Satz 7.8 (Notwendige Optimalitidtsbedingungen erster Ordnung)

Sei ) < R™ eine offene, zusammenhdingende Teilmenge und sei F': @ — R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei x* € Q ein lokales Minimum von F in Q und die Funktion I sei stetig
partiell differenzierbar in einer lokalen, offenen Umgebung U < 2 von x*. Dann gilt

VF(z*) = 0.

Beweis: Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass z* € R ein
lokales Minimum von F' sei, jedoch aber VF (z*) # 0 gelte. Wir wihlen den Richtungsvektor
pi=—VF(z*) # 0. Es ist somit klar, dass

(F,VF(a*)) = —(VF(z*),VF(@*)) = ~[|[VF@)|* < 0.

Da VF nach Voraussetzung stetig in einer lokalen Umgebung U < 2 von z* ist existiert
ein 1" > 0, so dass auch gilt:

(p,VF(x* +1tp)) <0, fiir alle ¢t € [0,T].
Nach dem Satz von Taylor gilt aber auch fiir jedes t € [0, T]:

F(z* +tp) = F(2*) + t{p,VF(2* +1p)), fiir ein t € (0,1).
<0

Somit gilt also F(x* + tp) < F(z*) und wir haben offenbar eine Richtung p € R™\{0}
gefunden in der die Funktionswerte von F' abnehmen. Also ist * € € kein lokales Minimum

von F'. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme und somit ist die Behauptung bewiesen.
O

Die Aussage des Satzes lasst sich wie folgt zusammenfassen.

Korollar 7.9
Jedes lokale Minimum z* € Q einer Zielfunktion F': Q — R ist ein stationdrer Punkt.

Die Umkehrung der Aussage in Satz gilt im Allgemeinen nicht, wie uns das folgende
Beispiel zeigt.
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Beispiel 7.10
Wir betrachten die Funktion

Diese besitzt einen stationdren Punkt in x* = 0, d.h., es gilt VF(0) = 0. Dennoch handelt
es sich hierbei nicht um ein lokales Optimum, sondern lediglich um einen Sattelpunkt.

Bei der Suche nach lokalen Minima einer Zielfunktion F' lidsst sich ein weiteres Kriterium
anwenden, welches die zweite Ableitung der Funktion verwendet.

Satz 7.11 (Notwendige Optimalitidtsbedingungen zweiter Ordnung)

Sei Q < R™ ein offenes, zusammenhdngendes Gebiet und sei F:  — R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei ™ € Q ein lokales Minimum von F in Q und die Hessematriz Hp von
F sei stetig in einer offenen Umgebung U < Q von x*, d.h., die Funktion F ist zweimal
stetig partiell differenzierbar auf der Teilmenge U. Dann gilt VF(x*) = 0 und Hp(x*) ist
positiv semidefinit, d.h., es gilt

p,Hp(x™)py = 0  fir alle peR".

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt bereits aus Satz so dass wir uns nur auf
den Beweis fiir die zweite Behauptung konzentrieren miissen.

Wir fiithren wieder einen Beweis durch Widerspruch. Sei z* € €2 nach Voraussetzung ein
lokaler Minimierer von F', das heifit nach Satz gilt VF(z*) = 0. Wir nehmen an, dass
HpF(z*) nicht positiv semidefinit ist. Dann kénnen wir einen Vektor p'e R"/{0} finden,
so dass

@ Hp(z*)p) < 0

gilt. Da Hp nach Voraussetzung stetig ist in einer lokalen Umgebung U < €2 von z* existiert
ein T > 0, so dass
(p,Hp(x* +tp)py < 0, fiir alle t € [0,T].

Nach dem Satz von Taylor gilt jedoch fiir alle t € (0,7") die folgende Identitét

1 ~ -
F(z* +tp) = F(a*) + t(p, VF(z*)) + = t%p, Hp(z* + tp)p), fiir ein £ € (0,1).
—_ 2 < —
=0 <0
Durch Weglassen des Terms auf der rechten Seite der Gleichung folgt also, dass F'(z* +
tp) < F(z*) gilt. Wir haben also eine Richtung 5 € R"/{0} gefunden entlang der die

Funktionswerte von F' abnehmen. Damit folgt, dass z* kein lokales Minimum von F' ist,
was aber im Widerspruch zur Annahme steht. Das beweist die Aussage des Satzes. O

Schlussendlich wollen wir auch eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines
lokalen Minimums angeben.
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Satz 7.12 (Hinreichende Optimalitidtsbedingungen zweiter Ordnung)
Sei 2 < R™ eine offene, zusammenhdngende Teilmenge und sei F': 2 — R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei x* € Q ein Punkt fiir den gelte

(i) VF(z*) = 0,
(i) Hp(x*) ist positiv definit.

Auferdem sei die Hesse-Matrix Hp von I stetig in einer offenen Umgebung U < Q wvon
x* € U. Dann ist z* € Q) ein striktes lokales Minimum von F.

Beweis. Da die Hesse-Matrix Hp von F stetig und positiv definit in z* € Q ist nach
Voraussetzung kénnen wir einen Radius » > 0 finden, so dass Hp(z) positiv definit ist fiir
alle x € B,(z*). Fiir jeden Vektor p e R"/{0} mit ||p]| < r gilt dann nach dem Satz
von Taylor:

1
F(z* +p) = F(z*)+ ,VF(z")) + -(p, Hr(z* + tp)p), fiir ein t e (0,1).
— 2
=0
Da ||tp]| < r ist nach Konstruktion wissen wir, dass
o, Hp(«" +tp)p) > 0

gilt und somit schon F(z* + p) > F(x*) gelten muss. Da e R"/{0} mit ||p]| < r beliebig
gewahlt war handelt es sich bei z* €  um ein striktes lokales Minimum der Funktion
F. O

Bemerkung 7.13

An Hand der Definitheit der Hesse-Matriz kinnen wir also in vielen Fillen die Art des
stationdren Punkts charakterisieren. FEs stellt sich heraus, dass folgende Beobachtungen
gelten:

o [st die Hesse-Matrixz positiv definit, handelt es sich um ein lokales Minimum.

e Fualls die Hesse-Matrix negativ definit ist, so ist der stationdre Punkt ein lokales
Mazximum.

o [st die Hesse-Matrix indefinit, so handelt es sich um einen Sattelpunkt.

Sollte die Hesse-Matriz in einem stationdren Punkt semidefinit sein, so ldsst sich keine
eindeutige Aussage treffen.

Im Folgenden wollen wir die notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
fiir verschiedene Zielfunktionen priifen.
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Beispiel 7.14
Wir untersuchen zwei unterschiedliche Zielfunktionen auf mogliche Extremstellen.

1. Zuerst diskutieren wir eine einfache eindimensionale Zielfunktion F: R — R mit
F(x) =z

Wir priifen die notwendigen Optimalititsbedingungen erster Ordnung aus Satz
und bemerken, dass der einzige stationdre Punkt von F in x* = 0 vorliegt, da

Fl(z) = 42> =0 = z = 0.

Da F"(z) = 1222 ist gilt im stationdren Punkt z* = 0 nur F”(0) = 0. Daher kénnen
wir nicht die hinreichenden Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung aus Satz[7.19
anwenden, da die zweite Ableitung nicht positiv ist. Dennoch erkennen wir, dass F
ein striktes lokales Minimum in x = 0 besitzt mit VF(0) = 0. Dies zeigt uns, dass
die in Satz[7.19 genannten Bedingungen nur hinreichend sind, jedoch nicht notwendig
fiir das Vorliegen eines strikten lokalen Minimums.

2. Nun diskutieren wir eine zweidimensionale Zielfunktion F: R? — R mit
F(z,y) = 62° =2z —day + 1> + 1

Zur Bestimmung von mdglichen Extremstellen der Zielfunktion miissen wir zundchst
den Gradienten berechnen. Hierzu bestimmen wir die ersten partiellen Ableitungen
von F' als

0 F(z,y) = 120 —2 — 4y,
OyF(x,y) = —4x+2y

Zur Bestimmung eines stationdren Punkts setzen wir
VF(z,y) = (0.F(x,9),0,F(w,y))" = (120 —2 — 4y, 4z +2y)7 = (0,0)".

Um mdgliche Kandidaten fiir ein lokales Extremum zu finden miissen wir also fol-
gendes lineares Gleichungssystem losen:

12 -4\ [z 2
o= (5 2)0) -0 -
Durch Lésen des linearen Gleichungssystems erhalten wir den einzigen stationdren

Punkt in
z* = (0.5,1)T.
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Wir berechnen als Nichstes die Hesse-Matriz Hp von F mit den zweiten Ableitungen:

O2F(x,y) = 0,(120 —2—4y) = 12,
0y0z F (,y) Oy(120 — 2 —4y) = —4,
020y F (z,y) = Op(—4x +2y) = —4,

é’;F(az,y) = Oy(—4x +2y) = 2.

Insgesamt ergibt sich also fiir die Hesse-Matriz im stationdren Punkt x* € R?

Hp(a*) = (i _24>

Zur Bestimmung der Definitheit von Hp stellen wir das charakteristische Polynom
Pr,. auf als
Py, (t) = (12—t)%(2—t)—16 = t* — 14t + 8.

Wir bestimmen die Figenwerte der Hesse-Matriz Hr als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms Py, mittels p-q-Formel und erhalten somit

[n2

D 14 196
tA/——q = — +tr/— —8
V1 2 4

= 7++41

Da beide Eigenwerte Ay jp = 7=+ V41 von Hp positiv sind, ist die Hesse-Matrix positiv
definit. Damit sind die hinreichenden Bedingungen aus Satz fiir ein striktes
lokales Minimum von F im Punkt x* = (0.5,1) erfillt. Da die Hesse-Matriz auf
ganz R? positiv definit ist, handelt es sich sogar um ein globales Minimum.

VRS

Al = —

Eine duflerst wertvolle Eigenschaft bei der Optimierung ist die Konvexitét einer Ziel-
funktion, da jedes lokale Optimum einer konvexen Funktion bereits ein globales Optimum
ist.

Definition 7.15 (Konvexitit)

Sei 2 < R™ eine offene, zusammenhdngende Teilmenge und sei F': 2 — R eine reellwertige
Zielfunktion. Wir nennen F konvex wenn fiir beliebige Vektoren xz,y € Q die folgende
Ungleichung fiir alle 0 < o < 1 gilt:

Flaz+ (1 —a)y) < aF(z)+ (1 —a)F(y). (7.3)

Wir nennen die Funktion F strikt konvex, falls (7.3|) eine echte Ungleichung ist.

Anschaulich bedeutet Konvexitit einer Funktion F', dass jede Verbindungsgerade zwi-
schen zwei Punkten x,y € ) oberhalb des Graphen der Funktion F' durch die Punkte x und
y verlduft.
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Folgende Bemerkung stellt die Bedeutung von Konvexitét fiir die Optimierung fest.

Bemerkung 7.16
Sei Q < R" eine offene, zusammenhdngende Teilmenge und F: Q — R eine Zielfunktion.
Man kann zeigen, dass die Hesse-Matriz Hp(x) genau dann positiv definit ist fir alle x € §,
wenn F eine strikt konvexe Funktion ist.

Dies hat zur Konsequenz, dass wenn man einen stationdren Punkt x* € Q findet mit
VF(z*) =0, so ist dieser Punkt das eindeutige, globale Minimum der Zielfunktion.

7.2 Optimierung unter Nebenbedingungen

Bisher haben wir uns nur mit unrestringierten Optimierungsproblemen beschéftigt und
fiir diese Optimalitdtsbedingungen hergeleitet. Viele reale Aufgabenstellungen erfordern
jedoch die Optimierung einer Zielfunktion unter Nebenbedingungen. Daher wollen wir uns
im Folgenden mit solchen Problemen beschéftigen und eine Moglichkeit aufzeigen stationére
Punkte unter Nebenbedingungen zu identifizieren.

Wir beschrénken uns hierbei auf Optimierungsprobleme, bei denen die Nebenbedingung
eine Gleichheit erfiillen miissen, lassen jedoch keine Ungleichungen zu, d.h., fiir die Index-
menge 7 der Ungleichungen im allgemeinen Optimierungsproblem gilt 7 = &. Der
Grund fiir diese Einschrankung ist, dass die zugehorige Theorie der sogenannten Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen fiir Optimierungsprobleme mit Ungleichungsnebenbe-
dingungen den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde. Interessierte Leser*innen seien
auf [Nocedal2006l Kapitel 12.3] verwiesen.

Wir beginnen direkt mit der wichtigen geometrischen Beobachtung, dass die Gradien-
ten einer Zielfunktion und der zugehorigen Nebenbedingung in einem Minimierer parallel
ausgerichtet sein miissen.

Satz 7.17 (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien F,c: Q0 —> R zwei stetig partiell differenzierbare Funktionen und sei

M ={zeQ:c(z)=0}cQ

eine Untermannigfaltigkeit (z.B. eine Kurve in ), die alle Nullstellen von c enthilt.
Zu jeder Léosung x* € M des Minimierungsproblems

min F(z) mit cx) =0
e}
und Ve(x*) # 0 existiert ein Lagrange-Multiplikator \* € R, so dass
VFE(z*) + A*Ve(z™) = 0.

Das heifit die beiden Gradienten VE und Ve sind parallel in x* € Q.
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Beweis. Sei x* € M eine Losung des Minimierungsproblems mit Nebenbedingung. Wir
sehen zunichst ein, dass der Gradient Ve(z*) senkrecht zu allen Tangentialvektoren der
Untermannigfaltigkeit M steht, da sich ¢ entlang aller Tangentialrichtungen von M nicht
dndert. Wir schreiben nun den Gradienten der Zielfunktion V F mittels orthogonaler Pro-
jektion (vgl. Kapitel als eindeutige Summe zweier Vektoren v; € R" und v € R", die
jeweils orthogonal und parallel zu Ve sind mit

VF(z*) = vy +u.

Wir fithren nun den Beweis iiber einen Widerspruch. Nehmen wir an, dass VF und Ve
nicht parallel sind, dann folgt, dass v # 0 ist. Betrachten wir nun die Richtungsableitung
von F(z*) in Richtung des Vektors —v; € R"™, dann gilt

D_, F(z*) = (VF(z%),~v1) = —{(vL+v,vL)
= —(ui,v1) —yvy = —C(vi,v1) < 0.
-0

Das bedeutet, dass wir den Funktionswert der Zielfunktion F' noch weiter verkleinern
konnen, indem wir entlang der Untermannigfaltigkeit M in Richtung —v; € R" gehen.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Optimalitéit des Punkts x* € M. Also miissen VF' und
Ve parallel sein und es gilt:

VFE(z*) = —X\-Ve(z¥).

Der Lagrange-Multiplikator A € R taucht in der Formel auf, da die Gradienten parallel
aber nicht gleich lang sein miissen. O

Die folgenden Bemerkungen erklidren wie aus Satz das sogenannte Verfahren der
Lagrange-Multiplikatoren gewonnen werden kann, welches beispielsweise in der Physik bei
Anwendungen der klassischen Mechanik eine Schliisselrolle spielt.

Bemerkung 7.18
Wir wollen folgende Beobachtungen festhalten.

1. Die notwendige Bedingung, dass die Gradienten der Zielfunktion F' und der Neben-
bedingung c in einem Minimierer x* € M parallel ausgerichtet sein miissen, d.h.,

VF(z*) 4+ N*Ve(z*) = 0

lisst sich fiir das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren ausnutzen. Hierzu definie-
ren wir zundchst eine neue Funktion A: Q x R — R, genannt Lagrange-Funktion,
die eine zusdtzliche Variable A € R fiir die Nebenbedingung besitzt, als

Az, A) = F(z)+ X c(x).
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Betrachtet man ndmlich nun stationdre Punkte (x*,A\*) € Q x R von A, d.h.,
|

VoA(z*,\*) = VE(z*) + \*Ve(z*) = 0, VaA(z*, ) = ¢(z*) = 0,

so erfillen diese Punkte automatisch die notwendigen Kriterien fiir einen Minimierer
des urspringlichen Optimierungsproblems unter Nebenbedingungen.

2. Das oben beschriebene Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren ldsst sich auch auf
Optimierungsprobleme mit mehreren Nebenbedingungen c;: 0 — R fir 1 < i < m
verallgemeinern. Hierzu wird die Lagrange-Funktion als eine Linearkombination der
Zielfunktion und den m € N Nebenbedingungen geschrieben als

Ax,)) = F(z)+ ) Aici(x),
i=1

Zur Bestimmung stationdrer Punkte geht man nun analog zum Fall mit nur einer
Nebenbedingung vor.

Beispiel 7.19
Wir wollen im Folgenden eine Zielfunktion F: R?> — R mit

Fz,y) = z+y
minimieren unter der Nebenbedingung, dass der Losungsvektor x* = (x,y)T € R? normiert
sein soll, d.h., 2> + y? = 1. Dies fiihrt also zu einem Optimierungsproblem mit Nebenbe-

dingung der folgenden Gestalt:

min  F(z,y) = x+vy mit c(x,y) = 22+ —1 = 0. (7.4)
(z,y)eR?

Wir identifizieren zundchst Punkte in denen der Gradient von c¢(x,y) verschwindet, d.h.,
Ve(r,y) = (2z,2y)7 = 0.

Dies kann nur im Ursprung (0,0)T passieren. Da dieser Punkt nicht die Nebenbedingung
erfillt, miissen wir ihn also bei den folgenden Berechnungen nicht explizit beachten.

Um das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren anwenden zu konnen, stellen wir zundchst
die Lagrange-Funktion auf:

Az, y, ) = F(z,y)+ X-c(z,y) = x+y—|—)\-(x2+y2—1).

Nach dem Satz miissen wir fiir potentielle Losungen des Optimierungsproblems (|7.4))
nur Extremstellen der Lagrange-Funktion berechnen, d.h., wir betrachten stationdre Punkte
von A durch

0z F(z,y) + Noge(x,y) 1+A-2z e
VA(z,y,\) = [ 0yF(z,y) + Aoyce(z,y) | = 1+X-2y | = |0]eR3
c(z,y) w2 +y? -1 0
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Obwohl es sich nicht um lineares Gleichungssystem handelt kénnen wir dennoch eine Lisung
fiir die drei Gleichungen herleiten. Wenn wir annehmen, dass A # 0 gilt, so konnen wir
die ersten beiden Gleichungen jeweils nach x und y umstellen und erhalten so, dass

1

Setzen wir diese Identitdten in die dritte Gleichung kénnen wir fir den Lagrange-Multiplikator

folgende Bedingung herleiten

) 1 1 1 )

Setzen wir diese beiden Lagrange-Multiplikatoren wieder in die beiden ersten Optima-
litdtsbedingungen ein erhalten wir als stationdre Punkte der Lagrange-Funktion:

@ @)T ¥ = (_Q _@)T'

*
o= (Gg)h 2 9

Durch Einsetzen der Punkte in die Zielfunktion F' sehen wir, dass es sich bei x7 um ein
Maximum des Optimierungsproblems handelt und bei x5 um ein Minimum, da

F(z¥) = *f+*f = V2,  F(z}) = ——- - 2= = /2
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Kapitel 8

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

Differentialgleichungen spielen seit je her eine fundamentale Rolle bei der physikalischen
Modellierung von Naturgesetzen und erkliren viele beobachtbare Phanomene unseres All-
tags duBerst prizise. Eine Differentialgleichung beschreibt hiufig das Anderungsverhalten
von Groflen, wie zum Beispiel die Fallgeschwindigkeit eines Steins, den man fallen l&sst,
oder die Vermehrung von Bakterien in einer N&hrlosung. Wahrend insbesondere in der
Analysis die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Differentialgleichungen unter-
sucht wird, widmet sich die Numerische Mathematik der Herleitung von Losungsverfahren,
die approximative Losungen fiir Differentialgleichungen liefern, fiir die keine analytische
Losung bekannt ist.

Mathematisch gesehen ist eine Differentialgleichung eine Gleichung, in der eine un-
bekannte Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Die grofite vorkommende Ableitung
bestimmt hierbei die Ordnung der Differentialgleichung. Je nachdem ob die es sich um eine
Funktion in einer oder mehreren Verénderlichen handelt sprechen wir von einer Gewdhn-
lichen Differentialgleichung oder einer Partiellen Differentialgleichung. Werden gleich meh-
rere solche Funktionen durch mehrere Gleichungen beschrieben, so spricht man von einem
Differentialgleichungssystem. Im Folgenden beschrinken wir uns auf die Diskussion von
gewOhnlichen Differentialgleichungen, d.h., wir untersuchen Gleichungen in denen eine un-
bekannte Funktion mit einer Variablen und deren Ableitungen vorkommen.

Das folgende Beispiel soll ein grundlegendes Versténdnis von gewodhnlichen Differenti-
algleichungen und den zugehorigen mathematischen Fragestellungen liefern.

Beispiel 8.1
Das einfachste Beispiel einer gewdohnlichen Differentialgleichung ist gegeben durch

z(t) = 2'(t), fiir alle teR.

Wir suchen also eine unbekannte Funktion x: R — R, deren Ableitung gerade die Funktion

189



selbst ist. In diesem Fall konnen wir die Losung der Gleichung quasi erraten, denn fir die
Exponentialfunktion gilt offensichtlich

z(t) = e = () = ().

Jedoch ist dies nicht die einzige Losung, denn die konstante Nullfunktion x(t) =0 fir
alle t € R erfillt ebenfalls die Differentialgleichung.

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, wann Loésungen einer Differenti-
algleichungen existieren und in welchen Féllen diese eindeutig sind. Dariiber hinaus lernen
wir praktische Werkzeuge zur analytischen Losung von Differentialgleichungen kennen.

Wir beginnen mit der Definition einer grundlegenden Klasse von Differentialgleichun-
gen.

Definition 8.2 (Lineare Differentialgleichung)

Sein € N und I < R ein offenes Intervall. Seien auflerdem a;: I — R und b: I — R stetige
Funktionen fir 0 < i < n. Dann nennen wir eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit einer unbekannten n-mal stetig differenzierbaren Funktion x: I — R linear,
wenn sie in folgender Form vorliegt

iai(t)x(i)(t) = ag(t) - z(t) +a1(t) - ') + ...+ an(t) - 2 () = b(t). (8.1)
i=0

Hierbei bezeichnen wir mit (%) (t) die k-te Ableitung der Funktion z im Punkt t e I.

Ist eine Differentialgleichung nicht in der Form , so bezeichnen wir sie als nicht-
linear.

Eine lineare Differentialgleichung heiffit homogen, falls b(t) = 0 fiir alle t € R. Der
Term b wird auch hdufig Storfunktion genannt.

Im Folgenden wollen wir verschiedene gewdhnliche Differentialgleichungen diskutieren
und geméif der Definition klassifizieren.

Beispiel 8.3 (Radioaktiver Zerfall)
Sei ¢ > 0 eine Konstante. Dann beschreibt die folgende gewdhnliche Differentialgleichung

d /
£m(t) = 2'(t) = —c-xz(t)

den radioaktiven Zerfall eines strahlenden Materials mit Stoffmenge x zum Zeitpunkt t.
In diesem Kontext beschreibt ¢ die charakteristische Zerfallskonstante des Materials. Es
handelt sich hierbei um eine lineare, gewéhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung, die homogen ist (da die Storfunktion b(t) = 0 ist).
Ist die anfingliche Stoffmenge xg € RY zum Zeitpunkt t = 0 mit 2(0) = z¢ bekannt, so
15t
z(t) = xzo-e 4, fir te RS



die eindeutige Losung der Differentialgleichung. Wir erhalten im allgemeinen Fall also eine
einparametrige Schar von Lisungen, die linear vom Anfangswert xo abhdngen.

Beispiel 8.4 (Steinwurf)
In diesem Beispiel wollen wir die Bahn eines geworfenen Steins im konstanten Gravita-
tionsfeld der Erde mit Erdbeschleunigung g ~ 9,812 berechnen. Wir vernachlissigen die
Krafteinfliisse der Luftreibung und betrachten das folgende inhomogene System wvon
gewdohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:
2 2
Sl = 0, Toa(t) =

Wir bezeichnen hierbei die Horizontalkomponente der Position des Steins entlang der Wurf-
bahn zum Zeitpunkt t € Rar mit x1: Ra’ — R und die Vertikalkomponente mit xo: ]Rar — R.
Die anfdngliche Position zum Zeitpunkt to € Rar und die Anfangsgeschwindigkeit seien

gegeben als
PN (1 on — [ W1
0 = 29 ) 0 = W .

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir das obige Differentialgleichungssystem losen
und erhalten fiir die Wurfbahn des Steins, d.h., die Position des Steins in Abhdngigkeit der
Zeit t € R, folgende Lésung

1
z1(t) = =1 +wi-t, xo(t) = z2+w2't—§‘g~t2.

Hieraus lassen sich nun auch die Richtungskomponenten der Geschwindigkeit des Steins in
Abhingigkeit der Zeit t € Rar ermitteln, denn es gilt

vi(t) = %xl(t) = zi(t) = wi, va(t) = %xg(t) = 25(t) = we—g-t.

Beispiel 8.5 (Beschleunigung eines Raumschiffs durch Gravitation)
Im letzten Beispiel wollen wir die Wirkung der Gravitation eines Himmelskorpers, wie zum
Beispiel der Erde, auf ein wesentlich kleineres Objekt (wie ein Raumschiff) beschreiben.
Sei also r: Rar — Ra’ der Abstand des Raumschiffs zur Erde und M ~ 5,972 - 10%* kg die
ungefihre Erdmasse.

Dann lisst sich die Beschleunigung, die das Raumschiff auf Grund der Gravitation der
Erde erfihrt, durch folgende gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung,
welche homogen und nichtlinear ist, beschreiben:

d? M

@r(t) IOk

Das bedeutet, dass die Beschleunigung des Raumschiffs durch die Gravitation quadratisch
mit dem Abstand zum Erdmittelpunkt zunimmdt.
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8.1 Trennung der Variablen

Nachdem wir im letzten Abschnitt einige motivierende Beispiele fiir gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen aus der Physik diskutiert haben, wollen wir im Folgenden eine erste
Technik zur Bestimmung von Losungen fiir bestimmte Spezialfille herleiten. Die Methode
der Trennung der Variablen, auch Separationsmethode genannt, erlaubt es separierbare
Differentialgleichungen erster Ordnung zu l6sen.

Hierzu fiithren wir zunéchst den Begriff von separierbaren Differentialgleichungen ein.

Definition 8.6 (Separierbare Differentialgleichung)

Seien I,J < R zwei offene Intervalle und es seien f: I — R und g: J — R zwei stetige
Funktionen. Wir setzen voraus, dass g(y) # 0 fir alle y € J. Eine gewdhnliche Differenti-
algleichung erster Ordnung der Form

Y'(x) = f(x)-gly(x) = f(x)-g(y)

heif$t separierbare Differentialgleichung und wird hdufig auch Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen genannt.

Der folgende Satz sagt aus unter welchen Voraussetzungen eindeutige Losungen fiir
separierbare Differentialgleichungen existieren und welche Gestalt diese besitzen.

Satz 8.7 (Trennung der Variablen)

Seien I,J < R zwei offene Intervalle und (xo,y0) € I x J ein beliebiger Punkt. Es seien
nun f: I — R und g: J — R zwei stetige Funktionen, wobei g(y) # 0 fir alle y € J gelte.
Wir betrachten die separierbare Differentialgleichung

y'(z) = f(z) 9(y).
Wir definieren aufSerdem Funktionen F: I — R und G: J — R durch

F(z) = ff(t)dt, G(y) = fyg(ls)

Yo

Sei nun I' < I ein Intervall mit xg € I' und F(I') < G(J). Dann existiert eine eindeu-
tige Losung o: I' — R der separierbaren Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
©(zo) = yo. Die Losung geniigt aufferdem der folgenden Beziehung

G(p(z)) = F(x) fiir alle x eI,

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wir fiir g(y) # 0 fir alle y € J die separierbare
Differentialgleichung umschreiben kénnen in

y@) _ o
oy @
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AuBerdem wissen wir, dass die stetige Funktion ¢g: J — R entweder positiv mit g(y) > 0
oder negativ mit g(y) < 0 fiir alle y € J sein muss. Denn ansonsten wiirde es nach dem
Zwischenwertsatz [Burger2020], Satz 5.13] eine Stelle yo € J geben mit g(yo) = 0, was nach
Voraussetzung ausgeschlossen ist. Damit folgt aber schon, dass die Funktion G: J — R
mit
y
1

Gly) — f S
9(s)
Yo
streng monoton und somit insbesondere injektiv ist. Damit existiert also eine Umkehrab-
bildung G~': G(J) — J. Diese Beobachtung kénnen wir im Folgenden ausnutzen.
Zuerst wollen wir die Eindeutigkeit der Lésung zeigen. Sei also ¢: I’ — R eine Losung

der separierbaren Differentialgleichung, dann erfiillt die Lésung offensichtlich

fiir alle z e I'.

Betrachten wir nun die Funktion F': [ — R so sehen wir unter Ausnutzung der Substitu-
tionsregel der Integralrechnung aus Satz ein, dass fiir alle x € I’ gilt

F(z) = Li ft)dt = fx (1) dt = f@(x) Lds = fp(x)lds = G(p(x)).

0 g(@(t)) p(zo) g(S) Yo g(S)

Da G eine Umkehrfunktion G~! besitzt kénnen wir die Losung der separierbaren Differen-
tialgleichung also eindeutig charakterisieren durch

G YF(z)) = o(2) fiir alle z € I'.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass die Funktion ¢ :== G~'o F: I’ — R eine Losung
der separierbaren Differentialgleichung darstellt. Durch Anwendung der Ketten- und Um-
kehrregel der Differentialrechnung und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung gilt fiir alle z € I":

¢'(xz) = (GHoF)(z) = (G (F(x)-F'(z) = W'F/(x)
1 ! = z)) - f(x
ZW'F(@—Q(@( ) - f(=).

AuBerdem gilt ¢(z9) = yo, wie man nachrechnen kann:

olzo) = G\ (Flxo)) = G ( [ dt) - ¢0) = w.
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Das folgende Beispiel illustriert wie das Verfahren der Trennung der Variablen eingesetzt
werden kann, um analytische Losungen fiir separierbare Differentialgleichungen zu erhalten.

Beispiel 8.8 (Trennung der Variablen)
Betrachten wie die folgende gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y'(r) = @)

X

)

welche definiert ist fiir alle x € R\{0} und auferdem linear und homogen ist. Wir nehmen
an, dass die Anfangsbedingung y(1) = c fiir eine Konstante ¢ > 0 gelte.

Es handelt sich hierbei um eine separierbare Differentialgleichung da wir sie mit ge-
trennten Variablen wie folgt darstellen kinnen:

Y@ = f@)gly)  mit f@) = -1 und gly) =y,

Nach Satz[8.7 berechnen wir nun die Funktionen F und G als

€T _’El .
F(x) = Jf(t)dt = —Jdt = —log| = —logz+ logl = —logu,
t 1 ——
1 1 =0
y

" = log(y) —log(c) = log (¥).

Gly) = fyg(ls)ds = Jids — log .

Cc Cc

Setzen wir den Definitionsbereich J der Funktionen g und G auf J = R*, wissen wir, dass
der Logarithmus Ry auf ganz R abbildet und daher konnen wir den Definitionsbereich I der
Funktionen f und F auf I' = I = Ry setzen. Offensichtlich gilt R™ = F(I') < G(J) =R
und somit sind die Voraussetzungen von Satz[8.7 erfiillt.

Es existiert also eine auf RY definierte eindeutige Losung o: Ry — R mit

log(p(cm) = G(p(x)) = F(z) = —logz fiir alle e R..

Durch Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der Gleichung erhdlt man
dann die explizite Losung

o(r) = % fiir alle v e RT.

Die Korrektheit der Losung lisst sich leicht tiberpriifen, denn es gilt

da@y = (5 = -5 = -1 AT




Die Trennung der Variablen ldsst sich von Beispiel [8.8| auf allgemeine lineare, homo-
gene Differentialgleichungen erster Ordnung mit beliebiger Koeffizientenfunktion verallge-
meinern, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.9 (Lineare und homogene gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung)
Sei I < R ein offenes Intervall. Betrachten wir eine lineare und homogene Differentialglei-
chung erster Ordnung, die im Allgemeinen von folgender Form ist:

v (x) = a(z)-y(x), firalexel.

Fiir einen beliebigen Punkt xg € I und einen konstanten Anfangswert c € R gibt es dann
genau eine Lisung ¢: I — R der Differentialgleichung, die der Anfangsbedingung ¢(zo) = ¢
geniigt. Diese ist fir alle x € I von der Form

x
o(x) = c-exp fa(t) dt
o
Beweis. Jede homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist ein Spezialfall einer
separierbaren Differentialgleichung in Satz fir f(z) :== a(z) und g(y) = y.
Zuerst zeigen wir, dass ¢ eine Losung der Differentialgleichung ist. Man rechnet leicht
nach, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist, da

o

o(xg) = c-exp fa(t) dt | = c-exp(0) = e
)
AuBerdem gilt fiir alle Punkte x € 1
x / x
o) = ¢ |exp fa(t) dt = a(z)-c-exp fa(t) dt | = a(z) - p(z).
Zo o

Um die Eindeutigkeit der Lésung zu beweisen bemerken wir zunéchst, dass
x
wo(r) == exp | — Ja(t) dt
o
die Differentialgleichung ¢((z) = —a(x) - ¢o(z) 16st mit einem analogen Argument wie
oben. Sei nun ¥: I — R eine beliebige Losung der Differentialgleichung 3/ (z) = a(z) - y(x)

mit den Anfangsbedingungen ¥(xo) = c¢. Wir bilden nun das Produkt Jy(x) := ¥(z) - po(x)
und differenzieren die Funktion 99 mit der Produktregel:

do(z) = V' (x) - po(x) + 9(x) - go(x)
= a(x) - 9(x) - po(x) — V(x) - az) - po(x) = 0.
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Da dies fiir alle z € I gilt muss Yy somit eine Konstante sein und es gilt
Po(z) = Jo(zg) = Hwo) - po(zg) = c-exp(0) = ec.

Damit folgt nun schlieflich aus ¥g(z) = 9(x) - @o(z) fiir alle x € I:

T

Iz) = c-po(z)™t = c-exp Ja(t)dt

o

Hierbei kénnen wir die Umkehrfunktion ¢ ! betrachten, da die Exponentialfunktion streng
monoton und somit insbesondere injektiv ist. O

8.2 Variation der Konstanten

Bisher haben wir uns auf den Fall von linearen, homogenen Differentialgleichungen be-
schrinkt. Das heifit wir haben nur den Spezialfall ohne Storfunktion, d.h., b(z) = 0 disku-
tiert. Im Folgenden wollen wir nun inhomogene lineare Differentialgleichungen der Forn

y'(z) = a(@) - y(z) + (),

betrachten, wobei a,b: I — R stetige Funktionen auf dem offenen Intervall I < R sind.
Fiir einen beliebigen Punkt x¢ € I und einen Anfangswert ¢ € R suchen wir eine Losung
¢: I — R der Differentialgleichung die der Anfangsbedingung p(xg) = ¢ geniigt.

Da eine Trennung der Variablen aus Kapitel [8.1] in diesem Fall nicht zum Ziel fiihrt,
wollen wir eine andere wichtige Technik zur analytischen Losung von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen untersuchen. Die sogenannte Variation der Konstanten ist ein Verfahren
zur Bestimmung einer speziellen Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
erster Ordnung. Die einzige Zutat, die diese Technik voraussetzt, ist das Vorliegen einer
Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

Aus Satz [8.9] wissen wir bereits, dass diese von der folgenden Form sind

xT

@o(r) = c-exp Ja(t) dt

0

Der folgende Satz beschreibt analytische Losungen der inhomogenen Differentialglei-
chung basierend auf der Losung ¢ der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
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Satz 8.10 (Variation der Konstanten)

Sei I < R ein offenes Intervall und seien a,b: I — R zwei stetige Funktionen. Dann gibt
es zu einem beliebigen Punkt xg € I und einem Anfangswert c € R eine eindeutige Lisung
p: I — R der linearen, inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung

v (x) = a(z) -y(x) +blx) firale vel

unter der Anfangsbedingung ¢(xg) = c. Die Lisung hat die Form
o) = o) et [ erto)-bat ).
o

wobes
X

wo(z) = exp Ja(t) dt
o
Beweis. Sei g eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und ¢ die

zu bestimmende Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Wir betrachten nun eine
sogenannte Ansatzfunktion v mit

u(r) = @(x) pyt(r) = @(x)-exp | — Ja(t) dt

Durch Multiplikation mit ¢q ldsst sich der Ausdruck dieser Funktion nun umstellen zur
unbekannten Losung ¢ mit

o(x) = po(x) -u(z) = exp Ja(t)dt ~u(x). (8.2)

Setzen wir diesen Ausdruck nun in die inhomogene Differentialgleichung ein, so erhalten
wir fiir alle z € 1

(u- o) () = a(z)-u(x) po(x) + b(x). (8.3)
Durch Anwendung der Produkt- und Kettenregel der Differentiation und des Hauptsat-
zes der Differential- und Integralrechnung lésst sich die linke Seite der Gleichung noch
vereinfachen zu

/

(u- o) (x) = w(x) - golx) +ulx) - gh(z)
= () - polz) + u(®) - po(z) - f a(t) dt

= () - o(x) + u(z) - po(z) - a(x).
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Wir erkennen, dass sich die Terme auf der linken und rechten Seite von (8.3)) teilweise
annullieren wodurch wir die folgende einfache Darstellung der Funktion b erhalten:

u'(z) - po(r) + u(@) - po(x) - a(z) = a(x)-u(x) - po(r) + b(z)
u'(z) - po(r) = b(z).

<<

Multiplizieren wir diese Gleichung wiederum mit ¢ ! so erhalten wir die folgende Darstel-
lung der Ableitung von u mit

u'(r) = ¢p'(x)-b(zx) firallexel.

Somit konnen wir die unbekannte Funktion w charakterisieren als Stammfunktion durch

u(x) = JI o () - b(t)dt + C,

Zo

wobei C' € R eine Integrationskonstante ist. Setzen wir dies nun in die Gleichung (8.2) fiir
die Loésung ¢ der inhomogenen Differentialgleichung ein, so erhalten wir fiir alle x € I:

o) = polz) - u(z) = po(z)- ( ) o5 (1) b(0) dtw).

Zur Bestimmung der Integrationskonstante C' setzen wir x = x¢ und sehen durch Anwen-
dung der Anfangswertbedingung

i) )
¢(ro) = wo(zo) (J @o L(t) - b(t) dt + C) = C = .
- =0
Damit ist nun die Aussage des Satzes vollstéindig bewiesen. O

Im folgenden Beispiel wollen wir das Verfahren der Variation der Konstanten nutzen,
um die analytische Losung einer inhomogenen Differentialgleichung herzuleiten.

Beispiel 8.11 (Variation der Konstanten)
Wir betrachten die folgende lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung

v (x) = 2x-y(x) + z3, (8.4)

fiir die die Anfangsbedingung y(0) = ¢ mit ¢ € R erfillt sein soll. Die zugehiorige homogene
Differentialgleichung y'(x) = 2x - y(x) besitzt nach Satz Lésungen der Form

T

vo(x) = exp J2tdt = e”.
0
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Wir erhalten eine Lisung ¢: R — R der inhomogenen Gleichung (8.4) unter der An-
fangsbedingung p(0) = ¢ durch

€T
o(r) = e e+ Jtzset2 dt
0

Wir kénnen gliicklicherweise dieses Integral weiter berechnen indem wir die Substitution
s == t? anwenden und dariber hinaus partielle Integration durchfiihren. Damit erhdlt man

€T
ft%ﬁ dt =
0

und somit insgesamt die Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (8.4]) mit

— % (:c2 + 1) e*x2,

N | =

x
1 1
p(z) e e+ Jt?’e_tQ dt| = - <c + 273 (:CQ +1) e‘”2>

1Y a2 15
<c+2)e 2(56 +1).

8.3 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Obwohl wir gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung bereits im vorigen Ab-
schnitt erwédhnt haben, haben wir diese noch nicht néaher diskutiert. Wir wollen im Folgen-
den ein zuséatzliches Kriterium zur Klassifikation von gewohnlichen Differentialgleichungen
einfithren und beschreiben, wie sich eine gewthnliche Differentialgleichung héherer Ord-
nung in ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung umformulie-
ren lésst.

Beginnen wir zunéchst mit der Definition einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung schreibt eine Bedingung fiir die n-te
Ableitung der gesuchten Losung ¢ vor. Diese n-te Ableitung hingt sowohl von z als auch
von der Losung ¢ und ihren Ableitungen bis zur (n — 1)-ten Ordnung im Punkt = ab.

Definition 8.12 (Differentialgleichung n-ter Ordnung)
Sei G < R x R" eine offene Teilmenge und

f:G—>R

eine stetige Funktion.
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1. Wir nennen eine Gleichung der Form

y" (@) = fla,y(@),y (2),....y" ()

eine explizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist die gewdohnliche
Differentialgleichung nicht nach der hochsten vorkommenden Ableitung aufgeldst, d.h.
wenn sie von der folgenden Form ist

fa,y(@),y (@),...,y" (@), y™(2)) = 0,
so nennen wir sie eine implizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

2. Wir nennen eine n-mal differenzierbare Funktion ¢: I — R auf dem offenen Intervall
I c R eine Losung der Differentialgleichung, wenn sie die folgenden Figenschaften
besitzt:

i) Der von der unbekannten Lésung ¢ abhdngende Menge

FQO = {($>y17y27--- 7yn) el xR" Yk = Sp(k_l)(x)7 I1<k< n}

ist eine Teilmenge von G,

i1) Fir alle Punkte x € I gilt
pM(@) = fl@e@),¢' @), ..." (@),

Das folgende Beispiel illustriert den Begriff einer gewthnlichen Differentialgleichung in
expliziter und impliziter Form.

Beispiel 8.13
Sei I < R ein offenes Intervall. Die Gleichung

Y (@) y@)+z =0

ist eine nichtlineare, implizite gewdéhnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Diese Dif-
ferentialgleichung ldsst sich in die folgende explizite Form umschreiben

wenn wir annehmen, dass y(x) # 0 fir alle Punkte x € I gilt. Aus der Kreisgleichung
22 + 4% = ¢ > 0 lisst sich eine explizite Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung
angeben mit

o(z) = +Ve—a?, fir x| < +/c.
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Man kann eine gewoOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung in ein System von
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfithren wie folgende Bemerkung
zeigt. Diese Beobachtung hat den grofien Vorteil, dass man sich bei Losungsmethoden von
gewohnlichen Differentialgleichungen, egal ob analytisch oder numerisch, nur auf das Losen
von Differentialgleichungssystemen erster Ordnung konzentrieren muss.

Bemerkung 8.14
Sei G < RxR" eine offene Teilmenge und f: G — R eine stetige Funktion. Wir betrachten
im Folgenden die explizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

y (@) = f(@y(@),y (@),...,y" V(). (8.5)

1. Wir kénnen die Gleichung (8.5) zu einem Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung umformulieren bestehend aus n + 1 Gleichungen mit

y = Y,
yﬂ = Y2
: (8.6)
y;L—l = Yn,

Yn = f(x7y17--~7yn)'

Definieren wir nun zwei n-dimensionale Vektoren Y, F € R™ mit

yi(z) Y2 ()
Y(x) = : und F(z,Y) = :
) Yn—1(x) ) Yn ()
() f(z,Y (x))

dann konnen wir das Differentialgleichungssystem umschreiben zu
Y'(z) = F(x,Y(x)).
Die Ableitung Y ist hierber komponentenweise zu interpretieren.

2. Seinun ¢: I — R eine Lisung der expliziten gewdéhnlichen Differentialgleichung n-ter

Ordnung in , d.h.,
P (z) = fla, @), ¢ @),....0o" ().

Basierend auf ¢ kinnen wir uns nun eine vektorwertige Funktion ®: I — R" defi-
nieren mit

p1(z) sol(x)
B(z) — @2:(95) _ ¢'(z)
on () "= ()



Dann wird aus der obigen Definition klar, dass ® eine Losung des Differentialglei-
chungssystems 1st.

Ist nun umgekehrt vorausgesetzt, dass ®: I — R™ eine Losung des Differentialglei-
chungssystems erster Ordnung in ist, dann st

=9I ->R

eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung (8.5)). Dieser Zusammenhang
gilt, da aus den ersten n Gleichungen des Systems folgt

e1(z) = ¢(x)

p2(r) = ¢i(z) = ¢'(2),

p3(r) = pa(x) = ¢i(z) = ¢"(2),
on(x) = ¢, 1(z) = ... = " D(a).

Da ¢, einmal differenzierbar ist, folgt daraus, dass @ n-mal differenzierbar sein muss.
Die (n + 1)-te Gleichung von liefert dann

eh(@) = ¢"M(2) = flz,0@),¢(@),..., 0" D (z)).

Wir sehen also, dass die Losungen von (8.5)) und in einer eindeutigen Beziehung

zueinander stehen.

Beispiel 8.15
Die Gleichung

y'(z) +y(z) = 0 (8.7)
fir x € R ist eine implizite gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um diese

Differentialgleichung in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zu transformieren
fiihren wir zwei neue Variablen wie folgt ein:

y1 =y, Y2 = yi

Mit diesen Variablen kénnen wir die Differentialgleichung (8.7)) umschreiben in die Glei-
chung

Yo +y1 = 0.

Zusammen mit der Bedingung yj = yo ergibt sich damit das folgende lineare, homogene
Differentialgleichungssystem erster Ordnung:

0 1\ (m

-1 0 y2 )

()
Y
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Die gewohnliche Differentialgleichung besitzt offensichtlich die auf ganz R defi-
nierten Losungen
o(z) = cosz, und p(z) = sinz.
Aufgrund der Linearitit der Ableitung sind in diesem Fall auch simtliche Linearkombina-
tionen von Ldsungen wiederum Ldsungen. Das heifst wir kénnen eine allgemeine Ldsung
der gewdohnlichen Differentialgleichung angeben fiir beliebige Konstanten cg, c1 € R:

Deg,er () == co-cosz+ ¢y -sinz.
Betrachten wir die beiden Anfangswertgleichungen

©Veo.e1(0) = ¢o-cos(0) +¢p -sin(0) = ¢
90:20761 (0) = —Cp- SIH(O) +cy - COS(O) = ¢,

so stellen wir fest, dass ¢y, : R — R die eindeutig bestimmte Lisung ¢ der Differential-
gleichung mit den Anfangswertbedingungen ey, (0) = co und ¢g, ., (0) = c1 ist.

8.4 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Bisher haben wir uns vornehmlich um analytische Losungsverfahren fiir lineare gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung beschéftigt. Dabei haben wir theoretische Uberle-
gungen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen allgemeiner gewohnlicher Differenti-
algleichungen vernachléssigt. Daher wollen wir uns in diesem Abschnitt den notwendigen
und hinreichenden Bedingungen widmen, die uns sagen wann eine Differentialgleichung
l6sbar ist und wann ihre Losung sogar eindeutig ist.

Da wir in Kapitel [8.3] gesehen haben, dass sich beliebige gewdhnliche Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung transformie-
ren lassen, beschrinken wir uns auf diese Differentialgleichungssysteme. Dies motiviert die
folgende Definition.

Definition 8.16 (Differentialgleichungssystem erster Ordnung)
Sei G < R x R™ eine offene Teilmenge und

f: G — R",
(z,y) — fl(=,y)

eine vektorwertige stetige Funktion.
Dann nennt man die folgende Gleichung

y'(z) = fz,y(@))

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Ldsung dieser Gleichung
ist eine auf dem offenen Intervall I c R total differenzierbare Funktion o: I — R™, fiir die
die folgenden Figenschaften gelten:
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1. Der Graph Iy, von ¢ liegt in der Teilmenge G, d.h,

Ly = {(z,y) e I xR" | y = p(2)} < G.

2. Die Funktion ¢ erfillt die Gleichung

' (z) = fz,o(x)  firalezel.

Bemerkung 8.17

Im Gegensatz zu vorigen Abschnitten handelt es sich in Definition [8.16) nicht um eine
Differentialgleichung einer skalarwertigen Funktion sondern um ein Differentialgleichungs-
system einer vektorwertigen Funktion. Wir kénnen die vektorwertigen Funktionen y und f
also komponentenweise notieren als

yl(x) fl(x7y>
y(CC) = und f($, y) = )

was zu folgendem Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiihrt:

yll(x) = f1($,y1(1'),---,yn($)),
ya(2) = fo(z,y1(2), ..., yn(2)),

Uo(2) = fule01(@),- . un(2)).

Der folgende Satz charakterisiert die Losung eines Differentialgleichungssystems mit
Anfangswertbedingungen als Losung einer zugehorigen Integralgleichung.

Satz 8.18 (Integralgleichung)
Sei G < R x R" eine offene Teilmenge, I — R ein offenes Intervall und sei f: G — R"
eine stetige Abbildung. Weiter seien die Anfangwerte (xg,c) € G mit xg € I gegeben. Sei
nun @: I — R"™ eine total differenzierbare Funktion, deren Graph in G enthalten ist

Die Funktion o ist genau dann eine Losung der Differentialgleichung

y'(z) = f(z,y(x))
unter der Anfangswertbedingung p(xg) = ¢, wenn sie die folgende Integralgleichung erfiillt:

T

o(r) = c+ Jf(t, ©(t)) dt fiir alle x € 1. (8.8)

zo
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Riickrichtung des Satzes. Sei also die Integralgleichung
erfiillt. Fiir die Anfangswertbedingung setzen wir x = zg und sehen somit, dass
©(zp) = c gilt. Da die Funktion f nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung [Burger2020 Kapitel 7.2], dass

L bt o) dt = fao(@)).

dz J,,
Damit folgt aus der Definition der Funktion ¢ in , dass ¢ total differenzierbar ist und
die gewohnliche Differentialgleichung ¢'(x) = f(z, ¢(x)) erfiillt.

Fiir die Hinrichtung des Beweises nehmen wir an, dass die Funktion ¢ eine Losung der
gewdhnlichen Differentialgleichung ¢'(x) = f(z, ¢(x)) ist, total differenzierbar sei und die
Anfangswertbedingung ¢(x¢) = c erfiille. Dann kénnen wir das folgende Integral betrachten
und erhalten aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung;:

| " ft o) dt = | T dt = () — plao) = plr)—c

zo

Durch Umstellen von ¢ auf die linke Seite erhéilt man die Identitét der Integralgleichung in

B3). O

Das folgende Lemma liefert uns ein hinreichendes Kriterium fiir die Lipschitz-Stetigkeit
einer Funktion. Diese Eigenschaft wird fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
gewOhnlicher Differentialgleichungen entscheidend sein.

Lemma 8.19
Sei G < R x R" eine offene Teilmenge und f: G — R" eine beziiglich der Variablen
y = (y1,...,yn) stetig partiell differenzierbare Funktion.

Dann ist die Funktion f lokal Lipschitz-stetig in G beziiglich des y-Variable.

Beweis. Sei (a,b) € G ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein r > 0, so dass die kompakte
Menge
B.(a,b) = {(z,y) eERxR": |[x —a| <, |ly—>b| <r}

ganz in G liegt. Da nach Voraussetzung alle Komponenten der Jacobi-Matrix J = (gl];; Ji<ij<n

stetige Funktionen sind, kénnen wir eine Konstante L € R finden mit

L = sup | J(z,y)]| < +oo.
(a:,y)eB,-(a,b)

Aus einer Folgerung des Mittelwertsatzes in folgt fiir alle (x,y), (x,9) € By(a,b),
dass gilt
f(z,y) = 2,9l < L-[ly—gll.
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Nun sind wir in der Lage die hinreichenden Bedingungen fiir die Eindeutigkeit von
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen zu formulieren.

Satz 8.20 (Eindeutigkeitssatz)

Sei G < R x R"™ eine offene Teilmenge und sei f: G — R" eine stetige Funktion, die lokal
Lipschitz-stetig in G beziiglich der y-Variablen ist. Seien nun p,9: I — R™ zwei Lisungen
der Differentialgleichung

y'(x) = fz,y(x)) fiir alle x € 1.

Stimmen die beiden Lisungen der Differentialgleichung in einem Punkt xqg € I tberein,
d.h., es gilt p(zg) = V¥(xp), so folgt schon

o(x) = V() fiir alle x € I.

Beweis. Wir beginnen zunéchst damit die Eindeutigkeit von Losungen in einer lokalen e-
Umgebung zu zeigen. Sei xg € I ein Punkt, so dass fiir die beiden Losungen ¢,9: I — R"
der gewohnlichen Differentialgleichung gilt ¢(z9) = ¥(xo). Auf Grund der Integraldarstel-

lung in Satz folgt nun
o) = 0@) = [ fto) - st 000 at. (8.9)

Da f nach Voraussetzung lokal Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen ist, existieren
Konstanten L > 0 und 6 > 0, so dass fiir alle t € I n Bs(zg) == {t € I: |t — xo| < 0} gilt:

1F (@t p(8) = FEI@)] < L-[le(t) — ()]

Wir definieren nun die zwei Variablen
1
€ = min(é,ﬁ) und M := sup{||p(z) —d(z)|| : x €I n Be(xp)}.

Aus Gleichung und (8.4)) kénnen wir nun fiir alle x € I n Bc(z¢) folgern

lp(z) —0(@)|| < L-

z M
| oty = oollae| < L-fo—aol v < 5

o

Da diese Abschétzung auch fiir den Punkt x € I n B(xg) gilt, fiir den das Supremum M
angenommen wird, folgt also M < . Dies ist jedoch nur moglich, wenn M = 0 gilt, d.h.,
wenn die Funktionen ¢ und ¢ in I n B¢(z) tibereinstimmen.

Basierend auf obigem Resultat zeigen wir nun, dass ¢(z) = J(z) fir alle x € I mit
x = xg gilt. Der Beweis fiir den Fall x < xg funktioniert analog und wird daher nicht néher
diskutiert. Wir definieren zunéchst den am weitest rechts liegenden Punkt & € I, so dass

die Funktionen ¢ und ¥ noch iibereinstimmen durch

x1 = sup{€el: @|[:co,£] = Q9|[$07§]}‘
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Falls x1 = oo oder gleich dem rechten Rand des Intervalls I gilt, so ist die Aussage bereits
bewiesen. Nehmen wir also an, dass ein Punkt xq € I existiert bis zu dem die Funktionen
¢ und ¥ iibereinstimmen und dariiber hinaus ein § > 0 existiert, so dass [z1,2; + ] < T
gilt. Nach Voraussetzung wissen wir nun, dass ¢(x1) = ¥(z1) gilt und die Funktionen stetig
sind. Nun wissen wir aus dem ersten Teil des Beweises, dass ein € > 0 existiert, so dass gilt

o(z) = J(x) fiir alle x € I N Be(z1).

Das widerspricht jedoch offensichtlich der Definition von x; € I. Daher gilt also p(z) = ¥(x)
fiir alle x € I mit = > xg. ]

Um zu verstehen, wann die Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung nicht ein-
deutig ist, diskutieren wir im Folgenden ein Gegenbeispiel.

Beispiel 8.21
Wir betrachten die folgende nichtlineare gewdhnliche Differentialgleichung

2
(@) = (y(2))s. (8.10)
Wie man sofort einsieht ist eine spezielle Losung der Differentialgleichung gegeben durch
wo(x) = 0, fiir alle x € R.

Da die Differentialgleichung separierbar ist, lassen sich die Lisungen unter der Annahme
y # 0 mit Hilfe von Satz[8.7 bestimmen.
Man sieht aber auch leicht, dass fiir beliebiges a € R die Funktion ¥,: R — R mit

Do(x) = 2i7(mfa)3

die gewdohnliche Differentialgleichung (8.10) erfillt, denn es gilt

W) = se-a)® = (217<:c—a>3)g — 9,(a)}.

Obwohl die Lisung ¢ und 9o im Punkt xo = a ibereinstimmen mit
wo(a) = Ya(a) = 0,
sieht man ein, dass der der Eindeutigkeitssatz [8.20 nicht gilt. Der Grund hg’erfﬁr ist eine
Verletzung der Voraussetzungen des Satzes, denn die Funktion f(x,y) = y3 ist nicht fir
alle Punkte y € R beziiglich der y-Variable Lipschitz-stetig. Zwar ist f fir y # 0 stetig
partiell differenzierbar beziiglich der Variablen y mit

L) = 2

—(x = = .
Nach Lemma ist f somit lokal Lipschitz-stetig in ganz R x R\{0} in Bezug auf die
y-Variable. Jedoch ist f in keiner Umgebung eines Punktes (a,0) Lipschitz-stetig beziiglich
de y-Variablen, da dieser Punkt eine Singularitdt mit unendlicher Steigung darstellt.

=
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Der folgende wichtige Satz formuliert die hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz
von Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung.

Satz 8.22 (Existenzsatz von Picard-Lindelof)

Sei G < R x R"™ eine offene Teilmenge und sei f: G — R" eine stetige Funktion, die lokal
Lipschitz-stetig auf G beziiglich der y-Variablen ist. Dann ezistiert zu jedem Anfangswert
(xo,c) € G ein e > 0, sowie eine Lisung

p: [zo—e,20 +€] = R

der gewdhnlichen Differentialgleichung

unter der Anfangsbedingung ¢(xg) = c.
Beweis. Siehe [Forster2017, §12, Satz 4]. O

Selbst wenn die Funktion f der Differentialgleichung 3/ (z) = f(z,y(z)) auf ganz R x R™
definiert ist und iiberall lokal Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen ist, so kann eine
Losung, die die Anfangsbedingung ¢(xg) = c erfiillt unter Umsténden nur in einer sehr
kleinen Umgebung von xy € R definiert sein. Dies wird durch das folgende Beispiel klar.

Beispiel 8.23
Wir betrachten die folgende nichtlineare gewdéhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

Die Funktion f(z,y) = 2xy? ist offensichtlich auf ganz R x R definiert und stetig partiell
differenzierbar beziiglich der Variable y und somit nach Lemma lokal Lipschitz-stetig
beztiglich der y-Variablen.

Wir suchen eine Lisung ¢: R — R der Differentialgleichung, die die Anfangswertbe-
dingung p(0) = c erfillt. Fir den Fall ¢ = 0 ist dies offensichtlich die konstante Funktion
o(z) =0 fir alle x € R. Fir ¢ # 0 konnen wir die Losung durch Trennung der Variablen
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(siehe Kapitel wie folgt unter der Annahme y(x) # 0 berechnen:

dy
/ - Y _ 2 2
Yy dz ry
1
= —dy = 2zdz,
Y
y T
1
= [ = [2ta
n
c 0
1 1 )
= I - =
y e T
1 1
= p) =y = —, mit vy = —.
v — x2 c

Dies ist die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung unter der Anfangswertbedingung
©(0) = ¢, was man direkt durch Einsetzen verifizieren kann.
Falls ¢ > 0 gilt, so ist der mazximale Definitionsbereich dieser Lisung gegeben durch

I. = {:BER : |x|<ﬁ=c_%}.

Ndhert sich x von innen dem Rand des Intervalls 1., so strebt der Funktionswert der Lisung
gegen +00. Fiir ¢ < 0 ist die Ldsung hingegen auf ganz R definiert.
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