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4.1 Konvergenz von Folgen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.2 Stetigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.3 Kompaktheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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Kapitel 1

Einleitung

Das vorliegende Skript begleitet die Vorlesung
”
Mathematik für Data Science 2 / Physikstu-

dierende B“und ist im Sommersemester 2021 an der FAU Erlangen-Nürnberg entstanden.
Es soll den Studierenden zusätzlich zur virtuellen Vorlesung (in Form einer Videoreihe) als
Nachschlagewerk dienen und ist ausführlicher und genauer gehalten als die Vorlesungsno-
tizen.

Das Skript orientiert sich teilweise an dem Vorlesungsskript ”Mathematik für Physik-
studierende 2” [Knauf2020] von Prof. Dr. Andreas Knauf (FAU) aus dem Sommersemes-
ter 2020. Der Inhalt der Vorlesung wird in diesem Skript in grob zwei Teile unterglie-
dert, nämlich mathematischen Theorien der Linearen Algebra und der Analysis. Für die
Inhalte der Linearen Algebra wird häufig auf das Standardlehrbuch ”Lineare Algebra”
[Fischer2005] von Prof. Dr. Gerd Fischer (TU München) verwiesen, das eine gute Balance
zwischen Theorie und Anwendung bietet. Teile der Analysis sind dem Standardlehrbuch
Änalysis 2” [Forster2017] von Prof. Dr. Otto Forster (LMU München) entnommen. Für
die Optimierung wird zu großen Teilen der Notation von Jorge Nocedal und Stephen J.
Wright [Nocedal2006] gefolgt. Mein besonderer Dank gilt Lea Föcke, Tim Roith und Phil-
ipp Werner für ihre Unterstützung bei der Erstellung dieses Skripts, sowie Doris Schneider
für ihre gute Organisation und die Durchführung der Tafelübung.

Folgende Inhalte werden in diesem Skript insbesondere behandelt:

Lineare Algebra:

• Eigenwerttheorie

• Diagonalisierbarkeit / Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen

• Jordansche Normalform

• Euklidische und unitäre Vektorräume
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• Bilinear- und Sesquilinearformen

• Orthogonalisierung / Orthonormalisierung

• Spezielle Endomorphismen

Analysis:

• Topologie normierter Räume

• Dualräume

• Fixpunktsätze

• Integrationstechniken

• Differentialrechnung in mehreren Veränderlichen

• Gewöhnliche Differentialgleichungen

• Unrestringierte Optimierung

• Optimierung unter Nebenbedingungen

Sollten Ihnen beim Studium dieses Skripts inhaltliche oder sprachliche Fehler auffallen, so
würde ich mich über eine kurze Email mit einem entsprechenden Hinweis an daniel.tenbrinck@fau.de

freuen.

Ich wünsche Ihnen viel Erfolg und viel Spaß in der Vorlesung!

Dr. Daniel Tenbrinck Erlangen, 12.04.2021
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Teil I

Lineare Algebra
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Kapitel 2

Eigenwerttheorie

2.1 Motivation

Bevor wir uns mathematisch mit dem Begriff der Eigenwerte eines Endomorphismus wid-
men, wollen wir motivieren warum wir uns damit beschäftigen. Eigenwerte und ihre zu-
gehörigen Eigenvektoren sind eine wesentliche Eigenschaft linearer Abbildungen, die der
Charakterisierung dieser Operatoren dienen und beschreiben, wie sie sich mathematisch
verhalten. Anschaulich ausgedrückt wird ein Vektor Eigenvektor genannt, wenn seine Rich-
tung sich nicht durch Anwendung der linearen Abbildung ändert. Er wird also höchstens
um einen Faktor skaliert, d.h., verlängert oder verkürzt, und diesen Faktor nennt man Ei-
genwert. Die Eigenwerte einer Matrix (als Darstellung eines Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums) sind aus vielerlei Hinsicht interessant, wie die folgenden prak-
tischen Beispiele illustrieren:

• Eigenwerte einer Matrix legen fest, ob ein zugehöriges lineares Gleichungssystem
eindeutig lösbar ist.

• Eigenwerte sagen etwas über die Kondition eines linearen Operators aus und sind
wichtig für die Stabilität von Lösungsverfahren bei inversen Problemen

• Lösungen von Eigenwertproblemen beschreiben die Hauptspannungen eines Körpers
in der Mechanik

• Eigenwerte sind messbare Größen von Operatoren in der Quantenmechanik.

• Eigenwerte und Eigenvektoren einer Kovarianzmatrix von gegebenen Daten beschrei-
ben die Geometrie und Varianz der Daten im Raum und erlauben eine effektive
Datenreduktion oder -kompression mittels der sogenannten Hauptkomponenten-
analyse.

• Eigenvektoren der sogenannten Google-Matrix eines Netzwerks bzw. Graphen sind
wesentlich für die Berechnung des Google PageRanks, der die Wichtigkeit und Rei-
henfolge von Suchmaschinenergebnissen festlegt.
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• Eigenvektoren einer Adjazenzmatrix werden beim Spectral Clustering für die Seg-
mentierung von Bildern eingesetzt.

2.2 Mathematische Grundlagen

Zur Entwicklung der Eigenwerttheorie betrachten wir in diesem Kapitel spezielle lineare
Abbildungen F : V Ñ V , den sogenannten Endomorphismen, die von einem Vektorraum
V wieder nach V abbilden. Hierbei beschränken wir uns auf den endlich-dimensionalen
Fall und nehmen im Folgenden immer an, dass V ein K-Vektorraum über einem Körper
K ist und eine endliche Dimension dimpV q “ n, n P N, besitzt. Ein kanonisches Beispiel
wäre der Vektorraum V “ Rn. Es sei angemerkt, dass Eigenwerte auch für den Fall von
unendlich-dimensionalen Vektorräumen untersucht werden können, zum Beispiel bei der
Spektraltheorie in der Funktionanalysis. Wir wollen uns in dieser Vorlesung jedoch auf den
einfacheren, endlich-dimensionalen Fall beschränken.

Wir beginnen mit einer kurzen Auffrischung der Beziehung einer darstellenden Matrix
und einer allgemeinen linearen Abbildung zwischen zwei K-Vektorräumen. Wie wir wissen,
besteht zwischen Matrizen aus Knˆm und linearen Abbildungen F : V Ñ W zwischen
n– bzw. m–dimensionalen K–Vektorräumen V und W ein enger Zusammenhang. Ist B “
pb1, ..., bnq eine Basis von V und C “ pc1, ..., cmq eine Basis von W , dann ist die darstellende
Matrix MB

C pF q P Knˆm diejenige Matrix, bezüglich derer der Vektor
řn
i“1 vibi P V unter

F auf den Vektor
řm
j“1wjcj PW mit

wj “
n
ÿ

i“1

pMB
C pF qqj,ivi

abgebildet wird. Die Matrix MB
C pF q drückt also aus, wie sich die lineare Abbildung auf Vek-

toren von V bezüglich der gewählten Basen B und C verhält, so dass viele mathematische
Sätze für lineare Abbildungen und Matrizen äquivalent formuliert werden können.

Besonders wichtig für die Eigenwerttheorie ist der folgende grundlegende Basiswechsel-
satz.

Satz 2.1 (Basiswechselsatz)
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit n P N und seien

B :“ pb1, . . . , bnq, C :“ pc1, . . . , cnq

zwei Basen von V . Sei nun v P V ein Vektor, der in den beiden Basen folgende Darstel-
lungen hat

v “

n
ÿ

i“1

xibi “
n
ÿ

i“1

yici.
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Die Koordinaten px1, . . . , xnq P Kn und py1, . . . , ynq P Kn sind eindeutig bestimmt und es
existiert eine reguläre Matrix TBC P GLpn;Kq, genannt Transformationsmatrix, die einen
Basiswechsel von B nach C wie folgt realisiert:

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

“ TBC

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

Außerdem lassen sich die Koordinaten des Vektors v bezüglich der Basis B aus den Ko-
ordinaten bezüglich der Basis C unter zu Hilfenahme der inversen Transformationsmatrix
TCB “ pT

B
C q
´1 berechnen und es gilt

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

“ TCB

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

Beweis. Siehe [Fischer2005, Bemerkung 2.6.2 und 2.6.3].

Bevor wir uns dem eigentlich Studium von Eigenwerten und Eigenvektoren widmen,
wollen wir noch einige grundlegende Begriffe aus der Linearen Algebra wiederholen, die
aus [Burger2020] bereits bekannt sein sollten. Hierbei handelt es sich um nützliche Begriffe
und Eigenschaften von quadratische Matrizen als Repräsentanten von Endomorphismen,
die ein Spezialfall von linearen Abbildungen zwischen K-Vektorräumen darstellen.

Definition 2.2 (Spur einer Matrix)
Sei A P Knˆn eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur SpurpAq von A definiert als die
Summe der Diagonaleinträge von A, d.h.,

SpurpAq :“
n
ÿ

i“1

Ai,i.

Definition 2.3 (Kern einer Matrix)
Sei A P Knˆn eine quadratische Matrix. Dann ist der Kern KernpAq von A, auch Nullraum
genannt, definiert als der Unterraum von V , dessen Vektoren von A auf den Nullvektor
~0 P V abgebildet werden, d.h.,

KernpAq :“ tv P V |Av “ 0u.

Der Kern von A ist also gerade der Lösungsraum des homogenen, linearen Gleichungssys-
tems Av “ 0.

Definition 2.4 (Bild und Rang einer Matrix)
Sei A P Knˆn eine quadratische Matrix.
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1. Dann ist das mit BildpAq bezeichnete Bild von A, auch Bildraum genannt, definiert
als der Unterraum von V , auf den alle Vektoren v P V von A abgebildet werden, d.h.,

BildpAq :“ tw P V |Av “ w, v P V u.

2. Weiterhin können wir den mit RangpAq bezeichneten Rang von A definieren als
Dimension des Bildraums von A, d.h., RangpAq :“ dim BildpAq.

Folgende Lemmata werden uns nützlich sein in Bezug auf die Determinante detpAq
einer quadratischen Matrix A.

Lemma 2.5
Eine quadratische Matrix A P Knˆn hat genau dann vollen Rang, wenn ihre Determinante
ungleich Null ist, d.h.

RangpAq “ dimV ô detpAq ‰ 0.

Beweis. Sei RangpAq “ dim BildpAq “ dimV , dann wissen wir nach dem Satz über die
Orthogonalität von Bild und Kern [Burger2020, Satz 3.28], dass der Kern von AT trivial
sein muss, d.h., KernpAT q “ t~0u. Dies ist äquivalent dazu, dass die Matrix AT regulär ist.
Dann folgt schon mit der äquivalenten Bedingung aus [Burger2020, Satz 3.41], dass die
Determinante detpAT q “ detpAq ‰ 0 ist.

Lemma 2.6 (Determinanten-Regel von Sarrus)
Die Determinante detpAq einer quadratischen p3ˆ 3q-Matrix A P K3ˆ3 mit

A “

¨

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‚

lässt sich mit der Regel von Sarrus wie folgt berechnen.

detpAq “ a11a22a33 ` a12a23a31 ` a13a21a32 ´ a13a22a31 ´ a11a23a32 ´ a12a21a33.

Beweis. Siehe [Fischer2005, Theorem 3.2.5 (Leibnizformel)].

Das folgende Lemma erlaubt es uns die Determinante für Blockmatrizen besonders
leicht auszurechnen und das Problem in einfachere Unterprobleme zu zerlegen.

Lemma 2.7 (Determinanten-Regel für Blockmatrizen)
Sei n P N mit n ě 2 und sei A P Knˆn eine quadratische Blockmatrix von der Gestalt

A “

ˆ

A1 C
0 A2

˙

,

wobei A1 und A2 quadratische Blöcke sind. Dann gilt für die Determinante der Blockmatrix
A:

detpAq “ detpA1q ¨ detpA2q.

Beweis. Siehe [Fischer2005, Satz 3.1.3, D9].
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2.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der Eigenwerte und Eigenvektoren für En-
domorphismen F und deren darstellende Matrizen A :“ MBpF q bezüglich einer Basis B
von V .

Definition 2.8 (Eigenwert, Eigenvektor und Spektrum)
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus von V . Ein Skalar λ P K heißt Eigenwert von F ,
wenn ein sogenannter Eigenvektor v P V, v ‰ 0 existiert, so dass

F pvq v “ λ v. (2.1)

Die Menge aller Eigenwerte des Endomorphismus F nennt man das Spektrum von F .

Die in (2.1) gegebene Eigenwertgleichung lässt sich ebenso für darstellende Matrizen
A P Knˆn schreiben. In diesem Fall interessieren wir uns für Eigenwerte und Eigenvektoren,
die folgende lineare Gleichung erfüllen

Av “ λ v. (2.2)

Definition 2.9 (Eigenraum)
Sei V ein K-Vektorraum und sei F : V Ñ V ein Endomorphismus von V . Dann definieren
wir den Eigenraum EigpF ;λq zum Eigenwert λ P K von F als lineare Hülle der Eigenvek-
toren zum Eigenwert λ, d.h.

EigpF ;λq “ KernpF ´ λ idV q “ tv P V | F pvq “ λv, v ‰ ~0u Y t~0u Ă V.

Analog können wir den Eigenraum EigpA;λq zum Eigenwert λ P K einer quadratischen
Matrix A P Knˆn definieren als

EigpA;λq “ KernpA´ λInq “ tv P V |Av “ λv, v ‰ ~0u Y t~0u Ă V,

wobei In P Knˆn die Einheitsmatrix bezeichnet.

Wir können einen Eigenwert mittels der Dimension seines zugehörigen Eigenraums noch
näher charakterisieren.

Definition 2.10 (Geometrische Vielfachheit)
Wir bezeichnen mit der geometrischen Vielfachheit eines Eigenwerts λ P K die Dimension
des zugehörigen Eigenraums dim EigpF ;λq bzw. dim EigpA;λq.

Bemerkung 2.11
Wir bemerken, dass der Eigenraum EigpF ;λq Ă V zum Eigenwert λ P K von F ein F -
invarianter Untervektorraum von V ist, da ja wegen der Eigenwertgleichung (2.1) gelten
muss

F pvq “ λv P EigpF ;λq, für alle v P EigpF ;λq.
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Das bedeutet, dass wenn wir F auf EigpF ;λq einschränken, so ist F |EigpF ;λq ein Endormor-
phismus von EigpF ;λq mit

F |EigpF ;λq : EigpF ;λq Ñ EigpF ;λq.

2.4 Das charakteristische Polynom

Nachdem wir in Abschnitt 2.3 die grundlegende Begriffe eingeführt haben, wollen wir uns
nun damit beschäftigen, wie sich die Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer darstel-
lenden, quadratischen Matrix berechnen lassen und was wir an ihnen ablesen können.

Definition 2.12 (Charakteristisches Polynom)
Sei A P Knˆn eine quadratische Matrix und In P Knˆn die entsprechende Einheitsmatrix,
so bezeichnen wir die Abbildung

PA : K Ñ K
t ÞÑ detpA´ tInq

(2.3)

als charakteristisches Polynom von A.

Der folgende Satz erlaubt es uns Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms zu beschreiben und gibt uns gleichzeitig eine praktische Rechenvorschrift.

Satz 2.13 (Satz zum charakteristischen Polynom)
Sei A P Knˆn eine quadratische Matrix. Dann gilt folgende Äquivalenz:

λ P K ist Eigenwert von A ô PApλq “ detpA´ λInq “ 0. (2.4)

Beweis. Für einen festen Eigenwert λ P K von A, sei v P V, v ‰ 0 der zugehörige Eigenvek-
tor, so dass die Eigenwertgleichung (2.2) erfüllt ist. Dann gilt:

Av ´ λv “ 0

ô pA´ λInqv “ 0 wegen Linearität

ô KernpA´ λInq ‰ ~0 wegen Definition 2.3

ô BildpA´ λInq ‰ V wegen Definition 2.4

ô RangpA´ λInq ‰ dimpV q wegen Definition 2.4

ô detpA´ λInq “ 0 wegen Lemma 2.5

Die Dimension des K-Vektorraums V gibt den Grad des charakteristischen Polynoms
vor, d.h., für dimpV q “ n können wir erwarten, dass das charakteristische Polynom PA einer
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Matrix A P Knˆn den Grad n hat. Insgesamt ist nun also das geometrische Problem der
Bestimmung von Eigenwerten eines Endomorphismus zurückgeführt auf das algebraische
Problem der Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms.

Wir können die Nullstellen des charakteristischen Polynoms noch näher charakterisieren
durch folgende Definition.

Definition 2.14 (Algebraische Vielfachheiten)
Wir definieren die Häufigkeit mit der ein Eigenwert λ P K einer Matrix Knˆn als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms PA auftritt als die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts λ.

Satz 2.15 (Vielfachheiten)
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus von V und sei λ P K ein Eigenwert von F mit alge-
braischer Vielfachheit r P N und geometrischer Vielfachheit s P N. Dann ist die algebraische
Vielfachheit von λ immer größer oder gleich seiner geometrischen Vielfachheit, d.h., es gilt

n ě r ě s ě 1.

Beweis. Sei s P N die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ von F , so ist EigpF ;λq “
linptv1, . . . , vsuq Ă V der zugehörige Eigenraum. Da EigpF ;λq ein Untervektorraum von
V ist können wir tv1, . . . , vsu als eine Basis des Eigenraums auffassen. Mit Hilfe des Basi-
sergänzungssatzes [Burger2020, Lemma 3.24] können wir weitere Vektoren vs`1, . . . , vn P V
bestimmen, so dass B :“ tv1, . . . , vs, vs`1, . . . vnu eine Basis von V ist. Für die Vektoren
vj P V muss wegen der Eigenwertgleichung F pvjq “ λvj gelten für 1 ď j ď s. Gleichzeitig
können wir den Endomorphismus F durch die darstellende Matrix A :“MBpF q bezüglich
der gewählten Basis B ausdrücken. Die Einträge der Matrix A werden hierbei durch ih-
re Wirkung auf die Basisvektoren von B eindeutig festgelegt und wir wissen wegen der
Eigenwertgleichung, dass gelten muss

F pvjq “ Avj
!
“ λvj , 1 ď j ď s.

Da die Basiselemente vj , 1 ď j ď n insbesondere linear unabhängig sind, muss zur Erfüllung
der rechten Seite der Gleichung für 1 ď j ď s gelten

Ai,j “

#

0, falls i ‰ j,

λ, falls i “ j.

Damit ergibt sich, dass die darstellende Matrix A die folgende Gestalt haben muss

A “

ˆ

λIs ˚

0 C

˙

,

wobei für den unteren, rechten Block C P Kpn´sqˆpn´sq gilt. Für das charakteristische Po-
lynom können wir also auf Grund der Gestalt von A und der Determinanten-Produktregel
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für Blockmatrizen in Lemma 2.7 folgern, dass gilt

PF ptq “ PAptq “ pλ´ tqs ¨ detpC ´ tIn´sq.

Das zeigt, dass der Eigenwert λ von F mindestens die algebraische Vielfachheit r ě s
besitzt.

Abschließend lässt sich festhalten, dass s ě 1 gelten muss, da mindestens ein Eigenvek-
tor zum Eigenwert λ von F existieren muss. Gleichzeitig ist r ď n, da das charakteristische
Polynom PF vom Grad n ist.

Um ein wenig mehr Intuition für den Begriff der Eigenwerte zu bekommen wollen wir
zwei konkrete Beispiele durchrechnen.

Beispiel 2.16 (Bestimmung von Eigenwerten)
Wir wollen im Folgenden die Bestimmung von Eigenwerten für p2 ˆ 2q-Matrizen veran-
schaulichen.

1. Sei A P R2ˆ2 eine Matrix deren Eigenwerte wir bestimmen wollen mit

A :“

ˆ

´9 ´3
16 5

˙

Zur Berechnung der Eigenwerte stellen wir das charakteristische Polynom aus Defi-
nition 2.12 auf und setzen es gleich Null.

PAptq “ detpA´ tI2q “ det

ˆ

´9´ t ´3
16 5´ t

˙

!
“ 0.

Für das einfache Beispiel einer p2 ˆ 2q-Matrix können wir die Determinante der
obigen Matrix in geschlossener Form angeben als

det

ˆ

´9´ t ´3
16 5´ t

˙

“ p´9´ tq ¨ p5´ tq ´ p´3q ¨ 16 “ t2 ` 4t` 3.

Da das charakteristische Polynom bereits in Normalform vorliegt, lassen sich die
Nullstellen von PA, die die Eigenwerte von A darstellen, mittels der p-q-Formel für
p “ 4 und q “ 3 angeben:

λ1{2 “ ´
p

2
˘

c

´p

2

¯2
´ q “ ´2˘

?
4´ 3 “ ´2˘ 1.

Wir erhalten also die Eigenwerte λ1 “ ´3 und λ2 “ ´1 der Matrix A.

14



2. Für den einfachen Fall von 2ˆ 2-Matrizen lässt sich das charakteristische Polynom

in allgemeiner Form angeben. Sei A “

ˆ

a b
c d

˙

P K2ˆ2, so lässt sich das charakteris-

tische Polynom PA von A schreiben als:

PAptq “ det

ˆ

a´ t b
c d´ t

˙

“ pa´ tq ¨ pd´ tq ´ b ¨ c

“ t2 ´ pa` dq ¨ t` pad´ bcq “ t2 ´ SpurpAq ¨ t` detpAq.

Durch Anwendung der p-q-Formel wie in Beispiel 2.16 lassen sich die Eigenwerte
λ1, λ2 P K als Nullstellen von PA auch in allgemeiner Form angeben als:

λ1{2 “
SpurpAq

2
˘

d

ˆ

SpurpAq

2

˙2

´ detpAq. (2.5)

Aus Gleichung (2.5) können wir die folgenden interessanten mathematischen Zusam-
menhänge ablesen:

λ1 ` λ2 “
SpurpAq

2
`

SpurpAq

2
“ SpurpAq,

λ1 ¨ λ2 “

ˆ

SpurpAq

2

˙2

´

ˆ

SpurpAq

2

˙2

` detpAq “ detpAq.

(2.6)

Bemerkung 2.17
Wir wollen folgende Beobachtungen zur Berechnung von Eigenwerten festhalten.

i) Wie man anhand der Berechnungsformel (2.5) sieht, kann das charakteristische Po-
lynom PA komplexe Nullstellen besitzen, sogar wenn die Matrix nur reelle Einträge
hat, d.h., A P R2ˆ2. Wir erinnern daran, dass wir eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms nur dann Eigenwert nennen, wenn sie aus dem zu Grunde liegenden
Körper K des Vektorraums V stammt. Bettet man jedoch beispielsweise R in seinen
algebraischen Abschluss C ein, so dass V zu einem komplex-wertigen Vektorraum wird,
dann lassen sich alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms als Eigenwerte in C
auffassen.

ii) Die Beobachtungen in Gleichung (2.6) lassen sich erstaunlicherweise auch auf beliebige
Matrizen A P Knˆn verallgemeinern und man kann zeigen, dass gilt:

n
ÿ

i“1

λi “ SpurpAq,
n
ź

i“1

λi “ detpAq.

iii) Für beliebige quadratische Matrizen A P Knˆn gibt es für n ą 3 im Allgemeinen
keine einfache Form zur Berechnung der Determinante. Hier nutzt man typischerwei-
se das Gaußsche Eliminationsverfahren aus [Burger2020][Kapitel 3.2] um die Matrix
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A´ λIn in eine obere, rechte Dreiecksmatrix zu überführen, deren Determinante man
dann an der Hauptdiagonale ablesen kann. Es sei jedoch Vorsicht geboten: Die De-
terminante dieser oberen, rechten Dreiecksform ist im Allgemeinen verschieden von
der ursprünglichen Determinante. Das folgende Beispiel erklärt welche Schritte man
zusätzlich berücksichtigen muss, um das korrekte charakteristische Polynom zu erhal-
ten.

Beispiel 2.18
Sei A P R2ˆ2 eine quadratische Matrix deren Determinante wir bestimmen wollen mit

A “

ˆ

6 1
3 2

˙

.

Obwohl man in diesem einfachen Fall direkt die Determinante bestimmen kann als

detpAq “ 6 ¨ 2´ 1 ¨ 3 “ 9

verwenden wir zunächst das Gaußsche Eliminationsverfahren, um die Matrix A in einer
obere, rechte Dreiecksform zu bringen.

ˆ

6 1
3 2

˙

2¨II.
Ñ

ˆ

6 1
6 4

˙

II.´I.
Ñ

ˆ

6 1
0 3

˙

“: Ã.

Man ist schnell versucht anzunehmen, dass die Determinante dieser oberen, rechten Drei-
ecksmatrix Ã der Determinante von A entspricht, jedoch zeigt sich, dass

detpAq “ 6 ¨ 3 “ 18 ‰ 9 “ detpAq.

Um die korrekte Determinante von A aus der Form von Ã zu bestimmen, müssen wir
die elementaren Zeilenoperationen des Gaußschen Eliminationsverfahrens mit Hilfe der
entsprechenden Elementarmatrizen schreiben. Wir können schreiben:

Ã “

ˆ

6 1
0 3

˙

“

ˆ

1 0
´1 1

˙

¨

ˆ

1 0
0 2

˙

¨

ˆ

6 1
3 2

˙

looomooon

“A

Mit der Produktregel für Determinanten aus [Fischer2005, Satz 3.1.3, D11] können wir
obige Gleichung schreiben als:

det

ˆ

6 1
0 3

˙

looooomooooon

“18

“ det

ˆ

1 0
´1 1

˙

looooooomooooooon

“1

¨ det

ˆ

1 0
0 2

˙

looooomooooon

“2

¨ detpAq.

Durch Umstellen erhalten wir dann die richtige Determinante mit detpAq “ 18
1¨2 “ 9.
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Bemerkung 2.19
Bei einem genaueren Studium der Elementarmatrizen im Gaußschen Eliminationsverfah-
ren fällt auf, dass

1. skalare Multiplikation einer Zeile mit Faktor a P K immer durch eine Element-
armatrix mit Determinante a ausgedrückt wird.

2. Subtraktion zweier Zeilen immer durch eine Elementarmatrix mit Determinante
1 ausgedrückt wird.

3. Zeilenvertauschungen immer durch eine Elementarmatrix mit Determinante 1
oder ´1 ausgedrückt wird, in Abhängigkeit der ensprechenden Zeilenindizes.

Da wir nun wissen, dass wir die Eigenwerte einer Matrix als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms berechnen können, wollen wir uns mit der Bestimmung der zugehörigen
Eigenvektoren beschäftigen. Wir werden im folgenden Beispiel sehen, dass sich der Eigen-
raum zu einem Eigenwert einer Matrix als Lösungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems pA´ λInqv “ 0 bestimmen lässt.

Beispiel 2.20 (Eigenraumbestimmung)
Sei A P R3ˆ3 eine reellwertige, quadratische Matrix mit

A “

¨

˝

1 2 0
´1 0 1
1 0 0

˛

‚.

Wie man mit der Determinantenregel von Sarrus aus Lemma 2.6 nachrechnen kann, sind
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms PAptq gegeben durch t1 “ 1, t2 “ i

?
2 und

t3 “ ´i
?

2. Somit hat die Matrix A als lineare Abbildung auf den R3 lediglich den reellen
Eigenwert λ1 “ 1.

Zur Bestimmung eines Eigenvektors v P R3 zum Eigenwert λ1 “ 1, der die Eigenwert-
gleichung (2.1) erfüllt, müssen wir das folgende lineare Gleichungssystem lösen:

pA´ λ1 ¨ I3qv “

¨

˝

1´ 1 2 0
´1 0´ 1 1
1 0 0´ 1

˛

‚

¨

˝

v1

v2

v3

˛

‚ “

¨

˝

0 2 0
´1 ´1 1
1 0 ´1

˛

‚

¨

˝

v1

v2

v3

˛

‚ “ 0.

Um den gesuchten Eigenvektor v “ pv1, v2, v3q
T P R3 zu bestimmen, verwenden wir das

Gaußsche-Eliminationsverfahren zum Lösen linearer Gleichungssysteme [Burger2020][Kapitel
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3.2]. Hierzu betrachten wir die folgende Sequenz von Zeilenoperationen:

pA´ λ1I3 | yq “

»

–

0 2 0 0
´1 ´1 1 0
1 0 ´1 0

fi

flÑ

»

–

´1 ´1 1 0
0 2 0 0
1 0 ´1 0

fi

flÑ

»

–

´1 ´1 1 0
0 2 0 0
0 ´1 0 0

fi

fl

Ñ

»

–

´1 ´1 1 0
0 2 0 0
0 0 0 0

fi

fl

Durch Rückwärtseinsetzen erhalten wir, dass v2 “ 0 gelten muss. Aus der ersten Zeile
folgert man nun, dass ´v1 ` v3 “ 0 und somit v1 “ v3 gelten muss.

Der zum Eigenwert λ1 “ 1 von A zugehörige Eigenvektor v P R3 ist also ein Vektor der
Form v “ αp1, 0, 1qT für α ‰ 0. Der durch den Kern von A´λ1I3 beschriebene Unterraum
von R3 ist somit gegeben durch die lineare Hülle bzw. den Spann KernpA´λ1I3q “ linptvuq.

Satz 2.21
Sei A P Rnˆn eine reellwertige Matrix aufgefasst als Abbildung auf Cn. Wenn λ P C
Eigenwert von A ist, so ist auch sein komplex konjugiertes Element λ P C Eigenwert von
A. Außerdem sind die zugehörigen Eigenvektoren komplex konjugiert zueinander.

Beweis. Aus den Rechenregeln für komplexe Zahlen in [Burger2020, Kapitel 2.2.7] können
wir für zwei komplexe Zahlen v, w P C mit v :“ a` b ¨ i und w :“ c` d ¨ i für a, b, c, d P R
folgern, dass vw “ v w gilt, da

vw “ pa` b ¨ iqpc` d ¨ iq “ pac´ bdq ` pad` bcq ¨ i “ pac´ bdq ´ pad` bcq ¨ i

“ pac´ bdq ` p´ad´ bcq ¨ i “ pa´ b ¨ iqpc´ d ¨ iq “ v w.

Außerdem kann man leicht für endliche Summen komplexer Zahlen v1, . . . , vn P C
zeigen, dass gilt

n
ÿ

i“1

vi “
n
ÿ

i“1

vi.

Mit den beiden hergeleiteten Eigenschaften kann man nun direkt folgern, dass ein ähnlicher
Zusammenhang für die Matrix-Vektor Multiplikation gilt, nämlich Av “ Av für eine qua-
dratische Matrix A P Cnˆn und einen Vektor v P Cn.

Sei nun λ P C ein Eigenwert der reellen Matrix A P Rnˆn zum Eigenvektor v P Cn.
Dann gilt offensichtlich die Eigenwertgleichung Av “ λv. Durch komplexe Konjugation
beider Seiten der Gleichung wissen wir dann, dass folgende Gleichung erfüllt ist

Av “ λv. (2.7)

Damit können wir den Beweis nun direkt hinschreiben.

Av
A reell
“ Av “ Av

(2.7)
“ λv “ λ v.
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Es gilt also Av “ λ v und wir haben damit gezeigt, dass λ P C auch Eigenwert von A zum
Eigenvektor v P Cn ist.

Der folgende Satz macht eine entscheidende Beobachung, die es uns in Kapitel 2.5
erlauben wird, den Vektorraum V als direkte Summe der Eigenräume einer quadratischen
Matrix A zu zerlegen, falls A gewisse Eigenschaften erfüllt.

Satz 2.22
Sei A P Knˆn eine Matrix und seien λ1, . . . , λk P K, k ď n, Eigenwerte von A. Außerdem
seien v1, . . . , vk P V Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten λ1, . . . , λk. Sind die Eigen-
werte von A paarweise verschieden, d.h., λi ‰ λj für alle i ‰ j, so sind die Eigenvektoren
linear unabhängig.

Beweis. Wir führen den Beweis dieser Aussage durch vollständige Induktion über k P N.
Induktionsanfang: k “ 1

Die Aussage ist trivialerweise erfüllt, da für den Eigenvektor v1 P V gelten muss v1 ‰ ~0.
Induktionsschritt: k ´ 1 Ñ k

Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall k´1 gezeigt wurde. Seien
α1, . . . , αk P K so gewählt, dass gilt

k
ÿ

i“1

αivi “ ~0. (2.8)

Sei nun λk P C ein Eigenwert von A, der paarweise verschieden ist zu λ1, . . . , λk´1 P C.
Wir multiplizieren die Gleichung (2.8) mit dem Eigenwert λk und erhalten

k
ÿ

i“1

αiλkvi “ ~0. (2.9)

Außerdem erhalten wir aus Gleichung (2.8) durch Multiplikation von links mit der Matrix
A aus der Linearität folgenden Zusammenhang:

A ¨
k
ÿ

i“1

αivi “
k
ÿ

i“1

αiAvi “
k
ÿ

i“1

αiλivi “ ~0. (2.10)

Wenn wir nun die rechte Seite von (2.10) von Gleichung (2.9) subtrahieren erhalten wir

k
ÿ

i“1

αipλk ´ λiqvi “
k´1
ÿ

i“1

αipλk ´ λiqvi “ ~0.

Da wir λk als paarweise verschieden zu λ1, . . . , λk´1 angenommen haben wissen wir, dass
αi “ 0 für i “ 1, . . . , k ´ 1 gelten muss, damit obige Gleichung gilt. Setzen wir dies in
Gleichung (2.8) ein, so folgt direkt, dass auch αk “ 0 gelten muss, da für den Eigenvektor
vk ‰ ~0 gilt. Dies beweist also die lineare Unabhängigkeit der Eigenvektoren von A für
paarweise verschiedene Eigenwerte.
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2.5 Diagonalisierbarkeit

Wichtige Eigenschaften eines Endomorphismus lassen sich bereits am Rang und am Spek-
trum einer darstellenden Matrix ablesen. Leider lassen sich diese Charakteristika im All-
gemeinen (bis auf Spezialfälle) nicht direkt an den Einträgen der Matrix ablesen. Die
grundlegende Frage in diesem Abschnitt wird sein, wie wir durch eine geeignete Wahl von
Basen eine besonders einfache Gestalt der darstellenden Matrix erreichen können, die die
Eigenschaften des zu Grunde liegenden Endomorphismus erhält.

Aus dem Basiswechselsatz 2.1 wissen wir, dass ein Basiswechsel für Abbildungsma-
trizen einer Multiplikation mit zwei regulären Basiswechselmatrizen von links und rechts
entspricht. Die hierdurch beschriebene Relation der Abbildungsmatrizen motiviert die fol-
gende Definition.

Definition 2.23 (Äquivalenz und Ähnlichkeit von Matrizen)
Wir definieren im folgenden zwei Begriffe, die eine spezielle Relation zweier Matrizen be-
schreibt.

i) Zwei Matrizen A,B P Knˆm heißen äquivalent, wenn es Matrizen S P GLpn;Kq und
T P GLpm;Kq gibt mit

B “ SAT´1. (2.11)

ii) Zwei Matrizen A,B P Knˆn heißen ähnlich oder konjugiert, wenn es eine Matrix
S P GLpn,Kq gibt mit

B “ SAS´1. (2.12)

Man sieht sofort, dass ähnliche Matrizen ein Spezialfall von äquivalenten Matrizen sind
für m “ n und T´1 :“ S´1. Während man für äquivalente Matrizen zeigen kann, dass der
Rang der Matrizen unter den in Definition 2.23 beschriebenen Transformationen erhalten
bleibt, so gilt für ähnliche Matrizen sogar die noch stärkere Invarianz des Spektrums, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.24
Seien A,B P Knˆn zwei quadratische Matrizen. Falls A und B ähnlich zueinander sind, so
haben sie das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Seien A,B P Knˆn zwei ähnliche Matrizen, d.h., es existiert eine Matrix S P

GLpn;Kq, so dass B “ SAS´1. Ferner gilt wegen Linearität und der Kommutativität der
Einheitsmatrix In für jedes Skalar t P K

S ¨ t ¨ In ¨ S
´1 “ t ¨ In.

Wir können also schreiben:

B ´ t ¨ In “ SAS´1 ´ t ¨ In “ SAS´1 ´ S ¨ t ¨ In ¨ S
´1 “ SpA´ t ¨ InqS

´1.
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Wenden wir nun die Determinante an, so erhalten wir aus dem Produktsatz für Determi-
nanten [Burger2020][Satz 3.40]

detpB´t ¨Inq “ detpSpA´t ¨InqS
´1q “ detpSq¨detpA´t ¨Inq¨detpS´1q

loooomoooon

“detpSq´1

“ detpA´t ¨Inq.

Die Ausdrücke auf der linken und rechten Seite der obigen Gleichung sind gerade die Defi-
nitionen der charakteristischen Polynome von A bzw. B, was die Aussage dieses Lemmas
beweist.

Ein besonders interessanter Fall liegt vor, wenn eine Matrix A P Knˆn ähnlich zu einer
Diagonalmatrix D P Knˆn ist. Dies wird in der folgenden Definition weiter präzisiert.

Definition 2.25 (Diagonalisierbarkeit)
Wir definieren den Begriff der Diagonalisierbarkeit im folgenden sowohl für Endomorphis-
men als auch für Matrizen.

1. Ein Endormorphismus F : V Ñ V eines K-Vektorraums V heißt diagonalisierbar,
wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von F besitzt.

2. Eine Matrix A P Knˆn heißt diagonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer Diagonal-
matrix ist.

Auf Grund von Lemma 2.24 wird klar, dass eine diagonalisierbare Matrix A ähnlich zu
einer Diagonalmatrix D sein muss, die die Eigenwerte von A auf der Diagonalen enthält.
Im Folgenden wollen wir verstehen, wie wir entscheiden können, ob ein Endomorphismus
F bzw. eine darstellende Matrix von F diagonalisierbar ist.

Satz 2.26 (Diagonalisierbarkeit)
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und F : V Ñ V ein Endomorphismus von
V . Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

i) F ist diagonalisierbar

ii) Das charakteristische Polynom PF zerfällt in Linearfaktoren über K und die algebrai-
sche Vielfachheit ist gleich der geometrischen Vielfachheit für alle Eigenwerte λ P K
von F .

iii) Sind λ1, . . . , λk P K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F , so lässt sich V als
direkte Summe der korrespondierenden Eigenräume schreiben, d.h.

V “ EigpF ;λ1q ‘ . . .‘ EigpF ;λkq.

Beweis. Wir zeigen die Äquivalenz der drei Aussagen mittels eines Ringschlusses.
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i) Ñ ii):
Nehmen wir an, dass F diagonalisierbar ist. Dann ist jede darstellende Matrix von F ähnlich
zu einer Diagonalmatrix D P Knˆn auf deren Hauptdiagonalen die Eigenwerte λ1, . . . , λk P
K von F mit algebraischen Vielfachheiten r1, . . . , rk P N stehen. Das charakteristische
Polynom PD von D zerfällt offensichtlich in Linearfaktoren über K in der Form

PDptq “ pλ1 ´ tq
r1 ¨ . . . ¨ pλk ´ tq

rk

und die Summe der algebraischen Vielfachheiten entspricht dem Grad des Polynoms, d.h.,
řk
i“1 ri “ n. Aus Lemma 2.24 wissen wir aber schon, dass das charakteristische Polynom

von F und D gleich sein müssen.
Da F diagonalisierbar ist existiert eine Basis von V aus Eigenvektoren von F . Die

Eigenvektoren dieser Basis können wir anhand ihrer zugehörigen Eigenwerte sortieren,
so dass sich Basen der jeweiligen Eigenräume mit geometrischen Vielfachheiten s1, . . . , sk
ergeben, d.h., wir betrachten die Eigenvektoren vi1, . . . , v

i
si P V von F zum Eigenwert λi P K

mit geometrischer Vielfachheit si P N als Basis des Eigenraums EigpF ;λiq für 1 ď i ď k.
Daraus ergibt sich, dass

řk
i“1 si “ n gelten muss, da wir von einer Basis von V ausgegangen

sind. Gleichzeitig wissen wir aus dem Argument von oben, dass
řk
i“1 rk “ n gelten muss

und nach Satz 2.15 die algebraischen Vielfachheiten größer oder gleich den geometrischen
Vielfachheiten sind, d.h., es gilt ri ě si. Diese drei Bedingungen können jedoch nur dann
erfüllt werden, wenn schon gilt ri “ si.

ii) Ñ iii):
Seien λ1, . . . , λk P K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F , deren algebraische
Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit ist, d.h., ri “ si für 1 ď i ď k. Wir
nehmen an, dass das charakteristische Polynom PF von F in Linearfaktoren über K zerfällt
und von der Form ist

PF ptq “ pt´ λ1q
r1 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

rs .

Wir betrachten die lineare Hülle der Eigenräume EigpF ;λiq, 1 ď i ď k, von F

W :“ linpEigpF ;λ1q Y . . .Y EigpF ;λkqq Ă V.

Da die geometrische Vielfachheit si “ ri für i “ 1, . . . , k ist, wird W durch n Eigenvektoren
aufgespannt. Aus Satz 2.22 wissen wir, dass Vektoren aus verschiedenen Eigenräumen
paarweise linear unabhängig sind. Damit folgt aber schon, dass W eine direkte Summe
der Eigenräume sein muss mit

W “ EigpF ;λ1q ‘ . . .‘ EigpF ;λkq “ V.

iii) Ñ i):

Sei Bi “ pv
i
1, . . . , v

i
siq eine Basis aus Eigenvektoren zum Eigenwert λi P K vom Eigenraum
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EigpF ;λiq für 1 ď i ď k. Da die Eigenräume als direkte Summe den ganzen Vektorraum
V bilden, wissen wir, dass

B :“ pv1
1, . . . , v

1
s1 , . . . , v

k
1 , . . . , v

k
sk
q

eine Basis von V ist. Da diese Basis aus Eigenvektoren von F besteht ist F schon diago-
nalisierbar per Definition.

Korollar 2.27
Aus Satz 2.26 wird direkt klar, dass der Endomorphismus F diagonalisierbar ist, wenn er
n P N paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt. Dies ist eine hinreichende aber keineswegs
notwendige Bedingung, wie etwa das Beispiel F “ IdV zeigt.

Beispiel 2.28
Im Folgenden wollen wir zwei Beispiele untersuchen in denen eine reellwerte Matrix A P
R3ˆ3 nicht diagonalisierbar ist und die Gründe hierfür genauer beleuchten.

1. Sei die Matrix A P R3ˆ3 gegeben durch:

A “

¨

˝

1 ´
?

3 0
?

3 ´1 0
0 0 1

˛

‚.

Wir bestimmen das charakteristische Polynom PA von A mit der Produktregel für
Determinanten von Blockmatrizen in Lemma 2.7 als

PAptq “ detpA´ tI3q “

¨

˝

1´ t ´
?

3 0
?

3 ´1´ t 0
0 0 1´ t

˛

‚

“ p1´ tq
`

p1´ tqp´1´ tq `
?

3 ¨
?

3
˘

“ p1´ tqpt2 ´ 1` 3q

“ p1´ tqpt2 ` 2q.

Da das quadratische Polynom pt2 ` 2q keine Nullstellen in R besitzt, lässt sich das
charakteristische Polynom PA nicht vollständig in Linearfaktoren über R zerlegen.
Daraus folgt mit Satz 2.26, dass die Matrix A nicht diagonalisierbar ist.

2. Sei die Matrix A P R3ˆ3 gegeben durch:

A “

¨

˝

3 4 ´3
2 7 ´4
3 9 ´5

˛

‚.

Wir bestimmen das charakteristische Polynom PA von A durch die Regel von Sar-
rus in Lemma 2.6 oder Umformung mittels Gaußschen Eliminationsverfahren und
erhalten:

PAptq “ detpA´ tI3q “ ´pt´ 2q2 ¨ pt´ 1q.
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Das charakteristische Polynom zerfällt also in Linearfaktoren über R und wir können
die beiden Eigenwerte λ1 “ 2 und λ2 “ 1 ablesen. Hierbei bemerken wir, dass der
Eigenwert λ1 die algebraische Vielfachheit 2 und der Eigenwert λ2 die algebraische
Vielfachheit 1 besitzt. Außerdem kann man die zugehörigen Eigenräume wie folgt
bestimmen:

EigpA;λ1q “

$

&

%

α ¨

¨

˝

1
1
2

˛

‚ | α P R

,

.

-

, EigpA;λ2q “

$

&

%

α ¨

¨

˝

1
2
3

˛

‚ | α P R

,

.

-

.

Wir sehen also, dass die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte λ1, λ2 P R
jeweils 1 betragen und somit die algebraische Vielfachheit von λ1 nicht mit der geo-
metrischen Vielfachheit übereinstimmt. Daraus folgt mit Satz 2.26, dass die Matrix
A nicht diagonalisierbar ist.

Das folgende Beispiel untersucht wann eine allgemeine p2 ˆ 2q-Matrix A P R2ˆ2 nicht
diagonalisierbar ist.

Beispiel 2.29
Sei A P R2ˆ2 eine quadratische Matrix mit

A :“

ˆ

a b
c d

˙

für a, b, c, d P R. Um zu untersuchen wann A nicht diagonalisierbar ist, betrachten wir das
charakteristische Polynom PA von A mit

PAptq “ detpA´ tI2q “ det

ˆ

a´ t b
c d´ t

˙

“ pa´ tqpd´ tq ´ bc

“ t2 ´ pa` dqt` pad´ bcq.

Um die Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu bestimmen verwenden wir in diesem
einfachen Fall die p-q-Formel mit p :“ ´pa ` dq und q :“ pad ´ bcq, so dass für die
Eigenwerte von A gilt

λ1{2 “ ´
p

2
˘

c

p2

4
´ q “

pa` dq

2
˘

c

pa` dq2

4
´ pad´ bcq.

Wir bemerken zuerst, dass der Radikand R unter der Wurzel von der folgenden Form ist

R “
pa` dq2

4
´ pad´ bcq “

SpurpAq2

4
´ detpAq.

Nun macht es Sinn eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von R zu machen.
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1. Falls R ą 0 gilt, so existieren zwei Lösungen der quadratischen Gleichung und somit
zwei verschiedene Eigenwerte λ1 ‰ λ2 von A. Nach Korollar 2.27 wissen wir, dass A
dann schon diagonalisierbar ist.

2. Falls R ă 0 gilt, so liegt die Wurzel nicht mehr im Körper R und somit gibt es keine
reellen Eigenwerte von A. Für diesen Fall ist A nicht diagonalisierbar.

3. Der spannende Fall tritt ein für R “ 0. Hier besitzt die Matrix A nur einen Ei-
genwert λ “

pa`dq
2 mit algebraischer Vielfachheit 2. Nach Satz 2.26 ist A genau

dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit des zugehörigen Eigen-
raums EigpA;λq auch 2 beträgt. Wir betrachten also den Eigenraum zum Eigenwert
λ im Folgenden.

EigpA;λq “ KernpA´ λI2q “ KernpA´
pa` dq

2
I2q “ Kern

˜

pa´dq
2 b

c pd´aq
2

¸

.

Wir versuchen also folgendes lineares Gleichungssystem für einen unbekannten Vektor
x “ px1, x2q

T P R2 zu lösen:

˜

pa´dq
2 b

c pd´aq
2

¸

ˆ

x1

x2

˙

“

ˆ

0
0

˙

.

Mittels Gaußschen-Eliminationsverfahren bringen wir die Matrix in eine obere, rechte
Dreiecksgestalt und erhalten so:

˜

c pa´dq2 bc

0 ´pa´dq2

4 ´ bc

¸

ˆ

x1

x2

˙

“

ˆ

0
0

˙

.

Wir erkennen, dass der Eintrag unten, rechts in der Matrix von folgender Gestalt ist:

´pa´ dq2

4
´ bc “

´a2 ` 2ad´ d2

4
´ bc “

´a2 ´ 2ad´ d2

4
` pad´ bcq

“
´pa` dq2

4
` pad´ bcq “ ´

SpurpAq2

4
` detpAq “ ´R “ 0.

Das bedeutet, dass wir zur Bestimmung des Kern Lösungen des folgenden Gleichungs-
systems bestimmen müssen.

ˆ

c pa´dq2 bc
0 0

˙ˆ

x1

x2

˙

“

ˆ

0
0

˙

. (2.13)

Auch hier gibt es zwei Möglichkeiten. Falls die Matrix A bereits in Diagonalgestalt
ist, so steht ihr Eigenwert λ auf der Hauptdiagonalen und es gilt a “ d “ λ und
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b “ c “ 0. Wie man leicht einsieht ist die Matrix in (2.13) dann die Nullmatrix und
jeder Vektor x P R2 löst das lineare Gleichungssystem. Also ist der Kern bereits der
gesamte Vektorraum V “ R2 und die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ ist
in der Tat 2. Damit ist die Matrix trivialerweise diagonalisierbar.

In allen anderen Fällen können wir den Eigenraum explizit angeben als

EigpA;λq “ linpt

ˆ

bc

´c pa´dq2

˙

uq.

Der Eigenraum EigpA;λq hat also die Dimension 1 und somit stimmen geometrische
Vielfachheit und algebraische Vielfachheit nicht überein. Nach Satz 2.26 ist die Matrix
A also nicht diagonalisierbar.

Um ein konkretes Beispiel für den dritten Fall der Fallunterscheidung oben anzugeben,
müssen wir eine Matrix A P R2ˆ2 konstruieren, so dass R “ 0 ist, bzw., so dass gilt
SpurpAq2 “ 4 detpAq. Hierzu betrachten wir die folgende Matrix

A :“

ˆ

3 ´1
1 1

˙

.

Wir sehen sofort ein, dass gilt

SpurpAq2 “ p3` 1q2 “ 16 “ 4 ¨ p3 ¨ 1´ p´1q ¨ 1q “ 4 detpAq.

Mit unseren allgemeinen Vorüberlegungen oben, können wir den Eigenwert λ von A angeben
als

λ “ ´
a` d

2
“ ´

3` 1

2
“ ´2.

Und der Eigenraum EigpA;´2q von A wird aufgespannt durch den Vektor

ˆ

bc

´c pa´dq2

˙

“

ˆ

´1 ¨ 1

´1 ¨ p3´1q
2

˙

“

ˆ

´1
´1

˙

.

Die Matrix A ist nach Satz 2.26 nicht diagonalisierbar, da geometrische und algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts λ “ ´2 nicht übereinstimmen.

Sollte eine quadratische Matrix A P Knˆn diagonalisierbar sein, so hat die reguläre
Matrix S´1 P GLpn;Kq in (2.12) eine besondere Gestalt, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.30
Sei A P Knˆn eine diagonalisierbare Matrix. In diesem Fall sind die Spaltenvektoren von
S´1 gerade die Eigenvektoren der zugehörigen Eigenwerte auf der Diagonalen von D.
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Beweis. DaA diagonalisierbar ist existiert eine DiagonalmatrixD P Knˆn und eine reguläre
Matrix S P GLpn;Kq, so dass SAS´1 “ D gilt. Aus Lemma 2.24 wissen wir, dass die
Eigenwerte λ1, . . . , λn von A durch die Einträge auf der Diagonalen von D, gegeben sind.
Durch Multiplikation mit der Matrix S´1 von links erhalten wir also:

S´1S
loomoon

“In

AS´1 “ AS´1 “ S´1D.

Wir sehen also, dass AS´1 “ S´1D gilt. Sei nun vk P Kn die k-te Spalte von S´1 mit
1 ď k ď n, dann sieht man ein, dass gilt

Av “ λkvk, für alle 1 ď k ď n.

Nach Definition 2.8 ist der Vektor vk also gerade der Eigenvektor zum Eigenwert λk von
A.

Im folgenden Beispiel wollen wir diagonalisierbare p2 ˆ 2q-Matrizen untersuchen und
die Beobachtung aus Lemma 2.30 verifizieren.

Beispiel 2.31
Wir betrachten zwei Beispiele von p2ˆ 2q-Matrizen, für die wir eine ähnliche Diagonalma-
trix D berechnen wollen, auf deren Hauptdiagonalen die zugehörigen Eigenwerte stehen.

1. Für eine Matrix der Form

A “

ˆ

´1 6
´1 4

˙

bestimmen wir das charakteristische Polynom PA als

PAptq “ detpA´ tI2q “ p´1´ tqp4´ tq ` 6 “ t2 ´ 3t` 2 “ pt´ 1qpt´ 2q.

Wir sehen also, dass das charakteristische Polynom PA in Linearfaktoren zerfällt
und die Eigenwerte von A gegeben sind durch λ1 “ 1 und λ2 “ 2. Es ist auf Grund
von Satz 2.26 klar, dass A diagonalisierbar ist, d.h., dass es eine reguläre Matrix
S P GLp2;Kq gibt, so dass SAS´1 “ D gilt. Die Diagonalmatrix D ist damit bis auf
Permutation der Hauptdiagonale eindeutig bestimmt als

D “

ˆ

1 0
0 2

˙

.

Aus Lemma 2.30 wissen wir, dass die Spalten von S´1 gerade die Eigenvektoren von
A sind. Für die Bestimmung der Eigenräume EigpA;λ1q und EigpA;λ2q lösen wir die
beiden homogenen Gleichungssysteme

ˆ

´2 6
´1 3

˙ˆ

v1

v2

˙

“ pA´ λ1I2q~v “ ~0,

ˆ

´3 6
´1 2

˙ˆ

v1

v2

˙

“ pA´ λ2I2q~v “ ~0.
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Wir sehen direkt, dass die jeweiligen Zeilen der beiden Matrizen linear abhängig sind
und man den Eigenvektor zum Eigenwert λ1 “ 1 angeben kann als v “ p3, 1qT bzw.
den Eigenvektor zum Eigenwert λ2 “ 2 als v “ p2, 1qT . Schreiben wir die Eigenvek-
toren als Spalten der Matrix S´1, so erhalten wir

S´1 “

ˆ

3 2
1 1

˙

Der Vollständigkeit halber bestimmen wir nun noch die Inverse S zu S´1 durch die
Determinanten-Regel:

S “ pS´1q´1 “

ˆ

3 2
1 1

˙´1

“
1

3 ¨ 1´ 2 ¨ 1

ˆ

1 ´2
´1 3

˙

“

ˆ

1 ´2
´1 3

˙

.

Wir überprüfen unsere Rechnung abschließend durch das Diagonalisieren von A als

SAS´1 “

ˆ

1 ´2
´1 3

˙ˆ

´1 6
´1 4

˙ˆ

3 2
1 1

˙

“

ˆ

1 0
0 2

˙

“ D.

2. Für eine Spiegelmatrix der Form

A “

ˆ

cosα sinα
sinα ´ cosα

˙

berechnen wir das charakteristische Polynom PA als

PAptq “ detpA´ tI2q “ ´pcosα´ tqpcosα` tq ´ sin2 α “ t2 ´ cos2 α´ sin2 α

“ t2 ´ psin2 α` cos2 αq
looooooooomooooooooon

“1

“ t2 ´ 1 “ pt´ 1qpt` 1q.

Wir sehen also, dass das charakteristische Polynom PA in Linearfaktoren zerfällt und
die Eigenwerte dieser allgemeinen Spiegelmatrix unabhängig sind von der Wahl des
Winkels α P r0, 2πq immer λ1 “ 1 und λ2 “ ´1. Es ist auf Grund von Satz 2.26
klar, dass A diagonalisierbar ist, d.h., dass es eine reguläre Matrix S P GLp2;Kq gibt,
so dass SAS´1 “ D gilt. Die Diagonalmatrix D ist damit bis auf Permutation der
Hauptdiagonale eindeutig bestimmt als

D “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Aus Lemma 2.30 wissen wir, dass die Spalten von S´1 gerade die Eigenvektoren von
A sind. Für die Bestimmung der Eigenräume EigpA;λ1q und EigpA;λ2q lösen wir die
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beiden homogenen Gleichungssysteme

ˆ

cosα´ 1 sinα
sinα ´ cosα´ 1

˙ˆ

v1

v2

˙

“ pA´ λ1I2q~v “ ~0,

ˆ

cosα` 1 sinα
sinα ´ cosα` 1

˙ˆ

v1

v2

˙

“ pA´ λ2I2q~v “ ~0.

Durch Multiplikation der unteren Zeile mit dem ersten Eintrag der ersten Zeile sieht
man, dass beide Zeilen linear abhängig sind und man kann die Eigenvektoren als
Lösungen der obigen Gleichungen ablesen. Für den Eigenwert λ1 “ 1 erhält man
den zugehörigen Eigenvektor ~v1 “ psin2 α, sinαr1 ´ cosαsqT und für den zweiten
Eigenwert λ2 “ ´1 erhält man entsprechend den zugehörigen Eigenvektor ~v2 “

psin2 α,´ sinαr1` cosαsqT . Damit ist die Transformationsmatrix S´1 gegeben durch

S´1 “

ˆ

sin2 α sin2 α
sinαp1´ cosαq ´ sinαp1` cosαq

˙

.

Das Bestimmen der Transformationsmatrix S und die Überprüfung der Diagonalisie-
rung von A überlassen wir an dieser Stelle der geneigten Leserin und machen dafür
folgende Beobachtung. Die Vektoren ~v1, ~v2 P R2 bilden eine Orthogonalbasis von R2,
da gilt:

x~v1, ~v2y “ xpsin2 α, sinαr1´ cosαsqT , psin2 α,´ sinαr1` cosαsqT y

“ sin4 α´ sinαp1´ cosαq ¨ sinαp1` cosαq

“ sin4 α´ sin2 α p1´ cos2 αq
loooooomoooooon

“sin2 α

“ sin4 α´ sin4 α “ 0.

2.6 Trigonalisierbarkeit

Aus Kapitel 2.5 wissen wir nun, dass ein Endomorphismus genau dann diagonalisierbar ist,
wenn das zugehörige charakteristische Polynom in Linearfaktoren über K zerfällt und die
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte übereinstimmen. Das Bei-
spiel 2.28 hat uns jedoch gezeigt, dass es sehr wohl Matrizen gibt deren charakteristisches
Polynom zerfällt, jedoch nicht diagonalisierbar sind, da die Vielfachheiten der Eigenwerte
nicht übereinstimmen. Glücklicherweise werden wir im Folgenden jedoch feststellen, dass
Endomorphismen, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfällt, zumindest
ähnlich zu einer oberen, rechten Dreiecksmatrix sind.

Definition 2.32 (Trigonalisierbarkeit)
Wir definieren den Begriff der Trigonalisierbarkeit im Folgenden sowohl für Endomorphis-
men als auch für Matrizen.
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1. Ein Endomorphismus F von V heißt trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V
gibt, so dass die darstellende Matrix MBpF q von F bezüglich B eine obere, rechte
Dreiecksmatrix ist.

2. Eine Matrix A P Knˆn heißt trigonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer oberen, rech-
ten Dreiecksmatrix ist.

Es ist klar, dass wenn eine Matrix A trigonalisierbar ist, so stehen auf der oberen,
rechten Dreiecksmatrix. zu der A ähnlich ist, die Eigenwerte von A. Der folgende Satz gibt
uns ein Kriterium mit dessen Hilfe wir direkt entscheiden können, ob ein Endomorphismus
trigonalisierbar ist oder nicht.

Satz 2.33 (Trigonalisierungssatz)
Für einen Endormorphismus F eines n-dimensionalen K-Vektorraums V sind folgende
Bedingungen äquivalent:

i) F ist trigonalisierbar

ii) Das charakteristische Polynom PF zerfällt in Linearfaktoren über K, d.h.,

PF ptq “ ˘pt´ λ1q ¨ . . . ¨ pt´ λnq.

Beweis. Siehe [Fischer2005, Satz 4.4.3]

Korollar 2.34
Der Fundamentalsatz der Algebra [Fischer2005, Theorem 1.3.9] besagt, dass jedes Polynom
über C in Linearfaktoren zerfällt. Hieraus folgt schon, dass jeder Endomorphismus von
einem endlich-dimensionalen C-Vektorraum trigonalisierbar ist.

Algorithmus 2.35 (Trigonalisierung einer Matrix)
Sei A P Knˆn eine Matrix deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfällt,
d.h.,

PAptq “ pt´ λ1q ¨ . . . ¨ pt´ λnq,

wobei die Eigenwerte λ1, . . . , λn P K von A nicht paarweise verschieden sein müssen. Wir
versuchen nun eine Matrix S P GLpn;Kq zu bestimmen, so dass

D “ SAS´1,

wobei D P Knˆn eine obere, rechte Dreiecksmatrix ist. Für diese Trigonalisierung gehen
wir folgt vor:
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1. Schritt:

Wir betrachten zunächst den Vektorraum W1 :“ Kn mit der kanonischen Einheitsbasis B1

und den Endomorphismus A1 :“ A. Zunächst berechnen wir den zugehörigen Eigenvektor
v1 P Kn zum Eigenvektor λ1 von A. Nach dem Basisaustauschlemma [Fischer2005, Lemma
1.5.4] können wir ein Element der kanonischen Einheitsbasis durch v1 austauschen, so dass
wir immer noch eine Basis erhalten. Das heißt, wir bestimmen einen Index 1 ď j1 ď n, so
dass

B2 :“ pv1, e1, . . . ,xej1 , . . . , enq

wieder eine Basis von Kn ist. Hierbei bedeutet die Notation xej1, dass dieses Basiselement
ausgetauscht wurde.

Wir schreiben nun die Basiselemente von B2 als Spalten der Transformationsmatrix

S´1
1 :“ TB2

B1
.

Dann wird klar, dass wir die erste Spalte von A1 in obere rechte Dreiecksform bringen
können durch:

A2 :“ S1 ¨A ¨ S
´1
1 “

¨

˚

˚

˚

˝

λ1 ˚ . . . ˚

0
... A12
0

˛

‹

‹

‹

‚

.

2. Schritt:

Nun betrachten wir W2 Ă Kn mit der Basis

B12 :“ pe1, . . . ,xej1 , . . . , enq

und dem Endomorphismus A12 : W2 ÑW2. Das charakteristische Polynom von A12 ist wegen
der Determinantenregel für Blockmatrizen in Lemma 2.7 gegeben durch

PA12ptq “ pt´ λ2q ¨ . . . ¨ pt´ λnq.

Wir berechnen zum Eigenwert λ2 P K wieder einen Eigenvektor v2 P W2 und nutzen das
Basisaustauschlemma, um einen Index j2 ‰ j1 zu finden, für den

B13 :“ pv2, e1, . . . ,xej1 , . . . ,xej2 , . . . , enq

wieder eine Basis von W2 ist. Damit ist auch

B3 :“ pv1, v2, e1, . . . ,xej1 , . . . ,xej2 , . . . , enq

eine Basis von W1 “ Kn. Schreiben wir wiederum die Basis B3 als Spalten der Transfor-
mationsmatrix

S´1
2 :“ TB3

B1
,

31



so erhalten wir

A3 :“ S2 ¨A ¨ S
´1
2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ1 ˚ . . . . . . ˚

0 λ2 ˚ . . . ˚
... 0
...

... A13
0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Bei der Berechnung der Matrix S2 kann man ausnutzen, dass

TB3
B1

“ TB2
B1
¨ TB3

B2
, wobei TB3

B2
:“

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... T

B13
B12

0

˛

‹

‹

‹

‚

Spätestens nach pn´1q Schritten erhält man eine obere, rechte Dreiecksmatrix, da A1n eine
p1 ˆ 1q-Matrix ist. Insgesamt erhalten wir also eine zu A ähnliche obere, rechte Dreiecks-
matrix D durch

D :“ An “ Sn´1 ¨A ¨ S
´1
n´1.

Das folgende Beispiel zeigt, wie Algorithmus 2.35 angewendet werden kann, um eine
Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfällt, zu trigonalisieren.

Beispiel 2.36
Sei A P R3ˆ3 eine quadratische Matrix, die wir trigonalisieren wollen, mit

A :“

¨

˝

3 4 3
´1 0 ´1
1 2 3

˛

‚.

Wir bestimmen zuerst das charakteristische Polynom PA von A als

PAptq “ ´pt´ 2q3,

also ist λ “ 2 der einzige Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit 3. Das charakte-
ristische Polynom zerfällt offensichtlich in Linearfaktoren und nach Satz 2.33 wissen wir
folglich, dass A trigonalisierbar ist.

Wir betrachten den Eigenraum EigpA; 2q von A durch Bestimmung von KernpA´2 ¨I3q

als

EigpA; 2q “ KernpA´ 2 ¨ I3q “ Kern

¨

˝

3´ 2 4 3
´1 0´ 2 ´1
1 2 3´ 2

˛

‚ “ Kern

¨

˝

1 4 3
´1 ´2 ´1
1 2 1

˛

‚.
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Wir sehen direkt, dass die letzten beiden Zeilen der Matrix pA´2 ¨ I3q linear abhängig sind
und sie daher den Rang 2 hat. Daraus folgt mit der Dimensionsformel von Bild und Kern
[Fischer2005, Satz 2.2.4], dass der Kern von A´ 2 ¨ I3 die Dimension 1 besitzt und daher
der Eigenwert λ “ 2 die geometrische Vielfachheit 1 hat. Da geometrische und algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts nicht übereinstimmen wissen wir mit Satz 2.26, dass die Matrix
A nicht diagonalisierbar ist. Konkret können wir den Eigenvektor v1 P R3 zum Eigenwert
λ “ 2 angeben als v1 “ p1,´1, 1qT .

Wir wenden nun den Algorithmus 2.35 an, um die Matrix A zu trigonalisieren.

1. Schritt:

Wir wählen den Index j1 “ 1, d.h., wir tauschen den Einheitsvektor e1 durch v1 aus und
erhalten B2 als neue Basis von W1 “ R3 mit

B2 :“ pv1, e2, e3q.

Daraus ergibt sich für die Transformationmatritzen

S´1
1 :“ TB2

B1
“

¨

˝

1 0 0
´1 1 0
1 0 1

˛

‚, S1 “

¨

˝

1 0 0
1 1 0
´1 0 1

˛

‚.

Damit erhalten wir für

A2 :“ S1 ¨A ¨ S
´1
1 “

¨

˝

2 4 3
0 4 2
0 ´2 0

˛

‚.

2. Schritt:

Wir betrachten den verbleibenden Block A12 von A2, der noch nicht in oberer, rechter Drei-
ecksgestalt ist mit

A12 :“

ˆ

4 2
´2 0

˙

.

Wir bestimmen den Eigenvektor v12 P R2 von A12 zum Eigenwert λ2 “ 2 als v12 “ p1,´1qT .
Die Basis B12 ist gegeben durch B12 “ pe1, e2q und wir tauschen das erste Basiselement
durch den Eigenvektor v12 aus, so dass wir eine neue Basis B13 “ pv12, e2q erhalten. Die
entsprechende Transformationsmatrix ist dann gegeben durch

T
B13
B12

:“

ˆ

1 0
´1 1

˙

.

33



Bezogen auf die Basen B2 “ pv1, e2, e3q von W1 können wir das zweite Basiselement e2

durch den um 0 erweiterten Eigenvektor v12 ersetzen und erhalten B3 als neue Basis mit

B3 :“ pv1, v2, e3q,

wobei v2 :“ p0, 1,´1qT ist. Wir betten T
B13
B12

als unteren, rechten Block in eine Transforma-

tionsmatrix von Basis B2 zur neuen Basis B3 ein und erhalten

TB3
B2

:“

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 ´1 1

˛

‚.

Damit können wir nun die globale Transformationsmatrix S´1
2 bestimmen durch

S´1
2 “ S´1

1 ¨ TB3
B2

“

¨

˝

1 0 0
´1 1 0
1 ´1 1

˛

‚, S2 “

¨

˝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

˛

‚.

Damit erhalten wir schlussendlich eine zu A ähnliche Triagonalmatrix D für

A3 :“ S2 ¨A ¨ S
´1
2 “

¨

˝

2 1 3
0 2 2
0 0 2

˛

‚ “ D.

Wie wir in Beispiel 2.36 gesehen haben, können wir eine trigonalisierbare Matrix zwar
in eine obere, rechte Dreiecksform überführen, jedoch gibt es viele Möglichkeiten dies zu
tun, abhängig von der Wahl der auszutauschenden Basiselemente in Algorithmus 2.35.
Da Mathematiker im Allgemeinen allergisch auf Wahlfreiheit reagieren, wollen wir uns im
Folgenden mit der Bestimmung eines kanonischen Repräsentanten für eine ähnliche obere,
rechte Dreiecksmatrix beschäftigen, die besonders schöne Eigenschaft hat.

2.7 Die Jordansche Normalform

An einer Triagonalmatrix können wir bereits Rang und Eigenwerte ablesen, jedoch keine
weiteren charakteristischen Eigenschaften des zu Grunde liegenden Endomorphismus, wie
z.B. die Dimension der Eigenräume. Außerdem kann die obere, rechte Dreiecksmatrix voll
besetzt in der oberen Hälfte sein, so dass sie für numerische Verfahren eher ungünstig ist.
Das wirkt sich vor allem bei der Potenzierung von Endomorphismen in iterativen Verfah-
ren aus, bei der diese Mehrfachanwendung zu unerwünschten Rechenoperationen führt.
Ein weiteres Problem ist, das allgemeine Triagonalmatrizen ungeeignet sind um explizite
Lösungen von Systemen linearer Differentialgleichungen anzugeben, da die Gleichungen
nicht hinreichend entkoppeln in dieser Darstellung.
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Es ist also ganz natürlich sich die Frage zu stellen, ob für eine gegebene trigonalisierbare
Matrix A eine kanonische Wahl einer oberen, rechten Dreiecksmatrix existiert, die einfach
und interpretierbar aufgebaut ist und nur wenige Wahlmöglichkeiten bei der Bestimmung
zulässt. Die Frage, wie durch geschickte Wahl einer Basis B von des endlich-dimensionalen
Vektorraums V die darstellende Matrix MBpF q des Endomorphismus F auf eine möglichst
einfache und eindeutige Gestalt gebracht werden kann, ist allerdings deutlich schwieriger
als die bereits bekannte Triagonalisierung einer Matrix. Diese Frage wird zentral in der
Normalformentheorie von Endomorphismen behandelt. Wie wir im Folgenden sehen wer-
den existiert glücklicherweise eine kanonische Darstellung einer trigonalisierbaren Matrix,
welche Jordansche Normalform genannt wird, und die die gewünschten Eigenschaften hat.

Bevor wir uns jedoch mit dem Studium dieser Normalform beschäftigen führen die
Definition eines nilpotenten Endomorphismus ein.

Definition 2.37 (Nilpotenz)
Wir definieren den Begriff der Nilpotenz im folgenden sowohl für Endomorphismen als
auch für Matrizen.

1. Ein Endormorphismus F : V Ñ V eines K-Vektorraums V heißt nilpotent, falls es
einen Index k P N gibt, so dass F k “ F ˝ . . . ˝ F

looooomooooon

k-fache Anwendung

“ 0 ist.

Der kleinste solche Index k heißt dann Nilpotenzindex.

2. Eine Matrix A P Knˆn heißt nilpotent, falls es einen Index k P N gibt, so dass
Ak “ A ¨ . . . ¨A

loooomoooon

k-fache Anwendung

“ 0 ist.

Der kleinste solche Index k heißt dann Nilpotenzindex.

Beispiel 2.38
Wir wollen im Folgenden den Nilpotenzindex zweier Matrizen durch ihre Potenzierung
bestimmen.

1. Wir betrachten die Matrix A P R3ˆ3 mit

A :“

¨

˝

5 ´3 2
15 ´9 6
10 ´6 4

˛

‚.

Wir betrachten Potenzen von A und erhalten:

A2 “

¨

˝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚.

Erstaunlicherweise ist der Nilpotenzindex der Matrix A schon k “ 2.
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2. Wir betrachten die Matrix A P R4ˆ4 mit

A “

¨

˚

˚

˝

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

Wir betrachten Potenzen von A und erhalten:

A2 “

¨

˚

˚

˝

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

, A3 “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

, A4 “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

Der Nilpotenzindex der Matrix A ist also k “ 4.

Die Matrix A aus dem zweiten Beispiel 2.38 ist in einer besonderen Form, welche wir
näher betrachten werden.

Definition 2.39 (Normalform für nilpotente Matrizen)
Sei k P N, k ě 1, dann definieren wir eine nilpotente Matrix in Normalform Nk P Kkˆk

durch:

pNkqi,j :“ δi,j´1 “

#

1, falls i “ j ´ 1,

0, sonst .

Hierbei bezeichnet δi,j das Kronecker-Delta. Das heißt Nk ist eine Matrix, die nur auf der
oberen, ersten Nebendiagonale Einsen besitzt und deren sonstige Einträge alle Null sind.
Diese Normalform von nilpotenten Matrizen wird auch Jordanmatrix genannt.

Wir wollen im Folgenden einige nützliche Eigenschaften von nilpotenten Matrizen an-
geben.

Lemma 2.40
Sei A P Knˆn eine strikte obere, rechte Dreiecksmatrix, d.h., für die Diagonalelemente gilt
aii “ 0, 1 ď i ď n. Dann ist A nilpotent ist und besitzt einen Nilpotenzindex von k ď n.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per vollständige Induktion über die Dimension n
von A:

Induktionsanfang n “ 1:

Falls n “ 1, so A “ p0q und A ist offensichtlich nilpotent mit Index 1 ď n.

Induktionsschritt n´ 1 Ñ n, n ą 1:

Wenn A P Knˆn eine strikte obere Dreiecksmatrix ist, dann gibt es eine strikte obere
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Dreiecksmatrix A1 P Kpn´1qˆpn´1q, so dass

A “

¨

˚

˚

˚

˝

‹

A1
...
‹

0n´1 0

˛

‹

‹

‹

‚

.

Hierbei kennzeichnet ‹ einen Eintrag, welcher nicht notwendigerweise Null ist. Wir sehen,
dass

A2 “

ˆ

pA1q2 A1p‹, . . . , ‹qT

0n´1 0

˙

.

Per Induktionsvoraussetzung ist A1 nilpotent mit Nilpotenzindex ` ď n ´ 1. Wir rechnen
nun

A` “

ˆ

pA1q` pA1q`´1p‹, . . . , ‹qT

0n´1 0

˙

“

ˆ

0pn´1qˆpn´1q pA1q`´1p‹, . . . , ‹qT

0n´1 0

˙

.

Eine weitere Multiplikation mit A von links zeigt

A

ˆ

0pn´1qˆpn´1q pA1q`´1p‹, . . . , ‹qT

0n´1 0

˙

“

ˆ

0pn´1qˆpn´1q pA1q`p‹, . . . , ‹qT

0n´1 0

˙

“ 0nˆn

und der Nilpotenzindex von A ist höchstens `` 1 ď n.

Wir wollen im folgenden Satz Kriterien herleiten, die aussagen wann eine obere, rechte
Dreiecksmatrix nilpotent ist.

Satz 2.41
Sei A P Knˆn eine obere, rechte Dreiecksmatrix. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) A ist genau dann nilpotent, wenn alle Diagonalelemente aii, 1 ď i ď n, gleich 0 sind.

ii) A ist genau dann nilpotent und diagonalisierbar, wenn A die Nullmatrix 0 P Knˆn ist.

iii) Ist A nilpotent, so hat A nur den Eigenwert 0.
Beweis.

i) Man kann leicht zeigen, dass für eine obere, rechte Dreiecksmatrix A stets gilt:

Aj “

¨

˚

˝

aj11 ˚

. . .

0 ajnn

˛

‹

‚

.

Damit A nilpotent ist, muss also für alle Diagonalelemente aii “ 0, 1 ď i ď n, gelten.

Sei umgekehrt A eine obere, rechte Dreiecksmatrix deren Diagonalelemente aii “ 0
sind für 1 ď i ď n. Dann folgt die Behauptung direkt mit Lemma 2.40.
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ii) Falls A “ 0 die Nullmatrix ist, so ist A nilpotent vom Index 1 und trivialerweise
diagonalisierbar.

Sei umgekehrt A nilpotent und diagonalisierbar, dann existiert eine reguläre Matrix
S P GLpn;Kq, so dass

S ¨A ¨ S´1 “

¨

˚

˝

λ1

. . .

λn

˛

‹

‚

“: D,

wobei λi, 1 ď i ď n, die Eigenwerte von A sind. Sei k der Nilpotenzindex von A. Wie
man leicht einsieht gilt

Dk “ pS ¨A ¨ S´1qk “ S ¨Ak ¨ S´1 “

¨

˚

˝

λk1
. . .

λkn

˛

‹

‚

.

Da Ak “ 0 die Nullmatrix ist, folgt schon, dass λi “ 0, 1 ď i ď n, gelten muss. Darum
ist auch

A “ S´1 ¨D ¨ S “ 0.

iii) Wir führen einen Beweis über Widerspruch. Nehmen wir an, dass die Behauptung
nicht gelte, dann existiert ein Eigenwert λ ‰ 0 und ein zugehörigen Eigenvektor v ‰ ~0,
so dass Av “ λv.

Da A nilpotent ist, existiert ein Index k P N, so dass Ak´1 ‰ 0, jedoch Ak “ 0 gilt.
Aus der Eigenwertgleichung können wir folgern, dass

0 “ Akv “ Ak´1λv “ λkv.

Daraus folgt aber, dass λ “ 0 oder v “ 0 gilt, was zum Widerspruch führt.

Der folgende Satz sagt uns, dass wir für jeden nilpotenten Endomorphismus eine dar-
stellende Matrix finden können, die eine strikte obere, rechte Dreiecksgestalt besitzt.

Satz 2.42
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und F : V Ñ V ein nilpotenter Endomor-
phismus von V . Dann existiert eine Basis B von V , so dass die darstellende Matrix MBpF q
von F bezüglich B eine obere, rechte Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Hauptdiagonale
ist, d.h.

MBpF q “

¨

˚

˝

0 ˚

. . .

0 0

˛

‹

‚

und es gilt PF ptq “ p´1qntn.
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Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion über n “ dimV .
Induktionsanfang: n “ 1

Die Aussage ist trivialerweise erfüllt, da für einen nilpotenten Endomorphismus F eines
eindimensionalen Vektorraums V gelten muss F ” 0. Dadurch ist die darstellende Matrix
für eine beliebige Basis B von V gegeben durch MBpF q “ 0 und das charakteristische
Polynom ist dementsprechend PF ptq “ 0´ t “ p´1q1 ¨ t1.

Induktionsschritt: n´ 1 Ñ n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall n´ 1 gezeigt wurde. Sei
F nun ein nilpotenter Endomorphismus von V mit F ı 0 (da ansonsten die Situation vom
Induktionsanfang vorliegt). Da nach Satz 2.41 Null der einzige Eigenwert von F ist wissen
wir, dass dim BildpF pV qq ă dimV gilt und somit muss schon gelten, dass der Kern von F
nicht-trivial ist, d.h., KernF ‰ ~0.

Sei nun v1 P KernpF q, v ‰ ~0. Wir ergänzen v1 zu einer Basis B1 “ pv1, w2, . . . , wnq von
V . Mit Hilfe des Algorithmus 2.35 zur Trigonalisierung einer Matrix erhalten wir also:

MB1pF q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 a12 . . . a1n
...
... B
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Da W :“ linptw2, . . . , wnuq im Allgemeinen nicht F -invariant ist, definieren wir die linearen
Abbildungen

Hpwjq “ a1jv1 und Gpwjq “ a2jw2 ` . . .` anjwn.

Dann können wir den Endomorphismus F schreiben als: F pwq “ Hpwq ` Gpwq für alle
w PW . Bezüglich der Basis B̃1 “ pw2, . . . , wnq gilt dann B “MB̃1pGq. Außerdem gilt, dass
BildpHq Ă KernpF q und G ist nilpotent, da auf Grund der Nilpotenz von F für alle w PW
gilt:

0 “ F kpwq “ F k´1pF pwqq

“ F k´1pHpwq `Gpwqq “ F k´1pλv1 `Gpwqq

“ F k´1pGpwqq “ . . . “ F k´2pG2pwqq “ . . . “ Gkpwq.

Da dimW “ dimV ´1 gilt, können wir auf G die Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h.,
es gibt eine Basis B̃ “ pv2, . . . , vnq von W , so dass

MB̃pGq “

¨

˚

˝

0 ˚

. . .

0 0

˛

‹

‚
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Damit folgt schon für die Basis B “ pv1, . . . , vnq von V , dass

MBpF q “

¨

˚

˝

0 ˚

. . .

0 0

˛

‹

‚

und das charakteristische Polynom ist dementsprechend PF ptq “ p´1qntn.

Man kann sogar noch mehr zeigen als die Aussage der vorangegangenen Sätze und
Lemmata, nämlich eine vollständige Charakterisierung von nilpotenten Endomorphismen,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.43
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus von V . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

i) F ist nilpotent.

ii) F k “ 0 für ein k P N.

iii) Das charakterstische Polynom PF von F hat die Form PF ptq “ p´1qntn.

iv) Es gibt eine Basis B von V , so dass die darstellende Matrix MBpF q von F die folgende
Gestalt hat:

MBpF q “

¨

˚

˝

0 ˚

. . .

0 0

˛

‹

‚

Beweis. Siehe [Fischer2005, Satz 4.5.7]

Bemerkung 2.44
Nilpotente Endomorphismen bzw. Matrizen besitzen nur den Eigenwert λ “ 0, daher haben
ihre darstellenden Matrizen keinen vollen Rang. Andersherum gibt es jedoch quadratische
Matrizen, die nicht vollen Rang haben, jedoch nicht nilpotent sind, z.B. die Matrix

A :“

ˆ

1 1
0 0

˙

mit Ak “ A für alle k P K und den Eigenwerten λ1 “ 0 und λ2 “ 1 von A.

Eine wichtige Erkenntnis zur Konstruktion der Jordanschen Normalform ist, dass der
Kern des Endomorphismus G :“ pF ´ λ IdV q mit jeder Potenz von G größer werden kann,
wie folgendes Lemma zeigt.
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Lemma 2.45
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V mit
Eigenwert λ P K. Dann gilt für alle k P N:

KernpF ´ λ IdV q Ă KernprF ´ λ IdV s
kq.

Beweis. Sei G :“ pF ´ λ IdV q. Wir müssen zeigen, dass für beliebiges k P N gilt:

v P KernpGq ñ v P KernpGkq, für alle v P V.

Sei also v P KernpGq, dann gilt offensichtlich Gv “ 0. Sei nun k P N eine beliebige Potenz,
dann betrachten wir

Gkv “ Gk´1 Gv
loomoon

“0

“ 0.

Daraus folgt also schon, dass v P KernpGkq gilt.

Nach Satz 2.26 wissen wir, dass sich der Vektorraum V genau dann in eine direkte
Summe von F -invarianten Eigenräumen EigpF ;λiq, i “ 1, . . . , k, zerlegen lässt, wenn die
Dimension jedes Eigenraums der algebraischen Vielfachheit ri P N der Nullstellen des
charakteristischen Polynoms entspricht, d.h.,

dim EigpF ;λiq “ ri,¸ für i “ 1, . . . , k.

Falls die Dimension eines Eigenraums EigpF ;λiq jedoch zu klein ist, so lässt sie sich durch
Potenzieren mit ri passend vergrößern, denn nach Lemma 2.45 gilt:

EigpF ;λiq “ KernpF ´ λi IdV q Ă KernprF ´ λi IdV s
riq. (2.14)

Die Einbettung in (2.14) motiviert folgende Definition des Hauptraums.

Definition 2.46 (Hauptraum und Hauptvektoren)
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V . Sei außerdem λ P K ein
Eigenwert von F der algebraischen Vielfachheit r ě 1. Dann definieren wir den Hauptraum
oder verallgemeinerten Eigenraum HauptpF ;λq von F zum Eigenwert λ als Kern der r-
fachen Anwendung von pF ´ λ IdV q, d.h.

HauptpF ;λq :“ KernprF ´ λ IdV s
rq.

Die Vektoren v P HauptpF ;λq werden Hauptvektoren der Stufe d ě 1 genannt, wenn
gilt

rF ´ λ IdV s
dpvq “ 0, rF ´ λ IdV s

d´1pvq ‰ 0.

Damit ergibt sich, dass alle Eigenvektoren Hauptvektoren der Stufe d “ 1 sind.
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Um zu verstehen, wie sich die Potenzierung der Endomorphismen auswirkt betrachten
wir einen Eigenwert λ P K des Endomorphismus F : V Ñ V und Potenzen des Endomor-
phimus G :“ F ´ λ IdV . Wir stellen fest, dass wir folgende Inklusionsketten erhalten:

t~0u Ă KernG Ă KernG2 Ă . . . Ă KernGl,

V Ą BildG Ą BildG2 Ą . . . Ą BildGl.

Außerdem gilt nach dem Dimensionssatz [Fischer2005, Satz 2.2.4], dass dim KernGl `
dim BildGl “ dimV ist. Jedoch sind die Mengen im Allgemeinen nicht disjunkt wie bei
einer direkten Summe, d.h., wir haben nicht

KernGl X BildGl ‰ t~0u.

Da V jedoch endlich-dimensional ist, können die beiden obigen Inklusionsketten nicht be-
liebig auf- bzw. absteigen.

Das folgende nützliche Lemma charakterisiert die Eigenschaften dieser Inklusionsketten
noch genauer.

Lemma 2.47 (Lemma von Fitting)
Sei G : V Ñ V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V . Sei außerdem λ “ 0 ein
Eigenwert von G mit algebraischer Vielfachheit r P N, r ě 1. Wir betrachten die kleinste
Potenz d P N für die der Kern von G sich nicht mehr ändert, d.h.,

d :“ mintl P N | KernpGlq “ KernpGl`1qu, (2.15)

wobei G0 :“ IdV gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. d “ mintl P N | BildpGlq “ BildpGl`1qu,

2. KernpGd`iq “ KernpGdq, BildpGd`iq “ BildpGdq für alle i P N,

3. Die Räume U :“ KernpGdq und W :“ BildpGdq sind G-invariant,

4. pG|U q
d “ 0 und G|W : W ÑW ist ein Isomorphismus,

5. V “ U ‘W .

Beweis. Wir nehmen an d P N sei der kleinste Index mit der Eigenschaft aus (2.15). Dann
können wir mit der Dimensionsformel [Fischer2005, Satz 2.2.4] folgern, dass gilt

KernpGd`1q “ KernpGdq ô dimpKernpGd`1qq “ dimpKernpGdqq

ô dimpBildpGd`1qq “ dimpBildpGdqq

ô BildpGd`1q “ BildpGdq.
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Das bedeutet schon, dass die Abbildung G|W für W :“ BildpGdq mit

G|W : W Ñ BildpGd`1q “W

ein Isomorphismus ist. Aus dieser Beobachtung folgen schon die ersten drei Aussagen, sowie
der zweite Teil der vierten Aussage. Die Nilpotenz der Abbildung G|U mit Nilpotenzindex
d ist auch klar, da für alle v P U “ KernpGkq gilt, dass Gdpvq “ 0 ist.

Sei nun v P UXW , dann ist Gdpvq “ 0 und es muss ein w P V geben, so dass Gdpwq “ v
ist. Setzen wir die erste Beobachtung in die zweite Beobachtung ein erhalten wir, dass auch
G2dpwq “ 0 sein muss und somit gilt nach der zweiten Aussage des Lemmas, dass

w P KernpG2dq “ KernpGdq.

Damit folgt aber schon, dass
0 “ Gdpwq “ v,

und somit gilt V “ U ‘W .

Durch die Betrachtung von Haupträumen anstatt Eigenräumen lässt sich eine mögliche
Differenz zwischen algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte eines
Endomorphismus ausgleichen. Wie wir im folgenden Satz sehen werden lässt sich der Vek-
torraum V nun in eine innere direkte Summe der Haupträume zerlegen. Dies war bisher
nur für diagonalisierbare Endomorphismen mit Hilfe der Eigenräume in Satz 2.26 möglich
und bringt uns einen großen Schritt in Richtung der Jordanschen Normalform voran.

Satz 2.48 (Hauptraumzerlegung)
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V und sei

PF ptq “ ˘pt´ λ1q
r1 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

rk

das charakteristische Polynom von F mit paarweisen verschiedenen λ1, . . . , λk P K, die die
Eigenwerte von F darstellen und deren algebraischen Vielfachheiten ri P N, ri ě 1 sind.
Es sei außerdem Vi :“ HauptpF ;λiq Ă V für jedes λi der entsprechende Hauptraum. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. V “ V1 ‘ . . .‘ Vk

2. F pViq Ă Vi und dimVi “ ri für i “ 1, . . . , k

3. F hat eine Zerlegung F “ FD ` FN mit:

a) FD ist diagonalisierbar

b) FN ist nilpotent

c) FN und FD kommutieren, d.h., FD ˝ FN “ FN ˝ FD
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Beweis. Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion über die Zahl k ě 1 der
paarweise verschiedenen Eigenwerte von F .

Induktionsanfang: k “ 1
Für k “ 1 existiert nur ein Eigenwert λ P K von F . Das bedeutet, dass das charakteristische
Polynom PF von der Form ist

PF ptq “ ˘pt´ λqn

und somit hat λ die algebraische Vielfachheit n “ dimpV q. Damit gilt für V1 “ HauptpF ;λq
schon

V1 “ KernprF ´ λ IdV s
nq “ V,

da F ´ λ IdV nilpotent ist mit Nilpotenzindex k ď n und wir erhalten damit die triviale
Zerlegung aus der ersten Behauptung.

Da F Endomorphismus ist folgt trivialerweise, dass F pV1q Ă V1 “ V und dimpV1q “

dimpV q “ n gilt, was die zweite Behauptung zeigt.
Da das charakteristische Polynom PF von F in Linearfaktoren zerfällt wissen wir mit

Satz 2.33, dass eine Basis B von V existiert, so dass die darstellende Matrix MBpF q eine
obere, rechte Dreiecksgestalt hat. Wir können die darstellende Matrix dann zerlegen in
MBpF q “ D`N , wobei D eine Diagonalmatrix der Form D “ λEn ist und N eine strikte
obere, rechte Dreiecksmatrix ist. Mit Satz 2.43 wissen wir, dass N nilpotent sein muss.
Eine einfache Rechnung zeigt, dass D und N kommutieren mit

D ¨N “ λ ¨N “ N ¨D,

womit die dritte Behauptung gezeigt ist.

Induktionsschritt: k ´ 1 Ñ k
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall k ´ 1 gezeigt wurde.
Wir definieren uns also für den Eigenwert λ1 P K von F mit algebraischer Vielfachheit
r1 P N, r1 ě 1 die Abbildung G :“ F ´ λ1 IdV . Seien A eine darstellende Matrix von G
und B eine darstellende Matrix von F bezüglich einer beliebigen gemeinsamen Basis. Dann
gilt offensichtlich A “ B ´ λ1In. Damit sehen wir nun ein, dass gilt

PGpt´ λ1q “ PApt´ λ1q “ detpA´ pt´ λ1qInq

“ detpB ´ λ1In ´ pt´ λ1qInq “ detpB ´ tInq “ PBptq “ PF ptq,

womit schon folgt, dass 0 ein Eigenwert von G mit algebraischer Vielfachheit r1 ist, da

PF pλ1q “ PGpλ1 ´ λ1q “ PGp0q.

Nach dem Lemma 2.47 von Fitting lässt sich V als direkte Summe schreiben mit

V “ HauptpF ;λ1q ‘ BildpGr1q.
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Für v P HauptpF ;λ1q gilt, dass rF ´ λ1 IdV s
r1pvq “ 0. Außerdem sieht man durch die

Kommutativität der Identität ein, dass

rF ´ λ1 IdV spF pvqq “ pF 2 ´ λ1F qpvq “ F ˝ pF ´ λ1 IdV qpvq (2.16)

und somit durch sukzessive Anwendung von (2.16) auch

rF ´ λ1 IdV s
r1pF pvqq “ F ˝ rF ´ λ1 IdV s

r1pvq
loooooooooomoooooooooon

“0

“ 0.

Das zeigt, dass F pvq P HauptpF ;λ1q für alle v P HauptpF ;λ1q, d.h, dass der Unterraum
HauptpF ;λ1q F -invariant ist.

Für v P V gilt, dass Gr1pvq “: w P BildpGr1q ist. Außerdem sehen wir ein, dass mit
F “ pG` λ1 IdV q gilt:

F pwq “ pG` λ1 IdV qpwq “ Gpwq ` λ1w “ G ˝Gr1pvq ` λ1w P BildpGr1q,

da BildpGr1`1q Ă BildpGr1q ist. Das zeigt, dass F pwq P BildprF ´ λ1 IdV s
r1q für alle w P

BildprF ´ λ1 IdV s
r1q ist, d.h., der Unterraum BildprF ´ λ1 IdV s

r1q ist auch F -invariant.
Betrachten wir die Einschränkung F |W von F auf den Unterraum W so stellen wir fest,

dass das charakteristische Polynom PF |W in Linearfaktoren zerfällt mit

PF |W ptq “ ˘pt´ λ2q
r2 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

rk .

Da wir nun einen Endomorphismus betrachten, der k ´ 1 verschiedene Eigenwerte besitzt
und dessen charakteristischen Polynom in Linearfaktoren zerfällt, können wir die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden. Damit folgen direkt schon die ersten beiden Aussagen des
Satzes.

Die Zerlegung aus der dritten Aussage des Satzes erhält man durch die folgenden dar-
stellenden Matrizen in Blockdiagonalgestalt, die existieren, da der Endomorphismus F
trigonalisierbar ist nach Satz 2.33:

D :“

¨

˚

˝

λ1Er1
. . .

λkErk

˛

‹

‚

, N :“

¨

˚

˝

N1

. . .

Nk

˛

‹

‚

.

Man kann durch Nachrechnen leicht zeigen, dass gilt:

D ¨N “

¨

˚

˝

λ1N1

. . .

λkNk

˛

‹

‚

“ N ¨D.

Da N und D die darstellenden Matrizen der Endomorphismen FD und FN sind, folgt die
Kommutativität jener.
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Im Fall von Matrizen lässt sich die Aussage von Satz 2.48 wie folgt formulieren.

Korollar 2.49
Sei A P Knˆn eine Matrix, für die das charakteristische Polynom PA in Linearfaktoren
zerfällt, d.h.

PAptq “ ˘pt´ λ1q
r1 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

rk .

Dann existiert eine invertierbare Matrix S P GLpn;Kq, so dass

SAS´1 “

λ1Ir1 `N1 0

. . .

0 λkIrk `Nk

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“: Ã.

Jede Blockmatrix für i “ 1, . . . , k hat hierbei die Gestalt einer rechten oberen Dreiecksma-
trix, d.h.,

λiIri `Ni “

¨

˚

˝

λi ˚

. . .

0 λi

˛

‹

‚

P Kriˆri , i “ 1, . . . , k.

Insbesondere lässt sich die Matrix Ã zerlegen in Ã “ D`N , wobei D Diagonalmatrix und
N nilpotent ist. Schließlich gilt außerdem, dass D und N kommutieren, d.h.

D ¨N “ N ¨D.

Bemerkung 2.50
Die in Satz 2.48 beschriebene Zerlegung F “ FD ` FN ist die einzige Zerlegung in einen
diagonalisierbaren und einen nilpotenten Endomorphismus, die kommutieren.

Die Hauptraumzerlegung liefert uns zwar eine Blockdiagonalmatrix, die der Gestalt
einer vollbesetzten oberen, rechten Dreiecksmatrix vorzuziehen ist, jedoch geben wir uns
noch nicht zufrieden mit diesem Resultat. Bisher haben wir die nilpotenten Anteile des
Endomorphismus als gegeben angesehen. Es stellt sich jedoch heraus, dass es möglich ist
diese durch geschickte Basiswahl in die Normalform einer Jordanmatrix in Definition 2.39
zu überführen, wie der folgende Satz aussagt.

Satz 2.51 (Normalisierung nilpotenter Endomorphismen)
Es sei G P EndpV q nilpotent mit Nilpotenzindex d P N über einem K-Vektorraum V . Dann
gilt

t0u Ď KernG Ď KernG2 Ď ¨ ¨ ¨ Ď KernGd “ V
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und es gibt Koeffizienten si P N, 1 ď i ď d, so dass eine Zahlpartition existiert mit

s1 ¨ 1` s2 ¨ 2 ¨ ¨ ¨ ` sd ¨ d “ n :“ dimV.

Die Koeffizienten der Zahlpartition sind für den Endomorphismus G eindeutig festgelegt
durch die folgende Differenz:

si “ ∆i ´∆i`1, 1 ď i ď d,

wobei ∆i :“ dim KernpGiq´dim KernpGi´1q gerade die Anzahl der Hauptvektoren der Stufe
i sind.

Außerdem gibt es eine Basis B von V , so dass die darstellende Matrix von G bezüglich
B eine Blockdiagonalmatrix mit folgender Gestalt ist

MBpGq “ diag

¨

˚

˝

Jd, . . . , Jd
loooomoooon

sd´mal

, Jd´1, . . . , Jd´1
looooooomooooooon

sd´1´mal

, . . . J1, . . . , J1
loooomoooon

s1´mal

˛

‹

‚

(2.17)

wobei, die Matrizen Jk, 1 ď k ď d, k-dimensionale Jordanmatrizen aus Definition 2.39
sind mit

Jk “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1
0 1 0

0 1

0
. . .

. . .

˛

‹

‹

‹

‚

P Kkˆk.

Beweis. Siehe [Fischer2005, Theorem 4.6.5].

Wir verzichten an dieser Stelle bewusst auf einen konstruktiven Beweis dieses wichtigen
Satzes, da wir für ein vollständiges Verständnis viel mehr Theorie benötigen, die jedoch
nicht Bestandteil dieser Vorlesung sein kann. Diese unbefriedigende Lücke in der Normalfor-
mentheorie werden wir stattdessen mit der Diskussion eines Algorithmus zur Überführung
der nilpotenten Anteile des Endomorphismus in die Normalform aus Satz 2.51 füllen.

Algorithmus 2.52 (Normalisierung einer nilpotenten Matrix)
Sei B eine kanonische Basis des K-Vektorraums V und A :“ MBpGq darstellende Matrix
eines nilpotenten Endomorphismus G : V Ñ V mit Nilpotenzindex d P N.

Um eine Transformationsmatrix S P GLpK;nq zu erhalten, so dass gilt

N “ SAS´1,

wobei N eine Jordanmatrix ist, müssen wir geschickt Basisvektoren aus den verschiedenen
Kernen der Potenzen von G wählen.
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Vorbereitung

1. Berechne Potenzen von A als Ai für 1 ď i ď d

2. Bestimme Basen Ki der jeweiligen Kerne KernpAiq für 1 ď i ď d

3. Berechne die Differenzen der aufeinanderfolgenden Kerndimensionen:
∆1 “ dim KernpAq ´ dim KernpEnq, . . . , ∆d “ dim KernpAdq ´ dim KernpAd´1q

0. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d

1. Wähle sd :“ ∆d ´∆d`1 “ ∆d Hauptvektoren v
pdq
1 , . . . , v

pdq
sd der Stufe d aus Kd

2. Notiere das Schema für den Aufbau von Jordanketten wie folgt

v
pdq
1 . . . v

pdq
sd .

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d´ 1

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit A

und trage die resultierenden Vektoren Av
pdq
1 , . . . , Av

pdq
sd in eine neue Zeile unter das

Schema ein.

2. Ergänze um sd´1 “ ∆d´1 ´∆d Hauptvektoren v
pd´1q
1 , . . . , v

pd´1q
sd´1 der Stufe d´ 1 aus

Kd´1 und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema für den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt
haben:

v
pdq
1 . . . v

pdq
sd

Av
pdq
1 . . . Av

pdq
sd v

pd´1q
1 . . . v

pd´1q
sd´1

.

i. Schritt: Hauptvektoren der Stufe d´ i

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit
A und trage die resultierenden Vektoren in eine neue Zeile unter das Schema ein.

2. Ergänze um sd´i “ ∆d´i ´ ∆d´i`1 Hauptvektoren v
pd´iq
1 , . . . , v

pd´iq
sd´i der Stufe d ´ i

aus Kd´i und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema für den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt
haben:

...
...

...

Ai´1v
pdq
1 . . . Ai´1v

pdq
sd . . .

Aiv
pdq
1 . . . Aiv

pdq
sd . . . v

pd´iq
1 . . . v

pd´iq
sd´i

.

48



d´ 1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

1. Multipliziere alle Vektoren des vorigen Schritts (die unterste Zeile im Schema) mit
A und trage die resultierenden Vektoren in eine neue Zeile unter das Schema ein.

2. Ergänze um s1 “ ∆1´∆2 Hauptvektoren v
p1q
1 , . . . , v

p1q
s1 der Stufe 1 aus K1 “ EigpG;λq,

also Eigenvektoren, und trage sie rechts neben die unterste Zeile des Schemas ein.

3. Das resultierende Schema für den Aufbau von Jordanketten sollte die folgende Gestalt
haben:

...
...

...

Ad´2v
pdq
1 . . . Ad´2v

pdq
sd . . .

Ad´1v
pdq
1 . . . Ad´1v

pdq
sd . . . v

p1q
1 . . . v

p1q
s1

Ò Ò

Jordankette Jordankette

.

Spaltenweises Eintragen des Schemas in S´1:

Lesen wir die schließlich das fertige Schema zuerst von unten nach oben und dann von
links nach rechts (entlang der Jordanketten) zellenweise ab und notieren die so gefun-
denen Vektoren spaltenweise von links nach rechts in die Transformationsmatrix S´1, so
liegt N “ SAS´1 in der Normalform nilpotenter Endomorphismen in Definition 2.39 vor.

Durch geschickte Kombination der Hauptraumzerlegung aus Satz 2.48 und der Normal-
form niolpotenter Endormorphismen in Satz 2.51 lässt sich eine kanonische Normalform für
Endomorphismen bestimmen, die schöne Eigenschaften hat. Diese Jordansche Normalform
wird im folgenden Satz näher beschrieben.

Satz 2.53 (Jordansche Normalform)
Sei A P Knˆn eine Matrix, für die das charakteristische Polynom PA in Linearfaktoren
zerfällt, d.h.

PAptq “ ˘pt´ λ1q
r1 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

rk .
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Dann existiert eine invertierbare Matrix S P GLpn;Kq, so dass

SAS´1 “

λ1Ir1 `N1 0

. . .

0 λkIrk `Nk

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“: J. (2.18)

Die nilpotenten Anteile Ni für i “ 1, . . . , k liegen hierbei (blockweise) in der Normalform
aus Definition 2.39 vor. Die Blockmatrizen λiIri `Ni P Kriˆri in J werden Jordanblöcke
genannt und sind von der Gestalt

λiIri `Ni “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λi 1
. . .

. . .

. . . 1
λi 0

λi 1
. . .

. . .

. . . 1
λi 0

. . .
. . .
. . . 0

λi

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.19)

Die Anzahl der Kästchen in einem Jordanblock der Form (2.19) ist gegeben durch die
geometrische Vielfachheit dim EigpF ´ λiInq des Eigenwerts λi P K von F . Insbe-
sondere lässt sich die Jordansche Normalform J von A zerlegen in J “ D ` N , wobei D
Diagonalmatrix und N nilpotent ist. Schließlich gilt außerdem, dass D und N kommutieren,
d.h.

D ¨N “ N ¨D.

Beweis. Der Beweis der Jordanschen Normalform besteht im Prinzip nur aus Anwendung
der Hauptraumzerlegung aus Satz 2.48 und dem Satz 2.51 über die Normalform für nilpo-
tente Endomorphismen. Wir bezeichnen für i “ 1, . . . , k die Haupträume von F bezüglich
der Eigenwerte λi mit

Vi :“ HauptpF ;λiq,
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und wir betrachten die nilpotenten Endomorphismen

Gi :“ pF ´ λi IdV q|Vi .

Durch Anwendung des Satzes 2.51 können wir Basen Bi der Haupträume Vi finden, so
dass die darstellenden Matrizen MBipGiq der nilpotenten Endomorphismen in Normalform
vorliegen. Diese Basen kann man dann wegen der Hauptraumzerlegung in Satz 2.48 zu einer
Basis B von V zusammenführen, so dass die darstellende Matrix MBpF q in Jordanscher
Normalform vorliegt.

Algorithmus 2.54 (Berechnung der Jordannormalform)
Sei B eine kanonische Basis des K-Vektorraums V und A :“ MBpF q darstellende Matrix
eines Endomorphismus F : V Ñ V , dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfällt von der Gestalt ist

PF ptq “ ˘pt´ λ1q
r1 ¨ . . . ¨ pt´ λkq

r
k

für k P N paarweise verschiedene Eigenwerte von F .
Das Ziel ist es eine Transformationsmatrix S P GLpK;nq zu konstruieren, so dass gilt

J “ SAS´1,

wobei J die Jordannormalform aus (2.18) ist.
Hierfür müssen wir nur die nilpotenten Einschränkungen von F auf die Haupträume

Vi :“ HauptpF ;λiq mit
Gi :“ pF ´ λiIriq|Vi , 1 ď i ď k

betrachten und die nötigen Basen Bi von HauptpF ;λiq mit dem Algorithmus 2.52 zur Nor-
malisierung von nilpotenten Endomorphismen berechnen. Die Konkatenation der Basen
Bi, 1 ď i ď k ergibt wegen dem Satz zur Hauptraumzerlegung 2.48 eine Basis des Vektor-
raums V . Werden die Basisvektoren spaltenweise in die Transformationsmatrix S´1 einge-
tragen, so erhält man unter dieser Ähnlichkeitstransformation die gewünschte Jordansche
Normalform J von A.

Diese Jordansche Normalform J ist eindeutig bis auf Permutation der Jordanblöcke.

Wir wollen ein abschließendes Beispiel zur Jordanschen Normalform für eine p5 ˆ 5q-
Matrix durchrechnen.

Beispiel 2.55 (Berechnung der Jordanschen Normalform mit Transformationsmatrix)
Wir betrachten die Matrix

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

5 0 1 0 0
0 1

2 0 ´1
2 0

´1 0 3 0 0
0 1

2 0 3
2 0

0 0 0 0 4

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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Um die Matrix A in eine Jordansche Normalform zu überführen verwenden wir Algorithmus
2.52 und 2.54.

Wir berechnen zuerst alle Eigenwerte von A mit Hilfe des charakteristischen Polynoms:

PApλq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

5´ λ 0 1 0 0
0 1

2 ´ λ 0 ´1
2 0

´1 0 3´ λ 0 0
0 1

2 0 3
2 ´ λ 0

0 0 0 0 4´ λ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ p´1q5`5p4´ λq det

¨

˚

˚

˝

5´ λ 0 1 0
0 1

2 ´ λ 0 ´1
2

´1 0 3´ λ 0
0 1

2 0 3
2 ´ λ

˛

‹

‹

‚

“ p4´ λq

»

–p´1q4`2 1

2
det

¨

˝

5´ λ 1 0
0 0 ´1

2
´1 3´ λ 0

˛

‚

` p´1q4`4p
3

2
´ λq det

¨

˝

5´ λ 0 1
0 1

2 ´ λ 0
´1 0 3´ λ

˛

‚

fi

fl

“ p4´ λq

„

1

2
p´1q2`3p´

1

2
q det

ˆ

5´ λ 1
´1 3´ λ

˙

`p
3

2
´ λqp´1q2`2p

1

2
´ λq det

ˆ

5´ λ 1
´1 3´ λ

˙

“ p4´ λq

„

1

4

´

p5´ λqp3´ λq ` 1
¯

` p
3

2
´ λqp

1

2
´ λq

´

p5´ λqp3´ λq ` 1
¯



“ p4´ λq
´

p5´ λqp3´ λq ` 1
¯

ˆ

1

4
` p

3

2
´ λqp

1

2
´ λq

˙

“ p4´ λqp16´ 8λ` λ2qp1´ 2λ` λ2q

“ p4´ λq3p1´ λq2.

Es liegen somit die Eigenwerte λ1 “ 1 und λ2 “ 4 von A mit den jeweiligen algebraischen
Vielfachheiten r1 “ 2 und r2 “ 3 vor.

Für den ersten Jordanblock zum Eigenwert λ1 “ 1 von A betrachten wir zunächst
den Endomorphismus

G1 :“ A´ 1 ¨ I5 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

4 0 1 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

´1 0 2 0 0
0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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und wenden Algorithmus 2.52 zur Bestimmung einer Normalform an.

Vorbereitung

Wir bestimmen eine Basis K1 des Eigenraums KernpG1q mittels Gaußschen Eliminiations-
verfahren:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

4 0 1 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

´1 0 2 0 0
0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

I`4¨III
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 9 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

´1 0 2 0 0
0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IØIII
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 2 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

0 0 9 0 0
0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IV`II
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 2 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

0 0 9 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IVØV
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 2 0 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

0 0 9 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Wir erhalten also als mögliche Basis

K1 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Da dimK1 “ dim EigpA; 1q “ 1 gilt, wissen wir nach Satz 2.53, dass es nur ein Jor-
dankästchen innerhalb des Jordanblocks zum Eigenwert λ1 “ 1 von A geben kann. Die
Größe dieses Jordankästchens entspricht in diesem Fall der algebraischen Vielfachheit
r1 “ 2 von λ1.

Wir bestimmen nun eine Basis K2 des Eigenraums KernpG2
1q mittels Gaußschen Eli-

minationsverfahren mit

G2
1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

15 0 6 0 0
0 0 0 0 0
´6 0 3 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 9

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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und erhalten somit
¨

˚

˚

˚

˚

˝

15 0 6 0 0
0 0 0 0 0
´6 0 3 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 9

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IIØV&IIØIII
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

15 0 6 0 0
´6 0 3 0 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

2¨I&5¨II
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

30 0 12 0 0
0 0 0 0 0
´30 0 15 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 9

˛

‹

‹

‹

‹

‚

II`I
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

30 0 12 0 0
0 0 0 0 0
0 0 27 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 9

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Wir erhalten somit als mögliche Basis von KernpG2
1q

K2 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
´1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Wir haben den Nilpotenzindex von d “ 2 von G1|HauptpA;λ1q erreicht. Das bedeutet, dass
der Kern von G1 sich nicht mehr ändert für jede weitere Potenz von G1, da gilt

2 “ dim KernpG2
1q “ dim HauptpA; 1q “ r1.

Entsprechend brauchen wir keine weiteren Potenzen von G1 mehr zu betrachten.
Wir berechnen abschließend zur Vorbereitung

∆2 :“ dimK2 ´ dimK1 “ 2´ 1 “ 1, ∆1 :“ dimK1 “ 1.

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 2

Wir wählen aus dem Kern K2 einen (∆2 “ 1) Hauptvektor der Stufe 2, d.h., einen Vektor
der linear unabhängig zu Vektoren aus K1 ist, also beispielsweise p0,´1, 0,´1, 0qT . Wir
notieren diesen Vektor in ein Schema wie folgt:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
´1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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2. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

Wir berechnen zunächst G1 ¨ p0,´1, 0,´1, 0qT “ p0, 1, 0,´1, 0qT und tragen diesen Vektor
in einer neuen Zeile unten in das Schema ein. Wir berechnen

s1 “ ∆1 ´∆2 “ 1´ 1 “ 0,

also brauchen wir keine weiteren Vektoren hinzufügen. Dies ist konsistent zu der Beobach-
tung, dass das Schema bereits r1 “ 2 Vektoren enthält.

Das finale Schema für den ersten Jordanblock sieht entsprechend so aus:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
´1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
1
0
´1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Die Basis B1 für den Hauptraum HauptpA; 1q von A zum Eigenwert λ1 “ 1 ergibt sich
entsprechend durch Ablesen des Schemas

”
von unten nach oben, von links nach rechts“:

B1 :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0
1 ´1
0 0
´1 ´1
0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Für den zweiten Jordanblock zum Eigenwert λ1 “ 4 von A betrachten wir zunächst
den Endomorphismus

G2 :“ A´ 4 ¨ I5 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 ´7

2 0 ´1
2 0

´1 0 ´1 0 0
0 1

2 0 ´5
2 0

0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

und wenden Algorithmus 2.52 zur Bestimmung einer Normalform an.

Vorbereitung
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Wir bestimmen eine Basis K1 des Eigenraums KernpG2q mittels Gaußschen Eliminiations-
verfahren:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 ´7

2 0 ´1
2 0

´1 0 ´1 0 0
0 1

2 0 ´5
2 0

0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

III`I
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 ´7

2 0 ´1
2 0

0 0 0 0 0
0 1

2 0 ´5
2 0

0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IIIØIV
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 ´7

2 0 ´1
2 0

0 1
2 0 ´5

2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IIØIII
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 1

2 0 ´5
2 0

0 ´7
2 0 ´1

2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

III`7¨II
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 1 0 0
0 1

2 0 ´5
2 0

0 0 0 ´18 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Wir erhalten also als mögliche Basis

K1 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
´1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Da dimK1 “ dim EigpA; 4q “ 2 gilt, wissen wir nach Satz 2.53, dass es zwei Jordankästchen
innerhalb des Jordanblocks zum Eigenwert λ2 “ 4 von A gibt. Die Summe der Größen
dieser Jordankästchen entspricht in diesem Fall der algebraischen Vielfachheit r2 “ 3 von
λ2.

Wir bestimmen nun eine Basis K2 des Eigenraums KernpG2
2q mittels Gaußschen Eli-

miniationsverfahren mit

G2
2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
0 12 0 3 0
0 0 0 0 0
0 ´3 0 6 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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und erhalten somit
¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
0 12 0 3 0
0 0 0 0 0
0 ´3 0 6 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

IØIV
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´3 0 6 0
0 12 0 3 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

II`4¨I
ÞÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´3 0 6 0
0 0 0 27 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Wir erhalten somit als mögliche Basis von KernpG2
1q

K2 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Wir haben den Nilpotenzindex von d “ 3 von G2|HauptpA;λ2q erreicht. Das bedeutet, dass
der Kern von G2 sich nicht mehr ändert für jede weitere Potenz von G2, da gilt

3 “ dim KernpG2
2q “ dim HauptpA; 4q “ r2.

Entsprechend brauchen wir keine weiteren Potenzen von G2 zu betrachten.
Wir berechnen abschließend zur Vorbereitung

∆2 :“ dimK2 ´ dimK1 “ 3´ 2 “ 1, ∆1 :“ dimK1 “ 2.

1. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 2

Wir wählen aus dem Kern K2 einen (∆2 “ 1) Hauptvektor der Stufe 2, d.h., einen Vektor
der linear unabhängig zu Vektoren aus K1 ist, also beispielsweise p1, 0, 0, 0, 0qT . Wir notie-
ren diesen Vektor in ein Schema wie folgt:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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2. Schritt: Hauptvektoren der Stufe 1

Wir berechnen zunächst G2 ¨ p1, 0, 0, 0, 0q
T “ p1, 0,´1, 0, 0qT und tragen diesen Vektor in

einer neuen Zeile unten in das Schema ein. Wir berechnen

s1 “ ∆1 ´∆2 “ 2´ 1 “ 1.

Dies bedeutet, dass wir noch einen weiteren Hauptvektor der Stufe 1 aus K1 zu unserem
Schema hinzufügen müssen. Hierzu wählen wir den Vektor p0, 0, 0, 0, 1qT . Dies ist konsistent
zu der Beobachtung, dass das Schema nun r2 “ 3 Vektoren enthält.

Das finale Schema für den zweiten Jordanblock sieht entsprechend so aus:

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
´1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Die Basis B2 für den Hauptraum HauptpA; 4q von A zum Eigenwert λ2 “ 4 ergibt sich
entsprechend durch Ablesen des Schemas

”
von unten nach oben, von links nach rechts“:

B2 :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0
0 0 0
´1 0 0
0 0 0
0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Wir fügen abschließend die beiden Basen B1 und B2 der zwei Haupträume zu einer
Basis B von V zusammen und schreiben die Basisvektoren von B als Spalten der Trans-
formationsmatrix

S´1 :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 0
1 ´1 0 0 0
0 0 ´1 0 0
´1 ´1 0 0 0
0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, S :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1
2 0 ´1

2 0
0 ´1

2 0 ´1
2 0

0 0 ´1 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Entsprechend erhalten wir
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1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 4 1 0

0 0 0 4 0

0 0 0 0 4

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

S ¨A ¨ S´1 “

Wir können uns während der Bestimmung einer Jordanschen Normalform auch mit-
tels der Jordanketten die passende Jordannormalform schon überlegen. Zu HauptpA; 1q
gehört nur ein Jordankästchen der Dimension 2 ˆ 2 (eine Jordankette der Länge 2). Zu
HauptpA; 4q gehört ein Jordankästchen der Dimension 2 ˆ 2 (eine Jordankette der Länge
2) und eine Jordankästchen der Dimension 1ˆ 1 (eine Jordankette der Länge 1).

Glücklicherweise existieren Algorithmen, die die obigen Berechnungen automatisiert in
einem Computer durchführen und dabei mögliche Rechenfehler vermeiden und uns somit
viel Zeit sparen.
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Kapitel 3

Euklidische und unitäre
Vektorräume

Bisher haben wir immer einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V mit einem beliebigen
Körper K betrachtet. Wenn wir uns jedoch konkret auf die beiden Körper K “ R und K “ C
festlegen, erhalten wir zusätzliche Struktur durch das Vorhandenseins eines Skalarprodukts,
dass ein essentielles Hilfsmittel zur Messung von Längen und Winkeln darstellt. Stattet man
einen reellen Vektorraum mit einem Skalarprodukt aus, so nennt man diesen euklidisch,
wohingegen ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt unitär genannt wird.

Bevor wir die allgemeinen Begriffe von Bilinearformen und Sesquilinearformen einführen,
wollen wir zur Motivation die kanonischen Beispiele für euklidische und unitäre Vek-
torräume diskutieren.

3.1 Das kanonische Skalarprodukt in Rn

Sei im Folgenden der zu Grunde liegende Vektorraum gewählt als V “ Rn. Wir definieren
zuerst das kanonische Skalarprodukt in Rn.

Definition 3.1 (Skalarprodukt in Rn)
Seien x “ px1, . . . , xnq P Rn und y “ py1, . . . , ynq P Rn zwei Vektoren. Wir bezeichnen die
Abbildung

x¨, ¨y : Rn ˆ Rn Ñ R,

px, yq Ñ xx, yy :“ x1y1 ` . . .` xnyn “

n
ÿ

i“1

xiyi

als kanonisches Skalarprodukt von x und y in Rn.
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Schreibt man x, y P Rn als Spaltenvektoren, so lässt sich das kanonische Skalarprodukt
auch schreiben als

xx, yy “ xT ¨ y “ px1, . . . , xnq ¨

¨

˚

˝

y1
...
vn

˛

‹

‚

.

Eine ebenfalls in der Literatur gängige Schreibweise ist ein Skalarprodukt mit runden Klam-
mern, d.h., px, yq :“ xx, yy.

Folgende Eigenschaften des Skalarprodukts lassen sich leicht nachrechnen.

Lemma 3.2 (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Das kanonische Skalarprodukt von Rn in Definition 3.1 besitzt folgende Eigenschaften für
Vektoren x, x1, y, y1 P Rn und Skalare λ P R:

i) Bilinearität:

xx` x1, yy “ xx, yy ` xx1, yy, xx, y ` y1y “ xx, yy ` xx, y1y,

λxx, yy “ xλx, yy “ xx, λyy.

ii) Symmetrie:
xx, yy “ xy, xy.

iii) Positive Definitheit:

xx, xy “ x2
1 ` . . .` x

2
n ě 0, xx, xy “ 0 ô x “ ~0.

Die dritte Eigenschaft von Lemma 3.2 nutzt bereits eine Eigenschaft des Körpers R
aus, nämlich, dass die Summe von quadratischen Termen nie negativ werden kann. Das
bedeutet, wir können aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst immer die Wurzel
ziehen ohne den Körper R zu verlassen. Diese wichtige Beobachtung induziert den Begriff
der Norm in folgender Definition, welche wir zur Messung von Längen eines Vektor nutzen
können.

Definition 3.3 (Norm in Rn)
Sei x P Rn ein Vektor. Dann definieren wir die Abbildung

|| ¨ || : Rn Ñ R`0 ,

x Ñ ||x|| :“
a

xx, xy “
b

x2
1 ` . . .` x

2
n

als Euklidische Norm von x in Rn.

Bemerkung 3.4
Im eindimensionalen Fall V “ R reduziert sich die Norm eines Vektors x P R auf die
Betragsfunktion, d.h., ||x|| “ |x| für dimpV q “: n “ 1.
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Die oben definierte Norm ||x|| gibt uns den Abstand des Punktes x P Rn zum Nullpunkt
~0 P Rn, also gerade die Länge des Vektors px´~0q P Rn.

Folgender wichtiger Satz hilft uns dabei die Eigenschaften der Norm noch besser zu
charakterisieren.

Satz 3.5 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Seien x, y P Rn. Dann gilt

|xx, yy| ď ||x|| ¨ ||y||. (3.1)

Und es gilt außerdem

|xx, yy| “ ||x|| ¨ ||y|| ô x und y sind linear abhängig.

Beweis. Da die Wurzelfunktion monoton ist, können wir beide Seiten quadrieren, ohne
dass sich an der Aussage etwas ändert. Wir müssen also zeigen, dass gilt

||x||2 ¨ ||y||2 ´ |xx, yy|2 “ xx, xy ¨ xy, yy ´ xx, yy2 ě 0. (3.2)

Wir bedienen uns des folgenden Tricks. Wir betrachten eine Matrix A P R2ˆn mit

A :“

ˆ

x1 . . . xn
y1 . . . yn

˙

.

Multiplizieren wir nun A von rechts mit AT P Rnˆ2, so erhalten wir

AAT “

ˆ

xx, xy xx, yy
xy, xy xy, yy

˙

.

Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts können wir die linke Seite der Gleichung (3.2)
ersetzen durch den Ausdruck detpAAT q und müssen nur zeigen, dass detpAAT q ě 0 gilt.
Nach dem Determinanten-Multiplikationstheorem in [Fischer2005, Satz 3.3.7] lässt sich
die Determinante von AAT über die Produkte aller p2 ˆ 2q-Minoren ausrechnen und im
vorliegenden Fall gilt

detpAAT q “
ÿ

1ďk1ďk2ďn

´

detpAk1,k2q
¯2

ě 0.

Die Nichtnegativität der Determinante nutzt hier wieder eine Eigenschaft des Körpers R,
da die Summe von quadratischen Termen nie negativ werden kann.

Es bleibt nur noch die Gleichheit zu überprüfen.

|xx, yy| “ ||x|| ¨ ||y||

ô detpAAT q “
ÿ

1ďk1ďk2ďn

´

detpAk1,k2q
¯2

“ 0

ô detpAk1,k2q “ 0, für alle 1 ď k1 ď k2 ď n

ô RangpAq ă 2

ô x und y sind linear abhängig .
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Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung können wir die wichtigsten Eigenschaften
der Norm zeigen.

Lemma 3.6 (Eigenschaften der Norm)
Seien x, y P Rn Vektoren und λ P R ein Skalar, dann gelten für die durch das kanonische
Skalarprodukt induzierte Norm folgende Eigenschaften.

i) ||x|| “ 0 ô x “ 0,

ii) ||λx|| “ |λ| ¨ ||x||,

iii) ||x` y|| ď ||x|| ` ||y||.

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften iq und iiq lassen sich direkt durch Nachrech-
nen verifizieren. Die dritte Eigenschaft der Dreiecksungleichung können wir mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz Ungleichung aus Satz 3.5 zeigen. Es gilt

||x` y||2 “ xx` y, x` yy “ xx, xy ` 2xx, yy ` xy, yy

ď xx, xy ` 2||x|| ¨ ||y|| ` xy, yy ď p||x|| ` ||y||q2.

Da die Wurzelfunktion monoton ist gilt obige Abschätzung auch ohne die Quadrate auf
der linken und rechten Seite der Ungleichung.

Dadurch, dass die Norm die Länge eines Vektors beschreibt, können wir sie nutzen
um Abstände zu beschreiben. Um nun den Abstand zwischen zwei Punkten x, y P Rn zu
messen führt man den Begriff einer durch die Norm induzierten Metrik ein.

Definition 3.7 (Metrik)
Seien x, y P Rn zwei Punkte. Dann induziert die Norm || ¨ || des Vektorraums eine Metrik
genannte Abbildung

d : Rn ˆ Rn Ñ R`0 ,

px, yq ÞÑ dpx, yq :“ ||x´ y|| “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

pxi ´ yiq2,

mit der man den Abstand (bezüglich der Norm) zwischen x und y messen kann.

Bemerkung 3.8
Wie man im Laufe des Studiums noch lernt, wird je nach Wahl der Norm in Definition
3.3 eine andere Metrik induziert, die den Abstandsbegriff maßgeblich beeinflusst. Letzten
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Endes bestimmt dies auch die sogenannte Topologie eines Vektorraums. Dies wird durch
folgende Relationen dargestellt:

Skalarprodukt (Euklidischer / Unitärer Vektorraum)

Ó induziert

Norm (Normierter Vektorraum)

Ó induziert

Metrik (Metrischer Vektorraum)

Ó induziert

Topologie (Topologischer Vektorraum)

Wir können nun wesentliche Eigenschaften einer Metrik festhalten.

Lemma 3.9 (Eigenschaften einer Metrik)
Seien x, y P Rn, dann gelten für die Metrik dpx, yq “ ||x´ y|| folgende Eigenschaften.

i) dpx, yq “ 0 ô x “ y,

ii) dpx, yq “ dpy, xq,

iii) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq.

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften iq und iiq sind klar und lassen sich direkt durch
Nachrechnen verifizieren. Die dritte Eigenschaft iiiq folgt direkt aus der Dreiecksunglei-
chung der Norm in Lemma 3.6, da

dpx, zq “ ||x´ z|| “ ||x´ y ` y ´ z|| ď ||x´ y|| ` ||y ´ z|| “ dpx, yq ` dpy, zq.

Beispiel 3.10 (Manhattan Metrik)
Eine interessante Metrik, die nicht durch die Euklidische Norm induziert wird, ist die
sogenannte Manhattan Metrik, die für zwei Vektoren x, y P Rn wie folgt definiert ist:

dpx, yq :“
n
ÿ

i“1

|xi ´ yi| “: ||x´ y||1.

Der Name lehnt sich an die orthogonalen Straßengitter Manhattans an, die dazu führen,
dass man zum Erreichen eines Ziels nur durch Aneinanderreihung vertikaler und horizonta-
ler Wegstücke zu überwinden. Hierbei weisen alle Wege, die einen näher zum Ziel bringen,
immer die gleiche Entfernung auf.
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Die Cauchy-Schwarz Ungleichung in Satz 3.5 liefert uns nicht nur nützliche Aussagen
bei der Längenmessung (wie die Dreiecksungleichung für die Norm), sondern liefert zudem
eine Methode zur Winkelmessung im Rn. Betrachtet man nämlich den Quotienten der
linken und rechten Seite in der Cauchy-Schwarz Ungleichung (3.1), so erhält man für zwei
Vektoren x, y P Rn mit x, y ‰ ~0 folgende Abschätzung

´ 1 ď
xx, yy

||x|| ¨ ||y||
ď 1. (3.3)

Der Quotient ist also ähnlich beschränkt wie die Kosinusfunktion cos : r0, πs Ñ r´1, 1s und
es wird klar, dass es für fixe Vektoren x und y genau ein Winkel α P r0, πs existiert, so dass

cosα “
xx, yy

||x|| ¨ ||y||
.

Dies macht auch geometrisch Sinn, da das Skalarprodukt xx, yy von x und y als Maß
für den Anteil des einen Vektors, der in Richtung des anderen Vektors zeigt interpretiert
werden kann. Je größer dieser Anteil ist, desto kleiner ist der Winkel α zwischen den beiden
Vektoren x und y.

Dies motiviert die folgende Definition zur Winkelmessung in Rn.

Definition 3.11 (Winkelmessung in Rn)
Seien x, y P Rn zwei Vektoren mit x, y ‰ ~0. Dann definieren wir den Winkel >px, yq
zwischen x und y als den Arkuskosinus des Quotienten in (3.3), d.h.

>px, yq :“ arccos
xx, yy

||x|| ¨ ||y||
. (3.4)

Bemerkung 3.12
Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts in Lemma 3.2 folgen direkt folgende sinnvolle
Beobachtungen für Vektoren x, y P Rn mit x, y ‰ ~0 und positive Skalare λ ą 0:

i) >px, yq “ >py, xq,

ii) >pλx, yq “ >px, λyq “ >px, yq.

Zur Veranschaulichung dieser wichtigen geometrischen Erkenntnisse soll das folgende
Beispiel dienen.

Beispiel 3.13
Um zu verstehen, dass die Definition 3.11 für die Winkelmessung sich mit unserer Vor-
stellung eines unorientierten Winkels deckt, betrachten wir zwei Beispiele:

1. Es seien zwei Vektoren x, y P R3 gegeben mit:

x :“

¨

˝

1
2
3

˛

‚, y :“

¨

˝

4
5
6

˛

‚.
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Um den Winkel α P r0, πs zwischen x und y mittels der Formel (3.4) zu berechnen,
sehen wir uns zunächst die einzelnen Terme an:

xx, yy “ xp1, 2, 3qT , p4, 5, 6qT y “ 4` 10` 18 “ 32,

||x|| “
?

1` 4` 9 “
?

14, ||y|| “
?

16` 25` 36 “
?

77.

Damit können wir den Winkel α wie folgt bestimmen:

α :“ >px, yq “ arccos
xx, yy

||x|| ¨ ||y||
“ arccos

32
?

14 ¨ 77
« 13˝.

2. Für zwei allgemeine Vektoren x, y P R2 führen wir normierte Varianten x1, y1 P Rn
mit

x1 :“
x

||x||
, y1 :“

y

||y||
.

Aus der Normierung wird klar, dass ||x|| “ ||y|| “ 1 gilt und auf Grund von Bemer-
kung 3.12 sehen wir ein, dass >px, yq “ >px1, y1q.

Da x1 und y1 auf dem Einheitskreis S1 liegen, wissen wir aus der Analysis, dass eine
Parametrisierung mit Winkeln α, β P r0, 2πr gibt, so dass

x1 “ pcosα, sinαq, y1 “ pcosβ, sinβq.

Mit den Additionsregeln für den Kosinus in [Burger2020, Kapitel 5.5] können wir
also schreiben

xx1, y1y “ cosα cosβ ` sinα sinβ “ cospβ ´ αq,

wobei wir β ´ α P r0, πs annehmen können.

Insgesamt folgt also, dass
>px, yq “ β ´ α.

Für zwei Vektoren x, y P Rn mit x, y ‰ ~0 wird klar, dass der Winkel zwischen den beiden
genau π

2 (oder 90˝) entspricht, wenn das Skalarprodukt xx, yy “ 0 ist. Das motiviert die
folgende Definition.

Definition 3.14 (Orthogonalität von Vektoren)
Zwei Vektoren x, y P Rn heißen senkrecht oder orthogonal, wenn für sie gilt

xx, yy “ 0.

Diese Definition gilt auch, wenn einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist. Sind die
Vektoren x und y orthogonal, so schreiben wir auch häufig x K y.
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3.2 Das Vektorprodukt in R3

Im Folgenden beschäftigen wir uns mit einer ganz speziellen Abbildung in R3, die zum Einen
aus Sicht der Geometrie sehr nützlich ist und zum Anderen in der Physik eine wichtige
Rolle spielt. Diese Abbildung wird Vektorprodukt genannt und taucht beispielsweise bei
der Berechnung der Lorentzkraft im Elektromagnetismus auf oder wird für die Berechnung
des Drehmoments in der klassischen Mechanik verwendet.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist wie folgt definiert.

Definition 3.15 (Vektorprodukt in R3)
Seien x, y P R3 zwei Vektoren mit x “ px1, x2, x3q

T und y “ py1, y2, y3q
T . Dann wird das

Vektorprodukt von x und y, auch häufig Kreuzprodukt oder äußeres Produkt genannt, als
folgende Abbildung definiert

p¨ ˆ ¨q : R3 ˆ R3 Ñ R3

px, yq ÞÑ xˆ y :“

¨

˝

x2y3 ´ x3y2

x3y1 ´ x1y3

x1y2 ´ x2y1

˛

‚.

Wir wollen zuerst einige grundlegende Eigenschaften des Vektorprodukts in R3 festhal-
ten.

Lemma 3.16 (Eigenschaften des Vektorprodukts)
Seien x, x1, y, y1 P R3 Vektoren und λ P R ein Skalar. Dann gelten folgende Eigenschaften
für das Vektorprodukt:

i) Bilinearität:

px` x1q ˆ y “ xˆ y ` x1 ˆ y, xˆ py ` y1q “ xˆ y ` xˆ y1,

λxˆ y “ λpxˆ yq “ pxˆ λyq.

ii) Antikommutativität:
xˆ y “ ´y ˆ x.

iii) Alternierende Abbildung:

xˆ y “ ~0 ô x und y sind linear abhängig.

Beweis. Man kann die Eigenschaften des Vektorprodukts durch Anwendung der Definition
direkt nachrechnen. Daher verzichten wir an dieser Stelle auf einen Beweis. Es sei jedoch an-
gemerkt, dass man sowohl aus Eigenschaft iiq als auch Eigenschaft iiiq des Vektorprodukts
folgern kann, dass xˆ x “ ~0 gilt.
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Es gibt außerdem einen engen Zusammenhang zwischen dem Vektorprodukt in R3 und
dem kanonischen Skalarprodukt aus Kapitel 3.1, wie die folgenden Rechenregeln zeigen.

Lemma 3.17
Seien x, y, z P R3 Vektoren, dann gelten die folgenden Rechenregeln für das Vektorprodukt
in R3:

i) xxˆ y, zy “ det

¨

˝

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

˛

‚,

ii) xxˆ y, xy “ xxˆ y, yy “ 0,

iii) ||xˆ y||2 “ ||x||2 ¨ ||y||2 ´ xx, yy2,

iv) ||xˆ y||2 “ ||x||2 ¨ ||y||2 ¨ psin>px, yqq2.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Die in Lemma 3.17 beschriebenen mathematischen Zusammenhänge lassen sich geo-
metrisch sehr gut deuten. So sagt die zweite Eigenschaft iiq, dass das Vektorprodukt im-
mer orthogonal zur Ebene ausgerichtet ist, die von den beiden Vektoren x und y in R3

aufgespannt wird. Andererseits drückt die vierte Eigenschaft ivq aus, dass die Länge des
Vektorprodukts gegeben ist durch die Fläche des Parallelograms, dass durch die Vektoren
x und y beschrieben wird.

Abschließend wollen wir das Vektorprodukt für zwei Beispiele berechnen.

Beispiel 3.18
Seien x, y P R3 Vektoren für die wir im Folgenden das Kreuzprodukt berechnen wollen.

1. Seien die Vektoren x und y gegeben als

x :“

¨

˝

1
2
1

˛

‚, y :“

¨

˝

´1
0
2

˛

‚.

Wir berechnen das Vektorprodukt xˆ y von x und y als

xˆ y “

¨

˝

x2y3 ´ x3y2

x3y1 ´ x1y3

x1y2 ´ x2y1

˛

‚ “

¨

˝

2 ¨ 2´ 1 ¨ 0
1 ¨ p´1q ´ 1 ¨ 2
1 ¨ 0´ 2 ¨ p´1q

˛

‚ “

¨

˝

4
´3
2

˛

‚ “: z.
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Wir verifizieren, dass das Vektorprodukt xˆ y “: z orthogonal zu x und y steht.

xx, zy “ p1, 2, 1q ¨

¨

˝

4
´3
2

˛

‚ “ 1 ¨ 4` 2 ¨ p´3q ` 1 ¨ 2 “ 4´ 6` 2 “ 0,

xy, zy “ p´1, 0, 2q ¨

¨

˝

4
´3
2

˛

‚ “ p´1q ¨ 4` 0 ¨ p´3q ` 2 ¨ 2 “ ´4` 0` 4 “ 0.

2. Seien die Vektoren x und y gegeben als

x :“

¨

˝

1
2
1

˛

‚, y :“

¨

˝

´2
´4
´2

˛

‚.

Wir berechnen das Vektorprodukt xˆ y von x und y als

xˆ y “

¨

˝

x2y3 ´ x3y2

x3y1 ´ x1y3

x1y2 ´ x2y1

˛

‚ “

¨

˝

2 ¨ p´2q ´ 1 ¨ p´4q
1 ¨ p´2q ´ 1 ¨ p´2q
1 ¨ p´4q ´ 2 ¨ p´2q

˛

‚ “

¨

˝

0
0
0

˛

‚ “: z.

Da die Vektoren x und y offensichtlich linear abhängig sind ist das Vektorprodukt
xˆ y “ ~0.

3.3 Das kanonische Skalarprodukt in Cn

Bevor wir allgemeine Bilinear- und Sesquilinearformen einführen, wollen wir noch einen
wichtigen Spezialfall behandeln, nämlich das kanonische Skalarprodukt in Cn.

Wie bereits in [Burger2020, Kapitel 2.2.7] beschrieben, betrachten wir komplexe Zahlen
z P C, die für pa, bq P R2 dargestellt werden können als z “ a ` ib. Das Produkt z1 ¨ z2

zweier komplexer Zahlen z1 “ x1 ` iy1 und z2 “ x2 ` iy2 ist definiert als

z1 ¨ z2 “ px1x2 ´ y1y2q ` ipx1y2 ` x2y1q.

Auch bekannt ist, dass der Betrag |z| von z definiert ist als |z| :“
?
a2 ` b2, was mit

der in Definition 3.3 eingeführten Norm in R2 übereinstimmt. Außerdem ist die komplexe
Konjugation z von z definiert als z :“ a´ bi, das heißt wir vertauschen das Vorzeichen von
b P R.

Mit diesen Eigenschaften können wir das kanonische Skalarprodukt in Cn einführen.

Definition 3.19 (Skalarprodukt in Cn)
Seien z “ pz1, . . . , znq P Cn und w “ pw1, . . . , wnq P Cn zwei Vektoren. Wir bezeichnen die
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Abbildung

x¨, ¨yc : Cn ˆ Cn Ñ C,

pz, wq ÞÑ xz, wyc :“ z1w1 ` . . .` znwn “

n
ÿ

i“1

ziwi

als das kanonische Skalarprodukt in Cn. Häufig wird das kanonische Skalarprodukt auch
komplexes Skalarprodukt genannt.

Der Index c in der Notation des komplexen Skalarprodukts kann auch weggelassen wer-
den, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, dass man es mit komplexen Zahlen rechnet. Wir
werden daher auch im Folgenden die vereinfachte Notation ohne den Index c verwenden.

Folgende Eigenschaften des komplexen Skalarprodukts lassen sich leicht nachrechnen.

Lemma 3.20 (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Das kanonische Skalarprodukt von Cn in Definition 3.19 besitzt folgende Eigenschaften für
Vektoren z, z1, w, w1 P Cn und Skalare λ P C:

i) Sesquilinearität:

xz ` z1, wy “ xz, wy ` xz1, wy, xz, w ` w1y “ xz, wy ` xz, w1y,

xλz,wy “ λxz, wy, xz, λwy “ λxz, wy.

ii) Hermitezität:
xz, wy “ xw, zy.

iii) Positive Definitheit:

xz, zy “ |z1|
2 ` . . .` |zn|

2 P R`0 , xz, zy “ 0 ô z “ ~0.

Die dritte Eigenschaft von Lemma 3.20 erlaubt es uns den Begriff der Norm eines
komplexwertigen Vektors in der folgenden Definition einzuführen.

Definition 3.21 (Norm in Cn)
Sei z P Cn ein Vektor. Dann definieren wir die Abbildung

|| ¨ || : Cn Ñ R`0 ,

z Ñ ||z|| :“
a

xz, zy “
a

|z1|
2 ` . . .` |zn|2

als Norm von z in Cn.
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Besonders interessant ist die Beziehung zum kanonischen Skalarprodukt in Rn. Bezüglich
der natürlichen Inklusion R Ă C mit x “ x ` i ¨ 0 gibt es kein Problem. Daher können
wir Rn Ă Cn betrachten und es wird klar, dass x¨, ¨yc eine natürliche Fortsetzung des
kanonischen Skalarprodukts x¨, ¨y in Rn ist.

Betrachten wir jedoch die Darstellung

R2n Ñ Cn,
v “ px1, y1, . . . , xn, ynq ÞÑ px1 ` iy1, . . . , xn ` iynq “ z,

(3.5)

so können wir das komplexe Skalarprodukt in Cn in Relation zum kanonischen Skalarpro-
dukt in R2n wie folgt setzen. Seien v, v1 P R2n zwei Vektoren, denen die komplexen Vektoren
z, z1 P Cn mit Abbildung (3.5) entsprechen. Dann können wir schreiben:

xz, z1yc “
n
ÿ

j“1

zjz1j “
n
ÿ

j“1

pxjx
1
j ` yjy

1
jq ´ i

n
ÿ

j“1

det

ˆ

xj yj
x1j y1j

˙

looooooooomooooooooon

“:ωpv,v1q

“ xv, v1y ´ i ωpv, v1q.

Auf Grund der Determinante innerhalb der Summe ist klar, dass ωpv, v1q “ ´ωpv1, vq und
ωpv, vq “ 0 gilt.

Wir erkennen also, dass das kanonische Skalarprodukt in R2n gerade der Realteil des
komplexen Skalarprodukts in Cn ist, zu dem noch ein alternierender Imaginärteil hinzu-
kommt. Da die Abbildung ω : R2n ˆ R2n Ñ R für gleiche Vektoren verschwindet, stellen
wir fest, dass das kanonische Skalarprodukt in R2n und das komplexe Skalarprodukt in Cn
die gleiche Norm induzieren.

3.4 Bilinear- und Sesquilinearformen

Die im vorigen Kapitel besprochenen Werkzeuge zur Messung von Längen, Abständen und
Winkeln leiteten sich aus dem Begriff des Skalarprodukts ab. Wir werden im Folgenden
sehen, dass ein Skalarprodukt nur ein Spezialfall einer ganzen Familie von allgemeineren
Abbildungen ist, den sogenannten Bilinear- und Sesquilinearformen. Zur Untersuchung die-
ser abstrakteren mathematischen Begriffe sei im Folgenden K wieder ein beliebiger Körper.

Definition 3.22 (Bilinearform)
Seien v, v1, w, w1 P V und ein Skalar λ P K gegeben. Wir nennen eine Abbildung

s : V ˆ V Ñ K,
pv, wq Ñ spv, wq,

Bilinearform auf V , wenn sie bilinear ist, d.h., linear in beiden Argumenten mit

spv ` v1, wq “ spv,wq ` spv1, wq, spv, w ` w1q “ spv, wq ` spv, w1q,

spλv,wq “ λspv, wq “ spv, λwq.
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Die Abbildung s heißt symmetrisch, falls gilt

spv, wq “ spw, vq

und alternierend oder schiefsymmetrisch, falls gilt

spv, wq “ ´spw, vq.

Beispiel 3.23
Sei K “ R und I “ ra, bs Ă R ein Intervall. Wir betrachten den Vektorrraum der auf dem
Intervall I stetigen Funktionen V “ CpI;Rq und definieren eine Abbildung

s : V ˆ V Ñ R,

pf, gq ÞÑ spf, gq :“

ż b

a
fpxqgpxq dx.

Es folgt aus den Rechenregeln für Integrale, dass die Abbildung s eine symmetrische Bili-
nearform auf V darstellt.

Im obigen Beispiel war der Vektorraum V nicht endlich-dimensional. Schränken wir
uns jedoch auf endlich-dimensionale Vektorräume ein, so lässt sich erkennen, dass sich
Bilinearformen durch Matrizen beschreiben lassen.

Definition 3.24 (Darstellende Matrix einer Bilinearform)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei B :“ pv1, . . . , vnq eine Basis von
V . Außerdem sei s eine Bilinearform auf V . Dann nennen wir die Matrix MBpsq P Knˆn

mit
MBpsq :“ pspvi, vjqq1ďi,jďn

die darstellende Matrix von s bezüglich B.

Satz 3.25
Sei s eine Bilinearform auf V mit Basis B “ pv1, . . . , vnq. Sei außerdem ΦB : Kn Ñ V das
zugehörige Koordinatensystem zur Basis B und A :“MBpsq die darstellende Matrix von s
bezüglich B. Wenn wir zwei Vektoren v, w P V betrachten mit den Koordinaten

x “ Φ´1
B pvq, y “ Φ´1

B pwq,

dann gilt

spv, wq “ px1, . . . , xnq

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

...
an1 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‚

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

“ xTAy.
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Beweis. Wir können schreiben

spv, wq “ spx1v1 ` . . .` xnvn, y1v1 ` . . .` ynvnq “
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xispvi, vjqyj .

Wir sehen also, dass durch Ausnutzung der Bilinearität von s wir eine Summe aus n2

Summanden erhalten. Da A die darstellende Matrix von s bezüglich der Basis B ist gilt
spvi, vjq “ aij , womit schon die Behauptung folgt.

Wir wollen die Darstellung einer Bilinearform durch eine Matrix durch folgende zwei
Beispiele besser verstehen.

Beispiel 3.26
Sei V “ R2 ein Euklidischer Vektorraum mit dem kanonischen Skalarprodukt als symme-
trischer Bilinearform spv, wq :“ xv, wy auf V . Seien außerdem v, w P R2 mit

v :“

ˆ

2
´1

˙

, w :“

ˆ

0
5

˙

.

Wir betrachten die darstellenden Matrix des Skalarprodukts bezüglich zweier unterschiedli-
cher Basen von V im Folgenden.

i) Wir wählen im ersten Beispiel die kanonische Standardbasis B “ pe1, e2q des R2. Wir
berechnen die darstellende Matrix des Skalarprodukts bezüglich der Basis B als

A :“ MBpsq “

ˆ

xe1, e1y xe1, e2y

xe2, e1y xe2, e2y

˙

“

ˆ

1 0
0 1

˙

“ I2.

Bezüglich der Basis B erhalten wir für die Vektoren v und w die folgenden Koordina-
ten:

x “ ΦBpvq “ p2,´1qT “ v, y “ ΦBpwq “ p0, 5qT “ w.

Damit gilt dann insgesamt:

´5 “ xp2,´1qT , p0, 5qT y “ xv, wy “ xTAy “ vT I2w “ xv, wy “ ´5.

ii) Wir wählen im zweiten Beispiel die Basis B “ pv1, v2q des R2 mit

v1 :“

ˆ

1
2

˙

, v2 :“

ˆ

2
´1

˙

Wir berechnen die darstellende Matrix des Skalarprodukts bezüglich der Basis B als

A :“ MBpsq “

ˆ

xv1, v1y xv1, v2y

xv2, v1y xv2, v2y

˙

“

ˆ

5 0
0 5

˙

.

73



Bezüglich der Basis B erhalten wir für die Vektoren v und w die folgenden Koordina-
ten:

x “ ΦBpvq “ p0, 1qT , y “ ΦBpwq “ p2,´1qT .

Damit gilt dann insgesamt:

´5 “ xp2,´1qT , p0, 5qT y “ xv, wy “ xTAy

“ p0, 1qT ¨

ˆ

5 0
0 5

˙

¨

ˆ

2
´1

˙

“ p0, 1qT
ˆ

10
´5

˙

“ ´5.

Zwischen Matrizen und Bilinearformen existiert ein starker Zusammenhang, wie wir im
Folgenden feststellen.

Bemerkung 3.27 (Bijektivität und Symmetrie von Bilinearformen)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B eine zugehörige Basis von V . Dann
ist die Abbildung

s ÞÑ MBpsq

von den Bilinearformen auf V nach Knˆn bijektiv. Außerdem ist s genau dann symme-
trisch, wenn MBpsq symmetrisch ist.

Lemma 3.28
Seien A,B P Knˆn gegeben mit

xTAy “ xTBy,

für alle x, y P Kn. Dann gilt schon A “ B.

Beweis. Da die Gleichung xTAy “ xTBy für alle Vektoren in Kn gilt, muss sie insbesondere
auch für die Einheitsvektoren gelten und damit folgt für alle Indizes 1 ď i, j ď n:

ai,j “ eTi Aej “ eTi Bej “ bi,j .

Damit folgt also direkt, dass A “ B ist.

Satz 3.29 (Transformationsformel)
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei Basen A,B. Sei außerdem TBA die
entsprechende Transformationsmatrix von Basis B zu Basis A. Für jede Bilinearform s
auf V gilt dann die folgende Transformationsformel:

MBpsq “ pTBA q
T ¨MApsq ¨ T

B
A . (3.6)

Beweis. Seien ΦA,ΦB : Kn Ñ V Koordinatensysteme von V bezüglich der Basen A und
B. Seien außerdem v, v1 P V mit

v “ ΦApxq “ ΦBpyq, v1 “ ΦApx
1q “ ΦBpy

1q.
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Sei weiterhin T :“ TBA , so sehen wir ein, dass gilt

x “ Ty, x1 “ Ty1.

Damit können wir folgern, dass gilt

yTMBpsqy
1 “ spv, v1q “ xTMApsqx

1 “ pTyqTMApsqpTy
1q “ yT pT TMApsqT qy

1.

Mit Lemma 3.28 folgt dann schon, dass gelten muss:

MBpsq “ pTBA q
T ¨MApsq ¨ T

B
A .

Bemerkung 3.30
Das Transformationsverhalten bei Endomorphismen in Kapitel 2 unterscheidet sich von
der Transformationsformel (3.6), da für einen Endomorphismus F : V Ñ V galt:

MBpF q “ pTBA q
´1

loomoon

“TAB

¨MApF q ¨ T
B
A .

Definition 3.31 (Quadratische Form)
Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V und v P V . Dann definieren wir die Abbildung

q : V Ñ K,
v ÞÑ qpvq :“ spv, vq,

die zugehörige quadratische Form von s. Aus der Bilinearität von s folgt für alle Skalare
λ P K direkt, dass gilt

qpλvq “ λ2qpvq.

Wir wollen die quadratische Form zu der wohl naheliegensten Bilinearform betrachten
- dem kanonischen Skalarprodukt in Rn.

Beispiel 3.32
Sei V “ Rn ein Euklidischer Vektorraum. Sei außerdem v P V und ein Skalar λ P R
gegeben. Wir betrachten das kanonische Skalarprodukt aus Definition 3.1 und bestimmen
die zugehörige quadratische Form als

qpvq “ xv, vy “ v2
1 ` . . . v

2
n “ ||v||2.

Wir sehen also ein, dass die quadratische Norm die quadratische Form des kanonischen
Skalarprodukts darstellt und in der Tat gilt auch:

qpλvq “ ||λv||2 “ λ2||v||2 “ λ2qpvq.
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Definition 3.33 (Sesquilinearform)
Sei V ein komplexer Vektorraum und seien v, v1, w, w1 P V und ein Skalar λ P C gegeben.
Wir nennen eine Abbildung

s : V ˆ V Ñ C,
pv, wq Ñ spv, wq,

Sesquilinearform auf V , wenn sie linear im ersten Argument und semilinear im zweiten
Argument ist, d.h.

spv ` v1, wq “ spv, wq ` spv1, wq, spv, w ` w1q “ spv, wq ` spv, w1q,

spλv,wq “ λspv, wq, spv, λwq “ λspv, wq.

Die Abbildung s heißt hermitesch, falls zusätzlich gilt

spv, wq “ spw, vq.

Zu einer Sesquilinearform s auf V definieren wir eine zugehörige quadratische Form

q : V Ñ C,
v Ñ qpvq :“ spv, vq.

Neben dem komplexen Skalarprodukt x¨, ¨yc aus Definition 3.19 gibt es noch weitere
Sesquilinearformen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.34
Sei K “ C und I “ ra, bs Ă R ein Intervall. Wir betrachten den Vektorrraum der auf
dem Intervall I stetigen, komplex-wertigen Funktionen V “ CpI;Cq und definieren eine
Abbildung

s : V ˆ V Ñ C,

pf, gq ÞÑ spf, gq :“

ż b

a
fpxqgpxq dx.

Es folgt aus den Rechenregeln für Integrale, dass die Abbildung s eine Sesquilinearform auf
V darstellt.

Bemerkung 3.35
Ähnlich wie bei Bilinearformen können wir folgende Charakteristiken feststellen.

i) Eine Sesquilinearform kann auch durch eine Matrix beschrieben werden. Hierzu müssen
wir allerdings die komplexe Konjugation berücksichtigen. Sei B “ pv1, . . . , vnq eine
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Basis eines komplexen Vektorraums V und s eine Sesquilinearform auf V . Die dar-
stellende Matrix MBpsq von s bezüglich der Basis B ist gegeben durch:

A :“ pMBpsqqij “ spvi, vjq, für alle 1 ď i, j ď n.

Die Matrix A ist genau dann hermitesch, d.h., AT “ A, falls die Sesquilinearform s
hermitesch ist. Für zwei Vektoren v, w P V mit Koordinaten

x “ ΦBpvq, y “ ΦBpwq,

lässt sich die Sesquilinearform s ausdrücken durch

spv, wq “ px1, . . . , xnq

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

...
an1 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‚

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

“ xTAy.

ii) Sei C eine weitere Basis von V und sei T :“ TCB die Transformationsmatrix von
Basis C zu Basis B. Dann erhalten wir folgendes Transformationsverhalten für die
darstellende Matrix MCpsq von s bezüglich C:

MCpsq “ T T ¨MBpsq ¨ T .

Es ist in der Tat möglich symmetrische Bilinearformen und Sesquilinearformen nur an
Hand ihrer quadratischen Formen zu rekonstruieren. Diesen mathematischen Zusammen-
hang nennt man Polarisierung und wird durch folgenden Satz beschrieben.

Satz 3.36 (Polarisierung)
Sei V ein R-Vektorraum und W ein C-Vektorraum. Sei außerdem b eine symmetrische
Bilinearform auf V mit zugehöriger quadratischer Form qpvq “ bpv, vq und s eine Ses-
quilinearform auf W mit zugehöriger quadratischer Form ppvq “ spv, vq. Dann gelten die
folgenden, Polarisierung genannten, Zusammenhänge:

i) bpv, wq “ 1
4 rqpv ` wq ´ qpv ´ wqs, für alle v, w P V ,

ii) spv, wq “ 1
4 rppv ` wq ´ ppv ´ wq ` i ¨ ppv ` iwq ´ i ¨ ppv ´ iwqs, für alle v, w PW .

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Im reellen Fall ist es entscheidend, dass man in Satz 3.36 eine symmetrische Bilinear-
form annimmt, da die Polarisierungsformel nicht für beliebige Bilinearformen gilt, wie das
folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 3.37
Sei V “ R2 und wir betrachten die folgende Bilinearform

spx, yq :“ xT
ˆ

0 ´1
1 0

˙

y “ ´x1y2 ` x2y1.

Es gilt offensichtlich für alle x P R2

spx, xq “ ´x1x2 ` x1x2 “ 0.

Andererseits gilt jedoch nicht die Polarisierungsformel, wie man im folgenden sieht

1 “ spp1, 0qT , p0, 1qT q ‰
1

4
rspp1, 1qT , p1, 1qT q
looooooooomooooooooon

“0

´ spp1,´1qT , p1,´1qT q
loooooooooooomoooooooooooon

“0

s “ 0.

Definition 3.38 (Positive Definitheit)
Wir wollen im folgenden den Begriff der positiven Definitheit für Matrizen und sym-
metrische Bilinearformen bzw. hermitesche Sesquilinearformen einführen. Sei V ein K-
Vektorraum.

i) Eine symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Sesquilinearform s : V ˆ V Ñ K
heißt positiv definit falls für alle v P V mit v ‰ 0 gilt:

spv, vq ą 0.

ii) Eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix A P Knˆn heißt positiv definit falls für
alle x P Kn mit x ‰ 0 gilt:

xTAx ą 0.

Schlussendlich sind wir in der Lage den Begriff eines Euklidischen und unitären Vek-
torraums mit Hilfe von Bilinear- und Sesquilinearformen zu definieren.

Definition 3.39 (Euklidischer und unitärer Vektorraum)
Wir nennen eine positiv definite symmetrische Bilinearform bzw. eine positiv definite her-
mitesche Sesquilinearform ein Skalarprodukt. Einen reellen bzw. komplexen Vektorraum
zusammen mit einem Skalarprodukt nennen wir Euklidischen bzw. unitären Vektorraum.

3.5 Orthogonalisierung und Orthonormalisierung

In vielen Fällen ist es sinnvoll nicht eine beliebige Basis eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V zu betrachten, sondern eine Familie von Vektoren, die orthogonal oder sogar
orthonormal sind. Dies hat viele Vorteile für die Mathematik, da sich so manche Berechnung
durch eine Orthonormalbasis deutlich vereinfachen lässt. Auch lassen sich durch orthonor-
male Vektoren längen- und winkelerhaltende Transformationen durchführen.
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Definition 3.40 (Orthogonalität und Orthonormalität)
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum. Dann können wir folgende Begriffe und
Notation definieren:

i) Zwei Vektoren u, v P V heißen orthogonal, falls gilt:

xv, wy “ 0.

Wir notieren in diesem Fall häufig auch v K w.

ii) Zwei Untervektorräume U,W Ă V heißen orthogonal, falls gilt:

u K v für alle u P U und w PW.

Wir notieren in diesem Fall häufig auch U KW .

iii) Ist U Ă V ein Untervektorraum, so definieren wir sein orthogonales Komplement als

UK :“ tv P V | v K u für alle u P Uu.

Es ist klar, dass UK wieder ein Untervektorraum ist.

iv) Eine Familie von Vektoren pv1, . . . , vnq in V heißt orthogonal, wenn gilt

vi K vj für alle i ‰ j.

Sie heißt orthonormal, falls zusätzlich gilt

||vi|| “ 1 für alle 1 ď i ď n.

In diesem Fall gilt offenbar
xvi, vjy “ δij ,

wobei δij das Kronecker-Delta bezeichnet (vgl. Definition 2.39).

v) Wir nennen eine Familie von orthonormalen Vektoren pv1, . . . , vnq in V eine Ortho-
normalbasis, falls die Vektoren eine Basis von V bilden.

vi) Ist V “ V1 ‘ . . .‘ Vn, so heißt die direkte Summe orthogonal, falls gilt

Vi K Vj für alle i ‰ j.

Wir notieren in diesem Fall häufig auch V “ V1 k . . .k Vn.

Beispiel 3.41
Betrachten wir Rn oder Cn mit dem kanonischen bzw. komplexen Skalarprodukt, so ist die
kanonische Basis B “ pe1, . . . , enq eine Orthonormalbasis.

79



Satz 3.42
Ist pv1, . . . , vnq eine orthogonale Familie von Vektoren in V mit vi ‰ 0 für alle 1 ď i ď n,
so gelten die folgenden Aussagen.

1. Die Familie pα1v1, . . . , αnvnq von Vektoren mit αi :“ ||vi||
´1 ist orthonormal.

2. Die Familie pv1, . . . , vnq von Vektoren ist linear unabhängig.

Beweis. Wir zeigen die beiden Behauptungen für ein allgemeines Skalarprodukt.

1. Da vi K vj gilt für i ‰ j folgt schon, dass gilt

xαivi, αjvjy “ αiαjxvi, vjy “ 0, für i ‰ j.

Die Familie pα1v1, . . . , αnvnq von Vektoren ist also orthogonal. Da αi “ ||vi||
´1 P R

gilt sehen wir für den Fall i “ j, dass gilt

xαivi, αiviy “ αiαixvi, viy “
||vi||

2

||vi||2
“ 1.

Die Familie von Vektoren ist also orthonormal.

2. Wir müssen für die lineare Unabhängigkeit der Vektoren v1, . . . , vn P V zeigen, dass
aus der Gleichung

0 “ λ1v1 ` . . .` λnvn (3.7)

bereits folgt, dass λi “ 0 für 1 ď i ď n gelten muss. Multiplizieren wir also die
Gleichung (3.7) von rechts mit vTi so folgt:

0 “ x0, viy “ xλ1v1 ` . . .` λnvn, viy “
n
ÿ

j“1

λjxvj , viy “ λixvi, viy.

Da das Skalarprodukt insbesondere positiv definit ist, muss also schon gelten, dass
λi “ 0 ist. Da dies unabhängig von der Wahl des Vektors vi gilt, müssen schon alle
Koeffizienten λi “ 0 für 1 ď i ď n gelten.

Satz 3.43
Sei pv1, . . . , vnq eine Orthonormalbasis von V und v P V ein beliebiger Vektor. Setzen wir
λi :“ xvi, vy, so gilt:

v “ λ1v1 ` . . .` λnvn.
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Beweis. Da pv1, . . . , vnq eine Orthonormalbasis von V ist, existieren eindeutige Koeffizien-
ten γi, 1 ď i ď n, so dass sich der beliebige Vektor v P V schreiben lässt als

v “ γ1v1 ` . . .` γnvn.

Wir multiplizieren obige Gleichung von rechts mit dem Vektor vTi und können die Koeffi-
zienten damit eindeutig bestimmen als

xv, viy “ xγ1v1 ` . . .` γnvn, viy “ γixvi, viy “ γi.

Da dies für alle 1 ď i ď n gilt, können wir λi :“ γi “ xvi, vy definieren und es gilt damit
offensichtlich

v “ λ1v1 ` . . .` λnvn.

In vielen Situationen ist es praktisch eine Orthonormalbasis zu betrachten, da sie viele
Berechnungen vereinfacht. Lässt sich jedoch eine Orthonormalbasis für einen beliebigen
Euklidischen bzw. unitären Vektorraum bestimmen? Darauf gibt glücklicherweise der fol-
gende Satz eine zufriedenstellende Antwort.

Satz 3.44 (Orthonormalisierungssatz)
Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum und W Ă V ein
Untervektorraum mit Orthonormalbasis pw1, . . . , wmq. Dann existiert eine Ergänzung aus
Vektoren wm`1, . . . , wn P V , so dass

pw1, . . . , wm, wm`1, . . . , wnq

eine Orthonormalbasis von V ergibt.

Beweis. Da der Beweis des Satzes in konstruktiver Form erfolgt, formulieren wir diesen im
Folgenden als einen konkreten Algorithmus.

Da als Unterraum W “ t0u in Satz 3.44 erlaubt ist, erhalten wir direkt das folgende
Korollar.

Korollar 3.45
Jeder endlichdimensionale Euklidische bzw. unitäre Vektorraum besitzt eine Orthonormal-
basis.

Außerdem können wir folgendes Korollar aus dem Orthogonalisierungssatz 3.44 ablei-
ten.

Korollar 3.46
Ist W Ă V Untervektorraum eines Euklidischen bzw. unitären Vektorraums V , so gilt

V “ W kWK, und dimV “ dimW ` dimWK.
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Die Konstruktion einer Orthonormalbasis geht auf die beiden Mathematiker J. Gram
und E. Schmidt zurück und wird daher weitläufig auch als Gram-Schmidtsches Ortho-
gonalisierungsverfahren bezeichnet. Bevor wir uns dem Verfahren widmen, wollen wir
eine nützliche Abbildung einführen.

Definition 3.47
Orthogonale Projektion Seien V ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitärer Vek-
torraum und v, w P V zwei linear unabhängige Vektoren. Dann bezeichnen wir die Abbildung

Πvpwq :“
xw, vy

xv, vy
¨ v,

als orthogonale Projektion von w auf v. Die orthogonale Projektion berechnet den Anteil,
den der Vektor v an der Geometrie von w hat.

Die Kernidee des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ist es die Vektoren
paarweise zueinander orthogonal auszurichten. Dabei spielt eine Korrektur mit Hilfe der
orthogonalen Projektion eine zentrale Rolle, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.48
Seien V ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum und v, w P V
zwei linear unabhängige Vektoren. Dann können wir einen Vektor ŵ P V berechnen mit

ŵ :“ w ´Πvpwq “ w ´
xw, vy

xv, vy
¨ v,

so dass ŵ K v gilt.

Beweis. Wir betrachten folgende Umformungen:

xv, ŵy “ xv, w ´
xw, vy

xv, vy
¨ vy “ xv, wy ´

ˆ

xw, vy

xv, vy

˙

¨ xv, vy

“ xv, wy ´ xw, vy ¨
1

xv, vy
¨ xv, vy “ xv, wy ´ xv, wy ¨

xv, vy

xv, vy
loomoon

“1

“ 0.

Und somit gilt ŵ K v. Die obigen Umformungen wären einfacher zu zeigen gewesen, wenn
man die Gleichung mit xŵ, vy begonnen hätte. So konnte man jedoch sehen, dass die Aus-
sage auch mit dem komplexen Standardskalarprodukt verträglich ist.

Der folgende Algorithmus erklärt das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren zur
Konstruktion einer Orthonormalbasis eines endlich-dimensionalen Euklidischen oder unitären
Vektorraums.

82



Algorithmus 3.49 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)
Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum mit dimV “ n,
dann lässt sich eine Orthonormalbasis pv1, . . . , vnq aus einer Familie von linear unabhängig
Vektoren pw1, . . . , wnq von V wie folgt konstruieren.

1. Schritt:

Wähle den ersten Vektor w1 P V und setze

ṽ1 :“ w1.

Normiere den ersten Vektor wie folgt:

v1 :“
ṽ1

||ṽ1||
.

2. Schritt:

Wähle den zweiten Vektor w2 P V und berechne die orthogonale Projektion von w2 auf den
normierten Vektor v1 als

Πv1pw2q :“ xw2, v1yv1.

Ziehe die orthogonale Projektion Πv1pw2q vom ursprünglichen Vektor w2 ab und erhalte
damit

ṽ2 :“ w2 ´Πv1pw2q “ w2 ´ xw2, v1yv1.

Normiere den zweiten Vektor wie folgt:

v2 :“
ṽ2

||ṽ2||
.

i. Schritt:

Wähle den i-ten Vektor wi P V und berechne die orthogonale Projektion von wi auf die
normierten Vektoren v1, . . . , vi´1 und ziehe diese Projektionen vom ursprünglichen Vektor
wi ab durch

ṽi :“ wi ´
i´1
ÿ

j“1

xwi, vjyvj .

Normiere den i-ten Vektor wie folgt:

vi :“
ṽi
||ṽi||

.
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n. Schritt:

Wähle den n-ten Vektor wn P V und berechne die orthogonale Projektion von wn auf die
normierten Vektoren v1, . . . , vn´1 und ziehe diese Projektionen vom ursprünglichen Vektor
wn ab durch

ṽn :“ wn ´
n´1
ÿ

j“1

xwn, vjyvj .

Normiere den n-ten Vektor wie folgt:

vn :“
ṽn
||ṽn||

.

Die Familie pv1, . . . , vnq bilden nach Konstruktion nun eine Orthonormalbasis von V .

Wir wollen das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren mit einem kurzen Re-
chenbeispiel veranschaulichen.

Beispiel 3.50
Sei V “ R2 der Euklidische Vektorraum und wir betrachten zwei linear unabhängige Vek-
toren w1, w2 P V , die wir orthonormalisieren wollen mit

w1 :“

ˆ

3
1

˙

, w2 :“

ˆ

2
2

˙

.

Wir nutzen Algorithmus 3.49 zur Konstruktion einer Orthonormalbasis aus w1 und w2.

1. Schritt:

Wir setzen ṽ1 “ w1 und normieren den Vektor wie folgt:

v1 “
ṽ1

||ṽ1||
“

1
?

10
¨

ˆ

3
1

˙

.

2. Schritt:

Wir berechnen die orthogonale Projektion von w2 auf v1 wie folgt:

Πv1pw2q “ xw2, v1y ¨ v1 “
1
?

10
¨ xp2, 2qT , p3, 1qT y ¨

p3, 1qT
?

10
“

8

10
¨

ˆ

3
1

˙

.
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Damit können wir nun den Vektor w2 orthogonalisieren mit

ṽ2 “ w2 ´Πv1pw2q “

ˆ

2
2

˙

´
8

10
¨

ˆ

3
1

˙

“
1

5
¨

ˆ

´2
6

˙

.

Durch Normierung erhalten wir den zweiten Vektor der Orthonormalbasis:

v2 “
ṽ2

||ṽ2||
“

c

25

40
¨

1

5
¨

ˆ

´2
6

˙

“
1
?

10
¨

ˆ

´1
3

˙

.

Damit haben wir eine Orthonormalbasis von V konstruiert, da offensichtlich gilt:

xv1, v2y “
1

10
¨ xp3, 1qT , p´1, 3qT y “ 0,

xv1, v1y “
1

10
¨ xp3, 1qT , p3, 1qT y “ 1,

xv2, v2y “
1

10
¨ xp´1, 3qT , p´1, 3qT y “ 1.

3.6 Orthogonale und unitäre Endomorphismen

Mit Hilfe des in den vorangegangenen Kapiteln eingeführten Skalarprodukts ist es uns
möglich eine besondere Gruppe von Endomorphismen zu untersuchen - die orthogonalen
und unitären Endomorphismen. Wir werden hierbei sehen, dass diese Abbildungen schöne
mathematische Eigenschaften haben und insbesondere Längen- und Winkel-erhaltend sind.
Daher sind sie besonders geeignet bei der Lösung von linearen Gleichungssystemen und
Eigenwertproblemen.

Orthogonale bzw. unitäre Endomorphismen lassen sich durch ihr Verhalten bezüglich
des Standardskalarprodukts charakterisieren, worauf die folgende Definition basiert.

Definition 3.51 (Orthogonale und unitäre Endomorphismen)
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum und F : V Ñ V ein Endomorphismus von
V . Dann heißt F orthogonal bzw. unitär, wenn

xF pvq, F pwqy “ xv, wy für alle v, w P V .

Wir können nur mit Hilfe von Definition 3.51 bereits viele interessante Eigenschaften
für orthogonale bzw. unitäre Endomorphismen ableiten, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.52
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum und F : V Ñ V ein orthogonaler bzw.
unitärer Endomorphismus von V . Seien außerdem v, w P V beliebige Vektoren. Dann besitzt
F folgende Eigenschaften:

i) }F pvq} “ }v},
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ii) >pF pvq, F pwqq “ >pv, wq,

iii) v K w ô F pvq K F pwq,

iv) F ist Isomorphismus und F´1 ist auch orthogonal bzw. unitär,

v) Für alle Eigenwerte λ P K von F gilt |λ| “ 1.

Beweis. Wir beweisen die verschiedenen Eigenschaften des Endomorphismus F durch Aus-
nutzen der Definition von orthogonalen bzw. unitären Endomorphismen.

i) Sei v P V , dann gilt

||F pvq|| “
a

xF pvq, F pvqy “
a

xv, vy “ ||v||.

ii) Seien v, w P V , dann können wir unter Ausnutzung von i) zeigen, dass gilt:

>pF pvq, F pwqq “ arccos
xF pvq, F pwqy

||F pvq|| ¨ ||F pwq||
“ arccos

xv, wy

||v|| ¨ ||w||
“ >pv, wq.

iii) Seien v, w P V mit v K w, dann ist die Aussage natürlich ein Spezialfall von ii). Wir
können aber auch direkt nachrechnen, dass gilt:

xF pvq, F pwqy “ xv, wy “ 0.

iv) Wir müssen für die Aussage zeigen, dass F : V Ñ V injektiv ist und der Kern von
F nur die Null enthält, denn dann gilt nach dem Dimensionssatz [Fischer2005, Satz
2.2.4] schon, dass BildpF q “ V gelten muss und es sich somit um einen Isomorphismus
handelt. Sei also v P KernpF q, dann gilt schon:

xv, vy “ xF pvq, F pvqy “ x0, 0y “ 0.

Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukt muss v “ 0 gelten und damit haben
wir gezeigt, dass F injektiv und somit ein Isomorphismus ist.

Um zu zeigen, dass auch F´1 orthogonal bzw. unitär ist betrachten wir für beliebiges
v P V mit F´1pvq “: w folgende Gleichung:

xF´1pvq, F´1pvqy “ xw,wy “ xF pwq, F pwqy “ xF ˝F´1pvq, F ˝F´1pvqy “ xv, vy.

Daher ist F´1 also auch orthogonal bzw. unitär.

v) Sei λ P K ein Eigenwert von F mit zugehörigem Eigenvektor v P V , so gilt wegen i):

||v|| “ ||F pvq|| “ ||λv|| “ |λ| ¨ ||v||.

Diese Gleichung kann nur gelten, wenn |λ| “ 1 ist.
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Wir können einen Endomorphismus F von V schon als orthogonal bzw. unitär erkennen,
sobald er Längen-erhaltend ist, wie folgendes Lemma zeigt. Solche Abbildungen werden
Isometrien genannt. Damit gilt auch die Umkehrung von Aussage iq in Satz 3.52.

Lemma 3.53
Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus mit

}F pvq} “ }v} für alle v P V.

Dann ist F orthogonal bzw. unitär.

Beweis. Aus der Invarianz der Norm ||F pvq|| “ ||v|| eines Vektors v P V folgt auch schon
die Invarianz der quadratischen Norm ||v||2 von v. Dies ist jedoch gerade die quadratische
Form des kanonischen Skalarprodukts in V . Mit Hilfe der Polarisierungsformel in Satz 3.36
folgt aus der Invarianz der quadratischen Form schon die Invarianz des Skalarprodukts
selbst. Dies bedeutet nach Definition 3.51, dass F orthogonal bzw. unitär sein muss.

Nutzt man in Rn und Cn mit dem kanonischen Skalarprodukt die darstellende Matrix
A eines orthogonalen bzw. unitären Endomorphismus F von V , so lässt sich beobachten,
dass für alle x, y P Kn gilt:

xx, yy “ xAx,Ayy “ pAxqTAy “ xT pAT Āqy “ xT pĀTAqT y. (3.8)

Die Matrix ĀT in Gleichung (3.8) hat eine besondere Bedeutung wie die folgende De-
finition zeigt.

Definition 3.54 (Adjungierte Matrix)
Sei A P Cmˆn eine komplexe Matrix mit

A “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

...
am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

,

dann definieren wir die adjungierte Matrix A˚ P Cnˆm, auch Adjungierte genannt, als die
komplexe Konjugation der transponierten Matrix von A, d.h.,

A˚ :“ ĀT “ AT “

¨

˚

˝

ā11 ¨ ¨ ¨ ām1
...

...
ā1n ¨ ¨ ¨ āmn

˛

‹

‚

.

Ist A eine reelle Matrix, so ist die Adjungierte lediglich die transponierte Matrix von A,
d.h., A˚ “ AT .
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Für die darstellende Matrix eines unitären Endomorphismus muss also nach Gleichung
(3.8) gelten, dass A˚ ¨A “ En gilt, was die folgende Definition motiviert.

Definition 3.55 (Orthogonale und unitäre Matrix)
Eine Matrix A P GLpn;Rq heißt orthogonal, falls gilt

A´1 “ AT .

Eine Matrix A P GLpn;Cq heißt unitär, falls gilt

A´1 “ A˚.

Aus der Gleichung A˚ ¨ A “ En können wir folgende interessante Beobachtungen zur
Gestalt und Determinante einer unitären Matrix machen.

Lemma 3.56
Sei A eine unitäre Matrix. Dann bilden sowohl die Spalten als auch die Zeilen von A eine
Orthonormalbasis des Kn.

Beweis. Da A unitär ist gilt per Definition, dass A´1 “ A˚ gilt. Daraus folgt einerseits

δi,j “ En “ A ¨A´1 “ A ¨A˚,

also müssen die Zeilen von A eine Orthonormalbasis des Kn bilden. Gleichzeitig gilt aber
auch

δi,j “ En “ A´1 ¨A “ A˚ ¨A,

also müssen die Spalten von A eine Orthonormalbasis des Kn bilden.

Lemma 3.57
Sei A eine unitäre Matrix. Dann gilt entweder detA “ 1 oder detA “ ´1.

Beweis. Für eine komplexe Zahl z P C mit z :“ a` ib und a, b P R gilt offensichtlich:

z ¨ z̄ “ pa` ibq ¨ pa´ ibq “ a2 ´ aib` aib´ i2b2 “ a2 ` b2 “ |z|2.

Daher können wir für die Determinante von A folgern, dass gilt:

| detA|2 “ detA ¨ detA “ detA ¨ detA˚ “ detpA ¨A˚q “ detpEnq “ 1.

Damit wissen wir, dass für unitäre Matrizen gilt detA “ ˘1.

Das Vorzeichen der Determinante hat eine wichtige geometrische Bedeutung, denn falls
detA “ `1 gilt, bleiben Orientierungen unter der Wirkung von A erhalten. Solch orthogo-
nale Matrizen nennt man daher auch eigentlich orthogonal und sie bilden eine abgeschlos-
sene Gruppe, wie folgende Bemerkung feststellt.
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Bemerkung 3.58
Die Mengen

Opnq :“
 

A P GLpn;Rq | A´1 “ AT
(

, (orthogonale Gruppe)

SOpnq :“ tA P Opnq | detA “ 1u , (spezielle orthogonale Gruppe)

Upnq :“
 

A P GLpn;Cq | A´1 “ ĀT
(

, (unitäre Gruppe)

SUpnq :“ tA P Upnq | detA “ 1u , (spezielle unitäre Gruppe)

der orthogonalen, speziellen orthogonalen, unitären und speziellen unitären Matrizen sind
Untergruppen von GLpn;Rq bzw. GLpn;Cq.

Wir diskutieren im Folgenden zwei Beispiele von orthogonalen bzw. unitären Matrizen.

Beispiel 3.59
Sei A P K3ˆ3, dann betrachten wir zwei einfache Beispiele.

1. Die Einheitsmatrix A “ E3 P R3ˆ3 mit

A :“

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

ist eine orthogonale Matrix, da offensichtlich gilt AT “ A “ A´1. Es gilt sogar
A P SOp3q, da detA “ `1 ist.

2. Die Matrix A P C3ˆ3 mit

A :“

¨

˝

1 0 0
0 0 ´i
0 i 0

˛

‚

ist eine unitäre Matrix, denn offensichtlich gilt A˚ “ A´1 mit

A ¨A˚ “

¨

˝

1 0 0
0 0 ´i
0 i 0

˛

‚¨

¨

˝

1 0 0
0 0 ī
0 ¯́i 0

˛

‚ “

¨

˝

1 0 0
0 0 ´i
0 i 0

˛

‚¨

¨

˝

1 0 0
0 0 ´i
0 i 0

˛

‚ “

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Es gilt sogar A P SUp3q, da detA “ `1 ist.

Der folgende Satz stellt eine direkte Beziehung zwischen orthogonalen bzw. unitären
Endomorphismen und den Eigenschaften ihrer darstellenden Matrizen bezüglich bestimm-
ter Basen fest.

Satz 3.60
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis B und F ein
Endomorphismus von V . Dann gilt:

F ist orthogonal (bzw. unitär) ô MBpF q ist orthogonal (bzw. unitär) .
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Beweis. Wir zeigen die Aussage für den allgemeineren Fall eines unitären Vektorraums.
Sei A :“MBpF q P Knˆn die darstellende Matrix von F bezüglich der Orthonormalbasis B
und für v, w P V seien x, y P Kn die zugehörigen Koordinaten, d.h.

v “ ΦBpxq, w “ ΦBpyq.

Da B eine Orthonormalbasis ist gilt offensichtlich

xv, wy “ xΦBpxq,ΦBpyqy “ xx, yy.

Der Endomorphismus F ist also genau dann unitär, falls gilt

xF pvq, F pwqy “ xAx,Ayy “ xTAT Āȳ “ xT ȳ “ xx, yy “ xv, wy.

Also genau dann wenn AT ¨ Ā “ In gilt, was der Fall ist, wenn A unitär ist.

Wir wollen im folgenden untersuchen wie die Normalform eines orthogonalen bzw.
unitären Endomorphismus aussieht. Hierbei werden wir die mathematischen Werkzeuge
aus der Eigenwerttheorie in Kapitel 2 einsetzen können. Hierzu beginnen wir mit der (ma-
thematisch schöneren) Normalform von unitären Endomorphismen, die im folgenden
Satz beschrieben ist.

Satz 3.61 (Diagonalisierungssatz)
Jeder unitäre Endomorphismus F eines unitären Vektorraums V besitzt eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von F . Insbesondere ist er diagonalisierbar.

Beweis. Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion über n “ dimV .

Induktionsanfang: n “ 1
Da F unitär ist muss gelten

xF pvq, F pwqy “ xv, wy, für alle v, w P V.

Im eindimensionalen Fall, kann dies nur gelten, falls F pvq “ v oder F pvq “ ´v für alle
v P V gilt. Dies erfüllt aber schon die Eigenwertgleichung für den Eigenwert λ1 “ 1 oder
λ1 “ ´1. Für beide Fälle ist v1 “ 1 der zugehörige Eigenvektor und es ist klar, dass v1

eine Orthonormalbasis von V bildet. Damit ist F nach Definition 2.25 diagonalisierbar.

Induktionsschritt: n´ 1 Ñ n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall n ´ 1 gezeigt wurde.
Wir betrachten für n ě 1 das charakteristische Polynom PF von F , welches nach dem
Fundamentalssatz der Algebra in Linearfaktoren über dem Körper C zerfällt in

PF ptq “ ˘pt´ λ1q ¨ . . . ¨ pt´ λnq mit λ1, . . . , λn P C.
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Zum Eigenwert λ1 P C von F wählen wir einen zugehörigen Eigenvektor v1 mit }v1} “ 1.
Wir betrachten das orthogonale Komplement zum Unterraum linptv1uq, d.h.

W :“ tw P V | v1 K wu .

Wir müssen nun F pW q “ W zeigen, d.h., dass W ein F -invarianter Unterraum ist. Da F
nach Satz 3.52 ein Isomorphismus ist, genügt es F pW q Ă W zu beweisen. Für alle w P W
folgt aus der Gleichung

λ1xv1, F pwqy “ xλ1v1, F pwqy “ xF pv1q, F pwqy “ xv1, wy “ 0 ,

dass xF pwq, v1y “ 0, da |λ1| “ 1 und damit insbesondere λ1 ‰ 0 gilt. Das zeigt jedoch
schon, dass F pW q ĂW gilt.

Nun betrachten wir den Endomorphismus G :“ F |W von W . Als Einschränkung von F
ist G weiterhin unitär und wegen dimW “ n´1 können wir auf G die Induktionsannahme
anwenden. Danach gibt es eine Orthonormalbasis pv2, . . . , vnq von W bestehend aus Eigen-
vektoren von G und somit auch von F . Die um den Eigenvektor v1 P V ergänzte Basis
pv1, v2, . . . , vnq ist orthonormal und besteht aus Eigenvektoren von F .

Übertragen auf unitäre Matrizen liefert uns der Diagonalisierungssatz 3.61 folgende
Ähnlichkeitstransformation.

Korollar 3.62
Zu A P Upnq gibt es ein S P Upnq mit

S ¨A ¨ S˚ “

¨

˚

˝

λ1 0
. . .

0 λn

˛

‹

‚

,

wobei λi P C mit |λi| “ 1 für i “ 1, . . . , n .

Beweis. Als Spalten von S˚ “ S´1 verwendet man eine orthonormale Basis des Cn, die
aus Eigenvektoren von A besteht.

Im folgenden Beispiel wollen wir die Diagonalisierbarkeit einer unitären Matrix nach
Korollar 3.62 prüfen.

Beispiel 3.63
Die Matrix A P R2ˆ2 mit

A :“

ˆ

0 ´1
1 0

˙
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beschreibt eine Drehung um 90˝ im R2 und ist offensichtlich orthogonal. Da das charak-
teristische Polynom von A die Form PAptq “ t2 ` 1 hat, sind die Eigenwerte λ1 “ i und
λ2 “ ´i nicht reell. Die zugehörigen Eigenvektoren in C2 sind:

v1 “

ˆ

i
1

˙

v2 “

ˆ

´i
1

˙

mit xv1, v2y “ vT1 v̄2 “ 0 und }vi} “
?

2.

Durch Normalisierung der Eigenvektoren mit dem Faktor
?

2 erhalten wir

S˚ “ S´1 :“
1
?

2

ˆ

i ´i
1 1

˙

, S :“
1
?

2

ˆ

´i 1
i 1

˙

und wir erhalten damit

SAS˚ “

ˆ

i 0
0 ´i

˙

.

Um den komplizierteren Fall von orthogonalen Endomorphismen besser zu ver-
stehen beginnen wir mit einer Falldiskussion für kleine Dimensionen n “ 1, 2, 3 des Vek-
torraums V . Sei also im Folgenden F : V Ñ V ein orthogonaler Endomorphismus und
A :“MBpF q die darstellende Matrix von F bezüglich einer Basis B. Aus Satz 3.60 wissen
wir, dass A dann auch orthogonal ist und wir können unsere Diskussion auf diese Matrix
beschränken.

Im eindimensionalen Fall kann wegen A´1 “ AT nur gelten A “ ˘1.
Im zweidimensionalen Fall erhalten wir im folgenden Lemma eine interessante geome-

trische Interpretation von orthogonalen Matrizen, die besagt, dass orthogonale p2 ˆ 2q-
Matrizen spezielle geometrische Transformationen realisieren.

Lemma 3.64
Ist A P Op2q, so gibt es ein α P r0, 2πr, so dass

A “

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

oder A “

ˆ

cosα sinα
sinα ´ cosα

˙

.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Im dreidimensionalen Fall eines orthogonalen Endomorphismus F : R3 Ñ R3 betrach-
ten wir das charakteristische Polynom PF . Da PF den Grad 3 besitzt, existiert nach dem
Zwischenwertsatz der Analysis mindestens eine reelle Nullstelle von PF . Also hat F mindes-
tens einen Eigenwert λ1 P R und nach Satz 3.52 wissen wir, dass λ1 “ ˘1 gilt. Sei v1 P R3

der zugehörige Eigenvektor, für den wir }v1} “ 1 annehmen können (durch Normalisie-
rung). Dann können diesen Eigenvektor von F nach Satz 3.44 zu einer Orthonormalbasis
B “ pv1, w2, w3q von V ergänzen.

Wir bezeichnen mit W Ă V “ R3 die von w2 und w3 aufgespannte zweidimensionale
Ebene. Da v1 ein Eigenvektor von F ist, gilt natürlich F pv1q Ă linptv1uq. Da außerdem
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v1 K W und F nach Satz 3.52 ein Isomorphismus ist muss gelten, dass F pW q “ W gilt.
Betrachten wir die darstellende Matrix MBpF q von F bezüglich der Orthonormalbasis B
mit

MBpF q “

¨

˝

λ1 0 0
0
0

A1

˛

‚ “: A,

so folgt aus Satz 3.60, dass A1 P Op2q orthogonal ist. Weiter gilt wegen der Determinan-
tenregel für Blockmatrizen in Lemma 2.7, dass gilt detA “ λ1 ¨ detA1. Betrachten wir also
die möglichen Fälle im Folgenden basierend auf unseren Erkenntnissen aus Lemma 3.64.

1. Sei detA “ `1. Ist λ1 “ ´1, dann muss detA1 “ ´1 sein. Daher kann man w2 und
w3 als Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ2 “ `1 und λ3 “ ´1 wählen, also

A “

¨

˝

´1 0 0
0 1 0
0 0 ´1

˛

‚ .

Ist λ1 “ `1, dann muss auch detA1 “ `1 sein, also gibt es ein α P r0, 2πr, so dass

A “

¨

˝

1 0 0
0 cosα ´ sinα
0 sinα cosα

˛

‚ .

2. Ist detA “ ´1, dann gibt es bei geeigneter Wahl von w2 und w3 die Möglichkeiten

A “

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ´1

˛

‚ und A “

¨

˝

´1 0 0
0 cosα ´ sinα
0 sinα cosα

˛

‚.

Wir nutzen unsere Erkenntnisse aus der gerade durchgeführten Diskussion für die Fälle
dimV P t1, 2, 3u um eine Normalform für unitäre und orthogonale Endomorphismen im
allgemeinen Fall anzugeben.

Im Gegensatz zu der gerade im komplexen Fall bewiesenen Diagonalisierbarkeit unitärer
Endomorphismen gibt es im Reellen orthogonale Endomorphismen ohne Eigenwerte in R.
Das einfachste Beispiel sind Drehungen in der Ebene R2 wie in Beispiel 3.63 beschrieben.

Bevor wir uns der Normalform von orthogonalen Endomorphismen widmen benötigen
wir das folgende hilfreiche Lemma.

Lemma 3.65
Zu einem orthogonalen Endomorphismus F : V Ñ V eines Euklidischen Vektorraums V
mit dimV ě 1 gibt es stets einen Untervektorraum W Ă V mit

F pW q ĂW und 1 ď dimW ď 2 .
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Beweis. Sei A P Rnˆn die darstellende Matrix des orthogonalen Endomorphismus F auf
V . Wir führen den Beweis des Lemmas durch eine Symmetrisierung von A. Sei hierfür die
Symmetrisierung As von A definiert als

As :“ A`AT “ A`A´1.

Offensichtlich ist As symmetrisch, da für alle Indizes 1 ď i, j ď n gilt

Asi,j “ Ai,j `A
T
i,j “ Ai,j `Aj,i “ ATj,i `Aj,i “ Asj,i.

Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, bedeutet dies, dass ein reeller Eigenwert λ P R
und ein zugehöriger reeller Eigenvektor v von As, so dass die Eigenwertgleichung Asv “ λv
erfüllt ist.

Dieser Eigenvektor erzeugt den F -invarianten Unterraum W mit

W :“ spanpv,Avq.

Die Invarianz von W unter Anwendung von A folgt aus den folgenden Argumenten. Wenden
wir A auf v an, so erhalten wir den Vektor Av PW . Außerdem gilt, dass A ¨Av “ A2v PW ,
da wir aus der Eigenwertgleichung sehen:

Av `A´1v “ Asv “ λv ñ A2v “ ´v ` λAv PW.

Wir zeigen nun, dass sich die Normalform eines orthogonalen Endomorphismus auf eine
darstellende Matrix zurückführen lässt, die im Wesentlichen nur die Eigenwerte ˘1 auf der
Hauptdiagonalen und eben jene p2ˆ 2q-Drehmatrizen besitzt.

Satz 3.66
Ist F ein orthogonaler Endomorphismus eines Euklidischen Vektorraums V , dann gibt es
in V eine Orthonormalbasis B derart, dass die darstellende Matrix MBpF q P GLpn;Rq
folgende Gestalt einer Normalform hat

MBpF q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

`1
. . .

`1 0
´1

. . .

´1
0 A1

. . .

Ak

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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wobei für j “ 1, . . . , k folgende Drehmatrizen existieren:

Aj “

ˆ

cosαj ´ sinαj
sinαj cosαj

˙

P SOp2q mit αj P r0, 2πr, jedoch αj R t0, πu .

F ist also charakterisiert durch die Anzahl r P N der Eigenwerte `1 die Anzahl s P N der
Eigenwerte ´1, sowie durch die Winkel α1, . . . , αk, wobei gilt

r ` s` 2k “ dimV.

Beweis. Sei A eine darstellende Matrix von F . Wir führen den Beweis durch vollständige
Induktion über n “ dimV .

Induktionsanfang: n “ 1 und n “ 2
Der Induktionsanfang folgt direkt aus der Beobachtung, dass A “ ˘1 für n “ 1 gilt und
der Aussage von Lemma 3.64 für n “ 2.

Induktionsschritt: n´ 1 Ñ n für n ě 3
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall n´ 1 und n´ 2 gezeigt
wurde.

Da F orthogonal ist existiert nach Lemma 3.65 ein Untervektorraum W Ă V mit

1 ď dimW ď 2 und F pW q Ă W.

Aus Satz 3.52 wissen wir, dass F injektiv und somit gilt schon, dass F pW q “W sein muss.
Außerdem existiert existiert ein Endomorphismus F´1, der auch orthogonal ist und für
den gilt F´1pW q “ W . Daher können wir für die Vektoren w P W und v P WK folgern,
dass gilt

xF pvq, wy “ xF´1pF pvqq, F´1pwqy “ xv, F´1pwqy “ 0.

Daraus folgt schon, dass F pWKq ĂWK gilt. Da F nach Satz 3.52 insbesondere ein Isomor-
phismus ist, muss schon gelten, dass F pWKq “ WK. Damit haben wir F zerlegt in zwei
orthogonale Abbildungen

G :“ F |W : W ÑW und H :“ F |WK : WK ÑWK .

Da n ´ 2 ď dimWK ă n ist können wir können wir auf H die Induktionvorrausetzung
anwenden und erhalten eine Basis B1 von WK der gewünschten Art.

Für den orthogonalen Endomorphismus G müssen wir abschließend noch zwei Fälle in
Abhängigkeit von dimW P t1, 2u betrachten.

1. Ist dimW “ 1, so gibt es einen Eigenvektor v P W mit }v} “ 1 zu einem Eigenwert
˘1. Ergänzt man B1 an passender Stelle durch v zu B, so hat diese Basis von V die
gewünschten Eigenschaften.
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2. Im Fall dimW “ 2 gibt es eine Orthonormalbasis pv1, v2q von W , bezüglich der G
nach Lemma 3.64 beschrieben wird durch eine Matrix der Form

ˆ

˘1 0
0 ˘1

˙

oder

ˆ

cosαj ´ sinαj
sinαj cosαj

˙

mit αj ‰ 0, αj ‰ π.

Indem man v1 und v2 an den passenden Stellen in B1 einfügt, erhält man wieder
einen gewünschte Basis B von V .

Wie der Beweis zeigt lässt sich V rekursiv in eine orthogonale direkte Summe von invari-
anten Unterräume der Dimension 1 oder 2 zerlegen.

3.7 Selbstadjungierte Endomorphismen

Dieser Abschnitt widmet sich hauptsächlich den Eigenschaften und der Herleitung einer
Normalform von symmetrischen bzw. hermetischen Matrizen. Wir werden insbesondere
zeigen, dass diese Matrizen immer diagonalisierbar sind, was sie besonders attraktiv für
numerische Verfahren macht. Da diese Familie von Matrizen auch in der Theorie sehr
häufig auftaucht haben sie zahlreiche Anwendungen in Geometrie, Analysis und in der
Physik.

Wir beginnen mit der Definition von adjungierten und selbstadjungierten Endomor-
phismen, die eine zentrale Rolle in diesem Abschnitt spielen werden.

Definition 3.67 ((Selbst-)Adjungierter Endomorphismus)
Wir nennen eine Abbildung F ˚ : V Ñ V den adjungierten Endomorphismus von F , falls
die folgende Beziehung bezüglich des Standardskalarprodukts gilt:

xF pvq, wy “ xv, F ˚pwqy für alle v, w P V. (3.9)

Ein Endomorphismus F eines Euklidischen bzw. unitären Vektorraums V heißt selbstad-
jungiert, wenn F “ F ˚, d.h.

xF pvq, wy “ xv, F pwqy für alle v, w P V.

Für orthogonale bzw. unitäre Matrizen haben wir bereits in Kapitel 3.6 gesehen, dass
A˚ “ A´1 gilt. Diese Beobachtung überträgt sich mit folgendem Lemma auch auf adjun-
gierte Endomorphismen.

Lemma 3.68
Ist F orthogonal bzw. unitär, so gilt F ˚ “ F´1.

Beweis. Seien u, v P V mit w “ F puq, also u “ F´1pwq, so folgt

xF pvq, wy “ xF pvq, F puqy “ xv, uy “ xv, F´1pwqy .
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Folgender Satz garantiert uns die Existenz eines adjungierten Endomorphismus und
stellt eine Beziehung zur Adjungierten der darstellenden Matrix her.

Satz 3.69
Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer bzw. unitärer K-Vektorraum und F : V Ñ V
ein Endomorphismus. Dann existiert genau ein adjungierter Endomorphismus F ˚ von F .
Ist B eine Orthonormalbasis von V und A :“ MBpF q die darstellende Matrix von F
bezüglich B, so gilt

MBpF
˚q “ A˚.

Beweis. Da B orthonormal ist, gilt für v “ ΦBpxq und w “ ΦBpyq mit x, y P Kn, so dass

xv, wy “ xTEnȳ “ xT ȳ.

Die Bedingung (3.9) bedeutet also

xF pvq, wy “ pAxqT ȳ “ xTAT ȳ
!
“ xT C̄ȳ “ xv, F ˚pwqy für alle x, y P Kn .

Daraus folgt nun, dass AT “ C̄ gelten muss. Also ist F ˚ durch die darstellende Matrix
C :“ ĀT eindeutig definiert.

Aus dem obigen Satz lässt sich folgende interessante Beziehung zwischen selbstadjun-
gierten Endomorphismen und symmetrischen bzw. hermiteschen Matrizen direkt ableiten.

Korollar 3.70
Ist F : V Ñ V ein Endomorphismus und B eine Orthonormalbasis von V , so gilt

F selbstadjungiert ô A :“MBpF q ist symmetrisch bzw. hermetisch, d.h. A “ A˚.

Beweis. Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Satz 3.69 können wir feststellen,
dass F selbstadjungiert ist genau dann wenn gilt:

xF pvq, wy “ pAxqT ȳ “ xTAT ȳ
!
“ xT Āȳ “ xv, F pwqy für alle x, y P Kn .

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn AT “ Ā gilt oder äquivalent, wenn gilt
A “ ĀT “ A˚.

Selbstadjungierte Endomorphismen haben die schöne Eigenschaft, dass sie nur reelle
Eigenwerte besitzen, wie uns folgendes Lemma zeigt.

Lemma 3.71
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer K-Vektorraum und F : V Ñ V selbstadjungiert. Dann
hat das charakteristische Polynom PF auch für K “ C nur reelle Nullstellen und zerfällt
in Linearfaktoren über R. Insbesondere sind alle Eigenwerte von F reell.
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Beweis. Sei λ P K ein Eigenwert von F mit zugehörigem Eigenvektor v P V , dann gilt
F pvq “ λv. Wegen der Selbstadjungiertheit von F können wir dann folgern:

λxv, vy “ xλv, vy “ xF pvq, vy “ xv, F pvqy “ xv, λvy “ λ̄xv, vy.

Da v ‰ 0 ist als Eigenvektor folgt also schon, dass λ̄ “ λ gilt und somit sind alle Eigenwerte
von F reell.

Da das charakteristische Polynom PF von F nach dem Fundamentalsatz der Algebra
in Linearfaktoren über C zerfällt und die Nullstellen die Eigenwerte von F darstellen, folgt
die Aussage.

Wenn wir die Aussagen aus Korollar 3.70 und Lemma 3.71 zusammen nehmen, können
wir folgern, dass alle symmetrischen und hermiteschen Matrizen nur reelle Eigenwerte
besitzen. Wir wollen diese Eigenschaft in folgendem Beispiel illustrieren.

Beispiel 3.72
Wir untersuchen die Eigenwerte zweier hermitescher Matrizen A P K2ˆ2 im Folgenden.

1. Sei A P C2ˆ2 mit

A :“

ˆ

1 i
´i 2

˙

.

Dann ist das charakteristische Polynom gegeben durch PAptq “ t2 ´ 3t ` 1 dessen
Nullstellen gegeben sind durch:

λ1{2 “
1

2
p3˘

?
5q P R.

2. Sei A P R2ˆ2 mit

A :“

ˆ

a b
b c

˙

.

Dann ist das charakteristische Polynom gegeben durch

PAptq “ t2 ´ pa` cqt` pac´ b2q.

Die Diskriminante von PA ist in diesem Fall pa´ cq2 ` 4b2 ě 0, also sind die Eigen-
werte reell.

Die schönen mathematischen Eigenschaften von selbstadjungierten Endomorphismen
führen dazu, dass ihre Normalform einer Diagonalmatrix entspricht wie uns folgender Satz
erklärt.

Satz 3.73 (Diagonalisierungssatz)
Ist F ein selbstadjungierter Endomorphismus auf einem Euklidischen bzw. unitären Vek-
torraum V , so gibt es eine Orthonormalbasis von V , die aus Eigenvektoren zu reellen
Eigenwerten von F besteht.
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Beweis. Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion über n “ dimV .

Induktionsanfang: n “ 1
Da F selbstadjungiert ist, ist der einzige Eigenwert von F reell. Sei λ1 P R der Eigenwert
von F und v1 P V der zugehörige Eigenvektor mit ||v1|| “ 1 (durch Normalisierung). Dann
bildet B “ pv1q eine Orthonormalbasis von V .

Induktionsschritt: n´ 1 Ñ n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall n ´ 1 gezeigt wurde.
Nach Lemma 3.71 zerfällt das charakteristische Polynom PF von F in Linearfaktoren über
R mit:

PF “ ˘pt´ λ1q ¨ . . . ¨ pt´ λnq mit λ1, . . . , λn P R.

Wir wählen den Eigenwert λ1 von F und den zugehörigen Eigenvektor v1 mit }v1} “ 1
(durch Normalisierung) und definieren das orthogonale Komplement zu v als

W :“ tw P V | v1 K wu .

Wir erkennen wieder, dass W invariant ist unter F , d.h. F pW q ĂW , da für w PW wegen
der Selbstadjungiertheit gilt:

xv1, F pwqy “ xF pv1q, wy “ xλ1v1, wy “ λ1xv1, wy “ 0 .

Außerdem ist F |W : W ÑW als Einschränkung von F wieder selbstadjungiert. Da

PF |W “ ˘pt´ λ2q ¨ . . . ¨ ¨ ¨ pt´ λnq

gilt können wir die Induktionsvorraussetzung anwenden, so dass eine Orthonormalbasis B1

von W existiert aus Eigenvektoren von F |W . Diese können wir nun zu der gewünschten
Orthonormalbasis B “ pv1, . . . , vnq von V aus Eigenvektoren von F ergänzen.

Wegen der Diagonalisierbarkeit eines selbstadjungierten Endomorphismus lassen sich
direkt zwei Beobachtungen ableiten.

Korollar 3.74
Ist A P Knˆn eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix, so gibt es eine orthogonale bzw.
unitäre Matrix S P Upnq, so dass

S ¨A ¨ S˚ “

¨

˚

˝

λ1 0
. . .

0 λn

˛

‹

‚

mit λ1, . . . , λn P R.

Beweis. Als Spalten von S˚ “ S´1 verwendet man eine orthonormale Basis des Cn, die
aus Eigenvektoren von A besteht.
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Außerdem lässt sich aus dem Satz 2.48 über die Hauptraumzerlegung folgende Zerle-
gung in orthogonale F -invariante Unterräume folgern.

Korollar 3.75
Sind λ1, . . . , λk P R die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines selbstadjungierten oder
unitären Endomorphismus F von V , so ist

V “ EigpF ;λ1q k ¨ ¨ ¨ k EigpF ;λkq,

wobei k die orthogonale Summe bezeichnet.

Für symmetrische bzw. hermitesche Matrizen können wir die positive Definitheit mittels
des folgenden Satzes am Vorzeichen der Eigenwerte ablesen.

Satz 3.76
Für eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix A P Knˆn sind die folgenden Bedingungen
äquivalent:

i) A ist positiv definit.

ii) Alle Eigenwerte λ1, . . . , λn P R von A sind positiv.

Beweis. Für führen den Beweis für den allgemeineren Fall von unitären Vektorräumen, da
er den Euklidischen Fall mit abdeckt.

iq ñ iiq: Sei λ P R ein beliebiger Eigenwert von A und v P Cn der zugehörige Eigenvektor,
so ist wegen der Eigenwertgleichung

Av “ λv ñ Āv̄ “ λv̄ .

Somit ist v̄ P Cn offensichtlich ein Eigenvektor von Ā zum Eigenwert λ. Mit w :“ v̄ ‰ 0
folgt wegen der Hermizität von A

0 ă wTAw̄ “ pATwqT w̄ “ pĀwqT w̄ “ pλwqT w̄ “ λ ¨ wT w̄ .

und aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts, d.h., wT w̄ ą 0, folgt λ ą 0.
iiq ñ iq: Wir wählen eine Orthonormalbasis pw1, . . . , wnq bestehend aus Eigenvektoren

von Ā, so dass Āwi “ λiwi für alle 1 ď i ď n. Ähnlich wie im Beweis der ersten Folgerung
erhält man

wTi Aw̄j “ λi ¨ w
T
i w̄j “

#

λi, für i “ j ,

0, für i ‰ j .

Jeder beliebige Vektor v P Cn hat nun eine Darstellung aus Eigenvektoren mit v “
n
ř

i“1
µiwi,

also ist

vTAv “
n
ÿ

i“1

λiµiµ̄i ą 0 für v ‰ 0 .
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Abschließend wollen wir die Behauptung aus Satz 3.76 an einem konkreten Beispiel
nachvollziehen.

Beispiel 3.77
Für a, b P R und die hermetische Matrix

A “

ˆ

a i
´i b

˙

P C2ˆ2

ist
PAptq “ t2 ´ pa` bqt` pab´ 1q .

Also ist A genau dann positiv definit, wenn a` b ą 0 und ab ą 1 ist. In diesem Fall kann
man die Eigenwerte einfach ausrechnen:

λ1,2 “
1

2

´

a` b˘
a

pa´ bq2 ` 4
¯

.

Sie sind beide positiv, wenn a` b ą 0 und ab ą 1 ist, wie man leicht nachprüfen kann.

3.8 Normale Endomorphismen

Zum Schluss betrachten wir noch eine weitere besondere Gruppe von Abbildungen. Die
sogenannten normalen Endomorphismen zeichnen sich insbesondere dadurch aus, dass sie
mit Ihrem adjungierten Endomorphismus kommutieren. Hierzu betrachten wir die folgende
Definition.

Definition 3.78 (Normaler Endomorphismus)
Ist V ein Euklidischer oder unitärer Vektorraum, so heißt ein Endomorphismus F von V
normal, wenn er mit seiner Adjungierten kommutiert, d.h.,

F ˝ F ˚ “ F ˚ ˝ F.

Ist A “ MBpF q eine darstellende Matrix von F bezüglich einer Orthonormalbasis B von
V , so bedeutet das

A ¨A˚ “ A˚ ¨A.

Beispiel 3.79
Wir wollen im folgenden hinreichende Bedingungen für Normalität eines Endomorphismus
angeben.

i) Jeder unitäre Endomorphismus F ist normal, da wegen F ˚ “ F´1 gilt

F ˝ F ˚ “ F ˝ F´1 “ IdV “ F´1 ˝ F “ F ˚ ˝ F.
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ii) Jeder selbstadjungierte Endomorphismus F ist normal, da wegen F ˚ “ F gilt

F ˝ F ˚ “ F ˝ F “ F 2 “ F ˝ F “ F ˚ ˝ F.

Für normale Endomorphismen stellt sich heraus, dass sowohl ihr Kern (sowie ihr Bild)
mit denen der adjungierten Abbildung übereinstimmen, wie folgender Satz aussagt.

Satz 3.80
Sei V ein unitärer Vektorraum und F : V Ñ V ein normaler Endomorphismus von V .
Dann gilt

KernF ˚ “ KernF und BildF ˚ “ BildF..

Beweis. Sei v P KernF , so können wir wegen der Normalität von F folgern

0 “ xF pvq, F pvqy “ xv, F ˚ ˝ F pvqy

“ xv, F ˝ F ˚pvqy “ xF ˝ F ˚pvq, vy “ xF ˚pvq, F ˚pvqy.

Da das komplexe Skalarprodukt positiv definit ist muss also schon gelten, dass F ˚pvq “ 0
gilt und somit v P KernF ˚ ist. Damit haben wir gezeigt, dass KernF ˚ “ KernF gilt.
Wegen der Dimensionsformel von Bild und Kern [Fischer2005, Satz 2.2.4] folgt dann auch
schon direkt, dass BildF ˚ “ BildF ist.

Um die Normalform von normalen Endomorphismen zu untersuchen, beweisen wir
zunächst das folgende Lemma.

Lemma 3.81
Sei V ein Euklidischer bzw. unitärer Vektorraum und F : V Ñ V ein Endomorphismus.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) F ist genau dann normal, wenn

xF ˚pvq, F ˚pwqy “ xF pvq, F pwqy für alle v, w P V. (3.10)

ii) Ist F normal, so folgt für alle v P V

}F ˚pvq} “ }F pvq}.

iii) Ist F normal, so ist G :“ F ´ λ IdV für alle λ P K normal.

iv) Ist F normal, so gilt für alle v P V und λ P K

F pvq “ λv ô F ˚pvq “ λ̄v.

Beweis. Die einzelnen Aussagen folgen direkt aus der Definition 3.78 von normalen Endo-
morphismen.
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i) Ist F normal, so können wir wegen pF ˚q˚ “ F und der Definition 3.67 der Adjungierten
folgern, dass gilt

xF pvq, F pwqy “ xv, pF ˚ ˝ F qpwqy “ xv, pF ˝ F ˚qpwqy “ xF ˚pvq, F ˚pwqy.

ii) Folgt sofort aus i), da ||v|| “
a

xv, vy für alle v P V gilt.

iii) Wir leiten uns zunächst den adjungierten Endomorphismus G˚ von G her. Seien v, w P
V und G :“ F ´ λ IdV , dann gilt:

xGpvq, wy “ xpF pvq ´ λ IdV qpvq, wy “ xF pvq, wy ´ λxIdV pvq, wy

“ xv, F ˚pwqy ´ λxv, IdV pwqy “ xv, pF ˚pwq ´ λ̄ IdV qpwqy “ xv,G˚pwqy.

Es gilt also
G˚ “ F ˚ ´ λ̄ IdV .

Durch Einsetzen erhalten wir die Normalität von G durch

G ˝G˚ “ F ˝ F ˚ ´ λF ˚ ´ λ̄F ` λλ̄

“ F ˚ ˝ F ´ λ̄F ´ λF ˚ ` λλ̄ “ G˚ ˝G.

iv) Da G “ F ´ λ IdV nach iii) normal ist, können wir Satz 3.80 anwenden und erhalten
damit:

EigpF ;λq “ KernG “ KernG˚ “ EigpF ˚; λ̄q.

Dies zeigt insbesondere, dass F und F ˚ die gleichen Eigenvektoren besitzen.

Schließlich stellen wir mit dem folgenden Satz fest, dass die Normalform von normale
Endomorphismen Diagonalgestalt besitzt.

Satz 3.82 (Diagonalisierungssatz)
Für einen Endomorphismus F eines unitären Vektorraums V sind die folgenden Eigen-
schaften äquivalent:

i) F ist normal.

ii) Es gibt eine Orthonormalbasis B von V bestehend aus Eigenvektoren von F .

Beweis.
iq ñ iiq: Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion über n “ dimV .

Induktionsanfang: n “ 1
Sei λ1 P K der Eigenwert von F und v1 P V der zugehörige Eigenvektor mit ||v1|| “ 1
(durch Normalisierung). Dann bildet B “ pv1q eine Orthonormalbasis von V .
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Induktionsschritt: n´ 1 Ñ n
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für den Fall n´ 1 gezeigt wurde. Sei
λ1 P C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von F und v1 P V ein zugehöriger
Eigenvektor mit }v1} “ 1 (durch Normalisierung). Wir definieren das orthogonale Komple-
ment W :“ linptv1uq

K Ă V von v1. Für jedes w PW gilt dann nach Lemma 3.81

xF pwq, v1y “ xw,F ˚pv1qy “ xw, λ̄1v1y “ λ1xw, v1y “ 0.

Daraus folgt F pW q Ă W . F |W : W Ñ W ist als Einschränkung von F wieder normal und
für die charakteristischen Polynome gilt

PF “ pt´ λ1q ¨ PF |W .

Nach Induktionsvorraussetzung wissen wir also, dass es eine OrthonormalbasisB1 “ pv2, . . . , vnq
von W aus Eigenvektoren von F |W gibt. Diese ergänzen wir um den Eigenvektor v1 von F
zu einer Orthonormalbasis B “ pv1, . . . , vnq von V aus Eigenvektoren von F .

iiq ñ iq: Die Matrix D :“ MBpF q ist diagonal und es gilt

MBpF
˚q “ D˚ “ D̄.

Da die folgende Gleichung gilt

D ¨D˚ “ D ¨ D̄ “ D̄ ¨D “ D˚ ¨D

ist F normal.
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Teil II

Analysis
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Kapitel 4

Normierte Vektorräume

Sie haben in [Burger2020, Kapitel 4 & 5] bereits die fundamentalen Konzepte von Fol-
gen, Stetigkeit und Kompaktheit in metrischen Räumen kennengelernt. Wir werden diese
grundlegenden Begriffe im Folgenden durch Verwendung der Norm aus Kapitel 3.1 wieder-
holen, weiter präzisieren und durch neue Erkenntnisse erweitern.

Die zugrunde liegende Struktur für dieses Kapitel ist ein Vektorraum auf dem eine
Norm definiert ist.

Definition 4.1 (Normierter Vektorraum)
Sei X ein K-Vektorraum und sei

|| ¨ ||X : V Ñ R`0

eine Norm auf X. Dann nennen wir das Paar pX, || ¨ ||Xq einen normierten Vektorraum.
Wenn der mathematische Kontext eindeutig ist schreiben wir häufig nur || ¨ || anstatt || ¨ ||X
und X anstatt dem Paar pX, || ¨ ||Xq. In diesen Fällen nehmen wir immer die kanonische
Norm des Vektorraums an, z.B., die Euklidische Norm für den Rn.

Zwischen Metriken und Normen gibt es einen direkten Zusammenhang, den wir kurz
wiederholen wollen.

Bemerkung 4.2
Es ist klar, dass jeder normierte Vektorraum auch ein metrischer Raum ist, da jede Norm
|| ¨ ||X eine Metrik d auf X induziert durch:

d : X ˆX Ñ R`0 ,
px, yq ÞÑ dpx, yq :“ }x´ y}X , @x, y P X.

Metriken sind jedoch viel allgemeiner und nicht alle Metriken entstehen aus Normen. Bei-
spielsweise ist die geodätische Distanz (der kürzeste Weg) auf der Erdoberfläche eine Me-
trik, die nicht durch eine Norm induziert wird.
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Sie haben bereits einige Normen in Ihrem Studium kennengelernt. Die wichtigsten Bei-
spiele sind im Folgenden nochmal zusammengefasst.

Beispiel 4.3
Wir können die folgenden Vektorräume mit einer Norm ausstatten.

1. Das Paar pRn, || ¨ ||pq mit der p-Norm

}x}p :“

˜

n
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

ist für 1 ď p ă 8 ein normierter Vektorraum. Ein wichtiger Spezialfall für p “ 2 ist
der Euklidische Vektorraum.

2. Das Paar pRn, || ¨ ||8q mit der Maximumsnorm

}x}8 :“ max
i“1,...,n

|xi|

ist ein normierter Vektorraum.

3. Sei `8 der Raum der beschränkten Folgen. Für unendliche Folgen gilt dann beispiels-
weise pxnqnPN :“ n R `8, jedoch pxnqnPN :“ 1´ 1

n P `
8.

Das Paar p`8, || ¨ ||8q mit der Supremumsnorm

}x}8 :“ sup
iPN
|xi|

ist ein normierter (unendlich-dimensionaler) Vektorraum.

Jede Norm induziert eine Metrik, welche wiederum eine Topologie auf dem Vektorraum
induziert. Hierdurch definieren sich insbesondere die fundamentalen Begriffe von offenen
und abgeschlossenen Mengen in normierten Vektorräumen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Definition 4.4 (Umgebung)
Sei X ein normierter Raum und ε P R` ein positives Skalar. Sei außerdem x P X ein
beliebiger Punkt. Dann heisst für

Uεpxq :“ ty P X : ||x´ y|| ă εu

die ε-Umgebung von x.

Definition 4.5 (Offene und abgeschlossene Mengen)
Sei X ein normierter Raum. Dann definieren wir folgende Begriffe für Teilmengen von X:
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1. Eine Teilmenge M Ă X heißt offen, wenn für alle Punkte x P M eine ε-Umgebung
Uεpxq ĂM existiert.

2. Eine Teilmenge M Ă X heißt abgeschlossen, wenn XzM offen ist.

Beispiel 4.6
Wir betrachten folgende typische Beispiele für offene und abgeschlossene Mengen in R.

i) Sei X “ R und a, b P R mit a ă b. Dann ist das Intervall ra, bs abgeschlossen und
das Intervall pa, bq offen. Die Intervalle ra, bq bzw. pa, bs sind weder abgeschlossen noch
offen.

ii) Die leere Menge H sowie der gesamte normierte Raum X sind die einzigen Mengen,
die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

iii) In allgemeinen normierten Vektorräumen X können wir für einen positiven Radius
r ą 0 abgeschlossene Kugeln BX

r um einen Punkt x P X betrachten mit

BX
r pxq :“ ty P X : ||x´ y||X ď ru

Wenn der mathematische Kontext eindeutig ist, schreiben wir häufig auch nur Brpxq.

4.1 Konvergenz von Folgen

Im Folgenden wollen wir uns noch einmal mit allgemeinen Konvergenzbegriffen in nor-
mierten Vektorräumen beschäftigen, welche sich direkt aus der Konvergenz in metrischen
Räumen ableiten lassen indem man den in einer Metrik gemessenen Abstand durch die
Norm der Differenz von Punkten ersetzt. Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen können
also in normierten Räumen analog wie in metrischen Räumen definiert werden. Sie zeich-
nen sich dadurch aus, dass der Abstand der Punkte gemessen in der Norm eine Nullfolge
ist. Anders ausgedrückt, nennen wir eine Folge konvergent, wenn alle Folgeglieder ab einem
bestimmten Index in einer ε-Umgebung um den Grenzwert liegen.

Definition 4.7 (Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen)
Sei X ein normierter Raum und pxnqnPN eine Folge in X.

1. Die Folge pxnqnPN heißt konvergent mit Grenzwert x P X, falls folgende Bedingung
erfüllt ist

@ε ą 0 Dn0 P N @n ě n0 : ||xn ´ x|| ă ε.

2. Die Folge pxnqnPN heißt Cauchy-Folge mit Grenzwert x P X, falls folgende Bedingung
erfüllt ist

@ε ą 0 Dn0 P N @m,n ě n0 : ||xn ´ xm|| ă ε.
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Genau wie im Fall von metrischen Räumen können wir auch leicht folgendes Resultat
beweisen:

Satz 4.8
Jede konvergente Folge in einem normierten Vektorraum ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. [Burger2020, Satz 2.30 & Satz 4.11]

Definition 4.9 (Vollständigkeit und Banachraum)
Ein normierter Vektorraum X heißt vollständig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.
Ein vollständiger, normierter Vektorraum X wird Banachraum genannt.

Beispiel 4.10
Wir untersuchen die folgenden Beispiele mit Blick auf Vollständigkeit.

i) Der normierte Vektorraum pRn, || ¨ ||2q mit der Euklidischen Norm ist vollständig wie
bereits in [Burger2020, Satz 4.13] bewiesen wurde.

ii) Die Menge CpΩ;Rnq der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge Ω Ă Rn mit
Werten in Rn zusammen mit der Supremumsnorm

||f ||8 :“ sup
xPΩ

||fpxq||2

ist ein Banachraum.

iii) Die Menge der reellwertigen, stetigen Funktionen Cpra, bs;Rq auf dem abgeschlossenen
Intervall ra, bs Ă R zusammen mit der L1-Norm

||f ||L1pra,bsq :“

ż b

a
|fpxq| dx

ist ebenfalls ein Banachraum.

iv) Der Vektorraum Q mit der Betragsfunktion aufgefasst als Norm ist nicht vollständig
und somit kein Banachraum. Hierzu betrachten wir eine rekursiv definierte Folge

xn`1 :“
1

2

ˆ

xn `
2

xn

˙

.

Man kann zeigen, dass die Folge pxnqnPN eine Cauchy-Folge ist bei der alle Folgenglie-
der offensichtlich rational sind. Anderseits konvergiert die Folge gegen den Grenzwert?

2 R Q (siehe [Burger2020, Satz 2.27]) und ist somit nicht konvergent in pQ, | ¨ |q.
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v) Die Menge der reellwertigen, stetig-differenzierbaren Funktionen C1pI;Rq auf einem
offenen Intervall I Ď R bildet zusammen mit der Supremumsnorm || ¨ ||8 als auch mit
der sogenannten Sobolev-Norm

||f ||W 1,8pIq :“ ||f ||8 ` ||f
1||8

einen normierten Vektorraum. Allerdings ist pC1pI;Rq, || ¨ ||8q nicht vollständig, son-
dern nur pC1pI;Rq, || ¨ ||W 1,8pIqq.

Intuitiv kann man sich klar machen, dass hier lediglich die Sobolev-Norm auch die Ab-
leitung der Funktionen u P C1pI;Rq berücksichtigt und damit für konvergente Folgen
sicherstellt, dass auch die erste Ableitung gleichmäßig konvergiert. Die Supremums-
norm hingegen

”
beachtet“ diese gar nicht.

Wir wollen im Folgenden auch den Begriff einer konvergenten Teilfolge nochmals für
normierte Vektorräume definieren und charakterisieren.

Definition 4.11 (Teilfolge)
Sei pxnqnPN eine Folge in einem normierten Vektorraum pX, ||¨||Xq und sei K : NÑ N eine
streng monoton wachsende Abbildung, d.h. Kpiq ą Kpjq für i ą j. Dann heißt pxKpnqqnPN
Teilfolge von pxnqnPN. Wir werden im Folgenden für Teilfolgen auch kurz pxknqnPN schrei-
ben.

Um die Konvergenz von Teilfolgen festzustellen, führt man den Begriff eines Häufungs-
punktes einer Folge ein.

Definition 4.12 (Häufungspunkt)
Sei pX, || ¨ ||Xq ein normierter Raum. Dann nennen wir einen Punkt y P X Häufungspunkt
der Folge pxnqnPN Ă X, wenn eine Teilfolge pxnkqkPN Ă pxnqnPN existiert, die gegen y
konvergiert, d.h.

@ε ą 0 Dn0 P N @k ě n0 : ||xnk ´ x|| ă ε.

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Beziehung zwischen Häufungspunkten und
konvergenten Teilfolgen.

Beispiel 4.13
Die reelle Folge pxnqnPN Ă R mit

xn :“ p´1qn `
1

n` 1

besitzt zwei Häufungspunkte x̄1 “ `1 und x̄2 “ ´1. Das bedeutet, dass die Folge pxnqnPN
selbst nicht konvergent ist, jedoch zwei konvergente Teilfolgen besitzt, die sich gerade aus
den geraden und ungeraden Folgegliedern bilden.
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4.2 Stetigkeit

Aus [Burger2020, Kapitel 5] sind Sie bereits mit den verschiedenen Stetigkeitsbegriffen
auf metrischen Räumen vertraut. Im Fall von normierten Vektorräumen lassen sich diese
Konzepte durch Verwendung der Norm für den Abstandsbegriff analog definieren.

Definition 4.14 (Stetigkeit)
Wir wollen im Folgenden die wichtigsten Definitionen für Stetigkeit wiederholen. Hierbei
betrachten wir eine Funktion f : X Ñ Y zwischen zwei normierten Vektorräumen pX, ||¨||Xq
und pY, || ¨ ||Y q.

1. Die Funktion f ist genau dann stetig in einem Punkt x0 P X, wenn es für alle ε ą 0
ein δ ą 0 gibt, so dass für alle Punkte x P X mit

||x´ x0||X ă δ

für den Abstand der Funktionswerte gilt

||fpxq ´ fpx0q||Y ă ε.

2. Die Funktion f ist genau dann gleichmäßig stetig, wenn es für alle ε ą 0 ein δ ą 0
so gibt, dass für alle Punkte x, y P X mit

||x´ y||X ă δ

für den Abstand der Funktionswerte gilt

||fpxq ´ fpyq||Y ă ε.

3. Die Funktion f ist genau dann Hölder-stetig mit Exponent 0 ă α ď 1, wenn für alle
x, y P X gilt:

||fpxq ´ fpyq||Y ď L ¨ ||x´ y||αX

für eine nicht-negative Konstante L P R`0 .

Im Spezialfall α “ 1 nennen wir f auch Lipschitz-stetig. Gilt sogar 0 ď L ă 1, so
nennen wir die Funktion f eine Kontraktion.

Natürlich sind diese Stetigkeitsbegriffe unterschiedlich stark, wie folgende Bemerkung
feststellt.

Bemerkung 4.15
Für eine Funktion f : X Ñ Y zwischen normierten Vektorräumen X und Y gelten folgende
Implikationen:

f ist Hölder-stetig ñ f ist gleichmäßig stetig ñ f ist stetig .
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Folgende Beispiele zeigen den Unterschied zwischen den Stetigkeitsbegriffen.

Beispiel 4.16
Die Wurzel-Funktion

?
¨ : R`0 Ñ R`0

ist stetig. Sie ist jedoch nicht Lipschitz-stetig in x “ 0.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Beispiel 4.17
Die Betragsfunktion

| ¨ | : R Ñ R`0
Lipschitz-stetig mit Lipschitz Konstante L “ 1.

Eine besonders interessante Klasse von stetigen Funktionen sind sogenannte Homöomorphismen.
Diese Funktionen erlauben es zu untersuchen wann Teilmengen (topologischer) Vektorräume
ineinander überführt werden können, z.B. durch Dehnen, Stauchen, Drehen oder Verzerren
der Mengen. Die folgende Definition charakterisiert Homöomorphismen genauer

Definition 4.18 (Homöomorphismus)
Seien X und Y zwei normierte Vektorräume. Wir nennen eine Funktion f : X Ñ Y einen
Homöomorphismus, falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

• f ist stetig,

• f ist bijektiv,

• die Umkehrfunktion f´1 ist ebenfalls stetig.

Der folgende berühmte Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung von Fix-
punktgleichungen, z.B. in der Numerik, und wird uns später bei der Behandlung von
gewöhnlichen Differentialgleichungen noch hilfreich sein.

Satz 4.19 (Fixpunktsatz von Banach)
Es sei X ein Banachraum und F : X Ñ X eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-
Konstante L ă 1, d.h. es gilt

||F pxq ´ F pyq|| ď L ¨ ||x´ y|| für alle x, y P X.

Dann existiert ein genau ein Fixpunkt x̄ P X, so dass

F px̄q “ x̄.
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Beweis. Es sei x0 P X beliebiger Startwert der Folge pxkqkPN, die durch wiederholte An-
wendung der Funktion F definiert ist, d.h,

xk :“ F pxk´1q, k ě 1.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass pxkqkPN eine Cauchy-Folge in X ist. Da F Lipschitz-
stetig mit Lipschitz Konstante L ist, gilt offensichtlich für alle n P N

||xn`1 ´ xn|| “ ||F pxnq ´ F pxn´1q|| ď L ¨ ||xn ´ xn´1||.

Damit folgt induktiv aber auch schon, dass

||xn`1 ´ xn|| ď Ln ¨ ||x1 ´ x0||.

Seien nun n,m P N zwei beliebige Indizes mit 1 ď n ă m, dann gilt wegen der Drei-
ecksungleichung der Norm und unter Ausnutzung der geometrischen Reihe:

||xm ´ xn|| ď
m
ÿ

k“n`1

||xk ´ xk´1|| ď ||x1 ´ x0|| ¨

m
ÿ

k“n`1

Lk´1

“ ||x1 ´ x0|| ¨ L
n
m´n´1
ÿ

k“0

Lk ď ||x1 ´ x0|| ¨ L
n
8
ÿ

k“0

Lk “ ||x1 ´ x0|| ¨
Ln

1´ L
.

Da L ă 1 nach Voraussetzung ist folgt, dass Ln Ñ 0 für nÑ8 und somit gilt auch

lim
n,mÑ8

||xm ´ xn|| “ 0

und daraus folgt, dass pxkqkPN eine Cauchy-Folge in X ist. Da X vollständig ist, muss
pxkqkPN nach Definition 4.9 konvergieren gegen einen Grenzwert x̄ P X. Das heißt wir
haben gezeigt, dass die Funktion einen Fixpunkt x̄ “ F px̄q besitzt, da gilt

lim
kÑ8

F pxkq “ lim
kÑ8

xk`1 “ x̄.

Sei x̂ P X nun ein weiterer Fixpunkt von F mit F px̂q “ x̂, dann gilt

||x̄´ x̂|| “ ||F px̄q ´ F px̂q|| ď L ¨ ||x̄´ x̂||.

Da L ă 1 ist kann diese Ungleichung nur gelten wenn ||x̄ ´ x̂|| “ 0 ist. Aus der positiven
Definitheit der Norm folgt dann schon, dass x̄ “ x̂ sein muss, d.h., der Fixpunkt ist
eindeutig.

Bemerkung 4.20
Der Banach’sche Fixpunktsatz kann noch allgemeiner für abgeschlossene Untermengen
vollständiger metrischer Vektorräume formuliert werden, da man nur einen Abstandsbe-
griff (also eine Metrik) und die Existenz des Grenzwertes benötigt.
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4.3 Kompaktheit

Ein zentraler Begriff in der mathematischen Topologie ist Kompaktheit einer Menge, die für
viele Existenzaussagen essentiell ist. Aus [Burger2020, Kapitel 5.1] kennen Sie bereits kom-
pakte Mengen in metrischen Räumen, so dass die folgende Definition einer Wiederholung
darstellt.

Definition 4.21 (Kompaktheit)
Eine Teilmenge M Ď X eines normierten Raumes X ist kompakt genau dann, wenn jede
Folge pxnqnPN ĎM eine konvergente Teilfolge enthält, deren Grenzwert in M liegt.

In endlichen Dimensionen haben Sie bereits ein wichtiges Resultat für konvergente
Teilfolgen kennengelernt. Der Satz von Bolzano-Weierstrass, dass abgeschlossene Kugeln
in Kn mit Körper K “ R oder K “ C kompakt sind.

Satz 4.22 (Bolzano-Weierstrass)
Sei K “ R oder K “ C ein Körper und pxkqkPN Ă Kn eine beschränkte Folge, d.h. es gibt
eine Konstante C P R`, so dass alle Folgenglieder xk, k P N, in der abgeschlossenen Kugel
BCp0q Ă Kn liegen, d.h.

}xk } ď C.

Dann existiert eine konvergente Teilfolge pxkj qjPN mit dem Grenzwert x P X und es gilt
}x} ď C.

Beweis. Siehe [Burger2020, Satz 4.19]

Bemerkung 4.23
Wir können folgende Beobachtungen zum Satz von Bolzano-Weierstrass 4.22 festhalten.

1. In endlich-dimensionalen Vektorräumen X lässt sich eine noch stärkere Aussage be-
weisen, die sich auf den Satz von Heine-Borel [Burger2020, Satz 5.18] zurückführen
lässt. Anstatt nur einer hinreichenden Bedingung, kann man aussagen, dass eine
Teilmenge M Ă X genau dann kompakt ist, wenn Sie beschränkt and abgeschlossen
ist.

2. Der Satz gilt nicht mehr, wenn der betrachtete normierte Raum unendlich-dimensional
ist, beispielsweise in Funktionen- bzw. Folgenräumen wie Cpra, bs;Rq oder

`2pRq “ tpxnqnPN : xn P R,
8
ÿ

n“1

|xn|
2 ă 8u.

Betrachten wir beispielsweise die Folge pxnqnPN Ă `2pRq der unendlich-dimensionalen
Einheitsvektoren en P `

2pRq mit

xn “ en :“ p0, . . . , 0, 1, 0, . . .q, n P N,
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d.h., das Folgenglied xn besitzt eine Eins an der n-ten Stelle und sonst nur Nullen.

Es wird klar, dass jedes Folgenglied auf der Einheitskugel des Vektorraums `2pRq liegt, da
offensichtlich gilt ||xn|| “ 1 für alle n P N. Das heißt, dass die Folge pxnqnPN beschränkt ist
und in der abgeschlossenen Einheitskugel liegt. Dennoch besitzt die Folge keine konvergente
Teilfolge, da

||xm ´ xn|| “ ||em ´ en|| “
?

2, für alle m,n P N,m ‰ n,

d.h., der Abstand eines beliebigen Folgeglieds zu allen anderen Folgegliedern ist konstant?
2. Somit kann keine konvergente Teilfolge von pxnqnPN existieren und damit ist die Ein-

heitskugel in `2pRq nicht kompakt.

Wir können über den Begriff der Kompaktheit sogar erkennen, ob ein Vektorraum
endlich erzeugt ist. Als Vorbereitung dieser Beobachtung benötigen wir jedoch zuerst das
folgende Hilfslemma. Die Motivation für dieses Lemma ist, dass wir den Begriff eines senk-
rechten Vektors auf einen Unterraum aus Kapitel 3.5 nicht in beliebigen normierten Vek-
torräumen anwenden können (da ggfs. kein Skalarprodukt existiert). Dennoch können wir
nach dem folgenden Lemma Einheitsvektoren finden, die außerhalb dieses Unterraums lie-
gen und einen positiven Abstand zu diesem besitzen.

Lemma 4.24 (Lemma von Riesz)
Es sei X ein normierter Vektorraum und U Ĺ X ein abgeschlossener, echter Unterraum
von X. Sei außerdem ein δ P R mit 0 ă δ ă 1 gegeben. Dann existiert ein Element y P X
der Einheitskugel mit ||y||X “ 1, so dass

dpy, Uq :“ inf
uPU

||y ´ u||X ě δ.

Beweis. Es sei δ P p0, 1q beliebig vorgegeben. Wir wählen ein beliebiges Element z P XzU
aus dem Komplement von U und erkennen, dass der Abstand dpz, Uq von z zu U positiv
ist. Da wir den Unterraum U Ĺ X als abgeschlossen angenommen haben, existiert ein
Element u0 P U für das gilt

dpz, Uq :“ inf
uPU

||z ´ u||X ď ||z ´ u0||X ď
dpz, Uq

δ
.

Und damit können wir folgern, dass

δ

dpz, Uq
ď

1

||z ´ u0||X
. (4.1)

Wählen wir nun den Einheitsvektor

y :“
z ´ u0

||z ´ u0||X
,
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so ist offensichtlich ||y||X “ 1.
Für ein beliebiges Element v P U können wir nun nachrechnen, dass gilt

||y ´ v||X “

›

›

›

›

z ´ u0

||z ´ u0||X
´ v ¨

||z ´ u0||X

||z ´ u0||X

›

›

›

›

X

“
1

||z ´ u0||X
}z ´ u0 ´ v ¨ ||z ´ u0||X}X .

Da der Vektor pu0 ´ v ¨ ||z ´ u0||Xq P U ist, können wir folgende Abschätzung treffen

1

||z ´ u0||X
}z ´ u0 ´ v ¨ ||z ´ u0||X}X ě

1

||z ´ u0||X
inf
uPU

||z ´ u||X

(4.1)
ě

δ

dpz, Uq
dpz, Uq “ δ.

Mit Hilfe des obigen Lemmas können wir den folgenden interessanten Kompaktheitssatz
beweisen, der es uns erlaubt einen endlich-dimensionalen Vektorraum an der Kompaktheit
seiner Einheitskugel zu erkennen.

Satz 4.25 (Kompaktheitssatz von Riesz)
Ein normierter Vektorraum X ist genau dann endlich-dimensional, wenn seine entspre-
chende Einheitskugel

B1p0q :“ tx P X : ||x||X ď 1u

kompakt ist.

Beweis. Wir zeigen die beiden Implikationen der Äquivalenzaussage im Folgenden getrennt
voneinander.

”
ñ“: Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass es für jeden endlich-dimensionalen K-

Vektorraum X ein Homöomorphismus Φ: X Ñ Kn existiert. Es sei nun pxkqkPN Ď BX
1 p0q

eine Folge in der Einheitskugel von X, so dass

pΦpxkqqkPN Ď BKn
1 p0q.

Da die Einheitskugel BKn
1 p0q nach dem Satz 4.22 von Bolzano-Weierstraß kompakt ist,

existiert eine konvergente Teilfolge

pykqkPN Ď pΦpxkqqkPN.

Weil Φ als Homöomorphismus insbesondere eine stetige Umkehrabbildung Φ´1 besitzt, ist
dann aber auch

pzkqkPN :“ pΦ´1pykqqkPN

eine konvergente Teilfolge in BX
1 p0q. Da die Folge pxkqkPN beliebig gewählt war, folgt die

Kompaktheit der Einheitskugel BX
1 p0q Ă X.

116



”
ð“: Um die Rückrichtung der Aussage zu beweisen, führen wir einen Beweis über die Kon-

traposition. Es sei X nicht endlich-dimensional, d.h, unendlich-dimensional. Dann existiert
eine aufsteigende Folge von echten, abgeschlossenen Unterräumen pUkqkPN Ĺ X von X mit

U1 Ĺ U2 Ĺ . . . Ĺ Uk Ĺ . . . , dimUk ă dimUk`1 für k P N.

Für ein beliebiges δ P p0, 1q wählen wir mit dem Lemma 4.24 von Riesz einen Einheitsvektor
yk P Uk, so dass

inf
uPUk´1

||y ´ u||X ě δ.

Für beliebige Wahl des ersten Einheitsvektors y1 P X mit ||y1|| “ 1 haben wir damit ein
Folge pykqkPN auf der Einheitskugel BX

1 p0q konstruiert, welche beschränkt ist, jedoch keine
Cauchy-Folge sein kann, da der Abstand zwischen den Folgegliedern immer mindestens δ
beträgt. Daraus folgt, dass die Einheitskugel in einem unendlich-dimensionalen Vektorraum
X nicht kompakt sein kann.

Der Kompaktheitssatz 4.25 von Riesz besagt zwar, dass Kugeln in unendlich-dimensio-
nalen Banachräumen nicht kompakt sind. Dennoch heißt das nicht, dass es in unendlich-
dimensionalen Banachräumen keine kompakten Teilmengen gibt. Um dies zu verdeutlichen
beschäftigen uns abschließend mit einem fundamentalen Satz, der Aussagen über die Kom-
paktheit bestimmter Teilmengen des Funktionenraumes pCpra, bs,Rnq, || ¨ ||8q der stetigen
Funktionen auf einem Intervall ra, bs Ă R zusammen mit der Supremumsnorm erlaubt. Dies
ist nur ein Spezialfall des Satzes von Arzelà-Ascoli, der in der allgemeinen Formulierung
abstraktere Räume untersucht.

Satz 4.26 (Arzelà-Ascoli)
Sei ra, bs Ă R ein Intervall und es sei pfnqnPN eine Folge von Funktionen aus Cpra, bs,Rq,
welche punktweise beschränkt und gleichgradig stetig ist, d. h.

(i) @x P ra, bs DK P R` : supnPN |fnpxq| ď K,

(ii) @ε ą 0 Dδ ą 0@n P N @x, y P ra, bs : p|x´ y| ă δ ñ |fnpxq ´ fnpyq| ă εq.

Dann besitzt die Folge pfnqnPN eine gleichmäßig konvergente Teilfolge.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Cantorschen Diagonalverfahren, das
rekursiv Teilfolgen konstruiert die partiell konvergieren und dann anschließend aus all die-
sen Teilfolgen eine überall konvergente Teilfolge zu konstruieren. Wir betrachten hierfür
zunächst die abzählbar unendliche Teilmenge QXra, bs des Intervalls ra, bsmit der Abzählung

Φ: QX ra, bs Ñ N.

Für x P Q X ra, bs mit Φpxq “ i schreiben wir xi. Weil alle Folgeglieder pfnpx1qqnPN be-
schränkt sind nach Voraussetzung, existiert eine konvergente Teilfolge pf1

npx1qqnPN von
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pfnpx1qqnPN nach dem Satz 4.22 von Bolzano-Weierstraß. Aus dieser konvergenten Teilfolge
können wir wiederum eine Teilfolge pf2

npx2qqnPN mit der gleichen Argumentation bestim-
men. Dies können wir sukzessive weiterführen für alle Punkte pxnqnPN Ă ra, bs.

Wir definieren nun eine spezielle Funktionenfolge pgnqnPN Ă pfnqnPN mit

gn : ra, bs Ñ R,
x ÞÑ fnn pxq

und beweisen, dass diese Folge gleichmäßig konvergiert in Cpra, bs;Rq. Hiebei reicht es zu
zeigen, dass pgnqnPN eine Cauchy-Folge ist, da wir aus Beispiel 4.10 wissen, dass Cpra, bs;Rq
vollständig bezüglich der Supemumsnorm ist.

Sei nun ε ą 0 beliebig gewählt. Nach Voraussetzung existiert nun ein entsprechendes
δ ą 0 so dass für alle x, y P ra, bs folgt, dass |fnpxq ´ fnpyq| ă ε falls |x ´ y| ă δ gilt. Wir
partitionieren das Intervall ra, bs in kleine Teilintervalle Ij , j “ 1, . . . ,m mit diampIjq ă δ,
so dass

ra, bs “
m
ě

j“1

Ij .

Dann wählen wir Punkte aus jedem Teilintervall mit

x1 P I1 XQ, x2 P I2 XQ, . . . , xm P Im XQ.

Für einen beliebigen Index j P t1, . . . ,mu seien kpjq ą `pjq so groß, dass die Teilfolge
pf `npxjqqnPN punktweise konvergiert. Als Teilfolge jener Folge konvergiert auch pfknpxiqqnPN
gegen den gleichen Grenzwert. Wir finden daher `pjq so groß, dass

|gkpxiq ´ g`pxiq| “ |fkk pxiq ´ f
`
` pxiq| ă

ε

3
. (4.2)

Nehmen wir nun einen globalen Index über alle Teilintervalle mit ` ą maxt`p1q, . . . , `pmqu,
so gilt die obige Abschätzung für alle xi, i P t1, . . . ,mu.

Es sei nun x P ra, bs ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein Index j P t1, . . . ,mu, so
dass der Punkt x im Teilintervall Ij liegt. Für ein k ą ` ą maxt`p1q, . . . , `pmqu gilt nun
mit Abschätzung (4.2) und wegen der geradlinigen Stetigkeit der Folge:

|gkpxq ´ g`pxq| ď |gkpxq ´ gkpxjq| ` |gkpxjq ´ g`pxjq| ` |g`pxjq ´ g`pxq| ď ε

Da dies für beliebige Punkte x P ra, bs gilt ist pgkqkPN eine Cauchy-Folge bezüglich der
Supremumsnorm und konvergiert somit gleichmäßig in Cpra, bs;Rq.

4.4 Hilberträume

Im Folgenden führen wir den Begriff eines Hilbertraums als Spezialfall eines Banachraums
ein. Hilberträume weisen besonders viel Struktur auf, da ihre Norm durch ein Skalarprodukt
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induziert wird. Daher ist es nicht verwunderlich, dass sie in vielen Theorien der Physik
eine wichtige Rolle spielen, wie zum Beispiel in der Quantenmechanik. Auch im Bereich
des maschinellen Lernens sind Hilberträume ein gängiges Werkzeug, wie zum Beispiel bei
den sogenannten Kernel Methods in der statistischen Lerntheorie.

Definition 4.27 (Hilbertraum)
Wir nennen einen Banachraum pX, || ¨ ||Xq, dessen Norm durch ein Skalarprodukt induziert
ist einen Hilbertraum.

Das folgende Beispiel diskutiert verschiedene Banachräume und erklärt ob es sich jeweils
um einen Hilbertraum handelt oder nicht.

Beispiel 4.28
Im Folgenden untersuchen wir Beispiele für endlich- und unendlich-dimensionale Banachräume,
d.h., vollständige normierte Vektorräume, und entscheiden ob diese einen Hilbertraum dar-
stellen.

1. Der Euklidische Vektorraum Rn mit n P N ist ausgestattet mit der Euklidischen Norm

||x||2 :“

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

|xi|2 “
a

xx, xy, für alle x P Rn

ein endlich-dimensionaler Hilbertraum.

2. Der Banachraum pRn, || ¨ ||8q ist kein Hilbertraum.

3. Der Matrizenraum Kmˆn der reellen oder komplexen Matrizen ausgestattet mit dem
Frobenius-Skalarprodukt

xA,By :“
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

āijbij , für alle Matrizen A,B P Kmˆn

ist ein endlich-dimensionaler Hilbertraum.

4. Der Banachraum p`2pRq, || ¨ ||`2q der Folgen, deren Summe ihrer Quadrate endlich ist,
zusammen mit der Norm

||pxnqnPN||`2 :“

g

f

f

e

8
ÿ

n“1

|xn|2

ist ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.
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5. Der unendlich-dimensionale Banachraum p`1pRq, || ¨ ||`1q der Folgen, deren Summe
ihrer Beträge endlich ist, zusammen mit der Norm

||pxnqnPN||`1 :“
8
ÿ

n“1

|xn|

ist kein Hilbertraum.

6. Der Raum der skalarwertigen, quadrat-integrierbaren Funktionen L2 auf einem Gebiet
Ω Ă Rn ausgestattet mit der Norm

||f ||L2 :“

ˆ
ż

Ω
|fpxq|2 dx

˙
1
2

“

ˆ
ż

Ω
fpxqfpxqdx

˙
1
2

“
a

xf, fyL2

ist ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.

4.5 Dualräume

Zu einem normierten Vektorraum können wir seinen sogenannten topologischen Dualraum
betrachten. Dieser Dualraum erlaubt es beispielsweise in der Differentialgeometrie eine
Integration auf einer Mannigfaltigkeit zu definieren oder aber Optimierungsprobleme in
eine (manchmal angenehmere) äquivalente, duale Form zu überführen. Wir definieren daher
zunächst den Begriff des topologischen Dualraums im Folgenden.

Definition 4.29 (Topologischer Dualraum und Funktional)
Der topologische Dualraum X 1 zu einem normierten K-Vektorraum X ist definiert als die
Menge aller stetigen, linearen Funktionen von X in den Körper K der reellen oder komple-
xen Zahlen. Oft spricht man nur von dem zugehörigen Dualraum, wenn der mathematische
Kontext eindeutig ist.

Insbesondere wenn X unendlich-dimensional ist, nennt man eine Funktion F P X 1

F : X Ñ K

häufig ein Funktional.

Folgendes Beispiel erinnert an Funktionale, die Sie bereits kennengelernt haben.

Beispiel 4.30
Die Abbildung

F : Cpra, bs;Rq Ñ R,

f ÞÑ F pfq :“

ż b

a
fpxq dx
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ist linear und stetig für Funktionen f , die auf einem Intervall I Ă R integrierbar sind, d.h.,
es handelt sich um ein Funktional F P Cpra, bs;Rq1.

Ein physikalisch motiviertes Beispiel für die Anwendung von Funktionalen wäre die
Bewegung eines Massepunkt entlang einer Kurve ϕ : r0, 1s Ñ R3 in einem Potentialfeld
V : R3 Ñ r0,8q. Hierbei berechnet man die verrichtete Arbeit durch das folgende Funktional

F pV q :“

ż 1

0
V pϕpsqqds.

Bemerkung 4.31
Folgende Anmerkungen zum Dualraum wollen wir festhalten.

1. Neben dem topologischen Dualraum X 1 existiert in der Literatur der algebraische
Dualraum X˚, aller linearen (aber nicht notwendigerweise stetigen) Funktionale von
X nach K. Für endlich-dimensionale Vektorräume X stimmen der algebraische und
topologische Dualraum überein, da in diesem Fall alle linearen Operatoren auf X
automatisch stetig sind.

2. Da X ein normierter Vektorraum ist, ist sein zugehöriger topologischer Dualraum X 1

auch ein normierter Vektorraum ausgestattet mit der folgenden Operatornorm

||F ||X 1 “ sup
||x||Xď1

|F pxq|.

Da die Funktionale F P X 1 per Definition in den vollständigen Körper K abbilden ist
X 1 selbst ein Banachraum, unabhängig davon ob X ein Banachraum ist.

3. Falls X sogar ein Hilbertraum ist, so ist sein zugehöriger topologischer Dualraum X 1

nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz [] isometrisch isomorph zum Vektor-
raum X selbst. Das bedeutet, dass ein isometrischer Isomorphismus Φ existiert, der
jedem Element x P X ein eindeutiges Funktional F P X 1 zuordnet mit

Φ: X Ñ X 1

x ÞÑ Φpxq :“ xx, ¨yX “: F pxq.

Das folgende Beispiel illustriert noch einmal die Isomorphie eines Hilbertraums mit
seinem Dualraum für den endlich-dimensionalen Fall.

Beispiel 4.32
Wir betrachten den Hilbertraum pRn, || ¨ ||2q und versuchen zu verstehen, wie sein zu-
gehöriger Dualraum X 1 aussieht. Da alle Elemente a P X 1 mit a : Rn Ñ R linear sein
müssen, wird klar, dass diese Abbildungen von der Form xa, ¨y sein müssen mit:

apxq :“ xa, xy “ pa1, . . . , anq
T ¨ px1, . . . , xnq “

n
ÿ

i“1

aixi, für alle x P Rn.
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Offensichtlich realisieren diese linearen Abbildungen Skalarprodukte mit n-dimensionalen
Vektoren, welche auch häufig kovariante Vektoren oder Kovektoren genannt werden. Ein
Isomorphismus zwischen X und seinem Dualraum X 1 lässt sich mittels darstellender Ma-
trizen bezüglich der Standardbasen der beiden Räume bestimmen.
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Kapitel 5

Integralrechnung

Im letzten Semester haben Sie bereits die wichtige Klasse der Riemann-integrierbaren Funk-
tionen [Burger2020, Kapitel 7.1] kennengelernt. Wir wollen damit beginnen die wichtigsten
Konzepte und Beobachtungen nochmal kurz zu wiederholen und dann nützliche Formeln
für die Integralrechnung für Riemann-integrierbare Funktionen in einer Variablen herlei-
ten. Insbesondere werden wir die Substitutionsregel und die Partialbruchzerlegung für die
Integration rationaler Funktionen einführen. Die Berechnung von Integralen für Funktio-
nen in mehreren Variablen werden später im Studium behandelt und in diesem Zuge wird
das Riemann-Integral durch einen allgemeineren Integralbegriff (dem Lebesgue-Integral)
ersetzt.

Zunächst wollen wir wiederholen, was wir unter einem unbestimmten Integral und einer
Stammfunktion verstehen.

Definition 5.1 (Unbestimmtes Integral und Stammfunktion)
Sei ra, bs Ă R ein Intervall und f : ra, bs Ñ R eine integrierbare Funktion, d.h., eine
Funktion die auf jedem Teilintervall I Ă ra, bs integrierbar ist. Wir nennen eine Funktion
F : ra, bs Ñ R unbestimmtes Integral von f , wenn für alle y, z P ra, bs gilt

F
ˇ

ˇ

ˇ

z

y
:“ F pzq ´ F pyq “

ż z

y
fpxqdx.

Weiterhin nennen wir F : ra, bs Ñ R eine Stammfunktion von f , wenn F 1pxq “ fpxq für
alle x P ra, bs gilt.

Bemerkung 5.2
Wir beachten, dass wir aus Konsistenzgründen ein Integral mit vertauschten Integralgren-
zen mit negativem Vorzeichen definieren, d.h.

ż y

z
fpxq dx “ ´

ż z

y
fpxq dx.
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Wegen seiner großen Bedeutung in der Analysis wiederholen wir im Folgenden den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (auch Fundamentalsatz der Analysis ge-
nannt), der im Grunde aussagt, dass Integration und Differentiation die jeweilige Um-
kehrung voneinander sind. Außerdem erklärt er, dass die Begriffe Stammfunktion und
unbestimmtes Integral übereinstimmen.

Satz 5.3 (Fundamentalsatz der Analysis)
Sei f : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion. Dann ist

Fa : ra, bs Ñ R

x ÞÑ Fapxq :“

ż x

a
fpyqdy

eine Stammfunktion von f . Eine Funktion F : ra, bs Ñ R ist genau dann Stammfunktion
von f , wenn F ein unbestimmtes Integral ist.

Beweis. Siehe [Burger2020, Satz 7.10]

Bemerkung 5.4
Da unbestimmte Integrale und Stammfunktionen übereinstimmen schreibt man häufig etwas
unpräzise für eine Stammfunktion F pxq eines Integranden fpxq folgenden Zusammenhang

ż

fpxq dx “ F pxq ` C,

wobei C eine beliebige Integrationskonstante ist.

Interpretieren wir die Integration als die Umkehrung der Differentiation, dann müssen
wir die uns bekannten Ableitungsregeln noch einmal betrachten, da diese mit der Integra-
tion harmonieren sollen. Die wohl wichtigsten Regeln der Differentiation einer Funktion in
einer Variablen, sind im Folgenden zusammengefasst.

Satz 5.5 (Differentiationsregeln)
Sei ra, bs Ă R ein Intervall und f, g : ra, bs Ñ R differenzierbare Funktionen und c P R ein
Skalar. Dann gelten die folgenden Regeln der Differentiationsrechnung für alle x P ra, bs:

pc ¨ fq1pxq “ c ¨ f 1pxq, (Faktorregel)

pf ` gq1pxq “ fpxq ` gpxq, (Summenregel)

pf ¨ gq1pxq “ f 1pxq ¨ gpxq ` fpxq ¨ g1pxq, (Produktregel)
ˆ

f

g

˙1

pxq “
f 1pxq ¨ gpxq ´ fpxq ¨ g1pxq

pgpxqq2
, (Quotientenregel)

pf ˝ gq1pxq “ pf 1 ˝ gqpxq ¨ g1pxq. (Kettenregel)

Beweis. Siehe [Burger2020, Satz 6.5]
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Im folgenden Beispiel werden die Rechenregeln der Differentiation aus Satz 5.5 ange-
wendet.

Beispiel 5.6
Es seien f, g : R` Ñ R stetig differenzierbare Funktionen mit

fpxq :“ lnpxq, gpxq :“ x2, für alle x ą 0.

Wir wollen nun die Ableitung der folgenden Kombinationen von Funktionen mit den Regeln
der Differentiation berechnen.

i) Wir wenden zuerst die Produktregel für die Differentiation an:

pf ¨ gq1pxq “ plnpxq ¨ x2q1 “ ln1pxq ¨ x2 ` lnpxq ¨ px2q1 “
1

x
¨ x2 ` lnpxq ¨ 2x

“ x` 2x ¨ lnpxq “ x ¨ p1` 2 lnpxqq.

ii) Es folgt die Quotientenregel für die Differentiation:

ˆ

f

g

˙1

pxq “

ˆ

ln

x2

˙1

pxq “
ln1pxq ¨ x2 ´ lnpxqpx2q1

px2q2
“

x2

x ´ lnpxq ¨ 2x

x4
“

1´ 2 lnpxq

x3
.

iii) Zuletzt wenden wir die Kettenregel für die Differentiation an:

pf ˝ gq1pxq “ pln ˝ x2q1pxq “ ln1px2q ¨ px2q1 “
1

x2
¨ 2x “

2

x
“ p2 lnpxqq1.

5.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel in Satz 5.5 können wir eine Regel für die Partielle Integration ablei-
ten:

Satz 5.7 (Partielle Integration)
Seien f, g : ra, bs Ñ R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt die folgende Rechenregel
der partiellen Integration:

ż b

a
fpxqg1pxq dx “ pf ¨ gq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

ż b

a
f 1pxqgpxq dx . (5.1)

Beweis. Siehe [Burger2020, Satz 7.13]

Bemerkung 5.8
Um die Stammfunktion F einer Funktion f mit F 1pxq “ fpxq zu bestimmen, betrachten
wir ein unbestimmtes Integral ohne Grenzen

F pxq “

ż

fpxqdx.
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Wir können dann mittels der Produktregel der Differentiation in Satz 5.5 eine Stammfunk-
tion der Form F pxq “ pf ¨ gqpxq bestimmen als

F pxq “ pf ¨ gqpxq “

ż

pf ¨ g1 ` f 1 ¨ gqpxqdx

“

ż

fpxq ¨ g1pxq dx`

ż

f 1pxq ¨ gpxq dx.

(5.2)

Das folgende Beispiel wendet die Regel der partiellen Integration an.

Beispiel 5.9
Wir wenden die partielle Integration im Folgenden für zwei verschiedene Fälle an. Zuerst
wollen wir eine Stammfunktion herleiten und danach ein Integral berechnen.

i) Wir wollen eine Stammfunktion des natürlichen Logarithmus ln : R` Ñ R herleiten.
Wir können in diesem Fall zwei Funktionen f und g so definieren, dass wir die Re-
chenregel für partielle Integration in Satz 5.7 anwenden können. Sei also fpxq :“ lnpxq
und gpxq :“ x gewählt, dann gilt offensichtlich, dass g1pxq ” 1 konstant ist. Stellen wir
die Formel (5.2) geeignet um und setzen diese Funktionen ein, so erhalten wir

ż

lnpxq ¨ 1 dx “

ż

fpxqg1pxqdx “ pf ¨ gqpxq ´

ż

f 1pxqgpxq dx

“ lnpxq ¨ x´

ż

1

x
¨ x dx “ lnpxq ¨ x´ x` C.

ii) Wir wollen das Integral der Arkussinus Funktion

arcsin : r´1, 1s Ñ r´
π

2
,
π

2
s

in einem Intervall r0, ys mit 0 ă y ď 1 berechnen.

Wir können in diesem Fall zwei Funktionen f und g so definieren, dass wir die Rechen-
regel für partielle Integration in Satz 5.7 anwenden können. Sei also fpxq :“ arcsinpxq
und gpxq :“ x gewählt, dann gilt offensichtlich, dass g1pxq ” 1 konstant ist. Setzen wir
dies in (5.1) ein, erhalten wir

ż y

0
arcsinpxq ¨ 1 dx “

ż y

0
fpxqg1pxq dx “ pf ¨ gq

ˇ

ˇ

ˇ

y

0
´

ż y

0
f 1pxqgpxq dx

“ y ¨ arcsinpyq ´

ż y

0

x
?

1´ x2
dx.

Das zweite Integral in dieser Gleichung, wollen wir zunächst so hinnehmen. Im fol-
genden Abschnitt werden wir eine praktische Integrationsregel, genannt Substitutions-
regel, einführen mit der sich dieses Integral einfach berechnen lässt.
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5.2 Substitutionsregel

Aus der Kettenregel in Satz 5.5 können wir ein wichtiges Werkzeug für die Integralrechnung
ableiten, die sogenannte Substitutionsregel. Die Idee ist es eine neue Integrationsvariable
so geschickt einzuführen, dass ein Teil des Integranden ersetzt wird um das Integral zu
vereinfachen oder auf eine bekannte Form zurückzuführen.

Satz 5.10 (Substitutionsregel)
Sei I Ă R eine Teilmenge und ra, bs Ă R ein Intervall. Sei außerdem f : I Ñ R eine
integrierbare Funktion und g : ra, bs Ñ I eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die
folgende Substitutionsregel für die Integralrechnung:

ż b

a
fpgpxqq ¨ g1pxqdx “

ż gpbq

gpaq
fpyqdy. (5.3)

Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f . Durch die Kettenregel für Differentiation in Satz
5.5 wissen wir, dass

pF ˝ gq1pxq “ F 1pgpxqq ¨ g1pxq “ fpgpxqq ¨ g1pxq.

Damit können wir schreiben

ż b

a
fpgpxqq ¨ g1pxqdx “

ż b

a
pF ˝ gq1pxq dx “ pF ˝ gq

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ F

ˇ

ˇ

ˇ

gpbq

gpaq
“

ż gpbq

gpaq
fpyqdy.

Bemerkung 5.11
Die Substitutionsregel für die Integralrechnung in Satz 5.10 ist besonders dann einfach,
wenn die Ableitung der inneren Funktion gpxq eine Konstante ist, d.h., g1pxq ” c ‰ 0.
Wegen der Linearität des Integrals kann man diese dann Konstante herausziehen und vor
die rechte Seite von (5.3) schreiben und es ergibt sich damit folgender Zusammenhang:

ż b

a
fpgpxqqdx “

1

c

ż gpbq

gpaq
fpyq dy.

Das folgende Beispiel soll die Anwendung der Substitutionsregel für verschiedene Funk-
tion mit unterschiedlichen Formen des Integrals illustrieren.

Beispiel 5.12
Wir untersuchen drei Beispiele zur Anwendung der Substitutionsregel für die Integralrech-
nung mit aufsteigendem Schwierigkeitsgrad.
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i) Sei c P R, c ‰ 0, ein Skalierungsfaktor und d P R eine Translationskonstante. Sei
außerdem f eine beliebige integrierbare Funktion auf dem Intervall rca`d, cb`ds Ă R.
Wir wollen das folgende Integral vereinfachen:

ż b

a
fpcx` dqdx.

Hierzu können wir eine einfache Substitution vornehmen:

y :“ gpxq “ cx` d ñ g1pxq ” c.

Wir erkennen, dass die einfache Situation aus Bemerkung 5.11 vorliegt, bei der die
innere Ableitung eine Konstante ergibt.

Für die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

c “ g1pxq “
dg

dx
“

dy

dx
ñ dx “

1

g1pxq
dy “

1

c
dy.

Damit ergibt sich für das Integral einer Funktion unter einer linearen Transformation
die folgende Rechenvorschrift:

ż b

a
fpcx` dq dx “

ż b

a
fpgpxqqdx “

ż gpbq

gpaq
fpyq

1

c
dy “

1

c

ż cb`d

ca`d
fpyqdy.

ii) Wir nutzen die Substitutionsregel für die Berechnung des Integrals
ż 2

0
cospx2 ` 1q ¨ x dx.

Wir setzen fpxq :“ cospxq und entscheiden uns für die folgende Substitution:

y :“ gpxq “ x2 ` 1 ñ g1pxq “ 2x.

Die innere Ableitung g1pxq “ 2x ist leider keine Konstante, daher können wir sie
nicht aus dem Integral herausziehen. Dennoch haben wir Glück, dass ein Vielfaches
der Ableitung im Integranden vorkommt, nämlich der Faktor x, und somit können wir
die Substitutionsregel für die Integralrechnung aus Satz 5.10 anwenden.

Für die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

2x “ g1pxq “
dg

dx
“

dy

dx
ñ x dx “

1

2
dy.

Damit ergibt sich für das Integral die folgende Rechenvorschrift:
ż 2

0
cospx2 ` 1q ¨ x dx “

ż 2

0
fpgpxqq ¨ x dx “

ż gp2q

gp0q
fpyq ¨

1

2
dy “

1

2

ż 5

1
cospyqdy

“
1

2
sinpyq

ˇ

ˇ

ˇ

5

1
“

1

2
psinp5q ´ sinp1qq « ´0.900.
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iii) Zuletzt wollen wir das verbliebene Integral aus Beispiel 5.9 mit Hilfe der Substituti-
onsregel berechnen. Wir hatten hierzu bereits hergeleitet, dass gilt

ż y

0
arcsinpxqdx “ y ¨ arcsinpyq ´

ż y

0

x
?

1´ x2
dx.

Wir setzen fpxq :“ 1?
1´x

und entscheiden uns für die folgende Substitution:

z :“ gpxq “ x2 ñ g1pxq “ 2x.

Die innere Ableitung g1pxq “ 2x ist leider keine Konstante, daher können wir sie
nicht aus dem Integral herausziehen. Dennoch haben wir Glück, dass ein Vielfaches
der Ableitung im Integranden vorkommt, nämlich der Faktor x, und somit können wir
die Substitutionsregel für die Integralrechnung aus Satz 5.10 anwenden.

Für die Substitution des Differentials dx berechnen wir:

2x “ g1pxq “
dg

dx
“

dz

dx
ñ x dx “

1

2
dz.

Damit ergibt sich für das verbliebene Integral die folgende Rechenvorschrift:

ż y

0

x
?

1´ x2
dx “

ż y

0
fpgpxqq ¨ x dx “

ż gpyq

gp0q
fpzq ¨

1

2
dz “

1

2

ż y2

0

1
?

1´ z
dz

“
1

2
¨ p´2

?
1´ zq

ˇ

ˇ

ˇ

y2

0
“ ´p

a

1´ y2 ´
?

1´ 0q “ 1´
a

1´ y2.

Insgesamt erhalten wir also für das Integral der Arkussinus Funktion in Beispiel 5.9:
ż y

0
arcsinpxqdx “ y ¨ arcsinpyq ´ 1`

a

1´ y2.

5.3 Integration rationaler Funktionen

Im Gegensatz zur Differentiation gibt es keine Aussage darüber, dass das Integral einer
elementaren Funktion wieder eine elementare Funktion ergibt. Insbesondere gibt es keinen
allgemein gültigen Algorithmus zur Bestimmung des Integrals, was die analytische Integra-
tion sehr schwierig macht. Im Spezialfall von rationalen Funktionen, die als Quotient zweier
Polynome dargestellt werden können, kann man eine solche Rechenvorschrift erarbeiten.

5.3.1 Polynomfunktionen

Bevor wir uns mit der Integration rationaler Funktionen beschäftigen können, wollen wir
im Folgenden die wichtigsten Begriffe und Erkenntnisse zu Polynomen wiederholen. Wir
beginnen mit der Definition von Polynomfunktionen.
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Definition 5.13 (Polynomfunktion)
Für den Körper K “ R oder K “ C nennen wir jede Funktion p : KÑ K der Form

ppxq “
n
ÿ

k“0

akx
k “ a0 ` a1x` a2x

2 ` . . .` anx
n mit ak P K (5.4)

reelle oder komplexe Polynomfunktion oder (ungenauerweise) häufig auch kurz Polynom.
Wir nennen den Koeffizienten an P K mit dem höchsten Index den Leitkoeffizienten des

Polynoms. Wenn der Leitkoeffizient ungleich Null ist, d.h., an ‰ 0, dann sagen wir, dass
p ein Polynom vom Grad degppq “ n ist. Ist der Leitkoeffizient gleich Eins, d.h, an “ 1,
so nennen wir das Polynom p normiert.

Der Ring der Polynome p mit Koeffizienten aus dem Körper K wird häufig mit Krxs
bezeichnet.

Bemerkung 5.14
Für Polynomfunktionen können wir folgende Beobachtungen festhalten:

i) Da die Monome der Form 1, x, x2, . . . eine Basis des Polynomrings Krxs (betrachtet
als Vektorraum) bilden, sind Koeffizienten ak P K in (5.4) für jedes Polynom p P Krxs
eindeutig bestimmt.

ii) Allgemein soll gelten, dass die Summe zweier Polynome höchstens den maximalen
Grad der beiden einzelnen Polynome hat, d.h., für zwei Polynome f, g P Krxs gilt:

degpf ` gq ď maxpdegpfq, degpgqq.

Der Grad von pf`gq P Krxs kann sich jedoch verringern, z.B., wenn für die Polynome
degpfq “ degpgq “ n gilt und die jeweils höchsten Koeffizienten an, bn P K sich durch
an “ ´bn aufheben.

Für die Multiplikation zweier Polynome stellen wir fest, dass sich der Grad des resul-
tierenden Polynoms als Summe der Grade der einzelnen Polynome ergibt, d.h.,

deg fg “ degpfq ` degpfq , (5.5)

iii) Das konstante Polynom
000: KÑ K

mit 000pxq “ 0 für alle x P K heißt Nullpolynom und hat per Definition den Grad

degp000q :“ ´8.

Die Festlegung des Grades des Nullpolynoms erscheint willkürlich, kann aber durch die
Rechenregeln für den Grad von Polynomen in (5.5) gerechtfertigt werden, wenn man
für beliebiges k P N annimmt, dass k ` p´8q “ ´8 gilt.
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Lassen wir als Argumente in (5.4) beliebige komplexe Zahlen zu, dann lässt sich ein
reelles Polynom als komplexes Polynom auffassen mit der Einbettung Rrxs Ă Crxs. Wir er-
innern daran, dass reelle Polynome vom Grad degppq ą 0 keine Nullstellen besitzen müssen,
im Gegensatz zu komplexen Polynomen. Der Fundamentalsatzes der Algebra [Fischer2005,
Theorem 1.3.9] hat zur Folge, dass ein Polynom p P Crxs vom Grad degppq “ n sich in ein
Produkt von Linearfaktoren, d.h., in Polynome von Grad Eins, zerlegen lässt, d.h.,

ppxq “
n
ź

i“1

px´ xiq. (5.6)

Die Nullstellen xi P C in der Linearfaktorzerlegung (5.6) müssen nicht zwingend paarwei-
se verschieden sein. Tritt ein Linearfaktor k-mal auf so spricht man von einer k-fachen
Nullstelle.

Beispiel 5.15
Ein Beispiel für die Bedeutung der Einbettung zur Interpretation von Nullstellen ist das
Polynom

ppxq “ x2 ` 1.

Wird das Polynom p über den reellen Zahlen aufgefasst, also p P Rrxs, so besitzt p keine
Nullstellen. Interpretieren wir p P Crxs jedoch als Polynom über den komplexen Zahlen so
hat es die Nullstellen x1 “ ´i und x2 “ `i und es gilt

ppxq “ x2 ` 1 “ px` iq ¨ px´ iq.

Das folgende Lemma charakterisiert die Nullstellen eines reellen Polynoms noch genauer
und besagt, dass die komplexe Konjugation einer Nullstelle selbst eine Nullstelle sein muss.
Dies deckt sich mit der Aussage aus Satz 2.21, der besagt, dass zu jedem Eigenwert einer
reellwertigen Matrix auch dessen komplexe Konjugation ein Eigenwert der Matrix sein
muss.

Lemma 5.16
Sei p P Rrxs ein reelles Polynom und sei k P N mit k ď degppq. Ist x1 P C eine Nullstelle
von p, dann ist auch x1 P C eine Nullstelle von p.

Beweis. Sei das Polynom p P Rrxs Ă Crxs aufgefasst über den komplexen Zahlen von der
Form

ppxq “
n
ÿ

k“0

akx
k.

Sei x1 P C nun eine Nullstelle von p, dann gilt

ppx1q “

n
ÿ

k“0

akx
k
1 “ 0.
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Da die komplexe Konjugation verträglich mit der Addition und Multiplikation in C ist,
können wir daraus folgern

0̄ “ ppx1q “

n
ÿ

k“0

akx
k
1 “

n
ÿ

k“0

akx
k
1 “

n
ÿ

k“0

ākx̄
k
1

Da wir aber p P Rrxs als reelles Polynom angenommen haben gilt āk “ ak für alle Koeffi-
zienten. Damit folgt schon, dass

0 “ 0̄ “ ppx1q “

n
ÿ

k“0

ākx̄
k
1 “

n
ÿ

k“0

akx̄
k
1 “ ppx̄1q.

Also haben wir gezeigt, dass x̄1 P C auch eine Nullstelle von p ist.

Eine Zerlegung in Linearfaktoren wie in (5.6) können wir für reelle Polynome im All-
gemeinen nicht erwarten. Dennoch lässt sich der folgende Satz für die Zerlegung reeller
Polynom in eindeutige reelle Linearfaktoren und quadratische Polynome formulieren.

Satz 5.17 (Faktorisierungssatz für reelle Polynome)
Sei p P Rrxs ein reelles, normiertes Polynom mit Grad degppq “ n. Dann existieren Koef-
fizienten a1, . . . , al, b1, . . . , bl, c1, . . . , cm P R mit

2l `m “ n, a2
i ´ bi ă 0,

so dass sich das Polynom p faktorisieren lässt in die folgende Form

ppxq “
l
ź

i“1

px2 ´ 2aix` biq ¨
m
ź

j“1

px´ cjq . (5.7)

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra können wir p in Linearfaktoren zerlegen
mit

ppxq “
n
ź

i“1

px´ xiq “
m
ź

i“1

px´ xiq ¨
n
ź

i“m`1

px´ xiq,

wobei x1, . . . , xm P R die reellen Nullstellen und xm`1, . . . , xn P CzR die echt komplexen
Nullstellen von p sind. Wir setzen einen neuen Index

l –
n´m

2
P N0

und wissen nach Lemma 5.16, dass für jede komplexe Nullstelle xi P C, i “ m ` 1, . . . , n,
von p eine komplex-konjugierte Nullstelle x̄i P C von p existiert. Durch eine geeignete
Umnummerierung der Indizes können wir also schreiben:

n
ź

i“m`1

px´ xiq “
m`l
ź

i“m`1

px´ xiq ¨ px´ x̄iq .
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Um die Form in (5.7) zu erhalten setzen wir für die Linearfaktoren

ci – xi, i “ 1, . . . ,m.

Für die quadratischen Polynome setzen wir schließlich

ai – Repxi`mq und bi – xi`m ¨ x̄i`m “ |xi`m|
2, i “ 1 . . . , l.

Es ist klar, dass a2
i´bi ă 0 für die quadratischen Polynome mit komplexen Nullstellen gelten

muss, da dieser Term gerade den Radikand in der Formel zur Berechnung von Nullstellen
x1{2 P C normierter, quadratischer Polynome der Form qpxq “ x2 ´ 2ax` b darstellt mit

x1{2 “ a˘
a

a2 ´ b.

Falls a2
i ´bi ě 0 wäre, so ließe sich das Polynom q in zwei Linearfaktoren mit reellen Nullen

faktorisieren.

Wir wollen die Aussage aus Satz 5.17 im folgenden Beispiel mit konkreten Faktorisie-
rungen reeller Polynome illustrieren.

Beispiel 5.18
Wir interessieren uns für eine Faktorisierung verschiedener reeller Polynome p P Rrxs in
lineare und quadratische Polynome.

1. Sei ppxq “ x4 ´ 1. Wir bezeichnen mit

ζk :“ exp

ˆ

2πik

4

˙

, k “ 0, . . . , 3

die 4. Einheitswurzeln. Dann lässt sich das Polynom p wie folgt faktorisieren:

ppxq “ x4´1 “

4
ź

k“0

px´ζkq “ px´1q¨px`1q¨px´iq¨px`iq “ px´1q¨px`1q¨px2`1q

2. Sei ppxq “ x5 ´ 1. Wir bezeichnen mit

ζk :“ exp

ˆ

2πik

5

˙

, k “ 0, . . . , 4

die 5. Einheitswurzeln. Dann lässt sich das Polynom p wie folgt faktorisieren:

ppxq “ x5 ´ 1 “

4
ź

k“1

px´ ζkq “ px´ 1q ¨ px2 ´ 2 Repζ1q ` 1q ¨ px2 ´ 2 Repζ2q ` 1q

3. Sei ppxq “ x4 ´ 6x2 ` 7x´ 6 und sei c “
b

´3
4 P C. Dann lässt sich das Polynom p

wie folgt faktorisieren:

ppxq “ x4 ´ 6x2 ` 7x´ 6 “ px´ 2q ¨ px` 3q ¨ px`
1

2
` cq ¨ px`

1

2
´ cq

“ px´ 2q ¨ px` 3q ¨ px2 ´ x` 1q.
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5.3.2 Rationale Funktionen

Nachdem wir die wichtigsten Erkenntnisse und Begriffe für Polynomfunktionen wiederholt
haben können wir uns im Folgenden mit den rationalen Funktionen beschäftigen, die als
Quotient von Polynomen definiert sind.

Definition 5.19 (Rationale Funktion)
Seien p, q P Krxs zwei Polynome mit degppq “ n und degpqq “ m für n,m P N. Dann
bezeichnen wir den Quotienten der beiden Polynome

rpxq :“
ppxq

qpxq
“

řn
k“0 akx

k

řm
k“0 bkx

k

als rationale Funktion. Hierbei ist es wichtig, dass wir den Definitionsbereich von r P Krxs
einschränken auf die x P K für die qpxq ‰ 0.

Enthält der Zähler von r ein Polynom, dass einen echt kleineren Grad als der Nenner
besitzt, d.h., n ă m, so sprechen wir von einer echt gebrochenrationalen Funktion. Ist das
Gegenteil der Fall, d.h., n ě m, so sprechen wir von einer unecht gebrochenrationalen
Funktion. Ist r ein Polynom, d.h. es gilt m “ 0, so sprechen wir von einer ganzrationalen
Funktion.

Bemerkung 5.20
Wir wollen folgende Bemerkungen zu rationalen Funktionen festhalten.

1. Rationale Funktionen können als Elemente eines Funktionskörpers Kpxq aufgefasst
werden, der über einem Körper K definiert ist, da jedes Element r “ p

q nun auch ein

multiplikativ-inverses Element r´1 “
q
p besitzt im Gegensatz zu Elementen des Poly-

nomrings Krxs. Dafür muss jedoch der Definitionsbereich in D Ă K so eingeschränkt
werden, dass qpxq ‰ 0 für alle x P D. Insbesondere gilt Krxs Ă Kpxq.

2. Rationale Funktionen sind nicht eindeutig, da sowohl Zähler als auch Nenner mit
einem beliebigen Polynom s P Krxs, s ‰ 000, erweitert werden können. Jedoch lässt sich
jede rationale Funktion r P Kpxq mittels Polynomdivision [Burger2020][Kapitel 1.4]
in eine eindeutige Summe aus einer ganzrationalen Funktion g P Krxs (also einem
Polynom) und einer echt gebrochenrationalen Funktion r̃ schreiben, d.h.

r “
p

q
“ g `

p̃

q
“ g ` r̃ mit degpp̃q ă degpqq.

Wir wollen die letzte Bemerkung zusätzlich an Hand eines Beispiels mittels Polynom-
division nachvollziehen.

Beispiel 5.21 (Polynomdivision)
Sei r P Kpxq eine rationale Funktion mit

rpxq “
ppxq

qpxq
“

x4

x3 ` 2x2 ´ 1
.
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Dann können wir r schreiben als eine Summe eines Polynoms und einer echt gebrochenra-
tionalen Funktion und es gilt:

x4

x3 ` 2x2 ´ 1
“ x´ 2`

4x2 ` x´ 2

x3 ` 2x2 ´ 1
,

Hierzu führen wir eine Polynomdivision mit dem Euklidischen Algorithmus durch:

`

x4
˘

:
`

x3 ` 2x2 ´ 1
˘

“ x´ 2`
4x2 ` x´ 2

x3 ` 2x2 ´ 1
´ x4 ´ 2x3 ` x

´ 2x3 ` x
2x3 ` 4x2 ´ 2

4x2 ` x´ 2

5.3.3 Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

Wir wissen also nun, dass wir jede rationale Funktion r P Kpxq darstellen können als

r “ g `
p̃

q
mit degpp̃q ă degpqq.

Die Polynome g P Rrxs können wir offensichtlich sehr einfach integrieren jedoch müssen
wir uns noch um die Bestimmung des unbestimmten Integrals für echt gebrochenrationale
Funktionen p̃

q P Kpxq kümmern. Ein sehr hilfreiches Werkzeug hierbei stellt die sogenannte
Partialbruchzerlegung dar, die es ermöglicht rationale Funktionen in eine Summe rationaler
Funktionen von einfacher Gestalt zu zerlegen. Wird die Ausgangsfunktion als komplexe
rationale Funktion aus Cpxq betrachtet, so besteht die Zerlegung sogar aus Summanden
deren Nennerpolynom maximal eine Nullstelle besitzt.

Wir wollen zunächst den folgenden Satz für die Partialbruchzerlegung für den allgemei-
nen Fall K “ R oder K “ C formulieren. In dieser Formulierung sagt der Satz aus, dass wir
Nullstellen des Nennerpolynoms von echt gebrochenrationalen Funktionen aus dem Bruch
herausziehen können, um somit den Grad des Nennerpolynoms zu verringern und dadurch
einfachere Terme zu generieren.

Satz 5.22 (Partialbruchzerlegung)
Seien p, q P Krxs beliebige Polynome mit q ı 000. Sei außerdem x1 P K eine k-fache Nullstelle
von q mit k P N. Falls die rationale Funktion r P Kpxq mit

rpxq :“
ppxq

qpxq
“

ppxq

q̃pxq ¨ px´ x1q
k

echt gebrochenrational ist, d.h., degppq ă degpqq, dann existiert ein eindeutig bestimmtes
Polynom p̃ P Krxs und Skalare A1, . . . , Ak P K, so dass die folgende Partialbruchzerlegung
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gilt

rpxq “
ppxq

q̃pxqpx´ x1q
k
“

p̃pxq

q̃pxq
`

k
ÿ

j“1

Aj
px´ x1q

j
mit degpp̃q ă degpq̃q.

Beweis. Da x1 P K eine k-fache Nullstelle des Nennerpolynoms ist, kann man rekursiv die
Vielfachheit dieser Nullstelle reduzieren, was wir im Folgenden für den ersten Schritt zeigen
werden. Dazu müssen wir zeigen, dass

rpxq “
ppxq

qpxq
“

ppxq

q̃pxqpx´ x1q
k

!
“

pkpxq

q̃pxqpx´ x1q
k´1

`
Ak

px´ x1q
k
, (5.8)

wobei pk P Krxs ein eindeutig bestimmtes Polynom vom Grad degppkq ă degpq̃q ` k´ 1 ist
und Ak P K ein eindeutig bestimmtes Skalar.

Durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung (5.8) mit px´ x1q
k erhalten wir

ppxq

q̃pxq
!
“

pkpxqpx´ x1q

q̃pxq
`Ak. (5.9)

Setzen wir nun x “ x1 in diese Gleichung ein, so ergibt sich für das unbekannte Skalar

Ak “
ppx1q

q̃px1q
P K.

Stellen wir jedoch (5.9) nach der unbekannten Funktion pk P Kpxq um, so erhalten wir

pkpxq “
ppxq ´Akq̃pxq

x´ x1
“

ppxq ´ ppx1q
q̃px1q

¨ q̃pxq

x´ x1
.

Es wird klar, dass pk P Krxs ein Polynom ist, da das Zählerpolynom pppxq´Akq̃pxqq P Krxs
offensichtlich eine Nullstelle in x “ x1 besitzt und sich somit ein Linearfaktor px ´ x1q

abspalten lässt.
Abschließend lässt sich noch Folgendes feststellen. Da nach Voraussetzung

degppq ă degpqq “ degpq̃q ` k

galt, ist wegen Bemerkung 5.14 auch

degpp´Akq̃q ă degpq̃q ` k.

Aus der Gestalt des Polynoms pk wissen wir daher, dass

degppkq ă degpqq ` k ´ 1

gilt. Wir haben also ein eindeutiges Skalar Ak P K und ein eindeutiges Polynom pk P Krxs
gefunden, so dass die Zerlegung in (5.8) gilt. Auf die übrigbleibende echt gebrochenrationale
Funktion können wir also rekursiv den obigen Ansatz anwenden.
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Wenn der zu Grunde liegende Körper K explizit gewählt wird, so lässt sich die Aussage
aus Satz 5.22 noch weiter präzisieren, wie folgende Bemerkung festhält.

Bemerkung 5.23
Im Folgenden wollen wir für die spezielle Wahl des Körpers K erklären, wie sich eine echt
gebrochenrationale Funktion in möglichst einfache Summanden durch mehrfache Anwen-
dung der Partialbruchzerlegung zerlegen lässt.

1. Lässt sich das Nennerpolynom q der echt gebrochenrationalen Funktion r P Kpxq in
Satz 5.22 in Linearfaktoren zerlegen (was für alle Polynome q P Crxs der Fall ist
nach dem Fundamentalsatz der Algebra), d.h., es besitzt die Form

qpxq “
m
ź

i“1

px´ xiq
di ,

und sind die Nullstellen xi P K, i “ 1, . . . ,m der Vielfachheit ki P N paarweise
verschieden, dann führt mehrfache Anwendung der Partialbruchzerlegung in Satz 5.22
zu folgender Formel:

ppxq

qpxq
“

m
ÿ

i“1

ki
ÿ

j“1

A
piq
j

px´ xiqj
. (5.10)

Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten A
piq
j ist in diesem Fall

m
ř

i“1
ki “ degpqq.

2. Betrachtet man lediglich reelle Polynome p, q P Rrxs, so wissen wir aus dem Faktori-
sierungssatz 5.17 für reelle Polynome, dass sich das Nennerpolynom in ein Produkt
aus k̂ P N Linearfaktoren und l̂ P N quadratischen Polynomen mit je zwei echt kom-
plexen Nullstellen faktorisieren lässt, d.h.,

qpxq “
l̂
ź

i“1

px2 ´ 2aix` biq ¨
k̂
ź

j“1

px´ cjq.

Das bedeutet, dass q P Rrxs insgesamt m “ k̂ ` 2l̂ Nullstellen besitzt. Wir nehmen
an, dass k P N, k ď k̂ reelle Nullstellen paarweise verschieden sind und außerdem
noch l P N, l ď l̂ Paare von paarweise verschiedenen, echt komplexen Nullstellen von
q existieren. Seien nun s1, . . . , sk P N die Vielfachheiten der reellen Nullstellen und
t1, . . . , tl P N die Vielfachheiten der komplexen Nullstellen. Dann können wir das
Polynom q P Rrxs schreiben als die folgende Faktorisierung

qpxq “
l
ź

i“1

px2 ´ 2aix` biq
ti ¨

k
ź

j“1

px´ cjq
sj .
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Die mehrfache Anwendung der Partialbruchzerlegung in Satz 5.22 führt dann für
reelle echt gebrochenrationale Funktionen zu folgender Formel:

ppxq

qpxq
“

k
ÿ

i“1

si
ÿ

j“1

A
piq
j

px´ xiqj
`

l
ÿ

i“1

ti
ÿ

j“1

B
piq
j x` C

piq
j

px2 ´ 2ax` bqj
. (5.11)

Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten A
piq
j für die Linearfaktoren ist in die-

sem Fall
k
ř

i“1
si “ k̂. Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten B

piq
j und C

piq
j für

die quadratischen Polynome ist in diesem Fall jeweils
l
ř

i“1
ti “ l̂. Insgesamt müssen

also k̂ ` 2l̂ “ m “ degpqq unbekannte Koeffizienten bestimmt werden.

3. Nach Multiplikation beider Seiten von (5.10) und (5.11) mit dem Nennerpolynom q
lassen sich die unbekannten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich der Polynome
auf beiden Seiten berechnen. Dies lässt sich am einfachsten durch die Lösung eines
linearen Gleichungssystems realisieren.

Basierend auf den Beobachtungen oben können wir nun informell einen Algorithmus
für die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion angeben.

Algorithmus 5.24 (Partialbruchzerlegung)
Sei zu Anfang eine rationale Funktion r P Kpxq gegeben mit

rpxq :“
ppxq

qpxq

mit zwei Polynomen p, q P Krxs.

1. Schritt: Überführung von r in eindeutige Darstellung

Ist die rationale Funktion r bereits echt gebrochenrational, d.h. degpqq ą degppq so ist in
diesem Schritt nichts zu tun. Andernfalls führen wir eine Polynomdivision durch um r in
die eindeutige Darstellung

r “ g `
p̃

q

zu überführen, wobei g P Krxs ein Polynom ist und degpqq ą degpp̃q gilt.

2. Schritt: Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms

Wir bestimmen nun die Nullstellen des Nennerpolynoms q P Krxs analytisch, d.h., wir
versuchen das Polynom in die in (5.6) oder (5.7) beschriebene Form zu faktorisieren (in
Abhängigkeit des Körpers K). Ist eine analytische Bestimmung der Nullstellen von q nicht
möglich, können numerische Methoden angewendet werden zur Approximation der Null-
stellen.
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3. Schritt: Bestimmung der Partialbruchzerlegung

Basierend auf den im 2. Schritt bestimmten Nullstellen von q kann eine Partialbruchzerle-
gung der Form (5.10) oder (5.11) durchgeführt werden (in Abhängigkeit des Körpers K).

4. Schritt: Aufstellung des linearen Gleichungssystems

Durch Multiplikation beider Seiten von (5.10) oder (5.11) mit dem Nennerpolynom q P Krxs
kann ein Koeffizientenvergleich durchgeführt werden, der zu einem linearen Gleichungssys-
tem mit einer Koeffizientenmatrix vom Rang degpqq führt.

5. Schritt: Lösung des linearen Gleichungssystems

Die Lösung des entstehenden linearen Gleichungssystems kann entweder algebraisch oder
numerisch erfolgen (basierend auf der Gestalt und Größe der Koeffizientenmatrix) und lie-

fert die eindeutig bestimmten Koeffizienten A
piq
j , B

piq
j , C

piq
j P K der Partialbruchzerlegung.

Damit haben wir die rationale Funktion r P Kpxq in eine Summe einfacherer Terme
durch Partialbruchzerlegung überführt.

Wir wollen den Algorithmus 5.24 für die Partialbruchzerlegung an einem konkreten
Beispiel anwenden und somit besser verdeutlichen.

Beispiel 5.25 (Partialbruchzerlegung)
Wir wollen eine Partialbruchzerlegung für die rationale Funktion r P Rpxq durchführen mit

rpxq :“
2x3 ` 4x

x4 ´ 2x2 ` 1
.

Hierzu wenden wir Algorithmus 5.24 schrittweise an.

1. Schritt: Überführung von r in eindeutige Darstellung

Wir bemerken, dass die rationale Funktion r P Rpxq bereits echt gebrochenrational ist und
wir deshalb keine Polynomdivision durchführen müssen.

2. Schritt: Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms

Durch Ausprobieren stellen wir fest, dass das Nennerpolynom q P Rrxs Nullstellen in x1 “ 1
und x2 “ ´1 besitzt. Faktorisieren wir diese Nullstellen heraus erhalten wir den Ausdruck

qpxq “ x4 ´ 2x2 ` 1 “ px´ 1q ¨ px` 1q ¨ px2 ´ 1q.

Die Nullstellen des übrig gebliebenen quadratischen Polynoms bestimmen wir durch Aus-
klammern (oder mittels p-q-Formel) und erhalten die folgende Faktorisierung von q in zwei
Linearfaktoren der Vielfachheit zwei:

qpxq “ x4 ´ 2x2 ` 1 “ px´ 1q ¨ px` 1q ¨ px2 ´ 1q “ px´ 1q2 ¨ px` 1q2.
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3. Schritt: Bestimmung der Partialbruchzerlegung

Da wir Glück haben und sich das Nennerpolynom in Linearfaktoren über R faktorisieren
lässt wie in (5.6), können wir die allgemeine Darstellung der Partialbruchzerlegung in
(5.10) anwenden:

2x3 ` 4x

px` 1q2px´ 1q2
“

2
ÿ

i“1

2
ÿ

j“1

A
piq
j

px´ xiqj
“

A
p1q
1

x` 1
`

A
p1q
2

px` 1q2
`

A
p2q
1

x´ 1
`

A
p2q
2

px´ 1q2
. (5.12)

4. Schritt: Aufstellung des linearen Gleichungssystems

Durch Multiplikation beider Seiten der Partialbruchzerlegung in (5.12) mit dem Nennerpo-
lynom qpxq “ px´ 1q2px` 1q2 ergibt dann:

2x3 ` 4x “ A
p1q
1 px` 1qpx´ 1q2 `A

p1q
2 px´ 1q2 `A

p2q
1 px` 1q2px´ 1q `A

p2q
2 px` 1q2

“

´

A
p1q
1 `A

p2q
1

¯

x3 `

´

´A
p1q
1 `A

p1q
2 `A

p2q
1 `A

p2q
2

¯

x2

`

´

´A
p1q
1 ´ 2A

p1q
2 ´A

p2q
1 ` 2A

p2q
2

¯

x`A
p1q
1 `A

p1q
2 `A

p2q
1 `A

p2q
2 .

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem

¨

˚

˚

˝

1 0 1 0
´1 1 1 1
´1 ´2 ´1 2

1 1 ´1 1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

A
p1q
1

A
p1q
2

A
p2q
1

A
p2q
2

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

2
0
4
0

˛

‹

‹

‚

.

5. Schritt: Lösung des linearen Gleichungssystems

Mittels Gauß’schem Eliminationsverfahren können wir die eindeutige Lösung für die Ko-
effizienten bestimmen als

A
p1q
1 “ 1, A

p1q
2 “ ´

3

2
, A

p2q
1 “ 1, A

p2q
2 “

3

2
.

Insgesamt erhalten wir also die folgende Partialbruchzerlegung

2x3 ` 4x

px` 1q2px´ 1q2
“

1

x` 1
`

´3
2

px` 1q2
`

1

x´ 1
`

3
2

px´ 1q2
.

5.3.4 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Mit Hilfe des Algorithmus 5.24 für die Partialbruchzerlegung können wir also beliebige ra-
tionale Funktionen in eine Summe aus wesentlich einfacheren Termen zerlegen. Nun müssen
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wir nur noch festhalten, wie die Stammfunktionen dieser einfachen Summanden aussehen,
damit wir rationale Funktionen integrieren können. Hierzu hält die folgende Bemerkung
die relevanten Ergebnisse fest.

Bemerkung 5.26
Wir erwarten als Resultat der Partialbruchzerlegung im Allgemeinen zwei verschiedene
Arten von Summanden. Für diese zwei Arten werden wir im Folgenden Stammfunktionen
angeben, so dass sich die Stammfunktion von beliebigen rationalen Funktionen bestimmen
lässt. Auf eine explizite Herleitung der Stammfunktionen wird verzichtet, da sich die Re-
sultate durch die Rechenregeln der Differentiation direkt verifizieren lassen.

1. Die erste Art von Summanden der Partialbruchzerlegung ist von der Gestalt

spxq “
A

px´ aqj
, j P N, A P K

und entsteht durch das Ausklammern von Linearfaktoren aus dem Nennerpolynom
q P Krxs für eine Nullstelle a P K. Da das Skalar A P K nicht von der Variable x
abhängt, lässt es sich linear aus dem Integral herausziehen und somit können wir die
Stammfunktion direkt angeben als

ż

spxqdx “ A

ż

1

px´ aqj
dx “

#

A ¨ ln |x´ a| für j “ 1 ,
´A

pj´1qpx´aqj´1 für j ą 1 .

2. Die zweite Art von Summanden der Partialbruchzerlegung ist von der Gestalt

spxq “
Bx` C

px2 ´ 2ax` bqj
, j P N, A,B P K

und entsteht im Fall von reellen rationalen Funktionen durch das Ausklammern von
quadratischen Polynomen aus dem Nennerpolynom q P Rrxs, die je ein Paar von echt
komplexe Nullstellen besitzen (da in diesem Fall a2 ă b gilt). Um eine Stammfunktion
für s P Rpxq zu bestimmen formen wir die Funktion zuerst geeignet um, so dass wir
im Zähler ein Vielfaches des linearen Terms px´ aq erhalten:

Bx` C

px2 ´ 2ax` bqj
“

B ¨ px´ aq

px2 ´ 2ax` bqj
`

C `B ¨ a

px2 ´ 2ax` bqj
, j P N, B,C P K (5.13)

Für den linken Summanden in (5.13) können wir folgende Stammfunktion angeben:

B

ż

x´ a

px2 ´ 2ax` bqj
dx “

#

B
2 lnpx2 ´ 2ax` bq , für j “ 1

´ B
2pj´1qpx2´2ax`bqj´1 , für j ą 1 .
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Für den rechten Summanden in (5.13) können wir folgende Stammfunktion rekursiv
angeben:

Ij – pC `B ¨ aq
looooomooooon

“:D

ż

1

px2 ´ 2ax` bqj
dx

“

$

&

%

D?
b´a2

¨ arctan
´

x´a?
b´a2

¯

, für j “ 1,

D ¨
´

x´a
2pb´a2qpj´1qpx2´2ax`bqj´1 `

2j´3
2pb´a2qpj´1q

Ij´1

¯

, für j ą 1.

Glücklicherweise sind moderne Computerprogramme in der Lage die oben beschrie-
benen Stammfunktionen analytisch zu bestimmen. Abschließend wollen wir im folgenden
Beispiel die Stammfunktion einer einfachen rationalen Funktion mit Hilfe der Aussagen
aus Bemerkung 5.26 ausrechnen.

Beispiel 5.27 (Integration einer rationalen Funktion)
Sei s P Rpxq eine rationale Funktion, deren Nennerpolynom quadratisch ist mit

spxq :“
x` 2

x2 ´ 4x` 7
.

Zur Bestimmung einer Stammfunktion von s sehen wir ein, dass die Koeffizienten a “ 2
und b “ 7 im Nennerpolynom sind. Außerdem ist B “ 1, C “ 2 und j “ 1. Mit diesen
Informationen formen wir den Zähler wie in (5.13) um und erhalten als Stammfunktion

ż

x` 2

x2 ´ 4x` 7
dx “

ż

x´ 2

x2 ´ 4x` 7
dx ` 4

ż

1

x2 ´ 4x` 7
dx

“
1

2
lnpx2 ´ 4x` 7q `

4
?

3
arctan

ˆ

x´ 2
?

3

˙

.
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Kapitel 6

Differentiation von Funktionen
mehrerer Veränderlicher

In diesem Kapitel wollen wir uns der Frage widmen, wie sich das Konzept der Differentia-
tion von Funktionen in einer Variablen auf Funktionen in mehreren Variablen übertragen
lässt um zu verstehen wie sich Änderungen in den veränderlichen Eingabeparametern auf
die Funktionswerte dieser Funktion auswirken. Insbesondere wollen wir verstehen welche
verschiedenen Ableitungsbegriffe für mehrdimensionaler Funktionen f : Rn Ą U Ñ R exis-
tieren und welche Eigenschaften sie besitzen. Darüber hinaus lernen wir wichtige Sätze der
Differentialrechnung kennen. Die Erkenntnisse dieses Kapitels spielen eine entscheidende
Rolle in der Numerik, der mathematischen Modellierung, oder der Optimierung.

6.1 Partielle Differenzierbarkeit

Um den Begriff der Ableitung auf Funktionen mehrerer Variablen zu übertragen, betrachtet
man zunächst deren Änderungsverhalten entlang einzelner Koordinatenrichtungen. Wir
fixieren also einen Punkt x P U und betrachten die Funktion

f̃pξq :“ fpx1, . . . , xi´1, ξ, xi`1, . . . , xnq.

Anschaulich gesprochen halten wir alle Variablen, bis auf die i-te fest und erhalten somit
eine eindimensionale Funktion. Dies erlaubt es uns den Ableitungsbegriff auf die schon
bekannte Definition für Funktionen in einer Veränderlichen herunterzubrechen, was zum
Begriff der partiellen Differenzierbarkeit führt.

Definition 6.1 (Partielle Differenzierbarkeit)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ R eine Funktion.

i) Wir nennen die Funktion f (lokal) partiell differenzierbar im Punkt x P U in die i-te
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Koordinatenrichtung falls der Grenzwert

Bf

Bxi
pxq :“ Bifpxq :“ lim

hÑ0

fpx` h ¨ eiq ´ fpxq

h

existiert.

ii) Wir nennen die Funktion f (global) partiell differenzierbar falls sie für jedes x P U
und jede Koordinatenrichtung i P t1, . . . , nu partiell differenzierbar ist.

iii) Ist die Funktion Bif : U Ñ R partiell differenzierbar und zudem stetig für jedes i P
t1, . . . , nu, so nennen wir f stetig partiell differenzierbar.

In der obigen Definition bezeichnet

ei :“ p0, . . . , 0, 1
loomoon

i-te Stelle

, 0, . . . , 0q P Rn

den i-ten Einheitsvektor des Rn. Im Grenzwert für h Ñ 0 sind nur Nullfolgen phkqkPN
erlaubt, welche die Bedingung

px` hk ¨ eiq P U mit hk ‰ 0, @k P N

erfüllen. Das Symbol B ist hierbei eine stilisierte Version des Buchstaben d (manchmal auch

”
del“ ausgesprochen).

Im folgenden Beispiel berechnen wir die partielle Ableitung der Euklidischen Norm im
Rn.

Beispiel 6.2 (Ableitung der Euklidischen Norm)
Wir betrachten die Abbildung

f : Rn Ñ R`0

x ÞÑ ||x||2 :“

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

x2
i ,

welche die Euklidische Norm im Rn darstellt. Wir betrachten die Niveaumengen Nf Ă Rn
von f mit

Nf pcq :“ tx P Rn : fpxq “ cu “ tf´1pcqu.

In diesem Fall sind die Niveaumengen Nf pcq Sphären mit Radius c P R`0 . Weiterhin sieht
man leicht, dass die Funktion f auf der Menge Rnzt0u partiell differenzierbar ist, da wir
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für x ‰ 0 mittels Kettenregel die folgende partielle Ableitung erhalten

Bi||x||2 “ Bi

˜

p

n
ÿ

i“1

xiq
1
2

¸

“ Bi

˜

x2
i `

ÿ

j‰i

x2
j

¸1{2

“
1

2

˜

x2
i `

ÿ

j‰i

x2
j

¸´1{2

¨ 2xi “
xi
||x||2

.

Der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit in Definition 6.1 ist der schwächste Ablei-
tungsbegriff für Funktionen in mehreren Veränderlichen. Anders als im eindimensionalen
Fall gilt beispielsweise nicht, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion schon
folgt, dass diese stetig ist. Das soll uns das folgende Beispiel vor Augen führen.

Beispiel 6.3
Wir betrachten im Folgenden eine Funktion auf Rn mit n ě 2 die zeigt, dass aus partieller
Differenzierbarkeit keine Stetigkeit folgt. Dazu definieren wir

fpxq :“

#

x1¨x2¨...¨xn
||x||n2

, falls x ‰ 0,

0, falls x “ 0.

Man sieht sofort, dass die Funktion f auf Rnzt0u stetig und auch partiell differenzierbar
ist.

Wir überprüfen nun die partielle Differenzierbarkeit im Punkt x “ 0. Hierzu betrachten
wir für h ‰ 0

fp0` h ¨ eiq ´ fp0q “
0 ¨ . . . ¨ 0 ¨ h ¨ 0 ¨ . . . ¨ 0

||h ¨ ei||n2
´ 0 “ 0

und somit folgt direkt

lim
hÑ0

fp0` h ¨ eiq ´ fp0q

h
“ 0

für alle Richtungen i P t1, . . . , nu. Daher wissen wir also, dass die Funktion f auch im
Punkt x “ 0 partiell differenzierbar ist.

Tatsächlich ist die Funktion aber nicht stetig in der Null. Dafür betrachten wir eine
Folge pakqkPN Ă Rnzt0u, die diagonal in den Nullpunkt hineinläuft, d.h., konkret betrachten
wir

ak :“ p
1

k
, . . . ,

1

k
qT , k P N.

Für jedes Folgeglied ak, k P N, der Folge gilt dann ||ak||2 “
?
n
k und somit ist der Funkti-

onswert von f für diese Folgeglieder gegeben durch

fpakq “
p1{kqn

p
?
n{kqn

”

ˆ

1
?
n

˙n

“ n´
n
2 , k P N.
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Daraus folgt aber schon, dass

lim
kÑ8

fpakq ” n´
n
2 ‰ 0 “ fp0q “ fp lim

kÑ8
akq.

Das bedeutet also, dass die Funktion f nicht stetig im Punkt x “ 0 ist.
Man bemerke, dass diese Konstruktion nur für höherdimensionale Räume Rn mit n ě 2

möglich ist, da die analog definierte Funktion im Eindimensionalen nicht differenzierbar
ist.

6.1.1 Differentialoperatoren erster Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Operatoren einführen, welche direkt auf dem
Konzept der partiellen Differenzierbarkeit von Funktionen basieren. Insbesondere werden
wir den Gradienten, die Divergenz und die Rotation als Differentialoperatoren erster Ord-
nung kennenlernen, für deren Definition man nur erste partielle Ableitungen verwendet,
und die eine zentrale Rolle in der Mathematik und Physik spielen.

Der erste Operator, den wir diskutieren wollen, ist der sogenannte Gradient, der alle
partiellen Ableitungen einer Funktionen in einem Vektor sammelt.

Definition 6.4 (Gradient)
Sei U Ă Rn eine Teilmenge. Für eine partiell differenzierbare Funktion f : U Ñ R heißt
der Spaltenvektor

∇fpxq :“

ˆ

Bf

Bx1
pxq, . . . ,

Bf

Bxn
pxq

˙T

“ pB1fpxq, . . . , Bnfpxqq
T

der Gradient von f an der Stelle x P U .
Das Symbol ∇ bezeichnet man hierbei häufig als den Nabla-Operator.

Wir wollen den Gradienten einer Funktion für ein bereits bekanntes Beispiel im Fol-
genden berechnen.

Beispiel 6.5 (Gradient der Euklidischen Norm)
Für die Euklidische Norm aus Beispiel 6.2 hat der Gradient für alle x ‰ 0 die Form

∇ ||x||2 “ pB1||x||2, . . . , Bn||x||2q
T
“

ˆ

x1

||x||2
, . . . ,

xn
||x||2

˙T

“
x

||x||2
.

Offensichtlich ist der Gradient der Norm selbst normiert, d.h., es gilt
›

›∇||x||2
›

›

2
“ 1.

Viele Rechenregeln der Differentiation für Funktionen mit nur einer Veränderlichen
lassen sich problemlos auf Funktionen mit mehreren Veränderlichen generalisieren. Mit
den bisherigen Definitionen können wir bereits die Produktregel für die Ableitung auf den
Gradienten einer Funktionen verallgemeinern.
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Lemma 6.6 (Produktregel für den Gradienten)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und seien f, g : U Ñ R zwei partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt die folgende Produktregel für den Gradienten des Produkts der Funk-
tionen

∇pf ¨ gqpxq “ rf ¨ p∇gq ` p∇fq ¨ gspxq, für alle x P U.

Beweis. Aus Gründen der Übersichtlichkeit verzichten wir bei diesem Beweis auf die An-
gabe des Funktionsarguments x P U , wodurch die Notation zwar unpräzise, jedoch deutlich
übersichtlicher wird. Wir schreiben den Gradienten des Produkts der beiden Funktionen
zunächst mittels partiellen Ableitungen, so dass wir komponentenweise die Produktregel
für eindimensionale Funktionen anwenden können, d.h.,

∇pf ¨ gq “ pB1pf ¨ gq, . . . , Bnpf ¨ gqq
T

“ pB1f ¨ g ` f ¨ B1g, . . . , Bnf ¨ g ` f ¨ Bngq
T

Wir können den entstehenden Vektor nun linear auseinander ziehen und erhalten somit

∇pf ¨ gq “ pB1f ¨ g ` f ¨ B1g, . . . , Bnf ¨ g ` f ¨ Bngq
T

“ pB1f, . . . , Bnfq
T ¨ g ` f ¨ pB1g, . . . , Bngq

T

“ ∇f ¨ g ` f ¨∇g.

Bemerkung 6.7
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge. Folgende Interpretationen des Gradienten-Operators
sind ebenfalls geläufig.

1. Mit etwas missbräuchlicher Notation kann man den Gradienten auch als mehrdimen-
sionale Abbildung interpretieren mit

∇ : U Ñ Rn

x ÞÑ ∇pxq.

2. Funktionen v : U Ñ Rn werden auch Vektorfelder genannt. In diesem Sinne ist kann
der Gradient als Vektorfeld auf U interpretiert werden..

Für partiell differenzierbare Vektorfelder v : U Ñ Rn (d.h. jede Komponente vi von v ist
partiell differenzierbar) gibt es weitere Differentialoperatoren erster Ordnung. Im Folgenden
führen wir den Begriff der Divergenz eines Vektorfelds v ein.

Definition 6.8 (Divergenz eines Vektorfelds)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge. Für ein partiell differenzierbares Vektorfeld v : U Ñ Rn
nennt man

div vpxq :“
n
ÿ

i“1

Bvi
Bxi
pxq “

n
ÿ

i“1

Bivipxq
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die Divergenz von v an der Stelle x P U .
Oft wird die Divergenz auch als Skalarprodukt des Nabla-Operators ∇ mit einen Vek-

torfeld v notiert, d.h.,
div v “: x∇, vy.

Bemerkung 6.9
Die Divergenz eines Vektorfeldes v : U Ñ Rn besitzt eine einfache physikalische Interpreta-
tion. Es misst anschaulich den Fluss des Vektorfeldes im Punkt x. Man kann also an Hand
der Divergenz entscheiden ob mehr Fluss in den Punkt x P U hinein- als hinausfließt oder
anders herum.

i) Ist die Divergenz in einem Punkt x P U positiv d.h., gilt div vpxq ą 0 so spricht man
davon, dass das der Punkt eine Quelle des Vektorfelds darstellt. Anschaulich könnte
man den Punkt x mit einem n-dimensionalen Würfel umschließen und die Menge an
Fluss, die aus dem Würfel austritt wäre größer als die Menge an Fluss die hineinfließt.

ii) Ist die Divergenz in einem Punkt x P U negativ d.h., gilt div vpxq ă 0 so spricht man
davon, dass das der Punkt eine Senke des Vektorfelds darstellt. Die Menge an Fluss,
die in den umschließenden n-dimensionalen Würfel hineinfließt wäre größer als die
Menge an Fluss die austritt.

iii) Ist die Divergenz in einem Punkt x P U Null, d.h., gilt div vpxq “ 0, so nennen wir das
Vektorfeld divergenzfrei im Punkt x. Die Menge an Fluss, die in den umschließenden
n-dimensionalen Würfel hineinfließt entspricht in diesem Fall der Menge an Fluss die
austritt.

Im Folgenden wollen wir die Divergenz für ein dreidimensionales Vektorfeld konkret
ausrechnen und bezüglich ihres Vorzeichens das Vektorfeld charakterisieren.

Beispiel 6.10
Sei v : R3 Ñ R3 ein Vektorfeld mit

vpx, y, zq :“
1

2

¨

˝

x2

´4xz
6z

˛

‚, für alle px, y, zqT P R3.

Wir berechnen die Divergenz des Vektorfelds für allgemeine Punkte px, y, zqT P R3 als

div vpx, y, zq “ Bxv1px, y, zq ` Byv2px, y, zq ` Bzv3px, y, zq “
1

2
¨ pBxx

2 ´ By4xz ` Bz6zq

“ x´ 0` 3 “ x` 3.

Wir erkennen also, dass die Divergenz des Vektorfelds v maßgeblich von der x-Koordinate
abhängt. Für x ą ´3 ist jeder Punkt px, y, zq P R3 Quelle des Vektorfelds, für x ă ´3
ist jeder Punkt px, y, zq P R3 Senke des Vektorfelds und nur bei x “ ´3 ist jeder Punkt
px, y, zq P R3 des Vektorfelds divergenzfrei.
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Auch für die Divergenz lässt sich eine Produktregel für das Produkt einer reellwertigen
Funktion und eines Vektorfeldes herleiten.

Lemma 6.11 (Produktregel für die Divergenz)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und es sei v : U Ñ Rn ein partiell differenzierbares
Vektorfeld (d.h. jede Komponente vi von v ist partiell differenzierbar) und f : U Ñ R eine
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt die folgende Produktregel für die Divergenz:

divpf ¨ vqpxq “ x∇fpxq, vpxqy ` fpxq ¨ div vpxq, für alle x P U.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Der letzte Differentialoperator erster Ordnung, den wir einführen wollen, ist a priori
nur im Fall U Ă R3 definiert ist und spielt insbesondere in physikalischen Anwendun-
gen eine wichtige Rolle. Der sogenannte Rotations-Operator hat seinen Namen dadurch
erhalten, dass er bei Anwendung auf ein Strömungsfeld für jeden Ort das Doppelte der
Winkelgeschwindigkeit angibt, mit der sich ein mitschwimmender Körper dreht.

Definition 6.12 (Rotation)
Sei U Ă R3 eine offene Teilmenge und v : U Ñ R3 ein partiell differenzierbares Vektor-
feld (d.h. jede Komponente vi von v ist partiell differenzierbar). Dann heißt der folgende
Operator

rot v :“ pB2v3 ´ B3v2, B3v1 ´ B1v3, B1v2 ´ B2v1q

Rotation von v. Er bildet also ein Vektorfeld wieder auf ein Vektorfeld ab.
Oft wird die Rotation als auch Vektorprodukt (vgl. Definition 3.15) des Nabla-Operators

∇ mit einen Vektorfeld v notiert, d.h.,

rot v “ ∇ˆ v.

Wir wollen die Rotation für das Vektorfeld aus Beispiel 6.10 nachrechnen.

Beispiel 6.13
Sei v : R3 Ñ R3 ein Vektorfeld mit

vpx, y, zq :“
1

2

¨

˝

x2

´4xz
6z

˛

‚, für alle px, y, zqT P R3.

Wir berechnen die Rotation des Vektorfelds für allgemeine Punkte px, y, zqT P R3 als

rot vpx, y, zq “ pByv3 ´ Bzv2, Bzv1 ´ Bxv3, Bxv2 ´ Byv1q px, y, zq

“
`

By6z ` Bz4xz, Bzx
2 ´ Bx6z,´Bx4xz ´ Byx

2
˘

“ p4x, 0,´4zq.

Wir erkennen also, dass die Rotation des Vektorfelds nicht von der y-Koordinate abhängt.
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6.1.2 Differentialoperatoren höherer Ordnung

Analog zum eindimensionalen Fall kann man höhere Ableitungen definieren, d.h., wir wollen
die Funktion f : U Ñ R mehrmals ableiten. Induktiv bezeichnet man f als pk ` 1q-mal
differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar ist und für eine beliebige Kombination von
Richtungen pi1, . . . , ikq die Funktion Bi1 . . . Bikf wieder partiell differenzierbar ist. Hierbei
ist a priori nicht klar, dass die partiellen Ableitungen vertauschbar sind. Wir stellen uns
also die Frage ob für eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f die Gleichheit

BiBjfpxq “ BjBifpxq (6.1)

für alle i, j P t1, . . . , nu gilt.
In der Tat reicht die Eigenschaft zweimal partiell differenzierbar zu sein nicht für die

Gleichheit in (6.1) aus, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.14 (Vertauschbarkeit partieller Ableitungen)
Wir betrachten die Funktion

fpx, yq :“ xy ¨
x2 ´ y2

x2 ` y2
.

Wie man nachrechnen kann ist die Funktion f in allen Punkten px, yq P R2 zweimal partiell
differenzierbar. Wir berechnen die ersten partiellen Ableitungen

Bxfpx, yq “
p3x2y ´ y3qpx2 ` y2q ´ px3y ´ xy3q ¨ 2x

px2 ` y2q2
“ y

x4 ` 4x2y2 ´ y4

px2 ` y2q2
,

Byfpx, yq “
px3 ´ 3xy2qpx2 ` y2q ´ px3y ´ xy3q ¨ 2y

px2 ` y2q2
“ x

x4 ´ 4x2y2 ´ y4

px2 ` y2q2
.

Wir betrachten nun die zweiten partiellen Ableitungen von f im Punkt px, yq “ p0, 0q mit

ByBxfp0, 0q “ lim
hÑ0

Bxfp0, hq ´ Bxfp0, 0q

h
“ lim

hÑ0

h

h

0` 0´ h4

p0` h2q2
´ 0 “ ´1,

BxByfp0, 0q “ lim
hÑ0

Byfph, 0q ´ Byfp0, 0q

h
“ lim

hÑ0

h

h

h4 ´ 0´ 0

ph2 ` 0q2
´ 0 “ `1.

(6.2)

Wir erkennen, dass die Funktion f zwar zweimal partiell differenzierbar ist im Nullpunkt,
jedoch ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauschbar.

Um eine Bedingung zu erarbeiten, die die Vertauschbarkeit von höheren partiellen Ab-
leitungen versichert, fragt man sich zunächst weshalb die Funktion aus Beispiel 6.14 diese
Eigenschaft verletzt. Betrachtet man die zweiten partiellen Ableitungen BiBjf in (6.2) so
fällt auf, dass diese nicht stetig im Punkt p0, 0q sind. Die Vermutung liegt also nahe, dass
gerade die fehlende Stetigkeit die Vertauschbarkeit verhindert. Diese Vermutung lässt sich
tatsächlich auch beweisen, was gemeinhin als der folgende Satz von Schwarz bekannt ist.

150



Satz 6.15 (Satz von Schwarz)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ R eine zweimal stetig partiell differenzier-
bare Funktion. Dann gilt

BiBjf “ BjBif

für alle Ableitungsrichtungen i, j P t1, . . . , nu.

Beweis. Wir können o.B.d.A. annehmen, dass U Ă R2 eine offene Teilmenge ist. Wir
betrachten einen beliebigen Punkt px̄, ȳq P U . Da U offen ist existiert ein δ ą 0, so dass ein
Quadrat B8δ mit Seitenlänge δ noch in U liegt, d.h.,

B8δ px̄, ȳq :“ tpx, yq P R2 : |x´ x̄| ă δ ^ |y ´ ȳ| ă δu Ă U.

Für ein festes y P pȳ ´ δ, ȳ ` δq betrachten wir nun die eindimensionale Funktion

Ry : r´δ, δs Ñ R
x ÞÑ Rypxq :“ fpx` x̄, y ` ȳq ´ fpx` x̄, ȳq.

Wir bemerken zunächst, dass für y “ 0 gilt

R0pxq “ fpx` x̄, ȳq ´ fpx` x̄, ȳq “ 0, für alle x P r´δ, δs.

Da Ry als Einschränkung von f in eine Koordinatenrichtung stetig ist können wir für ein
beliebiges x P r´δ, δs mit Hilfe des Mittelwertsatzes [Burger2020, Kapitel 6.2] einen Punkt
ξx P r´δ, δs finden mit |ξx| ď |x|, so dass

R1ypξxq ¨ x “ Rypxq ´Ryp0q.

Hierbei ist die Ableitung der Funktion Ry gegeben durch

R1ypξxq “ B1Rypξxq “ B1fpξx ` x̄, y ` ȳq ´ B1fpξx ` x̄, ȳq.

Wir können nun basierend auf dem obigen Ausdruck erneut eine stetige eindimensionale
Funktion r : r´δ, δs Ñ R definieren mit rpyq :“ R1ypξxq. Auf diese Funktion wenden wir
erneut den Mittelwertsatz an und finden analog für jedes beliebige y P r´δ, δs einen Punkt
ηy P r´δ, δs mit |ηy| ď |y|, so dass

r1pηyq ¨ y “ rpyq ´ rp0q.

Hierbei ist die Ableitung der Funktion r gegeben durch

r1pηyq “ B2B1fpξx ` x̄, ηy ` ȳq.
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Insgesamt erhalten wir für alle px, yq P B8δ p0, 0q die folgende Identität

B2B1fpξx ` x̄, ηy ` ȳq “ r1pηyq “
rpyq ´ rp0q

y
“

R1ypξxq ´R
1
0pξxq

y

“

Rypxq´Ryp0q
x ´

R0pxq´R0p0q
x

y
“

Rypxq ´Ryp0q

xy

“
fpx` x̄, y ` ȳq ´ fpx` x̄, ȳq ´ fpx̄, y ` ȳq ´ fpx̄, ȳq

xy
.

Insgesamt gilt also für alle px, yq P B8δ p0, 0q die folgende Gleichung

B2B1fpξx ` x̄, ηy ` ȳq ¨ xy “ fpx` x̄, y ` ȳq ´ fpx` x̄, ȳq ´ fpx̄, y ` ȳq ´ fpx̄, ȳq. (6.3)

Mit vertauschten Rollen wenden wir die Argumente für ein festes x P px̄ ´ δ, x̄ ` δq
analog auf die eindimensionale Funktion

Tx : r´δ, δs Ñ R
y ÞÑ Txpyq :“ fpx` x̄, y ` ȳq ´ fpx̄, y ` ȳq

an. Für px, yq P B8δ p0, 0q liefert das jeweils Skalare ξ̂x, η̂y P r´δ, δs mit |ξ̂x| ď |x|, |η̂y| ď |y|,
so dass

B1B2fpξ̂x ` x̄, η̂y ` ȳq ¨ yx “ Txpyq ´ Txp0q

“ fpx` x̄, y ` ȳq ´ fpx` x̄, ȳq ´ fpx̄, y ` ȳq ´ fpx̄, ȳq.

Zusammen mit (6.3) können wir für xy ‰ 0 schlussfolgern, dass

pB2B1fqpξx ` x̄, ηy ` ȳq “ pB1B2fqpξ̂x ` x̄, η̂y ` ȳq.

Es folgt nun der entscheidende Schritt. Wir betrachten im Folgenden eine Nullfolge
pxn, ynqnPN Ă B8δ p0, 0q mit pxn, ynqnPN Ñ p0, 0q und xnyn ‰ 0 für alle n P N. Diese Folge

induziert mit den obigen Argumenten zwei weitere Nullfolgen pξn, ηnqnPN und pξ̂n, η̂nqnPN,
so dass

pB2B1fqpξn ` x̄, ηn ` n̄q “ pB1B2fqpξ̂n ` x̄, η̂n ` ȳq.

Um zu sehen, dass diese beiden Folgen wieder Nullfolgen sind nutzen wir die Beschränktheit
der Folgeglieder aus, d.h., dass |ξx|, |ξ̂x| ď |x| und |ηy|, |η̂y| ď |y| gilt.

Schließlich benutzen wir die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen und sehen
damit ein, dass

B2B1fpx̄, ȳq “ lim
nÑ8

B2B1fpξn ` x̄, ηn ` ȳq

“ lim
nÑ8

B1B2fpξ̂n ` x̄, η̂n ` ȳq “ B1B2fpx̄, ȳq.
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Das folgende Korollar sagt aus, dass die Vertauschbarkeit nicht nur für zwei Ableitungs-
richtungen gilt, sondern für eine beliebige Permutation von partiellen Ableitungen gegeben
ist.

Korollar 6.16
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Dann gilt für jede bijektive Abbildung π : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku (auch
Permutation genannt)

Bi1 . . . Bikf “ Biπp1q . . . Biπpkqf

für beliebige Indizes i1, . . . , ik P t1, . . . , nu.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Bemerkung 6.17 1. Für mehrfache partielle Ableitung in die gleiche Koordinatenrich-
tung schreibt man häufig kurz

BiBif “: B2
i f.

Dies lässt sich analog für höhere Ableitungen durch höhere Potenzen ausdrücken.

2. Insbesondere folgt aus dem Satz 6.15 von Schwarz, dass für eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion f die folgende Beobachtung für die Rotation gilt

rot∇f “ 0.

Dies folgt aus der Beobachtung, dass xˆx “ 0 gilt für alle x P R3 (vgl. Lemma 3.16)
und der Notation

rot∇f “ ∇ˆ∇f “ 0.

Diese Erkenntnis wird im allgemeinen Sprachgebrauch häufig mit dem Ausspruch

”
Gradientenfelder sind Rotationsfrei“ gemeint.

Analog zur zweiten Ableitung von Funktionen in einer Veränderlichen kann man für
mehrdimensionale Funktionen einen Operator definieren, der alle zweiten Ableitungen sam-
melt - die sogenannte Hesse-Matrix.

Definition 6.18 (Hesse-Matrix)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ R eine zweimal stetig partiell differenzier-
bare Funktion. Dann ist die Hesse-Matrix von f im Punkt x P U definiert als

Hf pxq :“

ˆ

B2f

BxiBxj
pxq

˙

1ďi,jďn

“ pBiBjfpxqq1ďi,jďn “

¨

˚

˝

B1B1fpxq ¨ ¨ ¨ B1Bnfpxq
...

. . .
...

BnB1fpxq ¨ ¨ ¨ BnBnfpxq

˛

‹

‚

.
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Bemerkung 6.19
Die Hesse-Matrix Hf einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion f ist symme-
trisch, da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauscht werden kann und somit gilt
Hf “ HT

f .

Wir wollen im folgenden Beispiel die Hesse-Matrix einer zweidimensionalen Funktion
berechnen.

Beispiel 6.20
Sei f : R2 Ñ R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion mit

fpx, yq :“ x2y ´ sinpxq.

Um die Hesse-Matrix Hf von f zu berechnen geben wir zuerst die ersten partiellen Ablei-
tungen von f an mit

Bxfpx, yq “ Bxpx
2y ´ sinpxqq “ 2xy ´ cospxq,

Byfpx, yq “ Bypx
2y ´ sinpxqq “ x2.

Nun betrachten wir die zweiten partiellen Ableitungen von f mit

BxBxfpx, yq “ Bxp2xy ´ cospxqq “ 2y ` sinpxq,

ByBxfpx, yq “ Byp2xy ´ cospxqq “ 2x,

BxByfpx, yq “ Bxpx
2q “ 2x,

ByByfpx, yq “ Bypx
2q “ 0,

Daraus ergibt sich für die Hesse-Matrix von f die folgende Gestalt:

Hf pxq “

ˆ

BxBxfpx, yq BxByfpx, yq
ByBxfpx, yq ByByfpx, yq

˙

“

ˆ

2x` sinpxq 2x
2x 0

˙

.

Den letzten Operator den wir in diesem Abschnitt kennenlernen wollen ist der soge-
nannte Laplace-Operator.

Definition 6.21 (Laplace-Operator)
Sei U Ă Rn offen und f : U Ñ R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, dann heißt

∆fpxq :“ div∇fpxq “
n
ÿ

i“1

B2f

Bx2
i

pxq “
n
ÿ

i“1

B2
i fpxq.

Laplace-Operator. Analog zu den vorherigen Überlegungen kann auch der Laplace-Operator
als Differtialoperator geschrieben werden,

∆f “: x∇,∇fy “: ∇2f.
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Wir wollen den Laplace Operator für die Funktion aus Beispiel 6.20 im Folgenden
berechnen.

Beispiel 6.22
Sei f : R2 Ñ R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion mit

fpx, yq :“ x2y ´ sinpxq.

Um den Laplace-Operator ∆f von f zu berechnen geben wir zunächst die relevanten zweiten
partiellen Ableitungen von f an mit

B2
xfpx, yq “ B2

xpx
2y ´ sinpxqq “ 2x` sinpxq,

B2
yfpx, yq “ B2

ypx
2y ´ sinpxqq “ 0.

Nun können wir den Laplace Operator ∆f von f angeben als

∆fpx, yq :“ B2
xfpx, yq ` B

2
yfpx, yq “ 2x` sinpxq ` 0 “ 2x` sinpxq.

Bemerkung 6.23
Der Laplace Operator ∆f einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion f lässt
sich ebenfalls als Spur der Hesse-Matrix Hf von f darstellen durch:

∆fpxq “ SpurpHf pxqq.

6.2 Totale Differenzierbarkeit

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der partiellen Ableitung die
nächstliegendste Strategie ist um Ableitungen für Funktionen mehrerer Veränderlicher zu
definieren. Allerdings wurde aus den obigen Beispielen auch klar, dass Definition über
Einschränkung auf einzelne Koordinatenachsen, einerseits willkürlich ist, aber insbesondere
auch keine befriedigende Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs darstellt. So gilt z.B. die
aus dem Eindimensionalen bekannte Implikation für Funktionen f : RÑ R

f ist differenzierbar ñ f ist stetig

nicht für den Begriff der partiellen Differenzierbarkeit.
Aus diesem Grund, wollen wir nun einen weiteren Ableitungsbegriff kennenlernen, wel-

cher eine tatsächliche Verallgemeinerung dieser Beobachtung darstellt. Insbesondere er-
laubt es uns dieser neue Begriff auch Ableitung von vektorwertigen Funktionen f : U Ñ Rm
für eine offene Teilmenge U Ă Rn zu definieren.
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Definition 6.24 (Totale Differenzierbarkeit)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge. Dann heißt eine Funktion f : U Ñ Rm total differen-
zierbar im Punkt x P U , falls für einen beliebigen Vektor ξ P Rn eine lineare Abbildung
L : Rn Ñ Rm existiert, so dass

lim
ξÑ0

||fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ||

||ξ||
“ 0. (6.4)

Die folgende Bemerkung beschreibt die Intuition hinter der Definition von totaler Dif-
ferenzierbarkeit.

Bemerkung 6.25
Zur totalen Differenzierbarkeit können wir folgende Beobachtungen festhalten.

1. In (6.4) betrachtet man das sogenannte Fehlerfunktional

rpξq :“ fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ (6.5)

welches die Abweichung zwischen der Linearisierung und der eigentlichen Differenz
misst. Bei der Definition von totaler Differenzierbarkeit fordern wir also, dass diese
Diskrepanz schnell genug gegen Null konvergiert.

Zudem erkennen wir, dass Definition 6.24 konsistent mit dem herkömmlichen Begriff
der Differenzierbarkeit einer Funktion f im Eindimensionalen (n “ m “ 1) ist, da
die Funktion L in diesem Fall als

Lphq :“ f 1pxq ¨ h

gewählt werden kann.

2. Die lineare Abbildung L wird typischerweise mit der darstellenden Matrix

L “

¨

˚

˝

L11 . . . L1n
...

...
Lm1 . . . Lmn

˛

‹

‚

P Rm,n

bezüglich der kanonischen Basen von Rn und Rm identifiziert. Das Fehlerfunktional,
hat dann komponentenweise die Form

ripξq “ fipx` ξq ´ fipxq ´
n
ÿ

j“1

Lijξj .

Somit sehen wir, dass f genau dann total differenzierbar ist, falls jede Komponente
von f im Bildraum total differenzierbar ist.

156



Beispiel 6.26
Sei C P Rn,n eine symmetrische Funktion und die Funktion f : Rn Ñ R als quadratische
Form gegeben durch

fpxq :“ xx,Cxy.

Wir berechnen nun für einen beliebigen Punkt x P Rn und einen Richtungsvektor ξ P Rn

fpx` ξq “ xx` ξ, Cpx` ξqy “ xx,Cxy ` xx,Cξy ` xξ, Cxy
looooooooomooooooooon

“ 2xCx,ξy“:Lξ

`xξ, Cξy

“ fpxq ` Lξ ` xξ, Cξy.

Das Fehlerfunktional ist also gegeben durch

rpξq :“ fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ “ fpxq ` Lξ ` xξ, Cξy ´ fpxq ´ Lξ “ xξ, Cξy.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung aus Satz 3.5 sehen wir, dass

|rpξq| “ xξ, Cξy| ď ||ξ|| ¨ ||Cξ||| ď ||C|| ¨ ||ξ||2.

Damit können wir schließlich folgern

lim
ξÑ0

||rpξq||

||ξ||
ď lim

ξÑ0
||C|| ¨ ||ξ|| “ 0.

Wir sehen also, dass die Funktion fpxq “ xx,Cxy total differenzierbar in allen Punkten
x P Rn ist.

Der folgende Satz liefert uns nun die gewünschte Aussage, dass totale Differenzierbarkeit
einer Funktion schon Stetigkeit impliziert. Zudem stellt er einen Bezug zum Begriff der
partiellen Differenzierbarkeit her.

Satz 6.27
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine im Punkt x P U total
differenzierbare Funktion, d.h., es existiert eine Matrix L P Rmˆn, so dass,

rpξq “ fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ

die Gleichung (6.4) erfüllt. Dann gilt

1. f ist stetig im Punkt x,

2. jede Komponente von f im Bildraum ist partiell differenzierbar in x und die Einträge
der Matrix L sind gerade die partiellen Ableitungen von f , d.h.,

Bjfi “ Lij .
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Beweis. Die Stetigkeit ist eine direkte Folgerung aus der Definition, denn mittels Dreiecks-
ungleichung können wir zeigen, dass gilt

||fpx` ξq ´ fpxq|| “ ||fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ ` Lξ|| ď ||fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ|| ` ||Lξ||.

Da auf Grund der Linearität von L offensichtlich limξÑ0 ||Lξ|| “ 0 gilt und f total diffe-
renzierbar ist, d.h.,

lim
ξÑ0

||fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ|| “ 0

folgt somit schon

lim
ξÑ0

||fpx` ξq ´ fpxq|| ď lim
ξÑ0

||fpx` ξq ´ fpxq ´ Lξ|| ` ||Lξ|| “ 0.

Da der obige Grenzwerte beliebige Nullfolgen betrachtet folgt die Stetigkeit von f .
Für den Zusammenhang mit der partiellen Differenzierbarkeit in der zweiten Aussage

des Satzes betrachten wir eine Komponente fi von f für i P t1, . . . ,mu und damit gilt nach
Bemerkung 6.25

ripξq “ fipx` ξq ´ fipxq ´
n
ÿ

j“1

Lijξj .

Treffen wir nun die spezielle Wahl ξ “ h ¨ ej für eine Koordinatenrichtung ej , 1 ď j ď n, so
sehen wir

riph ¨ ejq “ fipx` h ¨ ejq ´ fipxq ´ Lij ¨ h.

Setzen wir nun die Definition der totalen Differenzierbarkeit für die Komponente ri ein
folgt

|Bjfipxq ´ Lij | “ lim
hÑ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fipx` h ¨ ejq ´ fipxq

h
´ Lij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ lim
hÑ0

|fipx` h ¨ ejq ´ fipxq ´ Lij ¨ h|

h

“ lim
hÑ0

||riph ¨ ejq||

||h ¨ ej ||
“ lim

hÑ0

||ripξq||

||ξ||
“ 0.

Damit haben wir gezeigt, dass die Einträge der Matrix L mit den partiellen Ableitungen
der Funktion f übereinstimmen.

Speziell die besondere Gestalt der Matrix L in der zweiten Aussage des Satzes 6.27
motiviert die Definition der Jacobi-Matrix einer vektorwertigen, partiell differenzierbaren
Funktion.
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Definition 6.28 (Jacobi-Matrix)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine partiell differenzierbare
Funktion (d.h. jede Komponente fi ist partiell differenzierbar), dann heißt die Matrix

pDfqpxq :“ Jf pxq :“

¨

˚

˝

B1f1pxq . . . Bnf1pxq
...

...
B1fmpxq . . . Bnfmpxq

˛

‹

‚

Jacobi-Matrix am Punkt x P U .

Im Folgenden wollen wir wichtige Beobachtungen zur Bedeutung der Jacobi-Matrix
festhalten.

Bemerkung 6.29
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine partiell differenzierbare Funk-
tion. Dann können wir folgendes feststellen.

1. Falls f eine reellwertige Funktion ist, d.h., m “ 1, so stimmt die Jacobi-Matrix von
f am Punkt x P U mit dem Gradienten von f in x überein, d.h.

pDfqpxq “ p∇fpxqqT .

2. Aus Satz 6.27, folgt insbesondere, dass die lineare Abbildung L in der Definition
der totalen Differenzierbarkeit eindeutig bestimmt ist durch die Jacobi-Matrix. Das
Fehlerfunktional (6.5) ist also gegeben durch

rpξq “ fpx` ξq ´ fpxq ´ Jf pxqξ.

Wir wissen nun, dass für Funktionen f : U Ñ Rm die Implikation

f ist total differenzierbar ñ f ist partiell differenzierbar

gilt. Die Umkehrung gilt offensichtlich nicht, wie wir in Beispiel 6.3 gesehen haben. Nehmen
wir jedoch eine zusätzliche zusätzliche Stetigkeitsannahme hinzu, erhalten wir wieder totale
Differenzierbarkeit, wie folgender Satz zeigt.

Satz 6.30
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ R eine in U partiell differenzierbare
Funktion für die alle partiellen Ableitungen Bif stetig sind im Punkt x P U .

Dann ist f in x P U total differenzierbar.

Beweis. Wir wählen x P U und ein δ ą 0, so dass Bδpxq Ă U . Wir betrachten nun einen
beliebigen Vektor ξ P Bδp0q und definieren basierend auf ξ einen Familie von Vektoren
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z0, . . . , zn P Bδpxq mit

zk :“ x`
k
ÿ

i“1

ξk “ px1 ` ξ1, . . . , xk ` ξk, xk`1, . . . , xnq
T , für k “ 0, . . . , n.

Wir erkennen, dass z0 “ x und zn “ x ` ξ gilt und die Vektoren zk dadurch entste-
hen, dass wir sukzessive weitere Komponenten von ξ hinzunehmen. Das bedeutet, dass
ich zwei aufeinanderfolgende Vektoren zk und zk´1 nur in der k-ten Koordinatenrichtung
unterscheiden.

Im Folgenden beschränken wir die Funktion f auf die k-te Komponente, d.h., wir be-
trachten

f̃pθq :“ fpzk´1 ` θ ¨ ekq “ fpx1 ` ξ1, . . . , xk´1 ` ξk´1, xk ` θ, xk`1, . . . , xnq

Durch diese eindimensionale Beschränkung sehen wir, dass gilt

fpzkq ´ fpzk´1q “ f̃pξkq ´ f̃p0q. (6.6)

Wenden wir nun den Mittelwertsatz für Funktionen in einer Veränderlichen [Burger2020,
Kapitel 6.2] an, so sehen wir, dass ein θk P p0, ξkq existiert, so dass

f̃pξkq ´ f̃p0q “ f̃ 1pθkq ¨ ξk.

Wegen der Identität (6.6) folgt damit schon, dass

fpzkq ´ fpzk´1q “ Bkfpzk´1 ` θkekq ¨ ξk. (6.7)

Da (6.7) für jedes 0 ď k ď n gilt, können wir über diese Indizes summieren und erhalten
damit die folgende Teleskopsumme:

fpx` ξq ´ fpxq “ fpznq ´ fpz0q “

n
ÿ

k“1

fpzkq ´ fpzk´1q

“

n
ÿ

k“1

Bkfpzk ` θkekq ¨ ξk.

Wir betrachten nun das folgende Fehlerfunktional für die spezielle Wahl der Linearform
L in Definition 6.24 als Jacobi-Matrix Jf . In diesem Fall entspricht die Jacobi-Matrix dem
transponierten Gradienten von f nach Bemerkung 6.29, d.h., Jf pxq “ p∇fpxqqT . Man
beachte, dass wir nur irgendeine Linearform finden müssen, die die Definition von totaler
Differenzierbarkeit erfüllt.

rpξq “ fpx` ξq ´ fpxq ´ Jf pxqξ “

˜

n
ÿ

k“1

Bkfpzk ` θkekqξk

¸

´ x∇F pxq, ξy

“

n
ÿ

k“1

pBkfpzk ` θkekq ´ Bkfpxqq ξk.
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Mittels der Cauchy-Schwarz Ungleichung in Satz 3.5 können wir damit sofort folgern , dass

||rpξq||

||ξ||
ď
||
řn
k“1 Bkfpzk ` θkekq ´ Bkfpxq|| ¨ ||ξ||

||ξ||

“ }

n
ÿ

k“1

Bkfpzk ` θkekq ´ Bkfpxq}.

Per Konstruktion gilt stets θk ď ξk für 0 ď k ď n und somit

lim
ξÑ0
pzk ` θkekq “ lim

ξÑ0
px1 ` ξ1, . . . , xk´1ξk´1, xk ` θk, xk`1, . . . , xnq “ x.

Benutzen wir nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt damit schon die totale
Differenzierbarkeit von f in x durch

lim
ξÑ0

||rpξq||

||ξ||
ď lim

ξÑ0
||

n
ÿ

k“1

Bkfpzk ` θkekq ´ Bkfpxq|| “ 0.

Insgesamt haben wir nun eine Abstufung der Stärke der verschiedenen Begriffe von
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Veränderlichen, wie folgende Bemerkung
zusammenfasst.

Bemerkung 6.31
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ Rm eine Funktion. Dann können wir
folgende Beobachtungen festhalten:

1. Zusammengefasst habe wir folgende Implikationskette:

f ist stetig partiell differenzierbar
ó

f ist total differenzierbar ñ f ist stetig
ó

f ist partiell differenzierbar.

2. Die Umkehrungen obiger Implikationen gelten im Allgemeinen nicht, wie wir in ver-
schiedenen Beispielen zeigen konnten.

6.2.1 Kettenregel

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Verallgemeinerung der Kettenregel für Funktionen
mehrerer Veränderlicher, welche im nächsten Satz beschrieben ist.
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Satz 6.32 (Kettenregel)
Seien U Ă Rn, V Ă Rk zwei offene Teilmengen. Außerdem sei g : U Ñ V eine im Punkt
x P U und f : V Ñ Rm eine im Punkt gpxq P V total differenzierbare Funktion. Dann ist
die Funktion

f ˝ g : U Ñ Rm

im Punkt x P U total differenzierbar und für das Differential (d.h. für die Jacobi-Matrix)
gilt

Dpf ˝ gqpxq “ Dfpgpxqq ¨Dgpxq.

Beweis. Wir wählen einen beliebigen Vektor ξ P Rn, so dass x` ξ P U ist und betrachten
zunächst das Fehlerfunktional rg für g bezüglich ξ im Punkt x P U mit

rgpξq “ gpx` ξq ´ gpxq ´Dgpxq ¨ ξ ô gpx` ξq “ gpxq ` rgpξq `Dgpxq ¨ ξ
looooooooomooooooooon

:“η

.

Damit gilt für die Konkatenation der Funktionen

pf ˝ gqpx` ξq “ fpgpx` ξqq “ fpgpxq ` ηq.

Analog sehen wir für das Fehlerfunktional rf für f bezüglich η im Punkt gpxq P V ,

rf pηq “ fpgpxq ` ηq ´ fpgpxqq ´Dfpgpxqq ¨ η

ô fpgpxq ` ηq “ fpgpxqq ` rf pηq `Dfpgpxqq ¨ η.

Insgesamt erhalten wir also den folgenden Zusammenhang

pf ˝ gqpx` ξq “ fpgpxq ` ηq “ fpgpxqq ` rf pηq `Dfpgpxqq ¨ η

“ fpgpxqq ` rf pηq `Dfpgpxqq ¨ prgpξq `Dgpxq ¨ ξq.
(6.8)

Durch Umstellen von (6.8) erhalten wir folgende Identität:

rf˝gpξq :“ pf ˝ gqpx` ξq ´ pf ˝ gqpxq ´Dfpgpxqq ¨Dgpxq ¨ ξ

“ rf pηq `Dfpgpxqq ¨ rgpξq.

Es ist klar, dass der Term pDfpgpxqq ¨Dgpxqq ein linearer Operator ist. Um zu zeigen, dass
es sich auch wirklich um das Differential von pf ˝ gq im Punkt x P U handelt müssen wir
zeigen, dass das Fehlerfunktional rf˝gpξq gegen Null konvergiert, wenn ξ gegen Null geht
und somit pf ˝ gq total differenzierbar in x P U ist.

Um zeigen, dass die Konkatenation f ˝ g total differenzierbar in x P U ist, wählen wir
ein beliebiges ε ą 0. Da g total differenzierbar in x P U ist nach Voraussetzung, wissen wir,
dass ein δ1 ą 0 existiert, so dass für ||ξ|| ď δ1 gilt

||rgpξq|| ď ||ξ|| ď δ1.
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Somit gilt insbesondere durch Anwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

||η|| “ ||rgpξq `Dgpxqξ|| ď ||ξ|| ` ||Dgpxq|| ¨ ||ξ|| ď ||ξ|| ¨ p1` ||Dgpxq||q.

Da f total differenzierbar im Punkt gpxq P V nach Voraussetzung ist, wissen wir, dass ein
δ2 ď δ1 existiert, so dass für beliebiges η̃ P Rk, mit ||η̃|| ă δ2 gilt, dass

||rf pη̃q|| ď ε||η̃||.

Wählen wir nun

δ :“
δ2

||1`Dgpxq||
,

so folgt, dass ||η|| ď δ2 und somit gilt schon für alle ξ mit ||ξ|| ď δ

||rf pηq|| ď ε||η|| ď ε||ξ|| ¨ p1` ||Dgpxq||q ô
||rf pηq||

||ξ||
ď εp1` ||Dgpxq||q.

Wir haben insgesamt also

lim
ξÑ0

||rf pηq||

||ξ||
“ 0

gezeigt und somit gilt wegen der totalen Differenzierbarkeit von g in x P U für die Konka-
tenation

lim
ξÑ0

||rf˝gpξq||

||ξ||
ď lim

ξÑ0

||rf pηq||

||ξ||
` ||Dfpgpxqq|| ¨

||rgpξq||

||ξ||
“ 0.

Im Folgenden wollen wir die Anwendung der mehrdimensionalen Kettenregel an Hand
eines einfachen Beispiels illustrieren

Beispiel 6.33
Wir betrachten zwei total differenzierbare Funktionen f, g : R2 Ñ R2 mit

fpx, yq :“

ˆ

x´ y
xy2

˙

, gpx, yq :“

ˆ

sinpxq
cospyq

˙

.

Wir betrachten die Konkatenation h :“ f ˝ g : R2 Ñ R2 der beiden Funktionen mit

hpx, yq :“ pf ˝ gqpx, yq “ fpgpx, yqq “

ˆ

sinpxq ´ cospyq
sinpxq ¨ cos2pyq

˙

.
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Wir können die Jacobi-Matrix Jh direkt berechnen als

Jhpx, yq “

ˆ

Bxh1px, yq Byh1px, yq
Bxh2px, yq Byh2px, yq

˙

“

ˆ

cospxq sinpyq
cospxq ¨ cos2pyq ´2 sinpxq ¨ sinpyq ¨ cospyq

˙

.

Andererseits können wir über die mehrdimensionale Kettenregel in Satz 6.32 das Dif-
ferential berechnen als

Dpf ˝ gqpxq “ Dpfpgpxqq ¨Dgpxq.

Wir berechnen also zunächst die Jacobi-Matrizen Df “ Jf von f und Dg “ Jg von g:

Jf px, yq “

ˆ

1 ´1
y2 2xy

˙

, Jgpx, yq “

ˆ

cospxq 0
0 ´ sinpyq

˙

.

Durch Einsetzen erhalten wir also insgesamt

Dpf ˝ gqpxq “ Jf pgpx, yqq ¨ Jgpx, yq “

ˆ

1 ´1
cos2pyq 2 sinpxq cospyq

˙

¨

ˆ

cospxq 0
0 ´ sinpyq

˙

“

ˆ

cospxq sinpyq
cospxq ¨ cos2pyq ´2 sinpxq ¨ sinpyq ¨ cospyq

˙

“ Jhpx, yq.

Die mehrdimensionale Kettenregel liefert also das gleiche Ergebnis für das Differential der
Konkatenation von f und g.

6.2.2 Richtungsableitung

Wir führen nun zusätzlich noch das Konzept der Richtungsableitung ein, welches analog zur
partiellen Ableitung in Kapitel 6.1 Differenzen entlang eindimensionaler Linien betrachtet,
mit dem wichtigen Unterschied, dass wir nun beliebige Richtungen im Rn zulassen werden.

Definition 6.34
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ R eine Funktion. Für einen Punkt
x P U und einen normierten Richtungsvektor v P Rn mit ||v|| “ 1 heißt der Grenzwert
(sofern er existiert)

Dvfpxq :“
d

dt
fpx` tvq

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
“ lim

tÑ0

fpx` tvq ´ fpxq

t

Richtungsableitung von f am Punkt x in Richtung v.

Für stetig partiell differenzierbare Funktionen lassen sich Richtungsableitungen leicht
über den Gradienten darstellen, wie der folgende Satz aussagt.
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Satz 6.35
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt für jeden Richtungsvektor v P Rn mit ||v|| “ 1, dass gilt

Dvfpxq “ x∇fpxq, vy

für alle x P U .

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Die folgende Bemerkung motiviert die Betrachtung der speziellen Richtung des stärksten
Gradientenanstiegs bzw. -abstiegs in numerischen Methoden der Optimierung.

Bemerkung 6.36
Sofern ∇fpxq ‰ 0 können wir den Winkel θ :“ ?p∇fpxq, vq zwischen ∇fpxq und v defi-
nieren. In diesem Fall gilt nach Definition 3.11 die Identität

x∇fpxq, vy “ ||v|| ¨ ||∇fpxq|| ¨ cospθq “ ||∇fpxq|| ¨ cospθq.

Dieser Ausdruck wird maximal bzw. minimal wenn für den Winkel θ gilt

cospθq “ 1 ô θ “ 0 ô v “ ∇fpxq
cospθq “ ´1 ô θ “ π ô v “ ´∇fpxq.

Anschaulich bedeutet diese Beobachtung, dass am Punkt x der steilste Aufstieg bzw. Abstieg
in Richtung des (negativen) Gradienten erfolgt. Diese Überlegung bildet die Grundlagen
vieler numerischer Optimierungsverfahren, da diese Richtung offensichtlich die Funktions-
werte am stärksten verändert.

6.2.3 Mittelwertsatz

Für Funktionen mehrerer Veränderlicher haben wir bisher häufig alle Koordinatenrich-
tungen bis auf eine fixiert haben, so dass wir effektiv den Mittelwertsatz für Funktionen
in einer Veränderlichen benutzen konnten. Analog können wir reellwertige Funktionen in
mehreren Veränderlichen auch entlang beliebiger Richtungen betrachten was zu folgender
Aussage führt.

Satz 6.37 (Mittelwertsatz für reellwertige Funktionen)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Für einen Punkt x P U und einem Richtungsvektor ξ P Rn mit px` tξq P U für
alle t P r0, 1s existiert ein θ P r0, 1s, so dass

fpx` ξq ´ fpxq “ x∇fpx` θξq, ξy.
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Beweis. Wir betrachten die eindimensionale Einschränkung gptq :“ fpx ` tξq von f und
sehen mit Hilfe des Mittelwertsatzes für Funktionen in einer Veränderlichen [Burger2020,
Kapitel 6.2], dass ein θ P r0, 1s existiert, so dass wir mit der Kettenregel aus Satz 6.32
erhalten

fpx` ξq ´ fpxq “ gp1q ´ gp0q “ g1pθq ¨ 1

“ ∇fpgpθqq ¨ g1pθq “ x∇fpx` θξq, ξy.

Die obige Darstellung des Mittelwertsatzes funktioniert leider nur für reellwertige Funk-
tionen, wie die folgende Bemerkung feststellt.

Bemerkung 6.38
Für vektorwertige Funktionen f : U Ñ Rm scheitert die Überlegung aus Satz 6.37 leider,
da wir hier verschiedene unabhängige Komponenten im Bildbereich haben. Wir müssten
also den Mittelwertsatz für reellwertige Funktionen auf jede Komponente fi von f einzeln
anwenden und erhalten in obiger Notation m verschiedene Zwischenstellen x ` θiξ P Rn.
Da diese Zwischenstellen im Allgemeinen verschieden sind scheitert das Argument.

Das Konzept lässt sich allerdings durch folgende Überlegungen verallgemeinern. Für
eine stetig differenzierbare Funktion f : I Ñ R, wobei I Ă R eine offene Teilmenge sei,
folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [Burger2020, Kapitel 7.2],
dass

fpx` ξq ´ fpxq “

ˆ
ż 1

0
f 1px` tξq dt

˙

¨ ξ.

Diese Integralform lässt sich nun auch auf Funktionen mit mehreren Komponenten übertragen.
Dazu bemerken wir kurz, dass das Integral einer matrixwertigen Funktion A : R Ñ Rnˆm
durch das Integral der einzelnen Matrix-Einträge gegeben ist, das heißt es gilt

ˆ
ż t1

t0

Aptq dt

˙

i,j

“

ż t1

t0

Ai,jptq dt

für 1 ď i ď n, 1 ď j ď m.

Basierend auf der Beobachtung in Bemerkung 6.38 können wir im Folgenden den Mit-
telwertsatz für vektorwertige Funktionen in mehreren Veränderlichen formulieren.

Satz 6.39 (Mittelwertsatz)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine stetig partiell differenzierbare,
vektorwertige Funktion. Für einen beliebigen Punkt x P U und einen Richtungsvektor ξ P
Rn mit x` tξ P U für alle t P r0, 1s gilt

fpx` ξq ´ fpxq “

ˆ
ż 1

0
Dfpx` tξqdt

˙

¨ ξ.
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Beweis. Für jede Komponente fi im Bild von f betrachten wir eine eindimensionale Funk-
tion gi : r0, 1s Ñ R mit

giptq :“ fipx` tξq.

Wenden wir auf diese Funktionen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
[Burger2020, Kapitel 7.2] an und benutzen die Darstellung der Richtungsableitung aus
Satz 6.35, so sehen wir, dass für jede Komponente i P t1, . . . ,mu gilt

fipx` ξq ´ fipxq “ gip1q ´ gip0q “

ż 1

0
g1iptqdt

“

ż 1

0
x∇fipx` tξq, ξydt “ x

ż 1

0
∇fipx` tξq dt, ξy.

Der allgemeine Mittelwertsatz 6.39 erlaubt es uns zusätzlich eine sehr praktische Norm-
Abschätzung herzuleiten. Dafür benötigen wir jedoch zunächst folgendes Hilfslemma.

Lemma 6.40
Sei f : rt0, t1s Ñ Rm eine stetige Funktion, dann gilt

›

›

›

›

ż t1

t0

fptq dt

›

›

›

›

ď

ż t1

t0

||fptq|| dt.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.

Mit Hilfe des Lemmas 6.40 können wir nun ein nützliche Abschätzung für die Abstand
zweier Funktionswerte in Abhängigkeit des Differentials zeigen.

Satz 6.41
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine stetig partiell differenzierbare,
vektorwertige Funktion. Für einen Punkt x P U und einem Richtungsvektor ξ P Rn mit
px` tξq P U für alle t P r0, 1s sei außerdem

M :“ sup
tPr0,1s

||Dfpx` tξq||.

Dann gilt die folgende Abschätzung

||fpx` ξq ´ fpxq|| ď M ¨ ||ξ||.

Beweis. In der Hausaufgabe zu zeigen.
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6.3 Taylor-Formel

Wie wir schon anhand der Definition des Fehlerfunktionals bei der totalen Differenzierbar-
keit gesehen haben, liefert das Differential einer Funktion f an einem Punkt x eine affin-
lineare Approximation der Funktion an dieser Stelle. Mithilfe der Taylor-Formel wollen wir
nun eine bessere Annäherung an die Funktion erhalten, in dem wir höhere Ableitungen
hinzunehmen. Diese Formel ist ein sehr nützliches Werkzeug bei der Approximation von
Funktionen durch einfachere Polynome und erfährt beispielsweise in der Physik oder in
der Numerik regelmäßig Anwendung. Dadurch können beispielsweise nichtlineare Funk-
tionen in einer lokalen Umgebung linear angenähert werden, was viele Berechnungen und
Abschätzungen vereinfacht.

Bevor wir die Taylor-Formel für Funktionen in einer Veränderlichen betrachten, benötigen
wir das folgende Hilfslemma.

Lemma 6.42 (Satz von Rolle)
Sei ra, bs Ă R ein Intervall mit a ă b und sei f : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion, die auf
dem offenen Intervall pa, bq differenzierbar ist. Es sei außerdem fpaq “ fpbq.

Dann existiert eine Punkt x0 P pa, bq, so dass f 1px0q “ 0.

Beweis. Falls f eine konstante Funktion ist mit fpxq ” fpaq “ fpbq für alle x P ra, bs, so
ist die Aussage des Lemmas trivialerweise erfüllt, da für konstante Funktionen f 1px0q “ 0
für alle x0 P pa, bq gilt.

Sei also f nicht konstant. Da f auf dem kompakten Intervall ra, bs Ă R stetig ist nach
Voraussetzung, nimmt die Funktion auf dem Intervall nach Satz dem Satz von Weierstraß
[Burger2020, Satz 5.19] an einer Stelle m P ra, bs ein Minimum und an einer Stelle M P ra, bs
ein Maximum an. Da f nicht konstant ist muss wegen fpaq “ fpbq mindestens m P pa, bq
oder M P pa, bq gelten. Wir bezeichnen diese Extremstelle als den Punkt x0 P pa, bq.

Falls es sich bei x0 um ein Maximum handelt, so folgt aus der Differenzierbarkeit von
f in pa, bq, dass

f 1px0q “ lim
hŒ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q

h
ď 0 und f 1px0q “ lim

hÕ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q

h
ě 0.

Damit folgt schon, dass f 1px0q “ 0 sein muss.
Falls f in x0 ein Minimum annimmt, so kann man analog argumentieren und erhält

auch in diesem Fall f 1px0q “ 0.

Mit Hilfe des obigen Lemmas können wir nun einen der wichtigsten Sätze zur Approxi-
mation von beliebigen Funktionen formulieren. Die Taylor-Formel erlaubt die Annäherung
einer Funktion durch ein Polynom und erlaubt es den Fehler bei dieser Approximation
abzuschätzen.
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Satz 6.43 (Eindimensionale Taylor-Formel)
Es sei I Ă R ein offenes Intervall und es sei f : I Ñ R eine pk` 1q-mal stetig differenzier-
bare Funktion für k P N. Dann existiert für ein beliebiges kompaktes Intervall rt0, t1s Ă I
ein θ P rt0, t1s, so dass die folgende Taylor-Formel gilt

fpt1q “
k
ÿ

i“0

di

dti
fpt0q ¨

pt1 ´ t0q
i

i!
`
dk`1

dtk`1
fpθq ¨

pt1 ´ t0q
k`1

pk ` 1q!

Hierbei folgen wir der Konvention, dass 0! :“ 1 ist.

Beweis. Für ein beliebiges a P R betrachten wir die Hilfsfunktion

gptq :“ fpt1q ´ fptq ´
k
ÿ

i“1

di

dti
fptq ¨

pt1 ´ tq
i

i!
´ a ¨

pt1 ´ tq
k`1

pk ` 1q!
.

Offensichtlich ist t1 P I eine Nullstelle von g mit gpt1q “ 0. Wenn wir nun a P R wählen als

a :“
pk ` 1q!

pt1 ´ t0qk`1

˜

fpt1q ´ fpt0q ´
k
ÿ

i“1

di

dti
fpt0q ¨

pt1 ´ t0q
i

i!

¸

(6.9)

so erhalten wir auch gpt0q “ 0.
Nach Voraussetzung ist g stetig differenzierbar und somit insbesondere stetig. Damit

folgt nach dem Satz 6.42 von Rolle, dass ein θ P rt0, t1s existiert, so dass g1pθq “ 0 gilt. Diese
Stelle θ können wir nutzen um den Term a noch näher zu charakterisieren. Wir erhalten
mit der Produktregel der Differentialrechnung, dass

g1pθq “ ´f 1pθq ´
k
ÿ

i“1

di`1

dti`1
fpθq ¨

pt1 ´ θq
i

i!
`

k
ÿ

i“1

di

dti
fpθq ¨

pt1 ´ θq
i´1

pi´ 1q!
` a ¨

pt1 ´ θq
k

k!

“ ´
dk`1

dtk`1
fpθq ¨

pt1 ´ θq
k

k!
` a ¨

pt1 ´ θq
k

k!
“
pt1 ´ θq

k

k!
¨

ˆ

a´
dk`1

dtk`1
fpθq

˙

“ 0.

Wir sehen also, dass der Term a in (6.9) gleichzeitig folgende Identität erfüllt:

a “
dk`1

dtk`1
fpθq.

Setzen wir diese Darstellung in die Hilfsfunktion g ein und werten diese in t0 P I aus, so
erhalten wir schließlich:

gpt0q “ fpt1q ´ fpt0q ´
k
ÿ

i“1

di

dti
fptq ¨

pt1 ´ t0q
i

i!
´
dk`1

dtk`1
fpθq ¨

pt1 ´ t0q
k`1

pk ` 1q!
“ 0.

Durch Umstellen folgt nun direkt die Taylor-Formel.
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Im Folgenden wollen wir einige Beobachtungen zur Taylor-Formel festhalten.

Bemerkung 6.44
Die zusätzlichen Bemerkungen helfen dabei die Taylor-Formel in Satz 6.43 vernünftig zu
interpretieren.

1. Wir nennen

fpt1q “
k
ÿ

i“0

di

dti
fpt0q ¨

pt1 ´ t0q
i

i!
looooooooooooomooooooooooooon

“:Tkfpt1;t0q

`
dk`1

dtk`1
fpθq ¨

pt1 ´ t0q
k`1

pk ` 1q!
loooooooooooooomoooooooooooooon

“:Rkfpt1;t0q

die Taylor-Entwicklung k-ter Ordnung von fpt1q im Punkt t0 P I. Sie gliedert sich
in eine Approximation der ursprünglichen Funktion f im Punkt t1 P I durch ein
(Taylor-)Polynom Tkfpt1; t0q vom Grad k ausgewertet in t1 und einen Fehlerterm
Rkfpt1; t0q.

2. Der Term Rkfpt1; t0q wird Lagrangesches Restglied der Taylor-Entwicklung k-ter
Ordnung genannt. Er beschreibt den Fehler, den man macht, wenn man den Funkti-
onswert fpt1q durch eine Auswertung des Taylorpolynoms von Grad k im Punkt t0 P I
approximiert.

Es wird klar, dass dieser Fehler maßgeblich durch den Abstand der beiden Punkte
t0, t1 P I zueinander bestimmt wird. Je näher der Entwicklungspunkt t0 an der un-
tersuchten Stelle t1 liegt, desto besser ist die Approximation.

Das folgende Beispiel soll uns helfen zu verstehen, wie die Taylor-Entwicklung zur
Approximation einer Funktion konkret eingesetzt werden kann.

Beispiel 6.45
Wir betrachten eine Funktion f : R Ñ R mit fpxq :“ ex. Wir möchten den Funktionswert
von f in t1 “ 1 approximieren durch eine Taylor-Entwicklung im Punkt t0 “ 0.

Hierzu formulieren wir zunächst die Taylor-Entwicklung erster Ordnung:

fp1q “ T1fp1; 0q `R1fp1; 0q “ fp0q ¨ 1` f 1p0q ¨
p1´ 0q1

1!
`R1fp1; 0q

« fp0q ` f 1p0q “ e0 ` e0 “ 2.

Durch den Wegfall des Restglieds R1fp1; 0q wird der Funktionswert nur linear approximiert.
Vergleichen wir diese Approximation mit dem echten Funktionswert, so erhalten wir

|fp1q ´ T1fp1; 0q| “ |e1 ´ 2| « 0.72.
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Betrachten wir nun die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung:

fp1q “ T2fp1; 0q `R2fp1; 0q “ fp0q ¨ 1` f 1p0q ¨
p1´ 0q1

1!
` f2p0q ¨

p1´ 0q2

2!
`R2fp1; 0q

« fp0q ` f 1p0q `
1

2
f2p0q “ e0 ` e0 `

1

2
e0 “ 2.5.

Durch den Wegfall des Restglieds R2fp1; 0q wird der Funktionswert nun quadratisch appro-
ximiert. Vergleichen wir diese Approximation mit dem echten Funktionswert, so erhalten
wir

|fp1q ´ T2fp1; 0q| “ |e1 ´ 2.5| « 0.22.

Wir erkennen also, dass die Approximation durch Erhöhung der Ordnung der Taylorent-
wicklung genauer wird.

Die Taylor-Formel aus Satz 6.43 gilt auch für vektorwertige Funktionen in mehreren
Veränderlichen. Für diese Verallgemeinerung müssen wir jedoch zunächst die folgende No-
tation einführen.

Definition 6.46 (Multiindex)
Für ein n-Tupel α “ pα1, . . . , αnq P Nn, genannt Multiindex, definieren wir die folgenden
Operationen

|α| :“
n
ÿ

i“1

αi und α! :“
n
ź

i“1

pαi!q.

Für eine |α|-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f definieren wir weiterhin

Bαf “ Bα1
1 . . . Bαnn f.

Das heißt wir leiten die Funktion f in jede Koordinatenrichtung i P t1, . . . nu genau αi-mal
ab. Analog setzen wir

xα :“
n
ź

i“1

xαii .

Ähnlich zu den Überlegung zum Mittelwertsatz betrachten wir nun zunächst eine Funk-
tion gptq :“ fpx` tξq, das heißt eine eindimensionale Funktion welche entlang einer Rich-
tung ξ P Rn vom Punkt x aus betrachtet wird. Das Konzept entlang von eindimensionalen
Strahlen zu operieren ist elementar für die Taylor-Formel, weshalb wir zunächst folgendes
Hilfsresultat zeigen.
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Lemma 6.47
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ Rm eine k-mal stetig partiell diffe-
renzierbare Abbildung. Für einen beliebigen Punkt x P U und einen Richtungsvektorξ P Rn
mit x` tξ P U für alle t P r0, 1s, gilt für die k-te Ableitung der Funktion gptq :“ fpx` tξq

dk

dtk
gptq “

ÿ

|α|“k

Bαfpx` tξq ¨
k!

α!
¨ ξα.

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir zunächst die Identität

dk

dtk
gptq “

n
ÿ

i1“1

. . .
n
ÿ

ik“1

Bik . . . Bi1fpx` tξq ¨ ξi1 ¨ . . . ¨ ξik

mittels vollständiger Induktion über k P N.

Induktionsanfang k “ 1:
In diesem Fall betrachten wir die Funktion φptq :“ x ` tξ und erhalten so die Verkettung
g “ f ˝ φ. Somit können wir die Kettenregel aus Satz 6.32 benutzen und erhalten, dass

d

dt
gptq “ ∇fpφptqq ¨Dφptq “

n
ÿ

i“1

Bifpx` tξq ¨ ξi.

Induktionsschritt pk ´ 1q Ñ k:
Die Induktionsannahme ist, dass die Aussage bereits für k ´ 1 gelte. Mit der gleichen
Rechnung wie im Fall k “ 1 sehen wir dann,

dk

dtk
gptq “

d

dt

ˆ

dk´1

dtk´1
g

˙

ptq

“
d

dt

¨

˝

n
ÿ

i1,...,ik´1“1

Bik´1
. . . Bi1fpx` tξq ¨ ξi1 ¨ . . . ¨ ξik´1

˛

‚

“

n
ÿ

j“1

Bj

¨

˝

n
ÿ

i1,...,ik´1“1

Bik´1
. . . Bi1fpx` tξq ¨ ξi1 ¨ . . . ¨ ξik´1

˛

‚¨ ξj .

Um die eigentliche Behauptung zu zeigen müssen wir nun lediglich die Indizierung
über das Tupel pi1, . . . , ikq in die Multiindex Schreibweise umrechnen. Das funktioniert
folgendermaßen: Für ein Tupel ι “ pi1, . . . , ikq definieren wir den zugehörigen Multiindex
αι P Nn durch

αιi :“
k
ÿ

j“0

δij ,i,
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wobei

δij ,i “

#

1 falls ij “ i

0 sonst.

Anschaulich gesprochen zählt der Eintrag αιi wie oft der Index i im Tupel ι vorkommt.
Offensichtlich gilt für derartige Multiinidizes stets

|αι| “ k

und insbesondere

Bik . . . Bi1fpx` tξq ¨ ξi1 ¨ . . . ¨ ξik “ Bα
ι
fpx` tξq ¨ ξα

ι
.

Der letzte Schritt um die Behauptung zu zeigen ist zu zählen wie viele Tupel ι “ pi1, . . . , ikq
auf den gleichen Multiindex αι führen durch obige Konstruktion. Aus der Kombinatorik
wissen wir, dass es genau k!

α! verschiedene solcher Tupel gibt, was man folgendermaßen
sieht:

• Zunächst wollen wir α1-mal den Index 1 auf k Plätze verteilen, wofür es
ˆ

k
α1

˙

“
k!

α1! ¨ pk ´ α1q!

verschiedene Möglichkeiten gibt.

• Im zweiten Schritt verteilen wir α2-mal den Index 2 auf die verbliebenen k´α1 Plätze
wofür es dann

ˆ

k ´ α1

α2

˙

“
pk ´ α2q!

α1! ¨ pk ´ α1 ´ α2q!

verschiedene Möglichkeiten gibt.

• Führen wir diesen Prozess iterativ weiter und multiplizieren die jeweiligen Möglichkeiten
auf, so erhalten wir insgesamt

k! ¨ pk ´ α1q ¨ . . . pk ´ α1 ´ . . .´ αnq

α1! ¨ pk ´ α1q ¨ . . . ¨ pk ´ α1 ´ . . .´ αnq ¨ αn! ¨ 0!
“

k!

α!
.

Dies vervollständigt den Beweis weil wir nun die folgende Identität gezeigt haben

dk

dtk
gptq “

n
ÿ

i1,...,ik“1

Bik . . . Bi1fpx` tξq ¨ ξi1 ¨ . . . ¨ ξik

“
ÿ

|α|“k

Bαfpx` tξq ¨
k!

α!
¨ ξα.
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Diese Hilfsaussage erlaubt es uns nun den eigentlichen Hauptsatz dieses Abschnitts zu
zeigen, die mehrdimensionale Taylor-Formel.

Satz 6.48 (Mehrdimensionale Taylor-Formel)
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und f : U Ñ Rm eine pk ` 1q-mal stetig partiell
differenzierbare Abbildung. Für einen beliebigen Punkt x P U und einen Richtungsvektor
ξ P Rn mit x` tξ P U für alle t P r0, 1s, existiert ein θ P r0, 1s, so dass

fpx` ξq “
ÿ

|α|ďk

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα `

ÿ

|α|“k`1

Bαfpx` θξq ¨
1

α!
¨ ξα.

Beweis. Wir betrachten erneut die eindimensionale Funktion

gptq :“ fpx` tξq

und da g somit eine pk`1q-mal differenzierbare Funktion ist können wir die eindimensionale
Taylor-Formel aus Satz 6.43 anwenden und erhalten somit ein θ P r0, 1s, so dass

gp1q “
k
ÿ

i“0

di

dti
gp0q ¨

1

i!
`
dk`1

dtk`1
gpθq ¨

1

pk ` 1q!
.

In dieser Form können wir nun Lemma 6.47 auf jede der Ableitungen di

dti
g anwenden, was

die Aussage beweist.

Die folgende Bemerkung hält einige Beobachtungen zur Taylor-Formel fest.

Bemerkung 6.49
Wir bemerken zur mehrdimensionalen Taylor-Formel in Satz 6.48 die folgenden Aussagen.

1. Wir sehen ein, dass der Mittelwertsatz 6.37 ein Spezialfall der Taylor-Formel für
k “ 0 ist, da er aussagt, dass

fpx` ξq ´ fpxq “ x∇fpx` θξq, ξy für ein θ P r0, 1s.

2. Oftmals spricht man im Zusammenhang mit der Taylor-Form auch von den soge-
nannten Taylorpolynomen. In der typischen Schreibweise wird nun x zur Variable,
wir fixieren a P Rn und nennen dann

Tkpx; aq :“
ÿ

|α|ďk

Bαfpaq ¨
px´ aqα

α!

Taylorpolynom der Ordnung k an der Entwicklungsstelle a. Hierbei ist zu beachten,
dass Tkp¨; aq ein Polynom ist für jedes fixierte a P Rn. Wir bemerken auch, dass in
dieser Schreibweise px ´ aq nun die Rolle von ξ in Satz 6.48 inne hat, während die
Rolle von x durch a übernommen wurde.
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Im obigen Satz haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion pk ` 1q-mal stetig partiell
differenzierbar ist. Ist sie jedoch nur k-mal stetig partiell differenzierbar, so erhalten wir
keinen expliziten Ausdruck für das Restglied, aber zumindest eine Fehlerabschätzung.

Korollar 6.50
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Dann gilt für jeden Punkt x P U , dass die Funktion

rpξq :“ fpx` ξq ´
ÿ

|α|ďk

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα

folgende Grenzwert-Eigenschaft hat:

lim
ξÑ0

|rpξq|

||ξ||k
“ 0.

Beweis. Wir wählen δ ą 0, so dass Bδpxq Ă U . Wir wissen nach der Taylor-Formel in Satz
6.48, dass für ξ P Bδpxq ein θ P r0, 1s existiert, so dass

fpx` ξq “
ÿ

|α|ďk´1

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα `

ÿ

|α|“k

Bαfpx` θξq ¨
1

α!
¨ ξα

“
ÿ

|α|ďk

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα `

ÿ

|α|“k

pBαfpx` θξq ´ Bαfpxqq ¨
1

α!
¨ ξα

loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon

“rpξq

.

Weiterhin sehen wir, dass

|ξα| ď ||ξ||α1 ¨ . . . ¨ ||ξ||αn “ ||ξ||k.

Somit erhalten wir also

|rpξq| ď ||ξ||k ¨
ÿ

|α|“k

|pBαfqpx` θξq ´ pBαfqpxq| ¨
1

α!
.

Wegen der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen folgt, dass für jedes ε ą 0 ein δ ą 0
existiert, so dass

|pBαfqpx` θξq ´ pBαfqpxq| ď ε

für alle ξ P Bδpxq und alle α mit |α| ď k. Hierbei ist zu beachten, dass θ zwar jeweils von
ξ abhängt, aber da θ P r0, 1s gilt, wissen wir, dass

ξ P Bδpxq ñ θξ P Bδpxq.
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Insgesamt haben wir damit

lim
ξÑ0

|rpξq|

||ξ||k
“ lim

ξÑ0

ÿ

|α|“k

|Bαfpx` θξq ´ Bαfpxq| ¨
1

α!
“ 0.

Bemerkung 6.51
Im Sinne des Korollars 6.50 gilt für den Fehler des Taylorpolynoms an einer Stelle x, dass
der Approximationsfehler

rpxq :“ fpxq ´ Tkpx, aq

den Grenzwert

lim
xÑa

|rpxq|

||x´ a||k
“ 0

erfüllt.
Speziell für den Fall k “ 1 sehen wir, dass

ÿ

|α|“1

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα “

n
ÿ

i“1

Bifpxq ¨ ξi “ x∇fpxq, ξy

gilt. Für den Fall k “ 2 erhalten wir

ÿ

|α|“2

Bαfpxq ¨
1

α!
¨ ξα “

n
ÿ

i,j“1

BiBjfpxq ¨
1

2
¨ ξi ¨ ξj “

1

2
¨ xξ,Hf pxqξy,

wobei Hf pxq die Hesse-Matrix von f an der Stelle x bezeichnet.

Da der Fall k “ 2 in obiger Bemerkung relevant für die grundlegenden Aussagen der Op-
timierung im nächsten Kapitel sind, fassen wir die obigen Überlegungen in einem Korollar
zusammen.

Korollar 6.52
Sei U Ă Rn eine offene Teilmenge und sei f : U Ñ R eine zweimal stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion. Für jeden Punkt x P U existiert dann ein δ ą 0 und eine Funktion
r : Bδpxq Ñ R, so dass

fpx` ξq “ fpxq ` x∇fpxq, ξy ` 1

2
xHf pxqξ, ξy ` rpξq,

für alle ξ P Bδp0q gilt. Außerdem gilt

lim
ξÑ0

|rpξq|

||ξ||2
“ 0.
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Kapitel 7

Optimierung

In der Physik spielt Optimierung eine wesentliche Rolle bei der Modellierung von Ener-
giezuständen auf unterschiedlichen Skalen: Moleküle formieren sich in einer Art, die die
Gesamtenergie des Teilchensystems unter Berücksichtigung aller wechselseitigen Kräfte mi-
nimiert. Gleichzeitig strebt das Universum mit all seinen Planeten, Sternen und Galaxien
nach einem Zustand von maximaler Verteilung, beschrieben durch die thermodynamische
Größe der Entropie. Auch hier folgt die Zunahme der Entropie dem Prinzip der Energie-
minimierung des Gesamtsystems.

Menschen betreiben seit jeher Optimierung in den verschiedensten Anwendungen, oft
mit unterschiedlichen Motivationen. Flugzeuge werden von Ingenieuren so entworfen und
gebaut, dass sie möglichst stromlinienförmig aussehen, um damit den Reibungswiderstand
in der Luft zu minimieren und gleichzeitig den nötigen Auftrieb für einen sicheren Flug
zu erzeugen. Fondmanager streben danach Portfolios zu erstellen, deren Gewinn möglichst
maximal ist und dennoch Spekulationsrisiken vermeiden.

Im Folgenden wollen wir die mathematischen Grundlagen zur Untersuchung von all-
gemeinen Optimierungsproblemen einführen. Wir beginnen mit der Definition des allge-
meinen Optimierungsproblems, welches wir im weiteren Verlauf noch näher spezifizieren
werden.

Definition 7.1 (Allgemeines Optimierungsproblem)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reell-
wertige Funktion, welche wir Zielfunktion nennen. Unser Ziel ist es einen unbekannten
Vektor x P Ω, auch Parametervektor genannt, zu finden, welcher das folgende allgemeine
Optimierungsproblem löst.

min
xPΩ

F pxq mit

#

cipxq “ 0, i P E ,
cjpxq ě 0, j P I.

(7.1)

Die reellwertigen Funktionen ci, cj : Ω Ñ R bilden einen Vektor von Nebenbedingungen,
welcher das Optimierungsproblem restringiert. Die Indexmengen E und I legen hierbei
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fest, ob es ich bei der jeweiligen Nebenbedingung um eine Gleichung oder eine Ungleichung
handelt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein zweidimensionales Beispiel für ein beschränktes,
nichtlineares Optimierungsproblem.

Beispiel 7.2
Wir interessieren uns für das folgende Optimierungsproblem

min
xPR2

px1 ´ 2q2 ` px2 ´ 1q2

unter den Nebenbedingungen x2
1 ´ x2 ď 0 und x1 ` x2 ď 2. Wir können dieses Problem in

die allgemeine Form des Optimierungsproblems (7.1) umschreiben als:

min
xPR2

F pxq “ min
xPR2

px1 ´ 2q2 ` px2 ´ 1q2 mit

#

c1pxq “ ´x2
1 ` x2 ě 0,

c2pxq “ ´x1 ´ x2 ` 2 ě 0.

Hierbei gilt für die Indexmengen I “ t1, 2u und E “ H. Visualisiert man die Niveaulinien
der Zielfunktion F zusammen mit den Nebenbedingungen, so sieht man, dass das globale
Minimum der quadratischen Funktion F , nämlich x “ px1, x2q

T “ p2, 1qT , nicht in der
erlaubten Menge der Parameter liegt, welche durch die Nebenbedingungen beschrieben ist.
Trotzdem existiert ein eindeutiges globales Minimum des beschränkten Optimierungspro-
blems, nämlich x “ px1, x2q

T “ p1, 1qT .

Neben der Unterscheidung von Optimierungsproblemen in beschränkte und unbeschränkte
Formulierungen, lassen sich noch weitere Kriterien zur Charakterisierung eines Optimie-
rungsproblems heran ziehen:

• Anzahl der unbekannten Parameter, z.B. groß oder klein

• Eigenschaften der Zielfunktion, z.B. Linearität, Konvexität, Differenzierbarkeit

• Charakteristik des Optimums, z.B. Sattelpunkt, lokales oder globales Optimum

• Modelleigenschaften, z.B. stochastisch oder deterministisch

• Wertebereich, z.B. diskret oder kontinuierlich

7.1 Unrestringierte Optimierung

Im Folgenden wollen wir uns auf eine bestimmte Klasse von allgemeinen Optimierungspro-
blemen konzentrieren, den unbeschränkten oder unrestringierten Optimierungsproblemen.
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Definition 7.3 (Unrestringierte Optimierung)
Liegt ein allgemeines Optimierungsproblem der Form (7.1) ohne Nebenbedingungen vor,
d.h., für die Indexmengen gilt E “ I “ H, so sprechen wir von einem unbeschränkten
oder unrestringierten Optimierungsproblem.

Bemerkung 7.4
Häufig lassen sich restringierte Optimierungsprobleme in unrestringierte Optimierungspro-
bleme überführen, indem man zusätzliche Strafterme zur Zielfunktion hinzufügt, die ei-
ne Verletzung der ursprünglichen Nebenbedingungen zwar mit Kosten belegt, diese jedoch
grundsätzlich erlaubt. Hierbei spricht man auch von relaxierten Optimierungsproblemen.

Möchte man eine Zielfunktion F : Ω Ñ R unter der Nebenbedingung cpxq “ 0 für x P Ω
minimieren, so lässt sich beispielsweise folgendes relaxierte Optimierungsproblem gewinnen

min
xPΩ

Gλpxq :“ min
xPΩ

F pxq ` λ ¨ ||cpxq||2.

Hierbei ist λ ą 0 ein fest gewählter Parameter, der es erlaubt den Einfluss der Nebenbe-
dingung auf die Minimerung der Zielfunktion zu steuern.

Zur Bestimmung von Optima müssen wir zunächst den Begriff eines stationären Punkts
einer zu optimierenden Zielfunktion einführen.

Definition 7.5 (Stationärer Punkt)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reellwer-
tige Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt x˚ P Ω stationären Punkt von F , falls er die
Bedingung

∇F px˚q “ 0

erfüllt.

Stationäre Punkte sind in der Optimierung interessante Kandidaten für Extremstel-
len. Für eine genaue Charakterisierung führen wir zunächst den Begriff eines lokalen bzw.
globalen Minimums ein.

Definition 7.6 (Lokales und globales Minimum)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reellwertige
Zielfunktion. Wir nennen einen Punkt x˚ P Ω ein lokales Minimum der Funktion F , falls
es eine lokale Umgebung U Ă Ω von x˚ P U gibt, so dass für alle x P U gilt:

F px˚q ď F pxq, für alle x P U. (7.2)

Wir nennen x˚ P Ω ein globales Minimum von F , falls die Ungleichung (7.2) für jede
beliebige Umgebung U Ă Ω gilt und somit insbesondere für U “ Ω.
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Bemerkung 7.7
In obiger Definition sprechen wir nur von Minima, jedoch ist klar, dass sich jedes Maxi-
mierungsproblem durch einen Vorzeichenwechsel leicht in ein Minimierungsproblem um-
schreiben lässt, d.h.,

max
xPΩ

F pxq ô min
xPΩ

´F pxq “: min
xPΩ

Gpxq.

Da wir nun eine Bedingung für das Vorliegen eines lokalen Minimums haben, können wir
mit folgenden Satz die notwendigen Bedingungen für solch ein lokales Minimum angeben.

Satz 7.8 (Notwendige Optimalitätsbedingungen erster Ordnung)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei x˚ P Ω ein lokales Minimum von F in Ω und die Funktion F sei stetig
partiell differenzierbar in einer lokalen, offenen Umgebung U Ă Ω von x˚. Dann gilt

∇F px˚q “ 0.

Beweis: Wir führen einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass x˚ P R ein
lokales Minimum von F sei, jedoch aber ∇F px˚q ‰ 0 gelte. Wir wählen den Richtungsvektor
~p :“ ´∇F px˚q ‰ 0. Es ist somit klar, dass

x~p,∇F px˚qy “ ´x∇F px˚q,∇F px˚qy “ ´||∇F px˚q||2 ă 0.

Da ∇F nach Voraussetzung stetig in einer lokalen Umgebung U Ă Ω von x˚ ist existiert
ein T ą 0, so dass auch gilt:

x~p,∇F px˚ ` t~pqy ă 0, für alle t P r0, T s.

Nach dem Satz 6.48 von Taylor gilt aber auch für jedes t P r0, T s:

F px˚ ` t~pq “ F px˚q ` tx~p,∇F px˚ ` t̃~pqy
loooooooooomoooooooooon

ă 0

, für ein t̃ P p0, tq.

Somit gilt also F px˚ ` t~pq ă F px˚q und wir haben offenbar eine Richtung ~p P Rnzt0u
gefunden in der die Funktionswerte von F abnehmen. Also ist x˚ P Ω kein lokales Minimum
von F . Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme und somit ist die Behauptung bewiesen.

Die Aussage des Satzes 7.8 lässt sich wie folgt zusammenfassen.

Korollar 7.9
Jedes lokale Minimum x˚ P Ω einer Zielfunktion F : Ω Ñ R ist ein stationärer Punkt.

Die Umkehrung der Aussage in Satz 7.8 gilt im Allgemeinen nicht, wie uns das folgende
Beispiel zeigt.
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Beispiel 7.10
Wir betrachten die Funktion

F pxq :“ ´x3.

Diese besitzt einen stationären Punkt in x˚ “ 0, d.h., es gilt ∇F p0q “ 0. Dennoch handelt
es sich hierbei nicht um ein lokales Optimum, sondern lediglich um einen Sattelpunkt.

Bei der Suche nach lokalen Minima einer Zielfunktion F lässt sich ein weiteres Kriterium
anwenden, welches die zweite Ableitung der Funktion verwendet.

Satz 7.11 (Notwendige Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung)
Sei Ω Ă Rn ein offenes, zusammenhängendes Gebiet und sei F : Ω Ñ R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei x˚ P Ω ein lokales Minimum von F in Ω und die Hessematrix HF von
F sei stetig in einer offenen Umgebung U Ă Ω von x˚, d.h., die Funktion F ist zweimal
stetig partiell differenzierbar auf der Teilmenge U . Dann gilt ∇F px˚q “ 0 und HF px

˚q ist
positiv semidefinit, d.h., es gilt

x~p,HF px
˚q~py ě 0 für alle ~p P Rn.

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt bereits aus Satz 7.8, so dass wir uns nur auf
den Beweis für die zweite Behauptung konzentrieren müssen.

Wir führen wieder einen Beweis durch Widerspruch. Sei x˚ P Ω nach Voraussetzung ein
lokaler Minimierer von F , das heißt nach Satz 7.8 gilt ∇F px˚q “ 0. Wir nehmen an, dass
HFF px

˚q nicht positiv semidefinit ist. Dann können wir einen Vektor ~p P Rn{t0u finden,
so dass

x~p,HF px
˚q~py ă 0

gilt. Da HF nach Voraussetzung stetig ist in einer lokalen Umgebung U Ă Ω von x˚ existiert
ein T ą 0, so dass

x~p,HF px
˚ ` t~pq~py ă 0, für alle t P r0, T s.

Nach dem Satz 6.48 von Taylor gilt jedoch für alle t P p0, T q die folgende Identität

F px˚ ` t~pq “ F px˚q ` tx~p,∇F px˚qy
loooooomoooooon

“ 0

`
1

2
t2x~p,HF px

˚ ` t̃~pq~py
looooooooooomooooooooooon

ă 0

, für ein t̃ P p0, tq.

Durch Weglassen des Terms auf der rechten Seite der Gleichung folgt also, dass F px˚ `
t̂~pq ă F px˚q gilt. Wir haben also eine Richtung ~p P Rn{t0u gefunden entlang der die
Funktionswerte von F abnehmen. Damit folgt, dass x˚ kein lokales Minimum von F ist,
was aber im Widerspruch zur Annahme steht. Das beweist die Aussage des Satzes.

Schlussendlich wollen wir auch eine hinreichende Bedingung für das Vorliegen eines
lokalen Minimums angeben.
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Satz 7.12 (Hinreichende Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reellwertige
Zielfunktion. Sei x˚ P Ω ein Punkt für den gelte

(i) ∇F px˚q “ 0,

(ii) HF px
˚q ist positiv definit.

Außerdem sei die Hesse-Matrix HF von F stetig in einer offenen Umgebung U Ă Ω von
x˚ P U . Dann ist x˚ P Ω ein striktes lokales Minimum von F .

Beweis. Da die Hesse-Matrix HF von F stetig und positiv definit in x˚ P Ω ist nach
Voraussetzung können wir einen Radius r ą 0 finden, so dass HF pxq positiv definit ist für
alle x P Brpx

˚q. Für jeden Vektor ~p P Rn{t0u mit ||~p|| ă r gilt dann nach dem Satz 6.48
von Taylor:

F px˚ ` ~pq “ F px˚q ` x~p,∇F px˚qy
loooooomoooooon

“ 0

`
1

2
x~p,HF px

˚ ` t~pq~py, für ein t P p0, 1q.

Da ||t~p|| ă r ist nach Konstruktion wissen wir, dass

x~p,HF px
˚ ` t~pq~py ą 0

gilt und somit schon F px˚ ` ~pq ą F px˚q gelten muss. Da ~p P Rn{t0u mit ||~p|| ă r beliebig
gewählt war handelt es sich bei x˚ P Ω um ein striktes lokales Minimum der Funktion
F .

Bemerkung 7.13
An Hand der Definitheit der Hesse-Matrix können wir also in vielen Fällen die Art des
stationären Punkts charakterisieren. Es stellt sich heraus, dass folgende Beobachtungen
gelten:

• Ist die Hesse-Matrix positiv definit, handelt es sich um ein lokales Minimum.

• Falls die Hesse-Matrix negativ definit ist, so ist der stationäre Punkt ein lokales
Maximum.

• Ist die Hesse-Matrix indefinit, so handelt es sich um einen Sattelpunkt.

Sollte die Hesse-Matrix in einem stationären Punkt semidefinit sein, so lässt sich keine
eindeutige Aussage treffen.

Im Folgenden wollen wir die notwendigen und hinreichenden Optimalitätsbedingungen
für verschiedene Zielfunktionen prüfen.
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Beispiel 7.14
Wir untersuchen zwei unterschiedliche Zielfunktionen auf mögliche Extremstellen.

1. Zuerst diskutieren wir eine einfache eindimensionale Zielfunktion F : RÑ R mit

F pxq “ x4.

Wir prüfen die notwendigen Optimalitätsbedingungen erster Ordnung aus Satz 7.8
und bemerken, dass der einzige stationäre Punkt von F in x˚ “ 0 vorliegt, da

F 1pxq “ 4x3 “ 0 ô x “ 0.

Da F 2pxq “ 12x2 ist gilt im stationären Punkt x˚ “ 0 nur F 2p0q “ 0. Daher können
wir nicht die hinreichenden Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung aus Satz 7.12
anwenden, da die zweite Ableitung nicht positiv ist. Dennoch erkennen wir, dass F
ein striktes lokales Minimum in x “ 0 besitzt mit ∇F p0q “ 0. Dies zeigt uns, dass
die in Satz 7.12 genannten Bedingungen nur hinreichend sind, jedoch nicht notwendig
für das Vorliegen eines strikten lokalen Minimums.

2. Nun diskutieren wir eine zweidimensionale Zielfunktion F : R2 Ñ R mit

F px, yq “ 6x2 ´ 2x´ 4xy ` y2 ` 1

Zur Bestimmung von möglichen Extremstellen der Zielfunktion müssen wir zunächst
den Gradienten berechnen. Hierzu bestimmen wir die ersten partiellen Ableitungen
von F als

BxF px, yq “ 12x´ 2´ 4y,

ByF px, yq “ ´4x` 2y

Zur Bestimmung eines stationären Punkts setzen wir

∇F px, yq “ pBxF px, yq, ByF px, yqq
T “ p12x´ 2´ 4y,´4x` 2yqT

!
“ p0, 0qT .

Um mögliche Kandidaten für ein lokales Extremum zu finden müssen wir also fol-
gendes lineares Gleichungssystem lösen:

Ax “

ˆ

12 ´4
´4 2

˙ˆ

x
y

˙

“

ˆ

2
0

˙

“ f.

Durch Lösen des linearen Gleichungssystems erhalten wir den einzigen stationären
Punkt in

x˚ “ p0.5, 1qT .
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Wir berechnen als Nächstes die Hesse-Matrix HF von F mit den zweiten Ableitungen:

B2
xF px, yq “ Bxp12x´ 2´ 4yq “ 12,

ByBxF px, yq “ Byp12x´ 2´ 4yq “ ´4,

BxByF px, yq “ Bxp´4x` 2yq “ ´4,

B2
yF px, yq “ Byp´4x` 2yq “ 2.

Insgesamt ergibt sich also für die Hesse-Matrix im stationären Punkt x˚ P R2

HF px
˚q “

ˆ

12 ´4
´4 2

˙

.

Zur Bestimmung der Definitheit von HF stellen wir das charakteristische Polynom
PHF auf als

PHF ptq “ p12´ tq ˚ p2´ tq ´ 16 “ t2 ´ 14t` 8.

Wir bestimmen die Eigenwerte der Hesse-Matrix HF als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms PHF mittels p-q-Formel und erhalten somit

λ1{2 “ ´
p

2
˘

c

p2

4
´ q “

14

2
˘

c

196

4
´ 8

“ 7˘
?

41

Da beide Eigenwerte λ1{2 “ 7˘
?

41 von HF positiv sind, ist die Hesse-Matrix positiv
definit. Damit sind die hinreichenden Bedingungen aus Satz 7.12 für ein striktes
lokales Minimum von F im Punkt x˚ “ p0.5, 1q erfüllt. Da die Hesse-Matrix auf
ganz R2 positiv definit ist, handelt es sich sogar um ein globales Minimum.

Eine äußerst wertvolle Eigenschaft bei der Optimierung ist die Konvexität einer Ziel-
funktion, da jedes lokale Optimum einer konvexen Funktion bereits ein globales Optimum
ist.

Definition 7.15 (Konvexität)
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und sei F : Ω Ñ R eine reellwertige
Zielfunktion. Wir nennen F konvex wenn für beliebige Vektoren x, y P Ω die folgende
Ungleichung für alle 0 ď α ď 1 gilt:

F pαx` p1´ αqyq ď αF pxq ` p1´ αqF pyq. (7.3)

Wir nennen die Funktion F strikt konvex, falls (7.3) eine echte Ungleichung ist.
Anschaulich bedeutet Konvexität einer Funktion F , dass jede Verbindungsgerade zwi-

schen zwei Punkten x, y P Ω oberhalb des Graphen der Funktion F durch die Punkte x und
y verläuft.
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Folgende Bemerkung stellt die Bedeutung von Konvexität für die Optimierung fest.

Bemerkung 7.16
Sei Ω Ă Rn eine offene, zusammenhängende Teilmenge und F : Ω Ñ R eine Zielfunktion.
Man kann zeigen, dass die Hesse-Matrix HF pxq genau dann positiv definit ist für alle x P Ω,
wenn F eine strikt konvexe Funktion ist.

Dies hat zur Konsequenz, dass wenn man einen stationären Punkt x˚ P Ω findet mit
∇F px˚q “ 0, so ist dieser Punkt das eindeutige, globale Minimum der Zielfunktion.

7.2 Optimierung unter Nebenbedingungen

Bisher haben wir uns nur mit unrestringierten Optimierungsproblemen beschäftigt und
für diese Optimalitätsbedingungen hergeleitet. Viele reale Aufgabenstellungen erfordern
jedoch die Optimierung einer Zielfunktion unter Nebenbedingungen. Daher wollen wir uns
im Folgenden mit solchen Problemen beschäftigen und eine Möglichkeit aufzeigen stationäre
Punkte unter Nebenbedingungen zu identifizieren.

Wir beschränken uns hierbei auf Optimierungsprobleme, bei denen die Nebenbedingung
eine Gleichheit erfüllen müssen, lassen jedoch keine Ungleichungen zu, d.h., für die Index-
menge I der Ungleichungen im allgemeinen Optimierungsproblem (7.1) gilt I “ H. Der
Grund für diese Einschränkung ist, dass die zugehörige Theorie der sogenannten Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen für Optimierungsprobleme mit Ungleichungsnebenbe-
dingungen den Rahmen dieser Vorlesung sprengen würde. Interessierte Leser*innen seien
auf [Nocedal2006, Kapitel 12.3] verwiesen.

Wir beginnen direkt mit der wichtigen geometrischen Beobachtung, dass die Gradien-
ten einer Zielfunktion und der zugehörigen Nebenbedingung in einem Minimierer parallel
ausgerichtet sein müssen.

Satz 7.17 (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien F, c : Ω Ñ R zwei stetig partiell differenzierbare Funktionen und sei

M :“ tx P Ω: cpxq “ 0u Ă Ω

eine Untermannigfaltigkeit (z.B. eine Kurve in Ω), die alle Nullstellen von c enthält.
Zu jeder Lösung x˚ PM des Minimierungsproblems

min
xPΩ

F pxq mit cpxq “ 0

und ∇cpx˚q ‰ 0 existiert ein Lagrange-Multiplikator λ˚ P R, so dass

∇F px˚q ` λ˚∇cpx˚q “ 0.

Das heißt die beiden Gradienten ∇F und ∇c sind parallel in x˚ P Ω.
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Beweis. Sei x˚ P M eine Lösung des Minimierungsproblems mit Nebenbedingung. Wir
sehen zunächst ein, dass der Gradient ∇cpx˚q senkrecht zu allen Tangentialvektoren der
Untermannigfaltigkeit M steht, da sich c entlang aller Tangentialrichtungen von M nicht
ändert. Wir schreiben nun den Gradienten der Zielfunktion ∇F mittels orthogonaler Pro-
jektion (vgl. Kapitel 3.5) als eindeutige Summe zweier Vektoren vK P Rn und v‖ P Rn, die
jeweils orthogonal und parallel zu ∇c sind mit

∇F px˚q “ vK ` v‖.

Wir führen nun den Beweis über einen Widerspruch. Nehmen wir an, dass ∇F und ∇c
nicht parallel sind, dann folgt, dass vK ‰ 0 ist. Betrachten wir nun die Richtungsableitung
von F px˚q in Richtung des Vektors ´vK P Rn, dann gilt

D´vKF px
˚q “ x∇F px˚q,´vKy “ ´xvK ` v‖, vKy

“ ´xvK, vKy ´ xv‖, vKy
looomooon

“0

“ ´xvK, vKy ă 0.

Das bedeutet, dass wir den Funktionswert der Zielfunktion F noch weiter verkleinern
können, indem wir entlang der Untermannigfaltigkeit M in Richtung ´vK P Rn gehen.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Optimalität des Punkts x˚ PM . Also müssen ∇F und
∇c parallel sein und es gilt:

∇F px˚q “ ´λ ¨∇cpx˚q.

Der Lagrange-Multiplikator λ P R taucht in der Formel auf, da die Gradienten parallel
aber nicht gleich lang sein müssen.

Die folgenden Bemerkungen erklären wie aus Satz 7.17 das sogenannte Verfahren der
Lagrange-Multiplikatoren gewonnen werden kann, welches beispielsweise in der Physik bei
Anwendungen der klassischen Mechanik eine Schlüsselrolle spielt.

Bemerkung 7.18
Wir wollen folgende Beobachtungen festhalten.

1. Die notwendige Bedingung, dass die Gradienten der Zielfunktion F und der Neben-
bedingung c in einem Minimierer x˚ PM parallel ausgerichtet sein müssen, d.h.,

∇F px˚q ` λ˚∇cpx˚q “ 0

lässt sich für das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren ausnutzen. Hierzu definie-
ren wir zunächst eine neue Funktion Λ: Ω ˆ R Ñ R, genannt Lagrange-Funktion,
die eine zusätzliche Variable λ P R für die Nebenbedingung besitzt, als

Λpx, λq :“ F pxq ` λ ¨ cpxq.
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Betrachtet man nämlich nun stationäre Punkte px˚, λ˚q P Ωˆ R von Λ, d.h.,

∇xΛpx˚, λ˚q “ ∇F px˚q ` λ˚∇cpx˚q !
“ 0, ∇λΛpx˚, λ˚q “ cpx˚q

!
“ 0,

so erfüllen diese Punkte automatisch die notwendigen Kriterien für einen Minimierer
des ursprünglichen Optimierungsproblems unter Nebenbedingungen.

2. Das oben beschriebene Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren lässt sich auch auf
Optimierungsprobleme mit mehreren Nebenbedingungen ci : Ω Ñ R für 1 ď i ď m
verallgemeinern. Hierzu wird die Lagrange-Funktion als eine Linearkombination der
Zielfunktion und den m P N Nebenbedingungen geschrieben als

Λpx, λq “ F pxq `
m
ÿ

i“1

λicipxq.

Zur Bestimmung stationärer Punkte geht man nun analog zum Fall mit nur einer
Nebenbedingung vor.

Beispiel 7.19
Wir wollen im Folgenden eine Zielfunktion F : R2 Ñ R mit

F px, yq :“ x` y

minimieren unter der Nebenbedingung, dass der Lösungsvektor x˚ “ px, yqT P R2 normiert
sein soll, d.h., x2 ` y2 “ 1. Dies führt also zu einem Optimierungsproblem mit Nebenbe-
dingung der folgenden Gestalt:

min
px,yqPR2

F px, yq “ x` y mit cpx, yq “ x2 ` y2 ´ 1 “ 0. (7.4)

Wir identifizieren zunächst Punkte in denen der Gradient von cpx, yq verschwindet, d.h.,

∇cpx, yq “ p2x, 2yqT
!
“ 0.

Dies kann nur im Ursprung p0, 0qT passieren. Da dieser Punkt nicht die Nebenbedingung
erfüllt, müssen wir ihn also bei den folgenden Berechnungen nicht explizit beachten.

Um das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren anwenden zu können, stellen wir zunächst
die Lagrange-Funktion auf:

Λpx, y, λq :“ F px, yq ` λ ¨ cpx, yq “ x` y ` λ ¨ px2 ` y2 ´ 1q.

Nach dem Satz 7.17 müssen wir für potentielle Lösungen des Optimierungsproblems (7.4)
nur Extremstellen der Lagrange-Funktion berechnen, d.h., wir betrachten stationäre Punkte
von Λ durch

∇Λpx, y, λq “

¨

˝

BxF px, yq ` λBxcpx, yq
ByF px, yq ` λBycpx, yq

cpx, yq

˛

‚ “

¨

˝

1` λ ¨ 2x
1` λ ¨ 2y
x2 ` y2 ´ 1

˛

‚

!
“

¨

˝

0
0
0

˛

‚P R3.
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Obwohl es sich nicht um lineares Gleichungssystem handelt können wir dennoch eine Lösung
für die drei Gleichungen herleiten. Wenn wir annehmen, dass λ ‰ 0 gilt, so können wir
die ersten beiden Gleichungen jeweils nach x und y umstellen und erhalten so, dass

x “ ´
1

2λ
“ y.

Setzen wir diese Identitäten in die dritte Gleichung können wir für den Lagrange-Multiplikator
folgende Bedingung herleiten

x2 ` y2 ´ 1 “
1

4λ2
`

1

4λ2
´ 1 “

1

2λ2
´ 1 “ 0 ô 2λ2 “ 1.

Wir erhalten für λ also die beiden möglichen Lösungen

λ1 “
1
?

2
, λ2 “ ´

1
?

2
.

Setzen wir diese beiden Lagrange-Multiplikatoren wieder in die beiden ersten Optima-
litätsbedingungen ein erhalten wir als stationäre Punkte der Lagrange-Funktion:

x˚1 “ p

?
2

2
,

?
2

2
qT , x˚2 “ p´

?
2

2
,´

?
2

2
qT .

Durch Einsetzen der Punkte in die Zielfunktion F sehen wir, dass es sich bei x˚1 um ein
Maximum des Optimierungsproblems handelt und bei x˚2 um ein Minimum, da

F px˚1q “

?
2

2
`

?
2

2
“
?

2, F px˚2q “ ´

?
2

2
´

?
2

2
“ ´

?
2.
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Kapitel 8

Gewöhnliche
Differentialgleichungen

Differentialgleichungen spielen seit je her eine fundamentale Rolle bei der physikalischen
Modellierung von Naturgesetzen und erklären viele beobachtbare Phänomene unseres All-
tags äußerst präzise. Eine Differentialgleichung beschreibt häufig das Änderungsverhalten
von Größen, wie zum Beispiel die Fallgeschwindigkeit eines Steins, den man fallen lässt,
oder die Vermehrung von Bakterien in einer Nährlösung. Während insbesondere in der
Analysis die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von Differentialgleichungen unter-
sucht wird, widmet sich die Numerische Mathematik der Herleitung von Lösungsverfahren,
die approximative Lösungen für Differentialgleichungen liefern, für die keine analytische
Lösung bekannt ist.

Mathematisch gesehen ist eine Differentialgleichung eine Gleichung, in der eine un-
bekannte Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Die größte vorkommende Ableitung
bestimmt hierbei die Ordnung der Differentialgleichung. Je nachdem ob die es sich um eine
Funktion in einer oder mehreren Veränderlichen handelt sprechen wir von einer Gewöhn-
lichen Differentialgleichung oder einer Partiellen Differentialgleichung. Werden gleich meh-
rere solche Funktionen durch mehrere Gleichungen beschrieben, so spricht man von einem
Differentialgleichungssystem. Im Folgenden beschränken wir uns auf die Diskussion von
gewöhnlichen Differentialgleichungen, d.h., wir untersuchen Gleichungen in denen eine un-
bekannte Funktion mit einer Variablen und deren Ableitungen vorkommen.

Das folgende Beispiel soll ein grundlegendes Verständnis von gewöhnlichen Differenti-
algleichungen und den zugehörigen mathematischen Fragestellungen liefern.

Beispiel 8.1
Das einfachste Beispiel einer gewöhnlichen Differentialgleichung ist gegeben durch

xptq “ x1ptq, für alle t P R.

Wir suchen also eine unbekannte Funktion x : RÑ R, deren Ableitung gerade die Funktion
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selbst ist. In diesem Fall können wir die Lösung der Gleichung quasi erraten, denn für die
Exponentialfunktion gilt offensichtlich

xptq :“ et “ petq1 “ x1ptq.

Jedoch ist dies nicht die einzige Lösung, denn die konstante Nullfunktion xptq ” 0 für
alle t P R erfüllt ebenfalls die Differentialgleichung.

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschäftigen, wann Lösungen einer Differenti-
algleichungen existieren und in welchen Fällen diese eindeutig sind. Darüber hinaus lernen
wir praktische Werkzeuge zur analytischen Lösung von Differentialgleichungen kennen.

Wir beginnen mit der Definition einer grundlegenden Klasse von Differentialgleichun-
gen.

Definition 8.2 (Lineare Differentialgleichung)
Sei n P N und I Ă R ein offenes Intervall. Seien außerdem ai : I Ñ R und b : I Ñ R stetige
Funktionen für 0 ď i ď n. Dann nennen wir eine gewöhnliche Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit einer unbekannten n-mal stetig differenzierbaren Funktion x : I Ñ R linear,
wenn sie in folgender Form vorliegt

n
ÿ

i“0

aiptqx
piqptq “ a0ptq ¨ xptq ` a1ptq ¨ x

1ptq ` . . .` anptq ¨ x
pnqptq “ bptq. (8.1)

Hierbei bezeichnen wir mit xpkqptq die k-te Ableitung der Funktion x im Punkt t P I.
Ist eine Differentialgleichung nicht in der Form (8.1), so bezeichnen wir sie als nicht-

linear.
Eine lineare Differentialgleichung heißt homogen, falls bptq ” 0 für alle t P R. Der

Term b wird auch häufig Störfunktion genannt.

Im Folgenden wollen wir verschiedene gewöhnliche Differentialgleichungen diskutieren
und gemäß der Definition 8.2 klassifizieren.

Beispiel 8.3 (Radioaktiver Zerfall)
Sei c ą 0 eine Konstante. Dann beschreibt die folgende gewöhnliche Differentialgleichung

d

dt
xptq “ x1ptq “ ´c ¨ xptq

den radioaktiven Zerfall eines strahlenden Materials mit Stoffmenge x zum Zeitpunkt t.
In diesem Kontext beschreibt c die charakteristische Zerfallskonstante des Materials. Es
handelt sich hierbei um eine lineare, gewöhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung, die homogen ist (da die Störfunktion bptq ” 0 ist).

Ist die anfängliche Stoffmenge x0 P R` zum Zeitpunkt t “ 0 mit xp0q “ x0 bekannt, so
ist

xptq “ x0 ¨ e
´ct, für t P R`0
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die eindeutige Lösung der Differentialgleichung. Wir erhalten im allgemeinen Fall also eine
einparametrige Schar von Lösungen, die linear vom Anfangswert x0 abhängen.

Beispiel 8.4 (Steinwurf)
In diesem Beispiel wollen wir die Bahn eines geworfenen Steins im konstanten Gravita-
tionsfeld der Erde mit Erdbeschleunigung g « 9, 81m

s2
berechnen. Wir vernachlässigen die

Krafteinflüsse der Luftreibung und betrachten das folgende inhomogene System von
gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

d2

dt2
x1ptq “ 0,

d2

dt2
x2ptq “ ´g.

Wir bezeichnen hierbei die Horizontalkomponente der Position des Steins entlang der Wurf-
bahn zum Zeitpunkt t P R`0 mit x1 : R`0 Ñ R und die Vertikalkomponente mit x2 : R`0 Ñ R.
Die anfängliche Position zum Zeitpunkt t0 P R`0 und die Anfangsgeschwindigkeit seien
gegeben als

x0 “

ˆ

z1

z2

˙

, v0 “

ˆ

w1

w2

˙

.

Unter diesen Voraussetzungen können wir das obige Differentialgleichungssystem lösen
und erhalten für die Wurfbahn des Steins, d.h., die Position des Steins in Abhängigkeit der
Zeit t P R`0 , folgende Lösung

x1ptq “ z1 ` w1 ¨ t, x2ptq “ z2 ` w2 ¨ t´
1

2
¨ g ¨ t2.

Hieraus lassen sich nun auch die Richtungskomponenten der Geschwindigkeit des Steins in
Abhängigkeit der Zeit t P R`0 ermitteln, denn es gilt

v1ptq :“
d

dt
x1ptq “ x11ptq “ w1, v2ptq :“

d

dt
x2ptq “ x12ptq “ w2 ´ g ¨ t.

Beispiel 8.5 (Beschleunigung eines Raumschiffs durch Gravitation)
Im letzten Beispiel wollen wir die Wirkung der Gravitation eines Himmelskörpers, wie zum
Beispiel der Erde, auf ein wesentlich kleineres Objekt (wie ein Raumschiff) beschreiben.
Sei also r : R`0 Ñ R`0 der Abstand des Raumschiffs zur Erde und M « 5, 972 ¨ 1024 kg die
ungefähre Erdmasse.

Dann lässt sich die Beschleunigung, die das Raumschiff auf Grund der Gravitation der
Erde erfährt, durch folgende gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung,
welche homogen und nichtlinear ist, beschreiben:

d2

dt2
rptq “ ´

M

r2ptq
.

Das bedeutet, dass die Beschleunigung des Raumschiffs durch die Gravitation quadratisch
mit dem Abstand zum Erdmittelpunkt zunimmt.
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8.1 Trennung der Variablen

Nachdem wir im letzten Abschnitt einige motivierende Beispiele für gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen aus der Physik diskutiert haben, wollen wir im Folgenden eine erste
Technik zur Bestimmung von Lösungen für bestimmte Spezialfälle herleiten. Die Methode
der Trennung der Variablen, auch Separationsmethode genannt, erlaubt es separierbare
Differentialgleichungen erster Ordnung zu lösen.

Hierzu führen wir zunächst den Begriff von separierbaren Differentialgleichungen ein.

Definition 8.6 (Separierbare Differentialgleichung)
Seien I, J Ă R zwei offene Intervalle und es seien f : I Ñ R und g : J Ñ R zwei stetige
Funktionen. Wir setzen voraus, dass gpyq ‰ 0 für alle y P J . Eine gewöhnliche Differenti-
algleichung erster Ordnung der Form

y1pxq “ fpxq ¨ gpypxqq “ fpxq ¨ gpyq

heißt separierbare Differentialgleichung und wird häufig auch Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen genannt.

Der folgende Satz sagt aus unter welchen Voraussetzungen eindeutige Lösungen für
separierbare Differentialgleichungen existieren und welche Gestalt diese besitzen.

Satz 8.7 (Trennung der Variablen)
Seien I, J Ă R zwei offene Intervalle und px0, y0q P I ˆ J ein beliebiger Punkt. Es seien
nun f : I Ñ R und g : J Ñ R zwei stetige Funktionen, wobei gpyq ‰ 0 für alle y P J gelte.
Wir betrachten die separierbare Differentialgleichung

y1pxq “ fpxq ¨ gpyq.

Wir definieren außerdem Funktionen F : I Ñ R und G : J Ñ R durch

F pxq :“

x
ż

x0

fptqdt, Gpyq :“

y
ż

y0

1

gpsq
ds.

Sei nun I 1 Ă I ein Intervall mit x0 P I
1 und F pI 1q Ă GpJq. Dann existiert eine eindeu-

tige Lösung ϕ : I 1 Ñ R der separierbaren Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
ϕpx0q “ y0. Die Lösung genügt außerdem der folgenden Beziehung

Gpϕpxqq “ F pxq für alle x P I 1.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass wir für gpyq ‰ 0 für alle y P J die separierbare
Differentialgleichung umschreiben können in

y1pxq

gpyq
“ fpxq.
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Außerdem wissen wir, dass die stetige Funktion g : J Ñ R entweder positiv mit gpyq ą 0
oder negativ mit gpyq ă 0 für alle y P J sein muss. Denn ansonsten würde es nach dem
Zwischenwertsatz [Burger2020, Satz 5.13] eine Stelle y0 P J geben mit gpy0q “ 0, was nach
Voraussetzung ausgeschlossen ist. Damit folgt aber schon, dass die Funktion G : J Ñ R
mit

Gpyq “

y
ż

y0

1

gpsq
ds

streng monoton und somit insbesondere injektiv ist. Damit existiert also eine Umkehrab-
bildung G´1 : GpJq Ñ J . Diese Beobachtung können wir im Folgenden ausnutzen.

Zuerst wollen wir die Eindeutigkeit der Lösung zeigen. Sei also ϕ : I 1 Ñ R eine Lösung
der separierbaren Differentialgleichung, dann erfüllt die Lösung offensichtlich

ϕ1pxq

gpϕq
“ fpxq für alle x P I 1.

Betrachten wir nun die Funktion F : I Ñ R so sehen wir unter Ausnutzung der Substitu-
tionsregel der Integralrechnung aus Satz 5.10 ein, dass für alle x P I 1 gilt

F pxq “

ż x

x0

fptqdt “

ż x

x0

ϕ1ptq

gpϕptqq
dt “

ż ϕpxq

ϕpx0q

1

gpsq
ds “

ż ϕpxq

y0

1

gpsq
ds “ Gpϕpxqq.

Da G eine Umkehrfunktion G´1 besitzt können wir die Lösung der separierbaren Differen-
tialgleichung also eindeutig charakterisieren durch

G´1pF pxqq “ ϕpxq für alle x P I 1.

Nun müssen wir nur noch zeigen, dass die Funktion ϕ :“ G´1 ˝F : I 1 Ñ R eine Lösung
der separierbaren Differentialgleichung darstellt. Durch Anwendung der Ketten- und Um-
kehrregel der Differentialrechnung und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung gilt für alle x P I 1:

ϕ1pxq “ pG´1 ˝ F q1pxq “ pG´1q1pF pxqq ¨ F 1pxq “
1

G1pG´1pF pxqqq
¨ F 1pxq

“
1

G1pϕpxqq
¨ F 1pxq “ gpϕpxqq ¨ fpxq.

Außerdem gilt ϕpx0q “ y0, wie man nachrechnen kann:

ϕpx0q “ G´1pF px0qq “ G´1

ˆ
ż x0

x0

fptqdt

˙

“ G´1p0q “ y0.
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Das folgende Beispiel illustriert wie das Verfahren der Trennung der Variablen eingesetzt
werden kann, um analytische Lösungen für separierbare Differentialgleichungen zu erhalten.

Beispiel 8.8 (Trennung der Variablen)
Betrachten wie die folgende gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y1pxq “ ´
ypxq

x
,

welche definiert ist für alle x P Rzt0u und außerdem linear und homogen ist. Wir nehmen
an, dass die Anfangsbedingung yp1q “ c für eine Konstante c ą 0 gelte.

Es handelt sich hierbei um eine separierbare Differentialgleichung da wir sie mit ge-
trennten Variablen wie folgt darstellen können:

y1pxq “ fpxq ¨ gpyq mit fpxq :“ ´
1

x
und gpyq :“ y .

Nach Satz 8.7 berechnen wir nun die Funktionen F und G als

F pxq “

x
ż

1

fptqdt “ ´

x
ż

1

1

t
dt “ ´ log

ˇ

ˇ

ˇ

x

1
“ ´ log x` log 1

loomoon

“0

“ ´ log x,

Gpyq “

y
ż

c

1

gpsq
ds “

y
ż

c

1

s
ds “ log

ˇ

ˇ

ˇ

y

c
“ logpyq ´ logpcq “ log

´y

c

¯

.

Setzen wir den Definitionsbereich J der Funktionen g und G auf J “ R`, wissen wir, dass
der Logarithmus R` auf ganz R abbildet und daher können wir den Definitionsbereich I der
Funktionen f und F auf I 1 “ I “ R` setzen. Offensichtlich gilt R` “ F pI 1q Ă GpJq “ R
und somit sind die Voraussetzungen von Satz 8.7 erfüllt.

Es existiert also eine auf R` definierte eindeutige Lösung ϕ : R` Ñ R mit

log
ϕpxq

c
“ Gpϕpxqq “ F pxq “ ´ log x für alle x P R`.

Durch Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der Gleichung erhält man
dann die explizite Lösung

ϕpxq “
c

x
für alle x P R`.

Die Korrektheit der Lösung lässt sich leicht überprüfen, denn es gilt

ϕ1pxq “
´ c

x

¯1

“ ´
c

x2
“ ´

c

x
¨

1

x
“ ´

ϕpxq

x
.
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Die Trennung der Variablen lässt sich von Beispiel 8.8 auf allgemeine lineare, homo-
gene Differentialgleichungen erster Ordnung mit beliebiger Koeffizientenfunktion verallge-
meinern, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.9 (Lineare und homogene gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung)
Sei I Ă R ein offenes Intervall. Betrachten wir eine lineare und homogene Differentialglei-
chung erster Ordnung, die im Allgemeinen von folgender Form ist:

y1pxq “ apxq ¨ ypxq, für alle x P I.

Für einen beliebigen Punkt x0 P I und einen konstanten Anfangswert c P R gibt es dann
genau eine Lösung ϕ : I Ñ R der Differentialgleichung, die der Anfangsbedingung ϕpx0q “ c
genügt. Diese ist für alle x P I von der Form

ϕpxq :“ c ¨ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚.

Beweis. Jede homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist ein Spezialfall einer
separierbaren Differentialgleichung in Satz 8.7 für fpxq :“ apxq und gpyq :“ y.

Zuerst zeigen wir, dass ϕ eine Lösung der Differentialgleichung ist. Man rechnet leicht
nach, dass die Anfangsbedingung erfüllt ist, da

ϕpx0q “ c ¨ exp

¨

˝

x0
ż

x0

aptqdt

˛

‚ “ c ¨ expp0q “ c.

Außerdem gilt für alle Punkte x P I

ϕ1pxq “ c ¨

¨

˝exp

¨

˝

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚

˛

‚

1

“ apxq ¨ c ¨ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚ “ apxq ¨ ϕpxq.

Um die Eindeutigkeit der Lösung zu beweisen bemerken wir zunächst, dass

ϕ0pxq :“ exp

¨

˝´

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚

die Differentialgleichung ϕ10pxq “ ´apxq ¨ ϕ0pxq löst mit einem analogen Argument wie
oben. Sei nun ϑ : I Ñ R eine beliebige Lösung der Differentialgleichung y1pxq “ apxq ¨ ypxq
mit den Anfangsbedingungen ϑpx0q “ c. Wir bilden nun das Produkt ϑ0pxq :“ ϑpxq ¨ϕ0pxq
und differenzieren die Funktion ϑ0 mit der Produktregel:

ϑ10pxq “ ϑ1pxq ¨ ϕ0pxq ` ϑpxq ¨ ϕ
1
0pxq

“ apxq ¨ ϑpxq ¨ ϕ0pxq ´ ϑpxq ¨ apxq ¨ ϕ0pxq “ 0.
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Da dies für alle x P I gilt muss ϑ0 somit eine Konstante sein und es gilt

ϑ0pxq “ ϑ0px0q “ ϑpx0q ¨ ϕ0px0q “ c ¨ expp0q “ c.

Damit folgt nun schließlich aus ϑ0pxq “ ϑpxq ¨ ϕ0pxq für alle x P I:

ϑpxq “ c ¨ ϕ0pxq
´1 “ c ¨ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚.

Hierbei können wir die Umkehrfunktion ϕ´1
0 betrachten, da die Exponentialfunktion streng

monoton und somit insbesondere injektiv ist.

8.2 Variation der Konstanten

Bisher haben wir uns auf den Fall von linearen, homogenen Differentialgleichungen be-
schränkt. Das heißt wir haben nur den Spezialfall ohne Störfunktion, d.h., bpxq ” 0 disku-
tiert. Im Folgenden wollen wir nun inhomogene lineare Differentialgleichungen der Forn

y1pxq “ apxq ¨ ypxq ` bpxq,

betrachten, wobei a, b : I Ñ R stetige Funktionen auf dem offenen Intervall I Ă R sind.
Für einen beliebigen Punkt x0 P I und einen Anfangswert c P R suchen wir eine Lösung
ϕ : I Ñ R der Differentialgleichung die der Anfangsbedingung ϕpx0q “ c genügt.

Da eine Trennung der Variablen aus Kapitel 8.1 in diesem Fall nicht zum Ziel führt,
wollen wir eine andere wichtige Technik zur analytischen Lösung von gewöhnlichen Diffe-
rentialgleichungen untersuchen. Die sogenannte Variation der Konstanten ist ein Verfahren
zur Bestimmung einer speziellen Lösung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
erster Ordnung. Die einzige Zutat, die diese Technik voraussetzt, ist das Vorliegen einer
Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung

y1pxq “ apxq ¨ ypxq.

Aus Satz 8.9 wissen wir bereits, dass diese von der folgenden Form sind

ϕ0pxq :“ c ¨ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptqdt

˛

‚ .

Der folgende Satz beschreibt analytische Lösungen der inhomogenen Differentialglei-
chung basierend auf der Lösung ϕ0 der zugehörigen homogenen Differentialgleichung.
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Satz 8.10 (Variation der Konstanten)
Sei I Ă R ein offenes Intervall und seien a, b : I Ñ R zwei stetige Funktionen. Dann gibt
es zu einem beliebigen Punkt x0 P I und einem Anfangswert c P R eine eindeutige Lösung
ϕ : I Ñ R der linearen, inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung

y1pxq “ apxq ¨ ypxq ` bpxq für alle x P I

unter der Anfangsbedingung ϕpx0q “ c. Die Lösung hat die Form

ϕpxq “ ϕ0pxq ¨

¨

˝c`

x
ż

x0

ϕ´1
0 ptq ¨ bptqdt

˛

‚,

wobei

ϕ0pxq :“ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚.

Beweis. Sei ϕ0 eine Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung und ϕ die
zu bestimmende Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. Wir betrachten nun eine
sogenannte Ansatzfunktion u mit

upxq :“ ϕpxq ¨ ϕ´1
0 pxq “ ϕpxq ¨ exp

¨

˝´

x
ż

x0

aptq dt

˛

‚.

Durch Multiplikation mit ϕ0 lässt sich der Ausdruck dieser Funktion nun umstellen zur
unbekannten Lösung ϕ mit

ϕpxq “ ϕ0pxq ¨ upxq “ exp

¨

˝

x
ż

x0

aptqdt

˛

‚¨ upxq. (8.2)

Setzen wir diesen Ausdruck nun in die inhomogene Differentialgleichung ein, so erhalten
wir für alle x P I

pu ¨ ϕ0q
1pxq “ apxq ¨ upxq ¨ ϕ0pxq ` bpxq. (8.3)

Durch Anwendung der Produkt- und Kettenregel der Differentiation und des Hauptsat-
zes der Differential- und Integralrechnung lässt sich die linke Seite der Gleichung noch
vereinfachen zu

pu ¨ ϕ0q
1pxq “ u1pxq ¨ ϕ0pxq ` upxq ¨ ϕ

1
0pxq

“ u1pxq ¨ ϕ0pxq ` upxq ¨ ϕ0pxq ¨

¨

˝

x
ż

x0

aptqdt

˛

‚

1

“ u1pxq ¨ ϕ0pxq ` upxq ¨ ϕ0pxq ¨ apxq.
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Wir erkennen, dass sich die Terme auf der linken und rechten Seite von (8.3) teilweise
annullieren wodurch wir die folgende einfache Darstellung der Funktion b erhalten:

u1pxq ¨ ϕ0pxq ` upxq ¨ ϕ0pxq ¨ apxq “ apxq ¨ upxq ¨ ϕ0pxq ` bpxq

ô u1pxq ¨ ϕ0pxq “ bpxq.

Multiplizieren wir diese Gleichung wiederum mit ϕ´1
0 , so erhalten wir die folgende Darstel-

lung der Ableitung von u mit

u1pxq “ ϕ´1
0 pxq ¨ bpxq für alle x P I.

Somit können wir die unbekannte Funktion u charakterisieren als Stammfunktion durch

upxq “

ż x

x0

ϕ´1
0 ptq ¨ bptqdt` C,

wobei C P R eine Integrationskonstante ist. Setzen wir dies nun in die Gleichung (8.2) für
die Lösung ϕ der inhomogenen Differentialgleichung ein, so erhalten wir für alle x P I:

ϕpxq “ ϕ0pxq ¨ upxq “ ϕ0pxq ¨

ˆ
ż x

x0

ϕ´1
0 ptq ¨ bptqdt` C

˙

.

Zur Bestimmung der Integrationskonstante C setzen wir x “ x0 und sehen durch Anwen-
dung der Anfangswertbedingung

ϕpx0q “ ϕ0px0q
loomoon

“1

¨

´

ż x0

x0

ϕ´1
0 ptq ¨ bptqdt

loooooooooomoooooooooon

“0

` C
¯

“ C
!
“ c.

Damit ist nun die Aussage des Satzes vollständig bewiesen.

Im folgenden Beispiel wollen wir das Verfahren der Variation der Konstanten nutzen,
um die analytische Lösung einer inhomogenen Differentialgleichung herzuleiten.

Beispiel 8.11 (Variation der Konstanten)
Wir betrachten die folgende lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung

y1pxq “ 2x ¨ ypxq ` x3, (8.4)

für die die Anfangsbedingung yp0q “ c mit c P R erfüllt sein soll. Die zugehörige homogene
Differentialgleichung y1pxq “ 2x ¨ ypxq besitzt nach Satz 8.9 Lösungen der Form

ϕ0pxq “ exp

¨

˝

x
ż

0

2tdt

˛

‚ “ ex
2
.
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Wir erhalten eine Lösung ϕ : R Ñ R der inhomogenen Gleichung (8.4) unter der An-
fangsbedingung ϕp0q “ c durch

ϕpxq “ ex
2
¨

¨

˝c`

x
ż

0

t3e´t
2

dt

˛

‚.

Wir können glücklicherweise dieses Integral weiter berechnen indem wir die Substitution
s :“ t2 anwenden und darüber hinaus partielle Integration durchführen. Damit erhält man

x
ż

0

t3e´t
2

dt “
1

2
´

1

2

`

x2 ` 1
˘

e´x
2
,

und somit insgesamt die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (8.4) mit

ϕpxq “ ex
2
¨

¨

˝c`

x
ż

0

t3e´t
2

dt

˛

‚ “ ex
2
¨

ˆ

c`
1

2
´

1

2

`

x2 ` 1
˘

e´x
2

˙

“

ˆ

c`
1

2

˙

ex
2
´

1

2

`

x2 ` 1
˘

.

8.3 Differentialgleichungen höherer Ordnung

Obwohl wir gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung bereits im vorigen Ab-
schnitt erwähnt haben, haben wir diese noch nicht näher diskutiert. Wir wollen im Folgen-
den ein zusätzliches Kriterium zur Klassifikation von gewöhnlichen Differentialgleichungen
einführen und beschreiben, wie sich eine gewöhnliche Differentialgleichung höherer Ord-
nung in ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung umformulie-
ren lässt.

Beginnen wir zunächst mit der Definition einer gewöhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung schreibt eine Bedingung für die n-te
Ableitung der gesuchten Lösung ϕ vor. Diese n-te Ableitung hängt sowohl von x als auch
von der Lösung ϕ und ihren Ableitungen bis zur pn´ 1q-ten Ordnung im Punkt x ab.

Definition 8.12 (Differentialgleichung n-ter Ordnung)
Sei G Ă Rˆ Rn eine offene Teilmenge und

f : GÑ R

eine stetige Funktion.
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1. Wir nennen eine Gleichung der Form

ypnqpxq “ fpx, ypxq, y1pxq, . . . , ypn´1qpxqq

eine explizite gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist die gewöhnliche
Differentialgleichung nicht nach der höchsten vorkommenden Ableitung aufgelöst, d.h.
wenn sie von der folgenden Form ist

fpx, ypxq, y1pxq, . . . , ypn´1qpxq, ypnqpxqq “ 0,

so nennen wir sie eine implizite gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

2. Wir nennen eine n-mal differenzierbare Funktion ϕ : I Ñ R auf dem offenen Intervall
I Ă R eine Lösung der Differentialgleichung, wenn sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:

i) Der von der unbekannten Lösung ϕ abhängende Menge

Γϕ :“
!

px, y1, y2, . . . , ynq P I ˆ Rn
ˇ

ˇ

ˇ
yk “ ϕpk´1qpxq, 1 ď k ď n

)

ist eine Teilmenge von G,

ii) Für alle Punkte x P I gilt

ϕpnqpxq “ fpx, ϕpxq, ϕ1pxq, . . . , ϕpn´1qpxqq .

Das folgende Beispiel illustriert den Begriff einer gewöhnlichen Differentialgleichung in
expliziter und impliziter Form.

Beispiel 8.13
Sei I Ă R ein offenes Intervall. Die Gleichung

y1pxq ¨ ypxq ` x “ 0

ist eine nichtlineare, implizite gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Diese Dif-
ferentialgleichung lässt sich in die folgende explizite Form umschreiben

y1pxq “ ´
x

ypxq

wenn wir annehmen, dass ypxq ‰ 0 für alle Punkte x P I gilt. Aus der Kreisgleichung
x2 ` y2 “ c ą 0 lässt sich eine explizite Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung
angeben mit

ϕpxq “ ˘
a

c´ x2, für |x| ă
?
c.
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Man kann eine gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung in ein System von
gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung überführen wie folgende Bemerkung
zeigt. Diese Beobachtung hat den großen Vorteil, dass man sich bei Lösungsmethoden von
gewöhnlichen Differentialgleichungen, egal ob analytisch oder numerisch, nur auf das Lösen
von Differentialgleichungssystemen erster Ordnung konzentrieren muss.

Bemerkung 8.14
Sei G Ă RˆRn eine offene Teilmenge und f : GÑ R eine stetige Funktion. Wir betrachten
im Folgenden die explizite gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

ypnqpxq “ fpx, ypxq, y1pxq, . . . , ypn´1qpxqq. (8.5)

1. Wir können die Gleichung (8.5) zu einem Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung umformulieren bestehend aus n` 1 Gleichungen mit

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

y “ y1,
y11 “ y2,

...
y1n´1 “ yn,
y1n “ fpx, y1, . . . , ynq.

(8.6)

Definieren wir nun zwei n-dimensionale Vektoren Y, F P Rn mit

Y pxq :“

¨

˚

˚

˚

˝

y1pxq
...

yn´1pxq
ynpxq

˛

‹

‹

‹

‚

und F px, Y q :“

¨

˚

˚

˚

˝

y2pxq
...

ynpxq
fpx, Y pxqq

˛

‹

‹

‹

‚

dann können wir das Differentialgleichungssystem (8.6) umschreiben zu

Y 1pxq “ F px, Y pxqq.

Die Ableitung Y 1 ist hierbei komponentenweise zu interpretieren.

2. Sei nun ϕ : I Ñ R eine Lösung der expliziten gewöhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung in (8.5), d.h.,

ϕpnqpxq “ fpx, ϕpxq, ϕ1pxq, . . . , ϕpn´1qpxqq.

Basierend auf ϕ können wir uns nun eine vektorwertige Funktion Φ: I Ñ Rn defi-
nieren mit

Φpxq :“

¨

˚

˚

˚

˝

ϕ1pxq
ϕ2pxq

...
ϕnpxq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

ϕpxq
ϕ1pxq

...

ϕpn´1qpxq

˛

‹

‹

‹

‚

.
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Dann wird aus der obigen Definition klar, dass Φ eine Lösung des Differentialglei-
chungssystems (8.6) ist.

Ist nun umgekehrt vorausgesetzt, dass Φ: I Ñ Rn eine Lösung des Differentialglei-
chungssystems erster Ordnung in (8.6) ist, dann ist

ϕ :“ ϕ1 : I Ñ R

eine Lösung der Differentialgleichung n-ter Ordnung (8.5). Dieser Zusammenhang
gilt, da aus den ersten n Gleichungen des Systems (8.6) folgt

ϕ1pxq “ ϕpxq

ϕ2pxq “ ϕ11pxq “ ϕ1pxq,

ϕ3pxq “ ϕ12pxq “ ϕ21pxq “ ϕ2pxq,

...

ϕnpxq “ ϕ1n´1pxq “ . . . “ ϕpn´1qpxq.

Da ϕn einmal differenzierbar ist, folgt daraus, dass ϕ n-mal differenzierbar sein muss.
Die pn` 1q-te Gleichung von (8.6) liefert dann

ϕ1npxq “ ϕpnqpxq “ fpx, ϕpxq, ϕ1pxq, . . . , ϕpn´1qpxqq.

Wir sehen also, dass die Lösungen von (8.5) und (8.6) in einer eindeutigen Beziehung
zueinander stehen.

Beispiel 8.15
Die Gleichung

y2pxq ` ypxq “ 0 (8.7)

für x P R ist eine implizite gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um diese
Differentialgleichung in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zu transformieren
führen wir zwei neue Variablen wie folgt ein:

y1 :“ y, y2 :“ y11.

Mit diesen Variablen können wir die Differentialgleichung (8.7) umschreiben in die Glei-
chung

y12 ` y1 “ 0.

Zusammen mit der Bedingung y11 “ y2 ergibt sich damit das folgende lineare, homogene
Differentialgleichungssystem erster Ordnung:

Y 1 :“

ˆ

y11
y12

˙

“

ˆ

0 1
´1 0

˙

¨

ˆ

y1

y2

˙

.
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Die gewöhnliche Differentialgleichung (8.7) besitzt offensichtlich die auf ganz R defi-
nierten Lösungen

ϕpxq :“ cosx, und ϕpxq :“ sinx.

Aufgrund der Linearität der Ableitung sind in diesem Fall auch sämtliche Linearkombina-
tionen von Lösungen wiederum Lösungen. Das heißt wir können eine allgemeine Lösung
der gewöhnlichen Differentialgleichung angeben für beliebige Konstanten c0, c1 P R:

ϕc0,c1pxq :“ c0 ¨ cosx` c1 ¨ sinx.

Betrachten wir die beiden Anfangswertgleichungen

ϕc0,c1p0q “ c0 ¨ cosp0q ` c1 ¨ sinp0q “ c0

ϕ1c0,c1p0q “ ´c0 ¨ sinp0q ` c1 ¨ cosp0q “ c1 ,

so stellen wir fest, dass ϕc0,c1 : RÑ R die eindeutig bestimmte Lösung ϕ der Differential-
gleichung (8.7) mit den Anfangswertbedingungen ϕc0,c1p0q “ c0 und ϕ1c0,c1p0q “ c1 ist.

8.4 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

Bisher haben wir uns vornehmlich um analytische Lösungsverfahren für lineare gewöhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung beschäftigt. Dabei haben wir theoretische Überle-
gungen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen allgemeiner gewöhnlicher Differenti-
algleichungen vernachlässigt. Daher wollen wir uns in diesem Abschnitt den notwendigen
und hinreichenden Bedingungen widmen, die uns sagen wann eine Differentialgleichung
lösbar ist und wann ihre Lösung sogar eindeutig ist.

Da wir in Kapitel 8.3 gesehen haben, dass sich beliebige gewöhnliche Differentialglei-
chungen höherer Ordnung in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung transformie-
ren lassen, beschränken wir uns auf diese Differentialgleichungssysteme. Dies motiviert die
folgende Definition.

Definition 8.16 (Differentialgleichungssystem erster Ordnung)
Sei G Ă Rˆ Rn eine offene Teilmenge und

f : G Ñ Rn,
px, yq ÞÑ fpx, yq

eine vektorwertige stetige Funktion.
Dann nennt man die folgende Gleichung

y1pxq “ fpx, ypxqq

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Lösung dieser Gleichung
ist eine auf dem offenen Intervall I Ă R total differenzierbare Funktion ϕ : I Ñ Rn, für die
die folgenden Eigenschaften gelten:
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1. Der Graph Γϕ von ϕ liegt in der Teilmenge G, d.h,

Γϕ :“ tpx, yq P I ˆ Rn | y “ ϕpxqu Ă G.

2. Die Funktion ϕ erfüllt die Gleichung

ϕ1pxq “ fpx, ϕpxqq für alle x P I.

Bemerkung 8.17
Im Gegensatz zu vorigen Abschnitten handelt es sich in Definition 8.16 nicht um eine
Differentialgleichung einer skalarwertigen Funktion sondern um ein Differentialgleichungs-
system einer vektorwertigen Funktion. Wir können die vektorwertigen Funktionen y und f
also komponentenweise notieren als

ypxq “

¨

˚

˝

y1pxq
...

ynpxq

˛

‹

‚

und fpx, yq “

¨

˚

˝

f1px, yq
...

fnpx, yq

˛

‹

‚

,

was zu folgendem Differentialgleichungssystem erster Ordnung führt:

$

’

’

&

’

’

%

y11pxq “ f1px, y1pxq, . . . , ynpxqq,
y12pxq “ f2px, y1pxq, . . . , ynpxqq,

. . .
y1npxq “ fnpx, y1pxq, . . . , ynpxqq.

Der folgende Satz charakterisiert die Lösung eines Differentialgleichungssystems mit
Anfangswertbedingungen als Lösung einer zugehörigen Integralgleichung.

Satz 8.18 (Integralgleichung)
Sei G Ă R ˆ Rn eine offene Teilmenge, I Ă R ein offenes Intervall und sei f : G Ñ Rn
eine stetige Abbildung. Weiter seien die Anfangwerte px0, cq P G mit x0 P I gegeben. Sei
nun ϕ : I Ñ Rn eine total differenzierbare Funktion, deren Graph in G enthalten ist

Die Funktion ϕ ist genau dann eine Lösung der Differentialgleichung

y1pxq “ fpx, ypxqq

unter der Anfangswertbedingung ϕpx0q “ c, wenn sie die folgende Integralgleichung erfüllt:

ϕpxq “ c`

x
ż

x0

fpt, ϕptqqdt für alle x P I. (8.8)
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Rückrichtung des Satzes. Sei also die Integralgleichung
(8.8) erfüllt. Für die Anfangswertbedingung setzen wir x “ x0 und sehen somit, dass
ϕpx0q “ c gilt. Da die Funktion f nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung [Burger2020, Kapitel 7.2], dass

d

dx

ż x

x0

fpt, ϕptqqdt “ fpx, ϕpxqq.

Damit folgt aus der Definition der Funktion ϕ in (8.8), dass ϕ total differenzierbar ist und
die gewöhnliche Differentialgleichung ϕ1pxq “ fpx, ϕpxqq erfüllt.

Für die Hinrichtung des Beweises nehmen wir an, dass die Funktion ϕ eine Lösung der
gewöhnlichen Differentialgleichung ϕ1pxq “ fpx, ϕpxqq ist, total differenzierbar sei und die
Anfangswertbedingung ϕpx0q “ c erfülle. Dann können wir das folgende Integral betrachten
und erhalten aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

ż x

x0

fpt, ϕptqqdt “

ż x

x0

ϕ1ptqdt “ ϕpxq ´ ϕpx0q “ ϕpxq ´ c.

Durch Umstellen von c auf die linke Seite erhält man die Identität der Integralgleichung in
(8.8).

Das folgende Lemma liefert uns ein hinreichendes Kriterium für die Lipschitz-Stetigkeit
einer Funktion. Diese Eigenschaft wird für die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen
gewöhnlicher Differentialgleichungen entscheidend sein.

Lemma 8.19
Sei G Ă R ˆ Rn eine offene Teilmenge und f : G Ñ Rn eine bezüglich der Variablen
y “ py1, . . . , ynq stetig partiell differenzierbare Funktion.

Dann ist die Funktion f lokal Lipschitz-stetig in G bezüglich des y-Variable.

Beweis. Sei pa, bq P G ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein r ą 0, so dass die kompakte
Menge

Brpa, bq :“ tpx, yq P Rˆ Rn : |x´ a| ď r, ||y ´ b|| ď ru

ganz inG liegt. Da nach Voraussetzung alle Komponenten der Jacobi-Matrix J :“ p Bfi
Byj
q1ďi,jďn

stetige Funktionen sind, können wir eine Konstante L P R`0 finden mit

L :“ sup
px,yqPBrpa,bq

}Jpx, yq} ă `8.

Aus einer Folgerung des Mittelwertsatzes in 6.41 folgt für alle px, yq, px, ỹq P Brpa, bq,
dass gilt

||fpx, yq ´ fpx, ỹq|| ď L ¨ ||y ´ ỹ||.
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Nun sind wir in der Lage die hinreichenden Bedingungen für die Eindeutigkeit von
Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen zu formulieren.

Satz 8.20 (Eindeutigkeitssatz)
Sei G Ă RˆRn eine offene Teilmenge und sei f : GÑ Rn eine stetige Funktion, die lokal
Lipschitz-stetig in G bezüglich der y-Variablen ist. Seien nun ϕ, ϑ : I Ñ Rn zwei Lösungen
der Differentialgleichung

y1pxq “ fpx, ypxqq für alle x P I.

Stimmen die beiden Lösungen der Differentialgleichung in einem Punkt x0 P I überein,
d.h., es gilt ϕpx0q “ ϑpx0q, so folgt schon

ϕpxq “ ϑpxq für alle x P I.

Beweis. Wir beginnen zunächst damit die Eindeutigkeit von Lösungen in einer lokalen ε-
Umgebung zu zeigen. Sei x0 P I ein Punkt, so dass für die beiden Lösungen ϕ, ϑ : I Ñ Rn
der gewöhnlichen Differentialgleichung gilt ϕpx0q “ ϑpx0q. Auf Grund der Integraldarstel-
lung in Satz 8.18 folgt nun

ϕpxq ´ ϑpxq “

ż x

x0

fpt, ϕptqq ´ fpt, ϑptqqdt. (8.9)

Da f nach Voraussetzung lokal Lipschitz-stetig bezüglich der y-Variablen ist, existieren
Konstanten L ě 0 und δ ą 0, so dass für alle t P I XBδpx0q :“ tt P I : |t´ x0| ă δu gilt:

||fpt, ϕptqq ´ fpt, ϑptqq|| ď L ¨ ||ϕptq ´ ϑptq||.

Wir definieren nun die zwei Variablen

ε :“ minpδ,
1

2L
q und M :“ supt||ϕpxq ´ ϑpxq|| : x P I XBεpx0qu.

Aus Gleichung (8.9) und (8.4) können wir nun für alle x P I XBεpx0q folgern

||ϕpxq ´ ϑpxq|| ď L ¨

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

||ϕptq ´ ϑptq|| dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď L ¨ |x´ x0| ¨M ď
M

2
.

Da diese Abschätzung auch für den Punkt x P I X Bεpx0q gilt, für den das Supremum M
angenommen wird, folgt also M ď M

2 . Dies ist jedoch nur möglich, wenn M “ 0 gilt, d.h.,
wenn die Funktionen ϕ und ϑ in I XBεpx0q übereinstimmen.

Basierend auf obigem Resultat zeigen wir nun, dass ϕpxq “ ϑpxq für alle x P I mit
x ě x0 gilt. Der Beweis für den Fall x ď x0 funktioniert analog und wird daher nicht näher
diskutiert. Wir definieren zunächst den am weitest rechts liegenden Punkt ξ P I, so dass
die Funktionen ϕ und ϑ noch übereinstimmen durch

x1 :“ sup tξ P I : ϕ|rx0,ξs ” ϑ|rx0,ξsu.

206



Falls x1 “ 8 oder gleich dem rechten Rand des Intervalls I gilt, so ist die Aussage bereits
bewiesen. Nehmen wir also an, dass ein Punkt x1 P I existiert bis zu dem die Funktionen
ϕ und ϑ übereinstimmen und darüber hinaus ein δ ą 0 existiert, so dass rx1, x1 ` δs Ă I
gilt. Nach Voraussetzung wissen wir nun, dass ϕpx1q “ ϑpx1q gilt und die Funktionen stetig
sind. Nun wissen wir aus dem ersten Teil des Beweises, dass ein ε ą 0 existiert, so dass gilt

ϕpxq “ ϑpxq für alle x P I XBεpx1q.

Das widerspricht jedoch offensichtlich der Definition von x1 P I. Daher gilt also ϕpxq “ ϑpxq
für alle x P I mit x ě x0.

Um zu verstehen, wann die Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung nicht ein-
deutig ist, diskutieren wir im Folgenden ein Gegenbeispiel.

Beispiel 8.21
Wir betrachten die folgende nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung

y1pxq “ pypxqq
2
3 . (8.10)

Wie man sofort einsieht ist eine spezielle Lösung der Differentialgleichung gegeben durch

ϕ0pxq ” 0, für alle x P R.

Da die Differentialgleichung separierbar ist, lassen sich die Lösungen unter der Annahme
y ‰ 0 mit Hilfe von Satz 8.7 bestimmen.

Man sieht aber auch leicht, dass für beliebiges a P R die Funktion ϑa : RÑ R mit

ϑapxq :“
1

27
px´ aq3

die gewöhnliche Differentialgleichung (8.10) erfüllt, denn es gilt

ϑ1apxq “
1

9
px´ aq2 “

ˆ

1

27
px´ aq3

˙
2
3

“ ϑapxq
2
3 .

Obwohl die Lösung ϕ und ϑ0 im Punkt x0 “ a übereinstimmen mit

ϕ0paq “ ϑapaq “ 0,

sieht man ein, dass der der Eindeutigkeitssatz 8.20 nicht gilt. Der Grund hierfür ist eine
Verletzung der Voraussetzungen des Satzes, denn die Funktion fpx, yq :“ y

2
3 ist nicht für

alle Punkte y P R bezüglich der y-Variable Lipschitz-stetig. Zwar ist f für y ‰ 0 stetig
partiell differenzierbar bezüglich der Variablen y mit

Bf

By
px, yq “

2

3
y´

1
3 .

Nach Lemma 8.19 ist f somit lokal Lipschitz-stetig in ganz R ˆ Rzt0u in Bezug auf die
y-Variable. Jedoch ist f in keiner Umgebung eines Punktes pa, 0q Lipschitz-stetig bezüglich
de y-Variablen, da dieser Punkt eine Singularität mit unendlicher Steigung darstellt.
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Der folgende wichtige Satz formuliert die hinreichenden Bedingungen für die Existenz
von Lösungen einer gewöhnlichen Differentialgleichung.

Satz 8.22 (Existenzsatz von Picard-Lindelöf)
Sei G Ă RˆRn eine offene Teilmenge und sei f : GÑ Rn eine stetige Funktion, die lokal
Lipschitz-stetig auf G bezüglich der y-Variablen ist. Dann existiert zu jedem Anfangswert
px0, cq P G ein ε ą 0, sowie eine Lösung

ϕ : rx0 ´ ε, x0 ` εs Ñ Rn

der gewöhnlichen Differentialgleichung

y1pxq “ fpx, ypxqq

unter der Anfangsbedingung ϕpx0q “ c.

Beweis. Siehe [Forster2017, §12, Satz 4].

Selbst wenn die Funktion f der Differentialgleichung y1pxq “ fpx, ypxqq auf ganz RˆRn
definiert ist und überall lokal Lipschitz-stetig bezüglich der y-Variablen ist, so kann eine
Lösung, die die Anfangsbedingung ϕpx0q “ c erfüllt unter Umständen nur in einer sehr
kleinen Umgebung von x0 P R definiert sein. Dies wird durch das folgende Beispiel klar.

Beispiel 8.23
Wir betrachten die folgende nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y1pxq “ 2x ¨ pypxqq2 .

Die Funktion fpx, yq “ 2xy2 ist offensichtlich auf ganz R ˆ R definiert und stetig partiell
differenzierbar bezüglich der Variable y und somit nach Lemma 8.19 lokal Lipschitz-stetig
bezüglich der y-Variablen.

Wir suchen eine Lösung φ : R Ñ R der Differentialgleichung, die die Anfangswertbe-
dingung ϕp0q “ c erfüllt. Für den Fall c “ 0 ist dies offensichtlich die konstante Funktion
ϕpxq ” 0 für alle x P R. Für c ‰ 0 können wir die Lösung durch Trennung der Variablen
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(siehe Kapitel 8.1) wie folgt unter der Annahme ypxq ‰ 0 berechnen:

y1 “
dy

dx
“ 2xy2

ñ
1

y2
dy “ 2x dx ,

ñ

y
ż

c

1

η2
dη “

x
ż

0

2ξ dξ,

ñ ´
1

y
`

1

c
“ x2 ,

ñ ϕpxq :“ y “
1

γ ´ x2
, mit γ :“

1

c
.

Dies ist die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung unter der Anfangswertbedingung
ϕp0q “ c, was man direkt durch Einsetzen verifizieren kann.

Falls c ą 0 gilt, so ist der maximale Definitionsbereich dieser Lösung gegeben durch

Ic :“
!

x P R : |x| ă
?
γ “ c´

1
2

)

.

Nähert sich x von innen dem Rand des Intervalls Ic, so strebt der Funktionswert der Lösung
gegen `8. Für c ă 0 ist die Lösung hingegen auf ganz R definiert.
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